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&�+	,���	� 
 #���� ����
��, �����
�� ��'��� �
� �
�������
�, ����-
���� �������� ��������� ��	�
������, ����� ������ 
�������
�/� ����
���, ��������  	�
����� ��+����� �-
��� 
������� �
!�����	���� ��������� �  ��������� ���-
������ ���	���� � ��������� �������� ������. C�� ������� 
��������� ��
�+����� �
!������� ��+���� ����	, �������-
������ �������/?�� �� �������� � � ���	��� �
���������, 
�������� ��� ��+���� ����	 ������	���!� ����
��������, 
����	 ��������� ������ ;����������, ������� ����	 �
� ��D-
D�������
���� ��������� � �. �.  
 B �����?�� �	����� ������ 	�
������ ��+���/ ���� 

������� �
!�����	���� ��������� � �������/ ��������� 
���	���� � ��������� �������� ����?��� !
��� 4 � 5. B ��-
��!��D� 4.1 !
��� 4 ���������/�� �����
�� ����������
�-
��� � �����?�� ����� ;DD�������� � ����'��� ������ 	�-

����!� ��+���� �������� ���� n  
������� ���������  
n  �����������. B�'��� �
� ���
�'���� ��
���� ���'� 	�-

����� ��+���� �������� �
� ���������� ���� 
����-
��� ���������  �������
����� ( m n× )-��������� 
/��!� 
(��
��!� �
� ����
��!�) ���!�. E���� ����� ��������� ��-
+��� ��� �
� ���� ������ �� !����� ������� �������+�� 
���������. C��� ������� � ����
�!����� ������ ����?�� 
����!��D 4.2 !
��� 4. B ���, ������  �
��	���� �������� � 
	�
������ ��+���/ �������
���� �������� �
� ������-
���� ���� 
������� ���������, ��������� �� ��+���� 
���� �����
���� ���������, ���������/�� ����� ��!�
�-
�������, ������, ��������� �� �������
���� ������� ���-
�� �� QR-  � ��!�
����� ���
�'������, � ���!�� ������.  
 F�
������ ��+���/ ����
��� ��������� ���	���� � 
��������� �������� � ��+�� ������ ����?��� !
��� 5. 
B ��� �������� ���������/�� �����
�� ;DD�������� ����-
������ ����'��� ������ 	�
����!� ��+���� ;��� ����
���, 
��������, ����� ���?����, QR- �
!����� � ���!�� ������.  
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 �
� ������� � ������ ��������� ����������� ������� 
�� 
������� �
!����, �������� ��������� ������� ��
���-
�
��������� ���
�'���� ������, ����?���� ������!�
���� 
������ � 
�+� ��
� ;��!� ���������/�� ��+���� ���� 

������� ��������� ��	����, ������������� ��������, ����-
��� �������+�� ��������� � ��+���� ��
��� � 	���	��� ���-
�
�� ��������� ���	���� � ��������� ��������. B� ���-
	����� � ������ D���� �

/�����/�� �������� ��������-
���� ���������.  
 B����� 	�
����!� ��+���� ���� 
������� ������-
��� � �������� ��������� ���	���� � ��������� �������� 
���������/�� � ������ �	����� ������ ���  �
!������	�-
��� ��	�� ������, ��� �  ��	�� ������ ���������� ���!����-
��� ����� ��+���� ����	 ��	�
���
���� ����������. ���-
������� �
�� �� =�������-����� � ���!������� �����	�-
��� ����� ��
���� ��� ���
������ ���������� �
!������� ��-
+���� ���� 
������� ��������� � �������� ��������� 
���	���� � ��������� ��������.  
 ������ ������������ ��������, ��!�������� � �-
�������� ��������-��������	����, D���	����, ����	����, 
;������	���� � ���!�� �����
������, � ���'� ���	��� ��-
�������� � ��'������, ������/?��� ��+����� ����	 ����-
��	���!� ����
�������� � ���������� ����
������ ;�����-
�����. ��� ��'�� 
�'��� ���'� ������ �����
���!� ���� 
�� ��������� !
���� 
������� �
!���� � ���
�������� � ��-
	���� �����	����.  
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����� 1 
�,����-� ,��+��	/ 	0 �	��6��6 ����)&- 

1.1. 
������(������ ������� � �����#�%. 
+������� � �����#���  

 
 
������������ �
� ( × )m n -�����#�� ��������� ����� 
	��
, ����
�'����� � ���� ���
���  

.

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

11 12 1

21 22 2

1 2

=

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

…

…

… … … …
…

  

������ ������� A  �������/� � ���� ,i jA a= ( )  

i m= 1, 2, …, ;  j n= 1, 2, …, . F�
� i ja , ����
�/?�� �����/ 

�������, ������/� �� 8���������. ������ ����� � ;
������ 
��������� ����� �����, � ������ – ����� ��
���, �� �����	�-
��� ������� �������� ;��� ;
�����.  

,������ ������/� !�����!����, �
� ���� �� ���� �� ;
�-
���� ��
���� ����
����� (����?��������) 	�
��, � ��-
����������� (��$���������), �
� �� �� ;
������ – ������-
��
���� (��?��������) 	�
�.  

��� ������� ���������!� ������� m n×  	���/� �������, 
�
� ������� ����� �� ���������/?�� ;
������, �. �. ;
�-
�����, ���?�� �� ���������� ����� � ;��� ��������.  

,������, ����?�/ �� ����� ����� �
� ����!� ��
���, 
������/� ������������ ��!���-����!�� �
� ��!���-
�����#��. C
������ �������� ������/� �� !�����������. 
,������, ����?�� �� ����!� 	�
�, ���'����
����  ;��� 
	�
��. ,������, ����?�� �� ��
��, ��������� ������� � 
������	���� 	���� 0 . %
� 	�
� m  ���� ������� ����� 	�-

� n  �� ��
����, �� ������� ������/� !�������� ����!� 
n . ���!���
� ���������� �������, ������/?�/ 
���� ����-
��� �!�
  ������ ��'���, ������/� �������.  



�����  ������ .  ������� �����	�  	�  �	������ ������� 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 10

���������� �������, � ������� ��
�	�� �� ��
� 
�+� ;
�-
����� !
����� ���!���
�, ������/� ������������.  
 ���!���
���� �������, � ������� �� ;
������ �� !
����� 
���!���
� ����������, ��������� �!�������. F����� 
�	�-
�� ��
����� ������ ��
���� ����(��� �������  

E
1

=
1

� �
� � .� �� �
� �

�   

,������, ��
�	����/ �� ������ ������� A  ������� � ��� 
���� ���������/?��� ��
�����, ������/� �����������-
������ � A  � ������	�/� 	���� A′  �
� A Τ . %
� A  – m n( × ) -
�������, �� AΤ  – n m( × ) -�������. B 	������, �
� A  – ���-
���-�����, �� A Τ  – ������-��
��� � ��������.  

,������ A  ������/� ��������(���, �
� A A Τ= ; �����-
�� A  – !�����!��� �����"����� � ������� A , �
� ��� ��
�-
	��� �� A  ������� � ��� ;
������� �� ����
���� ����'��-
���; ������� A∗  – 8�������-�����"�����, �
� �����"����� 
� ������� A , �
� ��� ��
�	��� �� A  ������� ;
������� ���-
�
���� ����'������ � ����������������, �. �. �
� 

A �
Τ∗ = . �
� ��������
���� ������� A  ��!�� A A Τ∗ = .  

���������� ������� A  ��������� 8��������, �
� A A∗ = .  
C
������ �������	��� ������� i jA a= ( )  ����
������/� 

�
����� i j j ia a= . C
������ ;�������� ������� i jA a= ( )  

����
������/� �
����� i j j ia a= . C
������ i ia  !
����� ���-
!���
� ;�������� ������� ��
�/�� ��������
����� 	�
�-
��, ����
��� ii i ia a= .  

,����� �����# i jA a= ( )  � i jB b= ( )  ���������!� ������� 

m n×  ��������� ������� i jC c= ( )  ��!� '� �������, ;
������ 

������� ����� ����� i j i ja b+  ���������/?�� ;
������� 

�!����� ������. E���� �������,  
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.
n n n n

m mn m mn m m mn mn

a a b b a b a b

a a b b a b a b

11 1 11 1 11 11 1 1

1 1 1 1

… … + … +

… … … + … … … = … … …
… … + … +

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
 &������� �����# ������
���� ���
�!�	��:  

.
n n n n

m mn m mn m m mn mn

a a b b a b a b

a a b b a b a b

11 1 11 1 11 11 1 1

1 1 1 1

… … − … −

… … … − … … … = … … …
… … − … −

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
 
����������� �����#� i jA a= ( )  �� 	�
� α  ������/� 
������� �α ⋅ , �� ;
������ ������� ����� ������������� �-
��������/?�� ;
������� ������� ������� �� ;�� 	�
�:  
 

.
n

m mn

a a

A
a a

α α

α
α α

1

1

11⋅ … ⋅

⋅ = … … …
⋅ … ⋅

� �
� �
� �
� �
� �

 

B 	������, ������� �( −1) ⋅  ������/� �����������"��� � 
������� A  � ������	�/� 	���� �− .  
 �������� !������#��� ��!�����-����! (��
����) �1 , 

k� �2, …,  ������/� ������-����� (��
���)  

k k� � �α α α1 1 2 2+ + …+⋅ ⋅ ⋅ .  

 ,��"���� �����# � ����"���� �% �� (���� �����;� 
����;$��� ����������:  
 
1)  A B B A+ = + , 5) � �1⋅ = , 
2)  A B C A B C+ ( + ) = ( + ) + , 6) � � �α β α β( + ) ⋅ = ⋅ + ⋅ ,  
3)  A A+ 0 = , 7) � B � Bα α α⋅( + ) = ⋅ + ⋅ ,  
4)  A A+ ( − ) = 0 , 8)  � �α β α β⋅ ( ⋅ ) = ( ⋅ ) ⋅  

��� 
/��� �������� � B C, ,  � 
/��� α β, .  
 =���"���� �����# ������
���� 
�+� �
� 
�	��, ��!�� 
	�
� ��
���� �����!� ���'���
� ����� 	�
� ���� �����!� 
���'���
�. ����  
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n

i j

m mn

a a

A a
a a

11 1

1

…

= ( ) = … … … ,
…

� �
� �
� �
� �
� �

     
p

j k

n n p

b b

B b
b b

11 1

1

…

= ( ) = … … … .
…

� �
� �
� �
� �
� �

 

 
 
����������� �����# A  � B , �������� � ��������� ��-
�����, ��������� ������� i kC c= ( ) , ;
������ ������� ������-

�/�� �� 
���/?��� �����
�:  

i k i k i k i n nkc a b a b a b i m k p1 1 2 2= + +…+ , = 1, 2, …, ; = 1, 2, …, ,   

�. �. ;
����� i kc  ������� C  ����� ���� ������������ ;
����-
��� i -� ����� ������� A  �� ���������/?�� ;
������ k -!� 
��
��� ������� B . =� ;��!� ������
���� 
�����, 	�� ������� 
C  ����� �������� ������� m p× .  
 &�������,  

1 2 3 3 1 1⋅ 3 + 2 ⋅ 2 + 3⋅1 1⋅1+ 2 ⋅ 4 + 3⋅ 3 10 18
2 3 1 2 4 = 2 ⋅ 3 + 3⋅ 2 +1⋅1 2 ⋅1+ 3⋅ 4 +1⋅ 3 = 13 17 ,
6 1 2 1 3 6 ⋅ 3 +1⋅ 2 + 2 ⋅1 6 ⋅1+1⋅ 4 + 2 ⋅ 3 22 16

� �� � � � � �
� �� � � � � �
� �� � � � � �� �� � � � � �
� �� � � � � �

( )
3

1 2 3 ⋅ 2 = (1⋅ 3 + 2 ⋅ 2 + 3⋅1) = (10),
1

� �
� �
� �� �
� �

 

( )
3 3⋅1 3⋅ 2 3⋅ 3 3 6 9
2 ⋅ 1 2 3 = 2 ⋅1 2 ⋅ 2 2 ⋅ 3 = 2 4 6 .
1 1⋅1 1⋅ 2 1⋅ 3 1 2 3

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

 

 
=� ����������� �������� �����, 	�� ����'���� ������ ��-
������������.  
 =���"���� �����# ������� ����;$��� ����������:  

1) A B C A B C⋅ ( ⋅ ) = ( ⋅ ) ⋅ ,  
2) A B A B A Bα α α⋅( ⋅ ) = ( ⋅ ) ⋅ = ⋅ ( ⋅ ) ,  
3) C A B C A C B⋅ ( + ) = ⋅ + ⋅ ,  
4) A B C A C B C( + ) ⋅ = ⋅ + ⋅ .  
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 ������� ��������� �������� �����#�� ���������������� 
� !�����!����� �����"���� �����#:  

A B A BΤ Τ Τ( + ) = + ,  A B A B∗ ∗ ∗( + ) = + ,  A B A B+ = + ,  
A Aα αΤ Τ( ⋅ ) = ⋅ ,  A Aα α∗ ∗( ⋅ ) = ⋅ ,  A Aα α( ⋅ ) = ⋅ ,  

A B B AΤ Τ Τ( ⋅ ) = ⋅ ,  A B B A∗ ∗ ∗( ⋅ ) = ⋅ ,  A B A B⋅ = ⋅ .  
A AΤ Τ( ) = ,  A A∗ ∗( ) = ,   

 �������	� ��!�����-������� �� �	�� ��������� 	���" 
�	������ "������	�  

n n

n n

m m m n n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

+ + … + = ,

+ + … + = ,

……………………………………
+ + … + =

�
	
	


	
	�

 

���	��� � ��!������ #���� ���"$%	� �������:  
n

n

m m m n m

a a a b

x x x
a a a b

11 12 1 1

1 2

1 2

… ⋅ + … ⋅ + … + … ⋅ = … ,

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

 

� "������	� ����	� ��������� �" �� 	���" ���	��� � �	��  
A X b⋅ = ,  

�������  
n

m m n n m

a a x b

A X b
a a x b

11 1 1 1

1

…

= … … … , = … , = … .
…

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� �� � � � � �� � � �

 

��� 8������������ ���������������� �� �����#�� 
������/�:  

1. *���'���� 
/��� i -� ����� ������� �� 
/��� 	�
� 
α.  

2. ������
���� � 
/��� i -� ����� ������� 
/��� �� j -� 
�����, ����'����� �� 	�
� α.  

3. *���'���� 
/��!� j -!� ��
��� ������� �� 
/��� 
	�
� α.  
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4. ������
���� � 
/���� j -�� ��
��� ������� 
/��!� 
�� i -!� ��
���, ����'����!� �� 	�
� α.  

5. ����������� ���� (��
����) �������.  
������ � ������ �������������� ��� �������� ������
��� 

����'���/ �� 
��� ������������ �� ;
���������� �������  
 

, .i

i

j j

α

α

1 1

1
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

1
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

1 1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

� �
� � �

� �
�
� �

� �
�

�
�

�
�
�

 

E����� � 	�������� �������������� ��� �������� �����-
�
��� ����'���/ �� ����� ������������ �� ;�� ;
�������-
��� �������. ����������� ���� � ������� ������
��� ��-
��'���/ ;��� ������� 
��� �� ������� P , ��
�	����/ �� 
�����	��� ������� ��� '� ������������ ����. ����������� 
��
���� � ������� ������
��� ����'���/ ;��� ������� 
����� �� ������� Q , ��
�	����/ �� �����	��� ������� ��� 
'� ������������ ��
����. ,������ P  � Q  ������/� �����-
#��� �����������!.  

�/��/ m n( × ) -������� ;
����������� ���������������� 
��� ������� � ��
����� ��'�� ������� � ����  

1

1
0

0

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

0

0

�

�

. 
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B 	������, ������'�����/ (�. �. 1.4) ���������/ ���-
���� ����� ������ ��'�� ������� � �����	��� �������.  

,������ A  � B  ����� �������� 8!������������, �
� 
���� �� ��� ��'�� ���� ������������� � ���!�/  ����?�/ 
;
���������� �������������� ��� ������� � ��
�����. ���-
!��� 
�����, ������� A  � B  ������/� 8!������������, 
�
� ��� ������ �����+����� B R A S=  ��� ��������� ��-
����'������ �������� R  � S . C�����
������� ������ ���-
���	�/� ������ ~ , �. �. ��+�� A  ~ B .  

C�����
������� ������ ��
����� 
���/?��� ����-
����:  

1) ��D
��������/, �. �. A  ~ A ;  
2) �������	����/, �. �. �
� A  ~ B , �� B  ~ A ;  
3) �������������/, �. �. �
� A  ~ B  � B  ~ C , ��  A  ~ C .  

 
1.2. ����������� 

 

������������ A  n -�� �����!�, ���������/?�� ����-
������ �������  

n

n

n n n n

a a a

a a a
A

a a a

11 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

…

…
=

… … … …
…

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

 ,  

��������� �
!�����	���� ���� n !  	
���� ���� 
…

n ni j i ja a
1 1

. ���	�� 	
����� ������
���
� 
�'�� �����-

��'��� ������������ �� n  ;
������� ������� A , ������ �� 
������ �� ��'��� ����� � ��'��!� ��
��� �������. C�� ���-
��������� ������ � ������ t( −1) , !�� t  — 	�
� ������� 
(����������) � ������� � ��'��� ����� ����������  
 

n

n

i i i

j j j
1 2

1 2

…

…
� �
� �
� �

,  
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c����
����� �� ������� ;
������� �������, �����?�� � ���-
���������. B 	������, ��� n = 2  � n = 3  ������������ ��
�-
	����  

a a
a a a a

a a
11 12

11 22 12 21
21 22

= − ,    (1) 

.

a a a
a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 31

31 32 33 13 22 31 12 21 33 11 23 31

= + + −

− − −

 (2) 

 

�������� �������� ������������  
 ����	�
�� ������� ������ ������
���
��.  
1. ������
���
� �� ������� ��� ���������������.  
2. %
� ���� �� ���� (���� �� ��
����) ������
���
� ����� 

�� ��
��, �� ������
���
� ����� ��
/.  
3. �� ����������� ���� ���� (��
����) ������
���
� ������ 

����.  
4. ������
���
�, ����'�?�� ��� ���������� ����� (��
���), 

����� ��
/.  
5. %
� �� ;
������ ��������� ����� (��
���) ����'��� �� 

	�
�, �� ������
���
� ����'��� �� ;�� 	�
�. ��?�� ���-
'���
� ;
������� ����� (��
���) ������
���
� ��'�� ��-
����� �� ���� ������
���
�. %
� �� ;
������ ������
���
� 
����'��� �� 	�
� α , �� ������
���
� ����'��� �� .nα  

6. ������
���
�, ����'�?�� ��� �����������
���� ����� 
(��
���), ����� ��
/.  

7. %
� ���� �� ���� (���� �� ��
����) ������
���
� ��� 
�-
������ ���������� ���!�� �!� ���� (��
����), �� ������
�-
��
� ����� ��
/.  

8. ������
���
� �� �������, �
� � ;
������� ����� �!� ���-
�� (��
���) ��������� ���������/?�� ;
������ ���!�� 
�!� ����� (��
���), ����'����� �� ���� � �� '� 	�
�. ��-
����
���
� �� �������, �
� � ����� �!� ����� (��
���) 
��������� 
������/ ���������/ ���!�� �!� ���� (��
�-
���).  



1.2 .  �������	���	  
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 17

9. %
� �� ;
������ i -� ����� ( j -!� ��
���) ������
���
� 
�������
��� � ���� ���� ���� 
�!�����, �� � ��� ����-
��
���
� �������
���� � ���� ���� ���� ������
���
��, � 
������� �� ����� (��
���), �� ��
/	����� i -� ( j -!o), ��-
��� '�, ��� � ������� ������
���
�, � i -� ����� ( j -� ��
-
���) � ������ ������
���
� ����� �� ������ 
�!����� � �� 
������ — �� ������.  

 B���
�� � m n( × ) -������� A  k  ���� � k  ��
����. C
�-
�����, ���?�� �� �����	����� ;��� ���� � ��
����, ����-

�/� ������� ������� k . ������
���
� ;��� ������� ������-
/� ������� k-�� ����!� �����#� A .  

%
� ��� ������
���
� A , �� ������ �!� ������� ���'� 
������/� �������� �����!� �����������.  
 #���� ��� ������� ������� k  m n( × ) -������� A  ����� 
k -!� �������, ���������� �� �� ������  �������� i1 <  

ki i m2< < … < ≤  � ��
����  �������� kj j j n1 2< < … < ≤ , 

������/� �������, �
� i j1 1= , i j2 2= , … , k ki j= . &����-
���, !
������ �������� �����!� ������� �������  

a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

� �
� �
� �
� �
� �

  

��
�/�� �� ���!���
���� ;
������ a a a11 22 33, , ; !
������ 
�������� �����!� ������� — ������  

a a a a a a
a a a a a a

11 12 11 13 22 23

21 22 31 33 32 33
, , . 

#���� ��� !
����� ������� ���������� ������� ���	�� 
����
�/� �� ��
�������
���� �!
���� !
����� ���!���
���� 
������.  
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B ����������� ������� ;��  

,
a a a

a a
a a a a

a a
a a a

11 12 13
11 12

11 21 22 23
21 22

31 32 33

, .  

���� � ������
���
� A  n -!� ������� ���� ����� M  k -!� 
�������. %
� ��	������� ����� � ��
��� ������� A,, �� ��-
���	���� ������� ���� ;��� �����, �� ����+��� ;
������ 
������� A  ������ ����� M ′  n k( − ) -!� �������, ������� 
������/� ������������� ������� � ������ M. 

��������(��!�� ���������� ������ M ������/� �!� ��-
��
����
���� ����� M ′ , ������ � ������ S M( )( −1) , !�� 
S(M) — ���� ������� ���� � ��
����, �� ������� ����
�-
!���� ����� M. B 	������, ��������(��!�� ��������� 8��-
����� i ja  ������
���
� A   ��� i j

i jA M+ ′= ( −1) , !�� 

M ′  — ����
����
���� ����� � ;
������ .i ja  

�������	���� A , ��������"$%	� ����	�� A , ����� 
"��� ���	������	� &�������� ���	�������� ��� ���!	 
(������) �� 	� �������	��!	� ��������	�, �. �.  

i i i i i n i nA a A a A a A1 1 2 2= + + … + ,  (3) 

j j j j n j n jA a A a A a A1 1 2 2= + + … + .  (4) 

 ' ������	, ��	 � !�!��-�	�� ���!� (������) ������-
�	���� �� &�������, !���� ������, �"�	, �� �������	���� ��-
��� ���	������	$ &���� ��������� �"�$ &������� �� ��� �����-
��	��!�� ��������	�.  
 ����?����� D����
 (3) � (4) ��
���� 
���/?�� �������.  

 >������ �������. 
"�� � �������	���� A  n -�� �����!� 
���	������� ������� k  ���! (	�	 k  �������), k n1 ≤ ≤ −1. 
*���� "��� ���	������	� ��� �	����� k -�� �����!�, ����-
�������� � ��������� ���!�� (�������), �� 	� �������	��-
!	� ��������	� ����� �������	���$ A . 
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 ��
����� ��
���� ���'� 
���/?�� �����'�����. 
 +"��� ���	������	� &�������� !�!��-�	�� ���!	 (����-
��) �������	���� �� �������	��!	� ��������	� ������-
��"$%	� &�������� ��"��� ���!	 (������) ����� �"�$, �. �.  

i k i k i n k na A a A a A i k,1 1 2 2+ + … + = 0, ≠   (5) 

j k j k n j n ka A a A a A i k.1 1 2 2+ + … + = 0, ≠   (6) 

 �� D����
� (3) �
� (4) ��	�
���� ������
���
� n -!� ��-
����� ������ � ��	�
���/ ������
���
�� n( − 1) -!� �����-
��. ��� ���������� ;��� D����
 �� �������� ��	�
�, ������� 
�� ������ ������
���
��, �� ����� ���	���� ������
���
�, 
��
��������� � �����-
��� �!� ����� (��
���) ��
�	��� �� 
�����'���� ��
�+� ��
��. ������ ;�� �� �������.  
 
 
�����. B�	�
��� ������
���
�  
 

�

− 3 − 5 4 7
9 8 − 5 −8

=
3 2 − 3 − 4
6 7 − 2 − 5

 . 

 
 &�'����. �����/ ����� ������
���
�, ����'����/ �� 3, 
�������� �� ������ �!� �����; �����/ ����� �������� � 
�������; ��������/ �����/ ����� �������� � 	��������. >���� 
�������� D����
� (4). B ����
����� ��
�	��  
 

A 1+1

− 3 − 5 4 7
− 7 7 13

0 − 7 7 13
= = − 3⋅ (−1) ⋅ − 3 1 3

0 − 3 1 3
− 3 6 9

0 − 3 6 9

 . 

 
B ��
�	����� ������
���
� ������ ��?�� ���'���
� 3 �� 

��
����� �����, ( − 1)  — �� �����!� ��
��� � ������
���
�, 
����+��� � ����
�����, ��	�
�� �� D����
� (2).  
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����	���
��� ��
�	��  
7 7 13

3 ( 1) 3 3 1 3
1 2 3

9 ( 7 1 3 7 3 1 13 3 2 13 1 1 7 3 3 7 3 2 ) 9 2 18.

A = − ⋅ − ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ =

 

 ��� ��	�
���� ������
���
� �����
�� ��
���������� 
��
���� ����������
���� ���������� �!� ;
����������� ���-
������������� �� ���� �����!� ���� ������ :��� (�. �. 
4.1.1) � ����!�
����� ����. "����� ������ �������� � �� ���-
���� ���
��. ��� ;��� ����������
��� � ��������� ������ 
(��
����) ����� ��
 ��
�	��� �� �����'���� ��
�+� ��-

��.  
 B ���
/	���� �������, 	�� ��'��� ���������� ����� 
�-
��/?�� �����'�����:  

���	������	� �������	����� ��"� ����	� n -�� �����!� ���-
�� �������	���$ ���	������	� &�	� ����	�, �. �.  

A B A B⋅ = ⋅  . 
 

1.3. ?��������!�� ������� �������% ��������� 
 

 #����� �� n  ���������  n  �����������, �. �. �����  

n n

n n

n n n n n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

+ + … + = ,

+ + … + = ,

……………………………………
+ + … + =

�
	
	


	
	�

 

������/� !��������!��, �
� ������
���
� Δ  ������� A  
;��� ����� ��
�	�� �� ��
�. E���� ����� ����� ��������-
��� ��+����, � ��� �������� �� #���"��� /������  

j
jx j n,

Δ
, = 1, 2, …,

Δ
=     (1) 

!�� ������
���
� jΔ  ��
�	���� �� ������
���
� Δ  ������� j -
!� ��
��� ��
���� �������� 	
���� �����.  
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�����. ��+��� �� D����
�� ������� �����  

x x x
x x x
x x x

1 2

1 2

1 2

3

3

3

+ 2 + 3 = 5,
2 − − = 1,

+ 3 + 4 = 6.

�
	


	�

 

 &�'����. >��� ������
���
�  

1

1 2 3 5 2 3
Δ = 2 −1 −1 = 2 ≠ 0 , Δ = 1 −1 −1 = 2 ,

1 3 4 6 3 4
 

 

2 3

1 5 3 1 2 5
Δ = 2 1 −1 = − 2, Δ = 2 −1 1 = 4

1 6 4 1 3 6
.  

��;����  

x x x1 2 3
1 2 3

Δ Δ Δ
= = 1, = = − 1, = = 2 .

Δ Δ Δ
 

 

1.4. �������� �����#� 

 �
� ���������� ������� A  ������� n  �������� ������/� 
������� A−1  ;��!� '� �������, ����
������/?�/ �
���/  

A A A A E−1 −1= =  , 

!�� E  — �����	��� �������.  
 �
� ��!� 	���� ������� A  ���
� �������/ ������� A−1 , 
���������� � ������	��, 	���� ������� A  ��
� ������"-
�����, �. �. 	���� ������
���
� ������� A  ��
 ��
�	�� �� 
��
�. ��� ;��� ������� A−1  ���'� ������'������ �  
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n

n

n n n n

A A A
A A A

A
A

A A A

11 21 1

12 22 2− 1

1 2

1
= ⋅

…� �
� �…� � ,� �… … … …
� �� �…� �

  (1) 

!�� i jA  – �
!�����	���� ����
����� ;
������ i ja  ������� 
� ; i j n, = 1, 2, …, .   

 
����� 1. �
� �������  

A
3 −1 0

= − 2 1 1
2 −1 4

� �
� �
� �� �
� �

 

����� ������� A− 1  �� D����
� (1).  

 &�'����. #��	�
� �������  

A
3 −1 0

= − 2 1 1 = 5 ≠ 0,
2 −1 4

A A1+1 2+1
11 2 1

1 1 −1 0
= ( − 1) = 5 , = ( − 1) = 4 ,

−1 4 −1 4
 

A A3+1 1+ 2
3 1 1 2

−1 0 −2 1
= ( − 1) = −1 , = ( − 1) = 10 ,

1 1 2 4

A A2+2 3+2
22 3 2

3 0 3 0
= ( − 1) = 12 , = ( − 1) = − 3 ,

2 4 − 2 1

A A1+3 2+ 3
13 23

− 2 1 3 −1
= ( − 1) = 0 , = ( − 1) = 1 ,

2 −1 2 −1

A 3+3
33

3 −1
= ( − 1) = 1

− 2 1
.   
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��;����  
A A A

A A A A
A

A A A

11 21 31
− 1

12 22 3 2

1 3 2 3 3 3

5 4 −1
1 1

= ⋅ = ⋅ 10 12 −3
5 0 1 1

� � � �
� � � � .� � � �� �� � � �� �

 

 0� ���!�	!� ������������ ��	 ���	���		 �������� ���-
�	�� A–1 ! ����	��  

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

11 12 1

21 22 2

1 2

…� �
� �…� �
� �… … … …
� �� �…� �

=  

����	�� 	���" AX = Y, �. �. 	���"  

n n

n n

n n n n n n

a x a x a x y
a x a x a x y

a x a x a x y

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

+ + … + = ,

+ + … + = ,

……………………………………

+ + … + =

�
	
	


	
	�

 

	 �����3	�� �� ����	������ x1, x2, ..., xn. *���� ���"�	� 	-
���"  

n n

n n

n n n n n n

x b y b y b y

x b y b y b y

x b y b y b y

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

= + + … + ,

= + + … + ,

………………………………………

= + + … +

�
	
	


	
	 .�

 

 ,������  

n

n

n n n n

b b b

b b b
B

b b b

11 12 1

21 22 2

1 2

=

…� �
� �

…� �
� �… … … …� �
� �…� �
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;��� ����� � ����� �������� �������� A − 1 . ������ ;�� �� 
�������.  

 
����� 2. �
� �������  

A
3 2

=
4 3

� �
� �
� �

 

����� �������/ �������.  

 &�'����. #������ ����� � X Y= , �. �. �����  

.
x x y
x x y

1 2 1

1 2 2

3 + 2 = ,
4 + 3 =

�


�

 

�����+�� �� �������
��� x1  � x 2 . E�!�� ��
�	��  

.
x y y
x y y

1 1 2

2 1 2

= 3 − 2 ,
= − 4 + 3

�


�

 

#
�������
���, 

A− 1 3 − 2
=

− 4 3
� � .� �
� �

  

5�	 ��"����	� �����	���� ���"$%	�. '��	3�� �-
����"$ ����	�" A E( )  	 ����	�" A  � ��� ��	����� &��-
���������	 ������������	��	 ��� ���!��	 �� ���� ������ 
��"� (�. �. 4.1.1) ! ��	�	���� ����	�� E . *���� ��	�	���� 
����	�� E  ��	 ��� �� ������������	�� �������� � ����	�" 
A − 1 . *�!, ��� ����	�� A  	� ������� ��	���� 	����  

A E

A − 1

3 2 1 0 1 2 3 1 3 0
( ) = ∼ ∼

4 3 0 1 4 3 0 1

1 2 3 1 3 0 1 2 3 1 3 0
∼ ∼ ∼

0 1 3 − 4 3 1 0 1 − 4 3

1 0 3 − 2 3 − 2
∼ , = .

0 1 − 4 3 − 4 3

� � � �
� � � �
� � � �

� � � �
� � � �
� � � �

� � � �
� � � �
� � � �
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�	 ���	���		 �������� ����	�� ����� ��	����� 
��!�� �� �� ���������	�, �� !������" ����	�� A− 1  ������� 
��3��	�� ����	����� "������	� A X E= , �. �. ������ 

j j j n jX x x x Τ
1 2= ( , ,…, )  ����	�� A − 1  ����$�� ��3��	��	 

	��� j jA X E= , j n= 1, 2, …, , ��� jE  – j -� ������ ��	-
�	���� ����	�� ���� �� �����!�, ��� 	 " ����	�� � . 5��� 
���� ������� "����� ��	 ���	���		 �������� ����	��  
����%�$ !����$����. 
�	���, �#������	� �������������� 
��3��	� 	��� j jA X E= , j n= 1, 2, …,  � ����	���� ���		 
����������� ���� ������������	� ��� ���!��	 ������� 
����	�� A E( ) , ������	��� � ������"%�� �����.  
 �������� ������� ��
����� 
���/?��� ��������:  

1) A A− 1 − 1( ) = ,  4) A A A A− 1 − 1− 1
1 2 2 1( ) = ,  

2) A AΤ − 1 − 1 Τ( ) = ( ) ,  5) A A − 1− 1 = .  

3) A A∗ ∗− 1 − 1( ) = ( ) ,    

 B ���
/	���� �������, 	�� ���	�	� �������� ����	�� 
A − 1  ! ����	�� A  	���� � X b=  ��������� ��3��	� &��� 
	���� ���	��� � ����	���� #���� � �	��  

X � b− 1= .     (2) 
 �
� �����  

x x
x x

1 2

1 2

3 + 2 = 1,
4 + 3 = 2

�


�

 

�� D����
� (2) ��
�	���  

x
X

x

− 1
1

2

3 2 1 3 − 2 1 −1
= = ⋅ = ⋅ =

4 3 2 − 4 3 2 2

� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �� �

 . 

 ����?����� �������� ������� ��
���� ������������� 
������� (�. �. 3).  
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1.5. �������� ������������ � �% ���������� 
 
 ���� ���� �������
���� 	�
���� ��
� P , ��������, ��
� 
�������
����, ��������
���� �
� ����
����� 	��
, � ���-
'���� X  ;
������� a b c, , , …. ���� � ���'���� X  ������-

��� �������� 
�'���� ;
������� � ����'���� �� �� 	�
� �� 
��
� P : �������� 
�'���� ;
������� ��'��� ���� a  � b  �� 
X  �������	�� ����� � ���������� ;
����� a b+  �� X , ��-
�������� ������ 8�������� a  � b ; �������� ����'���� ;
�-
������ �� 	�
� ��'���� ;
������ a  �� X  � ��'���� 	�
� α  
�� P  �������	�� ����� � ���������� ;
����� aα  �� X , ��-
�������� ������������ 8������� a  �� (���� α .  
 C
������ ���'���� X  ������/� ��!������, � ��� ���-
'���� X  — �������� ������������� �� ����� P , �
� 
�������� 
�'���� ;
������� �� X  � ����'���� �� �� 	�
� 
α  �� P  ��
���/� 
���/?��� ��������:  

1. #
�'���� ������������, �. �. a b b a+ = +  �
� 
/��� 
a  � b  �� X .  

2. #
�'���� ����������, �. �. a b c a b c( + ) + = + ( + )  
�
� 
/��� a b c, ,  �� X .  

3. B ���'���� X  �?������ ��
���� ;
����� 0 , �����, 
	�� a a+ 0 =  ��� 
/��� a  �� X .  

4. B ���'���� X  �
� 
/��!� ;
������ a  �?������ 
���������
�'��� ;
����� a− , �����, 	�� a a+ (− ) = 0 .  

5. a b a bα α α( + ) = +  ��� 
/��� a  � b  �� X  � 
/��� 
Pα ∈ .  

6. a a aα β α β( + ) = +  ��� 
/��� a X∈  � 
/��� 
Pα β, ∈ .  

7. a aα β α β( ) = ( )  ��� 
/��� a X∈  � 
/��� 
Pα β, ∈ .  

8. a a1⋅ =  ��� 
/��� a X∈ .  
 #������ 1–8 ������/� �!������� ��������� ��������-
���� X  �� ����� P , ��
� P  — �������� �����. B ��
�-
���+�� �� ����� ����������� 
������� ���������� ��� ��-
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�� ��������
���� 	��
, ���������� ������������� ��-
������ �������������, � 
������� ���������� ��� ��
�� 
����
����� 	��
, ���������� !�����!���� �������� 
�������������.  
 �������, 	�� � 
������� ���������� �?������ �����-
��	 
������	, �������	�� ����?�� � ���������� ��'��� 
���� ;
������� a  � b  ;
����� a b a b− = + (− ) , ���������� 
�������� ;
������� a  � b .  
 ��������� 
������� ��������� ��
�/��:  

1. ,��'���� !�������	���� ��������-��������, ������-
?�� �� ��	�
� ��������� �� �
����� �
� � ��������-
��  ���	���� �����
��� 
�'���� ��������-�������� � 
����'���� �� �� ��������
���� 	�
�.  

2. ,��'���� ��� D������ ��������
���!� ���������!�, 
������
����� � ����������� �� ������� a b, ][ ,  ���	-
���� �����
��� 
�'���� D������ � ����'���� �� �� 
��������
���� 	�
�.  

3. ,��'���� nP x[ ]  ���!�	
���� ������ �� ��+� n   

��;DD��������� �� ��
� P   ���	���� �����
��� 

�'���� ���!�	
���� � ����'���� �� �� 	�
� �� ��
� 
P .  

4. ,��'���� m nM  ������!�
���� ������ ������� m n×  
 ;
�������� �� ��
� P   ���	���� ���������� 
�'�-
��� ������ � ����'���� �� �� 	�
� �� ��
� P .  

5. ,��'���� ��� ��������-��+���� ���������� ����� 

������� ���������  ��;DD��������� �� ��
� P  ����-
���
��� 
�'���� ��������-��+���� � ����'���� �� 
�� 	�
� �� ��
� P .  

6. F��� ����������� ��
���� ��	#���	��!�� (!����	-
������) ���������� K  ��������-��
���� α α1 2( , ...,,  

mα Τ)  ����� m   ������������ mα α α1 2, , …,  �� ��
� 

P , � ������� �������� 
�'���� ��������-��
���� � 
����'���� �� �� 	�
� �� ��
� P  ��?���
���� �� 
�����
��:  
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m m

m m

α α α β β β

α β α β α β

Τ Τ
1 2 1 2

Τ
1 1 2 2

( , …, ) + ( , …, ) =

= ( + + , …, + )

, ,

, ,
 

m mk k k kα α α α α αΤ Τ
1 2 1 2⋅( , …, ) = ( ⋅ ⋅ , …, ⋅ ), , . 

 

1.6. �������� ����������� ��!����� 
 
 B����� b  ������/� �������	�������� ������� a , �
� 
b k a= ⋅ . B ���
���	���� !�������� ����� ������� ������/� 
!���	�������	. ����?����� ������� �����������
����� ���-
����� ��
���� ������� �� 
������� ����������:  
 ��!��� b  ������$� �������� !������#��� ��!����� a 1 , 

sa a2 ,…, , �
� �?����/� ����� 	�
� α 1 , α 2 , … , sα , 	��  

s sb a a aα α α1 1 2 2= ⋅ + ⋅ + … + ⋅  .    (1) 

 
�	 &��� ������� ��!��, ��� ��!��� b  �	����� ������-
��� ����� ��!���� sa a a1 2 ,…,, .  

 F����� 
�	��� 
������� ���������� �������� ��
���� 
���
�'���� �������� � ���
���	���� !�������� �� ���� ��-
��

�������� � �� ���� ������
������� ������
�����.  
 8���� ����	 �	������ �������	� ��!���� b K∈  ����� 
��!���� sa a a1 2 ,…,,  	� K , ���"�� ���	��� ��!������ ��-
������ (1) 	 �� ���� ������	 ! ��!����������� ���������. 
' ���"������ ���"�	�� 	���� m  �	������ "������	� ����-
	������ sα α α1 2, , …, . �������	� &�	 �	�� 	� ���"������ 
	���� 	 ������	� 	� � �������� (1), ������ �	������ ��-
�����	� ��!���� b  ����� ��!���� sa a a1 2 ,…,, .  
 ������ ;�� �����
� �� �������.  
 
����� 1. &���� 
������� ����'���� ������� b = (1, −1, 4,  

Τ−1)  	���� ������� a Τ
1 = (1, −1, 2, 1) , a Τ

2 = (1, −1, 1, 2) .  
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 &�'����. #������ ��������� �������� b a aα α1 1 2 2= +⋅ ⋅  

� �� ��!� �������� � �������������� ���������. E�!�� ��
�-
	�� �����  

α α
α α
α α
α α

1

1

1

1

+ = 1,
− − = − 1,
2 + = 4,

+ 2 = − 1.

�
		


	
	�

2

2

2

2

 

=� ;��� ����� ������� α α1 2= 3, = − 2 .  

��;���� b = 3a1 – 2a2. 
 #����� �������� r ra a a a1 2 −1, , …, , , r ≥ 2  ��������� ��-

����� ���������, �
� ���� �� ���� �� ��� ��
���� 
������� 
����������� ���
���� �������� ;��� �����. B ��������� 

�	�� ����� �������� r ra a a a1 2 −1, , …, ,  ��������� �����-

�� �����������. C�� ������
���� ;�����
����� 
���/?���:  
 	���� ��!����� a1, a2, ..., ar ��������� �	����� ���		-
���, ��	 "%���"$� ��!	� �	�� rα α α1 2, , …, , �� �� ���-

��� �"�$, ���  
r ra a aα α α1 1 2 2+ + … + = 0⋅ ⋅ ⋅ .   (2) 

' ����	���� �"��� 	���� ��!����� ra a a1 2, , …,  �	����� 

�����		��.  
 ��� ���� ����� ����	�� ����� � �	������ ���		���	 
��!����� a1, a2, ..., ar ��	#���	��!��� ���������� K, ���"-
�� ����	�� ��!������ �������� (2) 	 ������	 �� ���� ! ��-
!����������� ���������. ' ���"������ ���"�	�� 	���� 
�	������ ���������� "������	� ����	������ rα α α1 2, , …, . 

;�	 &�� 	���� 	���� ���"����� ��3��	�, �� 	���� ��!-
����� ra a a1 2, , …,  �	����� ���		��. ;�	 �� &�� 	���� 

	���� �	3� �"�����  ��3��	� rα α1 = … = = 0 , �� 	���� 

��!����� ra a a1 2, , …,  �	����� �����		��.  
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����� 2. B������ ����� � 
������� ��������� �����-
���:  

a a aΤ Τ Τ
1 2 3= (1, −1, 2, 1) = (1, −1, 1, 2) = (1, −1, 4, − 1), , . 

 
 &�'����. #������ ��������� ��������  

a a aα α α1 1 2 2 3 3+ + = 0⋅ ⋅ ⋅ . 

�� ��!� �������� � �������������� ���������. E�!�� ��
�-
	�� �����  

α α α
α α α
α α α
α α α

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ + = 0,
− − − = 0,
2 + + 4 = 0,

+ 2 − = 0

�
		


	
	� .

 

C�� ����� ����� ����
���� ��+���� α 1 = 3 , α 2 = − 2 , 

α 3 = − 1 . ��;���� ����� �������� a a a1 2 3, ,  
������ ����-

����, ���	�� a a a1 2 33 − 2 − = 0 .  

 0� ���!�	!� ������ ���	���	� ���������  �!�"����	�-
�	. *�!	� �!�"����	��, ���������, �"�"� ����������� 	 
!��������� ������	������ ��!����� ra a a1 2, , …, , � ��-
����������, 	 !�&##	�	���� 	���� �	������ "������	�, 
���"������ ��	 �������� �� �������� (2) ! ��!����������� 
���������. 
�	 &��� ����� �"�	���, ��� ����"%����� � 
���"������ ����������� �!�"����	� 	���� ����� �"������ 
��3��	� �"��� 	���� "�� ���"����� ��3��	� 	�	 ��������, 
��� ��	����� ! ������	�����" �����" � �	������ ���		���	 
	���� ��!�����. 0� &�� ������������ ���"�� ������-
�� ����%��� ��	���	�. 
 ����	��� �������� ������ ����� �������� ��������� 
������������ ������� ����
������, �
� ��� ;�� �������� 

������ ����������, � �����
���� � ��� ���� �� ����!� �����-
�� ����� ��
��� �� 
������ ��������. ��'��� ������ ���-
�� 
������ ����'���� 	���� ������� ��  ������
����  
����- 
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�� ���������� ��������. ��;���� ������� ������� ��!��-
��� ������/� 
/��/ �� ������
���/ 
������ ���������/ 
��������. �/��� ��� ������
���� 
������ ���������� 
�������� ������ ����� ����'�� �� ����������� 	�
� 
��������. C�� 	�
� ������/� ������ ������������� ���-
�� ��������. B�	�
���� ���!� ����� �������� ���D����	�-
��!� ���������� K  ������ � ��	�
���/ ���!� ������� 
(�. �. 1.7). 

 

1.7. &��� �����#� 
 
 ���!�� m n( × ) -������� ������/� ���! ����� �� ��
�-
���. ���! ������� ��������  �����+�� �������� ��
�	��� 
�� ��
� ������� ;��� �������. E���� ������ ������/� �����-
����. #��
��� �������, �� ������� ����
�!���� ���� �� 
���� ������� ����� ;��� �������, 
������ ����������. =� 
������/� ��������� �����#��� �����#�. F���� ������� 
��
��� ������� 
������ ����'���� 
/��� �� ��
���. %
� 
���! ������� ��������  	�
�� �� ��
����, �� �� ��
��� 
������� 
������ ����������. ���! ������� ��'�� ������-

��� ��� ���! ����� �� ����. ���! ������� �� ������ ��-
������  �� ���!�� �� ��
����. )������� ����!� �����#� 
������
�/�� ��� '�, ��� �� ������� ��
���. 
 �
� ��	�
���� ���!� ������� ��'�� ����
�������� ��-
���� �!��������, ������� ����� � 
���/?��:  
 ������� !�!��-�	�� �	��� ������� 	�	 ������� �����!�, 
���	���� �� �"��, 	 ���	��$� �!�����$%	� ��� �	���� ��-
�"$%��� �����!�. ;�	 ���	 �	� ������� ���	���� �� �"��, 
�� �!�����$� ���. 
"�� "�� ������ ��!	� ������ �	��� 
r -�� �����!�, ���	���� �� �"��. *���� ���	��$� ��� �!���-
��$%	� �	���� r( + 1) -�� �����!�. ;�	 �� ��	 �!��"�� 
������	 �"�$ 	�	 ��!	� �	����� ����%� ���, �� ���� ����	-
�� ����� r .  
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 ��
����� ;��� �������, ��	�
�� ���! �������  

A

1 2 3
2 1 3

=
1 2 3
3 1 4

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

 .  

����	����� � ������� ����� ��
�	�� �� ��
�. �����
�/?�� 
�!� ������� ������!� ������� 
�+� ���, � ������  

1 2 3 1 2 3
2 1 3 , 2 1 3
1 2 3 3 1 4

 ,  

� ��� ����� ��
/. ��;���� ���! ������� r �( ) = 2 , ���	�� 
������ �� ��� ��
��� 
������ ����������, ��� ��� �� ��� 
����
�!����, ��������, ����	����� ������� �����. B����� 
� ������, ������ � ������ ��
��� ������� A  ���'� 
������ 
����������, ��� ��� �� ��� ������������ ����
�!�/�� ��-
����� ������  

2 3 1 3
,

1 3 2 3
 . 

 ��� ���	���	� ����� 	���� ��!����� sa a a1 2 ,…,,  

��	#���	��!��� ���������� K  ���"�� &�	 ��!���� ��-
�	��� �������	 ����	�� 	 ���	�	�� �� ����. 5�� 	 �"��� 
���� 	���� ������	������ ��!�����. 
� ���	��� �	��-
��� ���!� ������$�� �� ��!	������� �	����� �����		��� 
���	���� ������ 	���� ��!�����.  
 ������ ;�� �����
� �� �������.  

 
����� 1. &���� ���! ����� ��������  

a a aΤ Τ Τ
1 2 3= (1, −1, 2, 1) = (1, −1, 1, 2) = (1, −1, 4, − 1), ,  

� ����
��� � ��� �� ������
���� 
������ ���������� ���-
����� ��������.  
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 &�'����. #������ �������  

A a a a1 2 3

1 1 1
− 1 − 1 − 1

= ( , , ) =
2 1 4
1 2 − 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

 .  

%� ���! ����� ����. #
�������
���, ���! ����� �������� 
a a a1 2 3, ,  ���'� ����� ����. ���	��, ��'��� ���� ;��� �����-
��� ����
��� ������
���/ 
������ ���������/ ������-
��, ��� ��� �� ��'��� ���� ;��� �������� ����
�!�/�� ���-
��������� ������� ������  

2 1 1 4 2 4
, ,

1 2 2 − 1 1 − 1
 . 

 
����� 2. B ����� �������� a Τ
1 = (1, 1, 1) , a Τ

2 = (1, 2, 3) , 

a Τ
3 = (1, 0, 1) , a Τ

4 = (1, 3, 3) , a Τ
5 = (1, − 1, 1)  ����
��� ����/-


��� ������
���/ 
������ ���������/ �������� � 	���� 
��� 
������ �������� ���
���� ������� �����.  
 &�'����. #������ �������  

A a a a a a1 2 3 4 5

1 1 1 1 1
= ( , , , , ) = 1 2 0 3 −1

1 3 1 3 1

� �
� �
� �� �
� �

 , 

����	���, 	�� � ��� ��
�	�� �� ��
� �����  
1 1 1
1 2 0
1 3 1

. 

��;���� ���! ������� A  ����� ���� � ������� a a a1 2 3, ,  �-
���
�/� ���� �� ������
���� 
������ ���������� ����-
��� ������ ����� ��������. F���� 	���� ;�� �������� 
�-
����� �������� ������ a 4 , ������, ��� � ������� 1 �� �. 1.6, 
��������� ��������  

a a a aα α α4 1 1 2 2 3 3= + +⋅ ⋅ ⋅   
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� �� ��!� �������� � �������������� ���������. E�!�� ���-
��� � �����  

α α α
α α
α α α

1 2 3

1 2

1 2 3

+ + = 1,
+ 2 = 3,
+ 3 + = 3,

�
	


	�

  

�� ������� ������ α α α1 2 3= = 1, = − 1 . ��;���� 

a a a a4 1 2 3= + − . E�	�� ��� '� ������ 
������� ����'���� 

.a a a5 1 3= − + 2  

 #�?�������� ��
���� ��, 	�� ���! ������� �� ������� 
��� ;
���������� ��������������� ��� ��/. C��� ��'�� ��
�-
������� ��� ��	�
���� ���!� �������.  
 ������ ;�� �� �������. 
 
����� 3. # ����?�/ ;
���������� �������������� ��-
	�
��� ���! �������  

A
1 1 − 2 2 − 1

= 2 3 5 − 3 − 2
5 6 − 1 3 − 5

� �
� �
� �� �
� �

 . 

 &�'����. #����+��, ��� ��� ������ :��� (�. �. 4.1.1), 
����	�� ;
���������� ��������������. B ����
����� ��
�	�� 
����	�� ;�����
������ ������  

A
1 1 − 2 2 − 1 1 1 − 2 2 − 1

= 2 3 5 − 3 − 2 ∼ 0 1 9 − 7 0 ∼
5 6 − 1 3 − 5 0 1 9 − 7 0

1 1 − 2 2 − 1
∼ 0 1 9 − 7 0

0 0 0 0 0

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

� �
� � .� �� �
� �

 

���! ��
����� ������� ;��� ����	�� ������ ����� ����. #
�-
������
���, ���! ������� A  ���'� ����� ����.  
 0� ���!�	!� ������ ���	���	� ���������  �!�"����	�-
�	. *�!	� �!�"����	�� �"�"� ����������� 	 &������� ����	-
��. 5�� ����� ��	���	 ! ���", ��� ��!������ �������� �"- 
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�$ �	��� ����	�� �������	�� � �	���, ������ �"�$, 	�	 ��-
������. @ &��, � ��$ �������, ����� ��	���	 ! ������	��-
���" ��!�$���	$ � ����� ����	��. 0� ���������� ��!��� 
������������ ���"�� �������� ����%��� ��	���	�. 
 B ���
/	���� �������, 	�� ���� ���	������	� ����	� 
(!��������� 	�	 �����"�������) �� ��3� ����� !������ 	� 
����	�����. ;�	 A  — ����	�� ������� m n( × ) , Q 1  	 Q 2  — 

!��������� ������������� ����	�� �����!�� m  	 n , �� 
r Q A r A Q r A1 2( ) = ( ) = ( ) .  

1.8. )���� ��������� ������������. ?�������� ��!����� 
 
 B���/ ����� �������� 
������!� ���������� X  ����-
��/� ������� �
� ����� 8���� ������������, �
� ;�� ����� 
�������� 
������ ��������� � 
/��� ������ ���������� X  

������ ����'���� 	���� ������� ;��� �����. #�?������� 
���
�	���� ��
�/�� 
�	��, ��!�� ���� ���������� !������ 
� ��!�� �� ��!������. B 
������� �
!���� ���	�/�� 
������� 
����������  ����	���� �������. %
� ���� ���������� 
����	��, �. �. ����� �� ����	��!� 	�
� ��������, �� �� ����-
���
��� ���� ����	��/ ������
���/ 
������ ���������/ 
����� �������� ���������� �, �������, 
/��� ����	��� ���-
���
���� 
������ ���������� ����� �������� 
������!� 
���������� ��
���� ������ ;��!� ����������. 
 �������� ���������� X  ������/� !���(��������, �
� 
��� ��
����� ���� �� ����� ������, ����?�� �� ����	��!� 
	�
� ��������. ����	�������� ���������� ��'�� ��
����� 
���!��� ���
�	���� �������. F�
� �������� � ��'��� ����-
� ����	�������!� ���������� ���������. C�� 	�
� ������-
/� �����������; ����������. %
� ���������� ��������-
�� X  ����� n , �� �������/� dim X n= . ���������� X  
��� ;��� ������/� n -������ � ������	�/� 	���� nX .  

 B ���D����	���� (������������) ���������� mK  m -
������ ��������-��
���� mα α α1 2

Τ( , ,…, )  �� ���� ��'�� 
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������� 
/��/ ������
���/ 
������ ���������/ ����� 
��������  

m

m

m m m m m

e
e

e

α α α
α α α

α α α

Τ
1 11 2 1 1

Τ
2 1 2 2 2 2

Τ
1 2

= ( , , …, ) ,
= ( , , …, ) ,

= ( , ,…, ) ,
�����������

 

�. �. ����/ ����� ��������, �
� ������� ������
���
�  

m

m

m m m m

α α α
α α α

α α α

11 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

≠ 0

…
…

… … … …
…

 . 

 B 	������, � mK  ��'�� ������� �� ���� ����� �����-
���  

m

e
e

e

Τ
1

Τ
2

Τ

= ( 1, 0, 0, … ,0, 0 ) ,
= ( 0, 1, 0, … , 0,0 ) ,

= ( 0, 0, 0, … ,0, 1) .
…………………………

  

 C��� ���� � mK  ������/� �!� ������������ �������.  
 B ���������� nP x[ ]  ���!�	
���� �� x  ������ �� ��+� n  

����� ���!�	
���� nx x xα α α21, ( − ), ( − ) , …, ( − )  ��� 
/��� 
D����������� 	�
� α  ����
��� ���� ;��!� ����������.  
 ���� 
������� ���������� nX  ��
����� ������  

ne e e e1 2: , , …, .       (3) 

E�!�� 
/��� ������ x  �� nX  ����������� ������� �������-

���� � ����  

n nx x e x e x e1 1 2 2= ⋅ + ⋅ + … + ⋅ =  
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.n

n

e

x

x
e e e e x

x

1

2
1 2= ( , , …, ) ⋅ = [ ]

…

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

⋅     (4) 

 F�
� nx x x1 2, , …,  � ���
�'���� (4) ������/� !������-

���� ��!���� x  � ������ (3) � �������/� enx x x x Τ
1 2( , , …, ) .  

 #��
��� e enx x x x Τ
1 2( ) = ( , , …, )  ������/� �����#�� !�-

������ ��!���� x  � ������ e .  
 =���� e  ����� ��� ��
��� ��������� ������� ���	�� 
�����/�. ����� ��!�, 	���, �
� ;�� �� �������� ��������, 
������ ���'����
�/� � ��
���� �!� ���������.  
 '�!���� �	������� ���������� nX  � ������ ���	� ���-
����$ ��������$�� ��	�	 !����	�����	. 
�	 &��� �����-
�		 ��� ��!�����	 ������ ! ��������"$%	� ������	�� 
��� 	� !����	�����	.  
 E��, �
� ��������  

enx x x x Τ
1 2( , , …, )    �   n ey y y y Τ

1 2( , , …, )   

�
���� x y=  ������
��� �
����� x y1 1= , x y2 2= , … , 

n nx y= .  

 ��� 
�'���� (��	������) �������� �
�����/�� (��	�-
��/��) �� ���������/?�� ����������, �. �.  

e n n ex y x y x y x y Τ
1 1 2 2( ± ) = ( ± ± , … , ± ),  . (5) 

 ��� ����'���� ������� x  �� 	�
� α  �� ���������� ���-
���� x  ����'�/�� �� 	�
� α , �. �.  

e n ex x x xα α α α Τ
1 2( ) = ( , , …, ) .  
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1.9. 
������������� !������� ��!���� ��� ����%�� 
�� ������ ! ������ 

 
 ���� � 
������� ���������� nX  ������ �����  

ne e e e1 2: , , …,  ,       (1) 

ne e e e1 2′ ′ ′ ′: , , …, .       (2) 

 ��'��� ������ je′  ����� e′ , ��� ������ ���������� nX , 

���
�!���� �� ����� (1), �. �. �������
���� � ����  

j j j n j ne t e t e t e j n1 1 2 2′ = ⋅ + ⋅ + … + ⋅ , = 1, 2, …,  . (3) 

 ,������ �� ��
���� ��������� �������� ne e e1 2′ ′ ′, , …,  � 

����� (1), �. �. �������  

n

n
e e n e

n n n n

t t t

t t t
T e e e

t t t

11 1 2 1

21 2 2 2
1 2

1 2

…

…
′ ′ ′= ( ( ) , ( ) , …, ( ) ) =

… … … …
…

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

 , (4) 

� ������� ��
����� 
�'�� ����� ��;DD�������� ���
�'���� 
(3), ������/� �����#�� ����%�� �� ������ (1) ! ������ (2). 
#�����+���� (3) ������
���/� ���� ��'�� ������� (1) � (2). 
B �����	��� D���� ��� �������/�� � ����  

e e T′ = ,        (5) 
!�� ��
�'��� ne e e e1 2′ ′ ′ ′= ( , , …, ) , ne e e e1 2= ( , , …, ) .   
 E�	�� ��� '� ��
�	���� �����+����  

e e T −1′= .       (6) 
 F��� ������� ������ e  � e′  ��� ����/� ������ ������-
������ � ��������� ����� e0 . E�!�� ������� �������� �� ����-
� e  � ����� e′  �������� �� D����
�  

T T T− 1
1 2= ,       (7) 

!�� T1  — ������� �������� �� ����� e0  � ����� e , �. �. �������, 

����
����� �� ��
���� ��������� �������� ����� e  � ����� e0 ; 
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T 2  — ������� �������� �� ����� e0  � ����� e′ , �. �. �������, �-

���
����� �� ��
���� ��������� �������� ����� e′  � ����� e0 .  
 �������� ������� �� �������� ������ �������� �� ����� 
� �����. 
 
����� 1. &���� ������� �������� � ����� e Τ

1′ = ( 2, 3) , 

e Τ
2′ = (1, 2 ) , ������� ������!� ������ ������������ � ������-

��� ����� e e1 2, .  
 &�'����. >��� ������� ����!� ����� ������ ����������-
�� � ����� �����. ��;���� ���� ��'�� ������� �����+���� 
(3), ������� � ������ 
�	�� ���/� ���  

e e e e e e1 1 2 2 1 2′ ′= 2 + 3 , + 2= . 
#
�������
���, �������� �������� �� ����� e  � ����� e′  ��-
��� �������  

T
2 1

=
3 2

� �
� �
� �

 . 

 
����� 2. &���� ������� �������� �� ����� e Τ
1 = (1, 1) , 

e Τ
2 = (1, 0 )  � ����� e Τ

1′ = ( 2, 1) , e Τ
2′ = (1, 2 ) , �
� ������� 

������ e  � e′  ������ ������������ � ��������� ����� e0 .  
 &�'����. #������ ��������� �������� e e eα α1 1 1 2 2′ +=  
� �� ��!� �������� � �������������� ���������  

α α
α

1 2

1

+ = 2,
= 1.

�


�

  

��/�� ������ α α1 2= = 1.  ��;���� e e e1 1 2′ = + . E�� '� 

��
�	�� e e e2 1 2′ = 2 − . B ������ 
�	�� �����+���� (3) 
���/� ���  

e e e1 1 2′ = + ,  

e e e2 1 2′ = 2 − .  
��;���� �������� �������� �� ����� e  � ����� e′  �����  
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T
1 2

=
1 −1

� �
� �
� �

. 

 %
� ����
�������� D����
�� (7), �� ���� ��
�	��  

.T T T
− 1

− 1
1 2

1 1 2 1 0 1 2 1 1 2
= = ⋅ = ⋅ =

1 0 1 2 1 −1 1 2 1 −1
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

 

 ���� � ���������� nX  ������ ��� ����� e  � e′   �����-
��� �������� T �� �����!� ����� �� ������� � ���� ������ x �� 
X  ����� � ������ e  � e′  ������������ ��
��� ���������  

e n ex x x x Τ
1 2( ) = ( , , …, )  � e n ex x x x Τ

′ ′1 2′ ′ ′( ) = ( , , …, ) . 
 ,�'�� ;���� ��
����� ��������� ������� x  ���/� ���� 
�����+����  

n e n ex x x F x x xΤ Τ
′1 2 1 2′ ′ ′( , , …, ) = ⋅ ( , , …, ) ,    (8) 

n e n ex x x F x x xΤ −1 Τ
′1 2 1 2′ ′ ′( , , …, ) = ⋅ ( , , …, )    (9) 

�
� � ����������� ����  

n n

n n

n n n n n n

x t x t x t x
x t x t x t x

x t x t x t x

1 1 1 1 1 2 2 1

2 2 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + … + ⋅ ,
′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + … + ⋅ ,

…………………………………………………
′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + … + ⋅ ,

�
		


	
	�

  (8 )′  

�  

n n

n n

n n n n n n

x x x x
x x x x

x x x x

τ τ τ
τ τ τ

τ τ τ

1 1 1 1 1 2 2 1

2 2 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

′ = ⋅ + ⋅ + … + ⋅ ,
′ = ⋅ + ⋅ + … + ⋅ ,

………………………………………………
′ = ⋅ + ⋅ + … + ⋅ ,

�
		


	
	�

  (9 )′  

!�� i jt  — ;
������ ������� T ; i jc  — ;
������ ������� T − 1 .  
 C�� �����+���� ������/� *�������� �������������� 
!������� ��!���� ��� ��������� ������ ������������.  
���	�� D����
� (8) � (8 )′  ��/� ����'���� ����� ��������� 
������� 	���� �!� ����� ����������, � (9) � (9 )′  — ��������, ��- 
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��'�/� ����� ���������� ������� 	���� �!� ����� ��������-
��.  
 

1.10. ,������ �������% ��������� 
 
 ���� ���� ����� 
������� ���������  

n n

n n

m m m n n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

11 1 1 2 2 1 1

2 1 1 22 2 2 2

1 1 2 2

+ + … + = ,

+ + … + = ,

………………………………………
+ + … + =

�
	
	


	
	
�

   (1) 

 �������� ��;DD�������� i jA a= ( ) , i m= 1, 2, …, , 
j n= 1, 2, …,  � ��+������� ��������  

n

n

m m m n m

a a a b

a a a b
B

a a a b

11 12 1 1

2 1 2 2 2 2

1 2

…

…

… … … … …
…

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

= .  

 &�'����� ������� (1) ������/� �������	����� ����� �� 
n  	��
 nx x x x1 2 3, , , … , , ��� ���������� ������� � ������-
��� ����� ����� ���������/?�� ���������� ��'��� 
��������� ������?���� � ��'�����. #�����, ���/?�� ���� 
�� ���� ��+����, ��������� ����������. %
� � ����� ��� 
��+����, �� ��� ��������� ������������ �
� ���������(�-
���. ��� �����  ������ � ���� '� ����������� ������/� 
8!������������ (�������������), �
� ��'��� ��+���� ��-
��� �� ��� ��
���� ��+����� ���!�� �, ��������, �
� ��� �-
���� ����������.  
 #����� (1) ������� ��!�� � ��
��� ��!��, ��!�� ���! ���-
���� A  ����� ����� ���!� �� ��+������� ������� B . ���! 
������� ������
���� (�. �. 1.7) �������� ������!� ������. 
&��������� ����� (1), �� ��
���� ��;DD�������� ������� 
����
�!���� ��������� ������� �����, �������/� �� !
��-
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���, � ���
���� 	���/� ��������	. #�������� ���������� 
�����/� �������
���� 	�
���� ���	����. F
���, ����'�?�� 
�������� ����������, �������� � �����/ 	��� ��������� 
����� � ��+�/� �� �������
��� !
����� ����������.  
 %
� ���! ������� ����� ��������  	�
�� �������-
��� � ����� �������, �� ��� ����� ����������� ��'����. 
%
� '� ���! ������� ����� ����+� 	�
� ���������� � 
����� ��������, �� ��� ����� ���!���(��� ���"����� ��-
'����. @����
�, ��/?�� ����'���� �
� ��'��!� ���������-
!� ����� 	���� ������
����� 	�
� � 
������� ���������� 
�������
���� ��������� �
�, 	�� �� '� ����, 	���� 
������� 
���������� �������� ����������, ������/� ��$�� ��'�-
���� �������, �
� �� ;��� D����
 ��� ������
����� ������� 
���	���� �������
���� ��������� ��'�� ��
�	��� 
/��� 	�-
���� ��+���� ������ �����.  
 #�������� ����� 
������� ��������� ;�����
����� ��-
�� ������� ��������, �. �. �������� ���������, �� ������� 
����
�!���� ������� �����. ��;���� ��� ��+���� �����-
��� ����� ��������� ������	�� ��+��� �� ������/ ����-
����. ������ ;�� �� �������.  
 
����� 1. =
������� �� ��������� �����  

x x x x
x x x x
x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

+ − − = 1,
+ − 2 + 3 = 2,
+ + − 9 = − 1

�
	


	�

 

� ��+��� ��, �
� ��� �������.  
 &�'����. B���+�� ������� � ��+������/ ������� �-
����:  

A B
1 1 − 1 − 1 11 1 − 1 − 1

= , = 1 1 − 2 3 21 1 − 2 3
1 1 1 − 9 − 11 1 − 9

� � � �
� � � �
� � � �� �� � � �� �

. 

���!� ;��� ������ ������/� � ����� ����. #
�������
���, 
������ ����� ��������. ��
�� ����	���, 	�� ���� �� ����-
��� �������, ��������, ����	����� �����, ����
�!���� �� 
������ ���� ������ ������� A  � �� ������ � ������� �� 
��
����. ��;���� ������ ����� ;�����
����� ������� ���-



1.10.  +	���� �	������ "������	�  
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 43

�����, ����?�� �� ������ ���� ���������. :
������ ����-
������� � ��� ��'�� 	����� x 2  � x 3 , � ��������� ����-

������� — x1  � x 4 . B���� ������� ����� ��'�� ��+��� 

�� ������/ ��������  
x x x x
x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

+ − − = 1,
+ − 2 + 3 = 2.

�


�

 

������� �������� ���������� � ������ 	��� ���������, 
������ � �����  

x x x x
x x x x

2 3 1 4

2 3 1 4

− = 1 − + ,
− 2 = 2 − − 3 .

�


�

 

��+�� ;�� �����, ��
�	�� ��?�� ��+����  
x x x x x x x x x1 1 2 1 4 3 4 4 4= ; = − + 5 ; = − 1 + 4 ; = , 

�
� � ��������� �����  

X x x x x x x x x xΤ Τ
1 2 3 4 1 1 4 4 4= ( , , , ) = ( ; − + 5 ; − 1 + 4 ; ) .  

=� ��?�!� ��+���� ��� ���������� ���	����� �������� ����-
������ x x1 4,  ��
�	�/�� 	����� ��+����. &�������, ��� 

x1 = 1, x 4 = 2  ��
�	���� 	����� ��+���� Τ( 1, 9, 7, 2 ) .  
 #����� (1) ��������� ��������, �
� �� �������� 
	
��� �� ��������� ����� ��
/. B� ����	����� ��+� �����-
���� � ���������� ������. ����� ��!�, ���������� ����� 
��!�� ��������, ��� ��� ��� ��
�����, �� ������� ����, ��
�-
��� ��+����� nx x x x1 2 3= = = … = = 0 .  
 ��� ���� ����� 	���� �	������ ���������� "������	� 
	���� ����!� �"����� ��3��	�, �������	�� 	 ���������, ���-
�� ���� �� ����	�� �������  �	��� ��	������� 	����. 
' ������	, ���������� 	���� n  �	������ "������	�  n  
��	�������	 	���� ����!� �"����� ��3��	�, ��	 �� ������-
�	���� ���	��� �� �"��.  
 ��� ���� ����� ���������� 	���� 	���� ���"����� ��-
3��	�, �������	�� 	 ���������, ����� ���� �� ����	�� ��� 
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����3� �	�� ��	������� 	����. ' ������	, ���������� 
	���� n  �	������ "������	�  n  ��	�������	 	���� ���"-
����� ��3��	�, !���� �� �������	���� ����� �"�$. 7$��� ����-
������ 	����, � !������ �	�� "������	� ����3� �	�� ��	�-
������, 	���� ���"����� ��3��	�.  
 ��+���� ���������� ����� ��
���/� 
���/?��� ���-
�����:  

1. ������������ 
/��!� ��+���� �� 
/��� 	�
� ���'� 
��
���� ��+����� ;��� �����.  

2. B���� 
������� ���������� ��+���� ���������� �-
���� ��
���� ��+����� ;��� �����.  

 =� ����	�
����� ����� ��������, 	�� ��3��	� �������-
��� 	���� ������$� �	������ ����������. ��'��� ��-
+���� ���������� ����� �������
��� ���� n -������ ���-
���-��
���. �������� ���������� ��+���� ���������� �-
���� ��
���� ( n r− )-������ ����������� ( n  — 	�
� ����-
������ �����, r  — ���! �� �������, n r−  — 	�
� �����-
��� ���������� � �����). �/��� �!� ���� ������/� *���-
���������� �������� ��'���� (F,&) �������� ������� 
���������.  
 ��'��� D���������
���� ����� ��+���� ����� �� n r−  
��+����. %
� n rX X X1 2 −, , … ,  — �����-
��� ��+����, �-

���
�/?�� D���������
���/ ����� ��+���� ���������� 
�����, �� �� ��?�� ��+���� nX x x x Τ

1 2= ( , , … , )  ����-
���
���� � ����  

n r n rX c X c X c X1 1 2 2 − −= + + … + ,   (2) 

!�� n rc c c1 2 −, , …,  — �������
���� ���������.  

 ��� �������	� #"������������� 	���� ��3��	� ����-
��� ��%�� ��3��	� ������ ���������� 	����. ?��"� �$���, 
���	���� �� �"��, �������	���� �����!� n r− , �. �. �����!�, 
������� �	�" �������� ��	������� 	����. 5������� i-� 
���!	 (������) &���� �������	���� ��	�	��$� �������-
����� �� ������	� �������� ��	������� 	 ������� 	� ��%��� 
��3��	� ������	� �������� (�������) ��	�������. *�! ��-
�"��$� ��� ��� ���! (�������) ���������� �������	����. 
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��"������ ��!	� ������� n r−  ��3��	� 	 ���"� #"������-
�����"$ 	���" ��3��	�. +�������� ��	������� ����� 
��	������ ������	� 	� ���! (�������) ���������� �������	-
���� � ���� 	���� 	 	� ��� �����	�� ��������"$%	� 
������	� ������� ��	�������.  
 ������ ;�� �����
� �� �������.  
 
����� 2. &���� ����/-
��� D���������
���/ ����� ��-
+���� ����� ���������  

x x x x
x x x x
x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

− 2 + + = 0,
5 − − 13 − 4 = 0,
2 + 5 − 16 − 7 = 0.

�
	


	�

 

 &�'����. ��+�� �����/ �����, ��
�	�� ��?�� ��+����  
X x x x x x x Τ

3 4 3 4 3 4= ( 3 + ; 2 + ; ; ) .   (2 )′  

>��� ��� �������� ����������, � ������ x 3  � x 4 . ��;���� � 

��	���� ������
���
�, ��
�	��!� �� ��
�, ��'�� �����, �����-
���, ������
���
�  

1 0
0 1

. 

��
�!�� � ��?�� ��+���� (2 )′  ��	�
� x3 = 1 , x 4 = 0 , � ����� 

x3 = 0 , x 4 = 1 , ��
�	�� ������������ 	����� ��+����:  

X XΤ Τ
1 2= ( 3, 2, 1, 0 ) , = ( 1, 1, 0, 1 ) ,  

����
�/?�� D���������
���/ ����� ��+���� ������ �-
���� ���������. ����
����� ;��� ��	�
���� ������ �����-
���� � ���� 
���/?�� ���
���:  
 

x1  x 2  x3  x 4  

3 2 1  0

1 1 0 1

 %
� ����� ���!�� ������
���
�, ��������,  
1 2
3 4

,  
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�� ������ ���!�/ D���������
���/ ����� ��+����  
 

x1  x 2  x3  x 4  

5 4 1  2

13 10 3 4

 =� ����������!� ������� �����, 	�� �
� ��� ��������� 
D���������
���� ����� ��+���� � ��	���� ����
���!� ��-
����
���
� �������� ������
���
� �����	��� �������, �� ��-
	�
���� ��
���� D���������
���� ����� ��+���� ����� 
�����
�� ������. C�� �������� � 
���/?��� ����?������ 
�����
�.  
 
"�� ��%�� ��3��	� ���������� 	���� 	���� �	�  

r r r r n n

r r r r n n

r r r r r r r r n n

x x x x
x x x x

x x x x

α α α
α α α

α α α

1 1, + 1 + 1 1, + 2 + 2 1

2 2, + 1 + 1 2, + 2 + 2 2

, + 1 + 1 , + 2 + 2

= + + … + ,
= + + … + ,

…………………………………………………………
= + + … + ,

�
		


	
	�

 

��� rx x x1 2, , …,  — ������� ��	�������, � rx + 1 , rx + 2 , … , 

nx  — �������� ��	�������.  
 ���	3�� ! &��� 	���� #��������� "������	�  

r r r r n nx x x x x x+ 1 + 1 + 2 + 2= , = , … , =  
	 ��3	����"$ 	���" ���	3�� � ��!������ #����  

r r n

r r n

r r r r r r n
r r n

r

r

n

x

x

x
x x x

x

x

x

α α α

α α α

α α α

1 1, + 1 1, + 2 1

2 2, + 1 2, + 2 2

, + 1 , + 2
+ + 2

+ 1

+ 2

= + + … +
1 0 0
0 1 0

0 0 1

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �� � � � � �� � � � � � � �� �

� � � �

� � � �

1 .  
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����� ���� ��!������� �������� ����������� ���� 
�	����"$ !���	���	$ n r−  ��!�����-�������, !������ 	 �-
�����$� #"�����������"$ 	���" ��3��	� ������	���-
��� ���������� 	����.  
 B ������ ������� ��?�� ��+���� (2 )′  ����+�� � ��������� 
D����  

x

x
x x

x

x

1

2
3 4

3

4

3 1
2 1

= ⋅ + ⋅
1 0
0 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �� �

. 

 ��/�� ��
�	��� D���������
���/ ����� ��+����  
Τ( 3, 2, 1, 0 ) , Τ( 1, 1, 0, 1 ) . 

 

 B ���
/	���� ������� 
���/?�� ������ ��+���� ����-
�������� � ���������� ���� 
������� ���������.  

1. +"��� �$���� ��3��	� ������������ 	���� 	 �$���� 
��3��	� �� ���������� 	���� ������� ��3��	�� ��-
���������� 	����.  

2. =������ �$��� ��"� ��3��	� ������������ 	���� 
������� ��3��	�� �� ���������� 	����.  

3. ��%�� ��3��	� HX  ������������ 	���� ���������-

��� � �	�� "��� ��%��� ��3��	� �� &X  �� ���������� 

	���� 	 !�!���-�	�� ������� ��3��	� x 0  ������-
������ 	����, �. �. 	���� ���� #���"��  

H ��&X X x 0= + .     (3) 

 ���� ������� �������� �� ��, 	�� � ������ ���� 
����-
��� ��������� ��
�+�/ ��
� �!��/� ���! ������� � 
������� 
��������� 
������� D���. %
� ��	�
���� ���������  
����!
������, �� ��� ��	�
���� ���!� ������� � �������� 
������ � 
������� ��������� 
������� D��� (�. ��. 1.6 � 
1.7) ��!�� ���� ����?��� �+����. C�� ��'�� ����� �?����� 
���
���� �� ����	����� ��+���� �����.  
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1.11. �������� �������������� 
 
 ������'���� L  
������!� ���������� X  ������/� 
��������������� ;��!� ����������, �
� ��� ��� ��
���� 

������� ����������� �� ����+���/ � ������
����� � X  
��������� 
�'���� �������� � ����'���� �� �� 	�
�. E��, 
�������-�������, ������?�� �� ��	�
� ��������� � 
�'�?�� �� 
������ (�
�����) � ���	��� ���������� ���������� X 3  
��������-��������, ����
�/� ���������� (���������) ���-
����������.  
 �
� ��!� 	���� ������� ������'���� L  ���������� X  
��� ��
�� P  ��
� 
������� �������������� � X , ������	-
��, 	���� �������� 
�'���� �������� � ����'���� �� �� 	�-

� �� ��
� P  ��
� �������� � L , �. �. 	���� �
� 
/��� a  � b  
�� L  � 
/��!� α  �� P  ��
�  

a b L a Lα+ ∈ , ∈ . 
 %
� ���� ����� �������� ka a a1 2, ,…,  �� ���������� 
X  ��� ��
�� P , �� ���'���� L  �������'��� 
������� 

���������� k kt a t a t a1 1 2 2⋅ + ⋅ + … + ⋅   ��;DD��������� 

kt t t1 2, ,…,  �� P  ��
���� �������������� � X . C�� ������-
������� L  ������/� ���������������, ����"����� ���-
����� ��!����� ka a a1 2, ,…, , �
� �������� �����(!�� 8��� 
������� ��!�����, � �������/�  

kL a a a1 2= < , ,…, > . 

���������� 
������� ���
�	�� kL a a a1 2= < , ,…, >  ��-

������  ���!�� ����� �������� ka a a1 2, ,…, . %� ������	�/� 
	���� dim L .  
 �
� 
/��!� k k n, 0 ≤ ≤  � n-������ ���������� �-
?������ ������������� ���������� k . "��� ����������-
��� ������
���� ��� ���� ����������. B���� 
������� 
������������� L  ����	�������!� 
������!� ���������� 

nX  ��
���� 
������� ���
�	��� ��������� ����� �������� 
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ka a a1 2, ,…,  �� nX , ���	�� dim L n≤ . ������������� 

kL a a a1 2= < , ,…, > , !�� ka a a1 2, ,…,  — ���� �� ������ � 
L , ��'�� ������ ��������� ����������  

k kL t a t a t a1 1 2 2= ⋅ + ⋅ + … + ⋅ .    (1) 

 *�������� (1) ������/� ���������(��!�� ���������� 
�������������� L  � ��!������ *����.  
 %
�  

n

n

k k k n k

a

a

a

α α α
α α α

α α α

Τ
1 11 2 1 1

Τ
2 1 2 2 2 2

Τ
1 2

= ( , ,…, ) ,

= ( , ,…, ) ,
……………………………

= ( , ,…, ) ,

 

��, �������� �� ��������!� ��������� (1) � �������������� ��-
�������, �
� 
/��!� nx x x x Τ

1 2= ( , , …, )  �� L  ��
�	�� 
�����  

k k

k k

n n n n k k

x t t t
x t t t

x t t t

α α α
α α α

α α α

1 11 1 1 2 2 1

2 2 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

= ⋅ + ⋅ + … + ⋅ ,
= ⋅ + ⋅ + … + ⋅ ,

………………………………………………
⋅ + ⋅ + … + ⋅ .

�
		


	
	� =

  (2) 

 #����� (2) ������/� ���������(��!��� ����������� 
�������������� L  � !���������� *����.  
 �/��� 
������� ������������� L  ����	�������!� ���-
������� nX  ��'�� ���'� ���������� ��� ���������� ��-

+���� ���������� ����� 
������� ���������  n �������-
����, �. �. ��'�� ������ ���������� ������ 
������� ����-
�����. E���� ������� ������������� ������/� �!� ��$��� 
�����������. %
� ������������� L  ������ ���������	�-
���� ����������� (2), �� �
� ��
�	���� ��?�� ��������� ���-
���������� L  ��'�� �� (2) ��
/	��� ��������� 

kt t t1 2, ,…, .  
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 ;�	 ������������� L  ������ ��%	�	 "������	��	, �. �. 
	����� ���������� "������	�, �� ��� �������	� ���	� 
������������� L  ���"�� �����	�� !�!"$-�	�� #"���-
��������"$ 	���" ��3��	� &��� 	���� ���������� "���-
���	�.  
 %
� � ���������� X  ���� 
������� ������������� 
L 1 , L 2 , �� ���'���� L 0  ��������, ������
�'�?�� ��� � L 1 , 

��� � � L 2 , ��
���� �������������� � X . %!� ������/� ��-

����(����� ������������� L 1  � L 2  � ������	�/� 	���� 

L L L0 1 2= ∩ .  
 �������� �������������� ��
���� ���'� � 
������� 
���
�	�� ��K�������� ������������ L 1  � L 2 . C�� ������-

������� ������/� ������ ������������� L 1  � L 2  � ���-

���	�/� 	���� L L1 2+ . ��� ����� �� ��������, ������� ����-

���
�/�� � ���� ���� ���� 
�!�����, ����!� �� L 1 , ���!�-

!� �� L 2 , � ��
��� �� ����� ��������.  

 %
� �����	���� L L1 2∩  ��
���� ��
���� ����������-

����, �� ���� L L1 2+  ������/� ������ ������ � ������-

	�/� 	���� L L1 2⊕ .  
 ������� �����	���� � ���� ������������ ��������-
����� �� 
/��� ����	��� 	�
� ������������. �
� ��������-
��� ����
����� 
���/?�� �����+����:  

dim dim dim dimL L L L L L1 2 1 2 1 2( + ) = + − ( ∩ )  .  (3) 

 %
� ���������� X  ��
���� ������ ����� ������-
������ L 1  � L 2 , �� �
� 
/��!� ������� x  �� X  �������	�� 

����
����� �����+���� x x x1 2= + , !�� x L1 1∈ , x L2 2∈ . 

��� ;��� x 1  ������/� ����!#��� ��!���� x  �� ����������-

����  L 1   ����������� ��������������  L 2 . L��
�!�	��  x 2  
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������/� ����!#��� ��!���� x  �� ������������ L 2  �����-

������ �������������� L 1 .  

 ������������� L 1  � L 2 , ����
������/?�� �
���/ 

X L L1 2= ⊕ , ������/� ������� ����������� ��� ! ��-
�� � ������������ X.  

 ���� kL a a a1 1 2= < , ,…, > , 2 1 2, , , lL b b b= < … >  � �-

���� �������� ka a a1 2, ,…,  � lb b b1 2, ,…,  ����
�/� ����� 

������������ � L 1  � L 2 . F���� ����� �����-
��� ���� � 

L L1 2+ , 
����� ����
��� ����/-
��� ������
���/ 
������ 
���������/ �������� ����� ��������  

ka a a1 2, ,…, , lb b b1 2, ,…, . 

 ��� ��������� ����!�-
��� ����� � L L1 2∩  
����� ����-
��� (�. [28] ��+���� ����	� M 1319) ��������� ��������  

k k

l l

z a a a
b b b

α α α
β β β

1 1 2 2

1 1 2 2

= ⋅ + ⋅ + … + ⋅ =
= ⋅ + ⋅ + … + ⋅

    (4) 

� ������� �� ��!� � �������������� ���������. B ����
����� 
��
�	��� ���������� ����� 
������� ��������� �����-
��
��� ��;DD�������� kα α α1 2, ,…, , lβ β β1 2, ,…, . �����-
�� ����/-
��� D���������
���/ ����� ��+���� ;��� ���-
�� ��������� � �������� ���	������ ��'��� ��+���� �����-
����� D���������
���� ����� ��+���� � (4), ��
�	�� ���� 
� L L1 2∩ .  

 %
� ���������� L 1  � L 2  ������ ����������� ������� 

���������, �� �����	���� L L1 2∩  ����� ������
���� ���-
���, ��
�	����� ��K��������� ��� ��������� �� ����, ��-
����
�/?�� L 1  � L 2 . �/��� D���������
���� ����� ��+�-

��� ����� ����� ��������� ���� ���� �����	���� L L1 2∩ .  
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1.12. �������� ��������� � �������% ������������% 
 
 ���� ���� 
������� ���������� nX  � mY  ��� ����� � 

��� '� ��
�� P . :������, 	�� 	� ���������� nX  � ���-

������� mY  �����"�� �������� ϕ  �
�, 	�� �� '� ����, 

���������	� ϕ , #"�!�	� ϕ , �
� ��'���� ������� a  �� nX  
�� ������-
��� �����
� ������ � ���������� ������
����� 
������ a a aϕ ϕ′ = ( ) =  �� mY . B����� a′  ������/� ������� 
��!���� a , ������ a  — ���������� ��!���� a′  ��� ������-
'���� ϕ .  
 %
� ���������� nX  � mY  ������/�, �� !������, 	�� ���-

����� ϕ , �
� �������������� ϕ , �������� � ���������� nX .  
 &����
�� ������� ��
�/�� 
������� ���������. �����-
��� ϕ , ������/?�� �� nX  � mY , ������/� ��������, �
� 

�� ���� 
/��� �������� a  � b  �� nX  ��������� � ���� �� 

������� a′  � b′ , � ������������ 
/��!� ������� a  �� nX  �� 

/��� 	�
� α  �� P  — � ������������ ������ a′  ������� a  �� 
�� '� 	�
� α , �. �. �
�  

a b a b a bϕ ϕ ϕ ′ ′( + ) = + + ,=   
a a aϕ α α ϕ α ′( ) = = .   

 ��� 
������� ��������� ϕ  � ψ , ������/?�� �� nX  � mY , 

������/� �������, �
� �
� 
/��!� a  �� nX   a aϕ ψ= .  
 
������: 

1. �������� ε , ��������?�� 
/��� ������ a  
������!� 
���������� nX  � ��� '� ������ na X∈ , ��
���� 
�-
������ ����������. E���� �������� ������/� ��"���-
������.  

2. �������� ω , ��������?�� 
/��� ������ a  
������!� 
���������� nX  � ��
���� ������ ���������� mY , ��-
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���� 
������� ����������. E���� �������� ������/� 
�������.  

3. ����'���� ('����) �������� ���������� nX  � ���� � 
�� '� 	�
� α  ��� ��
���� 
������� ����������, ���-
���/?�� � ���������� nX . E���� �������� ������/� 
���������� ������.  

4. ���� X 3  — ���������� ���������� ��������-
��������, ������?�� �� ��	�
� ����� ��������� 
O x y z , Y1  — ���������� ���������� �������� �� �� 

O y . 
���!��������� �� X 3  �� Y1  ��
���� 
������� 

����������, ������/?�� �� X 3  � Y1 . C��� �������� 
��'�� ����������� ���'� ��� ��������, ������/?�� 
� ���������� X 3 .  

 ���� �� ���������� nX  � ���������� mY  �������� 


������� �������� ϕ . ���������� nX  ������/� �������; 
���������� ��������� ϕ . ,��'���� ������� ��� �������� 
�� nX  ��� ������� ��������� ϕ  ������/� �������; ���(�-
��� ��������� ϕ . ��
��� ���	���� ��������� ��
���� ���-
����������� � mY . ���������� ;��!� ������������� ����-
��/� ������ ��������� ϕ . ,��'���� ��� �������� ���-
������� nX , ������� ���������� 
������� ���������� ϕ  � 
��
���� ������, ������/� ���� ;��!� ���������. A��� �����-
���� ϕ  ��
���� �������������� � nX . ���������� ���� 
��������� ϕ  ������/� �*�!��� ;��!� ���������.  
 #���� ���!� � ��D���� ��������� ϕ  ����� ���������� ���-
������� nX . ��������  ����
���� ��D����� ������/� ��-
��"�����,  ��
���� ��D����� — ������"�����.  
 7	������ �������� ϕ , �����"$%	� 	� �	������� ���-
������� nX  � �	������ ���������� mY , ����������� ��-
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���	�� ������� eϕ 1 , eϕ 2 ,… , neϕ  ��!����� �$���� #	!	��-

������� ���	� ne e e1 2, , …,  ���������� nX .  
 ���� � ���������� Ym ���'� D�������� ���� 

mq q q1 2, , …,  � ���� ������� eϕ 1 , eϕ 2 ,… , neϕ  ���/� � ��� 
���
�'����  

m m

m m

n n n m n m

e a q a q a q
e a q a q a q

e a q a q a q

ϕ
ϕ

ϕ

1 11 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 2 2 2

1 1 2 2

= + + … + ,
= + + … + ,

……………………………………………
= + + … + .

   (1) 

,������  

n

n
qe

m m m n

a a a

a a a
A

a a a

11 12 1

21 22 2

1 2

…

…
=

… … … …
…

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

     (2) 

�������� m n×  ������/� �����#�� ��������� ��������� ϕ  
� ���� ������ ne e e1 2, , …,  � mq q q1 2, , …,  ������������ 
��������� Xn � Ym.  
 >������, 	�� ��
����� ������� Aqe 
�'�� ��
��� ����-
����� �������� eϕ 1 , eϕ 2 ,… , neϕ  � ����� mq q q1 2, , …, , �. �. 
����� ��;DD�������� �� ���
�'���� (1). ��/�� 
�����, 	�� 
���! r  ��������� ϕ  ��������  ���!�� �!� �������, � ��D��� 
��������� ϕ  —  	�
�� n r− . F��� ������� ���������, �
� 
;�� �� �������� ��������, ���'����
�/�  ���� ����������. 
C�� ������� ������ ������ � ��	�
���
���� ��������.  
 #�����+���� (1) ������
���/� ���� ��'�� 
������� 
���������� ϕ , ������� ne e e1 2, , …,  � mq q q1 2, , …,  � ���-

����� q eA  ��������� ϕ  � ���� ;��� ������. B �����	��� D��-
�� ;�� �����+���� �������/�� � ����  

q ee q Aϕ = ,        (3) 

!�� ��
�'��� ne e e eϕ ϕ ϕ ϕ1 2= ( , , … , ) , q q q1 2= ( , , … , mq ).   
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 %
� �������� ϕ  �������� � ���������� nX , �� ���-

������� nX  �������� � ��	���� � ��
��� ������
���� � 
��
��� ���	����. B ;��� 
�	�� ��������� �!����	���� ��-
��� ������, �. �. 	�����, 	�� ����� e  � q  ������/�. ��� 
;��� ������� q eA  ��������� ϕ  ����� ���������� �������� eA  
������� n  � �����+���� (3) ������ ���  

ee e Aϕ = .        (4) 

 %
� �� 
������!� ���������� nX   ������ 

ne e e e1 2= ( , , … , )  � 
������� ���������� mY   ������ 

mq q q q1 2= ( , , …, )  �������� 
������� �������� ϕ , �� 

��
��� ��������� m qα α α Τ
1 2′ ′ ′( , , …, )  ������� a aϕ′ =  � ��-

��� q  ����� ������� q eA  ��������� ϕ  � ���� ������ e  � 

q , ����'����� �� ��
��� ��������� m eα α α Τ
1 2( , , …, )  ���-

���� a  � ����� e , �. �.  

q e

m nq e

A

α α
α α

α α

1 1

2 2

′

′

′

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

=
� �

.     (5) 

 B 	������, �
� ���������� nX  � mY  ������/� � 
����� e  � q  ���'� ������/�, �� D����
� (5) ��������� 
���  

e

n ne e

A

α α
α α

α α

1 1

2 2

′

′

′

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

=
� �

.     (6) 
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 ���� �� ���������� nX  � ���������� mY  �������� 
�-

������ �������� ϕ  � ���� �� ����� ������� q eA  � ���� ����-

�� e  � q  ��������� nX  � mY  � ������� q eA ′ ′′  — � ���� ��-

���� e′  � q′  ��������� nX  � mY . E�!�� ������� q eA  � 

q eA ′ ′′  ��������� ϕ  ������ �����+�����  

q e q eA Q A T−1
′ ′′ = ,       (7) 

!�� T  — ������� �������� �� ����� e  � ����� e′  ��������-
�� nX ; Q  — ������� �������� �� ����� q  � ����� q′  ���-

������� mY .  

 B 	������, �
� ���������� nX  � mY  ������/� � ����-
� e  � q  ���'� ������/�, �� D����
� (7) ��������� ���  

e eA T A T−1
′′ = .       (8) 

 ,������ q eA ′ ′′  � q eA , �������� �����+����� (7), ����-

��/� 8!������������, � ������� eA ′′  � eA , �������� ���-

��+����� (8), — ��������, ���	�� !������, 	�� ������� eA ′′  

��
�	���� �� ������� eA  ����D������������ �������� T .  

 ���� �� 
������!� ���������� nX  ��� ��
�� P  � 
����-

��� ���������� mY  ��� ��� '� ��
�� ������/� 
������� 
��������� ϕ  � ψ . ��������� ϕ  � ψ  	���/�� ������	, �
� 
�
� 
/��!� ������� x  �� nX  �!� ������ ��� ������� ;��� ���-
������� �����, �. �. �
� x xϕ ψ= . ������ 
������� ��������� 
� ����� � ��� '� ����� ���/� ���������� �������.  
 ,����� ���������� ϕ  � ψ  ������/� �������� ϕ ψ+ , ��-
������?�� 
/��� ������ x  �� nX  � ���� ������� �� ������� 
�� x  ������� ���������� ϕ  � ψ , �. �. �������� ϕ ψ+ , ����-
��/?�� �� �����
�  

x x xϕ ψ ϕ ψ( + ) = + . 
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 #���� 
������� ���������� ��
���� 
������� �������-
���. ,������� ���� 
������� ���������� � D����������� 
������ ��
���� ���� ������ 
�!����� ���������� � ��� '� 
������. ������
���� ���� 
������� ���������� ��������-
����� �� 
/��� ����	��� 	�
� ����������. E� '� ������� � 
� �����
� �������������� ������� ����� ���� ����������.  
 
����������� ��������� ��������� ϕ  �� (���� λ  �� P  
������/� �������� λ ϕ , ��� ������� ������!� ������ xϕ  
�������� x  �� nX  ����'�/�� �� λ , �. �. �������� λ ϕ , ����-
��/?�� �� �����
�  

x xλ ϕ λ ϕ( ) = ( )       ��� 
/��� nx X∈ .  
 ������������ 
������!� ��������� �� 	�
� ��
���� 
�-
������ ����������. ��� ����'���� 
������!� ��������� �� 
	�
� �!� ������� ����'���� �� �� '� 	�
�.  
 ,��'���� ��� ����������, ������/?�� �� nX  � mY ,  
���������� ���������� 
�'���� ���������� � ����'���� �� 
�� 	�
� ��
���� 
������� �����������, ������D��� 
�-
������� ���������� m n( × ) -������  ;
�������� �� ��
� 
P   ���������� 
�'���� ������ � ����'���� �� �� 	�
� �� 
��
� P .  
 ���� ���� 
������� ���������� nX , mY , pZ  ��� ��
�� 

P  � ���� ϕ  — 
������� ��������, ������/?�� �� nX  � mY , 

ψ  — 
������� ��������, ������/?�� �� mY  � pZ . ����
���� 
��
�������
���!� ����
����� ���������� ϕ  � ψ  ������/� �� 
������������ � ������	�/� 	���� ψ ϕ  (��������, ������/-
?�� ������, ��+��� � ������������ �����). ������������ 
ψ ϕ  ���������� ������'��� nX  � pZ  � ��
���� 
������� 
����������.  
 ���� � nX , mY , pZ  ������� ������������ ����� e q, , 
f . ������	�� ������� ��������� ϕ  � ������ e  � q  	���� A , 

������� ��������� ψ  � ������ q  � f  — 	���� B . E�!�� ���-
����� ψ ϕ  � ������ e  � f  ����� ������� B A  (������� �����-
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����, ������/?�!� ������, ��+��� � ������������ �����). 
=� �����
� ��������� ������� ������������ ���������� ���� 
��������, 	�� ���! ������������ ���������� �� ���������� 
���!�� ����'���
��.  
 ������
���� ������������ 
������� ���������� �����-
�������� �� 
/��� ����	��� 	�
� ��
�������
��� ����
-
������ 
������� ����������. E� '� ������� � � �����
� 
�������������� ������ ������������ ���������� �� ������ 
���������� ����'���
��.  
 ���� ��� 
������� �������� ϕ , ������/?�� �� ���-

������� nX  � ���������� mY . �������� �������� ϕ − 1 , 

������/?�� �� mY  � nX , ������/� �������� ! ��������� 

ϕ , �
� ϕ ϕ ε− 1 =  � ϕ ϕ ε− 1 = � , !�� ε  � ε�  — ��'��������� 
��������� ������������ � nX  � mY . ���!��� 
�����, 
�-

������ �������� ϕ − 1  ������/� �������� ! ��������� ϕ , 

�
� �
� ��'��!� x  �� nX  ����
����� �
���� x xϕ ϕ− 1 =  

� �
� ��'��!� y  �� mY  — �
���� y yϕ ϕ − 1 = . �	������, 

	�� ��������� ϕ  � ϕ − 1  ������� �������.  
 �
� ������������ ψ ϕ  ���������� ϕ  � ψ  �������� ��
�-

��� �������� ϕ ψ− 1 − 1 .  
 

1.13. G���!�������(��!�� � ����������� �����(����  
 
 G���!�������(��!�� �����#�� !�������� �����#� A  
����!� n  ������/� ������� A Eλ−   ���������� λ , ���-
����/?�� 
/��� 	�
���� ���	����.  
 ������
���
� A Eλ−  ������� A Eλ−  ��
���� ���!�-
	
���� n-� ������ �� λ . C��� ���!�	
�� ������/� %���!��-
�����(��!�� �����(����� �����#� A , � �!� ����� 

nλ λ λ1 2, , …,  — %���!�������(��!��� !������ �
� %���!-
�������(��!��� (������ �����#� A .  
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 $����������	���� ���!�	
��� �������� ������ �����-
����. $����������	���� ���!�	
�� ������� A  ����� ���  

n nn n
nA E p p pλ λ λ λ−1 − 2

1 2− = ( −1) ( − + − … ± ) ,  (1) 

!�� kp  — ���� !
����� ������� k -!� ������� ������� A , � 

	������; p1  — ���� ;
������� !
����� ���!���
� ������� 
A , ���������� ����� �����#� A  � ������	����� 	���� Sp A ; 

np  — ������
���
� ������� A .  

 �� D����
�� B���� ��;DD������� ip  ����'�/�� 	���� 

����� nλ λ λ1 2, , …,  
���/?�� �������:  

n

n n

n n

p
p

p

λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

1 1 2

2 1 2 1 3 − 1

1 2 3

= + + …+ ,
= + + …+ ,

………………………………………
= ⋅…⋅ .

 

��/��, � 	������, ��
�	�/�� 	��� ����������� �����-
+����  

n n na a aλ λ λ1 2 11 2 2+ + …+ = + + … + ,

n Aλ λ λ λ1 2 3 ⋅…⋅ = .  
 
����� 1. B�	�
��� �����������	���� ���!�	
�� ���-
����  

A
1 2 0

= 0 2 0
− 2 − 2 − 1

� �
� �
� �� �
� �

. 

 &�'����. �� ������
���/ �����������	���!� ���!�	
��� 
��
�	���  

A E
λ

λ λ λ λ λ
λ

3 2
1− 2 0

− = 0 2 − 0 = − + 2 + − 2
− 2 − 2 − 1−

. 

%
� ����
�������� D����
�� (1), �� ��	�
� �������  
p Sp A1 = = 2 ,   
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p
1 2 1 0 2 0

= + + = − 1 ,
0 2 − 2 − 1 − 2 − 12   

p A
1 2 0

= = 0 2 0 = − 2 .
−2 −2 −1

3  

>���� ��������� A Eλ λ λ λ3 3 2− = ( −1) ( − 2 − + 2 ) .  
 %
� � �������
���� ���!�	
�� �� λ   

n n n
n nP a a a a aλ λ λ λ λ−1 − 2

0 1 2 −1( ) = + + + … + +  
����� λ  ��������� ���������/ ������� A  ������� n , �� 
�������  

n n n
n nP A a A a A a A a A a E−1 − 2

0 1 2 −1( ) = + + + … + +   
������/� ���(����� �����(���� P λ( )  ��� �λ = . 
 %
� P A( ) = 0 , �� A  ������/� �����(��� !����� ���-
��(���� P λ( ) , � P λ( )  — �����(�����, ������������ 
�����#�� A .  
 '�!�� !��������� ����	�� A  �"�	� !����� ��!������� 
���"������ ����������. =���� ���� ���'� 
���/?�� ������� 
����������–?8��: '�!�� !��������� ����	�� ������� !��-
��� ����� ����!���	�	��!��� ����������.  
 ,��!�	
�� ϕ λ( )  �������+�� ������ � ���+�� ��;D-
D��������, ������ �������, ����
������� �������� A , ��-
����/� ����������� �����(����� ;��� �������. B���� 
���!�	
�� P λ( ) , ����
������� �������� A , ����
� ��
��� 
�� ������
���� ���!�	
�� ϕ λ( )  ;��� �������.  
 $����������	���� ���!�	
�� A Eλ−  ������� A  � �� 
������
���� ���!�	
�� ϕ λ( )  ������ �����+�����  

n

n

A E
D

λ
ϕ λ

−1

( −1) −
( ) = ,      (2) 

!�� nD −1  — �����
�+�� ��?�� ��
���
� ��� ������� n( −1) -
!� ������� ������� A Eλ− .  
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 ������� ������
���!� ���!�	
��� ϕ λ( )  ��
�/�� �� 
���
�	��� ����� �����������	���!� ���!�	
��� A Eλ− , 
���	��, �
�  

,sn mm m
sA Eλ λ λ λ λ λ λ1 2

1 2− = ( −1) ( − ) ( − ) … ( − )  (3) 

��  
snn n

sϕ λ λ λ λ λ λ λ1 2
1 2( ) = ( − ) ( − ) … ( − ) ,   (4) 

k kn m k s1 ≤ ≤ , = 1, 2, …, .  

 @����
� (2) �����
��� �������� ������
���� ���!�	
�� 
�������.  
 
����� 2. &���� ������
���� ���!�	
�� �������  

A
1 2 0

= 0 2 0
− 2 − 2 − 1

� �
� �
� �� �
� �

.  

 &�'����. B �������?�� ������� �
� ������� A  ������ 
�����������	���� ���!�	
�� A Eλ λ λ λ3− = − + 2 + − 22 . 

��?�� �����
�+�� ��
���
� D2  ��� ������� �����!� ������� 
�������  

A E
λ

λ λ
λ

1 − 2 0
− = 0 2 − 0

− 2 − 2 − 1 −

� �
� �
� �� �
� �

  

����� �������, ��� ��� �� ������  

λ λ
λ λ

1− 2 0 2 −
= 2 ( + 1), = 2 ( 2 − )

− 2 − 2 − 2 − 2
  

������� ������. ��;����  
A E

D
λ

ϕ λ λ λ λ
3

3 2

2

( −1) −
( ) = = − 2 − + 2 .  

 
����� 3. &���� �����������	���� � ������
���� ���-
!�	
��� �������  
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A
6 2 − 2

= − 2 2 2
2 2 2

� �
� � .� �� �
� �

 

 &�'����. �
� ������� A  �������������� ��	�
����� 
������
���
� ������� �����������	���� ���!�	
��  

A E
λ

λ λ λ λ
λ

2
6 − 2 − 2

− = − 2 2 − 2 = ( − 4 ) ( 2 − )
2 2 2 −

. 

B���+�� �� ������ �����!� ������� ������� A Eλ− :  

λ λ
λ λ

λ
26 − 2 6 − − 2

( − 4 ) , = 2 ( − 4 )
− 2 2 − − 2 2

= , 

 
λ

λ λ
λ
2 − 2 6 − 2

= 2 ( 4 − ), = 2 ( 4 − )
2 − 2 2 2

, 

 
λ

λ λ
λ λ

26 − − 2 2 − 2
( − 4 ) , = 2 ( − 4 )

2 2 − 2 2 −
= , 

 
λ

λ λ
λ

− 2 2 − − 2 − 2
= 2 ( − 4 ), = 2 ( − 4 )

2 2 2 2 −
,  

 
λ

λ λ
λ

2 − 2
= ( − 4 )

2 2 −
. 

 ��?�� �����
�+�� ��
���
� D2  ��� ;��� ������� ��� 
λ( − 4 ) . ��;���� ������
���� ���!�	
�� ������� A   

A E
D

λ λ λ
ϕ λ

λ

3 3 2

2

( −1) − ( −1) ( − 4 ) ( 2 − )
( ) = = =

( − 4 )
λ λ= ( − 4 ) ( − 2 ) .  
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>������, 	�� D2  ��'�� ����� ���	�. ��������
���, �
� � 
������� A Eλ−  ��������� λ = 4 , �� ��
�	�� �������  

2 2 − 2
− 2 − 2 2

2 2 − 2

� �
� �
� �� �
� �

  

���!� r = 1 . #
�������
���, �� ������ �����!� ������� ;��� 
������� ����� ��
/. C�� ����	���, 	�� �� ������ �����!� ��-
����� ������� A Eλ−  ��
��� �� λ( − 4 ) , ���	�� �� ;�� ��-
���� �� ��!�� ��
���� �� ��
�+�/ ������ ���	
��� λ( − 4 ) , 
��� ���, ��������, �����  

λ
λ

2 − 2
= 2 ( 4 − )

2 − 2
  

��
��� 
�+� �� �����/ ������ ;��!� ���	
���. #
�������
�-
��, � D2  ������ ���'���
� λ( − 4 )  � ������ ������. ���!�� 

���'���
� �� A Eλ−  � D2  �� ������, ��� ��� �� ��� �� ��-

���, ��������, ��������� ��
��� 	�� ����� �����!� �����-
��. ��;���� D λ2 = − 4 .  
 *	������, 	�� �������� ������� ������� n  ������
�/� 
���� � ��� '� 
������� ��������, ������/?�� � 
������� 
���������� nX , � 	�� ��� ���/� ���� � ��� '� �����������-

	���� ���!�	
��, ��������� �����������	���� ���!�	
�� 
�������� ������ �������� %���!�������(��!�� �����(����� 
��������� ���������, ������
����!� ;���� ���������, � �!� 
����� — %���!�������(��!��� !������ 8���� ���������.  
 B ���
/	���� �������, 	�� ���������������� ������� AΤ  
����� ����������  �������� A  �����������	���� ���!�	
�-
�� � �����������	���� 	�
�.  
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1.14. ,���������� ��!���� � ����������� ���(���� 
��������� ��������� 

 
 ���� ϕ  — 
������� ��������, ������/?�� � 
������� 
���������� nX  ��� ��
�� P , ����� � ��������� ����� e  

;��!� ���������� ������� A . &���
���� ������ x  �� nX  ��-
����/� ����������� ��!����� ��������� ϕ , �
� ;��� ���-
������� �� ���������� � ������ xλ , �. �. �
�  

x xϕ λ= ,        (1) 
!�� λ  — ��������� 	�
� �� ��
� P , ���������� ����������� 
���(����� ��������� ϕ . ��� ;��� !������, 	�� ��������� 
��!��� x  ��	������	� ���������" ������	$ λ .  
 B �����	��� D���� �������� (1) ��������� ��� A X Xλ= . 
��/�� ��
�	���� 
���/?�� �����	��� �����:  

A E Xλ( − ) = 0         (2) 
����� 
������� ��������� �������
��� ��
��� X  ����-
����� ��������!� ������� x , ������
�'�?�!� ���������� 
���	���/ λ , ������� �������� ���������� � ����  

n n

n n

n n n n n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

λ
λ

λ

11 1 1 2 2 1

2 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

( − ) + + … + = 0,
+ ( − ) + … + = 0,

………………………………………………………………
+ + … + ( − ) = 0.

�
		


	
	�

 

 %
� ������� ��������� ���	���� λ , �� �� ��������� 
������� nX x x x Τ

1 2= ( , ,…, ) , ������
�'�?�� ;���� ������-
���� ���	���/, �������� ��� ����
���� ��+���� ����� (2).  
 # ���!�� ������, ���������� ����� (2)  ���������� 
�������� A Eλ−  ����� ����
���� ��+���� X  ������������ 
�� ��
� P 
�+� ��!��, ��!�� ������
���
� | A – λE | ������� 
;��� ����� ����� ��
/ � λ ������
�'�� ��
/ P. &� ;�� ����-
	���, 	�� λ  ��
���� ������ �����������	���!� ���!�	
��� 

A Eλ−  � ������
�'�� ��
/ P .  
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 *�!	� �������, ����!���	�	��!	� �	�� �	������� ���-
������, ��	�������%	� �������" ���$ P , 	 ����!� ��	, ��-
��$�� ���������	 ������	��	 &���� ���������. 
�&���" 
� !������������ !�����!��� �	������ ���������� �� ��-
��!���	�	��!	� !���	 �	������� ���������, 	 ����!� ��	, 
����$�� ���������	 ������	��	 &���� ���������; � !����-
�������� �����	������� ���������� �� �����	������� 
����!���	�	��!	� !���	 �	������� ���������, 	 ����!� ��	, 
����$�� ���������	 ������	��	 &���� ���������.  
 ,��'���� ��� ��������� ���	���� 
������!� ��������� 
(��'��� ��������� ���	���� ������ ��
��� ���, ������ �!� 
�������� � �����������	���� ���!�	
���) ������/� ���!-
���� ��������� ���������. %
� ������� ���'����
�/�  
����������, �� ���'���� ��� �� ��������� ���	���� ����-
��/� ���!���� �����#�. =� �������!� 
�����, 	�� ��� ���-
!��	� ��� ��������� ������	� ���������  ����	��� A  
�"��� ����	 �� ����!���	�	��!	� �	�� ����	�� A  	 	� 
�	� ������� �	3� ��, !������ ��	�������� �������" ���$, 
� ��� ���!��	� ��� ��������� ��!����� ���������  ���-
�	��� A  �"��� ����	 �� ���"����� ��3��	� 	���� (2) ��	 
!����� ��������� ������		 λ .  
 C�� �����
� ������ �� �������.  
 
�����. �
� ���������  ��������  

A
3 1 − 3

= 3 1 − 1
2 − 2 0

� �
� �
� �� �
� �

,  

������/?�!� � ��������
���� ����������, ����� ������-
��� ���	���� � ��������� �������.  
 

 &�'����. $����������	���� ���!�	
��  

A E
λ

λ λ λ λ
λ

2

3 − 1 − 3
− 3 1 − − 1 = ( + 4 ) ( 4 − )

2 − 2 −
=  
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������� A  ����� ����� λ 1 = 4 , iλ 2, 3 = ± 2 . E�� ��� �����-
�������� �������� �������� � ��������
���� 
������� ���-
�������, �� �!� ��������� ���	����� ����� 
�+� λ = 4 . 
��� ;��� ���	���� λ  ����� A E Xλ( ) = 0−  ����� ���  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

− + − 3 = 0,
3 − 3 − = 0,
2 − 2 − 4 = 0.

�
	


	�

 

%� ��?�� ��+����� ��
���� X x x Τ
1 1= ( , , 0 )   �������
���� 

��������� x 1 . ��� x 1 , �����!�/?�� �� ��������
���� 
���	����, ��� ���� ��?�� ��� ��������� �������� ��������� 
 �������� A , ������
�'�?�� ���������� ���	���/ 
λ = 4 . ���!�� ��������
���� ��������� �������� �����-

���  �������� A  �� �����, ��� ��� � ��!� ��� ���!�� ������-
��� ���	����.  
 +��������� ��!���� �	������� ��������� ϕ   ����	��� 
A , ��	�������%	� �����" 	 ���" �� ���������" ������	$ 
λ , �����  �"����� ��!����� �����"$� �������������, 
!������ ������$� ����������� ��������������� �������-
�� ϕ  �� λ . C�� ������������� ��
���� ����� ��������� 
ϕ λ ε−   �������� A Eλ− . ���������� ��������!� ������-
������� ��������� ϕ  �� ���������� ���	���/ λ  ����� 
n rλ− , !�� n  — ���������� ����������, � ������� ������-

�� �������� ϕ , �. �. ������� ������� A , rλ  — ���! ��������� 

ϕ λ ε−  �
�, 	�� �� '� ����, ���! ������� A Eλ− . C�� ���-
������� ������/� ��������(��!�� !��������; ������������ 
���(���� λ .  
 ���!��� 
�����, !�������	���� ��������/ ��������!� 
���	���� λ  ������/� ������
���� 	�
� 
������ �������-
��� ��������� �������� ��������� ϕ , ������
�'�?�� ��-
�������� ���	���/ λ . :�������	���� �������� ��������-
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!� ���	���� �� ���������� �!� ��������(��!�� !��������, 
�. �. ��������,  ������� λ  ������ ������ � �����������	�-
��� ���!�	
�� A Eλ− .  

 +��������� ��!���� �	������� ��������� ϕ , ��	�����-
��%	� ����	���� ��������� ������	��, �	����� �����		-
��.  
 =� 
������� ����������, ����?� !�����, �� ��
�/�� 
���������� ��������� 
������!� ��������� ϕ .  
 %
� ���'����
��� ��������  �!� ��������, �� ��������� 
!������� � ��������� ���	����� � ��������� �������� ���-
����. &� �������� ��� ���	�� � ������/�. ���������/ ���-
���� ������/� �������, �
� �
� ��'��!� ��������!� ���	�-
��� ������� �!� !�������	���� �������� ��������  �
!��-
���	���� ��������/. B ��������� 
�	�� ������� ������/� 
�*�!����.  
 #��������� ������ x , ������
����� �
����� A x xλ= , 
�?� ������/� ������ ����������� ��!����� �����#� A , 
������
�'�?�� ���������� ���	���/ λ . ���������/� � 

���� ��������� ������� �������. &���
���� ������ y  ��-
����/� ����� ����������� ��!����� �����#� A , ������-

�'�?�� ���������� ���	���/ λ , �
�  

y A yλ∗ ∗= . 
&�������, 	�� ���� ������	�� ����	��� ��������������� � 
����
����� ����'����. %
� ;�� �������� ������!���� 
��������������/, �� ������ � �������� A y yλΤ = . %
� 
������� �?� � ����
����� ����'����, �� ��
�	�� 
A y yλ∗ = . C�� ����	���, 	�� 
���� ��������� ������ y  
������� A , ������
�'�?�� ���������� ���	���/ λ , ��
�-
��� ������ ��������� �������� ������� A∗  �� λ , � ������ 
y  — ������ ��������� �������� ������� A Τ  �� λ . 

B ��
����+��, !����� � ��������� ��������, ��� �������� 
“������”, “
����”, ����� ��������, 	�� ��	� ���� � ������ 
��������� ��������.  
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1.15. ��������� ������� ����!����  
 
 �������� �������� ϕ , ������/?�� � 
������� �������-
��� nX , ������/� ���������� ������ ��������, �
� � ���-

������� nX  �?������ ����, ����?�� �� ��������� ���-
����� ;��!� ���������.  
 �������� �������� ������ �������� � �����, ����?�� 
�� ��������� ��������, ����� ���!���
���/ �������, � ����-
��� �� ���!���
� ���� ��������� ���	���� ;��!� ���������.  
 %
� ������� ��������� ϕ  � ��������� ����� ����� ���!�-
��
���/ D����, �� !������, 	�� �����#� 8���� ��������� ���-
������ ! ������������ ���, �. �. ������������� �
�, 	�� 
�� '� ����, ������ ����������� �����#�.  
 ��� ���� ����� � �	������ ���������� nX  �	������ 
�������� ϕ  	��� ���	 	� ��������� ��!�����, �������	�� 	 
���������, ����� �� ����!���	�	��!	� �	�� iλ  �����-
���� ϕ  ��	��������	 �������" ���$ 	 ����� !�����" �	�" 

iλ  ��	��������� ����!� �	����� �����		��� ��������� 
��!����� ��������� ϕ , !�!��� �������	��!�� !������� !��-
�� iλ  � ����!���	�	��!�� ���������� ��������� ϕ , �. �. 
����� �������	��!�� 	 �������	��!�� !������	 !������ 
�	�� iλ  �������	.  
 �
� ������ ;�� �����'����� ��'�� ����D���������� 
�-
��/?�� �������.  
 ��� ���� ����� !��������� ����	�� A   &��������	 	� 
���� P  ���� ����	��� ������ ��"!�"��, �. �. ����� ��� 
��	���	��� ! �	����������" �	�" 	�	, ��� �� �� ����, ���-
�� ��� ���� ������� �	���������� ����	��, �������	�� 	 ��-
�������, ����� �� ����!���	�	��!	� �	�� iλ  ����	�� 

A  ��	��������	 ���$ P  	 ����� !�����" �	�" iλ  ������-
�������  ����!�  �	����� �����		��� ��������� ��!����� 
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����	�� A , !�!��� !������� !���� iλ  � ����!���	�	��-
!�� ���������� ����	�� A , �. �. ����� �������	��!�� 	 
�������	��!�� !������	 !������ �	�� iλ  �������	.  
 �������� �������� ������/� ���������� �������� ���!-
���, �
� �� �!� �����������	���� 	�
� ���
�	�� � ������-

�'�� �������� ��
/.  
 7	������ �������� ������� ��!��� ������� �������-
��� ������ ��"!�"��.  
 �
� ������ ;�� �����'����� ��'�� ����D���������� 
�-
��/?�� �������.  
 /��������� ����	��  &��������	 	� ���� P , �� ����!-
���	�	��!	� �	�� !������ ����	��� 	 ��	�������� ���$ 
P , ������� �	���������� ����	��, �. �. ��	���	�� ! �	���-
�������" �	�".  
 U���	���	 ������ ��"!�"��, �. �. ��������	 �	���-
������� ����	���, ����$�� ��!�� (�. ��. 1.18, 1.19) ���-
������� ����	��, �. �. ����	��, �������������� � ��	�	 
����������	 ����	���	, � ������	, 	�����	����, &�-
�	���� 	 "�	������ ����	��.  
 ���� 
������� �������� ϕ  � ����� ne e e e1 2= ( , , …, )  

����� ������� A , � � ����� ne e e e1 2′ ′ ′ ′= ( , , …, ) , ����?�� �� 
��������� ��������, — ������� Λ . E�!��, �	������ ���� 
��'�� ��������� ��������� � ������ ������ (�. �. 1.12, 
D����
� (8)), �����  

T A T−1 = Λ ,        (1) 
!�� T  — ������� �������� �� ����� e  � ����� e′ . %� ��
�-
���� 
�'�� ��
��� ��������� ��������� �������� 

ne e e1 2′ ′ ′, , …,  � ����� e .  
 =� �����+���� (1) ��
�	���� �����+����  

A T T −1= Λ ,       (2) 
������� ������/� !�����(��!�� �
� ���!�������� ���
�'�-
���� ������� A . E���� �������, ������� ������ �������� 
��������� � ���!���
����� ����, �. �. ������� ���!���
���� 
�������, � ����� ������	���� (������
����) ���
�'����.  
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 =� ����������� ���'����� 
�����, 	�� ��� ��������� 
����D������/?�� ������� T  �
� �����+���� (1) � (2) ��'-
�� ����� �� ��������� ���	���� ������� A  � ��� ��'��� 
��������� ���	���� iλ  �������� D���������
���/ ����� 

��+���� ���������� ����� ��������� iA E Xλ( − ) = 0 ; �� 
��+���� ��� ����� D���������
���� ����, ��� �� ��
����, 
������� ������� T . ��� ;��� � ������� T  ��
����� ����-
���/�� ��+���� �� ��'���� iλ  � ������� ��������� ���-

������ ���	����  nλ λ λ1 2, , …,  (���������� iλ  	���/�� 

��
��� ���, ������ �� ��������; �� iλ  ��'�� ������������ 

���, 	�� ����� rλ λ λ1 2, , …, ≠ 0,  r r nλ λ λ+ 1 + 2= = … = = 0 ). 
%
� ������� T  ���'��� ����������, �� ��� ����� ����
����-
���� �����+����� (1) � (2). %
� '� ������� T  ���'��� ���-
���!�
���� (������������), �� �����+���� (1) � (2) �
� ���-
���� A  �������'��, �. �. ������� A  �� ��������� � ���!�-
��
����� ���� �, 
�������
���, �� ����� ������	���!� ���-

�'����. C��� ���� ������
�� �������/ ������'������ 
������� T  �� �����	��!� ���������  

A T T= Λ .  
 

1.16. ��!����� ������������ 
 
 :������, 	�� � n -������ ��������
���� 
������� ���-
������� nX  ������
��� �����#�� �!�������� ����"���� 
��!�����, �
� 
/��� ���� �������� x  � y  �� nX  �����
��� � 
���������� ��������
���� 	�
�, ������� ��������� �!�-
������ ������������ ��!����� x  � y  � ������	���� ��-
��
�� x y( , ) , � �
� �
� 
/��� x y z, ,  �� nX  � 
/��!� ����-
����
���!� 	�
� α  ����
��/�� 
���/?�� �!�����:  
1) x y y x( , ) = ( , ) ,  
2) x y z x z y z( + , ) = ( , ) + ( , ) ,  
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3) x y x yα α( , ) = ⋅ ( , ) ,  
4) ��� � ���x x x x x x( , ) > 0 ≠ 0 ( , ) = 0 = 0 .  

=� ������ � ������� ����� 
�����, 	�� 
/��/ ����	��/ 
�-
�����/ ���������/ �������� ��'�� ����'��� ��
���� �� 
���!�/ 
������/ ���������/ �������� �� �����
�, ���
�!�	-
���� �����
� ����'���� ���!�	
��� �� ���!�	
��, �. �. �� 
D����
�  

k l k l

i i j j i j i j
i j i j

a b a bα β α β
=1 =1 =1 =1

= ( )
� �
� �� �
� �
� � ��; .   (1) 

 ��������
���� 
������� n -������ ����������, � ����-
��� ������
��� ��
����� ����'���� ��������, ������/�  
n-������ ��!������ ������������� � ������	�/� 	���� 

nE . ��� 
/��� n  ��������
���� n -������ 
������� ���-
������� ��'�� ���!��� ������� ���������� � ���
����� 
����������. %
� � ���������� nX  D�������� ���� 

ne e e1 2, , …, , �� 
/��� ������� x  � y  ���/� � ��� ���
�'�-
���  

n n

i i j j
i j

x x e y y e
=1 =1

= ; =� �  

� D����
� (1) �
� �������� x  � y  ����  
n n

i j i j
i j

x y x y e e
=1 =1

( , ) = ( , )� �     (2) 

�
� � �����	��� ����  
x y x yΤ( , ) = Γ ,        (3) 

!�� ��
�'���  

n nx x x x y y y y ΤΤ
1 2 1 2= ( , , …, ) , = ( , , …, ) , 

n n

n n n n n n

g g e e e e

g g e e e e

11 1 1 1 1

1 1

… ( , ) … ( , )

Γ = …… … …… = ………… … …………
… ( , ) … ( , )

� � � �
� � � �
� � � �

� �� � � �� �

.  
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 ,������ Γ  ������/� �����#�� ����� ������ e e1 2, , …,  

ne . L��
�!�	�� ������
�/� ������� :���� �
� 
/��� ����	-

��� ����� �������� ka a a1 2, , …, . ��� �������	���, ��� 

��� i j j ia a a a( , ) = ( , ) . ������
���
� ������� :���� 
/��� 

������ ���������� ����� �������� ��
�'���
��, � 
����-
�� �������� ����� �������� ����� ��
/. ��;���� �� !
��-
��� ���!���
���� ������ ������� :���� ����� ne e e1 2, , …,  
��
�'���
���, ��� ������
���
� ������ :���� 
������ ����-
������ ������� ����� �������� ne e e1 2, , …, .  

 �
� ������� � 
������� ���������� nX  ��
����!� �����-

������� �������� ��� D����������� ����� ne e e1 2, , …,  
��'�� � D����
� (3) ����� � ��	���� ������� Γ  ����/-
��� 
�������	��/ ������� ������� n   ��
�'���
����� !
����-
�� ���!���
����� �������� (�����	������ ����������"$ 
	�����	��"$ ����	�"). &�������, � 
������� ���������� 
X 4  ��
����� ������������ �������
���� �������� 1 2( , ,x x x=  

3 4, )x x Τ  � y y y y y Τ
1 2 3 4= ( , , , ) , �������� ������������ � 

D����������� ����� e e e e1 2 3 4, , , , ��'�� ����� �� �����-

�  

y

y
x y x y x x x x

y

y

1

2Τ
1 2 3 4

3

4

( , ) = = ( , , , ) =

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

 

x y x y x y x y1 1 2 2 3 3 4 4= + + + ,   (4) 

�. �. ��
�!�� � D����
� (3) ������� Γ  ������ �����	��� ���-
���� 	�������!� �������, � ��'�� � ���!��� �������, ��-
������, �� D����
�  

x y x y x y x y x y x yΤ
1 1 1 2 2 1 2 2( , ) = Γ = − − + 2 −  
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x y x y x y x y x y x y2 3 3 2 3 3 3 4 4 3 4 4− − + 2 − − + 2 ,   

�. �. ��
�!�� � D����
� (3)  

1 − 1 0 0
− 1 2 − 1 0

Γ =
0 − 1 2 − 1
0 0 − 1 2

� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

 B����'�� � ���!�� �����
� ������� � X 4  ��
����!� 
������������ ��������. &� ��'��� ��� ������� Γ  ��
'�� 
���� �������	��� ��
�'���
��� ������
�����.  
 ,������ :���� ′Γ  ����� e′  � ������� :���� Γ  ����� e  
������ �����+�����  

T TΤ′Γ = Γ ,        (5) 

!�� T  — ������� �������� �� ����� e  � ����� e′ .  
 +����� x  ��!���� x  ���
����� ���������� nE  ��-
����/� ��
�	���  

x x x= ( , ) .       (6) 

 ����������� ��������� ��!��� x  — ���	��, �������� �!� 
��������  

x
x

x
0 = .        (7) 

 =���� ��"� ���������� ��!������ x  � y  ���
����� 
���������� nE  ������/� �!�
 ϑ , ������
����� �����+���-
��  

cos
x y

x y
ϑ ϑ π( , )

= , 0 ≤ ≤
⋅

.     (8) 

 B������ x  � y  ���
����� ���������� ������/� ������-
��������, �
� x y( , ) = 0 . ,������ ��!����� ��������� 
�������������, �
� � ��� �� ������� ������� ����!���
���. 
#����� �������� ��������� �����������������, �
� ��� 
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����!���
��� � � ��� �� ������� �����������. B���� ����!�-
��
���� ����� ����
���� �������� 
������ ����������.  
 �� 
/��� 
������ ���������� ����� �������� 

ka a a1 2, , …,  ���
����� ���������� ��'�� ������� � ����!�-

��
���� ����� ����
���� �������� kb b b1 2, , …, , ����?�� 
���'� �� k  ��������. E���� ������� ����+����  ����?�/ 
������ ������������#�� �����–H����. �� ����� � 
�-
��/?��.  
 ��
�'�� b a b a bβ1 1 2 2 2 1 1= , = +  � �� �
����  

b b a b b a b b bβ β2 1 2 2 1 1 1 2 1 2 1 1 1( , ) = ( + , ) = ( , ) + ( , ) = 0   

������ ��;DD������  

,

a b a b

b b b
β 2 1 2 1

2 1 2
1 1 1

( , ) ( , )
= − = −

( )
.  

 ��;����  

,

a b a b
b a b a b

b b b

2 1 2 1
2 2 1 2 12

1 1 1

( , ) ( , )
= − = −

( )
.  

 ���� �'� �������� ����� ������ ����� ������� ����-
!���
���� �������� ib b b1 2 −1, , …, . E�!�� ��
�'��  

i i i i i i ib a b b bβ β β1 1 2 2 −1 −1,= + + + … +   (9) 
� �� �
����  

i j i j i j j jb b a b b b j iβ( , ) = ( , ) + ( , ) = 0, = 1, 2, …, − 1 , 

������ ��;DD�������  

i j i j
i j

j j j

a b a b
j i

b b b
β 2

( , ) ( , )
= − = − , = 1, 2, …, − 1

( , )
. (10) 

 ��;���� �������� (9) ������ ���  

,
i i i

i i i
i i

a b a b
b a b b

b b b b
1 −1

1 −1
1 1 −1 −1

( , ) ( , )
− … − =

( , ) ( )
= −  
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.
i i i

i i

i

a b a b
a b b

bb

1 −1
1 −12 2

−11

( , ) ( , )
− … −= −    (11) 

E�� ����� �����
'��� �� ��� ���, ���� �� ������� ����� 
������� ����!���
���� �������� kb b b1 2, , …, . ������ ����-

����, 	�� �� ������� kb b b1 2, , …,  ����
����. ��������
���, 
�
� ������
�'���, 	�� �����-
��� ������  

i i i i i i ib a b b bβ β β1 1 2 2 −1 −1,= + + + … + = 0 , 

�� ������ ia  ��'�� ���������� � ���� 
������� ���������� 

�������� ib b b1 2 −1, , …, . &� ��'��� ������ ib b b1 2 −1, , …,  �� 
��������/ ��
���� 
������� ����������� �������� 

ka a a1 2 −1, , …, . ��;���� ������ ia  ����� 
������� �������-

���� �������� ka a a1 2 −1, , …, , 	�� ���������	�� 
������� ��-

��������� �������� ka a a1 2, , …, .  
 =���, � ����
����� ������ ����!���
������ 
������ ����-
������ ����� �� k  �������� ��
�	���� ����!���
���� �-
����, ���'� ����?�� �� k  ����
���� ��������.  
 ����� ����!���
������ ��	���� �� 
������ �������-
��� ����� ��������. &� ;��� ����� ��'�� ����D��������� 
���, 	�� ����� �����'��� �!� ���������� � � 
������ �����-
��� ������ ��������. %
� ����� �������� ka a a1 2, , …,  

������ �������, �� ���� �� �������� ia  ��
���� 
������� 

����������� �������?�� �������� ia a a1 2 −1, , …, . B ����
�-
���� ������ ����!���
������ �� i -� +�!� ��
�	�� ��
���� 
������ ib . ,� ������� ;��� ������ � ��	����� 
���/?�� 
+�!. B ����
����� ������ � ����!���
���� ����� �������� 

sb b b1 2, , …, , �� � ;��� ����� ����� ����+� ��������, 	�� � 

������� ����� ka a a1 2, , …, , �. �. s k< . F�
� s  �� ���� 

��
� ��� ���! ����� �������� ka a a1 2, , …, .  
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����� 1. �������� ����� ����!���
������ � �������-
����� ��������, ��������������� ����� ��������  

a a a a1 2 3 4

1 1 1 0
1 0 0 0

= , = , = , = ,
0 1 0 0
0 0 1 1

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

 

	����, 	�� � 	������������ ���
������ ����������  ��
��-
��� ������������ ������
��� D����
�� (4).  
 &�'����. ��
�'�� b a Τ

1 1= = (1, 1, 0, 0 ) . B �������-
���  D����
�� (11) �������  

a b
b a b a b

b

2 1
2 2 1 2 12

1

( , ) 1
= − = − =

2
 

1 1 1 2
0 1 1 21
1 0 12
0 0 0

.
−

= − =

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

 

��
�� ������� b 3  :  

a b a b
b a b b

b b

3 1 3 2
3 3 1 22 2

1 2

( , ) ( , )
= − − =  

1 1 1 2 1 3
0 1 − 1 2 − 1 31 1

= − − =
0 0 1 − 1 32 3
1 0 0 1

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

. 

&������, ��	�
��� b 4  :  

a b a b a b
b a b b b

b b b

4 1 4 2 4 3
4 4 1 2 32 2 2

1 2 3

( , ) ( , ) ( , )
= − − − =  
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a b b b4 1 2 3

0 1 3 − 1 4
0 − 1 3 1 43 3

= − 0 ⋅ − 0 ⋅ − = − =
0 − 1 3 1 44 4
1 1 1 4

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � � .
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

 

&������� ������� b b b b1 2 3 4, , , , ������ � ����������������� 
����� ��������  

b
q

b

Τ

1
1

1

1 1
= , , 0, 0

2 2

� �
� �� �
� �

= , 

b
q

b

Τ

2
2

2

1 1 2
= , − , , 0

6 6 6

� �
� �� �
� �

= , 

b
q

b

Τ

3
3

3

3 3 3 3
= , − , − ,

6 6 6 2

� �
� �� �
� �

= , 

b
q

b

Τ
4

4
4

1 1 1 1
= − , , ,

2 2 2 2
� �
� �
� �

= . 

 "��� ne e e1 2, , …,  ���
����� ���������� nE  ������/� 
������������� �������, �
� �!� ������� ������� ����!�-
��
���. %
�, ����� ��!�, ������� ;��!� ����� ���/� �����	-
��/ �
��� (�. �. �����������), �� �� ��������� �����������-
������ �������. B ����������������� ����� ne e e1 2, , …,  
����
��/�� �
����  

���
���i j

i j
e e

i j
0 ≠ ,

( , ) =
1 = .

�


�

 

B 
/��� ����	�������� ���
������ ���������� nE  �?��-
��/� ����!���
���� � ����������������� �����. �
� ��-
������� ����� ������ 
����� ������������ ����!���
���-
������ (���������������) ����/-
��� ������
���/ 
������ 
���������/ ����� ��������.  



����� ������ .  ������� �����	�  	� �	������ ������� 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 78

����!���
���� (�����������������) ����� ��'�� ���-
���, ����
��� �������?��� ��������� ������ ������ �
� ���-
��/ ����!���
���/ (����������������/) ����� ��������.  
 
����� 2. B ���������� ���D����	���� ���������� K 3  

� ��
����� ������������� �������� x x x x Τ
1 2 3= ( , , ) , 

y y y y Τ
1 2 3= ( , , )  :  

x y x y x y x y1 1 2 2 3 3( , ) = + + ,  
�������� ����������������� ����, ����'�?�� ������ 
e Τ

1 = ( 1, 1, 1 ) .  

 &�'����.  ������� � ������� e 1  ������ e 2 =  

y y y Τ
1 2 3= ( , , ) , ����
������/?�� �
���/ e e1 2( , ) = 0 , ��-

����� � ����������� ����� ��� y y y1 2 3+ + = 0 . ����� �� 

��+���� ;��!� ��������� ��
���� ������ e Τ
2 = ( 2, − 1, − 1 ) . 

��
��, � �������� e 1  � e 2  ������� ������ e z z z Τ
3 1 2 3= ( , , ) , 

����
������/?�� �
����� e e3 1( , ) = 0 , e e3 2( , ) = 0 , ����-

��� � ������������ D���� ���/� ��� z z z1 2 3+ + = 0 , 

z z z1 2 32 − − = 0.  ��+�� ���������/ ����� �� ;��� ���� 

���������, ��
�	��, ��������, ��+���� e Τ
3 = ( 0, − 1, 1 ) . 

#����� �������� e e e1 2 3, ,  ��
���� ����� �� ����!���
���� 

������ � K 3 . &������� ;�� �������, ��
�	�� � K 3  �������-
���������� ����  

f f f1 2 3

1 2 0
1 1 1

= 1 , = − 1 , = − 1
3 6 21 − 1 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

. 

 B 
/��� ����������������� ����� ne e e1 2, , …,  ���
���-

�� ���������� nE  ��
����� ������������ �������� x =  
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nx x x Τ
1 2= ( , , …, ) , ny y y y Τ

1 2= ( , , …, ) , �������� ������-
������ � ;��� �����, ������
���� D����
��  

n

n

y

y
x y x y x x x

y

1

Τ 2
1 2( , ) = = ( , , , ) =

� �
� �
� �…
� �
� �� �
� �

�

  (12) 
n nx y x y x y1 1 2 2= + + +… . 

 ' ��!�	����� ���������� nE   ���	�� ne e e1 2, , …,  
����� ������ !������� ���	������	� ��!, ��� &��� ���	 
�"��� ��������	��������.  
 �
� ;��!� ��
����� ������������ �������� x x x1 2= ( , ,  

nx Τ… , ) , ny y y y Τ
1 2= ( , , …, ) , �������� ������������ � 

����� ne e e1 2, , …, , 
����� ������
��� D����
�� (12).  
 ���������� ������� Q , �
� ������� ���������������� 
������� Q Τ  ��������  �������� �������� Q −1 , ��������� 
������������� �����#��. ���������� ������� Q  ��
���� ��-
��!���
����, �
� � ��
��� �
� Q Q Q Q EΤ Τ= = .  
 �������� ������� ������ ����!���
���� ������.  

1. �
������	 ������ Q  �����������	 ���� � ����� 
����, ����� ����� �
�����
 
��� �������
 ������ �� 
������ (�����) ��
�� �������, � ����� �������� ���-
��
������ ���
��
����� �������
 �
�� ����� 
������
 (����) ��
�� ����.  

2. ����������� ������������ ������ ��
�� 1  ��� − 1 .  
3. !�����, ������	 � ������������ ������, �"� 

�����������	.  
4. #����
������ ������������ ����� 	
�	��	 �����-

������� �������.  
 ��
� ����!���
���� ������ � ������ ���
������ ���-
������ �������� 
���/?�� �����'�����.  



����� ������ .  ������� �����	�  	� �	������ ������� 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 80

' ��!�	����� ���������� ����	�� �������� �� ������ 
��������	��������� ���	� ! ��"���" ��������	��������" 
���	" ������� �������������. ;�	 ����	�� �������� �� 
��������	��������� ���	� !� ������" ���	" ������� ����-
���������, �� &��� ������ ���	 ���� ��������	��������.  
 ���� E  — ���
����� ����������, � L  — �!� ������-
�������. ,��'���� L ⊥  �������� � E , ����!���
���� � ��-
'���� ������� ������������� L , ������/� ������������� 
���������� � ������������� L .  
 ������������� ��������	� L ⊥  ! ������������" L  ��-
!�	���� ���������� E  ������� �������������� � E .  
 /������������ ��!�	���� ���������� E  ������� ���-
��� "���� �$���� ����� ������������� L  	 ��� ������-
�������� ��������	� L ⊥ , �. �. ������������� ��������	� ! 
������������" ������� ��� ������ ��������	��.  
 ;�	 ������������� L  � n -������ ��!�	����� ���-
������� E  	���� ���������� k , �� ��� ������������� 
��������	� L ⊥  	���� ���������� n k− .  
 ������������� ��������	�� ! ������������" L ⊥  ����-
��� ������������� L .  
 ;�	 L  — ������������� � ��!�	����� ���������� 
E , �� �$��� ��!��� x E∈  	���� ��������	�  

x x x ⊥
0= + ,      (13) 

��� x L0 ∈ , x L⊥ ⊥∈ .  

 B����� x 0  �� ���
�'���� (13) ������/� ������������� 
����!�	�� ������� x  �� ������������� L  � ������	�/� 

L
x n p x0 = , � ������ x ⊥  ������/� ������������� ������$-

%�� ������� x , �
� ����������
����, ���?����� �� ����� 
������� x  �� ������������� L . �	������, 	�� �
� x L∈ , �� 

L
n p x x=  �, ��������, �
� 

L
n p x x= , �� x L∈ . �������, 	�� � 
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�������
���� (13) ������ x ⊥  ��� ����!���
���� �������� 
������� x  �� ������������� L ⊥ . �
� 
/��!� ������� x  �!� 
����!���
���� �������� x 0  �� ������������� L  � ����!�-

��
���� ����
�/?�� x ⊥  — �����������.  
 ��	�� ������������� ������$%�� x ⊥  ��!���� x  ����3� 
��	�� �$���� ��!����, ��"%������ 	� !���� ��!���� x  �� ���-
���������� L .  
 C�� �����'����� ��
���� ���������� ����?����� ��-
�����!� �� ���� ;
���������� !�������� �����'����� � ���, 
	�� ����������
�� ����	� 
/��� ���
�����, ���?����� �� ��� 
'� ��	�� �� �
�����.  
 ��� �������� ����!���
���� �������� ������� x  �� ���-
���������� kL a a a1 2=  , ,…, �  ������/� 
���/?�� ��-

�����. B ���
�'���� x x x ⊥
0= +  ������ x 0 , ��� ������ �� L , 

�������
�/� � ���� 
������� ����������  

k kx a a aα α α0 1 1 2 2= ⋅ + ⋅ + … + ⋅      (14) 

�������� ka a a1 2, , …, . E�!�� �������� x x x ⊥
0= +  �����-

���� ���  

k kx a a a xα α α ⊥
1 1 2 2= ⋅ + ⋅ + … + ⋅ + .   (15) 

�
� �������� ��;DD�������� kα α α1 2, ,…,  ��� 	��� �����-
��� (15) ��
���� ����'�/� ��
�������
��� �� ������� 

ka a a1 2, , …, . *	������, 	�� ��� ;��� ����
��/�� �������� 

ka x a x a x⊥ ⊥ ⊥
1 2( , ) = ( , ) = … = ( , ) = 0 , ��
�	�/� ����� 
�-

������ ���������  

k k

k k

k k k k k k

a x a a a a a a
a x a a a a a a

a x a a a a a a

α α α
α α α

α α α

1 1 1 1 1 2 2 1

2 2 1 1 2 2 2

1 1 2 2

( , ) = ( , ) ⋅ + ( , ) ⋅ +…+ ( , ) ⋅ ,
( , ) = ( , ) ⋅ + ( , ) ⋅ +…+ ( , ) ⋅ ,

( , ) = ( , ) ⋅ + ( , ) ⋅ +…+ ( , ) ⋅

�
		


	
	�

��� ������������������
2       (16) 
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�������
��� ���������� kα α α1 2, ,…, . =� ����� (16) ��-

����� �����-
��� ��+���� kα α α1 2, ,…,  � ������
�/� �!� � 
�������� (14). B ����
����� ����� ������� ����!���
���� ���-
����� 

L
x n p x0 =  ������� x  �� ������������� L . B����� x ⊥  

������� ��� ������� x x x⊥
0= − .  

 B �����	��� D���� �������� (14) � ����� ��������� (16) 
������������ �������/�� � ����  

x Aα0 = ,        (17) 

A A A xα∗ ∗= ,        (18) 

!�� kA a a a1 2= ( , ,…, )  — �������, ��
����� ������� ��
�/�-

� ��
��� ��������� �������� ka a a1 2, , …, ; ������ 1( ,α α=  

2 , ..., )kα α Τ  — ������ ������-��
��� ����� k .  
=��
�������� ���� (16) � (18) ��������� �� �� (�. �. 4.3), 

	�� ���!��	� !�&##	�	����� kα α α1 2, ,…,  ��� �������� 

(14) �����	���� ��3��	$ ������� ��	����3	� !�������� 
	���� A xα =   ��	������� ������� 

kα α α α Τ
1 2= ( , ,…, ) .  

 %
� ����� �������� ka a a1 2, , …,  
������ ����������, 

�� � �������� (18) ������� A A∗  ������'������, ��� ��� ��� 
�������
��� ���� ������� :���� 
������ ���������� ���-
�� �������� ka a a1 2, , …, . ��;���� �� �������� (18) ������ α  
������
���� �����+�����  

A A A xα ∗ −1 ∗= ( ) . 

 E�!�� �� �������� (17) ��
�	���  

L
x n p x A A A A A xα ∗ −1 ∗

0 = = ( )= .    (19) 
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1.17. 
������ �� ��������� ������������ 
 

 ���� ���� ����
����� 
������� ���������� X . :���-
���, 	�� � X  ������
��� �������� ����	����� ����"���	 
��-
���
, �
� 
/��� ���� �������� x  � y  �� X  �����
��� � �-
��������� ����
����� 	�
�, ���������� ����	���� �����-

������� 
�����
 x  � y  � ������	����� ����
�� x y( , ) , � 
�
� �
� 
/��� x y z X, , ∈  � 
/��!� ����
����!� 	�
� α  
����
��/�� 
���/?�� �!����� �!�������� �����������:  

1. x y y x( , ) = ( , ) ,  

2. x y z x z y z( + , ) = ( , ) + ( , ) ,  

3. x y x yα α( , ) = ⋅ ( , ) ,  

4. ��� � ���x x x x x x( , ) > 0 ≠ 0 ( , ) = 0 = 0 .  

 &�������, � ����
����� ���D����	���� ����������, 
;
�������� ������!� ��
�/�� ��
��� ����� n   ����
��-
���� ������������, ��
����� ������������ ��'�� ����� 
D����
��  

n nx y x y x y x y x yΤ
1 1 2 2( , ) = = + + … + , 

!�� nx x x x Τ
1 2= ( , , …, ) , ny y y y Τ

1 2= ( , , …, ) . &������� 
���������, 	�� ��� ����� ������� ��
����!� ������������ ��-
��
��/�� �� 	����� ������. 
 ����
����� n -������ 
������� ����������, � ������� 
������
��� �������� ��
����!� ����'���� ��������, ������-
/� ��������� ������������� � ������	�/� 	���� nU .  
 =� ����� 1–3 ��
����!� ������������ 
�����, 	��  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x y y x y x y x x yα α α α α= = ⋅ = =  (1) 
 

x y z x y x z( , + ) = ( , ) + ( , ) ,      (2) 
k l k l

i i j j i j i j
i j i j

a b a bα β α β
=1 =1 =1 =1

= ( , )
� �
� �� �
� �
� � ��; .  (3) 
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 ���� � ��������� ���������� nU  ����� ���� 

ne e e1 2, , …, . �/��� ������� x  � y  ���/� � ;��� ����� ���-

�'����  

n n

i i j j
i j

x x e y y e
=1 =1

= ; =� �  

� D����
� (3) �
� �������� x  � y  ����  
n n n n

i j i j i j i j
i j i j

x y x y e e x y g
=1 =1 =1 =1

( , ) = ( , ) =� � � � , (4) 

!�� i j i jg e e= ( , ) . @����
� (4) ��'�� ���������� � �����	��� 
�����  

x y x yΤ( , ) = Γ ,       (5) 

!��  n nx x x x y y y y ΤΤ
1 2 1 2= ( , , …, ) , = ( , , …, ) , �  

n n

n n n n n n

g g e e e e

g g e e e e

11 1 1 1 1

1 1

… ( , ) … ( , )

Γ = …… … …… = ………… … …………
… ( , ) … ( , )

� � � �
� � � �
� � � �

� �� � � �� �

  

– ������� :���� ����� ne e e1 2, , …, .  

 ����
��� i j j ie e e e( , ) = ( , ) , ������� :���� Γ  ����
����-
���� �
���/  

Τ ∗Γ = Γ = Γ .        (6) 
 B �
� �
���� (6) ������� :���� ��
���� ;��������.  
 B ��������� ����������, ��� � � ���
������, �
��� ���-
���� ������
�/� D����
��  

x x x= ( , ) . 
������� “�!�
” ��'�� ��������� � ��������� ����������, 
��� �����
�, �� ������. ���������/� 
�+� 
�	�� ����!�-
��
����� ��������. ��� ;���, ��� � � ���
������ ��������-
��, ����!���
����� 	���/� ������� x  � y , ����
������/?�� 
�
���/ x y( , ) = 0 .  
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 ����� ����!���
������ ����� ��������, ������� “����-
!���
���� ����” � “����������������� ����”, “����!���
�-
��� ����
�����”, “����!���
���� �������� ������� �� ������-
�������” � ����?� ���!�� D���� ���
����� ���������� 
����������/�� �� ��������� ���������� ��� ��������� 
������
���� � ��?�� ��� ���'�����. ������ ��'��� ��� 

����� ���� �������
���� ��� ���������� ��
����!� �����-
�������, ��� ��� � ��������� ���������� ��
����� �������-
����� �?������� ��
�	���� �� ��
����!� ������������ � 
���
������ ����������.  
 ' "�	������ ���������� � ��������	�������� ���	� 
��� ��!�����  

n nx x x x y y y y ΤΤ
1 2 1 2= ( , , … , ) , = ( , , …, )   

#���"�� (4) ��	�	���� �	�  

n nx y x y y x x y x y x yΤ ∗
1 1 2 2( , ) = = = + + +� ,  (7) 

� ��� !�������� !������� ��� ������%���� � #���"�"  

n nx x x x x x x x x x x xΤ ∗
1 1 2 2( , ) = = = + + + =�  

nx x x
2 2 2

1 2= + + … + .     (8) 

I�� *������ ��������� �������;��� ��� ��'���� ���( � 
��������� ������������.  
 
����� 1. ��������������� ����� ��������  

a i i Τ
1 = (1, , ) ,  a i i i Τ

2 = ( , , ) , a i i Τ
3 = ( , 0, ) ,  

	����, 	�� ������� ������ ������������ � ��������������-
��� �����.  
 &�'����. #��	�
� �������� ����� ����!���
������ ���-
��� ����� ��������. ��
�'�� b a1 1= , b b aβ2 2 1 1 2= +  � 

������ β 2 1  �� �
���� b b2 1( , ) = 0 . E�� ���   

b b b a b b b a bβ β2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1( , ) = ( + , ) = ( , ) + ( , ) , 

�� �� �
���� b b2 1( , ) = 0  �������, 	��  

,

a b i i i i i i
b b i i

β 2 1
2 1 2 2 2

1 1

( , ) ⋅ 1 + ⋅ + ⋅ − 2 −
= − = − =

( ) 31 + +
. 
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#
�������
���,  
i i

i
b i i i

i i i
2

1 − 2 + 2
− 2 − 1

= + = 1 +
3 3 1 +

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

.  

 

L��
�!�	�� ������� b a b bβ β3 3 31 1 3 2 2= − − , !��  

,

a b i i i i i
b b i i

β 3 1
31 2 2 2

1 1

( , ) ⋅ 1 + 0 ⋅ + ⋅ − 1 −
= − = − =

( ) 31 + +
,  

,

a b

b b
β 3 2

3 2
2 2

( , )
= − =

( )
 

i i
i i

i

i i i
2 22

− 2 − 1 −
⋅ + ⋅

− 3 +3 3
= − =

4− 2 + 2 1 + 1 +
+ +

3 3 3

. 

��;����  
i i

i i
b i i i

i i i i
3

1 − 2 + 2 0
− 1 − − 3 + 1

= + 1 + + 0 = −
3 12 21 +

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �� � � � � � � �
� � � � � � � �

.  

 #����� �������� b b b1 2 3, ,  ����!���
����. F���� ��
�-
	��� ����������������/ �����, ��������� ��'��� ������ 
;��� �����:  

b b b
b

b b b i i

1 1 10
1 2 2 2

1 1 1

= = = =
( , ) 1 + +

 

( )b i i Τ
1

1 1
= = 1, ,

3 3
,  

b b
b

b b b
2 20

2
2 2 2

= = =
( , )
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b

i i i

2

2 22
= =

− 2 + 2 1 + 1 +
+ +

3 3 3

 

( )b i i i Τ
2

3 1
= = − 2 + 2 , 1 + , 1 + ,

2 2 3
 

b b b
b

b b b i i

3 3 30
3 2 2

3 3 3

= = = =
( , ) −

+
2 2

  

b i i Τ
3

1
= 2 = ( 0, − , )

2
. 

 
����� 2. *�������, 	�� ����� ��������  
a i i Τ

1 = ( 4 + 3 , 4 + 3 , 2 ) , a i i Τ
2 = ( 4 − 3 , − 4 + 3 , 0 )   

����!���
���� � ����
���� �� �� ����!���
���!� ����� ���-
������� U 3 , 	����, 	�� ������� a a1 2,  ������ ����������-
�� � ����������������� �����.  
 &�'����. B������ a a1 2,  ����!���
���, ��� ���  

a a i i i i1 2( , ) = ( 4 + 3 ) ( 4 + 3 ) + ( 4 + 3 ) (− 4 − 3 ) + 2⋅0 = 0 .  

� ����� �������� a a1 2,  ������� ������ x x x x Τ
1 2 3= ( , , ) , 

����
������/?�� �
�����  
x a x i x i x1 1 2 3( , ) = ( 4 − 3 ) + ( 4 − 3 ) + 2 ⋅ = 0 , 

x a x i x i2 1 2( , ) = ( 4 + 3 ) − ( 4 + 3 ) = 0 .  
 ������ ��������� ;��� ����� ����'�� �� i4 + 3 , ���-
��� — �� i4 − 3 . E�!�� ��
�	�� ����� ���������  

.

x x i x

x x
1 2 3

1 2

25 + 25 + 2 ( 4 + 3 ) = 0 ,

25 25 = 0
�	


	� −

  

=� �����!� ��������� ����� ��
�	��� x x1 2= . %
� 
�-
'��� ������ ��������� � ������, �� ������ � ��������/  
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x i x1 350 + 2 ( 4 + 3 ) = 0 ,  
�� ������!� �������  

i
x x1 3

4 + 3
= −

25
.  

 B������ x 3 = − 25 . B ����
����� ��
�	�� x x i1 2= = 4 + 3  � 

x i i Τ= ( 4 + 3 , 4 + 3 , − 25 ) . =���, ����� �� ����!���
���� 
������ ���������� U 3 , ����'�?�� ������� a a1 2, , ��
�-

��� ����, ����?�� �� �������� a a1 2,  � x .  
 ���������/ ������� Q , ��
���/?�/ ������� 
Q Q∗ −1= , ������/� ��������� �����#��. ���������� �����-
�� Q  ���������, �
� � ��
��� �
� ����
���� �
����  

Q Q Q Q E∗ ∗= = .  
 *�������� ������� ��
�/�� ����
����� ���
�!�� ����-
!���
���� ������ � ��
���/� ����'��� ��������. E��, 
��
��� (�����) ��������� ������� ����
�/� ���������-
�������/ �����, �
� �� ����������� ��� ;
������ ���-
�
����!� ���D����	���!� ����������. ������������ ���-
������ ������ ��
���� ��������� ��������. *�������� ���-
���� ������'������ � ����� �������/ �������, ���'� ��
�/-
?�/� ���������. *�������� �������, � ��
��� ���, ��
�/�� 
��������� �������� �� ����������������!� ����� ��������!� 
���������� � ������������������ �����. �������, 	�� ���-
�����
���� ��������� ������� ��
���� ����!���
����.  

 
1.18. �������� ��������� � ��!������ ������������ 

 
 B� �������� � 
������� ���������� � ��������
���� 
�-
������ ����������� �������� �
� � �
� 
������� �������-
��� � ���
������ �����������. B �� '� ����� ��
�	�� � ���-

������ ����������� ��
����!� ������������ �������� ��-
���
��� ����
��� ��'��� �
�� 
������� ����������. ���	��  
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���� ���������/� ����'�����, �������	��� (�������-
'�����) � ����!���
���� ���������.  
 �������� �������� ϕ∗ , ������/?�� � ���
������ ���-
������� nE , ������/� �����"����� � ���������� ϕ , �
� 

�
� 
/��� �������� x  � y  �� nE  ����
����� ��������  

x y x yϕ ϕ ∗( , ) = ( , ) .      (1) 
 0���(����. �
� 
������!� ��������� ϕ , ������/?�!� �� 
���
����� ���������� X  � ���
����� ���������� Y , ��-
���"����� ������/� 
������� �������� ϕ∗ , ������/?�� �� 
Y  � X , �
� �
� 
/��� �������� x X∈  � y Y∈  ����
��-

��� �������� (1). E���� ����'����� ��������� ��
���/� � 
������� ���� '� ��������, 	�� � ����'����� ���������, 
������/?�� � ���
������ ���������� E .  
 �
� 
/��!� 
������!� ��������� ϕ , ������/?�!� � nE , 

����'����� �������� ϕ∗  �?������ � ��
���� ��������-
���. ��������� ϕ  � ϕ∗  ��
�/�� ������� �����"������. 
=� ������
���� ����'����!� ��������� ϕ∗  ������/� 
���/-
?�� �!� ������:  

1. ϕ ϕ∗ ∗( ) = ;  

2. ϕ ψ ϕ ψ∗ ∗ ∗( + ) = + ;  

3. α ϕ α ϕ∗ ∗( ) =  ��� 
/��� ��������
���� 	�
� α ;  

4. ϕψ ψ ϕ∗ ∗ ∗( ) = .  

 ,������ A  � A1  ������������ ���������� ϕ  � ϕ∗  � ���-

����
���� ����� e  ���������� nE  ������ �����+�����  

A A−1 Τ
1 = Γ Γ ,       (2) 

!�� Γ  — ������� :���� ����� e . B 	������, �
� ���� ��-
���������������, ��  

A AΤ
1 = ,        ′(2 )  
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�. �. � ����������������� ����� �������� ����'����!� ���-
������ ϕ∗  ��
���� ���������������� ������� � ������� ���-
������ ϕ .  
 ��
���/ ���	���� ����'����!� ��������� ϕ∗  ��
���� 
�������������, ����!���
���� � ���� ��������� ϕ . ������� 
������ ����'����!� ��������� ����� � 
���/?��:  
 ��	 ��!������ ������������� L  	����	����� ����	-
������ ��������� ϕ , �� ������������� ��������	� L⊥  &���� 
������������� 	����	����� ����	������ ����������� 
��������� ϕ∗ .  
 $����������	���� ���!�	
���, � 
�������
���, � ���-
������ ���	���� ����'����� ���������� ���������.  
 ��'��� ��������� ������ ����'����!� ��������� ϕ∗  
����!���
�� �� ��� ��������� �������� ��������� ϕ , ���-
���
�'�?�� ���!�� ��������� ���	�����.  
 �
� ������ ��
����� �����'����� ����D��������� ���:  
 !����� ��������� ��!��� �����	������� ����	�� AΤ  
����������� !� ��� ��������� ��!����� ����	�� A , ��	-
�������%	� ��"�	� ��������� ������	��.  
 �������� �������� ϕ , ������/?�� � ���
������ ���-
������� nE , ��������� ��������(��� �
� ���������"��-
���, �
� �� �������� � ���� ����'����� ����������, �. �. 
�
� ϕ ϕ ∗=  �
�, 	�� �� '� ����, �
� �
� 
/��� �������� x  
� y  �� nE  ����
����� ��������  

x y x yϕ ϕ( , ) = ( , ) .      (3) 
 +	�����	���� �������� � �$��� ��������	�������� ��-
�	� ��!�	���� ���������� 	���� 	�����	��"$ ����	�". 
'� !���	 ����!���	�	��!��� ���������� 	�����	����� 
��������� �����	�������. +��������� ��!���� 	����-
�	����� ���������, ��	�������%	� ����	���� ��������� 
������	��, ������������.  
 ������� ������� 	�����	����� ��������� ������� 
��, ��� � ��!�	����� ���������� "%���"�� ��������	��-
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������ ���	, ����%	� 	� ��������� ��!����� &���� ���-
������. 5�� ��������, ��� 	�����	���� �������� ������� 
���������� ������ ��"!�"��, � ���	 ����	� T , ��	����-
%	� 	�����	��"$ ����	�" A  ! �	����������" �	�", �. �. 
"����������$%	� �����3��	$ F � F−1 = Λ , ��� Λ  — �	���-
������� ����	��, ��� ������������� ����	�� 	�	, ��� �� �� 
����, 	�����	���� ����	�� A  �������� !����	��!	� ���-
�����	�� � F F −1= Λ , � !������ ����#���	�"$%�� ����	-
�� T  ������������. 
���	�� �������	� ������������� 
����#���	�"$%�� ����	�� T  ������ ��!	� ��, !�! � 
�"��� �$��� ���������� ������ ��"!�"�� (�. �. 1.15)  
��� �	3� ����	���, ��� ���	 	� ��������� ��!����� ���-
�	�� A  ���� �%� 	 ��������	�"$�.  
 #�������	��� �������� ϕ  ������/� ������#�������� 
(����"������� �����������), �
� �
� 
/��!� ����
���!� 
������� x  ����
����� ���������� x xϕ( , ) ≥ 0  ( x xϕ( , ) > 0 ). 
&���������
���� � ��
�'���
��� ������
����� ��������� 
������	�/� ������������ 	���� ϕ ≥ 0  ( ϕ > 0 ).  
 #�������	��� �������� ��
���� ����������
���� (��
�-
'���
��� ������
�����) ��!�� � ��
��� ��!��, ��!�� �� �!� 
��������� ���	���� ����������
���� (��
�'���
����). �
� 

/��!� ����������
���!� �������	��!� ��������� ϕ  �?��-
���� ����� ����������
���� �������� f , 	�� mf ϕ=  ��� 
/-
��� ������
���� m . #�������	��� �������� f , ����
����-

��/?�� �
���/ mf ϕ= , ������/� ���*����(��!�� !����� 
m -� ������� �� ������#��������� ��������(���� ��������� 
ϕ .  

 ��������� ϕ ϕ∗  � ϕ ϕ ∗  ������/� ������������ ���-
��� � ����� ������� ��������� ϕ .  
 ��������� ����������
���� �������	��� ���������� ��-

�/�� ��������� ϕ ϕ∗  � ϕ ϕ ∗ , !�� ϕ  — �������
���� 
����-
��� ��������. %
� �������� ϕ  ������'������, �� ��������� 

ϕ ϕ∗  � ϕ ϕ ∗  ��
�'���
��� ������
�����.  
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 &� �����	��� ����� �� �������� ���� ����D��������� 

���/?�� �������.  
 #�������	��� ������� A  ��������� ������#�������� 
(����"������� �����������), �
� �
� 
/��!� ������� 
x ≠ 0  ����
����� �
���� A x x x A xΤ( , ) = ≥ 0  ( A x x( , ) =  

x A xΤ= > 0 ). &���������
���� (��
�'���
��� ������
�����) 
������� A  ������	���� 	���� A ≥ 0  ( A > 0 ). #�������	��� 
������� ��
���� ����������
���� (��
�'���
��� ������
��-
���) ��!�� � ��
��� ��!��, ��!�� �� �� �����������	���� 	�-

� ����������
���� (��
�'���
����).  
 ���*����(��!�� !����� m -� ������� �� ������#�����-
��� �����#� A  ������/� ����/ ������� B , 	�� mB A= . ��� 

��	�
���� ���D����	���!� ����� m A  
����� �������� 

������	���� ���
�'���� � F F −1= Λ  � ��
�'��� 
m m� F F −1Λ= , !��  

m

m

m
n

λ

λ

1
1

1

0
Λ =

0

� �
� �
� �
� �
� �

� .  

 �������� �������� ϕ , ������/?�� � ���
������ ���-
������� nE , ��������� �������������, �
� �� �������� 

��
����� ������������ 
/��� �������� x  � y  �� nE , �. �. �
� 
����
����� ��������  

x y x yϕ ϕ( , ) = ( , ) .      (4) 

��
�!�� � �������� (4) x = y, ��
�	��� x xϕ 2 2
= . C�� ����-

	���, 	�� ����!���
���� �������� �������� �
��� ��������.  
 ����
��� �!�
 ��'�� ��������� �����  

cos
x y
x y

θ θ π( , )
= , 0 ≤ ≤

⋅
,  

(�. D����
� (8), �. 1.16) � ����
��� 	�
���
� � ���������
� � 
;��� �����+���� �� ����/�� ��� ������� ����!���
���� 
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����������, �� ����!���
���� �������� �������� �!
� ��'�� 
���������. =� �������!� ��������, 	�� ����!���
���� �������-
�� 
/��/ ����������������/ ����� �������� ��������� � 
����������������/ ����� ��������, � ����������������� 
���� — � ����������������� ����.  
 �������� ϕ∗ , ����'�����  ����!���
���� ���������� ϕ , 
��������  ϕ −1 .  
 ����� �����������	���!� ���!�	
��� ����!���
���!� 
��������� (� ��� 	�
� � ����
�����) �� ���
/���� ��
�	��� 
����� �������; ��������
���� ����� ����� ± 1 .  
 #��������� ������� ����!���
���!� ���������, ������
�-
'�?�� ���
�	��� ��������� ���	�����, ����!���
���.  
 ����!���
���� �������� � 
/��� ����������������� ��-
��� ���
����� ���������� nE  ����� ����!���
���/ �������. 
��/�� 
�����, 	�� ������������ ����!���
���� ���������� 
���� ��
���� ����!���
���� ����������.  
 ��������� ����!���
���� ���������� � nE  ��
�/�� ���-
������ ���%��	� � �������	�.  
 B ����������������� ����� ne e e1 2, , …,  ���������� 

nE  ���?���� �� �!�
 α  � �
����� �������� ie  � je  ����� 
�������  

cos sin - � �����

sin cos - � �����

i

j

α α

α α

1 ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

1 ⋅ ⋅
… … … … … … − … … …

⋅ 1 ⋅
⋅ ⋅ ⋅
⋅ 1 ⋅

… … … … … … … … …
⋅ ⋅ 1
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

, (5) 
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���������/ �����#�� �������� ���$���� �
� �����#�� ��-
�����.  
 ,������ ���?���� �������/�� �� ���!�� ��	�
���
�-
��� �������. ������� 	��� ��� ���
���/�� ��� ����?�-
��� ������. �
� ������� �������� �������  

A

2 − 1 2

= 2 1 − 1

1 1 − 1

� �
� �
� �
� �
� �

  

 ����?�/ ���?���� � ����!�
����� ����. #��	�
� ��
�	�� � 
������� A  ��
� �� ���� ;
������ a 2 1 . >���	���, 	�� ��
� 
����'���� ������� A  
��� �� �������  

sin

sin

cos

cosT

α α

α α1

− 0

= 0

0 0 1

� �
� �
� �
� �
� �

  

;
������� ������� A T A1 1=  � ������� ( 2, 1)  ����� sinα2 +  
cosα+ 2 . =� �������� ��
/ ;��!� ;
������ ������� 

tg α = − 1 . ��;����  

tg
cos sin

tg tg

αα α
α α2 2

1 1 1
= , = − .

2 21 + 1 +
= =  

#
�������
���,  

T1

1 1
0

2 2

= 1 1
− 0

2 2

0 0 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
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� A T A1 1= =  

1 1 4 1
0 0

2 2 2 22 −1 2

= =1 1 2 1 −1 2 3
− 0 0 −

2 2 2 21 1 −1

0 0 1 1 1 −1

� � � �
� � � �

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �
� �� � � �

� � � �
� � � �

. 

B������ ������ �������  

cos sin

sin cos

T

α α

α α
2

0 −

= 0 1 0

0

� �
� �
� �
� �
� �

.  

 ��� � �������?�� 
�	��, �� �������� ��
/ ;
������ ���-
���� A T A2 2 1=  � ������� ( 3, 1) , �. �. �� �������� 

sin cosα α4
+ = 0

2
, ������  

tg α
2

= −
4

, cos sinα α
2 2 1

= , = − .
3 3

 

��;����  

T 2

2 2 1
0

3 3
= 0 1 0

2 21
− 0

3 3

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

  

� A T A T T A2 2 1 2 1= = =  
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4 12 2 1 00 2 23 3

= ⋅ =0 1 0 2 3
0 −

2 22 21
− 0

1 1 −13 3

� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �� � � �� � � �

 

3

1 1
3 3

2 3
0 −= .2 2

2 2 5
0 −

3 2

� �3� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

  

&������, ������� �������  

cos sin

sin cos

T α α

α α
3

1 0 0

= 0 −

0

� �
� �
� �
� �
� �

  

� �� �������� ��
/ ;
������ ������� A T A3 3 2=  � ������� 

( 3, 2 ) , �. �. �� �������� sin cosα α
2 22

+ = 0
32

, ������  

tg α 2
= −

3
, cos sinα α3 2

= , = − .
13 13
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��;����  

T 3

1 0 0

3 2
0

13 13= .

2 3
0 −

13 13

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

 

�  

3

A T A3 3 2

1 1
1 0 0

3 3
3 2 2 30 0 −13 13= = ⋅ =2 2
2 3

0 − 2 2 5
0 −13 13

3 2

� �3� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

� �

 

3 R

1 1
3 3

26 19
0 −= = .26 26

9
0 −

26

� �3� �
� �
� �
� �
� �
� �

0� �� �
� �

 

,������ A R3 =  �'� ��
���� �������� ��'��!� ����.  
 ����"����� ������/� ��������, ��������?�� ��'��� ���-
��� ���������� nE  � �������	��� ��� ������ �������
��� 

n( − 1 ) -������ �
�����. ��� ;��� �������
��� ��� �������, 
������� ����/� 
�+� ������
���� �� ���������
�'���. E���� 
������� ��
�/�� �������;$��� ��!������ �����!� ����-
'����. ��� ��

������� ������� 
/��!� ������� � �!� ������. 
%
� ������� � nE  ����������������� ���� ne e e0 0 0

1 2, , …,  ��-
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���, 	�� ke 0  ��
���� ����� �� ������
�/?�� �������� ����'�-
���, �� ������� ����'���� � ;��� ����� (�. �. 1.12) ����� 
����� ���  

- � �����.

- � ��
���

k

k

1� �
� �
� �
� �1
� �… … … −1 … … …� �
� �1
� �
� �
� �� �1� �

�
� �

�

�
� �
�

                               (6) 

 
 ,�'�� �������� (�. [3], . 152), 	�� � 
/��� ���������-
�������� ����� e ���
����� ���������� En ������� ����'�-
��� ��'�� ���������� � ����  

H E
Τ

2= − 2
v v

v
,       (7) 

!�� v  — ��
��� ��������� ������
�/?�!� ������� �������-
�����!� ����'���� � ����� e .  
 ����'����  �������� (7) � ���������� 
��������� ����-
��/� ���'� ��������������� G���%�����. ,������ (7) ��
�-
��� �������	��� � ����!���
����, �. �. ����
�������� �
�-
���� H H HΤ −1= = .  
 ����'���� ������� 	��� �������/� �
� ����?���� ���-
���, � ������: ��� ���������� �� � ����!�
����� ����, ��	�� 
����!�
����� ����, � ����- � �������!���
���� D���� � �. �. 
�
� ������� �������� �������  

A
2 10 5

= 2 − 10 5
1 − 15 10

� �
� �
� �� �
� �

  

 ����?�/ ����'���� � ����!�
����� ����.  
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 F���� ��
�	��� ��
� ��'� !
����� ���!���
� � ������ 
��
��� ������� A , ���������, ����
��� ����'���� �� ��-
������ �
�� ��������, ���������� ������ x Τ= ( 2, 2, 1)  � ������ 
x x Τ′ = ( , 0, 0 )  �
� � ������ x x Τ′ = ( − , 0, 0 ) . ������ �� 

x′  ������ x x Τ Τ′ = ( − , 0, 0 ) = ( − 3, 0, 0 ) . E�!�� ������-

�/?�� ����'���� �������� ����� ������  

x x Τ′= − = ( 5, 2, 1 )v .  

#������ ������� H E
Τ

1 2= − 2 =
v v

v
 

E
5 − 10 − 10 − 5

2 1
= − 2 ( 5 , 2, 1) = − 10 11 − 2

30 151 − 5 − 2 14

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

,    

�
�'�� �� � ������ ��'��� �!�
 �����	��� ������� ������!� 
�������, �. �. ������ ������� U [1 1=  (������� U 1  ����
�  

�������� H 1 , ������ 	�� � ��	���� ������� x  ���� ��� ������ 

��
��� ������� A ) � ������ ������� A U A1 1= =   

− 10 − 10 − 5 2 10 5 − 3 5 − 10
1

= − 10 11 − 2 2 − 10 5 = 0 − 12 − 1
15 − 5 − 2 14 1 − 15 10 0 − 16 7

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �� �� � � �
� �� � � �

.  

 F���� � ������� A1  ��
�	��� ��
� ��'� !
����� ���!���
� 

�� ������ ��
���, ��������� ������ x Τ= ( − 12, − 16 )  � ������ 
x x Τ Τ′ = ( − , 0 ) = ( − 20, 0 ) . E�!�� ������
�/?�� ������-
'���� �������� ����� ������  

x x Τ′= − = ( 8, − 16 )v .  

#������ ������� H E
Τ

2 2= − 2 =
v v

v
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E
8 24 322 1

= − ( 8 , − 16 ) =
− 16 32 − 24320 40

� � � �
� � � �
� � � �

,    

�
�'�� �� � ������ ��'��� �!�
 �����	��� ������� ������!� 
�������, �. �. ������ �������  

U 2

40 0 0
1

= 0 24 32
40 0 32 − 24

� �
� �
� �� �
� �

  

� ������ ������� A U A2 2 1= =  

40 0 0 − 3 5 − 10 3 5 − 10
1

= 0 24 32 0 − 12 − 1 = 0 − 20 5
40 0 32 − 24 0 − 16 7 0 0 5

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

. 

,������ A 2  �'� ��'��!� ���� — ����!�
����.  
 %
� �� �� ������ +�!� �� ������ x′  �����
�  

x x Τ Τ′ = ( + , 0, 0 ) = ( 3, 0, 0 ) ,  

�� � ��	���� �������, ������
�/?�!� ����'����, ���
� �� ���-
���  

x x Τ Τ Τ′= − = ( 2, 2, 1 ) − ( 3, 0, 0 ) = ( − 1, 2, 1 )v   

� ��
�	�
� �� ������� ����'���� U H1 1= =  

E E
Τ

2

− 1 2 2 1
2 1

= − 2 = − 2 ( − 1, 2, 1) = 2 − 1 − 2
6 31 1 − 2 2

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

v v

v
. 

E�!�� ���
� �� �'� ������� A U A1 1= =  

2 2 1 2 10 5 3 − 5 10
1

= 2 − 1 − 2 2 − 10 5 = 0 20 − 5
3 1 − 2 2 1 − 15 10 0 0 5

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

 

��'��!� ����. C��� ������ ����������, 	�� ��� 
����� ����� � 
���
�� ��������� 
�����-������  
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x x Τ′ = ( ± , 0, …, 0 )  

������������� ���� ����, ��
�������� �� ������ ���
�� 
��������� 
�����-���������  

nx x x x Τ
1 2= ( , , …, ) .  

 %
� ����'���� ���������� � ��������-������, �� ���-
��+���� (7) ������+��� � ����  

H E
Τ

2= − 2
v v

v
.  

 %
� ����'���� �������/�� � ������ �������, �� �� ��-
��'�/� �� ���������/?�� ������� H  �����.  
 F��� ��� ����?���� ������ ��������� ��������� ����-
'���� � �� ��
���� � ������ 
��� ������������, 
��� ��
�-
������
���. &�������, ��� ���������� �������	��� �������  

A
1 3 4

= 3 1 1
4 1 1

� �
� �
� �� �
� �

  

 ����?�/ ����'���� � �������� ������� �������!���
���!� 
���� ��'�� ��
�	��� ��
� �� ���� ;
������� a a31 1 3= = 4 . 
�
� ;��!� ��
�'��  

x Τ= ( 3, 4 ) ,  x x Τ Τ′ = (− , 0 ) = (− 5, 0 ) , 

x x Τ′= − = ( 8, 4 )v , 

� ������� ������� H 1 =  

E
Τ

2

1 0 8 − 3 − 41 1
= − 2 = − ( 8 , 4 ) =

0 1 4 − 4 340 5
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

v v

v
, 

�
�'�� �� � ������ ��'��� �!�
 �����	��� ������� ������!� 
�������, �. �. ������ �������  
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U 1

1 0 0

3 40 − −= 5 5
4 3

−0
5 5

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

,  

� ������ �������  

A U A U U A U−1
1 1 1 1 1

25 − 125 0
1′= = = − 125 49 7
25 0 7 1

� �
� �
� �� �
� �

.  

,������ A1  �'� ��'��!� ���� — �������!���
���� � �������� 
������� ������� A .  
 >��� �� �������
� ���� � �� '� ����'���� ������������ 
� ������� ��
��� � ������ ����� ������� A  � ��
�	�
� 
�������!���
���/ �������  

A U A U U A U−1
1 1 1 1 1′= = ,  

�������/ ������. E�� ������/� � ��� ���������� �������
�-
��� ���������� ������� A  � �������� ������� ��	�� ���-
�!�
���!� ���� (�. [3], . 182–184).  
 B ���
/	���� �������, 	�� 
/��� 
������� ��������, ���-
���/?�� � ���
������ ����������, ���
�!���� � ���������-
��� �������	��!� � ����!���
���!� ����������.  
 

1.19. �������� ��������� � ��������� ������������ 
 

 B� �������� � 
������� ���������� � ����
����� 
�-
������ ���������� �������� �
� � �
� 
������� �������-
��� � ��������� �����������. B �� '� ����� ��
�	�� � ���-
������ ����������� ��
����!� ������������ �������� ��-
���
��� ����
��� ��'��� �
�� 
������� ����������. ���	�� 
���� ���������/� ����'�����, �������'����� (;�����-
��), ��������� � �����
���� ���������.  
 �������� �������� ϕ ∗ , ������/?�� � ��������� ���-
������� Un, ������/� �����"����� � �������� �������- 
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��� ϕ , �
� �
� 
/��� �������� x  � y  �� nU  ����
����� 
��������  

x y x yϕ ϕ ∗( , ) = ( , ) .      (1) 

 >���	����, ��
����� � �. 1.18 � ������
���/ ����'����!� 
��������� � ���
������ ����������, ���� ���'� �������� 
�
�.  
 �
� 
/��!� 
������!� ��������� ϕ , ������/?�!� � ���-
������ ����������, ����'����� �������� ϕ ∗  �?������ � 
�����������. ��������� ϕ  � ϕ ∗  ��
�/�� ������� ����-
'������ �����������. =� ������
���� ����'����!� �������-
�� ������/� 
���/?�� �!� ������:  

1) ϕ ϕ∗ ∗( ) = ;  

2) ϕ ψ ϕ ψ∗ ∗ ∗( + ) = + ;  

3) α ϕ α ϕ∗ ∗( ) =  ��� 
/��� ����
����� 	�
� α ;  

4) ϕψ ψ ϕ∗ ∗ ∗( ) = .  
,������ A  � A1  ������������ ���������� ϕ  � ϕ ∗  � �����-

��
���� ����� e  ��������!� ���������� nU  ������ ���-
��+�����  

A A−1 Τ
1 = Γ Γ ,       (2) 

!�� Γ  — ������� :���� ����� e . B 	������, �
� ���� ��-
���������������, ��  

A A A
Τ ∗

1 = = ,       ′(2 )  

�. �. � ����������������� ����� �������� ����'����!� ���-
������  ϕ ∗   ��
���� �������, ����'����� � ������� �����-
����  ϕ .  
 #��������� ���	���� ����'����� ���������� ��
�/�� 
����
���� ����'������ 	�
���. ��
��� ���	���� ����-
'����!� ��������� ϕ ∗  ��
���� ��������������, ����!���
�-
��� � ���� ��������� ϕ .  
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 ������� ������ ����'����!� ��������� ����� � 
�-
��/?��.  
 ���� ��!������ �������������� L  ����������� ����-
�������� ��������� ϕ , �� ������������� ��������� L ⊥  
8���� �������������� ����������� ������������ �����-
"������ ��������� ϕ ∗ .  
 �������� �������� ϕ , ������/?�� � ��������� ���-
�������, ������/� ���������"�����, �
� 8��������, �
� 
�� �������� � ���� ����'����� ����������, �. �. �
� 
ϕ ϕ ∗= , �
�, 	�� �� '� ����, �
� 
/��� �������� x  � y   

x y x yϕ ϕ( , ) = ( , ) .        

 %
� ϕ  — �������'����� ��������, �� ��� 
/��� ���-
���� x  ��
����� ������������ x xϕ( , )  ��
���� ��������
�-
��� 	�
��. ,������� �������'����!� ��������� � ����-
������������� ����� ��
���� ;������� �������, �. �. ������� 

A A A
Τ ∗= = . B� ��������� ���	���� �������'����!� 

��������� ��
�/�� ��������
����� 	�
���. #��������� 
������� �������'����!� ���������, ������
�'�?�� ���
�	-
��� ��������� ���	�����, ����!���
���.  
 �
� 
/��!� �������'����!� ���������, ������/?�!� � 
��������� ����������, �?������ � ;��� ���������� ����-
������ ������������ �������������. %
� L  — ���������-
��� ������������� �������
��� �������'����!� �������-
�� ϕ , �� ����!���
���� ����
����� L ⊥  ;��!� ������������� 
���'� ����������� �������
��� ϕ .  
 ������� ������� �������������� ��������� ����-
��� ��, ��� � "�	������ ���������� "%���"�� ����-
����	�������� ���	, ����%	� 	� ��������� ��!����� 
&���� ���������. 5�� ��������, ��� ������������� ���-
����� ������� ���������� ������ ��"!�"��, � ���	 ���-
�	� T, ��	����%	� &��	���" ����	�" A ! �����	������� �	�-
��������� ����	�� Λ , �. �. "����������$%	� �����3��	$ 
F � F−1 = Λ , ��� "�	������ ����	�� 	�	, ��� �� �� ����, 
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&��	���� ����	�� A  �������� !����	��!	� ��������	�� 
� F F −1= Λ   "�	������ ����#���	�"$%�� ����	��� T .  
 �����
� ��������� ��������� ������� T  ������ ����� 
'�, ��� � 
�	�� �������	��� ������ (�. �. 1.18).  
 ��������
���� ;������ �������� ��
���� �������	��� 
(�. �. 1.18).  
 C������ �������� ϕ  ������/� ������#�������� (����-
"������� �����������), �
� �
� 
/��!� ����
���!� ������� 
x  ����
����� ���������� x xϕ( , ) ≥ 0  ( x xϕ( , ) > 0 ). &���-
������
���� � ��
�'���
��� ������
����� ��������� ������-
	�/� ������������ 	���� ϕ ≥ 0  ( ϕ > 0 ). C������ �������� 
��
���� ����������
���� (��
�'���
��� ������
�����) ��!�� 
� ��
��� ��!��, ��!�� �� �!� ��������� ���	���� ��������-
��
���� (��
�'���
����). �
� 
/��!� ����������
���!� ;���-
���� ��������� ϕ  �?������ ����� ����������
���� ;������ 
�������� f , 	�� mf ϕ= . C������ �������� f , ����
����-
��/?�� �
���/ mf ϕ= , ������/� ���*����(��!�� !����� 
m -� ������� �� ��������� ϕ .  
 ��������� ����������
���� ;�������� ���������� ��
�-
/�� ��������� ϕ ϕ∗  � ϕ ϕ ∗ , !�� ϕ  — �������
���� ��������. 
%
� ϕ  — ������'������ ��������, �� ��������� ϕ ϕ∗  � 

ϕ ϕ ∗  ��
�'���
��� ������
�����. ��������� ϕ ϕ∗  � ϕ ϕ ∗  
������/� ������������ ������ � ����� ������� �����-
���� ϕ .  
 &� �����	��� ����� �� �������� ���� ����D��������� 

���/?�� �������.  
 C������� ������� A  ��������� ������#�������� (����-
"������� �����������), �
� �
� 
/��!� ������� x ≠ 0  ��-

��
����� �
���� A x x x A x∗( , ) = ≥ 0  ( A x x( , ) = x A x∗ > 0 ). 
&���������
���� (��
�'���
��� ������
�����) ������� A  ���-
���	���� 	���� A ≥ 0  ( A > 0 ). C������� ������� ��������-
��
��� (��
�'���
��� ������
�����) ��!�� � ��
��� ��!��, ��!�� 
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�� �� �����������	���� 	�
� ����������
���� (��
�'�-
��
����).  
 L��D����	���� ������ m -� ������ �� ����������
���� 
;�������� ������� A  ������/� ����/ ������� B , 	�� 

mB A= . ��� ��	�
���� m A  
����� �������� ������	���� 

���
�'���� � F F −1= Λ  ������� A  � ��
�'���  
m m� F F −1Λ= ,  

!��  
m

m

m
n

λ

λ

1
1

1

0
Λ =

0

� �
� �
� �
� �
� �

� .  

 �������� �������� ϕ , ������/?�� � ��������� ���-
�������, ������/� ���������, �
� �� �� �������� ��
��-
��!� ������������ ��������, �. �. �
� �
� 
/��� �������� x , y   

x y x yϕ ϕ( , ) = ( , ) .         

��/�� 
�����, 	�� ��������� �������� �������� �
��� ���-
�����. *�������� �������� 
/��/ ����������������/ ���-
�� �������� ��������� � ����������������/ ����� ��������, 
����������������� ���� — � ����������������� ����.  
 �������� �������� ϕ  ��!�� � ��
��� ��!�� ��
���� ���-
������, ��!��  

ϕ ϕ ϕ ϕ ε∗ ∗= = .  

 ��/�� 
�����, 	�� ��������� �������� ϕ  ������'���-
��� � ϕ ϕ∗ −1= .  
 ��������
���� ��������� �������� ��
���� ����!���
�-
��� (�. �. 1.18).  
 #��������� ���	���� ��������!� ��������� �� ����
/ 
����� �������; ��������� ������� ��������!� ���������, 
������
�'�?�� ���
�	��� ��������� ���	�����, ����!�-
��
���. B ����������������� ����� ���������� �������� 
��������!� ��������� ��
���� ��������� �������, �, �������, 
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�
� � ����������������� ����� �������� ����� ��������/ 
�������, �� ;��� �������� ���������. ������������ ��������� 
���������� ��
���� ��������� ����������.  
 ������� ������ ��������!� ��������� ����� � ���, 	�� 
� ��������� ����������, � ������� �� ��������, ��� ����-
������������� ����, ����?�� �� ��������� �������� ;��-
!� ���������. C�� ����	���, 	�� ��������� �������� ��
���� 
���������� ������ ��������, � ���� ������, �������?�� 
��������/ ������� � ���!���
����� ����  ���!���
����� 
;
��������, ������� �� ����
/ �������, ��� ��������� ���-
���� �
�, 	�� �� '� ����, ��������� ������� ��
����� ������-
	���� ���
�'�����  ��������� ����D������/?�� �������� 
� ���!���
���� ��������  ���!���
����� ;
��������, �� ��-
��
/ ������� �������.  
 #���� ��������� ��������� ����D������/?�� ������� 
������ ����� '�, ��� � 
�	�� 
/��!� ��������� ������ 
�������� (�. �. 1.15)  ��� 
�+� ��������, 	�� ���� �� ���-
������ �������� ������� ������� ���� �?� �����������/�.  
 B ���
�'����� �����
�� 	��� ���
���/� 8����������� 
��������� �����#�  

cos sin

sin cos

i j

ie

ie

T

ψθ θ

ψ θ θ

1 ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

1 ⋅ ⋅

−
⋅ 1 ⋅
⋅ ⋅ ⋅
⋅ 1 ⋅

−

⋅ ⋅ 1
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ 1

=

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

, 

��
�/?��� ����?����� ������ ���?���� � �
����� ���
�-
���� ����������, � ������� ����'����, ������
�����, ��� � 
���
������ ����������, ���������  
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H E
∗

2= − 2
v v

v
,  

!�� v  — ��
��� ��������� ������
�/?�!� ������� ����'����.  
,������ ����'���� H  �� ��
��� ���������, �� � ;�������, 

�. �. ����
�������� �
����� H H H−1 ∗= = .  
 ,������ i jT  � H  �������/�� ��� '�, ��� ������� ���-
?���� � ����'���� � ���
������ ����������. &�������, 	��-
��  ����?�/ ����'���� �������� � ��
� �����/ � �����/ ��-
�������� ������� x i i Τ= ( 0, 3 , 4 ) , ������ x = 5  � ��
�'�� 

x Τ′ = ( 5, 0, 0 ) , x x i i Τ′= − = ( − 5, 3 , 4 )v . ��
�� ������ 
2

= 50v , ������ ������� ����'����  

H E i i i
i

− 5
2

= − 3 ( − 5 , − 3 , − 4 ) =
50

4

� �
� �
� �� �
� �

 

i i
i
i

0 15 − 20
1

= 15 16 − 12
25

20 − 12 9

� �
� �
� �� �
� �

−
,  

� ���	������� x H x′ = =  

i i
i i i
i i i

− 5 0 15 − 20 0 5
1

= 3 15 16 − 12 3 = 0
25

4 20 − 12 9 4 0

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �� � � � � � � �
� � � � � � � �

−
. 

 '�����3	� ������� "�	������ 	 &��	����� �������-
��� ������� ��, ��� �$��� �	������ �������� ���������� � 
���	������	� &��	���� 	 "�	������� ����������.  
 E���� �����'����� ����� ���� � �
� ������.  
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 �������� �������� ϕ  ������/� ����������, �
� �� ��-
��������	�� � ���� ����'�����, �. �. �
� ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗= .  
 B ����������������� ����� �������� �����
���!� �����-
���� ��
���� ������� A , ����������	��� � ���� ����'��-
��� �������� A∗ , �. �. ����
������/?�� �
���/ A A A A∗ ∗= . 
E���� ������� ������/� �����������.  
 ������� ������� �����
���!� ���������, ������/?�!� 
� ��������� ����������, ��
���� ��, 	�� � ;��� ���������� 
�?������ ����������������� ����, ����?�� �� ������-
��� �������� ;��!� ���������. B���� � �������� �����'�����, 
�. �. �
� � ��������� ���������� �?������ ����, ����-
?�� �� ��������� �������� ���������, �� ;��� �������� ���-
��
����.  
 %
� �������� ϕ  — �����
����, �� ����� �����������-
������ ����� ��������� �������� ��������� ϕ  ��
���� 
��������	�������� 	����� ��������� ��!����� �������-
�� ϕ ∗ , � ��������.  
 %
� �������� ϕ  — �����
����, �� ��������� ���	���� 

���������� ϕ  � ϕ ∗ , ���������/?�� ��?��� ���������� 
�������, !�����!�� ��������.  
 ��������� �����
���� ���������� ��
�/�� ;������� � 
��������� ���������.  
 \� !�������� ���"��, ��� ���������� �������� ������� 
���������� ������ �������. 0� ����	���� ���!� &�� 
��������, ��� ���������� ����	�� ��	���	�� ! �	���������-
�" �	�". 
�	��� ���	 ����	�, ��	����%	� ��������"$ ���-
�	�" ! �	����������" �	�", ��� "�	������ ����	��. 5�� 
����� ����#���	������ ��!: ���������� ����	�� �������� 
!����	��!	� ��������	��  "�	������ ����#���	�"$%�� 
����	���.  

�����
� ��������� ��������� ����D������/?�� �����-
�� ������ ����� '�, ��� � 
�	�� �������	��� ������ (�. 
�. 1.18). ��������� �����
���� ������ ��
�/�� ;������� � 
��������� �������.  
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1.20. ����� ��!����� � �����# 
 
 ���� ���� ��������
���� (����
�����) 
������� ���-
������� X . ��'���� ������� x X∈  ������� � �������-
��� ��������
���� 	�
� x  � ������� �!� ������ ������� x , 
�
� �
� 
/��� �������� x y X, ∈  � 
/��!� ��������
���!� 
(����
����!�) 	�
� α  ����
��/�� 
���/?�� ������ 
�����:  

1. x > 0  ��� x ≠ 0  � x = 0  ��� x = 0 .  

2. x xα α= .  

3. x y x y+ ≤ + .  

 �������� ���������� X  ��� ;��� ��������� �������-
������ �������������.  
 B ���D����	���� ���������� nK  �����
�� ��������-
��
����� ��
�/��:  

1) ������������	 �����  
n

k
k

x x
1

=1

=�  ;  

2) �
�����
�, �
� �$��������	, �����  

E

n

k
k

x x x
2

2
=1

= = �  ;  

3) ���������	 �����  

max kk n
x x

∞ 1 ≤ ≤
= .  

 &���� ��'�� ����� � 
/��� ����	�������� ����������. 
%
� ���������� ���
����� (���������), �� � ��� ��'�� ���-
�� ���
����� ����� �� D����
�  

x x x x
2

( , )= = .  
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��� �����
�, ����� ����� �������������� � ���
������ (���-
������) ���������� � ��;���� ���
����� (���������) ���-
������� ������ � ������������� �����������.  
 B 
������� ���������� m n( × ) -������ ���'� �����-
����/� ���
�	��� �����. &����
�� ����������
����� ���-
��	���� ������� ��
�/��:  

1. 
m n

i j
i j

A a
=1 =1

=�� .  

2. max
n

i jj m
i

A a
1 1 ≤ ≤

=1

= � .  

3. max
m

i ji n
j

A a
∞ 1 ≤ ≤

=1

= � .  

4. 
m n

i jE
i j

A a
2

1 2

=1 =1

=
� �
� �
� �
� �
� � .  

 &�������, �
� �������  

A

1 2 3
4 5 6

=
7 8 9

10 11 12

� �
� �
� �
� �
� �
� �

  

��������� ����� ���/� 
���/?�� ���	����:  

A = 1 + 2 + … + 12 = 78 ;  

maxA
1

= {1 + 4 + 7 +10, 2 + 5 + 8 + 11, 3 + 6 + 9 + 12 } = 30;

maxA
∞

= {1 + 2 + 3, 4 + 5 + 6 , 7 + 8 + 9, 10 + 11 + 12 } = 33;

E
A 2 2 2= 1 + 2 + … + 12 = 650 .   

 B 
������� ���������� ���������� ������ ������� n 
����� 
������� �������� ��'��/ ��
� �!���� �������� ����-
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'���� ������. B ����  ;��� � ;��� 
������� ���������� 
������	����� ����/� ������, �!
��������  ��������� ��-
��'����, � ������:  

A B A B≤ ⋅ .  

��� ;��� ����� ������, �� ���	���/?�/� ;���� ����������, 
���!�� ������/� ����$����� ������ �����#.  
 ��'��/ m n( × ) -������� A  ��'�� ���������������� ��� 
��������, ������/?�� �� n -�����!� ���D����	���!� ���-
������� nK  � m -������ ���D����	���� ���������� mK  �� 
D����
� y A x= , nx K∈ , my K∈ . %
� � nK  � mK  ������� 
�����, �� '�
���
��� ����������� ����� ����� ������� 
m n× , �������
����� � 
�������� ������� � nK  � mK  :  

A x A x≤ ⋅ .  
(�������, 	�� ;�� ���������� �������� ���� ��� ����� � 
���� ������ 
������� �����������: � nK , � mK  � � 
������� 
���������� m n( × ) -������.)  
 �������� ����� ����� ��
���� �������	 �����, ����-
����
����	 
������� ������ (�
� ����������	 
������� 
�����):  

sup sup sup
x x x

A x
A A x A x

x≠ 0 ≤1 =1
= = = .  

 �������� ������� ����, �������������� ���
�	���� ���-
������� �������.  

1. �
� ����;���	���� ��������� ����� x
1
 ��������-

������ ��
���� �����	��� ����� A
1
.  

2. �
� D���	���� ��������� ����� x
2
 �����������-

��� ��
���� ������
���� �����  

max maxrC A A
A λ λ λ λ ∗1 2= { , , …, } = ,   

!�� λ1, λ2, ..., λr — ��������� 	�
� ������� A A∗ .  
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3. �
� ����	���� ��������� ����� x
∞

 ��������-

������ �����	��� ������ ��
���� ����� A
∞

.  

 ,�'�� ���
�	���� �����	���� ������� �?����/� ��-
����
����� �����+����. ������� ���!� ����� �����+���� 
��������� � [36].  

 
1.21. 
���������������� �����# � ��������� 

�����(��� ��� 
 
 ���� ���� ��
�������
����� m n( × ) -������  

k
k i jA a k( )= ( ) , = 1, 2, … .    (1) 

 
������ ����������������� (1) �����# kA  ������/� 
�������  

lim lim k
k i j

k k
A A a ( )

→ ∞ → ∞
= = ( ),  

� ��� ��
�������
����� (1) ������ kA , ���/?�/ �����
, 
������/� �%��$����. #�������� ��
�������
����� ���-
���, �� ������
���/, ������
��� �� ��;
�������� ������-
��.  
 >������ 1. ��� ���	���	 ���������������	 (1) ����	� 

kA  (�. [14]) �������	�� 	 ���������, ����� ��	 !�!��-�	�� 

����	���� ����� ⋅  ���������� �����3��	�  

kA A− → 0  ��	 k → ∞ .    (2) 


�	 &���  
lim k
k

A A
→ ∞

= .       (3) 

 +�!�����������. %
� k i jA A a→ = ( ),,  ��  

k
i j i ja a ε( ) <−  ��� k N ε> ( ) .  
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��/�� 
�����, 	�� ������� kA A− , ����
����� �� ��-

��
�� k
i j i ja a ( )− , ����
�������� ����������  

kA A Jε− < ⋅ ,  

!�� J  — m n( × ) -�������, ��'��� ;
����� ������� ����� ���-
����. ��;����  

lim kk
A A

→ ∞
− = 0 .  

 �������, ���� ����
����� �
���� (2). E�!�� ��� 
k N ε> ( )  ����� ����
����� �����+����  

k
i j i j ka a A A ε( ) ≤ − <−   

�, 
�������
���,  

lim k
i j i j

k
a a( )

→ ∞
= ,   �. �.  lim k

k
A A

→ ∞
= .  

������ ��������, 	�� ��� kA A→  ����
����� �����+����  

k kA A A A− ≤ − → 0   ��� k → ∞ . 

��;����  
lim k
k

A A
→ ∞

= .  

 ,�������. 
��������������� (1) ����	� kA  ���	�� ! 
�"����� ����	�� ����� 	 ����!� �����, !����  

lim k
k

A
→ ∞

0= .  

 �
� �������� �����	��� ����� (�. [12], [14], [23]) ����� 
���� 
���/?��, ������� � ����������, �����'�����.  
 >������ 2. 
"�� #"�!�	� f λ( )  ���������� � �������� 
���  

k
k

k

f λ α λ
∞

=0

( ) =�        (4) 
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 !�"��� ���	���	 rλ < . *���� ��� �$��� !��������� 
����	�� A , �� ����!���	�	��!	� �	�� !������ ����� � 
!�"�� rλ < , ����	�� f A( )  "%���"�� 	 ���������� � 
�������� ���  

k
k

k

f A Aα
∞

=0

( ) =� .      (5) 

 +�!�����������. ���� �� �����������	���� 	�
� 

nλ λ λ1 2, , … ,  ������� A  
�'�� � ���!� rλ <  � �
� ����-
��� ������
�'��, 	�� ������� A  ���!���
������, � ������ 
����� ������	���� ���
�'����  

n

A T T

λ

λ

1
−1=

� �
� �
� �
� �
� �

0

0
� .      (6) 

� ����� �������� �������, � 	������, �������	���, ;���-
���� � �����
���� �������. B����� ������	����  

N
k

N k
k

F A Aα
=0

( ) =� , 
N

k
N k

k

f λ α λ
=0

( ) =� , 

lim k
N kN

k

f fλ λ α λ
∞

→ ∞
=0

( ) = ( ) =�   

� ����+�� 
���/?�/ ����	�� �����+����:  
k

N

N k
k

n

F A T T

λ
α

λ

1
−1

=0

( ) = =

� �� �
	 	� �

 �� �
	 	� �

� �� �

0

0
� �  

k
N

k
kk
n

T T

λ
α

λ

1
−1

=0

= ⋅ =

� �� �
	 	� �

⋅
 �� �
	 	� �

� �� �

0

0
� �  
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N
k

k

N
k

n n
k

T T

α λ

α λ

1 1

−1

=0

=0

= ⋅ =

� �
� �
� �
� � ⋅� �
� �
� �
� �
� �

0

0

�

�
�  

N

N n

f
T T

f

λ

λ

1
−1

( )
= ⋅ .

( )

� �
� � ⋅� �
� �
� �

0

0
�    (7) 

�� �
���/ �� �����������	���� 	�
� nλ λ λ1 2, , … ,  
�-

'�� � ���!� rλ <  �������� ���� (4). ��;���� �?����/� 
����	��� �����
�  

lim i iNN
f fλ λ

→ ∞
( ) = ( )   ���  i n= 1, 2, …, . 

#
�������
���, �������� � �����
� ��� N → ∞  � �����+���� 
(7), ��
�	��  

lim NN

n

f
f A F A T T

f

λ

λ

1
−1

→ ∞

( )
( ) = ( ) = ⋅ .

( )

� �
� � ⋅� �
� �
� �

0

0
�   (8) 

C�� ���������� �������� �����	��!� ���� (5) � �������-
������ �������.  

B ��?�� 
�	�� �����'����� ������� 2 
�!�� ����������� 
(�. [12, . 115–118], [23, . 170–173])  ����?�/ ���������� 
������
���!� ���
�'���� ������� f A( ) .  
 @����
� (8) �������
��� ���� ������	���� ���
�'���� 
������� f A( ) , � 	�
� f λ 1( ) , f λ 2( ) , nf λ…, ( )  ��
�/�� 

�����������	����� 	�
��� ;��� �������, �
� ������� A  
���!���
������.  
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 B ��	���� �������� ���������� ������� 2 �������, 	�� 
D������ λ −1( 1 − )  � λ −1( 1 + )  ���
�!�/�� ������������ � 
����  

λ λ λ λ−1 2 3( 1 − ) = 1 + + + + …  
�  

λ λ λ λ−1 2 3( 1 + ) = 1 − + − + …   

 ���!�� �������� λ < 1. ��;���� �
� 
/��� ���������� 
������� A , �� �����������	���� 	�
� ������� 
�'�� � ���-
!� λ < 1, ������� E A −1( − )  � E A −1( + )  �?����/� � ���-

�!�/�� ������������ � �������� ����  

E A E A A A−1 2 3( − ) = + + + + …    (9) 
�  

E A E A A A−1 2 3( + ) = − + − + … .   (10) 
=� ������� 2 ������/� ���'� 
���/?�� ���
�'���� ��� 
/-
��� ���������� ������� A :  

kA

k

e A
k

∞

= 0

1
=

!� , cos
k

k

k

A A
k

∞
2

= 0

( − 1)
=

( 2 )!� , 

 sin
k

k

k

A A
k

∞
2 + 1

= 0

( − 1)
=

( 2 + 1)!� ,     (11) 

ch
k

k

A
A

k

∞ 2

= 0

=
( 2 )!� ,  sh

k

k

A
A

k

∞ 2 + 1

= 0

=
( 2 + 1)!� . 
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����� 2 
�,����-� J=�K>	
�	?�>	��-� &�0��L��	/ J�>&	M 
 

2.1. &����"���� !�������� �����#� �� �����������  
���"�����  

 
 �������
���� ���������� ������� A  n -!� ������� � ���� 
������������ A LU=  
���� ��'��� ����!�
���� ������� L   
���!���
����� ;
��������, ������� �������, �� �����/ ����-
�// ����!�
���/ ������� U   ����
����� ���!���
����� 
;
��������, �. �. �������
���� ����  

n

n

n n n n n n

u u u
l u u

A L U

l l l u

11 1 2 1

21 2 2 2

1 2 1

1 0 … 0 0 …
1 … 0 0 0 …

= = ⋅
… … … … … … … … …

… 1 0 0 …

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �−

 (1) 

 ����
����� ;
�������� n nu u u11 2 2, , … , , ������/� LU -
���
�'����� ������� A .  
 F��� ��� LU -���
�'����� ������� A  ������/� �� ����-
���
���� � ���� ������������ A LU=  
���� ��'��� ���-
�!�
���� ������� L   ����
����� ���!���
����� ;
�������� 
�� �����/ �����// ����!�
���/ ������� U   ���!���
����� 
;
��������, ������� �������. �	������, 	�� ��� �?�������� 
������� � ;��� ���� ������
����� LU -���
�'���� �������. 
,� ����� ������'������ 
�	��, ��!�� � ������� L  ���!�-
��
���� ;
������ ����� �������.  
 >������ 1. 7$�"$ !�������"$ ����	�" i jA a= ( )  n-�� ��-
���!�, " !������ �� "������ �	���������� �	����  

=n

a a
a A

a a
11 1 2

1 1 1 2
2 1 2 2

Δ = , Δ = , … , Δ  

���	��� �� �"��, ����� �������	��, ��	��� ��	�������� 
�������, � �	�� LU -��������	� A LU= .  
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 +�!�����������. B����'���� �������
���� ���������� 
������ � ���� LU -���
�'���� ����'�� ��������� �� ������� 
������. �
� ;��!� �������� ��	�
� �����'���� ����!� ����-
���
���� �
� ������ �����!� �������. "���� ������ ���
�'�-
��� �������  

a a
A

a a
11 12

2 1 2 2

=
� �
� �� �
� �

 

� ����  
u u

A L U
l u

1 1 12

2 1 2 2

1 0
= = ⋅

1 0
� � � �
� � � �
� � � �

,  

!�� l u u u21 11 1 2 2 2, , ,  — ���� ���������� 	�
�. �
� �� ������-

���� � ������ 	��� ��
����!� �������� �������� ����'���� 
������ � ������ ;
������ ��
�	����� ��� ;��� �������  

u u

l u l u u
11 1 2

2 1 11 2 1 11 2 2+

� �
� �� �
� �

  

 ���������/?��� ;
�������� ������� A . E�!�� ������ � 

���/?�� ����� ���������:  

u a u a
l u a l u u a

11 11 1 2 1 2

2 1 11 2 1 2 1 1 2 2 2 2 2

= , = ,
= , + = .

 

=� ;��� ����� ������� ����������� ��+����  
u a u a

a a a a a
l u

a a

11 1 1 1 2 1 2

2 1 11 2 2 1 2 2 1
2 1 2 2

1 1 11

= , = ,
−

= , = .
 

���	�� u 11  � u 2 2  ��
�	�� �� ��
�, ����
��� �� �
���/  

a1 11Δ =    �   
a a

a a a a
a a

1 1 1 2
2 1 1 2 2 1 2 2 1

2 1 2 2

Δ = = −   

�� ����� ��
/.  
 E���� �������, �����'���� �������
���� ������ �����!� 
������� � ���� LU -���
�'���� ������
���.  
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 ������
�'�� ������, 	�� �����'���� �������
���� � ��-
�� LU -���
�'���� �
� ������ k( − 1) -!� ������� ��������, � 
����'�� �����'���� ����!� �������
���� �
� ������ k -!� 
�������. ��������� ������� i jA a= ( )  k -!� ������� � �
�	-
��� ����  

k

k k

A a
A

b a
− 1

=
� �
� �� �
� �

,  

!��  

k

k

k k k

a a

A

a a

11 1

, 1

, − 1

− 1

− 1 − 1, − 1

…

= … … … ,

…

� �
� �
� �
� �� �
� �

 

k

k k k

k k

,=

a

a b a a
a

1,

1 − 1

− 1,

… , = ( … )

� �
� �
� �
� �
� �

. 

�� ������������ ������
�'���/, �?������ LU -���
�'����  

k k kA L U− 1 − 1 − 1= ⋅  

������� kA − 1   ��������� kL − 1  � kU − 1  ��������� � ������� 
�����.  
 "���� ����� ���
�'���� ������� A  � ����  

k k

L U u
A

l u
− 1 − 10

= ⋅
1 0

� � � �
� � � �� � � �
� � � �

k k
,    (2) 

!�� k k k kl l l l1 2 , − 1= ( , , … , ) ,

 k k k k,u u u u Τ
1 2 − 1,= ( , … , )  — ���������� ���� �������. 

�
� ������
���� �������� l u,  � ;
������ k ku  � ������ 	��� 
�������� (2) �������� ����'���� �
�	��� ������ � ������ 
�
��� ��
�	����� ��� ;��� �������  
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L U L u

l U l u u
− 1 − 1 − 1

− 1

⋅ ⋅

⋅ +

� �
� �� �
� �

k k k

k k k
 

 ���������/?��� �
����� ������� A . E�!�� ������ � 
�-
��/?�� ����� ���������:  

L u a
l U b
l u u a

− 1

− 1

⋅ = ,
⋅ = ,

+ = .

k

k

k k k k

      (3) 

�� ������
�'���/ �������� ������� kL − 1  � kU − 1  ������'-
������, �. �. ���/� ��������. ��;���� �� (3) ��
�	��  

k k k k k k  u L a l b U u a l u− 1 − 1
− 1 − 1= ⋅ , = ⋅ , = − .  

����'�� ���������� ��
/ ;
������ k ku . �
� ;��!�, �	������ 
�������� (2), �������  

U uL
A L U u

ul
− 1− 1

−1 −1

0
= ⋅ = ⋅ ⋅ =

01
kk

k k k k
k k

 

k k kU u− 1= ⋅ ,  

����
��� kL − 1 = 1. �� �
���/ A ≠ 0  � ������
���
� 

kU − 1 , ������ �����������/ ����
���� ���!���
���� ;
�-

������, ���'� ��
�	�� �� ��
�. E�!�� k ku ≠ 0 . C��� �����+��� 
��������
���� �����'���� �������
���� ������� A  � ���� 
LU -���
�'����.  
 ����'��, 	�� ����� ���
�'���� ����������. ������
�'��, 
	�� ������� A  �������� LU -���
�'����  

A L U L U1 1 2 2= = .  

E�!�� ����� ����
����� ��������  

L L U U− 1 − 1
1 2 1 2= .  
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,������ � 
���� 	��� ;��!� �������� ��
���� 
���� ��'��� 
����!�
����, � � ������ 	��� ������ ������� ����!�
����. E�-
��� �������� �����'�� 
�+� � 
�	��, �
� L L− 1

1 2  � 

U U − 1
1 2  — ���!���
���� �������. ���	�� �� ���!���
� ���-

���� L L− 1
1 2  ���� �������. #
�������
���, ������� L L− 1

1 2  � 

U U − 1
1 2  �����	���, �. �. L L U U E− 1 − 1

1 2 1 2= = . ��/�� 
�����, 

	�� L L1 2=  � U U1 2= , �. �. LU -���
�'���� ������� A  ����-
�������. E������ �������� ��
����/.  
 %
� � ������ 	��� ���
�'���� (1) ������� ����'���� 
������ � ������� ;
������ ��
�	����� �������  �������-
��/?��� ;
�������� ������� i jA a= ( ) , i j n, = 1, 2, …, , �� 
������ � 
���/?�� ����� ��������� �
� ������
���� ;
�-
������ i jl  � i ju  ������ L  � U :  

                    i il = 1      ���  i n= 1, 2, …, ,  

     
j

i k k j i j
k

l u a
= 1

=�   ���  i j j n≥ ( = 1, 2, …, ) ,   (4) 

i

i k k j i j
k

l u a
= 1

=�   ���  i j i n< ( = 1, 2, …, − 1 ) .    

C�� �����, � �
� �� ����� ��������, 
�!�� ��+����:  
u a11 11= ,  

j
j j j

a
u a l j n

u 11

1
1 1 1= , = , = 2, 3, …, ,  

i

i i i i i p p i
p

u a l u i n
− 1

= 1

= − , = 2, 3, …, ,�  

j

j i j p p ii
p

i j i j i p p j j i
p i i

a l u
u a l u l

u

− 1

− 1
= 1

= 1

= − , = ,
�

�
−

 

i n j i i n= 2, 3, …, , = + 1, + 2, …, ..  
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�����. ���������� �������  

A
2 5 7

= 4 11 20
6 16 17

� �
� �
� �� �
� �

  

� ���� LU -���
�'���� A LU= .  
 &�'����. B���+�� ������ ���
�'���� A LU=   ����-
������� ;
�������� ������ L  � U :  

u u u

l u u

l l u

11 1 2 13

21 2 2 2 3

31 32 3 3

2 5 7 1 0 0
4 11 20 = 1 0 0
6 16 17 1 0 0

� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � � � �� � � � � �

.  

B ������ 	��� ��
�	����!� �������� �������� ����'���� 
������. E�!�� ��
�	��  

2 5 7
4 11 20 =
6 16 17

� �
� �
� �� �
� �

 

u u u

l u l u u l u u

l u l u l u l u l u u

11 1 2 13

21 11 21 1 2 2 2 21 13 2 3

31 11 31 1 2 32 2 2 31 13 32 2 3 3 3

= + +

+ + +

� �
� �
� �
� �
� �

.  

#�������� ���������/?�� ;
������ ������ ������ � 
���� 
	���� ��
�	����!� ��������, ������ � 
���/?�� ����� 
���������:  

u u
l u l u u
l u l u l u

11 1 2

21 11 21 1 2 2 2

31 11 31 1 2 32 2 2

= 2 , = 5 ,

= 4 , + = 11 ,

= 6 , + = 16 ,

 

u
l u u
l u l u u

13

21 13 2 3

31 13 32 2 3 3 3

= 7 ,

+ = 20 ,

+ + = 17 .

   (5) 
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=� ��
�	����� ����� �������  
u u u

l u u

l l u

11 1 2 13

21 2 2 2 3

31 3 2 3 3

= 2 , = 5 , = 7 ,

= 2 , = 1 , = 6 ,

= 3 , = 1 , = − 10 .

 

��;���� ������ LU -���
�'����� ������� A  ��
���� ���-

�'����  

A L U
1 0 0 2 5 7

= = 2 1 0 0 1 6
3 1 1 0 0 −10

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

.     (6) 

 0���(����. #����� ��������� (5) ��'�� ��
� �������, 
��
����� �����+������ (4).  
 ,������ L  � U  LU -���
�'���� ������� A  ��'�� ��
�-
	���  ����?�/ ;
���������� ������, �������� ������� A  
��������� � ������ ������� ����!�
���� �������. E��, �
� � 
������� A  �������?�!� ������� �����/ �����, ����'����/ 
�� − 2 , ��������� �� ������ �� �����, �. �. �
� ������� A 
����'��� 
��� �� ;
���������/ �������  

E 21

1 0 0
= − 2 1 0

0 0 1

� �
� �
� �� �
� �

,  

�� ��
�	�� �������  

E A21

1 0 0 2 5 7 2 5 7
= − 2 1 0 4 11 20 = 0 1 6

0 0 1 6 16 17 6 16 17

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

.  

B ��
�	����� ������� �����/ �����, ����'����/ �� − 3 , 
�������� � �� ������� �����, �. �. ;�� ������� 
��� ����'�� 
�� ;
���������/ �������  

E 31

1 0 0
= 0 1 0

− 3 0 1

� �
� �
� �� �
� �

.  
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E�!�� ��
�	�� �������  

E E A31 21

1 0 0 2 5 7 2 5 7
= 0 1 0 0 1 6 = 0 1 6

− 3 0 1 6 16 17 0 1 − 4

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

.  

&������, � ��
�	����� ������� �����/ �����, ����'����/ �� 
–1, �������� � �� ������� �����, �. �. ;�� ������� 
��� ����-
'�� �� ;
���������/ �������  

E 3 2

1 0 0
= 0 1 0

0 − 1 1

� �
� �
� �� �
� �

.  

E�!�� ��
�	�� ������� E E E A3 2 31 21 =  

U
1 0 0 2 5 7 2 5 7

= 0 1 0 0 1 6 = 0 1 6 =
0 − 1 1 0 1 − 4 0 0 − 10

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

. 

��/�� ������� ������ LU-���
�'���� ������� A  

A E E E U− 1
3 2 31 21

1 0 0 2 5 7
= ( ) = 2 1 0 0 1 6

3 1 1 0 0 − 10

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

.  

 >������, 	�� � ��+�� ������� ��
�	�
��  

U E E E A L E E E E E E E− 1
3 2 31 21 3 2 31 21 3 2 31 21= ⋅ ; = = ⋅ .  

 B ��?�� 
�	�� ����������� ���'����� ������
��� 

���/?��. �
� ��������� ������ U � L–1 
����� ����� �-
�����/ ������� A E( )  � ;
����������� ���������������� 
��� ������� ������� A ������������� � �����/ �����// ���-
�!�
���/ ������� U. ��� ����� '� ��������������� ��� ���-
���� ������� E ������������ � ������� L–1. E�� � �������-
������ �������, �����
�� ����	�� ;
���������� �����������-
��� ��� ������� ������� ������� A E( ) , ��
�	��  
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A E
2 5 7 1 0 0 2 5 7 1 0 0

( ) = 4 11 20 0 1 0 ∼ 0 1 6 − 2 1 0 ∼
6 16 17 0 0 1 0 1 − 4 − 3 0 1

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

 

U L− 1
2 5 7 1 0 0

∼ 0 1 6 − 2 1 0 = ( ) .
0 0 −10 − 1 − 1 1

� �
� �
� �� �
� �

 

��;���� ������ LU -���
�'����� ��
���� ���
�'����  

A L U

− 11 0 0 2 5 7
= = − 2 1 0 0 1 6 =

− 1 − 1 1 0 0 −10

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

 

1 0 0 2 5 7
= 2 1 0 0 1 6 .

3 1 1 0 0 −10

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

 

 B���
�� !
����/ ���!���
� ������� U  � LU -���
�'���� 
(1) � ���!���
���/ ������� D , ������� U  ��'�� ���������� 
� ���� ������������ U DU 1=   ������ ������� ����!�
���� 

�������� U 1   ��������� �� !
����� ���!���
�, ��
�	�/?��� 
�� ������� U  ��
����� �� ���� �� ���������/?�� ���!�-
��
���� ;
������. E�!�� ���
�'���� (1) ���������� � ���
�-
'����  

A L D U 1=         (7) 

 ����!�
����� ��������� L , U 1  � ���!���
���� �������� D .  
 %
� ������� A  �������	���, �� ���
�'���� (7) ������-
���� � ���
�'����  

=A U D UΤ
1 1        (8) 

 ����!�
����� ��������� U1 , U Τ
1  � ���!���
���� �������� D . 

 %
�, ����� ��!�, � ������� D  �� ���!���
���� ;
������ 
nd d d1 2, , … ,  ��
�'���
����, �� ��'�� ��
�'��� 
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,V D U1 2
1=  !�� D 1 2  — ���!���
���� �������  ;
�������� 

nd d d1 2, , … ,  �� ���!���
�. E�!�� ���
�'���� (8) ���-

������� � ���
�'����  
A V VΤ=         (9) 

 ����!�
����� ��������� V  � V Τ .  

 E�� �
� ������� A  �� �������?�!� ������� LU -
���
�'���� (6) ��'�� ������������� � ���
�'���� ���� (7), �. �. 
� ���
�'����  

A L D U 1

1 0 0 2 0 0 1 5 2 7 2
= = 2 1 0 0 1 0 0 1 6 .

3 1 1 0 0 −10 0 0 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

 

�
� �������	��� �������  

A
9 18 27

= 18 40 38
27 38 146

� �
� �
� �� �
� �

,  

���/?�� LU -���
�'����  

A L U
1 0 0 9 18 27

= = 2 1 0 0 4 − 16
3 − 4 1 0 0 1

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

,  

;�� ���
�'���� ��'�� ������������� � ���
�'���� ���� (8), �. �. 
� ���
�'����  

A U D UΤ
1 1

1 0 0 9 0 0 1 2 3
= = 2 1 0 0 4 0 0 1 − 4

3 − 4 1 0 0 1 0 0 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

,  

� ��
����� — � ���
�'���� ���� (9), �. �. � ���
�'����  

A V VΤ
3 0 0 3 6 9

= = 6 2 0 0 2 − 8
9 − 8 1 0 0 1

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �
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 ��������  

V D U1 2
1

3 0 0 1 2 3 3 6 9
= = 0 2 0 0 1 − 4 = 0 2 − 8

0 0 1 0 0 1 0 0 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

,  

��
�	�/?��� �� ������� U 1  ����'����� �� ���� �� ������-

���/?�� ���!���
���� ;
������ ������� D 1 2 .  
 LU-���
�'���� ������, � ���'� ���
�'���� ���� (7), 
(8), (9) +����� �������/�� � ��	�
���
���� ��������. 
&�������, LU-���
�'���� ���� ������  ��+����� �-
��� 
������� ��������� ������� :��� �� ���� �����-
�����!� ��
���� � �� ���� $�
����!�, � ���'� � ���	�-
��
���� ������ ��
�!	��� ��	�
���� �������� ������, � 
���
�'���� ���� (9) 
�'�� � ����� ������ ���������� 
������ ��+���� ���� 
������� ���������  �����-
��	���� ���������.  

 
2.2. ,!������� �����"���� �����#� 

 
�������
���� m n( × ) -������� A  ���!� r  � ���� �������-

�����  
A B C=         (1) 

c m r( × ) -�������� B  ���!� r  � r n( × ) -�������� C  ���!� r  
������/� �!������� ���
�'����� ������� A .  

������� ��� ��'��� 	����� 
�	��:  
1. %
� ���! m n( × ) -������� A  ��������  	�
�� �� ��
�-

���, �� � ��
����� ���
�'���� A B C=  ��'�� ��
�'��� 
B A=  � C E= , !�� E  — �����	��� ������� n -!� �������.  

2. %
� ���! m n( × ) -������� A  ��������  	�
�� �� ����, 
�� � ��
����� ���
�'���� A B C=  ��'�� ��
�'��� C A= , 
� � ��	���� ������� B ����� �����	��/ ������� m-!� ��-
�����.  
B ��?�� 
�	�� ��� �������������� ��
����!� ���
�'�-

��� m n( × ) -������� A  ���!� r  ��'�� ��������������� 
�-
��/?�� �����
��:  
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��� �������	� !�������� ��������	� A B C=  m n( × ) -
����	�� A  ����� r  ����� � !������ �����	���� B  ����� 
����	�", ��������"$ 	� !�!	�-�	�� r  �	����� �����		��� 
������� ����	�� A , � &������� j -�� ������ ����	�� C : 

j j r jc c c Τ
1 2( , ,…, ) , j n= 1, 2, ..., , ����	 	� ��������  

j j r j r jc B c B c B A1 1 2 2⋅ + ⋅ + … + ⋅ = ,   (2) 

��� rB B B1 2, ,…,  — ������ ����	�� B ; jA  — j -� ������ 
����	�� A .  
 C�� �����
� ���
��
��� ���, 	�� �� ������� � ���!� ���-
���� �� ��
��� ������� A  
������ ����'�/�� 	���� 
��
��� ������� B , �. �. ��'�� ������� �������� (2) ��� 
j n= 1, 2, ..., . &� �����	��� �����/ ;��� ������� 
�'�� ��-

������ (1).  
 =� ����������!� �����
� 
�����, 	�� ������� A  ��'�� ��-

����� ���!��� ��
������ ���
�'������, ����
��� ��� ���-
������� ;��!� �����
� � ��	���� ��
���� ������� B  ��'�� 
����� 
/��/ ������
���/ 
������ ���������/ �������� 
����� ��
���� ������� A . "�
�� ��!�, ������� B  ��'�� 
������ �� 
������ ���������� 
������� ���������� ��
�-
��� ������� A , ��'� �� ��
�/?��� ��
����� ������� A . 
C�� �������
���� ���
�	����� ������ ������ ������� B . 
B �� '� ����� ��� ��������� ����'���
� B  ��
����!� ���-

�'���� A B C=  ����'���
� C  ������
���� �������	��.  


����� 1. �������� ��
����� ���
�'���� �
� 
���/?�� 
������:   

a) A

1 2 −1
2 1 4

=
1 3 − 3
1 1 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

 ;  b) 

i i

A

i i

1 1 + 3 − 2

= 1 1 3

1 − 2 1 − 5

� �
� �
� �
� �
� �
� �

. 

 &�'����. �) ��!�� �������� � ���, 	�� ���! ������� A  ��-
��� ���� � ������ ��� �� ��
��� 
������ ����������. ��;��-
�� � ��	���� �����!� ����'���
� � ��
����� ���
�'���� 
A B C=  ��'�� ������� �������  
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B

1 2
2 1

=
1 3
1 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

C
������ j -!� ��
��� j jc c Τ
1 2( , )  ������� C , j = 1, 2, 3 , 

��'�� ����� �� ��������  

j j jc c A1 2

1 2
2 1

⋅ + ⋅ =
1 3
1 1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

,     (3) 

!�� jA  — j -� ��
��� ������� A .  

��� j = 1  �����+���� (3) �������� � ����� ���������  
c c

c c

c c

c c

11 21

11 21

11 21

11 21

+ 2 = 1,

2 + = 2,

+ 3 = 1,

+ = 1,

�
	
	


	
	�

 

�� ������� ������� c c11 21= 1, = 0 . ��;���� ������ ��
���� 

������� C  ����� ��
��� Τ(1, 0 ) . L��
�!�	�� ��� j = 2  � 
j = 3  ������ ������ � ������ ��
��� Τ( 0, 1)  � Τ( 3, − 2 )  

������� C . #
�������
���,  

C
1 0 3

=
0 1 − 2

� �
� �
� �

  

� ������� A  ����� ��
����� ���
�'����  

A B C

1 2
2 1 1 0 3

= ⋅ = ⋅
1 3 0 1 − 2
1 1

� �
� � � �� � � �
� � � �
� �
� �

.    (4) 
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 # ��	�
���
���� ��	�� ������ ����������� ���� ��-
������� ��
����!� ���
�'���� ������� ��������	�� ����-
+����. "�
�� ������� ��'�� �������� �����, ��������� �� 
���������� ;
���������� �������������� ��� ������� ���-
���� (�. [3], . 212 – 213), ������� ����� � 
���/?��.  

U���	�" A   ����%�$ &����������� ������������	� ��� 
���!��	 �� ���� ������� ���� ������ ��"� ��	����� ! 
�"��������" �	�". ' ����	�� �"��������� �	�� "����$� �� 
�"����� ���!	, ���	��$� ���	��� �	��� 	  ����%�$ 
&����������� ������������	� ���! ��� ����	�� 
��������"$� &��� �	��� � ��	�	��"$ ����	�", !�! ��	 
�������� ���� ������ ��"�. o���� ������$� ����	�" B  
	� ������� ����	�� A , �� !������ ��������� ��������� 
���	��� �	���, � �� ����	�" C  ��	�	��$� ������$$ 	� 
����	�, ���"�	�3	�� � ���"������ ��� &����������� 
������������	� ��� ���!��	 ����	�� A .  

E��, �
� ������� A  �� ������� 1,a) ��
�	���  

A

1 2 −1 1 2 −1 1 2 −1
2 1 4 0 − 3 6 0 1 −2

= ∼ ∼ ∼
1 3 − 3 0 1 − 2 0 0 0
1 1 1 0 −1 2 0 0 0

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

 

C
1 2 −1 1 0 3

∼ ∼ =
0 1 − 2 0 1 − 2

� � � �
� � � �� � � �� �

. 

B ������ 
�	�� ��������� ������� ����� ����
�!���� �� 
������ ���� ��
���� ������� �����	���!� ����. ��;���� 
������� B  ����� �� ������ ���� ��
���� ������� A , � ���-
����� C  ����� ����	��� ������� � ����	�� ��������������� 
������. B ����
����� ��
�	��� ��
����� ���
�'���� ������� 
A , ������/?��  (4). %
� �� �����
� ������� �����, ��-
��
�'����� �� ���!�� ��
����, �� ��
����� ���
�'���� ��
� 
�� ���������� ���!��� ��������� B  � C . &�������, �
� �� 
�����
� ������� �����  

1 − 1
0 − 2

,  
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����
�'����� �� ������ � ������� ��
���� �����	���� ���-
����, �� ���
� �� 
���/?�� �����
'���� ����	�� ���������-
�����:  

A

1 2 −1 1 2 −1 1 2 −1
2 1 4 0 −3 6 0 1 −2 1 2 −1

= ∼ ∼ ∼ ∼
1 3 −3 0 1 −2 0 0 0 0 1 −2
1 1 1 0 −1 2 0 0 0

� � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �� �� � � � � � � �� � � � � �
� � � � � �

 

C
1 2 −1 1 1,5 0 1 1,5 0

∼ ∼ ∼ = .
0 0,5 −1 0 0,5 −1 0 − 0,5 1

� �� � � �
� �� � � � � �� � � � � �

 

��;���� ��
�	�
� �� ��
����� ���
�'����  

A B C

1 −1
2 4 1 1,5 0

= = ⋅ .
1 − 3 0 − 0,5 1
1 1

� �
� � � �� � � �� � � �
� �
� �

 

 b) ��� ��������� ��
����!� ���
�'���� ������� A  � 
������ 
�	�� �!����	��� ������ ;
���������� ���������-
����� ��� ������� ������� A . �
� ;��!� �������� ����	�� 

���/?�� ��������������:  

0

i i i i

A i i

i i

1 1 + 3 − 2 1 1 + 3 − 2

= 1 1 3 ∼ 0 − 2 ∼

1 − 2 1 − 5 0 0

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

 

ii
C

3 − 2 5 51 0 1 01 1 +
∼ ∼ ∼ = .

0 − 1 0 − 1 0 12 2 − 2

� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �

� � � � � �

 

 ����
��� ��������� ������� ����� ����
�!���� �� 
������ ���� ��
���� ������� �����	���!� ����, �� ������� B 
��
'�� ������ �� ������ ���� ��
���� ������� A. #
�����-
��
���, ��
����� ���
�'����� ������� A  ��
���� ���
�'����  
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i
A v C

i

1 1 + 1 0 5
= = 1 1 .

0 1 −21 − 2

� �
� �
� �
� �

� �
� �� �
� �

 

 � ���������� q R -���
�'���� ������� �
� ��������� �� 
��
����!� ���
�'���� �. [3], . 217–218.  
 

2.3. ?�����(��!�� (���!��������) �����"���� �����#� 
 

?�����(��!�� �
� ���!�������� ���
�'����� ������-
��
���� �
� ����
����� ������� A  n -!� ������� ������/� 
���
�'����  

A T T − 1= Λ ,       (1) 
� �������  

n

λ

λ

1

Λ =
� �
� �
� �
� �
� �

0

0
�   

– ���!���
���� �������  ���������� ���	������ 
nλ λ λ1 2, , …,  ������� A  �� ���!���
�, � � ����D������/-

?�� ������� T  ��
����� 
�'�� ��
��� ��������� ���-
������ �������� ������� A  �� ���������/?�� ��������� 
���	����� nλ λ λ1 2, , …, .  
 &������������ �� ;��!� ������
���� � ����
������ 1.15 

�����, 	�� ��� ��������� ������	���!� ���
�'���� (1) ���-
���� A  ��
��������� ������'������ 
���/?�!� �����
�:  

1. 0���	 �� ��������� ������	� iλ  ����	�� A  (!����� 

iλ  �	����� ����!� ���, !�!��� ��� !������� � ����!-
���	�	��!�� ���������� ����	�� A ). ;�	 ��!	� ���-
���	� iλ  �!����� ����� n , �. �. ��	 �� ����!���	-
�	��!	� �	�� ����	�� A  ��	�������� �������" ��-
�$, �� ���"�� ���	��� ����	�" Λ . ;�	 ��������� 
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������	� ����	�� A  �!����� ����3� n , �� ��!�� 
����	�� �� 	���� !����	��!��� ��������	� 	 ��� ��-
�����	� �� &��� ���"�� ���!���	��.  

2. ;�	 ��������� ������	� iλ  ����	�� A  ����� n , �� 

��	 !����� ������		 iλ  ���"�� �����	�� #"������-
�����"$ 	���" ��3��	� ���������� 	���� "������	� 

iA E Xλ( − ) = 0  	 	� ���"������ ��3��	� ��� ��!	� 
#"������������� 	���, !�! 	� �������, ����	�� 
����#���	�"$%"$ ����	�" T . ;�	 ����	�� T  �!�-
���� !���������, �� ��������	� (1) ��� ����	�� A  
"%���"�� 	 ��� ��� ���		 "�� �� ������������. ;�	 
�� ����	�� T  �!����� �����"������� (��!���������), 
�� ��������	� (1) ��� ����	�� A  �� "%���"��.  

3. 0��������� ����	�� A , � ������	, 	�����	����, &�-
�	���� 	�	 "�	������, �������� !����	��!	� �������-
�	�� (1) ����  ������������� 	�	 "�	������ ����#��-
�	�"$%�� ����	��� T . 8���� �����	�� ��!"$ ����	-
�" T , �"��� (�. 1.18) ��	 !����� iλ  ��!����-��3��	� 
#"������������� 	��� ��3��	� ���������� 	��� 
"������	� iA E Xλ( − ) = 0 , ���������� � �. 2 ��	�������-
�� ����	��, �%� ��������	������, � ��3��	�, ��	�����-
��%	� ����	���� ��������� ������	��, " ��!	� ���-
�	� �������� ������������ ���� ! ��"���".  

 
����� 1. ��������, �
� �����'��, ������	���� ���
�-
'���� 
���/?�� ������:  

a A b A

12 4 4 4
− 4 12 6

4 12 − 4 − 4
) = − 6 14 6 , ) = ,

4 − 4 12 − 4
8 − 16 − 6

4 − 4 − 4 12

� �
� � � �
� � � �
� � � �� �
� � � �

� �

 

i
c A i d A

1 1 + 0 3 1 − 3
) = 1− 2 0 , ) = 3 1 − 1 .

0 0 3 2 − 2 0

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �
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 &�'����. �) $����������	���� ���!�	
��  

A E
λ

λ λ λ λ
λ

2

− 4 − 12 6
− = − 6 14 − 6 = − ( − 2 )

8 − 16 − 6 −
  

������� A  ����� ����� λ λ λ1 2 3= = 2, = 0 . B� ��� ������-
��
���� �, 
�������
���, ��
�/�� ���������� ���	������. 
��;���� ��'�� ������� �������  

2 0 0
Λ = 0 2 0

0 0 0

� �
� �
� �� �
� �

.  

�������� � ��������/ ������� T .  
 ��� λ = 2  ����� A E Xλ( − ) = 0 , �. �. �����  

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

− 6 + 12 + 6 = 0,

− 6 + 12 + 6 = 0,

8 − 16 − 8 = 0

�
	


	
�

 

����� ��� �������� ����������. ��;���� �� D���������
�-
��� ����� ��+���� ����� �� ���� ��+����, ��������, �� 
��+���� b Τ

1 = ( 1, 1, − 1)  � b Τ
2 = ( − 4, − 5, 6 ) .  

 ��� λ = 0  ����� A E Xλ( − ) = 0 , �. �. �����  

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

− 4 + 12 + 6 = 0,

− 6 + 14 + 6 = 0,

8 − 16 − 6 = 0

�
	


	
�

 

����� ���� �������� ����������. ��;���� �� D���������
�-
��� ����� ��+���� ����� �� ����!� ��+����, ��������, �� 
��+���� b Τ

3 = ( − 3, − 3, 4 ) .  
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=� ��+���� b1, b2, b3, ��� �� ��
����, ������ �������  

T b b b1 2 3

1 − 4 − 3
= ( , , ) = 1 − 5 − 3

− 1 6 4

� �
� �
� �� �
� �

.  

��� ����������. #
�������
���, ������� A ����� ������	���� 
���
�'����  

A T T − 1
1 − 4 − 3 2 0 0 2 2 3

= Λ = 1 − 5 − 3 0 2 0 1 − 1 0
− 1 6 4 0 0 0 −1 2 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

.  

>������, 	�� ������ ������� A �� ��'�� ����� ������	�-
��!� ���
�'����  ����!���
���� ����D������/?�� �����-
��� T, ��� ��� ��������� ������� ������� A, ������
�'�?�� 
������ ��������� ���	�����, �� ����!���
���.  

b) $����������	���� ���!�	
��  

A E

λ
λ

λ λ λ
λ

λ

3

12 − 4 4 4
4 12 − − 4 − 4

− = = ( − 16 )
4 − 4 12 − − 4
4 − 4 − 4 12 −

  

������� A ����� ����� λ1 = λ2 = λ3 = 16, λ4 = 0. ��;���� ���!�-
��
���� �������� � ������	���� ���
�'���� ������ �����-
��	��� ������� ����� �������  

16 0 0 0
0 16 0 0

Λ =
0 0 16 0
0 0 0 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

�������� � ��������/ ������� T.  
 ��� λ = 16 ����� (A – λE)X = 0, �. �. �����  

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

− 4 + 4 + 4 + 4 = 0,
4 − 4 − 4 − 4 = 0,
4 − 4 − 4 − 4 = 0,
4 − 4 − 4 − 4 = 0

�
		


	
	�
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����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ���� 
��+����, ��������, �� ��+���� b Τ

1 = ( 1, 1, 1, − 1) , 

b Τ
2 = ( 1, 1, − 1, 1) , b Τ

3 = ( 1, − 1, 1, 1) .  
 ��� λ = 0  ����� A E Xλ( − ) = 0 , �. �. �����  

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

12 + 4 + 4 + 4 = 0,
4 + 12 − 4 − 4 = 0,
4 − 4 + 12 − 4 = 0,
4 − 4 − 4 + 12 = 0

�
	
	


	
	�

  

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ����-
!� ��+����, ��������, �� ��+���� b Τ

4 = ( − 1, 1, 1, 1) .  

=� ��+���� b b b b1 2 3 4, , , , ��� �� ��
����, ������ �������  

T b b b b1 2 3 4

1 1 1 − 1
1 1 − 1 1

= ( , , , ) =
1 − 1 1 1

− 1 1 1 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

  

� ����+�� ������ ������	���� ���
�'����  

A T T − 1

1 1 1 − 1
1 1 − 1 1

= Λ = ×
1 − 1 1 1

− 1 1 1 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

 

.

16 0 0 0 1 1 1 − 1
0 16 0 0 1 1 − 1 11

⋅
0 0 16 0 1 − 1 1 14
0 0 0 0 − 1 1 1 1

� � � �
� � � �
� � � �×
� � � �
� � � �
� � � �

 

 B ������ ������� ������� A  �������	���. ��;���� �
� 
�� ������	���!� ���
�'���� A T T − 1= Λ  ��'�� �������� 
����!���
���/ ������� T . �
� ;��!� 
����� �������-��+���� 
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b b b1 2 3, ,  ���������������, � ������-��+���� b4  — �������-

����. ����
��� ������� b b b1 2 3, ,  �'� ������� ����!���
��� 

� ����!���
��� � ������� b4 , �� ������ �� ;�� ��+���� ��
�-
�� �����������. �����
�� ;��, ��
�	�� ����������������/ 
����� ��������  

e Τ
1

1′ = ( 1, 1, 1, − 1 )
2

, e Τ
2

1′ = ( 1, 1, − 1, 1)
2

, 

e Τ
3

1′ = ( 1, − 1, 1, 1)
2

, e Τ
4

1′ = ( − 1, 1, 1, 1)
2

. 

=� ��
���� ��������� ;��� �������� ������ ����!���
���� 
�������  

T e e e e1 2 3 4

1 1 1 − 1
1 1 − 1 11′ ′ ′ ′= ( , , , ) =
1 − 1 1 12

− 1 1 1 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

��;���� ������� A  ����� ������	���� ���
�'����  

A T T − 1

1 1 1 − 1
1 1 − 1 11

= Λ = ×
1 − 1 1 12

− 1 1 1 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

 

16 0 0 0 1 1 1 − 1
0 16 0 0 1 1 − 1 11

× ⋅
0 0 16 0 1 − 1 1 12
0 0 0 0 − 1 1 1 1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

 

 ����!���
���� �������� T .  
0���(����. �
� �������	��� ������� �� ��������� 

���	���� � ��������� ������� ��
��������� ��������  ��-
��?�/ �����/���� ������� ���?���� (�. 5.4.2).  
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) $����������	���� ���!�	
��  
i

A E i
λ

λ λ λ λ
λ

2

1 − 1 + 0
− = 1− 2 − 0 = − ( 3 − )

0 0 3 −
  

������� A  ����� ����� λ λ λ1 2 3= = 3, = 0 . B� ��� ��
�/�� 
���������� ���	������. ��;���� ���!���
���� �������� � 
������	���� ���
�'���� ������ ;�������� ������� A  ����� 
�������  

3 0 0
Λ = 0 3 0

0 0 0

� �
� �
� �� �
� �

.  

�������� � ��������/ ��������� ������� T .  
 ��� λ = 3  ����� A E Xλ( − ) = 0  ����� ���  

x i x x

i x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

− 2 + (1+ ) + 0 ⋅ = 0,

(1− ) + 0 ⋅ = 0,

0 ⋅ + 0 ⋅ + 0 ⋅ = 0.

�
		


	
	�

−  

B ��� ��� �������� ����������. ��;���� �� D���������
���� 
����� ��+���� ����� �� ���� ��+����, ��������, �� ��+�-
��� b i Τ

1 = ( 1 + , 2, 1)  � b i Τ
2 = ( − 1 − , − 2, 6 ) . C�� ��+���� 

�'� ����!���
���, ����
���  

i
b b b b i1 2 1

∗
2

1+
( , ) = = ( − 1+ , − 2, 6 ) 2 = 0

1

� �
� �
� �� �
� �

.  

&������� ��, ��
�	�� ����������������/ ����� ��������  

e i Τ
1

1′ = ( 1+ , 2, 1)
7

,  e i Τ
2

1′ = ( − 1− , − 2, 6 )
42

. 



����� ������. ������� �"���	��	!��	���� ��������	� ����	�  
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 140

 ��� λ = 0  ����� A E Xλ( − ) = 0 , �. �. �����  

x i x x

i x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ (1+ ) ⋅ + 0 ⋅ = 0,

( 1− ) + 2 ⋅ + 0 ⋅ = 0,

0 ⋅ + 0 ⋅ + 3⋅ = 0

�
	


	
�

  

����� ���� �������� ����������. ��;���� �� D���������
�-
��� ����� ��+���� ����� �� ����!� ��+����, ��������, �� 
��+���� b3 = (1 + i, –1, 0)T.  

&������� �!�, ��
�	�� ������  

e i Τ
3

1′ = ( 1+ , − 1, 0 )
3

.  

E�� ��� ��������� ������� ;������� ���������, ������
�'�-
?�� ���
�	��� ��������� ���	�����, ����!���
���, �� ���-
���� e e e1 2 3′ ′ ′, ,  ����
�/� ����������������/ ����� �����-
���. #
�������
���, �������  

i i i

T e e e1 2 3

1+ − 1− 1+
7 42 3

2 − 2 − 1′ ′ ′= ( , , ) =
7 42 3

1 6
0

7 42

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

,  

����
����� �� ��
���� ��������� ;��� ��������, ���������. 
B���+�� ������ ������	���� ���
�'���� A T T − 1= Λ =  

i i i i

i

1+ − 1− 1+ 1− 2 1
7 42 3 7 7 7

3 0 0
2 − 2 − 1 − 1+ − 2 6

= 0 3 0
7 42 3 42 42 420 0 0

1 6 1− ι − 1
0 0

7 42 3 3

� � � �
� � � �
� � � �� �� � � �� � .� � � �� �� �� � � �� �� � � �
� � � �� � � �
� � � �
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 0���(����. �
� ;�������� ������� ��������� ���	���� 
� ��������� ������� ��
��������� ��������  ����?�/ 
�����/������ �����
�!�� ������� ���?���� (�. 5.4.2).  

d) $����������	���� ���!�	
��  

A E
λ

λ λ λ λ
λ

2

3 − 1 − 3
− = 3 1 − −1 = ( + 4 ) ( 4 − )

2 − 2 −
  

������� A  ����� ����� iλ λ1 2,3= 4, = ± 2 . E�� ��� ������� A  
��������
����, �� �� ��������� ���	����� ��
���� 
�+� 
λ 1 = 4 . E���� �������, ��
�	���� ��������� ���	���� � 
������ ������� ����+�, 	�� �� ������� n = 3 . ��;���� �����-
�� A  �� ����� ������	���!� ���
�'����.  
 ������	���� ���
�'���� ������ +����� ���������� � 
������ � ��	�
���
���� ��������. &�������, �
� ������� 
������	���� ���
�'���� A T T − 1= Λ  ������� A , �� �� m -� 
������ ��� ������
���� 	�
� m  
�!�� �������� �� D����
�  

m

m m

m
n

A T T T T
λ

λ

1
−1 −1

0
= Λ =

0

� �
� �
� �
� �
� �

� ,   (2) 

��� ��� m mA T T T T T T T T− 1 − 1 − 1 − 1= Λ ⋅ Λ …⋅ Λ = Λ⋅ . @��-
��
� (2) ��������� ��� m  ��
�� ��������
���� �
� ������-
'������ ������� A . B 	������,  

n

A T T
λ

λ

−1
1

−1 −1

−1

0
=

0

� �
� �
� �
� �
� �

� .    (3) 

0���(����. %
� ������� �� ����� ������	���!� ���
�'�-
���, �� �
� ��	�
���� �� ������� (�. [12]) ��
���/�� ���-

�'����� A T J T −1=   '��������� �������� J .  
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 ���� �� ������ m -� ������ �� ������� A , ���/?�� ��-
����	���� ���
�'���� A T T − 1= Λ , ������
���� D����
��  

m

m

m
n

A T T

λ

λ

1
− 1

0
=

0

� �
� �
� �
� �� �
� �

� .    (4) 

��������
���, ������� �����/ 	��� �������� (4) �� D����
� 
(2) � m -/ ������, ��
�	�� A . %
� � D����
� (4) �� iλ > 0 , 
�� ���� ���D����	���� ���	���� ������ m -� ������ �� ��'-
��!� iλ , ��
�	�� ����������� ������ m -� ������ �� �����-
�� A , � ������!� �� �����������	���� 	�
� ��
�'���
�-
���. ��� ��� ������ m -� ������ �� �������
���� ������ �. 
[12], !
. VIII.  
 ��+���� ����� A X b=  
������� ��������� ���'� ���-
	���
��� ����?����, �
� ������� ������	���� ���
�'���� 
A T T − 1= Λ  (�. 4.1.6).  
 
����� 2. B�	�
��� ���������� ������ �� �������  

A

12 4 4 4
4 12 − 4 − 4

=
4 − 4 12 − 4
4 − 4 − 4 12

� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

 &�'����. B ������� 1,b) �
� ������ ������� �������� 
������	���� ���
�'����  A T T − 1= Λ =  

1 1 1 − 1 16 0 0 0 1 1 1 − 1
1 1 − 1 1 0 16 0 0 1 1 − 1 11

= ⋅
1 − 1 1 1 0 0 16 0 1 − 1 1 14

− 1 1 1 1 0 0 0 0 − 1 1 1 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

. 
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��;���� �� D����
� (4) ��
�	���  A T T − 1= Λ =

 1 1 1 − 1 4 0 0 0 1 1 1 − 1
1 1 − 1 1 0 4 0 0 1 1 − 1 11

= ⋅ =
1 − 1 1 1 0 0 4 0 1 − 1 1 14

− 1 1 1 1 0 0 0 0 − 1 1 1 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �  

3 1 1 1� �
� �1 3 − 1 − 1� �= .
� �1 − 1 3 − 1
� �1 − 1 − 1 3� �

 

 

2.4. Q R - �����"���� �����#�  
 
 Q R -���
�'����� ��������
���� �
� ����
����� ����-
������ ������� A  ������/� �� �������
���� � ���� �������-
����� A QR=   ����!���
���� (���������) �������� Q  � 
������� ����!�
���� �������� R .  

Q R -���
�'���� ������� ��'�� ������  ����?�/ ����-
!���
������ � ������������ �� ��
����, � ���'�  ����?�/ 
����!���
���� (���������) ��������������.  
 ���� � ������� nA a a a1 2= ( , , …, )  ��
��� a a1 2, , … , 

na  
������ ����������. ����!���
������� ;�� ����� ���-
�����, ������� ����� ����!���
������. >���� ��������� ��'-
��� ������ ��
�	����� ����!���
���� ����� ��������. 
B ����
����� ������ � ����������������� ����� ��������  

n n n nn n

q u a

q u a u a

q u a u a u a

1 11 1

2 12 1 22 2

1 1 2 2

= ,

= + ,

…………………………………………

= + + … + ..
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B �����	��� ����� ;�� ���� ��������  
Q AU= ,  

!�� nQ q q q1 2= ( , ,…, )  — ����!���
���� (���������) �������,  

n n

n n

nn

u u u u

u u u
U

u

11 12

22

1, −1 1

2, −1 2

…

0 …
=

… … … … …
0 0 … 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

  

— ������� ����!�
���� �������.  
 ��/�� ��
�	���� Q R -���
�'���� A QR=   ����!���
�-
��� (���������) �������� Q  � ����!�
���� �������� R U − 1= .  
 Q R -���
�'���� ��������
���� ���������� ������� A  
��'�� ���'� ������  ����?�/ ���?����, � �
� ����
����� 
������� —  ����?�/ ;
���������� ��������� ������, ��-

�/?��� ����?����� ������ ���?���� �� ����
����� 
�-
	��. ���� ��� ;��� ���
������� ���?���� (�
� �� ����?���� 
�� ����
����� 
�	��)  ��������� kT T T1 2, , …,  � ��
�	��� 
����!�
���� �������  

kT T T A R2 1… = .  

E�!�� A QR=  ����� ������ Q R -���
�'�����  ����!���
�-
��� (���������) �������� kQ T T T − 1

2 1= ( … ) .  
 Q R -���
�'���� ��������
���� �
� ����
����� �������-
��� ������� A  ��'�� ������ �  ����?�/ ����'����. �
� 
;��!� ������� A   ����?�/ ����'���� ���������� ��	�
� 
������� � ����!�
����� ����. ���� ��� ;��� ���
������� 
����'����  ��������� kU U U1 2, ,…,  � ��
�	��� ����!�
���� 
�������  

kU U U A R2 1… = .  

E�!�� A QR=  ����� ������ Q R -���
�'�����  ����!���
�-
��� (���������) �������� kQ U U U − 1

2 1= ( … ) .  
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�����. �������� Q R -���
�'���� �
� ������  

.
i i

a � � � i i
i

1 − 1 5 0 6
) = − 2 0 − 3 , ) = 3 − 10 −

2 − 1 − 7 4 0 1

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

 

 &�'����. �) �
� ��������� Q R -���
�'���� ������� A  
�������� ��	�
� ����� ����!���
������ � ������������ �� 
��
����. �
� ;��!� ��
�'�� b a1 1=  � �� D����
� (11) �� 1.16 
������  

a b
b a b a b a ab b

2 1
2 2 1 2 1 1 2

1 1

( , ) 1 1= − = + = + =( , ) 3 3  

1 1 − 2
1 1

= − 2 + − 2 = − 2
3 32 2 − 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

.  

��
�� �� ��� '� D����
� �������  

a b a b
b a b bb b b b

3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )
= − − =( , ) ( , )  

a b b a a3 1 2 2 3
1= + = − + =3 −  

.
− 1 5 6

= − 0 + − 3 = − 3
− 1 − 7 − 6

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

 

#����� �������� b b b1 2 3, ,  ����!���
����. &������� ������� 
;��� �����, ������ � ����������������� ����� ��������:  

q aΤ
1 1

1 1
= (1, − 2, 2) = ,

3 3
 

q a aΤ
2 1 2

1 1
= ( − 2 , − 2, − 1) = + ,

3 3
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q a aΤ
3 2 3

1 1 1
= ( 2 , − 1, − 2) = − + .

3 9 9
 

B �����	��� ����� ;�� ���� �������� Q AU= , !��  

.Q q q q U1 2 3

1 1
0

3 31 − 2 2
1 1

= ( , , ) = − 2 − 2 − 1 , = 0 1 −
3 9

2 − 1 − 2 1
0 0

9

� �
� �

� � � �
� � � �
� � � �� � � �� �

� �� �
� �

  

=� �������� Q AU=  ��
�	��� ������ Q R -���
�'���� 
A QR=  ���  

.R U −1

3 −1 −1
= = 0 1 1

0 0 9

� �
� �
� �� �
� �

 

�
� ��������� Q R -���
�'���� ������� A   ����?�/ 
���?���� ��	�
� ������� A  ���?������ �������� � ���-
�!�
����� ����. �
� ;��!� ��	���  ��
�	���� ��
� � ������� 
( 2, 1)   ����?�/ ������� ���?����  

cos sin
sin cos .T

ϕ ϕ
ϕ ϕ2 1

− 0
= 0

0 0 1

� �
� �
� �� �
� �

 

=� �������� ��
/ ;
������ sin cosϕ ϕ− 2  ������� T A2 1  � 
������� ( 2, 1)  ������� tgϕ = 2 . ��;����  

tg
cos sin

tg tg

ϕϕ ϕ
ϕ ϕ2 2

1 1 2
= = , = = .

5 51+ 1+
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#
�������
���,  

T2 1

1 2
− 0

5 5

= 2 1
0

5 5

0 0 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

 

� T A2 1 =  

1 2 5 1 11
− 0 −

5 5 5 5 51 −1 5

= =2 1 − 2 0 − 3 2 7
0 0 −

5 5 5 52 −1 − 7

0 0 1 2 −1 − 7

� � � �
� � � �

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �
� � � �
� � � �

.  

B������ ������ ������� ���?����  
cos sin

sin cos
.T

ϕ ϕ

ϕ ϕ
31

0
= 0 1 0

0

� �
� �
� �� �
� �

−
 

��� � �������?�� 
�	��, �� �������� ��
/ ;
������ ������� 
T T A31 2 1  � ������� ( 3, 1) , �. �. �� �������� 

sin cosϕ ϕ5
+ 2 = 0

5
, ������ tgϕ 2

= −
5

. ��;����  

tg
cos sin

tg tg

ϕϕ ϕ
ϕ ϕ2 2

51 2
= = , = = −

3 31+ 1+
,  

T3 1

5 2
0

3 3
= 0 1 0

52
− 0

3 3

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �
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� T T A31 2 1 =  

5 1 11 3 −1 −15 2 −0 5 5 5 2 73 3 0 −
5 5= =0 1 0 2 7

0 −
5 5 1 1952 0 − −− 0 5 52 −1 − 73 3

� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �

� �� � � �

. 

&������, �������� ������� ���?����  

cos sin
sin cos

T ϕ ϕ
ϕ ϕ

3 2

1 0 0
= 0 −

0

� �
� �
� �� �
� �

.  

��� � � �������?�� 
�	���, �� �������� ��
/ ;
������ ���-
���� T T T A3 2 31 2 1  � ������� ( 3, 2 ) , �. �. �� �������� 

sin cosϕ ϕ2 1
− − = 0

5 5
, ������ tgϕ 1

= −
2

.  

��;����  

tg
cos sin

tg tg

ϕϕ ϕ
ϕ ϕ2 2

1 2 1
= = , = = −

5 51+ 1+
,  

T3 2

1 0 0

2 1
0

5 5=

1 2
0 −

5 5

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

  

� T T T A3 2 31 2 1 =  
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R

1 0 0 5 1 11
−

5 5 5 3 −1 −12 1
0

5 5= = = =2 7 0 −1 −1
0 −

5 51 2 0 0 − 9
0 −

5 5 2 −1 − 7

� � � �
� � � �

� �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �
� � � �
� � � �

. 

=� �������� T T T A R3 2 31 2 1 =  ��
�	��� ������ Q R -
���
�'���� A QR= , !��  

Q T T T− 1 −1 − 1
2 1 31 3 2

1 2 − 2
1

= = − 2 2 1
3

2 1 2

� �
� �
� �� �
� �

, R
3 − 1 − 1

= 0 − 1 − 1
0 0 − 9

� �
� �
� �� �
� �

.  

%
� ������ Q R -���
�'���� ������� A   ����?�/ ����-
'����, �� ���'� ��	�
� ������� A  ����'������ �������� � 
����!�
����� ����. �
� ;��!� ������� x Τ= (1, − 2, 2 ) , 
z Τ= (1, 0, 0 ) , ������� ������ = x x z+ =v Τ( 4, − 2, 2 ) , 
��	�
�� �������  

H E
Τ

2
2

= − =
v v
v

 

( )E
4 − 1 2 − 2

2 1
= − − 2 4 − 2 2 = 2 2 1

24 3
2 − 2 1 2

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

  

� ������ �������  

H A R
− 1 2 − 2 1 − 1 5 − 3 1 − 1

1
= 2 2 1 − 2 0 − 3 = 0 − 1 − 1 =

3
− 2 1 2 2 − 1 − 7 0 0 − 9

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

.  

,������ R  ����!�
����. ��;���� �� �������� H A R=  ��-

�	��� ������ Q R -���
�'����  
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A Q R H R−1

− 1 2 − 2 − 3 1 − 1
1

= = = 2 2 1 0 − 1 − 1
3

− 2 1 2 0 0 − 9

� �� �
� �� �
� �� �� �� �
� �� �

.  

 �) 
i i

� i i
i

0 6
= 3 − 10

4 0 1

� �
� �
� �� �
� �

− . B ;��� 
�	�� ��� ��������� 

Q R -���
�'���� ������� A  �!����	��� ����������� ���-
������ ��������������. #��	�
� Q R -���
�'���� �������  
����������� ;
���������� ��������� ������ i jT , ��
�/?��-
� ����?����� ������ ���?����. &�	���  ��
�	���� ��
� � 
������� ( 2, 1)   ����?�/ �������  

cos sin

sin cos

i

i

e

T e

ψ

ψ

ϕ ϕ

ϕ ϕ−
2 1

− 0

= 0

0 0 1

� �
� �
� �
� �
� �

.  

B�	�
�� ;
����� � ;��� ������� � ������������ T A2 1 , ���-
��� cosi ϕ3 , � ���������� �!� � ��
/. =� ��
�	����!� �����-
��� ������� cosϕ = 0 , sin ϕ = 1 , ψ  — 
/���. B������ ψ = 0 . 
E�!��  

T2 1

0 − 1 0

= 1 0 0

0 0 1

� �
� �
� �
� �
� �

  � 

i
T A i i

i
2 1

− 3 10 1

= 0 6

4 0 1

� �
� �
� �
� �
� �

.  

B ������� T A2 1   ����?�/ �������  

cos sin

sin cos

i

i

e

T

e

ψ

ψ

ϕ ϕ

ϕ ϕ
31

−

0 −

= 0 1 0

0

� �
� �
� �
� �
� �

.  

��
�	�� ��
� � ������� ( 3, 1) .  
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�
� ;��!� ������
�� ;
�����  sin cosii e iψ ϕ ϕ−− 3 + 4   � 
������� ( 3, 1)  ������� T T A31 2 1  � ���������� �!� � ��
/.  

��� ψ = 0  ��
�	�� tg ϕ 4
=

3
 �  

tg
cos sin

tg tg

ϕϕ ϕ
ϕ ϕ2 2

1 3 4
= = , = =

5 51+ 1+
.  

��;����  

T3 1

3 4
0 −

5 5
= 0 1 0

4 3
0

5 5

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

 �  =

i i

T T A i i

i

31 2 1

4 3
− 5 6 − +

5 5
0 6

3 4
0 8 +

5 5

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

. 

B ������� T T A31 2 1   ����?�/ �������  

cos sin

sin cos

i

i

T e

e

ψ

ψ

ϕ ϕ

ϕ ϕ
3 2

−

1 0 0

= 0 −

0

� �
� �
� �
� �
� �

 

��
�	�� ��
� � ������� ( 3, 2 ) .  

 �
� ;��!� ;
����� sin cosii e ψ ϕ ϕ−6 + 8  � ������� ( 3, 2 )  
������� T T T A3 2 31 2 1  ���������� � ��
/.  

 ��� 
πψ =
2

 ������� tg ϕ 4
= −

3
 �  

tg
cos sin

tg tg

ϕϕ ϕ
ϕ ϕ2 2

1 4 3
= = − , = =

5 51+ 1+
.  
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#
�������
���,  
1 0 0

0

0

i
T

i
3 2

3 4
= 5 5

4 3
5 5

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

  

�  

i
i

i
T T T A i R

i

3 2 31 2 1

4 3
− 5 6 − +

5 5
16 27

= 0 10 − + =
25 25

11 12
0 0 − +

25 25

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

=� ��
����!� �������� ��
�	�� ������ Q R -���
�'���� 

A QR= , !�� Q T T T∗ ∗ ∗
2 1 31 3 2= =  

i

i

i

3 4
0 −

5 5
3 16 12

= − −
5 25 25
4 12 9

− −
5 25 25

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

, 

i
i

i
R i

i

4 3
− 5 6 − +

5 5
16 27

= 0 10 − +
25 25

11 12
0 0 − +

25 25

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

��� ��������� Q R -���
�'���� ������� A   ����?�/ 
����'���� ���'� ��	�
� ������� A  �������� ����'������ � 
����!�
����� ����.  

�
� ;��!� ������� x i i Τ= ( 0, 3 , 4 ) , ������ x = 5  � ��
�-

'�� z Τ= (1, 0, 0 ) ,  

x x z= − =v i i Τ( − 5, 3 , 4 ) .  

>���� ������ ������� ����'���� H E
∗

2

2
= − =

v v

v
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( )
i i

E i i i i
i i

− 5 0 − 15 − 20
2 1

= − 3 − 5 − 3 − 4 = 15 16 − 12
50 25

4 20 − 12 9

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

  

� ��	�
�� �������  
i i

H A i R
i

125 150 − 15 − 20
1

= 0 − 250 − 27 − 16 =
25

0 0 − 11 + 12

� �
� �
� �� �
� �

. 

=� ��
����!� �������� ��
�	��� ������ Q R -���
�'���� 
A QR=   ��������� �������� Q H ∗= .  


����(����. %
� ����!�
���/ ������� T T T A32 31 21 , ��
�-
	����/  ����?�/ ���?����, ����'��� 
��� �� ��������/ 
�������  

i
U i

0 0
= 0 0

0 0 1

� �
� �
� �
� �

,  

�� ����
�����/?�� ������� �������  �������� H A , ��
�-
	�����  ����?�/ ����'����, � ������� U T T T32 31 21  �������  
�������� H .  
 ���
�'����, ���
�!�	��� Q R -���
�'���/, ��'�� ������ 
� �
� ������!�
���� m n( × ) -������ (�.: [3, . 214] � [36]). 
B ;��� 
�	�� ���'���
� Q  ����� ������!�
���� m n( × ) -
��������, � ������� ��
��� ����
�/� ����������������/ 
�����. E���� ���
�'���� ������!�
���� ������� ������/� 
�� qR -���
�'�����. ���������/� � Qr -���
�'���� (�.: [3, 
. 213] � [36]), � ������� ������!�
���� ��
���� ������� R .  
 %
� ������� Q R - �
� qR -���
�'���� ������� A , �� �� 
��
���� ������� Q  
�!�� ������� ����������������/ �-
���� ��������, ��
�	����/ �� ����� ��
���� ������� A . 
E�� ��� Q R - � qR -���
�'���� ��'�� ������ 
���  ����?�/ 
������ ����!���
������ � ������������ ��
���� ������� 
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A , 
���  ����?�/ ����!���
���� (���������) �����������-
���, �� ;�� ����	���, 	�� ������ '� ������� ��'�� ��?��-
�
��� ���������������� ����� ��������.  
 Q R -���
�'���� ������ ���/� +������ ���������� � 	�-

����� ������� 
������� �
!����. &�������, ��� ��
�/�� 
������ Q R -�
!������ (�. 5.4.3) �
� ��	�
���� ��������� 
���	���� �������.  
 %
� ������� Q R -���
�'���� A QR=  ������� A  ���-
�� 
������� ��������� A X b= , �� ���	���
��� ����?���� 
��+���� ;��� �����, ����
��� ��� ������ � ����� 
R X Q b∗=   ����!�
���� �������� R  (�. �. 4.1.6).  
 

2.5. ,���������� �����"���� �����#� 
 

#�?��������� �
� �������	��� (;��������) ������� ��-
����	���!� ���
�'����  ����!���
���� (���������) ����-
D������/?�� �������� �����
��� ��
�	��� �����
���� ���-

�'���� �
� �������
���� m n( × ) -�������. # ;��� ��
�/ 
���'�� ��!� �������, 	�� ������� A A∗  � A A∗  ��
�/�� ��-
�����	���� (;���������) ����������
����� ���������, ��-
��
��� ����
��/�� �����+����  

A A A A A A A A∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗( ) = , ( =)   
�  

x A A x A x Ax A x 2∗ ∗ ∗⋅ ⋅ = ( ) = ≥ 0,   

x A A x A x A x A x
2∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⋅ ⋅ = ( ) ⋅ = ≥ 0   

��� 
/��� ������� x .  
 &�������, 	�� �������	��� (;�������) ������� B  ����-
����� ������#��������, �
� ��� ����
�������� �
���/ 
x B x∗ ≥ 0  ��� 
/��� ������� x ; ������	�� ����� ��� �������� 
����	��� ��
�������
���� ����
����� ��������������� ���-
���� � ������ � ��� ��� ;
������� �� ����
����-

����'�����. �
� ��������
���� ������� A A∗ Τ= .  
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 I���!���	�	��!	� �	�� ����	� A A∗  	 A A∗  �����	-
������ 	 �����	��������.  

&� ���� ��
�, �
� λ  � μ  — �����������	���� 	�
� 
������������ ������ A A∗  � ,A A∗  � u  � v  — ��������� 
������� ;��� ������ �� λ  � μ , �� � �
� �����+���� 
x A A x x A A x∗ ∗ ∗ ∗≥ 0, ≥ 0 , ����
������ ��� 
/��� ������� x , 
� 	������, ��� �������� u  � v , ��
�	���  

u A Au u u u u u u uλ λ λ λ 2∗ ∗ ∗ ∗= = = ( , ) = ≥ 0,  

= = =A A μ μ μ μ 2∗ ∗ ∗ ∗ ( , ) = ≥ 0.v v v v v v v v v  

����
��� u 2 2> 0, > 0v , �� �� ��
�	����� �����-
+���� 
�����, 	�� λ  � μ  ��
�/�� �����	�������	 ����-
�	���������	 	�
���.  

������	�� �����������	���� 	�
� ������� A A∗  	�-
��� σ 2

1 ,  σ 2
2 ,  ...,  nσ 2  � ����� 	�����, 	�� nσ σ σ2 2 2

1 2≥ ≥ ... ≥ , 

iσ ≠ 0  ��� i r= 1, 2, ..., .  

��������  �������	��� (;��������) �������� A A∗  � ��-
�
������ (���������) ���������� Xn ����� ��������������-
��/ ����� ��������� �������� n1 2, , ...,v v v , ������
�'�-

?�� ��������� ���	����� σ 2
1 ,  σ 2

2 ,  ...,  nσ 2 .  

B������ n1 2, , ...,v v v  ����
������/� �����+�����  

���
��� .

�


�

i i i i j
i j

A A
i j

σ∗ 2 1 = ,
= , ( , ) =

0 ≠
v v v v    (1) 

#����� �������� n1 2, , ...,v v v  ���������� ����������  
�������� A  � ��������/ ����!���
���/ ����� �������� 

nA A A1 2, , ...,v v v , ��� ���  
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.i j i j i i jA A A A i jσ∗ 2( , ) = ( , ) = ( , ) = 0, ≠v v v v v v   

����� ��!�, ����
� ������� iAv  ����� iσ , ��� ���  

i i i i i i i i iA A A A A σ σ∗ 2= ( , ) = ( , ) = ( , ) = .v v v v v v v  

��;���� ������ iAv  ��
�	�� �� ��
���!� ������� ��!�� � 

��
��� ��!��, ��!�� iσ ≠ 0 , �. �. ��� i r.= 1, 2, ...,  &���
���� 

������ iAv  ��
���� ��������� �������� ��������� A A∗  �� 

���������� ���	���/ iσ 2 , ��� ���  

i i i i i iA A A A A A A Aσ σ2 2∗ ∗( ) = ( ) = ( ) =v v v v .  
B���� � ��������. #
�������
���, ����
���� �����������-

	���� 	�
� ������ A A∗  � A A∗  ������/�  �	���� �� ����-
����� � �� 	�
� ����� r , � �������� ��
���!� �����������-
	���!� 	�
� ;��� ������ ����� ������������ n r−  � m r− . 
��?�� �����������	���� 	��
 � ������ A A∗  � A A∗  ����� 

min ,s m n= { } .  
L��D����	���� ���	���� sσ σ σ1 2, , ...,  ���������� ������ 

�� ��?�� �����������	���� 	��
 ������ A A∗  � A A∗  ����-
��/� ������	����� (�
� ���
����) ������� ������ A .  

B ���������� nX  ������ �� ���� ����������������/ 

����� n1 2, , ...,v v v  ��������� �������� ���������  �����-

��� A A∗  � ������� ����������������/ ����� ��������  

r r
r

rr

A AA A
u u

A Aσ σ
1 1

1
11

= = , …, = =
v vv v

v v
.  

����
��� ;�� ����� �� ����������������!� ����� � ���-
������� mY  
/���� ��������� r r mu u u+1 + 2, , ..., . �� ������-

��/ ������� mu u u1 2, , ...,  ����
������/� �����+�����  
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���

��� .
=

�


�

i i
i

u i r
A

i r

σ ≤ ,

0 >
v      (2) 

*���'�� ;�� �������� 
��� �� A∗  � �	������, 	�� 

i i iA A σ∗ 2=v v , ��
�	�� �����+����  

���

��� .

�	


	�

i i
i

i r
A u

i r

σ∗ ≤ ,
=

0 >

v
     (3) 

����������������� ����� n1 2, , ...,v v v  � mu u u1 2, , ...,  

��������� nX  � mY , �������� �����+������ (2) � (3), ��-
����/� ������	����� ��������. ��� ;��� ������� 

n1 2, , ...,v v v  ������/� ���
��� ������	����� 
������� 

������ A , � ������� mu u u1 2, , ...,  — �� ��
��� ������	�-
���� 
�������.  

��������, ���/?�� � ���� ������� ������ ��������� 

nX  � mY  ������� A , � ��!�
����� ������ n1 2, , ...,v v v  � 

mu u u1 2, , ...,  ;��� ��������� � �
� ������
���� ������� 

��������� � �����+���� (2) ����� m n( × ) -�������   

r

σ
σ

σ

1

2

0 … 0 … 0
0 … 0 … 0

… … … … … …
Σ = 0 0 … … 0

0 0 … 0 … 0
… … … … … …
0 0 … 0 … 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

.    (4) 

 =� D����
�, ������
���/?�� ���� ��'�� ��������� ��-
��!� � ��!� '� ��������� � ������ ������ (�. 1.12), ��
�	���  

A U V ∗= Σ ,        (5) 
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!�� V  — ����!���
���� (���������) ������� ������� n , ��
�-
���� ������� 
�'�� ��
��� ��������� �������� n1 2, , ...,v v v  

� ������� ����� ���������� nX ; U  — ����!���
���� (���-
������) ������� ������� m , ��
����� ������� ��
�/�� 
��
��� ��������� �������� mu u u1 2, , ...,  � ������� ����� 

���������� mY .  
���
�'���� (5) ������/� ����������� ���
�'����� ���-

���� A . �/��� m n( × ) -������� ��
����� ���!��� ���
�	��-
�� ��!�
������ ���
�'������. C�� 
����� �� ��������!� 
�������
� ��� ��������� �������� n1 2, , ...,v v v  � mu u u1 2, , ..., .  

#��!�
������ ���
�'���/ (5) ��'�� ������� ���  
 rA U V ∗

1 1= Σ ,       (6) 
!��  

r

r

σ

σ

1

Σ =

� �
� �
� �
� �
� �

0

0
�   

— ���������� ������� ������� r , ��
�	�/?��� �� m n( × ) -
������� Σ  ��	���������� n r−  ��
���� ��
���� ����� � 
m r−  ��
���� ���� ����; U 1  — m r( × ) -�������, ����?�� 

�� ������ r  ��
���� ������� ;U  V ∗
1  — r n( × ) -�������, �-

���?�� �� ������ r  ���� ������� V ∗ .  
 ���
�'���� (6) ������/� ������ *����� ������������ 
�����"���� ������� A . B ��!� ������ ������� ����+�� ���-
�����, �, ����� ��!�, � ��� ������� rΣ  — ���������� ������'-
������. B� ;�� ��'�� �������� �?��������, ������� ��� 
�����/������ ��	�
�����.  
 ��� m n<  ��!�
������ ���
�'���/ (5) ���!�� ������ 
������ ������� ���  
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 mA U V ∗
1= Σ ,      (7) 

!�� mΣ  — ���������� ������� m -!� �������, ����'�?��� � 

������ m  ������ � ��
���� ������� Σ ; ������� U  — �� '�, 
	�� � � ���
�'���� (5), � V ∗

1  — m n( × ) -�������, ����?�� �� 

������ m  ���� ������� V ∗ .  
 ��� m n>  ��!�
������ ���
�'���/ (5) ���!�� ���'� ��-
���� ������ ������� ���  

 nA U V ∗
1= Σ ,      (8) 

!�� nΣ  — ���������� �������, ����'�?��� � ������ n  ���-

��� � ��
���� ������� Σ ; ������� U 1  — m n( × ) -�������, 

����?�� �� ������ n  ��
���� ������� U , � ������� V ∗  — 
�� '�, 	�� � � ���
�'���� (5).  
 B �
� ��
�'����!� ��� �������������� ��!�
����!� 
���
�'���� �������
���� m n( × ) -������� A  ���!� r  ��
��-
������� ������'������ 
���/?�!� ������� �������:  

1. ����	�� ����	�" A A∗ ;  
2. ����	 ����!���	�	��!	� �	�� nλ λ1,…,  ����	�� A A∗ . 

0� ���"3�� ��%���	, 	� ����� ���"�������� ��!, ���-
�� ��������	� "���	� n iλ λ λ λ1 2≥ ≥ … ≥ , ≠ 0  ��	 

i r= 1,…, ;  

3. ����	���� ���"����� 	��"������ �	�� i iσ λ= , 

i r= 1, 2,…, , ����	�� A ;  
4. ����	�� m n( × ) -����	�" Σ  �� #���"�� (4);  
5. �����	�� ��������	������"$ 	���" ��������� 

��!����� n1 2, , ...,v v v  ���������  ����	��� A A∗ , 
��	�������%	� ������������ ��������� ������	�� 

nλ λ λ1 2, ,…, ;  
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6. ����	�� ����	�" nV 1 2= ( , , ..., )v v v  	� ������� !���-

�	��� ��!����� n1 2, , ...,v v v . U���	�� V  ������� ����	-
��� �������� �� 	������� ���	� ��!�	���� ("�	�������) 
���������� nX  ! ���	" n1 2, , ...,v v v  ;  

7. �����	�� ��������	������"$ 	���" ��!�����  

r
r

r

AA A
u u u

σ σ σ
1 2

1 2
1 2

= , = ,…, =
vv v

; 

8. ������	�� 	���" ��!����� ru u u1 2, , ...,  �$���	 ��!��-

���	 r r mu u u1 2+ +, , ...,  �� ��������	��������� ���	� 

��!�	���� ("�	�������) ���������� mY ;  
9. ����	�� ����	�" mU u u u1 2= ( , , ..., )  	� ������� !���-

�	��� ��!����� mu u u1 2, , ..., . U���	�� U  ������� ���-
�	��� �������� �� 	������� ���	� ��!�	���� ("�	�����-
��) ���������� mY  ! ���	" mu u u1 2, , ..., ;  

10. ���	��� 	��"������ ��������	� A U V ∗= Σ  ����	�� A .  
0���(����. B �������?�� ���'������ � � �����
� ��-

������� ��!�
����!� ���
�'���� ������� A  ��'�� ��	����� 
���'�  ������� A A∗ , �� ��������� ���	���� mσ σ σ2 2 2

1 2, , ,�  
� �������
���� ����������������� ����� ��������� ���-
����� mu u u1 2, , ...,  ;��� �������.  

E�!�� ���
�!�	�� ����, ��� ����
�� ����� �����������-
������ ����� ��������� ��������  

r
r

r

AA A
u u u

σ σ σ
1 2

1 2
1 2

= , = ,…, =
vv v

 

������� A A∗ , ����� �������� ����������������� ����� 
��������� ��������  
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r
r

r

A uA u A u

σ σ σ

∗∗ ∗
1 2

1 2
1 2

= , = , …, =v v v  

������� A A∗ . ��� ;��� �� ���!�� �����'����� � �����+���� 
������/�� � ���'��� ����.  


����� 1. �������� ��!�
����� ���
�'���� �������  

A

7 1 2
5 5 − 2

=
3 3 6
1 7 2

� �
� �
� �
� �
� �

.  

&�'����. ,������  

A A∗

7 1 2
7 5 3 1 84 48 24

5 5 −2
= 1 5 3 7 ⋅ = 48 84 24

3 3 6
2 −2 6 2 24 24 48

1 7 2

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �

  

����� �����������	���� ���!�	
��  

A A E
λ

λ λ λ λ
λ

∗ 2
84 − 48 24

− ⋅ = 48 84 − 24 = (144 + )( − 36)
24 24 48 −

, 

������� ������!� ��
�/�� λ λ λ1 2 3= 144, = = 36 . ��;���� 
��!�
������ 	�
��� ������� A  ��
�/�� 	�
� 
σ λ11 = = 12 , σ σ2 3= = 36 = 6 .  

#
�������
���, �������  

12 0 0
0 6 0

Σ =
0 0 6
0 0 0

� �
� �
� �
� �
� �

.  

E����� �������� � ��������/ ����������������� ����� 
��������� �������� 
������!� ���������  �������� A*A.  
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��� λ = 144  ����� A A E Xλ∗( − ⋅ ) ⋅ = 0 , �. �. �����  

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

− 60 + 48 + 24 = 0,

48 − 60 + 24 = 0,

24 + 24 − 96 = 0

�
	


	
�

  

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ����-
!� ��+����, �������� (2, 2, 1)T. &������� ;�� ��+����, ��
�-
	�� ������  

Τ
1

1
= ⋅ ( 2, 2,  1)

3
v .  

��� λ = 36  ����� A A E Xλ∗( − ⋅ ) ⋅ = 0 , �. �. �����  

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

48 + 48 + 24 = 0,

48 + 48 + 24 = 0,

24 + 24 + 12 = 0

�
	


	
�

  

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ���� 
��+����, ��������, (2, –1, –2)T � (1, –2, 2)T. C�� ��+���� �'� 
����!���
���. B ��������� 
�	�� �� 
�����
� �� ����!���-

���������. &������� ;�� ��+����, ��
�	�� ��������������-
��/ ����� ��������  

Τ Τ
2 3

1 1
= ⋅ (2, −1, − 2) , = ⋅ (1, − 2, 2)

3 3
v v .  

#������ �������  

V 1 2 3

2 2 1
1

= ( , , ) = ⋅ 2 −1 −2
3 1 −2 2

� �
� �
� �
� �

v v v . 

E����� ������� �������  

A
u

σ
1

1
1

7 1 2 1
2

1 1 15 5 −2 1
= = ⋅ ⋅ ⋅ 2 = ⋅ ,

3 3 6 112 3 21
1 7 2 1

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v
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A
u

σ
2

2
2

7 1 2 1
2

1 1 15 5 −2 1
= = ⋅ ⋅ ⋅ −1 = ⋅ ,

3 3 6 −16 3 2−2
1 7 2 −1

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v
 

A
u

σ
3

3
3

7 1 2 1
1

1 1 15 5 −2 −1
= = ⋅ ⋅ ⋅ −2 = ⋅ .

3 3 6 16 3 22
1 7 2 −1

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v
 

����
��� ����� �������� u u u1 2 3, ,  �� ��������������-

��!� ����� ���
����� ���������� Y 4 , ��������, �������� 

( )u Τ
4

1
= ⋅ 1, −1, −1, 1

2
.  

#������ �������  

U u u u u1 2 3 4

1 1 1 1
1 1 1 −1 −1

= ( , , , ) = ⋅
1 −1 1 −12
1 −1 −1 1

� �
� �
� �
� �
� �

.  

>���+�� ������ ��!�
����� ���
�'����  

� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � � � �
� �� � � �

� � � �

A U V ∗

1 1 1 1 12 0 0
2 2 1

1 1 −1 −1 0 6 01 1
= Σ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 2 −1 −2

1 −1 1 −1 0 0 62 3
1 −2 2

1 −1 −1 1 0 0 0

.  

 %
� ����
�������� ��
����� ��+� ����	�����, �� ��-
+���� ;��!� ������� ��'�� ������� 
���/?�� �������. #�-
����� �������  
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A A∗

7 1 2 54 36 36 18
7 5 3 1

5 5 −2 36 54 18 36
= ⋅ 1 5 3 7 =

3 3 6 36 18 54 36
2 −2 6 2

1 7 2 18 36 36 54

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

.  

%� �����������	���� ���!�	
��  

A A Eλ λ λ λ∗ 2− ⋅ = ( − 144)( − 36)   

����� ����� λ σ 2
1 1

= = 144 , λ λ σ σ2 2
2 3 2 3

= = = = 36 , λ 4 = 0 . 

����
��� min minm n( , ) = (4; 3) = 3 , �� ��!�
������ 	�
��� 

������� A  ��
�/�� 	�
� σ λ11 = = 144 = 12 , 

σ σ2 3= = 36 = 6 . #
�������
���, �������  

12 0 0
0 6 0

Σ =
0 0 6
0 0 0

� �
� �
� �
� �
� �

.  

��� λ 1 = 144  ����� A A E Xλ∗
1( − ) ⋅ = 0 , �. �. �����  

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

− 90 + 36 + 36 + 18 = 0,

36 − 90 + 18 + 36 = 0,

36 + 18 − 90 + 36 = 0,

18 + 36 + 36 − 90 = 0

�
	
	


	
	�

 

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ����-
!� ��+����, �������� Τ(1, 1, 1, 1) . &������� ;�� ��+����, ��-

�	�� ������  

u Τ
1

1= ⋅ (1, 1, 1, 1)2 . 
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��� iλ = 36  ����� iA A E Xλ∗( − ) ⋅ = 0 , �. �. �����  

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

18 + 36 + 36 + 18 = 0,

36 + 18 + 18 + 36 = 0,

36 + 18 + 18 + 36 = 0,

18 + 36 + 36 + 18 = 0

�
	
	


	
	�

 

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ���� 
��+����, �������� Τ(1, 1, −1, −1)  � Τ(1, −1, 1, −1) . C�� ��+�-
��� ����!���
���. B ��������� 
�	�� �� ���+
�� �� ����!�-
��
���������. &������� ;�� ��+����, ��
�	�� �����������-
�����/ ����� ��������  

u uΤ Τ
2 3

1 1
= ⋅ (1, 1, −1, −1) , = ⋅ (1, −1, 1, −1)

2 2
.  

��� λ4 = 0  ����� A A E Xλ∗
4( − ) ⋅ = 0 , �. �. �����  

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

54 + 36 + 36 + 18 = 0,

36 + 54 + 18 + 36 = 0,

36 + 18 + 54 + 36 = 0,

18 + 36 + 36 + 54 = 0

�
	
	


	
	�

 

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ����-
!� ��+����, �������� Τ(1, −1, −1, 1) . &������� ;�� ��+����, 
��
�	�� ������  

u Τ
4

1
= ⋅ (1, −1, −1,  1)

2
.  

=� �������� u u u u1 2 3 4, , , , ��� �� ��
����, ������� �������  

U

1 1 1 1
1 1 1 −1 −1

= ⋅
1 −1 1 −12
1 −1 −1 1

� �
� �
� �
� �
� �

. 
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 E����� ������� �������  

A u

σ

∗
1

1
1

1
7 5 3 1 2

1 1 11
= = ⋅ 1 5 3 7 ⋅ ⋅ = ⋅ 2 ,

112 2 32 −2 6 2 1
1

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �

v  

A u

σ

∗
2

2
2

1
7 5 3 1 2

1 1 11
= = ⋅ 1 5 3 7 ⋅ ⋅ = ⋅ −1 ,

−16 2 32 −2 6 2 −2
−1

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �

v  

A u

σ

∗
3

3
3

1
7 5 3 1 1

1 1 1−1
= = ⋅ 1 5 3 7 ⋅ ⋅ = ⋅ −2 .

16 2 32 −2 6 2 2
−1

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �

v  

F�
� ;��� �������� ����� ���������� ���������� X 3 . 
��;���� �� ���, ��� �� ��
����, ������ �������  

V
2 2 1

1
= ⋅ 2 −1 −2

3 1 −2 2

� �
� �
� �
� �

 

� ����+�� ��!�
����� ���
�'����  
� � � �

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � � � �
� �� � � �

� � � �

A U V ∗

1 1 1 1 12 0 0
2 2 1

1 1 −1 −1 0 6 01 1
= Σ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 2 −1 −2

1 −1 1 −1 0 0 62 3
1 −2 2

1 −1 −1 1 0 0 0

.  


����� 2. �������� ��!�
����� ���
�'���� �������  

A

3 1 1 1
1 3 −1 −1

=
1 −1 3 −1
1 −1 −1 3

� �
� �
� �
� �
� �

.  
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&�'����. ,������  

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

A A∗

3 1 1 1 3 1 1 1 12 4 4 4
1 3 −1 −1 1 3 −1 −1 4 12 −4 −4

= ⋅ =
1 −1 3 −1 1 −1 3 −1 4 −4 12 −4
1 −1 −1 3 1 −1 −1 3 4 −4 −4 12

 

����� �����������	���� ���!�	
��  

⋅A A Eλ λ λ∗ 3− = ( −16) ,  

������� ������!� ��
�/�� λ λ λ1 2 3= = = 16 , λ4 = 0 . ��;��-
�� ��!�
������ 	�
��� ������� A  ��
�/�� 	�
� 
σ σ σ1 2 3= = = 16 = 4 , σ 4 = 0 .  

#
�������
���, �������  
4 0 0 0
0 4 0 0

Σ =
0 0 4 0
0 0 0 0

� �
� �
� �
� �
� �

.  

E����� �������� � ��������/ ����������������� ����� 
��������� �������� 
������!� ���������  �������� A A∗ .  

��� λ = 16  ����� ��������� A A E Xλ∗( − ⋅ ) ⋅ = 0 , �. �. 
�����  

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

− 4 + 4 + 4 + 4 = 0,
4 − 4 − 4 − 4 = 0,

= 0,4 − 4 − 4 − 4

4 − 4 − 4 − 4 = 0

�
	
	


	
	�

 

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ���� 
��+����, ��������, Τ(1, 1, 1, −1) , Τ(1, 1, −1, 1) , Τ(1, −1, 1, 1) . 
C�� ��+���� �'� ������� ����!���
���. B ��������� 
�	�� 
�� 
�����
� �� ����!���
���������. &������� ;�� ��+����, 
��
�	�� ����������������/ ����� ��������  
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Τ Τ
1 2

1 1= ⋅ (1, 1, 1, −1) , = ⋅ (1, 1, −1, 1)2 2v v , 

Τ
3

1= ⋅ (1, −1, 1, 1)2v .  

��� λ = 0  ����� A A E Xλ∗( − ⋅ ) ⋅ = 0 , �. �. �����  
x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

12 + 4 + 4 + 4 = 0,
4 + 12 − 4 − 4 = 0,

= 0,4 − 4 + 12 − 4

4 − 4 − 4 + 12 = 0

�
	
	


	
	�

 

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ����-
!� ��+����, �������� Τ( −1, 1, 1, 1) . &������� ;�� ��+����, 
��
�	�� ������  

Τ
4

1= ⋅ ( −1, 1, 1, 1)2v .  

 #������ �������  

V 1 2 3 4

1 1 1 −1
1 1 −1 11

= ( , , , ) = ⋅
1 −1 1 12

−1 1 1 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

v v v v . 

 E����� ������� �������  

A
u

σ
1

1
1

3 1 1 1 1 1
1 3 −1 −1 1 11 1 1

= = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ,
1 −1 3 −1 1 14 2 2

−1 −1 −1 3 −1 −1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

v
 

A
u

σ
2

2
2

3 1 1 1 1 1
1 3 −1 −1 1 11 1 1

= = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ,
1 −1 3 −1 −1 −14 2 2

−1 −1 −1 3 1 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

v
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A
u

σ
3

3
3

3 1 1 1 1 1
1 3 −1 −1 −1 −11 1 1

= = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ .
1 −1 3 −1 1 14 2 2

−1 −1 −1 3 1 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

v
 

����
��� ����� �������� u u u1 2 3, ,  �� ��������������-

��!� ����� ���
����� ���������� Y 4 , ��������, �������� 

u Τ
4

1= ⋅ ( −1, 1, 1, 1)2 .  

#������ �������  
� �
� �
� �
� �
� �
� �

U u u u u1 2 3 4

1 1 1 −1
1 1 −1 11

= ( , , , ) = ⋅
1 −1 1 12

−1 1 1 1

.  

>���+�� ������ ��!�
����� ���
�'����  

A U V ∗= Σ =  

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

1 1 1 −1 4 0 0 0 1 1 1 −1
1 1 −1 1 0 4 0 0 1 1 −1 11 1

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
1 −1 1 1 0 0 4 0 1 −1 1 12 2

−1 1 1 1 0 0 0 0 −1 1 1 1

.  


����� 3. �������� ��!�
����� ���
�'���� �������  

A i i
i i

2 2
= − 2

− 2

� �
� �
� �
� �

.  

&�'����. #������ �������  

i i
A A i i

i i
i i

∗
2 2

2 2 − 9 0
= − 2 =

2 − 2 0 9
− 2

� �� � � �� � � �� �� � � �� �� �
.  
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$����������	���� ���!�	
��  

A A E
λ

λ λ
λ

∗ 29 − 0
− ⋅ = = ( 9 − )

0 9 −
 

����� ����� λ λ1 2= = 9 . #��!�
������ 	�
��� ������� 

A A∗  ��
�/�� 	�
� σ σ1 2= = 9 = 3 . ��;���� �������  

3 0
Σ = 0 3

0 0

� �
� �
� �
� �

.  

 ��� λ = 9  � ����� A A E Xλ∗( − ⋅ ) ⋅ = 0 , �. �. � �����  

x x
x x

1 2

1 2

0⋅ + 0⋅ = 0 ,

0⋅ + 0⋅ = 0
�


�

  

��� �������� ����������. ��;���� ��� ����� D���������
�-
��/ ����� ��+����, ����?�/ �� ���� ��+����, ��������, 
�� ��+���� Τ Τ

1 2= ( 1, 0 ) , = ( 0,1)v v . ��� ����!���
��� � 
�����������. B ��������� 
�	�� �� ���+
�� �� ���������-
������.  

=� ��
���� ��������� �������� 1 2,v v  ������ �������  

V
1 0

=
0 1

� �
� �
� �

.  

E����� ������� �������  

A
u i i i

i i iσ
1

1
1

2 2 2
1 11

= = − 2 ⋅ = − 2 ,
03 3− 2

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v
 

A
u i i i

i i iσ
2

2
2

2 2 2
1 10

= = − 2 ⋅ = .
13 3− 2 − 2

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v
  



2.5 .  +	��"������  ��������	�  ����	�� 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 171

����
��� ����� �������� u u1 2,  �� ����������������!� 

����� ���������� Y3 . �
� ;��!� ������ ������ 

x x x x Τ
1 2 3= ( , , )  �� �
����  

x u u x

x u u x

∗
1 1

∗
2 2

( , ) = = 0 ,

( , ) = = 0 ,

�


�

 

�. �. �� �
����  

x i x i x

x i x i x
1 2 3

1 2 3

2 + 2 − = 0,

2 − + 2 = 0.

�


�

 

����� �� ��+���� ;��� ����� ��
���� x i Τ= (− , 2, 2) . &��-

����� �!�, ��
�	�� ������ u i Τ
3

1
= (− , 2, 2)

3
.  

=� ��
���� ��������� �������� u u u1 2 3, ,  ������ �������  

i
U i i

i i

2 2 −
1

= −2 2
3 −2 2

� �
� �
� �
� �

 

� ����+�� ������ ��!�
����� ���
�'���� A U V ∗= Σ =  

.
i

i i i i
i i i i

2 2 2 2 − 3 0
1 1 0

= −2 = −2 2 ⋅ 0 3 ⋅
0 13−2 −2 2 0 0

� � � � � �
� �� � � � � � � �� � � � � � � �

� � � � � �
 

&� �������� �������������� ��!�
����!� ���
�'���� 
������� ��
��������� ��������� �������� �����/������ 
�����
�!��. E����������� D���� ���
�������� ���!������� 
���������, ������������� ;��������, — ;�� ���
������ ���-
������� ���!����. �������� ��!�� 
�'��� ���
������ ���-
!���� [16, 39–43].  
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���!�� ���� ���
�������� ���������!� ���!������!� 
�����	���� — ;�� ������ � ������������� ���!������� ����, 
��������
����� �������
����� ��	�
���
����� �����-
��, ��������, ������ MATLAB [44, 45]. "�
�+����� �����-
��� 
������� �
!���� ���
������� � ��� ��� ��������� D���-
���. �������� ����� ��
�/�� ��
�� ���'��������� � 
��
�������
/ �� �������/, ��������,  ���
�������� ���� 
LAPACK, �� ��� �������/� ��������� �
!������	���� ��+�-
��� ��������	���, ��� �	��� ������ ��
�������
�, 	�� ��'�� 
������� �� �����������
����� ���!����� � ����
������ ��-
	�
����.  
 

2.6. 
������� �����"���� �����#� 
 

�/��� 
������� ��������, ������/?�� � ���
������ 
(���������) ����������, ���
�!���� � ������������ �����-
��	��!� (;�������) � ����!���
���!� (��������!�) ����������. 
�
� ������ ;�� ����	���, 	�� 
/��� ���������� ��������
���� 
(����
�����) ������� A  ���
�!���� � ������������  

A S P=        (1) 

�������	��� (;��������) ������� S  � ����!���
���� (���-
������) ������� P . E���� ���
�'���� ������� A  ������/� �� 
��
����� ���
�'�����. B ��
����� ���
�'���� (1) �����-
��	��� (;�������) ����
�/?�� S  ��!�� ������
��� ����-

���	�� � ��������  �������� A A∗ , �. �. ����� ���� ���-
��+����  

S A A∗= .        (2) 

%
� ������� A  ������'������, �� � ����!���
���� (������-
���) ����
�/?�� P  ���'� ������
��� �������	�� � ����� 
���� �����+����  

P S A S A− 1 ∗ − 1= = ( ) .       (3) 

B ��?�� 
�	�� ��
����� ���
�'���� ������� ������ ��
�	��� 
 ����?�/ �� ��!�
����!� ���
�'����. ��������
���, �
� 
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A U V ∗= Σ  — ��!�
����� ���
�'����, �� �!� ��'�� �������-
������ � ���
�'����  

A U U U V∗ ∗= Σ , 

����
��� U U E∗ = . ��
�'��  

S U U P U V∗ ∗= Σ , = ,       (4) 

��
�	�� ��
����� ���
�'���� A S P= , ��� ��� S U U ∗= Σ  — 
�������	��� (;�������) ������� � �
� ����
����� �����-
+���� 

S U U U U U U S∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ( Σ ) = Σ = Σ = ,  

� ������� P U V ∗=  — ����!���
���� (���������) ��� �������-
����� ����!���
���� (���������) ������.  


����� 1. �������� ��
����� ���
�'���� ������:  

�) 
i

A
i

8 15
=

15 8
� �
� �
� �

;   �) A
3 3

=
4 4

� �
� �
� �

.  

&�'����. �) �
� ������'������ �������  

i
A

i
8 15

=
15 8

� �
� �
� �

  

�������  

i i
A A

i i
∗ 8 15 8 −15 289 0

= =
15 8 −15 8 0 289

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �

.  

��;���� �� D����
�� (2) � (3) ��
�	���  

S A A∗ 17 0
= =

0 17
� �
� �
� �

, 

i i
P S A

i i
− 1 1 0 8 15 8 151 1

= = =
0 1 15 8 15 817 17

� �� � � �
� � � �� �� � � �� �

,  


�������
���, ������ ���
�'����� ��
���� ���
�'����  
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i
A S P

i
17 0 8 151

= =
0 17 15 817

� � � �⋅ ⋅ � �� � � �� �
.  

�) ����
��� �������  

A
3 3

=
4 4

� �
� �
� �

 

����'������, �� ��	�
� �
� ��� ������� ��!�
����� ���
�-
'����. ,������  

A A∗ 3 4 3 3 25 25
= =

3 4 4 4 25 25
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �

 

����� �����������	���� ���!�	
��  

A A w
λ

λ λ λ
λ

∗ 225 − 25
− = = − 50

25 25 −
,  

������� ������!� ��
�/�� 	�
� λ λ1 2= 50, = 0 . ��;���� 

σ λ1 1= = 5 2 , σ λ2 2= = 0  � �������  

5 2 0
Σ =

0 0
� �
� �
� �

.  

 ��� λ = 50  ����� A A w Xλ∗( − ) = 0 , �. �. �����  

x x

x x
1 2

1 2

− 25 ⋅ + 25 ⋅ = 0 ,

25 ⋅ − 25 ⋅ = 0
�


�

  

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ����-
!� ��+����, ��������, �� ��+���� b Τ

1 = ( 1,1) . &������� �!�, 

��
�	�� e Τ
1

1
= ( 1,1)

2
.  

 ��� λ = 0  ���
�!�	��� ������� ������ ������ 

e Τ
2

1
= ( 1, −1)

2
. =� ��
���� ��������� �������� e1  � e 2  

������ �������  
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V
1 11

=
2 1 −1
� �
� �
� �

.  

��
�� ������� ������  

f A eσ1 1
1

� � � � � �1
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

3 3 1 31 1 1
= = ⋅ = 55 2 24 4 1 4

 

� ����
��� �!� �� ����������������!� ����� � E 2 , ��������, 

�������� f Τ
2

1= ( 4, − 3)5 .  

=� ��
���� ��������� �������� f1  � f 2  ������ �������  

U
1
5

3 4
=

4 − 3
� �
� �
� �

  

� ����+�� ������ ��!�
����� ���
�'����  

A U V ∗ 21 1
⋅ ⋅

5 2
3 4 5 0 1 1

= Σ = .
4 − 3 0 0 1 −1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

  

E����� �� D����
�� (4) ��	�
�� ������� S U U ∗= Σ =  

2 21 1
⋅ ⋅

5 5 5
3 4 5 0 3 4 9 12

= = ,
4 − 3 0 0 4 − 3 12 16

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

 

P UV ∗ 1 1 1
⋅

5 2 5 2
3 4 1 1 7 −1

= = =
4 − 3 1 −1 1 7

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

  

� ����+�� ������ ��
����� ���
�'����  

A S P
2 1

⋅
5 5 2

9 12 7 −1
= =

12 16 1 7
� � � �
� � � �
� � � �

.  

 &�����  ��
����� ���
�'����� A S P=  �������/� ���'� 
� ��
����� ���
�'����  

A P S1 1= ,        (5) 
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� ������� ������ ���'���
� S 1  ��
���� �������	��� (;���-

�����) ��������, � 
���� ���'���
� P1  — ����!���
���� (���-

������) ��������. ��
����� ���
�'���� ���� (5) ��'�� ���� 
��
�	��� �� ��
����!� ���
�'���� (1) ����'����� ������� 

A∗ . ��������
���, �
� A S P∗ = , ��  

A S P P S P S∗ ∗ ∗
1 1= ( ) = =  

��� P P ∗
1 =  � S S ∗

1 = .  
E���� ���
�'���� ��'�� ��
�	��� ���'�  ����?�/ ��!�-


����!� ���
�'���� A U V ∗= Σ , ��������� �!� � ����  
A U V U V V V∗ ∗ ∗ )= Σ = ( )( Σ  

� ��
�'��  
P U V1

∗= ,  S V V1
∗= Σ .      (6) 

��� ;���  

S V V V V V U U V A A1
∗ 2 ∗ ∗ ∗ ∗= Σ = Σ = ( Σ )( Σ ) = . 

 ��
����� ���
�'���� ��'�� ����?��� �� �������
���� �� 
�������
��� ���������� �������. �/��/ m n( × ) -������� A  
��'�� ���������� � ���� A S P=  � � ���� A P S1 1= , !�� S  � 

S1  — �������	��� (;�������) ������� �������� m  � n , � P  

� P1  — ����?����� ����!���
���� (���������) m n( × ) -
�������, � ������� ��� m n<  ��������������� �����, � ��� 
m n>  ��������������� ��
���. C�� ������
��� ��������� 
P P E∗ = , P P E∗

1 1 =  ��� m n<  � ��������� P P E∗ = , 

P P E∗
1 1 =  ��� m n> . *�������� ��
����� ���
�'���� ��'�� 

��
�	���  ����?�/ ��!�
����!� ���
�'���� (�. 2.5), ����-
����!� � ���� mA U V ∗

1= Σ  �
� � ���� nA U V ∗
1= Σ .  
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 ����, ��������, m n< . E�!�� ������� A  ����� ���
�'���� 

mA U V ∗
1= Σ . ����������� ;�� ���
�'���� � ���
�'����  

mA U U UV∗ ∗
1= ( Σ ) ⋅ ( )  

 � ��
�'��  

mS U U ∗= Σ ,  P UV ∗
1= .      (7) 

E�!�� ��
�	�� ���
�'���� A S P= , � ������� S  — �����-
��	��� (;�������), � P  — ����?����� ����!���
���� (������-
���) �������, ����
������/?�� �����+�����   

P P U V V U U E U E∗
1 1

∗ ∗ ∗= = = . 

L��
�!�	�� ��
�	���� ���
�'���� A P S1 1= , !��  

P U V ∗
1 1= ,  mS V V ∗

1 1 1= Σ .     (8) 

�
� ������ S  � S1  ��������� ����  �������� A :  

m m m mS U U U U U V V U A A∗ 2 ∗ ∗ ∗ ∗
1 1= Σ = Σ = ( Σ )( Σ ) = ,  

m m m mS V V V V V U U V A A∗ 2 ∗ ∗ ∗ ∗
1 1 1 1 1 1 1= Σ = Σ = ( Σ )( Σ ) = .  

 ��� m n>  ���
������ ��!�
����� ���
�'���� 

nA U V ∗
1= Σ . # ����?�/ ;��!� ���
�'���� ���
�!�	��� ����-

��� ��
�	�/� ��
����� ���
�'���� A S P=  � A P S1 1= , � ��-
�����  

nS U U ∗
1 1= Σ , P U V ∗

1= ,     (9) 

nS V V ∗
1 = Σ ,  P U V ∗

1 1= .     (10) 


����� 2. �������� ��
����� ���
�'���� A S P=  �
� 
�������  

A

7 1 2
5 5 − 2

=
3 3 6
1 7 2

� �
� �
� �
� �� �
� �

.  
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 &�'����. �
� ������� A  ��!�
����� ���
�'����, ��
�-
	����� � ������� 1 ����!��D� 2.5, ����+�� � ����  

nA U V ∗
1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

1 1 1
12 0 0 2 2 1

1 1 −11 1
= Σ = 0 6 0 ⋅ 2 −1 − 22 31 −1 1

0 0 6 1 − 2 2
1 −1 −1

� �
� �
� �
� �� �
� �

. 

��
�� �� D����
�� (9) ������ ������� nS U U ∗
1 1= Σ =  

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

1 1 1 6 3 3 0
12 0 0 1 1 1 1

1 1 −1 3 6 0 31 1
= 0 6 0 1 1 −1 −1 =

2 21 −1 1 3 0 6 3
0 0 6 1 −1 1 −1

1 −1 −1 0 3 3 6

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

, 

P U V ∗
1

� �
� �
� �
� �
� �

1 1 1 5 −1 1
2 2 1

1 1 −1 3 3 − 31 1 1
= = 2 −1 − 2 =

2 3 61 −1 1 1 1 5
1 − 2 2

1 −1 −1 −1 5 1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

. 

E����� ����+�� ������ ��
����� ���
�'����  

A S P

6 3 3 0 5 −1 1
3 6 0 3 3 3 − 31

= = ⋅
63 0 6 3 1 1 5

0 3 3 6 −1 5 1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

.  

 
2.7. Q R S -�����"���� �����#� 

 
 &� �������� 	��� ��������� ����?��� �������� �������, 
���
���� �
� ;��!� ����!���
���� (���������) �������. ��� 
;��� 
/��� �������������� �������  ����?�/ ����'���� �� 
����� � 
��� �� ����!���
���� (���������) ������� �������� 
� Q R S -���
�'����� ������� �������.  
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 ��������
���, �
� ������!��� ������� A  ����'���/ 

��� �� ����!���
���� (���������) ������� kH H H1 2, ,…,  � 

����� �� ����!���
���� (���������) ������� lU U U1 2, ,…, , �� 
��
�	�� �����+����  

k lH H H AU U U R2 1 1 2… , ,…, =   

 ����
�����/?�� �������� R  ��'��!� ����.  
 =� ;��!� �����+���� ��
�	��� Q R S -���
�'����  

A Q R S= ,  

!�� ��
�'���  

k k kQ H H H H H H H− 1 − 1 − 1 − 1
− 1 2 1 21= ( … ) = … ,  

l l lS U U U U U U U− 1 − 1 − 1 − 1 − 1
1 2 − 1 2 1= ( , ,…, ) = … .  

E���� ���
�'���� ������ ������/� �� �������������� ���-
��"������. ���	�� �������, 	���� ������� R  � ����� ���-

�'���� ���
� ��
�� ������ ���, 	�� ������� �������. &�-
������, ������ '�
���
����, 	���� ������� R  ��
� ����!�
�-
���, ��	�� ����!�
����, ���!���
����, ����- �
� �������!�-
��
����.  
 
�����. �������� Q R S -���
�'���� �������  

A

6 5 12

= 3 2 8

4 9 7

� �
� �
� �
� �
� �

  

 �������!���
���� �������� R .  
 &�'����. #��	�
� ������� A  ����'������ �������� � 
�������!���
���� D����. F���� ����
��� ;
����� � ������� 
( 3,1) , ������� ������ x Τ= (3, 4) , ��
�'�� xx Τ′ = ( − , 0) =  

Τ= ( − 5, 0) , −x x Τ′= = ( 8, 4 )v  � ������� �������  

H E
Τ

21

� �
� �� �
� �

82 1 0 − 3 − 41 1
= − = − ( 8 4 ) =40 540 1 − 4 3

� � � �
� � � �
� � � �v

vv
.  
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B
�'�� ������� H 1  � ������ ��'��� �!�
 �����	��� ���-

���� ������!� �������, �. �. ������ �������  

U 1

� �
� �
� �
� �
� �

5 0 0
1

= 0 − 3 − 4
5

0 − 4 3
 

� ��	�
�� �������   

A U A1 1

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � � � �� � � � � �

30 25 605 0 0 6 5 12
1 1

= = 0 − 3 − 4 3 2 8 = − 25 − 42 − 52
5 5

0 − 4 3 4 9 7 0 19 −11
. 

F���� � ������� A1  ����
��� ;
����� � ������� (1, 3) , ����-

��� ������ x Τ= ( 25, 60 ) , ��
�'�� xx Τ Τ′ = ( , 0) = (65, 0) , 

x x Τ′= − = ( − 40, 60 )v  � ������� ������� H 2 =  

E
Τ

2

� �
� �
� �

2 − 401 0 5 121 1
= − = − ( − 40 60) =

2600 13600 1 12 − 5
� � � �
� � � �
� � � �v

vv
.  

B
�'�� ������� H 2  � ������ ��'��� �!�
 �����	��� �����-

�� ������!� �������, �. �. ������ �������  

U 2

� �
� �
� �
� �
� �

13 0 0
1

= 0 5 12
13

0 12 − 5
 

� ��	�
�� �������  

=A U U AU1 2 1 2

� � � �
� � � �

⋅� � � �
� � � �
� � � �

30 25 60 13 0 0
1 1

= − 25 − 42 − 52 0 5 12 =
5 13

0 19 −11 0 12 − 5
 

R
� �
� �
� �
� �
� �

390 845 0
1

= − 325 − 834 − 244 =
65

0 − 37 283
.  

,������ R  �'� ��'��!� ���� — �������!���
����.  
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 =� ��
����!� �������� ��
�	��� ������ Q R S -
���
�'���� A QRS= =  

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

5 0 0 390 845 0 13 0 0
1 1 1= 0 − 3 − 4 ⋅ − 325 − 834 − 244 ⋅ 0 5 125 65 13

0 − 4 3 0 − 37 283 0 12 − 5
 

 ����!���
����� ��������� Q U − 1
1= , S U − 1

2=  � �������!�-

��
���� �������� R .  
 F������ 
�	���� Q R S -���
�'���� ��
�/�� ������	�-
��� ���
�'����  ����!���
����� (����������) ����D����-
��/?��� ���������, QR - � ��!�
����� ���
�'���� ������. 
Q R S -���
�'���� ������� +������ ���������� � ������ � ��-
	�
���
���� ��������.  
 
 

=
&�L���	/ 
 

=���"����� 1. �������� LU - � L DU 1 -���
�'���� 
���/-

?�� ������:  
 

     1)                                   2)                                3) 

   A
� �
� �
� �
� �
� �

4 8 4
= 12 25 14

20 42 33
 ;   A

� �
� �
� �
� �
� �

2 4 6
= 6 14 22

4 10 19
 ;   A

� �
� �
� �
� �
� �

3 3 6
= 6 8 16

6 12 28
.  

=���"����� 2. �������� U DUΤ
1 1 - � V VΤ -���
�'���� 
�-

��/?�� �������	��� ������:  
 

    1)                                  2)                                  3) 

 A
� �
� �
� �
� �
� �

4 12 8
= 12 45 42

8 42 53
 ;   A

� �
� �
� �
� �
� �

16 16 32
= 16 25 41

32 41 77
 ;   A

� �
� �
� �
� �
� �

9 9 18
= 9 13 22

18 22 56
.  
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=���"����� 3. �������� ��
����� ���
�'���� 
���/?�� 
������:  
   1)                                    2)                                  3)  

   A

1 2 1 3
2 3 1 5

= 1 8 2 4
3 6 2 9
1 5 4 6

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

;   A

1 1 3 2
1 2 4 1

= 1 3 5 0
1 1 3 2
1 2 4 1

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

;   A

1 2 3 1
2 1 3 5

= 1 2 3 1
2 1 3 5
1 2 3 1

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

;  

   4)                                    5)                                    6)                
i i
i i

i i i

� �
� �
� �
� �
� �

1 3+ 5+
2 1+ 1+3

1− − 2−3
;    

i i
i i i

� �
� �
� �
� �
� �

1 2+ 3−2
1+ 1− 5+9

1 3 1
;    

i i
i i i
i i i

� �
� �
� �
� �
� �

1 1+ 3+
− 3− 3−3

1− 1+
.  

 

=���"����� 4. �������� ������	���� ���
�'���� �, ��
���-
�� ���, ��	�
��� ���/ ������ � ������ ���������� �� 
�-
��/?�� ������:  
    1)                              2)                                  3)  

A
� �7 − 6 6
� �18 − 17 18� �
� �15 − 15 16� �

= ; A
� �17 − 80 − 48
� �− 8 41 24� �
� �16 − 80 − 47� �

= ; A
� �− 5 18 9
� �− 9 22 9� �
� �12 − 24 − 8� �

= . 

 

=���"����� 5. �������� ������	���� ���
�'����  ����!�-
��
����� ����D������/?��� ��������� �
� 
���/?�� 
�������	��� ������:  

1)                                  2)                                3) 

A
� �
� �
� �
� �
� �

2 − 2 −1
= − 2 5 2

−1 2 2
 ; A

� �
� �
� �
� �
� �

0 2 5
= 2 − 3 − 2

5 − 2 0
 ; A

� �
� �
� �
� �
� �

11 2 − 8
= 2 2 10

− 8 10 − 5
;  

 

4)                                  5)                                6) 

A
� �
� �
� �
� �
� �

2 2 − 2
= 2 5 − 4

− 2 − 4 5
 ; A

� �
� �
� �
� �
� �

3 − 3 −1
= − 3 3 1

−1 1 7
 ; A

� �
� �
� �
� �
� �

1 2 0
= 2 0 − 2

0 − 2 −1
.  
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=���"����� 6. �������� ������	���� ���
�'����  ������-
���� ����D������/?��� ��������� �
� 
���/?�� ������:  
 

1)                                  2)                                3) 
i

A i
� �
� �
� �
� �
� �

3 − 0
= 3 0

0 0 4
 ; 

i
A i

� �
� �
� �
� �
� �

0 0
= − 0 0

0 0 4
 ; 

i
A i

� �
� �
� �
� �
� �

3 2 + 2 0
= 2 − 2 1 0

0 0 4
. 

 

=���"����� 7. *������� � ���, 	�� 
���/?�� ������� ��-

�/�� �����
�����, � �������� �
� ��� ������	���� ���
�-
'����  ���������� ����D������/?��� ���������:  
 

1)                                 2)                                 3)  

=
i

A
i
3

3
� �
� �
� �

 ;    A
� �
� �
� �
� �
� �

0 2 1
= − 2 0 − 2

−1 2 0
 ;    =

i
A i

i

� �
� �
� �
� �
� �

2 − −1 0
−1 1− 1

0 1 2 −
. 

 

=���"����� 8. �������� QR -���
�'���� 
���/?�� ������:  
 

1)                                   2)                                 3) 

A
� �
� �
� �
� �
� �

1 1 −1
= 2 5 − 2

2 8 7
 ; A

� �
� �
� �
� �
� �

2 − 2 7
= 4 2 −1

4 8 11
 ; A

� �
� �
� �
� �
� �

3 −1 4
= 6 1 −1

6 4 8
 ; 

 

4)                                   5)                                    6)                     
i i

A i i
i i

� �
� �
� �
� �
� �

1 −
= 2

− − 3
 ;     =

i i
A i i

i i

� �
� �
� �
� �
� �

3 −
− 2

− 3
 ;    A

� �
� �
� �
� �
� �

1 −1 1
= 1 1 −1

1 1 1
. 

 
 

=���"����� 9. �������� qR -���
�'���� 
���/?�� ������:  
 

1)                           2)                                   3) 

A

1 3 4
1 3 2

=
1 −1 2
1 −1 0

� �
� �
� �
� �
� �

; A

2 3 4
− 2 1 − 2

=
− 2 − 3 − 2

2 −1 0

� �
� �
� �
� �
� �

; A

2 5 7
− 2 −1 −1

=
− 2 − 5 − 3

2 1 5

� �
� �
� �
� �
� �

. 
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=���"����� 10. �������� ��!�
����� ���
�'���� 
���/-
?�� ������:  
 

    1)                              2)                                 3) 

A A A; ; .

9 3 3 9 0 0 1 0 0
7 1 −1 9 4 − 4 0 1 0

= = =
5 5 7 1 4 8 0 0 1
3 9 3 −1 8 4 1 1 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

 

 
=���"����� 11. �������� ��
����� ���
�'���� 
���/?�� 
������:  
 

      1)                              2)                                 3) 
i

A A A
i

; ; .
12 − 5 3 − 3 8 15

= = =
5 12 − 4 4 15 8

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �  

 
=���"����� 12. �������� Q R S -���
�'����  �������!�-
��
����� ��������� R  �
� 
���/?�� ������:  
 

      1)                           2)                               3) 

A
� �
� �
� �
� �
� �

1 6 8
= 3 4 5

4 5 6
 ;   A

� �
� �
� �
� �
� �

1 3 4
= 5 1 1

12 1 1
 ;    A

� �
� �
� �
� �
� �

1 8 15
= 3 1 1

4 1 2
; 

 

      4)                           5)                               6) 

A
� �
� �
� �
� �
� �

2 3 4
= 1 2 1

3 2 2
 ;   A

� �
� �
� �
� �
� �

2 1 4
= 3 1 2

4 2 1
 ;    A

� �
� �
� �
� �
� �

1 2 5
= 3 1 4

5 2 1
. 
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����� 3 
�)&�N��	� 
&/J�=���K�-G J�>&	M  

 
%
� A  — ���������� ������'������ �������, �� �
� ��� 

�?������ �������� ������� A − 1 . %
� '� A  — �� �������-
���, � ������!�
���� m n( × ) -������� m n( ≠ )  �
� ����������, 
�� ����'������ �������, �� ��� �� ����� �������� ������� � 
����
 A − 1  �� ����� ��
�. B �� '� �����, ��� ����� �������� 
��
��, �
� �������
���� ������!�
���� ������� A  �?������ 
������������� ������� A + , ������� ��
����� ���������� 
�������� �������� ������� � ����� ��'��� ���������� ��� 
��+���� ���� 
������� �
!�����	���� ���������. B 
�	��, 
�
� A  — ���������� ������'������ �������, ������������� 
������� A +  ��������  �������� �������� A − 1 .  

����������.  U���	�� A +  ������� n m( × )  ��������� 
������������� ! �����	������� 	�	 !�����!��� m n( × ) -
����	�� A , ��	 �������$�� �����3��	�  

A A A A A U A A V+ + ∗ ∗= , = = ,   (1) 
��� U  	 V  — ��!������ ����	��.  
 �������� A U A+ ∗=  ����	���, 	�� ����� ������� A +  ��-

�/�� 
�������� ������������ ���� ������� A∗ . L��
�-
!�	�� �������� A A V+ ∗=  ����	���, 	�� ��
��� ������� A +  
��
�/�� 
�������� ������������ ��
���� ������� A∗ .  

>������ 1.  ��� �$��� m n( × ) -����	�� A  "%���"��, 	 
��	��� ��	��������, ������������� ����	�� A + .  
 ;�	 ���� ����	�� A  ��������  !��	������ �� ����-
��� (����	�� A  	���� ��!	������� ��������� ����), ��  

A A A A+ ∗ − 1 ∗= ( ) ⋅ .      (2) 
 ;�	 ���� ����	�� A  ��������  !��	������ �� ���! 
(����	�� A  	���� ��!	������� ������� ����), ��  

A A A A+ ∗ ∗ − 1= ⋅ ( ) .      (3) 
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 ' ��%�� �"���, ��	 ����	�� A  	���� !������� �����-
���	� A B C= , ��  

A C B C C C B B B+ + + − 1 − 1∗ ∗ ∗ ∗= = ⋅ ( ⋅ ) ( ⋅ ) .   (4) 
+�!����������� ������������ ������� A + .  

 ���� A+
1  � A+

2  — ��� �������, ��
�/?��� ����������-
���� � ������� A . E�!�� � �
� ������
���� ������������� 
�������  

A A A A A U A A V+ +
1 1 1 1

∗ ∗= , = = ,  

A A A A A U A A V+ +
2 2 2 2 

∗ ∗= , = = .  
B����� ������	����  

D A A U U U V V V+ +
1 2 1 2 1 2,= − = − , = − .  

E�!��  
A D A A A A A A A A A A A A A+ + + +

1 2 1 2= ⋅( − ) ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = − = 0,  

D A A U A U A U U A U A+ +
1 2 1 2 1 2

∗ ∗ ∗ ∗= − = ⋅ − ⋅ = ( − ) ⋅ = ⋅ ,  

D A A A V A V A V V A V+ +
1 2 1 2 1 2

∗ ∗ ∗ ∗= − = ⋅ − ⋅ = ⋅ ( − ) = ⋅ .  

��/�� 
�����, 	�� D A D A∗( ) ( ) =   
A D D A A A V D A A V AD A A V∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = ( ) = = 0 = 0,

 

 
�. �. ������� :���� ����� ��
���� ������� D A  ����� ��
/. 
C�� ������
��� �����'����/, 	�� � DA = 0 . F���� � ;��� 
��������, ������	�� ��
��� ������� D A  	���� nu u u1 2, ,…, . 
E�!�� ����	���, 	�� ;
�������� ������� :����  

( )n

n

u
u

DA DA u u u

u

∗
1
∗
2∗

1 2

∗

( ) ( ) = …

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

�
 

��
�/�� ��
����� ������������ j j kku u u u∗ = ( , ) , � ��'��� �� 

���, � �
� �����+���� DA DA∗( ) ( ) = 0 , ����� ��
/. B 	��-
����, �
� ���!���
���� ;
������� ;��� ������� ����� 
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j j j jju u u u u j n
2∗ = ( , ) = = 0, = 1, 2,…, .  

C�� ����	���, 	�� �� ��
��� ������� D A  ��
����. ��;���� 
� ������� D A = 0 . E����� ���	����� ������� :���� ����� 
��
���� ������� D ∗ :  

DD D U A D AU U∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ⋅ ( ⋅ ) = = 0 ⋅ = 0.   

��;����, ��� � ��� ��������
���� �������� D A = 0 , ���'��-
��� � ���, 	�� ������� D ∗ = 0 . #
�������
���, � ������� 

1 2 0D A A+ += − = . ,� ���+
� � ������, 	�� ������� A+
1  � A+

2  
������/�. C��� �����+��� ��������
���� ������������ 
������������� ������� A +  � ������� A .  

+�!����������� �?��������� ������� A + . 
 ��������
���� �?��������� ������������� ������� 
������ � �������� �����+���� (1), �. �. �����+����  

+ +A A A A A U A A V∗ ∗⋅ ⋅ = , = ⋅ = ⋅ , 
� ������
�'����, 	�� ������� A +  ��	�
��� � ��������� �� 
���!� �� ����� �� D����
 (2), (3), (4).  
 ���� ������� A  ����� ������
���� ��
������ ���!. 
B ;��� 
�	�� ��
��� ������� A  
������ ���������, � ���-
���� :���� A A∗  ����� ��
���� ������� A  ��
���� ����-
��'������. ��
�'�� +A A A A∗ −1 ∗= ( )  � �������� ����
����� 
�����+���� (1). =���� 

+A A A A A A A A A E A∗ −1 ∗= ( ) = = , 

�������� +A U A∗= ⋅  ����
����� ��� U A A∗ −1= ( ) , � �����-
��� +A A V∗= ⋅  ����
����� ��� V A A A A∗ − 2 ∗= ⋅ ( ) ⋅ . #
���-
����
���, ������� +A A A A∗ −1 ∗= ( )  ��
���� ������������� 
�
� ������� A  ������
���!� ��
�����!� ���!�.  
 L��
�!�	��� ������� ��'�� �������� � ���, 	�� �
� ���-
���� A  ������
���!� ���	��!� ���!� ������� 

+A A A A∗ ∗ −1= ( )  ��
���� �������������.  
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 �������� �������
���/ ������� A  � ��
����� ���
�-
'����� A B C= . ��
�'��  

+ + +A C B C C C B B B∗ ∗ −1 ∗ −1 ∗= = ⋅ ( ) ( ) . 
E�!��  

A A A B C C C C B B B B C

B C C C C B B B B C B C A

∗ ∗ −1 ∗ −1 ∗

∗ ∗ −1 ∗ −1 ∗

= ( ) ( ( ) ( ) ) ( ) =

= ( ) ( ) ( ) ( ) = = ,⋅

+

  

�������� +A U A∗= ⋅  ����
����� ���  
U C C C B B C C C∗ ∗ −1 ∗ −1 ∗ −1= ( ) ( ) ( ) ,  

� �������� +A A V∗= ⋅  — ���  
V B B B C C B B B∗ −1 ∗ −1 ∗ −1 ∗= ( ) ( ) ( ) .  

��;���� ��������� ������� A +  ��
���� ������������� � ���-
���� A . E������ ��������.  

,�������.  �
� ���������� ������'������ ������� A  
������������� ������� A +  ��������  �������� A−1 .  

+�!�����������.  B ;��� 
�	�� �
� ��	�
���� �������-
������ ������� ��'�� ����
�������� 
/��� �� D����
 (2) 
�
� (3). *	������, 	�� ������� A  � A∗  ���/� �������� ���-
����, �� D����
� (2) ��
�	���  

.+A A A A A A A A∗ −1 ∗ −1 ∗ −1 ∗ −1= ( ) = ( ) =  

����� 1. ;�	 m n( × ) -����	�� A  	���� QRS -�������-
�	� A Q R S=   �������������	 ("�	������	) ����	���	 
Q S,  	 ��!������ ����	��� R , ��  

+ +A S R Q∗ ∗= .      (5) 
+�!�����������. �� ������
���/ ������������� ������� 

�����  
+ +R R R R R U R R V1 1

∗ ∗= , = = .  

�������� ����
����� ���
�!�	��� �����+���� �
� ������� 
A Q R S=  � ������
�'����, 	�� + +A S R Q∗ ∗= . *	������ ��-
������ +R R R R= ,  Q Q E∗ = , S S E∗ = , ��
�	���  



����� ������ .  ����%��	�  �����"������� ����	� 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 189

A A A QRS S R Q QRS

Q R S S R Q Q R S Q R R R S QRS A.

∗ ∗

∗ ∗

= ( ) ⋅ ( ) ⋅ ( ) =

= ( ) ( ) = = =

+ +

+ +
 

��
��,  
+ +A S R Q S U R Q S U S S R Q1 1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = ( ) ( ) =   

S U S Q R S U A1
∗ ∗ ∗= ( ) ( ) = ,  

!�� U S U S1
∗= , �  

+ +A S R Q S R V Q S R Q Q V Q1 1
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = ( ) ( ) =  

QRS Q V Q A V1
∗ ∗ ∗= ( ) ( ) = ,   

!�� V Q V Q1
∗= . E�� ��� �
� ������� + +A S R Q∗ ∗=  ����
��-

/�� �� �
���� ������
���� ������������� ������� � ���-
���� A Q R S= , �� �����'����� 
���� ��������.  

����� 2. ��� ����	��  

r

R

λ

λ

λ

1

2

=

0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

  

������������� ������� ����	��  

r

R

λ

λ

λ

− 1
1

− 1
2

+

− 1

=
0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

.  
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 +�!����������� ����� � �������� ����
����� �����-
+���� (1) + =R R R  

r rr

λ λλ

λ λλ

− 1
1 11

− 1= =

0 00

0 00
0 00

� ��

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �� � � �� �� � � �� �

 

r

R

λ

λ

λ

1

2

1
1

= = .
1

00

0 0
0 0

� �

� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �

� � � �� � � �

 

��
��  

r

R

λ

λ

λ

− 1
1

− 1
2

+

− 1

= =
0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

 

rr r

U R

λ λ λ

λ λ λ

λλ λ

1 1

2 2

−1
1

−1
2

∗

−1

( )

( )

= = ,

( )

0 0

00
00

��

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

� �� �
 



����� ������ .  ����%��	�  �����"������� ����	� 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 191

!��  

r r

U

λ λ

λ λ

λ λ

1

2

−1
1

−1
2

−1

( )

( )

=

( )

0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

L��
�!�	��  

r

R

λ

λ

λ

− 1
1

− 1
2

+

− 1

= =
0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

 

r r r

R V

λ λλ

λ λ λ

λ λ λ

11

2 2

−1
1

−1
2

∗

−1

( )

( )

= = ,

( )

0 0

0 0
0 0

� �

� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �

� � � �
 

!��  

r r

V

λ λ

λ λ

λ λ

1

2

−1
1

−1
2

−1

( )

( )

=

( )

0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

%
� ��������, 	�� �
� ������� R  ��
����� ���
�'����� 
��
���� ���
�'���� R B C=   ���'���
���  



����� ������ .  ����%��	�  �����"������� ����	�  
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 192

rB C

λ

λ

λ

1

2

0 … 0

0 … 0
1 0 … 0 0 … … 0

… … … …
0 1 … 0 0 … … 0

= , =0 0 …
… … … … … … … …

0 … … 0 0 0 … 1 0 … … 0
… … … …
0 … … 0

� �
� �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� �� � � �
� �
� �
� �

,  

�� ��������
���� 
���� 2 
�!�� ������� �������������� 
��	�
����� ������� +R  �� D����
� (4).  

=� ���������� 
��� �������� 
���/?�� �����'�����.  
>������ 2.  ;�	 ∗= ΣA U V  — 	��"������ ��������	� 

m n( × ) -����	�� A   m n( × ) -����	���  

r

σ

σ

σ

1

2

Σ = ,

0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

 

��  
+ + ∗= ΣA V U ,       (6) 

��� n m( × ) -����	��  

r

σ

σ

σ

−1
1

−1
2

−1

+Σ =
0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

.  
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;�	 −1= ΛA P P  — !����	��!�� ��������	� ����	�� A   
������������� ("�	������) ����	��� P , � !������  

r

λ

λ

λ

1

2

Λ =

0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

,  

��  
+ + −1= ΛA P P ,      (7) 

���  
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

�

− 1
1

− 1
2

+

− 1

Λ =
0

0
0

r

λ

λ

λ

.  

 C�� ������� � D����
� (2)–(4) ��/� ������� ���� ��	�-

���� ������������� �������.  


����� 1. &���� ������������/ ������� A +  �
� �������  

A

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

1 2 −1
2 1 4

=
1 3 − 3
1 1 1

.  

&�'����. �
� ������� A  � ������� 1 ����!��D� 2.2 ��-
������ ��
����� ���
�'����  
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A BC
� �
� �
� �

1 2
1 0 32 1

= =
0 1 − 21 3

1 1

� �
� �
� �
� �
� �

. 

��;���� �
� ����'����� ������������� ������� A +  �����-
��� D����
� (4). �
� ;��!� ��	�
� ��	�
��  

� �� �
� �� �� � � �� �� �� � � �� �� �� � � �

� �� �� �� �

B B B B

− 1

+ ∗ − 1 ∗

1 2
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1

= ( ) = =
2 1 3 1 1 3 2 1 3 1

1 1

 

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

− 1 17 8 1 2 1 1 15 − 8 1 2 1 1
= = =

8 15 2 1 3 1 − 8 7 2 1 3 141
 

� �
� �
� �

1 − 1 22 − 9 7
= ,

6 − 9 13 − 141
  

=
� �� � � �
� �� �� � � �
� �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �

−1

+ ∗ ∗ −1
1 0 1 0

1 0 3
( ) = 0 1 ⋅ 0 1 =

0 1 −2
3 −2 3 −2

C C C C  

� � � � � �
� � � �� � � � � �
� � � �� � � � � �� � � �� � � � � �

� � � � � �

− 11 0 1 0 5 6
1 110 − 6 5 6

= 0 1 = 0 1 = 6 10 .
− 6 5 6 1014 143 − 2 3 − 2 3 − 2

  

E����� �� D����
� (4) ��
�	���  

A C B+ + +
5 6

1 1 −1 22 − 9 7
= = 6 10 =

6 − 9 13 −114 413 − 2

� � � �� � � �� � � �� �
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31 56 33 29
1

= 54 42 76 32
574 −15 84 − 53 23

� �
� �
� �
� �

.  


����� 2. &���� ������������/ ������� A+  �
� �������  

7 1 2
5 5 − 2

=
3 3 6
1 7 2

� �
� �
� �
� �
� �

A .  

&�'����. �
� ������� A  � ������� 1 ����!��D� 2.5 ��-
������ ��!�
����� ���
�'����  

� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � � � �
� �� � � �

� � � �

∗

1 1 1 1 12 0 0
2 2 1

1 1 −1 −1 0 6 01 1
= Σ = ⋅ ⋅ ⋅ 2 −1 −2

1 −1 1 −1 0 0 62 3
1 −2 2

1 −1 −1 1 0 0 0

A U V .  

��;���� ��'�� ��������� D����
� (6), �!
��� �������  

� �
� �

� � � �
� � � �
� � � �� �
� � � �

� �� �
� �

+ + ∗

1
0 0 0

122 2 1
1 1

= Σ = ⋅ 2 − 1 − 2 ⋅ 0 0 0 ×
63 1 − 2 2 1

0 0 0
6

A V U  

� �
� �� �
� �� �
� �� � � �
� �� �

� �

1 1 1 1
8 4 0 − 4

1 11 1 − 1 − 1
× ⋅ = ⋅ − 4 4 0 8 .

1 − 1 1 − 12 72 1 − 7 9 1
1 − 1 − 1 1

 

����
��� ���! ������� A  ��������  	�
�� �� ��
����, 
�� �
� ����'����� ������� +A  ��'�� ���'� ����
�������� 
D����
�� (2), � ����������  �������  
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� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� � � �� �

−1

+ Τ −1 Τ

7 1 2
7 5 3 1

5 5 − 2
= ( ) = 1 5 3 7 ⋅ ×

3 3 6
2 − 2 6 2

1 7 2

A A A A

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

−1
7 5 3 1 84 48 24 7 5 3 1

× 1 5 3 7 = 48 84 24 1 5 3 7 =
2 − 2 6 2 24 24 48 2 − 2 6 2

 

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

8 − 4 − 2 7 5 3 1
1

= ⋅ − 4 8 − 2 1 5 3 7 =
12 ⋅ 36 − 2 − 2 11 2 − 2 6 2

 

� �
� �
� �
� �

8 4 0 − 4
1

= ⋅ − 4 4 0 8 .
72 1 − 7 9 1

  


����� 3. &���� ������������/ ������� � �������  

A i
i

1 2
= 1

1

� �
� �
� �
� �

− .  

&�'����. ���! ������� A  ����� 	�
� �� ��
����. ��;��-
�� ��������� D����
� (2). �� ��� ��
�	���  

( ) ii
A A A A i

ii
i

−1

+ ∗ −1 ∗

1 2
1 11 1

= ( ) = 1
2 12 1

1

� �
� �
� �

� �� �
� �� �� �� �� �� �

−−
− =  

i i i
ii i

−1
13 2− 2 1 1 6 − 2 + 2

= = ×
2 12+ 2 6 − 2 − 2 310

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

−
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.
i i i i

i i i i

11 1 2 + 4 4 − 2 − 2 − 4
× =

2 1 4 − 2 − 2 + 1+ 210

� � � �
� � � �
� � � �

−
  

�
� ��������� ������������� ������� +A  � m n( × ) -
������� A  ��'�� ��
�������� ������� ����	��� [1, 3, 12], �� 
�����/?�� ������ ��
����!� ���
�'���� ������� A  � ��-
	�
���� ������
���
��. �
� ;��!� ������ ������	����:  

ka  — k -� ��
��� ������� A , = 1, 2,…, ;k n   

k kA a a a1 2= ( , ,…, )  — �������, ������������ ������� k  

��
����� ������� A , = 1, 2,…, ;k n   

kb  — ��
����� ����� ������� kA + , = 1, 2,…,k n ,  
� �������/� D����
�:  

A a a a a+ + ∗ −1 ∗
1 1 1 1 1= = ( )   �  ��� = 2, 3,…,k n  k

k
k

B
A

b
+ = ,

� �
� �
� �

  

!�� kk k kB A d b+
−1= − ,   kk kd A a+

−1= , ���	��  

��� k k k kc a A d−1= − ≠ 0 , k k k k kb c c c c+ ∗ −1 ∗= = ( ) ,  

��� kc = 0 , k k k k kb w d d d A∗ −1 ∗ +
−1= ( + ) .  

,������ kA + , ���������� �� ��������� D����
��, ��
���-

� ������������� � ������� kA , = 1, 2,…,k n . B 	������, 
+ +=nA A .  

,���� :����

� ������� ������, �
� � ������ �
���-
�����  ��	����� ������� ������ ����
��/�� � ��	���, ����� 
�����������  �������� kA , ��'�� ���������  �������� 

kA +1 , ��
�	����� �� ������� kA  �����
����� k( + 1) -!� 
��
���. %
� �����
�/�� �����, �� ;��� '� ����� ���������-
� � ���������������� �������.  


����� 4. ,������ :����

� ��	�
��� ������������� 
������� � �������  
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A

1 − 1 0
− 1 2 1

=
2 − 3 − 1
0 1 1

� �
� �
� �
� �
� �

  

� � ������� A 4 , ��
�	����� ������������� � ������� A  

��
��� ( )T
a 4 1 0 1 1= .  

&�'����. ������� ��
�������
����� ������ kA + , k = 1, 
2, ..., n.  

��� k = 1  ��
�	��� A a a a+ ∗ −1 ∗
1 1 1 1= ( ) =   

( ) ( )

− 1
1

1 1 1−1
= 1 −1 2 0 1 −1 2 0 = − 0

2 6 6 3
0

� �� �
� �� � � �
� � � �� � � �� �� �

� �� �

. 

��� k = 2   

2 21

1
1 1 1 32

0 ,
36 6 3 2
1

d A a+

−

= = − = −
−

� �
� �� �

� � � �
� � � �

� �

 

c a A d2 2 1 2

1
−1 1 2

32 −1 1
= − = + = ≠ 0

− 3 22 2
01 0
1

� �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �

� � � � � �� �
� �

.  
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��;���� b c c c c+ ∗ −1 ∗
2 2 2 2 2= = ( ) =  

− 1
1

2
1 1 1 1 1 1 21

= 0 1 0 1 = 0
2 2 2 2 3 3 32

0
1

� �� �
� �� �
� �� �� � � � � �� �� �� � � � � �
� � � � � �� �� �

� �� �� �� �� �� �

 

� B A d b2 2
+

2 1= − =  

1 1 1 3 1 1 2 2 1 1
= − 0 + ⋅ 0 = 1

6 6 3 2 3 3 3 3 3 3
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

. 

#
�������
���,  

B
A

b
2

2

+
2

2 1 1
1

3 3 3= =
1 1 2

0
3 3 3

� �
� �� � .� �� �

� � � �
� �

 

��� k = 3   

d A a+
3 2 3

02 1 1
1

1 13 3 3= = = ,
1 1 2 −1 1

0
13 3 3

� �� �
� �� � � �
� � � �� � � �� �� �

� � � �

 

 

c a A d3 3 2 3

0 1 −1
1 −1 2 1

= − = − = 0
−1 2 −3 1

1 0 1

� � � �
� � � � � �
� � � � � �

� �� � � �
� � � �

.  
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��;���� b E d d d A∗ −1 ∗ +
3 3 3 3 2= ( + ) =  

( ) ( )w
− 1

2 1 1
1

1 2 1 51 3 3 3= + 1 1 1 1 =
1 1 1 2 3 9 9 90

3 3 3

� �
� �� � � �� �

� � � �� �� �� � � �� � � �
� �

 

� B A d b+
3 2 3 3= − =  

1
1

� �
� �
� �

2 1 1 1 1 2 4
1

1 2 1 53 3 3 3 9 9 9= − = .
1 1 2 1 1 13 9 9 90 0 −
3 3 3 9 9 9

� � � �
� � � �� �

� �� � � �� �� � � �
� � � �

 

#
�������
���,  

.
B

A A
b

3

3

+ +
3

3 1 2 4
1

= = 0 1 −1 1 =
9 3 2 1 5

� �� � � �� � � �� � � �
  

 �������� � ��	�
���/ ������������� ������� A +
4  � 

�������  

4

1 1 0 1
1 2 1 0
2 3 1 1
0 1 1 1

A

−
−

=
− −

� �
� �
� �
� �
� �
� �

,  

��
�	����� ������������� ��
��� ( )T
a 4 1 0 1 1=  � ���-

���� A . ����
��� �'� ������� ������� A A+ +
3= , �� �� ����-

�� :����

� ������ ������� ��	�
���� ��
��� ��� k = 4 , 
�. �. 
���/?�� ��	���:   
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d A a+
4 3 4

1
3 1 2 4 1

0
= = 0 1 −1 1 = 0 ,

1
3 2 1 5 1

1

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �

 

c a A d4 34 4

1 1 −1 0 1 1
1

0 −1 2 1 0 0
= − = − 0 = − = 0

1 2 − 3 −1 1 1
1

1 0 1 1 1 1

� � � � � � � �� �� � � � � � � �� �� � � � � � � �� �� � � � � � � �� �� � � � � � � �

.  

��;���� b E d d d A∗ −1 ∗ +
4 4 4 4 3= ( + ) =  

( ) ( ) ( )
1 2 4
1 1 1
2 1 5

w

− 1
1 3

1 1
= + 1 0 1 0 1 0 1 0 − = 2 1 1 3

9 91 3

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �

� � � �� �
 
�  

( )
1 2 4
1 1 1
2 1 5

B A d b+
4 3 4 4

3 1
1 1

= − = 0 − − 0 2 1 1 3 =
9 93 1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

 

1 2 4 1 1 3 0 1 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1
2 1 5 1 1 3 1 0 2

3 2 1
1 1 1

= 0 − − 0 = 0 − .
9 9 93 2 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

 

E���� �������, 

.
B

A
b

4

4

+
4

1 0 1 1
1 0 1 −1 1

= =
1 1 0 29
2 1 1 3

� �
� �� �
� �� �

� � � �� �
� �
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����� 5. �
� �������  

i
A i

1
= − 1

1 1

� �
� �� �
� �

  

������� :����

� �������� ������������/ �������.   
&�'����. �� ��������� ��+� D����
�� ��
�	���:  

��� k = 1   

( ) ( ) ( ) ;A a a a i i i i

−1

+ ∗ −1 ∗
1 1 1 1

1
1

= ( ) 1 1 − 1 1 = 1 1
31

� �� �
� �� �� �� �� �� �

=  

��� k = 2   

( )2 21

1 1 2
1 1 1 ,

3 31

i i
d A a i+ +

= = =
� �
� �
� �� �
� �

  

i i
i

c a A d i i
i

2 2 1 2

1 −1+
1+ 2 1

= − = 1 − − = 1+ ≠ 0.
331 1 2 − 2

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

  

��;���� b c c c c2
+ ∗ −1 ∗
2 2 2 2= = ( ) =  

1

1
1 1 1

( 1 1 2 2 ) 1 ( 1 1 2 2 )
3 3 3

2 2

i
i i i i i i i

i

−

− +
= − − − + + − − − + =

−

� �� �
� �� �� �� �� �� �

i i i
1

= ( −1− 1− 2+2 )
4
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� B A d b2
+
1 2 2= − =   

i
i i i i

1 1 + 2 1
= (1 1) − ⋅ ( − 1 − 1 − 2 + 2 ) =

3 3 4
  

i i i
1

= (1 + −1 + 3 2 − 2 ) .
4

  

#
�������
���,  

B i i i
A A

b i i i
+ 2
2

2

+1 1 + −1 + 3 2 − 2
= = =

−1 − 1 − 2 + 24

� � � �
� �� � � �� �

.  

��� ��	�
���� ������������� ������� +A  � ������-
��
���� m n( × ) -������� A  ��'�� ��
�������� (�. [1]) 	��-
���	����� #���"��� ?��-\���	��:  

[ ]=k k kA A E A A A Aα+ ( +1) + ( ) + ( ) + ( 0 ) Τ( ) ( ) 2 − ⋅ ( ) , ( ) = ,  
k = 0,1, 2,…,   

!�� α  — 	�
�, ����
������/?�� �
���/  

ma x

α
λ

2
0 < <   

��� ma xλ , ��
�/?��� ������
���� ��������� ���	����� 

������� ΤA A  �
�, 	�� �� '� ����, ������� ΤA A . B���� 

ma xλ  ��'�� ����� ����/-
��� ����� ;��� ������ (� ����� 

������ �. ����!��D 1.20). ��� �������� ma xλ  ���	�� ��
�-

!�/� 
ma x

α
λ

1, 6
= .  



����� ������ .  ����%��	�  �����"������� ����	�  
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 204


����� 6. �
� �������  

1 1
= 2 0

−1 3

� �
� �
� �
� �

A   

 ����?�/ ������������ D����
� "��-=����
� �������� 
������������/ �������.   

&�'����. $����������	���� ���!�	
��  

A A E
λ

λ λ λ λ λ
λ

Τ 2
2 − 2 2

− = 2 4 − − 2 = − ( − 16 + 56)
2 − 2 10 −

  

����� ����� 1 = 8 + 8λ , 2 = 8 − 8λ , 3 = 0λ .  

��;���� �� α  ��'�� ������� 
1, 6

= ≈ 0,14775922
8 + 8

α  � �� 

+ (0)( )A  — �������  

+ (0) Τ 1 2 −1
( ) = = 0,14775922

1 0 3
� �
� �
� �

A Aα .  

E�!�� �� D����
� "��-=����
� ��� = 1, 2, 3, 4k  ��
�	��  

[ ]+ (1) + (0) + (0)( ) = ( ) 2 − ⋅ ( ) =A A E A A  

0, 20818728 0,32904341 − 0,033524986
=

0,12085613 0,087331148 0,18790611
� �
� �
� �

, 

+ (2) 0, 21593801 0, 35261602 − 0, 057098541
( ) =

0,1365737 0, 079468314 0, 2507842
� �
� �
� �

A ,  

+ (3) 0, 21453365 0, 35672228 − 0, 069534975
( ) =

0,141999 0, 072605168 0, 28121786
� �
� �
� �

A , 

+ (4) 0, 21422526 0, 35717893 − 0, 071375151
( ) =

0,14275098 0, 071507542 0, 28566921
� �
� �
� �

A . 
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B ��'��� ����������� ����
�'���� � ������� +A  ���-
	������� ������ ����� ;
������� ������� +A .  

������������� ������� ��
����� 
���/?��� ��������.  
,������� 1. ∗ + + ∗( ) = ( )A A .  
+�!�����������.  %
� ������� A  ����� ��
����� ���
�-

'���� =A B C , �� ∗ ∗ ∗=A C B  — ��
����� ���
�'���� �����-
�� ∗A . *	������ ;��, ��
�	���  

∗ + ∗ + ∗ + ∗ −1 ∗ −1( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) =A B C B B B C C C   

.� �� �
∗∗ ∗ −1 ∗ −1 ∗ + ∗= ( ) ( ) = ( )C C C B B B A   

,������� 2. + +( ) =A A .  
+�!�����������.  �������� ��	�
� 	����� 
�	��, ��-

!�� ������� A  ����� ������
���� ��
������ ���!. E�!�� � 
����������  D����
�� (2), + ∗ −1 ∗= ( )A A A A , ���	�� ���! 
������� +A  ��������  ���!�� ������� ∗A  � ������� +A  
����� ������
���� ���	��� ���!. ��;����  

[ ]−1+ + + ∗ + + ∗( ) = ( ) ⋅ ⋅ ( ) =A A A A  
−1∗ −1 ∗ −1 ∗ ∗ −1 ∗ −1 ∗= ( ) ( ) ( ) = ( ) =� �� �A A A A A A A A A A A A A A A .  

L��
�!�	�� ������
������ �������� + +( ) =A A  �
� ���-
��� ������
���!� ���	��!� ���!�.  
 &������, � ��?�� 
�	��, ������ ��
����� ���
�'���� 

=A B C  ������� A , ��
�	��� ��
����� ���
�'���� 
+ + +=A C B  ������������� �������. ��;���� �� �������� 

����������� 	����� 
�	��� ��
�	���  
( ) ( ) ( ) ( )A C B B C B C A+ + + + + + + + += = = = .  

,������� 3. .2+ ∗ + + +( ) = , ( ) =A A A A A A A A   

,������� 4. 2+ ∗ + + +( ) = , ( ) =A A A A A A A A .  
E����� � 	�������� ������ ������
���/�� ��������-

������ ��������� ����� ���������� � ������������� �����-
��� ����'���� (4) �
� ������������� ������� +A .  
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#
���/?�� �����'����� D����	��� �������� � ���!��� 
������
���/ ������������� �������.  

>������ 3.  U���	�� +A  ������� ������������� ! ���-
�	�� A  ����� 	 ����!� �����, !���� �������$�� ��������  

+ + + + + ∗ + + ∗ += , = , ( ) = , ( ) = .A A A A A A A A A A A A A A A A  (8) 

+�!�����������.  &����������� �
���� (8) 
����� �� 
������
���� ������������� ������� � �� ����� 1–4. ������ 
�
���� �������� �� ������
����, ������ — �� ��!� D����, 	�� 
������������� � ������� +A  ��
���� ������� A  (������ 
2). E����� � 	�������� �
���� ������/� �� ����� 3 � 4 ���-
���������� �������.  

����'�� ������	���� �
���� (8). ������ �� �
���� (8) 
����	���, 	�� ����
���� ������ �� �
���� (1). �������� ���-
��� � ������ �
���� (8), ��
�	���  

=+ + + + + ∗ + + ∗ ∗ ∗= ⋅ ⋅ = ( ) = ( ) ,A A A A A A A A A A U A  

!�� + + ∗= ( )U A A . #
�������
���, ����
����� ������ �����-
+���� (1). L��
�!�	��, ���
���� ������ � 	�������� �
���� 
(8), �������� � �������� �
���/ (1):  

+ + + + ∗ + ∗ + ∗ ∗ ∗= = ( ) = ( ) = ,A A A A A A A A A A A V  

!�� + ∗ ∗= ( )V A A . E���� �������, �
���� (8) ��
�/�� ����-
��	���� �
� ��!�, 	���� ������� +A  ��
� ������������� � 
������� A . E������ ��������.  
 B����'�� � ���!�� ����� �������� ������������� ���-
����. #D����
����� ��������� ��������.  
 U���	�� +A  ������� ������������� ! m n( × ) -����	�� 
A , ��	:  

1) �������$�� �����3��	� ∗ + ∗ + ∗= , =A A A A A A V , ��� 
V  — ��!������ ����	��; 

2) ���������� �������� lim+ ∗ −1 ∗

→ + 0
= ( )

t
A A A+ t E A ;  

3) ���������� �������� lim+ ∗ ∗ −1

→ + 0
= ( )

t
A A A A+ t E .  
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U���	�� +A  ������� ���������� �������3��	�� 
����	�����  "������	�  =A X E ,   �. �.  ������   +

ja , 

= 1, 2, ...,j m  ����	�� +A  ����$�� ����������	 
�������3��	��	 �	������ 	��� = jA x e , ��� je  — j -� 
������ ��	�	���� ����	�� E  �����!� m ;  

�	 �$��� ������ b  ���������� �������3��	� 	���� 

=A x b  �������	�� � �	�� +=x A b .  
B ����  ;���� ���������� ������� 
���/?��. &����
�-

��� �������+���� ���'��/�� ��'� (�. 4.2). �������� 4 
������ ��� �����/������ ��	�
����� ������������� �����-
�� (�. E������ 5 � �. 4.2.2). @����
� +=x A b  (�. E������ 4 � 
�. 4.2.2) �������
���� �����
���!� �������+���� ����� 

=A x b  ��
���� ���������� ����?����� D����
� −1=x A b , 
�������
�/?�� ��+���� ����� =A x b   ���������� ����-
��'������ ��������.  

������� “������������� �������” ��
� ������� � 1920 !. 
B. ,����  ����?�/ �����
���!� �������� (�������� 2 � 3).  

Z������ ���������� ������������� ������ ��	�
�� ���-
	���
��� ���'�, ��
� ��!� ��� �. ������� � 1955 !. ���
 ����-
��� ������������� ������� 	���� �
���� (8).  

 
 

=
&�L���	/ 
 

=���"����� 1. =��
���� ��
����� ���
�'���� ������  
 

1)                                 2)                                   3) 
3
5
4
9
6

A

1 2 1
2 3 1

= 1 8 2
3 6 2
1 5 4

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

;    

1 1 3 2
1 2 4 1
1 3 5 0
1 1 3 2
1 2 4 1

A =

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

;    A

1 2 3 1
2 1 3 5

= 1 2 3 1
2 1 3 5
1 2 3 1

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

;  
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4)                              5)                                   6) 

A

7 1 2
5 5 − 2

=
3 3 6
1 7 2

� �
� �
� �
� �
� �

;  A

10 4 −1
10 4 −1

=
2 8 7

− 2 − 8 − 7

� �
� �
� �
� �
� �

;  A

8 5 1
8 5 1

=
4 7 5

− 4 − 7 − 5

� �
� �
� �
� �
� �

;  

�������� ��
����� ���
�'���� ;��� ������ �� D����
�� (2), 
(3), (4) !
��� 3.  
 

=���"����� 2. =��
���� ��!�
����� ���
�'���� ������  
1)                              2)                                   3) 

A

9 3 3
7 1 −1

=
5 5 7
3 9 3

� �
� �
� �
� �
� �

;  A

9 0 0
9 4 − 4

=
1 4 8

−1 8 4

� �
� �
� �
� �
� �

;  A

1 0 0
0 1 0

=
0 0 1
1 1 1

� �
� �
� �
� �
� �

;  

�������� �
� ;��� ������ ������������� ������� �� D����-

� (6) !
��� 3.  
 

=���"����� 3. =��
���� ������	���� ���
�'���� ������  
1)                                   2)                                 3) 

A
2 − 2 −1

= − 2 5 2
−1 2 2

� �
� �
� �
� �

;  A
0 2 5

= 2 − 3 − 2
5 − 2 0

� �
� �
� �
� �

;  A
11 2 − 8

= 2 2 10
− 8 10 − 5

� �
� �
� �
� �

;  

4)                                   5)                                 6) 

A
2 2 − 2

= 2 5 − 4
− 2 − 4 5

� �
� �
� �
� �

; A
3 − 3 −1

= − 3 3 1
−1 1 7

� �
� �
� �
� �

; A
1 2 0

= 2 0 − 2
0 − 2 −1

� �
� �
� �
� �

;  

7)                                   8)                                 9) 

A
0 2 5

= 2 − 3 − 2
5 − 2 0

� �
� �
� �
� �

;  
i

A i
3 0

= 3 0
0 0 4

� �
� �
� �
� �

;  
i

A i
3 2+2 0

= 2−2 1 0
0 0 4

� �
� �
� �
� �

;  

�������� �
� ;��� ������ ������������� ������� �� D����-

� (7) !
��� 3.  
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����� 4 
&�H��	� ,	,>�J  

�	��6�-G ����)&�	O�,?	G =&�����	6  
 
 ,����� 	�
����!� ��+���� ���� 
������� ��������� 
���������� ������� ������/�� �� ��� !�����, � ������, �� 
��	��� (������) � ������������ ������. E�	��� ������ ����-
���
�/� ���� ����� ��	�
���� ��+���� ���� �� ����	-
��� 	�
� +�!��. � ��� �������, ��������, �����
� �������, 
����� :���, ����� ���������!� ����� � ��. =����������� ��-
���� — ;�� ����
�'����� ������, �����
�/?�� ��
�	��� ��-
+���� ����  ����?�/ ������	��� ����?��� �������. 
� ����� ������� ������� ����� ��������, ����� >����
�, ��-
��� ��
������ � ��.  
 >������, 	�� �
������ ������'���� ����!
���� ��� ���-
��/������ ��	�
����� ��'� ��	��� ������ �������� ���-
�
�'������.  

4.1. 
����� ����� ��'���� ������  
�������% ��������(��!�% ���������  

 

4.1.1. !��� �������
�������� ���������	 ����
�����  
( ���� %����� )  

 

���� ���� ����� 
������� ���������  

.

n n

n n

m m m n n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

11 1 1 2 2 1 1

21 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2

+ + …+ = ,
+ + …+ = ,

+ + …+ =
…………………………………

�
		


	
	�

   (1) 

 &�� ����������� ����� ���	�� ��������� ��������� 

���/?�� ;
���������� ��������������:  
1) ����'���� ����� 	���� ����!�-
��� ��������� �� 	�
�, 

��
�	��� �� ��
�;  
2) ������
���� (��	������) � ������ ��������/ ���!�!�, ��-

��'����!� �� ��������� 	�
�;  
3) ����������� ���������;  
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4) ��	��������� ��������� ����  

nx x x1 20 ⋅ + 0 ⋅ + …+ 0 ⋅ = 0 , �. �. ��'���� 0 = 0 ;  
5) ����������� ���������� � ����� ���������.  

B ����
����� ;
���������� �������������� ����� �����-
������� � ;�����
�����/ �� �����.  
 ��?�� ������ � �������/ ��+���� ����� ���������� 
�� ��
�������
���� ��������  ����?�/ ;
���������� ���-
����������� �� ������ ����� � ����� ;�����
������ �� �-
����, �
� ������� ��+���� �������� �����. E���� ������, � 
	������, 
�'�� � ����� ������ ��
�������
���!� ��
/	�-
��� ���������� (������ :���).  
 L
!����� ;��!� ������ ����� � 
���/?��.  
 ������
�'��, 	�� ��;DD������ a 11  ����� (1) ��
�	�� �� 
��
�. C��!� ��!�� ��'�� �������, �������
�� � 
�	�� ����-
�������� ��������� ����� �
� ���������� � ��� � ����� 
��������/ ��������� �
� ����������. *���'�� ������ ����-
����� �� a a21 11  � ��	��� ����
���� �� �����!� ���������, 

����� — �� a a31 11  � ��	��� ����
���� �� ������!� ��������� 

� �. �. &������, ����'�� ������ ��������� �� ma a1 11  � ��-
	��� ����
���� �� ��
����!� ���������. ��
� ����� ;
����-
������ �������������� ��� ����������� ����� (1) �������-
��� x 1  ����� ��
/	��� �� ��� �� ���������, ����� �����!�, � 
����� ������ ���  

.

n n

n n

m m n n m

a x a x a x b

a x a x b

a x a x b

11 1 12 2 1 1

22 2 2 2

2 2

+ + …+ = ,

+ …+ = ,

+ …+ =

…………………………

′ ′ ′

′ ′ ′

�
	
	


	
	
�

   (2) 

B ����� (2) 
����� ��	������� ��������� ���� 
nx x x1 20 ⋅ + 0 ⋅ + …+ 0 ⋅ = 0 , �
� ����� �����
��. &� ;��� 

������ +�! �����!� ���� ������ :��� �����	������. C
�-
���� a 11  ������/� ���$�� 8�������� ;��!� +�!�.  
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 #
���/?�� +�! �����!� ���� ������ :��� ��?���
���-
� ���
�!�	��. E��, �� ������ +�!� ��� a 2 2 ≠ 0′  ��
�����-

��
��� ����'�/� ������ ��������� �� a a3 2 2 2′ ′ , a a4 2 2 2′ ′ , … , 

ma a2 2 2′ ′  � ��	���/� ������������ �� ������!�, 	�������!�, 

… , m -!� ���������. B ����
����� ���������� x 2  ��
/	���� 
�� ��� ���������, ����� �����!� � �����!�. &� ������� +�!� 
����� '� ������� ���������� x3  ��
/	���� �� ��� ������-
���, ����� ������ ����, � �.�.  
 B����'��, 	�� �� ��������� +�!� �����!� ���� ������ :�-
�� �������� ��������� ����  

n ix x x b1 20 ⋅ + 0 ⋅ + …+ 0 ⋅ =   ���  ib ≠ 0 .   (3) 
E�!�� ������������� ����� ���������, � ��
����+�� �� 
��+���� ������?����. %
� '� ��� ����
����� �����!� ���� 
������ :��� �� ����	�/�� ��������� ���� (3), �� �������-
������ ����� �������� � �� ��
�� 	�� 	���� m  +�!�� ���-
��!� ���� ������������ � ;�����
�����/ �� ����� ����  

.

r r n n

r r n n

r r r r n n r

a x a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x b

11 1 1 2 2 1 1 1

22 2 2 2 2

+ + …+ + …+ = ,

+ …+ + …+ = ,

+ …+ =

………………………………………

�
	
	


	
	
�

  (4) 

�
� ����?���� ����� � ����� (4) +����� ��� ��;DD�����-
���� ���?���. B ��� �� ��
�� m  ���������, �. �. r m≤ , ��� 
��� ��������� ���������, �����'��, ��
� ��������� � ���� 
0 = 0  � ��	�������. �	������ ���'�, 	�� r n≤ . ��� r n=  
����� (4) ����� ����!�
���� ���  

n n

n n

n n n n

a x a x a x b

a x a x b

a x b

11 1 12 2 1 1

22 2 2 2

+ + …+ = ,

+ …+ = ,

= ,

…………………………

�
	
	


	
	
�
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� � ��� 
�!�� ����+��� �������� ��� ������ :���. �
� ;��!� 
�� ��
����!� ��������� ;��� ����� ������� ���	���� ����-
�����!� nx . �������� �!� � ������
����� ���������, ������� 

���	���� nx − 1 . �����
'�� ��� ��
��, �������	�� ������
�/� 

�� ���������� x 1 , x 2 , … , nx . +������������, ��	 	���� 
(1) ��	 ������ ���� ������ ��"� ��	���	�� ! 	���� ���-
"�������� �	��, �� ��!�� 	���� ������������, �. �. 	���� 
��	�������� ��3��	�.  
 ��� r n<  ����� (4) ����� ��� ��������. B ��� �������-
��� x 1 , x 2 , … , rx  �������/� �� !
�����, � ���������� 

rx 1+ , rx 2+ , … , nx  — �� ��������. #�������� ���������� 
��!�� ��������� 
/��� D����������� ���	����. ��
�!�� 

r rx γ1 1+ += , r rx γ2 2+ += , … , n nx γ= , !�� rγ 1+ , rγ 2+ , … , 

nγ  — �������
���� ���������, � ������� � ����� (4) ��-
������ ��� ������ :���, �������� � D����
��  

r r n n

r r n n

r r r r r r n n

r r

n n

x
x

x
x

x

β α γ α γ
β α γ α γ

β α γ α γ
γ

γ

1 1 1, 1

2 2 2, 2

,

+ 1 + 1

+ 1 + 1

+ 1 + 1

+1 + 1

= + + …+ ,
= + + …+ ,

= + + …+ ,
= ,

= ,

�
	
	
	


	
	
	
�

���������������

���������������

   (5) 

������� �������
�/� ���� ��$�� ��'���� ������� (1). =� 
��?�!� ��+���� (5) ��� ���������� ���	����� rγ 1+ , … , nγ  
����� ��
�	���� 	����� ��+���� ����� (1). *�! !�! !����� 
�������� ��	������� jγ , j r n= +1, ,… , ����� ��	�	���� 
��!������� �������� ������	�, �� 	���� (1) ��	 r n< , 
�. �. � �"���, ��	 ��� ��	���	�� ! �������	�������" �	�", 
�������� ��!������� ��������� ��3��	�. *�! ����� �"��� 
��� �������� 	���, 	��$%	� ����3� "������	�, ��� ��	�-
������, � ������	, ��� ���������� 	���, 	��$%	� 
����3� "������	�, ��� ��	�������.  
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 &� �������� ������� :��� ���	�� ��+�/� ���������� 
����� 
������� ���������  ������'������� ���������, 
�. �. ����� �� n  ���������  n  �����������, ������
���
� 
������ ������� ��
�	�� �� ��
�. ��� ;��� ����� ����
������ 
��	�
���� ����� � ���
���, �����
�/?�� �� ��'��� +�!� 
��
��� �������� �����
����� ����������� ��	�
����. ���-
��� ;�� �� �������.  


����� 1. ��+��� �����  
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

+ 0,17 − 0, 25 + 0,54 = 0,3 ,
0,17 + + 0,67 − 0,32 = 0,5 ,

− 0,11 + 0,35 + − 0,74 = 0,7 ,
0,55 + 0, 43 + 0,36 + = 0,9 .

�
	


	
�

 

&�'����. #���� ��+���� �������
��� � ���
. 1. B�	�
�-
��� ������  ����� �������� ������� �� �������/  	�
�� 
�����	��� ������ � ��;DD�������� �����. B ������ �����
� 
���
��� ������� ������� ��;DD�������� ��� ���������� � 
��
��� �������� 	
����. ��
�����, ����
����
���� ��
-
��� ���
��� ����'�� ������
���� ����. B ������������� 
�����
� ���
��� ������
���� ���� ������/�� ��� ���� 
;
������� ���� ��+������� ������� ������� �����.  

������
� �����
����� ��	�
���� ������ �� 
���/?�� 
���'������. %
� � ������ ����� ��
��� ������ �������-
���, ���
�	�� ���	���� ��� ���������� �� ������� 

i ix x= + 1 , �� �
� ������
���� ix  ��
�	�� �����  ���'��-
�� ��;DD��������� ��� ���������� � ��������� 	
�����, 
������� ����� ;
������� ���������/?�� ���� ��+����-
��� �������. ��;���� �
� ��� ������
����� ������ � ��'-
��� ����� ����������� �� '� ��������������, 	�� � ��� �-
��
����� ;
�������� ;��� �����, �� ;
������ ��
��� Σ  
��
'�� ��������  ������ ;
������� ���������/?�� ���-
������������ ����. B 
�	�� ����������� ��������� ���	�-
��� ��+���� ����� ������?����.  

������ ��� ������'�� � ���
. 1 
���/?�� �������. ��-
��
���� ��
���� ������ ����� ���
��� �� a11 = 1  ������ � 
������ ����
����� �����. >���� ��	�
�/�� ;
������ ���-
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��� �����!���
���� �������  ���
��������� 
/��!� ;
�-
����� �����!� �����
�, �� ������?�!�� � ������ �����, �� ��-
����!� ��	������ ������������ �����!� ;
������ �!� ����� �� 
;
����� ��
���, �������� �� ������
�'��, ���?�� � ����-

����� �����. ��
�� ����� ����������. ��	�� �����!� ���� 
�����	������, ��!�� ��
�	��� �������, ����?�� �� ����� 
�����.  

E��
��� 1 
&�'���� �������  

�� �%��� ���������������� ��!�;(���� ����������%  
 

ia 1  ia 2  ia 3  ia 4  #�������� 
	
��� Σ  

1  0,17  − 0, 25  0,54  0, 3  1, 76  
0, 47  1  0, 67  − 0,32  0,5  2,32  

− 0,11  0, 35  1  − 0, 74  0, 7  1, 20  
0,55  0, 43  0,36  1  0, 9  3, 24  

1  0,17  − 0, 25  0,54  0, 3  1, 76  

 0,9201  0, 7875  −0,5738  0,3590  1, 4928  
 0, 3687  0, 9725  −0, 6806  0, 7330  1, 3936  
 0, 3365  0, 4975   0,7030  0,7350  2, 2720  

 1  0,8559  −0,6236  0,3902  1, 6224  

  0,6569  −0, 4507  0,5891  0,7954  
  0, 2095  0, 9128  0, 6037  1, 7260  

  1  − 0,6860 0,8968  1, 2108  

   1,0566  0, 4158  1, 4724  

   1  0,3936  1,3936  

  1   1,1668  2,1668  

 1    − 0,3630  0,6370  

1    0, 4 409  1, 4409  
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�������� ��� ���
����� ����
����� �����, ����'�?�� 
�������, ��	����  ��
�����. B ��� ;
�����, ���?�� � 
��
��� �������� 	
����, ���� ���	���� x4 . B� ���
���� 
���������� ��
�	��� ��
�������
���, ����� ��	������ �� 
�������!� 	
��� ����
����� ����� ������������ �� ;
����-
��� �� ���������/?�� ���	���� ����� ��������� �������-
���. �����
����� ��	�
���� �������!� ���� ������
������ 
����'������ 	��
 ix  � �� ����������  	�
��� ix + 1 .  

 0���(����. ��� �����/������ ���
������ ������ :��� 
;
���������� �������������� ��� ��������� ��������� 
����
����  ����?�/ ���������/?�� ;
���������� ������ 
(�. �. 1.1). E��, ��� ���������� �����!� +�!� �����!� ���� ��-
���� :��� �
� �����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

− 2 + 4 = 1,
3 − + 5 = 6,
2 + + 3 = 7

�
	


	�

 


����� �� ������ ����� ��+������� ������� ����� ���-
������ �� �����/ �����, ����'����/ �� − 3 , � � ������� ���-
�� ��������� �����/ �����, ����'����/ �� − 2 , �
�, 	�� �� 
'� ����, ��'�� ��	�
��� ������������ ������   

1 0 01 0 0 1 − 2 4 1
0 1 0 − 3 1 0 3 − 1 5 6 =

2 1 3 7− 2 0 1 0 0 1

� � � � � �� � � � � �� � � � � �� �� � � �� � � �� �� �

 

1 0 0 1 − 2 4 1 1 − 2 4 1
= 0 1 0 0 5 − 7 3 = 0 5 − 7 3

2 1 3 7 0 5 − 5 5− 2 0 1

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� � � �� �� �� � � �� �

.  

 &�������, 	�� 	�
�-���'���
� �
� ������
����� ����� 
�������� � ;
���������� ������� � ������� i j( , ) , !�� i  — 
����� �����, � ������� ������
���� ����'����� �����, � 
j  — ����� ��
���, ������ ������ ������
����� �����.  
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 ��� ���������� �����!� +�!� �����!� ���� ������ :��� 
��'�� �����/ ����� ��
�	����� �������, ����'����/ �� 
− 1 , ��������� � �� ������� �����. C�� ������
��� ��	�
�-
��/ ������������ ������  

1 0 0 1 − 2 4 1 1 − 2 4 1
0 1 0 0 5 − 7 3 = 0 5 − 7 3

0 5 − 5 5 0 0 2 20 − 1 1

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� � � �� �� �� � � �� �

.  

 ��
�� ��������� ��
���// ����� ��
�	����� ������� 
����'��� �� 1 2 , 	�� ������
��� ��	�
���/ ������������ 
������   

1 0 0 1 − 2 4 1 1 − 2 4 1
0 1 0 0 5 − 7 3 = 0 5 − 7 3

0 0 2 2 0 0 1 10 0 1 2

⋅

� � � � � �� � � � � �
� � � � � �� � � �� � � � � �� �

.  

 ��� ���������� �����!� +�!� �������!� ���� ������ :��� 
��'�� ��
���// ����� ��
�	����� �������, ����'����/ �� 
7 , ��������� � �� ������ �����, � ��
���// �����, ����-
'����/ �� − 4 , ��������� � ������ �����. C�� ������
��� 
��	�
���/ ������������ ������   

1 0 − 4 1 0 0 1 − 2 4 1
0 1 0 ⋅ 0 1 7 ⋅ 0 5 − 7 3 =
0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

� � � � � �� � � � � �� � � � � �� �� � � �� � � �� �� �

  

1 0 − 4 1 − 2 4 1 1 − 2 0 − 3
= 0 1 0 ⋅ 0 5 0 10 = 0 5 0 10

0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � �� �� � � � � �� �

.  

 ����+��� �������� �������!� ���� ������ :��� �����-
�
��� ��	�
���/ ������������ ������  
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1 0 01 2 0 1 − 2 0 − 3
0 1 0 ⋅ 0 1 5 0 ⋅ 0 5 0 10 =
0 0 1 0 0 1 10 0 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� �� � � � � �� � � �

  

1 2 0 1 − 2 0 − 3 1 0 0 1
= 0 1 0 ⋅ 0 1 0 2 = 0 1 0 2

0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � �� � � � � �� �

.  

 #
�������
���, x 1 = 1 , x 2 = 2 , x 3 = 1 .  
 �����
���� ������ ������ ��	�
���
���� ������ � ������ 
:��� ����
���  

C n n O n n3 22
( ) = + ( ) ( → ∞ )

3
  

���D����	���� ��������.  
 

4.1.2. !��� %����� � 
������ ���
���� �������  
 

���� �� ���������� ���� ��
�������
���!� ��
/	���� 
���������� �����  ���, 	�� ��� �� ���
������ �����
������ 
��	�
���
���� ��!��+����. %
� '� ����?�� ;
����� ����-
!�-������ +�!� �
���� � ��
/, �����'�� ��������
������� 
��� ��!��+����. �
� ��!� 	���� ������ ���� �� ����, ���-
����/� ���
�	��� ����D������ ������ :���, ��
���/?�� 
�
�	+������ ��	�
���
����� ��������. �������� ����-
��� ������  ������� !
����!� ;
������.  
 #�?����/� ��� �����!�� ������. ������ �����!�� ���-
�� � ���	���� ������ �������� &�������. �������� �
!�-
����, ���������� ������� ��"�  ������� �������� &�����-
�� �� �����". B ;��� 
�	�� �� k -� +�!� �����!� ���� � ��	�-
��� ����?�!� ;
������ ������/� ������
���� �� ���
/�-
��� ��
�	��� ��;DD������ ��� ���������� kx  � ����������-
��� 	��� k -!� ��
���. >���� ����� ��+������� �������, 
���������/?�� ���������� !
������ ;
������, �������
�-
���  k -� ������ � ����������� ������������� ��;DD�����-
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��� ��� ����������. ��
� ;��!� ��	�
���� ����
��/�� ��� 
'�, ��� �� ���� ��
�������
���!� ��
/	���� ���������!� 

kx  �� ���!�� ����. B ;��� 
�	�� ��
���� ��?���
���� �� 
�����
�+�� �� �����'��� ��;DD�������� � �� ��+����-
��/?�� ���'���
� �� ����
/ �������/�� ����+��� �����-
��. #
�������
���, �������
���� ��!��+���� ����� ����-
��
���� � ���� ��
����� ��	�
���
���� ����	�����/.  
 L��
�!�	���� ���'������� ��'�� ���������, 	�� ��-
	�
���
���� ��!��+����, ������� �� k -� +�!� �����!� ��-
��, ����� �������+��, �
� � ��	���� ����?�!� ;
������ ��-
������ ������
���� �� ���
/���� ��
�	��� ��;DD������ 
��� ���������� � k -� �����. #��
��� ������� �����, �-
��������/?�� ���������� !
������ ;
������, �������
���� 
 �� k -� ��
����, ����������� ������������� ��;DD�����-
��� � ����������, � ����� ����
����� k -� +�! ������ �� 
���� ��
�������
���!� ��
/	���� ����������. C��� �
!�-
���� ��������� ������� ��"�  ������� �������� &������� 
�� ���!�.  
 B����� �����!�� ����� � ������ ������ �������� &�����-
�� (��	����3��� �� ����$���� ���	�	��) �� ��� ����	�� 
	����. B ;��� 
�	�� �������
�/�� ����� � ��
���. 
B ���
���� ���� ���������� ����� � ����!�
����� ���� 
������	��� ������ ����������.  
 �������� ����D������ ������ :��� �������� � �
�'-
����/ �
!������, ���� 	�
� ���D����	���� �������� � �-
����������� � ���
�	���/ ������� 	���. B ������ :���  
������� !
����!� ;
������ �� ��� ������� 	�
� ���D����	�-
��� �������� ��������	��� � ��
���� ���� ��
�+�, 	�� � 
���	��� ���� ��
�������
���!� ��
/	���� ���������� ��-
�� ������������ ����
����
���!� ����
����� �������� ���-
����� ;
������� ������� ����� �
� ����'����� ;
������, 
�����
�+�!� �� ���
/���� ��
�	���:  

C n n O n n3 2( ) = + ( ) ( → ∞ ) .  

 %
� �� !
����� ���!���
� �����
� ;
�����, 
�+��� ��-

�� �� �������/  ���!��� ;
�������� ���������/?�� 
�����, �� �����'�� ������ ��	���� ��� ��
���� �� 	�
�, 
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�
����� � ��
/. B ;��� 
�	�� ������� ��������� ���	���� ε , � 
�
� !
����� ;
����� ����+� ε , �� ������� ����� 	������ 
����'������ � ����
����� �
!������ ��
'�� ���� ��������.
 
����� 1. ��+��� ����� A x b= , !��  

A

� �3 4 −9 5
� �

−15 −12 50 −16� �
� �− 27 −36 73 8
� �� �9 12 −10 −16� �

= ,   b

� �− 14
� �

44� �
� �142
� �� �− 76� �

= .  

&�'����. �������� ����� :���  	���	��� ������� 
!
����!� ;
������ �� ��
���. ��������� ��+���� ������ � 
���
. 2.  

4.1.3. !��� &��������  
 

���� �������� ��+��� ����� 
������� ��������� 
A x b= . ��� �������, ���������� ������ :��� �
� �� ��+�-
��� ��?������ ��!�� � ��
��� ��!��, ��!�� �� !
����� ����-
�� ������� ����� ��
�	�� �� ��
�. ��������� ������ :��-
� ;�����
����� ��������/ ���
�'���� ;��� ������� � �����-
������� ���� ����!�
���� ������ A S R= , !�� i jS s= ( )  — 

��'��� ����!�
���� �������  ����
����� ���!���
����� 
;
��������, � i jR r= ( )  — ������� ����!�
���� �������  ���-

������ �� !
����� ���!���
�. E���� ���
�'���� ����������.  
 %
� ������� ������� S  � R , �� ��+���� ������� ���-
�� ������ � ��
�������
����� ��+���/ ���� ���� ����-
�����  ����!�
����� ���������  

S y b
R x y

�

 .�

= ,
=

        (1) 

 ���+�� �
!����� ��+���� ��
�	����� ����� ���� ���-
��	��� ���������, ��������� �� ���������� ���� ��	�
�-
��� �� 
���/?�� ������������ D����
��:  

j
i i j

a b i n
s a r y

j ns s
1 1

1 1 1 1
11 11

=1,…, ;
= , = , = ,

= 2,…, ;
   (2) 
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E��
��� 2 
&�'���� ������� ������ ������  

� ������� �������� 8������� �� �����#� 
 

ia 1  ia 2  ia 3  ia 4  #�����-
��� 	
��� Σ  

     3      4   − 9  5  −14  −11 
−15  −12    50  −16     44  51  

− 27  − 36   73 8    142  160  

     9     12  −10  −16  − 76  − 81 
− 27  − 36   73 8    142  160  
−15   −12   50  −16     4 4  51  
     3       4    − 9  5    −14  −11 
     9      12 −10  −16    − 76  − 81 

1 1, 33  − 2,7037 −0, 2963  − 5, 2593 − 5,9259  

 8  9, 4444  −20, 4444  −34,8889  −37,8889  

 0  − 0,8889  5,8889  1, 7778  6, 7778  

 0  14,3333  −13,3333  −28,6667 −27,6667  

 1 1,1806  −2,5556  − 4,3611 −4,7361 

  14, 3333  −13,3333  −28,6667 −27,6667  

  − 0,8889  5,8889  1, 7778  6, 7778  

  1 −0,9302  − 2  −1,9302  

   5, 0620     0  5,0620  

   1    0     1 
  1  − 2  −1  
 1   − 2  − 1  

1    − 8  − 7  
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j

i j i k k j
k

i js a s r j i i j n
− 1

= 1

= − , 1 < ≤ , , = 2 ,… , ,�    (3) 

i

i j i k k j
kii

i jr a s r j i i j n
s

− 1

= 1

1
= − , > > 1 , , = 2 ,… , ,

� �
� �
� �

�   (4) 

i

i i i k k
ki i

y b s y i
s

− 1

= 1

1
= − , ( > 1) .

� �
� �
� �

�      (5) 

k i

n

n n i i i k kx y x y r x i n
+ 1

= , = − , ( < ) .�
=

   (6) 

��������� ��	�
���� �� ��������� D����
�� ��?���-

���� 
���/?�� �������. #��	�
� �� D����
�� (2) ������� 
;
������ �����!� ��
��� ������� S  � ������ ����� ������� 
R , �	������, 	�� r11 =1 . >���� �� D����
�� (3) ��	�
�/� 

;
������ �����!� ��
��� j( = 2)  ������� S , � �� D����
�� 
(4) — ;
������ ������ ����� ������� R  � �. �. ��� ����� �� 
D����
 (2) � (5), ���������� iy  
����� ��	�
��� �������-

�����  ;
�������� ������� R . �������� ��� ����
����� �� 
D����
�� (6), � ����
����� ������
�/�� ���������� ix . C��� 

����� ��������� ������ �.-�. G���#!���. �
� ��!�������� 
����?�!� ������
� �����
����� ��	�
���� ����
���� 
��
��� ������
���� ���, ��� ������� ����������� �� '� 
�������, 	�� � ��� ��
���� �������� 	
����.  
 
����� 1. ��+��� ����� A x b= , !��  

A

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

3 1 −1 2
−5 1 3 −4

=
2 0 1 −1
1 −5 3 −3

,    b

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

6
−12

=
1
3

. 

&�'����. �������� ����� $�
����!�. ����� ��+���� 
�������
�� � ���
. 3.  
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E��
��� 3 
&�'���� ������� ������ G���#!��� 

 

ia 1  ia 2  ia 3  ia 4  ib  Σ  

3  1     −1     2  6  11  

  − 5  1 3  − 4  −12  −17  

2  0 1 −1  1 3  

1     − 5  3  − 3 3    −1  

is 1 ir 1  ir 2  ir 3  ir 4  iy  Σ  

3     1 0, 3333  − 0,333  0, 6667  2  3, 667  

  − 5  2, 6667   1 0,5  −0, 25  − 0,75  0,5  

2  − 0,6667  2         1 −1, 25  −1,75   − 2  

1 −5,3333  6  2,5      1 3  4  

     
ix  

     1 
      −1  

     2  
     3  

 
L�������	��� ��
�	���� ���D����	���� �������� � 

������ $�
����!� ����� 	�
� ��������, ����������� �
� ���-
������� ������ :���.  

 
4.1.4. !��� �
�������� ����	  

 
���� �������� ��+��� ����� 
������� ��������� 

A x b=   �������'����� (� ��?�������� 
�	�� — �����-
��	���) �������� A  ������� n , �� !
����� ������ ������� 
��
�	�� �� ��
�. E�!�� �?����/� ������'������ ������� 
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����!�
���� ������� i jR r= ( )   ��?��������� ��
�'���
�-

���� ;
�������� �� !
����� ���!���
� � ���!���
���� ������� 
D   ��?��������� ������� �� ����
/ ������� ���!���
�-
���� ;
�������� �����, 	�� ����� ���� ���
�'����  

A R D R∗= .        (1) 

>��� 

n

n

nn

r r r

r r
R

r

11 12 1

22 2

…

0 …
=

… … … …
0 0 …

� �
� �
� �
� �� �
� �

   �   

n n nn

r

r r
R

r r r

11

∗ 12 22

1 2

0 … 0

… 0
=

… … … …
…

� �
� �
� �
� �� �
� �

.  

%
� ������� A  — ��
�'���
��� ������
�����, �� ������� 
D  — �����	��� � ���
�'���� (1) ��������� ��� ������������ 
���� ���������������� ����
���� ����'����� ���! ���!� 
����!�
���� ������, 	�� �
���� � L U -���
�'���/:  

A R R∗= .        (2) 

 ���
�'���� ���� (1) �
� (2) ������/� �����"����� G���#-
!���. �������� ��	����� D����
� �
� �!� ���������:  

sign
i

k i k ki i i i
k

r dd a i n2
− 1

= 1

( ) , = 1,…, ,�= −   

i

k i k ki i i i
k

r dr a i n
− 1

2

= 1

, = 1,…, ,�= −     (3) 

i

k i k k k j i i i ii j i j
k

r d r r dr a i j i j n
− 1

= 1

= ( ) / ( ) , < , , = 1,…, .�−   

�
� ����'����� ��� ����
���� ;
������� ������ D  � R  
����� ���
������� �
!�����, ���������/?�� ���������� 
����, ��!�� D����
� (3) �������/�� �����������, � ��'��� 
�����
����. #��	�
� ��	�
�/�� ;
������ ������ ���� ;��� 
������:  
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sign j jd a r a r a r d j n11 11 11 11 1 1 11 11, , / ( ) , = 2,…, ;= = =   

����� D����
� (3) �������/�� ��� i = 2 :  

signd a r d r a r d
2 2

22 22 22 2212 11 12 11= ) , ,( − = −  

j j jr a r d r r d j n2 2 112 11 22 22= ( − ⋅ ⋅ ) / ( ) , = 3,…, ,   

� �. �. B�	�
���� �� ;��� ���������� ���� ������/� ����-
�� G���#!��� �� �����"���� ��������(��� �����#� �� 
���"����� ���� (1).  
 B 
�	�� ��
�'���
��� ������
����� ������� A  D����
� 
(3) ����?�/��:  

i

i i i i k i
k

r a r i n
2−1

=1

= − , = 1,…, ,�  

(4) 
i

i i
k

i j i j k i k jr a r r r i j i j n
−1

=1

= − / , < , , = 1,…, .
� �
� �
� �

�   

%
� ������� A  ��?�������� � ��
�'���
��� ������
��-
���, �� ������� R  ���'� ��?�������� � � D����
�� (4) ��'�� 
������ ����� ����
� � ����
����!� ����'����. B ;��� �
�-
���� ���������� ���� �
� ������
���� ;
������� i jr  ������� 
R  ����� ���  

j jr a r a r j n11 11 1 1 11= , = / , = 2,…, ;  
i

i i i i k i
k

r a r i n
−1

2

=1

− , 1 < ≤ ,�=      (5) 

���

���

i

k
i j k i k j

i j
i i

a

r

r r
r i j

i j

−1

=1

−

= < ,

0 > .

�
		


	
	�

�
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 %
� ���
�'���� (1) ��
�	���, �� ��+���� ����� A x b= , 
�
� R D R x b∗ = , ������ � ��+���/ ���� ���� ���������  
����!�
����� ���������:  

{ R D y b
R x y .

∗ = ,
=

        (6) 

B 
�	�� ��?�������� � ��
�'���
��� ������
����� ������� 
A  ����� A x b= , �
� R R x bΤ = , ;�����
����� ���� �����	-
��� ����������:  

{ R y b
R x y .

Τ ,=
=

        (7) 

 B���+�� ��+���� ����� (7). ������ ��� ����� � ��-

�������
���� ����'����� ;
������� i jr  �� D����
�� (5) � 

���	���� iy  �� ������������ D����
��  
i

i k i k
k

i
i i

b r y
b

y y i
r r

− 1

1 = 1
1

11

−

= , = ( > 1) ,
�

  (8) 

� �������� ����� ��	�
�/�� ������ ���������� ix  
�� ������������ D����
��  

i i k k
k i

i
i i

n

n
n

n n

y r x
y

x x i n
r r

= + 1

−

= , = ( < ) .
�

   (9) 

 ,���� ��+���� �����, ��������� �� ���������� ���-

�'���� $�
����!�, ��������� ������ !��������� !����. 
�� ������� ��������	��� ����� ����+�� ��
�	���� ���D��-
��	���� ��������, 	�� ����� :��� ��+���� �����  ���-
����� ��?�!� ����  

C n n O n n3 21
( ) = + ( ) ( → ∞ )

3
.  
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����� 1. ��+��� ����� A x b= , !��  

A
� �
� �
� �
� �
� �

81 − 45 45
= − 45 50 −15

45 −15 38
,  b

� �
� �
� �
� �
� �

531
= − 460

193
.  

&�'����. �������� ����� ���������!� �����. ��������� 
��+���� ������ � ���
. 4. ������ �����
 ���
��� ����'�� 
��;DD������� ��� ���������� � �������� 	
��� ������ 
�����. E�� '�, ��� � ����+�, D�������� ��
��� ������
�-
��� ���. B ��
����+�� ��� ��� ����
��/�� �� '� ��������, 
	�� � ��� ��
���� �������� 	
����. B����� �����
 ���
. 4 
D��������  ����?�/ D����
 (5) � (8) �
� ��;DD�������� � 
����� �������� 	
���� ������ �� ���� (7). >���� ����
���� 
�������� ���: �� D����
�� (9) ������� ���	���� ���������� 

ix , ������
���� ��
�	��� i ix x + 1=  � ����
���� ������ ���-

��
 ���
���.  
E��
��� 4 

&�'���� ������� ������ !��������� !���� 
 

ia 1  ia 2  ia 3  #�������� 
	
��� Σ  

81 − 45  45  531  612  

 50  −15  − 460  − 425  

  38  193  231  

ir 1  ir 2  ir 3  iy  Σ  

9  − 5  5  59  68  

 5  2  − 33  − 26  

  3  −12  − 9  

6  − 5  − 4   
ix  

7  − 4  − 3   
ix  
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 %
� ;
������ ������� ����� ������, 	�� ����������� 
����'���� � D����
�� (5) �
� i ir  ��������
���, �. �. ���� i ir  
��� 	��� ������ 	�
�, �� �?�������!� �
�'����� �
!�-
����� �� ���������, �������� 
�+� ����
���� ������� �� 
�����
�� ���D������ ����
����� 	��
.  

 
4.1.5. !��� ��������  

 
B�'��� 	����� 
�	��� ���� 
������� �
!�����	���� 

��������� ��
���� 
�	��, ��!�� ����� n  
������� ������-
���  n  ����������� ����� �������!���
���/ �������. E���� 
����� ����	�/��, ��������, ��� ��+���� ��������� �-
���, �������/?�� ��� ��+���� ������� ����	 �
� ��DD����-
���
���� ��������� �����!� �������.  

�
� ����'���� ������������ � ����� ��������� ����� 
 �������!���
���� �������� )i jA a= (  ������ ������	����  

i i ia a , −1= , i i ib a= , i i ic a , + 1= , na c1 = = 0 , i n= 1, 2, …, .  

��� ����� ������	����� ������� ����� ��������� ���  

n n n n n n n

n n n n n

b x c x d

a x b x c x d

a x b x c x d

a x b x c x d

a x b x d

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 3 2

3 2 3 3 3 4 3

1 2 1 1 1 1

1

− − − − − −

−

+ = ,

+ + = ,

+ + = ,

+ + = ,

+ ,

…………………………………………

=

�
	
	
	
	


	
	
	
	
�

 (1) 

�
� � ������� �����  

i i i i i i i

n n n n n

b x c x d

a x b x c x d i n

a x b x d

1 1 1 2 1

1 1

1

− +

−

+ ,

+ + , = 2, 3, …, −1,

+ = .

=

=

�
		


	
	�
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 >������, 	�� ��;DD������� ����� ����� ��!�� ���� ��� 
��������
����� (��?���������), ��� � ����
������ (��-
��?���������) 	�
���.  
 �
� 	�
����!� ��+���� ����� (1)  �������!���
���� 
�������� �������/� ����� ���!����, ������� �������
��� 
���� ���� �� ��������� ������ :���. ��� ;��� ��
�	�/� ��-
���������� D����
�, �� ������� ���������� ix  ����'�/� 

	���� ���������� ix 1+ . # ;��� ��
�/ ������ ��������� ���-

�� (1) �����+�/� �������
��� x 1  � ��
�	�/�  

x p x q1 1 2 1= + ,  
!��  

c d
p q

b b
1 1

1 1
1 1

= − , = .  

&�������� ����'���� �
� x 1  ������
�/� �� ������ ��������� 
����� (1). E�!�� ;�� ��������� ������������ � ���������  

a p b x c x d a q2 1 2 2 2 3 2 2 1( + ) + = − ,  

�� ����'�?�� x 1 . �����+�� �!� �������
��� x2 , ��
�	�/�  

x p x q2 2 3 2= + ,  
!��  

c d a q
p q

a p b a p b
2 2 2 1

2 2
2 1 2 2 1 2

−
= − ,

+ +
= . 

# ��������� ����'����� �
� x2  ������/� ���
�!�	�� � �. �. 
B ����
����� ��
�	�/� �����+����  

i i i ix p x q i n1+ + , = 1, 2, 3, …, −1,=     (2) 

c d
p q

b b
1 1

1 1
1 1

= − , = ,       (3) 

i
i

i i i

c
p i n

a p b1−

= − , = 2, 3, …, −1,
+

   (4) 
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i i i
i

i i i

d a q
q i n

a p b
1

1

−

−

= , = 2, 3, …, ,
+

−
    (5) 

n nx q= .        (6) 

 E����� �
� ��	�
���� ���������� x 1 , x2 , … , nx  ����-
����� ��	�
� �� D����
�� (3), (4), (5) ��	�
��� �� ��;DD�-
������ ip  � iq . C�� �������/ ������/� ������ ������!��, � 

��;DD������� ip  � iq  — �������(���� !�8**�#�������. 

��
� ��	�
���� ��� ���!���	��� ��;DD�������� ip  � iq  

������� nx  �� D����
� (6) �, �������, �� ������������ D��-

��
�� (2) ��
�������
��� ��	�
�/� ���������� nx −1 , nx − 2 , 

… , x2 , x 1 . C�� �������/ ������/� �������� ������!��. L
-
!����� ��+���� ����� (1) 
������� ���������  �������!�-
��
���� �������� �� D����
�� (2) ������/� ������ ������-
!�, � ��� ;�� D����
� — *�������� ������!�.  
 �����. 
"�� �������$�� "���	� �	����������� �����-
�����	�  

n i ia c b c a c1 1 1= = 0, ≥ > 0, ≠ 0, ≠ 0,  

i i ib a c i n≥ + , = 2, 3, …, −1 .    (7) 

*���� ��� ��� ����������� !�&##	�	����� ip  ���������� 
�����3��	�  

ip ≤ 1,        (8) 

� � #���"��� (4) 	 (5) ����������	 i i ia p b1− + ≠ 0 .  
 +�!�����������. #��	�
� ����'�� ����
������ �����-
+���� (8). B �
� �
���� b c1 1≥ > 0  ����
����� ���-

��+���� 
c

p
b

1
1

1

= − ≤ 1 .  
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������
�'��, 	�� ��'��� �����+���� ����
����� �
� 
��� ip  ��� k i≤ −1  � ����'�� �!� ����
������ �
� ip . E�� 
���  

i i i i i ib a p b a p 1−+ − ⋅≥ ,  

i i ia p a1− ≤⋅  � i i ib a c− ≥ > 0 ,  

	�� �������� �� ���������  

i i i ib a c c≥ + > 0, ≠ 0 , 

�� ����� ����� ���� 
���/?�� ����	�� �����+����:  

ii
i

i i i i i i

cc
p

a p b a p b1 1− −

= − = ≤
+ +

 

i i i

i i i i i i

c c c

b a p b a c1−

≤ ≤ ≤ = 1.
− −⋅

 

 E����� �������� � ��������
���� ���������� ��
/ �����-
����
�� i i ia p b1− +  � D����
�� (4) � (5). �
� ����
� ����!� 
���������
� ����� ���� 
���/?�� ����	�� �����+����:  

i i i i i i i i ia p b b a p b a c1 1− −+ ≥ − ≥ − ≥ > 0⋅ . 

��;���� �� ����� ���������
� �� ����� ��
/.  
 ���������� �����'����� !���������� ��� �
����� (7) �-
?��������� � ������������ ��+���� ����� (1). ���	�� 
;�� ��+���� ��'�� ����� ������� ���!����, �. �. �������� 
D����
� (2)–(6). ����� ��!�, ��� �
����� (7) ����� ���!���� 
���������� ����	���� �������
��� ����!
���� ��� ��	�-

����� � �����
��� ���+�� ��+��� ����� ���� (1)  ��
�-
+�� 	�
�� ����������. C��� ����� ���������� ����	���� 
�
� ����+� ���
��
����� ���� ���� (1) ��'� ��� ����+�-
��� �
���� (7) ���!���
���!� �����
������.  
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�����. ,������ ���!���� ��+��� �����  
x x

x x x

x x x

x x

1 2

1 2 3

2 3 4

3 4

5 + 2 = 9,

+ 8 = 14,

− 2 + 10 − 2 = 18,

2 − 10 = − 34.

−

�
	
	


	
	
�

 

 &�'����. ��
����� D����
��� ���!����, ��	�
� ��	�-

�� ���!���	��� ��;DD������� p 1 , p 2 , p 3  � q 1 , q 2 , q 3 , q 4 . 

B ������ ��������� ��;DD������� b 1 = 5 , c 1 = 2 , d 1 = 9 . >��-
	��,  

c d
p q

b b
1 1

1 1
1 1

2 9
= − = − , = =

5 5
.  

B� ������ ��������� ��;DD������� a 2 = 1 , b 2 = 8 , 

c 2 = − 1 , d 2 = 14 . #
�������
���,  

c
p

a p b
2

2
2 1 2

1 5
= − = =

2+ 381⋅ − + 8
5

� �
� �
� �

, 

d a q
q

a p b
2 2 1

2
2 1 2

9
14 −1⋅− 615= =

2+ 381⋅ − + 8
5

=
� �
� �
� �

. 

 L��
�!�	��, ��� ��� a3 = –2, b 3 = 10 , c 3 = − 2 , d 3 = 18 , ��  

c
p

a p b
3

3
3 2 3

2 38
= − = =

5+ 185− 2 ⋅ + 10
38

,  

d a q
q

a p b
3 3 2

3
3 2 3

61
18 + 2 ⋅ 40338= = =

5+ 185− 2 ⋅ + 10
38

−
.  
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 &������, ����
��� a 4 = 2 , b 4 = − 10 , d 4 = − 34 , ��  

d a q
q

a p b
4 4 3

4
4 3 4

403
− 34 − 2 ⋅− 185= = = 4

38+ 2 ⋅ − 10
185

.  

 E����� ��
�������
��� ��	�
�� ���������� x 4 , …, x1 :  

x q4 4= = 4 , 

x p x q3 3 4 3
38 403

= + = 4 + = 3
185 185

⋅ , 

x p x q2 2 3 2
5 61

= + = 3 + = 2
38 38

⋅ , 

x p x q1 1 2 1
2 9

= + = − 2 + = 1
5 5

⋅ . 

 E���� �������, ������ ��+���� x Τ= ( 1, 2, 3, 4 ) .  
 %?� �. ������ 4 � �. 4.1.6.  
 

4.1.6. #��������� �����������
��� �����"����  
����� � ��'���� ����� �������� ���
����� 

 
��� ��+���� ���� 
������� ��������� 	��� ������ ��-


���������� ����������
��� ������� ����� ���������� � 
���� ����!�-
��� �� ��
����
��������!� ���
�'����. &����-
���, �
� ������� A ����� Ax = b �������
��� � ���� LU-
���
�'���� A = LU, �� �� ����� LUx = b, ��
�!�� Ux = z, ��-
������ � ����� Lz = b. E���� �������, ��+���� ������� �-
���� ������ � ��+���/ ���� ���� Lz = b � Ux = z  ���-
�!�
����� ��������� L � U. >������, 	�� ���������� ������� 
L ������
��� ���������/ �����!� ���� ������ :���, � ���-
������� ������� U ������
��� ���������/ �������!� ���� 
������ :���.  
 L��
�!�	�� �
� ������� A ����� Ax = b �������
��� �� 
QR-���
�'����� A = QR, �� �� ����� Ax = b, �. �. �� ����� 
Q R x b= , 
�!�� ������� � ����� R x Q b−1=  ����!�
���� 
�������� R, ��+���� ������� ���� ������ ������ x.  
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%
� ������� A  ����� A x b=  �������
��� �����-
��� 
�� Q R S -���
�'�����, ��������, Q R S -���
�'�����  ���-
�!�
����, ��	�� ����!�
����, �������!���
���� �������� R , 
�
� Q R S -���
�'�����, ��
�/?��� ������	���� �
� ��!�-

����� ���
�'�����, �� �� ����� A x b= , �. �. �� ����� 
Q R S x b=  ��������� ��	�
� ������� � ����� R S x =  

Q b−1= . >���� ��
�'��� S x z=  � ������� � ����� R z =  
Q b−1=  ������������  ����!�
����, ��	�� ����!�
����, 

�������!���
���� �
� ���!���
���� �������� R . ��+�� ;�� 
��
�� �����/ �����, �� �������� S x z=  ������ ������ 
��+���� x  �� D����
� x S z−1= .  

%
� ������� A  ����� A x b=  �������
��� ��
����� 
���
�'����� A HU= , �� �� ����� A x b= , �. �. �� ����� 
H U x b= , ��
�!�� U x z= , 
����� ������� � ����� H z b=  
 �������	��� (;��������) �������� .H  ��+�� ;�� �����, 
��������, ������� ���������!� ����� �
� ������� $�
����!�, 
������ ����� x U z−1= . B����'�� � ���!�� �������, �����-
���, � ��
����� ���
�'���� A HU=  �������	��/ (;�����-
��) ������� H  ��'�� ���������� �� ������	���� ���
�'�-
���� H T T −1= Λ   ����!���
���� (���������) �������� T . 
E�!�� ������� A HU=  ����� ���
�'��� � ������������  

A H U T T U−1= = Λ( ) ,  

��
�/?��� Q R S -���
�'�����  ����!���
����� (��������-
��) ��������� Q T= , S T U−1=  � ���!���
���� �������� 
R = Λ . E���� ���
�'���� ��'��, � 	������, ��
�� ���������-

���� � ��!�
����� ���
�'����. ,�'�� ���'� ������� H   ��-
��?�/ ����!���
���� ������ ������������� � �������!���
�-
��/ ������� R , � �/ ������� A  — � Q R S -���
�'����  
�������!���
���� �������� R . � ����� A x b=   �������� 
A , �������
����� Q R S -���
�'�����, �������� �������� 

��+� ����� ��+����.  
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 ������ ����������� ������� ���������� ��
����
���-
������ ���
�'���� ������ � ��+���/ ���� 
������� ����-
����� �� ��������.  
 
����� 1. �������� L U -���
�'���� ������� A , ��+��� 
����� A x b=  ���  

A
� �2 5 7
� �

4 11 20� �
� �6 16 17� �

= ,   b
� �− 1
� �

2� �
� �− 9� �

= . 

 &�'����. B ������� ����!��D� 2.1 �
� ������� A  ��
�	�-
�� L U -���
�'����  

A LU
� � � �1 0 0 2 5 7
� � � �

2 1 0 0 1 6� � � �
� � � �3 1 1 0 0 − 10� � � �

= = .  

��� �����
��� �� ����� A x b= , �. �. �� ����� LU x b= , 
��
�!�� U x z= , ������� � ����� L z b= , ������� � ������-
��� ����� ����� ���  

z

z z

z z z

1

1 2

1 2 3

= − 1,

2 + = 2,

3 + + = − 9.

�
	


	
�

 

��+�� ;�� �����, ��
�	�� z Τ= (−1, 4, − 10) . ��
�� �� ���-
�� U x z= , �. �. �� �����   

x x x

x x

x

1 2 3

2 3

3

2 + 5 + 7 = − 1,

+ 6 = 4,

− 10 = − 10,

�
	


	
�

 

������ x Τ= ( 1, − 2, 1 ) .  

 
����� 2. �������� QR -���
�'���� ������� A , ��+��� 
����� A x b=  ���  



4.1. 
����� ������ ��3��	� 	��� �	������ �������	��!	� "������	� 
___________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 235 

A
� �1 − 1 5
� �− 2 0 − 3� �
� �2 − 1 − 7� �

= ,   b
� �6
� �− 7� �
� �− 4� �

= .  

 &�'����. B ������� ����!��D� 2.4 �
� ������� A  ��
�	�-
�� QR -���
�'����  

A QR
� � � �1 − 2 2 3 − 1 − 1

1 � � � �− 2 − 2 − 1 ⋅ 0 1 1� � � �3 � � � �2 − 1 − 2 0 0 9� � � �

= = .  

��� �����
��� �� ����� A x b= , �. �. �� ����� Q R x b= , 
������� � ����� R x Q b−1=   ����!�
���� �������� R , ��-
����� � ��������� ����� ����� ���  

x x x

x x

x

1 2 3

2 3

3

3 − − = 4,

+ = 2,

9 = 9.

�
	


	
�

 

��/�� ��
�	��� ������ ��+����: x 1 = 2 , x 2 = 1 , x3 = 1 .  
 
����� 3. �������� ������	���� ���
�'���� ������� A , 
��+��� ����� A x b= , �
�  

�) A
� �− 4 12 6
� �

− 6 14 6� �
� �8 − 16 − 6� �

= ,   b
� �2
� �

2� �
� �− 2� �

=  ;  

�) 
i

iA
� �1 1 + 0
� �1 − 2 0� �
� �0 0 3� �

= ,   
i
ib

� �2 +
� �3 −� �
� �3� �

= .  

 &�'����. �) B ������� 1� ����!��D� 2.3 �
� ������� A  
�������� ������	���� ���
�'����  

A T T −1
� � � � � �1 − 4 − 3 2 0 0 2 2 3
� � � � � �1 − 5 − 3 0 2 0 1 − 1 0� � � � � �
� � � � � �− 1 6 4 0 0 0 − 1 2 2� � � � � �

= Λ = .  
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�� ����� A x b= , �. �. �� ����� T T x b−1Λ = , �������� 
� ����� T x T b−1 −1Λ = . >����, ��
�!�� T x z− 1 = =  

z z z Τ
1 2 3= ( , , ) , �������� � ����� z T b−1Λ = , �. �. � �����  

z

z

z

1

2

3

� �� � � �2 0 0 2� �� � � �� �0 2 0 0� � � �� �� � � �� �0 0 0 0� � � �� �

= ,  

�
�, 	�� �� '� ����, � �����  

z

z

z

1

2

3

2 = 2,

2 = 0,

0 ⋅ = 0.

�
	


	
�

 

��/�� ��
�	��� z C Τ= (1, 0, ) .  
 E����� �� �����+���� T x z−1 =  �������  

C
x T z C

� � � � � � � �1 − 4 − 3 1 1 − 3
� � � � � � � �

1 − 5 − 3 0 1 − 3� � � � � � � �
� � � � � � � �− 1 6 4 − 1 4� � � � � � � �

= = = + .  

�) B ������� 1 ����!��D� 2.3 �
� ������� A  �������� 
������	���� ���
�'���� A T T −1Λ ==  

i i i i

i

i

1+ − 1− 1+ 1− 2 1
7 42 3 7 7 7

3 0 0
2 − 2 − 1 − 1+ − 2 6

= 0 3 0
7 42 3 42 42 420 0 0

1 6 1− − 1
0 0

7 42 3 3

� � � �
� � � �
� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �

� �� � � �
� � � �� � � �
� � � �

.  

�� ����� A x b= , �. �. �� ����� T T x b−1Λ = , �������� 
� ����� T x T b−1 −1Λ = . >����, ��
�!�� T x z−1 = =  
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z z z Τ
1 2 3= ( , , ) , �������� � ����� z T b−1Λ = , ������� � ���-

������ ����� ����� ���  
i

z

i
z

z

1

2

3

12 − 3
3 = ,

7

9 + 3
3 = ,

42

0 ⋅ = 0.

�
	
	
		


	
	
	
	�

 

��/�� ��
�	��� 
i i

z C

Τ

4 − 3 +
= , ,

7 42

� �
� �
� �

.  

 E����� �� �������� T x z−1 =  �������  
i iii i i

x T z Ci i

C

4 − 1+2 +1+ − 1− 1+
7 337 42 3

2 − 2 − 1
= = = +3 + 3 − − 1

7 42 3 342 3
1 6

0
7 42 1 0

� � � �� �� �� � � �� �� �� � � �� �� �� � � �� �� �� � � �� �� �� � � �� �� �� � � �� �� �� � � �� �� �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �

.  

 
����� 4. ��+��� ����� A x b=  ���  

A
� �6 5 12
� �3 2 8� �
� �4 9 7� �

= ,   b
� �− 1
� �− 3� �
� �6� �

=   

����� ������� �� ��+���� � ��+���/ �����  �������� 
�������!���
���� D����.  
 &�'����. B ������� ����!��D� 2.7 �
� ������� A  ��
�	�-
�� Q R S -���
�'���� A Q R S= =  
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� � � � � �5 0 0 390 845 0 13 0 0
1 1 1� � � � � �0 − 3 − 4 − 325 − 834 − 244 0 5 12� � � � � �5 65 13� � � � � �0 − 4 3 0 − 37 283 0 12 − 5� � � � � �

=  

 �������!���
���� �������� R  � ����!���
����� ��������� 
Q  � S . �� ����� A x b= , �. �. �� ����� Q R S x b= , ��-

������ � ����� R S x Q b−1= . >���� ��
�'�� S x z= =  
z z z Τ

1 2 3= ( , , )  � �������� � ����� R z Q b−1= , ������� � ���-
������ ����� ����� ���  

z z

z z z

z z

1 2

1 2 3

2 3

390 845
+ = − 1,

65 65
325 834 244

− − − = − 2,
65 65 65

37 283
− + = 6,

65 65

�
	
	
	


	
	
	�

  

��� ���  

Q b−1
� � � � � �5 0 0 − 1 − 1

1 � � � � � �0 − 3 − 4 − 3 − 3� � � � � �5 � � � � � �0 − 4 3 6 6� � � � � �

= = .  

�
� ������� ������+�� ;�� ����� � ����  

z z

z z z

z z

1 2

1 2 3

2 3

6 + 13 = − 1,

− 325 − 834 − 244 = − 195,

− 37 + 283 = 390.

�
	


	
�

 

������ ��� ������ ���!���� ���� 
���/?�� ������������ 
�����+����:  

z z z z z1 2 2 3 3
13 1 1464 1495 17

= − − , = − + , =
6 6 779 779 13

. 

��� �������� ���� ��
�	��  
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z z z3 2 1
17 1464 17 1495 7 13 7 1

= , = − ⋅ + = − , = ⋅ − = 1
13 779 13 779 13 6 13 6

. 

 ��;���� ������ ��+����  

x S z−1
� � � � � �13 0 0 13 1

1 1� � � � � �0 5 12 ⋅ − 7 1� � � � � �13 13� � � � � �0 12 − 5 17 −1� � � � � �

= = = .  

 
4.2. &�'���� ������ �������% ��������(��!�%  

��������� ������ �������'�% !������� 

4.2.1. #�����
�� ������.  
*�'���� �����
��� ������������� ������� 

 
 ���� ���� ��������
���� �
� ����
����� ����� 
����-
��� ���������  

n n

n n

m m m n n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

11 1 1 2 2 1 1

21 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2

+ + …+ = ,

+ + …+ = ,

+ + …+ =

…………………………………

�
	
	


	
	
�

   (1) 

�
�, 	�� �� '� ����, � �����	��� D����  
A x b= .       (2) 

 B ��?�� 
�	�� ;�� ����� ��'�� ���� � ����������. 
E�!�� ��+��� �� ��	�� �� ����� ��
�. ��;���� ����� ����-
����� (1), �������� ��� �
� ����������, ��+�/� ������� 
�������+�� ��������� (,&�), �. �. ������� ����� �� ����
�-
'����� ��+���� (�������3��	�) nx x x x Τ

1 2 ,= ( , …, ) , ��� 

������� ��������	��� ���
������  
m n

i
i j

i j jF x A x b a x b

2
2

= 1 = 1

( ) = − −� �=    (3) 

����� �������+�� ���	����.  
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 �	������, 	�� �
� ����� ��������� A x b=  ��
���� �-
�������, �� �� �������+���� �������
�/� ���� ���	��� 
��+����, �, ��������, �$��� ��3��	� &��� 	���� ������� 
�� �������3��	��.  
 #����� ��'�� ����� �� ����������� �������+����. #��-
�� ��� �������+���� ����� 
������� �
!�����	���� 
��������� �������+���� x 0 , ���/?�� �������+�/ �
���, 
������/� ���������� ���
����'�����. &� ����� �������-
+���� x 0  D������  

n

i

i

x x x
2 2

=1

Φ ( ) = = �     (4) 

��������� �������+�� ���	����.  
 C��� ������� �����
���!� �������+���� ���	�� ��
�-
��/�� ��� �!� ����
���� �� ��?�!� �������+����. ���!�� 
���� ����
���� �����
���!� �������+���� ����� A x b=  
���������� �� ������ ����!���
����� (�. �. 4.2.2, 
���-
��� �� ������� 3) �����
���!� �������+���� � ��'���� ��-
+���/ ���������� ����� ��������� A x = 0 , � 	������, � 
��'���� ��+���/, �����?��� � ����/-
��� D���������
���/ 
����� ��+���� ;��� ���������� �����.  
 ������	���� ������������ ����!� ������� ���������, ��-
������, �
� � ;�����	���� D����
�  

n nx a x a x a b1 1 2 2+ + … + =   

��'�� ����� ��;DD������� nx x x1 2 ,, …,  �� ����
������ ��-

�
/����� (���������) ��
�	�� na a a b1 2 ,, …, , .  

���� ����� 
���/?�� ����
����� ���
/����� (���
. 1).  
������
�� ������ ��'��!� ���
/����� � ������������� 

����'����, ������ � ����� A x b= . C�� ����� �
������ 
�+���� ��������� � ���	������ D�������, ��� �����
�, ������ 
����������. ��;���� ��������� �� ��+��� ������� ���-
����+�� ���������.  
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E��
���  1  
&����  

���
/����� a 1  a 2  … na  b  

1  a11  a12  … na1  b 1  

2  a 21  a 22  … na 2  b2  

… … … … … … 
m  ma 1  ma 2  … m na  mb  

 # ���
�!�	��� ����
���� ����	���� ���'� ��� �������� 
��;DD�������� nx x x1 2 ,, …,  D������  

n ny t x t x t x tϕ ϕ ϕ1 1 2 2( ) = ( ) + ( ) + … + ( ) ,  
�����������/?�� D�����/ f t( ) , �������/ ���
�	��, !�� 

nt t tϕ ϕ ϕ1 2( ) , ( ) , …, ( )  — ��������� 
������ ���������� 

D������, ��������, nt t t2 − 11, , , …, , �
� nt t te e eα α α1 2 − 11, , , …, .  
 =���� �� ������
���� �������+����, ���'�� ���� �� 
����'�����. �
� ;��!� ����	���, 	�� 
���� 	��� i -!� ������-
��� ����� (1) ��� 
/��� ������ ���	���� nx x x1 2 ,, …,  ��-


�	���� �� �!� ������ 	��� �� ��������/ �������. ��;���� 
����� ����� (1) ����� ����������� �����  

n n

n n

m m m n n m m

a x a x a x z b

a x a x a x z b

a x a x a x z b

11 1 1 2 2 1 1 1

21 1 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2

+ + …+ + = ,

+ + …+ + = ,

+ + …+ + =

…………………………………………

�
	
	


	
	
�

 

� �����	��� ����� ���/?�/ ��� A x z b+ = .  

 �
� ��!� 	���� D������ A x bF x
2

−( ) =  ���
� �������-
+�� ���	����, �
��� ������� z  ��
'�� ���� ������
����. C�� 
�����'��, 
�+� ��!�� � �������� A x z b+ =  ������  

n nA x a x a x a x1 1 2 2= + + … +   
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��
���� ����!���
���� ��������� ������� b  �� ���������� 
L A( )  ��
���� na a a1 2 ,, …,  ������� A , � ������ z  — ����-

!���
���� ����
�/?�� ������� b . ��;���� ������ z  ��
'�� 
���� ����!���
���� � ��'���� �������-��
��� ja  ������� 

A . #
�������
���, jz a( , ) = 0 , j n= 1, 2,…, . B �����	��� 

D���� ;�� ����	���, 	�� A z∗ = 0 . *	������ ;�� �������� ��� 
����'���� 
��� �������� A x z b+ =  �� ������� A∗ , ��
�-
	�� �����  

A A x A b∗ ∗= .      (5) 
 B ��������
���� (��?��������) 
�	�� � ����� (5) 
��'�� ������ ���'�, ���
���� ������ ��������	���!� ���-

���, � ������, ��������� � ��
/ ��DD�������
  

d F x d x A A x b A x b Ad x d x A A x A b∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗( ) = ( ) + ( ) = 2⋅ ( )− − −   
D������  

F x A x b A x b A x b
2 ∗( ) = − = ( − ) ( − ) ,  

�
�, 	�� �� '� ����, ����������� � ��
/ ������ 	����� ���-
�������� �� nx x x1 2 ,, …,  D������ F x( ) .  

 0���(����. ��� ��	�
���� ��DD�������
� d F x( )  �-
��
������� �� �������
����, 	�� ��?�������� ����'���� 

A x b A d x∗( )− , ��
��� �������� �����!� �������, �� ������� 
��� ��������������� � ����
����� ����'����, � ������ 
��������  ����'����� d x A A x b∗ ∗( )− .  
 #����� A A x A b∗ ∗=  ������/� 	����� ���������� 
"������	�. %� ������� A A∗  ���������� n -!� �������. ������-

���
�� ;��� ������� ��
���� ������
���
� ������� :���� 
����� ��
���� ������� A .  

>������ 1. +	���� ���������� "������	� A A x A b∗ ∗=  
����� �������, ��	��� �� ��3��	�, 	 ����!� ��	, ����$�� 
�������3��	��	 	���� A x b= .  
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+�!�����������.  �
� ��������
���� ��������� ���-
�� A A x A b∗ ∗=  ������� � ���, 	�� ����� �� �� ��+���� ��
�-
��� ������ A b+ , !�� A +  — ������������� � A  �������. �
� 
;��!� ����+�� �����-
��� ��
����� ���
�'���� A B C=  ���-
���� A . E�!��  

A C C C B B B− 1 − 1+ ∗ ∗ ∗ ∗= ( ) ( )  
� ����� ���� ����	�� �������  
A A A b C B B C C C C B B B b− 1 − 1∗ + ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗( ) = ( ) ( ) =  

.C B B B B B b C B b A b− 1∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ( ) = =  
 #
�������
���, A A A b A b+∗ ∗( ) = , �. �. ������ A b+  ��
���-
� ��+����� ����� �����
���� ���������, � ��� ;�� ���-
�� ��������. 

B ��������� ����� �����
���� ��������� ��'�� ���-
����� � ���. ��������� ��
��� b  � ���� b b b⊥

0= + , !��  

L A n nb n p b k A k A k A( ) 1 1 1 10 + + += = � , nA  — ��
��� �����-

�� A , b⊥ – ����!���
���� ����
�/?�� ������� b . E�!��  
A A x A b A b b A b A b A b A b∗ ∗ ∗ ⊥ ∗ ∗ ⊥ ∗ ∗

0 0 0 0= = ( + ) = + = + 0 = .  

E���� �������, ����� �����
���� ��������� ������
��� 
����� A A x A b∗ ∗

0= , � ��
����� ��!�� �������, ����
��� 

��� T
nx k k k1 2( ,= , …, )  ����� 

A A x A b A A x b A∗ ∗ ∗ ∗
0− = ( − ) = 0 = 0⋅ .  

�������� � ��������
���� ������ 	��� �����'����� ���-
����.  

���� x0  — �������
���� ��+���� ����� A A x A b∗ ∗= . 

����'��, 	�� x0  ��
���� �������+����� ����� A x b= . 

�
� ;��!� �������� ���	���� D������ A x bF x
2

−( ) =  ��� 

x x z0= + , !�� z  — �������
���� ������. E�!�� ��
�	��  
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F x z A x z b A x b A z
2 2

0 0 0( + ) = ( + ) − = ( − ) + =  

A x b A z A x b A z A x b A x b0 0 0 0= ( ( − ) + ; ( − ) + ) = ( − ; − ) +  

A z A x b A x b A z A z A z0 0+ ( , − ) + ( − , ) + ( , ) =  

A x b A x b A z z A A x b A z0 0 0

2 2∗ ∗− + ( − , ) + ( − ) + ==  

A x b z A A x b z A A x b A z0 0 0

2 2∗ ∗ ∗ ∗− + ( − ) + ( − ) + ==  

A x b z A A x A b z A A x A b A z0 0 0

2 2∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − + ( − ) + ( − ) + =

= 0 = 0
��	�
 ��	�
  

F x A z0

2
= ( ) + . 

 E���� �������, �
� x x z0= +  ��� 
/��� z  ����
����� 

�����+���� F x F x0( ) ≥ ( ) , ���	�� �������� �����'�� 
�+� 

��� z = 0 . #
�������
���, x 0  ��
���� �������+����� ���-
�� A x b= .  
 B ;��� ��'�� �������� � 
���/?�� �������. ���� x  –
��+���� ����� �����
���� ��������� A A x A b∗ ∗= . >���	�-
��, 	�� ;�� ����� ������
��� ����� A A x b∗ ( − ) = 0 , ����-
	�/?��, 	�� ��'��� ��
��� ������� A  ����!���
�� ��
��� 
z A x b= − . #
�������
���, ��
��� A x  ��
���� ��������� 
������� b  �� ������������� L A( ) , ����'������ ��
����� 
������� A , � ������ x  ��� �������+���� ����� A x b= . 
C�� ���'����� ��'�� ������� � � �������� ������� (�. 
����� ����� �����
���� ���������). E�!�� ������ � ���
/-
	���/, 	�� �������+���� ����� A x b=  ��
�/�� ��+����-
�� ����� �����
���� ���������.  

,������� 1. #����� A A x A b∗ ∗=  ����� ����������� 
��+����, �
� ��
��� ������� A  
������ ���������, � ��-
����	��� ���'���� ��+����, �
� ��
��� ������� A  
����-
�� �������.  
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+�!�����������.  ������
���
� ����� A A x A b∗ ∗=  ��� 
������
���
� ������� :���� ����� ��
���� ������� A . 
%
� ;��� ������
���
� ��
�	�� �� ��
�, �� ����� 
A A x A b∗ ∗=  ����� ����������� ��+����, � ����� ��
���� 
������� A  
������ ���������. %
� ;��� ������
���
� ����� 
��
/, �� ������������� ����� ����� ������	��� ���'��-
�� ��+����, � ����� ��
���� ������� A  
������ �������.  

,������� 2. ��?�� �������+���� ����� A x b=  ����-
������ � ����  

���x x x0= + ,  

!�� x 0  — �����-
��� 	����� ��+���� ����� A A x A b∗ ∗= , 

���x  — ��?�� ��+���� ����� A A x∗ = 0 .  
+�!�����������.  ��������
���, �� ��������� �����
� 

“��%�� ��3��	� ������������ 	���� ����� �� ������" ��-
3��	$ ��$ ��%�� ��3��	� ���������� 	����” ��
�	��� 
��'���. 

����� 1.  ���������� 	���� A x = 0  	 A A x∗ = 0  &!�	-
��������.  

+�!�����������. %
� A x = 0 , �� A A x A∗ ∗= ⋅ 0 = 0 , �. �. 
�� ��+���� ����� A x = 0  ��
�/�� � ��+������ ����� 
A A x∗ = 0 . ������
�'��, 	�� ��
��� x  ��
���� ��+����� 

����� A A x∗ = 0 . E�!�� x A A x x∗ ∗ ∗= ⋅ 0 = 0 . &�  

x A A x A x A x A x
2∗ ∗ ∗0 = = ( ) = .  

 E���� �������, �� �������� A A x∗ = 0  ��������, 	�� ��
-
��� A x  ����� ��
���/ �
���, � ���	��, �� ����� ��
/, �. �. 
A x = 0  � x  — ��+���� ;��� �����.  

,�������. ��%�� �������3��	� 	���� A x b=  ����-
���	�� � �	��  

���x x x0= + ,  
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��� x 0  — !�!��-�	�� ������ �������3��	� 	���� A x b= ; 

���x  — ��%�� ��3��	� ���������� 	���� A x = 0 .  

 =���, 	���� ��+��� ����� A x b=  ������� �������+�� 
���������, ��'�� �����  ��?�� ��+����  �����  A A x A b∗ ∗=  
�, �
� ��������, �� ���'���� ��+���� ����
��� �����
���� 
��+����, �. �. ��, ������� ����� �������+�/ �
���.  


����� 1. ��
����� �������� ��������	���!� ���
���, 
����� ��?�� � �����
���� �������+���� ����� 
������� 
��������� A x b=  ���  

A b

1 −1 0 9
−1 2 1 18

= , =
2 − 3 −1 − 9
0 1 1 18

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

. 

&�'����. �
� ��+���� ������ ����� ��������� ���-
��� ��	�
�� 
���/?�� �������:  

A A∗

1 − 1 0
1 − 1 2 0 6 − 9 − 3

− 1 2 1
= − 1 2 − 3 1 = − 9 15 6 ,

2 − 3 − 1
0 1 − 1 1 − 3 6 3

0 1 1

� �
� � � �� �
� � � �� �⋅� � � �� �� � � �
� � � �� �

� �

 

A b∗

9
1 − 1 2 0 − 27

18
= − 1 2 − 3 1 ⋅ = 72 ,

− 9
0 1 − 1 1 45

18

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �
� � � �� �

� �

 

����+�� ����� �����
���� ��������� A A x A b∗ ∗= , ������� 
� ������ 
�	�� ����� ���  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 − 9 − 3 = − 27,
− 9 + 15 + 6 = 72,
− 3 + 6 + 3 = 45.

�
	


	
�
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��+�� ;�� �����, ��
�	�� ������ ��?�� �������+����  

x x x x3 3 3
Τ= ( 27 − ; 21 − ; ) .  

F���� �� ��?�!� �������+���� x  ����
��� �����
���� ���-
����+���� x0 , ������ D�����/  

x x x x x3 3 3

2 2 2 2Φ ( ) = = ( 27 − ) + ( 21 − ) + ( ) ,  

������ �� �����/ 	����/ ����������/ �� x 3  � ���������� �� 
� ��
/:  

x x x3 3 3− 2 ⋅ ( 27 − ) − 2 ⋅ ( 21 − ) + 2 ⋅ = 0.  

��/�� ������� x3 = 16 . ��;���� �����
���� �������-
+����� ������� ����� ��������� ��
����  

x 0 Τ Τ= ( 27 − 16, 21 − 16, 16) = (11, 5, 16) .  

 %
� �
� ����
���� �����
���!� �������+���� x0  �����-
���� ������ ����, �� ��	�
� ��'�� �������� ����/-
��� 
@#� ���������� ����� ��������� A x = 0 . �
� ;��!� ����	�-
��, 	�� ��?�� ��+����� ;��� ����� ��
����  

��?x x x x3 3 3
Τ= ( − ; − ; ) ,  

� ���� �� @#� ����� �� ��+���� X Τ
1 = ( − 1, −1, 1) .  

>���� �� �
���� ����!���
����� ��+���� X 1  � ��?�!� ���-
����+���� x  

X x x x x1 3 3 3( , ) = − ( 27 − ) − ( 21 − ) + = 0   

������ ���	���� x 3 = 16 , ��� ������� �� ��?�!� �������+�-
��� x  ����
���� �����
���� �������+����  

x 0 Τ= (11, 5, 16) .  

����� 2. &���� �����
���� �������+���� ����� 

A x b= , �
�  
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i i i
A i i b i

i

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

1 1+ 2+ 4+ 2
= 1− 1 2− , = 4− 2

1 1 2 4+
.  

&�'����. #
���� ��?��� �����
�, ����+�� ����� ���-
��
���� ��������� A A x A b∗ ∗= , ������� � ������ 
�	�� ���-
�� ��� 

4

4

4

x i x i x i

i x x i x i

i x i x x i

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ (3 + 2 ) + ( 7 + 2 ) = 14 + 5 ,

( 3 − 2 ) + + ( 7 − 2 ) = 14 − 3 ,

( 7 − 2 ) + ( 7 + 2 ) + 1 = 28 + 2 .

�
	


	
�

 

��+�� ;�� �����, ��
�	�� ��?�� �������+����  
 

( )8 4
3 3

i i
X x x x3 3 3

Τ+ +
= − ; − ;  

������� ����� A x b= . F���� �� ��!� ����
��� �����
���� 
�������+���� X 0 , ��������� x 3  � ���� x a bi3 = + . E�!�� 
X  ������ ��� 

( )8 3 1 3 4 3 1 3
3 3

a b i a b i
X a bi

Τ( − ) + ( − ) ( − ) + ( − )
= ; ; + .  

��
�� ����+�� D�����/  

8 3 1 3 4 3 1 3
9 9

X X X X

a b a b
a b

2 ∗

2 2 2 2
2 2

Φ ( ) = = =

( − ) + ( − ) ( − ) + ( − )
= + + + =

 

27 27 72 12 82
9

a b a b2 2+ − − +
= , 

� �� ������� ��
/ �����������  

a
a

X
54 − 72′Φ ( ) =

9
, b

b
X

54 −12′Φ ( ) =
9
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������ a
12

=
9

; b
2

=
9

. #
�������
���, 
i

x a bi3
12 +2

= + =
9

. 

��� ����� ���	���� x 3  �� ��?�!� �������+���� X  ����
�-
��� �����
���� �������+����  

( )i i i
X

Τ
0 12 + 12 +2

= ; ;
9 9 9

.  

F���� �� ��?�!� �������+���� X  ����
��� �����
���� 
�������+���� X 0  ������ ������, ������� ����/-
��� 
@#� ���������� ����� ��������� A x = 0 . �
� ;��!� ����-
	���, 	�� ��?�� ��+����� ;��� ����� ��
����  

��?X x x x3 3 3
Τ= ( − ; − ; ) .  

��;���� ���� �� @#� ����� �� ��+����  
1x Τ= ( − 1, − , 1 ) . 

��
�� �� �����+���� ����!���
�����  

0
8 4

3 3
i i

X x x x x3 3 3−
+ +

( , ) = + − + + =  

�������� X  � x  ������� ���	���� 
i

x 3
12 +2

=
9

, ��� ������� 

�� ��?�!� �������+���� X  ����
���� �����
���� �����-
��+����  

( )i i i
X

Τ
0 12 + 12 +2

= ; ;
9 9 9

.  


����� 3. &���� ���!�	
��  

(p t x x t x t1 2 3
2) = + ⋅ + ⋅ , 

�������  �������+�� ��������	��� ��!��+����/ �������-
������ �� ������� [ ]2, 2−  D�����/ f t( ) , �������/ ���
. 2.  

E��
��� 2 

t  − 2  −1  1  2  

f t( )  9  2  5  16  
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&�'����. ������
�� ���	������ ������ �� ���
��� � 
���!�	
�� (p t x x t x t1 2 3

2) = + ⋅ + ⋅ , ������ � ����� 
������� 
�
!�����	���� ���������   

x x x

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

− 2 + 4 = 9,

− + = 2,

+ + = 5,

+ 2 + 4 = 16

�
	
	


	
	�

 

�������
��� ���������� ��;DD�������� x x x1 2 3, ,  �����!� 
���!�	
��� (p t ) .  

��
�	����� ����� ��
���� ����������. "���� ��+��� 
�� ������� �������+�� ���������, ��
����� �������� ����-
����	���!� ���
���. �
� ;��!� ����+�� ������� ��;DD�����-
��� ��� ���������� � ������ �������� 	
����  

A b

1 − 2 4 9
1 − 1 1 2

= , = .
1 1 1 5
1 2 4 16

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

 

B�	�
�� �������  

A A∗

1 − 2 4
1 1 1 1 4 0 10

1 − 1 1
= − 2 − 1 1 2 ⋅ = 0 10 0 ,

1 1 1
4 1 1 4 10 0 34

1 2 4

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �
� � � �� �

� �

 

A b∗

9
1 1 1 1 32

2
= − 2 − 1 1 2 ⋅ = 17 .

5
4 1 1 4 107

16

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �
� � � �� �

� �

 

 #������ ����� �����
���� ��������� A A x A b∗ ∗= , ��-
����� � ������ 
�	�� ����� ���  
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x x

x

x x

1 3

2

1 3

4 + 10 = 32,

10 = 17,

10 + 34 = 107.

�
	


	
�

 

 ��+�� ;�� �����, ������ ���	���� ���������� x1 = 0,5;  

x 2 = 1, 7;  x3 = 3.   
 E���� �������, ������ ���!�	
��, �������  �������+�� 
��������	��� ��!��+����/ ������������� �� ������� 
[ ]2, 2−  ���
�	�� �������/ D�����/ f t( ) , ����� ���  

(p t t t 2) = 0,5 +1,7 + 3 .  


����� 4. &���� ��;DD������� x1  � x2  D������  

( sin cos y t x t x t1 2) = + ⋅⋅ ,  
�������  �������+�� ��������	��� ��!��+����/ �������-
������ �� ������� [ / 6, / 3]π π  D�����/ f t( ) , �������/ ���
. 3.  

E��
��� 3 

t  
π

6
 

π

4
 

π

3
 

f t( )  3, 6  3,5  3, 2  
 

&�'����. ������
�� ���	������ ������ �� ���
��� � 
D�����/ ( sin cos y t x t x t1 2) = + ⋅⋅ , ������ � ����� 
������� 
�
!�����	���� ���������  

x x
x x
x x

1 2

1 2

1 2

0,50 + 0,86 3, 6,

0, 71 + 0, 71 = 3,5 ,

0,86 + 0,50 = 3, 2

�
	


	�

=

 

�������
��� ���������� ��;DD�������� D������ (y t ) . ��-

�	����� ����� ����������. "���� ��+��� �� ������� ���-
����+�� ���������, ��
����� �������� ��������	���!� 
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���
���. �
� ;��!� ����+�� ������� ����� � ��
��� �� ��-
������ 	
����  

A b
0,50 0,86 3, 6

= 0, 71 0, 71 , = 3,5 .
0,86 0,50 3, 2

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

 

B�	�
�� �������  

A A∗
0,50 0,86

0,50 0,71 0,86 1, 49 1,36
= 0,71 0,71 = ,

0,86 0,71 0,50 1,36 1, 49
0,86 0,50

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �
 

A b∗
3, 6

0,50 0, 71 0,86 7, 04
= 3,5 = .

0,86 0, 71 0,50 7,19
3, 2

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �
 

#������ ����� �����
���� ��������� A A x A b∗ ∗= , ��-
����� � ������ 
�	�� ����� ���  

x x

x x
1 2

1 2

1, 49 + 1, 36 = 7, 04 ,

1, 36 + 1, 49 = 7,19 .
�


�

  

��+�� ;�� �����, ������ x x1 2= 1, 92 ; = 3, 07 . ��;���� 
������ D������ (y t ) , �������  �������+�� ��������	��� 
��!��+����/ ������������� �� ������� [ 26, / 3]π π  ���
�	�� 
�������/ D�����/ f t( ) , ����� ���  

( sin cos y t t t) = 1,92 + 3,07 ⋅⋅ .  

����� 5. &���� ��;DD������� x1  � x2  D������  

( t ty t x x1 2
− − 2) = 3 + ⋅3⋅ ,  

�������  �������+�� ��������	��� ��!��+����/ �������-
������ �� ������� [0; 2]  D�����/ f t( ) , �������/ ���
. 4.  
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E��
���  4   

t  0  1 2  

f t( )  91  11  2  
 

&�'����. ������
�� ���	������ ������ �� ���
��� � 
D�����/ ( t ty t x x1 2

− − 2) = 3 + ⋅3⋅ , ������ � ����� 
������� 
�
!�����	���� ���������  

91,

11,

2

x x

x x

x x

1 2

1 2

1 2

+ =

1 1
+ =

3 9
1 1

+ =
9 81

�
	
	


	
	
�

 

�������
��� ���������� ��;DD�������� D������ (y t ) .  
 �
� ������� ����������� ;�� ����� � �����  

x x

x x

x x

1 2

1 2

1 2

+ = 91,

3 + = 99,

9 + = 162.

�
	


	�

 

��
�	����� ����� ����������. "���� ��+��� �� ����-
��� �������+�� ���������, ��
����� �������� ��������	�-
��!� ���
���. �
� ;��!� ����+�� ������� ����� � ��
��� 
�� �������� 	
����  

A b
1 1 91

= 3 1 , = 99 .
9 1 162

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

 

B�	�
�� �������  

A A∗
1 1

1 3 9 91 13
= 3 1 = ,

1 1 1 13 3
9 1

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �
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A b∗
91

1 3 9 1846
= 99 = .

1 1 1 352
162

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �
  

#������ ����� �����
���� ��������� A A x A b∗ ∗= , ��-
����� � ������ 
�	�� ����� ���  

x x

x x
1 2

1 2

91 + 13 = 1846 ,

13 + 3 = 352 .
�


�

  

��+�� ;�� �����, ��
�	�� x x1 2= 9, 25; = 77, 25 . ��;��-
�� ������ D������� ��
���� D������  

( t ty t − − 2) = 9, 25 3 + 77, 25⋅3⋅ .  
�
� �������� �������, 	�� �
� D������ f t( )  ������ ���
. 

5, �� ��
�	��� D������ ( t ty t − − 2) = 9 3 + 81⋅ 3⋅ , ������/?��  
D������� f t( ) .  

E��
��� 5  

t  0  1  2   

f t( )  91  12  2  


����� 6. L������� ����������� ��
��� �� ��������-
������ �!
� ��������� ;�����	���� ���������� @�����
�-
��  

A C αβ= .  

E������� ����� ��;DD������� α  � β  �� ����
������ ���
/-
�����, ����������� � ���
. 6 (�. [37], ���
. 15, . 69).  

E��
��� 6 

a 1  1 1 1 1 1 1 1 

a 2  −1, 09 −0, 9  −0, 76  −0,57  −0, 45  −0, 34 −0, 25  

y  −0, 05 0, 04  0,11  0, 20  0, 26  0, 29  0, 32  
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&�'����. F���� ��������� 
������� ����� �������+�� 
���������, ������� ��������� ������+�� � ����  

lg lg lgA Cβ α= + ⋅   
� ������ ������	����  

lg lg lgy A x x a a Cβ α1 2 1 2= , = , = , = 1, = .  

E�!�� ��
�	�� ��������� y a x a x1 1 2 2= + .  

&��������� x1  � x2  ;��!� ��������� ������ ������� ���-
����+�� ��������� �� ����
������ ���
/�����, ����������� � 
���
. 6. ������
�� ���	������ ������ �� ;��� ���
��� � ����-
����� y a x a x1 1 2 2= + , ������ � ����� 
������� �
!�����	�-
��� ���������  

x x

x x

x x

x x

x x
x x

x x

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

− 1, 09 = − 0, 05 ,

− 0, 90 = 0, 04 ,

− 0, 76 = 0,11 ,

− 0,57 = 0, 20 ,

− 0, 45 = 0, 26 ,

− 0, 34 = 0, 29 ,

− 0, 25 = 0, 32 .

�
	
	
		


	
	
	
	�

 

��
�	����� ����� ����������. "���� ��+��� �� ����-
��� �������+�� ���������, ��
����� �������� ��������	�-
��!� ���
���. �
� ;��!� ����+�� ������� ����� � ��
��� 
�� �������� 	
����  

A b

1 −1, 09 −0, 05
1 −0, 90 0,04
1 −0, 76 0,11

= , = .1 −0,57 0, 20
1 −0, 45 0, 26
1 −0, 34 0, 29
1 −0, 25 0, 32

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
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B�	�
�� �������  

A A∗ 1 1 1 1 1 1 1
= ×

−1, 09 −0, 90 −0, 76 −0,57 −0, 45 −0, 34 −0, 25
� �
� �
� �

 

1 −1, 09
1 −0, 90
1 −0, 76

7 − 4, 36
× = ,1 −0,57

− 4, 36 3, 2811
1 −0, 45
1 −0, 34
1 −0, 25

� �
� �
� �

� �� � � �� � � �
� �
� �� �
� �

 

A b∗ = ×
1 1 1 1 1 1 1

−1, 09 −0, 90 −0, 76 −0,57 −0, 45 −0, 34 −0, 25
� �� �
� �

 

−0, 05
0, 04
0,11

1,17
× = .0, 20

−0, 4747
0, 26
0, 29
0, 32

� �
� �
� �
� � � �

� �� � � �� �
� �
� �
� �

  

#������ ����� �����
���� ��������� A A x A b∗ ∗= , ��-
����� � ������ 
�	�� ����� ���  

x x
x x

1 2

1 2

7 − 4, 36 = 1,17 ,

− 4, 36 + 3, 2811 = − 0, 4747 .
�


�

  

��+�� ;�� �����, ��
�	�� x1 ≈ 0, 45;  x 2 ≈ 0, 45 . #
�����-

��
���, xα 2= ≈ 0, 45 ;  lg xβ 1= ≈ 0, 45 ;  β ≈ 2,82 . ��;����  

A C Cαβ 0,45= = 2,82 .  
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����� 7. ,������ �������+�� ��������� ����� ��;DD�-
������ a a a0 1 2, ,  D������ ������
����  

C a I a B a C0 1 2 −1= ⋅ + ⋅ + ⋅   

�!
��� ��������� � ���
. 7 ��������
���� ������, � �����-
!� ������
� 1970 !. �� 	�������� ������
 1980 !. ��
/	���
���.  

=��
������� ������	����: C  — ���
���� ���������
�-
��� ������ ����+��� ������� �� ����?�� ������
; C−1  — 
���
���� ���������
���� ������ ����+��� ������� �� ���-
����?�� ������
; B Y D PC= , !�� Y D  — ����
�!����� ��-
��� ����+��� �������, PC  — ��D
���� ���������
���� ��-
����� ����+��� �������.  

#���������. 1. ������ ����������� �� ���!� [25, . 130-
131]. 2. >� ������� ��������� D����	���� ���������
���� 
������� � ����
�!����!� ������ � ����	� ������ 1 �
�� ���.  

&�'����. B ������������� 
�	�� �������
��� ����-
������ ��;DD�������� a a a0 1 2, ,  ����� �����  

I a B a C a C0 1 −1 2⋅ + ⋅ + ⋅ =  

 (43 × 3) -�������� A I B C−1= ( , , ) , �. �.  ��������, ����
��-

��� �� ��
����� ���� ��
���� I B C−1, ,  ����� h = 43  �����-
������ ���
��� ������, � ��
���� C  �������� 	
���� ��� 
'� ���
���, ��	���/?��� � �����!� ������
� 1970 !.  

��;����  

A A∗

3 3

3 3 3

3 3 3

43, 0 11, 40770 ⋅ 10 890, 41030 ⋅ 10

11, 40770 ⋅ 10 3167,82140 ⋅ 10 239769,89987 ⋅ 10

890, 41030 ⋅ 10 239769,89987 ⋅ 10 18855152, 07563 ⋅ 10

= ,
� �
� �
� �
� �

 

A C

3

3∗

3

903,1317 ⋅ 10

246455,1008 ⋅ 10

19030653, 995 ⋅ 10

= ,

� �
� �
� �� �
� �

  

� ������ �����
���� ��������� ��
���� �����  
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E��
��� 7 

1 14566,9 – – – – – 
2 15071,4 10594,2 59,1 1 179,2589 14566,9 
3 15970,3 11506,7 59,4 1 193,7155 15071,4 19

70
 

4 18029,9 15247,2 60,7 1 251,1895 15970,3 
1 15472,6 10511,8 61,9 1 169,8191 18029,9 
2 16038,4 11949,2 62,9 1 189,9714 15472,6 
3 16714,4 13000,2 63,5 1 204,7276 16038,4 19

71
 

4 19137,5 16592,9 64,3 1 258,0544 16714,4 
1 16667,9 11538,5 65,0 1 177,5154 19137,5 
2 17435,5 13880,4 66,4 1 209,0422 16667,9 
3 18482,0 14860,0 67,0 1 221,7910 17435,5 19

72
 

4 21212,6 20049,1 67,7 1 296,1462 18482,0 
1 18667,3 13856,8 69,5 1 199,3784 21212,6 
2 18938,4 16695,5 72,4 1 230,6008 18667,3 
3 20126,4 19202,7 74,2 1 258,7965 18938,4 19

73
 

4 22972,5 25737,8 77,6 1 331,6727 20126,4 
1 18478,2 16741,1 83,7 1 200,0131 22972,5 
2 19091,9 22435,9 87,7 1 255,8255 18478,2 
3 20311,7 24276,7 90,5 1 268,2508 19091,9 19

74
 

4 22321,4 31200,6 95,3 1 327,3935 20311,7 
1 19530,8 20484,4 96,9 1 211,3973 22321,4 
2 19919,6 25619,3 99,3 1 257,9990 19530,8 
3 20889,1 26791,2 100,4 1 266,8446 19919,6 19

75
 

4 23286,3 34874,4 102,7 1 339,5755 20889,1 
1 20117,4 23380,8 104,8 1 223,0992 23286,3 
2 20488,2 29391,9 108,4 1 271,1430 20117,4 
3 21703,5 29601,6 109,7 1 269,8414 20488,2 19

76
 

4 24151,4 39377,8 111,7 1 352,5318 21703,5 
1 20970,9 25299,2 114,2 1 221,5342 24151,4 
2 21451,3 32249,6 116,6 1 276,5832 20970,9 
3 22389,5 32554,8 117,4 1 277,2981 21451,3 19

77
 

4 24756,0 42802,5 118,0 1 362,7331 22389,5 
 

:�
� 

�
��

��
�


 

C  Y D  PC  I  B  C−1  
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��������	�  ����.  7  

1 21715,4 28351,1 120,5 1 235,2788 24756,0 
2 22111,2 36115,0 122,4 1 295,0572 21715,4 
3 23369,1 34526,1 123,1 1 280,4720 22111,2 19

78
 

4 26323,4 45865,4 123,0 1 372,8894 23369,1 
1 23203,5 29607,3 123,8 1 239,1543 26323,4 
2 23793,1 39212,7 126,1 1 310,9651 23203,5 
3 24746,9 37610,6 127,1 1 295,9135 23793,1 19

79
 

4 27273,3 48643,7 128,4 1 378,8450 24746,9 
1 23741,9 32307,8 131,4 1 245,8737 27273,3 
2 23954,7 42860,4 135,0 1 317,4844 23741,9 
3 24816,6 40473,9 136,3 1 296,9472 23954,7 19

80
 

4 27288,3 52755,6 137,0 1 385,0774 24816,6 

a a a

a a a

a a a

5 5 5
0 1 2

5 5 5 5
0 1 2

5 5 5 5
0 1 2

43, 0 0,114 ⋅ 10 8, 904 ⋅ 10 9, 031 ⋅ 10

0,114 ⋅ 10 31, 678 ⋅ 10 2397, 700 ⋅ 10 2464, 551 ⋅ 10

8, 904 ⋅ 10 2397, 699 ⋅ 10 188551, 521 ⋅ 10 190306, 540 ⋅ 10

⋅ + + = ,

+ + = ,

+ + = .

�
	


	
�
 ��� ����� ����������� ��+����  

a a a0 1 2= 1405, 313; = 36, 48023; = 0, 4790497 . 
#
�������
���, ������������� D������ ������
����:  

C I B C −1= 1405,387 ⋅ + 36, 48023⋅ + 0, 4790497 ⋅ .  

����� 8. ,������ �������+�� ��������� ����� ��;DD�-

������ a , α , β  ��������������� D������ �����–��!
��  
Y a K Lα β α β= ⋅ ⋅ , > 0, > 0 ,      (6) 

�� ����
������ ���
/����� (�. [25], . 135), �������� � ���
. 8.  
=��
������� ������	����: Y – ����� ����������� (��
�-

	���� ����?����� ���������), K  — ����� ������� �����-
���������� D����� (������� �� ������
���� ������������), 
L  — ����� ������� ����	�� �
� (������� �����).  

&�'����. F���� �
� ��+���� ����	� ��
��� �����'��� 
���������� ������ �������+�� ���������, ��� 	��� D������ 
(6)  ���
�!���D������  �� �������/ 10. E�!�� ��
�	�� 
�-
�����/  D�����/   lg lg lg lgY a K Lα β+ ⋅ + ⋅=   �������
��� 
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E��
��� 8 

�����  
����;���� Y  K  L  

1 100 100 100 

2 101 107 104,8 

3 112,0 114,0 110,0 

4 122,0 122,0 117,2 

5 124,0 131,0 121,9 

6 122,0 138,0 115,6 

7 143,0 149,0 125,0 

8 152,0 163,0 134,2 

9 151,0 176,0 139,9 

10 126,0 185,0 123,2 

11 155,0 198,0 142,7 

12 159,0 208,0 147,0 

13 153,0 216,0 148,1 

14 177,0 226,0 155,0 

15 184,0 236,0 156,2 

16 169,0 244,0 152,2 

17 189,0 266,0 155,8 

18 225,0 298,0 183,0 

19 227,0 335,0 197,5 

20 223,0 366,0 201,1 

21 218,0 387,0 195,9 

22 231,0 407,0 194,4 

23 179,0 417,0 146,4 

24 240,0 431,0 160,5 
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���������� lg a α β, , , �
� �
� ����� ������	���� lg Y b= , 
lg K k= , lg L l= , lg a γ= , ����'���� k l bγ α β+ ⋅ + ⋅ = .  

������
�� � ;�� ����'���� ���	������ ������ ��'��!� 
���
/�����, ������ � ����� 
������� ��������� A x b= :  

A

1 2 2

1 2, 0293837 2, 0203612

1 2, 0569048 2, 0413926

1 2, 0863598 2, 0689275

1 2,1172712 2, 0860036

1 2,1398790 2, 0629578

1 2,1731862 2, 0969099

1 2, 2121875 2,1277524

1 2, 2455126 2,1458176

1 2, 2671717 2, 0906106

1 2, 2966651 2,1544239

1 2, 31
=

80633 2,1673173

1 2, 3344537 2,1705550

1 2, 3541084 2,1903316

1 2, 3729119 2,1936810

1 2, 3873898 2,1824146

1 2, 4248816 2,1925674

1 2, 4742162 2, 2624510

1 2, 5250448 2, 2955670

1 2, 5634811 2, 3034120

1 2, 5877109 2, 2920344

1 2, 6095944 2, 288

, ,x b
γ
α
β

2

2, 0043213

2, 0492179

2, 0863598

2, 0934216

2, 0863598

2,1553360

2,1818435

2,1789769

2,1003

6962

1 2, 6201360 2,1655410

1 2, 6344772 2, 2054750

= =

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

� �� �
� �� �
� �� � � �� �

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �� �� �

.

705

2,1903316

2, 2013971

2,1846914

2, 2479732

2, 2648177

2, 2278866

2, 2764617

2, 3521825

2, 3560258

2, 3483048

2, 3384564

2, 3636119

2, 2528530

2, 3802112

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �� �� �
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 ��
�� ��	�
��� �������  

A A∗
24,0 55,8309920 51,79896

= 55,830992 130,793808843022 120,869775124652 ,
51,79896 120,869775124652 111,979327590368

� �
� �
� �
� �

  

A b∗
52, 921415

= 123,617892496958
114, 449687699056

� �
� �
� �
� �

 

� ����
��� ����� �����
���� ��������� A A x A b∗ ∗= , �. �. 
�����  

γ α β
γ α β
γ α β

24, 0 + 55,831 + 51,799 = 52, 921 ,
55,831 + 130,794 + 120,870 = 123,618,
51, 799 + 120,870 + 111, 979 = 114, 450.

�	


	�

      (7) 

#����� (7) ����� ����������� ��+����:  
lg aγ = = − 0, 0195094;  α β= 0, 244873; = 0, 767090.  

��;���� ��������������� D������ �����–��!
�� (6) ���-
�� ���  

Y K L0,2449 0,7671= 0,9561⋅ ⋅ .  

����� 9. &���� �����
���� �������+���� �����  

x x

x i x

i x x

1 2

1 2

1 2

+ 2 = 1,

− = 1,

+ = 1.

�
	


	
�

 

&�'����. #
���� ��?��� �����
�, ������ ����� 
A A x A b∗ ∗=  �����
���� ���������, ������� � ������ 
�	�� 
����� ���  

x i x i

i x x i
1 2

1 2

3 + ( 2 − 2 ) = 2 − ,

( 2 + 2 ) + 6 = 3 + .
�


�

  

��+�� ;�� �����, ��
�	�� ����������� ��+����  
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x i i Τ1
= ( 4 − 2 ; 3 + )

10
. 

��� � ��
���� ������ �����
���� �������+�����.  
�
� ����� A x b=   �������
���� m n( × ) -�������� A  

����� �����
���� ��������� A A x A b∗ ∗=  ��
���� (�. ���- 
���� 1) �������� ������  ���������� �������� A A∗  ��-
����� n . ��;���� �
� ��+���� ����� �����
���� ��������� 
��������� �� ������, ���!����� � ��+���/ �������� 
���������� ���� 
������� ���������, ��	����  �����
� 
������� � ������ :���  �!� ���!�	�
������ ����D���-
�����. E���� ������� ������	�� ���!� (�. �. 4.1, 4.4). >��� 
������� 
�+�, 	�� ����
��� ������� A A∗  �������	��� (;�-
������) ����������
��� ������
�����, �� ��� ��+���� ����� 
�����
���� ���������  ����?�/ �����/������ �����
�!�� 
������� �������� ��!�� �������� ����� ���������!� ����� � 
���� $�
����!�  �� ������������ ��	������ ;������	��-
�� � ����	�����. �
� ���
������ ;��� ������� �� �����/��-
�� ��'�� ���
������� ���������� ���!�����, ������� ��
/-
	��� ������	��� �� �� ���
������ ���������� ���!���� �
� 
��+���� ��������	���� ����	. B �	����� 
��������� ���	�� 
�!����	���/�� ������� ������� ����
��� ��+���� 
������� 
����	 ������� �������+�� ���������. ��;���� 	�?� ��!� ��-
�������/� ��������� ����	�, ��
�	�/� ����� �����
���� 
��������� � ���������/� ���������� �� ������ ����� 
�-
������ ��������� � �� ����� �����
���� ��������� � ��+��� 
��
���// 
/��� �� �������, ���!����� �
� ��+���� ����-
���� ����. ���!�� ������ ��+���� �������
���� ���� 

������� ��������� ������� �������+�� ��������� ���	�� �� 
���������/�. ������ ������� �� ������ ����� 
������� 
��������� � �� ����� �����
���� ��������� �� ��!�� ������ 
��
���������� �'� ���� �� ������, 	�� �
� ������� A  ���-
��� ����� �
��� ���
��
���, �� ������� A A∗  ����� ���-
��
���� ���������, ��� �����
�, ����� �� ���!� ��� ��'� ���-

��
�����. B ����  ;��� � 
���/?�� ����!��D�� �� ���-
������ �� ������� ����
���� ������ ��+���� ���� 
�-
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������ �
!�����	���� ��������� ������� �������+�� ����-
�����, �� �����/?�� �������� � ������ �����
���� ������-
���, � ���'��, ����� �� ��� � �����?�� ����� ��
�/�� �����-

�� ����������
�����, ����'���� � ;DD��������� ��� �� 
�����/������ ���
������.  

 
4.2.2. #��������� ���
��������� ������ � ��'����  

����� �������� ���
�����  
������ �������'�� �
�����
 

 
��+��� ����� 
������� ��������� ������� �������+�� 

��������� ��'�� ���'�  ����?�/ ������������� �������. 
������ ;��� ���� ���������.  

����� 2. ��%�� ��3��	� ���������� 	���� A x = 0  
�������	�� � �	��   

���x E A A c+= ( − ) ⋅ ,       (1) 

��� E  — ��	�	���� ����	�� ��������"$%��� �����!� n ; 
c c c1 2= ( , ,  … , nc Τ)  — ��!��� ���	�������� ���������.  

 

+�!�����������.  ��� 
/��� ������� c  ��
��� 
E A A c+( − ) ⋅  ��
���� ��+����� ����� A x = 0 , ����
���  

A E A A c A A A A c A A c+ +⋅ ( − ) ⋅ = ( − ) ⋅ = ( − ) ⋅ = 0 . 

B �� '� ����� 
/��� ��+���� x 0  ����� A x = 0  ��'�� ����-

������ � ���� x E A A x0 0
+= ( − ) ⋅ , ��� ���  

E A A x x A A x x A x0 0 0 0 0
+ + +( − ) ⋅ = − = − ⋅0 = . 

C�� ���	��, 	�� D����
� (1) ����'�� �� ��+���� ����� 
A x = 0 .  

,�������.  ��%�� ��3��	� 	���� A A x∗ = 0  �������	-
�� � �	�� (1).  

 C�� 
������ �������� �� 
��� 1 � 2.  
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>������ 2. ��%�� �������3��	� 	���� A x b=  ����-
���	�� � �	��  

x A b E A A c+ += + ( ) ⋅− ,      (2) 
��� c c c1 2= ( , ,  … , nc Τ)  — ��!��� ���	�������� ���������.  

+�!�����������.  ��?�� �������+���� ����� A x b=  
��������  ��?�� ��+����� ��!�� �������� ����� 
A A x A b∗ ∗= . ����� �� ��+���� ����� A A x A b∗ ∗=  ��
���-
� ��
��� A b+  (�. ��������
���� ������� 1). ��?�� ��+�-
��� ���������/?�� ���������� ����� A A x∗ = 0  ��'�� 
���� �������
��� � ���� (1). >��	��, ��?�� ��+���� ������-
������ ����� A A x A b∗ ∗=  � ����������  �����
�� “���-
��� ��3��	� ��$ ��%�� ��3��	� ���������� 	����” ����� 
��� (2).  

>������ 3. 0��������� �������3��	� 	���� A x b=  
��� ������  

x A b0 += .        (3) 
+�!�����������.  =������ (�. ��������
���� ������� 1 

�. 4.2.1), 	�� x A b0 +=  ��
���� �������+����� ����� 
A x b= . ���� x  — �������
���� �������+���� ;��� ���-
��. B �
� 
������ �� 
���� 1 �. 4.2.1 ;�� ��+���� ��'�� 
���������� � ���� x x z0= + , !�� x A b0 +=  � z  — �������
�-
��� ��+���� ����� A x = 0 . E�!��  

x x z x z x z x x z z x z
2 22 20 0 ∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0= + = ( + ) ( + ) = + ( ) + + . 

����
��� ��
��� z  ��
���� ��+����� ����� A x = 0 , � 
������������� ������� A+  ��'�� ���� �������
��� � ���� 
A A V+ ∗= , ��  

z x z A b z A V b A z V b V b∗ 0 ∗ + ∗ ∗ ∗= = ( ) = 0⋅ = 0= .  

��� ;��� �  

x z z x0 ∗ ∗ 0 ∗ ∗( ) = ( ) = 0 = 0 .  
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>��	��,  

x x z
22 20= +   

� �������+�� ���	���� ����
� �������+���� x x z0= +  ��-
��!���� ��� z = 0 , �. �. x A b0 +=  � ��� �����
���� �����-
��+���� ����� A x b= .  

,�������.  &����
���� �������+���� x 0  ����� 
A x b=  ����!���
��� � ��'���� ��+���/ ����� A x = 0 .  

+�!�����������.  C�� 
����� �� ��
�	����!� � ���� ����-
����
���� ������� 3 ��������  

z x x z∗ 0 0( , ) = ( , ) = 0   

��� 
/��� ��+���� z  ����� A x = 0 .  
 @����
� (3) ��
���� ���������� ����?����� D����
� 
x A b−1= , �������
�/?�� ��+���� ����� A x b=   �������-
��� ������'������ ��������.  
 *	������ ���������/ ������� � 
������ �� 
���� 1 
�. 4.2.1, �������� � 
���/?��� �
��"�����.  

>������ 4. ��%�� �������3��	� 	���� A x b=  ����-
���	�� � �	��  

��?x A b x+= + ,  

��� ��?x  — ��%�� ��3��	� ���������� 	���� A x = 0 , !���-
���", � ������	, ����� ��	���� �	� (1).  


����� 1. &���� �����
���� � ��?�� �������+���� �-
���� ��������� A x b=  ���  

A b

1 2 −1 2
2 1 4 7

= , =
1 3 − 3 1
1 1 1 3

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

.  
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&�'����. B ������� 1 �� !
��� 3 �
� ������� A  ������� 
������������� �������  

�+

31 56 33 29
1

= ⋅ 54 42 76 32
574

− 15 84 − 53 23

� �
� �
� �
� �
� �

.  

��;���� ������ �����
���� �������+����  

x A b0 +

2
31 56 33 29 1

71
= = ⋅ 54 42 76 32 ⋅ = 1

1574
−15 84 − 53 23 1

3

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �� �

� �

.  

* ���������� ����� ��������� A x = 0 , �. �. � �����  

x x x

x x x
x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ 2 − = 0,

2 + + 4 = 0,

+ 3 − 3 = 0,

+ + = 0

�
		


	
	�

  

��?�� ��+����  

���x x x x Τ
3 3 3= (−3 , 2 , ) .  

��;���� ��?�� �������+����� ������������� ����� 
��
����  

���

x

x x x x

x

3

3

3

0

− 31
= + = 1 + 2

1

� �� �
� �� �
� �� � � �� � � �

,  

!�� ���������� x 3  ��������� 
/��� 	�
���� ���	����.  

 
����� 2. &���� �����
���� �������+���� ����� ����-
����� A x b=  ���  
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A b

7 1 2 4
5 5 −2 2

= , =
3 3 6 − 6
1 7 2 − 8

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

.  

&�'����. B ������� 2 �� !
��� 3 �
� ������� A  ������� 
������������� �������  

A V U+ + ∗

8 4 0 − 4
1

= Σ = ⋅ − 4 4 0 8
72

1 − 7 9 1

� �
� �
� �� �
� �

. 

��;���� ������ �����
���� �������+����  

x A b0 +

4
8 4 0 − 4 1

1 2
= = ⋅ − 4 4 0 8 ⋅ = −1

− 672 1 − 7 9 1 −1
− 8

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� �� � � �

� �

.  


����� 3. &���� �����
���� �������+���� �����  

x x

x i x

i x x

1 2

1 2

1 2

+ 2 = 1,

− = 1, 

+ = 1.

�
	


	
�

 

&�'����. B ������� 3 �� !
��� 3 �
� ������� �����  

A i
i

1 2
= 1 −

1

� �
� �
� �
� �

  

������� ������������� �������  

i i i
A

i i i
+ ⋅

1 2 + 4 4 − 2 − 2 − 4
=

4 − 2 − 2 + 1 + 210
� �
� �
� �

.  

��;���� ������ �����
���� �������+����  
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i i i i
x A b

i i i i
+0 ⋅ ⋅

1
1 12 + 4 4 − 2 − 2 − 4 4 − 2

= = ⋅ 1 =
4 − 2 − 2 + 1 + 2 3 +10 101

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �
.  

������������� ������� A +  � ������� A  �����
��� ����� 
�����
���� �������+���� ����� A x b=  �� D����
� 
x A b0 += . B �� '� ����� ����� ���� 
���/?�� �����'�����.  

>������ 5. 
������������ ����	�� A +  ! m n( × ) - ���-
�	�� A  ������� ���������� �������3��	�� ����	����� 
"������	�  

A X E= ,  
��� E  — ��	�	���� ����	�� m -�� �����!�.  

+�!�����������. �������� �����
���!� �������+���� 
X 0  �����	��!� ��������� A X E=  ������
��� �������/ 

�����
���� ��+���� mX X X0 0 0
1 2, ,…,  ����  

j jA X E j m= , = 1, 2,…, ,  

!�� jX  — j -� ��
��� ������� X ; jE  — j -� ��
��� ���-

��	��� ������� E  ������� m .  
�
� ��'��� �� ;��� ���� �� D����
� (3) �� �. 4.2.3 ���-

��������� ��
�	���  

j jX A E j m0 + , = 1, 2,…,= .  

C�� �����+���� ������
��� �����+���/  
X A E A0 + += = ,  

������� ���������� �����'����� �������.  
 #������ ������������� ������� A + , ����
�/?�� �-
���'���� ���������� �������, 	��� �������/� � ��	���� ��-
����
���� ������������� ������� (�. �. 3). =� ��!� ���'� 
�������� 
���/?��  


������. ��� ���	���	� ������������� ����	�� A +  ! 
m n( × ) -����	�� A  ���"�� ����	 ���������� ��3��	� jX 0  

!����� �	������ 	����   
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j jA X E j m= , = 1, 2,…, , 

��� jX  — j -� ������ ����	�� A + ; jE  — j -� ������ ��	-

�	���� ����	�� E  �����!� m , 	 	� ���"������ �������-
��3��	� mX X X0 0 0

1 2, ,…,  ����	�� ����	�"  

mA X X X+ 0 0 0
1 2= ( , ,…, ) .  

 E���� ���� �������� ������������� ������� ��
���� 
���������� ����?����� ���
�!�	��!� ����� ��	�
���� 
�������� ������� A −1  � ������'������ ������� A .  


����� 4. ��
����� ����������� �����
��, ����� ���-
���������/ ������� A +  � �������  

A

1 −1 0
−1 2 1

=
2 − 3 −1
0 1 1

� �
� �
� �
� �
� �

.  

&�'����. �
� ��+���� ����	� 
����� ����� �����
���� 
�������+���� ���� A X E1 1= , A X E2 2= , A X E3 3= , 

A X E4 4= , !�� X X X X1 2 3 4, , ,  — ��
��� ������ ������� 

A + , E E E E1 2 3 4, , ,  — ��
��� �����	��� ������� E  	�����-
��!� �������.  
 B ������������� 
�	�� �����
���� ��+���� ;��� ���� 
��������� ����� ��������, � ������� �� ���
���/�� ���-
���������� �������. ,� ��������� �� ��+���� �������-
��/?�� ���� �����
���� ���������. �
� ;��!� ��	�
�� 
�������  

A A∗

1 −1 0
1 −1 2 0 6 −9 −3

−1 2 1
= −1 2 −3 1 = −9 15 6 ,

2 −3 −1
0 1 −1 1 −3 6 3

0 1 1

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� �� � � �

� �
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A E1
∗

1
1 −1 2 0 1

0
= −1 2 −3 1 = −1 ,

0
0 1 −1 1 0

0

� �
� � � �� �� � � �� �
� � � �� �� �� � � �

� �

  

A E 2
∗

0
1 −1 2 0 −1

1
= −1 2 −3 1 = 2 ,

0
0 1 −1 1 1

0

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� �� � � �

� �

  

A E 3
∗

0
1 −1 2 0 2

0
= −1 2 −3 1 = −3 ,

1
0 1 −1 1 −1

0

� �
� � � �� �� � � �� �
� � � �� �� �� � � �

� �

 

A E 4
∗

0
1 −1 2 0 0

0
= −1 2 −3 1 = 1 ,

0
0 1 −1 1 1

1

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� �� � � �

� �

  

����+�� ����� �����
���� ��������� A A X A E1 1
∗ ∗= ,

 A A X A E2 2
∗ ∗= , A A X A E3 3

∗ ∗= , A A X A E4 4
∗ ∗= , �. �. 

�����  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 9 3 1,

9 15 6 1,

3 6 3 0,

x x x
x x x
x x x

− − =

− + + = −

− + + =

�
	


	�

  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 9 3 1,
9 15 6 2,

3 6 3 1,

x x x
x x x
x x x

− − = −

− + + =

− + + =

�
	


	�
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 9 3 2,

9 15 6 3,
3 6 3 1,

x x x
x x x
x x x

− − =

− + + = −

− + + = −

�
	


	�

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 9 3 0,
9 15 6 1,

3 6 3 1.

x x x
x x x
x x x

− − =

− + + =

− + + =

�
	


	�

  

 &����� ��?�� ��+���� ������ �� ;��� ����  

X x x x Τ
1 3 3 3= ( 2 3 − , 1 3 − , ) .  

F���� �� ��?�!� ��+���� X 1  ����
��� �����
���� ��+�-

��� X 0
1 , ������ D�����/  

X X x x x 2
1 1 3 3 3

2 2
2 2 1

Φ( ) = = − + − + ,
3 3

� � � �
� � � �
� � � �

  

������ �� ����������/ �� x 3  � ���������� �� � ��
/. E�!�� 
������ � ��������/  

x x x3 3 3

2 1
−2 − −2 − + 2 = 0

3 3
� � � �
� � � �
� � � �

,  

�� ������!� ������ x 3 = 1 3 .  

��� ����� ���	���� x 3  �� ��?�!� ��+���� X 1  ����
���� 
�����
���� ��+����   

( )X
Τ0

1 1 3 1 3= , 0, .  

E���� '� ������ ������ �����
���� ��+����  

X X X
Τ Τ Τ

0 0 0
2 3 4

1 1 2 2 1 1 4 1 5
= , , , = , − , , = , ,

9 9 9 9 9 9 9 9 9
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
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������������ �
� ���
���� ������������� ���� ���-
��
���� ���������. =� ��
�	����� �����
���� ��+����, ��� 
�� ��
����, ������� �������  

A X X X X0 0 0 0
1 2 3 4

+
3 1 2 4

1
= ( , , , ) = 0 1 −1 1 .

9 3 2 1 5

� �
� �
� �
� �

  

 
4.2.3. #��������� ����� �����	������� � ��'���� ����� 

�������� ���
����� ������ �������'�� �
�����
 
 
 ���� ���� �������
���� (�������� �
� ����������) 
����� A x b=  �� m  
������� ���������  ��������
����� 
�
� ����
������ ��;DD��������� � n  �����������. �
� 
��
�	���� �����
���!� �������+���� ;��� ����� ����� 
�������!� ��+� ����� ��'�� ��������� ���'� ����� ���"-
���	���		. �� ��
/	��� 
���/?�� ;����.  
1. #����
�/� D�����/  

i j j i j

m n n

i j j

xF x A x b x a x bα α α

2

2 2 2

= 1 = 1 = 1

( ) = − + = − + ,� � �  (1) 

!�� 0α > , � ������� ������ xα , ��� ������� D������ F xα ( )  
����!��� ���!� ��������. E���� �������� ��
���� ��+����  

x A A E A bα α∗ −1 ∗= ( + ⋅ )      (2) 
�����  

A A E x A bα∗ ∗( + ⋅ ) = .     (3) 

C�� ����� ����'�� ��!�
������������ �������� α . ��� ��-
������ ��
/ ��������� α  ��� ������?���� � ����� ���-
��
���� ��������� ����� A x b= . B ��������
���� (��?�-
�������) 
�	�� � ����� (3) ��'�� ������, ��������� � ��-

/ ��DD�������
 D������ F xα ( ) :  
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d F x d x A A x b A x b Ad x d x x x d x

d x A A x b d x x d x A A E x A b

α α α

α α

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

( ) = ( ) + ( ) + + =

= 2⋅ ( ) + 2⋅ 2⋅ ( + ) − ,

− −

− = � �� �
  

�
�, 	�� �� '� ����, ��������� � ��
/ ������ 	����� �����-
������ ;��� D������ �� nx x x1 2 ,, …, .  

 #���������. ��� ��	�
���� ��DD�������
� d F xα ( )  �-
��
������� �� �������
����, 	�� ��?�������� ����'���� 

A x b A d x∗( )−  � x d x∗ , ��
��� ��������� �����!� �������, �� 
����/�� ��� ��������������� � ����
����� ����'����, � 
������ ������/� ������������  ����'������ 
d x A A x b∗ ∗( )−  � d x x∗ .  
2. B ��
�	����� ����'���� �
� �������  

x A A E A bα α∗ −1 ∗= ( + ⋅ )      (3) 

��������� � �����
� ��� α → +0 . C��� �����
 ���� ���-
��
���� �������+���� x 0  ����� A x b= , ����
���  

limx A A E A b A bα
+0

0 ∗ −1 ∗ += ( + ⋅ ) =
→α

 


����� 1. ,������ ��!�
�������� ����� �����
���� ���-
����+���� ����� ���������  

x x
x x
x x

1 2

1 2

1 2

+ 2 = 1,
− 2 = −1,

2 + = 1.

�	


	�

 

&�'����. B�	�
�� �������  

A A∗
1 2

1 1 2 6 2
= ⋅ 1 − 2 = ,

2 − 2 1 2 9
2 1

� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �� �

� �

  

A b∗
1

1 1 2 2
= ⋅ −1 = .

2 −2 1 5
1

� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �� �

� �
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 >���+�� ����� ��������� (3), ������� � ������ 
�	�� 
����� ���  

x x

x x

α
α

1 2

1 2

( 6 + ) + 2 = 2,

2 + ( 9 + ) = 5.
�	


	�

 

 ��+�� ;�� �����, ������  

x x
α α

α α α α1 22 2

8 + 2 26 + 5
= , =

50 + 15 + 50 + 15 +
.  

B ��������� ��+���� ����+�� �����
���� ������� ��� 
α → +0 . E�!�� ��
�	��  

x x1 2
4 13= , =25 25 .  

E���� �������, ������ �����
���� �������+����  

x 0 1 4
= ⋅

1325
� �
� �
� �

.  

��� �����/������ ���
������ ������ ��!�
�������� D���-
��/ F xα ( )  ���������/� ��� ���������� ���	����� �������-

�� α . ��� ��'��� ����� ���	���� α  �� ����� (3) ������� 
���������/?�� ����
�'���� xα  � ������� �����
����� 
�������+���/ x 0 .  

,���� ��!�
�������� ;DD������� ��� �������� ����	�-
��!� �����
���!� �������+���� ����� A x b=  ��� �� ���-
��?�����. ��
� � ���, 	�� �����
���� �������+���� �����-
?����� ����� ��'�� �
��� ��
�	���� �� �����
���!� 
�������+���� ������� ����� ���������. B �� '� ����� ��� 
��������� D����������� ���	���� ��������� α  ��+���� ���-
��?����� ����� ������� ��!�
�������� ��'�� ���� ���-
�
�'����� ����
����, �	��� �
����� � ��	���� ���	���/ ���-
��
���!� �������+���� ������� �����.  

��� ����'����� ��+����  ����?�/ �����/���� ������	�-
�� ��'��� ����� ������!���� �����?����� ������� ������-
��!� ε  � �
� ���������� �������
���� ������ � ������ 
�����/����. ��;���� ��
��������� ������'������ 
���/-
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?�� �������. %
� �������, 	�� ������� ����� ����	��� �� 
����+���/ � �����?����� (����+� ���
��
���), �� �� ��+�/� 
���	���� ��������. B 
�	�� '� �
��� ���
��
�����, ��-
����	���� � �����?�����, ���� ��+���� �?�� ������� ��-
!�
��������, ���	�� ��
�!�/� α = ε2/3, �
� ����� �������, 
� α ε 1 2= , �
� ��� ���������. ��� ����� ������ ��������� 
α  �����	������ ��	�� ���
�	+�� ����
�'���� � ������� 
�����
����� �������+���/ ������� �����. %
� ��  
����	����� ����� ��	�!� �� �������, �� ��	���/�  ���-
������� ����� � ��
�� ������� ����, ������ ������� ��-
��� �� �� ����	�����. ��
� ;��!� ������/� ����� ��+���� 
�����.  
 

4.2.4. �������� ����������� ���
����'���	  
������ �������� ���
����� ���� ��'���	  

����� ��� �
�� ����� � ��
���"������� �������� 
 

,��(�� 1 . %
� ���� �������� �
� ���������� ����� 
��������� B x b=   m n( × ) -�������� B  ���!� r n= , ��,  
����'�� �����/ ����� 
��� �� ������� B*, ������ � �����  

B B x B b∗ ∗=  

 ������'������ �������� B B∗  ���!� n . ��+�� ;�� ����� 
���������, ��
�	��  

x B B B b B b x∗ −1 ∗ + 0= ( ) = = . 

,��(�� 2 . %
� ���� ����� ��������� C x b=   m n( × ) -
�������� C  ���!� r m= , �� �� ��+���� x  ����� ����� � ���� 
x C z∗= . E�!�� ������ � ����� C C z b∗ =   ������'������ 
�������� C C ∗  ���!� m . ��+�� ;�� �����, ������ ������  

z C C b∗ −1= ( ) .  
��;����  

x C z C C C b C b x∗ ∗ ∗ −1 + 0= = ⋅ ( ) = = .  

>������, 	�� ��� r m=  ������ ����� �������. ,�'�� 
����� �� ��?�� ��+���� � �� ��!� ����
��� �����
���� ��+�-
���. ������  ����?�/ ������������!� ������ ���� ��
�	�-
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��� �����
���� ��+����. ����� ��!�, ;��� ������ �� ���!�� 
���������
 �������/ � ���������/ ������� ����������-
��� ������� (�. D����
� (2)–(4) !
��� 3).  
 ��$�� ���(��. ����, �������, ���� �������� �
� ���-
������� ����� ���������  

A x b=  
 m n( × ) -�������� A  ���!� r n≠ , � r m≠ . ��������� ���-
���� A  ��
����� ���
�'����� A BC=  c m r( × ) -�������� 
B  ���!� r  � r n( × ) -�������� C  ���!� r . E�!�� ����� ����-
����� A x b=  ��'�� ���� ������� � ����  

BC x b= . 
��
�!�� � ��
����� �������� y C x= , ������ � ����� 

B y b= , ������� �!
��� ��
��� 	�� ������������ c
�	�/ 1, 
����� ��+����  

y C x B b+= = . 
�������� ��
�� ����
���� 
�	�� 2, ��
�	��� ��+���� ���-

��� �����  
x C y C B b A b x+ + + + 0= = = = .  

E���� �������, ����������� ���� �������� �����
�-
��!� �������+���� ����� 
������� ��������� ������
�� 
���������/ D����
� x A b0 += . ������ ;��� ������ �����
��� 
�������� ��	�
���� ������� A +  � ����� ����. ����
���� ��-

�	���� �� ��+���� ����� �
� ���� ���� ���������  ����-
��'������� ���������.  


����� 1. &���� �����
���� �������+���� ����� ����-
�����  

x x x
x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ + 2 = 3,
+ 2 + = 3,
+ 2 + 2 = 6,
+ + = 4.

�
	


	
�
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&�'����. ���! r = 3  ������� ����� ��������  	�
�� 
�� ��
����. #
�������
���, �� ����� ������ �� ��������-
��� 
�	��� �
� ����� B x b= . ��;���� ��	�
�� �������  

B B∗

1 1 2
1 1 1 1 4 6 6

1 2 1
= 1 2 2 1 ⋅ = 6 10 9 ,

1 2 2
2 1 2 1 6 9 10

1 1 1

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �� �� � � �

� �

  

B b∗

3
1 1 1 1 16

3
= 1 2 2 1 ⋅ = 25

6
2 1 2 1 25

4

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �� �� � � �

� �

  

� ����+�� ����� ��������� B B x B b∗ ∗= , �. �. �����  

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 + 6 + 6 = 16,

6 + 10 + 9 = 25,

6 + 9 + 10 = 25.

�
	


	�

  

��/�� ������� x x x1 2 3= = = 1. #
�������
���, ������ 

�����
���� �������+���� x 0 Τ= (1, 1, 1) .  


����� 2. &���� �����
���� �������+���� ����� ����-
�����  

x x x x
x x x x
x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

+ + + = 0,
2 + + + = 1,

+ 2 + + = −1.

�	


	�

  

&�'����. ���! r = 3  ������� ����� ��������  	�
�� 
�� ����. #
�������
���, �� ����� ������ �� ����������� 

�	��� �
� ����� C x b= . ��;���� ������ ����� �������-
��� ������ x C z∗= , ��	�
�� ������������ ������  
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C C ∗

1 2 11 1 1 1 4 5 51 1 2= 2 1 1 1 ⋅ = 5 7 61 1 11 2 1 1 5 6 71 1 1

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �

  

� ����+�� ����� C C z b∗ = , �. �. �����  

z z z
z z z
z z z

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 + 5 + 5 = 0,
3 + 7 + 6 = 1,
5 + 6 + 7 = −1.

�	


	�

  

��/�� ������� z Τ= ( 0, 1, −1) . ��;���� ������ �����
���� 
�������+����  

x C z0 ∗

1 2 1 101 1 2 − 1= = 1 =1 1 1 0− 11 1 1 0

� � � �� �� � � �� �⋅� � � �� �� � � �� �� � � �

.  


����� 3. &���� �����
���� �������+���� ����� 
A x b=  ���  

A b
31 −1 2 0

= −1 2 3 1 , = 6 .
0 1 −1 1 0

� �� �
� �� � � �� � � �

 

&�'����. ���! r = 2  ������� A  ������ ����� �� ����-
���� ��  	�
�� �� ��
����, ��  	�
�� �� ����. ��;���� 
��� ���������� �������� ��
����� ���
�'���� ������� A . 
�
� ;��!� (�. ����!��D 2.2) �������� 
���/?�/ ����	�� ;
�-
��������� �������������� ��� ������� ������� A   

1 − 1 2 0 1 − 1 2 0 1 − 1 2 0
− 1 2 − 3 1 ∼ 0 1 − 1 1 ∼ 0 1 − 1 1 ∼

0 1 − 1 1 0 1 − 1 1 0 0 0 0

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

 

C
1 − 1 2 0 1 0 1 1

∼ ∼ =
0 1 − 1 1 0 1 − 1 1

� � � �
� � � �� � � �� �

.  

��/�� 
�����, 	�� ��
����� ���
�'����� ������� A  ��
�-
��� ���
�'����  
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A BC
1 −1

1 0 1 1
= = −1 2 ⋅

0 1 −1 1
0 1

� � � �� � � �� � � �� �
.  

��;���� ������� ����� A x b=  ��'�� ���� ������� � ���� 
B C x b=  �
�, 	�� �� '� ����, � ����  

x
1 −1 3

1 0 1 1
−1 2 ⋅ ⋅ = 6

0 1 −1 1
0 1 0

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �
.  

��
�!�� 
y

y C x
y

1

2

= =
� �
� �
� �

, �������� � ����� B y b= , �. �. � 

�����  

y

y
1

2

1 − 1 3
− 1 2 ⋅ = 6

0 1 0

� � � �� �� � � �� �� � � �� � � �� �� � � �

. 

>��� �� ����� 
�	�� 1 �� ����������� ��+�, ��;���� ��-
	�
�� �������  

B B∗
1 − 11 − 1 0 2 − 3= ⋅ − 1 2 = ,− 1 2 1 − 3 60 1

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �
  

B b∗
3

1 − 1 0 − 3
= ⋅ 6 =

− 1 2 1 9
0

� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �� �

� �

 

� ����+�� ����� B B y B b∗ ∗= , �. �. �����  

y y

y y
1 2

1 2

2 − 3 = − 3,

− 3 + 6 = 9.
�	


	�

 

��/�� ������� y Τ .= ( 3, 3)  �������� ��������� ��+���� y  � 
����� C x y= , ��
�	�� ������/, ���������/?�/ ��-
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���������� ��+� 
�	�/ 2. B ����������  ����� �����-
��� �������� ������ ����� ���������� ������ z z z1 2

Τ= ( , )  

�����, 	�� x C z∗= , ��	�
�� �������  

C C ∗

1 0
1 0 1 1 0 1 3 0= ⋅ =
0 1 − 1 1 − 1 1 0 3

1 1

� �
� �� � � �

� � � � � �
� � � �� �

� �

 

� ����+�� ����� C C z C x y∗ = = , �. �. �����  
z

z
1

2

3 = 3,

3 = 3.
�	


	�

 

%� ��+����� ��
���� z Τ .= (1, 1)  #
�������
���, ������ ���-
��
���� �������+����  

x C z0 ∗

1 0 1
0 1 1 1= = ⋅ = .
1 −1 1 0
1 1 2

� � � �
� � � �� �
� � � � � �

� �� � � �
� � � �

  

 
 

4.2.5. #��������� QR -�����"���	 ������  
� ��'���� ������ �������� ���
�����  

������ �������'�� �
�����
  
 

���� ���� �������� �
� ���������� ����� 
������� 
��������� A x b=   ��������
���� �
� ����
����� m n( × ) -
�������� A  ���!� r n=  � m n≥ . E�!�� �
� �������� ���-
��
���!� �������+���� ��������� D����
� (�. �. 4.2.3)  

+x A b A A A b0 ∗ −1 ∗= = ( ) .      (1) 

%
� ������� QR -���
�'���� A QR=  ������ m n( × ) -
������� A  (��� r n=  � m n>  ����� ���
�'���� (�. [4], 
. 214)  
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��
���� qR -���
�'�����  m n( × ) -�������� Q , � ������� 
��������������� ��
���, � ������� R  ��
���� ������'���-
��� ������ ������� ����!�
���� �������� n -!� �������), �� 
D����
� (1) ��'�� ������� 
���/?�� ���:  

x R Q b0 −1 ∗= ,       (2) 

��� ��� � ������������� 
�	�� �������� 
���/?�� ����	-
�� ��������������:  

+x A b A A A b R Q Q R R Q b0 ∗ −1 ∗ ∗ ∗ −1 ∗ ∗= = ( ) = ( ) =   

R R R Q b R R R Q b R Q b∗ −1 ∗ ∗ −1 ∗ −1 ∗ ∗ −1 ∗= ( ) = ( ) ( ) = .  

 B 
�	�� ����� A x b=   m n( × ) -�������� A  ����
��!� 
���!� � m n≥  � ���'���
�� Q  � R  QR -���
�'���� A QR=  
����
�/� �
��� ��
��!� ���!� (�. [15]) � � ����������  
;��� �����+�����/� D����
� (2). ������ ��� ;��� � ���	�-
��
���� ������ ��'���� ����'���� ��
�	����� ����
���-
���. ��;���� ��� r n≠  � m n≥  �
� �������� �����
���!� 
��+���� ����� A x b=   m n( × ) -�������� A  
�	+� �����-
���� ���!�� ������, �������� �����, ��������� �� �������-

���� ������� ����� �� ��!�
����� ���
�'����� (�. �. 
4.2.6).  
 #
�	�� ���� A x b=   m n( × ) -��������� A  ��� m n<  
�� �������� ����	�/�� ��'�, � �
� ��� ��� D����
�, ���
�-
!�	��� D����
� (2). ��;���� �
� ��+���� ����� ���� QR -
���
�'���� �� �������/�.  

 
����� 1. ��+��� ����� A x b=  ���  

A

2 7 5
1 4 7

=
3 3 7

− 1 − 3 8

� �
� �
� �
� �
� �
� �

, b

14
12

=
13
5

� �
� �
� �
� �
� �
� �

. 

 &�'����. ������ ����� ����������, � �� ������� A  
����� ���! r n= = 3  � m n> . ��;���� �����
���� ��+���� 
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;��� ����� ��'�� ����� �� D����
� (2). �
� ���������� 
;��� D����
� ��'�� ����� ���'���
� Q  � R  QR -���
�'���� 
������� A . F���� �������� ����� ���
�'����, �������� ���-
�� ����!���
������ ����� ��
���� ������� A   ��
�-
��/?�� ������������� ��
�	����� ��� ;��� ��������. ��
�-
'��  

a b
b a b a b a b

b b
2 1Τ

1 1 2 2 1 2 1
1 1

( , )
= = ( 2, 1, 3, −1) , = − = − 2 =

( , )
  

a a2 1

7 2 3
4 1 2

= − 2 = − 2 =
3 3 − 3

− 3 − 1 − 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

.  

��
�� ��	�
�� ������  
a b a b

b a b b a b b
b b b b

3 1 3 2
3 3 1 2 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )
= − − = − 2 − 0 ⋅ =

( , ) ( , )
 

 

a a Τ
3 1= − 2 = (1, 5, 1, 10 ) .  

 

&������� ������� b1 , b2 , b3 , ��
�	��  

b
q a a a

b
1 Τ

1 1 2 3
1

1 1
= = ( 2, 1, 3, −1) = + 0 + 0

15 15
⋅ ⋅ ,  

 

b
q a a a

b
2 Τ

2 1 2 3
2

1 2 1
= = ( 3, 2, − 3, −1) = − + + 0

23 23 23
⋅ , 

b
q a a a

b
3 Τ

3 1 2 3
3

1 2 1
= = (1, 5, 1, 10 ) = − + 0 +

127 127 127
⋅ . 
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��/�� �����, 	�� Q = AU, !��  

Q q q q1 2 3

2 3 1
15 23 127

1 2 5
15 23 127

= ( , , ) =
3 − 3 1

15 23 127

− 1 − 1 10
15 23 127

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

,  

U

1 − 2 − 2
15 23 127

1= 0 0
23

10 0
127

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

.  

��;���� ������� A  ����� QR -���
�'���� A QR=  ��� 
Q q q q1 2 3= ( , , )  � R U −1= .  

 E����� �� D����
� (2) ������ �����
���� ��+����  

x R Q b U Q b0 −1 ∗ ∗= == =   

1 − 2 − 2 2 1 3 − 1
15 23 127 15 15 15 15

1 3 2 − 3 − 1
= 0 0

23 23 23 23 23
1 1 5 1 10

0 0
127 127 127 127 127

×

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �
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− 6278 −8149 19503 − 6011 37804
14 1443815 43815 43815 43815 43815
12 123 2 − 3 − 1 22

= = ≈
13 1323 23 23 23 23

1 5 1 10 1375 5
127 127 127 127 127

� � � �
� � � �� � � �
� � � �� � � �
� � � �� � � �×
� � � �� � � �
� � � �� � � �

� � � �� � � �� � � �
� � � �

 

Τ≈ ( 0,862809540; 0, 95652173; 1, 0787401) .  

 �
� �������� �������, 	�� ����� A x b=   ��� '� �����-

��� A , �� ��� b Τ= (14, 12, 13, 4 )  �������� � ����� ���-
��
���� ��+���� x Τ0 = (1, 1, 1) .  

 
����� 2. ��+��� ����� A x b=  ���  

i
A i

i

1
= 1

1 −

� �
� �
� �� �
� �

,    
i

b i
i

1+
= 1+

1+

� �
� �
� �� �
� �

   �   
i

b i
i

1+
= 1+

1−

� �
� �
� �� �
� �

.  

 &�'����. ��� � � �������?�� �������, ����� ��+��� �-
���� � ����� 
�	��� �� D����
� (2). #��	�
� ������� QR -
���
�'���� ������� A . �
� ;��!� ��
�'��  

a b b a
b a b a b a b

b b b b
i

∗
2 1 1 2Τ

1 1 2 2 1 2 1∗
1 1 1 1

( , )
= = ( 1, , 1) , = − = − =

( , )
⋅ ⋅   

( )

( )

i

a b a b

i

i

i ii i

i i
i

2 1 2 1

−
1 − 1 1

− 1
= − = − = 1 + − 1 =

1 3 3−
1 − 1

1

⋅ ⋅ ⋅

� �
� �
� � � � � �� �
� � � � � �

� � � �� � � � � �
� � � �� �

� �� �
� �
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a a
i

i

i
1 2

4
1

= 2 = +
3 3− 2

⋅ ⋅
� �
� �
� �� �
� �

. 

��
�	����� ������� ���������:  

b b
q a a

b
i1 1

1 1
1

1
1 1

= = = = + 0
3 3 3

1

⋅ 2

� �
� �
� �
� �
� �

, 
b b

q
b

2 2
2

2

3
= = =

24
 

a a

i

i
i

i
i

1

2

6
4

3 1 1 3
= 2 = +

32 6 6 2 6 2 6
− 2

−
6

⋅ 2=

� �
� �
� �� � � �� � � �� � � �� �

� � � �
� �
� �
� �

.  

��/�� �����, 	�� Q AU= , !��  

i

i
Q q q

i

1 2

1 2

3 6
1

= ( , ) =
3 6

1 −

3 6

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

,       

i

U

1

3 2 6
=

3
0

2 6

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

.  

��;���� ������� A  ����� QR -���
�'���� A QR=  ��� 
Q q q1 2= ( , )  � R U −1= .  

 E����� �� D����
� (2) ��� ( )b i i i Τ
= 1+ 1+ 1+  ������ 

�����
���� ��+����  

x R Q b U Q b0 −1 ∗ ∗= == =  
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i
i
i

i i i

i i

1 1 − 1 2 +1+
3 2 6 3 3 3 2= 1+ =

3 − 2 1 1
0 1+

22 6 6 6 6

� � � � � �� �� � � � � �� �� � � � � �� �� � � � � �� �� � � � � �� �� � � � � �� � � �

.  

E�	�� ���'� ��� ( )b i i i Τ
= 1+ 1+ 1−  ��
�	���  

i
x i

i

i i

i i
0

1 1 − 1
1+

3 2 6 3 3 3 1
= 1+ =

13 − 2 1
0 1−

2 6 6 6 6

� � � �
� �� � � �

� �� �� � � �
� �� �� � � � � �� �� � � �� �� � � �

� � � �

.  

 
 

4.2.6. *�'���� ����� �������� ���
����� ������  
�������'�� �
�����
, ����
����� �� ������
�����  

������ ������ �� ������	���� �����"����� 
 

 ���� ���� �������
����, �������� �
� ����������, 
����� A x b=  �� m  ���������  ��������
����� �
� ���-
�
������ ��;DD��������� �  n  �����������. &�� �������-
��� 
���/?�� �����!���
���� �����'�����.  

�����. +������ r r n+ 1 + 2, , ...,v v v  ����	�� V  	� 	��"-

������� ��������	� A U V ∗= Σ  m n( × ) -����	�� A  ����� r , 
��������"$%	� �"����� 	��"������ �	��� ����	�� A , 
������$� #"�����������"$ 	���" ��3��	� 	���� �	-
������ "������	� A x = 0 .  

+�!�����������. ��������
���, 	�
� ;��� ��
���� ���-
�� n r− , � ��� 
������ ���������� ��� �������� ����� 
��� ��
���� ����!���
���� (���������) ������� V . ����� 
��!�, ��'��� �� ;��� ��
���� ��
���� ��+����� ����� 
A x = 0 , ����
��� ��� j r r n= + 1, + 2,…,   
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j j j

n

A U V U

∗
1

∗
2

∗

∗= Σ = Σ =

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

�

v

v
v v v

v

  

rU U

σ
σ

σ

1

2

0 … 0 … 0 0 0 0
0 … 0 … 0 0

0 0… … … … … …
= = =00 0 … … 0

1 0 00 0 … 0 … 0
… … … … … …

0 0 00 0 … 0 … 0

� �� � � � � �
� �� � � � � �
� �� � � � � �
� �� � � � � � .
� �� � � � � �
� �� � � � � �

� � � � � �� �� � � � � �� �

� �
�

� �

� � �

  

�������� � ���'����/ ������������!� ������. �
� ;��-
!� ��������� ������� A  ��!�
����� ���
�'����� 
A U V ∗= Σ . E�!�� ������� ����� A x b=  ������ ��� 
U V x b∗Σ = . ��
�!��  

z V x d U b U b∗ −1 ∗= , = = ,      (1) 
����������� ;�� ����� � ����  

z dΣ = ,         (2) 
�. �. � �����  

r r r

r r

n n

n

m

z d
z d

z d
z d

z d
d

d

σ
σ

σ

1 1 1

2 2 2

+1 +1

+1

= ,
= ,

… … … … … … … … …
= ,

0 ⋅ = ,
… … … … … … … … …

0 ⋅ = ,
0 = ,

… … … … … … … … …
0 = .

�
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
�

  (3) 
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��/�� �������  

1 2
1 2

1 2
1, , , , 0.r

r r n
r

d d d
z z z z z

σ σ σ += = … = = … = =   

��;���� �����
���� �������+���� ����� (2)  

r
r

r

d d d
z z z z

σ σ σ

Τ

1 20 Τ
1 2

1 2

= ( , , …, , 0,…, 0 ) = , , …, , 0, …, 0
� �
� �� �
� �

.  

E����� �� ����� z V x∗=  ��
�	��� �����
���� �����-
��+���� ������� ����� �� D����
�  

n r rr

z

z

x V z z z zz

1

2

0 0
1 2 1 1 2 2= = ( , ,…, ) ⋅ = ⋅ + ⋅ +…+ ⋅

0

0

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

�

�

v v v v v v , (4) 

!�� n1 2, , ...,v v v  — ��
��� ������� V .  

 ����
��� ��
��� r r n+1 + 2, , ...,v v v  ������� V , �������-
��/?�� ��
���� ��!�
����� 	�
�� ������� A , ����
�/� 
D���������
���/ ����� ��+���� ���������� ����� 
A x = 0  (�. 
���� 1), �� �
� ������� ����� A x b=  ��'�� 
������� �� ��?�� �������+����:  

��� r r n r nx x x x c c c0 0
1 2+ 1 + 2 −= + = + + + … +v v v .  (5) 

%
� � ��+���� ����� (3) ��
�'��  

1 2
1 2 1

1 2
1, , , , , , ,r

r r n n r
r

d d d
z z z z c z c

σ σ σ + −= = … = = … =  

�� ��
�	�� ��?�� �������+����  
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r n rz z z z c c c Τ
1 2 1 2 −= ( , , …, , , ,…, ) =  

r n rz z z c c cΤ Τ
1 2 1 2 −= ( , , …, , 0,…, 0 ) + ( 0, …, 0, , ,…, ) .  

E�!�� ���� �������� � ��?��� �������+���/  

n r

n r

z

z

cx V z z
c

c

1

2

11 2

2

−

0

0

= = ( , ,…, ) ⋅ + =

0

0

� �� �� �
� �� �� �
� �� �� �
� �� �� �
� �� �� �
� �� �� �
� �� �� �
� �� �� �
� �� �� �� � � �� �� � � �� �

�

�

��

v v v   

r r n r nx c c c0
1 2+ 1 + 2 −= + + + … +v v v   

������� ����� A x b= .  

#���������. ���'�����, ����������� ��� �������� 
�����
���!� �������+���� x 0 , � �����	��� ����� ������ � 

���/?�� ����	�� ��������������:  

A x b= , 

U V x b∗Σ = , 

V x U b∗ ∗Σ = , 

z V x U b0 ∗ + ∗= = Σ , 

x V z V U b A b0 0 + ∗ += = Σ = . 

E���� �������, ������������� ����� �������� ���-
��
���!� �������+���� x 0  ������
�� ���������/ D����
� 
x A b0 += . ������ ��	�
���� ��� ;��� ����� ��������� � 
D���� ��+���� ���� ������+�� ����, ����� ��	�
���� 
������� A+  � ����� ����.  
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�	 !����$������ ����	���		 ������	������� ������ 
��� "���� ��������	 ������� ������ 	 �����3���	 ���	��-
�	� ������ ����	�" τ . 0���	���, ��	 	������ ������ ���-
����  ����� ������	 ����	����	 ���!��	, �� �������%	� 
�"��� ����	���� ������	� τ −3= 10 . ;�	 	������ ������ ����-
������� � �����	 !����$���� �����, �� τ  ��	�	��$� ���-
��� ���	������	$ ��3	����� &�	��� �� n . *���� � 	���� (3) 
�� 	��"������ �	�� i i nσ , = 1, 2, ..., , ������	� !������ 

����3� τ , ������$� ������	 �"�$, � �������� iσ  ������-
$� 	� ������	�. ' �������� ����� ���	���	� ��������� � 
��� �� �	��.  


����� 1. &���� �����
���� � ��?�� �������+���� �-
���� ��������� A x b=  ���  

A b

3 1 1 1 11
1 3 − 1 − 1 0= , = .
1 − 1 3 − 1 4
1 − 1 − 1 3 8

� �� �
� �� �
� �� �
� �� �

� � � �� � � �

 

&�'����. #����� ����������. ��;���� ��+��� �� 
����� 
������� �������+�� ���������. "���� ���
������� ������� 
������, ��������� �� ���������� ��!�
����!� ���
�'����  

A U V x= Σ =∗  
1 1 1 − 1 4 0 0 0 1 1 1 − 1
1 1 − 1 1 0 4 0 0 1 1 − 1 11 1

=
1 − 1 1 1 0 0 4 0 1 − 1 1 12 2

− 1 1 1 1 0 0 0 0 − 1 1 1 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

  

������� A  (�. ������ 2 ����!��D� 2.5).  
 #����� A x b=  ��������� � ����  

U V x b∗Σ = .  
 �� ��� �������� � �����  

V x U b∗ ∗Σ = .  
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 ��
�!�� z V x∗= , ;�� ����� ����������� � ����  
z U b∗Σ = ,  

�. �. � �����  

z

z

z

z

1

2

3

4

7
4 = ,

2
15

4 = ,
2
23

4 = ,
2
1

0 ⋅ = .
2

�
	
	
		


	
	
	
	�

   (6) 

��/�� ������� �����
���� �������+����  

z 0

7
151

= ⋅ .238
0

� �
� �
� �
� �
� �
� �

 

E����� �� �������� z V x∗=  ��
�	��� ������ �����
���� 
�������+���� x V z0 0= =  

1 1 1 − 1 7 45 2,8125
11 1 − 1 1 15 − 1 − 0, 06251 1

= = = .
1 − 1 1 1 23 15 0, 93752 8 16

− 1 1 1 1 0 31 1, 9375

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

 

 �
� �������� �������, 	�� ����� A x b=   ��� '� �����-

��� A , �� ��� b Τ= ( 12 , 0, 4, 8 )  — �������� � ����� ���-

��
���� �������+���� x Τ0 = ( 3, 0, 1, 2 ) .  
 ��
��, ����
��� ��
����� ��!�
������ 	�
� ������� A  
� ������� V  ����������� ��
��� ����, � ������ 	�������� 
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��
��� Τ
4

1
= ⋅ (−1, 1, 1, 1)

2
v , �� �
� ���������� ����� 

A x = 0  ��?�� ��+���� ���

c
x c Τ

4= ⋅ = ⋅ (−1, 1, 1, 1)
2

v . ��;��-

�� ������ ��?�� �������+����  

���
c

x x x x c0 0
4

45 −1
1 −1 1

= + = + ⋅ = ⋅ + ⋅ .
15 116 2
31 1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

v  

 %
� ��� ��+���� ����� (6) �����  

��?z

C

7
151

= ⋅ ,
238

� �
� �
� �
� �
� �
� �

  

�� �� �������� z V x∗=  ���� ��
�	�� ������ ��?�� �����-
��+����:  

��?

C
C

x V z
C

C C

1 1 1 − 1 7 45 −
11 1 − 1 1 15 −1+1 1

= = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =
1 − 1 1 1 23 15 +2 8 16

− 1 1 1 1 31+

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

  

C
x c0

1 4

45 − 1
1 − 1 1

= ⋅ + ⋅ = + ⋅ ,
15 116 16
31 1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

v  

!�� ��
�'��� 
C

c1 =
8

.  


����� 2. &���� �����
���� �������+���� ����� 
A x b=  ���  
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A b b1

1 2 1 3 1
2 1 2 1 4

= , = =3 3 3 4 5
1 − 1 1 − 2 3
4 − 1 4 − 3 10

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

   �   .b b2

1

3
= = 5

3
10

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

 

&�'����. 1. ��� b b Τ
1= = (1, 4, 5, 3,10)  ������ ����� �-

�������. %� ��'�� ��+��� ��	���� ��������, �������� ����-
��� :���. E�!�� ��
�	�� ��?�� ��+����  

x x x x x x
Τ

3 4 4 3 4
7 1 2 5

= − + ; − − ; ;
3 3 3 3

� �
� �
� �

.  

F���� �� ��!� ����
��� �����
���� ��+����, ������ D���-
��/  

x x x x x x x
2 2

2 2 2
3 4 4 3 4

7 1 2 5
Φ ( ) = = − + + + + +

3 3 3 3
� � � �
� � � �
� � � �

 

� ���������� � ��
/ �� ������ 	����� ����������� �� x3  � 

x 4 . C�� �������� � �����  

x x x

x x x x

3 4 3

3 4 4 4

7 1 = 0,− 2 ⋅ − + + 2
3 3

1 7 1 5 2 5
2 ⋅ ⋅ − + + 2 ⋅ ⋅ + + 2 = 0,

3 3 3 3 3 3

� � �
� �	 � �	



� � � �	
� � � �	 � � � ��

 

�� ������� ������� x x3 4= 73 69, = − 9 29.   

��� ����� ���	����� x3  � x 4  �� ��?�!� ��+���� ����
���-
� �����
���� ��+����  

( )x Τ0 = 76 69, − 1 69, 76 69, − 9 23 =  
Τ= (1,10144928; − 0, 01449275; 1,10144928; − 0, 39130435) .  

%
� �����/ ����� ��+��� ������������� �������, ���-
����� �
� ��������� ��!�
����!� ���
�'���� ������� ���-
!����� s v d  [35, 20], �� ��
�	�� 
���/?�� ����
�����:  
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������� � 

1.000 2.000 1.000 3.000
2.000 1.000 2.000 1.000
3.000 3.000 3.000 4.000
1.000 -1.000 1.000 -2.000
4.000 -1.000 4.000 -3.000

 

 
	
���� 	 ����� ����
� 

1.000
4.000
5.000
3.000
10.000

 

 
	
���� W ����������� ���
� 
j = 1 w = 8.30662386
j = 2 w = 6.92820323
j = 3 w = 0.00000000
j = 4 w = 0.00000000

 

 
������� U 

0.37796447 -0.32732684 -0.50517885 0.5974279900
0.37796447 0.05455447 -0.55922747 -0.7315136300
0.75592895 -0.27277236 0.43626311 -7.256714E-3
0.00000000 0.38188131 -0.45267593 0.2929731400
0.37796447 0.81831709 0.19188009 0.1485990700

 

������� V 
0.59152048 0.37796447 0.00000000 -0.71221231
0.36401260 -0.37796447 0.84515425 0.10174462
0.59152048 0.37796447 -0.16903085 0.69186339
0.40951418 -0.75592895 -0.50709255 -0.06104677

 

 
������� ���������� ���
������:TAU= 1.16308461E-06 

 
	
�����: D = U’* B;    Z;    X — ���������
 �
�
��
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D[1]=9.44911183 Z[1]=1.13753939 X[1]= 1.10144928

D[2]= 7.85584405 Z[2]=1.13389342 X[2]= -0.01449275

D[3]=0.00000000 Z[3]=0.00000000 X[3]= 1.10144928

D[4]=0.00000000 Z[4]=0.00000000 X[4]= -0.39130435

  

 
�
�� ��  r =  4.16480393E-06 

 
!������ ������� V,  

�����
������"�
 ���
��� ����������� ������: 
V3   V4 

 
��
�	����� ����
����� �����
�/� ������� ��?�� ��+���� 

������ �����:  

x

x
X X C C

x

x

1

2 0
1 3 2 4

3

4

= = + ⋅ + ⋅ =

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

v v  

C C1 2

1.10144928 0.00000000 − 0.71221231
− 0.01449275 0.84515425 0.10174462

= + ⋅ + ⋅
1.10144928 − 0.16903085 0.69186339

− 0.39130435 − 0.50709255 − 0.06104677

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

.  

2. ��� b b Τ
2= = (1, 3 ,5, 3,10 ) , !�� �� �������/  �����-

��� b b Τ
1= = (1, 4, 5, 3,10)  �����	���
��� �������� 
�+� ������ 

����������, ����� A x b=  �'� ����������. ��+��� �� ��	-
���� ��������, �������� ������� :���, ��
���. ��+�� ;�� 
����� ������������� �������, �������� �
� ��
�	���� 
��!�
����!� ���
�'���� ������� ���!����� s v d  (�. [35, 
20]). E�!�� ��
�	�� 
���/?�� ����
�����:  
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������� � 

1.000 2.000 1.000 3.000

2.000 1.000 2.000 1.000

3.000 3.000 3.000 4.000

1.000 -1.000 1.000 -2.000

4.000 -1.000 4.000 -3.000

 

 
	
���� 	 ����� ����
� 

1.000

3.000

5.000

3.000

10.000

 

 
	
���� W ����������� ���
� 
j = 1 w = 8.30662386

j = 2 w = 6.92820323

j = 3 w = 0.00000000

j = 4 w = 0.00000000

 

 
������� U 

0.37796447 -0.32732684 -0.50517885 0.5974279900

0.37796447 0.05455447 -0.55922747 -0.7315136300

0.75592895 -0.27277236 0.43626311 -7.256714E-3

0.00000000 0.38188131 -0.45267593 0.2929731400

0.37796447 0.81831709 0.19188009 0.1485990700

 

������� V 
0.59152048 0.37796447 0.00000000 -0.71221231
0.36401260 -0.37796447 0.84515425 0.10174462
0.59152048 0.37796447 -0.16903085 0.69186339
0.40951418 -0.75592895 -0.50709255 -0.06104677

 

 

������� ���������� ���
������:TAU= 1.16308461E-06 
 

	
�����: D = U’* B;    Z;    X — ���������
 �
�
��
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D[1]=9.07114735 Z[1]=1.09203781 X[1]= 1.07155797

D[2]= 7.80128958 Z[2]=1.12601916 X[2]= -0.02807971

D[3]=0.55922747 Z[3]=0.00000000 X[3]= 1.07155797

D[4]=0.73151363 Z[4]=0.00000000 X[4]= -0.40398551
 

�
�� ��  r =  2.3081396461E-01 
 

!������ ������� V,  
�����
������"�
 ���
��� ����������� ������: 

V3   V4 

��
�	����� ����
����� �����
�/� ������� ��?�� ��+���� 
������ �����:   

x

x
X X C C

x

x

1

2 0
1 3 2 4

3

4

= = + ⋅ + ⋅ =

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

v v  

C C1 2

1.07155797 0.00000000 − 0.71221231
− 0.02807971 0.84515425 0.10174462

= + +
1.07155797 − 0.16903085 0.69186339

− 0.40398551 − 0.50709255 − 0.06104677

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

. 

0���(����. ��� ��	��� ������� U  �� ����� ��
��� ���-
?��, ��� ��� �� �� ���
������ � ��	�
�����, ����
��� ��-
!�
����� 	��
 
�+� 	�����.  


����� 3. &���� �����
���� �������+���� �����  

x x

i x i x

i x i x

1 2

1 2

1 2

2 + 2 = 1,

− 2 + = 1,

− 2 = 1.

�
	


	
�

 

&�'����. B ������� 3 ����!��D� 2.5 �
� ������� A  ���-
�� ��
�	��� ��!�
����� ���
�'���� A U V ∗= Σ =  
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i
i i i i
i i i i

2 2 2 2 3 0
1 1 0

= −2 = −2 2 ⋅ 0 3 ⋅ .
0 13−2 −2 2 0 0

� � � � � �
� �� � � � � � � �� � � � � � � �

� � � � � �

−
  

�����/ ����� ����+�� � ���� U V x b∗Σ =  �, ��
�!�� 

z V x∗= , ����������� �� � ����� z U b∗Σ = , �. �. � �����  

i

i

i

z

z

z z

1

2

1 2

2 +
3

2 +
3

4 +
3

3 = ,

3 = ,

0 ⋅ + 0⋅ = .

�
	
	


	
	�

  

��/�� �������  
z i

z
z i

10

2

1 2 +
= =

2 +9

� � � �
� �� � � �� �

.  

E����� �� �������� V x z∗ =  ��
�	�� ������ �����
���� 
�������+����  

i i
x V z

i i
0 0 1 0 1 2 + 1 2 +

= = ⋅ =
0 1 2 + 2 +9 9

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

.  

 ������������� ����� ��
���� �����
�� ����'��� � ;D-
D�������� ��� ��+���� ���� 
������� ��������� ������� 
�������+�� ���������  ����?�/ �����/����. �� �����
��� 
���'� 
�!�� ����� � 	�
� ���
��
������ ������� ����� 
A x b= , ��� ��� ;�� 	�
� �������/� ������ ����+���/ 

sσ σ1 , !��σ 1  � sσ  — �����
�+�� � �������+�� ��!�
����� 

	�
� ������� A  (��� sσ = 0  	�
� ���
��
������ ������� 
A  	���/� ������ ������	����). "�
�+�� ��
�	��� 	�
� 
���
��
������ ������� ����� A x b=  ��������� �� ��, 	�� 
;�� ����� �
��� ���
��
���. ���'������ ����� �� ������� 
�������� �� ������ ����� A x b=  � ����� �����
���� 
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��������� A A x A b∗ ∗= . B ;��� ����� ���� �� �!� �?�����-
��� ������?��� ����� ���!��� ��������, ����
��� ������� 
A A∗  ����� �����
���� ���������, ��� �����
�, ������ �� 
���!� ��� ��'� ���
��
�����, 	�� ������� A  ������� �-
����. ���������� ;��!� ������ ���������� ����� �������, 
��������, ��� �������������� ��������	���� ����
�, ���-
���/?�� ����
����� ;����������, ��� ��� �����
��� ����� 
„����!������” ������ �������� � �� ��� ������� �����
�� 
�������?��.  
 ������ ;�� �� ������� (�. [35]) ������ D������ y t( ) , 
���������/?�� ����
����� 
���/?�� ���
/����� (���
. 9):  

E��
��� 9 

t  1900  1910  … 1970  

y t( )  b1  b2  …  b8  
 

%
� ;�� ������ ����������� D�������  

y t c c t c t1 2 3
2( ) = ⋅1 + + ,      (7) 

�� �
� ������
���� ��;DD�������� c c c1 2 3, ,  ������ � ����� 

������� ���������  

c c c b

c c c b

c c c b

2
1 2 3 1

2
1 2 3 2

2
1 2 3 8

+ 1900 + 1900 = ,

+ 1910 + 1910 = ,

… … ……… … ………… … …

+ 1970 + 1970 = ,

�
		


	
	�

 

 (8 × 3) -��������  

A

2

2

2

1 1900 1900

1 1910 1910
= .

… … …

1 1970 1970

� �
� �
� �
� �
� �
� �
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#��!�
������ 	�
��� ;��� ������� ��
�/�� σ 1 =  
3= 0,106 ⋅10 , σ 2

2 = 0,648 ⋅10 , σ − 3
3 = 0,346 ⋅10 . F�
� ���-


��
������ σ σ 11
1 3 = 0,306 ⋅10  ������� A  ����� ��
���. 

#
�������
���, ��� ���������/?�� D������ (7) ������ �� �-
��� ���	��. B ��� ������� D������ t t 21, ,  �
� ���	���� t  
��'�� 1900  � 1970  �
���� � 
������� ���������, ����
��� 
�������+�� ��!�
����� 	�
� σ 3  �
���� � ��
/. �
� �����-

���� ��
�'���� ��������� �������� ������� D������ � ��� 
���� �������� ��� ���������/?�� D������ y t( ) . B���� 
D������ (7) �������, ��������, D�����/  

y t c c t c t 2
1 2 3( ) = ⋅1 + ( − 1900) + ( − 1900)    (8) 

�
� D�����/  

t t
y t c c c

2

1 2 3

− 1935 − 1935
( ) = ⋅1 + +

10 10
� �
� �
� �

.   (9) 

C�� D������ �������� ������������ � ������ 
������� 
�
!�����	���� ���������  ���������  

A A

2

2 2

2 2

2 2

21 2 2

2 2

2 2

2 2

1 0 0 1 − 3,5 3,5
1 10 10 1 − 2,5 2,5
1 20 20 1 −1,5 1,5
1 30 30 1 − 0,5 0,5

= , = .
1 40 40 1 0,5 0,5
1 50 50 1 1,5 1,5
1 60 60 1 2,5 2,5
1 70 70 1 3,5 3,5

� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� � � �� � � �

 

#��!�
������ 	�
��� ������� A1  ��
�/�� 	�
� σ 1 =  
4= 0, 684 ⋅10 , σ 2

2 = 0, 293 ⋅10 , σ 3 = 0,199 ⋅10 , � ������� A2  — 
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	�
� σ 2
1 = 0,198 ⋅10 , σ 2 = 0, 648 ⋅10 , σ 3 = 0,185 ⋅10 . F�
� 

���
��
������ σ σ1 3  ;��� ������ ������������ ����� 
40,575 ⋅10  � 10, 7 . ��
����� 	�
� ���
��
������ ���� 

����
���. ��;���� ��������	���� ����
� (9) ��
�� ����'�� � 
�����
��� �� �������/  ����
�/ (8), � ������� �� �����-
��/  ����
�/ (7).  
 ��� �������������� ���������/?�� D������ y t( )  ��'-
�� ���
�	��� ������ ���!�	
���, �������
�/?�!� ;�� D���-
��/, �, „����!���” ����
��� ���������, ������� �����
�� ���-
����?��.  

,�'�� ���'� ��������� �������� ���������/?�/ D���-
��/ y t( )  	���� ���!�� ������� D������, ��������, 	���� 
exp exp exp kt t tα α α1 2( ), ( ), ..., ( )  �
� 	���� sin t , cos t , sin t2 , 

cos t2 , ... , sin kt , cos k t , �, „����!���” ����
��� ���������, 
������� �����
�� �������?�� �� ���.  

���������� ��!�
����!� ���
�'���� A U V ∗= Σ  �����
�-
�� ������� �� ����� A x b=  � ����� z dΣ = , �� ������� 
��'�� ������ ��
 ������������� ����� � ������� ���� 
�� �����
����.  

���!��� 
�����, ���������� ��!�
����!� ���
�'���� ��-
���
��� ��!
���� ��������� ���
�� ������ � ��
�������
���� 
�
��������� ;���������, �������?�� � ����������� ���-
�� 
������� ���������, ����� „����!�������” ���
�	��� ��-
�������.  

��������
���, �� ���� ����� z dΣ = , � ��������� ����-
� ���/?�� ��� (3), ���� ����	���, 	�� �
� �� ��������� 
���������� �������� ��
/ ��� id  ��� i r m= + 1,…, . F�� 

��
�+� ;�� 	�
� ��
�	�/�� �� ��
�, ��� ��
�+�� ����� ��-
����������� ����� z dΣ = , � 
�������
���, � ����� 
A x b= . �
� �����
���� ��
�'���� 
����� ��������� ��� 
��!��������� ;���������, 	���� ����� ����!������� ���
�	-
��� ��������� �������, �� ������� ����, �����+���� ������-
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��� ������������� �
� ��������� �������� ��������	���/ 
����
�.  

���������� ��!�
����!� ���
�'���� A U V ∗= Σ  �����
��� 
���'� ��������� ��!�
����� ���
�� �
� ��
�	���� �������-
��!� ��+���� ����	�. ��	� ���� � ����'����� ��+���� ����  

k kU V x b k r∗⋅
Σ 0

⋅ = , = 1, 2,…,
0 0

� �
� �
� �

,  

!�� k kΣ  — �������, ���������� �� k  ������ ������ � k  ���-

��� ��
���� ������� Σ  � ������ �����
�� �������?�!� �� 
;��� ��+����. ��������� ���K������ �� ����'���/ � ���-
������/ ��!�
����!� ���
��� ��'�� ����� � [35].  
 ��
����� ��'�� �������� 
���/?�� �����'�����.  

>������ 1. ;�	 m n( × ) -����	�� A  ����� r  	���� 	��"-
������ ��������	�  

m

r
n

A U V u u u

σ
σ

σ

1

2

1 2

∗
1
∗

∗ 2

∗

= Σ = ( , ,…, ) ,

� �
� �� �0 � �� �
� �� �
� �0� � � �
� �� �0� �

�
�

v

v

v

  

��� mu u u1 2, ,…,  — ������ ����	�� U , n1 2, ,…,v v v  — 

������ ����	�� V , rσ σ σ1 2, , ...,   — ���"����� 	��"������ 

�	�� ����	�� A , �� ����������" �������3��	$ x0  	��-
�� A x b=  ����� ��	���� ���"$%	� �	�:  

r rx α α α0
1 1 2 2= + +…+v v v ,     (10) 

���  

i

i
i

b �
i rα

σ 2

( , )
= , = 1, 2,…,

v
,    (11) 

� ��!�� �	�  
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r rx A u A u A uβ β β0 ∗ ∗ ∗
1 1 2 2= + +…+ ,    (12) 

���  

i

i
i

b u
i rβ

σ 2

( , )
= , = 1, 2,…, .     (13) 

+�!�����������.  ��������
���, x A b V U b0 + + ∗= = Σ =   

n

r
m

u

u
b

u

σ

σ

σ

−1
∗1
1−1
∗2
2

1 2
−1

∗

= ( , ,…, ) =

� �
� �� �

0 � �� �
� �� �
� �� �0 � �� �
� �� �0� �

�
�

v v v   

r

r

m

u

u
b

u

σ σ σ

∗
1
∗

1 2 2

1 2
∗

= , , …, , 0,…, 0 =

� �
� �� � � �� �� � � �� � � �
� �

�

vv v
  

r
r

r

u b u b u b
σ σ σ

∗ ∗1 2
1 2

1 2

∗= + + … +
vv v

.    (14) 

�������� �����+���� i
i

i

A
u

σ
=

v
 � i

i
i

A u

σ

∗

=v  (�. D����-


� (2) � (3) ����!��D� 2.5), ��'��� 
�!����� ������ 	��� ��-
������ (14) ��'�� ������������� 
���/?�� �������:  

i i
ii i i i i i i

i i i i

b � b �
u b A b α α

σ σ σ σ
∗ ∗

2 2 2

( , ) ( , )1 1
( ) = ; == =

v v
v v v v v , 

�  
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i i
i ii i i i i i

i i i i

b u b u
u b A u u b A u A uβ β

σ σ σ σ
∗ ∗ ∗∗ ∗

2 2 2

( , ) ( , )1 1
= ; == =v . 

�������� ;�� ��������������, �� �������� (14) ��
�	�� 
�������� (10) � (12).  

>������, 	�� �
� �������
���!� �������+���� x  ����� 
A x b=  �������� �	�������� �����+���� ���x x x0= + =   

r r r + r + n r nc c cα α α1 1 2 2 1 1 2 2 −= + + … + + + + … +v v v v v v , (15) 

�  

��� r rx x x A u A u A uβ β β∗ ∗ ∗
1 1 2 2

0= + = + + … + +  

r + r + n r nc c c1 1 2 2 −+ + + … +v v v ,    (16) 

!�� iα  � iβ  ������
�/�� ������������ D����
��� (11) � 

(13), n rc c c1 2 −, , …,  — �������
���� ���������.  


����� 4. ��
����� D����
�� (10), ����� �����
���� 
�������+���� c����� A x b=  �� ������� 1.  

&�'����. �
� ������� A ������ ����� � ��+���� �����-
�� 1 ��������� ��!�
����� ���
�'���� A U V ∗= Σ =  

1 1 1 − 1 4 0 0 0 1 1 1 − 1
1 1 − 1 1 0 4 0 0 1 1 − 1 11 1

=
1 − 1 1 1 0 0 4 0 1 − 1 1 12 2

− 1 1 1 1 0 0 0 0 − 1 1 1 1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

, 

�� ������!� �����, 	�� ��
��� ��
���  

Τ Τ Τ
1 2 3

1 1 1
= (1,1,1, −1) , = (1,1, − 1,1) , = (1, − 1,1,1)

2 2 2
v v v  

������� V  ���������/� ����
���� ��!�
����� 	�
��, � 
������ 	�
�� σ σ σ1 2 3= = = 4 . ��;���� �
� ���������� 
D����
� (10) ��	�
� ��	�
�� �������  
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A 1

3 1 1 1 1 2
11 3 −1 −1 1 2

= ⋅ ⋅ =
1 −1 3 −1 1 22
1 −1 −1 3 −1 − 2

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

v , 

A 2

3 1 1 1 1 2
11 3 −1 −1 1 2

= ⋅ ⋅ =
1 −1 3 −1 −1 − 22
1 −1 −1 3 1 2

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

v , 

A 3

3 1 1 1 1 2
11 3 −1 −1 −1 − 2

= ⋅ ⋅ =
1 −1 3 −1 1 22
1 −1 −1 3 1 2

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

v .  

>���� �� D����
� (11) ������ ��;DD�������  

b �
α

σ
1

1 2
1

2
( , ) 1 72

= = ⋅ ( 11, 0, 4, 8) = ,
216 8

−2

� �
� �
� �
� �
� �

v
 

b �
α

σ
2

2 2
2

2
( , ) 1 152

= = ⋅ ( 11, 0, 4, 8) = ,
−216 8

2

� �
� �
� �
� �
� �

v
 

b �
α

σ
3

3 2
3

2
( , ) 1 23−2

= = ⋅ ( 11, 0, 4, 8) =
216 8
2

� �
� �
� �
� �
� �

v
 

� �� D����
� (10) ��	�
�� ������ �����
���� �������+�-
��� x α α α0

1 1 2 2 3 3= + + =v v v  
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1 1 1 45
1 1 −1 −17 1 15 1 2 3 1 1

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ .
1 −1 1 158 2 8 2 8 2 16

−1 1 1 31

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �� � � � � � � �
� � � � � � � �

 

 >������, 	�� D����
� (10) ������ ������ ��� 
/��� ����-
������������� ����� ��������� �������� n1 2, ,…,v v v  

������� A A∗ , ����
��� ��� ��������� ��!�
����!� ���
�-
'���� ������� A  ��'�� ��
�������� 
/��� ����� ������ 
��������. E���� �������, �
� ���������� D����
� (10) ����-
��	�� �������� ����/-
��� ����������������/ ����� ��-
������� �������� n1 2, ,…,v v v  �������	��� (;��������) 

������� A A∗ . �
� ;��!� 
����� ����� ��������� ���	���� 

nσ σ σ2 2 2
1 2, ,…,  ������� A A∗  � ��� ��'��� �� ��� �������� 

D���������
���/ ����� ��+���� ���������� ����� ����-
����� iA A E xσ∗ 2( − ) = 0 . >���� ��������������� �������-

��+���� ��'��� �� ;��� D���������
���� ���� ��+����. 
B ����
����� ��
�	�� ��'��/ ����������������/ ����� 
�������� n1 2, ,…,v v v . #��������� ���	���� nσ σ σ2 2 2

1 2, ,…,  � 
����������������/ ����� ��������� �������� n1 2, ,…,v v v  

�������	��� (;��������) ������� A A∗  ��'�� ����� ���'�  
����?�/ �����/����, �������� � ;��� ������� ����� ���?�-
���. L��
�!�	��� ����	���� ��'�� �������� �������
��� 
����������������� ����� ��������� �������� 

mu u u1 2, ,…,  ������� A A∗  � D����
� (12).  

����� 5. ��
����� D����
�� (10), ����� �����
���� ��-

+���� ����� A x b=  ���  

A b

7 1 2 4
5 5 − 2 2= , = .3 3 6 −6
1 7 2 −8

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �
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&�'����. B ��+���� ������� 1 ����!��D� 2.5 ������� 
��
��� 	�� ��������� ������ ��������� ���	���� 
λ σ1

2
1= = 144 , λ λ σ σ2 3

2 2
2 3= = = = 36  � ���������/?�� �� 

��������� �������  

Τ
1

1
= ( 2, 2,1)

3
v , Τ

2

1
= ( 2, − 1, − 2)

3
v , Τ

3

1
= (1, − 2, 2)

3
v .  

��;���� �
� ���������� D����
� (10) ������ ��	�
��� 
�������  

A 1

7 1 2 6
2

15 5 −2 6
= ⋅ ⋅ 2 = ,

3 3 6 63 1
1 7 2 6

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v   

A 2

7 1 2 3
2

15 5 −2 3
= ⋅ ⋅ −1 = ,

3 3 6 −33 − 2
1 7 2 −3

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v   

A 3

7 1 2 3
1

15 5 −2 −3
= ⋅ ⋅ −2 = .

3 3 6 33 2
1 7 2 −3

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v   

>���� �� D����
� (11) 
����� ����� ��;DD�������  

b �
α

σ
1

1 2
1

6
( , ) 1 16

= = ⋅ ( 4, 2, − 6, − 8) = − ,
6144 3
6

� �
� �
� �
� �
� �

v
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b �
α

σ
2

2 2
2

3
( , ) 1 53

= = ⋅ ( 4, 2, − 6, − 8) = ,
−336 3
− 3

� �
� �
� �
� �
� �

v
  

b � 3
3 2

3

3
( , ) 1 1− 3

= = ⋅ ( 4, 2, − 6, − 8) =
336 3

− 3

� �
� �
� �
� �
� �

α
σ

v
,  

� �� D����
� (10) ��	�
��� ������ �����
���� ��+����  

x 0
1 1 2 2 3 3= + + =α α αv v v  

2 2 1 1
1 5 1

= − ⋅ 2 + ⋅ − 1 + ⋅ − 2 = −1 .
9 9 9− 2 21 −1

� � � � � � � �
� � � � � � � �� � � � � � � �
� � � � � � � �

 

 
4.3. �#��!� �����'����� ��'����  
        ������� �������% ��������� 

 
 B ;��� ����!��D� ����� ���
�������� �����	��� �����, 
�!
��������  ���������� �������, � ���������� 
���/-
?�� �����!���
���� �����'�����.  
 �����. 
"�� !��������� ����	�� C  "������������ "-
���	$ C < 1 . *���� ��� ����	�� E C( + )  "%���"�� �� 

�������� ����	�� E C − 1( + )  	 �� �����  

E C
C

− 1 1
( + ) ≤

1 −
.  
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 +�!�����������. =������, 	�� 
/��� ��������� ���	���� 
������� C  �� ����
/ �� ���������� �� ������
���!� �����-
� Cλ . B �� '� ����� ������
���� ����� Cλ  ����+� 
/��� 
����� ������� C , � 	������, ����+� ������������� ���-
�� C , �������, �� �
���/, ����+� 1. ��;���� �� ���-

������ ���	���� n1 2, , …,λ λ λ  ������� C  
�'�� � ���!� 

< 1λ   ������� � ��	�
� ���������, �. �. � ���!� ���
�'���-

�� D������ f − 1( ) = (1 + )λ λ  � ���  

321 − + − + …λ λ λ .  

C�� !���������� (�. �. 1.21) �������� �����	��!� ����  

E C C C2 3− + − + … ,  

� ������ !���������� �?��������� ������� E C − 1( + ) , ��-

�/?��� ����� ;��!� ����.  
 ��� ;��� �
� ����� ������� E C − 1( + ) , �	������ �����-
+���� C < 1 , E = 1 � A B A B≤ ⋅ , ��
�	���  

E C C C C−1 2 3( + ) = 1 + + + + … ≤  

C C C
C

2 3 1
≤ 1 + + + + … =

1 −
.  

 �������� ������ � ������ ��!��+���� ��+���� ����� 

������� ���������.   
 ����  

A x b=         (1) 

— ������� ����� 
������� ���������  ���������� ����-
��'������ �������� A  n -!� ������� �  

A A x x b b( + ) ( + ) = +δ δ δ      (2) 
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— �����?����� �����. >��� x  — ��+���� ������ �����; 

Bx x x= + δ  — ��+���� �����?����� �����.  
 B�	���� �� �������� (2) �������� (1), ��
�	��  

A x A A x b⋅ + ( + ) ⋅ =δ δ δ δ .     (3) 

��������� ������� A A+ δ  � ����  

=A A A E A A− 1+ ⋅ ( + )δ δ   

� ������
�'��, 	��  

A A− 1 < 1⋅ δ .      (4) 

E�!��  
A A A A− 1 − 1≤ < 1⋅ ⋅δ δ ,  

� � �
� 
���� �
� ������� E A A− 1( + )δ  �?������ �����-
��� ������� E A A− 1 − 1( + )δ , ����� �������  

E A A
A A

− 1 − 1
− 1

1
( + ) ≤

1 − ⋅
δ

δ
.  

��;���� �������  

A A A E A A E A A A
− 1− 1 −1 − 1 −1 − 1( + ) = ⋅ ( + ) = ( + ) ⋅� �� �δ δ δ , 

� �� �������� (3) ��
�	��� ��������  
1 1 1( ) ( )x E A A A b A xδ δ δ δ− − −= + ⋅ − ⋅ ,  

�� ������!� 
����� �����+����  

A
x A x b

A A

− 1

− 1≤ ( ⋅ + )
1 −

⋅
⋅

δ δ δ
δ

.   (5) 

=� �������� A x b=  �������� �����+���� b A x≤ ⋅ . 

��;���� 	�
� 
A x

b
= ≥ 1

⋅
α  � ���������� (5) ��'�� ��-
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���, ����'�� � ��� 
�!����� bδ  �� 	�
� α . �����
�� 
;��, ��
�	�� ����������  

A b A x
x A x

bA A

−1

− 1

⋅
≤ ⋅ +

1 −

� �⋅
⋅ � �⋅ � �

δ
δ δ

δ
, 

������� 
�!�� ������������� � ����  

A A x A b
x

A A bA A
A

− 1

− 1

⋅
≤ +

1 − ⋅

⋅ � �
⋅ � �
� �⋅

δ δ
δ

δ
.   (6) 

B���� ������	����  

K A A A− 1=( ) ⋅ ,      (7) 

���������� (6) �������/� � ����  

(
B

K A x A b
x x x

A A bK A
A

⋅
= − ≤ +

1 − ⋅

� �)
⋅ � �
� �( )

δ δ
δ

δ
. (8) 

F�
� K A( ) , ������
����� �����+����� (7), ������/� 
(����� ��������������� ������� A  � ������������� ���-
��	��� �����.  
 �����
�� ���������� (8) �� x , ������ � ����������  

(Bx xx A bK A
Ax x A bK A

A

−
= ≤ +

1 − ⋅

� �) ⋅ � �
� �( )

δ δ δ
δ

.(9) 

 *�!	� �������, ��	 ������������� ����	�� A  	 ������ 
b  	���� �	������ "������	� A x b=  ���"��$� ����"%��	� 

Aδ  	 bδ , ��	��� � ��!������ ����	���� �����  
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A A− 1 < 1⋅ δ ,  

�� ����"%����� 	����  

A A x x b b( + ) ( + ) = +δ δ δ   

	���� ��	�������� ��3��	� Bx x x= + δ  	 ����	������� 
�����3����  

x
x

δ
  

��3��	� 	���� A x b=  ����	����� ����� ����	������� 

����"%��	� 
A

A
δ

 ����	�� A  	 
b

b
δ

 ������ b  �������� 

������ &��� 	���� #���"��� (9) � ������	������ �����.  
 =� D����
 (8) � (9) �����, 	�� 	�� ��
�+� 	�
� ���
��-

������ ������� �����, ��� ��
�+��� ����� ���
/���� � 
�������
���� ��!��+���� ��+���� ;��� �����. ��;���� 
����� 
������� ���������, � ������� ������� ���/� ��
�-
+�� 	�
� ���
��
������, ������/� ���%� ��������������. 
F�
� ���
��
������ ������
���� �� ��
��� ��������, �� � 
������� �����. �
� ������ ���� �� D����
�� (8) � (9) ����� 
��
�	��� ������ ������ ���
/���� � �������
���� ��!��+-
����� ��+���� �����.  
 ������� ��������� ������ 	�
� ���
��
������.  

&������������ �� ������
���� 	�
� ���
��
������ 
��������, 	��  

K A K A −1=( ) ( ) .      (10) 

�������'�� ����������  

AB A B≤ ⋅   �  AB B A B A−1 −1 − 1 − 1 −1( ) = ≤ ⋅ , 

��
�	�� �����+����  

K AB K A K B=( ) ( ) ⋅ ( ) .      (11) 



����� ���������. =�3��	� 	��� �	������ �������	��!	� "������	�  
_ _ _ ___ __ _ __ ___ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ ___ _ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ _ ___ _ _ __ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ _ __ ___ _ ____ _ __ _ ___ __ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ _ ___ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ 

 314

 =� �����+���� E A A− 1=  
�����, 	�� E A A−1= ≤  

=A A K− 1≤ ⋅ , �. �.  

K A E≥ ≥ 1( ) .      (12) 

 ���� 1σ  � nσ  — �����
�+�� � �������+�� ��!�
����� 

	�
� ������� A . E�!�� ������
���� ����� A 1= σ , � ���-

���
���� ����� 1 1
nA σ− −= . ��;���� �
� ������
���!� 	�
� 

���
��
������ ������� A  ��
�	��� �����+����  

C
n

K A 1=( )
σ
σ

.       (13) 

 ��$�� ���"��, ��� ��!�������� �	�� ��"���������	 
������������� ("�	������) ����	�� ����� ��	�	��. 
�&���" 
��!�������� �	�� ��"���������	 ����	�� A  �� ������� 
��	 �� "������		 �� �����������"$ ("�	����"$) ����	�". 
' 	�" &���� ��	 ��3��		 	���� A x b=  ��������	������ 
����#���	������ &�" 	���"  ����%�$ ������������� 
("�	������) ������������	�, ��� �����	���� "������	$ 
	���� �� ������������� ("�	������) ����	��.  
 
����� 1. B �����  

x x
x x

1 2

1 2

3 + 2 = 1,

4 + 3 = 2
�


�

  

;
������ ������� ����� ��!�� ��������� �� ε 1 , � �����-

��� 	
��� — �� ε 2 . ������� �����'��� ��������� ��������� 

������� ��+���� ��� ε ε1 2= = 0,001 .  
 &�'����. B ������������� �����  

A
3 2

=
4 3

� �
� �
� �

, A −1 3 − 2
=

− 4 3
� �
� �
� �

, b
1

=
2

� �
� �
� �

, x 0
− 1

=
2

� �
� �
� �

,  
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A
ε ε

δ
ε ε

1 1

1 1

=
� �
� �
� �

, b
ε

δ
ε

2

2
=
� �
� �
� �

.  

 �
� ������ �����?���� ��������� �������-��+���� ���
�-
���� ����	���/ ����� max ii

x x
∞

= . ���	������� �� ���-

��	��� ������ ��
����  

max
j

i ji
A a

∞
= � .  

B ������������� 
�	��  

A
∞

= 7 ,  A − 1

∞
= 7 , K A( ) = 7 ⋅ 7 = 4 9 , b

∞
= 2 ,  

x 0 ∞
= 2 , Aδ ε 1∞

= 2 , bδ ε 2∞
= ,  

A

A

δ ε 1∞

∞

2
=

7
, 

b

b

δ ε 2∞

∞

=
2

. 

��;���� � ����������  �����+������ (8) � (9) ��
�	���  

Bx x
ε ε

ε
1 2

0
1∞

249 ⋅ 2
− ≤ + =

2 7 21 − 49 ⋅
7

� �
⋅ � �
� �

 

1

ε ε
ε

1 2

1

249 ⋅ 2
= +

1 − 4 7 2
� �⋅ � �
� �

, 

1

Bx x

x

ε ε
ε

0 1 2

10

∞

∞

− 249 ⋅ 2
≤ +

1 − 4 7 2
� �⋅ � �
� �

. 

B 	������, ��� ε ε1 2= = 0, 001  

Bx x 0 ∞

98 0,002 0,001
− ≤ + = 0, 078

1 − 0,014 7 2
� �⋅ � �
� �

,  



����� ���������. =�3��	� 	��� �	������ �������	��!	� "������	�  
_ _ _ ___ __ _ __ ___ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ ___ _ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ _ ___ _ _ __ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ _ __ ___ _ ____ _ __ _ ___ __ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ _ ___ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ 

 316

Bx x

x

0

0

∞

∞

− 49 0, 011
≤ ≈ 0, 039

0, 986 14
⋅ ,  

�. �. ��� ε ε1 2= = 0,001  ���������� �������-��+���� ������ 
����� ��!�� ��������� �� ��
�� 	�� �� 0, 078 , � �� �����-
��
���� ��������� �� ���������� 0, 039 . 
 
����� 2. B �����  

x x
x x

1 2

1 2

3 + 4 = 7,

4 + 3 = 7
�


�

  

;
������ ������� ����� ��!�� ��������� �� ε 1 , � �����-

��� 	
��� — �� ε 2 . ������� �����'��� ��������� ������� 

��+���� �� �
��� ��� ε ε1 2= = 0, 01 .  

 &�'����.  �
� ������ �����?���� �������-��+���� �� �
�-
�� ��������� ���
������� ���
����� ����� x

2
. ���	����-

��� �� �����	��� ������ ��
���� ������
���� ����� 
maxC � �

A λ ∗= . B ������������� ������� �������  

A
3 4

=
4 3

� �
� �
� �

  

�������	���. ��;���� ������
���� ����� ������� A  ����-
����  ������
���� �� ����
�� �� �����������	���� 	��
, 
�. �. maxCA λ λ1 2= ( , ) = 7 , ��� ��� �����������	���� 

���!�	
�� A Eλ λ λ2− = − 6 − 7  ����� ����� λ1 = 7 , λ2 = − 1. 

����
��� ��������� ���	���� ������ A  � A − 1  ������� ��-
������, ��
�	���  

max ,
minC

A
λ λ λ λ

−1

1 21 2

1 1 1 1
= = = = 1

1( , )

� �
� �
� �
� �

.  
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 ,������  

A
ε ε

δ
ε ε

1 1

1 1

=
� �
� �
� �

  

�������	���, �� �����������	���� ���!�	
��  

A Eδ λ λ λ ε 1− = ( − 2 )  

����� ����� λ ε λ1 1 2= 2 , = 0 . ��;����  

max
C

Aδ λ λ ε1 2 1= ( , ) = 2 , C

C

A

A

δ ε 12
=

7
. 

��
�� �����  

b 2 2
2

= 7 + 7 = 7 2 , b
ε

δ
ε

2

2
=
� �
� �
� �

, bδ ε 22
= 2 ,  

b

b

δ ε 22

2

=
7

,  

��+���� ������ ����� x Τ
0 = (1, 1)  � �!� ����� x 0 2

= 2 .  

 E����� � ����������  ������������ (8) � (9) ��
�	���  

1 2 1 2
0

1 1
2

2 2 ( 2 )1 7 2
2 7 2 1 2

1 1 7
7

,Bx x
ε ε ε ε

ε ε
+⋅ ⋅

− ≤ + =
−

− ⋅ ⋅

⋅� �
⋅ � �
� �

 

Bx x

x

ε ε ε ε
ε ε

0 1 2 1 2

1 10

2

2

− 2 2 +1⋅ 7
≤ + =

2 7 2 1 − 21 − 1⋅ 7 ⋅
7

� �⋅ � �
� �

. 

B 	������, ��� ε ε1 2= = 0, 01   

( )0 2

2
0, 02 0, 01 0, 0433

0,98Bx x− ≤ +⋅ � , 
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( )0

0

2

2

1
0, 02 0, 01 0, 0306

0,98

Bx x

x

−
≤ +⋅ � , 

�. �. �
��� �������-��+���� ��'�� ��������� �� ��
�� 	�� �� 
0, 0433 , � �!� �������
���� ��������� �� �
��� �� �������-
��� 0, 0306 .  

���!�� ������ � ������ ��!��+���� ��+���� x�  �����-
?����� ����� A x b= �� �  �������� �� ���
�������� ������� 
r A x b= −� , ������� ��
�	���� ��� ���������� ��	�
����!� 
��+���� �����?����� ����� � ��	��/ ����� A x b= . 
���������� ����!� ������� ������ � 
���/?�� ����	�� 
�����+����:  

A x b= , 1x A b−= ,  x bA = ��� , 1x A b−= ��� ,  

r A x b= −� , b A x r= −� ,  

x x x x A b x A A x rδ − 1 − 1= − = − = − ( − ) =� � � �  
1 1x x A r A r− −= − + =� � .  

E���� �������,  

x x x A rδ − 1= − =� .  
��/�� ��
�	���  

1 1x x x A r A rδ − −= − = ≤ ⋅� .  

 5�� ������ ����!� ��	���!�������  ���!�	��!�� ���!	 
����	�, ��!���!" r  ���!� ���	�����, ��	 ���	���� ��	-
��	������ ��3��	� x� . 
�	 &��� ��� �������	���	 � ����	-
���		 Aδ  	 bδ .  
 =
�������/ �
����� �����?���� ������� � ��
��� �-
���� A x b=   �������
���� m n( × ) -�������� A  ���!� r  
����?��� � [7] ����!��D� 16 � 17. �������� ������� ����
�-
���� �� ���.  
 ���� ���� �������� �
� ���������� �����  

A x b=   



4.3.  ����!� �����3���	 ��3��	� 	���� �	������ "������	�  
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 319

 m n( × ) -�������� A  ���!� r  � �� �����?����� �����  
A x b= �� � ,  

!�� �
� ������� ������� ������	���� A A Aδ= +� , x x xδ= +� , 
b b bδ= +� . B ;��� 
�	�� ��������� ���� ��	� (�. �. 4.2.1) � 
�����
���� �������+���� x 0  ��	��� ����� � �!� �����?�-
��� ��� �����?����� �����.  
 ���� ������� A  � A�  ���/� ��!�
����� ���
�'����  

sA U V

σ

σ

1

∗

… 0 … 0
… … … … …

= 0 … … 0
… … … … …
0 … 0 … 0

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

, sA U V

σ

σ

1

∗

… 0 … 0
… … … … …

= 0 … … 0
… … … … …
0 … 0 … 0

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

�

� � �� . 

 ������
�'��, 	�� ������� ��+���� kx ( )� , k r= 1, 2, …, , 
����  

,kU V x b k r

σ

σ

1

∗

… 0 … 0
… … … … …

= = 1, 2, …,0 … … 0
… … … … …
0 … 0 … 0

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

�

�� � �� ,  (14) 

� �������, 	�� ��	��� ����� ��������, � �� �����?���� 
��
� �� �������/  �������+�� ����
���� ��!�
����� 
	�
�� rσ  ������� A , �. �. �����?���� ;
������� ������� A  
� �������� 	
���� ����� A x b=  ��
� �� �������/  
��!�
����� 	�
�� rσ . E�!�� �
� �����
���!� ��+���� x 0  
��	��� ����� �������/� ����
�'����� ��������  

kx x0 ( )= �  ��� k r= .     (15) 

B ������, �������� � �. 4.2.6, ;��!� ����
����� ����!�/�  
����?�/ �������� !������ τ .   
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 �
� ������ �������
���� ��!��+���� �� �
��� �����
�-
��!� ��+���� x 0 , ������
����!� �� D����
� (15), ����� ����� 
�����+����  

(

(
r

E E E E

E EE E

x x x A b
K A

A bx x

δ δ δ0 ) 0

0 0
+

−
= ≤ +

� �
� �) ⋅
� �
� �

�
,(16) 

!��  
( EE

K A A A+ +) = ⋅   

— ����%����� �	�� ��"���������	 ����	�� A .  
 @����
� (15) � (16) ������/�� � �
� ��	�� �������� 
����� A x b= , �. �. �
� ����� �����, � ������� ������  

r rb b bΤ Τ′= ( , 0 ) + ( 0, )   

����� ������	�� ��
�� 
�!����� rb Τ′( 0 , ) . >������, 	�� D��-
��
� (16) ���
�!�	�� D����
� (9). ��� ;��� ��� ����������, 	�� 
�
� ��	��� ����� �������� �
� ��	�� �������� � �� ���-
��?���� ��
� �� �������/  �������+�� ��!�
����� 	�-

�� ������� �����, �� �����
���� ��+���� ��'�� ����� �� 
D����
� (15)  ��� '� ��	����/, 	�� � �
� �����  ������'-
������ ��������.  
 B 
�	�� ����������� ��	��� ����� A x b=  � ��
�!� 
�� �����?���� �� �������/  �������+�� ����
���� ��!�-

����� 	�
�� �
� �����
���!� ��+���� ��	��� ����� ���-
����/� ���'� ����
�'����� �������� (15), �. �. ��
�!�/� 

kx x0 ( )= �  ��� k r= . ��� ;��� ����� �����+���� (16) ����� 
����� ���� �����+����  

(

(
k

E E E E

E EE E

x x x A b
K A

A bx x

δ δ δ0 ) 0

0 0
+

−
= ≤ + +

� �
� �) ⋅
� �
� �

�
 

( (
rE E E

rE E E

bA b
K A K A

A b b

δ δ
+ +

′
+ +

� �
� �) ⋅ ) ⋅
� �
� �

.   (17) 
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 C�� �����+���� ����������, 	�� ��	���� ����
�'���� x 0  
 ����?�/ rx ( )�  � ���	���
���� ���� ������ �� ����+���� 

r rE E
b b′ , �. �. �� ������ �!
��������� ������ � 
���� 

	���� ��	��� ����� A x b= .  
 ����"�� (15), (16), (17) ����� ��	 ����"%��	�� 	����, 
��������� ����� �� ������	$  ��	����3	� ���"����� 	�-
�"������ �	��� ����	�� 	����. / ����� ������, !���� 
������� ������ 	���� A x b=  ������  �������$ �����-

!� ε , ���� �� ��'���� kx ( )� , k r= 1, 2, …, , 	���� (14) ��	-

��	���� ���������� �������3��	� x 0  �� ��	��  �������$ 
�����!� nε 2 3( ) , ��	 ������ 	���� ��������, 	  �����-

��$ �����!� nε 1 2( ) , ��	 ������ 	���� ����������.  
 � ���
�!�	���� ����
����� ������, �
� ����� ����
�-
'����!� �������� (15) ����� ��
�������� (�. �. 4.2.2) ���-
�
�'����� ���������  

x x α0 ≈ �         (18) 

��� ��������� ���	���� α , �. �. �
� �����
���� �������+�-
��� x 0  ����� A x b=  ����
�'���  ����?�/ ������� x α� , 
������� �������� ��� ��������� ���	���� α  ������ ����-
������#�� �
� �����?����� ����� A x b�� � = , ��� ��� ��� ;��� 
���������� ������ (�. [7], §17) 
���/?�� �����'�����.  

;�	 ������� ������ 	���� A x b=  ������  �����-

��$ �����!� ε , �� ��	 ��!������ ������		 α  ��!��� x α�  
��	��	���� ���������� �������3��	� x 0  	���� A x b=  

�� ��	��  �������$ �����!� ε 2 3  � �"��� �� ��������	 	 
 �������$ �����!� ε 1 2  � ����	���� �"���. 
�	 &���, ��	 
α ε 2 3=  � ������ �"��� 	 α ε 1 2=  �� ������ �"���, �� x α�  
������	���� ����	 ��	�"�3�� ��	��	���	� ! x 0 .  
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����� 3. B ������  
x x
x x x

x x

1 2

1 2 3

2 3

2 − = 1,
− + + = 0,

+ 2 = 1

�
	


	
�

      (19) 

�  
x x
x x x

x x

1 2

1 2 3

2 3

2 − = 2,
− + + = 3,

+ 2 = −1

�
	


	
�

      (20) 

;
������ ������ � �������� 	
��� ��!�� ��������� �� 
ε = 0,01 . ������� �����'��/ ��!��+���� ����
�'���� ���-
��
���!� �������+���� ��'��� �� ������ ����.  
 &�'����. E�	��� ����� (19) �������� � r A( ) = 2 , � �-
���� (20) ����������. ,������  

A A∗

2 − 1 0 2 − 1 0 5 − 3 − 1

= − 1 1 1 ⋅ − 1 1 1 = − 3 3 3

0 1 2 0 1 2 − 1 3 5

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

  

����� �����������	���� ���!�	
��  

A A E

λ
λ λ λ λ λ

λ

∗ 2

5 − − 3 − 1

− = − 3 3 − 3 = − ( − 13 + 36 )

− 1 3 5 −

,  

������� ������!� ��
�/�� 	�
� λ λ λ1 2 3= 9, = 4, = 0 . ��-

;���� ��!�
����� 	�
� ������� A  — ;�� 	�
� σ 1 = 3 , 

σ 2 = 2 , σ 3 = 0 . &������+�� ����
���� �� ��� ��
���� 	�
� 

σ 2 = 2 . ��� ���	���
��� ��
�+� �����?���� ;
������� ���-
���� � �������� 	
���� ������ ����. ��;���� �
� ���-
��
���� �������+���� ;��� ���� ��������� D����
� (15) 
��� k = 2 , �� ������� x x0 ( 2 )≈ � , � ��!��+���� ;��!� ����
�-
'����!� �������� ���������� �
� ����� (19) �� D����
� 
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(16), �
� ����� (20) — �� D����
� (17). F���� ��������� ;�� 
D����
�, ��	�
�� �
� ����� ����  

A +

13 − 4 5
1

= − 4 4 4
36

5 4 13

� �
� �
� �
� �
� �

, E
A = 13 ,  

E
A + 13

=
6

, 

EAδ ε= 3 ,  E

E

A

A

δ ε3
=

13
, 

( EE
K A A A+ + 13

=
6

) = ⋅ .  

����� ��!�, ��	�
�� �
� ����� (19):  

E
b = 2 ,  E

bδ ε= 3 ,  E

E

b

b

δ ε 3
=

2
  

� �
� ����� (20):  

Eb = 14 , Ebδ ε= 3 , E

E

b

b

δ ε 3
=

14
,  

E
b2 = 13 ,  

E
b2′ = 1.  

 E����� �� D����
� (16) ��
�	�� ������ �����'��� �����-
��
���� ��!��+���� �� �
��� �����
���!� ��+���� x 0 , ��-
	�
����!� �� D����
� x x0 ( 2 )≈ �  �
� ����� (19):  

(E E E

E EE

x A b
K A

A bx

δ δ δ εε
0

0
+ 313 3

≤ + = +
6 13 2

� � � �
� �) ⋅ � �� �� � � �� �

.  

B 	������, ��� ε = 0, 01  ����� E

E

x

x

δ 0

0 ≈ 0,0446 .  

 L��
/���/ ��!��+���� x x0 ( 2 )≈ �  ��'�� ��	�
��� �� 
D����
� nε 2 3( ) , �� ������� ��
�	���  
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nε 2 3 2 3( ) = ( 3 ⋅ 0, 01) ≈ 0, 096 .  

 %
� �����
���� ��+���� x 0  �������� ����
�'���� �� 
D����
� (18), �� �
� ��!� ��
�	�� 
���/?�/ ������ ���-

/���� ��!��+���� �� �
���: ε 2 3 2 3= ( 0, 01) ≈ 0, 046 .  
 �
� ����� (20) D����
� (17) ���� 
���/?�/ ������ 
�����'��� �������
���� ��!��+���� �
� x 0 , ��	�
����!� 
�� D����
� x x0 ( 2 )≈ � :  

0

0

3 313 3 13 13 1
6 613 14 2 13 14 13

E

E

x

x

δ ε εε ε
≤ + + +

� � � �
⋅� � � �� � � �

� � � �
. 

B 	������, ��� ε = 0, 01  ����� E

E

x

x

δ 0

0 ≈ 0,042 .  

 �
� �����'��� ���
/���� ��!��+���� x x0 ( 2 )≈ �  �� �
�-
�� ������� nε 1 2 1 2( ) = ( 3 ⋅ 0, 01) ≈ 0,173 .  
 ��� ��	�
���� x 0  ������� ��!�
��������, �. �. �� ���-
�
�'����� D����
� (18), �����'��� ���
/���� ��!��+��-
��/ �
� x 0  �� �
��� ����� ε 1 2 1 2= ( 0, 01) = 0,1.  
 B ���
/	���� �������, 	�� ����
����� ;��!� ����!��D� �-
��
���/�� �
� ���������� ����	����� 
/��!� ������ ��-
+���� ���� 
������� ���������.  
 
 

4.4. 	����#������ ����� ��'���� ������ 
�������% ��������(��!�% ���������  

 
4.4.1. !��� ������� 

 
��� ��
�+�� 	�
� ���������� � ����� 
������� ����-

����� ���������� ������ :��� � ���!�� �������, ��/?�� 
��	���  ��+����, ��������  �����  ����������
����.  B �����  
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�	��� �
� ��+���� ����� 
������� ��������� ��!�� ���-
����� ��
�� �������� ����
�'����� ������. �������� ��-
��� 	�����	� (����� ��������������� ��	��	���	�). ��+�-
��� ����� ��� ;��� ������ ��
�	���� ��� �����
 ��
�����-
��
����� ����
�'����� ��+����, ������� ��������  ����-
?�/ ��������!� ������������!� ������, ���������!� �����-
�� 	�����	�.  
 ������� ��������� �����������!� ������ ����� � 
�-
��/?��. ���� ���� ���������� �����  

A x b=         (1) 

 ������'������ �������� A  n -!� �������. ��������� ;�� 
����� � ����  

x h Bx= + ,        (2) 

!�� nx x x x Τ
1 2= ( , , … , ) , nh h h h Τ

1 2= ( , , … , ) , B  — ���������� 
������� ������� n . � ������ ���� ����� ��'�� ������, ��-
������, �
� � ����� (1) ������ ��������� �����+��� �����-
��
��� x1 , ������ — �������
��� x 2  � �. �.  
 #����� (2) ������/� ���
������� � ��+�/� ������� ��-

�������
���� ����
�'����. >� ��
���� ����
�'���� �����-
��/� �����-
��� ������  

nx x x x(0) (0) (0) (0) Τ
1 2= ( , , … , ) .  

&� �������� �� ��
���� ����
�'���� 	��� ����� ��
��� 

nh h h h Τ
1 2= ( , , … , )  �������� 	
���� ����� (2).  

 �������� x(0)  ����� x  � �����/ 	��� ����� (2), ��
�-
	�/� ������ ����
�'����  

nx x x x(1) (1) (1) (1) Τ
1 2= ( , , … , ) . 

# ��� ������/� ���
�!�	�� � ��
�� ������/� �� �����
�:  
( 1) ( ) , 0, 1, 2, .k kx h B x k+ = + = …     (3) 

B ����
����� ��
�	�/� ��
�������
����� ����
�'����� ��-
+����  

x (0) , x (1) , … , kx ( ) , … . 
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%
� ;�� ��
�������
����� ����� �����
  

lim= k

k
x x ( )

→ ∞
,  

�� ;��� �����
 ��
���� ��+����� ����� (2), � ������ � �-
���� (1). ��� ��	�
����� �� D����
� (3) ��'��� ����
�'���� 
��
���� ������� �
� ��	�
���� 
���/?�!� ����
�'����. 
��;���� �+����, ����?����� ��� ��	�
���� �������?�� 
����
�'����, !
�'���/�� � ������ ��	�
���� ��
���/-
?�� ����
�'����. #
�������
���, ������������ ����� ��
�-
��� ��������
�/?��� �������. ����� ����� �����-
�, �
� ���!���
���� ��;DD������� n na a a11 22, , … ,  ����-
��� ����� ���	���
��� �����
���/� �� ���
/���� ��
�	��� 
��� ���
����� �� ��;DD��������� �
�, 	�� �� '� ����, �
� 
��;DD������� i jb  ����� (2) ������	�� ��
� �� ���
/���� 
��
�	���. "�
�� ��	�� ������	��� �
���� �������� �����-
������!� ������ �������� 
���/?�� �������.  

 >������ 1. 
���� 	�����	� (3) ��� 	���� �	������ 
"������	� (2) ���	�� ! ��	��������" �� ��3��	$, ��	 !�-
!��-�	�� ����� ����	�� &��� 	���� ����3� ��	�	��, � ��-
����	, ��	 ���������� ���� �� ���� 	� ���"$%	� "-
���	�:  

max i jj i
B b

1
= < 1� ,  

1max i ji j
B b

∞
= <� ,      (4) 

n n

i jw
i j

B b
2

= 1 = 1

= < 1� � ,  

max
B B

B λ ∗= < 1 ,  

��� max
B B

λ ∗  — ��	����3�� ����!���	�	��!�� �	�� ����	-

�� B B∗ .  
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 +�!�����������. ������ �� ��
���� ����
�'����� ��+���� 
�������
���� ������ x (0) , �� D����
� (3) ������� ��
�����-
��
����� ����
�'����� ��+����  

(1) (0) ,x h B x= +  
(2) (1) ,x h B x= +  

………………………  
k kx h B x( −1) ( −2)= + ,  

k kx h B x( ) ( −1)= + .  

��/�� ��
�	���  
k k kx h B x h B h B x( ) ( −1) ( −2)= + = + ( + ) =  

kE B h B x2 ( −2)= ( + ) + = … =   
1k kE B B B h B x2 − (0)= ( + + + … + ) + .  

E���� �������,  
1k k kx E B B B h B x( ) 2 − (0)= ( + + + … + ) +    (5) 

E�� ��� �� �
���/ B < 1 , �� kB → 0  ��� k → ∞ . ��;��-
�� �
� ������ ����
��/�� �����+����  

lim k

k
B

→ ∞
= 0   

� �
� �����	��� !�������	���� ���!���� 2 1, , , ..., kE B B B − ,... 

12 1

0
lim ( ) ( )k

k

k

k
E B B B B E B −

→ ∞

∞
−

=
+ + + … + = = −� .  

*	������ ;��, �������� � �����
� � �������� (5). E�!�� ��-

�	��  

lim k

k
x x E B h( ) − 1

→ ∞
= = ( − ) .      (6) 

C�� ����	���, 	�� ������������ ����� (3) ����?���. ���-
��� ��������, 	�� ��
�	����� �����
 ��
���� ��+����� �-
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���� (2), � ������ � ��+����� ����� (1). �
� ;��!� �������� 
(6) ������+�� � ����  

E B x h( − ) = .  

��/�� ��
�	��� x h B x= + , �. �. x  ��
���� ��+����� �-
���� (2).  
 >������ 2. 
����3���� k -�� ��	��	������� ��3��	� 

kx ( ) , ���"������� ��	 ��3��		 	���� x h B x= +  ������� 
	�����	�, ����	����� ��	 ���	�������� ������ �"������ ��	-
��	������� ��3��	� x (0)  �� #���"��   

−k k
k x x

x x
B

( +1) ( )
( )−

1 −
≤ ,     (7) 

��� B  — !�!��-�	�� ����	���� �����, �����������  ��!-
������ ������ 	 ����3�� ��	�	��.  
 +�!�����������. ���� kx ( −1)  � kx ( )  — ��� ��
�������
�-
��� ����
�'����� ��+���� ����� x h B x= + , ��
�	����� 
������� ��������. ��� 
/��� p ≥ 1   

− − −k p k k k k kx x x x x x( + ) ( ) ( +1) ( ) ( + 2) ( +1)= ( ) + ( ) +  

−k p k px x( + ) ( + −1)+ … + ( ) .  
��;����  

− − −k p k k k k kx x x x x x( + ) ( ) ( +1) ( ) ( +2) ( +1)≤ + +  

−k p k px x( + ) ( + −1)+ … + .       (8) 
 E�� ���  

l lx h B x( +1) ( )= +   
� 

l lx h B x( ) ( −1)= + ,  
��  

l l l lx x B x x( +1) ( ) ( ) ( −1)− = ( − ) .  
#
�������
���,  
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−l kl l l l k kx x B x x B x x−( +1) ( ) ( ) ( −1) ( +1) ( )− ≤ ⋅ − ≤ ⋅    (9) 

���  l k> ≥ 1 .  
��;���� �� D����
� (8) ��
�	���  

− − −k p k k k k kx x x x B x x( + ) ( ) ( +1) ( ) ( +1) ( )≤ + +⋅  

−p k kB x x( +1) ( )+… + ⋅ ≤  

−
p k kB B B x x

2 ( +1) ( )≤ (1+ + + … + ) ⋅ .  (10) 

����
��� ��� B ≤ 1  �
� p -� 	���	��� ���� !�������-

	���� ���!����  
p

B B B
2

1, , , …, , …   

lim
p p

p p
B B B B

B

∞
2

→ ∞
= 0

1
(1+ + + … + ) = =

1 −� ,  

��, �������� � �����
� ��� p → ∞  � ���������� (10), ��
�	�� 
��'��/ D����
� (7).  
 ,�������. ��� ����!	 �����3���	 k -�� ��	��	������� 
��3��	� kx ( )  	���� x h Bx= + , ���"������� ������� 	��-
���	� ��	 ���	�������� ������ �"������ ��	��	������� ��3�-
�	� x (0) , ����� #���"�� (7) ����� ����������� #���"���  

−k k kB
x x x x

B
( ) ( ) ( −1)−

1 −
≤      (11) 

	�	 #���"���  

−
k

k B
x x x x

B
( ) (1) ( 0)−

1 −
≤ ,    (12) 

� ��	 �"����� ��	��	������ ��3��		 x h(0) =  — #���"���  
k

k B
x x h

B

+1
( )−

1 −
≤ .    (13) 
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 +�!�����������. @����
� (11) � (12) ��
�	�/�� �� D��-
��
� (7)  ����?�/ ������ (9) �
� ����� ������� ���� ��
�-
������
���� ����
�'����� ��+����. @����
� (13) ��
�	���� 
�� D����
� (12), ����
��� ���  

x h(0) = ,  

x h B h(1) = + ,  
�������  

x x B h(1) (0)− =   
� ������  

x x B h B h(1) (0)− = ≤ ⋅ .  

 =� D����
� (13) ��'�� ����� ����� k  ��'��� ��������, 
������� �����	�� ����������/ ��	���� ε  k -!� ����
�'��-
��!� ��+���� kx ( ) .  
 &� ���� ��
�, 	���� ����
��
�� �����+����  

kx x ε( )− ≤ ,  

�� D����
� (13) ��
�	���, 	�� ��
'�� ����
����� �������-
���  

k
B

h
B

ε
+1

1 −
≤ .  

��/�� ��
�	���  

k B
B

h
ε+1 ⋅ (1 − )

≤  

�  

lg lg lg lgk B B hε( + 1) ⋅ + (1 − ) −≤ .  

#
�������
���,  
lg lg lg

lg

B h
k

B

ε + (1 − ) −
( + 1)

� �� �≥   
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�  
lg lg lg

lg

B h
k

B

ε + (1 − ) −
− 1

� �� �≥ .   (14) 

 #
����� ��������, 	�� �������	���� ������ ��!��+���� 
k -!� ����
�'����!� ��+���� kx ( )  �� D����
�� (7), (11), (12), 
(13) ������	��� ���������� ����� ����'�����, � ��������� 
�� D����
� (14) ����� k  ��'��� ��������, ������� �����	�� 
����������/ ��	���� ����
�'����!� ��+���� kx ( ) , ������-
	��� ���������� ����� ����+�����.  
 
�����. ,������ �������� ��+��� �����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

20 + 3 + = 68
2 + 20 + 3 = 41
3 + + 10 = 60.

� ,
	 ,

	�

 

 &�'����. �����+�� ������ ��������� �������
��� x1 , ���-

��� — �������
��� x 2 , ������ — �������
��� x3 , ������ � 
�����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

2 1 3

3 1 2

= 3, 4 − 0,15 − 0,05
= 2, 05 − 0,1 − 0,15
= 6 − 0, 3 − 0,1 .

� ,
	 ,

	�

   (15) 

,������� ;��� ����� ��
���� �������  

B
0 − 0,15 − 0, 05

= − 0,1 0 − 0,15
− 0,3 − 0,1 0

� �
� �
� �� �
� �

.  

%� �����  

max
max

B
1

= ( 0 + 0,1+ 0, 3;0,15 + 0 + 0,1;0, 05 + 0,15 + 0 ) =
= ( 0, 4; 0, 25; 0, 2 ) = 0, 4 < 1.

 

��;���� ����� �������� �
� ����� (15) ����� ����?���.  
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>� ��
���� ����
�'���� ������  

x (0)
1 = 3, 4 ; x (0)

2 = 2,05 ; x (0)
3 = 6 . 

�������� ;�� ���	���� ������������ ����� x1 , x 2 , x3  � 
������ 	��� ��������� ����� (15), ��
�	��  

x (1)
1 = 2, 7925 ;  x (1)

2 = 0,81 ; x (1)
3 = 4, 775 .  

# ��
�	����� ����
�'����� ������� ���
�!�	�� � �. �. ��-
��
����� ��	�
���� ��������� � ���
. 1.  
 ����� ���������
��, ��� ��� ��+
� ���������� ����
�-
�����. E���� �������, ��'�� �������  

x x (14) Τ= = ( 3, 1, 5 ) .  
E��
��� 1 

k  kx ( )
1  kx ( )

2  kx ( )
3  

0 3,4 2,05 6 
1 2,7925 0,81 4,775 
2 3,03975 1,0545 5,08125 
3 2,9877625 0,9838375 4,982625 
4 3,0032932 1,0038301 5,0052876 
5 2,9991611 0,9988776 4,9986290 
6 3,000237 1,0002896 5,0003639 
7 2,9999384 0,9999217 4,9998999 
8 3,0000167 1,0000212 5,0000263 
9 2,9999955 0,9999944 4,9999929 

10 3,0000012 1,0000016 5,000002 
11 2,9999997 0,9999996 4,9999994 
12 3,0000001 1,0000001 5,0000001 
13 3 1 5 
14 3 1 5 

����� ��'�� ��
� ��������� ����+�, ��������, �� ��-
��� — +���� +�!�, �������, 	�� ���	���� kx ( )

1 , kx ( )
2 , kx ( )

3  �'� 
��� k = 5; 6 ��
��
/�� ������������ ��
��� ���	���� 3, 1, 5. 
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 ������ �������	���/ ��!��+���� �� ��������� ����� 

1
⋅ , ��������, +���!� ����
�'���� x (6) . B�	�
��  

maxB
1

= ( 0 + 0,1+ 0, 3;0,15 + 0 + 0,1;0,05 + 0,15 + 0 ) = 0, 4 ; 

x x x x x x x x
1

(7) (6) (7) (6) (7) (6) (7) (6)
1 1 2 2 3 3− = − + − + − =  

= 0, 0002986 + 0, 0003679 + 0, 0004640 = 0, 0011305 ,   

�� D����
� (7) �������  

x x
x x

B
1

1
1

(7) (6)

(6)
− 0, 001135

− = ≈ 0, 001844
1 − 1− 0, 4

≤ .  

E���� �������, ii
i

x x x x ( 6 )
1

3
(6)

= 1

− = − 0, 001844≤� . ��-

/�� 
�����, 	�� ��������� ���	���� x (6)
1 , x (6)

2 , x (6)
3  �����-

���� ������� x (6)  ��
�	�/�� �� ���
/���� ��
�	��� �� ���-
������ ������� x , �. �. �� ������� ���	���� ������ ����-
������ x1 = 3 , x 2 = 1 , x 3 = 5 , ������������ ����+� 	�� �� 

0, 001844 . @����	��� '� x x ( 6 )
1 1− = 0,000237 , x x ( 6 )

2 2− =  

= 0, 0002896 , x x ( 6 )
3 3− = 0,0003639 .  

 �� D����
� (14) �������	��� ������ ����� k  ��'��� ���-
�����, ������� �����	�� ��	���� ε = 0, 001 k -!� ����
�'��-
��!� ��+���� kx ( )  �� ��������� ����� 

1
⋅ . �
� ;��!� ��	�
� 

���	����� ����� B
1

= 0, 4  � ����� h
1

= 3, 4 + 2,05 + 6 =  

= 11, 45 . ��
�� �� D����
� (14) ��
�	��   

[ ]lg lg lg
lg

k
0, 001 + 0, 6 − 11, 45

≥ − 1 =
0, 4
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[ ]− 3 − 0, 22184878 − 1, 0588054
= − 1 = 9, 757036

− 0, 39793999
. 

 ��;���� �� ������ k  ��'�� ������� k = 10 . @����	��� 
'� �����
��  !�������� ��'��� k = 6 .  

 
4.4.2. !��� 0�����	 

 
���!�� ������������ ������� ��+���� ���� 
������� 

��������� ��
���� ����� >����
�. �� �������
��� ���� ��-
������� ������������� ������ ��������. B ��� ��� ��	�
�-
��� k( + 1) -!� ����
�'���� ���������� ix  ���
���/�� �'� 
��	�
����� ���	���� k( + 1) -!� ����
�'���� �
� �������-
��� ix x x1 2 − 1, , … , . %
� �
� ����������� �����  

n n

n n

n n n n n n n

x b x b x b x h
x b x b x b x h

x b x b x b x h

1 11 1 1 2 2 1 1

2 2 1 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2

= + +…+ +
= + +…+ +

+ +…+ +

,�
	 ,	

……………………………………………	
	� =

 

�'� ������� k -� ����
�'���� kx ( )
1 , kx ( )

2 , … , k
nx ( ) , �� �� 

k( +1) -� ����
�'���� �������� �� D����
��  

,

,

,

,

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

n n

n n

n n

n n n n n n n n n

x b x b x b x h

x b x b x b x h

x b x b x b x h

x b x b x b x h

( + ) ( ) ( ) ( )
1 11 1 1 2 2 1 1

( + ) ( + ) ( ) ( )
2 2 1 1 2 2 2 2 2

( + ) ( + ) ( + ) ( )
3 31 1 3 2 2 3 3

( + ) ( + ) ( + ) ( )
1 1 1 1

1

1 1

1 1 1

1 1 1
− −

= + +…+ +

= + +…+ +

= + +…+ +

= +…+ + +

�




,

……………………………………………………………

k = 0, 1, 2, ….

	
	
	

	
	
	
�

 (1) 

 %
� ������� B  �����������!� ������ (1) >����
� ����-
������ � ���� B B B1 2= + , !��  
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n

n

n n n n

b b b
b b b

B B

b b b

11 1 2 1

2 1 2 2 2
1 2

1 2

0 0 … 0 …
0 … 0 0 …

= =
… … … … … … … …

… 0 0 0 …

� � � �
� � � �
� � � �, ,
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

 

�� ����� (1) ��'�� ������� � �����	��� D���� 
���/?�� 
�������:  

k k kx B x B x h( + 1 ) ( + 1 ) ( )
1 2= + + ,      (2) 

�
�, 	�� �� '� ����, � ����  
k kE B x B x h( + 1 ) ( )

1 2( − ) = + .     (3) 

,������ E B1−  ��
���� 
���� ��'��� ����!�
���� ��������  
��������� �� !
����� ���!���
�. ��;���� ��� ����� �������/ 
������� E B − 1

1( − ) . *���'�� 
��� ��� 	��� �������� (3) �� 

������� E B − 1
1( − ) , ������ � ��������  

k kx E B B x E B h( + 1 ) − 1 ( ) − 1
1 2 1= ( − ) + ( − ) .   (4) 

 E���� �������, ������������ ����� (1) >����
� ;�����-

����� ������ (4) ������ ��������. �
� �������� ����� 
;��� ������� ������	��, 	���� �����-
��� ����� ������� 

E B B− 1
1 2( − )  ��
� ����+� �������.  

 ,�'�� ��������, 	�� ������	���� �
������ �������� 
������ >����
� (4) ��
�/�� �� '� �
����, 	�� � �
� ����-
���� ������ ������ ��������.  
 
�����. ,������ >����
� ��+��� �����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

20 + 3 + = 68
2 + 20 + 3 = 41
3 + + 10 = 60.

� ,
	 ,

	
�

 

 &�'����. �����+�� ������ ��������� �������
��� x1 , ���-

��� — �������
��� x 2 , ������ — �������
��� x3 , ������ � 
�����  
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6

x x x
x x x
x x x

1 2 3

2 1 3

3 1 2

= − 0,15 − 0, 05 + 3, 4
= − 0,1 − 0,15 + 2, 05
= − 0, 3 − 0,1 + ,

� ,	 ,

	�

 

������� �
� ��+���� ������� >����
�.  
 >� ��
���� ����
�'���� ������  

x (0)
1 = 3, 4 ; x (0)

2 = 2,05 ; x (0)
3 = 6   

� �� D����
�� (1) ��
�	��:  
��� k = 0  

x
x
x

(1)
1
(1)
2
(1)
3

= − 0,15⋅ 2, 05 − 0, 05⋅ 6 + 3, 4 = 2, 7925
= − 0,1⋅ 2, 7925 − 0,15⋅ 6 + 2, 05 = 0,87075
= − 0, 3⋅ 2, 7925 − 0,1 0,87075 + 6 = 5, 075175

,
,

⋅ ,
 

��� k = 1  
x
x
x

( 2)
1
( 2)
2
( 2)
3

= − 0,15⋅ 0,87075 − 0, 05⋅ 5, 075175 + 3, 4 = 3, 0156287
= − 0,1⋅ 3, 0156287 − 0,15⋅ 5, 075175 + 2, 05 = 0, 9871609
= − 0,3⋅ 3,0156287 − 0,1 0,9871609 + 6 = 4,9965953

,
,

⋅
 

� �. �. ����
����� ��	�
���� ��������� � ���
. 2.  
E��
��� 2 

k  kx ( )
1  kx ( )

2  kx ( )
3  

0 3,4 2,05 6 

1 2,7925 0,87075 5,075175 

2 3,0156287 0,9871609 4,9965953 

3 3,0020961 1,0003011 4,9993411 

4 2,999878 1,0001 4,9999937 

5 2,9999853 1,0000024 5,0000042 

6 2,9999994 0,9999994 5,0000003 

7 3,0000001 0,9999995 5 
8 3 1 5 

9 3 1 5 
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����� �������
�, ��� ��� ��+
� ���������� ����
������. 
E���� �������, ��'�� �������  

x = x(9) = (3, 1, 5)T. 
 >������, 	�� ����� '� ����
���� �
� ;��� ����� ��
�	�� 
������� �������� 
�+� �� 14-� ��������.  
 

4.4.3. #��������
���� ������ �������� ���
����� � 
���, 
�������� ��	 ������� 

 
%
� � ������� ����� Ax = b ���� �� ��������� ���!�-

��
���� ��;DD������� �� �����
���/� �� ���
/���� ��
�	�-
�� ��� ���
����� ��;DD���������, ��, ���������� ��������� 
;��� �����, ����/�� �������� �� ;�����
������ ������, � 
������� �� ���!���
���� ��;DD������� �'� ����� ��
����� 
��'��� �������. E��, � �����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 − 3 + 10 = 10
10 − 20 − 9 = 20
6 + 5 − 15 = 30

� ,
	 ,

	�

  

�� �� ���!���
���� ��;DD������� �����
���/� �� ���
/�-
��� ��
�	��� ��� ���
����� ��;DD���������. F���� ����-
���� ��
�'����, 
�'�� ������ � ������ ��������� � ����
���� 
����+�� ������ ����������; �� �����!� ��������� ��	��� 
������ � ����
���� ����+�� ������ ����������; ������ ������-
��� ������ ��� ���������. B ����
����� ��
�	�� �����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 + 2 − 5 = 40
4 − 25 + 6 = −10
6 + 5 − 15 = 30,

� ,
	 ,

	�

 

� ������� �'� �� ���!���
���� ��;DD������� ��������/� �� 
���
/���� ��
�	��� ��� ���
����� ��;DD���������. �� 
;��� ����� ���	��� ����� ������ � �����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

2 1 3

3 1 2

= 4 − 0, 2 + 0,5
= 0, 4 + 0,16 + 0, 24
= − 2 + 0, 4 + 0, ( 3)

� ,
	 ,

	 ,�

 

�'� ������� �
� ��������.  
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 E���� ������ ��� ��
�+�� �������� ����� �� ��!�� 
�!-
�� �������� � ��
�. ��;���� �� �������� ���	�� ���� ���!��� 
������. &�������, � 
�	�� ����� A x b=   �������	��� 
��
�'���
��� ������
����� �������� A  ��	�
� �� ����� 
A x b=  ��������� � ;�����
������ �� ����� A x bτ τ= , ����� 
��
�!�/� A E E Aτ τ= − +  � ��������� � �����  

x E A x bτ τ= ( − ) + .      (1) 
 ���� iλ  — ��������� ���	���� ������� A . E�!�� 

iτ λ(1− ) , i n= 1, 2,…,  — ��������� ���	���� ������� 
B E Aτ= − . �
� �������� ������ �������� ����� (1) 

����� ��������� τ  ���, 	���� ����
��
�� ����������  

max iτ
τ λ1− < 1 .  

 ���� ������� ��'��� � ������� !������ ��������� 
���	���� ������� A , �. �.  

im Mλ0 < < < , i n= 1, 2,…, .  

����
��� ������������ ����� ������ ��� ������, 	�� 
����+� ������� ��
�	��� iτ λ1− , �� τ  
����� ����� �� 
�
����  

min max
[ ]m Mλτ

τ λ
∈ ,

1− .  

��� ����� �� ��. 1, ������� D������ f λ τ λ( ) = 1−  
��� [ ]m Mλ ∈ ,  ����!���� �� ����� �� ������ ������� 
[ ]m M, . �� ����� ������
����, ��!�� ���	���� D������ 
f λ( )  �� ������ ������� [ ]m M,  ����� �����������. C�� ���-

��'�� 
�+� � 
�	��, ��!�� f λ( ) = 0  ��� ���	���� λ , ��
�/-
?��� �������� ������� [ ]m M, , �. �. ��!�� τ λ1− = 0  ��� 

m Mλ +
=

2
. ��/�� ��
�	���  

m M
τ

λ
1 2

= =
+

.        (2) 
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��� ����� τ   

[ ]
min max

m M

M m
f m f M

m Mλτ
τ λ

,∈

−
1− = ( ) = ( ) =

+
.   (3) 

B 	������, �
� ������� �����
�+�� � �������+�� ���-
������ ���	���� λ1  � λ 2  ������� A , �� �� (2) 
�����  

τ
λ λ1 2

2
=

+
,        (4) 

� �� (3) ��������, 	�� ������
���� ����� ������� B E Aτ= −   

=B
λ λ
λ λ

1 2

1 2

−
< 1

+
.       (5) 

 B �
� ����������� ��	�
���� �����������	���� 	��
 
������� A  ����� D����
� (4) �� �������� ���	�� ��
���/�-
� D����
��  

τ
σ
2

= ,        (6) 

!�� �� σ  ����� 	�
�, ��
�+�� 
/��� �� 
�!�� ��	�
����� 
���� ������� A , ��������, ����  

max max=i j i jj ii j
A a A a

1 ∞
= ,� � .  

1

1 1

1

f(1) f(1) 

MM mm 

max max 

��. 1 
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 ' ��%�� �"���, !���� ������������� ����	�� A  	���� 
A x b=  �� ������� 	�����	���� �����	������ ���������-
��� 	 � ��� �� �� �	���������� &������� ���������$� �� ��-
��$���� ���	�	�� ��� ��������	 &��������	, ������ �� 
	���� A x b=  ��������� ! 	���� A A x A bΤ Τ= , 	��$%�� 

	�����	��"$ �����	������ ����������"$ ����	�" A AΤ . 
/ &��� 	���� ����� ��	���	��, ���� ��������	, ��	��-
��� ����!� ��� ����� ������������	� 	���� ! �	�", "���-
���" ��� ��������	� 	�����	�.  
 
�����. ������������� � ����, �������� �
� ���������� 
��������, 
���/?�� ����� 
������� ���������:  

�) 
2 2

4
4

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ 2 − = 6
2 + 5 − = 1

− 2 − + 5 = 1,

� ,
	 ,

	�

 �)
x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ 3 + = 8
2 + 2 + = 9
3 + + 2 = 13,

� ,
	 ,

	�

  

�)
x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 − 4 + 5 = 3
3 − 3 − 5 = − 5
4 + 5 + 2 = 11.

� ,
	 ,

	�

 

 &�'����. �) ���� �����  
2 2

4
4

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ 2 − = 6
2 + 5 − = 1

− 2 − + 5 = 1,

� ,
	 ,

	�  

B ��� �� �� ���!���
���� ��;DD������� �����
���/� �� ��-
�
/���� ��
�	��� ��� ���
����� ��;DD���������, �� ���-
���� ����� ��
�'���
��� ������
�����, ����
��� ��� ��-
�����	��� � �� �� �!
���� ���!���
���� ������  

1 2 3

2 2 − 2
2 2

Δ = 2, Δ = = 6, Δ = 2 5 − 4 = 18
2 5

− 2 − 4 5
 

��
�'���
����. ��;���� ����������� �����/ �����, �����-
��� D����
� (1). �
� �������  



4.4. \�����	����� ������ ��3��	� 	��� �	������ �������	��!	� "������	�  
__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 341

�
2 2 − 2

= 2 5 − 4
− 2 − 4 5

� �
� �
� �� �
� �

 

����� ������ �����������	���� 	�
� λ1 = 10 , λ λ2 3= = 1 , 
�� D����
� (4) ������
��  

τ 2 2
= =

10 + 1 11
  

� �� D����
� (1) ������ �����  

x E A x b
2 2

= ( − ) +
11 11

,  

;�����
�����/ ������. B ��������� ����� ;�� ����� ����� 
���  

x x x x

x x x x

x x x x

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

6 4 4 12
= − + +

11 11 11 11
4 1 8 2

= − + + +
11 11 11 11
4 8 1 2

= + + +
11 11 11 11

� ,	
		 ,

	
	 .
	�

 

B �
� �������� (5) ������
���� ����� ������� B  ;��� �-
���� ����� ����
�������� �����+���/  

B
10 − 1 9

= = < 1
10 + 1 11

.  

��;���� ����� ��������, ����������� � ;��� �����, ����� 
����?���.  
 %
� �� �� ��
� ������� �����������	���� 	�
� �����-
�� A , �� ��'�� ��
� �� ���	����� �����  

maxA A
1 ∞

= = ( 2 + 2 + 2, 2 + 5 + 4, 2 + 4 + 5 ) = 11   

� �
� ������
���� τ  ����
�������� D����
�� (6), ��
�!�� � 

���, ��������, σ = 20 . E�!�� ��
�	�
� �� τ 1
=

10
 � ���+
� �� 

� �����  
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x E A x b
1 1

= ( − ) +
10 10

,  

�. �. � �����  

x x x x
x x x x
x x x x

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

= 0,8 − 0, 2 + 0, 2 + 0,6 ,
= − 0, 2 + 0,5 + 0, 4 + 0,1 ,
= 0, 2 + 0, 4 + 0,5 + 0,1 ,

�
	


	�

 

���'� ������� �
� ��+���� ������� ��������.  
�) ���� �����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ 3 + = 8
2 + 2 + = 9
3 + + 2 = 13.

� ,
	 ,

	�

 

B ��� ���!���
���� ��;DD������� �� �����
���/� �� ���-

/���� ��
�	��� ��� ���
����� ��;DD���������, � ������� 
����� �� ��
���� �������	��� ��
�'���
��� ������
��-
���. ��;���� �� ������ ����� �������� ��	�
� � ����� 
A A x A bΤ Τ= , �. �. � �����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

14 + 10 + 9 = 65
10 + 14 + 7 = 55

9 + 7 + 6 = 43.

� ,
	 ,

	�

  

B ;��� ����� ���'� �� �� ���!���
���� ��;DD������� ���-
��
���/� �� ���
/���� ��
�	��� ��� ���
����� ��;DD���-
������. B �� '� ����� �������  

C
14 10 9

= 10 14 7
9 7 6

� �
� �
� �� �
� �

 

;��� ����� �������	��� � ��
�'���
��� ������
�����. ��-
;���� � ��
�	����� ����� �������� ��?�� ����� �������-
������� ����� � ����, �������� �
� ���������� ��������. 
�
� ;��!� ���	����� �����  

maxC
1

= ( 14 + 10 + 9, 10 + 14 + 7, 9 + 7 + 6 ) = 33  
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� ��
�'�� σ = 40 . E�!�� �� D����
� (6) ��
�	��  

τ
σ
2 1

= =
20

  

� �� D����
� (1) �������� � �����  

x E C x Τ1 1
= ( − ) + ( 65, 55, 43)

20 20
,  

�. �. � �����  

x x x x
x x x x
x x x x

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

= 0, 3 − 0,5 − 0, 45 + 3, 25 ,

= − 0,5 + 0,3 − 0,35 + 2, 75 ,
= − 0, 45 − 0, 35 + 0, 7 + 2,15 ,

�
	


	
�

 

������� �
� ���������� ��������.  
�) ���� �����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 − 4 + 5 = 3
3 − 3 − 5 = − 5
4 + 5 + 2 = 11.

� ,
	 ,

	�

 

B ��� ���!���
���� ��;DD������� �� �����
���/� �� ���-

/���� ��
�	��� ��� ���
����� ��;DD���������. ��;���� 
��	�
� �������� � ����� A A x A bΤ Τ= , �. �. � �����  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

29 + 3 + 3 = 35
3 + 50 + 10 = 28
3 + 10 + 54 = 66.

� ,
	 ,

	�

  

B ��
�	����� ����� ���!���
���� ��;DD������� �����
�-
��/� �� ���
/���� ��
�	��� ��� ���
����� ��;DD�������-
��. ��;���� ��'�� �� ��������� ��?�!� ������ �����������-
��� ;��� ����� � ����, �������� �
� ���������� ��������, � 
�����+��� ������ ��������� �������
��� x1, ������ — �����-
��
��� x 2 , ������ — �������
��� x3 . E�!�� ������ � �����  



����� ���������. =�3��	� 	��� �	������ �������	��!	� "������	�  
_ _ _ ___ __ _ __ ___ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ ___ _ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ _ ___ _ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ _ ___ __ _ __ ___ _ ____ _ __ _ ___ __ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ _ ___ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ 

 344

x x x

x x x

x x x

1 2 3

2 1 3

3 1 2

3 3 35
= − − +

29 29 29
3 1 14

= − − +
50 5 25
1 5 11

= − − +
18 27 9

� ,	
		 ,

	
	 ,
	�

  

������� �
� ���������� ��������.  
 ����?����� ��
��� 	�� �������!� ������� ��
���� 
�-
��/?�� ����� (�.: [19], [29]). #��	�
� �� ����� A x b=   
�������
���� ������'������ �������� A , ��� � ��+�, ����-
����� � ����� Ax bτ τ= . >���� ��
�!�/� A B B Aτ τ= − +  � 
��������� � �����  

B x B A x bτ τ= ( − ) + .  

��
�	����/ ����� ��+�/� ������� ��
�������
���� ���-
�
�'���� � ����������  D����
��  

k k
kx x

B A x b k
τ

( ) ( )
( )

+1 −
⋅ + = , = 0,1, 2,…    (7) 

��� ;��� τ  ������/� ���, 	���� ����� (5) �������� ��
 ��-
��?���. ���	�� ��� ������ �����������!� ��������� τ  �-
����� 
��� �� �	��� �������+�� � �����
�+�� !����� ���-
������ ���	���� ������� A , 
��� �� ���������� ����������� 
�� ��'��� +�!� �������� ��!��+���� �����!� ��+���� �� 
��� �
� ���� �����. B ��������� �� ������ ������� B  � ��-
������� τ  �������� � ������ ������������ �������. ��� 
B E=  ����� ������/� �����, ��� B E≠  — �������. =��-
��������� ����� (5) ������/� �����������, �
� ������� 
B  � �������� τ  �� ����/�� ��� ��������� ������� �������� 
� ������������� — � ��������� 
�	��. B 
�	�� B E=  � 
��������� τ  ��
�	���� ����� ������ ��������. B����� 
B E≠  � �������?�� ��������� �������� τ , �������� � ���-

�	��� ����D������� ������ ��������. B��� � ��	���� B  ��-
��/-
��� 
�!�� ��������/ �������, ��
�	�/� ��%	� ������� 
����� ������ 	�����		 (�.: [19], [29]) ;  
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���  

nn

a
B D

a

τ
11

= = , = 1

� �
� �
� �
� �� �
� �

0

0
�  

��
�	�/� ���	#	�	�������� ����� ������ 	�����		;  
���  

n nnn

a
a

B D A

a a a

τ τ
11

2 1
1

1 2

0 0 … 0
0 … 0

= + = +
… … … …

… 0

� �� � � �� � � �� � � �� �� � � �� � � �

0

0
�  

� ����� τ , 	�� �����
�+�� �� ����
/ ��������� ���	���� 
�������  

E D A Aτ τ − 1
1− ( + )  

�������� ������
����, �������� � �����" ������� ����!�-
�		 (�.: [19], [29]).  
 &�������, 	�� �
� ������� A  � B A−  �������	��� ��-

�'���
��� ������
�����, �� ������������ ��+�� A > 0 , 
B A> , � ��� ��������
���� �������� 
���/?�� �����'����� 
(�.: [19], [29]).  
 ;�	 ����	�� A  	�����	���� �����	������ ���������-
���, �� ��� ����, ����� 	�����	����� ����� (5) ������ ��-
	
���� ����� ������ ������� ��	 �$��� ������ �"������ 
��	��	���	� ��� ����%	��, ���������, ����� �������-
��� "���	� B A2 > > 0 ; ��� ���	���	 ������  

k k
kx x

D A x b k
τ

( ) ( )
( )

+1 −
⋅ + = , = 0,1, 2,…   

����$�����
������ ����� ������ ������� ��	 �$��� 
������ �"������ ��	��	���	� ���������, ����� ��������	� 
"���	� D A2 > , A > 0 ; ��	 ����	�� A  	�����	���� ��-
���	������ ������������, �� ��� ���	���	 �������� 
���-
��� ����������  



����� ���������. =�3��	� 	��� �	������ �������	��!	� "������	�  
_ _ _ ___ __ _ __ ___ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ ___ _ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ _ ___ _ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ _ ___ __ _ __ ___ _ ____ _ __ _ ___ __ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ _ ___ _ __ ___ _ __ _ __ _ __ _ __ _ __ _ ___ __ 

 346

k k
kx x

D A A x b kτ
τ

( ) ( )
( )

1

+1 −
( + ) ⋅ + = , = 0,1, 2,…  

���������, ����� ���������� "���	� τ0 < < 2 .  
 ' ��%�� �"���, ��	 ����	�� A  	���� A x b=  �� ����-
��� 	�����	���� 	 �����	������ ������������, ��, !�! 	 � 
�"��� ������ ������ 	�����		, ������ ��������� ! 	��-
�� A A x A bΤ Τ=   	�����	���� �����	������ ������������ 
����	��� A AΤ  	 ! ���"������ 	���� ��	����$� ����%��-
��� ��	�� ������������	� 	���� ! �	�", "������" ��� �����-
���	� ���	#	�	��������� ������ 	�����	�.  
 

4.4.4. 2���������� ����� � ����'�
���� 
������� ��������
 

 
 A���� ������������ �����  

k k
k

k

x x
A x b k

τ

( ) ( )
( )

+1

+1

−
+ = , = 0,1, 2,…    (1) 

��+���� ����� A x b=   �������	��� ��
�'���
��� ����-
��
����� �������� A  (����� ��	������ �
� ����� A x b=   
��
�'���
��� ������
����� �������� A ) ��� ����������  

k
k

k n
t

τ
τ

ρ
0

0

= , = 1, 2,…,
1+ ⋅

,     (2) 

!��  

min

min max max

A

A A A

λξ
ξ

λ λ ξ λ
τ ρ0 0

( )2 1−
= , = , = ,

( ) + ( ) 1+ ( )
 

cos
( 2 −1)

= , = 1, 2,… ,
2k

k
t k n

n
π

,  

������/� (�. [29]) ����� 	�����	����� �������  ����3��-
!	� ������� ����������, �
� ������� =	�������  ����-
3��!	� ������� ����������. �� �����	����� ������
���/ 
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����� ( )

2
−nx x  ��!��+���� �����!� ��+���� �� n -� +�-

!� ��������. ���	�� ����� ���� ������  
( ) ( )

2 2

0− ≤ −⋅n
nx x q x x ,      (3) 

!��  

min

max

n

n n

A
q

A

λξ
ξ

λξ

ρ
ρ

ρ
1

1
1

2

2 ( )1−
= , = , = .

1+ ( )1+
 

 =� ������ (3) 
�!�� ����� ����� n  ��'��� ��������, ����-
��� �����	�� ����������/ ��	���� ε  n -!� ����
�'����!� 
��+���� ( )nx .  
 &� ���� ��
�, �
� �����	���� ��'��� ��	���� ε  ����-
��	��, 	���� � �����+���� (3) ��
� <nq ε , �. �. 	���� ��-
��
��
�� ����������  

= 1

1
2

2
<

1+

n

n nq ε
ρ
ρ

,  

�
�, 	�� �� '� ����, 	���� ����
��
�� ����������  

1

1

21+ 2
>

n

n ε
ρ

ρ
.  

��+�� ;�� ���������� �������
��� 
1

1
= nz

ρ
, ��
�	�� 

2

1

1 1+ 1−
>n

ε
ερ

.  

��
����� ���������� ����� ����
����, �
�  

1

1 2
≥n ερ

.  
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��/�� 
�����, 	��  

( )
1

2ln

1ln
n

ε

ρ

≥
� �
� �
� �

.  

 &������ ������������ �����  
( ) ( )

( )
+1

+1

−
⋅ + = , = 0,1, 2,…

k k
k

k

x x
B A x b k

τ
  

��+���� ����� A x b=  ��� �������	��� ��
�'���
��� ��-
����
����� �������� A , B  � ���������� 1τ , 2τ , …  nτ , ����-
��
����� �����+������ (2) �����?�!� �����
�, !��  

min

max

B A

B A

λ
ξ

λ

−

−

1

1

( )
=

( )
,  

������/� (�. [29]) ������� 	�����	����� �������  ����-
3��!	� ������� ����������. �� �����	����� ������
���/ 
����� ( ) −

B

nx x  ��!��+���� �����!� ��+���� �� n -� +�!� 

��������. ��� ;��� ����� ���� ������  
( ) ( )0− ≤ −⋅

B B

n
nx x q x x , 

!�� �
� 
/��!� ������� z  ����� ������
��� �����+�����  

,= ( )
B

z B z z  

�  

min

max

n

n n

B A
q

B A

λξ
ξ

λξ

ρ
ρ

ρ

−
1

1 −
1

1

2 1

2 ( )1−
= , = , = .

1+ ( )1+
 

 
4.4.5. !��� ����������� ��
	���  

 
 U������ �	�	������� ������! (�. [29]) ��+���� ����� 
A x b=  ������/� ����� ������������ �����  



4.4. \�����	����� ������ ��3��	� 	��� �	������ �������	��!	� "������	�  
__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 349

( ) ( )
( )

+1

+1

−
+ = , = 0,1, 2,…

k k
k

k

x x
A x b k

τ
,    (1) 

� ������� �������� +1kτ  ������/� �� �
���� �������� ���-

�� 
2+1 +1 +1= ( ),k k kr r r  ������� ( )+1

+1 = −k
kr A x b .   

 F���� ����� D����
� �
� ����'���� +1kτ , ��
����� ���-
���	�����  

( )= −k
kr A x b ,        (2) 

����+�� ������������ ����� (1) � ����  
( ) ( )+1

+1= −k k
k kx x rτ .       (3) 

*���'�� ��� 	��� ;��!� �������� 
��� �� ������� A, ��-

�	��  

( ) ( )+1
+1= −k k

k kA x A x Arτ .  

��
����� ��
�	����� ����'����� �
� ( )+1kA x  � �����+���-
�� (2), �������� 
���/?�� �������������� ������� 

( )+1
+1 = −k

kr A x b :  
( ) ( )+1

+1 +1 +1= − = − − = −k k
k k k k k kr A x b A x Ar b r Arτ τ .  (4) 

B�	�
�� ������� ����� 
2+1kr  ������� +1kr , ��
�	��  

− −
2

2+1 +1 +1 +1 +1= ( ) = ( ) =, ,k k k k k k k k kr r r r Ar r Arτ τ   

2 22

2 2+1 +1= − 2 ( ) +,k k k k k kr Ar r Arτ τ .   (5) 

��/�� 
�����, 	�� ����� 
2+1kr  ������� +1kr  ����!��� ��-

�!� �������� ���  

2

2

+1

( )
=

,k k
k

k

Ar r

Ar
τ        (6) 

�. �. � ��	�� +1kτ , !�� ����������� D������ (5) ����� ��
/.  
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 E���� �������, ��� ���������� ������ ������
���� ����-
��� �
� �������� �� k -� �������� � k( + 1) -� �������� 
����� 
�� ���������� ������� ( )kx  ��	�
��� ������� ( )= −k

kr A x b  

� �� D����
� (6) ����� ���	���� +1kτ . >���� �� D����
� (3) ��-

	�
��� ( )+1kx .  
,���� ������
���� ������� ������  ����� '� ����-

��/, ��� � ����� ������ ��������. ���	�� �
� ��!��+���� 
����
����� ������  

( ) ( )
02 2

0( − ) = ( − ) , = 0,1, 2,…k kA x x A x x kρ ,   (7) 

!��  

0

( )1−
= , =

1+ ( )
min

ma x

A

A

λξ ξ
ξ λ

ρ .  

 
4.4.6. !��� ����������� �����
��  

 
 ��
����� �����+����� ( ) − =k

kA x b r , ������� �������-
����� �����  

( ) ( )
( )

+1

+1

−
⋅ + = , = 0,1, 2,…

k k
k

k

x x
B A x b k

τ
   (1) 

 �������	��� ��
�'���
��� ������
����� �������� B  �
� 
��+���� ����� A x b=   ������'������ �������� A  ����-
+�� � ����  

( ) ( ) −+1 1
+1= − , = 0,1, 2,…k k

k kx x B r kτ    (2) 

B����� k kB r−1=w  ������/� ������!�� �� k( + 1) -� +�!� 
�����������!� ������ (1), � �� ;��� ����� ������/� (�. 
[29]) ������� �	�	������� �������!, �
� � ��� �������� 

+1kτ  ������/� �� �
���� �������� �����  
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k k kB
B+1 +1 +1= ( ),w w w . 

��� B E=  ����� ������
���� �������� ��������  ������� 
������
���� �������.  
 F���� ����� D����
� �
� ��	�
���� ��������� +1kτ , ��� 
	��� �������� (2) ����'�� 
��� �� ������� A . E�!�� ��
�	��  

( ) ( ) −+1 1
+1= − , = 0,1, 2,…k k

k kA x A x A B r kτ .  

>����, ��
����� ��
�	����� ����'����� �
� ( )+1kA x  � ���-
��+����� ( ) − =k

kA x b r , ����������� �����+���� 
( )+1

+1 = −k
kr A x b  
���/?�� �������:  

( ) ( ) −+1 1
+1 +1= − = − − =k k

k k kr A x b A x A B r bτ  
− 1

+1= − , = 0,1, 2,…k k kr A B r kτ .     (3) 

��
�� ����	���, 	�� �� �����+���� − 1 =k kB r w  ������/� 

�����+���� = kkr Bw , k kr B+1 +1= w . ��;���� �����+���� 
(3) ��'�� ������� � ����  

= −k kk kB B A kτ+1 +1 , = 0,1, 2,… ,w w w   (4) 

�
�, 	�� �� '� ����, � ����  

− − 1
+1 +1= , = 0,1, 2,…k k k kB A kτw w w     (5) 

 B�	�
�� ������� ����� k B+1w , ��
�	��  

k k kB
B

2

+1 +1 +1= ( ) =,w w w  

− 1 − 1
+1 +1= ( ( − ) − ) =,k k k k k kB B A B Aτ τw w w w  

− 1
+1 +1= ( − − ) =,k k k kk kB A B Aτ τw w w w  

k k k k kB kk A B A A

k

τ τ
2 −12

+1+1= − 2 ( ) + ( ( ),

= 0,1, 2,…,

, ,w w w w w
  (6) 
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����
��� k k k kA B A B A A−1 −1( , ) = ( , )w w w w  � ��� �����-
��	��� ������� B   

k k k k k kB B A A A−1( , ) = ( , ) = ( , )w w w w w w .  

 =� �����+���� (6) 
�����, 	�� ����� +1k B
w  ����� ��-

����
���� ���  

− 1+1

( )
= , = 0,1, 2,…

( )

,
,

k k

k k
k

A
k

B A A
τ

w w
w w

   (7) 

�. �. � ��	�� +1kτ , !�� ����������� D������ (6) ����� ��
/.  
 E���� �������, ��� ��+���� ����� A x b=  ������� ��-
����
���� �������� �
� �������� �� k -� � k( + 1) -� �������� 

����� �� ���������� ( )kx  ��	�
��� ( )= −k

kr A x b . >���� 

��	�
��� ������ − 1=k kB rw  � �� D����
� (7) ����� +1kτ . &�-
�����, �� D����
� (2) �
�, 	�� �� '� ����, �� D����
� (1) ���-
�� ( )+1kx .  
 #������ �������� (�. [29]) ������ ������
���� �����-
��� ������
���� !�������� ������ ����	� �� ��������� 
���	����  

− 1 =B A x xλ .  

%
� A  � B  — �������	��� ��
�'���
��� ������
����� 
�������, �� �
� ��!��+���� ������ ������
���� �������� 
����� ���� ������  

− 1 − 1

( ) ( )
0

0( − ) = ( − ) , = 0,1, 2,…k k

B B
A x x A x x kρ ,   (8) 

!��  

min

max

B A

B A

λξ
ξ

ξ λ
ρ

−

0 −

1

1

( )1−
= , =

1+ ( )
.  
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4.4.7. !��� ������'��� ������  
 

����� ������� !����3��� �"!� (�. [29]) ��+���� �-
���� A x b=   ��
�'���
��� ������
����� �������� A  ����-
��/� ������������ �����  

( ) ( )
( )

+1

+1

−
+ = , = 0,1, 2,…

k k
k

k

x x
A x b k

τ
,    (1) 

� ������� �������� +1kτ  ������/� �� �
���� �������� ���-

�� k A
z +1  ������� −k

kz x x( )+1
+1 = , �
� �
� 
/��!� ������� 

z  � �������	��� ��
�'���
��� ������
����� ������� A  
����� 

A
z A z z= ( ), .  

 F���� ����� D����
� �
� ��	�
���� +1kτ , �������, 	�� 

�������� ������	���� −k
kz x x( )= , −k

kz x x( )+1
+1 =  � �����-

��� A x b= , �����+���� (1) ��'�� ������� � ����  

k k
k

k

z x z x
A z+1

+1

( + ) − ( + )
+ = 0,

τ
  

�
�, 	�� �� '� ����, � ����  

k k k kz z A z k+1 +1= − , = 0,1, 2,…τ .  

B�	�
�� ������� ����� k A
z +1 , ������ � �����+���/  

k k k k k k k k kA
z A z z A z A z z A z

2

+1 +1 +1 +1 +1= ( ) = ( ( − ) − ) =, ,τ τ
 

A

2

kk k k k k kz A z A z A z A z22
+1+1= − 2 ( ) + ( ), ,τ τ ,   (2) 

����
��� ��� �������	��� ������� A  ������������  

k k k kA z z A z A z2( ) = ( ), , .  

��/�� 
�����, 	�� ����� k A
z +1  ����!��� ���!� �������� 

���  
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k k
k

k k

A z A z

A z A z2+1

( )
= ,

( )

,
,

τ  

�. �. � ��	�� +1kτ , !�� ����������� D������ (2) ����� ��
/. E�� 

��� ������ −k
kz x x( )=  ���������, �� �������, 	�� ������  

−k k k
k kA z A x x A x A x A x b r( ) ( ) ( )= ( ) = − = − = .  

��;���� �
� +1kτ  ����	���
��� ��
�	��� D����
�  

k k
k

k k

r r

Ar r+1

( )
=

( )

,
,

τ .       (3) 

 E���� �������, ��� ���������� ����!� ������ �����+�!� 
���� �
� �������� �� k -� �������� � k( + 1) -� �������� 
�-

���� �� ���������� ������� ( )kx  ��	�
��� ������-������� 
( )= −k

kr A x b  � �� D����
� (3) ����� ���	���� +1kτ . >���� �� 

�����+���� (1) ��	�
��� kx ( )+1 .  
 A���� ����� �����+�!� ���� ������  ����� '� ����-
��/, ��� � ����� ������ ��������.  

���	�� �
� ��!��+���� ����
����� ������  
k

A A

kx x x x( ) ( )
0

0− ≤ − ,ρ  

!��  
min

max

A

A

λξ
ξ

ξ λ
ρ0

( )1−
= , =

1+ ( )
.  

 0������ ������� !����3��� �"!� (�. [29]) ��+���� 
����� A x b=   ��
�'���
��� ������
����� �������� A  
������/� ������������ �����  

k k
k

k

x x
B A x b k

( ) ( )
( )

+1

+1

−
⋅ + = , = 0,1, 2,…

τ
,  (4) 

� ������� �������� +1kτ  ������/� �� �
���� �������� ���-

�� k A
z +1  ������� −k

kz x x( )+1
+1 = , �
� �
� 
/��!� ������� 
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z  � �������	��� ��
�'���
��� ������
����� ������� A  
����� ,

A
z A z z= ( ) .  

 F���� ������ D����
� �
� ��	�
���� +1kτ , �������, 	��, 

�������� ������	���� −k
kz x x( )= , −k

kz x x( )+1
+1 =  � ������-

�� A x b= , �����+���� (4) ��'�� ������������� � �����+�-
���  

k k
k

k

z x z x
B A z− 1+1

+1

( + ) − ( + )
+ = 0

τ
,  

�
�, 	�� �� '� ����, � �����+����  

kk k kz z+1 +1= − ,τ w  

!�� ��
�'���  

k kB A z− 1=w .       (5) 

B�	�
�� ������� ����� 1k A
z + , ������ � �����+���/  

k kk k k k k k kA
z A z z A z z

2

+1 +1 +1 +1 +1= ( ) = ( ( − ) − ) =, ,τ τw w  

k kk k k kA z A z+1 +1= ( − − ) =,τ τw w  

k k kA kk k kz A z A
2 2

+1+1= − 2 ( ) + ( ) ,, ,τ τw w w    (6) 

����
��� ��� �������	��� ������� A   

k k kk k kA z A z A z( ) = ( ) = ( ), , ,w w w .  

E�� ���  

−k k k
k kA z A x x A x A x A x b r( ) ( ) ( )= ( ) = − = − = , 

�� �����+���� (6) ��'�� ������� � ����  

k k kA A kk k k kz z r A
2 2 2

+1+1 +1= − 2 ( ) + ( ), ,τ τw w w . (7) 

��/�� 
�����, 	�� ����� 1k A
z +  ����!��� ���!� �������� 

���  
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k k

k k
k

r

A
τ +1

( )
=

( )

,
,
w

w w
,  

�. �. � ��	�� kτ +1 , !�� ����������� D������ (7) ����� ��
/.  
 E����� �������, 	��  

k k
k kB A z B A x x B A x A x− − ( ) − ( )1 1 1= = ( − ) = ( − ) =w  

k
kB A x b B r− ( ) −

.
1 1= ( − ) =  

��;���� �
� kτ +1  ����	���
��� ��
�	��� D����
�  

k k
k

k k

r B r

A B r B r

−

− −

1

+1 1 1

( )
=

( )

,
,

τ .      (8) 

 E���� �������, ��� �������� � ������� ������ �����+�!� 
���� �� k -� �������� � k( + 1) -� �������� 
����� �� ���-
������� ������� kx ( )  ��	�
��� ������� k

kr A x b( )= −  � �� 

D����
� (8) ����� ���	���� kτ +1 . >���� �� �����+���� (4) ��-

	�
��� kx ( )+1 .  
 &������ ����� �����+�!� ���� ������  ����� '� ��-
����/, ��� � ����� ������ ��������. �
� ��!��+���� ��-
��
����� ������  

k k

A A
x x x x kρ( ) ( )

0
0− ≤ − , = 0,1, 2,… ,    (9) 

!��  

min

max

B A
B A

ξ λ
ξ

ξ λ
ρ

−

0 −

1

1

1− ( )
= , =

1+ ( )
.  

 
4.5. ��$�� ��!�����#�� ! ��'���; ������ �������%  

��������(��!�% ��������� � ����$�; !����;���� 
 

��+���� ���� 
������� �
!�����	���� ���������, ���-
������  ����?�/ �����/����, ��� �����
�, �� ����/� ��	-
����. &� ;�� �
��/� �����'��� ��!��+���� � ������� ���-
��� � ��!��+����, ��������  �������
����� 	��
 � ������  
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�����/����. @����	��� ����� ��'��� ����� A x b=  ���-
������ ��+��� �����?����/ ����� � bA x bε ε( + ) = + .  

����� ��!�, 
����� ���'� �	�������, 	�� ��+����� ���D-
������ �?������� ��
�	���� �� ���D������ “�������+� � 
����!�”. ��� ��	��� ��	�
����� �����'���	��� ����
����� 
������� �
� ��������� � ��	���� ��	�
���� ��'�� ����-
���� � ������ ����
����� ��	����. B�	�
���
���� '� 
�����, ���
������� �� �����/����, ��'�� ��
/	��� ��
�+�� 
��
�	���� ;
���������� ��������, ����
����� ������� ��-
��/�� �
� ����!
�/�� �� �
�'��+�!� 	�
�  �
���/?�� 
��	���. C�� ��
�� �+����, �����
�����, ��!�� ��������� � 
����
������, ����� ��
���� �� �������. F���� ����'��� ��-
��!� ��
�'����, � �
!������ ��������� ������� ��+���� �-
��� 
������� ��������� ������ ����������/?�� �!����	����, 
�����
�/?�� ����	��� ��
�	��� ���������� ����
�����.  

B �������� � ����. 4.2.6 ����� ��+���� �������� �
� 
���������� ����� 
������� ���������, ��������� �� 
�������
���� m n( × ) -������� ����� �� ��!�
����� ���-

�'�����, ����� ����������/?�� �!����	����� �
� �	��� ��-
��	����� ������� ������ � ��!��+����� ��	�
���� 
�'�� 
����� !������ τ . &�������, �
� ������ �������  ��	����/ 
ε , �� �������?�� ����� τ ε= . %
� ������ ������� ��	��, �� 
���	���� �
� τ  �������/� ������ ��+������ ;��
��, ����-
'������ �� n . C�� �����	����� �
���� �
� ��
�	���� ����-
	���!� �����
���!� ��+���� ������������� ����� 
����-
��� ���������. ��;���� ������ ���� ��+���� 
������� 
���� ��
���� ����� �� ���� ����'��� � ;DD�������� ��-
�� ��� �����������  ;��� ��
�/ ���������� 	�
����� ��-
�����.  

#��
� '� ����'��� ������ ��+���� �������� �
� ��-
�������� ���� 
������� ��������� �� �����/���� ��
���-
� ����� ��!�
�������� (�. ����. 4.2.2). ��� ���
�'�?�� ��-
���� ����������/?�!� ��������� α  ;��� ����� ���'� �����
��� 
��
�	��� ����	���� �����
���� ��+���� ������������� 
����� 
������� ���������.  
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B �� '� ����� 
����� ��������, 	�� ��� ���� ��+���� 
����� 
������� ���������, ��������� �� �������
���� 
������� ����� �� ��!�
����� ���
�'�����, ��� � ����� 
��!�
�������� ��
�/�� ����� ����������� � ������ ����
�-
�� ���
������ � ����!����?���.  

&������ �� ;��, ����, ��������� �� �������
���� ���-
���� ����� �� ��!�
����� ���
�'�����, ��
��������� 
��������� ��� ��+���� ���� 
������� ��������� �� �����-
/����, � ��� ��
�� ��!��, ��!�� ���!�� ������ �� ��!�� �����-
	��� ����'��!� ��
�	���� ���������� ����
������, � ������ � 

�	��� �
��� ���
��
����� �������� �
� ���������� 
���� 
������� ���������. � ����� ������, � 	������, 
��'�� ������ �������� �
� ���������� �����  m n( × ) -
���������, ���!� ������� �� ������/� ��  m , ��  n .  

&�������, 	�� ���
��
������ ����� A x b=  �������-
������� 	�
�� ���
��
������  

K A A A+ +( ) = ⋅   

������� A . &� �������� 	��� � ��	���� 	�
� ���
��
����-
�� ������� A  �������/� ����+���� sσ σ1  �����
�+�!� 

��!�
����!� 	�
� σ 1  � �������+��� ��!�
������ 	�
� sσ  

������� A . %
� �������+�� ��!�
����� 	�
� sσ  ����� ��-


/, �� 	�
� ���
��
������ ������� A  	���/� ������ ��-
����	����. B 
�	��, ��!�� 	�
� ���
��
������ ������� 
����� ����
���, ������������� ����� 	������ ����+� 
���
��
�����. ��� �	��� ��
�+�� ���	���� 	�
� ���
��-

������ ������� ��;DD�������� ����� 	������ �
��� 
���
��
�����.  
 ��� ��+����  ����?�/ �����/���� ���������� ����� 

������� ���������  ������'������ �������� 
����� 
��� 
��������� ����, ��������� �� �������
���� ������� �-
���� �� ��!�
����� ���
�'�����  ������� !������ τ  � �-
���������  ��������� ��+� �������������, �
� ����� ��!�-

��������, 
��� ������'������ 
���/?�� �������.  



4.5. ��%	� ��!�������		 ! ��3��	$ 	��� "������	�  ����%�$ !����$���� 
__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 359 

 %
� �������, 	�� ������� �����  ������'������ ���-
����� ����	��� � �����?�����, �. �. ����+� ���
��
���, �� 
�� ��'�� ��+��� 
/��� ���	��� �������, � 	������, 
/-
��� ������� �� ����. 4.1, ��������, ������� :��� �
� �����-

��� �!� ����D�������. %
� �������, 	�� ������� �����  
������'������ �������� ������	��� � �����?�����, �. �. 
�
��� ���
��
���, �� ����/ ����� 
����� ��+��� �������, 
��������� �� �������
���� ������� ����� �� ��!�
��-
��� ���
�'�����  ������� ����������/?�!� ��������� τ , 
��� ������� ��+�, �
� ������� ��!�
��������, ��
�!�� � ��� 
�������� α ε 2 3=  (ε  — !������ ��	���� ������� ������). 
��� ����� ���	����� ����������/?�� ���������� τ  � α  ���-
��	������ ���
�	+�� ����
�'���� � �������� ��+���/ �-
������ �����  ������'������ ��������.  
 %
� �� ����	����� � �����?����� ���������� �����  
������'������ �������� ��	�!� �� �������, �� ����� ����-
?�/� � ������� �����/� ����� � �� ����	����� � �����-
?�����. ��
� ;��!� ������/� ����� ��+���� �����.  
 �
� ��+���� ���������� ���� 
������� ���������  ��-
����'������� ��������� ;DD��������� ��!�� �������� ���-
'� ������������ ������ (�. ����. 4.4). E���� ������ ������� 
��
��������� ��������� ��� ��
�+�� �������� ������ ���� 

������� ���������.  
 #�������� �
� ���������� ����� 
������� ������-
���  m n( × ) -��������� 
/��!� (��
��!� �
� ����
��!�) ���-
!� ��������� ��+��� �� �����/���� ��� �
� ���� ������ 
�� !����� ������� �������+�� ��������� (�. ����. 4.2). ���-
	�� ����
��� � ������, �������� � ����. 4.2.1, 4.2.3–4.2.5 �� 
������������ �������� ����������/?�� �!����	����, �� ��-
��� ����� ��
��������� ��������� � ��+���/ ������� 
�������+�� ��������� ��
��� ����+� ���
��
����� ���� 

������� ���������. %
� ���! ������� ����� ����� ����-
����  	�
�� ���������� � �����, �� ���� ������ � ;��-
����	��� ����� ����, ��������� �� ��+���� ����� ���-
��
���� ��������� (�. ����. 4.2.1). �
� ��+���� ����� ���-
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��
���� ��������� � ;��� 
�	�� ��'�� ��������� 
/��� �� 
�������, �������� � ����. 4.1, ��������, ����� :���, ����� 
���������!� ����� �
� ���� $�
����!�. B� ���!�� 
�	��� 
������ � ;������	��� ��'�� �������� ���'� ���� (�. 
����. 4.2.4), ����?�� ��+���� ������ ����� ������� ���-
����+�� ��������� � ��+���/ ����� �
� ���� ����  ����-
��'������� ���������. *������ ���'� ��'�� ���� �������-
��� D����
 (10) � (15), (16) ����. 4.2.6.  

B ��
�	�� �� ��
�'����!� � ������ ������ ������!� ��-
��� ��+���� ���� 
������� �
!�����	���� ��������� ��-
����� �������+�� ���������, ������/?�!�� �� �������
���� 
������� ����� �� ��!�
����� ���
�'�����, �?����/� 
���!�� �������, ��������, �����, ��������� �� �������-
��� ������������ D����
 �
� ��+���� ����� �����
���� 
���������. ������/ ����� �������� ����?��� �	����� ���-
��� [26]. =��
�������� ������������ D����
 ����� � ����-
���
����. ��� ;��� ��?���
���� 
�+� ��������� ������-

����� ����������. B �� '� ����� � ����  �����'��� �
���� 
���
��
������/ ������� ����� �����
���� ��������� 
����� ���� ������� ����+����� ��	���� ��	�
����.  

�
� �����/������ ���
������ ������ �������+�� ������-
��� ��+���� �
��� ���
��
����� �������� �
� �������-
��� ����  �������
����� m n( × ) -��������� 
����� ���-
������ ����� (�. ����. 4.2.6), ��������� �� �������
���� 
������� ����� �� ��!�
����� ���
�'�����  ���
�'�?�� 
������� ����������/?�!� ��������� τ , �
� ����� ��!�
�����-
���. ���	�� � ������ ��!�
�������� ���� 
����� ��
�!��� 
α ε 2 3=  � 
�	�� ��������� ����� � α ε 1 2=  — � 
�	�� 
�� ����������� ( ε  — !������ ��	���� ������� ������).  

 
=
&�L���	/ 

 
=���"����� 1. ,������ :��� ��+��� 
���/?�� ����� 

������� ���������:  
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   1)                                                    2)                            
x x x x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x x x

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

2 − + 3 + 2 = 4, 3 + 3 + 4 − 5 = 9,
3 + 3 + 3 + 2 = 6, 5 − 7 + 8 + 2 = 18,
3 − − + 2 = 6, 4 + 5 − 7 − 3 = − 5,
3 − + 3 − = 6; 7 + 8 + 3 + 4 = − 2;

� �
	 		 	

 

	 	
	 	� �

  

 
3) 4)                            

x x x x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x x x

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

+ 2 + 3 − 2 = 6, 3 + 5 − 3 + 2 = 12,
2 − − 2 − 3 = 8, 4 − 2 + 5 + 3 = 27,
3 + 2 − + 2 = 4, 7 + 8 − + 5 = 40,
2 − 3 + 2 + = − 8; 6 + 4 + 5 + 3 = 41.

� �
	 		 	

 

	 	
	 	� �

 

 
=���"����� 2. ,������ :���  ������� !
����!� ;
������ 
��+��� ����� 
������� ��������� �� ����'����� 1.  
 
=���"����� 3. ,������ ���������!� ����� ��+��� 
���/?�� 
����� 
������� ���������:  
 
   1)                                                  2)                            

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

4 + 12 + 8 = 4, 16 + 16 + 32 = 64,
12 + 45 + 42 = 21, 16 + 25 + 41 = 73,
8 + 42 + 53 = 27; 32 + 41 + 77 = 145;

� �
	 	

 

	 	� �

 

 
   3)                                             

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

9 + 9 + 18 = 18,
9 + 13 + 22 = 18,

18 + 22 + 56 = 20.

�
	


	�

  

 
=���"����� 4. ,������ $�
����!� ��+��� ����� 
������� 
��������� �� ����'����� 3.  
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=���"����� 5. ,������ ���!���� ��+��� 
���/?�� ����� 

������� ���������:  
   1)                                                      2)                            

x x x x
x x x x x x

x x x x x x
x x x x

1 2 1 2

1 2 3 1 2 3

2 3 4 2 3 4

3 4 3 4

5 + 3 = 11, 2 + 3 = 17,
2 + 7 − 3 = 7, 3 + 5 − 2 = 23,

3 + 5 − 2 = 13, 5 + 4 − 3 = 20,
4 − 5 = − 8; 7 − 5 = 9.

� �
	 	

 

	 	
� �

 

 
=���"����� 6. ��+��� ����� A x b= , �
� ������� A  ����-
���
��� LU -���
�'�����  
   1)                                                       

A
� � � �1 0 0 4 8 4
� � � �

3 1 0 0 1 2� � � �
� � � �5 2 1 0 0 9� � � �

=    �   b
� �12
� �

35� �
� �49� �

=  ;  

 

   2)                            

A
� � � �1 0 0 2 4 6
� � � �

3 1 0 0 2 4� � � �
� � � �2 1 1 0 0 3� � � �

=    �   b
� �8
� �

26� �
� �21� �

= .  

 
=���"����� 7. ��+��� ����� A x b= , �
� ������� A  ����-
���
��� ������	���� ���
�'�����  
 

   1)                                                       

A
� � � � � �1 − 4 − 3 2 0 0 2 2 3
� � � � � �

1 − 5 − 3 0 1 0 1 − 1 0� � � � � �
� � � � � �− 1 6 4 0 0 0 − 1 2 1� � � � � �

=   �  b
� �2
� �

− 1� �
� �4� �

=  ;  

 

   2)                                                       

A
� � � � � �2 5 7 4 0 0 1 −1 1
� � � � � �

6 3 4 0 1 0 − 38 41 − 34� � � � � �
� � � � � �5 − 2 − 3 0 0 1 27 − 29 24� � � � � �

=   �   b
� �7
� �
19� �

� �16� �

= .  
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=���"����� 8. ��+��� ����� A x b= , �
� ������� A  ����-
���
��� Q R -���
�'�����  
   1)                                                       

A
� � � �1 − 2 2 6 3 3
� � � �2 − 1 − 2 0 9 3� � � �
� � � �2 2 1 0 0 15� � � �

1
=

3
   �   b

� �34
� �

− 40� �
� �77� �

=  ;  

 

   2)                                                       

A
� � � �5 0 0 15 30 30
� � � �0 3 − 4 0 15 30� � � �
� � � �0 4 3 0 0 45� � � �

1
=

5
   �   b

� �30
� �

− 27� �
� �48� �

= .  

 
=���"����� 9. ��+��� ����� A x b= , �
� ������� A  ����-
���
��� Q R S -���
�'�����  
   1)                                                       

A
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

5 0 0 15 30 0 1 − 2 2
1 1

= 0 3 4 45 15 30 2 −1 − 2
5 3

0 4 −3 0 30 45 2 2 1
  �   b

� �− 5
� �

67� �
� �− 67� �

=  ;  

 

   2)                                                       

A
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

1 − 2 2 30 15 0 5 0 0
1 1

= 2 −1 − 2 30 45 15 0 3 − 4
3 5

2 2 1 0 30 15 0 4 3
  �   b

� �− 27
� �

− 18� �
� �153� �

= .  

 
=���"����� 10. B �����  

x x
x x

1 2

1 2

3 − 2 = −1,
− 4 + 3 = 2

�


�

 

;
������ ������� ����� ��!�� ��������� �� ε 1 , � �����-

��� 	
��� — �� ε 2 . ������� �����'��� ��������� ��������� 

�������-��+���� ��� ε ε1 2= = 0, 001 .  
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=���"����� 11. B �����  

{ 1 2

1 2

3 4 2,
4 3 5

x x
x x

+ =
+ =  

;
������ ������� ����� ��!�� ��������� �� ε 1 , � �����-

��� 	
��� — �� ε 2 . ������� �����'��� ��������� ��������� 

�������-��+���� ��� ε ε1 2= = 0,001 .  
 
=���"����� 12. B ������  

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

3 − 3 − = 2, 3 − 3 − = 2,
− 3 + 3 + = − 2, − 3 + 3 + = −1,
− + + 7 = 6; − + + 7 = 6

� �	 	

 

	 	� �

 

;
������ ������� � �������� 	
��� ��!�� ��������� �� 
ε = 0, 01. ������� �����'��� ��������� �� �
��� ����������� 
�������+���� ��'��� �� ������ ������������ �������� � 
���������� ����.  

0���(����. &�����  ����'������� 10–12 �������
��� 
����������� ����������� �� [17]  ����	��� ����!��D� 8.3 
(. 236–240) ;��!� �������.  
 
=���"����� 13. #������, �������� � �. 4.2.1, ����� ���-
��
���� � ��?�� �������+���� ����� A x b=  ���  
   1)                                                  2)                            

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

A b

1 1 1 4
1 2 0 −1

= , = ;
1 2 0 −3
1 −1 3 4

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

A b

− 3 1 2 14
0 4 2 − 3

= , = ;
7 3 − 2 − 6
6 2 − 2 − 7

  

 

   3)                                                  4)                            
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

A b

2 1 1 5
1 1 2 2

= , = ;
1 3 8 −2

−1 0 1 2

A b

1 1 1 2
3 3 − 5 − 5

= , = ;
3 − 5 3 3
5 − 3 − 3 4

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
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   5)                                                       
i i

A i i
� �
� �
� �
� �
� �

1 1+ −1+
= 1− 1 −1+ 2

1 1 −1
, b b1

1
= = 1

1

� �
� �
� �� �
� �

 � b b i
i

2

1
= =

� �
� �
� �� �
� �

 ;  

   6)                                                       
i i

A i i
� �
� �
� �
� �
� �

1 1+ 2+
= 1− 1 2−

1 1 2
, b b1

1
= = −1

−1

� �
� �
� �� �
� �

 � b b i2

1
= =

1

� �
� �
� �� �
� �

 ;  

   7)                                                       
i i i

A
i i i

� �
� �� �
� �

1 1+ 2+ −
=

1− 1 2− −
, b b1

1
= =

2
� �
� �
� �

 � 
i

b b
i2

4 +
= =

4 − 3
� �
� �
� �

.  

 

=���"����� 14. ,������ ��!�
�������� ����� �����
���� 
�������+���� ���� 
������� ��������� �� ����'����� 13.  
=���"����� 15. �������� D����
� x A b0 += , ����� �����
�-
��� �������+���� ���� ��������� �� ����'����� 13.  
 

=���"����� 16. #������, �������� � �. 4.2.4, ����� ���-
��
���� �������+���� ���� ��������� �� ����'����� 13.  
 

=���"����� 17. &���� �����
���� �������+���� ����� 
A x b= , �
� ������� A  ����� �������
��� Q R -
���
�'�����  
   1)                                                       

A

� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� � � �� �

� �

1 1 1
4 2 4

1 1 −11
= 0 4 2

2 1 −1 1
0 0 2

1 −1 −1

, 

� �
� �
� �
� �
� �
� �

b b1

2
4

= =
0
2

 � 

� �
� �
� �
� �
� �
� �

b b2

2
4

= =
1
1

 ;  

   2)                                                       

A

� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� � � �� �

� �

1 1 1
4 6 8

−1 1 11
= 0 4 2

2 −1 −1 1
0 0 4

1 −1 1

, 

� �
� �
� �
� �
� �
� �

b b1

20
− 6

= =
− 8
18

 � 

� �
� �
� �
� �
� �
� �

b b2

20
− 5

= =
− 7
19

. 
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=���"����� 18. #������, ��������� �� �������
���� ���-
���� ����� �� ��!�
����� ���
�'�����, ����� �����
���� 
� ��?�� �������+���� ����� A x b= , �
�  
 

   1)                                                       

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

A b b1

3 1 1 1 12
1 3 −1 −1 0

= , = =
1 −1 3 −1 4
1 −1 −1 3 8

   �   

� �
� �
� �
� �
� �
� �

b b 2

12
0

= = ;
4

9

 

   2)                                                       

� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

A b b1

5 4 −2 81
= 4 5 2 , = = 162

−2 2 8 243
   � 

� �
� �
� �
� �
� �

b b2

80
= = 162 ;

243
 

   3)                                                       
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

A b b1

1 6 11 5
2 7 12 5

= , = =3 8 13 5
4 9 14 5
5 10 15 5

   � 

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

b b2

4
5

= = 5
5
5

 ; 

   4)                                                       
i

A b
i
3 2 + 2 1

= , = ;
2 − 2 1 2

� � � �
� � � �
� � � �  

   5)                                                       
i

A b
i
3 2 − 2 2

= , =
2 + 2 7 1

� � � �
� � � �
� � � � . 

 

=���"����� 19. �������� D����
� (10) ����. 4.2.6, ����� ���-
��
���� �������+���� ���� ��������� �� ����'����� 18.  
 

=���"����� 20. B ;�����	���� D����
�  
b x a x a x a1 1 2 2 3 3= + +  
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����� ��;DD������� x x x1 2 3,,  �� ����
������ ���
/����� 
(���
. 1–4):  
                        E��
���  1                                 E��
��� 2 

a1  a 2  a 3  b   a1  a 2  a 3  b  

1 0 0 0      1     1 − 1 12 
0 1 0 0  − 1     1     1 12 
0 0 1 0      1 − 1     1 12 
1 1 1 4      1     1 − 1 12 

                         E��
��� 3                                E��
��� 4  

a1  a 2  a 3  b   a1  a 2  a 3  b  

1 − 1 0    12      1 − 1 0    9 
2 − 1 1 − 12  − 1     2     1    0 
0     1 1    12      2 − 3 − 1 − 9 
1 − 1 1 − 24      0     1     1    0 

 
=���"����� 21. B ;�����	���� D����
�  

0 1 2
2( )p t x x t x t= + +   

����� ��;DD������� x x x0 1 2,,  �� ����
������ ���
/����� 
(���
. 5–10):  
 
                          E��
��� 5                               E��
��� 6  

t  0 1 2 3  t  0 − 1 − 2 − 3 
p t( )  1 4 9 16  p t( )  1 0 1 4 

 
                          E��
��� 7                               E��
��� 8 

t  − 1 0 1 2  t  0 1 2 3 
p t( )  5 1 − 1 − 1  p t( )  1,1 3,9 9,1 16,1 

 
                        E��
��� 9                               E��
��� 10 

t  − 1 0 1 2  t  0 − 1 − 2 − 3 
p t( )  4 1 0 1  p t( )  1,1 − 0,1 1,1 3,9 
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=���"����� 22. &���� ���!�	
�� ������ ������  
=p t x x t x t0 1 2

2( ) + + , 
����
�'�/?��  �������+�� ��������	��� ��!��+����/ 
D�����/ f t( ) , �������/ ���
����� (���
. 11, 12): 
 
                        E��
��� 11                              E��
��� 12  

t  0 1 2 3  t  − 1 0 1 2 
f t( )  1 3 3 1  f t( )  4 2 2 4 

 

=���"����� 23. &���� ���!�	
�� ������� ������  

=p t x x t x t x t0 1 2 3
2 3( ) + + + ,  

����
�'�/?��  �������+�� ��������	��� ��!��+����/ 
D�����/ f t( ) , �������/ ���
����� (���
. 13, 14):  
 
                    E��
��� 13                                  E��
��� 14  

t  0 1 2   t  − 1 0 1 

f t( )  1 1 − 1   f t( )  4 2 − 2 
 

=���"����� 24. &���� ��;DD������� x x1 2,  D������  

sin cosy t x t x t1 2( ) = + ,  

�������  �������+�� ��������	��� ��!��+����/ �������-

������ �� ������� 
π π

,
6 3

� �
� �� �

 D�����/ f t( ) , �������/ ���
. 15:  

E��
��� 15 

t  
π

6
 

π

4
 

π

3
 

f t( )  3,2 3,5 3,6 
 

=���"����� 25. ,������ �������+�� ��������� ����� ��;D-
D������� D������  
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sin cos sin cosy t a a t a t a t a t0 1 2 3 4( ) = + + + 2 + 2 , 
�������� �� ������� π[0; ]  ���
. 16:  

E��
��� 16 

t  0 π

6
 

π

3
 

π

2
 

π3

4
 

π5

6
 π  

f t( )  1 1 3 5 3 1 − 3 
 

=���"����� 26. &���� ��;DD������� x x1 2,  D������  
tty t x x −2

1 2
−( ) = 2 + 2 ,  

�������  �������+�� ��������	��� ��!��+����/ �������-
������ �� ������� [0;2]  D�����/ f t( ) , �������/ ���
. 17:  

E��
��� 17 
t  0 1 2 

f t( )  21 5 2 
 
=���"����� 27. ,������ �������� ��+��� 
���/?�� ���-
�� 
������� ���������:  
   1)                                                  2)                            

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

10 + 2 + 3 = 23, 10 + 3 + = 35,
2 + 10 + 3 = 31, + 10 + 2 = 17,
2 + 3 + 10 = 38; + 2 + 10 = 25;

� �	 	

 

	 	� �

  

   3)                                                  4)                            

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

10 − 2 − = 43, 20 + 3 + = 68,
+ 10 + 3 = 34, 2 + 20 + 3 = 41,
+ 2 + 10 = 39; 3 + + 10 = 60;

� �	 	

 

	 	� �

  

   5)                                                  6)                            

2

2

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

10 + 2 + = 30, 20 − − = 8,
+ 10 + 2 = 40, − 2 + 10 − 3 = 3,

2 + + 10 = 47; − 3 − +10 = 43.

� �	 	

 

	 	� �
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=���"����� 28. ,������ >����
� ��+��� 
���/?�� ����� 

������� ���������:  
   1)                                                  2)                            

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

10 + 2 + = 25, 10 + 2 + = 17,
+ 10 + = 15, + 10 + = 32,
+ 3 + 10 = 35; + 3 + 10 = 20;

� �	 	

 

	 	� �

  

   3)                                                  4)                            

3x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

10 + + = 5, 10 − 3 − = 25,
− 2 − 10 + 3 = 9, − + 10 − 2 = 10,
−3 + 3 − 10 = 21; − 2 − + 10 = 20;

� �	 	

 

	 	� �

  

   5)                                                  6)                            

3 3x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

10 + 2 + = 57, 10 − 2 − = 51,
2 + 10 + 3 = 33, − 2 + 10 − 3 = 27,

+ 2 + 20 = 29; 3 − 2 +10 = 3.

� �	 	

 

	 	� �

  

 
=���"����� 29. ������� 
���/?�� ����� 
������� ����-
����� � ����, �������� �
� ���������� ������ ��������:  
   1)                                                  2)                            

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

4 − 3 − 4 = −1, 6 − 4 − 3 = − 15,
7 + + 4 = 39, 5 + + 5 = 38,
3 + 4 − 5 = 14; 4 + 3 − 4 = − 3;

� �	 	

 

	 	� �

  

   3)                                                  4)                            

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

3 − 3 + 4 = 14, 2 − 4 + 5 = 3,
4 − − 4 = 15, 3 − 3 − 5 = 4,
4 + 4 + 3 = 54; 4 + 5 + 2 = 50;

� �	 	

 

	 	� �

 

   5)                                                  6)                            

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3+

3 − 4 + 4 = 2, 2 − 3 + 5 = 4,
4 − − 5 = −17, 3 − 3 − 4 = −1,
5 + 5 + 2 = 43; 4 + 5 = 32.

� �	 	

 

	 	� �
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����� 5 

&�)��J� ,�),>����-G 0��O��	6  

	 ,�),>����-G ��?>�&�� 
 

5.1. ��$�� ����"���� �������� ����������% ���(���� 
 

��+���� ����
��� ��������� ���	���� ��
���� ����� �� 
������� � ���� 
�'��� ����	 
������� �
!����, �������, 
����	� D���������
���� ������, � �� '� ����� 
�'�� ������ 
��� ������� ��	�
���
���� ���������� � � ;��� ��
� ��-

���� 	��� ����
����� �����
����. 

#��������� ���	���� ��
�/�� �����
�� ��'��� 	����� 
������	��� 
/��� ������	���� �����. ��;���� ����
��� 

�� 
����� ������ � ���, �
� 	�!� ��� 
�'��. ��
������ 
����	�/�� ���/��, � ;�� ��� '� ����� �
� ��������  ���� 
��������� ���	���� (�
� 	����). B�������, �����
�� �����-
��� ��
���� ������  �
������, ���?��� �� ����: ��� ��-
������ ���� ��� ��
'�� �������� ���� � ��!�, ��� 	�����,  
������� ��� ���+���/�, ��'�� ������  ����� �� ������-
��� 	���� ��
������ ���� � ������� � ��������. L��
�!�	-
�� ;���� �� ��	�
��, ������� ���������/ 	����� ��	���� � 
������� � ����, �� ����	������� �
����. =�'����-������
� 
���������, 	���� ��������� 	����� ������ 
�'�
� ��� ��-

�� 	����, �����'������ ���
���������. #
�+���
� �� ���-
����� D����	��� ���
������� ��
������ ���� ���������� ��-
�������. #�����
�� �� �����������  ����?�/ ��������� 
���	���� ������
��� ���������� !���. L ���'���� �!��� ���-
����� '����, ������ ������ � ����  ����������� ��
���-
����� �����.  

����

/������� ��������� ��������	���� ��������� 
����
��� �� ������� �� ��������. ����� �� �����
�� ������, 
������
��� ���	����� ����	 �� ��������� ���	���� ��
���-
� ����������� ��������� C�
���� � 1744 !. ����
��� ����-
��
���� �����	���� ��!����� �
� ��?��
����!� �� ����� ���-
�� !����!� ���'�� �
��� l, �� ���!�� �������� ����� ����-
��!� �������� '���/?�� �
� P, ������
����� ���
� �� 
���'�� [21]. B ��
�'���� ��������� �� ���'�� ������ 
�����
�������. ������ �?������ �����	���� ���	���� �
�  
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P∗ , ��+� ������!� �����
������� ��
�'���� ��
���� ������-
	���� � ������� ����	���� ��������, 
��!�� ���'��� ����� ���!����/ D����.  

���� ����� ��������� ������� ���, 
��� �������� �� ��. 1; ��	�
� ��������� 
����
�'��� � ��	�� ���
�'���� �
� P . 
&� ����� ����������� ����! ������ ����-
	����� ��������� ���'�� ��� �����
���� 
��!���, ��;���� ����� ����������� ��
�� 
���
������ y x( )  �� �����
������� D����.  

��DD�������
���� ��������� ����	�, ��� 
�	��� ��
���� �����	���� ���'�� � ����
�-

���� '���� � �����'��!� ������!�!� ��������� �������
� 
���'��, ����� ���  

P
y y

α
= −′′ ,        (1) 

!�� ��;DD������ α  — '������ �� ��!��, ��
�!����� ����-
����� ��
�	����, +����� ����	�/� ��DD������������� �� x .  

,�������	���� D����
������ ����	� ��
'�� ���� ����
-
���� ����� !����	���� �
������, ������� � ������ 
�	�� 
������ �� ����� ������
���� ���'�� � ���/� ���  

y y l( 0 ) = 0, ( ) = 0.′       (2) 
B����� ������	���� P α λ=/ . E�!�� ��������	���� ������� 
������ �������
��� ���� ������/ ����	� �
� 
������!� ��-
�������!� ��DD�������
���!� ��������� �����!� �������  

y yλ= −′′   
 ����������� !����	���� �
������ (2). ��?�� ��+���� 
�����!� ��DD�������
���!� ��������� ����� ���  

cos siny C x C xλ λ1 2= ( ) + ( ) .  

��������� ����!��������� C1  � C 2  ������
�/�� �� !����	-

��� �
����. =� �
���� y ( 0 ) = 0  
�����, 	�� C1 = 0 , � ������ 

!����	��� �
���� ���� cosC lλ λ2 ( ) = 0 . C�� �������� � 
������ �� 
���/?�� ��������� ��+����:  

x=l 

P

y 
x

��. 1 



5.1 .  ��%	� �������	� �������� ��������� ������	� 
___________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 373 

27
2
πα � �

� �
� ��

25
2
πα � �

� �
� ��

23
2
πα � �

� �
� ��

2

2
P πα � �= � �

� ��

��. 2 

1) λ = 0 , �. �. ��������� ��!�����, 	�� �� �������
��� �
� 
�� �������;  

2) C 2 = 0 , �. �. y x( ) = 0 , 	�� ����������� �����
�������� 
��
�'���/ ���'��. C�� D������ ��
���� ��+����� ��-
����������� ������� ����	� �
� 
/��!� ���	���� λ , �� �� 
�����
��� ��	�!� ������ � �����	���� ���	���� ��!�����;  

3) cos lλ( ) = 0 , lλ π π π= 2, 3 2, 5 2, …. E���� ���	�-
���� ��������� λ  ���������/� �����	���� ��!�����  

m m
m

P m
l

πα λ α
2

( 2 −1)
= = , = 1, 2,…

2
� �
� �
� �

,  

� ��'���� �� ;��� �����	���� ���	���� ��������� mλ  ���-
�������� ������
�����  ��	����/ �� ��������!� ���'���
� 
D������ ���!��� siny x C xλ( ) = ( ) , ��/?�� ��������
���� 

��+���� ������� ����	�. C�� ���	���� mλ  ������/�� ���-
������� ���	������ ����	�, � ��+����, ���������/?�� 
��'���� �� ���, ��������� ��������� D�������, ������
�-
'�?�� ����������� ���������� ���	���/. ������ 	����� 
��������� D������, ������/?�� �����'��� ��
�'���� 
��������� ���!����!� ���'��, ��������� �� ��. 2  ������-
���/?��� �����	����� ��!�������.  
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����
��� ��������	���� ����
�������� ��������� �� �� 
����� � ����� ��
��� ������, ���������� � ��	�
���� ���-
������ ���	���� ����� �����
���� �� �� ��
�� ��!���� ���!���-
����� �������. &� ���
�	�� � ����	�� �� ��������� ���	���� 
�	���/�, ��!�� ����� �� ��������	���� D����
������, � ���-
������� ����
���, ��� �� ��� �� ��
� ��������, ������ � ��-
��� � ��� '� — ��	�
���/ �����������	���� 	��
 �������-
��� �������  ��������
����� �
� ����
������ ;
��������.  

E�� ��'���+�� ������� � �������/ ������ ����	 �� ���-
������ ���	���� ������� �� ���
�������� ��DD�������
�-
��� ���������, ����!��
���� ��������� � �����������!� �-
	�
����.  

����'��, ��������, ��� ��+���� �
!�����	���� ����
��� 
��������� ���	���� ���� ������  ��+����� ����� 
����-
��� ������������ ��DD�������
���� ���������  ������-
���� ��;DD���������, � ������� ������ ���!�� ����	� � 
��
�������, ����	����� � ��. ��?�� ��� ����� n  ����-
������ ��DD�������
���� ��������� �����!� �������  n  ��-
��������� ny y y1 2, ,…,  �����:  

d y
B C y

dt
= ,        (3) 

!�� t  — ���������� ����������; y  — ������  ����������-
�� ny y y1 2, ,…, , � B  � C  — ������� n -!� �������.  

%
� ������� B  ����'������, �� ;�� ����	���, 	�� 
���� 
	��� ����� ��������� (3) ������ 
������� �����+�����. 
������ 	��� (3) ��
'�� ����
�������� ���� '� ����� ���-
��+���/, �, 
�������
���, iy ��
�/�� 
������ ���������. 
B ;��� 
�	�� ����� (3) ��'�� ���� � ����� ���+�!� ��-
�����. ��;���� � ��
����+�� ����� ��
�!���, 	�� ������� B  
������'������, �. �. det B ≠ 0 . E�!�� ����� (3) ��'�� ����-
��� � ����  

d y
A y

dt
= ,        (4) 

!�� A B C−1= . "���� ����� ��+���� ����� (4) � ����  
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ty e λϕ= ,        (5) 
!�� { }1 2 n, , ,ϕ = ϕ ϕ … ϕ  — ;�� ���������� ������ ���
����, 
�� �����?�� �� t , � λ  — ���������� ��������. E�!�� ���-
�������� �� t  ������
���� �����+�����  

td y
e

d t
λλϕ=    

� ����� ��������� (4) ������+��� � ����  
t te A eλ λλϕ ϕ= .  

��/�� ��
�	��� 
A ϕ λϕ= .        (6) 

,� ���+
� � D���������
���� �
!�����	���� ����
��� 
��������� ���	����, ������� ����� � ������
���� ��� ���-
	���� ��������� λ , ��� ������� ����� (6) n  ���������� 

������� �
!�����	���� ���������  n  ����������� ����� 
��������
���� ��+����.  

#���������� ���	������ ������� A  ��
�/�� (�. ����-
!��D 1.14) �� �����������	���� 	�
�, ������
�'�?�� �-
������� ��
/, � ��
��� ����� 	�
�.  

��� ���������� ����
��� ��������� ���	���� �����-
�� A  ���
�	�/� ��� �������� ��������� ;��� ����	�. &���'-
����� ��� ��������� ���	���� ������� A  ������/� ���-
��� ��������� ����������% ���(���� ;��� �������. ����-
��
���� ����!� �
� ����
����, ��� �����
�, �����!�� ���-
������ ���	���� ������� A  ���� �������� (����(��� ���-
����� ����������% ���(���� ;��� �������. B� ���/?��� 
������ ��+���� ����
��� ��������� ���	���� ��!�� ���� 
�����
��� �� ��� ��
�+�� !�����: ������ ������, ������-
��� �� ��+���� �����������	���!� ��������� ( )φ λ =  

0A Eλ= − =  ������� A , � 	�����	����� ������. B ������ 
������� ��'��� ;����� ��
���� ������������� �����������-
	���!� ���!�	
��� A Eφ λ λ( ) = − . &������������� ��-

	�
���� ������
���
� A Eλ−  ��� ��
�+�� ���	����� ��-
����� ������� A ���	�� ������ ������  !���������� ��	�-
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������. ��;���� �������/� ���
�	��� ������ ������������� 
�����������	���!� ���!�	
���, �� �����/?�� ��������-
�����!� ��	�
���� ������
���
� A Eλ− , ��������, ����� 
L. &. ���
���, ����� L. ,. ����
����!� � �. �.  

����������� �����������	���� ���!�	
�� φ λ( )  ��
���� 
�
!�����	���� ���!�	
���� n -� ������. %!� ����� �������� 
��� ����� �����������	���!� ��������� φ λ( ) = 0  
/��� �� 
�������� �������, ��������, ������� ����, ������� &�/���� 
� �. �. =� ��� ��	�
����� ������ �����������	���!� ����-
����� φ λ( ) = 0  ���������� ���	������ ������� A  ����� 
��, � ��
��� ��, ������� ������
�'�� �������� ��
/.  

��� ��'��� ��������� ��������� ���	���� iλ  �������-
��/?�� ��� ��������� ������� x  ������� A  �������� ��� 
�������-��+���� ����� iA x xλ= , �. �. ����� 

iA E xλ( − ) = 0 .  
=����������� ������, ��� �����
�, ��
�� �������
��� � 

��+���/ 	���	��� ����
��� ��������� ���	����. @��-
��
��� ���'���, ��'�� ��
� �� 	�����, 	�� ;�� ����	� 
��
�/�� 	����� 
�	��� ��
��� ����
���, ����������� 
������� ��'�� � �!����	����. ������ �
� ���!�� ������
�-
��� ����	 �����'���� ��+���� 
�+� 	���	��� ����
��� 
�	��� �����, ����
��� ��
��� ��K�� ��	�
����, ��?���-

����� ��� ��+���� ��
��� ����
��� ��������� ���	���� � 
��������� ��������, ��'�� �������� ������������ ��
�+��.  

# ����?�/ ������������ ������� ��������� ���	���� 
������
�/�� ��� ����������
���!� ��	�
���� �����������-
	���!� ���!�	
���, ��� �����
� ��������� 	�
���� ��
���-
����
������. ��� �����
�, ��� ;��� ������������ �������� � 
��������� ������� �
� ��������� ���!�� �������, �����-
���  ���������� ������� �����+������.  

B  �����?��  �����  �����
����  �  �����  ��������  ��  
��	�
���
����  �������  �
!����  ��?���
�/��  ���  � 
D����  �����������!�  ��������	���!�  ��
�'����, ��� � � 
D���� ���
������  ���!����,  ���������  �� �����  ��  ���-
��� �����!� ������. ���	��  ��'���  ��������	���� �������  
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��	�
���
���!� ������ ����'����, ��� �����
�, ��
�� ����-
��� �!� ��+����� ���
������, ����� ���	���
��� ���
�	�/-
?��� ��'�� ����, ������� � ����+���� 	�
����� ����	�-
����. &� ��+ ��!
��, ����� �� �����
�� ���	��� ������� 
D���� �
!������� � ���!���� �
� ��+���� ����
��� ���-
������ ���	���� ��
���� �����	��� [33]. B ��� �
� ��'��!� 
�
!������ ������� ��
��� �����������, ������ ��	����, 
����
����� ������� ��������, ���� ��������� ������� ���-
������ ��	�
���� �� ����� L�:��.  

#����'���� ������ !
��� ����?��� ���������/ ������� 
��+���� ����
��� ��������� ���	����  ����?�/ �����/-
����, ������ �
����� ���
�	��� ��!��+�����, ����?�� D��-
��
������ ����	� � ������� �� ��+����, �. �. ��� ����
��, ��-
����� ��!�� �������� ����� �?��������� �
� ��������� 
���������� ��+����� ���
������ ������. ������������� 
	�
����� ������ ��+���� ����
��� ��������� ���	���� 
;DD�������, �� ������	�� ���������. &������ �� ���������-
��� ����
�!����� ��	����� ���, ��
�+����� �� ��� �����-
�� �� ��
�������
���� ����
����� ����� �
!�����	���� ���-
�����, ��� 
������� �������������� �������� � ����'����� 
������ ��������������, ������������ �������  ��������� 
� �. �.  

 
 
5.2. ��!�����#�� � �����$���� ����������% ���(����  

 
:������, 	�� ��������
����, �
� ����
����� ������� A  

n -!� ������� ����� ���	�	�"$%"$ �����"$ �	�������, �
� 
��'��� �� ���!���
���� ;
����� i ia  �� ����
/ ��
�+� ���� 
����
�� ���
���� ;
������� ��� '� i -� �����, �. �. �
�  

n

j
j i

i i i ja a
= 1
≠

> �        (1) 

�
� ��� i n= 1, 2,…, .  
�����. ;�	 ����	�� A  	���� ���	�	�"$%"$ �����"$ 

�	�������, �� �� �������	���� A ≠ 0 .  
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+�!�����������. �������, 	�� ������
���
� A = 0 . E�-
!�� ����� A x = 0  ����� ����
���� ��+���� 

nx x x x Τ
1 2= ( , ,…, ) . ���� ix  — ������
���� �� ����
/ 

���������� ;��!� ��+����. �������� � i -� ��������� ����� 
A x = 0  ��������� ��+����. E�!�� ��
�	�� ��������, �� ����-
��!� �������� �����+����  

n

j
j i

i i i i j ja x a x
= 1
≠

= � .  

��/�� 
����� ����������  
n

j
j i

i i i i j ja x a x
= 1

≤⋅ ⋅
≠

� .  

>������ � ������ 	��� ;��!� ���������� ��'��� jx  ��
�+�� 

�� ����
/ 	�
�� ix , ��
�	�� ����������  
n

j
j i

i i i i i ja x x a
= 1
≠

≤⋅ �   

�
� ��
� ����?���� �� ix  ����������  
n

j
j i

i i i ja a
= 1
≠

≤ � ,  

	�� ���������	�� �
���/ �������, �. �. �
����� (1).  
>������ 1. '� ����!���	�	��!	� �	�� nλ λ λ1 2, ,…,  

����	�� A  �������� � �����	���		 !�"���  
n

j
j i

i i i i ja a i nλ
= 1
≠

− ≤ , = 1, 2, …, .�    (2) 

+�!�����������. %
� �����-
��� �����������	���� 	�
� 
iλ  �� ����'��� � ��K�������� ���!�� (2), �� ��'��� �� �
�-

��� (2) ��
'�� ���� ����+���, �. �. ��������� �� ���!�� ����-
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������ ���������
�'��!� ��
�. &� ��!�� ������� i� E− λ , 
� �
� �������?�� 
����, ��
'�� ���� ������'������, 	�� 
�������'��.  

���!� (2) ������/� ��!�����#������� !������ �����#� 
A , �
� !������ ���'������ �����#� A .  

,�������. ;�	 � ����	�� D Dδ+  ����	��  

n

D

λ

λ

1

=
0

0
�

� �
� �
� �
� �
� �

,       (3) 

�� ����!���	�	��!	� �	�� νλ λ λ1 2, ,…,ˆ ˆ ˆ  ����	�� D Dδ+  
�������� � �����	���		 !�"���  

n

j
j i

i i i jd i n .λ λ δ
= 1

− ≤ , = 1, 2, …,ˆ

≠

�   

E���� �������, �
� D  — ���!���
���� ������� (3) � 
iλ  — ��������� ���	���� ������� D Dδ+ , �� ���� 

�����������	���� 	��
 ������� D  ������� ����� 	�
� 
iλ , 	��  

i i Aλ λ δ ∞− ≤ .ˆ        (4) 

0���(����. B ����������� ���'������ ��'�� ���� ��	� 
���'� �������
��� ��
���� ������� A  ����� �� ����. E�-
!�� ����� ���!�� (2) ��
�	�� ���!�  

n

i
i j

i i i i ja a i nλ
= 1
≠

− ≤ , = 1, 2, …, .�   

��� ;��� �����������	���� 	�
� iλ  ���'� ����'��� � ��-
��� ���!��, � �� �����������	���� 	�
� ������� A  ����-
'��� � ��K�������� ;��� ���!��. =��
�������� ����� ���!�� 
��'�� ���	���� 
���
�����/ �����������	���� ������ ���-
���� A .  

�������� ��������� 	�
���� ������ ����
�� ���������-
��	���� 	��
 �������.  
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���� nλ λ λ1 2, ,…,  — �����������	���� 	�
� ������� 

A . F�
� max� i iλ λ=  ������/� ���!�������� ������� 

������� A .  
>������ 2. +��!�������� ���	" �λ  ����	�� A  �� ���-

�����	� �$��� ����� &��� ����	��, �. �. � Aλ ≤ .   
+�!�����������. ���� �����������	���� 	�
� ������� 

A  ������������ ���, 	�� �λ λ 1= , � ���� x  — ��������� 
������ ������� A , ������
�'�?�� ���������� ���	���/ 
λ 1 , �. �. � x xλ 1= . ������	�� 	���� X  ���������/ ������� 
n -!� �������, � ������� ������ ��
���� 
�'�� ������ x , � 
���
���� ��
��� ��
����. �	������, 	�� � X Xλ 1= . ����-
���� � ������ � ����� 	���� ;��!� ��������, ��
�	��  

X � X � Xλ 1 = ≤⋅ ⋅ .  

E�� ��� X > 0 , �� ��
�	����� ����������  

X � Xλ 1 ≤⋅ ⋅   

��'�� �������� �� X . E�� ������ � ��'���� ����������.  
 �������� ������� 2 � ���
�	��� ������, ��
�	�� 
�-
��/?�� ������ �
� ����
� 
/��!� �����������	���!� 	�
� 

kλ  ������� A :  

k
i j

i jaλ
1

22

,

≤ ,
� �
� �
� �
�        (5) 

maxk i jn aλ ≤ ⋅ ,         (6) 

maxk
i

i jj
aλ ≤ ,,�        (7) 

maxk
j

i ji
aλ ≤ ,�        (8) 
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kλ σ 1≤ ,         (9) 

�
� ������
���� ����� ��� ������
���� ��!�
����� 	�
� 
σ 1 . &��������� (9) ��'�� ���� ����
���� ������� ����, ��� 
��� ����� ���� 
���/?�� �����'�����.  

>������ 3. U��"�	 ����!���	�	��!	� �	�� ����	�� A  
��!�$���� ����" �� ��	����3	� 	 ��	����3	� 	��"������	 
�	���	, �. �.  

knσ λ σ 1≤ ≤ ,  ��� k n .= 1, 2, …,     (10) 

+�!�����������. ���� x  — ��������� ������ ������� 
A , ������
�'�?�� ���������� ���	���/ kλ , �. �. ���� 

k� x xλ= . E�!�� ����� ���� 
���/?�� ����	�� �������:  

k x � xλ
2 2

= , 

k kx x � x � x x x � x � xλ λ
2 2 ∗( , ) = ( , ), ( , ) = ( ) ,  

k x x x � � xλ
2 ∗ ∗( , ) = ,  

k
x � � x

x x
λ

∗ ∗2
=

( , )
.       (11) 

 B ������ 	��� ��
����!� �������� ���� �������� ����-
+���� ��
�� �
� �������	��� (;��������) ������� � �∗ , �
� 
������!� ����� ���� �����+���� 

n
x � � x

x x
σ σ

∗ ∗
2 2

1≤ ,
( , )

≤       (12) 

!�� σ 2
1  � nσ 2  — �����
�+�� � �������+�� ��������� ���	�-

��� ������� � �∗ .  
 =� �����+���� (11) � (12) 
����� �����+���� (10).  

�������� �?� ����
��� 
���
���������� ������ (�., ��-
������, [36], [17]) � 
�	�� �����
���� ������� i jA a= ( )  n -!� 
�������:  
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n

i j
i ja

n
λ

, = 1
1

1
≥ � ;  

max
x

� x

x
σ 1 ≠ 0

=  � minn x

� x

x
σ

≠ 0
=  ; 

max max max
n n

j i
i j i ji j

a aσ
1 1

2 22 2

= 1 = 1
1 ≥ ,

� �� � � �	 	

 �� � � �

� � � �	 	� �
� � ;  

min min min
n n

j i
n i j i ji j

a aσ
1 1

2 22 2

= 1 = 1

≤ ,
� �� � � �	 	

 �� � � �

� � � �	 	� �
� � .  

�������� � ��
�	���/ ������ �����?���� ��������� 
���	���� ������� ��� �� �����?����. #��������� ���	���� 
������� ��
�/�� ������������ D�������� �� ;
�������. "�-
��� !�������, 	�� ����
��� ��������� ���	���� ������� 
�
��� ���
��
���, �
� ��
�� �����?���� ������� ��!�� 
������� � ��
�+�� �����?����� ��� �
� ��������� �� ��-
������� ���	����. B����?���� ������� ��!�� ��������� ��� 
���������� (���
/������) �� ;
�������, � ���'� ��� ����� ���-
��� � ��� �����/������ ��	�
�����. ��;���� �� �������� 
����� ��	��� ������� A  ��������� ����� ��
�  �� �����-
?����� �������� A Aδ+ , !�� Aδ  — ������� �����?����.  

"���� ������
�!���, 	�� � ������� A  �� �� ��������� 
���	���� nλ λ λ1 2, ,…,  ���
�	���. #��������� ������� ���-
���� A , ������
�'�?�� ��������� ���	����� 

nλ λ λ1 2, ,…, , ������	�� ������������ 	���� nx x x1 2, ,…, . 

L��
�!�	�� �
� ������� �∗  ��������� ���	���� ������	�� 
	���� nλ λ λ1 2, ,…, , � �� ���������/?�� ��������� �����-

�� — 	���� ny y y1 2, ,…, . �� ������
���/ ���������  
��������  

i i i� x xλ= ,   i i i� y yλ∗ = . 

�
� �����?����� ������ A Aδ+  � A Aδ∗ ∗+  ����� ��
�!���  
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i i i i i iλ λ δ λ λ λ δ λ= + , = + ,ˆ ˆ   

i i i i i ix x x y y yδ δ= + , = + .ˆ ˆ   
B����?���� ������, �� ��������� ���	���� � ������-

��� �������� ����� 	����� ��
���. E�!�� ��
�	����� ���-
+�� �������� ��
��� �������
��� �����?���� ��'�� ���-
�����	� � ��������� �
� �����?����� ��
�	�� ��'�� ������� 
� ����  

i i i i i iA A x x x xδ δ λ δ λ δ( + )( + ) = ( + )( + ),   

�
�, �	������, 	�� i i i� x xλ=  � ����  

i i i i i iA x A x x xδ δ δ λ λ δ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ . 

*���'�� ��
�	����� �������� ��
���� �� iy , ������ � ���-
��+���/  

i i i i i i i i i iA x y A x y x y x yδ δ δ λ λ δ( ⋅ , ) + ( ⋅ , ) = ⋅ ( , ) + ⋅ ( , ) .  (13) 

B ;��� �������� ������ 
�!����� 
���� 	��� ����� ������� 

�!������ ������ 	���, ����
���  

i i i i i i i i i iA x y x A y x y x yδ δ δ λ λ δ∗( ⋅ , ) = ( , ) = ( , ) = ( , ) . 

��;���� �������� (13) ��������, � �� ��!� ������  

i i i i
i

i i i i

A x y y A x

x y x y

δ δ
δ λ

∗( ⋅ , ) ⋅ ⋅
= =

( , ) ( , )
.  

��/�� ��
�	���  

i i
i i

i i

x y A
C A

x y

δ
δ λ δ ∞

⋅ ⋅
≤ = ⋅

( , )
,   (14) 

!��  

i i
i

i i

x y
C

x y

⋅
=

( , )
 

— ��
�	���, ��
�+�� �
� ������ �������. %� ������/� !�8**�-
#������ ����!��� �����#� A, ���������/?�� ���������� 
���	���/ λi, ����
��� �
� ��?�������� �������� xi � yi  
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cosi
i

C
ϕ

1
= , 

!�� iϕ  — �!�
 ��'�� ��������� ix  � iy .  
 ��;DD������� ������� ������� A  ����� ������� ��!�� � 
��
��� ��!��, ��!�� ������� A  �����
����, �. �. ����������	-
��� � ���� ����'����� �������� A∗ . �
� �������
���� 
������� A  �����?���� iδ λ  ��� D����������� Aδ  ��� 
��
�+�, 	�� ��
�+� ���������/?�� ;���� ���������� ���-
	���/ ��;DD������� ������� iC . ��� ������	�� ��
�+�� 

���	���� iC  ����	� �������� ��������� ���	���� ��'�� 
�������� ������	����. #�����+���� (14) �������� (�. [15]) 

���/?�� ���	�����:  

i
i i

n A

x y

δ
δ λ

⋅
≤

( , )
.      (14 )′  

�������� �?� ��������� ������ �����?���� ��������� 
���	���� ��� �����?���� �������.  

>������ 4. 
"�� ����	�� A  �	������	�"���, �. �. "%�-
��"�� ��!�� ����	�� P , ���  

n

P A P D

λ

λ

1

−1 = =
0

0
�

� �
� �
� �
� �
� �

,  

	 �"�� ����	�� A  ���"���� ����"%��	� Aδ . *���� ��� �$��-
�� ���������� ������	� iλ̂  ����	�� A Aδ+  ������� ��-

������� ������	� iλ  ����	�� A , ��� !�������   

i ii P P A K P Aδ λ λ λ δ δ−1
∞∞ ∞ ∞∞

= − ≤ = ( ) ⋅ˆ ,  (15) 

��� K P P P−1
∞ ∞∞

=( ) ⋅  — �	�� ��"���������	 ����	�� 

P  � ����	���� ����� ∞⋅ .  
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+�!�����������. ����
��� P A P D−1 = , ��  

P A A P P A P P A P D P A Pδ δ δ−1 −1 −1 −1( + ) = + ⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅ , 

�. �. ������� A Aδ+  � D P A Pδ−1+ ⋅ ⋅  �������. #
�������
�-
��, ��� ���/� ���������� �����������	���� 	�
�. ���	��, 
��� ��� ������� D  ���!���
���� � �������� ������� A , �� �
� 
�����������	���!� 	�
� iλ̂  ������� A Aδ+  � ������� 

D P A Pδ−1+ ⋅ ⋅  ������� (�. �����+���� (4)) ����� �������-
����	���� 	�
� iλ  ������� A , �
� ������!�  

ii P A P P P A K P Aλ λ δ δ δ−1 −1
∞∞ ∞ ∞∞ ∞

⋅ ≤ = ( )ˆ ≤− .  

>������ 5. 
"�� ����	�� A  �	������	�"���, �. �. "%�-
��"�� ��!�� ����	�� P , ���  

n

P A P D

λ

λ

1

−1 = =
0

0
�

� �
� �
� �
� �
� �

,  

	 �"�� ����	�� A  ���"���� ����"%��	� Aδ , � ����	���� 
����� ⋅  ��!��, ��� ��� ��� �	���������� ����	�  

n

h

H
h

1

=
0

0
�

� �
� �
� �
� �
� �

,  

max ii
H h= , � ������	 ⋅  — ����������	 �����. 

*���� ��� �$���� ���������� ������	� iλ̂  ����	�� A Aδ+  

������� ��������� ������	� iλ  ����	�� A , ��� !�������   

ii P A P P P A K P Aλ λ δ δ δ−1 −1− ≤ ⋅ ⋅ ⋅ = ( ) ⋅ˆ ≤ ,  (16) 

��� ����� K P( )  ���������� �	�� ��"���������	 ����	�� P  
� ������	������ ����� ⋅ , � ������	 � ����������� 
�����.  
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+�!�����������. E�� ���  
P A A P P A P P A P D P A Pδ δ δ−1 −1 −1( + ) = + ⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅−1 , 

�� ������� A Aδ+  � D P A Pδ−1+ ⋅ ⋅  ���/� ���������� ��-
���������	���� 	�
� nλ λ λ1 2, ,…,ˆ ˆ ˆ . ��� ��������� ���	�-

��� λ̂  ������� D P A Pδ−1+ ⋅ ⋅  �� �����������	���� �������  
D P A P E D E P A Pδ λ λ δ−1 −1+ ⋅ ⋅ − − + ⋅ ⋅ˆ ˆ=   

����'������. %
� ��� ;��� ����'���� � ������� D Eλ− ˆ , �� 

iλ λ=ˆ  � ��'��� ���������� (16) ����
�����. ��;���� ����� 

	�����, 	�� ������� D Eλ− ˆ  ������'������ � �������� 
�������  

D E D E P A Pλ λ δ−1 −1( − ) ( − + ⋅ ⋅ )ˆ ˆ .  
C�� ������� ����'������, ����
��� �� ������
���
� ����� 
��
/, ��� ��� �� ��������� ������������� ���� ������
���-

��, �� ������� ���� ����� ��
/.  

����������� ;�� ������� 
���/?�� �������:  
D E D E P A Pλ λ δ−1 −1( − ) ( − + ⋅ ⋅ ) =ˆ ˆ  

E D E P A Pλ δ−1 −1= + ( − ) ⋅ ⋅ˆ . 

E�� ��� ������� E D E P A Pλ δ−1 −1+ ( − ) ⋅ ⋅ˆ  ����'������, �� � 
�
� 
����   

D E P A Pλ δ−1 −1( − ) ⋅ ⋅ ≥ 1ˆ .  

����������� ;�� ���������� 
���/?�� �������:  
1 1 1 11 ˆ ˆ( D E ) P A P ( D E ) Pλ δ λ− − − −≤ − ⋅ ≤ −⋅ ⋅ ⋅ ×  

max
mini

i
i

i
i

i

K ( P ) AˆA P K ( P ) A ˆ
δ

δ λ λ δ
λ λ

⋅
⋅ = − ⋅ =

−
× ⋅ .  

=� ��
�	����!� ����
����� 
����� ����������  
min ii

i
K P Aλ λ δ− ( ) ⋅≤ˆ ,  

�� ������!� �������� ��'��� ���������� (16).  
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 #�����+���� (16) � ������
���� ����� ��'�� ���
������ 
���'� 
���/?�� �������:  
 +��������� ������	� ����"%����� ����	�� A Aδ+  ����-
���� � �����	, ����$%��� �����	���	�� ��� !�"���  ���-
����	 � iλ  	 ���	"� K P Aδ

2
( ) ⋅ .  

 #��
��� ������� P  �������
�/� ���� ��������� ���-
���� ������� A . ��;���� �� �����+���� (16) ��������, 	�� 
��?�� ����� 	�������
����� ��������� ���	���� � �����-
?���/ �������, ��-��������, ��'�� 
�'��� ������
���� 
	�
� ���
��
������ ������� P , ����?�� �� ��������� 
�������� ������� A , � �� 	�
� ���
��
������ ���� �����-
�� A .  

"���� 	�����, 	�� ������� P  ��!�� ��������� �����, 	�� 
���	���� 	�
� K P( )  ��
���� ������
����. %
� A  — ���-
��
���� �������, � 	������, �������	���, ;������� �
� 
���������, �� ��'�� ����� � ��	���� ������� P  ����!���
�-
��/ �
� ��������/ �������. E�!�� ������
���� ��;DD������ 
���
��
������ K P( ) = 1  � �����+���� (16) ���������� � 
�����+����  

i Aλ λ δ 2− ≤ˆ .       (17) 

B 
�	�� ;�������� ������� A , ��
����� �����+����� 
(17) (�. [8]), ��'�� ��������, 	�� � ��'��� ���!�  ������� � 

iλ  � ������� Aδ
2

 ����'��� ���� �� ���� ��������� 

���	���� �����?����� ������� A Aδ+ .  
%
� ��������� ���	���� ������� A  ������, �� ��� 

������	�� ��
�� �����?���� Aδ  �� ���!� �����
�/��, � 
��!�� � ��'��� ���!� ����� ����'���� ���� � ��
��� ���� 
��������� ���	���� �����?����� ������� A Aδ+ .  

B ���
/	���� 
����� ��������, 	�� ������ ����	����� 
��������� ���	���� � ��������� �������� ��
�/�� ����-
�� �� ���� 
�'��� ������� 	�
����� ������� 
������� 
�
!����.  
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5.3. &������������ %���!�������(��!��� �����(���� 
 

 $����������	���� ���!�	
���� ������� A ��
���� ��-
����
���
� � Eλ−  �����������	���� ������� � Eλ− . 
&������������� ��	�
���� ;��!� ������
���
� �
� ��
�-
������ �����!� ������� ������� !�������� � ����� �����-
����. ��;���� ����������� �����
���� ������ ������������� 
����!� ������
���
�, �� �����/?�� �������������!� �!� ��-
	�
����. �������� ��������� �� ;��� �������.  
 

5.3.1. !��� �����
�  
 

L������� L. &. ���
�� ����
�'�
 ���!���
���� ����� 
�������� �����������	���!� ���!�	
���. �������� (�. [12, 
14, 34] 
���/?�/ ����D�����/ ;��!� ������. ����  

n n
n

n
n� E p p pλ λ λ λ− 1

1 − 1= (− 1) ( + + …+ + )−   (1) 

– �����������	���� ���!�	
�� ������� A ������� n . �
� 
������
���� ��;DD�������� n np p p p1 2 − 1, ,…, ,  ����	���, 	�� 

�� ������� :���
�����–�;
�, ������� A ��
���� ������ ��-
�!� �����������	���!� ���!�	
���. ��;����  

n
n

n
nA p A p A p E− 1

1 − 1+ + …+ + = 0 .    (2) 
%
� � 
���� 	��� �������� (2) ������� ��������� ����-

���, � ����� ������� j -� ��
��� �������, ��
�	����� � 
���� 
	���,  j -� ��
���� ������� ������ 	���, �� ��
�	�� n  
���� 
������� ���������  

j j n j j
n n

na p a p a p a− 1 1 0
1 − 1

( ) ( ) ( ) ( )+ + …+ + = 0   

�������
��� ���������� np p p1 2, ,…, . �
� �� ����'����� 
������	�� �!����	���� ��
�	����� 
�+� ����� �����.  

F���� �����+��� ��K�� !��������� ��	�
���� � ��
�	��� 

�+� ���� ����� 
������� ��������� �������
��� ����-
������ n np p p p1 2 − 1, ,…, , , ������� 
���/?�� �������.  

B������ �������
���� ����
���� ������  

ny y y y0 (0) (0) (0) Τ
1 2

( ) = ( , ,…, )   
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� ����'�� �� ��!� ����� ��� 	��� �������� (2). B ����
���-
�� ��
�	�� ��������� ��������  

n
n

n
nA y p A y p A y p y− 1

1 − 1
( 0) ( 0) ( 0) ( 0)+ + … + + = 0 .  (3) 

B 	������, ��� jy e0( ) = , j n= 1, 2, … , , ����� ��
�	���� 
��������� ��+� �����:  

j j n j j
n n

na p a p a p a− 1 1 0
1 − 1

( ) ( ) ( ) ( )+ + …+ + = 0 .  
B����� ������	����  
1 2 1 1( )) (0) ( ) ( ) 2 (0) ( ) (0), , , n( n ny A y y A y A y y A y A y−= = = … = = .  

E�!�� �������� (3) ������������ � ��������  

n
n n

ny p y p y p y1 − 1
( ) ( − 1) (1) ( 0)+ + …+ + = 0 ,  

������� �
� ������� ����+�� � ����  

n
nn n

np y p y p y p y y1 2 − 1
( )( − 1) ( − 2) (1) ( 0)+ + …+ + = − .  (4) 

����
��� ��� ��������� ����
���� ������� y 0( )  �� ������� 
1 1 2( k ) ( k ) ,y A y k , , , n−= = …  ��
�/�� ���
�� ������
������ 

���������, �� �������� (4) �������
��� ���� ����� n  
�-
������ �
!�����	���� ��������� �������
��� ���������� 

np p p1 2, ,…, , ��������/ � ��������� D����. %
� ;�� ���-
�� ����� ����������� ��+����, �� ��� ���� ����� ��;DD���-
����� �����������	���!� ���!�	
��� ������� A. %
� '� 
����� (4) ����� ������	��� 	�
� ��+����, �� ������� 
L. &. ���
��� ��'�� ��
�	��� 
�+� ��;DD������� ���!�	
�-
��, ��
�/?�!�� 
��� ������
���� ���!�	
���� ������� A, 

��� �!� ��
���
��. ��;���� �
� ����� (4) ���'��� ������-
��
�����, �� 
����� ��������� �������� ��	�
���� ������ � 
��������� �����, �
� ��������� ���!�� �����.  

�
� ������
���� ��� ��;DD�������� �����������	���!� 
���!�	
��� ������� L. &. ���
��� ��������  

C n n n n n4 3 21
( ) = ( + 4 + 2 − − 3)

3
  

�������� ����'���� � ��
���� (�. [34]).  
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����� 1. ,������ L. &. ���
��� ����� �����������	�-
��� ���!�	
�� �������  

A

� �3 1 2 4
� �

7 1 0 1� �
� �2 1 2 3
� �� �4 1 2 2� �

= .  

&�'����. >���+�� �����������	���� ���!�	
�� ������� 
A � ����  

� E p p p pφ λ λ λ λ λ λ4 3 2
1 2 3 4

4( ) = (− 1) ( + + + + )− = .  

B�	�
���
���� ��������� ������������� ������!� ������-

���
� �� ������ L. &. ���
��� ��
/	��� 
���/?�� ;����:  

1. B������� ��	�
���� ������, ��������, y 0 Τ( )= (1, 0, 0, 0 ) .  

2. # ����?�/ ������� A ����� ������� ky ( )  �� �����
�  
k ky A y k( ) ( − 1 ) , = 1, 2,3, 4= :  

 

y (1)

3
7

=
2
4

� �
� �
� �
� �
� �
� �

, y ( 2)

36
32

=
29
31

� �
� �
� �
� �
� �
� �

, y ( 3)

322
315

=
255
296

� �
� �
� �
� �
� �
� �

, .y ( 4 )

2975
2865

=
2357
2705

� �
� �
� �
� �
� �
� �

 

3. >�������� ����� ��������� (4) � ��������� D����, ���-
����� � ��	���� ���'���
�� ��� ���������� p p p p1 2 3 4, , ,  

������������ ������� y ( 3) , y y y( 2) (1) ( 0), , , � ������ y ( 4 ) , 
������ � ������ ����, — �� ��
��� �������� 	
���� ���-
��:  

p p p p1 2 3 4

322 36 3 1 2975
315 32 7 0 2865

+ + + = −
255 29 2 0 2357
296 31 4 0 2705

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

,  



5.3 .  =����������	�  ����!���	�	��!���  ����������  
___________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 391 

�
� � ����������� �����  

p p p p

p p p

p p p

p p p

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3

1 2 3

322 + 36 + 3 + = − 2975,

315 + 32 + 7 = − 2865,

255 + 29 + 2 = − 2367,

296 + 31 + 4 = − 2705 .

�
	
	


	
	
�

 

4. ��+��� ��
�	����/ ����� �������
��� p p p p1 2 3 4, , ,  

/��� ������, ��������, ������� ��
�������
���!� �-
�
/	���� ���������� (������� :���). B ����
����� ��
�-
	��:  

p p p p1 2 3 4= −8, = −11, = 1, = − 6 . 

5. >�������� �����������	���� ���!�	
�� ������� A: 

� Eφ λ λ λ λ λ λ4 3 2( ) = − 8 − 11 + − 6− = .  

%
� '� ��	�
� ��	�
��� �������  

A2

� �36 10 18 27
� �

32 9 16 31� �
� �29 8 14 21
� �� �31 9 16 27� �

= ,      A3

� �322 91 162 262
� �

315 88 158 247� �
� �255 72 128 208
� �� �296 83 148 235� �

= , 

A4

� �2975 837 1492 2389
� �

2865 808 1440 2316� �
� �2357 663 1182 1892
� �� �2705 762 1358 2181� �

= ,  

����� ������� �����  

j j j j ja p a p a p a p a3 2 1 0
1 2 3

(4) ( ) ( ) ( ) ( )
4+ + + + = 0 ,  

�� �
� ��	�
���� ��;DD�������� p p p p1 2 3 4, , ,  ������	�� 
��+��� 
/��/ �� ��
�	����� ����. &�������, �����, ��-

�	����/ ��� j = 1  � � ��������� D���� ���/?�/ ��� 
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p p p p1 2 3 4

2975 322 36 3 1 0
2865 315 32 7 0 0

+ + + + =
2357 255 29 2 0 0
2705 296 31 4 0 0

� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �

.  

��+�� ��, ��
�	�� ����������� ��+���� p1 = −8 , p 2 = −11 , 

p p3 4= 1, = − 6 , ��
����� �������, ����+�� �����������	�-

��� ���!�	
�� ������� A:  

� Eφ λ λ λ λ λ λ4 3 2( ) = − 8 − 11 + − 6− = .  
 
 
����� 2. ,������ L. &. ���
��� ����� �����������	�-
��� ���!�	
�� �������  

A
� �5 30 − 48
� �3 14 − 24� �
� �3 15 − 25� �

= .  

 
&�'����. B ����������  �������� ���������� ������� 

��	�
���� ������ y 0 Τ( ) = (1, 0, 0 )  � ������� ������� �� D��-

��
�� k ky A y k( ) ( − 1 ) , = 1, 2,3=   

y (1)
5

= 3
3

� �
� �
� �� �
� �

, y ( 2)
− 29

= − 15
− 15

� �
� �
� �� �
� �

, y ( 3)
125

= 63
63

� �
� �
� �� �
� �

.  

 

>���� ������ ����� ���������  

p p p

p p

p p

1 2 3

1 2

1 2

− 29 + 5 + = 125,

− 15 + 3 = 63,

− 15 + 3 = 63

�
	


	
�

      (5) 

�
� ������
���� ��;DD�������� ip . �	������, 	�� ;�� ����� 
����� ������	��� 	�
� ��+���� � ������ �� �����
��� ����-
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��
��� ��;DD������� �����������	���!� ���!�	
��� �����-
�� A.  

B���'����� � ����� (5) ����	��� 
������/ ��������� 
�������� y (0) , y (1) , … , ny ( ) . B ;��� 
�	�� ������� L. &. ���-

��� ��'�� ��
�	��� ��;DD������� ��
����� ������ m , ��-

�/?��� ���	����� ������, �
� ������!� ������� y (0) , y (1) , 

my ( −1)…,  
������ ���������, � ������ m my A y( ) ( 0 )=  
����-
�� ������ �� ���:  

m
m

my y A y A yα α α − 1
0 1 − 1

( ) (0) (0) (0)= + +…+ .  

,��!�	
��  
m

m
mλ α λ α λ α− 1

− 1 1 0− − … − −   
����� ��
���� �
� ������
���� ���!�	
���� ������� A, �
� 
�!� ��
���
��.  

&� �������� ������/� ����� �������:  
−  � ����� ���� (5) ����������� n m( − )  ����, � ����-

��� ��
/	�/�� �� ��;DD������� ������������ 
(� ������������� ������� m = 2 , n m− = 1 , ������-
����� ������ ���������);  

− � ������ ��;DD�������� n np p p p1 2 − 1, ,…, ,  ���������-
��	���!� ��
����� ��
/	�/�� �� ���������� 

n m( − )  ��
����� ���������� (� ������� 3 — ��;DD�-
����� p 3 ), � �� �������� ��;DD�������� ����+��� �-
���� ��������� ��������/�� n m( − )  ��
����� ��
�-
���, ��	���� � ��
��� �������� 	
����, �. �. � ��
��� 
�� ����+��� ��������� ������� ny y( ) ( 3)= ;  

− ��
����� �� ����+��� ��
���� ���������� �� ��
-
��� �������� 	
���� ����� �����, � ������������� 
������� — ��
��� �� ����+��� ��������� ������� 
y ( 2 ) ;  

− ��;DD������� ������
���!� ��
����� ������� �������-
� ��� ��+���� ��
�	����� �����.  
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B ������������� 
�	�� ��������� �����  
p p1 25 + = − 29 ,  

p 13 = − 15   
����� ��+����  

p p1 2= − 5, = − 4 .  
,� ������
�
� ��;DD������� ���!�	
��� ������ ������  

φ λ λ λ λ λ2
2( ) = + 5 + 4 = ( +1)( + 4) ,  

��
�/?�!�� 
�+� ��
���
�� �����������	���!� ��
�����, 
������� ����� �����/ ������:  

φ λ φ λ λ λ λ λ λ λ2 3 3( ) = ( ) ( − ) = ( +1)( + 4)( − ) .  

B ������ 
�	�� �� ��'�� ����� ������/?�� ������ ������-
���, ����
������+�� �������� ������ �������. #
�� ���-
����, �. �. ���� �� ���!���
���� ;
�������, �������� ���� 
������ �����������	���!� ���!�	
���. B ��+�� 
�	�� 
λ λ λ1 2 3+ + = − 6 . # ���!�� ������, ���� ������ ���!�	
��� 

φ λ2 ( )  ����� − 5 . #
�������
���, λ 3 = − 1 .  
E���� �������, �����������	���� ���!�	
�� ������� A 

��'�� ������� � ����  
φ λ λ λ2( ) = ( +1) ( + 4) .  

����'�� ������, ���, ���
���� ����
����� �����'���	��� 
��	�
���� ��� ����'����� pi �� ������ L. &. ���
���, ��'�� 
������
��� ��������� ������� ������� A. 

������
�'��, 	�� ��;DD������� pi � ����� �����������-
	���!� ��������� φ λ( ) = 0  ������
���. �!����	��� 
�	���, 
��!�� �� ��������� 	�
� nλ λ λ1 2, ,…,  ���
�	��. E������� 

����� ��������� ������� nx x x( ) ( ) ( )1 2, ,…, , ������
�'�?�� 

������������ ��������� ���	����� nλ λ λ1 2, ,…, .  

���� y 0( ) , n ny A y y A y1 − 1( − 1 )( ) (0) ( 0), ,= … ==  — �������, 
���
��������� � ������ L. &. ���
��� �
� ����'����� ��;D-
D�������� pi. 
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B������ nx x x( ) ( ) ( )1 2, ,…,  
������ ��������� � ������/� 

����. ���
�'�� ������ y 0( )  �� ��������� ��������  
n

ny c x c x c x( ) ( ) ( )0 1 2
1 2

( ) = + +…+ , 

!�� ic  — 	�
���� ��;DD�������. E�!��  
n

ny A y c A x c A x c A x( ) ( ) ( )1 0 1 2
1 2

( ) ( )= = + +…+ ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

n n n n n n
ny A y c A x c A x c A x( ) ( ) ( )1 1 0 1 1 1 2 1

1 2
( − ) − ( ) − − −= = + +…+ . 

*	������, 	�� i i
iA x xλ( ) ( )= , i i

iA x xλ2 2( ) ( )= ,…, ��
�	��  
n

n ny c x c x c xλ λ λ( ) ( ) ( )1 1 2
1 1 2 2

( ) = + +…+ , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

n n n n n
nny c x c x c xλ λ λ( ) ( ) ( )1 1 2

1 2
( − ) −1 −1 −1

1 2= + +…+ . 

����'��, 	�� 
������� ���������� �������� y (0 ) , y (1) , … , 
ny ( − 1)  ��� �������?�� ������ ��;DD�������� ���� ������-

��� ������ ������� A:  

n n
ny y yβ β β1 0 11 1, 1

( −1) ( −2) (0)
−+ +…+ =  

n n n n
nnc x c x c xβ λ λ λ( ) ( ) ( )1 2

1 0 1 2
−1 −1 −1

1 2= ( + +…+ ) +…+  

n
n

nc x c x c xβ ( ) ( ) ( )1 2
1, −1 1 2+ ( + +…+ ) =  

n
n nc xβ λ β λ β 1

1 1 0 11 1, − 1
−1 −2 ( )

1 1= ( + +…+ ) +…+  

n n
n n n
n nc xβ λ β λ β1 0 11 1, − 1
−1 −2 ( )+ ( + +…+ ) =  

n
n

nc x c xφ λ φ λ1
1 1 1 1

( ) ( )= ( ) + … + ( ) ,   (6) 

!��  

i n
n n
i iφ λ β λ β λ β1 1 0 11 1, − 1

−1 −2( ) = + + … + .  
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# ���!�� ������, ������� � ��	���� φ λ1 ( )  ��
����  

n n n
n np p pφ λ λ λ λ

λ λ λ λφ λ1
1 1

− 1
1 − 1( ) − −

− −
(−1) −…−

( ) = = =  

nλ λ λ λ λ λ2 3)= ( − ( − )…( − ) ,   (7) 

���	��  
φ λ1 1( ) ≠ 0 ,    i iφ λ1 ( ) = 0, ≠ 1 .  

>��� φ λ( )  — �����������	���� ���!�	
��, ��;DD������� 

ip  � ��
� iλ  ������!� �'� ��	�
���. E�!��  

n
n n

nβ λ β λ β λ λ λ λ λ λ10 11 1, − 1 1 2 1 3 1
−1 −2

1 1 )+ + … + = ( − ( − )…( − ).  

��;DD������� jβ 1  ��'�� ������
��� �� ���� :������  

β 1 0 = 1 ,   j j jp j nβ λ β1 1 1, −1= − , = 1, 2,…, − 1 .   (8) 

E���� �������, ����'���� (6) ��'�� ��������� � ����  

n
n nc x y y yφ λ β β β1 1 1 1 0 11 1, − 1

(1) ( − 1) ( − 2) (0)( ) = + +…+ .  

#
�������
���, 
������� ���������� �������� y (0 ) , y (1) , … , 

… , ny ( − 1)   ��;DD���������, ��	�
������ �� D����
�� (8), 

������
��� ��������� ������ x (1)   ��	����/ �� ��������-
!� ���'���
�.  

L��
�!�	�� � ��	���� ���
���� ��������� �������� 
��'�� �������  

n
i n j

i j
j

x yβ
− 1

( ) ( − 1 − )

= 0

= � ,     (9) 

!��  

iβ 0 = 1 ,   i j i i j jp j nβ λ β , −1= − , = 1, 2,…, − 1 .  (10) 

B ��	���� ������� ��	�
�� ��������� ������, ������-

�'�?�� ������-
��� ���������� ���	���/ ������� �� ���-
���� 1. B���+�� �����������	���� ���������  

λ λ λ λ4 3 2− 8 − 11 + − 6 = 0 .  
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���� �� �!� ��?�������� ������ λ 1 = − 1,50556 .  

B�	�
�� 	�
� jβ 1  ��� j = 0,1, 2,3  �� D����
�� (10):  

β 1 0 = 1;  β 11 = − 9,50556 ;  β 1 2 = 3,31119 ;  β 1 3 = − 3,9852 . 

#������ 
������� ���������� �� D����
� (9) �
� i = 1 , 
����
�!�� ��	�
���� � ��'�
���/?�� ���
���.  

 

yβ 1 3
(0)  yβ 1 2

(1)  yβ 11
(2)  yβ 10

(3)  x (1)  x (1)�  

−3.9852 9.9336 −342.200 322 –14,252 1 

0 23.1783 −304.178 315 34,0004 −2.4144 

0 6.6224 −275.661 255 –14,039 0.9851 

0 13.2448 −294.672 296 14,5724 −1.0225 
 

 ��
����� ��
��� ���
��� ����'�� ���������� ���-
�����!� ������� x (1) , ������������!� ���, 	�� �!� ������ ���-
������� ����� �������.  
 

5.3.2. !��� 4�����
�����  
 
 #��� ������ L. ,. ����
����!� ����� � ���������� ���-
��� ������� A  � �������� ������� F , ���/?�� �����
���/ 
D���� @��������, �. �. � �������� ������� F  ����  

n np p p p p

F

1 2 3 1−…

1 0 0 … 0 0
= 0 1 0 … 0 0

… … … … … …
0 0 0 … 1 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

.  

C
������ ������ ����� ������� F , ����'����� �� − 1 , ���-
�� ���������/?�� ��;DD�������� �����������	���!� 
���!�	
���  
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        n n n n
nA E p p pλ λ λ λ1 2

1 2
− −− = (− 1) ( − − −…− )           (1) 

������� A. 
 ��������
���, �	������, 	�� �������� ������� A � F 
���/� ���������� �����������	���� ���!�	
���, �. �. 

A E F Eλ λ− = − , � ���
�!�� ������
���
� F Eλ−  �� 
;
������� ������ �����, ��
�	��  

n np p p p p

A E F E

λ
λ

λ λ λ

λ

1 2 3 1−− …

1 − 0 … 0 0
− = − = =0 1 − … 0 0

… … … … … …
0 0 0 … 1 −

 

n n n
np p pλ λ λ1 2 1

1 2
− − −= ( − )( − ( − ) + … + (− 1) =) −  

n n n n
np p pλ λ λ1 2

1 2
− −= (− 1) ( − − −…− ) .  

#
�������
���, �
� ������� A ��������� � �����
���� 
D���� @��������, �� ��������� �� �����������	���!� ���-
!�	
��� �� �������� �����������.  

���+�� ��	�
� ������ �������������� ������� A. &� 
������ ;���� ��'�� ��
���// �����  

n n n n n na a a a1 2 1, −( … )   

������� � ���� ( 0 0 … 1 0 ) .  ������
�!��, 	�� 

n na , − 1 ≠ 0 , �����
�� �� ;
������ n( − 1) -!� ��
��� ������� 

A  �� n na 1, −  (� ��������� 
�	�� ������� ���� ;
������� 
��
����� ����� ��
�	��� �� ��
� ;
����� � ������ ��-
���� ���������/?�� ����� � ��
���). B ����
����� n -� 
����� ������� A  ������ ��� n n n na a a1 2( … 1 ) . >�-
��� �� ��'��!� �� ���
���� ��
���� ��
�	����� ������� 
��	����� n( − 1) -� ��
���, ����'����� �� ���������/-
?�� ;
����� n -� �����: n n n na a a1 2, , ,… . B ��
�	����� ���-

���� ��
����� ����� ����� '�
����� ��� ( 0 0 … 1 0 ) .  
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=������, 	�� ��'��� ;
���������� �������������� ����-
������ ������� ������
��� �� ����'���/ �� �������-
��/?�/ ;
���������/ �������. ��� ;���, �
� ���������-
����� ����������� ��� ��
����� �������, ���'���
� 
��
'�� ���� ������ � �������
��� ���� ����
���� �����-
����� ���������/?�!� ;
���������!� �������������� � 
�����	��� �������.  

��/�� ���
/	���, 	�� ������������� �������� ;�����-

����� ����'���/ ������� A  ����� �� ������� 

n
n n n n

n n n n n n n n

M a a a
a a a a

− 1
1 2

, − 1 , − 1 , − 1 , − 1

1 0 … 0 0
0 1 … 0 0

… … … … …
=

− − … −

0 0 … 0 1

� �
� �
� �
� �
� �

1� �
� �
� �� �
� �

.  

��
� ��������� �������������� ��
�	�� �������  

n n

n
n n n n n n

b b b b

B A M
b b b b

11 1 2 1, 1 1

1
1,1 1, 2 1, 1 1,

−

−
− − − − −

…

… … … … …
= =

…

0 0 … 1 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �

,  

;
������ ������� ��	�
�/�� �� 
���/?�� �����
��:  

i j i j i n n jb a a m j n, 1 1,− −= + , ≠ −1 ,  

i n i n n nb a m i n, 1 , 1 1, 1− − − −= , 1 ≤ ≤ .  

������ ���������� ������� nB A M 1−=  �� ����� ������� 
������� A . F���� ��
�	��� �������, �������/ �������, 
��'�� ������� B  
��� ����'��� �� ������� nM −1

− 1 , �����/  
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n n n n n n

nM
a a a a1 2 , − 1

−1
−1

1 0 … 0 0
0 1 … 0 0
… … … … …=

…

0 0 … 0 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

.  

������	�� n n nC M A M M B−1 −1
− 1 − 1 − 1= == . *���'���� nM −1

− 1  �� 
������� B  ������ 
�+� n( − 1) -/ ����� ������� B . ,������ 
C  ����� ���  

n n

n n n n n n

c c c c

C
c c c c

11 1 2 1, 1 1

1,1 1, 2 1, 1 1,

−

− − − − −

…

… … … … …
=

…

0 0 … 1 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �

,  

�� ;
������ �����  
i j i jc b i n= , 1 ≤ ≤ − 2 ,  

n j n k k j

n

k
c a b j n− 1,

=1
= , 1 ≤ ≤� .  

,������ C  ������� ������� A  � ����� ���� (��
���//) 
����� ����������!� ����.  

��
�� ������� C  ���
�!�	�� ���������/�, ���� �� ����-
��/ n( − 2) -/ �� �����. B ����
����� ��
�	�� ������� D   
����� ������������ �������: nnD M C M 2

−1
− 2 −= . �����
'�� 

;��� �����, ��
�	�� ������� @��������  

n nF M M A M M1 1
1 1 1 1
− −

− −= … … ,  

�������/ ������� A , ;
������ ������ ����� �������, ����-
'����� �� − 1 , ����� ���������/?�� ��;DD�������� �����-
������	���!� ���!�	
��� ������� A .  

,���� L. ,. ����
����!� ��
���� ����� �� ���� ;����-
��	��� ������� ������������� �����������	���!� ���!�	
�-
�� �������. ��?�� 	�
� �������� ����'���� � ��
����, ��-
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��������� �
� ������
���� ��;DD�������� �����������	�-
��!� ���!�	
��� �� ������ L. ,. ����
����!�, �������� 
n n3 2− , 	�� ���	���
��� ����+�, 	�� �� ������ L. &. ���
���.  


����� 1. ,������ L. ,. ����
����!� ������� �������-
����	���� ���!�	
�� �������:  

A

� �1 2 3 4
� �

2 1 2 3� �
� �3 2 1 2
� �� �4 3 2 1� �

= .  

&�'����. F���� ��
���// ����� ������� A  ������� � 
���� ( 0 0 1 0 ), ��	�
� �����
�� �� 2  �� ;
������ �����-
�!� ��
��� �������. E�!�� 	�������� ����� ������� A  ���-
��� ��� ( 4 3 1 1 ). E����� ���������� ������ ��
��� ���-
���� ����'�� �� 4  � ��	��� �� �����!� ��
���, ����� ����-
������ ������ ��
��� ����'�� �� 3  � ��	��� �� �����!� 
��
���, ����'�� �� 1 � ��	��� �� 	�������!� ��
���. B ��-
��
����� 	�������� ����� ������ ��'��� ��� ( 0 0 1 0 ). 
C�� �������������� ������
��� ����'���/ ������� A  ���-
�� �� �������  

M
3

� �1 0 0 0 � �1 0 0 0� � � �0 1 0 0 0 1 0 0� � � �
� �3 1 1 � �− 2 − − − 2 −1,5 0,5 −0,5� �2 2 2 � �� �� � 0 0 0 1� �0 0 0 1� �

= ≡ ,  

������� ��
�	���� ��� ����
����� ��� '� ������� ��� ��
�-
���� �����	��� ������� 	�������!� �������. B ����
����� 
����� ������� 

B AM
3

� � � �1 2 3 4 1 0 0 0
� � � �

2 1 2 3 0 1 0 0� � � �
� � � �3 2 1 2 − 2 −1,5 0,5 −0,5
� � � �� � � �4 3 2 1 0 0 0 1� � � �

= = ⋅ =  
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.

� �−5 − 2,5 1,5 2,5
� �

− 2 − 2 1 2� �
� �1 0,5 0,5 1,5
� �� �0 0 1 0� �

=  

F���� ��
�	��� �������, �������/ ������� A , ��'�� ����-
'��� ������� B  
��� �� �������  

M −1
3

� �1 0 0 0
� �

0 1 0 0� �
� �4 3 2 1
� �� �0 0 0 1� �

= ,  

������� ��
�	���� �� �����	��� ������� 	�������!� ������� 
������� � ��� ������� ����� �� 	�������/ ����� ������� A . 
�����
�� ;�� �������/, ��
�	�� ������� C , �������/ �����-
�� A  � ���/?�/ 	�������/ ����� ��'��!� ����:  

.

C M AM−1

3 3

� � � �1 0 0 0 −5 − 2,5 1,5 2,5
� � � �

0 1 0 0 − 2 − 2 1 2� � � �
� � � �4 3 2 1 1 0,5 0,5 1,5
� � � �� � � �0 0 0 1 0 0 1 0� � � �

� �−5 − 2,5 1,5 2,5
� �

− 2 − 2 1 2� �
� �− 24 −15 11 19
� �� �0 0 1 0� �

= =

= ⋅ =

=

 

&� ;��� �����	������ ������ +�! ������ L. ,. ����
��-
��!�.  

F���� � ������� C  ������������� �����/ ����� � ���� 
( 0 1 0 0 ), ������� ���
�!�	��, � ������, ������ ��
��� 
�����
�� �� −15 . >���� ��������������� ��
��� ����'�� �� 
24  � �������� � ������� ��
���, ����'�� �� −11 � �������� 
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� �������� ��
���, ����'�� �� −19  � �������� � 	��������� 
��
���. C�� ������� ������
��� ����'���/ ������� C  
����� �� �������  

,

M
2

� �1 0 0 0
� �

1924 1 11� �(−15) (−15) 15 15� �
� �0 0 1 0
� �� �0 0 0 1� �

� �1 0 0 0
� �

−1,6 −0,067 0,733 1,267� �
� �0 0 1 0
� �� �0 0 0 1� �

= ≡

≡

 

������� �������� �� �����	��� ������� 	�������!� ������� 
���� '� ���������������� ��� �� ��
�����. B ����
����� ��-

�	�� �������  

.

C M
2

� � � �−5 − 2,5 1,5 2,5 1 0 0 0
� � � �

− 2 − 2 1 2 −1,6 −0,067 0,733 1,267� � � �
� � � �− 24 −15 11 19 0 0 1 0
� � � �� � � �0 0 1 0 0 0 0 1� � � �

� �−1 0,167 −0,333 −0,667
� �
1,2 0,133 −0,467 −0,534� �

� �0 1 0 0
� �� �0 0 1 0� �

= ⋅ =

 

B ���
/	���� �����!� +�!� ����+�� �������  

M −1
2

� �1 0 0 0
� �

− 24 −15 11 19� �
� �0 0 1 0
� �� �0 0 0 1� �

= ,  

������� ��
�	���� �� �����	��� ������� 	�������!� ������� 
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������� � ��� ������ ����� �� �����/ ����� ������� C , � 
��	�
�� �������  

,

D M C M−1

2 2

� � � �1 0 0 0 −1 0,167 −0,333 −0,667
� � � �

− 24 −15 11 19 1,2 0,133 −0,467 −0,534� � � �
� � � �0 0 1 0 0 1 0 0
� � � �� � � �0 0 0 1 0 0 1 0� � � �

� �−1 0,167 −0,333 −0,667
� �

6 5 34 24� �
� �0 1 0 0
� �� �0 0 1 0� �

= =

= ⋅ =

=

 

 
�������/ ������� A  � ���/?�/ �����/ � 	�������/ ����� 
��'��!� ����.  

&� ;��� �����+���� ������ +�! ������ L. ,. ����
����!�.  
&� ������� +�!�, 	���� ������������� �����/ ����� �����-

�� D  � ���� (1 0 0 0 ), ������� ���
�!�	��, � ������, 
������ �� ��
��� �����
�� �� 6 . >���� ;��� ���������� ��
-
��� ����'�� �� −5  � �������� �� ������� ��
���, ����'�� 
�� −34  � �������� � �������� ��
���, ����'�� �� − 24  � 
�������� � 	��������� ��
���. C�� ������� ������
��� ��-
��'���/ ������� D  ����� �� �������  

,M
1

� �5 341 24 � �− − − 0,167 −0,833 −5,667 − 46 6 6 6� � � �
0 1 0 0� �0 1 0 0 � �

� � � �0 0 1 00 0 1 0� � � �� �� � 0 0 0 1� �0 0 0 1� �

= ≡  

������� ��
�	���� ���� '� ���������������� ��� ��
����� 
�����	��� ������� 	�������!� �������. �����
�� ;��, ��
�	�� 
�������  
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.

D M
1

� � � �−1 0,167 −0,333 −0,667 0,167 −0,833 −5,667 − 4
� � � �

6 5 34 24 0 1 0 0� � � �
� � � �0 1 0 0 0 0 1 0
� � � �� � � �0 0 1 0 0 0 0 1� � � �

� �−0,167 1 5,333 3,333
� �

1 0 0 0� �= � �0 1 0 0
� �� �0 0 1 0� �

=

= ⋅ =  

��
�� ����+�� �������  

M −1
1

� �6 5 34 24
� �
0 1 0 0� �

� �0 0 1 0
� �� �0 0 0 1� �

= ,  

������� ��
�	���� �� �����	��� ������� 	�������!� ������� 
������� � ��� ������ ����� �� �����/ ����� ������� D , � 
��	�
�� �������  

.

F M D M−1

1 1

� � � �6 5 34 24 −0,167 1 5,333 3,333
� � � �

0 1 0 0 1 0 0 0� � � �
� � � �0 0 1 0 0 1 0 0
� � � �� � � �0 0 0 1 0 0 1 0� � � �

� �4 40 56 20
� �

1 0 0 0� �
� �0 1 0 0
� �� �0 0 1 0� �

= =

= ⋅ =

=
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&� ;��� �����	�� ������ +�! ������ L.,. ����
����!�.  
 ,������ F  ������� ������� A  � ����� ��'��� ���, �. �. 
�����
���� ��� @��������.  
 E����� �� D����
� (1) 
�!�� ������� ������ ���������-
��	���� ���!�	
�� ������� A :  

φ λ λ λ λ λ4 4 3 2( ) = ( 1) ( − 4 − 40 − 56 − 20 )− . 

=������ ������ � ����
����� ��	�
����, ���������� �� 
������ L.,. ����
����!�, ���	�� �����?�/� � ���������� 
��	�
���
���� ���
��� (�. [14], . 407–410).  
 
 ��� ����������� �����������	���� ���!�	
��� (1) ���-
���� A  �����������	���� 	�
� nλ λ λ1 2, , …,  ;��� ������� 
������
�/�� ��� ����� ��
������!� �
!�����	���!� ������-
��� n -� ������  

n n n n
nA E p p pλ λ λ λ1 2

1 2
− −− = (− 1) ( − − −…− ) = 0   

 ����?�/ 
/��!� �� �������� ����
�'����� �������, ��-
������, ������ &�/����, ������ ���� � �. �.  
 �
� ��������!� ��������!� ���	���� iλ , i n= 1, 2,…,  ��-
�������� ��� ������
�'�?�!� ��������!� ������� x  ��'�� 
������
��� �� ����� iA E xλ( − ) = 0 . ,�'�� ���'� ����
�-
������� ����
������� ��	�
����, ����������� ��� ���
���-
��� ������ L. ,. ����
����!�, � �������� 
���/?�� ����-
���. ���� iλ λ= . &����� ��������� ������ y  ������� F , 
������
�'�?�� ���������� ���	���/ λ . �� ������
���/, 
F y yλ= . ��/�� F E yλ( − ) = 0 , �
� � ��������� �����   

n n

n n

p y p y p y

y y

y y

λ

λ

λ

1 1 2 2

1 2

− 1

( ) + +…+ = 0,

− = 0,

…………………………………….…

− = 0.

−�
	
	


	
	
�

    (2) 
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��
�	����� ����� 
������� �
!�����	���� ��������� 
���������, �� ������
���
� ����� ��
/. ��� ����� ������	��� 
���'���� ��+����. # ��	����/ �� �������
���� ��������� 
�� ��+���� ��!�� ���� ������� 
���/?�� �������. ��
�'�� 

ny = 1 . E�!�� ��
�������
��� ��
�	��  

ny λ−1 = , 

ny λ 2
− 2 = ,        (3) 

…….…… 
ny λ − 1

1 = . 
������ ��������� ����� ����� ����
��������� ��'���-

�����, ��� ���  
n n n

np p pλ λ λ1 2
1 2

− −− − −…− = 0 .  
E���� �������, ��������� ������ ������� F  ����� 

n ny λ λ1 2− − Τ= ( , , …, 1 ) .  
������	�� 	���� x  ��������� ������ ������� A , ���-

������/?�� ���������� ���	���/ λ .  
����
��� F S A S− 1= , !�� n nS M M M M1 2 2 1− −= … , �� ��-

������� ������ x  ������� A  ����'���� 	���� ��������� 
������ y  ������� F  �� D����
� x S y= , �
�  

n nx M M M M y1 2 2 1− −= … .  

C�� �������� �� 
���/?�� ����	�� �����+����:  

F S A S− 1= , F y yλ= , S A S y yλ=−1 , A S y S yλ( ) = ( ) .  

B�	�
�� M y1 =  

k k

n n

k k k kn

n

n
n

m yy m ym m m
y

y

y
y

λ

11 111 1 2 1
=1 =1

2
2

− 20 1 0= = =

0 0 1
1

� � � �
� � � �� � � �
� �� � � � � �
� �� � � � � �
� �� � � � � �
� �� � � � � �� �� �� � � �� � � �� �

� �…

…

…

�� � � �
� �

. 
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�������������� M 1  �������� 
�+� �����/ ���������� ������� 

y . L��
�!�	�� �������������� M 2  ������� 
�+� �����/ ��-

�������� ������� M y1 . �������� ;��� ����� n( − 1)  ���, ��-

�	�� ������ ��������� ������ x  ������� A . 

B ��	���� �

/������ �������� ��	�
���� ������-
��!� ������� ������� �� ������� 1, ������
�'�?�!� ������-
���� ���	���/ λ 1 = 0,5858 , ���
���� ������ ���
. 1.  

#��������� ������ y  ������� F , ���������/?�� λ 1 , 
����� ����������:  

( 0, 2010; 0,3431; 0,5858;1)y Τ= − − .  

��
�������
��� ������ 

1 ( 0,9997; 0,3431; 0,5858;1)M y Τ= − − ,  

2 1 ( 0,9997; 2, 4141; 0,5858;1)M M y Τ= − − ,  
( 1 )

3 2 1 ( 0,9997; 2, 4141; 2, 4147; 1)x M M M y Τ= = − − .  

,���� L. ,. ����
����!� �������� ��� �
�'�����, �
� 
�� ����
����� ;
������, �� ������� ��?���
���� ��
����, 
��
�	�� �� ��
�.  

�������� ����'������ 
�	��, ��!�� ;�� ���������� ��-
��+����.  

���� �� ��������� ;���� �������������� ������� �����-
�� A  � �����
���� D���� @�������� ��
�	��� ������� ����  

k n n

k k k k k n k n

d d d d d

d d d d d
D

11 1 2 1 1, 1

1 2 ,

−1

−1

… …

… …
=

0 0 … 1 … 0 0

0 0 … 0 … 1 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

� � � � � � �

� � � � � � �

,  
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���	�� �����
��, 	�� ;
����� k kd , −1 = 0 .  

>��� �����'�� ��� 
�	��.  
1. %
� ��� ;��� ���'���, 	�� ���� �� ���� �� ;
�������, 

���?�� 
���� ��
���!�, ��
�	�� �� ��
�, �. �. 
k ld l k≠ 0, < −1 , �� � ������� D  ��'�� ���������� 
k( −1) -� � l -� ��
��� � ����� k( −1) -/ � l -/ �����. 

C�� ������
��� ����'���/ ������� D  ��	�
� ����� 
�� ������� P  ����������� k( −1) -!� � l -!� ��
����, 
������� ��
�	���� ����� '� ������������ ��
���� 
�����	��� ������� n -!� �������, � ����� ����'���/ 
������� D P  
��� �� ������� P −1  ����������� ����  
������ '� ��������. ��;���� ������� D P D P−1

1 =  ��-

��� ������� ������� D , � ����� L. ,. ����
����!� 
��'�� ���� �����
'��. ��� ��	�
���� ��������� 
�������� ��
����� �������������� ��
'�� ���� �	����: 
� ���
�'�?�� ������ ���� ����� ���������� k( −1) -/ � 
l -/ ���������� ���������/?�� ��������.  

2. %
� '� �� ;
������ k ld l k= 0, = 1, 2,…, −1 , �� ���-
���� D  ����� ��� 

1

20
D C

D
D

= =
� �
� �
� �

 

.

k k n n

k k k k k k k n k n

k k k n k n

d d d d d d

d d d d d d

d d d

11 1 2 1, −1 1 1, −1 1

−1, 1 −1, 2 −1, −1 −1, −1, −1 −1,

, −1 , −1

… …

… …

0 0 … 0 …

0 0 … 0 1 … 0 0

0 0 … 0 0 … 1 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

=
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#
�������
���, �����������	���� ���!�	
�� ������� D ��-
��� �����������/ �����������	���� ��
������ ������ D1 
� D2, �. �.  

D E D E D Eλ λ λ1 2− − −⋅= .  

,������ D2 �'� ����� �����
���/ D���� @��������, �� ��-
���������	���� ���!�	
�� ��'�� ���� ������ ����. � ���-
���� D1 ��'�� ���� ��������� ����� L. ,. ����
����!�.  


����� 2. ,������ L. ,. ����
����!� ������� �������-
����	���� ���!�	
�� �������:  

A
� �
� �
� �
� �
� �

6 − 2 2
= − 2 5 0

2 0 7
.  

&�'����. B ������� ����� ������� A  ;
����� a 3, 2 = 0 , � 

���?�� ����� ��� ;
����� a 3,1 = 2 ≠ 0 . #
�������
���, �� 
����� ������ 
�	�� ����'����� ������� �
� ������ 
L. ,. ����
����!�. F���� �������� ��
�'����, � ������� A  
�������� ������ ������ ��
��� � ������, � ����� � ��
�-
	����� ������� ��������� �����/ � �����/ �����:  

.A �1

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

6 −2 2 − 2 6 2 5 − 2 0
= −2 5 0 → 5 − 2 0 → − 2 6 2 =

2 0 7 0 2 7 0 2 7
↔



 

C�� ������
��� ����'���/ ������� A ��	�
� ����� �� ���-
���� �����������, ������� ��
�	���� �� �����	��� ������� 
������!� ������� ���'� ������������ �����!� � �����!� ��
�-
���:  

P
� �
� �

1 0� �
� �0 1� �

0 1 0
= 0

0
,  
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����� ����'���/ 
��� ��
�	����� ������� AP  �� ������� 
Q  ����������� ������ � ������ ���� ������� AP , ������� 
��!�� ���������� ������ ������� P −1 . ��;���� ������� 
A Q AP P AP−1

1 = =  ������� ������� A  � � ��� �'� ��'�� 
��������� ����� L. ,. ����
����!�.  

F���� ��
���// ����� ������� A1  ������� � ���� 

( 0 1 0 ), ��	�
� �����
�� �� ;
������ �� �����!� ��
��� �� 
2 . >���� ��
�	����� ������ ��
��� ����'�� �� −7  � �����-
��� � �������� ��
���. C�� �������������� ������
��� ��-
��'���/ ������� A1  ����� �� �������  

M
2

� �
� �
� �2 2� �� �
� �

1 0 0
−71= 0

0 0 1

,  

������� ��
�	���� ������ '� ���������������� ��� ��
����� 
�����	��� ������� ������!� �������. B ����
����� ��
�	�� 
�������  

A M
1 2

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �� �� � � �� �

1 0 05 − 2 0 5 −1 7
−71= − 2 6 2 0 = − 2 3 −192 2

0 2 7 0 1 00 0 1

. 

F���� ;�� ������� ������������� � �������, �������/ ������� 
A , ��'�� ����'��� �� 
��� �� �������  

M −1
2

� �
� �
� �
� �
� �

1 0 0
= 0 2 7

0 0 1
,  

������� ��
�	���� �� �����	��� ������� ������!� ������� 
������� � ��� ������ ����� �� �����/ ����� ������� A1 . 

�����
�� ;��, ��
�	�� �������  
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C M A M−1
2 1 2

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

1 0 0 5 −1 7 5 −1 7
= = 0 2 7 − 2 3 −19 = − 4 13 −38

0 0 1 0 1 0 0 1 0
,  

�������/ ������� A  � ���/?�/ �����/ ����� ��'��!� ����.  
F���� ������������� �����/ ����� ������� C  � ���� 

(1 0 0 ), ������� ���
�!�	��, � ������, ������ ��
��� 
������� C  �����
�� �� − 4 . >���� ��
�	����� ��
��� ����-
'�� �� −13  � �������� �� ������� ��
���, ����'�� �� 38  � 
�������� � �������� ��
���. C�� ������
��� ����'���/ 
������� C  ����� �� �������  

M
1

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

13 381
− 4 4 −4

= 0 1 0
0 0 1

, 

������� ��
�	���� �� �����	��� ������� ������!� ������� 
������ '� ���������������� ��� �� ��
�����. B ����
����� 
��
�	�� �������  

C M
1

� � 162� �− −� � � � 4 4 4� �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� �� � � �� �

13 381 5 615 −1 7 − 4 4 −4
= − 4 13 −38 0 1 0 = 1 0 0

0 1 0 0 0 1 0 1 0
.  

��
�� ����+�� �������  

M −1
1

� �
� �
� �
� �
� �

− 4 13 −38
= 0 1 0

0 0 1
,  

������� ��
�	���� �� �����	��� ������� ������!� ������� 
������� � ��� ������ ����� �� �����/ ����� ������� C , � 
��	�
�� �������  
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1
1 1

162
4 4 4

.

5 614 13 38 18 99 162
0 1 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0 0 1 0

D M CM−

� �− −� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �

− − −
= = =  

C�� ������� �'� ��'��!� ���� � �������� ������� A.  
 E����� �� D����
� (1) ����+�� �����������	���� ���!�-
	
�� ������� A: 

φ λ λ λ λ3 3 2( ) = ( 1) ( − 18 + 99 −162 )− .  


����� 3. ,������ L. ,. ����
����!� ������� �������-
����	���� ���!�	
�� �������  

2
1 1 1

A
� �4 −1 − 2
� �

2 1 −� �
� �−� �

= . 

 &�'����. F���� ��
���// ����� (1 −1 1) ������� A  

������� � ���� ( 0 1 0 ), ��	�
� �����
�� �� ( −1 ) �� ;
�-
����� �����!� ��
��� �������. E�!�� ������ ����� ������� 
A  ������ ���  (1 1 1). E����� ���������� ������ ��
��� 
��	��� �� �����!� ��
���, � ����� �� ������!� ��
���. B ��-
��
����� ������ ����� ������� ������ ��'��� ��� ( 0 1 0 ). 
C�� �������������� ������
��� ����'���/ ������� A  
����� �� �������  

,M
2

� �1 0 0
� �1 −1 1� �
� �0 0 1� �

=  

������� ��
�	���� ���� '� ���������������� ��� ��
����� 
�����	��� ������� ������!� �������. B ����
����� ��
�	�� 
�������  

2 1
1 1 1 0 1 0

B A M
2

� � � � � �4 −1 − 2 1 0 0 3 1 −3
� � � � � �

2 1 − 1 −1 1 3 −1 −� � � � � �
� � � � � �− 0 0 1� � � � � �

= = ⋅ = . 
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F���� ;�� ������� ������������� � �������/ ������� A , ��'-
�� ����'��� ������� B  
��� �� �������  

M −1
2

� �1 0 0
� �
1 −1 1� �

� �0 0 0� �

= ,  

������� ��
�	���� �� �����	��� ������� ������!� ������� 
������� � ��� ������ ����� �� �����/ ����� ������� A . 
�����
�� ;�� �������/, ��
�	�� ������� C , �������/ �����-
�� A :  

1 2 .
0 1 0 0 1 0

C M A M−1

2 2

� � � � � �1 0 0 3 1 −3 3 1 −3
� � � � � �
1 −1 1 3 −1 − 0 3 −� � � � � �

� � � � � �0 0 0� � � � � �

= = ⋅ =  

>��� ����� ����'������ 
�	��, ��!�� ������� C  ����
�� 
�� ��� �
���, ���	�� ��'��� �� ��� �'� �������� � ��'���� 
����. ��;���� �� D����
� (1) �
� �����!� �
��� �����  

φ λ λ1 ( ) = ( 1)( − 3)− , 
� �
� �����!� �
���:  

φ λ λ λ2
2

2( ) = ( 1) ( − 3 + 2 )− . 
B ���!� �
� ������� A  ��
�	��  

φ λ φ λ φ λ λ λ λ3
1 2

2( ) = ( ) ( ) = ( 1) ( − 3)( − 3 + 2 )⋅ − .  
 

5.3.3. !��� 
�������  
 

��� ��+���� ��
��� ����
��� ��������� ���	����, ��� 
�����
�, ������ +�! ����� � �������������� ������� ���-
���� � ��������� ���� S A S−1 , ����'�?��� ��� ��'�� 
��
�+�� ��
�	���� ��
���� ;
������� �� �������/  A .  

����'��, 
���� [32, 34], 	�� 
/��/ �������	��/ ������� 
A  ��'�� ������� � �������!���
����� ���� ��������� ��-
��	�� ���?����, �. �. ����	�� �������������� �������  ���-
������ ����  
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,

c s i

s c j

i j

1 ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

1 ⋅ ⋅
… … … … … … − … … …

⋅ 1 ⋅
⋅ ⋅ ⋅
⋅ 1 ⋅

… … … … … … … … …
⋅ ⋅ 1
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �� �

 

��� c s2 2+ = 1 .  
��
�������
����� ������ ������ �� �����
�  

k k
i j i jA T A T A A kΤ( + 1) ( ) (0 ), = , = 0,1, 2,…= .   (1) 

����� ���������� �������	��� ������� � �������!�-
��
����� ���� ��
/	��� 
���/?�� ;����:  

• �� 	�� �������������� ���?���� ����
���/�� �� �	���-
�� ;
������ ������ �����, ��	����  ������!�;  

• ����
���/�� ;
������ ������ �����, ��	����  	�����-
��!�. ��� ;��� ;
������ ������ ����� ��
�+� ������� �� 
�����;  

• � ��� ��
��; ��'��� ��
���/?�� �������������� �� ����� 
�������� ����� ����
��������� ;
�������.  
E���� �������, ���� ��
�+�� 	���� n n( − 1)( − 2 ) / 2  ���-

����������� ����� ��?���
�� ������� �� ������ �������	-
��� ������� A  � �������!���
���� ������� S .  

�������� ���� +�! ������. ,������ kA ( +1 )  ��
�	���� 
�� �������� �� ������� kA ( )  ��
��� 	������� ;
�������� 

k
i ia ( +1 ) , k

i ja ( +1 ) , k
j ia ( +1 ) , k

j ja ( +1 ) . =� ��	�
���� ��������� � 
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���/?�� �������. #��	�
� �������� ������� k
i jB A T( )= . 

B� �� ��
��� ������/� � ��
����� ������� A , �� ��
/-
	����� i -!� � j -!�, ������� ��
�	�/�� �� ���������/?�� 
��
���� ������� kA ( )  �� D����
��  

k k
i i jB c A s A( ) ( )= + ,  

k k
j i jB s A c A( ) ( )= − + .             (2) 

>���� ������ ������� kA ( + 1 ) , ����� ������� ������/� � 
������� ������� B , �� ��
/	����� i -� � j -�, ������� ��-

�	�/�� �� ���������/?�� ���� ������� B  �� ���
�!�	-
��� D����
��  

k
i i jA c B s B( + 1) = + , 

k
j i jA s B c B( + 1) = − + .      (3) 

���� i j1 < < . ����'��, 	�� c  � s  ��'�� ������� ���, 	���� 
k

i ja ( +1)
−1, = 0 . ��������
���, k k k

i j i j i i i ja b s a c a( +1) ( ) ( )
−1, −1, −1, −1,= = − + , 

�. �. ������	�� �����  
k

i j
k

i i

a

c a
s ( )

−1,
( )
−1,

= ,  

	���� ��
�	��� k
i ja ( +1)

−1, = 0 . *	������ �
���� c s2 2+ = 1 , ��-

�	��  

k k
i j i i

k k k k
i i i j i i i j

a a

a a a a
s c

2 2 2 2

( ) ( )
−1, −1,

( ) ( ) ( ) ( )
−1, −1, −1, −1,

= , =
+ +� � � � � � � �� � � � � � � �

.  

#
�������
���, ;
������ ������ �����, ��	����  ������!�, 
����
���/�� �� �	����� ��������� T2 3 , T2 4 , …, nT2 ; ;
�-
����� ������ �����, ��	����  	�������!�, ����
���/�� �� 
	�� ��������������  ��������� T3 4 , …, nT 3  � �. �.  

�������� ��������� ������!���� 
�+� ��
����� ��� ��-
���!���
���� ;
������� ������ kA ( ) ; ���
���� ;
������� 
��������/�� ���������
���� ���	���� �� �����'���� 
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��������. B ����
����� ��
�	�� �������	��/ �������!�-
��
���/ �������  

n n n n

s s

s s s
S

s s

11 1 2

21 22 2 3

− 1,

0 … 0 0

… 0 0

… … … … … …
0 0 0 …

=

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

, 

���	�� i i i is s+1 +1, ,= . ��
� ��!� ��� �������� �������!���
�-
��� ������� S , �������� ������� ������� A , ��������� 
���	���� ��!�� ���� ������� 
���/?�� ������. ������	�� 
!
����� ����� ������� r  ������� S Eλ−  	���� rφ λ( )  � ��-

����
�� φ λ0 ( )  ������ �������. E�!��, ���
�!�� rS Eλ−  �� 
;
������� ��
����!� r -!� ��
���, ��
�	�� ������������ 
D����
�, ������� �����
�� ������
���  ��	����/ �� ����� 
�����������	���� ���!�	
�� ������� S :  

φ λ0 ( ) = 1,    sφ λ λ1 11( ) = − ,  

i i i i ii is sφ λ λ φ λ φ λ2
−1 −2−1,( ) = ( − ) ( ) − ( ),  i n( = 2,…, −1) ,  

n
nφ λ φ λ( ) = ( −1) ( ) .            (4) 

��;DD������� i
jp ( )  ��
������ iφ λ( )  ������ ��	�
��� 

�!
��� ����  
 

φ 0  φ 1  …  
nφ −1  nφ   

    1  nλ  
   1  n

np ( )
− 1

nλ −1  
   �  �  �  
 1  …  np 1

( − 1)  np1
( )  λ  

1  p 0
(1)  …  np 0

( − 1)  np 0
( )  λ 0  

 

C�� ���� ����
����� 
��� ������� �� ������������ D��-
��
��  
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 p s11
(1)
0 = − ,  
i i i

i i i ip s p s p( ) 2 ( − 2) ( −1)
0 −1, 0 0= − − ,              (5) 

 i i i i
j i i j i i j jp s p s p p j i( ) 2 ( − 2) ( −1) ( −1)

−1, −1= − − + , ( ≥ 1, ≥ 2) .  
&���'����� ������ �����������	���!� ��������� 

φ λ( ) = 0  ��?���
���� ����� �� �������� ������������ 
������� ��+���� ��
������� �
!�����	���� ��������� (����-
�����, �����
����, ���?��, ��������������� � �. �.).  

��
� ������
���� ������ �����������	���!� ��������� 
���������� ��������� �������� iy ( )  ������� S  ��	�
�-
/�� ��������� ��+���� ����� 
������� �
!�����	���� 
���������  �������!���
���� ��������  

i

i

n n n n n i n

s y s y

s y s y s y

s y s y

λ

λ

λ

11 1 1 2 2

1 2 1 2 2 2 2 3 3

−1, −1

( − ) + = 0 ,

+ ( ) + = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . .

+ ( ) = 0.

−

−

  (6) 

>���� �������
��� �����/ ���������� ��������!� �������, 
�������� y1 = 1, ��
�������
��� �� ������ n − 1 ��������� 

������ y 2 , …, ny . ��
����� ��������� ��'�� ���
������� 
�
� ������
�.  

�
� �������� �� ��������� �������� ������� S  � ���-
������ �������� ������� A  ��'�� ���
������� �����+����  

n n n nS T T A T TΤ
1 3 − 2, 1 3 − 2,= ( … ) ( … ) .  

���� iy ( )  — ��������� ������ ������� P  �� iλ , �. �. 

���� i i
iP y yλ( ) ( )= . E�!��  

i i
n n n n iT T A T T y yλΤ ( ) ( )

1 3 − 2, 1 3 − 2,( … ) ( … ) = .  
��/�� 
����� ��������  

i i
n n i n nA T T y T T yλ( ) ( )

1 3 − 2, 1 3 − 2,( … ) = ( … ) ,  

������� ����	���, 	�� i i
n nx T T y( ) ( )

1 3 − 2,= …  ��
���� ������-
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��� �������� ������� A  �� iλ , �. �. ������ ix ( )  ��
�	���� �� 

������� iy ( )  ��������� ����	�� ����'���� �� ������� 
���?���� k lT . ��� ��'��� ����
���� ����'���� ����� ��-
����� ��
��� ��� ���������� �������?�!� �������, k -� � l -�, 
�� D����
��  

m m m
k k ly c y s y( + 1) ( ) ( )= −− , 

m m m
l k ly s y c y( + 1) ( ) ( )= ++ .   


������	������� ����������	� ����	� ���%��	� �����-
������ �� ����3��� �	�� �����	�.  

&� ���������� ������� � �������!���
���� D���� � ����'-
����� ��� �� ��������� ���	���� � ������ ������ ���?���� 
�������� n n3 22 + 50 . �
� ����'����� ��'��!� ��������!� 
������� ���� ��������� �?� n 23  �������.  

������ ����� ���?���� ����	��, �
� �+���� ����!
���� 
�� ����+�/� ����!���
����� ������ ���?����, 	�� ��'�� 
����� ����, ��������, �
� ��-�� ��!��+����� 	��� ���'��-
�, 	�� c s2 2+ ≠ 1 .  


�����. �������� �����������	���� ���!�	
�� �
� 
�������	��� ������� A , ������������ �� ��������� ���-
?���� � �������!���
����� ����. ������
��� �� ��������� 
���	���� � ������
�'�?�� �� ��������� �������.  

A

1, 00 0, 42 0,54 0, 66
0, 42 1, 00 0, 32 0, 44

=
0,54 0, 32 1, 00 0, 22
0, 66 0, 44 0, 22 1, 00

� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

&�'����. ����� ��
�������
���!� ���������� ������� 
�������	��� ������� � �������!���
����� ���� �������
�� 
� ���
. 1.  

B ������ 	��� ���
. 1 ����
�'��� ;
������ ������ ���-
���� A . 
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F���� ����
������� ;
����� a13, ����
��� ���?����  ��-
��?�/ ������� T23. ��������������� ;
������  �������� 
22, 23, 32, 33 ������� � ���
�'�?�� ����� II 	��� ���
. 1.  

E��
��� 1 

1.00 0.42 0.54 0.66
0.42 1.00 0.32 0.44 
0.54 0.32 1.00 0.22 Ι 

0.66 0.44 0.22 1.00 
0.8665 − 0.5929ΙΙ  0.9858 0.3613  

1.00 0.6841 0 0.66
0.6841 1.3102 − 0.0788 0.4438 

0 − 0.0788 0.6898 − 0.2122 ΙΙΙ 

0.66 0.4438 − 0.2122 1 00 
1.2510 − 0.5903ΙV  1.0137  0.4115 

1.00 0.9506 0.00 0.00
0.9506 1.6041 − 0.2041 − 0.1391 

0.00 − 0.2041 0.6898 − 0.0981 
V 

0.00 − 0.1391 − 0.0981 0.7060 
0.5148 − 0.4695VΙ   0.3166 0.6386 

1.00 0.9506 0.00 0.00
0.9506 1.6041 − 0.2469 0.00 

0.00 − 0.2469 0.6037 − 0.0283 VΙΙ 

0.00 0.00 − 0.0283 0.7922 
 

B ������� 	��� ���
��� ����
�'��� ;
������ �������, 
�������� ������,  a13 = 0. �������
����� ������� ����
����  
�	���� ��������.  

B� ������ � 	�������� ��
���� IV 	��� ����?��� ;
����-
��  �������� 22, 24, 42, 44, ��
�	����� � ����
����� ���?�-
���  ����?�/ ������� T 2 4 .  

F��� V ����'�� ;
������ �������� �������  	������� 
������� ��
/ ;
��������.  
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��������� ������� T 3 4  ����������� ;
������ ���� ���� 
� ���� ��
����  �������� 3 � 4 � �������� �� �� �������-
��/?�� ����� � 	��� VI. 

F��� VII ����'�� ����
�����/?�/ �������!���
���/ 
�������, �������/ �������.  

&� 
���/?�� ;���� �
� ����������� ������� � �������-
���  D����
��� (4), (5) ��	�
�� ��;DD������� ���������-
��	���!� ���!�	
��� � �������� ����
����� � ���
. 2.  

E��
��� 2 

λφ 0 ( )  λφ 1 ( )  λφ 2 ( )  λφ 3 ( )  λφ 4 ( )   

    1  λ4  
   1 − 4,0000 λ 3  
  1 − 3,2078 4,7520 λ 2  
 1 − 2,6041 2,2117 − 2,1119 λ  

1 − 1 0,7005 − 0,3619 0,2862 λ0  
 
=����� �����������	���� ���!�	
�� ����� ���  

φ λ λ λ λ λ4 3 2( ) = − 4, 0000 + 4, 7520 − 2,1119 + 0, 2862 . 
����� �����������	���!� ��������� φ λ( ) = 0  ����� 

λ1 = 2, 3227 , λ 2 = 0, 7968 , λ 3 = 0, 6381 , λ 4 = 0, 2423 . ������-

�� ��������� ������, ������
�'�?�� ���������� ���	�-
��/ λ1 = 2.3227 . �
� ;��!� ������ ��	�
� ���������/?�� 
��������� ������ ������� S  ��� ��+���� �����  

y y

y y y

y y y

y y

λ

λ

λ

λ

1 1 2

1 1 2 3

2 1 3 4

3 1 4

(1− ) + 0, 9506 = 0 ,

0, 9506 + (1, 6041− ) − 0, 2469 = 0 ,

− 0, 2469 + ( 0, 6037 − ) − 0, 0283 = 0 ,

− 0, 0283 + ( 0, 7922 − ) = 0 .

�
	
	


	
	
�

 

B ����
����� ��
�	��  

y Τ= ( 1 1, 3915 − 0,1999 0, 0037 ) .  
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��
�� ��	�
��� ��
�������
���  

T y Τ
34 = (1 1, 3915 − 0,1673 − 0,1095 ) ,  

T T y Τ
24 34 = (1 1, 0775 − 0,1673 0,8873) ,  

T T T y Τ
2 3 2 4 3 4 = (1 0, 7936 0, 7478 0,8873) .  

E���� �������, ��������� ������ x ������� A, �������-
��/?�� λ1, �����  

x Τ= ( 1 0, 7936 0, 7478 0,8873 ) .  
 

5.3.4. !��� 5�
�����–6�����
� 
 

C��� ����� �������� �����������	���!� ������
���
� 
������ �� ���������� D����
 �
� ��� ������� ������ ���-
!�	
���, �������� ��� ��������� D����
 &�/����. %
� ��-
���������	���� ��
���� ������� A  ������� n   

n n n n
np p pφ λ λ λ λ1 2

1 2
− −( ) = (− 1) ( − − −…− )    (1) 

����� ����� nλ λ λ1 2, ,…, , ���� ������� ��!�� ���� �������, 

�� ��������� ���	���� ������� kA  ����� kk k
nλ λ λ1 2, ,…, . 

#
�������
���, 
�� ������� kA  �����  
k

n
k

k i
i

s S p A λ
=1

= = � .      (2) 

 %
� ��	�
��� ks  ��� k n= 1, 2,…, , �� ��;DD������� kp  
�����������	���!� ���!�	
��� (1) ��!�� ���� ��
�	��� �� 
��+���� ������������ �����  

k k k k kk p s p s p s p s k n1 1 2 2 1 1− − −= − − −…− = 1, 2,…, ), ( .   (3) 

#�����+���� (3) ������/� #���"���	 0�$����. ��/��  

p s1 1= , p s p s2 2 1 1
1

= ( − )
2

, 

. . . . . . . . . . .         (4) 

n n n n np s p s p s p s
n 1 1 2 2 1 1− − −
1

= ( − − − … − ) . 
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 E���� �������, ��	�
���
���� ��������� ������ �������� 
����� � ��
�������
���� ��	�
���� ������� ������ ���-
���� kA  ��� k n= 1, 2,…, , ����� � ��	�
���� �� 
���� ks  — 

��� ;
������� !
����� ���!���
�� ������ kA , � � ������
�-
��� ������ ��;DD�������� ip i n( = 1, 2,…, )  �� D����
�� (4).  
 ��������� ������ �������� — � �!� �������
�����, ��-
������ ��
/	���
���� 
�	���. ������ ����� �������� !�-
����� ��
�� ����������, 	�� ����� ��
�'����� ������, ��-
��
��� ��������� ���	������� n  ������� ������� A . F�-

� ��������� �������� ����'���� �����  

C n n n n n3 21
( ) = ( −1)( 2 − 2 + + 2 )

2
.  

 �. �. @������ ����
�'�
 �����+���������� ������ ��-
������, ������� ����?��� ��	�
���� ��;DD�������� �������-
����	���!� ���!�	
��� ������ ������� � �����
��� ����� �� 
��������� �������. #��� ������������� ����� � 
���/-
?��. B���� ��
�������
���!� ��	�
���� A , A 2 , …, nA  ��-
��� ������ ������� A1 , A 2 , …, nA  �� 
���/?�� D����
��:  

A A1 = , S p A q1 1= , B A q E1 1 1= − , 

A A B2 1= , S p A
q2

2=
2

, B A q E2 2 2= − , 

. . . . . .  . . . . . .  . . . . . . . .       (5) 

n nA A B−1 − 2= , n
n

S p A
q

n
−1

−1−1
= , n n nB A q E−1 −1 −1= −− , 

n nA A B −1= , n
n

S p A
q

n
= , n n nB A q E= − .  

����'��, 	��  
q p1 1= , q p2 2= , …, n nq p= .     (6) 

B���
������ ������� ��������	���� ��������. # ��-
��?�/ ������ �� D����
 (4) 
�!�� ��������, 	��  

q S p A p1 1= = .  
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������
�'��, 	�� q p2 2= , …, k kq p−1 −1= .  

����'��, 	�� k kq p= . # �	���� D����
 (5) ����+�� ����	-
�� �������  

k k k k
k k kA A q A q A A p A p A1 1

−1 −1
−1 −1= − − − = − − −… … . 

&����� 
�� ������ � ����� 	���� ��
����!� ��������  
k k

k kS p A S p A p S p A p S p A1
−1

−1= − −… − =  

k k ks p s p s1 −1 −1 1= − −… − .  

E�� ��� �� (5) 
����� k kS p A k q= , � � �
� D����
 &�/��-

�� (4) k k k k ks p s p s p s k p1 2−1 − 2 −1 1− − −… − = , �� k kk q k p=  

�, 
�������
���, k kq p= .  
 F�
� �������� ����'����, ����������� �
� ��
�	���� 
��;DD�������� �����������	���!� ���!�	
��� ������� �� 
D����
�� (6), �����  

C n n n 3( ) = ( −1) .  
 ���� ��������� ���	���� nλ λ λ1 2, ,…,  ������� A  �'� 
�������, ���	�� ��� ��
�/�� ���
�	����. �������� ���� 
������
���� ��������� �������� ;��� �������. ������� 
�������  

n n
k k k nQ w B Bλ λ1 2

1 1
− −

−= + +…+ ,  

!�� iB i n( = 1, 2,…, −1)  — �������, ��
�	����� � ������ 

��	�
���� ��;DD�������� ip . ����'��, 	�� !����� ��
��� 

������� kQ  �������
��� ���� ��������� ������, ������-


�'�?�� ���������� ���	���/ kλ . ��������
���,  

n n
k k k k k nw A Q w A w B Bλ λ λ λ1 2

1 1
− −

−( − ) = ( − ) ( + +…+ ) =  

n n n
k k k nw B A B A B A Bλ λ λ1 2

1 2 1 1
− −

−= + ( − ) + ( − ) +…− =  

n n n
k k k nw p w p w p wλ λ λ1 2

1 2
− −= − − −…− = 0 . 
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��/�� 
�����, 	�� k w A uλ( − ) = 0 , !�� u  — 
/��� ��
��� 

������� kQ , �. �. k u Auλ = . C�� �������� ����������, 	�� u  
��� ��������� ������ ������� A .  

0���(���� 1. B�	�
�� ��������� ������� �� ������ 
�. �. @�������, 
����� �������� �� �� ��
��� ������� kQ , � 
�!����	���� ��	�
����� ����!� ��
���, ;
������ ������!� 
��
�	�/�� � ���� 
������� ���������� ����������� ��
�-
��� ������ iB .  

0���(���� 2. �
� ��	�
���� ��
��� u  ������� kQ  ����-
�� ��
�������� ������������ D����
��  

u e0 = ; i k i iu u bλ −1= + ,     (7) 

!�� ib  — ��������� ��
��� ������� iB , � e  — ����������� 
��
��� �����	��� �������. E�!��  

nu u −1= .  
 
�����. =��
���� ����� ��������–@�������, ������
��� 
��;DD������� �����������	���!� ���!�	
��� �������  

A

2, 2 2 0,5 2
1 1,3 2 1

=
0,5 2 0,5 1, 6
2 1 1, 6 2

� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

 &�'����. ��;DD������� �����������	���!� ���!�	
��� 
p p p pφ λ λ λ λ λ1 2 3 4

4 3 2( ) = − − − −−  ������� A  ������
�/�� 
��� ����?� ������, ���������� �� D����
�� (5). C�� ��	�-

���� ����
�'��� � ���
. 1.  

�� ��
�	����� ����
������ ����+�� �����������	���� 
���!�	
��  

φ λ λ λ λ λ4 3 2( ) = − 6 − 0, 2 +12, 735 2, 7616− .  

����� �����������	���!� ��������� φ λ( ) = 0  ������/� 
����� ������� A . #���������� ���	������ ��
�/�� 	�
�  

λ 1 = 5,652 ; λ 2 = 1,545 ; λ 3 = − 1, 420 ;  λ 4 = 0, 2226 .  
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E��
��� 1 
 

iA  iB  

2,2 1 0,5 2 − 3,8 1 0,5 2 
1 1,3 2 2 1 − 4,7 2 1 

0,5 2 0,5 1,6 0,5 2 − 5,5 1,6 
2 1 1,6 2 2 1 1,6 − 4 

p1 = 6   

− 3,11    − 3,31 0,5 3,55 − 1,8 
 − 0,11   0,5 − 0,31 − 6,3 2,5 
  4,06  3,55 − 6,3 3,86 − 2,6 
   − 0,44 − 1,8 2,5 − 2,6 − 0,64 

p 2 = 0, 4:2 = 0, 2   

− 8,61    4,128 2,64 −1,76 − 4,04 
 − 10,0   2,64 2,73 0,48 − 4,39 
  − 13,1  − 1,76 0,48 − 0,32 1,776 
   − 6,54 − 4,04 − 4,39 1,776 6,195 

p 3 = − 38, 205:3 = − 12, 735   

2,762        
 2,762       
  2,762      
   2,762     

p 4 = 2,7616      
 

#��������� ������ ix , ���������/?�� ���������� 

���	���/ iλ , ������
���� �� D����
�  

i i i ix e b b bλ λ λ3
3

2
1 2= + + + .  

 B ����������  D����
��� (7) ��
�������
��� ��	�
��� 
�������  

iu e0 = ; i i iu u bλ 0 11 = + ; i i iu u bλ2 21= + ; 

i i iu u bλ3 2 3= + ; i ix u 3= .  
 ����
����� ;��� ��	���� ��������� � ���
. 2.  
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E��
��� 2 

iλ  iu 0  iu 1  iu 2  i ix u 3=  ix�  

1 1,852 7,1575 45,5892 0,897 
0 1 6,152 37,4111 0,763 
0 0,5 6,3760 34,2772 0,690 

5,652 

0 2 9,504 49,6766 1 
1 −2,255 − 6,7940 − 6,3687 1 
0 1 2,045 5,7995 − 0,911 
0 0,5 4,3225 4,9183 − 0,772 

1,545 

0 2 1,290 − 2,0470 0,321 
0 1 − 0,92 3,9464 0,293 
1 − 6,12 8,3804 − 9,1682 − 0,681 
0 2 − 9,14 13,4588 1 

− 1,420 

0 1 1,08 − 5,9236 − 0,440 
0 1 0,7226 2,8009 − 0,740 
1 − 4,4774 − 1,3067 2,4411 − 0,645 
0 2 − 5,8548 − 0,8233 0,218 

0,2226 

0 1 2,7226 − 3,7839 1 

������
����� ��
��� ���
. 2 ����'�� ���������� ��-
������� �������� xi, � ��
����� ��
��� — ���������� ��-
������� �������� ix�  ��
� ������������.  
 

5.3.5. !��� �������	��� 
 
 # ����?�/ �������, ����������� � �������?�� ����-
!��D��, ��+�/�� ����	� �������
���� �����������	���!� 
������
���
� � D���� ���!�	
���. ,���� �������
���� �����-
��� � ������������/ ������
���
� ��
�� ��?�!� ����  

n

n nn

f f
F

f f

λ λ
λ

λ λ

11 1

1

( ) ( )

( ) =

( ) ( )

…
… … …

…
,     (1) 

!�� i jf λ( )  — �������� ��
�� ��
���� �� λ .  
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 #�?���� ������ ���
/	���� � 
���/?��. ���� �����-
��, 	�� F λ( )  ��� ��
����, ������ ������!� �� ���������� 
	�
� k . E���� ��
���� ���
�� ������
���� ����� ���	�-
����� � k( +1) -� ��	�� kλ λ λ0 1, , …, , ���������� �����-
��
���, � ��'�� ���� �������
�� �� ����� ���	����� ��� ��-
��?� ��� �
� ���� �������
�������� D����
�.  

B���
������ �������
�������� D����
�� L. L. ,������, 
��
�	����� �� ������ �������
�������� D����
� &�/���� 
�
� ����������?�� ��
��. B������ ����������?�� ���	���� 

i i kλ , = 0,1,…, , � ��	�
�� k( +1)  ���	���� ������
���
�  

i n i

i

n i nn i

f f

F i k

f f

λ λ

λ

λ λ

11 1

1

( ) ( )

( ) = , = 0,1,…,

( ) ( )

…
… … …

…
.   (2) 

B�	�
���� ������
���
�� ��'�� ��?������, ��������,  
����?�/ ����!� �� ��
����
��������� ���
�'���� �������-
��/?�� ������.  
 �
� ��
�	����� ���	���� ������
���
� ������ ���
��� 
�������� j

i F λΔ ( ) , ��	��������� �� ������������ D����
�  

j j j
i i iF F Fλ λ λ−1 −1

+ 1Δ ( ) = Δ ( ) − Δ ( ) .  

 ���� i i i kλ = , = 0,1,…, . ������ �������
�������� D��-
��
� &�/���� � ;��� 
�	�� ���� ����'����  

ik

k
i

F
F i R

i
λ λ λ λ λ

= 0

Δ ( 0 )
( ) = ( −1) … ( − +1) + ( )

!� .  (3) 

��
�'��  
i

m
mi

m

i
c i

i
λ λ λ λ

=1

( −1) … ( − +1)
= , = 1, 2,…

! �    (4) 

E�!�� D����
� (3) ��'�� ���� ������������� � ����  
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k i
i m

mi
i m

F F cλ λ
= 0 =1

( ) = Δ ( 0 ) =
� �
� �
� �

� �  

k k
i m

mi
m i m

F c F λ
=1 =

= ( 0 ) + Δ ( 0 )
� �
� �
� �

� � .   (5) 

@����
� (5) ��������� ���������#������ *������� 
�. �. J��!���.  
 ,���� �������
���� ����� ���������. ��?�� 	�
� ���D-
����	���� ��������, ��������� �
� ��
�	���� ��;DD�������� 
�����������	���!� ���!�	
���, ������  

n n n
C n n n n2+1 ( +1)

( ) = ( −1)( + + 3) +
3 2

,  

���	���
��� �����+��� 	�
� ��������, ��'��� �
� ��
�	���� 
��� '� ��;DD�������� �� ������ L. ,. ����
����!� �
� �� 
������ L. &. ���
���. ����� ��!�, ����� �������
���� �� ��-
���
��� �������� ����	� ����'����� ��������� �������� 
������. E�� �� ����� ;��� ����� ������ ���� ������ ��	�-

���
���� ����� � �����������/ � ������������/ ������-

���
�� ��
�� ��?�!� ����, 	�� A Eφ λ λ( ) = − .  
 
�����. ,������ �������
���� ������� �����������	�-
��� ������
���
�  

λ
λ

φ λ
λ

λ

1− 2 3 4
2 1− 2 3

( ) =
3 2 1− 2
4 3 2 1−

.  

&�'����. E�� ��� φ λ( )  ��� ��
���� 	�������� ������, 
������� i i iλ = , = 0,1, 2, 3, 4  � ��
�������
��� ��	�
�� 

iφ λ( ) :  

φ ( 0 ) = − 20 , φ (1) = − 119 , φ ( 2 ) = − 308 ,  

φ ( 3) = − 575 , φ ( 4 ) = − 884 .  
����	��� ������� iφ λΔ ( )  ��������� � ���
. 1.  
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E��
��� 1 

λ  φ λ( )  φ λΔ ( )  φ λ2Δ ( ) φ λ3Δ ( ) φ λ4Δ ( )  

0 − 20 − 99 − 90 12 24 
1 − 119 − 189 − 78 36  
2 − 308 − 267 − 42   
3 − 575 − 309    
4 − 884     

 
E�� ���  

λ
λ=

1!
; 

λ λ λ λ2( −1)
= −

2! 2 2
; 

λ λ λ λ λ λ3 2( −1) ( − 2)
= − +

3! 6 2 3
;  

λ λ λ λ λ λ λ λ4 3 2( −1) ( − 2) ( − 3) 11
= − + −

4! 24 4 24 4
,  

�� �� D����
� (4) ��
�	���  
c11 = 1 ; 

c 22
1

=
2

; c12
1

= −
2

; 

c33
1

=
6

; c 23
1

= −
2

; c13
1

=
3

;  

c 44
1

=
24

; c3 4
1

= −
4

; c 2 4
11

=
24

; c1 4
1

= −
4

.  

�������� D����
� L. L. ,������ (5) � ����+�� ���������-
��	���� ���!�	
��  

c c cφ λ φ φ φ φ2 3
11 12 1 3( ) = ( 0 ) + [ Δ ( 0 ) + Δ ( 0 ) + Δ ( 0 ) +  

c c c cφ λ φ φ φ λ4 2 3 4 2
1 4 22 23 24+ Δ ( 0 ) ] + [ Δ ( 0 ) + Δ ( 0 ) + Δ ( 0 ) ] +  

c c cφ φ λ φ λ3 4 3 4 4
33 34 4 4+ [ Δ ( 0 ) + Δ ( 0 ) ] + Δ ( 0 ) ==  
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λ
1 1 1

= − 20 + − 99 ⋅1+ 90 ⋅ +12 ⋅ − 24 ⋅ +
2 3 4

� �
� �
� �

 

λ λ λ2 3 41 1 11 1 1 1
+ − 90 ⋅ −12 ⋅ + 24 ⋅ + 12 ⋅ − 24 ⋅ + 24 ⋅ =

2 2 24 6 4 24
� � � �
� � � �
� � � �

 

λ λ λ λ2 3 4= − 20 − 56 − 40 − 4 + . 
 
 

5.4. 	����#������ ����� ��'����  
�������� ����������% ���(����  

 
5.4.1. !��� ������� 

 
 �
� ������������!� �������� ��������� ���	���� � 
��������� �������� �������	��� ������� A  �����
�� ���-
��� ��
���� ���� �����#��. =������, 	�� ��������� ���-
	���� �������	��� ������� A  ��
�/�� ��������
����� 
	�
���, � ��������� �������, ������
�'�?�� ��������� 
���	����� iλ  � jλ  ��� i j≠ , ��'�� �������� ����!���
����� 

���! ���!�. B �
� ������
���� ��������!� ������� 

nX x x x Τ
11 21 11 = ( , ,… , ) , ������
�'�?�!� ���������� ���	�-

��/ λ 1 , �!� ���������� �������� �� ����� A X Xλ1 1 1= , 
�. �. �� �����  

n n

n n

n n n n n n

a x a x a x x

a x a x a x x

a x a x a x x

λ

λ

λ

11 11 1 2 21 1 1 1 11

2 1 11 22 21 2 1 1 21

1 11 2 21 1 1 1

+ + …+ = ,

+ + …+ = ,

+ + …+ = .

………………………………………

�
	
	


	
	
�

    (1) 

E�� ��� ���������� ��������!� ������� X 1  ��'�� ����-
����  ��	����/ �� ��������!� ���'���
�, �� ���� �� ���, 
�������� nx 1 , ������ ������ ������� � ����� (1) ������+�� 

� ����  
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11 11 11 12 21 1, ,1 1
1

,1 ,1 11 , 2 21 , ,1 ,
1

1 1 11 2 21 , ,1
1

1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1

1
( ),

1
( )

1
( ).

n n n

n n n n n n n n

n n n n n nn
n

x a x a x a x a

x a x a x a x a

a x a x a x a
x

λ

λ

λ

− −

− − − − − − −

− −

= + +…+ +

= + +…+ +

= + +…+ +

�
	
	
…………………………………………………………	

	


	
	
	
	
�

        (2) 

 C�� ����� ��������� ��+��� ������� �������� �
� ��-
����� >����
�, ������ �������?�� ������� ��
���� ����
�-
'���� nx x x(0) (0) (0)

11 21 1, ,… , , λ (0)
1 . &� �������� ���	�� �� ����� 

����
�'���� �������/� ���������/?�� �������� 	
��� 
��������� ����� (2). F���� ��������� 	�
� k  +�!�� �����-
������!� ������ ����� ������� ��������� ���	���� 

kλ λ ( )
1 1≈  � ���������� ���������/?�!� ��� ������� 

n
k k kX x x x( ) ( ) ( ) Τ

1 11 2 1 1≈ ( , ,… , ) .  

B����� ��������� ���	���� λ 2  � ���������� �������-

��/?�!� ��� ��������!� ������� X x x12 222 = ( , , …, nx Τ
2 )  

�?�� �� ����� A X Xλ2 2 2= , �. �. �� �����  

n n

n n

n n n n n n

a x a x a x x

a x a x a x x

a x a x a x x

λ

λ

λ

11 12 1 2 22 1 2 2 12

2 1 12 22 22 2 2 2 22

1 12 2 22 2 2 2

+ + …+ = ,

+ + …+ = ,

+ + …+ = .

………………………………………

�
	
	


	
	
�

    (3) 

��� �
���� ����!���
����� �������� X 1  � X 2 , �. �. ��� �-

����  

n nX X x x x x x x1 2 11 12 21 22 1 2( ) = + + …+ = 0, .    (4) 
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B������ nx 2  �� �
���� (4) 	���� ���
���� ���������� �����-

�� X 2  � �������� ;�� ����'���� � ����� (3), ������ � �-
����, ������/ ��'�� ������� � ����  

n n

n n n n n

n n n n
n

x b x b x

x b x b x

b x a x
x

λ

λ

λ

1 2 11 12 1, , 2
2

, 2 , 1 12 , , 2
2

2 , 1 12 , , 2
, 2

−1 −1

− 2 − 2 − 2 −1 −1

−1 −1 −1 −1
−1

1
( + …+ ),

1
( + …+ ),

1
( + …+ ) .

………………………………………………

=

=

=

�
	
	
	
		


	
	
	
	
	�

   (5) 

��� � � �������?�� 
�	��, �������/� nx , 2−1 = 1  � ��
�-
	����/ ����� (5) ��+�/� ������� �������� �
� ������� 
>����
�, � ���	���� ���������� nx 2  ��'��� ��� ������� �� �-

����+���� (4). B ����
����� ��
�	�/� ��������� ���	���� λ 2  

� ���������/?�� ��� ��������� ������ X 2 .  

 #��������� ���	���� λ 3  � ���������� ���������/?�!� 

��� ��������!� ������� X x x13 233 = ( , , …, nx Τ
3 )  ����� '� 

������ ������� �� ����� A X Xλ3 3 3= , �. �. �� �����  

n n

n n

n n n n n n

a x a x a x x

a x a x a x x

a x a x a x x

λ

λ

λ

11 1 3 1 2 2 3 1 3 3 1 3

2 1 1 3 22 2 3 2 3 3 2 3

1 1 3 2 2 3 3 3 3

+ + …+ = ,

+ + …+ = ,

+ + …+ =

………………………………………

�
	
		


	
	
	�

  

��� �
����� X X1 3( ) = 0, , X X2 3( ) = 0, .  
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 L��
�!�	�� ������/� � ��� �������� 
���/?�� ���-
������ ���	���� � ��������� ��������. ���������� ��
��-
��!� ��������!� ������� nX  ������
��� �� �
����  

nX X1( ) = 0, , nX X2( ) = 0, , …  n nX X− 1( , ) = 0 , 

� ������� ��'�� ��
�'��� ���������� n nx = 1.  

 ��
����� ��������� ���	���� nλ  ��'�� �����  ����-
?�/ 
/��!� �� 
���/?�� �����+����:  

n n na a aλ λ λ1 2 11 2 2+ + …+ = + + …+ ,     (6) 

n Aλ λ λ1 2⋅ ⋅…⋅ = ,        (7) 

n n n n n n n n n
n n

a x a x a x
x

λ 1 1 2 2
1

= ( + + …+ ) .    (8) 

 
�����. ,������ �������� ����� ��������� ���	���� � 
��������� ������� �������  

A
6 − 2 2

= − 2 5 0
2 0 7

� �
� �
� �
� �

.  

 &�'����. #��	�
� ������ ��������� ���	���� λ 1  � ��-

������� ������ X x x x Τ
11 2 1 311 = ( , , ) . �
� ;��!� ������ �-

���� A X Xλ1 1 1= , �. �. �����  

x x x x

x x x

x x x

λ

λ

λ

11 2 1 31 1 11

11 2 1 1 2 1

11 31 1 31

6 − 2 + 2 = ,

− 2 + 5 = ,

2 + 7 = ,

�
		


	
	�

 

������ � ��� x 13 = 1 � ������+�� �� � ����  
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11 11 2 1
1

2 1 11 2 1
1

1 11

1
( 6 2 2 ) ,

1
( 2 5 ) ,

2 7.

x x x

x x x

x

λ

λ
λ

= − +

= − +

= +

�
	
		


	
	
	�

 

��
�	����/ ����� ����� ��+��� ������� >����
�. ��� 
;��� ��	����� D����
� ���/� ��� 

( 1) ( ) ( )
11 11 2 1

1

( 1) ( 1) ( )
2 1 11 2 1

1

( 1) ( 1)
1 11

1
( 6 2 2 ),

1
( 2 5 ),

2 7, 0,1, 2,

k k k

k k k

k k

x x x

x x x

x k

λ

λ

λ

+

+ +

+ +

= − +

= − +

= + = …

�
	
	
	


	
	
	�

     (9) 

>� ��
���� ����
�'���� ������ x ( 0)
11 = 2 , x ( 0)

2 1 = 0 , λ ( 0)
1 = 7.

 

 

������
�� ;�� ���	���� x x λ( 0) ( 0) ( 0)
11 2 1 1, ,  � ������ 	��� ������-

��� ����� (9), ������  

x

x

λ

(1)
11

(1)
2 1

(1)
1

1
= ( 6 2 + 2 ) = 2,

1 4
= ( − 2 2 ) = − = − 0,571429 ,

= 2 2 + 7 = 11.

⋅
7

⋅
7 7
⋅

�
	
		


	
	
	�

  

# ��
�	������ ����
�'������ ������� ���
�!�	�� � �. �.  
����
����� ��	�
���� ��������� � ���
. 1. =� ���
��� 

�����, 	�� �� λ 1  � X x x x11 2 1 311
Τ= ( , , )  ��'�� ������� λ 1 = 9 , 

X 1
Τ= ( 1; − 0,5 ; 1) .  

�������� � �������/ ��������!� ���	���� λ 2  � ���-

�����!� ������� X x x x12 2 2 3 22
Τ= ( , , ) . 
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E��
��� 1 
 

k  
kX ( )

1  kX ( )
2  kX ( )

3  kλ( )
1  

0 2 0 1 7 
1 2 − 0,5714 1 11 
2 1,3766 − 0,5100 1 9,7532 
3 1,1565 − 0,4986 1 9,3130 
4 1,0669 − 0,4968 1 9,1339 
5 1,0286 − 0,4972 1 9,0572 
6 1,0120 − 0,4980 1 9,0240 
7 1,0049 − 0,4986 1 9,0097 
8 1,0019 − 0,4991 1 9,0037 
9 1,0006 − 0,4994 1 9,0012 

10 1,0002 − 0,4996 1 9,0003 
 

�
� ;��!� ����� ��+��� ����� A X Xλ2 2 2= , �. �. �����  

x x x x

x x x

x x x

λ

λ

λ

12 22 3 2 2 1 2

12 22 2 22

12 3 2 2 3 2

6 − 2 + 2 = ,

− 2 + 5 ,

2 + 7 = ,

=

�
	


	
�

 

��� �
���� X X x x x1 2 12 22 3 2( ) = − 0,5 + = 0, . =� ;��!� �
�-
��� ������  

x x x32 12 22= − + 0,5        (10) 

� �������� ;�� ����'���� �
� x32  � ������������/ ���-
��. E�!�� ��
�	�� �����  

x x x

x x x

λ

λ
12 22 2 12

12 22 2 22

4 − = ,

− 2 + 5 = .

�	


	�

 

E����� ��������� ���?���, ��� ��� ��� ��
���� 
������� ���-
�������� �������?�� ���������, � ������ ��� ����� ������� 
��������/, ����'������ �� 0,5 , ���� ������ ���������.  
 ������ x 22 = 1  � ������+�� ����� � ����  
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x x

x

λ

λ

12 12
2

2 12

1
= ( 4 − 1),

= − 2 + 5.

�
	


	
�

 

��
�	����/ ����� ���'� ����� ��+��� ������� >����
�, 
� ���	���� x32  — ��'��� ��� ��	�
��� �� D����
� (10). ��-
	������ D����
��� ��� ;��� ����� 
���/?��:  

k k
k

k k

k k

x x

x

x x k

λ

λ

( ) ( )
1 2 1 2( )

2

( ) ( )
2 1 2

( ) ( )
3 2 1 2

+1

+1 +1

+1 +1

1
= ( 4 − 1),

= − 2 + 5,

= − + 0,5 , = 0,1, 2,…

�
	
		


	
	
	�

    (11) 

>� ��
���� ����
�'���� x ( )
1 2
0  � λ ( )

2
0  ������ ������������ 

�������� 	
��� �����!� � �����!� ���������, �. �. ��
�'��  

x λ
λ

( ) ( )
12 2( )

2

0 0
0

− 1 − 1
= = = − 0, 2 , = 5.

5
 

�������� ;�� ���	���� x ( )
1 2

0  � λ ( )
2

0  � ������ 	��� ��	����� 
D����
 (11), ��
�	��  

x

x

λ

( )
1 2

( )
2

( )
3 2

1

1

1

1
= ( − 4 0, 2 − 1) = − 0,36 ,

5

= 2 0,36 + 5 = 5,72 ,

= 0,36 + 0,5 = 0,86 .

⋅

⋅  

 # ���������� ����
�'������ ������� ���
�!�	�� � �. �. 
����
����� ��	�
���� ��������� � ���
. 2.  

��� ����� �� ���
���, λ2 = 6 , X Τ
2 = ( − 0,5;1;1 ) . ������-

���� ������� X x x x13 2 3 3 33
Τ= ( , , )  ������ �� �
����  
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E��
��� 2 
 

k  
kλ( )

2  kx ( )
12  kx ( )

22  kx ( )
3 2  

0 5 − 0,2 1 0,7 
1 5,72 − 0,36 1 0,86 
2 5,8531 − 0,4266 1 0,9266 
3 5,9247 − 0,4624 1 0,9624 
4 5,9619 − 0,4809 1 0,9809 
5 5,9808 − 0,4904 1 0,9904 
6 5,9904 − 0,4952 1 0,9952 
7 5,9952 − 0,4976 1 0,9976 
8 5,9976 − 0,4988 1 0,9988 
9 5,9988 − 0,4994 1 0,9994 

10 5,9994 − 0,4997 1 0,9997 
�  �  �  �  �  

26 6 − 0,5 1 1 
 

X X x x x1 3 13 23 33( ) = − 0,5 + = 0, , 

X X x x x2 3 13 23 33( ) = − 0,5 + + = 0, .  

��
�!�� � ;��� �
����� x 33 = 1 , ��
�	�� x x3 31 2= = − 2 .  

��;���� X Τ
3 = ( − 2; − 2;1 ) .  

&������, �� �����+���� (6) �������  
a a aλ λ λ3 11 22 3 3 1 2= + + − − = 6 + 5 + 7 − 9 − 6 = 3 . 

 B ���
/	���� �������, 	�� ����� �������� �
� �������� 
��������� ���	���� � ��������� �������� �������	���� 
������ � ��������� 
�	��� ��'�� ����� ����� ��
�/ ��-
���� ��������, � ���!�� ����?� ��'�� �������� ������-
?���. ��;���� �!� ���	�� ���������/� 
�+� �
� ��
�'�-
��
��� ������
����� �������	���� ������.  
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5.4.2. !��� 
������� (���� 7����) 
 

�
� �������	��� ������� �  ��� �������� ��������� 
���	���� � ��������� �������� � �����?�� ����� �����
�� 
����������
���� ��
���� ����� ���?���� (����� A����). ��� 
�!� ���������� ������ �� ��!�, 	�� ������
���� ��������� 
���	���� � ��������� �������� �������	��� ������� �  
������
��� ��������/ ���!���
���� ������� Λ  � ����!�-
��
���� ������� T , �������� �����+����� (�. ����. 2.3)  

T �T T �T−1 ΤΛ = = .      (1) 
���!���
���� ;
������ ������� Λ  ����� ������� ������-
���� ���	������, � ��
��� ������� T  — ��
����� ������-
��� ��������� ��������, ���������/?�� ;��� ��������� 
���	�����. ��� ����
�'����� ��	�
���� ������ Λ  � T  
����� ��
�������
����� ������  

k� � � � �0 1 2= , , , … , … → Λ , 

kT E T T T T0 1 2= , , , … , … → ,  

�� D����
��  

k i j k i j k k i j� T � T T T TΤ
+1 +1, ,= =      (2) 

!�� i jT  — ������� ������ ���?����. ,������ kT  ����� ���-

��������/ ��� ������ i jT , ����������� ��� ��������� ���-

��� k� � � �0 1 2, , , … , ,  ���	�� ������� i jT  � ;��� �������-
����� �������'�/�� 
��� ������� � ��� �������, � ����� ��� 
�������
��. &� k -� +�!� �������/� k�Λ ≈ , kT T≈ .  

 ,������ i jT  � D����
� (2) ����� 
���/?�� �������. 

B ������� k�  ������/� �����
�+�� �� ����
/ �����!���
�-

��� ;
����� k
i ja ( )  � ����� ������� �����!� ���?����  
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1

1 - �
cos sin �����

1
,

1
sin cos - �

�����1

1

ij

i

j

T

α α

α α

⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅
… … … … … … − … … …

⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅

… … … … … … … … …
⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅

=

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

 (3) 

������� �!�
 α  ���, 	���� � ������� k� +1  ������
� � ��
� 

;
����� k
i ja ( )+ 1

. >������, 	�� �
� � ������ 	��� �����!� �� 
�����+���� (2) ������� ����'���� ������, �� ;
����� 

k
i ja ( )+ 1  ������� k� +1  ����� ����� ���  

cos sin cos sink k k k
i j i j j j i ia a a aα α α α( ) 2 2 ( ) ( ) ( )+ 1 = ( − ) + ⋅ ( − ) . 

=� �������� ��
/ ;��!� ����'���� ��
�	���  

tg .
k

i j
k k

i i j j

a

a a
α

πα
( )

( ) ( )

2
2 = , ≤

4( − )
    (4) 

 F���� ������� ������� i jT , ��'�� ����� cosα  � sinα . =� 

�!�� ����� �� D����
��  

cos
tg

α
α2

12 =
1 + 2

,  

cos
cos

αα 1+ 2
2

= , 
cos

sin
αα 1− 2

= ±
2

.   (5) 

 F���� ����
��
�� �
���� α
π

≤
4

, ���� � ����� � D����-
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� �
� sinα  ������/� ��� '�, 	�� � � ����'����  
k k k

i j i i j ja a a( ) ( ) ( )( − ) .       (6) 

��� ��	�
���� ;
������� ������� ������ ��
�������� D��-
��
��� (�. [19], . 182)  

�
�cos sin

�
�sin cos

cos cos sin
sin

sin cos sin
cos

k
m l

k k
m i m j

k k
m i m j

k k
k i i i j

km l
j j

k k
i i i j

k
j j

a

a a

a a

a a
a

a a
a

m l i j
m i l i j
l i m i j
m j l i j
l j m i j

m l ia

α α

α α

α α α
α

α α α
α

2
( )

2

2

2

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
+ 1

( )

( ) ( )

( )

, , ≠ , ;

= , ≠ ,+ , = , ≠ , ;
= , ≠ ,− + , = , ≠ , ;

+ 2 + = = ;=
+ ,

− 2 +
+

cos sin �
�
cos sin

k
i j

k k
j j i i

a
a a

m l j

m i l j
m j l i

α α
α α

2 2 ( )

( ) ( )

�
	
	
	
	
	
	
	
		


	
	
	
	
	
	
	
	 ( − )	�

= = ;
,

( − ) + = , =
= , = ,+ ,

 

������� ��
�	�/�� ��� �������� ;
������� ������ 
���� � 
������ 	���� �����!� �������� �� (2) (;
������ k

i ja ( )+1 , k
j ia ( )+1  

��� ��������� α  �� D����
�� (4) � (5) ����� ��
/).  
 U���� ���%��	� �������� (�.: [2], [10]) ���!�� !���-
��$ ���	���	.  
 �
� ��������
���� ;��!� �����'����� ���� ��������� ��� 
�����!���
���� ;
������� ������� k�  ������	�� 	���� 

kt �( ) . *	������, 	�� ������� k� +1  ��
�	���� �� ������� k�  


�+� ������� � ��
�����  �������� i j, , �� �������� 

k i j k i j� T � T−1
+1 =  �������������� ���	���� ;
������� � 

������ 	��� ��� ��������� �!
� α  � ����������  D����
�� 
(4) ��
�	�� �����+����  

k
i jk kt � t � a ( ) 2

+1( ) = ( ) − 2 ( ) .     (7) 
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B �� '� �����, ����
��� k
i ja ( )  — ������
���� �� ���
/���� 

��
�	��� �����!���
���� ;
����� ������� k�  � ��!� �����-

!���
���� ;
������� � ;��� ������� n n( − 1) , �� ����
����� 
����������  

k
i jkt � n n a ( ) 2( ) ≤ ( − 1) ( ) .  

#
�������
���,  
k

i j ka t �n n
( ) 2 1

≥ ⋅( ) ( )
( −1)

.  

E�!�� �� �������� (7) ��
�	���  

k k k kt � t � t � q t �n n+1
2

⋅ ⋅( ) ≤ ( ) − ( ) = ( )
( −1)

,  

!�� q n n
2

= 1 −
( −1)

, ���	�� q0 ≤ < 1 , ��� ��� n ≥ 2 .  

 ��/�� �������� ����	�� ���������  

k
k k kt � q t � q t � q t �2

−1 −2 0⋅ ⋅ ⋅( ) ≤ ( ) ≤ ( ) ≤ … ≤ ( ) ,  

� ����
��� � �0 = , ��  

k
kt � q t �⋅( ) ≤ ( ) .  

 E���� �������, kt �( ) → 0  ��� k → ∞  � ������/, �� 

����+�� ������ �������� !�������	���� ���!���� � 

���������
�� q n n
2

= 1 − < 1
( −1)

.  

 ������ �����
���� ��
�	���� ���D����	���� ��������, 
��������� �
� ����
����� ����!� +�!� �
!������ ������ ���-
?����, �. �. �
� ��	�
���� ������� kX ( )+ 1  � k

iλ ( ) :   

C n n O n n2( ) = 2 + ( ) ( → ∞ )   

 
����� 1. ,������ ���?���� ����� ��������� ���	���� 
� ��������� ������� �������  
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A
1 − 3 −1

= − 3 1 1
−1 1 5

� �
� �
� �
� �

.  

 &�'����. ��
�'�� � �0 =  � �� D����
� (2) ��� k = 0  ��-

��� ������ ������� �1  � T1 . E�� ��� � ������� � �0 =  

max i ja a12 = 3= , �� i = 1 , j = 2  �   

cos sin
sin cosi jT T

α α
α α12

− 0
= = 0

0 0 1

� �
� �
� �� �
� �

.  

*!�
 α2  ������
���� �� D����
�  

tg i j

i i j j

a

a a
α

2 − 6
2 = = → − ∞

− 1 − 1
. 

E���� ���	���� tg α2  ��������� �� ��, 	�� �!�
 
πα2 = −
2 . #
�-

������
���, 
πα = −
4 , cos α

2

1
= , sin α

2

1
= −  �  

T12

1 1
0

2 2

= 1 1
− 0

2 2

0 0 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

.  

�� D����
�� (2) ��	�
�� ������� A1  � T1 :  

� T � T−1
1 1 2 0 1 2= =  
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−

×

1 1
0

2 2 1 −3 −1

= 1 1 −3 1 1
0

−1 1 52 2

0 0 1

� �
� � � �� � � �� � � �� � � �� �� �
� �

 

1 1
0

2 2 4 0 − 2

× =1 1 0 −2 0
− 0

2 2 − 2 0 5
0 0 1

� �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

� �� �� �
� �

,  

T T T E T T1 0 1 2 1 2 1 2= = = .  

 �� ��� '� D����
�� (2) ������� ������� �2  � T 2 . E�� 

��� � ������� �1  max i ja a(1)
13= = 2 , �� i = 1 , j = 3  �  

cos sin

sin cos
i jT T

α α

α α
13

0 −
= = 0 1 0

0

� �
� �
� �� �
� �

.  

*!�
 α2  ������
���� �� D����
�  

tg i j

i i j j

a

a a
α

(1)

(1)

4
−2 2 4

2 = = = = 2 2
24 − 5−

. 

��;����  

cos
tg

α
α2

1 1 1
2 = = =

31 + 81 + 2
,  
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cos
cos

αα

1
23

1 +1 + 2
= = =

2 2 3 , 

cos
sin

αα

1
13

1 −1 − 2
= = =

2 2 3 .  

����
��� a a a( ) ( ) ( )
⋅

1 1 1
13 11 33( − ) = − 2 ( 4 − 5) > 0 , �� �� D����
� 

(5) �
� sinα  ������ ���� “ + ” � �������  

T13

12 0 −3 3
= 0 1 0

1 20 33

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

E����� �� ������ D����
� �� (2) ��	�
�� �������  

� T � T−1
2 1 3 1 1 3 ×

1 22
0 4 0 −

3 3 2
= = 0 1 0 0 − 2 0

1 22
− 0 − 0 5

33 2

� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �
� �� �

� �� �

 

12 0 −3 3 3 0 0
× 0 1 0 = 0 − 2 0 = Λ

1 0 0 620 33

� �
� �

� �� � � �� � � �� � � �
� �� �

� �
� �

,  

� �� ������ D����
� �� (2) — �������  
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T T T T2 1 2 1 3= = =  

1 1
0 12

0 −2 2 3 3
1 1

= − 0 0 1 0 =
2 2 1 2

00 0 1 33

� �
� �� �
� �� �
� �� � ⋅ � �� �
� �� �
� �� �� � � �

� �

 

1 1 1
−

3 2 6
1 1 1

= −
3 2 6

1 2
0

33

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

�� ��������� �������� Λ  � T  ��������� ��������� 
���	���� λ 1 = 3 , λ 2 = − 2 , λ 3 = 6  � ���������/?�� �� ��-

������� ������� ������� �   

e Τ
1

1′ = ( 1, −1,1 )
3

, e Τ
2

1′ = ( 1,1, 0 )
2

, e Τ
3

1′ = (−1,1, 2)
6

. 

 ,���� A���� �������/� � 
�	�� �������
���� ������-
��
����, � ���'� � 
�	�� ����
����� ������� (�.: [19], [33]). 
%
� �  — ����
����� �������, �� ����� ������� (3) �����-
!� ���?���� �������/� ��������/ �������  
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cos sin

sin cos

i j

ie

ie

T

ψα α

ψ α α

1 . .
⋅ . .

1 . .

. . . . . . − . . .
. 1 .
. . .
. 1 .

−. . . . . . . . .
. . 1
. . .
. . 1

=

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

. 

 &�������, 	�� �� D����
� C�
���  

cos sinie iα α α= + . 

 �
� ;�������� ������� �  ����� A���� ������ ����� '�, 
��� � � 
�	�� ��������
���� �������	��� �������, � ����-
�� �
� ������
���!� �����+���� �� k -� +�!� (�. [19]) ��-
�� ��������� ����
�� �����!���
���� ;
������� ������� k�  

������ i  � j  ������/� ���, 	���� ;
����� k
i ja ( )  ��
 �����
�-

+�� �� ����
/ �����!���
���� ;
������� ������� k� , � �!-


� ψ  � α  ������� �� �����+����  

arg tg
k

i jk
i j k k

i i j j

a
a

a a
α

πψ α
( )

( )
( ) ( )

2
= , 2 = , ≤ .4( − )

 

B����'�� � ���
�	��� ����D������ ;��!� ������. &����-
���, �������/� ����� A����  ���
�	���� ��������� �����-
!���
���� ;
������� (�. [33]).  
 
����� 2. ,������ A���� ����� ��������� ���	���� � 
��������� ������� ;�������� �������  
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i
A i

3 − 0
= 3 0

0 0 5

� �
� �
� �
� �

.  

 &�'����. ��
�'�� AA0 =  � ������� ������� i jT  � �1 . 

�
� ;��!� ����	���, 	�� max i ja a 1 2= . ��;���� ��������� 

i = 1 , j = 2 . ����
���  

cos sini ja a i iπ π
1 2

� � � �− −� � � �
� 2 � � 2 �

= = − = + ,  

�� arg aψ π1 2= = − 2 . ��
�� �������  

tg
a

a a
α

1 2

11 22

2 2 ⋅1
2 = = → ∞

− 3 − 3
.  

#
�������
���, α π2 = 2  � α π= 4 . ,�'�� ������� �������  

cos sin

sin cos

i

i

i
e

i
T e

π

π

π π

π π

2

2
12

1
00 2 24 4

1
= 0 = 0

4 4 2 2
0 0 1 0 0 1

� �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� �� � � �� � � �

−−

.  

��
�� ��	�
��� �������  

i

i
i

� T �T T �T i−1 ∗
1 1 2 1 2 1 2 1 2 ×

1
− 0

2 2
3 − 0

1
= = = − 0 3 0

2 2 0 0 5
0 0 1

� �
� �
� �� �
� �� �
� �� �

� �� �
� �� �
� �
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i

i
= Λ

1
0

2 2
4 0 0

1
× 0 = 0 2 0

2 2 0 0 5
0 0 1

� �
� �
� � � �
� � � �
� � � �

� �� �
� �� �
� �

.  

,������ �1 = Λ  �'� ���!���
����, � ������� T  �����
�� 

������ ������� T12 . �� ��������� �������� Λ  � T  ����+�� 

��������� ���	���� λ 1 = 4 , λ 2 = 2 , λ 3 = 5  ������� �  � �-
��������/?�� �� ��������� �������  

i
ie e e1 2 3

� � � � � �1 0
� � � � � �1 0� � � � � �
� � � � � �0 0 1� � � � � �

2 2
= , = , =

2 2 .  

 B ����������� �������� ����� �����	�
� �������-
����� �� ������ � ������ +�!��. B ��?�� '� 
�	�� ����� ���-
�� ������	��, ��� ��� �� ��'��� +�!� ����� ��
���� �����-
!���
���� ;
������� ��!�� ��������� ����
����. ������ ��� 
����
����� ��'��!� +�!� �����+����  ��
�+�� ������/ 
���� ��������� �����!���
���� ;
�������. ����� ������-
?�/�, ��!�� �� �����!���
���� ;
������ �������� ������-
��'��� ��
��� �� ���
/���� ��
�	���.  
 ,���� ���?���� ����+� ���
������ �������� �����/-
������ �����
�!��, ���	�� �?������ ��
�+�� ��
�	���� 
��	�
���
���� ��� �
� �!� ���
������. ��� 
/��� �� ��� 
����� ���?���� �������
��� ���� ��
/	���
��� �������-
��/ ���������, ������� �����	����� �����/ ��	���� ��-
	�
����. E�	���� ����'����� ��������� ���	���� � ���-
������ �������� ;��� ������� ���������� ��������  �
���� 
��+����!� 
���. #���������� ���!����� � ������ ���?���� 
����'��� �� ���!�� ������� ��������	���!� �����	����.  
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5.4.3. QR -������� 
 
 B �����?�� ����� �����
�� ����'��� � ����������
���� 
������� ��+���� ��
��� ����
��� ��������� ���	����, �. �. 
����
��� �������� ��� �����������	���� 	��
 �����-
��
���� ��������
���� �
� ����
����� ���������� ������� 
A  n -!� �������, ��
���� QR -�
!�����, ����
�'����� � ��	�-

� 1960-� !!. ��������� � ��	�� ������������ B.&. ���
����-
��� � �'. @������.  
 ��� ����
����� QR -�
!������ ����� ��
�������
����� 
�������� ������  

kA A A A A0 1 2= , , , …, , …      (1) 
�� 
���/?��� �����
�:  
,������ kA − 1 , k = 1, 2, …,  �������
�/� �� QR -���
�'�����  

k k kA Q R− 1 =        (2) 
� ��
�!�/�  

k k k k k k k k k kA Q A Q Q Q R Q R Q−1 −1
− 1= = ( ) = .  

@����	��� ������� kA  ��
�	�/�� �� ������� kA − 1 , ����-
���
����� �� QR -���
�'����� (2), ����� ����������� ���-
'���
�� � ;��� ���
�'����.  
 E���� �������, ��������� ��
�������
����� (1) �����-
��� ������ ���
������ �� 
���/?�� ������������ D����
��:  

A Q R A Q A Q Q Q R Q R Q0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
− 1 − 1= , = = ( ) = ,  

A Q R A Q A Q Q Q R Q R Q1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2
−1 −1= , = = ( ) = ,  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,   (3) 

k k k k k k k k k k k k kA Q R A Q A Q Q Q R Q R Q−1 −1
−1 −1= , = = ( ) = ,  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

��� ;��� ������� kA  ��� 
/��� k  ����!���
��� (��������) 
������� ������� A , ��� ���  
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k k k k k k k k kA Q A Q Q Q A Q Q−1 −1 −1
− 1 − 1 − 2 − 1= = = … =  

k k k kQ Q Q AQ Q Q− 1 − 1 −1
− 1 1 1 − 1= …� =      (4) 

k k k k k kQ Q Q A Q Q Q P A P−1 −1
1 − 1 1 − 1= ( … ) ( … ) = ,  

!�� k k kP Q Q Q Q1 2 − 1= …  — ����!���
���� (���������) �������.  
 ��� ������	�� ��?�� ������
�'����� ��
�������
����� 
�������� ������ (1) ������ � ����!�
���� �������. ���!�-
��
���� ;
������ ����� ����!�
���� ������� ��
�/�� �� ��-
���������	����� 	�
��� � �����������	����� 	�
��� 
��� �������� ������ kA , k = 0,1, 2, …,  � 	������ ������� 

A A0 = .  
 &� �������� ����� �������� �� D����
�� (3) ������
���-
/� �� ��������� k -� +�!�, ��!�� �� ������!���
���� ;
������ 
������� kA  �������� �� ���
/���� ��
�	��� ����+� �����-
��!� ε ,  � �� ����
�'����� ���	���� �����������	���� 	��
 
������� A  �������/� ���!���
���� ;
������ ������� kA .  
 �������� ����� ����������� ��	�� ����!�
���/ �������, 
� 	������, �������!���
���/ �
� ����!�
���/ �������, ��� 

/��� k  � ������� ����!� '� ����, ���	�� ��'��� +�! ���-
��� ��� ��	�� ����!�
���� �������� ��?���
���� ������-
�� � n 2  ��� ������, 	�� �
� ��
��� ������� n -!� �������, � 
� 
�	�� �������!���
���� ������� �������� ������ ���
�-
	������ �?� �� ���� ������� �� n . ��;���� �
� �������� 
QR -�
!������ ��
��������� ��	�
� ������/ ������� A   
����?�/ ����!���
���� (���������) �������������� ������� 
� �������� ��	�� ����!�
���� �������, � � 
�	�� �������	-
��� (;��������) ������� — � �������!���
���� ������� 
A U AU−1

0 = . &� �������� QR -�
!����� ��!�� ������� ���-
������ � ��	�� ����!�
���� �
� �������!���
���� ��������.  
 ���!�� ��'��� ������� �������� QR-�
!������ ��
���� 
���
�������� ���!�� kν , k = 1, 2, …,  �
� ����+���� ������ 
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�������� �� ���
/���� ��
�	��� ������!���
���� ;
������� 
������� kA −1 . # ;��� ��
�/ �� k -� +�!� ����� QR -

���
�'���� �� �
� ������� kA −1 , � �
� ������� k kA E.ν−1 −  
%
� �������� QR -���
�'����  

k k k kA E Q Rν−1 − =  

������� k kA Eν−1 − , �� ��
�!�/�  

k k k k k k k k k k k kA Q A Q Q Q R E Q R Q Eν ν−1 −1
− 1= = ( + ) += . 

 ��� ;��� ���� ������� kA  ����!���
��� (��������) ��-

����� ������� kA − 1 , ��� ���  

k k k k k k k k k k k kQ A Q Q Q R E Q R Q E Aν ν−1 −1
− 1 = ( + ) += = .  

B �
� ;��!� �
� ������� kA  ���� ����
����� ����	�� ���-
��+���� (4), �� ������� 
����� ����!���
���� (���������) ��-
����� ������� kA  ������� A .  

 &� �������� ���	�� � ��	���� ���!� kν  �������/� ;
�-

���� ������� kA −1 , ���?�� � �� ��'��� ������ �!
�, �
� 
��������� ���	���� ���������� �����!� �������  

k k
n n n n

k k
n n n n

a a

a a

( − 1) ( − 1)
− 1, − 1 − 1,

( − 1) ( − 1)
, − 1 ,

� �
� �� �
� �

,  

������� �
�'� �� ��
�	��� � ;
������ k
n na ( − 1)

, .  

 &������, ������� ������� �������� QR -�
!������ ��
�-
��� ������ ��
�� �� ���
/���� ��
�	��� ������!���
���� 
;
������� ������� kA −1  ��
����� ;
��������, 	�� �����
��� 
�����
'��� ���������� ������ � �������� ����+�� ��������.  
 ���� � ����
����� ��������!� 	�
� +�!�� QR -�
!������ 
���+
� � ������� ����  
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nε λ

∗ … ∗ ∗
… … … …
∗ … ∗ ∗

′0 …

� �
� �
� �
� �� �
� �

      (5) 

 ��������'��� ��
�� �� ���
/���� ��
�	��� 	�
�� ε . E�-
!�� �������/� n nλ λ′≈  � ��������� � ��	�
���/ ���������-

��	���!� 	�
� nλ − 1 . ��� ;��� D����	��� ������/� �'�  

�������� n( − 1) -!� �������, ����
�'����� � ������� (5) � 

���� ������� �!
�. >� ���! kν  ������ ��'��� ��� �������/� 

;
�����, ���?�� � ������ ��'��� �!
� ������� n( − 1) -!� 
�������, ����
�'����� � 
���� ������� �!
� ������� kA −1 , 
�
� ���������/?�� ��������� ���	���� ���������� �����-
!� �������, ���?�� � ������ ��'��� �!
� ������� n( − 1) -!� 
�������,  ������� ������/�. ��
� ��!� ��� ��	�
��� �����-
������	���� 	�
� nλ − 1 , ���
�!�	�� ������/� ��� ��	�
�-

��� �����������	���!� 	�
� nλ − 2  � �. �.  

 %
� ������� A  ��������
����, �� QR -�
!����� ��'�� 
���
������� � ��?�������� ���D������ (�. [36], . 142).  
 
�����. # ����?�/ QR -�
!������ ����� �����������	�-
��� 	�
� �������  

A
� �
� �
� �
� �
� �

7 1 1
= 0 3 −1

0 − 3 5
.  

 &�'����. F���� ��������, ��� ��������� +�!� QR -
�
!������ ��� ���!� � � ���!��, ��	���  ��!�, 	�� ������ 
+�! �������� ��� ���!�. ��;���� ����� ������ QR -
���
�'���� ������� A A0 = . #��	�
� ;�� ������� ���?������ 
�������� � ����!�
����� ����. �
� ;��!� 
����� ����
��� 
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�+� ;
����� a 3 2 = − 3 . # ;��� ��
�/ ������ ������� ���-
?����  

cos sin
sin cos

T α α
α α

3 2

� �
� �
� �
� �
� �

1 0 0
= 0 −

0
  

� ������ cosα  � sin α  �� �������� ��
/ ;
������ ������� 
T A3 2 0  � ������� ( 3, 2 ) , �. �. �� ��������  

sin cosα α3 − 3 = 0 .  

��/�� ��
�	��� tg α = 1 . #
�������
���,  

cos
tg α

α
2

1 1
= =

21 +
, 

tg
sin

tg

α

α
α

2

1
= =

21 +
  

�  

.T 3 2

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

1 0 0
1 10 −
2 2=

1 10
2 2

 

E����� ��	�
�� ������������  

T A R3 2 0 0

� � � �
� � � �

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �� �

� � � �� �
� � � �
� � � �

1 0 0 7 1 1
7 1 11 1 6 60 − 0 −

2 2 2 2= = =0 3 −1

1 1 0 −3 5 40 0 0
2 2 2

.  

=� ;��!� �������� ��
�	��� QR -���
�'���� 
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A T R Q R−1
3 20 0 0 0

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

1 0 0 7 1 1

1 1 6 60 − 0 −
2 2 2 2= = ⋅ =

1 1 40 0 0
2 2 2

.  

B ���
/	���� ���
� ������� �������  

A R Q1 0 0

� � � �
� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �
� � � �
� � � �

7 1 1 1 0 0
7 0 26 6 1 10 − 0 −

2 2 2 2= = = 0 6 0

4 1 1 0 −2 20 0 0
2 2 2

. 

#
���/?�� +�! �������� � ���!�� aν (1)
3 2= = 2 . ��;���� 

����� ������ QR -���
�'���� �������  

A E A Eν1 1

5 0 2
− − 2 = 0 4 0

0 − 2 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �

= .  

��� � � �������?�� 
�	��, ��	�
� ;�� ������� �������� � 
����!�
����� ����. # ;��� ��
�/ ���'� 
����� ����
��� 
�+� 
;
����� a (1)

3 2 = − 2  ������� A E1 − 2 . �
� ;��!� ������ ���-
���� ���?����  

cos sin
sin cos

T α α
α α

3 2

� �
� �
� �
� �
� �

1 0 0
= 0 −

0
  

� ������ cosα  � sin α  �� �������� ��
/ ;
������ ������� 
T A E3 2 1( − 2 )  � ������� ( 3, 2 ) , �. �. �� ��������  

sin cosα α4 − 2 = 0 .  
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��/�� ��
�	��� tg α 1
2

= . ��;����  

cos
tg α

α
2

1 2
= =

51 +
, 

tg
sin

tg

α

α
α

2

1
= =

51 +
  

�  

T3 2

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

1 0 0

2 10 −
5 5=

1 20
5 5

.  

E����� ��	�
�� ������������ T A E3 2 1( − 2 ) =   

R 1

� �
� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� � � � � �� �� �
� �

1 0 0
5 0 25 0 22 10 −

5 5= = =0 4 0 0 2 5 0

1 2 0 −2 0 0 0 00
5 5

.  

=� ;��!� �������� ��
�	��� QR -���
�'����  

A E T R Q R−1
3 2 1 11 1

� �
� � � �� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� �� � � �� �� �
� �

1 0 0
5 0 22 10

5 5− 2 = = =0 2 5 0

1 2 0 0 00 −
5 5

.  

B ���
/	���� ���
� ������� �������  
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A R Q E E12 1

� �
� �� � � �� �
� �� �
� �� �
� �� �� � � �� �
� �
� �

1 0 0
5 0 2 2 10

5 5= + 2 = + 2 =0 2 5 0
1 20 0 0 0 −
5 5

 

E

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

2 2 2 2 2 2
5 − 7 −

5 5 5 5
= + 2 =

0 4 2 0 6 2

0 0 0 0 0 2

.  

,������ A 2  �'� ����!�
����  �����������	����� 	�
��� 

λ 1 = 7 , λ 2 = 6 , λ 3 = 2 . C�� '� ���	���� ��
�/�� ���������-

��	����� 	�
��� ������� A .  
 ��� ���������� �����!� +�!�, �
� ���! ν  �������� �� 
*�
������, �� � ������� A1  
����� ������� ���������� 

�����!� �������  

a a

a a

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

22 23

32 3 3

� �
� �� �
� �

6 0
=

− 2 2

� �
� �
� �

,  

����� �� ��������� ���	���� λ 1 = 6 , λ 2 = 2  � �� ν  ������� 

�� �� ���, ������� �
�'� � a (1)
22 = 6 , �. �. ��
�'��� ν λ 1= = 6 . 

E�!�� ������� ������ QR -���
�'���� �������  

A E A Eν1 1

1 0 2
− − 6 = 0 0 0

0 − 2 − 4

� �
� �
� �
� �
� �
� �

= .  

��� � � �������?�� 
�	��, ��	�
� ;�� ������� �������� � 
����!�
����� ����. # ;��� ��
�/ 
����� ���'� ����
��� 
�+� 
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;
����� a (1)
3 2 = − 2  ������� A E1 − 6 . �
� ;��!� ������ ���-

���� ���?����  

cos sin
sin cos

T α α
α α

3 2

� �
� �
� �
� �
� �

1 0 0
= 0 −

0
  

� ������ cosα  � sin α  �� �������� ��
/ ;
������ ������� 
T A E3 2 1( − 6 )  � ������� ( 3, 2 ) , �. �. �� ��������  

sin cosα α0 ⋅ − 2 = 0 .  

��/�� ��
�	��� cosα = 0 , sin α = 1  �  

T3 2

� �
� �
� �
� �
� �

1 0 0
= 0 0 −1

0 1 0
.  

E����� ��	�
�� ������������ T A E3 2 1( − 6 ) =  

R1

� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �

� � � � � �

1 0 0 1 0 2 1 0 2
= 0 0 −1 0 0 0 = 0 2 4 =

0 1 0 0 − 2 − 4 0 0 0
.  

=� ;��!� �������� ��
�	��� QR -���
�'����  

A E T R Q R−1
3 21 1 1 1

� �� �
� �� �
� �� �
� �� �

� � � �

1 0 0 1 0 2
− 6 = = 0 0 1 0 2 4 =

0 −1 0 0 0 0
.  

B ���
/	���� +�!� ������� �������  

A R Q E E12 1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

� �� �

1 0 2 1 0 0
= + 6 = 0 2 4 0 0 1 + 6 =

0 0 0 0 −1 0
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E
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

1 − 2 0 7 − 2 0
= 0 − 4 2 + 6 = 0 2 2

0 0 0 0 0 6
.  

,������ A 2  �'� ����!�
����  �����������	����� 	�-


��� λ 1 = 7 , λ 2 = 6 , λ 3 = 2 . C�� '� ���	���� ��
�/�� �����-
������	����� 	�
��� ������� A .  
 
 

5.4.4. 8������� ���� 
 
 ��� ��	�
���� �����
�+�!� �� ���
/���� ��
�	��� ��-
������!� ���	���� λ 1  ������� A  � ���������/?�!� ��� 

��������!� ������� nX x x x Τ
1 1 2= ( , , …, )  ��'�� ��
�������-

� ������������ �������, ���������� ��������. �� ����� 
� 
���/?��. B ��	���� ��
���!� ����
�'���� � ������� 
������� X 1  ����� �������
���� ������ X x x(0) (0) (0)

1 1 2= ( , ,…,  

nx (0) Τ)  � ����� ��
�������
����� ����
�'����  
k kX � X X � X X � X(1) (0) (2) 2 (0) ( ) (0)

1 1 1 1 1 1= , = , …, = , …    (1) 
%
� ;�� ��
�������
����� �������� ������ ��� k → ∞  � 
������� X 1 , �� �� ����� ������ ��������� ��������, � �
� 
���������/?�� ��������� �������� ��
�������
����� (1) 
����� ����
����� �����+����  

lim
k

i
k

ik

x
i n

x
λ 1

( )

( −1)
→ ∞

= , = 1, 2,…, .    (2) 

B ��	���� ������� X 1  ����
�'���� ��'�� ������� ������ 
k kX � X( ) (0)

1 1=  ��� ������	�� ��
�+�� ���	���� k , � �� ��-

������� ���	���� λ 1  — 
/��� �� �����+����  
k

i
k

i

x
i n

x

( )

( −1) , = 1, 2,…, ,      (3) 
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�
� ������ ���D����	���� ����� ����+����, �. �. ��
�'���  
kn

ik
k

i i

x

n x
λ λ1

( )
( )
1 ( − 1)

=1

1
=≈ � .     (4) 

����� ���������
���/�, ��!�� k( − 1) -� � k -� ����
�'���� 
� λ 1  ������	�� ��
� ��
�	�/�� ���� �� ���!�!�.  
 %
� ����� ���'��� ������?���, ��
����� 
�!�� ��-
������ �� �
��� “���!�/?��” ���	����� ����+���� (3) ��� 
��������� k , �� 
����� �������� ��	�
���� ������ X (0)

1  � 
����� ���������.  

F���� ����'��� 	��������!� ���� �� ���
/���� ��
�	��� 
��������� �������� k� X (0)

1 , k = 1, 2,… , ���!�� ��
��������� 

�� �� ���������� ����'��� �� �����-
��� 	�
� kα , ����+�� 
�������. &�������, ������� ���������� ��
���� ��� ����-
����� ������� k� X (0)

1  �� ����
� �!� ������ ���������� �
� 
������������ ;��� ��������. ��� ;��� ����� ��
�������
�-
���� �������� (1) ��
�	�/� ��
�������
����� ��������  

k k
kY � X Y � X Y � Xα α α(1) (0) ( 2) 2 (0) ( ) (0)

1 1 1 1 2 1 1 1= , = , …, = , … . 
�
� ��
�	���� ����
�'���� � ���������� ���	���/ λ 1  � 

;��� 
�	�� 
����� ����� ����+���� ���������/?�� ����-
����� �������� k� Y ( )

1  � kY ( )
1 , � �� ������ X 1  — ������ kY ( )

1  

�
� k� Y ( )
1 . "�
�� ��������� ������������ �� ;��� ��'�� 

����� � [3] � [34]. E�� '� ��'�� ������������  ���
�	���� 
����D�������� �������!� ������ �  �������� �������� 
�������.  
 �������� ���������� ������������!� ������.  
 ���� ��������
���� ���������� ������� A  n -!� ������� 
����� ��
��/ ����� 
������ ���������� ��������� ���-
����� ne e e1 2, , …,′ ′ ′ , ���������/?�� ��������� ���	����� 

nλ λ λ1 2, , …, . E���� �������, ����
��/�� �����+����  

i i iAe e i nλ= , = 1, 2,…,′ ′ .      (5) 
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"���� ������
�!���, 	�� ����
��/�� ���'� ����������  

nλ λ λ λ1 2 3> ≥ ≥ … ≥ .     (6) 

B ���������� nE   ������ ne e e1 2, , …,  ������� �������
�-

��� ������ X (0)
1  � ���
�'�� �!� �� ����� ne e e1 2, , …,′ ′ ′  ���-

������ �������� ������� A . E�!�� ��
�	��  
n

n n j j
j

X c e c e c e c e(0)
1 1 1 2 2

=1

= + + …+ =′ ′ ′ ′� .    (7) 

������� ��
�������
����� �������� X (1)
1 , X (2)

1 ,…,  kX ( )
1 , 

…  ����?�/ ������������ ���������  
k k kX � X � X k( ) ( ) (0)

1 1 1
−1= = , = 1, 2,…  

*	������ �����+���� (1), (5) � (7), ��
�	��  
n

j j j
j

k k kX � X c e kλ( ) (0)
1 1

=1

= = , = 1, 2,…′�    (8) 

���� � ����� ne e e1 2, , …,  ���������� nE  ������ kX ( )
1  ���-

�� ��
��� ��������� k k k
nx x x( ) ( ) ( ) Τ

1 2( , , …, ) , � ��������� ���-
��� je′  — ��
��� ��������� j j n jα α α Τ

1 2( , , …, ) , �. �. ������  
n

j i j i
i

e eα
=1

′ = � .  

������
�� ;�� ����'���� �
� je′  � �������� (8), ��
�	��  
n n n n

j j i j i i j i j j
j i i j

k k kX c e e c kλ α α λ( )
1

=1 =1 =1 =1

, = 1, 2,…= =� � � � .  

��/�� �����, 	�� i -� ����������� ������� kX ( )
1  ��
����  

n

i j i j j
j

k kx c α λ
=1

( ) = � .       (9) 

L��
�!�	�� ��
�	��  
n

i j i j j
j

k kx c α λ
=1

( + 1) + 1= � .      (10) 
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�����
�� �������� (10) �� �������� (9), ������ � �����-
+���/  

i i n i n n

i i n i n n

k k k

k k k

x c c

x c c

α λ α λ
α λ α λ

1 1 1

1 1 1

( + 1) + 1 + 1

( )

+…+
=

+…+
.    (11) 

������
�'��, 	�� c 1 ≠ 0  � iα 1 ≠ 0 . C��!� ��'�� �������, 

������� ���
�'�?�� ������� ������� ������ X ( 0 )
1  � ���� 

ne e e1 2, , …,  ���������� nE . �������� (11) ����������� � 
����  

i i n

i ii

i i i

i i

k k

n n
k

k kk

n n n

c c

c cx

x c c

c c

α λ α λ
α λ α λ

λ
α λ α λ
α λ α λ

2 2

1 1
1

2 2

1 1

+ 1 + 1

2
( + 1)

1 1 1 1
( )

2

1 1 1 1

1 + + … +

=

1 + + … +

⋅

� � � �
� � � �� � � �
� � � �

� � � �
� � � �� � � �
� � � �

. (12) 

��/�� 
�����, 	�� ��� λ λ1 2>   

lim i

i

k

k
k

x
i n

x
λ 1

( + 1)

( )
→ ∞

= , = 1, 2,…, ,  

�
� ����
�'����  

i

i

k

k

x
i n

x
λ 1

( + 1)

( ) , = 1, 2,…,≈ .  

>� ����
�'����� ���	���� λ 1  ��'�� ����� ��������� �� ;��� 
D����
� ���	���� ��� 
/��� i n= 1, 2,…,  �
� ������ ���D��-
��	���� ;��� ���	����.  

B����� k kX � X( ) (0)
1 1=  ����
�'���� �������
��� ���� ��-

������� ������ e1′  ������� A , ���������/?�� ��������-

�� ���	���/ λ1 . ��������
���, �� �������� (8) ��
�	���  



5.4. \�����	����� ������ ��3��	� �������� ��������� ������	�  
___________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 463

n

j j j
j

k k k kX � X c e c eλ λ( ) (0)
1 1 1 1 1

= 2

= = + =′ ′�   

n
j

j
j

k

jk c
c e e

c

λ
λ

λ1 1
= 2 1

1
1

+′ ′=
� �� �
� �� �� �� �� �� �

� .   (13) 

����
��� 

k

jλ
λ 1

→ 0
� �
� �� �
� �

 ��� k → ∞ , �� ��� ������	�� ��
�-

+�� ���	���� k   
k k kX � X c eλ( ) (0)

1 1 1 1 1= ≈ ′ ,  

�. �. ������ k kX � X( ) (0)
1 1=  �����������
�� ���������� ���-

���� e 1′ , ������
�'�?��� ���������� ���	���/ λ 1 , �, 
�-
������
���, ���'� ��
���� ��������� ��������, ������
�-
'�?�� ���������� ���	���/ λ 1 .  
 B 
�	��, ��!�� �����
�+�� �� ����
/ ��������� ���	�-
��� ������� A  ��
���� s -�������, ���������� �������-
�����!� ������ ��������� ���
�!�	��,  �����	���
����� 
���	������� � ��������������� ������ 	��� �������� (11) 
��� �������� � ��������, ���������/?��� �������� (12). 
��� ;��� ����
���� ��������� ���'���. E� '� ������� � � 
��������� (8) � (13).  


����� 1. #�������� ������� ����� �����
�+�� �� ���-

/���� ��
�	��� ��������� ���	���� λ 1  � ���������/?�� 

��� ��������� ������ X x x x Τ
1 1 2 3= ( , , )  �������  

A
13 16 16

= − 5 − 7 − 6
− 6 − 8 − 7

� �
� �
� �� �
� �

.  

&�'����. >� ��
���� ����
�'���� ������� X 1  ������ ���-
��� X (0) Τ

1 = (1, 1, 1)  � ������� ��
�������
����� �������� 
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k kX � X( ) (0)
1 1=  ��� k = 1, 2,…,10 . ���	�� �� ��'��� +�!� ��-

	�
�� kλ 1
( )  �� D����
� (4). ����
����� ��������� � ���
. 1.  

 ��� �����, ���	���� kλ 1
( )  ��
��
/�� ���
� 	�
� − 3 , ���-

	�� λ 1
(8) , λ 1

( 9)  � λ 1
(10)  ��
� ��
�	�/�� ���� �� ���!�!�. ��;��-

�� �� λ 1  ��'�� ������� λ λ1 1
( 9 ) − 3≈ ≈ , � �� ��������� ���-

��� X 1  — ������  

X X � X( ) (0)
1 1 1

9 9= =≈ (157581; − 78762;  Τ− 78789 ) ,  
�
� ������  

X � X (0) Τ
1 1

91
(1; − 0, 49982; − 0, 49999 )

157581
≈ ≈ , 

�
� �����	��� ������  
� X

X
� X

(0)
1 Τ

1 (0)
1

9

9
( 0,8165; − 0, 4081; − 0, 4083)≈ ≈ .  

E��
��� 1 

X (0)
1  � X (0)

1 � X (0)
1

2  � X (0)
1

3  � X (0)
1

4  � X (0)
1

5  

1 45 − 39 261 − 591 2013 
1 − 18 27 − 120 309 − 990 
1 − 21 21 − 129 297 − 1005 

kλ 1
( )  2 − 1,1222 − 5,7599 − 2,3806 − 3,3313 


��������	� ����. 1 

� X (0)
1

6  � X (0)
1

7  � X (0)
1

8  � X (0)
1

9  � X (0)
1

10  

− 5751 17589 − 52383 157581 − 472263
2895 − 8772 26217 − 78762 236193 
2877 − 8793 26193 − 78789 236133 

− 2,8813 − 3,0483 − 2,9819 − 3,0068 − 2,9975 
 

��� ��������, ��������, �� ������� � X (0)
1

8  � ������� 
� X (0)

1
9 , 	���� ����'��� ��
�+�� �� ���
/���� ��
�	��� ��-

�������, ����� ������� � X (0)
1

8  ��'�� ��
� ����� ������  
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Y � X(8) (0) Τ
1 1

81
= ( − 1; 0,50049; 0,50003)

52383
≈ .  

E�!�� ����� ������� � X (0)
1

9  �� ���
� �� ������  

�Y (8) Τ
1 = ( 3,0082; −1,50358; −1,50409 )   

� �� D����
� (4) ��
�	�
� ��  

λ 1
( 9 ) 1 3,00824 − 1,50358 − 1,50409

= + + − 3
3 − 1 0,50049 0,50003

≈
� �
� �
� �

.  

 #�������� ����� � ����������  ������ �������
���	 
��'�� ��������� � ��	�
���/ ���!�� ��������� ���	���� 
� ��������� �������� �������. �
� ���������� ����!� ���-
���� ��� �������/�� 
���/?�� �����'�����.  
 =����"���� 1. I���!���	�	��!	� ���������� ����	�� 
A  	 �� �������	�������� ����	�� AΤ  ������$�.  

 &� ���� ��
�,  
A E A E A Eλ λ λΤ Τ Τ= ( ) =− − − .  

,�������. *������	�������� ����	�� AΤ  	����,  "��-
��� !��������, �� �� ��������� ������	�, ��� 	 ���-
�	�� A .  
 =����"���� 2. ;�	 ��!��� x′  ������� ��������� 
��!����� ����	�� AΤ , ��	�������%	� ���������" �����-
�	$ λ , �. �. ��	 A x xλΤ =′ ′ , �� ���������� �����3��	� 

x A xλΤ Τ( ) = ( )′ ′ .  
 =����"���� 3. +��������� ��!��� x  ����	�� A , ��	-
�������%	� ���������" ������	$ λ , ����������� !�����" 
���������" ��!���" x′  ����	�� AΤ , ��	�������%��" ��-
�������" ������	$ μ λ≠ .  
 ��������
���, �� �
���/  

A x xλ= ,   A x xμΤ =′ ′ ,   μ λ≠ .  
��;����  

A x xλ= ,   x A xμΤ Τ( ) = ( )′ ′ ,   μ λ≠ .  
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E�!��,  ����� ������,  

x A x x x x x x xλ λ λΤ Τ Τ( ) = ( ) = ( ) = ( , )′ ′ ′ ′ ,  
�,  ���!�� ������,  

x A x x x x xμ μΤ Τ( ) = ( ) = ( , )′ ′ ′ .  
��/�� �������� ��������  

x x x xλ μ( , ) = ( , )′ ′  ��� μ λ≠ ,  

�
�, 	�� �� '� ����, ��������  

x xλ μ( − )( , ) = 0′  ��� μ λ≠ .  

C�� �����'�� 
�+� ��� x x( , ) = 0′ , 	�� ���������� ����!���
�-
���� �������� x  � x′.  
 E����� �������� � ��
�'���/ ����� ��(���������. 
���� �'� ������� ��������� ���	���� λ 1  � ��������� 

������ x1  ������� A , ������
�'�?�� ;���� ���������� 
���	���/. �
� ��	�
���� �����!� �� ���
/���� ��
�	��� 
��������!� ���	���� λ 2  � ���������/?�!� ��� ��������-

!� ������� x2  ������� A  ������ �������� ������� �
� �� 

����� A E uλΤ
1 1( − ) = 0  ��������� ������ u1  ������� 

A Τ , ������
�'�?�� ���������� ���	���/ λ 1 , � ��
�'��  

u
x

x u
1

1
1 1

=
( , )

′ .  

E��, ���������� ��������� ������ x 1′  ������� AΤ  ����
�-

������� �
���/ x x x x1 1 1
Τ
1 = 1′ ′( , ) = , ����
���  

x u x u
x x

x u x u
1 1 1

1
1 1 1 1

Τ
1Τ

1

( , )
= = = 1

( , ) ( , )
′ . 

��
�� ������� �������  
A A x xλ Τ

1 1 1 1= − ( )′ .  
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'� ��������� ��!���� nx x x1 2, , …,  ����	�� A  ����-

$�� ���������	 ��!�����	 ����	�� A1 , ��	��� ������-
��"$%	� ��������� ������	� ��!�� ������$��, �� 	-
!�$���	�� λ 1 , !������" � ����	�� A1  ��������"�� �"��-
��� ��������� ������	�.  

 C�� �����'����� ��������/� 
���/?�� �����+����:  
��� j = 1  

A x A x x x A x x x xλ λΤ Τ
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1= − ( ) = − ( ) =′ ′� �� �  

x x x x x xλ λ λ λ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1=

( , ) = ( ) = 0 ⋅ ,′= − −
�	


 

��� ��� � �
� ���������!� ��+� x x x x1 1 1
Τ
1( , ) = 1′ ′= , � ��� 

j n= 2,3,…,   

j j j jA x A x x x A x x x xλ λΤ Τ
1 1 1 1 1 1 1= − ( ) = − ( ) =′ ′� �� �  

j j jx x x x xλ λ λ1 1 1 1 1

0=

( , ) = ,′= −
�	


 

����
��� jx x1( , ) = 0′  � �
� ����!���
����� �������� x 1′  � 

jx  ��� j n= 2, 3,…, .  
 &����
�+�� �� ���
/���� ��
�	��� ��������� ���	���� 
μ1 � ��� ������
�'�?�� ��������� ������ 1v  ������� A1  

(�� ����� ��'�� ����� �������� �������) ��
�/�� ������-
������ ������ �� ���
/���� ��
�	��� ��������� ���	���-
�� λ 2  � ��� ������
�'�?�� ��������� �������� x2  �����-

�� A. # �������� A1 ��'�� �������� ���
�!�	�� � �. �. B ���-
!� ��'�� ����� �� ��������� ���	���� � ��������� �����-
�� ������� A . ������ ����� ������ �� �������.  


����� 2. #�������� ������� � �	������  ������� �-
	��������� ����� ��������� ���	���� � ��������� �����-
�� �������  
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A
2 − 5 − 3

= − 1 − 2 − 3
3 15 12

� �
� �
� �� �
� �

.  

&�'����. #��	�
� �������� ������� �
� ������� A  ���-
��� ��������� ���	���� λ 1  � ������
�'�?�� ��� ������-

��� ������ X x x x Τ
1 1 2 3= ( , , ) . �
� ;��!� �� ��
���� ����
�'�-

��� ������� X 1  ������, ��������, ������ X (0) Τ
1 = (1, 1, 1)  � 

������� ������� k kX � X( ) (0)
1 1=  ��� k = 1, 2,…,10 . ����
����� 

��	�
���� ��������� � ���
. 2.  
E��
��� 2 

X (0)
1  � X (0)

1  � X (0)
1

2 � X (0)
1

3 � X (0)
1

4 � X (0)
1

5  

1 − 6 − 72 − 540 − 3564 − 22356 
1 − 6 − 72 − 540 − 3564 − 22356 
1 30 252 1728 11016 68040 

 

��������	� ����. 2 

� X (0)
1

6  � X (0)
1

7  � X (0)
1

8  � X (0)
1

9  � X (0)
1

10  

−137052 −831060 −5012604 −30154356 −181162330 
−137052 −831060 −5012604 −30154356 −181162330 
414072 2501928 15064056 90541800 543723200 

 
E����� �� D����
� (4) ��� k = 10  �������  

λ 1
1 − 181162330 − 181162 330 543723200

+ + 6
3 − 30154 356 − 30154 356 90541800

≈
� �≈ � �
� �

.  

>� ������ X 1  ������ ������  

� X
X

( 0)
1 Τ

1

10

( − 1; − 1; 3)
181162 330

≈ ≈ .  

 F���� ����� ��������� ���	���� λ 2  � ��������� ���-

��� X 2  ������� A , ��	�
� �� ����� A E UλΤ
1( − ) = 0  �
� 
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�������� ������� ������ ��������� ������ U Τ
1 = (1; 5; 3 )  

������� AΤ , ������
�'�?�� ���������� ���	���/ λ 1 = 6 , � 
��
�'��  

U
X

X U
1 Τ

1
1 1

1
= = (1; 5; 3)

( , ) 3
′ .  

>���� ����������� �������  

A A X X Aλ Τ
1 1 1 1

−1
1

= − ( ) = − 6⋅ −1 (1; 5; 3) =
33

⋅′
� �
� �
� �� �
� �

 

2 − 5 − 3 − 1 − 5 − 3 5 5 3
= − 1 − 2 − 3 − 2 ⋅ − 1 − 5 − 3 = 1 8 3

3 15 12 3 15 9 − 3 − 15 − 6

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

.  

�
� ������� A1  �������� ������� ������ ��������� ���-

	���� μ 1  � ��� ������
�'�?�� ��������� ������ V1 . �
� 

;��!� �� ��
���� ����
�'���� ��������!� ������� V1  ������, 

��������, ������ V (0) Τ
1 = (1, 1, 1)  � ������� ������� 

k kV � V( ) (0)
1 1=  ��� k = 1, 2, 3 . ����
����� ��	�
���� ��������� 

� ���
. 3.  
E��
��� 3 

V (0)
1  � V (0)

1 1  � V (0)
1 1
2 � V3 (0)

1 1

1 12 36 108 
1 12 36 108 
1 − 24 − 72 − 216 

E����� �� D����
� (4) ��� k = 3  �������  

μ 1
1 108 108 − 216

+ + = 3
3 36 36 − 72
� �≈ � �
� �

  

� �� ������ V1  ������ ������  
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� V
V

(0)
1 Τ

1

3

= (1;1; − 2 )
108

= .  

��;���� �
� ������� A  ��������� ���	���� λ μ2 1= = 3  � 

��������� ������ X V Τ
2 1= = (1;1; − 2 ) . #��������� ���	�-

��� λ 3 = 3  ������� A  ������ �� �����+����  

a a aλ λ λ1 2 3 11 2 2 3 3=+ + + + ,  

� ��������� ������ X Τ
3 = ( 2; −1;1)  — �� �����  

A E Xλ 3( − ) = 0 . 
 
 

5.4.5. !��� ����	���� �����
������ 
 
 ��� ��	�
���� �����
�+�!� �� ���
/���� ��
�	��� ��-
������!� ���	���� λ 1  ������� A  ��'�� ����
�������� ���-
'� ������ �!������% �����������, ������� ����� � 
�-
��/?��. "���� �������
���� ����
���� ������ X (0)

1 , ����� 
��� ��
�������
����� ��������  

kA X A X A X(0) 2 (0) (0)
1 1 1, ,…, ,…  

kA X A X A XΤ (0) Τ 2 (0) Τ (0)
1 1 1, ( ) ,… , ( ) ,…  

� ��	�
�/� ���������/?�� ����
�'���� � λ 1  �� D����
�  
k k

k
k k

A X A X

A X A X
λ

(0) Τ (0)
1 1

1 (0) Τ (0)
1 1

( )
−1

( , ( ) )
=

( , ( ) )
.     (1) 

����� ������
���/�, ��!�� � kλ 1
( )  ����
�������� ����-

��	��� 	�
� �����	��� ������ ��
� ������� �
�, 	�� �� '� 
����, ��!�� kλ 1

( −1)  � kλ 1
( )  ������	�� ��
� ��
�	�/�� ���� �� 

���!�!�, � �������/� kλ λ1 1
( )≈ .  

 ��� � � 
�	�� �������!� ������, 	���� ����'��� 	������-
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��!� ���� �� ���
/���� ��
�	��� ��������� �������� 
kA X (0)

1 , ��
��������� �� ;�� ���������� ����'��� �� �����-


��� 	�
� kα , ����+�� �������, �������� �� kα , ������ ��-

��
/ �������� ��
�	��� ������ ���������� ������� kA X (0)
1 , 

�
� �� k kA X
α

(0)
1

1
= .  

L��
�!�	�� 
����� �������� �  ��������� A XΤ (0)
1 . B ��-

��
����� ��
�	��� ��� ��
�������
����� ��������  
k k

kY A X Y AY Y AYα α α(1) (0) (2) (1) ( ) ( )
1 1 2

− 1, ,…, ,…= = =   

k k
kZ A X Z A Z Z A Zβ β β( 1 ) Τ (0) ( 2) Τ (1) ( ) Τ ( )

1 1 2
− 1= , = ,… , = ,…   

� kλ 1
( )  �������� �� D����
�  

k k
k

k k

AY A Z

Y A Z
λ

( ) Τ ( )

1 ( ) Τ ( )
( ) ( , )

=
( , )

.      (2) 

 #��������� ������ X 1  �������, ��� � ��� �������� ��-
����, �. �. ��
�!�/�  

kX A X (0)
1 1≈ , �
� k k

kX A X Yα (0) ( )
1 1≈ == ,  

�
� ������� �!� �� ����� A E Xλ 1 1( − ) = 0 .  
 >������, 	�� ����� ��
����� ������������ ���	���
��� 
����?����, �
� ������� A  �������	���, �. �. �
� A AΤ= .  


�����. ,������ ��
����� ������������ ����� �����
�-
+�� �� ���
/���� ��
�	��� ��������� ���	���� � ������-
���/?�� �� ��������� ������� 
���/?�� ������:  

�) A1

� �6 − 5 − 3
� �3 − 2 − 2� �
� �2 − 2 0� �

= , �) A 2

� �1 − 3 − 1
� �− 3 1 1� �
� �− 1 1 5� �

= .  
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&�'����. �) ,������ A1  ���������	���. ��;���� �� ��-
	�
���� ����
�'���� ������, ��������, ������ 
X (0) Τ

1 = (1,1,1)  � ��	�
�� ������� kA X (0)
1 1 , kA XΤ (0)

1 1( )  ��� 

k = 1, 2, 3, 4,5 . ����
����� ��������� � ���
. 1 � 2:  
E��
��� 1 

X (0)
1  A X (0)

1 1  A X (0)
1 1
2  A X (0)

1 1
3  A X (0)

1 1
4  A X (0)

1 1
5  

1 5 9 17 33 65 
1 3 5 9 17 33 
1 2 4 8 16 32 

 
E��
��� 2 

X (0)
1

 

A XΤ (0)
1 1

 

A X2 (0)
1 1
Τ( )

 

A X3 (0)
1 1
Τ( )

 

A X4 (0)
1 1
Τ( )

 

A X5 (0)
1 1
Τ( )

 

1 26 67 144 293 586 
1 − 21 − 62 − 139 − 288 − 581 
1 − 13 − 36 − 77 − 154 − 303 

 
E����� �� D����
� (1) ��� k = 5  ��	�
��  

A X A X

A X A X
λ λ

(0) 5 (0)
1 1 1 15

1 1 (0) 5 (0)
1 1 1 1

5 Τ
( )

4 Τ

( , ( ) )
≈ = =

( , ( ) )
 

� �586
� �− 581� �
� �− 303� �
� �586
� �− 581� �
� �− 303� �

(65, 33,32 )
9221

= = ≈ 2
4610

(33,17,16 )

,  

� �� ������ X 1  ������ ������  
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A X
X

(0)
1 1 Τ

1

5

= ≈ ( 2 1 1 )
32

.  

�) B ;��� 
�	�� �������  

A 2

� �1 − 3 − 1
� �

− 3 1 1� �
� �− 1 1 5� �

=   

�������	���, � ������ A A Τ
2 2= . ��� � � �������?�� 
�	��, 

�� ��	�
���� ������ ������ ������ X (0) Τ
1 = (1,1,1)  � ��	�
�� 

������� k kA X A X(0) Τ (0)
2 1 2 1= ( )  ��� k = 1, 2, 3, 4 . ����
����� ���-

������ � ���
. 3.  
E��
��� 3 

X (0)
1  A X (0)

2 1  A X (0)
2 1
2  A X (0)

2 1
3  A X (0)

2 1
4  

1 – 3 – 5 – 71 – 389 

1 – 1 13 55 421 

1 5 27 153 891 

�� D����
� (1) ��� k = 4  ��	�
��  

λ λ 4
1 1

( )

� �− 389
� �

421� �
� �891� �

� �− 389
� �421� �
� �891� �

(− 389, 421,891)

≈ = ≈ 6

(− 71, 55,153)

.  

>� ��������� ������ X 1  ������� A2  ������ ����
�'���� 

������ A X4 (0)
2 1 , �. �. ��
�'��  

X A X4 (0) Τ Τ
1 2 1≈ = ( − 389 421 891 ) ≈ ( −1 1 2) .  
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 ��� ��	�
���� ��������!� ���	���� λ 1  ����� ��
��-
��� ������������ ���� 
�	+�� ����
���� ��� ����+�� 	�
� 
�������� ������� X (0)

1 , 	�� �������� �����. ��;���� ����� 
��
����� ������������ ���������/� (�. [34]) ��� �����-
��� �������!� ������. B �� '� ����� �
� ��
�� ��	��!� ��	�-

���� ��������!� ������� X 1 , ��� '� ��� � ��� �������� 

������, �������� ��
�+�� 	�
� �������� ������� X (0)
1 , 
��� 

��������� ������ X 1  � ;��� 
�	�� ���?� ����� ��� �'� ��-

������ ��������� ���	���� λ 1  �� ����� A E Xλ 1 1( − ) = 0 . 
 ,���� ��
����� ������������, ��� � �������� �����, 
��'�� ��������� � �	������  ������� �	��������� �
� 
�������� ���!�� ��������� ���	���� �������.  
 

5.5. =��(����� ��������� ������������ ���(����  
� �������"�$��� ��� ������������ ��!���� 

 
&� �������� 	��� 
�	����, 	�� ��� ���������� �������-

����� ������� �������� ��������� ���	���� ������ ��'�� 
��������� �	��� ���!� �������� �
� ��
�	���� ����
�����  
��������� ��	����/. B ����  ;��� ��������� ������������ 
���	���� �'� ��	�
�����  ��������� ��	����/ ����
�'��-
��� ��������� ���	���� � ����� ���������/?�� ��� ���-
������ ������.  

�������� ��������� ������ ����!� ���	�����.  
 

5.5.1. !��� /������ 
 

���� μ — ����
�'���� � �������
����� ���������� ���	�-
��/ λ  ������� A. %
� ;�� ����
�'���� ������	�� ����+��, 
�� ��'�� ��������, 	�� � ������� A Eμ−  ��� ��������� 
���	����, �� ����
/ ���	���
��� ����+�� ���
����. B ;��� 

�	�� ��������  ��������  A Eμ−  ����� �������� � �!� ��- 
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	�
���/, �. �. � �������� �
� μ . >����� ����� ������ (�
� 
���	���) ����
�'����� ��������� ������.  

B�	�
���
���� ���� ������ B�
����� ������.  
1. B������ ������������� ������ x ( 0) .  
2. �
� k = 1, 2,…  ��	�
��� ������������� ������� kx ( )  ��� 

��+���� 
������� �����  
k k

kA E x xμ τ( ) ( − 1 )( − ) = ,     (1) 

!�� kτ  — ��
��, ��
�/?��� �������/?�� ���'���-

��, ���������� ��������������� ������ ��������� 
��	�
����!� ������� �� �����
� ��������� ���� CB,.  

3. ������� λ μ τ= + .  
#
����� �������� �������� �� �� �������
����, 	�� �� ��� 

+�!�� ������ B�
����� ����� ��������� ���� (1) ���/� ���� 
� �� '� �������. ��;����, ��	�
�� ����'��, �������� LU -
���
�'���� ������� A Eμ− , ������ kx ( )  ��������� ���-
����
��� ����
�+�� �� ��K��� ��	����.  

L��
�� �������� ������ B�
����� ����'���, �����-
��� � [18], ������ 
�����, 	�� �
� ����	� ����+� ���
��-

���, ����� ��
���� 	�
���� ����	���� � ����� ��-
��?���: ������	��� ������	�� ��!� 
�+� �����–���� 
��������. B 
�	�� �
���� ���
��
������ ��������� ��-
���� �
�'�����, �� �� �� �������� �������.  

&��
�	+��� �������� ��
����� R Q I -����D������ 
������ B�
�����, �
� ������� ��	�
���
���� ��������� 
��
/	��� 
���/?�� ;����:  
1. B������ ������������� ������ x ( 0 )  � ��	�
���� ����
�-

'���� μ 0  � ���������� ���	���/.  

2. �
� k = 1, 2,…  ��	�
��� ������������� ������ kx ( )  �� 
�
����  

k k
k kA E x xμ τ( ) ( − 1 )

− 1( − ) = . 

3. ��
�'��� kμ  ������ ����+���/ ��
��  
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k k
k

k kk
A x x

x
x x

μ ρ
( ) ( )

( )
( ) ( )

( , )
= ( ) =

( , )
.  

E����� ��'��� �������� ����'���  ���
�'����� ����� 
������� kA Eμ− , �� ����� �������  

k k k
k kr x A x xμ μ( ) ( ) ( )( ) = −,   

� R Q I  ��������� �����/� � ��
�������
����� k
k xμ ( ){ },  

��!�� ������ � ��	��� ��������� ���� xμ{ }, , ���	�� 
��������	��� ������ �������� ����	����, �
� ������� 
A  �����
����.  


�����. *��	���� ��������� ���	���� � ������
�'�?�� 
��� ��������� ������ �
� �������  

A
− 5.509882 1.870086 0.422908

= 0.287865 − 11.811654 5.711900
0.049099 4.308033 − 12.970687

� �
� �
� �� �
� �

.  

&�'����. ����, ��������,  ����?�/ �������!� ������ 
��
�������
���� �������� ������
��� ����
�'����� ���	�-
��� ��������!� 	�
� μ = −17.39  � ���������� ������
�-
'�?�!� ��� ��������!� ������� x ( 0 ) Τ= (1.00, − 8.14, 7.91) .  

������� ���������/?�/ ����� ���� (1) � ��+�� �� �� 
���� ��
�������
���!� ��
/	���� ���������� ������ :��-
�. ����
����� ��	���� ����'��� � ���
. 1.  

B ����
����� ��
�	�
� ��������� ������  

x ( 1 ) Τ= − 0.007662( −130.5185, 1063.3671, − 1033.3512) =  

Τ= (1.0000, − 8.14725, 7.91728) .  

*��	������ ��������� ���	����  

λ μ τ 1= + = −17.397662 .  
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E��
��� 1 

11.880118 
0.287865 
0.049099 

1.870086 
5.578346 
4.308033 

0.422908 
5.711900 
4.419313 

1.00 
− 8.14 
7.91 

15.173112 
3.438111 
16.686445 

1 0.15741308 
5.5330323 
4.3003042 

0.03559796 
5.7016526 
4.4175652 

0.08417425 
− 8.1642308
7.9058671 

1.2771853 
3.0704541 
16.6237365 

 1 1.0304751 
− 0.0137912 

− 1.4755437
14.251154 

0.5549315 
14.237362 

 
 
1 

 
1 

1 − 1033.3512
1063.3671 
− 130.5185 

− 1032.3512 
1064.3671 
− 129.5185 

 
5.5.2. !��� 4��
����  

 

���� μ  � x ( 0 )  — ����
�'����� ���	���� �
� ��������!� 
�����������	���!� 	�
� ������� A  � ������
�'�?�!� ;��-
�� ���������� ���	���/ ��������!� �������. ������	�� 
���������/?�� ��	��� ���	���� 	���� λ μ μ= + Δ  � 
x x x( 0 )= + Δ . ������	�� 	���� r  �������  

r � x xμ( 0 ) ( 0 )= − .      (1) 
�
� ��	��� ���	���� λ  � x  ����� A x xλ= , �
�  

( ( (� x x x xμ μ( 0 ) ( 0 )+ Δ ) = + Δ ) + Δ ) .  
��/��  

� x � x x x x xμ μ μ μ( 0 ) ( 0 ) ( 0 )⋅ + ⋅ Δ = ⋅ + Δ ⋅ + ⋅ Δ + Δ ⋅Δ . 
����������� ��
�	����� ���������, ��������� 	
��� ���-

��!� ������� ��
��� xμΔ ⋅Δ  � �	������ (1). E�!�� ��
�	��  
r � x x xμ μ( 0 )+ ⋅ Δ − Δ ⋅ − ⋅ Δ = 0 .  

�������� ������ r  � �����/ 	��� � ����+�� ��
�	����� 
�����+���� �������������:  
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n na x a x a x x x rμ μ111 1 1 2 2 1 1 1
(0)Δ + Δ +…+ Δ − Δ ⋅ − ⋅ Δ = − ,  

n na x a x a x x x rμ μ221 1 2 2 2 2 2 2
(0)Δ + Δ +…+ Δ − Δ ⋅ − ⋅ Δ = − ,  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   (2) 

nn n n n n n na x a x a x x x rμ μ1 1 2 2
(0)Δ + Δ +…+ Δ − Δ ⋅ − ⋅ Δ = − .  

��
�	�
� ����� n  
������� �
!�����	���� ���������  
n( + 1)  ���������� nx x x μ1 2Δ , Δ , …, Δ , Δ . "�� ����+���� 

��?���� ��'�� 	�����, 	�� ������ ���������� ������� xΔ  
����� ��
/, ����
��� ��������� ������ x  ������
��  ��	-
����/ �� ��������!� ���'���
�. E�!�� ����� (2) ������ 
���  

n nx a x a x rμ1 1 2 2 1 1
(0)− Δ + Δ + … + Δ = − ,⋅   

n nx a x a x rμ μ2 2 2 2 2 2
(0)− Δ + ( − ) Δ + … + Δ = − ,⋅   

. . . . . . . . . . . . . . . . . .      (3) 

nn n n n nx a x a x rμ μ2 2
(0)− Δ + Δ + … + ( − ) Δ = − .⋅   

��+�� ����� (3) 
/��� �� �������� �������, �����-
���, �� ���� ��
�������
���!� ��
/	���� ���������� 
������ :���, ������ �������� nx x μ2Δ , …, Δ , Δ .  

��� ������������ �������� ����� ��'�� ���� ��������.  

�����. *��	���� ��������� ���	���� � ������
�'�?�� 

��� ��������� ������ �
� ������� �� ������� �. 5.5.1.  
&�'����. ������  

μ = −17.39  � x ( 0) Τ= (1.00000, − 8.14472, 7.91426) .  
B�	�
�� ������� �� D����
� (1)  

r Τ= ( − 0.00420498, 0.0592605, − 0.0630314) .  
������� ����� ���� (3) � ������
�� �� ��� μΔ , x 2Δ , 

x3Δ  �� ���� ����������!� ��
���� ������ :���.  
����
����� ��	���� �������
��� � ���
. 2.  
E���� �������,  

x xμ 2 3Δ = − 0.007658, Δ = − 0.00253, Δ = 0.00301 . 
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E��
��� 2 

− 1
8,14472

− 7,91426

1,870086 
5,578346 
4,308033 

0,422908 
5,711900 
4,419313 

0,00420498
−0,05926046

0,06303143

1,297199 
19,375706 
0,8761174 

1 − 1,870086
20,809673

− 10,492314

− 0,422908
9,156367
1,072309

− 0,0042049
− 0,02501208

0,02975214

− 1,297199 
29,941029 

− 9,390253 

1 0,4400053
5,6889803

− 0,00120195
0,01714090

1,438804 
5,706124 

1
1

1 0,00301300
− 0,0025277
− 0,0076578

1,0030130 
0,9974724 
0,9923423 

 

#
�������
���, ���	������ ���	���� �����  
λ = −17.397658 , x Τ= (1.0000, − 8.14725, 7.91727) .  
 

5.5.3. !��� !�	��� 
 

��������� �����/ ������� A  � �
�	��� ����:  
V

A
W B
α

=
� �
� �
� �

,  

!�� B  — ���������� n( − 1) -!� �������.  
"���� ������
�!���, 	�� ������ ���������� ���
�'�?�!� 

������
���/ ��������!� ������� ������� A , ����	�/?�!� 
���������� ���������� ���	���/ μ , �� ��
���� �	���/?� 
��
�� �� �������/  ���
�����, ��� 	�� ��� ����+���� 
��?���� ��'�� 	����� �� ������ ������� � ����� ���-
������ ������ � ���� x z Τ= (1, ) . E�!�� �����	��� ��������� 
A x xμ=  ��'�� �������� ;�����
������ ������  

V zα μ+ ,=  
W B z zμ+ = .       (1) 
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=� �����!� ��������� ����� (1) �������  
z B E Wμ −1= − ( − ) .       (2) 

��
� ���������� (2) � ������ ��������� ����� (1), ��
�-
	�� �������
��� μ ��
������� �
!�����	���� ��������� ����  

F V B E Wμ μ α μ −1( ) = − + ( − ) = 0 .    (3) 
*�������� (3) ��'�� ��+��� 
/��� �������� ������������ 
�������, �������� ������� &�/����. #�!
��� ;���� ������, 
��	����  ��������!� ��	�
���!� ����
�'���� μ 0 , ������ 
��
�������
���� ����
�'���� �� �����
�  

k
k k

k

F

F

μ
μ μ

μ
− 1

− 1
− 1

( )
−

′ ( )
= .      (4) 

C��� ����� ����� ��������	��/ ��������. # �	���� ����!� 
����'���� �
� D������ F μ( )  D����
� (4) ��'�� ���� ���-
���������� � ����  

k k
k k

k

V B W

V B W

μ α
μ μ

−1

− 2
− 1 − 1

− 1
− 1

− + ( )
−

1 + ( )
= .   (5) 

>��� ������� ������	���� k kB B Eμ− 1 − 1= − .  
@����
� (5) ��'�� �������������, ������� �����	��� ��-

��'���� ��
������ �������������� ��������  

k k
k k

k

V B W

V B W

μ α
μ μ

Τ −1
− 1 − 1

− 1 Τ − 2
− 1

− + ( , )
−

1 + ( , )
= .   (5 )′  

��� ���
�������� ;��� D����
� ��'�� �� ��'��� +�!� ��-
	�
��� ������� k

kz B W− 1( ) −1
− 1=  � k

kB z − 1−1 ( )
− 1 .  

=� �������� (2) 
�����, 	�� �����!���
���� ������� kz ( )  
������ � �������, ����
������ �� ������  ��������� �����-
�� ��������� (����� ������) ��������!� ������� ������� A .  

%
� ������� A  �������	����, D����
� (5) ����?����  
k

k k
k

k k

W z

z z

μ α
μ μ

− 1

− 1 − 1

( )
− 1

− 1 ( ) ( )

− + ( , )
−

1 + ( , )
= ,    (5 )′′  

!�� kz ( )  — ��-���'���� ��+���� ����� k
kB z W( ) = .  
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�����. *��	���� ��������� ���	���� � ������
�'�?�� 
��� ��������� ������ �
� ������� �� ������� �. 5.5.1.  

&�'����. ���� ������� ����
�'���� μ 0 = − 17.39 , 

x ( 0 ) Τ= (1.00000, − 8.14472, 7.91426) .  
������
�'��, 	�� ������ ����� � ������ ��
��� ������� 

A  ����� �!���� "����/" ��
�, �. �. 	�� ������ ���������� ��-
����
����!� ��������!� ������� �� ��
���� �	���/?� ��-

��. E�!��  

α = − 11.811654 , 

V Τ= ( 0.287865, 5.711900 ) , W Τ= (1.870086, 4.308033) ,  

B
− 5.509882 0.422908

=
0.049099 − 12.970687

� �
� �
� �

.  

������	�� B B Eμ0 0= − , ��
�	��  

B0
11.880118 0.422908

=
0.049099 4.419313

� �
� �
� �

.  

��
�� ��	�
�� �������  

z B W−1(0)
0

0.12276004
= =

0.97345574
� �
� �
� �

, B z
− 3

−1 (0)
0

2.49294679 ⋅10
=

0.2202454
� �
� �
� �

. 

E����� �� D����
� (5) ��
�	�� ������ ����
�'���� � ���	-
������� ���������� ���	���/ μ 1 = −17.39764771 .  
 #
���/?�� ����
�'���� ����  

B 1
11.88776571 0.422908

=
0.049099 4.42696071

� �
� �
� �

, z (1) 0.12274088
=

0.97345574
� �
� �
� �

,  

μ 2 = − 17.39765505 .  

����	���
��� ��
�	�� μ = − 17.39765507 ,  

x Τ= ( − 0.12274087, 1.00000000, − 0.97177266) .  
��
� ������������ ��������� ������ ������ ���  

x Τ= (1.00000000, − 8.14724549, 7.91727043) . 
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5.5.4. !��� 
��������� 
 

,���� �����?���� ���������� �
� �������	��� ������ 
,. �. :��������.  

���� �������	��� ������� A 0  ����� ������ ��������� 

���	���� μ 0  � ���������/?�� ��� ��������� ������ x ( 0 ) . 

������	�� 	���� z ������, ����!���
���� x ( 0 ) . ������
�� ���-
���� R  �
������ R A E z zμ0 0( − ) =  � R x (0 ) = 0 .  

���� A  — ��������� ���!�� �������	��� �������, μ  — 
�� ��������� ���	���� � x  — ������
�'�?�� ��� ������-
��� ������, ���	�� �����, 	�� x x (0)( , ) ≠ 0 . ��
����� �����-
��
���� �����
��� ������
�'���, 	�� ������
��� �����+�-
��� x x (0)= + v , !�� x (0)( , ) = 0v .  

������	�� B A A 0= − ,  λ μ μ 0= − .  
�
� ��������� ��
�	�� ����
����� ����	�� �������  

E B x E A A xλ μ μ 0 0( − ) = ( ( − ) − ( − ) ) =  

E A x E A x A E xμ μ μ0 0 0 0= ( − ) − ( ) = ( )− − .   (1) 

�������� ��
����� ������������  

E B x x A E x xλ μ( 0) ( 0)
0 0( ( − ) , ) = ( ( ) , ) =−  

x A E xμ (0)
0 0= ( , ( ) ) = 0− .   (2) 

��
��  
E R E B x x R A E xλ μ0 0( ( − ) ) ( )− = − − =  

x R A E x xμ (0)
0 0= − ( ) ( + ) =−     (3) 

x R A E x R A E x xμ μ(0) (0)
0 0 0 0− ( ) − ( ) −= − − = =v v .  

=� D����
� (3) 
�����, 	��  

x E R E B xλ −1 (0)= ( − ( − ) ) .    (4) 

�����/ 	��� D����
� (4) ��'�� ���
�'��� � ���, �����-
���� �� �������� D����
� �� ��������	���!� ���
���:  
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k k

k
t t t t t−1 2 3 −1 −1

=1

∞

( 1 + ) = 1 − + − +… = (−1)� . 

����� ��!�, ��
�!�� λ  � B  ������	�� ��
���, �!��-
��	��� � ���
�'���� 	
����� �����!� �������  

x x R B x R x R B R B x R B xλ λ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)2≈ − + + − . 

�� ��+��� ������
�'���/, R x (0) = 0 , ��!�� ����
�'����� 
D����
� ������ ���  

x x R B x R B R B x R B xλ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)2≈ − + − .   (5) 

�������� ��
�	����� ����'���� � 
���/ 	��� (2) � ����-
	���
��� ����� �����  

B x x R B x B x B R B x R B x

x R B x
λ

( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)

2 2( 0) ( 0)

( , ) − ( , ) + ( , )
≈

+
. (6) 

�� D����
�� (5) � (6), �����
�/?�� ���	���� ��������� 
������ � ��������� ���	����, ��'�� ��������� ����� �� 
��
�	���� ��������� ��	����.  


�����. *��	���� ��������� ���	���� � ��������� ���-
��� �������, ����������� ����� � ������� �. 5.3.3.  

&�'����. B������ ������ x ( 0 ) Τ= ( 0.8, 0.2, − 0.5, − 0.6 )  � 
��	���� ����
�'���� � ���������� ������� ������� A , ��-
��	�/?��� ���������� ���������� ���	���/ λ (0) . &����-
���� �!� � �����	��� �
��� � ������	�� ������������� ���-
���  

X ( 0) Τ= ( 0.704361, 0.176090, − 0.440225, − 0.528271) . 

����
�'����� ���	���� ��������!� 	�
� �����  

A X Xλ (0) (0) (0)= ( , ) = 0.248992 .  
������	�� 	���� r  ������� r � X Xλ( 0) ( 0) ( 0)= − . ������� 

�������	���/ �������  
� � X r r X( 0 ) Τ ( 0) Τ

0 = − − ( ) .  
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&������������� ��������� ��'�� ��������, 	�� λ (0)  ��-

���� ��������� ���	����� ������� A 0 , � X ( 0)  — �� ��-
������� ��������, ������
�'�?�� ���������� ���	���/ 
λ (0) . # �	���� ������	����, �������� � ������ ����!��D�, 
r B X (0 )= .  

����
�'����� D����
� (5) � (6) ������ � ������������� 

�	�� ��
�� ������ ���:  

x X R r R rλ( 0) 2≈ − − ,      (5 )′  

R r r

R r
λ 2

( , )
≈ −

1 +
.      (6 )′  

B������ Rr � R2r �������� ������������ �� ��+���� 
�-
��/?�� ���� ���������:  

A E rλ ( 0)
0( − ) =v ,   X (0)( , ) = 0v ;   (7) 

A E R rλ ( 0)
0( − ) ==v ,  X (0)( , ) = 0v .   (8) 

����
��� A Eλ ( 0)
0 − = 0 , ���� �� 	������ ������ ����-

����� � ������ (7) � (8) ��'�� ���� �����+��� � ���
�����-
�� 
�+� �
� ������
�. 

%
� � D����
� (5') �������� 
�!����� R rλ 2  �����!� ��-
����� ��
���, �� ��� ������������ ��+��� ����� (8).  

��
� ����������!� ���������� D����
 (5') � (6') � �����-
������� ��
�	��  

(1) (0, 718839; 0, 095717; 0,387445; 0,569206)X Τ= − − ,  

λ (1) = 0, 24226072 .  
&�������, 	�� ��������� ����, ��������� ����� ������ 

������� ���?����, �����
��  

x Τ= (0, 718846; 0, 095699; − 0, 387435; − 0,569207) ,  

λ (1) = 0, 24226071 . 
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=
&�L���	/ 
 

=���"����� 1. ,������ L. &. ���
��� ������� ���������-
��	���� ���!�	
��� 
���/?�� ������:  
 

       1)                                  2)                               3)                      

A

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

1 2 3 4
2 1 2 3

=
3 2 1 2
4 3 2 1

;  A

� �
� �
� �
� �
� �
� �

−1 0 1 2
7 1 0 1=

−1 1 8 11
0 0 1 0

;  A

� �
� �
� �
� �
� �
� �

1 0 1 0
1 1 0 1=
1 0 1 0
0 1 1 1

;   

       4)                                  5)                               6)                      

A
� �9 22 − 4
� �− 1 − 4 1� �
� �8 16 − 5� �

= ;  A
� �4 − 1 − 2
� �2 1 − 2� �� �1 − 1 1� �

= ;  A
� �1 − 3 − 1
� �− 3 1 1� �� �− 1 1 5� �

= .  

 

=���"����� 2. ,������ L. ,. ����
����!� ������� �����-
������	���� ���!�	
��� 
���/?�� ������:  
 

       1)                                  2)                               3)                      

A

� �3 1 2 4
� �7 1 0 1� �

2 1 2 3� �
� �4 1 2 2� �

= ;  A

� �
� �
� �
� �
� �
� �

1 0 1 0
1 1 0 1=
1 0 1 0
0 1 1 1

;  A

� �
� �
� �
� �
� �
� �

1 1 1 1
1 1 −1 −1=
1 −1 1 −1
1 −1 −1 −1

;  

       4)                                  5)                               6)                      

A
� �2 − 2 2
� �− 2 3 0� �
� �2 0 1� �

= ;  A
� �2 − 1 2
� �5 − 3 3� �� �− 1 0 − 2� �

= ;  A
� �7 − 12 − 2
� �3 − 4 0� �
� �− 2 0 − 2� �

= . 

 

=���"����� 3. ,������ �������
���� ������� �����������-
	���� ���!�	
��� ������ �� ����'����� 1 � 2.  
 

=���"����� 4. ,������ @������� ������� �����������	�-
��� ���!�	
��� ������ �� ����'����� 1 � 2.  
 

=���"����� 5. ,������ �������� ����� ��������� ���	���� 
� ��������� ������� 
���/?�� ������:  
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    1)                                 2)                                      3)                      

A
� �2 2 − 2
� �2 5 − 4� �
� �− 2 − 4 − 5� �

= ; A
� �12 22 − 22
� �22 45 − 44� �
� �− 22 − 44 45� �

= ; A
� �3 2 0
� �2 4 − 2� �
� �0 − 2 5� �

= ; 

 

       4)                                  5)                               6)                      

A
� �
� �
� �� �
� �

8 − 6 − 4
= − 6 9 − 2

− 4 − 2 4
;  A

� �
� �
� �� �
� �

18 6 − 6
= 6 21 0

−6 0 16
;  A

� �
� �
� �� �
� �

14 2 − 4
= 2 17 2

− 4 2 14
; 

 

=���"����� 6. ,������ ���?���� ����� ��������� ���	�-
��� � ��������� ������� 
���/?�� ������:  
 

    1)                                   2)                              3)                      

A
� �5 − 2 − 2
� �− 2 6 0� �� �− 2 0 4� �

=  ;   A
� �1 2 1
� �

2 − 5 2� �
� �1 2 5� �

=  ;   A
� �17 − 8 4
� �

− 8 17 − 4� �
� �4 − 4 11� �

=  ;  

 

       4)                                  5)                               6)                      

A
� �
� �
� �
� �
� �

6 − 2 2
= − 2 5 0

2 0 7
;  A

� �
� �
� �� �
� �

11 − 7 − 9
= −7 11 9

−9 9 27
;  A

� �
� �
� �� �
� �

3 − 2 4
= − 2 6 − 2

4 − 2 3
; 

 
=���"����� 7. ,������ A���� ����� ��������� ���	���� � 
��������� ������� 
���/?�� ������:  
 

     1)                               2)                                      3)                      
i

A i
� �
� �
� �� �
� �

3 − 0
= 3 0

0 0 3
 ;   

i
A i

� �
� �
� �
� �
� �

3 2+2 0
= 2−2 10 0

0 0 4
 ;   

i
A i

� �
� �
� �
� �
� �

3 2− 0
= 2+ 7 0

0 0 4
 

;  
 

     4)                               5)                                      6)                      
i

A i
� �
� �
� �� �
� �

0 0
= − 0 0

0 0 1
 ;   

i
A i

� �
� �
� �
� �
� �

3 2+2 0
= 2−2 1 0

0 0 4
 ;   

i
A i

� �
� �
� �
� �
� �

1 1+ 0
= 1− 0 0

0 0 1
 ;  
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=���"����� 8. # ����?�/ Q R -�
!������ ����� ���������-
��	���� 	�
� 
���/?�� ������:  
 

             1)                            2)                           3)                      

A
� �
� �
� �� �
� �

2 1 1
= 0 3 1

0 3 5
 ;   A

� �
� �
� �� �
� �

44 − 22 26
= − 22 29 − 4

26 − 4 53
 ;   1A

� �
� �
� �
� �
� �

5 1 1
= 0 4 − 2

0 4 2
 ; 

 

       4)                                   5)                                 6)                      

A
� �
� �
� �
� �
� �

9 −16 − 8
= −16 33 16

−8 16 9
;  A

� �
� �
� �� �
� �

13 14 − 4
= 14 24 −18

− 4 −18 29
;  A

� �
� �
� �
� �
� �

3 1 1
= 0 5 9

0 5 1
; 

 

 
=���"����� 9. #�������� ������� ����� �����
�+�� �� ��-
�
/���� ��
�	��� ��������� ���	���� � ���������/?�� 
�� ��������� ������� 
���/?�� ������:  
 

       1)                                2)                                     3)                      

A
� �
� �
� �� �
� �

6 −5 −3
= 3 − 2 − 2

2 − 2 0
 ;  A

� �
� �
� �
� �
� �

0 2 2
= 2 3 −1

2 −1 3
 ;  

1
A

� �
� �
� �� �
� �

7 1
= 1 7 1

1 1 7
 ; 

 

             4)                             5)                              6)                      
3

A
� �
� �
� �� �
� �

1 − 4
= 4 −7 8

6 −7 7
;  A

� �
� �
� �� �
� �

4 6 0
= −3 −5 0

−3 −6 1
;  A

� �
� �
� �� �
� �

1 −1 2
= 3 −3 6

2 − 2 4
; 

 
=���"����� 10. #�������� ������� � ����������  ������� 
�	��������� ����� ��������� ���	���� � ���������/?�� 
�� ��������� ������� 
���/?�� ������:  
 

       1)                                2)                                     3)                      

A
� �
� �
� �� �
� �

2 −1 2
= 5 −3 3

1 0 − 2
 ;  

2
A

� �
� �
� �� �
� �

3 0
= 2 4 − 2

0 − 2 5
 ;  A

� �
� �
� �� �
� �

−1 3 −1
= − 3 5 −1

−3 3 1
 ; 
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             4)                             5)                              6)                      

A
� �
� �
� �� �
� �

29 −16 − 4
= −16 17 16

− 4 16 29
;  A

� �
� �
� �� �
� �

4 − 2 2
= −5 7 −5

−6 6 − 4
;  A

� �
� �
� �� �
� �

11 2 −8
= 2 2 10

−8 10 5
; 

 

=���"����� 11. ,������ ��
����� ������������ ����� ���-
��
�+�� �� ���
/���� ��
�	��� ��������� ���	���� � ���-
������/?�� �� ��������� ������� 
���/?�� ������:  
 

       1)                                2)                                     3)                      

A
� �
� �
� �� �
� �

3 − 2 − 4
= − 2 6 − 2

− 4 − 2 3
 ;  A

� �
� �
� �
� �
� �

7 −12 − 2
= 3 − 4 0

− 2 0 − 2
 ;  A

� �
� �
� �� �
� �

−1 3 −1
= − 3 5 −1

−3 3 1
 ; 

 

             4)                             5)                              6)                      

A
� �
� �
� �� �
� �

2 −1 2
= 5 −3 3

1 0 − 2
;  

2
A

� �
� �
� �� �
� �

5 − 4
= 2 1 − 2

− 4 − 2 5
;  A

� �
� �
� �
� �
� �

4 −1 − 2
= 2 1 − 2

1 −1 1
; 

 

=���"����� 12. ,������ ��
����� ������������ � �������-
���  ������� �	��������� ����� ��������� ���	���� � �-
��������/?�� �� ��������� ������� 
���/?�� ������:  
 

        1)                                   2)                                   3)                      

A
� �
� �
� �� �
� �

1 − 2 2
= − 2 − 2 4

2 4 − 2
 ;  

2
A

� �
� �
� �� �
� �

5 − 4
= 2 1 − 2

− 4 − 2 5
 ;  A

� �
� �
� �� �
� �

1 2 1
= 2 −5 2

1 2 5
 ; 

 

          4)                                5)                             6)                      

A
� �
� �
� �� �
� �

4 − 2 2
= −5 7 −5

−6 6 − 4
;  A

� �
� �
� �
� �
� �

6 − 2 2
= − 2 5 0

2 0 7
;  A

� �2 2 − 2
� �

2 5 − 4� �
� �− 2 − 4 − 5� �

= ; 
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