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Фундаментальное руководство по прикладной математике, па. 
писанное известным геофизиком Г. Джеффрисом и его супругой 
Бертой Свирлс, представляет собой выдающееся явление в ми­
ровой литературе, с которым можно сравнить лишь такие труды, 
как «Методы математической физики» Куранта и Гильберта или 
«Методы теоретической физики» Морса и Фешбаха, выпущенные 
издательством «Мир» в русском переводе.

Для удобства советских читателей книга будет разбита на 
три выпуска; вып. 1 выйдет в 1969 г., 2 и 3 — в 1970 г. 
В вып. 1 будут рассмотрены функции действительного перемен 
ного, скаляры и векторы, тензоры, матрицы, кратные интегралы 
и теория потенциала и операционные методы.

Книга Г. Джеффриса и Б. Свирлс привлечет внимание физи­
ков, геофизиков и астрономов, имеющих дело с той областью  
прикладной математики, где наряду с чисто рецептурной вычис­
лительной техникой необходимо строгое понимание методов ма­
тематической физики. Книга окажет также большую помощь 
аспирантам и студентам старших курсов.

Редакция космических исследований, астрономии и геофизики

2-3-1, 2-6-1 
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Книга Г. Д ж е ф ф р и с а  и его супруги Берты Свирлс (леди 
Д ж е ф ф р и с )  является  одним из основных руководств по «М ето­
дам  математической физики» повышенного типа на англий­
ском языке. Она в ы д ер ж а л а  три издания, причем последнее 
издание д в аж д ы  переиздавалось. Таким образом, мы имеем 
дело с устоявш имся учебным руководством по прикладной м а те ­
матике.

С ам  Д ж еф ф р и с ,  явл яясь  крупнейшим современным геофи­
зиком, обобщил в ней свой полувековой опыт плодотворной 
работы в области теоретической геофизики, смеж ны х областях  
астрономии и физики сплошной среды и прикладной м а те м а ­
тики.

В связи с этим в книге чувствуется отбор м атери ала  иссле­
дователем , который сам на протяж ении многих лет использовал 
м атем атику  для  прогресса естествознания. В ней описано много 
раци ональны х математических методик и приведено решение 
многих важ нейш их типовых задач . Короче говоря, она о б л а ­
д ает  всеми достоинствами английских книг по математической 
физике.

П р е д л а га е м а я  вниманию  читателя книга достаточно сложна 
и не может быть реком ендована для  первоначального о зн ак о м ­
ления с предметом. Она написана весьма своеобразны м языком, 
и подход к излож ению  многих вопросов не тривиален. Эти об ­
стоятельства  со зд авал и  зам етны е трудности для коллектива, 
работавш его  над переводом. О бширное предисловие авторов 
и збавляет  нас от обсуж дения многих тем, в частности вопроса 
о терминологии и о той мере строгости, которая необходима в 
работах  по теоретическому естествознанию. Мы во всяком слу­
чае нигде не стремились «улучшить» оригинал, а наоборот, 
с тарали сь  сохранить все его особенности. В связи с тем, что



человек, который обратится  к предлагаем ой книге, можно по­
лагать ,  у ж е  достаточно знаком  с предметом, мы решили не 
приводить дополнительного списка литературы . О б р ащ аем  вни­
мание на то, что в книге принята  правосторонняя система де­
картовы х координат. В этой системе, если смотреть со стороны 
оси Z, то поворот оси X в сторону оси у  происходит против 
часовой стрелки. Д л я  краткости такое вращ ение переведено 
к ак  «вращ ение вправо».

Д л я  удобства  пользования русское издание книги р а з д е ­
лено на три выпуска примерно равного объема. П оскольку  это 
разделение  чисто условно, сохранена нумерация глав  англий­
ского оригинала. В 1-й выпуск вош ли гл. 1— 8, во 2-й — гл. 9— 15, 
в 3 - й — 16— 25. Зам ечан и я ,  помещ енные в оригинале в конце 
книги, в русском переводе разнесены по соответствующим г л а ­
вам. Р а б о та  по переводу вып. 1 распредели лась  следую щим 
образом: А. Л . Л евш ин перевел предисловие и гл. 8 ; М. Л . Гер- 
вер — гл. 1, 2; В. А. К алинин — гл. 3; Л . В. Никитин — гл. 4; 
В. Ф. П исаренко — гл. 5, 7; В. Л . М аркуш евич — гл. 6 .

В заклю чение я хотел бы от имени всех принимавш их у ч а ­
стие в работе  вы разить  признательность леди Д ж еф ф ри с ,  ко ­
торая  лю безно проком м ентировала  перевод эпиграфов к от­
дельным главам . Л еди  Д ж еф ф р и с  т а к ж е  способствовала тому, 
что сотрудница и здательства  К ем бридж ского  Университета 
миссис A-lepn П аркер  п ри слала  нам английский оригинал книги 
1966 г. Мне хотелось бы поблагодарить  миссис П ар кер  за эту 
любезность.

В. Н. Ж а р к о в



о т  АВТОРОВ

В третьей допечатке 3-го издания добавлены  следую щ ие 
разделы : 9.041а об интерполяции в случае, когда даны  первые 
производные, и 9.181а — о достиж ениях в машинном счете. 
Б ы ло  расш ирено исследование ортогональных преобразований 
в гл. 4 и сделано добавление  в доказательстве  лем м ы  Ватсона 
в 17.03. С делан  ряд других небольших поправок и добавлений 
в тексте и примерах.

Март 1966 г.

Во второй допечатке 3-го издани я  добавлены  следую щие 
разделы : 5.051а о диф ференцировании под знаком  интеграла, 
10.11а о методе, используемом в теории планет, и 23.07а со 
ссылкой на работу  о кулоновских волновых функциях. П ер е ­
смотрены разделы  10.01 , 10.013 в главе  «Вариационное исчис­
ление». С деланы  небольшие исправления и добавлен и я  в тек­
сте и примерах.

Июль 1961 г.



В настоящ ем издании мы внесли изменения в гл. 1, в ос­
новном в результате  замечаний, сделанных проф. Безиковичем: 
более четко сф ормулирован  р яд  теорем, д обавлено  или со кр а ­
щено несколько доказательств . Мы весьма признательны ему 
за  элем ентарное д оказательство  теоремы об ограниченной схо­
димости Рим ан овы х интегралов, данное в примечании. В гл. 6 
улучшено доказательство  уравнения П уассона. В гл. 17 мы 
более подробно рассмотрели  интеграл Эйри для  комплексного 
аргумента и сф ормули ровали  условия однородности аппрокси­
мации асимптотических решений типа Грина в комплексной 
области. В гл. 23 мы добавили некоторые зам ечан ия  об а н а л и ­
тическом продолжении решений и их применении к функциям 
параболического  цилиндра.

Мы благодарим  читателей за их сообщения по поводу за м е ­
ченных ош ибок и опечаток.

Г а р о льд  Дж еффрис  
Берта Дж еффрис

А прель 1953 г.



Текст книги для  2-го издания был существенно пересмотрен. 
Больш инство примечаний в конце книги было вставлено в 
текст. К роме того, сделаны  следую щие важ нейш ие исправления. 
В гл. 1 теорема Г е й н е — Б ореля  и ее м одификация Гурса вы ­
несены вперед и использованы для  вывода нескольких теорем, 
которые преж де д о казы вали сь  другим методом. К роме того, бо­
лее  полно излож ена  теория Ри м ан овы х  интегралов.

В гл. 4 добавлено  описание блочных матриц и более под­
робно рассмотрена теорем а о характеристических решениях для  
коммутирую щ их матриц. Гл. 5 (кратны е интегралы) почти пол­
ностью переписана и теперь вклю чает  теорию функций несколь­
ких переменных, которая частично была излож ена в гл. 11. 
В гл. 9 анализ релаксационны х методов расширен настолько, 
чтобы служ ить  как  введение в специальную литературу  на эту 
тему.

В гл. 11 и 12 сделано много улучшений, в частности внесена 
в а ж н ая  поправка в д оказательстве  теоремы Коши, улучшено 
доказательство  теоремы О сгуда — В итали и полностью пере­
смотрена теория обратны х функций.

В гл. 17 несколько ослаблены  условия для  справедливости 
леммы  Ватсона; теперь они выполняю тся почти во всех ф и зи ­
ческих приложениях. Более  полно излож ен метод стационарной 
фазы . В гл. 24 расш ирен раздел  об излучении мультиполя.

Д о к азател ь ств а  по возможности сокращ ены  или обобщены, 
добавлены  некоторые новые примеры.

Мы благодарны  многочисленным читателям  за у казан и я  на 
ошибки. Д в е  наиболее серьезных поправки сделаны проф. Литтл- 
вудом и д-ром К артрайтом .

Мы особенно признательны за зам ечан ия  проф. Л иттлвуду  
(главы  1, 5, И ,  12), Холлу (гл. 4 ) ,  проф. Безиковичу и д-ру Бар- 
киллу (гл. 5).

Г а р о льд  Дж еффрис  
Берта Дж еффрис

15 ноября 1948 г.



Ц ель этой книги — описать те разд елы  чистой м атем атики, 
в которых больш е всего н уж дается  физика. Отбор м атери ала  
довольно труден: книга, с о д е р ж а щ а я  все методы, применяемы е 
в различны х р азд ел ах  физики, бы ла бы непомерно велика. 
В связи с этим мы обычно вклю чали метод, если он приме­
няется по крайней мере в двух р азд ел ах  физики; однако  мы не 
следовали  этому прави лу  во всех случаях. Д л я  иллю страции 
дополнительных прилож ений введены специальны е задачи .

Н ам  представляется , что многие студенты, заи н тересован ­
ные главным образом  прилож ениями, с трудом следят  за а б ­
страктными д о к азательствам и  не из-за  отсутствия способно­
стей, но потому что интерес у них возникает  лиш ь тогда, когда 
им ясны непосредственные применения.

Мы предполагаем , что читатель знаком  с курсом м атем ати ­
ческого ан али за .  Поясним нам ечаем ы е нами уровень строгости 
и общности. Мы не р азд ел яем  широко распространенного  
взгляда ,  что любое д оказательство  хорошо, если оно будет 
предназначено для  использования исследователям и в естест­
венных науках . Мы считаем, что д ля  естественных наук, т а к ж е  
как  и для  чистой математики , необходимо, чтобы были сф орм у­
лированы основные принципы, и заклю чения вы текали из ни.х. 
Но в естественных науках  та к ж е  необходимо, чтобы эти прин­
ципы были как  можно теснее связаны  с наблю дениями; д л я  
чистой математики несущественно, что взято за основу.

Мы п ри держ и ваем ся  здесь принципа, что строгий анализ 
в естественных н ауках  не менее важ ен, чем в чистой м а те м а ­
тике. Мы так ж е  многократно обнаруж ивали , что легчайш ий 
путь сделать  какое-либо утверж дение  достаточно обоснован­
н ы м — это д ать  ему строгое доказательство . Н екоторы е наибо­



л е е  важ н ы е результаты  (например, теорем а Коши) так  удиви­
тельны на первый взгляд, что ничто более краткое, чем д о к а ­
зательство , не м ож ет застави ть  в нее поверить. С другой сто­
роны, м атем атик  обычно неудовлетворен теоремой, если она 
в ы ск азан а  не в наиболее общей форме.

П рилож ен ия  ж е  часто ограничиваю тся несколькими спе­
циальны м и зад ачам и . П оэтом у мы часто даем  д оказательство  
при условиях, достаточных в больш инстве приложений, но из­
лишне ограниченных с точки зрения чистого м атем атика. О б щ ­
н о с т ь — хорош ая  вещь, но иногда она м ож ет  обойтись слишком 
дорого. В ряде случаев, если принятые условия не выполняю тся 
в данной задаче, то метод обобщ ения теоремы будет очевиден; 
иногда ж е  это очень трудно, и мы не думаем , что стоит л ом ать  
копья ради редко встречаю щ ихся случаев. Д л я  некоторых о б ­
ш ирных проблем, которые важ ны , но требую т долгого о б су ж де­
ния и хорошо излож ены  в каком-либо руководстве, мы сочли 
достаточным д ать  ссылки.

Мы считаем особенно важ н ы м  для  исследователей знать 
точную ф орм улировку  условий, при которых справедли вы  ис­
пользуемые ими теоремы. Ч асто  можно встретиться с у т в е р ж ­
дением, что результат  строго доказан ; какой-либо контроль за  
тем, что постулированные при д оказательстве  условия удовлет­
воряю тся в реальной задаче, отсутствует — а очень часто эти 
условия на самом деле  не выполняются. Такое неправильное 
использование м атем атики мож ет встретиться во многих р а зд е ­
л а х  науки. С другой стороны, многие результаты  часто д о к а ­
заны  при достаточных, но не необходимых условиях, и ученые 
колеблются, использовать  ли их, ошибочно п редполагая , что 
условия необходимы. Поэтому мы будем часто д ав а т ь  д о к а з а ­
тельства  при более общих условиях, чем принятые в более эл е ­
м ентарных курсах. Обе трудности вы званы  главны м  об разом  
тем, что теоремы разбросан ы  по многим книгам и статьям , и 
исследователи не знаю т, что и где искать.

Эту книгу можно читать последовательно, но некоторые ч а ­
сти вполне независимы от предшествующ его излож ения; таким  
образом  можно и д а ж е  полезно изучать отдельные главы  п з '  
раллельно.



В некоторых случаях  мы приводим теоремы в частной форме 
перед более общей формулировкой, если последняя требует бо ­
лее сложного анализа . Это особенно относится к случаям , когда 
читатель, возможно, встретится с несколькими прилож ениями 
для  частного вида теоремы до того, как  ему потребуется более 
об щ ая  теорема.

М ы сомневались, стоит ли вклю чать главу  о теории функций 
действительного переменного. Обычно более полные работы 
требую т существенно большего времени для  чтения, чем то, 
которым расп олагает  физик-теоретик. К сож алению , в этих 
работах  иногда сводят  важ н ы е  теоремы к узкому классу или 
неэффективному примеру, или опускаю т их целиком.

В итоге мы решили рассмотреть основные методы этой тео­
рии, но не д о к азы в ать  подробно каж ды й  результат; однако  
полагаем , что для  студентов будет полезно самим заполнить  
некоторые пробелы в д о казательствах . Если студент почувсг- 
вует трудности в достиж ении того уровня абстракции, на кото­
рый рассчитана больш ая  часть этой главы, мы советуем ему 
читать до предела его возможностей, а затем  переходить к сл е ­
дующ им главам , во зв р ащ ая сь  н а за д  по мере необходимости. 
В конце концов он обнаруж ит, что одолел  всю эту главу, 
преж де чем окончит главу  14, и что он знает  ее содерж ание  и 
понимает смысл.

М ы не смогли полностью избеж ать  ссылок на еще не 
прочитанный материал, но одно забеган ие  вперед, наиболее 
серьезное — доказательство  в гл. 12 теоремы, что ал геб р аи ­
ческое уравнение /г-й степени имеет п  корней, использованное 
в гл. 4, настолько освящено традицией, что несколько менее 
серьезных забеганий вперед, нам, по-видимому, можно про­
стить.

О бозначение специальных функций в настоящ ее время пе­
рестало быть единообразным, что во многих отношениях не­
удобно. Так, в квантовой механике проводится полная замена 
определений, гарантируюи^ая нормализацию , но мы полагаем , 
что это всего лиш ь зам ен яет  старые трудности новыми. Мы из­
менили обычное определение функции Л е ж а н д р а ,  чтобы обе­
спечить более симметричный вид формул и переход к функциям



Бесселя без дополнительных численных множйтёлей. Мы вер ­
нулись к определению функции Кп, данном у Хевисайдом, но 
обозначили ее Khn- Среди других преимуществ, это упрощ ает  
ее связь  с функциями Л е ж а н д р а  2-го рода. Мы так ж е  о т к а з а ­
лись от обозначения Г для  ф акториальны х функций, которое, 
по-видимому, никем и не было рекомендовано.

Непосредственным стимулом к написанию книги п ослуж и ла  
то обстоятельство, что второе издание книги «Операционные 
методы в математической физике», написанной одним из нас, 
не могло быть выпущено. Б о л ьщ ая  часть этой работы  была 
использована здесь с добавлением  некоторых новых резу л ь ­
татов.

Г л ава  о дисперсии не подходила к той книге, поскольку она 
р основном не зави села  от операционного метода. О днако  мы 
включили ее, поскольку понятие групповой скорости уж е обсу­
ж д ал о сь  ранее в связи с методом наискорейш его спуска. Теперь 
она более естественным образом  вош ла в главу  об асим птоти­
ческих разлож ени ях . В этой главе  описаны некоторые широко 
используемые методы, сведения о которых разбросан ы  по от­
дельным статьям. Б о л ьш ая  часть работы  «Д екартовы  тензоры» 
т а к ж е  включена в эту книгу. П рилож ен ия  по термодинамике, 
содерж ащ и еся  в первой работе, к гидродинамике и теории 
упругости целесообразнее рассмотреть в руководствах по этим 
предметам.

Мы не пытались рассмотреть в детал ях  каж ды й раздел  ф и­
зики; это за д ач а  специальных учебников.

Мы очень б лагодарны  многим друзьям  за  их поддерж ку 
при написании этой книги. П р еж д е  всего мы долж ны  п облаго­
дарить  д-ра  Смитиса, чья огром ная эрудиция была целиком 
в нашем распоряж ении; он д ал  неоценимые советы и велико­
душно помог при сверке. Н аш  долг — признать, что в некото­
рых местах мы шли своим путем, несмотря на его строгие про­
тесты.

Д-р  М иллер особенно помог нам с гл. 9 и 23, а Бонди — 
с гл. 24. Много ценных советов д али  нам профессора Ньюман, 
О ффорд, Розенхэд, Торнбалл, а т а к ж е  Безикович, К артрай т  и 
Д олзелл .



Мы благодарим  такж е  университеты К ем б р и д ж а , Л ондона 
и М анчестера за  разреш ение использовать в качестве  примеров 
экзам енационны е вопросы, и работников и здательства  К ем ­
бридж ского  университета за  их внимание к книге и их готов­
ность идти навстречу пож елан иям  довольно педантичных а в ­
торов.

1946 г.

Г а р о л ь д  Д ж еф фрис  
Берта Д ж еф фрис

Главны е разделы  каж дой  главы  нумерованы  в десятичной 
системе с ш агом 0 ,01 ; подразделы  п оказаны  следуюш,ими д е ­
сятичными числами. Когда текст р азд ел а  или по д р аздел а  про­
д о л ж а е т  предыдущий, нумерация уравнений т а к ж е  п родол­
ж ается.

Источники, из которых взяты  примеры, п оказаны  следую ­
щими сокращ ениями:

М. Т.

М. Т., Sched. В. 

Pre lim .

М/с, III 

1. С.

M a th em a tica l  T ripos, P a r t  II a n d  
Schedule  A.

M a th em a tica l  Tripos, P a r t  III  and  
Schedule  B.
P re l im in a ry  E x a m in a t io n  in M a th e m a ­
tics.
M anches te r ,  F in a l  H o n o u rs  in M a th e ­
m atics.
Im peria l  College, London.



ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЕ ПЕРЕМЕННОЕ

в  прошлые времена очень любили 
мелкую рыбешку.

Д аниэль Чандлер Харрис  

*.Сказки дядю ш ки Римусат>

1.01 Отнош ение м атем атики к физике. Простейшее м атем а­
тическое понятие — это понятие числа. Число — это свойство, 
общ ее  д ля  всех классов, которые могут быть поставлены друг 
другу в соответствие путем сопоставления их элементов (по 
одному из каж дого  к л а с с а ) ,  так  что все элементы образую т 
пары и ни одного лиш него не остается. И сходя из этого о п р е­
деления, мы мож ем придать смысл основным операциям  — 
слож ению  и умножению . Рассм отри м  два класса с числами а 
к Ь, у которых отсутствуют общие члены. С умма а и Ь — это 
число класса , состоящ его из всех элементов обоих классов, 
взятых вместе. П роизведение а п Ь равно числу всевозможных 
пар элементов, взятых по одному из каж дого  класса . Мы не 
всегда можем придать смысл вычитанию и делению, потому 
что, например, мы не можем найти класса  с числом 2— 3 
или Vs- Но о казы вается  очень удобным расш ирить понятие 
числа так, чтобы оно вклю чало отрицательны е числа, отнош е­
ния чисел (независим о от того, полож ительные они или отри­
цательны е) и д а ж е  иррац иональны е числа. П оступая таким 
о бразом , мы см ож ем  д ать  определение всем четырем основным 
ариф метическим действиям, и результат  их выполнения всегда 
будет вы раж ен  числом. Н ам  не нужно больш е беспокоиться 
о том, возмож но  ли некоторое действие внутри частного мно­
ж ества чисел; мы знаем , что оно станет возмож ны м, как  только 
мы придадим достаточную общность понятию числа. П ока  мы 
имеем дело  с основными операциями, мы можем пользоваться 
алгеброй, т. е. мы можем д о казы вать  формулы, которые будут 
верны при подстановке в них вместо символов любых чисел, 
с одним лиш ь исключением, а именно мы не долж н ы  делить 
на 0.

К ром е того, форм улы  могут остаться верными, если зам енять  
в них буквы не числами, а чем-нибудь другим. И менно этому 
м атем атическая  физика о б язан а  своими возможностями. П о­
этому полезно знать , при каких условиях можно перенести



прави ла  алгебры  в другую область, где имеют дело не только 
с числами. Н ам  придется тогда придать новый смысл основным 
ог!с,;ациям и знаку  « =  » (или воспользоваться  тем, что сделано 
для нас други м и), но так, чтобы этот новый смысл позволял 
по-старому оперировать с символами. П одходящ ий набор усло­
вий т а к о й * ) .  Мы говорим, что элементы системы образую т 
поле F, если:

1) а +  Ь н аЬ являю тся  однозначно определенными элем ен­
тами из F  д ля  лю бых а, Ь из поля F\

2 ) Ь +  ,а =  а Л- Ь (коммутативный закон  слож ени я);
3) {а +  Ь ) - \ - с  =  а { Ь  +  с) (ассоциативный закон сл о ж е­

ния);
4) Ьа =  аЬ (коммутативный закон ум нож ен ия);  '
5) а ( Ь с ) =  (аЬ)с  (ассоциативный закон ум нож ен ия);
6 ) а{Ь +  с) =  аЬ +  ас  (дистрибутивный закон );
7) имеется два  элемента  О и 1 в поле F, такие, что а +  0 = а, 

о 1 =  а;
8 ) для  всякого элемента а  из f  существует элемент х  из F, 

такой, что а +  X = О',
9) для  каж дого  элемента а  из F, кроме О, существует эл е­

мент у  из F, такой, что ау  =  I.
С ледует обратить внимание на то, что первые семь правил 

справедливы , если F  состоит только из полож ительных целых 
чисел и О, а последние два прави ла  д ля  такого  F  несправед­
ливы, поскольку в этом F  нет такого  целого >  О, что а +  х  =  0. 
если а  =  1, и нет такого целого у, которое дает  ау  =  \, если 
0 =  2. Восьмое правило вводит отрицательны е числа и, следо­
вательно, вычитание. Д евято е  правило вводит обратны е вели­
чины и отсюда деление и раци ональны е дроби. Эти прави ла  
справедливы, если F  состоит из всех рациональны х чисел, по­
лож и тельны х или отрицательных.

С форм улированны е прави ла  не устан авли ваю т какого-либо 
отношения порядка, т. е. хотя они предполагаю т понятие р авен­
ства и, следовательно, неравенства  ( ^ ) ,  они не вводят  понятия 
«больше» или «меньше». М ы могли бы упорядочить числа л ю ­
бым способом, сохранив соотношения меж ду ними, согласно 
условиям 1, 7— 9, и прави ла  остались бы по-преж нему верны. 
В алгебре  и чистой геометрии еще можно обойтись без поня­
тий «больше» или «меньше», но ни в высшей математике, ни 
в какой бы то ни было отрасли физики это невозможно. И зм е ­
рение не есть установление точного равенства, а установление

*) Впервые он установлен Дедекиндом для случая, когда знаки «-1-» 
и « X »  обладают своими обычными арифметическими значениями; в общем 
виде эти условия сформулированы X. Вебером.



равенства  в пределах  определенной погрешности. П оэтому 
нуж ны новые правила , касаю щ иеся  неравенств, а именно:

10) д ля  любых а, Ь в поле F  справедливо а >  Ь, а =  Ь или 
Ь >  а (закон сравнимости);

11) д ля  данны х а, Ь в поле F  мож ет быть справедливо 
только одно: а > Ь ,  а =  Ь, Ь > а  (трихотомия);

12) если а > Ь ,  а Ь > с ,  тогда  а > с  (свойство транзитивн о­
сти);

13) если а >  Ь, тогда а +  с >  Ь +  с д ля  любого с (аддитив­
ность упорядочения);

14) если а >  Ь, с >  О, то ас >  Ьс (мультипликативность упо­
рядочения) ;

15) если а >  Ь, то Ь <  а (определение зн ак а  < ) .
И спользование математики в науке — это использование

язы ка ,  при помощи которого мы можем устан авли вать  соотно­
шения, слишком слож ны е, чтобы их можно было достаточно 
кратко  описать обычным языком. П р ави л а ,  которым подчи­
няются символы, — грам м ати к а  такого  язы ка . В последние годы 
эта точка зрения получила существенное развитие, в особенности 
в трудах  К арн ап а .  Н о для  того чтобы быть пригодным, язьп< 
долж ен  удовлетворять  двум условиям. Он долж ен  быть таким, 
чтобы с его помощью мож но было с к азать  то, что нужно, т. е. 
он долж ен  о б л а д а ть  достаточной общностью. Он та к ж е  долж ен 
быть непротиворечивым, т. е. исходя из самих правил  нельзя 
вывести что-либо согласно этим п р ави лам  являю щ ееся  ложным. 
Н аучное использование математики было бы невозмож но, если 
бы с ее помощью можно было, например, д о к а за ть  д ля  каких- 
то а  и 6 , что а одновременно и больш е и меньше Ь. Вплоть до 
конца XIX в. считалось само собой разум ею щ им ся , что м а те м а ­
тика непротиворечива. Но затем  неож иданно возник р яд  тр у д ­
ностей, ук азав ш и х  на необходимость глубокого ан ал и за  основ. 
В известной книге « P r in d p ia  M a them atica»  Уайтхед и Рассел 
показали, что математические утверж дения о вещественных чис­
л ах  (и не только об отношениях целых чисел, как  полож итель­
ных, так  и отрицательны х) можно сф ормули ровать  по-иному, 
как  предложения об элементарном понятии соответствия к л а с ­
сов (которое устан авли вается  сопоставлением их элем ентов) ,  и 
что их можно вывести из аксиом такого сопоставления и аксио.м 
чистой логики.

В последующих р аботах  некоторые из логических аксиом 
были модифицированы; наилучший выбор аксиом все еще я в ­
ляется  предметом дискуссии. Е щ е позднее Гёдель и К арн ап  по­
казали , что непротиворечивость данной системы математических 
аксиом не мож ет быть доказан а  методами, использующими 
только прави ла  данной системы. Мы вынуж дены возвращ аться

2  Зак.  231



К чему-то, что в конечном счете подобно обычному языку, когда 
мы хотим говорить о математике! В этой области, которая 
является  промежуточной между логикой и тем, что мы обычно 
назы ваем  элементами математики, имеется обш ирная  совре­
менная ли тература , и ф изикам  следует знать  о ее сущ ествова­
нии, хотя ее подробное изучение — дело специалистов.

1.02. Физические величины. Общ ность требует, чтобы в л ю ­
бой конкретной области язык содерж ал  символы для  вещей, 
о которых нам приходится говорить, и символы для  процессов, 
которые мы выполняем. П астух о казал ся  бы в крайне затр у дн и ­
тельном положении, если бы ему пришлось оперировать я зы ­
ком, не со держ ащ и м  слов «овца» и «стриж ка», по сути д е л а  
ему пришлось бы вы думать  эти слова; именно это мы и делаем  
в науке. П ока язы к представляет  собой стройную систему, он 
нисколько не становится хуже от того, что в нем есть м нож е­
ство слов, которыми мы не пользуемся. Чистый математик, 
специализирую щ ийся в области теории чисел, может использо­
вать  обычную алгебру, несм отря  на то, что он, возможно, не 
н уж дается  в использовании отрицательны х чисел и дробей. Д л я  
него прави ла  8 и 9 являю тся  совершенно необязательны м  об ­
общением. В настоящ ее время в физике ф ундам ен тальное  по­
нятие измерения близко понятию слож ения, а больш ин ства  
физических законов суть утверж дения  о пропорциональности, 
что соответствует понятиям умнож ения и деления. В этом, в ко­
нечном счете, и польза математики. Так, например, если два  
стерж ня располож ены  таким  образом , что они образую т один 
прямой стерж ень, то длина составного стерж ня является  сум ­
мой длин двух первоначальных. Это не теорема и не экспери­
ментальный факт, это определение слож ения д ля  длин. К ром е 
того, безразлично, какой из стерж ней взят первым, т. е. выпол­
няется закон коммутативности сложения. Д алее ,  если мы о б ъ ­
единим три стерж ня, то об щ ая  длина не зависит от порядка,^ 
следовательно, выполняется  закон ассоциативности сложения. 
Это экспериментальны е ф акты , устан авли ваем ы е  сравнением 
стержней. Этих правил достаточно, чтобы обосновать использо­
вание масш табов  при измерении длины; при измерениях л ю б а я  
длина сравнивается  со стандартной при помощи м асш таба , 
каж дое  деление которого сравнивалось  со стандартны м  пред­
метом во время изготовления м асш таба . Величины, которые 
можно измерить посредством физического сложения, Кэмпбел 
н азвал  основны ми в е л и ч и н а м и * ) .  Н аиболее  важ н ы е из них — 
числа (классов) ,  длина, время и масса; что ж е  касается  про­

*) Лучше было бы назвать их «элементарными».



цессов физического слож ения, то их можно та к ж е  ввести для 
площ ади и объема, для  электрического з а р я д а ,  потенциала и 
тока, а т а к ж е  для  многих других величин.

Утверж дение «расстояние равно 3,7 см» содерж ит число и 
единицу измерения. Ч асто  полагаю т, что алгебра  применима 
лиш ь к числам  и поэтому в математической трактовке  символ 
для  обозначения расстояния относится лиш ь к 3,7, а не к сан ти ­
метрам . Единицы существенны, в противном случае  оказал о сь  
бы, что 10 мм  — это не такая  ж е  длина, как  1 сж, а 1 см и 
1 м и л я  — одно и то же. А это противоречит физике, так  как  
единственным обоснованием измерения является  прямое ф и­
зическое сравнение налож ением . Мы обойдем эту трудность, 
если условимся, что символ для  обозначения длины относится 
к самой длине, а не просто к числу, входящ ем у в ее измерение. 
Н апример , «1 дю йм  =  2,54 см» — полезное утверж дение: как  
1 дюйм,  т ак  и 2,54 см  — символы, обозначаю щ ие одну и ту ж е  
длину. П ри конкретных измерениях мы, естественно, вы р аж аем  
фактическую  величину символов с помощью именованных чи­
сел, что вклю чает  установление единиц измерения; однако 
в общей теории единицы измерения безразличны. П ри таком  
подходе мож но сказать , что символы обозначаю т не числа, 
а физические величины.

С другой стороны, можно считать, что символы — числа. 
Тогда может возникнуть и возникает  путаница, когда в одной 
системе производят  измерения в разны х единицах, по-разному 
в ы р аж аю щ и х  одно и то же, и в разны х системах — в одинако­
вых единицах, в ы р аж аю щ и х  разны е  вещи. И зм ерять  высоту 
в ярдах , длину в ф утах  и глубину в морских саж ен ях  не 
только непоследовательно, но и нелепо. П ри д олж ном  старании 
этот способ можно использовать  правильно, но он страдает  не­
которыми недостатками; в частности, придается  слиш ком боль­
шое значение единицам и малое основным физическим ср авн е­
ниям, без которых эти единицы были бы бесполезны. Он т а к ­
ж е  наводит на ряд  сравнений, бессмысленных, как  мы сейчас 
увидим, с точки зрения физики.

Если мы используем понятие (физической) величины и при­
меним алгебру, немедленно возникнет вопрос, что мы п о д р азу ­
м еваем  под а = Ь и а +  Ь, если а — длина, а Ь — время или 
масса. М ож но придать значение сумме а +  Ь, хотя оно будет 
очень искусственным, но вы раж ению  а =  Ь нельзя придать ни­
какого физического смысла. Н апротив, вы раж ени е  ajb  будет 
означать  соответственно скорость или длину на единицу массы.

Группа правил 10— 14 нуж дается  поэтому в модификации. 
П р ав и л а  1—9 можно не изменять, хотя они вводят много совер­
шенно не нуж ных сложений и вычитаний, а такж е , возможно,



умнож ений и делений. В добавление  к трем возмож ностям , 
предусмотренным правилом 10, нуж но добавить четвертую: 
а W Ь могут быть несравнимы и, следовательно, п р и н адл еж ать  
разны м  полям, а их произведение и отношение в свою очередь 
п р и н адлеж ать  другим полям. Это еще один недостаток исполь­
зования  символов, обозначаю щ их только числа, входящ ие в и з ­
мерение. П оскольку  все числа сравнимы, этот язы к  не о т р а ж а л  
бы того ф акта , что бессмысленно говорить, будто время больш е 
плотности. Теперь мы м ож ем т а к ж е  сказать , что если а  и 6 не­
сравнимы, 1 0  а +  Ь не является  физической величиной, и с к л а ­
ды вать  их не надо.

Таким образом, поле всех физических величин разбивается  
на классы  (делянки).  Величины, п р и н адл еж ащ и е  одному классу, 
сравнимы  м еж ду  собой, но их произведение п ри надлеж ит  дру­
гому классу, если только  один из сомножителей не является  
числом.

В этом язык, необходимый д ля  физики, не вполне совпадает  
с обычной алгеброй. Но так  к ак  алгебра  является  непротиворе­
чивой системой, а утверж ден ие  несравнимости некоторых вели­
чин лиш ь исклю чает из нее некоторые предлож ения, не д о б а в ­
л я я  новых, то этот язы к  тож е непротиворечив. Мы увидим, что 
модификация  соответствует понятию размерностей. Величины 
различны х размерностей несравнимы; та к ж е  несравнимы неко­
торые величины одинаковой размерности. Н апример , при ис­
пользовании некоторых определений электрический за р я д  и 
«магнитный зар яд»  имеют одинаковую  размерность, и хотя они 
являю тся  основными величинами, скл ад ы вать  их бессмысленно. 
М ож но считать, что поле физических величин удовлетворяет  
закон ам  алгебры, но со следую щей оговоркой. С равни м ы е ве­
личины удовлетворяю т условию 10, и их можно скл ад ы вать  (по 
крайней мере при вы числениях), а несравнимые нельзя. С л е­
дует, однако, отметить, что невозмож ность слож ения с по­
мощью физического процесса не сводится к несравнимым вели­
чинам. Н апример , нет процесса, позволяю щ его из двух веществ 
с плотностью 1 ejcM^ получить вещество с плотностью 2 г!см^. 
Плотность измеряется  не непосредственно, а вычисляется через 
основные величины массы и длины. Она назы вается  п р о и зво д ­
ной величиной.  Н екоторы е величины могут быть к ак  основными, 
так  и производными. Н апри м ер , электрический ток, измеряемый 
по его магнитному действию, является  основной величиной, 
а р ассм атриваем ы й как  зар яд ,  проходящий через сечение про­
водника за  единицу времени, — производной. Многие производ­
ные величины являю тся  отношениями двух величин одинако­
вой размерности. Н апример , форму треугольника можно з а д а ­
вать двум я  отношениями — каж дой  из двух сторон к третьей.



Эти отношения — просто числа, и п рави ла  алгебры  применимы 
к ним без изменений *).

1.03. Д ействительны е числа. Б о л ь ш а я  часть этой главы  бу­
дет известна тем, кто изучил какую -нибудь современную книгу 
по анализу; эта глава  и не претендует на соперничество с обыч­
ными работам и  по чистой математике. О днако  мы полагаем , 
что некоторые обсуж дения  будут здесь уместны по нескольким 
причинам. Во-первых, чисто математические работы  не уделяю т 
достаточного внимания вопросу, почему выбранные аргументы 
связаны  с физикой, а поэтому физики предпочитаю т полагать, 
что эти аргументы не связаны  с физикой. Во-вторых, эти книги 
нередко бываю т такие толстые, что трудно винить физика, ко­
торый решает, что у него нет времени, чтобы проработать  их. 
В-третьих, внимание, которое уделяется  очень странным ф унк­
циям, ведет к тому, что рассм атривается  как  бы патология  
функций. Д ело  в том, что всякая  функция, кроме константы, 
имеет особенности, и изучение этих особенностей м ож ет  дать 
нам важ н ы е конструктивные результаты , которые очень трудно- 
получить как-либо по-другому. О днако  мож но считать, что мы — 
практики, и ограничиться рассмотрением особенностей, встре­
чаю щ ихся в физике, а редкие исключения предоставим иссле­
довать  специалистам , в этом случае математикам-профессио- 
налам.

Сущ ество проблемы проявилось в теореме Е вкли да  о том, 
что отношение гипотенузы к катету  в равнобедренном прям о­
угольном треугольнике не равно никакой рациональной дроби. 
Евклид, об этом следует помнить, не использовал  того, что мы 
теперь назы ваем  численным измерением физических величин. 
К огда он говорил, что два  отрезка  равны, он подразум евал , 
что при налож ении они совпадут; это прям ое физическое с р а в ­
нение, не использующ ее числового описания длины. К огда он 
говорил, что кв ад р ат  гипотенузы равен удвоенному квадрату  
катета, то п одразум евал , что квад р ат  со стороной, равной гипо­
тенузе, можно р азр езать  на части так, чтобы из них получилось 
два  к в а д р а та  со стороной, равной катету. Он повсюду работал  
с самими количествами, а не с числами, соответствующими им 
при измерении в каких-либо специальных единицах. Теорема 
Е вкли да  показы вает , что язы к рациональны х чисел непригоден 
д ля  одновременного описания длин катета  и гипотенузы тре­
угольника, что легко можно вывести из правил его геометрии.

И зм ерение с помощью единиц — слиш ком полезный спо­
соб, чтобы легко от него отказы ваться . Его можно сохранить

*) П одобная трактовка принадлежит Строуду. Дальнейш ее обсуж дение  
и вопросы преподавания см. в [I].



согласованно с теоремой Е вкли да  одним из следую щих спо­
собов:

1) П оскольку можно найти бесконечное число пар целых 
чисел X, у ,  удовлетворяю щ их уравнению  х - +  у'  ̂ = z^, где z — 
целое число, причем так, чтобы x jy  было сколь угодно близко 
к единице, то мы можем предположить, что  стороны п р ям о ­
угольного треугольника в точности удовлетворяю т соотношению

+  ^2 =  22 Н о равенство х  = у  вы полняется  лиш ь при бли­
женно с точностью до ошибки измерения, а стороны всегда 
соизмеримы (являю тся  точными кратными некоторой опреде­
ленной д л и н ы ) .

2) Мы могли бы сказать , что x jy  точно равно единице, а 
уравнение х'  ̂ +  у"̂  =  выполняется приближенно.

3) М ож но сказать , что язы к  рациональны х чисел недоста­
точно полон и нужен более полный язык, в котором равенства  
X = у ,  х^ + у^ =  z^ выполняю тся одновременно и непротиворе­
чивы. П оследняя  альтерн ати ва  и бы ла принята повсеместно в 
результате  введения в ариф м етику иррац иональны х чисел. Она 
не противоречит аксиомам Евкли да;  первая  альтерн ати ва  про­
тиворечит им, так  как  Е вкли д  предполагает , что отрезок прямой 
м ож ет иметь лю бую  длину; вторая  ж е  альтерн ати ва  противо­
речит одному из наиболее  известных следствий этих аксиом.

Экспериментально д о к азать  справедливость выбранной а л ь ­
тернативы нельзя, потому что прави ла  1 и 2 могли бы быть 
справедливы  в пределах  ош ибок измерения, д а ж е  если бы мы 
приняли, что X, у ,  Z — только целые числа. Но все немыслимо 
услож нилось бы, и для  того чтобы принять одну из первых 'а л ь ­
тернатив, потребовалось бы не только  принять некий неизвест­
ный и неопределяемый эталон  (такой, что всякая  истинная 
д лина п редставляет  точное кратное этого эта л о н а ) ,  но и о тк а ­
заться  от простоты правил Е вкли да  без экспериментально обо­
снованных причин. В физике обычно принимаю т альтернативу  
3 и создаю т достаточно общий язык. Мы вводим действитель­
ны е числа  и предполагаем ,  что к ним можно применять сл о ж е­
ние, вычитание, умнож ение и деление, причем выполняю тся те 
ж е  основные п рави ла , что и д ля  рациональны х чисел, и можно 
ввести отношение порядка, удовлетворяю щ ее прави лам  10— 15. 
Д ействительны е числа отличаю тся от рациональны х чисел тем, 
что об лад аю т  неким свойством полноты, которое о б ^ п е ч и в а е т ,  
например, существование действительного числа | ^ 2 , квад р ат  
которого равен 2. Отнюдь не очевидно, что это можно сделать  
без противоречий (и в течение 2000 лет полагали , что действи­
тельные числа б ессм ы сл ен н ы * )) ,  но в XIX в. исследования Да-

*) Отсюда и название «иррациональные числа».



декинда, К антора и других установили применимость и воз­
можность практического использования действительных чисел. 
Д л я  наших целей вполне достаточно этого обоснования. О дн ако  
логическое обоснование включает рассмотрение бесконечных 
совокупностей. В действительности очевидно, что оценка 
с помощью извлечения корня или методом последовательных 
приближ ений к непрерывной дроби, если произведено конечное 
число шагов, может д ать  только рациональное число. Д л я  того 
чтобы придать 1 /2  точное числовое значение, необходимо бес­
конечное число шагов. З а  конечное число шагов построение 
Е вкли да  д ает  рациональную  дробь, которую можно идентифи­
цировать  с Y 2 , но которая не является  его описанием в чис­
ловой системе, и доказательство  непротиворечивости самих 
аксиом Евкли да  было получено пока только на пути численного 
приближ ения. В ш колах  понятие \/~2 вводится в основном по­
тому, что мы верим в возмож ность непротиворечивого и зм ере­
ния физических объектов, а аксиомы Е вкли да  вы глядят  п р ав ­
доподобно; однако  мы забы ваем , что евклидовы треугольники 
не являю тся  действительными треугольниками, или если мы пом­
ним об этом, то полагаем , что действительные треугольники — 
это лиш ь несовершенные подобия евклидовых. С физической 
точки зрения треугольник Е вклида является  идеализированны м  
приближ ением  истинного, и нельзя считать само собой р азу м ею ­
щимся, что идеализация  не вносит новых трудностей внутрен­
него характера .

1.031 П оследовательности вложенных интервалов. Д е д е к и н -  
довы сечения. Основным свойством действительных чисел я в ­
ляется  то, что они могут быть сколь угодно точно приближ ены  
рациональны м и числами.

К огда мы говорим, что

1,414 ,

мы вы сказы ваем  следую щ ее множ ество предложений: 1) 2 з а ­
ключено м еж ду  Р  и 22; 2) 2 заклю чено м еж ду  1,4^ и 1,5^;
3) 2 заклю чено меж ду 1,4 F  и 1,42^; 4) 2 заклю чено между^ 
1,414^ и 1,415^ и т. д. до любой требуемой точности. Н а  каж дом  
этапе этот процесс можно рассм атривать  как  разделение  д е ­
сятичных дробей с задан ны м  числом знаков  после запятой на 
два  класса: на дроби, квад р аты  которых соответственно больше 
или меньше 2. На 3-м шаге, например, квадраты  1,414; 1,413; 
1,412 меньше 2, а квад раты  1,415; 1,416; 1,417 больш е 2. На 
этом шаге мы ничего не говором о дробях  1,4141; 1,4142; . . . ;  
1,4149; но на следую щ ем ш аге мы скаж ем , что 2 л еж и т  между



кв ад р атам и  чисел 1,4142 и 1,4143. В зяв  достаточное число д е ­
сятичных знаков, мы можем сделать  нерассм атриваем ы й ин­
тервал  сколь угодно малым, так  как  на каж дом  ш аге он умень­
ш ается  в десять  раз. Таким образом , всякая  десятичная дробь 
конечной длины будет отнесена к одному из двух классов в со­
ответствии с тем, больш е или меньше 2 ее квадрат. Этот процесс 
определяет  единственную десятичную бесконечную дробь, ко­
торую мы можем принять за  ] / 2 , и У 2 может рассм атриваться  
к ак  предел, достигаемый последовательными приближ ениями 
с обеих сторон.

Этот процесс, который можно сильно обобщить, является  
примером определения действительного числа с помощью в л о ­
женной последовательности пар р а ц и о н а л ь н ы х  чисел. Мы берем 
две последовательности рациональны х чисел {а„} и {Ь„}, удов­
летворяю щ ие следую щ им условиям:

а) а„+1 ^  а,1,
б)
в) д ля  всех п,
г) д ля  любого полож ительного рационального  числа е н ай ­

дется такое число М, что
Ьп — ап <  е д ля  всех п >  N.

Т а к а я  вло ж ен н ая  последовательность может исполь­
зоваться  как  определение действительного числа. Элемент  а„, 
влож енной последовательности состоит из всех рациональны х 
чисел, больш их или равны х а „  и меньших или равных Д е й ­
ствительное число, определяемое вложенной последователь­
ностью, леж и т  м еж ду концевыми точками всех ее элементов. 
В лож енн ая  последовательность может определять рациональное 
■число. Н апример , если мы рассмотрим десятичные дроби, к в а д ­
раты  которых соответственно строго больш е или строго меньше 
чем 2,25, мы получим влож енную  последовательность ( 1 ;2 ) ;  
(1,4; 1,6); (1,49; 1,51); (1,499; 1,501) . . .  . Единственной д ес я ­
тичной дробью, л еж ащ ей  м еж ду  концевыми точками всех ее 
элементов, является  дробь  1,5. Ее квад р ат  в точности равен 
2,25. Д л я  всякой рациональной  дроби мы можем построить по­
добную  вложенную последовательность. Таким образом, р ац и о ­
нальны е числа сами являю тся  действительными числами.

О тдельное действительное число мож ет быть определено 
м ногими различны ми влож енными последовательностями. Н а ­
пример, вместо деления интервала  на десять  частей на каж дом  
ш аге  мы могли бы делить его пополам. Т ак  мы получили бы 
двоичную дробь. Н уж но было бы сделать  приблизительно втрое 
больш е ш агов д ля  достиж ения той ж е  точности, однако было 
бы определено то ж е самое действительное число, что и раньше.



Д в е  вложенные последовательности и {а„1Р„} опреде­
ляю т одно и то ж е  действительное число тогда и только тогда, 
когда а„, Ь„ содерж ит  am. Pm при достаточно больш их т, и 
аналогично а „ ,  Рп содерж ит  а ^ ,  при достаточно больш их т. 
Впрочем, достаточно выполнения только одного из этих усло­
вий — второе будет из него следовать.

Теперь мы подходим к наиболее важ н ом у  свойству системы 
действительных чисел. Отбросим требование рациональности  
а„, Ьп и рассмотрим вложенную последовательность {а„16„}, . 
где теперь а„  и Ьп — действительные числа. И нтервал , я в л я ю ­
щ ийся элементом такой вложенной последовательности, состоит 
из всех действительных чисел, больш их или равны х а „  и мень­
ших или равны х Ьп- В условии «г» е теперь — произвольное д ей ­
ствительное полож ительное число. М ож н о доказать ,  что сущ е­
ствует одно и только одно действительное число, л е ж а щ ее  в 
к аж до м  интервале такой вложенной последовательности. Д р у ­
гими словами, применяя к действительным числам  процесс, ко ­
торый мы применили к раци ональны м  числам, мы не получим 
ничего нового и не выйдем из уж е определенной системы. Это 
и есть свойство полноты, упомянутое в 1.03.

Д ругим  важ н ы м  способом определения действительных чи­
сел являю тся  дедекиндовы  сечения. Если раци ональны е числа 
разделен ы  на два  класса  L н R  так, что каж ды й  элемент из L 
меньше каж дого  элем ента  из R,  то существует единственное 
действительное число, больш ее или равное  к аж дом у  элементу 
из L и меньшее или равное каж до м у  элементу из R. Если это 
действительное число рационально, то оно является  или наи­
больш им элементом из L, или наименьш им элементом из R. 
Например, L  мож ет состоять из всех отрицательны х р ац и о н ал ь ­
ных чисел, нуля и полож ительных рациональны х чисел, к в а д ­
раты  которых меньше 2, а R  — из полож ительны х рациональны х 
чисел, кв ад р аты  которых больш е 2. Это сечение определяет  д ей­
ствительное число V^2 .

Д едекиндовы  сечения наиболее естественно возникаю т при 
классиф икации чисел в соответствии с тем, об лад аю т  они неко­
торым свойством или нет. Н апример , свойство «кв ад р ат  х  не 
больш е 2,25» определяет  класс  L, наибольш ий элемент которого 
равен 1,5; « квад р ат  х  меньше 2,25» определяет  класс  L  без 
наибольш его элемента  и 1,5 — наименьший элемент из кл ас ­
са R. Свойство «X раци онально  и его к в ад р ат  меньше 2» о п р е ­
деляет  классы  L и рациональны х чисел без наибольш его и 
наименьшего элементов соответственно; «х действительно и его 
к в ад р ат  меньше 2» определяет  класс L  без наибольш его эле­
мента и класс R  с наименьшим элементом ] / 2 .



На языке дедекиндовых сечений свойство полноты системы 
действительных чисел эквивалентно тому, что любое сечение 
в действительных числах определяет  действительное число. Т а ­
ким образом , многие проблемы, которые нельзя решить в си­
стеме рациональны х чисел, можно решить в системе действи­
тельных чисел. П ока  мы рассмотрели только ] / 2 ,  но мы уже 
готовы к появлению я  и е, и нам не нужно будет каж ды й раз 
оты скивать такую формулировку проблемы, чтобы можно было 
решить ее в рациональны х числах. И спользование системы дей­
ствительных чисел позволяет  и зб еж ать  многих осложнений, не 
прибегая  к физике.

М етоды влож енны х интервалов и дедекиндовых сечений 
эквивалентны. Если классы  L и R  существуют, то мы можем 
построить влож енную  последовательность интервалов, взяв  
Оь й2 . . .  из L и 6 ь  &2 из R  таким  образом , чтобы все условия, 
налож енны е на рассм атри ваем ы е  последовательности ин терва­
лов, выполнялись. Обратно, если существует влож енн ая  после­
довательность, то имеются и такие раци ональны е числа г, для 
которых существуют От. превосходящ ие их, и такие  р ац и о н ал ь ­
ные числа, которые больш е всех От- Соответствующ ие неравен­
ства определяю т классы  L и R, п все условия д ля  сечений будут 
выполнены.

Если в лож ен н ая  последовательность (йт, Ьт) определяет 
полож ительное действительное число х, то ( 1/&т, 1/<з,п) опреде­
ляет  число \ /х .  Если далее  влож енны е последовательности 
(йщ, Ьт), {а'т, Ьт) опредбляю т X, х', то (а,„От, ЬщЬ'п) опреде­
ляет  хх '.  В лож енн ая  последовательность (— Ьщ, — а ^ )  опреде­
ляет  — X. Н аконец, если (Um, Ьт) определяет  х,  а (а„, Ь„) опре­
деляет  х ',  то, независимо от того, полож ительны или о тр и ц а ­
тельны X и х',  последовательность {ат +  ащ, Ьщ +  Ьт) опреде­
ляет  X -f- х'.

Таким образом , для  действительных чисел определены опе­
рации слол<ения, вычитания, умнож ения и деления. М ожно по­
казать , что они удовлетворяю т основным правилам . Полное 
рассмотрение дано в [2].

Ни один из методов не д оказы вает  сущ ествования и р рац и о­
нальных чисел, но оба показы ваю т, что их можно использовать, 
не приходя к противоречиям, и что любое предложение, д о к а ­
занное с их помощью, можно интерпретировать как  истинное 
предлож ение о рациональны х числах. (Установить его бывает, 
разум еется , значительно труднее.)

Ц ель  книги «P r in c ip ia  M a th em a tica»  более значительна: дей­
ствительное число интерпретируется как  класс рациональных 
чисел (фактически класс L  Д едеки н да)  и алгебраическим з а к о ­



нам придается  смысл в терминах операций над  этими классами. 
Д о казы вается ,  что установленные так  законы  справедливы. 
В этом смысле действительно доказы вается  сущ ествование ир­
раци ональны х чисел, удовлетворяю щ их закон ам  алгебры.

1.032. Число е; до казател ьства  от противного. Особенность 
многих основных теорем о действительных числах состоит в том, 
что не удается  дать  их прямого доказательства .  Они д о к а зы ­
ваются с помощью процесса, известного под названием  дока­
зательство от противного. Мы считаем истинным утверж дение, 
противополож ное доказы ваем ой  теореме, и д оказы ваем , что это 
ведет к противоречию. И з этого заклю чаем , что теорема не 
может быть лож ной и, следовательно, она справедлива . А lai^ 
как  большинство теорем имеет заклю чение вида х  =  у, то про­
тивоположными утверж ден иям и  будут неравенства вида х  <  у  
или х >  у. Больш инство начинаю щ их находят, что правильно 
обращ аться  с неравенствами значительно труднее, чем с равен ­
ствами, и из всех трудностей математической физики д ля  мно­
гих студентов наибольш ей является  изучение аппроксимаций. 
Именно по этой причине наиболее низкие оценки на эк зам ене  
получаю т за  малые колебания динамических систем и за  по­
тенциалы  тел, близких к сферическим. П рирода  не состоит ни 
полностью, ни по большей части из задач , составленных э к з а ­
менатором, которые мож но решить абсолютно точно за  конеч­
ное число шагов. З а  что бы мы ни взялись, нам необходимо 
сперва преодолеть робость перед аппроксимацией. Р азл и ч и е  
меж ду  теорией действительного переменного и динамикой со­
стоит в том, что в первой мы хотим рассм атри вать  сколь угодно 
точные приближ ения, требую щие произвольного числа шагов, 
а во второй — лиш ь приближ ения, достаточно точные для  п р ак ­
тических целей. Но опыт в одном придает  уверенность в другом.

Н аиболее  простым рассуж дением  такого типа является  сле­
дующее: если х ^ О  и л: <  е, где е полож ительно и м ож ет быть 
выбрано сколь угодно малым, то х  =  0. Это верно потому, что 
не существует числа х,  которое больш е нуля и меньше лю бого  
положительного е. Очевидное обобщ ение можно получить после 
введения понятия м о д у л я  или абсолютной вел и чи н ы  х, которая 
обозначается  jxj и читается «модуль х». М одуль равен .г, 
если л: неотрицательно, и — л:, если х отрицательно. С л ед о в а ­
тельно, всегда ' х \ ^ 0 .  Тогда если j x | < e  для  любого п олож и ­
тельного е, то 1x1 =  0 и, следовательно, х =  0. Отметим, что 
|х! + \ у \ > \ х :  +  у \ ,  \х —  у \ > \ х \  —  \у\ .

В проведенном рассуждении необходим символ для  малой 
величины. Если мы скаж ем , что е =  0,001, и д о каж ем  вычисле­
ниями, что 1х1<  0,001, то можно возразить: «Вы не доказали .



ЧТО X =  0; может быть, х =  0,0001». Символ е, обозначаю щ ий 
про и зво льн о  м алую  величину, д ает  нам возмож ность ответить 
на такое возраж ение. Коль скоро мы докаж ем , что 1д;1 меньше 
лю б о го  8, то сумеем отвергнуть любое отличное от нуля з н а ­
чение X, которое в озраж аю щ и й  может предложить.

Существенно, что в общем случае мы имеем дело с процес­
сам и, которые можно заверш и ть  только за  бесконечное число 
ш агов. Примером служ ит  доказательство  того, что две вл о ж ен ­
ные последовательности интервалов определяю т одно и то же 
число. Мы обходим эту трудность и получаем конечное д о к а з а ­
тельство: пусть а ф Ь ,  % г д а  \а — Ь\ имеет определенное зн ач е ­
ние М,  отличное от нуля. Если затем  мы сумеем показать , что 
М <  е для  любого полож ительного е, то из этого будет следо­
вать, что М =  О и, следовательно, вопреки предположению, 
а  и Ь долж ны  быть равны  м еж ду  собой.

1.033. М нож ества . П р ед ельн о й  точкой множ ества чисел н а ­
зы вается  число X, такое, что для  любого е >  О найдется п ри над ­
л е ж а щ ее  множ еству число у, отличное от х, и \у  — д г |< е .  О т ­
сюда следует, что существует бесконечно много значений у, удо­
влетворяю щ их этому условию. Д ействительно, по определению 
одно значение найдется, назовем его у\.  Возьмем новое е, с к а ­
ж ем  El, меньшее, чем \у\  — х \ .  Тогда д олж но  суп1ествовать д р у ­
гое у  из множ ества, скаж ем  у^, такое, что 0 < | г /2 — x \ < z \ .  
Очевидно, этот процесс можно продолж ать  неограниченно*).

Очевидно, что конечное множ ество не имеет предельных 
точек. О днако бесконечное множ ество тож е м ож ет не иметь 
поедельных точек. Рассм отри м  множ ество всех целых чисел. 
Д л я  любого его элемента нет других элементов на расстоянии, 
меньшем 1, а лю бое не целое число не может иметь более од ­
ного целого на расстоянии, не превы ш аю щ ем '/г- В множестве 
рациональны х чисел все точки предельные, так  как  любое р а ­
циональное число можно как  угодно приблизить другим раци о­
нальны м  числом. Аналогичное утверж дение  имеет место для 
действительных чисел. М нож ество может иметь только одну 
предельную точку. Рассм отрим , например, числа где п — 
целые. В любой конечной окрестности О содерж ится бесконечно 
много элементов этого множ ества и, следовательно, О — пре­
дельн ая  точка этого множ ества. О днако для  любого другого 
числа, рационального  или нет, можно у к азать  такую окрест­

*) Отметим, что выражения «процесс можно неограниченно продолжать» 
и «и так далее» подразумевают применение математической индукции. П о­
добные рассуждения из-за недостатка места мы будем редко приводить пол­
ностью. Однако читатель может самостоятельно провести их в некоторых 
случаях для практики.



ность, которая  не содерж ит элементов множ ества, отличных от 
самого числа (если последнее явл яется  элементом м нож ества) .

П редельн ая  точка множ ества не о б яза н а  сам а  быть эл ем ен ­
том множ ества. Мы м о ж ел ^  например, р ассм атр и вая  последо­
вательные приближ ения У 2  десятичными дробям^!, построить 
множ ество р а ц и о н а л ь н ы ^  чисел, для  которого | / 2 будет пре­
дельной точкой, а сам  — не рациональное число.

Если все предельные точки множ ества п р и н адлеж ат  ему, то 
оно назы вается  замкнутым. И нтервал а - ^ х ^ Ь ,  определенный 
в 1.031, является  замкнутым множеством и называется  зам к н у ­
тым интервалом, или отрезком. Соответствующ им открытым 
интервалом является  а < х < Ь .  Мы вернемся к этому в 1.061.

1.034. Е с л и  множество содержит бесконечно много  э л е ­
ментов внутри конечного  отрезка а ^ х ^ Ь ,  то оно имеет по  
меньш ей мере о д н у  п р ед ельн ую  точку х, такую, что а ^ х ^ Ь .  
Д ействительно , если мы поделим отрезок пополам , то по. 
крайней  мере в одной из половин будет бесконечное число 
точек м нож ества . Р азд ели м  эту  половину пополам . Вновь одна 
из половин содерж и т  бесконечное число элементов, и мы ви­
дном, что, п р о д о л ж а я  этот процесс, м ож ем оты скать  сколь 
угодно короткий интервал , с о дер ж ащ и й  бесконечно много то­
чек м нож ества . Н о этот процесс соответствует зад ан и ю  дей­
ствительного  числа с помощ ью  влож енной последовательности  
и н тервалов  и, значит, оп ределяет  действительное число, в лю ­
бой окрестности которого содерж ится  бесконечно много точек 
м н ож ества .  С ледовательно , это действительное число является  
искомой предельной точкой м нож ества . Это у тверж ден ие  
известно к а к  теорем а Б о л ьц ан о  — В ейерщ трасса .

1.035. Бесконечное множ ество н азы вается  счетным, если 
€го элем енты  мож но т а к  сопоставить с н атуральн ы м и  ч и сл а­
ми, чтобы к а ж д о м у  элем ен ту  м н ож ества  соответствовало  одно 
и только  одно н атуральн ое  число и наоборот. Н апри м ер ,
к в а д р а ты  1̂ , 2 ,̂ . . . ,  /г ,̂ . . .  образую т счетное м нож ество, так  
как  к а ж д о м у  п  соответствует и к а ж д о м у  соответствует 
п.  Р ац и он альн ы е  дроби  м еж д у  нулем и единицей то ж е  о б р а ­

ти • •зую т счетное м нож ество. И х  м ож но упорядочить так: у >
2 1 3 1 2 3 4 ,

Т ’ Т ’ Т ’ Т ’ Т ’ У ’ “б • • • ’ и дробь, стоящ ую  на rt-M месте,
сопоставить  с п. Все полож ительны е рац и ональны е числа
о б р азу ю т  другое счетное множ ество. И х  можно упорядочить

I 1 2  1 3  1 2  3 4
так: ~Y 1 ~2 > . . . .  Здесь  числа



собраны  в группы с постоянной суммой числителя и з н а м е н а '  
теля , и в к аж д о й  группе сум м а на единицу больш е, чем в 
преды дущ ей. А внутри групп числа расп олож ен ы  по в о зр аста ­
нию числителя. В д вух  последних при м ерах  д л я  устан овлен ия  
соответствия с натуральн ы м и  числами необходимо полное 
изменение естественного порядка.

Н е все бесконечные м н ож ества  счетны. Н аиболее  важ н ы е 
примеры несчетных множ еств  — это множ ество  всех дей стви ­
тельны х чисел и множ ество  всех действительны х чисел из 
дан ного  конечного и н тервала . Кантор д о к а за л ,  что к а к  бы мы 
ни пы тались  поставить их элементы во взаимно-однозначное 
соответствие с н атуральн ы м и  числами, всегда  некоторые э л е ­
менты о к аж у тся  пропущенными.

1.036. Н еобходим ость . Д остаточность . П усть д в а  п ред ло­
ж ен ия , обозначенные I и И, соотносятся м еж д у  собой так, 
что если I истинно, то И истинно. Мы говорим тогда, что 
\ — достаточное условие  д л я  И, а \ \  — необходим ое  условие 
д л я  I, т. е. I не м ож ет  быть истинным, если И неистинно. 
Если II истинно тогда  и только тогда , когда  I истинно, то 
I — необходимое и достаточное условие д л я  II и наоборот. 
В этом случае мы м ож ем  т а к ж е  сказать ,  что I и II э к в и в а ­
лентны.

Вообще говоря, м ож ет  сущ ествовать  несколько необходи­
мых и достаточных условий д л я  истинности данного  предло­
ж ен ия . Н ап ри м ер ,  необходимым и достаточным условием того, 
что дей стви тельная  величина х  р а в н а  нулю, явл яется  условие 
1л:| < е  д л я  любого полож ительного  е, но, кроме этого, т а ­
кими условиям и будут р авен ства  х^ =  0, л:® =  0. Н еобходим ы м  
и достаточным условием ax^ — 2 b x  +  c > Q  д л я  всех действи­
тельных X будет а  >  О, ас — Ь~ >  О, а т а к ж е  и с >  О, ас — >  0.

Н еобходим ое и достаточное условие м ож ет  со дер ж ать  из- 
лищ ню ю  информацию . Н апри м ер , если ах^ — 2Ьх +  с >  О д л я  
всех X, то а >  О, с >  О, ас — Ь'̂  >  О и наоборот. Здесь  а >  О, 
с >  О, ас  >  6  ̂_  необходимое и достаточное условие. Но если 
ас >  Ь^, то из а  >  О следует, что с >  О, а из с >  О следует, 
что а  >  О, так  что одно из требований а  >  О, с >  О избыточно 
в том смысле, что оно вы текает  из другой данной информ а­
ции. С другой стороны, требования а  >  О, с > 0  или а с > Ь ^  
сами по себе недостаточны д л я  того, чтобы ах^ — 2Ьх +  с было 
больш е О д л я  всех х\ ни одно из этих условий не является  
достаточным. М нож ество  необходимых и достаточных условий 
истинности дан ного  п редлож ени я  назы вается  м и н и м а льн ы м ,  
если после отбрасы вани я  лю бой части этих условий остав ­
ш иеся условия не являю тся  достаточными.



1.04. П о с л е д о в а т е л ь н о с ти * ) .  Р а с с м а тр и в а я  свойства  м н ож е­
ства , мы не счи тали , что его члены располож ен ы  в опреде­
ленном порядке. Б до казател ьстве  1.034, например, точки, 
л е ж а щ и е  в лю бом пром еж утке, оп ределяю тся  указан и ем  с а ­
мого м нож ества . (П редставим  себе, что мы полож или  несколько  
мячей в коробку; тогда вопрос, как и е  там  л е ж а т  мячи, не 
имеет отнош ения к их перем ещ ениям  из-за  в стр ях и ван и я  ко ­
робки.)

К о гда  мы начинаем изучать свойства, сущ ественно с в я з а н ­
ные с конкретным порядком , мы имеем дело с п о с л е д о в а ­
тельностями.  Ч исла  1, 2, 3, . . . ,  располож ен ны е в порядке  
во зр астан и я ,  образую т последовательность . Если они перегруп­
пированы , но так , что мы знаем , как  найти любое из них, то 
они о б р азу ю т  то ж е  множ ество, но другую  последовательность. 
Если мы обозначим «-й член данной последовательности  че­
рез s„, то свойство s„+ | —s „ = l  будет вы полняться  д л я  п ерво­
н ач аль н о  задан ного  порядка  и не будет вы полняться  ни д л я  
какого  другого  п орядка . Вообще, если  s„ в п о л н е  определяется  
за д а н и ем  п, то s„ может рассматриваться к а к  ф у н к ц и я  нату­
р а ль н о го  аргумента п, а зн а чен и я  Sg, . . . ,  s„, . . .  д л я  п о ­
след о ва т ельн ы х  зн ачен ий  п образуют последовательность.  (Те, 
кто зн ает  кое-что о р ядах ,  часто п о л агаю т  на первых порах , 
что назн ачени е  последовательности  быть просум м ированной, 
но это не так.)  И

1 —  —  —  ( 1 )’ 2 ’ 3 ’ • • • « ............

1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .  (2)

— последовательности . Элементы первой — это элементы  беско­
нечного м нож ества , упорядоченны е определенным об р азо м .
Э лементы второй — это элементы конечного м н ож ества ,  повто­
р яем ы е вновь и вновь.

П оследовательность  с общ им членом мож но обозначить 
через {s„}.

1.041. О граниченны е, неограниченные, схо дящ и еся  и осци л­
ли р у ю щ и е  последовательности . П усть М  — произвольное поло­
ж и тел ь н о е  число. Может случиться, что какое бы М  ни взять, 
н ай дется  хоть один член последовательности  s„, такой, что 
| s „ | > A f .  Т а к а я  последовательность  н азы вается  нео гр а н и ч ен ­

ной. Очевидный пример: s„ =  n-, в самом деле, в качестве  п 
мы м ож ем взять лю бое целое число, больш ее М .  С п раведли во

*) Более подробное рассмотрение последовательностей можно найти 
в [2, 3].



следую щ ее утверж дение, аналогичное теореме о предельной 
точке: неограниченная  последовательность  д о л ж н а  со дер ж ать  
бесконечно много членов, модули которы х |s„ |  больш е лю бого  
нап еред  задан ного  М.

Если можно вы брать  такое  М ,  что все s„ по модулю 
меньше М ,  то последовательность  н азы вается  огран ичен ной .  
Обе последовательности, приведенные в конце 1.04, огр ан и ­
чены; условие ! s „ | < A l  вы полняется  д л я  них обеих при М  = 3.

П усть сущ ествует  такое число s,  что д л я  любого п о л о ж и ­
тельного числа е мож но вы брать  т  так , что д л я  всех п > т

| S „ - S | < 8 .  (1)

Тогда говорят, что последовательность  сходится  и имеет
предел  S .  Зап и сы вается  это к а к  [4]

s „ - > s  ( п ^ о о ) ,  (2 )
или

lim =  s.
П-̂ оо

С трелк а  читается  „стремится к “ . М ож но просто писать

l im s„  =  s, (3)

если  при этом не возникает  разночтений.
В вы ш еприведенных при м ерах  последовательность  1.04 (1) 

сходится  и имеет предел О, нуж но только взять  т > 1 / е ;  по­
следовательность  1.04 (2) не яв л яется  сходящ ейся , потому что, 
каковы  бы ни были s u m ,  если е < 72, то н ай дутся  члены
с номерами п > т ,  такие, что |s„  —s | ^ - j > 8.

С ам ое важ н ое  свойство сходящ ей ся  последовательности  та 
ково: если у нас есть прави ло  д л я  вычисления к аж до го  члена 
то мы м ож ем вычислить предел  с лю бой ж ел аем о й  точностью 
Н екоторы е методы при бли ж ен и я  (см. гл. 9 и 17) показы ваю т  
что предел  л еж и т  в задан ном  пром еж утке, но этот п ром еж у  
ток не сколь угодно мал . Точность м ож ет  о к а за т ь с я  доста 
точной д л я  применений, но ее нельзя  беспредельно повы ш ать

П оследовательность , ограниченная , но не сх о д я щ ая ся ,  на 
зы вается  о с ц и лл и р у ю щ е й  с конечны м  р а зм а х о м  или просто 
о с ц и л л и р у ю щ е й .  В качестве  прим ера  можно привести после­
д овательность  1.04 (2); другой пример

=  +  (4)

Здесь , в отличие от 1.04 (2), все различны.



П оследовательность  (4) ограничена, потому что |5 „ |< 2  д л я  
лю бого  п; но она не сходится, поскольку  д л я  больш их п  ее 
члены попеременно близки то к 1, то к — 1, так  что н е р а ­
венство (1) не м ож ет  вы полняться , если е < - ^ .

Если д л я  любого М  сущ ествует  т а к о е  т ,  что з„>Л'1 д л я  
всех п > т ,  то мы пишем

s „ - * ° o .  (5)

П римеры: =  « и =  п^.
Если д л я  лю бого  М. сущ ествует  такое  т ,  что s „ <  — д л я  

всех п > т ,  то мы пишем
S n ^ - o o .  (6 )

П римеры: =  — п  и S n ~  — п^.
Н и ж е  представлены  другие типы неограниченных последо­

вательностей:

s„ =  ( — 1)"и , 5„ =  п с о з у я г а ,  =  п (1 — созяга).

Про эти последовательности  нельзя  ск а за т ь ,  что они стре­
м ятся  к каком у-нибудь  пределу, в частности они не стре­
мятся  и к бесконечности, и их н азы в аю т  иногда бесконечно  
о с ц и л л и р у ю щ и м и .  Н еограниченны е последовательности  мож но 
н азы вать  расходящимися-,  однако  р азн ы е  авторы  вкл ад ы в аю т  
в этот термин различны й смысл: некоторые (например, Б р о м ­
вич и Х арди) исклю чаю т из числа р а с х о д я щ и х с я  бесконечно 
осци лли рую щ ие последовательности , некоторы е (например, 
Кнопп) вклю чаю т в их число последовательности , о сц и лл и ­
рую щ ие с конечным р азм ах о м .

П олезно  классиф иц ировать  последовательности  в зав и си ­
мости от того, о б л а д а ю т  или не о б л а д а ю т  они следую щ и м и 
свойствами:

1) д л я  лю бого т  и д л я  лю бого полож ительн ого  М  с у щ ест ­
вует такое п > т ,  что s„ > M ',

2) д л я  лю бого т  и д л я  лю бого  полож ительного  М  сущ ест­
вует такое  п > т ,  что S n <  — M.

П оследовательности , не об лад аю щ и е  ни одним из этих 
свойств, ограничены. Если последовательности  о б л а д а ю т  перт 
вым свойством, но не о б л а д а ю т  вторым, то они ограничены  
снизу и не ограничены  сверху. Аналогично описываю тся два  
оставш ихся  случая .

Отметим, что бесконечности к а к  таковой никакого определен*- 
ного значения  не приписы вается . Мы лиш ь придаем  смысл 
всем в ы раж ен и ям , которые со д е р ж а т  слово бесконечность или 
символ оо. В ы раж ен и е  s „ - > o o  есть к р а т к а я  запись свойства

3 Зак.  231



{s„}, сформулированного  в соответствую щ ем  определении. О на 
не п о д р а зу м е в а ет  сущ ествован и я  какой-либо действительной 
величины, об означаем ой  символом оо.

Бесконечность исклю чена из правил  алгебры  не потому, 
что есть какое-нибудь противоречие в понятии бесконечных 
чисел, а потому, что эти числа подчиняю тся другим п р ав и ­
л ам . Д ействительно , понятие бесконечного м н ож ества  прони­
к а е т  в больш ую  часть  наш ей теории: в к а ж д о м  и н тервале  х  
при н и м ает  бесконечно много значений. Н епроти воречи вая  
а л геб р а  д л я  полож ительн ы х  бесконечных чисел бы ла  построена 
К ан тором  и позднее  неоднократно о б о бщ алась  другим и авто ­
рам и , но эта  а л г е б р а  отли чается  от обычной. Е сли  а и й — по­
л о ж и тел ьн ы е  бесконечные числа, мы м ож ем  определить  а +  Ь 
и аЬ однозначно. О дн ако  а +  Ь не о б язательн о  больш е а, в 
дей стви тельности  а +  Ь обычно р ав н я ется  а или Ь. Н евозм ож н о  
определи ть  однозначно а ~ Ь  и ajb.  С ледовательно , ал геб р а ,  
в к л ю ч а ю щ а я  и конечные, и бесконечные числа, д о л ж н а  все 
ж е  р азл и ч ать  их в своих прави лах .

1.042, Е с л и  бесконечное множество имеет п р е д е ль н ую  точку 
S, то мы можем образовать последовательность и з  его  э л е ­
ментов, имею и^ую  п р ед ело м  s. Е с л и  у  множества б о ль ш е  
одной  п р е д е ль н о й  точки, то можно образовать последоват ель­
ности, с х о д я щ и е с я  к  л ю б о й  и з  них .

Мы п о к а за л и  (начало 1.033), что на расстояни и  от пре­
дельн ой  точки, не превы ш аю щ ем  задан ное , сущ ествует  беско­
нечно много элем ентов  м н ож ества .  Если вы писы вать элементы  
м н о ж ества  в таком  ж е  порядке, какой  у к а з а н  в 1.033, то по­
лучим последовательность , о б л а д а ю щ у ю  нуж ны м  свойством.

1.043. Л ю б а я  последовательность, о б р а зо ва н н а я  и з  р а з л и ч ­
н ы х  элементов ограниченного  бесконечного множества, и м е ю ­
щ его  единст венную п р е д е л ь н ую  точку s ,  стремится к  п р е д е лу  
S.  Ясно, что при построении последовательности  из элем ентов  
м н о ж ества  мы имеем выбор на к а ж д о м  этапе.

С ледовательн о ,  мы м ож ем  образовать  бесконечно много 
разл и ч н ы х  последовательностей . Н а м  нуж но показать ,  что все 
они имею т одинаковы й предел . Д л я  лю бого  т  число элем ен­
тов s„ последовательности  с п > т  бесконечно. Н о поскольку  
м нож ество  ограничено и имеет единственную предельную  
точку, то в любом ин тервале, не с о д ер ж ащ ем  предельной 
точки, им еется  лиш ь конечное число элементов м нож ества . 
С ледовательн о ,  д л я  любого е только  конечное число элем ентов

п оследовательности  л е ж и т  вне о т р е зк а  s ± - ^ e .  П усть  это Sq,



Sp, . . . .  В о зьм ем  т  равны м  н аи больш ем у  из а, р, ц. 
Тогда  д л я  всех п ,  больш их т ,  справедливо , что |«„ —s | ^  
^ ■ | - е < е  и, таким  образом , последовательность  сходится  к s.

Этот р е зу л ь т ат  нельзя  получить, если элем енты  последо­
вательности не о б язан ы  быть р азличны м и и могут повторяться  
сколь угодно часто. Н ап р и м ер ,  если множ ество  состоит из чи­
сел, обратны х целым, его единственной предельной точкой бу ­
дет  0. О днако , если повторения  разреш ен ы , мы м о ж е м  о б р а ­
зовать  из его элементов п оследовательность

1 1  1 1  1 1  1 1  1

к о то р ая  я в л яе т с я  осциллирую щ ей . Если, однако, к а ж д ы й  э л е ­
мент м о ж ет  п овторяться  не больш е k  р а з ,  где fe — некоторое 
ф иксированное число, то р е зу л ь тат  опять  м ож но получить 
просты м  обобщ ением  д о к азател ь ств а .

1.044. В ер х н яя  и н и ж н я я  гран и . Множество {или п о с л е д о ­
вательность), ограниченное  сверху , имеет ве р х н ю ю  грань; м н о ­
жество, ограниченное снизу , имеет ниж ню ю  грань.  П ри  этом 
величина М  н а зы вается  верхней  гран ью  м н ож ества ,  если ни 
один элем ент  м н ож ества  не превосходит М, и в то ж е  время 
д^1я лю бого  полож ительн ого  числа е, к а к  бы м ало  оно ни 
было, сущ ествует  элемент, превосходящ ий М  — е. Ниж ней  
гранью  н а зы в ается  т а к а я  величина т ,  что нет элементов, 
м еньш их т,  но всегда  най дется  элемент, меньший т  +  е.

В о сп ользуем ся  методом сечений Д едек и н д а .  К л асс  чисел а, 
ограниченны х сверху хоть одним элем ентом  м н ож ества , не 
пуст: м ож н о взять  в качестве  такого  числа лю бое а, меньшее, 
чем некоторый известный элем ент м нож ества .

П о ско л ьк у  м нож ество  ограничено сверху, то сущ ествую т 
числа Ь, такие, что никакой элемент м н ож ества  не превосхо­
дит Ь. К а ж д о е  Ь больш е лю бого  а, и всякое число есть либо 
й, либо Ь. С ледовательно , числа а об р азу ю т  класс  L,  а числа 
Ь — кл асс  R  и определяю т сечение, которое мы обозначим че­
р е з  М .  Сечение М  п р и н адл еж и т  кл ассу  R .  Если бы М  было 
элем ентом  к л а с с а  L ,  то оно было бы меньш е некоторого э л е ­
м ен та  м нож ества ,  с к а ж ем  К', но тогда  м еж д у  Af и /С не о к а ­
залось  бы чисел Ь и, следовательно , М  не являлось  бы чис­
лом , соответствую щ им  сечению. И так ,  ни один элем ент  
м нож ества  не превосходит М .  Т а к  ж е  проверяется , что М  — г 
п р и н ад л еж и т  к л ассу  L ,  а потому сущ ествует  элем ент мно­
ж еств а ,  превосходящ ий М  — г. Соответствую щ ий р езу л ьтат  
д ля  нижней грани до к азы вается  аналогично.



Д о к а за т е л ь ст в о  не предп олагает ,  что множ ество  беско­
нечно; однако  д л я  конечного м н ож ества  верхней гранью  я в л я ­
ется просто его наи больш ий элемент. Д л я  бесконечного мно­
ж еств а  все элементы  м огут  о к а за т ь с я  меньш е верхней грани; 
д л я  м н ож ества  1.04 (1) верхняя  грань  равн а  1 и совп адает  
с первым членом, а н и ж н я я  гран ь  р а в н а  О, хотя О не я в л я ­
ется  элем ентом  м нож ества .

То, что мы н азы ваем  верхней гранью , часто  назы ваю т  
точной верхней  гранью ,  а лю бое  число, такое , что нет э л е ­
ментов м нож ества , превосходящ их его, н азы ваю т  тогда  просто 
верхней  гранью .

З а м е т и м ,  что если S n < tn  д л я  всех п  и s „ ^ s ,  то
(и вовсе не об язател ьн о  s < t ) .  Р ассм отри м , например, 

п оследовательности  s„ =  1 — 2~'^, /„ =  1 — 3 “ "; здесь s =  t. Мы 
мож ем р ассм атр и в ать  ( 5 „ ,  t„) к ак  и н тервал , д ли н а  которого 
стрем ится  к нулю , но эти интервалы  не о б р аз у ю т  вложенной 
последовательности , потому что к аж ды й  не я в л яе т с я  частью  
преды дущ его, и на сам ом  деле  к аж ды й  и н тервал  л еж и т  це­
ликом  по одну сторону от предела.

1.0441. Е с л и  д л я  всех  п  и последовательность
ограничена , то она сходится. П усть s  — верхн яя  грань  s„. 
Т огда  д л я  всех п.  К ром е того, д л я  лю бого  е сущ ествует
такое т ,  что > s — е; но тогда  д л я  всех п > т

S >  >  Sm >  S -  е,

а потому последовательность  сходится  к пределу  s.

1.045 Основной принцип сходи м ости . Д л я  того чтобы после­
д о вательн ость  {s„} б ы ла  сходящ ейся , необходимо и достаточно 
выполнение следую щ его  условия: д л я  любого полож ительного  
числа е сущ ествует  такое  т ,  что д л я  всех п ' ^ т

l s „ - s „ | < 6. ( 1)

П о к аж ем  сн ач ал а ,  что это условие явл яется  необходимым.
П р едп олож и м , что s „ - > s .  Мы д о лж н ы  показать ,  что с у ­

щ ествует  т ,  такое, что (1) справедливо . Д л я  лю бого  п о л о ж и ­
тельного (О мы м ож ем взять  т  так, что |s„  —s | < c o  д л я  всех 
/ г ^ т .  Т огда  |s„  — S m |< 2 (o  д л я  всех п ' ^ т .  В озьм ем  со =  '/26. 
тогда  ( 1) вы полняется.

Д л я  д о к а за т ел ь с т в а  достаточности условия  (1) заметим  
п р е ж д е  всего, что последовательность ограничена, т а к  как  
д л я  лю бого  задан ного  полож ительного  со сущ ествует  такое  т ,  
что |s„ —S m |< co  д л я  всех п ^ т ,  а S|, S2, . . . ,  все конечны.



О пределим  а„  и к а к  нижню ю  и верхнюю грани соответствен­
но д л я  Sp при р ^ п .  Ясно, что

К ром е того, |Sp —s , |< 2 f f l  д л я  р  и q, больш их т ,  и мы имеем 
Ь„ — а п ^ 2 ч >  при п ' ^ т ,  поскольку  Ь п ~ а ^  есть верхняя  гран ь  
Sp — Sq при р, q ' ^ n .  Т а к  как  со произвольно мало , Ь^ — п о ­
след о ва т ельно ,  интервалы  (а„, 6„) о б р азу ю т  влож енную  после­
довательность , о п ределяю щ ую  некоторое действительное число. 
Н азовем  его s. П оскольк у

и [ д л я  всех га,

имеем
Is — 1̂ 2(0 д л я  r a ^ m ,

т. е. s „ - » s  при г а ^ о о .
В д альн ей ш ем  часто  будет встречаться  использованный 

нам и прием. Если величину, о которой мы хотим ск а за т ь ,  что 
о н а  меньш е е, м ож но представи ть  в виде суммы нескольких 
членов, то вводятся  дополнительны е прои звольно  м алы е  вели­
чины, обычно обозначаем ы е через <о, 6 или т], которые потом 
о п р ед ел яю тся  к а к  доли  е.

1.05. Ряды. П усть есть га-й член бесконечной последо­
вательности . Р ассм отри м  последовательность, образован ную  
су м м ам и

=  S2 =  « i  +  « 2, 5з =  «1  +  «2 +  “ з. • • • >
5п =  Щ +  и 2 +  . . .  +  «„, . . .  .

Если эта  последовательность  сумм сходится, то мы гово­
рим, что р яд

2 «„ =  « 1+  . . .  + м « +  •••

сходи тся  (п теперь сколь угодно велико); предел п о сл ед о ва­
тельности s„ мы н азы ваем  сум м ой р я д а  *).

Если { s j  яв л яется  не сходящ ейся , а осциллирую щ ей с ко ­
нечным р азм ах о м  последовательностью , то мы говорим, что 
р я д  осци лли рует  с конечным разм ахом .

*) Как и в случае последовательностей, употребляются различные опре­
деления расходимости-, некоторые авторы ограничиваются применением  
этого термина к случаю, когда s n -*  °°  или Sn~> — другие называют 
расходящимися все ряды, которые не сходятся.



К а ж д о й  теореме о п оследовательностях  соответствует теорема 
о р я д а х ,  т а к  к а к  если {s„} — некоторая  последовательность, то,

П

п о л а г а я  Ui =  Si, =  — s„_i при п > \ ,  имеем =
1

Геом етри ческая  прогрессия — это р яд
оо
2  л:" =  1 +  д: +  л:"* +  . . .  .
ге-О

З д есь  если 1, то

и I д:"+* 1 становится  к а к  угодно больш им  с возрастан ием  п 
при | л : | > 1 .  Е сли  | л : | < 1 ,  то д:"+' стремится к нулю *).

Т аким  образом , р я д  сходится , если | х | < 1 ,  и не сходится , 
если | д : | > 1 .  Если х = 1 ,  то сум м а  п членов р ав н а  п  и р яд  
не сходится. Если х =  — 1, то су м м а  лю бого  нечетного числа 
членов р а в н а  1, а сум м а  любого четного числа членов р а в н а  0 . 
П оэтом у р я д  осци лли рует  с конечным р а зм а х о м .  Таким о б р а ­
зом, чтобы наш  р я д  сходился, необходимо и достаточно выпол­
нение условия

g-ряд  Р и м а н а  — это р я д  вида

^  л  * — 1 -Ь +  -р- - f  . . .  .
rt-0

В озьм ем  с н ач ал а  х > 1 .  Мы м ож ем  объединить члены р я д а  
в группы

s „ =  1 + ( ^  +  ̂ )  +  ( ^  +  - ^  +  - ^  +  ^ ) +  +  ^  .

Суммы в скобках , идущ их вслед  за  первым членом, соответ­
ственно меньше, чем

2 4 1 1
2* ’ 4  ̂ ’ ■ • • 2* - '  ’ (2 ^ -‘)2 ’

Далее, если т  =  2''“ ' и и > т ,  то
9 - г  [ X - D

I S„ -  I <  -

*) Точные доказательства этих совершенно очевидных утверждений  
ыожио найти в [3, стр. !34, 135].



п р а в а я  часть м ож ет  быть сдел ан а  <  е, если взять  г достаточно 
б ольш им . С ледовательно , ? 'Р я д  сходится , если х > \ .

Если х = \ ,  напиш ем

s « = l  +  i  +  ( y  +  7 )  +  ( |  +  i  +  y  +  | ) +  . . .  .

Все суммы  в ско б ках  превосходят  '/г- С ледовательно , р я д  не 
сходится: 5„->-оо. Если 0 < л : < 1 ,  то все члены р я д а  после 
первого возрастаю т; следовательно , опять  s „ —>-оо.

С ледую щ ий р яд  св язан  с  In 2:

З д есь

S n - S n = ± . ( m + l  OT +  2 ) " ^ ( m  +  3 от +  4 ) ”^

И сум м а в ско б ках  п о л о ж и тел ьн а  независим о от четности п  — т.  
Но в то ж е  время

1 I I  1 \ ( I 1 ( -^ ______
•1 \  ш +  2 /п +  3 /  \m-\-т + 1  \ т  +  2 т +  З )  \ / п  +  4 т  +  5 /

и к а ж д о е  вы раж ен и е  в круглы х  ско б к ах  полож ительно . С л е­
довательно ,

О< I — Sm К  J ,

а это меньш е е д л я  всех п > т ,  если только ( т + 1) > 1/е. 
О тсю да следует, что р я д  сходится.

М ож но сразу  ж е  применить это к  д о к а за т ел ь с т в у  следую ­
щего ф акта :  если и „ > 0 ,  ы „ > ы „+1 д л я  всех п  и то р я д

и, — Ы2 + «3 — «4 + . •.
сходится.

1.051. А бсолю тн ая  сходи м ость . Е сли  р я д  S l “ nl сходится, 
то С Х О Д И Т С Я ,  потому что сум м а  любой части р я д а  от
до ы„ по м одулю  не м о ж ет  быть больш е , чем сум м а  соответ­
ствую щ их  членов от 1 « т  1 ДО 1 «„ |. В этом случае  говорят, что 
2  «л абсолютно сходится-, если 2  «л сходится, а нет,
то говорят, что р яд  сходится у сло вн о .  (И ногда  исполь­
зую т н азван и е  п о л у  сходимость-, однако  этой приставкой зл о ­
уп отребляю т: то ж е  н азван и е  исп ользую т и д л я  асимптотиче­
ских рядов , которые лучш е вообще не р ассм атр и вать  в качестве 
бесконечны х рядов . Вот почему следует избегать  употребления 
этого н азван и я .)



Мы видели , что если взять  все члены р я д а  д л я  In 2 с п оло­
ж и тел ьн ы м и  зн ак ам и , то полученный р яд  не сходится. С л е­
д овательн о ,  р я д  д л я  In 2 условно  сходящ ий ся . Геом етрическая  
прогрессия, если сходится вообще, то сходится абсолю тно.

1.052. П ерестан овки  р я д а .  С ум м а  абсолютно сходящ егося
р я д а  не меняется, если  брать члены  ряда  в  л ю б о м  порядке .
П усть 2  “ л абсолю тно  сходится  и сум м а его равн а  s; —
тот ж е  ряд, но члены его располож ен ы  в другом  порядке.
П онятно, что к аж д ы й  член лю бого  ряда  встречается  в другом,
но, вообще говоря, не на  том ж е  месте. В озьм ем  произвольное

00

п олож ительн ое  число со и выберем т  так , чтобы 2  I “ л I <
п — т + \

тогда  сум м а модулей д л я  лю бого  н аб о р а  членов, взятых 
из первого р я д а  после т - г о ,  меньше со. Возьмем  т '  так , чтобы 
все члены предш ествую щ ие встречались во втором р я д у  
под н ом ерам и  п',  меньш ими га'. Н апи ш ем

«т  =  “ ■ + • • • +  “ т- Sm' =  +  • • • +

Т огда  — есть сум м а членов первого р я д а ,  идущ их после 
га-го, и ее м одуль  меньше со. Точно так  ж е, если взять  п ' ^ г а ' ,  
то s ' ,  — есть сум м а другого  м н ож ества  членов первого р я д а ,  
идущ их после т - г о ,  и поэтому ее модуль тож е меньш е и . 
С ледовательно , второй ряд  сходится. П усть его сум м а р авн а  s '.  
Т огда  | s - s ' |  =  | ( s - s j - ( s ' - s ^ , ) - ( s ; „ , - s j |  <Зсо  и м о ж ет  
быть сделан  меньш е произвольного  е, если взять  (о =  7зе .  С л е­
довательно , оба  р я д а  имею т одну и ту  ж е  сумму.

Т еорем а не верна д л я  условно сходящ ихся  рядов . М ож н о 
п ок азать ,  что если р яд  2 « т  сходится  условно, то, п ереставляя  
его члены, мы м ож ем сделать  его сумму, какой  захотим . 
С ум м а условно сходящ егося  р я д а  имеет точное значение, если 
порядок его членов за д ан  и только  в этом случае. Обычно 
они сходятся  слиш ком медленно, чтобы их м ож но было исполь­
зовать  д л я  вычислений, однако  они могут найти применение 
в теоретической работе.

П ризн аки  сходимости, основанные на использовании м етода  
„сравнени я  р ядов" ,  настолько  тесно связан ы  с при зн акам и  
равномерной сходимости, что мы отлож им  их рассм отрение 
до обсуж ден ия  этого последнего свойства (1.115, 1.117).

1.053. Д войны е р яды . А налогичные зам ечан и я  применимы 
к двойны м  ряд а м ,  общим членом которых яв л яется  Н а  
этот р аз  условие сходимости состоит в том, что мы м ож ем



вы брать  т , п  так , что д л я  всех р, больш их т ,  и д л я  всех q,
Р Q т п

больш их п,  суммы S  S  «г .«  2  2  «г, S отли чаю тся  друг
Г=1 5=1 Г=.| 5=1

от д р у га  на  величину, по модулю  меньш ую  е. Аналогично 
м ож н о  определить абсолю тную  и условную сходимость, и опять 
верно, что абсолю тно сходящ иеся  двойные ряды  имею т одну 
и ту ж е  сумму, к а к  бы ни п ереставлять  их члены. Д о к а з а т е л ь ­
ства  отли чаю тся  от соответствую щ их д о к азател ь ств  д л я  простых 
рядо в  только  тем, что более громоздки.

1.06. П р ед ел ы  ф ункц ий . Н епреры вность . В самом общем 
см ы сле, когда  мы говорим, что f {x)  яв л яется  функцией х  
в некоторой о бласти  значений х ,  то имеем в виду, что д ля  
к а ж д о го  значения  х  из  этой о бласти  имеется одно (или более) 
значение f  (х). Н ап ри м ер ,  м ож но говорить о функции от х, 
которая  р а в н а  1, если х  раци онально , а при х  иррациональном 
р а в н а  0 .

Ф изик сп р авед ли во  р ассм атри вает  такую  функцию к а к  п ато ­
логическую , его интересует гораздо  более узкий  класс  функций: 
грубо говоря, таки е  функции, которые мож но представить 
с пом ощ ью  граф и ка  *). Обычным (хотя и не обязательны м ) 
будет  т а к ж е  требование однозначности  функции. Так , д ля  
окруж ности

+  =
мы имеем

г/= ±  У а 2 _ д 2̂

и у  яв л яется  функцией х,  но получим ее значения д л я  всей 
окруж ности , только если возьмем оба зн а к а  перед корнгм. 
О д н озн ач н ая  функция д: в некоторой области  — это функция, 
к о то р ая  приним ает  в точности одно значение д л я  каж дого  
значения  х. С н а ч а л а  мы будем р ассм атри вать  только  одно­
значны е функции.

И д ея ,  л е ж а щ а я  в основе понятия предела  функции, похож а 
на  идею, связанную  со сходимостью последовательности; дело 
в том, что члены последовательности  {s„} явл яю тся  значениями 
функции целого полож ительн ого  переменного п,  которое м ож ет

*) Функция, приведенная в качестве примера, часто используется для  
предостережения от поспешных выводов. М ожно сразу ж е использовать ее 
с этой целью. Мы могли бы попробовать определить патологические функции 
как такие, которые сами не являются непрерывными и не могут быть полу­
чены из непрерывных предельным переходом. Однако, что может быть 
проще функции cos^'” m! пх, которая стремится к нашей функции, если 

.сначала п, а затем т  устремить к бесконечности?



приним ать произвольно больш ие значения. Особенность здесь  
состоит в том, что д л я  функции ! {х)  переменное х  не о б я з а ­
тельно д о лж н о  быть целым: оно м о ж ет  принимать любые з н а ­
чения из некоторого ин тервала  или д а ж е  лю бы е, как  угодно 
больш ие значения.

К огда  значения  х  зап о л н яю т  интервал , м ож но определить 
предел  / ( | )  при ^ —>х  следую щ им  образом : пусть существует  
такое  число с, что д л я  лю бого задан ного  полож ительного  е 
н ай дется  такое  полож ительное  б, что к а к  только 0 < | |  —л : |< б ,  
т ак  I / ( ! )  — с | < е ;  тогда  мы говорим, что с яв л яется  пределом  / ( | )  
при (В д альн ей ш ем  мы м ож ем ограничить допустимые
значения нап рим ер  говорить о пределе / ( | )  при ^ — х->(У  
по полож ительн ы м  или отрицательны м значениям .)  Если, кроме 
того, c =  f {x) ,  мы говорим, что / ( I )  непреры вна при |  =  л;. С ле­
довательно , определение непрерывности можно сф орм ули ровать  
следую щ им  образом : если  д л я  лю б о г о  полож ительного  е мы  
можем выбрать такое полож ительное  б, что к а к  только  
I /г К  б, так

\ f i a  +  h ) - f { a ) \ < e ,

тогда f  {а) называется непреры вной при  х  =  а. Если это условие  
вы полняется  и если взять  произвольную последовательность 
стрем ящ ую ся  к О, то д л я  лю бого б найдется  такое  т ,  чтО’ 
1/ г „ |< б  д л я  всех п ^ т  и, следовательно , \ f  {а +  h„) — f  (а) \< е .  
Значит, д л я  всех таких  последовательностей  f { a  +  h ^ ) ^ f { a ) .

Б ольш ин ство  функций, встречаю щ ихся  практически , непре­
рывны или самое больш ее имеют конечное число точек р азр ы ва .  
Самый типичный вид р азр ы в а  таков: f { x  +  h)  д л я  некоторога  
значения  х  имеет определенный предел , когда  А - ^ 0 , пробегая  
лю бое множ ество  полож ительн ы х значений, и имеет другой 
предел , если /г- > 0  по лю бом у м нож еству  отрицательны х з н а ­
чений. Этот случай н азы вается  обы кновенн ы м ,  или простым, 
разры вом .  Н ап ри м ер ,  если

f {x)  =  Q { х < 0 ) ,  / ( х )  =  1 ( ; с > 0),

то предел  /  (/г) при /г- > 0  по лю бом у м нож еству  п олож ительн ы х 
значений равен  1, а при /г - ^ 0  по лю бом у м нож еству  отрица­
тельны х значений равен 0. Эта  функция очень типична д л я  
физических прилож ений , поскольку, например, она п р ед став л я ет  
силу, которая  начинает  дей ствовать  на систему в некоторый 
определенный момент, а затем  становится  постоянной. Ее обычно 
н азы ваю т  единичной функцией Х евисайда. Почтовые расходы 
к а к  функция веса письма имею т простые разры вы .

Е сли  иметь в виду эксперим ентальны е п ри лож ения , т а  
значение функции при х  =  0 обычно не н уж дается  в уточнении»



Пусть, X — координ ата , о п и сы ваю щ ая  полож ение какого-либо 
об ъ е к т а .  Чтобы, объект  м ож н о  было увидеть , он д олж ен  иметь 
некоторую  п ротяж енн ость . М ы не в состоянии н а б л ю д а ть  вел и ­
чину, связан н ую  с точным значением х, а можем, найти  лиш ь 
ее  среднее значение в некоторой области . А налогично если 
X — врем я, то мы не м ож ем  н а б л ю д а ть  величину в некоторой 
отдельны й момент, а лиш ь в течение ненулевого  ин тервала .  
О б ы чн ая  тенденция  чистой м а ­
тем ати ки  настаи вать ,  что функ­
цию следует  точно о п ред елять  
д л я  всех значений н езави си ­
мого переменного; в физике ж е  
обычно достаточно, чтобы был
оп ределен  ее интеграл . Т ак  -------------------
к а к  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  в е д и н ­
с т в е н н о й  т о ч к е  в предполож е- Р и с .  1. Функция Хевисайда имеет 
НИИ, ч т о  о н о  к о н е ч н о , н е  в л и я е т  в нуле простой разрыв,
н а  и н т е г р а л ,  т о  о б ы ч н о  н е т
см ы сла  говорить о нем в физических при лож ен и ях ,  и если точ­
ное значение у к азы в ается ,  то это д ел а е т с я  просто р ад и  у д о б ­
ства.

Ч асто  у п отребляю т  таки е  обозначен ия: при / г > 0  

\ \ m f { x  +  h) =  f { x  - f ) ,  \ \ m f { x  — h) ==f {x  —),
h->0 h-^0

с ледователь н о ,  в случае , который мы р ассм атр и в ал и ,
f ( 0 + ) = ^ / ( 0 - ) .

М ож ет  случиться , что / ( а + )  =  / ( а —), но не р авн о  / ( а ) .  
П ро  такую  функцию говорят, что она имеет устранимый разры в,  
но так  к а к  f {a)  не вли яет  на  и н теграл , то таки е  р а зр ы в ы  не 
имею т больш ого  значения . Это, разум еется ,  н евозм ож н о  п р о ­
и ллю стри ровать  графически.

П р едел  вообщ е не существует, если ф ункция неограни чена  
в окрестности значения х,  как , наприм ер, } { х ) =  1/х около  л: =  0 . 
Д л я  лю бой  последовательности  значений д:, с тр ем я щ ей ся  
к  нулю, f {x )  неограничена.

О пять-таки , если / (х )  =  sin  (1/л:) и х  стрем ится  к  нулю  по 
значениям  1/яя, где /г — целое, то предел  равен  0. Е сл и  ж е  х
с т р е м и т с я  к  нулю по значениям  1Д /г  +  у | л ,  то f {x )  стремится
к + 1, если ограничиться  четными л, и к  —1, если ограничиться  
нечетными п.  П ри слож ном  способе за д ан и я  функции особен­
ности' т а к о г о  рода  труднее всего обн аруж и ть ; кром е того, этот 
тип  особенностей легко  за б ы в ае т с я .



П оведение f { x )  при х - > с о  д а ж е  ещ е сильнее похож е на 
поведение последовательности , поскольку, вообще г о в о р я , / ( о о )  
не определено непосредственно, и нас всецело интересует именно 
предел , если он сущ ествует. О тметим только  определение и 
основной критерий. Пусть существует такое с, что д л я  л ю б о г о  
е > О найдется X ,  такое, что д л я  всех  х ' ^ Х  имеем  \ f { x )  — с \ < в ,  
тогда говорят, что f  (х) стремится к  с при  х - * о о .

П о аналогии с основным принципом сходимости р ядо в  
м ож но п о казать ,  что нео б хо д и м ы м  и достаточным у с л о в и е м  
стремления f {x )  к  некоторому п р е д е л у  при  х - > о о  являет ся  
следующее-, д л я  л ю б о го  полож ительного  е существует такое X ,  
что д л я  всех  х ' ^ Х  выполняется соотношение | / ( х )  — f (X) К е .

1.061. Н епреры вность  н а  и н тер вал е .  Говорят , что f { x )  не ­
преры вна  на интервале,  если она непреры вна в к а ж д о й  точке 
этого и н тервала . Ф ункция f {x )  непреры вна на открытом интер­
вал е  а < х < Ь ,  если она непреры вна д л я  к а ж д о го  значения х,  
такого , что а < х < Ь .  О на  непреры вна на зам кн утом  ин тервале  
а ^ х ^ Ь ,  если вы полняется  у казан н о е  условие, и, кроме того,

f { a + )  =  f {a) ,  f ( b - )  =  f {b) .
О тметим, что утверж ден и е  о непрерывности f {x )  при х  =  с  

вклю чает  условие, что / (с )  конечно; в противном случае в ы р а ­
ж ен ие  f {c  +  h) — f  {c) вообще не имело бы см ы сла. А налогично 
если f  {x) непрерывна на интервале, то она конечна во всех 
точках  этого ин тервала .  М ы д о к а ж е м ,  что при выполнении 
последнего условия  функция ограничена на интервале, если 
он зам кн ут ,  но не о б язательн о  ограничена, если он открыт.

Мы обозначаем  л ю б о й  и н тервал  с концам и в точках  а ,  Ь 
через (а, Ь). В случае  необходимости мы будем точно у к а з ы ­
вать, какой  именно интервал  имеется в виду: а < х < Ь ,
а ^ х ^ Ь ,  а < х ^ Ь  или а ^ х < Ь  *).

З ам ети м , что к а ж д а я  точка х  открытого ин тервала  явл яется  
внутренней точкой, т. е. сущ ествую т такие  точки и н тервала  у,  
Z ,  что a < y < x < z < b .  Д л я  зам кнутого  и н тервала  это неверно,, 
п оскольку  X  м о ж ет  быть равны м а  или Ь.  Но если а  и  Ь 
конечны, то они я в л яю тся  предельными точками м нож ества  
а < х < Ь .

Д ругой  способ вы разить  различие  м еж д у  зам кн уты м  и от­
крытым ин тервалам и  — это с казать ,  что все предельны е точки 
множ еств, располож ен ны х в зам кн утом  ин тервале , п р и н ад л е ­
ж а т  этом у интервалу , в то время к а к  предельны е точки под­

*) Д ля открытых и замкнутых интервалов используют специальные обо­
значения; обычно открытый интервал обозначают через (а, Ь), а замкнутый 
интервал через [а, Ь].



м нож ества  открытого и н тервала  могут ему и не п р и н ад л еж ать ,  
поскольку  д л я  некоторых подм нож еств  они совп адаю т  с кон­
цевыми точками. К огда  мы говорим, что х  л еж и т  внутри 
интервала  (или в последних г л а в а х  внутри области), мы под­
разум еваем  при этом, что X яв л яется  внутренней точкой; если 
ж е  просто с казать ,  что х  — точка зам кн утого  ин тервала  или 
области, то она м ож ет  быть концевой или граничной точкой. 
Функции, непрерывные всюду, кроме конечного числа точек 
с простыми разры вам и , н азы ваю тся  кусочно  непреры вны ми.

Если функция дифференцируема, то она непрерывна; о б р ат ­
ное неверно, что м ож н о увидеть на  примере функции Y x  на 
интервале 0 ^ л : ^ 1 .  О на  непрерывна на  ин терзале , вклю чая  
концевые точки, но не диф ференцируеиа в точке х  =  0 *).

Ф актически построены примеры функций, которые непре­
рывны всю ду на интервале, но нигде не дифференцируемы. 
К ак  правило, мы будем интересоваться  функциями, которые 
дифференцируемы всюду, кроме, быть м ож ет, отдельных точек, 
однако  в физике кри сталлов  такие  точки весьма многочисленны. 
Сущ ествует  теорем а В ейерш трасса  о том, что непрерывную функ­
цию в лю бой конечной области  мож но сколь угодно точно п ри ­
близить полиномом или суммой синусов и косинусов с п од хо­
д ящ им и коэффициентами (см. 14.08). С ледовательно , хотя  не­
преры вная  функция и не обязательн о  дифференцируема, ее 
мож но зам енить  с лю бой ж ел аем о й  степенью точности ф унк­
цией, которая  дифференцируема.

1.062. Теорем ы  о покры тии. Мы видим, что требовани е  не­
прерывности эквивалентно  следую щ ем у утверж ден ию ; к а ж д а я  
точка X  ин тервала  (а, Ь) п р и н адл еж и т  некоторому и н тервалу  
(л: — б, X +  л) (где б и т ] ,  возм ож но, зав и сят  от х), т а к  что 1) х  я в ­
ляется  внутренней точкой этого ин тервала  (кроме случая , х  =  а 
или Ь, когда она м ож ет  о к азать ся  концевой точкой); 2) интервал  
имеет ненулевую длину; 3) к а ж д а я  точка |  этого ин тервала  о б л а ­
д ае т  некоторым свойством, в наш ем случае  \ f Ц) — f { х ) \ < г .

М ож но показать ,  что в подобной ситуации имеется воз­
м ож н ость  вы брать  конечное  число ин тервалов , т а к  что к аж д ы й

*) В подобных случаях разные авторы употребляют раличные тер­
мины. Какие бы положительные и стремящиеся к нулю х„  мы ни выбрали, 
(V  л:л — О )h n  обязательно превзойдет любое заданное положительное зна­
чение. Если /  (д;) =  л: sin (1/jc), то f{x „ )lx „  при подходящ ем выборе х„ может  
стремиться к любому пределу м еж ду —1 и 1. В 1ю следнем случае говорят, 
что f ' {х) не существует при д: =  0. Если f ( x )  =  Y x ,  то многие авторы гово­
рят, что /' (х) бесконечно при л: =  0. Является вопросом определения, счи­
тать ли f (х) существующей, когда [f (x +  h) — f {x)] lh ->  оо. Мы обычно будем  
считать, что она не существует.



интервал  у довлетворяет  у казан н ы м  условиям  и к а ж д а я  точка 
(а, Ь) п р и н ад л еж и т  по крайней  мере одном у из них.

Д л я  р а зн ы х  целей бы вает  нуж но с дел ать  этот выбор не­
сколько различны м и способами, и чтобы п о к азать  возм ож н ость  
этого, нам  пон адобятся  две  теоремы.

1.0621. Т ео р ем а  Гейне — Б о р ел я .  Е с л и  к а ж д а я  точка з а м ­
кнутого интервала {а, Ь) лежит внутри некоторого интервала  /  
из семейства F, то существует такое конечное подмножество F, 
что каж дая точка {а, Ь) лежит внутри по  к р айней  мере одного  
интервала и з  этого подмножества. М ы говорим, что /  покры ­
вает (с, d), если к а ж д а я  точка (с, d) я в л яе т с я  внутренней точ­
кой /  (т. е. не я в л яется  концевой точкой).

М о ж ет  случиться , что некоторый и н тервал  I , п р и н а д л е ­
ж а щ и й  F ,  целиком  покры вает  (а, Ь). Е сли  это так, то нечего 
и д о к азы в ать .  Если это не так , то р азд ел и м  (а, Ь) пополам . 
В озм ож но, что най дется  п ар а  ин тервалов  /[ ,  / , ,  т а к  что к а ж д а я  

< , 1' , \  „ ,точка 1а , } о к а ж е тс я  внутренней д л я  /], а к а ж д а я

точка +  fej — внутренней д л я  /g. Е сли  хоть одна из
половин не п ри н адл еж и т  ни каком у  ин тервалу  / ,  раздели м  по­
полам  эту  половину. Мы у тв ер ж даем , что после конечного 
числа ш агов  к а ж д а я  из полученных частей (а, Ь) будет л е ж а т ь  
по крайней  мере в одном из ин тервалов  I .  П усть это не так . 
Тогда  п оследовательны е делен ия  пополам  д а д у т  последова­
тельность влож енн ы х ин тервалов , д ли н а  к а ж д о го  из них вдвое 
меньш е длины  преды дущ его  и ни один из них не со дер ж и тся  
ни в. ка к о м  I .  П оследовательность  вл о ж ен н ы х  интервалов  
о п р ед ел яет  число Xq, общ ее всем ее  членам . Но по предполо­
ж ен ию  Хо покрыто некоторым ин тервалом , с к а ж ем  /о, и, следо­
вательн о , сущ ествует  такое  полож ительное 6, что все точки
и н тер вал а  (дго —б, j:o +  6) п р и н а д л е ж а т  I q. Зн ачит , все интер­
в ал ы  влож енной последовательности  с длиной, меньшей б, по­
кры ваю тся  /о, и мы приходим к противоречию . С ледовательно , 
процесс делен ия  пополам  за конечное число ш агов  р а зб и в ает  
(а, Ь) на таки е  части, к а ж д а я  из которых п р и н адл еж и т  неко­
тором у I .  В зяв  д л я  к аж д о й  части со дер ж ащ и й  ее ин тервал  / ,  
получим  д о к азател ьств о  теоремы.

Н ебольш ое  изменение происходит в случае , когда кон ц евая  
точка , с к а ж е м  а, я в л яется  концевой точкой и н тервала  
сем ейства . П усть  д ли н а  и н тер вал а  1а р ав н а  б о > 0 .  Тогда а 
л е ж и т  внутри и н тер вал а  / а{ а  — 6а, a  +  6j  и д о казател ьство  
применимо к семейству  ин тервалов  / ,  отли чаю щ ем уся  от се­
м ей ства  ин тервалов  /  только  тем, что /д зам енен  н а  К а ж д а я



точка  (а, Ь) я в л яется  внутренней точкой по крайней  мере д ля  
одного из ин тервалов  J.  Т аким  образом , теорем а д о к а з а н а  и 
в том случае , когда  а  м о ж ет  быть концевой точкой интер­
в а л а  1а или 6 *- концевой точкой и н тер вал а  / j ,  если то ль к о  а 
п р и н адл еж и т  1а ^  Ь п ри н адл еж и т  /*.

И з  этой теорем ы  к а к  частный случай вы водится теорем а  
Б о л ьц ан о  — В ейерш трасса  (1.034). Д опустим , что (а, 6) не с о ­
д ер ж и т  предельны х точек м н ож ества . Тогда к а ж д а я  точка {а, Ь) 
содерж ится  в и н тервале  / ,  с о д ер ж ащ ем  не более  одного э л е ­
м ента  м нож ества . П оскольку  (а, Ь) м о ж н о  покрыть конечным 
м нож еством  таких  интервалов, то в нем, вопреки предполо­
жению , содерж ится  только конечное число элем ентов  м н о ж е­
ства.

В проведенном н ам и  д о к азател ьств е  на  к а ж д о м  этапе  
поп олам  дели ли сь  только  те интервалы , которые ещ е не были 
покры ты  I.  М ож н о было бы, однако , делить  все интервалы . 
Д ействительно , если I  покры вает  (с, d), то он покры вает  и обе 
его половины. С ледовательно , (а, Ь) при у казан н ы х  предполо­
ж ен и я х  м ож но разд ел и ть  на  конечное число р а в н ы х  ин терва­
лов, к аж д ы й  из которы х покрыт некоторым I.

1.0622. М о д и ф и ц и р о в ан н ая  тео р ем а  Гейне — Б о р е л я .  В тео­
рем е Гейне — Б о р е л я  интервалы  I  м ож н о определить с помощ ью 
лю бого  п р ави ла ,  лиш ь бы к а ж д ы й  из ;них им ел  ненулевую  
дли ну  и л ю б а я  точка  (а, Ь) бы ла  внутренней точкой по к р а й ­
ней мере одного из них (исключение: точки а и Ь могут быть 
концевыми). И н о гд а ,  однако, н а к л а д ы в а е тс я  следую щ ее д о ­
бавочное ограничение: к а ж д а я  точка  х  из (а, Ь) определяет  
свой интервал  /д., д л я  которого она яв л яется  внутренней точ­
кой. Т огда  сп равед ли ва  с л ед у ю щ ая  теорем а. П редполож им ,  
что л ю б а я  точка х  из отрезка а ^ х ^ Ь  лежит внутри н е к о ­
торого интервала 1х{х  — ^ху ^  +  'Плг)> б д .> 0 , t1x > 0 , за  тем 
исклю чен и ем , что 1а и могут иметь ви д  а ^ л : < а  +  т1а и 
Ь — 6 i , < x ^ b ;  тогда (а, Ь) можно разбить на конечное число  
интервалов, каж дый из  которых является частью 1^, опреде­
лен ного  одной из  точек этого интервала. Д о к а за те л ь ств о ,  к ак  
и раньш е, получается  с помощ ью последовательного  делен ия  
п оп олам . Д опустив , что теорем а неверна, мы п о казы ваем , что 
сущ ествует  вло ж ен н ая  последовательность  ин тервалов , схо­
д ящ и х ся  к некоторому Xq, и таких, что ни один из них не 
я в л я е т с я  частью ни д л я  какого  х,  л е ж а щ его  внутри этого 
ин тервала .  О дн ако  все эти интервалы , нач иная  с некоторого 
н ом ера , явл яю тся  частям и 1х,. Т а к  как  все они, кроме того, 
с о д е р ж а т  Хо, то мы приходим к противоречию. В р ассм атр и ­
ваем ом  случае отсю да не следует, однако, что (а, Ь) м ож но



разби ть  на  ра вн ы е  интервалы , о б л ад аю щ и е  требуемы м свой­
ством.

Если {с, d)  покры т ин тервалом  где  х  п р и н адл еж и т  (с, d), 
то X я в л яется  внутренней точкой лиш ь д л я  одной половины 
(с, d); вторая  половина не о б язательн о  покры та интервалом  1у, 
ибо на  у  н ал о ж ен о  теперь новое ограничение; точк а  у  д о л ж н а  
п р и н ад л еж ать  этой второй половине.

И м еется  в аж н о е  прилож ение к  дифференцируемым функ­
циям. П усть f i x )  диф ференцируема во всех точках  а < д : < 6 , 
т. е. д л я  лю бого  со и д л я  лю бого  х  из (а,  Ь) существует  такое  
полож ительное  6 (со, х),  что при | / г | < б

\ f { x  +  h ) - f { x ) - h f ' { x ) \ < u J [ h \ .  (1)

Тогда  (а, Ь) м ож но разбить  на конечное число интервалов  
{Хг, Хг+\), т а к  что д л я  всех х  из (хг, Хг+\)

(1г) - { х -  W Г  (I.) К  со I д: - 1,1. (2)
где  I ,  с ам а  явл яется  точкой {х^, x^+i).

К а к  бы ни заф икси ровать  ti, ф орм ула  (1) останется  верной, 
если на  все б (со, х)  н а л о ж и ть  ограничение б (со, При
этом все Xr+ 1  — Xr о к аж у тся  ^ 2г|.

Гейне [5] д о к а з а л ,  что неп реры вн ая  ф ункция равномерно 
непрерывна (1.071). Его метод по сущ еству  я в л я л с я  методом 
сечений Д едек и н д а  и годился д л я  д о к а за т ел ь с т в а  общей тео­
ремы Гейне — Б о р ел я ;  именно т а к  он был использован в д о к а ­
зательстве  Л е б ега .  Б о р ел ю  п ри н адл еж и т  идея использования 
п ерекры ваю щ и хся  интервалов  *). П риведенная  здесь ф орма тео­
ремы Гейне — Б о р ел я  п р и н адл еж и т  В. Ю нгу [6]. М етод  деления 
пополам  применил Б ольц ан о . Гурса  (см. 11.043) с помощью 
этого м етода  существенно упростил  условия  теоремы Коши, 
об н ар у ж и в  важ н ость  ограничения, состоящ его в том, что к а ж ­
дый отрезочек м ож н о покры вать  только таким  интервалом  1̂ ., 
который соответствует точке х,  п р и н адл еж ащ ей  этому отре- 
зочку. Он не д о к а за л ,  однако, модифицированную  теорем у в ее 
общ ей форме и не отметил, что ее мож но д о к а за т ь  тем ж е  
методом. В первы е это с д ел ал  Бей кер  [7] в заметке , с о д е р ж а ­
щей только формулировку.

1.063. Ф у н к ц и я ,  непреры вная  на  замкнутом интервале  
а ^ х ^ Ь ,  ограничена  на а ^ х ^ Ь .  Возьмем  произвольное поло­
жительное  е. Д л я  лю бого  X  из [а, Ь) най дется  интервал

*), Интервалы /  обязательно перекрываются; в самом деле, если не 
содержит внутренних точек никакого другого интервала, то его концевые 
точки вообше не леж ат внутри никакого I.



/_̂  =  {д: — лг +  Лдт). такой , что д л я  к аж д о го  % из этого интер­
в а л а

1/ ( 1) - f W K e .  ( 1)

З десь  ба =  0, %  =  0, а в остальны х сл у ч ая х  6_̂ , т ]^ > 0 .  П о­
этом у д л я  лю бы х ^1, | г  из этого и н тервала

1/ ( Ы - / ( 12) 1< 2е. (2)

Д а л е е  мож но разд ел и ть  (а, Ь) н а  конечное число, скаж ем  
н а  п,  интервалов  {Хг, х^+х), т а к  что д л я  всех 1^ ,  ^,2 из к а ж ­
дого  ин тервала ,  вклю чая  концевые точки,

1 /(1г. ) - / { Е г2)1<28 . (3)

С ледовательн о , д л я  лю бого  х  из (а, Ь)
\ f { x ) - f { a ) \ < 2 m ,  (4)

и поэтому f {x)  ограничена (и сверху, и снизу) на
О тсю да следует , что f  (х) имеет верхню ю и ниж ню ю  грани 

на ( а ^ х ^ Ь ) .  Если f {x )  имеет верхню ю  гран ь  М  и нижню ю 
грань  т  на некотором и н тервале  (независимо от того, явл яется  
ли f {x)  непрерывной функцией), то мы н азы ваем  М  — т  скач­
к о м  f ( x )  на этом и н тервале  *).

1.064. Ф ун к ц и я ,  непреры вная  на  замкнут ом интервале {а, Ь), 
достигает на этом интервале своей верхней  и  нижней грани  и 
принимает все промежуточные меж ду н и м и  зн ачен ия .

П усть т ,  М — н и ж н я я  и верхняя  грани  f {x )  на (а, Ь). Пусть 
с — произвольное значение, которое f {x)  не  приним ает  на  (а, Ь). 
Тогда д л я  любого х  из (а, Ь) найдется  ин тервал  Ijf =  {x — 
л: +  6 .̂), такой, что д л я  всех общ их д л я  (а, Ь) и

l f ( g ) - / W I < T l / W - c | ,

п оскольку  функция f {x )  непреры вна, а вы раж ени е  |/{л:) — с 1 
полож ительно. С ледовательно , в точках, общ их д л я  {а, Ь) и

и f i l )  — c имеет тот ж е  знак , что f ( x )  — c. С ледовательно , по 
теорем е Гейне — Б о р е л я  (а, Ь) м ож но покрыть конечным числом

*) Употребляется название колебание. Оно кажется нам крайне неудач­
ным, поскольку применяется к функциям, которые не колеблются. Когда мы 
говорим колеблю щ аяся  последовательность, то тут есть некоторое сходство  
с тем, что физики называют колебаниями. Хобсон использует термин разм ах, 
а Ньюмен — скачок.

4 Зак 231



п е р е к р ы ва ю щ и х с я  интервалов  1^, назовем  их , Ixm- Следо­
вательно, 1) н и ж н я я  гр ан ь  | / ( | )  — с |  на (а, Ь) больш е или равн а
■ j \ f (Хг) — с\  д л я  некоторого х,; ни при одном г эта  разность
не нуль, а потому с  не я в л яется  верхней или ниж ней гранью  
f {x )  на {а, Ъ)\ 2) / ©  — с сохран яет  на всем (а, Ь) один и тот ж е  
знак , а потому с не л еж и т  м еж д у  т  w М.

Н еобходимость ограничиться  непрерывными функциями ст а ­
нет яснее, если рассм отреть  функцию f { x ) =^ x  (О ^  л: <  ^/2), 
f {x)  =  0 i^/2 ^ x ^ l ) .  О на  имеет  верхнюю гран ь  V2. но f {x)  
нигде не р ав н а  ’/г- ■

В 1.063 и 1.064 ин тервал  д о л ж е н  быть зам кнуты м . Возьмем 
f ( x ) = \ l x  На 0 < д ; <  1; эта  функция непреры вна в каж до й  точке 
и н тер вал а ,  но неограничена. Е сли  f {x )  =  x  при 0 ^ д ; < 1 ,  то 
верхн яя  гран ь  р авн а  1, поскольку  д л я  лю бого г|< 1  существует  
такое  х < 1 ,  что / ( л : ) > т 1, однако  f { x )  не р ав н а  1 ни при каком  
х < 1 .

1.065. В о зр а с та ю щ и е  и у б ы в аю щ и е  ф ункции. Ф ункция н а зы ­
вается  возрастающей  на и н тервале  а < х < Ь ,  если д л я  любых 
Xi, Х2 , таких , что a < X i  < Х 2 < Ь ,  справедли во  / (лГ))< / (дгг). О на 
н а зы в а е т с я  уб ы в а ю щ е й ,  если  f  { x i ) > f  {Х2), когда  a < X i < X 2 < b .  
Н е у б ы в а ю щ а я  ф ункция — это т а к а я  функция, что f  { x \ ) ^ f  {х.^\ 
невозраст аю щ ая  функция оп ределяется  аналогично. Т акие функ­
ции могут быть кон стан там и  на некоторых частях  и н тервала . 
В озрастаю щ и е  и убы ваю щ и е функции нигде не постоянны; они 
вместе н азы ваю тся  монотонными  *).

1.066. О б р атн ы е  ф ункц ии . Е сли  y  =  f { x )  непреры вна и моно­
тон н а  в зам кн утом  интервале  (а, Ь), то она принимает  один и 
то ль ко  один р аз  к а ж д о е  значение, заклю ченное  м е ж д у  ее верх­
ней и ниж ней гран ям и . С ледовательно , существует  однозначная  
о б р а т н а я  функция x  =  g{y) ,  которая  тож е монотонна. [Условие 
монотонности f {x )  яв л яется  необходимым, потому что если бы 
f  {х) бы ла  постоянна  н а  некотором интервале или если бы она 
у б ы в а л а  на части и н тервала  и в о зр а с т ал а  на  другой части, то 
она м огла  бы одно и то ж е  значение приним ать  более чем 
один р аз  и g ( y )  бы ла  бы неоднозначной.]

Обратная ф у н к ц и я  g  (у) непрерывна.  Это означает, что д л я  
лю бого  у  и лю бого  зад ан н о го  е най дется  такое б, что если

*) Во многих работах то, что мы называли возрастающей функцией, 
назы вается строго возрастающей функцией, а то, что мы называли неубы­
вающей функцией, называется возрастающей. Аналогично, то что мы назы­
вали монотонной функцией, называется строго монотонной функцией.



|т1— г / | < 6 , то I g  (л) — S'(i/) I <  е; т. е. д л я  лю бого  л: и лю бого 
зад ан н о го  е най дется  такое  б, что если | / ( | )  — /(л:) | < 6, то 
1  ̂— л : |< е .  Ч тобы  д о к а за т ь  это, возьмем  д л я  определенности 
в озрастаю щ ую  f {x) .  К а к  только  —е, а +  так  мы
имеем

Тогда  если | / ( | )  — f ( x ) |  меньш е меньш его из чисел \ f { x ) ~  
— f { x  — e)\  и | / ( х )  — / ( x  +  e)|,  то из этого следует

х - е < | < х  +  е.

М ногозначные функции часто м ож н о р ассм атри вать  к ак  н а­
бор однозначных. Так , д л я  лю бого  л : > 0  сущ ествую т д в а  допу­
стимых значения У х .  Но если мы условим ся  брать  всегда 
полож ительн ы й или всегда  отрицательны й зн ак  при корне, то 
в лю бом из этих случаев  мы получим однозначную  неп реры в­
ную функцию от X.  Т еоремы  о непреры вны х ф ункциях будут 
то гд а  применимы к лю бой из них по отдельности, только  уж , 
приняв  решение, какую  функцию взять , мы не д о лж н ы  менять его.

1.07. Р а в н о м е р н а я  непреры вность. Е сли  мы выберем б так,

\ f { x  +  h ) - f { x ) \ < e  при | / г | < б  ( 1)

д л я  некоторого частного значения х,  то, вообщ е говоря, о к а ­
ж ется ,  что д л я  дру ги х  значений х  и д л я  того ж е  сам ого  е не­
равенство  не вы полняется  д л я  того ж е  значения 6. Н апри м ер , 
пусть

f {x)  =  x^ (0 < л : < 1). (2)

Е сли  л; =  0, то неравенство  (1) будет справедли во  при б =  |/^ е- 
О дн ако  если х = 1 ,  то

\ ( l - h r - l \  =  \ 2 h - h ^ \ ,

и последнее в ы р аж ен и е  вовсе не меньш е е, если h  равно, ск а ­
ж е м ,  а е достаточно м ало . Н о если взять  6 =  y ® > t o ( I )
будет  верно д л я  всех х  из  р ассм атр и ваем о й  области .

Это приводит нас  к  идее р а в н о м е р н о с т и ,  с которой в д а л ь ­
нейшем мы будем встречаться  снова  и снова. Н еравенство  (1) 
вы п олн яется  д л я  некоторого б и д л я  лю бы х е и л:, но б при 
за д ан н о м  е, возм ож но, зависи т  от х,  т а к  что м ож н о нап исать  
6 (8, х).  Говорят, что некоторое п редлож ени е  (здесь \ f { x  +  h) — 
— f ( x ) | < e )  вы полняется  р а в н о м е р н о  относительно вы бора пере­
менного (здесь х),  если условие д л я  его справедливости  м ож но

что



в ы сказать  так , чтобы оно не зависело  от х\ т ак , в данном слу­
чае  | Л |< б ( е ) ,  где 6 (e) м ож ет  зависеть  от е, но не от х.

1.071. Н еп р ер ы вн а я  ф у н к ц и я  равном ерно  непреры вна в  л ю ­
бом  замкнутом интервале.  В до к азател ьстве  1.063, которое 
применимо при лю бом значении е, зам еним  е на со, и пусть
у 6 означает  дли н у  кратчай ш его  из ин тервалов  {Xf, л:г+1). Тогда
лю бы е две точки | i ,  I 2 из (а, Ь), такие, что I I2 —l i l < 6, д о лж н ы  
пр и н адл еж ать  либо о д н ом у  и тому ж е ,  либо соседним интер­
в а л а м  {хг, Хг+\), и поэтому

1 / ( У - / ( Ы 1 < 4 а , .

В озьм ем  со =  -^е ;  тогда  найдено такое  б, что к ак  только  gi, I 2

суть точки (а, Ь), удовлетворяю щ ие соотношению 112 “  l i  I <  
так

1/ ( 12) - / ( 1. ) | < е .

1.08. Порядки величин. Если при х,  стрем ящ ем ся  к пре­
делу , ф(л:) стремится к О или к оо, а /(л:)/ф(л:) ограничено, то 
мы говорим, что /  (х) =  О [ф (jc)] или что /  (л:) — величина того ж е  
п о р яд ка ,  что ф (х). Если /  (л:)/ф (х) ->  О при ф ( х ) ->  О, то мы пишем 
/ (х )  =  о [ф(л;)]. Е сли  f  {x) ограничена, то м ож но нап исать  
f  (х) =  О (\).  Эти обозначения нуж но отличать от о бщ еуп отреби ­
тельны х в физике, когда  мы м ож ем  сказать ,  что массы Ю пи­
тера  и С атурна  — величины одного порядка , п о д р азу м ев ая  под 
этим, грубо говоря, что они отли чаю тся  друг  от д руга  не более 
чем в 10 раз ,  причем нет речи ни о каком  предельном  пере­
ходе. Величины, сравним ы е с точки зрения физики, долж ны  
иметь одну и ту  ж е  размерность. С точки зрения м атем атики  
это не яв л яется  необходимым. Н апри м ер , х  м ож ет  быть интер­
валом  времени, а /(дс) — расстоянием , которое прош ла звуковая  
волна . Т огда  / ( x )  =  0 ( x ) ,  потому что /(х)/л; — скорость звук а  и 
п р ед п олагается ,  что она конечна.

О тметим, что
О ex'”) О (х") =  О (х'"+"), о (х'”) О {х'‘) =  о (x'"+").

1.09. Функции ограниченной вариации. Е сли функция f {x )  
определена на  зам кн утом  ин тервале  (а, Ь) и сущ ествует  такое  
число М,  что
V  =  \ f { X i ) - f { X o ) \ + \ f { X 2 ) - f ( X i ) \ +  . . .  + | / ( х „ ) - /  ( х „ _ , ) | < М

д л я  лю бого  разбиения  а =  x q < X i < X 2 <  . . .  < x „ _ i < л:„ =  6 , то 
говорят , что /  (д;) — функция ограниченной  в а р и а ц и и  на интер­
в ал е  (а, Ь)\ верхняя  грань  сумм v  по всевозмож ны м разбиениям



назы вается  п о лн о й  в а р и а ц и ей  f { x )  на  и н те р в а л е * ) .  П о л н ая  
вари ац и я  интересна тем, что имеет отнош ение к условию сущ е­
ствования и н теграла  С тилтьеса  (1.102) и к условию  сущ ество­
вания дли ны  кривой, она используется  т а к ж е  в теории рядов
Ф урье и интегралов  Ф урье.

Мы неоднократно используем то, что сум м а  и произведение 
двух, а следовательно , и лю бого  конечного числа непрерывных 
функций непрерывны и что при слож ении и перем нож ении  двух  
функций ограниченной вариаци и  снова п олучается  функция о гр а ­
ниченной вариаци и . Д о к а за т е л ь ст в а  несложны. В качестве  при­
м ера д о к аж ем  утверж ден ие  о произведении д в у х  функций о гр а ­
ниченной вариации. Зам ети м , что
/  U r + l) g  {Xr+\) -  f  (Xr) g  (Xr) =

=  Y  [/ (Xr) -I- /  (x, + i)] {Xr + i) -  g  (лгг)] - f

+  у  [g {xr) +  g  U r + 1)] [/ (л:,+1) -  /  (x ,) ] .

С ледовательно , если М ,  — верхние грани  |/(д ;) | ,  | g W I ,  а {У„ 
К — полные вариаци и  f {x) ,  g{ x )  в интервале, то п олн ая  в а р и а ­
ция f ( x ) g ( x )  не превы ш ает  M V  +  N U .

Заметим, что определение полной вариации как предела соответствую­
щих сумм не удовлетворительно, поскольку предела может не быть для  
некоторых способов разбиения или пределы могут быть различными для  
разных способов. Возьмем, например,

f { x ) = o ( o ^ x < ^ y ,  =  =

Однако в случае непрерывной или монотонной функции предел, если он 
существует, дает полную вариацию.

1.091. Ф у н к ц и я  ограниченной ва р и а ц и и  не обязательно не­
преры вна,  и н аоборот. В самом деле, если / (х) =  О при л : ^ 0  и 
/(л:) =  1 при х > 0 , то в ари ац и я  не превосходит 1 ни на каком 
интервале, однако  /  (л:) р азр ы вн а .  О братно , если /  (л:) =  д: cos (1/х) 
при j c ^  О и /  (0) =  О, то

П оэтом у вар и ац и я  м е ж д у  х  =  - ^  и х =  р авн а  по к р ай ­

ней мере а вари ац и я  м еж д у  х = ^  и л: =  - ^  больше-

или равн а

1 + 4 + 4 +  • • •  + 7 г 4 т + - ^ ) ’

*) Некоторые, авторы употребляют вместо термина вариация  термию 
изменение.



что стрем ится  к бесконечности вместе с п.  С ледовательно , /  (х) 
не яв л яется  функцией ограниченной вариации. Л егко  видеть, 
■однако, что f { x )  непреры вна  д а ж е  при х  =  0, п оскольку  | /{ х )  | ^ л : ,  
/ ( 0 )  =  0 .

1.092. Л ю б а я  ф у н к ц и я  ограниченной в а р и а ц и и  на  (а, Ь) 
представима в  ви д е  разности д в у х  о гран ичен ны х  н е у б ы в а ю щ и х  
ф ункц и й .

Д л я  лю бого  зам кн утого  и н тер вал а  (а, х) рассм отри м  сумму 

P =  I > [ f { X r ) - f { X r - i ) l
где

Хо =  а  ^  ЛГ| ^  аг2 • • • ^  -^ 4 -1 ^  =  X,

взятую  по всем членам  f{Xr) — f {Xr- i ) ,  которые п олож ительн ы , 
и сум м у

в зяту ю  по всем отрицательны м  член ам . Верхню ю  гран ь  сумм р  
по всевозм ож ны м  разби ен и ям  назовем  полож ительн ой  в а р и а ­
цией Р  {а, х)  на  (а, х),  а верхнюю гран ь  всех сумм п  — отри­
цательной  вариаци ей  N  {а, х).  П усть v — p  +  ti] тогда  знач е­
ния V  об р азу ю т  ограниченное м нож ество , поскольку  все они 
^  V  (а, Ь). И х  верхняя  грань  V  {а, х)  есть п о л н ая  вар и ац и я  
f { x )  на  (а, х).  В зяв  верхние грани , имеем

V  {а, х) =  Р  {а, x) +  N  {а, х).

О чевидно, что Р  (а, х),  N  {а, х),  V  (а,  х)  все я в л яю тся  неубы ­
ваю щ и м и  ф ункциями от д: и ограничены на (а, Ь).

Д л я  лю бого  разби ен и я  и д л я  лю бого  фиксированного х

p - n = ^ f { x ) - f { a ) ,  p +  n  =  v.

С ледовательно ,
Р  ^  J  V  +  j [ f  ( х )  -  f  ( а ) ] ,  

n =  Y ^ - ^ [ f i x ) - f { a ) ] .

В озьм ем  верхню ю  гран ь  по всевозм ож ны м  р азб и ен и ям ; 
т о гд а

Р ( а ,  x) =  j V  {а, х) +  у  [/ (х) -  f  (а)],

N  {а, x ) = - - ^ V { a ,  х)  - [f (х) -  f  (а)].



Следовательно ,
f  (л;) =  [/ (а) +  Р (а,  х)] -  N  {а, х),

т а к  что f {x)  в ы р а ж е н а  в виде разности  д вух  ограниченных 
неубы ваю щ их  функций.

1.093. Все разры вы  ф ун к ц и и  ограниченной  ва р и а ц и и  и л и  
простые, и л и  устранимые. Х ар актер н ая  особенность простого 
р а зр ы в а  при х  =  а состоит в том, что f { a — ) и f { a + )  суще- 
струют и различны . А особенность устраним ого  р а зр ы в а  в том, 
что они сущ ествую т и равны  м еж д у  собой, но не равны  /(а ) .  
Д опустим , что возм ож ен  случай, когда  хоть один из этих пре­
делов  не существует, т. е. имею тся Два числа М,  т { М >  т),  
такие, что в лю бом  к а к  угодно коротком интервале  по одну 
сторону от а  найдутся  точки, где f ( x ) > M ,  и точки, где f { x ) < m .  
П усть g, — точка, где f { x ) > M .  Д а л ее ,  най дется  точка м е ж д у  а  
и I, ,  с каж ем  где f { x ) < m ;  затем  н ай дется  м е ж д у  а  и 1^, 
где f { x ) > M ,  и т. д. О тсю да следует, что п олная  вар и ац и я  на  
и н тервале  (а, | i )  неограничена, и поэтом у f ( x )  не я в л яется  
функцией ограниченной, вариации.

М о ж н о  р а с с у ж д а ть  иначе. П усть / (х )  — функция ограничен­
ной вариаци и  н а  (а,  Ь). Р ассм отри м  полож ительн ую  вариаци ю  
Р{ х )  на  {а, х). Это ограниченная  н еу б ы в аю щ ая  функция л: и 
поэтом у имеет пределы  (не о б язательн о  равны е м е ж д у  собой), 
к о гд а  х - > с  [с п р и н ад л еж и т  (а, Ь)] со стороны больш их или 
м еньш их значений. То ж е  справедли во  д л я  отрицательной  в а ­
риации.

В ы читая  одну иЗ другой , находим, что f {x)  имеет пределы , 
к о гд а  со стороны больш их или меньш их значений, а по­
том у  с явл яется  либо точкой непрерывности, либо простым 
или устран им ы м  разры вом .

Е сли  f { c + )  сущ ествует, то м ож но говорить о вариаци и  на 
полуоткры том  интервале  (с, d),  располож ен ном  сп р ава  от с, 
п о д р а зу м е в а я  вариаци ю  g{ x )  на  (с, d),  где g (c )  =  f ( c + ) ,  
а в остальны х точках  g{ x )  =  f {x) .  Т огда  эта  в ари ац и я  стре­
мится к  нулю при d - ^ c .  А налогично м ож но определить в а ­
риацию  на интервале  слева  от с, о б л а д а ю щ у ю  таким  ж е  
свойством.

1.094. Скачок в точке разрыва. П усть f {x)  р а зр ы в н а  в точке а ,  
но ограничена в некотором ин тервале, который содерж и т  а 
в качестве  внутренней точки. Тогда д л я  некоторого п о л о ж и ­
тельного  б функция f  {х) имеет верхнюю и нижню ю грани М  
и m на (а — б, а  +  б). Е сли  Ь '< Ь ,  то верхняя  грань на (а —б', 
а -Ь б ')  не м ож ет  быть больш е, а н и ж н я я  грань не м ож ет  быть



меньше, чем на ин тервале  (а — Ь, а  +  6). С ледовательно , скачок 
на (а —6, а +  6) имеет неотрицательны й предел , когда  б - > 0 . 
Е сл и  этот предел  равен нулю , то функция непреры вна в точке а;  
если он полож ителен , то мы назы ваем  этот предел  скачком  
ф ункции в точке а.

Если /(л:) =  0 (л :< 0 ) ,  / ( л : ) = 1  ( х ' ^ 0 ) ,  то скачок  в О равен  1. 
Е сли  /(jc) =  0 { х ф О ) ,  f ( x ) = l  (л: =  0), то скачок в О снова 
равен  1.

Е сли  /(л;) =  51п(1/л:), то скачок при л; =  0 равен 2, поскольку 
значения , произвольно близкие к 1 и к —1, встречаю тся в л ю ­
бом и н тервале  около 0 .

1.10. Интегрирование по Риману и Стилтьесу. В этой книге 
будут  использованы  д в а  различны х определения и н теграла .

Пусть Xi, Х2 , — м нож ество  в о зрастаю щ и х  значений х ,
располож ен ны х  м е ж д у  а м Ь\ предполож и м , что д л я  всех г 
разность  Х г + \ ~ Х г < Ь  (для  удобства  мы п олагаем  Х о  =  а,  
Хп+\ =  Ь). Возьмем  в к а ж д о м  и н тервале  некоторое т а к  что 

и образуем  сумму
Sn =  f { W { x ^ - a )  +  f { W { x 2 - x , ) +  . . .  + f { W { b - x , ) .  ( 1)

Эта сум м а зависит и от значений х^, и от значений 1^. если 
только / (х )  не кон станта; однако  если мы возьмем  ст р ем я ­
щ ую ся к нулю последовательность  значений б, вы би рая  на 
к а ж д о м  щ агу  Хг и |г  согласно приведенным неравенствам  и 
о б р азу я  каж д ы й  р аз  сум м у 5„, то эти суммы, возм ож н о, будут 
стрем иться  к  пределу , а этот предел , возм ож но, не будет  з а ­
висеть от выбора Х г  и на к а ж д о м  ш агу . Е сли  это так , то 
этот предел  н азы вается  интегралом Р и м а н а  и об о зн ачается

ь

\ f { x ) d x .  (2)
а

М ож но т а к ж е  ин тегрировать  по функции. Е сли  f {x )  и g ( x )  — 
юграниченные функции х,  то мы образуем  сумму

Sn =  f  (h)  [g (-ti) -  g  (a)] +  f  (h)  Ig (X2) - g ( x i ) ] +  . . .
■■■ + f ( U l g ( l ’) - g ( X n ) h  (3) 

вы бирая  т а к  ж е ,  как  в (1). Если эта  сум м а  стремится 
к единственному пределу, когда  наибольш ий из интервалов  
( Х г ,  X r + i )  стремится к нулю, то предел этот назы вается  инте­
г р а л о м  Стилтьеса [8 — 10] и о бозначается

ь

f  (х) d g  (х).  (4)



С ледует  обратить  внимание на запись пределов ин тегрирова­
ния, ибо функция g{ x )  м о ж ет  не быть монотонной. О на  м о ж е г  
вернуться  к своему первон ач альном у  значению , но мы не­
д о лж н ы  при этом писать, что область  интегрирования расп р о ­
стран яется  от g( a )  до  g{a) ,  ин теграл  тогда ,  очевидно, о б р а ­
тился  бы в нуль. П остоянное во зрастан ие  в области  интегри­
ровани я  требуется  не от g{x) ,  а от х.

ь

1.101. Интеграл Р и м а н а  f { x ) d x  существует тогда и только
J
а

тогда, когда  f {x)  ограничена  на (а, Ь), и д л я  л ю б ы х  полож и­
тельных и ц интервал {а, Ь) можно так разбить на  конечн ое  
число  интервалов, что те из ни х ,  где  скачок  f {x) ^ (£>,  имеют 
о б щ у ю  д л и н у  м еньш е  т].

П р е ж д е  всего ограниченность f {x) ,  очевидно, необходим а 
д л я  сущ ествования  и н теграла . И бо  если f {x )  неограничена 
на (а, Ь), то всегда най дется  хоть один ин тервал  (Хг, Xr+i),  н а  
котором она неограничена; а следовательно , неограничено мно­
ж ество  значений S„,  которые об р азу ю тся  при различном  вы­
боре |г  на этом интервале. П оэтому, к а к  бы ни вы бирать  
интервалы , не м о ж ет  случиться , чтобы суммы стрем и лись  
к единственном у пределу  независим о от вы бора  i r  на каж до м  
шагу.

П р едп олож и м  теперь, что верхн яя  и н и ж н я я  грани f  (х) на 
(а, Ь) равны  М и т .  П р едп олож и м  т а к ж е ,  что верхняя  и н и ж ­
няя грани  на  (х^, x^+i) равны  Mr и /Пг, т а к  что при любом 
выборе имеем < / ( Ы  ^  О б р азу ем  суммы

К  =  Ц т г ( х г + 1 - Х г ) ,  И „  =  ^ М г ( х г + 1 - Х г ) .  (1>

Эти суммы н азы ваю тся  ниж ней и верхней сум м ам и д л я  р а з ­
биения, определяем ого  точками Хг, и я в л яю тся  ниж ней и верх­
ней гран ям и  5„  при этом разбиении.

Д а л е е ,  в любом и н тервале  (х^, найдется  такое  значе-
3 1ние X, где f ( x ) ^ j M r  +  j n i r ,  и такое  значение х, где / ( х ) <

<  + -г С ледовательно , если Мг — г п г ^ & ,  то можно
таки м и  д ву м я  способами вы брать  что соответствую щ ие з н а ­
чения f i l r )  (Xr+1- x , )  будут отличаться  друг  от д р у га  по к р а й ­
ней мере на  у  со (x^+i — х^).

П оскольку  выбор 1г во всех и н тервалах  производится  н е за ­
висимо, то, если интервалы , где Mj  — имеют общую
д ли н у  ^ т ) ,  где Т1 — некоторое полож ительное  число, мы см о­
ж ем  тогда  таким и д вум я  способами вы брать  |г  в к аж д о м



ин тервале ,  что соответствую щ ие значения будут отли чаться  па
край ней  мере на  Е сли  н ай дутся  с о > 0  и Т1> 0 , такие,
что д л я  лю бого  разбиения  (а, Ь) о б щ а я  д ли н а  ин тервалов , где 
скачок  f { x ) ' ^ a ,  всегда  по крайней  мере р ав н а  г|, то тогда 
сум м ы  Sn  не могут иметь единственный предел. С ледовательно, 
у казан н о е  условие яв л яется  необходимым.

П оскольку  tUr ^ М ,  М г ' ^  т ,  то всегда
h ^ ^ M { b  -  а), Н п > т { Ь - а ) .  (2)

С ледовательн о ,  значения  /г„, которые получаю тся  при все­
в о зм о ж н ы х  разбиениях , имею т верхню ю грань , назовем  ее h; 
а  значения  имею т ниж ню ю  грань , назовем  ее Я .  П о каж ем  
п р е ж д е  всего, что h ^ H .

Е сли  в произвольном ин тервале  (лг̂ , Xr+i) взять  ещ е одну 
точк у  разби ен и я ,  с к а ж ем  Xri, и снова  о б р аз о в ат ь  ниж ню ю  и 
верхню ю  суммы, то в к а ж д о м  из частичных ин тервалов  (л:,, x^i) 
и {xru Xr+i) верхн яя  гран ь  f { x )  м о ж ет  о к а за т ь с я  меньше, 
чем Mr,  но не больш е. Тем сам ы м  добавлен и е  новых точек 
р азб и ен и я  м ож ет  ум еньш ить  верхню ю  сумму, но не м о ж ет  ее 
увеличить; и аналогично оно м о ж ет  увеличить ниж ню ю  сумму, 
но не м о ж ет  ее уменьш ить.

Р ассм отри м  теперь д в а  различны х р азбиения , определяем ы е  
точк ам и  х^ и х' .̂ П усть соответствую щ ие суммы  равн ы  Л„,
Яр, h'p. Р ассм отри м  разбиение , которое  образуется ,  если 
об ъ еди н и ть  вместе  все точки обоих разбиений . Пусть д л я  него 
сум м ы  равны  Н " ,  h'q. М ож н о  считать, что новое разбиение по­
лучен о  д о бавл ен и ем  точек к а к  к  м нож еству  х^,  т а к  и к мно­
ж е с т в у  х'^.

С ледовательно , согласно п р еды дущ ем у  абзац у ,

(3)
Т аки м  о б разом , н и к ак ая  н и ж н я я  сум м а  не м о ж ет  о казаться  
б о л ь ш е  какой-нибудь  верхней суммы, а следовательн о , Я „ ^ / г  
д л я  всех п  и, значит, H ~ ^ h .

Д а л е е ,  если мы см ож ем  найти такой  способ р азбиения , при 
котором  Н п ~  h n < E ,  то из этого будет  следовать , что Н  — к < г \  
в самом деле , Я „ - Л „  =  ( Я - Л )  +  ( Я „ - Я )  4- ( /г - /г„)  и Я „ - Я > 0 ,  
Л — ^  0 . П р ед п о л о ж и м  теперь, что все ин тервалы  разби ты
н а  д в а  класса :  класс  А,  в котором Mr — тг<а>, и класс  В, 
где  М г ~  Ш г'^а ) .  Д л я  ин тервалов  из к л асса  В  имеется все ж е  
о ц е н к а  сверху: М^ — Ш г ^ М  — т .  Е сли  а  — об щ ая  д ли н а  всех 
В -интервалов , то

Н п ~  h „ < { b  — а — а) а +  {М — т) а. (4)



Допустим  теперь, что д л я  лю бого  со о б щ а я  д ли н а  всех Б-ин- 
т ер в ал о в  м о ж ет  быть с д е л а н а  произвольно м алой . Тогда д л я  
лю бого  полож ительн ого  е м ож н о п одобрать  со и а  так , что

(6 —a)co<-je ,  (M — m ) a < j 8 .  (5>

О тсю да следует , что О ^ Н  — h < e ,  а стало  быть, поскольку  Я  
и h не  з а в и с я т  от е,

H  =  h. (6)'

Н ам  осталось  п о к азать  ещ е, что если мы возьм ем  такие  
р азбиения , д л я  которых д л и н а  н аи больш его  и н тер в ал а  р ав н а  б 
и б - > 0 ,  то Н п ~ > Н ,  /г„-->/г =  Я .  П усть ЛГ;. — м нож ество  точек 
р азбиения , удовлетворяю щ его  условию  (5), т а к  что Я „  — /г „ < е .  
Пусть самы й короткий и н тервал  этого разби ен и я  равен  6 ; р а с ­
смотрим другое  разбиение  с помощ ью  точек х ' ,  такое , что 
д ли н а  его наибольш его  и н тер вал а  меньш е б. П усть д л я  этого 
разби ен и я  вер х н яя  и н и ж н я я  суммы равны  Яр, hp.  Т огда  л ю ­
бые последовательны е точки л:', либо  п р и н а д л е ж а т  одном у 
и том у ж е  ин тервалу  разби ен и я  х „  либо  д ву м  соседним и н тер ­
в ал ам .

Е сли  эти последние оба  явл яю тся  Л -ин тервалам и , то с к а ­
чок f {x)  н а  (д:', меньш е 2®; если оба  они В -ин тервалы
или один А-,  а другой В -интервал , то скачок  не превосходит 
М  — т.  Н о  если S -интервал  имеет д ли н у  то д ли н а
л:'-интервалов, имею щ их с ним общ ие точки, не превосходит 
ц - Ь 2 б ^ З ц .  С ледовательно , скачки f ( x )  н а  л:'-интервалах <  2со 
д л я  всех ин тервалов , кроме, быть м ож ет, некоторого подм но­
ж е с т в а  с общ ей длиной ^ З 2 ц  =  3а. Т аки м  образом ,

Н'р — h 'p < (b  — а — За) 2(0 +  3 ( М — т)  а < - ^ е .  (7)

Кроме того, Н 'р ' ^ Н ,  h 'p < ,H \  следовательно ,

Я ; - Я < | е ,  Я - / г ; < | - 8. (8)

П оскольку  это справедли во  д л я  лю бого  разби ен и я  с длиной 
наи больш его  и н тер вал а ,  меньш ей б, то это и есть искомый 
результат .

Н аконец , т а к  к а к  то тож е стремится к Я .

1.1011. В ы ш еуказан н ое  условие п ри н адл еж и т  Д ю б у а -Р а й -  
мону. Его м ож но в ы сказать  в другой ф орм е, иногда более 
удобной. Н ео бхо д и м о е  и  достаточное у с л о в и е  сущ ест вования



интеграла  J  f { x ) d x  состоит в следуюи^ем'- f {x )  ограничена , и
а

д л я  л ю б ы х  полож ительных  ш ы т] точки разры ва , в  которых 
скачок  можно покрыть конечн ы м  числом  интервалов
■С оби^ей д л и н о й  < т] .

Ясно, что д ан ное  условие вы текает  из условия Д ю буа-  
Р ай м он а .  Н аоборот ,  если только  что сф орм ули рован ное  усло­
вие выполнено, то на оставш ихся  и н тервалах  нет точек 
р а зр ы в а  со скачком  Тогда около лю бой точки, п р и н ад л е ­
ж а щ е й  о ставш и м ся  ин тервалам , мож но найти и н тервал , на 
котором скачок  <  со. С ледовательно , по модифицированной 
теореме Гейне — Б о р ел я  оставш иеся  интервалы  м ож н о разби ть  
на конечное число частей, в к аж д о й  из которы х скачок <  со.

1.1012. Н ем едленн ы м  следствием  яв л яется  тот факт, что 
л ю б а я  непреры вная  функция имеет ин теграл  Ри м ан а;  в самом 
деле, она ограничена и вообще не имеет точек р азр ы ва .  Точно 
так  ж е  л ю б а я  функция с конечным числом разры вов  (в кото ­
рых она имеет конечные скачки) о б л а д а е т  интегралом  Р и м ан а .  
То ж е  относится к лю бой функции ограниченной вариаци и . 
И бо  если д л я  некоторого со сущ ествует  бесконечное множ ество  
точек р азр ы ва ,  в которы х скачки  функции больш е ®, то она 
не я в л яе т с я  функцией ограниченной вариации.

О тметим, что это условие  не требует  конечности числа т о ­
чек р а зр ы в а .  П о л о ж и м  f {x )  =  l при х =  1/п д л я  всех целых 
полож ительн ы х  п  и f {x )  =  0 в остальн ы х точках. Ф ункция 
р азр ы в н а  при всех х = 1 / / г ,  а т а к ж е  при х  =  0.  О дн ако  д л я  л ю ­
бого г| и н тервал  ^0 , -^T)j содерж ит  бесконечно много точек

р а зр ы в а ,  а оставш ихся , таких, что уТ ] ^  л: ^  1, — лиш ь ко ­
нечное число, и их м ож но покрыть конечным числом и н тер ва ­
лов  с общ ей длиной т). Т аки м  об р азо м , бесконечное мно­
ж ество  точек р азр ы в а  иногда м ож ет  быть покрыто конечным 
числом ин тервалов  с произвольно м алой общ ей длиной.

Если f ( x )  =  0 д л я  X  и ррац иональны х и f ( x ) = l / n  д л я  х  =  
= m ln ,  где  m/rt — п р а в и л ь н а я  н есо к р ати м ая  дробь, то f {x)  
р а зр ы в н а  при всех рац и о н ал ьн ы х  значениях  х  из (О, 1), но 
непреры вна  при всех иррац иональны х  значениях. В с а к о м  
деле, лю бое иррац и он альн ое  Xq м ож но покрыть интервалом  
длины  1/«!, не с о дер ж ащ и м  раци он альн ы х  дробей со з н а м е ­
н ателем , меньш им п,  и, следовательно , значения f {x)  в д о с т а ­
точн о  м а л о м  ин тервале, содер ж ащ ем  л:о, произвольно м алы.



В р а с см атр и в аем о м  случае  ф ункция f {x)  имеет точки р азр ы ва  
в к а ж д о м  сколь угодно коротком интервале. Тем не менее 
он а  о б л а д а е т  интегралом  Р и м ан а ,  ибо число точек разры ва ,  
в которых скачок }{х)  превы ш ает  е, не больш е, чем сум м а 
целых чисел, меньш их 1/е, и, значит, конечно. И н т е гр а л  этой 
функции равен нулю.

Если / ( j c ) = l  д л я  X рац и он альн ы х  и f {x )  =  0 д л я  и р р а ­
ци ональны х, то д л я  к аж д о го  лго, н еваж н о , рац и он альн ого  или 
нет, н ай дутся  значения х,  произвольно близкие к Хо, где 
/ ( л : ) = 1 ,  и другие, где /{д:) =  0. С ледовательно , лю бое значе­
ние X  явл яется  точкой р азр ы в а  со скачком , равны м  1, и т а ­
кие точки на (О, 1) нельзя  покрыть ни каким  м н ож еством  
ин тервалов  с длиной <  1. В этом случае Я „ = 1 ,  =  О, как
бы мы ни р азб и вал и  интервал .

П рям ое  практическое значение особенностей такого  типа 
невелико. О днако , коль скоро мы хотим зан и м аться  о б о бщ е­
ниями, эти особенности очень в аж н ы  к а к  сигналы  опасности. 
С ущ ествую т  другие определения и н теграла  (наиболее  важ н ое  
п р и н ад л еж и т  Л ебегу ) ,  которые п ри даю т значения некоторым 
и н тегр ал ам , не сущ ествую щ им  по Р и м ан у  (вклю чая  только 
что упомянуты й случай). В этих определениях с сам ого  н а ­
ч ал а  р ассм атр и в аю тся  р азбиения  . на  бесконечное множ ество  
частей. Они у п р о щ аю т  форм улировки  и зам етн о  увеличиваю т 
общ н ость  некоторых из последних теорем. Ч и тател ь  м ож ет  
позн аком иться  с этими определениям и у  Б а р к и л л а  [11] и 
Т и тчм ар ш а  [12]. О дн ако  оказы вается ,  что случаи , в которых 
эти методы применимы, а метод Р и м а н а  нет, т а к  редки в ф и­
зике, что трудности, связанны е с их введением, не о п р авд ы ­
ваю тся .

Если f { x )  имеет интеграл  Р и м ан а ,  то {/(л:)}" ( / г > 0 )  и \ f (x) \  
т а к ж е  о б л а д а ю т  интегралом  Р и м а н а  на том ж е  интервале. 
П оскольку  если f { x )  ограничена и ее точки р азр ы в а ,  в кото­
рых скачок превосходит со, могут быть покрыты и н тервалам и  
с произвольно м алой  общей длиной, тО это ж е  применимо 
к { f { x ) T  и к |/(л:) |.  О братное  неверно. Рассм отри м  / ( л : ) = 1  при 
р ац и он альн ы х  значениях  х,  f ( x ) = — l при иррац иональны х 
значениях; { /(x)F  и |/(дг)| интегрируемы, а f ( x )  нет.

1.1013. „ М ер а  н у л ь “ , „почти в сю д у " .  М нож ество  точек, ко ­
торое м ож но покрыть ин тервалам и  с произвольной м алой  
общ ей длиной, н азы в аю т  м нож еством  меры н у л ь ,  а предло­
ж ение, справедли вое  всюду, кроме такого  м нож ества , н а зы ­
ваю т верным почти всю ду.  Л ю бое  конечное м нож ество  точек 
имеет меру нуль; тем ж е  свойством о б лад аю т  и все целые 
числа, поскольку к а ж д о е  целое п  мож но покрыть ин тервалом



дли ны  2 - 1" ' а, где а  произвольно мало , и поскольку  ряд  
сходится. М еру нуль имеют и все р аци ональны е числа

на (О, 1).
В самом деле, если р и q — целые и такие, что p < q ,  то pfq 

м ож н о  покрыть и н тервалом  дли ны  ajq^,  где а  полож ительно . 
С ущ ествует  q — \ дробей со зн ам ен ателем  q,  исклю чая  О и 1. 
Н о  О и 1 м ож но покрыть и н тер вал ам и  дли ны  а, а остальны е 
дроби — ин тервалам и  с сум м арной длиной, меньш ей а/<7̂ . С ум ­
м и руя  теперь по q,  мы видим, что все р аци ональны е дроби 
м ож н о покрыть ин тервалам и  с общей длиной, меньш ей чем

оо
2а  +  а 2 ^~^; р я д  сходится , и, следовательно , су м м ар н ая  дли- 

2
н а  м о ж ет  быть с д ел ан а  столь м алой , к а к  мы п о ж елаем , с по­
м о щ ью  подходящ его  вь}бора а . То ж е  справедли во  д л я  лю бого 
счетного м нож ества .

Р ассм отри м  у бы ваю щ ую  последовательность полож ительны х 
чисел (О,, (02> •••> стрем ящ ую ся  к нулю . Если f {x )  о б л а д а е т  
и н тегр ал о м  Р и м ан а ,  то точки, в которы х скачок ^  со (если т а ­
ковые вообщ е имею тся), м ож н о покрыть конечным числом 
и н тер вал о в  произвольно м алой  длины; следовательно , точки 
р а з р ы в а ,  в которы х скачок <  co„_i, но ^ c o „ ,  м ож но покрыть 
конечным м нож еством  интервалов  дли ны  2 ~ ’̂ ц,  а все точки 
р а з р ы в а  — м нож еством  длины  т]. Это множ ество  ин тервалов  
счетно, ибо к а ж д ы й  ин тервал  м ож ет  быть достигнут  за  ко ­
нечное число ш агов; следовательно , точки р а зр ы в а  интегри­
руемой функции м ож н о покрыть счетным м нож еством  и н терва­
лов с произвольно малой общей длиной. Эти интервалы  могут 
пересекаться .

1.102. Сущ ествование интегралов Стилтьеса. О пределение 
и н тегр ал а  этого типа, дан ное  в 1.10, позволяет , чтобы функ­
ция g ( x )  б ы ла  разры вной . Если g ( x )  не у б ы вает  и ограничена
при и если f ( x )  тож е ограничена, то необходимое и

ь

достаточн ое  условие сущ ествования  f { x ) d g { x )  состоит в еле-
х=а

д у ю щ ем : д л я  лю бы х со и б и н тервал  м ож н о разбить  на ко ­
нечное число поды нтервалов , т а к  что в тех п оды нтервалах , 
где  скачок  f {x )  бо льш е со, п олн ая  вар и ац и я  g ( x )  меньш е б.

Д о к а за т е л ь ст в о  по сущ еству  такое  ж е ,  к а к  д л я  и н теграла  
Р и м а н а .  Если имеет ограниченную  вариацию , то мы по­
лучим тот ж е  р езультат ,  в ы р а ж а я  g ( x )  в виде разности двух 
неубы ваю щ их функций ф(л:) — г]5(л:) и р ассм атр и в ая  отдельно

/(л:)£гф(дс) и f  f i x )  dtp (х).



В частности, и н теграл  С тилтьеса  сущ ествует  на лю бом  ко ­
нечном интервале, если g { x )  имеет ограниченную  вариаци ю , 
а f {x )  непреры вна. Он не сущ ествует, если f  {х) и §(л:) имею т 
точку р а зр ы в а  при одном и том ж е  значении х,  т а к  к а к  в л ю ­
бом ин тервале , со д е р ж а щ е м  точку р а зр ы в а ,  ни скачок f {x) ,  
ни п о л н ая  в ар и ац и я  g{ x )  не я в л яю тся  произвольно м алы м и . 
О тсю д а  следует, что д л я  сущ ествования  и н теграла  С ти лтьеса  
не достаточно, чтобы f {x)  и §(д:) обе были ограниченной в а ­
риации.

Мы не д аем  условий сущ ествован и я  и н т е г р а л а  С т и л т ь е с а  
д л я  общ его  случа-я, когда  g{ x )  не я в л яется  функцией о г р а н и ­
ченной вариации: достаточно, чтобы g { x )  бы ла  неп р ер ы вн а ,  
а  f {x)  им ела  ограниченную  вариацию , но не достаточно, чтобы 
они обе были непрерывны (это будет д о к а за н о  ниже).

Если а < Ь < с  и если ввести обозначение I  {d, е) =
е

=  f ( x ) d g { x ) ,  то из су щ ество ван и я  I  {а, с) следует: / ( а ,  Ь)
x=d

И 1(Ь,  с) оба  сущ ествую т, и их су м м а  р а в н а  I {а,  с). О б р ат н о е  
верно не всегда. Если

/ w  =  0 { х < 0 ) ,  g { x ) = l  ( х < 0 ) ,
f ( x ) = l  ( х > 0 ) ,  g (x )  =  0 ( х > 0 ) ,

то f d g  и f d g  оба  сущ ествую т и равн ы  нулю , а 
* = -1 *=0

I
f d g  не существует. О братное  д ел а е т с я  верным д л я  сл е гк а

измененного определен ия  и н тегр ал а  С тилтьеса , дан ного  П о л ­
л а р д о м .

1.103. Д ифф еренцирование.
X

а) Е с л и  f {x)  непреры вна  и  f { u ) d u ~ F { x ) ,  то
а

d
d x F{ x )  =  f {x)

и F (х) являет ся  непреры вной  ф ун к ц и ей  х .  
Это почти очевидно,
б) Е с л и

^ F { x ) = ^ f { x )



и f {x)  интегрируема, то

f{u)  du  =  F ( x ) - F  {а).

П оскольку  F (х) диф ференцируема на  {а, Ь), то, как  мы 
знаем  из 1.0622, д л я  лю бы х п олож и тельн ы х  со и б мож но 
раздели ть  {а, Ь) на  конечное множ ество  ин тервалов  (х^, Хг+\) 
длины  ^  6 и в к а ж д о м  из них взять  некоторую  точку так, 
что д л я  лю бой точки из { Хг ,  Âr + l)

\ F { x ) - F  ( Ы  -  (л: -  Ы  F'  (|Л1 <  (OU - 1 , 1  (1)

и, следовательно,

\F{Xr + i ) - F { X r ) - ( X r  + i - X r ) F ' i l r ) \  < d ) ( X r  + i - X r ) .  (2)

Суммируя, получаем

\F (Ь) -  F  (а) -  ' ^{Xr+j  -  Хг) f  ilr)\ <  -  а). (3)

П оскольку f ( x )  интегрируема, м ож но д л я  лю бого  зад ан н ого  
п олож ительного  е вы брать такое  6, чтобы су м м а  в ф орм уле  (3) 
отли чалась  от ин теграла  меньш е, чем на  е. Таким  образом ,

ь
\ F{b)  — F {а) -  I f i x )  d x \ <  е +  (о(Ь — а).

и, следовательно , левая  часть р а в н а  нулю , ибо е и ю прои з­
вольно м алы.

З ам етим , что F (х) м о ж ет  быть дифференцируемой, а ее 
п роизводная  м о ж ет  не быть интегрируемой; например,

F  (х) =  л;2 sin ^  ( 0 < х < 1 ) ,  F{ 0)  =  0.

П р ои звод н ая  существует  д а ж е  при х =  0, но неограничена 
в любой окрестности 0 .

Ь X
в) Е с л и  f {x)  имеет интеграл Р и м а н а  J  f ( x ) d x ,  то J  f { u ) d u

а а

существует и является непреры вной ф ункцией  д л я  всех  х , та­
ких , что а ^ х ^ Ь ;  п р о и зв о д н а я  этой ф ун кц и и  р авна  f  (х) в с ю ­
ду, кроме, быть может, множества меры н у л ь ,  а именно  
кроме точек разры ва  f{x) .

П усть X — точка непрерывности / (х ) .  Тогда в интервале  
(х — /г, X +  h) скачок / ( | )  равен (о, где со ->0  вместе с h.



'x+h
f { u ) d u — f { u ) d u

К ром е того,
x + h

f (л:) -  CO < j  f { u ) d u - = - j
X

У стр ем л яя  h  к нулю , имеем

f { u ) d u - = f { x )

<  /  (л:) +  CO.

dx

BO в с е х  т о ч к а х ,  г д е  f {x )  н е п р е р ы в н а .
О тсю да следует , что если

X  X

f  (и) du  =  g  (и) du,  a ^ x ^ b ,J J
a a

TO f ( x ) =^ g { x )  почти всю ду на  a ^ x ^ b ’, исклю чение п ред ­
ставл яю т  точки р а зр ы в а  f {x )  или ^(д:) (если таковы е имеются).

И склю чение, упом янутое  в пункте „ в “ , довольн о  важ ное. 
Если, наприм ер, f { x )  =  0 при л : < 0  и / ( х ) = 1  при х > 0 ,  то

f ( ; c ) =  f { u ) d u
-1

=  o u < o ) ,

=  х ( х > 0 ) .

и - ^ F { x \  не сущ ествует  при х  =  0. Е сли  ж е  f {x )  =  0 при х ф О  
dx

X

и f { x ) = l  при лг =  0 , то /{ « ) d «  =  0 н а  лю бом и н тервале  и
а

всюду имеет производную , равную  нулю ; при x  =  0 эта  
прои зводн ая  не р а в н а  f {x) .

1.1031. Интегрирование по частям для интеграла Стилтьеса.
П о л о ж и м

(1)
r = i

при этом
Xq ~  йу Xfi == bf Xq ^  ^  Х\ ^  ^  Xf^i  ^  ^  Xf , , ,  ^  х^.  (2)

Тогда
Sn =  f  (Хп )  g  (Х п )  - f i X o ) g ( X o ) - ' h n ,  (3)

где

l l n - g i x o ) [ f { h ) - f { x o ]  +

+  2  g  ( Xr)  If (ir+l) -  /  (I.)] +  ёГ (x„) и  ( x j  -  f  (!„)]. (4)
r=l

5 Зак. 231



Д опустим , что / =  f d g  сущ ествует, т. е. д л я  любого е > 0

м ож но подобрать  6 так , что д л я  всех разбиений , в которых 
д ли н а  н аи больш его  п оды н тервала  < 6 ,

| S „ - / | < e .  (5)

Тогда д л я  лю бого  м н ож ества  а,  |з> •••> Ь, такого , что
li  — а, . . . ,  |л+ | — Ео все меньше у  б, если для
вы полняю тся  н ер авенства  (2), то вы полняю тся та к ж е  неравен­
ства  Х г ~  Хг - 1 < Ь  при всех г.  С ледовательно , д л я  такого  мно­
ж ества

\'Ln-f{b)g{b) + f { a ) g { a )  + l\<B,  (6)

и потому 2 п стрем ится  к пределу  при б - > 0 , а этот предел  по
определению  равен g d f .  С ледовательн о ,  g  o f / сущ ествует  и

ь ь
S d f  =  [ f g t -  f f dg .  (7)

В частности, поскольку f d g  сущ ествует, когда  f  непре­
рывна, а g  имеет ограниченную  вари ац и ю , то он сущ е­
ствует  т а к ж е  и в том случае, когда  f  имеет ограниченную ва- 
)иацию, а g  неп реры вн а . Е с л и ^ ( х )  яв л яется  интегралом  Р и м ан а

X

g ( x ) =  h { u ) d u то она и непрерывна, и имеет ограниченную

вариацию ; следовательно , f d g  сущ ествует, если /  о б л а д а е т  хотьJ
одним из этих свойств.

Д л я  интегралов  Р и м ан а  р езу л ьтат  обычно форм улирую т в виде 
ь ь

f  (х) g '  (х) d x  =  [/ (л:) g  (х)]а -  / '  U ) g  (х) dx\ (8)

таки м  о б разом , чтобы обе функции и f,  и g  бы ли дифферен­
ц ируемы  для  всех X ,  требуется  а ^ х ^ Ь .  Если производные 
сущ ествую т и интегрируемы, то этот р езу л ьтат  немедленно 
следует  из (7) и 1.1032. Ф о р м у л а  (7) верна, однако, в более 
о бщ и х условиях. П ростейш ий путь использования (8) состоит 
в том, чтобы с н а ч а л а  проинтегрировать  g' ,  а потом переписать 
(8) в виде (7),



1.1032. З а м е н а  переменного в ин теграле . Е с л и  x  =  h(y)=> 
у

g { u ) d u  и если

f  {х) dx,  /  =  J / {х) g (у) dy
у = а  а

оба сущ ествую т, то I  =  J.  П оскольку  по предполож ению  оба 
интеграла сущ ествую т, то достаточно д о к а за ть ,  что и н тегр ал ь ­
ные суммы стрем ятся  к одном у и тому ж е  пределу  хотя бы 
при одном способе их об р азо ван и я .  В озьм ем  Хг =  Н{Уг), =  
=  h  (т],), тогда

l n - I i f i l r ) { X r  + l - X r ) ,  J n - I > f i l r ) g { r \ r ) { y r  + i - y r ) .  (1)
П оскольку  g(y)  интегрируема, ин тервалы  на оси у м ож н о вы­
брать  так , чтобы те из них, где скачок  g{y)  больш е чем со, 
имели общую дли ну  ^ б ,  где со и 6 произвольно м алы . Д ал ее ,  
l g ( y ) l  ограничен, с к а ж ем  < С ;  следовательно , если д ли н а  н аи ­
больш его из интервалов  Уг+\ — Ут меньш е А,, то наи больш ее  из 
чисел I х ,+ |  — л:, I меньше GA,. С ледовательно ,
Пусть теперь G , и — верхняя  и н и ж н я я  грани g{y)  при 
У г < У < У г + и  тогда

ёт {Уг +  \ -  Уг) < Х г ^ х - Х г <  G r  {Уг +  1 -  Уг), (2)
g r < g { r \ r X G r  (3)

и, следовательно ,

I Хг +  1 - X r - g  (Лг) {Уг +  i - У г ) \ <  {G r  -  gr)  (Уг + \ -  Уг), (4)
I /„ -  / J  < 2  / (Ы {Gr -  gr) {Уг+ r -  У г). (5)

Пусть скачок g{y)  на всем ин тервале равен М, и пусть Gr — 
— всюду, кроме конечного м н ож ества  ин тервалов  с об ­
щей длиной 6 . Тогда

\ 1 г г - 1 п \ < Р М 6  +  ы Р { Ь - а - 6 ) ,  (6)

где F  — верхняя  гран ь  | /  {х) 1. П р аву ю  часть можно с д ел ать  про­
извольно малой; следовательно,

/ „ - / „ - ^ 0 ,  /  =  Л  (7)

О б щ еп р и н ятая  ф орм ули ровка  
х{ Ь)  ь

f { x ) d x = ^ l f { x ) ^ d y ,  ^ > 0  (8)
х( а )  а

имеет  несколько меньшую общ ность, поскольку  п р ед п о л агл ет ,  
что dxjdy всюду сущ ествуег. Если это условие выполнено, то



теорем а  д о к азы в ается  совсем легко с помощ ью  применения 
теорем ы  Р о л л я  (1.13). Б о л ее  общ ая ф орм ули ровка  нуж на, од­
нако , д ля  п р ео б р азо ван и я  ин тегралов  вдоль кривых, которые 
могут иметь углы , т. е. точки, где не определена к а сател ьн ая .  
Ф орм уле  (8) м ож но придать  следую щ и й смысл: в каж до й  точке с, 
где d x ld y  не сущ ествует, ее м ож но зам енить  произвольным 
значением, заклю ченн ы м  м еж д у  пределам и , к которым при 
б - ^ О  стрем ятся  верхняя  и ни ж н яя  грани dx /d y  на (с — 6 , с +  б).

1.104. Бесконечны е и несобственные ин тегралы . Д о к а з а т е л ь ­
ство сущ ествован и я  ин теграла  руш ится, если интервал  (а, Ь) 
бесконечен или функция, которую следует  проинтегрировать, 
неограничена на  интервале, В первом случае й — а  бесконечно, 
и никаким  выбором со нельзя  добиться  выполнения неравенств 
со >  О, {Ь — а) (О <  е. В последнем случае апп роксим ирую щ ая сумма 
м еняется  в сколь угодно щ ироких п р ед елах  в зависимости от 
вы бора точки, где берется  значение f {x) ,  д л я  поды нтервала , 
в котором f {x)  неограничена.

В к а ж д о м  из случаев  нуж на некоторая  специ альная  схема, 
чтобы придать значение интегралу . Способ, используемый д л я  
и н тегралов  с бесконечным верхним пределом, состоит в перво­
н ачальн ом  рассмотрении ин теграла  с конечным верхним пре­
делом ; если этот ин теграл  стремится к  определенному пределу, 
ко гд а  верхний предел интегрирования стремится  к бесконеч­
ности, то это предельное значение берут в качестве  значения 
д л я  бесконечного и н теграла . И спользован и е  такой схемы можно 
п рои ллю стри ровать  на примере и н теграла

1 = sm X ,  dx.

С огласно н аш ем у прави лу , его мож но ин терпретировать  как
X
г sin л: , lim  dx.

И н тегр ал  до X  сущ ествует  при всех X,  поскольку  интегрируе­
мое вы раж ени е  всю ду непрерывно. Е сли  взять  F > J ,  в каче­
стве т  выбрать наименьш ее целое число, больш ее чем Xjn,  
а  в качестве  п,— наибольш ее целое, меньшее Yjn, то

У т я  У п - \  ( г + 1) я
sin X J  Г sin JC , , Г sin л: J  Г sin л: ,

X  п п  г = т  гП



П оско л ьк у  I s in  л: 1 ^ 1 ,  а т л  — X  то первый из и н тегралов  
в правой части по модулю  s ^ n / X .  А налогично второй из ин­
тегралов  по абсолю тной величине ^  1/п. С ум м а состоит из с л а ­
гаем ых поочередно то полож ительн ы х, то отрицательны х, п ри ­
чем к аж д о е  по модулю  меньш е преды дущ его; но сущ ествует  
теорем а  о том, что если Uq> U i >  . . .  > ы „ > 0 , то

H o > « o - “ i +  « 2 +  + ( - ! ) "  « „ > 0 .

С ледовательн о , сум м а  меньш е своего первого слагаем ого  по 
абсолю тной величине, а

( т  +  1)я
Si n  X

И так ,

- dx <

- dx

ЧТО м о ж ет  быть сделано  произвольно м алы м  д л я  всех Y > X ,  
ли ш ь  бы X  было достаточно велико.

С ледовательно , д л я  лю бого полож ительного  числа е, сколь  
угодно малого, м ож но вы б р ать  X  т ак и м  об р азо м , что, к а к  
бы мы ни увеличивали  верхний предел интегрирования по 
сравнению  с X,  мы не м ож ем  изменить интеграл  больш е, 
чем на 8. И так ,  ин теграл  до X  имеет некоторое предельное 
значение, когда X  стрем ится  к бесконечности, и бесконечный 
ин теграл  сущ ествует  в смысле данного  выше определения.

1.1041. П оскольку  ин теграл  яв л яется  функцией своего верх­
него п редела, то м ож но применить п ри знаки  сходимости по­
следовательностей , данны е в 1.0441 и 1.045, к а к  это у ж е  упо­
миналось в теории непрерывности (см. 1.06). Д о к а за т е л ь с т в а  
очевидны.

X

Е с л и  f { x ) ' ^ Q  и \ f { x ) d x  ограничен  при  всех  Х > а ,  то

f f ( x ) d x  стремится к п р е д е л у  при  Х - ^ о о .
Xа /*

Н ео б х о д и м о е  и достаточное усло ви е  того, чтобы f  (дс) d x
а

стремился к  п р е д е л у  при  Х - > о о ,  состоит в том, что д л я  л ю ­
бого полож ительного  е, сколь  угодно  м алого ,  существует та- 

х
кое А, что \ f { x ) d x  <  е д л я  всех  Х >  А.



1.1042. С вязь  м еж д у  бесконечными ин тегралам и  и рядам и  
настолько  тесна, что их свойства удобно в ы р а ж а т ь  одними и 
теми ж е  словами:

f  (х) d x  сходится, если lim f { x ) d x  сущ ествует.
x->oo •>

f { x ) d x  неограничен,  если f i x )  dx я в л яется  неограни­

ченным при Х - ^ о о .

f ( x ) d x = ^ o o ,  если f ( x ) d x - ^ o o  при Х - > о о .

f { x ) d x  осциллирует  с конечны м  разм ахом -  если сущ ест­

вую т таки е  полож ительн ы е числа м и Л1, что д л я  любого X
Y,

м ож н о вы брать  Y x > X  т ак , чтобы f { x ) d x >  (О, но нельзя

вы брать  Уд так , чтобы 

интегралов:
оо оо

г dx

J  f { x ) d x

dx .  J

> м. п р и м е р ы  сходящ ихся

-dx .
s i n  X

dx.

Н еограниченны е интегралы:
оо оо

d x
dx. X  sin X  dx.

Последний из этих интегралов  обычно назы ваю т  „бесконечно 
осциллирую щ им ", но у нас нет повода вы делять  этот случай. 

С ледую щ ие интегралы  осциллирую т с конечным разм ах о м :

I  c o s x d x ,  (" 5 'm x d x .

Н еограниченны е и осциллирую щ ие с конечным разм ахом  
ин тегралы  не имею т определенного значения.



оо

И н теграл  J  f ( x ) d x  н а зы вается  абсолютно схо д я щ и м ся ,  если
а

\ f ( x ) \ d x  сходится. Если первый интеграл  сходится, а послед- 
•/ 
а
ний нет, то первый н азы вается  у с л о в н о  с хо д я щ и м ся .  В п р и ­
веденных выше при м ерах  сходящ ихся  ин тегралов  первые три 
и н теграла  абсолю тно сходятся , а последний условно сходится.

1.1043. Е с л и  f ( x )  полож ительна и не возрастает при  x > X q ,
оол

ТО интеграл  / =  f { x ) d x  сходится тогда и только тогда, к о гд а
Ха

оо

сходится р яд  2  /( 'г), ^де Пц — наим еньш ее  цело е  число , боль-
п =  по

шее чем Xq. Ясно, что ни ряд, ни ин теграл  не могут сходиться  
без того, чтобы f{x)->-0;  возьмем  целое число т > Х о  и такое , 
что f { m ) < e .  Тогда

X
f ( m)  +  f ( m +  1 ) +  . . .  + / ( л  -  1) >  I

т

f  { т  +  \) +  f  ( т  +  2) +  . . .  + f ( n  — 1),

где п — бли ж ай ш ее  к  X  целое число, больш ее X.  С л ед о в а ­
тельно,

X л-1
^  f ( x ) d x -  V  f ( r )  ^ f ( m ) < e ,

где е произвольно м ало . С ледовательно , если ин теграл  стре­
мится к определенному п ределу , то и сум м а  тож е, и обратно.

В частности, х ~ ^  d x  и ^ оба  сходятся  тогда  и только
I 1

тогда, когда  р > 1.

1.1044. Если f i x )  стремится  к бесконечности при подходе 
к некоторой  точке области  определения, то можно, используя 
аналогичны й прием, определить несобственный интеграл', и зм е­
ним с н ач ал а  область  определения, вы резав  из нее произвольно 
короткий интервал , с о дер ж ащ и й  указан н у ю  точку, а затем



застави м  дли н у  этого и н тервала  стремиться  к  нулю . Н ап ри м ер ,  

1 1 
х~''^ dx==[2x'l^^  ̂= 2 — 2z'l\ lim x~'^^dx = 2.

1
Этот процесс п ри ним аю т за  определение x~'l‘ d x ,  поскольку

о
Определение интеграла как предела сумм в данном случае 
непосредственно не применимо.

А налогия  м е ж д у  бесконечными и несобственными интегра­
л ам и  в вопросах  сходимости настолько  тесна, что вся терм и но­
логия остается  без  изменения.

1.1045. З ам ен о й  переменных м ож н о перевести обычный инте­
гр ал  в бесконечный или несобственный, но значение его при 
этом не изм енится . Н апри м ер , если д л я  всех у, к а к  в 1.1032, 
x  =  h{y) ,  то

л (у) у

f { x ) d x = j f { x ) g { y ) d y ,  (1)
л (0) о

когда  у  и Л(^) конечны, а ^ ( г / ) ^ 0 ; обе части р авен ства  имею т 
один и тот ж е  предел , если либо  у,  либо h{y) ,  либо  и то и 
другое  стрем ится  к бесконечности. Е сли  h { y ) - ^ b  при у - > о о  

ъ
и если f { x ) d x  сущ ествует, то он яв л яется  пределом  левой

Л(0)

части (1); следовательно , предел  равен  ин тегралу  Р и м ан а ,  когда 
он существует.

1.11. Функции дв у х  переменных. Д о  сих пор мы зан и м ал и сь  
п оследовательн остям и , которые м ож н о р ассм атр и в ать  к а к  функ­
ции одного переменного, приним аю щ его только целые значе­
ния, и функции одного переменного, и зм ен яю щ егося  непрерывно. 
В последую щ ем  мы зай м ем ся  функциями, сущ ественно з а в и с я ­
щ им и от д в у х  переменных, которые могут либо  принимать 
целы е значения , либо м еняться  непрерывно. Это приведет  
к  новым трудн остям  при использовании предельны х переходов, 
ибо не всегда  очевидно (и д а ж е  не всегда верно), что если 
м енять  п о р я д о к  переходов к  пределу , то будет получаться  
один и тот  ж е  р езу л ьтат .  П ростей ш ее  достаточное условие 
перестановочности переходов к пределу  обеспечивается  следую ­
щ ей теоремой об абсолю тной сходимости.



1.111. Е с л и  f {x ,  у) —ф ун к ц и я ,  неуб ы ва ю и ^а я  по каж дом у
и з  перем енны х х  и у  [причем, быть может, одно ид н и х  и ли
о б а  принимают только целы е  значения),  и если

Пт f i x ,  y) =  g{y) .  Пт f i x ,  y) =  h ix ) ,  (I)
X -> oo

TO
\\m g i y ) =  W m h i x )  (2)

</->oo oo

в  TOM с м ы с л е ,  что с у щ е с т в о в а н и е  о д н о г о  и з  п р е д е л о в  (2) в л е ч е т
з а  с о б о й  с у щ е с т в о в а н и е  д р у г о г о  и  р а в е н с т в о  о б о и х  п р е д е л о в
м е ж д у  с о б о й .

З ам ети м  сн ач ала ,  что ^  (г/) — н еу б ы в аю щ ая  функция у.  И бо  
е сл и  У2 > У \,  то

g  (г/г) -  g  {У\) =  lim [/ ix ,  у^) -  f  ix , г/i)] >  0. (3)
со

А налогично если Х2 >  х ^  то

h ix2) >  h  (л:,). (4)

П усть g  iy) имеет предел  М .  Д л я  лю бого е н ай дется  такое  Y, 
что д л я  всех y ~ ^ Y

M ^ g i y ) ^ M - e .  (5)

Д л я  всех X, у  вы полняю тся  н ер авенства  M ^ g i y ) ^ f i x ,  у) .  
Д ал ее ,  сущ ествует  такое  X,  что д л я  всех х > Х

f i x ,  Y ) > g i Y ) - E ,  (6 )

поэтому д л я  всех y > Y ,  х > Х
M > f { x ,  y ) > g i Y ) - s ^ M - 2 e .  (7)

С ледовательно , если г /->оо  и х > Х ,  то
M ^ h { x ) > M - 2 e ,  (8)

и поэтому, т а к  к а к  е произвольно, h i x )  то ж е  имеет предел  М
при х - ^ о о .

Н ем едленн о  получаем  три следствия . Е сли
m п

f { m,  л) =  2  2  Ur, S, (9)
Г=1 5=1

где Ur,s неотрицательны , то f { m,  п)  я в л яе т с я  неубы ваю щ ей 
функцией от т  и от п.  Значит, д л я  двойного р я д а  из неотри­
цательны х членов

оо оо оо оо

2  2  “ г, 5. ( 10)
г -1  S-1  s = l  г=1



Е сли  некоторые из слагаем ы х   ̂ отрицательны , то м ож но 
н ап и сать

Vr. =  Ыг I + «г. , Wr. , =  \ U r . A - U r (И)

где все v^, s и  ̂ у ж е  неотрицательны . Е сли  теперь р яд  
S 2 l “ r. J  сходится  при некотором порядке сум м ировани я, то, 
к а к  легко  видеть, i и w ,,^  уд овлетворяю т условию  теоремы 
о перемене п оряд ка  сум м ирования; вычитая, находим, что 

тож е удовлетворяет  этому условию . С ледовательно , д л я  
лю бого  абсолю тно сходящ егося  двойного р я д а  мож но менять 
п орядок  сум м ировани я. К а к  следствие если и 2  абсо ­
лютно сходятся ,  то '^a.rbs^  где в правой части

Г  S Г  S

члены суммы  м ож но брать в лю бом  порядке.
р я

Е с л и  Um (х) в с ю д у  неотрицательны и если  ^  и ^  (х) d x
т =  1 О

существует д л я  всех  р, q и имеет п ределы  в каж дом и з  д в у х  
с лу ч а е в ,  когда  одно из  перем енны х р, q стремится к бесконеч­
ности, а другое  ф иксировано, то

оо с» оо 00

^  j  u ^ { x ) d x =  J  { ^ U ^ { x ) } d x .
m = l  0 0 m = I

( 12)

к Ч

Е с л и  Um{x) не всегда  сохраняют зн а к ,  но  ^  \ u ^ { x ) \ d x
m = l  О

существует и удовлетворяет вы ш еук а за н н ы м  у с л о в и я м  и если  
хотя бы одно из

оо 00 оо оо

j  ' ^ \ U m i x ) \ d x
1 О о 1

существует, то оба п р ед ела  в ф орм уле  ( 12) существуют и равны  
между собой.

Если ф(л:, у) неотриц ательна  и сущ ествую т соответствую ­
щ ие пределы по к а ж д о м у  из переменных, то

d x  J (f[x,  y ) d y =   ̂ dy   ̂ ф (;с, у) dx\  
о 0 0

(13)

здесь за  f { x ,  у) принято общ ее значение обоих интегралов 
с верхними пределам и  х  п у. К ак  и раньш е, если q>{x, у)  
не всегда одного знака , то для  сущ ествования  и равенства



двойных Пределов достаточно, чтобы сущ ествовал один из них 
для I ф (л:, у) |.

1.112. Равномерная сходимость последовательностей и 
рядов. Ч лены  последовательности  {/„ (л:)} могут быть функциями 
переменного х. Тогда  если последовательность  сходится  при 
всех значениях  х  из некоторого ин тервала ,  то ее предел 
я в л яется  функцией х ,  скаж ем  f {x) .  Если  вы брать  произвольно 
м ал о е  полож ительн ое  е, то д л я  любого х  м ож но подобрать  п (х), 
т ак  что I fp (х) — f (х) К  е д л я  всех р ^ п  {х), поскольку после­
довательность  сходится. Н аим еньш ее  значение п{х) ,  д л я  кото­
рого это верно, вообще говоря, зависи т  от х. Н о м ож ет  
о к а за т ь с я  возм ож ны м  вы брать п  независимо от х, т а к  что 
l / p W ~ f W i < ®  д л я  всех р > п  и д л я  всех д: из и н тервала . 
Е сли  это возм ож но при к аж д о м  е, то говорят , что /„(д:) с хо ­
дится равном ерно  к f {х) в интервале. Условие равномерной 
сходимости м ож ет  н ар у ш аться ,  если сущ ествует  такое  х,  
с к а ж ем  с, внутри или на конце и н тервала , что если взять  
последовательность  значений х,  стрем ящ ую ся  к с, то соответ­
ствую щ ие д ан ном у е значения п{х)  стрем ятся  к бесконечности.

Т а к  к ак  /„(л:) м ож ет  быть суммой первых п  членов ряда ,  
то эти ж е  полож ен ия справедли вы  и д л я  рядов  когда
X п робегает  некоторый интервал . Так , р яд  ^ х "  сходится  д л я  
всех X, таких, что 0 ^ л : < 1 ,  но не явл яется  равном ерно  
сходящ и м ся  д ля  всех таких  х. В самом деле , если заф и кси ­
ровать  е, а потом вы брать  п  так, чтобы

хП +  х '^+1^  . . .  +  ( 1)

бы ло меньш е е при всех р ^ 1, то тогда  д о л ж н о  быть

д : " < ( 1 - л : ) е  (2)
и, таким  образом ,

' • > - ' - ‘5 ^ .  (3)

ЧТО стремится  к бесконечности, когда х  стремится к 1. П оэтому 
р ассм атри ваем ы й  р яд  равном ерно сходится  на отрезке  а - ^ х ^ Ь ,  
где а и 6 — фиксированные числа м еж д у  О и + 1 ,  поскольку  
м ож но вы брать п  больш е больш его из чисел

In [(1 -  а) е] In [(1 -  Ь) е]
In а ’ In 6 ’

И одно и то ж е  значение п подойдет тогда  д л я  лю бого  про­
межуточного значения х.  Р я д  сходится д л я  лю бого  х  из



— 1 < х < 1 .  О дн ако  р яд  не я в л яется  равном ерно  сходящ им ся  
в и н тервале  — 1 < х <  1, ибо, хотя  знаки „ < “ исклю чаю т д л я  х 
возм ож н ость  быть равны м в точности — 1 или +  1, они д о п у ­
скаю т, чтобы X при ним ало  произвольное пром еж уточное  з н а ­
чение, сколь угодно близкое к  1, и как  бы мы ни вы брали  п, 
мы всегда см ож ем  найти такое  значение х,  чтобы условие (3) 
н аруш илось .

Е с л и  f n { x ) - * f {х) равном ерно  на  каж дом из конечного  м н о ­
жества интервалов  (а^, Ьг), г = 1 ,  . . . ,  k,  то сходимость также 
равн о м ер н а я  на  всем этом множестве. В сам ом  деле, д л я  
к аж до го  и н тервала  существует  такое  п,,  что \ f p(x)  — f  {х) \ < е  
д л я  р ^ П г  и х  из ( а „  bf).  В озьм ем  т  равны м  наи бо л ьш ем у  
из Пг', тогда  при р > т  будет \ f p{x)  — f { x ) \ < e  д л я  л; в лю бом 
из этих интервалов.

Е с л и  f n { x ) - > f  {х) в а ^ х ^ Ь  и f n ( x ) ^ f  (х) равном ерно  
в  а <. X  <  Ь, то тогда сходимость являет ся равном ерной  
в  а ^ х ^ Ь .  Н у ж н о  лиш ь применить преды дущ ее д о к а з а т е л ь ­
ство к откры том у  ин тервалу  (а, 6) и к точкам  а,  Ь я взять  т  
р авны м  наи больш ем у  из трех  соответствую щ их значений п.  
И т а к ,  последовательность , сх о д я щ ая ся  равном ерно  в открытом 
ин тервале, равном ерно  сходится  и в зам кнутом  ин тервале, 
если только  она сходится  в концевых точках. П усть, однако ,

/Л 0 )  =  2", /Л 1 )  =  2", / „ W  =  2 - "  ( 0 < х < 1 ) ,

тогда  {fn{x)} равном ерно  сходится  в открытом интервале, но 
не сходится в зам кн утом .

1.113. Н епреры вность  и интегрируем ость  равн ом ерн о  с х о д я ­
щ ихся  рядов .  С у м м а  р яд а  из  непреры вны х ф у н к ц и й  от х ,  
равном ерно  схо д ящ его ся  в некоторой области, сама являет ся  
непреры вной  ф ун кц и ей  х  в  этой области.

Интеграл по  х  от сум м ы  ряда ,  равном ерно  схо д ящ его ся ,  
к о гд а  х  пробегает некоторую ко н ечн ую  область, равен  сум м е  
интегралов от член о в  ряда ,  если  п ределы  интегрирования рас­
полож ены в у к а за н н о й  области.

Ч тобы  д о к а з а т ь  первое утверж ден и е ,  обозначим сумму р я д а  
ч ерез  S(x).  Т огда, поскольку р я д  сходится  равномерно, если 
(О — п олож и тельн ое  число, м ож но вы брать  п  независимо от х  
так , что если S „(x )  — сум м а до ы„(х), то

| S ( x ) - S „ W I < c o ,  | 5 ( r / ) - S „ ( y ) l < «  (1)

д л я  всех X ,  у  в  р ассм атри ваем ой  области. Но S „(x )  — сум м а 
конечного числа непреры вны х функций и поэтому непрерывна.



С ледовательно , д л я  любого х  м ож но подобрать  полож ительное, 
но такое  м аленькое  б, что

I Sn {у) -  (л:) К  со

д л я  всех \ у  — х \ < Ь .  П оэтом у д л я  таки х  у

| 5 ( r / ) - S W | < 3 o ) ,

(2)

( 3 )

и, п о л агая  со =  7 зе, а затем  вы бирая  б в соответствии с н е р а ­
венством (2), мы м ож ем  добиться , чтобы

|S(jc  +  / z ) - 5 W | < e ( 4 )

д л я  всех h,  удовлетворяю щ и х  неравенствам  0 ^ / г < б .  С ледо­
вательно, S (x )  непреры вна (а значит, интегрируема).

Д о к а ж е м  второе утверж дение . Если
S  (х) =  S„ {х) -f Rn (х)  (5)

и если |^?„ (л :) |< (а  д л я  всех х,  таких, что а ^ х ^ Ь ,  то
ь ь ъ

S  (х) d x =  С 5„  (х) d x +  f (л:) d x  (6)

R„ (х) d x < a ( b  — a), (7)

где п р а в а я  часть произвольно м а л а .  С ледовательно, если 
взять  п  достаточно больш им, то вы раж ен и е

п и
S n { x ) d x  = ^  J  Unix) dx (8)

r — \ a

мож но сделать  сколь угодно близким к S  {х) dx .  Эту тео-
а

рем у  часто ф орм улирую т так: р авном ерно  с х о д я щ и й с я  р яд  из  
неп р ер ы вн ы х  ф ун кц и й  можно интегрировать п о член но  в  лю б о й  
конечной  области.

Равн ом ерн о  сходящ ий ся  р я д  можно интегрировать почленно 
и в том случае, когда  его члены интегрируемы, но не о б я з а ­
тельно непрерывны. Если S  (jc) интегрируема, то, начиная  
с ф ормулы  (5), проходит преж нее доказательство .  Возьмем п  
т ак , чтобы было (x)| <со. Скачок R n{x)  ни на каком  интер­
вал е  не превосходит 2со. С ум м а 5„(лг) интегрируема. Р а зд е л и м  
(а ,  Ь) на  конечное число интервалов, т а к  чтобы о б щ а я  д ли на



тех из них, где скачок 5„(дг) п р е в о с х ) Д и т  со, б ы ла  меньше 6 . 
Тогда о б щ а я  длина тех интервалов, где скачок S  (х) прево­
сходит Зо), меньше 6 ; величины со и 6 произвольны, следова­
тельно, S  (х) интегрируема.

X

Если fn{x) ->- f {x)  равномерно на (а, Ь), то fn(E)rf | стре­

мится равном ерно к ибо если |f„(E) — / ( 1)1 <  а ,  то

<  со (л: — а) ^  со (6 — а).

1.114. Точки р а зр ы в а ,  св язан н ы е  с неравном ерной с х о д и ­
мостью. Г еом етрическая  прогрессия не сходится ни при х = \ ,  
ни при х  =  — \,  и поэтому значения предельной функции в этих 
точках не определены, а значит, и вопрос о непрерывности не 
возникает . М ож ет  случиться, однако, что р я д  сходится при не­
которых значениях х,  но не яв л яется  равномерно сходящ им ся  
в прилегаю щ ей к ним области . Стокс, первым изучавший это 
свойство, пр ед л о ж и л  следую щ ий пример:

Un (х) =
1

\ п  п +1 / \ ( п — 1) х +1  п х + 1 /

Р я д  сходится  при всех х, поскольку

п + р

М. ^------------
■р

(1)

1
т ) '  (2)

Возьмем  х > 0 .  Тогда

П +  р

< 1 + 2__
^  ~  ( и -  1) д : +  1 (3)

и можно сделать , чтобы это вы раж ени е  было меньше е, если 
в зять  п достаточно больш им. Если х  =  0,  то последняя скобка  
в вы раж ени и  (2) р авн а  О и су м м а  меньше 1/л. Р я д  сходится 
поэтому при х ^ О .  О днако  он не является  равномерно сх о дя ­
щ им ся . В самом деле, если величина в правой части (3) 
больш е е, то величину в левой части можно сделать  больш е е ,



взяв  р  достаточно больш им; а 1/л всегда  п олож ительн а . Если 
теперь

( n - l ) x - t l  ^
т. е.

( п - 1 ) л : < | - 1 ,  (5)

то л ев ая  часть (3) о к аж ется  больш е е д л я  достаточно боль­
ших р; а чтобы сделать  левую  часть (3) меньше е д л я  всех о,

2 /е - 1
мы долж ны  взять п > —  ------ f - 1. С ледовательно , если с самого
н ачала  заф икси ровать  е, то соответствую щ ие значения п без­
гранично возрастаю т  с уменьш ением х,  р я д  сходится неравно­
мерно. Стокс х а р актер и зо в ал  такие ряды  как  схо д я щ и еся  
бесконечно м ед ленн о  вблизи л: =  0 .

Р ассм отри м  теперь сум м у наш его р я д а .  Д л я  всех х  мы 
имеем

=  - 1 Г Т т ) +  2 ( т - ^ 1 7 Т т )>

т. е. сум м а  р яда ,  если л: — не О, р ав н а  3, поскольку те члены 
в правой части, которые со дер ж ат  п, с возрастанием  п  стре­
мятся  к 0. С ледовательно, предел  суммы  при х, стрем ящ ем ся  
к О, равен  3. Если ж е  мы полож им х  равны м О, то слагаем ы е 
во второй скобке взаимно ун и чтож аю тся  при всех п  и сумма 
равна  1.

Этот пример достаточно искусственный, однако функции, 
использованные в нем, совсем просты; пример сл у ж и т  для  
иллю страции того ф акта , что результаты , которые получаю тся 
при выполнении двух предельных переходов, могут быть со­
вершенно различны в зависимости от того, какой переход сде­
л ать  сначала . Мы за став л я ем  х  стремиться  к О, а « — к беско­
нечности. Если  мы сн а ч а л а  устрем ляем  л: к О, а потом п 
к бесконечности, то получаем  1; если ж е  мы сн ач ала  у стр ем ­
ляем  п  к бесконечности, а уж е потом л: к О, то получаем  3.

1.115. П р и зн аки  равном ерной сходи м ости . Н ео бхо д и м о е  и 
достаточное у сло ви е  равном ерной сходимости  (ы„ (х)} в  интер­
в а л е  {а, Ь) состоит в следую щ ем : д л я  л ю б о го  г можно так 
выбрать т, что д л я  всех  п ' ^ т  \и^{х)  — и „ ( х ) \ <  г при всех  х 
из (а, Ь). Д оказательство ,  данное д ля  числовых последователь­
ностей, проходит почти без изменений (см. 1.045).



1.1151. Af-п ри зн ак .  Е с л и  д л я  всех  х  и з  рассматриваемого  
интервала где не зависит от вы бора х, и если
р я д  2  v„ сходится, то S  “ л.(л:) сходится равном ерно  в  этом 
интервале. В самом деле , мы м ож ем  т а к  вы брать  п, чтобы д ля  
всех р ^ О  было

‘ п +  р

2  <  е,
П

п оскольку  2  t'rt сходится; а тогда  д л я  лю бого  х

П + р

S  (х)
п +  р п +  р

2  \ и Л х ) \ <  2  <  е.

Этот при знак  известен к а к  М -п р и зна к  Вейерштрасса.
Н а том ж е  принципе основано использование  метода срав­

нения  р ядов  при устан овлен ии обычной сходимости; соответ­
ствую щ ую  теорем у достаточно только сф ормулировать. Е с л и  
д л я  достаточно б о л ь ш и х  п  и сходится, то 2 “ п
сходится.

Л1-признак чрезвычайно прост, и мы встретимся с его мно­
гочисленными применениями.

1.1152. О бобщ ение  Ж -п р и з н а к а .  Н екоторую  модификацию 
М -п ри зн ака  иногда м ож но прим енять д а ж е  к условно сх о дя ­
щ и м с я 'р я д а м ,  т. е. в случае , когда  мы не в состоянии у к а за т ь  
сходящ ий ся  р я д  из п олож ительн ы х членов больш их по мо­
дулю , чем н„(х). П р едп олож и м , что и„(х) равном ерно  стре­
м ятся  к О при п - ^ о о  (см. ниже), а т а к ж е  что мож но об ъ еди ­
нить члены ^ U n ( x )  в группы по т,  не м еняя  их п оряд ка ,  и 
о б р азо в ать  р я д  ^ U ^ ( x ) ,  такой, что \ U ^ { x ) \ < V y ,  где 2  
сходится. Тогда , согласно М -при знаку , 2 ^ ^ v W  равном ерно  
сходится. О стается  п оказать ,  что при сф ормули рован ны х усло­
виях  сум м а 2 ««(--' )̂ сущ ествует  и р а в н а  2 ^^vW-

П оскольку  и„(х) равном ерно  стрем ятся  к О, то д л я  лю бого  е 
м ож н о вы брать такое п,  что д л я  всех р ^ п  и д л я  всех х  из 
р ассм атри ваем ой  о бласти  |И р (л ;) |< е .  Д а л ее ,  если д л я  з а д а н ­
ного п  в зять  V так, что

то

2  (х) -  2  (^)
1 1

vm ^  <  (v -f 1) m,

=  l « m v + l W +  • • •  + « n W | .



В озьм ем  V таки м , что 2  и все \ Up{x) \ < е/2т  при
V+1

р  >  mv. Тогда

2  Un. (х) -  2  (У V М <  е

при всех X и при всех n > m v ;  р я д  ^ и „ { х )  равном ерно  схо­
дится.

У казанны й при знак  м ож но применить к р яду

В самом деле, об ъ еди н яя  члены р я д а  в пары, мы получим 
ряд , члены которого ^ 1/ « ( л + 1) и который уд овлетворяет , 
следовательно , /И-признаку. К ром е того, общий член исходного 
р я д а  ^  1/п при всех д: и поэтому равн о м ер н о  стремится  к  нулю. 
С ледовательно , р яд  равном ерно  сходится.

1.1153. Л ем ма А беля. Хотя уИ-признак фактически яв л яется  
сам ы м  распространенны м  в при лож ениях , сущ ествую т ряды, 
которые равном ерно  сходятся , но ем у не удовлетворяю т. С л е­
дую щ и е  два  более тонких п р и зн ака  основаны  на лем м е  А беля . 
А налогичные признаки  имею тся д ля  интегралов.

Е с л и  { o j  ~  невозраст аю щ ая последовательность неотрица­
тельных чисел и если  сум м ы

Sp =  ai +  й 2 +  . . .  +  flp

удовлетворяют неравенствам h ^ S p ^ H  при  всех  р ,  то
П

<  2  OpUp <  H v i  д л я  всех  п.

Мы имеем
ai  =  Si, й 2 — S2 ~  S\, . . . ,  a„  =  s„ — s„_i ;

П п

=  2  flpUp =  SiW, +  S  (Sp -  Sp_i)  Up =
I p =  2

=  S i ( U i - U 2 ) +  • • •  + s „ - i ( f „ - i - u „ ) 4 - s „ y „ .

П оскольку  все U p - - U p + i > 0  и у „ > 0 ,  t o  последн яя  су м м а  не 
ум еньш ится, если все Sp зам енить  на Я ;  поэтому S n ^ H v i .  
Аналогично сум м а не возрастет , если все Sp зам енить  на  Л; 
следовательно , S n ' ^ h v y .

6 Зак. 231



1.1154. Признак А беля. Е с л и  р яд  ' ^ а ,  сходится {не о б я за ­
тельно абсолютно) и если  д л я  каж дого х  из некоторого интер­
в а л а  {ог {х)} — последовательность полож ительных чисел, огра­
н иченн ая  к а к  ф у н к ц и я  X  и г и невозрастающ ая, когда  х  за д а н о  
а г растет, то равном ерно  сходится в  ук азан ном  
интервале. Возьмем в лемме А беля

П П

^  ^т+ру ^  ^ т  + р^т + р
р-1  р=1

вы брав т  так , чтобы | s „ |< c o  д ля  всех п. Тогда  по лемме 
А беля при

/ г = - ( о ,  H  =  (S), t), =  U m + , ( x X M
-  (оМ <  S„(x) <  а М

д л я  всех X  из и н тер вал а  и д ля  всех  / г ^ 1 .  П оскольку  со про­
извольно м ало  и не зависи т  от х ,  отсю да следует  р авн о м ер ­
ная  сходимость*).

Н аиболее  важ н о  прилож ение  этой теоремы к степенным р я ­
д ам  S  Если такой р яд  сходится  при х = 1 ,  то степени х"
при уд овлетворяю т  условиям , н алож ен ны м  на v„{x)\
следовательно , р я д  2  а.^х’' сходится равном ерно вплоть до 
л: =  I и предел  его суммы равен 2  Это теорема А б ел я .  Она 
и зб ав л я ет  нас от массы хлопот: р еш ая  задачу , мы часто полу­
чаем ответ в виде степенного р я д а  и хотим узнать , стремится 
ли в пределе сум м а  р я д а  д л я  л: <  1 к сумме при д :=  1, когда  х 
п р и б л и ж аю т  к 1. Т еорем а д а е т  нам простой ответ: д а ,  стре ­
мится при условии, что д ля  х = \  ряд  сходится.

Т еорем а остается  справедли вой , если a„ =  a„ (x )  и 2  (л:)
равном ерно сходится. Д о к а за т е л ь ст в о  проходит без изменений.

1.1155. Признак Д ирихле — Х а р д и .* * ) Е с л и  в  некотором
П

интервале изм енения  х  сум м ы  2  {^) равном ерно ограничены
I

{как ф ун к ц и и  п  и х) и если  {v,} — невозраст аю щ ая п о с л е д о в а ­
тельность полож ительных чисел, стремящаяся к н у л ю ,  то ряд  
2  0.Г {х) V, равномерно сходится в  рассматриваемом интервале.

*) Случай (л:) =  л:" (О^л: ^ 1 )  доказан и использовался Абелем. Общая 
форма теоремы принадлежит Харди.

**) Для числовых рядов признак сходимости дан Дирихле; Харди прев­
ратил его в признак равномерной сходимости. Харди предложил назвать 
соответствующие признаки именами Абеля и Дирихле, однако применение 
к равномерной сходимости в последнем случае полностью принадлежит 
Харди.



П р и зн ак  обобщ ается  на случай  Vr =  Vr(x)  при условии, что 
V r ( x ) - y O  равномерно.

П
Возьмем S n { x ) = U m + p V m + p ,  где т  вы брано так , чго

р=1
V m  W  <  И - П о с к о л ь к у  Д Л Я  В С6Х  П

р=1
то по лем м е А беля

- М ( о < 5 „ ( л : ) < М с й .

Р ав н о м ер н ая  сходимость д о к а за н а .
З а м е ч а т е л ь н а я  особенность этого п р и зн ака  состоит в том, 

что он устан ав ли в ает  равном ерную  сходимость ряда , не с р а в ­
нивая  его с каким и бы то ни было сходящ им ися  рядам и . Н а и ­
более в аж н ы  п ри лож ения  к р яд ам  вида ^ ^ 'п с о з п б ,  2 ’̂n S in « 0 . 
И меем

п /  1 \  I
sin га 4--5- 0 —sin-;r0

>  C O S « 0  = -^ -------------
4 ^ 2 s i n l e

2

cos
sin п 0 = ----------

( « +  I

2 s i n l 0

Если sin V2S при ' /2Л > 6 > 0  есть наименьш ее значение | s i n V 2 0 | 
в области  изменений 0 , то ни д ля  какой  суммы модуль не пре­
восходит cosec V26, каковы  бы ни были « и 0. Если теперь 
о, >  ^  то отсю да следует, что 2 ’̂пСОЗ«0 и
2 у п 5 1 п п 0  равномерно сходятся  в лю бом зам кнутом  интервале 
Q <  0 <  который не содерж и т  нулей sin '/г©, т. е. не содерж и т
точек 0 =  0, 2я, 4 я ...........

В частности, ряды

1 -Ь cos 0 +  -^ cos 2 0 + - ^  cos 3 0 +  . . . ,

sin  0 +  -J sin 20 + j  sin  30 +  . . .

равном ерно сходятся  на любом отрезке  а  ^ 0 ^ 6 , который не 
вклю чает  О, 2л, . . .  . В действительности первый из рядов р ас ­
ходится при 0 =  0 , второй сходится всюду, но неравномерно 
в лю бом интервале, со держ ащ ем  0 =  0. П о зж е  (гл. 14, пример 4) 
мы увидим, что его сумма соверш ает  скачок от —'/гл; до 'Лл.



когда  0, в о зр астая ,  проходит через О, т а к  что н еравном ерн ая  
сходимость, к а к  и в 1.114, св я за н а  с разры вностью .

1.116. Теорема об ограниченной сходимости. Р авн о м ер н ая  
сходимость яв л яется  достаточным условием непрерывности и 
интегрируемости суммы при условии, что отдельные члены не­
прерывны или интегрируемы. О днако  это условие отнюдь не 
явл яется  необходимым. Н а  практике  обычно бы вает  проще 
непосредственно проверить, интегрируема ли п редельная  функ­
ция, чем проверять, равном ерна  ли сходимость, к  тому ж е  
во многих сл у чаях  переход к пределу  под знаком  и н теграла  
возм ож ен , хотя сходимость не яв л яется  равномерной; поэтому 
возни кает  необходимость в более общем правиле. Таким п р а ­
вилом  яв л яется  следую щ ее. Оно известно к а к  теорема об .огра­
ниченной  сходимости  (см. прилож ение  к гл. 1). Е с л и  | / „ * ( л : ) |^ М
д л я  всех  п и X при а ^ х ^ Ь ,  все f n(x)  интегрируемы и

ь ь
- ^ f ( x ) ,  где f {x )  интегрируема, то f n ( x ) d x - >  j  f { x ) d x .  Д о ка-

а а
зательство  не просто, но р езу л ьтат  следует  знать.

Поведение f„(x) и
1 1

lim ( f ^ { x ) d x ,  f l im f „ ( x ) d x

полезно  изучить на при м ерах
f„{x) =  x e - ' ‘’‘, /„ (х )  =  rtxe-«*, /„ (х )  =

1.117. Ряды, используемы е для сравнения. В д альн ейщ ем  
сам ы м и в аж н ы м и  рядам и , используемы ми д л я  сравнения, будут
2 - "̂ (0 < л : < 1), ( s > l )  (их мы у ж е  изучили) и
( 0 ^ а < 1 ) .  Сходимость последнего с р азу  следует  из М -признака , 
если s < 0 .  Если s ^ O ,  имеем

Un п а.

С ростом п  это отношение стремится к  а.  С ледовательно, по­
скольку  а < 1 ,  м ож н о  взять  m настолько  больш им , чтобы д ля  
всех п > т  отношение было меньш е Ь, где а < Ь < \ .  Тогда при 
п >  т

а 2  ~  сходящ ий ся  р я д  из п олож ительн ы х членов. С ледо­
вательно, ' ^ n fa " '  сходится  при 0 ^ а < 1.



С равнение с рядом 
Vn =  n~^  (1 < s ) ,  то

2 ^ “ ® часто м ож н о  упростить. Если

\ V n - i  1 L \ re / J 
Если  и„ п олож ительн ы  при всех п  и

\ Ufi-l

■ S.

то м ож н о  взять  5 = ' / 2 (  ̂+  1), а потом вы брать  т  так , чтобы 
д л я  всех п > т  было

\^1
п \  \ —

Un
U n - i

Г,  /  га — 1 V I

тогда

U n < U m
т 

\ п

и р я д  сходится. А налогично если t сущ ествует  и меньш е 1^
то расходится . При ^ = 1  нуж ен более тонкий признак,
однако  мы не встретимся с таким  случаем  в этой книге.

О кончательны й вывод: если  « „ > 0 ,  то сходится п р и
в ы п о л н е н и и  каж дого и з  с л е д у ю щ и х  условий'.

Un
U n - l

■ k < l
или

Un
U n - l

1, n ( l - ^ ) - ^ t > L\ «П-1

1.12. Равномерная сходимость бесконечных интегралов..
Е сли  поды нтегральн ое  в ы р аж ен и е  зависи т  от л: и ещ е от 
некоторого  п а р а м е т р а  у,  то так  ж е ,  к а к  д л я  рядов , возникает  
вопрос о равном ерной  сходимости. М ы  б уд ем  всегда  п р е д п о ­

лагать, что f { x ) d x  существует, к а к  бы ве л и к о  ни  б ы ло  X .

Это зам ечан ие  необходимо по следую щ ей причине. У тверж дение  
„бёсконечный ин теграл  сходи тся"  о значает , что сходится  лю б ая  
последовательность  ин тегр ал о в  с конечным верхним пределом, 
когда  этот предел стрем ится  к бесконечности. Т аким  об р азо м , 
н ел ьзя  говорить о сходимости бесконечного и н теграла , не пред­
п олож ив , что все интегралы  от а  до X сущ ествую т. Н и ж е  мы 
д ад и м  условия  сходимости бесконечного ин теграла  в предполо­
жении, что конечные интегралы  сущ ествую т. В частном случае

X  Y

если /  (х) d x  сущ ествует  и \ f  { х ) \ й х < ъ  д л я  всех У Ж ,  то-



f f { x ) d x  СХОДИТСЯ. Отметим, что сущ ествование  ин теграла
■о

X X
\ f { x ) \ d x ,  напротив, не гарантирует  сущ ествования  f { x ) d x .  

ю о<х>
И н тегр ал  f {x ,  y ) d x  равном ерно сходится в области  

о
если д л я  лю бого  е м ож но т а к  подобрать  X,  что д л я  всех Y > X  
и д ля  всех у  из этой области

f i x ,  y ) d x < е .

Это свойство п озволяет  менять порядок интегрирования в пов­
торном интеграле д а ж е  в том случае, когда один из пределов 
бесконечен. П од  повторным интегралом мы п одразум еваем  
ин теграл  вида

6, а,

d y  ! {х,  у) dx,V J
Ьа Оа

где с н ач ал а  f {x ,  у) интегрируется по х  от Оо до Oi, а затем  
р езультат  интегрируется  по у  от &о ДО Рассм отри м  интеграл, 
в котором f i x ,  у)  непрерывна по обеим переменным х  и у:

bi оо bi ( X оо
I  =  { d y  \ f i x ,  y ) d x =  \ d y \  { f  ix,  у) d x  +  \  f  ix,  у) d xJ J J I J

bn a bo  ̂ a X
• (1)

П оскольку все пределы интегрирования конечны, то
by X X ь,

d y \ f  ix, y)dx== j  d x  j  f  ix , y) dy .  (2)
bn a a

(Это до казы вается  просто*).)  Т ак  как  X  находится  в нашем 
распоряж ени и , выберем его так , чтобы д л я  всех Y > X  было

f i x ,  y ) d x < ( 0. (3)

*) Для непрерывной функции f (х, у)\  в гл. 5 это утверждение будет  
установлено при несколько более широких предположениях.



Тогда  абсолю тн ая  величина второго сл агаем о го  ф ормулы  (1) 
не больш е чем (61 — 60)®. и

I -
ь,

d x  \  !  {х, у) dy
Ьг

<{ Ь\  -  6о)«>- (4)

Т а к  к а к  д л я  произвольно м алого  со м ож но найти такое  з н а ­
чение X,  что вы полняется  (3), получаем

X  Ь, оо *,

/ =  lim \ d x  [ f i x ,  y )d y -=  \  d x  f { x ,  y ) d y ,
J J J
bo a  &o

X-^00 J 
a

(5)

что и д о к азы в ает  теорему.
Эта теорем а м ож ет  быть сф орм ули рован а  следую щ им  о б р а ­

зом: в равном ерно схо д я щ ем ся  интеграле можно производить  
интегрирование п о д  зн а к о м  интеграла.  О тсю да следует, что
оо

f { x , y ) d x  м ож но диф ференцировать по у  под знаком  инте­

гр а л а  при условии, что сущ ествует  прои зводн ая  d f j dy  и инте­
гр а л  от нее по х  равном ерно сходится в окрестности р а с с м а ­
триваемой точки у.  Д о к а за т е л ь ст в о  немедленно получится, если 
в последней теореме зам енить  f {x ,  у) на дЦду.

О бобщ ение на случай равномерно сходящ ихся  интегралов  
не о б язательн о  от непрерывных функций Ц х ,  у) м о ж ет  быть 
сделан о  на пути, у казан н о м  в конце разд .  1.113.

1.121. Ж -п р и зн ак .  П ростейший при знак  равномерной сходи­
мости аналогичен М -при знаку  д л я  рядов . Е с л и  д л я  всех  у, 
таких, НТО b o ^ y ^ b i ,

\ f ( x ,  y ) \ < g { x ) .

где g { x ) d x  сходится, то f { x ,  y ) d x  равном ерно  и абсолютно

сходится при b o ^ y ^ b i .

1.122. Л е м м а  А беля  д л я  ин тегралов . Е с л и  v [х) — неотрица­
тельная, ограниченная  при  a ^ x i ^ b  и невозраст аю щ ая ф у н к ­
ц и я  X и если  h, Н  — ниж няя и в е р х н я я  грани

г

F { l ) = = U i x ) d xJ
а



/ г у ( а ) <  f { x ) v { x ) d x ^ H v { a ) .

П олож и м
ь

/ =  f { x ) v { x ) d x =  v { x ) d F ( x )  =  v { b ) F { b ) -  \ F { x ) d v { x ) .

Р авенство  справедли во , потому что F  (л:) — интеграл , и, следо­
вательно, Р  (х) непрерывна, а и W  — функция ограниченной в а ­
риации. Д а л е е ,  поскольку  v (л:) нигде не возрастает ,  /  не ум ен ь ­
ш ится, если F (х) всю ду зам енить  ее верхней гранью , и не 
увеличится , если F (х) зам енить  ее нижней гранью ; итак.

h V (Ь) -  dv  {х) :н V {Ь) — dv  {х)

т. е.
hv { а ) ^ 1  ^ H v  {а).

В интегральной лем м е А беля  необходимо специально требовать  
ограниченности v (х); будучи неотрицательной , функция v {х) 
д о л ж н а  иметь нижню ю  грань, однако она м о ж ет  быть неогра­
ниченной вблизи  X =  а, если не оговорить это отдельно.

1.123. П р и зн а к  А беля  д л я  бесконечных интегралов . Е с л и
>

f ( x ) d x  сходится {не обязательно абсолютно) и если  д л я

каж дого зн а чен и я  у  при  Ь о ^ у ^ Ь ^  ф у н к ц и я  v { x , y )  неотрица­
тельна, ограничена д л я  всех  х , у  и н и ко гд а  не возрастает по  х.

то f { x ) v { x ,  y ) d x  сходится равном ерно  по у  при b o ^ y ^ b i .  

Мы имеем О ^  о (х, г/) ^  Af; возьмем X  так , что
X'

I  /  (х) d x < ( 0  д л я  всех Х ' > Х .

Т огда  по лемме А беля  при b o ^ y ^ b i
X ’

/  ( х )  V {х, у) dx (oM,



откуда  следует  р авн о м ер н ая  сходимость, поскольку  со м ож но 
ВЗЯТЬ произвольно м алы м .

Н апри м ер , sm X
^ - dx  сходится , а е~^У полож и тельн а ,  огра- 

0
ничена и не возр астает  по х  при О ^ г / ^ о о .  С ледовательно ,

е-ху sm  X
d x  сходится  равном ерно при у ^ О .

1.124. П р и з н а к  Д и р и х л е — Х а р д и  д л я  бесконечных и н тегра-  
»

лов. Е с л и  f i x ,  y ) d x  ограничен  при  всех  Х > а  и при  b o ^ y ^ b i
а

и если  V  (х) ограничена , полож ительна, не возрастает и стре-
оо

мится к  о при  х - ^ о о ,  то f { x ,  y ) v { x ) d x  равном ерно  сходится
а

при  b o ^ y ^ b i .  М ож но взять  X  так , что u ( Z ) < w  и д л я  всех 
Х ' - > Х  есть такое  М ,  что

X'

- М < f  (х, у) d x  <  М .

Тогда при b o ^ y ^ b i  и при всех Х ' > Х
X'

f  [х, у) V (х) dx <Л4со.

Р ав н о м ер н ая  сходимость следует  отсю да, к а к  и раньш е.

О тметим, что от J f (х,  у) d x  не требуется , чтобы он стрг-
а

милея  к пределу при Z  оо; он м ож ет  осци лли ровать  с конеч­
ным р азм ах о м .

Н ап ри м ер ,
X

I — cos Х у  
У

sin x y d x  =  -

и если | г / | > б > 0 ,  то это вы раж ени е  по модулю  меньш е, чем 
2/6. Ф ункция  1/х п о л о ж и тел ьн а  и стремится к О с в о зр а с т а ­

нием X .  С ледовательно,
sin х у

d x  равном ерно сходится, если



а > 0 ,  в любой области , где \ у \ > Ь > 0 .  Ни в какой области, 
вклю чаю щ ей у  =  0, этот интеграл  не яв л яется  равномерно схо­
д ящ и м ся .  В действительности он равен Ч-'/зл; при у > 0 ,  —‘/гл 
при г/ <  О и О при у  =  0, т ак  что, как  и д ля  рядов , н еравн ом ерн ая  
сходим ость  ин теграла  м ож ет  быть с в я за н а  с тем, что он явл яется  
разрывной функцией п арам етра .

Равномерная сходимость ин теграла  от непрерывной ф унк­
ции — очень полезное условие, достаточное д л я  непрерывности 
и н теграла  и д л я  возмож ности  интегрировать  под знаком  инте­
г р а л а .  Мы у ж е  рассм отрели  пример, когда  неравн ом ерн ая  схо­
дим ость с в я за н а  с разры вностью  и н теграла . С ледую щ ий пример, 
данны й К урантом  [13], показы вает , что она м ож ет  быть с в я ­
зан а  с невозм ож ностью  менять порядок интегрирования. Если

/  {х, у) =  { 2 -  ху)  хуе-^У,
ТО мы находим

оо 1

d x  j  f  (х, у ) d y  =  0, j  j  f  (х,  y ) d x = l .
о о о о

И м еем

f  {х, и) du  =  ху^е~’‘У.

Д л я  любого х ф О  это вы раж ени е  стремится к О при у - * о о ,
оо

а при х =  0 функция f { x , y )  =  Q при всех у.  И т а к ,  f ( x , y ) d y
о

сходится , но неравном ерно вблизи  л: =  0; в самом деле, если 
Т1 — наи больщ ее  значение у, при котором ху^е~’‘у =  е, то 
х у ‘̂ е ~ ^ ^ < г  при всех у>Г[ ,  однако т] стремится к бесконечности

у

при х - > 0 .  Д ействительно , f { x , u ) d u  неограничен по у  при
о

л: 0.
Распространени е  этих р езультатов  на случай, когда  инте­

гр а л ы  зави сят  не от двух, а от  трех или более переменных, 
не д ае т  ничего принципиально нового.

И н огда  полезно следую щ ее прилож ение  п р и зн ак а  Д ирихле . 
П усть

/  =  Г cos [f (л:)] dx,



где /'(л;) — полож и тельн ая  в о зр астаю щ ая  функция при х ^ а  к  
f ' ( x ) - ^ o o ,  когда  х - > о о .  П олож и м  f { x )  =  y,  V { x ) = { j g { y ) ,  
f {a)  =  b.  Тогда г/— в о зр а с т аю щ ая  функция х  и

/  =  J c o s y - g { y )  dy.
b

Н о §■(?/)> О и яв л яется  убы ваю щ ей функцией с пределолт, 
равны м  0. С ледовательно , д л я  сходимости интегралов

оо оо
COS [f (л:)] dx , sin[/(x)]dA: достаточно, чтобы f ' (х) б ы л а  воз-

о о
растающей ф ункцией  и стремилась к  оо. Н апример ,

c o s x ^ d x ,  cos {х^ — m x ) d x  (m — действительное) 
о 6

сходятся . Д л я  последнего и н теграла , если т > 0 ,  возьмем 

а > ( ^

1.125, Интегралы с верхним пределом, стремящ имся к бес­
конечности. Если f { x ,  n ) - ^ g { x )  и А „ -^ о о  при /г -> о о ,  то иногда 
нуж но бы вает  найти условие, при котором

оо

f i x ,  n ) d x - *  j g { x ) d x .
О

(1>

Ясно, что вопрос этот связан  с равномерной сходимостью ; д ей ­
ствительно, мож но определить функцию

h ( x ,  n) =  f {x ,  п)  ( а < л : < Я „ ) ,  h{x ,  п) =  0 (А,„<х). (2)'

Тогда
п

f  {х, п)  d x =  j  h (х,  п)  dx. (З)'

С ледовательно , д л я  выполнения (1) достаточно, чтобы 1г{х, п}  
уд о влетво р ял а  лю бому из признаков  1.121, 1.123 или 1.124.

Д етал ьн ы е  д о к азател ь ств а  признаков  1.123 и 1.124 в нужном 
форме и аналогичных признаков  д л я  рядов  даны  Бромвичем 
[14, стр. 123, 438, 443], назы ваю тся  они теоремой Тэннери.

1.126. Изменение порядка суммирования для двойных ря­
дов и повторных интегралов. В случае равномерной сходимости



теорем а, ан ал о ги ч н ая  1.111, ф орм ули руется  следую щ и м  образом  
(эта тео'рема п р и н ад л еж и т  Муру):

Е с л и  f { x ,  y ) - * h { x )  п р и  г / - > о о  и f  {х, y ) - ^ g ( y )  равном ерно  
при  х - > о о ,  то п ределы

Yim h{x),  l img(z/) (1)
Х -> оо у-><х>

оба  существуют и равны  меж ду собой.  В озьм ем  такое  X ,  что 
\ f { x ,  y) — g{ y )  < со  при х ^ Х  и при всех у.  Затем  возьмем 
такое  Y,  что i f ( J ,  y) — h { X) \ <a >  при y ' ^ Y .  Тогда  при х > Х  
VL у ^ У
f i x ,  y ) - h { X )  =  [f{x,  y ) - g { y ) ] - [ f { X ,  y ) - g { y ) ]  +  [f {X,  y ) - h { X ) ] ,

(2)
\ f {x,  y ) - h { X ) \ < 3 a , ,  1 я ( г / ) - / г ( Х ) |< З с о ,

a  с л е д о в а т е л ь н о ,  е с л и  г/, >  У,  т о

\ g { y i ) - g { Y ) \ < 6 ( ^ .  (3)
П оско л ьк у  со произвольно, g{y )  имеет предел F.

С ледовательно , м ож но взять  такое  У,  что \ g  (у) — F \ ^ a  
при всех у ' ^ У ' .  Е сли  F "  — больш ее из чисел F  и F ' и если 
х > ; Г ,  у > У " ,  то

1/(^, i / ) - g ( y ) l  +  l g ( i / ) - / ^ l < 2 ( o .  (4)
П у сть  у - ^ о о ;  тогда  |/г(л:) — f  | ^ 2 с о  и h { x ) - ^ F .

Н и ж е  при водятся  следствия  д л я  сумм двойны х рядов , д ля  
■сумм бесконечных интегралов  и д л я  повторных интегралов , 
аналогичные следствиям  из 1.111.

Д л я  рядов , если
т п

f { m,  п ) =  2  S  и (г ,  s), (5)
Г = 1 5=1

у с л о в и я  таковы : когда  п ^ о о ,  f { m,  п)  сходится  при любом т\  
ко гд а  т - > - о о ,  / ( т ,  п)  равном ерно  сходится  к  g( n )  при всех/г. 

Если
m X

f { m,  x) =  ^ j  u ^ i D d l ,  (6)
r = l  0

у с л о в и я  т а к о в ы :  и н т е г р а л ы  с х о д я т с я  п р и  х - ^ о о  д л я  л ю б о г о  т ;  
с у м м а  д л я  к о н е ч н о г о  х  с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  п р и  в с е х  х,  б о ­
л ь ш и х  н е к о т о р о г о  Xq. Е с л и ,  н а о б о р о т ,  в з я т ь

X г т
f { m,  х ) =  ^

о Lr = l
dl ,

т о  условия таковы: р я д  сходится, когда  |  и зм еняется  на любом 
конечном интервале; ин теграл  сходится  равном ерно д л я  всех т,  
больш их Шо-



Если у у л
f i x ,  г/) =  I  J  ф (g, Ti) dri =  I  dT] I  ф (g, ti) d^, (7)

TO условия таковы: ин теграл  по т] сходится  на любом интер- 
' вале  по I; второй ин теграл  сходится  равном ерно  при всех у, 
больш их некоторого Y.

1.13. Т еоремы  о средн ем . М ы видели, что непреры вная 
функция на любом отрезке  достигает  своих верхней и нижней 
граней. П усть f {x)  непрерывна при а ^ х ^ Ь  и имеет произ- 

 ̂ водную  f ' {x)  при ' а < х < Ь ,  и пусть f {a)  =  f {b)  =  0,  а в некото­
рой внутренней точке / ( | ) > 0 .  Д а л ее ,  пусть х  =  г\ соответствует 
верхней грани  f ( x )  в интервале. Т а к  к ак  / (т]) ^  /  (I) >  О, то т] 

I не равно ни а,  ни Ь. Д ал ее ,

h^O

: Е сли  h > 0 ,  то f (т] + /г) ^  f (т]), и, следовательно , / ' ( т ] ) ^ 0 .  Если 
: / г < 0 ,  то f  (y] +  h ) ^ f { r \ ) ,  и, следовательно , / ' ( т ] ) ^ 0 .  Эти усло- 
■ ВИЯ совместны только в случае, когда  / ' ( ti) =  0. При этом не 
'треб уется ,  чтобы f ' (х) б ы ла  непрерывна.

Е сли  f ( x )  имеет на интервале  отрицательную  ниж ню ю  грань, 
; то мы получаем  тот ж е  р езультат ,  при м ен яя  доказател ьство  
к — f i x ) .  С ледовательно , если  f {x)  имеет п р о и зв о д н у ю  при  
а < х < Ь  и непреры вна при  а ^ х ^ Ь ,  то п р о и зво д н а я  обра­
щается в н у л ь  меж ду л ю б ы м и  д в у м я  н у л я м и  f {x}.  Р е зу л ь т а т  
этот известен под назван ием  теоремы Р о л л я .

П усть с, d  —д в а  произвольны х значения  х ,  такие, что f i x )  
непреры вна при c ^ x ^ d  и имеет производную  при c < x < d \  
рассм отри м  тогда  функцию

х  — с
Т -

g i x )  =  f  ix) - f i c ) -  [/ id) -  f  ic)].

О на о б р ащ ается  в нуль при х  =  с и x  =  d. Ее  прои зводн ая  об­
р ащ ается  поэтому в нуль при некотором х  м еж д у  c a d ,  с к а ­
ж ем  при х  =  г]; тогда

f ( d ) - f ( c )
d  — c

Таким образом,
f i d ) - f i c )  =  i d - c ) r i y ^ ) .

где с <  Т1 <  rf. Это теорема о среднем  д л я  производной. Геоме- 
трический смысл ее следую щ ий: возьмем произвольную хорду.



соеди няю щ ую  две точки гладк ой  кривой, тогда в некоторой 
промеж уточной точке к а с а т е л ь н а я  п а р а л л е л ь н а  этой хорде.

Н аиболее  важ н о е  прилож ение: если  f ( x )  непреры вна при  
а ^ х ^ Ь  и f ' ( x)  =  0 п р и  а < х < Ь ,  то f {x)  постоянна на {а, Ь). 
В сам ом  деле, f  (х) -  f  (а) =  { х - а )  f '  ( |) , где а  <  | <  х; но / '  ( |)  =  О, 
следовательн о ,  f {x )  =  f {a) .  О тметим  недостаточность условия 
/'(л:) =  0 почти всюду. И звестна  функция, непреры вная  на (О, 1), 
с производной, почти всю ду на (О, 1) равной нулю, и непо­
сто ян н ая  на (О, 1). Д остаточно, однако, чтобы f ' {x)  =  0 всюду, 
кроме конечного числа точек, в которых f  (х) непрерывна.

X

Е сли  f ( x )  непреры вна  и f  (д:)= J f ( u ) d u ,  то

Е сл и  G' {x)  =  f {x) ,  то F{ x )  — G{ x )  яв л яется  непрерывной функ­
цией с производной, всю ду равной  нулю, следовательно , эта 
функция постоянна . С оответствую щ ая  теорем а, в которой д ан а  
л и ш ь  интегрируемость f {x) ,  приведена в 1.103. К а ж д у ю  из этих 
теорем мож но исп ользовать  д л я  проверки справедливости  ме­
тода  интегрирования, согласно которому сн ач ала  ищется ф унк­
ция с производной, равной  f {x) .  Д ругое  следствие полезно 
в некоторых случаях ,  когда  нуж но узн ать  производную  в точке 
х  =  а,  но вычислить ее почему-либо трудно (например, из-за 
того, что интеграл  или ряд , представляю щ и й  ее, не сходится). 
Если f i x )  непреры вна и /'(л;) сущ ествует  всюду, кроме, быть 
м ож ет, X =  а,  то

где О < 0 < 1 .  П усть теперь h  стремится к  нулю, тогда если 
л е в а я  часть стремится к пределу , то этот предел  равен f ' {a).  
Но если f ' ( x )  стремится к  пределу , когда  х  стремится к а, 
то к этому пределу  стрем ится  п р а в а я  часть, а л ев ая  часть, 
будучи р авн а  правой , имеет тот ж е  предел. С ледовательно, 
если  f {x)  непреры вна и f ' (х) имеет предел  при  х, стремяи^емся 
к а, то f ' {a)  существует и р авна  этому пределу .

Если -^ [ / (а + /г) — /  (а)] имеет предел  при / г - > 0  по п о л о ж и ­
тельным значениям , то этот предел  м ож но н азв ать  п р о и зво д ­
ной f i x )  справа  в точке а и обозначить  через f ' {a +  ). П о сл ед ­
нее д о казател ьство  т а к ж е  годится  д л я  того, чтобы показать , 
что если f i x )  непрерывна сп р ава  в точке а и f ' i a  +  h) имеет 
п редел  при /г - > 0  по полож ительны м  значениям , то f ' {a  +  ) су­



щ ествует  и равн а  этому пределу. Аналогичным свойством об­
л а д а ю т  производные слева .  У тверж дение  о том, ч т о / ' ( а )  сущ е­
ствует, эквивалентно  утверж ден и ю  о сущ ествовании и равенстве  
П а  +  ) и П а - ) .

1.131. Первая теорема о среднем  для интегралов. Если для  
всех X ,  таких , что а ^ х ^ Ь ,  m ^ f ( x ) ^ M ,  то

ь
m ( f e - a X  J  f { x ) d x ^ M { b - a ) ,

а
И, следовательно ,

ь
f  {х) d x  =  N  (Ь — а),

где N  такое , что т < Л ' < У И .  В частности, если f {x )  непре­
рывна, то сущ ествует  такое  что f { l )  =  N  и 

ь
f i x )  rfx =  (6 -  я) /  (I).

1.132. О бобщ ение первой теоремы о среднем . Ч тобы полу­
чить теорем у Т ейлора , нам понадобится  специальное обобщ е­
ние первой теоремы о среднем; а именно если g ( x ) ^ 0  при 
а ^ х ^ Ь  и m ^ f  { х ) ^ М ,  то

ь ь ь
т  g { x ) d x < ,  f ( x ) g ( x ) d x ^ M  j g ( x ) d x .

• J J
a a a

Это м ож н о переписать  в виде

J f { x ) g { x ) d x = -

N  g  {х) d x  { m ^ N  ^  М),

f ( l ) j g ( x ) d x

последнее верно при некотором | ,  если f {x)  непрерывна.

1.133. Теорема Тейлора. П усть f {x )  имеет производные 
до « -Г 0  порядка;  обозначим п-ю производную  через (х ) .  Р а с ­
смотрим функцию

g  (X) =  /  ( X )  -  /  (0) -  хГ (0) -  ij-  /" (0) -  . . .  -  (0).



Д иф ференцируя  п оследовательно  ( п — 1) раз ,  находим , что^(л ;)  
и ее производны е до ( д — 1)-го п о р яд к а  о б р ащ а ю т с я  в О при 
X =  0. К ром е того,

Рассм отри м  теперь интеграл

П—\ in).

где п р ед п о л агается  ограниченной и интегрируемой. (По*
чему вы бирается  такое  вы раж ени е , вы ясняется  при обсуж дений 
операционны х методов.)

П овторны м интегрированием  по ч астям  находим

+

+
f { х - и ) "  2 Л—1

(« -2 )1

+ r ~ " { u ) d u = -

. . .  -  (0) ^  х Г  (0) +  J f  (и) du  =  g  {х).

С ледовательно ,

/ W - / ( 0 )  +  4 ' ( 0 )  +  | - r ( 0 )  +

Г и - и ) " - '

Это точная ф орма теорем ы  Т ейлора. Не требуется , чтобы f " \ u )  
б ы л а  непреры вна. Если т  и Л1 — н и ж н яя  и верхняя  грани 
/*"^(«) при то, поскольку

Г ( х - и ) " - '  , х"
( « -  1)! ге! ’

ин теграл  в ф орм уле Т ейлора  л еж и т  м еж д у  т х'Чп\  и Мх"/п1  
С ледовательно , он р авен  Л^л:"/л!, где ^ М .  Если д а л е е



непреры вна, то най дется  значение 0л: ( 0 < 9 < 1 ) ,  при ко­
тором она равн а  N.  И н тегр ал  м ож н о тогда  зап и сать  в виде

" tin)
п\ Г  т .

О статочный член запи сан  здесь в форме Л а г р а н ж а .  Ф орм а 
требует  лиш ь интегрируемости /г-й производной.

Д р у г а я  ф орма остаточного члена, п р и н а д л е ж а щ а я  Кош и, 
получится, если зам етить , что в случае, когда  f ^ \ u )  неп реры вн а , 
сущ ествует  0, такое, что О ^  0 ^  1 и

X

(х -  (и) d u ^ x i x -  Oa:)"-' (0л:).

Это равенство  вы текает  из первой теоремы  о среднем д ля  
интегралов; отсю да остаточный член м ож н о зап и сать  в виде

^ ( 1 - е Г Т ( 0 х ) .(/г-1)!

Мы увидим , что приведенные формы теоремы Т ей лора  не 
п р ед п о л агаю т  сходимости бесконечного ряда .  О днако  их широко 
использую т при д о к а за т ел ь с т в е  сходимости (пок азы вая  с их 
помощ ью , что остаточный член стремится к нулю д л я  больш их п) 
и при оценке ош ибки, возм ож н ой  д л я  задан ного  конечного 
числа членов.

1.134. Вторая теорем а о среднем  для интегралов. Выведем
с н а ч а л а  простое следствие из лем м ы  А беля  д л я  интегралов.
Пусть f {x )  интегрируем а в ин тервале  {а, Ь), а ф(л:) имеет 
ограниченную  вариацию . П усть Р  (х) и (х) — п о л о ж и тел ьн ая  
и отр и ц ател ьн ая  вариаци и  ф(л:) в (а, х),  и пусть м аксимум 
из Р{Ь)  и N  (Ь) равен со. Тогда со — Р (х )  и (£> — М{х)  у д о в л е ­
творяю т условиям , налож ен н ы м  на v (х) в лем м е А беля , и

X

если h,  Я  — н и ж н я я  и верхняя  грани f { t ) d t  при а ^ х ^ Ь ,  то
• '

ь ' .
со/г <  f [со — Р  (х)] /  (х) d x  <  (оЯ, (1)

ь
(i)h [а — N{ x ) ] f  {х ) с1х ^ ф Н.  (2)

7  Зак. 231



Вычитая, получаем

f  (х) [ф (;с) -  ф (а)] d x (3)

С ледовательно , f { x ) ^ { x ) d x  м ож но приближ енно  заменить

на ф (а) f { x ) d x \  ош ибка, которую мы при этом совершим,
а

оценена сверху. Этот р езу л ьтат  особенно важ ен  в теории рядов  
и интегралов  Фурье.

П од второй теоремой о среднем обычно п о д р азу м ев аю т
одну из следую щ их теорем.

Ф орм а Боннэ: если  ф(л:) полож ительна и не возрастает при  
а ^ х ^ Ь ,  то существует т] из  а ^ г [ - ^ Ь ,  такое, что

■П h

Ф (а) J  f  (л:) rfx =  I  /  (ж) ф (х) dx.  (4)
а а

Ф орм а дю Б у а -Р а й м о н а :  если  ф(д:) монотонна при  а ^ х ^ Ь ,  
то существует |  из  такое, что

ь I ь

f  (х) ф (.t) йд: =  ф (а) J  f  (х) d x  +  qi{b) j  f  (л:) dx .  (5)
а а I

Обе теоремы легко вы водятся  из лем м ы  А беля, однако , как  
отм ечает  Бром вич [14, стр. 426 и 427], они не несут информации, 
которая  не со д е р ж а л а с ь  бы в самой лем м е, поскольку в них 
не у казы в ается  способ оценки |  и т] и они менее информативны, 
чем приведенная  выше ф орм ула  (3) (см. прилож ение к гл. 1).

1.14. Бесконечные прои зведени я . Если

П «  =  (1 +  « i ) ( l  +  «з )  . . .  (1 +  а „ ) ,  (1)

то предел П „  при п, стрем ящ ем ся  к бесконечности, если он
существует  и не равен нулю , обозн ачается  через

П  (1 +  Я/г); (2)

$ этом случае  говорят, что бесконечное произведение сходится. 
Оно равно нулю, если любой из м нож ителей  — нуль. (В по­



следнем случае  часто говорят, что произведение сходится  
к н у л ю ,  чтобы отличить его от такого  произведения, как

которое стремится к нулю, хотя все сом нож и тели  отличны от 
нуля. П ро такие  произведения, к ак  последнее, говорят, что они 
расходятся к нулю .)

Теория сходимости бесконечных произведений тесно с в я за н а  
с теорией сходимости д ля  бесконечных рядов. Д ействительно, 
если все а„ полож ительны  или если все они отрицательны , то 
д л я  сходимости п роизведения  (2) н еоб ходим о  и достаточно, 
чтобы с х о д и лс я  ряд  ’̂ а ^ .  И меем

5„ =  1 п П «  =  2 1 п ( 1 + а , ) .  (3)
I

Ясно, что ни П ( 1 + « п ) .  ни не могут сходиться  без того,
чтобы а „ - * 0 .  П оэтом у  мы долж н ы  рассм отреть  только случай 
а „ -> 0 . '  В этом случае

1п(1+а„)
ап

С ледовательно , отнош ения соответствую щ их членов двух 
рядов  S l n ( l + a „ )  и ограничены, и эти ряды  сходятся
или нет одновременно. Но если S„ имеет предел S ,  то 
имеет предел  е^, и наоборот, если Ц „  стремится к пределу, 
отличному от оо и О, то тож е стремится к пределу; у твер ­
ж дение  д оказано .

Если а„ не все одного зн а к а  и сходится, то легко
показать ,  что П (!+««) сходится. Если 2|а«1 не сходится, 
но а „ - > 0 ,  то мож но вы брать га так , что при п > т

1 п ( 1 + а „ )  =  а „ - у  Я Х .

где c < \ K „ \ < d ,  а с и d  фиксированы; аоэтом у  если схо­
дится  и условно сходится , то и  (1 + а „ )  сходится.

Д о казател ь ств о  не проходит д л я  такого  произведения, к а к  
П fl+{-1)"//« 1- Здесь  сходится, а нет. Л егко
д о казать ,  что у казан н о е  произведение не сходится.

1.15. Условие Л и п ш и ц а .  Если д л я  данного  х  и д л я  всех 
удовлетворяю щ и х  неравенству  — , t | < 6 ,

\ f i l ) - f ( x ) \ < A \ l - x r ,



где Л и а  не зави сят  от |  и а > 0 ,  то говорят, что f ( | )  у д о вле ­
творяет  при 1 =  х  условию Л и п ш и ц а  порядка  а. Если /(g) 
удовлетворяет  условию Л и п ш и ца, то она непреры вна  при 
i  =  x; если она у довлетворяет  этом у условию  при всех х из 
о тр езка  а ^ х ^ Ь ,  то она непреры вна при а ^ х ^ Ь .  Но д а ж е  
при а = 1  функция не о б язан а  быть дифференцируемой или 
иметь ограниченную  вари ац и ю . Н апри м ер , полож им

/(0 )  =  0, / ( х )  =  A rs in g .

Э та  функция удовлетворяет  условию Л и п ш и ц а  п оряд ка  1 д а ж е  
при л: =  0; однако  она не явл яется  диффере'нцируемой при х  =  0 
и не явл яется  функцией ограниченной вариаци и  ни в каком  
интервале, со дер ж ащ ем  л: =  0. Ф ункция | л: | у довлетворяет  у сл о ­
вию Л и п ш и ц а  п орядка  1 при л: =  0 и в лю бом ин тервале  имеет 
ограниченную  вариаци ю . О д н ако  она не диф ференцируема при 
х  =  0.  В ряде теорем об н ар у ж и вается ,  что условие Л и п ш и ц а  
я в л яется  достаточным, в то время к а к  требовани е  неп реры в­
ности недостаточно, а условие дифференцируемости достаточно, 
но не явл яется  необходимым.

Если в точке х  удовлетворяется  условие Л и п ш и ц а  п оряд ка  
а > 1 ,  то, очевидно, /'(л:) =  0. Если это условие выполняется  
в каж до й  точке ин тервала  д л я  некоторого а > 1 ,  то f ' ( x)  =  О 
на  всем интервале. С ледовательно, /  (л:) — константа; тем самым 
интерес п р ед ставл яет  только случай 0 < а ^ 1 .

В аж н ы й  класс  функций составляю т функции f ( x ) ,  у д о в л е ­
творяю щ и е  условию Л и п ш и ц а  п о р яд ка  1 равном ерно на (а, Ь)\ 
имеется в виду, что существует  т а к а я  кон стан та  А,  что 
I /(хг) — f (a î) ЛI ^2 — X, I д л я  всех х,, х^ из (а, Ь). Ясно, что 
в этом случае  f ( x )  у довлетворяет  обоим условиям : непрерывна 
и имеет ограниченную вариаци ю . О на не о б язательн о  диффе­
ренцируем а во всех точках  {а, Ь), к ак  видно на примере 
f(x)  =  | x |  при X в интервале  ( —1, 1). М ож н о д о к азать ,  однако, 
что f i x )  имеет производную почти всюду и явл яется  интегралом 
Л е б е г а  от ограниченной функции. Это утверж ден и е  является  
частным случаем  п р и н а д л е ж ащ е й  В. и Г. Ю нгам  [15] довольно 
трудной теоремы о том, что функция ограниченной вариации 
имеет  производную почти всю ду*).  У казанны й выше сп ец и аль­
ный случай эквивалентен  утверж ден ию  о том, что кри вая  
конечной длины почти всюду имеет касательную ; элем ентарное  
д о казател ьство  этого ф акта  д а л  Бези кович  [16].

*) В классе всех непрерывных функций это неверно.



1.16. Н еравен ство  К о ш и * ) .  Если а , ,  а„, 6,, —
произвольны е числа, то

{а \ +  . . .  +а^г^{Ь\ +  . . .  + 6 2 ) - ( а , 6 ,  +  . . .  + a j ) ^ ^ = ( a ^ b ^ - a ^ ; f + . . . .

Э то  равенство яв л яется  обобщ ением то ж д ества  Л а г р а н ж а .  
Т аки м  образом ,

п п /  п  \2

1 I V 1 '̂ 7

Э то  соотношение н азы вается  неравенством  Коши. И з  него сл е ­
д у ет ,  что если ф (х) и -ф {х) — две  функции, то

(х) d x  г|з̂  (х) d x  > ф(л;)г1)(л:) d x

Э то  неравенство  Ш в ар ц а .  В частности, если г |)= 1 ,  ф(х) =  
=  I / W I .  то

{ Ь - а )  f { x ) d x >

Точно так  ж е  при п =  2 если Ь\ +  Ь \ = \ ,  то (а ,6 , +  ^
^  +  а\.  Все эти и сходные неравен ства  н аход ят  многочислен­
ные применения.

П Р И М Е Р Ы
I  .

1. Какие из аксиом поля, сформулированных в 1.01, не выполняются 
для 1) множества всех целых положительных чисел, 2) множества, состоя­
щ его из О и всех корней квадратных из целых положительных чисел?

2. Один студент (разумеется, не из К ем бридж а) будто бы отыскал такой 
маршрут из дома на лекции и обратно, который и туда и назад идет под 
гору. Какой аксиоме это противоречит?

3. Если Sra^Srt - i ,  если для каждого т  сущ ествует такое я,
что tn >  Sm, и для каждого т  сущ ествует такое р,  что Sp >  tm,  и если {*«}
ограничена, то {tn) сходится к тому ж е пределу, что {««}.

2
4. Доказать, что если Оо =  3, 0 ^ + 1  =  3 -------- , то а п -> 2 . Показать графи-йп2

чески, используя кривые г/ =  3 ------ , г/=  х, что последовательность {а«} им еет

предел, равный 2, при всех значениях Оо, кроме «о “  1. (Разреш ается, чтобы 
принимали бесконечные значения.) (I.C., 1938.)

5. Если Sn+i =  y  2sn +  а , где Si и а положительны и берется положи­
тельное значение квадратного корня, то при п, стремящемся к бесконеч­
ности, Sn стремится к пределу, равному I +  У^а +  I . Доказать. (М. Т., 1940.)

В русской литературе Коши — Буняковского. — Прим. ред.



6. Доказать, что при фиксированном s >  1 и при п - > о о

V=1

стремится к пределу; если этот предел равен ф (5), то

о <  ф (5) +  у ^ < 5 - 1 .  (М. Т., 1938.)

7. Показать, что положительный корень уравнения
+  4х: -  1 =  О

можно найти, рассматривая сходящ ую ся последовательность
1

'  F T T  •х1 +  4

Определить четыре десятичных знака этого корня. (I. С., 1937.)
8. Решить следующ ие разностные уравнения

1) г/га+1 - П г /п + '/г г - 1  =  0, где уо =  0, ( / i = l ,
2) у п+,  +  5уп +  2гп =  0, г „ + , +  2г„ +  2i/„ =  0. (I. С., 1941.)

9. Выразив s i n  m0 и sh mu  через экспоненты, доказать тож дество
on

s in  т 0  V  s in  0  /  ^  л  о  - ч
/  1 —i   /  J "Г- / п  п -----------г г  (и >  о, 0 — действительное).s h m u  ^  ch( 2r t — l ) t t “ c o s 0  '

т ~ \  п =  \
(М. т., 1938.)

10. Если f i x )  равна О при иррациональных х и равна 1 при рациональ­
ных X, то xf (х) непрерывна при х  — 0 (и нигде больше не является непре­
рывной), а x^f (х) дифференцируема при х  =  0 (и нигде больше не является 
дифференцируемой). Доказать.

11. Доказать, что при а  ̂ ф  1
П — \

1 - q2« Т Т Л  „ ГЯn ( l - 2 a c o s ^ - f a ^ ) .1 —

Г=1

Пусть а действительно; доказать, что 

я

1п (1 —2 a c o s x - \ -  а^) rfjc =  О 
о

при | а | < 1 ,  и найти значение этого интеграла при | а | > 1 .  (М. Т., 1939.)
12. Доказать, что сумма ряда

1^1 , U I  , U I  ,
1 + U I  ( H - U | ) 2  (1+| ;с | )3  • ••

сущ ествует при всех действительных х, но является разрывной функцией. 
(М. Т., 1938.)



13. При каких значениях х  каждый из следующ их рядов равномерно 
сходится?

•••  + - ^ )  sin  ил:. (М /с, 1П, 1928.)
1

14. Д оказать, что

и получить аналогичные ряды для In а, где а — натуральное число. (Указание; 
использовать признак Абеля для равномерной сходимости.) (М /с, III, 1930.)

15. П оказать, что для положительных п

И т х { — ,—  + ----------------- . . .  +  — У = 1 п ( 1 + х ) .  (I. С., 1938.)
п->оо \ п  +  х п +  2х п +  п х )

■ 16. Доказать, что биномиальный ряд

■S-
1 +  п ( п + \ )  . . .  (п +  г - \ )

Г = 1

сходится при | х |  <  I и неограничен при | л ; | > 1 .  Доказать далее, что 
1) если х = \ ,  то ряд сходится при и ^ О  и неограничен при ге >  О, 2) если 
х =  — \ , то ряд сходится при и <  1, неограничен при п >  I и осциллирует 
при /г =  1.

17. Показать, что ^  “« сходится, если | Un I*''” <  k <  1 при п >  т.  При­
менить это правило к рядам

„ _ 9 - 2 п ,, _ q-2«-1

Устанавливает ли сходимость этого ряда правило 1.П7? Если нет, то как 
это правило нуж но обобщить, чтобы из него следовала сходимость?

18. Показать, что ряд
оо оо

V  V   ̂+ 'n 
2 и  L i  (/2 +

1 1

сходится или не сходится в зависимости от того, какое из неравенств спра­
ведливо: s >  ^/2 или (М /с, III,  1932.)

19. Для двух рядов
ОО ОО

г  =  2  2""
1 1

найти, как велико долж но быть п, чтобы ошибка, возникающая при замене 
ряда п-й частичной суммой, оказалась 1) <  0,005, 2) <  0,0000005.

20. Доказать, что ряд
1

п (1п п)Р

сходится при р  >  1 и стремится к бесконечности при р ^ 1 .



Вывести отсю да, что если

u n > 0 ,  ------
« л - 1  \ « л - 1 /

In п
. \ « л - 1 /

■k >\ .

то ряд 2  «л сходится.
21. Исследовать сходимость ряда

1 + ах  , а { а +  2) а (а +  2) (а +  4) ,  ,
^  "Г . ,—1\ / , , г»\• + 6( 6  +  1) 6 ( 6 + 0 ( 6  +  2)

при положительных а, 6, х.  (I. С., 1944.) 
22. Показать, что

1 + 2у
х +  . . .  +

а  (а +  1) . . .  (а  +  га -  1) Р (Р +  1) +  (р +  га — 1)
r a ! Y ( Y + l )  •••  (Y +  « - 1 )

х"+  ...

сходится, если О ^  л: <  1 и если х — I и у > «  +  Р-
23. Доказать, что произведение двух функций, интегрируемых по Риману, 

есть функция, интегрируемая по Риману.
24. Д оказать результат 1.104 с помощью интегрирования по частям.
25. Пусть

1

доказать, что

26. Пусть

+  1 ’

f i x )

N

= v
n—Q

an cos Xnxn, g ( x ) -

N

V
n=0

an cos (ЯлХ +  1 ) « ,

где an и Л,г — действительные числа. Доказать, что если одна из функций;

m +  1 тf (х) или g  {х) не обращ ается в нуль на интервале

(где т  — натуральное число), то другая имеет по крайней мере один нуль 
внутри этого интервала. (М. Т., 1938.)

27. Доказать, что

dx х - у
{х + уУ dy = -  -5-, dy

28. Исследовать сходимость бесконечных произведений ( 1 + « л ) .  если 

( -1 )"  . ( - 1 ) "1) Un = Л 2) « л  =
in (га+ 1) •

(М /с, III,  1928.)



29. Рассмотреть f  (x) =  V x c o s { \ l x ) ,  g  (jc) =  > ^ s i n  (1/л:) и показать, что 
непрерывность f (х) и g  (х) не достаточна для существования интеграла

I

f ( x ) d g { x ) .
х=0

30. Пусть f (х) имеет производные вплоть до (га— 1)-й при — а <  х  <  а 
и (0) сущ ествует. Доказать, что

П
f(x) = f{0) + ^ f ^ n  ( 0 ) ^  +  о(л:«).

31. Пусть при f { x )  имеет производную f ' (х); тогда если
f  (а) < р  <  /' (Ь), то имеется такое что а <  |  <  6, и f  (g) =  р [/' ( |)  не 
предполагается непрерывной].

32. Пусть (а:) — неубывающие функции х  на (а, Ь) или ( — <х>, оо) и 
равномерно ограничены по п, а также И т f n{x)  =  f (х). Доказать равно-

П-̂ ОО
мерную сходимость в любом интервале, не содерж ащ ем  разрывов f {х).
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  К Г Л А В Е  1

1.116a. Т еорем а об ограниченной сходимости . С н а ч а л а  нам 
пон адобятся  несколько определений. Д л я  лю бого  конечного 
м нож ества  1 неп ерекры ваю щ ихся  ин тервалов  обозначим ч е р е з ’/ /  
сум м у  их длин. Д л я  бесконечного м нож ества  /  ин тервалов , 
располож ен ны х  внутри (а, Ь), обозначим через II  верхнюю 
гран ь  сумм д ли н , взятую  по всем подм нож ествам  / ,  состоящим



И З конечного числа интервалов  * ) .  Если Е  — некоторое множ ество  
точек из (а, Ь), то дополнительное множ ество  С Е  определяется  
к ак  множ ество  точек (а, Ь), не п р и н ад л еж ащ и х  Е.  Д ополнение 
к конечному м нож еству  зам кн уты х  неп ерекры ваю щ ихся  интер­
валов  состоит из конечного числа откры ты х неп ерек ры ваю ­
щ ихся интервалов. Если все точки £ [  явл яю тся  точками 
мы пищем E i C : E 2 (читается: Ei  п р и н адл еж и т  f j ) .

Л е м м а  1. Е с л и  I  — множество н еп ер екр ы ва ю щ и хся  интер­
в а л о в ,  п р и н а д л еж а щ и х  {а, Ь), и 6 — пр о и зво льн о е  {как угодно  
м алое)  полож ительное число, то существует конечное множе­
ство J интервалов из I , такое, что II  ^  IJ >  II  — Ь. Это с р азу  
следует  из того ф акта , что II  яв л яется  верхней гранью  IJ по 
всем конечным множ ествам .

Л е м м а  2. Е с л и  вы п о лн ен ы  у с л о в и я  п р ед ы д ущ ей  л е м м ы , то 
существует конечное множество замкнут ы х интервалов К, п р и ­
надлеж ащ ее I  и такое, что 1 К > И  — 26.

В самом деле, пусть J из лем м ы  1 состоит из m и н тер ва ­
лов. Д л я  лю бого ин тервала  (а^, р,-) из J, такого, что р,- — >
>  6 / т ,  определим интервал  из К  следую щ им  образом : возьмем 
зам кнуты й и н тервал  (а, +  6 / 2 т ,  — 6/2/п). Т акое  м нож ество
ин тервалов  К  о б л а д а е т  требуем ы м  свойством.

М нож ество  /  явл яется  объединением  К  и другого м н ож ества  
неп ерекры ваю щ ихся  интервалов  К ',  такого, что II  =  1К +  1К'.

Л е м м а  3. Пусть {/„} — последовательность множеств непере­
к р ы ва ю щ и х с я  интервалов, п р и н а д л еж а щ и х  {а, Ь), такая, что 
1 п ^ 1 п - \  и ни одно X  из {а, Ь) не принадлежит всем  /„. Т огда  
/ / „ - > 0 .  По зад ан н о м у  6 > 0  м ож н о найти п р и н а д л е ж ащ е е  /„  
м нож ество  Кп> состоящ ее из конечного числа зам кн уты х  интер­
валов  и такое, что / / ( „ > / / „  —2 “ "б. М нож ество  точек /„, не 
п р и н а д л е ж ащ и х  /(„, обозначим через Кп. Пусть L„ — множ ество  
точек, общ их д л я  К\, /Сг. Кп- Тогда  к а ж д а я  точка /„  
явл яется  точкой 1\, 4 ,  . . . ,  /„  и, следовательно , либо точкой L„, 
либо точкой по крайней мере одного из множ еств  /Сг, . . . ,  /Си. 
Значит, l I n ^ l L n  +  1К'\ +  . . .  Л-1Кп<1Еп +  Ь. С ледовательно , 
состоит из конечного числа неп ерекры ваю щ ихся  зам кн уты х  
интервалов  (и, следовательно , замкнуто)

L „ c = L „ _ |  и l L „ > l I „ - 6 .

Т ак  к ак  н и какая  точка (а, Ь) не п ри н адлеж и т  всем /„, то 
к а ж д а я  точка п р и н адл еж и т  некоторому С /„, а следовательно ,

*) Предполагается, конечно, что /  состоит из неперекрывающихся интер­
валов. — Прим. перев.



И некоторому CL„, поскольку СУ„ с :  CL„. О на  не м о ж ет  быть 
концевой точкой ни д л я  какого  ин тервала  из CL„, потому что 
концевые точки CL„  являю тся  одновременно концевыми точ­
кам и Ln и, следовательно , п р и н а д л е ж а т  L„, поскольку 
зам кнуто . Значит, д л я  каж дой  точки х  из (а, Ь) найдется  
такое  п, что х  л еж и т  внутри некоторого ин тервала  из CL„. 
Рассм отрим  м нож ество  всех таких  интервалов . По теореме 
Гейне — Б о р е л я  сущ ествует  конечное число ин тервалов  di, 
d.2 , . . . ,  dk (каж ды й из которых есть часть некоторого CL„), 
которые покры ваю т (а, Ь). П усть часть CL„^, и пусть п^ — 
наи больш ее  из чисел л,, Т ак  к а к  C L „ c : C L „ + i ,  то CL„„
вклю чает  все d '̂, следовательно , CLn„ — это весь и н тервал  (а, Ь), 
и Ln пусто д л я  всех О тсю да =  I I „ < Ь  при всех

П оскольку  б произвольно, И п -^ О .

Л е м м а  4. Пусть fn{x)  неотрицательны и интегрируемы на
{а, Ь), [ „ { х ) < М  при всех  х  и п и f n ( x ) - > О при  всех  х. Т огд а  

ь
f„(x)  d x - > 0 .  Д л я  ка ж д о го  п  произведем  такое разбиение  {а, Ь),

а
чтобы соответствую щ ая н и ж н я я  и н тегральн ая  сум м а (см. 1.101) 

ь
о тл и ч ал ась  от f n i ^ )  меньш е, чем на  1/«. В к аж д о й  точке

а
разби ен и я  полож им §„(д:) =  0, а в к аж д о м  частичном ин тервале  
разби ен и я  возьмем gn{x)  равной ниж ней грани  /„ (х )  по точкам  
этого и н тервала . Тогда

ь
f n ( x ) >  g n { x ) > 0 - ,  0 <  f i f n i x ) - g n { x ) } d x < j - ]

J  ft,
a

gn ( x ) - * 0 .

п р и  задан ном  e > 0  обозначим через /„  м нож ество  всех х, 
где  g p { x ) > e  хотя бы д л я  одного р > п .  Внутри лю бого  ин­
те р в ал а ,  построенного д ля  fp.(x), функция gp{x)  постоянна; 
следовательно , g p { x ) > e  во всем частичном интервале, если она 
больш е е в одной точке. Таким образом , /„  — м нож ество, со­
стоящ ее  из н еп ерекры ваю щ ихся  ин тервалов , и /„  с= Ни
одно X не п р и н адл еж и т  всем /„ ,  иначе ок азал о сь  бы, что 
f p i x ) " ^  g p { x ) > E  д л я  бесконечной последовательности  з н а ­
чений р  и последовательность f„{x)  не стрем и лась  бы к 0. 
С ледовательно , /„ удовлетворяет  условиям  леммы  3 и I I„ - ^ 0 .  
Возьмем  По, т ак  чтобы при л ^  «о выполнялось неравенство



11п<Ь. Т огда  при / г ^ П о  
ь

J  gn{x)  d x  <,,г{Ь — а — Ь) +  Мб,

f A x )  d x ^ e { b - a - b )  +  M6  +  - .

Н о е, б и 1/rt м ож но взять  произвольно м алы ми. С ледовательно , 
л е м м а  д о к а за н а .

Теорема. Е с л и  f„{x)  интегрируемы на  {а, Ь), | / „ ( х ) | < Л 1  и
ь ь

fn (х) f  {х), где  /  (х) интегрируема, то J /„ (;с) d x - >  j  f  (х) dx .
а а

В озьм ем  hn{x)  =  \ f n{x)  — f {x) \ .  Т огда  Л„(л:) у довлетворяет  уело-
ь

ВИЯМ лем м ы  4, и, следовательно , J (х) d x 0.  Но

f n ( x ) d x -  f { x ) d x <  \ L i x ) - f { x ) \ d x ,

о ткуда
b ь

/„ {х) rfx -> J  / (х) dx.
а а

X  X

С ледует  отметить, что I f ^ { u ) d u - >  I f { u ) d u  равном ерно  н а
а а

(а,  Ь).
П риведенное выше д о казател ь ств о  — одно из трех  (кое-где 

п ер есекаю щ и хся)  д о казател ьств ,  предлож ен н ы х  нам  Безико- 
вичсм. Н езависим ое  д о казател ьств о  д а л  Смитсис.

В качестве  иллю страци и  возьмем /„(л:) =  0 д л я  всех и р р а ­
ци он альн ы х  X  из (О, 1). Е сли  X  р аци онально  и равно  m/fe 
(где m/fe — н есок рати м ая  дробь), полож им  / „ ( x ) = l  при n =  k п 
/„ (х )  =  0 при п ф к .  Тогда  f„ { x ) -> 0  всюду, и

1 1
lim /„ {х) d x =  j  \im f ^ ( x ) d x .

О д н ак о  в лю бом  и н тервале  по л: и д л я  лю бого п  най дутся  
раци он альн ы е  дроби , знам ен атели  которы х превосходят  /г;



следовательно , f n( ^)  ни в каком  интервале  по х  не стремится 
к нулю  равном ерно. П ричина, по которой в д о к а за т ел ь с т в е  
были использованы  нижние суммы (вместо того чтобы, как  
обычно, исп ользовать  верхние суммы), состоит в том, что 
верхние суммы не при водят  к определению  м н ож ества  интер­
валов  /„ ,  которые о б л а д а л и  бы нуж ны м и свойствами.

1.134а. Н аи более  важ н ы м и  явл яю тся  при лож ения  к инте­
гр ал ам  вида

ь
c o s t x ,  sin t x ] v { x ) d x { b >  а).

где  t — б ольш ое полож ительн ое  число. П р е ж д е  всего отметим, 
что если про функцию v{x )  известно только, что она огр ан и ­
чена, с к аж ем  \ v { x ) \ < A ,  то у ж е  тогда  (и без применения 
лем м ы  А беля) м ож н о у тв ер ж д ать ,  что

e~*’‘v {х) d x <
Ае —ta

(1)

Б е з  дополнительны х ограничений нельзя  у т в е р ж д а т ь ,  что 
ь

[cos t x,  sin tx] V (x) d x  =  0  ( y  j .

О д н ако  если и (jc) у д о влетво р яет  ни ж еследую щ и м  условиям , то 
м ож н о д о к а за т ь  последнее утверж ден и е ,  а кроме того, вывести 
р езультат ,  зам ен яю щ и й  (1) в случае  несобственного и н теграла .

а) Если t п олож ительн о  и f { x ) d x < М  при

то е~ ‘’‘ у д овлетворяет  условиям , налож ен н ы м  на v{x )  в лемме 
А беля , и мы имеем

(2)

б) Если t полож ительно, а функция v (х) неотриц ательна , 
о гр ан и ч ен а  и не возр астает  при а ^ х ^ Ь ,  то

c o s tx  dx sin t x d x



Отсю да, п олагая  в лем м е А беля  f  (х )  =  c o s t x  или s i n /л:, имеем 
ь

c o s t x v ( x )  d x

sin t x  V (x)  d x

( 3 )

b ) Пусть t полож ительно, п олн ая  вар и ац и я  v ( x )  на интер­
вале  a ^ , x ^ b  равн а  V,  a п о лож и тельн ая  и отри ц ательн ая  
вариаци и  v{x)  на (а, х)  равны Р{х)  и N (х).  Тогда

v{x )  =  v{a)  +  P { x ) - N { x ) ,
■ v{x )  =  v (а) +  [Л̂  {Ь) -  N  (л:)] -  [Р (Ь) -  Р  (л:)] +  Р (Ь) -  N  (Ь),

v{x)  =  v ib) + [Л/ (Ь) -  М  (х)] -  [Р (Ь) -  Р {х)1

Зд есь  и (6) — константа. N{ b )  — N{ x )  и Р{Ь)  — Р{ х )  уд овлетво­
ряю т условиям , н алож ен ны м  на v (л:) в лемме Абеля, и пре­
вр а щ а ю т ся  в Л^(й) и Р{Ь)  при х =  а . О тсю да

ь I

c o s t x v { x )  d x < ^ [ l y ( 6 ) |  +  y V (6 )+ P (6 ) ]  =  | - [ | a ( 6 ) H - l / ] ,  (5)

s in /A : u  (jc) d x (6)



СКАЛЯРЫ И ВЕКТОРЫ

Мораль здесь такова: 
позаботься о смысле, 
а звуки позаботятся  
о себе сами.

Льюис  Кэрр ол  „Алиса в стране чудес"

2.01. Декартовы  координаты. Правило суммирования. Л ю ­
бое физическое измерение — это определение отдельной вели­
чины. Ф изику мож но определить как  науку, изучаю щ ую  такие 
соотношения м еж д у  величинами, что из одного м нож ества  изме­
рений м ож но п р ед ск азать  другие, если только  дан ы  условия 
наблю дения . Н аиболее  элем ентарны м и изм ерениями , кром е п ро­
стого счета, я в л яю тся  измерения расстояний. К ак  мы видели, 
эксперим ентально  было у стан ов­
лено, что расстояни я  вдоль  з а д а н ­
ной прямой аддитивны  в некотором 
смы сле и уд о влетво р яю т  закон ам  
ассоциативности  и ком м утативности  
сл о ж ен и я .  Н о если д в а  расстояния  
взяты  не вдоль одной прямой, то 
их су м м а  не м ож ет  быть опреде­
лена  однозначно без дополн и тель­
ных условий. Если Р,  Q,  /? —три 
точки, то расстояние  P R  определяется  не только расстояни ям и  
PQ  и Q R.  М е ж д у  расстояни ям и  вдоль лю бы х д в у х  п ересекаю ­
щ ихся прям ы х  P Q Q '  и P R R '  имеется эксперим ентально  про­
веряем ое  соотношение

PQ2 + р1̂ 2 _  Q/J2 pQ'^ + р/^'2 _
2 P Q - P R  2 P Q ' - P R '  ’ ^

когда Р  не л еж и т  м еж д у  Q и Q ' и и 7?'. Это отношение 
(число) обозначается  cos0 ,  и 0 назы вается  углом м еж д у  п р я ­
мыми. В еличина cos В не м ож ет  быть меньш е — 1 или больш е +  1. 
Теперь, когда измерение в основном зам ен и ло  методы Евкли.да 
и проповедуется  экспериментальны й подход к геометрии, ж е л а ­
тельно, чтобы одним из первых ш агов  в преподавании была 
п р я м а я  проверка этого закон а  и чтобы он был полож ен в основу 
всего д альн ейш его  излож ен и я  предм ета . Его значительно легче 
проверять , чем некоторые из обычных аксиом. Он д ел а е т  угол



Производной величиной, и свойство аддитивности углов  на пло­
скости, взятое  Е вкли дом  как  постулат, м ож ет  быть выведено 
из него. Это и к лучш ем у, так  как  плоскость — более слож ное 
пон ятие , чем п р ям ая  линия. И з  (1) м ож но развить  всю теорию 
Е в к л и д а  вплоть до введения прям оугольны х координат 
[1, гл. 7]*).

В методах  Е в к л и д а  понятие н ал о ж ен и я  играет  вы даю щ ую ся 
роль. Он все врем я  говорит о реальны х вещ ах, которые ср авн и ­
в аю тся .  С оврем енном у преподаванию  свойственно стремление 
и зб е ж а ть  понятия н ал о ж ен и я .  Но н алож ен и е  прям о  относится 
к физическим м етодам , и язы к Е вк л и да  не позволяет  перепу­
т а т ь ,  ск а ж ем ,  дли ну  и площ адь .  Н а  язы ке физических величин 
л егко  м ож н о вы разить  то, что имеет физический смысл и что 
бы ло  бы трудно или невозм ож но вы разить  язы ком Е вкли да .  
О д н а к о  попытка свести его систему к чистой м атем атике  унич­
т о ж а е т  то, что с физической точки зрения п редставляется  н а и ­
более ценным.

П рям о у го льн ы е  координаты  о б л а д а ю т  тем свойством, что 
расстоян и я  м е ж д у  двум я  точками в ы р а ж а ю тс я  в них сим м ет­
рично через сум м у трех к в ад р ато в  их разностей. Н икакой  д р у ­
гой способ з а д ан и я  полож ен ия  не о б л а д а е т  этим свойством. 
О б щ е е  утверж ден ие , что прямоугольны е координаты  не имеют 
особого физического значения, вздорно. В проективной геом ет­
рии отвергается  понятие расстояния , потому что оно метриче­
ское. В физике мы не м ож ем  обойтись без него. Но когда оно 
введено, мы м ож ем  рассм отреть  кратчай ш ее  расстояние м еж д у  
точкой и точками данной плоскости (которая  определен а  как  
геометрическое место точек, равн оудален н ы х  от двух  зад ан н ы х  
точек), и это прям о  подводит к понятиям  п ерп ен ди куляра  и 
прям оугольны х координат.

П р я м о у го л ь н а я  координ ата  — это расстояние от данной пло­
скости. Условимся, что точкам  по одну сторону плоскости соот­
ветствую т расстояни я  с полож ительн ы м  знаком , а по другую  — 
с отрицательны м . Теперь мы м ож ем  с казать ,  что смещение от Р  
к  Q определяется  тремя  компонентами,  а именно разностям и 
прям оугольны х координат  этих двух  точек, и эти разности 
равн ы  проекциям  P Q  на три используемы е оси. Т ак  к а к  к а ж д а я  
проекция яв л яется  расстоянием  вдоль  задан ной  прямой в з а ­
дан ном  направлени и , то они о б л а д а ю т  аддитивны м свойством 
и их м ож но взять  в любом порядке. И наче  говоря, начиная  
с Р,  мы м ож ем найти точку Р',  у которой координ аты  у  и z

*) Другие рассмотрения, касающиеся физических величин, можно найти 
в гл. 4 и 6. В частности, важно понять, что законы науки устанавливаются  
путем последовательных приближений.



таки е  ж е, как  у Р ,  а координ ата  х  т а к а я  ж е ,  к ак  у  Q, потом 
точку Р",  у  которой координаты  х  я z  такие ж е ,  к а к  у  Р',  
а координ ата  у  т а к а я  ж е ,  к а к  у Q, и, наконец, получить Q, 
изменив координату  z .  Хотя м ож но упорядочи ть  координаты  
шестью различны м и способами, мы в три ш ага  всегда  поп а­
даем  в Q. Этот ф акт  верен д л я  любой системы координ ат, но 
в прям оугольны х коорди н атах  эти три см ещ ения  о б л а д а ю т  тем 
особым свойством, что к аж д о е  из них имеет зад ан н ое  н а п р а ­
вление и величину. (Это верно т а к ж е  д л я  косоугольны х д е к а р ­
товых координат, но они использую тся только  в специ альны х 
случаях ,  и мы не будем их рассм атр и вать  до гл. 4.) В и звест­
ном смысле мы м ож ем  р ассм атр и вать  п ар ал л ель н ы е  см ещ ения  
одинаковой  длины как  эквивалентны е. Это яв л яется  частным 
случаем  п р а в и л а  п а р а л л е л о г р а м м а .  П оследн ее  в своем общ ем 
виде используется  только  в косоугольных координ атах . П оэтом у  
мы не будем  к асаться  его сейчас. Мы м ож ем  рассм атр и вать  
у к азан н у ю  эквивалентность  как  факт, п редставляю щ и й  физиче­
ский процесс, п о л агая ,  что см ещ ения переносят  тело  целиком 
к его новым н ачальны м  точкам  в однородном пространстве. 
О д н ак о  этот процесс употребляется  не часто.

Д ействительно важ н ы м  свойством прям оугольны х коорди ­
нат  яв л яется  то, что они в равной мере хорош о и в одинаковом  
виде в ы р а ж а ю т  свойства  расстояни я , какие  бы н ап р авл ен и я  
осей мы ни выбрали , лиш ь бы эти н ап р авл ен и я  были взаим но  
перп ен ди кулярны . Мы часто изм ен яем  н ап р авл ен и я  осей, и нам 
нуж ен способ определен ия  координ ат  в одной системе, если 
они зад ан ы  в другой . К ом понентам и см ещ ен ия  относительно 
новых осей будут его проекции на эти оси с соответствую щ ими 
знакам и . Если  п р я м а я  R S  о б р азу ет  углы  а, р, у  со стары м и 
осями коорди н ат  и смещение PQ  имеет компоненты и, v, w 
в тех ж е  осях, то проекция PQ  на R S  р а в н а

м c o s a -Ь и cosp +  ш cos Y- (2)

Т акое  обозначение очень громоздко. Его  обычно со кр ащ аю т , 
о б о зн ач ая  косинусы через I, т , п. И х  н азы ваю т  н а п р а в л я ю ­
щ и м и  косинусам и  прямой RS.^  Тогда  проекция запи сы вается  
в виде lu +  m v  +  nw .  Д ал ьн ей ш и е  упрощ ения  получаю тся, если 
мы обозначим  оси через дг], Xg, х^, компоненты — через и,, и^, «з, 
а н а п р ав л я ю щ и е  косинусы через /i, /2, /3. Тогда проекция 
зап и ш ется  в виде

( / = 1 , 2 , 3 ) .  (3)

П реи м ущ ество  индексного обозначения  состоит в том, что н аи ­
более общ ие законы физики имею т одинаковы й вид д л я  всех

я Зак. 231



компонент. С ледовательно , если мы имеем, ск аж ем , дифферен­
циальны е уравнени я  д л я  трех координат  частицы, то д оста­
точно нап исать  одно уравнение в индексном обозначении; сле­
дует  только помнить, что индекс д олж ен  принимать все три 
значения  по очереди. Д ал ьн ей ш ее  сокращ ение записи дости­
гается  посредством п р а в и л а  сум м ирования .  .Мы видим, что в (3) 
к аж ды й  член содерж ит  один и тот ж е  индекс д в аж д ы  и все 
члены сум м ирую тся. Условимся, что в любом записанном 
в индексной форме вы раж ени и, в котором встречается  повто­
ряю щ ий ся  индекс, этому индексу следует  при дать  все в о зм о ж ­
ные значения и результаты  затем  просум м ировать. П о льзуясь  
прави лом  сум м ировани я, вместо (3) мы пишем просто

2.02. П р ео бр азо ван и е .  Если нам даны  две прямоугольны е 
системы координат  0 1 2 3  и O l '2 'З '  с общим началом  О, то мы 
обозначаем  соответствую щ ие координаты  через x^ и л:'. Их сле­
дует  рассм атр и вать  к а к  два  р азли чн ы х  описания полож ения 
точки Р. О бозначим  через н ап р авл яю щ и й  косинус оси x'j 
относительно оси л:,.. Тогда д:' — проекция О Р  на соответствую ­
щую ось и, следовательно , x'i =  l ^ x . .  Это верно д л я  / = 1 ,  2, 3; 
следовательно .

Здесь  запи сан ы  три уравн ен и я  преобразования , к а ж д о е  из кото­
рых имеет три члена в правой части.

Мы пока не исп ользовали  условие взаимной перп ен ди куляр­
ности осей х'.. Условие перпендикулярности  х\  и л:' состоит 
в том, что

/п/^2 =  0. (5)
Д л я  других пар осей верны д в а  аналогичны х соотношения. 
П оскольку  — н ап р авл яю щ и е  косинусы х[ относительно 0 1 2 3 ,  
то вы полняется  соотношение

Inln  =  1 (6)
и ещ е д в а  подобных соотношения. (Мы не пишем здесь 1ц1ц 
потому, что тогда  нуж но было бы просум м ировать  и по i, и 
по j, что не входит в наш и намерения.)  И так ,  хотя имеется 
д ев ять  1ц, они связан ы  ш естью соотнош ениями вида  (5) и (6), 
и следует  ож и дать ,  что только три из них м ож н о  вы бирать  
независимо. Это действительно так , хотя указан н ы е  с о о б р а ж е ­
ния нельзя  р ассм атри вать  как  доказательство .

2.021. Рассм отренны е выше шесть соотношений могут 
быть записаны  как  одно- Введем набор чисел б;*, где  / и k



Принимают значения 1, 2 и 3, и б ^ * = 1 ,  если i =  k, и бг  ̂=  0, 
если г ф  k.  Тогда  мы имеем

h ih i  =  ^ц-  (7)

Этот набор величин н азы вается  тензором подст ановки*).  Е сли  
любое вы раж ени е , с о д е р ж а щ е е  неповторяю щ ийся индекс k, 
ум нож ить  на 6̂ /̂  и просум м ировать, то, поскольку  единственное 
ненулевое сл агаем о е  будет  при k  =  i, получаем  зам ен у  индекса к 
индексом г. Зам ети м , что следует  р азл и ч ать  вы раж ени е  при 
i =  k, которое равно 1, и б,-,-, которое п о д р азу м евает  сум м иро­
вание и равно 3. О тметим так ж е ,  что в 1ц сам вид вы раж ени я  
п о к азы вает ,  что два  I не могут иметь одинаковы й смысл. П ри 
употреблении индексов неизбеж но появление одной и той ж е  
буквы в двух см ы слах , так  как  много букв у ж е  имею т спе­
ц и альн ое  назначение, но индекс просто определяет ось и может 
быть ра вны м  1, 2 и 3, а та же б ук в а  на строке обозначает  
ф изическую  вели чи н у .  Если иметь это в виду, то никакой п у та ­
ницы не возникнет. Д л я  п ервон ачальны х осей здесь  использо­
вались индексы г, к, т , р, . . . ,  а д л я  п реобразован н ы х  — /, /, 
п,  q, . . . ;  буква  о пропущ ена, так  к а к  похож а  на цифру. Ч асто  
в к аж д о й  системе использую тся свои буквы: в одной — грече­
ские, а в другой — соответствую щ ие им латинские; но иногда 
приходится употреблять  слищ ком много букв (и нам  д а ж е  м ож ет  
не хватить алф ави та)  или вводить буквы со ш три хам и , что 
у с л о ж н яет  запись.

2.022. О братное преобразование. П оскольку  оси х '  ортого­
нальны  м еж ду  собой и косинус у гл а  м е ж д у  осями x^ и р а ­
вен 1ц,  имеем

х^ =  lijXj,  (8)

а поскольку  и оси Х{ ортогональны  м еж д у  собой, то

=  ^ i k -  ( 9 )

Эти соотношения алгебраически  выведены из (7) в 2.073. Теперь 
мы имеем 12 соотношений м еж д у  д евятью  величинами. О тсю да 
следует , что нельзя  полностью довер ять  методу счета констант.

2.023. Скорость, ускорение, сила. О пределение вектора. 
Единичные, или направляющ ие векторы. В и н ер ц и а льн о й  системе

*) См. 3.03. В данный момент нам не нуж но общ ее определение тен­
зора. bik — частный случай б-символа Кронекера.



ко о р д и н ат  уравнение  д ви ж ен и я  м атери альн ой  точки имеет в и д * )

m xi =  Xi (10)

(термин и н е р ц и а л ь н а я  лучш е, чем обычный термин ф иксиро­
ванная) .  Е сли  мы рассм отрим  другую  инерциальную  систему 
координат, то, поскольку  1ц не зави сят  от времени,

=  А -=  (11)

Таким  образом , компоненты скорости и ускорения при пре­
об разован и и  системы координ ат  м еняю тся  подобно коорди­
натам .

Мы полагаем , что соотношение (10) верно в л ю б о й  инер- 
ци альн ой  системе координат. В различны х  систем ах  координат  
компоненты силы X i,  Х \  д о лж н ы  иметь р азны е значения, но все ж е  
д о лж н о  вы полняться  соотношение

m x ' i ^ X ' . ,  (12)

как  бы ни п реобразовы вали сь  оси и совершенно независим о 
от ф актических значений Х{. Но это возм ож н о, только если

X' i ^ l i t X i .  (13)

Т аки м  об р азо м , мы получили, что не только  смещение, но и 
скорость, ускорение и сила  преобразую тся  по п р ави лу  (4). Д л я  
силы это б ы ло  выведено из предполож ен ия  о том, что у р авн е ­
ние д ви ж ен и я  вы полняется  д л я  всех ин ерциальны х систем.
Т ак , нап рим ер , д л я  частицы, дви гаю щ ей ся  под действием силы
тяж ести ,  в системе координ ат  с осью 0 3 ,  н ап равленн ой  верти­
к альн о  вверх, мы имеем (х,, - з̂) =  (0. 0. ~  ё)- Н о  это неверно
д л я  др у ги х  систем координат, и о б щ а я  ф орм ула  имеет вид 
Xi =  — gli,  где /(• — н а п р ав л я ю щ и е  косинусы оси, нап равленн ой 
верти кальн о  вверх.

Л ю б ы е  три величины Л,-, которые при повороте осей пре­
о б р азу ю тся  по п р ави лу

A'i =  h iA i ,  (14)

н а зы в а ю тс я  компонентами вектора по отношению к этим осям. 
Т еперь если мы исходим из н аб о р а  трех уравнений, которые 
верны в лю бой  системе координат, и выводим из них какое-то 
следствие , и с п о л ь з у я  конкретные координ аты  0 1 ,  0 2 ,  0 3 ,  то 
с тем ж е  успехом мы м огли  бы вывести из этих уравнений.

*) В наши цели не входит детальное обсуж дение того, как и в какой 
мере динамика Ньютона основывается на опыте. Такое обсуж дение может 
быть найдено в [I, гл. 8].



запи сан ны х  в другой системе координ ат  0 1 ' ,  0 2 ' ,  0 3 ' ,  сл ед ­
ствие, ф орм альн о  отли чаю щ ееся  только д обавлен и ем  ш трихов 
ко всем буквам . Если следствие п р ед ставл яет  собой систему 
трех  уравнений и левые части суть компоненты вектора, то мы 
знаем , что они преобразую тся  при переходе к новой системе 
координ ат  согласно (14). Н о т а к  к а к  обе системы уравнений 
верны, то правы е части т а к ж е  д о лж н ы  п рео б р азо вы ваться  
по (14) и явл яю тся  компонентами вектора. О братно , если три^ 
у р авн ен и я  за д аю т  равенство  компонент двух  векторов в неко­
торой системе координат, то, поскольку  обе части уравнений 
изм ен яю тся  по одному и тому ж е  закону, эти уравнения! 
с р азу  ж е  м ож но применить к лю бой другой системе координ ат  
просто д обавлением  штрихов.

Если мы возьмем  две  прямые, н ап р ав л я ю щ и е  косинусы кото­
рых относительно осей Xi суть и tii, то косинус угл а  м еж д у  
ними будет mitii. Если, в частности, п ервая  п р я м а я  — ось дс',. 
то косинус у гл а  м еж д у  ней и прямой с н а п р ав л яю щ и м и  коси­
нусам и tii есть

(15)-

Т аки м  об р азо м , н ап р ав л я ю щ и е  косинусы данной прямой пре­
об р азу ю тся  по п рави лу  (14) и я в л яю тся  компонентами вектора. 
Этот вектор часто н азы в аю т  единичны м  вектором. М ы п ред ­
почитаем  термин н а п р а в л я ю щ и й  вектор, т а к  к а к  его единствен­
ное назн ачени е  — определять  нап равлени е .

Мы м ож ем  говорить о компоненте вектора в лю бом  н а п р а ­
влении. Е сли  п р я м а я  имеет н ап р ав л я ю щ и е  косинусы rii в си­
стеме координат Xi, то компонента вектора  Ai в этом н а п р а ­
влении есть tiiAi.  Теперь п редполож и м , что мы хотели бы 
оты скать компоненту этого ж е  вектора в том ж е  направлении,, 
исп ользуя  систему координ ат  л:'. Мы получили бы

п;л; = = б.,п.л, = «.л., (i6>-

и следовательно , компонента  вектора в задан ном  нап равлени и  
не зависи т  от вы бора осей координат.

Этот результат  м ож но было получить так ж е ,  используя 
третью  систему координат, у  которой одна из осей имеет н а п р а ­
вление П(, и переходя от первоначальной  системы к этой, 
а потом к х' .̂

Вектор часто определяю т как  объект, зад ав аем ы й  совокуп­
ностью трех  компонент с аддитивным свойством, которое в ы р а ­
ж а е т с я  правилом  п а р а л л е л о гр а м м а .  П оследн яя  часть этого 
определения п редполагает , однако, что рассм атри ваем ы е  век­
торы  могут быть представлены  смещ ениями в произвольном



ск ал яр н о м  м асш табе , как  прави ло  имею щем размерность. П ока 
это не сделано, мы не знаем , что п о д разум евается  под п р ави ­
лом  п а р а л л е л о гр а м м а  д л я  этих векторов. Введение п а р а л л е л о ­
гр ам м а  фактически лиш ь у с л о ж н яет  дело. Б у д ет  лучш е перейти 
прям о к аналитической ф орм улировке требуемого свойства. 
И т а к ,  это прави ло  требует, чтобы мы знали , что п о д р азу м е­
вается  под слож ением  д л я  р ассм атри ваем ы х  векторов. У нас 
есть естественные интерпретации д ля  смеш,ения, скорости, у с к о ­
рения и силы. О днако  нам  будут  встречаться  более слож ны е 
векторы, д л я  которых трудно у к а за т ь  отличное от ан ал и ти ­
ческого определение слож ени я. К тому ж е  в этом нет необхо­
димости, так  как  все, что тр ебуется  д л я  н аш их целей, — это 
правильность н аш их уравнений. Если мы м ож ем  правильно 
провести вы кладку , то д л я  физики не о б язател ьн о  оты скивать 
особую физическую интерпретацию д л я  каж до го  входящ его  
в вы клад ку  члена. Т аким  о б разом , мы оп ределяем  вектор к а к  
совокупность компонент Л,-, определенным о бразом  и зм ен яю ­
щ ихся при п реобразовании  координат. Это вклю чает  у т в е р ж д е ­
ние о том, что компонентой вектора с н ап р ав л я ю щ и м и  коси­
нусами «г яв л яется  С к а л я р  — это одноком понентная вел и ­
чина, не м е н я ю щ а я с я  при зам ене  осей.

2.03. О бозначение векто р а  одной буквой . Вектор с компо­
нентами Ai м ож но еще короче обозначить через А. Очень 
трудно и фактически не о б язател ьн о  объясн ять ,  что мы н а зы ­
ваем вектором в отрыве от его компонент. П роизводя  сравнения 
с  н аблю дениям и , мы интересуемся именно компонентами, однако 
часто удобно работать  с одним символом. Мы определяем  сум м у 
двух  векторов А и В к ак  вектор с компонентами Л,- +  и обо­
значаем  его через А 4 - В. О бозначение —В — вектор с компо­
нентами — Bi, а А — В =  А -Ь (— В). Мы м ож ем  определить ум но­
ж ен ие  вектора А на ск а л я р  т  к ак  вектор с компонентами 
Очевидно, что при таком  определении вы полняю тся  законы 
ассоциативности и коммутативности  слож ени я; В +  А — вектор 
с компонентами В, + Л ^ =  Д- +  В,-, а это компоненты вектора А + В .  
А налогично закон ассоциативности

А +  (В -I-С ) =  (А +  В ) -f С

немедленно следует  из определения . Не имеет см ы сла  при­
б ав л я т ь  вектор к с к ал яр у ,  поскольку первый м еняется  при 
зам ене  осей, а второй нет. О дн ако  ясно, что т А  и А т  п ред ­
ставл яю т  один и тот ж е  вектор, и, следовательно , выполняется  
закон  ком м утативности  ум нож ен ия . А налогично если т и п  

■скаляры, то
{т +  п ) А =  тА +  пА =  {п +  т) А



при условии, что m a n  имею т одинаковую  размерность; в про­
тивном случае слож ени е  бесс1Мысленно. Т а к ж е

т  (пА)  - (тп)  А.

Смещение от_Р  к Q, р ассм атр и ваем о е  к а к  вектор, будет  обо­
зн ачаться  PQ.

Мы видели, что вектор вполне задается тремя компонентами. Однако 
легко видеть, что это условие не влечет за собой выполнения закона ком­
мутативности сложения и, следовательно, само по себе не является доста­
точным для выведения всех свойств векторов *). Рассмотрим вращение- 
твердого тела на конечный угол вокруг произ­
вольной оси, проходящей через фиксированную  
точку О этого тела. Естественной „суммой" 
двух последовательных вращений является 
одно вращение, переводящ ее тело в то ж е  
конечное положение. Одно вращение вполне 
определяется заданием направления оси вра­
щения, для чего нужны два числа, и углом по­
ворота. Возьмем неподвижную п р я м о у г о л ь --------
ную систему координат 012 3  и рассмотрим  
два последовательных вращения. Первое на 
угол я /2  вокруг 0 1 , второе на угол л /2  
вокруг 0 2 , оба в правую сторону. Если мы 
возьмем их в этом порядке, точка Р  с коорди­
натами (О, О, 1) сперва перейдет в Я' (О, — 1, 0) 
и останется там при втором вращении. Но 
если мы сделаем сперва вращение относи­
тельно 0 2 , точка перейдет в Р " ( 1 , 0 ,  0) и останется там при следующем  
вращении. П орядок вращений влияет на результат. Если бы сумма двух  
вращений получалась по векторным законам, этого не могло бы быть, по­
скольку для векторов сложение коммутативно. Представление конечных вра­
щений будет рассмотрено более полно в следующей главе.

2.031. И з  наш его  определен ия  м ож но вывести, что вектор 
допускает  геометрическое представление.  Если А —произвольный 
вектор, мы м ож ем  ум нож ить  его компоненты Ai на константу  с, 
вы бранную  так , чтобы они приобрели разм ерность  длины. Тогда 
если Xi =  cAi,  то проекция х на нап равлени е  li есть

l[Xi =  ctiAi,

и, р азд ел и в  на с, мы получаем  ком поненту  А в нап равлени и 
О тсю да видно, что слож ение векторов одинаковой разм ерности  
полностью описывается , ёсли пр ед ставл ять  их как  смещ ения 
в одинаковом  м асш табе , и, таким образом , прави ло  п а р а л л е л о ­
гр а м м а  устан овлен о  д л я  векторов общ его вида. Д а л ь н е й ш и е  
свойства векторов могут быть выведены из свойств смещений 
с помощ ью  этого п редставлени я. В частности, к аж ды й  вектор

Р и с .  3.

*) Другими словами, не всякий объект, задаваемый тремя компонен­
тами, является вектором. — Ярыл. перев.



имеет м одуль  и нап равлени е . Д ействительно, если г —д ли на  
см ещ ения , п р ед ставл яю щ его  его в данном м асш табе ,  то

г2 =  xf +  л;2 +  4  =  с \ А \  +  Л |  +  4 )  =  c^A^  (1)
где

A ^ = A , A ,  (2)

и не зависит от вы бора осей. Тогда А  (взятое полож ительны м) 
м ож ет  быть н азв ан о  м о д у ле м  А и соответствует величине см е­
щ ения. Т а к ж е  если А ф < д  и мы напишем

X. А.

то nil будут  н ап р ав л я ю щ и м и  косинусами определенной прямой, 
которая  м о ж ет  быть н а зв а н а  н ап равлени ем  А. Д а л ее ,  проекция 
рассм атри ваем ого  см ещ ен ия  на прямую  в н ап равлени и  /,• есть 

=  сЛ C O S 0 ,  где 0  — угол м е ж д у  н ап р авл ен и ям и  /,■ и т ^ .  
Компонентой А в н ап равлени и  /,• я в л яется  Л созЭ . О дн ако  к о м ­
понента в зад ан н ом  н ап равлени и  не зависи т  от взяты х  осей, 
и, следовательно , Л и 0 д л я  всех /,• не за в и с я т  от осей. 
Зн ачи т  Л — одна и та  ж е  величина, а — одно и то ж е  н а п р а ­
вление в лю бы х осях.

В одном случае удобно отказаться от правила брать А положительным. 
Прямая линия может быть представлена уравнениями

x . ^ a ^  + sL.

Если /; фиксированы, мы можем получить все точки прямой, изменяя s 
от — оо до -Ь оо. Это соответствует перемещению вдоль прямой в определен­
ном направлении. Если // указаны, то прямую, проходящую через начало 
координат, удобно записать так:

x i^ x l . ,  J

где X  может принимать и отрицательные значения. Расстояние от начала 
координат, взятое положительным, всегда будет обозначаться через г. Когда 
мы берем

х. =  г1.t I

'С положительным г, мы рассматриваем две прямые, выходящие из начала 
координат в противоположных направлениях, как разные прямые с //, рав­
ными по величине и противоположными по знаку. Это иногда удобно, 
но не всегда.

2.032. С равнени е  систем обозначений. В аж н ость  и п о л ез­
ность векторного обозначения  явл яю тся  предметом обсуж дений 
д ля  зан и м аю щ и х ся  м атем атической  физикой. То, что мож но 
сказать  в терм и нах  А, м ож но с к азать  и в терм и нах  Л,-, вы пи­
сы вая  полностью все компоненты. О днако  если постоянно иметь 
в виду геометрическое представление  вектора в виде н а п р а ­



вленного отрезка , то, по мнению некоторых, содерж ан и е  многих 
физических закон ов  наи более  понятно в векторном обозначении. 
Н екоторы е усилия  нуж ны , чтобы научиться  д у м ать  в терм и нах  
векторов. Они нуж ны  та к ж е ,  чтобы приобрести уверенность 
в том, что ком пактность , п о л у ч аем ая  б л а го д а р я  п р ави лу  сум ­
м ирования , не ведет к ош ибкам . К ром е того, следует  помнить, 
что если получен некоторый физический р езу л ьтат  о векторе, 
то д л я  его проверки всегда  понадобится  произвести три и зм е­
рения и, независим о от того, как  он вы р аж ен  — с пом ощ ью  
векторного или индексного обозначения , — придется  расп и сать  
все три компоненты. Р аспи сы ван ие  компонент при индексном 
обозначении всегда прощ е, чем при векторном. Н екоторы е 
общие теоремы  запи сы ваю тся  короче в одной системе, неко­
торые — в другой. В конкретны х за д а ч а х  необходимы некоторые 
разм ы ш л ен и я  д л я  того, чтобы вы брать наилучш ий момент д ля  
расписы вани я  по компонентам , и многие студенты слиш ком 
долго  о тк л ад ы в аю т  его, хотя условия зад ач и  вы деляю т  одно 
или д в а  специальны х н ап р авл ен и я .  В теории упругости и д и н а ­
мике вязки х  ж идкостей  естественнее прим енять индексное обо­
значение. В теории относительности векторное обозначение 
полностью неприменимо, так  к ак  не вы полняется  прави ло  п а р а л ­
л е л о гр а м м а  д л я  скоростей. Вследствие этого некоторые спе­
циалисты  считаю т, что векторное обозначение — чистая  потеря 
времени, и о ткл ады в аю т  знаком ство  с этим в основном п о л ез ­
ным методом. В этой гл аве  мы п о к аж ем , насколько  это во з ­
мож но, оба  м етода  п ар ал л ель н о .  Умение переводить с одного 
я зы к а  на другой и переходить к расписанной форме абсолю тн о  
необходимо д л я  понимания современной физической л и т е р а ­
туры. Ч асто  полезно пр ед ставл ять  себе вектор к а к  вектор см е­
щ ения. Хотя в определен иях  мы приводим четкое различие 
м еж д у  общ ими векторам и  и векторам и  смещ ения, мы часто 
будем  прим енять к общ им векторам  геометрические термины; 
нап рим ер , угол м еж д у  д в у м я  векторам и  А и В, строго говоря, — 
значит „угол м е ж д у  векторам и  смещ ений, п редставляю щ и м и  
А и В в соответственно определенном  м асш табе" ;  „два  пер ­
п ен дикулярны х  вектора А и В “ — значит  „два  вектора А и В, 
такие , что п ред ставл яю щ и е  их см ещ ен ия  перпендикулярны**. 
И сп ользован и е  этой аналогии  не нуж но  при индексны х обо­
значениях , здесь достаточно аналитических определений.

2.033, Нулевой вектор. Н улевой вектор — это вектор, м одуль  
которого равен  нулю.

2.034. Направляющ ие векторы. В ектор с модулем  1 (чис­
ло) в н ап равлени и  вектора  А н азы в ается  единичным или



н а п р а в л я ю щ и м  вектором  в этом направлении. Его компоненты, 
очевидно, равны  — н ап р авл яю щ и м  косинусам А по отношению 
к координатны м осям. В частности, мы будем обозначать  н а ­
п р авл яю щ и е векторы в нап равлени и  осей через e(i), С(2), С(з) 
соответственно. Таким образом ,

е(1) =  (1, О, 0), 6(2) =  (О, 1, 0), е(з) =  (О, О, 1).

И н декс  в зят  в скобки, чтобы подчеркнуть, что это не компо­
нента, а некоторый вектор. Л ю бой  вектор А м о ж ет  быть з а ­
писан так:

Л 16(1) +  ^2®(2) +  ^26(3).

в  некоторых книгах  н ап р ав л я ю щ и е  векторы, п ар аллель н ы е  
осям, обозн ачаю т  через i, j ,  к и пишут

А =  Ajfi -f Ayj  -f Л^к.

2.04. Линейно зависимые или компланарные векторы. Если 
три вектора А, В и С уд овлетворяю т соотношению

аА +  рВ +  уС =  0, (1)

где а, р, Y — действительны е числа (не все равны е нулю), то 
эти векторы н азы ваю тся  линейно зависимы ми. Геометрически 
это значит, что А, В, С могут быть представлены  смещ ениями, 
л е ж а щ и м и  в одной плоскости; так , если у  ф  О, то

С = - ^ ( а А  +  рВ),

и, следовательно , С п редставляется  смещ ением, л еж ащ и м  
в плоскости смещений, п р ед ставл яю щ и х  А и В, в предпо­
лож ении, что все они проведены из одной точки. Сами век­
торы н азы ваю тся  тогда  ко м п лан арны м и. М ы м ож ем здесь 
напомнить , что п ар ал л ел ь н ы е  векторы равной величины эк ви ­
валентны  в наш ей системе. Н екоторы е авторы разл и ч аю т  „сво­
бодные векторы " и „связанны е векторы ". С вязанны й вектор 
вклю чает , например, зад ан и е  и силы, и точки ее при лож ения . 
В наш ей системе связанны й вектор — это не один, а два  век­
тора: один — определяю щ и й силу, а другой — точку ее при­
лож ени я .

Если м еж д у  трем я  векторам и  нет соотношения вида (1), то 
они н азы ваю тся  линейно независим ы м и или неком планарны м и. 
С оответствую щ ие результаты  в индексных обозначен иях  могут 
быть написаны  без труда.

2.041. Выражение лю бого вектора через три некомпланар­
ных вектора. Если А, В, С — три неком п лан арн ы х  вектора и



D —произвольный вектор, то D м ож но вы разить к а к а А  +  рВ +  уС, 
где а, р, Y ~ действительны е числа. Пусть P Q  (см. рис. 4) пред­
с тав л я ет  D. Тогда прямы е, проведенные через Р  и п р ед став л я ю ­
щие А и В, определяю т плоскость. П усть /?Q — п р ям ая ,  про­
веден н ая  через Q в н ап равлени и  С, пересекает  эту плоскость 
в точке R.  Тогда

P Q ^ P R  +  RQ.

Но R Q  п ред ставляет  уС,  где скал я р ,  а —вектор, комп­
л ан арн ы й  А и В. Значит, его м ож но вы разить  к а к  аА  +  рВ. 
С ледовательно ,

D =  аА  +  рВ +  уС.

П оскольку м еж ду  четы рьмя векторам и всегда есть соотно­
шение такого  типа, то, следовательно , четыре вектора не 
могут быть линейно независимы. И з  дан ного  построения ясно, 
что д л я  задан ны х А, В, С (неком планарны х) и лю бого  D ве­
личины а, р, Y оп ределяю тся  
однозначно.

Если А, В, С — попарно пер­
п ен дикулярны е н ап р ав л я ю щ и е  
векторы, то получаем  частный 
случай , приведенный в 2.034. Если 
А, В, С не являю тся  попарно 
п ерп ен ди кулярны м и, то аА,  pS, 
у С  н а зы в аю тся  ко со уго л ьн ы м и  
компонентами  D в нап равлен и ях  pj 
А, В, С соответственно. осд

2.05. Умножение векторов.
Мы рассм отрели  умнож ен ие  век­
тора на скал я р ,  но какой смысл мож но придать ум нож ен ию  
двух  векторов и вообще м ож но ли это сделать , не так  у ж  
ясно. Мы можем располож и ть  д евять  произведений компонент 
в виде квадратн ой  таблиц ы  следую щ им образом:

А,В , А ф ^ А , В ,
А 2В 1 А 2В 2 ^2^3
ЛзВ, ^3^3

М ы увидим, что все эти произведения появятся  в гл. 3. Д в а  
произведения, назы ваем ы е с к а л яр н ы м  и векторным  п рои зведе­
ниями, к определению  которых мы переходим, суть некоторые 
комбинации этих девяти  произведений. И х  выбор определяется  
пользой, которую они приносят в физических прилож ениях.



2.06. Скалярное произведение. Э та функция непосредственно 
с в я за н а  с ф ундам ен тальны м  и эксперим ентально  проверяем ы м  
соотношением 2.01 ( 1) м еж д у  расстояни ям и , изм еряем ы м и не 
вдоль одной прямой:

P Q - P R c o s Q  =  \ ( P Q ^  +  P R ‘̂ - Q R ^ ) .  ( 1)

Это вы раж ен и е  вполне определяется  задан и ем  трех  длин P Q , 
PR,  QR.  П оскольку  расстояни е  яв л яется  основным понятием 
д л я  всей темы и одинаково  д л я  всех систем координат, это 
в ы раж ени е  о п ределяет  величину, не зави сящ ую  от системы 
координат. М ы  н а зв а л и  такие  величины с к а л я р а м и .  П ерейдем  
теперь к дек артовы м  координ атам . П усть Xi обозначает  P Q . 
а yi — P R ,  тогда  t/i — Xi о б озн ачает  QR,  и

] -  (P Q 2 +  PR^ -  QR^) =  1  {(x2 +  x l  +  xf)  +  (г/2 +  г/| +  yf) -

-  {{У\ -  X \ f  +  (г/2 -  +  (г/з -  Х з)^ ]}, (2)

^  (PQ2 +  PR'^ -  QR^) =  +  Х2У2 +  ХгУз. (3)

Это вы раж ен и е  н азы вается  с к а л я р н ы м  про из ве де ни ем  векто­
ров X и у. В общ ем  случае  ск ал яр н о е  произведение А и В 
определяется  так:

А • В =  А]В\ +  А 2В2 +  -^3^3 =  2  AiBi =  A f i i ,  ( 4 )
г = 1,2, 3

если исп ользовать  п рави ло  сум м ирования. П роизведение А • В 
равно Л В с о з в ,  где 6 —угол м е ж д у  н ап р авл ен и ям и  этих век­
торов. Ч и тается  это так: „А на В с кал яр н о " .  Д в а  вы раж ени я
в ко орд и н атах  (2), (3) могут быть запи сан ы  по соглащ ению  
о сум м ировании так:

а левую  часть м ож но запи сать  короче:

(6)

Н апом ни м , что х^ было в свое время введено д л я  записи хх ,  
что мы и п о д р азу м еваем  под х^; поэтому, когда  мы видим 
вы раж ени е , подобное х?, то интерпретируем  его к а к  д:.х,- и 
применяем  п рави ло  сум м ировани я. По этому прави лу  модуль А 
вектора  А зад ается  равенством

A  ̂=  А1



Это в ы раж ен и е  есть ск алярн ое  произведение А  с самим собой. 
Б л а г о д а р я  п р ави лу  сум м ировани я  так  зам етно со кр ащ ается  
запись, что те редкие случаи, когда  мы им не пользуем ся , 
о го вар и ваю тся  специально. Б е з  п р ави ла  сум м ировани я  индекс­
ное обозначение имело бы м ало  преимущ еств перед вы пи сы ва­
нием ф орм улы  полностью в декартовы х  координ атах ;  с его 
пом ощ ью  вы раж ени е , которое в развернутом  виде содерж и т  9 
или 81 член, м ож но запи сать  к ак  одночлен, и о б р ащ аться  
с ним т а к ж е  легко. Это п рави ло  остается  полезным в теории 
относительности и общей динам ике , поскольку яв л яется  просто 
искусственным приемом и не зависи т  от п р ави ла  п а р а л л е ­
л о гр ам м а .

Д о к а за т е л ь ст в о  того, ч ю  AiBi  не зависи т  от системы к оор­
динат , без представлен и я  см ещ ен иям и  проводится  так  ж е, как  
при выводе 2.023(16):

=  =  =  (7)

Коммутативность.  И з  определен ия  ясно, что порядок со­
м нож ителей  А  и В  в скал яр н о м  произведении безразличен:

А В  =  В  А .

Ассоциативность.  П оскольк у  А  - В  —не вектор, мы не м ож ем  
п р од олж и ть  ум нож ен ие  и об р азо вать  произведение А  •  В  •  С ,  

так  что говорить об ассоциативности бессмысленно. Но 
( А  •  В )  С  — вектор, имею щий нап равлен и е  такое ж е, к а к  С ,  

а величину, больш ую  в А  • В  раз.
Дистрибутивность.  М ы  м ож ем , однако, д о к а за ть ,  что

А ( В - Ь С )  =  А В + А С ,

тач  к ак  это немедленно следует  из определения. И з  этого 
тотчас м ож н о  вывести, что скалярн ое  произведение двух  сумм 
ректоров м ож но представи ть  суммой с кал яр н ы х  произведений. 
В частности, так  к ак

в(2) • С(з) =  C(3) • 6 (1) =  6(1) • 6(2) =  О,
^(1) • С(1) =  6(2) • 6(2) =  6(3) • 6(3) =  1,

то
А  •  В  =  ( i 4 i 6 ( i )  +  / 4 2 6 ( 2 )  - Ь  ^ з б ( з ) )  •  ( В х С ц )  +  ^ 2 ^ ( 2 )  +  ^ З ^ ( З ) )  =

=  А\В[ -\- А 2В 2 +  А^В^.

Т аки м  об р азо м , мы получили определение (4).
Зам ети м , что, когда  определены н ап р авл яю щ и е векторы 

вдоль  осей, прямоугольны е координаты  считаю тся с кал яр ам и .



С ледует  отметить, что если скалярн ое  произведение двух  
смещ ений равно нулю , то PQ^ +  PR^  =  Q R ‘̂ и, следовательно , 
или одно из смещ ений — нуль, или они перпендикулярны. 
О б ращ ен и е  в нуль А - В  не означает , что А или В — нулевой 
вектор, а о значает , что либо они перпендикулярны , либо один 
из них нуль. О дн ако  если А • В ,, А • Bj, А • Вд все равны нулю, 
а В|, Ва, Вз — неком планарны , то А не м ож ет  быть перпенди­
кулярны м  к ним всем и д о л ж е н  быть нулевым.

К осинус угл а  м е ж д у  д в у м я  прям ы м и равен скал яр н о м у  
произведению  их н а п р ав л я ю щ и х  векторов, т. е. если т ^  — 
н а п р ав л я ю щ и е  косинусы прям ы х, то

cos 0 =  litTli.

К омпонента вектора А вдоль прямой с н а п р ав л яю щ и м и  
косинусами р ав н а  /(-Л,-, что явл яется  скалярн ы м  прои зведе­
нием А и н ап р ав л яю щ его  вектора этой прямой.

2.07. Векторное произведение. Векторное произведение двух 
векторов запи сы вается  А Х В  (читается Л на В в е к т о р ^ .  О п ре­
делим  его на геометрической модели . Если ОР  и 0 Q ,  пред­
ставл яю щ и е  А и В соответственно, не п ар ал л ель н ы , то они 
определяю т плоскость. П усть O R  п ред ставляет  н ап р авл яю щ и й  
вектор п, перпендикулярны й к этой плоскости. Тогда если 
0 — угол, на который нуж но повернуть О Р  относительно O R  
вправо, чтобы получить прям ую  0 Q, то

А X В =  А В  sin 0п.

С ейчас мы увидим, что определение  не зависи т  от вы бора  н а ­
п равлен и я  п. Если мы нап рави м  п в обратную  сторону, то 
угол поворота 0 зам енится  на (2л  — 0), а так  как  s in ( 2n  —0) =  
== — sin 0 , то величина и нап равлен и е  векторного произведения 
не изм енятся .

В векторном произведении порядок сом нож и телей  явл яется  
сущ ественны м. Д ействительно ,

В X А =  ВЛ s i n ( — 0 ) п =  — А X В.  (1)

Векторное умнож ен ие  не коммутативно. Скоро мы увидим,
что оно и не ассоциативно. О дн ако  мы м ож ем  д о к а за т ь  его
дистрибутивность относительно слож ени я, т. е.

А Х ( В  +  С) =  А Х  В +  А Х С .  (2)

Р ассм отри м  сперва  д в а  частных случая:
1) А п ерп ен ди кулярен  В и С. З ам ети м , что если А и В 

перп ен ди кулярны , то А х В  получается  из В умнож ением  на А



И поворотом относительно А вправо  на прямой угол. С л е д о в а ­
тельно, векторы А Х ( В  +  С), А X В, А Х С  представляю тся  
о тр езкам и  в А  р а з  больш ей длины, чем стороны треугольн ика , 
представляю щ его  8 + С, В, С соответственно, и к аж д ы й  из 
них повернут на  прямой угол. С ледовательно , векторы А X (В +  С), 
А X В, А X С представляю тся  сторонами треугольника, п одоб­
ного треугольнику, п р ед ставляю щ ем у  В -|- С, В, С. С л е д о в а ­
тельно, в этом случае (2) выполняется.

2) А, В, С — ком п лан арны . Тогда А X (В +  С), А X В, А х С  
п ерпендикулярны  к плоскости, определяем ой  векторами А, В, 
С, и нуж ны й р езу л ьтат  следует  из 
ф о рм улы  слож ен и я  д л я  синусов.

В общ ем случае  мы п олагаем , что 
А и В не п ар ал л ел ь н ы  и не перпен­
ди кулярн ы . З ап и ш ем  В к ак  В̂  
где Вр п ар ал л ел ен  А, а В„ перпенди­
кулярен  к А в плоскости 
и В. Т огда , поскольку 
получаем

А X В =  А X В,

'р +  В„, 
гнл 

векторов А 
Вп =  В  s in 0,

Если аналогично С =  Ср +  С„, то 
А X С =  А X С„. П оскольку

В +  С =  (Вр4-Ср)-КВ„ +  С„)

и Вр, Ср п а р ал л ель н ы  А, а В„, С„ перпендикулярны , то 
В „ -Ь С„ — компонента вектора B - f C ,  п ер п ен ди ку л яр н ая  к А, 
и, следовательно ,

А Х ( В  +  С) =  А Х ( В „  +  С„).

Но, согласно 1-му случаю , это равно

A X B „  +  A X C „  =  A X B - f A x C .

(3)

(4)

В екторное произведение вектора  с самим собой или с любым 
п а р а л л е л ь н ы м  вектором есть нулевой вектор. Если векторное 
произведение двух векторов равно  нулю , то или один из них 
нулевой, или они п а р ал л ель н ы . И з  того, что векторное произ­
ведение — нулевой вектор, ещ е не следует, что один из сомно­
ж и телей  — нулевой вектор. Но если А X В, и А Х  Вг — нули и 
В „  Вг не п ар ал л ель н ы , то А — нулевой вектор.

В частности, д ля  векторов  6(1), 6(2), ео) имеем

(̂1) X 6(1) — е-(2) X 6(2) — 
С(2) X 6(3) =  6(1) =  — 6(3)

®(з) X 6(3) =  О, 
X 6^2).

(5)
(6)



Т аким  образом ,

А X В =  (^ie(i) +  2̂̂ (2) +  ^зв(з)) ^  (Sl^d) +  2̂̂ (2) +  ^3®(3)) =
=  ( ^ 2 ^ 3  ~  ^ 3̂ 2) ®(1) +  ( ^ 3 ^ 1  ~  ^ 1 Д з )  ®(2) +  ( ^ 1 ^ 2  ~  ^ 2̂ 1) ®(3) ~  

С(1) в(2) в(з)
Л, А ,  Лз . (7)

Bi В  2 ^ 3

М ож но д ать  геометрическую интерпретацию векторного про­
изведения двух  смещений. Е сли  Р  — точка, о п р ед ел яем ая  век­
тором Xi, а Q — вектором г/,-, то их проекции на плоскость 
jci =  0 равны  P i (О, ^ 2, Хз), Q i(0 , t/2 , г/3), а ц л о щ а д ь  т р еу го л ь ­
ника, образован н ого  этими точками и н ачалом  координат,
р ав н а  Y  {Х2У3 — х^у^ .  Б у д ем  считать, что п лощ адь  п о л о ж и ­
тельн а ,  если 0 Р \  переходит в OQi при повороте относительно Ох^ 
на  угол, меньший л,  в п олож ительн ом  нап равлени и . Е сли  про­
д е л а т ь  эту операцию  со всеми трем я  проекциями и р е зу л ь ­
таты  удвоить, то мы получим

Х 2 У з ~ Х з У 2 <  Х з У 1 ~ Х 1 У з ,  Х 1 У 2 - Х 2 У 1 .  (8 )

Но по теореме из геометрии эти величины п р ед ставл яю т  собой 
удвоенную  п л о щ ад ь  треугольн ика  O P Q ,  ум нож енную  на три 
н а п р ав л я ю щ и х  косинуса норм али  к его плоскости, выбранной 
так , что вращ ен ие  относительно нее на угол, меньш ий я, 
в п олож ительн ую  сторону переводит О Р  в 0 Q .  С ледовательно , 
удвоенные проекции я в л яю т ся  компонентами векторного про­
и зведения  X X у.

Вектор п л о щ а д и .  В определении векторного произведения 
X X у  н ап равлени е , взятое  д л я  п, несущ ественно. П оворот 
вправо  относительно п, переводящ ий х  в у, м ож ет  иметь л ю ­
бое значение, меньшее 2л. У тверж дения  последнего  р а з д е л а  
остаю тся верными, если изменить нап равлен и е  всех осей в р а ­
щ ения на противополож ное, а компоненту брать  п о л о ж и тел ь ­
ной, когда  вращ ен ие  относительно отрицательного  н ап р авл ен и я  
оси будет м е ж д у  л  и 2л. О дн ако  знаки всех компонент изм е­
нятся , если X и у  поменять местами. ]Можно определить н а­
правленную  п л о щ адь  треугольн ика  O P Q  т ак , чтобы она не 
зав и сел а  от обозначения  сторон. Это достигается  определением 
вектора п л о щ а д и

у |л : г /5 1 п 0 |п  =  у | х Х у | п ,

где нап равлени е  п выбрано некоторым фиксированным спосо­
бом. Этот вектор равен векторному произведению , если sin 0



полож ителен , т. е. если угол поворота от О Р  к 0 Q  вокруг п  
в п олож ительн ую  сторону меньш е я .  Его н ап равлен и е  изм е­
нится, если изменить н ап равлен и е  п.

Д л я  однозначного  определен ия  вектора п л о щ ади  н у ж н о  
точно з а д а т ь  н ап р авл ен и е  п. Совсем просто это сдел ать  в слу ­
чае поверхности, составленной из треугольников. С п ом ощ ью  
сл о ж ен и я  мы м ож ем  определить вектор п л ощ ади  д л я  всей 
такой  поверхности; н ап р авл ен и е  п о п ред еляется  так ,  чтобы 
оно не пересекало  поверхности при переходе с одной грани  
на см еж н ую  с ней грань. В частности, д л я  зам кн утого  много­
г р ан н и ка  м ож но вы брать  п всегда  см отрящ им  н а р у ж у .  В этом 
случае  грани , но р м ал ь  к  которым имеет полож ительн ую  ко м ­
поненту Hi, б удут  иметь вектор п л о щ ади , п ервая  ком п онента  
которого  р ав н а  п л ощ ади  проекции м ногогранника на  пло­
скость 0 2 3  с п олож ительн ы м  знаком , а грани  с отр и ц ател ь ­
ной rii будут  иметь первую  компоненту, равную  той ж е  п ло­
щ ад и , но с обратны м  знаком . С ледовательн о ,  вектор п л о щ а д и  
м н огогранни ка  равен  нулю .

2.071. Аналитическое определение векторного произведения:
П ри аналитическом  подходе мы оп реде ля ем  в екторное  

{ произведение к а к  вектор с ком понентам и

I ( А 2В 3 — A ^ 2’ —  А 2В 1).
i

Н еобходим о д о к а за т ь ,  что этот набор  величин ведет  себя  к а к  
вектор при п р ео б р азо в ан и я х  ко о р д и н ат  и что компоненты этого 
вектора  равны  А В  sin  б/г,-. П ричина, по которой векторное п р о ­
и зведение вообще вводится , за к л ю ч а е тс я  в том, что этот набор  
величин естественно п о явл яется  при рассм отрени и уравнени й  
динам ики , в особенности дви ж ен и я  твердого  тела  и д в и ж ен и я  
з а р я д а  под действием  магнитной силы , а т а к ж е  в э л ектр о м аг ­
нитной теории.

Рассм отри м  набор  из 27 чисел о п р ед еляем ы х  следую ­
щ ими п р ави лам и : 1) если лю бы е д в а  из г, k,  т  равны  м е ж д у  
собой, то =  0 ; 2 ) если все они разли чн ы  и встреч аю тся  
в последовательности  12312 . . . ,  т. е. имею т порядок , который 
мы н азы ваем  четным,  то 3) если все они разли чн ы  и
встречаю тся  в последовательности  21321 . . . ,  т. е. имею т по­
рядок , который мы н азы ваем  нечетным *), то =  — 1. Т аки м

*) Термины четный и нечетный обозначают четность числа перестановок  
индексов, нужных для получения порядка 123. Например, 231 мож но пре­
вратить одной перестановкой в 132 и затем второй перестановкой в" 123. 
А 213 можно превратить в 123 одной перестановкой.

9  Зак. 231



образом ,
®12) ~  ®231 ~  ^312 == 1> (1 )

^213 =  ®132 =  ^ЗЯ =  — 1 . ( 2 )

а лю бы е из тасел  ещ , ец2, 62,2 и им подобные равны  нулю. 
Рассм отри м  сумму

( 3 )

З д е с ь  k  н т  — п овторяю щ иеся  индексы. С ледовательно , д ля  
К аж дого  i это сум м а  девяти  членов. Но если k =  i, m  =  i, или
k  =  tn,  то e,j,„ =  0. Т аким  об р азо м , единственными членами,
которые могут отли чаться  от нуля, будут  д в а ,  у  которы х k  
И т  отли чаю тся  от г и друг  от д руга .  Если, например, г =  1,
то или ft =  2, № =  3 и e ( f e„=l ,  или й =  3, ш =  2 и —
С ледовательн о ,

=  ^2^3 “  ^3^2> (4)

и аналогично д ля  / =  2 и 3 мы получим две другие компоненты 
векторного произведения. Таким об р азо м , (3) д а е т  короткую  
запи сь  компонент векторного произведения . Ч тобы  облегчить 
сравнение с резу л ьтатам и , полученными в векторной фо'рме, 
мы будем о бозн ачать  их (А X В),-.

Д в а  други х  в аж н ы х  свойства  закл ю ч аю тся  в следую ­
щ ем. Ясно, что д л я  лю бы х Ai

~  0 .  ( 5 )

поскольку все слагаем ы е  взаим н о  ун и чтож аю тся . Это ан а л и ­
тическая  ф о рм ули ровка  того, что векторное про и зв ед ен и е  в е к ­
тора на себя  и л и  п р о и з в о л ь н ы й  п а р а л л е л ь н ы й  е м у  вектор 
ра в н о  н у л ю .  Е сли  Ai, Bi, Ci  — произвольны е н аборы  из трех 
величин, то

ЛI ^2 Лз
В\ 8 2  S 3 
С| С 2 Сз

(6)

есть определитель , образован ны й д евятью  ком понентам и. Если 
оп ределитель  вы рож ден , то н ай дутся  такие  а, р, у,  что

aAi +  рв,- +  yCi =  О (7)

д л я  всех /. С ледовательн о ,  вы рож дение  (6) яв л яется  условием
ко м п л ан ар н о сти  векторов А, В, С. Если оп ределитель  не вы­
ро ж д ен , то уравнени я

aAi +  pfii +  yCi =  Di  (8)



имею т единственное решение д л я  лю бого  D. Мы вновь п олу­
чили, что л ю б о й  вектор может быть л и н е й н о  выражен через  
л ю б ы е  три н е к о м п л а н а р н ы х  вгкторл.

П ерейдем  теперь к аналитическому  д о к а за т ел ь с т в у  того, 
что ~  компоненты вектора . Это д о к азател ь ств о  совер '
ш енно независим о от 2.07.

2.072. И зм енение векторного  прои зведени я  при п р е о б р а зо ­
ван и ях .  В озьм ем  две прям ы е с н а п р ав л яю щ и м и  косинусами 

т^. У словие перп ен ди кулярности  прям ой с н а п р ав л яю щ и м и  
косинусам и М; к этим двум прям ы м , запи сан ное  полностью , 
будет

/ |« |  +  /2«2 +  =  0 .

ГП]П1 +  т ^ 2 +
откуда

П| _  П2 _  Пз _
/2Ш3 —/зШ2 /зт, —/,«3 1 1 ГП2 — 12ГП1

( » ? + » ! + 4 ' ’
Ч, 'К^Шз -  + {hmi -  / , т з )2 +  (/.mj -

Но сум м а  к в а д р а то в  в зн ам ен ател е  по тож д еству  Л а г р а н ж а  
р ав н а

(/2 + 1 1  +  If) (m 2 +  m l  +  ml)  -  {l^m^ +  l^m^ +  l^ m ^ f  =

=  1 — cos^B =  sin*0, (3)

где 0 — угол м еж д у  п рям ы м и т, .  П оскольку  — н а п р а в л я ю ­
щие косинусы, числитель в (2) равен  ± 1 .  С л едо вател ьн о , к а ­
ж д о е  из этих уравнений равно  ±  cosec 0 и

tii =  ±  cosec b Z i^ Jkm ^ .  (4)

З н а к  определяется  выбором н ап р авл ен и я  на прям ой rii. Если 
мы выберем это н ап равлен и е  так , что /,■ переходит  в mi  прй 
повороте на угол 0 вправо , то, рассм отрев  случай

/; =  (! ,  О, 0), mi =  (cos0, s in 0 ,  0), «г =  (О, О, 1),

мы видим, что нуж но  взять  полож ительн ы й зн ак . С л е д о в а ­
тельно,

rii =  cosec Qen^Jkntm- (5)

Теперь, если и — дан ны е н ап р авл ен и я ,  то п ерп ен ди куляр  
к ним не зависи т  от системы координат, следовательно , иэ-- 
м еняется  по прави лу  п реоб разован и я  векторов.



Д л я  д вух  общ и х  векторов А и В мы м ож ем  определить  
д в а  н а п р ав л ен и я  1{, rtii по ф орм улам  Ai =  Ali,  Bi =  Bmi .  Т огда  
ЛВ sin 0 — скал я р ,  поскольку Л, В и 0 не за в и с я т  от вы бора  
осей координат; следовательно , А В  s in  0«,- — вектор. Но

А В  sin  0П( =  Л BBikmlktrim =  ^IkmAkBm- (6)
Это д о к а зы в а е т ,  что д л я  д вух  векторов компоненты векторного 
произведения  п реобразую тся  к а к  компоненты вектора и р а в ­
няю тся  ком понентам , полученным при геометрическом  опре­
делении.

В индексных об означен иях  соотнош ения 2 .07(1) и (2) оче­
видны , а произведение 2.07 (7) не встречается , поскольку  нам 
никогда не приходится р ассм атр и в ать  н а п р ав л я ю щ и х  векторов 
коорди н атн ы х  осей.

2.073. Соотнош ения м е ж д у  Мы м ож ем  перейти теперь 
к  д о к а за т ел ь с т в у  того, что соотношение 2 .022(9) следует  из 
2.021 (7). По сути это тео р ем а  о непротиворечивости. Если бы 
он а  не б ы ла  верной, то м е ж д у  д евятью  н ап р авл яю щ и м и  коси­
нусами, оп ределяю щ и м и  п реобразован и е  координат, бы ло бы 
б ольш е ш ести незави си м ы х соотношений. С ледовательно, не 
б о льш е  д вух  п ар ам етр о в  п р ео б р азо ван и я  м ож но бы ло бы вы­
б р ат ь  независим о. О дн ако  очевидно, что мы м ож ем  повернуть 
оси на произвольны й угол вокруг лю бой прямой. Н ап р авл ен и е  
этой прям ой за д а е т с я  д в у м я  п ар ам етр ам и , следовательно , пре­
о б р аз о в ан и е  — тр ем я . Ясно, что при таком  преобразова:нии си­
с т ем а  координ ат  остается  прям оугольной. Этой информации 
достаточно д л я  того, чтобы заклю чи ть , что 2.022(9) д олж н о  
с л едо в ать  из 2.021 (7). О д н ак о  в наш ем  р ассуж дении  метри­
ческие соотнош ения 2.021 (7) считались независим ы м и и д ля  
проверки  ж е л а т е л ь н о  п рям ое  д оказательство .  О бозначим  li 
ч ерез  / , 1, а — через /,-2- П оскольку  0 3 '  перпендикулярно  О Г  
и 0 2 '  и угол поворота  от О Г  к 0 2 '  вправо  относительно 0 3 '  
равен  п р я м о м у * ) ,  то s in  0 = 1  и

h s — ^ikmlkl^m2’ (О
аналогично

^ikmhshnl- (2)
И н а ч е  говоря, в определителе

(S;
ll2 1̂3

/21 /22 2̂3 (3)

3̂1 3̂2 3̂3
‘ ^) См. замечание об ортогональных преобразованиях в конце гл. 4, 

стр. 276. :  : ...................  , . :  i  : I I  ; i



к а ж д ы й  элем ент равен своему алгебраи ч еском у  дополнению . 
Д ействительно , д л я  к а ж д о го  эл ем ен та  лю бого  из столбцов  мы 
получаем  это у тверж ден и е  из соотношений (1) и (2). Е сли  мы 
р а зл о ж и м  L  по элем ен там  первого с то лб ц а  ( / = 1 ) ,  то п олу­
чим /fi, что равно  1. С ледовательн о ,  L =  l .  Но если р азл о ж и ть  
по элем ен там  первой строки (г =  1), то получится  /?/, что, сле­
д овательн о ,  тож е равно  1. А налогично

4  =  4  =  1. (4)
С другой стороны, lijlkj,  где i и k  различны , р авн о  определи ­
телю , у  которого две одинаковы е строки, т. е. нулю . С л едо ­
вательн о , д л я  всех г, k

h l ^ k !  ~  ^ i k -  ( 5 )

Соотнош ения (1) и (2) имеют форму, нуж ную  д л я  д о к а з а ­
тел ь ств а  теоремы, но они запи сан ы  к ак  три уравн ен и я .  И х  
сходство  н аводит  на мысль, что их м ож н о зап и сать  как  одно, 
т. е.

^ilnhl — ^ikm^kdmn- (6)

Д о к а ж е м  это. Н еповторяю щ им ися  индексам и будут /, I, п.
а) Е сли  п  следует  за  I в порядке  1231, то единственное 

зн ачение  /, при котором гц„ отлично от нуля  — это значение, 
предш ествую щ ее /, и тогда  С ледовательн о ,  в этом 
случае  л е в а я  часть сводится  к 1 ц,  где  j ф  I, п,  и совпадает  
с  правой  частью согласно соотнош ениям  ( 1), (2).

б) Е сли  п  предш ествует  I в порядке  1231, то л е в а я  часть 
р ав н а

-  1 ц  и  ^ 1 ,  п ) =  -  B i k m h p l m s  .

где  jp s  следую т в порядке  12312. С ледовательно , р =  п, s =  l 
и п р а в а я  часть равн а

в) Е сли  1 =  п,  ТО обе части (6) не и зм ен ятся , если I и п  
пом енять  местами. Н о  так  к а к  знаки  обеих частей при этом 
д о лж н ы  измениться, то они равны  нулю. И так ,  (6) верно при 
всех значениях  / и п.  У м н ож им  (6) н а  /р;. Тогда

^ i k n J - m n ^ k p  ~

И, зам енив р  на k, получаем



Л , ^12
^21 ^22 ^ 2, (8)

Ai2 ^!3

Если оп ределитель  запи сан  как

Д =

где первый индекс о б озн ачает  строку, а второй — столбец, то

=  ^ jln^3J^n^2n  =
=  — е л п Л И : И з «  =  и т. д.,

и, следовательно ,
^ikm Д (9)

Т аки м  о б разом , оп ределитель , элементы  которого занум ерованы  
индексам и строки и столбца , м ож но расписать  с помощ ью  сим­
волов е. Это м ож но обобщ ить  д л я  определителей  лю бого  по­
ря д к а  (см. [2 , гл. 16]).

2.074. Ч и сл а  sn,m^psm. О дним из наи более  в аж н ы х  свойств 
чисел явл яется  то, что 81, число eikm̂ psm> у д о влетво р яет
некотором у тож деству . Здесь , разум еется ,  нуж но просум м иро­
вать  по т, но к а ж д о м у  набору  индексов /, k, р, s соответствует 
свое вы раж ени е . П оскольку  к а ж д ы й  из этих четырех индексов 
м о ж ет  принимать только  три значения, то в к а ж д о м  в ы р а ж е ­
нии хотя бы д в а  из них имею т одинаковое значение. Очевидно, 
что если i =  k,  или p — s, то слагаем ы е  равны нулю. Если i ф  k,  
то не о б р ащ ается  в нуль только при одном значении т.  
Т огда , чтобы Bpsm отли чалось  от нуля , р и S д о лж н ы  приним ать 
те ж е  значения , что i и k,  в лю бом  порядке. Если порядок 
одинаковы й, то и равны  оба  -Ь 1 или — I и произве­
дение равно 1. Е сли  ж е  порядок различен , то произведение 
равно — 1. И так ,

^ i k n f i p s m  —

Рассм отри м  теперь набор чисел

^ip^ks ^is^kp-

Если i =  k  или p =  s,  ТО слагаем ы е  взаим но  уничтож аю тся . 
Е сли  1 ф р  и S или к ф р  и S ,  то один из сом нож ителей  к а ж ­
дого  слагаем ого  равен 0. С ледовательно , ненулевыми будут

0 {i =  k \
0 (Р =  s).
1 (i =  р,  k =  s),

— 1 {i =  s, fe == P).
0 {i¥=p, s или к ф р ,  s).



вы р аж ен и я ,  у  которы х i, k  равны  р,  s  в  лю бом  порядке  и 1 ф к ,  
Е сли  г =  р  и k  =  s, то первое сл агаем о е  равно  1, а вто­

р о е — О, а если / =  5 и k  =  p,  то первое сл агаем о е  равно О, 
а  второе 1. И т а к ,  при всевозм ож ны х  знач ениях  г, k,  р,  s

^ i k n f i p s m  ~  ^ i p ^ k s  ^ i s ^ k p -  ( 1 )

М ы будем часто встречать  это тож дество  в различны х  прило­
ж ен иях .

П оскольку
®pim " ■ ^smp (2)

При всех значениях  индексов, то в ы р аж ен и я  в левой части (1) 
не изм ен ятся  по величине, если мы зам еним  iktn  на k m i  или mik .  
М ож н о , следовательно , вы сказать  общ ее прави ло  знаков: п о л о ­
жим,  что i и р — индексы,  которые следуют з а  повт оря ющимся  
и н де кс ом  в соответствующем сомножителе  е (если п овторяю ­
щ ийся  индекс — последний, п о л агаем  соответственно i или р  
первым); тогда 6 ip появляется  с положительным з н а к о м  и ф о р ­
м у л у  можно дописать по  симметрии.

2.08. Д еление векторов. Д елен и е  векторов не м о ж ет  быть 
определен о  однозначно и поэтому его избегаю т. Л егк о  видеть, 
что если з а д ан  ненулевой вектор А и ск а л я р  М,  то м ож н о 
у к а з а т ь  такой  вектор В, что скалярн ое  произведение А • В =  М. 
О д н а к о  вектор В определен  не однозначно, так  к а к  ск ал яр н о е  
произведение не изм енится , если добави ть  к В лю бой вектор, 
перп ен ди кулярны й А. Вообщ е говоря, н ел ьзя  у к а з а т ь  такого  
вектора  В, что векторное произведение А Х В  =  С, а А и 
С — данны е векторы. Д ействительно , вектор А X В перпенди­
ку л яр ен  А, и если С и А не п ерп ен ди кулярны , то вектор В 
вообщ е нельзя  у к а за т ь .  Если , однако, С п ерп ен ди кулярен  А, 
то  м ож н о добави ть  к В лю бой вектор, п а р ал л ель н ы й  А. Это 
не изменит векторного произведения, следовательно , частное 
определен о  не однозначно.

В теле  кватернионов,  которое я в л яется  расш ирением  вектор­
ной алгебры , делен ие  определено однозначно. Д о  последнего 
времени лиш ь немногие физики исп ользовали  кватернионы , 
о д н ако  теперь их н ачинаю т прим енять в кван товой  теории. 
(Ср. гл. 4, пример 12.)

2.09. Тройные произведения. С кал яр н о е  произведение векто­
ров В X С и А н азы вается  см еш анны м  произведением  векто­
ров  А, В и С. Мы п о к аж ем , что при циклической перестановке 
векторов см еш анное  произведение А • (В X С) не меняется , оно 
т а к ж е  не м еняется , если поменять крест  и точку м естам и .



И м еется ,  следовательно , шесть возм ож н ы х способов зап и сать  
это произведение.

Мы м ож ем  т а к ж е  о б р аз о в ат ь  векторное произведение 
А X (В X С) вектора А с векторным произведением  векто­
ров В и С.

Р ассм отри м  сперва  несколько частны х случаев.
I. В • (В X С). О чевидно, что

В - ( В Х С )  =  0, (1)
так  как  В X С перп ен ди кулярно  В,

И. В X (В X С). В ектор В X (В X С) перпендикулярен  как  В, 
т ак  и В X С, и, следовательно , он л еж и т  в плоскости векто­
ров В и С, перп ен ди кулярен  В и его нап равлен и е  п олучается  
поворотом В X С на п рям ой  угол вправо  относительно В. Его 
величина в В  р а з  больш е, чем В X С, т. е. р а в н а  В^С sinQ.

И з  рис. 6 следует, что
В X (В X С) -  В^С s in  0 c tg  9 -

— sin 0 cosec 0 (2) 

В Х ( В Х С )  =  ( В . С ) В - В 2 С .  (3) 
А налогично
С Х ( В Х С )  =  — С Х ( С Х В )  =

=  С 2 В - ( В . С ) С .  (4) 
1И.  ( В Х С ) . ( В Х С )  =

=  B ^ C ^ - { B - C f .  (5)
Это нем едленно следует  из опре­
делений,

2.091. С м еш ан ное  произведение А • (В X С). И з  ком м утати в ­
ности скал яр н о го  ум нож ен ия  следует, что

А - ( В Х С )  =  ( В Х С ) . А .  (6)

Д а л ее ,  поскольку  В, С, В X С н еком планарны , если ни один
из них не р ав ен  нулю, мы м ож ем  зап и сать  любой вектор А
так:

А =  аВ  +  рС +  у В Х С .  (7)
Тогда

A . ( B X C )  =  Y ( B X C )2 =  Y[ f i ' C2 - ( B - C F ] .  (8)
И та к ж е
А Х  В =  р С Х  B - V B X ( B X C )  =  P C X  B H - yB ' C - y (B . С)  В,  (9) 

т а к  что
G . ( A X  B) =  y [ B " C ' - ( B . G ) 2 ]  =  A . ( B X C ) .  (10)

Р и с .  6.



А налогично д о к азы в ается ,  что
В . ( С Х  А) =  А - ( В Х С ) .  

И так ,  имеем шесть р авн ы х  произведений 
А В Х С  =  В С Х А  =  С -  А Х В  =  А Х В . С  =

=  В Х С .  А

(И)

с  Х А - в .  (12)

С кобки  не нуж ны , поскольку  п орядок  операций определен  одно­
значно. Если  взять  циклический 
В, С, то знак  изменится.

Геометрический смысл .  П о­
с к о л ьк у  модуль  В X С равен  п ло­
щ ад и  п а р а л л е л о г р а м м а ,  н атя н у ­
того  на  отрезки, п р ед став л я ю ­
щ ие В и С, то, если угол  м е ж ­
д у  А и В X С острый , А • В X С 
р авно  об ъ ем у  п а р а л л е л е п и п е д а ,  
н атян утого  на отрезки , п р ед ста ­
вл яю щ и е  А, В и С. Если угол 

В X С равно это-

п орядок  А, С, В вместо А,

тупой, то — А 
му объему.

С меш анное 
(А, В, С].

Р и с .  7.

Произведение А • В X С иногда зап и сы ваю т

2.092. Тройное векторное  произведение А Х ( В Х С ) .  К а к  и
выше, запиш ем

А =  аВ  +  р С Ч - у В Х С .  (13)
Т огда

А X (В X С) =  аВ  X (В X С) +  рС X (В X С) =
=  а [(В • С) В -  В^с] +  р [С^В -  (В . С) С] =
=  [(аВ +  р С ) - С ] В - [ ( а В  +  рС ). В ]С  =
=  (А - С ) В - ( А .  В) С.

А налогично м ож но показать ,  что
( А Х В ) Х С  =  ( А . С ) В - ( В . С ) А .

(14)

(15)

С ледует  отметить: 1) закон  ассоциативности не вы полняется ,
2 ) член в правой  части, в котором средний вектор левой части 
п оявляется  в скалярн ом  произведении, имеет отрицательны й 
зн а к  (правило д л я  зап ом и н ан и я  знаков).

2.093. В индексной системе обозначений эквивалентность 
р азн ы х  форм смеш анного  произведения очевидна. Действи-



тельн о ,
Л,
В,
с ,

^ 2

в ,
с .

^3
Вз

Сз
и вы р аж ен и я  А ■ (В X С), В • (С X А), С • (А X В) являю тся  
р а зл о ж е н и я м й  этого определителя  по элем ентам  различны х 
строк. О стальн ы е три в ы р аж ен и я  следую т из соотношения
A i B i  =  B i A i .

2.094. В ы раж ен и е  тройного векторного произведения в ин­
дексной системе обозначений связан о  с тож деством  2.074 (1) 
д л я  eih„. З а м е т и м  вначале, что использование п рави ла  сум м и­
рования  требует , чтобы всякий повторяю щ ийся  и-ндекс по­
я в л я л с я  только  д в а ж д ы . И н ач е  не однозначен  порядок сум м иро­
вани я. У читы вая  это, мы запиш ем  i -ю компоненту тройного 
векторного произведения А X (В X С) так:

^ i k m ^ k ^ m p s B  р С  s '=  ^ ц^щЕ ^ Р ^ А ^ В  р С  g =

=  ( ^ i p ^ k s  -  6 i A p )  A k B p C s ^

=  ̂ ksAkBiC s — b^pAj^BpCi —
=  B i A k C k  — Ci Af ^B-k ,

следовательно ,

A X ( B X C )  =  ( A - C ) B - ( A -  B )C .
Аналогично

(A X В) X С =  -  С X (A X В) =  -  (С . В) A -КС . A) В.

Запом н и ть  эти ф ормулы  непросто, однако  их быстро мож но 
вывести из тож дества  2.074 (1), которое намного легче за п о м ­
нить. К ром е того, оно имеет другие применения.

2.10. Векторные функции скалярного аргумента. Д иф ф ерен­
цирование. О бозначим  скалярн ую  переменную через t.  П усть 
А ’(0  — векторная  функция. О пределим производную  k { t )  по t 
следую щ им  образом . Рассм отрим  отношение

6А А (/ -f 60 -  А (t)
6 t 6t

Е сли  6 t отлично от нуля, то ясно, что 6А/6/ — вектор, и если 
при 6 ^ -> 0  он имеет предел , назовем  этот вектор производной 
вектор-функции А (О по t и будем обозначать  его d \ l d t .  Ф ор­
м альное  док азател ьство  того, что в пределе получается  вектор, 
легко  следует  из теоремы о том, что сум м а пределов двух  
функций р авн а  пределу  суммы этих функций.



Вектор d k l d t  имеет компоненты {dAijdt ,  d A J d t ,  d A ^ d t ) .  
В аж н о  отметить, что, вообще говоря, не только  м одуль  d A j d t  
отли чается  от м одуля  А, но и н а п р а в л е н и я  их тож е различны . 
В частности, п р о и зсо дн ая  вектора с постоянны м м одулем  и 
перем енны м  н ап равлени ем  отлична от нуля.

Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  произве ден ия .  П р ави л о  диф ф еренц иро­
вани я  произведения двух  с кал яр н ы х  функций м ож но легко  
обобщ ить  д л я  произведения скал яр н о й  и векторной функций, 
а т а к ж е  д л я  скалярн ого  и векторного произведения. З д есь  мы 
просто сформулируем  результаты . Д о к а з а т е л ь с т в а  в к а ж д о м  
сл у ч ае  просты и предоставляю тся  читателю .

1) Е сли  а  — с к а л я р н а я  функция t, то
d  , А\  d a  ^ , d \  d. I d a  . , d A i(aA) =  ̂ A  +  a ^ ,  ^ ( а Л , )  =  ̂ Л  +  аdt  ̂ ' dt ' dt ’ dt dt dt '

2) Е сли  A и В — д ве векторные функции t, то

П о р я д о к  сом нож ителей  в прои зведени ях  не существен.

3) В) =  - ^  X В +  А Хdt '  ' dt dt ’

Вт +

В векторной записи сом нож и тели  переставлять  н ел ьзя .  
В индексном обозначении п ерестановка  сом нож ителей  допусти м а.

В аж н ы  некоторые вы тек аю щ и е  из 
этого частны е результаты :

1) Если А — вектор с постоянным м о ­
д у л е м ,  то

^ ( Л = ) - ^ ( А - А ) - 0 ,

Т . е.
А - ^  =  0^  dt

из чего следует, что d k l d t  перпендику- ^
л я р е н  А.

О ртогональность d A j d t  и А м ож но усм отреть  геометрически . 
Н а  рис. 8 отрезки, п р ед ставл яю щ и е А и А +  6А, имеют о д и н а ­
ковую длину. При стремлении Q к Р  угол м еж д у  О Р  и PQ 
стрем и тся  к прямому.

2) Если векторная  функция А зап и сан а  к а к  произведение
м оду л я  А  и н ап р авл яю щ его  вектора п, то

d \  dA , . dn ■п +  А-dt d t " '  dt



Значит, если Л, =  Ali,  то

d t  d t  dt

С ледует  отметить, что | d A l d t  |, вообще говоря, не равен | d A / d t  |.

2 .11. Д виж ение частицы в поле силы тяжести с сопроти­
влением, пропорциональным скорости. П усть при t =  О частица 
находится  в н а ч а л е  координат. С опротивление действует  по 
касательн ой  к  траектории д в и ж ен и я  в н ап равлени и , противо­
п олож н ом  д виж ени ю . С ледовательно , сопротивление в ы р а ­
ж а е т с я  вектором — m xv, где т  — м асса  частицы, а х  — кон­
стан та . П усть к — н ап р авл яю щ и й  вектор, идущ ий вертикально
вверх. Тогда, п р и р авн и вая  произведение массы на ускорение
величине дей ствую щ ей  силы, получаем

т х  =  — m g k  — m x x  (1)
или

х +  хх  =  — gk . (2)

П роин тегрируем  это уравнение. Его м ож но запи сать  так:

Р (хе>‘0 =  -  g e ^ %  (3)
откуда

_  J _ e 4 ^ k - f V  +  ^ k ,  (4)
УС )С

где V — скорость при t =  0. О тсю да

x  =  (5)
и

x =  ^ ( l _ e - w ) - ^ k 4 - ^ ( l - e - > ' 0 k ,  (6>

т а к  как  при / =  0 х =  0 .
И з  этого уравн ен и я  сразу  видно, что в мо­

мент времени t  все частицы, выпущенные из 
точки О  со скоростью  V,  о к аж у тся  на о к р у ж ­

ности, центр которой л е ж и т  н а  расстоянии — — ^ ( 1 — 
ни ж е  нуля . Д ействительн о ,

т. е.

lC O  +  x |  =  C P  =  f  (8)



С ледовательно , С Р  равно  - ^ ( 1 — и не зависи т  от  н а п р а ­
вления вектора скорости.

Д иф ференцируя  (2) по времени, получаем

а  +  х а  =  О, (9)

т. е. если ускорение при / =  О равно  ао, то
а  =  а о е - Ч  (10)

Таким образом , нап равлен и е  ускорения не м еняется  во врем я 
дви ж ен и я .  Т а к ж е  если « — го р и зо н тал ьн ая  с о с та в л я ю щ а я  ско­
рости и «0 “ ^^ н ачальное  значение, то из (5) получаем , что

ы =  Ыое-Ч ( И )

Если — расстояние, пройденное в горизон ттльном  н ап р авл ен и и  
за  время t,  то, поскольку « =  d.

«о (12)у.
С ледовательно ,

(13)

и (10) м ож но переписать  как

а  =  ао

2.12. Д виж ение заряж енной частицы в перпендикулярных  
электрическом и магнитном полях. П усть  т  и — е м асса  и 
электрический з а р я д  частицы; с — скорость света; Е, Н — эл е к ­
трическое и магнитное поля  в гауссовой  системе единиц. Тогда 
уравнени е  движ ени я  имеет вид

т. е.

Возьмем

Тогда

шх =  — еЕ — -^х X Н, (1)

Xi — (2)

Е =  (£ ,  о, 0), Н =  (0. О, Я). (3)

=  (4)

^2=

-V3 =  0 . (6)



П усть  В н ачальны й момент времени частица находится  в н ачале  
коорди н ат  и имеет нулевую  скорость. Тогда =  и движ ение 
будет  происходить в плоскости, перпендикулярной магнитному 

полю. У м нож им  (5) на i и слож и м  с (4). П о­
л о ж и м  Х\ +  ix 2 =  z * ) .  Тогда

ieH •
■Z.

Р и с .  10.

г  =  - ^ + -т '

П усть e H l m c  =  со; тогда  
еЕZ — m z  =  — ieE

т а

так  к а к  2 =  0 при / =  О, 

ieE
Z =  —

д:.

Х2 =  -

тш
еЕ

t - т

- (1 — COS со̂ ),

еЕ { Ш  -  +  I),

еЕ (со/ — sin at).

Т р аекто р и я  будет  циклоидой с точками возврата ,  л е ж а щ и м и  
на отрицательной  части оси Х2-

2.13. Элемент углового смещ ения; угловая скорость. П усть 
частица  п ервон ач альн о  находится  в точке Р{х) .  П овернем  ее 
н а  м алы й угол  66 (вправо) относительно 
прям ой  O N  с н а п р ав л я ю щ и м и  коси нуса­
ми и,-. П усть  угол м е ж д у  осью вращ ен ия  
и О Р  равен а. Тогда  см ещ ение точки Р  
с точностью до первого п орядка  малости  
по 60 п ерп ен ди кулярно  к плоскости век­
торов  п и X и равно  по модулю  г sin а  69.
И т а к ,  смещ ение 6х за д ае т с я  формулой

бх =  60 . п X X +  О [(60)2], (1)
п оскольку  | n X x l  =  r s i n a ;  или если мы
полож им

60 =  п60 , (2)
то

6х =  60 X X +  О [(60)2]. (3) Рис .  11.

В еличина  60 я в л яется  вектором, потому что 60 —скал яр ,  а
tii — н ап р ав л я ю щ и е  косинусы данной прямой.

*) Если читатель еще не знаком с элементами теории функций ком­
плексного перемен-ного, то здесь ему следует прочитать начало гл. И.



Таким об р азо м , если v — скорость точки Р  и 69/6^ имеет 
предел со 6/ - > 0 , то

v = = l i m =0 )  X X, (4)
где

(О =  (оп. (5)

Н аоборот , если скорость х за д ае т с я  вы раж ен и ем  вида (4) д ля  
всех /, а (I) постоянно по величине и н ап равлен и ю , тЬ легко  
п ок азать ,  что это равном ерное  движ ени е  по окружности-. Д е й ­
ствительно, х - ( о  =  0 , и, следовательно , д виж ени е  частицы 
происходит в плоскости, п ерп ен ди кулярной  « .  К ром е того, 
X • X =  О, поэтому постоянно, и частица д ви ж ется  по сфере. 
Т аки м  образом , д ви ж ен и е  происходит по окруж ности  р ади у са  
г sin а. Н аконец ,

X • X =  (<о X х) • (ю X х) =  (сог sin а)^, (6)

и, следовательн о ,  скорость постоянна и угшовая скорость 
р а в н а  (0. З н а к  м ож ет  быть проверен отдельно.

У равн ение  (4) м ож н о рассм атр и вать  к а к  систему трех  диф ­
ф ерен циальн ы х  уравнени й , именно

X i  =  e - i k m ^ k X m -  ( 7 )

Ч и тателю  следует  сам остоятельно  продиф ф еренцировать  (6), 
чтобы поп ракти коваться  в использовании У равн ения  (7)
м ож н о  использовать  д л я  того, чтобы п рои ллю стри ровать  метод, 
который часто бываеп- полезен , если одна  из осей вы б р ан а  спе­
циально. Возьмем  ось в н ап равлени и  « .  Т огда  о) =  (О, О, со) и

Xi =  —  (i)X2, x2 =  (axt, Хз =  0. (8)

О тсю да лгз — константа . У м н ож и м  второе уравнени е  на i и п р и ­
бавим  к первом у*).  П о л о ж и м  g =  лг| + /xg. Тогда

t  =  Z (9)

где С и р — действительны е числа. Д ей стви тел ьн ая  и м нимая  
части даю т

Xi =  С сов(и^ +  р), ^2 =  С sin ((0  ̂+  р). (10)

Эти уравнени я  описываю т равном ерное  д виж ени е  по о к р у ж ­
ности ради уса  С, и решение, к а к  и д о л ж н о  быть, содерж ит  
три п ар а м е т р а ,  именно х^, С и р .

*) См. примечание на стр. 142.



Теперь мы м ож ем  реш ить уравн ен и е  2.12(1) по-другому. 
И н тегр и р у я  один раз ,  получаем

ш х =  — e E t  X X Н.
П о л о ж и м

Е =  £ е ( 1) = £ е < 2) Хе(з), 

Т о гд а  (11) м ож н о переписать  в виде

Н =  Я е (3)-

( 11)

( 12)

еН
X = —  X тс

, cEt  \ 
X +  - j f - е(2) j ,

что  мы нем едленно интерпретируем  так: ч астиц а  д ви ж ется  
€ угловой скоростью  e H l m c  вокруг оси, п а р ал л ель н о й  е^), кото-

сЕр а я  в свою очередь д ви ж ется  с постоянной с к о р о с т ь ю  ^  6(9).

2.131. В частности, е с л и !  и ] —дв а  в заим н о  п ер п ен ди куляр­
ных н ап р ав л я ю щ и х  вектора в плоскости 0 1 , 0 2  и в момент 
врем ени t вектор I о б р азу ет  угол 0 , а j —угол +  0 с 0 1 , то

l  =  ^i. (1)

dt =  - 6 i . (2)

Если в момент времени t  ради ус-вектор д ви ж у щ ей ся  частицы 
равен  X, то проекции ее скорости d x j d t  и ускорения  d^x jd t^

н а  оси 0 1  и 0 2  будут  соответственно ( i i ,  и {х\, х ^ .  Если 
i и j — н ап р ав л я ю щ и е  векторы х  и перп ен ди кулярного  к нему 
н ап р авл ен и я ,  то

X =  г \ .
d \  .. , di , л.—  =  ri +  г —  =  п  +  гд]dt dt ( 3 )

^  =  Л +  г ^  ^  ( , 6) ^ + r & J ^  =  ( r -  i +  f  ^  (гЧ) ]. (4)



В ы р аж ен и я  (3) и (4) д аю т  р а зл о ж е н и е  скорости и ускорения  
по н ап р ав л ен и ям  р ади уса-век тора  и перп ен ди кулярно  к нему.

А налогично если т и п — н ап р ав л я ю щ и е  векторы к а с а т е л ь ­
ной и внутренней  н о рм али  к траектории д ви ж ен и я  частицы, 
а  ij) — угол м е ж д у  т и фиксированны м н ап равлени ем , которое 
вы б р ан о  так , чтобы г|з в о зр а с т ал  при дви ж ен и и  по траектории 
в нап равлен и и  т, то

где  s  — расстояни е  от фиксированной точки, взятое вдоль 
траектории , а р  — ради ус  кривизны  (здесь он берется  п о л о ж и ­
тельны м). Теперь вектор скорости v  м ож н о запи сать

V =  ЦТ =  ST;

с ледователь н о ,  ускорение d \ l d t  в ы р а ж а е т с я  ф ормулой
d v

d t
= vr + - n.

2.14. У гл о в ая  скорость абсолю тн о  твер до го  тела. Л ю бое 
дви ж ен и е  абсолю тно  твердого  т ела  сводится  к п а р а л л е л ь н о м у  
переносу, т. е. дви ж ен и ю , при котором  все частицы см ещ аю тся  
оди н ак ово ,  и последую щ ем у  повороту 
около некоторой оси. По определению  
абсолю тн о  твердого  тела  при лю бы х 
€го возм о ж н ы х  п ерем ещ ен иях  п о п ар ­
ные р асстоян и я  м е ж д у  точками о ста ­
ю тся  неизменны ми. П усть р а с с м ат ­
риваем ое  перем ещ ен ие  переводит час­
тицу из точки О в О'.  С н а ч а л а  пред­
п олож и м , что к а ж д а я  частица получает  
см ещ ен и е  0 0 '; при этом попарны е 
р асстоян и я  м еж д у  части ц ам и  не ме­
н яю тся . П усть при этом п ер ем ещ е­
нии частицы  Р, Q п ереходят  в Р',  Q', а при д ей ств и тел ь ­
ном перем ещ ении — в Р",  Q".  С огласн о  метрическому о п р ед е­
лению , плоскость — геометрическое место точек, р а в н о у д а л е н ­
ных от двух  за д ан н ы х  точек. С ледовательн о ,  точки, р а в н о ­
удал ен н ы е  от Р '  и Р " ,  о б р азу ю т  плоскость и О'  л е ж и т  в этой 
плоскости, поскольку  О 'Р '  и О 'Р "  равны  ОР.  А налогично точки, 
р ав н о у д ал ен н ы е  от Q'  и Q",  о б р азу ю т  плоскость, проходящ ую  
через О'.  Эти две  плоскости п ересекаю тся  по прям ой, к а ж д а я  
точка  которой R '  у д о влетво р яет  соотнош ениям  R ' l ^  =  R 'P " ,  
R ' Q  =  R'Q".  П оэтом у, т а к  к ак  расстояние  м е ж д у  точками этой 
п рям ой  и точкой О'  т а к ж е  не м еняется , она  состоит из одних

Р и с .  13.
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И тех  ж е  частиц  к а к  при смещ ении на 0 0 ' ,  т ак  и при действи­
тельном  перем ещ ении.

Р ассм отри м  теперь  произвольную  п ару  частиц S ,  Т в этих 
трех  полож ениях. У глы м еж д у  плоскостями сохраняю тся , сл е ­
довательно , угол  м еж д у  плоскостями O ' R ' S '  и O ' R ' S "  равен 
углу  м е ж д у  плоскостями O 'R ' T '  и O 'R 'T " .  Т аким  образом , 
полож ение  P'Q'  м о ж ет  быть переведено в полож ение  P"Q "  
поворотом на определенны й угол вокруг O'R' .

Пусть полож ен ие  точки О зад ается  вектором а , а 
точки — вектором а  +  ба. Пусть — н ап р авл яю щ и е  косинусы 
п рям ой  O'R' ,  и пусть вокруг нее производится  поворот на 
м а л ы й  угол 66 . Т о гда  см ещ ен ие  от Р ( х )  к Р '  есть 6а  и

Я 'Р "  =  п 69 X О 'Р '  +  О (60)2. (1)

П олож и м , к ак  и р ан ьш е , п 6 0  =  б0; тогда

0 ' Р ' ^ 0 Р  =  х - & ,  (2)
=  J F '  +  Р ' Р "  =  6а  +  60 X (х -  а) +  о  (60)2, (3)

что д ае т  см ещ ение произвольной частицы тела .  В этом случае  
скорость точки Р  будет

РР"  rfa , d0 / ч • ,  , V
V =  =  - ^  +  lim X (х -  а) =  а  +  со X (х — а), (4)

где
«  =  И г а - ^ ,  (5)

и со н азы вается  угловой скоростью тела .  В други х  обозначе­
ниях  мы м ож ем  зап и сать  (4) как

Vi =  di +  {хг^ -  а  J .  (6)

Ч тобы  проверить, п р е д с та в л я е т  ли это поле скоростей д в и ж е ­
ние абсолю тн о  твердого  т ела ,  вычислим вариаци ю  расстояния  
м еж д у  д вум я  частицами с координ атам и  л:,-, г/,-. И меем

4 i  i y i  -  =  Xi) [У1 -  X,) =

~  2  ( t j i  X j )  ^Ут  -'-т ) “  ( 7 )
=  0 .

п р и м е н я я  такие ж е  рассу ж д ен и я  к м алы м  вращ ен и ям , находим , 
что с точностью до членов первого п о р яд ка  малости  р ассто я ­
ния при перем ещ ен иях , з а д ав а е м ы х  формулой (3), не изм е­
няю тся . П р ен еб регая  членами второго порядка  малости , мы 
мож ем сказать ,  что м алы е угловы е перем ещ ения подчиняются



п рави лу  п а р а л л е л о г р а м м а  в том смысле, что сум м а смещений, 
отвечаю щ их  м алы м  в р ащ ен и ям  вокруг р азли чн ы х  прям ы х 
явл яется  смещ ением , соответствую щ им р езульти рую щ ем у  в р а ’ 
щ ению  вокруг оси, полученной по этому прави лу . В частности

(60 X х)г =  eik„,6 QkX„, (8)

и компоненты (хзб02 —Хг^Эз, ЛГ| 663 —л:зб0 ,, лг2б0 | — ЛГ]662) явл яю тся  
сум м ам и компонент, соответствую щ их вращ ен и ям  (69i, 662, 663) 
около  осей.

2.15. С илы, дей ствую щ и е на  абсолю тн о  твердое  тело. Д в и ­
ж ение произвольной частицы описы вается  обычно следую щ им и 
уравнени ям и :

т х  =  Х, mXi =  Xi.  (1)

Д л я  к а ж д о й  частицы  абсолю тно твердого  тела  эти у р а в н е ­
ния справедли вы . Е сли  мы просто слож им  их и обозначим 
через 5  сум м ирование  по всем частиц ам , то получим

S  ( т х )  =  SX. (2)

Если мы теперь напищ ем  S  ( т )  =  М, то М  будет полной мае- 
сой всего тела ;  и если д ал е е  мы напищ ем

S ( т х )  =  М х ,  (3)

то Xi будут коорди н атам и  точки, которую  мы будем н азы вать  
центром масс. П олучаем

М х  =  SX, (4)

т. е. результирую щ ей  всех сил, д ей ствую щ и х на тело.
Д а л е е  образуем  векторное произведение (1) с х , тогда

т х  X X =  X X X, mei^,„XkX„ =  (5)

П ри  суммировании
S  ( т х  X х) =  S  (х X X), /о\

S  =  S  {S’i k m X h X щ).

Ц ен тр  масс абсолю тно твердого  т ела  неподвиж ен относи­
тельно тела . Это обычно считается сам о  собой р азум ею щ и м ся ,  
но не очевидно. Рассм отрим  расстояние Г] до центра масс от 
лю бой дан ной  частицы, с каж ем  первон ачально  находивш ейся



В Хь И пусть частица с массой Ш/ находится  в х^. Тогда

(Smi)  (Х| -  х) =  {Srrii) X, -  5  (т^х,)  =  5 т ,  (х, -  х,), (7)
(Sm^)2r2 =  [S /яД х, -  X,)] [Sm^,(x, -  X,,)] =

=  5 5 ' / П ; т , , ( х , - х ^ ) ( х , - X , , ) ,  (8)

где 5  о б озн ачает  сум м ирование  по /, а S ' — по V. Н о

(х, — X;) (х, — х^,) =  Y (r\i +  r\^, — ,) (9)

в обы чны х обозначениях. С ледовательно , г\  полностью  в ы р а ­
ж ен о  через массы  частиц и расстоян и я  м е ж д у  ними и поэтому 
не м еняется  при лю б ы х  перем ещ ен и ях  абсолю тно  твердого т ела .

Н о рассм отреть  частицу, находивш ую ся  п ервон ачальн о  в х  
недостаточно, поскольку, нап рим ер , у  полой сферы такой  ча­
стицы нет.

Силы, дей ствую щ и е на  частицы, м ож н о р азд ел и ть  на внеш ­
ние силы и внутренние реакции. В соответствии с прин­
ципом, п р и н а д л е ж ащ и м  Д а л а м б е р у ,  внутренние реакции о б р а ­
зую т равновесную  систему сил и их в к л а д  в правы е части (4) 
и (6) равен  нулю . Этот принцип легче всего понять, если рас ­
с м атр и в ать  абсолю тно твердое  тело  к а к  предельны й случай 
упругого; он очевиден, если рассм отреть  тело  к а к  таку ю  
систему частиц, в которой си ла  м е ж д у  лю бой парой  частиц 
н а п р ав л е н а  вдоль соединяю щ ей их прямой (т. е. компоненты 
ускорения  относятся , к а к  н ап р ав л я ю щ и е  косинусы этой прямой). 
Е сли  X ' — сила, д ей ству ю щ ая  на  ttii со стороны т ^ ,  то по 
третьем у  закон у  Н ью тон а  р еакц и я  р ав н а  —X ' ,  и

—  x i X X '  +  xi' X  X' =  (х/' — X/) X  X ' =  О,

если X ' н а п р ав л е н а  вдоль прям ой от х/ к ху .  Но эти с о о бр а ­
ж е н и я  не я в л яю тся  общ ими, потому что частицы могли бы быть 
электрическими или магнитны м и дип олям и  и в этом случае  
силы не бы ли бы н ап р авл ен ы  вдоль соединяю щ ей их прямой. 
О д н ако  м ож но п о к азать ,  что сам  р е зу л ь тат  остается  верным 
в зн ачительно  более ш ироком  к л ассе  случаев , а именно когда  
расстояни я  м е ж д у  частиц ам и  не м еняю тся . П ринцип Д а л а м б е р а  
яв л яется ,  таким  о б р азо м , неким приближ ением , справедли вы м  
д л я  реального  твердого  т ела  при условии, что деф орм аци ям и  
м ож н о  пренебречь; если ж е  деф орм аци ей  пренебречь нельзя ,  
то д а ж е  не вполне верно, что центр масс  неподвиж ен отно­
сительно тела .  Причиной применения принципа Д а л а м б е р а  
я в л яе т с я  в конечном счете то, что на  п ракти ке  он ведет  к п р а ­
вильны м  резу л ьтатам .



В правы х частях  равенств  (4) и (6) нам  нуж но, с л ед о в а ­
тельно, р ас с м ат р и в а т ь  только  внешние силы, дей ствую щ и е на 
тело. Д а л е е ,  достаточно шести величин, чтобы з а д а т ь  п о л о ж е ­
ние твердого  тела :  трех  коорди н ат  произвольной зад ан н о й  ч а ­
стицы и трех  углов  Э йлера , которые з а д а ю т  его ориентацию . 
Они рассм атр и ваю тся  в гл. 3. Н о (4) и (6) со ставл яю т  шесть 
диф ф еренц иальны х уравнений, и шесть есть число параметров,, 
которое нуж но, чтобы определить д виж ени е  тела .

5 Х  я в л яется  результирую щ ей  силой; L =  S  (х X X)

н азы в ается  моментом сил относительно н а ч а л а  координ ат . О т­
дельно  от уравнений д ви ж ен и я  момент сил не п р ед став л я ет  
физического интереса. С ледует  обрати ть  внимание, что момент 
силы равен  х  X X, в то врем я к а к  скорость при вращ ен ии  
р ав н а  (I) X X и знаки  этих вы раж ен и й  очевидны, если по л ьзо ­
ваться  чертеж ом , однако  довольно распространены  ошибки, 
если использую тся  векторны е обозначения . Е сли  Xi и Х 2 поло­
ж и тельны , то ясно, что си ла  стремится повернуть тело от 01  
к 0 2 ;  если Юд и ЛГ| полож ительны , то Х2 полож ительно. Этого 
достаточно, чтобы определить  знак  одного члена в каж д о й  
компоненте, а из этого о п ред елятся  остальн ы е знаки.

Е сли  система эк ви вал ен тн а  одной силе X, прилож енной  
в точке с радиусом-вектором  х, то момент силы равен х Х Х  =  G и

G • X =  e,i^^XkXmXi - 0.

С ледовательно , только  в специ альны х с л у ч а я х  силы, дей ствую ­
щ ие на абсолю тно твердое тело, м ож н о зам енить  одной силой *).

П Р И М Е Р Ы

1. Доказать, что BlksBmks =  ^ îm> e-iksBlks^^-
2. Если А обозначает определитель Цыг/||, то доказать, что

= ^IlnUljUklUmn, 
e.lint^=‘ ZikmUiiUkiUmn,

6А =  eikm^jinUijUkiUmn-

3. Доказать, что, если l ij  — направляющие косинусы, определяющие пре­
образование осей, то

*) о  приведении обшей системы к двум силам или к силе и паре сил 
см. (3, гл. 5] и [4, гл. 8]. Эта задача, впрочем, появляется только в экзаме­
национных билетах.



4. Z — постоянный вектор единичной длины, г (радиус-вектор движущ ейся  
частицы) — переменный вектор, перпендикулярный г .  Если скорость в любой  
момент задается формулой

—  =  a z  X re*', (1)

где (О и — константы, то показать, что траектория точки — логарифмическая 
спираль.

Частица движется в плоскости под действием силы, пропорциональной ра­
диусу-вектору, и сопротивления трения, пропорционального скорости частицы. 
Определить уравнения движения частицы и, отыскивая решения в виде (1) 
или каком-либо другом, показать, что скорость в любой момент времени есть 
векторная сумма скоростей двух частиц, описывающих логарифмическую  
спираль в противоположных направлениях с одинаковыми угловыми ско­
ростями. (М /с, II, 1931.)

5. А, В,  С —любые три точки на сфере единичного радиуса с центром О. 
Радиусы-векторы точек А, В,  С относительно точки О соответственно равны 
U , V, W. Покажите, что диаметр, перпендикулярный плоскости ABC,  пересе­
кает сф еру в точках, радиусы-векторы которых равны ±  d, где

[и, V, w ]  d  sec 0 =  V X W  -Ь W  X U -Ь U X V

и 0 —угол м еж ду d и и.
Рассматривая векторное произведение и X d или каким-либо другим спо­

собом, доказать, что

[и, V,  w ] t g 0 =  ±  4 sin у  sin -g  s i n ^ ,

где а, Ь, с —стороны сферического треугольника ABC.  (Prelim ., 1941.)
6. Доказать, что если А, В, С, D — четыре произвольных вектора, то

(А X В) • (С X В) =  (А • С) (В • D) -  (А • D) (В ■ С),
(А X В) • (С X D) =  [С, D, А] В -  [В, С, D] А =

=  [D, А, В] С - [ А ,  В, С] D,

где [А, В, С] обозначает смещанное произведение А - ( В  X С).
Выведите правило синуса и косинуса сферической тригонометрии.

(Рге im., 1940.)
7. Д ве частицы выпушены одновременно из начала координат со скоро­

стями Ч] и 02 соответственно и движ утся с постоянным ускорением а.  Д о ­
казать, что если V] • V2 <  О, то существует один и только один момент в по­
следующем движении, когда радиусы-векторы этих частиц образую т прямой 
угол с вершиной в начале координат.

Показать, что в этот момент радиусы-векторы ri, Гг частиц удовлетво­
ряют уравнению

(Г1 • V2 -  Г2 • V , )  +  ( а  • Г2 -  а  • г , )  ( а  • V,  - f  а  • V2) -Ь 2v .  • V j  ( а  • Уг -  а  ■ v , )  =  0.
(Prelim ., 1940.)

8. Найти выражение для радиуса-вектора г  в момент времени t частицы 
с единичной массой, движущ ейся под действием постоянной силы {n  ̂+  k^)b 
и силы притяжения, равной {п  ̂+  k )̂ г и действующей в направлении начала 
координат ( п ф О ) .  Сила сопротивления равна 2kv.  В момент i =  0 частица 
имела скорость v  и была в точке г =  а.

Выведите, что смешанные произведения векторов г, v,  а — Ь и а,  Ь, v 
равны меж ду собой. (Prelim ., 1941.)



9. Частица, заряд которой равен е, а масса т,  движ ется под действием  
однородного электрического поля, напряженность которого (О, Е,  0), и. одно­
родного магнитного поля, напряженность которого (О, О, Н)  в гауссовых еди­
ницах.

Д оказать, что это движ ение можно рассматривать как суперпозицию  
равномерного движения со скоростью (ЕсЩ,  О, 0) и равномерного движения 
по винтовой линии с угловой скоростью —e Hl mc  относительно оси. Измеь?е- 
нием массы со скоростью можно пренебречь.

Докаоать., что' если начало движения частицы совпадает с началом коор­
динат, то, какая бы ни была ее начальная скорость, она пересекает каждую  
прямую

л: =  2 пптс^Е!еН\  г/ =  О, где «  =  1, 2, 3 . . .  . (М. Т., 1943.)

10. На частицу массы га, радиус-вегтор которой г, действуют централь­
ная сила цг и сила е (Н X г)/с, где Н —однородное магнитное поле. Пока­
зать, что если г и г  первоначально перпендикулярны Н, то частица будет  
описывать плвскую кривую.

П оказать, что частица может описывать окружность около начала, коор­
динат под действием этих сил с л<обой из двух  постоянных угловых ско­
ростей. О- С., 1942.)

11. Определить вектор ОС,  перлендикулярный ОА =  а (2, 3, 0), ОВ =  
■= Ь ( — 2, О, 1), такой, что вращение от ОА к О В относительно ОС является 
положительным. Вычислить объем тетраэдра ОАВС.

Найти стороны и углы сферичеекого треугольника ABC,  определенного 
векторами
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ТЕНЗОРЫ

Мы знаем, что интеллектуальная 
пиша иногда усваивается легче, если 
принимать ее не в слишком концен­
трированном виде. М ожно спросить: 
„До какой степени можно извлекать 
пользу, специализируя обозначения, 
с тем чтобы они усваивались наибо­
лее просто?" Только практика может 
дать ответ на этот вопрос.

F. Cajori  „His tory of Mathematical  
Notat ions^,  p.  77.

3.01. В этой гл а в е  в простом и сж атом  виде и зл агается  
теория  тензоров. Во многих р а з д е л а х  физики тензорные обо­
значения  д аю т  компактное м атем атическое вы раж ени е , а успеш ­
ное освоение тензорного а п п ар а т а  облегчает  использование 
неп рям оугольн ы х  осей, криволинейны х координ ат  и м ногом ер­
ного пространства . Тензоры с л у ж а т  т а к ж е  введением к идеям 
м атри чн ой  алгебры . О б щ а я  теория тензоров яв л яется  необхо­
димым матем атическим  ап п аратом  теории относительности, 
кван товой  механики, и в классической физике многое в этих 
об означен иях  приним ает  н аи более  четкое вы раж ени е . В при­
л ож ен и ях ,  рассм отренн ы х в этой главе , физические идеи про­
сты , и практическое использование в них тензорны х обозначе­
ний чрезвычайно полезно. Это удобнее, чем применять их 
в полной м ере к теориям , в которы х физические идеи сам и по 
себе являю тся  более  трудны ми д л я  понимания.

3.02. П реобразование координат. Свертывание. О пределим  
вектор А посредством преобразован и я

Aj =  l i jAi,  ( 1)

которое эквивалентно  п реобразованию

Ai =  li jAj .  (2)

Л ю бой  вектор мож но т а к ж е  н азв ать  тензором первого  по ря дка .  
Л ю бой  ск а л я р  является  тензором нулевого порядка .



Если теперь рассм отрим  набор из девяти  произведений AiBk,  
то зам ети м , что ска л я р н ы е  и векторные произведения явл яю тся  
частны ми линейными ком бин ац иям и  этих произведений. О б р а ­
зуем аналогичны й набор  д л я  компонент, отнесенных к новым 
осям:

(3)

AiBk  =  hiUiA'iB'i. (4)

П о  аналогии  с определением  вектора воспользуем ся  этими 
соотнош ениями д л я  оп ределен ия  тен зо р а  второго порядка . Н а ­
бор величин, з ав и сящ и х  от д в у х  н ап равлени й  и оп ределяем ы х  
через д ев ять  компонент Ktk, относящ и хся  к системе коорди­
н ат  0  123, и К'ц, относящ и хся  к системе координ ат  О Г 2 ' 3 ' ,  
о б р аз у ет  тензор второго п о р яд ка ,  если д л я  прои звольн ы х  из­
менений осей сп раведли во , что

К'н =  liilkiKik (5)

или эк ви вален тн ое  соотношение

K i k ’̂ l i i lk iKi i .  (6)

К а ж д ы й  из двух  индексов, о б озн ачаю щ и х  компоненту К, отно­
сится к одной из коорди н ат  той же самой  системы. Н а п р а в л я ю ­
щие косинусы 1 ц  тен зора  не  образуют,  т а к  к а к  д в а  индекса  
относятся  к осям различ ны х  систем.

В квад р атн о м  расп олож ен и и

К п  К 12
К 2 : /С23 (7)

V/Сз. Кг2 K s J

компоненты К п ,  К ^ ,  К 33 н а зы в аю тся  диагон альн ы м и  ком п о­
нентами, И х сум м а  Kti  н а зы в ается  с ле до м  и яв л яется  с к а л я ­
ром. В самом деле ,

K ' u - l i , l k , K i k  =  bikKik =  Kii.  (8>

О перац и я ,  в которой д в а  индекса  в тензоре п ол агаю тся  р а в ­
ными и затем  по ним производится  сум м ирование, н азы вается  
свертыванием.  П ри  этом п орядок  тензора  пон иж ается  на два. 

С ум м а двух  тензоров  К и L оп р ед ел яется  соотношением

{К +  =  Ki,  4-

и яв л яе тс я ,  очевидно, т а к ж е  тензором.



Тензоры более высокого п о р яд к а  оп ределяю тся  аналогично, 
т. е. тензор п орядка  п  п реобразуется  к а к  произведение AiBkCm •. • 
из п  сом нож ителей . Мы будем иметь д ел о  в основном с тен ­
зорам и  второго п оряд ка  и лиш ь иногда использовать  тензоры  
третьего и четвертого порядков .

3.03. И зотропны е тензоры . М ож н о  п ок азать ,  что набор  в е ­
личин б,-̂  о б р азу ет  тензор. В сам ом  деле, если воспользуемся 
п реобразован и ем  (5), то получим набор величин и'ц,  з ад ан н ы х  
соотношением

, 1 при / =  I,
=  =  (9)

С ледовательно , набор б,-* п рео б р азу ется  в 6ц  при лю бом  в р а ­
щении осей.

Аналогично м ож но п о к азать ,  что тензор  третьего  п о р яд к а  
с компонентами в системе координ ат  О 123 имеет те ж е
сам ы е компоненты в системе координ ат  О l ' 2 ' З ' .  Д ействительно , 
при преобразован и и  д л я  j l n -й компоненты получим lijlkilmrfitkm- 
Р асп и сы вая  более подробно и у чи ты вая ,  что в неравны х нулю 
член ах  все /, k,  т  различны , получим

h i h i h n  + l i i h i h n  + h i h i h n  ~  h i h i h n  ~  h i h i h n  ~

Если i  =  l, то все компоненты взаим н о  ун и чтож аю тся . То ж е  
получаем при } =  п  или I =  п.  Если все /, /, п  различны , то это 
вы раж ен и е  при ним ает  вид

h tn Irn
/2/ hi hn
h i h i 1зп

Оно равно 1, если /, /, п  отли чаю тся  от п о р яд ка  1, 2, 3 чет­
ным числом перестановок, и — 1, если число перестановок не­
четное. С ледовательно , п р еоб разуется  в по п р ави лу
п р ео б р азо ван и я  тензоров  третьего порядка .

Тензоры, компоненты которы х не изм ен яю тся  при повороте 
осей, н азы ваю тся  изотропными.  М ож н о п о к азать  [1]*), что 
изотропного тензора  первого п о р яд к а  не существует, а един­
ственными изотропными тензорам и  второго и третьего п оряд­
ков явл яю тся  6ift и Zikm, ум нож енны в на ск ал яр .  И м ею тся  три

*) Ом. также приложение к гл. 3.



незави си м ы х  изотропных тензора  четвертого п оряд ка ,  которые 
равны

( 10)

П оследн ее  вы раж ен и е  используется  вместо тензора Bih^e,nps. 
О стальн ы е  два  встречаю тся  при выводе уравнений д ви ж ен и я  
вязкой ж идкости  и упругой твердой среды.

3.031. Изотропные тензоры четвертого порядка. Если uikmp является изо­
тропным тензором четвертого порядка, то для любых поворотов имеем

(1)

Учитывая, что у любой компоненты по крайней мере два индекса должны  
быть равными, замечаем, что эти компоненты относятся к одному из сле­
дующих четырех типов: « т ь  “ iU 2> « 1122. «игз- _

Вначале повернем оси около прямой с направляющими косинусами l/j^3, 
l /К 3 так, чтобы ось I совпала с первоначальным положением оси 2 

и т. . Так как это приводит к циклической замене индексов, то из свой­
ства изотропности следует, что

(2 )“ и п  “  “ 2222 — “зззз>
«2211 =  «3322 =  “ ПЗЗ.

«1,22 — “ 2233 — “ 331Ь 
“ 1221 =  “ 2332 =  “ 3113 И Т. Д.

Затем произведем поворот на 90° вокруг оси О 3. Тогда 

/|2 = 1. 2̂1 =  ~  1. 4з — (3)

а остальные hk равны нулю. Положим » =  3, 1 =  п =  q =  \. Тогда отличными 
от нуля будут члены для / =  3, k =  т =  р  — 2 и

“ 3111 = -  “ 3222- (4)

Точно так ж е для /  =  3, 1 =  п =  q — 2 необходимо положить / =  3, k =  m —p = \ ,  
что дает

“ 3222 =  “ 3111- (5)

Аналогично получим, что все компоненты с тремя одинаковыми индексами 
и не равным им четвертым индексом равны нулю.

Подобным же способом найдем, что

i =  k  =  2 , т  =  р = \ :  « 112 2  =  “ 2211.

i — r n = \ ,  /г =  р  =  3 : “2323 =  “ 1313> (6 )

( =  р  =  2, k =  m = \ :  «12 2 1 =  “ 2112. 

j — 3, l = n = 2, <?=!; i =  3, f e = m = l ,  p = 2: “ 3221 = ~ “ 3ii2>

j = 3, l = n = \ ,  q = 2\ t =  3 , k = m = 2, p = 1: Ы3112 = “ 3221- (7)

/  =  / = 1 ,  n — q =  2
j =  n =  2, l =  q — 3

j =  q — I, 1 =  n —2

Следовательно, не равны нулю только те компоненты, у  которых все индексы 
одинаковы или попарно одинаковы. При помощи циклической замены индек­



сов  получим
“ и м  =  “ 222 2  =  “ зззз “  (8 )

И ц22 =  “ 2211 °= “ 2233 =  “ 3322 =  “ ЗЗП =  “ ПЗЗ ' (9)
“ 2323 =  “ 1313 =  “ 3131 =  “ 2121 =  “ 1212 =  “ 3232 ~  (Ю )

“ 1221 =  “ 2112 “ 2332 ~  “ 3223 °= “ 3113 =  “ l331 ~  “V- ( Ч )

В се эти соотношения выполняются для кубической симметрии. Теперь можно 
записать

Uikmp =  ^ (>ikf>mp +  VLbim^kp +  '/bipbkm +  (и -  Л -  Ц -  v) Vikmp, (12)

где если все четыре индекса одинаковы, а в остальных случаях
равны нулю. Итак, если Uikmp является тензором четвертого порядка, то
‘̂ ikmp^i!^k^m^p~ “ наоборот (см. 3.05). Это выражение приводится 
к виду

+  (« -  ^ -  -  V) +  . . . ) .  (13)

П ервы е три члена являю тся  произведениям и скаляров . П оследний, если 
в зять  все векторы  одинаковы м и, равен  х \  +  х^  +  х^, а это  не скал яр . Он об­

л а д а е т  кубической, но не сферической сим м етрией. Н априм ер, если Х 1 — Х2 — 

=  дгз= |/> ^ 3 ,  то х |  +  д:2 +  ДСз= 1/3, но если =  1, Xg =  Хд =  О, то +
,4

+  ^^3 = 1 ,  а это изменение компонент можно получить вращением осей. С ле­
довательно, если тензор является изотропным, то

х - Я - ц - г  =  0 (14)

и наиболее общий вид изотропного тензора четвертого порядка дают пер­
вые три члена (12). Это можно переписать в виде суммы трех тензоров 3.03 
(10).

Упругие константы любого твердого тела образую т тензор четвертого 
порядка, который может быть изотропным, если изотропно твердое тело. 
Член Vikmp является более общим и позволяет выразить упругие свойства 

кубического кристалла (модули Юнга могут иметь различные значения для 
деформаций вдоль диагонали и параллельно ребру куба).

3.04. Аффинерное обозначение. И ногда бывает удобно обозначать тен­
зор второго порядка одной буквой, как это делается для вектора. Если все 
компоненты тензора Kik  умножить на компоненты вектора Ат,  то получим 
тензор третьего порядка. И з этого произведения можно образовать два раз­
личных вектора, положив т  равным г или k и произведя суммирование по 
одинаковым индексам, а именно Kik^i и KikAk. В аффинорном обозначении 
они записываются соответственно в виде А • К и К • А. Запомним правило, 
которое состоит в том, что сомножители располагаются в таком порядке, 
что суммирование производится всегда по смежным индексам,  таким образом

(K.K)k-^AiKik. (K- \ ) i  = KikAk. ( 1)

Доказательство того, что в результате свертывания тензора порядка^ п полу­
чается тензор /г —2-го порядка, подобно доказательству 3.02 (8) и нет необ­
ходимости приводить его целиком.. Использование жирного шрифта указы­
вает на то, что один или более индексов немые.



Аналогично можно образовать произведение со свертыванием дв ух  тен­
зоров второго порядка К и L, а именно

( V . - U i k  =  K l m L m k ,  ( \ ^ - K ) i k - L i , n K m k .  (2 )

Кроме того, результат обычно зависит от порядка расположения сом нож и­
телей. Этот тип умножения не коммутативен. В данных обозначениях тен­
зор Л/Bfe записывается в виде АВ.  Отсутствие точки отличает тензор как от 
скалярного, так и от векторного произведений. Аффинорное обозначение  
очень похож е на матричное обозначение, о котором говорится в следующей  
главе. Упрощение записи, получаемое за счет опускания индексов, компен­
сируется той сверхосторожностью, которую надо проявлять для сохранения  
порядка сомножителей, а также из-за того, что иногда не требуется произ­
водить свертывание. В частности, константы упругости кристалла образуют  
тензор четвертого порядка.

3.05. П р а в и л о  частного. Если имеется система уравнени й

Kik ^k  =  Bi,  (1)

где  и В; — известные тензоры первого по р яд ка ,  или

KikTkm =  5,-^, (2)

где Tkm и Sjm — тензоры  второго п оряд ка ,  то мож но ли у тв ер ­
ж д а т ь  обратное, т. е. что Kik яв л яется  тензором второго по­
р ядк а?  О твет  будет утвердительны м  при условии, что все ком ­
поненты Д  или Т могут изм ен яться  независим о. Р а с с м о тр е ­
ние начнем с простейш его случая  (1). П р ео бр азу ем  оси, но при
этом не известно, к ак  п реобразую тся  Kik- Д о л ж е н  получиться 
набор  K'ji с девятью  ком понентам и, о п ред еляем ы м и  соотнош е­
ниями dB'.jdA'^.  Тогда получим

Щ ^3)

С ледовательно ,
(4)

Но если это верно д л я  лю бого  /, когда  и зм ен яется  н е з а ­
висимо, то

K'n =  lnhil<ik (5)
• ̂

и TCife — тензор второго порядка..
В аж н ы й  частный случай этой общей теорем ы  состоит в том, 

что если Kikm • • • Tikm ■ ■ ■ ~  ск ал я р  и Т — произвольный тензор 
п о р яд ка  га; то и К т а к ж е  яв л яется  тензором  порядка: п. В ч а ­
стности,, коэффициенты в квадратичной форме где
aih =  aki, в этих коорди н атах  о б р азу ю т  тензор второго п о р я д к а .



3.06. Д ифференцирование по координатам скалярных и 
векторных функций. С к ал яр ,  компоненты вектора или тензора 
в р азли чн ы х  точках  пространства  могут иметь различны е зн а ­
чения, д а ж е  если они р ассм атр и в аю тся  в дан ны й момент вре­
мени и при этом не производится  преобразован и я  координ ат­
ных осей. Т ак , различны е точки тела  отли чаю тся  расстоянием 
от н а ч а л а  координат, но расстояние данной точки не зависит 
от н ап р авл ен и я  осей. Т а к а я  функция н азы вается  с ка л яр н ой  
ф унк цией ,  за в и с я щ е й  от пространственного положения точки. 
С другой стороны, скорость частицы ж идкости  явл яется  век­
тором, который обычно изм еняется  с изменением пространст­
венного полож ен ия частицы, и его м ож но н азв ать  векторной 
ф ун кц и ей  пространственного положения.  С ущ ествование таких 
функций ставит  вопрос об их дифференцировании.

Если ф яв л яется  скалярной  функцией, то набор из трех 
производных дц:!дх1 определяет  вектор, который обозначается  
g r a d ф  или Уф. Д л я  д о к азател ь ств а  того, что это вектор, по­
вернем координатны е оси, тогда

* И/dxj dxj дх^ dxi

что и д о к а зы в а е т  вы сказанн ое  утверж ден ие . П ри этом пред­
полагается , что ф диф ференцируема по трем пространственным
координ атам  в см ы сле Ш то л ьц а  и Ю нга, т. е. достаточным
условием дифференцируемости яв л яется  непрерывность частных 
производных от ф по всем координ атам  (сравни 5.04).

Если Ui — векторная  функция, то

ди', д х ,  ди,  д  , dui,
iUiUk) — h j h i ~  > (2)dXj aXj дх^ dXi дх^

а следовательно , dukldxi  — тензор второго порядка.
И з  этого следует , что d u j d x i  — с к а л я р н а я  функция. Ее  обычно 

об озн ачаю т  d i v u  или V - и .  Д а л ее ,  если функция ф так о ва ,  что 
Ui =  d(f/dxi,  то

dui _  , З^ф . 5^ф
dxi  д х ]  d xf  дх1 дх^

(3)

Эта ком бин ац ия  вторых производны х имеет важ н ое  значе­
ние в математической физике, уступая  в этом лиш ь производ­
ной по времени. Ее обозн ачаю т  У^ф.



Величины
dum _ { dus duj dui дщ  Ды; ди^ \ _
dxk ~  \ дх2 дхз ’ дхз йл:, ’ "djq 6 x2 } ~

(4)

<3«з dU2 dUi д щ
дХ2 д х ,  ' дхз dxi ♦

d w d v ди d w dv
д у д г  ’ d z д х  ’ д х

ди \
д у )

В д ек ар то вы х  ко орд и н атах  определяю т вектор. Его о б озн ачаю т  
r o t u  (используется  т а к ж е  обозначение V X и). О тметим, что 
если U я в л яется  гради ентом  с к а л я р а ,  то r o t u  =  0; действительно,

(rot g r а d ф)г =  =  0. (5)

К ром е того, если и я в л яется  произвольной векторной функцией, 
то

div ro t  U =  - ^  е,-*„ =  О, (6)

потому что все члены взаим н о  ун и чтож аю тся . П ри м ен яя  д в а ж д ы  
оп ерац и ю  rot,  получим полезное соотношение, а именно

(rot ro t  u)i =  e^ps =  (^ip^ks — 6;A p )  =

=  - p ^ ------- ^  =  (g ra d  div  u - V ^ u ) , .  (7)
dx^ dxi dXf^

3.07. С войства  сим м етрии . П о к а ж е м ,  что если — тензор, 
то  и Kku  полученный зам еной  строк на столбцы, т а к ж е  яв л яется  
тензором . Это означает , что если преобразуется  в 
со гл асн о  прави лу

Кц =  lijlklKik' (1)

и если зап и сать  Lik =  Kkh  то Li^  д о лж ен  п р еоб разовы ваться  
по том у ж е  правилу. Тогда

l i lUi^ik =  h/kiKki-  (2)
З д е с ь  i n k  — д в а ж д ы  встречаю щ иеся  индексы, поэтом у  не 
в а ж н о ,  какой из них н а зв а т ь  i, а какой  k.  П ом еняв  эти ин­
дексы , получим

lkihiKik =  iiilkiKik =  K i r  (^)

Т аки м  об р азо м , п р ео б р азо в ан н ая  систем а отли чается  от К'ц 
т ем , что строки зам енены  столбцами.

Если K i k ^ K k h  то говорят, что тензор  симметричный.  Если 
ж е  Kik =  — Kkh  то тензор  н азы вается  антисимметричным.  К ром е 
того, если — тензор, то + /С*; и — /С*,• т а к ж е  я в л яю т ся



тен зорам и . П ервый из них не изм ен яется  при зам ен е  г на  fen 
я в л яется  симметричным  тензором . Второй при этом изм ен яет  
з н а к и  у  всех компонент и я в л яется  антисимметричным  т ензо­
ром. Т ак  к а к  лю бой тензор  Кш м ож н о зап и сать  в виде

Kik =  ^ { K i k  +  Kki) +  ^ { K i k - K k i \  (4)

то это означ ает , что лю бой тензор м ож н о представи ть  в виде 
суммы  симметричного и антисимметричного тензоров.

П оско л ьк у  k i k ^ k  и AtKik — векторы, то, у м н о ж а я  их скал яр н о  
на другой вектор В, получим BiKikAk  и AiKikBk-  Эти прои з­
веден ия , вообщ е говоря, не равны  друг  другу . О д н ако  если Kik 
симметричен , то они равны . В сам ом  деле,

В . К • А =  BiKikAk  =  BiKkiAk  =  AkKkiBt  =  А • К  • В. (5)

С другой стороны, если Kik антисимметричен, то в третьем  р а ­
венстве этого в ы р аж ен и я  зн ак  изменится; в р езу л ьтате  по­
лучим

В . К • А =  -  А • К • В. (6)

В а ж н о  отметить, что если Kik симметричен , а «( — компо­
ненты вектора , то  к а ж д ы й  член в вы раж ен и и  KikUiUk с 
встречается  дважды.  Т ак , д л я  г =  1, =  2 получим член A!̂ i2Ui«2,
но имеется  другой член с г =  2 , k = \ ,  который равен K 2 {U2Ui. 
Е сли  К \2 =  К 2 Ь то эти члены равны . Т аким  о б р азо м , в ы р а ж е ­
ние

Т  =  KikUiUk
равно

/ С ц И ?  +  2 K ’ |2 « , M 2  + / С 2 2 « 2  +  2 ^ I 3 “ l “ 3 +  • • • -

а
дт
ЗМ|

или в общ ем виде

=  2(K\\U\ + К\2Щ+  • • •) —

3.071. П рои звед ен и е  ^ikmKkm> vec К. Рассм отри м  тройку чи­
сел ZikmKkm- Это Произведение тензоров третьего и второго по­
рядк о в  свернуто по двум  индексам  и, следовательно , является  
вектором; или, по-другому, и зм ен яя  оси координат, получим



Это ж е  м ож но зап и сать  в виде 2 v e c K ,  где

(veC К)( 2 ^ikm^kn

или в компонентах

у  (7(23-^32), (8)

3.072, Связь м еж ду антисимметричным тензором и вектором.
Компоненты антисимметричного тен зора  с i — k  д о л ж н ы
р ав н яться  нулю , и так  к ак  д л я  о стальн ы х  ком п онент  W =  
=  — Wkh то для  оп ределен ия  антисимметричного тен зора  не­
обходимо з а д ат ь  лиш ь три независим ы е величины. В таком  
случае этот  тензор  имеет вид

0

- г ,2 0 (9)
Г з , 0 /

я в л яю тся ком п онентам и v ecW . О бозначи м
W , так  что

2 ^ I k m ^ k m - (10)

Тот факт, что 1’̂ исло ком понент вектора р авн о  числу н е за в и ­
симых компонент антисимметричного тензора , сп равед ли в  лип1ь 
д ля  трех  верного пространства . В случае  л измерений антисим ­
метричный тензор имеет ^ п ( п — \)  н езави си м ы х компонент,
тогда  как  вектор имеет  п компонент.

И з  этого следует, что совокупность величин в (9) та  ж е ,  
что и совокупность

/ 0 Щ - Ш 2 \
■Шз 0

W2 — Wi 0 /

-  ^3, или в более общ ем виде

( И )

поэтому

о (при i =  fe),
Wm (при четном числе перестановок в ikm) ,
— (при нечетном числе перестановок в i km),

п  Зак. 231



Не всегда  удобно п о льзоваться  вектором, иногда удобнее пред­
ставление в виде антисим м етричного  тензора . С в я зь  м еж ду  
ними о п р ед ел яется  у равн ен и ям и  (10) и ( 12).

Р ассм отри м  в качестве  при м ера  векторное произведение 
w X A ,  что дает

( w X А); =  ̂ ikm^k^m ~  ^Ikm^kpt^ps^m ~

~  ^mik^psk ̂ ps^m ~  ~2 (^mp^is ^ ps^m ~

=  W i J  {13)

С ледовательн о ,  векторное ум нож ение на вектор  w м ож но пред­
стави ть  к а к  ум нож ен ие  на антисимметричный тензор — Wi^. 
С другой стороны, этот р езу л ьтат  мож но получить, непосред­
ственно вы писы вая  все члены векторного произведения для 
определенной компоненты, с каж ем  / = 1.

В физических при лож ениях  использую тся  и тот и другой 
способы, но первый, по-видимому, более естественный. Н а ­
пример, ВЫ В О Д ' уравнений д ля  момента им п ульса  начнем с 
уравнени я  m x i  =  Xi.  Ум нож им  k-o. уравнение на а т - е  
уравнение на Xk и вычтем одно из другого. В результате  по­
лучим девять  уравнений

^  ^m^k) ~  ^ m̂ k>

В которых обе стороны я в л яю тся  антисимметричными тензо­
рам и. П ричина п р еоб разован и я  этих уравнений к векторному 
виду состоит в том, что при этом исклю чаю тся  три уравнения, 
имею щие вид О =  О, а три други х  получаю тся  переменой знака .

3.08. Симметричны й тензор. Главны е оси. Мы видели, что 
антисимметричный тензор тесно связан  с вектором. С им м етрич­
ный тензор можно связать  с квадратичной формой. Если Кцг 
явл яется  симметричным тензором  с действительны ми компонен­
тами , то уравнение

KikXiXk =  cons i  ( 1)

определяет  норм альную  квадрати чн ую  форму с центром в н а ­
чале координ ат. В то время как

Xi =  xli  (2)

оп р ед ел яет  прямую , проходящ ую  через н ачало  координат, со ­
отношение

KiklkXi =  const (3)



определяет  полярную  плоскость. Д а н н а я  плоскость  перпен-
дикулярна  прямой (2), если ,

Kiklk =  '^li, ' (4)

где X одинаково  д л я  г = 1 ,  2, 3. Условие совместности этих
уравнений приводит -к кубическому уравнению  относительно К, 
любой корень которого, вообще говоря, долж ен  д ав а т ь  допу­
стимые отнош ения Они будут действительными, если Я дей­
ствительно, и в таком  случае  п р я м а я  будет п ер п ен ди ку л яр н а
полярной плоскости. В частности, эта п р я м а я  будет  перпен­
ди ку л яр н а  к касательной  плоскости в точке, в которой п р я м а я  
пересекает  поверхность, оп ределяем ую  квадрати чн ой  формой. 
Т а к а я  п р я м а я  н азы вается  г л а в н о й  осью.  , ,

П р е ж д е  всего пок аж ем , что если имею тся два решения,, 
соответствую щ ие различны м  значениям  Я, например X, и Aj, т а  
они даю т значения /,-, с к а ж ем  /;, и /,-2, удовлетворяю щ и е соотно­
шению 1ц 1(2 =  0. Если Я, и ^2 я в л яю тся  действительными, то эт»  
прям ы е перп ен ди кулярны  друг  другу. В таком  случае  имеем

Ktklk\ =  ^\ l iu  (5)
Kiklk2 — ^2h2‘ (^)'

У м н о ж ая  их соответственно на и 1ц и сверты вая ,  получим

K i d k \ l l 2  — i\h2' ' - . (7)
Klklk2^l\ ~  ^Ji2'n-  (8)

Но так  к ак  симметричен, то левы е  части этих соотнош е­
ний равны. С ледовательно ,

( Я . - Я 2) / п /,-2 =  0, ,  ,  , . , ,(9)
и если Х1 Ф Х 2 , то

U i 2  =  0. (10)

Условие совместности уравнений (4) при l i¥=0  состоит в 
том, что детерм инант  || =  О, т. е. '

К и - ^  Kl2 К 13

К 21 /^22-  Я ^23
Кз1 Кз2 ^33 ~  А

=  0 . (11)

Это уравнение д о лж н о  иметь по крайней  мере один дейстни- 
тельный корень; назовем  его Я]. П р и ч е м  получаю щ иеся  при 
этом 1ц за  н ап р авл яю щ и е косинусы новой оси х\  и выберем 
две другие оси и л:', перп ен ди кулярны е первой. Тогда,



отм ечая  штрихом н а п р ав л я ю щ и е  косинусы относительно новых 
осей, имеем /и =  1, /21 =  /з1 =  0 и, согласно  (4), получим

/ С п  =  Я , ,  Л :̂ 2 =  0 ,  К \ з  =  0 .  ( 1 2 )

У равнение (11) теперь примет вид
Я ,-А ,  

О 

О

О

/ С а - Я

К'23

О

К'23 =  0. (13)

С ледовательн о ,
} ■ '

или

К т - 1

Я, =  Л, (14)

К ^- (к '^ 2  +  К'зз)}^ +  К22К'зз -{К2У=^0.  (15)

У равнение (15) имеет действительны е корни, так  как

{К22 + К з ^  — ^[К22Кзз — {К2зТ ={К22 — +  4 { К 2 ^ ^ ^ 0 .  (16)

Е сли  это вы р аж ен и е  равно  нулю , то корни будут  равны ми, и
н аоборот. Если корни различны е, то имею тся три взаим но  пер­
пен дикулярны х  н ап р авл ен и я ,  у д овлетворяю щ и х  (4); они н азы ­
в аю тся  г л а в н ы м и  осями,  а величины Л н азы в аю тся  г л а в н ы м и  
з н а ч е н и я м и  т ензора . К о гда  тензор  отнесен к главны м  осям х' ,̂ 
то  он имеет вид

■ А,, О О \

О Я, О , (17)
О О kJ

и говорят, что он приведен к  д и а г о н а л ь н о м у  ви ду .  В таком 
слу ч ае  относительно исходных осей имеем

Kik =  IuIuK'h =  +  ̂ 2li2lk2 +  Я з / гз / и . (1 8 )

Е сли д в а  корн я  одинаковы , возьм ем  их равны м и Я2; тогда
К 22 =  К'зз, Kzi =  0,  и к в а д р а ти ч н а я  ф орм а  приним ает  вид

(19)Я,л:^ +  [ х 2 4- 4 ^  =  const.

Это уравнение  о п р ед ел яет  поверхность вращ ен ия , и л ю б а я  п ря ­
м а я  в плоскости х '2 и лгд яв л яется  главной осью.

Е сли  все три корня равны  м е ж д у  собой, то квад р ати чн ая  
ф орм а определяет  сферу.

В обоих этих особых сл у ч ая х  м ож но у к а за т ь  три перпен­
д и к у л я р н ы х  нап равлен и я ,  уд о влетво р яю щ и х  (4), но теперь это



МОЖНО с д е л а т ь  н е о г р а н и ч е н н ы м  ч и с л о м ' с п о с о б о в ,  т о г д а  к а к  
в с л у ч а е  р а з л и ч н ы х  к о р н е й  э т о  м о ж н о  с д е л а т ь  л и ш ь  е д и н с т в е н ­
н ы м  с п о с о б о м .

3.081. Тензор инерции абсолю тно твердого тела. Рассм отри м  
абсолю тно твердое тело , д в и ж у щ ееся  с угловой, скоростью ®
и имею щ ее одну неподвиж ную  точку О. Е сли  частица P{xi)
имеет  массу  т,  то

S in  (XiiX^ X^Xfi) =  S fn  {XfiXf^ ХщХк) ~  S  {Х/^Хщ X^Xh),  (1)

что яв л яется  соотношением м еж д у  антисимметричны ми тензо­
рам и. Его т а к ж е  м ож н о запи сать  в векторном виде

StnEiii^XiiX^ =  S bi^ ^ x ^X^ ,  (2)

и л и
d
dt Sm  (х X х) =  S  (х X  X). (3)

В ы р аж ен и е  S m  (х X х) назы вается  моментом и м п у л ь с а  данного 
тела  относительно точки О и обозначается  h ( 0 ) .  Д а л е е ,  так 
как  точка О неп одвиж на  и ю —у гл о в а я  скоросгь, то

X =  (О X X , (4)
т. е.

X i  =  г а т Щ Х т  ( 5 )
И

h i  (О )  —  S f 7 i e i > ^ m X f ^ E ; n p s ( £ i p X ^  —

=  StTl =
=  =  (6)

где — симметричный тензор , равны й
S m  {г%;, -  XiXi). (7)

В аффинерном обозначении
h(0) = b®. (8)

Величина н азы вается  тензором инерции  данного  тела  отно­
сительно точки О. П ер еп и сан н ая  в полной форме, она имеет вил

S m { x l  +  х^^ — SmXjX^ ~  Smx^x^

— Smx ^x^  S m { x l  + x f ^  — Smx^x^

— SmxxX^  — Smx^x^  Smi^x] +  x|)



/ л 0 0 \
0 в 0

Vo 0 с /

Д и аго н ал ьн ы е  компоненты являю тся  моментами инерции отно­
сительно осей, а недиагональны е компоненты — центробеж ны ми 
м оментами инерции, умно же нн ыми на — 1. Т ак  как  — с им­
метричный тензор, то м ож но найти такие  координатны е оси, 
что цен тробеж ны е моменты инерции об р атятся  в нуль и тен­
зор прим ет вид

/ Л О О \

( 10)

Величины Л, В, С  являю тся  главны м и м оментами инерции 
относительно точки О.  Л егко  п о казать , что:

1) момент инерции относительно прямой, имею щей н а п р а ­
вляю щ ие косинусы til, равен

=  =  п • I ■ п; (11)

2 ) центробеж ны й момент инерции относительно двух  взаимно 
п ерп ен ди кулярны х  прямы х, имею щих н ап р авл яю щ и е косинусы

и п\,  равен

~  "  ■ • ■ ( 12)

3) если центром масс тела  явл яется  точка G с координ а­
там и  Xi относительно точки О и / , i ( 0 )  и (G) — тензоры илер- 
ции относительно точек О и G соответственно, а S m  =  М,  то

l i , ( 0 ) - I , , i G )  +  M { x l 6 , , - x , x , y ,  (13)

4) кинетическая  энергия дви ж ущ егося  тела , имею щ его не­
подвиж ную  точку О, равн а

^/,,(0 )co ;co .e  =  j f f l - I ( 0 ) - f o ;  (14)

5) кинетическая  энергия тела , движ ущ егося  произвольны м 
образом , равна

^ M K ^  +  | / , , ( G ) c o ; ( o , = y M V - V  +  ^ w -  I ( О - с о ,  (15)

где К — скорость центра масс.
Т ак  как  /, Ю; — вектор, то его компоненты относительно л ю ­

бых осей мож но написать  сразу . В частности, если за коорди- 
нг.тные оси взять главны е оси инерции, то ком гокенты  моме та 
импульса  относительно их равны  {/со,, В(£>2 , Сш,). Д л я  абсо­
лю тно твердого тела  А, В, С не за ги ся т  от времени, поэтому 
удобно пользоваться  движ ущ им ися  координатны ми осями.



d.09. Ограниченное вращение абсолю тно твердого тела. Мы
п о казали  *), что ограниченное вращ ен и е  твердого т ела  относи­
тельно данной точки не м ож ет  быть п редставлено  при помощи 
вектора  в нап равлени и  оси вращ ен ия . Теперь покаж ем , как  
такое  вращ ен ие  мож но представить  посредством тензора.

З а  начало  координ ат  возьмем  точку О тела , а 0 1 2 3  —си­
стем а  отсчета. П усть Я (х,) — некоторая  точка этого тела . Тело 
поворачивается  на угол 0 вокруг п р я ­
мой, проходящ ей  через О и имеющей 
н ап р ав л я ю щ и е  косинусы п,-. Точка Р  
д ви ж ется  к Q(yi).  П у сгь  М — проек­
ция Р  на ось вр ащ ен и я ,  тогда  М  
о п р ед ел яется  соотношением п^л:/гИ,=
= ptii. В р ащ ател ь н о е  перем ещ ение Р 
ск л а д ы в ае т с я  из п ер ем ещ ен ия  на от­
резок ( 1 — cos 6) ЯМ по н ап равлени ю  
к М и на отрезок Р М  sin 0 по перпен­
д и к у л я р у  к плоскости О Р М .  Если 0 
отсчиты вается  в правостороннем  н а ­
п р авлени и , то последнее перемещ ение д" 
со в п ад ает  по нап равлени ю  с вектор­
ным произведением  п X х. О пределим Рис.  14.
его величину. О бозначим  угол М О Р
через а, тогда  модуль  п Х х  равен О Р  sin а  =  Р М . С л едо ва ­
тельно, вторая  часть перем ещ ен ия  р ав н а  s i n 0 ( n X x )  и

г/г — X; =  — (1 — С05в)(дгг — рл,) +  sin 0 (п X х),,
У1 =  cos 0Х( +  (1 — cos 0) -f  sin Bei^,„rikX„ =

=  [cos06,-fe +  (1 -  COs6)nirt4 -  sin вгц^тПт] Xk- ( 1)

Очевидно, что величина в к в ад р атн ы х  скобках  явл яется  тензо­
ром второго порядка, который обозначим Он не является
ни симметричным, ни антисимметричным.

Если тело последовательно  соверш ает  повороты, предста­
вляем ы е тензорам и  Р!У, pf^ ,  P'fL ■■■, R'ik, то конечное п оло­
ж ение точки Р  оп ределяется  вы раж ением

<п) _  „(П ) п'>> V

в  2.03 мы видели, что порядок следовани я  поворотов су­
ществен.

*) См. 2.03, стр. 119, часть текста, набранная петитом.



3.091. Если 0 мало, то с точностью до членов первого по­
р я д к а  Riu равно  б̂ д, -  QBikm я

у -  X  =  е X X , (2)
где

е =  0п. (3)

Результи рую щ и й  поворот, состоящ ий из двух  п о сл ед о в ател ь ­
ных м ал ы х  поворотов О и О', равен

(0 +  0') X X , (4)

и в этом см ы сле  м алы й поворот м о ж ет  быть представлен  век­
тором. Этот ж е  р е зу л ь тат  был получен в гл. 2, но там  было 
невозм ож н о  получить члены п о р яд ка  0 ,̂ которыми мы пре­
небрегли при выводе.

3.092. Т ен зорн ая  зап и сь  угловой  скорости. В гл. 2 бы ло 
показан о ,  что имеется вектор ®, п р ед ставл яю п ш й  угловую  
скорость абсолю тно твердого  тела , и что скорости \ р  и Vq 
двух  точек связан ы  друг  с другом  соотношением

VQ =  Vp-bo) X PQ . (1)

Если P Q  имеет компоненты Xi, то, зап и сав  компоненты Vp и 
Vp, к а к  o f ,  и v9,  при помощ и 3.072(13) получим, что если

Qik =  (2)
то

(3)

В ы раж ен и е  (3) в некотором смысле более обще, чем (1). 
В трехмерном случае  поворот около 0 3  есть то ж е  самое, что 
и поворот от 01  к 0 2 .  В случае  л о б о г о  числа измерений ( ^ 2 )  
м ож н о говорить о повороте от 01 к 0 2 , но лиш ь в случае 
трех измерений такой поворот происходит во кр уг  некоторой 
фиксированной оси. Мы рассмотрим это в следую щ ей  главе.

3.10. О бщ ее д виж ени е  ж и дкости .  Если на частицы системы 
не н а л о ж ен а  связь , т р еб у ю щ ая  неизменности р а с с п  яний м еж ду  
ними, то движ ени е  не м ож ет  продолж ительное  В)емя опре­
дел я ться  скоростью отдельной точки и угловой скоростью.

Пусть X,-— ради>с-вектор некоторой частииы Р ж идкости , 
и пусть о,-— вектор ее скорости в данны й момент времени. 
В таком  случае  Vi является  функпией как Х{, т ак  и t. Ско­
рость Vi +  bVi в соседней точке Q (х,--Ь бд;,) р авн а

Vi -Ь 6v{ =  +  ~  6xk +  О (бх*)^. (1)



С  ТО Ч Н О С Т ЬЮ  до член ов  первого п о р яд к а  по блг  ̂ имеем

+ I s )  ̂i f i  ”  £ )  (2)
Тогда е,-ft — симметричный тензор , а — антисимметричный 
тен зо р ,  причем оба  они имею т разм ерн ость  1/^. Ч асть  бо^, 
з а в и с я щ а я  от есть не , что иное, как  перем ещ ение, возни­
каю щ ее  при вращ ении абсолю тн о  твердого  тела , 'С компонен­
там и  (I23, 1з1> i i 2̂ - К акое  д виж ени е  описывает  вторая  часть, 
мы увидим нес):олько п о зж е .  Р ассм отри м  скорость и зм ен е­
ния величины - ^P Q ^.  О н а  р авн а

6xi 6vi  =  {eif, 6xk -  lik bXk) bxi. (3)

Ч асть , з а в и с я щ а я  от 1 .̂̂ , о б р ащ ается  в нуль, потому что — 
антисим м етричны й тензор  и все члены со к р ащ аю тся .  П оэтом у

—- " Т  
■ /

г.
Р и с .  15.

изменение расстоян и я  м еж д у  соседними частицами зависит 
исклю чительно от е,*. Л ю б а я  из этих величин м о ж ет  быть 
отличной от нуля, в то врем я как  все остальн ы е равны  нулю. 
Этого, кочечно, н ел ьзя  т р еб о в ать  д л я  величин, которые не 
о б р а щ а ю т с я  в нуль из-за  условия  симметрии при 1 Ф к .  Таким 
о б р азо м ,  если 6U| =  e 6A:i, бУ2 =  6из =  0 , то ец =  >̂ а все о с т ал ь ­
ные равны  нулю . Если би,-=  (е 6x2, еЬх\ ,  0), то ^12 =  621= ^ .  
а все остальн ы е — нули. А налогичны е соотнощ ения по сим ­
метрии получим д ля  други х  компонент. С оответствую щ ие и зм е­
нения в плоскости 6x3 =  0 показан ы  на рис. 15.

С ледовательно , тензор  х ар ак тер и зу ет  скорость и зм ен е­
ния р азм ер о в  и формы элем ента  ж и дкосги  в точке Р.  Его 
н а зы в а ю т  тензором скорости деформ аци и.  Этот тензор  имеет 
три  главны е оси, и описанные изменения м ож но представить 
к а к  расш и рения  вдоль этих трех осей. Если главны е значения  
т ен зо р а  равны , то скорости расш и рения  одинаковы  во всех 
н ап р авл ен и ях ,  т. е. д еф орм аци я  около точки Р  яв л яется  сим­
м етричным расш ирением  или сж ати ем .



В некотором смысле представляет локальную угловую скорость. Это 
утверж дение требует оговорки, потому что ец,, очевидно, содерж ит в себе  
угловые скорости, хотя они имеют разные значения для различных частей 
элемента, и без дополнительных ограничений понятие угловой скорости 
элемента, окружающ его точку Р,  имеет неопределенный смысл. Рассмотрим  
малый элемент жидкости с центром масс в точке Р  и представим малое 
абсолнтно твердое тело с точно таким ж е распределением плотности и 
тем ж е моментом импульса относительно точки Р.  В таком случае покажем, 
что если главные оси тензора инерции /;* (Я) совпадают с главными осями 
тензора ецг, то угловая скорость абсолютно твердого тела равна

“ г =  Y  Bikmlkm =  у  (rot v)i.

Если hi — момент импульса рассматри,ваемого элемента, то 

hi =  /(ьа)> =  Smeikm бд:» (от  +  (>Vm) =  etkmVmSm bxk + Sm&ikmemp bxp -
~Srmi'tm\mp(>Xk(>Xp.  (4>

Д алее, так как P  — центр масс выбранного элемента, то S m  бх^ =  0. Кроме 
того,

S m  bxk Ьхр == -  lkp +  b-tpSm (бдг^)2. (5)

Предполагая теперь, что /г% и eii, имеют совпадающие главные оси, т. е. 
можно взять эти оси так, что //^  =  0, е;* =  О, если 1 ф к .  Тогда

f'tkw.Bmpfkp^^- б'гр =  О, (6)

потому что emplkn и ещр^’гп обрашаются в нуль при т ф к ,  а =  О при
m =  fe. Следовательно, второй член в правой части (4) равен

[ f̂e/7 "Ь Bikmemp ~  О- (7)

Если запишем ■= e .mnl i ,  =  s.i'’ml'iml2 [ср. 3 .072(10) и (12)], то по­
следний член в (4) преобразуется к виду

-  enmBsmpls Ьхр = [(бХр)2 6/i -  bXi bXk]
что является моментом импульса абсолютно твердого тела, заполняющего 
этот элемент и имеюшего тензор инерции /,•* и угловую скорость |* .  Сле­
довательно,

I ik4>k = I п Ы  (8)
что дает (0  ̂=  ;̂ ; при условии \ \1ц\ \фО.

Обратно, если то
Stn&i<imemp&Xk(>Xp =  Q. (9)

Перейдем к главным осям тенчора Тогда S m  Ьх<г 6xp =  Q при к ф р .  На- 
примео, если г =  I, то в (9) отличны от нуля только члены с k =  p  — 2, т — Ъ 
и й =  р =  3, т =  2, что дает

езг5ш (бжг)  ̂— егз5т (6x3)2 =  0. (10)
Следовательно, либо

2̂3 ~  либо 2̂2 “  3̂3* (11)
Аналогично получим, что либо

е з1 = 0 , либо /зз =  /ц .  «12 =  0 либо / ц = / 22- (>2)

в  таком случае, если главные оси элемента определены то
е ц — О при 1ф к  и, следовательно, главные оси ецг и //*  совпадают.



3.101. Упругая деф орм ация. А нализ смещений  в упругом 
твердом  теле почти идентичен с ан али зом  скоростей в  ж и д ­
кости. Пусть частица Р (х,) в момент времени / у ж е  получила 
м алое  смещ ение ы,, так  что ее п ервон ачальны е координаты  
были Xi — Ui. В таком  случае  если и, +  — см ещ ен ие  в точке
Q (Xi +  &Xi), то точно тем ж е  способом получим

_  1 / duk 
* ~  2 \ д х 1

dui
dxk

 1_ / duk _  duj
2 \ dxi dxk Ьхь

=  -  h i

тГгйЗ
rf^ctS

где  И-life — симметричный и антисимметричный тензоры  со­
ответственно. И х  м ож но интерпретировать  как  зад ан н ы е  из­
менения величины и формы 
элем ен та  и его поворот. Так 
как  в ж идкости  у,- обозн ачало  
скорость, то и 1(5; соответ­
ствую т скоростям  изменения 
величин, определен ны х здесь 
д л я  упругого  твердого  тела.

3.102. Н апряжение. Внутри 
вещ ества ,  будь то твердое 
тело ,  ж и дкость  или газ ,  обыч­
но имею т место взаим одейст­
вия м еж д у  частицами . Общие 
свойства этих взаимодействий 
м ож но об н ар у ж и ть ,  если рас­
см отреть, как  м ож но прило­
ж и ть  внеш ние силы к т в е р ­
дому телу , имею щ ему, скаж ем ,
одну закреп лен ную  грань. Они могут быть при лож ены  к любой 
части поверхности, и тело м ож но либо сж и м ать ,  либо растягивать  
перп ен ди кулярно  этой поверхности. М ож н о  т а к ж е  прилож ить 
тангенци альн ое  силовое воздействие, подобное трению. Понятие 
нап р яж ен н о го  состояния о бобщ ает  представлени е  о силе, дей­
ствую щ ей через поверхность на все элементы поверхности и 
д а ж е  на внутренние элементы. Если d S  — м алы й элем ент по­
верхности, нор м ал ь  которого имеет н ап равлени е  п, то говорят  
о в заим одействиях  через d S ,  п ред ставляю щ и х  силы, действую­
щие м еж д у  частицами , находящ и м и ся  на противополож ны х 
сторонах  этого элем ента  поверхности. Компоненты силы зави сят  
как  от величины, так и от н ап равлен и я  d S  и, следовательно , 
запи сы ваю тся  в виде p ' / "d S .  В частности, если п совп адает  
с н ап равлени ем  х^,  то эту силу обозначим p k i d S  и назовем  р*,

Рис.  16.



компонентами напряжения,  которые, следовательно , являю тся  
с и ла м и,  действующими на  е д и н и ц у  п л о щ а д и .  З н а к  определим 
так . П усть — сила противодействия, д ей ству ю щ ая  на
вещ ество, располож ен ное  со стороны меньш их х^,  и н а п р ав л е н ­
ная  в сторону yвeли^:e^■ия г-й координаты . Силу, действую щ ую  
на нещестЕо, располож ен ное  со стороны больш их х^,  и н а ­
правленн ую  в сторону увеличения  г-й координаты , обо­
значим — P a d s .

Компоненты н ап р яж ен и я  о б л а д а ю т  д вум я  зам ечательн ы м и  
свойствами. Они о б р азу ю т  симметричный тензор и связан ы

простым линейным соотношением 
с тензором  скоростей деф орм аци и  
д л я  ж идкости  и с тензором  деф ор­
мации упругого твердого  т ела  при 
условии, что деф орм ации м алы . Мы 
будем предполагать , что они имею т 
непреры вны е производны е.

3.103. П о к а ж е м  вн ач але ,  что 
компоненты н а п р яж е н и я  об р азу ю т  
тензор. Пусть плоскость л '  =  const 
отсекает  м алы е, п оряд ка  а,  отрезки  
на  осях  Xi. Р ассм отри м  силы, д ей ст ­

вую щ ие на м алы й тетр аэд р  м еж д у  этой плоскостью и осями Х{. 
П усть d S  — пл о щ адь  плоскости х'., об р азу ю щ ей  основание данного  
т е тр а эд р а .  Тогда P j i d S  —силы ,  дей ствую щ и е на тетр аэд р  через 
d S .  В еличина силы, действую щ ей на грань  =  const, р ав н а  р ц ,  
ум нож ен ной  на п лощ адь  этой грани , а п л о щ адь  р а в н а  l ^ j d S ,  
где —косинус у гл а  м е ж д у  и л:'. О дн ако  эта  сила  д ей ­
ствует  на вещестЕО с полож ительной стороны л:* =  О и, сле­
до вател ьн о ,  д о л ж н а  быть в зя та  со знаком  минус.

Вещ ество  вгутри  т е тр а э д р а ,  вообще говоря, м о ж ет  подвер­
гать ся  воздействию  внеш ких сил, таких, как  сила  тяж ести ,  
ко то р ы е ' будут п орядка  когда  а м ало . Они назы ваю тся  
о б ъ е м н ы м и  си ла ми.  Это вещество к тому ж е  м ож ет  двигаться  
с ускореьи ем , которое мы всегда  предполагаем  конечным. 
В таком  случае  скорость изменения импульса  т а к ж е  п орядка  а®, 
и из условия, что скорость изменения им пульса  элем ента  
о б ъ ем а  р ав н а  полной силе, следует

{Рп -  hjPki)  d S  =  0  {а^).

Это соотношение свягы вает  си^-ы, действую щ ие в направлени и  
х^.  И х  м ож н о р а зл о ж и ть  и в други х  н ап р ав л ен и я х  л:', что д а е т

ih iPu  -  liilkjPki) d S  =  0  (а^).



Н о d S  — ком понента силы, действую щ ей н а  плоскость
x'l =  co n s t  в н ап равлени и  х ' ,  и, следовательно , р ав н а  р'^ d S ,  где

— компоненты нап ряж ен и й  относительно новых осей. К ром е 
того, d S  п о р яд ка  а^, и, следовательно , при а,  сгремящ емСй 
к нулю , имеем

Р ' п  ^  h i ^ k j P k i  h j h i P i k -

Таким образом , явл яется  тензором.

3.104. Теперь возьмем  м алы й п ар ал л ел еп и п ед  с ценТрЬй 
в Хг и со сторонами bxi  и рассм о гр и и  моменты сил отно­
сительно прямой, проходящ ей через центр п ар а л л е л е п и п е д а  
п ар а л л е л ь н о  оси х^. В н ачале  .
пренебреж ем  изменением ком- *
понент н ап р яж ен и я  в р а с с м а ­
триваем ой области. Н а  грань 
Х2 +  ' /26x2 п а р а л л е 1ьно дг, д ей ­
ствует си ла  Р г |6х |бхз.  Ее мо­
мент равен — Р2 \ б-с, 6X3 (V2 блгг).
С ила , д ей ству ю щ ая  на грань
Х2 — Ч2 6x2 имеет такую  ж е  ве-

P2jdX,ClX̂
Р и с .  18.

личину, но н а п р ав л ен а  в проти­
вополож ную  сторону. Так как  она п р и ло ж ен а  к п р оти воп олож ­
ной грани, то ее момент тот ж е  сам ы й. Силы, п а р а л л е л ь н ы е  х^ 
и дей ствую щ и е на грани, п ерп ен ди кутярны е оси Хи имеют 
момент p\ 2 d x \ d x 2 dxz.  Очевидно, что все силы, образован н ы е  
из других компонент тензора нап ряж ен и й  и действую щ ие на 
эти ж е  грани , даю т  момент, равны й нулю. С ледовательн о ,  
если н ап р яж ен и е  однородно, то момент сил б удет  равен

{ р \2 ~  P2\)^XibX2bX3.

Л е гк о  п о казать ,  что изменение м ом ента , обусловленное 
неоднородностью н ап р яж ен и я ,  при м акси м альн о  допустимой 
неоднородности имеет порядок o'*, где 6x 1, dxj, 6x3 порядка  а. 
П о л н а я  нехичина объемны х сил имеет порядок а^, а их мо­
м е н т - п о р я д о к  а''. А налогично п олная  скорость изменения 
мом ента им пульса , пока ускорение конечно, имеет порядок 
по крайней  м ере а"*. С ледовательно ,

(P i2  -  Р21) 6^16-^2 ^^3 =  О  { а %

В зяв  достаточно м алую  область , видим, что

Р п  =  P4V-



И з  симметрии следует , что

P i k  =  Р ы -

Т аким  о б разом , — симметричный тензор.

3.105. Уравнения движения. Снова рассмотрим малы й 
п ар ал л елеп и п ед .  П усть р — плотность, а —ускорение частицы 
вещ ества , нах о д ящ ей ся  в дан ны й момент в точке Х{. Пусть 

— об ъ ем н ая  сила , д ей ству ю щ ая  на  единицу массы. Тогда
I  р/, rfjCi dxjdjCg по объем у  р ассм атри ваем ого  элем ен та  равен
полной силе, действую щ ей на этот элемент. В к л ад  объемной
силы равен J  p X i d x i d x ^ d x ^ .  Рассм отри м , какой  вк л ад
вносится за  счет неоднородности н ап р яж ен и я .  Г рань jt, +  '/2 Sati 
д а е т  рцб х^бхя ,  где — зад ан н ы е  средние значения на этой 
грани . П р о ти во п о л о ж н ая  гран ь  д ае т  — ркбл-гбл:,, где р , 1 ~  з а ­
да н н о е  среднее значение на первой  грани. Если компоненты 
н а п р я ж е н и я  дифференпируемы, что обычно имеет место, то 
в к л а д  обеих граней  равен

дп,1
дх. -б^г, бх^бхз  +  О (o'*).

От всех ш ести граней  имеем

В зяв  достаточно м алы й п ар ал л елеп и п ед ,  получим уравнени я  
д ви ж ен и я

dphi
pfi =  + dxk ■

В приведенном до казател ьстве  ничего не п редполагается  
о свойствах  вещ ества , за  исклю чением того что действие и 
противодействие м еж д у  соседними частями равны и противо­
полож но  нап равлен ы , все ускорения ограничены и компоненты 
тензора н ап р яж ен и я  дифференпируемы. Это одинаково  сп р а ­
ведливо д ля  тверды х тел и ж идкостей . Р азл и ч и я  м еж ду  агре­
гатны м и состояниями вещ ества  сказы ваю тся  тогда, когда  р ас ­
см атр и вается  связь  м еж д у  н ап ряж ен и ем  и деформацией .

3.106. Соотношение напряжение — деф орм ация. 3.1061. У пру­
гое твердое тело. Д остаточно  очевидно, что при простом 
перемещ ении или повороте упругого твердого тела  в новое 
п олож ен и е  равновесия не происходит изменения нап ряж ений , 
следовательно, компоненты тензора н ап р яж ен и я  не зави сят  от



поворота  тела .  Основное соотношение в ы р а ж а е т с я  законом 
Г ука, который в наиболее  общ ем виде ф орм ули руется  так :  до 
тех пор пока компоненты смещений м алы , н ап р яж ен и е  линейно 
связан о  с ними. Это верно д л я  больш ин ства  анизотропны х 
кри сталлов .  О бы чн ая  теория упругости сп р ав ед ли в а  д л я  изо­
тропны х тверды х  тел. В этой теории п р ед п олагается ,  что имеет 
место гораздо  более частное соотношение. Один из возм ож н ы х  
способов состоит в предполож ен ии , что главны е оси тен зора  
н ап ряж ен и й  и тен зора  деф орм аций всегда совп адаю т . К огда  
р астяги ваю щ ее  н ап р яж ен и е  п ри лож ено  вдоль однородного 
стерж ня , то этот стерж ень  у дли няется  в продольном н а п р ав ­
лении и с ж и м ается  в поперечном. И зм ен ен и я  р азм ер о в  оди­
наковы х элем ентов  во всех поперечных н ап р ав л ен и ях  будут 
равны . Если ось Xi в зя та  вдоль оси стерж ня , то  это м ож но 
запи сать  так:

Еви  =  р 11> Е в 2 2  =  Е в з з  =  —  а р ц . ( 1 )

Величина Е  н а зы в ается  модулем  Ю нга, а а  — коэффициент 
П уассона . О бе  они явл яю тся  кон стан там и  дан ного  вещ ества . 
В рассмотренном случае  все компоненты тензора  н а п р яж ен и я ,  
кром е рп ,  равны  нулю и три компоненты тензора  деф ор­
мации ^21. б.зь 1̂2 т а к ж е  равны  нулю . Если затем  рассм отреть  
н ап р яж ен и я  Рз9, Рп,  то, поскольку соотношение н ап р яж ен и е  — 
деф оом аци я линейно, м ож но добавить  соответствую щ ие деф ор­
мации и получить в более общем виде

Е е п  =  Р и - ( У ( Р 2 2 +  Рзз)^ <?2з =  0 , Р23 =  0 - (2)

Аналогично получаю тся симметричные 
из этих соотношений мож но запи сать

Ееи  =  {1 +(У) Р п - о { р ц  + Р 22 +Рзз), 

а вся система в симметричной форме имеет вид
Е е ц  =  (1 +  0 ) Ра  -  apmm^i-,.

соотношения. Первое

(3)

(4)

Эта система уравренил  сп равед ли ва  д л я  вы брянны х коорди ­
натных осей, которые являю тся  главны м и осями тензора  н а ­
п р яж ен и я  и тензора деформации. Если теперь перейдем  к любой 
другой прямоугольной системе координ ат, то к а ж д ы й  член 
в ы р а ж а е т с я  в соответствии с прави лом  п реоб разован и я  тен зо ­
ров второго п оряд ка  и тогда  получим

(5)

Р ' п п = Р г п т -  Л 6 )

Ее',  =  (1 +  а) р',  -



С л ей о вательн е ,  соотношение (4) имеет такой вид не только 
в системе коорпичат, совп адаю щ ей  с главны м и осями, но и в лю- 
бой дру^'ой прям оугольной  системе координат. П р акти ч еская  цен­
ность этого р езу л ьтата  состоит в том, что в больш инстве  зад ач  
теориИ”у п ру1"оСти главны е оси тензора н ап р яж ен и я  не во всех 
Т о ч к ах 'н ап р ав д ен ы  одинаково  и требуется  система уравнений, 
вид которой сохран яется  в лю бы х осях. Этим т а к ж е  удобно 
пользоваться ,  если известны н а п р яж ен и я ,  а по ним надо  найти 
деформации.

С Другой стороны, во многих за д а ч а х  н ап р яж ен и я  бы ваю т 
не известны, и уравнени я  д ви ж ен и я  нуж но р ассм атр и вать  как  
диф ф еренц иальны е уравнени я  д л я  определения  смещений. 
В таком  слу ч ае  надо  вы разить  н а п р яж ен и я  через смещ ения, 
а следовательн о ,  через деф орм ации. Это мож но с дел ать  с л е ­
дую щ им  способом. П р еж д е  всего произведем  сверты вание 
уравнени й  (4), что д ае т

... , ■ ~  (1 +  Ртт ~  (1 2а) ( )̂
с Е

( I + с т )  - Ь (8)

Pik =  (9)

(1 + a ) ( l  - 2 a )  ’ 2 ( 1  - r a )  ’

где

В еличины Я и ц  известны к а к  постоянные Л я м е .  И з  них X не 
имеет специ ального  н азван и я ,  а ц н азы вается  ж?сгкостью *). 
О чевидно, если брусок закреп ить  на плоскости лг2 =  0, а к п ро­
тивополож ной его грани  при лож ить  касател ьн о е  н ап р яж ен и е  Ргь 
то брусок перекосится. П редп о л о ж и м , что с м е щ е 1ие равно  
{у\Х2 , О, 0). В таком  слу чае  ti — ма лый угол и яв л яется  мерой 
сдчига . Все компоненты тен зора  деф орм аци и  обращ аю тся  
в нуль, з а  исклю чением которые равны  7гП. ~  k4-  Тогда
из (9) получим

Р 2 \ = т -  ( 11)

Т аки м  о б р азо м ,  ц  яв л яется  отнош ением сдвигового н а п р я ж е ­
ния к сдвигу  и о п р ед ел яет  сопротивление вещ ества п ер ек аш и ­
ванию.

Д р у г а я  в а ж н а я  постоянная  п р о явл яется  в случае  сферически 
сим м етричной деф орм ации, т. е. когда  е,| =  6,3 =  633 и 63, =  
=  631 =  612 =  0 . Э то  означает , что относительные линейные р а з ­
м еры  вещ ества  изм ен яю тся  одинаково  во всех н ап равлени ях .

*) Или модулем сдвига. — Лрмж. ред.



Соответствую щ ее н ап р яж ен и е  н азы в ается  гидростатическим. 
В этом случае  из (9) следует

p „  =  3A,eii +  2n e„  =  3fee„, ( 12)
где

й =  +  (13)

Величина k н азы вается  м оду/1Р м  о б ъ е м ч п г о  сжатия,  потому 
что относительное изме'^ение объ ем а  в пеп-^ом поояцке равно 
Зе,!, а k  явл яется  отнош ением симметричного н ап р яж ен и я
к этому Изменению объ ем а .  Эту величину т а к ж е  н азы ваю т
несж чм прм о ст ью ,  а Mk — сж им аем ост ью .

В ы р а ж а я  £  и сг из (10) через Я и ц ,  получим 
^  uf^X +  2u) к

= -ггтт-ггт • (14^Я, 4- * 2 (Я +  ц)

Упоугие постоянные Е, k,  ц наи более  легко  определяю тся  экс­
пери мен тально  при непосредственных измерениях. Все они 
имею т разм ерность  н а п р яж ен и я .

Другой м е т о ц  формулчп''вки те'оч и  угтоугости состоит в том, что если 
имеет место линейное соотношение общего вида

Р1'г — C i k mi Bmp t

справедливое для всех систем координат, то cik-nt — теню р четвеотого по- 
ряпка Если к тому ж е его компоненты имеют одинаковые значения во всех 
системах координат, то он изотропный, и, следовательно, согласно 3.031, 
мож но написать

c i 't m n  =  +  И { ( > in ^ A p  +  b ip b t m )  +  V (b i-n b ; ip  -  b ip b k m ) ,

где Л, n ,v — скаляры. Тогда

Pik = +  u (еп + eki) +  v {etk -  eki) =
=  Я.бг^етт +  2цег4,

так как ei', симметоичен.
Этот способ и'*еет то преимущество, что позволяет ппч помо'пи соот- 

ветствую'чих модифткацчй метода обнапужчть свойства счмчетпии
тентопов четвеотого пооядка для оа 1личиых тччов кочсталдов. С ледова­
тельно, этот метод можно использовать для получения связи м еж ду напря­
жением и деформацией для кристаллов.

3.1062. Ж и д к о с ть .  В ж идкости  среднее  н ап р яж ен и е ,  равное 
’APwm, почти всегда отриц ательн о  и о б озн ачается  —р. В ел и ­
чина р н азы вается  д а в л е н и е м .  (В проти'<оподожность тому, 
что ГОВОРИТСЯ в некоторых учебниках , жит,кость, тпхательно 
о сво бо ж ден н ая  от растворенны х газов , м о ж ет  вы д ер ж и в ать  з н а ­
чительные растяги ваю щ и е  н ап р яж ен и я .  Н о верно и то, что это 
р астяж ен и е  редко осугцествдяется практически .)  В кдассичес- 
кой ж идкости  тензор н а п р яж е н и я  им еет  простой вид — p^ik-

12 З а к . 231



Это является  хорош им при ближ ением  д ля  многих зад ач ,  от­
носящ ихся  к реальны м  ж и дк о стям . О тклонение н а п р яж е н и я  
от этой величины линейно зависи т  от скорости деф орм ации, 
и если эту скорость обозначить то д ля  реальной  ж идкости , 
так  ж е  как  и д ля  изотропного твердого  т ела ,  будет сп р ав ед ­
ливо у тверж ден ие , что главны е  оси тензора н ап р яж ен и я  сов­
п ад аю т  с главны м и осями тензора  Таким о б р азо м ,  иско­
мое соотношение м ож но запи сать  в виде

P i k  +  P ^ i k  =  ( I )

Согласно определению  p,  тензор , стоящ ий слева ,  д о л ж е н  об ­
р ащ а ть с я  в нуль при свертывании. С ледовательно ,

(3A' +  2t i ' ) e „ .  =  0 (2 )
и

Р п ^  -  P^it +  2м-' [sik -  J  . (3)

В еличина |а' н а зы вается  вязкостью.  Ее разм ерность  совп адает  
с разм ерн остью  н ап р яж ен и я ,  ум нож ен ного  на время. Ф ункция, 
с то ящ ая  после коэффициента 2р,', описывает  отклонение тен­
зора  скорости деф орм аци и  от сферической симметрии.

Д ав л ен и е  р  о б л а д а е т  важ н ы м и  свойствами. Оно почти не 
зависи т  от скорости деф орм ации, хотя теоретически м о ж ет  со­
д е р ж а т ь  м алы й член, пропорциональны й О д н ако  он н а­
столько мал , что не имеет практического значения. С л е д о в а ­
тельно, давлен и е  м ож но рассм атр и вать  как  функцию только 
плотности и тем п ературы  согласно общим зак о н ам  теплового 
расш и рен и я  и сж и м аем ости  д л я  ж идкости  или газа .

3.1063. У скорение. В левой части уравнений движ ени я  им е­
ется член с ускорением вида р/^. Н еобходим о его вы разить  для  
ж и дкости  через производные от скорости, а д л я  твердого тела  — 
через производны е от смещ ения. Н аш  вывод уравнений д ви ­
ж ен и я  и сп ользовал  параллелеп и п ед ,  фиксированный в п ростран­
стве. М о ж н о  взять  элем ент объем а, дви ж ущ и й ся  вместе  с ве­
ществом, но он, вообще говоря , не д о лж ен  оставаться  п р я м о ­
угольным и разлож ен и е  сил при этом д о лж н о  быть очень 
слож ны м . О д н ако  ускорение относится к конкретной частице 
вещества.

Чтобы это стало  ясным, удобно временно воспользоваться  
методом Л а г р а н ж а  при описании движ ени я . П редп олож им , что 
частица, и м ею щ ая  координ ату  х,- в момент времени t, имела 
координату  Of в момент /о- Тогда движ ени е  каж дой  частицы 
описывается  уравнением  вида

Xi = g i {a u  U2, сц, t), ( 1)



где ДЛЯ данной частицы не зависит от /. В таком  случае  
скорость и ускорение частяцы  равны

где индекс обозначает , что остается  постоянной при диф ­
ф еренцировании.

В обычном эйлеровом методе описания движ ени я  скорость 
частицы рассм атривается  как  функция ее пространственного по­
л ож ен и я  в момент времени а не в момент to. С ледовательно , 
если за время Ы частица переместилась от Xt до то ее
скорость V ,  будет зависеть  от /-f-б /  и x, +  6x,-. О тсю д а  уск о ­
рение частицы равно

И т  + + Xt) ^
61^0 (3)

в  пределе 6х^/6( равн а  собственной скорости частицы о*, по­
этому

(4)
dvi

, dt  dxk ■

О п ер ато р  djd t  -f djdx^,  который о п р ед ел яет  производную  по 
времени от любой величины, связанной с определенной части­
цей (для которой а, постоянно в методе Л а г р а н ж а ) ,  в англий­
ской литературе  обычно обозн ачаю т  DjDt .  Он п р ев р ащ ается  
в оператор  частной производной djd t ,  если постоянным счи­
тается  а,- вместо л:,-. К огда  ж е, к ак  в методе Э йлера , вообще 
не используется  величина а,-, то, по-видимому, нет достаточ ­
ных причин не р ас с м ат р и в а т ь  этот оператор  как  обыкновенную 
полную производную  и обозначать  ее djdt .  В действительности 
обозначение DfDt  яв л яется  переж итком  тех времен, когда djdt  
исп ользовалось  д ля  обозначения  частного диф ференцирования. 

Т аким  образом , уравнени е  движ ени я  ж идкости  имеет вид

где компоненты тензора н ап ряж ен и й  в ы р а ж а ю тс я  через тензор 
скорости деф орм ации и давлен и е  согласно 3.1062 (3).

Д л я  твердого тела  условия несколько иные, поскольку в оп­
ределении см ещ ен ия в явном  виде содерж и тся  н ачальное  по­
л ож ен и е  частицы. Д ействительно,

ai =  X i -  щ.  (6)

О дн ако  почти во всех за д ач а х  теории упругости см ещ ен ия 
м алы , и если пренебречь их квад р атам и , то djdt  м ож но зам енить



на d/d t .  К в а д р а т а м и  деф орм аций т а к ж е  пренебрегаю т, когда 
приним ается , что н ап р яж ен и я  линейно за в и с я т  от деф ор­
м ации. П оэтому, не у м ен ьш ая  общ ности р езу л ь тата ,  п рен ебре­
ж е м  ими и в ускорении *).

3.11. Т ензор  э л ек тр о м агн и тн ы х  н ап р яж ен и й . В н ачале  р ас ­
смотрим электрические силы. П усть /( — ди электри ческая  про­
ницаем ость , которая  п р ед п о л агается  постоянной, Е — н а п р я ­
ж енность  электрического  поля и р — плотность электрического  
з а р я д а ,  тогда  эл ектри ческая  сила, д ей ству ю щ ая  на единицу
объем а, р авна

Х =  рЕ. (1)
К ром е  того,

4np =  / Cd i v E .  (2)
Тогда

4 . x , _ Л Я , | й  _ Л (£ ,Е .)

- к 4 ^ { е ,е , ) - к Щ ^ е „  (3)

З д есь  было использовано, что Е равн яется  гради енту  потен­
ц и ала .  Д а л е е  получим

4 nX i  К [ E iE u -  Y  E l b i k ) . (4)

С л едо вател ьн о ,  механическую  силу мож но получить из тензора  
н а п р яж ен и я

Pi k  =  ^ [ E i E k - ^ E l b t k ) .  (5)

Т еперь рассм отрим  силу, обусловленную  магнитным полем Н, 
к о то р ая  действует  на  среду, п роводящ ую  электрический ток 
плотности j .  М агнитную  проницаемость ц считаем постоянной. 
В таком  случае имеем

X =  n i x H ,  r o t H  =  ^ ,  (6)
С  с

AuXi  =  (ro t =  \i-^iknfikps ~

= -  бт Ар) = М- ( ] Н т -  (7)
О дн ако

+ (8)

*) Н аиболее полно члены второго порядка рассмотрены в работе \ 2] .



И д Н т ! д Х щ  =  0 .  С ледовательно ,

=  (9)

и Xi  м ож но получать  из тензора  н ап р яж ен и я

=  ( 10)

О дополнительны х членах, п о явл яю щ и х ся  при непостоян­
ных /С и |х, см. [3].

3.12, Скорость изменения вектора во вращ аю щ ейся системе 
координат. Н ам  у ж е  известно п рави ло  п р ео б р азо ван и я  векто­
ров, в котором содерж и тся  зависимость  только от углов  по­
ворота коорди н атн ы х  осей. Д о  сих пор у нас не бы ло случая 
рассм отреть , что произойдет, если эти углы сам и изменяю тся
со врем енем . Д о  тех пор пока п рео б р азо ван и е  от одной коор­
динатной  системы к другой  яв л яется  чисто алгебраическим , 
ни каки х  затруднений не возникает . Все то ж д ссгв а ,  за в и с я щ и е  
от определяем ой  компоненты вектора в зад ан н ом  направлении, 
остаю тся  справедли вы м и, д а ж е  если н ап р ав л я ю щ и е  косинусы 
сами и зм ен яю тся . Это справедли во  при условии, что все вели­
чины берутся  в один и тот ж е  момент времени. О д н ако  если 
требуется  диф ференцировать  по времени, то приходится рас ­
см атр и вать  различны е моменты времени, при этом необходимо 
обратить  особое внимание на изменение н ап р ав л я ю щ и х  коси­
нусов. Рассм отри м  очень простой случай . П усть частица  дви ­
ж ется  по кругу  с постоянной угловой скоростью, так  что

Xi =  a c o s (o ^  Х2 =  а sin (£it, агз =  0 .

О тсю да получим компоненты скорости ( — coasincof, coacosco/, 0) 
и ком поненты  ускорения ( — со̂ л:], — со̂ Хг. 0). Теперь возьмем 
в р а щ а ю щ у ю с я  систему координат, у  которой х'  ̂ со вп ад ает  с х^, 
а х[ о б р аз у ет  с л:, угол (at и, следовательно , все врем я н а ­
п р а в л е н а  на частицу. В таком  случае  в системе О 1' 2'  3 '  ко­
ординаты  частицы все врем я равны  {а, О, 0), а скорости их и зм е­
нения б у ду т  (О, О, 0). О д н ако  компоненты скорости относительно 
системы  О 123 вдоль этих ж е  осей равны  (О, (оа, 0), а ком п о­
ненты  ускореки я  вдоль этих ж е  осей равны  ( — со^а, О, 0). 
П р е о б р а з о в а н и я  скоростей из мене ни я  координат относительно 
неподвиж ной  системы к  в р а щ а ю щ е й с я  системе координат не  
происходит по  п р а в и л у  пр ео бр а з о ва н и я  векторов.  М о ж ..о  с к а ­
зать ,  что операции диф ференцирования  по времени и р азл о ж е н и я



ПО осям в зад ан н ом  нап равлени и  коммутируют,  если только  это 
н ап равлени е  ф иксировано*).

П ростейшие уравнени я  движ ени я  mXi =  Xi сп раведли вы  
в ичерциальной системе координат. Если вместо этой системы 
используется  в р а щ а ю щ а я с я  система координ ат  л:', то силу 
м ож но представи ть  через составляю щ и е  вдоль этих осей по 
п рави лу  р азл о ж ен и я  векторов, а уравнени я  д ви ж ен и я  примут 
вид

ml. .x .  =  l . ^ X , ^ X ' .  ( 1)

О д ч ак о  здесь л е в а я  часть не р авн а  m i ' .  При рассмотрении
движ ени я  абсолю тно тверды х тел обычно бы вает  удобно зап и ­
сы вать  уравн ен и я  д ви ж ен и я  откосительно  в р ащ аю щ ей ся  си­
стемы координат. Эти координатны е оси часто ж естко  скреп ляю т 
с телом , и, следовательн о ,  надо  вы разить  через х '  и его 
производные. А налогично если Л; — компоненты смещ ения, ско­
рости или м ом ента импульса относительно инерпиальной си­
стемы координат, то необходимо вы разить  l i / d A , l d t  через 1цAi 
и их производные. О бозначим  ///Л,- через Л/. Если Bi =  .4,-, то 
соотношение

1цВ, =  1цА,  (2)

справедли во  д а ж е  тогда, когда  координ атн ы е оси х'  ̂ в р а ­
щ аю тся. С п раведли во  и обратное  у тверж ден ие . В таком  слу ­
чае имеем

Ai  =  li,A',, (3)

dA/ dA,  ,  dl , ,

Возьмем точку на оси х'  ̂ на  постоянном расстоянии с от н ач ала  
координат. Ее коордичаты  в системе Xi равны  с1ц, а компо­
ненты ее скорости cdl . ^ ld t .  К оординатны е оси образую т  
ж есткий каркас , и, следовательно , скорость точки, жестко  
скрепленной с ними и имею щ ей координаты  Xi, р ав н а  — ^ikXk,

*) Со свойством некоммутативности операторов мы встретимся еще не­
однократно. Простейший пример таких операций: умножение на дс и диф ­
ференцирование по х:

л:/ (At) =  л: / (jc) +  /  {х),

ЧТО не равно
d



где  — скорость вр ащ ен и я  осей, к ак  и в 3.092. С ледовательно ,
компонента  скорости точки вдоль оси Xi р ав н а  — cQtJkj ,  а

~  ~  ^ ik lkh  (5)

dA.  dA', ^  ,
(6)

dA:  dA', ,
l 4 - ^ = l i i l 4 - ^ - ^ i k h i l u A ' , .  (7)

Ho 1ц1ц =  бц, a  h ih i^ ik ,  равное  0/^, которая  опрзделягтся  п о ­
средством п р еоб разован и я  к осям х'̂ , х'̂  согласно  п р ави лу  
п р еоб разован и я  тензоров  второго порядка . Эго п озволяет  д л я  
искомых компонент написать

“̂ ~ W ^ ~ d f ~  =  i ~ d r ) i  +  X  А )г. (8 )

I и — ^А\ — A 2Q3 +  Аа^2, ^2 — Л361 +  Л103, Лз — Л 162 +  ЛгЭ]). (9)

Эти вы р аж ен и я  я в л яю тся  компонентами такого  вектора вдоль 
осей х\ ,  у которого компоненты вдоль осей х^ равны  d A . j d t .  
Л егко  проверить, что если взять  третью  систему координат, 
то компоненты относительно нее пол чатся  одинаковы ми, н е за ­
висимо от того, будем ли пpoизвoдитJ п реоб разован и я  непо­
средственно из системы i или через систему /. З ти  компоненты, 
следовательно , удовлетворяю т  п рави лу  последовательного  пре­
образован и я  д л я  векторов.

Считать ли в отдельности члены d A ' j d t  и (0 X А) векторами, 
это вопрос определения, и в связи  с этим появляю тся  д в а  воз­
можных пути. Согласно наш ем у исходному определению , п р а ­
вило преобразован и я  сл у ж и т  единственным критерием д л я  у с т а ­
новления, являю тся  ли совокупности трех величин компонен­
тами вектора. В этом п р ави ле  ничего не говорится о постоянстве 
н ап р авл яю щ и х  косинусов при преобразовании . Если мы со х р а ­
ним это определение д л я  случая , когда — функции времени, 
и так  как

dA'i dAi
~ d r ^ ^ i ‘ ~ d f ’

то d A / d t  не явл яется  вектором, если системы координат  в р а ­
щ аю тся  от. осительно друг  д руга . О днако  d A /d t  -Ь (Н X А) в этом 
смы сле вектор, а следовательно , (Н X А) — не вектор. Тот факт, 
что д ля  компактности записи это вы раж ен и е  представлено



в виде векторного произведения, не п р евр ащ ает  эту;)величину 
в вектор. П роверкой явл яется  прави ло  п р ео б р азо в ан и я ,  ’И 
п р еж де  чем с казать ,  что совокупность величин явл яется  ком­
понентами вектора, необходимо показать , что это правило вы­
полняется . В данном случае ' это прави ло  не имеет места.

Д ругой  путь состоит в ограничении сферы действия п р ав и ла  
п реоб разован и я  лиш ь систем ам и координат, не вращ аю щ и м и ся  
относительно друг друга . П редп олож им  для  простоты, что А — 
смещ ение из н ачала  к о о р д и 1ат. Тогда d A l d t  по определению  
я в л яется  скоростью, компоненты которой отнесены к покоя­
щ ейся системе координат. О днако  можно представить  беско­
нечный набор закреп лен н ы х  систем к о о р д и 1ат  с общ им н ача­
лом, тогда  в любой момент времени д в и ж у щ а я с я  система ко­
ординат  со вп ад ает  с одной из них, и тем сам ы м  эти системы 
о то ж д ествл яю тся .  П роизведем  р азл о ж ен и е  относительно этой 
координатной системы и получим, что компоненты скорости 
относительно не равны l i jdAildt .  Эти компоненты я в л яю тся  ком ­
понентами вектора . В еличина 0 Х  А — скорость точки, жестко  
с к р е п л е н н о 1 с д ви ж у щ ей ся  системой координат, огносительно 
лю бой н еп одви ж н о!  координатной системы. Т акое  движ ение 
возмож но, и в этом см ы сле  0 X А вектор. В таком  случае 
l i jdA' i ldt  — компоненты вектора относительно системы коорди­
нат  Xi, но это не тот же вектор, что d k j d t .  Это скорость точки, 
д ви ж у щ ей ся  относительно системы координат Xi и равной части 
скорости d k l d t ,  которая  не в ы р а ж а е т с я  через й X А.

При данной интерпретации соотношение (8) сл еау ет  р а с ­
с м атр и в ать  как  в ы р аж ен и е  д л я  к о м п о 1ент скорости измене­
ния А не вдоль д в и ж у щ и х ся  координатных осей, а вдоль непо­
движ ны х осей, совп адаю щ и х  в данный момент с дви ж ущ и м и ся .

Л ю б а я  из этих интерпретаций пригодна. В а ж  ю  понять, что 
эти интерпретации не тож дественны  и ими нельзя  пользоваться  
вместе, иначе неизбеж ны ош ибки *).

Угловую  скорость 0;/ Иногдз н азы ваю т  угловой скоростью  
в р ащ аю щ и х ся  осей координат  „отнсснтельно сам их  себя" без 
какого-либо объяснения, почему т а к а я  угловая  скорость не 
р ав н а  нулю. Р а с с м а тр и в ая  происхож дение данной величины, 
видим, что это у г л о в а я  скорость осей координат относительно 
неп одв иж ны х осей, в  д ан н ы й  момент с о в п а д а ю щ и х  с ними.  
Если известна угловая  ско [о сть  относительно лю бой непод­
виж ной системы координат, то 0;/ или ее векторное п ред ста ­
вление оп ределяю тся  посредством р а зл о ж е н и я  по осям.

*) Подобный вопрос возникает в так называемом „ковариантном диф ­
ференцировании" в общ ей теории отнссительности [4,5].



3.13. приложения к механике. Углы Эйлера. П о л о ж ен и е  
абсолю тно твердого тела , имею щего одну закреп лен ную  точку О 
относительно неподвижной системы координат  O x y z ,  можно 
определить следую щ им  образом . В начале  выберем какую-либо 
реперную линию, проходящ ую  в данном теле, и будем р а с ­
см а тр и в а ть .е е  в качестве оси 0 3  прямоугольной системы коор­
динат, ж естко  скрепленной с телом. П олярн ы е  углы этой лИ' 
НИИ обозначаю т 0, Я. Поло- ^
ж ение тела  теперь известно, 
за  исключением возмож ного  
поворота вокруг оси 0 3 .  Оно 
будет полностью определено, 
если известен угол м еж ду ка ­
кой-либо реперной плоскостью, 
скрепленной с телом и прохо­
дящ ей через ось 0 3 ,  и п/.о- 
скостью гО З. Н а ^ о ш м  этот 
у ю л  X- Три угла  0, Я, х ~ у г л ы  
Эйлера.

В ы разим  угловую  скорость 
твердого т ела  ер езсксрости  из­
менения этих трех углов. Д л я  
этого воспользуемся п р о м е ж у ­
точной системой отсчета 0123 ,  
у которо 1 ось 01 л еж и т  в пло­
скости 2 0 3  и п ерп ен ди кулярна  0 3 .  В таком  случае ось 0 2  пер^ 
п ен ди к улярн а  плоскости гОЗ.  Все системы отсчета берутся  п р а ­
восторонними. Система координ ат  0 1 2 3 ,  вообще говоря, не 
за к р е п л е н а  ни в пространстве , ни в теле. О д н ако  если пло­
скость 0 3 1 '  скреп лен а  с телом и о б р азу ет  угол у, с плоскостью 
03 1 ,  то третью ось 0 2 '  мож но взять  перп ен ди кулярно  к плоско­
сти 0 3 1 '  и она т а к ж е  будет скреп лен а  с телом .

Очевидно, что скорость вращ ен ия  тела  оп ределяется  скоро­
стями вращ ен ия  к  вокруг Ог, 6 вокруг 0 2  и х вокруг 0 3 .  Они 
могут быть р азл о ж ен ы  вдоль лю бы х удобны х н ап равлени й . 
И х  компоненты относигельно системы коордилат  0 1 2 3 ,  очевидно, 
равны  (— sinBA,, б, x +  cos8A,). С нова  р а з л а г а я  теперь  огноси- 
тельно координ ат  O l '2 'З ',  получим

(—sin 0A,cosx + 6 s in  X, sin 0^sinх +  6 cosx, x-fcos9;\.),
что является  компонентами угловой скорости тела  относительно 
осей, скрепленны х с телом.

Во многих за д ач а х  твердое тело имеет ось симметрии, ко­
торую мож  ю  принять за ось 0 3 .  В таком случае  удобно поль­
зоваться  системой координат  0 1 2 3  вместо системы O l '2 'З ',  так

Р и с .  19.



как  при этом получаю тся более простые соотношения м еж д у  ком­
понентами угловой скорости и углам и  Э йлера. Отличие со­
стоит в том, что необходимо р ассм атри вать  вращ ен ие  к ак  т в е р ­
дого тела , так  и системы отсчета, когда  последняя не закреп лен а  
в пространстве . О бозначим  угловую  скорость системы отсчета  
через 0 (9 | ,  02, 9з); тогда если эта система отсчета скреплена 
с телом, то

О =  (О.

Но система координ ат  0 1 2 3  не имеет компоненты угловой ско­
рости у, поскольку ось 01  всегда остается  в плоскости гОЗ.
С ледовательно , д л я  этой системы имеем

(0|, 02, 0з) =  ( —sin 0А,, 6, cos 0)1),

тогда как  компоненты угловой скорости тела  равны

(со|, а>2. СО)) =  ( —sin 0А-, 6, X +  COS0A,).

Соотнош ения 0| =  (о,, 02 =  со2, очевидно, обозначаю т, что ось 0 3
имеет ту ж е  угловую  скорость, что и частицы тела , располо­
ж енны е вдоль нее, т. е. ось 0 3  закр еп лен а  в твепдом теле. 
Соотноптение 0ч =/= сод нап ом и нает  о том, что оси 01 и 0 2  не 
скреплены с телом.

3.131. Д л я  иллю страции рассмотренного метода вычислим 
компоненты ускорения частипы в сферических координатах  
(г, 0, к). Выберем ось 0 3  по н а п р а в л е н и о  к частипе, оси 01 
и 0 2  выберем так же, как  в 3.13. Компоненты угловой ско­
рости этих осей равны  ( — sin0A„ 6, cos9A,). Т ак  как  частица
все время находится  на оси 0 3 ,  то компоненты ее скорости 
равны

( О ,  О ,  г ) - Ь ( 0 „  0 2 ,  0 з ) Х ( О ,  О ,  г )  =  ( г б .  r s i n 0 ; . ,  ^

в чем м ож но убедиться  путем проверки. В таком  случае  ком ­
поненты ускорения равны

(ai, 02, =  r s i n 0 ^ ,  г) +  (0|, 02, 0з) X (гб, г sin 9А., г),

а ^ = - ^  {г 6) -f г6 — г sin 0 cos =  г (ё — sin 0 cos Qk^) -f 2лб,

a j  =  (г sin 0Я) +  cos 9Л/-0 +  sin Qkr =  — (r  ̂s in ‘‘̂ 0^),
 ̂ dt   ̂ ' г sin 9 d/ ' ’

a^ =  f  — r sin^ 0Я^ — =  r  — г (6^ +  sin^ 0Л^).

3.14. Динамические уравнения Эйлера. Пусть оси системы 
координ ат  O l '2 'З ' нап равлены  вдоль главных осей инерпии 
абсолю тн о  твердого движуш,егося тела , имеюш,его неподвиж ную



точку О. Если А, В,  С — главны е  моменты инерции, а to —угло-- 
вая скорость данного  тела  относительно тех ж е  осей, то мо­
мент им пульса  относительно точки О равен Н (0 )  =  (Л©,, В щ ,  
Сшз). С корость  изменения момента импульса  относительно, 
точки О, следовательно , будет

dh
dt

с компонентами (ЛсЬ, — (fi — С ) (02®t и т. д.) относительно мгно- 
венных полож ений главны х осей инерции.

3.141. Движение волчка. Выберем ось симметрии за  коор ' 
динатную  ось 0 3 .  В оспользуем ся , как  и в 3.13, системой коор’ 
динат  0123 ,  тогда угловая  скорость волчка равн а  ( —^,s in0 ,  6, 
Х +  ЯсозЭ), а у гловая  скорость системы координ ат  будет 
( —A,sin0, 6, A.COS0). П оскольку  моменты инерции р а в н ь М , А, С,  
то д ля  компонент момента и м п ульса  имеем [ —^ ^ s i n G ,  Л6, 
С (7 +  А, cos 9)].

Если N — момент внешних сил, то

f -  +  O x h = N .  Г )

Если волчок движ ется  в поле силы тяж ести , а его центр 
масс имеет координаты  (О, О, /г), то

N =  (0, M g h  sin в,  0). (2)

Третья компонента уравнений (1) непосредственно дает
X +  ЯсозЭ =  const =  п. (3)

Д л я  второй компоненты получим
/46 +  Сп к  sin 0 — А%^ sin 0 cos 0 =  M g h  sin О, (4)

так что условие устан озивш ейся  прецессии при 0 =  а  и А, =  Q 
имеет вид

АО^ Qosa — C n Q  + M g h  =  0.

Д л я  описания полного д ви ж ен и я  используем два  других пер­
вых интеграла.

1) М омент импульса  относительно вертикали  постоянен, что 
д ает

А  sin^ 0А, +  Сп  cos 0 =  const.

2) П о л н ая  энергия постоянна, откуда

А  sin- 0 +  0^) +  С (А. cos 0 +  x f  +  2/Иg /г cos 0 =  const.



Е сли  известны вы р аж ен и я  д л я  кинетической и потенциаль­
ной энергии, то уравнени я  д ви ж ен и я  м ож н о получить, восполь­
зовавш и сь  у равн ен и ям и  Л а г р а н ж а  10.07.

3.15. Д в у х м е р н ы е  тензоры . Если возм ож ны  только  такие 
повороты координ атн ы х осей, когда  ось Хз не см ещ ается ,  то 
изменения осей будут более ограничены , чем в случае  произ­
вольного поворота . О п р ед ел яем ы е  при этом дополнительны е 
наборы  функций п озволяю т  произвести необходимы е преобра­
зовани я  при таки х  изменениях. Д ействительно, если (г =  1, 2) 
я в т я е т с я  двухм ерн ы м  вектором , то его компоненты в н а п р а ­
влении а  равны  «1 cos а +  «2 sin а . Д а л е е  пусть имеется вектор V, 
ком поненты  которого в нап равлен и и  а  равны  ком понентам  и 
в н ап р авл ен и и  я /2  +  а.  Это д ае т

V\ c o s a  +  Уз sin  а  =  «1 cos ( у  +  “ ) +  Щ sin  ( у  ~

=  — «1 s i n a + « г с о з а ,  (1)
и следовательно , если

у, =  «2. У 2 = - « ь  (2)
то И| и U2~  компоненты ректора, равны е ком понентам  вектора и 
о тн о си тел ьго  ссей координ ат, погернуты х на прямой угол. 
В частнссти, {х2 , —X|) — компоненты ректора.

О д н а к о  п р си зво дн ая  г е к ю р а  я рляется  тензором  второго по­
р я д к а .  В зяв  в качестве  этого ректора (лгг, —J î), получим

d v ,  /О - П
oj ’

что явл яется  двухм ерн ы м  тенгором. Т аки м  образом , не только 
я в л яе т с я  изотропным двухмерр ым тензором  второго порядка, 
но и л ю б а я  лин ей н ая  ком бин ац ия

(4)
где А. и ц — ск ал яр ы , т а к ж е  яв л яется  таким  тензором.

Т еперь рассм отри м  тензор четвертого порядка  Цш'Ц’гр- Все 
компоненты с г =  m  или k  =  р  равны  нулю , а д л я  остальны х 
имеем

'П12'П|2 = 'Ч21'П21 =  1>
1 (5)

1112̂ 21 =  - 1 -
Д а л е е ,  ----- тензор второго порядка ,  если ф — ск ал я р .

Но ес7и i =  k = l ,  то отличен от нуля  лиш ь один член при т — 
=  р =  2, который равен д \ 1 д х \ .  Если г =  1, =  2, то необходимо



В ЗЯТЬ т  =  2, р  =  1, что д а е т  — d \ j d x i  дх^.  П р о д о л ж а я  таки м  ж е  
о б р азо м , получим <

(5̂ Ф \

\

дХ2

дx^ дх2

дх^ дх2 

дх^

(6)

/

т. е. компоненты двухмерного  тен зора  второго п оряд ка .  Этот 
тензор  находит  применение в теории упругости, в частности 
при рассмотрении изгиба тонких 
пластин и распределен ия  н а п р я ­
ж ен и я  м е ж д у  п ар ал л ель н ы м и  
плоскостями.

3.16. П а р а л л а к с .  Тензорные 
методы  иногда бы ваю т  полезны 
при получении формул сфери­
ческой астрономии. Р ассм отри м  
п а р а л л а к с  Л уны  или планеты .
Возьмем  за  н ач ало  координ ат  
центр Зем ли . О сь 3  нап рави м  
на полю с, ось 2 — в плоскости 
м ери ди ан а  н аб л ю д ател я .  П усть 
координ аты  планеты  равны  лг; =  r/j , а н аб л ю д ател я  h  =  aki.  
Расстоян и е  от н а б л ю д а те л я  до планеты , равное R,  определяется  
соотнош ен иям и

Рис. 20.

R^ =  { x i - h f ^ r ^ - ^ r a h l k  +  a ^  
/? =  г -  aXJk

(1)

(2)

с точностью до членов первого порядка  по а/г . В таком  случае  
н ап р ав л я ю щ и е  косинусы линии, п роходящ ей  от н аб л ю д ател я  
к планете  /^, равны

=  (̂ 1 — у  =  li +  Р  { — +  I M k ) ’ (3)

где P  =  а /г  — горизон тальны й п а р а л л а к с .  Теперь вы разим  н а­
п р а в л я ю щ и е  косинусы через угловы е координаты

/, =  c o s 6 s in /z ,  /о =  cos б c o s /г, Zo =  s in6 ,
(4)

Ai =  0, Я2 =  С03ф, Яз =  81'Пф,
и

=  cos ф cos б c o s /г +  sin ф sin 6. (5)



Д л я  п а р а л л а к с а  в склонении coj имеем
/3 — /3 =  cos бюд =  Я [ — sin ф +  sin б (cos ф cos 6 cos Л +  sin ф sin  б)] =  

=  Р  (sin б cos б cos ф cos /г — sin ф cos^ б), (6)
откуда

coj =  P ( s i n 6 c o sф cos /г  — sin фcosб).  (7)

Е сли  Л '— н аб лю д аем ы й  часовой угол, то

tg / z '  =  — , t g h  =  —  , l g t g / j  =  l g / , - I g / j ,  (8)
'2 ‘2

sec^/i ,, I ' - l

t g / ,
I 1̂ COS ШЛ'-Л =-V-^--^-5-^ = P - -  +  = P  (9)

It /j \  l\ h  I cos 6  cos A ’ ' '

Л' — Л =  P c o s ф s i n / г s e c б  (10)

и п а р а л л а к с  в прямом восхож дении С0а =  — {h' — h).

П Р И М Е Р Ы
1. Показать, что

(К • А) (К • В) X (К • С) =  II КИ А • В X С.

2 Показать, что
rot (фА) =  ф rot А +  grad ф X А,

3. Показать, что

[rot (А X В)]г =  Л/ d iv В -  Вг div Л +  В*. -  Ak

4. Если /Cii; — тензор, то доказать, что
дх^ дх^

^22^23 4_ + КиКп
К2 1К22

=^^KiiKkk - \ K i k K k i

и является скаляром. Установить связь этого скаляра с инвариантами 
корней уравнения | | — Я6 /-Ц =  0 .

5. Если теню р напряжения имеет вид 2Л;Л'г — где Л,-— радиус-
вектор, Л  ̂ обозначает Л  ̂+  Л2 +  Л ,̂ а равен единине, если i =  k, и равен 
нулю во всех остальных случаях, нр'>верить, что в любой точке направле- 
ние Л/ является главной осью тензора напряжений. Показать, что напряже- 
Hi:e в этой точке можно представить как растяжение Л̂  вдоль направле­
ния Л/ и что дарление Л̂  иерпендикулярн-) этому направлению.

6 . Тело деформировано внутренними напряжениями так, что частица, 
координаты которой в деформированном состоянии {х, ij, г)  отнг.сительно 
неподвижной прямоугольной снлем ы  координат, испытала сме.иение с ком­
понентами

3>c(2x — y +  z],  — З к ( х + у ) ,  к (Зл:-f 5г),

где X — малая постоянная величина. Показать, что никакая малая часть тела 
в окрестности точки {х, у, г) не п >двергается вращению и что одн > Hi глав­
ных растяжений paaHj Зх. Определить два других главных растяжения.

(Prelim ., 1941.)



/ .  Цепочка из трех однородных взаимно перпендикулярных стержней, 
каждый массы m и длиной 2а. Показать, что уравнение нормальной квад­
ратичной формы тензора инернии относительно центра масс, отнесенное к 
координатным осям, параллельным этим стержням, можно записать в виде

~  та^ (5х^  +  5г/2 +  З г^  -  З у г  +  Згл: +  х у )  =  К .
О

Доказать, что один из главных моментов инерции относительно центра масс 
равен та^, и найти остальные главные моменты инерции. (Prelim ., 1940.)

8 . Два одинаковых однородных конуса высотой h соединены своими 
основаниями радиуса а. Определить тензор инерции относительно общего 
центра оснований и дать отношение главных моментов инерции. (1. С., 1943.)

9. Однородная твердая правильная призма массы М  и длиной 2Я, 
основаниями которой служ ат правильные треугольники со стороной а. Опре­
делить тензгр инерции этой призмы относительно центра одного из ее 
оснований. Определить главные моменты инернии, когда 1) а = Н ;  2) а =  ЮН.  
Во вт( р'1м случае показать, что момент инерции относительно любого из ребер 
основания равен (1. С., 1940.)

10. Движение отноа т 'льно Земли.  Радиус-вектор частицы относительно 
точки О, расположенной на поверхности Земли, обозначим через г. Скорость 
и ускорение этой частицы относительно Земли в точке О равны г и г .  Если 
частица движется под действием земного притяжения и силы F, приходя­
щейся на каждую  единицу ее массы, то доказать, что

-1- 2ш X г -  g  (г) -Ь F,

где О) —угловая скорость вращения Земли, а g  (г) — ускорение свободно 
падающей относительно системы координат с началом в точке О частины, 
покоящейся в то ж е время относительно системы координат, расположенной 
в точке г. Если частица брошена со скоростью V из точки О в момент 1 =  0. 
то показать, что с точностью до первого порядка по ш ее радиус-вектор г 
в момент времени i определяется соотношением

г =  V/ 4- X V -  у /■’<» X g,

где g  =  g (О).
11. Маятник Фчко.  Малые колебания.  Начало координат возьмем в точке 

подвеса. Пусть i —единичный вектор в направлении к грузу массы т. Тогда, 
если Т  — натяжение нити, то с точностью д о  первого порядка по ш получим

Т
г-)-2 й )Х г  =  g  i.

т

Полагая g  =  gz , а i =  z -Ь р, показать, что с точностью до первого порядка 
по р будем иметь .

р -1-2ш sin Xz X р - 1 - р =  О,

где Л — широта точки О, а / — длина нити.
Взяв компоненты этого уравнения для двух взаимно перпендикулярных 

направлений в плсскссти, перпендикулярной 2 , и воспельчовавшись ме­
тодом 2 . 1 2 , показать, что плсскость колебаний поворачивается вокруг верти 
кали, если смотреть на нее сверху вниз, с угловой скоростью co sin g .
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  К Г Л А В Е  3

3.03a. У тверж дение , что только  изотропные тензоры второго 
и третьего порядка  равны с к а л я р а м ,  ум нож ен ны м  на 6̂  ̂ и 
соответственно, легко  д о к а за т ь  методом 3.031.



МАТРИЦЫ

Все, что не Белгрейвская площадь, 
есть Стренд' и Пикадили *).

Г .  5 . Gilbert „Utopia Limited''

4.01. Введение: определен ия . П ри рассмотрении тензоров  
второго п оряд ка  в трех  и зм ерени ях  мы исп ользовали  с о к р а ­
щенное обозначение Kik д л я  совокупности девяти  величин

^ К п  К п  К : з \
^21 ^22 ^23

V/Сз! К  33^

Если они расп олож ен ы  в указан н ом  порядке, то первый индекс 
относится к строке, а в т о р о й —к столбцу. Т а к а я  совокупность 
о б р азу ет  тензор, если каж д ы й  индекс относится к одной из осей 
выбранной системы координ ат  и при повороте осей йти вели­
чины п р ео б р азу ю тся  определенны м образом . Д о  сих пор мы 
р а с с м ат р и в а л и  только  прям оугольны е оси, однако  это частный 
случай более общ ей тензорной алгебры . О бобщ ение идет по трем 
н ап равлен и ям : а) на тензоры лю бого  п оряд ка  в п  и зм ерени ях  
(особенно в четырех), отнесенные по-преж нем у к прямоугольны м 
осям; б) на тензоры лю бого  п орядка  в криволинейных ко о р д и ­
натах ; в) на  изучение алгебры  квад р атн ы х  Таблиц величин, 
которы е ф орм альн о  имею т много общ его с тензорам и  второго  
п о р яд ка ,  но не ограничены  в интерпретации связью  с системой 
координат.

П р и н и м ая  алгебраическую  точку зрения, мы говорим о та* 
блице величин ' ■ .^ 1, К , 2 . . .  К ы

К2> К2 2 . . .  К 2 п

К т , К ,п 2 • • • К т п

*) Англичанину это говорило бы: „Все, что не строчка или не столбец, 
есть квадратная матрица", т-Ярил», ред.



как  О м атри це  п орядка  * )  т Х п .  О на  имеет т  строк и п  столб ­
цов. Мы м ож ем  запи сать  ее к а к  {Kik), причем первый индекс 
у казы в ает  строку, а второй — столбец. К в а д р а т н а я  м атри ца  
п орядка  п Х  п  я в л яется  частным случаем . Д руги м и  частными 
сл учаям и  я в л яю тся  м атри ц а  с единственным столбцом и т  стро­
к ам и  (порядка  m X 1) и м атри ц а  с единственной строкой и 
я  столбц ам и  (порядка  1 X и). Эти три типа м атри ц  имеют 
много прилож ений в физике.

Мы будем о бозн ачать  м атри цу  единым символом, который 
зам ен яет  систему т Х п  величин, или элементов  м атрицы . Д л я  
такого  объекта ,  как  м атр и ц а ,  все, что п о д р азу м евается  под 
слож ени ем , вычитанием, ум нож ением  и делением , есть дело 
определения . И спользован и е  ж и рного  ш риф та у к а зы в а е т  на то, 
что один или более  индексов опущ ены , к а к  в векторны х или 
ди адн ы х  обозначениях.

Сложение .  С ум м а д вух  м атри ц  а и Ь зап и сы вается  как  
а  +  Ь и обо зн ачает  м атри цу  с эл ем ен там и  aik +  bik.

Вычитание.  М атр и ц а  — а оп ред еляется  к а к  м атр и ц а  с э л е ­
м ентам и ( — а,-ft), а а — Ь определяется  как  м атри ц а  с эл ем ен ­
там и  ацс — bih. Ч тобы слож ени е  и вычитание имели смы сл, 
м атрицы  д о л ж н ы  иметь одинаковое число строк и одинаковое 
число столбцов.

О чевидно, что при слож ении м атр и ц  сп равед ли вы  как  
ассоциативный закон

(а +  Ь) +  с =  а +  ( Ы - с ) ,  (1)

т а к  и ком м утативны й закон
а -Ь Ь =  Ь -Ь а. (2)

Умножение .  З ак о н  ум н ож ен и я  состоит в том, что аЬ есть
м атри ца  с эл ем ентам и  (аЬ),- ,̂ определяем ы м и равенством

(ab)ij; =  (3)

где п о д р азу м евается  соглаш ени е  о сум м ировании. Ч тобы  это 
действие имело смысл, j  д о лж н о  пробегать одинаковое число 
значений в обоих со м н о ж и тел ях  и поэтому число столбцов в а 
д о л ж н о  быть равно числу строк в Ь. Т огда произведение есть 
м а тр и ц а  с числом строк, к ак  у а, и с числом столбцов, как  
у  Ь. В частности, если а — м атр и ц а  п Х п ,  то Ь д о л ж н а  иметь 
п  строк, хотя м о ж ет  быть матрицей-столбцом, и тогда  произ-

*) Таким образом, о приведенном выше тензоре порядка 2 следует  
говорить как о матрице порядка 3 X 3 . Слово „порядок** имеет довольно раз- 
лйчйЫе-' значения применительно к тензорам и матрицам. Тензор порядка
выше 2  не может быть записан в виде матрицы.



веденир будет т а к ж е  матрицейзс:: 'рлбцом. Если Ь —т а к ж е  ма- 
трица п Х п ,  то аЬ будет  матрицей  п Х п .  С другой стороны, 
если а  — матрица-столбец , Ь д о л ж н а  быть матрицей-строкой, 
и аЬ — м атри ца , чьи элементы  равны  Е сли  а есть м атрица- 
строка  (1 Х п ) ,  то Ь д о л ж н а  иметь п  строк. Если Ь — квадрат* 
к ая  м атри ца , тогда  произведение — м атри ца-строка ;  если Ь имеет 
только один столбец, произведение имеет одну строку и один 
столбец, т, е. яв л яется  скалярн ой  величиной. Таким образом , 
д л я  нас важ н ы  следую щ ие случаи:

а   ________^  аЬ
Строки Столбцы Строки Столбцы  Строки Столбцы В индексах

П П П П П П CLubjk
П П П 1 П 1 CLijbj
га 1 1 г а  п п Ujbji
1 г а  га га 1 га Ojbji
1 га га 1 1 1  ajbf

где один индекс использован  д л я  м атрицы с одной строкой ил'й 
столбцом и д в а  индекса —д л я  квад р атн ы х  матриц. В третьем 
случае не прим еняю тся соглап1ения о суммировании, и он н а ­
зы вается  вн е ш н и м  пр ои зве дение м  а  на Ь. О стальны е случай 
н азы ваю тся  внутренними пр оиз вед ени ям и.

В работах по алгебре матрицы-строки и матрицы-столбцы часто назы­
ваются векторами. В отличие от использования слова вектор в физике 
в алгебре вектор — это совокупность п элементов, не имеющих отношений 
к какому-либо закону преобразования. В физике в определение вектора 
входят как элементы, так и предписание определяющего их некоторого за ­
кона преобразования. Таким образом, в физике мы говорим о векторе, имею­
щем различные компоненты в различных системах координат, как о едином  
объекте; алгебраисты называли бы эти представления различными векторами. 
Мы будем избегать такой терминологии.

У множ ение не подчиняется, вообще говоря , ком м утати вном у 
закону, д а ж е  если а  и Ь явл яю тся  к вад р атн ы м и  м атри цам и , 
поскольку Ьа д о л ж н о  быть определено как  м атри ц а  с элемен. 
т ам и  bija,k,  а они будут  равны  aijbjh только  в особых случаях , 
В общ ем  случае

а Ь ^ Ь а .  „ V .

Говорят , что пары  м атриц, д л я  которы х удовлетворяется  pa i  
венство аЬ =  Ьа, коммутируют,  а те, д л я  которых удовлетво ' 
ряется  равенство  а Ь =  — Ьа, антикоммутирую т.

По п р ави лу  ум нож ен ия  множ ители  всегда расп о л агаю тся  
так , что повторяю щ иеся  индексы соседствуют.  С праведливо, 
что aijbjk =  bjkatj,  но последнее нельзя  свести к Ьа, потому что 
индексы / не я в л яю тся  соседними. П одробная  запись индексов 
не м о ж ет  привести к путанице, однако  при опускании индек-



СОВ путаница будет, если 'н е  “иметь определенного  п р ав и ла  
о  том, где д о лж н ы  быть повторйю щ иеся индексы. Это п рави ло  
достаточно, чтобы отлйчипгь b'a 6т^ аЬ при со хран ен и и -п б рядк а  
множ ителей в "явнс^м вы раж ейи и  д л я  произведения.

' "Ассоциативный закйн , i >г
' ■' '■ ,)i О'г-о-г,'. (аЬ)сГ=а(Ьс) ’ (4)
■'■5 Г' V:'^n ‘ : ■■■' ■, , ,

И дистрибутивны й зак о н  Э г , ' .
а  (Ь +  с) =  аЬ +  ас " (5>

еп р ав ед л и в н  при условии; что сохранен порядок сомнож ителей 
И операций имею т смысл. Эти закон ы  легко п роверяю тся  явным 
выпд^с^шанием элементов. Д л я  первого закон а  j

V Л [(аЬ) с]ц =  {anbjk) Cki =  aij  {bj^Cki) =  [a (be)],-,. ' (6)

С дедовательн о , это произведение мож но запи сать  без ско ­
бок в виде аЬс, т а к  как  полож ение  скобок не существенно. 
О тсю да следует , что. все ,„полож ительны е степени данной м а ­
трицы коммутирую т, ибо а^а =  аа^, и по индукции а" 'а" =  а"а'".

Е д и н и ч н у ю  матрицу  будем о бозн ачать  1 *. Ее  компоненты 
равн ы  dift, где '

(i =  k ) , r  6,4 =  0 {1фк) .  (7)

Очёйидно, что
, ' / а  =  а /  =  а. (8)

Е диничная  м атри ц а  часто обозначается  просто I.
\' Н у л е в а я  матрица — это м атри ц а ,  все элементы  которой нули. 

П роизведение  двух  м атри ц  м ож ет  быть нулевой м атрицей , если 
к аж д ы й  из сЬмно'жйтелей не яв л яется  нулевой матрицей. Так, 
например.

1 ол 
(о o j

/о о 
о 1

о о 
о о

Н енулевой  элем ент  первой матрицы  у м н о ж ается  только  на э л е ­
менты первой строки второй матрицы, которые оба равны  нулю. 
Но если АВ =  0 при л ю б о й  В, то А =  0. Аналогично если АВ =  0 
при шюбой А, то В =  0. ,

Д л я  м атрицы  а транспонированная матрица  есть м атрица, 
о б р аз о в ан н а я  из а зам еной  строк на столбцы. М ы  будем обо­
значать  ее а, а ее элементы  Тогда < i

. ■ . л' . ■ . .’j  , : P-ik =  aki- ' \  (9)

, *) Мы , вводим несколько необычное обозначение единичной матрицы / ,  
чтобы отличить ее от дбозна^ёнИя \. — Прим.  ред.



Матрицы

П о ск о л ь к у  ''' ‘
■ ’ ’ ’ (ab)ii =  aijb,^ =  a,i5;,j =  5^fafi-=(ba)/,„ (10)

то , 'с л е д о в а те л ь н о ,  трансп он и рован н ая  м атри ца  произведения аЬ,
о б р зн а ч а е м а я  аЬ, р авн а  произведению Ьа в указан н ом  порядке.

З ам ети м , что можно  было бы определить (аЬ)г^ к а к  ацЬ^/', 
т а к а я  матрица- действительно часто встречается . Н о  тогда  бы 
мы и м е л »

(аЬ • c),fe =  {a.b)ijC^i =  anbjiCkj, (а • bc);^ =  an{bz)ki  =  aubkjCij,

что не то ж е  сам ое. П р а в и л о  су м м и р о в а н и я  по  соседним ин д ек ­
с а м  .необходимо д л я  того, чтобы ассоциативный з а к о н  умноже­
н и я  оставался  сп р а в е д л и в ы м .  П оэтом у  мы пишем

/  , не к ак  (аЬ)гь а как  а,уб/й =  (аЬ);^. , ^

Н ачи н аю щ и е иногда н аходят  умнож ен ие  м атр и ц  более 
прбстым, если они с н ач ал а  транспонирую т вторую м атри цу  и 
у м н о ж аю т  строку на строку.

Если а  есть м атри ца-столбец , то а  — м атри ц а-строка ,  и 
наоборот. Если Ь — к в а д р а тн а я  м атр и ц а ,  то имеем
f • ^ ^

(Ьа)г =  Ь;/а/ =  а/Ьг/ =  а /6 /г  =  (аЬ)„ (11)

т . е. применимо то ж е  правило, что и д л я  к в а д р а тн ы х  
м атри ц .

'К о м п л е к с н о  сопряженная  матрица.  Э лементы  м атр и ц ы  м о­
гу т  быть действительны м и или комплексны ми. М атр и ц а ,  эл е ­
менты которой явл яю тся  ком плексно соп ряж ен ны м и д л я  э л е ­
м ентов м атрицы  а, обозн ачается  а*, а ее элем енты  а*^.

\Т ра нс п о н и р о ва нн а я  матрица к о м п л ек с н о  сопряженной мат­
р и ц ы  а* обозн ачается  а ’*', а ее элем енты  равны

’ ' . (12)

'} Свойства симметрии.  Говорят,  что м атр и ц а  я в л яе т с я  с и м ­
метричной,  если она не и зм ен яется  при зам ене  строк  сто лб ­
ц ам и, т. е.

* (13)
или

а =  а- (14)
М атр и ц а  яв л яется  антисимметричной,  или кососимметричной,  
если, она м еняет  зн ак  при зам ене  строк на  столбцы, т. е.

.. ; aik-= -  Uki, (15)



О комплексной м атри це  говорят, что она эрмитова,  если  
она р а в н а  своей транспонированной ком плексно  соп ряж ен н ой , 
т. е.

а =  а+, (17>
и антиэрмитова,  если

а  =  — а+. (18>

Д л я  дей стви тельны х м атр и ц  р авен ства  (17) и (18) сво дятся  
к  (14) и (15) соответственно. Если а эрм итова , то  ia  анти­
эрм итова .

Д и а г о н а л ь н о й  я в л яе т с я  м атри ц а ,  все элем енты  которой
равн ы  нулю , за  исключением располож ен ны х  на главной  д и а ­
гонали , т. е. йц ,  а ^ ,  . . . ,  а„„. Все пары  ди аго н ал ьн ы х  матриц, 
коммутативны .

и р и с о е д и н е н н а я  и обратная матрицы.  Если мы рассм отрим  
о п р ед ел и тел ь ,  о бразован ны й из элем ентов  квадратн ой  м ат ­
рицы а

| | a . - , I H d e t a ,  (19>

то к а ж д ы й  элем ент имеет алгебраи ческое  дополнение, ко ­
торое мы будем обозначать  причем

aikAjk =  {Aei&)bij.  (20>

Д л я  сохранения  п р а в и л а  о сум м ировании по соседним индек­
сам  мы перепиш ем (20), о б р аз о в ав  пр и с о е д и н е н н у ю  м атри ц у  а :

[ad] a)ik =  А^1. (21)

Если а  симметрична или эрм итова , то та ко в а  ж е  и adj а . Д а^  
лее, при условии, что det а  не равен  нулю , имеем

ачЛк! _  Aiiaik
det а det а *

П о это м у  если определим  обратную матрицу  а ~ '  м атрицы  а  
посредством

(23>
то будем иметь

a , 7 ( a “ ' ) / A  =  6 i A  =  ( a - ’ ) i / a / f e  ( 2 4 )

или
а а “ ' =  а “ ' а = 1 .  (25)

П роизведение  м атрицы  на свою обратную  есть единичная 
м а тр и ц а  независим о от п о р яд ка  выполнения ум нож ен ия; при 
условии , что о б р атн ая  м атр и ц а  сущ ествует, порядок не имеет 
значения. Если, однако , det а  равен нулю , то а  не имеет
обратной м атрицы  и говорят, что она особая.



З ам ети м , что нуж но писать (а а не a j . \  П осл едн ее  
б у д е т  о зн ачать  обратную  величину эл ем ен та  а ц  м атри ц ы  а.

Д е л е н и е .  Д елен ие  на неособую м атри ц у  м ож но теперь 
о п р ед ел и ть  к а к  умнож ен ие  на обратную  ей, однако  частное' 
зави си т  от порядка , к а к  и произведение. Значит, а “ 'Ь не то 
ж е  самое, что Ьа“ ‘.

Обратная матрица от произв еде ни я .  П оскольк у
аЬЬ~‘а “ ‘ =  а / а “ ' = / ,  (26)

то, следовательно , Ь“ 'а“ ' — об р атн ая  м атри ца  от аЬ, т. е. 
(аЬ)“ ‘. П р и  об ра зо ва ни и  обратной матрицы от п р о и з в е д е н и я  
п о р я д о к  сомножителей нужно пергставить, к а к  при  о б р а з о в а ­
н и и  транспонированной матрицы про из ве дени я .  З ап и сан н ое  
в индексных обозначен иях  (26) п ри ним ает  вид
di jb jk  (adj b)*,(adj а ) ,„  =  а ц  (det b) Ьц  (adj a ) ,„  =

=  а ц  (adj a)/„  (det b) =  (det a) (det b)

(a b ) , , (b - 'a -> ); i .  =  (27)

Унитарные и ортогональные матрицы.  М атри ц а ,  т а к а я ,  что
аа+ =  а+а =  1 , (28)

н а зы в а е т с я  унитарной матрицей.  Д л я  такой  м атрицы  имеем 
а “ 'аа+ =  а “ ‘/ ,  откуда  а''' =  а~',  (29)

и, следовательно , д л я  унитарной матрицы  о б р ат н а я  с о в п а ­
д а е т  с транспонированной комплексно сопряж ен ной . М а т р и ц а ,  
у д о в л е т в о р я ю щ а я  соотношению

а =  а - ‘, (30)

н а з ы в а е т с я  ортогональной.  Д ей стви тельн ая  у н и та р н ая  м атри ц а  
я в л я е т с я ,  очевидно, ортогональной, так  к ак  а''" =  а.

Если ун и тар н ая  м атр и ц а  к тому ж е  эрм итова , то а + =  а и

а =  а->, (31)
о т к у д а  следует, что

аа =  а2 =  I. (32)

4.02. Решение линейных уравнений. С истем а линейны х
уравнений

а „ х ,  +  а,2Х2+ . . .  + а , ^ х „  =  у,, 
а2,Х, +  й22Х2 +  . . .  +  а2„х„ =  г/2,

a„iXi +  a„2X2+ . . .  + а „ л  =  г/„



м о ж ет  быть зап и сан а  в сокращ енном  виде
ацх,  =  г/,-, (2>

где i и I п робегаю т значения от 1 до п .  Если дг; мыслить как  
м атрицу-столбец , то (2) м ож но зап и сать  в виде

ах  =  у, (3)

где у  есть т а к ж е  м атри ца-столбец . Мы п редполож и м  здесь ,
что а  — неособая  м атри ц а  и обозначим алгебраическое  д о ­
полнение Qik через Ajh.

Теперь, поскольку
4-fc«,7 =  (deta)6;fe/, (4>

м ож н о  ум н ож и ть  г-е уравнени е  (2) на  и просум м ировать . 
С ум м а  будет р а в н а

(deta)6j,/X/ =  Л«г/г, (5)

т. е., если d e t a ^ O ,

Xk =  - ^ y i  =  {si~')kiyi (6)
или

х =  а - ' у ,  (7)

что м ож н о было бы получить из (3) непосредственно, ум н о ­
ж а я  обе стороны слева на а “ '.

К а ж д о е  из вы раж ени й  (5 — 7) д а е т  реш ение уравнений (1) 
в ком п актном  виде*).

Если м атри ц а  а  ун и тар н ая ,  то (6) и (7) приним аю т соот­
ветственно вид

Xk =  al^y^, (8)

X =  а+у. (9)

Если а  ортогон альн ая , то

Xk =  aikyi, (10)

х =  ау . (И )

4.021. У м н ож ени е  оп ределителей . Мы предп олагаем , что 
ч итатель  у ж е  знаком  с п рави лом  перем нож ения определите­
лей, од н ако  следую щ ее  д о казател ь ств о  п р ед ставл яет  интерес, 
потому что оно непосредственно св я зы в ает  это п р а в и л о  с су­
щ ествовани ем  решений однородны х линейных уравнени й .

*) На практике численное решение этим методом не является наиболее 
простым. Практически удобный метод мы укажем в 9.16.



П усть  ац,  й;/ — элементы двух  определителей . Т огда  у сл о в и е  
II а г / 11 =  О явл яется  необходимым и достаточным  д л я  того, чтобы 
у равнени я

aijX,  =  О

имели реш ение лг/, отличное от нулевого. У м н ож и м  их на  Ьц  ̂
и просум м ируем . Тогда  уравнени я

bikaux ,  =  О

имею т решоние, отличное от нулевого, и поэтому если

Цаг/|| =  0, то и || 1| =  0.

А налогично если ||6г/11 =  0, то

\ \ч 1кЬц\\ =  ^  и \\Ь ikaijW — ^aikbijW,

т а к  к а к  л е в а я  часть этого равен ства  получ ается  т р а н с п о н и ­
рованием  правой . С ледовательн о ,  WbikUnW со дер ж и т  Ца^/Ц и 
ll&;j,|| в качестве  сомнож и телей , а ср ав н и в ая  коэффициенты  
при й и Ь , 10 2 2 ^ 2 2  а^Ьп, видим, ЧТО коэффициент п р о п о р ц и о ­
нальности  равен 1.

В матричны х обозн ачен и ях

Uijbik =  а jibik =  (ab)yi, и det (ab) =  det a  det b =  det a  det b.

4.03. П р е о б р а зо в а н и я .  Если имеем систему соотнош ений
У  =  ах ,  (1)

где  а  — неособая  к в а д р а т н а я  м атр и ц а ,  то м ож н о заклю чи ть ,  
к а к  в преды дущ ем  р азд ел е ,  что

х  =  а “ 'у . (2)

Если Xi явл яю тся  перем енны ми, то м ож н о  с к азать ,  что м а т ­
р и ц а  а  осу щ ествл яет  п реобразован и е  переменных. В частн о­
сти, в аж н ы  случаи, когда  а  орто го н ал ьн ая  или сим м етри чн ая .

4.031. О ртогон альны е п р е о б р а зо в а н и я * ) .  Д л я  п р е о б р а зо в а ­
ния прям оугольны х  осей мы имеем п р ав и л а

x'. =  lijXi (1)

=  (2)

*) См. замечание в конце гл. 4, стр. 276.



П о сл едн ее  в ы р аж ен и е  у ж е  имеет вид матричного  произведем 
рия, причем Х; и х'. я в л яю тся  м атри цам и-столбцам и . П оэтом у 
м ож н о записать

X =  1х'. (3)

Н о  тогда  м ож но предполож и ть , что эти уравн ен и я  р а зр е ш е н ы  
относительно х ',  а это решение имеет вид

х '  =  Г ‘х  (4>
или

= (5)
С р а в н и в ая  это с (1) и за м е ч а я ,  что эти вы р аж ен и я  д о л ж н ы  
быть экви вален тн ы  д л я  всех значений Xi, имеем

=  (6>

и поэтом у 1 — о р то гон альн ая  м атри ц а .  Т ак  к ак

1-^ =  1, (7)

(1) м ож н о переписать т а к ж е  в виде

х '  =  х Г .  (8>
Мы д о лж н ы  писать х, а не х, потому что м атр и ц а -сто лб ец  
не м о ж ет  стоять слева; поэтому нуж но взять  тр ан сп он и ро­
ванную  от X, что д а е т  матрицу-строку. Таким об р азо м , пово­
рот осей м ож но представи ть  как  ортогональное п р е о б р а зо в а ­
ние с единичным оп ределителем . Д ал ее ,

XX =  Xi X i  (9>
и

Х/Х/=  x l P ' x  =  х / х  =  х х  =  д:,-.Гг. (10)

Это п од твер ж дает ,  что ф орма XiXi яв л яется  инвариантной  при 
ортогон альны х  п реобразованиях .

О братно , если
=  1цХ' (11)

х . х .  =  х ' х ' (12)

х ' ,  то имеем

(13)

и поэтому, поскольку 1ц1ц — сим м етричная  м атри ца ,

1ц1и =  ^ л ,  П = / .  (14)

С ледовательно , 1 — ортогон альная  м атрица.



В свете этого (6) п р ед ставл яет  соотношений м еж д у  
Неизвестными, и мы м ож ем  о ж и д ать ,  что сущ ествует  лиш ь 
конечное число решений и они д а ж е  могут быть к о м п л ек сн ы ­
ми. Н о  каково  бы ИИ бы ло 1, м атри ц а  l if lu симметрична по j 
и  /, и поэтому д л я  ортогональности  достаточно только
у п ( п + 1 )  н езави си м ы х условий.

Т аким  о б разом , 1ц м ож но, по-видимому, подчинить ^ п { п — 1)
д о п олн и тельн ы м  условиям , и это число действительно  о к а зы ­
в ается  прави льн ы м .

Д опустим  теперь, что мы со хран яем  оси Х{ неп одвиж ны м и 
и вр а щ а е м  некоторое ж есткое  тело  вокруг н а ч а л а  координ ат. 
В ообразим  систему осей х' ,̂ п ервон ачальн о  с о в п ад аю щ у ю  
с  осям и Xi и фиксированную  в теле, а потому в р ащ аю щ у ю ся  
в м есте  с ним. Т огда  координ аты  лю бой частицы  тела  по отно­
ш ению  к осям  x'j не изм ен ятся . Н ам  требуется  найти новые 
коорди н аты  этой частицы У( по отнош ению  к осям  Х[. Если 
н а п р ав л я ю щ и е  косинусы по-преж нем у обозначить  1ц, то бу ­
д е м  иметь

Hi — lijX ! =  lijX у  =  Ix, (15)

и аналогично  лю бой вектор и при вращ ен ии  переходит  в v ,  
г д е

v  =  lu. (16)

4.032. О д н о п ар ам етр и ческ о е  п редставлен и е  ортогональной 
м атр и ц ы  п о р я д к а  2 X 2 .  П усть теперь 1 о б озн ачает  ортого ­
н ал ьн у ю  м атри цу

С :)■ (17)

В силу ортогональности

'а  Р' / а  y \  +  а у  +

,у  6/VP ' ь ] '  U a  +  бр11 =
1 О 
О ■ 1 (18)

Т о гд а  мы м ож ем вы брать  такое  К, что

а  =  созЯ, p =  sinA, (19)
и затем

<20)

ЧТО вместе с



д а е т

или
■у =  — sin Л, 6 =  cos А, 

Y =  sinA, б  =  — cos Я.

Р а в е н с т в а  (22) д аю т  возм ож н ость  получить представление

cos Л sin Л А 
sinA, cos Л / '

1 =

(22)

(23)

(24)

которое содерж и т  лиш ь одну константу . П ри  Я =  0 получаем  
1 =  1. Р а в е н с тв а  (23) даю т

1 =

П ри  Я =  0 получим

cos Л sin  Я 
VsinA, — cos hj

П О \
0̂ -  1

(25)

1

Если р ассм атр и в ать  л:,, дгг к а к  п рям оугольны е координ аты  
в дву х  и зм ерени ях  и подстави ть  (24) в (15), то получим пово­
рот  на  угол  — к. Соотнош ения (23) при Я =  0 о ставл яю т  л:1 
п реж ним , но м еняю т зн ак  Х2- В обш,ем случае  (25) п р е д с та ­
в л я е т  отражение.

4.033. О бщ ее  ортогональное  п рео б р азо ван и е .  В п  и зм ере­
ниях, если взять

COS а sin  а 0 0 . . . cos а — sin а 0 0 . . .
— sin а cos а 0 0 . . . sin а cos а 0 0 . . .

1= 0 0 1 0 . . . , ~ |= 0 0 1 0 . . .
0 0 0 1 . . . 0 0 0 1

то с р азу  об н ар у ж и м , что 11 =  1 и 1 ортогон альна  с д етер м и н ан ­
том , равны м  + 1 .  Это п реобразован и е  м ож н о р ассм атр и вать  
к а к  вращ ен и е  в плоскости осей Х\ и Хг при неизменны х коор­
д и н а т а х  остал ьн ы х  п — 2 измерений. Мы не м ож ем , как. в трех 
и зм ерен и ях ,  говорить о вращ ен ии  относительно какой-либо оси, 
но 'м о ж е м  п р о д о л ж ать  говорить, что вращ ен ие  п ар а л л е л ь н о  
плоскости. Т акое  вращ ен и е ,  произвольное по величине, м ож н о  
осущ ествить  д л я  лю бой плоскости, с о д ер ж ащ ей  две  оси; следо-



вательн о , в п  и зм ер ен и ях  возм ож н ы  у  л (/г— 1) 'н е зав и си м ы х  
вращ ений.

А нтисимметричная м атри ц а  имеет то ж е  число незави си м ы х 
компонент, и м ож н о бы ло бы показать ,  что элем енты  ортого­
н альной  матрицы  всегда  в ы р а ж а ю тс я  через элементы  антисим­
метричной, однако  док азател ьство  довольн о  длинное *).

4.034. Произвольный поворот абсолютно твердого тела.
В трех  изм ерени ях  м атр и ц а ,  о су щ еств л я ю щ ая  поворот вправо  
на угол а  относительно оси е н ап р авл яю щ и м и  косинусами П( 
в силу 3.09 есть  ̂ .

cos а  +  (1 —  cos а )  П|П2 ( I  —  cos а) — « 3  sin  а  п,Лз ( I  —cos а) +  « 2  sin а

Л|П2 (I — cos а )  +  Ид sin а  cos а  +  « |  (1 —  cos а )  П2П3 ('1 —cos а ) —п, sin а  

П3Л1 (1 — cos а )  — « 2  5'п “  "з” 2 (1 —cos а )  +  п, sin а  cos а  4- (I — cos а)

П усть 0 1 2 3  будет  система осей, а х, — координаты  точки тела  
относительно этой системы. П усть тело  будет  повернуто в поло­
ж ен ие , хар актер и зу ем о е  у г л а ­
ми Э йлера , которые мы бу­
дем обозначать  б, X, %. Н ам  
нуж но  узн ать  окончательное 
полож ение  частицы, которая  
до в ращ ен и я  им ела  коорди­
наты  Xi- Д опустим , что тело 
с н а ч а л а  повернулось вправо 
на угол 0 относительно 0 2 .
Ч астицы , п ервон ачально  н ахо­
дивш иеся  на  осях, зай м у т  по­
л ож ен и е  Г23'. М атри ц а  пово­
рота  есть

/  COS0 О s i n 9 \

1 , =  О 1 0 ,
\ — S in 0  О C O S 0 / Р и с .  21.

и частица из полож ен ия  х  переместится  в у  — 1,х. О существим 
теперь  шзворот на  X вокруг 0 3  (а не 0 3 ') .  Ч асти цы  из 1'23' 
п ерем естятся  в 1"2"3", и п р ои звольн ая  частица займ ет

*) См. ( [1 ], стр. 162—167) или пример 10, стр. 275.,



полож ен ие  z, где
/  cos К — sin А, О 

z =  l2liX, 1з= sin Я cos Я, О
V  О О 1

/ c o s  А, cos 0 — sin Л cos Я sin  0 \

l2'l — sin Я, cos 0
V — s i n 0

cos A, 
0

sin к  sin 0
C O S 0 /

Эта  в а ж н а я  м атри ца  дает  координ аты  частицы, полож ение 
которой относительно осей О Г '2 " 3 "  известно, и ее м ож н о  счи­
тать  основой больш инства  ф ормул сферической астрономии. 
О дн ако  д л я  абсолю тно  твердого  тела  полож ен ие  частиц  не 
определяется  без третьего угла ; 0 и А, могут быть вы браны  
д ля  у стан о в л ен и я  п олож ен ия  линии частиц  в теле, но частицы, 
находивш иеся  на 0 1 ,  не о б язател ьн о  о каж у тся  на 0 1 " .  П о­
этому мы д о лж н ы  рассмотреть еще поворот на х вокруг 0 3 " .  
М ож но попы таться  найти м атри цу  этого поворота и затем  
ум нож ить  ее на  Но это слож ны й путь и его м ож н о и збе­
ж ать .  Смещ ение от 0 1 2 3  до О Г " 2 " '3 " '  есть смещ ение абсо­
лю тно твердого тела . Если бы повороты А, и 0 не бы ли про­
д ел ан ы , плоскость  3 " Г "  б ы ла  бы все равно  наклон ена  под 
углом  % к  плоскости 31. С ледовательно , позволи тельно  осущ е­
ствить сн а ч а л а  поворот на % вокруг 0 3 ,  а затем  сделать  по- 
зорот  lal). М атри ц а  первого поворота есть

f  cos% — sin X 0 \
1, =  s i n x  c o sx  О

О О 1 /

и окончательный поворот за д ае т с я  матрицей 
I2I1I3 =

f  c o s  Л c o s  0 COS X — s i n  я, s i n  %  — c o s  Я c o s  0 s i n  x  — s i n  Я c o s  x  c o s  Я s i n  0
«= I s i n  Я c o s  0 c o s  X + c o s  Я s i n  x  — s i n  Я c o s  0 s i n  x  + c o s  Я c o s  x  S in  Я s i n  9

[ — s i n 0 c o s x  s i n  0  s i n  X c o s  0

Так, например, точка, п ервон ачально  за н и м а в ш а я  полож ен ие  
(а, О, 0), о к а ж е тс я  в полож ении
а (cos А, cos 0 cos х — sin А sin х, sin  А cos 0 cos х +  cos А sin  %,

— sin0cosx).

4.04. С им м етричны е м атри ц ы . Мы уж е  знаем , что дей стви­
т ельн ая  сим м етричн ая  м атр и ц а  п о р яд ка  3 X 3  имеет три в заи м н о ­
ортогональны е гл ав н ы е  оси. Если  эти оси взять  в качестве



системы отсчета х'., то их н ап р ав л я ю щ и е  косинусы I..  относи­
тельно первон ач альны х  осей х,- у ж е  найдены  в 3.08, причем

xi =  l..x'., х =  1х'. (1)
Тогда  ,,

где

К'п =  hihiKik =  'luKikhu (3)

К '  =  Г К 1 .  ( 4 )

Но, ср ав н и в ая  с 3.08 (12), видим, что если /  и I различны , то
К'ц =  0, а если они одинаковы  и равны , с к аж ем  1, то

Таким  образом ,
Д 'п = Я , /п /п  =  Я,. (5)

К ' =

/X, о о \

V о о Яз /
' (6)

и п реобразован и е  (3) привело К к ди аго н ал ьн о м у  виду.
Этот р езу л ьтат  м ож н о обобщ ить. Д ействительн ую  сим м е­

тричную м атри цу  лю бого  п оряд ка  можно привести к д и а го н а л ь ­
ной форме ортогональны м  п реобразованием  вида (4). Д а л ь н е й ­
шее обобщ ение состоит в том, что эрм итова  м атри ц а  лю бого 
п оряд ка  м ож ет  быть приведена к ди агональной  форме у н и тар ­
ным п р еобразованием  вида К^ =  1^К1.

П ри рассмотрении произвольного движ ени я  ж идкости  мы
видели, что часть д ви ж ен и я  в малой окрестности точки пред­
ставл яется  симметричной матрицей и что эта часть х а р а к т е р и ­
зует изменение расстояний м еж д у  частицами . В связи  с этим 
рассмотрим п реобразование , осущ ествляем ое  симметричной м ат ­
рицей К. Возьмем

yi =  Ki jXj  =  XjKji ,  (7)

у =  Кх, у =  хК. (8)
Тогда

уу  =  хК Кх. (9J

Д л я  симметричной матрицы  произведение К К , вообще говоря, 
не равно  1, и

у у ф х х .  , , , :



О дн ако  в гл авн ы х  осях  К будем иметь

у  =  1 у ' ,  х =  1 х ' ,  у =  у г  X =  i ' l  ( 1 0 )

у ' =  Г у  =  Ж 1 х ' =  К ' х '  ( 1 1 )

и
y'^=X^x'^, у'  ̂=  к^х'^, г/' =  Я,з4, (12)

так  как  К ' ди агон альн ого  вида. С ледовательно , такое  перем е­
щение среды и зм ен яет  длины  трех  п ерп ен ди кулярны х  линий 
в теле, но их н ап р авл ен и я  остаю тся  неизменными; все отрезки, 
п а р а л л е л ь н ы е  к а ж д о й  из этих линий, и зм ен яю тся  в одинако- 
IO M  отношении. Т акое  д виж ени е  назы вается  чистой деф орм ацией .

Мы зай м ем ся  общ им приведением эрмитовой матрицы  п Х  п  
К д и аго н ал ь н о м у  виду; частным случаем  этого п реоб разован и я  
явл яется  приведение симметричной матрицы . Э та  за д а ч а  воз­
никает  во многих о б ластях  м атем атической  физики. О днако , 
преж де  чем перейти к этому, мы д о лж н ы  рассм отреть  решение 
систем линейны х однородны х уравнений и некоторые свойства 
определителей.

4.05. Ранг матрицы. Однородные линейные уравнения.
Обычно система п линейны х уравнени й  относительно п неиз­
вестных с п  постоянными в правой части имеет единственное 
решение. Но если взять  пару  уравнений

х  +  у = \ ,  2л: +  2г/ =  3,
то они реш ения не имеют. Это обстоятельство  связан о  со свой­
ствам и коэффициентов. В то время к а к  п ар а  уравнений

х  +  у  =  0, х - у  =  0
не имеет реш ения, отличного от х ^ у  =  0, п ар а

х  +  у  =  0, 2х  +  2у  =  0

имеет бесчисленное м нож ество  решений, а именно решением 
будет л ю б а я  п а р а  чисел, таких, что г/ =  — х.  В первом случае  
м атр и ц а  коэффициентов неособая, в последнем случае  особая . 
Это яв л яется  общим прави лом : если правы е части все равны 
нулю , то необходимым и достаточным условием сущ ествования  
реш ения, отличного от нуля, является  равенство  нулю опре­
д ели теля  коэффициентов; если правы е части не все равны  нулю, 
а определитель  из коэффициентов равен нулю, то либо у р а в ­
нения несовместны и реш ения не существует, либо они совме­
стны и существует  бесчисленное множ ество  решений.

Б олее  того, возм ож н о, что п  уравнений могут иметь д в у х ­
мерный бесконечный набор решений или д а ж е  такой , в кото­
ром любое число неизвестных, меньш ее чем л, м ож н о з а д ат ь



произвольно. Чтобы увидеть, отчего это возникает , удобно 
ввести понятие ранга  матрицы  или определителя . Р ассм отри м  
систему п уравнений

ax  =  a,4xfc =  0. (1)

О чевидно, одно решение дс* =  О {k =  \ ,  2, п) всегда  су щ е­
ствует.

О п ределитель , полученный из || ац^ || вы черкиванием  т  строк 
и т  столбцов, н азы вается  минор ом  п о р я д ка  п — т;  сам  || ||
м ож но назвать  минором п о р яд к а  п,  а любой отдельно взяты й 
элем ент  — минором п оряд ка  1. Если вы черкнуто  m строк и т  
столбцов, таких , что ном ера строк i совп адаю т  с ном ерам и 
сто лб ц о в  k,  то о б р азо в ав ш и й ся  минор н а зы в а е т с я  г л а в н ы м .  
Г лавны й минор р асп олож ен  симметрично относительно главной  
диагонали . Г лавны й минор в левом верхнем  углу  н азы вается  
в е д у щ и м  ( lead ing)  минором.  Так ,  в определителе  четвертого по­

а „ а\2 ^13 а ,4

(̂ 21 ^ 2 2 ^23 0 2 ,

:
^31 ^32

1 1 
I ^33 ^34 ]

^41 ( 4̂2 \ I
«44 1

р я д к а  минор, обведенный пунктирной линией, есть простой минор 
второго порядка .  Минор, обведенны й ш триховой линией, 
яв л яется  главны м  минором, а сплош ной линией — ведущ им 
минором второго порядка .

М ож ет  о казаться ,  что все миноры п о р я д к а  г +  1 равны  нулю 
(а потому и все миноры п оряд ка  выш е, чем г +  1), а некоторые 
из миноров п о р яд ка  г отличны от нуля. Т огда  говорят, что 
м атр и ц а  и определитель  имеют ра нг  г. Ч исло  г есть н аи б о л ь ­
шее, д л я  которого м ож н о  сказать :  „не все миноры п о р яд к а  г 
равны  нулю ". В частности, оп ределитель  п оряд ка  п,  р авны й 
нулю , в то врем я как  не все его первые миноры (миноры по­
р я д к а  / г— 1) равны  нулю, имеет р ан г  п — \.  Если сам опре­
дели тель  II а;^ II отличен от нуля , то м атри ц а  и определитель  
им ею т ранг п *).

*) М ожно распространить понятие ранга на матрицы порядка т  X  п. 
Например,

х + у +  г ^ 0 ,  2x +  2y  +  2z=^l

несовместны для всех конечных х, у, г.  Мы не будем  останавливаться на 
таких случаях, поскольку они для физики мало интересны, а аналитически 
весьма сложны.



С р азу  очевидно, что если ранг  а  не меньш е, чем п,  тр 
ур авн ен и я  (1) не имеют реш ения, отличного от х  =  0. В самом 
деле, если м атри ц а  а  р ан га  п,  то она имеет обратную  а “ ‘ и из

а “ 'а х  =  0 (2)
следует

X =  0. (3)

О братно , п редполож и м , что а  р ан га  л — 1. Это означает , 
что | |а ;^ | |  =  0, но не все алгебраические  дополнения  равны
нулю. Д л я  определенности полож им , что ведущ ий первый
минор отличен от нуля. Это всегда  м ож но достигнуть пере­
группировкой у равнени й  и перенум ерацией  неизвестных. Тогда 
решение уравн ен и й  (1) м ож н о  получить, п олож ив  х „  равным 
произвольной постоянной Ь. Д ействительно , мы м ож ем  решить 
первые п  — 1 уравнений относительно X i ,  Х 2, х „ - \  обычным
путем, т а к  как  определитель  коэффициентов при этих неизве­
стных равен Ann и по предп олож ен и ю  отличен от нуля. Р е ш е ­
ние есть

=  ( f e = l ,  2, . . .  п). (4)^ПП

Мы д о лж н ы  убедиться , что это решение у довлетворяет  п-му  
уравнени ю . П о д ста в л я я ,  получим

^ n k ^ k  ~  "З ^ n k ^ n k  ~  "7 II ^ i k  II1 ( 5 )^пп ^ппk

т а к  к а к  сум м а есть разл о ж ен и е  || а,* || по элем ентам  последней 
строки. Но это в ы р аж ен и е  равно  нулю , потому что ||а(,б|| =  0, 
а С ледовательн о , и-е уравн ен и е  т а к ж е  удовлетворяется .
Т аким  образом , отнош ения х,- единственны, но сами х ^  опре­
делен ы  с точностью до произвольного  м нож ителя .

Если алгебраическое  дополнение Лр^, полученное вы черки­
вани ем  р-й строки и q-TO  столбца, не равно нулю, то мы можем 
аналогично, п о л агая  Х д  =  с, получить решение

« . = 4 ^ .  (6)

но, чтобы (4) и (6) бы ли совместными, д л я  всех k,  р,  q д о л ж н о  
быть

^pk^nq ~  ^nk^pq — О- (7)

О б р ащ ен и е  этого вы р аж ен и я  в нуль при || ||, равном  нулю ,
есть частный случай теорем ы  Якоби, которую мы д о каж ем  
позж е. Д а л е е  м ож н о видеть, что если определитель  и один пер-



ВЫЙ минор равны нулю, то миноры всех элементов либо той ж е 
самой строки, либо того ж е столбца равны нулю.

П редп олож и м  теперь, что м атр и ц а  а  имеет ранг  г. Д л я  
определенности  допустим , что у р авн ен и я  сгруппированы  так , 
что ведущ ий минор п оряд ка  г отличен от нуля. З десь  придется  
о т к а за т ь с я  от со глаш ен и я  о сум м ировани и , так  к ак  оно произ­
водится не от 1 до п.  Т огда  у р ав н ен и я  м ож н о  переписать  
в виде

2  ^Ik^k — 2
k = l  x = r + l

2  aikXk =  0

( i = l ,  2,  . . .  0 ,

(г =  r  +  1, . . .  n).

(8)

(9)

Д л я  лю бой совокупности значений (при и от г + 1  до п)
п ервая  система имеет единственное решение. Д ействительно ,
м атр и ц а  коэффициентов левой части (8) неособая и имеет  о б р ат ­
ную. О бозначи м  ее определитель  через а, а алгебраическое  
д ополнени е  в этом определителе  через Тогда д л я  k  от 1 
до  г у р авн ен и я  (8) удовлетворяю тся  тогда  и только  тогда , когда

Г  П

Xk =  —  ' ^ ~  ^  (10)
i =  I x = r  +  l

П одставим  (10) в лю бое из уравнени й  (9). Д л я  i > r  получим
п Г Г  п п

fe=I р = 1

- У  У .^  ^ik^pk^pK 
р = 1 = l

( И )

Р а зл о ж и м  следую щ и й минор п о р яд ка  г +  1 по эл ем ен там  по­
следней  строки и последнего столбца:

(12)

а „ ^12 . . .. Й1Г
«21 «22 . . . й2г «2и

ап «Г2 . . .  йгг

ап ■̂12 . . .  at r «ix

коэффициент при в этом р а зл о ж е н и и  равен а . Коэф ф ициент 
при aikCLpy, равен  коэффициенту при at-^ap'  ̂ с обратны м  знаком , 
т. е. — Upk. С л едо вател ьн о ,  коэффициент при x j a .  в (11) есть



минор п орядка  г +  1 исходного определителя , равны й нулю по 
предполож ен ию . Т аким  образом , если м атри ц а  а имеет ранг  г, 
меньш ий чем п,  то п — г неизвестных м ож но з а д а т ь  произ­
вольно, а остальн ы е будут  однородны м и линейны м и ф ункциями 
от них.

4.06. Детерминантные (determ inanta l)  уравнения. Ч асто  
нам  нуж но  будет р ассм атр и в ать  систему п  уравнений

kaikXk =  bikXk, (1)

в которой К д о л ж н о  быть определено таким  об р азо м , чтобы 
сущ ествовало  реш ение с некоторым числом х^,  отличным от
нуля. Это требовани е  приводит к тому, чтобы Л бы ло равно
некотором у корню уравнени я

U a i k - b t k W - Q .  (2)

Обы чно оно будет  иметь п  разли ч н ы х  корней. Д л я  к а ж д о го  
корн я  Я/ м ож но найти некоторую совокупность значений х,-, 
с каж ем  1ц, у довлетворяю щ ую  уравн ен и ям  (1); лю бое кратное 
этой совокупности т а к ж е  будет реш ением . Д л я  некоторых р а с ­
пространенн ы х типов м атриц, в особенности д ля  симметричных 
и унитарных, решение о б л а д а е т  особыми свойствами, которые 
мы изучим позж е.

Если =  то л е в а я  часть (1) сводится  к Ял-,. Тогда  (I) 
м ож н о  зап и сать  в м атричном  виде

Ях =  Ьх, (3)

причем Я н азы в аю т  характеристическими ч и с л а м и  или соб­
ственными з н а ч е н и я м и  м атрицы  Ь *). О п ред ел яю щ ее  их уравнение

\ \ b i k - X b i ^  =  ^  • (4)
н азы вается  характеристическим у р авн ен ие м  м атрицы . С овокуп­
ность Xi, с к а ж ем  1ц, у д о в л е т в о р я ю щ а я  (3) д ля  конкретного 
значения  Я, с к аж ем  Я/, м ож н о  н азв ать  характеристическим 
решением,  или собственным вектором.

Е сли взять  произвольную  совокупность чисел Xi,  то всегда 
возм ож н о  найти совокупность | / ,  такую , что

Xt =  l u h .  (5)
Д л я  этого м атр и ц а  1ц не д о л ж н а  быть особой. Это легко д о ­
к а зы в а е т с я ,  если все Я/ различны . Д ействительн о , если

*) Как %, так и Л встречаются иногда в практических задачах. Г иль- 
берт и Курант [2] называют Я, определяемые в (3), характеристическими 
числами, а 1/Л — собственными значениями.



б ы л а  бы особой, мы могли бы взять  ненулевы е значения  
такие, что

^ l k i h  =  0 (6)

д ля  всех k.
П усть г будет наи мен ьш ее  число величин входящ и х  

в лю бую  такую  систему уравнени й . Мы всегда  м ож ем  с дел ать  
так , чтобы j  пробегало  от 1 до г. Тогда  д л я  всех i

Г
О =  {bill — — ki) (7)

Н о если мы возьмем I совп ад аю щ и м  с каким -либо /  из (6), 
соответствующ ий м нож итель  Я/ — Я/ =  0, и мы получим систему 
соотношений д ля  всех i м еж д у  по край ней  мере г — 1 величи­
нам и l i j l j ,  поскольку по предполож ен ию  Я/ (все различны  и 
в (7) все члены не могут обратиться  в нуль. Таким о б разом , 
предп олож ен и е  о том, что 1ц особая , приводит к противоречию .

К о гда  некоторые корни совп адаю т , 1ц обычно та к ж е  
я в л яется  неособой, хотя и не всегда. Р ассм отри м  м атрицы  
/ 1  О \  /  1 П

О i j ^ l o  i j '  К а ж д а я  из них имеет двойной корень  1.

П е р в а я  имеет д в а  собственны х вектора  (I ,  0), (О, 1). В торая  
имеет  единственный собственный вектор (1, 0).

Р ассм отри м  м атри ц у  Я,/, у  которой д и а г о н а л ь н ы е  элем енты  
равн ы  Яу, а все остальн ы е — нули. Тогда  (3) м ож н о  зап и сать  к а к

biJk i  =  hk^ki  (8)

д л я  всех /, / .  Е сли  I неособая , то, у м н о ж а я  слева  на 1~‘, по­
лучим

Г 'Ы  =  Х. (9)

Т аки м  о б р азо м , п р ео б р азо ван и е  вида  (9) приводит Ь к д и аго ­
нал ьн о м у  виду. П рим енение  его к  единичной м атри це  д ает  

что равно  / .  С ледовательн о , такое  п реобразован и е  оста­
вл я е т  единичную м атри ц у  без изм енения; оно н азы вается  пре­
о б р азо ван и ем  п о д о б и я  (co llineatory), а две  матрицы , связан н ы е  
таки м  п рео б р азо ван и ем , н азы в аю тся  под о б н ы м и .  Н е  о б я з а ­
тельно^ нуж но  оговари вать ,  что 1 неособая; это сам о собой 
разу м еется  из того, что в ф орм уле фигурирует  1“ '. Если бы 1 
б ы ла  особой, то не бы ло бы такой  формулы .

4.061. В аж н ость  д и аго н ал ь н ы х  м атр и ц . Все д и аго н ал ьн ы е  
м атри ц ы  ком м утирую т м еж д у  собой. Е сли  д и аго н ал ьн ы е  эл е ­
м енты такой  м атри цы  X равны  Я„ то д и агон альн ы е  элементы.



матрицы Х'“ будут  л", а tece остальн ы е — нулями. Ьсли ни одпо 
из кг не равно нулю , то диагон альн ы е  элементы  Х~' равны 
а  все остальн ы е — нули. Если 1~‘а1 =  Х, то а" =  (lXl~‘)" =  
все п ром еж уточны е произведения 11~‘ вы падаю т, когд а  это 
вы раж ен и е  вы писы вается  в р азвернутом  виде.

Этот р езу л ьтат  непосредственно связан  с поведением д и н а ­
мических систем, описы ваем ы х линейными у р авн ен и ям и  дви­
ж ен ия . Если координаты  и скорости зад ан ы  в момент вр е ­
мени О, то в момент времени т они я в л яю тся  линейны м и 
ф ункц иям и своих начальны х значений. Если обозначим их зн а ­
чения в момент О п т  через Xt  и К,- (г при ним ает  значения  
от 1 до 2 п ,  где п  — число степеней свободы), то

Г̂  =  а , А ,  Y =  aX.

Теперь  если 4 .06(5)  у д овлетворяется  характеристическим и ре­
ш ен иям и  матричны х уравнений а х  =  Хх, то м ож но нап исать

X, = kil,, х  = \ 1  i  = i - ' x
и

Yi =  a a k i l ! - l i k ^ k i l i ,  Y =  i x r ' x .

Если  теперь Z^ — значения  в момент времени 2т, то их н ах о д ят  
по ф орм уле  Z =  aY =  а^Х =  П роцесс м ож н о п р од олж и ть
д л я  лю бого времени, кратного  т, и поэтому, если 1 н еособая, 
реш ен ие  найдено. Очевидно, Xji (/ =  /) явл яю тся  врем енны м и 
м н о ж и тел ям и  типа ехр(^т) в решении динам ических  уравн ен и й , 
полученны х обычным методом.

П оскольку , как  правило, корни различны , 1 обычно неосо­
бая ;  в некоторых в аж н ы х  частны х с л у чаях  1 яв л яется  неосо­
бой, если д а ж е  корни кратны е, и метод  по-преж нем у применим.

4 .062. М а т р и ц а  у д о в л е т в о р я е т  с в о е м у  х а р а к т е р и с т и ч е с к о м у  у р а в н е н и ю .
Если уравнение

= 0 (1)

разложить по степеням Я, получим уравнение га-й степени относительно Л:

Д(Я) =  а„ +  а„_,Я, + а„_2Х2+ .. .  + {-1)" Я" =  0. (2)

Теорема, сформулированная в заголовке, означает, что если вместо Я под­
ставить матрицу а в каждый член уравнения и воспользоваться правилами 
матричного умножения и сложения, то получится матрица D (а), каждый  
элем ент которой равен 0 .

Предполож им сначала, что уравнение (2) имеет только простые корни. 
Д ля каж дого корня Я . сущ ествует совокупность не ра'вных одновре­



менно нулю и удовлетворяющ их уравнениям

=  =  (3)

" ' ’ ' а''х; =  х,.Я, ,̂ (4)
так как X/  есть число. Возьмем тогда

=  y = P f ’ ^ / >  ( 5 )

^де Р/ —я произвольных множителей. Тогда

£ > ( a ) y = ( a „ /  +  a „ _ ,a  +  a ^ _ 2® '+  +  ( - D ” а") р^х^ =

=  2 ( “п +  “п-1^/ +  “п- 2^/+ ••• +(-^)"Я^)p^x^ =
/

= 0, (6) 
так как все Яу удовлетворяют (2). Но матрица х.^ неособая, а р. можно  

выбрать так, чтобы сделать у.  каким угодно. Поэтому

Д (а )  =  0 .

Если уравнение £ ) ( Х ) = 0  имеет кратные корни, то можно предположить  
что элементы изменены таким образом, что корни стали различными, и за ­
тем применить (7)'. Если теперь непрерывно стремить элементы к их исход­
ным значениям, то каждый элемент D  (а) также будет непрерывно стре­
миться к своему исходному значению. Но он всегда равен нулю, и, следо­
вательно, исходное значение каждого элемента долж но быть нулем.

Сущ ествуют более короткие доказательства. Это доказательство вы­
брано для иллюстрации пользы диагональных матриц.

4.063. Блочные м атр и ц ы . П редп о л о ж и м , что элем енты  м а ­
трицы  сгруппированы  в блоки (квадратн ы е  и прямоугольные). 
С ам и  эти блоки м ож н о рассм атр и вать  как  элем енты  м атри цы  
более  низкого порядка .  Так, из матрицы

йц ^̂ 12 ^13
« 2 1  «22 «23 I  МОЖНО ПОЛуЧИТЬ

■ «31 «32 «33 '

А ц  А ] 2

^21 А22 /
(1)

где

Ац =
'«11 « 12̂ л> A i2 —
V «21 «22 У \ «23 /

А 21 — (« 3 1 ,  0 3 2 ) ,  А 2 2  — « 3 3 . ( 2 )

М ы  будем  говорить о м атрице в правой части (1), как  о м а­
т р и ц е  в б л о ч н о м  виде ,  и обозначать  ее А. О матрице в левой 
части  будем говорить, к ак  о м атрице в развернутом виде .  Д ве  
м атр и ц ы  А и В в блочном виде могут быть перем нож ены  по 
обы чном у правилу, что д ае т  новую м атри цу  АВ =  С в блочном 
виде

Ci^ =  S A j/B /;^  (3)
I



при условии, ЧТО 1) ЧИСЛО блоков-столбцов А равно числу бло­
ков-строк в  и 2) число столбцов матрицы  к ц  равно  числу 
«трок м атрицы  В/*. Н апри м ер , если А и В построены следую ­
щ им образом:

А =

«1 «2 
'А п  А|2'\Ш1 

 ̂А21 А22 у ГП2
В =

Pi
В „
В 21

Р2

В|2
В,

Рз

В,з
В,

п,
П2 ' (4)

22 t>23 /
З д есь  приписанны е по кр аям  числа т,  п,  р  у к а зы в а ю т  коли ­
чество строк и столбцов компонент, так  что Ац,  А, 2, А21, А22 
имеют соответственно порядки n t i X t i i ,  т ^ Х п 2 , т - , Х п и  ГП2 Х П 2, 
а В ,ь  В,2, . . .  имею т порядки  и, X Pi, X Р2 П р о и звед е­
ние м атри ц  есть

Pi Р2 Рз

С =
С ||
C2I

с  12

с  22

Г \'-'13

-■23 /

т ,

m 2’ (5)

где С]|, С |2, . . .  имею т порядки /п, X Pi, т ^ Х  Р2 , . . . .
Если  а и Ь — простые м атрицы  и аЬ =  с, тогда если А и 

В — блочные формы а  и Ь, то С есть блочная  ф орма с. Д р у ­
гими словам и , если мы образуем  С, то м ож ем  получить с, 
вы пи сы вая  полностью  все элементы  матричны х элем ентов  С и 
у б и р ая  внутренние скобки. Мы д о к а ж е м  это д л я  случая , 
когда  А „ ,  Вп п о р яд к а  /г, Х п ь  А,2, В ,,  —/ г , Х п 2; A21, B g i — 
П2 Х П 1 и А22, В 22 — П2 Х  П2 - У добно в А |2, А22 нум еровать  
столбцы  от П1 +  1 до «1 +  ^ 2, а в А21, А 22 нум еровать  строки 
от га ,+  1 до П1 +  П2 . Тогда
aife =  (Aii)ife ( К ,  til,

— П[ +  \ ^  k ^ n - i  +  П2),
«ife =  (A2l)ffe (rt| -f 1 +  «2,

aik =  {^22)ik («1 +  1 +  «2. « t + 1 < Й < П 1 - Ь П 2 ) .
To ж е  п рави ло  прим еняется  к b. Теперь

/ rt, ni + n> \

(6)

Cik =  (ab);* = s  +
V/ = l / = п, + 1/

aubik. (7)

Д л я  i, k ^ n - i  это равно
n, n, + n,

S  ( A i i ) i / ( B | ] ) / f e - f  i  ( ^ 12) 1/ ( B 2 i ) / f t  =  ( A | | B | |  +  A i 2 B 2 i ) i f c  =  { C ) j > . .  ( 8 )

/=1 /=«1+1
Д л я  остальн ы х частей произведения д о казател ь ств о  а н а л о ­
гично.



Мы будем  говорить, что м атри ца  имеет к в а з и д и а г о н а л ь н у ю  
форму,  если она в блочной форме и все м атричны е элем енты , 
отличные от диагон альн ы х , являю тся  нулями. Р а зв е р н у т а я  
м атр и ц а ,  полученная расписы вани ем  блоков в полном виде и 
убиранием  скобок, будет тогда  о б л а д а ть  тем свойством, что 
все ее ненулевые элементы  нах о д ятся  в непересекаю щ ихся  
к в а д р а та х ,  симметричных относительно главной д и аго н ал и  *). 
Д и а г о н а л ь н а я  м атри ца  яв л яется  частным случаем  квазидиаго- 
нальной матрицы.

Если А и В имею т квази ди аго н аль н у ю  форму, то ясно, что 
произведение АВ т а к ж е  будет иметь квази ди аго н аль н у ю  форму,

4.064. Е с л и  А есть к в а з и д и а г о н а л ь н а я  матрица с диаго^  
н а л ь н ы м и  элементами \ r s  (s =  г) и ее развернутая матрица  
есть а ,  то не о б х о д и м ы м  и достаточным у с л о в и е м  приводи^^ 
мости а  к д и а г о н а л ь н о м у  в и д у  пре об ра з ов ани ем  п о д о б и я  будет 
у сл о в и е  приводимости к д и а г о н а л ь н о м у  в и д у  каждого из  А^^; 
собственные векторы а  получаются из  собственных векторов 
д о б а в л е н и е м  н у л е в ы х  компонент.

О стан овим ся  на случае, когда  А п орядка  2 X 2 ,  поскольку 
случай п Х п  получится повторением р ассуж дений . У т в е р ж д е ­
ние, что Ап приводима к диагональной  форме, о значает , что 
сущ ествует  неособая  L, т а к а я ,  что L r 'A n L  =  A,i, где X,) д и аго ­
н а л ь н а я .  Тогда если А22 аналогичны м  о б разом  приводится по­
средством Ьз к ^ 2> "ГО

О

L2" '

А„

О

О ( и 0

V0 и )

' L T ' a , ,l , 0 ^

\ 0 L2 ' A.22L2 J ~ \ 0  >.2,
(1)

Р а зв е р н у т а я  м атр и ц а ,  о б р аз о в ан н а я  из 

неособой, потому что L, и L, неособые, и

/ L ,
1 о

' L r ‘ 0 ^ ( L, 0 ^ O'

V 0 L2- '  j  ̂ 0 Lo j [0 l )

О  ̂

L2 /
яв л яется

(2)

С ледовательно , условие  теорем ы  достаточно.

*) Это утверж дение справедливо только для квадратных матриц, а прег 
ды дущ ее определение пригодно и для прямоугольных матриц (см. Гант  ̂
махер,  Теория матриц, ГТИ, 1953) .— Прим.  перев.



О братно , пусть а  приводится к ди агон альн ой  форме преоб­
р азован и ем  подобия. П усть А || и А 22 п о р яд ка  «i X «1 и «2 X «2 
соответственно. У тверж дение, что а  приводима к ди аго н ал ьн о й  
ф орме п реобразованием  P ' a l ,  означает, что сущ ествую т П1 +  П2 

линей но  независим ы х совокупностей (г п ри ним ает  зн ач е ­
ния от 1 до П] +  « 2)> таких, что д л я  к аж д о й  совокупности су­
щ ествует Xii, удовлетворяю щ ее

O-ijli (k) =  '^(k)hik)> (3)
гдэ скобки в индексах  означаю т, что сум м ировани я  по k  не 
производится . Не все об язател ьн о  д о лж н ы  быть р азл и ч ­
ными, но утверж ден ие , что P ' a l  явл яется  ди агон альн ой , под­
р азум евает ,  что д а ж е  если некоторые из равны , то соответ­
ствую щ ие реш ения все ж е  м ож н о вы брать  так , чтобы они 
бы ли линейно независимы ми.

З ам ети м  сн ач ала ,  что
det (а -  11) =  det (А,, -  XI) det (А22 -  XI). (4)

П оэтому каж д о е  собственное значение а  явл яется  собственным 
значением  либо  Ап, либо А22; и если X есть р -кратн ое  соб­
ственное значение Ап и ^-кратное собственное значение 
то оно есть {р +  ^)-кратное собственное значение.

Мы д о л ж н ы  пок азать ,  что при зад ан н ы х  условиях  Ап и А 22 
имею т П| и ti2 линейно независим ы х собственны х векторов соот­
ветственно. (И, конечно, ни одна из них не м о ж ет  иметь 
б ольш е.)  П ронум еруем  строки и столбцы в Ап от 1 до п, ,  
а в А 22 от П| +  1 до  я , +  « 2- Если есть собственный век­
тор Ап, т а к  что

( An ) i / ( f t )  1 =  (/i) 1> (5)
тогда  если

/ _ 1  а) 1 О ^  п,), I
(6)

то получим д л я  i ^ r i ]

‘̂ i ih  (It) 1 =  (Ап)(7 (k) 1 =  (fe) I =  ik) 1. ' '' ' (7)
a д ля  i > n i

Oiih (k) 1 =  0^-/ (fe) I +  ( ^ 22)1/ 0 =  W; (*) I. (8)

С ледовательно , (j%) 1 — собственный вектор a  с тем ж е  сам ы м  X. 
А налогично если (;̂ ) 2 — собственный вектор Agj при +
то имеется собственный вектор l i (k ) 2  м атрицы  а, который полу­
чается , если полож ить  ' ^

^1(й)2 =  0 h w 2  =  ^ i i k ) 2  («̂ 1 +  1 +  «i). (9)



Д а л е е ,  если собственные векторы Ац и А22 линейно независимы , 
то полученные по ним /, (*.) т а к ж е  линейно независимы.

П р едп о л о ж и м  теперь, что имеется т ,  линейно независим ы х 
собственны х векторов Ац и собственных векторов А22, причем

но Ш] + /П2 <П|  +  «2-
Тогда  тем ж е  методом м ож н о получить меньш е чем «, +  Пг 

собственных векторов а . С ледовательно , сущ ествует  по крайней 
мере, один собственный вектор а, ск аж ем  /,■ (m,+m,+i), у д о вле ­
творяю щ ий при некотором X уравнению

O - ij l j  ( т , + Ш 2 +  (m,  +  m ,  +  !)• (  1 0 )

Н о это эк ви вален тн о  двум системам  уравнений

(Ац),-// / (т, + тг+1) =  (m,+m2 + l) ^  ^l), |
( A 2 2 ) i y ^ / ( m i  +  m i  +  l )  =  Я , / , - ( т ,  +  т г  +  1 )  ( П ]  +  1  ^  ^ / I j  +  П 2) .  J

П о п редполож ен ию  не все равны  нулю. С ледовательно , 
п ер в ая  система д а е т  собственный вектор Ап, а вторая  — соб­
ственный вектор А22 или и то и другое  вместе. В лю бом с л у ­
чае  м ож н о  запи сать

li ('П| + т2+1) ~  o/i (т, + тг+1) 1 “Ь P/j (mi+m2+l) 2- (12)

Н о ПО предполож ен ию  мы у ж е  н аш ли  все собственные век ­
торы Ац и А22. С ледовательно , /,• (m.+mj+o i линейно вы р а ж а е т с я  
через Ш] известны х собственных векторов А 1Ь 3 li (m,+ /712 + 1) 2
через ГП2 собственных векторов А22. Но тогда  / i (Ш] + Ш2 + 1) линейно 
в ы р а ж а е т с я  через у ж е  полученные векторы, значит, это не новое 
незави си м ое  решение. С ледовательно , т\=^П\,  m 2 =  «2 и тео ­
рем а  д о к а за н а .  В частности, если К есть р -кратное  собственное 
значение Ац и ^-кратное  собственное значение А 22, то этот 
процесс  д а е т  р +  q независим ы х собственны х векторов а , соот­
ветствую щ их этом у к.

Если /((ft)—любой собственный вектор а, то метод, исп оль­
зованный при получении (И), д а е т  собственный вектор А,,, 
либо  А22, либо обоих вместе. Если соответствую щ ее % яв л яется  
собственным значением А,,, но не А22, то получится собствен­
ный вектор д л я  Ац и нулевой вектор д л я  А22.

Зам ети м  т а к ж е ,  что
/L, 0 /L. 0^ ( I 0

0 1-2 / \ 0 I ) V0 и )
(13)

и, следовательно , приведение а к д иагональной  форме мож ет 
быть выполнено последовательны м п реобразованием  блоков 
к диагональной  форме.



4.065. Е с л и  ка ж ду ю  из д в у х  матриц можно при п о м о щ и  
п р е о б р а з о в а н и я  п о д о б и я  привести к д и а г о н а л ь н о м у  виду^, то д л я  
того, чтобы обе матрицы можно б ы л о  привести одн им  и тем же 
пре об ра зо ва ни ем ,  не о б хо д и м о  и достаточно, чтобы эти матрицы 
коммутировали .

Если
Г 'а 1  =  ). и 1"'Ы =  ц,

.)

где >. и ц — д и аго н ал ьн ы е  и, следовательно , коммути^зующие 
матри цы , то ' '

аЬ  =  1ХГ‘1м Г ‘ =  1ХцГ ‘ =  =  Ьа.

Н еобходимость д о к а за н а .  ,
О братно , если ' ■ ■

Г ’а1 =  Х, Г 'Ы  =  с, '
'Г

где  X —д и аго н а л ь н а я  м атри ца , а с — не о б язательн о  д и а го н а л ь ­
н ая , и если аЬ =  Ьа,

Хс =  r ’a i r 'Ы =  Г 'а Ы  =  Г 'bal =  сХ.
Д а л ее ,

! ■
причем здесь сум м ирование  по i не п о д р азу м евается .  А н а ­
логично

где не п о д р азу м евается  сум м ировани я  по k.  С ледовательно , 
либо  Cjft =  О, либо  X{t =  ^kk- Если все д и аго н ал ьн ы е  элементы  
м атри цы  X различны , то все н едиагональны е элементы матрицы  с 
р авн ы  нулю  и с имеет д и агон альн ы й  вид. Если некоторые д и а ­
гон альн ы е  элем енты  X равн ы  м еж д у  собой, то с м ож н о п ред ­
стави ть  в виде квази ди агон альн ой  формы, причем ди аго н ал ь  
к а ж д о го  блока  соответствует совокупности равн ы х  м еж д у  собой 
д и аго н ал ь н ы х  элем ентов  м атрицы  X. Н о по предполож ен ию  
м атр и ц у  с м ож н о  привести к д и агон альн ой  форме. С л е д о в а ­
тельно, согласно  4.064, приведение м ож н о произвести после­
д о вател ьн ы м  преобразован и ем  к диагональной  форме к а ж д о го  
блока . Т акие п р ео б р азо ван и я  не влияю т на соответствую щ ие 
элем енты  м атри цы  X, т а к  к а к  они о б р азу ю т  м атрицу, кратную  
единичной.

Н иж еследую щ ее доказательство достат,очност>1 нам сообщил , Холл.
В этом доказательстве не используются свойства блочных матри11. Если а ( 
и Ь — матрицы порядка п X  п, то утверждение, что' их можно ' привести



к диагональной форме эквивалентно утверждению, что каждая из матриц 
имеет п линейно независимых собственных векторов. Нам надо показать, 
НТО если аЬ =  Ьа, то а и Ь имеют общую систему п линейно независимых 
■собственных векторов. Любой вектор можно представить в виде линейной 
комбинации собственных векторов матрицы а, так как они линейно неза­
висимы, В частности, так можно представить любой собственный вектор 
матрицы Ь, соответствующий собственному значению ц.
, Пусть это ^тредставление имеет вид '

г = У , /
*=1 i (ky

М ож ем  принять, что гi\ k̂) =Я^1(й) с различными  Я(^), ибо, если два собствен­
ных вектора матрицы а соответствуют одном у и тому же собственному зна­
чению X, то и любая линейная комбинация их представляет собой собствен­
ный вектор, соответствующ ий тому ж е X.

Тогда
г

=  ц 2  \ k ) h  {kV
k—\

а {kV

и из ab =  ba следует, что 2  (k) также представляет собой собствен-
k=i

ный вектор матрицы Ь, соответствующий собственному значению ц.  Отсюда  
следует, что то ж е  самое мож но сказать о том, что

-  2  \ k ) h  (ft) =  (^1  ~  Ю  h  (2) +  (^ 1  -  ^ з )  'г  (3) +  • • • •

П овторяя рассуждения, мож но показать, что (Я,| — ( ^ 2  —^г) • ••  ( ^ r - i~ ^ r )  
—собственный вектор матрицы Ь И поэтому 1 ц г ) ~ 0 А т  из общих соб- 

стйенных векторов. Отсюда следует, что поскольку номер k несущ ествен, 
каж дое li (k) представляет собой собственный вектор и Ь, и а. Следовательно, 
каждый собственный вектор матрицы Ь мож но представить в виде линейной 
комбинации собственных векторов, общих для а и Ь. П оэтому в таком  
виде мож но представить любой из этих п векторов.

4.066. Теоремы 4.064 и 4.065 имею т больш ое значение 
в квантовой м еханике д л я  частного случая , когда  м атр и ц а  а  
эрмитова.  В 4.083 будет  показано , что если а  эрм итова  м а ­
трица , то ее всегда  м ож но привести к ди агон альн ой  форме 
при помощ и п р ео б р азо ван и я  подобия с унитарной  матрицей  1 . 
Д а л е е ,  если а  эрмитова^ матрица? и м ею щ ая  вид квази ди аго-



нальной м атрицы , то к а ж д ы й  диагональны й блок  т а к ж е  предт 
с тав л я ет  собой эрм итову  м атри цу  и приводится к д и а г о н а л ь ­
ному виду аналогичны м  об р азо м . П оэтом у нам  н у ж н а  не 
о б щ а я  теорем а  из 4.064, а лиш ь свойство, в ы р аж ен н о е  ф ор­
мулой 4.064 (13).

4.067. Рассмотрим следующий численный пример, встречающийся при 
определении собственных значений момента количества движения для неко­
торых конфигураций электронов в атомах [3J.

Возьмем три матрицы:

3 о 

о 3

о

7
4

|4

В =

4 - 2 :  

- 2  4\
0

1 2 - 2 0

0  1 - 2 4 - 2

1 0 - 2 2

-1

0.

0

-^1

V 2

0

- V 2

У 2

0

- V 2

V 2 0

- / 2 V 2 0

0 - V 2

Все три матрицы симметричны и все коммутируют. Собственные зна ш- 
ния матрицы А следующие: V 4 (четыре раза), * /̂4. Собственные значения 
матрицы В равны 2, 2, 6 , 6 , 0. Поскольку матрицы симметричны, каж дую  из 
них мож но привести к диагональному виду ортогональным преобразованием  
(см. 4.081). Начиная с В, находим ортогональную матрицу

Кб

0 V 3 0 0

0 - К з 0 0
0 Кз 0 1 1 2
0 0 0 - 2 / 2
0 - V 3 0 1 У'2



которая дает

г ' а 1 =  4 -

1 *Bi =

3 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 3 0

,0 о о о 15
2 0 0 0 0
0 2 0 0 0

0 0 6 0 0

0 0 0 6 0

0 0 0 0 0

Г ’С1 = ^

- 1  у  2
У 2 0

0 0

0 - 1  V& 0
0

0 0 0

Первые две матрицы диагональны, а третья имеет блочно диагональную  
форму. Теперь отдельные блоки можно привести к диагональному виду, 
не затрагивая 1~'А1 и 1~'в1. Матрица этого второго преобразования

V 5  - К Т о  
у То V5

о

дает

( Im )  ' C ( l m ) = -

/ 6 - 3 0

3 - V 6

0 F'Ts

1 0 0 0 0 '
0 - 2 0 0 0

0 0 2 0 0 .
0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 ,

4.07. Миноры матрицы алгебраических дополнений. Тео­
рема Якоби. П усть  а — м атри ц а  порядка  п.  О бозначим  ее оп­
р едели тель  буквой D.  Если М  — минор порядка  k ,  то минор 
п о р яд ка  (л — к), получаю щ ийся  вы черкиванием  из D  всех строк 
и столбцов, со д е р ж а щ и х  элементы  из М ,  назы вается  д о п о л н е ­
нием  к М. В частности, если М  — отдельны й элемент а,*, то



дополнительны й минор есть соответствую щ ий первый минор. 
Но в этом случае  часто бы вает  удобнее пользоваться  минором  
со зн а к о м  или а л г ебр аи чески м  до п о л н е н и е м  Удобно т а к ж е  
следую щ и м  образом  определить  алгебраическое  дополнение 
м инора М.  Если М  — минор п о р яд ка  г, в котором п р ед ста ­
влены строки г'ь «2, if и столбцы /jg. •••> определи ­
теля  D,  то алгебраическое  дополнение М  о п р ед ел яется  равен-
СТЕОМ

Алгебраическое дополнение т  — { —  ̂  ̂ г 1 2  г у
X (дополнение М).

Д л я  главного  м инора /| =  fei, •••> и алгебраич еское  д о ­
полнение со в п ад ает  с дополнительны м  минором. П о о п р ед е­
лению ал гебраич еское  дополнение самого определителя  счи­
тается  равны м  1.

М атрицу  с эл ем ентам и  Ai^ будем  н азы вать  матрицей  а л ге ­
браических дополнений. П рисоединен ная  м атри ца  [см. 4.01 (21)] 
получается  из матрицы  алгебраических  дополнений транспони­
рованием . Р ассм отри м  оп ределитель

А ц А\2 ■• • ^1п

А = Л21 Л22 . (1)

Ап1 . .

М ож н о д о к а за т ь  следую щ ую  теорем у о соответствую щ их ми­
норах  определителей  Z) и А. Если М  и М ' — соответствую щ ие 
миноры Z) и А п о р я д ка  г,  то

X (алгебраическое дополнение М).  ( 2 )

В частности, д л я  г =  п
гг—1 (3)

П усть  г =  п — 1. Тогда  если а , — алгебраическое  дополнение 
элем ен та  Л,* в А, то

(4)1-чП“ 2ttik = D а,-ft.

П усть  г =  2 и М  и М '  получаю тся  вы черкиванием  всех строк, 
кроме i и т ,  и всех столбцов, кроме k  и р.  Тогда

Aik tp

тр
: D X  (алгебраическое дополнение М). (5)



Эту общ ую  теорему д о к а ж е м  с н ач ал а  д л я  частного случая , 
когда  М  и М ' — ведущ ие миноры и ^  0. Тогда м ож но н ап и ­
сать

М ' =

^ 1 1  - ^ 2 1 . . . л , 0 0  . . . 0

Л , 2 . . .  А г 2 0 0  . . . 0

А , г . . .  Л . 0 0  . . . 0

^ 1 ,  г  +  1 • •  • .  .  •  г  +  1 1 0  . . . 0

................................................ 1  . . .

0 0  . . . 1

(6)

У м н о ж а я  М '  на

D =

ац  а,2 
02, . . .

аы
din

<̂п\ а„

( 7 )

получим

D M ' =

D 0 . . .  0 ^1, г + 1 ■ ■■
0 D . . .  0 ..............

, , D аг.г+1
0 . . .  0 ^г + 1. г + 1 ..............

0 • • • . . .  0 ^п. г+1
=  £)'■ X (дополнение М  в D), (8)

что д о к азы в ает  теорему. С ледует  отметить, что при наш ем 
определении дополнения  самого  определителя  D  д о к а з а т е л ь ­
ство сохраняется  и д л я  г =  п.

Если £) =  О, то из 4.05 (7) следует, что миноры элем ентов  
к а ж д ы х  двух  строк (или столбцов) D  пропорциональны , и по ­
этому М '  =  0 при г ^ 2  и теорем а по-преж нем у сп раведли ва .  
Если £) =  0 и г = 1 ,  то не определено. Но М ' =  Л,, =  до ­
полнению  М  в D.

Это д о казател ьство  расп ростран яется  на  общий случай, 
когда  М  не является  ведущ им минором и достигается  с по­
мощью такого  п реоб разован и я  обоих определителей, чтобы 
минор М  о к а за л с я  ведущ им . П ри этом нуж но учитывать и зм е­
нение зн а к а  при преобразовании  оп ределителя . П одробности 
д о к азател ь ств а  мож но найти в книге [4].



4.08. К в ад р ати ч н ы е  и эрм итовы  ф орм ы . Ф ункция  п  вели­
чин Xi вида UikXiXk, где действительны , н азы вается  к в а д р а ­
тичной формой.  Если г/г — другой набор величин, то вы раж ен и е  
o-ikXiUk н а зы вается  б ил ине йн ой  формой.  В м атричны х об о зн а ­
чениях эти формы м ож но соответственно запи сать  в виде х а х  
и х ау .  В первом случае м о ж н о  считать эл ем ентам и  сим м е­
тричной м атрицы . Д ействительно, если 012X1X2 — один член 
ф орм ы , а 021^ 2^1 ~  другой, то их сум м а  остается  преж ней при
з а м е н е  a i2 и Ogi на  (ai2 +  a 2 i). И аналогично д л я  лю бой пары
значений i n k .

Зам ен ой  перем енн ы х квад р ати чн у ю  форму всегда м ож но 
привести к сумме к в ад р ато в  (не о б язател ьн о  с п о л о ж и тел ь ­
ными коэффициентами). П ростой  и очень полезный способ со­
стоит в том, чтобы принять за  новую переменную

| .  =  Х . + ^ Х 2 - Ь  . . .  (1)

Тогда  при вычитании a j , |^  из все члены, с о д ер ж ащ и е  Х\^
п роп адаю т. З атем , вводя новую переменную  ^2. м ож н о а н а л о ­
гичным способом исклю чить члены, с о д ер ж ащ и е  х^. В общем 
случае к в а д р а ти ч н а я  ф орм а будет при ведена  к сумме п  к в а д ­
ратов. Тогда  . ..........................................

-Ь 2ai2X,JC2 +  022^1-Ь . . .  =  -Ь Р2Е2 ^  •• •

где к а ж д а я  перем ен н ая  .|г- п р ед ставл яется  в виде суммы, начи­
наю щ ей ся  с Хг- И зл о ж ен н ы й  способ не пригоден ,в том случае, 
когда  исходная  кв а д р а ти ч н а я  ф орм а не содерж и т  членов 
с к в ад р атам и  — не с чего начать. Но члены с к в а д р а т а м и  м ож но 
ввести простой зам еной  переменных. П усть =  О при i =  k,  
но 012^=0. П ол о ж и м  X2 =  Xi +  l 2 - Тогда x ,x2 =  x j +  x ,|2  и д а л ь ш е  
м ож н о пользоваться  описанны м способом.

О тметим следую щ ие свойства [1]:
1) П роизведение  коэффициентов правой части (2), в зяты х  

до член а  с равно определителю , составленн ом у из коэффи­
циентов левой части, взяты х  до ч лен а  с xf.

2) К вад рати ч н ую  форму м ож н о привести к сумме к в а д р а ­
тов неограниченным числом способов. О дин из  них был только 
что и злож ен . Но независим о от способа приведения число по­
ло ж и тел ьн ы х , отрицательны х и нулевы х коэффициентов остается  
одним  и тем ж е  д л я  всех невы рож денн ы х  преобразований , 
т. е. т аки х  - преобразован и й , при которых новые переменные 
в заи м н о  однозначно  связан ы  со стары ми.



3) Ф о р м а  ai^XiXk н а зы вается  положительно определ ен ной ,  
если она всегда п о л о ж и тел ьн а  и о б р ащ ается  в нуль только  
при всех Xi, р авн ы х  нулю . Д л я  того чтобы кв а д р а ти ч н а я  ф орм а 
б ы л а  п олож ительн о  определенной, необходимо и д остаточн о  
выполнение таки х  условий:

а ц  а\2 

«21 ^22
> 0 ,

« п  <̂13
021 Я22 ^23

<3̂31 ^32 ^33
К в а д р ат и ч н а я  ф орм а  м ож ет  быть сущ ественно п о л о ж и тел ь ­

ной, но не полож ительн о  определенной. Н апример,, {х — 2 y Y = Q  
при х =  2, у = \ .  Д л я  таки х  форм ||аг^|| =  0. Ф орм а Ui^XiXk н а ­
зы в ается  отрицательно определенной,  если ( — — п о л о ж и ­
тельно оп р ед ел ен н ая  форма.

4) Если все определители  (3) порядка  больш е г равны  
нулю, а определитель  п оряд ка  г отличен от нуля, то к в а д р а ­
тичную форму м ож но свести к сумме г  квадратов .  П ри этом 
говорят, что ранг  формы равен  г.  Р а н г  матрицы  тогда  
та к ж е  равен  г.

Если а,•*, —эрм итова  м атри ц а ,  то а̂ ^̂ х̂ х'^̂  н а зы вается  эр м и ­
товой формой.  Э рм итова  ф орм а действи тельна , так  как д ля  
любого члена м ож но найти член, получаю щ ийся  пере­
становкой i и k,  т. е. Н о д л я  эрмитовой м атри ц ы
aki =  a\k и поэтому выписанные члены ком плексно с о п р я ж е н ­
ные, а их сум м а действительна. А налогично а^^х.у^ н а зы вается  
эрмитовой б ил и н ей н о й  формой.  Теория эрм итовы х форм почти^ 
полностью  со впадает  с теорией квад р ати чн ы х  форм. Един^ 
ственное отличие состоит в том, что (2) зам еняется  на.

~  ^11^1^1 +  Р2?2^2 +  • • • +

где все коэффициенты в правой части — действительны е числа. 
Э рм итова  ф орм а будет п олож ительн о  определенной при тех 
ж е  услови ях  (3). Все определители  в (3) действительны , так  
к а к  они не изм еняю тся при транспонировании , а такое  пре­
об разован и е  приводит к зам ен е  всю ду i на — i, и если бы 
какой-нибудь определитель  был ком плексны м , то его м ни м ая  
часть д о л ж н а  б ы ла  бы изменить знак .

4.081. Приведение п ары  эрм итовы х ф орм . Вообщ е говоря, 
лю бую  п ар у  действительны х квадрати чн ы х  форм ац^х^хи, Ьц^х^х^ 
м ож н о заменой переменных одновременно привести к сумме 
кв ад р ато в .  Это у тверж ден ие  всегда верно, когда  одна  из к в а ­
д ратичны х  форм полож ительн о  определен ная . При тех ж е



усл о ви ях  лю бую  п ар у  эрмитовы х форм м ож но одновременно 
п р и в ести  к виду (4). В обоих случаях  ход рассуж дений по 
сущ еству  одинаков. Здесь  будет р ассм атри ваться  случай 
эрм итовой  формы, так  как  он, с одной стороны, вклю чает  
в себя случай полож ительно  определенной квадратичной формы 
и, с другой стороны, имеет прилож ение  в квантовой теории. 
Симметричные а,-*, встречаю тся почти в к аж д о й  области  физики. 
В этой книге бы л у ж е  разо б р ан  простейший случай приведения 
симметричного тензора второго порядка  при « =  3 к главны м 
осям, что равносильно вы бору а,^ =  б(Д,. Но и без этого условия  
м ож н о д в е  формы от трех переменны х линейным п р ео б р азо ­
ванием  одновременно привести к сумме кв ад р ато в .  Геом етри­
чески это значит, что лю бы е две концентрические поверхности 
второго п оряд ка  имею т общую  систему трех  взаимно соп ря­
ж ен н ы х  диам етров . Случай п  переменны х возни кает  в теории 
м ал ы х  колебаний динам ических систем. Ясно, что если кине­
тическую и потенциальную  энергии м ож н о одновременно при­
вести к виду

2T =  m , i \  +  m ^ i l +  . . .  + т ^ Ц ,

=  +  . . .  -Ь т„Л „ |2 ,

то к а ж д а я  п ерем енн ая  g, будет удовлетворять  дифференци­
альном у уравнению

и изм ен яться  во времени независимо от остальн ы х переменных. 
П оэтом у условие устойчивости заклю чается  в требовании по­
лож и тельности  всех Хг- Ф орм а Т полож ительно  оп ределен ная , 
все полож ительны , и поэтому д ля  устойчивой системы 
ф орм а V  т а к ж е  д о л ж н а  быть полож ительн о  определенной. 

Удобно начать  с системы п  уравнений

XaikXk =  bi^Xk. (1)

Т огда  общий м етод  реш ения приводит к уравнению  д л я  X

U a i , - b ( , \ \  =  0. (2)

Д л я  любого действительного Я м атри ца  WXaa — bikW эрмитова 
и поэтому ее определитель  действительны й. С ледовательно,
все коэффициенты в р азл о ж ен и и  оп ределителя  по степеням Я, 
действительны . Будем  считать, что ф орма полож ительно
о п р ед ел ен н ая .



П усть и А,2 — д в а  корня  уравнени я  (2), и пусть Хц и Xi2 — 
соответствую щ ие нетривиальны е реш ения. Тогда

— bikXk\, (3)

^2^ikXk2 =  i>ikXk2- (4)

У м нож им  (3) на  и слож им ; ум нож им  (4) на  х'ц и тож е 
с л о ж и м . Тогда '

\ ^ i k ^ k 2 ^ n  ~  ^Ik^ki^n-

П ри помощ и комплексного  со п р яж ен и я  из (5) получим
K a ) A i ’̂ i2 =  b\ ,xl^x.^.  (7)

П ерестан овка  немых индексов дает

^lk^kl^i2 ~  ^ki^i2^k\ ~  ^Lk^k2^l\'
А налогично

И з ср авнени я  (8) и (9) с (6) следует
( Л , - Л ; ) а , л , < ,  =  0. (10)

П римем с н ач ал а ,  что сравн и ваем ы е  реш ен ия  совпадаю т. Тогда 
вы раж ен и е  действительно. Если  бы оно бы ло равно
нулю , то по (5) бы ло бы равно нулю и Это невоз­
можно, если одно из этих вы раж ени й  п р ед став л я ет  собой
п олож ительн о  определенную  форму. О тсю да следует, что 
Я, =  Л* и поэтому Ki — действительное число. С ледовательно , 
все корни (2) действительны  и д ля  дей стви тельны х форм отно­
ш ения Хц т а к ж е  действительны .

П усть теперь Я,] и Ад различны . Т огда , поскольку  они д ей­
ствительны , Я2=7̂ А,1 и, следовательно ,

^ik^k2^n ~  ^ik^k2^i\ ~

Э то свойство решений будем н азы в ать  ортогональностью  от­
носительно м атри ц  а  и Ь или а-ортогональностью .

В к а ж д о м  простом корне (2) определитель  имеет прои звод­
ную по Я, отличную от нуля . Но эта  прои зводн ая  п ред став ­
л я е т  собой линейную  функцию первых миноров определителя , 
и, следовательно , не все первые миноры равны  нулю. О тсю да 
следует , что в простом корне у р авн ен и я  (2) ранг  матрицы

Cik — ~  bih



равен п — 1. В г-кратном  корне прои зводн ая  порядка  г по Я
отлична от нуля  и яв л яется  линейной функцией миноров по­
р я д к а  г. П оэтом у ранг не меньше п — г. Мы п о к аж ем , что 
на самом деле  ранг  равен п — г. Но д ля  этого требуется  с р ав ­
нительно слож ное  д о казател ьств о  теоремы  о р азл о ж ен и и
корней.

Рассм отри м  сн а ч а л а  случай, когда  все корни простые. 
Тогда д ля  к а ж д о го  корня, наприм ер д л я  К\, отнош ения Xi 
определяю тся  однозначно. М ож но написать

О чевидно, что
Хп — 11\Ъ- (12)

~  b i k l k \ ,  ( 1 3 )

П4)

В ы р аж ен и е  действительно и отлично от нуля. К ром е
того, д л я  различ ны х  Я] и из (11) следует

biklk\li2 — ^- (15)

Е сли  обозначить  различны е реш ения индексом /, то 1ц м ож н о  
р а ссм атр и в ать  к ак  м атри цу  п р ео б р азо ван и я

^0/г- (^®^

И з  (15) следует , что все н едиагональны е элем енты  I^al и Г'Ы 
равн ы  нулю. С ледовательно , это п реобразован и е  приводит обе 
м атрицы  к ди аго н ал ьн о м у  виду. Е сли  обозначить  д и аго н ал ьн ы е  
элем енты  м атри ц  через Л ц  ц В ц  (j =  l), то по (14) отнош ение 
Aj i lB j i  равно соответствую щ ему значению  Я. К ром е того,

1/ / г | | |  ci ik  1111 I k i  \\ =  \ l ' i i a i k l k i \ -  ( 1 7 )

Этот определитель  п р ед ставл яет  собой произведение д и а го ­
нальн ы х  элементов, к а ж д ы й  из которы х отличен от нуля. 
С ледовательно , I и I — неособые м атрицы . Если теперь в общем 
случае  полож им

X i - l i i U  418)

то эти уравн ен и я  м ож но разреш и ть  относительно | /  при любых 
зад ан н ы х  значениях  Х,-. Тогда

d 9 )
=  (20) 

Т аки м  образом , в обеих ф орм ах  отсутствуют все члены с ] ф 1 .



Важ ны й частный случай  так  что исходные у р а в ­
нения сводятся  к '

KXi =  bi^Xk. ,
В этом случае  aikXiX\=^\  X i f '  +  . . .  + 1 р и п р ед ставл яет  
собой п олож ительн о  определенную  форму, и м атри ца

Лц — l]i6iklkl =  ijihl

д о л ж н а  быть диагональной . Ио д л я  к а ж д о го  корня Я/ вели­
чины 1ц определены  с точностью до постоянного м нож ителя . 
Выберем  его так , чтобы

/ ! ^  =  1 а = 1 ) .

В сегда  CijUi^O  при } ф 1 .  О тсю да

А ц  =
и это п р ео б р азо ван и е  не изм ен яет  единичную м атрицу, значит, 
/ — у н и та р н ая  м атри ца . С ледовательн о ,  лю бую  эрм итову  м а т ­
рицу Ь, не имею щ ую  к р атн ы х  собственных значений, м ож но 
привести к ди аго н ал ьн о м у  виду при помощ и п р ео б р азо ван и я  
1’''Ы, где I — у н и тар н ая  м атри ца . П рео бр азо ван и е  X =  I? сводит 
bikXiX*k к 2 ^ / ^ / ^ / -  Е сли  Ь — вещ ественная  сим м етричная  м а т ­
рица, то 1 — в ещ ествен н ая  ун и тар н ая ,  т. е. о ртогон альн ая ,  
м атри ца .

4.082. Т ео р ем а  о р азд ел ен и и  корней. Эта  теорем а нап ом и­
н ает  теорем у  Ш ту р м а  в теории многочленов. К ак  и преж де , 
будем считать а  и Ь эрм итовы м и м атр и ц ам и  п о р яд ка  п X  п  
и х'^'ах п олож и тельн о  определенной формой. З апи ш ем

^aik - b i k ^  с Ik, Яа -  b =  с. (1)

О бозначи м  определитель  |! || через D.  Б ы л о  п ок азан о ,  что
если Я, — лю бой корень уравн ен и я  D =  О, то р ан г  с не м о ж ет  
быть больш е чем п — 1, и что если Я — г-кратны й корень, то 
ранг  с не м о ж ет  быть меньш е п — г. П о к а ж е м  теперь, что 
ранг  действительно  р авен  п — г.

О бозначи м  ведущ ие миноры определителя  D  п о р я д к а  п,  
п — \,  1, О через

d „ (= £ > ) ,  d . ( = c„),  D o( = d ;

П рим ем  сн ач ала ,  что D  не имеет к ратн ы х  корней и не сущ е­
ствует соседних Dr, D r_i, о б р ащ аю щ и х ся  в нуль д л я  одного 
и того ж е  значения  Я. П роследим  при любом Я перем ену  
зн ак ов  миноров в последовательности  от Z)„ до Dq.



И з  теоремы  Я коби следует, что если — алгебраическое  
дополнение элем ен та  Ci  ̂ в определителе  D,  то

DD„_2 —
^ п —Ь ^ п —1 ^ п —1,п

^ п ,  п —\ ^ п п

А налогично если — алгебраическое дополнение элем ента

DsDs- 2 =  D s- lC s - l ,  s - \  • (3)
в Ds, то

Если Я — корень то, поскольку  д л я  этого значения  К
ни Ds, ни D ,_2 не о б р ащ аю тся  в нуль, произведение 0 ^0 ^ - 2

не равно нулю  и д о л ж н о  
быть отрицательны м . Сле-

противополож ны е знаки  при 
D^_i =  0. Д а л е е ,  в силу того 
что — п олож ительн о
оп р ед ел ен н ая  ф орм а, при 
А, - ^  +  оо все Ds п о л о ж и ­
тельны. П ри Я —>• — оо они 
попеременно полож ительн ы  
и отрицательны . С л е д о в а ­
тельно, при возрастан ии  Л 
о т  — оо до +  оо учиты­
вается  п  перемен знаков  в 
последовательности  мино­
ров. О д н ако  м ож н о п о к а ­

зать ,  что число перемен знаков  изм ен яется  только, когда  при 
изменении Я м еняется  знак  самого D.  Д ействительно , когда  А, 
д остигает  нуля м инора миноры и 0 ^ - 2  имею т проти­
вополож ны е знаки  и происходит по крайней мере од н а  пере­
м ена  зн а к а  в последовательности  Ds, D^_i, а число перемен 
зн аков  в последовательности  от до Do не меняется . Но 
£>0=1 вовсе не м еняет  знак . С ледовательно , все п  перемен 
зн ак ов  теряю тся  в начале  последовательности, т. е. когда  X 
проходит через п  дей стви тельны х нулей оп ределителя  D.

Н а рис. 22 показан о  относительное расп олож ен и е  нулей D„, 
D n- \ ,  • • .  • Г раф ик £>0 —п р ям ая ,  п а р а л л е л ь н а я  оси К. Г раф ик £)| — 
п р я м а я  линия, п р о х о д я щ ая  из “  оо при Х =  — оо в-Ь оо при 

- fo o .  У равнение Z)i =  О имеет один действительный корень.
П ри Я - > ± о о  минор Z>2- » - f o o  и отрицателен  при Di =  0. 

П оэтом у уравнение £>2 =  0 имеет два  действительны х корня. 
О дин корень меньше, а другой больш е корня уравнени я  Dj =  0.



М инор D ^ - y  — oo при Я ,-> — оо и к +  оо при Я ->  +  оо. При 
Ог =  0 и £)| <  О д олж н о  быть D3 >  0; при 0 ^  =  0 и Di >  О д о л ­
ж н о  быть £>3 <  0. П оэтом у корни Dg =  О р а зд ел я ю т  корни =  0. 
А налогично корни Ds+i =  0 ра зд ел ен ы  корн ям и  /)^ =  0. Это д о ­
к а зы в а е т  теорем у о разделен и и  корней в случае, когда  все 
корни уравнени я  =  О различны .

Если D„ имеет г-кратный корень к  =  Хр, то зам еной  
близкими значениями bik мож но изменить это уравнение  так, 
что все корни станут  различны м и. Если и £)^_, о б р ащ а ю т с я  
в нуль при одном и том ж е  X, то Ds мож но изменить, остави в  
преж ним  Ds- i ,  например путем изменения 6 , .̂ С ледовательно , 
если поставленное условие не вы полняется , то мож но добиться  
его выполнения, з а д а в а я  м алы е в озм ущ ен и я  элем ентам  м ат­
рицы Ь.

Р ассм отри м  группу г корней, которы е сли ваю тся  в Хр при 
bik.  М е ж д у  этими корнями л е ж а т  г — 1 корней D n- \ ,  г  — 2 

корней Z)„_2, . . . , один корень D ^ -r  + l и ни одного корня Dn-r-
П ерестановкой строк и столбцов  м ож но переместить в левый 

верхний угол лю бой элем ент матрицы , причем м атри ца  оста ­
нется эрмитовой. О тсю да следует, что если Яр — корень D =  0 
кратности г, то вег  главны е миноры п оряд ка  от п  до n — r + l  
о б р ащ а ю т с я  в нуль при Х =  кр.

Г лавны е миноры п оряд ка  п — г не  могут о б р ащ а т ь с я  в нуль 
одновременно, так  к а к  тогда  Хр было бы корнем уравнени я  
D = 0 кратности r-f- 1.

Бы ло показано, чго если оп ределитель  и один из его п ер ­
вых миноров равны  нулю, то равны  нулю либо первые миноры 
всех элементов соответствую щ ей строки, либо первые миноры 
всех элементов соответствующ его столбца . Возьмем т е п е р ь -к а ­
кой-либо главны й минор порядка  п  — г +  2. Этот минор и л ю ­
бой его первый главны й минор о б р ащ аю тся  в нуль при Х =  
причем последний яв л яется  главны м  минором п о р яд к а  п —г + 1  
о п редели теля  D.  П усть вычеркнуты строка  и столбец  с номе­
рами г. Тогда  равны нулю либо все миноры элем ентов  
либо  все миноры элем ентов  Но эти миноры комплексно 
сопряж ен ны е, и поэтому обе системы миноров о б р ащ а ю т с я  в 
нуль одновременно. С ледовательно, все миноры п оряд ка  п — г +  I 
в D  равны  нулю и при Х = Хр ранг  матрицы  равен  п  — г, 
что и требовалось  д о казать .

К ром е того, Х =  Хр по крайней м ере простой корень всех 
миноров порядка  п — г + 1  и выше. Но производная  лю бого 
минора есть линейная функция миноров п орядка , меньшего на 
единицу. С ледовательно , миноры п о р яд к а  п — г +  2 имеют д ву ­
кратны е корни, а миноры порядка  п — \,  т. е. первые миноры



оп ределителя  D,  имеют корни кратности  по крайней мере г — 1. 
Мы снова встретимся с этим результатом  при рассм отрени и 
м алы х  колебаний операционны м методом *).

4.083» Расширение свойства ортогональности. М ы  д о казал и  
ортогональность  1ц, соответствую щ их лю бой паре  различны х 
корней д етерм ин ан тн ого  уравнени я . Если Я =  Яу — корень к р а т ­
ности г, то в силу того, что при K =  Xj ранг  м атри цы  р а ­
вен п — г, м ож н о  вы брать  г линейно н езави си м ы х  наборов  
отношений величин 1ц. П усть д в а  из них 1ц и /^2. Тогда

=  biklku btJk2> (О
и поэтому

Эти в ы р аж ен и я  могут о к а за т ь с я  равны м и нулю. Если это 
так , то реш ения  по-п реж нем у а-ортогон альн ы . Если этого нет, 
то рассмотрим

^<2 ~  1̂'2

где 9 не зависи т  от i. Н е  все Ш;2 равны  нулю , так  как  1ц и 
/^2 ;не пропорциональны.. Т огда  д л я  лю бого  9

^jaikmk2 =  biktnk2, (4)
=  ^ik^k2^n -  (5)

С оответствую щ им выбором 9 м ож н о обратить  это в ы р аж ен и е  
в нуль. Тогда из (2) следует, что т а к ж е  о б р ащ а е т ся
в нуль.

Если Яу — корень кратности  г, то д л я  него м ож н о взять  
один из наборов  1ц и затем  остальн ы е сдел ать  а-ортогональ- 
ными ем у . Д л я  этого из к а ж д о го  н аб о р а  следует  вычесть 
первый, ум нож ен ны й на соответствую щ ую величину. Вы бирая 
из этих п р ео б р азо ван н ы х  наборов  один, м ож но сделать  о с т ал ь ­
ные а-ортогональны м и ему. П р о д о л ж а я  дей ствовать  подобным 
о б разом , получим в результате  г наборов , взаим но  а-ортого- 
нальны х. Т аким  об р азо м , д а ж е  если уравнение  д л я  Я имеет 
кратн ы е  корни, все ж е  м ож н о вы брать  п  наборов  /у, о б л а ­
д аю щ и х  свойствам и ортогональности, и по-преж нем у а;*, и 6,^ 
м ож н о привести к ди аго н ал ьн о м у  виду (в действительности

* Впервые доказано Вейерштрассом [5 ]. Имеется несколько других дока­
зательств; одно в книге Лэмба [6 ], а другое у  Бромвича [7]. Второе дока­
зательство представляет особый интерес, так как в нем непосредственно 
находят нормальные координаты и квадратичные формы сводят к сумме 
квадратов последовательной подстановкой. В настоящей книге использован 
способ Рауса, как наиболее легкий при изучении гироскопических систем.



неограниченны м числом способов). Если =  то, к а к  и 
п р еж д е ,  м атри ц у  1 м ож н о считать унитарной.

Если требуется  ввести норм альн ы е  координ аты , соответст­
вующ ие частному решению , то м ож н о дей ствовать  следую щ им  
об р азо м . П усть — есть решение. В озьм ем  произвольны й 
набор Xi и определим I, так ,  чтобы в ы р аж ен и е  ai^ixk — Ikih)  X 
X [х] — бы ло стационарны м  относительно м ал ы х  и зм ен е­
ний l i .  М ож но изм енять  и действительную  и мнимую части 
I , ,  однако  производные по действительной и по мнимой 
частям  о б р ащ аю тся  в нуль тогда  и только  тогда , ко гд а  
о б р ащ аю тся  в нуль производные по и |* к а к  по незави си м ы м  
переменным. О тсю да

Второе равенство  сводится  к  первом у перестановкой г и /г и 
операцией комплексного  сопряж ен ия . С ледовательно,

Если, ск аж ем , =  то =  0 в силу ортогональности.
С л едовательн о ,  д л я  лю бого  собственного вектора м ож н о  н е­
посредственно по Xi без определения  всех собственны х векто­
ров найти то I, которое отлично от нуля.

Возьмем в качестве примера
/  3 - 1  1 \ /  1 3 1 2 \

а = - 1  3 1 ь = 3 1 - 8

\  1 1 9 / ^ V 12  - 8 - 2 /

Форма хах положительно определена и корни уравнения det(b  —Яа) =  0 
равны 2 , 2 , —3.

При Л =  2 все три уравнения сводятся к одному

Х, — Х2 — 2хз =  О,

и в качестве решений можно взять (1, 1 , 0 )  и (О, —2, 1). Они дают  

Па1, =  4, T,al2 = - 2 .

Следовательно, решение, ортогональное первому решению, имеет вид mj =  

=  2 ( T j + y T i )  =  ( l ,  —3, 2). Д ля  Л =  — 3 решение Тз =  ( - 3 ,  1, 2).

Тогда можно положить

Xi = h  + l 2 - S h ,  JC2 =  ? , - 3 | 2  +  |3, x, = 2 l , + 2 l„
кроме того, ^ _

шгашг =  64, !за1з =  64,
откуда

; а х = 4 |?  +  6 4 | |+ 6 4 |^  и ;Ь х  =  8 | ? + I 2 8 g ^ - 192|2.



Чтобы проиллюстрировать, как обстоит дел о в том случае, когда ни одна 
из форм, соответствующ их матрицам, не является положительно определен­

ной, возьмем формы — и Соответствующие им уравнения

имеют вид
Xxi =  Х2, — Ядсг =  JC],

откуда =  — 1 и Л =  ±  1. П оэтому можно взять

■>̂1 = Si +  E2. ^2 — i (^1 — ^2))
что приводит к

Таким образом, формы приведены к сумме квадратов, но не все коэффи­
циенты получились действительными. Здесь =  0.

Э рмитову  м атри цу  всегда  мож но привести к диагональном у  
виду при помощ и п р еоб разован и я  1“ 'а1, где 1 — ун и тар н ая  м а ­
трица . С ледовательно , д л я  эрмитовы х м атри ц  всегда уд овле­
т во р яется  установленное в 4.065 условие того, что матрицы 
м ож н о  привести к ди аго н ал ьн о м у  виду при помощ и п реоб ра­
зо в ан и я  подобия.

Специфику случая  кратны х  корней м ож но геометрически 
прои ллю стри ровать  на примере задач и  об определении главны х 
осей эллип сои да  вращ ен и я .  Л ю бой  ди ам етр ,  л еж а щ и й  в пло­
скости круговой симметрии, п ред ставляет  собой главную  ось. 
Е сли  произвольно вы брать  в этой плоскости два  н а п р ав л е ­
ния li и I2, то в общ ем случае они не о к аж у тся  перпендику­
л ярны м и. Н о их м ож но использовать  д л я  построения вектора 
I2— 01i, л е ж а щ его  в той ж е  плоскости и перпендикулярного  1|.

4,084. Свойство стационарности X. Принцип Р ел ея .  Д л я
лю бой совокупности Х{ м ож н о з а д ат ь  величину Я в виде

Э та  величина всегда закл ю чен а  м еж д у  наименьш им и наи­
больш им из Я/, так  к а к  все А ц > 0 .  Если все |у, кроме одного, 
равн ы  нулю , то отношение (1) становится  равны м соответствую ­
щ ем у  Я/. Е сли  остальн ы е м алы , то отклонения X от Я/ вто­
рого п оряд ка  м алости . С ледовательно , эта  дробь  при Я =  Я/ 
с тац и о н ар н а  относительно м алы х  изменений всех и, следо­
вательн о , Xi. В этом состоит пр ин ц и п  Релея .

О б р атн о ,  отношение (1) не имеет других стац ионарн ы х зн а ­
чений. П оскольку



И если 6Я второго п оряд ка  м алости , то с точностью до первого 
п о р яд ка  малости  д л я  лю бы х дей стви тельны х и мнимых в а р и а ­
ций Xi имеем

=  (3)
откуда

=  f’ ikXk’ (4)

Второе соотношение (4) сводится  к первому перестановкой / 
к k я операцией ком плексного  сопряж ен ия /

П ринцип Р елея  часто полезен при численном анализе . С его 
помощ ью без составления  и реш ения детерм инантного  у р авн е ­
ния м ож н о грубо определить отнош ения значений Xi в о тдель­
ном решении, обычно с наименьш им к.  Е сли  полученные з н а ­
чения отношений Xi подставить в (1) и вычислить Я, то по­
лучается  значение с ошибкой второго п оряд ка  малости . М ож ет  
о к а за ть с я ,  что т а к а я  точность достаточн а. В противном случае  
полученную величину м ож но исп ользовать  д л я  уточнения при- 
бли ж енн ы х значений отношений Xi. Е сли  все Я/ одного знака , 
то п олучаю щ ееся  приближ енное значение Я по абсолю тной ве­
личине больш е, чем наименьш ее из Я/. П оэтом у непосредствен­
ное использование этого принципа не м о ж ет  д ать  зани ж енн ой 
оценки наименьш его корня *).

4.09. М алы е  колебания . Если отклонение коорди н ат  ди н а ­
мической системы от их значения в полож ении равновесия  обо­
значить через Xi . . .  Хп, то кинетическая  энергия п р ед ставл яет  
собой полож ительно  определенную  квадрати чн ую  форму и з а ­
писывается  в виде T =  ~aikXiX,^.  Силовую  функцию **) мож но

зап и сать  в виде W  =  ^  Т огда  уравн ен и я  Л а г р а н ж а  будут

atkXk =  bikXk. (1)

И щ ем  решение в виде

Х 1 ~ е У \  (2)
где  у  постоянная . Тогда

faikXi i  =  bikXk. (3)

*) П олное изложение дано Темплом и Бикли [8].
**) В большинстве задач динамики несколько удобнее использовать си­

ловую функцию, а не потенциальную энергию V = — W.  Исключение пред­
ставляет тот случай, когда W — отрицательно определенная форма, а следо­
вательно, V — положительно определенная.



П олучи лась  изученная  выше система уравнений, в которой X 
з ам ен ен а  на С ледовательно , все значения действительны. 
Если среди них имею тся полож ительны е, то система неустой­
чива. Условие устойчивости заклю чается  в том, чтобы все з н а ­
чения были отрицательны . П осмотрим, что это означает  
д л я  Т VL W.  О б р а щ а я с ь  к 4.082, мы видим, что все перемены 
зн аков  в последовательности  определителей д о лж н ы  быть у т р а ­
чены при возрастан ии  от — оо до 0. П оэтом у все определи­
тели  последовательности

-  Ьik I

■̂ 11 ~ b l 2  — b\3
- &21 ~t>22 ~  &23
- Й3 1  —  6 3 2  —  & 3 3

■Ьц — bi2 

- 621 ~  ^22
- b u  (4)

п олож ительн ы , a это есть условие того, что W  — о трицательно 
оп ределен н ая  ф орм а или, наоборот, п отенц иальная  энергия 
V =  — W  — п олож ительн о  оп ределен н ая  форма.

О чевидно, что подстан овка

~ г̂/Е/> (5)
которая  приводит UikXiXk к  сумме к в а д р а то в  будет  приводить 
одновременно ац^х^х^ к сумме к в а д р а то в  И з  общ их свойств 
квад р ати чн ы х  форм известно, что Т и W  д а ж е  в том случае, 
когда  определитель  системы уравнени й  имеет кратны е нули, 
м ож н о одновременно привести к сумме к вад р ато в  (для устой­
чивой системы все коэффициенты при к в а д р а т а х  в силовой 
функции отрицательны). Т огда  метод  Л а г р а н ж а  д а е т  д л я  h  
независимы е дифференциальные уравнени я  по времени, и поэтому 
к а ж д о е  изм еняется  независим о от остальны х. Такие пере­
менные назы ваю тся  но р м а л ь н ы м и  координатами  системы. Н а  
практике  такой способ оты скания решения ок азы вается  тр у до ­
емким, и в тех случаях , когда  требуется  найти не только  пе­
риоды собственных колебаний , более прост операционный метод, 
который будет излож ен  позж е. Тем не менее метод норм альны х  
коорди н ат  объ ясн яет  свойство, которое о б н ар у ж и вается  о п ер а­
ционным методом в том случае, когда  уравнени е  частот имеет 
кратн ы е  корни. Сейчас нам н уж но лиш ь п оказать ,  что в этом 
случае  происходит с норм альны м и координ атам и. Рассм отрим  
свободное колебание  м аятн и ка  в произвольном горизонтальном  
нап равлени и . Если Х\ и л'г — горизонтальны е прям оугольны е 
координаты , то в общ еприняты х обозначениях  с точностью до 
квадрати чн ы х  членов получим

2Т =  т { х \  + х1), 2 W = - ^ ( x \  +  xl).



К а ж д о е  из вы раж ени й  у ж е  имеет вид суммы кв ад р ато в ,  и, 
следовательно , Xt и дгг — н орм альн ы е  координаты . Н о м ож н о 
бы ло  бы взять

Xi — h  cos а  — 12 sin  а, лтд =  sin  а  + 12 cos а,
и тогда

2Т =  т (4? +  Щ), 2 Г  =  -  (|2 +  II),

так  что l i ,  I 2 — т а к ж е  н орм альн ы е  координаты . С о впадение  
собственных периодов приводит к тому, что н орм альн ы е  ко о р ­
д инаты  м ож но в ы б и р ать  неограниченны м числом разн ы х  спо­
собов. , . , ,

4.091. М алы е  колебания  около устан овивш егося  д ви ж ен и я .
В таки х  за д ач а х ,  впервые систематически исследован ны х Р а у ­
сом, уравн ен и я  д в и ж ен и я  имеют вид

dikXk +  gikXk -  bikXk =  0, (1 >

где м атрицы  Uik и bik симметричны, а м атри ц а  антисим м е­
трична. Все величины действительны , и а , — полож ительн о  
о п р ед ел ен н ая  кв а д р а ти ч н а я  ф орм а. Д остаточн ое  условие ycT oii- 
чивости получается  ум нож ен ием  (1) на Xi и сум м ировани ем  по г. 
Ч лены  с gik проп адаю т, и получается

{aikXiXk -  bikXiXk) =  0. (2)

Первый член в скобках  яв л яется  п олож ительн о  определенны м ,
и, следовательно , если 6 , — отрицательно  определен ная  
ф орм а, то ее абсолю тн ая  величина не м ож ет  превзойти значе­
ние, зад ан н о е  н ачальны м и условиям и. П оэтом у при этих  усло­
виях система устойчива. Д л я  колебаний  около п олож ен ия  р авн о­
весия это условие яв л яется  т а к ж е  и необходимы м. О д н ако  д л я  
колебаний около устан овивш егося  д ви ж ен и я  оно н е  явл яется  
необходимы м. И наче, наприм ер, волчок не мог бы стоять. 
Способ реш ения  д л я  рассм атр и ваем ы х  систем очевиден. Тем 
не менее обсудим его основные черты.

Если, к а к  и п реж де , принять Xi ~  то получим у р а в н е ­
ние совместности

D  =  II a i k ' f  +  g iky -  btk II =  0. (3)

Если обозначи ть  общий элем ент оп ределителя  через то
м атри ц а  с,*, эрм итова  при чисто мнимых у.  Если ж е  у  д ей стви­
тельно, то м атри ц а  дей стви тельна  и не симметрична. Поэтому 
предш ествую щ ие рассу ж д ен и я  н у ж даю тся  в  некоторых изм е­
нениях. Д а л е е ,  общий элемент содерж ит  у  в трех  степенях:



О, 1 и 2. С ледовательн о , теория  м ал ы х  колебаний около ста ­
ционарного  д ви ж ен и я  в двух  отнош ениях слож нее  теории, ко­
торую  теперь м ож н о н азв ать  теорией простых эрм итовы х м а ­
триц, члены которы х со дер ж ат  Я в степенях О и 1.

З а м е н а  у на —у с последую щ им транспони рованием  не 
меняет D.  С ледовательно , у входит в равны е и противоп олож ­
ные пары. П ри мнимом у отнош ения Xi, к ак  прави ло , о к а зы ­
ваю тся  ком плексны м и и в к а ж д о м  простом колебании фазы  
координ ат  различны . Сведение к норм альны м  координ атам  не­
возмож но.

Д л я  ф орм ули рован и я  условия  устойчивости о б разуем , как  
и раньш е, миноры D „( =  D), D„_i, Dq- П о-преж нем у имеем

DnDn-2  =  Dn-lCn-] .  n- l  — Cn-l .  nCn, n-l-  (4)
Е сли  у чисто мнимое, то

=  (5)
К а к  и раньш е, при возрастан и и  у^ от — о о  до О изменения 
з н а к а  могут утрачи ваться  только  в н ач але  последовательности 
миноров. Но если у^ полож ительно , то и С„, „_i у ж е  не
б удут  комплексно соп ряж ен ны м и и их произведение не о б я з а ­
тельн о  полож ительно . П оэтом у теорем а  о разделен ии  |сорней 
остается  верной, лиш ь пока у^ отрицательно. Если, к а к  это и 
д о л ж н о  быть, — п олож ительн о  оп ределен н ая  форма, и
если, кроме того, — отрицательно  определен ная  форма,
то  точно так , к ак  и п р еж де ,  д о л ж н о  быть п  действительны х 
отри ц ательн ы х  значений у^ и система устойчива. В этом случае 
устойчивость б ы л а  н ай ден а  непосредственно из уравнений д ви ­
ж ен и я .  Но если Ьц,Х{Х^ не яв л яется  отрицательно  определенной 
формой, то  это не значит, что система неустойчива. З д есь  в от­
личие от случая  м ал ы х  колебаний  около п олож ен ия  равновесия 
изм ен ен ие  зн а к а  м о ж ет  быть приобретено  в н ач але  последо­
вательн ости  миноров. Это не происходило раньш е, так  как , 
во всяком случае, п  перемен зн а к а  терялось  при изменении у^ 
от — оо до  +  оо и если бы на какой-то стадии приобретались  
перемены  зн ак а ,  то они д о л ж н ы  бы были ком п енсироваться  
дополнительны м и потерями, иначе мы получили бы ал геб р аи ­
ческое уравнени е  п-й степени с более чем п  корнями . И з м е ­
нение зн а к а  м ож ет  при обретаться  в случае  гироскопических 
систем. С ледовательно , д л я  гироскопических систем, у  которых 
binXiXk не явл яется  отрицательно  определенной формой, нельзя  
устан овить  ф акт неустойчивости без подробного исследования  
у р авн ен и я  частот.

Если система неустойчива, то у^ м ож ет  и не быть действи­
тельн ы м . Т еорем а о разделен ии  корней не верна д л я  п о л о ж и ­



тельн ы х и поэтому перем ена  зн а к а  м ож ет  быть п о тер я н а  
тогда , когда  проходит через нуль одного из пром еж уточны х 
членов последовательности  миноров. Т аки м  образом , м ож ет  
быть утрачено  четное число перемен зн ак ов  вне связи  с д ей ­
ствительны м и корнями D.  О предели тель  D  д о л ж е н  поэтому 
иметь ком плексны е корни.

П оскольку  д л я  отрицательно  определенной формы bi^XiX^ 
теорем а о разд елен и и  корней верна , следовательн о ,  к а к  и преж де , 
если D  имеет корень п о р яд ка  г д л я  отриц ательн ого  у^, то д л я  
этого значения  р ан г  м атрицы  равен п — г и к а ж д ы й  из 
первы х миноров оп редели теля  D  имеет корень п о р яд к а  г — 1. 
Все это, однако , не верно, если bi^XiXk не яв л яется  о тр и ц а ­
тельн о  определенной.

4.092, П роиллю стрируем  излож енное  на  примере ве р т и к а л ь ­
ного волчка. В качестве  координ ат  Х\ и Х2 вы берем  косинусы 
углов, о б р азу ем ы х  осью волчка с каж до й  из двух  в за и м н о  
перпендикулярны х горизон тальны х  осей. В обычных о б о зн а ч е ­
ниях уравн ен и я  д ви ж ен и я  имею т вид

Ах^ + С п х 2 ~  M g h x i  =  0, Ax2 — Cnxi  — Mghx2 =  <i. (1)

Т ак  что ф орм а
W  +  4 )  (2)

яв л яется  положительно  определенной.
П олож и м , что Х\ и Х2 пропорциональны  е'^К Тогда

(Ау^ -  M g h )  x i =  — Спух2,  {Ау^ — M g h )  Х2 =  С п у х и
/>2 =  (Лу^ — M g h f  +  С^п^у^ =  О, ±  iC n y  — M g h  =  О,

^  I iC n  , г / A M gh \'h
 A - ]  ■

(3)

З н ачения  у  чисто мнимые при С ^п^> 4Л М §/г .  П ри  
д в а  корня имею т п олож ительн ы е дей стви тельны е части и вол ­
чок неустойчив. Но при этом у^ комплексно, тогда  к а к  в сл у ­
чае неустойчивого п олож ен ия  равновесия  оно д о л ж н о  быть 
дей стви тельны м  и полож ительн ы м . Д в и ж ен и е  конца оси волчка 
в первом приближ ении происходит по логариф мической  сп и рали . 

Если C V  =  ‘̂ A M g h ,  то корни ок азы ваю тся  попарно равны м и.
В ы б р ав  Y =  ~ у ^ С /г /Л ,  м ож н о п о казать , что м атр и ц а  коэффи-

/ - 2  - 2 Г
циентов р а в н а  2 M g h  2/ — 2 /  ^ имеет ранг , равны й 1. С л е­

довательно , д л я  этого у  существует только одно решение
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вида е ' ' ,  и то ж е  самое решение д ля  у с другим  знаком . О с т ал ь ­
ные реш ения имею т в и д Т а к и е  реш ения вообш,е не встре­
чаю тся в теории колебаний около полож ен ия  равновесия.

Л егко  видеть, что D, =  — M g /г, Dq =  1. З н а к и  определи­
телей изм ен яю тся  следую щ им  образом:

D , D , Do
— ОО + — +

0 + — -ь
оо + -f- -ь

что не д ае т  возм ож ности  о б н ар у ж и ть  нули д л я  о тр и ц ател ь ­
ных

Если, однако , рассм атр и вать  лодвеш енны й волчок, то 
форм а bikXiXk оказы вается  отрицательно  определенной. Н уж н о  
только  изменить зн ак  g.  В этом случае не м ож ет  быть к р а т ­
ных корней. З н ак и  в табли ц е  р асп р ед ел яю тся  следую щ им 
образом:

^>2 Dx D ,
-о о + — +

0 + + -ь
оо + + +

Д в е  перемены з н а к а  утрачиваю тся  м еж д у  — оо и 0.

4.093. Д л я  гироскопических систем мнимые значения  у  об­
л а д а ю т  свойством стационарности . Если вы брать  у таким , что

..2 -  Yg/ifeViY * »

то видно, что у р а в н е н и я  4.091 (1) эквивалентны  утверж ден ию , 
что Y стац ионарн о  относительно действительны х и мнимых в а ­
риаций Xi. О к а зы в а е т с я ,  что в ы р аж ен и е  g^^x^x* чисто мнимое 
д л я  лю бы х ком плексны х Xi, х^.  П усть  оно отлично от нуля. 
П олож и м  д л я  каж до го  решения, имею щ его форму Х; =

=  Р ’ =  iQ, b.^x^x] =  R.

Тогда  2 P y = - i Q ± { - ( ^  +  4RP)'^\
Если ( ^ < 4 R P ,  TO оба корня комплексны  и | \ ^ |  =  /?/Р. Т а ­

ким образом , если система неустойчива в отсутствие гироско­
пических членов, то дей стви тельная  часть у  меньше, чем она 
б ы л а  бы д л я  тех  ж е  Xi, но при условии, что все равны



нулю. Но по принципу Р елея  дей стви тельная  часть у  меньше, 
чем д ля  реальн ы х  значений ж,- без  учета  гироскопических чле­
нов, при которых достигается  наи больш ее  у.  С ледовательно , 
гироскопический эффект стремится ум еньш ить  неустойчивость.

Если Q P> A R P ,  то оба  корня мнимы и система устойчива. 
Если /? — отрицательно определен ная  ф орм а, то система устой­
чива при всех Q. Если при к о л еб ан и ях  с =  0 имеется два  
корня ±  ia,  то гироскопический эффект увеличивает  частоту 
колебаний д л я  одного корня и у м ен ьш ает  д л я  другого.

4.10. Собственные значения унитарных и ортогональных 
матриц. П усть — у н и тар н ая  м атр и ц а  п-то порядка .  Тогда

(О
Рассм отри м  уравнени я

UikXk =  Ях.-. (2)

Вообще говоря, корни детерм инантного  уравн ен и я

II 0 /4 - Я б , ,  11 =  О (3)

комплексны . К ом плексное сопряж ен ие  (2) имеет вид

«  = (4)
П ерем н ож и м  (2) и (4). Тогда

= (5)

С учетом (1) ф орм ула  (5) сводится к

~  Xi^i> (6)
и поэтому

Я Г =  1. (7)

С ледовательно , все собственные числа унитарной матрицы  по 
м одулю  равны  1.

П усть теперь Л, и Я,2 —д в а  р азли чн ы х  корня уравн ен и я  (3) 
и л:,1, Х(2 “  соответствующ ие им Xi- П оступая , как  и раньш е, 
мы имеем

(8)
и

О тсю да  либо 

либо

(9)

(10)



В первом случае Я| =  Л2, что у ж е  бы ло рассмотрено. С л ед о в а ­
тельно, реш ения  о б л а д а ю т  свойством ком плексной о р т о го н ал ь ­
ности, подобным тому, которое было у стан овлен о  д л я  системы 
эрм итовы х уравнений.

У нитарную  м атри цу  а  всегда  м ож н о  привести к д и а го н а л ь ­
ному виду при помощ и п р еоб разован и я  l ~ ’a i,  где 1 —у н и тар н ая  
м атри ц а  [9] *). Это свойство сохраняется , в частности, д ля  дей­
ствительной унитарной м атрицы , однако  м атр и ц а  1 в общем 
случае  остается  комплексной.

4.101. Р ассм отри м  теперь наиболее общую  ун и тарн ую  м а ­
трицу п о р яд ка  2 x 2 .  К а к  и в 4.032, напишем

1 =

а Ь 
с d  )

Тогда

11+ =
/ а а + Ь Ь ' ac‘ +  bd*\ П  0'\
, c a + d b * cc' +  d d * j ^ lo  1 /

( 1)

(2)

М ож н о  взять

а =  cos 
а — cos а е “ ‘Р, (3)

с действительны м и а , р и у- Т огда  имеем равносильн ы е соот­
нош ения

Д а л ее ,

7 = - | -  =  tg a e ^ « -v ) ,  

- ^  =  -  |  =  t g a e - ‘ (P-v),

=  tg^ а ,  d d '  =  cos^  a ,  cc' =  sin^  a ,

(4)

(5)

и все условия  уд о влетво р яю тся  при

d  =  c o s a e ‘®, с =  sin ае ‘
П о л о ж и м

Р -f б =  2б, р — 6 =  2т].

(6)

*) См. также пример 10 на стр. 275.



Тогда

I cos а е ‘ — sin ae'v
, sin а е ‘ cosae*1 =

_

/

=  е
1о ,-10

COS ае ‘̂  — sin а е ‘ (v-e)N̂
sinae'<®-v) c o s a e - ‘'i

cosct — s i n a \  / e ‘'̂  0
cos a /  VOsin a (8)

где

' =  -2 (Tl +  Y - e ) . г15 =  ^  (ti -  Y +  e). ( 9 )

Таким  образом , в то время к а к  наи более  общую дей стви тель­
ную ортогональную  м атр и ц у  п орядка  2 x 2  м ож н о вы разить  
через один угол, д ля  представлени я  наи более  общей унитарной  
м атри цы  требуется  четыре угла .

4.102. Связь произвольного вращения в трех измерениях  
с унитарным преобразованием порядка 2 X 2 .  П усть А, =  
=  (Л ь  Bi,  C l) и A2 =  (^2, В 2 , С2) — д в а  действительны х, равны х 
по м одулю  взаим н о  п ерп ен ди кулярны х вектора, т а к  что

Л ?  +  В ?  +  С ?  =  Л г  +  В 2 +  С 2;  Л 1Л 2 +  В 1В 2 +  С 1С 2 =  0. (1)

О чевидно, из дей стви тельны х величин Л,, S i,  С и  Л2, 8 2 , Cg 
четыре м ож н о  за д ат ь  независим о. П ри  ортогон альны х преоб­
р а зо в а н и я х  к аж д ы й  из векторов сохран яет  дли ну  и векторы 
о стаю тся  в заим н о  перпендикулярны м и. Если п р ео б р азо ван и е  
таково, что этим свойством о б лад аю т  все пары  равны х по д ли н е  
взаи м н о  п ерп ен ди кулярны х дей стви тельны х векторов, то преоб­
р азо в ан и е  явл яется  ортогональны м .

О б р азу ем  „комплексны й вектор" (а, Ь, с), где

а  =  Л, -Ь /Л 2, 

Тогда , согласно  (1),

откуда

Ь =  В\ iB 2 » с — Cl +  гСг-

а 2 + / ,2  +  с2 =  0, 

{ib — а) {ib +  а) =  с^.

(2)

( 3 )

В ектор (а, Ь, с) м ож но н азв ать  комплексны м нулевым вектором. 
С ущ ествую т таки е  ЛГ|, Х2 , что

ib — а =  xj, I

с  =  X-iX.1^2, b =  ^ ( x f  +  xl), 

с - XiX2-



Тогда Д Л Я  зад ан н ого  (а, Ь ,  с) м ож но с точностью до зн а к а
найти Xi и Х2 и, наоборот, д ля  к а ж д ы х  за д ан н ы х  (комплексных)
Xi II Х2 у р авн ен и я  (4) позволяю т при равнивани ем  действительны х 
и мнимы х частей найти вектор (а, Ь, с), уд овлетворяю щ ий (3) 
и (1). К ром е того,

I а21 +  I 621 +  I с21 =  1  +  х,х1у,  (5)

и, следовательно,

a^| +  |6^ | +  |c^| =  ( Л ? + S ?  +  c D  +  ( Л 2 +  В 1 +  Сг).

Если X], Х2 линейным преобразован и ем  переводятся  в таки е  
г/, и г/2, что

х^х] +  =  У ̂ у] +  y^yl, (6)

то а', Ь', с', определяем ы е из (4) после зам ены  х и  X2 на  г/,, г/2,
линейно зави сят  от Хр xj, X^X2 и, следовательно , от (а, Ь, с). 
К ром е того,

1 а'^ | +  I +  I с'"| =  I а21 + 1 ^,21 +  I ^21_ (7)

О тсю да  следует, что векторы А ', А ',  построенные с помощ ью
а ',  Ь', с', равны  по величине Ai и Аз и взаи м н о  перп ен ди­
кулярны . Но, вообще говоря, вектор А[ зависи т  к а к  от А,, 
так  и от А2. Требуется  найти действительное п реобразование , 
которое будет соответствовать  повороту А, в A^ и в А ', где 
А ' не зависи т  от и А ' не зависи т  от А,. Это н ак л ад ы в ает  
дополнительное ограничение, закл ю чаю щ ееся  в том, что дей­
ствительны е и мнимые части а, Ь, с до лж н ы  преобразовы ваться  
независимо. Будем  искать, при каки х  условиях  п р ео б р азо в а ­
ние (6) о б лад ает  этим свойством.

Н аи более  общее уни тарн ое  преобразован и е  двух  переменных 
м ож н о  п редстави ть  в виде

г/1 =  (axi +  Р^г) у ^ ^ - { - f  х^ +а*Х 2)е‘\  (8)

где в действительно  и аа* +  рр* =  1. Тогда если

« ' =  Y  {у1 -  у]). Ь' =  i  [у] +  г/2), с ' =  у,у^, (9)



ТО м ож н о  наити, что

=  ' („2 +  а*' -  -  р*") а +

+  - ^  (а2 -  а-" +  р2 _  р-2) ft _  („3 +  „.р*)

'or- 2/е ;Ь'е ^ ( - а 2  +  а * Ч р 2 - р * ' ) а  +

+  ^  (а̂  +  а‘" +  +  р*̂ ) 6 +  I  (ар -  а’р*) с,

(10)

с 'е - 2ге == („р* +  ц*р) а  +  1  (ар* -  а р )  Ь +  (аа* -  рр*) с.

Все коэффициенты в правой  части действительны . П о это м у , 
д л я  того чтобы действительны е и мнимые части а, Ь ц с пре­
о б р азо вал и сь  независимо, д о л ж н о  быть действительны м
и, следовательно , равны м  ± 1 .  В к а ж д о м  случае преобразование  
ортогонально. С р азу  видно, что при а = 1 ,  р =  0 определитель  
коэффициентов правой части равен 1. П ри  лю бы х  а и р  м ож но 
принять е =  0. Тогда  п реобразование , будучи ортогональны м , 
д о л ж н о  иметь определитель, равны й ± 1 .  Но определитель  
всегда будет равен I, т а к  к а к  он непреры вно зависит от а  
и от р. С ледовательно , если =  1, то п реобразован и е  п ред ­
ставл яет  собой вращ ение . Если =  — 1, то преобразован и е  
п р ед ставл яет  собой вращ ен ие  с отраж ен и ем . [При обильной 
затр ате  бумаги м ож н о п ок азать ,  что оп ределитель  равен 
(аа* +  рз*)з.] С ледовательно , н аи более  общ ее вр ащ ен ие  м ож н о 
представи ть  ф орм улам и  (8) и (10), полож и в  в них е =  0.

В ы берем , в частности,

а  р

, - Р *  а*

Тогда

A'i =  Л|СО5 0 +  С| sin 0,

/  COS у Э  “ S in -2

\  s i n ^ e COS-2 0
( И )

д ;  = В,, с [ = - л ,  s in 0  +  C ic o s 0 .  (12)

П реобразован и е  п р ед ставл яет  собой вращ ен ие  вправо  вокруг 
оси у  на угол 0.

Если

Р =  0, (13)
то

Л] =  Л| cos ф — В| sin\|j, =  Л| sinil) +  В] cosi|), Ci =  Ci. (14>

что соответствует вращ ению  вправо  вокруг оси z  на  угол г|г



Выбор

а  =  со8 -^ф . Р = - / 5 1 п у ф ,  (15)

A'i =  A u  =  Bi созф  — С| sin ф, Ci =  fii sin ф +  Ci созф  (16)

соответствует вращ ен ию  вправо  вокруг оси х  на угол ф.
И з  операций такого  типа м ож н о построить общ ее унимоду- 

лярное  унитарное преобразован и е .  Оно за д ае т с я  матрицей

-■к- «А.
О

-г «Л

^ I  COS 4 - 0  — sin 4- 6 ^

• ' о\ 5 Ш у 0
I

c o s j  9

/  - -  IXе 2 О

\ О

cos

\

■ I А  - 4  \- з т ^ в е  2 

c o s j  6e2 у
(17)

и приводит к п рои звольном у повороту в трехмерном простран­
стве, рассм отренном у в 4.034. К а ж д о м у  таком у  повороту там 
соответствую т д в а  п р ео б р азо ван и я  п оряд ка  2 X 2 .

4.11. Спиновые м атр и ц ы  П ау л и .  В пространстве х, у, z  
м а лы е  вр ащ ен и я  е вокруг осей х, у  и z  за д аю т ся  соответ­
ственно м атри ц ам и

/ 1 0  0 \  /  1 О е \  / 1  - е  0 \
О

V 0

1 —е
е 1 /

О 1 О
\ - е  О 1 /

1 О 
О 1/

(18)

Зд есь  отброш ены все члены, с о д ер ж ащ и е  е в степенях выще 
первой. С оответствую щ ие уни тарн ы е п реоб разован и я  зад аю тся  
м атр и ц ам и  п орядка  2 X 2

/

\ - у ^ е  

Если написать  

or, =

О

1 + у г е

/ 0  п /0 - i  \ /1  0\
[\ оу ,  02 —

[ i оу , ОГз = 1 о  - 1 /

(19)

то матрицы (19) будут иметь вид

1 -  - к  i e o i ,  1 -  г е о г ,  1 -  -5 - i e a ^ .



М атрицы  (20) назы ваю тся  „м атри ц ам и  П а у л и “ и встречаю тся  
в теории спина электрона  в квантовой  механике.

М ож но проверить, что

ff2 =  а2 =  а| =  1, а ,02 =  — =  ia^  =  га,,
азО| =  — а |0з  =  /02.

С ледовательно , матрицы  ст,, Стз- антикоммутирую т.

4.12. Матрицы Эддингтона и Д ирака порядка 4 X 4 .  Р а с ­
смотрим следую щ ие м атри цы  порядка  4 X 4 :

‘  V  О  i o i i  

где, например,

Е , =
ia^ О ' 
О гстз /

га, 

 ̂ О

О
га.

. Е , =
/ 0  ■- 0 2̂^
\<^2 0 /

i 0 0 \
0 0 0
0 0 г
0 i 0 /

/  —

£ 4 =
i02 О \
О 10 2

т. е. элементы а  выписываю тся, как  у казан о ,  и внутренние 
скобки уби раю тся .  По 4.063 м ож но производить ум нож ен ие  
м атри ц  порядка  2 X 2 ,  элементы которых сами явл яю тся  м а тр и ­
цами п орядка  2 x 2 ,  по обычному правилу, а затем  р езу л ьтаты  
р азверты вать  в м атрицы п оряд ка  4 X 4 .  Тогда

« ■ ( Г
и квад р аты  Е 2, £ ' 3 ,  т а к ж е  равны  —/ .  Л егко  т а к ж е  п ок азать , ,  
что эти матрицы антикоммутирую т. Если мы теперь полож им

О 02
,02 О ) ’ 

то будем иметь

е 1 =  —  Е \ Е 2 Е г Е ^ Е \ Е 2 Е г Е ^  =  Е \ Е \ Е 2 Е л Е \ Е 2 Е з Е \  =

=  Е2Е2Е^Е^Е^Е  ̂~  Е^Е^Е^Е  ̂=  I
и
i f i f ' s  =  — £’2^з-£'4. iE^Ei =  EiEpEiEiEi =  ~EiEiE2E^E^ =

Таким об р азо м , £5 антиком мутирует  с и аналогично с Е 2 ,. 
Ез и £ 4.



И так ,  мы имеем антиком мутирую щ ую  пентаду  квадратн ы х 
корней из — 1: В развернутой  форме они запи сы ваю тся  в виде 
(в порядке  в о зр астан и я  индексов)

/О г 0 0 \ / /  0 0  О'
I  ! г\ п г\ \  I г\г о о О 0 - / 0  

О О О г О О г 
Vo  О г 0 / \ 0  0 0

/ О - 1  О 0 \
1 О О О \
О О O i l  О

\ 0  О - 1  О/  \ 1

0^
о

- / /  
о  

о

о

о

— i 
О

/ О
О
о

\ i
о  о  - 1  \

0  1  о

1  о  о  

О О О

о

о  о  

о  о /

/

К в а д р а т  к а ж д о й  из м атри ц  (ц ^  v) равен — I.  О б о­
з н а ч а я  его через имеем

Е\о —

Е и  =

/
'

0  1 0  0 \ / 0 0 1 0 \

' ' / 0 2  0  ^ - 1  0 0  0 0  0  0  ■- 1

0  / 0 2 ,
--

0  0 0  1 '  1 - с 7 з о ; - 1 0  0 0

\ 0  0 - 1  0 / V  0  1 0 о /

О О On /0 О i 0\
/ / 0 3  0  > 0  - /  0  0 ^  ( 0  io,\ 0 0  0  - /

V 0  - / 0 з У 0  0 - / 0 / 0  0  0

\ 0  О О / / \ 0 - г  О О/

£23 =
/о - а ,  

О

/ 0  0 0  -

(  ^

- /  0  0 \

0  0  ■- 1 0 / - / 0 | 0 \ —  / О О О

0  1 0 0
.  £ ^ 2 4  =

1  0 i Q j ~ 0 0  0  /  ’

\ 1  0 0 0 / V  0 0  /  0 /

^25 =

£'з4 "■

(  °

0 0 - л

i  ^
- / 0 , \ 0 0 —  / 0

V - / 0 1 0  ] ~ 0 —  / 0 0

V - / 0 0 о /

/
0 0  - - / 0 \

( ^

- и \ 0 0 0  - - /

\ - и 0 —  / 0 0 0
9

\ 0  - - / 0 о /



£ з5 =
iU  О 
О - Ш

п  0 0 /0 0 - 1 On

0 i 0 0 - I \ 0 0 0 - 1
0 0 -- г 0 оу

=
1 0 0 0

\ 0  0 0 - 1 / Vo 1 0 0 /

Мы имеем, таким образом , п ятн ад ц ать  м атри ц  — к в а д р а тн ы х  
корней из —I,  к которым мы м ож ем  добави ть  ш естнадцатую  
Ei^ =  i l .  М ож н о п оказать , что первые п ятн ад ц ать  м атриц 
образую т  шесть антиком мутирую щ их пентад, причем к а ж д а я  
м атри ц а  Е  п р и н адл еж и т  двум п ен тадам  *). Все эти матрицы  
явл яю тся  антиэрмитовы ми и унитарными.

М атрицы, введенные Д и р ако м  при решении релятивистского 
волнового уравнени я , явл яю тся  антиком мутирую щ им и к в а д р а т ­
ными корнями из /  и связан ы  с одной из пентад  Эддингтона 
соотношениями a, =  /£'25. =  ~^£'з5> “ 1“2“зР =  '^45-

4.13. Косоугольные координ аты . Оси координат, которые 
мы до сих пор р ассм атри вали ,  были прям оугольны м и. О дн ако  
полож ение  точки м ож ет  быть зад ан о  либо ортогональны м и 
проекциям и  на координ атн ы е оси ее перем ещ ения  из н а ч а л а  
координат, либо перем ещ ениям и в лю бы х трех  нек ом п лан арн ы х  
н ап равлен и ях ,  причем векторная  сум м а  этих перемещ ений 
р ав н а  перемещ ению  из н а ч а л а  координ ат  в данную  точку. 
Второй метод соответствует обычному р азл о ж ен и ю  на косо­
угольные компоненты; мы увидим , что и первый метод имеет 
физическое значение. Х арактерн ы м  свойством прям оугольны х 
осей явл яется  то, что эти две системы величин совп адаю т  м еж д у  
собой. П осмотрим, что происходит при косоугольны х осях. 
Д опустим , что мы имеем систему прялю угольных осей Xi, и вы­
берем три косоугольные оси x'j с н ап р авл яю щ и м и  косинусам и 
lij относительно прям оугольны х осей. П о причине, которая  вы я­
снится вскоре, мы отмечаем косоугольные координ аты  верхним 
индексом вместо ниж него, т. е. x 'L  Т огда  прям оугольны е
координ аты  точки Р  будут, как  п реж де , 1цх'‘. Т ак  к ак  при 
фиксированном j  являю тся  н ап р авл яю щ и м и  косинусами одной

*) Эддингтон [10] не выписывал этих матриц полностью, но они неявно- 
содержатся в уравнениях 3.61 на стр. 42. Антисимметричные матрицы входят  
с обратным знаком. Это связано с тем, что у него в обозначении элем(:ита С;/,,- 
в противоположность обычным обозначениям, индекс г обозначав" номер- 
столбца, а — номер строки. В [II] на стр. 142 он дает эти матрицы г г дробн а  
в обычных обозначениях; его £ 3 1  есть —£ 13.



п р я м о й ,  ТО

2 4 = 1 .  (1)i

НО В общем случае  при

2  h ih i  ^  0. (2)i

т а к  к ак  это косинусы углов м е ж д у  н ап р авл ен и ям и  х ' '  и х ' \  
которы е не перп ен ди кулярны . Р асстоян ие  точки от н ач ала  
координат  есть г, где

г2 =  X? =  (/,/Х'О {1цх'‘) =  (3)

п р ед ставл яет  собой квадрати чн ую  форму и м ож ет  быть запи сан о  
в виде

r^ =  g ' , x ' ’x ' \  (4)

где ёГи =  <?22 =  ё 'зз=  но g'^, g ' , ,  не равны  нулю . Если 
и только  если оси х'1 прям оугольны е, g'n =  (>ji-

Р ассм отри м  теперь ортогон альную  проекцию О Р  на н а п р а ­
вление х'^ и обозначим  ее через х'  ̂ с ниж ним индексом. О на  р авн а

^'l =  (5)

и
х]х'^ =  g',iX'’x ' ‘ =  (6)

Т аки м  об р азо м , ф орм а  XiXi, п р а в и л ь н а я  д л я  в п рям оуголь­
ных осях, д о л ж н а  быть изм енена  д л я  косоугольны х осей 
поднятием  одного индекса . Теперь мы не м ож ем  зап и сать  ее 
в виде

П олож ени е  Р  м ож н о одинаково  хорош о з а д ат ь  как  значе­
ниями х ' ,  т а к  и значениям и  х'К Но фактические значения  этих 
трех  компонент в обоих сл у чаях  различны . П ервы е назы ваю тся  
ковариантными  компонентами, а вторые — контравариантными  
ком п онентам и перем ещ ения  О Р.  Обычно к аж ется ,  что бы ло бы 
более  естественно поменять эти при лагательн ы е  местами. 
О д н ако  к о в ар и ан тн ая  компонента в нап равлени и  О/ о б лад ает  
тем свойством, что при зад ан н ом  полож ении точки Р  она  не 
зависи т  от нап равлени й  двух други х  осей; это неверно д ля  
кон травари ан тн ой  компоненты, и в этом отнош ении ковари ант-  
ные ком поненты  могут п ок азаться  более ф ундам ен тальны м и . 
С др у го й  стороны, если мы изменим одну из кон травари ан тн ы х



компонент без изменения двух  других , то мы с р азу  ж е  узн аем , 
на сколько  и в каком  нап равлен и и  переместится  точка. Это не 
очевидно при изменении одной ковари антной  компоненты. 
П оэтом у обе системы имеют свои достоинства, и нам нужен 
способ п р ео б р азо ван и я  одной в другую .

Мы пишем
\\S'„\\ =  G', (7)

обозначаем  алгебраическое  дополнение g 'j  в G' через 
и п олагаем

О'П
G'

Т огда g'^‘ п р ед ставл яет  собой м атрицу, обратную  д ц ,  и

(8)

( 9 )

( 10)

Эта ф орм ула  и сопутствую щ ая  ей

известны как  ф орм улы  поднятия и опускания  индексов. Мы 
видим, что оп ределитель  G' исклю чительно важ ен . Если обо­
значить угол  м еж д у  осями х '  и х'  ̂ через и т. д . ,  то

Я̂ 2 =  созаз, (П )
cos аз cos 0 2 '

1 cos а, 
cos Со cos а, 1

=  1 — COŜ  Oi — COŜ  02 — COŜ  «3 +  2 cos 0 | cos «2 cos «3. (12)

G ' =

1
COSOo

О днако  g'"^, вообще говоря, не равны  единице или
друг  другу.

В другой записи
(13)

Но II/,/11 р авн яется  объем у  п ар ал л елеп и п ед а  с ребрам и единич­
ной длины , построенного на осях, или, иными словам и, см е­
ш ан ном у произведению  н а п р ав л яю щ и х  векторов. П оэтом у он 
м ож ет  быть равен нулю , только  если оси ком п лан арн ы . С л е­
д овательно , элемент о б ъ ем а  равен О'''" d x ' '  dx''^ dx'^.

Если А — произвольный вектор с компонентами А ' \  i4'^ Л '’ 
вдоль косоугольных осей, то его прямоугольны е компоненты 
будут



а его ковари ан тн ы е  компоненты будут равны

= = (15)

Теперь пусть ф — ск ал яр .  Рассм отри м  его производные 
по х ' ‘. Мы имеем

<5ф дх^ дф <?ф
=  « . /— • (16)дх'> дх^ дх^

и, следовательно , dq>ldx'' п р ед ставл яю т  собой ковари антны е 
компоненты g г a d ф .  Ч тобы  получить ко н тр авар и ан тн ы е  компо­
ненты, нуж но ум нож ить  на g'"' и свернуть.

Если А и В —д в а  вектора, то

А '.В '‘ =  =  A^Bi ( 17)

— их скалярн ое  произведение. А налогично

дА’’1 ^ 1
ri д., (18)

дх'> "  дx^ дх^

есть дивергенция  А.
К а к  и в прям оугольны х осях, мы м ож ем  определить тен ­

зоры  лю бого  порядка ,  но п р ави ла  п р еоб разован и я  будут р а з ­
личны ми в зависимости от того, явл яется  ли к а ж д ы й  индекс 
верхним или ниж ним . Мы м ож ем  сверты вать  по по вто р яю щ е­
муся индексу при условии, что он о казы в ается  один р аз  снизу 
и один р аз  сверху, и результат  будет тензором  на 2 единицы 
меньш его порядка .

4.131. С т р у к т у р а  кри сталлов :  о б р ат н а я  реш етка. П ростая  
ч рехм ерн ая  реш етка  оп ределяется  задан! ем трех  векторов 
основных тр ансляц ий . Если лю бой атом в зсть  за  н ачало  коор­
динат , то в к аж д о й  точке n , a i - f  ngHg +  «заз будет находиться 
такой  ж е  атом, причем а | ,  aj, Яз — радиусы -векторы  трех  сосед­
них атомов, не находящ и хся  в одной плоскости с началом , 
а И), « 2, «3 — полож ительн ы е или отрицательны е целые числа. 
О п ределен н ы е  так  точки н азы ваю тся  у зл ам и  решетки. П л о ­
скость, проведенная  через лю бы е три у зл а  решетки, будет 
с о д е р ж а ть  одинаковы е атомы, расп олож ен ны е повторяю щ им ся  
об р азо м . Н ап р авл ен и е  этой плоскости м ож ет  быть зад ан о  
отрезкам и , отсекаем ы ми ею на осях, проведенных через н ачало  
коорди н ат  в н ап равлен и ях  а ,, ад, Нз. Пусть после деления  
на подходящ ее целое число эти отрезки будут aj/Ai, аз/Л,, аз/йз, 
где Л], /?2, Лз — целые числа, не со дер ж ащ и е  общего множ ителя .



Тогда /г,, /7г> назы ваю тся  индексам и (индексам и М и л л е р а )  
этой плоскости *), они равны д л я  всех п ар ал л ел ь н ы х  плоскостей.

Мы будем о бозн ачать  объем  а) • (ад X а , )  отдельной ячейки 
решетки через Vg.

Систем а векторов bj, bg, bg, о б р ат н а я  системе a i,  &2, а^, 
оп ределяется  как

aj X  аз I аз X  Я]   Э] X Эг ^

Они уд о влетво р яю т  соотнош ениям
а г - Ь /  =  б,./ (2)

Ь Пт Ь| • fb2 X  (а | X Зг)!t»* =  b, - ( ЬгХ Ьз) = -------------------------а
bi • |(Ьг • Эг) а, — (bj • а ,)  а?!

( 3 )Va

Л ю бой  вектор А м ож н о  п редстави ть  как
А =  (А • Ь|) а, +  (А • bg) a j  +  (А • Ьз) а ,  =  (4)

=  (А • а ,) Ь| +  (А • За) bg +  (А • аз) Ьз. (5)

С ледовательно , если построить реш етку  с Ь,, bj, Ьд в качестве
векторов основных тр ан сляц и й , то объем  ее ячейки будет об­
ратным объем у  ячейки исходной решетки.

П оскольку  точки п р и н а д л е ж ат  некоторой
плоскости решетки, н а п р ав л ен и я  векторов

Д1 ^  1̂ _ Ээ
Лз ’ Лз

п ар ал л ел ь н ы  этой плоскости. Н о оба  эти нап равлени я  перпен­
ди ку л яр н ы  Л|Ь| + /ггЬг +  'ЛзЬз, и это смещение в обратной ре­
шетке перп ен ди кулярно  плоскостям  атомной реш етки с ин дек­
сам и М иллера  hy, h^, h^. П оэтом у  уравнение  к аж д о й  такой 
плоскости м ож но зап и сать  в виде

(A jb i -Ь ЛгЬг -Ь ЛзЬз) • х

I h\bi  -t- /ijbj -Ь ЛзЬз  ̂Р. (6)

где р — дли на  перп ен ди куляра , опущ енного из н а ч а л а  коорди ­
нат  на эту плоскость. Теперь если х — радиус-вектор у зл а  ре­
шетки, то он имеет вид «[Я]-Ь « 2^2 +  «з^з> и тогда

(/г,Ь| -f /zgbj +  ЛзЪз) • (п,а, -f « 2^2 +  «з^з) +  (7)

*) Этот термин был предложен Грассманом и др., но стал распростра­
ненным только благодаря книге Миллера [12];



Д а л е е ,  если hx, h^, не имею т общ его  м нож ителя , мы можем 
вы брать  Пи « 2. так , чтобы сум м а  в правой части (7) р а в н я ­
л ась  единице. Д ействительно, если h], Л2 имею т общий мно­
ж и тел ь  q, то процесс н ахож ден и я  наибольш его  общ его  д ел и ­
теля  п озволяет  определить таки е  Sj, Sg, что Syhi +  Sgftj =  q. 
Точно т а к  ж е, если Л2, Л3 имею т общ им м нож ителем  г, мы 
мож ем найти такие ti, /2» что t ih 2 +  t2h^ =  г.  Но по предполо­
ж ен ию  q и г не  имею т общ и х м нож ителей , следовательно , 
м ож но найти линейную комбинацию  этих вы раж ен и й  с целыми 
коэффициентами, равную  единице. Е е  м ож но взять  в качестве

Ai«i +  h ^ 2  +  / 3̂̂ 3- Очевидно, вы р аж ен и е  hitii +  hzti^ +  можно 
с дел ать  равн ы м  нулю, вы бирая  П1 ==П2 =  Пз =  0. Тогда рассто я ­
ние по норм али  м еж д у  плоскостями, соответствую щ ими 
этим двум  значениям  х, т. е. пром еж уток  м еж д у  соседними 
кри сталлограф и чески м и  плоскостям и с индексам и М иллера
(hi ,  /z2 , Л3), равно  I A lb ] -Ь й з Ь з - f  ЛзЬз Г * . Р ассм отри м  теперь п а ­
рал л ел ьн ы й  пучок рентгеновских лучей, п ад аю щ и х  на кристалл . 
Д опустим , что плоские волны, расп ростран яю щ и еся  в н а п р а ­
влении So, п ад аю т  на  атомную  реш етку и рассеиваю тся  о тдель­
ными атомам и . Н ай д ем  условие того, чтобы волны, распрост­
р ан яю щ и еся  в н ап р авл ен и и  s, уси ли вали  друг  д руга .  Разность  
хода  волн, рассеян ны х  д вум я  атомам и , разделен н ы м и  расстоя­
нием aj,  р а в н а  (s — Sq) • а̂ -, и условие усиления состоит в том, 
чтобы она бы ла  кратной  длине волны Я, д л я  всех атомов в этой 
области . О тсю да

( s - s o )  ■ a . j= ^k jl  (j =  U 2, 3), (8)

где  fey — целые числа. Тогда  из (5)

S —  Sq =  Л (f e jb i -1- /г2Ьг +  ^ з^ з )»  ( 9 )



ИЛИ, п р ед п олагая ,  что ki,  ^ 2, имею т общий м нож итель  п, 
получим

S — So =  пЯ(/г,Ь, +  ЛаЬз + /гзЬз). (10)

В ыберем  теперь н ачало  координ ат  в точке О обратн ой  ре­
шетки. Геометрический смысл (10) состоит в том, что если Р — 
т а к а я  точка, что РО =  s j l  и PQ =  s/A, то Q д о л ж н а  быть узлом  
обратной решетки и все такие  узлы , л е ж а щ и е  на сфере р а ­
диуса  1Д с центром в точке Р, будут соответствовать  о т р а ж е ­
нию лучей с длиной волны Я. К ром е того, 0 Q  п а р а л л е л ь н о  
биссектрисе внешнего угл а  треугольн ика  O P Q  и поэтому это 
о траж ен и е  происходит на плоскостях  с индексам и М и л л ер а
(hi, Лз, /13), таким и , что норм аль  к ним со в п ад ает  с н а п р а в л е ­
нием 0 Q .

Если мы через 20 обозначим угол  O P Q ,  т ак  что 0 есть
у гол  о тр аж ен и я ,  то будем иметь

= n \h ib i  +  /Zgba +  АзЬз | =  - j ^ |s  — Sq | =  - |-  sin 0 ( 11 )

или
nX =  2 d ^s \nQ ,  (12)

т. е. условие Брегга .
Д ал ее ,  возводя (11) в кв а д р а т ,  имеем

и2Я2[/г,Ь, +  h^h, +  ЛзЬз ? =  4 sin^ 0, (13)

а та к ж е ,  поскольку из (10) следует

s ^  =  \ n l  (A ib i +  /jgbo +  ЛзЬз) +  S(, Р , (1 4 )
находим

л _  _ 2sq • (/i|bi +  ^гЬг + ДзЬз) /,гч
\h,b, + h,b, + h,b,\^ ■

Д ал ьн ей ш ее  развитие теории д ан о  Э вальдом  [13] *).

4.14. Криволинейны е коорди н аты . Во многих за д а ч а х  удобно 
за д а в а т ь  полож ение  точки трем я  ф ункциям и прям оугольны х 
координат, которые не постоянны на плоскостях. Н апри м ер , 
мы м ож ем  п ользоваться  сферическими коорди н атам и . В этом 
случае  к о о р д и н ата  г п остоянна  на лю бой сфере с центром 
в н ач але  координат. Если д л я  прям оугольны х  координ ат  со­
хранить  обозначение Xi, а криволинейны е обозначить через х '  ,

*) В особенности зам ечания 1 и 2. 
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ТО МЫ будем иметь
дх,  I дх ,  о дх ,  о Яг,  ,

' ' " ' - ^ ‘'*' + 5 ? - ' ' + 5 ? " ' • ' *

(2)
dxi  dxi  d xi  д х '

т а к  что п рави ло  сум м ировани я  по-преж нем у применимо. О дн ако  
частны е производны е теперь у ж е  не постоянны. В вы раж ен и и  
(1) Xi нужно, конечно, р ассм атр и вать  к ак  известную  функцию
трех  х ' ’ , которые могут изм ен яться  независимо; напротив, в
у р ав н ен и ях  (2) х'^  рассм атр и вается  как  функция трех х,.
С оотнош ения  м еж д у  этими ко о р д и н атам и  теперь у ж е  не
явл яю тся  линейными, однако  соотнош ения м е ж д у  их м алы ми 
изм енениям и линейны. Л ин ейны м и будут т а к ж е  соотношения 
м е ж д у  производны ми с к а л я р а .  Системы величин, преобра-
зуюш,ихся к ак  d x ' \  н азы ваю тся  кон тр авар и ан тн ы м и , а преоб­
разу ю щ и х ся  к ак  (5ф/(3д:'^ — ковари антны м и, как  и в случае ко­
соугольны х прям оли н ей н ы х  осей. Если ds  — расстояние  м еж д у  
д в у м я  близким и точками, то имеем

ds'^ =  dx]  =  g'-i d x ' '  dx'^, (3)
где

дх .  дх.

Точно так  ж е ,  к а к  и в случае  косоугольны х п рям олин ей ны х 
координ ат , мы м ож ем  о б р азо вать  обратную  систему величин
g '  , определяем ую  соотнош ениями

^  d x i  (5 )
и

,  , j n  _  d x ' d x i  ^  g ^ j  \  /  d x ‘

dx '^  d x ' ‘ ал:* dxi^ \ d x ' ^  d x ’̂  j  дx '^  <Эд:*

.  <Эх‘ dxf"" dx''^ ал:* ^

d x  d x ^  dx'^ d x '

К овар и ан тн ы е  и ко н тр авар и ан тн ы е  тензоры  второго порядка  
м о ж н о  определить  в соответствии с тем, к а к  они п реобра­
зую тся  при д ал ьн ей ш и х  п р ео б р азо в ан и я х  координат: подобно

или g ' ’ ''. В качестве  у п р аж н ен и я  в дифференциальном



исчислении м ож но проверить , что если мы возьмем третью  
систему координ ат  х "  , то  мы получим такую  ж е  форму gab 
путем п р ео б р азо ван и я  сн а ч а л а  от x^ к х ' ’, а затем  к х " ‘‘, как  
если бы мы соверш или п реобразован и е  прям о  к х "  .

В ся информ ация  относительно величин перемещ ений при
м ал ы х  и зм ен ен иях  кри волинейн ы х коорди н ат  содерж ится  в g\i. 
Если мы и зм еним без изм енения  х'^ и х ^ , то перем ещ ение 
будет [ \^ (g ii)  dx '^ , О, OV О д н ако  таки е  три перем ещ ен ия  при 
независимом изменении новых координ ат  будут , вообщ е го­
воря, происходить не под прям ы м и углам и . Углы м е ж д у  ними, 
как  и в случае косоугольны х координ ат, легко  оп редели т1> 
через g'-i, но это требуется  редко. О бы чно мы вы бираем  н а щ в
координ аты  таким  о б р азо м , чтобы перем ещ ения, соответствую ­
щие м алы м  незави си м ы м  изм енениям  х ' \  происходили под 
п рям ы м и углам и . Д л я  этого до лж н о  вы полняться  условие

Ц Ф 1 )  (7)
д х ’! дх' ‘ 

или
g'jt =  0 ( / ^ 0 .  (8i

Если эти условия  выполнены, то новые координ аты  называют;
ортогональными. В качестве  п ри м ера  возьмем  за х '  сфери­
ческие координ аты  г, 0, К. Тогда

л;, =  г sin 0 cos Я, л:, =  г sin 0 sin Л, л;з =  г с о з 0 ,
Г - I

dx\ =  sin 0 cos K dr +  r cos 0 cos Я, d0 — г sin 0 sin Я, d k , , , , ;
d x 2 =  sin 0 sin A, cfr +  r  cos 0 sin  Я d0 +  r  s in  0 cos Я, dk ,  - ' 

d x 3 =  cos 0 d r  — r  sin  0 dQ

и (d x iY  +  { d x ^ f  +  {d x^ f  =  dr^ +  d&^ +  sin^ 0 dK \
О тсю да

g u = I .  ^̂ 22 =  ' '^

Д етерм и н ан т  этого п р ео б р азо ван и я  есть sin  0.
О братное  преобразован и е  имеет вид

dr  =  sin 0 cos к dx \  +  sin  0 sin к d x 2 +  cos 0 dx^, 
r dQ =  cos 0 cos к dx i  +  cos 0 sin  к d x 2 — sin  0 dx^, 

r sin Q d k = — s i n k  d x i  + c o s  к d x 2 -



М атри ц а ,  о б р ат н а я  есть 
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Здесь  имеется сущ ественное р азлич ие  с лю бы ми прям олин ей­
ными коорди н атам и . Теперь ненулевы е компоненты и 
не только не равны  друг  другу, но и имеют неодинаковую  
разм ерность . Д ействительно , в сферических ко орд и н атах  конт- 
р авар и ан тн ы м и  компонентами перем ещ ен ия  явл яю тся  dr,  d0, 
dX. Мы м ож ем  определить систему ковари ан тн ы х  ком понент 
посредством

g'^^dx'‘ =  {dr, r^dQ, r^sm^QdX).

Н о  ни одна  из этих систем не со вп ад ает  с физическими ком ­
пон ентам и . В качестве  последних м ож н о было бы взять  ком ­
поненты перем ещ ен ия  относительно прям оугольны х осей в этой 
точке, т. е. {dr, г d%, r s in B d X ) .  Все физические компоненты 
суть длины . Н а  практике  мы обычно интересуемся физиче­
скими ком понентам и. Мы обозн ачаем  § ,, ,  g ^ ,  через h\, h\, h\, 
a перем ещ ения, вы зы ваем ы е м алы м и изменениями кри волиней­
ных координат, через dsy, d s 2 , ds^. Тогда  д л я  физических к о м ­
понент мы имеем

dsi =  h^dx '^ ,  ds2 =  /?2dx'^, ds^ = h^dx '^ .

Т акие ж е  соотнощения справедли вы  и д л я  компонент скорости. 
Е с л и  в прям оугольны х  ко о р д и н атах  мы имеем векторное соот­
нош ение вида

V-
dxi ’

то оно непосредственно п реобразуется  к любой системе орто­
го н альн ы х  осей и запи сан ное  в физических ком п онентах  будет 
иметь вид

Зф
dst

h^x' = (?Ф
h, дх'^

И т. Д .  У м н о ж а я  или дел я  на соответствую щ ие h, мы получим 
запи сь  этих уравнений в виде соотношений м еж д у  ковариант- 
ными или кон тр авар и ан тн ы м и  компонентами.

В криволинейны х коорди н атах  прои зводн ая  вектора Л,- 
в общ ем случае  не п реобразуется  как  тензор второго п оряд ка



из-за изменения от точки к точке. Это сам ое  больш ое не­
у добство  тензорного  а п п ар а т а  в криволинейны х координ атах . 
Его м ож но преодолеть соответствую щ ей модификацией понятия 
производной, но это вывело бы нас  д ал ек о  за  рам ки  данной 
книги *).

П р а в и л а  п р ео б р азо в ан и я  координат  будут  столь ж е  хорош о 
работать ,  д а ж е  если расстояни я  м е ж д у  близким и точками 
нельзя  никаким  выбором системы координ ат  привести к виду 

Н апри м ер , на сфере м ож но вы разить  полож ение любой 
точки д вум я  переменными, но никаким  образом  нельзя  вы­
б р ать  переменные Xi, Х2 так , чтобы во всех окрестностях  на 
сфере было

ds^ =  +  dxl-

Т еория  п р еобразований , при которых соответствую щ ая р ассто я ­
нию величина не м ож ет  быть при ведена  к евклидовой  форме 
б ез  введения  дополнительны х измерений, составляет  основу 
рим ановой  геометрии и общей теории относительности.

4.15. Э л ек тр о м агн и тн ая  теория. Тензорный метод мож но 
расп ростран и ть  на четыре изм ерени я , и тогда  он п ред ставляет  
удобный путь ф орм ули ровки  уравнени й  электр о м агн ети зм а .  
Если  мы рассм отрим  величину

ds^  =  d x l  +  d x l  -  c2 df^, (1)

где  с — скорость света, то ds,  взятое м еж д у  д вум я  близким и 
собы тиям и  (каж дое  из которых зад ан о  трем я  координ атам и  
полож ения  и временем), будет одним и тем ж е  д л я  всех н а б л ю ­
д ател ей ,  д а ж е  если они находятся  в равномерном относитель­
ном дви ж ен и и . Это м атем атическое у тверж ден и е  эквивалентно  
тр ем  физическим: а) частица, д в и ж у щ а я с я  с постоянной ско­
ростью относительно одной системы отсчета, дви ж ется  с по­
стоянной скоростью и относительно другой; б) оба н а б л ю д а ­
т е л я  приписы ваю т одинаковы е значения  расстояни ям  под п ря ­
м ы м углом к нап равлен и ю  их относительного движ ени я ; в) оба 
н аб лю д ателя  находят  значение скорости света  одним и тем ж е  
в любом направлении. П ервы е два  зак о н а  взяты  из нью тоно­
вой физики, а последний — дополнительны й закон, вы текаю щ ий 
из опытов М айкельсон а  — М орли. Теперь если мы напиш ем  
x^ =  ict, то ds^ сводится к сумме четырех к в ад р ато в  и м ож ет  
рассм атр и ваться  как  к в а д р а т  расстояни я  в евклидовой геомет­
рии, только теперь мы до лж н ы  работать  в четырех измерениях.

*) Полностью этот предмет освещен в [14, 15].



Т ак  к а к  ds^ одно и то ж е  д л я  всех систем отсчета, п реоб ра­
зовани е  от одной системы к другой яв л яется  ортогональны м 
преобразован и ем  в четырех измерениях.

О бозначим новую систему отсчета буквам и со ш три хам и  и 
выберем  оси и х' ,̂ а т а к ж е  х^ и х'  ̂ под прям ы м и у глам и  
к нап равлен и ю  относительного д ви ж ен и я .  Т огда  ^2 =  л:', х^=х'^  
и

x̂ , +  x l  =  x f  +  x f .  (2)

Это условие вы полняется , если

л:̂  =  л:, cos а  — л:̂  sin а, л : '=  х, sin а  +  cos а. (3)

Н а ч а л о  новой системы отсчета имеет нулевую скорость отно­
сительно этой системы. С ледовательно , если мы полож им
дх\1дх'^ =  0, то d x j d x ^  будет v/ic,  где и — скорость н ач ала  вто­
рой системы отсчета относительно первой. Н о это д ает

tg а =  . (4)

А  =  Р^1 +  4̂> <  =  ^  ^1 -  К -  (5)
где

Р -  (6)

/ ' - f

Это п реобразование , полученное Л ар м о р о м  и Л о ренц ем , явл яется  
комплексны м ортогональны м  преобразован и ем , но оно не у н и ­
тарн о ,  т а к  к а к  у довлетворяет  соотношению И = / ,  а не П^ =  / .  
П ри действительны х Xi vi t это преобразование  оставляет  х[ 
и t '  действительны ми. Конечно, на него м ож ет  быть н ал о ж ен
обычный поворот осей Ху х^, х^, о ставляю щ ий неизменным х^.
Системы величин, определенны е в к аж д о й  системе отсчета и 
п р ео б р азу ю щ и еся  друг  в д р у га  с помощ ью  п реобразования  
Л а р м о р а  — Л о р ен ц а ,  могут быть н азван ы  ком понентам и 4-век­
тора . Ф ун дам ентальны м  4-вектором явл яется  сам  A r „ ( a = l ,  
2, 3, 4). Н о так  к а к  ds  — скал я р ,  то m d x j d s  есть 4-вектор, где 
т  — лю бой другой скал яр .  Если т  представляет  собой собст­
венную массу  частицы, предполагаем ую  одинаковой во всех
систем ах отсчета, а и — величина скорости, то получается , что 
m u j  V 1 — (û /ĉ ) есть вектор, где

dXi 
“ 4 =  ^  =



П ервы е три компоненты соответствуют ком понентам  им п ульса  
в нью тоновой динам ике , причем нью тонова м асса  зам ен яется  
на  m l Y \ — Тогда , если при рассмотрении первы х трех
ком п онент  отдельно от четвертой с н а б ж а т ь  их лати нски м и  ин­
д ек сам и , получаем , что

/ mug
( 7 )иУс }̂ у I -  (Û lĉ ) I

€сть 4-вектор.
К ром е того, поскольку преобразован и е  ортогонально, четы­

рехмерны й элем ент объ ем а  dx^dx-^dx^dx^^ не изм еняется . С ледо­
вательно, трехмерны й элем ент объем а  dx  =  d x i d x 2 dx^  преоб­
р азу ется  к ак  \jdXi, т. е. к ак

Е сли определить плотность к а к  собственную массу  в единице 
о б ъ е м а ,  то она будет п р еоб разовы ваться  к ак  т { \  — 
а импульс единицы о б ъ ем а  — к а к  произведение плотности и 
скорости. С р авн и вая  с (7), мы видим, что если р — плотность, 
то

(р«а, ic9) (9)

есть  4-вектор. Т аким  ж е  образом , п р ед п о л агая ,  что эл ектр и ­
ческий з а р я д  частицы одинаков  во всех систем ах отсчета, н а ­
ходим, что если р — з а р я д  единицы об ъ ем а  и /ц —плотность 
т о ка ,  то Оа, /ср) то ж е  4-вектор. О тсю да следует, что

есть ск а л я р  и не м еняется  при п реобразовании . Ф актически он 
равен  нулю , т. е.

4 ^  +  d iv j  =  0 (11)

вследствие  уравн ен и я  неразры вности .
И з  пары  уравнений М аксвел л а

c r o t  Н — - ^  =  4jij, {\2)

d iv E  =  4np (13)
видно теперь, что

c ( ro t  Н)а — / c d i v Ej  (14)



яв л яется  4-вектором. Здесь  Е и Н — н ап ряж енности  электриче­
ского и магнитного  полей, причем п ер вая  в электростати чески х  
единицах. О чевидно, ч еты рехм ерная  дивергенция  (14) р а в н а  
нулю .

И з  второй пары  уравнени й  М ак свел л а

div Н =  О, ro t  Е +  -  ^  =  Ос dt (15)

видно, что Н яв л яется  ротором некоторого 3-вектора А и что 
тогда

Е =  -  7 - I 7 -§ га с 1 ф, (16)

где  ф — некоторый скал яр .  П ри  задан ном  Н вектор А опреде­
л я е тс я  с точностью до гради ен та  произвольного  ск а л я р а ,  вли я­
ние которого на Е м о ж ет  быть скомпенсировано соответствую ­
щ им изменением ф. П оэтом у  мы м ож ем н ал о ж и ть  добавочное  
условие на А; мы потребуем, чтобы (А, /ф) =  было 4-векто­
ром. Условие, что d A Jd X a  д о л ж н о  быть ск аляром , удовлетво ­
р яется , если

Т огда  получим

/ £ , =  

Я ;  =

d iv A  +  - 4 r  =  0.с at

дАх . (Эф _  d A i

ic dt

dAs
дхо

дх,

дАг
дх .

дА,
дх.

дхз

(17)

(18) 

(19)

и аналогичны е соотнош ения д л я  остальн ы х компонент. В ел и ­
чины iEa и На ок азы ваю тся  ш естью ком понентам и антисим­
метричного тензора. Введем

дА, дАд
дха

Тогда

■^1  = /гз> - ^ 2  =  / з ь  =  —

и тензор поля /др приним ает  вид

/£2 — / 42,

/ 0 Яз - Н , -  i E i  \

- Я з 0 я , • Г*— I E 2

Яг - Я , 0 -  i E ,V /£2 0 /

(20)

/ £ з =  /4з (21)



Если мы теперь полож им  (ja, гср) =  s„, то п ар у  уравнени й  (12), 
{13) м ож но будет  запи сать  в виде

а п ару  (15) — в виде
дхп

4л

I '3/pv 
д х ,  Элгсах,. =  0 .

(23)

(24)

Е сли  все а, р, у  различны , эти у р авн ен и я  сводятся  к (15); если 
д в а  из индексов а, р, у  равны , они о б р ащ а ю т с я  в то ж д е ст в а .

С и л а  Л о р енц а  и обобщ енны й  тензор напряж ения.  Е сли  
к  — механическая  сила  на единицу о б ъ ем а ,  то

k =  pE +  4 i  X Н, (25)

что м ож но запи сать  к ак  первые три компоненты 4-вектора

fee =  7  fapSp- (26)

Ч е т в ер т а я  компонента, о п р ед ел яем ая  этим соотношением, р ав н а

(27)

т а к  что ^4 есть у м н о ж ен н ая  на cji р а б о т а ,  соверш ен н ая  полем 
н ад  зар я д о м  единицы об ъ ем а  в единицу времени. Теперь, ис­
п о л ьзу я  (23), имеем

Е сли  определим тензор Тау соотношением

~  4л 4 ^av/nv/iiv|>

TO после некоторых п реобразований  найдем , что

ay
д х ^

вид

Тп т^, Т п

Гг, Т,, Т  23

Т 32 Т’зз
iS i/c -  iS i lc -  iS.Jc

- i S J c \

-  iS j/c
— i S J c

и  /

(29)

(30)



где совокупность 3 X 3  величин в левом  верхнем угл у  есть тен­
зор н а п р яж ен и я  М аксвел л а ,  S =  ̂  Е X  Н — вектор П ойнтинга  *)

и и = - ^  (£'^ +  Н'^) — плотность энергии.

4.16. Цепи М а р к о в а  (p robab il i t ies  in chains) . Рассм отри м  
систему, способную находиться  в нескольких р азли чн ы х  состоя­
ниях. В лю бой момент имеется н екоторая  вероятность Xi того,
что она н аходится  в состоянии, обозначенном индексом г. Р а с ­
смотрим вероятность того, что она будет находиться  в состоя­
нии г в следую щ ий момент, при условии что о н а  в первый 
момент находится  в состоянии к  (т. е. если П усть эта
вероятность р авн а  Uik- Тогда, поскольку  она д о л ж н а  находиться  
во второй момент в каком -нибудь  состоянии,

=  1 (1)
i

и при любом наборе  значений Xk п олная  вероятность того, что 
систем а будет находиться  во второй момент в состоянии /, 
р а в н а

Уь =  aikXk. (2>

Т асо вка  к ар т  п р ед ставл яет  собой наиболее  известный п ри ­
мер. Здесь  X, будут вероятностями 52! возм ож н ы х  р аск л ад о в  
к а р т  перед  тасовкой. Условия тасовки  п редполагаю т, что при 
лю бом  р а с к л а д е  к ар т  перед перетасовкой после нее в озм ож н о  
несколько разл и ч н ы х  р аскл ад о в .  П ри  известном начальном  
р а с к л а д е  k  другие р аск л ад ы  будут иметь некоторые вер о ят ­
ности которые д о лж н ы  в сумме д ав а т ь  единицу. Тогда
по обычным п р ави лам  вычисления вероятностей слож н ы х  собы­
тий вероятность р а с к л а д а  i  после перетасовки д ается  в ы р а ­
ж ением  (2).

Тот ж е  принцип имеет место в статистической механике. 
Если  имею тся данны е, что в один момент времени импульсы 
и координаты  системы находятся  в зад ан н ы х  конечных (нену­
левых) и н тервалах ,  то последую щ ее д виж ени е  точно не опре­
делен о  д а ж е  в классической механике и движ ени я  будут сильно 
р азл и ч аться  в зависимости, с к аж ем ,  от того, к а к а я  п ар а  м оле­
кул  встретится при следую щ ем  столкновении.

Такие вероятности могут образовы вать  цепи, поскольку эти 
процессы могут повторяться . Если сдел ан о  второе перерасп ре­

*) в  русской литературе этот вектор называют вектором Умова — П ойн­
тинга. — Прим.  ред.



д елен ие  и вероятность состояния i после него есть то мы 
будем  иметь

Zi =  а.-тУт (3)

и т. д. П осл едо ватель н ы е  вероятности получаю тся  ум нож ением  
на одну и ту  ж е  матрицу.

Это п о д сказы вает  общую  трактовку . У равнения

Я0,. =  (4)
совм естн ы , если

II а / . 11 =  0. (5)
Д о пустим , что уравнени е  (5) имеет п  корней Я/, и обозначим  0г 
в соответствую щ их р еш ен и ях  через 0,/. С ум м ировани е  по /  
д о л ж н о  быть п о казан о  явно. Д опустим  д ал ее ,  что Xi м ож но 
вы р ази ть  в виде Тогда

I/i =  2  o . ik ^  “ /0*/ =  ^  k i
и результатом  р -кратного  прим енения операции (2) будет

к а к  и д л я  к л а с с а  зад ач  динам ики , рассм отренного

в 4.061. Если в (5) мы слож и м  элем енты  к а ж д о го  столбца , то 
получим п  сумм, к а ж д а я  из которы х в силу  (1) р а в н а  1 — А. 
С ледовательн о ,  А,= 1 всегда  яв л яется  корнем .

О тсю да  следует, что д л я  лю бой совокупности имеется 
возм ож н ы й набор значений х,-, таких , что yi =  Xi. Они не о бя­
з а т е л ь н о  д о л ж н ы  быть равны  м еж д у  собой, так  к а к  мы не
п р е д п о л а га л и ,  что

(6)
к

О д н а к о  выполнение этого условия  часто зависит просто от 
того, как и е  расп ределен и я  мы объединим  и каки е  будем  рас ­
с м а тр и в а ть  к ак  взаим н о  исклю чаю щ ие. В зад ач е  о тасовке  
кар т  к а ж д о е  из Uik равно  V52!; к а к  г, т а к  и к  имеют 52! во з ­
м ож н ы х  значений, и это условие выполнено. Но если бы мы 
о тож д естви ли  все р аскл ад ы , в которы х туз  пик следует  за  
тузом  червей, а остальн ы е считали  бы по-преж нем у р а зл и ч ­
ными, то все бы ли бы по-преж нем у равны  единице, но

i
про 2  ciik этого было бы у т в е р ж д а т ь  н ел ьзя ,  так  к а к  при дан-

k
ном i вероятности a^k д о л ж н ы  всегда  быть больш е, ко гд а  i 
сс о ветствует объединенны м  собы тиям , чем ко гд а  не о б ъ е д и ­
ненным. А налогично в зад ач е  о столкновени ях  м олекул  г а за



2  ciik всегда  будет  больш е, если i относится к области  с б оль-
ft

шим объемом , чем к о бласти  с м алы м  объемом . Н о это м ож н о  
устран ить , вы брав  все о бласти  одинакового  р азм ер а .  Таким 
об р азо м , в ф актических за д а ч а х  условие (6) часто будет вы­
полнено, а в противном случае  мы м ож ем обычно в ы б р ать  
исходы таким  о б разом , что оно станет  вы полняться .

П оэтом у мы примем условие (6), что сущ ественно у п рощ ает  
ан ал и з .  В ернем ся к (2). П усть  н аи больш ее  и наи мен ьш ее  из х,- 
будут  М и т .  П р ед п о л о ж и м , что не все х,- равны , так что 
М > т .  Мы п редп олож и м  та к ж е ,  что ни одно из a,j, не р авн о  
нулю . Тогда, используя  (6), находим

У 1 - М = ^  a i k  { Xk  -  М ) .  ( 7 >

k
Ч лены  с Xk =  М  не д аю т в к л а д а  в эту сумму, и ни один из 
членов  суммы н еп о ло ж и телен .  Среди остальн ы х имеется хотя бы 
один с Хк —  т, и если а  — н аи м ен ьш ее  из aii  ̂ при условии, что 
имеется хотя бы д в а  состояния (а не превосходит '/г), то отсюда 
следует

У1~ М < а ( т -  М).  (8>
А налогично

У1 - т > а { М  -  т). (9)
Т огда  если М '  и т '  — лю бы е д в а  из г/̂ , то

М ' < М - а { М - т ) ,  (10)
т ' > т  +  а{М — т)  (11)

\ М ' - т ' \ < { М - т ) { \ - 2 а ) .  (12)
Т аки м  об р азо м , наи больш ее  колебание  переменны х у м н о ж ается  
при к а ж д о м  ш аге  на п олож ительн ы й м н ож итель , меньш ий 1 — 2а 
и, следовательно , д о л ж н о  стремиться  к нулю при достаточном 
числе попыток, каковы  бы ни бы ли начальн ы е  вероятности 
во зм о ж н ы х  распределений. Т аким  образом , вероятности всех 
р асп ред елен и й  стрем ятся  стать  равны ми, если только  ни одно
из Ай не равно  нулю . Эту теорем у  м ож н о распространить  д а ж е
на случай, когда  некоторые из а,-* равны  нулю . Н апри м ер , 
м о ж ет  быть так , что нельзя  перейти непосредственно из со­
стоян ия  1 в состояние 2, но м ож н о  перейти из состояния 1 
в состояние 3 и обратн о  в состояние 2. Н а ш  ан а л и з  одинаково 
пригоден, если мы применим его к р езультату  после г шагов, 
причем Uik будет теперь вероятностью  того, что система д о ­
стигнет состояния i за  г ш агов  при условии, что вн ач але  она 
н ах о д и л ась  в состоянии к.  О чевидно, в этом случае  имеется 
возм ож н ость ,  что все будут  п олож ительн ы , хотя некоторые 
из них равны  нулю  д л я  одного ш ага .  О тсю да при условии, что



д ля  некоторого конечного числа ш агов  г и лю бого состояния k  
имеется н ен улевая  вероятность дости ж ен и я  состояния i д ля  
к а ж д о г о  /, следует, что вероятности всех состояний будут  стре­
миться к равенству  независим о от начальны х  вероятностей.

М ож ет случиться, что \ М ' — т ' \  в (12) р авн о  нулю д ля  всех 
пар. В этом случае однородное расп ределен и е  вероятностей 
достигается  за  один шаг.

Д ругое  д оказательство ,  использую щ ее теорию  комплексного  
переменного, бы ло дан о  Ф реш е. П ри  д ан ном  Л; пусть 6,  ̂ с наи­
больш им  модулем таково , что | 0 , ; |  =  /?. Тогда  на д и а гр а м м е  
А р ган а  (см. 11.04) 6 .̂у и зо б р аж аю тся  системой точек, лежаш,их 
внутри или на границе круга  радиусом  R  с центром в начале  
координат, и каковы  бы ни были <2;̂ . при условии, что они не­
отрицательны  и их сум м а  р авна  единице, 0 ,46*/ не мол<ет л е ­
ж а т ь  вне этого круга . П оэтом у  \ k \ R ^ R  и все

(13)

К ром е того, д л я  к а ж д о го  i будет (Я,- — Оц) 0,-у =  н
k  ф  i

I -  а и  W Q t i K R  а п  =  /?  (1  -  а а ) .  ( И )
кф1

Н о д л я  одного из Ьц  будет  | дц  | =  /?; следовательно , д л я  этого i

- а « .  (15)

Т о гда  если а ц > 0 ,  то Я; л еж и т  внутри или на круге  с центром 
в йц, к ас а ю щ е м с я  единичного круга  в точке -f 1. Д а л ее ,  такой 
круг с центром в наименьш ем  ац  будет со дер ж ать  все к/.  С ле­
довательно , если все ац^ при i =  k  отличны от нуля, то ни одно 
из Я, кроме Я = 1 ,  не м ож ет  быть по модулю  равны м  единице. 
Но это условие требует  просто, чтобы система, в каком  бы 
состоянии она ни н аходилась , не об язател ьн о  вы ходила  из этого 
состояния. В р езультате  получается , что когда  число ш агов  р 
взято  достаточно больш им , все Я^ стрем ятся  к нулю, если 
Я 1. С ледовательно , если ни одно из а ц ,  не равно
нулю , вероятности состояний будут  стрем иться  к определенны м 
п ределам , которые д аю тся  решением (4) при Я =  1. М ож ет  сл у ­
читься, что имеется более одного реш ения. Д ействительно , 
если бы все д и аго н ал ьн ы е  элементы были равны единице, то 
тогда  i)i =  Xi при всех i и вероятности вообще не изм еняю тся . 
Н еобходим ы м  и достаточным  условием сущ ествования  только 
одного реш ения с Я =  1 явл яется  то, что м атри ц а  — д о л ж н а  
иметь ранг п — 1. Д о  некоторого момента мы м ож ем  р ассм о­
треть все реш ения с [Я 1 = 1  вместе. П усть  в (4) 0i будет 0^



С н аи больш им  модулем  R.  Т огда  если лю бое 6; ,̂ д л я  которого 
«ift ^  0. таково , что | 0 ^ | < ^ ? ,  то

^  =  I 01 1 =  I cL\k^k I <  2  aikR  =  R ,

что явл яется  противоречием. Э та  ар гум ен тац и я  м о ж ет  быть 
д а л е е  п р о д о л ж ен а  на 1 =  2, если | 02 I =  I 6i I, и т. д. Тогда , если 
все a,j. отличны от нуля , еди нственны м  реш ением  с | Я | = 1  
будет

01 =  0 2 =  . . .  =  0„, А = 1 ,

И, с ледователь н о ,  мы получили другое  д о к а за т ел ь с т в о  того, что 
единственны е возм ож н ы е  предельны е устан овивш иеся  значения 
вероятностей равны  м е ж д у  собой. Это д о к азател ь ств о  м ож н о 
снова распространить  на случай , когда  некоторые из ац^ равны 
нулю; оно м ож ет  о к азаться  недействительны м только, если д л я  
всех I 0; I, вплоть до [0^1 { т < п ) ,  о к аж ется ,  что все ai^ исче­
заю т  при k >  т  и i ^ m .  Н о  это означает , что из лю бого  со­
стояния  с k > m  невозм ож но перейти в состояние с k ^ m .  
К ром е того, в этом случае  легко  видеть, что на основании 
соотношений (1) и (6) а,* д о л ж н ы  исчезать  и при k ^ m ,  и при 
i > m ,  т. е. обратны й процесс т а к ж е  'невозможен. Тогда будет 
бесконечное число возм ож н ы х  п редельны х состояний в зав и си ­
мости от полны х н ачальн ы х  вероятностей р азли чн ы х  н езави си ­
м ы х систем. Т аким  об р азо м , случай  кратного  корн я  Я =  1 соот­
ветствует случаю , ко гд а  вероятности  р а сп ад аю тся  на две  или 
более  незави си м ы е системы и п р ед ел ьн ая  вероятность будет 
одинаковой  д л я  к а ж д о го  состояния в одной и той ж е  системе.

Это, м еж д у  прочим, пок азы вает ,  что мы не всегда  м ож ем 
добиться  выполнения условия  (6). Ведь мы м ож ем , конечно, 
иметь такую  систему что вероятности допускаю т переход  
из состояний с г ^ т  в состояния c i > m ,  но не наоборот. Ясно, 
что в этом случае вся вероятность стремится сосредоточиться  
в последней системе.

Мы у ж е  видели, что сущ ествование  реш ения  с | Л | = 1 ,  
з а  исклю чением Я =5̂ 1, требует, чтобы некоторые с i =  k 
р авн ял и сь  нулю , и более того, чтобы сдел ать  при | 0 & | ^ | 0 i l

l ^ ^ i ^ l  =  |0 i l .  (16)

д о л ж н о  быть некоторое Qk> ск аж ем  0j, такое , что | 02 I =  I ©i I, и 
все 0ji, такие, что a i k ^ O  до лж н ы  быть равны  02- Т ак  как  ац^ 
действительны , то ац  =  0 (как  мы у ж е  знаем) и 02 =  ^0i.

Т еперь мы м ож ем взять  02 вместо 0j и заклю чить , что 
имеется некоторое 0з, равное Л0з, и д л я  всех k,  таких, что 
0* Ф  0,з> будет Оа'г =  0. Но так  к ак  имеется только  п  зн ач е ­
ний k,  этот вопрос д о лж ен  зам кн утся  на некотором числе



ш агов  т,  причем т ^ п ,  следовательно , поскольку все най ден ­
ные 6* различны , то в к а ж д о й  строке все элементы  равны  
нулю , кром е одного, который поэтому д о лж ен  быть равен еди­
нице. Т аки м  образом , м атри ц а  содерж и т  минор вида (при 
/п =  4)

/ 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

V i 0 0 0 /

и уравнение || а,-й — || =  О удовлетворяется, если

1 -  Л"" =  0. (17)

Корни этого уравн ен и я  равны  ехр (2глг/т) , где г  — лю бое целое 
число от О до т  — 1. Ф о р м а  а,-* непосредственно п ок азы вает ,  
что если система вн ач але  н аходится  в одном из этих т  со­
стояний, то она будет  с необходимостью  проходить через 
остальн ы е в определенном порядке  и вернется в 11сходное со­
стояние за  т  ш агов.

Если т  =  п,  эта  систем а д о л ж н а  описывать полный набор  
во зм о ж н ы х  состояний. П ри  т < п  не вклю ченные в цикл со­
стояния  не зав и сят  от состояний ц и кла  и могут о б р азо в ы вать  
другие циклы  или иметь |Х 1 < 1  д л я  всех не р авн ы х  единице 
корней.

С ледовательн о , з а д а ч а  р асп ад ается  на  несколько случаев .
1. Е сли  aik таковы , что независим о от начального  состояния 

имеется н ен улевая  вероятность дости ж ен и я  системой лю бого  
состояния за  определенное конечное число ш агов, то вер о ят ­
ности всех состояний стрем ятся  стать  равны м и, когда  число 
перераспределен ий  д ел ается  больш им . Это эргодическая  тео­
рема  (для рассм атр и ваем о го  случая . — Ред.).

2. Если a-ik таковы , что состояния об р азу ю т  м нож ества , т а ­
кие, что д л я  лю бого  из них к а ж д о е  состояние м о ж ет  быть д о ­
стигнуто исходя из произвольного  состояния этого м н ож ества  
и не м ож ет , если исходить из состояния лю бого  другого  м но­
ж еств а ,  то характеристическое  уравнение  имеет единицу к р а т ­
ным корнем  и вероятности в к а ж д о м  множ естве  стрем ятся  
стать  равны ми, но их предельны е значения  зави сят  от н а ч а л ь ­
ных значений.

3. В преды дущ и х  с л у чаях  все корни характеристического  
у р авн ен и я  либо  равны  единице, либо  имею т м одуль, меньший 
единицы. Е сли  имеется не равны й единице корень с м одулем , 
равн ы м  единице, то некоторые из состояний будут  о б р азо в ы ­
вать  цикл, такой, что к а ж д о е  из них имеет детерм инированное



последую щ ее и п ервон ачальное  состояние достигается  вновь 
не более, чем за  п  ш агов.

С лучай  1 встречается  при обычной тасовке  к ар т  и в кине­
тической теории газов . (П риводим ы е обычно д о к азател ьств а ,  
п р и н а д л е ж ащ и е  Б о л ьц м ан у  и Гиббсу, ошибочны.) Случай 2 
м ож ет  встретиться  при тасовке  карт , если колоду  р азд ели ть  
на две половины и тасовать  к а ж д у ю  отдельно, а в конце с л о ­
ж и ть  вместе. Очевидно, что при это.м многие р асп олож ен и я ,  
дости ж и м ы е при тасовке  полной колоды, стан овятся  н е в о зм о ж ­
ными. Н о вероятность того, что тузы пик и червей ок аж у тся  
вместе, всегда будет зависеть  от вероятности того, что они 
поп адут  с сам ого  н а ч а л а  в одну половину колоды. Случай 3 
в тасовк е  кар т  будет описывать ситуацию , когда  тасовка  со­
стоит в перек лады вании  верхней карты  вниз, что никогда 
не д аст  больш его, чем один р аз  снять колоду, и никогда 
не будет  правильной  тасовкой. Н о этот случай связы вает , кроме 
того, любую детерм ин ированную  м еханику с цепями М аркова , 
так  как  он п о казы вает , что д л я  точной определенности буду­
щ их состояний при известном состоянии в некоторый момент 
необходимо и достаточно, чтобы временные м нож ители  в ре­
ш ен и ях  имели модуль, равны й единице *).

4.17. И нтегральны е у р авн ен и я .  Они бы ваю т различ ны х  ти ­
пов и о б л а д а ю т  тем общим свойством, что неи звестная  ф унк­
ция содерж ится  под знаком  и н теграла . О них имеется обш и р­
ная  литература ,  но в данной книге они могут быть рассм от­
рены лиш ь кратко . И м ею тся  следую щ ие три родственных типа 
уравнений:

а

К { х ,  у )  Ф (t/) с ? г /=  /  ( х ) ,  (1)
О

а

Ф (х) +  \ к  {х, у) ф (у) d y  =  f  (х), (2)

!
К  {х, у) ф (у) d y  =  Лф (х). (3)

Здесь  пределы интегрирования фиксированы, К { х ,  у) и f { x ) ~  
известные функции, а ф п о д л еж и т  определению . Эти у р а в н е ­
ния м ож н о  р ассм атр и вать  как  предельны й случай матричны х

*) Приложения к статистической механике и квантовой теории см 
в [16, 17].

О



уравнени й . Ведь если мы выберем точки разбиения  при у1а = 0, 
1/п, 2/п, { п — 1)1п, то м ож н о  полож ить

f U ; )  =  X,., (4)

К  {xi, Ук) =  Kik-

Т огда  эти уравнени я  явл яю тся  пределам и  следую щ их;

П
- ^ y ^ K t k Y k ^ X ^ ,  (5)

п

=  (б)
k = 0 

п

=  (7)
k=0

при п - > о о .  П оследние уравнени я  полезны д л я  численного р е ­
шения. П ри использовании к в ад р ату р н ы х  формул более высо­
кой степени точности у р авн ен и я  м ож н о реш ать  непосред­
ственно при числе интервалов  разби ен и я  до 12 на  м аш и не
М а л л о к а  д л я  реш ения  систем линейны х уравнений. Но они 
та к ж е  показы ваю т, что м еж д у  этими типами интегральны х 
уравнени й  и линейными алгебраическим и уравнени ям и  д о л ж н о  
быть больш ое сходство. В частности, уравнени я  (7) будут  
в общ ем случае разреш и м ы  только  при некоторой дискретной 
системе значений X, число которых равно п, и, следовательно , 
в пределе будет бесконечное число решений. З атр у дн ен и я  
та к ж е  будут  при решении (5) и (6) в случаях , когда  обратится  
в нуль определитель, составленны й из коэффициентов при Y^.

Ф ункция К  {х, у) назы вается  яд р о м  уравн ен и я .  Условие
Kik =  Kki д л я  симметричной м атрицы  соответствует условию

К { у ,  х) =  К { х ,  у).  (8)

Если оно выполняется, ядро  н азы вается  симметричным. Мы м о­
ж ем  определить  эрмитово ядро  условием

К  (х, у) =  К* {у, х).  (9)

Аналогично имеем антисимметричное ядро , определяем ое  со­
отнош ением

К { х , у ) =  -  К{У. х).  (10)



С ущ ествует  ан ал о г  о р то гон альн ы х  м атриц. У равнение (1) мо­
ж е т  иметь решение

а
( f ( y ) = j K { y , x ) f ( x ) d x ,  (11)

о

которое, к а к  легко видеть, соответствует реш ению  системы 
уравнени й  ум н о ж ен и ем  на обратную  м атри цу  в случае, когда  
а а  =  I.

И н тегр аль н ы е  у р авн ен и я  редко реш аю тся  в конечном виде;
о днако  имею тся обш и рны е теории их реш ения методом после­
д о в ател ьн ы х  п ри бли ж ен и й  [18 — 20].

П Р И М Е Р Ы

/I 0\ /о 1\
1. Рассматривая матрицы I ^ 1 , I ^ 1 , покажите, что две симметрич­

ные матрицы не обязательно коммутируют.

^ 1 1/co s  0  — sin  0
2. Д окаж ите, что

Vsin 0 cos 0
2

V s i e  1

2

v - t g l e  1

3. Одна из квадратичных форм

Зх^ +  2(/2 +  5г2 +  2 у г  -  2zx,  +  Syz  + \ 2 г х +  \ 2х у

положительно определена. Укажите ее и найдите действительное линейное 
преобразование, которое приводит эти формы к виду

т̂ 2 ^2  ̂ 4 | 2 - 2 ii2 - g 2_ (Prelim ., 1943.)

4. Найдите действительное несингулярное линейное преобразование, ко­
торое приводит форму

к стандартному т л у  у \  +  у \ +  . . .  + у \ - у \  + \ ~  . . .  -  г/р + , ,  г д е =  Xj +  . . .

. . . -t- д :„ , Q =  2  ^i^j- 
i <I

Определите для всех действительных Я, ранг r = p  +  q и сигнатуру 
s — p — q формы Р  +  2 'kQ. (М. Т., 1935.)

5. Д ва однородны х стерж ня АВ,  В С  шарнирно скреплены в В и опи­
раются в Л, В и С на пружины ж есткости X, образуя прямую линию. Если 
масса каждого стерж ня равна от, покажите, что периоды собственных коле­
баний определяю тся соотношением: =  3,3 ±  У^З .

6 . Длинная цепочка шарнирно соединенных стержней массы З т  и 
длины 2а каждый, расположена вдоль прямой линии, и в каж дом соедине­
нии имеется пружина, создающ ая возвращающую силу, равную произведе­
нию — тЯ у на поперечное смещ ение. На один конец цепочки действует сила



с  периодом 2 я Д , а второй конец закреплен. П окажите, что при Я о/К з <  
<  Я, <  Ло все стержни возбуж даю тся одинаково, но при других значениях к 
движ ение сосредоточивается в окрестности возбуж даем ого конца. (Это ме­
ханический аналог радиотехнического частотного фильтра.)

7. На невесомой струне А В  длины I расположены га — 1 частиц P j, Р^, 
Р з , . . . ,  Р п - \  массы т /л ,  так что A P i  =  P i P 2 =  . . .  = Я „ _ , В .  А  и В  закреп­
лены, и вся струна находится под натяжением Т.

П окажите, что в собственном колебании с периодом 2 л / у  амплитуды а/  
малых поперечных движений частиц связаны соотношением

а / + 1 — 2 cos аау 4 - 0 / - 1  =  О ( 1 ^ / ^ r t — 1),

где cos а  =  I — \^ т //2я 2Г ; найдите собственные частоты.
П ереходя к пределу при и о о ,  получите собственные частоты однород­

ной тяжелой струны с закрепленными концами.
8 . Проиллюстрируйте метод Релея на примере колебаний однородного  

стержня длины I с жесткостью на изгиб EI,  оба конца которого закреплены  
и свободны от продольных усилий. Покажите, что метод Релея дает для

/ 504Е1
— — , если приближенная форма

стерж ня в любой момент времени выбирается в виде y = = f{ x ) ,  где f (х) — 
простейший полином, удовлетворяющий граничным условиям. (М /с, П1, 1936.)

9. Если а и Ь эрмитовы, покажите, что аЬ -Ь Ьа и г (аЬ — Ьа) такж е эр­
митовы.

10. П окажите, что если Н — эрмитова матрица, то матрица U =  (Н — И)  X  
Х ( Н Ч - / / ) ’' '  существует и унитарна, и что если U —унитарная матрица, 
то Н =  — г ( / -Ь и)~^  ( / — и )  сущ ествует и эрмитова при условии, что U  
не имеет собственного числа, равного единице.

Получите отсю да, что любой собственный вектор U является собствен­
ным вектором Н и наоборот и что, следовательно, сущ ествует некоторая 
унитарная матрица I, такая, что I'̂ 'UI диагональная. Обобщите последний 
результат на случай, когда U имеет собственное число, равное 1.

11. П окажите, что любая матрица 2 X 2 ,  антикоммутирующая с матри­
цей П аули О], имеет вид а0 2 -Ь 6 сГз- П окажите далее, что сущ ествуют 8  ли­
нейно независимых матриц 4 X 4 ,  антикоммутирующих с матрицей Э ддинг­
тона £ | .

12. Пусть кватернион определен правилом

U =  lu o  -Ь i u i  +  j« 2  +  к « з .
где

i2 =  j2 =  k 2 = — 1, ij =  к, j i =  — к,

а «о, « 1, « 2, «3  — действительные числа. П окажите, что для любых кватер­
нионов U, W существует кватернион v  такой, что

UV =  W

при условии, что не все «о, "ь  « 2. «з равны нулю.
Покажите, что матрицы Эддингтона Е 12, ^зз. В 31 удовлетворяют усло­

виям для i, j ,  к.
13. Треугольная матрица Т определяется как матрица, у  которой Tik =  0 

при k >  i или k <  i. П окажите, что треугольная матрица, все диагональные 
элементы которой отличны от нуля, имеет обратную и сопоставьте этот  
результат с решением системы линейных уравнений =  б; метопом по­
следовательного исключения.



П окаж ите также, что если ТТ^ =  Т ‘Т, то Т — диагональная.
14. Покажите, что при любом преобразовании вида В =  PAQ,  где Р и Q 

неособые, ранги матриц А и В равны.
15. Покажите, что если Н — эрмитова матрица, то I^Hi — также эрми­

това, и что если А антиэрмитова, то Г'А1 — антиэрмитова.
16. Пусть А есть матрица п X  п и имеет п различных собственных зна­

чений, и В коммутирует с А. Докажите, что В выражается в виде полинома 
от А степени п — 1.

17. Пусть г 'А 1  — диагональная, и все ее диагональные элементы по мо­
дулю  равны 1, а 1 унитарная. Докажите, что А унитарная.
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З А М Е Ч А Н И Я  ОБ О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Х  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я Х

В ГЛ.  2, 3 и 4 рассм отрение  ортогон альны х п реобразований  
в тр ех м ер н о м  евклидовом  пространстве  было почти целиком 
о граничено  п р ео б р азо ван и ям и  с оп ределителем , равны м  +  1, 
т. е. в р ащ ен и ям и . П р ео бр азо в ан и я  с определителем  — 1 п ред ­
ст ав л я ю т  собой отр аж ен и я  относительно некоторой плоскости



С последую щ им  вращ ением  вокруг s н о рм али  к этой плоскости' 
{вращ ение с отражением). Т ак  как  о т р аж ен и е  в некоторой плос­
кости эквивалентно  инверсии относительно н ач ала  координ ат  
(изменению зн ак а  всех координат) с последую щ им поворотом 
на я  вокруг норм али  к этой плоскости, заклю чаем , что лю бое 
ортогональное  преобразован и е  с д етерм ин ан том  — 1 и з о б р а ж а е т  
т а к ж е  вращ ение  с инверсией.

П олное обсуж ден ие  изометрических п реобразований  евкли­
д о ва  п ространства  д ан о  К оксетером  в [21] в гл. 3 и 7. М а т ­
рицы этих преобразован и й  приведены в полном виде Д ж е ф ­
фрисом в [22].



КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Один за другим или все сразу. 

Джильберт „Дворцовый страж"

5.01. Расстояние, окрестности, кривые, области. В этой главе  
мы будем иметь дело  с функциями дву х  или более переменных, 
ск а ж е м  х, у, z .  Ч асто  (но не всегда) эти переменные будут 
прям оугольны м и координ атам и  точки в обычном смысле. В боль­
ш инстве случаев  мы будем считать, что число переменных 
равн о  двум  или трем, однако  распространение  на больш ее число 
переменны х очевидно. Н екоторы е простые понятия евклидовой 
геом етрии м ож но с пользой распространить  и на случаи, когда  
переменны е не я в л яю тся  прям оугольны м и координ атам и . О дним 
из в аж н ей ш и х  т ак и х  понятий явл яется  расстояние. Р асстоян ие  г 
м е ж д у  д вум я  точками, зад ан н ы м и  прям оугольны м и ко орд и н а­
там и  {х, у, z) {х', у ',  z'), я в л яется  неотрицательной величиной, 
уд овлетворяю щ ей  соотношению

r^ =  { x ' - x f  +  ( y ' - y f  +  { z ' - z f .  (1)

Е сли  переменные имею т различны е разм ерности , то это в ы р а ­
ж ен и е  бессмысленно, однако  мы м ож ем  распространить  опре­
дел ен и е  и на этот случай , приняв

=  а  {х'  - x f  +  ^ {у' - y f  +  y {Z' -  z ) \  (2)

где  а, р, Y — полож ительн ы е  константы, вы бранны е так , чтобы 
с д е л а т ь  слож ени е  возм ож н ы м , а затем  с помощ ью  зам ены  
п ерем енн ы х свести это в ы раж ен и е  снова к виду (1). Р а с ­
стояние, определенное таким  об р азо м , вообще говоря , не 
будет  евклидовы м  расстоянием ; нап рим ер , х,  у,  z  могут быть 
сферическими координ атам и , и г тогда  будет соверш енно 
отлично от расстояни я , вы раж ен н ого  с помощ ью этих коорди­
нат. Ч асто  X ,  у,  Z  будут  числами. О п равд ан и е  такого  о п р ед е­
ления  закл ю чается  в том, что если х ' х ,  у ' - ^ у ,  z ' - * z ,  то 
г - > 0 ,  и наоборот. У тверж дение , что д в а  н аб о р а  значений пере­
менны х близки друг  другу, равносильн о  утверж ден и ю , что р а с ­
стояние мало.



З ам ети м , что если Р, Q, R  я в л яю тся  тр ем я  точками с коор­
д и н атам и  Xi, tji, Zi {i не об язател ьн о  и зм ен яется  от 1 до 3) то

Hi -  2 /  =  (г/ i  -  X i )  -  (г^ -  X i ) ,  ( 3 )

T%R =  — {yi ~  Xi) {zi — Xi). (4)

Ho no неравенству  К ош и — Б ун яковского  мы имеем

[ 2 ( ' / i  -  Xi) {Zi -  л:,-)]' <  H iiyi -  X i f ^  {zi -  X i f  =  r lqrli i-  (5) 

П оэтому
PQ “  ^  ^  PQ +  ^P^^'

'’PQ ~  ^PR I ^  ^  '"pQ ’’pR-

Это я в л яется  обобщ ением  известного н еравен ства  евклидовой 
геометрии, однако  его м ож н о р а ссм атр и в ать  здесь к ак  чисто 
аналитическую  теорему. По индукции если Рг (х^г) яв л яется  м но­
ж еством  точек, то расстояние  от P j до Р„  меньш е суммы  рас ­
стояний от P i до от Рг ДО •••> от Р п - \  ДО Р„.

М ы будем  ш ироко пользоваться  геометрической терм и н о­
логией; в частности, мы будем говорить, что д ан н ы й  набор 
значений перем енны х о п р ед ел яет  точку. Н ам  нуж ен д л я  случая  
нескольких переменны х ан ал о г  понятия интервала  д л я  одного 
переменного. Д л я  этого зам етим : 1) что значения  переменной 
(при необходимости после ум н о ж ен и я  на постоянный м н о ж и ­
тель  разм ерности) я в л яю тся  действительны м и числами, и вос­
пользуем ся  следую щ и м и ф актам и : 2) м е ж д у  д вум я  лю бы ми 
действительны м и числами имеется третье число; 3) л ю б а я  п р ед ел ь ­
ная  точка  м нож ества  действительны х чисел т а к ж е  яв л яется  дейст­
вительны м числом. Д а л е е ,  4) если Xi, Х2 явл яю тся  точками ин­
те р в ал а ,  то лю бое значение м е ж д у  Xi и Х2 т а к ж е  явл яется  
точкой и н тервала  — интервалы  не с о д ер ж ат  пустых п р о м еж у т­
ков внутри себя; 5) лю бой интервал , за  исклю чением ин тервала ,  
состоящ его  из м н ож ества  всех конечных дей стви тельны х чисел,, 
имеет по крайней мере одну концевую  точку, которая  х а р а к ­
тери зуется  тем, что на  лю бом  сколь угодно м алом  расстоянии 
от нее имею тся действительны е числа к ак  п р и н ад л еж ащ и е  к ин­
тегр ал у ,  т а к  и не п ри н адл еж ащ и е . С ам а  кон цевая  точка м ож ет 
либо  п р и н адл еж ать ,  либо не п р и н а д л е ж ать  к ин тервалу . У сло­
вия 2 и 4 требую т только  понятия упорядоченности. Нужно- 
лиш ь уметь четко определять , когда  Х2 больш е Xi, не говоря 
на  сколько больш е. О д н ак о  условия 3 и 5 действительно тре ­
бую т понятия расстояни я , которое мы будем обозначать  с по­
мощ ью  \Х 2 — Xi |.

О бобщ ение  понятия интервал  на случай двух  или б о л е е  
переменных будет н азы ваться  областью.  М ы ещ е не готовы



определить его, но мы видели, что д л я  сл у чая  одного п ерем ен­
ного главную  роль играет  понятие расстояни я , а расстояние 
легко определить д л я  лю бого  конечного числа переменных. Это 
д ае т  нам возм ож ность немедленно д ать  определение предельной 
точки в т  и зм ерениях через понятие окрзстность. Окрестностью 
точки Р, за д а н н о й  координатами {х, у, z) в трех изм ерениях ,  
называется множество точек Q (x ',  у',  z'), таких, что расстоя­
ние PQ, определенное к а к  неотрицательная вели чи н а  г, п о л у ч а е ­
м а я  по  ф орм уле

=  (х ' -  x f  +  (у' -  y f  +  (z' -  z f ,

меньш е, чем некоторая полож ительная вели чи н а  6. (Если мы 
исклю чаем  сам у  точку Р  из окрестности, то будем отмечать 
это.) Д л я  л ю б о г о  множества точек R  точка Р является пре­
д ельн ой  точкой, если  д л я  л ю б о г о  б найдется точка множества R, 
отличная от Р  и отстоящая от Р на расстояние меньш е  6, или, 
короче, е с л и  л ю б а я  окрестность точки Р содержит по крайней  
мере одну  точку R , отличную от Р , а следовательно, содержит 
бесконечно  много  точек R  так же, ка к  и в случа е  одного и з ­
мерения.  М н ож ество  н азы вается  замкнутым,  если все ппедель- 
ные точки его подм нож еств  п р и н а д л е ж а т  сам ом у  множ еству.

Д л я  случая  нескольких переменных мы могли бы, вообще 
говоря, потребовать, когда  все, кроме одной переменной, фик­
сированы , чтобы о с тав ш а я с я  п ерем енн ая  м огла  приним ать 
значения  только  из одного и н тервала .  О дн ако  это немедленно 
привело бы к трудн остям . Д л я  двух  измерений при ф и кси рован ­
ном у  это озн ач ал о  бы, что х д о лж н ы  п р и н а д л е ж ат ь  некоторому 
ин тервалу ; таким  образом , мы не смогли бы н азв ать  областью  
внутреннюю  часть выпуклого многоугольника. П оэтом у о б о б ­
щ ение условия  4 на  случай нескольких переменных требует  не­
которой модификации очевидной процедуры, когда  переменные 
и зм ен яю тся  поодиночке. Д л я  случая  нескольких  перем енны х мы 
с к а ж ем ,  что если точки Р, Q л е ж а т  внутри области , то они 
могут быть соединены кривой, л е ж а щ е й  целиком внутри об­
ласти . Д л я  этого п р ави ла ,  однако, необходимо д ать  определение 
кривой.

П онятие  концевой точки зам ен яется  понятием граничной 
точки; понятие внутренней точки не п ред ставляет  ни каки х  тр у д ­
ностей.

П оскольк у  мы д ад и м  аналитическое определение кривой, то 
могли бы попы таться  д ать  аналитическое определение области, 
с к а з а в ,  что область  — это м нож ество  точек, уд о влетво р яю щ и х  
некотором у неравенству , подобно тому как  интервал  м ож ет  
б ы ть  ох ар актер и зо ван  неравенством  а < х < Ь .  Д ействительно, 
о бласть  часто оп ределяю т т ак и м  образом , но при этом необ­



ходим а одна предосторож ность . П р ед п о л о ж и м , что мы в зял и  
неравенство  \ x \ ~>i \ x  — 2 \ +  | г/1< ' /2- Это неравенство  о п р ед ел яет  
две площ адк и  вокруг точек (О, 0) и (2, 0), которы е не имею т общ их 
точек. Н еравенство  | sin  л: 1 + | ^  | < ‘/2 о п р ед ел яет  бесконечное 
м нож ество  п лощ адок  вокруг точек х  =  пл ,  у  =  0, причем н и ка­
кие две из них не имею т общ и х точек. П оэтом у  одиночное не­
равенство  не всегда д ае т  удовлетвори тельн ое  описание области .

5.011. К ривы е. М ы д о л ж н ы  перевести на м атем атический язы к  
то, что п о д р азу м еваем , когда  говорим, что м нож ество  точек об­
разует  кривую . М ы будем вести р ассуж д ен и е  д л я  случая  трех  
переменных, хотя оно применимо и д л я  лю бого  конечного числа 
переменных. П ервое сущ ественное зам ечан и е  состоит в том, что 
точки п оявляю тся  в определенном порядке, к огд а  мы продви ­
гаем ся  по кривой. Второе состоит в том, что на  кривой  нет 
р азры вов; мы м ож ем прийти из одной точки кривой в другую , 
не покидая  кривой. Эти условия  м ож н о  вы разить  сл еду ю щ и м  
образом: переменные х, г/, z д л я  точек, п р и н а д л е ж ащ и х  кривой,, 
являю тся  непреры вны ми ф ункциями п а р а м е т р а  t в некотором 
и н тервале  значений t. (Если и н тервал  значений t конечен  и 
зам кнут, то х, у ,  z  будут ограничены.) Н а п р ав л ен и е  в о з р а с т а ­
ния t оп ределяет  порядок точек на  кривой; наконец, условие, 
что X, у ,  Z являю тся  непреры вны ми ф ункциями t  и все значе­
ния t в дан ном  и н тервале  допустимы , обеспечивает  отсутствие 
разры вов . М о ж ет  п оказаться ,  что п ред полож ен ие  о н еп реры в­
ной зависимости функций х, у ,  г  от непреры вного  п а р а м е т р а  t  
не явл яется  очевидным и верным д л я  всех м нож еств , которые 
мы могли бы н азв ать  кривы ми. Н о это определен ие  д а е т  больш е 
общ ности, чем нам нуж но, а не меньш е. Б ы л и  определен ы  
кривые, у довлетворяю щ и е этому условию  с ограниченны м  t,  
которы е проходят  через к а ж д у ю  точку зам кн утой  области , ог­
раниченной единичным к в ад р ато м  *). В озм ож н ость  получить по­
лезны е результаты  относительно  кривы х возни кает  лиш ь при 
д ал ьн ей ш ем  ограничении, к котором у мы сейчас перейдем , 
а именно при условии, что кривые имеют длину; и если они ее 
имеют, то эта  д ли н а  вдоль кривой от некоторой ф икси рован­
ной до рассм атри ваем ой  точки и будет  сл у ж и ть  п ар ам етр о м  t.

К р и в а я  имеет кратную  точку, если имею тся н еравн ы е  зн а ­
чения /  =  с, t =  d,  такие, что (х, у ,  z ) t = c  =  (х, у ,  z ) t ^ a -  К ри вы е  
без к р атн ы х  точек н азы в аю тся  п р о с т ы м и .

Е сли X, у,  Z ограничены  вдоль кривой и при ним аю т о д и н а ­
ковы е значения д ля  обоих край н и х  значений t,  то  кр и в а я  н а ­
зы вается  з а м к н у т о й .  П ростая  кр и в ая ,  не я в л я ю щ а я с я  зам кн утой .

*) Впервые это сделал П еано, ср. [7, стр. 330].



■называется д угой .  (Значение слова  замкнутый  в применении 
к кривы м  никак не связан о  с соответствую щ им значением  этого 
слова ,  прим еняем ого  к и н тер вал ам  и о бластям .)  З а м к н у т а я  
д в у х м е р н а я  к р и в а я  обычно назы вается  контуром.

5.012. Д л и н а  кривой определяется  следую щ и м  образом . 
В озьм ем  на кривой точки Р г ( Х г ,  Уг, z^) в порядке  возрастан и я  
причем А  яв л яется  точкой {хо, Уо, Zq), а В — точкой

{X, Y, Z) =  {x,,  г/„, 2„),

и определим  h,. к а к  п олож ительн ую  величину, удовлетворяю щ ую  
соотношению

К  =  (̂ л + 1 -  +  {Уг + Х -  УгУ +  + ,
И п у с т ь

п —I
S„ =  2  h r .

r =  0

К о гда  п бесконечно возрастает  и наи больш ий из ин тервалов  t 
стремится к нулю, сум м а s„ м ож ет  стремиться  к некоторому 
пределу . Е сли  это так  и если этот предел  не зависит от спо­
соба  вы бора t r  на к а ж д о м  ш аге , то этот предел  и н азы вается  
длиной кривой м еж д у  точками А и В. Э кви вален тн ое  у т в е р ж д е ­
ние состоит в том, что д ли н а  яв л яется  верхней гранью  (если 
она существует) сумм д л я  всех способов вы бора п и и, 
очевидно, не и зм ен яется , если t  зам енить  лю бы м  п арам етром  V, 
яв л яю щ и м с я  монотонной функцией от t. М ы  обозначим  дли ну  
кривой от точки А  до  произвольной точки Р  через s. Д а н н о е  
значение  s  определяет  некоторую точку на кривой, и д л и н а  s, 
если она существует, м ож ет  быть и сп ользован а  как  п а р а м е т р  
вместо  t. К ривые, имею щие длины , н азы ваю тся  сп р я м л я ем ы м и .

5.013. Н ео бхо д и м о е  и достаточное усло ви е  того, что к р и в а я  
имеет конечн ую  д л и н у ,  заклю чает ся в  том, что х , у, z  все имеют 
огр ан ичен ную  в а р и а ц и ю  на  кривой .  П редп о л о ж и м  сн ач ала ,  что 
кр и в а я  имеет конечную длину . Тогда

h r ^ \ X r  + i -  Х г \ ,  S > S „ > 2 l ^ r + i - ^ r l .

П оэтом у  д л я  лю бого  н аб о р а  точек ?г  сум м а  ' ^ \  X r + i  — х^ \ не 
превосходит дли н ы  кривой; поэтому х  имеет ограниченную  
вар и ац и ю  на кривой. А налогично у  vi z  т а к ж е  имею т огр ан и ­
ченную вариаци ю  на кривой. О б р атн о ,  пусть Vjc,Vy,  п ол­
ные вар и ац и и  перем енны х х,  у,  z  на  кривой все меньш е М.  
Т о гда  д л я  лю бого  подразби ения

2 ^ / -  -*5s 2  [  I Хг\-\- \ Уг + 1 1/г 1 "t "  I ^ г  +  1 ^ / - 1 1 ^  З М ,



И поэтому сумма ограничена сверху. Но д обавление  новых 
точек в подразби ение  не м ож ет  ум еньш ить  ' ^ h / ,  поэтому д л я  
лю бого  процесса  подразби ений  сум м а  стремится к п р ед ел у .  
Е динственность п р ед ел а  до к азы в ается  т а к  ж е ,  к ак  д л я  и н теграла  
Р и м ан а .

5.014. Т аки м  образом , мы приходим к следую щ и м  опре­
д ел ен и ям . Внутренней точкой м н ож ества  точек в /п-мерном 
пространстве  н азы вается  т а к а я  точка Р  этого м н ож ества ,  ч та  
д л я  некоторого 6 л ю б а я  точка, о тсто я щ ая  от Р  не д ал ьщ е , чем 
на  б, яв л яется  точкой м нож ества . В неш ней  точкой м н ож ества  
н азы вается  т а к а я  точка Q, что д л я  некоторого б все точки, от­
стоящ ие от Q не д ал ь ш е ,  чем на 6, не явл яю тся  точками мно­
ж ества .  Граничной  точкой м н ож ества  н азы вается  т а к а я  точка R  
(п р и н а д л е ж а щ а я  множ еству  или ж е  не п р и н а д л е ж ащ а я ) ,  что, 
какое  бы б мы ни вы брали , на  расстоянии меньш е Ь от R  н ай ­
дется  по крайней мере одна точка м н ож ества  и по крайней  
мере одна  точка, не п р и н а д л е ж а щ а я  м нож еству . Областью  н а ­
зы вается  такое  м нож ество  точек, когда  лю бую  пару  точек этого 
м н о ж ества  м ож н о соединить кривой, все точки которой, за  ис­
клю чением, м ож ет  быть, концевы х точек, явл яю тся  внутренними 
точками м нож ества. О б ласть  н азы вается  замкнутой,  если она 
содерж и т  все свои граничны е точки, и открытой, если все ее 
точки явл яю тся  внутренними. О б ласть  ограничена ,  если д л я  
всех пар  точек Р, Q о бласти  расстояни я  PQ  имею т верхнюю 
грань. Э та  верхняя  гран ь  н азы вается  диаметром. О чевидно, что 
в ограниченной области  значения  всех координ ат  ограничены. 
Т ак  ж е  к а к  и д ля  ин тервалов , если мы говорим, что область  
зам кн у та ,  то  мы п о д р азу м ев аем , что она ограничена.

Рассм отри м  несколько примеров, больш ей частью  в двух  из­
мерениях:

1) О круж н ость  х^ +  у ‘̂ = \  не я в л яе т с я  областью , п оскольку  
если мы возьмем  лю бой круг  около некоторой ее точки, то он 
будет со д ер ж ать  к ак  точки, п р и н а д л е ж ащ и е  окруж ности , так  и 
не п р и н а д л е ж ащ и е  ей. П оэтом у все точки м нож ества  я в л яю тся  
граничными; и если мы переходим от одной точки к  другой  
по окруж ности , мы никогда не пройдем через внутреннюю точку.

2) Точки, у довлетворяю щ и е  н еравенству  х* +  г/^< 1, об р азу ю т  
открытую  область . Г рани цей  ее яв л яется  окруж ность

л:2+г/2=  1.

Вокруг  лю бой точки, л е ж а щ ей  внутри этой окруж ности , м о ж н о  
нари совать  круг достаточно м алого  ради уса ,  такой, что все его 
точки будут удовлетворять  неравенству  д:^-Ь г/^< 1; поэтому все



Т О Ч К И  я в л я ю т с я  внутренними и о б ласть  откры тая .  Ее  д и ам етр  
равен  2.

3) Точки, д л я  которы х образую т  ограниченную
зам кн утую  область .

4) Точки, уд о влетво р яю щ и е  неравенствам  О ^ л г ^ а ,  0 ^
об р азу ю т  ограниченную  зам кн утую  область  д и ам етра

(а2 +  Ь^у/к
5) Точки, у довлетворяю щ и е н ер авен ствам  0 <  

<  у  <  Ь, о б р азу ю т  ограниченную  область , ко то р ая  не явл яется  
ни зам кн утой , ни откры той, т а к  к а к  часть ее граничны х точек 
п р и н а д л е ж и т  области, а часть  нет.

6) М н ож ество  всех точек плоскости яв л яется  неограничен­
ной открытой областью .

7) М нож ество  всех точек плоскости, за  исклю чением точек, 
л е ж а щ и х  на прямой от (— 1, 0) до (1, 0), о б р азу ет  неограни­
ченную открытую  область . П р я м а я  яв л яется  границей — в д а н ­
ном случае внутренней границей.

8) М нож ество  точек, удовлетворяю щ и х  неравенству  О <  -Ь 
+  ^ ^ < 1 ,  яв л яется  ограниченной открытой областью ; н ачало  
коорди н ат  и окруж н ость  о б р азу ю т  границ у  области.

9) М нож ество  всех точек, л е ж а щ и х  внутри двух о кр у ж н о ­
стей ради уса  1/2 и с центрам и в ( — 1, 0) и в ( 1 ,  0), не образует  
одну область , т а к  к а к  никакую  точку одного круга  нельзя  
соединить кривой с любой точкой другого, не выходя за 
круг.

10) Д а ж е  множ ество  всех точек, л е ж а щ и х  внутри и на г р а ­
нице двух  окруж ностей  ради уса  1 с центрам и в (— 1, 0) и (1, 0), 
не яв л яется  одной областью . П отом у что, хотя мы и мож ем 
пройти от одной точки м нож ества  к другой по точкам  м н о ж е­
ства, мы не м ож ем  пройти от (— 1, 0) до (1, 0) по точкам мно­
ж еств а ,  не проходя  через точку (О, 0), которая  явл яется  не внут­
ренней точкой, а граничной.

11) М н ож ество  точек, оп ред ел яем ы х  неравенством  1 +
яв л яется  зам кнутой  областью , но о б л а д а е т  той осо­

бенностью , что мы м ож ем пройти из одной его произвольной 
точки в другую  произвольную  точку с помощ ью траекторий двух 
видов (по часовой стрелке и против часовой стрелки), оставаясь  
все врем я  внутри области, и траекторию  одного вида нельзя  
деф о р м и р о вать  в траекторию  другого  вида, не проходя  вне 
области . Т аки е  области  н азы ваю тся  м н о го связн ы м и  и играю т 
важ н у ю  роль в теории функций комплексной переменной.

12) С другой стороны, в трехмерном  случае  если мы возь­
мем область , з а д ав а е м у ю  неравенством



Т О , ХОТЯ она имеет то ж е  самое свойство, которое м ож но 
описать как  наличие ды ры  в ней, тем не менее л ю б ая  т р а е к ­
тория , со еди н яю щ ая  две точки, м ож ет  быть непреры вно деф ор­
м и р о ван а  в лю бую  другую . Таким об р азо м , имеется  больш ое 
р азлич ие  д л я  областей  в двухм ерн ом  и трехмерном случаях . 
В двухм ерн ом  случае  л ю б а я  простая  з а м к н у та я  кри вая  р а з ­
д ел я е т  плоскость на две области: внутри кривой и вне ее. 
Этот ф ак т  вы глядит  очевидным, но его трудно д о к а за т ь  (см. 
[10, стр. 104]), и мы будем п р ед п олагать  это. О б ратно , г р а ­
ница области  в двухм ерн ом  случае м о ж ет  быть простои 
зам кн утой  кривой, но м ож ет  состоять частично или п ол­
ностью из дуг или и золи рован ны х точек, как  это было в при­
м ер ах  (7), (8). В т - м е р н о м  случае, когда  т  >  2, зам к н у тая  
к р и вая  не дели т  пространство  на части; границ а  области  я в л я ­
ется обычно областью  в ( т  — 1) изм ерениях, но м о ж ет  иметь 
и лю бую меньш ую  разм ерность . Если m =  3, то границ а  обыч­
но явл яется  двухмерной и зад ается  функциями двух  парам етров ;  
такие  м н ож ества  н азы ваю тся  поверхностями.

По определению  л ю б а я  точка области  и л ю б а я  гр ан и чн ая  
точка области  являю тся  предельны м и точками д л я  точек области  
независим о от того, яв л яется  ли область  открытой или з а м к ­
нутой или неоткрытой, незам кнутой . О братно , л ю б а я  п редель­
ная  точка м нож ества  точек области  яв л яется  либо точкой об ­
ласти , либо граничной точкой (и, следовательно , д л я  зам кн утой  
области  т а к ж е  точкой области). И бо  если бы это бы ло не так , 
то п р ед ел ьн ая  точка б ы ла  бы внешней точкой, и поэтому все 
точки, отстоящ ие от нее меньш е, чем на некоторое п о л о ж и тел ь ­
ное расстояние, не были бы точками области.

5.02. Теорем а Гейне— Б о р ел я  д л я  т  измерений. Пусть D — 
ограниченное замкнутое множество точек\ пусть F — семейство 
областей / ,  таких, что каж дая точка Р  из D является внут­
ренней точкой одной из областей семейства, скаж ем 1р\ тогда 
существует конечное подмножество F, такое, что те же самые  
соотношения верны д л я  областей I  из этого подмножества. 
Д о к а за т е л ь ст в о  почти то ж е  самое, что и д л я  одного измерения. 
М ы приведем его д л я  случая  трех  измерений. П оскольку  D 
ограничено, оно л е ж и т  внутри некоторого куб а  Е  с ребром L,  
причем все ребра  куба  п ар ал л ел ь н ы  осям. Если все точки D 
л е ж а т  внутри одной области  1, то д о к а зы в а т ь  нечего. Если 
это не так , раздели м  Е  плоскостями, п а р ал л ель н ы м и  осям, 
на 8 кубов с ребром L/2. Л ю бой  куб, не со держ ащ и й  точек D, 
не требует  дал ьн ей ш его  рассм отрени я . Если д л я  к а ж д о го  из 
кубов, которые со д е р ж а т  точки D, все эти точки л е ж а т  внутри 
одной области  I , то требуем ы й р езу л ьтат  д о казан ;  если нет.



ТО снова разделим каждый куб, который не лежит целиком  
в одной области I ,  на 8 равных кубов.

Д а л е е ,  если ж е л а е м ы й  р езу л ьтат  не п олучается  после конеч­
ного числа ш агов, мы получаем  совокупность кубов, причем 
к а ж д ы й  преды дущ ий куб содерж и т  последую щ ий и ребро 
последую щ его  в д в а  р а з а  меньш е преды дущ его; все кубы 
со д е р ж а т  по крайней  мере одну точку D  и никакой из них не 
со дер ж и тся  целиком в какой-нибудь области  / .  Это гнездо  
кубов  о п р ед ел яет  предельную  точку Ро, ко то р ая  д о л ж н а  бы ть  
точкой D, т а к  к а к  D  зам кн уто . Но Ро л еж и т  внутри некоторой 
области  I ,  с к аж ем  /о; поэтому сущ ествует  такое  б, что все 
точки, отстоящ ие от Ро не д ал ь ш е ,  чем на  б, л е ж а т  в /о. Н о  
д л я  некоторого п  д и ам етр  куба  с ребром 2~"L будет меньш е б, 
и поэтому куб целиком будет со д ер ж аться  в /о. Т аким  о б разом , 
вопреки п редполож ен ию , сущ ествует  некоторое п, такое , что 
п р и н а д л е ж ащ и й  наш ей совокупности куб с ребром цели­
ком л е ж и т  в I.  Т ребуем ы й р езу л ь тат  д о к азан .

Зам ети м , что при д о казател ьств е  не требовалось , чтобы D  
было областью . Оно могло бы состоять из точек (1/л, О, 0), 
где п  — полож ительн ое  целое число, вместе с точкой (О, О, 0), 
которая  явл яется  единственной предельной точкой м нож ества.

Зам ети м  т а к ж е ,  что, хотя  мы делим только  кубы, не содер­
ж а щ и е с я  ни в одной из областей  / ,  теорем а точно т а к  ж е  
до к азы вается ,  если мы будем делить  все кубы на к а ж д о м  ш аге ;  
ибо если как ая-то  о б ласть  /  вклю чает  некоторый куб, то она 
вклю чает  и лю бую из его частей. Т аки м  образом , нет никаких 
возраж ен и й  против того, что все кубы берутся  равны м и.

Т а к  ж е ,  к ак  и в одномерном случае , мы м ож ем  слегка  
ослаби ть  условия . Если  Р  есть граничная  точка D, то д о ст а ­
точно, чтобы она б ы л а  т а к ж е  граничной точкой зам кнутой  

области Iр,  такой, что все граничные точки D  в окрестности Р  
п р и н а д л е ж ал и  к 1р. И бо  вокруг к аж д о й  граничной точки мы 
м ож ем  взять  сферу и определить ] р к а к  область , состоящ ую  
из всех точек, п р и н а д л е ж ащ и х  либо к /р ,  либо к этой сфере 
(или к обеим), а д л я  других точек D  брать  область  Jр, со вп а ­
д аю щ у ю  с 1р. Тогда условия  теорем ы  верны д л я  Jр, и к а ж д а я  
гр ан и ч н ая  точка явл яется  точкой 1р, хотя не о б язательн о  
внутренней точкой.

Т ак  ж е  как  и в одномерном случае, из теоремы  немедленно 
вы текает  следствие: бесконечное множество точек в ограничен­
ной замкнутой области имеет п р ед ель н ую  точку, принадлеж а­
щ у ю  этой области.

5.021. М одифицированная теорем а Гейне— Бореля. Пусть 
D  — огр а н и чен н а я  замкнут ая область. Пусть каж дая точка Р



области D является внутренней точкой некоторой области 1р 
из семейства F. Т огд а  D можно разделить на конечное м н о ­
жество областей G, таких, что каж дая область Gp содержится 
в  области 1р, соответствующей точке Р, я в л я ю щ е й с я  общ ей  
точкой д л я  Gp и D. Д л я  гран ичн ы х  точек D можно сделать  
у с л о в и я  менее строгими, к а к  и в  основной теореме.

Д о к а за те л ь ств о  то ж е  сам ое, что и д л я  теорем ы  Гейне — 
Б о р е л я .  Но теперь мы у ж е  не м ож ем  всегда  д ел а т ь  кубы 
р авны м и, так  как  если куб, покрытый некоторой областью  Iр, 
соответствующ ей точке Р  внутри куба, дели тся ,  то только  одна  
часть м ож ет  со д ер ж ать  эту точку Р  к а к  внутреннюю , в то  время 
как  д р у г а я  часть м ож ет  не покры ваться  никакой областью  I q, 
соответствую щ ей какой-либо  точке Q этой части.

5.03. Ф ункции нескольких перем енны х. Т ак  ж е  как  и д ля
одной  переменной, функция определяется  д л я  всех точек неко­
торого  м н ож ества . В частности, мы м ож ем  рассм отреть  ее 
поведение  в некоторой области.

5.031. Н епреры вность д л я  д в у х  и более измерений. М ы
скаж ем, что ф у н к ц и я  f  (Р) =  f{x, у), f ( x ,  у, г), . . .  является непре­
ры вной  в  точке Р, если  д л я  л ю б о го  е найдется такая окрест­
ность Р, что д л я  всех  точек Q этой окрестности выполняется  
неравенство \ f  (Q) — f (Р) \ < е .  Ясно, что если ф ункция непре­
р ы в н а  в этом смысле, то она явл яется  непрерывной функцией 
лю б о й  координ аты  при ф иксированны х остальны х. О братное  
неверно. О пределим  функцию

fix, у)
х у

х'  ̂+ у^

д л я  всех X ,  у,  за  исключением х  =  у  =  0,  где  п олож и м  f  (О, 0) =  0. 
О н а  яв л яется  непреры вной функцией х  д л я  лю бого фиксиро­
ван н ого  у  и непрерывной функцией у  при лю бом ф икси рован­
ном X .  О д н ако  если x =  r c o s 0 ,  г/=  г sin 6, то

f  ix,  г/) =  cos 0 s in  0,

что  м ож ет  при ним ать  все значения  от — '/з до +  7г независим о 
от  г. П оэтом у  в лю бой окрестности точки (О, 0) им ею тся  точки, 
где  f i x ,  у)  отли чается  от /(О, 0) более чем на  'Д.

Ф у н к ц и я  является непреры вной в  области, если  д л я  каж дой  
точки Р из этой области и д л я  л ю б о го  е найдется некото­
рое  6 (Р )  {зависящ ее, возмож но, от полож ения  Р), такое, что 
в этой области д л я  лю б о й  точки Q, удовлет воряю щ ей  н ер а вен ­
ству r p Q< b { P) ,  выполняется неравенство

l / ( Q ) - / ( P ) l < e .



Это определение не п редполагает , что /  непреры вна  в гранич­
ных точках; у к азан н о е  неравенство  м ож ет  не вы полняться , 
если Р  — граничная  точка  и Q — внеш няя точка области , поэтому 
мы и вставили слова „в этой области" .

П оскольку окрестность яв л яется  областью , мы м ож ем  сразу 
вывести из теоремы  Гейне — Б о р ел я ,  что если  f {P)  непреры вна  
в  ограниченной замкнутой области, то д л я  л ю б о го  е найдется  б, 
такое, что если  Р  и Q являю т ся л ю б ы м и  точками области, 
у д овлетворяю щ и м и  н еравенству  r p Q < 6 ,  то

l f ( Q ) - / ( P ) l < e .

С ледую щ и е  теоремы  м ож н о д о к а за ть ,  используя  методы, 
аналогичны е тем, которые применимы  в случае одной пере­
менной.

Ф ун кц и я ,  неп р ер ы вна я  в замкнутой области, является о гра ­
ниченной  в этой области и достигает сво и х  верхней  и нижней  
граней .

Е с л и  f {P)  непреры вна в области и существуют точки А , В  
в  области, такие, что

/ ( Л ) < 0 ,  / ( В ) > 0 ,

то д л я  л ю б о й  располож енной в  области кривой , соединяю -  
щ ей А, В, найдется точка Р  на кривой, такая, что f  (Р) =  0 .

5.032. Мы определим  расстояние от точки Р  до  м нож ества  
точек S  как  ни ж ню ю  грань  расстояни й м еж д у  Р  и точками 
м н ож ества  S. Р асстоян ие  м е ж д у  д в у м я  м н ож ествам и  определим 
аналогично.

Расстояние от точки Р  до множества S  является непре­
ры вной  ф ункцией  координат точки Р. О бозначи м  это р ассто я ­
ние через 6 (Р ) .  Т огда  д л я  лю бого  со найдется  точка Q из 5 ,  
т а к а я ,  что

б ( Р ) <  P Q < 6 ( Р ) -f со.
В озьмем д ругую  точку Р '  и полож им  Р Р '  =  г. Тогда  

PQ  -  г <  P 'Q  <  PQ  +  г.
А налогично имеется точка Q', т а к а я ,  что 

6 ( P ' ) < P ' Q ' < 6 ( P 0  +  a

P'Q ' <  P 'Q.
П оэтом у

6 (РО <  P 'Q '  <  P 'Q  <  P Q  +  г <  б (Р) -Ь г +  ®. 
А налогично

б ( Р ) <  б (Р ')  +  г +  со.
П оэтом у

| б ( Р 0 - б ( Р ) | < 2 г - Ь 2 с й .



Возьмем  (о =  е/4; тогда  д л я  всех г < г 1 4
] 6 { Р ' ) - б ( Р ) \ < 8 ,  ' - V : '

откуда  следует  требуем ы й результат .
О тсю да  ж е  вы текает, что' если кри ва я ,  все 'точки кото­

рой лежат внутри некоторой области, то расстояние от С до  
гран ицы  области б о ль ш е  нуля? П оскольк у  расстояни я  от точек С  
до  границ ы  образую т  м нож ество  полож и тельн ы х  чисел, то их 
н и ж н я я  гран ь  есть либо  полож ительн ое  число', либо  нуль. Н о  
поскольку  расстояние есть н еп реры вн ая  ф унйх#я  к о о р д и н ат  
кривой С, то оно п ри ним ает  значение, равноё'^'^Своей ниж ней  
грани; т а к  как .,рзсстояние никогда не равно  н у л й ,  то и ниж  1яя 
гран ь  не р ав н а  нулю.

5.033. И з  л ю б о й  точки А области мЬжно йе'/^ёПтй в ''любую  
д р угую  точку В  с п о м о щ ь ю  конечного числа  перем ещ ений , при  
каж дом из которых изменяется только одна  координата. Мы 
проведем д о к а за т ел ь с т в о  д л я  случая  двух  измерений. По опре­
делению  области  Л и S  могут быть св язан ы  кривой С, целиком 
л е ж а щ ей  внутри области , и эта к р и вая  р асп о л о ж ен а  на поло­
ж и тельном  расстоянии б от границы . Д а л е е ,  так  как  коорди­
наты {х, у) кривой я в л яю тся  непрер1ывными ф ункциями п а р а ­
м етра  t, то расстояние от некоторой точки на кривой до 
ф иксированной точки т а к ж е  будет непрерывной функцией t и, 
следовательно , ограничено. Возьмем  к в а д р а т  со сторонам и, 
п а р ал л ель н ы м и  осям, столь больщ ой, что он содерж и т  всю 
кривую  С, и раздели м  его на к в ад р аты  д и а м е тр а  меньш е 6. 
Ник'акой из этих к в ад р ато в ,  пересекаю щ ий кривую  С, не пере­
секается  с границей области . К р и в ая  м ож ет  пересекать  гран и ц у  
к в а д р а т а  много раз ,  д а ж е  бесконечное число раз. Н о если / =  0 
в точке А,  то значения  t, соответствующ ие точкам  на кривой, 
л е ж а щ и м  в том ж е  к в ад р ате ,  что и А,  имею т верхню ю грань, 
оп ределяю щ ую  точку Р ,, в которой кр и вая  последний р аз  
выходит из к в а д р а т а ,  с о д ер ж ащ его  точку А, и входит в другой 
к в а д р а т  и т. д. Ч исло кв а д р а то в  конечно, поэтому число к в а д ­
ратов, пересеченных кривой, т а к ж е  конечно, так  что м ож но 
попасть из Л в В с помощ ью  конечного числа ш агов, к а ж д ы й  
из которы х проходит внутри одного из к вад р ато в .  В к а ж д о м  
из к в а д р а то в  мы м ож ем  перейти из Рг в Рг+\, и зм ен яя  после­
д о в ател ьн о  координаты .

М ы  видим, м еж д у  прочим, что л ю б ы е  две  внутренние точки 
области можно соединить сп р я м л я ем о й  кривой .

С л е д с т в и е .  Е с л и  частные про и зво д н ы е  ф ун кц и и  равны  
н у л ю  в с ю д у  в области, то ф у н к ц и я  является константой во всех  
внутренних точках. Если при некотором смещении изм ен яется



одна  ко о р д и н ата  х  и dfldx =  0 от х  =  х ,  до x^+i при постоян­
ных у, Z, то  из 1.13 следует , что f{Xr, у,  z) =  f{xr+u у, z)  и 
аналогично  при изменении только  у  или z.  П оэтом у  мы м ож ем 
п о к а за ть  за  конечное число ш агов , что f имеет то  ж е  самое 
значение,, ,с к аж ем  а ,  в двух  лю б ы х  внутренних точках. Если 
при этом f.{x, у, z) я в л яется  непрерывной в зам кн утой  области  
и Р  — гр ан и ч н ая  точка, то д л я  лю бого  е най дется  внутренняя  
т о ч к а  Q, т а к а я ,  что | /(Q ) — f (Р) | < е  и поэтому | / ( Р )  — а | < е .  
Т аки м  о б р азо м , f {x,  у,  г), т а к ж е  р а в н а  а й в  граничны х точках, 
если  она неп реры вн а  в зам кн утой  области .

Этот р езу л ь тат  яв л яется  основой д л я  р асп ростран ен и я  на 
несколько  изм ерений м етода  н ах о ж ден и я  и н тегр ал а  к а к  о п ер а ­
ции, обратной  дифференцированию . Он не бы л бы верен, 
если бы мы оп ределили  о б ласть  таки м  о б р азо м , что она 
1̂ о гл а  бы состоять из неск ольк их  отдельн ы х  кусков.

5.04. Д и ф ф е р е н ц и р у е м о с ть  д л я  д в у х  и более  измерений.
П роизводной  функции одной переменной /  (а;) я в л яется  величина

Г (х) == lim J  [ / (л: +  Л) -  /  (л;)]. (1)
h-*Q "

Это м ож н о  зап и сать  в виде
f { x - \ - h )  =  f { x )  +  h f ' ( x )  +  o{h). (2)

В случае  нескольких  изм ерений мы хотим получить п р и б л и ж е­
ние к значению  / ( Р )  в окрестности точки Р  с ош ибкой, которая  
т а к ж е  стан овится  сколь угодн о  м алой  по сравнению  с р а с ­
стоянием , когда  расстояни е  достаточн о  м ало . П оэтом у  нуж ное 
нам  п р и бл и ж ен и е  д о л ж н о  иметь следую щ ий вид  д л я  двух  
переменных;

; П х Л - h, у +  k) =  f  {X, у) +  hf^  +  kfy +  K (h^ +  k S ' \  (3)

где fjf, fy не зав и сят  от h, k,  a Я д л я  д ан н ы х  л:, у  я в л яется  
функцией от h, k,  стрем ящ ей ся  к  нулю, когда  h^ +  k'^->Q. Б е р я  
по очереди fe =  0, /г =  0, мы получим

’ ------ д х  д у  'У

по определению  ч астн ы х  производны х. Теперь мы м ож ем  зап и ­
с а т ь ' это, условие следую щим, о б разом : ф у н к ц и я  f (x ,  у) диф ­
ф еренцируем а  в  точке (х, у), в ел и  д л я  л ю б о го  г найдется  б, 
такое,\ что. д л я  <Ь'^ имеет место

■ \ \ i i x 4 h ,  y  +  k ) - l { x ,  y ) - h f ^ - k f y \ ^ B { h ^ - h k ^ ) ' ' \  ( 5 )



где  fjc, fy не зависят от h и k. М ы  увидим через некоторое 
врем я, что это условие я в л яется  более  ж естки м , чем просто 
условие  сущ ествования  частны х производны х, и менее ж естки м , 
чем их непреры вность.

Е с л и  д л я  каж дой точки Р { х ,  у) области соотношение  
вида  (5) с п р а вед ли в о  при  д анн ом  е д л я  зн ачен ий  f  в  д р у ги х  
точках Q {x  +  h, y  +  k) области, уд о влет во р яю щ и х  у с л о в и ю  
{h^ +  <  б, где  б теперь может зависеть от Р , то /  (л:, у) на^
зывается диф ф еренцируемой  в области.

М одиф икац ии д л я  больш его  числа переменны х очевидны.
Это определение диф ференцируемости  функции нескольких 

переменны х п р и н адл еж и т  Ш тольц у  и В. Ю нгу (см. [12 ,стр. 157 — 
180]). О но явл яется  основным в теории функций комплексной 
переменной (ср. с гл . 11) и имеет т а к ж е  в аж н ы е  физические 
п ри ло ж ен и я ,  некоторые из которы х мы у ж е  и сп ользовали  в гл. Э 
и которы е нем едлен но  следую т из определен ия . Е с л и  ф у н к ц и я  
непреры вна в  области, то достаточное у с л о в и е  д л я  того, чтобы 
ее градиент в некоторой точке б ы л  вектором, состоит в том, 
что ф у н к ц и я  диф ф еренцируема в  этой точке. Д л я  того чтобы 
градиент некоторой ф ун к ц и и  б ы л  вектор-функцией в  области, 
достаточно, чтобы ф у н к ц и я  б ы ла  диф ф еренцируема  в  каж дой  
точке области. А н а л о ги ч н о  если  ы, является векторной ф у н к ­
цией  в  области, то д л я  того, чтобы производн ы е  d u ^ d x k  обра­
з о в а л и  тензор второго п о р я д к а ,  достаточно, чтобы компоненты Ui 
б ы л и  диф ф еренцируемы  (см. п ри ло ж ен и е  к гл. 5).

З ам ети м , что частны е производны е функции могут сущ е­
ствовать  всюду и при этом функция не будет диф ференцируе­
мой. Это имеет место, нап рим ер , д л я  функции

! { х ,  /(О, 0) =  0.

З д есь  в точке ( 0 ,0 )  мы имеем d f l d x  =  d f l d y  =  0, но д л я  м а ­
лы х X, у  получаем

х у

г(х^ + у^) ’

что явл яется  неограниченной функцией в лю бой окрестности 
(О, 0).

Д а ж е  д л я  функции

П х , у )  =  - ^ ,  /(О, 0) =  0

мы находим , что 

1
! { Х ,  y ) - f { 0, 0) - х ^ ^ ^ - у

d f  (О, 0 )  _  „  d f  (О, 0 )  _  x h j  _  ^

ду г (х^ +  у П гЗ *



й это вы раж ен и е  приним ает  значения  из ин тервала  ( — 2 , '3 |^ 3 ,  
й 'З  V З) в лю бой окрестности н а ч а л а  координат.

5.041. частные п роизводн ы е  ф ун к ц и и  непреры вны
в окрестности некоторой точки, то ф у н к ц и я  диф ф еренцируема
в этой точке. П оскольку
i { x  + h , ^y  +  k ) - f [ x ,  y) =  {f {x +  h, y  +  k ) - f { x  +  h,  г/)] +  ‘

. + [ f {x  +  h, y ) - f { x ,  у)] =  к ( Щ   ̂ (1)
\  о у  / x+h, у+вк  \ ОХ Jx+<fh, у

д л я  некоторы х 0, ф м е ж д у  О н  1, производные существую т 
всю ду в рассм атр и ваем о м  ин тервале  и непрерывны, то д л я  
лю бого  полож ительн ого  со най дется  б, такое , что если

ft2 +  /j2<62, (2)

и га к  как  <  б ,̂ ф̂ /г  ̂<  6 ,̂ то '  ̂ ,

П х  +  h,  у  +  к ) - !  [X, у) -  h (1 ^ )^ ^   ̂ -  k <

< ( 0 | / j |  +  f i ) | f e K ( 0 | / 2 ( / ! 2  +  f e 2 ) .  ( 4 )

Это является  простейш им достаточным  условием  дифферен­
цируемости. Ч тобы п о казать , что оно не яв л яется  необходимым, 
возьмем

/  {х, у) =  s in  Y ; /  (О, 0) =  0.

П роизводны е дЦдх и df j dy  сущ ествую т всюду и равны  нулю 
в точке (О, 0); д алее ,  очевидно,

j l f i x ,  y ) - f { 0 ,  0)] =  ^ s i n ^ ,

что стремится к нулю, когда  г стремится к нулю. Поэтому 
функция дифференцируема в точке (О, 0). Но д ля  хф О

df 1 , „  . 1
=  — COS [-2л: s in  — ,д х  X ' X

что не явл яется  непрерывной функцией в окрестности точки 
(О, 0).

5.042, Теорема о покрытии д л я  диф ф еренцируемы х ф ункций .  
Д л я  разн о о б р ази я  мы рассмотрим случай трех переменных. 
Е бли  ф у н к ц и я  f ( x ,  у, г) диф ф еренцируема во всей ограничен­



н о й  замкнутой области D, то д л я  л ю б о г о  г можно найти к о ­
нечное множество к у б о в  G, таких, что д л я  каж дого Gr из  
этого множества найдется точка Р „  п р и н а д л еж а щ а я  к а к  О г, 
так и D и такая, что д л я  л ю б о й  другой  точки, 1тринадлежа- 
щ ей Gr и D, выполняется соотношение

I /  (л;, у, z)  -  {х. -  Хг) fx  {Рг) - { у -  У г) !у {Рг) -
■ - { z - Z r ) f A P r ) \ < ^ [ { x - X ^ f  +  { y - y , f  +  { z - Z r f i ' \

Н еравенство  вида  5.04 (5), распространенное  на случай трех  
Т1еременных, верно в окрестности к а ж д о й  точки области  D.  
П оэтом у с помощ ью  м одифицированной теорем ы  Гейне —Б о р ел я  
-мы м ож ем  покрыть множ ество  D  конечным м нож еством  кубов, 
о б л а д а ю щ и х  требуем ы м  свойством. К убы  будут, вообще говоря, 
неравны м и .

5.05. Д войны е и н тегралы . М ы  определим  с н а ч а л а  двойной 
ин теграл  от функции f {x ,  у),  взятый по прям оугольной области  

О ^ у ^ В .  П редп о л о ж и м , что этот прям оугольник 
п о д р азд ел я ется  на прям оугольники со сторонам и hr, ks, причем 
ди аго н ал и  всех прям оугольников  не превосходят  6; в к а ж д о м  
из них мы возьмем некоторое значение функции f {x ,  у), скаж ем  
!{1г, Tis). и образуем  сум м у Если эта  сум м а
•стремится к единственному пределу, когда  6 —>0, то этот пре­
д е л  и явл яется  двойным интегралом

А В

J I f i x ,  y ) d x d y .  (1)
о 6

Н е о б х о д и м о ё " и  достаточное у с л о в и е " д л я  существования д в о й ­
ного интеграла состоит в том, что ф у н к ц и я  f  {х, у) долж на  
быть ограничена  и что д л я  л ю б ы х  и а тонки, где скачок  
ф у н к ц и и  f ( x ,  у) превосходит  ш, могут быть за к л ю ч е н ы  в к о ­
нечное  множество п р я м о уг о ль н и к о в ,  п о л н а я  п л о щ а д ь  которых 
н е  превосходит а. Д о к а за те л ь ств о  яв л яется  п р я м ы м 'о б о б щ е ­
нием д о казател ьств а  соответствующ ей теоремы  д л я  ин теграла  
Р и м ан а .  Л егко  п ок азать ,  что сп р ям л яем у ю  кривую  м ож н о з а ­
клю чить  в конечное число прям оугольников  произвольно малой 
площ ади . С ледовательно , разр ы вы  вдоль конечного м нож ества  
с п р я м л я ем ы х  кри вы х не влияю т на сущ ествование ин теграла .

- •«. С С * '
■ Двойной интеграл , скаж ем  g ( x ,  y ) d x d y  по S  внутрен­

ней части зам кнутой  плоской кривой С,  м ож н о определить, 
в зяв  прям оугольник  D,  заклю чаю щ и й  внутри себя кривую С,  
и п олагая  /  {х,  (/) =  g  (х, г/) в S  и /  {х, г/) =  О вне S. Тогда двойной



ин теграл g { x ,  y ) d x d y  определяется  как f {x ,  y ) d x d y
S  D

no внутренней части п р ям оугольн и к а  D  при условии, что 
f{x> у) у д овлетворяет  в D  у слови ям  интегрируемости.

5.051, П овторны е ин тегралы . Двойной интеграл , если он 
сущ ествует, вы числяется  обычно с помощ ью  интегрирования 
по к а ж д о й  из перем енны х по очереди. Д л я  дан ного  х  в ы р а ­

ж ен и е f ( x ,  y ) d y  я в л яется  однократны м  интегралом  и в то ж е

врем я функцией от л:. Е сли  эту функцию проинтегрировать  по х.

то в р езу л ьтате  получится повторный интеграл J  f { x , y ) d y
L-0

dx;

он обычно зап и сы вается  в виде d x /  (х, у) dy ,  но исполь-
0 о

зую тся и другие обозначен ия . Н аоборот , мы могли бы сн ач ала  
прои нтегри ровать  по л: и затем  по у,  получив повторный инте- 

в  А
Г

гр а л d y  f  {х, у) dx.

А  В

Е с л и  двойной  интеграл f  {х, y ) d x d y  существует, то оба
о о

повторных интеграла существуют и равны  д во й н о м у  интегралу. 
Это надо  поним ать  в довольн о  ш ироком  смысле. Если для  
некоторого X ,  с каж ем  х  =  а, функция / ( а ,  у) р ав н а  нулю д л я  
и р р ац и он альн ы х  у  и р а в н а  единице д ля  рац и о н ал ьн ы х  у, то  

в

и н теграл  /{а ,  y ) d y  не сущ ествует. Но линия интегрирован ия  
о

м о ж ет  быть зак л ю чен а  в п рям оугольник  сколь угодно малой 
п л о щ ади , и т а к а я  нерегулярность  только  д л я  одного значе­
ния X не п овлияет  на сущ ествование  двойного ин теграла . 
О д н ако  мы видели при обсуж ден ии  и н теграла  Р и м а н а ,  н е за ­
висимо от того, сущ ествует  ин теграл  или нет, что, если только  
функция яв л яется  ограниченной, верхний и ниж ний интегралы  
Н ,  h  сущ ествую т. Теперь мы определим  Н  [х), h{x )  как  верх­
ний и ниж ний ин тегралы  от f { x ,  у) по у  при дан ном  х  и о б р а ­
зуем суммы

2  Я  (Ы  К ,  2  h Иг) hr {Хг <  I .  <  Xr^i).



И з сущ ествования  двойного и н тегр ал а  5.05 (1), который мы 
б удем  обозн ачать  / ,  следует , что д л я  лю бого  е най дется  т а ­
кое б, что, каково  бы ни бы ло п одразби ение  на  п р я м о у го л ь ­
ники с д и аго н ал ям и ,  м еньш ими б, сп раведли вы  неравенства

/ -  е <  2  S  n i r s h r k s  <  2  S  M r s h r k ,  <  / -f- 8, (2)
Г s г s

гд е  Xr+i — Xr =  hr, Us+i — Hs =  fis и Af„, верхняя  и н и ж н яя
гр ан и  функции f ( x ,  у) в прям оугольнике , у к азан н о м  индексами. 
Возьмем прям ую  л: =  const (л:, В лю бом  п р ям о у го л ь ­
нике верхняя  и н и ж н яя  грани  f{x,  у) на этой прям ой л е ж а т
в  ин тервале  ( т „ ,  Л1„); поэтому

2  г П г А < Л (л :)< Я (д:)<  2  М ^ А .  (3)
5 S

II если наи больш ее  из kg стрем ится  к нулю , то

/ - е < 2 « Л < 2 л ^ Л < /  +  е. (4)

где  под Пг мы понимаем  ни ж ню ю  гран ь  h{x) ,  а под ЛГ, — верх­
нюю гр ан ь  Н  (х) в соответствую щ ем ин тервале  х.  Устремим 
т еп ер ь  наи больш ее  hr к нулю и возьмем  верхню ю гран ь  Ii  пер ­
вой суммы и ниж ню ю  грань  /2 второй суммы  по всем таким  
п одразби ен и ям . Если  /] и /2 равны , то мы ск а ж ем ,  что повтор­
ный и н тегр ал  существует. Д а л е е  мы имеем

/ - е < / , < / 2 < / - Ь е ,  (5)

и так  к а к  /], /2 не зави сят  от е, то обе эти величины д о л ж н ы  
б ы ть  равны  I .  О тсю да h(x) ,  Н  (х) обе интегрируемы по л: и 
ин тегралы  от них равны  двойном у интегралу . П оэтом у повтор-

А

ный ин теграл  м ож н о п редстави ть  либо к а к  J h { x ) d x ,  либо как

H ( x ) d x .  Н а ш е  рассуж дение  показы вает ,  м еж д у  прочим, что

если имею тся точки, где Н  (х) — h ( x ) ' ^  а >  О, то эти точки м ож но 
закл ю чи ть  в конечное м нож ество  ин тервалов  х ,  о б щ а я  д ли на  
которы х произвольно м ал а .

О б р атн о е  неверно; оба  повторных и н теграла  могут сущ ество­
вать  и быть равными, в то врем я к ак  двойной ин теграл  не 
сущ ествует. О днако  на п ракти ке  таки е  случаи редки и в лю ­
бом обычном случае  с помощ ью  непосредственной проверки 
функции мож но быстро решить, выполнены ли условия с у щ е ­
ствован ия  двойного ин теграла .



-Д войной  ин теграл  f { x ,  y ) d x d y  п о  всей бесконечной об ­
л асти  R  м ож н о определить , в зяв  последовательность  областей 
{/?„}, таких , ЧТО л ю б а я  часть R  входит во все"'^?„ д л я  зн ач е ­
ний п,  больш их  некоторого т.  Если двойны е интегралы  по 
сходятся  к одном у и тому ж е  пределу  д л я  всех таких  после­
довательностей , то этот предел  и м ож н о взять  как  определение 
и н тегр ал а  по R.  Н есобственны е двойные ин тегралы  м ож н о опре­
дели ть  аналогичны м  образом . О к азы в ается ,  однако , что если 
только  такой  ж е  процесс не д ае т  единственное значение, когда 
f ( x ,  у) з а м ен ен а  на \ f { x ,  у) \ ,  то величина предела  будет зав и ­
сеть от формы областей  и, следовательно , не абсолю тно  
сходящ ий ся  двойной ин теграл  не имеет Ъмысла, если эти об­
ласти  не зад ан ы . Д л я  абсолю тно  сходящ егося  двойного  инте­
г р а л а  перем ена  п о р яд к а  предельны х переходов м ож ет  быть 
о п р ав д ан а  с помощ ью  теоремы  1.111 (более детал ьн о  см. 
в [7, гл. 5] и в [8, том I, гл. 6]).

А налогичны е утвер ж ден и я  справедли вы  д л я  тройного и 
п-кратн ого  интегралов . И сп ользуя  определение площ адки  по­
верхности, которое мы дади м , мы получим, что если поверх­
ность имеет конечную п лощ адь ,  то она м о ж ет  быть заклю чена  
во м нож ество  п ар ал л елеп и п ед о в  прои звольно  м алого  общ его  
об ъ ем а  (см. п ри лож ен и е  5.07а).

Если f i x ,  у) =  О в области , не совпадаю щ ей  с прям о у го л ь ­
ником, стороны которого п ар ал л ел ь н ы  осям, то пределы  д л я  у  
в повторном ин теграле , когда  х  заф иксирован , будут зависеть  
от X.  П редп о л о ж и м , что область  п ред ставляет  собой четверть 
к р у га  и определяется  н еравенствам и  z / ^ 0 ,  х ^ О ,  x^ +  y ' ^ ^ a ^ .  
Д л я  дан ного  х  из этих неравенств  вы текает

S область  интегрирован ия  по у  поэтому заклю чен а  от О до 
{а^ — х^)‘' \  Д а л ее ,  л: м ож ет  и зм ен яться  от О до а  и и н теграл  
по четверти круга  м ож н о  зап и сать  в виде

Уа^-х^
d x f i x ,  y ) d y .

Точно так  ж е  он м о ж ет  быть зап и сан  и в виде

а

-.v' d y  I f i x , y ) d x .
о о



О бласть  интегрирован ия  всегда за д ае т с я  рядом  неравенств, 
которым д о лж н ы  у д овлетворять  незави си м ы е переменные. И з  
этих неравенств пределы  д л я  повторны х ин тегралов  могут быть 
н ай дены  либо с помощ ью  непосредственны х п р еобразований , 
к ак  в только что рассмотренном примере, либо с помощ ью  
рисунка. П оследний способ часто , 
б ы в ае т  полезны м , особенно когда  
г р а н и ц а  состоит из нескольких  к р и ­
вых, з а д а в а е м ы х  р азличны м и у р а в ­
нениями.

П овторн ы й  и н теграл  из кон крет­
н о й  зад ач и  с определенны м  п о р я д ­
ком  и н тегрирован ия  часто п ояв­
л я е т с я ,  J но ин огда  его  легче всего 
в з^ ть  с помощ ью  о б р ащ ен и я  по­
р я д к а  ин тегри рован и я .  К огда  прё- 
делы  ин тегри рован и я  не являю тся  
постоянными, то наи более  простой 
способ оп ределен ия  пределов  инте­
гр и р о ван и я  после изм енения  п оряд­
к а  и н тегрирован ия  вклю чает  в кач естве 'п ром еж уточн бго  ш а г а  
нах о ж ден и е  неравенств'> д л я  двойного  и н тегр ал а .  Т ак , н ап р и ­
мер, рассм отрим  ин теграл  ‘ t ' 2 '

I d x  \  ‘ .Х'И
:.А -

• т' ■ .П/''  , ЛА >t '
Н еравен ства ,  которые д о лж н ы  в ы п олн яться  д л я  х , у, 
в области  интегрирования , имеют вид  »

’-'Ь •;* ''-f’ i

и йри данном I/ перем енн ая  х  й ен яется  в п р ед елах  , 
в то время как  без ограничений, З а л о ж е н н ы х  на х, перемен-" 
н а я  у  м ож ет  изм еняться  от О до t. Д ^ л е е ,  имеем

! * ' *
/ =  d y  \  f { y ) d x =  [ { t - - y ) f { y ) d y .

т а к  что одно интегрирование вы полняется  немедленно. Гёоме- 
трически ин теграл  берется  по области , являю щ ей ся  тр еу го л ь ­
ником с верш и нам и в точках  (О, 0), {t, 0), {t, t), и если мы 
интегрируем сн ач ала  по 'х, то мы д о лж н ы  интегрировать  от у  
до t, чтобы покрыть область  возм ож н ы х  изменений переменной



X при фиксировании у  внутри треугольника (см. прилож е­
ние 5.051а).

5 .052 . Зам ен а  переменных. Рассмотрим двойной интеграл 

/ =  J  I  f ( x ,  y ) d x d y ,

который берется обычно с помощью последовательного инте­
грирования по JC и по у.  Пусть I  и Tj — две дифференцируемые 
функции от X и у.  Пересечение кривых |  =  const и ti =  const 
разметит на плоскости, вообщ е говоря, четырехугольные фи­
гуры, которые можно было бы использовать как элементы пло­
щ ади при определении двойного интеграла. Мы должны  выра­
зить эти элементы площ ади через  ̂ и ti. Переменные х н у  
теперь будут рассматриваться как функции от т). Выберем  
направления |  и т] так, что если мы будем  обходить начало  
координат против часовой стрелки, переходя от оси с полож и­
тельными значениями х к оси с положительными значениями у,  
то соответствующ ий переход от направления возрастания |  
к направлению возрастания т) будет соверш аться такж е против 
часовой стрелки; однако эти направления не будут, вообщ е 
говоря, перпендикулярны. Простейщий подход состоит в сле­
дую щ ем . Зам етим, что когда 6^ и бт] стремятся к нулю, эле­
мент соответствующ ей площ ади стремится к параллелограмму, 
за исключением, возмож но, окрестностей специальных точек, 
таких, как центр круга, когда | ,  т) являются полярными коор­
динатами. С точностью до  членов первого порядка по отнош е­
нию к б |,  бт), если один из углов параллелограмма имеет коор­
динаты (j:, у),  то два соседних имеют координаты

д х  5 , . д у
u + бт).

Н о площ адь параллелограм м а, три вершины которого имеют 
координаты (х„  yi),  (xj, г/г), (дсз. Уз), равна

Xl У\ 1
Х2 У2 1 = Х2-Х1 У2 - У 1

Хз Уз 1 ХЗ-Х1 У З - У 1

поэтому площ адь рассматриваемого нами параллелограмма  
равна

дудх

д х
dr) dr)

бл.



Этот определитель  н азы вается  яко б и а н о м  *) от функций х , у  
по отнош ению к ti и о бозначается  д{ х ,  у)1дЦ,  т]). Д а л ее ,

/  =

где  f i x ,  у)  д о л ж н а  быть в ы р а ж е н а  к а к  ф ункция от |  и  т) и 
пределы интегрирован ия  таковы , что к а ж д ы й  элем ент  п лощ ади  
из п ервон ачальной  области  п оявляется  один и только  один 
р а з  в п реобразован н ом  ин теграле .

Этот путь яв л яется  простейш им д л я  получения ответа , 
но он имеет  несколько недостатков . Т рудно  оценить ош ибку 
при зам ене  элем ента , о бразуем ого  кри вы м и |  =  const,  ti =  const, 
на п а р а л л е л о гр а м м  и поэтом у тр у дн о  п ок азать ,  что п олная  
о ш и б к а  стрем и тся  к нулю , ко гд а  все п р и р ащ ен и я  бд:, Ьу стре­
м ятся  к нулю . К ром е того, этот способ трудн о  о бобщ ать ,  хотя 
р а с с у ж д е н и я  при этом и об о бщ аю тся  легко  на  тройны е инте­
гр ал ы , поскольку  мы имеем удобную  ф орм улу  д л я  о б ъ ем а  
произвольного  п ар ал л ел еп и п ед а ,  о д н ак о  распространение  на 
п -кратн ы е интегралы  не очевидно. В сам ом  деле , мы имеем

j  f i x ,  у,  z ) d x d y d z =  ^ ^ ^

где

д  {X, у,  Z)
д  (I, Т1. S)

J •
f i x .  У, z )

д х д у д г

дг д 1

д х д у д г

д ц ат1 ТтГ
д х д у д г

д 1 д й д 1

Н о четыре перем енны х и н тегрирован ия  встречаю тся  в общ ей 
теории относительности, и д л я  более чем трех  измерений трудн о  
усмотреть, что мы понимаем  под каким -либо  обобщ ением  о б ъ ем а  
д а ж е  п а р ал л елеп и п ед а ,  если только  не принять чисто а н а л и ­
тического определен ия  с помощ ью  ин теграла .  Д ал ее ,  известные 
свойства  п л ощ ади  и объ ем а  в евклидовой геометрии нельзя  
у ж е  больш е использовать , чтобы сократить  путь при непо­
средственном  п реобразовании  переменных. П ерем енны е х,  у,  z  
могут не быть д екартовы м и  к оорди н атам и ; при этом трудн о  
усмотреть, что мы понимаем  под п лощ адью  или объемом  
об ласти .  П о всем этим причинам лучш е всего проводить  не­
посредственное  п реобразован и е  переменны х последовательн о  
о д н о  за  другим . У добно и сп ользовать  индексные обозначения  
и рассм отреть  случай тройного и н теграла  д л я  того, чтобы

*) Или функциональным определителем. — Прим.  ред.



п ро и лл ю стр и р о вать  метод, который легко  м ож н о расп ростран и ть  
на любое«нисло переменны х. М ы начнем с ин теграла

1 = f {x i ,  Х2, x ^ d x i d x ^ d x ^ (I)

и будем р а ссм атр и в ать  Xi, Xg, x^ как  функции от | j ,  I 2 , 
с непреры вны м и первыми частны ми п р о и зв о д н ы м ^  и такие^ 
что имеется взаи м н о  однозначное соответствие “м е ж д у  точками 
областей  и Д а л е е ,  используя  теорем у  о среднем з н а ­
чении» получаем

Л V .

■ (2>dli
где к а ж д у ю  из производны х д х ^ д ^ /  надо  рассматрйв 'ать  как  
вычисленную  в некоторой точке (не об язател ьн о  все прои звод­
ные в одной точке) внутри эл ем ента , ограниченного двум я  
н аб р р ам и  значений перем енны х отли чаю щ и хся  на 
В ы р ази м  с н а ч а л а  Xi в виде функции от Х2 и Xjt. Д а л е е ,  
считая  ;Л:2 и Хз постоянными, мы д о лж н ы  решить уравнени я

"  dli

и реш ение будет следую щ и м :

0 = д^1 (3 >

dx, \dxi. dx,

d h ■̂dh d h
d x i ,dX2 dX2

d h ' d h d h
dx3 dxs dx3
d h d h d h

6 £ ,=

дХ2
ж
д х .

дх^
d h
дх.

d h  d h

бл;,. (4)

К о гда  б | ] - > 0 ,  определители  стрем ятся  к ям обианам , вычислен­
ным в точке (xi, Х2, Х3); поэтому

/  = "  f ( r  Y  . . ч Г ^ ( - ^ ь  Х 2, Х з )  /  д { х 2,' ^ 2 ’  ^ з )  [ 3 / д J d h  d x 2  d X s .  ( 5 >

Теперь  вы разим  Xg в виде функции от I , ,  |з  и х,; мы находим 
аналогичны м  об р азо м , счи тая  | i ,  Х3 постоянными, что

6 x , - | g - 4 E , +  | | « | „

д (Х2, Хз)

At- , дхз 
0^2 +  6^3,

д  i h ,  1з)

дхз .
6х,, '

(6)

( 7 ) -

1 = / ( х „  Х2, ^з) [ I  ill; ll] /  I f - ]  d h  d l 2 dxs. _ J 8 )



Н акон ец ,  вы разим  Хз в виде функции от |з ,  затем ,
счи тая  и I 2 постоянны ми, получаем

бХз =  ^ 6 | з  (9)
И  ̂ :

/  =

П о сл ед о в ател ь н ая  зам ен а  переменны х закон н а  в силу р е зу л ь ­
татов  1.032 при условии, что ин тегралы  сущ ествуют, и. вели­
чина (10) м ож ет  быть о то ж д ествл ен а  с тройным ин тегралом , 
если этот последний существует. П ри р ассм отренн ы х  у сл о ­
виях  ]  (якобиан) яв л яется  непрерывной и ограниченной ф унк­
цией, так  что тройной ин теграл  о б язател ь н о  существует.'

И м еется , однако , некоторая  трудность, когДа J м еняет  знак  
в о бласти  и н тегрирован ия . Д а ж е  при зам ене  одной' п ерем ен ­
ной, с каж ем  х ,  если d x ld l  м еняет  зн а к  в о б л асти ' интегриро­
вани я , д ан н о м у  значению  х  будут соответствовать д в а  или 
более значений и если мы хотим получить прави льн ы й ре­
зультат ,  мы д о л ж н ы  запи сать  ин теграл  в виде и н теграла  
С тилтьеса . П ри п реоб разован и и  повторных, и н тегралов , .если 
я ко б и ан  о б р ащ а е т ся  в нуль в некоторой точке внутри области , 
в некоторой окрестности этой точки д ан н о м у  н аб ору  значений 
Л'], Х2, Хз будет  соответствовать  более  одного н аб о р а  значений 
l i ,  I 2’ h -  Если это так , то лучщ е всего разби ть  о б л а с ть  на 
подобласти , в к а ж д о й  из которы х якоби ан  со х р а н я е т  знак , и 
р а ссм атр и в ать  к а ж д у ю  п одобласть  отдельно ,

Этот подход  показы вает ,  что первый метод, основанн ы й на 
том, что с эл ем ентам и  площ ади  или о б ъ ем а  о б р ащ а ю т с я  как  
с п а р а л л е л о г р а м м а м и  или п а р а л л елеп и п ед ам и , на сам ом  д еле  
дает правильны й ответ и м ож ет  быть исп ользован  н еп осред ­
ственно во многих случаях , где он более удобен , чем явное 
реш ение я ко б и ан а .  П р ео бр азо ван и е  часто уп р о щ ается  с по­
м ощ ью  и сп ользован ия  теоремы

д { х , . . . х п )  д ( х , . . . х п )  ^ ( | i . . . | n )

т а к  ка к
а  (Г1, . . .  Т1„) Й ( I ,  . . .  |„ )  5  (Т1, . . . Г1„)

д х 1 ^  d x i  d l l  

д ц к  d l l  ’

(И)

(12)

где Xi слева  р ассм атр и в аю тся  к а к  функции от » сп р ава  
к а к  функции от Н о определитель  выр'ажений, стоящ их 
в правой части (12), равен произведению  двух  определителей  
в правой части (11) согласно  п р ави лу  п ерем н ож ен и я  опреде­
лителей . И ли  ж е ,  иначе говоря, тео р ем а  д о л ж н а  вы текать  из



непротиворечивости, ибо, если бы она б ы л а  неверна, мы могли 
бы получить р азли ч н ы е  р езу л ьтаты  при п реоб разован и и  инте­
г р а л а  непосредственно к  переменны м щ  и при п р еобразовании  
с н а ч а л а  к а  затем  к

С ущ ествует  теорем а ,  у т в е р ж д а ю щ а я ,  что если якобиан  
функций &1, In по отнош ению  к ЛГ], р авен  нулю
всю ду, то о д н а  из функций g о п р ед ел яется  по остальн ы м  и 
эти функции, таки м  об р азо м , не  я в л яю тся  подходящ ей  систе­
мой ко о р д и н ат  *). Д о к а за т е л ь ст в о  м о ж н о  найти в больш и н ­
стве книг по м атем атич еском у  а н ал и зу .

5.053. Изменение пределов  интегрирования. З а м е н а  пере­
менных, естественно, влечет за  собой изм енение пределов  
ин тегрирован ия . Н овы е пределы  м ож н о  найти либо  а н а л и т и ­
чески, зап и сав  о б ласть  и н тегрирован ия  в виде неравенств , 
л ибо  ж е  н ар и со вав  чертеж  и н ай дя  с помощ ью  проверки  таки е  
пределы  д л я  новых переменны х, которы е о бесп ечивали  бы 
покрытие всей области  их изм енения . Н и какого  общ его  п р а в и л а  
п р е о б р а зо в а н и я  ко о р д и н ат  д ать  н ел ьзя ,  но мы п рои лл ю стр и ­
руем эти м етоды  на при м ерах .

И м еется  очевидное противоречие м е ж д у  я коб и ан ом  преоб­
р а зо в а н и я  и простым изм енением  п о р я д к а  двух  перем енны х 
в ин теграле , т а к  к ак  д(х,  у)1д{у,  х ) =  — 1. Это противоречие 
о б ъ ясн яется  следую щ и м  о б разом : якоби ан  д{х,  у,  z)!d(l ,  ii, g) 
не м еняется  при любой циклической зам ен е  х, у, z  или g, т), g. 
О н я в л яется  п олож и тельн ы м , если при повороте н ап р авл ен и й  
d | ,  dr[, т ак ,  что н а п р ав л ен и я  и dr\ л е ж а т  в плоскости 
dx  и dy,  а в р ащ ен и е  вокруг dz  от d% к dy\ счи тается  п оло­
ж и тел ьн ы м , н ап р ав л ен и е  d t  о б р аз у ет  острый угол  с поло­
ж и те л ь н ы м  н ап р ав л ен и ем  dy.  Т аки м  о б р азо м , полож ительн ость  
я к о б и а н а  озн ачает ,  что d%, d' \̂, d^  о б р азу ю т  правосторонню ю  
систем у  нап равлен и й , и если х, у,  г  в о зр астаю т  в своих ин­
т е р в а л а х  и н тегр и р о ван и я ,  то  т), ^ будут  т а к ж е  возрастать ;  
д л я  ка ж д о го  и н тегрирован ия  ниж ний п р ед ел  меньш е верхнего. 
Е сл и  я ко б и ан  отрицательны й, то d\ ,  dt], dg о б р азу ю т  левосто­
роннюю  систему нап равлен и й  и нечетное число из них будет 
у б ы в ать  в ин тервале  своего изм ен ен ия . Е сли  мы все ж е  хотим, 
чтобы н и ж ни е п ределы  были меньш е верхних, то д о л ж н ы  
изм енить  зн ак .  П оэтом у, если д л я  к а ж д о й  переменной мы 
хотим, чтобы ниж ний предел  бы л меньш е верхнего, мы д о л ­
ж н ы  вм есто  як о б и а н а  взять  его модуль . Это п р ави ло  д л я  двух  
п ерем ен н ы х  т а к ж е  дает  п рави льн ы й ответ, и так  к а к  пределы

*) Так как мерность нового пространства меньше мерности исходного 
п ространства. — Прим.  ред.



интегрирования  не м еняю тся  местами, то  мы д о л ж н ы  взять  не 
д{ х ,  у ) /д{у ,  л:), а модуль  этого вы р аж ен и я ,  который равен  +  1.

5.054. Полярные координаты. Р ассм отри м  двойной интеграл

/  = f i x ,  y ) d x d y  ( 0 < ; с 2 + г / 2 < а 2 )

и п реобразуем  его к полярны м  коорди н атам  г,  0. Тогда  

x =  r c o s 0 ,  г/=  г s in  9,
д  (X, !/)
д  (г,  0)

/  =

cos 0  — r s in O
sin 0  г cos 0

=  Г

f { x ,  y ) r d r d e .

К а к  обычно, мы считаем , что г ^ О ;  то гд а  мы п р ед ставл яем  
к а ж д у ю  точку внутри круга  один р аз ,  взяв  0 от О до 2л, 
и пределы  д л я  г будут  равн ы  О и rf, а пределы  д л я  0 равны  О 
и 2я. М ож н о  бы ло  бы разр еш и ть  г при ним ать  и отрицательны е 
значения  так , что точка  ( — лг, — у)  соответствовала  бы точке 
( — г, 0) с тем ж е  сам ы м  0, что и д л я  (х, у); но тогда  для  
того, чтобы п редстави ть  к а ж д у ю  точку один раз ,  угол  0 м ож ет 
изм ен яться  только  от О до л и пределы  стан овятся  следую ­
щими: от — а до  а  д л я  г и от О до л д л я  0. К а ж д а я  из си­
стем оди н ак ово  сп р ав ед л и в а .  Н а ч а л о  коорди н ат  является  
особой точкой п р ео б р азо ван и я ,  но она не д о став л я ет  никаких 
неприятностей.

5.055. Очевидно, что, если мы перейдем  от п рям оугольны х 
коорди н ат  X,  у, Z к  цилиндрическим к оорди н атам  м, Я, г ,  мы 
аналогично  получим

д  (х, и, 2 ) _
д  (W. л, г)  ~  “ •

Если мы теперь перейдем  от цилиндрической к сферической 
системе координ ат  (г, Я, 0), то мы д о л ж ч ы  п олож ить

2 =  г cos 0, со =  г sin 0, 
д  (со, X, г) д  (и, г)

-  г.
и поэтому

д {х, и, г)  9 • п ^ Ч’ 2 „ : „ о=  _ Л ( 0 = - r ^ s m O ,  ^ , ^ = r 2 s i n 0 .



Этот р езу л ьтат  м ож н о т а к ж е  получить непосредственно,: взяв  

л: =  г sin 0 cos Я,, г/=  г sin  0 sin  Я, 2 =  г cos 0.

Мы п р ед ставл яем  внутреннюю  о б ласть  сферы ради уса  а,  взяв  
следую щ и е ин тервалы  изм енения: от О до а  д л я  г, от О до л 
д л я  0 и от О до 2я  д л я  X. Но любой из следую щ и х  наборов 
и н тер в ал о в  изменений был бы эквивалентен;

- а  К г < а ,  
0 < г < а ,

О < 0 < я ,
- я < 0 < я , 0 < Ж я .

Мы не до лж н ы  брать  интервалы  изменения, наприм ер, следую ­
щ ими: —я < 0 < я ,  0 < Л < 2 я ,  т а к  к ак  при этом
мы покрыли бы сферу д в а ж д ы  и, пОлучили бы удвоенны й п р а ­
вильный результат .

5,056. В качестве  иллю страци и  некоторых особенностей, 
возн и каю щ и х  при обращ ении с двойны ми и н тегралам и , р а с ­
смотрим метод, приводимый во многих учебниках  д л я  вычи-' 
сленИя и н теграла

/ =  е - ^ Ы х .

Поступим следую щ и м  образом :

поэтому

Р =  d x  X

о о
ОО л /2

0V' О

е~'''г dr  dQ =

п'2
е~'''г dr  X I" rf0 =

/  = V k 
2 ’ •

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)



П ереход  от (1) к (2) требует  обоснования; не очевидно, что 
произведение двух  однократны х ин тегралов  м ож но перевести 
в двойной интеграл . В сам ом  деле , I  нуж но понимать к а к  
предел

lim [" e ~ ^ " d x =  lim e~y"dy,
X-*oo ( 7 )

и без потери общности мы м ож ем  при нять  X — Y.  Т огда  (1) 
о б означает , что

X  X

/ ^ =  lim e ~ ^ " d x X  е~у^йу.
Х-><х,,

Но в интеграле
о

X  X  

о о

g-(x4y'-) d x d y

(8)

( 9 )

пределы  конечны и по д ы н тегр ал ьн ая  ф ункция неп реры вн а . П о­
этому. этот -интеграл м ож н о вы разить  к а к  повторный и н тегр ал  
и он равен  произведению  инт 
г р а л о в  в (8). О тсю да

X X
Р =  lim

Х ^ С О
d x d y .  (10)

о о

О д н а к о  переход  от этого вы р а ­
ж ен и я  к (3) с помощ ью  зам ены  
переменны х не очевиден, посколь­
ку  область  и н тегрирован ия  я в л я ­
ется к в ад р ато м  и вы р аж ен и е  (3) 
н уж н о  поним ать  в смы сле предела

R  л/2

lim f f e - ^ Wdr dQ,  • (11) О
О о Р и с .  25.

а здесь область  интегрирования яв л яется  четвертью круга . 
О босн ование  закл ю чается  в том, что п о д ы н тегр ал ьн ая  функ­
ция п о л о ж и тел ьн а  д л я  всех х,  у  и ин теграл  по к в а д р а т у  з а ­
клю чен м е ж д у  и н тегралам и  по четверти круга  с радиусом  X  
и по четверти кр у га  с радиусом  X  \^2 .  Значит,

x V l  я /2Л' я ,2 X  X

j  [ e - ^ W d r d Q <  [ J  d y  <  (' f e~r’r d r d d .  (12)
О О



К огда  мы интегрируем  по 0 и затем  переходим к пределу, 
первое и третье  в ы р а ж е н и я  стрем ятся  к  одном у и том у ж е  
пределу; поэтому

о

с  помощ ью  очевидного п р ео б р азо в ан и я  мы получаем  резу л ь ­
т ат ,  который в д ал ьн ей ш ем  будет нам  часто нуж ен  *);

оо

y )  ! =  /  х- ' / ‘е - ^  d x = Y я -
о

5.057. М ногократны й интеграл. И н теграл

/  = ехр ( - Г /2 )  djc, . . .  йГд:„ (1>

часто бы вает нуж ен  в  теории вероятностей , где

W =  aitxixk (2)
явл яется  полож ительно  определенной квадратичной  формой, а интегрирова­
ние ведется  от — оо до +  оо по всем  переменным. Если W  н е  явл яется  поло­
ж ительно определенной формой, то этот  интеграл н е  сходится. М ы зн аем ,
что форм у U7 м ож но привести к сум м е квад р ато в  с помощ ью  перехода 
к переменны м  причем якобиан преобразования будет  равен еди ­
нице (см. 4.08). Если при этом

. . .  +А „„ 1%  (3)

то  I  является  произведением  п  интегралов вида

j . « P  ( - 1 . - ) Ч  
— 00

Н о
Л 11Л22 . . . Ann ~  ЦаглИ. (5)

П оэтом у
, (2я)"«

\\aikt
(6)

5.06. Интегралы вдоль спрямляемых кривых. Если
в

I  =  I  ! { х ,  у,  z ) d s ,  ( I )
А

ТО S непрерывно во зрастает , когда  мы д в и ж ем ся  по кривой, и I  
я в л яется  интегралом  Р и м а н а .  З ам ети м , что если | / | < М  и 
д л и н а  кривой от Л до  В р авн а  L,  то  \ I \ < M L .

*) О пределение ф акториальной функции см. в гл. 15.



Пусть и,  V, W — три  функции от X, у,  Z,  ограниченны е и 
непреры вны е на  кривой; обозначим

«I
/  =  (и dx +  V dy +  W  dz). (2)

Это вы р аж ен и е  р ассм атр и в ается  к а к  сум м а  трех  ин тегралов  
С тилтьеса , так  как  х, у,  г  не о б язател ь н о  я в л яю тся  м он отон ­
ными ф ункциями от S. Ф ункция  X неп реры вн а  по s и и м еет  
ограниченную  вариаци ю . Н о д а ж е  если функция и  и н еп р е ­
р ы вн а  по S, она м ож ет  не быть непрерывной по х, т а к  как  
часть  кривой м о ж ет  быть п ер п ен ди ку л яр н а  к оси х, с каж ем  
при л; =  а ,  и тогда  функция и м о ж ет  иметь р азр ы в  в точке 
х  =  а, т ак  к а к  у  или г  могут иметь р азр ы в . Но, к а к  это сле­
дует  из (достаточных) условий сущ ествования  и н теграла  С ти л ­
тьеса ,  ин теграл  /  будет  сущ ествовать , если к р и в ая  м о ж ет  быть 
р а зд е л е н а  на конечное число дуг, на  к а ж д о й  из которы х ф унк­
ции и ,  V,  W я в л яю тся  либо  непреры вны м и, либо ограниченной 
вариаци и .

М ож но п о к а за ть  (простейш ее д о к а за т ел ь с т в о  см. в [1, 
стр. 205— 207]), что с п р я м л я е м а я  к р и в а я  почти всю ду имеет 
к асательн ую : поэтом у производны е

' - - г г .

сущ ествую т почти всюду. С помощ ью  зам ен ы  перем енн ы х мы 
м ож ем  зап и сать

У =  {1и +  mv +  n w )  ds =  liUi d s =  I • u  cfs. (4)
Sf

Д о статочн ы е условия , д аю щ и е  возм ож н ость  производить 
таку ю  зам ен у ,  состоят в т о м ,  что о б а  в ы р а ж е н и я  (2) и (4) 
сущ ествую т и производны е dxjds  ограничены , к а к  это, оче­
видно, и есть. Н а  п ракти ке  Ui и обычно непреры вны , за 
исклю чением , возм ож н о, конечного числа  точек, и после про­
верки стан овится  видно, что и н тегр ал ы  сущ ествую т.

5.07. Поверхностные интегралы: площ адь поверхностей.
П росты м  зам кн у ты м  кривы м  и д у гам  соответствую т зам кн уты е 
поверхности  и поверхности с гр ан и ц ам и . З а м к н у т а я  поверх­
ность — это поверхность конечного д и ам етр а  с внутренней и 
внеш ней частью и т а к а я ,  что мы м ож ем  перейти из лю бой 
точки поверхности в лю бую  другую , не п окидая  поверхность; 
из лю бой внутренней точки в лю бую  другую  внутренню ю точку,



не пересекая  поверхности, и аналогично  из одной внешней 
точки в другую ; но мы не м ож ем перейти из внутренней; точки 
ни в какую  внеш ню ю , не п ересекая  поверхности. Если в д о ­
полнение к этом у лю бую  простую зам кн утую  кривую  на по­
верхности м ож н о стянуть в точку, не п окидая  поверхности, то 
поверхность назы вается  одно свя зн ой .  Эти условия  уд о влетво ­
ряю тся  д л я  б ольш ин ства  обычных поверхностей, в частности 
д л я  границ  тверды х  тел, одн ако  м ож н о построить аном альную  
поверхность, известную под назван и ем  бутылка К л е й н а ,  кото­
р а я  не имеет ни внутренней части, ни внеш ней, и в то ж е  время 
у  нее нет граничной кривой. О н а  имеет конечные разм еры , и 
мы м ож ем  перейти и з  лю бой ее точки в лю бую  другую , не 
пок и дая  поверхности, но лю бы е  две  точки, не л е ж а щ и е  на по­
верхности, м ож н о  соединить кривой, не пересекаю щ ей п оверх­
ность. Мы исключим такие  поверхности из наш его  р ассм о тр е ­
ния. Л ю б а я  п р я м а я  лини я , к о то р ая  хоть р а з  пересекает  
зам кн утую  поверхность, будет пересекать  ее в четном числе 
точек; мы не будем  р ассм атр и в ать  таки е  поверхности, как , н а ­
прим ер , поверхность, зап и сы в аем ая  в цилиндрических коорди ­
н атах  в виде

. о I 
СО =  sin* —,

ко то р ая  пересекается  бесконечное число р аз  любой прямой 
А,= 0, со =  а , где 0 < а < 1 .  П рим ером  поверхности, не я в л я ю ­
щ ейся односвязной , я в л яется  тор. Л ю б а я  п ростая  зам к н у тая  
кр и в а я  на зам кн утой  односвязной  поверхности д ели т  ее на две 
части, которые мы будем  н азы в ать  ш а п к а м и  (caps). К р и вая  
будет н азы в аться  ка й м о й  (rim) к аж д о й  из ш апок. К а ж д а я  из 
LuanoK по отдельности не имеет внутренней части, но обычно 
о б л а д а е т  ещ е таки м  свойством, что простая  за м к н у та я  кри вая  
на ней, не п р о х о д я щ а я  через границ у , д ели т  ее на д в е  области , 
р азделен н ы е  кривой, и лю бую  таку ю  внутреннюю  кривую  м ож н о 
стян уть  в точку, не поки дая  поверхности. И ны м и словам и, 
ш а п к а  не д о л ж н а  иметь ды р. Мы исклю чим из рассм отрения  
п о л о с к у  М ё б и у с г ,  т ак  к ак  на ней м ож н о нари совать  зам к н у ­
тую кривую , которая  не д ели т  полоску на две  в заим н о  недо­
стиж и м ы е области. П олоску  М ёбиуса м ож н о сделать ,  в зяв  
дли нную  полоску  из бум аги , скрутив ее вполоборота  и склеив 
концы  вместе. О чевидно, полоска  М ёбиуса  имеет одну границу, 
и полный продольный р а зр е з  вдоль  нее по первон ачальной  
средней линии не р а зд ел я е т  ее на д в а  куска . С нова  мы м ож ем 
сдел ать  продольны й р а зр е з  на расстоянии одной трети или 
м еньш е поперечного сечения; в результате  мы о б н ар у ж и м , что 
поверхн ость  р азд ели тся  на два  куска , причем часть поверхности



у к р ая  д ас т  полоску с д вум я  к р аям и  и полностью п ерек ру­
ченную, в то время к а к  внутренн яя  часть останется  в виде более  
узкой полоски М ёбиуса, сцепленной с первым куском. Мы ви­
дим, таким  образом , что первон ачальны й край  полоски м ож ио ' 
п р еоб разовать  в окруж ность  с помощ ью  непреры вного  и зм е н е ­
ния. П олоска  М ёбиуса б ы ла  при ведена  как  пример одностог 
роннёй поверхности *). В последую щ ем  мы будем  иметь д е л а  
только  с двухсторонними поверхностями.

И зучение  таки х  свойств фигур в пространстве , которые со­
хран яю тся  при лю бом непрерывном п р ео б р азо ван и и  фигур, 
относится к р а зд ел у  м атем атики , н азы ваем о м у  топологией.  
Т а к и е  утвер ж ден и я ,  к а к  „п лоская  за м к н у та я  к р и в а я  имеет вну­
тренню ю  и внеш ню ю  части" , с первого в з гл я д а  к а ж у т с я  три* 
виальны м и , но в действительности  они верны лиш ь тогда ,  когда  
определение  зам кнутой  кривой  д ан о  соверш енно четко, и д а ж е  
тогда  их довольн о  трудн о  д о к а за ть .  С другой стороны, в тео­
рии магнитного  поля, со зд аваем ого  электрическим током, обы чно 
считается  само собой р азум ею щ и м ся ,  что зам кнуты й контур 
м ож ет  быть заполнен  двухсторонней  поверхностью , однакО' 
кр о м к а  полоски М ёбиуса т а к ж е  п р ед ставл яет  собой вполне 
возм ож н ую  форму д л я  такого  кон тура  и д ал е к о  не очевидно, 
к ак  зап олн и ть  ее двухсторонней поверхностью , хотя это можно- 
сделать .

П одобно том у как  мы определяем  д ли н у  кривой, естественно 
поп ы таться  определить  п л о щ а д ь  искривленной поверхности, 
взяв  м нож ество  точек на поверхности, соединив их так ,  чтобы 
получились треугольники , и определив  п л о щ ад ь  поверхности 
как  предел  суммы площ адей  треугольников, когда  они д ел аю тся  
бесконенно м алы ми. (В случае  плоских многоугольников с более- 
ч е х  тр ем я  верш и нам и имеется, конечно, ослож нение, так  как, 
четы р е^  точки на искривленной поверхности не обязательно, 
л е ж а т  а  одной плоскости.) К сож ален и ю , без дал ьн ей ш и х  огр'а- 
ничений на способ вы бора точек и на то, какие  пары  точек 
н уж но  соединить, этот способ не приводит к единственному 
определению  площ ади , за  исклю чением того случая ,  когда  по­
верхность п лоская . И з  определения  кратн ого  и н тегр ал а  есте­
ственно потребовать, чтобы стремились к нулю не просто пло­
щ ади  треугольников , а все стороны треугольников; но д а ж е  
этого недостаточно. В озьм ем  пример, д ан ны й Ш варц ем  [11,. 
стр., 309— 311]. П редставим  себе круговой цилиндр р а д и у с о м ,!  
с осью , п ар ал л ель н о й  оси z ,  разделен н ы й  плоскими сечениями 
через ин тервал  т.  Н а  окруж ности  к а ж д о го  из сечений возь­
мем п  точек, равноотстоящ их  друг  от д руга ,  причем на к а ж д о м

*) Б олеч подробна см. [5, стр. 261].



сечении эти точки сдвинуты  по окруж ности  по отнош ению  
к точкам  соседнего сечения на расстояние, равное  половине 
расстояни я  м еж д у  соседними точкам и  по окруж ности  сечения. 
Т огда  эти точки о п ределяю т  м нож ество  равн обедрен ы х  т р е ­
угольников, верш ины  которы х л е ж а т  на повер;:ности, и их сто ­
роны могут быть сделан ы  сколь угодно м алы м и , если мы возь­
мем достаточно м ал о е  т  и достаточно больш ое п.  Н о если 
А,  В —точки сечения, цилиндрические координ аты  которы х  X 

■отличаются на  2л/п, то  середи на  о тр езка  А В  л еж и т  внутри 
ц и ли ндра  на расстоянии 1 — соз(л /«) и ее 2-координ ата  о т л и ­
чается  от 2-координаты  точки С — б ли ж ай ш ей  точки соседнего 

■сечения — на величину т.  П оэтом у плоскость тр еугольн и ка  
н ак ло н ен а  к к асательн ой  плоскости в точке С  на угол

a r c t g ( i s i n 2 ^ ) .

Это вы р аж ен и е  м а л о  только  тогда ,  когда  mri^ велико; если т  
стрем и тся  к нулю  к а к  п~^,  то плоскости треугольн иков  стре­
м ятся  к к асател ьн ы м  плоскостям , но это  не так , если т  стре­
мится  к нулю  к а к  п~^.  Д а л е е ,  п л о щ ад ь  тр еугольн и ка  р а в н а

.  п
Sin —п 2 п

42

И п л о щ ад ь  2rt/m треугольников , п ок ры ваю щ и х  единичную дли ну  
в д о ль  ци ли н дра , р ав н а

п  ■ я  , 4 . 4 я  \'/а

К о г д а  п —у о о ,  это в ы р аж ен и е  стрем ится  к 2п при условии, что 
тп}-^<х>.  Т аки м  об р азо м , условие  необходимое д ля  того, чтобы 
■сумма п ло щ адей  треугольн иков  стрем и лась  к п л о щ ад и  ци­
линдра , со вп ад ает  с условием , что плоскости треугольников  

•стремятся к касательн ы м  плоскостям . Если это условие не 
выполнено, су м м а  м ож ет  стрем иться  к лю бом у пределу, пре­
восходящ ем у 2л.

С ледовательн о , определение п л о щ ади  искривленной поверх­
ности слож нее , чем определение длины  кривой. Д л я  кривой, 

•если только  н ап р ав л я ю щ и е  косинусы касательной  изм еняю тся  
непреры вно  при передвиж ен ии  по кривой, нап равлен и е  корот­
кой хорды  д о л ж н о  стрем иться  к нап равлен и ю  касательной  и 
ютношение ее дли ны  к д ли не  дуги д о лж н о  стрем иться  к 1. Д л я  
поверхности соответствующ ие при бли ж ен и я  треугольн икам и  
требую т дополнительного  условия , которое м ож н о принять 
в следую щ ем  виде: все углы треугольников  долж н ы  быть больш е 
некоторого  фиксированного  угла  6. О д н ако  это условие ставит



д ал ь н е й ш и й  вопрос: д л я  как ого  вида поверхностей возм ож ен  
такой  выбор, если стороны треугольников  стан овятся  как  уго ­
д н о  м алы м и ?  Б ы л о  п о к азан о  (см. [9, стр. 100— 112]), что это 
в о з м о ж н о  при условии, что поверхность ограничена  во всех 
н а п р а в л е н и я х  и имеет но р м ал ь  в к а ж д о й  точке, т а к  что если 
Qi, Q2 . . .  — точки поверхности, стрем ящ и еся  к Р ,  то н о р м а л ь  
в точке Qn стрем ится  к н о рм али  в Р.  П оследн ее  условие  часто 
ф ор м у ли р у ю т  так :  поверхность имеет непреры вно в р а щ а ю ­
щ у ю ся  норм аль .  Эти условия  я в л яю тся  до  некоторой степени 
и зли щ н е  строгими; они не вы полняю тся , нап рим ер , д л я  куба. 
Но, поскольку  обы чная  ф о р м у ла  п л о щ ади  поверхности пред­
с т ав л я е т  собой ин теграл  функции от н а п р ав л я ю щ и х  косинусов, 
из одного лиш ь сущ ествован и я  и н тегр ал а  следует , что эти 
условия  не могут быть сильно  ослаблены , если мы хотим, чтобы 
э та  ф о р м у ла  б ы л а  верн а ,  и они т а к ж е  м огут  быть приняты .

Е сли  поверхность з а д а н а  в виде
z  =  F { x , y ) ,  (1)

г д е  F  имеет  непреры вны е частны е производны е Fy  по х  
и у,  то  мы м ож ем  покры ть  проекцию  поверхности на  плоскость 
X, у  прям оугольн и к ам и  со сторонам и Л, k ,  т а к  что скачок изм е­
нений Fjc Fy ъ к а ж д о м  прям оугольнике  меньш е е. В озьм ем  
точки, в которы х прям ы е, проходящ и е через углы  п р я м оуголь­
ников п а р а л л е л ь н о  оси z ,  пересекаю т поверхность. В к а ж д о м  
из четы рехугольников, определен ны х таки м  об р азо м , проведем! 
одну  д и аго н ал ь .  Мы получим в р езу л ьтате  м нож ество  тре ­
угольников , все верш ины  которы х л е ж а т  на поверхности; проек­
ция к а ж д о го  на плоскость х,  у  имеет  п л о щ ад ь  Л/г/2. Д а л е е ,  
если верш и ны  на плоскости х,  у  имею т коорд и н аты  {х^, у Х  
{xr +  h, Уг), {хг, Уг +  k)  и мы отметим их индексам и 1, 2, 3, тО' 
проекция на плоскость л: =  const  будет иметь п л о щ ад ь

j i y 3 - y i ) i ^ 2 - z d  =  j k h F ^ { x ,  +  Qh, У г), (2)>

где О < 0 < 1 .  А налогично д л я  {Хг +  к,Уг),  { x „ y ,  +  k) ,  {Хт-\-к„ 
у ,  +  k) проекция будет иметь п л о щ ад ь

j k h F A x r  +  ^ ' h , y r  +  k).

Д а л е е ,  сум м а  п л ощ адей  треугольн иков  будет  р а в н а

L Y ^ h k [ \ + { F , f ^  +  {Fy) '^f ,  (3>

где  Fx, Fy  н уж н о  бр ать  в к а ж д о м  случае  в двух  точках  п р я м о ­
у гольн и ка ,  л е ж а щ е г о  в плоскости х ,  у.  Е сли  теперь мы



устрем им  е к нулю, то эта  су м м а  будет  сходиться  к ин тегралу

( l + F l  +  F l t d x d y ,  (4)
.  V

которы й сущ ествует  при у казан н ы х  условиях . Н о  следует  пом ­
нить, что этот р езу л ьтат  зависи т  от конкретного  способа вы ­
б ора  , треугольников , хотя  бы это бы л и очень естественный 
способ* Е сли  мы хотим получить ин теграл  от функции f{x ^  y , z )  
по поверхности, мы м ож ем  взять  д л я  к а ж д о го  треугольн и ка  
зн ачен и е  f { x ,  у,  F  (х, у)) в некоторой точке треугольн ика , л е ж а ­
щ его в плоскости д;, у,  и если f  непреры вна, то в результате
мы получим J J f  {х, у, z ) { \  +  F\- \-  d x  dy,  что м ож н о короче 

зап и сать  в виде f  d S .  i ;
J J

В этом" методе п р ед п о л агается ,  что z  о днозначна . Если 
п р я м а я ,  п а р а л л е л ь н а я  оси г,  пересекает  поверхность в двух  
точках , то необходимо рассм отреть  их по отдельности; так , 
поверхность  сферы нуж но  п редстави ть  к а к  д^ве поверхности, 
о д н а  из которы х состоит из м нож ества  точек^'с меньш ей коор­
д и н а то й  2 при ф икси рованны х х, у ,  а д р у га я '— из точек с б о ль ­
шей координ атой  Z .  К ром е того, в этом -м етоде предполагается , 
что Fj^, Fy непрерывны и, следовательно , ограничены , так  как  
ин тегрирование проводится  по зам кн утой  о б л а с ти -л ,  у,  но д а я  
сферы эти производны е стрем ятся  к бесконечности и интегргаЛЫ 
н уж н о  поним ать  к а к  несобственные, исклю чив с н а ч д л а '  зону 
о ко л о  границы  о бласти  и затем  устрем ив ш ирину зоны 'К  нулю. 
Е с л и  производны е F F y  имею т р азр ы вы  вдоль сп р ям л яем о й  
кривой или в конечном м нож естве  изоли рован н ы х  точек, то 
поверхность  м о ж н о  разд ел и ть  на куски, так  чтобы разры вы  
л е ж а л и  ца гр а н и ц а х  кусков; при этом не возникнет  никакой 
особой трудности. Если часть поверхности состоит из прямы х, 
п а р а л л е л ь н ы х  оси z,  мы возьмем  ее в виде x  =  G { y , z )  или 
у  =  Н { х ,  z).

Т акие и н тегр ал ы  обычно явл яю тся  несобственньш и, и чтобы 
о'бойти трудности, связан н ы е  с бесконечными р ядам и  несоб­
ственны х интегралов , обычно требую т, чтобы поверхность не 
п е р е с е к а л а с ь  бесконечное число р а з  какой-либо прямой, п а р а л ­
л ел ьн о й  одной из осей. П оэтом у такие  ограничения на тип 
рассм атр и ваем о й  поверхности довольн о  часты, но, к счастью, 
они вы полняю тся  д л я  б ольш ин ства  поверхностей, которые мы 
встречаем  на п р ак ти к е  (см. при лож ен и е  к гл. 5).

П оверхность  м ож но за д ат ь  парам етрически  с помощ ью  у р а в ­
нения x =  т|) и аналогичны х уравнений д л я  д р у ги х -к о о р ­
динат, где X, г/, z  имею т непреры вны е производны е д о  ^ и т].



Если мы выберем  I ,  ц. столь м алы м и , что разности  д л я  к аж д о й  
из этих производны х будут  всегда  меньш е е, когда  | | ]  — К  
|т1, — T ia K t i ,  то мы м ож ем  применить аналогичны е р а с с у ж д е ­
ния к т ^ у г о л ь н и к а м ,  зад ав а е м ы м  на плоскости г| п р я м о ­
угольникам и  со сторонам и X, ц.. Мы н ай дем , что сум м а  теперь 
стрем и тся  к ин тегралу

J d г d ц ,

где
д(у, Z )  12

L.?(g.Ti)J
<э (2, х) ]2
д ( I ,  П) J +

д {х, у)
.5 ( | , т ) )  J

(5)'

(6).

и что н ап р ав л я ю щ и е  конусы норм али  за д аю т ся  соотнош ениям и
' д  (у, г )  д  (г,  х)  д  {х, у)

)■ (7)>

причем знак  полож ителен , если вращ ен ие  н ап р авл ен и я  к н а ­
правлени ю  dr\  п олож ительн о  относительно н орм али . С пом ощ ью  
прямой зам ены  переменны х м ож но показать ,  что этот ин теграл  
ранен ин тегралу  (4) и сводится  к нему, когда  g==jc, г\ =  у,  т,ак 
что п рави ло  д л я  вычисления п л ощ ади  и н вариантно  д л я  р а з ­
личны х п арам етрических  представлений поверхности. ■ ;

Это особенно важ н о , т а к  к а к  принятый метод т р и ан гу л яц и и  
специально подби рается  д л я  к а ж д о го  представлен и я; поэтом у 
необходимо проверить непротиворечивость.

З н ачительно  труднее д ат ь  определение площ ади  д л я  п оверх­
ности общ его вида. Л еб ег  обош ел  трудность, отмеченную  Ш в а р ­
цем, введя  в рассм отрение ниж ние грани  сумм п л о щ адей  т р е ­
угольников, п ри бл и ж аю щ и х ся  к поверхности, и п редотвратив  
тем самы м завы ш ен ную  оценку п лощ ади , однако  Б ези кович  
п о к азал ,  что этот подход м ож ет  привести к зани ж енн ой  оцен 1̂ е. 
Он построил м нож ество  точек, имею щ их, согласно  oпpeдeлe:^ию 
Л еб ега ,  конечную п л о щ адь  и в то ж е  врем я полож ительн ы й 
объем (см. [2, стр. 8 6 —102]). Н аи лучш ее  общ ее определение 
п р и н адл еж и т ,  по-видимому, К ар атео д о р и  (см. [4, стр. 404 —426]). 
Все эти определения  при водят  к той ж е  сам ой ин тегральной  
ф орм уле  д л я  п л ощ ади  обычных поверхностей. Н еобходим ы е 
и достаточные условия  д л я  того, чтобы эта  ф о р м у ла  соответ­
ство вал а  определению  К ар атео д о р и , сф орм ули рован ы  Бези ко-  
вичем (см. [3, стр^ 1 —7]).

В индексных обозн ачен и ях  при преобразован и и  и н теграла  
по поверхности мы м ож ем  интерпретировать  l i d S  как



d{xp,xs)
=  d l d n (9)

■снова при том ограничении, что н а п р ав л ен и я  d^, dr\ и н орм аль  
о б р азу ю т  правосторонню ю  систему н ап р авл ен и й . Если  они о б р а ­
зую т левосторонню ю  систему, то зн ак  нуж но  изменить на 
обратны й .

5.08. Л ем ма Грина. Э та теорем а ,  известн ая  иначе как  тео ­
р ем а  Г аусса , тео р ем а  О строградского  (см. при лож ение  к гл. 5) 
и теорем а  о дивергенции, у т в е р ж д а е т ,  что если V — з ам к н у тая  
о б ласть  и S  — огр ан и ч и ваю щ ая  ее поверхность, то

1 Л ( J J J \

д и  . d v  I d w  

^ д х ' д у  d z
' j d x d y d z =  j  j  {lu +  m v + n w ) d S ,  (1)

при условии, что тройной ин теграл  от du jd x ,  d v jd y ,  d w j d z  по 
о бласти  V  сущ ествует  и н и какая  п р я м а я ,  п а р а л л е л ь н а я  какой- 
л ибо  из осей, не пересекает  5  больш е, чем некоторое фикси­
рованн ое  число раз; I, т,  п  я в л яю тся  н а п р ав л я ю щ и м и  коси­
нусами внеш ней норм али  к S . С ледует  помнить, что, к ак  и 
в р а зд ел е  5.05, ин теграл  от d u j d x  по области  V  о зн ач ает  инте­
гр а л  по п ар ал л елеп и п ед у  D,  вклю чаю щ ем у  область  V  и о гр ан и ­
ченному плоскостями X =  Xi, Х 2 , У  =  F], F2, 2 =  Zi, Z j  от функции 
р {х, у,  z),  равной д и / д х  в области  V  и нулю вне ее; у т в е р ж д е ­
ние, что ин теграл  по области  V  сущ ествует, о значает , что функ­
ция р { х , у , г )  интегрируем а в D.

К а к  п о казан о  в 5.051, из сущ ествован и я  тройного ин теграла  
вы текает, что этот ин теграл  м ож но вы числить с помощ ью  по­
сл едо ватель н о го  ин тегрирован ия . Тогда

д и
к.

- ^ d x d y d z =  j  J d y  d z  j  p { x , y , z ) d x . (2)
Y, Zy X,

Д л я  лю бой пары  значений у, z ,  которые не приним ает  ни одна 
точка  из области  V,  функция р  равн а  нулю д л я  всех х.  Пусть 
п р я м а я ,  п а р а л л е л ь н а я  оси х,  пересекает  поверхность; обозначим 
индексы точек пересечения 1, 2, 3 . . .  в порядке увеличения х, 
т ак  что нечетные индексы будут соответствовать  точкам входа, 
а четные — точкам вы хода. Д л я  лю бы х у, z  число пересечений 2k



ограничено. В доль  такой  прям ой мы имеем

X ,  X ,  X ,  2к

X, X,

n  Z, 2%

(3)

Yi Zi 24 2k

I  J  ^ d . x d y d z = -  J  J  ^ ( - l V u / d y d z  =  2 ( - i y J  jM;dj/d2,(4)
y, z, 1

причем поды нтегральн ое  вы р аж ен и е  р авн о  нулю д л я  значении 
у ,  Z ,  которым не соответствует ни одной точки S.

Д а л е е ,  из 5.07(4) имеем

1/1 =
д х  \2 
д у ) +

д х 21-V»
д г Г] (5).

и д л я  лю бой части S  получаем

d S  = ■ d y  d z
m  ' (6)

с  помощ ью  рисунка мы могли бы увидеть , что в точке вы хода  
внеш няя  нор м ал ь  о б р азу ет  острый угол  с осью х  и поэтому 
д л я  ее н ап р авл яю щ его  коси нуса  с осью х  справедли во  равенство  
/ =  I / 1; в точке входа мы имеем 1 =  — \1\. П оэтом у ин теграл
в правой  части (4) равен  l u d S  и берется  по всем точкам
пересечения. Н о таки е  точки входа и выхода пок ры ваю т  всю 
поверхность S,  за  исклю чением тех мест, где п р я м а я ,  п а р а л ­
л е л ь н а я  оси X ,  л е ж и т  на  S  д л я  некоторого и н тервала  значений х \  
но на таки х  п рям ы х / =  0 и поэтому л ю б а я  часть  S, со стоящ ая  
из т аки х  линий, не вносит никакого в к л а д а  в интеграл .

АД Г С С даМы получим аналогичны й р е зу л ь тат  д ля
dw

д у
d x  d y d z

d x d y d z ,  интегрируя  с н а ч а л а  по у  и z  соответственно,
а затем , с к л а д ы в ая  результаты , получим теорем у  (1).

В ы раж ен и е  I d S  на  самом деле  н уж но р ассм атр и в ать  как  
сокращ ение  вы р аж ен и я  ±  d y d z ,  причем зн а к  вы бирается  в з а в и ­
симости от того, явл яю тся  ли точки окрестности точками выхода 
или входа прям ой, п а р ал л ель н о й  оси х ,  т а к  что правую  часть  (1) 
нуж но  р ассм атр и вать  к а к  сумму трех  обычных двойны х ин те­
гр ал о в  и не вносить сю д а  трудностей, возни каю щ их при опре­
делении п л ощ ади  поверхности. При вычислении поверхностного 
и н теграла , когда  поверхность за д ае т с я  парам етрически , будет



и сп ользован а  ф орм ула  5.07(8):
dXk dx„ d l  dr], (7)d l  <3r,

где  /j, dl ,  dx] о б р азу ю т  правосторонню ю  систему направлений.
П риведенное выш е доказател ьство  имеет больш ую  обш,ность, 

чем это часто требуется . Д остаточн ы е условия , которые обычно 
вы полняю тся , заклю чаю тся  в следую щ ем . 1) П оверхность о гр а ­
ничена и имеет всюду непреры вно вр ащ аю щ у ю ся  н орм аль , за 
исклю чением, возм ож но, конечного м н ож ества  сп р ям л яем ы х  
кривы х, а т а к ж е  не пересекается  более, чем некоторое фикси­
рованное число раз,  лю бой прямой линией. 2) П роизводны е 
du ld x ,  d v jd y ,  d w j d z  сущ ествую т и ограничены в области V,  
а т а к ж е  непрерывны всюду, за  исключением, быть м ож ет, ко­
нечного м нож ества  поверхностей конечной площ ади . Н ет  н и ка­
ких  возраж ен и й  против того, чтобы область  V  им ела  дыру. 
О на  м ож ет, наприм ер, быть областью , ограниченной двум я  
концентрическими сферами. Тогда 5  состоит как  из внешней, 
т а к  и из внутренней сферических поверхностей, так  что норм аль  
к внутренней границе берется по н ап равлени ю  от области  V,  
т. е. к центру сфер.

_Е сли  и, V, W явл яю тся  ком понентам и вектора Ui, мы м ож ем 
зал и сать  н аш у  теорем у  в следую щ ем  виде:

div u dx =  d S ,  (8)

где «„ — п роекция  вектора  на внеш ню ю н орм аль . М етод, исполь­
зованны й в приведенном д о казательстве ,  рассм атр и вает  все 
чл€ны по отдельности; поэтому не бы ло бы никакого особого 
п реи м ущ ества  использовать  в этом методе векторные или тен­
зорны е обозначен ия . В д о казател ьстве ,  приводимом ниже 
(11.053), мы будем пользоваться  индексными обозначениям и: 
оно будет несколько более общ им, но т а к ж е  и более трудны м.

Обы чно принято, особенно в немецких книгах, запи сы вать  
и н тегр ал ы  только  одним знаком  интегрирования . Т а к а я  запись 
имеет тот недостаток, что, д л я  того чтобы взять  интегралы , 
их надо  зап и сать  в виде двойны х или тройных ин тегралов  и 
при этом м о ж ет  произойти некоторая  путаница: не существует 
перем енны х интегрирования  S  и т.

Е сли  все компоненты вектора не зави сят  от 2 и мы при­
меним н аш у  теорем у  к области , ограниченной д вум я  плоско­
стям и Z =  const и цилиндром, образую щ и е которого п ар ал л ель н ы  

■оси Z, то получим двухмерную  форму теоремы
д и  I d v

К- д х  ' д у  ) d x d y =  (1 и +  m v ) d s . (9)



Концы н е ,в н о ся т  в поверхностный ин теграл  никакого  в к л ад а ,  
ибо там  1  =  т  = 0  и значения  n w  в соответствую щ их точках  
двух концов равны  по величине и противополож ны  по знаку; 
сом нож и тель , равны й длине цилиндра , в правой и левой ч астях  
р авенства  сократится . Этот результат  м ож ет  быть легко  д о ­

сказан и непосредственно.
: З а м е н я я  н на  и и у на — и,  мы получаем

(10)

[ Но если взять  за  полож ительн ое  нап равлен и е  вдоль  к а с а т е л ь ­
ной такое, при котором п л о щ ад ь  остается  слева , то н а п р а в л я ю ­
щие косинусы к асательлой  ф а в н ы  {— т,  I) =  {dxlds,  dyjds) .  П о ­
этому ин теграл  в правой части равен ( u d x  +  v d y )  и берется
по границе в п о л о ж и тел ь н о м 'н а п р ав л е н и и .  Это явл яется  д в у х ­
мерной формой теоремы Стокса.

! 5.081. Т ео р ем а  Г рин а . П олож и м  в лем м е Г рина

d V
и

^Тогда
dxi •

[т . е.

■где под d V  1дп мы понимаем диф ференцирование по н а п р ав л е ­
нию внешней нормали. А налогично

У d r  + d U  d V
dxi dxi d x  =

И п о э т о м у

- V V W ) d %  =
o n  o n d S

при условии, что и  dVIdXi  и V d U jd x i  имеют первые прои звод ­
ные, интегрируемые в области , т. е. вторые производные U я V 

(сущ ествую т и интегрируемы.;^^._;_

5.082. Т еорем а С токса . Пусть С  ^=простая зам к н у тая  к р и вая  
и S  — двухсторонняя  поверхность, и м ею щ ая  С границей. П усть 
лг; — координаты , и, —три функции от Xi с непрерывными



первыми производны м и. Т еорем а  С токса у т в е р ж д а е т ,  что 

щ dxi  =

или в векторны х обозначен иях  

U • d x  = 1 • ro t  U d S ,

(1)

(2)

где  /, — н ап р ав л я ю щ и е  косинусы н о рм али  к элем енту  поверх­
ности d S .  Н ап р авл ен и е ,  которое н уж н о  вы брать  д л я  нормали, 
о п ределяется  следую щ и м  образом : если кривую  С непреры вно 
деф орм и ровать  и переместить так ,  что она описывается  в по ­
л ож и тел ьн о м  н ап р авл ен и и  в некоторой плоскости г = const,  
и S  л еж и т  в этой плоскости, то нор м ал ь  д о л ж н а  совпадать  
с полож ительн ы м  н ап равлен и ем  оси г.

П редп о л о ж и м , что поверхность за д ае т с я  с помощ ью  п а р а ­
метров I,  т]. Тогда  с пом ощ ью  двухмерной теорем ы  Стокса  
получаем

^ikmh
dUm
dXk d S  = dUm I dXk dxm 

dxk \ dl  dr\
d U m  d X m  dUtn

d X m  dxk 
dl  Эг1 ) d l  dx] ■■

d x
dl  ati dr\

• •
г ^ . дХт \ д (. .  dXm ■
1 д1 дц ] йт, ag ,

dl  =

d l  qr] =

(3)

H o это к а к  р аз  р авн о  u ^ d x ^ .

П ри до к азател ьстве  п р ед п о л агается ,  что d ^ x j d l d r ]  и 
d ^ x j d r \ d l  сущ ествую т и равны , это в свою очередь м о ж н о  
вывести из предп олож ен и я ,  что эти производны е непрерывны 
(см. [6, стр. 2 2 1 —222]). Ч асто  n d S  зап и сы вается  как  d S ,  
который поним аю т к а к  вектор величины d S ,  н ап равленн ы й 
вдоль п.

5.09. П оток и ц и р к у л я ц и я .  Если Н; — вектор, /г,-— н а п р ав л е ­
ние норм али  к поверхности, то ин теграл t i iUidS,  взяты й
по поверхности, н азы в ается  потоком  вектора  Ы; через поверх­
ность. В гидроди нам ике, если — скорость ж и дкости  в не­
которой точке, поток — это объем ж идкости , проходящ ей через 
поверхность в единицу времени; отсю да его назван и е .  Ин-



теграл UidXi,  взятый по некоторому контуру, н азы вается
с

ц и р к у л я ц и е й  по этому контуру. В этом случае  л ем м у  Г рин а  
м ож но прочесть следую щ и м  об р азо м : поток вектора  через 
зам кн утую  поверхность равен  и н тегр ал у  от его дивергенции 
по объему, нах о д ящ ем у ся  внутри поверхности. Теорем у С токса  
м ож н о прочитать  так :  ци ркуляц и я  вектора  по кон туру  р а в н а  
потоку его ротора через ш апку, зап о л н яю щ у ю  контур  *).

Если функции и, дифференцируемы  в точке Р  и мы берем  
вокруг Р  лю бую  последовательность  поверхностей 5 „  о д и н а ­
ковой формы и ориентации, д и ам етр  и объем  которы х равн ы  
а„, V„, то  из 5 .04(5) следует , что

I J '•“ <" .  -  ( l t l + т г  J 1 1  " s -  с»

где |U ( |- > 0  равномерно при
П оследний член стрем ится  к  нулю вместе  с а„, т ак  как

г dS „  =  О (al)  =  О (У П оэтом у

I j (2)lim 'Vn~П ' ■

Этот р езу л ьтат  особенно полезен  тогда , ко гд а  нам н уж н о  вы ­
р ази ть  дивергенцию  вектора  с помощ ью  кри волинейн ы х орто­
го н альн ы х  координ ат .

Векторы, дивергенция  которы х р а в н а  нулю всю ду в не­
которой области , н азы в аю тся  с о л е н о и д а л ь н ы м и  в этой области . 
П оток соленоидального  вектора через лю бую  зам кн утую  по­
верхность в этой области  равен  нулю; обратно , используя 
последний р езультат ,  получаем , что если вектор имеет нулевой 
поток через лю бую  зам кн утую  поверхность в области , то он 
солен ои дален  в этой области . В частности, в потоке ж и дкости  
плотности р, где р м ож ет  быть переменной, скорость переноса
массы  через поверхность р ав н а  Если м асса  внутри

> J J
к а ж д о й  поверхности остается  одной и той ж е  с течением вре- 
мени, то вектор ры; соленоидален  и div(pu) =  0. В частном 
случае, когда  ж и дкость  однородн а  и н есж и м аем а ,  т а к  что 
м асса  внутри зам кнутой  поверхности в этой ж и дкости  постоянна 
и (Зр/(5х,-=  О, мы имеем просто d iv u  =  0. Во многих ги д р о д и н а­
мических за д а ч а х  это условие удовлетворяется . Д остаточн ы м

*) в  русской литературе теорему С токса обычно ф орм улирую т так: 
циркуляция вектора по контуру равна потоку его ротора через лю бую  по­
верхность, опираю щ ую ся на этот контур,  — П р и м ред.



условием , чтобы вектор был соленоидальны м , будет  то, что 
он явл яется  ротором другого  вектора. М ы д о к а ж е м  в 6.11,
что это условие т а к ж е  и необходимо. , . ..............

Йекторы, имею щ ие нулевую  ци ркуляцию  по лю бом у  кон­
туру  в рассм атри ваем ой  области , н азы ваю тся  б ез ви хр евы ми  
в этой области. Если и S  (х,) — лю бы е две точки в об ­
ласти  и мы соединяем  их д в у м я  различны м и тр аек то р и ям и  L  
и L ' в этой области , то имеем

\ щ й х 1 -= \  Uidxi .  ^ ' (3)
L L'

Если траектори я  L от А к В  вместе с траекторией  U  от В  
к А  о б разует  зам кнуты й контур в области  ц 'в е к т о р  Ui б е з ­
вихревой, то интеграл  по этому контуру будет  равен нулю. 
Н о в этом контуре часть L '  проходится в противополож ном
нап равлен и и , откуда  и получается  требуем ы й результат .  Таким 

в
об р азо м , ин теграл  Uidxi  зависит только  от начальной  и ко-

А
печной точек, но не от пути интегрирован ия  и его м ож но вы­
р ази ть  в виде ф(В) —ф(Л), где ф — некоторая  с к а л я р н а я  ф унк­
ция координ ат . Возьмем  теперь точку В'  с к оорди н атам и  
( x i + 6.11:1, Х2 , Х3). Ч тобы  попасть из А  в В' ,  мы, м ож ем  пройти
с н а ч а л а  в В  и затем  в В'\  в результате  получим

В'

[ф (В') -  ф (S) ] =  - ^  I  н; dxt~> Uu (4>
В

откуда

Ф(В) =  М1 (5)дх_

И, используя симметрию , получаем
(Эф

О тсю да следует, что безвихревой  вектор является  градиентом  
некоторого с к а л я р а .  Снова имеем

duj ^  |Э̂Ф ^  .

dxk  d x i d x k  dx i  ’

И поэтому ротор от безвихревого  вектора равен нулю. О братно , 
если ротор вектора равен  нулю всюду в области, то мы можем 
применить теорему Стокса, чтобы п о казать , что его циркуля-



ция по лю бом у контуру, который мож но заполни ть  ш апкой *), 
л е ж а щ ей  в наш ей области , р авн а  нулю, и поэтому он без* 
вихревой и, следовательно , согласно приведенным выше рас* 
суж д ен и ям , является  гради ентом  некоторого ск а л я р а .

Если Ui является  и соленоидальны м  и безвихревы м , то 
сущ ествует  функция ф, и тогда , так  как  dujd x i i  =  О, мы получаем

(Э2ф _  д2ф . . <52ф
d x j dxi dxi dxi

=  0,

что м ож но зап и сать  ком п актно  в виде

=  0 .

(7)

(8)

П Р И М Е Р Ы

1. Д о к азать , что если - д  <  а  <  я , то

ехр ( — — 2 х у  cos а  — у^) d x  d y  ^
sin  а

о о

2. П усть S,  Т — ф иксированны е точки с координатам и (О, О, ±  /?/2), И 
Р  — перем енная точка {х, у ,  г ) \  расстояния P S ,  Р Т  обозначаю тся через s,  t 
соответственно . Если

s +  t s  — t
 ̂=  — =  Т

и ф — угол м еж ду  плоскостью  P S T  и плоскостью  у — О, то показать, что 

д  (I, Т1, ф)
<5 (X , у, Z)

О ткуда  до к азать , что

' d x  d y  dz

8
R H V - r \ ‘) •

2 л Я
st

где интеграл берется  по в сеи у  пространству.
3. С помощ ью  преобразован ия

X +  iy =  {и +  iv)^ 

или другим  способом вы числить интеграл

{х^ +  d x  dy,

взяты й по области, ограниченной дугам и соф окусны х парабол 

г/2 =  4flr (х +  аг) =  I, 2, 3),

а,  >  0 2  >  О, аз <  0.

(P re lim ., 1942.)

где

*) См. примечание на стр. 319.



4: Д о к азать , что интеграл
Г d S

взяты й  п0 поверхности эллипсоида с полуосями а, Ь, с, где р  —длин а пер­
пенди куляра  из центра на касательную  плоскость в некоторой точке эллип- 
соядау равен ,

В(,1ЧИСЛИТЬ
С d S

(М. Т., 1940.)

5. О пределить новые пределы  следую щ их интегралов после изменения 
пбрядка интегрирования:

1 1  1/2я бсозесб

d x l i x , y ) d y ,  1” rf0 I  f ( r , e ) d r .  ( I . e . ,  1940.)

6. Записать интеграл
VUIZy z ~ y ‘

d z d y d x

Ъгс<|к;рических к оордин атах , и по казать , что его величина р авн а  па^124.
( I . e . ,  1938).

7. Если Кп — однородны й многочлен полож ительной  целой степени п 
и системе координат, где вы полняется  условие V2/(C„ =  0 и 5  —сф ера радиуса а  
с центром в начале координат, то до к азать , что

K l d S .

8. Если А и В —д ве  векторны е ф ункции от координат точки простран- 
ствп, то до к азать , что

div  (А X В) =  В • ro t А -  А • ro t В.

Е с.1и д ал ее  А и В — ф ункции врем ени и связан ы  соотнош ениям и 

d A  , „  [dB
dt ■ ro t В,

dt
=  — ro t A,

(A2 +  B 2 ) r f T = -  ( A X B ) - d S .  (М /с, i n ,  1931.)

и T — объем , заклю ченны й в ф иксированной поверхности S ,  то до к азать , что

-1  -fL
2 dt  .

9. Д о к азать , что

Е сли  d iv D  =  4np , Е

d iv  (фА) =  ф d iv  А +  А ■ g ra d  ф.

= —, g ra d ф  н D =  /CE, где К  не зависит от Е, то по­
к азат ь , что если ф им еет порядок 0 ( \ j r )  на бесконечности, то

_!
2 . pcfdx ■■ 8л и Е • D d r ,

где интегралы  берутся  по всему пространству.
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  К Г Л А В Е  5
5.04a. Если

f { x , y )  =  (x^ +  y ^ t - ; ^ ,  Д 0 , 0 )  =  0. ^

то d f / d x  =  d f / d y  =  0 в точке (О, 0). Д а л е е ,  если х  =  г cos 0, 
i/ =  r s i n 0 , то f l r - ^ 0  при л - ^ 0  д л я  лю бого  ф иксированного  0 . 
О тсю да df ldr  =  0 и гради ент  f  по лю бом у  нап равлени ю  об­
р азу ет  вектор. Но /  недиф ференцируема, так  'к а к  при г <  р 
мы могли бы всегда взять  у  =  х^, что д а е т  Цг= 1 1 2 .  Поэтому 
дифференцируемость функции не яв л яется  необходимым усло­
вием д л я  того, чтобы гради ент  был вектором, как  это было 
определен о  в 3.06. О д н ак о  свойство (5) настолько  в аж н о , что 
векторное свойство производной м ало  о чем говорит нам , если
(5) не вы полняется. Н ап р и м ер ,  если f диф ф еренцируем а и 
г - > 0 , 0 ->-ф лю бым способом, то

-7 - [f U ,  «/) -  /  (О, 0 ) ] cos  ф - f s i n  ф.

но это неверно д л я  рассм отренного  выше п р и м ера ..  ,  ̂ , ,

5.051а. Д ифференцирование под знаком интеграла.. Мы
п о к аж ем , что при некоторых условиях  имеет место равенство

Ь Ь , I

/  {х, с) d x  =  - Ч —  dx ,
dc

а
дс

) ?.Г

где а п Ь не  зави сят  от с.

П редп олож и м , что интеграл  J  f { x , y ) d x  сущ ествует  и что
а ' ’ ' \ \

(л:, г/)/5г/— непреры вная функция двух  переменных ;.л; и у,  где 

2 1 *



а ^ х  ^  b  и | у  — с |« ^ 6 ,  6 > 0 .  Тогда, согласно  5.051, из-за  того 
что двойной ин теграл

Ь c + h
d f  {X,  у )J ду d y

сущ ествует  при | /г | <  б, получаем
Ь c + h  c + h

dx

И н теграл  слева равен 
ь

J  [ f i x ,  c +  h ) - f i x ,  с)] dx.

И н тегр ал  в правой  части равенства  равен

"  - d f  {X, у )  - 

. д у  .
h d x  +  о {h).

у = с

так  как  однократны й ин теграл  я в л яется  непрерывной функ­
цией у. О тсю да, р азд ел и в  на h и устремив h  к нулю, мы 
получаем

■f fd c  , д с -dx.

Если a, h з ав и сят  от с, то н уж но добавить  члены 
d b

dc
Р асп ространени е  на случай, когда  а, Ь стрем ятся  к беско-

ь
Г dfнечности, получается  из 1.12, если ~fy равном ерно  сходится.

а
Д о к а за те л ь ств о  при несколько иных услови ях  следую щ ее. 

ь
П усть f i x ,  y ) d x  сущ ествует  д л я  всех у,  таких, что | у — с | ^ б ,

а
и пусть d f  (х, у)!ду  сущ ествует  д л я  |г/ — с | ^ б .  Пусть,
д алее , d- f{x,  у)!ду^ сущ ествует  в этой ж е  области  и ограничена 
верхней гранью  М,  но не о б язательн о  непреры вна. Тогда 

г  ь ь - ь
f i x ,  c +  h) d x — f i x , c ) d x

О
fy ix,  с +  Qh) dx ,



г д е  О < 0 < 1 ,  \Н\ < 6 .  К ром е того,

{Xi c +  Q h ) -  fy {х, с) =  fyy {х, с +  ф/г) 0/г, ■

гд е  О <  ф <  9 <  1. О тсю да
ь ‘ ь

[у {х, c + Q h ) d x -  fy {х, с) d x

т а к  что, переходя к пределу  при Л - > 0 ,  мы получаем
ь ь

^ f  {х, с) d x  =dc
а

дс

5.07а. Поверхность, удо в л ет в о р яю щ у ю  у с л о в и я м  5.07, можно  
за кл ю чи т ь  в п р о и з в о л ь н о  м а л ы й  объем.  Т ак  как  =  1,
то  в к аж д о й  точке поверхности по край ней  мере одна  из вели­
чин 1^, т ^, ti^ больш е '/з- В озьм ем  точки, где они о б р а ­
зу ю т  о б ласть  или о бласти  по х,  у,  т ак  к а к  п  неп реры вн а  и

Т о гд а
F l ^ 2 , F l ^ 2 .

О т с ю д а

1i F i x  +  h , y ) - F { x , y ) \ ^ h Y 2 ,  \ F { x , y  +  k ) - F { x ,  y ) \ ^ k V 2 .

В озьм ем  k ^ h .  Тогда п а р ал л елеп и п ед  со сторонам и 2/г, 2k,  
‘2 h Y 2  с центром в (х, у,  z)  будет  зак л ю чать  в себе все точки S , 
у д о влетво р яю щ и е  неравенствам  \ ^ — x \ < h ,  \ у\ — y \ < k ,  и будет 
п ерек р ы ваться  с аналогичны м и п арал л елеп и п ед ам и , центры 
к о торы х  л е ж а т  в точках  S  и соответствую т соседним точкам  
реш етки; поэтому такое множ ество  п ар ал л елеп и п ед о в  вокруг 
точек, соответствуюш,их на плоскости х, у  всем точкам {h, k)- 
реш етки , будет  заклю чать  в себе всю поверхность 5 .  Пусть 
ам п л и ту д ы  изменения х, у  будут  Н,  К-  Т огда  число точек ре­
ш етки  не превосходит

и полный объем п ар аллелеп и п ед ов  не превосходит

( т  +  О  ( т  +  О  =  8 {Hh  +  Л2) (К  +  k),

что стрем ится  к нулю вместе с h,  т ак  как



П рим ен и м  аналогичное  рассу ж д ен и е  к точкам , гд е  Р  или 
больш е 7з» и требуем ы й р езу л ьтат  получится  с помощ ью  
сл о ж ен и я .

5.08а. Г рин вы вел  теорему, носящ ую  теперь его имя (см. 
[1, стр. 23]), о тдел яя  члены и интегрируя  по частям . 
М. В. О строградски й  (см. [2 ]) д а л  строгий вы вод теоремы 
о дивергенции, но, конечно, все принципы, исп ользован ны е 
в ней, с о д е р ж а тс я  в р асс у ж д е н и я х  Грина.



ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА

Но все это движ ение вы зван о  
лю бовью  к перемещ ениям.

Спенсер „Кор оле ва  фей",  кн ига  7.

6.01. 1 [г к а к  решение V^ф =  0. П усть Xi — коорди н аты  точки Р  
и г — ее расстояние от н ач ала  координ ат. Тогда

д 1 d  ,м  \  аг h
dx i г dr  'Кг 1 д х ^ ~ гЗ .

1 д 1 а х

д х .  д х ^  г йх ^ гЗ д х , гЪ

( 1)

(2 )

Теперь полож им  к =  i и используем  п рави ло  сум м ировани я; 
так  как  ~

XiXi =  г^, Ьц =  3,

-  =  О, (3)д х .  д х .  г ’ '  '

то 1/г есть решение у р авн ен и я  Л а п л а с а  У^ф =  0 всюду, кроме 
н а ч а л а  координат.

О тсю да с р азу  следует , что если — коорди н аты  другой 
точки Q и

r^ =  { X i - h r  

(п о д р азу м евается  суммирование), то

^ 2 -  = 0. (4)дх^ г

^ ^  d i a l
кроме Xi =  h .  Зам ети м , что - j r  Т  ^  ~  Т ' '  Р е з у л ь т а т

I
нам  потребуется  неоднократно.

Д а л ее ,  если мы возьмем  п  точек Q| . . .  Q„ и обозначи м  их 
к оордин аты  через а расстояни я  Q^P (которые считаю тся 
различны м и) через г^, то v

П



где  а * — прои звольны е константы ; равенство  справедли во , еслк  
не равны  О, т. е. если Р  не со вп ад ает  ни с одной из точек 

П о д р аз у м е в а е т с я ,  конечно, что диф ференцирование п рои зво­
дится  по ко о р д и н атам  точки Р.  С ледовательн о , с ограничением,, 
о котором только  что говорилось, л ю б а я  функция в и д а

п

S  я в л яе т с я  реш ением  у р авн ен и я  Л а п л а с а .
S=1

Т акой  вид имеет грави тац и он н ы й  потенциал , образованный' 
распределен ием  весомых частиц, и электростатический  потен­
ц и ал  от м нож ества  точечных зар яд о в .  С ледовательно , оба  они 
уд о влетво р яю т  у равнени ю  Л а п л а с а .  Это уравнени е  в о зн и к ает  
т а к ж е  в ги д р о ди н ам и ке  н есж и м аем о й  ж идкости . Если Uj е сть  
скорость в точке P{Xi),  то из условия , что м асса  внутри лю бой 
зам кн утой  поверхности постоянна, следует , что м, — солено-  
и д альн ы й  вектор. Д а л е е ,  д л я  лю бого  зам кн утого  ко н ту р а
в сосуде, целиком заполнен ном  ж и дкостью , ц и ркуляц и я  и,- dXf
вдоль него практически р а в н а  нулю, если этот поток ни где  
не проходит вбли зи  твердой  границ ы . П оэтом у с хорош им при­
бли ж ен и ем  к действительности  Ui я в л яется  потенц иальны м  
вектором . В классической ги дроди н ам и к е  при ним ается  апп рок­
си м ац и я

гд е  ф — с к а л я р н а я  ф ункция координ ат, у д о в л е т в о р я ю щ а я  у р а в ­
нению Л а п л а с а  и н а зы в а е м а я  потенциалом скоростей.  Р еш ен и я  
этого  у р авн ен и я ,  таким  об р азо м , вклю чаю т в себя  целиком т у  
часть  гидроди н ам и к и , в которой п рен ебрегаю т вязкостью  н 
доп ускаю т, что ж и дк о сть  имеет  постоянную  плотность н езав и ­
симо от д ав л е н и я  и други х  о сл о ж н я ю щ и х  обстоятельств , н а ­
прим ер изм ен ен ия  тем п ературы  и состава .  Н и  одн а  р е а л ь н а я  
ж и дк о сть  не у д о в летв о р яет  таки м  условиям , но д л я  многих 
встречаю щ ихся  в дей ствительности  дви ж ен и й  ж и дкости , о гр а ­
ниченной тверды м и стенкам и, они вы полняю тся  с точностью,, 
сравним ой с ош ибкой наблю дений . И склю чени е  составляет  
часть  ж и дк ости  в непосредственной близости  от твердой  г р а ­
ницы; эта  область , обычно то н кая ,  изучается  в теории п о г р а ­
ни чно го  слоя ,  развитой  в последнее врем я.

Если г — расстояни е  от Р  до  н а ч а л а ,  то когда
/ • - > 00. С ледовательн о ,  при достаточно больш ом  г

s= l



П оэтом у, если 2  ^  Ф б о льш и х  г ведет себя к а к  1/г.
Е сли =  ф уб ы вает  быстрее, чем 1/г.

Р ассм отри м  теперь поток гр ади ен та  1/г через сферу р ади у са  а 
с  центром в нач але  координат. Н а п р а в л я ю щ и е  косинусы внеш ­
ней норм али  равны  лг /̂г; поэтому

д
h дх. - d S = -г ■dS.

П л о щ а д ь  сферы р ав н а  4яа^; следовательно ,

(7)

Этот р езу л ьтат  м ож н о  расп ростран и ть  на лю бую  зам кн у ту ю  
п оверхн ость , о к р у ж аю щ у ю  н ачало  координат. В озьм ем  таку ю  
поверхн ость  S  и сферу 2 , достаточно больш ую , чтобы з а к л ю ­
чить 5  целиком  внутри себя, и прим еним  л ем м у  Г рин а  
к  о бласти  2  — S м еж д у  S  и 2. П р и м ен яя  обоз{1ачение d jd v  д л я  
диф ф еренц ирования  вдоль  внеш ней к этой области  норм али , 
к о то р ая  будет  н а п р ав л ен а  вовне п6 отнош ению  О на S и внутрь  
на  S ,  мы получим

2 - S
(8)

Л е в а я  часть  равн а  нулю . В к л а д  в правую  часть от 2  р авен  
— 4л. С ледовательно ,

(9)

Т а к  к а к  d v  в зято  по нап равлени ю  к О, то, в зяв  dn,  н а п р ав л е н ­
ным от О, получим в ы раж ен и е

(10)

которое  р асп ростран яет  (7) на лю бую  поверхность, з а к л ю ч а ю ­
щ ую  н ачало  координат. (П рим еняя  л ем м у  Грина, легко пока­
зать ,  что этот ин теграл  равен нулю, если S  не за к л ю ч а е т  
н ачало  координат.)

В классической  ги дроди нам ике, если течение н ап равлен о  
по р ади у су  и симметрично относительно н ач ала  координ ат , 
а ы — скорость на расстоянии г от н ач ала ,  и зависит только  
о т  г. О бъем  ж идкости , вы текаю щ ей из сферы р ади у са  г в еди­
ницу времени, равен  4пг^и.  Если о б ласть  м еж д у  д в у м я  таким и



сф ерам и ради усов  Г[ и rg зап о л н ен а  ж и дкостью  во время д ви ­
ж ен и я ,  то отсю да следует , что r̂ û̂  =  r lu2 , таким  образом ,

и =  ^ ,  (11)

где 4 я т  п р ед ставл яет  объем ж идкости , вы текаю щ ей из н ач ала  
координ ат  за  единицу времени. Поэтому

Ф = - - 7 -  (12)

отвлек аясь  от не относящ ейся  к д ел у  константы. Если т  поло­
ж и тельно , тогда  ф — потенциал  скоростей источника,  из кото­
рого вы текает  объем  ж идкости , равный 4 л т  за  единицу вре­
мени. Если т  отрицательно, то это ж е  относится к стоку.
Б е е  это мож но применить к лю бом у м нож еству  источников 
и стоков, а т а к ж е  и в теории гр ави тац и и  и электростатике.

Сходство м еж д у  этими трем я  о б ластям и  математической 
физики, к которым м ож но добавить  электрический ток в одно­
родном проводнике, столь велико, что удобно р азви вать  с р азу  
общ ую  д л я  них матем атическую  теорию. С небольш ими изм е­
нениями б о льш ая  часть ее п р и ло ж и м а  и к  м агнетизму. Эта 
теория н а з у в а е т с я  теорией потенциала.

. И з  (10) ср а зу  следует , что если

s = l  ■*

где  сум м ирование  в 2 ^  р асп ростран яется  на а^, которые соот­
ветствуют точкам Qs, л е ж а щ и м  внутри S; действительно, если 
л еж и т  внутри S,  то а^/г^ вносит сл агаем о е  — 4ла^, в сумму, 
а если  Qs л еж и т  вне S,  то в сум м у не вносится ничего. Это 
один из видов теоремы Гау сса  *).

6.02. Н епреры вны е расп ределен и я .  П ри лож ен и е  приведен­
ных выше р езультатов  к непреры вны м распределен иям  с т а л ­
ки вается  с м атем атическим и  и физическими трудностями. Если 
мы будем считать, что частицами являю тся  протоны и эл е к ­
троны, то гравитационны й и электрический потенциалы  будут 
представлены  конечными сум м ам и того вида, который мы только  
что рассм отрели . Н а  практике, однако, число частиц в любом

*) Эту теорему в отечественной литературе назы ваю т теорем ой Г аусса — 
О строградского. — Прим.  ред.



куске вещ ества  обычного р а з м е р а  столь велико, что опери ровать  
с сум м ам и невозм ож но; кроме того, н а  м ал ы х  р ассто ян и ях  
возни каю т д ополнительны е силы. Н о  именно по этой причине 
возм ож ен  другой способ. И н тегр ал  яв л яется  пределом  конечной 
сум м ы , если число и н тервалов  стан овится  очень больш им , в то 
врем я к а к  о б щ а я  д л и н а  остается  преж ней . Т аким  образом , 
сум м а , в з я т а я  по больш ом у  конечному числу ин тервалов , 
я в л яется  хорош им п ри ближ ением  к ин тегралу  и, наоборот, 
ин теграл  хорош о ап п роксим ирует  такую  сумму. Это наводит 
на мысль, что вместо того, чтобы р а ссм атр и в ать  сосредоточен­
ные в отдельны х точках  вещ ество  или за р я д ы , м о ж н о  считать, 
что они непреры вно расп ределен ы  по об ъ ем у  таким  образом , 
чтобы п р и бли ж ен н о  сохран и ли сь  п реж ним и о б щ а я  м асса  или 
з а р я д  в любой об ласти ,  с о д ер ж ащ ей  много частиц. О чевидно, 
что н евозм ож н о  сохранить  массу  или з а р я д  в точности п р е ж ­
ними в лю бой о бласти . Если бы это бы ло так , мы могли бы 
взять  зам кн утую  поверхность вокруг единичной частицы; м асса  
внутри нее стрем и лась  бы к нулю  в случае  зам ен ы  точечной 
частицы непрерывным распределен ием  массы  и в то  ж е  время 
к конечному пределу  д л я  всякого реального  распределен ия .

В действительности это при ближ ение  хорош о в ы р а ж а е т  
только  средние свойства  областей , "содерж ащ их м н о г о , элем ен­
тов, а не свойства  о тдельн ы х  частиц. Свойства первого  типа 
обычно н азы в аю т  м о л я р н ы м и  или макрос коп ическим и,  второго — 
м о л е к у л я р н ы м и  или микр оскоп ическим и.  (Н е надо  д у м ать ,  что 
эти слова  вы бран ы  потому, что в микроскопе м ож н о  увидеть  
о тдел ьн ы е  молекулы !) Если, н ап рим ер , область ,  с о д е р ж а щ а я  
п  частиц, где  п  велико, не слиш ком  вы тян у та  в одном н а п р а ­
влении по сравнени ю  с другим  и эк в и в ал ен тн ая  м а с с а  или 
з а р я д ,  равны е п ±  Y n  ’ явл яю тся  непреры вны ми, то  прибли­
ж ен и е  будет  достаточно хорош им. П лотн ость  в к а ж д о й  точке 
м ож н о отож дествить  с отнош ением общей массы  в такой  о бласти  
к ее объему; подобным ж е  об разом  о п ред еляется  плотность 
за р я д а ;  обе плотности будут всюду конечными.

Ф и зи ческая  трудн ость  состоит в том, что твердое  вещ ество, 
целиком состоящ ее из н еп одвиж ны х частиц, св я зан н ы х  только  
таким и  силам и , величина  которы х о б р атн о  проп орц и он альн а  
к в а д р а т у  р асстоян и я ,  не бы ло бы устойчивым и коллап си ро-  
вало  бы в нулевой объем . Ч астично ее м ож н о  преодолеть, 
допустив сущ ествование  дополн и тельн ы х  о тта л к и в а ю щ и х  сил, 
зам етн ы х  только  на м ал ы х  расстояни ях  и у б ы в аю щ и х  с р ас ­
стоянием  быстрее, чем или предполож и в , что частицы н а ­
ходятся  в быстром орбитальн ом  дви ж ен и и . В первом случае  
д ополнительны е силы нуж но изучать  отдельно; этот метод 
п ри м ен ялся  главны м  о б разом  Борн ом  и Л е н а р д -Д ж о н с о м



В теориях  кри сталлов  и газов . Во втором случае  потенциал, со­
зд аваем ы й  дан ны м  телом , д а ж е  внеш не нах о д ящ и м ся  в полном 
покое, будет быстро м еняю щ ейся  функцией времени. К в ан то в ая  
теория  стремится объединить  оба  допущ ен ия  в одной гипотезе .

Р азл и ч н ы е  реш ения п о казы ваю т, что силы, д ей ствую щ и е 
м е ж д у  частиц ами , подчиняю тся закон у  обратн ы х  к в а д р а то в ,  
если расстояние значительно больш е 10 см,  и их средние 
величины на и н тер в ал ах  времени больш е чем сек  из­
м еняю тся  м ало . С ледовательно , м атем атические  и физические 
трудности  м ож н о  обойти одним и тем ж е  способом: закон  
обратн ы х  кв а д р а то в  будет д а в а т ь  прави льн ы е результаты , если 
при м ен ять  его только  к изм ен ен иям  среднего  п олож ен и я  или 
им п ульса  вещ ества  внутри областей  с линейны ми р а зм е р а м и ,  
больш им и 10“ ® см,  за  ин тервал  времени, больш ий; чем 1 0" ' '’ сек  
и если эти р езультаты  п рави льн ы , то они будут  п р и б л и ж е н н а  
теми ж е  д л я  непреры вны х распределений, которы е сохраняю т 
т у  ж е  массу  или з а р я д  внутри т аки х  областей.

В наш ей ф орм уле  д л я  ф мы зам еним  на гд е
|(- — точка  соответствую щ его непрерывного  распределен ия . Д л я  
к о о р д и н ат  точки, в которой определяется  ф, мы п р о д о л ж аем  
исп ользовать  обозначение Xi- Т аки м  образом , приходим к и зу ­
чению функции

Y f f f - 5 - (1)J J A

где p теперь будет функцией координ ат  | i ,  I 2. 1 з точки Q; Xi, 
Х2 , Х3 — коорди н аты  точки Р  и R  — расстояние  QP,  о п р ед ел яем о е  
по формуле

R^ =  ( X i - h f .  (2)

К о н стан та  у  р а зл и ч н а  д л я  разн ы х  физических полей. Д л я  
краткости  мы будем писать  d h d l 2 di^ =  dx\  таки м  образом , 
d x  есть элем ент  объем а.

П р едп о л о ж и м , как  и ран ьш е , что р =  0 в точках , н ах о д я ­
щ ихся  от н а ч а л а  координ ат  на расстоянии, больш ем  чем д а н ­
ное. Тогда снова д л я  больш их г будем иметь

Гф- р dx.  (3)

Если р =  О в некоторой области , то в ней V \  =  0. Действи* 
тельн о , диф ференцируя  (1) под знаком  и н тегр ал а ,  получаем

=  У

П р и  достаточн о  м ал ы х  Р  точка Q о каж ется  в области, гд е  
р =  0. П оэтом у  поды нтегральн ое  в ы раж ен и е  я в л яется  непре­



рывной функцией Х\, Xj, w R  не  о б р ащ ается  в нуль, а пре­
делы  интегрирования конечны. С ледовательно , дифференциро­
вание под интегралом  обосновано. С лож и в  это и аналогичны е 
вы р аж ен и я  д л я  других вторых производны х, получим, к а к  и 
раньш е, V \  =  0.

П ром еж уточн ы м и м еж д у  случаем  дискретны х частиц и не* 
преры вны м и р аспределен иям и  являю тся  поверхностные и л и ­
нейные распределен ия , при которых м асса  или з а р я д  на еди­
ницу площ ади  поверхности или единицу длины линии соответ­
с т в е н н о - к о н е ч н ы е  величины. О тсю да очевидно, что потенц иал  
у д о влетво р яет  уравнени ю  Л а п л а с а  всюду, кроме, м ож ет  быть, 
такой поверхности или линии.

6.03. О д н о р о д н а я  сф ер и ческ ая  оболочка . П р е ж д е  чем pas* 
вивать д ал ь ш е  общ ую  теорию, мы рассм отрим  несколько важ* 
ных специальны х случаев.

П усть  на сфере ради уса  а з ад ан о  распределен ие  с постоян* 
ной поверхностной плотностью ст. Очевидно, что потенциал  ф 
не зависи т  от н ап р авл ен и я  и явл яется  поэтому функцией од­
ного только г; потенц иал  ф д о лж ен  удовлетворять  уравнению  
Л а п л а с а  везде, кроме сферической оболочки, где это у р а в н е ­
ние не у д овлетворяется .  Если теперь обозначить ш трихом диф­
ференцирование по г и если ф — ф ункция только г, то

З ф  X .  д ^ Ф  х . х .  х . х ^

у 2 ф = 1 ф / _ ^ Н - ф " = . ф "  +  ^  =  ^ ^ ( Г ф ) .  (2)

П оскольку  У‘ф =  О всюду, кроме сферической поверхности, то

Ф =  Л +  ^ ,  (3)

где А  и В — константы. Но при больш ом г

л ф - > у а d S  — 4луа^а.  (4)

П оэтом у вне сферы Л =  О и В =  4луа^а  и

< Р - ^  ( , > „ ) ,  ( 5 ) . )

*) В есьм а примечательна история этой ф орм улы . Есть основания пред­
полагать, что Н ью тон за д е р ж а л  на дв ад ц ать  лет публикацию  работы  по 
сравнению  ускорения силы тяж ести  от Л уны  с ускорением  силы тяж ести  
на зем ной поверхности , т ак  как  не мог до к азать , что притяж ение ш ара во 
внеш ни х точках  равносильно притяж ению  такой  ж е  массы, сосредоточенной 
в его центре. Но это легко д о к азать  из уравн ен ия Л ап ласа. П очему ж е 
Н ью тон не откры л уравн ен ия Л ап ласа?  В ероятно, потому, что его метод 
обозначен ия производной не позволял  ему рассм атривать более одной неза ­
висимой переменной и находить частные производны е.



В центре ф,. очевидно, конечно и равно 4 л у а а ; с л е д о в а ­
тельно, В  =  0 внутри сферы и

Ф =  А п уа а  (г <  а). (6)

Т аки м  об р азо м , ф имеет две  р азны е аналитические формы 
внутри и вне сферы. Его п р о и зво дн ая  по г р авн а

о {г <  а)

и претерпевает  р а зр ы в  — 4яуа, когда  г, в о зр астая ,  проходит 
через а.  С ам  п о тенц иал  ф, однако , непрерывен при переходе 
через сферическую оболочку. Это справедли во  и в общем с л у ­
чае: потенциал  непрерывен при пересечении поверхностного 
распределен и я ,  но прои зводн ая  п отенц иала  имеет р азр ы в , р а в ­
ный — 4луа.

6.031. О д н о р о д н а я  с ф ер а .  Д а л е е  рассм отрим  однородную  
сферу р ади у са  а с плотностью р. Мы м ож ем  представить , что 
она с л о ж ен а  из сферических оболочек р ади у са  а, толщ ины  da  
и поэтому с поверхностной плотностью pda. Тогда в точках 
вне сферы

а
4яур I" - 4 1ТМП/.3

ф : a^cfa =  | - — ^  ( г > а ) ,  (8)

как  и следовало  о ж и д ать .  Д л я  внутренних точек легче полу­
чить difldr,  т ак  к а к  оболочки с а >  г не вл и яю т  на нее. И м еем

дг

В центре 

и поэтому

^ ---------  d a  =  -  4  яург {г <  а). (9)-  Y
О

ф =  4 л у р ]  ac^a =  2лYpa^ (10)
о

Ф =  2 я у р ( а 2 - у  { г < а ) .  ( I I )

С ледовательн о , ф и дф/(3г обе непреры вны  на границе сферы, 
так  как

lim 1  =  lim 2лур — \  . (12)



П отен ц и ал  ф при г < а  не удовлетворяет  уравнению  Л а п л а с а
д I 2  о\ 4n v p r 2 j=  -  j  nvpxi, ,dxi (

( -  I  лур/-^) =  - 4 л у р . (14)

Это — уравн ен ие  Пуассона,  в ы р а ж а ю щ е е  общие свойства потенг 
ц и а л а  внутри вещ ества . И з  пре­
д ы дущ его  следует, что при р а зр ы ­
вах  плотности потенциал  и его 
п ер вая  прои зводн ая  могут быть 
непреры вны , но по крайней  мере 
одна из вторых производны х будет 
иметь разры в .

6.032. С ф ер и ческ ая  ш ап ка .  Р а с ­
смотрим теперь потенциал  на оси . \
сферического сегмента, если ради ус  сферы равен а, а  поло­
вина центрального  у гл а  сегмента  р а в н а  а.

Мы имеем
а 2л

Ф =  7
С а  d S ■ sin  0 dQ d l

о о

где 0 и Л, — сферические координаты  точки Q. Но 
^ 2 _ a 2  +  r 2 - 2 a r c o s 0 ,

R  d R  =  аг  sin 0 dQ

при изменении п олож ен ия  Q; следовательно .

adR =  2 щ а  — [{а^ +  г^ — 2 аг  cos а)'^' — \г  — 'а\

(Г5)

(16)
(17)

(18)

и сн о ва  (Зф/(?г д ел а е т  скачок — Апуа, когда  г, в о зр астая ,  про­
ходит через а. Величина R  д л я  0 =  0, конечно, д о л ж н а  быть 
полож ительной  и равной \ г  — а \  при г > а  и г <  а , так  как  она 
явл яется  просто расстоянием АР.  При а  =  я, когда  сегмент 
становится  полной сферической поверхностью, мы во звр ащ аем ся  
к ф орм уле (5).

Если а становится  больш им при ф иксированны х г — а =  х  
и а  sin а  =  6, мы приходим к случаю  кругового диска  р ади у са  Ь. 
В этом случае

if =  2 n y a [ V b ^  +  x ^ - \ x \ l  (19)

д х УЬ^ + : I x l J -



П рои зводн ая  стрем ится  к 2 щ а  или — 2л\’ст, когда jc—>-0 со сто­
роны отри ц ательн ы х  или полож ительн ы х  значений соответ­
ственно. Ф орм улы  (18) — (20) справедли вы , конечно, только  
если Р  находится  на оси симметрии. Но они показы ваю т, как  
величина скачка  производной по норм али  сохран яет  одно и 
то  ж е  значение, д а ж е  если величина производной по одну сто­
рону и зм ен яется  от О до 2яуа  с изменением о.

6.033. Л и н ей н ая  плотность. В качестве  п ри м ера  линейной 
плотности рассм отрим  распределен ие  с плотностью к  на е д и ­
ницу дли ны  на оси 2 от g =  — а  до ^ =  -f а. Мы имеем

а
dlФ =  уЯ J (21)[;,2 +  у2 +  (г_5)2]‘/. •

Если полож ить

+  2 - ?  =  co tg0 , /? =  [л:2 +  г/2 +  { г - Ш ' ' “ =  со5ес0,

R i  =  W  +  y^ +  ( z -  a f t  =  (0 sec 9„
/?2 =  + {z +  a f t  =  и  sec 02,

TO это в ы р аж ен и е  станет  
e,

sec 0 d 9  =  Y^ln
e.

sec 02 t g  02
s e c 0 i  +  t g 0 .

— In +  ^2 -b 2д 
/?, +  /?2- 2a  ’

\ R ^ + z - a j

(22)
так  к а к

Aaz =  R l -  R l

Если R\ +  R 2 - ^ 2 a, t o  потенциал  стремится к -boo л о гар и ф ­
мически; но если /?1 и /?2 оба велики , то предел  конечен. 
Если а  очень больш ое, а х, у,  z  невелики, то

Ф ~  — 2уЯ1п 2а ■ (23)

Э та  функция — решение уравн ен и я  Л а п л а с а ,  так  как

\п (х^  \ 2 {х^ + у^) -4х^  2 (у^ -х^)
(х^ + у^)^ -  (х  ̂+  г/2)2 ’

+  =  , ^ l n ( x 2  +  / )  =  0.

Т аким  образом , 1п(о/2а является  двухмерны м  решением у р а в ­
нения Л а п л а с а .  Градиент  этой функции не зависит от кон-

(24)



станты а,  ко то р ая  н у ж н а  только  потому, что In со, строго го­
воря, не имеет см ы сла ,  так  как  (о —д ли н а ,  а не число. Мы 
получили простейший возм ож н ы й прим ер другого  общ его  ре­
зультата :  вблизи линии с плотностью Я потенциал  стрем ится  
к бесконечности как  — 2уЯ In (со/ )̂), где со — кр атч ай ш ее  р ассто я ­
ние до линии и 6 — некоторая  ф и кси рован н ая  д ли н а ,  несмотря 
на то что линия м ож ет  быть и кривой.

6.034. С этим потенциалом  тесно св я зан ,  как  видно из т е о ­
рии комплексной переменной, двухм ерн ы й потенциал

Ф =  а г с 1 д ^ .  (25)
Здесь

(?Ф у  ̂ _ у
Т+ Т уЧ ^  ~  ~  х̂  + у‘‘ ’ ~  (л:2 +  г/2)2 ’

йф I I X <9̂ Ф _ 2ху

у2ф =  0. (26)

Величина g r a d ф  есть 1/ш, как  и д л я  ф =  1псо, но гр ади ен т  
н ап равлен  вдоль окруж ности  со =  const ,  в то время к а к  при 
Ф =  In (со/6) он н ап равлен  по радиусу . Ф ункция ф от д: и г/ не 
явл яется  однозначной, но ее производны е однозначны .

О бъем н ы е плотности хорош о п р и б л и ж аю т  реальны е  плот­
ности в з а д ач а х  грави тац и и , а поверхностные — в эл ектр о ста ­
тике. Л ин ейны е плотности реж е  возни каю т в теории п р и тя ж е ­
ния, но ч астная  потен ц и альн ая  ф ункция 1п(ш/6) имеет б оль­
шое значение д л я  двухмерной гидродинамики и д л я  изучения 
электрического тока  в плоских пласти н ах . Ф ункция arctg(y/jc)  
возникает  при исследовании вихревых движ ений в ги д р о ди н а ­
мике и магнитном поле, создаваем ом  электрическим током.

6.035. Д иполь . Б о л ьш о е  значение д л я  теории п р ед ставл яет  
еще один тип потенц иала  — диполь, или дублет . Если

где
R \  =  { x - a f  +  y^ +  z \  R l  =  {x +  a f  +  y^ +  z \  (28) 

и мы устремим а - > 0 ,  А ~ > о о  так , чтобы 2 а Л - > ц ,  то



Это — решение уравн ен и я  Л а п л а с а  вне г =  О, так  как

V̂ Ф =  -  =  о- ^30)

Ф ун кци я  ф н азы вается  потенциалом  диполя  с моментом ц; 
диполь  р асп олож ен  в н ач але  координ ат  и н а п р ав л е н  по оси л:. 
Д л я  диполя с моментом î, и с нап равлен и ем  н аходящ егося  
в точке I,-, будет

где
R ^ = = { x t - h f .  (32)

Н а п р ав л ен и е  назы вается  осью  диполя.
Поле, созд аваем ое  диполем , хорош о о то бр аж ает  поле м а л е н ь ­

кого нам агниченного  бруска  и встречается  во многих ф изи­
ческих за д ач а х .  Э кви потен циальн ы е поверхности зам кнуты , 
ср;мметричны относительно оси д и п оля  и все сходятся  в диполе.

6.036. Д войной слой п р ед ставл яет  собой р асп ред елен и е  па 
поверхности диполей, оси которы х н ап р ав л ен ы  вдоль внешней 
н о рм али  к поверхности. В действительности ничего похожего 
не сущ ествует, но свойства такого  слоя использую тся в некото­
рых общ их теорем ах . Если есть момент эл ем ен та  п ло­
щ ади  d S  и /г — н ап р ав л я ю щ и е  косинусы норм али, то

Ф =  -  Y

Это вы р аж ен и е  просто п р еоб разуется .  П усть Р  —точка с коор­
д и н а та м и  Xi, а Q — с коорди н атам и  и Q P о б р азу ет  угол  % 
с норм алью  в Q. Тогда

/ ±  /одч
Ч  j^3 1^2 •

Если провести конус от Р  к границе d S  и окруж и ть  Р  сферой 
р ади у са  а, то площ адь ,  в ы р езаем ая  на  этой сфере, будет

a 4 a  =  a ^ - ^ ^ d S .  (35)

О тнош ение d a  н а зы в ается  элем ентом  телесного у г л а ,  под 
которым п лощ адь  d S  видна  из Р ; сум м ируя  a ^ d a ,  получаем  
площ адь ,  вы резаем ую  на сфере конусом, соединяю щ им  Р  с 
гран и ц ей  S.  В ы раж ен и е  д ля  потенц иала  с помощью dw запи сы ­



вается  в зам ечател ьн о  простой форме

Ф =  Y (1 (л. (36)

В а ж н о  обрати ть  вним ание  на зн а к  rfco, который со вп ад ает  
со знаком  COSX- Н а  рис. 27 йш п олож и телен  д л я  фр, о т р и ц а ­
телен д л я  фр и ф̂ , .̂ Очевидно, что потенц иал  на больш ом  рас­
стоянии у б ы в ает  к ак  г~^, а не как  г~^\  если ф ункция ц по­
стоян на  на зам кнутой  поверхности, то ф =  О во всех внеш них 
точках  и ф =  — во всех вну­
тренних точках. С ледовательн о ,
Ф д ел а е т  скачок 4яум. при пере­
ходе с внутренней стороны по­
верхности на  н ар у ж н у ю . П ри пе­
ресечении однородного  плоского 
двойного  слоя ф изм ен яется  от 
— 2 л \ и -  Д О  2 я у и -

Рассм отри м  однородны й двой ­
ной слой, зап олн яю щ и й  п олу­
плоскость г/ =  0, х < 0 ,  с осями 
диполей, н ап равлен н ы м и  в сто­
рону полож и тельн ы х  у.  Т еле­
сный угол, образуем ы й  в точке 
Р, со ставл яет  часть 0 /2я от угла , 
который об р азу ется  в той ж е
точке окр у ж аю щ ей  ее сферой, поэтому он равен 20, где 0 =  
=  A rc tg  («//л:) *). С ледовательно ,

Ф =  2у^10 =  2у|х A rc tg  . (37)

К огда  0 - > я ,  ф->2л\М ': если 0 - >  — я, ф - ^  — 2яуМ'! поэтому при 
пересечении слоя по н ап р авл ен и ю  осей диполей снова  по­
я в л яется  р азр ы в  величиной 4луц.. В этом случае ф не стремится 
к О при г - ^ о о ,  но это происходит потому, что слой не удо­
в летворяет  тако м у  условию : все вещ ество  находится  не д ал ь ш е  
некоторого дан ного  р асстоян и я  от н а ч а л а  координ ат.

*) Здесь

A rc tg  ~  -- 
У

a rc tg  х > 0 ,

л-Н a r c t g х < 0 ,  у > 0 ,  

я -f a rc tg  JC <  О, у < 0 .

— П ри м . черева



П одводя  итог, мы назовем  обычный р азр ы в  плотности р а з ­
рывом нулевого  порядка;  то гд а  поверхностную плотность мож но 
св я зать  с разры вом  —1 порядка , а двойной слой — с разры вом 
— 2 порядка .  Все они могут рассм атр и ваться  к а к  предельны е 
случаи непреры вны х распределен ий . Если р =  Ро th  (л:/а) и а О ,
то р-> ро д л я  х > О и р - >  — ро д л я  л: <  0. Если р =  —^  ехр ( — —

a V  л  V I
h

ТО р - > 0  при а - > 0  д л я  лю бого  х ф О ,  но p d x ^ o ,  как  бы
-h

2  ( \
м ал о  h  ни было. Если р =  — [ лхе хр/  , то р - > 0  для

а ^ У  л  V а‘ /
h h- /•

лю бого  л: =7̂  О, p d x - > 0 ,  J ^ x d x ^ \ i .  П о р ядо к  неправиль-
~h -h

ности непреры вного  распределен ия , который обеспечивает  н у ж ­
ные свойства  в пределе, здесь возрастает :  величина рщах =  О (1), 
О ( а “ ‘) и О (а~^) соответственно, где а яв л яется  линейным м ас ­
ш таб ом  р асп ределен и я .  Соответствую щ ие порядки  разры вов  
потенц иалов , которые оп ределяю тся  порядком  самой низкой 
производной, терпящ ей  р азр ы в , будут 2, 1 и 0. Это правило 
м ож н о  было бы распространить  на случай р азр ы во в  более 
высоких производны х; в больщ инстве  практических зад ач  по­
рядок  р а зр ы в а  п о тен ц и ал а  на  две единицы больш е п орядка  
р а з р ы в а  плотности.

6.04. Потенциал и поле внутри непрерывного распределения.
М ы  д о л ж н ы  теперь рассм отреть  более  общ ие случаи. Соотно­
шение У^ф =  0 вы полняется , если точка  Р  р асп о л о ж ен а  вне 
вещ ества . К о гда  Р  н аходится  внутри вещ ества  (что было бы 
н евозм ож н о  в случае  расп ределен и я  частиц), р не о б р ащ ается  
в нуль в Р  и п о д ы н тегр ал ьн ая  функция стремится к бесконеч­
ности. П оэтом у необходимо определить ф к а к  несобственный 
и н теграл , с н а ч а л а  исклю чив м алую  окрестность Р  из области  
ин тегри рован и я  и затем  взя в  предел  и н тегр ал а  при стремлении 
д и а м е т р а  этой м алой  окрестности к нулю . Д л я  того  чтобы 
п р ед ел  сущ ествовал , мы потребуем , чтобы его значение для  
лю бой формы исклю ченной окрестности было бы одним и тем ж е .

Л е м м а .  Интеграл  f \ {dr где  R  измеряется от точки Р
J J J

в объеме V,  по  которому ведется интегрирование,  сходится 
п р и  /п <  3; из вс ех  областей оди на к ово го  об ъе ма  интеграл д о ­
стигает н а и б о л ь ш е г о  зна че н ия ,  е сли  область сферическая  с це н ­
тром в Р ,  д л я  О <  /п <  3.



П усть  X — область  внутри сферы р ади у са  а,  а т '  р ас п о л о ж е н а  
ц еликом  внутри т. Т огда

Лт-т '
dx  =

х — х '

4п

П ри  m < 3  д л я  лю бого полож ительн ого  е мы м ож ем  взять  а 
т аки м , чтобы [4п/(3 — т ) ]  <  е; тогда  сущ ествует  сф ера
р а д и у с а  а,  т а к а я ,  что

■ й х <  г (2)
Х — Х'

д л я  любой, области  х'  внутри т. С ледовательно , если исклю чить 
полость  вокруг Р  из объ ем а  ин тегрирован ия , то и н теграл  стре­
м ится  к  единственному пределу , не зав и ся щ ем у  от формы  
полости, когда  ее р азм ер ы  стрем ятся  к нулю.

П р едп о л о ж и м  теперь, что объем ин тегрирования  V  зам енен  
сферой с тем ж е  объемом  с центром Р  и радиусом  Ь. Тогда

I J J
Сфера

1 d x - -dx  = 1 dx  - J  J  dx.  (3)

Часть сферы 
вне V

Часть V  вне 
сферы

в  правой  части объем ы , по которым прои зводи тся  интегри* 
ровани е, одинаковы  по величине в обоих и н тегр ал ах :  в первом 
R < b ,  а во втором R >  Ь, кром е части границ ы , где R  =  
С л ед о в ател ьн о ,  п р а в а я  часть п о лож и тельн а .

В сю ду д ал ь щ е  мы будем п р ед п олагать ,  что ф ункция р инте­
гр и р у ем а ,  из чего следует , что она ограничена . Н ам  н у ж н о  
рассм отреть  два  и н тегр ал а ,  в ы р а ж а ю щ и х  потенциал  и н а п р я ­
ж ен н ость  п оля  Xi'.

Ф  =  Y  J  I  J  (4)

— ~  У  ̂ I _ { X i ~  h )  dx. (5)

О б а  эти и н тегр ал а  несобственные. Р ассм о тр и м  сферическую  
о б л а с т ь  т около Р  и полость х'  лю бой формы, р асп о л о ж ен н у ю  
внутри  X и ок р у ж аю щ у ю  Р.  Р ассм отрев  в к л а д  от области  х — t*



и обозначив  верхню ю  гран ь  | р | в сфере через р„, мы домучим

f p r f T

R
Х — Х'

т —т'

- ^ { X i - h ) d x  <Pm J  J  J
Х — Х'

dr

(6)

( 7 )

И з  леммы  следует , что и н тегралы  сп р ава  м ож но сделать  
сколь угодно м алы м и , и ин тегралы , вы р а ж а ю щ и е  ф и Xi,  схо­
д ятся  к п ределам , которые не зав и сят  от формы полости.

Xi  получается  ф орм альн о  из ф диф ференцированием  под з н а ­
ком ин теграла ,  но д л я  того, чтобы п о к азать ,  что X,- дей стви­
тельно  равно  dcpldxi, мы до лж н ы  д о к а за т ь  не только сущ ество­
вание интегралов , но т а к ж е  и то, что, если Р ' (.tj +  А/,) — точка 
в окрестности Р, тогда  д л я  лю бого  дан ного  полож ительн ого  е 
м ож но найти ho,  такое, что д л я  всех 0 < / г < / г о

Ф (Р ')-Ф (Я )
h - l i X i < е . (8)

Р азд ели м  объем интегрирования  на а) объем внутри сферы Т] 
с центром Р  и радиусом  а  и б) остальную  область  Tq. О б о зн а ­
чим вклад ы  в ин тегралы  от этих двух  частей индексам и 1 и О 
соответственно. П усть Р '  — л ю б а я  не со в п а д а ю щ а я  с Р  точка 
внутри Т|. М ы п о к аж ем , что: а) д л я  лю бого  зад ан н о го  поло­
ж и тельного  е в к л а д  от Т| в левую  часть (8) м ож но сделать  
меньш е чем ‘/г ^ д л я  лю бой Р ' ,  в ы б р ав  а достаточно м алы м , 
и б) при фиксированном  а м ож н о  найти /iq, такое , что в к л а д  
от То т а к ж е  меньш е 7г ® при всех h < h o < a .

а) О бозначим  расстояние  до Р '  через R'.  Тогда

4>iiP')-(fiiP) = y j  I I  р ( - ^  -  = Y |_

И меем
| Р - Р ' К Л < а ,

R - R '  ,

RR' ^  2 R^
С л едовательн о ,

Ф, -  Ф1 (Р)
h

YPm • •

2 .
TI

\ R ‘ + R'"
d x. .

( 9 )

(10)

( И )

( 12)



Но ПО второй части леммы, так  как  J  йт берется по объем у

ш а р а  с центром не в н ач але  координат, он ^ d r

который берется  по ш ар у  того ж е  о б ъ ем а  с центром в н ач але  
координат. С ледовательно ,

Ф , ( Р ' ) - Ф , ( Р )

h
С d r  .

=  4лур,„а.

Т а к ж е  .поскольку

то ' м:, /:•

I

С ледовательно ,

I ^  YPm
г d t  .

^  =  4nvPma.

Ф1 (Р Р -Ф ! (Р) Y о _ . , _  „

( 1 3 )

( 1 4 >

( 1 5 )

( 1 6 )

д л я  всех Р '  в Т]. По лю бом у дан н о м у  полож ительн ом у г мы 
вы берем  а т ак , чтобы

(17)8 я у р „ а < 4 - е .

б) Т а к  как  обе точки Р я Р '  р асп о л о ж ен ы  вне То, то д л я  
лю бого зад ан н ого  значения а

4>o(P')-ffo{P) I V   ----------

м ож н о  сделать  меньш е лю бого  дан ного  полож ительн ого  числа 
*/г е, вГыбрай ' h < h o < a ,  причем ho м о ж ет  зависеть  от а.

М ы  получили, что

Ф (Р Р -Ф (Р )  _ <

+

Ф, ( Р О - Ф . ( Я )  
-----------Л
фо (Р’) -  Фо (Р) ! Y

10

+

< е

д л я  всех h < h o .
Т ак как  е прои звольно  мало , то

(f{P') =  ( f{P) +  l ihXt  +  ah ,

(18>

(19>

где со -> 0  вместе с h  равном ерно  по следовательно , ф — д иф ­
ф ерен цируем ая  функция, имеет производные Xi  и



П ри м ен яя  лем м у  Г рин а  к области  м е ж д у  м алой  сферой S 
о коло  Р  и поверхностью 5  всего тела ,  имеем

д I I dr. (21)

П рим ени м  л ем м у  Г рин а  к этом у ин тегралу; условия , при кото­
ры х д о к а зы в а л а сь  лем м а, будут  выполнены, если р имеет  ин­
тегри руем ы е производны е. В поверхностны х и н теграла ::  мы 
выберем нап равлен и е  по норм али  от точки Р ;  тогда

То

dp dx 
~R - Y (22)

К огда  ради ус  2  стремится к О, последний и н теграл  т а к ж е  
стрем и тся  к О, поэтому

dS ,
.Р — +  Y

йр d i
' Щ Г Т (23)

причем последний ин теграл  несобственный и берется  по области , 
л е ж а щ е й  внутри S. С ледовательно , Xi  яв л яется  суммой двух 
п отенц иальны х функций, одна  из которы х о б р аз о в ан а  р асп р е ­
делением  на поверхности S  с поверхностной плотностью  — liP, 
а  д р у га я  — распределен ием  с плотностью d p j d h  во внутренней 
по отнош ению к 5  области . Т а к  к а к  п р ед п олагалось ,  что р 
имеет интегрируем ы е производные, то d p l d h  ин тегри руем а  и 
о гран и ч ен а  в этой области. С ледовательн о , d(f>jdxi в свою оче­
редь диф ференцируем а в этой области.

З ам ети м , что в рассу ж д ен и ях  до ф ормулы  (20) п р ед п о л а ­
г а л о с ь  только, что р интегрируем а, потенциал  ф сущ ествовал  
и имел первы е производны е в местах  конечных р азр ы в о в  р, 
нап рим ер  на свободной поверхности. П ринятое  затем  условие 
интегрируемости производны х р использовалось  в п р ео б р азо ­
ваниях , ведущ их к соотношению (23).

Зам ети м  так ж е ,  что если в теле  сдел ать  реальную  полость 
и оставить  неизменным распределен ие  р вне полости, то  поле 
в ней будет и поэтому произвольно близко  к если по­
лость  достаточно м ал а .

6.041. Т еорем а Г ау сса .  Р ассм отри м  поток д(^1дХ( через з а м к ­
нутую поверхность S. Возьмем точку Х; на 5 ; р есть ф ункция 
только  li и не зависит от х,; следовательно .



т а к  как  п ер естановка  п о р яд ка  интегрирован ия  в о з м о ж н а ,  
если р непреры вна  и 5  имеет конечную п л о щ ад ь  (в действи­
тельности  и в более ш ироких условиях). Теперь при  интегри­
ровании по S  координ аты  h  считаю тся ко н стан там и . Если 
точка  Q с коорди н атам и  л еж и т  вне S ,  то по л ем м е  Г рина

(25)

взятому  по внутреннему д л я  S  пространству . Если Q н а х о ­
дится  вне S,  то V ^ { l / R ) = 0  д л я  всех точек  внутри S  и инте­
гр ал  равен  нулю. Если Q внутри S ,  то по 6.01 (7) имеем

П оэтом у
U ^ d S = - i n y р dx, (27)

где  ин тегрирование по т ведется  по в н утрен н ем у  по отн о ш е­
нию к S  объему . Т аки м  о б р азо м , тео р ем а  Г аусса  р асп р о стр а ­
няется  на  непреры вны е распределен ия .

6.042, Первый вывод уравнения П уассона. С пом о щ ью  
теорем ы  Г аусса  м ож н о  легким , хотя и неудовлетвори тельн ы м , 
способом получить у равн ен и е  П уассон а .  П оследн ий  ин теграл  
в (27) не изменится, если зам енить  на Х{ всюду, вкл ю чая  р; 
первый ин теграл  равен

1" У2ф dxi d x 2 dx^.  (28)

Т аки м  образом ,

dxi d x 2 dX'i — — 4лу J р dxi  d x 2 dx^.  (29)

Равен ство  сп р авед ли во  д л я  лю бой области , поэтому
=  — 4лур (30)

почти всюду. Это — уравнени е  П уассон а ,  которое модифицирует  
у р авн ен и е  Л а п л а с а  д л я  точек внутри вещ ества .

6.043. Второй вывод уравнения П уассона. М ы  вы вели у р а в ­
нение П у ассо н а  способом, который не совсем уд овлетворителен  
по трем  причинам:

А. П р им енен ие  лем м ы  Г ри н а  д л я  вы вода  (28) и (27) бы ло бы 
вполне оп р авд ан о ,  если д(р/дх{ и м ел а  бы интегрируем ы е про­
и зводны е по всем ко о р д и н атам ;  мы д о к а за л и ,  что производны е



d^cfldXidXk сущ ествую т при определен ны х условиях , но они 
могут быть не интегрируемы. Б .  В озни кает  ослож нен ие  из-за 
точек  Q, н аход ящ и хся  на S, но его легко устранить . Д ей стви ­
тельно, легко видеть, что в этом случае  ин теграл  в (26) о г р а ­
ничен, хотя и не равен ни О, ни —4л, а так  к ак  общий объем 
точек на S  равен  О, они не влияю т на правую  часть в (27).

X  X

В. В случае одной переменной из равенства f { t ) d t ^  g{ t )dt .

справедли вого  д л я  всех л; из некоторого интервала,,  вы текает  
только, что f ( x )  =  g ( x )  почти всюду. Они могут р а зл и ч а ть с я  
на некотором м нож естве  значений х, которое м ож н о  заклю чи ть  
в ин тервалы , о б щ ая  д ли н а  которых прои звольно  м а л а .  Д о к а ­
зательство  того, что  ̂f  (х) =  g  (х) всюду, легко  заверш и ть ,  если 
известно, что f ( x )  и g (x )  непрерывны, но в наш ем  случае  не 
бы ло до казан о ,  что У^ф непрерывно, если неп реры вн а  функ­
ция р.

С ледую щ ее рассу ж д ен и е  исходит из 6.04(23). Е сли  рас ­
смотреть  в к л а д  в dqildxi от части области , л е ж а щ ей  вне малой  
сферы 2  р ади у са  а,  то из 6.04(21) ясно,, что У^фо =  0. В к л а д  
от внутренней части м ож но вы разить  с помощ ью  ф ормулы 
6.04(23), примененной к 2:

д х,  д х к/
=  -  Y

=  Y ( i )

dr

dp dx. (31)

Второй интеграл  стремится к О вместе с а.  Д л я  первого, по­
л о ж и в  i =  k и просум м ировав , получаем

(32)

Т ак  к ак  функция р непреры вна  в Р,  ин теграл  стремится к 4лрр 
при а - > 0 ;  следовательно .

У2ф =  — 4nvp. (33)

М ы д о к а за л и  это при (достаточном) условии, что р имеет 
интегрируемые производные. Это условие не явл яется  необхо­
дим ы м . Р ассм отри м  неоднородный ш ар  р ади у са  а, в котором р



есть функция г. П отенци ал  во внутренней точке будет

ра^ da +  4 л у  Р“  da.

дф d<f 4л\х^
<5;Cj г dr г

1
г

ра^ da +  у  рг^ — рг
0

4 л у х ,
ра^ da.

дх^ дх̂ ^ =  — 4лу ‘"ife I  ра2 d a  +  ^  рг

У^ф =  — 4яур.

З д есь  не н ак л а д ы в а л и с ь  никакие ограничения  на  функцию р, 
кром е непрерывности ее в р ассм атри ваем ой  точке и интегри­
руемости на (см. п ри лож ение  6.043а).

6 .0 5 . 1Поверхностные распределения. П оверхностная плот­
ность. П редп о л о ж и м , что на поверхности S  скон центрировано  
вещ ество  с плотностью а  на единицу площ ади ; тогда  потен­
ци ал  в Р  вы р а ж а е тс я  так:

Ф =  у ( 1>

Если Р  находится  на поверхности, этот ин теграл  надо  рас ­
см атр и вать  как  несобственный, исключив внутреннюю  по отно­
шению к кривой С часть поверхности у точки Р  и затем  стя ­
гивая  С к Р.  Очевидно, что уравнение  Л а п л а с а  у д о влетво ­
ряется  во всех точках, не п р и н а д л е ж ащ и х  S.

Возьмем  точку О на S  и выберем ось так , чтобы в к а ­
ж дой  точке на S,  н аходящ ей ся  от О на расстоянии, не больш ем 
некоторого задан ного , кроме, возм ож но, самой точки О, сущ е­
ств о в ал а  норм аль  к S,  о б р азу ю щ а я  с осью угол, отли чаю ­
щ ийся от прям ого  больш е, чем на некоторую фиксированную  
величину.

Е сл и  S  — г л а д к ая  поверхность, мы м ож ем вы брать  ось дсд, 
совп адаю щ ей  с норм алью  в точке О. Если S  о б р азу ет  в О ко­
ническую верш ину (но не точку возврата),  мы м ож ем  вы брать  
ось Хз' внутри конического угла . Теперь мы выберем кривую С 
около О так , чтобы сг//з было ограничено внутри С; здесь 
/3 —третий н ап равляю щ и й  косинус нормали.



Если Р  —точка с коорди н атам и  (О, О, Хз) и если взять  з а м к ­
нутую  кривую  с на 5  так , чтобы с целиком  л е ж а л а  внутри С,  
то  в к л а д  в ф от части поверхности м еж д у  с и С будет

• ■ а
• ;? +  | |  +  (1з-^з)2

(2)

где интегрирование ведется по поверхности м еж д у  с и С. В ы ­
берем  цилиндрические коорди н аты  (о, Я, тогда  из

< К ,

следует , что (2) по л^одулю

^  у К  d a  dX <  2 п щ К ,

(3)
(4)

(5)

где а  — н аи больш ее  значение © на С. О но прои звольно  м ало , 
поэтому и при ^3 =  0 несобственный и н теграл  имеет одно  и 
то  ж е  значение независим о от предельной формы С. С л е д о в а ­
тельно, ф яв л яется  некоторой определенной величиной и-в  том 
случае , когда  Р  л е ж и т  на  5 .

В ыберем С  т ак , чтобы А щ а К < ^ ! 2 ^- З атем  возьмем  лгз столь 
м алы м , чтобы вклад ы  в ф в точках  Р  и О, с каж ем  ф и фо, от 
части S,  н ах о д ящ ей ся  вне С, р азл и ч али сь  бы менее чем на  
'/ге; тогда

I ф — Фо К  4яуа/С +  -J  е <  е. (6)

С л едо вател ьн о ,  ф непрерывно п р и б л и ж ается  к фо, ко гд а  Р  
стрем и тся  к О с лю бой стороны.

П отен ц и ал  ф непреры вен  т а к ж е  и на S . Д ействительно , 
если Р  находится  на S  внутри С на расстоянии г от О, то 
наи больш ее  расстояние  от Р  до  любой точки на С  будет  
^  а  +  г ^  2а. С ледовательно , в к л а д  в | ф — фо I от части поверх­
ности, внутренней к С,  будет ^  ^ п у а К ,  к ак  следует  из (5). 
В ыберем  а таким , чтобы этот в к л а д  был ^  '/г е, а г возьмем  
столь м ал ы м , чтобы вкл ад ы  от части вне С  р а зл и ч ал и сь  
менее чем на '/г^-

Т огда  |ф  — Фо1<е, следовательно , м ож но найти на  S  около О  
такую  область , чтобы |ф  —ф о 1 < е  во всех точках  на  ней. П о ­
этому потенциал  ф непрерывен всюду.



Если О л еж и т  на краю  S  или ж е  в О пересекается  конеч­
ное число кр аевы х  линий области  S,  то этот ж е  вывод получ а­
ется , если рассм отреть к аж д у ю  сторону поверхности по о тдель­
ности и просум м ировать  результаты .

Н епреры вность  сп равед ли ва  и д л я  точек возврата ,  если 
(т ограничена . Тем самы м она устан овлен а  во всех возм ож н ы х  
сл у чаях  д л я  поверхностей, которые л ю б а я  п р я м а я  линия  пе­
ресекает  лиш ь в конечном числе точек.

В о зв р ащ аясь  к 6 .04(23), мы видим, что если  о б ъ е м н а я  
плотность терпит разры в  1-го рода на некоторой поверхности,  
d(f!dXi остается непрерывной.  В сам ом  деле, d^>ldxi м ож но 
представить  как  сумму д вух  потенциальны х функций, од н а  из 
которых образуется  объемной плотностью, а д р у га я  — поверх­
ностной. Но оба эти потенц иала  непрерывны, к а к  бы ло д о к а ­
зано.

П р о и зво д н ая  ф по норм али  терпит на 5  разры в . Пусть 
rfn — элем ент норм али  к S ,  нап равлен и е  на которой вы брано 
о динаковы м  на обеих сторонах  S; обозначи м  значение djdn  
на стороне, где dn  полож ительно , индексом О, а на  другой 
стороне — индексом 1. Мы пок аж ем , что при соответствую щ их 
условиях

(7)

Этот результат  легче всего д о казы в ается  с помощью теоремы  
Гаусса , но рассуж ден и я ,  сделанн ы е при этом, неудовлетвори­
тельны  по тем ж е  причинам , на  которые мы ссы лаем ся  при 
выводе уравн ен и я  П уассона . Л у ч ш е непосредственно изучить 
в ы раж ен и е  д л я  d(fjdn.  Мы выберем в качестве  этал о н а  д ля  
с р а в н е н и я  м алы й участок  касательн ой  плоскости около точки О. 
Б уд ем  считать, что н ачало  координ ат  находится  в точке О и 
на касательной  плоскости лгз =  0. П р едп олож и м , что поверх­
ность имеет конечную кривизну в точке О и вблизи нее. П р о ­
ведем кривую  С так , чтобы все ее точки находились на р ас ­
стоянии а от оси Хз, и рассм отрим, какой  вкл ад  в дср/дх^ 
в точках  на оси х^ вносится частью 5 ,  располож ен ной  внутри С. 
О н  равен

=  (8)

где интегрирование ведется по области  Щ +  ^1 < а ^  и x  =  a f ly  
Рассмотрим ошибку, которая  получится, если считать , что 
§3 =  0. Если производная  функции существует, то



где р  =  /Ч 6 |з ) .  О < 0 < 1 .  Но
д 1 з - Х з 1 3 i h - x , f

д Ь  R^

h  -  -*̂3 Хз 2Л5,

Rl
где

;?2 =  |2 +  |2 +  4  =  со̂  +  4

|Л|<1

(10)

(11)

( 1 2 )

ПЗ)

и Ri  находится  м еж д у  Ro и R.  О тсю да
< а 2я

v J I »
С

h  — Хз d S  =  — у
о о

—^  (О rfco cLK +  
^0

+  Y

а  2л 
Г л

о о

2 А х  со rfco dK, (14)

Во втором ин теграле  с п р ав а  / ? , ^ с о ,  и по допущ ению  о ко­
нечной кри визн е  | з = 0 ( ( о 2 ) .  С ледовательн о ,  этот интеграл  
я в л яется  м алой  величиной того ж е  по р яд ка ,  что и а. Поэтому 
д л я  лю бого  8 мы м ож ем  т а к  вы брать  а,  чтобы второй инте­
гр а л  был меньш е чем 7s

К р о м е  того, ad(o =  RodRo^ т а к  к ак  лгз — кон стан та ;  поэтому

а  2л 3 2я

-  Y (i)d(S)dX= — V
Rlо о "Ч 1*3 1

т считается  непреры вной. Это равно  

-  2jxyti

Г Х з dRodX,  (15)

(16)

где Т) л е ж и т  м еж д у  верхним и ниж ним пределом  т на С. 
Т а к  к а к  т непреры вна, м ож н о  п олож ить  г  =  ст +  т], где а  равно т 
в точке О и т | - > 0  вместе с а.  А бсолю тн ая  величина к аж д о го  
иэ̂  членов в скобках  < 1 .  С ледовательно , если а достаточно

Хз Хз  меньш е чем

-Кз Хз

. Х з \

м ало , (15) отличается  от — 2луо

на Vs®. З атем ,  вы б рав  б достаточно м алы м  по сравнению  с а, 
м ож но сдел ать  второй член в скобках  сколь угодно малым, 
скаж ем  д л я  всех |Х з 1 < б .  В р езультате  (8) будет отли­
чаться  от — 2п\стл:з/1 л:зI меньш е чем на ^/ge. Таким образом ,



это в ы р аж ен и е  и зм ен яется  скачком , величина которого про­
извольно б ли зка  к — когда  х^, во зр астая ,  проходит
через 0.

Далее,, т а к  как  в к л а д  в (Зф/(9хз от части S ,  н аход ящ ей ся  
вне С, непрерывен, м ож н о  вы брать  лгз так , чтобы его значения  
в О и Р  р азл и ч али сь  меньш е чем на Vse. Тогда  д л я  двух  
значений Хз, таких, что | х з 1 < б  и имею щ их р азны е знаки , р а з ­
ница м еж д у  величинами dtfldx^  по обе стороны от 5  отли чается  
от — 4яу(т менее чем на е.

З д есь  а д о лж н о  вы би раться  п ервы м  так ,  чтобы с дел ать  
к аж д о е  из при ращ ений (14) и (15), возни каю щ их  от в а р и а ­
ций |з  и т  внутри С,  меньщ им VsE; затем  х^ берется  таки м , 
чтобы р азли ч и я  из-за  второго члена в (16) и из-за  х — а  бы ли 
меньше Vs^ и в к л а д  от части S  вне С отли чался  меньш е 
чем на Vg® ОТ" ^го значения  в О. Таким  образом , мы пок аж ем , 
что 5ф/(3л'з стремится к пределу  при л;з->0  с каж до й  из сторон, 
причем при наш ем выборе различие  м е ж д у  производной и ее 
пределом  будет меньш е Н аконец , разн и ц а  м еж д у  п р ед ел ь ­
ными значениям и  по обе стороны отли чается  от — Апуа  менее 
чем н а  е, которое произвольно мало.

Р ассу ж д ен и е  д л я  тангенци альн ой  производной проводится  
подобным ж е  образом . И меем

=  y  (17)

Е динственное  сущ ественное изменение в рассуж ден и и  по­
я в л яется  при рассм отрении и н теграла  по кругу  в касательной  
плоскости. П оды н тегральн ое  в ы р аж ен и е  в этом случае  есть 
четная функция х^, и поэтому ин теграл  д о л ж е н  иметь один 
п тот ж е  предел , когда  х ^ - ^ 0  с лю бой стороны , если этот 
предел  вообщ е сущ ествует . Д а л ее ,

У
h - x i  Г j / '  М  Г 1 . Г '

где оба  члена я в л яю тся  потенциальны м и функциями. С л едо ва ­
тельно, если т диф ференцируемо, то (Зф/^х, и dtfjdx^  сущ е­
ствую т во всех точках  оси 0 3  и непрерывны.

К а ж д ы й  из этих результатов  д о к а за н  при разн ы х  о гран и ­
чениях, н а л а га е м ы х  на форму поверхности и на поверхностную 
плотность. П отен ц и ал  ф непрерывен , если а  ограничена и ин­
т егри руем а  и ни одна п р я м а я  не пересекает  5  бесконечное 
число раз .  Градиент  по норм али  имеет  р азр ы в  — Апуа,  если а



непреры вна  и кри визн а  5  конечна. П рои зводн ы е  ф по к а с а ­
тельны м  непрерывны, если производны е а  ин тегрируем ы  и 
кри визн а  S  конечна. Н екоторы е из этих условий м ож н о немного 
ослаби ть , но случаи, когда  они не вы полняю тся , а теоремы 
остаю тся п рави льн ы м и, очень редки.

6.06. Двойной слой. Мы получили раньш е

Ф =  Y |д. dco.

Если  снова  взять  точку О на поверхности и окруж и ть  ее м алы м  
кон туром  С, то в к л а д  в ф от части S ,  н аход ящ ей ся  вне С, 
я в л яется  непрерывной функцией. В к л ад  ж е  от части внутри С, 
если неп реры вн а , м ож н о  сделать  сколь угодно близким
к YM'O J  d a .  Но это вы р аж ен и е  увеличивается  на 4луЦо, когда
точка, в которой р ассм атр и в ается  потенциал , проходит через О.

Этот р езу л ьтат  с в я за н  с р азры вом  dqi/dn в случае  поверх­
ностной плотности. Е сли  сместить всю поверхность на — dn  
п а р а л л е л ь н о  0 3 ,  то изменение ф с точностью п о р яд к а  dn  равно 
потенц иалу , со зд аваем о м у  распределен ием  диполей с плот­
ностью моментов — a d n ,  оси которы х п ар а л л е л ь н ы  оси и 
н ап р ав л ен ы  д л я  точек, бли зки х  к этой оси, почти норм альн о  
к поверхности. Эту связь  м ож н о  получить ф о р м альн о  р азл и ч ­
ными способами; наприм ер, м ож н о п о казать  непосредственно, 
что р азр ы в  d(f /dn  из-за  поверхностной плотности а  такой  ж е, 
к ак  р азр ы в  ф из-за  р асп р ед ел ен и я  диполей  с плотностью , 
равной  — 0 . О д н ако  д о к азател ь ств о  с пом ощ ью  интегрирован ия  
по частям  н еудовлетворительно .

6.07. Теорема единственности для решения уравнения  
Л апласа. Пусть ф и ф' — две различны е функции, уд о влетво ­
ряю щ ие уравнени ю  Л а п л а с а  внутри зам кнутой  поверхности S 
и имею щие непреры вны е первую  и вторую производны е. Тогда 
их разность  ф" т а к ж е  у д овлетворяет  этим услови ям . Н о по 
теореме Г рин а

-dx =

Если ф и ф' либо  dif jdn  и dtp'ldn равны  во всех точках  S,  то 
ин теграл  равен  0. Н о и н теграл  слева  не меньш е О и может 
быть равен О, только  если

дх^



ВО всех точках  внутри 5 . С ледовательн о ,  ф "  — кон стан та ,  кото­
р ая  будет  равн а  О, если она равн а  О на S . П оэтом у 1) если 
функция ф з а д а н а  на  S ,  то она единственным о бразом  опре­
д ел ен а  внутри S,  2) если д(р/дп з ад ан о  на  S,  то ф оп ределен а  
внутри S  с точностью до аддитивной константы .

6.071. Тот ж е  р езу л ьтат  получается , если ф и ф' у д о в л е ­
творяю т у равнени ю  Л а п л а с а  вне зам кн утой  поверхности 5 , 
если только  эти функции достаточно быстро убы ваю т  на б оль­
ших расстояни ях . В озьм ем  сферу больш ого ради уса  А,  о х в а ­
ты ваю щ у ю  5 ,  и применим (1) к области  м е ж д у  S  и этой сферой. 
Теперь d v  на  S  будет н ап р ав л ен о  внутрь S. П усть дано, что ф 
и ф' стрем ятся  к О на б ольш и х  р асстоян и ях  и d(fldX{, d(p'ldxi 
п о р я д ка  0(1/г2) jjp„ больш их г. Тогда ф и ф' имею т п о р яд о к  
О {1/г). И н теграл  по больш ой сфере в этом случае — величина 
п оряд ка  О (1/Л) и исчезаю щ е м ал  при Л ^ о о .  П оэтом у  имеем

где слева  ин тегрирован ие  ведется  по всему пространству  вне S. 
С ледовательно , ин теграл  слева  равен О, если ф =  ф 'и л и  <3ф/(?п =  
^  dqi'ldn во всех точках  S; тогда  д(р"/дХ{ =  0 вне S . В этом 
случае  ф " - > 0  на бесконечности и разность  д о л ж н а  быть р ав н а  О 
во всех точках . Таким образом , если ф или d(f/dn  д а н а  во всех 
точках  S , у довлетворяет  уравнени ю  Л а п л а с а  вне нее и если 
гр -» 0  и dq>ldxi =  О ( \ 1 г^) при г ^ о о ,  то ф однозначно  опреде­
л ен а  во всех точках  вне S.

Эти теоремы  остаю тся справедли вы м и, если на части S  
з а д а н а  ф, а на остальной  части поверхности дан ы  dcfldn.  
Д ействительн о , и в этом случае  ин теграл  по поверхности 
равен  0.

6.072. Теоремы о м ин им ум е. П усть ф у д овлетворяет  у р а в ­
нению Л а п л а с а  внутри S,  а ф' — функция, не у д о в летв о р яю щ ая  
уравнени ю  Л а п л а с а ,  но т а к а я ,  что ф '  =  ф  во всех точках  S. 
П о л о ж и м  ф' —ф =  ф". Тогда

и
_  / dif" \

Л / дх ,

=  2 

=  2

[ d x j  

д

dx =  2

Йф

ЁХ-й-х
d x .  д х .

(1)



С л едо в ател ьн о ,

[ d x j
d x > (2)

Таким образом , dx  достигает  м инимума, величина

которого зависи т  от граничны х условий, если ф — решение 
у р авн ен и я  Л а п л а с а .  Л егко  расп ростран и ть  этот результат  
на область  вне S,  если н а л о ж и ть  те ж е  ограничения, что и 
в последней теорем е, н а  поведение ф и ф' при больш их  г.

6.073. С этим ж е  вопросом с в я за н а  с л еду ю щ ая  теорем а 
К ельвин а. П усть ф у довлетворяет  уравнени ю  У^ф =  О внутри S, 
а — соленоидальны й вектор, такой, что /,и, =  dq>/dn на S. 
П олож и м

d v ,  ди,
Тогда liV{ =  0 на S; ^ — У2ф =  0,

Vi дх,
■ dx  ■-

д d v j  ]

ф/;У( d S  =  о,
и поэтому

ы? dx  ^ (4)

Таким образом, u ] d x  достигает  м иним ум а на всех солено-
J  J  J

ид ал ьн ы х  внутри S  векторах  И; с зад ан н о й  на 5  производной 
по н орм али , если И; — гради ент  реш ения уравнени я

Эти теоремы д о казы ваю т , что при определенны х условиях 
не м ож ет  быть больш е одного решения. Д о к а з а т ь  сущ ествова­
ние этого единственного реш ения трудн о  [1].

6.074. Теорема единственности в двухм ерном  случае. Тео­
ремы, излож енны е выше, легко п ри лож ить  к двухмерны м  з а д а ­
чам д л я  областей , внутренних по отношению к зам кнуты м  
кривым и цилиндрам .

Д л я  внешних за д ач  теоремы нуж но изменить, так  к ак  в двух 
в а ж н ы х  случаях  вектор и, в двух изм ерениях явл яется  вели­
чиной п о р яд ка  0 (1 /г ) ,  а не 0(1/л^) при больш их г' .  П отенциал



цилиндра с конечным зар ядо м  на единицу дли ны  ведет себя- 
на больш их расстояни ях  как  1пг. Д л я  двух  пластин, прости­
раю щ ихся  в бесконечность, асимптоты которых наклонены  
к оси X под у глам и  0] и 02, а потенциалы  ф стрем ятся  к разны м  
предельны м значениям  на больш их расстояни ях , м ож н о у д о в л е ­
творить у слови ям , полож ив  при больш их  г, что ф =  /4 - Ь й 9  и 
является  решением у р авн ен и я  Л а п л а с а .  Коэффициент В  долж ен  
быть равен  нулю в области , внешней к зам кн утой  кривой, для  
того чтобы ф б ы ла  однозначна, но он м ож ет  быть и ненулевы м , 
если границ а  такова ,  что полный обход вокруг н ач ала  коорди­
нат невозм ож ен  при больш их г без  пересечения границы . 
В обоих сл у чаях  «, будет 0(11г) .

С с
Но тогда  u \ d S  расходи тся , т а к  как  d S  =  r d r d Q .  П о­

этому становится  бессмысленным говорить, что, изменив 
мы увеличим этот интеграл . То ж е  самое мож но с казать ,  если 
граница, которую мы будем теперь н азы вать  С,  уходит  в бес­
конечность вдоль двух кривы х с п арал л ель н ы м и  асимптотами , 
так как  если ф стремится к различны м  п ределам  на них, то-- 
градиент по норм али стремится к константе и интеграл  опять 
расходится . Теоремы о минимуме поэтому неприменимы к д вух­
мерному случаю , если не н алож и ть  дополнительны х ограни­
чений на поведение на больш их расстояниях.

Если, однако, мы выберем дополнительны е условия  в тео ­
реме единственности так , чтобы д л я  зам кнутой  кривой сущ е­
ствовали  а и Ь, такие, что при больш их  г

ф — a l n - ^ ^ 0 ,  ф' — a l n - ^ - ^ 0 .

дг
д
дг

то получим

( ф - а 1 п ^ )  =  0 ( ^ ) ,  

ф ' - a \ n j )  =  0  ( - ^ ) ,

и д ля  достаточно больш их кругов

С ледовательно, теорем а единственности остается  справедливой, 
если подходящ им  образом  ограничить поведение ф и q / на­
больш их расстояниях.

И н тегр ал  (dcfildn)ds по теореме Грина, очевидно, имеет
одно и то ж е  значение д л я  С и лю бой замкнутой кривой



о кр у ж аю щ ей  ее. Его величина м ож ет  быть вклю чена в исходные 
данны е во многих зад ач ах ,  т а к  как  в электростати ке  он не­
посредственно связан  с общ им за р я д о м ,  а в гидродинам ике  
с полной скоростью  истечения, и мы мож ем ограничиться  
вар и ац и ям и , сохран яю щ и м и  неизменными эти величины. Но если 
этот ин теграл  конечен и не равен  нулю, то прои зводн ая  по 
р ади усу  д о л ж н а  стремиться  к нулю к ак  1/г и потенциал  будет 
вести себя как  In л с некоторым коэффициентом.

Если С  уходит в бесконечность по двум  н ап равлен и ям , то 
м ож н о  вы брать  ф и ф' так , чтобы они вели себя как  aQ +  Ь 
при больш их г, причем а и Ь нуж но  взять  таким  образом , 
чтобы они соответс*гвовали предельны м  значениям  ф на  С 
по этим двум  н ап р авл ен и ям . Если полож ить

ф  — а 0  — 6  =  о ( 1 ) ,  ф ' — а 0  — 6  =  о ( 1 ) ,

| , ( ф - а е - 6 )  =  о ( } ) ,  ^ ( ф ' - а 0 - 6 )  =  о ( - |г ) ,

тогда

. ^  д п

на больш ой дуге  и теорем а  единственности справедли ва .  К этому 
случаю  относится и полубесконечная  п ластина , где  предоль- 
нымч значениям и  0 на обеих поверхностях  м ож но считать О и 2я.

Е сли  С  уходит в бесконечность вдоль двух  п ар ал л ель н ы х  
асимптот, на которы х ф стремится к предельны м  значениям , 
то в качестве  внешней границы м ож н о взять  кривую, норм альную  
к этим асим птотам . Тогда д л я  правильности  теоремы  един­
ственности достаточно дополнительно  условиться, что д(р"1 д п - * 0  
на лю бой кривой, пересекаю щ ей асимптоты под прям ы м  углом 
на  больш ом  расстоянии.

6.08. М етод  Р елея  — Р и тц а .  Теоремы о минимуме являю тся  
основой полезного  метода численного реш ения, который был 
применен  Релеем  и Ритцем и обоснован К ры ловы м . Обычный 
метод  состоит в том, что реш ается  уравнени е  с частными про ' 
изводны ми и затем  реш ения комбинирую тся так , чтобы уд овле­
творить граничны м условиям . Но если диф ференциальное у р а в ­
нение эквивалентно  принципу стационарности  квадрати чн ой  
ф ормы, то м ож н о  вы брать  функцию /о. удовлетворяю щ ую  г р а ­
ничным условиям , и множ ество  функций f,, f^, . . . ,  ничего не 
д о б а в л я ю щ и х  к граничны м значениям ; тогда

ф ' = /о + a i f i -Ь «2/2 +  •••



удовлетворяет  граничным условиям . Если , к ак  в р а с с м ат р и ­
ваемой задаче , прави льн ое  решение минимизирует  ин теграл

dx,  то м ож н о п одстави ть  ф' вместо ф, подсчитатьaXi I
значение различны х и н тегралов  и затем  определить  Ui, «2. • • • 
так ,  чтобы р езу л ьтат  бы л  м иним альны м .

Если функции fr т ако зы , что л ю б ал  д в а ж д ы  дчфферечци- 
руем ая  функция м ож ет  быть через них в ы р аж ен а ,  то  решение 
теоретически явл яется  полным и м о ж ет  при достаточн ы х уси­
л и ях  д ат ь  правильны й численный ответ там , где ф орм альн ое  
решение диф ференциального  уравн ен и я  будет слиш ком сл о ж н ы м . 
О бобщ ение, сделанн ое  Ричардсон ом  и С аутвеллом , не требует  
явного  в ы р аж ен и я  д л я  функций fr. М етод состоит в том, что 
вы бирается  прям оугольн ая  сетка с достаточно м алы м  ш агом  
и м иним изируем ы й ин теграл  вы р а ж а е тс я  прям о  через значения  
в у з л а х  сетки с использованием  конечных цен тральн ы х  р а зн о ­
стей. Зн ачен и е  функции находится  затем  непосредственно 
с помощ ью  п оследовательны х при ближ ений . М етод трудоем ок , 
но, по зам ечан ию  С ау тв ел л а ,  его всегда м ож н о осущ ествить 
на вычислительной м аш ине. Б у д ет  ли он более трудоем ок , чем 
табули рован и е  решений уравн ен и я  с частными производны м и, 
зависи т  от кон кретны х особенностей задачи .

6.09. Э квивалентны й слой Г рин а . П усть ф у д овлетворяет  
уравнению  Л а п л а с а  внутри зам кн утой  поверхности и /? — р ас ­
стояние м еж д у  точками Q ( h )  и Р(д:,). Если Р  находится  внутри 5 ,  
окруж им  ее м алой  сферой а  и применим теорем у Г рина к области  
м еж д у  (т и S . Если  ж е  Р  не внутри S, применим теорем у 
прям о  к области , внутренней по отнош ению  к 5 .  В обоих слу­
чаях  V2(l//?) =  0 в р ассм атр и ваем о й  области , и д л я  точки Р,  
располож ен ной  внутри S , имеем

д д
dv

=  0 )

где rfv н ап р авл ен о  к Я по внешней к области  норм али  и поэтому 
р авно  — dR.  Д л я  Р,  не н аход ящ ей ся  внутри 5 ,  и н :е гр а л ы  по а  
не возникаю т, и мы получаем  просто

1 Зф 
дп d S  =  0, (2)

где (?ф/(5« — п р о и зв о д н ая  по норм али , если точка  стремится 
к S  изнутри.



Если Р р асп олож ен а  внутри S  и ради ус  а  равен  а,  при­
чем а произвольно м ало, то 

д
Ф дм R-77 da -

Таким образом,

4яфр =

d w  =  4яфр, (3)

(4)

(5)

Это уравнени е  яв л яется  трехмерны м  аналогом  теоремы  11.13 
в теории функций комплексной переменной

/(/)
2 л 1 t - z

dt, (6)

где / ( z ) — ан али ти ч еская  ф ункпия внутри С и г  находится  
внутри С. О но п озволяет  определить ф во всех точках  вну­
три поверхности, если дан ы  значения  ф и ее норм альной 
производной на поверхности. Член  с 1 /^  есть потенциал  от 
поверхностной плотности на S, а с d (1//?)/^л — потенциал  
двойного  слоя на S.

Но плотности этих слоев нельзя  установить  независим о 
друг  от друга ;  действительно, из. ф ормулы (2) видно, что 
если Р'  находится  вне S  и /?' — расстояние  QP',  то сп р ав ед ­
ливо равенство

5ф
(7)

д л я  любого такого  полож ен ия  Р'.  Этого сл едо вал о  ож и дать ,  
так  как  мы знаем , что если решение вообще сущ ествует, то
значения  либо  ф, либо ^  на границе оп ределяю т  его, а з н а ­
чит, и друг  друга , кроме, возм ож н о, аддитивной константы. 
А налогом  в ком плексны х переменных является  то, что д ей ­
ствительн ая  или м нимая  части функции / ( г )  на зам кнутом  
контуре определяю т одна д ругую  с точностью до аддитивной 
константы , если / ( г )  — ан алитическая  функция внутри контура.

При подходящ их ограничениях на ф на больш их расстоя­
ниях этот результат  м ож но применить д ля  н ах о ж ден и я  ф вне 
поверхности, если ф и дср/дп задан ы  на ней. Д опустим , что ф 
у довлетворяет  уравнени ю  У^ф =  О вне S  и стремится к О на 
больш их  расстояни ях  как  1/г, где г — расстояние от любой 
ф иксированной точки внутри S. Точка Р находится вне S; 
возьмем  больш ую  сферу X, заклю чаю щ ую  S и Р  и м алую



сферу о около Р,  как  и раньш е, и прим еним  теорем у к о б л а ­
сти м еж д у  5 ,  (т и 2. И меем

4лфр =  J  J d v  \  R d S  +
I д(р

где d v  н ап равлен о  по внешней к рассм атри ваем ой  области  
н орм али  и, следовательно , внутрь на S . Н а  S функция ф 
и 1/R порядка  1/г, а dcf/dv и d ( l l R ) / d v  п оряд ка  l/r^. С ледо­
вательн о , ин теграл  по 2  имеет тот ж е  порядок, что и
и стремится к О при г 
лучим

4 л ф р  =

d l l r \
оо. Н ап р ав и в  dn  из области  S ,  по-

\ R l  R
д

дп дп d S . (9)

С р авн и вая  с (2), мы видим, что они совместимы, только если 
либо ф, либо дц)/дп терп ят  р азр ы в  при пересечении S; вычи­
т а я ,  получаем

(10)

где индексы О и 1 обозн ачаю т  пределы  при стремлении к 5  
извне и изнутри соответственно. Если ф н еп реры вн а  при пере­
ходе через S, то

4яфр =  —

Если d(f)/dn непреры вна, то

• 1 ( / <-’Ф п
R А дп 0 \ д п  AJ d S . (11)

( 1 2 )

Поле м ож но поэтому представи ть  с помощ ью  расп ределен и я  
з а р я д а  или диполей на С ледовательно , все теоремы, полу­
ченные с помощью интегрального  представлени я  потенциала, 
справедлиры , если только  эта функция удовлетворяет  у р а в ­
нению Л а п л а с а  в области.

К несчастью, редко м ож но найти внутреннее или внеш нее 
поле с помощью применения этих теорем. Если д а н о  либо  ф 
либо dcfldn,  то в каж до м  уравнении по одному из' членов 
подынтегральной функции надо найти другой, что обычно 
требует  полного реш ения задачи , в процессе которого и н а ­
ходится потенциал  в точке Р.  О днако  это мож но сделать  
в в а ж н ы х  специ альны х случаях  сферы, круга  и плоскости. 
Случай круга  рассм атр и вается  в гл. 14. . ■ -



6.091. Решение д л я  сф еры , внеш няя  точка . П усть ф з а д а н а  
на сфере ради уса  а ,  Р — внеш няя  точка, н а х о д я щ а я с я  на р ас ­
стоянии г  и Р '  —точка, п о л у ч аю щ аяся  из нее при помощ и 
инверсии относительно сферы. Пусть Q — л ю б а я  точка на по­

верхности; п олож и м  PQ =  R,
,р  P'Q =  R ' .  Тогда  

4Яф;.=  /

R  \ д п  ) q .
d S  (I)

н 

0 =

Р ис. 28.
R' I дп Iq d S ,  (2)

так  как  Р '  — внутренн яя  точка и значение dq>fdn в точке Q 
б ерется  по внешней норм али . Н о всю ду на  сфере

(3)

П оэтом у м ож н о избави ться  от {d(f/dn)Q; получим

4лфр = Фо
(? М  \ а д
дп. \  R  I г д п. d n \ R j  г д п

О бозначи м  угол  P O Q  через ■&. Тогда
\ R ' )

’ — 2аг  cos ^ — тт- д  1
д п  R д а R

d S .

о — г cos О 
А»’

(4)

(5)

и подобным о б разом  (считая Р '  ф иксированной при дифферен­
цировании) получаем

а̂,  , а ------- cos V
’  ' '  (6)

д п  R'  R ' ‘

С ледовательно , после подстановки и упрощ ения

4яфр = 1 1  (г2 -  а^) d S . (7)

6.092. В нутренняя  точка . А налогично находится  потенциал  
во внутренней точке Р',  где О Р '  =  г':

4пф^,,= J  J  ф ^ ^ ^ 5 .

Э та  з а д а ч а ,  реш ен ная  Грином, иногда назы вается  первой 
краевой  задачей  теории потенц иала  д л я  сферы.



В торая  за д ач а  состоит в определении поля по задан н ом у  
на сфере градиенту  по нормали. Ее м ож н о решить, заметив, 
что если ф — потенц иальная  функция, то ею ж е  будет w г (dc^ldr), 
значения  которой зад ан ы  на поверхности. Т ретья  за д ач а  появ­
ляется  при изучении гравитацион ного  поля, когда  уроненные 
поверхности приблизи тельн о  сферические, но d ^ j d n  н аблю дается  
не на сфере, а на поверхности, где ф постоянна. Б ы л о  обн а­
руж ен о , что при м ал ы х  отклонени ях  от сферичности с точно­
стью до первого п о р яд к а  по этим отклонениям  эта  инф орм а­
ция экви вал ен тн а  значениям  ^  +  2  — на  сфере равного  объема.

Но ——  потенц иальная  функция и он а  з а д а н а  на  сфере.
С ледовательно , она определен а  вне сферы, а соответствующ ие 
значения  ф м ож н о получить интегрированием  по г под знаком  
и н теграла .  З а д а ч а  б ы ла  решена этим метолом И дельсоном и 
М алкины м ; в первон ачальном  решении С токса при м ен яли сь  
сферические гармоники (ср. 24.114).

З ам ети м , что если в (8) поместить Р '  в О, то г '  =  0, R ' =  а 
д л я  всех Q и

1 ГГ
4лфо =  -7Г <(dS.

U •} ш/

Таким  образом , средняя  в е л и ч и н а  потенциальной ф у н к ц и и  на  
сфере р г в н а  ее з н а че н и ю  в центре.  О тсю да вы текает, что 
функция не м ож ет  иметь м аксимум или минимум в какой-либо 
внутренней точке области , в которой она у д о в летв о р яет  у р а в ­
нению Л а п л а с а .  Э кстрем альн ое  значение  о б язател ь н о  дости­
гается  на  границе.

6.093. Реш ение д л я  плоскости. В зяв  ради ус  сферы очень 
больш им , мы получим в пределе решение соответствую щ ей 
задачи  Г рина для  плоскости. Если 2 — расстояние по норм али  
от Р  до  плоскости, то

2 я ф р = / / ^ 2 ^ 5 .  (1)

М ож н о проверить, что полученное решение удовлетворяет  
уравнени ю  ¥^^ =  0 и стремится к нуж ны м  значениям  на гр а ­
нице; метод  [2] проверки такой  ж е ,  как  и в 6.091 и 6.092. 
Точно т а к  ж е

есть реш ение, п р о и зво дн ая  которого стрем ится  к  соответствую­
щим значениям  на границе. П оследний результат , конечно.



очевиден, так  :>.ак поверхн остная  плотность, соответствую щ ая 
производной d(f!dz  на  плоскости, р ав н а

6.10. Потенциал и поле в поляризованной ср еде. Рассм отри м  
конечную область , полный электрический з а р я д  которой равен 
нулю , а п о ляри зац и я  в точке Q р авн а  Р; иначе говоря, если 

— малы й элем ент об ъ ем а  около Р(1г), то момент диполя  
этого элем ента  будет P d x .  Рассм отри м  потенциал  и поле 
в точке P{xi)  вне этой области:

Pi

=  Y

dxi
_1_
R

P i

dx

a

dl
• \ Pi 3 P k { x i - b ) { x i - h )

dxi J . [ r ^ R̂ dx.

Т ак  как

дЬ
UPi 
R d S - f j j

dP

( 1)

(2)

(3)

TO Ф есть сум м а потенциала, созд аваем ого  зар я д о м  с плот­
ностью ( — d iv P ) ,  распределен ны м  в области, и потенциала 
за р я д а  с поверхностной плотностью, равной /,Р^, т. е. нор­
м альной  компоненте Р, распределенной по границе области.

Так  ж е  как  при непрерывном распределен  чи за р я д а ,  д ля  
определен ия  потенциала и поля в точке Р, н аходящ ейся  вну­
три области, мы долж н ы  окруж и ть  Р  малой полостью и р а с ­
смотреть поведение интегралов, когда  величина полости стре­
мится к нулю *). О дн ако  в этом случае несобственные инте­
гралы  в (2) зави сят  от формы полости. И н тегр алы  в (3) от 
нее не зависят . Обозначим внещнюю границу через S,  г р а ­
ницу полости через 2, область  внутри S  через V и область 
внутри 2  через у; отсю да область  мел<ду 5  и S будет V — v. 
Тогда  потенциал  ф будет равен

^ f l f S  +  lirny
u -» 0

hPi
R d l  — lim Y

o-»0
dPi

R dh
dx.  (4)

Если Pi  ограничена, то второй ин теграл  стремится к нулю и

Ф =  у YX u->0
'  I dPi , 

R dll

*) P вне полости не м еняется.



Т.  е .  ф  состоит из п отенп иала, со зд аваем о го  зар ядо м  с поверх­
ностной плотностью liP; на S , и потенц иала  от п ространствен­
ного распределен ия  в I/ с плотностью  ( — d iv P ) .  Если div Р 
у д о в летв о р яет  ограничениям , н ал о ж ен н ы м  на р в 6.04, то из 
рассм отрени я , проведенного там , известно, что (5) м ож н о  диф­
ф ерен цировать  под знаком  и н теграла ;  тогда

о - » 0
V - t !

dPk. XI —\i  
dlk dr. (6)

О б о зн ачи м  это вы р аж ен и е  через Ei  и назовем  нап ряж ен н остью  
электрического  поля; она т а к ж е  не зависи т  от предельной 
формы  полости.

П о л е  Ei  точно так  ж е  создается  за р я д о м  с поверхностной 
плотностью liPi на 5  и пространственны м распределением  в V 
с плотностью  ( — d iv P ) .  К ак  мы увидим , оно, вообщ е говоря, 
не р авн о  предельном у значению  поля в стяги ваю щ ей ся  поло­
сти. И з  уравн ен и я  П у ассо н а  следует, что

или
div Е =  — У2ф =  — 4лу d iv Р, 

d iv (E  +  4луР) =  0.

(7)

(8)
Если кроме расп ределен и я  диполей сущ ествует  з а р я д  

с плотностью р, то в ф и Е п оявляю тся  дополнительны е члены 
и (8) н ад о  зам енить  на

d i v ( E -Ь 4яуР) =  4лур. (9)

Это физически осущ ествимо. С делаем  отверстие в куске твер ­
дого парчф и ча , трением созд ад и м  внутри него за р я д ,  а з а ­
тем заполним отверстие снова, оставив, таким  образом , з а р я д  
с некоторой плотностью внутри тела .  Вектор Е +  4луР  н азы ­
вается  электрическим смещением,  или электрической и н д у к ­
цией ,  и обозн ачается  через D.

Рассм отри м  теперь поле внутри а. Т а к  к а к  Р  — точка, внеш ­
няя  д ля  области  V — V ,  то поле будет

k P k  d S  +  y

- У
f дР^ XI- h

дх^
V ~ v

dx. (10)

что равно, если устрем и ть  полость к  нулю, 

£ , - Ы 1 г п у |  J I k P k - ^ d ^ . ( И )



Возьмем полость в виде круглого  ц и ли ндра  д ли ной  2а  н 
радиусом  Ь, центр которого находится  в Q и ось н а п р ав л е н а  
вдоль Р; тогда  4 ^ *  на основании А  равно  Р,  на основании В  
равно  ( — Р) (так как  рассм атр и вается  внутренн яя  норм аль) ,  
а на боковой поверхности равно  О, если отвлечься  от влияни я  
м ал ы х  вариаци й  Р  в окрестности Q. Т огда  поле в Q, со зд а ­

ваемое поверхностными з а р я д а м и  на стен ках  
полости, будет

4 я у Р / 1  тг)-  (12)
I {а̂  + Ь^)'Ч

П оэтом у  если а и Ь с тан о вятся  м алы м и , при­
чем b j a - ^ O ,  то этот в к л а д  в поле стремится 
к 0. Если a l b - * 0 ,  то в к л а д  будет 4яуР- С ле­
д о вател ьн о ,  величина Е, о п р ед ел яем ая  с помо­
щ ью (5), п р ед ставл яет  предел  поля в и глооб­
разной Полости с осью, нап равленн ой  вдоль Р, 

а  D (  =  Е 4 - 4яуР) — предел поля  в д и скообразной  полости с тем 
ж е  нап равлен и ем  оси.

В сферической полости поверхностная  плотность на стен ках  
р а в н а  ( — PCOS0); она со зд ает  в центре поле ‘Ч^пуР. 

П р е д п о л о ж и м , что сущ ествует  связь

Р  =  хЕ , (13)
так  что

0  =  Е ( Ц - 4 л у х )  =  /СЕ, (14)

где X и т а к ж е  К  — непреры вны е с к ал я р н ы е  функции точки. 
Ф ун кци я  X н азы вается  электрической восприимчивостью ,
а К — диэлектрической постоянной изотропного  вещ ества . Если 
связь  м еж д у  D и Е имеет вид

Di =  K ik E „  (15)

где — тензор , не пропорциональны й то вещ ество  ан и ­
зотропно.

Р ассм отри м  теперь поведение D и Е на границ е  двух  одно­
родны х сред  с различны м и диэлектрическим и постоянными К,\ 
и Ki- Н ап р яж ен н о сть  Е в лю бой точке со:адается п р остран ­
ственным распределением  с плотностью div Р и поверхностным 
распределен ием  с плотностью Р \ п ~  г д е /г  обозн ачает  ком ­
поненту вдоль норм али, нап равленн ой  из первой среды во вто­
рую. Вследствие поверхностного распределен ия  создается  с к а ­
чок норм альной  компоненты Е\

2̂п -  £'in = (Р,„ -  Ргп).



С ледовательно , н о р м ал ьн ая  ком понента D имеет одно и 
то  ж е  значение по обе стороны от границы.

Сходны м образом  строится  соответствую щ ая теория  м агне­
т и зм а .  Р азл и ч и е  состоит в том, что 1) р всегда равно  О, 2'\v.vi К  
(н а зы в а е м а я  здесь магнитной проницаемостью  ц) могут сильно 
и зм ен яться  в зависимости от нап ряж ен н ости  магнитного  поля Н, 
3) сущ ествую т постоянные м агниты  с постоянной нам агн и чен ­
ностью, поэтому хотя и м ож н о нап исать  В =  Н +  4лу1, но связи  
м е ж д у  I и Н нет.

6.11. Векторный потенциал . П усть  и — соленоидальны й век­
тор. М ож  'о  п о казать , что сущ ествует  другой вектор А, такой, 
что U явл яется  его ротором. П р е ж д е  всего удобно обозначи ть  
компоненты через и,  v, w  п А,  В,  С; д о л ж н ы  вы полняться  
равен ства

д С  д В  д А  д С  ... д В  d i
и =  S ------

д у д г д х W ■■ д х ду '

П о л о ж и м
■с А

Cl =  О, Л| =  J  у dz, S |  =  — j" и dz. (2)

где  Zo не зависи т  от х,  у, z  и интегрирование ведется  п а р а л ­
лельн о  оси Z.  Таким о б р азо м , мы удовлетворим  первым двум 
у р авн ен и ям . Но

д х
дА^
ду д х  д у

 ̂ ^ } - d z  =  w - w  {х, у ,  Zo), (3)

т а к  к а к
д и  I d v  I д ’И) 

' д х ' ^ ^ ' ^ ~ ^ ■О. (4)

Обычно w { x ,  у,  не р авн а  нулю, но она зависи т  только  от 
х, г/ и ее м ож н о обозначи ть  через Wq. П усть теперь

A =  Af +  А ,  и т. д.; >5)
то гд а

а/-* а г» ЛЛ ЛП ЛО ЛА
(6)

д С ,  д Вг  дЛг  <?С, _  д А
д у  д г  

П ол о ж и м

д х д х ду

Вг =  0, Сг =  0, А ^ =  -  w ^ d y . (7)



то гд а  будут  вы полняться  все у равнени я . Но решение все ещ е 
в значительной  степени произвольно; действительно, к {А, В, С) 
м ож н о  бы ло бы добавить  гради ен т  любой скал яр н о й  функции, 
не изм енив ротора . Н аоборот, м ож но ввести дополнительное  
условие, сдел ав  дивергенцию  (Л, В, С) равной любой функции, 
в частности нулю. Д л я  этого нуж но  добавить  гради ен т  такого  
с к а л я р а  Ф, чтобы сократи лась  с дивергенцией у ж е
най денн ого  реш ения; при подходящ их  граничны х условиях  Ф 
м о ж н о  найти. С ледовательно , в тензорны х обозначениях  мы 
получаем , что если

ТО сущ ествует  вектор удовлетворяю щ ий уравн ен и ям

дАгп dAi л=  - ^  =  0, (9)

и Ai  оп ределяется  единственным образом  при граничны х у с л о ­
виях  того ж е  типа, которые обеспечиваю т единственность ре­
ш ения  зад ачи  в теории потенциала. А н азы вается  векторным  
потенциалом.

6.111. М етод, излож енны й выше, несимметричен относи­
тельно координат. С имметричное решение в том случае, когда  
r o t u  з а д а н  во всем пространстве , м ож н о найти следую щ им 
образом :

предполож и м , что

4^=0- (ч)
Тогда

дищ _  d^As
^ikm -  ^Ikm^mps ~

к  ^ Р

- ( 12)
д^1 Н

П оэтом у условия уд овлетворяю тся , если



во всем пространстве  и если дивергенция  Л,- р авн а  нулю. П ри ­
м еняя теорему Грина к области  м е ж д у  малой сферой около Xi 
и больш ой сферой, получаем

dAj
dxi — -— lim 4я

— ^  lim 4л

Юг

^  a s +  i - U r n - o P - d x .R dxi (14)

Второй ин теграл  равен нулю, так  как  со,-— ротор вектора. 
П ервы й ин теграл  по внутренней сфере стремится к нулю, если 
©, ограничена  вблизи =  х,-, а по внешней сфере —если со,- 
стрем ится  к нулю достаточно быстро на больш ом расстоянии. 
С ледовательно , (13) явл яется  решением задачи . Оно не един­
ственно, так  как  д обавление  к Л,- гради ен та  лю бого  решения 
уравн ен и я  Л а п л а с а  не влияет  на уравнение  (11).

Этот способ не применим, если и,-— потенциальны й вектор. 
В таком  случае  ю,-=  О всюду и (13) та к ж е  равно нулю. Этот 
способ применяется  в основном, когда мы имеем нить с малым 
сечением, причем со,-=  О вне нити и велича внутри нее. Т акая  
ситуация  возникает  при вихревом движ енци в ж и дкости  и 
в магнитном поле, образован н ом  электрическим током. В к а ­
ж д о м  из этих случаев  ин теграл

й  =  Uf dXi,
с

(15)

взяты й  по зам кн утом у  контуру, равен  нулю, если контур мо­
ж ет  быть краем  поверхности типа шапки , не пересекаю щ ей 
нить или провод, и имеет одинаковое значение для  всех кон­
туров , которые могут быть кр аям и  шапок, пересекаемы х нитью 
один раз.  Р ассм отри м  вкл ад  в Ai от элемента, находящ егося  
м еж д у  двум я  п арал л ель н ы м и  плоскостями, разделен ны м и рас­
стоянием dl,i, и пусть d S  — элем ент плоскости, п араллельн ой  
им; получим

d x ^ d l t d S ,  (16)

щ  d S  == Uidli =  Q (17)

по теореме Стокса; следовательно ,



взято м у  вдоль  нити. П одобн о  этому,

Q  д

Q
4л . 
Q
4я

д*з

( l - x )  X d |
(19)

где ds  — элем ент дли н ы  нити, l„ — н а п р ав л я ю щ и е  косинусы к а ­
сательной.

В гидроди нам ике  Q — ци ркуляц и я  вокруг нити. В теории 
э л ектр о м агн ети зм а  она равн а  АпЛс,  где /  — ток в электроста ­
тических единицах , а — н ап ряж ен н ость  магнитного  поля.

6.112. Вехторные потенциалы точечного за р я д а  и диполя.
В озьм ем  диполь  с осью з д о л ь  z ,  т ак  что

u  =  p .g ra d
\ • /

В 6 .11(2) вы берем  ниж ний п р ед ел  по z  равн ы м  — оо; тогда

у4, =  - ц ■ Знг
d z  =

В, = ц Zzx d z  — — их

и из 6.11 (7)
А 2 — О,

так  как  w  стрем и тся  к О при г - >  — о о . С ледовательн о , реш е­
нием будет  о)', д ивергенция  его равн а  нулю.
П оэтом у  III, я в л яя с ь  гради ентом  потенциала  n,Xi,/r^, одновре­
менно п р ед ставл яет  собой ротор векторного потенц иала

^ 1 — ~  îkr,
fn X х]^

Р ассм отрев  подобны м об разом  элем ентарны й вектор g r a d ( l / r ) ,  
получим, что он явл яется  ротором вектора



Ч асть  ( — г//(о ,̂ лг/оо̂  0) есть гради ен т  с к а л я р а  arctg(i//A:) и ее 
м о ж н о  отбросить; таки м  о б разом , получаем

А = f -  о\.\ Г0)2 ’ /-(0̂  ’ /

В ы р аж ен и е  все еш е несимметрично; частичная  сим м етрия  мо­
ж ет  быть достигнута , если взять  среднее этого вектора и двух 
других , получаю щ ихся  из него циклической перестановкой  
координ ат;  однако  из-за этого не одна ось координат, а все 
три станут  линиям и особенностей. О бобщ ение  при помощи 
вр ащ ен и я  осей только  увеличит слож ность .

П Р И М Е Р Ы

1. Притяжение лвух точечных масс т п т'  равно mm'f  (Р),  где ^ —рас­
стояние м еж ду ними. Показать, что направленное во внутрь ускорение, со­
здаваем ое олноролной тонкой сферической оболочкой с мессой М и внут­
ренним радиусом о, действую щ ее на внутреннюю точку на расстоянии х 

<  а) от центра, равно F, где

а+х
М

4ах‘
(R^ + x ^ - a ^ ) f ( R )d R .

Если f  =  0 д л я  всех значений а и х  при х <  а, то показать , что тогда 
/ ( Л )  = /1/А<2 _  единственное возм ож ное  значение ( ^  =  const).

2. П редполож им , что в любой точке тела,  намагниченного до интен­
сивности I, магиитный потриниал такой же, как  при объемном распределении 
магнитных полюсов плотности — div I с поверхностным распределением n/\i ,  
где /?/— направляю щ ие коси)|усы вноп'ней нормали. Д о к азать ,  что а) поле 
внутри сферы, постоянно намагниченной с интенсивностью I, имеет одно-

родную  напряж енность  — — я1; б) поле равно  нулю в сферической полости
О

(не о бязательно  концентрической) внутри этой сферы: в) если плоская  п л а ­
стина постоянной толпгины и бесконечной протяженности постоянно нам аг­
ничена с равномерной интенсивностью I, то поле в сферическом отверстии,

4
сделанном  в этой пластине, равно -г-л1 — 4л  (1 • п) п, где «  — нормаль к однойО
из поверхностей пластины. (М. Т., 19,34.)

3. Имеем однородный куб с центром в О и массой М,  а Р  — точка вне 
куба. Расстояние  ОР  велико по сравнению  с ребром куба а, направляю щ ие 
косинусы О Р  относительно трех сходящ ихся  граней куба равны I, т, п. 
В ы разить  гравитационный потенциал в f  в виде ряда  по степеням ОР
и вычислить его до членов 0 Р ~^ .  (P .e l in i . ,  1936.)

4. Если <р, и фг удовлетворяю т  условиям а) ф всюду непрерывно и 
имеет непрерывные вторые производные всюду, за исключением некоторы х

поверхностей, б) К  претерпевает  разры в определенной величины при

пересечении таких поверхностей, в) (р стремится к  нулю к ак  I jr ,  а  d t^ ld x i—



как I/л2, когда г велико; и если, кроме того, div [/( grad (ф, — фг)] =  О, за, 
исключейием поверхностей разрыва, то показать, что

(Эф,
дх1 I

dx  — <̂Фг ' 
дх1 , dx  = f j дх, dx.

где интегралы взяты по всему объему; следовательно, при данных условиях ф 
однозначно определено, если К всюду положительно.

5' Доказать, что если ф удовлетворяет условиям а и Ь из примера 4, 
то условием, что

1
8я

(Зф
d x i )

dT

стационарно для всех малых вариаций ф, будет

dxi \ дх1 }

за исключенчем особых поверхностей, причем К  непрерывно при пере­

сечении таких поверхностей. Если К  всюду положительно, то стационарное' 

значение V осун1ествляет минимум. Показать также, что если К  имеет

предписанный разрыв при пересечении особых поверхностей, то V будет  
оставаться стационарным при условии, что ф не изменяется на этой поверх­
ности.

Если ф — электростатический потенциал поля, содерж ащ его диэлектрики, 
то дать физическую интерпретацию посылок и выводов.

6 . Показать, что если а — постоянный вектор, то

r o t
/  а X г \

{ г''
(2- л )  а  ^  пг ( а  • г)

,п  +  2

И как следствие этого или каким-либо другим способом найти выражение 
для вектора потенциала внутри бесконечного прямого соленоида.

(М /с. III, 1435.)
7. V 2 « |= 0 , Г2н2 =  0 в замкнутой области D, u\ =  u  ̂ в области которая 

является частью D. Доказать, что «[ =  «2  во всей области D.
8 . Вывести из теоремы Стокса, что

Ф ds =  dS X grad ф.

рассмотрев проекцию Ф ds на направление касательной к контуру п. П о­

казать, что взаимный потенциал двух однородных магнитных слоев интен­
сивностью ц и й' равен

rfs • rfs'-ixp.
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  К Г Л А В Е  6 ,

6.043а. Ясно, что если р, удовлетворяю щ ую  этим условиям , 
изменить в конечном числе изолированны х точек, то ф и, сле­
довательно , не изменится; но уравнени е  П уассона не будет 
справедли во  в таких  точках. И нтегрируем ость  р не является  
поэтому достаточным условием , и из приведенных р а с с у ж д е ­
ний м ож но было бы заклю чить , что необходимым и д о ста ­
точным условием будет непрерывность. В действительности 
она необходима, но недостаточна. О дно из слабы х  достаточ­
ных условий было д ан о  Г ельдером ; оно состоит в том, что 
д л я  любой точки Q, не совп адаю щ ей  с Р,  вы полняется  не­
равенство  Ipq—Р р 1 <  Лг“, где Л и а  фиксированы  и а  п о л о ж и ­
тельно. Это условие п р ед ставл яет  распространение  условия 
Л и п ш и ц а  с одного изм ерения  на три. Одной только непре­
рывности недостаточно. Если плотность в сфере р ади у са  а 
р авн а  в п олярны х ко о р д и н атах

3 cos^ 6  — 1 ,
Р “  In ib/r)  ’ b > a ,

то р непреры вна, но имеет неограниченные производны е при 
г =  0 и не удовлетворяет  условию Г ел ьдер а .  М ож н о  п оказать , 
что при 0 < г ^ а  уравнени е

=  — 4яур

имеет решение, с о д ер ж ащ ее  член

Фо =  у  яуг^1п In y ( 3 c o s - 0  — 1),

но вторые производны е ф„ не сущ ествую т при г =  0. Д л я  того 
чтобы теорем а П уассона  бы ла  прави льн ой  д л я  всех не­
преры вны х р, предлож ены  другие определен ия  ^^ф. Но и при 
обычном определении непрерывные распределен ия  р, д ля  ко­
торых уравнение П уассона  неправильно, встречаю тся очень 
редко.



ОПЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ

Д а ж е  кембридж ские математики з а ­
с лу ж и в аю т  справедливости .

О ли вер  Х евисайд .

7.1 . Правича арифметики для дифференциального опера­
тора. В некотором смысле операции диф ференцирования  и 
взяти я  определенного  ин теграла  уд овлетворяю т п р ави лам  ариф­
метики. Если а  и f t—константы , то

. 1 { х ) ^ а ! { х )  =  а!{х)  +  4 - ! ( х ) ,  (1)

d
d x

djc ' '  '  '  ̂ ’ d x

f  ix)  +  a f  (x)] +  ftf Cx) =  - ^  /  ix) - f  [af (x) +  f t /W ],  (2)

- ^ a f { x ) ^ a - ^ f { x ) ,  (3)

а Щ [ х ) \  =  ~ Ш ! { х ) ,  (4)

И если мы определим  оператор

+  а) f { x )  =  - ^ f  ix)  +  af  (х) =  ( а  +  ^ )  f  (х), (5)

что допустимо в силу  (1), то мы получим следую щ и е формы 
дистрибутивного  закон а :

- ^ { а  + b ) f { x )  =  ~ a f { x )  +  - ^ b f { x ) ,  (6)

b ( - i  +  a ) f { x )  =  b ^ ' f { x )  +  abf {x ) .  (7)

Т аки м  образом , в лю бой алгебраической  комбинации с кон­
стан там и , вклю чаю щ ей  только  слож ени е  (а следовательно , и 
вычитание) и ум нож ен ие , с дифференциальны ми операторам и  
м ож н о  о б р ащ ать ся  так , как  если бы они сами были числен­
ными константам и. Ф ункция  f i x ) ,  над  которой производится  
операци я , остается  справа , и операци я  м о ж ет  быть произве­
ден а над ней в конце.



7.011. Операция взятия определенного интеграла. Те ж е 
сам ы е р ассу ж д ен и я  применимы и к  операции взятия  оп реде­

ленного и н теграла . Если мы обозначим f { l ) d l  через то
о

Qf{t)  +  a f ( t )  =  a f ( t )  +  Qf{ t)  (1)

и поэтому оба в ы р аж ен и я  м ож н о обозначить через

{Q +  a ) f { t )  =  {a + Q)f{ iy,  (2)
кроме того,

[Qf (t) +  af  (01 +  bf {t) =  Qf (/) +  [af (t) +  bf  (^)I (3)
Q[af ( t ) ] ^a[ Qf i t ) ] ,  (4)

Q[abf (t )]  =  Qa[bf{ t)] ,  (5)
Q[{a +  b) f ( t ) ]  =  Q 2 f { t )  +  Qbf{t) ,  (6)

a{Q +  b ) f ( t ) ^ a Q f { t )  +  abf ( t ) .  (7)

А налогичны е соотношения м ож но получить, зам ен яя  а  или Ь 
на Q и интерпретируя

t
Q^f{t) =  Q [ Q f { t ) ] =  I  Qf{'c)dT,  

о

где по определению  Q / ( t ) — та ж е  с а м а я  функция от т, что и 
функция Qf(t )  от t.

7.012. Некоммутативное свойство дифференцирования и 
взятия определенного интеграла. У к азан н ы е  выше свойства 
дифференцирования были использованы  Б у л ем  к ак  основа из­
вестного метода получения частны х ин тегралов  д л я  оп ределен­
ных типов линейных диф ференциальны х уравнени й . Они сл у ж а т  
т а к ж е  основой метода получения формул, необходимы х при 
численной интерполяции, дифференцировании и и\ т ггрировании . 
С оответствую щ ее свойство взяти я  определенного  и н теграла  
бы ло  отмечено, по-видимому, впервые в [11 и использовано 
Фуксом, П еано, П и каром  и Бейкером  д л я  разви ти я  некоторых 
методов реш ения линейны х диф ф еренц иальны х уравнений. Хеви­
сайд  у д ел я л  особое внимание линейны м дифференциальны м 
у р авн ен и ям  с постоянными коэффициентами, д ля  которы х из 
о п ер ато р а  интегрирования и констант  м ож н о составлять  ком­
бинации точно так  же, к а к  если бы оператор был числом. 
Конечно, этот оператор не ком м утирует  с независим ы м и пере­
менными; вы раж ен и е  Q[^/(/)J совсем не то  ж е  самое, что



^[Q /(0 ].  М ож н о ПОНЯТЬ, почему методы Х евисайда  имели 
успех, в о зв р а щ ая с ь  к приему, использованному П икаром  при 
д о к а за тел ь с тв е  сущ ествования  (при определенны х условиях) 
peujeHHii диф({)еренииальных уравнений. К сож алени ю , хотя 
Х евисайд  и отм ечал , что операторы  дифференцирования и ин­
тегри рован и я  м ож но ком бинировать  с константами без о гр а ­
ничения, он не зам ети л , что они не ком м утирую т друг  с др у ­
гом. В самом деле ,

О
t

о
что отличается  от преды дущ его  резу л ьтата  на f(0). Хевисайд 
получил довольно много неверных результатов , меняя порядок 
диф ференцирования  и интегрирования , и Д ж еф ф ри с [2] впервые 
о бъясн ил  это неком мутативностью  этих операций. Хевисайд 
т а к ж е  не слиш ком ин тересовался  вопросами сходимости, и этот 
факт  так  в о зм у щ ал  м атем атиков  того времени, что они не з а ­
хотели выяснить, при -к а к и х  условиях  п р ед лагаем ы е  методы 
могли бы быть оп равдан ы , что бы ло в их возм ож н остях . Д л я  
динам ических  систем с конечным числом степеней свободы 
систематическое использование оп ератора  взятия  определенного 
и н теграла  д ает  го р азд о  более короткий способ рещ ения, чем 
какой-либо  другой метод. В этом случае  вопрос обоснования 
не требует  никакой более развитой  м атем атики  чем та ,  кото­
рая  б ы ла  во врем ена Хевисайда.

7.02. П редстав л ен и е*) Q " / ( 0  в виде однократного инте­
грала. Если / ( 0 = 1 ,  то мы получаем  с помощ ью последова­
тельного  интегрирования

Q \ = t ,  Q 3 1 = ^ ............................................................( 1 )

Д л я  произвольной функции f { t )  мы имеем по определен ию
t

Q / ( / ) =  f f(T )dx , (2)
о

t

Q^f ( t )  =  Q  f  ( t )  d x
0

I
f  ( t)  d t

LO
d l  (3)

*) П од термином представление,  или интерпретация (interpretation), ав­
тор понимает формулу, дающую результат применения оператора к функ- 
Я.ИИ. — Прим. ред.



И н теграл  берется по заш три хован ной  области  на  рис. 30. И з ­
менив п орядок  интегрирования , мы получаем

Д х )  d l dx  =

А налогично

Q ¥ ( 0  =  Q_ { t - x ) f { x ) d x  = 
6

i l - x ) f { x )  d l

/ '  1•
tL 0

i l - x ) f  (t ) dx d l -

dx  = (t -  
21 /  (t ) dx,

(4)

(5)

и д ал ее  по индукции

Q 7 ( 0  =
{t -  т)"-1 

( « - 1 Л
f { x ) d x . (6)

To ж е  самое м ож но д о к а за т ь  следую щ и м  образом . В ы р а ­
ж ение Q^'fU) явл яется  функцией, равной нулю при / =  0, а ее 
прои зводн ая  равн а  Q"“ V (О- Условие р а ­
венства  нулю выполнено в (6). Ч тобы 
получить второе условие, продифферен­
цируем под знаком  и н теграла  по /; в ре­
зу л ьтате  получим

(7)
о

Р и с .  30.

П оды н тегральн ое  в ы раж ен и е  о б р ащ ается  
в н уль  при x =  t, если / г > 1 ;  поэтому 
диф ференцирование пределов  интегриро­
вания ничего не д ает . О тсю да если этот
результат  верен д ля  Q "" ',  то он верен и д л я  Q'^; но д л я  п =  1 
р езу л ь тат  справедлив; поэтому он сп р авед ли в  и д л я  всех по- 
лохсительных целых значений п.

Таким  обр I30M, лю б ая  ц елая  степень оп ератора  Q, вы п о л ­
няем ая  ндд н е к о го р о 1 функцией, д ает  результат , который м ож но 
вы разить  однократны м  интегралом , если только  функция ин­
тегри руем а.

7.03. Р я д ы  операторов .  Эти п р ав и ла  п озволяю т нам вы рази ть  
в виде однократного  и н тегр ал а  лю бую  сумму конечного числа



членов вида

(qo+ f l i Q + « 2 0 ^+  • • •  +<JnQ”) / ( 0  =

=  «0^(0 +  ^ i i - r ) , r - l

r = l 0
- f { x ) d T  =

■■ aof{t) + /  (t ) dx .

Р асп ростран ен и е  этой ф ормулы  на случай бесконечных 
р я д о в  требует  специ ального  обоснования.

7.031. Т еорем а  сходи м ости . Е с л и  интеграл  

ствует и если  р яд

f { t ) d t  суще-

Co +  a i Z +  . . .  + а „ г " +  . . .  (1)

сходится д л я  некоторого з н а че н и я  z ,  отличного от н у л я ,  то ряд  

(ao +  a i Q +  . . .  + a „ Q " +  . . . ) / ( / )  (2)

сходится ра вно мерно и абсолютно д л я  O ^ t ^ T  и раве н
оо t

п -1  О
a o / ( 0  +  S  j  Z \ ) i  ■ dr . (3)

Д в а  р я д а  (2) и (3) почленно равны  и поэтому имею т одну 
и ту  ж е  сумму, если хотя бы один из них сходится . Но так  как  
р я д  (I) сходится  д ля  некоторого значения , с к аж ем  г  =  г,  то 
д л я  лю бого  п олож ительн ого  р, не п ревосходящ его  | г |, мы м ож ем 
найти такую  величину М,  что д л я  всех п  вы полняю тся  не­
равенства

\ a ^ \ 9 ' ^ < M .  (4)

Д а л е е ,  так  к а к  Q /( /)  ограничено при то сущ ествует
п о л о ж и тел ьн ая  величина , с к а ж ем  С, т а к а я ,  что

П оэтом у
I Q / ( O K C

t

(О <  / <  Г).

I Q ^ f W K с  dx < c m .

(5)

IQ -YW K  c \ t \ d x < \ c \ f \ .



И вообще

(7)
О тсю да  абсолю тны е значения  членов р я д а ,  н ач и н ая  с пер­

вого, соответственно меньш е членов следую щ его  ряда :

с ( а ,  +  а 2т  +  у а з 1^ Р +  • • •  +  7 ; ^ ^ '  ^

+ М  +  1  И ! . +  + _ L _ M : I ! . +
<  р р +  2 р  ̂ +  +  ( . - 1 ) !  р - '  + • • • ; •

Н о  последний р я д  яв л яется  экспоненциальны м  рядом , абсо­
лю тно сходящ им ся  д ля  всех t. Д а л ее ,  его  члены не превосходят 
членов р яда ,  получаем ого  заменой / на Г, и этот р яд  т а к ж е  
явл яется  сходящ им ся  рядом , члены которого  полож ительн ы  
и не зави сят  от t. Поэтому наш  р яд  удов;:етворяет  Л /-призяаку 
равномерной сходимости на интервале  т. е. на  лю бом
интервале  t, где 0 / ( 0  ограничено.

Если / ( / )  — н еп реры вн ая  функция, то к а ж д ы й  член р я д а  яв ­
л яется  непрерывной функцией; и поскольку сум м а равном ерно 
сходящ егося  р я д а  непреры вны х функций яв л яется  неп реры в­
ной функцией, отсю да следует , что сум м а р я д а  будет  непре­
рывной функцией в интервале  П о этой ж е  причине
сум м ирование  мож но провести под зн ак ом  и н теграла ;  таким 
образом , получаем

оо t /  ОО ^

^  a „ Q 7  (/) =  aof (/) +  j  И т)  S—  .  ( , г -1 ) |  .
П — 0  О  ' / 2 — 1 /

dx.  (10)

Это у тверж ден и е  остается  справедли вы м , если потребовать , 
чтобы члены р я д а  (1) были ограничены , а т а к ж е  если инте-

t
гр ал f { r ) d x  сущ ествует  только  к а к  несобственный ин теграл

вследствие неограниченности функции /(т ) .

7.032, Композиция (или произведение) операторов. П усть  
ряды

F{z)  =  ao +  aiZ +  a2Z^+ (1)
G {z)  =  bo +  b i Z + b 2 Z ^ +  . . .  (2)

оба сходятся  д л я  некоторого ненулевого знач ения  | г  I, с к а ­
ж ем  г. Тогда д ля  лю бого  полож ительн ого  значения  р, м ен ь­
шего чем г,  сущ ествую т величины М, N,  такие, что

\ Ь „ \ < - ^ .  (3)



Д л я  любого 2 , такого, что | z | ^ p ,  произведение рядов

F { z ) G { z )  =  aob(i +  (aobx +  a\bo)z +  {aQb2 +  <̂ \b\ +  a2bo)z^+  . . .  =
=  Со +  с ,2 +  Сгг  ̂+  . . .  (4)

является  абсолю тно сходящ им ся . Мы д о к а ж е м ,  что если F (Q) 
и G (Q) являю тся  оператор  ыми рядам и , полученными заменой 
Z на Q, и если G (Q) при м ен яется  к функции ф(Л, удовлетво­
ряю щ ей  условиям  последней теоремы, и затем  F (Q) приме­
няется  к полученной фу кпии, то окончательный результат  бу­
дет такой ж е, как  если бы мы зам енили 2 на Q в прои зведе­
нии рядов  (4') и применили этот оператор  непосредственно
к  функции ф (0 .  Мы имеем

F{Q)G(Q)cp{t)  =  F{Q){bo +  h Q + b , Q ^ +  (5)

С огласно последней теореме, ряд , п р ед ставл яю щ и й  функиию 
G(Q)<f(t) ,  явл яется  абсолю тно и равном ерно  сходящ и м ся  и 
поэтому его м ож н о  интегрировать по частям. О тсю да получаем

Q '^ { b o + b iQ  +  b^Q^+  . . . ) ф ( Л  =

=  b o Q y  it) + (t) -1-  { t ) +  ... (6 )

И

/ ^ ( д ) с ( С ) ф ( / )  =  2 2 ] а „ б „ д " ' + " ф ( 0 ,  (7)
m n

где сн ач ала  надо провести сум м ирование по п.  Но если
| ^ ф ( / ) | < С  и т - Ь п > 1 ,  то

lambnQ ф ( 0 1 < - ^ - „ - _ 1 ) ,  ( - )  (8)

и слагаем ы е  наш его  р я д а  меньш е п олож ительн ы х чле^^ов не­
которого  двойного р яда .  Все члены этого ряда  с одним и
тем ж е  m +  n = ' k  рачны и их имеется всего k + \ ,  т ак  как  п
м о ж ет  изм ен яться  от О до k.  П оэтом у  их сум м а р авн а

И сумма таких  членов по k  сходится.
Р я д  (7) абсолю тно сходится и его члены мож но переставить 

в лю бом порядке, что не изменит ни его сходимости, ни суммы. 
Мы мож ем , следовательно , сгруппировать все члены с о д и н а ­
ковым Q'” ’*'”, но тогда получим

F ( д ) с ( д ) ф ( / )  =  (со +  с1д +  с2д^-ь . . . ) ф (0 .  (Ю)

что д о к азы в ает  теорему.



7.04. Линейные дифференциальные уравнения первого по­
рядка. Рассм отрим  теперь линейное диф ференциальное у р авн е ­
ние первого п оряд ка

- ^ - а х  =  ф (0 ,  (1)

где а  — кон стан та  и дан о , что х  =  Хо при / =  0. Зам ен и м  t на т 
и проинтегрируем обе части уравн ен и я  по т от О до t. Мы по­
лучим

x - X o - a Q x = Q ( f > { t ) ,  (2)

( 1 - a Q ) ; c  =  xo-b д ф ( / ) ,  (3)

и вы р аж ен и е  в правой  части явл яется  непрерывной функцией 
от /, если ф (/)  интегрируема. Теперь применим к обеим частям 
этого равен ства  р яд  оп ераторов  (1 -Ь a Q -Ь +  . . . ) .  Согласно 
последней теореме, результатом  последовательного  применения 
операций 1 — aQ и 1 -Ь aQ  +  -f . . .  к функции х  будет 
просто X ,  так  как  если мы напишем z  вместо Q в этих рядах , 
то получим д в а  ряда ,  сходящ ихся  д л я  | z | < l / a ,  и их прои зве­
дение равно  1. П оэтом у

л: =  (1 -t- aQ +  â Q- +  . . . )  [xq -f (Ol- (4)

Это д ае т  форм альное  penienne, которое м ож н о р азл о ж и ть  в р яд  
по степеням а. Но, с другой стороны, нам  известно, что ре­
шением уравн ен и я  (1) яв л яется

t
■■

о
е~“’'ф (т) di .  (5)

О тсю да выра::сения в правы х  частях  (4) и (5) равны  д л я  всех 
значений Хо; поэтому

( 1 + a Q  +  a^Q -+  . . . ) л :э  =  е’ 'л:о, (6)
( 1 + a Q -b a 2 Q 2 - f  . .  . ) д ф ( / )  =  е“' д [ е - “^ф(0]. (7)

Д о  сих пор мы не объяснили, что озн ачает  деление на опе­
ратор. И как  раз  по этой причине мы теперь имеем право
на это при условии, что обеспечим непротиворечивость д е ­
ления. Если, например, мы при дадим  смысл вы раж ени ю  
g( t ) l i \  — aQ), то он долж ен  быть таким , что применение к этому 
вы раж ени ю  оператора 1 — aQ д а в а л о  бы g( t ) .  Но мы имеем

( l - a Q ) ( l + a Q  +  a2Q2-b . . . )  g{ t )  =  g ( t )  (8)



согласно  прави лу  композиции оп ераторов  д ля  всех ^ ( / ) ,  таких, 
д ля  которы х эти операции применимы. П оэтом у  мы м ож ем 
определить

- p ^  =  l + a Q  +  a2Q2+ . . .  (9)

и зап и сать  дан н ую  выше интерпретацию  в ком п актном  виде

t

- р ^ д ф ( 0  =  е« (3 [е-“^ ф (0 ]=  J  (106)
о

А налогично если (г) — п ро и зво л ьн ая  функция г  и ее мож но 
р азл о ж и ть  в степенной ряд  в окрестности точки z =  О, причем 
f ( 0 ) = ^ 0  и G (г) — обратны й ряд, то мы м ож ем интерпрети­
ровать  \ !F(Q)  к а к  G(Q). Значит, основной интерпретацией 
лю бого  оператора  всегда сл у ж и т  его р азл о ж ен и е  по п олож итель­
ным степеням  Q, как  если бы Q бы ло константой . Такие опе­
раторы , как  Q“ " и н е р азл о ж и м ы  по полож ительн ы м  сте­
пеням  Q в у казан н о м  смысле, т. е. функции и не могут 
быть р а зл о ж е н ы  по п олож ительн ы м  степеням  z.

С ледовательно , в н астоящ ее  время мы не можем д ать  им 
никакой  интерпретации и о к азы в ается ,  что в в аж н ом  классе  
физических зад ач ,  требую щ и х  реш ения конечного числа линей­
ных диф ференциальны х уравнений с постоянны ми коэффициен­
там и , таки е  операторы  не возникаю т.

Мы имеем

' l= ( l + 2 a Q - f3 a 2 Q 2 - f  . . . ) 1  =
( l - a Q ) 2

=  1 + 2 а ;  +  | а 2 / 2 + 1 а - з / ^ +  . . . .  (Ц )

и трудн о  с р азу  увидеть , к ак ую  функцию п р ед ставл яет  этот 
ряд; однако

l = ( Q  +  2 a Q 4 3 a V +  . . .  - f  n a " - 'Q ' *  . • •) 1 =

=  t +  +  . . .  . . .  (12)

Теперь мы видим, что

(1 - a Q ) 2  ^  1 - a Q   ̂ (I - a Q P   ̂ +a.t)e^K (13)

это со вп ад ает  с (11). По с увеличением  п  представление в ы ­
р аж ен и я  ( 1 —a Q ) ~ " l  содерж и т  все больш е  и больш е членов.



И н ач е  ведет себя  вы раж ен и е  Q" ‘ ( 1 — aQ) "1 ,  т а к  как

п ( п + \ )  Ч/г.п+1
2 !

л—I

п (п +  \) . . .  (п +  г — ]) ^ г ^ п + г -1

+  . . .

/■!
аЧ гП-12,1 + 1

(« -1 )1  ^  ( « -  1)! ' 21 ( « -  1)! (пЙ Т Г Л  (14)

если мы будем  ин терп ретировать  отдельны е члены с помощ ью  
7 .02(1). А налогично с помощ ью р азл о ж е н и я  получаем

(1
( / -  t Vп - 1 а и - г ) ”

*Гл1 /„ 1\| + • • • dx =
\П-1

Ф(Т) (15)2! (/1-1)1
о

И л и  ж е  мы м ож ем  и сп ользовать  (106), т о гд а  получим

( l - a Q ) 2 Ф (0  =  т з
Q

i - a Q
{x)dx =

Lo
ea{t-x)g<nx-i)^ (I) d l

е«е-1)ф (I) dx

dx ■■

0

и д ал е е  так  ж е ,  к ак  при д о казател ьств е  7.02 (6).

7.03. Система п линейных дифференциальны х уравнений  
первого порядка. Р ассм отри м  уравнени я

1̂1 г/1+  ^12^/2+ • • •  +е ыУп  =  5 и
е2\У\ +  е^У2+  • • •  +  =  5г,

+  e„2«/2 +  • • •  + е п п У п ^ 5 п ,

( 1)

где У\, //2, г/„ — зависи м ы е переменные, / — н езави си м ая  пе­
рем ен н ая ,  Si ,  . . . ,  S„ — известные ин тегрируем ы е функции / при 

и

^rs ^rs dt +  br (2)



где drs И — константы. Мы не будем в н астоящ ее  время 
предполагать , что a ^ s ^ a ^ r ,  Ьг^ =  Ь^г, но п редполож и м , что опре­
д ел и тел ь

Л =  | | а „ | |  (3)

не равен нулю . Е сл и  это не так, то, как  мы см ож ем  п оказать  
ниж е, имеется некоторая  неточность в зад ан и и  н ач альн ы х  
условий.

И сп ользуя  правиЛЬ сум м ировани я , мы м ож ем запи сать  
уравн ен и я  (1) в виде

a r s ^ + b r s y s - ^ S r .  (4)

Выполним операцию  Q над  обеими частям и  к а ж д о го  из у р ав ­
нений, т. е. зам еним  временно t на вспомогательную  перем ен­
ную т и проинтегрируем  по т от О до t.  Мы получим

a rs  { y s  -  и . )  +  b r s Q y ,  =  Q S r ,  (5)

причем «5 есть значение у , при t =  0.
М ы перепишем это в виде

/ rsUs ~  i^^rs +  brsQ) у$  ~  0,rs^ ŝ "I" Q ^ r '  (6)

Эти уравн ен и я  вклю чаю т в себя к ак  диф ференциальны е у р ав ­
нения, так  и начальные""условия.

П усть  теперь D  об означает  операторный определитель

D  =  \ \ f r s l  (7)

Е сл и  этот оп ределитель  расписать  по п р ави лам  алгебры , мы 
получим полином относительно Q в общ ем случае  степени п. 
Ч лен , не со держ ащ и й  Q, равен А  и, согласн о  сделанн ом у 
предполож ен ию , он отличен от нуля. П усть  — а л геб р аи ч е ­
ское дополнение элем ента  f^s в этом определителе. F^s т а к ж е  
яв л яется  полиномом относительно Q.

Теперь подействуем на первое уравнени е  в системе (1) опе­
ратором  на второе — оператором  F^-n и т. д. и слож и м  ре­
зультаты . Мы получим

FrmfrsUs  =  Ргт ( O r ^ s  +  Q S r ) -  (8)
Но Frmfrs =  ^,  если т ф з ,  так  как  эта  сум м а я в л яется  опре­
д ели телем  с двумя одинаковы м и столбц ам и . Если m  — s, 
то Frm fr s= D.  П оэтом у

D y m  =  F rm{ ar s Us  +  Q S r ) .  (9)
В ы р аж ен и е  в правой части яв л яется  ограниченной интегри­
руемой функцией t ,  поскольку таким и  явл яю тся  функции



Точно так  ж е  функция D(z),  полученная зам еной Q на число 
отлична от нуля при г  =  0, так  как  А ф О .  П оэтом у  д ля  з н а ­
чений г, меныиих чем некоторое полож ительн ое  р, ф унк­
ция 1/ 0 (2 ) м ож ет  быть р а з л о ж е н а  в степенчой ряд  по г. 
В соответствии с правилом  7.04 мы определим  D~' как  сте­
пенной р яд  относительно Q, полученный зам еной z  на Q 
в ряде  I /O  (г). Д ал ее ,  подействуем оператором  Z)~’ на обе части 
равен ства  (9). Мы получим

D ~ ' D y , „  =  D ~ ' F r A a r s 4 - s  +  Q S r ) .  (Ю)

Но степенные относительно Q ряды  м ож н о п ер ем н о ж ать  по п р а ­
вилам  алгебры ; поэтому вы раж ен и е  Dy„  равно просто у„, 
и мы получили ф орм альн ое  решение

D"'Frm{arsU, +  QSr).  (11)

О сновное прави ло  интерпретации в операционном исчислении 
состоит в том, что операторы  д о лж н ы  п ерем н ож аться  и интер­
претироваться  почленно; о д чако  мы увидим, что с помощью 
правил, которые мы у ж е  имеем, все эти операторы  могут быть 
сведелы  в худшем случае  к однократном у интегрированию . 
Р я д  D~' ,  действую щ ий на интегрируемую  функцию , всегда 
дает  сходящ ий ся  ряд; поэтому р езу л ьтат  имеет см ы сл и д о л ­
жен быть решением, соответствую щ им рассм атри ваем ы м  диф­
ф еренциальным  уравн ен и ям  и начальны м  условиям , если ре­
шение вообще существует. Чтобы показать , что на сам ом  деле 
решение сущ ествует, мы до лж н ы  убедиться , что (11) уд овле­
творяет  начальны м условиям  и ди |)ференциальным уравнени ям .

Во-первых, если / ^ 0 ,  то все члены, с о д е р ж а щ и е  Q, стре ­
мятся  к нулю; далее ,  D ~ ' А ~ \  ->  — алгебраическом у
дополнению  элемента в D. П оэтом у д л я   ̂=  0

У т~ ^  (12)

Но Ar,„ars =  0 при т ф з  И =  Л. О тсю да

Ут =  Ит

и решение удовлетворяет  начальн ы м  условиям .
Во-вторых,

ars =  f r s - b r , Q  (13)

и поэтому решение мож но запи сать  в виде



П ервы й член, к а к  и раньш е, своди тся  к  после сум м и рова­
ния. П оэтом у

У т  ~  +  D  F f m Q  { S f  ( 1 5 )

И последний член со дер ж и т  лиш ь полож и тельн ы е  степени Q, 
действуюш.ие на  известную  функцию . Н о

t
(16)dt '  dt 

о
О тсю да

Ь,т) Qf it) -  {а,т +  b,mQ) f  (О =  U f  (0. ' (17)

^ Ут ^ут^тп f v m ^  ^rm {^r  (1^)

С нова  f„mFr„ =  0 при г ф п ,  fvrnFf„=^D.  П оэтом у  последний
член приводится к 5^, — Ь^^и^. З д есь  второй член с о кр ащ ается
с и окон чательно

1“ ^vmj Ут ~  ^v> (^9)

что п о казы вает ,  что полученное решение у довлетворяет  диф­
ферен циальн ы м  у р авн ен и ям . Этим закан чи вается  д о к а з а т е л ь ­
ство того, что з а д а ч а  имеет единственное решение, д аваем о е  
ф ормулой (11).

Р ассм отри м  теперь случай  у4 =  0. У м н ож им  уравнени я  (1) 
на Ai„,  А 2 „ . . .  и слож им . Тогда а „ Л г т  =  0 д з ж е  при s =  m,  
т а к  к а к  в этом случае  су м м а  р а в н а  А.  П оэтом у

^гт^гзУз ~  ^гт^г  (20)

ДЛЯ всех / ,  и В частности д л я  /  =  0. Т аки м  об р азо м , значе­
ния tfs при  ̂=  0 не могут за д а в а т ь с я  независим о друг  от друга . 
Е сли  они за д ан ы  так , что (20) удовлетворяется , то сущ ествует 
с в я зь  м еж д у  д л я  всех значений времени и одну из пере­
менных м ож но исключить; если начальны е условия не удовле­
творяю т (20), тогда  они противоречивы.

У словие А ф  О (т. е. явл яется  матрицей р а н га  п)  экви­
валентно  условию, что начальн ы е  значения  неизвестны х неза­
висимы, и оно будет у д овлетворяться  в лю бой п рави льн о  по­
ставленной задаче .

7.051. С им вол  р.  П роцесс  получения операторного  реш е­
ния (11) из (6) совп адает  с процессом решения системы алгеб ­
раических  уравнений относительно у^. О п и сан ная  выше про­
ц едура  наи более  у д о бн а  д л я  устан овлен ия  общ их теорем.



од н ако  действительное вычисление оп ераторного  реш ения об­
легчается  с помощью изменения обозначений. Мы зам еним  Q 
на р “ '; правило, согласн о  которому операторы  д о л ж н ы  п ред ­
с т ав л я т ь с я  в виде

«о +  o,iQ +  • • •>

переходит в правило, что их м ож н о представи ть  в виде

ao +  f l i P ~ '+  . . . .  

где  коэффициенты таковы , что р я д

«0 +  OiZ -Ь . . .

сходится  д л я  некоторого г,  отличного от нуля. П ер еп и сы в ая  
с помощ ью этого обозначен ия  ичтерпретацию  выра>;:ений, ко­
торую  мы у ж е  д ел ал и ,  мы получим

p - 4 = ^ t \  р - Ч  = t "

^  (/) =  aof {t) +  j  f  (t)
n»0 0

0 

/

 ̂ n =  I 
f

f ( t)  dx,  

dx. (21)

( p - a ) «1  =

P

/" -I

^  f ( t ) =  } f W dx.
0

( « - ! ) ! {p -  a)'  7 Г f (0  =  J  / (t)
0

( r a - l ) l

п р е и м у щ е с т во  этого обозначен ия  в том, что в последних 
двух  уравнени ях , операторы  которы х могут быть в ы р аж ен ы  
единичным членом, в числителе им ею тся р  или 1 вместо  Q’' “ ‘ 
или Q".

Мы получаем  т а к ж е  нем едлен но  с пом ощ ью  прям ого  р а з ­
л о ж ен и я

Г)2 „2

1 = c o s n t ,  

1 =  c h n t .

п р

р^ +  п?
п р

rj2-/

1 =  s i n n ^  

1 = s h n f .

(22)

(23)

В о зв р а щ а я с ь  к ( 6 \  мы видим, что поскольку  решение 
является  чисто алгебраическим  процессом, то, если мы н а ­
пишем вместо Q в каж д о м  из уравнений (6), затем  фор­
м ал ьн о  ум нож им  их н а  р  и заверш и м  решение с помощью



алгебры , мы придем к тому ж е  сам ом у решению  при условии, 
что будем п р и дер ж и ваться  основного п р а в и л а  — операторы  
д о лж н ы  быть р азл о ж ен ы  по нулевой и отрицательны м  степе­
ням р перед их интерпретацией с помощ ью  приведенны х выше 
формул. Но по этому прави лу  мы получаем вместо (6)

{O-rsP у  pa,sUs'^ S t- (24)

Эти у р ав н ен и я  н азы ваю тся  вспомогательными уравн ен иями.  
Они образую тся ,  как  м ож но убедиться  проверкой, из диффе- 
ренп иальны х  уравнени й  следую щ им  образом .

Н апи ш ем  р  вместо djd t  в левой части уравнени я; к правой 
части к аж д о го  уравн ен и я  прибавим  результат , получаемый 
при отбрасы ван и и  b^s в левой части и зам ене  на их н ач ал ь ­
ные значения . П олучаем ы е вспом огательны е уравнени я  долж ны  
быть реш ены по п р ави лам  линейной алгебры , как если бы 
р  бы ло числом, и р езу л ьтат  н уж ^о  ин терп ретировать  с помощью 
р а зл о ж е н и я  по убы ваю щ и м  степеням р,  поним ая  p~^ как  опе­
рацию  и н тегрирован ия  от О до t.

7.052. П р а в и л о  элем ен тар н ы х  дробей . Т ак  к ак  операторное 
реш ение (11) р а зл о ж и м о  го  степеням Q или р ~ \  начиная 
с постоянного члена, то оператор долж ен  иметь вид F{p)IG(p) .  
где F (р) — полином относительно р  той ж е  самой степени, что 
и G (p ) ,  или ниже. Если р  зам енить  числом г, то F(z) IG{z)  
явл яется  раци ональной '’ функцией от г  и поэтому м ож ет  быть 
р а з л о ж е н а  на элем ен тарн ы е  дроби. К а ж д у ю  такую  дробь 
м о ж н о  р азл о ж и ть  по убы ваю щ и м  степеням г,  начиная, воз­
м ож н о, с когстан ты , и сум м а р азл о ж ен и й  есть ра л же- 
ние функции F (z)lG {z). С ледовательно , если мы ф орм ально 
разобьем  оператор на э л е м е н т а р 'ы е  лрсби  и применим их 
по отделькости  к данной функции, то сумма результатов  даст 
резул  тат  применения р азл о ж ен и я  оператора  F (p)lG (р) к той ж е 
самой функции.

Реш ен ие  особенно просто, когда G (z) имеет только  простые 
нули вида z  =  a  и не равно  нулю при z =  0. Мы имеем тогда 
алгебраическое тож дество

F i p )  _  F ( 0 ) у  F { a ) 1
pG {р) pG (0) —J a G ' (а) p — a 'a

откуда
F ( p )  ^  F ( 0) у F ( a )
G ( p )  G (0) ' a G '(a ) p - a  ’

F(P) (25)
0  ip)  ̂ G ( 0 )  ^  jU  aG' (a) ^

a



П оэтом у та  часть реш ения, которая  зависи т  от нач альны х  
условий, вы р а ж а е тс я  непосредственно с помощью конечного 
числа членов. Н есколько  иная  форма является  более удобной, 
когда функция, над  которой производится  операци я , отлична 
от константы; мы м ож ем  написать

,im m + y  Z M _ L _
0 ( P )  0(2) G'(a) p - a  ’

a

Ш  ^ -  i™. w  ̂  + S  1 <“ >о 0

представление  (25) часто н азы вается  теоремой р а зл о ж е н и я  
Х евисайда . Но его методы с о д ер ж ат  т а к ж е  две другие теоремы 
р а зл о ж е н и я ,  а именно разл о ж ен и е  по степеням и по сте­
пеням где й — константа, и в дан ном  случае первое р а з ­
л ож ен и е  играет  основную роль. Поэтому в настоящ ей работе  
мы будем назы вать  разл о ж ен и е  (25) п р а в и л о м  элементарных  
дробей.  Оно читается следую щ им  образом : р л з д е л и м  на р,
разлож им  на элементарные дроби,  умножим на  р  и з а п и ш е м
результат применен ия  оперлтора к константе.

Если G (р) имеет кратны е корни или р сом нож и телем , в ы р а ­
ж ение F ( p ) l p G ( p )  через элем ентарны е дроби все ж е  мож но 
ещ е получить, но оно будет со дер ж ать  члены вида р~^  или 
(р — а)~^ и F ( p ) / G ( p )  будет со д ер ж ать  сл агаем ы е  вида 
или pKp — a f .  Эти члены м ож н о прим енять к ф ункциям  с по­
мощ ью  (21). С ледовательно , если только  функции Sr  интегри­
руемы и н ачальны е значения  неизвестных независимы, peuie- 
ние м ож ет  быть получено операционны м и м етодами и результат  
м ож ет  быть вы р аж ен  в худшем случае  с помощ ью  конечного 
числа однократны х интегралов.

Удобный способ н ах о ж ден и я  членов вида  (р — а)~^ м ож но 
п рои ллю стри ровать  на следую щ ем  примере:

Р ( Р ) =  2) •

К огда  г - >  — I, дробь l / ( z - f 2 )  стрем ится  к  1; тогда 

^  -  ( p + \ Y  ^  (р+1)^ [ Т Т 2  ~  ^

ip+  1 ) ( Р - Ь 2 )  р +  I ^  р +  2 '



С помощ ью  вы чи тан ия  мы м ож ем  таки м  способом сн и ж ать  
наи вы сш ий п о к а за те л ь  в зн ам ен ател е  на 1 на к а ж д о м  шаге. 
К а ж д ы й  ш аг  п роверяет  алгебраические  вы кладки  преды дущ его  
ш ага .

7.053. П ринцип суперпозиции. Не всегда, однако , бы вает  
удобно исп ользовать  два  р азли ч н ы х  р азл о ж е н и я  на эл е м е н ­
т арн ы е  дроби в зависимости  от того, явл яется  ли функция, 
к которой при м ен яется  оператор , константой или нет. Это не­
удобство  м ож н о обойти с помощ ью  принципа суперпозиции. 
П усть мы имеем в р -представлении

F {р) =  ао +  a i p “ * -Ь й2р~'^ -Ь . .  .,

i i  
2F{p)\ =  ao +  a,t +  a 2-^+  . . .  + а „ 5 - +  . . .  = f ( 0 ;

t

тогда

г  (0  =  ^1 + « 2 ^ +  . . .  +  ^ i T i )T  

и из третьей строки (21)

Р {р) Ф (О =  «оф (^) +  J Ф (т) / ' {t -  т) dx.  (27)
О

И нтегри руя  по ч астям , имеем
t

F (р) ф (О =.<р (0) f { t ) +  J  /  (/ -  т) dq> (т), (28)
т -О

т а к  к а к  f (0 )  =  ao. О тсю да если мы зн аем  F ( p ) l ,  то вычисление 
F(p)cp(t)  сводится к о д н ократн ом у  ш т е г р и р о з а  1И о. И сп о л ьзу я  
зтот  р езультат , мы м ож ем  вывести 7.052 (23) из (25), и для  
этого нам  н уж но лиш ь одно р а зл о ж е л и е  на элем ен тарн ы е  
дроби.

Этой теорем е м ож н о д ать  следую щ ую  физическую интер­
претацию . Мы м ож ем  рассм атр и вать  систему, описываемую 
диф ференциальны м и у равн ен и ям и  и подверж енн ую  в озм ущ е­
ниям, п ред ставляем ы м  наш ими 5 , ( / ) .  Но если система бы ла 
в состоянии ys =  0 до момента времени t =  0 н затем  скачком 
изменились до мы могли бы представить, что это произошло 
б л а го д а р я  некоторому м нож еству  импульсны х возмущ ений, и, 
таки м  образом , фактически вклю чить начальны е значения  в QSr

б
ценой того, что мы считаем Sr (т) d r  =  в пределе, когда

о
б д ел ается  произвольно м алы м. Т огда  член ф (0 ) / ( 0  мож но



рассм атр и вать  к ак  остаточный эффект в момент времени t 
от  импульсного возм ущ ения ф(0) в момент времени t =  0. 
Второй член возм ущ ен ия  появился  б л а г о д а р я  Sr или ф(/), и 
его м ож но р ассм атри вать  к а к  результирую щ ий эффект много­
численных м алы х  возмущ ений S r d x  или с/ф(т) в момент вре­
мени dx.  К а ж д о е  из них д ае т  свой остаточный эффект в момент 
времени t, но и н тервал  действия возм ущ ен ия теперь отстоит 
от рассм атр и ваем о го  момента на  / —Т'  вместо t. С л е д о в а ­
тельно, полный в к л а д  возмущ ений равен сумме элементов вида 
f  (t — х) dq> (х), что и д ае т  интеграл . Н е о б язател ь н о  требовать , 
чтобы ф(/)  бы ла  диф ференцируемой, но если она не дифферен­
ц и руем а, то ин теграл  является  не обычным интегралом  Ри- 
м ан а ,  а интегралом  обобщ енного  вида — интегралом  С тилтьеса  
(ср. 1.10, 1.102).

7.054. Третий метод часто явл яется  наиболее удобны м , 
когда  функция, к которой при м ен яется  оператор, сам а  м ож ет  
б ы ть  в ы р а ж е н а  в виде С ( р ) 1 = я ( 0 -  Тогда

F { p ) g { t )  =  F { p ) G { p ) \  (29)

и мы м ож ем  непосредственно приступить к вы писы ванию  ре­
зу л ьтата  применения о п ер ато р а  в правой  части с помощ ью  
п р ави ла  эл ем ен тарн ы х  дробей.

7.06. У равн ения  более высокого п о р я д к а .  О писанны й метод 
очень легко  р асп ростран яется  на у р авн ен и я  более высокого 
п о р яд к а  сведением их к у р авн ен и ям  первого п оряд ка .  Таким 
о б р аз о м ,  если мы имеем уравнение  второго п оряд ка ,  такое , как

а +  6л: = 1 . '  ' (1)“  dt

Причем X  =  Хо,  d x jd t  =  л:, при / =  О, то мы вводим новую пере­
менную  у  с помощ ью  уравнени я

d x
dt

- f /  =  0 (2)

и первоначальное  уравнение  зам еняется  на

^ + Ь х  + а у = \ .  (3)

Т еперь  (2) и (3) — уравнени я  первого п о р яд к а  и вспом огатель­
ными уравн ен и ям и  будут

р х - у  =  рхо, (4)
p y  + b x  +  a y  =  p x i + l .  (5)



И скл ю чая  у  с помощ ью  алгебраических  вы кладок ,  мы получаем

(р^ +  ар) Хо +  РЛГ1 +  I
+  ар  +  Ь 1. (6)

ЧТО м ож н о расписать  д ал е е  с помощ ью  п рави ла  эл ем ен тарн ы х  
дробей , п ол агая

р  ̂+  ар  +  Ь =  { р - а ) { р  — )̂. (7)

7.061. Если мы имеем п  диф феоенпиальны х уравнений вто­
рого порядка , возм ож н о, с различны м и ф ункциями в правы х 
частях , мы поступим точно так  ж е. Если типичное у р авн ен и е  
зап и сы вается  в виде

+  +  =  (1>

то мы возьмем
г  =  - " i  Г2>г ,  . и г

О п р ед ел яя ,  таким  образом , набор из п новых переменных г,г 
м ож н о запи сать  (1) в виде

Ч г +

и вместо п  уравнени й  второго порядка  мы имеем теперь 
2п уравнений первого порядка .  О пераниочны е методы р е т е н и я  
будут  пригодны ПРИ УСЛОВИИ, что начальн ы е  значения в"ех г/, 
и Z, независимы. Е сли  они равны  и и*, мы м ож ем за п и с ат ь  
вспом огательн ы е уравнени я

p y s - Z s = p U s ,  (4)
( а „ р  +  brs) Zs +  с„г/, =  Sr (t) + OrsPVs- ' ^5)

П ервы й ш аг  в процессе реш ения состоит в исключении 
из этих двух систем уравнений; тогда

( а „ р  +  brs) Р (Уз -  «^) +  =  5 , ( 0  +  I
т . е.

{^^rsP^ +  brsP Us ~  (0  "b (^rsP^ brsp) Us +  ClfsP^S-

Эти уравн ен и я  могут быть решены относительно у ,  к ак  система
уравнени й  первого порядка  и затем  применены те ж е  сам ы е 
п р ав и л а  интерпретации. Н ачальн ы е  значения у,  и d y j d t  в этой 
схёме входят  через и в правой части равенства.



О пределитель  коэффициентов при d y j d t  и d z j d t  в (2) и (3) 
равен

а,,  t t ,2 . . . а ,„  О О . . .

=  йг

т а к  что решение возм ож н о с произвольны ми н ач альны м и з н а ­
чениями всех t/j и d y J d t  снова при том ж е  условии Ца^^Ит^О.

Ф изический смысл условия  Л =  || а г , \ \ Ф  О ясен в этом случае. 
П еременны е могут быть коорди н атам и  некоторой динам иче­
ской системы и будут удовлетворять  д и ф ф еренц иальны м  у р а в ­
нениям второго п орядка  по времени. Д а л ее ,  условие, что н а ­
чальны е значения у,  и d y j d t  могут быть вы браны  независимо, 
р авносильн о  тому, что вы бранны е координ аты  и их скорости 
изм енения  могут иметь произвольны е н ач аль н ы е  значения.

7.062. Мы у ж е  знаем  прави ла

1 =  cosnt . I =  s in / i / . (1 )

1-1

И х м ож но проверить и с помощ ью п р а в и л а  эл ем ен тарн ы х  
дробей. Если мы продифференцируем по п  р азл о ж ен и е  в р яд

то получим сходящ ий ся  ряд;

(2)

этих операторов  по степеням р  
поэтому

\ = n t  sm  ni.{р̂  + 
р 2п^р

откуда
р  ̂+ 

2п*р

1 = t  c o s n t .(р  ̂+  /1“)̂

1 =  sin n t  — n t  COS n t .(p'  ̂+

Равенство  7.04 (10.6) м ож н о зап и сать  в виде

e - a t

О ткуда
I

e - ^ ‘F ( p - u ) f { t )  =  F{p)  [ e - ‘f (/)1.

(3)

(4)

(5)

(6)



В  частности,
. - a t  p i p - а )  1 ^  р ( р  +  а)  _а
^ (р -а )2  +  р2 +

И п о э т о м у

(S'
К ром е того,

( р  -  а ) =  +  ‘  ~  +  ~  F +

g ~ a t  ^ Р _________  J _  Р  p - a t  _  Р Р ____  I  =  о  i n  Я /^r._r.\2j.R2 * „2 I Н2 „2 J. R2 * ЫЧР^
И поэтому

(р _ У 2  + р2- 1 = е ° ' з ! п р л  (9)

Эти п р ав и л а  приведены здесь как  иллю страц и я  7.04 и 7.054. 
Д ругой  способ состоит в том, что мы м ож ем применить п р а ­
в ило  эл ем ен тарн ы х  дробей непосредственно:

  — ^  1 =  е(“+«Р)' =  e“^(cosp/ +  г sin РО.
р  —— (X

где  мы р азд ел яем  действительную  и мнимые части.

7.07. И н о гд а  бы вает  нуж но определить предел  функции 
[ F { p ) / G ( p ) ] l  или ее ин теграла  при t - * o o .  З а д а ч а  индукцион­
ного равновесия  из следую щ ей главы  явл яется  примером этого. 
Эти пределы  м ож но просто найти с помощью п р ав и ла  элем ен ­
тар н ы х  дробей. Н ео бязател ьн о  р ассм атр и вать  кратны е м н о ж и ­
тели , так  к ак  мы м ож ем раздели ть  их, немного изм енив кон­
станты . Все корни а  д о лж н ы  иметь отрицательны е действи­
тельн ы е части, в противном случае  решение будет с о д е р ж а ть  
неограниченно во зр астаю щ и е  экспоненциальны е члены с поло­
ж и тельн ы м и  п о казателям и  или тригонометрические члены, 
осци лли рую щ ие в конечных пределах .

Т аки м  образом , мы имеем

G ( p )  G { 0) ^  ^  а О '(а )  ^

И Предел при t - > o o  равен F(0)/G{0) .  Д а л е е ,  если интеграл  
от [F (р)Ю ( р ) \ \  д о лж ен  иметь конечный предел, то F {0)Ю {0) 
д о л ж н о  быть нулем; тогда

а О ' ( а )  ^  а ^ О ' (а )

V  ^ (а )  1 I- P W  / , . \= . l i m  \  I ------  =  l im  (11)



О тсю да
П т - Ш - 1 = - Ш .  (12>

0 (0 ) '

lim р ~ ‘ 1 =  lim (13)
t^oo G (Р) х-*о '̂-0 (^) I

при условии, что пределы  сп р ава  сущ ествую т и что все нули  
G (р) имею т отрицательны е действительны е части. i

7.08. В динам ических  при лож ен и ях  G (р) часто яв л яется  
четной функцией р с простыми нулями в ±  in.  Мы м ож ем р а з ­
дели ть  F ( p )  на четную и нечетную части, т а к  что

F (p) =  ^ [ F { p )  +  F { -  р)\ +  \ [ F  {р) -  F  { - р)] =  S ( p )  +  рТ  {р), ,(14>

где S  (р) и Г {р) — четные функции; и д ал е е
F ( p )  , _  S ( p )  +  p T ( p )  , _  5  (0) I V  S ( i n )  +  i nT( in)  n,t 
G { p )  G ( p )  inG' ( ln)  ^

О б ъ еди н яя  члены с e + ‘"̂  и вместе, мы получили

5 ( 0 )  , V  2S(/«) , V  2«7'(ш) . ,
G (0) -iJ w G '(ш) 2 ^  inG'(i'n) (16)

НО

^  / ч 1 d
: i n G ' { i n ) ^ - 2 n ? [ - ^ G { p ^ ) \  (17)

F (р) , S  (0 ) S  {in) cos nt  -  пТ (in) sin nt
G { p )   ̂ G (0)

. dp-̂
 G(p2)

p'^=-n?

Так  как  S  и Г — полиномы от р , , со дер ж ащ и е  только  члеггы 
четных степеней, то полученное в ы р аж ен и е  д ае т  р езу л ьтат  п ри ­
менения оп ератора  F { p ) l G ( p )  к 1 прям о в действительном  виде 
через тригонометрические функции. ‘ '

7.09. Едини чная  ф у н кц и я  Х еви сай да .  Э та  функция опредет 
ляется  соотнош ениями ■ i

/ / ( / )  =  0 ( ; < 0 ) ;  H { t ) = \  { t>Q) .  (1)
Очевидно,

p - ' ^ H ( t )  =  p - 4  ( / > 0 ) ;  р - " Я ( О  =  0 ( / < 0 ) .  (2)

П оэтом у если .....................  ■, . '
F { p ) \ = f { t ) ,

то
F { p ) H { t )  =  f { t )  ( / > 0 ) .  F { p ) H { t )  =  Q ( / < 0 ) ,  (3)



И вообще
F { p ) H ( i )  =  f { t ) H { t ) .  (4)

Н ас  обычно интересую т лиш ь полож ительн ы е значения  t, 
а в этом случае  неваж н о , при м ен яется  ли оператор  F (р) к 1 
или к Н  (t). Д а л ее ,  вместо F { p ) \  или F (р) Н  {t) обычно пишут 
просто F (р) и опускаю т тот подразум еваем ы й  факт, что опе­
ратор F (р)  при м ен яется  к 1 или к Я  (/).

П Р И М Е Р Ы

Решить следующие дифференциальные уравнения с заданными началь­
ными условиями;

■ +  4  +  =  л : ,=  - 2 ;
■ dfi  dt

2. - ^  + 5 - ^  + 6д:= 12, л:о = 2. *, =  0;

3. ■ ^  +  Зл: =  е -2 ' ,  л:о =  0; 
at

если дано, что

"р"
6 . Решить уравнения:

- ^  + 5л: +  2(/=е \  
at

du  
dt

+ 2jc +  2y == 0,

ОСЛИ дано, что x = \ ,  i/ =  0, когда t =  0. (Prelim ., 1945.)
7. Если

F ( p ) \ = j { t ) ,
TO доказать, что

- i f  (p) - F 4 p )] I = </(0.
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ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПЕРАЦИОННОГО 
МЕТОДА

Кончай разговоры, пошли к лошадям.

Английская поговорка

8.01. З а р я д к а  кон ден сатора . Э лектрический контур содерж и т  
источник тока, кон ден сатор , к атуш ку  с самоиндукцией и сопро­
тивлением . В начале  контур разом кнут. Н еобходим о определить, 
к ак  будет изм ен яться  во времени з а р я д  на п ласти н ах  конден­
сатора.

П усть у  — з а р я д  кон ден сатора , t — время, С — емкость конден­
сатора , L — сам оиндукц ия , — сопротивление контура, Е  —элек­
т р о д в и ж у щ ая  си ла  эл ем ента . Ток равен  у,  и з а р я д к а  кон­
ден сатора  создаст  р азность  потенциалов  у1С, стрем ящ ую ся 
противодействовать  первон ачальной  Э Д С . Т огда  у  у довлетво­
ряет диф ф еренц иальном у уравнению

E - - ^  =  L y  +  Ry. (1)

В начальны й момент у м у  равны  нулю. О тсю да вспомо­
гательное  уравнени е  будет  просто

( L p  ̂+  R p  +  - ^ ^ у  =  Е,  (2)

И операторное решение равно
Е Е

Р азл о ж ен и ем  на элем ен тарн ы е  дроби приходим к
Е , , Ее~^*

У

+  (4)

Т ак  как  и а  +  р и ар полож ительны , а  и р либо оба действи­
тельны и полож ительны , либо являю тся  ком плексно со п р яж ен ­
ными числами с полож ительны ми действительны ми частями.



В лю бом случае г/ стремится к пределу  СЕ,  как  и следовало  
ож и дать .

З ам ети м , что если контур не содерж и т  емкости или сам о ­
индукции, диф ференциальное у р авн ен и е  упростится:

R y  =  E.  (5)

С ледовательно , если найдено решение д л я  обычного сопро­
тивления , сам оиндукц ия  и емкость могут быть учтены з а м е ­
ной R  на L p  +  R +  \ / С р .  Это в ы р аж ен и е  иногда н азы ваю т  опе­
ратором  сопротивления  и операционны й метод — методом опе­
раторов  сопротивления. Э кспоненциальны е члены в решении 
быстро стан овятся  прен ебреж и м о  м алы м и , хотя они важ н ы  
в экспериментах , где мы хотим узнать , как  быстро достигается  
стац ионарн ое  состояние. Они частно назы ваю тся  пере ходны ми  
процессами.

8.02. П ерем ен н ая  Э Д С , п ри ло ж ен н ая  к кату ш ке  с с а м о ­
индукцией . П усть X — генерируемый ток. Э Д С  равн а  v cos nt ,  
т. е. действительной части от v e ‘'’K Т огда  мы д о лж н ы  решить 
уравнени е

L z  +  R z  =  ,р  — т ’

п если Z вначале  равно нулю, начальн ы е  условия  ничего не 
взносят во вспом огательное уравнени е . Тогда операторное ре­
шение будет

Ш  „- Kt I Lе

^gint _  g-RtlL^

■> =  _  J
(Lp +  R) (p — in) L in -b Rj L ' — Rj L  — in

V (R — Lin)
~  Lhl^ +  /?2 

H его дей стви тельная  часть  равн а

X  =  {R cos n t  +  L n  sin nt  — R e ~ ’̂ î̂ -).

Д в а  первы х члена даю т  периодические колеб ан и я  тока, сдвину­
тые по ф азе  относительно Э Д С . П оследний член описывает  пе­
реходный процесс, который зату х ает  спустя время п оряд ка  Lj R.  
Гарм он и ческая  часть реш ения имеет ам плитуду  vl{Lhi-  -f- 
и м ож ет  быть зап и сан а  как  д ей стви тельная  часть

R +  Lin

Это основа так  н азы ваем ой  „векторной д и а гр а м м ы "  в электро­
технике, не имею щей • ничего общ его  с . векторами, а я в л я ю ­



щ ейся особым случаем  геометрического представлен и я  ком п лекс­
ных величин. Этот случай обычно связы ваю т  с именем А грана , 
хотя он бы л рассмотрен  У оллисом и Весселом.

8.03. Р а з р я д  ко н ден сато р а  в одном  из д в у х  в заи м н о  с в я ­
зан н ы х  контуров. П о л о ж и м , что мы имеем д в а  одинаковы х 
кон тура , к а ж д ы й  с самоиндукцией L, конден сатором  емкостью  С 
и прен ебреж и м о  м алы м  сопротивлением. О дин кон денсатор  
в н ач але  за р я ж е н  до Xq, другой не за р я ж е н .  Коэффициент в за и ­
мной индукции равен  М.  П ервый контур зам ы кается ;  требуется  
найти  результирую щ ие изменения зар ядо в .

Пусть CL =  l/a^, M  — если х ,  у  обозн ачаю т  за р я д ы  кон­
ден саторов  в двух  кон турах , то

В н ач ал е

L {х +  Рг/ +  а^л:) =  О, 
L  (|3х +  у +  о?у) =  0.

х  =  х а ,  X =  о, у =  0, г/ =  О,

и вспом огательны е у р авн ен и я  будут

+  а?) х  +  ^р^у  =  р^хо, 
f,p^x +  (р^ +  а2) у  =  ^p^Q.

Выполнив алгебраические  действия, получим

д: у  хо

Р^ (р2 +  а^) - 0  ̂ (р^ +  а^) —

________  У _ ____________________ _________
(1-р2)р4 + р2ц2 [(1+P)p2 + a " ] [ ( l -р)р2- |-а2

Тогда

[(l+P )p2  +  a2][(I-P)p2-t-a2]
(I +Р)р^ I,2 “Г* 

COS

(1 - р )  р^
(1+Р)р2 +  а2 ' (1 -р )р 2  + а Ч

а
Y \  -ы

■ t cos

[(1-1-Р)р‘̂ + а 2 ] [ (1 -Р )р '  +  а21
(1 +P)P^

p W -
(I -Р )Р ^

L (1 +Р) р2 + а2

COS

(1 -  Р) р2 +

^ t — COS

- Р

1
"2 ЛГ0 =

" t

- Х о ,

V i - \
■ X q.

(1)

(2)

( 3 )

( 4 )

( 5 )

(6)

( 7 )

(8)

( 9 )



Е сли МЫ примем

- =  Y +  6,
V \ - {

реш ения будут  иметь вид

л: =  ^oCOSY^ cosб^,

1̂ 1 + Р
=  Y - 6 ,

у  == А'о sin yt  s in 6 ^

(10)

( 1 1 1

Если М  мало , б то ж е  м ало, и возм ущ ение  состоит из бы стры х 
колебаний  с периодом 2 п/у  и ам плитудам и , варьирую щ и м и так ,

что к олеб ан и я  передаю тся  из одного ко н ­
ту р а  в другой за  время л/2б. Таким обра­
зом, это случай биений из-за  слабой 
связи . Хорош о известны подобные я в л е ­
ния у двух  м аятников , висящ их на одной 
и той ж е  не абсолю тн о  ж есткой  опоре; 
один м аятн ик  влияет  на другой , см е­
щ ая  опору. П роисходит то ж е  явление  
передачи колебаний от одного м аятн и ка  
к другом у  через регулярн ы е интервалы .

Если связь  си л ьн ая, так  что Р «  1, два  
периода 2л 1^(1 ±  Р)/а очень сильно р а з ­
личаю тся, и изменение з а р я д а  состоит 
из быстрого к олеб ан и я ,  налож ен ного  на 

колебание  равной ам плитуды . М едленное колеба- 
одну и ту  ж е  ф азу  в обоих контурах ; ф азы  бы ст­

рых колебаний  противополож ны .

8.04. О пределен ие  сам ои н д укц и и  по м етоду Рим и нгтон а  [1, 2].
В этом методе неизвестная  индуктивность п о м ещ ается  в пер­
вое плечо мостика Уитстона; четвертое плечо щ унтировано  
емкостью известной величины.

Рассм отри м  с н ач ал а  обычный мостик Уитстона с сопроти­
влениями в плечах ^з> сопротивление гал ь в ан о м етр а  G;
сопротивление батареи  и проводников Ь; х — ток в /?[, г/ —ток 
в ^ 2. Я ~ т о к  через гальван ом етр .  Тогда

Рис.

медленное 
ние имеет

/ ? , х -  J^2{/+ O g  =  0,

R 3X -  R^y ~ { R 3 +  Ri  +  G ) g  =  0, 
b { x  +  y) +  Н2У +  R^{y  +  g) =  E,

И, реш ая  (1) и (2), мы находим

g __________________ ■'̂ +У
R2R3~ R 1R4 G {Ri + R 2 + R3 + Ri) + (R 1 + R2) {R3 + Ki)

( 1 )

(2)
(3)



Если g  м ало  по сравнению  с л: и г/, мы имеем при ближ енно
Е

{R  ̂+ R^)(R^ + H,) ’
_ I   Е

^  ^  У ТоТлГоХШТлПГл'  (5)
Ь + -

_  (Х + у) {R2R 3 — iRj) /с\
^ G ( R ,  +  R2 +  R, +  R , ) -

В а ж н а я  особенность схемы в том, что §■ =  О, если =  
незави си м о от точности аппроксим ации (5).

С огласно  н аш ем у  первому результату ,  мы м ож ем  учесть 
сам оиндукц ию  в первом плече, зам енив  на L p  +  R\.  П усть 
схем а  четвертого плеча т а к а я ,  к ак  на рисунке. С опротивление 
главного  проводни ка  равно  R^, ш унтированной  части г. Ш унт 
имеет сопротивление S . Тогда эффективное сопро­
тивление  целого плеча

rS
~  +  г +  S ~  r +  S •

Если ш унт содерж и т  емкость С, мы учтем это, 
зам енив  S  на  S  +  1/Ср. О тсю да в ф орм уле  (6) д л я  
Я мы д о л ж н ы  зам ен и ть  i?, на L p  +  R\  и R^ на

D _____________________  D ________________   ( 7 )
r +  S + \ / C p  (г +  5 ) С р + 1 ’ > Р и с .  32.

Р езу л ь тат  описы вает  ток через г а л ьв ан о м етр ,  когда  контур с 
источником внезап но  зам ы кается .

М ож н о  пок азать ,  что в реальн ы х  услови ях  g  не м о ж ет  быть 
равны м нулю во все моменты времени. Д остаточн ы м  условием 
д ля  этого бы ло бы тож дественн ое  равенство  нулю модифици­
рованного  оп ератора  R 2R 3 — RiR^', тогда  g  равно нулю при лю ­
бых зн ачен и ях  остаю щ егося  м н ож и теля .  Н етрудно  п о казать , 
что это условие яв л яется  т а к ж е  и необходимы м. Тогда этот 
м нож итель  зам ен яется  на

И Л - i L p + R M R . -  (, + ; и с , +  | ) )- (8»

П ерем нож и в  и при равн яв  коэффициенты при степенях р  нулю, 
мы найдем

(г +  5 )  =  /-2, (9)
- L R ^  +  {R2R 3 - R i R , ) { r  +  S ) C  + R y ‘̂ C ^ O ,  (10)

R 2 R 3 - R iR,  =  0- (И )

С огласно  схеме, r ^ R ^ ,  S ^ O .  О тсю да соотношение (9) м о ж ет  вы ­
полняться  только, если г = и 5  =  0 . Ш ун ти рую щ ая  проволока



д о л ж н а  быть при креп лен а  к кон цам  и иметь н улевое  
сопротивление. В ы р аж ен и е  (11) — обычное условие д л я  б а л а н ­
сировки; п о д став л яя  его в (10), мы имеем

L==RiR ,C.  (12)

Эти у слови я  не могут быть удовлетворены  полностью . Н о
и зм ен ен ия  тока  при зам ы кан и и  батарейн ого  кон тура  настолько
быстрые, что обычный гал ьван о м етр  не успевает  на них р е а ­
гировать . Если стр ел к а  га л ь в а н о м е тр а  у стан ав ли в ается  на ну­
левом  значении, мы имеем обычные условия  д л я  балан си ровки ,  
но если результирую щ ий ток м еняет  нап равлен и е ,  он будет  
дей ствовать  на гал ь в а н о м е тр  к а к  импульс и произойдет  б а л ­
листический отброс  стрелки гал ь в ан о м етр а .  У словие, что g  стре­
м ится к нулю  и не произойдет  баллистический отброс стрелки , 
следую щ ее:

со

g - > 0 ,  l g d t  =  0. (13)

Н о  оно выполнено, согласно  7.07, если постоянный член и член 
с р в операторной ф орме д л я  g  исчезаю т; и опять, незави си м о  
от п р и бл и ж ен и я  (5), мы м ож ем  и сп ользовать  (8). Ф ор м ал ьн ы й  
предел  при р - > 0  будет

^2^3 ~  (14)

тот  ж е ,  что и ранее . Коэффициент при р  равен
L R i ~ R , r ~ C \  (15)

исчезновение этого коэффициента  и есть условие отсутствия 
баллистического  отброса стрелки. Условие (9), которое св я зан о  
с член ам и  с fP-, больш е не возни кает . М етод, следовательн о ,  
закл ю ч ается  в следую щ ем ; вн ач але  сбал ан си р у ем  мостик обыч­
ным образом , удовлетвори в  этим (14); затем  будем присоеди­
нять ш унт с емкостью  к разли чн ы м  точкам  в плече R^ так , чтобы
вар ьи р о в ать  г. К огда  най дено  полож ение , при котором  не про­
исходит баллистического  отброса  стрелки, г най дено  и из (15) 
о п р ед ел яется  L.

8.05. С ей см о гр аф . В принципе больш инство  сейсм ографов — 
м а я т н и к и  Э йлера , т. е. такие  м аятн ики , у которы х опора ж е ­
стко с в я за н а  с землей; при дви ж ен и и  грунта точка опоры см е­
щ ае т с я  по гори зон тали  и м аятн и к  возм ущ ается .  С ейсм ограф  
отли чается  от м ая тн и к а  Э йлера , описы ваем ого  в учебни ках  д и ­
нам ики, д в у м я  особенностям и . Вместо  свободы соверш ать  к о ­
л е б а н и я  в вертикальной  плоскости он вы н уж ден  кач ать ся ,  к а к



ворота, вокруг почти вертикальной  оси, так  что период с у щ е ­
ственно удлинен . Д л я  получения сил трения, проп орц и он альн ы х  
относительной скорости, вводится  дем п ф и рование  ж и дкостью  или 
электром агн и тн ое  зату х ан и е .  С м ещ ен ие  массы  по отнош ен ию  
к почве у д о в летв о р я ет  уравнени ю

х  +  2'лх +  п^х =  Х1, (1)

где |  — см ещ ение грун та  и х, п,  Л — кон стан ты  и н струм ента . Н е ­
которые приборы, такие , к а к  сейсм ограф ы  В ихерта  и В уда  — 
А ндерсона , не и сп ользую т принцип м а я тн и к а  Э йлера , но описы­
ваю тся  тем ж е  уравн ен и ем . Д р у ги е  п ри боры  п р ед н азн ач ен ы  
д л я  записи верти кальн ы х  д ви ж ен и й  грунта ;  д л я  этого требует ­
ся  т я ж е л а я  м асса  с упругим  подвесом, что удобно  д л я  коротко­
п ери одны х колебаний  грунта , подобны х регистрируем ы м  в сейс­
мической разведке .  Т руднее скон струи ровать  инструм ент  д л я  
регистрации более дли н н ы х  периодов, где  х  у д о в летв о р ял о  бы 
л и н ей н о м у  д и ф ф еренц иальном у у равнени ю . Эти трудности  пре­
одолен ы  несколькими р азлич ны м и способами, и соответствую ­
щ ие диф ф еренциальны е у р авн ен и я  имею т форму (1).

П е р в а я  цель прибора; регистрировать  с м акси м ал ьн о  дости­
ж и м о й  точностью врем я лю бого  внезапного  изменения скорости 
грунта . В торая  цель: ко гд а  такое  изменение записано , прибор
д о л ж е н  как  м ож н о  быстрее вернуться  к п ервон ачальн ой  пози­
ции, чтобы быть готовым запи сать  лю бое более позднее возм у­
щение.

П олож и м  сн ач ала ,  что грунт вн езап но  п ри обретает  конеч­
ную скорость, равн ую  1. Т огда  |  м еняется  скачком  от О до 1 
и, следовательно , i  от О до К. Н а ч а л ь н ы е  условия  имею т вид

л: =  О, X =  Я, (2)

и вспом огательное уравнени е

(р“ +  2кр +  п^) х  =  Хр {t >  0), (3)
+ 2кр  +  п^ =  {р +  а) {р +  Р). (4)

Т о гда

(6 )

З ар еги стри рован н ое  смещ ение х вн ач але  в о зр астает  с конечной 
скоростью  X, достигает  м акси м ум а  спустя время

' 1п-^ и затем  асимптотически стрем и тся  к нулю.
а - р  Р



Если а и р  действительны  и р < а ,  главн ое  влияние на з а ­
пись через значительны й интервал  времени имеет член 
чтобы ограничить эффект возм ущ ен и я  возм ож н о  более  корот­
ким и н тервалом  времени, мы д о л ж н ы  м акси м ал ьн о  увеличить 
р. Но

х + У кI / . ( 7 )

и д л я  данного  п  м акси м альн ое  р (при условии, что оно д ей ­
ствительно и, следовательно , к ^ п )  достигается , когда  % =  п.

Р и с .  33.

Это условие апериодичности. При этом решение сводится  к

А.,о
X  =

(Р-Ьга) (8 )

М акси м альн ое  смещ ение наступает  при этом в момент времени 
1,'п и равно Kjen.

Если x < t t ,  мы м ож ем  полож ить
(9)

Тогда (6) при ним ает  вид



и д виж ени е  зату х ает  тем быстрее, чем больш е >t в п р ед елах  
рассмотренного  д и ап азо н а .  С ледовательно , апериодическое со­
стояние x =  дает  наименьш ее движ ени е  на больш их временах  
д ля  данного  п.

О дн ако  на практике  % обычно д ел а ю т  несколько меньш е п.  
Так , нап рим ер , в приборе М илна — Ш оу % ^ 0 , 7 п .  Т огда  д ви ­
ж ение носит колебательн ы й  характер ,  но отнош ение первого 
м аксим альн ого  отклонения  ко второму равно ^  20. Но х  
проходит через нуль спустя зх/у, или ' ^ A j n ,  после н а ч а л а  и 
после этого состаи ляет  м алую  долю  первого м акси м ум а . У м ен ь­
шение зату х ан и я  на больш их  врем енах  менее важ н о , чем 
быстрое возвращ ен ие  к нулю после первого м акси м ум а . В ремя 
первого м аксим ум а, отсчитанное от н а ч а л а  д ви ж ен и я ,  равно  
1, 1/«; д л я  апериодического при бора  оно равно I jn  и д л я  не­
демпфированного  сейсмографа составляет  1,57In.

П одобны м  образом  устроен и сейсмограф  Голицына, но д ви ­
ж ен ие  м ая тн и ка  не запи сы вается  непосредственно, а генерирует 
за  счет электром агнитной индукции электрический ток, прохо­
д ящ ий через гал ьван о м етр .  Если х — смещ ение м ая тн и ка  и 
у — смещение зер к а л ь ц а  гал ьван о м етр а ,  диф ференциальны е у р а в ­
нения имею т вид

X Ч-2 x j i - f  =  Я |,  (11)
У +  2к2У +  п1у =  \1Х, (12)

где мы пренебрегаем  реакцией ин дуцированного  тока  на м а я т ­
ник. П о л о ж и в  опять, что движ ени е  грунта  начинается  с еди­
ничной скоростью, мы имеем

(р^ + 2 .,р + п{){рЧ2>с,р + п1)

В первы х п р и борах  к и п  были сделан ы  одинаковы ми в обеих 
взаим одействую щ их системах, к а ж д а я  из которы х я в л я л а с ь  ап е­
риодической, так  что

K i = K 2 =  П1 =  П2 =  п.  (14)
Тогда

< '> « •

С ледовательно , индикатор  начинает  двигаться  не с конечной 
скоростью, как  м аятн ик , а с конечным ускорением. М а к с и м ал ь ­
ное смещ ение наступает  через (З — ] / З^/я =  1,27/п от начала ,  
з ер кал ьц е  проходит через полож ение равновесия  в момент 3/п.



И м акси м альн ое  смещ ение в противополож ном  нап равлени и 
происходит в момент 4,73га. Затем  зеркальц е  асимптотически 
во зв р ащ ается  к полож ению  рав_новесия._Отнощение д вух  эк стре­
мумов см ещ ен ия  равно  е 2 * ' з / ( 2 + ] / 3 f  =  2,3. П о  сравнению  
с частично задем п ф и рованны м  прибором с прямой записью  
такого  типа, как  в приборе М илн а  — Ш оу, у  при бора  Голицына 
первый м аксим ум  достигается  немного позднее, первый нуль — 
несколько  раньш е и отнощение последую щ его эк стрем ум а см е­
щ ен ия к первом у больш е. И з  рис. 34 видно, что, несмотря на

то что у  растет  проп орцион альн о  а не / при м алы х  t,  
быстрое увеличение у  н аступает  весьм а  скоро, так  что м ож н о  
очень точно определить н ачало  дви ж ен и я .

В более поздних м оди ф и каци ях  при бора  Г олиц ы н а соотно­
ш ение (14) было наруш ено  уменьш ением  зату х ан и я  и выбором 
га л ь в а н о м е тр а  с меньш им собственным периодом, чем м аятн и к .  
Д л я  гарм онических  движ ени й  грунта  это ум ен ьш ает  за в и с и ­
мость увеличения  от периода  в ы н уж даю щ ей  силы. О днако , 
по-видимому, не уд ается  у м ен ьш и ть  лиш ние кач ан и я  после 
импульсивного  изменения скорости грунта . В некоторы х послед­
них конструкциях  н ел ьзя  у ж е  прен ебрегать  реакцией м аятн и ка  
н а  индуцированны й ток *).

8.06. Р езонан с . П ростой м аятн ик , н аход ящ и й ся  перво­
начальн о  в состоянии равновесия , во зм у щ ается  в течение конеч­
ного и н тер вал а  времени гармонической силой с периодом, р а в ­

*) Более полная теория дана в [3].



ным собственному периоду м аятн и ка .  Н у ж н о  найти д ви ж ен и е  
м ая тн и ка  после прек ращ ен и я  д ей стви я  силы.

Д иф ф еренциальное  уравнени е  будет

x  +  n^x =  f  sin n t  =  f  { Q < t < T )

с x  =  0, i  =  0 при  ̂=  0. Тогда

=  f  '(p^ + n^)i' =  ^

Д в и ж ен и е  м ож но рассм атр и вать  к а к  гармоническое с неп ре­
рывно увеличиваю щ ейся  амплитудой. П усть возм ущ ение  д ей ­
ствует в течение времени Т =  гл/п,  где г — целое. В конце этого 
времени

x = - - ^ m { - i y ,  i  =  0.

П оследую щ ее  дви ж ен и е  описывается  тогда  формулой 

х =  -  cos ( n t - r n ) - ^  - cos  nt

и п р ед ставл яет  собой гармоническое дви ж ен и е  с ам плитудой , 
пропорциональной  дли тельн ости  возм ущ ен ия .

Л ин ейны е диф ф еренциальны е у р авн ен и я  в д и нам ике  п олу­
чаю тся , если опустить в р азл о ж ен и и  кв а д р а ты  и более высокие 
степени смещ ения. В результате  при совпадении периода  вы ­
н у ж д аю щ ей  силы и собственного периода  ам плитуда  будет 
расти до такого  уровня , при котором у ж е  необходимо учесть 
отброщ енны е члены.

218.07. Три частицы с м ас сам и т,  т  и т  пр и к р еп л ен ы  п о ­
следовательно к л е г к о й  растянутой струне д л и н о й  41 так, что
делят ее на равн ые интервалы.  Од на из  частиц массы т  в о з ­
буждается поперечным {к струне) и м п у л ь с о м  / .  Найти п о с л е ­
д у ю щ е е  движение средней частицы. {Переходные э к з а м е н ы  
в коллед же,  1923.)

Если Xi, Х2, лгз — см ещ ен ия  трех  частиц  и Р  — натяж ен и е ,  
мы найдем  обычным путем у р авн ен и я  д ви ж ен и я

Xi — — X {2xi — Х2),

^ Х 2 =  -  х  ̂ +  2х 2 - Х з), -(1-)

Хз =  -  А ( -  Х2 +  ^Хз),



где Я, =  P/ml .  В нач але, когда  все см ещ ения нулевые, Х2 — =  0;
Х\ =  11т. Тогда  вспом огательны е у р авн ен и я  будут

{р^ +  2 1 ) х х - К х ^  = р 1

—  1Х ]  +  Х' 2  —  к Х з  =  о ,

— 1x2 +  (Р^ +  2А,) лгз =  0.

(2)

Так к ак  нам н уж но найти только  изм енения  Х2 , то мы исклю ­
чим Xi и Х3. Мы имеем

ЛГ1 =
Я, , р

■ Х2 +р2 + 2Л ^2 +  2Я, га» ^3 р2 + 2Х

( 1 L  „2 , о, >-Р ’
U o  Р р2 +  2Я, ; ^2 -  р2 + 2Я, т •

И тогда

Х2

У п рощ ая, получим 

Тогда

(7р2 +  4А) (Зр2 +  ЮЯ) ЛГ2 =

7р Зр
7р2 +  4Х Зр2+10Я/ 

10  /  / sin at  sin р/

где

20 I  /

_  . /  sin а(
■ ^2~  29 m I а

10

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Д в и ж е н и я  других частиц могут быть найдены  при ж елани и  
с помощ ью  (3) и р а зл о ж е н и я  на элем ен тарн ы е  дроби. Они 
будут с о дер ж ать  члены с теми ж е  нер_иодами, как  в (7), но, 
кроме того, члены с периодом 2 л / | /2 Х .  Они соответствуют 
третьей норм альной  моде, в которой средн яя  частица  не д в и ­
ж ется .  Это иллю стрирует  одно больш ое преимущ ество  о п ер а ­
ционного м етода. Мы ищем только  Х2 . и метод прям о  д ает  его. 
П о л ьзу я сь  обычным методом, мы до лж н ы  были бы определить 
ам плитуды  всех трех  н орм альн ы х  м од  отдельно, д а ж е  хотя 
одна из них не имеет отнош ения к поставленному вопросу.

8.08. М ал ы е  колебания  в ди н ам и к е .  Р ассм отри м  ди н ам и ч е­
скую систему с л а гр ан ж е в о й  функцией вида

2L cif^XfX^ CfgXfX^, ( i )



так что у р авн ен и я  д в и ж ен и я  будут

^rs^s "Ь ~  'Ьг. (2)

где Sr — компонента  любой обобщ енной силы, при лож енной
к Хг н не  учитываемой в потенциальной энергии. Е сли  система
первоначально  находится  в покое и только  одно из 5 ,  отлично 
от нуля, мы м ож ем  нап исать

^ms ~  ^msP^ ^mj> (3)

и вспом огательны е уравн ен и я  имеют вид

б т Л  =  0 г), =  5 ,  {т =  г). (4)

О б о зн ачая  через А оп ределитель  и через ал геб р аи ч е ­
ское дополнение в этом определителе , мы получаем  о п ер а ­
торное решение

x ,  =  - ^ S r .  (5)

О тметим, что г — частный индекс, а не индекс, по которому 
проведено сум м ировани е. Д а л ее ,  определитель  Л сим м етриче­
ский, так  что Ers =  Esr- Т аки м  образом , сила , д ей ству ю щ ая  по 
координ ате  Хг, будет производить  точно таки е  ж е  изменения 
в Xs, каки е  та  ж е  сила , дей ствую щ ая  по Xs, производит в х,. 
Мы получили теорем у взаим ности , применимую  ко всем неги­
роскопическим и свободным от трения систем ам .

Л егко  видеть, что трение не повлияет  на результаты , если
оно м ож ет  быть вы р аж ен о  диссипативной функцией f = - j  Ьц^х^х^.
В частности, р езу л ьтат  сп р авед ли в  д л я  электрических цепей.

Теперь предполож им , что сила сводится к импульсу  в мо­
мент / =  0 и что Д не имеет  кратн ы х  м нож ителей : мы можем 
написать

Л =  Л П ( Р ^  +  а ‘) (6)

и зам енить  S ,  на  pJf .  Тогда

  EfsP  J  V  Ersj — Р̂ г /уч
л Ц (Р ^ -Ь а 2 )  '  Л ' ( - а ^ ) р 2  + а2 ’

где £■„(— а^) и П ^ { — а^) о б озн ачаю т  результаты  подстановки 
— а- вместо в E^s и dAjdp^.  О тсю да

Jг sin at  (8)
а \ [ '  ( - а ^ )



О тдельны е члены имеют р азн ы е  периоды, а члены с одним и 
,тем ж е  периодом в различны х ко о р д и н атах  об р азу ю т  нор м ал ь­
ную моду  системы.

Н епосредственны м  следствием  отсюда явл яется  то, что для 
некоторы х S и а , с к аж ем  О], E rs{ — =  д л я  всех г, а Xs не 
с о д е р ж и т  членов с s in a j / ,  как ов  бы ни был п ри клады ваем ы й 
импульс. Д руги м и  словам и, если — смещение частицы си­
стемы, в дан ной  моде мы имеем узел . Н о тогда , если мы р а с ­
см атр и в аем  им п ульс  Js, прилож енны й к х^, мы будем иметь

„ «11
и опять, так  к а к  Е^г =  Ег^, член с s in a ,^  будет иметь нулевой 
коэффициент в к а ж д о й  координате . О тсю да следует д р у гая  
о б щ а я  теорем а  взаимности: нельзя  возбудить моду им пульсам и 
силы  в лю бом у зл е  этой моды. А налогичны м  образом  м о ж го  
п о к азать ,  что, если начальн ы е  значения  координ ат  определены 
н ачальны м и условиям и , но скорости равны нулю, п оследую ­
щ ие значения  координ ат  со д е р ж а т  члены с м н ож ителям и  

и н ачальное  смещ ение в у зл е  любой моды не 
о к а з ы в а е т  вли ян и я  на таки е  члены этой моды в последую щ ем  
д виж ени и .

Этот принцип, п ри лож енны й к непрерывной системе, позво­
л я ет  провести критическую  проверку  вопроса о сущ ествовании 
глубокоф окусны х зем летрясени й . Больщ ин ство  зем летрясений 
происходит на гл у би н ах  не свыщ е 50 к м  и во зб у ж д ает ,  кроме 
волн, проходящ и х сквозь  землю , д в а  типа поверхностных волн, 
теоретически объясн енны х Р елеем  и Л яво м . Они похож и на 
волны в глубокой воде тем, что см ещ ения  быстро затухаю т 
с глубиной и незначительны  на глуби н ах  больш е одной длины 
волны, которая  в этом случае  р ав н а  примерно 5 0 — 100 км.  Со­
гласн о  этому принципу, они не д о л ж н ы  в о зб у ж д а ть с я  в озм ущ е­
ниям и на больш их глубинах . Т эрнер  определил  по времени 
пробега  объем н ы х  волн, что некоторые зем летрясени я  происхо­
д я т  на гл у би н ах  до 400 км,  однако  имеются возм ож ности  и 
д л я  другой  интерпретации. И зучение сейсмограмм этих зем ле­
трясений, проведенное Стоунли, п о казало ,  что поверхностные 
волны на них отсутствуют. Этот ф акт необъясним при други х  
предполож ен иях , но вполне вы текает  из принципа взаимности, 
если эти зем летрясени я  произош ли на больш их глубинах.

8.09. С лу чай  кр атн ы х  корней. П ри исследовании колебаний 
динам ических  систем относительно полож ения  равновесия обыч­
ный метод  поиска решений в форме х^ =  >ь̂ е̂ ‘ встречает труд-



ности, когд а  д етерм ин ан тн ое  уравнени е  д л я  имеет кратны е 
корни. Обычно, если мы имеем систему диф ференциальны х 
у равнени й  с п  переменны ми и исклю чаем  их последовательно , 
мы получаем  уравнени е  д л я  одного вы бран ного  переменного. 
Е сли  мы подставим  в него то получим уравнени е  д л я  vi 
в случае  кратного  корн я  мы будем иметь второе решение te'^K 
Е сли  это происходит в теории м ал ы х  колебаний , кратн ое  з н а ­
чение Y ведет к членам  в форме / с о з х / ,  / s i n x ^  (х = /у) и, за 
исклю чением случаев  сп еци альны х  н ач аль н ы х  условий, м алы е  
к о л еб ан и я  б удут  неограниченно расти. В действительности  это 
никогда не происходит, а если бы произош ло, то противоре­
чило бы основному принципу, что п отен ц и альн ая  эн ерги я  мини­
м а л ь н а  в п олож ен ии  равновесия  и что, если начальн ы е  см ещ е­
ния и скорости достаточн о  м алы , но не равны  нулю , сущ ест­
вует предел , о граничиваю щ и й допустим ы е см ещ ения. Это 
о за д ач и л о  Л а п л а с а ;  объясн ение  бы ло дан о  Раусом  [4] и Хеви­
сайдом  [5]. Если систем а не диссипативн а  и к р атн ы х  корней 
нет, то, согласно  4.082 и 4.09, нули м инора лю бого  элем ента  
на главной  ди аго н ал и  нах о д ятся  м е ж д у  н улям и  исходного опре­
д ел и те л я ,  и если оп ределитель  Д содерж и т  м н ож и тель  (p ^ -f  а “)*, 
то к а ж д ы й  первый минор содерж и т  м н ож и тель  +
К огда  мы оцениваем  в к л а д  н ачальн ы х  условий в операторное 
решение, из 7.061 (7) имеем

X m = ^ ^ a r s { p ‘̂ u, +  pv,y,

м н о ж и тел ь  +  сократится , и в зн ам ен ател е  останется
только  м нож итель  (р^ +  а^). То ж е  будет  с к а ж д ы м  кратны м  
корнем , и р езу л ьтат  будет  со дер ж ать  только  члены в форме 
cosa^ и s in a^ .  И зм ен ен и я  и будут  влиять  на отнош ения 
коэффициентов при этих тригоном етрических м н о ж и тел ях  д ля  
р азли чн ы х  координат; при этом не п оявляю тся  члены типа 
t cos at  и / s i n a ^ .

8.10. Д и ссип ативн ы е и гироскопические системы. В таки х  
с и с т е м ах  теорем а о р азд ел ен и и  корней м о ж ет  не вы полняться . 
Т о гд а  операторное  реш ение м ож ет  иметь кратн ы е  м нож ители  
в  зн ам ен ател е  и в реш ен иях  появятся  члены вида t c os a t ,
t  sin at.  Мы рассм отрели  в качестве  простого при м ера  такой 
системы апериодический сейсмограф. Эти члены не повлияю т 
на  устойчивость, если н едем пф ированная  система устойчива и 
не гироскопическая , так  к а к  реш ения экспоненц иально  ум ень­
ш аю тся  и стрем ятся  к  О с ростом t. Но если систем а п оддер­
ж и в ается  в устойчивом, состоянии только  гироскопическими



силам и , совпадение корней м ож ет  н аруш ить  устойчивость. 
П о л о ж и м , что уравнени я  д ля  двух  координ ат  Х|, Хг имеют вид

Xi — ЬХ2 +  CiXi =  0, Х2 + bxi + €2X2 =  0 . (1)
П олож и м

X, =  ДГ2 =  (2)

Мы видим, что Y д о лж н о  у д овлетворять  следую щ ем у  детер- 
м илантном у уравнению :

+  с, — by

by +  С2 

т. е.
Y‘‘ +  (c, +  С2 + 6^)у 2  +  С1С2 =  0. (4)

=  0, (3)

Н еобходимое условие устойчивости заклю чается  в том, что оба 
значения  у^ д о лж н ы  быть действительны м и и меньш е 0. О тсю да 
CiC2 > 0  и имеем два  случая  в зависимости от того, п о л о ж и ­
тельны  или отрицательны  с, и Сз-

Р ассм отри м  с н ач ал а  случай, когда  С[ и Cg полож ительн ы . 
Т огда  система устойчива д а ж е  при 6 =  0. Условие д л я  кратны х  
корней имеет вид

(с, +  С2 +  6^)  ̂=  4CiC2, (5>
т. е.

{ C i - C 2 f  +  2b ^Ci +C2)  +  b^ =  0. (6)

При С], С2>0  это м ож ет  быть выполиено только , если Ь = 0  
и, следовательно , с, =  С2 - О тсю да, если (3) имеет к р атн ы е  корни, 
равны е у^, все элементы  определителя  исчезают. Этого сл едо ­
в ало  ож и дать ,  так  как  с^х^ +  с^х^ в этом случае п о л о ж и тел ьн ая  
ф орм а  и теорем а о разделен ии  корней сп равед ли ва  д л я  гиро­
скопической системы, когда  члены с,^ХгХ^ я в л яю тся  п о л о ж и ­
тельной формой.

Е сли , однако , С| и С2 оба  отрицательны , то (6) м ож ет  бы ть  
вы полнено при условии, что

6^ =  -  (с. -t- С2) ±  \/{С, +  С2?  -  (С, -  С2?  =

=  - ( c . - f  С 2 ) ± 2 / ^ 2  =  [ / ^ ±  (7)

Т аким  о б разом , детерм инантное  уравнени е  м ож ет  в этом случае  
иметь равны е корни при Ь, не равном  0. О но сводится  теперь к

y ‘̂ ± 2 Y  С\С2 +  С1С2 -  О
и ___

Y^= +  / ciC2. (8)



В этом случае  отдельны е элем енты  (3) не исчезаю т, хотя 
все ещ е действительно и отрицательно. При н и ж ч их  зн а к а х  
в (7) и (8) будет полож ительн ы м , а система с очевидностью 
неустойчивой. П оэтом у  мы возьмем минус в (8) и плюс в (7). 
Чтобы оценить, что произойдет  с системой в этом случае , если 
Xi =  Ui, i |  =  О, ^2 =  0, ^2 =  0 при t — 0, мы запиш ем

сх =  — а \  С2 =  — Ь =  а +  Р; (9)
(р2 -  а^) X, -  (а +  Р) р х 2 =  p'^Uu
(а +  Р) рх] +  (р2 -  р2) ^2 =  (а +  Р) рщ.

О ператорное  решение будет

(10)

- _  + (а^ + 2аР) (а +  Р) а^р , ,
(р2 +  аР)2 ^2 (р2 +  аР)2

и

W, p2_j_Qp (;j2 + ap)2 2 К ар

«1 2

С ледовательно , система сохраняет  устойчивость только  б л а ­
годар я  гироскопическим членам; и если их коэффициенты 
таковы , что периоды равны , устойчивость мож ет быть наруш ена , 
т а к  как  ам п ли туда  возм ущ ен ия  будет  линейно расти во вре­
мени. Это соответствует волчку с С^п} =  AAMg h.

8.101. Г и роскопическая  систем а  с м ал ы м  трением . Мы не
будем  здесь р ассм атр и вать  произвольное н ачальное  возм ущ е­
ние, а ограничимся ан ал и зо м  у р авн ен и я  частот. Если у р а в н е ­
ния д ви ж ен и я  имеют вид

X,  + / Х ,  + C i X ,  -  6 x 2  =  0 .

Х2 +  /Х2 +  С2 Х2 +  Ьх\ — О,

где С |< 0 ,  С2< 0 , f ^ O  и Ь достаточно велико, чтобы обеспечить 
устойчивость при f =  0, мы полож им , что реш ения проп орцио­
нальны  e'*̂ , тогда  у у д овлетворяет  уравнению

у"* +  2/уЗ +  (с, +  С2 +Ь'^ +  р)  +  fy  (ci +  С2) +  С1С2 =  0. (2)

О тсю да
S v - - 2 / < 0 ,  y ; i _ - , ( ±  +  A ) > 0 .  (3)

О бозначи м  корни д ля  /  =  0 через ±  w , ,  ± / « 2. где п, > « 2; пусть 
д ля  м алого  п олож ительн ого  /  они равны ± ш ,  — О), ± « 2  — 02



> 0.

С ТОЧНОСТЬЮ до членов п оряд ка  / .  С той ж е  точностью
Oi +  аг =  / > 0 ,

1 , I , 1  ̂ 1 _ 2а, 2 о 2

т^ — а  ̂ — Ш |—а, — С2 — m 2 —ctg п\  П2

Эти н ер авен ства  согласую тся  только , если Oi и имею т п ро­
ти вополож н ы е знаки, и п р и /г 1> П 2, « 1> 0 , а з < 0 .  С ледовательн о ,  
если система у д ер ж и в ается  в устойчивом состоянии только  
гироскопическими силам и , м алое  трение всегда  приводит к по­
тере устойчивости. Б олее  быстрые собственные к олеб ан и я  б удут  
зату х ать ,  но более  медленны е увеличивать  ам плитуду  со 
временем.

Э та  особенность гироскопического д ви ж ен и я  имеет теорети­
ческое и практическое значение. Е сли  мы используем обычный 
метод  а н а л и за  м ал ы х  колебаний относительно стац ионарн ого  
д ви ж ен и я ,  прен ебрегая  трением, мы часто находим, что все 
корни Y чисто мнимые, и у б еж д а е м с я ,  что система устойчива. 
Если вы раж ен и е  сущ,ественно ^ 0  и имеется сл або е
трение, a,sXrXs-\- CfsXfXs будет  у м ен ьш аться  и колебан и я  будут  
постепенно зату х ать .  Т акие системы н азы ваю т  си стем ам и  с ве ­
к о в о й  устойчивостью,  но если р а ссм атр и в аем ая  ф орма не 
я в л яе т с я  сущ ественно полож ительн ой и система у д ер ж и в ается  
в устойчивом состоянии только  гироскопическими членами , 
то м едленные колебания  относительно стац ионарн ого  д ви ж ен и я  
будут  постепенно расти по ам плитуде. Н астан ет  момент, когда  
их у ж е  нельзя  будет считать м алы ми, и это приведет  к полном у 
изменению  х а р а к т е р а  д ви ж ен и я .  Т акие системы н азы в аю т  систе­
м ам и  с ор динарной устойчивостью,  но с веков ой  неустойчивостью.  
И н ж ен ер ы  стар аю тся  избегать  таки х  систем. Они, возм ож н о, 
имею т больш ое значение в развитии  звездны х  систем, и в част­
ности солнечной системы.

8.11. Р ад и о акти в н ы й  р а с п а д .  Урановое семейство элементов 
таково , что атом лю бого  из них, за  исключением последнего, 
способен р ас п а д ат ь с я  на атом следую щ его  элем ен та  и атом 
гелия  (а-частица) или свободный электрон  (р-частица). И з л у ч а е ­
мые частицы (а или Р) оставляю т  атом и не вли яю т  на п о сл е­
дую щ и е  стадии р асп ад а .  Ч исло атомов лю бого  элем ента , р а с ­
п ад а ю щ и х с я  в короткий отрезок  времени, п роп орцион альн о  
врем енном у ин тервалу  и им ею щ ем уся  числу атомов этого э л е ­
м ента  *). Если и, Xi, Х2  л:„ — м атем атические  о ж и д а н и я

*) Строго говоря, так как радиоактивность — случайный процесс, это 
правило справедливо для математического ож идания (М. О.) числа распадаю ­
щихся атомов. Истинное число будет отклоняться от М. О., но если М. О. 
велико, отклонениями мож но пренебречь.



числа атомов различны х  элементов, им ею щ ихся  в момент вре­
мени t,  они уд овлетворяю т  диф ф еренц иальны м  уравн ен и ям

d u =  — ки.
d t  

dx]
- ^ = ^ У М - Щ Х и

dX2 (1)=  ЩХ1 -  K2^2,

П олож и м , что при  ̂=  0 имею тся только  атомы уран а ,  тогда  
м =  Мо и все другие зависи мы е переменные равны  нулю. В спо­
м о гател ьн ы е  у р авн ен и я  примут вид

(р +  к ) и  =  рщ,
(р +  щ)х1 =  '>ш,

{р +  К2)Х2 =  ЩХи

(р +  У.а-\) л:„_1 =

и отсю да операторны е реш ения будут

р«0 y-puo

(2)

р  +  х  ’ (р  +  к ) (p +  K i)  ’

.  = __________________  / 0 4
■ ^ 2  ( Р 4 - к ) ( р  +  х , ) ( Р  +  К 2 )  ’  • • • ’

Х Я ,  .  .  .  Х „ _ , И оЛи --
(р  +  х) (p  +  Xi) . . .  (р +  х„_ , )  •

И с п о л ьзу я  п рави ло  р азл о ж е н и я  на  элем ентарны е  дроби, полу­
чаем  искомую временную  зависимость. Д ействительно ,

и =  иф--^\  =

Х о  =  Wn [-7---------- Г Г -  г  6 “ **̂  + 1  л -----------------г  +- (х, - х )  (Х2 - х )  ^  ( x - X i ) ( X 2 - X i )  ^

( Х - Х г )  ( X i - X s )

X i  •  ■ •

( X i - X )  . . .  ( Х д _ 1 - Х )

2 —х; (х —Xi)(X2 —Xi)

 ̂  Xi ■ ■ ■ Xn-jUo —



И з  всех констант  р а с п а д а  х — н аи м ен ьш ая . Если прош ло д о ста ­
точно времени д л я  того, чтобы все экспоненциальны е м нож и­
тели, за  исклю чением е~^*, стали  п рен ебреж и м о м алы м и , ре­
зу л ьтат  будет при ближ енно  следую щ им :

и =  л:, =  Х2 =  ~  , (6)
Л1 У.2

х „  =  « о ( 1 - е - ’‘0 .  ( 7 )

Ч и сл а  атомов р азли чн ы х  элементов, за  исклю чением послед­
него, ум ен ьш аю тся ,  причем их отнош ения сохран яю тся  примерно 
постоянны ми и равны м и обратны м  отнош ениям  их констант 
расп ад а .

С другой стороны, если прош ло так  м ало  времени, что еди­
ница ещ е хорошо в первом приближ ении аппроксим ирует  все 
экспоненты, мы м ож ем  р а зл о ж и ть  операторы  по нисходящ им  
степеням р  и интерпретировать  их поочередно. С л е д о в а ­
тельно, с н ач ал а  Х\ будет увеличиваться  пропорционально  t, 
^2 — пропорционально  f ,  — пропорционально

В эксперименте часто- встречается  пром еж уточн ая  ситуация. 
Некоторы е из экспонент могут стать  м алы м и за время экспе­
римента, а другие все ещ е близки  к 1. Мы имеем тогда

^'•-1 +  . . . ) ,  (8)F "Г ЛГ

и если y.rt мало , мы м ож ем  пренебречь вторым и последую щ ими 
членами по сравнению  с первым. О тсю да  в этом случае  мы имеем

л:, (9)

Если Хг-\  имеет вид то из (8) имеем
д. Р  _  У .г -х М  _

(р +  Кг)р® + ‘ Р +  У.Г + '

Если мало, мы можем зам енить  экспоненту единицей и
подтвердить (8). Но если велико, то

t

Кг
p - ' e - V =  J  =  ^ - 1 -  O (e--V ), (11)

0

И, п р о д о л ж ая  интегрирование, получим

p — ( 12)
Кг '-Г -з!

О тсю да



Р а з д е л я я  элементы  на до лго ж и ву щ и е  и короткож ивущ ие в з а ­
висимости от того, велико или м ало  где  ̂— длительность 
д ан н о го  эксперимента, мы находим, что число продуктов рас­
п а д а  первого из д о лго ж и в у щ и х  элементов увеличивается  про­
п орц ионально  t, второго — f  И Т . д. Ч исло  коротк сж и вущ и х  
продуктов р а с п а д а  изм ен яется  почти пропорционально числу 
п реды дущ его  долгож ивущ его . Все продукты  р -распада коротко- 
ж и ву щ и е  при не очень больш их t.

Р ади й  — третий продукт  в ряде  а -р асп ад а  у р ан а .  В о б р аз ­
цах  горны х пород врем я, прощ едщ ее с момента их о б р аз о ­
в ан и я ,  обычно таково, что справедли вы  сооткощ ения (6). 
Н абл ю ден и я  п оказы ваю т, что число атомов ради я  и у р ан а  
находится  в' постоянном отнощ ении 3,58 • 1 0 “ .̂ Это д а е т  нам 
х/хз. Скорость р а с п а д а  ради я  о п ределяется  непосредственно; 
а именно

—  =  2280 лет.
>̂3

О тсю да
— =  6,37 ■ 10’ лет.к

Т ак  мы находим скорость р а с п а д а  сам ого  у р а н а  *).
Содди акк уратн о  очистил р яд  об разц ов  соединений у р а н а  

от р ад и я  и храни л  их 10 лет. Б ы л о  устан овлен о , что о б р азо ­
валось  новое количество  ради я ;  его количество росло п роп ор­
ционально  к в а д р а ту  времени. Это говорит о том, что среди 
д вух  элементов, р асп о л о ж ен н ы х  м еж д у  у ран ом  и ради ем , один 
д олгож и вущ и й  (для срока  в 10 лет), а другой короткож ивущ ий . 
В действительности ж е  незави си м ы м  путем установлено, что 
оба они долгож и вущ и е . О д н ако  первый химически не отделим 
от обычного у р а н а  и, следовательно , присутствовал  и в перно- 
н ач аль н ы х  о б разц ах ;  значит, вн ач але  вместо Xi =  0 мы имеем

к
- щ.X,

Д л я  следую щ его  элем ента, иония,

Х2 ^  ’KiP~'xi  ~  KUat,
а д л я  ради я

Хз =  Х2Р ~ ' Х 2 =  Ky.2U o f .

*) Исп-^льзованные здесь численные данные в более поздних экспери' 
ментальных работах пересмотрены; оказалось такж е, что послед|^ватель- 
нссть разветвляется и затем части' нэ соединяется. П оэтому учет современных 
результатов усложнил бы анализ без введения каких-либо новых принципов,



Содди [6] наш ел , ЧТО 3 кг  у р а н а  за  10,15 года  даю т  202 • 10“ *̂  г 
р а д и я .  О тсю да, учиты вая  разн и ц у  в атомны х весах

=  7,1 • 10“ '^
«о

и зн ая  X, имеем

У.2 =  8,64 • 10~® г о д ~ \  —  =  1,16 • 10" лет.^2

Это д ае т  нам  скорость исчезновения иония. Содди получил 
чуть меньш ее значение l/xg по более многочисленным д ан ны м .

В другом  случае , ин огда  встречаюш,емся в эксперименте, 
использую тся  естественные об разц ы , в которы х различны е 
элементы находились  в соотнош ениях, оп ределяем ы х  (6). Затем  
у р ан  и, возм ож н о, некоторые более поздние продукты  р а с п а д а  
у стран яю тся  химическим путем и исследуется  поведение остав­
ш ейся части. Реш ен ие  д л я  этого случая  д ан о  С едж виком  [7]. 
О ператорны й ан а л и з ,  применить которы й п р ед л о ж и л  Кроссли, 
состоит в следую щ ем . П усть при t =  0 равно  О д л я  s < r
и  Us ДЛЯ где и^ =  {y.rlX's) Ur, за  исклю чением г =  п.

В спом огательны е уравн ен и я  теперь будут

ip  +  yir)xr =  pUr, (14)
{p +  'Ks)x, =  pUs +  K,_iXs-i  { r < s < n ) ,  (15)

=  +  (16)
Д л я  r < s < n

( p  +  X^) =  ( p  +  X^) -  K s U s  +  % s -  1- t 1 =

=  (p +  x , ) « , - x , _ i ( a , _ i - . v , _ i ) ,  (17)
T. e .  е с л и

U s - X s ^ U s ,  (18)
TO

i p +  ^s)ys =  y^s-\ys-i (19)
с

{р +  Кг)Уг^^гИг,  рг/„= -  +  (20)

О п ераторны е реш ения  имею т вид

_Уг' п 1/ ’ Уг + \ '
Р  +  К г  ’  +  ‘  { p  +  X r ) { p + K r + l )  ’

^ ' ■  +  2  { p  +  X r ) { p  +  X r + i ) { p  +  K r + 2 ) ’

1 Г г-м " n  — z г / г и \
~  + М  . . .  (p + xn-i) •



С ледовательн о ,

г/г =  Mr (1 — Хг =  (22V

и так  к а к  =  к а ж д о е  у^, за  исклю чением г/„, стремится 
к ко гд а  t  стрем и тся  к бесконечности. В ы р аж ен и е  (22) по­
лучено с помощ ью  п р а в и л а  р а зл о ж е н и я  на эл ем ен тар н ы е  дроби. 
О тсю да  к а ж д о е  л: ,̂ кроме л:„, стрем и тся  к О, к а к  и о ж и далось ,

-1 = И .  + 1 '^r+l g -V  -j_____
,К г (К г + 1 - Х г )  Кг+ 1  (К г- K r + i)

- ^ r+ / j  =

«Г+1 J ! i t+ L p -V _ p -^ r+ i< (23)
X r+1 - Я г  

И т . Д.
Р1нтересен случай , ко гд а  п р о д олж и тельн ость  эксперим ента  

настолько  велика , что некоторые из первы х экспоненц иальны х 
членов стан о вятся  м алы м и , т. е. ранн ие  коротк ож и вущ и е  э л е ­
менты исчезаю т во врем я эксперим ента. Е сли  первый ещ е не 
ставш ий м алы м  член — это , то мы получим п р и бли ж ен н о

у -------------------------------------. . . Xm«m_____________ p- '^nf  ^  и ( 2 4 )

т а к  что этот элем ент  у б ы вает  почти т а к  ж е, как  если бы 
другие не присутствовали ; убы ван ие  п оследую щ их элем ентов  
р я д а  следует  тому ж е  зако н у  до тех  пор, пока не п о явл яется  
п ром еж уточны й элем ент  с Д л я  д о лго ж и в у щ и х  э л е ­
ментов Xs содерж и т  член который м ож ет  быть больщ им .

ПРИМ ЕРЫ

I. Невесомая пружина длины 3/ находится под натяжением Р  м еж ду  
двумя закрепленными точками. Массы 5 т  и 8т  делят пружину на три 
равные части. Частице с массой 5т  придается малое поперечное смещение 
со скоростью и. Доказать, что смещение другой частицы дается выра­
жением

1 4 a \ > ^ 3  > ^ 2 0  У 2 7

(М. Т., 1929.)
где =  Р /т / .

2. Сейсмограф Голицына имеет параметры
2 2 п ^Kj =  )«2 “  ^  ^2 ~

Докажите, что отклик на единичный импульс скорости имеет вид 

( a t  s i n y . t  — s i x i K t +  c o s K t )  е ~ ^ К



3. Докаж ите, что если х  —смешение на записи сейсмографа Голицына 
из-за импульсного изменения скорости почвы, то

)
x d t  =  0

■независимо от значений параметров прибора.
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— нулевой 121
— площади 128 

Векторные функции 138 
Векторы 111,115
— безвихревые 320
— геометрическое представление 

119
— деление 135
— компланарные 122
— направляющие 121
— скорость изменения 181 

— соленоидальные 319

Векторы, умножение 123, 126, 129 —  
131

Величины физические 18, 20 
Волчок 187 
Вращение 277 
Вязкость 178

Гёдель (Godel К.) 17 
Гейне (H eine Е.) 48 
Гейне — Бореля теорема 46—49, 60, 

107, 285, 288, 293 
Гельдер (Hdlder О.) 371 
Гельдера условие 371 
Гиббс (Gibbs J.) 272 
Гироскопическая система 409, 411 
Грани 35, 36 
Грина задача 361
— лемма 314, 319, 329, 344, 345
— слой 357
— теорема 317, 326, 352, 355, 357 

Гурса (G oursat Е.) 48

Давление 177 
Даламбера принцип 148 
Движение частицы 140 
Дедекинд (Dedekind R.) 16, 2 2  
Дедекиндовы сечения 23, 25 
Деформация 208 
Джеффрис (Jeffreys Н.) 374 
Диполь 337
Дирихле (Dirichlet Р. G. L.) 82 
Дирихле — Харди признак 82, 89 
Диссипативная система 409 
Дистрибутивность 125 
Дифференцирование 63, 138, 373

— под знаком интеграла 323
— произведения 139
— функций 158 

Дифференцируемость 45, 158, 290 
Доказательство от противного 27 
Достаточность 30
Дуга 282



Л ю буа-Раймона условие 59, 60 
— форма 98

Евклид 2!
Евклида аксиома 22, 23

— теорема 2 1 , 2 2

— треугольник 23

Кривые 278, 281 
— спрямляемые 282 

Кристаллы 254 
Кронекера б-символ 115 
Кроссли (Crossley А. F.) 416 
Курант (Courant R.) 90 
Кэмпбел (Campbell N. R.) 18

Жесткость 176 
Жидкость 177 

— движение 168

Замена переменных 298

Интеграл бесконечный 6 8

— вдоль спрямляемых кривых 306
— верхний предел 91
— двойной 293
— замена переменного 67
— кратный 278, 306
— несобственный 6 8 , 71
— определенный 373
— поверхностный 307
— повторный 91, 294
— пределы 302
— сходящийся 71, 85
— Фурье 53, 98 

Источник и сток 330

Кантор (Cantor G.) 23, 34 
Каратеодори (Caratheodory С.) 313 
Карнап (Carnap R.) 17 
Кватернионы 135 
Кельвина теорема 354 
Колебания малые 237, 239, 406 
Коммутативность 125 
Компоненты ковариантные 253

— контравариантные 253 
Контур 282
Координаты декартовы 111

— инерциальная система 116
— косоугольные 251
— криволинейные 257
— нормальные 238
— ортогональные 259
— полярные 303
— преобразование 152 

Корни кратные 408
— разделение 231

Коши — Буняковского неравенство 
101

Коши теорема 48

Лагранжа метод 238 
— тождество 131 

Лапласа уравнение 327, 328, 333, 336, 
338, 352, 361 

Лармор (Larmor J.) 262 
Лармора — Лоренца преобразование 

262
Лебег (Lebesgue Н.) 61, 313 
Лебега интеграл 100 
Л енард-Дж онс (Lennard-Jones J. Е.) 

331
Липшица условие 99, 100, 371 
Лоренц (Lorentz Н. А.) 262 
Лоренца сила 265 
Ляв (Love А. Е. Н.) 408

Магнитная проницаемость 180 
М айкельсона— ̂Морли опыты 261 
Максвелла уравнения 263 
Маллока машина 273 
Маркова цепи 266 
Математическая индукция 28 
Матрица 193
— алгебраических дополнений 223
— блочная 215
— главные оси 162
— диагональная 198, 213
■— единичная 196
— квазидиагональная 217
— комплексно сопряженная 197
— нулевая 196
— обратная 198
— ортогональная 199, 203, 204, 243
— присоединенная 198
— симметричная 197, 206
— собственные значения 2 1 2
— транспонированная 196
— унитарная 199, 243
— характеристическое уравнение 

212
— эрмитова 198, 221, 227 

Матрицы Дирака 249
— минор 209
— Паули 248
— подобные 213
— преобразования 201



Матрицы ранг 208
— форма 226, 227
— Эддингтона 249 

Маятник Фуко 191
— Эйлера 400 

М ёбиуса полоска 308, 309 
Мера нуль 61
Миллера индексы 257 
М ножество 28

— замкнутое 29
— минимальное 30
— несчетное 30
— счетное 29 

jMoMeHT импульса 165

Направляющие косинусы 113 
Напряжение 171
— гидростатическое 177
— и деформация 174 

Необходимость 30
Непрерывность 41, 42, 44, 48, 283, 288

— равномерная 51
Ньюмен (Newm an М. Н. А.) 49 
Ньютон 333
Ньютона динамика 116

— третий закон 148

0 { х ) ,  о{х)  52 
Области 278, 283, 284 
Оболочка сферическая 333 
Объемное сжатие 177 
Объемные силы 172 
Однозначность функции 41 
Окрестности 278 
Операторы, деление 379

— интерпретация 373, 380, 385
— композиция 377
— ряды 231 

Операционные методы 372, 395 
Определители 200 
Ортогональность 234 
Остроградский М. В. 326

р (символ Хевисайда) 384 
Параллакс 189 
Пары чисел 24 
Пеано (Реапо G.) 373 
Переходные процессы 398 
Пикар (Picard Е.) 373, 374 
Плотность линейная 336 
Площадь поверхностей 307 
Поверхность 285

Пограничный слой 328 
Поллард (Pollard S.) 63 
Порядок величины 52 
Последовательности 31

— интервалов 23
— неограниченные 31, 33
— ограниченные 32, 33
— осциллирующие 31—33
— расходящиеся 33
— сходящиеся 31, 32, 75 

Потенциал 327, 330
— векторный 365 
 диполя 368
  точечного заряда 368
— и поле 340, 362
— плоскости 361
— поверхностная плотность 347
— скоростей 328
— сферы 360 

Поток 318
Правило параллелограмма ИЗ

— суммирования 111, 114
— частного 157
— элементарных дробей 386 

Предельная точка 28 
Пределы функций 41 
Преобразование 114

— обратное 115
— ортогональное 276 

Принцип суперпозиции 388 
Произведение векторное 137

— скалярное 124
— смешанное 136 

Произведения бесконечные 99
— сходимость 99
— тройные 135

Пуассона уравнение 335, 345, 371

Радиоактивный распад 412 
Разрыв функции 42,. 43 
Разряды конденсатора 397 
Распределения непрерывные 330 
Рассел (Russell В.) 17 
Расстояние 278 
Расходимость 36, 37 
Резонанс 404 
Релей (R ayleigh) 408 
Релея принцип 236 
Релея — Ритца метод 356 
Римана £-ряд 38
— интеграл 56, 57, 60, 64, 293,

294
Римингтона метод 398 
Ричардсон (Richardson L. F.) 357 
Ряды 37



Ряды двойные 40, 91
— интегрируемость 76
— непрерывность 76
— операторов 375
— перестановки 40
— сравнение 80
— сумма 37
— сходимость 75, 79

Самоиндукция 398 
Саутвелл (Southwell R. V.) 357 
Седжвик (Sedgw ick W. F.) 416 
Сейсмографы 61, 400—403, 418 
Сжимаемость 177 
Сила 115
Система гироскопическая 409, 411

— диссипативная 409
— уравнений 381 

Скаляр 111, 118, 124 
Скачок функции 49, 55 
Скорость 115

— угловая 142, 145, 168 
Слой двойной 338, 352 
Смитсис (Sm ithies F.) 108 
Содди (Soddy F.) 416 
Стационарность 236
Стилтьеса интеграл 53, 56, 62, 63, 65, 

307
Строуд (Stroud W.) 21 
Сфера однородная 334 
Сходимость абсолютная 39

— интегралов 85
— неравномерная 78
— ограниченная 105
— признаки 79
— произведения 99
— равномерная 75, 79

Твердое тело 147, 165, 167, 170, 174, 
205

Тензор антисимметричный 159, 161
— главные значения 164
— двухмерный 188
— диагональный вид 164
— изотропный 154
— инерции 165
— напряжений 180, 265
— первого порядка 152
— подстановки 115
— свертывание 152
— симметричный 159, 162
— скорости деформации 169 

Тензоры 152
— приложения к механике 185

Теорема Гаусса — Остроградского 
330, 344

— единственности 354
— о минимуме 353

 ограниченной сходимости 84
 покрытии 45
 среднем 93, 95, 97
— Ролля 93
— Стокса 317, 319
— сходимости 105, 376
— Тейлора 95
— Тэннери 91
— эргодическая 271 

Титчмарш (Titchmarsh Е, С.) 61 
Точка внешняя 283

— внутренняя 283, 360
— граничная 283
— разрыва 78

Уайтхед (W hitehead А, N.) 17
Углы Эйлера 185
Угол пространственный 338
Уитсона мостик 398
Умова — Пойнтинга вектор 266
Упругая деформация 171
Уравнения вспомогательные 386

— движения 174
— детерминантные 2 1 2
— дифференциальные 379
— интегральные 272
— линейные 199, 208
— Эйлера 186
— ядро 273 

Ускорение 115, 178 
Устойчивость вековая 412

— ординарная 412

Фукс (Fuchs L.) 373 
Функция векторная 158

— возрастающая 50
— двух переменных 72
— кусочно непрерывная 45
— непрерывная 50, 77, 8 6
— нескольких переменных 287
— обратная 50
— ограниченной вариации 52, 55
— однозначность 41
— скалярная 158
— убывающая 50
— Хевисайда 42, 43, 393

Харди (Hardy G. Н.) 82 
Хевисайд (H eaviside О.) 373 
Хобсон (Hobson Е. W.) 49



Циркуляция 318

Числа действительные 21, 22

Шапка сферическая 335 
Шварц (Schwarz Н. А.) 309, 313 
Шварца неравенство 101 
Штольц (Stolz О.) 291

е 27
Sihm ,  £ p sm  134

Электрическая индукция 363 
Электромагнитная теория 261

Юнга модули 156
Юнг В. (Young W. Н.) 48, 100. 291 
Юнг Г. (Young G. С.) 100

Якобиан 299
Якоби теорема 223, 232
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