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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Теория обнаружения сигналов является важным разделом стати-
стической радиотехники. Применение статистического подхода при-
вело к созданию основ синтеза и анализа радиотехнических инфор-
мационных систем. Базируясь на этих основах, теория обнаружения 
продолжает успешно развиваться. 

В процессе проектирования радиотехнических устройств и алго-
ритмов обнаружения всегда возникают новые и особые задачи, реше-
ние которых способствовало бы построению реализуемых алгорит-
мов и достаточно точному анализу эффективности различных проце-
дур обнаружения. Для многих представляющих практический инте-
рес случаев имеются готовые решения и рекомендации общего ха-
рактера, применение которых к конкретным реальным условиям ино-
гда сопряжено с математическими затруднениями. 

Возникает необходимость в методах анализа процедур и алгорит-
мов обнаружения сигналов, позволяющих существенно приблизить 
достижения общей теории к насущным потребностям проектировщи-
ков радиотехнических систем. Большое значение приобретает и ана-
лиз характеристик обнаружения при осложнённых исходных данных. 

В результате стремительного развития технологии производства 
радиоэлектронной аппаратуры появляются принципиально новые 
устройства обнаружения сигналов, осуществляющие цифровую об-
работку наблюдений, что влечёт за собой необходимость в оценке 
эффективности цифровых процедур обнаружения. 

Данная книга посвящена разработке, систематизации и обобще-
нию методов анализа, предназначенных для оценки характеристик 
обнаружения и для оптимизации процедур и алгоритмов обнаруже-
ния сигналов. 

В книге применяются разнообразные аналитические методы в со-
четании с приближёнными и численными методами. При оформле-
нии результатов решения не ставилось основной целью получить ре-
шения в виде обширных таблиц или графиков. В связи с повсемест-
ным использованием ЭВМ, предпочтительнее эффективные вычис-
лительные процедуры и достаточно простые аналитические соотно-
шения, получению которых уделяется большое внимание. Тем не ме-
нее, представление результатов в виде каких-либо обобщённых диа-
грамм или коэффициентов также используется, если эти результаты 
могут быть применены в общих математических моделях. 

В первых двух главах проводится развитие методов анализа плот-
ностей распределения вероятностей. Такое расположение материала 
позволило в некоторой степени сократить в дальнейшем математиче-
скую сторону дела и сконцентрировать внимание на радиотехниче-
ских вопросах. Все изложенные здесь результаты использовались в 
последующих главах, однако, нужно отметить, что результаты имеют 
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самостоятельное значение и могут способствовать успешному реше-
нию каких-либо других радиотехнических задач. 

Третья и четвёртая главы посвящены методам расчёта характери-
стик обнаружения когерентных и некогерентных сигналов. Основное 
внимание уделяется построению простых, но достаточно точных ме-
тодов, позволяющих учитывать произвольные законы флуктуаций 
сигнала и различные корреляционные связи, имеющие место между 
флуктуациями интенсивности сигналов. 

В пятой главе рассматриваются методы расчёта характеристик 
обнаружения сигнала с неизвестными задержкой и частотой, когда 
обнаружение осуществляется многоканальной системой, каждый ка-
нал которой настроен на определённые значения неизвестных пара-
метров. Оцениваются ошибки измерения неизвестных параметров 
сигнала, когда измерения производятся одновременно с обнаружени-
ем или с помощью устройств, изначально предназначавшихся для 
обнаружения сигналов. 

В шестой и седьмой главах анализируются вопросы, связанные с 
оценкой характеристик обнаружения и построением алгоритмов об-
наружения сигналов с неизвестными угловыми координатами. В ше-
стой главе изучаются вопросы оптимизации режимов обзора. Седь-
мая глава посвящена исследованию и оптимизации многоэтапных 
методов обнаружения. Важное место при этом занимает оценка влия-
ния статистической зависимости флуктуаций сигнала от этапа к эта-
пу. 

Восьмая и девятая главы посвящены цифровой обработке сигна-
лов. Оценивается влияние параметров цифровых устройств на энер-
гетические потери, обусловленные преобразованием аналогового 
сигнала в цифровую форму. Девятая глава полностью посвящена во-
просам обнаружения сигнала на фоне шума и мешающих воздей-
ствий с неизвестными интенсивностями. Синтез процедур обработки 
производится исходя из условий обнаружения сигнала на фоне шума 
с неизвестной интенсивностью. Затем рассматриваются методы 
оценки эффективности процедур, когда помимо шума и полезного 
сигнала на входе приёмника присутствуют мешающие сигналы. 

Принята тройная нумерация формул. При ссылках на формулы 
внутри параграфа используется лишь номер формулы. При ссылках 
на формулы из других параграфов используется составной номер, 
включающий в себя номер главы и параграфа. 

 



 5 

1. ОДНОМЕРНЫЕ ПЛОТНОСТИ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

1.1. Введение 

Основное назначение приёмника обнаружения сигналов состоит в 
установлении факта наличия полезного сигнала в случайной реализа-
ции, поступающей на вход приёмника и являющейся смесью полез-
ного сигнала и помеховой составляющей. 

На выходе приёмника формируется случайная величина, являю-
щаяся функционалом от принятой реализации. 

При оценке вероятностных характеристик обнаружения сигналов 
возникают проблемы нахождения плотности распределения вероят-
ностей выходной случайной величины, а также вычисления опреде-
лённых интегралов от найденной плотности. Для решения этих про-
блем необходимы различные приёмы и методы, позволяющие с той 
или иной точностью решать поставленную задачу. 

В гл. 1 и 2 излагаются методы исследования плотностей распре-
деления и статистических характеристик случайных величин, необ-
ходимые при анализе характеристик обнаружения сигналов. 

Первая группа рассматриваемых вопросов основана на примене-
нии ортогональных разложений плотностей распределения. Полу-
ченные результаты применимы в общих случаях и, в частности, при 
анализе характеристик обнаружения когерентных и некогерентных 
сигналов с произвольным законом флуктуаций амплитуды. 

Вторая группа вопросов посвящена статистическим характери-
стикам модуля вектора с гауссовскими компонентами. Результаты 
находят применение, в основном, при анализе задач обнаружения 
сигналов с нефлуктуирующей амплитудой или с рэлеевскими флук-
туациями амплитуды. Эти результаты необходимы и для выявления 
наиболее общих закономерностей при исследовании многоканальных 
и многоэтапных методов обнаружения. 

Далее на конкретном примере иллюстрируется основанный на 
двумерном преобразовании Лапласа специальный метод нахождения 
статистических характеристик функций от случайных переменных. 
Этот метод позволяет успешно решать соответствующие радиотех-
нические задачи. Он будет неоднократно применяться в следующих 
главах. 

1.2. Плотности распределения вероятностей, 

характеристические функции и преобразование Лапласа 

Эффективным инструментом в теории вероятностей является ап-
парат характеристических функций. Характеристической функцией 
плотности распределения вероятностей w(x) случайной величины x 
[34] или характеристической функцией случайной величины x, рас-
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пределённой по закону w(x) [42], называется комплекснозначная 
функция действительного аргумента 

dxxwx x )(e)exp(i)( i






 . 

Черта над выражением здесь и далее будет обозначать среднее значе-
ние соответствующего выражения; усреднение производится по всем 
случайным величинам, входящим в выражение. Заметим также, что 
случайные переменные и их реализации будут для удобства обозна-
чаться одинаковыми символами. 

Использование аппарата характеристических функций во многих 
случаях облегчает процесс нахождения плотности распределения. 
Если случайную переменную x удаётся представить в виде функции 
каких-то случайных величин, то характеристическую функцию x 
можно найти путём усреднения экспоненты по этим случайным ве-
личинам. Затем по формуле 

 


 




 dxw x )(e
2

1
)( i  (1.2.1) 

находится искомая плотность распределения вероятностей. 
Выражение для плотности распределения, представленное фор-

мулой (1), можно использовать в различных функциональных преоб-
разованиях. Если w(x) входит в какое-либо подынтегральное выраже-
ние, то после замены w(x) правой частью формулы (1) может оказать-
ся допустимым изменение порядка интегрирования, в результате чего 
становится возможным решение поставленной задачи. Однако ис-
пользование этого приёма сильно ограничивается тем, что характери-
стическая функция является по определению функцией действитель-
ного переменного и, поэтому, контур интегрирования в (1) предпола-
гается заранее фиксированным. 

Ощутимое расширение возможностей в функциональных преоб-
разованиях предоставляет применение преобразования Лапласа вме-
сто аппарата характеристических функций. Применение преобразо-
вания Лапласа оказывается возможным благодаря тому, что в задачах 
обнаружения приходится, в основном, иметь дело с положительными 
случайными величинами и, поэтому, плотности распределения веро-
ятностей таких случайных величин тождественно равны нулю на от-
рицательной полуоси. 

Изображение по Лапласу плотности распределения вероятностей 
положительной случайной величины и плотность распределения свя-
заны между собой функциональными преобразованиями 

 dxxwpxpF px )(e)exp()(

0




 , (1.2.2) 
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c
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i2

1
)(

i

i







 . (1.2.3) 

Функцию F(p) называют также преобразованием Лапласа функ-
ции w(x). Функцию w(x) по отношению к изображению называют 
функцией-оригиналом или просто оригиналом. 

Изображение F(p) является функцией комплексного переменного. 
Значение константы c в формуле (3) может быть выбрано произволь-
ным, лишь бы особые точки подынтегрального выражения были рас-
положены слева от контура интегрирования. Например, если инте-
грал (2) сходится при некотором отрицательном значении Re(p), то 
константа c может быть отличной от нуля и отрицательной, хотя и 
сколь угодно малой по абсолютной величине. 

Для иллюстрации возможностей преобразования Лапласа рас-
смотрим простой пример. Попробуем вычислить среднее значение 
некоторой функции положительной случайной величины x. Эту 
функцию обозначим через h(x). Подставим в формулу для среднего 
значения 






0

)()( dxxwxhm  

вместо w(x) контурный интеграл из формулы (3) и изменим порядок 
интегрирования. Тогда 

  





















i

0

)(e)(
i2

1
c

ic

px dpdxxhpFm  (1.2.4) 

или 

 









i

i

)()(
i2

1
c

c

dppgpFm , (1.2.5) 

где g(p) — изображение функции h(x). 
Сходимость заключённого в фигурные скобки внутреннего инте-

грала в (4) и, следовательно, правомерность изменения порядка инте-
грирования обеспечиваются лишь в том случае, если можно найти 
такое значение константы c, чтобы особые точки F(p) располагались 
слева, а g(p) — справа от прямой, по которой в (4) и (5) ведётся ин-
тегрирование. Если h(x) не стремится к нулю при неограниченном 
увеличении x, то значение c должно быть отличным от нуля и отри-
цательным. 

При использовании характеристических функций можно полу-
чить формулу для среднего значения m, аналогичную формуле (5): 

   







 dm
i2

1
. 
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Но эта формула справедлива лишь для таких функций h(x), для кото-
рых при действительных значениях  интеграл 

  




0

i )(e dxxhx  

сходится абсолютно. Последнее условие существенно ограничивает 
множество функций h(x), для которых пригоден рассмотренный ме-
тод, если применяются характеристические функции. 

Аналитические выражения характеристических функций и изо-
бражений по Лапласу могут быть использованы для нахождения на-
чальных моментов случайной величины. Если -ый момент сущест-

вует, то его значение можно определить по формуле )0(i )(
 m , 

или )0()1( )(
  Fm , где )()(    и )()( pF   — -ые производные ха-

рактеристической функции и изображения. 

Если существуют все (т.
 
е. при любом ) моменты распределения, 

то характеристическая функция и изображение в большинстве случа-
ев могут быть представлены в виде рядов Маклорена 

   













0 !

)(i
m , (1.2.6) 

 













0 !

)(
)( m

p
pF . (1.2.7) 

При исследованиях характеристик обнаружения, когда приходит-
ся иметь дело с плотностью распределения, приближённо равной 
нормальной плотности вероятностей, используются коэффициенты 
разложения в ряд логарифма характеристической функции 

  














1 !

)(i
ln . 

Коэффициенты  называются семиинвариантами (или кумулянтами) 
распределения. 

Логарифмируя выражение для  в формуле (6) и разлагая лога-
рифм в степенной ряд, можно получить формулы, выражающие се-
миинварианты через начальные моменты: 

11 m , 

2
122 mm  , 

3
11233 23 mmmm  , 

4
1

2
12

2
21344 61234 mmmmmmm  , 
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5
1

3
121

2
2

2
13231455 24603020105 mmmmmmmmmmmm  , 

 123
2
3

2
14241566 1201030156 mmmmmmmmmmm  

6
1

4
12

2
1

2
2

3
2

3
13 12036027030120 mmmmmmmm  . 

Начальные моменты можно в свою очередь выразить через семи-
инварианты: 

11 m , 

2
122 m , 

3
11233 3 m , 

4
1

2
12

2
21344 634 m , 

5
1

3
121

2
2

2
13231455 101510105 m , 

 123
2
3

2
14241566 601015156m  

6
1

4
12

2
1

2
2

3
2

3
13 15451520  . 

Формулы связи между семиинвариантами и начальными момен-
тами более высокого порядка (вплоть до 10-го включительно) можно 
найти в [31]. Там же есть формулы, связывающие центральные мо-
менты с семиинвариантами и начальными моментами. 

При программировании на вычислительной машине может ока-
заться полезной рекуррентная формула 

 




 
1

1

hggh , (1.2.8) 

где   0, h  
 
/(1)! и g  m

 
/!. Эта формула позволяет получать 

численные значения семиинвариантов любого порядка по известным 
значениям начальных моментов. 

В приведенной рекуррентной формуле при   1 сумму следует 
полагать равной нулю; по общепринятому правилу считается, что 
сумма равна нулю, если верхний предел меньше нижнего. 

1.3. Использование изображений для нахождения плотностей 

распределения вероятностей и интегралов от них 

Изображение F(p) может быть использовано для нахождения 
плотности распределения, соответствующей этому изображению. Во 
многих случаях нахождение оригинала w(x) по формуле обращения 
(1.2.3) осуществляется с помощью теoрии вычетов. 

Пусть p — особые точки функции f(p), являющиеся полюсами 
порядка n (  1, 2, ). В окрестности точки p функция f(p) может 
быть представлена в виде ряда Лорана 
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  





 











 )(
)(

)( 10
1 ppcc
pp

c

pp

c
pf

n

n
. (1.3.1) 

Вычетом функции f(p) в точке p называется коэффициент 1c  в 
разложении (1). Это определение будем записывать в виде 

1)(res 





cpf
pp

. 

Применение теории вычетов основывается на теореме о вычетах, 
позволяющей вычислять контурные интегралы: 

 
i2

1


 ∫ 


 

 )(res)( pfdppf
pp

 (1.3.2) 

В этой формуле интегрирование осуществляется вдоль замкнутой 
кусочно гладкой кривой L. Особые точки p функции f(p) расположе-
ны внутри области, охватываемой контуром интегрирования. Функ-
ция f(p) предполагается непрерывной на границах и аналитической 
внутри этой области (разумеется, за исключением особых точек p). 

В формуле (2) контур L при интегрировании обходится в положи-
тельном направлении (против часовой стрелки). Если интегрирова-
ние производится в обратном направлении, то при движении по кон-
туру особые точки будут расположены справа, а теорему о вычетах 
следует записать в виде 

 
i2

1


 ∫ 


 

 )(res)( pfdppf
pp

 (1.3.3) 

Если особыми точками F(p) являются полюсы, то теорема о выче-
тах может с успехом применяться при вычислении таких интегралов, 
как в формуле (1.2.3). 

Представим себе контур L, состоящий из прямой, соединяющей 
точки  ic  и  ic  (эта прямая называется контуром Бромвича) и 
дуги окружности бесконечно большого радиуса с центром в начале 
координат. Дуга расположена слева от этой прямой и дополняет пря-
мую до замкнутого контура. Контур Бромвича в (1.2.3) можно заме-
нить контуром L: в теории функций комплексного переменного дока-
зывается, что интеграл по дуге будет равен нулю. Тогда все особые 
точки подынтегрального выражения в (1.2.3) находятся внутри обла-
сти, охватываемой контуром L, и, следовательно, 

  


 

 )(eres)( pFxw px

pp
, (1.3.4) 

где p — полюса изображения F(p). 

Если p — полюс первого порядка, т.
 
е. n  1, то можно записать 

 



pp

pf
pF

)(
)( , (1.3.5) 
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где f(p) — функция, аналитическая в окрестности точки p. Тогда 

   )(e)(eres 






 pfpF
xppx

pp
. (1.3.6) 

Если же n  1, то соответствующий вычет может быть найден по 
формуле 

  
 

 














 



pp

px

n

n
px

pp
pf

dp

d

n
pF )(e

!1

1
)(eres

1

1

, (1.3.7) 

где f(p)  )()( pFpp
n

 . Вертикальная черта с пометкой p  p в 
конце формулы (7) означает, что выражение, расположенное между 
знаком равенства и вертикальной чертой, берётся в точке p  p. 

Применение теории вычетов иллюстрируется далее на примерах. 
Помимо того, что примеры поясняют применение теории, результаты 
будут использоваться в последующих разделах. 

Обратим внимание, что в рассматриваемых примерах F(p) удовле-
творяет условию F(0)  1, которое следует из формулы (1.2.2). 

В качестве первого примера рассмотрим изображение 

 
ap

pF



1

1
)( , (1.3.8) 

где a — любое положительное число, являющееся параметром рас-
пределения. Изображение (8) имеет единственную особую точку 
p1  1/a — полюс первого порядка. Формула (5) преобразуется к ви-
ду F(p)  (1/a)/(p  p1), а из (4) и (6) теперь следует 
w(x)  (1/a) exp(x/a). 

Пусть теперь y  1 x1  2 x2    N xN, где x1, x2,  , xN — не-
зависимые между собой случайные величины, имеющие распределе-
ния w

 (x)  (1/a) exp(x
 /a);  — положительные коэффициенты. 

Найдём распределение W(y) случайной величины y. 
Изображение искомого распределения можно найти в результате 

следующих преобразований 










 








NN

y xpxpyppF
11

}exp{exp)(exp)(  

 






  dx
a

ax
N

xp
e

1
e

1 0

. 

После вычисления интеграла получаем 

 
 


N

y
ap

pF
1

1

1
)( . (1.3.9) 
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Если все произведения a различны между собой, то изображе-
ние (9) имеет N полюсов первого порядка p  1/(a),   1, 
2,  , N. Записывая (9) в виде Fy(p)  f(p)/(p  p), где 



 





N

apa
pf

1 1

11
)( , 

получаем 

 


















  a

y
bpFy

py

pp
exp)(eres ; 



 













N

aa

a

a
pfb

1

1
)( . 

Следовательно 

dppFyW y

c

c-

yp )(e
i2

1
)(

i

i







  

   
 




 
















NN

y
yp

pp a

y
bpF

11

exp)(eres . (1.3.10) 

Посмотрим, что происходит с формулой (10) при близких между 
собой значениях произведений a. Для простоты положим N  2, 
a1  a2  a, 1  1, 2  1   и будем считать, что  — малое положи-
тельное число. Тогда (10) принимает вид 

 W(y)  u1(y)  u2(y), (1.3.11) 
где 



























a

y

a
yu

a

y

a
yu

)1(
exp

1
)(,exp

1
)( 21 . 

Из формулы (11) видно, что плотность вероятности W(y) является 
разностью двух выражений, принимающих большие, но близкие 
между собой значения. Старшие значащие разряды в цифровом пред-
ставлении значений этих выражений будут взаимно вычитаться, а 
получаемый результат будет существенно зависеть от младших раз-
рядов, поэтому составляющие u1(y) и u2(y) необходимо вычислять с 
большой точностью. 

Рассмотренный пример позволяет сделать важный практический 
вывод. Если особые точки изображения располагаются на комплекс-
ной плоскости близко друг относительно друга, то нахождение плот-
ности распределения вероятностей по точной формуле может быть 
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сопряжено с вычислительными трудностями. В таких случаях целе-
сообразно применение каких-либо приближённых формул. 

Пусть теперь в предыдущем примере   1, a  a,   1, 2,  , N. 
Тогда формула (9) принимает вид 

 
Ny

ap
pF

)1(

1
)(


  . (1.3.12) 

Изображение (12) имеет единственную особую точку p1  1/a — по-
люс N-го порядка. Воспользовавшись формулой (7), запишем 

 
 

1

1

1
e

!1

1
)(eres

1

1

pp

N

yp

N

N

y
yp

pp adp

d

N
pF







 








  

ay

N

N

pp

yp

N

N

aN

y

a

y

N












 e

!)1(
e

!)1(

1 11

1

, 

или 

 ay

N

N

aN

y
yW 




 e

!)1(
)(

1

. (1.3.13) 

Если N  2, то формула (13) может быть получена из формулы 
(11) путём раскрытия в (11) неопределённости при   0. 

Заметим, что если вместо (N1)! в формуле (13) написать гамма-
функцию (N) и предположить, что N может быть нецелым (положи-
тельным) числом, то, всё равно, непосредственным вычислением 
изображения от оригинала 

 ay

N

N

aN

y
yW 




 e

)(
)(

1

 (1.3.14) 

получим формулу (12). Это обстоятельство следует учитывать при 
применении теории вычетов: получаемые с помощью теории вычетов 
выражения для частных значений параметров могут быть справедли-
выми и в общем случае. 

Рассмотрим теперь изображение 

 
)]1(1[)1(

1
)(

1 app
pF

NN





,  N  1,  a  0, (1.3.15) 

которое имеет две особые точки. Распределение wN(x), соответству-
ющее изображению (15), разумеется, можно найти в результате при-
менения формул (4) – (7). Однако стоит продемонстрировать исполь-
зование одного технического приёма. 
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Учитывая, что 

paapa

a

app 








 1

11

)1(1

11

)]1(1)[1(

1
, 

при N  2 можно записать 

 
)1(1

)1(

11
)(

1
)(








NNN

pa
pF

a

a
pF . (1.3.16) 

Если N  3, то FN1
 (p) в (16) можно выразить через FN2

 (p) и т.
 
д. В 

результате 

 















 








 


1

1

1

1

1

)1(

111
)(

1
)(

N NN

N
pa

a

a
pF

a

a
pF  . (1.3.17) 

Каждое из слагаемых в правой части (17) имеет по одной особой 
точке и, поэтому, окончательное выражение для плотности wN(x) те-
перь можно найти с помощью результатов, полученных в предыду-
щих примерах. Окончательное выражение имеет вид 











 




aa

a
xw

N

N
1

11
)(

1

 

 


































 







1

1

1

e
1!)1(

1

1
exp

N
x

a

xa

a

x
 . (1.3.18) 

Рассмотрим ещё один пример. Пусть 

 














p

pa

p
pF

N 1
exp

)1(

1
)(  . (1.3.19) 

Представим это изображение в виде ряда 






















  N

a

N

a

p

a

p

a

p
pF

)1(

1

!
e

1
exp

)1(

1
e)(

0

 . 

Для соответствующей плотности распределения теперь можно запи-
сать 

 
















0

i

i

e
)1(

1

i2

1

!
e)(

c

c

xp

N

a dp
p

a
xw  . 

Из (12) и (13) следует, что 

x
Nc

c

xp

N N

x
dp

p






 


  e
!)1(

e
)1(

1

i2

1 1i

i

, 
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поэтому 












0

1

!)1(!
e)(

N

xa
xw

N
ax  . 

Если учесть разложение в степенной ряд функции Бесселя мнимого 
аргумента, то плотность вероятности, соответствующую изображе-
нию (19), можно записать в виде 

  xaI
a

x
xw N

N

ax 2e)( 1

2/)1(














  . (1.3.20) 

Заслуживает внимания ещё один способ получения распределения 
(20) по изображению (19). 

Формулу (1.2.3) можно записать в виде 

 )(xw
i2

1


 ∫ dppFe px )( . (1.3.21) 

Контур интегрирования в (21) может быть любым, лишь бы он охва-
тывал все особые точки F(p). Если теперь в качестве контура инте-
грирования взять окружность с центром в точке p  1 и с радиусом 
R, затем подставить (19) в (21), перейти по формуле p  1  R exp(i) 
к новой переменной интегрирования  и, наконец, положить 

xaR  , то получим 

   










 
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x
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2
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2/)1(

cos2)1(iexp
2

1
e)( . (1.3.22) 

Замечая, что интеграл в (22) выражается через функцию Бесселя, 
приходим к формуле (20). 

Вычислением плотностей распределения не ограничивается круг 
задач, в которых может использоваться теория вычетов. Теорема о 
вычетах может с успехом применяться при вычислении таких инте-
гралов, как в формуле (1.2.5). 

Представим контур, состоящий из прямой, соединяющей точки 
 ic  и  ic , и дуги окружности бесконечно большого радиуса с 

центром в начале координат. Дуга расположена слева от этой прямой 
и дополняет прямую до замкнутого контура. Тогда, если 

rppf )(  0 при Re(p)  c, r  1, p  , то интеграл от f(p) по дуге 
можно принять равным нулю и 

 )(res)(
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1

i

zfdzzf
zz

ic

c




 
 


. (1.3.23) 
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Штрих у знака суммы в формуле (23) означает, что суммируются 
только вычеты в особых точках p, расположенных слева от контура 
интегрирования, т.

 
е. при выполнении условия Re(p)  c. 

Если же rppf )(  0 при Re(p)  c, r  1, p  , то для вычисле-
ния интеграла можно использовать формулу 

)(res)(
2

1
i

i

zfdzzf
i zz

c

c




 
 


. 

Теперь два штриха у знака суммы означают, что учитываются только 
те особые точки, для которых Re(p)  c. 

Рассмотрим ещё одну особенность применения теории вычетов. 
Наиболее характерной задачей при исследовании процедур обна-

ружения сигналов, является нахождение вероятности превышения 
некоторого порога  случайной величиной, распределённой по зако-
ну w(x). Эта вероятность выражается в виде интеграла 

 




 dxxwD )()(  . (1.3.24) 

Зная изображение по Лапласу F(p) плотности w(x), можно изложен-
ными выше методами найти w(x), а затем по формуле (24) найти ве-
роятность превышения порога . Однако можно обойтись без проме-
жуточных операций по нахождению w(x). Для этого нужно по задан-
ному изображению F(p) найти изображение FD(p) функции D(), а 
затем для нахождения D() применить к FD(p) теорию вычетов. 

Интеграл 


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0

)(e)( dDpF p
D  

сходится при Re(p)  ,   0 и вычисляется по частям: 
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Учитывая, что оригиналом для 1/p является 1, можно записать 

0,)(
1

e
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1
1)(

i

i



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 dppF
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D p  . 
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Вычет подынтегрального выражения в точке p  0 равен 1, поэтому 
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Константа, задающая контур интегрирования, теперь отрицательна, 
её значение может быть любым, лишь бы все особые точки F(p) рас-
полагались слева от контура интегрирования. 

Вычислим D() по изображению, заданному формулой (15). Учи-
тывая 
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Чтобы понять ещё одно преимущество непосредственного нахож-
дения вероятности превышения порога через изображение плотности, 
можно для только что рассмотренного примера попытаться вычис-
лить D() по формулам (24) и (18), т.

 
е. непосредственным интегри-

рованием предварительно найденной плотности распределения. При 
этом получим выражение, которое отличается по форме от (26) и до-
вольно громоздко. Разумеется, путём некоторых преобразований по-
лучившегося выражения можно свести его к формуле (26), однако это 
потребует дополнительных усилий. Кроме того, в аналогичных слу-
чаях не всегда бывает очевидной возможность упрощения выраже-
ния, полученного при интегрировании плотности распределения. 

В практических приложениях значения порога  равны, по край-
ней мере, нескольким единицам, а иногда составляют несколько де-
сятков. Если в последнем рассматриваемом примере параметр a при 
этом равен нескольким единицам, то exp()  exp{/(1  a)}. То-
гда в формуле (26) можно отбросить слагаемые с exp(), в результа-
те 
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Хотя эта формула и приближённая, но она обладает хорошей точно-
стью при использовании её в практических приложениях. 

Заметим, что формулу (27) можно легко получить из выражения 
(15) для изображения, если в процессе нахождения вероятности пре-
вышения порога с помощью теории вычетов не учитывать особую 
точку p  1. Это обстоятельство целесообразно использовать для 
получения приближённых формул в других практических задачах. 
Если особые точки подынтегрального выражения находятся на раз-
ных расстояниях от мнимой оси комплексной плоскости, то при 
отыскании вероятности превышения порога вначале нужно прове-
рить целесообразность вычисления вычетов в удалённых от мнимой 
оси точках. 

На этом заканчиваем рассмотрение применения теории вычетов. 
Некоторые дальнейшие примеры использования теории вычетов для 
нахождения плотностей распределения вероятностей можно найти в 
работах [45, 88, 89, 29, 54, 120]. 

При анализе характеристик обнаружения встречаются изображе-
ния с особыми точками, являющимися точками ветвления. Пример 
практического использования таких изображений можно найти в 
§ 4.4. 

Для нахождения аналитического выражения плотности распреде-
ления по известному изображению можно использовать различные 
справочные пособия, среди которых назовём справочник [25]. 

Получить аналитические выражения для статистических характе-
ристик случайной величины удаётся не всегда. Поэтому в заключе-
ние данного параграфа приведём краткий обзор работ, в которых раз-
виваются или применяются различные приближённые и численные 
методы обращения изображений или характеристических функций. 

В работах [49, 50, 131, 109] для решения задачи обращения харак-
теристических функций или изображений рассматриваются непо-
средственные методы численного интегрирования. В [122] описыва-
ется метод численного обращения преобразования Лапласа, основан-
ный на конформном отображении контура Бромвича. Справочные 
книги [35, 36] позволяют выполнить численное обращение преобра-
зования Лапласа при помощи квадратурных формул. 

В [17] в доступной форме излагается метод седловых точек, иначе 
называемый методом перевала (см. также [87]). Этот метод позволяет 
получать асимптотические выражения при обращении изображений. 
Применительно к вероятностным задачам обнаружения сигналов ме-
тод седловых точек успешно развивается в работах [82, 116, 117]. 

В [94] рассмотрен приближённый метод вычисления функции 
распределения, использующий разложение в ряд с применением по-
линомов Лагерра. 

В [37] описан метод обращения, основанный на представлении 
плотности распределения в виде ряда Фурье. Примерами практиче-
ского применения этого метода при анализе процедур обнаружения 
являются работы [104, 105]. 
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1.4. Ортогональные разложения 

плотностей распределения вероятностей 

Разложение плотностей распределения вероятностей случайных 
величин в ряд по ортогональным функциям часто применяется в за-
дачах статистической радиотехники. При этом, как правило, исполь-
зуются классические ортогональные полиномы с соответствующими 
весовыми функциями [42]. Однако применение известных полиномов 
не всегда даёт хорошие аппроксимации плотностей распределения. 
Поэтому представляется целесообразным расширить применение ор-
тогональных разложений. Некоторые возможности для этого предо-
ставляют ортогональные полиномы с подходящим образом выбран-
ной весовой функцией. 

Пусть W(x) — плотность распределения вероятностей случайной 
величины, аналитическое выражение для которой неизвестно или 
является довольно сложным. Полагаем, что известны моменты этой 
случайной величины M (  0, 1, 2, ) и приближённое выражение 
g(x) для W(x). Обозначим через  (  0, 1, 2, ) моменты функции 
g(x), причём будем считать, что g(x) нормирована так, чтобы 0  1. 

Плотность вероятности W(x) можно представить в виде ряда по 
ортогональным полиномам 

 W(x)  {1  k1 Q1(x)  k2 Q2(x)  } g(x), (1.4.1) 
где 














xx

xQ









1

1

)(
121

1

, 










1

k , 














MM 







1

121

1

1

1

,  

















21

121

11









 . 

Выражение для полиномов Q(x) в виде определителя можно 
найти также в [34]. Там же показано, что при общих условиях, в 
частности при кусочно непрерывной весовой функции g(x), полино-
мы определяются однозначно, а определители  отличны от нуля и 
положительны. 

Если в формуле (1) ограничиться конечным числом членов ряда, 
то получим более точную, чем g(x), аппроксимацию плотности веро-
ятности: 
 Wn(x)  Rn(x) g(x), (1.4.2) 

где Rn(x)  1  k1Q1(x)    knQn(x). 
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При использовании формулы (2) для каждого конкретного случая 
потребуется вначале находить полиномы и коэффициенты k. Целе-
сообразно получить такую формулу, по которой можно производить 
непосредственные вычисления полинома Rn(x), минуя эти рутинные 
промежуточные операции. 

Для того, чтобы получить такую формулу, нужно вначале дока-
зать справедливость равенств 

 

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
  MdxxgxRx n )()( ,   0, 1,  , n, (1.4.3) 

и единственность решения для Rn(x) (доказательства опускаем). Да-
лее, непосредственной проверкой можно убедиться, что выражение 
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 (1.4.4) 

удовлетворяет системе уравнений (3). 
Заметим, что первые моменты функции Wn(x), вплоть до n-го мо-

мента включительно, совпадают с соответствующими моментами 
плотности вероятности W(x). 

В рассмотренной задаче по существу речь идёт об определении 
неизвестного распределения вероятностей W(x) по его моментам. По-
добные задачи относятся к так называемой проблеме моментов. В 
частности, из приведенных в [31] сведений следует, что моменты M 
однозначно определяют распределение W(x), если ряд в выражении 
для характеристической функции 
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сходится абсолютно для некоторого   0. Это условие не выполняет-
ся, например, для логарифмически нормального распределения. 

Рассмотрим теперь вопросы, связанные с вычислением вероятно-
сти превышения порога случайной величиной, имеющей распределе-
ние вероятностей W(x). 

Приближённую формулу для вероятности превышения порога 

 
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 dxxgxRP nn )()()(  (1.4.5) 
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можно также представить в виде выражения с определителем, при-
чём это выражение получается из правой части (4), если в верхней 
строке определителя заменить x


 на 







  dxxgxd )()( ,   0, 1,  , n . 

При использовании (5) для вычисления вероятности превышения 
порога требуется производить интегрирование в выражениях для 
d(). Для положительных случайных величин, когда W(x) и g(x) тож-
дественно равны нулю на отрицательной полуоси, можно обойтись 
только одним интегралом d0(), если воспользоваться другим спосо-
бом вычисления, изложенным далее. 

В качестве формулы, аппроксимирующей вероятность превыше-
ния порога  положительной случайной величиной, рассматривается 
выражение 
 Dn()  Sn() d0(), (1.4.6) 

где Sn() — полином степени n. Полином Sn() ищется таким, чтобы 
Dn(0)  1 и первые моменты распределения вероятностей, полученно-
го дифференцированием 1  Dn() по , совпадали с соответствую-
щими моментами W(x). Этому условию удовлетворяет формула (6) 
при Sn()  n()/n, где 
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 ; 

n — определитель порядка n, получаемый из n() вычёркиванием 
первых строки и столбца. 

1.5. Ряды Грама — Шарлье и Эджворта 

Часто встречаются задачи, в которых рассматриваются плотности 
распределения вероятностей W(x), близкие к гауссовскому закону. К 
таким плотностям можно применять рассмотренные в предыдущем 
параграфе ортогональные разложения с весовой функцией 
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где m и  — параметры весовой функции. 
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Моменты весовой функции определяются формулами 1  m, 

2  m
2
  

2
,  , 1

2
1   m  (  1). Непосредственной 

проверкой путём раскрытия определителей можно для первых членов 
ряда (1.4.1) убедиться, что 1  

2
, 2  2

6
,  ,   ! 

2
1 , 

Q1(x)
 


 
y, Q2(x)

 


 


4 
(y

2 


 
1),

 


 
, Q(x)

 


 
1 

 
H(y), где 

 )( mxy , H(y) — полиномы Эрмита. 

Полиномы Эрмита определяются соотношениями 

)()( y   (1)
 
H(y) (y);    0, 1, 2,  ; 

)()()( y
dy

d
y 




 ;  2/2

e
2

1
)( yy 


 , 

причём 

H0(y)  1, H1(y)  y, H2(y)  y
2
  1,  , 

)(1 yH    y )(yH    )(1 yH  . 

Разложение плотностей распределения вероятностей в ряд по ор-
тогональным полиномам Эрмита является хорошо известным мето-
дом. В этом случае существуют менее трудоёмкие способы получе-
ния выражений для коэффициентов разложения. 

Если параметры m и  весовой функции (1) выбрать такими, что-
бы её первые два момента 1 и 2 совпадали с соответствующими 
моментами M1 и M2 плотности распределения W(x), то первый и вто-
рой коэффициенты ряда обращаются в ноль. Получающийся ряд 
называется рядом Грама — Шарлье. Коэффициенты этого ряда удоб-
но выражать через семиинварианты  случайной величины x. 

Приводимые в литературе формулы для ряда Грама — Шарлье 
обычно содержат несколько первых членов. Но, как показано в [13], 
имеется возможность записать члены ряда в виде рекуррентных фор-
мул. Используя изложенный в [13] метод, для ряда Грама — Шарлье 
можно получить следующее выражение: 
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где y  (x  m)/, а коэффициенты c определяются формулами 
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причём m  1,   2 . Здесь  — семиинварианты распределения 

W(x) (см. § 1.2). В формуле для c при   6 сумму следует полагать 
равной нулю. 

.
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В частности, для первых коэффициентов c можно записать 

33 c , 44 c , 55 c , !22
366 c , 3477 c , 

!22
43588 c , !33

3453699 c , 

!2!2 2
34

2
546371010 c  

и т.
 
д. В этих формулах    /  

 /(! 

). 

Если же семиинварианты неизвестны, но известны начальные мо-
менты M, то коэффициенты  для формулы (2) можно вычислить 
также рекуррентным способом: 









h
,  





 
1

1

hggh ,  
!

 


M
g  . 

Формула (2) даёт разложение плотности вероятности в виде бес-
конечного ряда. Однако этот ряд может оказаться расходящимся. В 
[34] содержится утверждение, что ряд Грама — Шарлье для случай-
ной величины x с ограниченной дисперсией сходится в каждой точке 
непрерывности плотности распределения, если сходится интеграл 






dyywy )()4(exp 2 , 

где w(y) — распределение нормированной случайной величины 

y  (x  mx)/x, mx и 2
x — среднее значение и дисперсия случайной 

величины x. В противном случае ряд может расходиться. 
Ряд Грама — Шарлье рассматривают, как правило, применитель-

но к распределению суммы независимых случайных величин. В этом 
случае принимается во внимание, что характеристическая функция 
суммы равна произведению характеристических функций слагаемых, 
а семиинварианты суммы равны сумме семиинвариантов слагаемых. 
Если аналитическое выражение для распределения суммы найти не 
удаётся, то, зная семиинварианты (или моменты) слагаемых, с помо-
щью конечного числа членов ряда можно получить приближённое 
выражение для распределения суммы. 

Рассмотрим и мы этот ряд применительно к распределению сум-
мы N независимых случайных величин, причём будем полагать, что 
все слагаемые имеют одинаковые распределения. Все вышепоказан-
ные выражения, относящиеся к ряду Грама — Шарлье, будут спра-
ведливы и по отношению к распределению суммы, если в них m, 

2
 и 

 заменить на Nm, N
2 

и N, а под m, 
2
 и  подразумевать среднее 

значение, дисперсию и семиинварианты каждого слагаемого. В фор-
мулах (2) для W(x) и c потребуется заменить y и  новыми выраже-
ниями: 

.
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
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!)1(
 . 

Теперь обратим внимание на то, что каждый член ряда является, в 
свою очередь, тоже суммой некоторых величин. Это имеет место из-
за того, что коэффициенты c представляются в виде суммы. При 
больших N слагаемые, из которых состоят коэффициенты c, имеют 
разный порядок малости. Например, для c6 можно записать 
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Учитывая это обстоятельство, слагаемые ряда Грама — Шарлье 
можно перегруппировать так, чтобы новое выражение представляло 
собой разложение по отрицательным степеням N. Получающееся при 
этом разложение называют рядом Эджворта, выражение для которого 
имеет вид: 
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Интегрируя (3), можно получить выражение для вероятности пре-
вышения порога суммой случайных величин; это выражение будет 
приведено в следующем параграфе. 

Формулу (3) можно распространить и на случай, когда слагаемые 
суммы имеют разные распределения. При этом в (3) нужно положить 
N  1, а под величинами  подразумевать семиинварианты суммы 
случайных величин. 

.
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Ряд Эджворта, так же как и ряд Грама — Шарлье, может оказать-
ся расходящимся. Тем не менее, ряд Эджворта широко применяется в 
задачах статистической радиотехники. Этот ряд обладает свойствами 
асимптотических рядов Пуанкаре. Практическое применение таких 
рядов основано на том, что при больших значениях параметра ряда (в 

данном случае при больших значениях N ) учёт конечного числа 
первых членов ряда даёт хорошее приближение для аппроксимируе-
мой функции. 

Члены расходящихся асимптотических рядов вначале убывают по 
абсолютной величине, а затем, начиная с некоторого номера, неогра-
ниченно возрастают. Именно с этого номера необходимо исключать 
из учёта возрастающие по абсолютной величине члены ряда, чтобы 
получившаяся сумма конечного числа первых членов ряда давала 
хорошее приближение для функции, представленной в виде асимпто-
тического ряда. 

К сожалению, не представляется возможным сформулировать ка-
кие-либо количественные критерии, позволяющие дать ответ на во-
прос о том, сколько членов в формуле (3) для ряда Эджворта необхо-
димо учитывать. Однако, в результате применений ряда Эджворта, 
сформировались некоторые, довольно общие практические рекомен-
дации по этому вопросу. 

Если значение N невелико, а также, если гауссовский закон не яв-
ляется хорошим приближением для аппроксимируемой плотности 
распределения W(x), то в выражении для ряда Эджворта, представ-
ленном формулой (3), в фигурных скобках следует оставить члены с 

N1  и с 1/N, а члены с 1/( NN ) и с 21 N  следует отбросить. С 

увеличением значения N можно учесть члены с 1/( NN ) и, далее, 

члены с 21 N . 

Как видим, с увеличением N точность ряда Эджворта возрастает 
не только потому, что быстрее убывают по абсолютной величине 
члены ряда, но и потому, что при больших N можно учитывать боль-
шее число членов. 

Здесь следует заметить, что в литературе крайне редко встречают-

ся формулы для ряда Эджворта, содержащие члены с 21 N . 

При вычислениях с помощью ряда Эджворта полезными могут 
оказаться таблицы [69, 70]. 

Считается, что для практических применений ряд Эджворта более 
предпочтителен, чем ряд Грама — Шарлье. С другой стороны, если 
семиинварианты (или моменты) случайных величин можно выразить 
аналитической формулой или, в крайнем случае, представить в виде 
массива, то ряд Грама — Шарлье более удобен в программировании 
для вычислительных машин, так как формулы для ряда и коэффици-
ентов ряда легко представить в виде рекуррентных соотношений. 
Иногда при этом лишь необходимо применить специальную норми-
ровку рекуррентных последовательностей, чтобы избежать как пере-

.
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полнения разрядной сетки машины, так и превращения чисел в ма-
шинный ноль. 

В некоторых случаях можно попытаться получить хорошую точ-
ность аппроксимации за счёт использования большого количества 
членов ряда в формуле (2). При этом следует учитывать, что в рекур-
рентных вычислениях будет происходить накопление вычислитель-
ных погрешностей и иногда именно по этой причине ряды начинают 
“расходиться”. Так, например, проверки для рэлеевского распределе-

ния )2exp()( 2xxxW   при относительной погрешности промежу-

точных вычислений 10
12

 показали, что количество членов ряда в 
формуле (2) нужно ограничить числом 30. 

1.6. Модификации ряда Эджворта 

Теперь рассмотрим две асимптотические формулы, которые мож-
но получить путём преобразований ряда Эджворта. Первая асимпто-
тическая формула предназначена для определения величины порога 
по заданной вероятности превышения суммой случайных величин. 

Используя ряд Эджворта, можно находить вероятность превыше-
ния заданного порога. Но часто возникает обратная задача: найти по-
рог , вероятность превышения которого задана и равна F. При этом 
для нахождения величины порога более удобно иметь зависимость 
порога  от вероятности F в явном виде. Эту зависимость можно 
найти в виде ряда по степеням числа случайных величин. 

Предположим, что N независимых случайных величин имеют 
одинаковый закон распределения. Пусть  — семиинварианты этих 
случайных величин, W(t) — распределение их суммы. Аппроксими-
руя распределение W(t) рядом Эджворта, можно получить следующее 
выражение для вероятности превышения суммой порога : 
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где )()( 1 NNy  , 2 . 

Будем искать y, удовлетворяющее уравнению (1), в виде 
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где x, 1, 2,  — коэффициенты, не зависящие от N. 

Разложим правую часть (1) в ряд в окрестности точки x. Для этого 
воспользуемся выражениями 
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H(x) — полином Эрмита степени , определение которого приведено 
в предыдущем параграфе. 

Полученный ряд можно сгруппировать по степеням N. Согласно 
(1) коэффициент при нулевой степени N равен F, остальные коэффи-
циенты равны нулю. Из этих равенств можно получить x, 1, 2,  , а 

затем по формуле yNN 2/1
21   и . Окончательное выражение 

имеет вид: 














 




















24

3

36

521

6

1 3

2
2

4
3

3
2

2
3

2

2/3
2

32/1
21

xxxx

N

x
NxN  








 




















120

36

24

25

324

1753121 24

2/5
2

5
24

2/7
2

43
24

2/9
2

3
3 xxxxxx

N
 















7776

151116882521 35

6
2

4
3 xxx

NN
 
















1152

87729

864

32130942 35

4
2

2
4

35

5
2

4
2
3 xxxxxx

 

.



 28 

 





















 

720

1510

720

84688 35

3
2

6
35

4
2

53 xxxxxx
, (1.6.2), 

где x определяется из 
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Формула (2) даёт асимптотическое разложение функции, обрат-
ной к дополнению до 1 функции распределения. В отечественной ли-
тературе это разложение было представлено в [31, 74]. Способ полу-
чения асимптотического разложения в [31] и форма представления 
разложения отличаются от приведенных здесь и в [74]. Описанный в 
[31] способ принадлежит Корнишу и Фишеру, поэтому применитель-
но к обращённому ряду Эджворта в литературе встречается название 
“асимптотическое разложение Корниша — Фишера”. 

В [107] приведен ряд (2) для частного случая, когда  — семиин-
варианты случайной величины, имеющей экспоненциальное распре-
деление )(exp)( zzw  . Подставив в (2) выражения для семиинвари-

антов экспоненциально распределённой величины   (  1)!, полу-
чим 
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где Q(x) — полиномы Кемпбелла: 

 Q1(x)  x, 

 Q2(x)  (x
2
  1)/3, 

 Q3(x)  (x
3
  7x)/36, 

 Q4(x)  (3x
4
  7x

2
  16)/810, 

 Q5(x)  (9x
5
  256x

3
  433x)/38880. 

В [107] даны выражения для следующих полиномов вплоть до 
Q11(x) включительно. 

Формулу (2), так же как и ряд Эджворта, можно распространить 
на случай зависимых случайных величин и на случай, когда слагае-
мые суммы имеют разные распределения. При этом в (2) нужно по-
ложить N  1, а под величинами  подразумевать семиинварианты 
суммы случайных величин. 

Формула (2) иногда оказывается полезной для нахождения при-
ближённого выражения для медианы м распределения случайной 
величины. Полагая в (2) N  1 и x  0, получим 

 


































2
2

5

3
2

43

4
2

3
3

2

3
1м

40

1

12

1

324

17

6

1
, (1.6.5) 

.



 29 

где  — семиинварианты рассматриваемой случайной величины. 

Например, для распределения W(x)  exp(x 
 
q)I0(2 qx ) семиинва-

рианты определяются формулой:   (  1)! (1  q). Далее, для рас-
сматриваемого распределения из (5) можно получить 

 
q

q
24

1

2

1
м . (1.6.6) 

При q  5 и 10 формула (6) даёт м  5,50833 и 10,50417, в то время 
как соответствующие точные значения составляют 5,50844 и 
10,50419. 

Метод получения второй асимптотической формулы во многом 
похож на метод получения формулы (2) для порога, поэтому вторую 
формулу приведём без доказательства. Эта формула позволяет выра-
зить вероятность превышения порога через дополнение к функции 
нормального распределения: 
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В (7) W(x) — распределение суммы N независимых случайных вели-
чин, имеющих семиинварианты ,   1, 2, , а величина z является 
конечной суммой асимптотического ряда: 
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Первые коэффициенты ряда (8) вычисляются по формулам 

2

1






N

N
y , 

2
2! 







a , 

b1  a3 (y
2
  1),  b2  a4 (y

3
  3y)  2

3a (4y
3
  7y), 

b3  a5 (y
4
  6y

2
  3)  a3 a4 (11y

4
  42y

2
  15)   

  3
3a (69y

4
  187y

2
  52)/3, 

b4  a6 (y
5
  10y

3
  15y)  a3 a5 (14y

5
  96y

3
  102y)  

 2
4a (15y

5
  96y

3
  105y)/2  2

3a a4 (111y
5
  547y

3
  456y)  

 4
3a (948y

5
  3628y

3
  2473y)/6. 

В частном случае из (7) и (8) можно получить формулу Бунимо-
вича [14], представляющую собой приближённое выражение для ве-
роятности превышения порога случайной величиной, распределён-
ной по закону Рэлея — Райса. 

.
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1.7. Статистические характеристики модуля вектора 

с гауссовскими компонентами 

В задачах, связанных с гауссовскими процессами, часто прихо-
дится иметь дело со случайными переменными, которые можно 
представить как модуль вектора с независимыми случайными нор-
мальными компонентами. При этом в первую очередь возникает 
необходимость в нахождении выражений для плотности распределе-
ния модуля и для соответствующих моментов. 

Математические преобразования оказываются проще, если внача-
ле рассматривать не сам модуль вектора, а его квадрат или величину, 
пропорциональную квадрату модуля. Некоторые окончательные вы-
ражения, полученные для квадрата модуля, в результате несложных 
действий можно свести к соответствующим выражениям для модуля 
вектора. Это относится, например, к плотности распределения или к 
чётным моментам модуля вектора. 

Итак, рассматривается n-мерный вектор, компоненты которого x1, 
x2,  , xn являются нормальными случайными величинами с ненуле-
выми средними значениями. Все компоненты статистически незави-
симы между собой и имеют одинаковую дисперсию. Без ограничения 
общности можно принять,  что дисперсия компонент равна 1. 

Модуль вектора представим в виде tz 2 , где 

2)( 22
2

2
1 nxxxt   . Величина t является нормированным квадра-

том модуля вектора (для краткости эту величину иногда будем назы-
вать просто квадратом модуля), нормирующий коэффициент 1/2 
здесь введен для упрощения дальнейших окончательных выражений. 

Чтобы найти плотность распределения квадрата модуля вектора, 
рассмотрим изображение по Лапласу 

 )(exp)( tppF   (1.7.1) 

плотности распределения вероятностей случайной величины t. Для 
усреднения в (1) воспользуемся представлением t через гауссовские 
компоненты x1, x2,  , xn и распределениями этих компонент. В ре-
зультате усреднения получим 
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где 2)(
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2

1 nxxxy   . 

Для получения плотности распределения теперь можно использо-
вать один из примеров § 1.3. Из приведенных в § 1.3 результатов сле-
дует, что изображению (2) при целых n/2 соответствует распределе-
ние 
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Однако эта формула справедлива для любых положительных значе-
ний n. Более того, (3) и (2) формально являются сопряжёнными ори-
гиналом и изображением даже при нецелых n. Проверяется утвер-
ждение путём вычисления преобразования Лапласа от выражения (3). 
Для этого можно воспользоваться вспомогательным интегралом 
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Получающееся изображение совпадает с изображением в формуле 
(2). 

Если y  0, то 
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n
tw 


 e
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Рассматриваемая здесь вероятностная модель для большинства 
радиотехнических задач имеет чётное число компонент вектора. По-
этому дальнейший анализ будем проводить для чётных n, в связи с 
чем целесообразно ввести новое обозначение: N  n/2. Везде, где это 
не оговорено особо, будем считать, что N — целое положительное 
число. 

Используя формулу (2) и соотношение 8.975.1 из [22], моменты 
m (  0, 1, ) случайной величины t нетрудно выразить через поли-

номы Лагерра: )(! )1( yLm N
  . Выражения для моментов можно 

также получить по рекуррентной формуле 

11 )1()2(   mNmyNm  (  1), 

причём m0  1, m1  N  y. 

Семиинварианты  нормированного квадрата модуля вектора t 
определяются формулой   (  1)! (N  y). 

Вероятность превышения порога x рассматриваемой случайной 
величиной t выражается интегралом 
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Интеграл JN(x, y) является обобщением рассмотренного в [123] 
интеграла 

 dtytIyxJ

x

yt




 2e),( 0 . 

В [123] приведены различные соотношения, раскрывающие свойства 
интеграла J(x, y). Обобщение этих соотношений на интеграл JN(x, y), а 
также ряд новых формул, даны в Приложении 1. 

.
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Приведенные в Приложении формулы бывают полезными при ма-
тематических преобразованиях различных соотношений, включаю-
щих в себя интеграл JN(x, y). 

Перейдём теперь к статистическим характеристикам модуля век-
тора. 

Осуществляя замену переменной по формуле tz 2 , получим 
распределение модуля вектора 
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Для моментов M (  0, 1, ) случайной величины z можно по-
лучить общие формулы: 
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где )(11 F  — вырожденная гипергеометрическая функция, и рекур-
рентную формулу: 

22 )22()(2   MNMNyM ,    1 . 

При больших значениях y для вычисления M пригодна асимпто-
тическая формула 

   )1;12,2(02 yNFyM 


 , (1.7.6) 

где )(02 F  — гипергеометрическая функция, определяемая в виде 
ряда 
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Чётные моменты случайной величины z можно определить по 
формуле M2k  2

k
 mk. При чётных  гипергеометрические ряды в (5) и 

(6) обрываются (состоят из конечного числа членов). Асимптотиче-
ская формула (6) при чётных  превращается в точную формулу. 

Нечётные моменты можно выразить через функции Бесселя от 
мнимого аргумента. Для этого необходимо воспользоваться форму-
лой 

.



 33 

)2()2(exp);1;21( 011 yIyyF   

и имеющимися в справочниках рекуррентными соотношениями для 
вырожденной гипергеометрической функции и функций Бесселя. 
Однако получить при этом достаточно компактные формулы для 
произвольного значения N не удаётся. 

Выражения для первых моментов при N  1 имеют вид: 
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Вероятность превышения порога U модулем вектора выражается 
интегралом 
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Функция QN(U, V) является обобщением рассмотренного в [4] инте-
грала 

 




U

Vz dzzVIzVUQ )(e),( 0
2)( 22

, (1.7.8) 

названного там “интегралом вероятностей Релея — Райса”. 
Интегралы типа (7) и (8) имеют широкое распространение в зару-

бежной литературе под названиями “обобщённая Q-функция Марку-
ма” и “Q-функция Маркума”. Во избежание возможной путаницы 
обратим внимание на то, что первым аргументом Q-функций являет-
ся параметр распределения, а порог — вторым аргументом. Формулы 
(7) и (8) будут являться определениями Q-функций, если в их левых 
частях соответственно записать QN(V, U) и Q(V, U). 

Интегралы JN(x, y) и QN(U, V) связаны между собой соотношения-
ми 

 yxQyxJ NN 2,2),(  ,  )2,2(),( 22 VUJVUQ NN  . 
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Заметим, что интеграл JN(x, y) может быть выражен также через 
неполную функцию Торонто [56]. 

1.8. Численные методы вычисления интеграла от распределения 

квадрата модуля вектора с гауссовскими компонентами 

Для решения задач, в которых встречается интеграл JN(x, y), необ-
ходимо иметь в арсенале библиотечных программ процедуру его вы-
числения. 

Для тех случаев, когда возникает необходимость в численном ин-
тегрировании выражений, содержащих этот интеграл, целесообразно 
минимизировать объём затрат машинного времени на вычисления. 

Основой для построения существующих вычислительных проце-
дур является разложение функции Бесселя в степенной ряд. Подста-
новка этого ряда в подынтегральное выражение и интегрирование 
приводят к формуле 
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Преобразованиями и сопоставлением с формулой (1) можно убедить-
ся в справедливости ещё одного выражения: 
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После некоторых преобразований, включающих в себя изменение 
порядка суммирования, из (1) можно также получить 
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а затем 
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Приведенные формулы отражают различные существующие ме-
тоды вычисления интеграла JN(x, y) и связанных с ним функций (ин-
теграл вероятности Рэлея — Райса, Q-функция Маркума, обобщённая 
Q-функция Маркума, частный случай неполной функции Торонто). 
Далеко не полный перечень литературы, в которой излагаются эти 
вычислительные методы, можно представить работами [116, 4, 56, 
106, 133, 125, 127, 108, 126, 135, 90]. 

На основании анализа упомянутых работ нельзя сделать вывод о 
предпочтительности той или иной формулы. Так, в [4, 127, 108, 90] 
представлены формула (1) или её аналоги. В [106] предложен метод 

.
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вычисления Q-функции, которому можно поставить в соответствие 
формулу (2). В [133, 135] представлена формула (3), а метод из [125] 
соответствует формуле (4). В [126] рекомендовано при x  y  N 
пользоваться формулой (1), а при x  y  N — формулой (2); в этих же 
случаях в [116] использовались формулы (3) и (4). В [56] предпочте-
ние отдаётся формулам (1) и (4). 

Из представленных формул целесообразно отобрать ту, которая 
требует меньше машинного времени на вычисления. В [80] содер-
жится утверждение, что такому условию удовлетворяет формула (3), 
а из представленных в литературе способов вычисления JN(x, y) 
наилучшим является способ, изложенный в работе [135]. 

Рассмотрим теперь некоторые рекомендации по практическому 
использованию формулы (3). 

Для составления вычислительной процедуры формулу целесооб-
разно записать в виде 
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а через m обозначена ошибка вычисления, обусловленная заменой 
бесконечного ряда конечной суммой и зависящая от номера m по-
следнего просуммированного члена ряда am. 

В вычислительной программе при больших значениях x или y при 
вычислениях сумм может возникать переполнение разрядной сетки 
или превращение в машинный ноль значений экспонент. В связи с 
этим область допустимых значений аргументов x и y для вычисли-
тельной процедуры будет определяться диапазоном представимых в 
машине вещественных чисел. Формула (5) даёт основу для составле-
ния программы, позволяющей производить вычисления для x  2 и 
y  2, где  — наибольшее число, при котором exp() ещё не пре-
вращается в машинный ноль. 

Суммирование в (5) следует заканчивать при выполнении условий 
am  am-1 и am  [ exp(x/2)]/2, где  — требуемая точность вычисления 
интеграла. При этом будет обеспечиваться приближённое выполне-
ние неравенства m  . 

Если возникнет необходимость, чтобы в процедуре строго выпол-
нялось неравенство m  , то можно воспользоваться рекомендация-
ми из [135]. Там показано, что m  bm, где 
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Можно параллельно с вычислением am для суммы (5) производить 
вычисление bm и оканчивать суммирование в (5) когда bm  . 

При вычислении bm используются переменные, которые входят в 
(5), поэтому для bm требуются небольшие добавочные вычисления. 
Как сообщается в [80], эти добавочные вычисления составляют 
6

 


 
9 % от основных вычислительных затрат. 

Принятием при программировании специальных мер можно до-
биться некоторого увеличения допустимых значений аргументов при 
обращении к процедуре JN(x, y). Учитывая, что JN(x, y)  0 при x   
и JN(x, y)  1 при y  , при некоторых соотношениях между x и y 
можно принять JN(x, y)  0; в других случаях допустимо JN(x, y)  1. 
Ошибка аппроксимации JN(x, y) значениями 0 или 1 также не должна 
быть больше . 

Чтобы воспользоваться такой аппроксимацией, нужно с помощью 
каких-либо приближённых формул установить, что JN(x, y)   или 
JN(x, y)  1  . Для этой цели в [135] применяется оценка сверху для 
вероятностей больших уклонений, обычно называемая в зарубежной 
литературе границей Чернова [19]. Применение границы Чернова для 
обобщённой Q-функции Маркума рассмотрено также в [130]. 

Аппроксимация JN(x, y) значениями 0 или 1 на основе границы 
Чернова применяется, если py/(1  p)  px  N ln(1  p)  ln , где 
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При этом если x  y  N, то полагается JN(x, y)  0, иначе JN(x, y)  1. 

Использование границы Чернова, например, при значениях x не 
слишком близких к величине 2, позволяет получать JN(x, y) при лю-
бых y от 0 до . Это особенно важно, когда приходится численными 
методами усреднять JN(x, y) по случайной переменной y, распреде-
лённой на полубесконечном интервале. 

Следует также отметить, что применение аппроксимации значе-
ниями 0 или 1 не только расширяет диапазон аргументов процедуры, 
но и позволяет избежать многих излишних вычислений по формуле 
(5). 

Отметим ещё, что существует много приближённых и асимптоти-
ческих формул для вычисления интеграла JN(x, y) или его аналогов. 
Сводка приближённых формул для интеграла Рэлея — Райса дана в 
[4]. Помимо этого назовём работы [14, 123, 116, 118, 110, 61]. 
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2. МНОГОМЕРНЫЕ ПЛОТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

2.1. Вычисление определённых интегралов от экспоненты, 

показатель которой содержит квадратичную форму 

При анализе статистических характеристик случайных величин, 
связанных с нормальными случайными процессами, возникает необ-
ходимость в вычислении многомерных определённых интегралов с 
бесконечными пределами. Подынтегральным выражением является 
экспонента, содержащая в показателе квадратичную форму перемен-
ных интегрирования, а также переменные интегрирования в линей-
ном виде. В связи с этим желательно иметь в распоряжении удобные 
формулы, с помощью которых можно представить окончательные 
выражения для интегралов. Вопросам получения таких формул по-
свящён настоящий параграф. Приведенные здесь результаты будут 
использоваться в последующих разделах книги. 

Наш анализ основывается на хорошо известном соотношении 
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где r  — положительно определённая симметрическая матрица; 
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квадратичная форма переменных x1, x2,  , xn; 
1

r  — элементы мат-

рицы, обратной к r  (имеет место 1
r   1

r ). 

Формула (1) представляет собой интеграл от многомерной плот-
ности распределения нормальных случайных величин с матрицей 

вторых моментов r  и с нулевыми средними значениями. 

В [8, 34] содержится утверждение, что формула (1) справедлива 

даже для матрицы 1
r  с комплексными элементами при условии, 

что матрица, составленная из действительных частей этих элементов, 
является положительно определённой. Основываясь на этом утвер-
ждении, мы будем полагать, что формула (1) справедлива и при 

 ))((),,(
1 1

1
1 

 



  mxmxrxxR

n n

n , (2.1.2) 

.



 38 

где 1
r  удовлетворяет упомянутым выше условиям, а m1, m2,  , 

mn — любые комплексные числа. 

Рассмотрим выражение 
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где 
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причём a  a, а матрица, составленная из действительных частей 
элементов a, является положительно определённой. 

Выражение для Q(x1,  , xn) запишем в виде 
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При проверке этого выражения необходимо учитывать, что если 
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Теперь можно записать 
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Если ещё учесть, что    1detdet 1 

 aa , то получим 
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Выражение (4) можно представить в другой форме. Введём обо-
значения: 

.
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~

 разложим по элементам последнего столбца и, тем 
самым, представим его в виде взвешенной суммы n  1 определите-
лей n-го порядка. Каждый из получившихся определителей, за ис-
ключением последнего, входящего в сумму с множителем c, разло-
жим по элементам последней строки. В результате получим 
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где A — алгебраическое дополнение элемента a матрицы a . 

Учитывая, что  
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Из (4) и (5) теперь получаем новую формулу 
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Формула (6) выгодно отличается от формулы (4) тем, что для вы-
числения интеграла I нет необходимости в вычислении элементов 

обратной матрицы 1
a . 

Заметим, что формула (6) для частного случая n  2 была получе-
на в [41, стр. 710]. 

Интегралы типа представленного формулой (3) встречаются, как 
правило, в задачах, когда нормальные случайные величины являются 
отсчётами гауссовского случайного процесса и сопряжённого ему 
процесса. В этих случаях иногда можно понизить порядок определи-
телей в окончательном выражении для интеграла. И хотя при этом 
приходится переходить к определителям, составленным из ком-
плексных элементов, получение окончательных выражений суще-
ственно упрощается. 

Пусть n  2N, x1, x2,  , xN — отсчёты гауссовского процесса с ну-
левым средним значением, y1, y2,  , yN — отсчёты, полученные в те 
же моменты времени из сопряжённого процесса. Полагаем xN1  y1, 
xN2  y2,  , xn  yN. 

.
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Вторые моменты случайных переменных x1, x2,  , xN
 
, y1, y2,  , 

yN удовлетворяют соотношениям [42]: lklk yyxx  , kllk yxyx   

(k, l  1, 2,  , N), поэтому корреляционную матрицу случайных пе-
ременных можно представить в блочном виде 
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12

21

SS
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r , 

где lklk yyxx 1S , kllk yxyx 2S . 

Определитель матрицы r  равен 
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
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21

221

i0

i
det

SS

SSS
  (det S)(det S

*
), 

где S  S1  iS2, S
*
  S1  iS2. Поскольку подматрица S1 симметриче-

ская, а S2 — кососимметрическая (антисимметрическая), то S — эр-
митова матрица и, следовательно, det S и det S

*
 являются действи-

тельными числами и равны между собой. Значит 

rdet   det S  det S
*
 . 

Для обратной матрицы 1
r  тоже справедливо представление 


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причём T  T1  iT2 является эрмитовой матрицей и выполняется со-

отношение T  1
S . 

Выражение (1) в таких задачах можно записывать в виде 

 1)(
2

1
exp
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1
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, (2.1.7) 

где 
R()  R(x1,  , xn)  R(x1,  , xN, y1,  , yN)  

 )i()i(
1 1

1
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N
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kkkl yxyxs 
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 , 

1
kls  — элементы матрицы 1

S . 

.
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Теперь мы предположим, что аналогичное представление в блоч-

ном виде допускает и матрица a : 



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
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


12

21
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a , 

причём G  G1  iG2 — эрмитова. Обозначим gkl — элементы матри-

цы G, 1
klg  — элементы матрицы 1

G , hk  bk  ibkN ; k, l  1, 2,  , N. 
Тогда 
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где 

  det G,  
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и, следовательно, 
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exp
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I . (2.1.8) 

2.2. Изображение по Лапласу двумерной плотности 

распределения квадрата модуля вектора 

с гауссовскими компонентами 

Обобщим задачу из § 1.7 на двумерный случай: рассмотрим сово-
купность двух случайных величин, являющихся отсчётами квадрата 
модуля n-мерного вектора, полученными в разные моменты времени. 
Компоненты вектора — независимые нормальные случайные процес-
сы, имеющие одинаковую корреляционную функцию. 

Пусть x1, x2,  , xn — компоненты вектора для одного момента 
времени, y1, y2,  , yn — для другого момента времени. Если опять 
принять, что дисперсия компонент равна 1, то функцию плотности 
вероятности компонент можно записать в виде 

w(x1, x2,  , xn, y1, y2,  , yn)  
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где   x ,   y  — средние значения компонент, 

))((   yxr ;   1, 2,  , n. 

Обозначим через x и y нормированные квадраты модуля вектора: 

2)( 22
2

2
1 nxxxx   , 2)( 22

2
2
1 nyyyy   , и будем искать 

функцию 

 )(exp),( yqxpqpF  , (2.2.1) 

которая является изображением двумерной плотности распределения 
вероятностей случайных переменных x и y. Учитывая независимость 
компонент, выражение (1) запишем в виде 

 



n

qpFqpF
1

),(),( , (2.2.2) 

где 

 22exp),( 22
  yqxpqpF . 

Представив F(p, q) в виде двумерного интеграла и переобозначив 
в нём переменные интегрирования x и y на t1 и t2, получим 
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где 

2

2
221

2
12

2
2
121

1

)())((2)(
),(

r

tttrt
tqtpttQ




 

 . 

Сравнивая (3) с (2.1.3), можно записать 

 21),( rIqpF  , (2.2.4) 

где I определяется формулой (2.1.3), если в ней положить n  2, 

)1(1 2
11 rpa  , )1( 2

2112 rraa  , )1(1 2
22 rqa  , 

)1()( 2
1 rrb   , )1()( 2

2 rrb   , 

)1()2( 222 rrc   . 

Теперь можно воспользоваться формулой (2.1.6), в которую следует 
подставить 
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Из формул (2), (4), (2.1.6) и (5) окончательно получаем 
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где 
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2
1 na   , 2)( 22

2
2
1 nb   , 

 cos2 abrbaQ ,  abnn 2)(cos 2211   . 

Двумерное распределение нормированных квадратов модуля век-
тора является обратным преобразованием Лапласа от F(p, q). Вычис-
лить аналитическим путём обратное преобразование от изображения 
F(p, q), заданного формулой (6) при произвольном n, не удаётся. Тем 
не менее, формула (6) может оказаться весьма полезной при вычис-
лениях статистических характеристик функций от двух случайных 
переменных x и y. Примеры эффективного использования этой фор-
мулы можно найти в последующих разделах. 

Заметим, что для частного случая n  2, cos   1 в [42] приведено 
выражение для двумерного распределения модуля. Применительно к 
нормированным квадратам модуля и с учётом принятых здесь обо-
значений это выражение при произвольном cos  имеет вид 
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где 0  1, 1  2    2, 

   222

sincos brbra , 

   222

sincos ararb , 

 )(arccos  ,  )(cos)1( 2 barrab  . 

Если cos   1, то   0 и cos ()  1. 

Рассмотрим теперь одну важную особенность анализируемой за-
дачи. 

В постановке задачи неявно полагалось, что число компонент век-
тора n может быть как чётным, так и нечётным. Вместе с тем, специ-
ально оговаривалось, что компоненты вектора статистически взаимно 
независимы. 

Такая модель компонент вектора обладает некоторой универсаль-
ностью в том смысле, что может быть применена при нечётном n. 

.
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Однако она не подходит для обширного круга радиотехнических за-
дач, изучающих статистические характеристики суммы квадратов 
огибающих гауссовских процессов. Для таких задач статистическая 
модель компонент должна быть изменена. Число компонент должно 
быть чётным и компоненты попарно коррелированы. 

Чтобы не загромождать дальнейшего изложения этого вопроса, 
рассмотрим случай n  2. Теперь по сути дела речь идёт о двумерном 
распределении нормированных квадратов огибающей гауссовского 
случайного процесса. Значения огибающей процесса являются рай-
совскими случайными величинами. 

Случайные величины x1 и y1 являются отсчётами гауссовского 
процесса, а x2 и y2 получены в те же моменты времени из сопряжён-
ного процесса. Сохраняя прежние обозначения для средних значений 
случайных величин, соотношения для коэффициентов корреляции 
запишем в виде: 

0))(())(( 22112211  yyxx , 

cyxyx  ))(())(( 22221111 , 

sxyyx  ))(())(( 22112211 , 

где c и s — параметры вероятностной модели. 
Изображение двумерной плотности вероятности случайных вели-

чин x и y находится по прежней схеме. Проделав математические 
преобразования, связанные с раскрытием в формуле (2.1.6) определи-
телей пятого и четвёртого порядков, получим 
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где a, b и Q определяются прежними формулами, но значения r и 

cos  для F(p, q) и Q теперь находятся по формулам: 222 scr  , 

    abrsc 2)()(cos 12212211  . (2.2.8) 

При выводе формулы (7) можно вместо (2.1.6) использовать 
(2.1.8) и, тем самым, свести задачу к раскрытию определителей тре-
тьего и второго порядков (вместо пятого и четвёртого порядков). Но 
для этого придётся переобозначить отсчёты компонент вектора и 
считать, что x1 и x2 — отсчёты гауссовского случайного процесса, а y1 
и y2 — отсчёты, полученные в те же моменты времени из сопряжён-
ного процесса. 

Нетрудно заметить, что если в (7) положить s  0, а в (6) — n  2, 
то оба выражения для F(p, q) совпадут между собой. 

Величину 22 scr  , входящую в формулу (7), будем называть 
обобщённым коэффициентом корреляции. 

.
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Из рассмотренного следует вывод, что в дальнейшем без ограни-
чения общности можно пользоваться первоначальной формулой (6) 
для изображения F(p, q). Если же (6) используется для анализа харак-
теристик суммы квадратов огибающих, то нужно учесть, что n — 
чётное, r является обобщённым коэффициентом корреляции, а cos  
вычисляется по формуле (8). 

2.3. Двумерные распределения модуля вектора с гауссовскими 

компонентами при нулевых средних значениях компонент 

Если средние значения гауссовских компонент n-мерного вектора 
равны нулю, то выражение для двумерного преобразования Лапласа 
плотности распределения нормированных квадратов модуля вектора 
существенно упрощается. Соответствующее выражение для двумер-
ного преобразования Лапласа получается из формулы (2.2.6) при 
a  b  0 (см. также [77]): 
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Обратное преобразование Лапласа от изображения (1) можно вы-
числить аналитическим путём по формуле 
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Для этого вначале предположим, что q является параметром, а F(p, q) 
является одномерным преобразованием Лапласа от некоторой функ-
ции f(x; q). Выражение для f(x; q) будем искать с помощью теории 
вычетов по формуле 
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Подставляя (1) в (2), запишем 
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Воспользовавшись формулами (1.3.12) и (1.3.14), получаем 

  

















x
rq

q

rqn

x
qxf

n

n

)1(1

1
exp

)1(1)2(
);(

222

12

. 

.



 46 

Теперь плотность распределения wn(x, y) находим по формуле: 
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Для вычисления этого интеграла можно применить способ, которым 
была вычислена плотность (1.3.20). В результате получим 
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При выводе формулы для wn(x, y) мы не следили тщательно за 
расположением особых точек относительно контура интегрирования 
и не обращали внимания на то, что n/2 может быть нецелым числом. 
Поэтому полученное выражение нуждается в проверке. 

Проверка полученного выражения состоит в подстановке его в 
формулу двумерного преобразования Лапласа 
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При вычислении этого интеграла можно воспользоваться вспомога-
тельной формулой (1.7.4), в результате придём к формуле (1). Более 
того, такая проверка показывает, что (3) и (1) являются оригиналом и 
изображением даже при нецелых n  0. 

Переходя по формулам xu 2 , yv 2  от переменных x и y к 

значениям модуля вектора u и v, получим двумерное распределение 
модуля: 
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При нечётных n индекс функции Бесселя равен целому числу 
плюс 1/2. В этом случае функции Бесселя выражаются через элемен-
тарные функции (см., например, [22]). 

При n  1 получаем двумерное распределение абсолютных значе-
ний зависимых нормальных случайных величин: 
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При n  2 формула (4) даёт двумерное рэлеевское распределение 
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а при n  3 — двумерное максвелловское распределение 
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При r  0 двумерное распределение Wn(u, v) распадается на про-
изведение одномерных плотностей, причём одномерная плотность 
имеет вид 
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Приведём без доказательства формулы для среднего значения 
произведения случайных величин. 

Среднее значение произведения x и y можно вычислить по фор-
муле 
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Применительно к u и v запишем 
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При n  1 и n  2 справедливы равенства 
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где E(r) и K(r) — полные эллиптические интегралы. При n  2 выра-
жения для Mn(r) можно получить по рекуррентной формуле 
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2.4. Двумерные интегральные распределения 

модуля вектора с гауссовскими компонентами 

при нулевых средних значениях компонент 

Двумерное распределение абсолютных значений зависимых нор-
мальных случайных величин, имеющих нулевое среднее, формально 
является с точностью до постоянного множителя суммой двух выра-
жений двумерных гауссовских распределений. Поэтому интегралы от 
двумерного распределения однокомпонентного вектора выражаются 
через функции двумерного нормального распределения. 

.
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Двумерное интегральное максвелловское распределение путём 
несложных, но громоздких преобразований можно свести к двумер-
ным и одномерным функциям нормального распределения. Оконча-
тельное выражение для него можно найти в работе [78]. 

Для определения значений функции двумерного нормального 
распределения можно воспользоваться таблицами [62]. При состав-
лении машинных программ окажутся полезными алгоритмы, краткая 
характеристика и библиографическое описание которых даны в [47]. 

Более широкое распространение в задачах статистической радио-
техники имеют чётные значения числа компонент. Способы вычис-
ления двумерных интегральных распределений в этом случае не яв-
ляются очевидными. 

Для дальнейшего рассмотрения поставленной задачи при чётном 
числе компонент целесообразно число компонент записать как 
n  2N, где N — целое. Двумерные функции распределения модуля и 
квадрата модуля вектора далее будут помечаться индексом N. Индекс 
N вводится и в обозначение для двумерного преобразования Лапласа. 
В обозначении двумерной плотности распределения индекс n заме-
ним индексом N, т.
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Если оригиналу wN(x, y) соответствует изображение FN(p, q), то 
для 
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изображением является FN(p, q)/(pq). Используя в качестве FN(p, q) 
приведенное в предыдущем параграфе выражение для преобразова-
ния Лапласа от распределения нормированных квадратов модуля 
вектора, запишем 
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Справедливость (2) доказывается элементарной проверкой. 
Переписывая (2) на “языке оригиналов”, получаем 
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В случае N  1 в этой формуле следует полагать p0(X, Y)  1 (X  0, 
Y  0). 

Подставив в (3) выражение (1), можно получить 
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Воспользовавшись формулой 

 xyIyxxyJyxJ 2)(exp1),(),( 0 , 

которая является частным случаем формулы (П1.4.1) из Прило-
жения 1, получаем 
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Из формулы (П1.6.3) Приложения 1 при N  1 следует 
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Это равенство позволяет записать рекуррентную формулу для вы-
числения pN(X, Y) в виде 

 !)1(),(),(),( 1   NYXRYXpYXp NNN ,  N  1, (2.4.5) 

где 
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Заметим, что формула (3) справедлива и при нецелых N. Поэтому 
её можно использовать для того, чтобы облегчить математические 
преобразования при сведении двумерного максвелловского распре-
деления к функциям нормального распределения. Кроме того, эта 

.
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формула даёт рекуррентное правило для вычислений интегральных 
распределений при нечётных числах компонент вектора, когда число 
компонент вектора больше, чем 3. 

Учитывая формулы xu 2  и yv 2 , по которым ранее произ-

водился переход от нормированных квадратов модуля вектора x и y к 
значениям модуля вектора u и v, получаем выражение для двумерно-
го интегрального распределения модуля вектора 

 )2,2(),( 22 VUpVUP NN  . (2.4.6) 

В частном случае, при N  1, из (6) и (4) получаем двумерное ин-
тегральное рэлеевское распределение 
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Представление двумерного интегрального рэлеевского распреде-
ления через интеграл J(x, y) впервые было получено иным способом в 
[124]. 

Если от интеграла J() перейти к интегралу вероятности Рэлея — 
Райса Q() [4], то получим выражение 
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отличающееся от приведенного в сообщении [75] только обозначени-
ями. 

Рассмотрим ещё один способ вычисления интегрального распре-
деления pN(X, Y), предложенный в работе [76]. 

Представим изображение функции pN(X, Y) в виде ряда 
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Осуществляя обратное преобразование Лапласа, окончательно можно 
получить 
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где 
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обобщённые полиномы Лагерра, которые можно вычислять по фор-
мулам: 
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При значениях 2r , не слишком близких к 1, формула (7) требует 
меньших вычислительных затрат, чем формулы (4) и (5). При N  1 

различие существенно. Однако, если значение 2r  близко к 1, ряд в 
(7) сходится медленно и формулы (4) и (5) становятся предпочти-
тельнее. 

И, наконец, можно получить ещё одно выражение для двумерного 
интегрального распределения. Для этого в изображении по Лапласу 
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а затем представить изображение в виде ряда по степеням 
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и осуществить обратное преобразование Лапласа. Именно это выра-
жение получается и в том случае, если пойти по очевидному пути — 
представить функцию Бесселя в двумерной плотности распределения 
в виде степенного ряда и затем проделать все необходимые вычисле-
ния. Однако практическая ценность получаемого при этом результата 
весьма сомнительна из-за крайне медленной сходимости ряда в окон-
чательном выражении. 

.



 52 

2.5. Специальные методы вычисления статистических 

характеристик функций от двух случайных переменных 

Во многих прикладных задачах возникает необходимость в опре-
делении статистических характеристик случайной величины, являю-
щейся функцией других случайных переменных. Прямой путь реше-
ния этой задачи заключается в следующем. Зная многомерное рас-
пределение исходных случайных переменных, по известным прави-
лам [42] находится плотность распределения вероятностей исследуе-
мой случайной величины. Затем, используя найденную плотность, 
определяются требуемые характеристики. 

Такой путь решения зачастую сопровождается громоздкими и не-
интересными промежуточными вычислениями, а иногда при этом 
даже возникают непреодолимые препятствия. 

Использование преобразования Лапласа на различных стадиях 
решения задачи во многих случаях позволяет упростить вычисления. 
Так, при изучении статистических характеристик квадрата модуля 
вектора, мы вначале находили изображение плотности распределения 
исследуемых случайных величин, а уж затем определяли эту плот-
ность распределения. 

В качестве простейшего примера эффективного использования 
преобразования Лапласа следует упомянуть задачу о нахождении 
плотности распределения суммы двух случайных величин. Если 
F(p, q) — изображение двумерной плотности распределения случай-
ных величин x и y, то изображением плотности распределения суммы 
z  x  y является f(p)  F(p, p). Искомая плотность находится обрат-
ным преобразованием от f(p). 

Если в этом примере x и y являются, в свою очередь, функциями 
от каких-то других случайных переменных, то решение можно найти 
и в том случае, если выражение для плотности распределения x и y 
неизвестно или является довольно сложным. Бывает достаточно 
найти изображение этой плотности. 

Для более полной иллюстрации высказанных соображений рас-
смотрим задачу о нахождении законов распределения отношения 
двух зависимых случайных величин [99, 79]. Предполагается, что 
известно изображение F(p, q) совместной плотности распределения 
w(x, y) квадратов x и y этих случайных величин. Выражение для 
w(x, y) может быть неизвестным. 

Обозначим через z отношение случайных величин, т.
 
е. 

yxz  . Пусть W(z) — плотность распределения случайной ве-

личины z. Воспользовавшись известными правилами вычисления за-
конов распределения функций от случайных аргументов [42], для 
функции распределения отношения случайных величин P(z) можно 
записать 
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Подставим в эту формулу 
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где c  0. В получившемся кратном интеграле выполним вначале ин-
тегрирование по t и z1, а затем, при помощи теории вычетов, интегри-
рование по q. В результате получим 
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Заметим, что для сходимости интеграла при интегрировании по t 
необходимо c  0. В связи с этим аппарат характеристических функ-
ций для данного способа решения задачи неприменим. Кроме того, 
отсюда можно сделать вывод, что рассматриваемый способ приме-
ним, если существует такое c  0, что при любых Re

 
p  c и Re

 
q  c 

изображение F(p, q) не имеет никаких особенностей. 
Контурный интеграл (1) применительно к конкретным выражени-

ям для F(p, q) можно попытаться вычислить с помощью теории выче-
тов. Так, например, используя F(p, q) в виде (2.2.7), получим функ-
цию распределения отношения коррелированных райсовских вели-
чин 
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где )1(4)1( 2222 rzzK  ; 2222 )])(1(2[ KabzzQzA  ; 

KabzB )( 2  ; a, b и Q — параметры в выражении (2.2.7) для изоб-
ражения. 

Дифференцированием P(z) можно получить плотность распреде-
ления вероятностей отношения коррелированных райсовских слу-
чайных величин 

    )(e)1()1(4)1(
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где 22 BAC  , а штрих обозначает дифференцирование по z, т.
 
е., 

например, A   dA/dz. Если райсовские случайные величины незави-
симы, то r  0 и формула для W(z) принимает значительно более про-
стой вид 
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Изображение F(p, q) можно иногда использовать для непосред-
ственного нахождения моментов функции двух случайных величин 
(минуя стадию нахождения законов распределения функции). При-
меры, иллюстрирующие это утверждение, можно найти в § 5.7. 

2.6. Многомерные распределения квадратов модуля двумерного 

вектора с гауссовскими компонентами при нулевых средних 

значениях компонент и экспоненциальной функции корреляции 

Вопросам получения многомерных распределений рэлеевских и 
райсовских случайных величин посвящены работы [119, 81, 58, 59, 
86]. Полученные результаты весьма громоздки и поэтому вряд ли мо-
гут быть использованы в практических приложениях. Однако в од-
ном частном случае, когда средние значения компонент гауссовского 
вектора равны нулю, а их корреляционная функция имеет экспонен-
циальный вид, удаётся получить сравнительно несложное выражение 
для многомерной плотности распределения модуля двумерного век-
тора. Рассмотрению этого частного случая и посвящён данный пара-
граф. 

Пусть 2)( 2
2

2
1   yyx , где y и y — гауссовские компоненты 

двумерного вектора в -ый момент времени;   1, 2,  , m. Для 
упрощения изложения вопроса допустим, что компоненты статисти-
чески независимы. Характеристики компонент удовлетворяют усло-
виям: 

021   yy ,   ayyyy 2211 , 021  yy ; ,
 


 


 
1, 2,

 


 
, m. 

Без ограничения общности можно считать, что a  1 при   ; в 
таком случае a будут являться коэффициентами корреляции. 

Определим для рассматриваемой задачи m-мерную плотность ве-
роятности нормированных квадратов модуля вектора x1, x2,  , xm. 
Для этого запишем 2m-мерную плотность вероятности компонент 
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Здесь:  aA  — корреляционная матрица компонент, 1
a  — эле-

менты обратной матрицы, т.
 
е. 11 

  Aa . Матрицы A и 1
A  — 

симметрические. 
Произведём замену переменных 

  cos21 xy ,   sin22 xy ,   1, 2,  , m. 

Якобиан преобразования равен 1. Тогда 
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Плотность распределения случайных величин x1, x2,  , xm полу-
чается путём усреднения (1) по переменным 1, 2,  , m. При этом 
если m  2, то получаем встречавшуюся ранее двумерную плотность 
квадратов рэлеевских случайных величин. Но уже при m  3 появля-
ются трудности с вычислением интегралов при усреднении. Возника-
ет необходимость либо использовать “теорему сложения” бесселевых 
функций, либо разлагать в ряд Фурье экспоненциальный множитель 
в подынтегральном выражении. И в том и в другом случае при m  3 
в результате усреднения можно получить 
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где 0  1, 1  2    2. 

Если 013222312  aaaa , то 01
13 
a  и сумма в этой формуле будет 

состоять из одного слагаемого. Например, при a12  r1, a23  r2, 
a13  21 rr   получим 
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Аналогичное упрощение наступает и в многомерном случае, если 
y1 и y2 являются выборочными значениями стационарных гауссов-

.
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ских случайных процессов y1(t) и y2(t) с нулевыми средними значени-
ями и экспоненциальной функцией корреляции. Коэффициенты кор-
реляции тогда можно записать в виде a  exp (|t  t|/), где t и 
t — моменты времени отсчётов (,   1, 2,  , m),  — время кор-
реляции. 

Положим для определённости, что t  t и обозначим 

   ttr 1exp ,   1, 2,  , m  1. Тогда все элементы матриц 

A и A
1

 можно выразить через значения r. Матрица A
1

 содержит 
отличные от нуля элементы только на главной и на соседних с ней 

диагоналях, а 01 
a  при 1 . Многомерная плотность рас-

пределения будет иметь вид 
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rA ,  r0  rm  0. 

Заметим, что при экспоненциальной функции корреляции случай-
ные величины x1, x2,  , xm образуют марковскую случайную после-
довательность. 

В частном случае, когда отсчёты значений y1 и y2 производятся в 
равноотстоящие моменты времени, получим 
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, (2.6.2) 

где   exp(T/), T  t1  t — интервал времени между отсчётами. 

И ещё одно замечание. Приведенные выражения для плотностей 
распределения квадратов модуля справедливы и для случая, когда x1, 
x2,  , xm являются отсчётами нормированного квадрата огибающей 
гауссовского случайного процесса, если корреляционная функция и 
взаимно корреляционная функция компонент имеют вид: 

 cos)(exp)()( 11 tyty , 

 sin)(exp)()( 21 tyty . 

Плотности распределения квадратов огибающей не зависят от пара-
метра , а входящие в выражения величины r и  определяются 
прежними формулами. 

.
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3. МЕТОДЫ РАСЧЕТА 
ХАРАКТЕРИСТИК ОБНАРУЖЕНИЯ РАДИОИМПУЛЬСА 

3.1. Введение 

Для более чёткого понимания условий, при которых в данной 
книге решаются те или иные задачи, а также во избежание каких-
либо неопределённостей при интерпретации полученных результа-
тов, необходимо остановиться на используемых определениях, поня-
тиях, моделях и т.

 
п. Поэтому первая половина главы, посвящённая, в 

основном, изложению подобных вопросов, является начальной для 
последующих разделов. 

Во второй половине главы рассматриваются характеристики об-
наружения импульсного сигнала. Основное внимание при этом уде-
ляется методам расчёта характеристик обнаружения при произволь-
ных законах флуктуаций амплитуды полезного сигнала. 

3.2. Входной сигнал и 

математическая модель канала обнаружения 

Будем полагать, что принимаемый полезный сигнал является из-
вестной функцией времени t, зависящей также от нескольких неиз-
вестных параметров. На входе приёмника действует аддитивная 
смесь полезного сигнала и нормального белого шума, которую в слу-
чае импульсного сигнала запишем в виде 

   )()(cos)(2)( ш00000 tnNtttVEts  , (3.2.1) 

где E, 0, 0,  — соответственно энергия, задержка, частота и слу-
чайная фаза сигнала; Nш — спектральная плотность шума; V0(t) и 
0(t) — функции, определяющие амплитудную и фазовую модуляции 
сигнала; n(t) — шумовой процесс. Начальная фаза  считается неза-
висимой от времени, независимой по отношению к остальным пара-
метрам сигнала и равномерно распределённой на интервале от 0 до 
2. 

Для удобства записи математических выражений будем использо-
вать комплексную огибающую сигнала U0(t)  V0(t)

 
exp{i0(t)}. С 

учётом этого выражения формулу (1) можно переписать в виде 

    )()i(exp)(Re2)( ш000 tnNttUEts  . (3.2.2) 

В формулах (1) и (2) огибающая сигнала и шумовой процесс нор-
мированы таким образом, что 
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где () — дельта-функция. Черта над выражением, как и прежде, 
означает усреднение по случайным переменным. 

Физически реализуемые импульсные сигналы имеют конечную 
длительность, т.

 
е. функция U0(t) отлична от нуля на конечном интер-

вале, поэтому интегрирование в (3) осуществляется фактически в ко-
нечных пределах. Однако для удобства в математических преобразо-
ваниях бесконечные пределы в аналогичных выражениях в дальней-
шем целесообразно формально сохранять. 

Представленная модель полезного сигнала включает в себя, преж-
де всего, простые импульсные сигналы, в которых отсутствует фазо-
вая модуляция, т.

 
е. 0(t)  0. Типичными сигналами с фазовой моду-

ляцией являются фазокодоманипулированные сигналы (ФКМ сигна-
лы) и частотно модулированные сигналы. В рамках рассматриваемой 
модели могут быть представлены и когерентные пакеты импульсов. 

Вопросы синтеза оптимальных приёмников, осуществляющих об-
наружение сигнала, подробно исследованы [20]. В нашем случае оп-
тимальная обработка сводится к умножению принятой реализации на 
квадратурные составляющие ожидаемого сигнала, интегрированию и 
образованию квадрата модуля получающейся комплексной величи-
ны. Любая взаимно однозначная функция квадрата модуля может 
служить выходной величиной. 

Обработка входной реализации представлена блок-схемой на 
рис.

 
3.1. Для сохранения общности результатов эта обработка, вооб-

ще говоря, отличается от оптимальной обработки. В качестве ожида-
емого сигнала используется опорный сигнал, отличающийся от по-
лезной составляющей принятой реализации. В частном случае, при 
1  0, 1  0 и U1(t)  U0(t), где U1(t)  V1(t)

 
exp{i1(t)}, обработка 

будет оптимальной. 

 

 
Y 

 
X 

 R 
 
s(t) 

 

)](cos[)( 11111  tttV

)](sin[)( 11111  tttV


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Рис. 3.1. Схема обработки сигнала 

Предполагается, что огибающая опорного (ожидаемого) сигнала 
U1(t) нормирована так же, как это определено формулой (3) по отно-
шению к U0(t). 

Нормирующий множитель 1/(2
2
) введен в схему обработки, что-

бы получить более компактные математические выражения, описы-

.
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вающие выходную величину. Нормировка будет применяться в даль-
нейшем и при анализе других схем обработки. Выходная величина в 
таком случае становится безразмерной. Величина 

2
, входящая в вы-

ражение для нормирующего множителя, является дисперсией шумо-
вых составляющих на выходах квадратурных каналов и пропорцио-
нальна спектральной плотности шума Nш. Для схемы на рис.

 
3.1 


2
  Nш

 /2. 

Если интенсивность входного шума неизвестна (т. е. неизвестно 
значение Nш), то нормировку выходной величины всё равно целесо-
образно сохранять. При этом нормирующий множитель будет опре-
деляться дисперсией шумовых составляющих при некотором вполне 
определённом значении спектральной плотности входного шума. 
Выходная величина по-прежнему будет безразмерной. Изменения 
интенсивности шума будут описываться безразмерным множителем. 

Если U1(t)  U0(t), то схема рис.
 
3.1 является оптимальной при 

общих условиях. Так, в [97, §
 
6.3] показано, что подобная схема обра-

ботки оптимальна и в том случае, если амплитуда принимаемого сиг-

нала (в нашем случае амплитудой можно считать величину E2 ) 
является случайной величиной с произвольной плотностью вероятно-
сти, а начальная фаза распределена равномерно. При известной ам-
плитуде и неизвестном распределении начальной фазы синтез схемы 
обработки по методу максимума правдоподобия [55] также приводит 
к схеме рис.

 
3.1 (см. [97, § 19.3]). К аналогичному выводу можно 

прийти и при неизвестных законах распределения, как амплитуды, 
так и начальной фазы. 

Изображённая на рис.
 
3.1 схема представляет так называемый 

квадратурный корреляционный приёмник. Но оптимальная обработка 
сигнала допускает и другую форму практической реализации приём-
ника: пропускание входного сигнала через оптимальный (согласо-
ванный) фильтр, детектирование и выделение в определённый мо-
мент времени значения огибающей процесса на выходе детектора. 

Схема на рис.
 
3.1 при совпадении принимаемого и опорного сиг-

налов эквивалентна оптимальному фильтру с квадратичным детекто-
ром. При анализе приёмников встречаются и другие формы детек-
торной характеристики (см., например, [92, 111]). На практике чаще 
всего используется линейный детектор. Оптимальному фильтру с 
линейным детектором огибающей соответствует корреляционный 
приёмник, в котором выходная величина формируется по правилу 

 22 YXR . 

3.3. Статистические характеристики случайных величин 

на выходах квадратурных каналов и канала обнаружения 

Вначале рассмотрим статистические характеристики случайных 
величин X и Y на выходах квадратурных каналов. 

Поскольку значения n(t) являются нормальными случайными ве-
личинами, а X и Y получены в результате линейного преобразования 

.
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n(t), то при детерминированных значениях параметров сигнальной 
составляющей входного процесса случайные величины X и Y будут 
также нормальными. В этом случае для нахождения плотности рас-
пределения X и Y нужно определить их средние значения, дисперсии 
и коэффициент корреляции. 

Выражение для X и Y 







 dttUtsYX

t1i
11 e)()(i  

представим в виде сигнальной и шумовой составляющих 

 X  iY  (Xс  iYс)  (Xш  iYш) , (3.3.1) 
где 

 Xс  iYс   





 dttUtUE

tt 10 i
11

)i(
00 e)(e)(Re2 , (3.3.2) 

 Xш  iYш  





 dttUtnN

t1i
11ш e)()( . (3.3.3) 

Преобразуем выражение (2) для сигнальной составляющей. Подста-
вив в (2) 

   )i(
00

)i(
00

)i(
00

000 e)(e)(
2

1
e)(Re




ttt
tUtUtU , 

где звёздочка означает комплексно сопряжённую величину, получим 

Xс  iYс  




  dttUtU
E t)i(

1100
i 01e)()(e

2

2
  

  




  dttUtU
E t)i(

1100
i 01e)()(e

2

2
. (3.3.4) 

Подынтегральное выражение в первом интеграле представляет 
собой быстроосциллирующую функцию (с частотой 1  0) с мед-
ленно меняющейся огибающей, поэтому величина этого интеграла 
пренебрежимо мала по сравнению со вторым интегралом (подробнее 
о вычислении интегралов от быстроосциллирующих функций см. [97, 
§ 5.2]). Отбрасывая в (4) первый интеграл и делая замену переменной 
интегрирования во втором интеграле, получаем 

 Xс  iYс  ),(e
2

2
010110

])i[( 101 


C
E

, (3.3.5) 

где C10() — взаимно корреляционная функция принимаемого и 
опорного сигналов: 

.
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 C10(, )  




  dttUtU ti
01 e)()( . (3.3.6) 

При усреднении (3) по флуктуациям шума учтём, что 0)( tn . 
Поэтому 

0e)()(i 1i
11шшш  






dttUtnNYX

t . 

Для определения дисперсии и коэффициента корреляции нор-
мальных случайных величин Xш и Yш будем искать средние значения 
для (Xш  iYш)(Xш  iYш) и (Xш  iYш)

2
. 

Запишем 
(Xш  iYш)(Xш  iYш)  










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1111ш
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 21
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12111121ш
211e)()()()( dtdttUtUtntnN

tt

 








  . 

Усредняя получившееся выражение по флуктуациям шума, с учё-
том (3.2.3) получим 

 )i)(i( шшшш YXYX  

21
)(i

12111112ш
211e)()()( dtdttUtUttN

tt

 








  . 

Используя фильтрующее свойство дельта-функции и условие 
нормировки для огибающей U1(t), получим 

 шшшшш )i)(i( NYXYX  . (3.3.7) 

Применив этот способ к вычислению среднего от (Xш  iYш)
2
, при-

дём к интегралу от быстроосциллирующей функции (с частотой 21). 
Полагая этот интеграл равным нулю, получим 

 0)i( 2
шш  YX . (3.3.8) 

Перепишем (7) и (8) в виде 

 ш
2

ш
2
ш NYX  , (3.3.9) 

 0i2 2
шшш

2
ш  YYXX . (3.3.10) 

Из (10) получаем, что 0шш YX . Случайные величины Xш и Yш не-
коррелированы, и, следовательно, независимы. Кроме того, из (10) 

.
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также следует, что Xш и Yш имеют одинаковую дисперсию. Теперь из 
формулы (9) находим выражение для дисперсии нормальных случай-
ных величин Xш и Yш: 

 
2
  Nш /2 . (3.3.11) 

Обозначив   с  (1  0)1  , где с — аргумент комплексно-
го числа ),( 010110 C , 

 q0  E/(2Nш), (3.3.12) 

 
2

0101100 ),(  Cqq , (3.3.13) 

и, учитывая формулы (1), (5), (11), можно записать 

 
 
  










,sin2

,cos2

yqY

xqX
 (3.3.14) 

где x и y — независимые нормальные случайные величины с нуле-
вым средним значением и единичной дисперсией. 

Выходная величина R выражается через X и Y формулой 

)2()( 222  YXR  и, следовательно, является нормированным 
квадратом модуля вектора с независимыми гауссовскими компонен-
тами. Из формулы (14) и из результатов § 1.7 следует, что плотность 
распределения вероятностей выходной величины R не зависит от  и 
имеет вид: 

 RqIRW qR 2e)( 0
 . 

Обратим внимание на то, что плотность распределения выходной 
величины для рассматриваемого приёмника не зависит от значения 
фазы  принимаемого сигнала. Это обстоятельство в ряде случаев 
можно использовать для сокращения объёма вычислительных опера-
ций при статистическом моделировании процессов обнаружения. 

3.4. Определения отношения сигнал/шум, 

коэффициента потерь и автокорреляционной функции 

Введенные в предыдущем параграфе понятия нуждаются в неко-
торых комментариях. 

Отношение сигнал/шум. Величина q0, определяемая формулой 
(3.3.12), называется отношением сигнал/шум [20]. 

Для определения отношения сигнал/шум чаще пользуются другим 
соотношением: q0  E/Nо (см., например, [84, 24]), где Nо — односто-
ронняя спектральная плотность шума. Так как Nо  2Nш, то оба соот-
ношения для q0 совпадают между собой. 

Приведенное определение отношения сигнал/шум не единствен-
ное. 

.



 63 

Плотность распределения выходной величины, формируемой в 

соответствии с формулой  22 YXR  в оптимальном приёмнике 
с линейным детектором, будет иметь вид: 

  )(2)(exp)( 0
22 RVIVRRRW  , 

где 0ш 2qNEV  . Величина V является отношением амплиту-

ды сигнальной составляющей на выходе оптимального фильтра к 
среднеквадратичному значению шумовой составляющей. Это отно-
шение также может служить основой для определения отношения 
сигнал/шум. Отношением сигнал/шум в монографиях [52, 71, 73] 

называют величину V или 2V . Нетрудно заметить, что это определе-
ние отношения сигнал/шум отличается на 3 дБ от введенного форму-
лой (3.3.12). Поэтому во избежание недоразумений подчеркнём, что 
здесь в дальнейшем под отношением сигнал/шум всегда будет подра-
зумеваться величина, определяемая формулой (3.3.12), т.

 
е. отноше-

ние энергии сигнала к односторонней спектральной плотности шума. 
В [5, 63] отмечается, что в зарубежной литературе также исполь-

зуются два определения отношения сигнал/шум. 

К изложенному добавим, что недоразумения, порождаемые нали-
чием двух определений отношения сигнал/шум, усугубляются суще-
ствованием двух спектральных плотностей: односторонней и двусто-
ронней. Так, определение отношения сигнал/шум в виде отношения 
энергии сигнала к спектральной плотности шума не вносит никакой 
ясности, если чётко не оговорить, какая спектральная плотность име-
ется в виду. 

Автокорреляционная функция и взаимно корреляционная 
функция. Введём теперь обозначение 

 C(, )  





  dttUtU tie)()( , (3.4.1) 

которое при   1 и   0 совпадает с формулой (3.3.6). При     0 
эта формула задаёт определение автокорреляционной функции 
C00(, ) принимаемого полезного сигнала. Функция C10(, ) являет-
ся взаимно корреляционной функцией опорного и принимаемого 
сигналов. Функция C11(, ) является автокорреляционной функцией 
сигнала, по отношению к которому приёмное устройство является 
оптимальным. 

Для функции C00(, ) здесь применено название “автокорреляци-
онная функция”. Однако, это название не единственное. Например, в 
[67] аналогичная функция называется функцией неопределённости, а 
взаимно корреляционная функция там называется взаимной функци-
ей неопределённости. 

Помимо отличий в названии, существует разнообразие и в форму-
лах, посредством которых в различных монографиях определяется 
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функция автокорреляции (функция неопределённости). Особых не-
удобств из-за различий в определении в большинстве случаев не 
происходит, так как квадрат модуля автокорреляционной функции 
оказывается при этом для различных определений одинаковым, а ав-
токорреляционная функция входит в различные выражения, как пра-
вило, в виде модуля или квадрата модуля. Хотя, как показано в [136], 
из-за различий в определениях возможны и недоразумения. 

В некоторых случаях всё же необходимо обязательно иметь в ви-
ду эти различия. В гл.

 
5 будет проведен анализ двухканальной систе-

мы. В выражения, описывающие статистические характеристики 
случайных величин в двух каналах, будут входить не только модули 
комплексных значений взаимно корреляционных функций, но и ар-
гументы. Поэтому окончательные аналитические выражения в таких 
случаях могут зависеть от вида формулы, посредством которой опре-
делена автокорреляционная функция или взаимно корреляционная 
функция. 

В обозначении (1) учтены рекомендации [136]. 
Коэффициент потерь. Чтобы пояснить некоторые понятия, кото-

рые часто применяются в инженерной практике, рассмотрим отно-
шение q/q0. Согласно формуле (3.3.13) это отношение равно 

2

010110 ),( C . Используя интегральную форму неравенства 

Коши — Буняковского и условие нормировки огибающих U0(t) и 

U1(t), можно получить, что 
2

010110 ),( C  1, причём равен-

ство в этой формуле достигается при оптимальной обработке, когда 
U1(t)  U0(t), 1  0, 1  0. Если обработка оптимальная, то q  q0. 

Теперь заметим, что вероятностное описание случайной величины 
на выходе рассматриваемого приёмника при произвольном виде 
опорного сигнала будет совпадать с соответствующим описанием для 
оптимального приёмника, если предположить, что на вход оптималь-
ного приёмника полезный сигнал поступает с уменьшенной энергией. 

Поэтому величину 
2

010110 ),( C , выражающую уменьшение 

энергии, можно назвать коэффициентом энергетических потерь из-за 
неоптимальной обработки сигнала (или просто коэффициентом по-
терь). 

Если U1(t)  U0(t), то взаимно корреляционная функция C10() 
принимаемого и опорного сигналов в формуле (3.3.13) заменяется 
автокорреляционной функцией сигнала C00(). Величину 

2

010100 ),( C  при 0  1 и (или) при 0  1 тогда можно 

назвать коэффициентом потерь, обусловленным расстройкой сигнала 
по задержке 0 и частоте 0 относительно параметров 1 и 1, на ко-
торые настроен приёмник. 

Если же 0  1 и 0  1, то величину 
2

10 )0,0(C  можно назвать 

коэффициентом потерь из-за отличия огибающих опорного и прини-
маемого сигналов. 

.
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Рассмотрим количественный пример. При приёме прямоугольного 
импульса для уменьшения боковых лепестков взаимно корреляцион-
ной функции на частотной оси можно применить обработку, которая 
отличается от оптимальной использованием огибающей опорного 
сигнала типа “косинус-квадрат на пьедестале”. Огибающие прини-
маемого и опорного сигналов при этом будут определяться формула-
ми: 

;2при

,2при

0

1
)(0

Tt

TtT
tU


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
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
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)](cos)[(
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

 

  

Здесь T — длительность импульса; a и b — параметры;  — коэффи-
циент, определяемый из условия нормировки огибающей и равный 

  82

1

22
bba 

 . 

Подставив эти выражения в формулу для C10(), получим для коэф-
фициента потерь 

22

10 )]2([)0,0( baC  . 

При a  0,08 и b  0,92 (весовая функция Хэмминга) для коэффици-
ента потерь  получим: 10 lg   1,34 дБ. 

Приведенные рассуждения и количественный пример иллюстри-
руют понятие коэффициента потерь для простейших случаев. При 
анализе реальных радиотехнических устройств приходится встре-
чаться с более сложными условиями, когда оценка характеристик 
обнаружения является трудоёмкой задачей. Тем не менее, посред-
ством коэффициента потерь можно оценивать влияние на характери-
стики обнаружения тех или иных факторов. Имея в своём распоря-
жении заранее заготовленный набор данных в виде числовых значе-
ний, графиков или диаграмм для определения коэффициентов потерь, 
учитывающих влияние различных явлений, можно значительно 
упростить комплексную оценку эффективности обнаружения сигнала 
реальным радиотехническим устройством. 

В основе применения этого метода лежит то обстоятельство, что 
коэффициенты потерь имеют во многих случаях мультипликативный 
характер, т.

 
е. общий коэффициент потерь является произведением 

частных коэффициентов (иногда в приближённом виде). Это позво-
ляет разделить исходную задачу на ряд частных более простых задач, 
которые можно решать каждую по отдельности. 

И ещё одно замечание. Величина q0 названа отношением сиг-
нал/шум. Величину q, определяемую формулой (3.3.13), можно тоже 
назвать отношением сигнал/шум, но при этом необходимо подразу-

.
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мевать, что это отношение сигнал/шум получено с учётом соответ-
ствующего коэффициента потерь. В дальнейшем, если необходимо 
подчеркнуть, что при анализе используется именно исходное, т.

 
е. не 

учитывающее каких-либо потерь, отношение сигнал/шум, будем 
применять обозначение q0. Если же это уточнение непринципиально, 
например, когда анализ справедлив и при наличии тех или иных по-
терь, то “нулевой” индекс в обозначении отношения сигнал/шум бу-
дем опускать или, при необходимости, заменять другим индексом. 

3.5. Характеристики обнаружения импульсного сигнала 

Проблема состоит в том, чтобы на основании принятой реализа-
ции сформировать наилучшее решение о наличии или отсутствии в 
этой реализации полезного сигнала. В практических задачах в каче-
стве критерия оптимальности обнаружения используется критерий 
Неймана — Пирсона. В этом случае задаётся вероятность ложной 
тревоги F, а эффективность обнаружения оценивается вероятностью 
обнаружения D. Решение о наличии (или об отсутствии) сигнала 
принимается по результатам сравнения с порогом случайной величи-
ны, полученной на выходе канала обнаружения. Для оценки эффек-
тивности обнаружения необходимо вначале по заданному значению 
F находить величину порога , с которым сравниваются результаты 
обработки входной реализации, а затем находится вероятность обна-
ружения сигнала D. 

Если на входе приёмника присутствует только гауссовский шум, 
то выходная случайная величина будет иметь плотность распределе-
ния )exp()( RRW  . Поэтому F  exp() и   ln(1/F ). Вероятность 
обнаружения сигнала с заданным отношением сигнал/шум q выража-
ется через рассмотренный в §§ 1.7 и 1.8 интеграл и равна J(, q). Что-
бы получить вероятность обнаружения для сигнала с флуктуирую-
щей амплитудой, необходимо усреднить вероятность обнаружения 
по флуктуациям: 

 




0

)(),( dqqwqJD , (3.5.1) 

где w(q) — плотность распределения вероятностей отношения сиг-
нал/шум. Усреднение вероятности обнаружения можно заменить 
предварительным усреднением соответствующей плотности распре-
деления выходной величины или изображения по Лапласу этой плот-
ности. 

Классическим видом флуктуаций являются рэлеевские флуктуа-
ции амплитуды сигнала, отношение сигнал/шум при этом распреде-
лено по экспоненциальному закону w(q)  (1/) exp(q/), а вероят-
ность обнаружения сигнала, как известно, имеет вид: 

 D  exp{/(1  )}. (3.5.2) 

Здесь и далее  — среднее значение отношения сигнал/шум ( q ). 

.
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Флуктуации реальных сигналов бывают не только рэлеевскими. В 
одной из работ Сверлинга [139] предложено амплитуду сигнала 
представлять как модуль вектора с независимыми нормальными слу-
чайными компонентами. Эта модель включает в себя как частный 
случай рэлеевские флуктуации (если число компонент равно 2). Для 
так называемых 3-го и 4-го случаев Сверлинга [57, 67], используемых 
для статистического описания флуктуаций некогерентной пачки им-
пульсов, амплитуду импульса можно представить как модуль вектора 
с четырьмя независимыми гауссовскими компонентами. Вероятность 
обнаружения одиночного импульса при этом имеет вид 
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Широкое применение в зарубежной и отечественной литературе 
находит логарифмически нормальное распределение флуктуаций 
амплитуды или энергии сигнала [93, 9]. Плотность логарифмически 
нормального распределения задаётся двумя параметрами. В задачах 
обнаружения сигнала в качестве этих параметров удобно задавать 
медианное значение отношения сигнал/шум и дисперсию натураль-
ного логарифма отношения сигнал/шум. Если эти параметры обозна-
чить через qм и 

2
, то отношение сигнал/шум можно представить в 

виде q  qмexp( x), где x — нормальная случайная величина (0, 1). 
Для вероятности обнаружения сигнала с логарифмически нормаль-
ными флуктуациями получим выражение 

   dxqJD xx 2
м

2

e
2

1
e, 








  . (3.5.4) 

Выразить этот интеграл через известные функции не удаётся, вычис-
лить его можно по приближённым формулам или численными мето-
дами (см. следующий параграф). 

На рис.
 
3.2 в качестве примера представлены зависимости вероят-

ности обнаружения сигнала от параметров распределения отношения 
сигнал/шум. На рис.

 
а и б изображены одни и те же характеристики, 

отличие в представлении состоит лишь в том, что по оси абсцисс 
отложены разные параметры. Если по оси абсцисс откладывать меди-
анные значения отношения сигнал/шум qм, то при представлении на 
одном рисунке характеристик даже для разных распределений отно-
шения сигнал/шум, кривые будут пересекаться в окрестности точки 
D  0,5. 

Масштабная сетка на оси ординат нелинейная по отношению к 
вероятности обнаружения. В линейном масштабе по оси ординат 
здесь нанесена функция z  z(D), обратная к функции нормального 
распределения. Такая масштабная сетка широко распространена в 
зарубежных статьях, причём величина z в этих статьях, как правило, 
откладывается в дюймах (см., например, [121]). 

.
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Рис. 3.2. Характеристики обнаружения при F  10
-6

: 

пунктир — нефлуктуирующий сигнал; 
сплошные кривые — логарифмически нормальные флуктуации 
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Применение специальных масштабных сеток позволяет “растяги-
вать” на рисунке наиболее интересный диапазон близких к 1 вероят-
ностей. Кроме того, в ряде случаев путём подбора способа нанесения 
данных на ось ординат удаётся добиться, чтобы изображаемые зави-
симости были близки к прямым линиям. Это существенно упрощает 
и расчёт характеристик, и интерполяцию получаемых результатов. 
Так, например, при построении характеристик радиолокационного 
обнаружения приближающихся объектов, по оси абсцисс целесооб-
разно откладывать рубеж обнаружения, а по оси ординат величину 

)1lg( нD . Здесь Dн — накопленная (накопительная) вероятность 
обнаружения приближающегося объекта. 

При подготовке данных для иллюстраций или рабочих материа-
лов целесообразно при вычислениях значений вероятности организо-
вывать и вычисление величин, откладываемых на осях в линейном 
масштабе. 

В [98] приведен подробный обзор работ, посвящённых исследова-
нию статистических свойств амплитуды и мощности сигналов на 
входе приёмного устройства. Приводятся законы распределения и 
соответствующие им числовые характеристики. Представленные там 
данные говорят о многообразии моделей флуктуаций. 

Характеристики обнаружения зависят от вида флуктуаций ампли-
туды сигнала, поэтому возникает вопрос о том, в какую сторону из-
меняется по этой причине вероятность обнаружения (при фиксиро-
ванном среднем значении отношения сигнал/шум). 

Как показано в [114], если среднее значение отношения сиг-
нал/шум  выше некоторой критической величины, то флуктуации 
амплитуды всегда ведут к уменьшению вероятности обнаружения. 
Критическая величина среднего значения отношения сигнал/шум за-
висит от вероятности ложной тревоги. Вероятность обнаружения D, 
соответствующая критической величине среднего значения отноше-
ния сигнал/шум, составляет ориентировочно 0,8. При более высоких 
вероятностях обнаружения наиболее благоприятным является не-
флуктуирующий сигнал. 

Если необходимое значение D меньше 0,3, то при флуктуирую-
щем сигнале в практических ситуациях требуется, как правило, 
меньшее  (по сравнению с нефлуктуирующим сигналом) [114]. В 
промежуточном случае, при 0,3  D  0,8, наличие флуктуаций при-
водит чаще всего к увеличению требуемого значения , но суще-
ствуют также законы флуктуаций, когда флуктуирующий сигнал 
энергетически выгоднее, чем нефлуктуирующий. 

Изложенный в [114] метод отыскания наиболее благоприятного 
закона флуктуаций можно попытаться применить для отыскания 
наиболее неблагоприятного закона. Результаты позволяют сделать 
вывод, что при заданной вероятности ложной тревоги F и при фикси-
рованном среднем значении отношения сигнал/шум  можно скон-
струировать такой закон флуктуаций, при котором вероятность обна-
ружения будет сколь угодно близкой к F. 

.
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3.6. Приближённые методы вычисления 

вероятности обнаружения импульсного сигнала 

В практических задачах всегда может возникнуть необходимость 
оценки вероятности обнаружения сигнала, флуктуирующего по ка-
кому-либо вновь встретившемуся закону. 

Приведенные в предыдущем параграфе формулы (3.5.2) и (3.5.3) 
для вероятности обнаружения относятся, пожалуй, к исключениям, 
когда сравнительно просто можно получить результаты. В большин-
стве случаев аналитическое решение задачи является недостижимым. 

Применение новых законов требует каждый раз индивидуального 
подхода к вычислению вероятности обнаружения сигнала [9, 10, 48]. 
В связи с этим, представляется необходимым найти, хотя бы и при-
ближённые, но достаточно универсальные способы вычисления этой 
вероятности. 

По характеру требований, которые могут быть предъявлены к ре-
зультатам оценки вероятности, выделим два способа решения этой 
задачи. 

Первый способ целесообразно использовать, когда оценка вероят-
ностных характеристик имеет одноразовый характер или к точности 
результатов предъявляются высокие требования. При этом, применяя 
численные методы вычисления интегралов, вероятность обнаружения 
можно определить непосредственно по формуле (3.5.1). Рекомен-
дации по составлению процедуры вычисления функции J(x, y), 
входящей в формулу (3.5.1), были представлены в § 1.8. 

Как видно из ряда опубликованных работ, попытки получить для 
вероятности обнаружения аналитические формулы приводят чаще 
всего к громоздким выражениям. Усилия и машинное время, затра-
чиваемые на вывод для каждого конкретного случая формул и отлад-
ку для этих формул программ, могут не окупиться даже в том случае, 
когда вычисления по отлаженной программе потребуют незначи-
тельного машинного времени. 

Второй способ решения этой задачи — приближённый. Он осно-
ван на полученном в § 1.4 представлении плотности распределения 
случайной величины на выходе приёмника в виде ряда по ортого-
нальным полиномам. Формулы для вероятности обнаружения в виде 
усечённого ряда из нескольких членов целесообразно применять при 
экспресс-анализе характеристик обнаружения, а также, в целях эко-
номии машинного времени, в больших комплексных моделях 
(например, на этапе отладки этих моделей). 

Чтобы воспользоваться приведенными в § 1.4 формулами для 
определения вероятности обнаружения сигнала, необходимо вначале 
найти моменты случайной величины на выходе приёмника. 

Плотность вероятности нормированной случайной величины на 
выходе приёмника с квадратичным детектором определяется форму-
лой 

.
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Осуществляя преобразование Лапласа от обеих частей равенства (1), 
можно получить 
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где F(p) и f(p) — изображения функций W(R) и w(q). Разложение в (2) 
изображений в ряд Маклорена даёт 
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где M — моменты W(R), m — моменты w(q). Из (3) далее получаем 
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Теперь, чтобы применить ортогональное разложение, необходимо 
выбрать весовую функцию g(x). 

Удовлетворительные результаты можно получить, если принять 

 g(x)  (1/a) w(x/a), (3.6.4) 

где a  M1/m1. Тогда   a

 m,   0, 1,  , причём 1  M1. Здесь, 

как и в § 1.4, через  обозначены моменты весовой функции g(x). 

В выражение для w(q) кроме переменной q всегда входит один 
или несколько параметров. Если их число равно двум или более, то в 
качестве g(x) можно использовать выражение для w(x), в которое 
вместо истинных значений параметров подставлены откорректиро-
ванные. Параметры корректируются так, чтобы первые моменты ве-
совой функции совпадали с соответствующими моментами распреде-
ления вероятностей W(R). Для иллюстрации этого способа рассмот-
рим логарифмически нормальное распределение 

 































2

м
2

ln
2

1
exp

2

1
)(

q

q

q
qw . (3.6.5) 

Параметры qм и 
2
 здесь имеют тот же смысл, что и в формуле (3.5.4). 

Моменты этого распределения равны )2/(exp 22
м  

 qm . Если в (5) 

вместо qм и  подставить 2
2
1 MMqg  , )ln( 2

12 MMg  , и по-

.
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лучившееся выражение взять в качестве весовой функции, то будем 

иметь 1
2

1 )2(exp Mq gg  , 2
22

2 )2(exp Mq gg  . 

Точность формул (1.4.5) и (1.4.6) оценивалась на конкретных ве-
роятностных моделях флуктуаций сигнала. Для контроля точности 
вычислялись численными методами истинные значения вероятности 
обнаружения D. Для вероятности ложной тревоги F использовались 
значения 10

4
, 10

6
, 10

8
. 

На основании полученных результатов оказалось возможным сде-
лать вывод о том, что формулы (1.4.5) и (1.4.6) примерно одинаковы 
между собой по точности. 

В качестве одной из вероятностных моделей рассматривались ло-
гарифмически нормальные флуктуации отношения сигнал/шум. 

Применение приведенных соотношений для логарифмически 
нормального закона носит формальный характер, так как в этом слу-
чае ряды в соотношении (3) расходятся при любых p  0. Для этой 
модели флуктуаций оказалось, что значения вероятностей обнаруже-
ния сигнала, получаемые по формулам (1.4.5) и (1.4.6), не удаётся 
уточнить путём увеличения числа членов усечённого ряда. При из-
менении n в этих формулах значения вероятностей практически не 
меняются. Формулы (1.4.5) и (1.4.6) при логарифмически нормаль-
ных флуктуациях целесообразно применять лишь при n  0, в этом 
случае для вероятности обнаружения D получим 
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Относительная погрешность формулы (6) в диапазоне вероятно-
стей обнаружения от 0,01 до 0,99 при   1  2 и F  10

6
 макси-

мальна при D  0,99,   1 и составляет 23 %. Если зафиксировать 
вероятность обнаружения D  0,99, то ошибка в определении значе-
ния qм, требуемого для достижения этой вероятности, составит 0,4 дБ 
(при   1). 

Под относительной погрешностью оценки вероятностей здесь и 
далее подразумевается при D  0,5 отношение D/D, а при D  0,5 — 
отношение )1(/ DD  , где D — абсолютная погрешность. 

В [101] содержатся указания по вычислению семиинвариантов ло-
гарифма случайной величины, распределение которой близко к лога-
рифмически нормальному закону, когда известны моменты самой 
случайной величины. Эти указания использовались для построения 
ряда Эджворта, аппроксимирующего распределение логарифма слу-
чайной величины на выходе приёмника. Оказалось, что получаемые с 
помощью такого ряда оценки вероятности также слабо зависят от 
числа членов ряда и имеют примерно такую же погрешность, как и 
оценки по формуле (6). 

.
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В другой вероятностной модели амплитуда сигнала являлась 
модулем 2N-мерного вектора с независимыми нормальными случай-
ными компонентами, имеющими нулевые средние значения и одина-
ковые дисперсии. При N  1 (рэлеевские флуктуации амплитуды сиг-
нала) весовая функция (4) совпадает с W(x), поэтому формулы (1.4.2), 
(1.4.5) и (1.4.6) с этой весовой функцией при любых n превращаются 
в точные выражения. Если N  2, то максимальная относительная по-
грешность формул (1.4.5) и (1.4.6) с весовой функцией (4) при n  3 
или 4 составляет примерно 5 %. При дальнейшем увеличении N точ-
ность формул ухудшается. 

Оценка формул производилась ещё для одной вероятностной мо-
дели. Отношение сигнал/шум в ней являлось модулем нормальной 
случайной величины, имеющей нулевое среднее значение (частный 
случай полигауссовской модели флуктуаций [98]). Для этой модели 
относительная погрешность формул при n  3 или 4 с весовой функ-
цией (4) составляет доли процента. 

Остановимся ещё на одном приближённом способе, предложен-
ном в [103]. 

Способ основан на предположении, что среднее значение и дис-
персия отношения сигнал/шум оказывают наибольшее влияние на 
величину вероятности обнаружения по сравнению с моментами более 
высокого порядка. Поэтому для вычисления вероятности обнаруже-
ния предлагается использовать не заданный закон распределения от-
ношения сигнал/шум, а какой либо другой, имеющий такие же пер-
вые два момента, но значительно более простой для аналитических 
вычислений. Для практического использования способа в [103] пред-
ставлены зависимости вероятности обнаружения от нормализованной 
дисперсии отношения сигнал/шум со средним значением отношения 
в виде параметра. В качестве законов распределений при построении 
графиков использовались простые формулы. 

Способ из [103] можно иногда использовать для ориентировочных 
оценок, но при больших вероятностях обнаружения пользоваться им 
рискованно. 

 

 

.
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4. МЕТОДЫ РАСЧЕТА ХАРАКТЕРИСТИК ОБНАРУЖЕНИЯ 
НЕКОГЕРЕНТНОГО СИГНАЛА 

4.1. Введение 

В данной главе рассматриваются вопросы определения пороговых 
уровней, с которыми при принятии решения сравниваются результа-
ты некогерентной обработки принимаемых реализаций. Представ-
ленные сведения необходимы при оценке характеристик обнаруже-
ния, а также для задания пороговых уровней в реальных устройствах 
обнаружения. 

Далее излагаются методы расчёта характеристик обнаружения 
сигналов при осложнённых исходных данных. К факторам, затруд-
няющим анализ характеристик обнаружения, относится, в первую 
очередь, многообразие законов флуктуаций полезного сигнала. В за-
дачах анализа обнаружения некогерентных сигналов затруднения 
возникают также из-за необходимости учёта частичной статистиче-
ской зависимости флуктуаций отдельных импульсов, составляющих 
некогерентную пачку, когда флуктуации нельзя отнести к крайним 
случаям полностью независимых или “дружных” флуктуаций. 

Приёмник обнаружения некогерентной пачки импульсов включа-
ет в себя устройство когерентной обработки импульсов, детектор 
огибающей, схему накопления и пороговое устройство. Выходной 
эффект обработки пачки импульсов можно представить в виде 

 



N

RR
1

 , 

где N — число импульсов в пачке; (x) — монотонная функция, 
определяющая вид детекторной характеристики (x  0); R — норми-
рованный результат обработки -го импульса устройством когерент-
ной обработки с квадратичным детектором огибающей. 

Когерентная обработка и детектирование каждого импульса осу-
ществляются по схеме рис.

 
3.1. 

При 2)( xx   говорят о линейном детекторе. Для квадратично-

го детектора 2)( xx  . При рассмотрении задач обнаружения неко-
герентного сигнала встречаются ещё детекторные характеристики 

вида )(ln)( 0 xkIx  , где k — некоторый коэффициент, а также 

)ln()( xx   [92, 111]. Наибольший практический интерес, видимо, 
представляют линейный и квадратичный детекторы. 

Начальный этап оценки характеристик обнаружения сигнала со-
стоит в определении величины порога, вероятность превышения ко-
торого накопленной суммой R при отсутствии сигнала, согласно кри-
терию Неймана — Пирсона, равна заданной вероятности ложной тре-
воги F. Затем находится вероятность обнаружения сигнала. 

.
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4.2. Определение пороговых уровней. Квадратичный детектор 

Задача определения пороговых уровней при использовании квад-
ратичного детектора неоднократно рассматривалась в литературе. 
В [129] представлена таблица пороговых уровней для значений 
N  1(1)150 и p  1(1)12, где p задаёт вероятность ложной тревоги по 

формуле pF 10 . Применённая здесь запись означает, что, напри-
мер, параметр N в таблице перебирается от 1 до 150 с шагом 1. 

Указанная таблица затем была воспроизведена в [21, 63, 2]. 
Для проведения исследований с помощью вычислительной техни-

ки необходимо иметь процедуру, позволяющую вычислять значения 
порогового уровня по заданным N и F. Описание этой процедуры для 
N  1, основанное на результатах [129, 128], даётся ниже. При N  1 
величина порога равна   ln(1/F ). 

Случайная величина на выходе приёмника при отсутствии на вхо-
де сигнала представляет собой сумму независимых случайных вели-
чин, имеющих экспоненциальное распределение вероятностей. Веро-
ятность ложной тревоги определяется формулой 
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Необходимое значение  находится путём решения уравнения 
f()  0, где 

 f()  
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0 !
e
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  F . (4.2.1) 

Уравнение f()  0 решается методом Ньютона: если известно при-
ближённое решение 0, то более точное решение  определяется по 
формуле 

)()( 000  ff , 
где 

     exp!)1()( 1
0 Nf N . 

Чтобы избежать переполнения разрядной сетки вычислительной 
машины, приведенные формулы необходимо преобразовать. Оконча-
тельная формула для уточнения решения имеет вид: 

   0  S(0)  A(0) . (4.2.2) 

Значение S(0) здесь находится рекуррентной процедурой: a0  1, 

011   aa , S(0)  aN1, а A(0) определяется из 
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Начальное значение 0 для итерационной формулы (2) следует 
находить по асимптотической формуле (1.6.4) с использованием по-
линомов Кемпбелла вплоть до пятой степени включительно. Величи-
на x, являющаяся аргументом полиномов, задаётся вероятностью 
ложной тревоги посредством уравнения (1.6.3). Эту величину целе-
сообразно вычислять по приведенной в [128] формуле 
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)/1(ln2 Fy  ; 

 p0  0,322 232 431 088; q0  0,993 484 626 06010
1

; 

 p1  1,0; q1  0,588 581 570 495; 

 p2  0,342 242 088 547; q2  0,531 103 462 366; 

 p3  0,204 231 210 24510
1

; q3  0,103 537 752 850; 

 p4  0,453 642 210 14810
4

; q4  0,385 607 006 3410
2

. 

Ошибка вычисления x по формуле (3) в диапазоне F от 10
1

 до 
10

12
 составляет около 10

7
. 

В [137] дана довольно простая формула для начального значения 
порога 0. По этому поводу следует заметить, что использование ре-
комендуемой там простой формулы совместно с итерационной фор-
мулой (2) связано с некоторым риском: погрешности этой формулы 
таковы, что итерационный процесс при малых вероятностях ложной 
тревоги иногда оказывается “расходящимся”. 

В [126] содержится утверждение, что таблица Пэчереса [129] не-
достаточно точна. Для проверки этого утверждения был произведен 
расчёт пороговых уровней по изложенному здесь алгоритму. Резуль-
таты расчётов представлены в Приложении 2. При сопоставлении 
полученных результатов с оригиналом таблицы [129] было выявлено 
72 отличия, составляющие только одну единицу последнего десятич-
ного знака (четвёртого знака после запятой). Разумеется, эти отличия 
не могут служить основанием для сомнений в добротности таблицы 
[129]. 

В начале этого параграфа отмечалось, что таблица Пэчереса вос-
производилась в ряде последующих изданий. К сожалению, все упо-
мянутые переиздания содержат существенные опечатки. Именно это 
обстоятельство, а также малодоступность оригинала таблицы Пэче-
реса, послужили причиной включения в Приложение 2 вновь рассчи-
танной таблицы. 

.
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4.3. Определение пороговых уровней. Линейный детектор 

Найти аналитическое выражение для плотности распределения 
выходной величины, накапливаемой после линейного детектора, при 
произвольном числе импульсов N не представляется возможным. Для 
нахождения величины порога неприменимы и методы статистическо-
го моделирования, так как оценке подлежат вероятности ложной тре-
воги, принимающие малые значения, что приводит к нереализуемым 
требованиям к качеству датчиков случайных чисел и к количеству 
статистических испытаний. 

Удовлетворительное решение этой задачи достигается путём со-
четания численных и асимптотических методов. Остановимся кратко 
на результатах и выводах, полученных при сопоставлении этих мето-
дов. 

Распределение вероятностей нормированной случайной величины 
на выходе линейного детектора описывается рэлеевским законом 

)2exp()( 2yyyw  , y  0. Приемлемые формулы для вероятности 
ложной тревоги на выходе накопителя, суммирующего такие случай-
ные величины, можно получить лишь для малого числа суммирова-
ний. Эти формулы имеют следующий вид (индекс у символа F озна-
чает число суммирований N): 
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Здесь  — величина порога, с которым сравнивается накопленная 
сумма; erf() — интеграл ошибок. 

Используя эти соотношения, можно численными методами опре-
делить пороговые уровни для малого числа суммирований 
(N  1  4). 

Для вычисления нормированных пороговых уровней при N  4 
можно использовать обращённый ряд Эджворта (1.6.2). 

Семиинварианты случайной величины  связаны с её моментами 
приведенными в § 1.2 соотношениями. Моменты для нормированных 
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отсчётов шума на выходе линейного детектора, то есть для рэлеев-

ских случайных величин, равны 2 !! при нечётных  и !! 

при чётных. 

В диапазоне вероятностей F  10
1

  10
6

 уже при N  4 точность 
получаемых по формуле (1.6.2) значений порога не хуже 10

2
. С уве-

личением N точность формулы быстро растёт и при N  20 оказыва-
ется не хуже 10

4
. 

При малых вероятностях ложной тревоги погрешность формулы 
(1.6.2) увеличивается. В диапазоне вероятностей F  10

9 
 10

12
 при 

N  8  12 более точные результаты можно получить с помощью 
оценки вероятности больших уклонений. 

Вероятность F превышения порога  суммой N случайных вели-
чин при больших значениях  определяется приближённой (асимпто-
тической) формулой [51, стр. 303]: 
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h — единственный положительный корень уравнения   Nm(h), 
w(y) — плотность распределения слагаемых; штрих означает диффе-
ренцирование. 

Если задана вероятность F, то из (1) вначале находится h, а затем 
по формуле   Nm(h) находится величина порога. 

Для случайной величины на выходе линейного детектора 
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(h)  (h)  h (h). 

При этом уравнение (1) приводится к виду 

 )(2)(ln2)](lnln2[ 2 hhhwNhhAh  , (4.3.2) 

где A  2 ln(1/F )  (N  1) ln(2)  ln N. 
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Уравнение (2) решается методом последовательных приближе-
ний. 

С увеличением N относительная погрешность значений порогов, 
получаемых этим методом, несколько уменьшается. 

При небольших значениях N и малых вероятностях ложной трево-
ги значения h составляют несколько единиц. При этом (h)  0, 
(h)  1 и уравнение (2) существенно упрощается. 

Более точные значения порогов можно получить с помощью ряда 
Грама — Шарлье; вероятность ложной тревоги выражается в виде 
интеграла от этого ряда, а величина порога при заданной вероятности 
ложной тревоги находится методом последовательных приближений. 
Начальные значения порога для применения последовательных при-
ближений находятся по формуле (1.6.2) или с помощью оценок веро-
ятности больших уклонений. 

Поскольку члены ряда Грама — Шарлье находятся по рекуррент-
ным формулам, то необходим контроль накопления вычислительных 
погрешностей. При использовании промежуточных вычислений с 

относительной погрешностью 1610  оказалось возможным использо-
вать до 80 членов ряда. 

В Приложении 3 представлена таблица пороговых уровней, со-
ставленная в результате комбинированного использования описан-
ных методов. 

Анализ и сопоставление получаемых при вычислениях промежу-
точных результатов позволили прийти к выводу, что все знаки в при-
веденных числовых значениях порогов верные. 

Дополнительные исследования показали, что получаемые по 
формуле (1.6.2) значения пороговых уровней для линейного детекто-
ра точнее, чем для квадратичного детектора. Такой вывод является 
закономерным, так как форма кривой рэлеевского распределения 
значительно ближе к гауссовской кривой по сравнению с кривой экс-
поненциального распределения. 

4.4. Характеристики обнаружения 

некогерентной пачки импульсов 

В данном параграфе рассматриваются характеристики обнаруже-
ния некогерентной пачки импульсов при дружных, независимых и 
блочно-коррелированных флуктуациях амплитуды. Основное внима-
ние уделяется универсальным методам анализа, применимым для 
любых плотностей распределения флуктуаций. 

Вначале остановимся на термине “некогерентная пачка импуль-
сов”. 

Передаваемый сигнал всегда можно считать когерентным, так как 
теоретически возможно запомнить все фазовые соотношения (в том 
числе даже при наличии случайных составляющих в начальных фа-
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зах импульсов) и, затем, при необходимости, использовать их в про-
цессе обработки принятого сигнала. 

Разрушение когерентности сигнала происходит в результате его 
флуктуаций. С расширением спектра флуктуаций одновременно про-
исходит ослабление зависимости флуктуаций, как амплитуд прини-
маемых импульсов, так и их фаз, и поэтому при строгом подходе 
можно называть пачку импульсов некогерентной, если амплитуды 
импульсов флуктуируют независимо. 

В связи со сказанным следует иметь в виду, что когда говорят о 
некогерентной пачке импульсов, то при этом одновременно подразу-
мевают и определённый способ приёма пачки, включающий в себя 
схему некогерентного накопления результатов обработки каждого 
импульса [16, 84]. 

Если же все фазовые соотношения внутри принимаемой пачки 
импульсов известны (за исключением, может быть, начальной фазы) 
и используются при обработке, то такую пачку можно рассматривать 
как один импульс со своеобразной амплитудной огибающей. 

Перейдём теперь к основным вопросам данного параграфа и 
начнём с характеристик обнаружения при некогерентном накоплении 
после квадратичного детектора. 

Если сигнал нефлуктуирующий, то отношения сигнал/шум для 
каждого импульса q не являются случайными величинами. Поэтому 
результаты обработки импульсов R (  1, 2,  , N) взаимно незави-
симы и выходная величина R является суммой независимых случай-
ных величин. 

Пусть F(p) — изображение по Лапласу распределения вероятно-
стей накопленной суммы, F(p) — изображения распределений слага-
емых. Учитывая, что 
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где q — отношение сигнал/шум для -го импульса, 
qп  q1  q2    qN. Из формулы для F(p) и результатов § 1.7 теперь 
следует, что вероятность обнаружения нефлуктуирующего сигнала 
равна JN(, qп), где   величина порога. 

Обратим внимание, что вероятность обнаружения не зависит в 
явном виде от частных значений отношения сигнал/шум q. Перерас-
пределение энергии между импульсами при фиксированном суммар-
ном отношении сигнал/шум qп не влияет на величину вероятности. 
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Величину qп будем называть отношением сигнал/шум для пачки 
импульсов. 

При дружных (полностью коррелированных) флуктуациях им-
пульсов случайные величины q изменяются пропорционально. Если 
флуктуации сигнала не являются рэлеевскими, то во многих случаях 
наиболее рациональным методом нахождения вероятности обнару-
жения является применение численного интегрирования в выраже-
нии 

 п

0

ппп )(),( qdqwqJD N


 , (4.4.1) 

где wп(qп) — плотность распределения вероятностей отношения сиг-
нал/шум для пачки импульсов. 

При независимых флуктуациях амплитуд импульсов универсаль-
ным способом вычисления вероятности обнаружения является при-
менение ряда Эджворта. Этот способ пригоден и для нерэлеевских 
флуктуаций, а также в случае, когда импульсы различаются между 
собой по энергетическим характеристикам (например, для пачки с 
произвольной огибающей). 

По заданной плотности распределения отношения сигнал/шум для 
импульса можно найти моменты этого распределения. Затем, по 
формулам из § 3.6 находятся моменты результатов обработки им-
пульса. По найденным моментам находятся семиинварианты. Про-
суммировав соответствующие семиинварианты по всем импульсам, 
получим семиинварианты результата обработки некогерентной неза-
висимо флуктуирующей пачки. И, наконец, вычислением интеграла 
от ряда Эджворта, находим вероятность обнаружения сигнала. 

Если огибающая пачки прямоугольная, т.
 
е. все импульсы имеют 

одинаковые энергетические характеристики, то при взаимно незави-
симых рэлеевских флуктуациях амплитуд вероятность обнаружения 
пачки будет равна 
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где h  /(1  ),  — среднее значение отношения сигнал/шум для 
импульса. 

Если заданы вероятности ложной тревоги F и правильного обна-
ружения D, то требуемое среднее значение отношения сигнал/шум 
для импульса при обнаружении рэлеевской независимо флуктуиру-
ющей пачки (с прямоугольной огибающей) можно определить по 
формуле   (/h)  1, где 
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Q() — полиномы Кемпбелла (см. § 1.6), а y определяется из уравне-
ния 
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e
2

1
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Мы рассмотрели два крайних случая флуктуаций амплитуды при 
обнаружении пачки импульсов. Первый случай (медленные или 
дружные флуктуации) имеет место, когда время корреляции флукту-
аций значительно превышает длительность всей пачки. Второй слу-
чай встречается, когда время корреляции меньше периода повторе-
ния импульсов. Разумеется, возможны и промежуточные случаи. 

Если соблюдаются условия, при которых должны быть медленные 
или промежуточные флуктуации, то эффективность обнаружения 
сигнала может быть повышена путём применения нескольких несу-
щих частот (утверждение справедливо, если сигнал не является очень 
слабым). Амплитуды импульсов, соответствующих разным несущим, 
будут флуктуировать независимо друг относительно друга. Все им-
пульсы пачки будут “блочно-коррелированными”. 

Пачку из N импульсов можно представить состоящей из m блоков, 
каждый блок состоит из n импульсов (N  mn). Будем полагать, что 
блок является дружно флуктуирующей пачкой, а амплитуды разных 
блоков взаимно независимы между собой. Частными случаями блоч-
но-коррелированных флуктуаций являются дружные (m  1) и неза-
висимые (n  1) флуктуации. 

Как показано в [134], применение нескольких несущих целесооб-
разно даже в условиях “частичной” когерентности. 

Частичная когерентность может появиться, когда при передаче 
используется когерентная пачка, но из-за флуктуаций когерентность 
принимаемого сигнала нарушается. Соседние импульсы пачки при 
этом когерентны и имеют одинаковые амплитуды, удалённые — не-
зависимы и по фазе и по амплитуде. 

Оптимальная обработка частично когерентного сигнала должна 
быть настроена на спектр флуктуаций сигнала [20] или, по крайней 
мере, должна учитывать скорость флуктуаций. Необходимые для по-
строения оптимальной обработки данные, как правило, бывают неиз-
вестными. Применение нескольких несущих с последующей некоге-
рентной обработкой пачки приводит к некоторым энергетическим 
потерям по отношению к оптимальной обработке частично когерент-
ного сигнала (не более 1 дБ), но зато позволяет обойти ряд трудно-
стей. 

Рассмотрим методы расчёта характеристик обнаружения блочно-
коррелированной некогерентной пачки импульсов. Во избежание за-
громождения изложения ограничимся случаем, когда отношения сиг-
нал/шум для всех блоков имеют одинаковые распределения. 

.



 83 

Изображение плотности распределения выходной величины при 
обнаружении блочно-коррелированной пачки определяется соотно-
шением 
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где f() — изображение плотности распределения отношения сиг-
нал/шум для блока импульсов [ср. с формулой (3.6.2)]. 

Формула (2) служит основой для расчёта вероятности обнаруже-
ния блочно-коррелированного сигнала. 

Обозначим: m и k — моменты и семиинварианты отношения 
сигнал/шум для блока импульсов; M и K — моменты и семиинвари-
анты случайной величины, являющейся результатом обработки блока 
импульсов;  — семиинварианты выходной величины. Моменты m 
и M связаны между собой соотношениями 

M1  m1  n,     

M2  m2  2(n  1)m1  n(n  1), 

M3  m3  3(n  2)m2  3(n  1)(n  2)m1  n(n  1)(n  2), 

           












0

1
1

!

1
! n

nCmM . 

По известным моментам M можно найти семиинварианты K. Да-
лее находятся необходимые для ряда Эджворта семиинварианты вы-
ходной величины:   mK. 

Если найдены семиинварианты k, то вместо приведенных формул 
можно воспользоваться следующими: 

1  m(k1  n),  

2  m(k2  2k1  n),  

3  m(k3  6k2  6k1  2n), 
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Ряд Эджворта должен давать удовлетворительную точность при 
m  2. Можно его использовать и при m  2. При необходимости для 
контроля точности ряда при m  2 можно воспользоваться формулой 
(1) или применить численное интегрирование в выражении: 

.
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где wб() — плотность распределения отношения сигнал/шум для 
блока импульсов. 

Если флуктуации рэлеевские, то из (2) следует 
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причём   (  1)!
 
m[n  1  (1  )


]. Здесь  — среднее значение 

отношения сигнал/шум для блока импульсов. Средним значением 
отношения сигнал/шум для всей пачки является величина m. 

Если огибающая блока прямоугольная, то   n;  — среднее 
значение отношения сигнал/шум для импульса. 

При вычислении вероятности обнаружения сигнала можно прене-
бречь вычетом изображения (3) в особой точке p  1. Тогда 
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где 
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Если m  1, то из (4) следует формула для вероятности обнаруже-
ния дружно флуктуирующей пачки импульсов при рэлеевских флук-
туациях амплитуды 
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При m  2 из (4) получаем 
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Приемлемые аналитические выражения для расчёта характери-
стик обнаружения можно получить, если флуктуации отношения сиг-
нал/шум для блока импульсов qб подчиняются гамма-распределению 
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где  — параметр распределения (  0), бq . Изображение плот-
ности распределения результата некогерентной обработки блочно-
коррелированной пачки импульсов будет иметь вид: 
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
)]1(1[)1(

1
)(

pp
pF

N
, (4.4.5) 

где   m,   . 

В общем случае, когда параметр  не является целым числом, 
теория вычетов для обращения изображения (5) неприменима. Пока-
жем, как в этом случае из (5) можно получить асимптотическое раз-
ложение плотности распределения. 

Изображение имеет две особые точки, которые при нецелых  яв-
ляются точками ветвления. Оригинал можно представить в виде 
суммы двух асимптотических рядов, каждый из которых соответ-
ствует “своей” особой точке. Слагаемое, соответствующее удалённой 
от мнимой оси особой точке, можно отбросить (по тем же причинам, 
как и в случае применения теории вычетов). 

Для нахождения асимптотического ряда, дающего основной вклад 
в аппроксимацию оригинала, изображение необходимо разложить в 
ряд в окрестности той особой точки p1, которая имеет наибольшую 
действительную часть: 
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Теперь, используя приведенные в [26, 33] соотношения, получаем для 
оригинала 
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Если  — целое, то 1/    0 при    и ряд в (7) состоит из 
конечного числа членов, а само выражение (7) совпадает с результа-
том применения к (5) теории вычетов. 

Заметим, что если формулу 
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справедливую при   , формально использовать при любых , то, 
осуществляя с её помощью преобразование Лапласа от правой части 
(7), получим изображение (6). 

Конкретизируя формулу (7) применительно к изображению (5), 
получаем 

.
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Выражение для вероятности обнаружения пачки импульсов те-
перь можно записать в виде 
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Если  — целое, то из (8) получается выражение, эквивалентное 
формуле (4). 

Точное выражение для плотности, соответствующей изображе-
нию (5), имеет вид: 
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Из этого выражения можно получить формулу для вероятности обна-
ружения 
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причём, при   0 
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Ряд (9) целесообразно использовать при   N. 

.
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При больших  коэффициенты a можно аппроксимировать ко-
нечной суммой гипергеометрического, вообще говоря, расходящего-
ся ряда: 

 a  )1;,(
!)()(
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
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NF . (4.4.10) 

При целых  ряд в правой части (10) обрывается и состоит из 
  n  1 членов. 

Остановимся теперь коротко на характеристиках обнаружения 
при некогерентном накоплении после линейного детектора. 

Характеристики обнаружения для нефлуктуирующей или незави-
симо флуктуирующей пачки импульсов можно вычислить с помо-
щью рядов Эджворта или Грама — Шарлье. При этом представляет 
интерес сравнение получаемых характеристик с соответствующими 
характеристиками для квадратичного детектора. 

Можно показать, что при N  1 и при заданных вероятностях 
ложной тревоги и правильного обнаружения в случае применения 

линейного детектора требуется отношение сигнал/шум в 142   

раз (0,19 дБ) больше по сравнению с квадратичным детектором. Это 
соотношение справедливо как для нефлуктуирующей пачки, так и 
для флуктуирующей независимо (по любому закону). 

Исчерпывающее сравнение характеристик для этих двух детекто-
ров при обнаружении нефлуктуирующего сигнала проведено Марку-
мом [46]. Результаты сравнения состоят в следующем. При N  1 оба 
детектора дают одинаковые характеристики. При увеличении N для 
линейного детектора наблюдаются лучшие характеристики, причём 
наибольшее различие (0,11 дБ) проявляется при N  10. При N  70 
энергетические характеристики снова одинаковы, а при дальнейшем 
увеличении N квадратичный детектор лучше, чем линейный, но и 
здесь различие незначительно (не более 0,19 дБ). 

Выводам Маркума не противоречат результаты других работ, в 
частности [53]. 

Если некогерентная пачка флуктуирует дружно, то описанные 
выше различия будут в некотором смысле усредняться. Значит и при 
дружно флуктуирующем сигнале можно говорить о том, что линей-
ный и квадратичный детекторы приводят практически к одинаковым 
результатам. 

Для рэлеевской независимо флуктуирующей пачки при любых 
N  1 квадратичный детектор эффективнее, но и в этом случае отли-
чия незначительные. 

Из сказанного можно сделать важный практический вывод. В ре-
альных устройствах использование линейного детектора предпочти-
тельнее из-за меньшего динамического диапазона накапливаемых 
результатов обработки. Вместе с тем, непосредственная оценка ха-
рактеристик обнаружения при линейном детектировании представля-
ет собой более трудную задачу, чем при квадратичном. Несуще-

.



 88 

ственные различия в характеристиках обнаружения для рассмотрен-
ных двух типов детекторов обосновывает правомерность косвенной 
оценки, в процессе которой вместо реального линейного детектора 
рассматривается квадратичный детектор. Полученные результаты 
затем распространяются на реальный приёмник обнаружения сигна-
лов. Такой технический приём существенно упрощает оценку харак-
теристик обнаружения. 

Следует оговориться, что этот вывод полностью справедлив для 
нефлуктуирующего и дружно флуктуирующего сигналов. Что касает-
ся независимо флуктуирующего сигнала, то, судя по результатам ра-
боты [65], могут существовать такие законы распределения флуктуа-
ций, что различия в характеристиках обнаружения для линейного и 
квадратичного детекторов при небольших значениях N всё же необ-
ходимо учитывать. 

В заключение параграфа приведём некоторые библиографические 
сведения. 

Характеристики обнаружения некогерентного нефлуктуирующего 
сигнала, соответствующие накоплению после линейного детектора, 
приведены в виде графиков в [132, 67]. В работах [11, 12, 64, 29, 43, 
44] содержатся результаты оценок характеристик обнаружения неко-
герентного сигнала с нерэлеевскими флуктуациями. 

В [23] проведен анализ характеристик обнаружения многочастот-
ного рэлеевского сигнала с любым количеством дружно флуктуиру-
ющих импульсов для каждой частоты. 

В [113] рассмотрены характеристики обнаружения при накопле-
нии сигнала после детектора с помощью цифровых сумматоров. Там 
же в списке литературы упомянуты работы, в которых исследованы 
характеристики обнаружения сигнала при бинарном накоплении. 

4.5. Характеристики обнаружения некогерентной пачки 

импульсов при частично зависимых рэлеевских флуктуациях 

В данном параграфе теоретические соотношения относятся к про-
цедуре обнаружения сигнала, использующей квадратичный детектор. 

Основополагающие исходные соотношения для расчёта характе-
ристик обнаружения некогерентного сигнала применительно к опре-
делённым законам флуктуаций получены в работе Сверлинга [139]. 
Там было найдено изображение по Лапласу плотности вероятностей 
выходной величины для случая, когда амплитуды импульсов можно 
представить как модуль вектора с независимыми гауссовскими ком-
понентами, имеющими нулевые средние значения. 

Применительно к рэлеевским флуктуациям амплитуды, когда 
число компонент вектора равно 2, отношения сигнал/шум для им-

пульсов пачки представляются в виде 2)( 22
 q ,   1, 2,  , 

N. Здесь  — среднее значение отношения сигнал/шум для одного 
импульса,  и  — компоненты двумерного вектора, N — число не-
когерентно накапливаемых импульсов. Статистические характери-

.
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стики флуктуаций импульсов задаются моментами гауссовских ком-

понент: 0  ; 0  ;   r ; r0  1; r1, r2,  , 

rN1 — коэффициенты корреляции; ,   1, 2,  , N. 

Изображение плотности распределения результата обработки 
флуктуирующей пачки получается путём усреднения соответствую-
щего изображения для нефлуктуирующей пачки по всем случайным 
переменным  и . Оно имеет вид: F(p)  1/det[E  p(E  A)], где 

E — единичная матрица, а A  a  — тёплицева матрица, состав-

ленная из элементов a  r . Учитывая, что определитель матрицы 

равен произведению её собственных значений, получаем 
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)( . (4.5.1) 

Здесь 1  p (1  ) — собственные значения матрицы E  p(E  A), 
а  — собственные значения матрицы A. 

Семиинварианты выходной случайной величины равны 
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где 
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kk
kT  21 , (4.5.2) 

причём Tk является также следом матрицы A
k
. 

Если пачка импульсов является частично коррелированной, то все 
собственные значения матрицы A однократны, причём 
N  1  2    N  0. Для независимо флуктуирующей пачки 
1  2    N  1, для дружно флуктуирующей 1  N и 
2  3    N  0. 

Приведенные соотношения получили применение для расчёта ха-
рактеристик при экспоненциальной функции корреляции гауссовских 
компонент K()  exp(

 
|  |

 
/), где  — время корреляции. В этом 

случае r  

, где   K(T/N)  exp{T/(N)}, T/N — период следова-

ния импульсов пачки, T — время наблюдения (длительность по вре-
мени всей пачки импульсов). Следовательно, корреляционная матри-
ца имеет вид 
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Как показано в [138], для матрицы (3) нахождение собственных 
значений существенно упрощается. Собственные значения этой мат-
рицы выражаются через решения семейства трансцендентных триго-
нометрических уравнений. 

Отмеченное обстоятельство было использовано для расчёта ха-
рактеристик обнаружения [68, 2, 66, 121]. В [2] использовался ряд 
Эджворта, а в [68, 66, 121] производилось обращение изображения 
(1). 

Теперь обратим внимание на то, что следы Tk степеней матрицы A 
можно получить прямыми методами. Это даёт возможность приме-
нения ряда Эджворта, минуя стадию вычисления собственных значе-
ний. 

Следы Tk первых m степеней матрицы a  размера NN можно 

найти из формул Ньютона 

 T1  c1  0, 

 T2  c1T1  2c2  0, 

          

 Tm  c1Tm1    cm1T1  mcm  0  (m  N), 

где ck — коэффициенты характеристического уравнения матрицы 

a , связанные с её элементами выражениями 
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д. 

Кроме того, для нахождения следов можно непосредственно 
вычислять матрицы A

k
. 

В некоторых случаях удаётся получить аналитические выражения 
для следов. В частности, можно получить несложные аналитические 
выражения для следов, соответствующие уже упомянутой экспонен-
циальной функции корреляции. 

Ещё одним приближённым методом определения вероятности об-
наружения при произвольной функции корреляции является излагае-
мый ниже метод пересчёта. Он позволяет по имеющимся в распоря-
жении графикам с характеристиками обнаружения при экспоненци-
альной функции корреляции находить вероятности обнаружения при 
каких-либо других функциях корреляции. 

Если пачка импульсов не является независимо флуктуирующей 
или слабо коррелированной, то собственные значения корреляцион-

.
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ной матрицы обладают следующим свойством: наибольшее соб-
ственное значение 1 однократно и значительно больше остальных. 
Поэтому из (2) следует Tk

 /Tk1  1. Учитывая также равенство T1  N, 
можно сделать вывод, что две разные корреляционные матрицы, 
имеющие одинаковые значения T2, будут иметь примерно одинако-
вые значения следов с более высокими номерами. Тогда при одина-
ковых отношениях сигнал/шум будут примерно совпадать и вероят-
ности обнаружения. Как показывают оценки, совпадение вероятно-
стей обнаружения в таких случаях удовлетворительное. 

Совпадение значений T2 достигается соответствующим подбором 
времени корреляции флуктуаций сигнала для вспомогательной моде-
ли с известными характеристиками обнаружения. Приравнивая следы 
T2, соответствующие различным функциям корреляции, мы получим 
уравнение для времён корреляции, в которых N является параметром. 
Однако, если в выражении 
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то параметрическая зависимость от N исчезает, поэтому решения 
точных уравнений практически не зависят от N. 

С использованием формулы (4) получены зависимости, представ-
ленные на рис.

 
4.1. Кривая 1 даёт полученную из условия совпадения 

следов T2 зависимость времени корреляции флуктуаций сигнала с 
экспоненциальной функцией корреляции от времени корреляции 
флуктуаций для сигнала с гауссовой функцией корреляции 
K()  exp{

2
/(4

2
)}. Кривая 2 даёт зависимость той же величины 

от времени корреляции флуктуаций сигнала с функцией корреляции 
K()  (1  2|  |

 /)
 
exp(2|  |

 /). 

Покажем на примерах, как можно пользоваться изложенным ме-
тодом. 

Предположим, что необходимо найти вероятность обнаружения 
сигнала с функцией корреляции флуктуаций (1  2|  |

 /)
 
exp(2|  |

 /) 

при N  64, 410F ,   2, если время корреляции флуктуаций в 40 
раз больше периода повторения импульсов. Отношение времени кор-
реляции флуктуаций к времени наблюдения равно 
/T  40/64  0,625. По кривой 2 находим, что такой же вероятностью 
обнаружения обладает сигнал с экспоненциальной функцией корре-
ляции при (/T )эксп  1. По характеристикам обнаружения из [2] эта 
вероятность равна 0,88. 

Рассмотрим ещё один пример, который иллюстрирует влияние 
вида корреляционной функции на характеристики обнаружения. 

.
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Пусть N  128; D  0,9. Найдём отношение порогового значения 
энергии для сигнала с гауссовой функцией корреляции при /T  0,5 
к пороговому значению энергии для сигнала с экспоненциальной 
функцией корреляции при ( /T )эксп  0,5. По кривой 1 находим, что 
искомое отношение равно отношению пороговых энергий для сигна-
лов с экспоненциальной функцией корреляции при ( /T )эксп  0,92 и 
( /T )эксп  0,5, а по характеристикам обнаружения это отношение 
равно 1,4 (1,5 дБ). 

Заметим, что с ростом вероятности обнаружения подобные рас-
хождения будут увеличиваться. 
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Рис. 4.1. Вспомогательные кривые для пересчёта 
характеристик обнаружения 

Изложенные методы расчёта характеристик обладают одним об-
щим недостатком. Все они являются неэффективными, когда время 
корреляции существенно превышает время наблюдения. Ряд Эджвор-
та в этом случае неприменим из-за плохой сходимости. Использова-
ние изображения (1) для обращения затруднено из-за того, что (N  1) 
собственных значений матрицы A примерно одинаковы (в пределе, 
когда пачка является дружно флуктуирующей, эти значения совпа-
дают и равны нулю), что влечёт за собой близкое расположение на 
комплексной плоскости полюсов изображения и, следовательно, воз-
растает влияние вычислительных погрешностей. 

В связи с этим, изложенные методы не позволяют ответить на во-
прос о том, при каких временах корреляции пачку можно считать 
дружно флуктуирующей. Решить эту задачу позволяет ещё один ме-
тод, основанный на методе моментов. 

.
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Изображение (1) аппроксимируется выражением 
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Это значит, что N  m собственных значений матрицы A заменяются 
нулём. Параметры 1, 2,  , m в (5) выбираются такими, чтобы пер-
вые моменты (или семиинварианты), соответствующие изображению 
(5), совпадали с истинными моментами (семиинвариантами). Эти па-
раметры находятся из системы уравнений 
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При обращении (5) вычет в особой точке p  1 не учитывается. 

Параметр m в формуле (5) выбирается исходя из необходимой 
точности. С увеличением m точность аппроксимации вероятности 
обнаружения возрастает. В пределе, когда m  N, формула (5) будет 
совпадать с точным выражением (1). Однако с увеличением m воз-
растают и вычислительные затруднения, присущие в полной мере 
точному методу обращения изображения (1). 

Решения системы уравнений (6) совпадают с корнями полинома 


m
  c1

m1
    cm, где c1, c2,  , cm — первые коэффициенты ха-

рактеристического уравнения матрицы A, связанные с T1, T2,  , Tm 
формулами Ньютона. 

Выбор значения m можно считать правильным, если решение 1 
близко к N, а m в несколько раз меньше 1 (имеется в виду, что m  1 
и 1  2    m). 

При m  1 выражение (5) точно соответствует дружно флуктуи-
рующему сигналу. 

При m  2 или 3 формулу (5) можно применять в случаях, когда 
время корреляции превышает время наблюдения, по крайней мере, на 
порядок. Даже при таких соотношениях между временами пачку им-
пульсов не всегда можно считать флуктуирующей дружно. 

4.6. Характеристики обнаружения 

неразрешаемой группы сигналов 

Если на входе приёмника действует аддитивная смесь из несколь-
ких импульсных сигналов и нормального белого шума, то на основа-
нии результатов § 3.3 выходы квадратурных каналов приёмника 
можно представить в виде 

.
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Здесь  — среднеквадратичное отклонение шумовых составляющих; 
x и y — независимые нормальные случайные величины (0, 1); L — 
число сигналов; q — произведение отношения сигнал/шум -го при-
нимаемого сигнала на соответствующий квадрат модуля автокорре-
ляционной (или взаимно корреляционной) функции;  — фазовый 
параметр -ой составляющей, зависящий от начальной фазы соответ-
ствующего входного сигнала. 

Начальные фазы входных сигналов полагаются далее взаимно не-
зависимыми и распределёнными равномерно от 0 до 2. Отсюда сле-
дует, что и случайные величины  также независимы и каждая рас-
пределена равномерно. 

Задача состоит в том, чтобы, используя формулы (1), найти рас-

пределение выходной величины )2()( 222  YXR . Тогда, инте-
грируя это распределение, можно было бы получить характеристики 
обнаружения смеси сигналов. 

Вначале будем полагать, что отношения сигнал/шум не флуктуи-
руют. Распределение выходной величины при нефлуктуирующих 
сигналах в общем случае аналитическим путём вычислить не удаётся. 
Лишь в простейшем случае, при L  2 можно найти изображение рас-
пределения 
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и при большом числе сигналов L приближённое выражение для рас-
пределения W(R)  (1/m1)

 
exp(R/m1), где m1 — среднее значение слу-

чайной величины R. Приближённое выражение тем точнее, чем 
больше L, но, вообще говоря, если q равны между собой, то этим 
выражением можно пользоваться уже при L  4. 

Оказалось также возможным вычислить первые моменты выход-
ной величины (путём усреднения степеней R по случайным перемен-
ным ) при произвольном L. Вот выражения для этих моментов: 
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Если амплитуды сигналов распределены по рэлеевскому закону, 
то случайные величины X и Y будут независимыми и распределён-
ными по нормальному закону. Тогда выходная случайная величина 
будет распределена по экспоненциальному закону 
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где   1  2    L, причём   q ,   1, 2,  , L. 

Таким образом, вероятность обнаружения суммы сигналов с рэле-
евскими флуктуациями амплитуд определяется по формуле для веро-
ятности обнаружения одного сигнала, если в эту формулу вместо 
среднего значения отношения сигнал/шум подставить сумму средних 
значений отношений сигнал/шум, образованную с весами, равными 
квадратам модулей автокорреляционной функции. 

Если амплитуды сигналов флуктуируют не по рэлеевскому зако-
ну, то формула (3) будет выполняться приближённо, при этом тем 
точнее, чем больше число сигналов L. Однако нужно заметить, что 
для некоторых законов флуктуаций формулой (3) можно пользовать-
ся лишь при очень больших значениях L. 

Перейдём теперь к рассмотрению характеристик обнаружения ад-
дитивной смеси некогерентных пачек импульсов. При этом будем 
считать, что случайные изменения начальных фаз импульсов незави-
симы также для любых импульсов разных пачек. Каждая пачка имеет 
прямоугольную огибающую, т.

 
е. амплитуды импульсов или средние 

значения амплитуд импульсов внутри каждой пачки равны между 
собой. Число импульсов в каждой пачке обозначим через N. При об-
работке сигнала используется квадратичный детектор. 

Вероятность обнаружения аддитивной смеси некогерентных па-
чек нефлуктуирующих импульсов можно вычислить с помощью ряда 
Эджворта. Семиинварианты накопленной суммы находятся по тра-
диционной схеме: m

 


 


 


 
N (формулы для моментов m приве-

дены выше). 
Для аддитивной смеси независимо флуктуирующих пачек с рэле-

евскими флуктуациями амплитуд можно использовать формульные 
зависимости, соответствующие одной пачке. При этом следует лишь 
учесть, что в эти зависимости вместо среднего значения отношения 
сигнал/шум для импульса нужно подставлять весовую сумму средних 
значений отношений сигнал/шум. Суммирование ведётся по всем 
сигналам, а веса равны квадратам модулей автокорреляционной 
функции. 

Наибольший интерес представляет задача обнаружения смеси 
дружно флуктуирующих пачек. Несмотря на то, что каждая пачка 
флуктуирует дружно, суммарный сигнал не будет дружно флуктуи-
рующим, так как амплитуда суммы, например, двух синусоид, зави-
сит и от разности начальных фаз, и если эта разность меняется от им-
пульса к импульсу, то и амплитуда суммы будет меняться от импуль-

.
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са к импульсу. Характеристики обнаружения сложного сигнала будут 
занимать промежуточное положение между характеристиками обна-
ружения дружно флуктуирующего сигнала и характеристиками обна-
ружения независимо флуктуирующего сигнала. 

Здесь следует обратить внимание на одну особенность рассматри-
ваемой задачи. Каждая из квадратурных составляющих результата 
обработки импульса с рэлеевской амплитудой, взятая в отдельности 
от других квадратур, является нормальной случайной величиной. 
Двумерному нормальному закону подчиняется и совокупность двух 
квадратурных составляющих результата обработки одного и того же 
импульса. Однако если взять какие либо две квадратурные составля-
ющие, относящиеся к разным импульсам, то в случае дружных рэле-
евских флуктуаций амплитуд оказывается, что совокупность двух 
таких случайных величин не является гауссовской. 

Отмеченное обстоятельство не позволяет использовать при реше-
нии поставленной задачи полученные ранее результаты исследования 
статистических характеристик модуля вектора с гауссовскими ком-
понентами. 

Предположим вначале, что амплитуды сигналов не флуктуируют. 
Пусть F(p

 
/ q1, q2,  , qL) — изображение распределения случайной 

величины, получаемой после внутрипериодной обработки. Результа-
ты обработки импульсов пачек при нефлуктуирующих амплитудах 
статистически независимы между собой (так как по предположению 
все фазы независимы), поэтому изображение распределения накоп-
ленной суммы )(NF  будет иметь вид: 

 FN(p
 
/ q1, q2,  , qL)  [F(p

 
/ q1, q2,  , qL)]

N
. (4.6.4) 

Если усреднить )(NF  по флуктуациям амплитуд, то получим 
изображение FN(p) распределения накопленной суммы при дружно 
флуктуирующих амплитудах. Для рэлеевских флуктуаций это усред-
нение удалось произвести лишь при L  2 и N  2, при этом использо-
валась формула (2) и было получено выражение 

)]221(1)][21(1)][21(1)[1(

1
)(

2121

2



pppp

pF , 

из которого затем при 1  2  /2 была получена формула для веро-
ятности обнаружения в виде ряда по отрицательным степеням отно-
шения сигнал/шум: 












2/52/3

)2()2(
1

BA
D  , 

где 

.
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  )(e
3

22
)()(e

3

24
)( 110

2 xIxxIxIxxA xx   , 

  )(e)14(
6

2
)()(e)1(

3

24
)( 110

2 xIxxxIxIxxxB xx   . 

Для расчёта характеристик обнаружения в общем случае можно 
применить ряд Эджворта. 

Разлагая обе части равенства (4) в ряд, можно выразить моменты 
M накопленной суммы через моменты слагаемых m, выражения для 
которых были приведены выше. Затем моменты M необходимо 
усреднить по флуктуациям амплитуд. Зная моменты случайной вели-
чины, находим семиинварианты. В результате были получены сле-
дующие выражения для семиинвариантов накопленной суммы при 
рэлеевских флуктуациях амплитуд: 

)1()1( 11  NN , 

2
2

12 )1()1(  NNN , 

 312
3

13 )2)(1()1()1(3)1(!2  NNNNNN , 

  2
2

2
12

4
14 )12)(1()1()1(6)1(!3 NNNNNN  

4
2

13 )4()1()1()2)(1(4  NNNNNN , 

  3
12

5
15 )1()1(10)1(!4 NNN  

 32
2

1
2
2 )2)(1(5)1()12)(1(5 NNNNNN  

 )1()4()1(5)1()2)(1(10 14
22

13 NNNNNN  

5
2 )27)(2)(1(  NNNNN , 

где k
L

kk
k  21 . 

На рис.
 
4.2 представлены в качестве примера характеристики об-

наружения смеси дружно флуктуирующих пачек. Полагалось, что все 
значения  равны между собой и равны /L. Большему значению N 
соответствует расположенный слева пучок кривых. Цифры около 
кривых соответствуют определённому значению числа пачек. Кри-
вые, помеченные цифрой 1, соответствуют одной пачке (L  1) и бы-
ли рассчитаны по формуле вероятности обнаружения дружно флук-
туирующего сигнала. Кривые с номерами 2, 3, 4, 5, 6 соответствуют 
числу пачек 2, 4, 8, 16, 32. Расчёты для этих кривых производились с 
помощью ряда Эджворта с использованием приведенных выше фор-
мул для семиинвариантов. Кривые с номером 7 соответствуют пре-
дельному переходу при L  , они рассчитывались по формулам для 
независимо флуктуирующего сигнала. 

.
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Рис. 4.2. Характеристики обнаружения неразрешаемой группы сигналов 
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5. ХАРАКТЕРИСТИКИ ОБНАРУЖЕНИЯ 
И ТОЧНОСТИ ИЗМЕРЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ СИГНАЛОВ 

В МНОГОКАНАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ 

5.1. Введение 

Оптимальные приёмники, осуществляющие обнаружение сигнала, 
должны принимать решение на основании сравнения с порогом от-
ношения правдоподобия или любой взаимно однозначной функции 
отношения правдоподобия. Если параметры сигнала неизвестны, то 
необходимо образовывать отношение правдоподобия как функцию от 
вероятных значений параметров сигнала, затем отношение правдопо-
добия необходимо усреднить по априорному распределению пара-
метров; в этом случае решение о наличии сигнала должно прини-
маться на основании сравнения с порогом усреднённого отношения 
правдоподобия. Но отношение правдоподобия очень трудно образо-
вать как функцию параметров сигнала. Кроме того, априорное рас-
пределение параметров сигнала не всегда известно. Поэтому обнару-
жение сигнала осуществляется многоканальной системой, в которой 
каждый канал является приёмником обнаружения, рассчитанным на 
оптимальную работу при некоторых фиксированных значениях па-
раметров сигнала. Решение о наличии сигнала принимается в том 
случае, если произойдёт превышение порога в канале с максималь-
ным выходом. Такой способ обнаружения позволяет грубо опреде-
лить и параметры сигнала: тот канал, в котором выход будет макси-
мальным, соответствует параметрам сигнала. 

Можно исключить операцию выявления канала с максимальным 
выходом и пойти на дальнейшее упрощение. Тогда выходы каналов 
сравниваются с тем же порогом, решение о наличии сигнала прини-
мается при наличии хотя бы одного превышения; если сигнал обна-
ружен, то на основании полученной картины превышений и непре-
вышений порога принимается решение о значениях параметров сиг-
нала. К тому же при применении этого способа может решаться зада-
ча одновременного обнаружения и разрешения нескольких сигналов 
[20, стр. 164]. 

Величина порога для обоих способов одинакова, поэтому с точки 
зрения характеристик обнаружения эти способы эквивалентны. 

Методы расчёта вероятности ложной тревоги в многоканальных 
системах рассматривались в [95]. В [96] рассматриваются характери-
стики обнаружения в одном канале многоканальной системы при 
наибольшей возможной расстройке частоты сигнала относительно 
резонансной частоты фильтра. В данной главе мы будем рассматри-
вать методы расчёта характеристик обнаружения сигнала с неизвест-
ными параметрами и оценки точности измерения неизвестных пара-
метров. Под неизвестными параметрами подразумеваются задержка 
0 и частота 0 сигнала. Некоторые соотношения, изложенные ранее в 

.
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работе [76], здесь уточнены. Обнаружение сигнала производится 
схемой, в которой выходы всех каналов сравниваются с порогом. По-
лагаем, что междупериодная обработка заключается в накоплении 
после квадратичного детектора. 

Решения о наличии сигнала и значениях его параметров прини-
маются на основании картин превышения или непревышения выход-
ными напряжениями порогов в тех или иных каналах. Поэтому в 
первую очередь возникает задача о вычислении вероятностей появ-
ления той или иной картины при наличии сигнала с заданными пара-
метрами. Зная эти вероятности можно оценить вероятность обнару-
жения сигнала и ошибки измерения параметров обнаруженного сиг-
нала. 

5.2. Приближённый метод расчёта вероятностей 

возникновения различных картин превышений 

Рассмотрим вначале систему, состоящую из двух каналов, каждый 
из которых построен по схеме, рассмотренной в §

 
3.2. Сохраним обо-

значения, использованные в §§ 3.2 – 3.4. При этом величины, поме-
ченные ранее индексом 1, будем относить к первому каналу обнару-
жения, а соответствующие величины для второго канала будем поме-
чать индексом 2. Величины, не имевшие ранее индекса, в необходи-
мых случаях будут также помечаться соответствующим индексом, 
указывающим на принадлежность к тому или иному каналу. Обозна-
чим ещё 








1

1111 )( dRRWD , 






2

2222 )( dRRWD ,  










1 2

2121 ),( dRdRRRWP . 

Здесь 1 и 2 — пороги в первом и втором каналах, W1(R1), W2(R2) — 
плотности распределения выходных величин в первом и втором ка-
налах, W(R1, R2) — совместное распределение выходных величин. 

Вероятности возникновения различных картин для двухканальной 
системы можно выразить через величины D1, D2, P, а именно: P — 
вероятность превышения порога в обоих каналах, (D1  P ) — вероят-
ность превышения порога только в первом канале, 
D  (D1  D2  P ) — вероятность превышения порога хотя бы в од-
ном из каналов, и т.

 
д. 

Вычисление величин D1, D2 рассматривалось в задачах для одно-
канального приёмника, здесь мы будем рассматривать вычисление 
интеграла P. 

Для сохранения общности результатов понадобится ввести ещё 
одну величину, которую обозначим символом , и которая будет ха-
рактеризовать фазовые соотношения для опорных сигналов. С учётом 
этого нового обозначения косинусные и синусные опорные колеба-
ния являются действительными и мнимыми частями выражений: 

 )(iexp)( 1111  ttU  и   )(iexp)( 2222 ttU . 
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Используя методы, изложенные в §
 
3.3, квадратурные составляю-

щие сигнала на входах детекторов огибающей можно представить в 
виде X1  (x1  a1)

 
, Y1  (y1  b1)

 
, X2  (x2  a2)

 
, Y2  (y2  b2)

 
, где 

x1, y1, x2, y2 — нормальные случайные величины (0, 1) с коэффициен-
тами корреляции 

02211  yxyx ,  cyyxx  2121 ,  sxyyx  2121 ; 

),(eei 121221
)i(i 212 
 Csc ; 

2шN ; Nш — двусторонняя спектральная плотность шума; 

),(ee2i 010110
)i(i

011
101 
 Cqba ; 

),(ee2i 020220
)i()i(

022
202 
 Cqba ; 

q0 — отношение сигнал/шум (см. §
 
3.4). Для C() остаётся в силе 

введенное ранее определение (3.4.1). Функция C21() представляет 
собой взаимно корреляционную функцию опорных сигналов. 

Если C21(2  1, 2  1)  0, то шумовые составляющие x1 и y1 
статистически независимы от x2 и y2. В таких случаях будем просто 
говорить, что шумовые составляющие в каналах независимы. 

Теперь, чтобы найти изображение по Лапласу двумерной плотно-

сти распределения случайных величин )2()( 22
1

2
11  YXR  и 

)2()( 22
2

2
22  YXR , являющихся выходами каналов при приёме 

одного импульса, можно воспользоваться результатами §
 
2.2. Окон-

чательное выражение для изображения можно записать в виде 
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где 
2

0000 ),(   Cqq ,   1, 2; r0  |C21(2  1, 2  1)
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),(),(),( 020220010110121221  CCCB . 

Величины q1 и q2 представляют собой произведения отношения 
сигнал/шум на соответствующие коэффициенты потерь, обусловлен-
ные неоптимальностью приёма (см. §

 
3.4). Эти величины будем назы-

вать для краткости отношениями сигнал/шум для импульса в первом 
и втором каналах. 

.
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Если огибающие принимаемого и опорных сигналов совпадают 
между собой (т. е. каналы являются оптимальными устройствами, 
настроенными на те или иные значения параметров сигнала) и обла-
дают симметрией U(t0  t)  U(t0  t), где t0 — некоторая точка на 
временной оси, то 

)i2i(exp),(),( 0

22 tCC   . 

Тогда, если расстройки, являющиеся аргументами автокорреляцион-
ной функции, находятся в пределах главного лепестка, то 

  1  22  02  0  21  22 . 

Для данного случая далее можно убедиться, что   0, если точка (0, 
0) лежит на отрезке, соединяющей точки (1, 1) и (2, 2). В частно-
сти,   0, если один из параметров сигнала (0 или 0) известен и 
каналы настроены на известное значение этого параметра. 

Обратим внимание, что статистические характеристики выходных 
случайных величин R1 и R2 не зависят от фазового сдвига . 

Двумерную плотность, соответствующую изображению (1), не 
удаётся получить в пригодном для использования виде. Тем не менее, 
формула (1) может послужить отправной точкой для нахождения ве-
роятностей при флуктуирующем сигнале. 

Если флуктуации сигнала рэлеевские, то отношение сигнал/шум 
q0 можно представить в виде q0  0x, где 0 — среднее значение от-
ношения сигнал/шум, а x — случайная величина с плотностью рас-
пределения exp(x). Усредняя F(p1, p2) из (1) по x, получим изобра-
жение двумерной плотности распределения выходных величин при 
приёме рэлеевского сигнала 
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где 
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

r
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Если правую часть (2) возвести в N-ую степень, то получим изоб-
ражение плотности распределения в случае приёма пачки, состоящей 
из N независимо флуктуирующих некогерентных импульсов (при рэ-
леевских флуктуациях амплитуд). 

Формула (2) является изображением двумерной плотности ненор-
мированных квадратов рэлеевских случайных величин. Путём заме-
ны переменных )1( 111  RR  и )1( 222  RR  задачу можно све-
сти к вычислению интегралов от плотности распределения случай-
ных величин 1R  и 2R , являющихся нормированными квадратами мо-

.
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дуля вектора с гауссовскими компонентами. Тогда для вычисления 
вероятностей событий оказываются пригодными формулы из §

 
2.4, 

если в качестве порогов в них использовать значения )1( 11   и 

)1( 22  . Так, для вероятности превышения порога в обоих кана-
лах при приёме импульса с рэлеевскими флуктуациями амплитуды 
получим 
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Аналогичным образом можно использовать результаты §
 
2.4 для 

вычисления вероятностей при приёме независимо флуктуирующей 
некогерентной пачки. 

Рассмотрим теперь приём дружно флуктуирующей некогерентной 
пачки. Изображение распределения выходных величин при рэлеев-
ских флуктуациях амплитуды имеет вид 
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где N — число импульсов, 1 и 2 — средние значения отношения 
сигнал/шум для пачки импульсов в первом и втором каналах, 
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Если все импульсы имеют одинаковую энергию, то 1  N1 и 
2  N2. 

При r0  0, когда шумовые составляющие в каналах статистически 
независимы, формула (4) превращается в 
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причём r 
2
  12/[(1  1)(1  2)]. 

.
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Обращение изображений (4) и (6) и последующее вычисление ин-
теграла P затруднено. Из (6) можно получить аналитическую форму-
лу для P, в которую входят цилиндрические функции двух мнимых 
переменных [39]. Однако, уже при N  2 это выражение весьма гро-
моздко. Поэтому для вычисления интеграла можно рекомендовать 
численные или приближённые методы. 

Если шумовые составляющие в каналах независимы, то интеграл 
P можно вычислить двумя способами. Один из способов основан на 
разложении в ряд изображения (6) и последующих преобразованиях 
ряда. Получающееся при этом окончательное выражение представле-
но в работе [76]. Однако, при независимых шумах предпочтительнее 
другой способ. Он заключается в вычислении интеграла 

 dxxJxJP x
NN





  e),(),( 22

0

11  (5.2.7) 

численными методами. 
При зависимых шумовых составляющих необходимо применять 

приближённые формулы. В одной из приближённых формул [76] ин-
теграл выражается через дополнение к функции ошибок erfc(x). По-
мимо этой формулы можно предложить ещё одну 
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применимую в случаях, когда 1 и 2 не слишком малы. Здесь 
  2/1, а r 

2
 определяется формулой (5). 

Недостатком приближённых формул является то, что полный 
контроль их точности затруднён. Относительно точности (8) можно 
сказать следующее. При N  1 она совпадает с точной формулой (3). 
При r0  0 получаемые результаты можно сличить с результатами 
формулы (7). 

На рис.
 
5.1 изображены зависимости D1, D2, P, и D для дружно 

флуктуирующей пачки прямоугольных импульсов от величины  — 
расстройки сигнала по задержке относительно первого канала 
(  0  1) при N  32, F  10

6
, 0  256. Здесь F — вероятность пре-

вышения порога в канале в случае отсутствия сигнала (пороговый 
уровень в обоих каналах одинаковый), 0 — среднее значение отно-
шения сигнал/шум для пачки. Оба канала настроены на частоту сиг-
нала и расстроены по задержке на величину длительности импульса T 
(т. е. 2  1  T). 

.
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Рис. 5.1. Зависимости вероятностей появления различных событий 
от задержки сигнала 

Если абсолютные величины расстроек сигнала относительно ка-
налов отличаются друг от друга больше, чем в 1,3  1,5 раза (квад-
раты модуля автокорреляционной функции отличаются в 1,5  2 ра-
за), то, как это видно из рисунка, P  min {D1, D2}. Это означает, что 
если произошло превышение в канале с большей расстройкой отно-
сительно флуктуирующего сигнала, то в канале с меньшей расстрой-
кой превышение произойдёт обязательно. 

Покажем, как можно использовать этот вывод в расчётах для мно-
гоканальной системы. Вероятности различных картин на выходе n-
канальной системы можно выразить через интегралы 
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 (5.2.9) 

и т.
 
д. Здесь j  1, 2,  , n; k  j  1,  , n; l  k  1,  , n и т.

 
д. 

При обнаружении сигнала с одним неизвестным параметром аб-
солютные значения расстроек сигнала могут быть примерно равными 
только в двух каналах, в остальных же каналах расстройки либо 
больше этих значений, либо меньше (это не имеет места в том слу-
чае, если каналы расположены неравномерно или расположены очень 
часто). Рассмотрим один из интегралов (9) кратности m. Занумеруем 
каналы, соответствующие переменным интегрирования, так, чтобы 

.
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1  2    m, и будем считать, что j  (1,5  2)j2. Тогда вели-
чина этого интеграла, равная вероятности превышения порога во всех 
m каналах, будет равна вероятности превышения порога в m-ом и 
(m  1)-ом каналах, так как если порог превышен в m-ом канале, то он 
будет превышен и в каналах с номерами (m  2),  , 2, 1, т.

 
е. 
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Таким образом, все многомерные интегралы можно заменить дву-
мерными. 

Если сигнал имеет два неизвестных параметра, например, задерж-
ку и частоту, то для расчётов вероятностей картин необходимо знать 
интеграл от распределения выходных величин четырёх соседних ка-
налов. 

Нетрудно также убедиться в том, что если в канале с меньшей 
расстройкой порог не превышен, то он не будет превышен и в канале 
с большей расстройкой. Отсюда получим, что вероятность обнаруже-
ния с одним неизвестным параметром можно определять по формуле 
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где R1 и R2 — выходные величины, соответствующие каналам с 
наименьшими расстройками относительно параметра сигнала. Зави-
симость вероятности обнаружения от параметра сигнала будет пери-
одической. Один из периодов при расстройке каналов по задержке 
будет иметь такой же вид, как и зависимость, представленная на 
рис.

 
5.1. 

Из приведенных рассуждений также следует, что при наличии 
только одного сигнала превышения порогов будут происходить в со-
седних каналах, а события с чередующимися превышениями малове-
роятны. 

5.3. Коэффициент потерь для дружно флуктуирующего 

некогерентного сигнала 

Расчёт вероятности обнаружения в многоканальной системе часто 
сводят к более простой задаче для одноканальной системы. При этом 
вероятность превышения порога в канале с минимальной расстрой-
кой принимают за вероятность обнаружения сигнала. Погрешность 
такого метода можно характеризовать ошибкой в оценке отношения 
сигнал/шум, необходимого для обеспечения заданной вероятности 
обнаружения при фиксированной вероятности ложной тревоги. 

В случае, когда сигнал находится на стыке двух каналов, т.
 
е. ко-

гда 1  2, вероятность обнаружения D отличается от вероятности 
превышения порога в канале D1. Если при этом в качестве вероятно-

.
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сти обнаружения принимать величину D1, то это приведёт к завыше-
нию на 20

 
 40 % требуемого отношения сигнал/шум. Величина за-

вышения зависит от расстройки между каналами, от N, D, F и поэто-
му не может быть скомпенсирована путём введения постоянного по-
правочного коэффициента. 

Такая ошибка представляется существенной. 
Рассмотрим более подробно случай, когда неизвестный параметр 

имеет априорное распределение, медленно меняющееся в пределах 
расстройки между соседними каналами. Пусть D(s) вероятность об-
наружения сигнала, параметр которого равен s, s — величина рас-
стройки между соседними каналами (под символом s подразумевает-
ся либо   0  1, либо   0  1). Тогда, учитывая, что D(s) — 
периодическая функция с периодом s и что априорное распределе-
ние медленно меняется в пределах одного периода, в результате 
усреднения D(s) по априорному распределению получим 
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На рис.
 
5.1 приведена зависимость D(). D() отличается от веро-

ятности превышения порога в канале с меньшей расстройкой, если 
2 , и так как это различие проявляется на небольшом отрезке 

оси , то не будет большой погрешности, если за вероятность обна-
ружения сигнала будем принимать вероятность превышения порога в 
канале с минимальной расстройкой, т.

 
е. 
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Погрешность оценки требуемого отношения сигнал/шум в таких 
случаях составляет 2

 


 
3 % и является несущественной. 

Поэтому можно сделать следующий вывод. Если сигнал находит-
ся на стыке каналов или если выбор числа каналов производится ис-
ходя из допустимого уменьшения вероятности обнаружения сигнала, 
параметры которого оказываются расположенными на стыке каналов, 
то при расчёте вероятности обнаружения необходимо пользоваться 
приведенными в предыдущем параграфе формулами. Однако если 
априорное распределение неизвестных параметров широко по срав-
нению с расстройками между соседними каналами и изменяется мед-
ленно в области обнаружения, то за вероятность обнаружения сигна-
ла с данными параметрами можно принимать вероятность превыше-
ния порога в канале с минимальной расстройкой относительно сиг-
нала. 

Воспользуемся этим выводом для вычисления вероятности обна-
ружения дружно флуктуирующей по рэлеевскому закону некогерент-
ной пачки импульсов с неизвестным параметром, имеющим широкое 

.
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и медленно меняющееся в области обнаружения априорное распре-
деление. Интеграл (1) непосредственно не вычисляется, поэтому ве-
личину D1 под интегралом представим в виде ряда по отрицательным 
степеням 0|C(s)|

2
, где 0 — отношение сигнал/шум для пачки; 

C(s) — автокорреляционная функция импульсного сигнала, записан-
ная в виде функции одного переменного. Тогда 
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где  — пороговый уровень, N — число импульсов в пачке, 
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. 

Теперь будем рассматривать коэффициент потерь , который яв-
ляется отношением требуемого значения 0 для канала, согласован-
ного с сигналом, к требуемому значению 0 для многоканальной си-
стемы. Для него можно получить следующий ряд: 
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Очевидно, что при больших 0 в этой формуле можно брать только 
первый член и считать 

   1A1 . (5.3.2) 

Полученный результат распространим на случай, когда сигнал 
имеет несколько неизвестных параметров. Если неизвестна задержка 
и частота, то 
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Тогда, при условии совпадения огибающих принимаемого и опорных 
сигналов, для пачки прямоугольных импульсов можно получить: 
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, (5.3.3) 

где T — длительность импульса, B2 — числа Бернулли. При этом 
если неизвестна только задержка, то   1   /(2T ). 
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На рис.
 
5.2 приведены полученные при помощи (2) и (3) линии 

равных коэффициентов потерь для дружно флуктуирующей некоге-
рентной пачки прямоугольных импульсов. Пунктирная кривая пере-
секает линии в тех точках, где произведение  для точек, лежащих 
на соответствующей линии, максимально, т.

 
е. число каналов, пере-

крывающих область обнаружения при данном коэффициенте потерь, 
минимально. 
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Рис. 5.2. Линии равных коэффициентов потерь 

Рис. 5.2 можно использовать и для оценки коэффициента потерь 
для некогерентной пачки фазокодоманипулированных импульсов. 
Обозначив этот коэффициент через ф и, учитывая, что для главного 
пика автокорреляционной функции ФКМ сигнала 
|C00(, )|  |C00(, 0)|  |C00(0, )|, получим ф  . Здесь  — ко-
эффициент потерь, учитывающий только расстройку по задержке, 
 — только по частоте. Для  можно записать   1   /(2Td), где 
Td — длительность дискрета ФКМ сигнала. Коэффициент  опреде-
ляется по рис.

 
5.2 при условии   0. 

Линии равных коэффициентов потерь, представленные на рис.
 
5.2, 

получены для рэлеевских флуктуаций амплитуды. Однако, как пока-
зывают численные оценки, интегрирование в (1) зависимостей D1(s), 
соответствующих другим законам флуктуаций амплитуды, можно 
также с успехом заменять использованием коэффициента потерь, по-

.
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лучаемого из рис.
 
5.2. Погрешности оценок при этом оказываются 

такими же, как и погрешности для рэлеевских флуктуаций. 

5.4. Расчёт вероятности ложной тревоги 

Ложной тревогой в многоканальной системе является событие, 
когда полезный сигнал на входе отсутствует, а в одном или несколь-
ких каналах есть превышения порога. 

Если все каналы идентичны и выходные величины каналов вза-
имно независимы, то вероятность ложной тревоги в многоканальной 
системе Fn связана с вероятностью превышения порога в канале F 
соотношением: 

 nn
n FF

nn
nFFF 


 2

!2

)1(
)1(1 . (5.4.1) 

Здесь n — число каналов. Обычно nF  1, поэтому 

 Fn  nF . (5.4.2) 

Формула (2) служит для расчёта вероятности ложной тревоги. Она 
обычно используется и в том случае, когда каналы обнаружения пе-
рекрываются (не являются ортогональными) и, следовательно, вы-
ходные величины каналов статистически зависимы. 

Если каналы сильно перекрываются, то формула (2) становится 
непригодной. Ниже приведены результаты, позволяющие при пере-
крывающихся каналах оценить погрешность формулы (2) и, в конеч-
ном счёте, установить пределы её применимости. 

Обобщением формулы (1) на случай зависимых выходных вели-
чин является выражение [95]: 

   jkljkjn PPPF  , (5.4.3) 

где Pj — вероятность превышения порога в j-ом канале (Pj  F ), Pjk — 
вероятность превышения порога в каналах с номерами j и k и т.

 
д. 

Суммирование в (3) ведётся по всем значениям индексов от 1 до n 
с учётом условия j  k  l    . 

Вероятности Pj, Pjk,  представимы в виде интегралов (5.2.9), ес-
ли в подынтегральных выражениях подразумевать плотности распре-
деления выходных величин каналов, когда полезный сигнал на входе 
отсутствует. 

Пренебрегая вероятностями превышения порога в трёх, четырёх и 
т.

 
д. каналах, из (3) получим 
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Формула (4) даёт более точную оценку, чем (2). Кроме того, мож-
но показать, что 

.
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причём первое неравенство в (5) превращается в равенство при n  1 
или 2, а второе — при n  1. 

Второе неравенство в (5) можно усилить: 
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Чтобы минимизировать верхнюю границу вероятности Fn, оцени-
ваемую по формуле (6), целесообразно каналы нумеровать так, чтобы 
коррелированные выходные величины были в каналах с соседними 
номерами. 

Если при обнаружении некогерентного сигнала применяется 
квадратичный детектор, то для вычисления вероятностей Pjk можно 
воспользоваться результатами §

 
2.4. В частном случае, когда много-

канальная система предназначена для обнаружения импульсного 
сигнала, 

 eF ,   ),(1e),(e ABJBAJPjk   , 

где  — значение порогового уровня; )1( 2
jkrA  ; ArB jk

2 ; 

),( jkjkjk Cr  ; C() — автокорреляционная функция сиг-

нала, по отношению к которому каналы оптимальны; k, j, k, j — 
параметры сигнала, на которые настроены каналы. 

Итак, мы имеем три формулы для определения вероятности лож-
ной тревоги Fn по заданному значению порога. Одна из них — при-
ближённая формула (2). Две другие формулы входят в неравенства 
(6) и позволяют определить диапазон, в котором находится истинное 
значение Fn. Если задано значение Fn, то эти формулы дают уравне-
ния для определения порога. 

Пусть п — значение порога, получаемое из приближённой фор-
мулы (2), н и в — нижняя и верхняя оценки порога, получаемые 
соответственно из формул для нижней и верхней оценок вероятности 
Fn, причём н удовлетворяет и уравнению (4). Обозначим через т 
неизвестное нам точное значение порога, соответствующее заданной 
вероятности Fn. Очевидно, что н  т  в  п. 

Сравнивая между собой значения н, в, п, можно получить пред-
ставление о погрешности вычисления порога. Однако, результаты 
такого сравнения ненаглядны, так как непонятно, к каким послед-
ствиям приведёт та или иная погрешность. Результаты будут нагляд-
нее, если погрешность порога пересчитать в погрешность оценки от-
ношения сигнал/шум, требуемого для достижения заданной вероят-
ности правильного обнаружения. 
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При обнаружении импульсного рэлеевского сигнала требуемое 
среднее значение отношения сигнал/шум  связано с порогом  и ве-
роятностью обнаружения D соотношением    /ln(1/D)  1. При 
значениях D, близких к 1, можно в этом соотношении отбросить еди-
ницу, т.

 
е. положим    /ln(1/D). Обозначим через н, т, в, п полу-

чаемые по этой формуле значения отношения сигнал/шум, если в ка-
честве порога использовать соответственно н, т, в, п. Теперь не-
трудно заметить, что погрешности в оценке порога практически без 
изменений трансформируются в погрешность оценки требуемого от-
ношения сигнал/шум. Например, нпнп  . 

В табл. 5.1 приведены результаты, позволяющие установить пре-
делы применимости формулы (2). Рассматривалась многоканальная 
система, предназначенная для обнаружения прямоугольных импуль-
сов с неизвестной задержкой. Здесь, по-прежнему,  — расстройка 
между соседними каналами по задержке. Приведенные в таблице 
значения н и в равны соответственно )(lg10 нп   и )(lg10 вп  . 
Обобщённые коэффициенты корреляции вычислялись по формуле 
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Tjk
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Прокомментируем данные таблицы. Например, значения н  0,20 
и в  0,11 означают, что использование формулы (2) для расчёта ха-
рактеристик обнаружения при F  10

4
, n  10 и 1,0 T  приведёт к 

завышению требований к энергетическим характеристикам процеду-
ры обнаружения, причём величина завышения лежит в диапазоне от 
0,11 до 0,20 дБ. 

Таблица 5.1 

Оценка применимости 
приближённой формулы для расчёта вероятностей ложной тревоги 

Fn n 
1,0 T  2,0 T  3,0 T  

н в н в н в 

410  
10 0,20 0,11 0,05 0,04 0,02 0,02 

100 0,14 0,08 0,03 0,03 0,01 0,01 

1000 0,09 0,06 0,02 0,02 0,00 0,00 

610  
10 0,08 0,05 0,02 0,01 0,00 0,00 

100 0,06 0,04 0,01 0,01 0,00 0,00 

1000 0,04 0,03 0,01 0,01 0,00 0,00 
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В целом, можно сделать такой вывод. При расчётах вероятности 
ложной тревоги можно пренебрегать статистической зависимостью 
выходных величин и вероятность ложной тревоги в n-канальной си-
стеме определять по формуле Fn  nF. Эта формула будет неверной 
лишь в том случае, если каналы сильно перекрываются, но такие слу-
чаи на практике, видимо, не встречаются. 

Заметим ещё, что если многоканальная система предназначена 
для обнаружения импульсного сигнала, то результаты, полученные 
здесь применительно к квадратичному детектору, будут справедливы 
и для любого другого вида детекторной характеристики. 

5.5. Обнаружение сигнала 

на фоне шума с неизвестной интенсивностью 

при наличии дополнительных шумовых выборок 

Для обнаружения сигналов при заданной вероятности ложной 
тревоги необходимо знать интенсивность шума, по которой норми-
руется пороговый уровень. При воздействии шума с неизвестной ин-
тенсивностью возникает необходимость определять эту интенсив-
ность в процессе обнаружения. 

В [27, 28] рассматривается метод обнаружения некогерентной 
пачки импульсов, предполагающий наличие дополнительных выбо-
рок шума, по которым можно определить его интенсивность. Вели-
чина порогового уровня берётся пропорциональной измеренному 
значению интенсивности. Схема обнаружения сигнала для этого слу-
чая представлена на рис.

 
5.3, где N — число некогерентно накаплива-

емых импульсов сигнала, m — число выборочных значений шума, 
 — постоянный коэффициент, который в дальнейшем будем назы-
вать пороговым коэффициентом. Случайные величины S и R явля-
ются выходными величинами каналов, идентичных устройствам для 
когерентной обработки импульсов. Решение о наличии сигнала при-
нимается, при R  x, где x  S/m. 
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Рис. 5.3. Схема обнаружения сигнала 
на фоне шума с неизвестной интенсивностью 
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Характеристики обнаружения независимо флуктуирующей пачки 
импульсов рассмотрены в [27]. В данном параграфе будут приведены 
формулы для вероятности ложной тревоги и вероятности обнаруже-
ния дружно флуктуирующей пачки, принимаемой на фоне нормаль-
ного шума с неизвестной интенсивностью. Кроме того, далее будет 
рассмотрен метод получения формул для оценки характеристик об-
наружения в случае, когда шумовые выборочные значения статисти-
чески зависимы. 

Определение интенсивности шума может производиться путём 
приёма и обработки шумового процесса в такой области частот и за-
держек, в которой сигнал не может появиться. Если интенсивность 
шума медленно меняется во времени, то для определения интенсив-
ности шума можно использовать то же приёмное устройство, что и 
для приёма сигнала, тогда приём сигнала и анализ интенсивности 
шума должны быть разделены по времени. 

Выборки шума могут браться во всех имеющихся каналах обна-
ружения. Если в каждом канале берётся одно выборочное значение в 
периоде повторения, то m  nN, где n — число каналов. 

При получении точных формул для определения порогового ко-
эффициента  будет предполагаться, что накопление осуществляется 
после квадратичного детектора, и каналы обнаружения не перекры-
ваются. Все m выборочных значений шума статистически независи-
мы друг от друга. 

Вероятность ложной тревоги на один канал обнаружения можно 
представить в виде 
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Из этой формулы можно получить следующее выражение для веро-
ятности ложной тревоги 
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из которого по заданному значению F необходимо находить коэффи-
циент . 

Если m  , то ошибки измерения интенсивности шума стремят-
ся к нулю, поэтому  будет стремиться к величине порога 0, которая 
определяется вероятностью ложной тревоги при известной интенсив-
ности шума: 
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Если m конечно, то пороговый коэффициент  представляется в 
явном виде лишь при N  1: 

  m[exp(0
 /m)  1], 

где 0  ln(1/F ). А при N  1 для  можно найти лишь несколько пер-
вых членов разложения в ряд по отрицательным степеням числа вы-
борочных значений m. 

Определим теперь вероятность обнаружения. 
Если результат обработки пачки, состоящей из N дружно флукту-

ирующих импульсов, сравнивается с порогом  S /m, то вероятность 
превышения этого порога будет иметь вид (при рэлеевских флуктуа-
циях): 
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где  — среднее значение отношения сигнал/шум для пачки импуль-
сов. 

Усредняя D(S) по флуктуациям S, получим 
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При больших значениях m 
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Если ещё и  достаточно велико, то 
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и   [  (N  1)]/ln(1/D)  1. При точно известной интенсивности 
шума требуемое отношение сигнал/шум будет равно 
0  [0  (N  1)]/ln(1/D)  1. Из этих формул получаем выражение 
для коэффициента потерь, обусловленных незнанием интенсивности 
шума:   0

 /. 

В частном случае N  1, когда осуществляется обнаружение коге-
рентного сигнала с амплитудой, флуктуирующей по рэлеевскому за-
кону, вероятность ложной тревоги и вероятность обнаружения опре-
деляются формулами 
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где  — среднее значение отношения сигнал/шум. 

.
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При N  1 для определения коэффициента потерь можно исполь-
зовать довольно простую формулу 











Fm

1
lg

5
lg10 , 

точность которой увеличивается с ростом m. При F  10
6

 и m  30 
эта формула даёт 1,00 дБ, в то время как точными вычислениями 
при F  10

6
, m  30 и D  0,9 можно получить 1,04 дБ. 

Анализ эффективности обнаружения проведен здесь в предполо-
жении, что все выборочные значения шума статистически независи-
мы между собой. В действительности выборочные значения, снимае-
мые с выходов каналов обнаружения, могут быть зависимыми. Это 
приводит к увеличению ошибок измерения интенсивности шума и, в 
конечном счёте, к увеличению энергетических потерь. 

Для приближённых оценок эффективности обнаружения при за-
висимых выборочных значениях можно использовать формулы, по-
лученные для независимых значений, если в эти формулы вместо m 
подставлять mэ (mэ  m). Параметр mэ выбирается таким, чтобы дис-
персия случайного порога для условной схемы, использующей для 
формирования порога mэ независимых выборочных значений, совпа-
дала с дисперсией случайного порога для реальной схемы. Значение 
mэ зависит от обобщённых коэффициентов корреляции r 
(,   1, 2,  , m) случайных величин на выходах каналов и опреде-
ляется по формуле 


 


m m

rmm
1 1

22
э . 

Если шумовые выборки берутся в N периодах повторения на вы-
ходах n каналов, то r  0, если  и  соответствуют разным перио-
дам повторения. 

Обобщённые коэффициенты корреляции можно выразить через 
автокорреляционную функцию сигнала, по отношению к которому 
каналы оптимальны: 

22 ),(   Cr , 

где  и  — значения задержки и частоты, на которые настроен -
ый канал. 

Для получения точных формул вероятности обнаружения сигнала 
на фоне шума с неизвестной интенсивностью можно использовать 
преобразование Лапласа. Решение о наличии сигнала принимается, 
если случайная величина R/x превышает порог . Используя изло-
женный в §

 
2.5 метод, для вероятности этого события можно полу-

чить 

.
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где FR() и Fx() — изображения плотностей распределения случайных 
величин R и x. Если R и x статистически зависимы, то FR(p)Fx(p) в 
этой формуле следует заменить на F(p, p), где F() — изображение 
двумерной плотности распределения R и x. 

Контурный интеграл можно выразить через вычеты особых точек, 
расположенных либо в левой полуплоскости, либо в правой. Полюс 
p  0 при вычислении этого интеграла причисляется к особым точкам 
в правой полуплоскости. 

Применительно к обнаружению дружно флуктуирующего сигнала 
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где  — отношение сигнал/шум для пачки импульсов. Если выбо-
рочные значения шума независимы, то 
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Подставляя FR() и Fx() в (6) и вычисляя интеграл, можно получить 
точные выражения для вероятности обнаружения дружно флуктуи-
рующего сигнала. Если же при вычислении интеграла учесть только 
вычет в точке )1(1 p , то придём к формуле (4). 

Если шумовые выборки берутся в N периодах повторения на вы-
ходах n каналов, то в общем случае (при наличии статистической за-
висимости выходных величин) 
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где A — эрмитова матрица размерами nn, составленная из элемен-
тов 

  ),()i(exp   Ca . 

Если и теперь при вычислении интеграла (6) учесть только вычет в 
точке p  1/(1  ), то получим 
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5.6. Ошибки измерения неизвестных параметров сигнала 

при формировании оценок по картинам превышений 

Пусть c1,  , cm — картины с превышениями порогов на выходе 
многоканальной системы, p1(s),  , pm(s) — вероятности возникнове-
ния этих картин, если параметр сигнала равен s. Предположим, что 
если возникает картина c, то параметром сигнала считается величина 

s
~ , при этом ошибка в измерении будет  ss ~ . Средний квадрат 
ошибки измерения параметра при условии обнаружения будет 
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Если неизвестный параметр имеет медленно меняющееся априор-
ное распределение, то в качестве среднего квадрата ошибки измере-
ния при условии обнаружения примем величину 
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где D — среднее значение вероятности обнаружения D(s); усредне-
ние производится по параметру s. 

Приравняв производную 
2
 по s

~  нулю, получим, что 
2
 мини-

мально, если 
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Очевидно, если картина превышений симметрична относительно 
своего центра тяжести, то и зависимость вероятности появления этой 
картины симметрична относительно центра тяжести; тогда с центром 
тяжести совпадает и оценочное значение. Выше отмечалось, что пре-
вышения происходят в соседних каналах, поэтому если сигнал имеет 
один неизвестный параметр, то картины превышений симметричны. 
В этом случае следует считать, что параметр сигнала равен средне-
арифметическому значению значений параметра, на которые настро-
ены каналы с превышениями. 

На рис.
 
5.4 приведена зависимость среднего квадрата ошибки из-

мерения задержки обнаруженного прямоугольного импульса (с рэле-
евской амплитудой) от величины расстройки между соседними кана-
лами. При расчёте этой зависимости не учитывались превышения 
порога в каналах, в которых присутствует только шум, так как такие 
события маловероятны и практически не влияют на величину средне-
го квадрата ошибки, если число каналов не очень велико. При доста-
точно большом числе каналов шумовые превышения могут привести 
к значительным ошибкам, влияющим на величину среднего квадрата, 
но их также можно не учитывать, если при наличии превышений по-

.
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рога в каналах с большими расстройками друг относительно друга 
принимаются решения о наличии нескольких сигналов. Можно не 
учитывать и такие события, когда сигнал пропущен, но в одном из 
каналов с большой расстройкой относительно сигнала есть превыше-
ния порога шумом; в этом случае величину 

2
 на рис.

 
5.4 точнее 

называть средним квадратом ошибки при условии правильного обна-
ружения. 
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Рис. 5.4. Зависимость среднего квадрата ошибки измерения 
задержки сигнала от расстройки между каналами 

Зависимость на рис.
 
5.4 построена для N  1, F  10

6
, 0  100, од-

нако расчёты показывают, что средний квадрат ошибки измерения 
очень слабо зависит от числа импульсов в пачке N, вероятности лож-
ной тревоги F и от среднего значения отношения сигнал/шум 0. 
Средний квадрат ошибки измерения неизвестного параметра слабо 
зависит и от вида этого параметра, поэтому рис.

 
5.4 можно использо-

вать для определения ошибок измерения частоты сигнала; при этом 
следует считать, что по оси абсцисс отложена величина /(2T), а по 
оси ординат отложена величина 

2
/(2T)

2
. Примерно такими же будут 

ошибки и при совместном измерении задержки и частоты сигнала, 
если за оценочные значения принимать центры тяжести двумерных 
картин, т.

 
е. среднеарифметические значения значений параметров, 

на которые настроены каналы с превышениями. 
Следует оговориться, что изложенные выводы справедливы, если 

отношение сигнал/шум не настолько велико, что происходят превы-
шения порога боковыми лепестками автокорреляционной функции. 

.
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Зная величины ошибок и вероятности этих ошибок, можно найти 
вероятность превышения некоторой заданной величины абсолютным 
значением ошибки измерения. На рис.

 
5.5 по оси ординат отложена 

величина P(U) — вероятность того, что абсолютное значение ошибки 
измерения задержки превысит величину U, по оси абсцисс отложена 
величина U/

 
; зависимости построены для N  1, F  10

6
, 0  100. 

Считалось, что задержка сигнала имеет широкое и медленно меняю-
щееся априорное распределение. 
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Рис. 5.5. Интегральные распределения абсолютного значения 
ошибки измерения задержки: 

1 —   T; 2 —   T/2 

Интересно сравнить, хотя бы примерно, полученные результаты 
для ошибок измерений с ошибками измерений при отборе канала с 
максимальной выходной величиной, когда в качестве оценки пара-
метров принимаются параметры сигнала, на которые настроен канал 
с максимальным выходом. Если s — значения параметра, на которые 
настроены каналы, s~  — оценочное значение параметра, то для схе-
мы отбора канала с максимальным выходом будет иметь место нера-
венство: 

    2

,,2,1

2
)(min~


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 ssss
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. (5.6.1) 

Усредняя (1) по s, получим 

 1222
s . (5.6.2) 

.
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Сравнение (2) с результатами на рис.
 
5.4 показывает, что даже полу-

ченная нижняя граница среднего квадрата ошибки измерения схемой 
отбора канала с максимальным выходом оказывается хуже, чем сред-
ний квадрат ошибки измерения рассмотренным способом. Этот ре-
зультат можно объяснить тем, что при оценке параметров по центру 
тяжести картины превышений возможные оценочные значения рас-
положены друг от друга на меньшем расстоянии, чем оценочные зна-
чения при отборе канала с максимальным выходом. 

Заметим, что нижней границей среднего квадрата ошибки изме-
рения одного неизвестного параметра при формировании оценок по 

картинам превышений является величина 482
s . 

5.7. Ошибки измерения параметров сигнала с неизвестной 

амплитудой двумя расстроенными каналами 

При формировании оценок по картинам превышений используют-
ся результаты обработки сигнала, получаемые в процессе решения 
задачи обнаружения. Информация о полезных параметрах сигнала, 
содержащаяся в принимаемой реализации, извлекается при этом не 
наилучшим образом. Множество оценочных значений параметров 
дискретно, поэтому ошибки измерения ограничены снизу некоторой 
величиной и не уменьшаются до нуля при возрастании отношения 
сигнал/шум. 

Устранить этот недостаток можно путём использования ампли-
тудной информации для формирования оценок. При измерении одно-
го параметра для этой цели подходят максимальные выходные вели-
чины двух соседних каналов, по крайней мере, в одном из которых 
обнаружен сигнал. 

Измерение параметров сигнала двумя расстроенными каналами 
имеет и самостоятельное значение, таким способом можно построить 
дискриминатор для следящего устройства. 

Ошибки измерения неизвестных параметров двумя расстроенны-
ми каналами изучались в [20]. Однако анализ там был проведен при 
предположениях, которые эквивалентны тому, что амплитуда прини-
маемого сигнала точно известна наблюдателю. Отказ от этих предпо-
ложений, как показывают исследования, может привести к каче-
ственно другим результатам. 

Когда амплитуда сигнала неизвестна, то одной из возможностей 
формирования оценок неизвестных параметров является образование 
отношения разности выходных величин каналов к их сумме [84]. 

Если в отсутствие шума зависимость отношения разности к сумме 
от измеряемого параметра имеет достаточно широкий линейный уча-
сток, то оценочные значения параметра могут выбираться пропорци-
ональными отношению разности к сумме. В противном случае в ка-
честве оценочных значений может служить соответствующая нели-
нейная функция отношения, которую с достаточной точностью мож-
но заменить несколькими членами степенного ряда. 

.



 122 

Задача вычисления ошибок измерения в обоих случаях будет сво-
диться к определению статистических характеристик случайной ве-
личины, являющейся отношением разности результатов обработки 
сигнала в расстроенных каналах к их сумме. Методам исследования 
этих характеристик посвящён данный параграф. Применение полу-
ченных результатов иллюстрируется в следующем параграфе. 

Заметим, что рассматриваться будут безусловные характеристики, 
получаемые без учёта наличия превышений порога. Поэтому резуль-
таты применимы, в первую очередь, для анализа дискриминаторов. 

Пусть R1 и R2 — положительные случайные величины, имеющие 
совместное распределение W(R1, R2). Под величинами R1 и R2 в даль-
нейшем будут подразумеваться значения квадратов огибающей сиг-
нала на выходах каналов. Поэтому, если при обработке сигнала в ка-
налах используется квадратичный детектор, то при формировании 
оценочных значений определяется величина y  (R2  R1)/(R2  R1). 

Для получения статистических характеристик случайной величи-
ны y, являющейся функцией от двух случайных переменных R1 и R2, 
применим специальный метод, проиллюстрированный в §

 
2.5. 

Случайная величина y распределена по закону 
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причём W(y)  0, если |
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Для интегрального распределения можно получить выражение 
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Если обе части равенства 
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умножить на W(R1, R2), а затем проинтегрировать по R1 и R2, то полу-
чим выражение для первого момента случайной величины y: 

.
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Аналогично можно получить выражение для произвольного момента: 
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Если при обработке сигнала в каналах используется линейный де-

тектор, то выходными величинами в каналах являются 12R  и 

22R , поэтому при измерении параметров сигнала образуется отно-

шение 
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Дифференциальное и интегральное распределения величины z до-
вольно простым образом выражаются через полученные выше рас-
пределения, соответствующие каналам с квадратичным детектором: 
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В связи с этим обстоятельством аналитические выражения распреде-
лений величины z при дальнейшем изложении будут опускаться. 

При использовании линейного детектора будет иметь место сле-
дующее соотношение для моментов отношения разности к сумме: 
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Это соотношение получается путём усреднения обеих частей равен-
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которое, в свою очередь, следует из формул 
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Если на вход двухканальной системы поступает аддитивная смесь 
нефлуктуирующего импульсного сигнала и шума, то F(p1, p2) опреде-
ляется выражением (5.2.1). Подставляя это выражение в формулу (2), 
после преобразований получим 
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Обозначения и формулы для r0, q1, q2, Q даны в §
 
5.2 при расшифров-

ке параметров, входящих в формулу для F(p1, p2). 
Аналитические выражения для моментов m1 и m2 в общем случае 

не вычисляются. В частном случае для квадратичного детектора, ко-
гда q1  q2, cos   1 (формулу для cos  см. в §

 
5.2), из формул (3) и 

(4) получим: 
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где Ei() — интегральная показательная функция: 
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Если q1  q2 и q1  5  10, то m2  (1  r0)/q1. 

При r0  0 случайные величины R1 и R2 независимы и распределе-
ние W(R1, R2) можно представить в виде произведения одномерных 
распределений: 
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Распределения W(y) и P(y), а также моменты m1 и m2 при использова-
нии квадратичного детектора в этом случае можно вычислить, поль-
зуясь любым из описанных выше способов. Получаемые результаты 
имеют вид: 
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Аналитические выражения для моментов m1 и m2 при использова-
нии линейного детектора удаётся получить лишь в случае r0  0, 
q1  q2: 
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При этом если q1  5  10, то m2  1/(4q1). 

При флуктуирующей по рэлеевскому закону амплитуде сигнала 
изображение F(p1, p2) определяется формулой (5.2.2). Дифференци-

.
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альное и интегральное распределения отношения разности к сумме 
будут иметь вид: 

 

   23

21
222

12

2112
2

)1)(1)(1(4)1)(1()1)(1(

)1)(1()1)(1()1)(1()1(2
)(






yryy

yyr
yW , 


2

1

2

1
)(yP  

  )1)(1)(1(4)1)(1()1)(1(

)1)(1()1)(1(

21
222

12

12






yryy

yy
. 

Формулы для r, 1, 2 см. в §
 
5.2. 

Моменты m1 и m2 при квадратичном детекторе имеют вид 
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Если в каналах используется линейный детектор, то 
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полный эллиптический интеграл третьего рода, который может быть 
выражен через неполные эллиптические интегралы первого и второго 
родов [7, стр. 28]. В данном случае 
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где   arcsin(2/); F(, r), (, r) — неполные эллиптические инте-
гралы первого и второго родов. 

Если 1  2, то m1  0,   )(2)1(1)(41 2
2 rrrm  . 

5.8. Измерение частоты прямоугольного импульса 

Для иллюстрации применения полученных результатов рассмот-
рим сигнал, представляющий собой импульс с прямоугольной оги-
бающей. При этом целесообразно оценить ошибки измерения неиз-
вестного параметра и сравнить их с дисперсией эффективной оценки. 
Поскольку общая формула для дисперсии эффективной оценки вре-
менного положения прямоугольного импульса формально приводит к 
нулевым ошибкам, то в качестве неизвестного параметра рассматри-
вается частота. 

Считаем, что каналы оптимальны по отношению к принимаемому 
сигналу. В этом случае C(, )  C(, ); ,   0, 1, 2. Кроме того, 
будем полагать, что задержка сигнала известна и каналы настроены 
на известное значение задержки сигнала. Начало отсчёта измеряемой 
частоты сигнала  находится в середине интервала, границами кото-
рого служат значения частоты, на которые настроены каналы, т.

 
е. 

  0  (1  2)/2. Оценочное значение ~  неизвестной частоты  
определяется по формуле 
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12

2

~

RR

RR




 , (5.8.1) 

если в каналах используется квадратичный детектор, или по формуле 

 
12

12~

RR

RR




 , (5.8.2) 

если в каналах используется линейный детектор. Коэффициент  в 
формулах (1) и (2) выбирается таким образом, чтобы в отсутствие 
шума и при малых значениях  из этих формул следовало ~ . 

Замечая, что в отсутствие шума величины R1 и R2 пропорциональ-

ны значениям 
2

0 ),0( C  и 
2

0 ),0( C , где 0 — половина 

расстройки между каналами, и что автокорреляционная функция им-

.
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пульса длительностью T при нулевом временном аргументе имеет 
вид C(0, )  [sin(T/2)]/(T/2), получим 

2
ctg

2
1 00

0

TT 



 . 

Анализ дискриминационных характеристик (т. е. зависимостей ~  
от  в отсутствие шума) показывает, что для получения наибольшего 
линейного участка необходимо выбирать определённые значения 
расстройки между каналами. При использовании квадратичного де-
тектора наилучший результат можно получить при 0  0,2 (2/T). 
Ширина линейного участка в этом случае составляет около 1,5(2/T). 
Если используется линейный детектор, то при расстройке между ка-
налами, равной 2/T, дискриминационная характеристика в пределах 
расстройки между каналами строго линейна и ширина линейного 
участка равна 2/T. 

Дальнейшие результаты приводятся для этих значений расстроек 
между каналами. 

Точность измерения при наличии шума характеризуется средним 
квадратом ошибки измерения: 

 2222 ~2~)~()(  . (5.8.3) 

При помощи формул (1), (2) и (3) средний квадрат ошибки изме-
рения можно выразить через моменты m1 и m2. По получаемой таким 
образом формуле рассчитывались кривые, представленные на рисун-
ках. При этом моменты m1 и m2 вычислялись, в основном, по приве-
денным в предыдущем параграфе формулам, а в тех случаях, когда не 
удалось получить аналитические выражения для m1 и m2, для их вы-
числения использовались численные методы интегрирования. 

Приведенные на рис.
 
5.6 результаты показывают, что ошибки из-

мерения существенно возрастают при смещении измеряемой частоты 
сигнала относительно центра дискриминационной характеристики. 

Здесь, как и ранее, через q0 обозначено отношение сигнал/шум 
для нефлуктуирующего сигнала; 0 — среднее значение отношения 
сигнал/шум для сигнала с амплитудой, флуктуирующей по рэлеев-
скому закону. 

Результаты численных расчётов сравниваются на рис.
 
5.7 с дис-

персией эффективной оценки [20] 

 
2
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0
2

2
эф

16






T
, (5.8.4) 

которая показывает минимальное значение ошибки измерения. 

.
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Рис. 5.6. Зависимость среднего квадрата ошибки измерения 
от величины измеряемой частоты: 

а — нефлуктуирующий сигнал, q0  10; 
б — флуктуирующий сигнал, 0  10; 

1 — квадратичный детектор; 2 — линейный детектор 

.
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Рис. 5.7. Зависимости дисперсии эффективной оценки и среднего квадрата 
ошибки измерения от отношения сигнал/шум: 

1 — 
2
эф /(2/T)

2
; 2 — 

2
(0)/(2/T)

2
, нефлуктуирующий сигнал; 3 —  

2
1 /(2/T)

2
, нефлуктуирующий сигнал; 4 — 

2
(0)/(2/T)

2
, флуктуирующий 

сигнал; 5 — 
2
1 /(2/T)

2
, флуктуирующий сигнал (сплошные кривые 2 – 5 — 

для квадратичного детектора, пунктир 2 – 5 — для линейного детектора) 

Кривыми 3 и 5 на рис.
 
5.7 показан средний квадрат ошибки изме-

рения, когда измеряемая частота сигнала с равной вероятностью мо-
жет принимать любое значение в пределах  /T. Эта величина нахо-
дилась численными методами по формуле 











T

T

d
T

/

/

22
1 )(

2

1
. 

При небольших значениях отношения сигнал/шум кривые 2 – 5 
проходят ниже зависимости для дисперсии эффективной оценки. Это 
обстоятельство объясняется тем, что дисперсия эффективной оценки 
(4) получена для случая, когда при измерении не используются апри-
орные характеристики измеряемого параметра и поэтому сравнение 
ошибок измерения с дисперсией эффективной оценки (4), видимо, 
можно считать корректным лишь в том случае, если дисперсия апри-
орного распределения параметра существенно больше дисперсии 
эффективной оценки. 

Из анализа рис.
 
5.7 видно, что при больших отношениях сиг-

нал/шум флуктуации амплитуды сигнала приводят к существенному 
увеличению ошибок измерения. 

.
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6. ХАРАКТЕРИСТИКИ ОБНАРУЖЕНИЯ 
ПРИ ДИСКРЕТНОМ ОБЗОРЕ ПО УГЛОВЫМ КООРДИНАТАМ 

6.1. Введение 

До сих пор мы рассматривали вопросы оценки характеристик об-
наружения сигнала с известными координатами или с неизвестными 
задержкой и (или) частотой. Теперь мы перейдём к характеристикам 
обнаружения сигнала с неизвестными угловыми координатами. За-
держку и частоту сигнала при этом будем условно считать известны-
ми или совпадающими с соответствующими параметрами, на кото-
рые настроен один из каналов обнаружения. При общей оценке ха-
рактеристик реального устройства это допущение с некоторой степе-
нью приближения можно снять путём учёта рассмотренного ранее 
коэффициента энергетических потерь. 

Не останавливаясь подробно на природе угловых координат, обо-
значим их через  и . Отметим лишь, что в большей части случаев, 
когда используется биконическая система координат, в качестве уг-
ловых координат выступают углы отклонения в вертикальной и 
наклонной плоскостях. Хотя не исключено и использование сфериче-
ской системы координат, и тогда под  и  следует подразумевать 
угол места и азимут. 

Приёмное устройство обнаружения обладает избирательностью 
по угловым координатам, которую будем задавать нормированной 

характеристикой направленности ),(2 G . Функция ),(2 G  безраз-
мерная, она описывает зависимость отношения сигнал/шум от угло-
вых координат, причём в главном направлении, т.

 
е. когда угловые 

координаты сигнала совпадают с координатами настройки приёмного 
устройства, значение этой функции равно 1. 

Теперь мы будем полагать, что область обнаружения хотя бы по 
одной угловой координате имеет размер, превышающий ширину ха-
рактеристики направленности. 

Возникает задача, аналогичная обнаружению сигнала с неизвест-
ной задержкой и частотой. Разумеется, она может быть решена путём 
построения многоканального устройства, каждый канал которого 
настроен на определённые угловые координаты. Однако такое 
устройство будет довольно сложным. Представляет практический 
интерес другой способ решения данной задачи, путём обзора, когда 
один угловой канал настраивается последовательно во времени на 
различные дискретные значения угловых координат. 

Сектор обзора, таким образом, оказывается разбитым на последо-
вательно просматриваемые элементарные угловые ячейки. После 
просмотра всех угловых элементов заканчивается цикл обзора и 
начинается следующий, т.

 
е. осуществляется новый последователь-

ный перебор угловых элементов. Такие циклы обзора могут повто-
ряться неоднократно. 

.
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Сигнал будем считать обнаруженным, если есть превышения по-
рога хотя бы в одном цикле обзора. Если флуктуации сигнала полно-
стью независимы от цикла к циклу и условия обнаружения не меня-
ются во времени, то вероятность обнаружения сигнала за m циклов 
Dm связана с вероятностью обнаружения за один цикл D формулой 

m
m DD )1(1  . 

В ряде случаев методы оценки вероятности обнаружения сигнала 
за один цикл обзора сходны с аналогичными методами для многока-
нальных систем. Так, пользуясь полученными в § 5.3 выводами, мож-
но проанализировать влияние возможных расстроек сигнала по угло-
вым координатам относительно центров элементов обзора и найти 
соответствующий коэффициент энергетических потерь. Этому во-
просу посвящён следующий параграф. 

Однако оценка характеристик обнаружения при обзоре имеет и 
некоторые особенности. Анализ этих особенностей производится в 
§§ 6.3 – 6.5. 

6.2. Коэффициент энергетических потерь 

Будем предполагать, что угловые элементы расположены равно-
мерно в секторе обзора. Полезный сигнал представляет собой дружно 
флуктуирующую пачку импульсов. Амплитуды флуктуирующих 
сигналов, принимаемых в соседних элементах, полностью коррели-
рованы. Флуктуации амплитуд — рэлеевские. 

В этих условиях вероятность превышения порога  при наличии 
сигнала определяется формулой 
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где N — число импульсов,  и  — угловые координаты сигнала, 
0 — среднее значение отношения сигнал/шум для пачки импульсов 
при совпадении угловых координат сигнала и координат главного 
направления характеристики направленности. 

Теперь распространим выводы § 5.3 на рассматриваемую задачу. 
Если априорное распределение угловых координат равномерное или 
медленно меняется в пределах расстройки между центрами соседних 
угловых элементов, то вероятность обнаружения сигнала можно вы-
числить по приближённой формуле 
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где   у0, у — коэффициент потерь из-за наличия энергетическо-
го рельефа по угловым координатам, определяемый по формулам 

.
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В формуле для A1 отсчёт координат  и  в характеристике направ-

ленности ),(2 G  ведётся относительно главного направления;  и 

 — расстояния между центрами соседних угловых элементов. 

Теперь предположим, что ),(2 G  является произведением пере-

дающей характеристики ),(1 G  и приёмной характеристики ),(2 G  

и что при 2  и 2  характеристики можно аппроксимиро-

вать гауссовыми кривыми 
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где 1 , 1 , 2 , 2  — половины ширин характеристик направлен-

ности по уровню половинной мощности. Тогда 
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Если передающая и приёмная характеристики направленности совпа-
дают, то 

21   ,  21   ,  ),(),(),( 21  GGG . 

Окончательно получим 
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где )2(2ln2  u , )2(2ln2  u . Таблицы интеграла 

от )(exp 2t  есть в [100]. 

На рис.
 
6.1 изображены линии равных коэффициентов потерь у, 

построенные с помощью приведенных выше формул. 
При фиксированном коэффициенте потерь число угловых элемен-

тов минимально, когда )2()2(   . Необходимые расстояния 

между центрами соседних угловых элементов в этом случае опреде-
ляются по точке пересечения пунктирной линии с соответствующей 
линией равных коэффициентов потерь. 

.
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Рис. 6.1. Линии равных коэффициентов потерь 

Коэффициент потерь у можно представить в виде произведения 
двух коэффициентов: у  )()(   xx , где )2(  x , 

)2(  x . Зависимость (x) при составлении математических 

моделей удобно задавать аппроксимацией Паде 
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где a2  0,09679; a1  0,56281; b2  0,02890; b1  0,10071. Если 
потери нужно выражать в децибелах, то удобнее другая формула: 

1)(

)(
)(lg10

2
1

2
2

2
1

2
2






xqxq

xpxp
x , 

где p2  0,21920; p1  2,00687; q2  0,03808; q1  0,29406. 
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При малых расстройках между угловыми элементами 
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В этом случае линии равных коэффициентов потерь аппроксимиру-
ются окружностями. 

Теперь представим себе, что производится несколько циклов об-
зора. Если за время цикла обзора угловые координаты сигнала изме-
няются, то коэффициент потерь, обусловленный расстройками между 
соседними элементами обзора, также будет определяться получен-
ными выражениями. Если же координаты не меняются, то по апри-
орному распределению нужно усреднять не вероятность обнаруже-
ния за один цикл, а общую (накопленную) вероятность обнаружения. 
Однако проверки показывают, что полученный таким образом коэф-
фициент потерь при сравнительно небольшом числе циклов обзора 
мало отличается от полученного выше, поэтому и в этом случае ко-
эффициент потерь можно определять изложенными методами. 

6.3. Оптимальное разбиение области обзора 

на элементарные ячейки 

Коэффициент потерь не зависит от того, производится ли по той 
или иной координате обзор или область обнаружения перекрывается 
многоканальной системой. Но если рассматривать энергетические 
характеристики устройства обнаружения в целом, то для задач обзора 
появляется отличительная особенность. Эта особенность состоит в 
том, что при обзоре с фиксированными энергетическими затратами 
на всю область обзора существует оптимальное число элементов об-
зора, в то время как при обнаружении многоканальной системой 
надёжность обнаружения увеличивается с ростом числа каналов. 

Если в каждом угловом положении обработка сигнала когерент-
ная, то вероятность обнаружения зависит от произведения коэффи-
циента потерь у на среднее значение отношения сигнал/шум на один 
элемент обзора 0. При фиксированных затратах на цикл обзора это 
произведение будет меняться с изменением числа элементов обзора, 
причём если один из сомножителей будет увеличиваться, то дру-
гой — уменьшаться. Нужно выбрать такое число элементов обзора, 
чтобы произведение у0 было максимально. 

Число элементов обзора обратно пропорционально расстояниям  
и , отношение сигнал/шум на один элемент обзора обратно пропор-
ционально числу элементов обзора, поэтому можно записать 

))((0    или ))((у0у   . Знак  в данном 

случае означает пропорциональность. Численные расчёты показыва-
ют, что 0у  максимально, если 

.
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90,0)2()2(   . 

Если в каждом элементе обзора используется некогерентное 
накопление дружно флуктуирующих импульсов, то нужно учесть 
ещё и коэффициент потерь из-за некогерентного дробления энергии 
сигнала, который при большом числе импульсов обратно пропорцио-
нален квадратному корню из числа некогерентно накапливаемых им-
пульсов. Предполагая, что число импульсов пропорционально време-
ни наблюдения, получим, что расстройки между соседними элемен-
тами обзора нужно выбирать исходя из максимума 

))((у   . Это выражение максимально, если 

68,0)2()2(   . 

Если число некогерентно накапливаемых импульсов невелико, то 
оптимальные относительные расстройки между соседними угловыми 
положениями лежат в пределах от 0,68 до 0,90. 

Нужно отметить, что энергетический рельеф в угловом секторе 
при полученных расстройках получается довольно изрезанным. 

Если ставится задача разбить область обзора таким образом, что-
бы вероятность обнаружения сигнала с координатами, находящимися 
на стыке угловых элементов, была максимальна, то при когерентной 
обработке сигнала нужно максимизировать величину 

)2,2())(( 2
  G , а при некогерентной обработке — ве-

личину )2,2())(( 2
  G . В результате получим, что 

вероятность обнаружения на стыке угловых элементов максимальна, 
если при когерентном накоплении 60,0)2()2(   , а при 

некогерентном накоплении 42,0)2()2(   . Рельеф в этом 

случае будет менее изрезанным. 
На рис.

 
6.2 представлены зависимости, позволяющие судить о 

чувствительности энергетических характеристик алгоритма обнару-
жения к размерам угловых элементов. По сути дела кривая 1 — это 
зависимость ))((у1   , нанесённая в децибелах по оси 

ординат. Для построения кривой 2 использовалась зависимость 

))((у2    и т.
 
д. Полагалось )2()2(   ; это 

отношение обозначено на оси абсцисс через )2(  . Нормировочные 

коэффициенты 1, 2,  в каждом случае выбирались так, чтобы вы-
полнялось условие 1}max{  . 

.
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Рис. 6.2. Энергетические потери из-за неоптимальности разбиения области 
обзора на элементарные ячейки: 

1 и 2 — при критерии максимума усреднённой вероятности обнаружения; 
3 и 4 — при критерии максимума минимальной вероятности обнаружения; 

1 и 3 — для когерентного сигнала; 
2 и 4 — для некогерентной дружно флуктуирующей пачки 

6.4. Порядок осмотра элементов обзора 

Если координаты сигнала находятся на стыке двух элементов об-
зора, то на вход приёмника обнаружения в каждом цикле обзора сиг-
нал поступает, по крайней мере, дважды. При простом способе обзо-
ра эти элементы осматриваются почти сразу друг за другом. Ампли-
туды флуктуирующих сигналов при этом могут быть полностью кор-
релированными, и тогда второй сигнал практически не увеличивает 
вероятность обнаружения. 

Обнаружение обоих сигналов будет более эффективно, если их 
амплитуды будут статистически независимыми. А чтобы амплитуды 
были независимыми, необходимо ввести такой порядок осмотра эле-
ментов обзора, при котором соседние элементы, на стыке которых 
может оказаться сигнал, осматривались бы через промежутки време-
ни, большие времени корреляции флуктуаций сигнала. 

Заметим, что такой же эффект можно получить, если при перехо-
де к соседнему угловому элементу производить смену несущей ча-
стоты. 

Рассмотрим пример. Обзор осуществляется в прямоугольном уг-
ловом секторе. Весь сектор условно представлен на рис.

 
6.3,а в виде 

.



 138 

набора угловых положений. Соседние угловые положения расстрое-
ны относительно друг друга по обоим углам на половину ширины 
характеристики направленности, т.

 
е. 5,0)2()2(   . За за-

данное время необходимо обнаружить сигнал с вероятностью D  0,9. 
Допустимая вероятность ложной тревоги на весь сектор обзора равна 
Fсо  10

4
. Обработка сигнала когерентная. 

Пусть угловые элементы осматриваются в каждом цикле последо-
вательно друг за другом; на рис.

 
6.3,а угловые элементы занумерова-

ны в порядке их осмотра. В результате расчётов было получено, что 
требуемое среднее значение отношения сигнал/шум минимально, ес-
ли обзор разбивается на три независимых цикла (циклы будем назы-
вать независимыми, если флуктуации сигнала независимы от цикла к 
циклу). В этом случае требуемое среднее значение отношения сиг-
нал/шум а, приходящееся на один угловой элемент, равно 79,6. 
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Рис. 6.3. Угловые элементы и порядок их осмотра 

Проведенные для представленного на рис.
 
6.3,б порядка осмотра 

расчёты показали, что требуемое среднее значение отношения сиг-
нал/шум минимально, если обзор разбивается на два цикла, при этом 
среднее значение отношения сигнал/шум на один угловой элемент 
составляет б  46,4. Энергетический выигрыш, получаемый за счёт 
введения представленного на рис 6.3,б порядка осмотра, следова-
тельно, равен   а

 /б  1,71. 

Рассмотрим метод, с помощью которого рассчитывались приве-
денные энергетические характеристики для представленного на 
рис.

 
6.3,б порядка осмотра. 

Будем считать, что время корреляции флуктуаций сигнала меньше 
половины времени, отводимого на один цикл обзора, при этом сигна-
лы, принятые из соседних элементов, имеющие, например, порядко-
вые номера 1 и 14, будут статистически независимыми. 

Обозначим через 0 среднее значение отношения сигнал/шум при 
совпадении координат сигнала и координат главного направления 
характеристики направленности. 

.
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Пусть сигнал имеет координаты  и . Найдём угловой элемент с 
наибольшим средним значением отношения сигнал/шум, которое 
обозначим через макс1(0, , ). Отберём теперь угловые элементы, 
сигнал в которых статистически независим от сигнала, принимаемого 
в только что найденном угловом элементе. Найдём среди отобранных 
угловых элементов тот, в котором среднее значение отношения сиг-
нал/шум максимально; обозначим это среднее значение через 
макс2(0, , ). Тогда вероятность обнаружения в данном цикле обзора 
будет равна 

D1(0, , )  1  [1  Dмакс1(0, , )] [1  Dмакс2(0, , )], 

где 
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m — число циклов, nуг — число угловых элементов. Вероятность об-
наружения за m независимых циклов находится по формуле 
Dm(0, , )  1  [1  D1(0, , )]

m
. 

При равномерном или медленно меняющемся априорном распре-
делении угловых координат формула для вероятности обнаружения 
принимает вид 
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При вычислении этого интеграла следует учитывать, что 
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Интеграл в формуле для Dm(0) вычислялся численными метода-
ми. Были построены зависимости Dm(0); по ним находились порого-
вые значения 0  0(m) отношения сигнал/шум, при которых вероят-
ность обнаружения равна 0,9. Необходимые энергетические затраты, 
приходящиеся на один элемент углового пространства, будут равны 
б  m 0(m). 

Если в приведенных выражениях формально заменить нулём 
Dмакс2(), то получим процедуру расчёта энергетических затрат а, 

.
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необходимых для достижения заданной вероятности обнаружения 
при использовании представленного на рис.

 
6.3,а порядка осмотра 

угловых элементов. 
В [20] получена формула для оптимального числа циклов mо при 

простом циклическом обзоре 

D
m




1

1
lg

3,0

1
о . 

Представляется, что для рассмотренного способа обзора оптимальное 
число циклов будет ориентировочно в два раза меньше, чем число mо, 
определяемое этой формулой. Тогда, если при простом способе обзо-
ра циклы независимы, то и при рассмотренном способе в каждом 
цикле будут независимы сигналы из соседних элементов. Это значит, 
что условия, накладываемые на величину времени корреляции флук-
туаций сигнала, оказываются одинаковыми и для простого и для рас-
смотренного способов обзора. 

Интересно заметить, что значение а, равное 79,6, в рассмотрен-
ном примере для случая, соответствующего рис.

 
6.3,а, было получено 

усреднением по априорному распределению вероятности обнаруже-
ния за три цикла. Если воспользоваться соответствующим значением 
для коэффициента потерь у  0,785, то из равенства 
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можно получить а  30  79,0. Это подтверждает то, что полученное 
в § 6.2 выражение для коэффициента потерь можно использовать и 
при циклическом обзоре. 

Заметим также, что примерно такой же энергетический выигрыш 
можно было бы получить, если, не применяя специального порядка 
осмотра, увеличить расстройки между соседними элементами до оп-
тимальных значений. Однако, как это уже отмечалось, в этом случае 
энергетический рельеф будет сильно изрезанным. 

6.5. Разбиение обзора на циклы 

при частично зависимых от цикла к циклу флуктуациях сигнала 

При разработке и оценке эффективности алгоритмов обнаруже-
ния, работающих в режиме равномерного обзора, возникает задача 
организации циклов обнаружения. Для рэлеевских флуктуаций сиг-
нала, независимых от цикла к циклу, она рассмотрена в [20]. В дан-
ном параграфе эта задача рассматривается для частично коррелиро-
ванных рэлеевских флуктуаций амплитуды сигнала. 

Общая модель флуктуаций сигнала приводится в работе [139]. В 
соответствии с ней при рэлеевской модели отношение сигнал/шум в 
-ом цикле обзора можно представить как q  mx, 

.
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2)( 2
2

2
1   yyx ,   1, 2,  , m, где m — среднее значение отноше-

ния сигнал/шум в цикле обзора, m — число циклов, y1 и y2 — отсчё-
ты независимых гауссовских стационарных процессов с нулевым 
средним значением и единичной дисперсией. 

Вероятность обнаружения рэлеевского сигнала за m циклов обзо-
ра (вероятность превышения порога m хотя бы в одном из циклов) 
можно записать в виде 

   mm

m

mmm dxdxxxwxJD  11
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



 , 

где w() — совместная плотность распределения случайных величин 
x. Порог m определяется вероятностью ложной тревоги на один уг-
ловой элемент Fэ по формуле m  ln(m/Fэ). 

Далее будем рассматривать случай экспоненциальной корреляции 
гауссовских компонент. Коэффициенты корреляции компонент мож-
но представить в виде 

)(exp2211   ttyyyy , 

где t и t — моменты времени отсчётов,  — время корреляции. Бу-
дем полагать, что отсчёты значений 1y  и 2y  производятся в равно-

отстоящие моменты времени, т.
 
е. t  t1  (  1)T, где T — время 

цикла обзора. Коэффициент корреляции гауссовских компонент в 
соседних циклах равен   exp(T/). При таких исходных данных 
совместная плотность распределения нормированных отношений 
сигнал/шум определяется формулой (2.6.2). 

Получить приемлемое аналитическое выражение для вероятности 
обнаружения при произвольном числе циклов m не удаётся. Выраже-
ния для D1 и D2 имеют вид: 

})1({exp 111 D , 

)],(),(1[})1({exp 22
2

2
2

2222  rJrJD , 

где ])1)(1[( 2
2

22  r , )1( 22 r . 

Используя формулу (П1.9.2) из Приложения 1, можно осуще-
ствить в общем выражении для Dm интегрирование по x1 и xm. Тем 
самым m-мерный интеграл сводится к (m  2)-мерному интегралу. 
Для вычисления получившегося (m  2)-мерного интеграла, напри-
мер, при m  3 или 4, можно воспользоваться численными методами. 
Выражения для D3 и D4 имеют вид 

      dxxhJxJD x 2

3333

0

3 ,1,1e1  


 , 

.



 142 

     














  

 

344244

0 0

2
32

24 ,1,1
1

exp
1

1
1 xJxJ

xx
D  

      322

32

0344244
1

2
,1,1 dxdx

xx
IxhJxhJ


















 , 

где )]1(1[ 2 mmmh , )]1(1[ 22  mmm . 

В случае   1 вероятность обнаружения за m циклов можно вы-
числить по формуле 

  




0

e,11 dxxJD xm

mmm . 

Обычно при отыскании оптимального числа циклов обзора внача-
ле задаются накопленной вероятностью обнаружения и вероятностью 
ложной тревоги в элементе обзора. А затем используют критерий 
минимума суммарных энергетических затрат   mm или критерий 
максимума энергетического выигрыша   1/, где 1 — энергетиче-
ские затраты в элементе обзора, когда производится только один 
цикл обзора. При этом необходимо построить зависимость выигрыша 
от числа циклов. 

На рис.
 
6.4 изображены такие зависимости при Fэ  10

6
, получен-

ные численными методами. Для расчётов были использованы приве-
денные выше формулы. Проверка для Fэ  10

4
 и 10

8
 показала, что 

представленные на рис.
 
6.4 результаты слабо зависят от вероятности 

ложной тревоги. 

По графикам видно, что при независимых флуктуациях, чем 
больше Dm, тем больше может быть энергетический выигрыш. Как и 
следовало ожидать, для полностью зависимых циклов обзора (  1) 
при разбиении обзора на циклы вместо выигрыша наблюдается про-
игрыш из-за отсутствия в последующих циклах новой информации 
об амплитуде сигнала. Кривые для частично коррелированных флук-
туаций лежат между двумя крайними случаями. 

Условно принято считать, что отсчёты случайного процесса неза-
висимы, если интервал времени между отсчётами T больше времени 
корреляции  (см., например, [30], стр. 43). В нашем случае коэффи-
циент корреляции значений гауссовских компонент в соседних цик-
лах обзора связан с T и  соотношением   exp(T /) и, значит, 
  0,4 при T  . Действительно, по графикам видно, что при нестро-
гом подходе циклы можно считать независимыми, если T   
(  0,4). Погрешность в определении требуемых отношений сиг-
нал/шум из-за такого упрощения не будет превышать 5
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Рис. 6.4. Зависимости энергетического выигрыша 
при циклическом обзоре от числа циклов: 

а — Dm  0,9; б — Dm  0,99 

.
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7. ИССЛЕДОВАНИЕ МНОГОЭТАПНЫХ МЕТОДОВ 
ОБНАРУЖЕНИЯ 

7.1. Введение 

Обнаружение сигналов с неизвестными угловыми координатами, 
принимающими значения в широких пределах, требует при обзоре 
больших энергетических затрат. Поэтому целесообразно применять 
методы обзора области обнаружения, которые имеют наилучшие ха-
рактеристики. 

Оптимизация обзора состоит в нахождении наиболее рациональ-
ного распределения временных (энергетических) затрат по элементам 
обзора. Распределение затрат желательно производить на основании 
априорной информации и информации, поступающей в процессе об-
зора. Однако практическое решение подобных задач затруднено. В 
связи с этим приходится искать подоптимальные процедуры обзора. 

Процедура обзора значительно упрощается, если отказаться от 
учёта всей поступающей информации и при управлении энергетиче-
скими затратами в данном элементе пространства учитывать инфор-
мацию, поступающую только из этого элемента пространства. 

При обнаружении сигнала по критерию Неймана — Пирсона за-
даются время наблюдения и показатели надёжности обнаружения: 
вероятность ложной тревоги и вероятность правильного обнаруже-
ния. Эти показатели определяют необходимые энергетические затра-
ты. Если допустить, что время наблюдения может быть случайным, 
то можно получить энергетический выигрыш — среднее значение 
энергетических затрат будет меньше энергетических затрат при об-
наружении сигнала по критерию Неймана — Пирсона. 

В [18] показано (при некоторых условиях), что минимум среднего 
времени наблюдения обеспечивает метод испытаний, названный по-
следовательным анализом. Этот метод состоит в непрерывном обра-
зовании в процессе наблюдения отношения правдоподобия и сравне-
нии его с двумя порогами. Решение принимается в случае, если зна-
чение отношения правдоподобия выходит за пределы интервала, гра-
ницами которого служат значения порогов, в противном случае ис-
пытания продолжаются. 

Необходимость образования отношения правдоподобия для раз-
личных моментов времени и сравнения его с порогами приводит к 
затруднениям при практической реализации, поэтому и классический 
последовательный анализ не получил широкого применения в реаль-
ных устройствах обнаружения радиолокационных сигналов. Основ-
ная часть преимуществ последовательного анализа может быть реа-
лизована в более простых и в то же время достаточно эффективных 
методах обнаружения. 

Наиболее простые из этих методов будут содержать одно проме-
жуточное испытание в процессе обнаружения, а окончательное ре-
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шение будет приниматься после второго этапа работы. Эффектив-
ность обнаружения может быть значительно повышена, если в зави-
симости от результата испытания после первого этапа меняется вре-
мя, отводимое на обнаружение сигнала на втором этапе. Время, отво-
димое на первый этап, используется как бы для получения предвари-
тельной информации о наличии или об отсутствии сигнала. Предва-
рительная информация затем используется при выборе величины ве-
роятности ложной тревоги и времени работы на втором этапе. 

Энергетический выигрыш, получаемый при двухэтапных проце-
дурах обнаружения с оптимальными параметрами, оказывается срав-
нимым с выигрышем при последовательном анализе с однородными 
выборками [91]. 

Средние энергетические затраты при двухэтапном обнаружении 
будут существенно зависеть от того, присутствует или отсутствует 
сигнал, поэтому для оптимизации процедуры, вообще говоря, необ-
ходимо знать априорную вероятность появления сигнала. Эта необ-
ходимость отпадает при обзоре, когда априорная вероятность появ-
ления сигнала мала или когда возможное число сигналов значительно 
меньше числа осматриваемых элементов пространства, так как в этом 
случае затраты на всю область обнаружения определяются в основ-
ном величиной затрат на элемент пространства, не содержащий сиг-
нала. Поэтому с некоторой степенью приближения оптимальной 
можно считать такую процедуру обнаружения, которая обеспечивает 
минимум средних энергетических затрат при отсутствии сигнала. 

Более сложные методы, многоэтапные, будут содержать несколь-
ко промежуточных испытаний. 

Кроме угловых координат, по которым производится обзор, неиз-
вестными могут быть другие параметры сигнала (задержка, частота). 
Тогда на каждом этапе обнаружения для перекрытия области допол-
нительных неизвестных параметров может применяться многока-
нальная система. В таких случаях для упрощения анализа будем счи-
тать, что дополнительные параметры сигнала (задержка, частота) 
дискретны и совпадают с параметрами, на которые настроен один из 
каналов. Тем самым полагается, что получаемые энергетические ха-
рактеристики затем могут быть откорректированы с помощью соот-
ветствующего коэффициента потерь. 

По этим же соображениям будем считать, что дискретны и те па-
раметры сигнала, по которым производится обзор. 

Многоэтапные методы могут успешно сочетаться с изменением 
разрешающей способности сигнала в процессе обнаружения. 

Необходимость в системах обнаружения с переменной разреша-
ющей способностью появляется в случае, если диапазон дополни-
тельных неизвестных параметров (задержки или частоты) большой, а 
требования, накладываемые на точность измерения дополнительных 
неизвестных параметров в процессе обнаружения, высоки. Число 
просматриваемых элементов разрешения при этом может быть до-
вольно большим и оказывается невозможным построить многока-
нальную систему с необходимым числом каналов, а осуществление 

.
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последовательного просмотра ещё и в области дополнительных па-
раметров приведёт к чрезмерному увеличению времени наблюдения. 

На первом этапе работы системы с переменной разрешающей 
способностью осуществляется обнаружение многоканальной систе-
мой с грубым определением значений параметров, при этом опреде-
ляются те элементы области, которые соответствуют каналам с пре-
вышениями порога. Для следующего этапа диапазон неизвестных 
параметров значительно уменьшается. Отобранные элементы области 
осматриваются сигналом с более высокой разрешающей способно-
стью и перекрываются они многоканальной системой, предназначен-
ной теперь для приёма нового сигнала. Таких этапов работы может 
быть несколько. 

Отличительная особенность устройств обнаружения, которые 
здесь называются системами с переменной разрешающей способно-
стью, состоит в том, что необходимость в изменении разрешающей 
способности обусловлена высокими требованиями к точности изме-
рения дополнительных неизвестных параметров и требуемая точ-
ность измерения достигается только лишь на последнем этапе обна-
ружения. 

В [15] проводился анализ систем обнаружения с переменной раз-
решающей способностью, однако, оптимизация процедуры обнару-
жения в полной мере не производилась. 

Многоэтапные методы обнаружения целесообразно использовать 
в сочетании с разбиением обзора на независимые циклы. При этом в 
каждом цикле производится поочерёдный просмотр угловых элемен-
тов; процедура обнаружения в каждом элементе — многоэтапная. 
Такой способ построения алгоритма обнаружения позволяет реализо-
вать преимущества и циклического обзора, и многоэтапных проце-
дур. 

При исследовании многоэтапного обнаружения возникают задачи, 
связанные с оценкой характеристик обнаружения и с оптимизацией 
процедуры обнаружения. Методам решения этих задач посвящена 
настоящая глава. 

Классификация многоэтапных процедур и постановка задачи оп-
тимизации процедур содержится в следующем параграфе. 

Наибольший интерес с методологической точки зрения представ-
ляет многоэтапное обнаружение, когда сигнал флуктуирует и флук-
туации зависимы от этапа к этапу. Исследованию процедур обнару-
жения таких сигналов уделяется основное внимание. 

7.2. Разновидности многоэтапных процедур 

и постановка задачи их оптимизации 

Оптимальная двухэтапная процедура обнаружения может быть 
описана следующим образом. 

На первом этапе используется зондирующий сигнал с энергией E1. 
В результате обработки принятой на первом этапе случайной реали-
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зации формируется выходная величина R1. Энергетические затраты 
на элемент пространства обзора на втором этапе зависят от R1 и рав-
ны E2(R1). Результат обработки реализации, принятой на втором эта-
пе, сравнивается с порогом 2(R1) и в случае превышения порога 
принимается решение о наличии сигнала в данном элементе обзора. 
Средние энергетические затраты на элемент обзора при отсутствии 

сигнала равны )( 121 REEE  , причём при усреднении функции 
E2(R1) должна использоваться плотность распределения случайной 
величины R1 в случае отсутствия на входе приёмника полезного сиг-
нала. 

Поскольку отношение сигнал/шум пропорционально энергии зон-
дирующего сигнала, то средние энергетические затраты пропорцио-

нальны величине )( 121 R , где 1 и 2(R1) — средние значения 
отношения сигнал/шум на первом и втором этапах в случае наличия в 
элементе обзора полезного сигнала. 

Величину  будем для краткости называть тоже средними энерге-
тическими затратами. 

Отыскание оптимальной процедуры сводится к тому, чтобы найти 
функции 2(R1) и 2(R1), а также величину 1, при которых  мини-
мально, а вероятности обнаружения и ложной тревоги равны заранее 
заданным величинам. Используя методы вариационного исчисления, 
можно показать, что решение необходимо принимать на основании 
сравнения с порогом отношения правдоподобия для сигнала, приня-
того на обоих этапах, причём величина этого порога не зависит от R1. 
Функциональное уравнение, определяющее 2(R1) в неявном виде, 
оказывается довольно сложным для дальнейшего исследования про-
цедуры, если заранее задаваться значениями вероятностей обнаруже-
ния и ложной тревоги. Кроме того, практическая реализация опти-
мальной функции будет затруднительной, так как 2(R1) меняется по 
сложному закону и в широких пределах, поэтому обычно рассматри-
вается двухэтапная процедура при неоптимальных, но простых зави-
симостях 2(R1). 

Как правило, используется функция 









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112
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 при0
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)(

R

R
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и, тем самым, полагается, что при R1  1 второй этап обнаружения не 
производится и принимается решение об отсутствии сигнала. Здесь 
2 — среднее значение отношения сигнал/шум на втором этапе, 1 — 
параметр процедуры. 

Средние энергетические затраты на элемент обзора в случае от-
сутствия сигнала будут пропорциональны величине 

 211  F , (7.2.1) 

.
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где 1e1


F — вероятность того, что в данном элементе обзора будет 
производиться второй этап обнаружения. 

Рассмотренная процедура может быть обобщена на тот случай, 
если обнаружение сигнала осуществляется многоканальной систе-
мой. При этом второй этап производится, если хотя бы в одном из 
каналов на первом этапе превышен порог 1. Вероятность такого со-
бытия равна P  1  (1  F1)

n
, где n — число каналов. 

Средние энергетические затраты при обнаружении сигнала мно-
гоканальной системой будут характеризоваться величиной 

21  P . 

Вероятность выполнения критерия обнаружения в случае отсут-
ствия полезного сигнала является вероятностью ложной тревоги, а 
при наличии сигнала — вероятностью правильного обнаружения. 

Для упрощения процедуры обнаружения вместо сравнения с по-
рогом отношения правдоподобия двух случайных величин можно 
применять более простые методы междуэтапной обработки. 

Если междуэтапную обработку производить по критерию “2 из 
2-х”, то придём к методу, рассмотренному в [32, 6, 20, 91]. В этом 
случае для принятия решения результаты обработки сигнала, приня-
того на втором этапе, сравниваются с порогом 2. При обнаружении 
многоканальной системой решение о наличии сигнала принимается, 
если в каком-либо канале есть превышения порогов и на первом и на 
втором этапах; в противном случае считается, что сигнала нет. 

Двухэтапное обнаружение с критерием “2 из 2-х” для междуэтап-
ной обработки легко обобщается на произвольное число этапов [32, 
6, 20, 91]. На первом этапе обнаружения осматриваются все элементы 
пространства обзора, результаты обработки сигнала сравниваются с 
порогом. На каждом последующем этапе осматриваются только те 
элементы, в которых произошло превышение порога результатом об-
работки сигнала, принятого на предыдущем этапе; решение о нали-
чии сигнала принимается, если есть превышение порога результатом 
обработки сигнала, принятого на последнем этапе. 

Можно предложить ещё два способа междуэтапной обработки, 
более эффективные при флуктуациях сигнала, независимых от этапа 
к этапу. В одном из них сравнение с порогом отношения правдопо-
добия (после завершения второго этапа) заменяется сравнением с по-
рогом 2 суммы выходных случайных величин R1 и R2. В другом спо-
собе применяется логический критерий “1 из 2-х”. 

При междуэтапной обработке по критерию “1 из 2-х” процедура 
обнаружения описывается следующим образом. На первом этапе ре-
зультаты обработки сигнала на выходах каналов сравниваются с по-
рогами 1 и 2, причём 2  1. Если есть каналы, в которых превы-
шен порог 1, но не превышен порог 2, то производится второй этап 
обнаружения. Результаты обработки сигнала, принятого на втором 
этапе, сравниваются с порогом 3. Решение о наличии сигнала в дан-

.
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ном канале принимается в случае, если в этом канале либо на первом 
этапе будет превышен порог 2, либо на втором этапе будет превы-
шен порог 3. 

Нетрудно заметить, что при 2   этот метод обнаружения пре-
вращается в двухэтапный метод обнаружения с применением крите-
рия “2 из 2-х”, поэтому заранее можно сказать, что применение кри-
терия “1 из 2-х” при оптимальных параметрах будет давать результа-
ты не хуже, чем применение критерия “2 из 2-х”. 

При рассмотрении вопроса применения изложенных методов 
междуэтапной обработки к системам с переменной разрешающей 
способностью [15] сразу получим такой вывод: те методы между-
этапной обработки, которые допускают принятие решения о наличии 
сигнала после промежуточных испытаний в процессе обнаружения, к 
системам с переменной разрешающей способностью неприменимы. 
Чтобы получить решение о значениях дополнительных неизвестных 
параметров сигнала с заданной точностью, необходимо обязательно 
производить последний этап обнаружения. Этому условию удовле-
творяет двухэтапная процедура с использованием критерия “2 из 2-х” 
или многоэтапная с критерием “m из m”. 

Задача оптимизации двухэтапной или многоэтапной процедуры 
обнаружения состоит в том, чтобы выбрать параметры процедуры 
(т.

 
е. 1, 2, 1, 2 и т.

 
п.) таким образом, чтобы вероятность правиль-

ного обнаружения и вероятность ложной тревоги были равны заранее 
заданным величинам, а средние энергетические затраты были мини-
мальными. Минимум средних энергетических затрат можно искать 
любым подходящим способом. 

Эффективность многоэтапной процедуры оценивается энергети-
ческим выигрышем   нп

 
/мин. Здесь нп — среднее значение отно-

шения сигнал/шум, необходимое для обнаружения сигнала по крите-
рию Неймана — Пирсона при заданных вероятностях ложной трево-
ги и правильного обнаружения; мин  min{  } — минимальное зна-
чение средних энергетических затрат , необходимых для много-
этапного обнаружения при тех же вероятностях. 

Используя метод неопределённых множителей (метод множите-
лей Лагранжа), задачу минимизации энергетических затрат при нали-
чии ограничений (задача на условный экстремум) можно свести к 
решению системы нелинейных уравнений относительно параметров 
процедуры. 

Задачу оптимизации многоэтапной процедуры можно поставить 
иначе. Можно зафиксировать вероятность ложной тревоги и средние 
энергетические затраты, а параметры процедуры выбирать такими, 
чтобы была максимальной вероятность обнаружения. Результаты, 
получаемые при этой и при первоначальной постановке задачи, будут 
эквивалентны между собой в том смысле, что зависимости вероятно-
сти обнаружения от средних энергетических затрат при оптимальных 
параметрах будут совпадать между собой. Одинаковыми будут и 
уравнения, получаемые методом неопределённых множителей. 

.
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При рассмотрении многоэтапных методов обнаружения необхо-
димо ещё учитывать и ограничения, возникающие из условий прак-
тической реализации. Так, например, если длительность сигнала на 
втором этапе отличается от длительности сигнала на первом этапе, то 
и условия согласованной фильтрации сигнала будут меняться от эта-
па к этапу. Особенности построения каналов обнаружения, состав-
ляющих многоканальную систему, будут накладывать ограничения 
на соотношения энергий сигнала на различных этапах. В связи с этим 
представляет определённый практический интерес также и неопти-
мальный случай, когда, например, для двухэтапного метода 2  1. 

Чтобы выполнить оптимизацию многоэтапной процедуры, нужно 
вначале найти аналитическое выражение, устанавливающее зависи-
мость вероятности обнаружения от параметров процедуры. Эта зави-
симость в сильной степени определяется корреляционными связями 
флуктуаций сигналов, принимаемых на разных этапах. Если сигнал 
флуктуирует независимо от этапа к этапу, то выражения для вероят-
ности обнаружения могут иметь более простой вид, чем при зависи-
мых флуктуациях. Это объясняется тем, что при независимых флук-
туациях статистические свойства результатов обработки сигналов 
можно описать совокупностью одномерных распределений. При за-
висимых флуктуациях приходится оперировать с многомерными рас-
пределениями (в частном случае с двумерными распределениями) 
или прибегать к численным методам для определения вероятностей. 

7.3. Эффективность двухэтапного обнаружения 

Рассматриваем следующий метод обнаружения. Второй этап про-
изводится, если результат обработки сигнала на первом этапе R1 пре-
высит порог 1. Решение о наличии сигнала принимается, если полу-
ченная на втором этапе величина R2 превысит порог 2. Обнаружение 
сигнала на каждом этапе осуществляется одним каналом. 

Вероятность ложной тревоги на один элемент обзора Fэ совпадает 
с вероятностью ложной тревоги на канал обнаружения F, которая в 
свою очередь определяется формулой: 

 21 ee


F . (7.3.1) 

Обозначим через 1 и 2 средние значения отношения сигнал/шум 
на первом и втором этапах в случае наличия сигнала в элементе об-
зора. Пусть x — случайная величина с плотностью распределения 
w(x), являющаяся нормированным отношением сигнал/шум. Норми-
ровка осуществляется так, чтобы 1x . Тогда флуктуирующее отно-
шение сигнал/шум, например на первом этапе, можно представить в 
виде q1  1x. 

При рэлеевских флуктуациях амплитуды сигнала w(x)  exp(x). 

Вероятность двухэтапного обнаружения при флуктуациях сигна-
ла, статистически независимых от этапа к этапу, теперь можно запи-
сать в виде 

.
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D  D1D2 , 
где 

  dxxwxJD )(,

0




  ;    1, 2. 

Если флуктуации полностью зависимы, то 

    dxxwxJxJD )(,, 22

0

11  


. 

Оптимизация процедуры обнаружения состоит в том, чтобы вы-
брать величины 1, 2, 1, 2 таким образом, чтобы при заданных зна-
чениях  и F вероятность обнаружения D была максимальной. Или 
иначе, чтобы при заданных значениях D и F энергетические затраты 
были минимальными. 

Обозначив   2/1 и   ln(1/F ), из (1) и (7.2.1) получим 

 12  ,   1e11


 ,   1e12


 . (7.3.2) 

Теперь видно, что при заданных  и F вероятность двухэтапного об-
наружения является функцией двух свободных переменных 1 и . 
Остальные переменные, от которых зависит D, определяются форму-
лами (2). Оптимизация процедуры обнаружения сводится к поиску 
максимума функции от двух свободных переменных. 

Перебирая значения средних энергетических затрат , можно та-
ким способом построить зависимость от  оптимальных значений 
параметров 1 и  и максимальной вероятности двухэтапного обна-
ружения D. Если ещё при этом из уравнения 

  dxxwxJD )(,

0

нп


  

находить затраты нп, требующиеся для достижения такой же вероят-
ности обнаружения при одноэтапной процедуре, то можно опреде-
лить энергетический выигрыш   нп/, получаемый при двухэтап-
ном обнаружении по сравнению с одноэтапным обнаружением. 

Представленные соотношения отражают в общем виде метод 
оценки эффективности двухэтапного обнаружения при любых зако-
нах флуктуаций отношения сигнал/шум. Применительно к конкрет-
ным законам эти соотношения могут быть видоизменены. Так, если 
сигнал не флуктуирует, то средние значения отношения сигнал/шум 
1 и 2 совпадают с самими значениями отношения сигнал/шум q1 и 
q2, а вероятность двухэтапного обнаружения будет иметь вид 

   2211 ,, qJqJD  . 

.
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При логарифмически нормальных флуктуациях в формулах для веро-
ятностей обнаружения удобнее от средних значений 1 и 2 перейти к 
медианным значениям отношения сигнал/шум qм1 и qм2. Тогда, 
например, вероятность двухэтапного обнаружения логарифмически 
нормального сигнала при полностью зависимых от этапа к этапу 
флуктуациях можно выразить формулой 

    dtqJqJD ttt 2
м22

0

м11

2

e
2

1
e,e, 






  , 

где  — параметр распределения (
2
 — дисперсия натурального ло-

гарифма отношения сигнал/шум). 
На рис.

 
7.1 представлены примеры оценки энергетического выиг-

рыша  при F  10
6

. Обратим внимание на то, что в случае рэлеев-
ских флуктуаций величина выигрыша  при больших вероятностях 
обнаружения D слабо зависит от D и стремится к некоторому пределу 
при D  1. Это обстоятельство может быть использовано для упро-
щения анализа многоэтапного обнаружения рэлеевских сигналов. 
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Рис. 7.1. Зависимости энергетического выигрыша при двух этапах 
от вероятности обнаружения: 

1 — нефлуктуирующий сигнал; 2 — рэлеевские флуктуации; 
3 — логарифмически нормальные флуктуации,   1; 
4 — логарифмически нормальные флуктуации,   2; 
пунктир — независимые от этапа к этапу флуктуации; 

сплошные кривые 2 – 4 — полностью зависимые флуктуации 

.
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Изложенный в данном параграфе метод анализа эффективности 
двухэтапной процедуры нетрудно обобщить на обнаружение сигнала 
многоканальной системой. При этом численные оценки показывают, 
что выигрыш, получаемый в результате применения двухэтапной 
процедуры, падает с увеличением числа каналов. 

7.4. Эффективность многоэтапного обнаружения 

рэлеевского сигнала 

Обобщим задачу из предыдущего раздела на случай m-этапного 
обнаружения и ограничимся рэлеевскими сигналами. 

Обозначим  — порог и  — среднее значение отношения сиг-
нал/шум на -ом этапе;   1, 2,  , m. Вероятность превышения по-
рога на -ом этапе в случае отсутствия сигнала равна F  exp(). 
Вероятность ложной тревоги равна F  F1F2  Fm. Средние энергети-
ческие затраты на элемент обзора в случае отсутствия сигнала про-
порциональны величине 

121213121  mm FFFFFF  . 

Если флуктуации сигнала независимы от этапа к этапу, то вероят-
ность обнаружения сигнала определяется формулой 








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
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




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 

 








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D
11 1

exp
1

exp . 

При достаточно больших отношениях сигнал/шум можно в этой 
формуле пренебречь единицей по сравнению с  и записать 












 

 


m

D
1

exp , 

а затем 

     expexp 1MD , (7.4.1) 

где 

mmM  221 ,  1  ,  MC  , 

   11121 expexp1  mmC  . 

При заданных  и F вероятность m-этапного обнаружения являет-
ся функцией 2m  2 свободных переменных 1, 2,  , m1, 2, 3,  , 
m. Переменная m, входящая в выражение для вероятности обнару-
жения, определяется формулой: 

m    1  2    m1, 

где   ln(1/F ). 

.
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Вероятность обнаружения при одноэтапном способе обзора опре-
деляется формулой  )1(exp D  или, при больших , 

   expD . (7.4.2) 

Из (1) и (2) получаем, что при заданной вероятности D требуемое от-
ношение сигнал/шум при многоэтапном обнаружении в   / раз 
меньше, чем при одноэтапном обнаружении. 

Таким образом, оптимизация процедуры обнаружения сводится к 
нахождению минимума функции  при заданном значении . 

В данной задаче для определения значений минимизируемой 
функции требуется сравнительно небольшой объём вычислительных 
затрат. В подобных случаях минимизацию функции нескольких пе-
ременных можно осуществлять приведенным в [1] алгоритмом пря-
мого поиска. Этот алгоритм хотя и не экономичен по объёму вычис-
лений (в особенности при большом числе переменных), но весьма 
удобен для применения. 

Результаты оптимизации процедуры представлены в табл. 7.1. 

Таблица 7.1 
Оптимальные значения параметров и энергетического выигрыша  при 

рэлеевских полностью независимых от этапа к этапу флуктуациях сигнала 

m 
F 10

2
 10

4
 10

6
 10

8
 10

10
 10

12
 10

14
 

 4,61 9,21 13,82 18,42 23,03 27,63 32,24 

2 
1 2,42 3,28 3,84 4,23 4,53 4,78 4,98 
2 3,19 6,93 11,0 15,2 19,5 23,9 28,3 
 1,16 1,77 2,35 2,92 3,47 4,01 4,54 

3 

1 — 2,60 2,78 2,90 2,97 3,03 3,08 
2 — 2,84 3,53 4,00 4,35 4,62 4,85 

2 — 3,84 4,53 5,00 5,35 5,62 5,85 
3 — 18,3 38,5 62,6 89,3 118 148 
 — 1,90 2,72 3,54 4,36 5,18 5,99 

4 

1 — 2,50 2,56 2,60 2,63 2,65 2,66 
2 — 2,46 2,70 2,84 2,93 3,00 3,05 
3 — 2,34 3,18 3,75 4,16 4,47 4,72 

2 — 3,46 3,70 3,84 3,93 4,00 4,05 
3 — 11,6 15,4 18,2 20,3 21,9 23,2 
4 — 33,6 98,5 186 290 405 529 
 — 1,91 2,80 3,70 4,61 5,51 6,40 

 
Прочерки в колонке F  10

2
 означают, что при этом значении ве-

роятности ложной тревоги трёхэтапная и четырёхэтапная процедуры 

.
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вырождаются в двухэтапную. Максимальный выигрыш достигается 
уже при двух этапах. Если, например, m  3, то выигрыш максимален 
при нулевых значениях порога и затрат для одного из этапов, т.

 
е. ес-

ли этот этап фактически не производится. 

Дополнительные оценки показывают, что при F  10
3

 трёхэтап-
ная процедура отличается от двухэтапной, а четырёхэтапная вы-
рождается в трёхэтапную. 

Из представленных результатов следует, что величина энергети-
ческого выигрыша растёт с увеличением числа этапов не беспредель-
но, и что при больших вероятностях ложной тревоги предел наступа-
ет быстрее. При малых вероятностях ложной тревоги величина энер-
гетического выигрыша увеличится, если применить число этапов 
больше четырёх, однако это увеличение будет незначительно. Пре-
имущества многоэтапного обнаружения реализуются, в основном, 
уже при двух или трёх этапах. 

Перейдём теперь к анализу эффективности обнаружения при рэ-
леевских полностью зависимых от этапа к этапу флуктуациях сигна-
ла. 

На основании результатов, полученных в предыдущем и в данном 
параграфах, будем предполагать, что выигрыш при больших отноше-
ниях сигнал/шум слабо зависит от величины энергетических затрат. 
Это предположение позволяет по-прежнему использовать для веро-
ятности обнаружения приближённую формулу (1) с той лишь разни-
цей, что для величины M нужно найти новое выражение. 

Выражение для M будем искать по формуле 

  )1(lim 1
1

DM 


. (7.4.3) 

Предел в (3) ищется при условии, что 2, 3,  , m отличны от нуля и 
не зависят от 1, а значения вероятности многоэтапного обнаружения 
D определяются по точным формулам. 

Двумерное распределение результатов обработки сигнала при рэ-
леевских полностью зависимых флуктуациях амплитуды сигнала 
имеет вид 
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а вероятность обнаружения определяется формулой 
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Подставляя (4) в (3) и вычисляя предел, придём к формуле (1), где 
функция   ,, 1  имеет вид: 


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Здесь 122  . 

Если число этапов произвольно, то вероятность обнаружения 
определяется формулой 

  dxxJD x
m
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
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0 1

, 

из которой после несложных преобразований следует 
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Здесь 1  1. С помощью предельного перехода (3) получаем выраже-
ние для M в виде интеграла 

   dttJM
m

 
















0 1

,1 , (7.4.5) 

значения которого можно находить численными методами. 
Численное интегрирование требует существенных вычислитель-

ных затрат, поэтому при произвольном числе этапов упомянутый 
выше алгоритм прямого поиска минимума может оказаться неприем-
лемым. В данном случае целесообразно использовать градиентный 
метод. Необходимые при этом аналитические выражения для част-
ных производных функции  могут быть найдены дифференцирова-
нием с использованием приведенных в Приложении 1 соотношений 
для частных производных функции J(). 

Результаты численных оценок эффективности многоэтапного об-
наружения при полностью зависимых флуктуациях сигнала сведены 
в табл. 7.2. 

Сравнение данных табл. 7.1 и 7.2 показывает, что при флуктуаци-
ях сигнала, статистически зависимых от этапа к этапу, энергетиче-
ский выигрыш заметно больше, чем при независимых флуктуациях. 

.
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Таблица 7.2 

Оптимальные значения параметров и энергетического выигрыша  при 
рэлеевских полностью зависимых от этапа к этапу флуктуациях сигнала 

m 
F 10

2
 10

4
 10

6
 10

8
 10

10
 10

12
 10

14
 

 4,61 9,21 13,82 18,42 23,03 27,63 32,24 

2 
1 1,98 2,69 3,13 3,44 3,68 3,87 4,03 
2 2,44 4,26 5,97 7,61 9,19 10,7 12,2 
 1,45 2,31 3,11 3,87 4,60 5,31 6,01 

3 

1 1,66 1,91 2,04 2,12 2,17 2,22 2,25 
2 1,59 2,41 2,90 3,24 3,49 3,70 3,87 

2 1,82 2,27 2,52 2,69 2,81 2,91 2,99 
3 2,88 7,12 11,5 16,0 20,5 25,1 29,6 
 1,48 2,69 3,89 5,07 6,25 7,42 8,58 

4 

1 — 1,74 1,78 1,81 1,83 1,84 1,85 
2 — 1,83 1,98 2,06 2,12 2,16 2,20 
3 — 2,15 2,70 3,08 3,36 3,58 3,76 

2 — 1,95 2,03 2,08 2,11 2,13 2,15 
3 — 3,82 4,47 4,91 5,23 5,48 5,69 
4 — 9,07 16,5 24,4 32,3 40,3 48,5 
 — 2,78 4,11 5,44 6,77 8,10 9,42 

 

Дополнительными исследованиями двухэтапной процедуры, про-
веденными с использованием точной формулы (4), было выяснено, 
что выигрыш слабо меняется при небольшом отклонении параметров 
от оптимальных значений и что вероятность обнаружения (4) хорошо 
аппроксимируется формулой 

 )1(e D  (7.4.6) 

даже при сравнительно небольших . Так при   10 и F  10
4

 веро-
ятность обнаружения максимальна при   4,72 и 1  2,76, при этом 
выигрыш всего на 0,3 % больше выигрыша, получаемого при приве-
денных в табл. 7.2 значениях параметров, оптимальных при больших 
. При   5 и   10 и значениях параметров, приведенных в 
табл. 7.2 для F  10

4
, точная формула (4) даёт вероятности обнару-

жения 0,502 и 0,692, в то время как приближённая формула (6) даёт 
значения 0,514 и 0,696. Отсюда видно, что приведенные в табл. 7.2 
значения параметров можно использовать и при небольших , опре-
деляя вероятность обнаружения по простой формуле (6). Коэффици-
ент  при этом можно находить по формуле   /. 

.



 158 

7.5. Двухэтапное обнаружение рэлеевского сигнала 

при частично зависимых от этапа к этапу флуктуациях 

Остаётся неясным вопрос, при каких количественных соотноше-
ниях для степени зависимости флуктуаций можно для упрощения 
вычислений считать эти флуктуации полностью зависимыми или 
полностью независимыми. Представляет интерес и эффективность 
обнаружения для промежуточного случая, когда флуктуации сигнала 
нельзя отнести ни к тем, ни к другим. 

Если амплитуда сигнала флуктуирует по рэлеевскому закону, то 
отношения сигнал/шум q1 и q2 на первом и втором этапах обнаруже-
ния можно представить в виде 

2)( 2
1

2
111 vuq  ,  2)( 2

2
2
222 vuq  , 

где u1, u2, v1, v2 — нормальные случайные величины с нулевым сред-

ним значением и единичной дисперсией, причём cvvuu  2121  и 

svuvu  1221 , где c и s — параметры вероятностной модели. Здесь, 

как и прежде, 1 и 2 — средние значения отношений сигнал/шум на 
первом и втором этапах. 

Двумерное распределение результатов обработки сигнала для 
принятой модели флуктуаций имеет вид 
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Если положить r0  1, то получим распределение результатов об-
работки при флуктуациях амплитуды сигнала, полностью зависимых 
от этапа к этапу. При r0  0, когда этапы статистически независимы, 
находим, что двумерное распределение превращается в произведение 
одномерных распределений. 

Вероятность двухэтапного обнаружения сигнала равна 
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Теперь вероятность обнаружения будем представлять в виде 

  )1(exp D , (7.5.2) 

где )e1( 1
1


  — величина, пропорциональная среднему вре-

мени наблюдения в отсутствие сигнала, 12  . Здесь  является 
функцией многих переменных — величины r0, параметров двухэтап-
ной процедуры (1, 2, ), а также  или D. 

В случаях полностью зависимых и полностью независимых эта-
пов (при r0  1 и при r0  0) для упрощения расчётов при построении 
зависимости D от  при достаточно больших значениях  логарифм 
вероятности обнаружения можно аппроксимировать первым членом 
разложения в ряд по степеням 1/(1  ). Иными словами, в формулу 
(2) можно подставлять значение , вычисленное при    (подроб-
нее см. предыдущий параграф). 

Если попытаться применить этот метод к случаю частично зави-
симых этапов, то получим следующие выводы. 

1. Функция  при r0  1,    не зависит от r0 и совпадает со 
значением  при r0  0,   , т.

 
е. при больших вероятностях обна-

ружения эффективность при частично зависимых этапах не отличает-
ся от эффективности при полностью независимых этапах. 

2. При больших значениях r0 (r0  1) функция  медленно стре-
мится к своему пределу при   . Отсюда следует, что при боль-
ших значениях r0 эффективность при частично зависимых этапах 
близка к эффективности при независимых этапах лишь при больших 
и редко встречающихся значениях вероятности обнаружения, а при 
меньших значениях вероятности обнаружения нельзя пренебрегать 
зависимостью  от  или D. 

На рис.
 
7.2 приведены зависимости  от D, построенные для раз-

личных значений r0. Эти зависимости построены для вероятности 
ложной тревоги на элемент обзора 10

4
 и при приведенных в преды-

дущем параграфе значениях параметров процедуры обнаружения, 
оптимальных при больших  при полностью зависимых этапах. Из 
рисунка видно, что влияние зависимости флуктуаций сигнала на эф-
фективность обнаружения определяется не только значениями r0, но 
и в сильной степени значениями вероятности обнаружения. На 
рис.

 
7.3 плоскость (r0, D) разделена на три области по характеру вли-

яния зависимости флуктуаций. Полагалось, что точка (r0, D) относит-
ся к области для независимых (или зависимых) этапов, если функция 
, соответствующая этой точке, отличается не более чем на 5 % от 
значения этой функции при r0  0 (или при r0  1) и при этом же зна-
чении D. 

Рис.
 
7.3 построен по приведенным на рис.

 
7.2 данным и соответ-

ствует вероятности ложной тревоги на элемент обзора 10
4

. Однако 
проверка для вероятности 10

10
 показала, что границы областей 

практически не зависят от вероятности ложной тревоги. 

.
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Рис. 7.2. Зависимости коэффициента  при частично зависимых этапах 
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Рис. 7.3. Границы областей 
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Результаты показывают, что флуктуации сигнала можно считать 
полностью зависимыми лишь при достаточно больших значениях r0. 

По результатам данного параграфа можно сделать ещё один вы-
вод, который оказывается полезным при оценке характеристик двух-
этапного обнаружения сигнала многоканальной системой обнаруже-
ния с переменной разрешающей способностью, когда на первом эта-
пе обнаружения вместе с обнаруживаемым сигналом в одном эле-
менте разрешения оказываются ещё другие сигналы. Рассмотрим 
этот вопрос подробнее. 

Для простоты введём идеализирующее предположение, что все 
сигналы на первом этапе попадают в один разрешаемый элемент, и 
что все координаты сигналов совпадают при этом с координатами 
настройки канала обнаружения. А для второго этапа будем предпола-
гать, что все сигналы попадают в разные элементы разрешения. Счи-
таем, что все сигналы имеют одинаковые средние значения отноше-
ния сигнал/шум: 1 — на первом этапе и 2 — на втором. 

Если флуктуации сигнала независимы от этапа к этапу, то вероят-
ность обнаружения сигнала можно записать в виде 

 D  D1D2 , (7.5.3) 

где  )1(exp 111  LD  — вероятность превышения порога на 

первом этапе (см. § 4.6),  )1(exp 222 D  — вероятность пре-
вышения порога на втором этапе, L — число неразрешаемых на пер-
вом этапе сигналов. 

Можно показать, что если флуктуации рассматриваемого сигнала 
полностью зависимы от этапа к этапу, то вероятность обнаружения 
этого сигнала (при наличии других сигналов, неразрешаемых с ним 
на первом этапе) будет иметь вид: 
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где )1(1 11  L . 

Это выражение можно формально получить, если в формуле (1) 
для вероятности обнаружения при частично зависимых этапах 1 за-

менить на L1 и сделать подстановку )1()1( 11
2

0  Lr . Отсюда 

следует, что Lr 12
0   при L  1. Учитывая теперь результаты для ча-

стично зависимых этапов, приходим к выводу, что даже при больших 
временах корреляции выходные величины при L  1 нужно считать 
статистически независимыми. Вероятность обнаружения тогда мож-
но определять по простой формуле (3). 

.
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7.6. Сравнительная оценка различных методов 

междуэтапной обработки 

В предыдущих параграфах рассматривалось многоэтапное обна-
ружение с критерием “m из m”. Здесь мы рассмотрим ещё два спосо-
ба междуэтапной обработки: суммирование результатов обработки 
сигналов и критерий “1 из 2-х”. Соответствующие двухэтапные про-
цедуры обнаружения с этими способами междуэтапной обработки 
были описаны в § 7.2. 

Предполагаем, что флуктуации сигнала рэлеевские. 
Одномерные распределения результатов обработки сигнала на 

первом и втором этапах имеют вид 















1

1

1

11
1

exp
1

1
)(

R
RW ,  















2

2

2

22
1

exp
1

1
)(

R
RW . 

Если флуктуации сигнала независимы от этапа к этапу, то двумерное 
распределение W(R1, R2) результатов обработки сигнала является 
произведением одномерных распределений. Выражения для двумер-
ных распределений при полностью зависимых этапах и при частично 
зависимых этапах были приведены в § 7.4 и § 7.5. 

Вероятность двухэтапного обнаружения при суммировании ре-
зультатов обработки определяется формулой 
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При отсутствии сигнала, когда W(R1, R2)  exp(R1  R2), из (1) по-
лучаем формулу для вероятности ложной тревоги 

 F  (1  2  1) exp(2) . (7.6.2) 

При независимых флуктуациях из (1) получим 
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Благодаря работе [38] оказалось возможным при зависимых флук-
туациях выразить интеграл (1) через цилиндрические функции двух 
мнимых переменных 
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подробно изученные в работах [39, 40] и затем табулированные [3]. 
При флуктуациях амплитуды сигнала, полностью зависимых от 

этапа к этапу, вероятность обнаружения при суммировании результа-
тов обработки имеет вид 
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Выражение для вероятности обнаружения можно получить и для 
частично зависимых этапов, когда флуктуации сигнала занимают 
промежуточное положение между полностью независимыми от этапа 
к этапу флуктуациями и полностью зависимыми. Это выражение 
имеет примерно такой же вид, как и формула (3). 

Формулу (3) можно проверить непосредственным дифференциро-
ванием, при этом окажутся необходимыми соотношения для частных 
производных цилиндрических функций, которые нетрудно получить 
из приведенных в работе [39] формул. 

Заметим, что интеграл J(x, y) можно выразить через цилиндриче-
ские функции двух мнимых переменных 

)}2,2()2,2({e),(1 21 xyxxyxyxJ yx   . 

Для дальнейшего исследования двухэтапного обнаружения с сум-
мированием результатов обработки при полностью зависимых этапах 
применима методика, использованная в § 7.4. При больших средних 

.
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значениях отношений сигнал/шум вероятность обнаружения пред-
ставим в виде 
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Здесь, как и в § 7.4, функция  от  не зависит. Оптимизация проце-
дуры заключается в нахождении условного минимума, т.

 
е. в нахож-

дении значений параметров , 1, 2, минимизирующих функцию  
при условии выполнения равенства (2). Функция  имеет вид 
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При междуэтапной обработке по критерию “1 из 2-х” вероятность 
обнаружения определяется формулой 
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Выражения для двумерных интегралов, входящих в эту формулу, 
аналогичны соответствующим выражениям для вероятности обнару-
жения при обработке с критерием “2 из 2-х”. 

В результате исследования эффективности обнаружения при не-
зависимых от этапа к этапу флуктуациях сигнала можно прийти к 
следующему выводу. 

Если упомянутые способы междуэтапной обработки сигнала рас-
положить в порядке убывания эффективности процедуры обнаруже-
ния, то в случае двух этапов получим следующую последователь-
ность: 

.
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суммирование результатов обработки сигнала; 
критерий “1 из 2-х”; 
критерий “2 из 2-х”. 

В дополнение к этому добавим, что первые два способа между-
этапной обработки позволяют получить существенный выигрыш и 
при неоптимальном соотношении между энергетическими затратами 
на первом и на втором этапах, когда 2  1. Если же амплитуда сиг-
нала флуктуирует по рэлеевскому закону, флуктуации независимы от 
этапа к этапу и 2  1, то при критерии “2 из 2-х” никакого выигры-
ша по сравнению с одноэтапным обнаружением нет. 

Анализ двухэтапного обнаружения с суммированием результатов 
обработки при полностью зависимых этапах показывает, что в общем 
случае, когда  выбирается оптимальным образом, оптимальные зна-
чения параметров 1 и  почти не отличаются от соответствующих 
оптимальных значений параметров для междуэтапной обработки с 
критерием “2 из 2-х”. При F  10

6
 и 10

10
 отличия составляют не бо-

лее 1 %. Оказалось, что и минимальные значения  отличаются при-
мерно на 1 %, причём при суммировании результатов обработки ми-
нимальное значение  даже больше, чем при обработке по критерию 
“2 из 2-х”. Это говорит о том, что двухэтапная процедура обнаруже-
ния с применением критерия “2 из 2-х” (при оптимальных значениях 
параметров 1 и ) при статистически зависимых этапах практически 
не отличается от процедуры обнаружения с суммированием резуль-
татов. 

Заметим, что если после приёма сигнала на втором этапе произво-
дить весовое суммирование результатов обработки, то при   1 вы-
игрыш можно несколько увеличить. Скорее всего, выигрыш будет не 
меньше выигрыша для процедуры с критерием “2 из 2-х”. Выражение 
для вероятности обнаружения и в этом случае можно выразить через 
цилиндрические функции двух мнимых переменных. Но можно ожи-
дать, что увеличение выигрыша при этом будет практически незна-
чительным. 

При   1 различия в эффективности процедур заметнее. По гра-
фикам рис.

 
7.4 видно, что суммирование результатов обработки даёт 

больший выигрыш, чем критерий “2 из 2-х”. 

Анализ показывает, что при 2  1 и при полностью зависимых 
этапах процедура с критерием “1 из 2-х” практически не отличается 
по эффективности от процедуры с критерием “2 из 2-х”. 

Ранее мы предполагали, что отношение числа элементов обзора, в 
которых принимаются полезные сигналы, к общему числу элементов 
обзора пренебрежимо мало. Если же временно отказаться от исполь-
зуемого предположения, то получим, что с увеличением данного от-
ношения энергетический выигрыш при двухэтапном обнаружении 
уменьшается, причём уменьшение будет более быстрым для проце-
дуры с критерием “2 из 2-х”. 

.
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Рис. 7.4. Выигрыш, получаемый при   1; 
флуктуации амплитуды сигнала полностью зависимы от этапа к этапу: 

1 — со сложением результатов обработки, 
2 — с применением критерия “2 из 2-х” 

7.7. Двухэтапное обнаружение 

некогерентного флуктуирующего сигнала 

В оптимальной двухэтапной процедуре обнаружения время 
наблюдения в элементе обзора на втором этапе должно быть в не-
сколько раз больше, чем на первом этапе. Как уже отмечалось, по 
этой причине не всегда удаётся осуществить когерентное накопление 
сигнала, так как при когерентном накоплении будут меняться от эта-
па к этапу условия согласованной фильтрации. Поэтому здесь будет 
рассматриваться двухэтапное обнаружение при некогерентном 
накоплении. Междуэтапная обработка производится по критерию “2 
из 2-х”. Обнаружение сигнала на каждом этапе осуществляется мно-
гоканальной системой. 

Вероятность ложной тревоги на один элемент обзора равна 

nFFF n  )1(1э , где n — число каналов обнаружения, F — веро-
ятность ложной тревоги на один канал. Если вероятность F задана, то 
величины порогов на первом и втором этапах 1, 2 и числа некоге-
рентно накапливаемых импульсов N1 и N2 будут связаны между со-
бой уравнением 
 F  F1F2 , (7.7.1) 

где F1 — вероятность превышения порога шумами на первом этапе 
(зависит от 1 и N1), F2 — на втором этапе (зависит от 2 и N2). 

.
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Среднее время наблюдения при двухэтапном обнаружении неко-
герентного сигнала характеризуется величиной : 

 )( 21и21 NPNP  , (7.7.2) 

где 1  N1
 
и и 2  N2

 
и — средние значения отношений сигнал/шум 

для сигналов, принимаемых на первом и втором этапах, и — среднее 
значение отношения сигнал/шум для одного импульса, 
P  1  (1  F1)

n
 — вероятность того, что в данном элементе обзора в 

отсутствие сигнала будет производиться второй этап обнаружения. 
Предполагается, что время корреляции флуктуаций сигнала 

больше времени наблюдения на каждом из этапов, т.
 
е. на каждом 

этапе импульсы флуктуируют дружно. Тогда с достаточной точно-
стью можно считать, что логарифм вероятности обнаружения обрат-
но пропорционален отношению сигнал/шум. Поэтому вероятность 
обнаружения сигнала можно записать в виде 

 











 ),,,(
1

exp 2121

1

NNMD . (7.7.3) 

Из формул (2) и (3), получаем D  exp(/), где 

  (N1, N2, 1, 2)  (1  P) M(N1, N2, 1, 2),    2/1  N2/N1. 

Оптимизация процедуры обнаружения опять сводится к нахожде-
нию значений переменных, минимизирующих функцию  при задан-
ном значении вероятности ложной тревоги F. 

Функция  зависит от трёх свободных переменных: N1, N2, 1; пе-
ременная 2 определяется уравнением (1). Если N1 задано, то, по-
строив семейство зависимостей  от 1 для различных значений N2, 
можно найти значения 1 и N2, зависящие от N1, при которых  ми-
нимально. Если N1 не задано, то наибольшая вероятность обнаруже-
ния будет при N1  1, т.

 
е. когда сигнал на первом этапе когерентный. 

Если заданы и и D, и тем самым не представляется возможным 
выбрать N1 оптимальным, то, построив зависимость вероятности об-
наружения от N1 при оптимально выбираемых для каждого N1 значе-
ниях 1 и N2, можно найти из неё требуемое значение N1, при котором 
вероятность обнаружения равна заданной величине. 

Выигрыш, получаемый при оптимальном двухэтапном обнаруже-
нии по сравнению с одноэтапным когерентным обнаружением, будет 
определяться формулой   ln(1/F )/мин, где мин — значение функ-
ции  при оптимальных значениях параметров. 

Ниже рассматриваются два случая: независимые и полностью за-
висимые от этапа к этапу флуктуации сигнала. Считается, что накоп-
ление осуществляется после квадратичного детектора. 

При независимых от этапа к этапу флуктуациях и при больших 
отношениях сигнал/шум вероятность обнаружения можно предста-
вить в виде 

.
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Если в этой формуле пренебречь единицами по сравнению с 1 и 2, 
то получим выражение (3), где функция M имеет вид 

 )]1([)1(),,,( 22112121 NNNNM . 

При полностью зависимых этапах вероятность обнаружения 
определяется формулой 

 dxxJxJD x
NN





  e),(),( 22

0

11 21
, (7.7.4) 

из которой можно получить [ср. (7.4.5)] 
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. 

Значения M определяются по этой формуле численными методами. 

При 1  2 и N1  N2 справедлива формула 
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из которой далее можно получить асимптотическое разложение M 
при 1  1. 

По приведенным выше формулам можно произвести оптимиза-
цию двухэтапной процедуры. В качестве примера на рис.

 
7.5 пред-

ставлены результаты расчётов для нескольких случаев при N1  1. 

Зависимости порога 1 от F1 и порога 2 от F2 и N2 при расчётах 
определялись методами, изложенными в § 4.2. 

Если сравнить выигрыш, получаемый при двухэтапном обнару-
жении с некогерентной обработкой на втором этапе, с выигрышем 
при когерентной обработке (§ 7.4), то можно сделать вывод, что неко-
герентное дробление энергии сигнала на втором этапе незначительно 
ухудшает эффективность двухэтапной процедуры. 

Этот вывод является частным случаем более общей закономерно-
сти: при обработке сигнала на втором этапе можно допускать откло-
нения от оптимальной обработки. Эффективность двухэтапной про-
цедуры в целом ухудшается при этом несущественно (при оптималь-
ном выборе параметров). 
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Рис. 7.5. Зависимости оптимальных значений 1 (а, сплошные кривые), 
оптимальных значений N2 (а, пунктир) и выигрыша  (б) 

от вероятности ложной тревоги на один элемент обзора при N1  1: 

1 — зависимые этапы, n  1; 2 — независимые этапы, n  1; 
3 — независимые этапы, n  30 

.
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Если и и D заданы, то естественно сравнивать двухэтапную про-
цедуру с одноэтапной при таких же и и D. При этом величины и и D 
будут определять необходимое число импульсов и при одноэтапном 
обнаружении — N, причём будет иметь место N  N1. Потери из-за 
некогерентного дробления при одноэтапном обнаружении будут 
больше, чем потери на первом этапе при двухэтапном обнаружении. 
Поэтому оказывается, что выигрыш, получаемый в результате такого 
сравнения, будет даже больше, чем при сравнении одноэтапного и 
двухэтапного методов при когерентной обработке. 

Оптимальное значение  (  2
 /1) увеличивается с введением не-

когерентной обработки на втором этапе. Можно считать, что это уве-
личение направлено на то, чтобы частично скомпенсировать потери 
из-за некогерентного дробления. Однако при этом нужно иметь в ви-
ду, что в большинстве случаев увеличение  бывает в несколько раз 
меньше, чем это необходимо для полной компенсации. 

7.8. Многоэтапное обнаружение с критерием “m из m” 

при равных временах наблюдения на каждом этапе 

Как уже отмечалось, при независимых этапах и при равных вре-
менах наблюдения на каждом этапе, применение критерия “2 из 2-х” 
для рэлеевского сигнала не даёт никакого выигрыша по сравнению с 
одноэтапным обнаружением. Такой же вывод справедлив и по отно-
шению к m-этапному обнаружению с критерием “m из m”. Но как 
видно по графикам рис.

 
7.4, при статистически зависимых этапах по-

ложение изменяется: имеется выигрыш и при равных временах 
наблюдения. Однако этот выигрыш небольшой, поэтому можно 
предположить, что при статистически зависимых этапах выигрыш 
увеличится с увеличением числа этапов. 

Рассмотрим эту задачу для случая когерентной обработки сигнала 
на каждом этапе. Полагаем, что амплитуда сигнала флуктуирует по 
рэлеевскому закону. Обнаружение сигнала на каждом этапе осу-
ществляется одним каналом. 

Для упрощения анализа будем считать, что на каждом этапе ре-
зультаты обработки сигнала сравниваются с одним и тем же порогом 
1. Если F1 — вероятность превышения шумами порога 1, то вероят-

ность ложной тревоги определяется формулой )(exp 11  mFF m . 

Отсюда 1  (1/m)ln(1/F ). 
Вероятность обнаружения при флуктуирующей амплитуде опре-

деляется приближённой формулой D  exp (M/1), где 

   dttJM m






0

1 ],[1 , (7.8.1) 

1 — среднее значение отношения сигнал/шум для сигнала, принима-
емого на каждом этапе. При m  2 имеет место 

.
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а при m  2 интеграл (1) можно вычислить численными методами. На 
рис.

 
7.6 представлены зависимости коэффициента M от вероятности 

ложной тревоги на канал обнаружения для разного числа этапов. 
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Рис. 7.6. Зависимость коэффициента разложения M от вероятности 
ложной тревоги; цифрами около кривых обозначено число этапов 

Средние энергетические затраты в отсутствие сигнала будут ха-
рактеризоваться величиной : 
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Теперь получаем  eD , где 

)](exp1[)1( 111  MFMM . 

Значение 1, подставляемое в формулу для , определяется чис-
лом этапов и вероятностью ложной тревоги, поэтому свободной пе-
ременной, по которой нужно минимизировать , остаётся только 
число этапов. Исследования, проведенные с использованием кривых, 
изображённых на рис.

 
7.6, показали, что оптимальное значение числа 

этапов можно определять по приближённой формуле 
mо  (1,10

 


 
1,25)

 
lg(1/F ). 

На рис.
 
7.7 представлена зависимость выигрыша при оптимальном 

числе этапов (  ln(1/F )/мин) от вероятности ложной тревоги. Здесь 

.
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же для сравнения приведена взятая из предыдущего параграфа зави-
симость выигрыша, получаемого при оптимальном двухэтапном об-
наружении с некогерентной обработкой сигнала на втором этапе. По 
этим результатам можно сделать вывод, что при статистически зави-
симых этапах можно получить существенный выигрыш и при равных 
временах наблюдения на каждом этапе. 
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Рис. 7.7. Выигрыш при зависимых этапах: 

1 — многоэтапное обнаружение с равными временами; 2 — двухэтапное 
обнаружение с некогерентным накоплением на втором этапе 

Если задано среднее значение отношения сигнал/шум для им-
пульса и, то может возникнуть необходимость в использовании на 
каждом этапе пачки из N некогерентных импульсов. Тогда для веро-
ятности обнаружения получим  )(exp и NMD , где 
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а 1 находится из уравнения 
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(см. § 4.2). 
Как и прежде, необходимое число импульсов N будет определять-

ся заданными значениями и и D. 

.
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8. ЭФФЕКТИВНОСТЬ ЦИФРОВОЙ ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ 

8.1. Введение 

В связи с развитием вычислительной техники стало возможным 
осуществлять обработку сигналов в цифровом виде. Переход к циф-
ровым методам позволяет получить ряд преимуществ. Вместе с тем, 
такой переход приводит к некоторым энергетическим потерям, так 
как оптимальным является аналоговый алгоритм обработки сигналов. 

Перевод аналоговых реализаций в цифровую последовательность 
можно представить в виде двух операций. В результате первой опе-
рации осуществляется дискретизация по времени, при этом непре-
рывная реализация представляется её отсчётами, т.

 
е. значениями ре-

ализации в фиксированные моменты времени. Вторая операция 
предусматривает квантование отсчётов по уровню. 

Отсчёты реализации производятся в равноотстоящие моменты 
времени. Величина интервала дискретизации по времени выбирается 
в результате компромисса между эффективностью обработки и тех-
ническими возможностями для построения устройств обработки. В 
связи с этим весьма актуальной является оценка влияния величины 
интервала дискретизации на эффективность обработки. 

С выбором интервала дискретизации неразрывно связан вопрос с 
ограничением спектральной полосы входной реализации, так как при 
неограниченной полосе дисперсия шумовой составляющей входной 
реализации будет большой и эффективное выделение сигнала на 
фоне шумов будет возможно лишь при очень малых интервалах дис-
кретизации, что приводит, в конечном счете, к нереализуемости об-
работки. 

В принимаемой далее математической модели устройства обра-
ботки полагается, что ограничение полосы входной реализации про-
изводится с помощью узкополосного фильтра, размещённого на вхо-
де устройства. Термин “узкополосный” здесь имеет общеупотреби-
тельный смысл и означает, что ширина полосы фильтра значительно 
меньше частоты несущей полезного сигнала. В то же время полоса 
этого фильтра должна быть достаточно широкой, чтобы в её преде-
лах оказывалась основная часть спектральных составляющих полез-
ного сигнала (при любом возможном доплеровском сдвиге несущей). 

Квантование по уровню осуществляется аналого-цифровыми пре-
образователями (АЦП) и заключается в нелинейном преобразовании 
значений отсчётов. При этом вся вещественная ось разбивается на 
конечное число интервалов, каждому из которых ставится в соответ-
ствие определённое безразмерное число (цифра). Значение отсчёта 
попадает в некоторый интервал, в результате оно заменяется соответ-
ствующим числом. Дальнейшие операции по обработке сигнала со-
стоят в действиях с этими числами, заменяющими значения отсчётов. 
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Простейшие АЦП основаны на таком разбиении оси, когда все 
интервалы, за исключением двух, имеют одинаковую и конечную 
длину. Два интервала имеют неограниченную длину, граница одного 
из них уходит в , другого — в . Соседним интервалам ставятся 
в соответствие числа, отличающиеся на одну и ту же постоянную ве-
личину. 

В дальнейшем будем иметь в виду только такие простейшие АЦП. 
Будем считать, что вероятность попадания случайных значений 

отсчётов в крайние (полубесконечные) интервалы ничтожно мала 
(этой вероятностью можно пренебречь). Длину конечных интервалов 
будем называть интервалом квантования по уровню, а отношение 
интервала квантования к некоторой постоянной величине, имеющей 
одинаковую с отсчётами размерность, будем называть нормирован-
ным интервалом квантования по уровню. 

Чтобы упростить задачу, а также, чтобы получить более нагляд-
ные результаты, целесообразно принять следующий порядок анализа 
схем обработки. Вначале проводится исследование влияния характе-
ристик предварительного высокочастотного фильтра и интервала 
дискретизации в пренебрежении эффектом квантования по уровню. 
Можно условно представить, что характеристика АЦП имеет боль-
шое число уровней квантования при малом интервале квантования и, 
поэтому, существенно не отличается от линейной характеристики. По 
сути дела при этом исследуется обработка отсчётов, принимающих 
любые значения на числовой оси. Учитывается только дискретизация 
по времени, поэтому такую обработку будем в дальнейшем называть 
дискретной обработкой. 

Затем, при выбранных параметрах дискретной обработки оцени-
вается влияние величины интервала квантования по уровню на эф-
фективность обработки. 

8.2. Эффективность дискретной обработки 

Рассматриваемая схема обработки приведена на рис.
 
8.1. На входе 

этой схемы действует аддитивная смесь s(t) сигнала и нормального 
шума, представленная ранее формулой (3.2.2). Импульсную переход-
ную функцию h(t) узкополосного фильтра, согласно [42], запишем в 
виде 

 ttgth фi
e)(Re)(


 ,  )(i
0 e)()( tthtg  , 

где h0(t) и (t) — медленно меняющиеся функции времени, ф — ре-
зонансная частота фильтра. 

Считаем, что на входы дискретизаторов поступают только низко-
частотные составляющие, поэтому колебания частоты ф  0 или 
2ф в выражениях для x(t) и y(t) должны быть отброшены. С учётом 
этого замечания после преобразования выражения 

.
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





 tdtstthtytx

t
)()(e)(i)( фi

 

получаем 

 )(i)(),,(e2)(i)( 000
i

0 tttzqctytx   , 

где c — некоторая константа, определяемая только спектральной 

плотностью шума Nш )42( шNc  , q0  E/(2Nш) — отношение сиг-

нал/шум,  — случайная фаза сигнала, 0  0  ф, 






  tdttUtgtz tt i
0
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0 e)()(e),,( , 






  tdtnttgtt
tфi

e)()(2)(i)( . 

Поскольку введение усиления, общего для всех цепей тракта об-
работки сигнала, не влияет на эффективность обработки, то множи-
тель c во всех последующих выражениях будем опускать. 

Нормальные случайные процессы (t) и (t) сопряжены между со-
бой. Корреляционные и взаимно корреляционные функции этих про-
цессов определяются соотношениями 

)(Re)()()()(  Ktttt , 

)(Im)()()()(  Ktttt , 



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





 


 dHtdtgtgK i2

0 e)(i
2

1
)()()( , 

где H0(i) — преобразование Фурье от g(t). 
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Рис. 8.1. Схема дискретной обработки сигнала: 

1 — узкополосный фильтр, 2 — дискретизатор, 
3 — устройство обработки отсчётов 

.
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Заметим, что для комплексной частотной характеристики H(i) 
предварительного высокочастотного фильтра справедлива формула 

 )ii(
2

1
)i(i

2

1
)(i ф0ф0  HHH , (8.2.1) 

поэтому H0(i) можно представить как частотную характеристику 
высокочастотного фильтра, смещённую в область низких частот. 

В дальнейшем для упрощения будем считать, что (t)  const. 
Например, в [42] показано, что если частотная характеристика филь-
тра симметрична, а фазовая — антисимметрична относительно резо-
нансной частоты ф, то функция (t)  0. Если (t)  const, то (t) и 
(t) — независимые нормальные случайные процессы с корреляци-
онной функцией K(). 

После дискретизации процессов x(t) и y(t) на устройство обработ-
ки поступают отсчёты x  x(t), y  y(t),   1, 2,  , n. Оптимальное 
устройство обработки отсчётов должно формировать отношение 
правдоподобия или любую взаимно однозначную функцию отноше-
ния правдоподобия. Поскольку отсчёты — нормальные случайные 
величины, то нетрудно записать выражение для отношения плотно-
стей вероятности случайных величин, после чего можно усреднить 
это отношение по . В результате получим, что отношение правдо-
подобия определяется величиной R  (X 

2
  Y 

2
)/(2

2
), где 

 
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1 ;    0Re zr ;    0Imzs ; 

),,( 0000   tzz ; 1
a — элементы матрицы, обратной матрице с 

элементами a; a  a  K(t  t); 
2
 — нормировочная константа, 

равная среднему значению 2X  или 2Y  при отсутствии сигнала. 

Переменную R удобно принять в качестве выходной величины. 

Если параметры сигнала 0 и 0 неизвестны, то для обнаружения 
такого сигнала можно реализовать (с применением цифровых мето-
дов) многоканальную систему, каждый канал которой настроен на 
определённые значения параметров. Поэтому при дальнейшем анали-
зе в общем случае будем полагать, что рассматриваемая схема дис-
кретной обработки рассчитана на оптимальный приём сигнала с па-
раметрами 1 и 1, хотя в действительности на вход поступает полез-
ный сигнал с параметрами 0 и 0. Для общности будем также пола-
гать, что огибающая сигнала на входе узкополосного фильтра отли-
чается от огибающей ожидаемого (опорного) сигнала. 

В связи со сказанным следует считать, что коэффициенты r и s 
для формирования квадратур X и Y по формулам (2) определяются 

.
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соотношениями   1Re zr ,   1Imzs , где ),,( 1111   tzz , а вы-

ражение для z1() получается из выражения для z0() заменой в по-
следнем U0() на U1(). 

Выражения для X и Y можно записать в комплексном виде 

 



n

wYX
1

1i , (8.2.3) 

где 






 

n

za
1

1
1

1 i ,  w  x  iy. 

Плотность распределения W(R) выходной величины нетрудно по-
лучить, если учесть, что X и Y — нормальные случайные величины. 
Можно показать, что X и Y статистически независимы, поэтому 

)2()(exp)( 0 RqIqRRW  , где )2(i 22
 YXq . 

Распределение выходной величины имеет такой же вид, как и при 
оптимальной аналоговой обработке, только вместо отношения сиг-
нал/шум q0 в приведенном здесь выражении присутствует величина 
q. Поэтому отношение с  q/q0 представляет собой коэффициент 
энергетических потерь сигнала, обусловленных временной дискрети-
зацией. 

Можно далее показать, что 
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Отсюда 
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1 1
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1

2с

1
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

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Слагаемые двойной суммы в выражении для 
2
 комплексные. Од-

нако сама двойная сумма является действительным числом, так как в 
силу симметрии a  a мнимые части слагаемых взаимно сокраща-
ются. 

Если огибающая U0(t) и параметры сигнала 0 и 0 совпадают с 
огибающей U1(t) и параметрами настройки схемы 1 и 1, то с  

2
. 

Оптимальная обработка отсчётов должна учитывать импульсную 
переходную функцию входного узкополосного фильтра. Это может 
создавать определённые неудобства и усложнения при вычислении 
весовых коэффициентов  и . Поэтому целесообразно рассмотреть 
более простую схему обработки, не имеющую этого недостатка. 

.
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Такую схему можно получить, если заменить суммами интегралы, 
описывающие оптимальную аналоговую обработку. При этом полу-
чим, что X и Y необходимо вычислять опять по формулам (2) или (3), 
но только теперь весовые коэффициенты ,  и 1  будут иметь вид 

 )i(exp)(i 1111   ttU . (8.2.6) 

При приёме прямоугольного импульса без фазовой модуляции ве-
совые коэффициенты  при 1  0 равны между собой, а   0. Об-
работка заключается в простом суммировании отсчётов в каждом 
квадратурном канале. При наличии бинарной фазовой манипуляции 
весовые коэффициенты  отличаются лишь знаком, изменяющимся 
в соответствии с кодовой последовательностью. Такая обработка яв-
ляется наиболее простой. 

К упрощенному алгоритму обработки с весовыми коэффициента-
ми (6) можно прийти ещё одним способом. Для этого при синтезе 
схемы обработки необходимо предположить, что предварительный 
узкополосный фильтр не искажает амплитудные и фазовые соотно-
шения полезного сигнала (что на самом деле возможно, если полоса 
фильтра значительно шире полосы сигнала). Кроме того, все отсчёты 
x и y следует считать взаимно независимыми. При таких предполо-
жениях (допущениях) классический синтез схемы обработки (мето-
дом формирования отношения правдоподобия) приводит к формулам 
(2) и (3), в которых используются весовые коэффициенты (6). 

Для упрощенной обработки можно получить следующие соотно-
шения 
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где 1  , и  определяются формулами (6). 

8.3. Некоторые формулы для численного анализа 

Представленные в § 8.2 формулы для оценки энергетических по-
терь можно переписать в различных вариантах, более пригодных для 
численного анализа. Приведём получающиеся при этом некоторые 
выражения для случая упрощенной обработки. 

Для простоты будем считать, что весовые коэффициенты (8.2.6) 
точно настроены на огибающую, задержку и частоту обрабатываемо-
го сигнала; при этом, поскольку одинаковые изменения задержки по-
лезного сигнала и задержки в коэффициентах не влияют на качество 
обработки, то символ  в последующих выражениях можно опустить, 
т.

 
е. далее полагаем 0  1  0. Будем считать, что временной интер-

.
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вал между соседними отсчётами постоянный и равен t  T/n, где 
T — длительность импульса (длина интервала обработки), n — число 
отсчётов. 

Коэффициент энергетических потерь запишем в виде q/q0  Z
 2
/

2
, 

где )2(i 0

22 qYXZ  . Поскольку Z входит в числитель дроби, а 

 — в знаменатель, то в последующих выражениях для Z и для  мо-
жет одновременно отбрасываться один и тот же множитель. 

Обозначим U  U0(t), K  K(t  t)  K(t) (,   1, 2,  , n). 
Тогда для Z и 

2
 можно записать 
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где   0  1, а b — коэффициенты, которые при   0 вычисля-
ются по формуле 
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а при   0 определяются соотношением 
  bb . 

Можно показать, что преобразование Фурье от (t) есть 
S0(i)H0(i  i), где S0(i) — преобразование Фурье от огибающей 
сигнала U0(t). 

Далее будем рассматривать импульс с прямоугольной формой 
огибающей 
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без фазовой модуляции, а также с бинарной фазовой манипуляцией. 
Если внутриимпульсная фазовая модуляция отсутствует, то 
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Если теперь g(t) и K() выразить через H0(i) интегралами обрат-
ного преобразования Фурье и затем использовать эти выражения в (1) 
и (2), то для Z и 

2
 можно получить следующие выражения 

.
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
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Интересно отметить, что если в эти формулы для Z и 
2
 подста-

вить 

 100 )(iexpi)(i t
n

SH 






 
  , 

а затем вычислить интегралы, то получим Z  n, 
2
  n

2
, 

q/q0  Z
 2
/

2
  1, т.

 
е. в данном частном случае энергетические потери 

из-за дискретизации отсутствуют. 
Чтобы не было потерь при дискретной обработке прямоугольного 

импульса, частотная характеристика предварительного фильтра 
должна быть получена видоизменением частотной характеристики 
фильтра, рассчитанного на оптимальный аналоговый приём импуль-
са. Видоизменение заключается в масштабном растяжении в n раз 
вдоль частотной оси. Кроме того, резонансная частота предваритель-
ного фильтра должна совпадать с частотой входного сигнала. 

Для n  1 это утверждение тривиально, так как при n  1 дискрет-
ная обработка превращается в обычный аналоговый метод обнаруже-
ния. 

Рассмотрим формулы для Z и 
2
 применительно к прямоугольно-

му импульсу с бинарной фазовой манипуляцией. Отношение числа 
отсчётов n к числу дискретов nd будем считать целым числом: 
n/nd  m. 

Вид фазокодовой манипуляции зададим последовательностью 
значений k, равных 1 или 1, если   1, 2,  , nd. Например, для 
сигнала с фазовой манипуляцией кодом Баркера при nd  13 эта по-
следовательность имеет вид: 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
1, 1. Для упрощения записи последующих выражений последова-
тельность k целесообразно дополнить нулями для других значений 
индекса, т.

 
е. k  0, если   1 или   nd. 

Огибающая U0(t) теперь является действительной функцией, при-
нимающей как положительные, так и отрицательные значения, при-

чём U1  U2    Um  Tk1 , Um1  Um2    U2m  Tk2  и 
т.

 
д. 

.
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Выражение для Z можно записать в виде 
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Td  T/nd — длительность дискрета. Заметим, что c можно выразить 
через отсчёты автокорреляционной функции ФКМ сигнала: 
c  nd C(Td, 0). 

Выражение для дисперсии 
2
 имеет вид 
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Если в качестве предварительного фильтра в схеме приёмника ис-
пользуется колебательный контур, то интегрирование и суммирова-
ние в формулах из §§ 8.2 и 8.3 удаётся выполнить аналитическими 
методами. Некоторые из получаемых при этом выражений будут 
приведены в последующих параграфах. 

Для некоторых других фильтров, например для идеального и 
гауссовского радиофильтров, функции f(t) и f(t) при   0 выража-
ются через известные спецфункции (интегральный синус, интеграл 
вероятностей). В таких случаях при исследованиях можно использо-
вать стандартные процедуры для вычисления спецфункций. Но при 
  0 для вычисления f(t) и f(t) требуется численное интегрирование. 
Суммирование осуществляется численными методами. 

8.4. Примеры оценки эффективности дискретной обработки 

Полученные соотношения проиллюстрируем на примерах резуль-
татами численной оценки энергетических потерь. В этих примерах 
рассматривался импульс с прямоугольной формой огибающей без 
фазовой модуляции, а также с фазовой манипуляцией кодами Барке-
ра. Приведенные в настоящем параграфе результаты получены при 
0  1, 0  1  0. 

Рассматривались три входных фильтра: одиночный колебатель-
ный контур и идеальный и гауссовский радиофильтры. Для колеба-
тельного контура задавалась импульсная переходная функция h(t). 
Для идеального и гауссовского радиофильтров задавалась комплекс-
ная частотная характеристика H(i), причём использовалась формула 
(8.2.1). Ширина полосы пропускания колебательного контура и гаус-
совского радиофильтра задавалась уровнем половинной мощности 

.
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2
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0 )0(
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)i( HH  , 

где   2Fф, Fф — половина ширины полосы пропускания. 

Приводим основные соотношения для этих фильтров, использо-
вавшиеся в процессе анализа: 

колебательный контур 
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гауссовский радиофильтр 
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В приведенных выражениях ф — коэффициент, задающий фазо-
частотную характеристику фильтра. 

При заданном интервале между отсчётами t  T/n исследовался 
вопрос о выборе значения t1 — момента времени первого отсчёта. 
Было установлено, что отношение q/q0 зависит от t1 и становится 
максимальным для колебательного контура при t1  t, а для идеаль-
ного и гауссовского радиофильтров — при t1  ф  t/2. В дальней-
шем полагалось, что t1 задаётся этими формулами. 

Как уже отмечалось, для колебательного контура удаётся произ-
вести интегрирование и суммирование аналитическими методами. 
Так, например, при оптимальной обработке отсчётов окончательное 
выражение для q/q0 имеет вид 

.
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где   exp(
 
t). Это выражение справедливо не только для импуль-

са без фазовой модуляции, но и для импульса с фазовой манипуляци-
ей кодами Баркера при нечётном числе дискретов. Для упрощенной 
обработки можно получить 
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В процессе анализа исследовалось влияние на энергетические по-
тери ширины полосы входного фильтра и числа отсчётов. При этом 
проводилось сравнение результатов с соотношениями из теоремы 
Котельникова. 

Известно [85], что если спектр узкополосного процесса сосредо-
точен в полосе Fф относительно средней частоты, то при выполне-
нии определённых условий, в том числе при t  1/(2Fф), периодиче-
ская дискретизация обеих квадратурных составляющих процесса с 
интервалом t не приводит к потере информации: используя ряд Ко-
тельникова, можно по дискретным отсчётам восстановить исходный 
процесс. В нашем случае имеется ряд отличий от условий теоремы 
Котельникова, поэтому соотношения из теоремы могут служить в 
качестве ориентировочных. 

Некоторые из полученных численных оценок приведены на 
рис.

 
8.2 и 8.3. 

Рис.
 
8.2 иллюстрирует существование при заданном числе отсчё-

тов оптимального значения полуширины полосы пропускания филь-
тра Fо, при котором обеспечивается максимальное значение q/q0. 

Полуширина полосы фильтра Fф и оптимальная полуширина по-
лосы фильтра Fо отложены на осях в относительном масштабе. В ка-
честве нормировочного значения принята величина Fк  n/(2T), полу-
ченная из условия теоремы Котельникова. Эта величина определяет 
максимальную полуширину полосы, при которой для заданного чис-
ла отсчётов n ещё удовлетворяется условие теоремы. 

Все характеристики для упрощенной обработки, приведенные на 
рис.

 
8.3, представлены в зависимости от отношения n/nd, так как они 

.
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при пропорциональном изменении n и nd практически не меняются. 
Эти характеристики построены на основании численных оценок для 
различных значений числа дискретов. 

При оптимальной обработке для идеального и гауссовского ра-
диофильтров изменение характеристик наблюдается даже в том слу-
чае, если отношение n/nd остаётся постоянным, а n и nd изменяются. 
Однако изменение характеристик незначительно, поэтому для этих 
случаев на рис.

 
8.3 по оси абсцисс также откладывалось n/nd. 

При оптимальной обработке для колебательного контура имеется 
существенное отличие: как видно из формулы (1), результаты зависят 
только от числа отсчётов n и совсем не зависят от числа дискретов nd. 
Поэтому соответствующие результаты для колебательного контура 
при оптимальной обработке можно получить из кривых 1 на рис.

 
8.3 

и при nd  1, если по оси абсцисс вместо n/nd отложить n. 

Для идеального радиофильтра при оптимальной обработке значе-
ние Fо может резко изменяться (в некоторых пределах) при измене-
нии числа отсчётов, в результате чего затрудняется построение зави-
симости оптимальной полуширины полосы фильтра от числа отсчё-
тов (соответствующие кривые на рис.

 
8.3,а отсутствуют). Однако в 

этом случае нет необходимости в точном определении оптимальных 
параметров: отношение q /q0 при Fф

 /Fк  (1,2  1,4)n/nd практически 
не отличается от максимального значения. 

 

1 

2 

 3 

3 

 
4 

0 0,5 1,5 

1 
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1,0 
кф FF

)lg(10 0qq
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Рис. 8.2. Зависимости коэффициента потерь 
от ширины полосы фильтра при n  8, nd  1: 

1 и 2 — колебательный контур, 3 — идеальный радиофильтр, 
4 — гауссовский радиофильтр; 

1 — оптимальная обработка, 2 – 4 — упрощенная 

.
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Рис. 8.3. Зависимости оптимальной ширины полосы фильтра (а) и 

коэффициента потерь при оптимальной ширине полосы фильтра (б) от числа 
отсчётов: 1 — колебательный контур, оптимальная обработка при nd  1; 

2 — колебательный контур, упрощенная обработка; 3 — идеальный 
радиофильтр, оптимальная обработка при nd  1 и упрощенная обработка; 

4 — идеальный радиофильтр, оптимальная обработка при nd  13; 
5 — идеальный радиофильтр, упрощенная обработка; 6 — гауссовский 

радиофильтр, оптимальная обработка при nd  1 и упрощенная обработка; 
7 — гауссовский радиофильтр, оптимальная обработка при nd  13 

.
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На основании полученных результатов можно сделать вывод о 
том, что чаще всего упрощенная обработка близка по эффективности 
к оптимальной обработке. 

При заданной ширине полосы фильтра интервал дискретизации 
должен удовлетворять определённым условиям. Исходя из физиче-
ских соображений, можно утверждать, что при оптимальной обра-
ботке энергетические потери уменьшаются с увеличением числа от-
счётов. Как показывает численный анализ, такой же эффект суще-
ствует и при упрощенной обработке для идеального радиофильтра. 

Дополнительный анализ показал, что при упрощенной обработке 
для колебательного контура и гауссовского радиофильтра при фик-
сированном FфT с ростом n отношение q/q0 сначала увеличивается, 
затем уменьшается и при неограниченном увеличении n стремится к 
определённому пределу. Оптимальное значение числа отсчётов nо 
определяется следующими приближёнными формулами: 
nо/nd  (T/nd)

2
/6  (T/nd)/2 для колебательного контура, nо  2FфTK 

для гауссовского радиофильтра. В последней формуле K — величина, 
слабо зависящая от FфT/nd и принимающая значения в диапазоне 
1,5

 


 
2 (при 2FфT/nd  1). 

Из сказанного следует, что при упрощенной обработке в некото-
рых случаях увеличение числа отсчётов будет приводить к увеличе-
нию энергетических потерь. Так, например, для колебательного кон-
тура при 2FфT/nd  1 неоправданное увеличение числа отсчётов мо-
жет привести к уменьшению отношения q/q0 дополнительно на 
0,8

 


 
0,9 дБ. 

Однако, в практических ситуациях энергетические потери, как 
правило, уменьшаются с увеличением числа отсчётов. 

Если допустить уменьшение q/q0 по сравнению с максимальным 
значением, достижимым при заданной ширине полосы фильтра, то 
можно сформулировать требования к необходимому числу отсчётов. 
При допустимом уменьшении q/q0, например на 0,5 дБ, число отсчё-
тов при упрощенной обработке должно быть достаточным для того, 
чтобы выполнялось условие t  k/(2Fф). Коэффициент k в этой фор-
муле зависит от FфT и принимает значения 0,4

 


 
0,5 для колебатель-

ного контура, 1,0
 


 
1,9 для идеального радиофильтра и 0,9  1,0 для 

гауссовского радиофильтра. 
Полученное условие отличается от условия теоремы Котельнико-

ва наличием поправочного коэффициента k. 

8.5. Эффективность дискретной обработки 

при неизвестной частоте сигнала 

Рассмотренные в предыдущем параграфе характеристики эффек-
тивности обработки соответствуют случаю, когда частота сигнала 0 
совпадает с резонансной частотой предварительного высокочастот-
ного фильтра ф )0( ф00  . Оптимизация параметров про-

.
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цедуры обработки производилась также исходя из предположения 
0  0. Однако не менее важным представляется изучение характери-
стик при неизвестной частоте сигнала. 

Развитие цифровой обработки сигналов стимулировалось реша-
ющим образом применением алгоритмов быстрого преобразования 
Фурье, высокая эффективность которых обусловлена совмещением 
вычислительных операций для различных частотных каналов. По-
этому можно утверждать, что цифровая обработка сигналов с неиз-
вестной частотой является одной из типовых задач. 

В дальнейшем изложении целесообразно наряду с круговой ча-
стотой сигнала 0 использовать частоту Fc  0

 /(2). 

Частота Fс представляет собой частоту сигнала, начало отсчёта 
которой совмещено с резонансной частотой фильтра. 

Если обнаружению подлежит сигнал, частота которого неизвест-
на, и может быть любой в некотором диапазоне, включающем в себя 
как положительные, так и отрицательные значения Fс, то в наихуд-
ших энергетических условиях оказываются частотные каналы для 
крайних частот диапазона. В таких случаях целесообразно ширину 
полосы фильтра оптимизировать для условий приёма сигнала на кра-
ях частотного диапазона. 

Чтобы представить процессы, влияющие на эффективность обра-
ботки при смещении частоты Fс от нулевого значения, обратимся к 
кривой 3 на рис.

 
8.2, соответствующей идеальному радиофильтру. 

Эта кривая образует столообразную фигуру с довольно крутыми 
склонами. 

Наличие левого склона обусловлено тем, что сужение полосы 
фильтра приводит к изъятию из дальнейшей обработки части спек-
тральных составляющих полезного сигнала. Склон расположен в 
окрестности точки Fф

 /Fк  1/n; именно при таких значениях Fф
 /Fк 

полоса фильтра ориентировочно совпадает с полосой сигнала. 
Правый склон связан с явлением, получившим в литературе 

название “наложение спектров”. Спектр дискретизированного шумо-
вого процесса состоит из полос, центры которых удалены друг отно-
сительно друга на частоту дискретизации n/T. Границы полос удале-
ны от центров на расстояние Fф. При Fф

 /Fк  1 спектральные поло-
сы примыкают друг к другу, а при увеличении Fф

 /Fк они начинают 
накладываться друг на друга. Устройство обработки отсчётов эффек-
тивно накапливает спектральные составляющие, расположенные 
вблизи частоты Fс, поэтому, когда на частоту Fс накладывается до-
полнительная полоса, то дисперсия шумовых составляющих компо-
нент X и Y удваивается. 

Если увеличивать Fф
 /Fк при Fс  0, то при достижении значения 

Fф
 /Fк  2 на частоту Fс  0 начинают накладываться сразу две спек-

тральные полосы, что приводит к трёхкратному увеличению диспер-
сии шумовых составляющих квадратурных компонент. В связи с 
этим энергетические потери становятся почти сразу примерно рав-
ными 4,8 дБ (4,8  10 lg 3). 

.
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Из сказанного следует, что при отклонении частоты Fс от нулево-
го значения левый склон столообразной фигуры, отображающей за-
висимость энергетических потерь от Fф

 /Fк
 
, сместится вправо на ве-

личину Fс
 /Fк

 
, а правый на эту же величину влево. При применении 

идеального радиофильтра это приведёт к уменьшению свободы в вы-
боре ширины полосы фильтра, а при применении колебательного 
контура из-за сближения склонов будет происходить снижение вер-
шины “стола”, что, в конечном счете, приводит к увеличению энерге-
тических потерь. 

При увеличении Fс до значения Fк
 
, когда частота сигнала стано-

вится равной половине частоты дискретизации, во всех случаях сле-
дует ожидать резкого ухудшения энергетических характеристик циф-
ровой обработки. 

Все рассуждения для положительных частот сигнала (Fс  0) 
справедливы применительно к абсолютным значениям отрицатель-
ных частот (Fс  0). 

Проведенный качественный анализ подтверждается представлен-
ными на рис.

 
8.4 и 8.5 количественными оценками, полученными в 

результате расчётов по формулам из § 8.3. Все результаты на этих 
рисунках соответствуют упрощенной обработке. Кривые для Fс

 
t  0 

идентичны кривым 2 – 4 на рис.
 
8.2. 

Приведенные на рис.
 
8.4 и 8.5 результаты позволяют сделать вы-

вод, что при ненулевых, но сравнительно небольших значениях Fс
 
t, 

вид частотной характеристики предварительного фильтра может не 
оказывать существенного влияния на энергетические характеристики 
схемы обработки. Однако, наибольший диапазон обрабатываемых 
частот (при фиксированной частоте дискретизации) можно получить 
при применении идеального радиофильтра, обладающего П-образной 
частотной характеристикой. 

На рис.
 
8.5,б приведены зависимости оптимальной полуширины 

полосы фильтра от частоты сигнала. Прокомментируем характер 
изображённых кривых. 

Пусть Fс
 
t  0. Если n  1, то небольшое уменьшение ширины 

полосы фильтра по сравнению с оптимальной шириной не приводит 
к существенному увеличению энергетических потерь. Если теперь 
начать увеличивать Fс

 
t, то наложение спектров будет сказываться в 

большей степени. Чтобы устранить рост влияния наложения спек-
тров, можно несколько уменьшить ширину полосы фильтра, не опа-
саясь особо за ослабление сигнальной составляющей. Поэтому при 
увеличении Fс

 
t вплоть до значений 0,3  0,4 наблюдается умень-

шение оптимальной ширины полосы фильтра. 

Иное дело, когда Fс
 
t увеличивается до значения 0,5. Частота 

сигнала оказывается между центрами двух спектральных полос дис-
кретизированного шума. Оказывается невозможным результативно 
уменьшить влияние наложения спектров, так как при дальнейшем 
уменьшении ширины полосы фильтра происходит изъятие из обра-
ботки основной части спектральных составляющих сигнала. 

.
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Рис. 8.4. Зависимости коэффициента потерь 
от ширины полосы фильтра при n  8, nd  1: 

а — колебательный контур, б — идеальный радиофильтр 

.
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Рис. 8.5. Гауссовский радиофильтр, nd  1: 

а — зависимости коэффициента потерь от ширины полосы фильтра, n  8; 
б — зависимости оптимальной ширины полосы фильтра от частоты сигнала 

.
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Тогда уж лучше не уменьшать, а увеличивать ширину полосы 
фильтра, и увеличивать до тех пор, пока на частоту сигнала не начнут 
накладываться следующие спектральные полосы. Сигнальные со-
ставляющие квадратурных компонент при увеличении ширины поло-
сы фильтра будут увеличиваться, а шумовые составляющие суще-
ственно не изменятся. Именно по этой причине наблюдается резкий 
скачок в зависимости Fо

 /Fк от Fс
 
t в окрестности точки Fс

 
t  0,5. 

Справедливости ради отметим, что для колебательного контура 
зависимости оптимальной полуширины полосы фильтра от частоты 
сигнала монотонны; все кривые имеют примерно такой же равномер-
но возрастающий характер, как у кривой для n  1 на рис.

 
8.5,б. 

Обратим внимание ещё на одно обстоятельство. 

Дисперсия 
2
 шумовой составляющей квадратурных компонент 

зависит от 0 (или, что эквивалентно, от Fс
 ). Это значит, что при ре-

ализации цифровыми методами многоканальной системы, каждый 
канал которой настроен на определённое значение частоты сигнала, 
абсолютные (т.

 
е. ненормированные) значения порогов, с которыми 

сравниваются результаты обработки принятого сигнала, должны 
быть разными для разных частотных каналов. Правда, количествен-
ные оценки для некоторых конкретных условий показывают, что 
этой зависимостью можно в практических условиях пренебречь. Од-
нако, всё же, при разработке алгоритмов формирования порогов не 
следует упускать из виду это замечание. Если величину порога при-
нять единой для всех каналов, не учитывая зависимости 

2
 от 0, то 

могут появиться дополнительные энергетические потери из-за некор-
ректной выставки порога. 

8.6. Квантование отсчётов нормального случайного процесса 

Аналого-цифровой преобразователь представляет собой нелиней-
ное устройство, выходные величины которого принимают кванто-
ванные (дискретные по уровню) значения. Далее будет рассматри-
ваться квантователь, характеристика которого изображена на 
рис.

 
8.6,а. Представленная характеристика отличается от характери-

стик реальных АЦП тем, что для большей наглядности результатов 
анализа сохраняются размерность и масштаб преобразуемых данных. 

Будем рассматривать статистические характеристики случайных 
величин на выходе квантователя. 

Заметим, что квантование нормального случайного процесса было 
рассмотрено в [42], однако анализ среднего значения квантованной 
случайной величины там не проводился, а окончательные результаты 
для корреляционной функции шумов квантования приведены для 
случая, когда средние значения квантуемых случайных величин рав-
ны нулю. 

Следуя [102, 42], выходную величину x представим в виде 
x   x  f(x), где f(x) — периодическая функция, изображённая на 

рис.
 
8.6,б. Функцию f(x) будем использовать в виде ряда Фурье 

.
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где h — интервал квантования по уровню. 
Теперь предположим, что на вход преобразователя поступает 

нормальная случайная величина x с параметрами распределения a и 
0. Тогда для среднего значения выходной случайной величины по-
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Рис. 8.6. Характеристика аналого-цифрового преобразователя (а) 
и искажения при квантовании (б) 

.
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Подставляя в эту формулу в качестве f(x) ряд Фурье, после интегри-
рования получим 
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где   h /0 — относительный интервал квантования по уровню. 

Среднее значение )(xf  является знакопеременной периодической 

функцией от a с периодом h. В точках a  0, h /2, h,  функция )(xf  

обращается в ноль. Усреднение )(xf  по a на периоде даёт ноль. 

Если h /0  2, то экспонента в выражении для )(xf , а, следова-

тельно, и само )(xf , принимают малые значения, которыми вполне 
можно пренебречь как по сравнению с интервалом квантования h, так 
и по сравнению со среднеквадратическим отклонением 0. В даль-
нейшем мы будем полагать, что условие h /0  2 выполняется, по-
этому в анализируемых выражениях будем отбрасывать составляю-
щие с экспонентами, подобными exp(2

2
l 

2
/

2
). Поступив так в дан-

ном случае, получим )(xf   0, xx    a. 

В схемах цифровой обработки сигналов величина a является сиг-
нальной составляющей отсчёта дискретизируемого по времени слу-

чайного процесса, а 2
0

 
— дисперсией шумовой составляющей отсчё-

та. Из равенства x  a следует важный вывод о том, что АЦП явля-
ется линейным устройством по отношению к сигнальной составляю-
щей. Среднее значение случайной величины на выходе АЦП совпа-
дает со средним значением на входе. Для практических схем это 
утверждение, разумеется, следует понимать с учётом масштабных 
изменений при аналого-цифровом преобразовании, в том числе и из-
менений размерности преобразуемых величин. 

Из сказанного также следует предостережение: упрощенный ана-
лиз прохождения сигнала через тракт обработки, проводимый в 
предположении отсутствия шумов, может привести к неправильным 
выводам. В отсутствии шумов (т. е. при 0  0) устройство обработки 
становится нелинейным. 

Проведём теперь анализ для совокупности двух нормальных слу-
чайных величин x и y, подвергающихся квантованию. Полагаем, что x 
и y распределены по закону 
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Из только что полученных результатов следует, что 

      byaxyyxx   . 
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Далее запишем 
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Использованием опять ряда Фурье и интегрированием получаем 

0
2

exp
2

cos)1(2)()(
2

22

1

12
0 




















 
 





 l

h

la
rxfby

l

l . 
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Учитывая, что в условиях последующего применения результатов 
данного параграфа выполняется неравенство r  1/2, пренебрежём 
второй двойной суммой. В первой двойной сумме основной вклад 
дают члены, в которых l  k, а остальными членами также можно 
пренебречь. Тогда получим 
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Дисперсию случайной величины f(x) можно получить из формулы 
(2), полагая в ней r  1 и b  a. Однако чтобы оценить порядок отбра-
сываемых малых величин, при нахождении дисперсии вернёмся к 
формуле (1) и учтём в первой двойной сумме ещё члены с l  k  1. 
Тогда получим 
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Учитывая, что первый числовой ряд в этой формуле равен 
2
/6, а 

второй равен 1, запишем 
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При h /0  2 получаем хорошо известный результат для дисперсии 

“шумов квантования”: 12)]([ 22 hxf  . 

Если теперь учесть, что 2
0))((  rbyax , то окончательно 

можно записать 

     yyxx  
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Полагая в (3) r  1 и b  a, получим выражение для дисперсии 

квантованной случайной величины   1222
0

2

hxx   . 

8.7. Энергетические потери, 

обусловленные квантованием сигнала по уровню 

Схема цифровой обработки сигнала отличается от схемы, изобра-
жённой на рис.

 
8.1, тем, что отсчёты x и y (  1, 2,  , n) подверга-

ются квантованию по уровню, после чего результаты квантования 
x  

и 
y  поступают на устройство обработки отсчётов, формирующее 

квадратурные составляющие X  и Y . 

Случайные величины X  и Y  являются линейной комбинацией 
квантованных отсчётов. И хотя распределение квантованных отсчё-

тов отличается от нормального, X  и Y  можно всё же считать нор-
мальными. Это допущение основывается на двух обстоятельствах. 

Во-первых, 
x  и 

y  не сильно отличаются от нормально распреде-

лённых случайных величин x и y. Во-вторых, распределение линей-
ной комбинации случайных величин довольно быстро приближается 
к нормальному распределению при увеличении числа компонент ли-

нейной комбинации. Всё это даёт основания полагать, что X  и Y  
будут нормальными даже при небольшом числе отсчётов. 

Энергетическая эффективность обработки характеризуется вели-

чиной 22
Z , где )2(i 0

2
2 qYXZ   , q0 — отношение сиг-

нал/шум, 2
 — дисперсия квадратурных составляющих X  и Y . 

Утверждение справедливо, если квадратурные составляющие стати-
стически независимы. 

Из результатов предыдущего параграфа следует, что квантование 
по уровню не влияет на величину среднего значения, поэтому 

XX  , YY  . Для вторых центральных моментов квадратурных 
составляющих можно получить следующие выражения: 

.
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   
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. 

Здесь n — число отсчётов; коэффициенты  и  определены в § 8.2. 
Теперь можно записать [см. формулу (8.6.3)]: 
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где  tKK 


)( , K() — корреляционная функция квадра-

турных составляющих (см. § 8.2), 2
0


Kr , 0

2
0 K . 

Выражение для   









  yyyy  аналогично. Оно отличается 

от приведенного выше выражения лишь тем, что вместо символов x в 
нём содержатся символы y. 

Как показывает анализ этих выражений применительно к интер-
валам дискретизации t и корреляционным функциям K(t) для реаль-
ных параметров рассмотренной ранее схемы дискретной обработки, в 

выражениях для   









  xxxx  и   









  yyyy  при    

можно пренебречь суммами. Это обусловлено тем, что при    ко-
эффициенты корреляции отсчётов 


r  значимо отличаются от 1 

(применительно к данному вопросу), и поэтому значения экспонент 
пренебрежимо малы. Учитывая ещё, что при    сумма равна 

2
/6, 

можно записать 
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Тогда после преобразований получаем 

    





 
n

h
YYXX

1

2
2

2
22

2 i
12

, 

   0  YYXX , 

где 
2
 — дисперсия квадратурных составляющих при дискретной 

обработке, определяемая формулой (8.2.7). 
Полученный вывод эквивалентен утверждению, что время корре-

ляции шумов квантования настолько меньше интервала дискретиза-
ции, что шумы квантования в разных отсчётах можно считать стати-
стически независимыми. 

Может оказаться полезным следующее формальное правило. В 
§ 8.3 приведено несколько выражений в виде сумм для дисперсии 

2
 

при упрощенной дискретной обработке. Если в каком-либо из этих 

выражений заменить K0 на 0
2

0 ]12)(1[ Kh  , а значения K при   0 
оставить без изменений, то получим соответствующее выражение для 

дисперсии 2
  при цифровой обработке. 

Поскольку средние значения X  и Y  не отличаются от соответ-
ствующих средних значений при дискретной обработке, то коэффи-
циент потерь ц, обусловленных квантованием по уровню, можно 

записать в виде отношения дисперсий: 22
ц  . 

На рис.
 
8.7 в качестве примера представлено несколько зависимо-

стей коэффициента потерь ц от h /0 при упрощенной обработке от-
счётов. Значения Fф

 /Fк, приведенные в подрисуночных надписях, 
являются оптимальными для дискретной обработки при Fc

 
t  0,2. 

Если предположить, что отсчёты, получаемые на выходе дискре-
тизаторов, статистически независимы, то будут независимы и отсчё-
ты на выходе АЦП. В таких случаях квадратурные составляющие 
являются взвешенной суммой независимых случайных величин, 
имеющих одинаковую дисперсию. Поэтому дисперсия квадратурных 
составляющих будет пропорциональна дисперсии отсчётов, а коэф-

фициент потерь будет равен )12( 22
0

2
0ц h . 

Статистическая независимость отсчётов имеет место при исполь-
зовании идеального радиофильтра, когда Fф

 /Fк  1. Корреляционная 
функция дискретизируемых процессов x(t) и y(t) при использовании 
идеального радиофильтра описывается функцией вида sin(x)/x, при-
нимающей при Fф

 /Fк  1 нулевые значения как раз для тех интерва-
лов времени, которые соответствуют интервалам времени между от-
счётами. Поэтому пунктирная кривая на рис.

 
8.7 отображает также 

коэффициент потерь из-за квантования для схемы с идеальным ра-
диофильтром, когда Fф  Fк (при любых Fc

 
t). 

С уменьшением ширины полосы фильтра увеличивается стати-

стическая зависимость отсчётов и поэтому доля дисперсии 2
0  одного 

.



 198 

отсчёта в величине дисперсии 
2
 накопленной суммы уменьшается. 

При малых Fc
 
t это приводит к уменьшению энергетических потерь 

из-за квантования по уровню. 

С увеличением Fc
 
t энергетические потери растут; этот эффект 

также иллюстрируется на рис.
 
8.7. Объясняется это тем, что при об-

работке отсчётов при Fc
 
t  0 происходит накопление отсчётов с ис-

пользованием “косинусоидальных” множителей, что в некоторой 
степени ослабляет влияние статистической зависимости отсчётов на 
величину дисперсии накопленной суммы. 

Теперь обратим внимание на следующее. Выбор оптимальной 
ширины полосы предварительного фильтра проиллюстрирован на 
рис.

 
8.2 и 8.3 для случая, когда отношение h /0 мало и энергетиче-

скими потерями из-за квантования можно пренебречь. Если же поте-
ри из-за квантования ощутимы, а они в таких случаях будут зависеть 
от ширины полосы фильтра, то целесообразно оптимизировать циф-
ровую обработку в целом, т.

 
е. выбирать ширину полосы так, чтобы 

были минимальны совокупные потери и из-за дискретизации и из-за 
квантования. Такая оптимизация будет приводить, вообще говоря, к 
изменению (в основном к уменьшению) оптимальной ширины поло-
сы по сравнению с оптимальной шириной при дискретной обработке. 

 

2 

5 

4  
3 

1 

0 

0,4 

0,8 

цlg10 

0 0,5 1,0 1,5 
0h
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1,0 
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Рис. 8.7. Энергетические потери, 
обусловленные квантованием сигнала по уровню при n  8, nd  1: 

1 и 2 — колебательный контур, Fф
 /Fк  0,271, 1 — Fс

 
t  0,  2 — Fс

 
t  0,2; 

3 — идеальный радиофильтр, Fф
 /Fк  1,124, Fс

 
t  0  0,2; 

4 и 5 — гауссовский радиофильтр, Fф
 /Fк  0,567, 4 — Fс

 
t  0, 

5 — Fс
 
t  0,2; пунктир — зависимость )12( 22

0
2
0ц h  

.
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9. ЭФФЕКТИВНОСТЬ ДИСКРЕТНОЙ ОБРАБОТКИ 
НАБЛЮДЕНИЙ ПРИ ОБНАРУЖЕНИИ СИГНАЛА НА ФОНЕ 

МЕШАЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ С НЕИЗВЕСТНОЙ 
ИНТЕНСИВНОСТЬЮ 

9.1. Введение 

Обнаружение сигнала на фоне мешающих воздействий является 
актуальной задачей. Рассмотренная в § 5.5 схема обнаружения сигна-
ла на фоне шума с неизвестной интенсивностью позволяет в некото-
рой степени решить задачу. Однако эффективность схемы не всегда 
является удовлетворительной. Недостатки схемы определяются в ос-
новном тем, что измерение помехового фона либо рассовмещено по 
времени с приёмом полезного сигнала, либо производится в области 
по задержке и частоте, не совпадающей с областью обнаружения. 
Отмеченные особенности могут привести к тому, что будет изме-
ряться интенсивность какого-то другого помехового фона. 

Кроме того, измерение помехового фона отдельными каналами 
обнаружения в ряде случаев может представлять собой нерациональ-
ное использование аппаратуры. 

Целесообразно в максимальной степени сблизить по времени и 
частоте измерение фона и обработку сигнала. Построению и анализу 
таких схем, основанных на цифровой обработке сигналов, посвящена 
данная глава. 

Синтез схем обнаружения проводится в предположении, что об-
наружение сигнала производится на фоне гауссовского шума с неиз-
вестной интенсивностью. Затем разрабатываются методы анализа 
полученных схем, при этом предполагается, что в составе входных 
реализаций могут присутствовать и мешающие сигналы. 

9.2. Синтез схем дискретной обработки наблюдений 

при обнаружении сигнала на фоне шума с неизвестной 

интенсивностью 

Рассматриваем обработку сигнала на фоне белого гауссовского 
шума с неизвестной спектральной плотностью. Предполагаем, что 
первоначальная обработка сигнала и дискретизация квадратурных 
составляющих производится по схеме рис.

 
8.1. Проведём синтез про-

цедуры обработки отсчётов x1, x2,  , xn, y1, y2,  , yn. Для сокраще-
ния записи последующих выражений обозначим x  {

 
x1, x2,  , xn

 
}, 

y  {
 
y1, y2,  , yn

 
}, имея в виду, что под обозначением f(x, y) подра-

зумевается функция f(x1, x2,  , xn, y1, y2,  , yn). 
Используя результаты § 8.2, плотность распределения отсчётов 

при наличии нефлуктуирующего сигнала можно записать в виде 
 

.
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E и  — энергия и фаза сигнала, Nш — двусторонняя спектральная 

плотность шума, q0 — отношение сигнал/шум, элементы a, 
1

a  и 

0z  определены в § 8.2. 

Если в приведенном выражении для wсш(x, y) положить равными 

нулю средние значения сигнальных составляющих отсчётов x  и y , 
то это выражение превратится в плотность распределения wш(x, y) 
отсчётов в отсутствие сигнала. 

Ранее, при анализе схем обработки сигнала, принимаемого на 
фоне шума с известной интенсивностью, мы полагали c  1. Теперь, 
для исследования обработки при неизвестной интенсивности шума, 
учёт масштабного коэффициента c необходимо восстановить. 

Величина c
2
 пропорциональна спектральной плотности шума и 

поэтому c является неизвестным параметром. Средние значения от-
счётов зависят от энергии сигнала E и от фазы сигнала , которые 
также неизвестны. Элементы a являются известными параметрами. 
Они представляют собой значения корреляционной функции шумо-
вых составляющих дискретизируемых процессов, когда спектральная 
плотность шума такова, что c  1. Плотности распределения wсш(x, y) 
и wш(x, y) являются условными плотностями. Их обозначения в даль-
нейшем понадобится записывать в виде wсш(x, y / E, , c) и 
wш(x, y / c). 

Оптимальный приёмник должен образовывать отношение прав-
доподобия. Для этого необходимо знать плотности вероятности 
wсш() и wш(). В нашем случае вид этих плотностей известен, одна-
ко, в выражения входят параметры E, , c, значения которых неиз-
вестны. Используя метод максимального правдоподобия [55], в вы-
ражения для плотностей будем подставлять максимально правдопо-
добные оценки E ,  , 1c , 2c  неизвестных параметров E, , c, опре-
деляемые из уравнений 
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Тогда отношение правдоподобия, которое должен формировать об-
наружитель, можно записать в виде 
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Находя оценки E ,  , 1c , 2c  и подставляя их в выражения для 
плотностей вероятности, получим 
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а X и Y определяются формулами (8.2.2). Параметр 
2
 является дис-

персией случайных величин X и Y при c  1. 

Используя метод приведения квадратичной формы к сумме квад-
ратов и неравенство Коши — Буняковского, можно показать, что 
знаменатель в последнем выражении для (x, y) неотрицателен и об-
ращается в нуль лишь при отсутствии шумовой составляющей. 

Сравнение с порогом отношения правдоподобия можно заменить 
проверками R  S или R/S  , где  — пороговый коэффициент. 
При выполнении неравенства принимается решение о наличии сиг-
нала. 

Процедура формирования выходной величины R совпадает с про-
цедурой дискретной обработки сигнала, принимаемого на фоне шума 
с известной интенсивностью. Поэтому другую процедурную ветвь, 
формирующую случайную величину S, можно назвать каналом изме-
рения шумового фона. Случайная величина   S является порогом, 
с которым сравнивается результат обработки сигнала R . 

Полученную процедуру обработки будем называть оптимальной 
(в отличие от рассматриваемой далее упрощенной процедуры). 

При дальнейшем анализе опять будем полагать, что схема обра-
ботки рассчитана на оптимальный приём сигнала с огибающей U1(t) 
и с параметрами 1 и 1 (см. § 8.2). Поэтому следует считать, что 
квадратурные составляющие X и Y вычисляются не по формулам 
(8.2.2), а по формулам (8.2.3). 

В гл. 8 наряду с оптимальным алгоритмом рассматривался упро-
щенный алгоритм обработки при известной интенсивности шума. 
Там же отмечалось, что упрощенный алгоритм можно получить дву-
мя способами. Учитывая изложенный в гл. 8 второй способ, можно 
найти упрощенный алгоритм обработки и при неизвестной интенсив-
ности. Для этого при синтезе нужно принять, что параметрами рас-

пределения wсш(x, y) являются   2
0a  и 





  1

iei zAyx , 

.
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причём    ttUz 1111 iexp)( . Здесь  — символ Кронекера, а 

2
0  — некоторый известный параметр ( 2

0  — дисперсия шумовых 
составляющих дискретизируемых процессов, когда спектральная 
плотность шума такова, что c  1). Тогда получим процедуру обра-
ботки, состоящую опять из двух ветвей. Одна ветвь этой процедуры 
совпадает с ранее рассмотренной (§ 8.2) упрощенной процедурой 
дискретной обработки сигнала при известной интенсивности шума. 
Другая ветвь (канал измерения шума) формирует случайную величи-
ну 








 






nn

yxyxS
1

2

2
01

22

2
0

i
2

1
)(

2

1
. 

Схемы обработки сигнала для оптимальной обработки и для уп-
рощенной обработки представлены на рис.

 
9.1. Напомним, что при-

сутствующая в схемах величина 
2
 для оптимальной обработки опре-

деляется формулой (8.2.4), а для упрощенной — формулой (8.2.7). 
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Рис. 9.1. Оптимальная (а) и упрощенная (б) 
схемы дискретной обработки наблюдений при обнаружении сигнала 

на фоне шума с неизвестной интенсивностью: 

1 — узкополосный фильтр, 2 — дискретизатор, 3 — пороговое устройство 

.
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Принципы, реализовавшиеся в представленных схемах, встреча-
ются в литературе. Подобный обнаружитель, предназначенный для 
приёма когерентной пачки импульсов, предложен впервые, по-
видимому, Сибертом [60] и получил впоследствии название “обна-
ружитель Сиберта” [112]. Аналоговый вариант обнаружителя сигна-
лов на фоне шума с неизвестной интенсивностью представлен в [83]. 
В [72] рассматривается синтез аналогичных схем обнаружения при 
помощи принципа инвариантности в теории проверки статистиче-
ских гипотез. 

9.3. Эффективность оптимальной дискретной обработки 

при обнаружении сигнала на фоне шума с неизвестной 

интенсивностью 

Применением специального метода вычисления статистических 
характеристик функций от двух случайных переменных (см. § 2.5) 
можно получить общую формулу для вероятности обнаружения сиг-
нала: 

 

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i

i

),(
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i2

1
dpppF
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D ,    0, (9.3.1) 

где F(p1, p2) — изображение двумерной плотности распределения 
случайных величин R и S. Вначале необходимо найти выражение для 
F(p1, p2). 

Рассмотрим оптимальную обработку. 
Традиционные методы нахождения аналитического выражения 

для F(p1, p2) приводят к практически непреодолимым математиче-
ским осложнениям. Необходимый конечный результат можно полу-
чить, если вначале найти промежуточное выражение для функции 

)(exp),,( 221221 SpYXpF  . Гауссовские случайные величи-
ны X и Y принимают как положительные, так и отрицательные значе-
ния, поэтому 1 и 2 могут быть только мнимыми. По отношению к 1 
и 2 выражение F(1, 2, p2) является характеристической функцией. 
Случайную величину S можно представить в виде суммы двух поло-
жительно определённых квадратичных форм (при комплексной фор-
ме записи — в виде одной квадратичной формы), поэтому по отно-
шению к переменной p2 функция F(1, 2, p2) является изображением 
по Лапласу. 

Нахождение F(1, 2, p2) сводится к последовательному вычисле-
нию интегралов от экспонент с квадратичной формой в показателе. 
Вычисляя эти интегралы, получим 
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
2
 — дисперсия квадратурных составляющих X и Y при c

2
  1, q0 — 

отношение сигнал/шум, )1( 2
21 cpXX  , )1( 2

21 cpYY  . 

Теперь обозначим через W(X, Y, S) — распределение, соответ-
ствующее изображению F(1, 2, p2). Изображение по Лапласу сов-
местного распределения R и S запишем в виде 
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Функцию f(X, Y; p2) можно найти из уравнения 
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Вычисляя интегралы в формуле (2), получим 
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Дальнейшие преобразования показывают, что для коэффициента 
с по-прежнему справедлива формула (8.2.5), а формулу для коэффи-
циента ф можно привести к виду 
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Используя метод приведения квадратичной формы к сумме квад-
ратов и неравенство Коши — Буняковского, можно показать, что 
с  ф. Равенство с и ф достигается, когда   10 zz  (  1, 2,  , 

n), т.
 
е. при U1(t)  U0(t) и при совпадении параметров сигнала 0 и 0 

с параметрами 1 и 1, на которые настроена процедура обработки. 

Коэффициенты с и ф не зависят ни от энергии сигнала, ни от 
спектральной плотности шума. 

Величина c
2
, пропорциональная спектральной плотности шума, 

входит в выражение для F(p1, p2) множителем к переменным p1 и p2. 
Простым изменением масштаба переменной интегрирования в инте-
грале (1) можно исключить явную зависимость в выражении для D от 
параметра c

2
, а значит и от спектральной плотности шума. Влияние 

изменений спектральной плотности шума на вероятность обнаруже-
ния проявляется через отношение сигнал/шум q0. При пропорцио-
нальном изменении энергии сигнала и спектральной плотности шума 
величина вероятности обнаружения остаётся неизменной. 

На основании сказанного, при дальнейшем рассмотрении эффек-
тивности схемы обработки будем (при анализе!) опять исключать из 
выражений множитель c, входящий в эти выражения в явном виде 
(т. е. полагаем c  1). 

Если в F(p1, p2) положить p2  0, то получим изображение по 
Лапласу одномерной плотности распределения выходной случайной 
величины R, которое, как и следовало ожидать, является изображени-
ем распределения квадрата райсовской случайной величины. Отно-
шение сигнал/шум входит в изображение вместе с множителем с. 
Для схемы обнаружения с известной интенсивностью шума, когда 
параметры сигнала совпадают с параметрами настройки схемы, мно-
житель с имеет смысл коэффициента энергетических потерь, обу-
словленных временной дискретизацией. 

Выражение F(0, p2) является изображением выходной величины в 
канале измерения шумового фона. Оно совпадает с изображением 
выходной величины при обработке некогерентной пачки, состоящей 
из n импульсов, когда отношение сигнал/шум для всей пачки равно 
фq0. Поскольку при совпадении параметров сигнала с параметрами 
настройки схемы имеет место равенство с  ф, то можно сказать, 
что коэффициент ф играет в некотором смысле роль коэффициента 
энергетических “потерь” сигнала в канале измерения интенсивности 
шума, причём эти потери также обусловлены временной дискретиза-
цией. 

Итак, в канале обработки сигнала происходит когерентное накоп-
ление сигнала, в канале измерения интенсивности шумового фона — 
некогерентное. “Обработка” сигнала в фоновом канале сопровожда-
ется большими дополнительными энергетическими потерями из-за 
некогерентного дробления энергии сигнала (помимо потерь из-за 
дискретизации). Коэффициент потерь из-за некогерентного дробле-

ния ориентировочно обратно пропорционален величине n . Отсюда 

.
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становится ясной физическая суть того, что с ростом энергии входно-
го сигнала увеличивается вероятность правильного обнаружения. 

Работу схемы обнаружения можно проиллюстрировать одномер-
ными плотностями распределения выходных величин R и S. На 
рис.

 
9.2 показано, что с появлением на входе схемы полезного сигна-

ла плотность распределения результата обработки сигнала суще-
ственно смещается в сторону больших значений аргумента, в то вре-
мя как смещение плотности распределения порога оказывается не-
значительным. 

  

W(R) 
 w() 

 а)   R,   
 

  

W(R) 

 w() 

 б)   R,   
 

Рис. 9.2. Распределения случайной величины R на выходе 
канала обработки сигнала и порогового уровня   S : 

а — при отсутствии полезного сигнала; б — при наличии полезного сигнала 

Если подставить в интеграл (1) полученное выражение для 
F(p1, p2), то нетрудно заметить, что при   1 подынтегральное выра-
жение не имеет особых точек слева от контура интегрирования, по-
этому D  0 при   1. В дальнейшем будем полагать, что 0    1. 

Получим теперь выражение для вероятности обнаружения сигна-
ла. 

.
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Рассмотрим совокупность двух случайных величин R и G, причём 
G  RS  . Изображение плотности распределения этих двух случай-
ных величин имеет вид 

     ),()(expexp),( qqpFqSRqpqGpRqpFRG  


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

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
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










 0сф10с )(

1
exp

)1(

1

1
exp

1

1
q

q

q

q
q

p

p

p n
. 

Из полученного выражения видно, что случайные величины R и G 
статистически независимы. 

Неравенство R  S эквивалентно неравенству G  [(1  )/]R. 
Поэтому, если зафиксировать R, то вероятность выполнения критерия 
обнаружения равна 














  0сф1 )(,

1
1)( qRJRD n . 

Усредняя эту вероятность по случайной переменной R, получим 






















0

0сф10с0 )(,
1

)2(e1 0с dRqRJqRID n
qR

. 

Значения вероятности обнаружения необходимо находить по этой 
формуле численными методами. 

Более простые выражения для вероятности обнаружения получа-
ются для рэлеевских флуктуаций амплитуды сигнала. В этом случае 
q0 — случайная величина с распределением w(q0)  (1/0)

 
exp(q0

 /0). 
Усредняя по q0 изображение F(p1, p2), соответствующее нефлуктуи-
рующему сигналу, получим для флуктуирующего сигнала 

F(p1, p2)  
])1()1)(1[()1(

1

с1ф212212
2

2   pppppppp n
, 

где ф  ф0, с  с0. 

Функцию F(p, p) можно записать в виде 

F(p, p)   
))(()1)(1)(1(

1
2

ф ppppp n  
, 

где p  и p  — корни квадратного уравнения 


 
(1  )(1  ф)p 

2
  (1  2  

 
ф  с)p  1  0

 
. 

Эти корни имеют разные знаки, поэтому для определённости по-
ложим p 0, p   0. Тогда, вычисляя вычет в точке p , из формулы 
(1) получаем 

.
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D  
2

ф )1)(()1)(1(

1
 npppp

. 

Если параметры сигнала совпадают с параметрами настройки 
схемы, т.

 
е. U0(t)  U1(t), 0  1, 0  1, то ф  с и 

p   1/[(1  )(1  с)], p    1/. В этом случае формулу для веро-
ятности обнаружения можно записать в виде 

1

с )1)(1(
1

1



















n

D . 

При с  0 из этой формулы следует выражение для вероятности 
ложной тревоги 

1)1(  nF . 

Если в формулы для F и D подставить   1/[1  (n  1)/], где 
 — некоторый новый коэффициент, то получим 

 
1

1
1

1

















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F ,  
1
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
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












n

n
D . (9.3.3)  

В таком виде формулы оказываются полезными для сравнения харак-
теристик рассматриваемой схемы дискретной обработки и схемы об-
наружения одноимпульсного сигнала при наличии дополнительных 
выборок шума (схема на рис.

 
5.3 при N  1). 

В результате сопоставления формул (3) с формулами (5.5.5) мож-
но прийти к следующему выводу. Если в представленной на рис.

 
5.3 

схеме обнаружения число выборочных значений шума m на единицу 
меньше числа отсчётов n при дискретной обработке (m  n  1) и вы-
борочные значения шума статистически независимы, то энергетиче-
ские потери из-за незнания интенсивности шума для сравниваемых 
схем в точности совпадают между собой. 

Для определения коэффициента энергетических потерь , обу-
словленных незнанием интенсивности шума, можно воспользоваться 
приближённой формулой 10

 
lg

 
  (5/n)

 
lg

 
(1/F ). Например, при 

n  1000 и F  610  эта формула даёт 0,03 дБ (напомним, что при 
общей оценке схемы дискретной обработки помимо потерь из-за не-
знания интенсивности шума необходимо ещё учитывать потери из-за 
временной дискретизации). 

Обратим внимание на то, что при совпадении параметров сигнала 
с параметрами настройки схемы обработки потери из-за незнания 
интенсивности шума определяются числом отсчётов n и не зависят от 
частотной характеристики узкополосного фильтра. Влияние частот-
ной характеристики на энергетическую эффективность схемы прояв-

.
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ляется через коэффициент с, который характеризует потери из-за 
дискретизации, как при неизвестной интенсивности шума, так и при 
известной интенсивности. Однако оговоримся, что высказанное ут-
верждение справедливо лишь для оптимальной обработки отсчётов. 

Если шум нестационарный или интенсивность шума зависит от 
параметров настройки (, ) каналов обнаружения, то схема обнару-
жения типа “обнаружитель Сиберта” предпочтительнее схемы 
рис.

 
5.3, использующей дополнительные выборки шума. В таких слу-

чаях дополнительные выборки шума могут давать недостоверную 
информацию об интенсивности шума на входе канала обнаружения. 
В то время как в обнаружителе Сиберта для канала измерения шума 
используются те же самые отсчёты реализаций, которые поступают в 
канал обработки сигнала и, следовательно, оба канала испытывают 
одни и те же мешающие воздействия. 

Следует также отметить, что применение обнаружителей Сиберта 
может быть оправдано и в тех случаях, которые принято относить к 
обнаружению при известной интенсивности шума. Обеспечение ста-
бильности работы реального приёмника с помощью каких-либо под-
строек, шумовой автоматической регулировки усиления или предва-
рительной операции измерения мощности шума будет неизбежно 
производиться с погрешностями, которые также приводят к некото-
рым энергетическим потерям. Эти потери могут оказаться сравни-
мыми или даже большими, чем потери для обнаружителей Сиберта. 

9.4. Эффективность упрощенной дискретной обработки 

при неизвестной интенсивности шума 

Анализ упрощенной обработки при нефлуктуирующем сигнале 
оказывается сложным, поэтому ограничимся случаем рэлеевских 
флуктуаций сигнала. 

Если отношение сигнал/шум q0 распределено по экспоненциаль-
ному закону w(q0)  (1/0)

 
exp(q0

 /0), а начальная фаза  — по рав-
номерному закону, то отсчёты x и y — нормальные случайные ве-
личины с нулевым средним. В общем случае x и y при    стати-

стически зависимы, причём   xyyx . В частном случае, когда 

0  1  0 и U0(t) — действительная функция, x и y независимы 
при любых  и . 

Учитывая результаты предыдущего параграфа, будем для упро-
щения выражений полагать c  1. 

Элементы корреляционной матрицы отсчётов определяются фор-
мулами: 

  

  azzyyxx 000 Re , 

 
  000 Im zzyxyx . 

Элементы a и 0z  определены в § 8.2. 

.
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Как показано в [119, 16] (см. также § 2.1), когда первые моменты 
равны нулю, а вторые моменты удовлетворяют условиям 

  yyxx ,   yxyx , многомерное распределение Гаусса 

можно записать в виде 

w(x1,  , xn, y1,  , yn)   
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где B — эрмитова матрица размера nn с элементами 

  yxxxb i , 1
b  — элементы матрицы 1

B
 , обратной матрице 

B. Учитывая эту формулу, выражение 
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приводим к виду F(p1, p2)  (det C/det B)I, где 
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 — символ Кронекера, C — матрица, обратная матрице 1
c . 

Величина I является интегралом от плотности распределения, по-
этому I  1. Далее, 

F(p1, p2)  
)det(

1

det
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1
BCB
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

   



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
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где E — единичная матрица, H  
  11 . 

Если в найденную формулу для F(p1, p2) подставить p1  p и 
p2  p, а затем учесть, что определитель матрицы равен произведе-
нию собственных чисел этой матрицы, то можно получить 

F(p, p)  
  

n

p1
21

1
, 

где  — собственные числа матрицы HB  (/0)
2

 B. 

.
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Из выражения для F(p, p) с помощью формулы (9.3.1) теперь 
нетрудно найти вероятность обнаружения D. Если, например, выпол-
няются условия 1  0 и   0 при   2, 3,  , n, то вероятность об-
наружения равна 

D  
 






n

2 1

1

1

2

. 

Заметим, что все собственные числа  вещественные. 

Если 0  1  0 и U0(t) — действительная функция, то B — сим-
метрическая матрица, все элементы которой действительны. 

При 0  0 из формулы для вероятности обнаружения следует 
формула для вероятности ложной тревоги. При использовании этой 
формулы необходимо находить собственные числа матрицы 

HA  (/0)
2

 A, где A  a . 

Если узкополосный фильтр является идеальным радиофильтром с 
полушириной полосы пропускания Fф  Fк, то все шумовые состав-

ляющие независимы между собой, т.
 
е. A  2

0 E. Анализ эффектив-
ности обработки для данного частного случая существенно упроща-
ется. При этом оказывается, что выражение для F(p1, p2) имеет такой 
же вид, как и в случае оптимальной обработки, только коэффициент 
с определяется другими формулами: 

2
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012с
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Коэффициент ф определяется по соответствующей формуле для оп-

тимальной обработки с учётом того, что   2
0a . 

Для отмеченного частного случая всегда с  ф. Равенство 
с  ф не достигается даже при совпадении параметров сигнала с 
параметрами настройки схемы. Это необходимо учитывать, если для 
оценки эффективности схемы упрощенной обработки с идеальным 
радиофильтром (при Fф  Fк) применяются формулы для вероятности 
обнаружения сигнала при оптимальной обработке. 

Далее рассматривается обработка прямоугольного импульса с фа-
зовой манипуляцией кодами Баркера. В качестве узкополосного 
фильтра принимается идеальный радиофильтр с полушириной поло-
сы пропускания Fф  Fк. 

По результатам численных оценок можно сделать вывод, что ха-
рактеристики обнаружения сигнала при упрощенной обработке прак-
тически совпадают с характеристиками при оптимальной обработке. 
Отсюда далее следует, что для практической реализации можно ре-
комендовать упрощенную обработку, так как реализация оптималь-
ной обработки более сложна. В то же время, для оценок характери-
стик обнаружения сигнала при упрощенной обработке можно ис-
пользовать соответствующие более простые соотношения для опти-

.
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мальной обработки, подставляя в них коэффициент с, полученный 
по формуле (8.2.8). 

На рис.
 
9.3 приведены результаты для 13-значного кода Баркера. 

Напомним, что символом F мы ранее обозначали вероятность 
ложной тревоги, т.

 
е. вероятность превышения порога при отсутствии 

полезного сигнала. Применительно к рассматриваемому сейчас во-
просу уточним, что символом F здесь и далее обозначена вероятность 
превышения порога, когда на входе приёмника действует только 
шум, а сигналы, как полезный, так и мешающий, отсутствуют. 

Выбранные для рис.
 
9.3 масштабы изображения таковы, что зави-

симости для оптимальной и упрощенной процедур сливаются. По-
этому кривые 2 – 4 относятся и к оптимальной обработке и к упро-
щенной. Кривая 1 рассчитывалась по формуле 

})1()]1ln([{exp 0 FD . Параметр  в подрисуночной надписи 
означает расстройку по задержке между сигналом и каналом обнару-
жения (  0  1); Td — длительность дискрета ФКМ сигнала. 

Кривые 3 и 4 характеризуют работоспособность схем при наличии 
сильного мешающего сигнала, действующего по боковому лепестку 
автокорреляционной функции (полезный сигнал отсутствует). При 
расстройке между сигналом и каналом обнаружения, равной двум 
длительностям дискрета ФКМ сигнала, координаты первого бокового 
лепестка совпадают с координатами настройки канала. 
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Рис. 9.3. Вероятности превышения порога 

при nd  13, n/nd  4, F  
610 , 0  1  0: 

1 — аналоговая обработка, фиксированный порог,   0; 
2 — дискретная обработка с формированием порога,   0; 
3 — дискретная обработка, фиксированный порог,   2Td ; 
4 — дискретная обработка с формированием порога,   2Td 

.
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Если в схеме обнаружения отсутствует канал измерения шумово-
го фона, то наличие сильного мешающего сигнала может приводить к 
ложному обнаружению (кривая 3). Схема, предназначенная для обна-
ружения сигнала на фоне шума с неизвестной интенсивностью, по-
добным недостатком не обладает (кривая 4). 

Расстояние между кривыми 2 и 3 по оси абсцисс практически 
совпадает с абсолютным значением уровня бокового лепестка (в де-
цибелах). Уровень бокового лепестка в данном случае равен 
20 lg nd. 

Следует отметить, что, хотя случай   Td соответствует нулю ав-
токорреляционной функции рассматриваемого ФКМ сигнала, при 
отсутствии канала измерения интенсивности шума также могут быть 
ложные обнаружения сильного сигнала, вероятность которых больше 
вероятности ложной тревоги. Это объясняется тем, что из-за наличия 
узкополосного фильтра искажается форма огибающей принимаемого 
сигнала, что приводит к “размыванию” нулей сигнальной функции. 
Кривая вероятности обнаружения сигнала при   Td будет проходить 
правее кривой 3, причём для оптимальной обработки это смещение 
составит 9  10 дБ, а для упрощенной 14  15 дБ. Аналогичное яв-
ление наблюдается и в реальных аналоговых схемах, так как полоса 
пропускания предварительных усилителей не является неограничен-
ной. 

Рассмотренная дискретная обработка может быть реализована в 
каналах многоканальной системы, предназначенной для обнаружения 
сигнала с неизвестными параметрами. При возникновении расстроек 
между параметрами сигнала и параметрами, на которые настроен ка-
нал обнаружения, происходит уменьшение вероятности обнаруже-
ния. В аналоговых схемах обнаружения при известной интенсивно-
сти шума характер подобного уменьшения вероятности обуславлива-
ется формой главного пика автокорреляционной функции (функции 
неопределённости). В дискретных схемах при неизвестной интенсив-
ности шума характер изменения вероятности несколько отличается. 
Это отличие эквивалентно некоторому сужению главного пика авто-
корреляционной функции (по сравнению с обнаружением сигнала 
аналоговой схемой при известной интенсивности шума). Подобное 
изменение сигнальной функции ведёт к соответствующему увеличе-
нию энергетических потерь, обусловленных возможными расстрой-
ками параметров сигнала относительно параметров настройки кана-
лов обнаружения. Однако следует ожидать, что эти потери увеличат-
ся несущественно. 

По изложенным в §§ 9.3 и 9.4 результатам можно сделать вывод, 
что синтезированные схемы дискретной обработки наблюдений поз-
воляют с высокой эффективностью производить обнаружение сигна-
ла на фоне гауссовского шума с неизвестной интенсивностью. Энер-
гетические потери, обусловленные незнанием интенсивности шума, 
зависят от числа дискретных отсчётов обрабатываемого сигнала и 
при большом числе отсчётов пренебрежимо малы. 

.
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9.5. Обнаружение полезного сигнала на фоне мешающих 

сигналов и гауссовского шума с неизвестной интенсивностью 

Представляет интерес задача обнаружения полезного сигнала, ко-
гда мешающее воздействие является аддитивной смесью шума (с не-
известной интенсивностью) и сигнала с большим отношением сиг-
нал/шум, действующего на канал обнаружения боковым лепестком 
автокорреляционной функции. В общем случае мешающий сигнал 
может быть множественным, т.

 
е. состоящим из большого числа сиг-

налов, параметры которых отличаются друг от друга и распределены 
в некоторой области плоскости (, ). 

Рассматриваем оптимальную обработку. 
Полезным сигналом здесь мы называем тот сигнал, параметры ко-

торого близки или совпадают с параметрами настройки схемы. Пара-
метры остальных (мешающих) сигналов отличаются от параметров 
настройки схемы настолько, что располагаются в области боковых 
лепестков автокорреляционной функции. 

Сделаем переобозначение индексов, которыми помечаются пара-
метры  и , а также последовательности z. Индекс у k и k, а также 
первый индекс элемента последовательности kz , теперь будет озна-

чать номер сигнала. Второй индекс элемента последовательности kz  

будет по-прежнему означать номер отсчёта функции zk(), выраже-
ние для которой при нулевом индексе приведено в § 8.2, т.

 
е. 

),,( kkkk tzz   . Здесь k  1, 2,  , L, а   1, 2,  , n; L — число 
сигналов, n — число отсчётов. Параметры сигнала, на которые 
настроена схема обработки (цифровой фильтр), а также соответству-
ющие элементы последовательности z, будем помечать символом 
“ф”, при этом ),,( фффф   tzz . 

Вместо отношения сигнал/шум q0 теперь в анализе будут участво-
вать q1, q2 ,  , qL — отношения сигнал/шум для L сигналов. Началь-
ную фазу k-го сигнала обозначим через k. Опять полагаем c  1. 

Если амплитуды и начальные фазы полезного и мешающих сиг-
налов фиксированы, то изображение двумерной плотности распреде-
ления выходных величин R и S можно записать в виде: 
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где    
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В новых обозначениях и условиях средние значения отсчётов, а 
также дисперсия 

2
 квадратур X и Y, будут иметь вид 

.
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после преобразований приводим к виду 
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Величина |ak
 
|
2
 совпадает с коэффициентом энергетических потерь 

в канале обработки сигнала с, когда на входе помимо шума присут-
ствует только один k-ый сигнал. Диагональный элемент kk эрмито-
вой матрицы kl совпадает с коэффициентом “потерь” k-го сигна-
ла в фоновом канале ф. 

В выражениях для ф мнимые слагаемые взаимно сокращаются, 
поэтому ф — действительное число. 

Теперь предположим, что все амплитуды и фазы сигналов явля-
ются независимыми случайными величинами, амплитуды флуктуи-
руют по рэлеевскому закону, фазы — по равномерному закону. От 
случайных величин qk и k перейдём к новым переменным k и k по 

формулам kkkk q  cos2 , kkkk q  sin2  (k  1, 2,  , 

L), где k — среднее значение отношения сигнал/шум k-го сигнала. 
Все случайные переменные k и k являются взаимно независимыми 
нормальными случайными величинами с нулевым средним значени-
ем и единичной дисперсией. 

Заменяя  kkq  iexp  на  kkk  i2 , получим 
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Плотность распределения нормальных случайных величин запишем в 
виде 

w(1,  , L, 1,  , L)  
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Теперь усреднение по случайным переменным изображения F(p1, p2), 
определяемого формулой (1), сводится к вычислению интеграла от 
экспоненты, показатель которой содержит квадратичную форму. Вы-
полняя это усреднение и некоторые дополнительные преобразования, 
получим изображение двумерной плотности распределения выход-
ных величин при флуктуирующих сигналах: 
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R — диагональная матрица с элементами 1/1, 1/2,  , 1/L. 

Из полученных формул видно, что выражение F(p, p) в общем 
случае можно представить в виде дробно-рациональной функции. 
Для нахождения полюсов функции и вычетов необходимо находить 
корни полинома степени 2L. Случай L  1 рассматривался в § 9.3, и 
для решения задачи там необходимо было находить корни квадрат-
ного уравнения. 

Упростим задачу. Будем считать, что параметры первого сигнала 
совпадают с параметрами настройки схемы, т.

 
е. 1  ф, 1  ф, 

z1  zф (  1, 2,  , n). При сделанном допущении справедливы ра-

венства 11
2   и 1111 

lklk aa , благодаря которым степень 
полинома в знаменателе дробно-рациональной функции уменьшается 
(из-за взаимного сокращения ряда членов в определителе). Так, при 
L  2, получим 
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где p  и p   — корни квадратного уравнения 011
2

2  pp ;  

)1()1( 212221112  ,  21122211  , 

11211222221111 )1()1(  . 
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Корни квадратного уравнения имеют разные знаки (полагаем 
p 0 и p   0). Вероятность обнаружения полезного сигнала на 

фоне мешающего сигнала и гауссовского шума с неизвестной интен-
сивностью будет определяться формулой 

2
2 )1()(

1



npppp

D  . 

На рис.
 
9.4. представлен пример. Предполагалось, что полезный и 

мешающий сигнал представляют собой прямоугольные импульсы с 
фазовой манипуляцией 13-значным кодом Баркера. Мешающий сиг-
нал отстроен от канала обнаружения на величину 2Td (2  ф  2Td). 
Входным узкополосным фильтром являлся идеальный радиофильтр с 
полушириной полосы пропускания Fф  Fк. По оси абсцисс отклады-

валась в децибелах величина  2
21п 1 dn , которую можно 

назвать отношением сигнал/помеха. 
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Рис. 9.4. Вероятность обнаружения полезного сигнала на фоне мешающего 

сигнала и гауссовского шума с неизвестной интенсивностью 

(nd  13, n/nd  4, F  
610 , ф  1  2  0) 

Представленные результаты показывают, что анализируемая схе-
ма обнаружения работоспособна и при наличии на входе приёмника 
мешающих сигналов. Обеспечивается надёжная защита от ложных 
превышений порога при воздействии мешающих сигналов по боко-
вым лепесткам автокорреляционной функции. В случае если полез-
ный сигнал превышает боковые лепестки мешающих сигналов, обес-
печивается и обнаружение полезного сигнала. 

.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1. НЕКОТОРЫЕ ФОРМУЛЫ И 
ИНТЕГРАЛЫ, ВКЛЮЧАЮЩИЕ В СЕБЯ ФУНКЦИЮ JN(x, y) 

1. Определения и обозначения 

Функция JN(x, y) определяется как 
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где I() — функция Бесселя мнимого аргумента, x и y — веществен-
ные неотрицательные переменные. 

Следуя общепринятым обозначениям (см. [118]), вместо J1(x, y) 
будем записывать J(x, y), т. е. J(x, y)  J1(x, y). 

При использовании приведенных ниже формул следует считать, 
что N — целое положительное число. Некоторые формулы могут 
быть обобщены на вещественные положительные N, но этот вопрос 
здесь не затрагивается. 

В дальнейшем также полагается, что  — целое, а  и  — веще-
ственные и неотрицательные. 

2. Вспомогательные соотношения 
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3. Частные значения 
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4. Частное соотношение 
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5. Дифференциальные уравнения 
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6. Разложения в ряд и рекуррентное соотношение 
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7. Преобразование Лапласа 
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где )(11 F  — вырожденная гипергеометрическая функция. 
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8. Интегральные представления и асимптотические разложения 
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где J() — функции Бесселя действительного аргумента [110, 115, 
123]. 
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Пусть   N  1/2, 
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Если JN(x, y)  1/2 и y  1, то 
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Если JN(x, y)  1/2 и x  1, то 
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Пусть   N  1/2, JN(x, y)  D,  — решение уравнения 
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Если x  1, то 
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Некоторые интегральные представления J(x, y), а также интегра-
лы, которые можно выразить через J(x, y), дополнительно можно 
найти в [123]. Там же представлена обширная сводка асимптотиче-
ских разложений J(x, y). 
 

.
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9. Интегралы 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2. ТАБЛИЦА ПОРОГОВ. НЕКОГЕРЕНТНОЕ 

НАКОПЛЕНИЕ ПОСЛЕ КВАДРАТИЧНОГО ДЕТЕКТОРА 

F 

 N 

      

  
110    

210    
310    

410    
510    

610  
      

       
1 2,3026 4,6052 6,9078 9,2103 11,5129 13,8155 
2 3,8897 6,6384 9,2334 11,7564 14,2366 16,6884 
3 5,3223 8,4059 11,2289 13,9282 16,5535 19,1292 
4 6,6808 10,0451 13,0622 15,9138 18,6658 21,3505 
5 7,9936 11,6046 14,7941 17,7820 20,6481 23,4315 
       

6 9,2747 13,1085 16,4547 19,5672 22,5381 25,4126 
7 10,5321 14,5706 18,0616 21,2896 24,3580 27,3177 
8 11,7709 16,0000 19,6262 22,9624 26,1225 29,1622 
9 12,9947 17,4027 21,1562 24,5947 27,8415 30,9571 

10 14,2060 18,7831 22,6574 26,1930 29,5223 32,7103 
       

11 15,4066 20,1447 24,1340 27,7623 31,1705 34,4279 
12 16,5981 21,4899 25,5893 29,3065 32,7904 36,1144 
13 17,7816 22,8208 27,0260 30,8286 34,3855 37,7737 
14 18,9580 24,1391 28,4461 32,3312 35,9585 39,4087 
15 20,1280 25,4461 29,8515 33,8163 37,5117 41,0221 
       

16 21,2924 26,7429 31,2436 35,2856 39,0471 42,6158 
17 22,4516 28,0305 32,6236 36,7406 40,5663 44,1916 
18 23,6061 29,3096 33,9926 38,1825 42,0706 45,7512 
19 24,7563 30,5810 35,3514 39,6124 43,5614 47,2958 
20 25,9025 31,8454 36,7010 41,0311 45,0395 48,8265 
       

21 27,0451 33,1031 38,0419 42,4397 46,5061 50,3444 
22 28,1843 34,3548 39,3748 43,8386 47,9618 51,8503 
23 29,3203 35,6007 40,7002 45,2287 49,4074 53,3451 
24 30,4533 36,8413 42,0186 46,6105 50,8436 54,8295 
25 31,5836 38,0769 43,3304 47,9844 52,2708 56,3040 
       

26 32,7112 39,3079 44,6361 49,3509 53,6898 57,7694 
27 33,8364 40,5344 45,9359 50,7106 55,1008 59,2260 
28 34,9593 41,7567 47,2303 52,0636 56,5044 60,6744 
29 36,0799 42,9751 48,5194 53,4105 57,9009 62,1150 
30 37,1985 44,1897 49,8036 54,7515 59,2907 63,5482 
       

31 38,3151 45,4008 51,0831 56,0868 60,6742 64,9743 
32 39,4298 46,6084 52,3582 57,4169 62,0516 66,3937 
33 40,5427 47,8129 53,6289 58,7418 63,4232 67,8068 
34 41,6540 49,0142 54,8956 60,0619 64,7892 69,2137 
35 42,7635 50,2126 56,1585 61,3773 66,1500 70,6147 
       

36 43,8715 51,4082 57,4176 62,6883 67,5057 72,0102 
37 44,9780 52,6010 58,6731 63,9950 68,8566 73,4002 
38 46,0831 53,7913 59,9252 65,2977 70,2027 74,7852 
39 47,1868 54,9790 61,1740 66,5964 71,5444 76,1651 
40 48,2891 56,1644 62,4196 67,8913 72,8818 77,5403 

.



 226 

 Квадратичный детектор 

F 

 N 

      

  
110    

210    
310    

410    
510    

610  
      

       
41 49,3902 57,3474 63,6622 69,1825 74,2151 78,9108 
42 50,4900 58,5283 64,9018 70,4703 75,5443 80,2770 
43 51,5886 59,7069 66,1387 71,7546 76,8697 81,6388 
44 52,6861 60,8836 67,3727 73,0357 78,1913 82,9965 
45 53,7825 62,0582 68,6042 74,3136 79,5094 84,3503 

       
46 54,8778 63,2308 69,8331 75,5885 80,8239 85,7001 
47 55,9721 64,4016 71,0595 76,8604 82,1351 87,0463 
48 57,0654 65,5706 72,2835 78,1295 83,4430 88,3888 
49 58,1576 66,7378 73,5052 79,3957 84,7478 89,7278 
50 59,2490 67,9034 74,7246 80,6593 86,0495 91,0634 

       
51 60,3394 69,0672 75,9419 81,9203 87,3482 92,3957 
52 61,4290 70,2295 77,1570 83,1787 88,6440 93,7248 
53 62,5177 71,3902 78,3701 84,4347 89,9370 95,0508 
54 63,6055 72,5494 79,5812 85,6883 91,2273 96,3737 
55 64,6926 73,7072 80,7904 86,9395 92,5149 97,6937 

       
56 65,7788 74,8635 81,9976 88,1885 93,7999 99,0108 
57 66,8643 76,0184 83,2030 89,4353 95,0824 100,3252 
58 67,9490 77,1719 84,4067 90,6799 96,3625 101,6368 
59 69,0330 78,3241 85,6085 91,9225 97,6402 102,9458 
60 70,1163 79,4751 86,8087 93,1630 98,9155 104,2522 

       
61 71,1989 80,6248 88,0072 94,4015 100,1886 105,5561 
62 72,2808 81,7732 89,2041 95,6381 101,4595 106,8575 
63 73,3620 82,9205 90,3994 96,8728 102,7282 108,1565 
64 74,4426 84,0666 91,5932 98,1056 103,9948 109,4532 
65 75,5226 85,2116 92,7855 99,3366 105,2593 110,7476 

       
66 76,6020 86,3554 93,9763 100,5659 106,5219 112,0397 
67 77,6807 87,4982 95,1656 101,7935 107,7824 113,3297 
68 78,7589 88,6399 96,3536 103,0193 109,0410 114,6175 
69 79,8365 89,7805 97,5402 104,2435 110,2978 115,9033 
70 80,9135 90,9202 98,7254 105,4661 111,5527 117,1870 

       
71 81,9900 92,0588 99,9093 106,6871 112,8058 118,4687 
72 83,0659 93,1965 101,0919 107,9066 114,0571 119,7484 
73 84,1413 94,3332 102,2733 109,1246 115,3067 121,0262 
74 85,2162 95,4690 103,4534 110,3410 116,5546 122,3022 
75 86,2906 96,6038 104,6323 111,5561 117,8009 123,5763 

       
76 87,3645 97,7378 105,8100 112,7696 119,0455 124,8486 
77 88,4379 98,8709 106,9866 113,9818 120,2885 126,1191 
78 89,5108 100,0031 108,1620 115,1927 121,5300 127,3879 
79 90,5833 101,1345 109,3363 116,4022 122,7699 128,6549 
80 91,6553 102,2650 110,5095 117,6103 124,0084 129,9203 

       
81 92,7268 103,3948 111,6816 118,8172 125,2453 131,1841 
82 93,7980 104,5237 112,8527 120,0228 126,4808 132,4462 
83 94,8686 105,6519 114,0227 121,2272 127,7149 133,7068 
84 95,9389 106,7792 115,1917 122,4303 128,9475 134,9658 
85 97,0087 107,9059 116,3597 123,6323 130,1788 136,2233 

.
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 Квадратичный детектор 

F 

 N 

      

 
110   

210   
310   

410   
510   

610  
      

       
86 98,0781 109,0317 117,5267 124,8330 131,4088 137,4793 
87 99,1471 110,1569 118,6927 126,0326 132,6374 138,7338 
88 100,2158 111,2813 119,8578 127,2311 133,8647 139,9869 
89 101,2840 112,4050 121,0220 128,4284 135,0908 141,2385 
90 102,3518 113,5281 122,1852 129,6246 136,3156 142,4888 

       
91 103,4193 114,6504 123,3476 130,8198 137,5391 143,7377 
92 104,4864 115,7721 124,5090 132,0139 138,7614 144,9852 
93 105,5531 116,8931 125,6696 133,2069 139,9825 146,2314 
94 106,6195 118,0135 126,8293 134,3989 141,2025 147,4762 
95 107,6855 119,1332 127,9882 135,5899 142,4213 148,7198 

       
96 108,7512 120,2523 129,1462 136,7799 143,6389 149,9621 
97 109,8165 121,3708 130,3034 137,9689 144,8554 151,2032 
98 110,8815 122,4886 131,4598 139,1569 146,0708 152,4430 
99 111,9462 123,6059 132,6154 140,3440 147,2851 153,6816 

100 113,0105 124,7226 133,7703 141,5301 148,4984 154,9190 
       

101 114,0745 125,8387 134,9243 142,7153 149,7106 156,1553 
102 115,1382 126,9542 136,0776 143,8996 150,9217 157,3904 
103 116,2016 128,0691 137,2302 145,0830 152,1318 158,6243 
104 117,2647 129,1835 138,3820 146,2656 153,3409 159,8571 
105 118,3275 130,2974 139,5330 147,4472 154,5490 161,0888 

       
106 119,3899 131,4107 140,6834 148,6280 155,7561 162,3195 
107 120,4521 132,5234 141,8331 149,8079 156,9623 163,5490 
108 121,5140 133,6357 142,9820 150,9870 158,1674 164,7775 
109 122,5756 134,7474 144,1303 152,1653 159,3717 166,0049 
110 123,6369 135,8586 145,2779 153,3427 160,5750 167,2313 

       
111 124,6980 136,9693 146,4248 154,5194 161,7774 168,4566 
112 125,7587 138,0795 147,5711 155,6952 162,9789 169,6810 
113 126,8192 139,1893 148,7167 156,8703 164,1795 170,9044 
114 127,8794 140,2985 149,8617 158,0446 165,3792 172,1268 
115 128,9394 141,4072 151,0060 159,2182 166,5780 173,3482 

       
116 129,9991 142,5155 152,1497 160,3910 167,7760 174,5686 
117 131,0586 143,6233 153,2928 161,5630 168,9731 175,7882 
118 132,1177 144,7307 154,4353 162,7344 170,1694 177,0067 
119 133,1767 145,8376 155,5772 163,9050 171,3649 178,2244 
120 134,2354 146,9441 156,7184 165,0748 172,5595 179,4412 

       
121 135,2938 148,0501 157,8591 166,2440 173,7534 180,6570 
122 136,3520 149,1556 158,9993 167,4125 174,9464 181,8720 
123 137,4100 150,2608 160,1388 168,5803 176,1387 183,0861 
124 138,4677 151,3655 161,2778 169,7474 177,3302 184,2994 
125 139,5252 152,4698 162,4162 170,9139 178,5209 185,5118 

       
126 140,5825 153,5737 163,5541 172,0797 179,7109 186,7233 
127 141,6395 154,6771 164,6914 173,2448 180,9001 187,9340 
128 142,6963 155,7802 165,8282 174,4093 182,0886 189,1439 
129 143,7529 156,8828 166,9644 175,5731 183,2763 190,3530 
130 144,8093 157,9851 168,1002 176,7363 184,4633 191,5612 

.
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 Квадратичный детектор 

F 

 N 

      

 
110   

210   
310   

410   
510   

610  
      

       
131 145,8655 159,0869 169,2354 177,8989 185,6496 192,7687 
132 146,9214 160,1884 170,3701 179,0609 186,8352 193,9754 
133 147,9771 161,2895 171,5042 180,2222 188,0201 195,1813 
134 149,0326 162,3902 172,6379 181,3830 189,2043 196,3865 
135 150,0880 163,4906 173,7711 182,5431 190,3878 197,5908 

       
136 151,1431 164,5905 174,9038 183,7027 191,5706 198,7945 
137 152,1980 165,6901 176,0360 184,8617 192,7528 199,9973 
138 153,2527 166,7894 177,1677 186,0201 193,9343 201,1995 
139 154,3072 167,8882 178,2990 187,1779 195,1152 202,4009 
140 155,3615 168,9868 179,4297 188,3352 196,2954 203,6016 

       
141 156,4156 170,0849 180,5600 189,4919 197,4750 204,8016 
142 157,4695 171,1827 181,6899 190,6480 198,6539 206,0009 
143 158,5233 172,2802 182,8193 191,8036 199,8322 207,1995 
144 159,5768 173,3774 183,9482 192,9587 201,0099 208,3974 
145 160,6302 174,4742 185,0767 194,1132 202,1870 209,5946 

       
146 161,6834 175,5706 186,2048 195,2672 203,3634 210,7911 
147 162,7364 176,6668 187,3324 196,4207 204,5393 211,9870 
148 163,7892 177,7626 188,4595 197,5736 205,7146 213,1822 
149 164,8418 178,8580 189,5863 198,7260 206,8893 214,3768 
150 165,8943 179,9532 190,7126 199,8780 208,0634 215,5707 

 

F 

 N 

      

  
710    

810    
910    

1010    
1110    

1210  
      

       
1 16,1181 18,4207 20,7233 23,0259 25,3284 27,6310 
2 19,1198 21,5358 23,9397 26,3340 28,7203 31,0999 
3 21,6689 24,1813 26,6723 29,1459 31,6052 34,0524 
4 23,9862 26,5847 29,1538 31,6990 34,2243 36,7330 
5 26,1548 28,8320 31,4727 34,0838 36,6702 39,2358 

       
6 28,2168 30,9671 33,6746 36,3472 38,9907 41,6097 
7 30,1976 33,0165 35,7867 38,5173 41,2148 43,8842 
8 32,1137 34,9974 37,8271 40,6126 43,3613 46,0788 
9 33,9766 36,9219 39,8083 42,6463 45,4439 48,2073 

10 35,7947 38,7990 41,7396 44,6279 47,4725 50,2799 
       

11 37,5744 40,6353 43,6280 46,5646 49,4544 52,3043 
12 39,3207 42,4362 45,4790 48,4623 51,3957 54,2867 
13 41,0377 44,2058 47,2972 50,3255 53,3012 56,2318 
14 42,7286 45,9476 49,0859 52,1581 55,1746 58,1439 
15 44,3960 47,6644 50,8484 53,9629 57,0193 60,0260 

       
16 46,0422 49,3587 52,5870 55,7428 58,8379 61,8811 
17 47,6692 51,0323 54,3038 57,4999 60,6327 63,7116 
18 49,2785 52,6872 56,0008 59,2362 62,4058 65,5194 
19 50,8717 54,3248 57,6795 60,9532 64,1588 67,3064 
20 52,4498 55,9464 59,3412 62,6524 65,8933 69,0740 

.
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 Квадратичный детектор 

F 

 N 

      

  
710    

810    
910    

1010    
1110    

1210  
      

       
21 54,0141 57,5531 60,9873 64,3352 67,6105 70,8238 
22 55,5654 59,1460 62,6187 66,0025 69,3116 72,5569 
23 57,1047 60,7260 64,2365 67,6555 70,9978 74,2743 
24 58,6326 62,2939 65,8414 69,2950 72,6698 75,9771 
25 60,1499 63,8505 67,4343 70,9219 74,3286 77,6661 

       
26 61,6572 65,3963 69,0158 72,5368 75,9749 79,3421 
27 63,1551 66,9320 70,5867 74,1405 77,6094 81,0058 
28 64,6441 68,4582 72,1474 75,7334 79,2328 82,6579 
29 66,1246 69,9753 73,6984 77,3163 80,8455 84,2989 
30 67,5970 71,4838 75,2404 78,8895 82,4482 85,9295 

       
31 69,0618 72,9841 76,7736 80,4536 84,0413 87,5501 
32 70,5193 74,4766 78,2986 82,0090 85,6253 89,1611 
33 71,9699 75,9616 79,8157 83,5560 87,2005 90,7631 
34 73,4138 77,4396 81,3252 85,0950 88,7674 92,3564 
35 74,8513 78,9107 82,8274 86,6265 90,3264 93,9413 

       
36 76,2828 80,3753 84,3228 88,1506 91,8776 95,5183 
37 77,7084 81,8336 85,8114 89,6677 93,4215 97,0876 
38 79,1284 83,2859 87,2937 91,1781 94,9584 98,6495 
39 80,5431 84,7324 88,7699 92,6820 96,4884 100,2043 
40 81,9525 86,1733 90,2401 94,1796 98,0119 101,7523 

       
41 83,3569 87,6089 91,7046 95,6713 99,5291 103,2938 
42 84,7565 89,0393 93,1636 97,1571 101,0403 104,8289 
43 86,1515 90,4647 94,6173 98,6374 102,5455 106,3579 
44 87,5419 91,8853 96,0659 100,1122 104,0451 107,8809 
45 88,9281 93,3012 97,5096 101,5818 105,5393 109,3983 

       
46 90,3100 94,7126 98,9484 103,0464 107,0281 110,9101 
47 91,6878 96,1197 100,3826 104,5060 108,5117 112,4165 
48 93,0617 97,5225 101,8123 105,9609 109,9904 113,9178 
49 94,4318 98,9212 103,2377 107,4113 111,4643 115,4140 
50 95,7982 100,3160 104,6588 108,8571 112,9335 116,9053 

       
51 97,1610 101,7068 106,0758 110,2986 114,3981 118,3919 
52 98,5204 103,0940 107,4888 111,7359 115,8583 119,8738 
53 99,8763 104,4775 108,8980 113,1691 117,3143 121,3513 
54 101,2289 105,8574 110,3034 114,5984 118,7660 122,8244 
55 102,5783 107,2339 111,7051 116,0238 120,2137 124,2933 
       

56 103,9246 108,6071 113,1033 117,4454 121,6575 125,7580 
57 105,2679 109,9770 114,4979 118,8633 123,0973 127,2187 
58 106,6082 111,3437 115,8892 120,2777 124,5335 128,6756 
59 107,9456 112,7073 117,2772 121,6885 125,9660 130,1285 
60 109,2802 114,0679 118,6620 123,0960 127,3949 131,5778 

       
61 110,6120 115,4256 120,0437 124,5002 128,8203 133,0234 
62 111,9412 116,7803 121,4223 125,9011 130,2424 134,4655 
63 113,2678 118,1323 122,7979 127,2989 131,6611 135,9041 
64 114,5918 119,4815 124,1705 128,6936 133,0766 137,3394 
65 115,9134 120,8280 125,5404 130,0853 134,4889 138,7713 

.
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 Квадратичный детектор 

F 

 N 

      

 
710   

810   
910   

1010   
1110   

1210  
      

       
66 117,2325 122,1720 126,9074 131,4741 135,8982 140,2000 
67 118,5492 123,5133 128,2717 132,8599 137,3044 141,6255 
68 119,8636 124,8522 129,6334 134,2430 138,7076 143,0480 
69 121,1757 126,1886 130,9924 135,6233 140,1080 144,4674 
70 122,4855 127,5226 132,3489 137,0009 141,5055 145,8838 
       

71 123,7932 128,8543 133,7029 138,3758 142,9003 147,2974 
72 125,0988 130,1837 135,0545 139,7482 144,2923 148,7081 
73 126,4023 131,5108 136,4036 141,1180 145,6817 150,1161 
74 127,7037 132,8357 137,7504 142,4854 147,0685 151,5213 
75 129,0031 134,1585 139,0950 143,8503 148,4527 152,9238 
       

76 130,3006 135,4791 140,4372 145,2129 149,8345 154,3238 
77 131,5961 136,7977 141,7772 146,5731 151,2137 155,7211 
78 132,8897 138,1142 143,1151 147,9310 152,5906 157,1160 
79 134,1815 139,4287 144,4509 149,2867 153,9651 158,5084 
80 135,4714 140,7413 145,7845 150,6401 155,3372 159,8983 
       

81 136,7596 142,0520 147,1161 151,9914 156,7071 161,2859 
82 138,0459 143,3607 148,4457 153,3406 158,0748 162,6711 
83 139,3306 144,6676 149,7733 154,6876 159,4403 164,0540 
84 140,6136 145,9727 151,0990 156,0327 160,8036 165,4347 
85 141,8949 147,2760 152,4228 157,3757 162,1648 166,8132 
       

86 143,1746 148,5775 153,7447 158,7167 163,5239 168,1895 
87 144,4527 149,8773 155,0647 160,0558 164,8809 169,5636 
88 145,7292 151,1754 156,3830 161,3929 166,2360 170,9357 
89 147,0041 152,4719 157,6995 162,7282 167,5890 172,3056 
90 148,2775 153,7667 159,0142 164,0617 168,9402 173,6736 
       

91 149,5494 155,0598 160,3272 165,3933 170,2894 175,0395 
92 150,8199 156,3514 161,6385 166,7231 171,6367 176,4035 
93 152,0889 157,6415 162,9481 168,0512 172,9822 177,7655 
94 153,3564 158,9299 164,2561 169,3775 174,3259 179,1256 
95 154,6226 160,2169 165,5625 170,7021 175,6677 180,4839 
       

96 155,8873 161,5024 166,8673 172,0250 177,0078 181,8403 
97 157,1507 162,7864 168,1705 173,3463 178,3462 183,1949 
98 158,4128 164,0690 169,4722 174,6660 179,6828 184,5476 
99 159,6735 165,3501 170,7724 175,9840 181,0178 185,8987 

100 160,9329 166,6299 172,0710 177,3005 182,3511 187,2480 
       

101 162,1911 167,9082 173,3682 178,6154 183,6827 188,5955 
102 163,4480 169,1852 174,6640 179,9288 185,0128 189,9414 
103 164,7036 170,4609 175,9583 181,2407 186,3412 191,2856 
104 165,9580 171,7352 177,2512 182,5510 187,6681 192,6282 
105 167,2112 173,0082 178,5428 183,8599 188,9935 193,9692 

       
106 168,4632 174,2800 179,8329 185,1674 190,3173 195,3085 
107 169,7141 175,5505 181,1217 186,4734 191,6396 196,6463 
108 170,9637 176,8197 182,4092 187,7781 192,9604 197,9826 
109 172,2122 178,0877 183,6954 189,0813 194,2798 199,3173 
110 173,4596 179,3545 184,9802 190,3831 195,5977 200,6505 

.
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 Квадратичный детектор 

F 

 N 

      

 
710   

810   
910   

1010   
1110   

1210  
      

       
111 174,7059 180,6201 186,2638 191,6837 196,9142 201,9823 
112 175,9511 181,8845 187,5461 192,9828 198,2294 203,3125 
113 177,1952 183,1477 188,8272 194,2807 199,5431 204,6413 
114 178,4382 184,4098 190,1071 195,5772 200,8554 205,9687 
115 179,6802 185,6707 191,3857 196,8725 202,1664 207,2947 

       
116 180,9211 186,9306 192,6632 198,1665 203,4761 208,6192 
117 182,1610 188,1893 193,9394 199,4593 204,7845 209,9424 
118 183,3999 189,4469 195,2145 200,7508 206,0916 211,2643 
119 184,6378 190,7035 196,4885 202,0411 207,3973 212,5848 
120 185,8747 191,9589 197,7613 203,3302 208,7019 213,9040 

       
121 187,1106 193,2134 199,0330 204,6182 210,0051 215,2218 
122 188,3456 194,4667 200,3036 205,9049 211,3072 216,5384 
123 189,5796 195,7191 201,5731 207,1905 212,6080 217,8537 
124 190,8126 196,9704 202,8415 208,4749 213,9076 219,1677 
125 192,0447 198,2208 204,1088 209,7582 215,2060 220,4805 

       
126 193,2759 199,4701 205,3751 211,0404 216,5033 221,7921 
127 194,5062 200,7185 206,6403 212,3215 217,7993 223,1024 
128 195,7356 201,9659 207,9045 213,6015 219,0943 224,4116 
129 196,9641 203,2123 209,1677 214,8804 220,3881 225,7195 
130 198,1917 204,4578 210,4298 216,1583 221,6807 227,0263 

       
131 199,4185 205,7024 211,6910 217,4350 222,9723 228,3319 
132 200,6444 206,9460 212,9512 218,7108 224,2628 229,6364 
133 201,8695 208,1888 214,2104 219,9855 225,5522 230,9397 
134 203,0937 209,4306 215,4687 221,2592 226,8405 232,2419 
135 204,3170 210,6715 216,7260 222,5319 228,1277 233,5430 

       
136 205,5396 211,9115 217,9823 223,8036 229,4139 234,8430 
137 206,7614 213,1507 219,2377 225,0743 230,6991 236,1419 
138 207,9823 214,3890 220,4922 226,3440 231,9832 237,4397 
139 209,2025 215,6265 221,7458 227,6128 233,2663 238,7365 
140 210,4218 216,8631 222,9985 228,8806 234,5484 240,0322 

       
141 211,6404 218,0988 224,2503 230,1474 235,8296 241,3269 
142 212,8582 219,3338 225,5012 231,4133 237,1097 242,6206 
143 214,0753 220,5679 226,7512 232,6783 238,3888 243,9132 
144 215,2916 221,8012 228,0004 233,9424 239,6670 245,2048 
145 216,5072 223,0337 229,2487 235,2056 240,9443 246,4954 

       
146 217,7220 224,2654 230,4962 236,4679 242,2206 247,7851 
147 218,9361 225,4963 231,7428 237,7293 243,4960 249,0737 
148 220,1494 226,7265 232,9886 238,9898 244,7704 250,3614 
149 221,3621 227,9558 234,2336 240,2494 246,0439 251,6481 
150 222,5740 229,1845 235,4777 241,5082 247,3165 252,9339 
 

.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3. ТАБЛИЦА ПОРОГОВ. НЕКОГЕРЕНТНОЕ 

НАКОПЛЕНИЕ ПОСЛЕ ЛИНЕЙНОГО ДЕТЕКТОРА 

F 

 N 

      

  
110    

210    
310    

410    
510    

610  
      

       
1 2,1460 3,0349 3,7169 4,2919 4,7985 5,2565 
2 3,7431 4,9316 5,8492 6,6275 7,3164 7,9415 
3 5,2620 6,6747 7,7643 8,6898 9,5106 10,2568 
4 6,7397 8,3398 9,5713 10,6173 11,5456 12,3902 
5 8,1908 9,9552 11,3103 12,4606 13,4816 14,4109 
       

6 9,6230 11,5356 13,0015 14,2450 15,3486 16,3531 
7 11,0409 13,0894 14,6567 15,9853 17,1639 18,2368 
8 12,4474 14,6223 16,2835 17,6908 18,9388 20,0747 
9 13,8446 16,1381 17,8873 19,3680 20,6808 21,8754 

10 15,2341 17,6396 19,4718 21,0218 22,3955 23,6453 
       

11 16,6169 19,1288 21,0399 22,6555 24,0869 25,3890 
12 17,9940 20,6076 22,5937 24,2720 25,7583 27,1101 
13 19,3660 22,0770 24,1352 25,8734 27,4122 28,8114 
14 20,7335 23,5383 25,6657 27,4613 29,0506 30,4954 
15 22,0970 24,9922 27,1863 29,0374 30,6752 32,1637 

       
16 23,4569 26,4395 28,6980 30,6027 32,2873 33,8181 
17 24,8135 27,8808 30,2018 32,1582 33,8882 35,4599 
18 26,1672 29,3167 31,6982 33,7048 35,4787 37,0901 
19 27,5181 30,7475 33,1879 35,2433 37,0599 38,7098 
20 28,8664 32,1737 34,6714 36,7743 38,6324 40,3197 

       
21 30,2124 33,5956 36,1491 38,2984 40,1969 41,9206 
22 31,5563 35,0135 37,6216 39,8160 41,7540 43,5132 
23 32,8981 36,4277 39,0891 41,3276 43,3041 45,0980 
24 34,2379 37,8385 40,5519 42,8336 44,8478 46,6756 
25 35,5761 39,2460 42,0104 44,3343 46,3854 48,2464 

       
26 36,9125 40,6504 43,4648 45,8301 47,9173 49,8107 
27 38,2473 42,0520 44,9154 47,3212 49,4438 51,3691 
28 39,5807 43,4508 46,3623 48,8079 50,9652 52,9217 
29 40,9126 44,8470 47,8058 50,2905 52,4819 54,4690 
30 42,2432 46,2408 49,2460 51,7691 53,9939 56,0112 

       
31 43,5725 47,6323 50,6831 53,2439 55,5017 57,5485 
32 44,9006 49,0215 52,1172 54,7152 57,0053 59,0813 
33 46,2276 50,4086 53,5486 56,1830 58,5050 60,6096 
34 47,5534 51,7938 54,9772 57,6476 60,0010 62,1338 
35 48,8782 53,1769 56,4033 59,1091 61,4934 63,6539 

       
36 50,2019 54,5583 57,8269 60,5677 62,9824 65,1702 
37 51,5247 55,9379 59,2481 62,0233 64,4680 66,6829 
38 52,8466 57,3157 60,6671 63,4763 65,9506 68,1920 
39 54,1675 58,6920 62,0839 64,9266 67,4301 69,6978 
40 55,4876 60,0666 63,4986 66,3744 68,9067 71,2002 

.
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 Линейный детектор 

F 

 N 

      

  
110    

210    
310    

410    
510    

610  
      

       
41 56,8069 61,4398 64,9113 67,8197 70,3805 72,6996 
42 58,1254 62,8115 66,3221 69,2628 71,8516 74,1959 
43 59,4431 64,1818 67,7310 70,7035 73,3201 75,6894 
44 60,7600 65,5508 69,1381 72,1421 74,7862 77,1800 
45 62,0763 66,9184 70,5434 73,5786 76,2497 78,6680 
       

46 63,3918 68,2848 71,9470 75,0130 77,7110 80,1533 
47 64,7067 69,6499 73,3491 76,4455 79,1700 81,6360 
48 66,0209 71,0139 74,7495 77,8760 80,6267 83,1164 
49 67,3345 72,3767 76,1484 79,3047 82,0814 84,5943 
50 68,6474 73,7384 77,5459 80,7317 83,5340 86,0700 
       

51 69,9598 75,0991 78,9419 82,1569 84,9846 87,5434 
52 71,2716 76,4586 80,3365 83,5804 86,4333 89,0146 
53 72,5829 77,8172 81,7297 85,0022 87,8801 90,4838 
54 73,8936 79,1748 83,1216 86,4225 89,3250 91,9509 
55 75,2037 80,5314 84,5123 87,8412 90,7682 93,4160 
       

56 76,5134 81,8870 85,9017 89,2585 92,2097 94,8792 
57 77,8226 83,2418 87,2898 90,6742 93,6494 96,3405 
58 79,1312 84,5957 88,6768 92,0886 95,0876 97,8000 
59 80,4394 85,9487 90,0627 93,5015 96,5241 99,2577 
60 81,7472 87,3009 91,4474 94,9131 97,9591 100,7136 
       

61 83,0544 88,6522 92,8311 96,3234 99,3925 102,1679 
62 84,3613 90,0027 94,2136 97,7324 100,8245 103,6205 
63 85,6677 91,3525 95,5952 99,1401 102,2551 105,0715 
64 86,9737 92,7015 96,9757 100,5466 103,6842 106,5209 
65 88,2793 94,0498 98,3552 101,9519 105,1120 107,9688 
       

66 89,5844 95,3973 99,7337 103,3561 106,5384 109,4152 
67 90,8892 96,7441 101,1113 104,7591 107,9635 110,8601 
68 92,1936 98,0902 102,4880 106,1610 109,3873 112,3036 
69 93,4977 99,4356 103,8638 107,5618 110,8098 113,7457 
70 94,8013 100,7804 105,2387 108,9615 112,2312 115,1864 
       

71 96,1046 102,1245 106,6127 110,3602 113,6513 116,6258 
72 97,4076 103,4680 107,9858 111,7578 115,0703 118,0638 
73 98,7102 104,8109 109,3582 113,1545 116,4881 119,5006 
74 100,0125 106,1531 110,7297 114,5501 117,9047 120,9361 
75 101,3144 107,4948 112,1004 115,9448 119,3203 122,3704 
       

76 102,6161 108,8358 113,4704 117,3386 120,7348 123,8034 
77 103,9174 110,1763 114,8395 118,7314 122,1482 125,2353 
78 105,2184 111,5162 116,2080 120,1234 123,5606 126,6660 
79 106,5191 112,8556 117,5757 121,5144 124,9719 128,0956 
80 107,8194 114,1944 118,9426 122,9046 126,3823 129,5241 
       

81 109,1195 115,5327 120,3089 124,2939 127,7917 130,9514 
82 110,4194 116,8704 121,6744 125,6824 129,2001 132,3777 
83 111,7189 118,2077 123,0393 127,0700 130,6075 133,8029 
84 113,0181 119,5444 124,4035 128,4569 132,0141 135,2271 
85 114,3171 120,8807 125,7671 129,8429 133,4197 136,6503 

.
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 Линейный детектор 

F 

 N 

      

 
110   

210   
310   

410   
510   

610  
      

       
86 115,6158 122,2165 127,1300 131,2282 134,8244 138,0724 
87 116,9143 123,5517 128,4922 132,6127 136,2283 139,4936 
88 118,2125 124,8866 129,8538 133,9965 137,6312 140,9138 
89 119,5104 126,2209 131,2149 135,3795 139,0334 142,3331 
90 120,8081 127,5548 132,5753 136,7617 140,4347 143,7514 
       

91 122,1055 128,8883 133,9351 138,1433 141,8351 145,1688 
92 123,4027 130,2213 135,2943 139,5242 143,2348 146,5854 
93 124,6997 131,5538 136,6530 140,9043 144,6336 148,0010 
94 125,9964 132,8860 138,0111 142,2838 146,0317 149,4157 
95 127,2929 134,2177 139,3686 143,6626 147,4290 150,8296 
       

96 128,5892 135,5491 140,7256 145,0408 148,8256 152,2426 
97 129,8852 136,8800 142,0821 146,4183 150,2214 153,6548 
98 131,1810 138,2105 143,4380 147,7951 151,6164 155,0662 
99 132,4767 139,5406 144,7934 149,1713 153,0108 156,4768 

100 133,7720 140,8704 146,1483 150,5469 154,4044 157,8866 
       

101 135,0672 142,1997 147,5026 151,9219 155,7973 159,2956 
102 136,3622 143,5287 148,8565 153,2963 157,1896 160,7038 
103 137,6570 144,8573 150,2099 154,6701 158,5811 162,1113 
104 138,9516 146,1855 151,5628 156,0433 159,9720 163,5180 
105 140,2459 147,5134 152,9152 157,4160 161,3622 164,9239 

       
106 141,5401 148,8410 154,2671 158,7881 162,7518 166,3292 
107 142,8341 150,1681 155,6186 160,1596 164,1407 167,7337 
108 144,1279 151,4950 156,9697 161,5305 165,5290 169,1375 
109 145,4215 152,8215 158,3202 162,9009 166,9166 170,5406 
110 146,7150 154,1476 159,6703 164,2708 168,3037 171,9431 

       
111 148,0082 155,4735 161,0200 165,6402 169,6901 173,3448 
112 149,3013 156,7990 162,3693 167,0090 171,0760 174,7459 
113 150,5942 158,1242 163,7181 168,3773 172,4612 176,1463 
114 151,8869 159,4490 165,0665 169,7451 173,8459 177,5461 
115 153,1794 160,7736 166,4145 171,1124 175,2299 178,9452 

       
116 154,4718 162,0978 167,7621 172,4792 176,6135 180,3437 
117 155,7640 163,4218 169,1092 173,8455 177,9964 181,7416 
118 157,0560 164,7454 170,4560 175,2113 179,3788 183,1388 
119 158,3479 166,0687 171,8024 176,5767 180,7607 184,5355 
120 159,6396 167,3918 173,1483 177,9415 182,1420 185,9315 

       
121 160,9312 168,7145 174,4939 179,3060 183,5227 187,3269 
122 162,2226 170,0370 175,8392 180,6699 184,9030 188,7218 
123 163,5138 171,3592 177,1840 182,0334 186,2827 190,1160 
124 164,8049 172,6811 178,5285 183,3965 187,6619 191,5097 
125 166,0959 174,0027 179,8725 184,7591 189,0406 192,9029 

       
126 167,3866 175,3241 181,2163 186,1213 190,4188 194,2954 
127 168,6773 176,6452 182,5597 187,4830 191,7965 195,6874 
128 169,9678 177,9660 183,9027 188,8443 193,1738 197,0789 
129 171,2581 179,2866 185,2454 190,2052 194,5505 198,4698 
130 172,5483 180,6068 186,5877 191,5657 195,9268 199,8602 

.
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 Линейный детектор 

F 

 N 

      

 
110   

210   
310   

410   
510   

610  
      

       
131 173,8384 181,9269 187,9297 192,9258 197,3025 201,2501 
132 175,1283 183,2467 189,2713 194,2854 198,6778 202,6394 
133 176,4181 184,5662 190,6126 195,6447 200,0527 204,0282 
134 177,7077 185,8855 191,9536 197,0035 201,4271 205,4166 
135 178,9972 187,2045 193,2942 198,3620 202,8010 206,8044 

       
136 180,2866 188,5233 194,6346 199,7201 204,1745 208,1917 
137 181,5759 189,8419 195,9746 201,0778 205,5476 209,5785 
138 182,8650 191,1602 197,3143 202,4351 206,9202 210,9648 
139 184,1539 192,4783 198,6537 203,7920 208,2924 212,3507 
140 185,4428 193,7961 199,9927 205,1485 209,6641 213,7360 

       
141 186,7315 195,1138 201,3315 206,5047 211,0355 215,1209 
142 188,0201 196,4312 202,6700 207,8606 212,4064 216,5054 
143 189,3086 197,7483 204,0081 209,2160 213,7769 217,8893 
144 190,5970 199,0653 205,3460 210,5711 215,1470 219,2728 
145 191,8852 200,3820 206,6836 211,9259 216,5166 220,6559 

       
146 193,1733 201,6985 208,0208 213,2803 217,8859 222,0385 
147 194,4613 203,0148 209,3578 214,6343 219,2548 223,4207 
148 195,7492 204,3309 210,6945 215,9881 220,6233 224,8024 
149 197,0370 205,6467 212,0310 217,3414 221,9914 226,1837 
150 198,3246 206,9624 213,3671 218,6945 223,3591 227,5645 

 

F 

 N 

      

  710    810    910    1010    1110    1210  
      

       
1 5,6777 6,0697 6,4379 6,7861 7,1174 7,4338 
2 8,5181 9,0561 9,5625 10,0423 10,4993 10,9366 
3 10,9463 11,5905 12,1976 12,7734 13,3225 13,8484 
4 13,1713 13,9018 14,5907 15,2448 15,8688 16,4668 
5 15,2706 16,0752 16,8343 17,5554 18,2437 18,9036 
       

6 17,2827 18,1528 18,9742 19,7546 20,4998 21,2145 
7 19,2297 20,1593 21,0369 21,8709 22,6676 23,4318 
8 21,1259 22,1101 23,0394 23,9227 24,7666 25,5762 
9 22,9809 24,0159 24,9933 25,9224 26,8100 27,6618 

10 24,8018 25,8845 26,9069 27,8788 28,8075 29,6987 
       

11 26,5936 27,7214 28,7864 29,7988 30,7662 31,6946 
12 28,3605 29,5311 30,6365 31,6873 32,6914 33,6551 
13 30,1056 31,3171 32,4610 33,5484 34,5875 35,5848 
14 31,8315 33,0821 34,2629 35,3854 36,4580 37,4874 
15 33,5402 34,8285 36,0447 37,2008 38,3056 39,3659 
       

16 35,2335 36,5580 37,8085 38,9970 40,1328 41,2227 
17 36,9129 38,2724 39,5559 40,7758 41,9414 43,0600 
18 38,5795 39,9730 41,2884 42,5386 43,7332 44,8795 
19 40,2345 41,6610 43,0074 44,2870 45,5095 46,6828 
20 41,8788 43,3373 44,7138 46,0219 47,2718 48,4711 

.
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 Линейный детектор 

F 

 N 

      

  
710    

810    
910    

1010    
1110    

1210  
      

       
21 43,5132 45,0029 46,4087 47,7446 49,0209 50,2456 
22 45,1385 46,6585 48,0929 49,4558 50,7579 52,0074 
23 46,7551 48,3048 49,7670 51,1564 52,4837 53,7572 
24 48,3638 49,9424 51,4319 52,8470 54,1989 55,4960 
25 49,9650 51,5719 53,0880 54,5284 55,9043 57,2244 
       

26 51,5592 53,1938 54,7360 56,2010 57,6004 58,9430 
27 53,1468 54,8086 56,3762 57,8654 59,2878 60,6524 
28 54,7281 56,4165 58,0092 59,5221 60,9670 62,3532 
29 56,3035 58,0180 59,6353 61,1714 62,6385 64,0459 
30 57,8732 59,6135 61,2548 62,8137 64,3025 65,7307 
       

31 59,4377 61,2032 62,8682 64,4495 65,9596 67,4082 
32 60,9971 62,7874 64,4757 66,0790 67,6101 69,0787 
33 62,5517 64,3663 66,0775 67,7025 69,2542 70,7426 
34 64,1017 65,9403 67,6740 69,3203 70,8923 72,4001 
35 65,6473 67,5095 69,2654 70,9327 72,5247 74,0515 
       

36 67,1886 69,0742 70,8519 72,5399 74,1515 75,6972 
37 68,7260 70,6345 72,4338 74,1421 75,7731 77,3373 
38 70,2595 72,1906 74,0111 75,7395 77,3896 78,9720 
39 71,7892 73,7427 75,5841 77,3323 79,0012 80,6017 
40 73,3154 75,2909 77,1530 78,9207 80,6082 82,2264 
       

41 74,8382 76,8354 78,7179 80,5048 82,2107 83,8464 
42 76,3577 78,3763 80,2789 82,0849 83,8088 85,4619 
43 77,8739 79,9138 81,8362 83,6610 85,4028 87,0730 
44 79,3871 81,4479 83,3900 85,2333 86,9928 88,6798 
45 80,8973 82,9788 84,9403 86,8020 88,5789 90,2826 
       

46 82,4047 84,5066 86,4873 88,3671 90,1612 91,8814 
47 83,9092 86,0314 88,0310 89,9288 91,7400 93,4764 
48 85,4111 87,5533 89,5717 91,4871 93,3152 95,0677 
49 86,9104 89,0723 91,1093 93,0423 94,8870 96,6555 
50 88,4071 90,5886 92,6440 94,5943 96,4555 98,2398 
       

51 89,9014 92,1023 94,1758 96,1433 98,0208 99,8207 
52 91,3934 93,6134 95,7049 97,6894 99,5831 101,3983 
53 92,8830 95,1220 97,2313 99,2326 101,1423 102,9728 
54 94,3704 96,6282 98,7551 100,7731 102,6986 104,5443 
55 95,8556 98,1321 100,2764 102,3109 104,2521 106,1127 
       

56 97,3386 99,6336 101,7953 103,8461 105,8028 107,6782 
57 98,8197 101,1329 103,3117 105,3787 107,3508 109,2410 
58 100,2987 102,6300 104,8258 106,9088 108,8962 110,8009 
59 101,7757 104,1250 106,3377 108,4366 110,4390 112,3582 
60 103,2509 105,6180 107,8473 109,9620 111,9794 113,9129 
       

61 104,7242 107,1089 109,3548 111,4851 113,5174 115,4650 
62 106,1956 108,5979 110,8602 113,0060 115,0530 117,0147 
63 107,6653 110,0850 112,3635 114,5247 116,5863 118,5619 
64 109,1333 111,5702 113,8648 116,0413 118,1173 120,1068 
65 110,5996 113,0536 115,3642 117,5558 119,6462 121,6494 

.
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 Линейный детектор 

F 

 N 

      

 
710   

810   
910   

1010   
1110   

1210  
      

       
66 112,0643 114,5352 116,8617 119,0682 121,1729 123,1897 
67 113,5273 116,0150 118,3573 120,5787 122,6975 124,7278 
68 114,9888 117,4932 119,8511 122,0873 124,2201 126,2638 
69 116,4488 118,9697 121,3431 123,5939 125,7407 127,7977 
70 117,9072 120,4446 122,8334 125,0988 127,2593 129,3295 
       

71 119,3642 121,9179 124,3220 126,6018 128,7760 130,8593 
72 120,8197 123,3896 125,8089 128,1030 130,2909 132,3871 
73 122,2738 124,8598 127,2941 129,6025 131,8039 133,9131 
74 123,7265 126,3285 128,7778 131,1003 133,3151 135,4371 
75 125,1779 127,7957 130,2599 132,5964 134,8246 136,9593 
       

76 126,6280 129,2615 131,7405 134,0909 136,3323 138,4796 
77 128,0767 130,7259 133,2195 135,5838 137,8383 139,9982 
78 129,5242 132,1890 134,6971 137,0751 139,3427 141,5151 
79 130,9704 133,6506 136,1733 138,5649 140,8455 143,0302 
80 132,4154 135,1110 137,6480 140,0532 142,3467 144,5437 
       

81 133,8592 136,5700 139,1213 141,5400 143,8463 146,0555 
82 135,3019 138,0278 140,5933 143,0254 145,3444 147,5658 
83 136,7433 139,4843 142,0639 144,5093 146,8409 149,0744 
84 138,1837 140,9396 143,5332 145,9919 148,3360 150,5815 
85 139,6229 142,3937 145,0012 147,4730 149,8297 152,0871 
       

86 141,0610 143,8466 146,4680 148,9528 151,3219 153,5911 
87 142,4980 145,2983 147,9335 150,4313 152,8127 155,0937 
88 143,9340 146,7489 149,3977 151,9085 154,3022 156,5949 
89 145,3689 148,1984 150,8608 153,3844 155,7902 158,0946 
90 146,8028 149,6467 152,3227 154,8590 157,2770 159,5929 
       

91 148,2357 151,0940 153,7834 156,3324 158,7625 161,0899 
92 149,6677 152,5402 155,2430 157,8046 160,2466 162,5855 
93 151,0986 153,9853 156,7014 159,2756 161,7296 164,0798 
94 152,5286 155,4295 158,1587 160,7454 163,2112 165,5728 
95 153,9576 156,8725 159,6150 162,2141 164,6917 167,0645 
       

96 155,3857 158,3146 161,0701 163,6816 166,1709 168,5549 
97 156,8129 159,7557 162,5242 165,1480 167,6489 170,0441 
98 158,2392 161,1958 163,9773 166,6133 169,1258 171,5320 
99 159,6646 162,6350 165,4294 168,0775 170,6016 173,0188 

100 161,0892 164,0732 166,8804 169,5406 172,0762 174,5043 
       

101 162,5129 165,5105 168,3304 171,0027 173,5497 175,9887 
102 163,9357 166,9469 169,7795 172,4637 175,0221 177,4720 
103 165,3577 168,3824 171,2276 173,9237 176,4934 178,9541 
104 166,7789 169,8170 172,6748 175,3827 177,9636 180,4351 
105 168,1993 171,2507 174,1210 176,8407 179,4328 181,9149 

       
106 169,6188 172,6836 175,5663 178,2977 180,9010 183,3937 
107 171,0376 174,1156 177,0106 179,7538 182,3681 184,8715 
108 172,4556 175,5467 178,4541 181,2089 183,8343 186,3481 
109 173,8729 176,9771 179,8967 182,6631 185,2994 187,8237 
110 175,2894 178,4066 181,3385 184,1163 186,7636 189,2983 

.
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 Линейный детектор 

F 

 N 

      

 
710   

810   
910   

1010   
1110   

1210  
      

       
111 176,7051 179,8353 182,7793 185,5686 188,2268 190,7719 
112 178,1202 181,2633 184,2193 187,0201 189,6890 192,2445 
113 179,5345 182,6904 185,6585 188,4706 191,1504 193,7161 
114 180,9480 184,1168 187,0969 189,9203 192,6108 195,1867 
115 182,3609 185,5424 188,5344 191,3690 194,0702 196,6564 

       
116 183,7731 186,9673 189,9712 192,8170 195,5288 198,1251 
117 185,1846 188,3914 191,4071 194,2641 196,9865 199,5929 
118 186,5954 189,8148 192,8423 195,7103 198,4433 201,0598 
119 188,0055 191,2374 194,2766 197,1558 199,8992 202,5257 
120 189,4150 192,6594 195,7103 198,6004 201,3543 203,9908 

       
121 190,8239 194,0806 197,1431 200,0442 202,8085 205,4549 
122 192,2320 195,5012 198,5753 201,4873 204,2619 206,9182 
123 193,6396 196,9211 200,0066 202,9295 205,7145 208,3807 
124 195,0465 198,3402 201,4373 204,3710 207,1663 209,8422 
125 196,4528 199,7588 202,8672 205,8117 208,6172 211,3029 

       
126 197,8585 201,1766 204,2965 207,2517 210,0674 212,7628 
127 199,2636 202,5938 205,7250 208,6909 211,5168 214,2219 
128 200,6681 204,0103 207,1528 210,1294 212,9654 215,6801 
129 202,0720 205,4263 208,5800 211,5672 214,4132 217,1376 
130 203,4753 206,8415 210,0065 213,0042 215,8603 218,5942 

       
131 204,8780 208,2562 211,4323 214,4406 217,3066 220,0501 
132 206,2802 209,6702 212,8574 215,8762 218,7522 221,5052 
133 207,6818 211,0836 214,2819 217,3111 220,1970 222,9595 
134 209,0828 212,4964 215,7058 218,7454 221,6412 224,4130 
135 210,4833 213,9087 217,1290 220,1790 223,0846 225,8658 

       
136 211,8832 215,3203 218,5516 221,6119 224,5273 227,3179 
137 213,2826 216,7313 219,9735 223,0441 225,9693 228,7692 
138 214,6815 218,1418 221,3948 224,4757 227,4106 230,2198 
139 216,0798 219,5517 222,8156 225,9066 228,8512 231,6697 
140 217,4776 220,9610 224,2357 227,3369 230,2912 233,1188 

       
141 218,8749 222,3698 225,6552 228,7666 231,7305 234,5673 
142 220,2717 223,7780 227,0741 230,1956 233,1691 236,0151 
143 221,6679 225,1857 228,4925 231,6240 234,6071 237,4621 
144 223,0637 226,5929 229,9103 233,0518 236,0444 238,9085 
145 224,4590 227,9995 231,3274 234,4790 237,4810 240,3543 

       
146 225,8538 229,4055 232,7441 235,9056 238,9171 241,7993 
147 227,2481 230,8111 234,1601 237,3316 240,3525 243,2437 
148 228,6419 232,2161 235,5756 238,7570 241,7873 244,6874 
149 230,0352 233,6206 236,9906 240,1818 243,2215 246,1305 
150 231,4281 235,0246 238,4050 241,6060 244,6550 247,5730 
 
 

.
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