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ПРЕДИСЛОВИЕ К НОВОМУ ИЗДАНИЮ

Предлагаемая вниманию читателя книга бывшего профес-
сора физического факультета Московского государственного
университета Руслана Леонтьевича Стратоновича (1930–1997 гг.)
имеет интересную историю. Первоначальный вариант этой книги
под названием «Избранные вопросы теории флюктуаций в радио-
технике» был опубликован в Москве издательством «Советское
радио» очень давно — в 1961 году. Книга сразу вызвала интерес
у широкого круга специалистов (не только в радиотехнике, но
и в других областях знания) в СССР и за рубежом. Британское
издательство Gordon and Breach сразу приступило к переводу
этой книги на английский язык. В процессе перевода в книгу
вносились некоторые изменения и дополнения, которые бы-
ли выполнены автором по просьбе издателей и переводчиков.
Подготовка английского издания сопровождалась постепенным
осознанием того факта, что материал книги выходит далеко за
рамки радиотехнических приложений и содержит методы анализа
произвольных динамических систем при случайных возмущениях.
Поэтому название книги было изменено (по сравнению с первона-
чальным вариантом 1961 г.) и приведено в соответствие с новым
пониманием содержания книги. Результатом этой деятельности
стало появление нового расширенного английского варианта этой
книги, который был опубликован в виде двух томов под названием
Topics in the Theory of Random Noise, Vol. I, Gordon and Breach,
N.Y. — London, 1963, 293 p.; Vol. II, Gordon and Breach, N.Y. —
London, 1967, 329 p.

Однако «англоязычный период» истории книги на этом не за-
кончился. Успех двухтомного английского издания 1963–1967 гг.
был настолько велик (здесь уместно отметить высокое качество
перевода, выполненного Ричардом Сильверманом, работавшим
в тесном контакте с Р. Л. Стратоновичем), что очень скоро книга
стала библиографической редкостью, и в 1981 году издательство
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Gordon and Breach осуществило второе издание книги (сразу двух
томов).

Все изменения и дополнения, подготовленные автором для
английского издания, включены в эту книгу1. А поскольку после
1961 года на русском языке книга ни разу не переиздавалась,
то можно утверждать, что монография, которую Вы держите
в своих руках, публикуется в России впервые. Уже одно это
обстоятельство делает издание данной книги весьма актуальным.

Однако справедливости ради следует сказать, что на на-
чальном этапе подготовки книги к печати наряду с аргументами
в пользу публикации неоднократно высказывались и серьёзные
контраргументы, порождавшие сомнения в успешности данного
проекта. Суть этих контраргументов сводилась к тому, что книга
написана очень давно, материал книги устарел и не может
представлять большого интереса для современного читателя.
Для исправления ситуации некоторые специалисты предлагали
«оживить» книгу, включив в неё некоторые новые результаты,
полученные бывшими коллегами и учениками Р. Л. Стратоновича
и тематически связанные с материалом основной части книги. Од-
нако эта разумная идея была отвергнута большинством специали-
стов, вовлечённых в данный проект. Отвергнута по двум основным
соображениям: во-первых, включение в книгу нового материала
привело бы к непозволительно большому объёму книги, и во-
вторых (и это главное), появление нового материала наверняка
нарушило бы тот лёгкий и изящный авторский стиль изложения,
который был характерен для первоначального варианта и который
в своё время так восхищал большинство рецензентов книги
(особенно английского её варианта).

Что же касается содержания, то за исключением нескольких
иллюстрирующих примеров основной материал книги составля-
ют фундаментальные базовые вопросы анализа стохастических
динамических систем, основанные на широком использовании
теории случайных процессов. Большое внимание уделяется раз-
личным моделям марковских процессов. В книге рассмотрены
гауссовы и негауссовы случайные процессы, марковские процес-
сы диффузионного типа, а также разрывные процессы, исследу-
емые на базе разработанной автором теории коррелированных
случайных точек. Тщательно изучаются чрезвычайно важные для
практики вопросы аппроксимации реальных сглаженных процес-

1Работа по переводу и редактированию этих дополнений была выполнена
В. В. Стратонович — супругой Р. Л. Стратоновича.
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сов процессами Маркова, подробно исследуется связь между
стохастическими уравнениями и уравнениями Фоккера–Планка
и Колмогорова для вероятностей перехода. В книге детально опи-
саны методы анализа случайных процессов на выходе пассивных
безынерционных и инерционных нелинейных преобразователей,
включая проблемы выбросов случайных функций (пороговых
сигналов). Очень подробно в книге изучаются автоколебательные
процессы в нелинейных системах при случайных возмущениях.

Таким образом, материал книги охватывает если не все, то
подавляющее большинство вопросов, возникающих при анализе
стохастических систем, а уже отмечавшаяся лёгкая и свободная
авторская манера делает изложение этих вопросов свежим и ори-
гинальным, несмотря на прошедшие 50 лет, отделяющие нас от
времени написания этой книги. Можно не сомневаться, что почти
любой специалист по стохастическому анализу динамических
систем, не читавший книгу Р. Л. Стратоновича ранее, наверняка
обнаружит в ней какие-то оригинальные и новые идеи. Это
особенно относится к молодым специалистам, а также к студен-
там, которые (кстати!) могут использовать первую часть книги
в качестве прекрасного учебника по основам теории вероятностей
и теории случайных процессов.

Если попытаться оценить книгу в целом и определить её
роль в исторической ретроспективе, то безусловно её можно
назвать одной из вершин творческого наследия автора. Таких
вершин на творческом пути Р. Л. Стратоновича было несколько,
и каждая из них, как правило, имела своё воплощение в виде
соответствующей монографии. Ниже приводится полный список
монографий Р. Л. Стратоновича, опубликованных как в нашей
стране, так и за рубежом:

1) П. И. Кузнецов, Р. Л. Стратонович. Распространение элек-
тромагнитных волн в многопроводных системах. Сб. трудов
1947–1955 гг. — М.: ВЦ АН СССР, 1958. — 84 с.

2) Р. Л. Стратонович. Избранные вопросы теории флюктуаций
в радиотехнике. — М.: Сов. Радио, 1961. — 558 с.

3) Р. Л. Стратонович. Условные марковские процессы и их при-
менение к теории оптимального управления. — М.: Изд-во
МГУ, 1966. — 319 с.

4) И. А. Большаков, Л. С. Гуткин, Б. Р. Левин, Р. Л. Стратоно-
вич. Математические основы современной радиоэлектрони-
ки. — М.: Сов. Радио, 1968. — 204 с.
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5) Р. Л. Стратонович. Принципы адаптивного приема. — М.:
Сов. Радио, 1973. — 140 с.

6) Р. Л. Стратонович. Теория информации. — М.: Сов. Радио,
1975. — 424 с.

7) Р. Л. Стратонович. Hелинейная неравновесная термодинами-
ка. — М.: Hаука, 1985. — 478 с.

8) Р. Л. Стратонович, М. С. Полякова. Элементы молекууляр-
ной физики, термодинамики и статистической физики. — М.:
Изд-во МГУ, 1981. — 176 с.

9) P. I. Kuznetsov, R. L. Stratonovich. The Propagation of Electro-
magnetic Waves in Multiconductor Transmission Lines, Perga-
mon Press, 1964, 190 p. (Перевод сборника статей П. И. Куз-
нецова и Р. Л. Стратоновича [1] с предисловием Луи де
Бройля).

10) Nonlinear Transformation of Stochastic Processes. Pergamon
Press, 1965, 500 pp. (Сб. переводов статей П. И. Кузнецова,
Р. Л. Стратоновича, В. И. Тихонова.)

11) R. L. Stratonovich. Topics in the Theory of Random Noise,
Vol. I, Gordon and Breach, N. Y. — London, 1963, 292 p.; Vol. II,
Gordon and Breach, N. Y. — London, 1967, 329 p. Второе
издание 1981 г. (Переработанное и дополненное английское
издание монографии [2].)

12) R. L. Stratonovich. Conditional Markov Processes and Their
Application to the Theory of Optimal Control. Elsevier, N. Y.,
1968, 350 pp. (Расширенное и переработанное английское
Издание.)

13) R. L. Stratonovich. Nonlinear Nonequilibrium Thermodynamics
I. Linear and Nonlinear Fluctuation–Dissipation Theorems.
In Springer Series in Synergetics, Vol. 57, Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg, N. Y., 1992, 361 pp.

14) R. L. Stratonovich. Nonlinear Nonequilibrium Thermodynamics
II. Advanced Theory. In Springer Series in Synergetics, Vol. 59,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, N. Y., 1994, 223 pp.

Даже без подробного анализа содержания этих работ (недав-
но вышла книга «Профессор Р. Л. Стратонович (1930–1997).
vi
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Воспоминания родных, коллег и друзей» под ред. Ю. М. Рома-
новского. — М.–Ижевск: Институт компьютерных исследований,
2007, 174 с. (ISBN 978-5-93972-606-1), содержащая достаточно
подробный анализ творческого наследия Р. Л. Стратоновича) оче-
видно, что перечисленные монографии принадлежат к таким об-
ластям знания, как физика, математика, кибернетика, некоторые
технические науки, что свидетельствует о чрезвычайной широте
научных интересов их автора.

Не меньшее впечатление производит «эффект влияния»
Р. Л. Стратоновича на развитие отечественной и мировой науки.
Для иллюстрации этого утверждения ниже приводится перечень
монографий (разумеется, далеко не полный), авторы которых
признают влияние идей Р. Л. Стратоновича на их работы:

1) В. И. Тихонов. Статистическая радиотехника. — М.: Радио
и Связь, 1982. — 624 с.

2) В. И. Тихонов, Н. К. Кульман. Нелинейная фильтрация и ква-
зикогерентный прием сигналов. — М.: Сов. Радио, 1975. —
704 с.

3) В. И. Тихонов, М. А. Миронов. Марковские процессы. — М.:
Сов. Радио. — 1977.

4) Ю. Г. Сосулин. Теория обнаружения и оценивания стохасти-
ческих сигналов. — М.: Сов. Радио, 1978. — 317 с.

5) Г. Е. Колосов. Синтез оптимальных автоматических систем
при случайных возмущениях. — М.: Наука, 1984. — 256 с.

6) С. А. Ахманов, А. С. Чиркин. Статистические явления в нели-
нейной оптике. — М.: Изд-во МГУ, 1971. — 128 с.

7) С. А. Ахманов, Ю. Е. Дьяков, А. С. Чиркин. Введение в ста-
тистическую радиофизику и оптику. — М.: Наука, 1981. —
640 с.

8) В. С. Анищенко, В. В. Астахов, Т. Е. Вадивасова, А. Б. Ней-
ман, Г. И. Стрелкова, Л. Шиманский-Гайер. Нелинейные эф-
фекты в хаотических и стохастических системах. — М.–
Ижевск: Институт компьютерных исследований, 2003, 544 с.

9) М. Ю. Романовский, Ю. М. Романовский. Введение в эко-
нофизику. Статистические и динамические модели. — М.–
Ижевск: Институт компьютерных исследований, 2007.
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10) Д. С. Чернавский. Синергетика и информация. Динамическая
теория информации. — М: УРСС, 2004. — 288 с.

11) А. Н. Малахов. Флюктуации в автоколебательных систе-
мах. — М.: Наука, 1968.

12) А. Н. Малахов. Кумулянтный анализ случайных негауссовых
процессов и их преобразований. — М.: Сов. радио, 1978.

13) Ю. Л. Климонтович. Введение в физику открытых систем. —
М.: Янус-К, 2002.

14) Ю. И. Неймарк, П. С. Ланда. Стохастические и хаотические
колебания. — М.: Наука, 1987.

15) А. Пиковский, М. Розенблюм, Ю. Куртс. Синхронизация.
Фундаментальное нелинейное явление. — М.: Техносфера,
2003.

16) В. А. Васильев, Ю. М. Романовский, В. Г. Яхно. Автоволно-
вые процессы. — М.: Наука, 1987. — 240 с.

17) Молекулярная динамика ферментов. Ред. Ю. М. Романов-
ский, В. Эбелинг. — М.: Московский университет, 2000.

18) Ю. М. Романовский, Н. В. Степанова, Д. С. Чернавский. Ма-
тематическое моделирование в биофизике. Введение в теоре-
тическую биофизику. — М.-Ижевск: Институт компьютер-
ных исследований, 2004. — 464 с.

19) Л. С. Полак, А. С. Михайлов. Самоорганизация в неравно-
весных физико-химических системах. — М.: Наука, 1983.

20) С. М. Рытов. Ведение в статистическую радиофизику. — М.:
Наука, Часть I. Случайные процессы, 1976. — 496 с.

21) В. Эбелинг, Р. Файстель. Хаос и космос. Синергетика эволю-
ции. — М.–Ижевск: Институт компьютерных исследований,
2005. — 334 с. (Пер. с англ. W. Ebeling, R. Feistel. Chaos und
Kosmos. Prinzipien der Evolution. Spektrum Akademischer
Verlag CmbH: Heidelberg, 2002.)

22) V. S. Anishchenko, V. V. Astakhov, A. B. Neiman, T. E. Vadiva-
sova, L. Schimansky-Geier. Nonlinear Dynamics of Chaotic
and Stochastic Systems. — Springer, Berlin, 2007. — 450 p.
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23) W. Ebeling, L. Schimansky-Geier, Y. M. Romanovskii. Stochas-
tic Dynamics of Reacting Biomolecules. — World Scientific,
Singapore, 2002.

24) W. Ebeling, I. M. Sokolov. Statistical Thermodynamics and
Statistic Theory of Nonequilibrium Systems. — World Scientific
Publishing, Singapore, 2005.

25) C. W. Gardiner. Handbook of Stochastic Methods. Springer
Series in Synergetics, Vol. 13, Springer, Berlin, Heidelberg,
1982. (Пер. с англ.: К. В. Гардинер. Стохастические методы
в естественных науках. — М.: Мир, 1986, 528 с.)

26) G. E. Kolosov. Optimal Design of Control Systems. New York-
Basel, Marcel Dekker, Inc., 1999, 403 p.

27) F. Moss, P. V. E. McClintock (eds.). Noise in Nonlinear Dynami-
cal Systems, Vol. 1–3, Cambridge University Press, Cambridge,
1990.

28) V. A. Vasiliev, Y. M. Romanovsky, D. S. Chernavsky, V. G. Yakh-
no. Autowave Processes in Kinetic Systems. Spatial and
Temporal Self-Organization in Physics, Chemistry, Biology and
Medicine. D. Reidel Publishing Company, Dordrecht, Boston,
Lancaster, Tokyo, 1987, VEB Deutscher Verlag der Wissens-
chaften, 1987.

29) N. Van Kampen. Stochastic Processes in Physics and Chemis-
try, 2nd ed. North Holland, Amsterdam, 1992.

Об актуальности творческого наследия Р. Л. Стратоновича
для современной науки свидетельствуют также многочисленные
ссылки в Интернете на его работы, где широко используются
такие устоявшиеся именные научные и технические термины, как
«Интеграл Стратоновича», «Уравнение Стратоновича», «Цен-
ность информации по Стратоновичу», «Фильтрация по Стратоно-
вичу» и т. д.

Нет сомнения, что издание книги «Теория случайных процес-
сов в динамических системах» принесёт большую пользу всем,
интересующимся теорией случайных процессов, а также прило-
жениями этой теории к решению конкретных задач, возникающих
в физике, радиотехнике, биологии, экономике и других областях
науки и техники.
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В заключение сделаем один важный комментарий, относя-
щийся к используемому в книге способу решения стохастических
дифференциальных уравнений, которые широко используются
для моделирования случайных процессов. Известно, например,
что любой диффузионный марковский процесс можно рассмат-
ривать как результат воздействия достаточно сингулярных слу-
чайных функций типа броуновского движения (винеровского
процесса) или белого шума на некоторую динамическую систему,
описываемую системой обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Естественно, что решения этих уравнений (являющиеся
реализациями моделируемого диффузионного процесса) содер-
жат выражения, зависящие от указанных сингулярных процессов,
т. е. от винеровского процесса или белого шума. Эти реализации
в свою очередь могут подвергаться различным в общем случае
нелинейным инерционным преобразованиям при воздействии
марковского процесса на тот или иной динамический объект.

В данной книге все вычисления, связанные с интегрировани-
ем, дифференцированием, заменами переменных и нелинейными
преобразованиями реализаций марковских процессов, осуществ-
ляются по правилам классического математического анали-
за, разработанным для достаточно гладких или аналитических
функций. Такой способ обращения с реализациями марковских
процессов в 1961 году противоречил работам математического
характера, где решения стохастических дифференциальных урав-
нений строились с использованием стохастических интегралов
Ито, а для таких решений многие формулы классического анализа
оказывались несправедливыми. Таким образом, оказалось, что
решения стохастических дифференциальных уравнений по Стра-
тоновичу отличались от решения тех же стохастических уравнений
в смысле Ито. А поскольку решения Ито были известны гораздо
раньше решений Стратоновича (стохастический интеграл, кото-
рый используется для построения решения Ито, был предложен
в 1944 году), то многими специалистами высказывались сомнения
в справедливости вычислений Р. Л. Стратоновича в книге 1961 г.

Возникшая противоречивая ситуация требовала немедленно-
го разъяснения. Поэтому сразу после публикации книги в 1961 г.
Р. Л. Стратоновичем и другими специалистами был проведён ряд
дополнительных исследований, касающихся связи между реше-
ниями стохастических уравнений в смысле Ито и Стратоновича.

Прежде всего Р. Л. Стратоновичем было проведено детальное
исследование свойств стохастических интегралов. Оказалось,
что при интегрировании выражений, содержащих винеровский
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процесс или белый шум, величина стохастического интеграла
существенно зависит от способа построения интегральной суммы,
пределом которой данный интеграл является. А именно, для
одного и того же стохастического интеграла можно предложить
бесконечно много способов построения интегральных сумм (мно-
жество этих интегральных сумм имеет мощность континуума),
имеющих различные пределы при неограниченном сближении
точек — разбиения отрезка интегрирования. При этом интеграл
Ито является одним из этого бесконечного множества возмож-
ных значений стохастических интегралов. Далее, используя тот
или иной интеграл из указанного континуума, можно построить
бесконечное множество различных решений одного и того же
стохастического уравнения, отвечающих различным способам
определения стохастического интеграла. И наконец, среди все-
возможных способов определения стохастических интегралов су-
ществует один, обладающий свойствами симметрии относительно
направления отсчёта времени, который Р. Л. Стратонович назвал
«симметризованным» и используя который можно построить
решение стохастического уравнения (которое он также назвал
«симметризованным»), для которого уже оказываются справед-
ливыми все правила исчисления классического математического
анализа.

Таким образом, Р. Л. Стратонович показал, что оба решения:
и в смысле Ито и в «симметризованном» смысле имеют оди-
наковое право на существование и отличаются лишь способом
определения стохастического интеграла. Все эти результаты
впервые были опубликованы Р. Л. Стратоновичем в его статье
«Новая форма записи стохастических интегралов и уравнений»,
Вестник МГУ, сер. «Матем. и мех.», 1964, №1, а затем изложены
в его монографии по условным марковским процессам 1966 г.
После этих публикаций в мировой научной литературе «симмет-
ризованный интеграл» стали называть интегралом Стратоновича,
а решения стохастических уравнений, построенные с помощью
этого интеграла, соответственно, решениями Стратоновича.

И, наконец, самое последнее замечание. Если сравнить
решение Стратоновича с решением Ито или со всеми другими
возможными решениями стохастического уравнения, то решение
Стратоновича имеет, если можно так выразиться, наибольший
«физический» смысл. А именно, моделирование стохастических
дифференциальных уравнений с помощью элементов аналоговой
техники со случайными возмущениями в виде «реального» бе-
лого шума приводит к реализациям, совпадающим с решением
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Стратоновича. Результаты экспериментов, подтверждающие этот
факт, приведены в статье Дашевского М. Л. и Липцера Р. Ш.
«Моделирование стохастических дифференциальных уравнений,
связанных с задачей о «разладке» на аналоговой машине»,
Автоматика и телемеханика, 1966, т. 27, № 4.

Проф. Г. Е. Колосов,
Проф. Ю. М. Романовский
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СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ
В ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ
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Д О П О Л Н Е Н И Е 1 (к п. 4 § 4)

К ЗАМЕНЕ РЕАЛЬНОГО СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА
ПРОЦЕССОМ МАРКОВА

Здесь приводятся некоторые промежуточные выкладки, ко-
торые помогут читателю разобраться в достаточно сложном
выводе формул (4.179). Из (4.151) и (4.152) следует, что

L(1− L + L2 − . . . ) = εA + ε2B + ε3C + . . . ,

где

C = − ∂
∂x
〈Ḣ3〉+ ∂2

∂x2
[〈Ḣ2H1〉+ 〈Ḣ1H2〉]− 1

2
∂3

∂x3
〈Ḣ1H

2
1 〉−

− ∂
∂x

[
〈Ḣ2〉 ∂

∂x
〈H1〉+ 〈Ḣ1〉 ∂

∂x
〈H2〉

]
+ 1

2
∂
∂x
〈Ḣ1〉 ∂2

∂x2
〈H2

1 〉+

+ ∂2

∂x2
〈Ḣ1H1〉 ∂

∂x
〈H1〉 − ∂

∂x
〈Ḣ1〉 ∂

∂x
〈H1〉 ∂

∂x
〈H1〉. (4.290)

Запишем формулу (4.290) в виде

C = − ∂
∂x

C1 + ∂2

∂x2
C2 + ∂3

∂x3
C3, (4.291)

где C1, C2 и C3 являются функциями, которые можно выразить
через производные и интегралы от функций F , входящих в фор-
мулу (4.142). Используем соотношения

∂
∂x
〈Ḣ2〉 ∂

∂x
〈H1〉 = ∂2

∂x2
〈Ḣ2〉〈H1〉 − ∂

∂x

〈
∂Ḣ2

∂x

〉
〈H1〉,

∂
∂x
〈Ḣ1〉 ∂

∂x
〈H2〉 = ∂2

∂x2
〈Ḣ1〉〈H2〉 − ∂

∂x

〈
∂Ḣ1

∂x

〉
〈H2〉,
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∂
∂x
〈Ḣ1〉 ∂2

∂x2
〈H2

1 〉 = ∂3

∂x3
〈Ḣ1〉〈H2

1 〉−

− 2 ∂2

∂x2

〈
∂Ḣ1

∂x

〉
〈H2

1 〉+ ∂
∂x

〈
∂2Ḣ1

∂x2

〉
〈H2

1 〉,

∂2

∂x2
〈Ḣ1H1〉 ∂

∂x
〈H1〉 = ∂3

∂x3
〈Ḣ1H1〉〈H1〉−

− ∂2

∂x2

〈
∂Ḣ1

∂x
H1

〉
〈H1〉 − ∂2

∂x2

〈
Ḣ1

∂H1

∂x

〉
〈H1〉,

∂
∂x
〈Ḣ1〉 ∂

∂x
〈H1〉 ∂

∂x
〈H1〉 = ∂3

∂x3
〈Ḣ1〉〈H1〉2+

+ ∂2

∂x2

[
2

〈
∂Ḣ1

∂x

〉
〈H1〉2 + 〈Ḣ1〉

〈
∂H1

∂x

〉
〈H1〉

]
+

+ ∂
∂x

[〈
∂2Ḣ1

∂x2

〉
〈H1〉2 +

〈
∂Ḣ1

∂x

〉〈
∂H1

∂x

〉
〈H1〉

]
,

которые являются следствием операторного тождества

f(x) ∂
∂x

= ∂
∂x

f(x)−
∂f(x)

∂x
.

Подставляя эти соотношения в (4.290), получим

C1 = 〈Ḣ3〉 −

〈
∂Ḣ2

∂x

〉
〈H2〉 − 1

2

〈
∂2Ḣ2

∂x2

〉
〈H2

1 〉+

+

〈
∂2Ḣ2

∂x2

〉
〈H1〉2 +

〈
∂Ḣ1

∂x

〉〈
∂H1

∂x

〉
〈H1〉,

C2 =〈Ḣ2H1〉+〈Ḣ1H2〉−〈Ḣ2〉〈H1〉−〈Ḣ1〉〈H2〉−

〈
∂Ḣ1

∂x

〉
〈H2

1 〉−

−

〈
∂Ḣ1

∂x
H1

〉
〈H1〉−

〈
Ḣ1

∂H1

∂x

〉
〈H1〉+2

〈
∂Ḣ1

∂x

〉
〈H1〉2+

+ 〈Ḣ1〉
〈

∂H1

∂x

〉
〈H1〉, (4.292)

C3 = 1
2
〈Ḣ1H

2
1 〉 −

1
2
〈Ḣ1〉〈H2

1 〉 − 〈Ḣ1H1〉〈H1〉+ 〈Ḣ1〉〈H1〉2.
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Затем подставим (4.146) и (4.147) в (4.292). С учетом (1.47)
получим

C3 = 1
2
K[Ḣ1,H1,H1] = 1

2

0∫
−∞

0∫
−∞

K[F, Fτ , Fσ]dτdσ.

Аналогично, для C1 находим

C1 = 1
2
K
[
∂2F

∂x2
,H1,H1

]
+

〈
∂F
∂x

t∫
t0

dt′ ∂F
∂x

(t′)

t′∫
t0

F (t′′)dt′′

〉
−

−

〈
∂F
∂x

t∫
t0

∂F
∂x

(t′)dt′

〉〈 t∫
t0

F (t′′)dt′′

〉
−

−
〈

∂F
∂x

〉〈 t∫
t0

dt′ ∂F
∂x

(t′)

t′∫
t0

F (t′′)dt′′

〉
+

+
〈

∂F
∂x

〉〈 t∫
t0

∂F
∂x

(t′)dt′

〉〈 t∫
t0

F (t′′)dt′′

〉
.

Теперь разобьем область интегрирования t′ < t, t′′ < t в третьем
и последнем членах на две части, т. е. области t′ > t′′ и t′ < t′′.
Затем используем тождество

〈ξηζ〉 − 〈ξ〉〈ηζ〉 − 〈ξη〉〈ζ〉+ 〈ξ〉〈η〉〈ζ〉 = K[ξ, η, ζ] + 〈η〉K[ξ, ζ].

В результате получаем формулу

C1 = 1
2
K
[
∂2F

∂x2
,H1,H1

]
+

+
∫∫

0>τ>σ

{
K
[
∂F
∂x

,
∂Fτ

∂x
, Fσ

]
+
〈

∂Fτ

∂x

〉
K
[
∂F
∂x

, Fσ

]}
dσdτ−

−
∫∫

τ<σ<0

{〈
∂F
∂x

∂Fτ

∂x

〉
−
〈

∂F
∂x

〉〈
∂Fτ

∂x

〉}
〈Fσ〉dτdσ.

Для получения окончательного результата нужно лишь сделать
замену переменных σ → τ , τ → σ в последнем интеграле.
Выражение для C2 находится по той же схеме. Теперь вывод
формулы (4.179) становится вполне прозрачным.
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Д О П О Л Н Е Н И Е 2 (к п. 5 § 11)

О ВЫБРОСАХ СГЛАЖЕННОГО ПРОЦЕССА

В этом приложении приводятся некоторые промежуточные
выкладки, поясняющие вывод нескольких последних формул
из § 11.

1. После исключения выбросов и интервалов, более коротких
чем 2τsm, плотность вероятности для длительности выбросов
дается выражением

w1(τ) =

−
1

n1(2τsm)
dn1(τ)

dτ
при τ > 2τsm,

0 при τ 6 2τsm.
(11.97)

Аналогично для интервалов получаем

w2(τ) =

−
1

n2(2τsm)
dn2(τ)

dτ
при τ > 2τsm,

0 при τ 6 2τsm.

Здесь среднее число выбросов в единицу времени равно n1(2τsm),
тогда как для интервалов оно равно n2(2τsm). Доля полного
времени, занимаемого выбросами, составляет

n1(2τsm)〈τ1〉 = n1(2τsm)
∫

τw1(τ)dτ,

для интервалов эта величина имеет вид

n2(2τsm)〈τ2〉 = n2(2τsm)
∫

τw2(τ)dτ.

Отсюда следует, что

n1(2τsm)〈τ1〉+ n2(2τsm)〈τ2〉 = 1 (11.98)
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Для достаточно малых τsm среднее число выбросов и интервалов
приблизительно одинаково, т. е.

n1(2τsm) ≈ n2(2τsm) ≈ 1
2
w(b)

√
K

πτsm
, (11.99)

и поэтому формула (11.98) принимает вид

n1(2τsm) = 1
〈τ1〉+ 〈τ2〉

. (11.100)

Используя (11.97), получаем характеристическую функцию

Θ1(u) = − 1
n1(2τsm)

∞∫
2τsm

eiuτ dn1(τ)
dτ

dτ =

= e2iuτsm + iu
n1(2τsm)

∞∫
2τsm

eiuτn1(τ)dτ,

откуда следует

Θ1(u) ≈ 1−
n̄1(−iu)
n1(2τsm)

(11.101)

при условии, что |u| не слишком велико, т. е. если |u| � 1
2τsm

.

Благодаря исключению «коротких» выбросов и интервалов
теперь нет необходимости, чтобы за выбросом следовал интервал,
и действительно за выбросом может следовать другой выброс.
Возникновение (Наличие) выброса или интервала является собы-
тием, не зависящим от того, что имело место перед ним — выброс
или интервал. В силу (приближенного) соотношения n1(2τsm) =
= n2(2τsm) вероятность появления выброса или интервала

всегда равна 1
2

. Рассмотрим выброс, которому предшествовал

интервал. Этот выброс является «одиночным» (за ним следует

интервал) с вероятностью 1
2

, «двойным» (за ним сначала следует

один выброс, а затем один интервал) — с вероятностью 1
4

,

«тройным» — с вероятностью 1
8

и так далее. Поэтому плотность

вероятности сглаженного выброса, простирающегося от одного
интервала до следующего, имеет вид
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w̃1(τ) = 1
2
w1(τ) + 1

4

∫
w1(τ1)w1(τ − τ1)dτ1+

+ 1
4

∫∫
w1(τ1)w1(τ2)w1(τ − τ1 − τ2)dτ1dτ2 + . . . .

Переходя к характеристической функции, имеем

Θ̃1(u) = 1
2
Θ1(u)+1

4
Θ2

1(u)+1
8
Θ3

1(u)+ . . . =
Θ1(u)

2−Θ1(u)
. (11.102)

Подстановка (11.101) в (11.102) приводит к

Θ̃1(u) =
n1(2τsm)− ñ1(−iu)
n1(2τsm) + ñ1(−iu)

. (11.103)

Затем найдем среднюю длительность

〈τ̃1〉 =
∫

τw̃1(τ)dτ =

[
1−Θ1(ip)

p

]
p=0

(11.104)

сглаженных выбросов, которую затем сравним с 〈τ1〉. Подставляя
(11.102) в (11.104), получаем

〈τ̃1〉 = 2 lim
p→0

1−Θ1(ip)
p[2−Θ1(ip)]

,

откуда следует
〈τ̃1〉 = 2〈τ1〉, (11.105)

поскольку

lim
p→0

1−Θ1(ip)
p = 〈τ1〉.

Проделывая все то же самое для интервалов, находим

Θ̃2(u) =
n1(2τsm)− ñ2(−iu)
n1(2τsm) + ñ2(−iu)

,

〈τ̃2〉 = 2〈τ2〉.
(11.106)

Очевидно, среднее число объединенных выбросов (или интерва-
лов) в единицу времени равно

ñ1(2τsm) = ñ2(2τsm) = 1
〈τ̃1〉+ 〈τ̃2〉

.
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С учетом (11.100), (11.105) и (11.106) отсюда следует

ñ1(2τsm) = 1
2

1
〈τ1〉+ 〈τ2〉

= 1
2
n1(2τsm). (11.107)

И наконец, для вычисления ненормированного распределе-
ния (по длительности) ñ1(τ) объединенных выбросов нам нужно
всего лишь использовать формулу (11.67), заменяющую величи-
ну n(0) на конечную плотность объединенных пиков ñ1(2τsm)

ñ1(p) = ñ1(2τsm)[1− Θ̃1(ip)]. (11.108)

Затем подстановка (11.103) и (11.107) в (11.108) приводит
к искомой формуле (11.93).

2. Для доказательства (11.94) применим формулу (6.130)
к процессу η̃, полученному исключением «коротких» выбросов
и интервалов. Используя величины, имеющие отношение к объ-
единенным выбросам и интервалам, получаем

pL

[
−

dKη̃

dτ
, p

]
= 1
〈τ̃1〉+ 〈τ̃2〉

[1− Θ̃1(ip)][1− Θ̃2(ip)]

1− Θ̃1(ip)Θ̃2(ip)
.

Как и при выводе (11.76), правую часть этого выражения
можно записать в виде[

1
ñ1(2τsm)[1− Θ̃1(ip)]

+ 1
ñ1(2τsm)[1− Θ̃2(ip)]

− 1
ñ1(2τsm)

]−1

.

Используя (11.108), находим

pL

[
−

dKη̃

dτ
, p

]
=

[
1

ñ1(p)
+ 1

ñ2(p)
− 1

ñ1(2τsm)

]−1

. (11.109)

Для получения (11.94) нужно всего лишь подставить (11.93)
и аналогичное выражение для ñ2(p) в (11.109), учитывая при этом
(11.107).

3. Для сглаженного марковского процесса с постоянной
времени 2τsm число выбросов с длительностью τ � 2τsm

остается практически неизменным, тогда как число выбросов
с длительностью τ ∼ 2τsm меняется, но не порядок величины.
Поэтому

ñ1(2τsm) ∼ n1(2τsm).
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Более короткие выбросы τ � 2τsm практически все сглаживают-
ся, и следовательно

ñ1(0) ∼ ñ1(2τsm) ∼ n1(2τsm). (11.110)

Точное значение ñ1(0) зависит от того, как конкретно проводится
сглаживание, но при оценке по порядку величины формула
(11.110) справедлива при любом способе сглаживания. Посколь-
ку

n1(τ) ≈ w0(b)
√

K
2πτ

(11.111)

при условии, что τ существенно меньше других постоянных
системы (скажем, порядка T0), соотношение (11.110) принимает
вид

ñ1(0) ∼ ñ1(2τsm) ∼ 1
2
w0(b)

√
K

2πτ
(11.112)

(выражения (11.99) и (11.107) служат примером этой формулы).
В то же время, как показано в разделе 5 §11

ñ1(τ) ≈ n1(τ) при τ � 2τsm.

Поэтому, согласно (11.111)

ñ1(τ) ≈ w0(b)
√

K
2πτ

при 2τsm � τ � T0. (11.113)

Вводя интерполяцию функции f(z), можно объединить формулы
(11.112) и (11.113) в одну формулу (11.95). Тогда легко видеть, что
из формул (11.112) и (11.113) следует соотношение (11.96).
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Д О П О Л Н Е Н И Е 3 (к § 13)

ИСКЛЮЧЕНИЕ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ ЧЛЕНОВ ИЗ
СТОХАСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Для полноты здесь приводится описание общего метода
исключения колебательных членов непосредственно из стохасти-
ческого уравнения. Допустим, что последнее имеет вид

ẇ = εL(tε)w = εL1(t)w + ε2L2(t)w + . . . , (13.81)

где w = w(z) и L(t, ε) — некоторый линейный оператор
(данный метод может быть также обобщен на случай нелинейных
операторов). Пусть зависимость от времени в L(t, ε) будет
исключительно за счет колебательных процессов, скажем от
функций sin kω0t, cos kω0t. Рассмотрим, например, уравнение
(13.60) в виде (13.81) с w(z) = w(A,ϕ). Допустим требуется
заменить (13.81) эквивалентным неколебательным уравнением

ẇ∗ = εL∗w∗, (13.82)

записанное с помощью некоторой другой функции w∗. Затем
используем следующий метод, обобщающий метод, описанный
на стр. 351–353. Суть этого метода состоит в проведении
преобразования

w = w∗ + εF [w∗] = w∗ + εF1[w∗] + ε2F2[w∗] + . . . , (13.83)

где F ∗[w] ≡ F [w∗, z, t, ε] и Fk[w∗, z, t] — функционалы от w∗,
которые имеют колебательную зависимость от t. Дифференцируя
(13.83) по времени, с учетом (13.82) имеем

ẇ = εL∗w∗ + ε
∂F1

∂t
+ ε2 ∂F2

∂t
+ . . .

+ ε

∫
δF1

δw∗(z)
εL∗w∗dz + ε2

∫
δF2

δw∗(z)
εL∗w∗dz + . . . . (13.84)
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Найдем последовательные приближения оператора L∗ и преоб-
разования (13.82) при помощи последовательного вычисления
членов L∗k в разложении

εL∗ = εL∗1 + ε2L∗2 + . . . (13.85)

и функционалов F1, F2, . . .. Подставляя (13.85) в (13.84) и исполь-
зуя (13.81) и (13.83), получаем уравнение

εL∗1w
∗ + ε2L∗2w

∗ + . . . + ε
∂F1

∂t
+ ε2 ∂F2

∂t
+ . . . =

= εL(t, ε)w∗ + ε2L(t, ε)F1 + ε3L(t, ε)F2 + . . .−

− ε

∫
δF1

δw∗
(εL∗1 + ε2L∗2)w

∗dz−

− ε2

∫
δF2

δw∗
(εL∗1 + ε2L∗2)w

∗dz − . . . ,

(13.86)

которое может быть использовано для обобщения искомых
последовательных приближений. Приравнивая члены одного по-
рядка по ε в (13.86), находим

L∗1w
∗ +

∂F1

∂t
= L1(t)w∗,

L∗2w
∗ +

∂F2

∂t
= L2(t)w∗ + L1(t)F1 −

∫
δF1

δw∗
L∗1w

∗dz,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Неколебательные члены в правых частях принадлежат L∗kw∗,
тогда как колебательные к ∂Fk/∂tk. Поэтому

L∗1w
∗ = неколебательные члены в L1(t)w∗,

∂F1

∂t
= колебательные члены в L1(t)w∗,

L∗2w
∗ = неколебательные члены в L2(t)w∗+

+ L1(t)F1 −
∫

δF1

δw∗
L∗1w

∗dz, (13.87)
∂F2

∂t
= колебательные члены в L2(t)w∗+

+ L1(t)F1 −
∫

δF1

δw∗
L∗1w

∗dz,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Используя эти соотношения, можно последовательно найти L∗1,
F1, L∗2, F2, . . ., т. е. можно записать уравнение (13.82) и преобра-
зование (13.83) с любой точностью.

Теперь приведем два примера, иллюстрирующих данный
метод.

Пример 1. Пусть (13.81) является уравнением первого
порядка вида

ẇ = −εω0

2
∂

∂A

{[
A−A3

A2
0

+

(
4A3

3A2
0

−A

)
cos 2Φ− A3

3A2
0

cos 4Φ

]
w

}
−

− εω0

2
∂
∂ϕ

{[(
1−2A2

3A2
0

)
sin 2Φ+ A2

3A2
0

sin 4Φ

]
w

}
≡ εL1(t)w,

(13.88)
которое соответствует уравнению (13.40) без флуктуаций В этом
случае первые два члена в (13.87) имеют вид

L∗1w
∗ = −ω0

2
∂

∂A

[(
A− A3

A2
0

)
w∗

]
,

∂F1

∂t
=− ω0

2
∂

∂A

{[(
4A3

3A2
0

−A

)
cos 2Φ− A3

3A2
0

cos 4Φ

]
w∗

}
−

− ω0

2
∂
∂ϕ

{[(
1− 2A2

3A2
0

)
sin 2Φ + A2

3A2
0

sin 4Φ

]
w∗

}
.

Из последнего уравнения следует

F1 =1
4

∂
∂A

{[(
4A3

3A2
0

−A

)
sin 2Φ− A3

6A2
0

sin 4Φ

]
w∗

}
−

− 1
4

∂
∂ϕ

{[(
1− 2A2

3A2
0

)
cos 2Φ + A2

6A2
0

cos 4Φ

]
w∗

}
.

(13.89)

Поскольку ∫
δF1

δw∗
L∗1w

∗dAdϕ

не содержит неколебательных членов, находим, что третье урав-
нение (13.87) принимает вид

L∗2w
∗ = неколебательные члены в L1(t)F1.
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Теперь нужно сделать подстановку из (13.88) и (13.89)
и затем отбросить колебательные члены. Очевидно выражение

−ω0

2
∂

∂A

[(
A− A3

A2
0

)
F1

]
,

содержит только колебательные члены. Члены типа cos kΦ sin lΦ
также являются осциляторными. Поэтому L∗2w

∗ равно неколеба-
тельным членам в следующем выражении:

− ω0

8
∂

∂A

[(
4A3

3A2
0

−A

)
cos 2Φ− A3

3A2
0

cos 4Φ

]
×

× ∂
∂ϕ

[(
1− 2A2

3A2
0

)
cos 2Φ + A2

6A2
0

cos 4Φ

]
w∗+

+
ω0

8
∂
∂ϕ

[(
1− 2A2

3A2
0

)
sin 2Φ + A2

3A2
0

sin 4Φ

]
×

× ∂
∂A

[(
4A3

3A2
0

−A

)
sin 2Φ− A3

6A2
0

sin 4Φ

]
w∗−

− ω0

8
∂
∂ϕ

[(
1− 2A2

3A2
0

)
sin 2Φ + A2

3A2
0

sin 4Φ

]
×

×

[(
1− 2A2

3A2
0

)
cos 2Φ + A2

6A2
0

cos 4Φ

]
w∗.

Используя формулы

sin kΦ ∂
∂ϕ

= ∂
∂ϕ

sin kΦ− k cos kΦ,

cos kΦ ∂
∂ϕ

= ∂
∂ϕ

cos kΦ− k sin kΦ,

переместим оператор ∂/∂ϕ налево. Затем, опуская ряд колеба-
тельных членов, получаем

L∗2w
∗ = −ω0

16
∂2

∂A∂ϕ

[(
4A3

3A2
0

−A

)(
1− 2A2

3A2
0

)
− A5

18A4
0

]
w∗+

+
ω0

16
∂
∂ϕ

[(
1−2A2

3A2
0

)
∂

∂A

(
4A3

3A2
0

−A

)
− A2

3A2
0

∂
∂A

A3

6A2
0

]
w∗+
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+ неколебательные члены в

− ω0

4
∂
∂ϕ

[(
1− 2A2

3A2
0

)(
− cos 2Φ + 1

2
∂
∂ϕ

sin 2Φ
)

+

+ 2A2

3A2
0

(
− cos 4Φ + 1

4
∂
∂ϕ

sin 4Φ
)]

×

×

[(
1− 2A2

3A2
0

)
cos 2Φ + A2

6A2
0

cos 4Φ

]
w∗.

Используя соотношение

f(A) ∂
∂A

= ∂
∂A

f(A)− f ′(A)

для преобразования среднего члена и оставляя только неколе-
бательные выражения в последнем члене, после алгебраических
преобразований в конце концов получим

L∗2w
∗ =

ω0

16
∂
∂ϕ


2− 4 A2

A2
0 + 3A4

A4
0

w∗

 .

В этом приближении неколебательное уравнение (13.82) прини-
мает вид

ẇ∗ = εL∗1w
∗
1 + ε2L∗2w

∗
2 (13.90)

и в точности соответствует уравнениям (13.53), полученным ранее
для неколебательной амплитуды и фазы. Таким образом метод ис-
ключения колебаний из уравнения в частных производных (13.88)
эквивалентен методу исключения колебаний непосредственно из
дифференциальных уравнений (13.53), т. е. методу, описанному на
стр. 353–356.

Пример 2. Далее рассмотрим уравнение

ẇ = εL0
1w + ε2r ∂2

∂A∂ϕ

[
ω2

0κ(ω0)
2

sin 2Φ
A

w

]
≡ εL0

1w + ε2rL2r(t)w,

где L2
1 — некоторый неколебательный оператор и последний

член является типичным, подобным тем, которые входят в (13.60)
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при условии, что флуктуационные члены в (13.47) выбраны
в виде ε′ξω0 sinΦ, ε′ξω0 cos Φ. Этот член в (13.90) возникает из
члена (13.62) в уравнении (13.60). Применяя (13.87) к данному
случаю, видим, что L∗1 = L0

1, в то время как все функции
F1, L

∗
1, . . . , F2r−1, L

∗
2r исчезают. Первое нетривиальное уравнение

в (13.87) соответствует индексу 2r и имеет вид

∂F2r

∂t
=

ω2
0κ(ω0)

2
∂2

∂A∂ϕ

[
sin 2Φ

A
w∗
]

,

откуда следует

F2r =
ω0κ(ω0)

2
∂2

∂A∂ϕ

[
cos 2Φ

A
w∗
]

. (13.91)

Теперь найдем первую ненулевую поправку, возникающую за счет
функции (13.91), к неколебательному уравнению

ẇ∗ = εL0
1w

∗

Принимая во внимание (13.80), легко видеть, что первая нену-
левая поправка ε4rL∗4rw

∗ возникает за счет формы ε4rL2r(t)F2r,
и соответствующее уравнение (13.87) имеет вид

L∗4r = неколебательные члены вL2r(t)F2r =
= неколебательные члены в

−
ω3

0

8
κ2(ω0)

∂2

∂A∂ϕ

[
sin 2Φ

A
∂2

∂A∂ϕ

(
cos 2Φ

A
w∗
)]

=

= неколебательные члены в

ω3
0

8
κ2(ω0)

∂2

∂A∂ϕ

[
cos 2Φ

A
∂

∂A

(
cos 2Φ

A
w∗
)]

=

=
ω3

0

8
κ2(ω0)

∂2

∂A∂ϕ

[
1
A

∂
∂A

(
w∗

A

)]
.

Поэтому колебательные члены порядка ε2r сначала действуют
на неколебательные члены более высокого порядка ε4r. Все это
согласуется с тем, что сказано на стр. 359–360.
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Д О П О Л Н Е Н И Е 4 (к § 14)

О МЕТОДАХ РЕШЕНИЙ УПРОЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ

В данном приложении приводятся подробности расчетов,
с помощью которых из формулы (14.16) получаем формулу
(14.18). Чтобы вывести первую формулу (14.18), сделаем замену
переменных t = 2y1/2 sinh ξ. При этом получаем

2

∞∫
0

e−t4−4yt−2y2
dt = 4y1/2

∞∫
0

e−2y2 coth 4ξ coth 4ξdξ =

= y1/2

∞∫
0

e−2y2 coth η coth
η

4
dη = y1/2K1/4(2y2),

где последний шаг следует из формулы (6.444.1) из справочника
Рыжика и Градштейна [II].

Третья формула (14.18) легко выводится из первой при
помощи соотношения

Z2(y) = −1
4

dZ1(y)
dy

и, следовательно,

Z2(y) = −1
4

d
dy

[y1/2e2y2
K1/4(2y2)] =

= −1
4
e2y2 d

dy
[y1/2K1/4(2y2)]− y3/2e2y2

K1/4(2y2).
(14.71)

Но
d
dy

[y1/2K1/4(2y2)] = dz
dy

d
dz

[(
z
2

)1/4

K1/4(z)

]
,

562

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



где z = 2y2. Используя формулы (6.496.14) и (6.496.16) из
вышеупомянутого Справочника [II], получаем

d
dz

[(
z
2

)1/4

K1/4(z)

]
= −

(
z
2

)1/4

K−3/4(z) = −
(

z
2

)1/4

K3/4(z).

Поэтому получаем выражение

d
dy

[y1/2K1/4(2y2)] = −4y3/2K3/4(2y2),

из которого при подстановке в (14.71) получаем третью форму-
лу (14.18).

Для вывода второй и четвертой формул (14.18) необходимо
сделать комплексное продолжение первой и третьей формулы, что
соответствует подстановке y → eπiy0, где Im y0 = 0. Начиная
с соотношений

Kp(z) = π
2

I−p(z)− Ip(z)
sin pπ

,

Iq(e2πiz) = e2πiqIq(z)

(см. формулы (6.495), (6.455) из Рыжика и Градштейна [II]),
находим что

(e2πiz)1/4K1/4(e2πiz) = π√
2
z1/4[I−1/4(z) + I1/4(z)] =

= z1/4[K1/4(z) + π
√

2I1/4(z)],
(14.72)

и аналогично

(e2πiz)3/4K3/4(e2πiz) = π√
2
z3/4[I−3/4(z) + I3/4(z)] =

= z3/4[K3/4(z) + π
√

2I3/4(z)].
(14.73)

Согласно (14.72) получаем формулу

Z1(eπiy0) = (eπiy0)1/2e2y2
0K1/4(e2πi2y2

0) =

= y
1/2
0 e2y2

0 [K1/4(2y2
0) + π

√
2I1/4(2y2

0)],

которая и является второй формулой (14.18). Аналогично, ис-
пользуя формулы (14.72) и (14.73), можно легко проверить
четвертую формулу (14.18).
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Д О П О Л Н Е Н И Е 5 (к § 18)

СПЕКТРАЛЬНАЯ СТРУКТУРА СИГНАЛОВ,
ГЕНЕРИРУЕМЫХ СИНХРОНИЗОВАННЫМ

АВТОГЕНЕРАТОРОМ

Здесь мы поясним замечания, сделанные в конце §18, ко-
торые касаются спектральной структуры сигнала, генерируемого
синхронизованным генератором. Допустим, что скачки фазы
вперед происходят в моменты времени t+i и имеют пуассоновское
распределение с плотностью G+. Обозначим аналогичные вели-
чины для обратных скачков через t−i и G−. Тогда, пренебрегая
малыми фазовыми флуктуациями, имеем

ϕ̇(t) =
∑

i

F+(t− t+i )−
∑

i

F−(t− t−i ), (18.145)

где F+ и F− представляют собой некоторые «импульсы» (см.
ниже) типа ∫

F±(θ)dθ = 2π. (18.146)
Пусть

ξ±(t) =
∑

i

δ(t− t±i ) (18.147)

представляют собой соответствующие «случайные функции плот-
ности» [см. (6.21)], которые описываются следующими обобщаю-
щими функционалами

L±[v(t)] = exp


∞∫

−∞

G±v(t)dt

 (18.148)

[см. (6.31)]. В таком случае из (18.145) следует соотношение

ϕ(τ)−ϕ(0)=

τ∫
0

dt

∞∫
−∞

[F+(t−s)ξ+(s)−F−(t−s)ξ−(s)]ds. (18.149)
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По аналогии с (7.16) и (17.32) корреляционную функцию обоб-
щенного сигнала можно записать в виде

〈xxτ 〉 = 1
2
A2

0 Re〈e−iϕ(τ)+iϕ(0)−iωsτ 〉. (18.150)

Далее следует подставить (18.149) в (18.150). Совместное ис-
пользование (6.24) и (18.148) приводит к〈

exp
{

i

∫
u(s)ξ(s)ds

}〉
= exp

{
G±

∫
[eius − 1]ds

}
. (18.151)

Тогда из (18.149) и (18.150) следует что

〈xxτ 〉 = 1
2
A2

0Re

exp

G+

∞∫
−∞

[
e
−i

τR

0
F+(t−s)dt

− 1

]
ds +

+G+

∞∫
−∞

[
e
−i

τR

0
F+(t−s)dt

− 1

]
ds− iωst


 , τ > 0. (18.152)

Здесь мы считаем функции ξ+(t) и ξ−(t) статистически незави-
симыми, что является вполне естественным допущением в пус-
соновском приближении. Теперь с помощью преобразования
Фурье выражения (18.152) можно найти искомую спектральную
плотность. По аналогии с (7.13) и (17.88) имеем

S[x, ω] = 1
4
A2

0S1(ω − ωs), (18.153)

где

S1(ν) = 2

∞∫
−∞

f+(τ)f−(τ)eiντdτ =

= 4 Re


∞∫

−∞

f+(τ)f−(τ)eiντdτ

 (18.154)

[см. (18.157)] и

f±(τ) = exp

G±

∞∫
−∞

[
e
∓i

τR

0
F (t−s)dt

−1

]
ds

 , τ > 0. (18.155)
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Функции F± можно найти из уравнений вида

F+(θ) = ∆−∆s sin

θ∫
c

F (θ′)dθ′,

полученных в результате усреднения формулы (18.43), но можно
сделать качественные оценки, используя приближение

F+(θ) = F−(θ) =


2π

τ0
при 0 6 θ 6 τ0,

0 в других случаях,

где

τ0 ∼ 1
∆s

lnDs

[см. (18.95)]. В этом случае

τ∫
0

F±(t− s)dt = 2π
τ0


s + τ0 при − τ0 6 s 6 −τ0 + τ,

τ при − τ0 + τ 6 s 6 0,

τ − s при 0 6 s 6 τ,

0 в других случаях,

если τ 6 τ0, тогда как

τ∫
0

F±(t− s)dt = 2π
τ0


s + τ0 при − τ0 6 s 6 0,

τ0 при 0 6 s 6 τ − τ0,

τ − s при τ − τ0 6 s 6 τ,

0 в других случаях,

если τ > τ0. Подставляя эти функции в (18.155) и интегрируя по s,
получаем

f±(τ) = exp
{

2G±

τ∫
0

(
e∓2πis/τ0 − 1

)
ds+

+ G±(τ0 − τ)
(
e∓2πis/τ0 − 1

)}
при 0 6 τ 6 τ0,

f±(τ) = exp

2G±

τ∫
0

(
e∓2πis/τ0 − 1

)
ds

 при τ > τ0,
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и следовательно

f+(τ)f−(τ) =

= exp
{

(G+ + G−)
[
τ0
π sin 2πτ

τ0
+ (τ0 − τ) cos 2πτ

τ0
− τ − τ0

]
−

−i(G+−G−)
[
τ0
π

(
1− cos 2πτ

τ0

)
+(τ0−τ) sin 2πτ

τ0

]}
при 0 6 τ 6 τ0,

f+(τ)f−(τ) = exp{−2(G+ + G−)τ0} при τ > τ0 (18.156)

Функция f+(τ)f−(τ) может быть продолжена в область τ < 0 при
помощи формулы

f+(−τ)f−(−τ) = f∗+(τ)f∗−(τ), (18.157)

следующей из соотношения

〈e−iϕ(−τ)+iϕ(0)〉 = 〈eiϕ(τ)−iϕ(0)〉.

Присутствие в f+(τ)f−(τ) мнимых членов (и, следовательно,
членов нечетных по τ ) говорит об асимметричности спектральной
плотности S1(ν) относительно ν = 0, т. е. спектральной плотно-
сти S[x, ω] относительно ω = ωs. Эта асимметрия вытекает из
того факта, что G+ − G− не равно нулю. Из (18.154) и (18.156)
с очевидностью следует, что S[x, ω] имеет дельтаобразный выброс
(пик)

πA2
0e
−2(G++G−)τ0δ(ω − ωs),

вклад которого в мощность составляет

〈x2〉1 = 1
2
A2

0e
−2(G++G−)τ0 .

Оставшаяся мощность

〈x2〉2 = 〈x2〉 − 〈x2〉1 =

= 1
2
A2

0[1− e−2(G++G−)τ0 ] ≈ A2
0(G+ + G−)τ0 ∼ A2

0e
δu

представляет собой полную мощность непрерывной компонен-
ты спектральной плотности, ширина полосы которой, соглас-
но (18.156), имеет порядок

1
τ0
∼ ∆s.
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Пусть ωc является «центральной частотой» непрерывной компо-
ненты, т. е. ее центром тяжести. Тогда средняя частота 〈ω〉, равная
центру тяжести полной спектральной плотности, представляет со-
бой взвешенное среднее от дискретной и непрерывной компонент:

〈ω〉 = [1− 2(G+ + G−)τ0]ωs + 2(G+ + G−)τ0ωc =
= ωs + 2(G+ + G−)τ0(ωc − ωs).

Используя (18.93), находим, что непрерывная компонента сдви-
нута относительно дискретной компоненты на величину

ωc − ωs =
〈ω〉 − ωs

2τ0(G+ + G−)
= π

τ0

G+ −G−
G+ + G−

∼ ∆s thπD.
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