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Предисловие

Первоначальный курс теории вероятностей и математической стати-
стики должен удовлетворять двум условиям. С одной стороны, он должен
помогать развитию теоретико-вероятностной интуиции, т. е. умения стро-
ить математические модели, правильно отражающие те или иные стороны
реальных случайных явлений. При этом надо иметь в виду, что теория
вероятностей и математическая статистика тесно связаны с различными
приложениями, с некоторыми из которых выпускникам математических
отделений университетов с большой вероятностью придется столкнуться
в своей работе. С другой стороны, теория вероятностей должна развиваться
как математическая наука, построенная на точных определениях и аксио-
мах. Однако многие существующие руководства по теории вероятностей
придерживаются одной из двух крайностей. В одних курсах, нацеленных
на приложения, нет четкого разделения реальных случайных явлений и их
математических моделей. В частности, важное в теории вероятностей поня-
тие независимости молчаливо смешивается с причинной независимостью
реальных явлений. Другие курсы посвящены, главным образом, строгому
изложению математических основ теории вероятностей, поэтому они либо
очень велики по объему, либо в значительной степени опираются на такие
понятия функционального анализа, как мера и интеграл Лебега, и поэтому
не могут быть использованы при обучении студентов младших курсов.

Содержание данного учебника соответствует годовому курсу теории
вероятностей и математической статистики, который автор читал в тече-
ние ряда лет на механико-математическом факультете Московского госу-
дарственного университета студентам-математикам 4-го и 5-го семестров.
Для преодоления указанных выше трудностей автор придерживается неко-
торого компромиссного направления. Первоначально многие теоретико-
вероятностные понятия введены в простом случае конечного вероятностно-
го пространства. Приведен ряд примеров, в которых указана связь вводимых
математических понятий с теми или иными свойствами реальных явлений.
Общий случай основан на способе изложения, который связан с введением
интеграла Лебега без теории меры. На 4-м семестре, когда студенты еще не
знакомы с соответствующими понятиями функционального анализа, аксио-
матически вводится понятие вероятностной меры и на ее основе определя-
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ется математическое ожидание как интеграл Лебега. Теорема Каратеодори
о продолжении меры формулируется без доказательства. Понятия условного
распределения вероятностей и условного математического ожидания даны
не в полном объеме, а лишь в простых случаях дискретных и абсолютно
непрерывных распределений. В основном, автор старался опираться лишь
на знание студентами классического математического анализа.

Главы 1–5 связаны, в основном, с конечными вероятностными про-
странствами. В этих главах введены основные понятия вероятности, мате-
матического ожидания, независимости, случайной величины. Распростра-
нение этих понятий на общий случай дано в главах 6–12. Главы 13–16 посвя-
щены некоторым задачам математической статистики. Каждая глава сопро-
вождается небольшим количеством задач. Однако автор предполагает, что
читатель использует какой-нибудь задачник (например, Б.А. Севастьянов,
В. П. Чистяков, А.М. 3убков «Сборник задач по теории вероятностей». М.:
Наука, 1980).

Москва,
май 1981 г.

Б.А. Севастьянов



ГЛАВА 1

Вероятностное пространство

§ 1. Предмет теории вероятностей

Сочетание «теория вероятностей» на неискушенного человека произво-
дит несколько странное впечатление. В самом деле, слово «теория» связыва-
ется с наукой, а наука изучает закономерные явления; слово «вероятность»
в обычном языке связывается с чем-то неопределенным, случайным, незако-
номерным. Поэтому люди, знающие о существовании теории вероятностей
только понаслышке, говорят о ней часто иронически. Однако теория веро-
ятностей — это большой, интенсивно развивающийся раздел математики,
изучающий случайные явления. Так в чем же тут дело? Как разрешить это
противоречие между тем, что теория вероятностей — это наука, а ее пред-
мет — случайность, которая, казалось бы, не поддается никакому научному
предсказанию? Как мы увидим ниже, противоречие здесь только кажущееся,
так как теория вероятностей изучает закономерности случайных явлений.

Математика, как и любая другая наука, изучает закономерные явления
реального мира. Связь между математикой и объектом исследования можно
изобразить схематически следующим образом (см. рис. 1). Классическим
примером такой схемы является механика, созданная Ньютоном. На основе
многовековых наблюдений движений небесных тел, а также практической
деятельности людей, связанной со строительством и производством, Нью-
тон сформулировал несколько простых законов механики в виде аксиом
и закон всемирного тяготения, из которых дедуктивными рассуждениями
можно было объяснить все явления, которые наблюдались ранее, а так-
же предсказать многие новые факты. Построение математических моделей
реальных механических и физических процессов привело к созданию ма-
тематического анализа.

Закономерное событие — это событие, которое всегда осуществляет-
ся, как только создаются определенные условия. Закономерное явление —
это система закономерных событий. Роль математики, в частности теории
дифференциальных уравнений, при изучении реальных закономерных явле-
ний общеизвестна. Но наряду с закономерными мы все время сталкиваемся
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в практической деятельности с событиями незакономерными или, иначе,
случайными. Это события, которые при одних и тех же условиях иногда про-
исходят, а иногда — нет. Например, человек, заболевший гриппом в период
эпидемии, может выздороветь, может получить те или иные тяжелые ослож-
нения или умереть. Таким образом, исход заболевания гриппом случаен.

Рис. 1

Казалось бы, что там, где мы имеем
дело со случайными событиями, науке,
в частности математике, делать нечего.
Ведь наука открывает научные законы,
которые помогают предсказывать тече-
ние того или иного процесса или явле-
ния, а случайное явление — это как раз
такое явление, предсказать исход кото-
рого невозможно. Однако и случайные
события подчиняются некоторым зако-
номерностям, которые мы назовем веро-
ятностными закономерностями. Преж-
де всего условимся, что мы будем иметь
дело не со всякими случайными собы-

тиями, а с массовыми случайными событиями, т. е. мы будем предполагать,
что в принципе возможно создать много раз одни и те же условия, при
каждом из которых может произойти или не произойти некоторое случай-
ное событие. Пусть при осуществлении некоторых условий N раз слу-
чайное событие A осуществляется N(A) раз. Число N(A)/N называется
частотой события A. Оказывается, при больших N частота N(A)/N для
случайных массовых событий обладает так называемым свойством устой-
чивости, которое состоит в том, что в нескольких сериях из достаточно
больших N1, N2, . . . , Ns наблюдений события A в одних и тех же услови-
ях мы обычно имеем приближенные равенства

N1(A)
N1

≈ N2(A)
N2

≈ . . . ≈ Ns(A)
Ns

.

Таким образом, частота события A колеблется около одного и того же чис-
ла, которое характеризует данное случайное событие A. Это число P(A)
в соответствующей математической модели мы будем называть вероятно-
стью события A. Например, мы можем много раз подбрасывать одну и ту же
монету. Пусть случайное событие A — это выпадение орла при одном броса-
нии. В случае бросания «правильной» (симметричной, однородной) моне-
ты P(A) = 1/2. Статистика рождений показывает, что мальчиков рождается
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несколько больше, чем девочек, причем наблюдаемая доля рождений маль-
чиков равна 0,51–0,52 (в разные периоды, в разных странах могут быть коле-
бания). Медицинская статистика свидетельствует о том, что смертность от
гриппа имеет малую, но не нулевую вероятность (поэтому в условиях мас-
совой эпидемии число смертных случаев от гриппа становится заметным).

Устойчивость частот — это объективное свойство массовых случайных
явлений реального мира. Отсутствие устойчивости частот в сериях испыта-
ний свидетельствует о том, что условия, при которых производятся испы-
тания, претерпевают значительные изменения. Теория вероятностей — это
математическая наука, которая изучает математические модели случайных
явлений. Если говорить более подробно, то теория вероятностей устанавли-
вает такие связи между вероятностями случайных событий в математиче-
ских моделях, которые позволяют вычислять вероятности сложных событий
по вероятностям более простых событий.

В теории вероятностей используются результаты и методы многих об-
ластей математики (комбинаторики, математического анализа, алгебры, ло-
гики и т. п.). Однако теория вероятностей обладает некоторым своеобразием,
поскольку она очень тесно связана с различными приложениями, причем
приложения эти не столь привычны, как, например, приложения дифферен-
циальных уравнений. Поэтому овладеть теорией вероятностей может лишь
тот, кто решает много задач (эти задачи часто имеют нематематическую
постановку, и надо уметь построить соответствующую математическую мо-
дель) и приобретает, таким образом, теоретико-вероятностную интуицию.

§ 2. События

Одним из основных понятий теории вероятностей является случайное
событие или, как мы будем чаще говорить, просто событие. В реальном
мире случайное событие — это исход (какого-либо испытания, наблюдения,
эксперимента), который может произойти (наступить, осуществиться) или
не произойти (не наступить, не осуществиться).

П р и м е р 1. При бросании игральной кости1 может выпасть число
очков, равное какому-либо числу из множества чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6. Собы-
тиями в этом случае будут, например,

A = {выпадает четное число очков},
B = {выпадает число очков, не большее трех}.

1Игральной костью называется кубик, сделанный из однородного материала, грани которого
занумерованы цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6. Число очков, выпавшее при бросании игральной кости, —
эта цифра на верхней грани кубика.
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В математической модели можно принять понятие события как пер-
воначальное, которому не дается определения и которое характеризуется
лишь своими свойствами. Исходя из реального смысла понятия события,
мы можем определить следующие частные случаи понятия события и сле-
дующие операции над событиями. В тех случаях, когда мы одновременно
рассматриваем несколько событий, мы всегда будем предполагать, что эти
события могут произойти или не произойти при одном и том же испытании
(т. е. при осуществлении одних и тех же условий).

Рис. 2. Сумма, произведение, разность событий A и B; событие A противополож-
но A

Достоверным событием будем называть событие, которое всегда про-
исходит, и будем его обозначать Ω. Невозможным событием назовем собы-
тие, которое никогда не происходит. Обозначать невозможное событие бу-
дем ∅. Событие A назовем событием, противоположным A, если оно про-
исходит тогда и только тогда, когда не происходит A. Суммой или объеди-
нением событий A и B назовем событие, обозначаемое A ∪ B или A + B,
которое происходит тогда и только тогда, когда происходят или A, или B
(или оба вместе). Произведением или пересечением событий A и B назовем
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событие, обозначаемое A ∩ B или AB, которое происходит тогда и толь-
ко тогда, когда происходят и A, и B вместе. Разностью A \ B событий A
и B назовем событие, которое происходит тогда и только тогда, когда про-
исходит A и не происходит B. События A и B назовем несовместными,
если AB = ∅. Мы будем писать A ⊆ B и говорить, что событие A влечет
за собой событие B, если из наступления события A следует наступление
события B. Если A ⊆ B и B ⊆ A, то мы будем говорить, что события A
и B равносильны, и писать A = B.

В примере 1 с бросанием игральной кости имеем следующие события:

A ∪ B = {выпадает число очков, отличное от пяти},
A ∩ B = {выпадает число очков, равное двум},
A \ B = {выпадает число очков, равное 4 или 6},

A = {выпадает нечетное число очков}.
П р и м е р 2. На квадрат случайно бросается частица (см. рис. 2);

событие A = {частица попадает в круг A},
событие B = {частица попадает в треугольник B}.

События A ∪ B, A ∩ B, A \ B и A в этом случае — это попадание
частицы в области, получаемые объединением, пересечением, разностью
областей A и B и дополнением A в квадрате (на рис. 2 соответствующие
области заштрихованы).

В настоящее время в теории вероятностей наиболее распространен-
ным является подход, в котором событие определяется через неопределяе-
мое понятие элементарного события. Наиболее употребительная теоретико-
вероятностная модель в простых случаях — это урновая модель. Пусть име-
ется урна с n одинаковыми шарами. Испытание состоит в том, что мы
случайно выбираем из урны один шар. Обозначим Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}
множество шаров в урне. Если из урны при испытании мы вынимаем
шар ωi ∈ A, где A — некоторое подмножество множества шаров Ω, то мы
будем говорить, что произошло событие A; если же ωi /∈ A, то мы будем
говорить, что событие A не произошло. В данном случае событие A отож-
дествляется с подмножеством A множества всех возможных исходов или,
как мы будем далее говорить, элементарных событий.

В общем случае мы будем в каждой теоретико-вероятностной моде-
ли рассматривать некоторое основное множество Ω = {ω}. Будем назы-
вать его элементы ω элементарными событиями, само множество Ω —
пространством элементарных событий, а некоторые его подмножества
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A ⊆ Ω — событиями. Операции над событиями — это операции над под-
множествами. При этом в теории вероятностей употребляется своя термино-
логия, связь которой с теоретико-множественной терминологией отражена
в таблице 1.

Операции суммы и произведения событий можно распространить на
любое конечное или бесконечное множество событий

⋃
α Aα,

⋂
α Aα. Обыч-

ные свойства операций над множествами переносятся на операции над со-
бытиями, например,⋃

α

Aα =
⋂
α

Aα,
⋂
α

Aα =
⋃
α

Aα, A = A,

A = Ω \ A, ∅ = Ω, Ω = ∅,

A \ B = A \ AB = AB, A \ (A \ B) = AB,

A ⊆ B ⇒ B ⊆ A

и т. д.

Таблица 1

Обозначение Терминология в теории
множеств

Терминология в теории вероят-
ностей

Ω пространство (основное
множество)

пространство элементарных
событий, достоверное событие

ω, ω ∈ Ω элемент пространства ω элементарное событие ω

A, A ⊆ Ω множество A событие A

A ∪ B, сумма или объединение сумма событий A и B

A + B множеств A и B

A ∩ B, пересечение множеств произведение событий
AB A и B A и B

A \ B разность множеств A и B разность событий A и B

∅ пустое множество невозможное событие
A дополнительное множе-

ство A
противоположное A событие

AB = ∅ A и B не пересекаются A и B несовместны
A ⊆ B A есть подмножество B A влечет событие B

A = B A и B равны A и B равносильны
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Иногда придерживаются следующего соглашения: если A1, A2, . . . , An

попарно несовместны, то вместо

n⋃
i=1

Ai = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An

пишут
n∑

i=1

Ai = A1 + A2 + . . . + An.

В общем случае бесконечного пространства Ω мы рассматриваем не все
подмножества Ω, а лишь некоторые классы этих подмножеств, называемые
алгебрами и σ-алгебрами множеств.

Определение 1. Назовем класс � подмножеств пространства Ω алге-
брой множеств, если

1) ∅ ∈ � , Ω ∈ � ;
2) из A ∈ � следует A ∈ � ;
3) из A, B ∈ � следует A ∪ B ∈ � , A ∩ B ∈ � .

Определение 2. Алгебру множеств � назовем σ-алгеброй, если
из An ∈ � , n = 1, 2, . . . следует

∞⋃
n=1

An ∈ � ,

∞⋂
n=1

An ∈ � .

§ 3. Вероятностное пространство

Определение 3. Тройку (Ω, � , P), где Ω — пространство элементар-
ных событий, � — σ-алгебра подмножеств Ω, называемых событиями, P —
числовая функция, определенная на событиях и называемая вероятностью,
будем называть вероятностным пространством, если выполнены следую-
щие аксиомы:

1◦. P(A) � 0 для всех A ∈ � (неотрицательность P);
2◦. P(Ω) = 1 (нормированность P);
3◦. P(A + B) = P(A) + P(B), если AB = ∅ (аддитивность P);
4◦. Если An ↓ ∅, т. е. A1 ⊇ A2 ⊇ . . . и

⋂∞
n=1 An=∅, то lim

n→∞P(An)=0
(непрерывность P).

Из этих аксиом вытекают следующие свойства вероятности.
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1) Если A ⊆ B, то P(B \ A) = P(B) − P(A).
Так как B = A + (B \ A) и A ∩ (B \ A) = ∅, то по аксиоме 3◦

P(B) = P(A) + P(B \ A). (1)

2) Если A ⊆ B, то P(A) � P(B).
Следует из (1).
3) Для любого A ∈ �

0 � P(A) � 1.

Следует из 2), так как ∅ ⊆ A ⊆ Ω.
4) P(A) = 1 − P(A).
Следует из аксиомы 3◦, так как A + A = Ω, AA = ∅.
5) P(∅) = 0.
Следует из 4) и аксиомы 2◦.
6) Имеет место конечная аддитивность: если AiAj = ∅ для любых

i 
= j, то

P(A1 + A2 + . . . + An) =
n∑

k=1

P(Ak). (2)

Следует из аксиомы 3◦. Доказывается по индукции.
7) Для любых событий A1, . . . , An

P
( n⋃

k=1

Ak

)
�

n∑
k=1

P(Ak). (3)

Представим
⋃n

k=1 Ak в виде суммы попарно несовместных событий
Bk = Ak \ (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak−1):

n⋃
k=1

Ak =
n∑

k=1

Bk.

По свойству аддитивности 6) имеем

P
( n⋃

k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

P(Bk).

откуда следует (3), так как P(Bk) � P(Ak).
8) Для любых событий A и B

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB).
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Следует из A ∪ B = A + (B \ AB), аксиомы 3◦:

P(A ∪ B) = P(A) + P(B \ AB).

и свойства 1):
P(B \ AB) = P(B) − P(AB).

Аксиомы 3◦ и 4◦ можно заменить одной аксиомой счетной аддитив-
ности (или, как еще говорят, аксиомой σ-аддитивности).

3∗. Если события An в последовательности A1, A2 . . . попарно несов-
местны, то

P
( ∞∑

n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P(An). (4)

Теорема 1. Система аксиом 1◦, 2◦, 3◦, 4◦ равносильна системе акси-
ом 1◦, 2◦, 3∗.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть справедливы аксиомы 1◦, 2◦, 3◦, 4◦, и пусть An — последова-

тельность попарно несовместных событий. Обозначим

Bn =
∞∑

k=n+1

Ak, A =
∞∑

n=1

An.

Тогда A при любом n разлагается на конечную сумму попарно несовмест-
ных событий

A = A1 + A2 + . . . + An + Bn,

поэтому

P(A) =
n∑

k=1

P(Ak) + P(Bn).

Так как Bn ↓ ∅, т. е. B1 ⊇ B2 ⊇ . . . и
⋃∞

n=1 Bn = ∅, то по аксиоме 4◦
имеем P(Bn) ↓ 0. Отсюда вытекает счетная аддитивность (4).

Пусть теперь выполнены аксиомы 1◦, 2◦, 3∗ и пусть Bn ↓ ∅ Обозначим

An = Bn \ Bn+1, n = 1, 2, . . . .

События An попарно несовместны, и

B1 =
∞∑

n=1

An, Bn =
∞∑

k=n

Ak,
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поэтому по аксиоме 3∗ ряд

P(B1) =
∞∑

n=1

P(An)

сходится, и сумма остатка этого ряда

P(Bn) =
∞∑

k=n

P(An) → 0.

Теорема доказана.
Система аксиом 1◦, 2◦, 3◦, 4◦ или 1◦, 2◦, 3∗ определяет вероятност-

ную меру на σ-алгебре � пространства Ω. Эта система аксиом предложена
А.Н.Колмогоровым.

Происхождение аксиом 1◦, 2◦, 3◦ можно объяснить исходя из свой-
ства статистической устойчивости частот. Пусть A и B — несовместные
события, N(A)/N и N(B)/N — их частоты в какой-либо длинной серии
наблюдений. Так как N(A) � 0, то N(A)/N � 0, следовательно, то чис-
ло P(A), к которому близко отношение N(A)/N , должно быть неотри-
цательным.

Для достоверного события N(Ω) = N , поэтому надо потребовать
P(Ω) = 1. Для несовместных событий N(A + B) = N(A) + N(B), откуда

N(A + B)
N

=
N(A)

N
+

N(B)
N

,

что и приводит к аксиоме 3◦.

Рис. 3

Аксиома 4◦ (или 3∗) имеет несколько дру-
гое происхождение, связанное не с реальным
свойством устойчивости частот, а с нуждами
развиваемой на основе аксиоматики матема-
тической теории. Поясним сказанное на при-
мере. Пусть на единичный квадрат бросается
случайно частица, причем вероятность попа-
дания в любой внутренний квадрат со сторона-
ми, параллельными сторонам основного квад-
рата, равна площади меньшего квадрата. С по-
мощью аксиомы 3◦ отсюда можно получить ве-
роятность попадания в любую фигуру, состав-
ленную из суммы конечного числа квадратов.
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Но нам хотелось бы иметь также возможность находить вероятность по-
падания в более сложные фигуры, например в круг. Это можно сделать
с помощью аксиомы 3∗, приближая круг фигурами, составленными из ко-
нечных сумм таких квадратов (см. рис. 3).

§ 4. Конечное вероятностное пространство. Классическое
определение вероятности

Рассмотрим простой случай конечного вероятностного пространства.
В этом случае Ω = {ω} — конечное пространство, � — алгебра всех под-
множеств множества Ω (ввиду конечности � эта алгебра автоматически
представляет собой σ-алгебру). Вероятность P(A) для любого подмноже-
ства A из Ω в этом случае можно задать следующим образом. Пусть заданы
неотрицательные числа pω такие, что

∑
ω∈Ω

pω = 1. Вероятность P(A) опре-

делим как сумму
P(A) =

∑
ω∈A

pω. (5)

Легко видеть, что так определенная вероятность (вместе с P(∅) = 0) удо-
влетворяет всем аксиомам. Обозначим |A| число элементов в множестве A.
Частным случаем определения вероятности (5) будет так называемое клас-
сическое определение вероятности, когда все pω равны друг другу. Так как

1 =
∑
ω∈Ω

pω = pω|Ω|,

то в этом случае pω = 1
|Ω| и

P(A) =
|A|
|Ω| . (6)

Модель вероятностного пространства, приводящая к классическому опре-
делению вероятности, используется в тех случаях, когда элементарные со-
бытия обладают свойством «симметрии» в том смысле, что все элементар-
ные события находятся в одинаковом отношении к тем условиям, которые
определяют характер испытания. Например, бросание игральной кости или
монеты обладает свойством «симметрии» по отношению к выпадению того
или иного числа очков на кости или той или иной стороны монеты, ес-
ли, конечно, при броске они были достаточно высоко от горизонтальной
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поверхности и им было придано в начале броска вращательное движение
(но не вокруг оси симметрии). Таким же свойством симметрии обладают
правильно организованная жеребьевка и тираж лотереи.

При нахождении вероятностей в схеме классического определения ши-
роко используется комбинаторика. Мы часто будем использовать комбина-
торные понятия размещения, перестановки и сочетания. Будем исходить
из конечного множества X = {x1, x2, . . . , xN}, состоящего из N элемен-
тов xj . Пусть 1 � n � N . Размещением из N элементов множества X по n
элементам (коротко, размещением из N по n) назовем любой упорядочен-
ный набор (xj1 , xj2 , . . . , xjn) элементов множества X . Два размещения
(xj1 , xj2 , . . . , xjn) и (xi1 , xi2 , . . . , xin) равны тогда и только тогда, когда
все xik

= xjk
, k = 1, . . . , n. Число всех различных размещений из N эле-

ментов по n обозначается An
N и равно

N(N − 1) . . . (N − n + 1).

Последнее произведение мы иногда будем обозначать как обобщенную сте-
пень N [n]. Таким образом, для числа всех размещений из N элементов по n
мы имеем формулу

An
N = N [n] = N(N − 1) . . . (N − n + 1). (7)

В дальнейшем будем полагать A0
N = N [0] = 1 при любом целом N � 1.

Формула (7) легко доказывается по индукции. Частный случай размещения
при N = n называется перестановкой из N элементов. Число всех переста-
новок из N элементов равно

AN
N = N [N ] = N(N − 1) . . . 2 · 1 = N !. (8)

Из (7) и (8) следует также формула

An
N = N !

(N − n)!
. (9)

Сочетанием из N элементов множества X по n называется любое под-
множество {xj1 , . . . , xjn} мощности n множества X . Общее число всех
сочетаний из N по n обозначается Cn

N и равно

Cn
N =

An
N

n!
= N !

n!(N − n)!
. (10)

Из (10) имеем соотношение Cn
N = CN−n

N . В дальнейшем будем пола-
гать 0! = 1, C0

N = 1 и Ck
N = 0, если k — целое и k < 0 или k > N .
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П р и м е р 3. Выборка без возвращения. Пусть имеется урна с N шара-
ми, которые мы занумеруем числами 1, 2, . . . , N . Предположим, что шары
с номерами 1, 2, . . . , M белого цвета, остальные — черного. Выборка без
возвращения состоит в том, что мы наугад вынимаем из урны последова-
тельно n шаров, не возвращая их обратно. В этом случае за пространство
элементарных событий Ω = {ω} естественно принять множество всех упо-
рядоченных наборов

ω = (α1, α2, . . . , αn) (11)

чисел αi, 1 � αi � N , не равных друг другу. Мощность множества Ω равна
в этом случае

|Ω| = N(N − 1) . . . (N − n + 1) = N [n] (12)

— числу размещений N элементов по n.
Вычислим вероятность события Am, состоящего в том, что среди вы-

бранных n шаров имеется ровно m белых. Для этого подсчитаем |Am|:
|Am| = Cm

n M [m](N − M)[n−m]. (13)

В самом деле, число элементарных событий (11), у которых ровно в m слу-
чаях 1 � αj � M , определяется как произведение: Cm

n — числа способов
выбора m координат из общего количества их n, на которые мы помеща-
ем 1 � αj � M ; M [m] — числа различных наборов 1 � αj � M , попада-
ющих на отмеченные m мест; (N − M)[n−m] — числа различных наборов
M + 1 � αj � N , попадающих на остальные места. Из (12) и (13) получаем

P(Am) =
Cm

n M [m](N − M)[n−m]

N [n]
.

Пользуясь (10), мы можем вероятность P(Am) выразить в следующих эк-
вивалентных видах:

P(Am) =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

=
Cm

n CM−m
N−n

CM
N

. (14)

П р и м е р 4. Выборка с возвращением. Пусть имеется та же урна,
но выборка n шаров из нее происходит последовательно по одному шару,
и при этом каждый раз фиксируется номер шара, а сам шар возвращается
обратно в урну. В этом случае пространство элементарных событий состоит
из всевозможных векторов (11), у которых координаты не имеют никаких
дополнительных ограничений, кроме 1 � αj � N . В этом случае

|Ω| = Nn,
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а вероятность события Am, вычисляемая аналогичным способом, равна

P(Am) = Cm
n

Mm(N − M)n−m

Nn = Cm
n

(
M
N

)m(
1 − M

N

)n−m

. (15)

§ 5. Геометрические вероятности

Еще один важный класс моделей вероятностных пространств дают так
называемые геометрические вероятности. Пусть Ω = {ω} — область евк-
лидова n-мерного пространства с конечным n-мерным объемом. Событиями
назовем подмножества Ω, для которых можно определить n-мерный объем.
За множество событий можно принять так называемую σ-алгебру � боре-
левских подмножеств Ω (подробнее об этом см. гл. 6, § 27). За вероятность
события A ∈ � примем

P(A) =
|A|
|Ω| , (16)

Рис. 4

где |V | означает n-мерный объем множе-
ства V . Понимая под n-мерным объемом со-
ответствующую меру Лебега, мы получаем
вероятностное пространство (Ω, �, P), где
вероятность P определена равенством (16).
Это вероятностное пространство служит

моделью задач, в которых частица случайно бросается в область Ω. Пред-
полагается, что ее положение равномерно распределено в этой области,
т. е. вероятность попасть частице в область A пропорциональна n-мерному
объему этой области.

П р и м е р 5. Стержень разламывается на две части в случайной точ-
ке, равномерно распределенной по длине стержня. Найдем вероятность то-
го, что меньший обломок имеет длину, не превосходящую одной трети
длины стержня. Обозначим длину стержня l, а расстояние точки разлома от
одного (фиксированного) конца стержня — x. Тогда описанное событие про-
изойдет тогда и только тогда, когда либо x � l/3, либо x � 2l/3. Искомая
вероятность равна отношению

l
3

+ l
3

l
= 2

3

(см. рис. 4).
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П р и м е р 6. Задача Бюффона. На плоскость, расчерченную парал-
лельными прямыми, находящимися на расстоянии a друг от друга, случайно
брошена игла длины l < a. Найдем вероятность пересечения иглы с какой-
нибудь из параллельных прямых. Обозначим y расстояние от середины иглы
до ближайшей прямой, x — острый угол между иглой и перпендикуляром
к параллельным прямым (рис. 5). Координаты (x, y), определяющие поло-
жение иглы относительно параллельных прямых, удовлетворяют условиям
0 � x � π/2, 0 � y � a/2. На плоскости (x, y) они образуют прямоуголь-
ник Ω. Попадание точки (x, y) в заштрихованную область A (см. рис. 6)
приводит к пересечению иглы с одной из параллельных прямых. По фор-
муле (16) искомая вероятность равна

|A|
|Ω| =

π/2∫
0

l
2

cosxdx

a/2 · π/2
= 2l

aπ .

Рис. 5 Рис. 6

Задачи

1. События A и B несовместны. Доказать, что B = A только тогда, когда
A + B = Ω.

2. Известно, что A ∩ B = � и A ∩ B = �. Доказать, что в этом случае B = A.

3. Доказать, что события (A ∩ B) ∪ A и B \ A равносильны.
4. Доказать, что A \ (A \ B) = AB.
5. Доказать, что: а) AB = B тогда и только тогда, когда B ⊆ A; б) A ∪ B = B

тогда и только тогда, когда A ⊆ B.
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6. На карточке спортлото из 49 клеток отмечено шесть. Какова вероятность
того, что ровно три из отмеченных клеток выпадут в очередном тираже? (В тираже
производится случайная выборка шести элементов без возвращения из множества
49 клеток карточки спортлото.)

7. Трехзначное число случайно и равновероятно выбирается из всего множества
трехзначных чисел. Найти вероятность того, что оно делится: а) на 3; б) на 5.

8. Деталь с вероятностью 0,01 имеет дефект A, с вероятностью 0,02 имеет
дефект B и с вероятностью 0,005 имеет оба дефекта. Найти вероятность того, что
деталь имеет хотя бы один дефект.

9. При жеребьевке N человек тянут билеты с номерами 1, 2, . . . , N . Первые
три человека вытянули номера x1, x2, x3. Какова вероятность того, что

min(x1, x2) < x3 < max(x1, x2)?

10. Из урны, содержащей 10 белых и 10 черных шаров, извлекается 10 шаров
по схеме случайной выборки без возвращения. Какова вероятность того, что в урне
осталось белых шаров не менее 5.

11. Из 104 чисел 0000, 0001, 0002, . . . , 9999 случайно и равновероятно выби-
рается число. Какова вероятность того, что в выбранном числе:

а) все цифры разные;
б) имеются только 3 разные цифры;
в) имеются только 2 разные цифры;
г) все цифры одинаковые?

Рис. 7

12. На бесконечную шахматную дос-
ку со стороной квадрата a бросается на-
удачу монета радиуса r, 2r < a. Найти
вероятность pk того, что монета будет
иметь общие точки только с k квадратами,
k = 1, 2, 3, 4.

13. На паркет, изображенный на
рис. 7, случайно падает монета радиуса r,
2r < a. Найти вероятность того, что монета
целиком окажется внутри маленького квад-
рата.

14. На квадрат случайно с равно-
мерным распределением бросается части-
ца. Найти вероятность того, что она удале-
на от вершин квадрата на расстояние, не
меньшее половины длины стороны квад-
рата.
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Условные вероятности. Независимость

§ 6. Условные вероятности

Пусть при N испытаниях события A, B и AB произошли с частотами
N(A), N(B) и N(AB). Назовем отношение N(AB)/N(B) условной часто-
той события A при условии, что произошло событие B. Если имеет место
устойчивость частот

N(A)
N

≈ P(A),
N(B)

N
≈ P(B),

N(AB)
N

≈ P(AB)

и P(B) > 0, то частота N(AB)/N(B) тоже устойчива:

N(AB)
N(B)

=
N(AB)/N
N(B)/N

≈ P(AB)
P(B)

. (1)

Соотношение (1) приводит к следующему естественному определению.

Определение 1. Пусть P(B) > 0. Условной вероятностью P(A|B) со-
бытия A при условии, что произошло событие B (или просто: при усло-
вии B), назовем отношение

P(A|B) =
P(AB)
P(B)

(2)

Для условной вероятности P(A|B) применяется также обозначение PB(A).

Если B фиксировано, а A ∈ � из некоторого вероятностного про-
странства (Ω, � , P), то условная вероятность PB(A), рассматриваемая как
функция PB от события A ∈ � , определяет новое вероятностное простран-
ство (Ω, � , PB). Для того чтобы это установить, надо проверить, что PB

удовлетворяет аксиомам 1◦–4◦. Это легко делается, так как, в силу (2):

PB(A) =
P(AB)
P(B)

� 0; PB(Ω) =
P(ΩB)
P(B)

= 1;
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если A1A2 = ∅, то (A1B) ∩ (A2B) = ∅ и

PB(A1 + A2) =
P(A1B + A2B)

P(B)
=

P(A1B)
P(B)

+
P(A2B)
P(B)

= PB(A1) + PB(A2);

и, наконец, из An ↓ ∅ следует BAn ↓ ∅, поэтому

PB(An) =
P(BAn)
P(B)

↓ 0.

Переписывая (2) в форме

P(AB) = P(B)PB(A), (3)

мы получаем равенство, которое называют теоремой умножения. Если ис-
ходить из определения (2), то содержательность теоремы умножения (3)
представляется весьма невысокой. Однако в применениях мы часто услов-
ную вероятность |PB(A) будем вычислять, исходя не из формулы (2), а из
каких-либо других соображений. В этом случае формула (3) уже определя-
ет P(AB) с помощью P(B) и P(B|A), а не наоборот.

П р и м е р 1. В урне находится M белых и N − M черных шаров.
По схеме выборки без возвращения последовательно выбираются два ша-
ра. Найдем вероятность того, что оба шара будут белыми. Эту вероятность
можно найти с помощью теоремы умножения (3). Обозначим события A =
={первый вынутый шар — белый}, B ={второй вынутый шар — белый}. То-

гда вычисление вероятностей P(A) = M
N

и PA(B) = M − 1
N − 1

сводится к бо-

лее простым задачам о вынимании белого шара из урны, содержащей M
белых и N − M черных шаров (соответственно во втором случае M − 1
белых и N − M черных шаров). Имеем окончательно

P(AB) = P(A)PA(B) =
M(M − 1)
N(N − 1)

.

С помощью (3) по индукции легко доказывается более общая

Теорема 1 (Теорема умножения). Пусть события A1, . . . , An тако-
вы, что P(A1, . . . , An−1) > 0. Тогда

P(A1, . . . , An) = P(A1)PA1(A2)PA1A2(A3) . . . PA1 . . . An−1(An). (4)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Из условия теоремы вытекает, что существуют все условные вероятно-

сти в (4). Для доказательства (4) по индукции обозначим

B = A1 . . . An−1, A = An

и применим (3) и индукционное предположение о справедливости (4), ко-
гда n заменяется на n − 1. Справедливость (4) при n = 2 также следует
из (3).

Формулы типа (3) и (4) показывают, что на одном и том же простран-
стве элементарных событий Ω с σ-алгеброй � удобно рассматривать, на-
ряду с вероятностью P, условные вероятности PB .

§ 7. Формула полной вероятности

Определение 2. Систему событий A1, A2, . . . , An будем называть ко-
нечным разбиением (в дальнейшем — просто разбиением), если они попарно
несовместны и

A1 + A2 + . . . + An = Ω. (5)

Теорема 2 (Формула полной вероятности). Если A1, . . . , An — раз-
биение и все P(Ak) > 0, то для любого события B имеет место формула

P(B) =
n∑

k=1

P(Ak)P(B|Ak), (6)

называемая формулой полной вероятности.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Из (5) следует разложение B на сумму

B = BΩ = BA1 + BA2 + . . . + BAn

попарно несовместных событий, поэтому

P(B) =
n∑

k=1

P(BAk).

Применяя к слагаемым P(BAk) теорему умножения, получаем (6).
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П р и м е р 2. Вычислим в урновой схеме примера 1 вероятность собы-
тия B ={второй вытянутый шар — белый}. Из классического определения
вероятности имеем

P(A) = M
N

, P(A) = N − M
N

,

PA(B) = M − 1
N − 1

, PĀ(B) = M
N − 1

.

По формуле полной вероятности

P(B) = P(A)PA(B)+P(A)PĀ(B) = M
N

M − 1
N − 1

+ N − M
N

M
N − 1

= M
N

,

т. е. P(A) = P(B). Аналогично можно установить, что, вынимая последо-
вательно без возвращения шары, мы получаем одну и ту же вероятность
вынуть белый шар на любом месте. Таким образом, при правильно ор-
ганизованной жеребьевке шансы всех участников одинаковы, независимо
от того, в какой очередности они тянут жребий. Эту же задачу можно ин-
терпретировать как вычисление вероятности вытащить белый шар из урны,
из которой был случайно утерян один или несколько шаров.

§ 8. Формулы Байеса

Теорема 3. Если выполнены условия теоремы 2 и P(B) > 0, то имеют
место формулы

P(Ak|B) =
P(Ak)P(B|Ak)
n∑

i=1

P(Ai)P(B|Ai)
, (7)

называемые формулами Байеса.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
По теореме умножения

P(AkB) = P(Ak)P(B|Ak) = P(B)P(Ak|B),

откуда имеем

P(Ak|B) =
P (Ak(P(B|Ak)

P(B)
.
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Применяя к знаменателю P(B) формулу полной вероятности (6), получа-
ем (7).

Формулы Байеса можно интерпретировать следующим образом. На-
зовем события Ak гипотезами. Пусть событие B — результат некото-
рого эксперимента. Вероятности P(Ak) — это априорные вероятности
гипотез, вычисляемые до произведения опыта, а условные вероятности
P(Ak|B) — это апостериорные вероятности гипотез, вычисляемые по-
сле того, как стал известен исход эксперимента B. Формулы Байеса поз-
воляют по априорным вероятностям гипотез и по условным вероятно-
стям события B при гипотезах Ak вычислять апостериорные вероятно-
сти P(Ak|B).

П р и м е р 3. Пусть имеются две урны, в каждой из которых по N
шаров, причем в первой урне M1 белых шаров, а во второй урне M2 белых
шаров. Проводимый эксперимент состоит в том, что мы сначала с вероят-
ностью 1/2 выбираем первую или вторую урну, а затем из выбранной урны
случайно вынимаем (с возвращением) n шаров. Пусть событие B состоит
в том, что все вынутые шары — белые. В этом случае имеем две гипотезы:
A1 — выбор первой урны и A2 — выбор второй урны. По условиям зада-
чи априорные вероятности равны друг другу: P(A1) = P(A2) = 1/2. Далее
легко вычисляются условные вероятности

P(B|Ak) =
(Mk

N

)n

.

Формулы Байеса дают нам апостериорные вероятности:

P(Ak|B) =

1
2

(
Mk

N

)n

1
2

(
M1

N

)n

+ 1
2

(
M2

N

)n =
Mn

k

Mn
1 + Mn

2

, k = 1, 2.

Если M2 < M1, то при n → ∞

P(A1|B) = 1

1 +
(

M2

M1

)n → 1,

таким образом, знание исхода B эксперимента в этом случае дает нам воз-
можность существенным образом изменить наши априорные сведения о ги-
потезах A1 и A2.
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§ 9. Независимость событий

Понятие независимости относится к одному из основных в теории
вероятностей. Если события A и B таковы, что P(B) > 0, то существует
условная вероятность P(A|B). В случае когда P(A|B) = P(A), мы говорим,
что событие A не зависит от события B. Если и P(A) > 0, то в этом
случае

P(B|A) =
P(AB)
P(A)

=
P(B)P(A|B)

P(A)
= P(B),

и из независимости A от B следует независимость B от A, т. е. поня-
тие независимости A и B симметрично. Из теоремы умножения вероятно-
стей (3) следует, что для независимых событий A и B имеет место равенст-
во

P(AB) = P(A)P(B).

Это приводит нас к следующему определению независимости.

Определение 3. События A и B называются независимыми, если

P(AB) = P(A)P(B). (8)

Если равенство (8) не выполняется, то события будем называть зависимыми.

Это определение уже не содержит ограничений типа P(A) > 0. В част-
ности, если P(A) = 0, то из AB ⊆ A следует, что и P(AB) = 0, а тогда,
в силу (8), A и B независимы. Из определения (8) следует P(A) = P(A|B)
и P(B) = P(B|A), если эти условные вероятности существуют (т. е.
P(B) > 0 и P(A) > 0 соответственно).

Обычно независимость A и B, которую иногда называют теоретико-
вероятностной, или статистической, независимостью (в отличие от при-
чинной независимости реальных явлений), не устанавливается с помощью
равенства (8), а постулируется на основе каких-либо внешних соображе-
ний. С помощью же равенства (8) мы вычисляем вероятность P(AB), зная
вероятности P(A) и P(B) двух независимых событий. При установлении
независимости событий A и B часто используют следующий принцип: со-
бытия A и B, реальные прообразы которых Ã и B̃ причинно-независимы,
независимы в теоретико-вероятностном смысле. Реальный смысл этого
принципа можно связать со свойством устойчивости частот. Пусть при N

наблюдениях N(Ã), N(B̃), N(ÃB̃) — частоты событий Ã, B̃ и ÃB̃. Так как
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из устойчивости частот следует

N(Ã)
N

≈ P(A),
N(B̃)

N
≈ P(B),

N(ÃB̃)
N

≈ P(AB),

N(ÃB̃)

N(B̃)
≈ P(A|B) =

P(AB)
P(B)

,

то из независимости событий A и B, т. е из P(A|B) = P(A) вытекает

N(ÃB̃)

N(B̃)
≈ N(Ã)

N

или, что равносильно,

N(ÃB̃)
N

≈ N(Ã)
N

N(B̃)
N

. (9)

Свойство (9) для причинно-независимых реальных событий Ã и B̃ уста-
новлено многовековой практикой человека. Это и позволяет нам сформули-
ровать приведенный выше принцип.

Надо отметить, что этот принцип ни в коем случае не является тео-
ремой. Так как он сформулирован не в терминах математической модели,
то он и не может быть теоремой. И, конечно, из теоретико-вероятностной
независимости событий A и B не следует причинная независимость их
реальных прообразов Ã и B̃. Следующий пример показывает, что неза-
висимость может исчезнуть, если незначительно изменить вероятностную
модель.

П р и м е р 4. Из колоды в 52 карты (состоящей из 13 карт каждой
из четырех мастей) случайно вынимается карта. Рассмотрим события A =
={вынут туз} и B ={вынута карта бубновой масти}. Тогда событие AB =
={вынут туз бубновой масти}. Поскольку в этом случае

P(A) = 4
52

= 1
13

, P(B) = 13
52

= 1
4
,

P(AB) = 1
52

= P(A)P(B),
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то события A и B независимы. Если же колода карт содержит еще и джокер,
то A и B станут зависимыми, так как

P(A) = 4
53 , P(B) = 13

53 , P(AB) = 1
53 ,

P(AB) 
= P(A)P(B).

Понятие независимости двух событий распространяется на случай
нескольких событий.

Определение 4. События A1, A2, . . . , An называются независимыми,
если для любых

1 � i1 < i2 < . . . im � n, 2 � m � n,

выполняются равенства

P(Ai1Ai2 . . . Aim) = P(Ai1)P(Ai2 ) . . . P(Aim ); (10)

в противном случае события называются зависимыми Независимость
нескольких событий называется иногда независимостью событий в сово-
купности.

Из определения 4 сразу следует, что события любого подмноже-
ства Aj1 , Aj2 , . . . , Ajr независимых событий A1, A2, . . . , An также неза-
висимы.

Нижеследующий пример показывает, что независимость собы-
тий A1, A2, . . . , An в совокупности — более сильное свойство, чем по-
парная их независимость.

П р и м е р 5. Пусть из чисел 2, 3, 5 и 30 выбирается одно число, при-
чем каждое из чисел может быть выбрано с вероятностью 1/4. Обозначим
событие Ak ={выбранное число делится на k}. Легко видеть, что собы-
тия A2, A3, A5 попарно-независимы, но зависимы в совокупности, так как

P(A2) = P(A3) = P(A5) = 1
2
,

P(A2A3) = P(A2A5) = P(A3A5) = 1
4
,

P(A2A3A5) = 1
4
.

Из определения 1 вытекает следующее свойство условных вероятно-
стей.
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Теорема 4. Если события A1, A2, . . . , An независимы, индексы
i1, i2, . . . , it, j1, j2, . . . , js все различны, вероятностьP(Ai1Ai2 . . . Air )>0,
то

P(Aj1 . . . Ajs |Ai1 . . . Air ) = P(Aj1 . . . Ajs). (11)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Из независимости событий A1, A2, . . . , An следует

P(Ai1 . . . Air ) = P(Ai1) . . . P(Air ),
P(Aj1 . . . Ajs) = P(Aj1) . . . P(Ajs)

и
P(Ai1 . . . AirAj1 . . . Ajs) =

= P(Ai1 ) . . . P(Air )P(Aj1 ) . . . P(Ajs),

поэтому

P(Ai1 . . . Air ∩ Aj1 . . . Ajs) = P(Ai1 . . . Air )P(Aj1 . . . Ajs),

а отсюда вытекает (11).

§ 10. Независимость разбиений, алгебр и σ-алгебр

Определение 5. Пусть γ — некоторая система множеств. Наименьшая
алгебра множеств � (γ), содержащая γ, называется алгеброй, порожден-
ной системой γ. Аналогично определяется σ-алгебра, порожденная γ, как
наименьшая σ-алгебра, содержащая γ.

Если мы за систему множеств α возьмем разбиение A1, A2, . . . , An,
т. е. такие множества Ai, что

A1 + A2 + . . . + An = Ω
и AiAj = ∅ при i 
= j,

то нетрудно видеть, что алгебра� (α), порожденная разбиением α, является
конечной (т. е. в нее входит лишь конечное число множеств) и состоит
только из пустого множества и множеств вида

Ai1 + Ai2 + . . . + Aim .

Имеет место обратное свойство.
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Теорема 5. Каждая конечная алгебра множеств порождается неко-
торым разбиением.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть � — конечная алгебра событий. Обозначим �ω совокупность

всех B ∈ �, для которыхω ∈ B. Для каждого ω ∈ Ω введем Bω =
⋂

B∈�ω
B.

Покажем, что для двух ω 
= ω′ либо Bω = Bω′ , либо Bω ∩ Bω′ = ∅. Для
любых ω ∈ Ω и B ∈ � имеет место следующее свойство: если ω ∈ B,
то Bω ⊆ B. Пусть теперь ω ∈ Bω′ ; тогда Bω ⊆ Bω′ . Далее, если ω′ ∈ Bω,
то Bω′ ⊆ Bω и, следовательно, Bω′ = Bω. Случай ω′ ∈ Bω невозможен, так
как приводит к противоречиюBω′ ⊆ Bω (а мы уже доказали, чтоBω ⊆ Bω′ ).
Выберем среди Bω разные множества B1, B2, . . . , Br. Они образуют раз-
биение, так как

B1 + . . . + Br = Ω
и BiBj = ∅ при i 
= j,

Поскольку любое B ∈ � представимо в виде

B =
⋃

ω∈B

Bω,

то это разбиение порождает алгебру �, что и требовалось доказать.
П р и м е р 6. Разбиение A+A=Ω порождает алгебру�={∅, Ω, A, A}.
П р и м е р 7. Разбиение A1 + A2 + A3 = Ω порождает алгебру

� = {∅, Ω, A1, A2, A3, A1 + A2, A1 + A3, A2 + A3}.
Определение 6. Разбиения

αk : Ak1 + Ak2 + . . . + Akrk
= Ω, k = 1, . . . , n,

называются независимыми, если для любых ik, 1 � ik � rk, k = 1, . . . , n,

P(A1i1A2i2 . . . Anin) = P(A1i1 )P(A2i2 ) . . .P(Anin).

Определение 7. Алгебры (или σ-алгебры) событий �1, �2, . . . , �n

называются независимыми, если для любых Ai ∈ �i

P(A1A2 . . . An) = P(A1)P(A2) . . . P(An).

Теорема 6. Конечные алгебры �1,�2, . . . , �n независимы тогда и
только тогда, когда независимы порождающие их разбиенияα1, α2, . . . , αn.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Так как порождающее�i разбиение αi есть подсистема�i, т. е. αi⊆�i,

то из независимости �1, . . . , �n следует независимость α1, . . . , αn. Каж-
дое A ∈ �i есть сумма попарно несовместных событий из αi, поэтому
обратное заключение получаем из следующей леммы.

Лемма 1.
1◦. Если события A и B независимы, то события A и B также незави-

симы.
2◦. Если A1 и B независимы и A2 и B независимы, a A1A2 = ∅,

то A1 + A2 и B независимы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
1◦. Из независимости A и B следует

P(BA) = P(B \ AB) = P(B) − P(AB) =

P(B) − P(A)P(B) = P(B)(1 − P(A)) = P(B)P(A),

т. е. B и A также независимы.
2◦. Из независимости Ai и B имеем

P(AiB) = P(Ai)P(B),

откуда вытекает

P((A1 + A2)B) = P(A1B) + P(A2B) = P(A1)P(B) + P(A2)P(B) =
= (P(A1) + P(A2))P(B) = P(A1 + A2)P(B),

т. е. A1 + A2 и B независимы.

Следствие 1. Каждое событие A порождает разбиение A + A = Ω,
которое, в свою очередь, порождает алгебру� (A). Из леммы 1 вытекает,
что независимость событий A1, . . . , An и независимость порожденных
ими алгебр � (A1), . . . , � (An) эквивалентны.

§ 11. Независимые испытания

Под испытанием мы будем понимать некоторый эксперимент, исходами
которого служат те или иные случайные события. В принятой нами акси-
оматике испытание — это некоторое вероятностное пространство. Пусть
даны n испытаний, т. е. даны вероятностные пространства

(Ω1, �1, P1), . . . , (Ωn, �n, Pn). (12)
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Если эти вероятностные пространства есть модели некоторых причинно-
независимых испытаний, то σ-алгебры �1, �2, . . . , �n должны быть неза-
висимыми. Но для того чтобы иметь возможность говорить о теоретико-
вероятностной независимости, мы должны рассматривать �i как σ-
подалгебры σ-алгебры � одного общего вероятностного пространства
(Ω, � , P). Такое вероятностное пространство всегда можно построить. Мы
проделаем это построение в частном случае, когда вероятностные простран-
ства (12) конечны.

Итак, пусть (Ωi, �i, Pi) — конечное вероятностное пространство,
Ωi = {ω}, �i состоит из всех подмножеств Ωi, а вероятность

Pi(A) =
∑

ωi∈A

pi(ωi)

задается с помощью вероятностей элементарных событий pi(ωi), ωi ∈ Ωi.
Построим прямое произведение вероятностных пространств (12) (Ω, � , P),
полагая

Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn,

точки которого ω ∈ Ω есть векторы

ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)

с компонентами
ωi ∈ Ωi, i = 1, . . . , n,

� — алгебра всех подмножеств Ω, и элементарные вероятности p(ω) и ве-
роятности P(A) задаются формулами

p(ω) = p1(ω1) . . . pn(ωn), P(A) =
∑
ω∈A

p(ω). (13)

Построенная так вероятность P называется прямым произведением вероят-
ностей Pi и обозначается

P = P1 × . . . × Pn.

Аналогично в этом случае

� = �1 × . . . ×�n

есть прямое произведение алгебр. В построенном вероятностном простран-
стве выделим класс событий A, называемых прямоугольниками, определяе-
мый следующим образом. Пусть Ai ∈ �i, i = 1, . . . , n. Прямоугольник

A = A1 × A2 × . . . × An (14)
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состоит из тех и только тех ω = (ω1, ω2, . . . , ωn), для которых ωi ∈ Ai,
i = 1, . . . , n. Из определения вероятности (13) следует, что вероятность
прямоугольника (14) равна

P(A) =
∑
ω∈A

p(ω) =
∑

ω1∈A1

p1(ω1) . . .
∑

ωn∈An

pn(ωn) =
n∏

k=1

Pk(Ak). (15)

Обозначим � ′
k подалгебру алгебры � , состоящую из всех тех прямоуголь-

ников (14), у которых Ai = Ωi для i 
= k. Нетрудно видеть, что между со-
бытиями

A′
i = Ω1 × . . . × Ωi−1 × Ai × Ωi+1 × . . . × Ωn ∈ � ′

i

и Ai ∈ �i устанавливается естественный изоморфизм A′
i ∼ Ai, поэто-

му вместо событий Ai из вероятностного пространства (Ωi, �i, Pi) мож-
но рассматривать изоморфные события A′

i из подалгебры � ′
i вероятност-

ного пространства (Ω, � , P). Из определения вероятности (15) следует
P(A′

i) = Pi(Ai). Так как

A = A1 × . . . × An =
n⋂

k=1

A′
k,

то из (15) получаем для любых A′
k ∈ � ′

k

P
( n⋂

k=1

A′
k

)
=

n∏
k=1

P(A′
k),

т. е. алгебры � ′
1 , . . . , � ′

n независимы.
Схема Бернулли. Частный случай независимых испытаний, с двумя

исходами в каждом из испытаний, строится следующим образом. Пусть
вероятностные пространства в (12) таковы, что

Ωi = {0, 1}, �i = {∅, {0}, {1}, Ωi},
p(0) = p, p(1) = q, p + q = 1.

Тогда в прямом произведении (Ω, � , P) имеем

Ω = {ω}, ω = (ω1, ω2, . . . , ωn), ωi = 0, 1

p(ω) =
n∏

i=1

pωiq1−ωi . (16)
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Построенная схема независимых испытаний называется схемой Бернулли.
Обычно она трактуется следующим образом. Пусть некоторый исход A,
который мы будем называть успехом, может произойти при каждом испыта-
нии с одной и той же вероятностью p; противоположный исход A (неуспех)
может произойти при каждом испытании с дополнительной вероятностью
q = 1 − p. В элементарном событии ω = (ω1, . . . , ωn) имеем ωi = 1, если
при i-м испытании произошел успех, и ωi = 0 в противоположном случае.
Обозначим

Bk = {ω : ω1 + . . . + ωn = k}
событие, состоящее в том, что при n независимых испытаниях в схеме
Бернулли произошло ровно k успехов. Поскольку из (16) следует, что при
ω ∈ Bk p(ω) = pkqn−k, то

P(Bk) = pkqn−k × (число элементарных событий ω ∈ Bk).

Итак, имеем
P(Bk) = Ck

npkqn−k, k = 0, 1, . . . , n.

Вероятности (17) называются биномиальным распределением. Примерами,
в которых появляется биномиальное распределение, служат: выборка с воз-
вращением (§ 4, формула (15)), выпадение шестерки m раз при n бросаниях
игральной кости (вероятность этого события Cm

n (1/6)m(5/6)n−m), рожде-
ние n мальчиков при регистрации n рождений (если вероятность рождения
мальчика p = 0, 51, то вероятность рождения m мальчиков при регистра-
ции n рождений равна Cm

n (0, 51)m · (0, 49)n−m; обширный статистический
материал, собранный в разное время и в разных странах, свидетельствует
о том, что вероятность p > 1/2 и примерно равна 0,51–0,52).

Полиномиальная схема. Более сложная схема n независимых испыта-
ний получается, когда при каждом испытании возможно появление одного
из r попарно несовместных исходов. Пусть i-e испытание связано с ве-
роятностным пространством (Ωi, �i, Pi), где Ωi = {1, 2, . . . , r} состоит
из номеров 1, 2, . . . , r исходов. Пусть p1, . . . , pr — вероятности этих ис-
ходов, p1 + . . . + pr = 1, a �i состоит из всех подмножеств Ωi. В прямом
произведении вероятностных пространств (Ω, � , P) элементарное событие
ω ∈ Ω равно ω = (ω1, . . . , ωn), где ωi — номер исхода при i-м испытании.
Полагая p(ω) = pω1pω2 . . . pωn , вычислим вероятность события

Bn1 . . . nr = {в n независимых испытаниях

произошло ровно по nk k-х исходов},
n1 + n2 + . . . + nr = n.
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Так как для любого ω ∈ Bk,

p(ω) =
r∏

k=1

pnk

k ,

а количество точек в Bn1 . . . nr равно полиномиальному коэффициенту
n!

n1! . . . nr!
, то

P(Bn1 . . . nr ) = n!
n1! . . . nr!

pn1
1 . . . pnr

r ,

n1 + . . . + nr = n.

Распределение (18) называется полиномиальным; описанная схема независи-
мых испытаний с r исходами также называется полиномиальной. При r = 2
эта схема превращается в биномиальную схему Бернулли.

Задачи

1. Из множества чисел 000, 001, . . . , 999 равновероятно выбирается одно
число. Какова вероятность того, что это число не содержит цифру 1, если все его
цифры различны?

Рис. 8

2. Из урны, содержащей M белых и N − M черных
шаров, случайно последовательно по схеме выборки без
возвращения извлекаются три шара. С помощью теоремы
умножения найти вероятность того, что появится последо-
вательность шаров: белый, черный, белый.

3. Показать, что любая конечная алгебра событий
состоит из 2k событий, где k — натуральное число.

4. Плоскость расчерчена параллельными прямыми,
расстояния между соседними прямыми, чередуясь, рав-
ны a и b. На эту плоскость случайно бросается игла дли-
ны l < min{a, b}. Пользуясь решением задачи Бюффона
и формулой полной вероятности, найти вероятность того,
что игла пересечет одну из этих прямых.

5. На бесконечную шахматную доску с длиной стороны квадрата a случайно
бросается монета радиуса r < a/2. Найти вероятность того, что монета пересечет
сторону какого-либо квадрата.

6. В последовательности n независимых испытаний с вероятностью p успеха
в каждом из испытаний произошел ровно один успех. Какова вероятность того, что
успех произошел при втором испытании?

7. В схеме испытаний задачи 6 произошло ровно два успеха. Найти вероятность
того, что успехи произошли в соседних испытаниях.
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8. На паркет, составленный из прямоугольников со сторонами a и b, a < b,
случайно бросается монета радиуса r, 2r < min{a, b}. Найти вероятность того, что
монета заденет меньшую сторону какого-нибудь прямоугольника, если известно, что
она какую-то сторону задела.

9. Для перехода улицы пешеходу нужно три секунды. Каждую секунду с ве-
роятностью p по улице проезжает автомобиль и с вероятностью q = 1 − p улица
свободна. Будем считать время дискретным (по секундам), а наличие или отсут-
ствие автомобиля на улице в разные моменты времени независимыми испытания-
ми. Пешеход начинает переходить улицу лишь в том случае, если в течение трех
секунд она будет свободна от автомобилей на переходе. Найти вероятность того, что
пешеходу придется ждать перехода а) больше двух секунд; б) больше трех секунд.

10. Бросаются две игральные кости. Какова вероятность того, что на первой
кости выпала 1, если известно, что на второй кости выпало число очков больше,
чем на первой? (Применить формулу Байеса.)

11. В единичный квадрат со вписанным в него кругом независимо с равномер-
ным распределением случайно бросается 6 частиц. Найти вероятность того, что ни
одна из пяти частей квадрата не будет свободна от частиц (см. рис. 8).
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Случайные величины (конечная схема)

§ 12. Случайные величины. Индикаторы

Рассмотрим конечное вероятностное пространство (Ω, � , P). Число-
вую функцию от элементарного события ξ = ξ(ω), ω ∈ Ω назовем случайной
величиной. Мы будем обычно обозначать случайные величины греческими
буквами ξ, η, ζ, μ, ν, . . . и т. п. (в англо-американской литературе и иногда
у нас случайные величины обозначаются прописными латинскими буква-
ми X, Y, Z и т. п.).

П р и м е р 1. В схеме независимых испытаний Бернулли в § 11 множе-
ство Ω состоит из элементарных событий ω = (ω1, ω2, . . . , ωn), где ωi = 1,
если при i-м испытании произошел успех, и ωi = 0 в случае неуспеха. Слу-
чайная величина

μ = μ(ω) = ω1 + ω2 + . . . + ωn

равна числу успехов при n испытаниях в схеме Бернулли.
П р и м е р 2. Рассмотрим следующую урновую схему. Пусть в урне

имеется N шаров, из них M белых, остальные — черные. По схеме выборки
без возвращения из урны извлекаются n шаров (см. § 4, пример 3). Перену-
меруем все N шаров числами 1, 2, . . . , N так, чтобы белые шары получили
номера 1, 2, . . . , M . Тогда множество Ω можно составить из элементарных
событий, состоящих из подмножеств

ω = {i1, i2, . . . , in} i1 < i2 < . . . < in,

мощности n множества целых чисел {1, 2, . . . , N}. Элементарное собы-
тие ω = {i1, i2, . . . , in} соответствует выборке, в которую вошли шары
с номерами i1, i2, . . . , in. Случайная величина ξ, равная числу белых ша-
ров в выборке, определяется как функция от ω следующим образом:

ξ=ξ(ω)=m, если в ω={i1, i2, . . . , in}, im � M <im+1 при 1 � m<n;
ξ(ω)=0, если M <i1;
ξ(ω)=n, если in �M.



44 ГЛАВА 3

Пусть g(x1, . . . , xr) — числовая функция от числовых аргумен-
тов x1, . . . , xr, а ξ1, . . . , ξr — случайные величины. Тогда сложная функция

η = η(ω) = g(ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξr(ω))

также будет случайной величиной. В частности, так определяются случай-

ные величины, равные сумме
r∑

k=1

ξk и произведению
∏r

k=1 ξk случайных

величин.
С каждым событием A ∈ � можно связать случайную величину

IA = IA(ω) =
{

1, если ω ∈ A,
0, если ω /∈ A,

называемую индикатором события A. Индикаторы удовлетворяют следую-
щим легко проверяемым свойствам:

I∅ ≡ 0, IΩ ≡ 1, IAB = IAIB, IĀ = 1 − IA. (1)

Если события A1, . . . , An попарно несовместны, то нетрудно устано-
вить, что

I n�
k=1

Ak

=
n∑

k=1

IAk
.

Выведем формулу для индикатора объединения
⋃n

k=1 Ak любых событий.
Так как ∪kAk = ∩kAk, то, учитывая свойства (1), мы имеем

I∪n
k=1Ak

= 1− I∪n
k=1Ak

= 1− I∩n
k=1Āk

= 1−
n∏

k=1

IĀk
= 1−

n∏
k=1

(1− IAk
),

откуда следует

I∪n
k=1Ak

=
n∑

k=1

IAk
−

∑
1�k�l�n

IAkAl
+

+
∑

1�k<l<m�n

IAkAlAm − . . . + (−1)n−1IA1A2 . . . An . (2)

Обозначим x1 < x2 < . . . < xk всевозможные значения, которые принимает
случайная величина ξ. С каждой случайной величиной ξ можно связать
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разбиение αξ, состоящее из событий Ai = {ω : ξ(ω) = xi}. В самом деле,
так как xi 
= xj , то AiAj = ∅ для i 
= j; сумма A1 + A2 + . . . + Ak есть
достоверное событие Ω, так как x1, x2, . . . , xk — все значения случайной
величины ξ. Разбиение αξ порождает алгебру событий �ξ, которая состоит
из событий, представимых в виде

{ξ ∈ B} = {ω : ξ(ω) ∈ B},
где B — любое числовое множество. Разбиение αξ и алгебру �ξ мы будем
называть порожденными случайной величиной ξ. Любое событие {ξ ∈ B}
представимо в виде суммы

∑
i

Ai, где суммирование ведется по тем i, для

которых xi ∈ B.
Случайную величину ξ можно выразить с помощью индикаторов раз-

биения A1 + . . . + Ak = Ω через сумму

ξ = ξ(ω) =
k∑

i=1

xiIAi(ω), (3)

так как левая и правая части (3) принимают одно и то же значение xi

при ω ∈ Ai.
Законом распределения случайной величины ξ мы будем называть ве-

роятность P{ξ ∈ B}, рассматриваемую как функцию числового множе-
ства B. Закон распределения ξ определяется значениями x1, x2, . . . , xk,
которые принимает ξ, и вероятностями P{ξ = xi} этих значений. Обозна-
чим P{ξ = xi} = pi. Тогда закон распределения P{ξ ∈ B} можно опреде-
лить с помощью табл. 2, верхний ряд которой состоит из различных чи-
сел xi, а числа нижнего ряда удовлетворяют условиям

pi � 0,
k∑

i=1

pi = 1. (4)

Таблица 2. Закон распределения случайной величины

x1 x2 x3 . . . xk

p1 p2 p3 . . . pk

С помощью табл. 2 можно определить вероятность

P{ξ ∈ B} =
∑

xi∈B

pi (5)

для любого числового множества B.
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В теории вероятностей часто говорят о случайной величине ξ с законом
распределения (5), не указывая ни вероятностного пространства (Ω, � , P),
ни функции ξ(ω), которая задает случайную величину. В этом слу-
чае предполагается, что существует какое-то вероятностное простран-
ство (Ω, � , P), на котором можно определить функцию ξ = ξ(ω) так, что
табл. 2 будет задавать ее закон распределения. Выбор вероятностного про-
странства каждый раз определяется существом задачи или простотой по-
лучающейся схемы. Простейшим вероятностным пространством, связан-
ным с законом распределения (5), будет множество элементарных собы-
тий Ω = {x1, x2, . . . , xk} с элементарными вероятностями p(xi) = pi. Слу-
чайная величина ξ определяется тогда функцией ξ(xi) = xi.

Таблица 3. Закон распределения индикатора IA

0 1
1 − P(A) P(A)

Закон распределения индикатора IA события A определяется табл. 3.
Каждой случайной величине соответствует закон распределения. Один и тот
же закон распределения могут иметь разные случайные величины. Напри-
мер, если события A и B разные, но P(A) = P(B), то разные случайные
величины IA и IB имеют один и тот же закон распределения.

Закон распределения ξ иногда называют кратко просто законом или
распределением. Законом распределения случайной величины иногда назы-
вают задающую его таблицу 2.

Примеры законов распределения.

1. Биномиальный закон для числа успехов μ при n независимых испы-
таниях в схеме Бернулли:

P{μ = m} = Cm
n pm(1 − p)n−m, m = 0, 1, . . . , n

(см. §§ 11 и 12, пример 1).
2. Гипергеометрическое распределение — распределение числа белых

шаров ξ в выборке без возвращения объема n из урны, содержащей M
белых и N − M черных шаров (см. § 4, пример 3 и § 12, пример 2):

P{ξ = m} =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

, m = 0, 1, . . . , min(n, M).
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3. Равномерное распределение на {1, 2, . . . , N}:

P{ξ = m} = 1
N

, m = 1, 2, . . . , N.

§ 13. Математическое ожидание

Пусть вероятность P на конечном вероятностном пространстве
(Ω, � , P) определяется с помощью элементарных вероятностей p(ω). Ма-
тематическое ожидание случайной величины ξ = ξ(ω) обозначается Mξ
и определяется как сумма

Mξ =
∑
ω∈Ω

ξ(ω)p(ω). (6)

Математическое ожидание ξ называют иногда средним значением ξ или
просто средним ξ. Из этого определения вытекают следующие свойства
математического ожидания:

1) MIA = P(A).
В самом деле,

MIA =
∑
ω∈Ω

IA(ω)p(ω) =
∑
ω∈A

p(ω) = P(A). (7)

2) Аддитивность: M(ξ + η) = Mξ + Mη.
Из определения M(ξ + η) получаем

M(ξ + η) =
∑
ω∈Ω

(ξ(ω) + η(ω))p(ω) =

=
∑
ω∈Ω

ξ(ω)p(ω) +
∑
ω∈Ω

η(ω)p(ω) = Mξ + Mη.

Из свойства 2) нетрудно по индукции вывести свойство конечной ад-
дитивности математического ожидания:

M(ξ1 + . . . + ξn) = Mξ1 + . . . + Mξn. (8)

3) Для любой константы c

M(cξ) = cMξ, Mc = c.

Это свойство легко вытекает из определения Mξ.
4) Если ξ � η, то Mξ � Mη. Если ξ � 0 и Mξ = 0, то P{ξ = 0} = 1.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
В сумме

M(ξ − η) =
∑
ω

(ξ(ω) − η(ω))p(ω)

при ξ � η все слагаемые неотрицательны, поэтому M(ξ − η) � 0, откуда, по
свойствам 2) и 3), вытекает Mξ � Mη. Если ξ � 0 и Mξ = 0, то при любом
ω ∈ Ω

ξ(ω)p(ω) = 0,

откуда из p(ω) > 0 следует ξ(ω) = 0.
5) Математическое ожидание ξ выражается через закон распределе-

ния случайной величины ξ формулой

Mξ =
k∑

i=1

xiP{ξ = xi}. (9)

Доказать (9) можно с помощью представления ξ в виде суммы (3)

ξ =
k∑

i=1

xiI{ξ=xi},

свойства аддитивности (8) и свойств 1) и 3):

Mξ =
k∑

i=1

xiMI{ξ=xi} =
k∑

i=1

xiP{ξ = xi}.

Пусть g(x) — некоторая числовая функция. Подставляя вместо x слу-
чайную величину ξ, мы получаем новую случайную величину η = g(ξ).
Вычислить Mη можно или исходя из определения, или с помощью закона
распределения η, или с помощью формулы

Mη = Mg(ξ) =
k∑

i=1

g(xi)P{ξ = xi}, (10)

которая доказывается так же, как и (9). При этом надо воспользоваться
равенством

g(ξ) =
k∑

i=1

g(xi)I{ξ=xi}.
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Полагая g(ξ) = ξn, мы получаем из (10):

Mξn =
k∑

i=1

xn
i P{ξ = xi}.

Математическое ожидание Mξn называется n-м моментом (или моментом
n-го порядка) случайной величины ξ (или ее закона распределения). Абсо-
лютным n-м моментом называется M|ξ|n. Обозначим Mξ = a. Централь-
ным моментом n-го порядка называется M(ξ − a)n, а абсолютным цен-
тральным моментом n-го порядка — M|ξ − a|n.

Центральный момент второго порядка называется дисперсией случай-
ной величины и обозначается

Dξ = M(ξ − a)2.

Корень квадратный
√

Dξ из дисперсии называется средним квадратическим
отклонением (или иногда стандартным отклонением).

Дисперсия обладает следующими свойствами:
1) Dξ = Mξ2 − (Mξ)2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Имеем

Dξ = M(ξ − Mξ)2 = M(ξ2 − 2M(ξ · Mξ) + (Mξ)2) =

= Mξ2 − 2 · Mξ · Mξ + (Mξ2) = Mξ2 − (Mξ)2.

2) Dξ � 0 и Dξ = 0 тогда и только тогда, когда существует такая
константа c, что P{ξ = c} = 1.

Следует из свойства 4) математического ожидания, так как

Dξ = M(ξ − Mξ)2 и (ξ − Mξ)2 � 0.

3) Для любой константы c

D(cξ) = c2Dξ, D(ξ + c) = Dξ.

Следует из определения и свойства 3) математического ожидания.
Многие известные в анализе неравенства для сумм и интегралов ши-

роко применяются в теории вероятностей, причем в этих неравенствах ис-
пользуется понятие математического ожидания. Приведем здесь некоторые
из этих неравенств.
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Н е р а в е н с т в о И е н с е н а. Если числовая функция g(x) выпукла,
то для любой случайной величины ξ

Mg(ξ) � g(Mξ). (11)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Если g(x) имеет производные g′, g′′, то из выпуклости g следует, что

в любой точке x g′′(x) � 0. Поэтому при любом a

g(ξ) � g(a) + g′(a)(ξ − a). (12)

Полагая в (12) a = Mξ и беря математическое ожидание от обеих частей,
получаем (11). В общем случае вместо (12) надо воспользоваться тем, что
для любой выпуклой функции g(x) и любой точки a найдется такая кон-
станта C, что для всех x

g(x) � g(a) + C(x − a). (13)

Функция g(x), определенная на интервале (c, d), где −∞ � c < d �∞, на-
зывается выпуклой (или выпуклой вниз), если для любых x1, x2 ∈ (c, d) и любо-
го 0 � θ � 1 выполняется неравенство

g(θx1 + (1 − θ)x2) � θg(x1) + (1 − θ)g(x2). (14)

Пусть g — выпуклая функция и a ∈ (c, d). Возьмем любые x1, x2, удовлетворяющие
неравенствам c < x1 < a < x2 < d. Покажем, что для них

g(x1) − g(a)

x1 − a
�

g(x2) − g(a)

x2 − a
. (15)

Нетрудно проверить, что неравенство (15) равносильно (14), если положить в нем

θ =
x2 − a
x2 − x1

, 1 − θ =
a − x1

x2 − x1
.

Из (15) вытекает существование такой константы C, что

sup
x1<a

g(x1) − g(a)

x1 − a
� C � inf

x1>a

g(x2) − g(a)

x2 − a
,

а это равносильно утверждению (13).
Н е р а в е н с т в о Л я п у н о в а. Для любых положительных α < β

(M|ξ|α)1/α � (M|ξ|β)1/β . (16)
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Для доказательства надо применить к выпуклой функции g(x) = xβ/α и слу-
чайной величине |ξ|α неравенство Иенсена (11).

Н е р а в е н с т в о К о ш и – Б у н я к о в с к о г о. Для любых двух слу-
чайных величин ξ, η

|Mξη| �
√

Mξ2 · Mη2. (17)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Для любых чисел x, y по свойству 4) математического ожидания

M(xξ + yη)2 � 0.

Отсюда следует, что квадратичная формула

x2Mξ2 + 2xyMξη + y2Mη2

неотрицательно определена, а следовательно, ее дискриминант неположи-
телен:

(Mξη)2 − Mξ2 · Mη2 � 0.

Статистическое истолкование математического ожидания. Пусть
в некоторой лотерее имеется один выигрыш, размер которого случаен и ра-
вен или x1, или x2, . . . , или xk. Если лотерея проводится N раз, причем Ni

раз выпадает выигрыш xi, N = N1 + N2 + . . . + Nk, то Ni/N есть относи-
тельная частота выигрыша xi, a

x = 1
N

k∑
i=1

xiNi

— средний выигрыш на одну лотерею. Если ξ — случайная величина, равная
размеру выигрыша в одной лотерее, то из статистической устойчивости
частот следует

Ni

N
≈ P{ξ = xi},

поэтому средний выигрыш x колеблется около Mξ:

x = 1
N

k∑
i=1

xiNi ≈
k∑

i=1

xiP{ξ = xi} = Mξ.
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Механическая интерпретацияMξ и Dξ. Интерпретируем наглядно
закон распределения как расположение на прямой в точках x1<x2< . . .<xk

точечных масс p1, p2, . . . , pk,
k∑

i=1

pi = 1. В этом случае

Mξ =
k∑

i=1

xipi

есть центр тяжести,

Dξ =
k∑

i=1

pi(xi − Mξ)2

— момент инерции масс pi относительно центра тяжести. Таким обра-
зом, Mξ характеризует место, вокруг которого группируются массы pi,
a Dξ — степень разбросанности масс pi около Mξ.

Вероятность суммы событий. Вычислим от обеих частей равен-
ства (2) математическое ожидание и воспользуемся его аддитивностью. По-
лучаем

P
( n⋃

k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

P(Ak) −
∑

1�k1<k2�n

P(Ak1Ak2)+

+
∑

1�k1<k2<k3�n

P(Ak1Ak2Ak3) − . . . + (−1)n−1
P(A1A2 . . . An). (18)

С помощью (18) можно вычислять P
(⋃n

k=1 Ak

)
.

П р и м е р 3. Размещение частиц по ячейкам.Пусти имеется N ячеек,
в которые независимо друг от друга размещаются n частиц. Каждая части-
ца с вероятностью 1/N может попасть в любую фиксированную ячейку.
Обозначим через μ0 число пустых ячеек после такого размещения. Вычис-
лим вероятность P{μ0 = 0}. Введем случайные события Ai, полагая, что Ai

произошло тогда и только тогда, когда i-я ячейка пустая. Тогда

{μ0 > 0} =
N⋃

i=1

Ai,

и мы можем применить (18). Поскольку

P(Ai) =
(
1 − 1

N

)n

, P(AiAj) =
(
1 − 2

N

)n
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и, вообще,

P(Ai1Ai2 . . . Aik) =
(
1 − k

N

)n

,

то из (18) следует

P{μ0 > 0} =
N∑

k=1

Ck
N (−1)k−1

(
1 − k

N

)n

или

P{μ0 = 0} = 1 − P{μ0 > 0} =
N∑

k=0

Ck
N (−1)k

(
1 − k

N

)n

.

§ 14. Многомерные законы распределения

Пусть на конечном вероятностном пространстве (Ω, � , P) заданы слу-
чайные величины ξ = ξ(ω), η = η(ω). Пусть x1, . . . , xk — все возможные
значения ξ, y1, . . . , ym — все возможные значения η. Как мы уже знаем,
с помощью вероятностей P{ξ = xi} и P{η = yj} определяются законы рас-
пределения случайных величин ξ и η:

Pξ(B) = P{ξ ∈ B} =
∑

xi∈B

P{ξ = xi},

Pη(B) = P{η ∈ B} =
∑

yj∈B

P{η = yj},
(19)

где B — любое числовое множество. Совместным распределением случай-
ных величин ξ, η, или законом их совместного распределения, мы будем
называть вероятность P{(ξ, η) ∈ B}, определенную для всех множеств B
точек плоскости (x, y) и обозначаемую Pξη(B). Совместное распределение
можно задать с помощью набора вероятностей

P{ξ = xi, η = yj}, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , m,

полагая
P{(ξ, η) ∈ B} =

∑
(xi,yj)∈B

P{ξ = xi, η = yj}.

Если обозначить
pij = P{ξ = xi, η = yj},
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Таблица 4. Двумерный закон распределения

y1 y2 ym

x1 p11 p12 . . . p1m

x2 p21 p22 . . . p2m

...
...

xk pk1 pk2 . . . pkm

то совместное распределение ξ, η можно задать с помощью табл. 4, в кото-
рой все pij � 0 и

k∑
i=1

m∑
j=1

pij = 1.

Любая таблица такого вида задает некоторый закон совместного распреде-
ления пары случайных величин, который мы иногда будем называть дву-
мерным законом распределения, или двумерным распределением. Иногда
двумерным законом распределения мы будем называть просто табл. 4. Зако-
ны распределения (19) отдельных случайных величин ξ и η будем называть
одномерными.

Пара случайных величин ξ, η порождает разбиение αξη , состоящее из
событий

Aij = {ω : ξ(ω) = xi, η(ω) = yj}, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , m.

Это разбиение, а также порожденную им алгебру �ξη будем называть по-
рожденными парой ξ, η. Любое событие A ∈ �ξη представимо в виде

A = {ω : (ξ)ω), η(ω)) ∈ B},
где B — некоторое множество точек плоскости. И, наоборот, любое собы-
тие этого вида принадлежит �ξη. Нетрудно видеть, что алгебры �ξ и �η,
порожденные случайными величинами ξ и η соответственно, есть подалге-
бры �ξη, причем алгебра �ξη порождена объединением алгебр �ξ и �η.
Если {Aij} составляют разбиение αξη и

Ai· =
m∑

j=1

Aij , A·j =
k∑

i=1

Aij ,

то {Ai·} образуют разбиение αξ, а {A·j} — разбиение αη . Из двумерного
закона распределения можно получить одномерные законы распределения
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для ξ

P{ξ = xi} = pi· =
m∑

j=1

pij

и для η

P{η = yj} = p·j =
k∑

i=1

pij ,

которые иногда называют маргинальными законами первоначального дву-
мерного распределения.

Аналогично для n случайных величин ξ1, ξ2, . . . , ξn определяется n-
мерный закон распределения

Pξ1 . . . ξn(B) = P{(ξ1, . . . , ξn) ∈ B},

где B — множество точек n-мерного пространства Rn. Этот закон можно
задать вероятностями

P{ξi = xilj , i = 1, . . . , n} = pj1j2 . . . jn , 1 � ji � ki, (20)

где
pj1j2 . . . jn � 0,∑

j1,j2, . . . ,jn

pj1j2 . . . jn = 1,

и xi1 < xi2 < . . . < xiki — значения, которые принимает случайная вели-
чина ξi. Совокупность случайных величин ξ1, ξ2, . . . , ξn порождает разби-
ение αξ1ξ2 . . . ξn , состоящее из событий вида

Aj1j2 . . . jn = {ω : ξi(ω) = xiji , i = 1, . . . , n},
и алгебру �ξ1 . . . ξn , состоящую из событий вида {(ξ1, . . . , ξn) ∈ B},
где B — подмножество n-мерного пространства Rn.

Так же, как в двумерном случае, по n-мерному закону (20) определя-
ются маргинальные одномерные, двумерные и т. п. законы распределения,
например,

P{ξ1 = x1j} =
∑

j2, . . . ,jn

pjj2 . . . jn ,

P{ξ1 = x1i, ξ2 = x2j} =
∑

j3, . . . ,jn

pijj3 . . . jn .



56 ГЛАВА 3

Так же, как и в случае одной случайной величины, мы часто будем считать,
что случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn заданы, если задан их n-мерный за-
кон распределения (20). В этом случае всегда можно построить такое конеч-
ное вероятностное пространство (Ω, � , P), на котором можно определить
случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn так, чтобы их n-мерное распределение
совпадало с (20). Например, мы можем положить Ω = {ω}, где

ω = (x1j1 , . . . , xnjn), 1 � ji � ki

и p(ω) = pj1j2 . . . jn .
Иногда n случайных величин ξ1, ξ2, . . . , ξn мы будем трактовать как

компоненты случайного вектора ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn). Распределением слу-
чайного вектора ξ будет n-мерное распределение

P{ξ ∈ B} =
∑
x∈B

P{ξ = x},

где B — множество точек n-мерного пространства, x = (x1, . . . , xn) — воз-
можные векторные значения случайного вектора ξ.

§ 15. Независимость случайных величин

В общем случае одномерные законы распределения не определяют
многомерного закона. Однако в важном случае независимых случайных
величин по одномерным законам распределения однозначно восстанавли-
ваются многомерные распределения.

Определение 1. Случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn называются неза-
висимыми, если порожденные ими алгебры

�ξ1 , �ξ2 , . . . , �ξn

независимы.

Поскольку каждая из алгебр �ξi состоит из событий вида {ξi ∈ B},
где B ⊆ R1, то данное выше определение эквивалентно следующему: слу-
чайные величины ξ1, . . . , ξn независимы, если для любых числовых мно-
жеств Bi

P{ξ1 ∈ B1, . . . , ξn ∈ Bn} =
n∏

i=1

P{ξi ∈ Bi}. (21)
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Из теоремы 6 в § 10 следует, что независимость алгебр �ξ1 , . . . , �ξn равно-
сильна независимости порождающих их разбиений αξ1 , . . . , αξn . Это при-
водит еще к одному эквивалентному определению независимости: случай-
ные величины ξ1, . . . , ξn независимы, если для любых x1j1 , . . . , xnjn

P{ξ1 = x1j1 , . . . , ξn = xnjn} =
n∏

i=1

P{ξi = xiji}.

Теорема 1. Если случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn независимы,
a gi(x) — числовые функции, то случайные величины

η1 = g1(ξ1), η2 = g2(ξ2), . . . , ηn = gn(ξn)

также независимы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Так как имеет место включение �gi(ξi) ⊆ �ξi , то утверждение сразу

следует из определения 1.
Определение независимости (21) можно распространить на случайные

векторы ξi = (ξi1, . . . , ξiri), компоненты которых являются случайными ве-
личинами. Для этого надо потребовать, чтобы равенство (21) выполнялось
для любых множеств Bi ⊆ Rri из ri-мерного евклидова пространства. Для
таких независимых случайных векторов тоже будет справедлива теорема,
аналогичная теореме 1, если gi(x) — функции, отображающие Rri и Rsi ,
ηi — si-мерные случайные векторы.

Мультипликативное свойство математических ожиданий.

Теорема 2. Если случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn независимы, то

Mξ1ξ2 . . . ξn =
n∏

i=1

Mξi. (22)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Докажем (22) сначала для двух случайных величин. Пусть ξ, η незави-

симы и

ξ =
k∑

i=1

xiIAi , η =
m∑

j=1

yiIBj ,

где x1 < x2 < . . . < xk , y1 < y2 < . . . < ym. Отсюда получаем, в силу
аддитивности математического ожидания:

ξη =
k∑

i=1

m∑
j=1

xiyjIAiBj , Mξη =
k∑

i=1

m∑
j=1

xiyjP(AiBj).
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Из независимости ξ, η следует P(AiBj) = P(Ai)P(Bj), поэтому

Mξη =
k∑

i=1

xiP(Ai)
m∑

j=1

yjP(Bj) = Mξ · Mη.

Общий случай можно доказать по индукции, если положить

ξ = ξ1 . . . ξn−1, η = ξn

и воспользоваться независимостью ξ и η.
Из мультипликативного свойства (22) следует аддитивное свойство

дисперсии.

Теорема 3. Если случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn независимы, то

D(ξ1 + . . . + ξn) = Dξ1 + . . . + Dξn. (23)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Докажем (23) для двух независимых случайных величин ξ и η. Общий

случай получается по индукции. Имеем

D(ξ + η) = M[(ξ + η) − M(ξ + η)]2 =

= M[(ξ − Mξ) + (η − Mη)]2 =

= M(ξ − Mξ)2 + M(η − Mη)2 + 2M(ξ − Mξ)(η − Mη).

Так как ξ, η независимы, то ξ − Mξ и η − Mη также независимы. Поэтому

M(ξ − Mξ)(η − Mη) = M(ξ − Mξ) · M(η − Mη).

Отсюда следует утверждение, так как

M(ξ − Mξ) = Mξ − Mξ = 0.

§ 16. Евклидово пространство случайных величин

Геометрическая интерпретация. Пусть пространство элементарных
событий Ω = {ω} состоит из n элементов ω1, ω2, . . . , ωn. Тогда каждой
случайной величине ξ = ξ(ω) можно поставить в соответствие n-мерный
вектор ξ = (ξ(ω1), . . . , ξ(ωn)). Если ввести скалярное произведение

(ξ, η) =
∑
ω

ξ(ω)η(ω)p(ω) = Mξη,
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норму ‖ξ‖ =
√

(ξ, ξ) и расстояние

d(ξ, η) =
√

M(ξ − η)2 = ‖ξ − η‖,
то множество всех случайных величин, определенных на вероятностном
пространстве (Ω, � , P), можно рассматривать как n-мерное евклидово про-
странство.

Определим в этом пространстве прямую констант

l0 = {ξ : ξ(ω1) = ξ(ω2) = . . . = ξ(ωn)}.
Спроектируем ξ на прямую l0, т. е. найдем такую константу mξ ∈ l0, что

d(ξ, mξ) = min
c∈l

d(ξ, c).

Так как при любой константе c ∈ l0

M(ξ − c)2 = M(ξ − Mξ)2 + (Mξ − c)2 � Dξ,

Рис. 9. Проекция ξ на прямую кон-
стант l0

то mξ = Mξ и d(ξ, mξ) =
√

Dξ. Та-
ким образом, проекция ξ на пря-
мую констант l0 — это математиче-
ское ожидание Mξ, и ξ − Mξ ортого-
нально l0 (ортогональность мы будем
обозначать знаком ⊥, так что в на-
шем случае ξ − Mξ ⊥ l0), поскольку
(ξ − Mξ, 1) = 0. Расстояние ξ от l0
равно среднему квадратическому от-
клонению

√
Dξ (см. рис. 9).

Рассмотрим две случайные вели-
чины ξ и η. Полагая

ξ = Mξ + ξ1, η = Mη + η1,

найдем косинус угла ϕξ1η2 между ξ1 и η1:

cosϕξ1η1 =
(ξ1, η1)

‖ξ1‖ · ‖η1‖ =
M(ξ − Mξ)(η − Mη)√

Dξ · Dη
. (24)

Этот косинус носит название коэффициента корреляции между ξ и η и обо-
значается ρ(ξ, η). Числитель справа в (24) носит название ковариации меж-
ду ξ и η и обозначается

Cov(ξ, η) = M(ξ − Mξ)(η − Mη). (25)
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Из (24) и (25) имеем

ρ(ξ, η) =
Cov(ξ, η)√

Dξ · Dη
.

Из неравенства Коши–Буняковского

(Mξ1η1)2 � Mξ2
1 · Mη2

1

следует, что всегда |ρ(ξ, η)| � 1. Если случайные величины ξ и η независи-
мы, то Cov(ξ, η) = 0 (так как

Cov(ξ, η) = M(ξ − Mξ)(η − Mη) = M(ξ − Mξ) · M(η − Mη) = 0),

следовательно, и ρ(ξ, η) = 0. Если ρ(ξ, η) = 0, то ξ1 ⊥ η1 и случайные вели-
чины ξ и η называются некоррелированными. Из определения коэффициента
корреляции вытекает, что при α1α2 
= 0

ρ(α1ξ + β1, α2η + β2) =
α1

|α1| ·
α2

|α2|ρ(ξ, η).

Рис. 10. Проекция η на плос-
кость (ξ, l0)

Спроектируем вектор η на плоскость,
в которой лежат l0 и ξ. Проекция
η̂ = αξ + β определяется константами α
и β (см. рис. 10), при которых

η − αξ − β ⊥ 1 и η − αξ − β ⊥ ξ,

т. е.
M(η − αξ − β) · 1 = 0,

M(η − αξ − β) · ξ = 0.

Это приводит к системе линейных уравнений относительно α и β:

α · Mξ + β = Mη,

α · Mξ2 + β · Mξ = Mξη.

Решая эту систему, получаем

α =
Mξη − Mξ · Mη

Mξ2 − (Mξ)2
= ρ

σξση

σ2
ξ

= ρ
ση

σξ
,

β =
Mξ2 · Mη − Mξη · Mξ

σ2
ξ

= Mη − ρ
Mξ
σξ

ση,
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где σ2
ξ = Dξ, σ2

η = Dη, ρ = ρ(ξ, η). Таким образом, для проекции η̂ получаем
выражение

η̂ = Mη + ρ
ση

σξ
(ξ − Mξ), (26)

называемое уравнением регрессии η на ξ. Формула (26) дает линейное от-
носительно ξ выражение η̂, для которого M(η − η̂)2 = min. Вычислим это
расстояние:

d2(η, η̂) = M(η − η̂)2 = M
(
η − Mη − ρ

ση

σξ
(ξ − Mξ)

)2

=

= M(η − Mη)2 + ρ2
σ2

η

σ2
ξ

M(ξ − Mξ)2 − 2ρ
ση

σξ
M(ξ − Mξ)(η − Mη) =

= σ2
η + ρ2σ2

η − 2ρ2σ2
η = σ2

η(1 − ρ2).

Полученное выражение σ2
η(1 − ρ2) носит название остаточной дисперсии.

Если ρ2 = 1, то M(η − η̂)2 = 0 и η = η̂ с вероятностью 1, т. е. с вероятно-
стью 1 в этом случае ξ и η линейно связаны:

η − Mη
ση

= ρ
ξ − Mξ

σξ
.

Таким образом, коэффициент корреляции ρ = ρ(ξ, η) является мерой зави-
симости между ξ и η. Если ξ и η независимы, то ρ = 0; если же ρ2 = 1,
то ξ и η зависимы друг от друга линейно, причем при ρ = 1 η монотонно
возрастает вместе с ξ, а при ρ = −1 — убывает.

Если случайные величины ξ1, . . . , ξn зависимы, то при вычислении
дисперсии их суммы можно пользоваться следующей теоремой.

Теорема 4. Имеет место формула

D(ξ1 + . . . + ξn) =
n∑

k=1

Dξk + 2
∑

1�k<l�n

Cov(ξk, ξl).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Докажем теорему для суммы ξ + η. Общий случай доказывается ана-

логично. Имеем

D(ξ + η) = M((ξ − Mξ) + (η − Mη))2 =

= M(ξ − Mξ)2 + M(η − Mη)2 + 2M(ξ − Mξ)(η − Mη) =
= Dξ + Dη + 2Cov(ξ, η).
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§ 17. Условные математические ожидания

Вернемся к понятию условной вероятности. Пусть дано разбиение

α : A1 + . . . + An = Ω, (27)

причем P(Ak) > 0 для всех k. Относительно каждого события Ak из разби-
ения и любого события B ∈ � можно образовать условную вероятность

P(B|Ak) =
P(BAk)
P(Ak)

.

Пусть � (α) — алгебра событий, порожденная разбиением (27). Опреде-
лим условную вероятность P(B|A(α)) относительно� (α) как случайную
величину, которая принимает значение P(B|Ak) при ω ∈ Ak. Закон распре-
деления этой случайной величины P(B|� (α)) определяется таблицей 5.

Таблица 5. Закон распределения условной вероятности

Значения P(B|A(α)) P(B|A1) P(B|A2) . . . P(B|An)
Вероятности P(A1) P(A2) . . . P(An)

Правую часть формулы полной вероятности

P(B) =
n∑

k=1

P(Ak)P(B|Ak)

можно теперь трактовать как математическое ожидание MP(B|� (α)) слу-
чайной величины P(B|� (α)).

Пусть разбиение αξ определяется случайной величиной ξ: Ak={ξ=xk}.
Обозначим �ξ алгебру, порожденную ξ. Условная вероятность P(B|�ξ)
в этом случае есть функция от значений ξ, и мы обозначаем ее P(B|ξ), а ее
значение — через P(B|ξ = xk).

Предположим теперь, что Bl = {η = yl}, l = 1, . . . , m, образуют раз-
биение, порожденное случайной величиной η. Условным законом распреде-
ления η при заданном значении ξ = xk назовем набор условных вероятно-
стей

P{η = yl | ξ = xk} =
P{η = yl, ξ = xk}

P{ξ = xk} , l = 1, . . . , m;
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тогда условным математическим ожиданием η при заданном значе-
нии ξ = xk будет сумма

M{η | ξ = xk} =
m∑

l=1

ylP{η = yl | ξ = xk} =

m∑
l=1

ylP{η=yl, ξ=xk}

P{ξ=xk} . (28)

Мы можем считать M{η|ξ = xk} значениями случайной величины M(η|ξ),
являющейся функцией от ξ и равной M{η|ξ = xk} при ξ = xk. Случайную
величину M(η|ξ) будем называть условным математическим ожиданием
при заданном ξ. От этой случайной величины можно вычислить математи-
ческое ожидание

M[M(η|ξ)] =
n∑

k=1

P{ξ = xk}M{η|ξ = xk}. (29)

Теорема 5. Имеет место равенство

M[M(η|ξ)] = Mη. (30)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Подставляя в (29) значения условных математических ожиданий (28),

имеем

M[M(η|ξ)] =
n∑

k=1

P{ξ = xk}M{η | ξ = xk} =

=
n∑

k=l

m∑
l=1

ylP{η = yl, ξ = xk} =
m∑

l=1

ylP{η = yl} = Mη.

Теорема доказана.
П р и м е р 4. Пусть ξ1, ξ2 . . . ξn — случайные величины, имеющие оди-

наковые математические ожидания Mξi, a ν — независимая от них случай-
ная величина, принимающая целые неотрицательные значения. Определим
сумму случайного числа случайных величин

ην = ξ1 + . . . + ξν

при ν � 1, ην = 0 при ν = 0. Тогда

Mην = Mξi · Mν.
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Эта формула доказывается с помощью (30). При любом ν = n имеем:

M{ην | ν = n} = M(ξ1 + . . . + ξn) = n · Mξi,

т. е. M{ην |ν} = ν · Mξi. Отсюда получаем

Mην = M[M(ην | ν)] = Mν · Mξi.

§ 18. Неравенство Чебышева. Закон больших чисел

Следующие два неравенства носят название неравенства Чебышева.

Теорема 6. Для любого x > 0 имеют место неравенства:

P{|ξ| � x} � M|ξ|
x , (31)

P{|ξ − Mξ| � x} � Dξ

x2
. (32)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Вычисляя ожидание от обеих частей неравенства

|ξ| = |ξ|I{|ξ|�x} + |ξ|I{|ξ|<x} � |ξ|I{|ξ|�x} � xI{|ξ|�x},

получаем

M|ξ| � xMI{|ξ|�x} = xP{|ξ| � x}.
Неравенство (32) получается из первого неравенства, если его применить
к случайной величине η = (ξ − Mξ)2 и воспользоваться тем, что Mη = Dξ.
Теорема доказана.

Неравенство Чебышева (32) показывает, что при малой дисперсии Dξ
с вероятностью, близкой к 1, случайная величина ξ концентрируется около
математического ожидания Mξ:

P{|ξ − Mξ| < x} � 1 − Dξ

x2
. (33)

Неравенство Чебышева позволяет просто доказывать некоторые предель-
ные соотношения, в которых участвуют последовательности независимых



§ 18. НЕРАВЕНСТВО ЧЕБЫШЕВА. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 65

случайных величин ξn. В рассматриваемой в этой главе конечной схеме мы
имеем право лишь утверждать, что любое конечное множество случайных
величин может быть определено на одном вероятностном пространстве.
В доказываемых ниже теоремах 7 и 8 мы полагаем, что при каждом n
случайные величины ξ1, . . . , ξn определены на некотором конечном веро-
ятностном пространстве (Ωn, �n, Pn), причем при каждом фиксирован-
ном k < n случайная величина ξk имеет распределение вероятностей, не
зависящее от n. Вообще говоря, любую последовательность независимых
случайных величин ξn можно определить на одном бесконечном вероят-
ностном пространстве. Данные ниже доказательства теорем 7 и 8 имеют
общий характер и не зависят от конечности рассматриваемой схемы.

Теорема 7 (Теорема Чебышева). Если ξ1, ξ2, . . . независимы и су-
ществует такая константа c > 0, что Dξn � c, n = 1, 2, . . ., то при лю-
бом ε > 0

lim
n→∞P

{∣∣∣ξ1 + . . . + ξn

n − Mξ1 + . . . + Mξn

n

∣∣∣ < ε
}

= 1. (34)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Обозначим

ζn = ξ1 + . . . + ξn

и применим к ζn/n неравенство (33). При любом x > 0 имеем:

1 � P
{∣∣∣ζn

n − Mζn

n

∣∣∣ < x
}

� 1 − Dζn

x2n2
� 1 − c

x2n
, (35)

так как

Dζn =
n∑

k=1

Dζk � nc

(см. теорему 4). Из (35) при n → ∞ имеем (34).

Следствие 1. Если ξ1, ξ2, . . . независимы и одинаково распределены,
Mξn = a, Dξn = σ2 < ∞, то при любом x > 0

lim
n→∞P

{∣∣∣ξ1 + . . . + ξn

n − a
∣∣∣ < x

}
= 1. (36)
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Предельные утверждения типа (34) и (36) носят название закона боль-
ших чисел. Закон больших чисел утверждает, что с вероятностью, прибли-
жающейся при n → ∞ к 1, среднее арифметическое сумм независимых
слагаемых при определенных условиях становится близким к константе.

Из (36) получаем закон больших чисел в схеме Бернулли.

Теорема 8 (Теорема Бернулли). Пусть μn — число успехов при n
испытаниях в схеме Бернулли с вероятностью p, 0 < p < 1 в каждом ис-
пытании. Тогда при любом x > 0

lim
n→∞P

{∣∣∣μn

n − p
∣∣∣ � x

}
= 1. (37)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Мы можем представить μn в виде суммы независимых слагае-

мых ξ1 + . . . + ξn, где ξi = 1, если при i-м испытании произошел успех,
и ξi = 0 в противоположном случае. Поскольку

Mξi = p, Dξi = p(1 − p),

то к μn = ξ1 + . . . + ξn применимо следствие (36). Теорема доказана.
Соотношение (37) показывает, что при больших n разность между ча-

стотой μn/n и вероятностью успеха мала с вероятностью, близкой к 1.
В условиях когда справедливо свойство устойчивости частот, можно при-
менять следующий принцип: при единичном испытании маловероятное со-
бытие практически невозможно. Считая серию в n испытаний в схеме
Бернулли за единичное испытание и выбирая x таким, чтобы

Dμn

x2n
=

pq

x2n

было мало, мы можем утверждать, что неравенство∣∣∣μn

n − p
∣∣∣ > x

практически невозможно. Вопрос о том, какие вероятности считать малыми,
зависит от конкретной прикладной задачи.

Задачи

1. Из 28 костей домино случайно выбирается одна. Найти закон распределения
суммы очков на половинках этой кости. (Кость домино — это прямоугольник, раз-
деленный на две части. Каждая из частей помечена одной из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Все 28 комбинаций пар (i, j), 0 � i � j � 6, составляют набор костей домино.)
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2. Найти закон распределения случайной величины η = sin π
3

ξ, где ξ — число

очков, выпадающее при бросании игральной кости.
3. Найти математическое ожидание Mξ и дисперсию Dξ:
а) биномиального распределения

P{ξ = m} = Cm
n pm(1 − p)n−m, m = 0, . . . , n;

б) гипергеометрического распределения

P{ξ = m} =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

, m = 1, 2, . . . , min{n, M};

в) равномерного распределения на {1, 2, . . . , N}

P{ξ = m} = 1
N

, m = 1, . . . , N.

4. Из множества всех n! подстановок�
1 2 . . . n
x1 x2 . . . xn

�
случайно и равновероятно выбирается одна. Найти вероятность того, что xk �= k
при всех 1 � k � n.

5. Если ρ(ξ, η) = 0, то ξ и η необязательно независимы. Построить пример.
6. Найти Mξi, Dξi и Cov(ξi, ξj) в полиномиальном распределении

P{ξ1 = m1, . . . , ξr = mr} = n!
m1! . . . mr!

pm1
1 . . . pmr

r

при целых неотрицательных m1 + . . . + mr = n и

P{ξ1 = m1, . . . , ξr = mr} = 0

в остальных случаях.
7. Из чисел 0000, 0001,. . . , 9999 случайно и равновероятно выбирают чис-

ло ξ1ξ2ξ3ξ4. Доказать, что ξi независимы в совокупности.
8. Найти коэффициент корреляции между ξ и ξ2, если

P{ξ = 0} = 1
3
, P{ξ = 1} = 1

2
, P{ξ = −1} = 1

6
.

9. Бросается игральная кость. Пусть на ней выпало ν очков. После этого та
же игральная кость бросается ν раз. Обозначим η сумму выпавшего числа очков
в этих ν бросаниях кости. Найти Mη.
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10. а) Показать, что при любом x > 0 найдется такая случайная величина ξ,
для которой M|ξ| � x и неравенство (31) превращается в равенство; б) Аналогич-
ное утверждение справедливо и для неравенства (32), но в этом случае надо пола-
гать Dξ � x2.

11. Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность того, что при
1000 бросаниях монеты число выпадений герба μ будет заключено между 450 и 550.
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Предельные теоремы в схеме Бернулли

§19. Биномиальное распределение

Биномиальное распределение числа успехов μ при n независимых ис-
пытаниях в схеме Бернулли с вероятностью успеха p в каждом испытании
задается вероятностями

P{μ = m} = Cm
n pmqn−m, m = 0, 1, . . . , n, q = 1 − p. (1)

Формула (1) записывается достаточно компактно и просто, однако использо-
вание ее для вычисления вероятностей P{μ = m} при больших значениях n
и m вызывает значительные трудности. При очень больших значениях n и m
можно производить вычисления на быстродействующей ЭВМ. Но и в этом
случае при составлении программы надо учитывать то обстоятельство, что
очень большие числа, возникающие при вычислении Cm

n , приходится мно-
жить на очень малые числа pmqn−m. При этом надо следить, чтобы про-
межуточные численные результаты не выходили за диапазон допустимых
значений.

Таблицы для вероятностей Cm
n pmqn−m громоздки и очень неудобны

для пользования, так как содержат три входа (n, p и m). Еще хуже дело
обстоит с вычислением вероятностей

P{m1 � μ � m2} =
m2∑

m=m1

Cm
n pmqn−m, (2)

которые зависят уже от четырех параметров: n, p, m1 и m2.
Поскольку схема независимых испытаний служит вероятностной мо-

делью многих реальных случайных явлений, значительный интерес пред-
ставляет задача о нахождении асимптотических формул, позволяющих
приближенно вычислять вероятности (1) и (2) при больших значени-
ях n, m, m1, m2. Такие формулы дают нам предельные теоремы.
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§ 20. Теорема Пуассона

Рассмотрим сначала случай больших n и малых p.

Теорема 1 (Теорема Пуассона). Если n → ∞ и p → 0 так, что
np → a, то для любого фиксированного m = 0, 1, . . .

P{μ = m} = Cm
n pmqn−m → am

m!
e−a. (3)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Утверждение (3) сразу вытекает из равенства

P(μ = m) =
(np)m

m!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − m − 1

n

)
(1 − p)n−m,

если учесть, что при n → ∞, np → a предел (1 − p)n равен e−a.
Можно показать, что в предельном соотношении (3) имеет место сле-

дующая оценка: ∣∣∣P{μ = m} − am

m!
e−a

∣∣∣ � a2

n , a = np. (4)

Мы докажем более сильное утверждение в более общей схеме независи-
мых испытаний. Рассмотрим n независимых испытаний с разными веро-
ятностями успеха в разных испытаниях. Обозначим pi вероятность успеха,
qi = 1 − pi — вероятность неуспеха в i-м испытании. Обозначим распреде-
ление μ — числа успехов при n испытаниях — через

P{μ = m} = Pn(m) = Pn(m; p1, . . . , pn). (5)

Такую схему независимых испытаний с разными pi называют схемой Пуас-
сона. Схема Пуассона при pi ≡ p превращается в схему Бернулли. Веро-
ятности P{μ = m} в схеме Пуассона не записываются в компактном виде,
аналогичном (1). Например,

P{μ = 0} = q1q2 . . . qn,

P{μ = 1} = p1q2 . . . qn + q1p2q3 . . . qn + . . . + q1q2 . . . qn−1pn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P{μ = n} = p1p2 . . . pn,

P{μ = m} = 0 при m < 0 и m > n.
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Обозначим

Π(m, a) = am

m!
e−a. (6)

Имеет место

Теорема 2. В схеме Пуассона для любого натурального n, любых ве-
роятностей p1, p2, . . . , pn и любого числового множества B имеет место
неравенство ∣∣∣P{μ ∈ B} −

∑
m∈B

Π(m, a)
∣∣∣ �

n∑
i=1

p2
i , (7)

где a = p1 + p2 + . . . + pn.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Формула (6) задает вероятности Π(m, a) более общего, чем мы рас-

сматривали до сих пор, распределения Пуассона, имеющего положительные
вероятности при m = 0, 1, 2, . . . такие, что

∞∑
m=0

Π(m, a) = 1.

Докажем, что левая часть неравенства (7) не превосходит Vn, где

Vn = 1
2

∞∑
m=0

|Pn(m; p1, . . . , pn) − Π(m, a)|.

Разобьем все неотрицательные целые числа m на два множества. Поло-
жим m ∈ B+, если Pn(m) > Π(m, a), и m ∈ B− в остальных случаях.
Обозначим ∑+

=
∑

m∈B+

(Pn(m) − Π(m, a)),

∑−
=

∑
m∈B−

(Pn(m) − Π(m, a)).

Так как
∑
m

Pn(m) =
∑
m

Π(m, a) = 1, то

0 =
∑
m

(Pn(m) − Π(m, a)) =
∑+

+
∑−
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и
Vn = 1

2

∑
m

|Pn(m) − Π(m, a)| =
∑+

.

С другой стороны, для любого числового множества B имеем∣∣∣∑
m∈B

(Pn(m) − Π(m, a))
∣∣∣ �

� max

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
{

∑
m∈B∩B+

(Pn(m) − Π(m, a)),∣∣∣ ∑
m∈B∩B−

(Pn(m) − Π(m, a))
∣∣∣
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ �

∑+
= Vn.

Итак, для доказательства (7) нам достаточно доказать, что

Vn �
n∑

i=1

p2
i . (8)

Проведем доказательство по индукции. При n = 1 и p1 = p имеем

|P1(0; p) − Π(0; p)| = e−p + p − 1,

|P1(1; p) − Π(1; p)| = p − pe−p,

|P1(m; p) − Π(m; p)| =
pm

m!
e−p, m � 2,

откуда получаем

V1 = 1
2

∞∑
m=0

|P1(m; p) − Π(m; p)| =

= 1
2

(
−1 + p + e−p + p − pe−p +

∞∑
m=2

pm

m!
e−p

)
= p(1 − e−p) � p2,

(9)

так как 0 � 1 − e−x � x при x � 0.
Далее воспользуемся тем, что по формуле полной вероятности

Pn(m; p1, . . . , pn) = Pn−1(m; p1, . . . , pn−1)P1(0; pn)+
+ Pn−1(m − 1; p1, . . . , pn−1)P (1; pn) =

=
m∑

k=0

Pn−1(m − k)P1(k; pn), (10)
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и при любых a1 � 0, a2 � 0

Π(m, a1 + a2) =
n∑

k=0

Π(m − k, a1)Π(k, a2). (11)

Обозначим

an =
n∑

k=1

pk, An =
n∑

k=1

p2
k.

Предположим, что

Vn−1 � An−1. (12)

Применяя формулы (9)–(12), оценим Vn:

Vn = 1
2

∞∑
m=0

|Pn(m) − Π(m, an)| =

= 1
2

∑
m

∣∣∣∑
k

Pn−1(m − k)P1(k; pn) −
∑

k

Π(m − k, an−1)Π(k, pn)
∣∣∣ �

� 1
2

∞∑
m=0

m∑
k=0

|Pn−1(m − k) − Π(m − k, an−1)|P1(k; pn)+

+1
2

∞∑
m=0

m∑
k=0

Π(m−k, an−1)|P1(k; pn)−Π(k, pn)| � Vn−1+p2
n � An.

Теорема доказана.

Следствие. В схеме Бернулли при любых n и p∣∣∣P{μ ∈ B} −
∑
m∈B

Π(m, a)
∣∣∣ � np2 = a2

n ,

где a = np.

§ 21. Локальная предельная теорема Муавра–Лапласа

Биномиальное распределение (1) случайной величины μ имеет Mμ=np
и Dμ = npq (см. задачу 3 в гл. 3). Обозначим σ =

√
npq среднее квадра-
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тическое отклонение. Доказываемая ниже теорема дает асимптотическую
формулу для биномиальной вероятности (1) при p, не близких к 0 или 1.

Теорема 3 (Локальная предельная теоремаМуавра–Лапласа). Если
в схеме Бернулли σ =

√
npq → ∞, то для любого C > 0 равномерно по

всем |x| � C вида

x =
m − np

σ ,

где m — целые неотрицательные числа,

P
{μ − np√

npq
= x

}
= 1√

2π σ
e−x2/2(1 + o(1)). (13)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть m = np + xσ. Оценим логарифм вероятности

P{μ = m} = P
{μ − np

σ = x
}

= n!
m!(n − m)!

pmqn−m,

равный
log P{μ = m} = log n! − log m! − log(n − m)!+

+m log p + (n − m) log q.

Воспользуемся асимптотической при n → ∞ формулой Стирлинга

log n! = n log n + log
√

2πn − n + θn,

где θn = O
(

1
n

)
. Обозначим k = n − m = nq − xσ. Из условия теоремы

следует, что

m = np
(
1 +

xq
σ

)
→ ∞,

k = nq
(
1 − xp

σ

)
→ ∞,

поэтому можно применить формулу Стирлинга для оценки log n!, log m!,
log k!. Имеем

log P{μ = m} = n logn − m logm − k log k+

+ m log p + k log q + 1
2

log n
2πmk

+ θn − θm − θk. (14)
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Так как

log n
mk

= log 1
npq − log

(
1 +

xq
σ

)
− log

(
1 − xp

σ

)
= 2 log 1

σ + O
(

1
σ

)
,

1
n = O

(
1
σ2

)
, 1

m = 1

n
(
1 + xq

σ

) = O
(

1
σ2

)
, 1

k
= O

(
1
σ2

)
,

log(1 + ε) = O(ε), ε → 0,

то из (14) получаем

log P{μ = m} = −m log m
np − k log k

nq + log 1
σ
√

2π
+ O

(
1
σ

)
. (15)

Далее, из (15) следует

log P{μ = m} = − (np + xσ) log
(
1 +

xq
σ

)
−

− (nq − xσ) log
(
1 − xp

σ

)
+ log 1

σ
√

2π
+ O

(
1
σ

)
=

= log 1
σ
√

2π
− (np + xσ)

(xq
σ − x2q2

2σ2
+ O

(
1
σ3

))
−

− (nq − xσ)
(
−xp

σ − x2p2

2σ2
+ O

(
1
σ3

))
+ O

(
1
σ

)
=

= log 1
σ
√

2π
− x2

2
+ O

(
1
σ

)
,

что и доказывает асимптотическую формулу (13).

§ 22. Интегральная предельная теорема Муавра–Лапласа

Для приближенного вычисления вероятностей P{m1 � μ � m2} мож-
но применять следующую теорему.

Теорема 4 (Интегральная предельная теорема Муавра–Лапласа).
При σ =

√
npq → ∞ равномерно по −∞ � a < b � ∞

P
{
a � μ − np√

npq
� b

}
− 1√

2π

b∫
a

e
−x2

2 dx → 0. (16)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Предположим сначала, что |a| � C, |b| � C . Пусть

m1 =]np + a
√

npq[, m2 = [np + b
√

npq],

где ]x[ — такое наименьшее целое число, что x �]x[, а [x] — такое наиболь-
шее целое число, что [x] � x. Тогда

P
{
a � μ − np√

npq
� b

}
=

m2∑
m=m1

P{μ = m}. (17)

Обозначим m = np + xm
√

npq, тогда

Δx = xm+1 − xm = 1
σ .

По локальной предельной теореме запишем (17) в виде

P
{
a � μ − np√

npq
� b

}
=

m2∑
m=m1

1√
2π

e
−

x2
m

2 Δxm

(
1 + O

(
1
σ

))
. (18)

Справа в (18) стоит интегральная сумма, сходящаяся равномерно по a и b
при σ → ∞ к интегралу

1√
2π

b∫
a

e
−x2

2 dx;

отсюда получаем утверждение (16), когда |a| � C , |b| � C.
Снимем теперь ограничение |a| � C, |b| � C. Обозначим

ξn =
μ − np

σ .

Имеем равенство

P{|ξn| > C} = 1 − P{|ξn| � C}. (19)

Как известно из анализа,

1√
2π

∞∫
−∞

e
−x2

2 dx = 1,

поэтому

1√
2π

C∫
−C

e
−x2

2 dx = 1 − 1√
2π

∫
|x|>C

e
−x2

2 dx. (20)
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Из (19) и (20) получаем

∣∣∣P{|ξn| > C}− 1√
2π

∫
|x|>C

e
−x2

2 dx
∣∣∣= ∣∣∣P{|ξn| � C}− 1√

2π

C∫
−C

e
−x2

2 dx
∣∣∣. (21)

Пусть задано ε > 0. Тогда найдется такое C, что

1√
2π

∫
|x|>C

e
−x2

2 dx < ε
8
. (22)

Зафиксируем его. По только что доказанному найдется такое n1, что для
всех n � n1 ∣∣∣P{|ξn| � C} − 1√

2π

C∫
−C

e
−x2

2 dx
∣∣∣ < ε

8 .

откуда, в силу (21) и (22), для тех же n � n1 имеем

P{|ξn| > C} � ε
4
. (23)

Возьмем теперь любой интервал [a, b] и обозначим

[A, B] = [a, b] ∩ [−C, C].

Так как −C � A � B � C, то, как мы уже доказали, существует такое n2,
что для всех n � n2 имеет место неравенство

∣∣∣P{ξn ∈ [A, B]} − 1√
2π

B∫
A

e
−x2

2 dx
∣∣∣ < ε

2
. (24)

Из неравенства

∣∣∣P{ξn ∈ [a, b]} − 1√
2π

b∫
a

e
−x2

2 dx
∣∣∣ � P{|ξn| > C} + 1√

2π

∫
|x|>C

e
−x2

2 dx+

+
∣∣∣P{ξn ∈ [A, B]} − 1√

2π

B∫
A

e
−x2

2 dx
∣∣∣
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получаем, в силу (22)–(24), что при n � n0 = max(n1, n2)

∣∣∣P{ξn ∈ [a, b]} − 1√
2π

b∫
a

e
−x2

2 dx
∣∣∣ � ε

равномерно по всем a � b. Теорема доказана.

§ 23. Применения предельных теорем

Предельные теоремы Пуассона и Муавра–Лапласа применяются для
приближенного вычисления вероятностей P{μ = m} и P{m1 � μ � m2}
в схеме Бернулли при больших n. Приближение, даваемое теоремой Пуас-
сона, называется пуассоновским. Приближение, получаемое с помощью те-

орем Муавра–Лапласа, называется нормальным, так как функция 1√
2π

e
−x2

2

есть плотность нормального распределения (см. § 31). Для распределения

Пуассона am

m!
e−a и интеграла

Φ0(x) = 1√
2π

x∫
0

e
−u2

2 du, (25)

называемого интегралом Лапласа, имеются таблицы.
Пусть, например, нам нужно вычислить вероятность P{m1 � μ � m2}

в схеме Бернулли с n независимыми испытаниями и с вероятностью успе-
ха p. Вычислим

xm1 =
m1 − np√

npq
, xm2 =

m2 − np√
npq

и положим

P{m1 � μ � m2} ≈ 1√
2π

xm2∫
xm1

e
−x2

2 dx = Φ0(xm2) − Φ0(xm1). (26)

При этом мы допускаем некоторую погрешность. Можно оценить эту по-
грешность, но точная ее оценка очень сложна, а более простые оценки слиш-
ком грубы. Эту погрешность можно значительно уменьшить, если в правой
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части приближенного равенства немного изменить пределы интегрирова-
ния, полагая

P{m1 � μ � m2} ≈ Φ0(xm2+1/2) − Φ0(xm1−1/2), (27)

где

xm2+1/2 =
m2 + 1

2
− np

√
npq

, xm1−1/2 =
m1 − 1

2
− np

√
npq

.

Из табл. 6 видно, что приближенная формула (27) дает значения вероятно-
стей P{m1 � μ � m2} с точностью до трех-четырех знаков после запятой
даже при n порядка нескольких сотен. Обычно применяемая формула (26)
такой точности не дает.

Задачи

1. В большом городе в год рождается 20 000 детей. Считая вероятность ро-
ждения мальчика p = 0, 51, найти такое число t, чтобы с вероятностью 0,99 можно
было утверждать, что среди рожденных в течение года в этом городе детей число
мальчиков превышает число девочек не менее чем на t.

2. Сколько надо произвести бросаний правильной монеты, чтобы с вероятно-
стью 0,99 относительная частота выпадения герба отличалась от 1/2 не более чем
на 0,01?

3. В таблице случайных чисел каждая цифра появляется независимо от других
с вероятностью 0,1. Сколько надо набрать таких случайных чисел, чтобы с вероят-
ностью 0,999 среди них появилось не менее 100 нулей?

4. В большом городе в среднем в течение одного дневного часа поступает один
вызов на скорую помощь. С какой вероятностью за 3 дневных часа поступит более
10 вызовов?

5. Какова вероятность, что в группе, состоящей из 30 студентов, никто не
родился в январе месяце? Вычислить эту вероятность по точной формуле и по
пуассоновскому приближению.
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Таблица 6

m1 m2 Точное значение Нормальное при- Уточненное нормальное
по формуле (2) ближение по фор- приближение по

муле (26) формуле (27)
n = 100; p = 0, 5

40 60 0,9648 0,9545 0,9643
45 55 0,7287 0,6827 0,7287
55 65 0,1832 0,1573 0,1831

n = 300; p = 0, 5
135 165 0,9267 0,9167 0,9265
140 160 0,7747 0,7518 0,7747
160 180 0,1361 0,1238 0,1361

n = 500; p = 0, 5
230 270 0,9334 0,9264 0,9333
240 260 0,6523 0,6289 0,6523
260 280 0,1950 0,1819 0,1946

n = 1000; p = 0, 5
470 530 0,9463 0,9422 0,9463
530 560 0,03095 0,02882 0,03097

n = 100; p = 0, 25
15 35 0,9852 0,9791 0,9845
20 30 0,7967 0,7518 0,7960
30 40 0,1492 0,1238 0,1492

n = 300; p = 0, 25
60 70 0,9615 0,9545 0,9612
70 80 0,5366 0,4950 0,5366
80 90 0,2510 0,2297 0,2545

n = 500; p = 0, 25
105 145 0,9659 0,9611 0,9658
115 135 0,7219 0,6983 0,7218
135 155 0,1621 0,1499 0,1624

Значения вероятностей P{m1 � μ � m2} =
m2∑

m=m1

Cm
n pm(1 − p)n−m

в схеме Бернулли.
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Цепи Маркова

§ 24. Марковская зависимость испытаний

Очень часто реальные случайные явления можно изучать с помощью
следующей модели. Пусть состояние некоторой системы описывается точ-
кой фазового пространства E = {e1, e2, . . . , er}. В дальнейшем точки из E
будем обозначать просто числами 1 2, . . . , r. Предположим, что время t
дискретно и принимает значения t = 0, 1, 2, . . . , T . Эволюция изучаемой
системы описывается траекторией ω = (ω0, ω1, . . . , ωT ), где ωt = i, если
в момент t система находится в состоянии i. В описываемом случае вероят-
ностное пространство (Ω, � , P) определяется пространством траекторий
Ω = {ω}, алгеброй � всевозможных подмножеств Ω и вероятностью P,
задаваемой элементарными вероятностями p(ω). События

Ai(t) = {ω : ωt = i}, i = 1, . . . , r,

при каждом t определяют разбиение αt, которое порождает алгебру собы-
тий �t. Исходя из принятой нами в § 11 терминологии, мы будем говорить,
что

�0, �1, �2, . . . , �T (1)

есть последовательность случайных испытаний.
В § 11 мы описали модель последовательности независимых испыта-

ний. В 1907 г. А.А.Марков ввел такой класс зависимых испытаний (1),
который может служить моделью многих случайных явлений. Этот класс
впоследствии изучался очень интенсивно и привел к сильно продвинутой
в настоящее время теории марковских процессов. Простейшая модель мар-
ковского процесса — цепь Маркова — определяется следующим образом.
В последовательности испытаний (1) зафиксируем какой-нибудь момент
времени t. Алгебру событий �t назовем настоящим, алгебру � t−1

0 , по-
рожденную алгебрами �0, �1, . . . , �t−1, назовем прошлым, алгебру со-
бытий � T

t+1, порожденную алгебрами �t+1, . . . , �T , — будущим. Любое
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событие из � t−1
0 также назовем прошлым, из � T

t+1 — будущим, из �t —
настоящим. Например, событие

{ω : найдется такое k, что t < k < T и ωk = ωk+1}
принадлежит будущему, а событие

{ω : для всех k, 0 � k < t, ωk 
= r}
— прошлому.

Определение 1. Последовательность испытаний (1) мы будем назы-
вать цепью Маркова, если при любом фиксированном настоящем ωt = k
прошлое � t−1

0 и будущее � T
t+1 независимы, т. е. для любых 1 � k � r,

t = 1, 2, . . . , T − 1, A ∈ � t−1
0 , B ∈ � T

t+1

P{AB |ωt = k} = P{A |ωt = k}P{B |ωt = k}. (2)

Поскольку из определения условных вероятностей следует, что для
любых событий A, B, C с P(AC) > 0

P(AB|C)
P(A|C)

= P(B|AC),

то условие (2) равносильно условию

P{B |ωt = k, A} = P{B |ωt = k}, (3)

т. е. условная вероятность любого события B из будущего при фиксирован-
ном настоящем ξk = k не зависит от любого события A из прошлого.

§ 25. Переходные вероятности

Вычислим вероятность того, что траектория ω = (ω0, ω1, . . . , ωT ) рав-
на (i0, i1, . . . , iT ). Для этого воспользуемся введенными выше обозначени-
ями Ai(t) = {ω : ωt = i} и теоремой умножения из § 6. Имеем

P{ω = (i0, i1, . . . , iT )} =

= P(Ai0(0))
T∏

t=1

P(Ait(t) |Ai0 (0)Ai1(1) . . . Ait−1(t − 1)). (4)
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Из условия (3) получаем для цепей Маркова

P(Ait(t) |Ai0 (0)Ai1(1) . . . Ait−1 (t − 1)) = P(Ait(t) |Ait−1 (t − 1)),

поэтому (4) запишется проще:

P{ω = (i0, i1, . . . , iT )} = P(Ai0(0))
T∏

t=1

P(Ait(t) |Ait−1 (t − 1)). (5)

В дальнейшем мы будем рассматривать однородные цепи Маркова, в кото-
рых условные вероятности

P(Aj(t) |Ai(t − 1)) = pij ,

называемые переходными вероятностями, не зависят от t. Таким обра-
зом, чтобы вычислить вероятность любой траектории ω в цепи Маркова,
достаточно задать начальное распределение pi(0) = P(Ai(0)) и матрицу
переходных вероятностей

P =

∥∥∥∥∥∥∥
p11 p12 . . . p1r

p21 p22 . . . p2r

. . . . . . . . . . . .
pr1 pr2 . . . prr

∥∥∥∥∥∥∥ . (6)

Тогда вероятность (5) записывается так:

P{ω = (i0, i1, . . . , iT )} = pi0(0)
T∏

t=1

pit−1 it. (7)

Элементы матрицы переходных вероятностей обладают следующими свой-
ствами:

pij � 0,

r∑
j=1

pij = 1. (8)

Любая квадратная матрица (6), элементы которой удовлетворяют услови-
ям (8), называется стохастической.

Введем переходные вероятности за t шагов:

pij(t) = P{Aj(t + s) |Ai(s)}.
Матрица

P (t) = ‖pij(t)‖
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также будет стохастической. Переходные вероятности удовлетворяют при
любых целых t > 0, s > 0 уравнению

pij(t + s) =
r∑

k=1

pik(t)pkj(s). (9)

Это уравнение выводится с помощью формулы полной вероятности

pij(t + s) = P(Aj(t + s) |Ai(0)) =

=
r∑

k=1

P(Aj(t + s) |Ai(0)Ak(s))P(Ak(s) |Ai(0)).

Так как
P(Aj(t + s) |Ai(0)Ak(s)) = P(Aj(t + s) |Ak(s))

в силу марковости и

P(Aj(t + s) |Ak(s)) = P(Aj(t) |Ak(0))

в силу однородности, то отсюда получаем (9).
Уравнения (9) можно записать в матричной форме

P (t + s) = P (t)P (s),

откуда имеем P (t) = P t, где P (1) = P — матрица (6). Предпола-
гая pij(0) = δij , (δii = 0, если i 
= j, δij = 1) мы распространяем урав-
нения (9) на случай t � 0, s � 0.

Через начальные вероятности pi(0) и переходные вероятности pij(t) мы
можем выразить с помощью формулы полной вероятности распределение
вероятностей pi(t) = P(Ai(t)) при любом t:

pi(t) =
r∑

k=1

pk(0)pki(t). (10)

П р и м е р 1. Блуждание с поглощением.Пусть по точкам 0, 1, 2, . . . , N
прямой блуждает частица. Время t дискретно. Если в момент t частица бы-
ла в точке i, то в следующий момент t + 1 она независимо от ее положений
в более ранние моменты времени с вероятностью pij попадает в точку j.
Если ‖pij‖ задается равенствами

p00 = pNN = 1, pi,i+1 = p, pi,i−1 = 1 − p, pii = 0,
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если 1 � i � N − 1 и pij = 0 при |i − j| > 1, то мы получаем цепь Маркова,
которая описывает блуждание частицы по целым точкам отрезка [0, N ]
с поглощением на концах.

П р и м е р 2. Блуждание с отражением. Пусть переходные вероятно-
сти pi,i+1, pi,i−1, pii для 1 � i � N − 1 и pij , для |i − j| > 1 остаются теми
же самыми. Если определить еще

p00 = 1 − p,

p01 = p,

pNN = p,

pN,N−1 = 1 − p,

то полученная цепь Маркова моделирует блуждание частицы по целым

точкам отрезка
(
−1

2
, N + 1

2

)
с отражением на концах.

§ 26. Теорема о предельных вероятностях

Теорема 1. Если при некотором t0 все элементы pij(t0) матрицы P t

положительны, то существуют пределы

lim
t→∞ pij(t) = pj , j = 1, . . . , r. (11)

Предельные вероятности pj не зависят от начального состояния i и явля-
ются единственным решением системы

r∑
k=1

xkpkj = xj , j = 1, . . . , r,

r∑
j=1

xj = 1. (12)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Обозначим

Mj(t) = max
i

pij(t), mj(t) = min
i

pij(t).

Так как mj(t) � pkj(t) � Mj(t) при любом k, то из равенства

pij(t + 1) =
∑

k

pikpkj(t)
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следует, что при всех i

mj(t) � pij(t + 1) � Mj(t).

Отсюда вытекает

mj(t) � mj(t + 1) � Mj(t + 1) � Mj(t).

Таким образом, при t → ∞ имеются пределы у последовательностей mj(t)
и Mj(t). Докажем, что эти пределы совпадают. Пусть i и j таковы, что

pik(t + t0) = Mk(t + t0),
pjk(t + t0) = mk(t + t0).

Вычитая друг из друга равенства

Mk(t + t0) = pik(t + t0) =
r∑

l=1

pil(t0)plk(t),

mk(t + t0) = pjk(t + t0) =
r∑

l=1

pjl(t0)plk(t),

получаем

Mk(t + t0) − mk(t + t0) =
r∑

l=1

(pil(t0) − pjl(t0))plk(t).

Разобьем сумму справа
∑

на сумму
∑+ положительных слагаемых и сум-

му
∑− отрицательных слагаемых. Тогда

Mk(t + t0) − mk(t + t0) �

� Mk(t)
+∑
l

(pil(t0) − pjl(t0)) + mk(t)
−∑
l

(pil(t0) − pjl(t0)). (13)

Так как

0 =
∑

l

(pil(t0) − pjl(t0)) =
+∑

+
−∑

,

то
∑− = −∑+. Обозначим

+∑
l

(pil(t0) − pjl(t0)) = dij .
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Из условий теоремы следует, что все dij < 1, поэтому d = max dij < 1.
Теперь из (13) имеем

Mk(t + t0) − mk(t + t0) � d · (Mk(t) − mk(t))

и
0 � Mk(t) − mk(t) � d[t/t0] → 0

при t → ∞. Так как mk(t) � pik(t) � Mk(t), то отсюда следует утвержде-
ние (11). Перейдем в уравнениях

pij(t + 1) =
r∑

k=1

pik(t)pkj

к пределу по t → ∞. Получаем

pj =
r∑

k=1

pkpkj .

Кроме того,
r∑

j=1

pj = 1, т. е. предельные вероятности pj удовлетворяют

системе (12). Предположим, что какие-либо x1, . . . , xr удовлетворяют (12).
Тогда они при любом t удовлетворяют системе

xj =
r∑

k=1

xkpkj(t). (14)

Это доказывается по индукции:

r∑
k=1

xkpkj(t + 1) =
r∑

k=1

xk

r∑
l=1

pklplj(t) =

=
r∑

l=1

( r∑
k=1

xkpkl

)
plj(t) =

r∑
l=1

xlplj(t) = xj .

Переходя в (14) к пределу по t → ∞, получаем

xj =
r∑

k=1

xkpj = pj .

Теорема доказана.



88 ГЛАВА 5

Из формулы (10) следует, что в условиях теоремы 1 pi(t) → pi

при t → ∞, причем предел не зависит от первоначального распределе-
ния pi(0).

Можно проверить, что цепь Маркова, описывающая блуждание с отра-
жением в примере 2, удовлетворяет условиям теоремы. Предельные веро-
ятности в этом случае можно найти с помощью системы уравнений (12).

Задачи

1. В урне содержится 5 шаров: белые и черные. Испытание состоит в том, что
каждый раз из урны случайно вынимается один шар и взамен в урну возвраща-
ется шар, но другого цвета (вместо белого — черный и наоборот). Найти матрицу
переходных вероятностей ‖pij‖ для цепи Маркова, состояниями которой является
количество белых шаров в урне. Найти вероятности перехода за два шага pij(2).
Найти предельные вероятности limt→∞ pij(t) = pj .

2. Модель перемешивания колоды карт. Пусть имеется три карточки с номе-
рами 1, 2, 3. Состоянием системы назовем последовательность номеров этих кар-
точек i1i2i3. Предположим, что перемешивание происходит следующим образом:
с вероятностями 1/2 состояние i1i2i3 переходит в i3i1i2 или в i1i3i2. Найти матрицу
вероятностей перехода. Найти предельные вероятности p(i1i2i3).

3. Полагая в примере 1 § 25 N = 3, вычислить вероятности перехода pij(t)
за t шагов и пределы limt→∞ pij(t) = p∗

ij .
4. Пусть случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn независимы и

P{ξk = 1} = p, P{ξk = 0} = q, p + q = 1.

Доказать, что пары (ξ1, ξ2), (ξ2, ξ3), . . . , (ξn−1, ξn) образуют цепь Маркова. Найти
переходные вероятности этой цепи за t шагов, t = 1, 2, . . .

5. Образуют ли цепь Маркова значения случайных величин ηt = ξt−1ξt, где ξi

взяты из задачи 4, если 0 < p < 1?



ГЛАВА 6

Случайные величины (общий случай)

§ 27. Случайные величины и их распределения

Пусть (Ω, � , P) — произвольное вероятностное пространство. Теперь
уже случайной величиной мы будем называть не любую числовую функцию
ξ = ξ(ω).

Определение 1. Числовая функция ξ = ξ(ω) от элементарного собы-
тия ω ∈ Ω называется случайной величиной, если для любого числа x

{ξ � x} = {ω : ξ(ω) � x} ∈ � . (1)

Смысл этого определения состоит в следующем. Поскольку не любое
подмножество Ω является событием и все события составляют σ-алгебру
подмножеств� , то естественно рассматривать такие функции ξ = ξ(ω), для
которых имеет смысл говорить о вероятностях попадания ξ в достаточно
простые числовые множества в частности, в {ξ � x}. Свойство (1) гаранти-
рует, что при любом x неравенство {ξ � x} есть событие и, следовательно,
имеет смысл говорить о его вероятности.

Определение 2. Функцию

F (x) = Fξ(x) = P{ξ � x}, (2)

определенную при всех x ∈ R, назовем функцией распределения случайной
величины ξ.

С помощью распределения (2) можно выразить вероятности попада-
ния ξ в различные интервалы вида

x1 � x � x2, x1 < x < x2, x1 < x � x2, x1 � x < x2. (3)

Пусть x1 < x2. Тогда из разложения события {ξ � x2} на сумму несовмест-
ных событий

{ξ � x1} + {x1 < ξ � x2}
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следует
P(ξ � x2) = P(ξ � x1) + P{x1 < ξ � x2}

и
P(x1 < ξ � x2) = F (x2) − F (x1). (4)

Событие {ξ < x} можно представить как счетную сумму несовместных
событий ∞∑

n=1

{
x − 1

n − 1
< ξ � x − 1

n

}
,

откуда с помощью (4) получаем:

P{ξ < x} =
∞∑

n=1

P
{

x − 1
n − 1

< ξ � x − 1
n

}
=

= F (x − 1) + lim
N→∞

N∑
n=2

(
F
(
x − 1

n

)
− F

(
x − 1

n − 1

))
=

= lim
N→∞

F
(
x − 1

N

)
= F (x − 0). (5)

Здесь и далее мы будем пользоваться обозначениями

F (x − 0) = lim
y↑x

F (y), F (x + 0) = lim
y↓x

F (y),

F (+∞) = lim
y→∞F (y), F (−∞) = lim

y→−∞F (y).

С помощью (3), (4) и (5) нетрудно уже получить остальные случаи:

P{ξ = x} = F (x) − F (x − 0),
P(x1 � ξ � x2) = F (x2) − F (x1 − 0),
P(x1 < ξ < x2) = F (x2 − 0) − F (x1),
P(x1 � ξ < x2) = F (x2 − 0) − F (x1 − 0).

(6)

Теорема 1. Функция распределения F (x) обладает следующими свой-
ствами:

1) F (x) не убывает,
2) F (x) непрерывна справа,

3) F (+∞) = 1,

4) F (−∞) = 0.
(7)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Свойство 1) следует из (4). Свойство 2) следует из аксиомы непрерыв-

ности 4◦. Так как события

Bn =
{

x < ξ � x + 1
n

}
↓ ∅,

то
P(Bn) = F

(
x + 1

n

)
− F (x) → 0,

т. е. F (x + 0) = F (x). Свойства 3) и 4) вытекают из аксиомы счетной
аддитивности. Так как

Ω =
∞∑

n=−∞
An,

где
An = {ω : n − 1 < ξ(ω) � n},

то

1=P(Ω)=
∞∑

n=−∞
P(An)= lim

N→∞

N∑
n=−N+1

P(An)= lim
N→∞

[F (N)−F (−N)]

и, следовательно,
F (∞) = lim

N→∞
F (N) = 1,

F (−∞) = lim
N→∞

F (−N) = 0.

Теорема доказана.

Определение 3. σ-алгебра � числовых множеств, порожденная все-
возможными интервалами вида x1 < x � x2, называется борелевской; мно-
жества B, входящие в �, также называются борелевскими.

σ-алгебра борелевских множеств � содержит всевозможные интерва-
лы вида (3) с конечными и бесконечными концами, их конечные и счетные
суммы, все открытые и замкнутые множества. Таким образом, σ-алгебра
множеств � достаточно богата и содержит все числовые множества, кото-
рые нам будут необходимы.

Назовем полным прообразом при отображении ξ числового множе-
ства B множество тех ω, для которых ξ(ω) ∈ B. Обозначая полный про-
образ B через ξ−1(B), имеем

ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B}.
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Из свойств полных прообразов

ξ−1(∅) = ∅, ξ−1(R) = Ω (R − прямая),

ξ−1
(⋂

n

Bn

)
=
⋂
n

ξ−1(Bn), ξ−1
(⋃

n

Bn

)
=
⋃
n

ξ−1(Bn),

ξ−1(B1 \ B2) = ξ−1(B1) − ξ−1(B2)

следует, что совокупность ξ−1(B) для всех борелевских множеств B ∈ �
является σ-алгеброй событий �ξ ⊆ � . Мы будем называть �ξ σ-алгеброй,
порожденной случайной величиной ξ. Можно установить, что Aξ порожда-
ется множествами вида {ω : ξ(ω) � x} и состоит из событий A вида

A = ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B},
где B ∈ �. Ниже мы докажем, что для каждого B ∈ � определена вероят-
ность P{ξ ∈ B}, которую мы будем обозначать Pξ(B).

Определение 4. Функция Pξ(B), определенная для всех B ∈ �, на-
зывается распределением вероятностей случайной величины ξ.

С помощью (4)–(6) можно выразить вероятность события {ξ ∈ B} для
борелевских множеств B, представимых в виде конечной суммы интервалов
вида (3).

В теории меры доказывается следующая

Теорема Каратеодори. Если на алгебре�0 подмножеств Ω определе-
на вероятность P, удовлетворяющая аксиомам 1◦, 2◦, 3∗ (причем аксиома
счетной аддитивности 3∗ формулируетсятак: если попарно несовместные

An ∈ �0 и A =
∞∑

n=1

An ∈ �0,

то

P(A) =
∞∑

n=1

P(An)),

то эту вероятность можно однозначно продолжить на все множества из
σ-алгебры � , порожденной �0

1.

Нетрудно видеть, что числовые множества, составленные из конечных
сумм полуинтервалов (x1, x2], образуют алгебру�0. Эта алгебра порожда-
ет σ-алгебру борелевских множеств �. Если задана функция распределе-
ния Fξ(x), то она удовлетворяет условиям (7). С помощью формулы (4)

1См., например, П. Халмош, Теория меры. — М.: ИЛ, 1953.
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и аксиомы аддитивности мы можем по этой функции распределения опре-
делить значения вероятностей Pξ(B) = P{ξ ∈ B} для всех B ∈ �0. Можно
доказать, что распределение вероятностей Pξ(B) σ-аддитивно на алгебре
множеств �0. Отсюда и из теоремы Каратеодори следует, что с помо-
щью функции распределения (2) мы можем получить вероятность собы-
тия {ξ ∈ B} для любого борелевского множества B ∈ �. Итак, распре-
деление вероятностей Pξ случайной величины ξ однозначно определяется
функцией распределения Fξ .

Таким образом, каждая случайная величина ξ дает такое отображе-
ние ξ = ξ(ω) множества Ω в числовую прямую R, которое порождает новое
вероятностное пространство (R, �, Pξ).

Из равенства

P{ξ = x} = F (x) − F (x − 0)

следует, что в точках разрыва функции F (x) имеет место P{ξ = x} > 0. Так
как при каждом целом n может быть не более n точек x с P(ξ = x) � 1/n,
то у функции F (x) имеется не более счетного числа точек разрыва.

Обозначим x1, x2, . . . все точки разрыва Fξ(x). Если вероятности
P{ξ = xk} = pk таковы, что

∞∑
k=1

pk = 1,

то мы говорим, что случайная величина ξ имеет дискретное распределе-
ние. В дальнейшем случайные величины, имеющие дискретное распреде-
ление, будем называть дискретными случайными величинами. Примерами
дискретных распределений служат:

1) биномиальное

P{ξ = k} = Ck
npk(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n, 0 < p < 1;

2) пуассоновское

P{ξ = k} = ak

k!
e−a, k = 0, 1, 2, . . . ; 0 < a;

3) геометрическое

P{ξ = k} = p(1 − p)k, k = 0, 1, 2, . . . ; 0 < p < 1.
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Мы будем говорить, что функция p(x) = pξ(x) есть плотность распре-
деления случайной величины ξ, если для любых x1 < x2

P{x1 < ξ < x2} =

x2∫
x1

pξ(x) dx. (8)

Из определения (8) следует:
1. F ′

ξ(x) = pξ(x) в точках непрерывности pξ(x);

2. Fξ(x) =
x∫

−∞
pξ(u) du;

3. Fξ(x2) − Fξ(x1) =
x2∫
x1

pξ(u) du для любых x1 < x2.

Если распределение имеет плотность pξ(x), то мы будем говорить, что
случайная величина ξ имеет абсолютно непрерывное распределение. Через
плотность pξ(x) можно выразить любую вероятность P{ξ ∈ B}, если мы
умеем вычислять интеграл по области B в следующей формуле:

P{ξ ∈ B} =
∫
B

pξ(x) dx. (9)

Для множеств B, равных сумме интервалов, интеграл (9) вычисляется обыч-
ным способом. Для того чтобы равенство (9) имело смысл при любом бо-
релевском множестве B, нам нужно обобщить понятие интеграла, перейдя
от интеграла Римана к интегралу Лебега (см. гл. 7).

Отметим, что существуют непрерывные функции распределения F (x),
не имеющие плотностей. Примером такой функции служит канторова функ-
ция F (x), которую можно определить равенствами F (x) = 0 при x � 0,
F (x) = 1 при x � 1 и

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2F (3x) при 0 � x � 1

3
1
2 при 1

3 � x � 2
3

1
2

+ 1
2
F (3x − 2) при 2

3
� x � 1.

Непрерывные функции распределения, не имеющие плотностей, назы-
ваются сингулярными. В общем случае любая функция распределения F (x)
представима в виде

F (x) = a1F1(x) + a2F2(x) + a3F3(x),
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где ai � 0, a1 + a2 + a3 = 1, F1(x) — дискретная функция распределения,
F2(x) — функция распределения, имеющая плотность (такие функции на-
зываются абсолютно непрерывными), F3(x) — сингулярная функция рас-
пределения.

Плотность распределения p(x) обладает следующими двумя свойства-
ми:

p(x) � 0,

∞∫
−∞

p(x) dx = 1, (10)

которые легко устанавливаются из определения (8).
Функции от случайных величин. Пусть g(x) отображает действи-

тельную прямую R в себя. Для любого B ⊆ R полный прообраз g−1(B)
определяется как множество тех точек x ∈ R, для которых g(x) ∈ B.

Определение 5. Функцию g(x) назовем борелевской, если для любого
борелевского множества B ∈ � полный прообраз g−1(B) ∈ �, т. е. тоже
борелевский.

К множеству борелевских функций принадлежат, в частности, непре-
рывные и кусочно-непрерывные функции.

Теорема 2. Если ξ — случайная величина, a g(x) — борелевская функция,
то η = g(ξ) есть случайная величина.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Рассмотрим η = η(ω) как сложную функцию η = g(ξ(ω)). Пусть

B ∈ �. Так как g(x) — борелевская функция, то g−1(B) = B1 ∈ �. Так как
η−1(B) = ξ−1(B1) ∈ � , то η — случайная величина.

Рассмотрим два примера вычисления функции распределения Fη(x)
и плотности pη(x) случайной величины η = g(ξ) по функции распределе-
ния Fξ(x) и плотности pξ(x).

П р и м е р 1. Пусть функция η = g(ξ) монотонно возрастает, g−1(x) —
обратная функция. Тогда

Fη(x) = P{η � x} = P{g(ξ) � x} = P{ξ � g−1(x)} = Fξ(g−1(x)). (11)

Дифференцируя (11) по x, имеем (если g(x) дифференцируема и имеется
плотность pξ(x))

F ′
η(x) = F ′

ξ(g
−1(x))

dg−1(x)
dx

,
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откуда получаем соотношение между плотностями:

pη(x) = 1
g′(g−1(x))

pξ(g−1(x)).

В частности, при g(x) = x3 имеем

pη(x) = 1
3x2/3

pξ( 3
√

x).

П р и м е р 2. Пусть g(x) = x2, Fξ(x) — непрерывная функция распре-
деления с плотностью pξ(x), η = ξ2. При x � 0 из равенств

Fη(x) = P{η � x}=P{ξ2 � x}=P{−√
x � ξ �

√
x}=Fξ(

√
x)−Fξ(−

√
x)

получаем

pη(x) = 1
2
√

x
(pξ(

√
x) + pξ(−

√
x)).

Рассмотрим несколько примеров абсолютно непрерывных распределений.

1. Нормальное (или гауссовское) распределение.

Мы говорим, что случайная величина ξ имеет нормальное распреде-
ление с параметрами (a, σ), −∞ < a < ∞, σ > 0, если она имеет плот-
ность

pξ(x) = 1√
2πσ

e
−

(x−a)2

2σ2
.

Нормальное распределение с параметрами (0, 1) с плотностью

p(x) = 1√
2π

e
−x2

2

называется стандартным. Плотность p(x) удовлетворяет условию

∞∫
−∞

p(x) dx = 1√
2π

∞∫
−∞

e
−x2

2 dx = 1.
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2. Равномерное распределение.
Мы говорим, что случайная величина ξ имеет равномерное распреде-

ление на отрезке [a, b], если ее плотность имеет вид

pξ(x) =
{

C при a � x � b,

0 при x < a или x > b.

Из условия
∞∫

−∞
p(x) dx = C

b∫
a

dx = C(b − a) = 1

следует

C = 1
b − a

.

3. Гамма-распределение.
Распределение с плотностью

pξ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, x < 0,

λαxα−1

Γ(α)
e−λx, x � 0,

где α > 0 и λ > 0 — параметры, Γ(α) — гамма-функция, называется гамма-
распределением.

Плотность pξ(x) с α = 1 называется плотностью показательного рас-
пределения.

§ 28. Многомерные распределения

Часто приходится рассматривать на одном и том же вероятностном про-
странстве (m, � , P) несколько случайных величин ξ1, ξ2, . . . , ξn. Так как
множества {ξk � xk} ∈ � , т. е. являются событиями, то и их пересечение

n⋂
k=1

{ξk � xk} ∈ � .

Поэтому существует вероятность этого события, которая называется мно-
гомерной функцией распределения Fξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) и определяется ра-
венством

Fξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) = P{ξ1 � x1, . . . , ξn � xn}.
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Многомерную функцию распределения мы будем иногда записывать просто
F (x1, . . . , xn), не указывая индексами ξ1, . . . , ξn.

Обозначим Δh1 . . . hnF (x1, . . . , xn) разность n-го порядка по аргумен-
там x1, . . . , xn с приращениями h1, . . . , hn. Последовательно эти разности
можно определить следующим образом:

Δh1F (x1, . . . , xn) = F (x1 + h1, x2, . . . , xn) − F (x1, x2, . . . , xn),
Δh1h2F (x1, . . . , xn) = Δh2(Δh1F (x1, . . . , xn)) =

= F (x1 + h1, x2 + h2, x3, . . . , xn) − F (x1 + h1, x2, . . . , xn)−
− F (x1, x2 + h2, x3, . . . , xn) + F (x1, . . . , xn)

и т. д.
В общем случае имеет место равенство

Δh1 . . . hnF (x1, . . . , xn) =

=
1∑

θ1, ..., θn=0

(−1)n+θ1+ . . . +θnF (x1 + θ1h1, . . . , xn + θnhn)

где суммирование ведется по всем θi = 0 и 1.
С помощью Fξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) можно вычислить вероятность попа-

дания в любой прямоугольник вида

xi < ξi � xi + hi, i = 1, . . . , n :
P{xi < ξ � xi + hi, i = 1, . . . , n} = Δh1 . . . hnF (x1, . . . , xn).

(12)

Доказательство формулы (12) можно провести последовательно:

P{x1 < ξ1 � x1 + h1, ξ2 � x2, . . . , ξn � xn} =
= P{ξ1 � x1 + h1, ξ2 � x2, . . . , ξn � xn}−
− P{ξ1 � x1, . . . , ξn � xn} = Δh1Fξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn);

P{x1 < ξ1 � x1 + h1, x2 < ξ2 � x2 + h2, ξ3 � x3, . . . , ξn � xn} =
= P{x1 < ξ1 � x1 + h1, ξ2 � x2 + h2, ξ3 � x3, . . . , ξn � xn}−

− P{x1 < ξ1 � x1 + h1, ξ2 � x2, . . . , ξn � xn} =
Δh2(Δh1Fξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn)) =

Δh1h2Fξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn)

и т. д..



§ 28. МНОГОМЕРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 99

Из формулы (12) и из определения многомерной функции распределе-
ния F (x1, . . . , xn) вытекают следующие свойства (которые доказываются
аналогично одномерному случаю):

1) F (x1, . . . , xn) по каждому аргументу не убывает и непрерывна
справа;

2) F (−∞, x2, . . . , xn) = F (x1, −∞, x3, . . . , xn) =
= F (x1, . . . , xn−1, −∞) = 0;

3) F (+∞, +∞, . . . , +∞) = 1;
4) при любых h1 � 0, . . . , hn � 0

Δh1 . . . hnF (x1, . . . , xn) � 0.

Здесь, как и ранее,

F (−∞, x2, . . . , xn) = lim
x1→−∞F (x1, . . . , xn),

F (+∞, x2, . . . , xn) = lim
x1→+∞F (x1, . . . , xn).

Любая функция F (x1, . . . , xn), удовлетворяющая свойствам 1)–4), есть
многомерная функция распределения некоторых ξ1, . . . , ξn. Пример функ-
ции

F (x1 x2) =
{

0 при x1 + x2 < 1,

1 при x1 + x2 � 1,

для которой выполнены свойства 1)–3) и не выполнено свойство 4) (так как

Δ11F (0, 0) = F (1, 1) − F (1, 0) − F (0, 1) + F (0, 0) = −1),

показывает, что свойство 4) не вытекает из первых трех.
Из формулы (12) и свойства счетной аддитивности вероятности следу-

ет, что

Fξ1 . . . ξm(x1, . . . , xm) = Fξ1 . . . ξn(x1, . . . , xm, +∞, . . . , ∞).

Назовем σ-алгебру множеств n-мерного пространства Rn, порожден-
ную всевозможными n-мерными прямоугольниками вида ai < xi � bi,
i = 1, . . . , n, борелевской и будем ее обозначать �n. Множества из �n

также будем называть борелевскими. Как это было и в одномерном слу-
чае, многомерная функция распределения Fξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) позволя-
ет нам при помощи формулы (12) вычислять вероятности событий ви-
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да ξ ∈ B, где ξ = (ξ1, . . . , ξn), B — прямоугольники и конечные их сум-
мы. Аналогично тому, как мы это делали в § 27, доказывается, что с по-
мощью таких вероятностей однозначно определяется вероятность собы-
тия ξ ∈ B для всех B ∈ �n. События {ω : ξ(ω) ∈ B}, где B ∈ �n обра-
зуют σ-подалгебру �ξ1 . . . ξn σ-алгебры � . Мы будем называть �ξ1 . . . ξn

σ-алгеброй, порожденной случайными величинами ξ1, . . . , ξn. Функция

Pξ(B) = P{ξ ∈ B},
определенная для всех B ∈ �n, называется n-мерным распределением ве-
роятностей случайного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn).

Дискретное многомерное распределение задается конечным или
счетным набором значений x=(x1, . . . , xn) и неотрицательных p(x)
с
∑
x

p(x)=1. Вероятность

Pξ(B) = P(ξ ∈ B)
определяются в этом случае как

∑
x∈B

p(x).

Другой частный случай дают распределения с плотностью. Многомер-
ной плотностью распределения pξ(x), x = (x1, . . . , xn) называется такая
функция, что

Pξ(B) = P{ξ ∈ B} =
∫
B

pξ(x) dx, (13)

где справа стоит n-мерный интеграл по области B. Интегралу справа можно
придать смысл при любом B ∈ �n, поэтому формула (13), вообще говоря,
действует при всех B ∈ �n. Из определения плотности p(x) следуют ее
свойства:

p(x) � 0,

∫
p(x) dx =

∞∫
. . .

∫
−∞

p(x) dx = 1. (14)

Функция p(x), удовлетворяющая (14), может быть плотностью некоторого
распределения.

Из определения плотности вытекают следующие ее связи с функцией
распределения:

Fξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) =

x1∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

pξ1 . . . ξn(u1, . . . , un) du1 . . . dun,

p(x1, . . . , xn) =
∂nF (x1, . . . , xn)

∂x1 . . . ∂xn
.
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В точках непрерывности x = (x1, . . . , xn) плотности p(x1, . . . , xn) имеет
место равенство

P{xi < ξi < xi + Δxi, i = 1, . . . , n} =
= p(x1, . . . , xn)Δx1 . . . Δxn + o(Δx1 . . . Δxn),

max
i

Δxi → 0.

Примером многомерной плотности служит плотность p(x) равномер-
ного распределения на области S ⊆ Rn конечного n-мерного объема |S|,
задаваемая равенствами

p(x) =

⎧⎨⎩
1
|S| при x ∈ S,

0 при x /∈ S.

Вероятность P{ξ ∈ B} в этом случае определяется отношением объ-
емов B ∩ S и S:

P(ξ ∈ B) =
|B ∩ S|
|S| .

По этой формуле вычисляются так называемые геометрические вероятно-
сти (см. § 5).

§ 29. Независимость случайных величин

Случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn называются независимыми, если
независимы порожденные ими σ-алгебры

�ξ1 , �ξ2 , . . . , �ξn .

Это определение эквивалентно тому, что для любых Bi ∈ �

P{ξ1 ∈ B1, . . . , ξn ∈ Bn} =
n∏

i=1

P{ξi ∈ Bi}. (15)

Частным случаем (15) является равенство

Fξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) = Fξ1(x1) . . . Fξn(xn), (16)
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справедливое при всех xi. Из (16) нетрудно установить, что при всех xi

и hi > 0

Δh1 . . . hnFξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

ΔhiFξi(xi), (17)

что эквивалентно (15) для Bi = (xi, xi + hi]. Как уже отмечалось вы-
ше, значения вероятности на всех интервалах однозначно определяют ее
на борелевских множествах, поэтому из справедливости (17) вытекает
справедливость (15) для любых Bi ∈ �. Таким образом, равенства (16)
или (17) можно взять за определение независимости случайных вели-
чин ξ1, . . . , ξn.

Если случайные величины дискретны, то из (17) следует, что за опре-
деление независимости в этом случае можно принять равенство

P{ξi = xi, i = 1, . . . , n} =
n∏

i=1

P{ξi = xi}, (18)

справедливое при всех возможных xi. Для распределений с плотностью
pξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) за определение независимости можно взять равенство

pξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) = pξ1(x1) . . . pξn(xn), (19)

так как из (19), в силу (13), вытекает (15), а из (17) следует (19).
Если ξ1, . . . , ξn независимы и gi(x) — борелевские функции, то случай-

ные величины g1(ξ1), . . . , gn(ξn) также независимы, так как �gi(ξi) ⊆ �ξi .
Аналогично можно определить независимость векторов ξi =

= (ξi1, . . . , ξiri) как независимость порожденных ими σ-алгебр

�ξ1,�ξ2 , ...,�ξn
,

где �ξi = �ξi1, . . . ,ξiri
. Иначе это определение можно записать в виде ра-

венства

P{ξi ∈ B, i = 1, . . . , n} =
n∏

i=1

P{ξi ∈ Bi},

справедливого для любых борелевских Bi∈�ri . Аналогично, если ξ1, . . . , ξn

независимы, gi(x) — борелевские функции, отображающие Rri в Rsi , то
векторы g1(ξ1), g2(ξ2), . . . , gn(ξn) также независимы.
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Формула композиции. Пусть ξ и η — независимые случайные ве-
личины, pξ, pη — их плотности. Плотность совместного их распределе-
ния равна

pξη(x, y) = pξ(x)pη(y).

Функция распределения суммы ξ + η равна следующему интегралу:

Fξ+η(z) = P{ξ + η � z} =
∫

x+y�z

pξ(x)pη(y) dx dy. (20)

Интеграл в (20) можно вычислять как повторный (для непрерывных плотно-
стей — это факт из анализа, в общем случае — следствие теоремы Фубини,
доказываемой в теории интеграла Лебега), поэтому

Fξ+η(z) =

∞∫
−∞

pξ(x) dx

z−x∫
−∞

pη(y) dy =

∞∫
−∞

Fη(z − x)pξ(x) dx =

=

∞∫
−∞

pξ(x)

z∫
−∞

pη(y − x) dy dx =

z∫
−∞

dy

∞∫
−∞

pξ(x)pη(y − x) dx.

Формулы

Fξ+η(z) =

∞∫
−∞

Fη(z − x)pξ(x) dx

и

pξ+η(z) =

∞∫
−∞

pξ(x) pη(z − x) dx

носят название формул композиции или свертки. С их помощью мы вы-
ражаем плотность pξ+η(z) и функцию распределения Fξ+η(z) суммы неза-
висимых случайных величин через плотности и функции распределения
слагаемых.

П р и м е р 3. Пусть ξ и η независимы, Fξ(x) — функция распределе-
ния ξ, а η имеет плотность

pη(x) =

⎧⎨⎩
1

b − a
для a � x � b,

0 в остальных случаях.
(21)
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Применяя формулу композиции, имеем

Fξ+η(z) =

∞∫
−∞

Fξ(z − x)pη(x) dx = 1
b − a

b∫
a

Fξ(z − x) dx,

откуда получаем, делая в интеграле замену z − x = u:

Fξ+η(z) = 1
b − a

z−a∫
z−b

Fξ(u) du.

Отсюда следует существование плотности

pξ+η(z) =
Fξ(z − a) − Fξ(z − b)

b − a
.

Задачи

1. На прямоугольнике 0 � x � a, 0 � y � b с равномерным распределением
случайно берется точка (x, y). Найти функцию распределения и плотность площа-
ди ξ прямоугольника с вершинами (0, 0), (0, y), (x, 0), (x, y).

2. На отрезке [0, l] независимо друг от друга берутся две случайные точки с рав-
номерным распределением. Найти функцию распределения F (x) и плотность p(x)
расстояния между ними.

3. Пусть случайные величины ξi с функциями распределения Fi(x) независи-
мы. Найти функции распределения а) max{ξ1, . . . , ξn}; б) min{ξ1, . . . , ξn}.

4. Пусть случайные величины ξ1, . . . , ξn независимы и одинаково распреде-
лены с функцией распределения F (x) и плотностью p(x). Упорядочив их по воз-
растанию, образуем «вариационный» ряд ξ(1) � ξ(2) � . . . � ξ(n). Найти плотность
распределения ξ(k) и двумерную плотность распределения ξ(k) и ξ(l), k < l.

5. На прямоугольнике 0 � x � a, 0 � y � b случайно с равномерным распре-
делением берется точка. Доказать, что ее координаты (ξ, η) независимы.

6. На круге x2 + y2 � R2 с равномерным распределением случайно берется
точка. Показать, что ее координаты (ξ, η) зависимы,

7. Найти плотность распределения суммы ξ1 + ξ2 независимых случайных ве-
личин, если их плотности

pξi(x) = λie
−λix, x � 0,

pξi(x) = 0, x < 0.
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8. Найти плотность распределения pn(x) суммы ξ1 + . . . + ξn независимых
случайных величин, каждая из которых имеет плотность λe−λx, x � 0.

9. Случайные величины ξ1, ξ2 независимы и имеют плотность e−x, x � 0.
Найти функцию распределения

η =
ξ1

ξ1 + ξ2
.
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Математическое ожидание

§ 30. Определение математического ожидания

Математическое ожидание Mξ случайной величины ξ = ξ(ω), заданной
на вероятностном пространстве (Ω, � , P), определяется последовательно
сначала для простых случайных величин, затем для неотрицательных слу-
чайных величин и, наконец, в общем случае.

I. Мы будем называть случайную величину ξ простой, если она пред-
ставима в виде

ξ = ξ(ω) =
m∑

j=1

xjIAj (ω), (1)

где события A1, A2, . . . , Am составляют разбиение, т. е. AjAi = ∅ при

i 
= j и
m∑

i=1

Ai = Ω. Для простой случайной величины (1) Mξ определяется

равенством

Mξ =
m∑

j=1

xjP(Aj).

II. Для неотрицательной случайной величины ξ математическое ожи-
дание определяется как предел

Mξ = lim
n→∞Mξn (2)

(конечный или бесконечный), где ξn(ω) ↑ ξ(ω) для каждого ω ∈ Ω, ξn —
последовательность простых случайных величин.

III. В общем случае любая случайная величина ξ однозначно предста-
вима в виде

ξ = ξ+ − ξ−,

где ξ+ = ξI{ξ�0}, ξ− = |ξ|I{ξ<0}. Полагаем

Mξ = Mξ+ − Mξ−, (3)
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если правая часть равенства (3) имеет смысл, т. е. если Mξ+ и Mξ− не
равны ∞ одновременно. Если Mξ+ = Mξ− = ∞, то мы говорим, что Mξ
не существует. Если Mξ+ = ∞, Mξ− < ∞, то полагаем Mξ = ∞. Если
Mξ− = ∞, Mξ+ < ∞, то полагаем Mξ = −∞.

Определенное выше математическое ожидание Mξ обладает следую-
щими свойствами.

1◦. С в о й с т в о л и н е й н о с т и.
Пусть Mξ, Mη и Mξ + Mη существуют и c — константа. Тогда

M(ξ + η) = Mξ + Mη, M(cξ) = cMξ.

2◦. С в о й с т в о п о л о ж и т е л ь н о с т и.
Если ξ � 0 то и Mξ � 0. Если Mξ и Mη существуют и ξ � η, то

Mξ � Mη.

3◦. С в о й с т в о к о н е ч н о с т и.
Если Mξ конечно, то и M|ξ| конечно. Если |ξ| � η и Mη конечно, то Mξ

конечно. Если Mξ и Mη конечны, то M(ξ + η) конечно.
Эти свойства мы докажем ниже параллельно с доказательством кор-

ректности определения математического ожидания. Здесь лишь заметим,
что Mξ всегда существует и конечно, когда ξ — простая, и Mξ существует
для всех неотрицательных ξ. И, наконец, заметим, что свойство 3◦ вытекает
из определения

Mξ = Mξ+ − Mξ−,

M|ξ| = Mξ+ + Mξ−

и из свойств 1◦ и 2◦.

Корректность определенияMξ. Для того чтобы данное выше опре-
деление Mξ было настоящим определением, нам надо убедиться в его кор-
ректности, т. е. независимости Mξ от представления (1) простой случайной
величины ξ и независимости предела (2) от выбора последовательности
простых случайных величин ξn ↑ ξ.

I. Простые случайные величины.

Пусть имеется два представления одной и той же случайной величины

ξ =
m∑

j=1

xjIAj =
n∑

k=1

ykIBk
, (4)
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где {Aj} и {Bk} — разбиения. Поскольку

Aj =
n∑

k=1

AjBk при каждом j и

Bk =
m∑

j=1

AjBk при каждом k

и для ω ∈ Aj ∩ Bk ξ(ω) = xj = yk, то

Mξ =
m∑

j=1

xjP(Aj) =
m∑

j=1

n∑
k=1

xjP(AjBk) =

=
n∑

k=1

m∑
j=1

ykP(AjBk) =
n∑

k=1

ykP(Bk).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СВОЙСТВ.
1◦. Пусть случайные величины ξ и η представимы в виде (4). Так

как {AjBk}, j = 1, . . . , m; k = 1, . . . , n, — разбиение и для ω ∈ AjBk

ξ(ω) + η(ω) = xj + yk,

то

ξ + η =
m∑

j=1

n∑
k=1

(xj + yk)IAjBk
,

откуда следует

M(ξ + η) =
m∑

j=1

n∑
k=1

(xj + yk)P(AjBk) =

=
m∑

j=1

xj

n∑
k=1

P(AjBk) +
n∑

k=1

yk

m∑
j=1

P(AjBk) =

=
m∑

j=1

xjP(Aj) +
n∑

k=1

ykP(Bk) = Mξ + Mη.

Если ξ представимо в виде (1), то

cξ =
m∑

i=1

cxiIAi и M(cξ) = cMξ.
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2◦. Если ξ � 0, то в (1) все xi � 0, поэтому Mξ � 0. Если ξ � η, то ξ =
= η + (ξ − η) и

Mξ = Mη + M(ξ − η) � Mη,

так как из ξ − η � 0 следует M(ξ − η) � 0.

II. Неотрицательные случайные величины.

Если ξ � 0, то всегда существует последовательность неотрицательных
простых ξn таких, что ξn(ω) ↑ ξ(ω) при любом ω ∈ Ω. За такую последова-
тельность можно взять, например,

ξn =
n2n∑
k=1

k − 1
2n I{k−1

2n <ξ� k

2n

}. (5)

Нетрудно видеть, что 0 � ξn � ξn+1 � ξ и при ξ(ω) � n

ξ(ω) � ξn(ω) + 1
2n ,

следовательно, ξn(ω) ↑ ξ(ω) любого ω ∈ Ω.
Покажем теперь, что для любых двух последовательностей 0 � ξn ↑ ξ,

0 � ηn ↑ η простых случайных величин

lim
n→∞Mξn = lim

n→∞Mηn. (6)

Докажем сначала лемму.

Лемма 1. Пусть η и ξn — простые неотрицательные случайные вели-
чины и ξn ↑ ξ � η. Тогда

lim
n→∞Mξn � Mη.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть ε > 0. Обозначим

An = {ω : ξn(ω) � η(ω) − ε}.

Тогда An ↓ ∅ при n → ∞, следовательно, P(An) ↓ 0. Далее, из очевидных
неравенств

ξn � ξnIAn � (η − ε)IAn = η − εIAn − ηIAn
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и свойства 2◦ математического ожидания

Mξn � Mη − εP(An) − cP(An),

где число c выбрано так, чтобы η(ω) � c при любом ω ∈ Ω. Имеем

Mξn � Mη − ε − cP(An),

а так как P(An) ↓ 0, то
lim

n→∞Mξn � Mη − ε

при любом ε > 0. Поскольку ε произвольно, то отсюда получаем доказыва-
емое неравенство.

Используем теперь это неравенство для доказательства (6). Пусть ξn ↑ ξ,
ηn ↑ ξ — две последовательности простых случайных величин. Зафиксиру-
ем m и применим к ξn ↑ ξ � ηm лемму. Получаем

lim
n→∞Mξn � Mηm,

откуда следует
lim

n→∞Mξn � lim
n→∞Mηn.

Меняя местами ξn и ηn, приходим к равенству (6).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СВОЙСТВ.
1◦. Пусть 0 � ξn ↑ ξ, 0 � ηn ↑ η. Тогда ξn + ηn ↑ ξ + η и по определе-

нию

M(ξ + η) = lim
n→∞M(ξn + ηn) = lim

n→∞Mξn + lim
n→∞Mηn = Mξ + Mη.

Если ξ � 0 и c � 0, то из ξn ↑ ξ следует cξn ↑ cξ и

M(cξ) = lim
n→∞M(cξn) = c lim

n→∞Mξn = cMξ.

2◦. Из 0 � ξn ↑ ξ следует 0 � Mξn ↑ Mξ. Если ξ�η, то из ξ=η + (ξ − η)
вытекает

Mξ = Mη + M(ξ − η) � Mη.

3◦. При ξ � 0 имеем |ξ| = ξ и M|ξ| = Mξ. Если 0 � ξ � η и Mη < ∞,
то из Mξ � Mη следует Mξ < ∞.
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III. Общий случай.
Так как разложение ξ = ξ+ − ξ− — единственно, то математическое

ожидание Mξ = Mξ+ − Mξ− определяется однозначно, если оно существу-
ет.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СВОЙСТВ.
1◦. Из ξ = ξ+ − ξ− следует cξ = cξ+ − cξ− для c > 0 и

cξ = |c|ξ− − |c|ξ+

для c < 0. Отсюда M(cξ) = cMξ. Докажем теперь свойство аддитивности

M(ξ + η) = Mξ + Mη.

Заметим прежде всего, что из равенства ξ = ξ1 − ξ2, где ξ1 � 0, ξ1 � 0,
следует

ξ1 = ξ+ + δ,

ξ2 = ξ− + δ,

где δ � 0. В самом деле, из равенства

ξ = ξ+ − ξ− = ξ1 − ξ2

вытекает, что
ξ1 − ξ+ = ξ2 − ξ− � 0;

обозначая ξ1 − ξ+ = δ, получаем ξ2 = ξ− + δ. Далее, из ξ = ξ1 − ξ2 нетруд-
но получить Mξ = Mξ1 − Mξ2, если Mξ1, Mξ2 конечны. Поскольку

ξ + η = (ξ+ + η+) − (ξ− + η−),

то из только что доказанного равенства имеем

M(ξ + η) = M(ξ+ + η+) − M(ξ− + η−),

откуда уже легко следует M(ξ + η) = Mξ + Mη. Этот вывод справедлив, ко-
гда Mξ и Mη конечны. Случай бесконечных Mξ или Mη легко анализируется
отдельно.

2◦. Докажем, что из ξ � η и существования Mξ и Mη следует Mξ � Mη.
Случай Mη = −∞ тривиален. Предположим, что Mη > −∞. Тогда в разло-
жении ξ = η + (ξ − η) можно воспользоваться аддитивностью математиче-
ского ожидания

Mξ = Mη + M(ξ − η)
и неравенством M(ξ − η) � 0. Получаем Mξ � Mη.

3◦. Так как из ξ = ξ+ − ξ− следует |ξ| = ξ+ + ξ−, то из конечности Mξ
следует конечность Mξ+ и Mξ−. Все остальные свойства 3◦ проверяются
просто.
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Мультипликативное свойство. Теорема 1. Если ξ и η независимы
и имеют конечные математические ожидания Mξ и Mη, то

Mξη = Mξ · Mη. (7)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть ξ и η независимы. Если ξ и η простые и представимы в виде

ξ =
m∑

k=1

xkIAk
, η =

n∑
l=1

ylIBl
,

где x1 < x2 < . . . < xm, y1 < y2 < . . . < yn, то

P(AkBl) = P(Ak)P(Bl).

Поэтому

Mξη = M
m∑

k=1

n∑
l=1

xkylIAkBl
=

m∑
k=1

n∑
l=1

xkylP(AkBl) =

=
m∑

k=1

n∑
l=1

xkylP(Ak)P(Bl) =
m∑

k=1

xkP(Ak)
n∑

l=1

ylP(Bl) = Mξ · Mη.

Если неотрицательные ξ, η независимы, то простые ξn = gn(ξ) и ηn = gn(η)
построенные по формуле (5), тоже будут независимы. Поэтому

Mξnηn = Mξn · Mηn.

Так как ξn ↑ ξ, ηn ↑ η, то ξnηn ↑ ξη и Mξnηn ↑ Mξη. Таким образом, равен-
ство (7) доказано для неотрицательных ξ и η. В общем случае

ξ = ξ+ − ξ−, η = η+ − η−.

Так как ξ± и η± есть функции от ξ и η, то они независимы. Поэтому

M(ξ+ − ξ−)(η+ − η−) = Mξ+η+ − Mξ+η− − Mξ−η+ + Mξ−η− ==

= Mξ+ · Mη+ − Mξ+ · Mη− − Mξ− · Mη+ + Mξ− · Mη− =

= (Mξ+ − Mξ−)(Mη+ − Mη−) = Mξ · Mη.

Теорема доказана.
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Следствие 1. Если ξ1, . . . , ξn независимы и имеют конечные матема-
тические ожидания, то

Mξ1, . . . , ξn = Mξ1 · . . . · Mξn.

Доказывается по индукции.

Интеграл Лебега. Данное нами определение математического ожи-
дания есть не что иное, как интеграл Лебега от функции ξ = ξ(ω) по веро-
ятностной мере P. Для такого интеграла используют обозначения∫

Ω

ξ(ω) dP(ω),
∫
Ω

ξ(ω)P(dω),
∫
Ω

ξ(ω) dP,

∫
Ω

ξ dP,

причем при интегрировании по всему пространству Ω иногда вместо
∫
Ω

пишут просто
∫
. Интеграл Лебега по множеству A ∈ � определяется как

интеграл от ξIA, т. е. ∫
A

ξ dP =
∫
Ω

ξIA dP.

Рассмотрим вероятностное пространство (R, �, Pξ), где R — прямая, � —
σ-алгебра борелевских множеств на ней, Pξ — распределение вероятно-
стей случайной величины ξ. Интеграл Лебега

∫
g(x) dPξ(x) от борелевской

функции g(x) иногда записывается как∫
g(x) dFξ(x)

и называется интегралом Лебега–Стилтьеса. Здесь Fξ(x) — функция рас-
пределения ξ, которая порождает вероятностную меру Pξ.

Свойства сходимости. Докажем две теоремы о переходе к пределу
под знаком математического ожидания.

Теорема 2 (Теорема о монотонной сходимости). Если 0 � ξn ↑ ξ, то
limn→∞ Mξn = Mξ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Так как 0 � ξn � ξ, то 0 � Mξn � Mξ и

lim
n→∞Mξn � Mξ. (8)
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Введем простые случайные величины ξnk, так что 0 � ξnk ↑ ξn при k → ∞.
Случайные величины

ηk = max
1�n�k

ξnk

также будут простыми. Так как

0 � ηk = max
1�n�k

ξnk � max
1�n�k+1

ξn,k+1 = ηk+1,

то последовательность ηk монотонно возрастает. Обозначим η пре-
дел limk→∞ ηk При каждом k ηk � ξk, поэтому

lim
k→∞

Mηk = Mη � lim
k→∞

Mξk. (9)

Далее, при n � k ξnk � ηk � η, полагая k → ∞, имеем ξn � η при всех n,
откуда ξ � η и Mξ � Mη, что вместе с (8) и (9) доказывает теорему.

Следствие 2. Если ряд
∞∑

n=1
ξn состоит из неотрицательных случайных

величин, то

M
( ∞∑

n=1

ξn

)
=

∞∑
n=1

Mξn. (10)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Последовательность ηn =
n∑

k=1

ξk частных сумм удовлетворяет услови-

ям теоремы 2, поэтому

lim
n→∞Mηn = M lim

n→∞ ηn,

а это — другая запись равенства (10).

Следствие 3. Если Mη конечно и события An ↓ ∅, то

lim
n→∞ MηIAn = 0. (11)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Если |Mη| < ∞, то M|η| < ∞. Разложим |η| на сумму ηn + η′

n, где

η′
n = |η|IAn

, ηn = |η|IAn .
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Тогда
M|η| = Mηn + Mη′

n

и 0 � η′
n ↑ |η|. По теореме 2

lim
n→∞Mη′

n = M|η|,

поэтому limn→∞ Mηn = 0. Из

|MηIAn | � M|η|IAn → 0

вытекает (11).

Теорема 3 (Теорема Лебега о мажорируемой сходимости). Если
limn→∞ ξn = ξ (в каждой точке ω ∈ Ω) и |ξn| � η, где Mη < ∞, то

lim
n→∞Mξn = Mξ. (12)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
При любом ε > 0 последовательность событий

An = {ω : sup
m�n

|ξm(ω) − ξ(ω)| < ε}

такова, что An ↓ ∅. В сумме

ξn = ξnIAn + ξnIAn

слагаемые оцениваются так:

ξIAn − ε � ξnIAn � ξIAn + ε,

−ηIAn
� ξnIAn

� ηIAn
,

откуда
ξ − ε − ξIAn

− ηIAn
� ξn � ξ + ε + ηIAn

− ξIAn
,

Mξ − ε − 2MηIAn
� Mξn � Mξ + ε + 2MηIAn

.
(13)

Переходя в (13) к пределу по n → ∞ и применяя следствие 3, имеем

Mξ − ε � lim
n→∞

Mξn � lim
n→∞Mξn � Mξ + ε.

Поскольку ε > 0 произвольно, отсюда получаем (12).
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§ 31. Формулы для вычисления математического
ожидания

Как мы уже отмечали в § 27, случайная величина ξ = ξ(ω), заданная на
вероятностном пространстве (Ω, � , P), с точки зрения ее вероятностных
свойств, вполне характеризуется своим распределением вероятностей Pξ,
поэтому ее можно рассматривать определенной на вероятностном простран-
стве (R, �, Pξ) функцией ξ = ξ(x) = x, x ∈ R. Отсюда можно сделать вы-
вод, что математическое ожидание

Mξ =
∫

Ω

ξ(ω)P(dω)

на самом деле не зависит от вида функции ξ(ω), ω ∈ Ω, а зависит только
от распределения вероятностей Pξ . В самом деле, для неотрицательных
случайных величин ξ имеем

Mξ = lim
n→∞Mξn,

где

Mξn =
n·2n∑
k=1

k − 1
2n P

{
ω : k − 1

2n < ξ(ω) � k
2n

}
. (14)

Эту сумму можно выразить через закон распределения Pξ

Mξn =
n·2n∑
k=1

k − 1
2n Pξ

{(
k − 1
2n , k

2n

]}
. (15)

Предел limn→∞ Mξn в (14) мы обозначали как интеграл Лебега∫
Ω

ξ(ω) dP(ω);

тот же предел в (15) будет интегралом Лебега

∞∫
0

xdPξ(x),

который также называют интегралом Лебега–Стилтьеса и обозначают

∞∫
0

xdFξ(x).
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Применяя то же рассуждение к ξ+ и ξ−, мы получаем выражение
для ξ = ξ+ − ξ−:

Mξ =

∞∫
−∞

xdFξ(x), (16)

зависящее только от распределения случайной величины ξ.
Если Mξ конечно, то в формуле (16) мы можем понимать правую часть

как несобственный интеграл Римана–Стилтьеса (в этом случае он сходится
абсолютно).

Интеграл Римана–Стилтьеса от g(x) на конечном отрезке (a, b] по неубываю-
щей функции F (x) с конечным изменением F (b) − F (a) определяется как предел

b�
a

g(x)dF (x) = lim
n→∞

n−1�
k=0

g(x′
k)[F (xk+1 − F (xk))],

где
xk = a +

b − a
n · k, k = 0, 1, . . . , n, xk < x′

k � xk+1.

Несобственный интеграл
∞�

−∞
g(x)dF (x) определяется как предел

lim
a→−∞
b→∞

b�
a

g(x) dF (x).

Если F (x) имеет производную p(x) и

F (x′′) − F (x′) =

x′′�
x′

p(u) du

для всех a � x′ < x′′ � b, то�
g(x) dF (x) =

�
g(x)p(x)dx.

Выведем формулы, по которым вычисляются Mξ и Mg(ξ) для непре-
рывных случайных величин.

Теорема 4. Если случайная величина ξ имеет плотность pξ(x) и

∞∫
−∞

|x|pξ(x) dx < ∞,
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то

Mξ =

∞∫
−∞

xpξ(x) dx. (17)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Мы будем предполагать, что плотность pξ(x) = p(x) интегрируема по

Риману и справа в (17) стоит несобственный интеграл Римана (доказатель-
ство остается справедливым и для интеграла Лебега).

Рассмотрим сначала неотрицательную случайную величину ξ с функ-
цией распределения

P{ξ � x} = Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 при x < 0,

F (0) при x = 0,

F (0) +

x∫
0

p(u) du при x > 0.

(18)

Обозначим

Ak =
{

k − 1
2n < ξ � k

2n

}
и введем последовательность простых случайных величин

ξn =
n2n∑
k=1

k − 1
2n IAk

.

Тогда Mξ = limn→∞ Mξn. Имеем

Mξn =
n2n∑
k=1

k − 1
2n

k/2n∫
(k−1)/2n

p(u) du

и
n∫

0

xp(x) dx − 1
2n �

n2n∑
k=1

k − 1
2n

k/2n∫
(k−1)/2n

p(x) dx �
∞∫
0

xp(x) dx.

Переходя в неравенствах
n∫

0

xp(x) dx − 1
2n � Mξn �

∞∫
0

xp(x) dx,
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к пределу по n → ∞, устанавливаем справедливость (17) для неотрицатель-
ных случайных величин. В общем случае ξ = ξ+ − ξ− и ξ+ и ξ− имеют
распределения вида (18) с плотностями (при x > 0)

pξ+(x) = p(x) и pξ−(x) = p(−x).

Имеем

Mξ = Mξ+ − Mξ− =

∞∫
0

xp(x) dx −
∞∫
0

xp(−x) dx =

∞∫
−∞

xp(x) dx.

Теорема 5. Если ξ имеет плотность pξ(x), функция g(x) непрерывна
и интеграл

∞∫
−∞

|g(x)|pξ(x) dx

сходится, то

Mg(ξ) =

∞∫
−∞

g(x)pξ(x) dx. (19)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Сначала рассмотрим непрерывные функции g(x), равные нулю вне

интервала [a, b]. Для каждого n = 1, 2, . . . положим xnk = a + b − a
n k,

gn(x) =
{

0 при x � a или x > b,

g(xnk) при xn,k−1 < x � xnk.

Пусть ε > 0. Тогда найдется такое n0, что для всех n � n0 и всех [x ∈ [a, b]]
справедливо неравенство

|gn(x) − g(x)| < ε,

т. е. gn(x) → g(x) при n → ∞ равномерно по x. Кроме того, при n � n0

|gn(x)| � |g(x)| + ε

и g(x) ограничена. Применяя теорему Лебега о мажорируемой сходимости,
имеем

lim
n→∞Mgn(ξ) = Mg(ξ). (20)
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С другой стороны,

Mgn(ξ) =
n∑

k=1

g(xnk)

xnk∫
xn,k−1

p(x) dx =

b∫
a

gn(x)p(x) dx.

Отсюда и из неравенства |gn(x) − g(x)| � ε при n � n0 имеем

∣∣∣ b∫
a

g(x)p(x) dx − Mgn(ξ)
∣∣∣ � ε.

Отсюда и из (20) получаем равенство (19). Рассмотрим теперь неотрица-
тельные g(x) � 0. Положим

gn(x) =
{

g(x) при |x| � n,

0 при |x| > n.

Случайные величины ηn = gn(ξ) монотонно сходятся к η = g(ξ), поэтому
по теореме о монотонной сходимости Mgn(ξ) ↑ Mg(ξ). Отсюда и из

Mgn(ξ) =

n∫
−n

g(x)p(x) dx →
∞∫

−∞
g(x)p(x) dx

следует (19) для неотрицательных g(x). В общем случае

g(x) = g+(x) − g−(x),

где
g+(x) = max{g(x), 0},
g−(x) = −min{g(x), 0}.

Имеем

Mg(ξ) = Mg+(ξ) − Mg−(ξ) =

=

∞∫
−∞

g+(x)p(x) dx −
∞∫

−∞
g−(x)p(x) dx =

∞∫
−∞

g(x)p(x) dx.

Теорема доказана.
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Теоремы 4 и 5 почти так же доказываются и в случае произвольного
распределения Fξ(x) с заменой (17) и (19) на интегралы Стилтьеса (Рима-
на –Стилтьеса):

Mξ =

∞∫
−∞

xdFξ(x), (21)

Mg(ξ) =

∞∫
−∞

g(x) dFξ(x). (22)

Равенства (21) и (22) имеют место, когда интегралы сходятся абсолютно.
Для дискретных случайных величин (21) и (22) переходят в ряды

Mξ =
∞∑

k=1

xkP{ξ = xk}, (23)

Mg(ξ) =
∞∑

k=1

g(xk)P{ξ = xk}, (24)

причем равенства (23) и (24) имеют место, когда ряды сходятся абсолютно.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Формулы (19), (22), (24) справедливы и в более общем слу-
чае, когда борелевская функция g(x1, . . . , xm) отображает Rm в R1. Пусть случай-
ный вектор ξ = (ξ1, . . . , ξm) имеет функцию распределения Fξ1 . . . ξm (x1, . . . , xm)
и плотность pξ1 . . . ξm (x1, . . . , xm) (если она существует). Тогда имеют место сле-
дующие формулы для вычисления математических ожиданий:

Mg(ξ1, . . . , ξm) =

∞�
. . .

�
−∞

g(x1, . . . , xm) dFξ1 . . . ξm (x1, . . . , xm),

Mg(ξ1, . . . , ξm) =

∞�
. . .

�
−∞

g(x1, . . . , xm)pξ1 . . . ξm (x1, . . . , xm) dx1 . . . dxm.

Доказательство аналогично тому, которое проводится в случае формул (19), (22),
(24).

ЗАМЕЧАНИЕ 2. При вычислении математических ожиданий Mξ, Mg(ξ) очень
часто используются приемы, позволяющие обходить формулы (16), (17), (19), (22)–
(24), тем более что нередки случаи, когда закон распределения либо очень сложен,
либо вообще не выписывается в явном виде. Один из таких приемов состоит в том,
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что случайная величина ξ, математическое ожидание которой мы собираемся вычис-
лять, представляется в виде суммы более простых случайных величин (например,
индикаторов):

ξ = θ1 + θ2 + . . . + θm,

и далее используется аддитивное свойство

Mξ = Mθ1 + Mθ2 + . . . + Mθm.

Другой прием вычисления математических ожиданий связан с использованием про-
изводящих и характеристических функций (см. гл. 8 и 9).

В § 13 мы изучали некоторые свойства математических ожиданий в ко-
нечной схеме. В этой главе мы установили, что математическое ожи-
дание Mξ в общем случае обладает теми же самыми свойствами, если
только предполагать в соответствующих местах существование или конеч-
ность Mξ. Так же, как в гл. 3, в общем случае определяются моменты k-го
порядка, центральные, абсолютные и абсолютные центральные моменты,
в частности дисперсия, ковариация, коэффициент корреляции. Доказатель-
ства неравенств Иенсена, Коши–Буняковского, Ляпунова, Чебышева, дан-
ные в гл. 3, легко переносятся и на общий случай. Аналогично доказатель-
ство теоремы Чебышева (закон больших чисел) в § 18 дано в такой форме,
которая годится и для общего случая. Мы будем в дальнейшем пользоваться
этими результатами, не проводя здесь еще раз доказательств, которые были
даны в гл. 3 в конечной схеме.

Вычислим Mη и Dη случайной величины η, распределенной нормально
с параметрами (0, 1):

Mη = 1√
2π

∞∫
−∞

xe
−x2

2 dx = 0,

Dη = Mη2 = 1√
2π

∞∫
−∞

x2e
−x2

2 dx =

= −xe
−x2

2√
2π

∣∣∣∞
−∞

+ 1√
2π

∞∫
−∞

e
−x2

2 dx = 1.

При вычислении Dη мы воспользовались методом интегрирования по ча-
стям, полагая

v = x, dv = dx, u = − 1√
2π

e
−x2

2 , du = x√
2π

e
−x2

2 .
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Если η распределена нормально с параметрами (0, 1), то ξ = ση + a
имеет нормальное распределение с параметрами (a, σ) и Mξ = a, Dξ = σ2.
Таким образом, параметры нормального распределения a и σ равны мате-
матическому ожиданию и среднему квадратическому отклонению.

Вычислим Mξ и Dξ равномерного на [a, b] распределения. Имеем

Mξ = 1
b − a

b∫
a

xdx = a + b
2

,

Mξ2 = 1
b − a

b∫
a

x2 dx = b3 − a3

3(b − a)
= b2 + ab + b2

3

и

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = b2 + ab + a2

3
− (a + b)2

4
=

(a − b)2

12
.

Вычислим Mξ и Dξ гамма-распределения:

Mξ=

∞∫
0

λαxα

Γ(α)
e−λx dx= 1

λΓ(α)

∞∫
0

uαe−u du=
Γ(α + 1)
λΓ(α)

= α
λ

,

Mξ2 =

∞∫
0

λαxα+1

Γ(α)
e−λx dx= 1

λ2Γ(α)

∞∫
0

xα+1e−x dx=
Γ(α + 2)
λ2Γ(α)

=
α(α + 1)

λ2
,

Dξ=Mξ2 − (Mξ)2 =
α(α + 1)

λ2
− α2

λ2
= α

λ2
.

Задачи
1. Случайная величина ξ имеет нормальное распределение с параметрами

(0, σ). Найти ее моменты Mξn.
2. Найти Me−ξ для случайной величины ξ в задаче 1.
3. Вычислить Mξn при натуральном n, если ξ имеет нормальное распределение

с параметрами (a, σ).
4. Случайные величины ξi, i = 1, . . . , n, независимы, Mξi = ai, Dξi = σ2

i .
Найти дисперсию Dηn, где ηn = ξ1ξ2 . . . ξn.

5. Неотрицательные случайные величины ξ1, . . . , ξn независимы и одинаково
распределены. Найти математическое ожидание Mηk случайной величины

ηk =
ξk + α

n�
i=1

ξi + nα

,

где α > 0 — константа.
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6. Случайная величина ξ имеет Γ-распределение с плотностью

λαxα−1

Γ(α)
e−λx, x � 0.

Найти Mξβ . При каких β это математическое ожидание конечно?
7. Случайные величины (ξ, η) — это координаты равномерно распределенной

точки в круге x2 + y2 � R2. Найти их математические ожидания и дисперсии.
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Производящие функции

§32. Целочисленные случайные величины и их
производящие функции

Дискретную случайную величину ξ, принимающую только целые
неотрицательные значения, будем называть целочисленной случайной ве-
личиной. Закон распределения целочисленной случайной величины опре-
деляется вероятностями

pn = P{ξ = n}, n = 0, 1, 2, . . . , (1)

для которых
∞∑

n=0

pn = 1. (2)

Закон распределения (1) удобно изучать с помощью производящей функции,
которая определяется как следующее математическое ожидание:

ϕξ(s) = Msξ.

Через закон распределения (1) производящая функция выражается суммой
ряда

ϕξ(s) =
∞∑

n=0

pnsn, (3)

который абсолютно сходится при |s| � 1. Поскольку

pn = 1
n!

ϕ(n)(0), n = 0, 1, 2, . . . , (4)

то между законами распределения {pn} и производящими функциями ра-
венства (3) и (4) устанавливают взаимно однозначное соответствие. Опреде-
ленная рядом (3) производящая функция называется иногда вероятностной
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производящей функцией. Производящей функцией любой числовой после-
довательности a0, a1, a2, . . . называется сумма ряда

a0 + a1s + a2s
2 + . . . ,

если он имеет ненулевой радиус сходимости. Из (2) следует, что вероят-
ностная производящая функция ϕξ(s) в точке s = 1 равна 1.

Вычислим производящие функции распределений некоторых целочис-
ленных случайных величин.

1) Биномиальное распределение.

P{ξ = m} = Cm
n pmqn−m, m = 0, 1, 2, . . . , n, p + q = 1,

ϕ(s) =
n∑

m=0

Cm
n pmqn−msm = (ps + q)n.

2) Пуассоновское распределение.

P{ξ = n} = an

n!
e−a, n = 0, 1, 2, . . . ,

ϕ(s) =
∞∑

n=0

ansn

n!
e−a = ea(s−1).

3) Геометрическое распределение.

P{ξ = n} = qnp, n = 0, 1, 2, . . . , p + 1 = 1,

ϕ(s) =
∞∑

n=0

qnpsn =
p

1 − qs
.

§ 33. Факториальные моменты

Вместо моментов Mξr в случае целочисленных случайных величин
удобнее иметь дело с факториальными моментами Mξ[r], где

ξ[r] = ξ(ξ − 1) . . . (ξ − r + 1), ξ[0] = 1.

Через факториальные моменты Mξ[r] можно выразить моменты Mξr и нао-
борот. Например, первый факториальный момент есть просто математиче-
ское ожидание, а

Mξ2 = Mξ[2] = +Mξ
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и, следовательно,
Dξ = Mξ[2] + Mξ − (Mξ)2.

Факториальные моменты легко вычисляются через производные про-
изводящих функций в точке s = 1. Имеет место равенство

Mξ[r] = ϕ
(r)
ξ (1), (5)

справедливое при любом целом неотрицательном r. Если ряд (3), опреде-
ляющий ϕξ(s), сходится в какой-либо точке s > 1, то его можно дифферен-
цировать почленно в s = 1, и мы получаем

ϕ
(r)
ξ (1) =

∑
n

n[r]pn. (6)

В противном случае мы определяем ϕ
(r)
ξ (1) либо как lims↑1 ϕ(r)(s), либо

как левую производную в s = 1, определяемую предельным переходом

ϕ(k)(1) = lim
h↓0

ϕ(k−1)(1) − ϕ(k−1)(1 − h)
h

последовательно при k = 1, . . . , r, ϕ(0)(s) = ϕ(s). В обоих случаях полу-
чаем (6). Поскольку

Mξ[r] =
∑

n

n[r]pn, (7)

то (6) и (7) доказывают (5). Заметим, что в равенстве (5) обе части могут
быть бесконечными.

Таким образом, Mξ и Dξ можно следующим образом выразить через
производные ϕξ(s):

Mξ = ϕ′
ξ(1), (8)

Dξ = ϕ′′
ξ (1) + ϕ′

ξ(1) − [ϕ′
ξ(1)]2. (9)

Вычислим с помощью (8) и (9) Mξ и Dξ биномиального, пуассоновского
и геометрического распределений.

1) Биномиальное распределение.

ϕ′
ξ(s) = np(ps + q)(n−1), ϕ′′

ξ (s) = n(n − 1)p2(ps + q)n−2,

Mξ = np, Dξ = n(n − 1)p2 + np − n2p2 = npq.
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2) Пуассоновское распределение.

ϕ′
ξ(s) = aea(s−1), ϕ′′

ξ (s) = a2ea(s−1),

Mξ = a, Dξ = a2 + a − a2 = a.

3) Геометрическое распределение.

ϕ′
ξ(s) =

pq

(1 − qs)2
, ϕ′′

ξ (s) =
2pq2

(1 − qs)3
,

Mξ =
q
p , Dξ =

2q2

p2
+

q
p − q2

p2
=

q

p2
.

Многомерные производящие функции. Аналогичным образом
можно определить многомерные производящие функции. Пусть ξ =
= (ξ1, . . . , ξr) — случайный вектор с целочисленными неотрицательными
компонентами ξi. Обозначим

pα = P{ξ = α},
где α = (α1, . . . , αr) — возможные значения вектора ξ. Многомерной про-
изводящей функцией называется

ϕξ(s1, . . . , sr) = Msξ1
1 sξ2

2 . . . sξr
r =

∑
α

pαsα1
1 . . . sαr

r .

Она обладает свойствами, аналогичными свойствам одномерных произво-
дящих функций. В частности, с помощью производных ϕξ(s1, . . . , sr) вы-
числяются смешанные факториальные моменты

Mξ
[k1]
1 ξ

[k2]
2 . . . ξ[kr ]

r =
∂k1+k2+ . . . +krϕξ(s1, s2, . . . , sr)

∂sk1
1 ∂sk2

2 . . . ∂skr
r

∣∣∣
s1=s2= . . . =sr=1

.

П р и м е р. Полиномиальное распределение

P{ξ = α} = n!
α1! . . . αr!

pα1
1 . . . pαr

r ,

α1 + . . . αr = n, p1 + . . . + pr = 1

имеет производящую функцию

ϕξ(s1, . . . , sr) = (p1s1 + . . . + prsr)n.
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§ 34. Мультипликативное свойство

Теорема 1. Если ξ1, . . . , ξn — независимые целочисленные случайные
величины, ϕξk

(s), k = 1, . . . , n, — их производящие функции, то

ϕξ1+ . . . +ξn(s) =
n∏

k=1

ϕξk
(s). (10)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Из независимости ξ1, . . . , ξn следует независимость sξ1 , . . . , sξn .

Из мультипликативного свойства математического ожидания имеем равен-
ство

Msξ1+ . . . +ξn = Msξ1 . . . sξn =
n∏

k=1

Msξk ,

равносильное (10).
Если целочисленные ξ и η независимы и

pn = P{ξ = n}, qn = P{η = n},
то распределение их суммы

rn = P{ξ + η = n}
по формуле полной вероятности определяется равенством

rn =
n∑

k=0

P{ξ = k}P{η = n − k} =
n∑

k=0

pkqn−k. (11)

Распределение {rn} называется композицией или сверткой распределе-
ний {pn} и {qn}. Теорема 1 позволяет нам иногда с помощью производящих
функций находить свертку распределений, не прибегая к формулам (11) На-
пример, из равенства

(ps + q)n1(ps + q)n2 = (ps + q)n1+n2

вытекает, что свертка двух биномиальных распределений с одинаковыми p
и разными числами испытаний n1 и n2 дает опять биномиальное распре-
деление с тем же самым p и числом испытаний n1 + n2. Аналогично, из
равенства

ea1(s−1) · ea2(s−1) = e(a1+a2)(s−1)
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следует, что композиция двух пуассоновских законов с параметрами a1 и a2

дает опять пуассоновский закон с параметром a1 + a2. Этим свойством
пуассоновских распределений мы пользовались в § 20.

Распределение с производящей функцией
ps

1 − qs
можно интерпретиро-

вать как число испытаний в схеме Бернулли до первого успеха. Обозначим
в этой схеме ξr число испытаний до r-го успеха включительно. Случайная
величина ξr представима в виде суммы

ξr = τ1 + τ2 + . . . + τr,

где τi независимы, одинаково распределены и имеют производящие функ-
ции

ϕτi(s) =
ps

1 − qs

(τ1 — число испытаний до первого успеха включительно, τ2 — число испы-
таний от первого успеха до второго успеха и т. д.). По свойству мультипли-
кативности имеем

ϕξt(s) =
prsr

(1 − qs)r . (12)

Разлагая (12) в ряд, получаем

ϕξr (s) = prsr
∞∑

α=0

(−r

α

)
· (−1)αsαqα =

= prsr
∞∑

α=0

− r(−r − 1) . . . (−r − α + 1) · (−1)α

α!
qαsα =

= prsr
∞∑

α=0

(r + α − 1)(r + α − 2) . . . r

α!
sαqα =prsr

∞∑
α=0

Cα
r+α−1s

αqα,

откуда
P{ξr = n} = Cr−1

n−1p
rqn−r, n = r, r + 1, . . .

Сумма случайного числа случайных величин. Пусть ξ1, ξ2, . . . —
последовательность целочисленных независимых одинаково распределен-
ных случайных величин с производящей функцией ϕξ(s) и ν — независимая
от них целочисленная случайная величина с производящей функцией ϕν(s).
Определим сумму случайного числа случайных величин равенствами

ζν = ξ1 + ξ2 + . . . + ξν

при ν � 1, ζ0 = 0.



§ 35. ТЕОРЕМА НЕПРЕРЫВНОСТИ 131

Теорема 2. Производящая функция ϕζν (s) равна суперпозиции

ϕζν (s) = ϕν(ϕξ(s)). (13)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Вычислим ϕζν (s) = Msζν с помощью условных математических ожи-

даний, используя равенство

M{sξ1+ . . . +ξν | ν = n} = Msξ1+ . . . +ξn = [ϕξ(s)]n.

Получаем

ϕζν (s) = Msζν = M[M(sζν | ν)] = M[ϕξ(s)]ν = ϕν(ϕξ(s)),

что и требовалось доказать.
С помощью (13), (8) и (9) вычислим математическое ожидание и дис-

персию ζν :

ϕ′
ζν

(s) = ϕ′
ν(ϕξ(s))ϕ′

ξ(s), ϕ′
ζν

(1) = ϕ′
ν(1)ϕ′

ξ(1),

ϕ′′
ζν

(s) = ϕ′′
ν (ϕξ(s))[ϕ′

ξ(s)]
2 + ϕ′

ν(ϕξ(s))ϕ′′
ξ (s),

ϕ′′
ζν

(1) = ϕ′′
ν(1) · [ϕ′

ξ(1)]2 + ϕ′
ν(1)ϕ′′

ξ (1),

Mζν = Mν · Mξ,

Dζν = ϕ′′
ν(1) · [ϕ′

ξ(1)]2 + ϕ′
ν(1)ϕ′′

ξ (1) + Mζν − (Mζν)2 =

= (Mν2 − Mν) · (Mξ)2 + Mν · (Mξ2 − Mξ) + Mν · Mξ − (Mν)2 · (Mξ)2 =

= Dν · (Mξ)2 + Mν · Dξ.

§ 35. Теорема непрерывности

Докажем, что соответствие между законами распределения {pn} и про-
изводящими функциями (3) не только взаимно однозначно, но и взаимно
непрерывно.

Теорема 3. Пусть

ϕr(s) =
∞∑

n=0

p(r)
n sn, r = 1, 2, . . . ,



132 ГЛАВА 8

— последовательность вероятностных производящих функций,

ϕ(s) =
∞∑

n=0

p(r)
n sn

— производящая функция последовательности {pn}. Для того чтобы

при каждом n limr→∞ p
(r)
n = pn, необходимо и достаточно, чтобы при

всех 0 � s < 1 lim
r→∞ϕr(s) = ϕ(s).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Предположим, что limr→∞ p

(r)
n = pn. Пусть ε > 0 и 0 � s < 1. В пра-

вой части неравенства

|ϕr(s) − ϕ(s)| �
∞∑

k=0

|p(r)
k − pk| · sk �

�
N−1∑
k=0

|p(r)
k − pk| +

∞∑
k=N

sk =
N−1∑
k=0

|p(r)
k − pk| + sN

1 − s

выберем N таким, чтобы
sN

1 − s
< ε

2
,

а затем выберем r0 таким, чтобы
N−1∑
k=0

|p(r)
k − pk| < ε

2

при r � r0. Тогда при тех же r � r0 имеем |ϕr(s) − ϕ(s)| < ε, что и до-
казывает необходимость. Докажем теперь достаточность. Из ограниченной
последовательности 0 � p

(r)
0 � 1 выбираем сходящуюся подпоследователь-

ность p
(r1)
0 → p0. Из ограниченной последовательности 0 � p

(r1)
1 � 1 вы-

бираем сходящуюся подпоследовательность p
(r2)
1 → p1 и т. д. Из последо-

вательностей
p
(1,1)
n , p

(2,1)
n , p

(3,1)
n , . . .

p
(1,2)
n , p

(2,2)
n , p

(3,2)
n , . . .

p
(1,3)
n , p

(2,3)
n , p

(3,3)
n , . . .

. . . . . . . . . . . .

выбираем диагональную сходящуюся подпоследовательность p
(r, r)
n , кото-

рая сходится к pn при любом n. Предположим, что хотя бы при одном n
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последовательность p
(r)
n не сходится к pn. Тогда можно выбрать две сходя-

щиеся к разным пределам подпоследовательности p
(r′)
n → p∗n, p

(r′′)
n → p∗∗n .

По первой части теоремы

ϕr′(s) → ϕ∗(s) =
∑

n

p∗nsn и ϕr′′(s) → ϕ∗∗(s) =
∑

n

p∗∗n sn.

Так как по условию ϕn(s) → ϕ(s), то
ϕ∗(s) = ϕ∗∗(s) = ϕ(s) и p∗n = p∗∗n = pn,

т. е. limr→∞ p
(r)
n = pn.

ЗАМЕЧАНИЕ. Как показывает пример
ϕr(s) = sr → 0 ≡ ϕ(s), 0 � s < 1,

предельные величины pn могут не образовывать распределение вероятностей,

так как, вообще говоря,
∞�

n=0

pn � 1. Если потребовать, чтобы lims↑1 ϕ(s) = 1,

то
∞�

n=0

pn = 1 и в пределе мы получаем распределение вероятностей {pn}.

Применим теорему 3 к доказательству предельной теоремы Пуассона
(см. § 20):

lim
n→∞Cm

n

(
a
n

)m(
1 − a

n

)n−m

= am

m!
e−a. (14)

Производящая функция биномиального распределения для p = a
n равна(

s a
n + 1 − a

n

)n

=
(
1 + a

n (s − 1)
)n

.

Из равенства
lim

n→∞

(
1 + a

n (s − 1)
)n

= ea(s−1)

по теореме 3 вытекает (14), что и доказывает предельную теорему Пуассона.

§ 36. Ветвящиеся процессы

Проиллюстрируем применение аппарата производящих функций на
примере ветвящихся процессов. Пусть имеются некоторые однотипные ча-
стицы, которые размножаются независимо друг от друга. Пусть pn — веро-

ятность того, что одна частица превращается в n частиц, ϕ(s) =
∞∑

n=0
pnsn —

производящая функция распределения вероятностей {pn}. Обозна-
чим μ(t) число частиц в t-м поколении и ϕt(s) = Msμ(t) — произво-
дящую функцию μ(t). Предположим, что μ(0) = 1. Тогда ϕ1(s) = ϕ(s).
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Пусть ξt1, ξt2, . . . , ξtn, ... — независимые случайные величины с распре-
делением, определяемым производящей функцией ϕ(s). Тогда число ча-
стиц μ(t + 1) в (t + 1)-м поколении, согласно нашему определению, есть
сумма

ξt1 + ξt2 + . . . + ξt,μ(t)

случайного числа независимых случайных слагаемых (ξtk — это число по-
томков k-й частицы t-ro поколения). По теореме 2 отсюда вытекает, что

ϕt+1(s) = ϕt(ϕ(s)), (15)

т. е. ϕ2(s) = ϕ(ϕ(s)), ϕ3(s) = ϕ(ϕ(ϕ(s))) и ϕt(s) есть t-я итерация функ-
ции ϕ(s). Соотношение (15) позволяет нам вычислить Mμ(t) = A(t). Обо-
значим ϕ′(1) = A. Продифференцируем (15) по s в точке 1. Получим

A(t + 1) = A(t) · A,

откуда
A(t) = At. (16)

Поведение ветвящегося процесса существенно определяется значением па-
раметра A — средним числом непосредственных потомков одной частицы.
Из (16) мы видим, что при t → ∞

A(t) → 0, если A < 1,

A(t) → ∞, если A > 1,

A(t) ≡ 1, если A = 1.

Назовем ветвящийся процесс докритическим, надкритическим или крити-
ческим, если, соответственно, A < 1, A > 1 или A = 1.

Если μ(t) = 0, то мы будем говорить, что ветвящийся процесс выро-
дился к моменту времени t. Вероятность этого события равна

P{μ(t) = 0} = ϕt(0).

Так как
{μ(t) = 0} ⊆ {μ(t + 1) = 0},

то P{μ(t) = 0} не убывает и при t → ∞ имеет предел

lim
t→∞P{μ(t) = 0} = q,

который мы назовем вероятностью вырождения. Предельная вероят-
ность q — это вероятность того, что процесс выродится в каком-либо поко-
лении. Предположим, что ϕ(s) 
≡ s. Докажем следующую теорему.
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Рис. 11. Графики производящих функций ϕ(s) докритического и критического вет-
вящихся процессов.

Теорема 4. Для того чтобы q < 1, необходимо и достаточно, чтобы
процесс был надкритическим.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Соотношение (15) можно записать иначе:

ϕt+1(s) = ϕ(ϕt(s)). (17)

Подставляя в (17) s = 0, имеем

ϕt+1(0) = ϕ(ϕt(0)). (18)

Переходя в (18) к пределу по t → ∞, имеем

q = ϕ(q),

так как q = limt→∞ ϕt(0). Таким образом, q есть решение уравнения

s = ϕ(s). (19)

Это уравнение всегда имеет решение s = 1. Если других решений в [0, 1]
нет, то отсюда следует, что q = 1. При A � 1 других решений уравне-
ния (19) нет, так как при всех 0 � s < 1 выполнено неравенство s < ϕ(s)
(см. рис. 11). Действительно,

1 − ϕ(s) = ϕ′(θ)(1 − s),
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Рис. 12. График производящей
функции ϕ(s) надкритического
ветвящегося процесса.

где s < θ < 1, поэтому из ϕ(θ) < 1 выте-
кает 1 − ϕ(s) < 1 − s. При 0 < s < 1 вто-
рая производная ϕ′′(s) > 0, поэтому урав-
нение s = ϕ(s) не может иметь более
двух корней в [0, 1]. Так как ϕ(0) � 0
и при A > 1 существуют s1 < 1, для
которых ϕ(s1) < s1, то найдется ко-
рень 0 � s0 < 1 уравнения (19) (рис. 12).
Докажем, что в этом случае q = s0.
В самом деле, нетрудно установить,
что ϕ(s) > s при 0 < s < s0 и ϕ(s) < s
при s0 < s < 1. Так как ϕt+1(0) > ϕt(0),
то из (18) вытекает, что

ϕt(0) < ϕ(ϕt(0))

при любом t, следовательно, ϕt(0) < s0

при всех t и

q = lim
t→∞ ϕt(0) � s0 < 1.

Таким образом, вероятность q не может быть равна 1, а так как она есть
корень уравнения (19), то q = s0 < 1. Теорема доказана.

Задачи
1. Найти производящую функцию равномерного распределения, сосредоточен-

ного в точках 0, 1, 2, . . . , N − 1. С помощью производных производящей функции
вычислить математическое ожидание и дисперсию этого распределения.

2. Функция 1 −√
1 − s есть вероятностная производящая функция. Найти со-

ответствующее распределение. Что можно сказать о его математическом ожидании?
3. Дана производящая функция

ϕ(s) =
�

n

P{ξ = n}sn

случайной величины ξ. Найти производящую функцию

A(s) =
∞�

n=0

ansn

для вероятностей an = P{ξ > n}.
4. Пусть число потомков одной частицы в ветвящемся процессе определяется

производящей функцией

ϕ(s) = 1 − A(1 − s)

B
2A

(1 − s) + 1

.

Найти ее t-ю итерацию ϕ(s). Найти вероятность вырождения q.
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Характеристические функции

§37. Определение и простейшие свойства
характеристических функций

В предыдущей главе мы познакомились с аналитическим аппаратом
производящих функций, который успешно используется в задачах иссле-
дования свойств распределений целочисленных случайных величин. В об-
щем случае аналогичную роль играют характеристические функции. Для
их определения нам нужно понятие математического ожидания распростра-
нить на комплексные случайные величины. Пусть ζ = ξ + iη, где ξ и η —
пара действительных случайных величин, у которых существуют и конеч-
ны Mξ и Dη. Тогда математическое ожидание комплексной случайной ве-
личины определим как сумму

Mζ = Mξ + iMη. (1)

Основные свойства математического ожидания (например, свойства адди-
тивности и мультипликативности) естественным образом переносятся на
случай (1). Остановимся лишь на доказательстве неравенства

|Mζ| � M|ζ|. (2)

Если случайная величина ζ простая, т. е. принимает лишь конечное число
значений ζ = zk = xk + iyk, причем P{ζ = zk} = pk, то (2) есть простое
следствие свойства модуля комплексных величин:

|Mζ| = |
∑

k

zkpk| �
∑

k

|zk|pk = Mζ. (3)

Пусть ξ = ξ+ − ξ−, η = η+ − η−, a ξ±n , η±
n — последовательности простых

случайных величин, для которых ξ±n ↑ ξ±, η±
n ↑ η± и, значит,

ξn = ξ+
n − ξ−n → ξ,

ηn = η+
n − η−

n → η.
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Тогда ζn → ζ, и по определению Mξ, Mη имеем

Mζ = lim
n→∞ Mζn,

где ζn = ξn + iηn. В силу (3) при любом n

|Mζn| � M|ζn|.

Покажем, что limn→∞ M|ζn| = M|ζ|. В самом деле, из

|ζn| � |ξn| + |ηn| = ξ+
n + ξ−n + η+

n + η−
n �

� ξ+ + ξ− + η+ + η− = |ξ| + |η|
и ζn → ζ , по теореме Лебега о мажорируемой сходимости, вытека-
ет M|ζn| → M|ζ|, так как мы рассматриваем лишь случай M|ξ| < ∞,
M|η| < ∞.

Определение 1. Характеристической функцией случайной величи-
ны ξ мы будем называть функцию fξ(t) от действительного аргумента t,
равную

fξ(t) = Meitξ. (4)

Раскрывая в (4) eiϕ по формуле Эйлера

eiϕ = cosϕ + i sinϕ,

мы имеем
fξ(t) = M cos ξt + iM sin ξt. (5)

Иногда мы будем вместо fξ(t) писать просто f(t). Если Fξ(t) есть функция
распределения ξ, a pξ(x) — ее плотность (если она существует), то по общим
формулам вычисления математического ожидания имеем:

fξ(t) =

∞∫
−∞

eitxdFξ(x), fξ(t) =

∞∫
−∞

eitxpξ(x) dx. (6)

Если распределение ξ дискретно, то

fξ(t) =
∑

k

eitxkP{ξ = xk}. (7)
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Из (6) и (7) видно, что характеристическая функция fξ(t) вполне определя-
ется функцией распределения Fξ(x) случайной величины ξ.

Перечислим несколько простейших свойств характеристических функ-
ций.

1) |f(t)| � 1 при каждом действительном t; f(0) = 1. Доказательство
просто получается из неравенства (2), так как |eitξ| = 1 и

|f(t)| = |Meitξ| � M|eitξ| = 1.

2) f(t) равномерно непрерывна по t. Для доказательства этого свойства
установим сначала справедливость следующей леммы, которая нам пона-
добится далее.

Лемма 1. При действительных ϕ и любом целом n � 1 имеют место
неравенства ∣∣∣eiϕ −

n−1∑
k=0

(iϕ)k

k!

∣∣∣ � |ϕ|n
n!

. (8)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Поскольку |eiϕ| = 1, то

∣∣∣ ϕ∫
0

eiudu
∣∣∣ = |eiϕ − 1| �

|ϕ|∫
0

du = |ϕ|.

Далее доказываем (8) по индукции. Пусть (8) справедливо при некотором n.
Тогда так как

ϕ∫
0

(
eiu −

n−1∑
k=0

(iu)k

k!

)
du = 1

i

(
eiϕ −

n∑
k=0

(iϕ)k

k!

)
,

то

∣∣∣eiϕ −
n∑

k=0

(iϕ)k

k!

∣∣∣ =
∣∣∣ ϕ∫
0

(
eiu −

n−1∑
k=0

(iu)k

k!

)
du
∣∣∣ �

|ϕ|∫
0

un

n!
du =

|ϕ|n+1

(n + 1)!
.

Для доказательства 2) рассмотрим событие A = {|ξ| � X} и в правой
части неравенства

|f(t + h) − f(t)| = |Meitξ(eihξ − 1)| � M|eihξ − 1|IA + M|eihξ − 1|IA,
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где IA и IA — индикаторы событий A и A; применим неравенство (8)
при n = 1 при оценке первого слагаемого и |eitξ − 1| � 2 при оценке второго
слагаемого. Тогда

|f(t + h) − f(t)| � |h| · M|ξ|IA + 2MIĀ � |h|X + 2P{|ξ| > X}.
Пусть ε > 0. Выбирая сначала X таким, чтобы

P{|ξ| > X} < ε
4
,

а затем, полагая δ = ε
2X

, получаем, что |f(t + h) − f(t)| < ε при |h| < δ.

3) Если η = aξ + b, где a и b — константы, то

fη(t) = eitbfξ(at).

Легко вытекает из определения:

fη(t) = Meitη = Meit(aξ+b) = eitbMeitaξ = eitbfξ(at).

4) Если ξ1, ξ2, . . . , ξn независимы, то

fξ1+ . . . +ξn(t) =
n∏

k=1

fξk
(t). (9)

Из независимости ξ1, ξ2, . . . , ξn следует независимость eitξ1 , eitξ2 , . . . ,
eitξn ; применяя к ним свойство мультипликативности математического ожи-
дания, получаем

fξ1+ . . . +ξn(t) = Me
it

n�
k=1

ξk

= M
n∏

k=1

eitξk =
n∏

k=1

Meitξk .

5) fξ(−t) = f ξ(t).
Вытекает из eitξ=e−itξ

и свойства 3).
6) Обозначим mn = Mξn. Если mn конечно, то существуют все про-

изводные f (k)(t) с k � n и

f (k)(0) = ikMξk. (10)

Кроме того, имеет место разложение

f(t) =
n∑

k=0

(it)k

k!
mk + Rn(t), (11)

где Rn(t) = o(tn) при t → 0.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Если мы k раз формально продифференцируем (4), то получим равен-

ство

f
(k)
ξ (t) = ikMξkeitξ = ik

∞∫
−∞

xkeitxdFξ(x). (12)

Полагая в (12) t = 0, приходим к (10). Для обоснования законности диффе-
ренцирования под знаком математического ожидания в (12) рассуждаем по
индукции. Пусть формула (12) справедлива при k < n. Поскольку

f (k)(t + h) − f (k)(t)
h

= ikMξk eitξ(eitξ − 1)
h

,∣∣∣ξkeitξ (eihξ − 1)
h

∣∣∣ � |ξ|k+1 и M|ξ|k+1 < ∞,

(13)

то в правой части (13) по теореме Лебега о мажорируемой сходимости мож-
но перейти к пределу по h → 0. Таким образом мы доказываем справедли-
вость (12) при k + 1. Для оценки остаточного члена Rn(t) в (11) применим
лемму 1 к разности

|Rn(t)| =
∣∣∣M[

eitξ −
n∑

k=0

(itξ)k

k!

]∣∣∣ �

� M
∣∣∣eitξ −

n∑
k=0

(itξ)k

k!

∣∣∣ � |t|n+1

(n + 1)!
M|ξ|n+1IA + 2M

|t|n|ξ|n
n!

IĀ, (14)

где A — событие, введенное в 2) (здесь в первом слагаемом мы воспользо-
вались неравенством (8), а во втором — неравенством∣∣∣eiϕ −

n∑
k=0

(iϕ)k

k!

∣∣∣ �
∣∣∣eiϕ −

n−1∑
k=0

(iϕ)k

k!

∣∣∣+ |ϕ|n
n!

� 2
|ϕ|n
n!

).

Так как IA = 1 при |ξ| � X , то из (14) получаем

|Rn(t)| � |t|n+1Xn+1

(n + 1)!
+

2|t|n
n!

M|ξ|nIĀ.

Пусть ε > 0. Выбираем сначала X таким, чтобы

M|ξ|nIĀ < ε
4 ,
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а затем

δ =
(n + 1)ε

2X
.

Тогда при |t| < δ имеем

|Rn(t)| � |t|n
n!

ε,

что и требовалось.
7) Если ϕξ(s) = Msξ — производящаяфункция целочисленной случайной

величины, то
fξ(t) = ϕξ(eit). (15)

Следует из определения.

Вычисление характеристических функций некоторых законов рас-
пределений. 1) С помощью формулы (15) получаем характеристические
функции следующих распределений целочисленных случайных величин:

а) Биномиальное распределение

P{ξ = m} = Cm
n pm(1 − p)n−m, m = 0, 1, . . . , n,

fξ(t) = (peit + 1 − p)n.

б) Пуассоновское распределение

P{ξ = n} = an

n!
e−a, n = 0, 1, 2, . . . ,

fξ(t) = exp(a(eit − 1)).

в) Геометрическое распределение

P{ξ = n} = pqn, n = 0, 1, 2, . . . , q = 1 − p,

fξ(t) =
p

1 − qeit
.

2) Вырожденное распределение P{ξ = C} = 1,

fξ(t) = eitC .

3) Нормальное распределение. Если случайная величина ξ имеет нор-
мальное распределение с параметрами (0, 1), то

f(t) = 1√
2π

∞∫
−∞

eitx−x2/2dx. (16)
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Дифференцируя равенство (16) по t, получаем

f ′(t) = i√
2π

∞∫
−∞

xeitx−x2/2dx.

Интегрируя по частям, приходим к дифференциальному уравнению

f ′(t) = i√
2π

[
−eitx−x2/2

∣∣∣∞
−∞

+ it

∞∫
−∞

eitx−x2/2dx
]

= −tf(t).

Решая это уравнение с начальным условием f(0) = 1, получаем

f(t) = e−t2/2.

В общем случае нормального распределения с параметрами (a, σ) имеем,
согласно свойству 3):

f(t) = eita−σ2t2/2. (17)

4) Равномерное на (a, b) распределение

f(t) = 1
b − a

b∫
a

eitxdx = eitb − eita

it(b − a)
. (18)

Отметим частные случаи (18). При a = −l, b = l имеем

f(t) = eitl − e−itl

2itl
= sin tl

tl
. (19)

При a = 0, b = L имеем

f(t) = eitL − 1
itL

.

5) Гамма-распределение с плотностью

pα(x) = xα−1

Γ(α)
e−x, x � 0.
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Обозначим fα(t) характеристическую функцию, соответствующую pα(x).
Поскольку pα+β(x) есть свертка pα(x) и pβ(x):

pα+β(x) =

x∫
0

pβ(x − y)pα(y) dy =
p−x

Γ(α)Γ(β)

x∫
0

yα−1(x − y)β−1dy =

= xα+β−1e−x

Γ(α)Γ(β)

1∫
0

zα−1(1 − z)β−1dz = xα+β−1

Γ(α + β)
e−x, x � 0,

то, в силу 4), fα+β(t) = fα(t)fβ(t). Вычислим сначала

f1(x) =

∞∫
0

eitxp1(x) dx =

∞∫
0

eitx−xdx.

Интегрируя по частям, получаем

f1(t) =

∞∫
0

eitx−xdx = −eitx−x
∣∣∣∞
0

+it

∞∫
0

eitx−xdx = 1 + itf1(t)

и
f1(t) = 1

1 − it
. (20)

Из (20) для любого целого n имеем

fn(t) = 1
(1 − it)n .

Из f1(t) = [f 1
n

(t)]n получаем

f 1
n

(t) = (1 − it)−
1
n

и, далее,

fm
n

(t) = [f 1
n

(t)]m = (1 − it)−
m
n .
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Таким образом, для любого рационального α > 0

fα(t) = (1 − it)−α. (21)

Так как плотность pα(x) непрерывно зависит от α и, как мы увидим в § 39,
из pαn(x) → pα(x) следует fαn(t) → fα(t), формула (21) справедлива для
всех α > 0. Заметим, что при дробных α из многозначной функции (21)
выделяется однозначная ветвь, для которой fα(0) = 1.

§ 38. Формулы обращения для характеристических
функций

В §37 мы установили, что каждой функции распределения Fξ(x) соот-
ветствует характеристическая функция fξ(t). Пусть существует непрерыв-
ная плотность pξ(x). Тогда характеристическая функция вычисляется по
формуле

fξ(t) =

∞∫
−∞

eitxpξ(x) dx, (22)

т. е. fξ(t) есть преобразование Фурье функции pξ(x). В анализе доказыва-
ется, что при fξ(t) ∈ L1, т. е. при конечности интеграла

∞∫
−∞

|fξ(t)| dt,

имеет место формула обращения для преобразования Фурье (22):

pξ(x) = 1
2π

∞∫
−∞

e−itxfξ(t) dt. (23)

Исходя из этой формулы, мы докажем формулу обращения в общем случае.
Сначала докажем несколько вспомогательных утверждений.

Лемма 2. Пусть ξ и η независимы. Если ξ имеет функцию распреде-
ления F (x), а η равномерно распределена на отрезке [a, b], то существует
плотность pξ+η(x), которая выражается формулой

pξ+η(x) =
F (x − a) − F (x − b)

b − a
.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
По формуле композиции

Fξ+η(x) =

∞∫
−∞

Fξ(x − y)pη(y) dy = 1
b − a

b∫
a

F (x − y) dy =

= 1
b − a

x−a∫
x−b

F (z) dz.

(24)

Исходя из (24), мы можем для любых x1 < x2 записать

Fξ+η(x2) − Fξ+η(x1) = 1
b − a

[ x2−a∫
x2−b

F (z) dz −
x1−a∫

x1−b

F (z) dz
]

=

=

x2∫
x1

F (x − a) − F (x − b)
b − a

dx,

откуда и следует утверждение.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Если η равномерно распределена на [−l, l], то

pξ+η(x) =
F (x + l) − F (x − l)

2l
.

Лемма 3. Пусть ξ и η независимы, ξ имеет ограниченную плотность
pξ(x) = p(x) и η имеет плотность pη(x). Обозначим pθ(x) плотность сум-
мы ξ + θη, где θ > 0 — параметр. Тогда в точках непрерывности p(x)
имеет место равенство

lim
θ→0

pθ(x) = p(x).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
По формуле композиции имеем

pθ(x) =

∞∫
−∞

p(x − y)pη

(y

θ

)dy

θ
,
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откуда

pθ(x) − p(x) =

∞∫
−∞

[p(x − y) − p(x)]pη

(y

θ

)dy

θ

и

|pθ(x) − p(x)| �
∫

|y|�δ

|p(x − y) − p(x)|pη

(y

θ

)dy

θ
+

+
∫

|y|>δ

|p(x − y) − p(x)|pη

(y

θ

)dy

θ
. (25)

Пусть x — точка непрерывности p(x). Зафиксируем любое ε > 0. Тогда
можно выбрать такое δ > 0, что при |y| � δ выполняется неравенство
|p(x − y) − p(x)| � ε/2. Так как плотность p(x) ограничена, то существует
такая константа C < ∞, что p(x) � C .

Тогда из (25) следует

|pθ(x) − p(x)| < ε
2

∫
|y|�δ

pη

(y

θ

)dy

θ
+ CP

{
|η| � δ

θ

}
.

Выберем θ0 > 0 так, чтобы

P
{
|η| � δ

θ

}
< ε

2C
.

Тогда при всех 0 < θ � θ0 имеет место неравенство |pθ(x) − p(x)| < ε.
Формулу обращения в общем случае дает

Теорема 1. Пусть fξ(t) — характеристическая функция и Fξ(x) —
соответствующая функция распределения. Тогда если точки x + l и x − l
являются точками непрерывности функции Fξ(x), то

Fξ(x + l) − Fξ(x − l) = lim
σ→0

1
π

∞∫
−∞

e−ixtfξ(t) sin tl
t

e
−σ2t2

2 dt. (26)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть случайные величины ξ, η, ζ независимы, ξ имеет функцию

распределения Fξ(x), η имеет равномерное распределение на интервале
(−1, 1), ζ имеет нормальное распределение с параметрами (0, 1). Тогда по
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лемме 2 ξ + lη имеет плотность

p(x) =
Fξ(x + l) − Fξ(x − l)

2l
,

а ξ + lη + σζ имеет характеристическую функцию

fξ(t)
sin tl
tl

e
−σ2t2

2 ∈ L1,

поэтому ее плотность pσ(x) выражается по формуле обращения (23):

pσ(x) = 1
2π

∞∫
−∞

e−ixtfξ(t) sin tl
tl

e
−σ2t2

2 dt. (27)

По лемме 3

lim
σ→0

pσ(x) =
Fξ(x + l) − Fξ(x − l)

2l
, (28)

если x + l и x− l — точки непрерывности Fξ(x). Переходя к пределу в (27)
и пользуясь равенством (28), получаем (26).

Теорема 2. Каждой характеристическойфункции fξ(t) соответству-
ет только одна функция распределения Fξ(x).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
В формуле (26) разность Fξ(x2) − Fξ(x1) для точек x2 = x + l

и x1 = x − l непрерывности Fξ(x) однозначно определяется по fξ(t). По-
лагая в разности Fξ(x2) − Fξ(x1) x1 → −∞ по точкам непрерывности x1,
мы однозначно определяем F (x2) в точках непрерывности x2, а так как
в любой точке

Fξ(x) = lim
x2↓x

F (x2),

где предел берется по точкам непрерывности x2, то Fξ(x) однозначно опре-
деляется fξ(t). Теорема доказана.

§ 39. Теорема о непрерывном соответствии между
множеством характеристических функций
и множеством функций распределения

В § 38 мы установили, что между множеством функций распределе-
ния {Fξ(x)} и множеством их характеристических функций {fξ(t)} име-
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ется взаимно однозначное соответствие. Покажем, что это соответствие не
только взаимно однозначное, но и взаимно непрерывное.

Определение 2. Мы будем говорить, что последовательность функций
распределения Fn(x) слабо сходится к F (x), и писать

Fn(x) ⇒ F (x),

если Fn(x) → F (x) в каждой точке непрерывности предельной функции.

Если Fn(x) — функция распределения ξn, F (x) — функция распреде-
ления ξ, то мы будем также иногда говорить, что ξn слабо сходится к ξ,
и обозначать ξn ⇒ ξ; иногда мы будем говорить, что ξn сходится к ξ по
распределению. Из слабой сходимости ξn ⇒ ξ следует, что

P{x1 < ξn � x2} → P{x1 < ξ � x2}, n → ∞,

если только P{ξ = x1} = P{ξ = x2} = 0. Пример

P
{
ξn = 1

n

}
= 1, P{ξ = 0} = 1

показывает, что из ξn ⇒ ξ не вытекает сходимостьFξn(x) → Fξ(x) в каждой
точке, так как Fξn(0) = 0 и Fξ(0) = 1.

Одно из самых важных свойств характеристических функций содер-
жится в следующих двух теоремах. Пусть Fn(x), F (x) — функции распре-
деления, fn(t), f(t) — соответствующие им характеристические функции.

Теорема 3 (Прямая предельная теорема). Если Fn(x) ⇒ F (x),
то fn(t) → f(t) в каждой точке t.

Теорема 4 (Обратная предельная теорема). Если fn(t) сходит-
ся в каждой точке t к некоторой функции f(t), непрерывной в нуле,
то Fn(x) ⇒ F (x) и f(t) есть характеристическая функция распределе-
ния F (x).

Доказательство этих теорем будет следовать из леммы и двух теорем
Хелли.

Лемма 4. Если Fn(x) → F (x) на всюду плотном на прямой множе-
стве D, то Fn(x) ⇒ F (x).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть x — точка непрерывности F (x), x′, x′′ ∈ D и x′ < x < x′′. Имеем

Fn(x′) � Fn(x) � Fn(x′′)
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и

F (x′) = lim
n→∞Fn(x′) � lim

n→∞
Fn(x) �

� lim
n→∞Fn(x) � lim

n→∞ Fn(x′′) = F (x′′). (29)

Так как F (x′) � F (x) � F (x′′) и разность F (x′′) − F (x′) может быть сде-
лана как угодно малой, то из (29) следует limn→∞ Fn(x) = F (x), что и тре-
бовалось доказать.

Теорема 5 (Первая теорема Хелли). Из всякой последовательности
функций распределения {Fn} можно выбрать слабо сходящуюся подпосле-
довательность.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть D = {xk} — всюду плотное на прямой счетное множество.

Из ограниченной последовательности 0 � Fn(x1) � 1 выбираем сходящу-
юся подпоследовательность F1n(x1), предел которой обозначим F (x1).
Из ограниченной последовательности 0 � F1n(x2) � 1 выбираем сходящу-
юся подпоследовательность F2n(x2) → F (x2) и т. д. Далее выбираем диа-
гональную подпоследовательность Fnn(x), для которой Fnn(xk) → F (xk)
для любой точки xk ∈ D. По лемме 4 отсюда вытекает Fnn(x) ⇒ F (x).

ЗАМЕЧАНИЕ 2. F (x) может не быть функцией распределения. Например, ес-
ли Fn(x) = 0 при x < n и Fn(x) = 1 при x � n, то Fn(x) ⇒ F (x) ≡ 0.

Теорема 6 (Вторая теорема Хелли). Если g(x) — непрерывная огра-
ниченная функция на прямой и Fn(x) ⇒ F (x), F (∞) − F (−∞) = 1, то

lim
n→∞

∞∫
−∞

g(x) dFn(x) =

∞∫
−∞

g(x) dF (x). (30)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть a < b — точки непрерывности F (x). Докажем сначала, что

lim
n→∞

b∫
a

g(x) dFn(x) =

b∫
a

g(x) dF (x). (31)

Пусть ε > 0. Разделим [a, b] точками непрерывности a = x0, x1, . . . , xN−1,
xN = b функции F (x) на такие отрезки [xk−1, xk], что |g(x) − g(xk)| < ε
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для точек x ∈ [xk−1, xk]. Это сделать можно, так как g(x) равномерно
непрерывна на [a, b], а точки непрерывности F (x) расположены всюду
плотно. Определим ступенчатую функцию

gε(x) = g(xk) на x ∈ (xk−1, xk],

для которой |gε(x) − g(x)| � ε на x ∈ [a, b]. Тогда∣∣∣∣∣∣
b∫

a

g(x) dFn(x) −
b∫

a

g(x) dF (x)

∣∣∣∣∣∣ �
b∫

a

|g(x) − gε(x)| dFn(x)+

+

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

gε dFn −
b∫

a

gε dF

∣∣∣∣∣∣+
b∫

a

|g(x) − gε(x)| dF (x) �

� 2ε + M

[
N∑

k=1

[Fn(xk) − F (xk) − (Fn(xk−1) − F (xk−1))]

]
,

где M = supx |g(x)|. При n → ∞ последнее слагаемое может быть сделано
как угодно малым, откуда и следует (31). Для доказательства (30) выбе-
рем X > 0 таким, чтобы

F (−X) < ε/4 и 1 − F (X) < ε/4

и чтобы точки ±X были точками непрерывности F (x). Тогда, так
как Fn(±X) → F (±X), можно выбрать n0 таким, что при n � n0

Fn(−X) < ε/2 и 1 − Fn(X) < ε/2.

Оценим разность∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞
g(x) dFn(x)−

∞∫
−∞

g(x) dF (x)

∣∣∣∣∣∣�
∣∣∣∣∣∣

X∫
−X

g(x) dF (x)−
X∫

−X

g(x) dFn(x)

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|x|>X

g(x) dFn(x)

∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|x|>X

g(x) dF (x)

∣∣∣∣∣∣∣ �

�

∣∣∣∣∣∣
X∫

−X

g(x) dF (x) −
X∫

−X

g(x) dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ + Mε + M ε
2 . (32)
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На основании (31) заключаем, что правая часть (32) может быть сделана
как угодно малой, что и доказывает теорему.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. По теореме 6 из Fn(x) ⇒ F (x)
вытекает

fn(t) =
∫

eitxdFn →
∫

eitxdF = f(t).

Можно доказать, что эта сходимость будет равномерной на каждом конеч-
ном интервале t.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. По теореме 5 из последова-
тельности Fn(x) можно выбрать подпоследовательность Fnn(x) ⇒ F ∗(x).
Докажем, что F ∗(x) — функция распределения, т. е. что F ∗(∞) = 1,
F ∗(−∞) = 0. Для этого мы используем неравенство

P{|ξ| � X} �

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t) dt
∣∣∣− 1

τX

1 − 1
τX

, (33)

где f(t) — характеристическая функция ξ, X > 0, τ > 0. В частности,
при τX = 2

P{|ξ| � X} � 2
∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t) dt
∣∣∣− 1. (34)

Докажем (33). Имеем∣∣∣∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

Meitξdt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1
2τ

M

τ∫
−τ

eitξdt

∣∣∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣M sin τξ

τξ
(I{|ξ|�X} + I{|ξ|>X})

∣∣∣∣ � MI{|ξ|�X}+

+ 1
τX

MI{|ξ|>X} = P{|ξ| � X} + 1
τX

(1 − P{|ξ| � X}),

откуда и следует (33).
По предположению, f(t) непрерывна в нуле, поэтому существует такое

τ0 > 0, что при 0 < τ � τ0∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t) dt
∣∣∣ � 1 − ε

4
.
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Так как fn(t) → f(t) в каждой точке t, то существует такое n0, что
при n � n0 ∣∣∣ τ∫

−τ

fn(t) dt −
τ∫

−τ

f(t) dt
∣∣∣ < ετ

2

(теорема 3 § 24 о мажорируемой сходимости). Тогда при n � n0

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

fn(t) dt
∣∣∣ � 1 − ε

2
,

и по неравенству (34)

P
{
|ξn| � 2

τ

}
= Fn

(
2
τ

)
− Fn

(
−2

τ

)
� 2

(
1 − ε

2

)
− 1 = 1 − ε,

т. е.
Fn

(
2
τ

)
− Fn

(
−2

τ

)
� 1 − ε,

следовательно, F ∗(+∞) = 1, F ∗(−∞) = 0. Докажем теперь, что Fn ⇒ F .
Предположим, что Fn � F . Тогда существуют две подпоследовательно-
сти Fn′ ⇒ F ∗ и Fn′′ ⇒ F ∗∗. По прямой предельной теореме fn′ → f∗,
fn′′ → f∗∗, но так как fn → f , то f∗ = f∗∗ = f . Теорема доказана.

Задачи

1. Найти характеристическую функцию распределения, задаваемого плотно-

стью 1
2
e−|x|.

2. Плотность распределения случайной величины ξ задана формулами

pξ(x) =

����	���

xα−1

2Γ(α
e−x, x � 0,

|x|β−1

2Γ(β)
ex, x < 0

с положительными α и β. Найти характеристическую функцию fξ(t).
3. Пусть f1(t) и f2(t) — характеристические функции, 0 � p � 1. Доказать, что

f(t) = pf1(t) + (1 − p)f2(t) тоже будет характеристической функцией.
4. Если f(t) — характеристическая функция, то Re f(t) также будет характе-

ристической функцией. Доказать.
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5. Пользуясь простейшими свойствами характеристических функций, показать,

что функции: a) sin t, б) sin t + 1 в) 1

1 + t4
г) | cos t| — не могут быть характеристи-

ческими.
6. Показать, что характеристическая функция fξ(t) случайной величины ξ ве-

щественна при всех t тогда и только тогда, когда распределение ξ симметрично
(т. е. ξ и −ξ имеют одинаковые распределения).
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Центральная предельная теорема

§ 40. Центральная предельная теорема для одинаково
распределенных независимых слагаемых

Ранее мы доказали, что распределение числа успехов μ в схеме Бернул-
ли при n → ∞ и постоянном 0 < p < 1 обладает следующим предельным
свойством:

lim
n→∞ P

{μ − Mμ√
Dμ

� x
}

= 1√
2π

x∫
−∞

e
−u2

2 du. (1)

Функцию нормального распределения будем обозначать

Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e
−u2

2 du.

Функция нормального распределения Φ(x) выражается через интеграл Ла-
пласа

Φ0(x) = 1√
2π

x∫
0

e
−u2

2 du,

введенный в гл. 4, следующим образом:

Φ(x) = 1
2

+ Φ0(x).

Этот результат является очень частным случаем так называемой централь-
ной предельной теоремы. Пусть ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . — последовательность
независимых случайных величин. Мы будем говорить, что для этой по-
следовательности выполнена центральная предельная теорема, если при
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любом x справедливо следующее предельное соотношение для сумм ζn =
= ξ1 + ξ2 + . . . + ξn:

lim
n→∞P

{ζn − Mζn√
Dζn

� x
}

= Φ(x). (2)

Так как в схеме Бернулли число успехов можно представить в виде сум-
мы μ = μ1+μ2+. . .+μn независимых случайных величин с P{μi = 1} = p,
P{μi = 0} = 1 − p, то результат (1) есть частный случай центральной пре-
дельной теоремы (2).

Для справедливости центральной предельной теоремы (2) на случай-
ные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn надо налагать те или иные дополнительные
условия.

Мы докажем центральную предельную теорему сначала для одинаково
распределенных случайных величин.

Теорема 1. Если случайные величины ξ1, ξ2, . . . независимы, одинаково
распределены и имеют конечные Mξi = a и Dξi = σ2 > 0, то

lim
n→∞P

{ξ1 + . . . + ξn − na

σ
√

n
� x

}
= Φ(x).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Используем аппарат характеристических функций. Обозначим

ζn = ξ1 + ξ2 + . . . + ξn,

ξ̃k = ξk − a, ζ̃n =
ζn − na

σ
√

n
,

тогда

ζ̃n = 1
σ
√

n

n∑
k=1

ξ̃k.

Пусть f(t) = f�ξk
(t) — характеристическая функция ξ̃k. Так как Mξ̃k = 0,

Mξ̃2
k = Dξk = σ2, то, в силу свойства 6) в § 37,

f(t) = 1 − t2σ2

2 + o(t2)

при t → 0 и, следовательно, при любом фиксированном t имеем

fζ̃n
(t) =

[
f
(

t
σ
√

n

)]n

=
(
1 − t2

2n
+ o

(
t2
n

))n

→ e
− t2

2 ,

n → ∞.

Отсюда вытекает утверждение теоремы.
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§ 41. Теорема Ляпунова

Центральная предельная теорема имеет место также при некоторых
условиях и для неодинаковых независимых слагаемых. Мы докажем ниже
эту теорему в условиях Ляпунова.

Пусть теперь ξk, k = 1, 2, . . ., независимы и имеют не обязательно
одно и то же распределение. Обозначим

Mξk = ak, Dξk = b2
k, M|ξk − ak|3 = c3

k

и

An =
n∑

k=1

ak, B2
n =

n∑
k=1

b2
k, C3

n =
n∑

k=1

c3
k.

Теорема 2 (ТеоремаЛяпунова). Если ξ1, ξ2, . . . независимы, ak, bk, ck

конечны и Cn/Bn → 0, то

lim
n→∞ P

{ξ1 + . . . + ξn − An

Bn
� x

}
= Φ(x). (3)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Положим

ξ̃k = ξk − ak, fk(t) = f�ξk
(t).

Так как
Mξ̃k = 0, Mξ̃2

k = b2
k, M|ξ̃k|3 = c3

k < ∞,

то

fk(t) = 1 − t2

2 b2
k + rk(t), (4)

где

|rk(t)| �
c3
k|t|3
6 ,

∣∣∣− t2b2
k

2 + rk(t)
∣∣∣ � |t|2

2 b2
k (5)

(это доказывается так же, как свойство 6) из § 37). В силу независимости ξ̃k

характеристическая функция

ζ̃n = 1
Bn

n∑
k=1

ξ̃k
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равна произведению

fζ̃n
(t) =

n∏
k=1

fk

(
t

Bn

)
.

Логарифмируя, получаем

log fζ̃n
(t) =

n∑
k=1

log fk

(
t

Bn

)
. (6)

Из разложения

log(1 + x) =
∞∑

k=1

(−1)k−1xk

k

следует, что

log(1 + x) = x + α(x), (7)

где при |x| � 1/2

|α(x)| =
∣∣∣ ∞∑
k=2

(−1)k−1xk

k

∣∣∣ � 1
2

∞∑
k=2

|x|k � |x|2. (8)

Из условия теоремы вытекает

b2
k

B2
n

� (M|ξ̃k|3)2/3

B2
n

=
c2
k

B2
n

�
(Cn

Bn

)2

→ 0 (9)

(мы здесь воспользовались неравенством (M|ξ|r)1/r � (M|ξ|r+1)1/(r+1)).
Таким образом, b2

k/B2
n → 0 при n → ∞ равномерно по 1 � k � n.

Пусть T > 0 и |t| � T . Согласно (4) и (5)

fk

(
t

Bn

)
= 1 + εk

(
t

Bn

)
,

где, в силу (9),

∣∣∣εk

(
t

Bn

)∣∣∣ =
∣∣∣− t2

2
· b2

k

B2
n

+ rk

(
t

Bn

)∣∣∣ � T 2

2
· b2

k

B2
n

. (10)
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Выберем n0 таким, что
∣∣∣εk

(
t

Bn

)∣∣∣ � 1
2
при n � n0 применим в правой ча-

сти (6) представление (7) с оценкой (8). Получаем

log fζ̃n
(t) = − t2

2 +
n∑

k=1

rk

(
t

Bn

)
+

n∑
k=1

θkε2
k

(
t

Bn

)
, (11)

где |θk| � 1. Используя в (11) оценки (5) и (10), при |t| � T имеем:

∣∣∣log fζ̃n
(t) + t2

2

∣∣∣ �
n∑

k=1

∣∣∣rk

(
t

Bn

)∣∣∣+ max
1�k�n

∣∣∣εk

(
t

Bn

)∣∣∣ n∑
k=1

∣∣∣εk

(
t

Bn

)∣∣∣ �

� T 3

6

(Cn

Bn

)3

+ T 4

4 · max1�k�n b2
k

B2
n

n∑
k=1

b2
k

B2
n

→ 0,

поэтому

lim
n→∞ fζ̃n

(t) = e
− t2

2 ,

что равносильно утверждению (3).

§ 42. Применения центральной предельной теоремы

Доказанные выше предельные теоремы имеют большое теоретическое
и прикладное значение. Основным в условиях этих теорем является то, что
в сумме

ζn = ξ1 + ξ2 + . . . + ξn

каждое слагаемое ξk дает малый в общую величину суммы ζn случайный
вклад. В частности, это выражается тем, что

Dξk

Dζn
→ 0

при n → ∞ равномерно по 1 � k � n. В приложениях часто используют
предположение о том, что встречающиеся при расчетах случайные вели-
чины имеют приближенно-нормальное распределение. На предположении
нормальности построена так называемая теория ошибок измерения, в ко-
торой изучаются методы учета случайных ошибок при измерениях тех или
иных параметров в экспериментах. В антропологии, например, обработ-
ка результатов измерения параметров человеческого тела также ведется



160 ГЛАВА 10

на основе предположения нормальности распределения этих параметров.
Основанием для предположения нормальности в этих случаях служит боль-
шой статистический материал, накопленный при измерениях. Центральная
предельная теорема дает гипотезе нормальности некоторое теоретическое
обоснование, так как часто на величину какого-либо параметра в реальном
явлении влияет много случайных независимых факторов, причем влияние
каждого из них невелико, а суммарно они дают некоторый ощутимый эф-
фект. Известно ироническое высказывание одного статистика на этот счет:
«Каждый уверен в справедливости нормального закона распределения, экс-
периментаторы — потому, что они думают, что это математическая теорема,
математики — потому, что они думают, что это экспериментальный факт».
Это изречение лишний раз нам напоминает, что математические теории
строятся не на самих реальных явлениях, а лишь на их математических
моделях. Поэтому в применениях теории вероятностей, как и вообще ма-
тематики, надо никогда не забывать о здравом смысле и всегда заботиться
о том, чтобы рассматривалась подходящая модель, правильно отражающая
соответствующее явление.

Рассмотрим несколько примеров на применение центральной предель-
ной теоремы. При этом мы будем придерживаться следующей термино-
логии. Если последовательность случайных величин ζn такова, что при
некоторых An и Bn

lim
n→∞P

{ζn − An

Bn
� x

}
= Φ(x), (12)

то мы будем говорить, что случайная величина ζn асимптотически нор-
мальна с параметрами (An, Bn) или просто (An, Bn)-асимптотически нор-
мальна, а равенство (12) будем использовать в допредельной форме для
приближенной оценки вероятности, полагая

P
{ζn − An

Bn
� x

}
≈ Φ(x).

П р и м е р 1. Ошибки измерения. При измерении некоторой величи-
ны a мы получаем приближенное значение ξ. Сделанная ошибка δ = ξ − a
может быть представлена в виде суммы двух ошибок

δ = (ξ − Mξ) + (Mξ − a),

первая из которых ξ − Mξ называется случайной ошибкой, а вторая Mξ − a —
систематической ошибкой. Хорошие методы измерения не должны иметь
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систематической ошибки, поэтому мы будем далее полагать Mξ = a. Слу-
чайная ошибка δ имеет нулевое математическое ожидание Mδ = 0. Пусть
Dδ = σ2. Для уменьшения этой ошибки производят n независимых изме-
рений ξ1, . . . , ξn и принимают за оценку измеряемой величины a среднее
арифметическое

â = 1
n (ξ1 + . . . + ξn).

Какая при этом допускается погрешность? По центральной предельной те-
ореме сумма ξ1 + . . . + ξn одинаково распределенных независимых случай-
ных величин с Mξi = a, Dξi = σ2 > 0 (an, σ

√
n)-асимптотически нормаль-

на. Поэтому â при больших n (an, σ
√

n)-асимптотически нормальна и

P{|â − a| � ε} ≈ 1√
2π

ε
√

n/σ∫
−ε

√
n/σ

e
−u2

2 du. (13)

Из (13) формально можно было бы сделать вывод, что с помощью как
угодно грубых методов измерения получаются при больших n как угодно
точные результаты. Это противоречит здравому смыслу. В чем тут дело?
По-видимому, измерение грубыми методами не подчиняется той модели,
на основе которой получена формула (13). И, действительно, при круп-
ном масштабе деления измерительного инструмента нельзя гарантировать
отсутствие систематической ошибки.

Часто, отвлекаясь от ошибки округления, принимают, что каждое изме-
рение ξi имеет нормальное распределение с параметрами (a, σ). Тогда (13)
из приближенного равенства превращается в точное.

П р и м е р 2. Логарифмически-нормальное распределение. В антропо-
логии обычно рост или вес человека определенного возраста и пола счита-
ют случайной величиной, имеющей нормальное распределение. Однако во
многих случаях с гораздо большим основанием можно считать, что лога-
рифмы этих параметров имеют нормальное распределение. Если случайная
величина η такова, что ξ = log η имеет нормальное распределение, то го-
ворят, что η имеет логарифмически-нормальное распределение, или, короче,
лог-нормальное распределение. Лог-нормальности роста и веса можно дать
некоторое теоретическое обоснование. В самом деле, вес, например, полу-
чается в результате воздействия многих независимых причин, однако эти
причины воздействуют на вес не аддитивно, а мультипликативно, т. е.

η = η1η2 . . . ηn,
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где ηi — близкие к единице независимые случайные величины. В этом
случае

log η =
n∑

i=1

log ηi,

и log η, в силу центральной предельной теоремы, имеет в пределе нормаль-
ное распределение.

П р и м е р 3. С помощью центральной предельной теоремы можно
доказывать и чисто аналитические факты. Докажем, например, что

lim
n→∞ e−n

n∑
k=0

nk

k!
= 1

2 .

В самом деле, пусть ζn есть случайная величина, имеющая распределение
Пуассона с параметром n. Тогда

P{ζn � n} = e−n
n∑

k=1

nk

k!
.

Поскольку ζn = ξ1 + . . . + ξn, где ξk независимы, Mξk = 1 и распределе-
ны по закону Пуассона, то ζn асимптотически нормальна с параметра-
ми (n,

√
n); поэтому

P{ζn � n} → 1
2
.

Задачи

1. В предположении, что размер одного шага пешехода равномерно распре-
делен в интервале от 70 до 80 см и размеры разных шагов независимы, найти
вероятность того, что за 10 000 шагов он пройдет расстояние не менее 7,49 км и не
более 7,51 км.

2. Пусть случайные величины ξ1, ξ2, . . . независимы и одинаково распреде-
лены, Mξi = 0, Mξ2

i = 1. Показать, что для последовательности λ1ξ1, λ2ξ2, . . . ,
λnξn, . . ., где λn — числовая последовательность, удовлетворяющая условию

max1�k�n λ2
k

n�
k=1

λ2
k

→ 0, (14)

справедлива центральная предельная теорема. Построить пример, показывающий,
что при нарушении условия (14) центральная предельная теорема может не выпол-
няться.
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3. Случайные величины ξ1, . . . , ξn, . . . независимы и имеют следующие рас-
пределения:

P{ξn = nα} = P{ξn = −nα} = 1

2nβ
,

P{ξn = 0} = 1 − 1

nβ
.

При каких α и β выполнено условие теоремы Ляпунова?
4. Случайные величины ξn, ηn независимы и имеют пуассоновские распреде-

ления с Mξn = Mηn = λ. Найти

lim
n→∞

P
� ξn − ηn√

n
� x
�

.

5. Случайные величины ξ1, . . . , ξn, . . . независимы и равномерно распределе-
ны на отрезке [0, 1], Найти вероятность того, что

100
k=1

ξk �
10

2100
.
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Многомерные характеристические
функции

§43. Определение и простейшие свойства

Пусть случайный вектор ξ = (ξ1, . . . , ξk) имеет многомерную функ-
цию распределения

Fξ1 . . . ξk
(x1, . . . , xk) = P{ξ1 � x1, . . . , ξk � xk},

которуюмы иногда будем обозначать кратко Fξ(x), полагая x=(x1, . . . , xk).
Аналогично, плотность pξ1 . . . ξk

(x1, . . . , xk), если она существует, будем
обозначать pξ(x). Многомерной характеристической функцией случайного
вектора ξ назовем

fξ(t) = fξ1 . . . ξk
(t1, . . . , tk) = Mei(t,ξ), (1)

где

t = (t1, . . . , tk), (t, ξ) =
k∑

α=1

tαξα.

Характеристическая функция определена для всех t с действительными
компонентами tα. Характеристическая функция (1) определяется с помо-
щью Fξ(x) и pξ(x) следующим образом:

fξ(t) =
∫

ei(t,x)dFξ(x), fξ(t) =
∫

ei(t,x)pξ(x) dx,

где интегралы берутся по всему k-мерному пространству Rk.

Свойства характеристических функций.

1) При всех t ∈ Rk |f(t)| � 1, f(0) = 1.
Очевидное следствие из |ei(t,ξ)| = 1.
2) f(t) равномерно непрерывна по t.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Обозначим событие

A = {|ξα| � X, α = 1, . . . , k}
и напишем неравенство

|f(t + h) − f(t)| = |Mei(t,ξ)(ei(h,ξ) − 1)| � M|ei(h,ξ) − 1| =

= M|ei(h,ξ) − 1|IA + M|ei(h,ξ) − 1|IĀ �
� M|(h, ξ)|IA + 2MIĀ � X |h| + 2P{ξ 
∈ [−X, X ]k},

где |h| =
k∑

α=1
|hα| и [−X, X ]k — прямоугольник

{x : |xα| � X, α = 1, . . . , k}.
Пусть дано ε > 0. Выбираем сначала X так, чтобы

P{ξ 
∈ [−X, X ]k} < ε
4
.

Тогда при всех
|h| < ε

2X
|f(t + h) − f(t)| < ε,

что и требовалось доказать.

3) Если ξ(1), ξ(2), . . . , ξ(n) — независимые случайные векторы и ζ =
= ξ(1) + ξ(2) + . . . + ξ(n), то

fζ(t) =
n∏

α=1

fξ(α)(t).

Доказывается с помощью мультипликативного свойства математического
ожидания.

4) Характеристическая функция для вектора ξ1, . . . , ξm, m < k по-
лучается из характеристической функции fξ1 . . . ξk

(t1, . . . , tk) следующим
образом:

fξ1 . . . ξm(t1, . . . , tm) = fξ1 . . . ξk
(t1, . . . , tk, 0, . . . , 0).

Очевидно.
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5) fξ1+ . . . +ξk
(t) = fξ1 . . . ξk

(t, t, . . . , t). Вытекает из

k∑
α=1

ξα · t = t

k∑
α=1

ξα.

6) Для независимости ξ1, . . . , ξk необходимо и достаточно, чтобы

fξ1 . . . ξk
(t1, . . . , tk) =

k∏
α=1

fξα(tα).

Необходимость следует из мультипликативного свойства математиче-
ского ожидания. Достаточность будет следовать из доказываемой ниже фор-
мулы обращения.

7) Если η = Cξ — линейное преобразование

ηα =
k∑

β=1

cαβξβ , α = 1, . . . , m,

с матрицей C = ‖cαβ‖, α = 1, . . . , m; β = 1, . . . , k, то

fη(t) = fξ(C∗t),

где C∗ — сопряженная C матрица, преобразующая вектор t = (t1, . . . , tm)
по формулам

m∑
α=1

cαβtα, β = 1, . . . , k.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Mei(t,η) = Me
i

m�
α=1

tαηα

= Mei(t,Cξ) = Me
i

m�
α=1

tα

k�
β=1

cαβξβ

=

= Me
i

k�
β=1

ξβ

m�
α=1

cαβtα

= Mei(C∗t,ξ) = fξ(C∗t).

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Если m = k, детерминант |C| �= 0 и имеется плотность pξ(x),
то η = Cξ также имеет плотность pη(y), которая связана с pξ(x) формулой

pη(y) = 1
|C|pξ(C

−1y). (2)
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В самом деле, для любого A ∈ �k имеем

P{ξ ∈ A} =
∫
A

pξ(x) dx.

Делая в интеграле замену x = C−1y, получаем

P{ξ ∈ A} =
∫

CA

pξ(C−1y)|C−1| dy = P{η ∈ CA} =
∫

CA

pη(y) dy,

откуда следует (2).

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Из 3) и 7) следует, что при преобразовании η = Cξ + b имеется
следующая связь между характеристическими функциями fξ и fη:

fη(t) = ei(t,b)f(C∗t).

8) fξ(−t) = f ξ(t) = f−ξ(t).
Очевидно.

Обозначим моменты

mα1 . . . αk
= Mξα1

1 ξα2
2 . . . ξαk

k .

9) Если конечны все mα1 . . . αk
с α1 + . . . + αk = r, то

mα1 . . . αk
= iα

∂αfξ(0, . . . , 0)
∂tα1

1 . . . ∂tαk

k

,

α = α1 + . . . + αk � r,

(3)

и

f(t) =
r∑

α=0

iα
∑

α1+ . . . +αr=α

tα1
1 . . . tαk

k

α1! . . . αk!
mα1 . . . αk

+ Rr(t), (4)

где Rr(t) = o(|t|r) при |t| = |t1| + . . . + |tk| → 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Равенство (3) доказывается так же, как в одномерном случае. Для до-

казательства (4) опять введем событие

A = {|ξα| � X, α = 1, . . . , k}
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и в правой части неравенства

|Rr(t)| =
∣∣∣M(

ei(t,ξ) −
r∑

α=0

iα(t, ξ)α

α!

)∣∣∣ �

� M
∣∣∣ei(t,ξ) −

r∑
α=0

iα
(t, ξ)α

α!

∣∣∣(IA + IĀ)

воспользуемся неравенством∣∣∣eiϕ −
l∑

α=0

(iϕ)α

α!

∣∣∣ � |ϕ|l+1

(l + 1)!

при l = r и l = r − 1. Получаем

|Rr(t)| � M
|(t, ξ)|r+1

(r + 1)!
IA + 2

M|(t, ξ)|rIĀ

r!
�

� Xr+1|t|r+1

(r + 1)!
+ 2

|t|r
r!

M(|ξ1| + . . . + |ξk|)rIĀ.

Для каждого ε > 0 выбираем сначала X так, чтобы второй член был мень-
ше ε|t|r/2. Тогда при

|t| � t0 =
ε(r + 1)!
2Xr+1

получаем |Rr(t)| < ε|t|r.
П р и м е р ы.
1. Если P{ξ = c} = 1, то

fξ(t) = ei(t,c).

2. Пусть
ϕξ1 . . . ξk

(s1, . . . , sk) = Msξ1
1 . . . sξk

k

— многомерная производящая функция случайного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξk).
Тогда

fξ(t1, . . . , tk) = ϕξ(eit1 , . . . , eitk).

В частности, для полиномиального распределения

ϕξ(s1, . . . , sk) = (p1s1 + . . . + pksk)n
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и
fξ(t1, . . . , tk) = (p1e

it1 + . . . + pkeitk)n.

3. Пусть ξ1, . . . , ξk — нормально распределенные независимые случай-
ные величины с Mξα = aα и Dξα = bα. Тогда

fξ1 . . . ξk
(t) = e

i
k�

α=1
tαaα− 1

2

k�
α=1

bαt2α
.

§ 44. Формула обращения

Мы будем исходить из следующей формулы обращения для пре-
образования Фурье, доказываемой в анализе. Пусть случайный век-
тор ξ = (ξ1, . . . , ξk) имеет непрерывную плотность pξ(x) и характеристи-
ческую функцию fξ(t) ∈ L1 (т. е.

∫
Rk

|fξ(t)| dt < ∞). Тогда

pξ(x) = 1
(2π)k

∫
Rk

e−i(t,x)fξ(t) dt. (5)

Основываясь на (5), докажем формулу обращения в общем случае.
Пусть η = (η1, . . . , ηk) имеет независимые компоненты, причем ηα име-
ет равномерное в (−lα, lα) распределение, а θ = (θ1, . . . , θk) — случай-
ный вектор с независимыми нормально распределенными компонентами
с Mθα = 0, Dθα = 1. Образуем вектор ζ = ξ + η + σ · θ. Его характеристи-
ческая функция, если ξ, η, θ независимы, равна

fζ(t) = fξ(t)
k∏

α=1

sin lαtα
lαtα

· e−
σ2

2

k�
α=1

t2α ∈ L1.

Поэтому по формуле (5)

pζ(x) = 1
(2π)k

∫
Rk

e−i(t,x)fζ(t) dt. (6)

Обозначим Δ(x, l) прямоугольник с вершинами xα ± lα, α = 1, . . . , k. Так
же, как в одномерном случае, доказывается, что при σ → 0

pζ(x) → pξ+η(x) = 1
2kl1 . . . lk

P{ξ ∈ Δ(x, l)}
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в точках непрерывности x предельной плотности. Поэтому из (6) получаем
общую формулу обращения

P{ξ ∈ Δ(x, l)} = 1
πk

lim
σ→0

∫
Rk

e−i(t,x)fξ(t)
k∏

α=1

sin lαtα
tα

e
−σ2

2

k�
α=1

t2α
dt, (7)

справедливую для всех тех прямоугольников Δ(x, l), для которых вероят-
ность попадания ξ на границу равна нулю. Поскольку в (7) Δ(x, l) можно
выбирать так, что xα и lα образуют всюду плотное множество, то мы полу-
чаем из нее следующую теорему единственности.

Теорема 1. По характеристической функции fξ(t) функция распреде-
ления восстанавливается однозначно.

§ 45. Предельные теоремы для характеристических
функций

Пусть случайный вектор ξ1 = (ξ1, . . . , ξk) имеет функцию распределе-
ния

Fξ1 . . . ξk
(x1, . . . , xk) = F (x1, . . . , xk).

По этой функции мы определяем одномерные функции распределе-
ния Fξα(x). Обозначим Dα множество точек разрыва Fξα(x). Как извест-
но, Dα не более чем счетно. Множество D = D1 ∪ . . . ∪ Dk также не более
чем счетно. F (x1, . . . , xk) непрерывна во всех точках x = (x1, . . . , xk),
если никакое xα /∈ D, так как при h = (h1, . . . , hk) с hα � 0

0 � F (x + h) − F (x) = P{ξα � xα + hα, α = 1, . . . , k}−

− P{ξα � xα, α = 1, . . . , k} �
k∑

α=1

[Fξα(xα + hα) − Fξα(xα)],

и аналогичное неравенство можно написать при hα < 0. k-мерный прямо-
угольник xα < ξα � yα, α = 1, . . . , k, назовем прямоугольником непрерыв-
ности, если никакое xα или yα не принадлежит D. Для прямоугольника
непрерывности вероятность

P{xα < ξα � yα, α = 1, . . . , k} = Δh1 . . . hk
F (x1, . . . , xk),

hα = yα − xα

непрерывна по всем своим аргументам xα, yα.
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Определение. Мы будем говорить, что последовательность Fn(x) сла-
бо сходится к F (x), и писать

Fn(x) ⇒ F (x), (8)

если Fn(x) → F (x) в каждой точке непрерывности предельной функции.

Если Fn(x) — функция распределения ξn, F (x) — функция распре-
деления ξ, то при Fn(x) ⇒ F (x) мы будем также говорить, что ξn слабо
сходится к ξ, и обозначать ξn ⇒ ξ; иногда мы будем говорить, что ξn схо-
дится к ξ по распределению. Из слабой сходимости следует, в частности,
что

P{ξn ∈ Δ} → P{ξ ∈ Δ}
для любого прямоугольника непрерывности Δ по предельному распреде-
лению. Если ξn сходится к ξ по распределению, то это значит, что распре-
деления ξn и ξ близки друг к другу. Требовать в (8) сходимости в каждой
точке было бы неразумно, так как, например, при k = 1

ξn = 1
n, ξ = 0, Fξn(x) ⇒ Fξ(x),

но Fξn(0) 
→ Fξ(0), в то же время ξn и ξ близки друг к другу. Нетрудно до-
казать, что из Fn(x) ⇒ F (x) и непрерывности F (x) во всех точках следует
равномерная сходимость Fn(x) → F (x).

Одно из самых важных свойств характеристических функций содер-
жится в следующих предельных теоремах. Пусть Fn(x), F (x) — функ-
ции распределения, fn(t), f(t) — соответствующие им характеристические
функции.

Теорема 2 (Прямая предельная теорема). Если Fn(x) ⇒ F (x),
то fn(t) → f(t) в каждой точке t ∈ Rk.

Теорема 3 (Обратная предельная теорема). Если fn(t) сходится
в каждой точке t ∈ Rk к некоторой функции f(t), непрерывной в нуле,
то Fn(t) ⇒ F (x) и f(t) есть характеристическая функция F (x).

Доказательство этих теорем вытекает из следующей леммы и двух
теорем Хелли.

Лемма 1. Если D — всюду плотное множество Rk и Fn(x) → F (x)
для всех x из D, то Fn(x) ⇒ F (x).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Будем писать x � y, x < y, если при всех α xα � yα или xα < yα

соответственно. Пусть x — точка непрерывности F (x). Тогда для любых
x′, x′′ ∈ D, x′ < x < x′′ имеем

Fn(x′) � Fn(x) � Fn(x′′),

F (x′)= lim
n→∞ Fn(x′)� lim

n→∞
Fn(x)� limn→∞Fn(x)� lim

n→∞ Fn(x′′)=F (x′′).

Поскольку F (x′) � F (x) � F (x′′) и разность F (x′′) − F (x′) может быть
сделана как угодно малой, имеем

lim
n→∞ Fn(x) = F (x).

Теорема 4 (Первая теорема Хелли). Из всякой последовательности
функций распределения {Fn} можно выбрать слабо сходящуюся подпосле-
довательность.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть D = {xn} — всюду плотное в Rk счетное множество. Из ограни-

ченной последовательности 0 � Fn(x1) � 1 выбираем сходящуюся подпо-
следовательность F1n(x1) → F (x1) (так мы обозначаем предел). Из огра-
ниченной последовательности 0 � F1n(x2) � 1 выбираем сходящуюся под-
последовательность F2n(x2) → F (x2) и т. д. Далее выбираем диагональную
подпоследовательность Fnn(x), для которой

Fnn(xk) → F (xk)

для любого xk ∈ D. По лемме отсюда вытекает Fnn(x) ⇒ F (x).
ЗАМЕЧАНИЕ 3. F(x) может не быть функцией распределения. Построить при-

мер.

Теорема 5 (Вторая теорема Хелли). Если g(x) — непрерывная огра-
ниченная функция на Rk и Fn(x) ⇒ F (x), то

lim
n→∞

∫
Rk

g(x) dFn(x) =
∫

Rk

g(x) dF (x). (9)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть Δ — прямоугольник непрерывности F (x). Докажем сначала, что

lim
n→∞

∫
Δ

g(x) dFn(x) =
∫
Δ

g(x) dF (x). (10)
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Пусть |g(x)| � M . Выберем ε > 0. Разобьем Δ на прямоугольники непре-
рывности Δα с центрами xα и положим gε(x) = g(xα), если x ∈ Δα. Вы-
берем разбиение Δ столь мелким, чтобы для любого x ∈ Δ

|g(x) − gε(x)| < ε

(это можно сделать из-за равномерной непрерывности g(x) на Δ). Тогда

∣∣∣∫
Δ

g(x) dFn(x) −
∫
Δ

g(x) dF (x)
∣∣∣ �

∣∣∣∫
Δ

gε dFn −
∫
Δ

gε dF
∣∣∣+

+
∫
Δ

|g(x) − gε(x)| dFn +
∫
Δ

|gε(x) − g(x)| dF (x) �

� 2ε + M ·
N∑

α=1

|P{ξn ∈ Δα} − P{ξ ∈ Δα}|,

где N — число прямоугольников разбиения. При n → ∞ последнее слагае-
мое может быть сделано как угодно малым, что и доказывает (10). Для до-
казательства (9) выберем столь большой прямоугольник непрерывности Δ,
что F (Δ) � 1 − ε (через F (A) мы иногда будем обозначать P{ξ ∈ A} для
случайного вектора ξ с функцией распределения F (x)). Тогда существует
такое n0, что для всякого n � n0 Fn(Δ) � 1 − 2ε, следовательно, F (Δ) � ε,
Fn(Δ) � 2ε. Далее, (9) вытекает из (10) и

∣∣∣∫
Rk

g dFn −
∫

Rk

g dF
∣∣∣ �

∣∣∣∫
Δ

g dFn −
∫
Δ

g dF
∣∣∣+

+
∣∣∣∫
Δ

g dFn

∣∣∣+ ∣∣∣∫
Δ

g dF
∣∣∣ � 3εM +

∣∣∣∫
Δ

g dFn −
∫
Δ

g dF
∣∣∣.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ2. По второй теоремеХелли из Fn(x)⇒F (x)
вытекает

fn(t) =
∫
Rk

ei(t,x)dFn → f(t) =
∫

Rk

ei(t,x)dF

в каждой точке t ∈ Rk. Нетрудно доказать, что сходимость равномерна на
любом ограниченном множестве t.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3. По первой теореме Хелли из Fn(x)
можно выбрать подпоследовательность Fnn(x) ⇒ F ∗(x). Надо доказать,
что F ∗(x) — функция распределения. Это вытекает из неравенства

P{|ξα| � X, α = 1, . . . , k} �

∣∣∣ 1

2kτk

τ∫
−τ

. . .
τ∫

−τ

f(t) dt
∣∣∣− 1

(τX)k

1 − 1

(τX)k

. (11)

В частности, при (τX)k = 2

P{|ξα| � X, α = 1, . . . , k} � 2
∣∣∣ 1
2kτk

τ∫
−τ

. . .

τ∫
−τ

f(t) dt
∣∣∣− 1. (12)

Докажем (11). Пусть A = {|ξα| � X, α = 1, . . . , k}. Имеем

∣∣∣ 1
2kτk

τ∫
−τ

. . .

τ∫
−τ

f(t) dt
∣∣∣ =

∣∣∣ 1
2kτk

τ∫
−τ

. . .

τ∫
−τ

Mei(t,ξ) dt
∣∣∣ =

=
∣∣∣ M

2kτk

τ∫
−τ

. . .

τ∫
−τ

ei(t,ξ) dt
∣∣∣ =

∣∣∣M k∏
α=1

sin τξα

τξα
(IA + IĀ)

∣∣∣ �

� P(A) + 1
(τX)k

(1 − P(A)),

откуда вытекает (11).
По предположению, f(t) непрерывна в нуле, следовательно, для любо-

го ε > 0 существует такое τ0, что при 0 < τ � τ0∣∣∣ 1
2kτk

τ∫
−τ

. . .

τ∫
−τ

f(t) dt
∣∣∣ � 1 − ε

4
.

Так как fn(t) → f(t) в каждой точке t, то существует такое n0, что
при n � n0 ∣∣∣ τ∫

−τ

. . .

τ∫
−τ

fn(t) dt −
τ∫

−τ

. . .

τ∫
−τ

f(t) dt
∣∣∣ � 2k−2τkε
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(теорема 3 § 30 о мажорируемой сходимости). Тогда при n � n0

∣∣∣ 1
2kτk

τ∫
−τ

. . .

τ∫
−τ

fn(t) dt
∣∣∣ � 1 − ε

2

и по неравенству (12)

P{|ξna| � 21/k

τ , α = 1, . . . , k} � 2
(
1 − ε

2

)
− 1 = 1 − ε,

следовательно, F (Rk) = 1.
Докажем теперь, что Fn ⇒ F . Предположим, что Fn 
⇒ F . Тогда су-

ществуют две подпоследовательности Fn′ ⇒ F ∗ и Fn′′ ⇒ F ∗∗. По прямой
предельной теореме fn′ → f∗ и fn′′ → f∗∗, но так как по условию теоре-
мы, fn → f , то f∗ = f∗∗ = f и, по теореме 1, F ∗ = F ∗∗. Теорема доказана.

§ 46. Многомерное нормальное распределение
и связанные с ним распределения

Мы будем говорить, что случайный вектор ξ = (ξ1, . . . , ξk) имеет
нормальное (или гауссовское) распределение, если его характеристическая
функция имеет вид

fξ(t) = e
i(t,a)− 1

2
(Bt,t)

, (13)

где a = (a1, . . . , ak) — вектор, а B = ‖bαβ‖ — симметричная k × k-матрица
неотрицательно определенной квадратичной формы

(Bt, t) =
k∑

α,β=1

bαβtαtβ � 01.

Мы будем также говорить, что случайный вектор с характеристической
функцией (13) (a, B)-нормален.

Из (13) следует, что каждая компонента ξα имеет характеристическую
функцию

fξα(t) = e
itaα− bαα

2
t2

,

1В случае B = 0 распределение (13) вырождается в константу a. В этом вырожденном
случае распределение также удобно причислять к нормальному.
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т. е. нормально распределена с Mξα = aα, Dξα = bαα. Далее нам удобно
будет перейти к центрированному вектору ξ̃ = ξ − a, для которого

f�ξ(t) = e
− 1

2
(Bt,t)

.

Поскольку конечны все Mξ̃2
α, то конечны и смешанные моменты Mξ̃αξ̃β ,

поэтому их можно вычислять с помощью производных характеристической
функции в t = 0. Получаем

Cov(ξα, ξβ) = Mξ̃αξ̃β = −∂2fξ(0)
∂tα∂tβ

= bαβ;

таким образом, B = ‖bαβ‖ — это ковариационная матрица (ξ1, . . . , ξk).
Далее мы будем ξ̃ обозначать просто ξ. Одно из важных свойств

нормального распределения состоит в том, что любое линейное пре-
образование η = Cξ нормально распределенного вектора ξ с Mξ = 0
и ‖Cov(ξα, ξβ)‖ = B приводит к нормально распределенному вектору η
с Mη = 0 и ‖Cov(ηα, ηβ)‖ = CBC∗. Это следует из свойства 7) § 43, по
которому

fη(t) = fξ(C∗t) = e
−1

2
(BC∗t,C∗t)

= e
−1

2
(CBC∗t,t)

.

Пусть C — такая ортогональная матрица, что

CBC∗ =

∥∥∥∥∥∥∥
d11 0 . . . 0
0 d22 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dkk

∥∥∥∥∥∥∥ = D, dαα � 0.

Тогда

fη(t) = e
−1

2

k�
α=1

dααt2α
, (14)

т. е. η1, . . . , ηk независимо распределены, причем при dαα > 0 ηα имеет
нормальное распределение с параметрами (0,

√
dαα), а при dαα = 0 — с ве-

роятностью 1 ηα = 0. Если матрица B имеет ранг k, то матрица D также
имеет ранг k, т. е. все dαα > 0. В этом случае η имеет k-мерную плотность

pη(y1, . . . , yk) =
k∏

α=1

1√
2πdαα

e
−

y2
α

2dαα = 1
(2π)k/2

√|D|
e
− 1

2
(D−1y,y)

.
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Поскольку ξ = C−1η и |C| = 1, то по формуле (2) из § 43

pξ(x) = pη(Cx) = 1
(2π)k/2

√|D|
e
−1

2
(D−1Cx,Cx)

=

= 1
(2π)k/2

√|B|
e
− 1

2
(C∗D−1Cx,x)

= 1
(2π)k/2

√
B

e
−1

2
(B−1x,x)

, (15)

так как B−1 = C∗D−1C , |B| = |D|. Нормальное распределение (ξ1, . . . , ξk)
с плотностью (15) называется невырожденным. Если B диагональна с оди-
наковыми диагональными элементами, то нормальное распределение назы-
вается сферическим. В этом случае плотность (15) зависит лишь от рассто-
яния точки x от начала координат. Если же ранг r матрицы B меньше k, то
dαα > 0 для α = 1, . . . , r, dr+1,r+1 = . . . = dkk = 0 (при соответствующем
преобразовании C). В этом случае, как уже говорилось выше,

P{ηr+1 = . . . = ηk = 0} = 1,

т. е. все распределение сосредоточено на пространстве меньшего числа из-
мерений, определяемого равенствами

k∑
β=1

cαβξβ = 0, α = r + 1, . . . , k.

Выбирая на этом подпространстве координаты

ηα =
k∑

β=1

cαβξβ , α = 1, . . . , r,

мы получаем, в силу (14), на этом подпространстве плотность

fη1 . . . ηr(x1, . . . , xr) = 1
(2π)r/2

√
d11 . . . drr

e
− 1

2

r�
α=1

x2
α

dαα .

В этом случае нормальное распределение называется вырожденным.
Если мы в общем случае r � k к случайным величинам η1, . . . , ηr при-

меним еще линейное преобразование θα = ηα√
dαα

, так что (θ1, . . . , θr) будут

независимы и (0, 1)-нормальны, то мы приходим к следующему утвержде-
нию.
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Теорема 6. Для того чтобы случайный вектор ξ = (ξ1, . . . , ξk) был
нормально распределен, необходимо и достаточно, чтобы имело место
представление

ξα =
r∑

β=1

gαβθβ + aα,

где ‖gαβ‖ — некоторая матрица, Mξα = aα и θ1, . . . , θr — независимые
нормально распределенные случайные величины с параметрами (0, 1).

Одно из самых важных свойств нормального распределения состоит
в том, что оно выступает в роли предельного распределения для достаточно
общей схемы сумм независимых случайных векторов. Мы докажем здесь
методом характеристических функций следующую предельную теорему.

Теорема 7. Пусть ξ1, . . . , ξn, . . . — последовательность независи-
мых одинаково распределенных случайных векторов ξn = (ξn1, . . . , ξnk)
с Mξnk = 0 и конечными Cov(ξnα, ξnβ) = bαβ . Обозначим ζn = ξ1 + . . . + ξn.
Тогда функция распределения случайного вектора

ζ′n =
ζn − na√

n

слабо сходится к нормальной функции распределения с нулевыми матема-
тическими ожиданиями и матрицей ковариации B = ‖bαβ‖.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Обозначим f(t) характеристическую функцию ξ̃n = ξn − a. Посколь-
ку Mξ̃n = 0 и Mξ̃nαξ̃nβ = bαβ , то по свойству 9) § 43

f
(

t√
n

)
= 1 − 1

2n

k∑
α, β=1

bαβtαtβ + o
(

1
n

)
.

Поэтому при любом t и n → ∞

fζ′
n
(t) =

[
f
(

t√
n

)]n

→ e
− 1

2

k�
α,β=1

bαβtαtβ

,

откуда, в силу теоремы 3 § 45, следует доказываемое утверждение.
Частным случаем этой теоремы является
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Теорема 8. Пусть ξ = (ξ1, . . . , ξk) имеет полиномиальное распреде-
ление с вероятностями исходов p = (p1, . . . , pk) и n испытаниями. Рас-

пределение вектора
ξ − np√

n
при n → ∞ слабо сходится к нормальному с ну-

левым средним и матрицей ковариации ‖δαβpα − pαpβ‖, где δαβ — символ
Кронекера.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Случайный вектор ξ представим в виде суммы η1 + . . . + ηn незави-

симых векторов ηα = (ηα1, . . . , ηαk), где ηαβ = 1, если при α-м испыта-
нии произошел исход β и ηαβ = 0 в противоположном случае. Поскольку
Mηαβ = pβ и

Cov(ηαβ , ηαγ) = pβδβγ − pβpγ ,

то применима теорема 7, откуда и следует утверждение.

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Из слабой сходимости ζn к предельному вектору ζ следует, что
для любого прямоугольника непрерывности Δ предельного распределения

P{ζn ∈ Δ} → P{ζ ∈ Δ}. (16)

Ясно, что из (16) вытекает справедливость аналогичного утверждения
для конечных сумм таких прямоугольников и для множеств, которые можно
приблизить этими суммами. Другими словами, для любого измеримого по
Жордану множества A с P{ζ ∈ ∂A} = 0, где ∂A — граница A, при ζn ⇒ ζ

P{ζn ∈ A} → P{ζ ∈ A}. (17)

Можно доказать, что (17) справедливо для любого борелевского A
с P{ζ ∈ ∂A} = 0. Так же, как в одномерном случае, мы используем обыч-
но предельное соотношение (17) в допредельной форме, считая, что при
достаточно больших n левая часть (17) приближенно равна правой.

Сферическое нормальное распределение. Как уже говорилось вы-
ше, распределение ξ = (ξ1, . . . , ξk) с плотностью

pξ(x) = 1
(2π)k/2σk

e
− 1

2σ2

k�
i=1

x2
i

(18)

называется сферическим нормальным распределением. Это распределение
инвариантно относительно любого ортогонального преобразования η = Cξ,
так как

fη(t) = fξ(C∗t) = e
−σ2

2
(C∗t,C∗t)

= e
−σ2

2
(t,t)

,
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т. е. fη(t) = fξ(t). Из сферического нормального распределения мы вы-
ведем несколько стандартных распределений, имеющих большое значение
в математической статистике и других приложениях теории вероятностей,

χ2-распределение. Рассмотрим сферическое распределение (18)
с σ = 1. Найдем распределение случайной величины

χ2
k = ξ2

1 + . . . + ξ2
k.

Найдем сначала плотность pχk
(x) случайной величины χk (она нам по-

надобится дальше). Вероятность события x < χk < x + dx можно полу-
чить из k-мерной нормальной плотности (18) с σ = 1, интегрируя ее по
k-мерному сферическому слою радиуса x и толщины dx. В результате,
поскольку (k − 1)-мерный объем (k-1)-мерной сферы радиуса x пропорци-
онален xk−1, получаем

pχk
(x) = Ckxk−1e

−x2

2 .

Для определения Ck воспользуемся тем, что по свойству плотности
∞∫
0

pχk
(x) dx = 1,

откуда получаем

Ck

∞∫
0

xk−1e
−x2

2 dx = 2
k
2
−1

Γ
(

k
2

)
Ck = 1

и

pχk
(x) = xk−1

2
k
2
−1

Γ
(

k
2

)e
−x2

2 , x � 0. (19)

Используя связь между плотностями pχk
и pχ2

k
, имеем

pχ2
k
(x) = 1

2
√

x
pχk

(
√

x) = x
k
2
−1

2
k
2
−1

Γ
(

k
2

)e
−x

2 , x � 0. (20)

Распределение с плотностью (20) называется χ2-распределением с k степе-

нями свободы. При k = 2 χ2
2 имеет показательную плотность 1

2
e
−x

2 , x � 0.
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Плотность (19) при k = 3 называется плотностью распределения Максвел-
ла и дает в кинетической теории газов распределение абсолютной величины
скорости частиц.

Распределение Стьюдента. Пусть случайные величины ξ0, . . . , ξk

независимы и нормально распределены с параметрами (0, 1). В статистике
мы часто будем использовать случайную величину

τk =
ξ0√

1
k

k∑
α=1

ξ2
α

,

называемую отношением Стьюдента. Распределение случайной величи-
ны τk, называемое распределением Стьюдента с k степенями свободы,
имеет плотность

sk(x) =
Γ
(

k + 1
2

)
√

kπΓ
(

k
2

)(1 + x2

k

)−k+1

2
, −∞ < x < ∞. (21)

Плотность (21) можно вывести следующим образом. Обозначая

χk =

√√√√ k∑
α=1

ξ2
α,

представим τk в виде отношения двух независимых случайных величин

τk =
ξ0

√
k

χk
,

распределение которых известно (числитель имеет нормальное распреде-
ление (0,

√
k), а знаменатель — распределение (19)). Функция распределе-

ния Sk(x) случайной величины τk равна интегралу

Sk(x) = P{τk � x} =
∫∫

u
v �x, v>0

pξ0
√

k(u)pχk
(v) du dv =

= ak

∫∫
u
v �x,v>0

vk−1e
− 1

2

(
u2

k
+v2

)
du dv,
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где

ak = 1√
2πk

· 1

2
k
2
−1

Γ
(

k
2

) .

От переменных (u, v) перейдем к новым переменным (y, z) по формулам

u = yz, v = z. (22)

Якобиан преобразования равен
∂(u, v)

∂(y, z)
= z, поэтому

∫∫
u
v �x,v>0

vk−1e
− 1

2

(
u2

k
+v2

)
du dv =

x∫
−∞

dy

∞∫
0

zke
− z2

2

(
y2

k
+1

)
dz =

=

x∫
−∞

(y2

k
+ 1

)−k+1

2
dy

∞∫
0

wke
−w2

2 dw =

= 2
k−1

2 Γ
(

k + 1
2

) x∫
−∞

(y2

k
+ 1

)−k+1

2
dy,

откуда следует (21). Заметим, что плотность (21) при k → ∞ сходится к нор-

мальной плотности 1√
2π

e
−x2

2 .

F -распределение. Пусть ξ1, . . . , ξp, η1, . . . , ηq — независимые (0, 1)-
нормальные случайные величины.

Обозначим

Fpq =

1
p

p∑
α=1

ξ2
α

1
q

q∑
β=1

η2
β

.

Распределение Fpq имеет плотность

p
p

2 q
q

2

Γ
(

p + q

2

)
Γ
(

p

2

)
Γ
(

q

2

) · x
p

2
−1

(q + xp)
p+q

2

, x � 0, (23)
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и называется F -распределением Фишера. Для вывода (23) воспользуемся

тем, что
p
qFpq есть отношение двух независимых случайных величин, име-

ющих распределение χ2 с p и q степенями свободы соответственно. По-
этому

P{p
qFpq � x} = 1

2
p+q

2 Γ
(

p

2

)
Γ
(

q

2

)
∫∫
u
v �x

u�0, v�0

u
p

2
−1

v
q

2
−1

e
−u+v

2 du dv.

Делая опять под интегралом замену переменных (22), получаем∫∫
u
v �x

u�0, v�0

u
p

2
−1

v
q

2
−1

e
−u+v

2 du dv =

=

x∫
0

y
p

2
−1

dy

∞∫
0

z
p+q

2
−1

e
−

z(1+y)

2 dz =

= 2
p+q

2 Γ
(p + q

2

) x∫
0

y
p

2
−1

(1 + y)
p+q

2

dy

и

P{p
qFpq � x} =

Γ
(

p + q

2

)
Γ
(

p

2

)
Γ
(

q

2

) x∫
0

y
p

2
−1

(1 + y)
p+q

2

dy,

откуда уже нетрудно вывести (23). Просто связанная с Fpq случайная вели-
чина

ξ2
1 + . . . + ξ2

p

ξ2
1 + . . . + ξ2

p + η2
1 + . . . + η2

q

(24)

имеет более симметричное β-распределение с плотностью

1

B
(

p

2
,

q

2

) x
p

2
−1

(1 − x)
q

2
−1

, 0 � x � 1. (25)

Функции χ2-распределения, распределения Стьюдента и F -распределения
табулированы.
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Задачи

1. Случайные величины ξ1, ξ2 — координаты точки, равномерно распределен-
ной в треугольнике ξ1 � 0, ξ2 � 0, ξ1 + ξ2 � 1. Найти их двумерную характеристи-
ческую функцию.

2. Пусть f(t) — характеристическая функция случайной величины ξ1. Найти
характеристическую функцию ξ1, ξ2, если ξ2 = 1 − ξ1.

3. Случайные величины ξ, η имеют сферическое нормальное распределение
с плотностью

1
2π

e
−1

2
(x2+y2)

.

Найти вероятности P{|ξ| � 1, η � 1} и P{ξ2 + η2 � 1}.
4. Случайные величины ξ′0, ξ′′0 , ξ1, . . . , ξn независимы и имеют нормальное

распределение с параметрами (0, 1). Выразить через распределение Стьюдента рас-
пределение случайной величины

η =
ξ′0 − ξ′′0�

n�
α=1

ξ2
α

.

5. Доказать, что случайная величина (24) имеет плотность β-распределения (25).
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Усиленный закон больших чисел

§ 47. Лемма Бореля–Кантелли. Закон «0 или 1»
Колмогорова

Пусть на вероятностном пространстве (Ω, � , P) определена последо-
вательность событий An ∈ � . С каждой такой последовательностью можно
связать события

A∗ = {ω : ω ∈ An для бесконечно многих n},
A∗ = {ω : ω ∈ An для всех, кроме конечного числа n},

которые называются, соответственно, верхним и нижним пределами после-
довательности {An}. Мы будем обозначать

A∗ = lim
n→∞ sup An, A∗ = lim

n→∞ inf An.

Нетрудно видеть, что

A∗ =
∞⋂

n=1

⋃
m�n

Am, A∗ =
∞⋃

n=1

⋂
m�n

Am,

поэтому A∗ и A∗ принадлежат � , т. е. являются событиями. Если
A∗ = A∗ = A, то мы будем говорить, что A есть предел An, и будем пи-
сать A = limn→∞ An. Если ввести индикаторы IAn , то легко видеть, что

IA∗ = lim supn→∞IAn ⇐⇒ A∗ = lim supn→∞An,

IA∗ = lim infn→∞IAn ⇐⇒ A∗ = lim infn→∞An,

IA = lim
n→∞ IAn ⇐⇒ A = lim

n→∞An.

Монотонные последовательности An всегда имеют предел. Если

A1 ⊆ A2 ⊆ . . . , то An ↑ A∗ = A∗ =
⋃
n

An,
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а если
A1 ⊇ A2 ⊇ . . . , то An ↓ A∗ = A∗ =

⋂
n

An.

В этих случаях из аксиомы непрерывности легко получить

P(An) ↑ P(
⋃
n

An) и P(An) ↓ P(
⋂
n

An).

Поскольку для любой последовательности {An}

Bn =
⋃

m�n

Am ↓ A∗ = lim supn→∞An и

Cn =
⋂

m�n

Am ↑ A∗ = lim infn→∞An,

то
P{lim supn→∞An} = lim

n→∞ P(Bn),

P{lim infn→∞An} = lim
n→∞ P(Cn).

Условия, при которых вероятность события A∗ = lim supn→∞An равна
нулю или единице, дает нижеследующая

Лемма 1 (Лемма Бореля–Кантелли). Если

∞∑
n=1

P(An) < ∞, (1)

то P(A∗) = 0. Если A1, A2, . . . независимы и

∞∑
n=1

P(An) = ∞, (2)

то P (A∗) = 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Рассмотрим случайную величину

ξ =
∞∑

n=1

IAn ,
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равную числу тех номеров n, при которых происходит An (т. е. ξ(ω) = k,
если ровно для k номеров n ω ∈ An). По теореме о монотонной сходимости

Mξ =
∞∑

n=1

MIAn =
∞∑

n=1

P(An),

поэтому из (1) следует Mξ < ∞, т. е. случайная величина с вероятностью 1
конечна, а так как P(A∗) = P{ξ = ∞}, то первая часть леммы доказана. Для
доказательства второй части воспользуемся независимостью A1, A2, . . .
в соотношении

P{A∗} = lim
n→∞ P

{ ∞⋃
m=n

Am

}
= 1 − lim

n→∞P
{ ∞⋂

m=n

Am

}
=

= 1 − lim
n→∞ lim

k→∞
P
{ k⋂

m=n

Am

}
= 1 − lim

n→∞ lim
k→∞

k∏
m=n

(1 − P(Am)) =

= 1 − lim
n→∞

∞∏
m=n

(1 − P(Am)) = 1,

так как ряд (2) расходится.

Следствие. Если A1, A2, . . . независимы, то P(A∗) равно 0 или 1
в зависимости от того, сходится или расходится ряд

∑
n

P(An).

Это следствие является частным случаем более общего закона «0 или 1»
A.H.Колмогорова.

Пусть на вероятностном пространстве (Ω, � , P) определена после-
довательность ξ1, ξ2, . . . независимых случайных величин. (Это означает,
что любая конечная их совокупность ξ1, ξ2, . . . , ξN независима.) Ранее мы
уже определяли σ-алгебру �ξ1 . . . ξn , порожденную случайными величина-
ми ξ1, . . . , ξn, как σ-алгебру всех событий A, представимых в виде

A = {ω : (ξ1(ω), . . . , ξn(ω)) ∈ B},
где B ∈ �n — борелевские множества из пространства Rn. Аналогич-
но определяются �ξn ⊆ �ξnξn+1 ⊆ . . . Объединение всех �ξn , �ξnξn+1 , . . .
есть алгебра событий; минимальную σ-алгебру, порожденную этой алге-
брой, обозначим�ξnξn+1 . . . Последовательность�ξnξn+1 . . . , �ξn+1ξn+2 . . . ,
. . . есть последовательность невозрастающих σ-алгебр. Назовем σ-алгебру

� =
∞⋂

n=1

�ξnξn+1 . . .
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остаточной σ-алгеброй последовательности {ξn}; события A ∈ � так-
же будем называть остаточными. Это название отражает тот факт, что
любое A ∈ � не зависит от любого конечного числа случайных вели-
чин ξ1, ξ2, . . . , ξn и определяется лишь «бесконечно далекими» значени-
ями последовательности ξ1, ξ2, . . . Примерами остаточных событий явля-

ются
{∑

n
ξn сходится

}
,
{∑

n
ξn расходится

}
.

Теорема 1 (Закон «0 или 1» Колмогорова). Если ξ1, ξ2, . . . — незави-
симые случайные величины, то всякое остаточное событие A ∈ � имеет
вероятность P(A), равную 0 или 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Если A ∈ � , то A ∈ �ξnξn+1 . . . при любом n. Так как �ξ1 . . . ξn−1

и �ξnξn+1 независимы, то P(AB) = P(A)P(B) для любого B ∈ �ξ1 . . . ξn

при каждом n. Следовательно, A не зависит от любого B ∈ �ξ1ξ2 . . . , а так
как � ⊆ �ξ1ξ2 . . . , то A не зависит от самого себя, т. е. P(AA) = P(A) =
= P2(A), откуда и следует утверждение.

Следствие 1. Если ξ1, ξ2, . . . независимы, то ξn либо сходится с веро-
ятностью 1, либо расходится с вероятностью 1; то же самое справедливо
для ряда

∑
n

ξn.

§ 48. Различные виды сходимости случайных величин

1. Сходимость почти наверное. Мы будем говорить, что последо-
вательность ξ1, ξ2, . . . сходится почти наверное (п. н.) к случайной вели-
чине ξ, и писать ξn

п.н.−→ ξ, если

P{ lim
n→∞ ξn = ξ} = 1,

т. е. вероятность события

{ω : lim
n→∞ ξn(ω) 
= ξ(ω)}

равна нулю.
Покажем, что сходимость ξn

п.н.−→ ξ эквивалентна тому, что для каждого
ε > 0

lim
n→∞P{ω : sup

m�n
|ξm − ξ| > ε} = 0. (3)
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В самом деле, событие {ξn → ξ} можно записать так:

{ξn → ξ} =
∞⋂

r=1

∞⋃
n=1

⋂
m�n

{
|ξm − ξ| � 1

r

}
,

а противоположное событие представимо в виде

{ξn 
→ ξ} =
∞⋃

r=1

∞⋂
n=1

⋃
m�n

{
|ξm − ξ| > 1

r

}
.

Для того чтобы P{ξn 
→ ξ} = 0, необходимо и достаточно, чтобы при всех r

P
{ ∞⋂

n=1

⋃
m�n

{
|ξm − ξ| > 1

r

}}
= 0, (4)

а так как ⋃
m�n

{
|ξm − ξ| > 1

r

}
= { sup

m�n
|ξm − ξ| > 1

r },

то из (4) следует, что при любом r � 1

lim
n→∞P

{
sup
m�n

|ξm − ξ| > 1
r

}
= 0,

что равносильно (3).

Сходимость по вероятности. Мы говорим, что ξn сходится по веро-

ятности к ξ, и обозначаем ξn
P→ ξ, если для любого ε > 0

P{|ξn − ξ| > ε} → 0, n → ∞.

Доказанный ранее закон больших чисел для сумм ζn = ξ1 + . . . + ξn

независимых одинаково распределенных случайных величин с Mξi = a

и Dξi = σ2 < ∞ дает пример сходимости по вероятности
ζn

n
P→ a, так

как ∀ε > 0

P
{∣∣∣ζn

n − a
∣∣∣ > ε

}
→ 0, n → ∞.

Поскольку
{|ξn − ξ| > ε} ⊆ { sup

m�n
|ξm − ξ| > ε},

то из условия (3) вытекает, что ξn
п.н.−→ ξ влечет за собой ξn

P→ ξ.
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Мы будем говорить, что последовательность случайных величин ξn

фундаментальна по вероятности, если ∀ε > 0,

P{|ξn − ξm| > ε} → 0, n, m → ∞.

Теорема 2. Для того чтобы ξn
P→ ξ, необходимо и достаточно, чтобы

последовательность ξn была фундаментальна по вероятности.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Если ξn
P→ ξ, то из неравенства

P{|ξn − ξm| > ε} � P
{
|ξn − ξ| > ε

2

}
+ P

{
|ξm − ξ| > ε

2

}
вытекает фундаментальность {ξn}. Для доказательства достаточности вос-
пользуемся следующей леммой.

Лемма 2. Если последовательность ξn фундаментальна по вероятно-
сти, то из нее можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся п. н.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Положим n1=1 и по индукции определим nk как наименьшее N>nk−1,

для которого

P
{
|ξr − ξs| > 1

2k

}
< 1

2k

при всех r, s � N . Тогда∑
k

P
{
|ξnk+1 − ξnk

| > 1
2k

}
<
∑

k

1
2k

< ∞,

поэтому по лемме Бореля–Кантелли с вероятностью 1 осуществляется лишь
конечное число событий

|ξnk+1 − ξnk
| > 1

2k
.

Поэтому ряд

ξ1 +
∞∑

k=1

(ξnk+1 − ξnk
)

сходится с вероятностью 1. Полагая

ξ = ξ1 +
∞∑

k=1

(ξnk+1 − ξnk
)
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для тех ω, для которых ряд сходится, и нулю в остальных точках, получаем
ξnk

п.н.−→ ξ. Лемма доказана.
Докажем теперь достаточность в теореме 2. Если ξn фундаменталь-

на по вероятности, то, в силу леммы, существует случайная величина ξ

и подпоследовательность ξnk
, ξnk

п.н.−→ ξ. Но в этом случае ξn
P→ ξ, так как

P{|ξn − ξ| > ε} � P
{
|ξn − ξnk

| > ε
2

}
+ P

{
|ξnk

− ξ| > ε
2

}
→ 0.

Докажем еще одно следствие сходимости по вероятности.

Теорема 3. Если ξn
P→ ξ, то функция распределения Fξn(x) слабо схо-

дится к функции распределения Fξ(x).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Обозначим событие

{|ξn − ξ| � ε} = An.

Так как при ω ∈ An

ξ − ε � ξn � ξ + ε,

то при любом x мы имеем

{ξn � x} ⊆ {ξ � x + ε} ∪ An,

{ξ � x − ε} ⊆ {ξn � x} ∪ An,

откуда следует

P{ξ � x − ε} − P(An) � P{ξn � x} � P{ξ � x + ε} + P(An),

P{ξ � x − ε} � lim
n→∞

P{ξn � x} � lim
n→∞P{ξn � x} � P{ξ � x + ε}. (5)

Если x — точка непрерывности Fξ(x), то из (5) получаем

lim
n→∞Fξn(x) = Fξ(x),

что и требовалось доказать.
Если Fξn(x) слабо сходится к вырожденному распределению, то имеет

место обратное утверждение.
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Теорема 4. Если Fξn ⇒ Fξ и Fξ вырождено в точке c, то ξn
P→ c.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Так как Fξn(c + ε) → 1 и Fξn(c − ε) → 0, то

P{c − ε < ξn � c + ε} → 1,

т. е. P{|ξn − c| > ε} → 0, что и требовалось доказать.
Следующий пример показывает, что сходимость п. н. сильнее сходи-

мости по вероятности. Пусть пространство элементарных событий — это
отрезок Ω = [0, 1], события — это борелевские множества на нем, вероят-
ность — мера Лебега. Для 2k � n < 2k+1 определим

ξn(ω) =

⎧⎨⎩1,
n − 2k

2k
< ω <

n + 1 − 2k

2k
,

0, в остальных точках.

Так как при любом 1 > ε > 0

P{|ξn| > ε} = 1
2k

,

то ξn
P→ 0, но в то же время

P{ξn
п.н.—— 
→0} = 1.

Сходимость в среднем. Мы будем говорить, что последователь-
ность ξn сходится в среднем порядка r > 0, если

M|ξn − ξ|r → 0, n → 0. (6)

Если r = 2, то сходимость (6) называется сходимостью в среднем квад-
ратическом. Сходимость в среднем порядка r будем обозначать ξn

r→ ξ.
Из неравенства Чебышева

P{|ξn − ξ| > ε} � M|ξn − ξ|r
εr

вытекает, что сходимость ξn
r→ ξ влечет ξn

P→ ξ.
Таким образом, мы установили соотношения между разными видами

сходимости случайных величин (см. рис. 13).
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Рис. 13. Связь между различными видами сходимости случайных величин.

§ 49. Усиленный закон больших чисел

Исходя из неравенства Чебышева

P{|ζn − Mζn| � x} � Dζn

x2
,

примененного к суммам ζn = ξ1 + . . . + ξn независимых случайных вели-
чин ξ1, . . . , ξn, мы доказали ранее закон больших чисел (теорема Чебыше-
ва), который можно сформулировать так: если ξ1, ξ2, . . . независимы и Dξk

ограничены, то
ζn − Mζn

n
P→ 0. (7)

В случае когда ξ1, ξ2, . . . независимы и одинаково распределены, сходи-
мость по вероятности (7) имеет место при более слабом условии конечно-
сти Mξn = 1.

Теорема 5 (Хинчин). Если ξ1, ξ2, . . . независимы, одинаково распре-
делены и Mξn = a конечно, то имеет место закон больших чисел:

ξ1 + . . . + ξn

n
P→ a.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Характеристическая функция f(t) случайной величины ξk − a пред-

ставима в окрестности нуля в виде f(t) = 1 + o(t), поэтому, обозначая

ζ′n = ξ1 + . . . + ξn − na,

имеем
f

ζ′
n

n

(t) =
[
f
(

t
n

)]n

→ 1,
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откуда следует слабая сходимость
ζ′

n

n к нулю, что равносильно (см. теоре-

мы 3 и 4 § 48)
ζ′

n

n
P→ 0.

Оказывается, можно доказать в условиях теоремы 1 более сильное
утверждение, принадлежащее А.Н. Колмогорову. Это так называемый уси-
ленный закон больших чисел, утверждающий, что

ξ1 + . . . + ξn

n
п.н.−→ a.

Далее нам понадобится неравенство Колмогорова, усиливающее известное
неравенство Чебышева.

Теорема 6 (Неравенство Колмогорова). Пусть ξ1, . . . , ξn независи-
мы и имеют конечные Mξk и Dξk . Тогда

P{ max
1�k�n

|ζk − Mζk| � x} � Dζn

x2
, (8)

где ζk = ξ1 + . . . + ξk.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Далее будем считать Mξk = 0. Это не ограничивает общности, так как

всегда можно перейти от ξk к ξk − Mξk. Введем случайную величину

ν = min{k : |ζk| � x}.

Если max1�k�n |ζk| < x, то положим ν = n + 1. Так как

ζ2
n � ζ2

n

n∑
k=1

I{ν=k},

то

Mζ2
n �

n∑
k=1

Mζ2
nI{ν=k} =

n∑
k=1

M(ξ1+. . .+ξk+ξk+1+. . .+ξn)2I{ν=k} �

�
n∑

k=1

M(ξ1+. . .+ξk)2I{ν=k}+2
n−1∑
k=1

M(ξ1+. . .+ξk)I{ν=k}(ξk+1+. . .+ξn).
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Случайная величина I{ν=k} зависит лишь от ξ1, . . . , ξk , поэтому (ξ1 + . . .+
+ ξk)I{ν=k} не зависит от ξk+1, . . . , ξn и

M(ξ1 + . . . + ξk)I{ν=k}(ξk+1 + . . . + ξn) =

= M(ξ1 + . . . + ξk)I{ν=k} · M(ξk+1 + . . . + ξn) = 0.

Так как для ω ∈ {ν = k} имеем ζk � x и

P{ν � n} = P{ max
1�k�n

|ζk| � x},

то

Mζ2
n �

n∑
k=1

Mζ2
kI{ν=k} � x2P{ν � n} = x2P{ max

1�k�n
|ζk| � x}.

Неравенство (8) доказано.
Докажем теорему об усиленном законе больших чисел для независи-

мых равнораспределенных случайных величин.

Теорема 7. Пусть ξ1, ξ2, . . . независимы, Mξn = 0, Dξn = σ2
n и

∞∑
n=1

σ2
n

n2
< ∞.

Тогда
ξ1 + . . . + ξn

n
п.н.−→ 0. (9)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Обозначим ζn = ξ1 + . . . + ξn. По критерию (3) из § 48 сходимость (9)

равносильна условию

P
{

sup
k�n

∣∣∣ζk

k

∣∣∣ > ε
}
→ 0, n → ∞, (10)

при любом ε > 0. Обозначим An событие

An =
{

max
2n−1�k�2n

∣∣∣ζk

k

∣∣∣ > ε
}
.

Тогда (10) равносильно

P
{ ∞⋃

k=n

Ak

}
→ 0, n → ∞. (11)
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По неравенству Колмогорова

P(An) � P{ max
2n−1�k�2n

|ζn| > ε · 2n−1} �

� P{ max
1�k�2n

|ζn| > ε · 2n−1} � 4
Dζ2n

ε2 · 22n
.

Далее

∞∑
k=1

P(An) � 4ε−2
∞∑

k=1

2−2k
2k∑

n=1

σ2
n �

� 4ε−2
∞∑

n=1

σ2
n

∑
{k:2k�n}

2−2k � 8ε−2
∞∑

n=1

σ2
n

n2
< ∞,

так как
∞∑

k=k0

2−2k � 2 · 2−2k0 . Из сходимости ряда
∑
k

P(An) следует (11),

так как

P
{ ∞⋃

k=n

Ak

}
�

∞∑
k=n

P(Ak) → 0, n → ∞.

Докажем следующую вспомогательную лемму.

Лемма 3. Математическое ожидание ξ конечно тогда и только то-
гда, когда ∞∑

n=1

P{|ξ| > n} < ∞.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Если Mξ конечно, то и M|ξ| конечно, и наоборот. Из очевидных нера-

венств
∞∑

n=1

(n − 1)P{n − 1 < |ξ| � n} � M|ξ| �
∞∑

n=1

nP{n− 1 < |ξ| � n}

и соотношений
∞∑

n=1

nP{n − 1 < |ξ| � n}=
∞∑

n=0

P{|ξ| > n} � 1 +
∞∑

n=1

P{|ξ| > n},
∞∑

n=1

(n−1)P{n−1< |ξ|�n}=
∞∑

n=1

nP{n−1 < |ξ| � n}−P{ξ > 0}=

=
∞∑

n=1

P{|ξ| > n}

(12)
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вытекают неравенства

∞∑
n=1

P{|ξ| > n} � M|ξ| � 1 +
∞∑

n=1

P{|ξ| > n},

откуда следует утверждение леммы.
Для независимых одинаково распределенных случайных величин спра-

ведливо более сильное утверждение, дающее необходимое и достаточное
условие усиленного закона больших чисел.

Теорема 8 (Усиленный закон больших чисел Колмогорова). Пусть
ξ1, ξ2, . . . независимы и одинаково распределены. Для того чтобы

ξ1 + ξ2 + . . . + ξn

n
п.н.−→ a,

необходимо и достаточно, чтобы существовало конечное Mξn = a.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Достаточность. Введем случайные величины

ξ̃n =
{

ξn, если |ξn| � n,

0, если |ξn| > n

и ζ̃n = ξ̃1 + . . . ξ̃n. Случайные величины ξ̃1, ξ̃2, . . . также независимы, так
как ξ̃n есть функция ξn. Из равенства

ζn − na
n =

ζn − ζ̃n

n +
ζn − Mζ̃n

n +
(Mζ̃n

n − a
)

(12)

заключаем, что теорема будет доказана, если мы покажем, что справа все три
слагаемых с вероятностью 1 сходятся к нулю. Третье слагаемое неслучайно
и бесконечно мало, так как оно равно среднему арифметическому

− 1
n

n∑
k=1

MξkI{|ξk|>k}

сходящихся к нулю MξkI{|ξk|>k} → 0, k → ∞ членов. Обозначим An =
= {ξn 
= ξ̃n}. Имеем

∞∑
n=1

P(An) =
∞∑

n=1

P{|ξn| > n} =
∞∑

n=1

P{|ξ1| > n},
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где последний ряд сходится, в силу конечности Mξ1, по только что доказан-
ной лемме. Поэтому по лемме Бореля–Кантелли лишь для конечного числа
номеров n ξ̃n 
= ξn. Следовательно, в (12)

ζn − ζ̃n

n
п.н.−→ 0.

Осталось доказать
�ζn − M�ζn

n
п.н.−→ 0. Применим теорему 3. Для этого дока-

жем, что
∞∑

n=1

Dξ̃n

n2
< ∞.

Поскольку

Dξ̃n � Mξ̃2
n �

∞∑
k=1

k2P{k − 1 < |ξ| � k},

то

∞∑
n=1

Dξ̃n

n2
�

∞∑
n=1

n∑
k=1

k2

n2
P{k − 1 < |ξ1| � k} =

=
∞∑

k=1

k2P{k − 1 < |ξ1| � k}
∑
n�k

1
n2

.

Так как

∑
n>k

1
n2

�
∞∫

k

dx
x2

= 1
k

, то
∑
n�k

1
n2

� 1
k

+ 1
k2

= k + 1
k2

и

∞∑
n=1

Dξ̃n

n2
�

∞∑
k=1

k2(k + 1)
k2

P{k − 1 < |ξ1| � k} �

�
∞∑

k=1

(k + 1)P{k − 1 < |ξ1| � k} �

� 2 +
∞∑

k=1

(k − 1)P{k − 1 < |ξ1| � k} � 2 + M|ξ1| < ∞.
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Необходимость. Если
ζn

n
п.н.−→ a, то

ξn

n =
ζn

n − n − 1
n · ζn−1

n − 1
п.н.−→ 0,

т. е. с вероятностью 1 осуществляется лишь конечное число собы-

тий
∣∣∣ ξn

n

∣∣∣ > 1. По лемме Бореля–Кантелли это влечет за собой

∞∑
n=1

P{|ξn| > n} =
∞∑

n=1

P{|ξ1| > n} < ∞.

Следовательно, по лемме этого параграфа конечно Mξ1.

Следствие. В схеме Бернулли для числа успехов имеет место не толь-
ко закон больших чисел

μn

n
P→ p,

но и усиленный закон больших чисел

μn

n
п.н.−→ p.

Следствие вытекает из теоремы 8, так как μn = ξ1 + . . . + ξn, где
ξ1, . . . , ξn независимы и P{ξi = 1} = p, P{ξi = 0} = 1 − p.

Задачи

1. Случайные величины ξn, n = 1, 2, . . . независимы и одинаково распределе-
ны. Доказать, что с вероятностью 1 произойдет лишь конечное число событий

An = {|ξn| �
√

n}

тогда и только тогда, когда Dξn конечна.
2. Доказать, что сходимость ξn к ξ почти наверное или по вероятности влечет за

собой сходимость в том же смысле f(ξn) к f(ξ), если f(x) — непрерывная функция.

3. Если f(x) — непрерывная ограниченная функция, то из ξn
P→ ξ следует

сходимость f(ξn) к f(ξ) в среднем r-го порядка при любом r > 0. Доказать.
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4. Показать, что в условиях теоремы 7 можно получить более сильное утвер-
ждение о сходимости

λ1ξ1 + . . . λnξn

n
п.н.−→ 0,

где λn — некоторая последовательность, стремящаяся к бесконечности.
5. Случайные величины ξ1, . . . , ξ1, . . . независимы, одинаково распределе-

ны, Mξ1 конечно. Независимые от них случайные величины θ1, . . . , θn, . . . неза-
висимы между собой и удовлетворяют условию |θn| � 1 и Mθn = 0, n = 1, 2, . . .
Справедливо ли утверждение

θ1ξ1 + . . . + θnξn

n
п.н.−→ 0?
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Статистические данные

§50. Основные задачи математической статистики

В гл. 1 говорилось, что теория вероятностей занимается изучением
математических моделей случайных явлений. Имея подходящую математи-
ческую модель какого-либо случайного явления, мы можем рассчитывать
вероятности тех или иных событий, и по этим вероятностям мы можем,
пользуясь статистической устойчивостью частот, предсказывать частоты
этих событий. Если вероятностная модель выбрана правильно, то такие
предсказания будут выполняться со случайными ошибками, которые также
можно рассчитывать в рамках выбранной модели.

Математическая статистика выделяется из теории вероятностей в само-
стоятельную область, хотя основные методы и приемы рассуждений в ней
остаются теми же самыми. Причиной этого является специфичность за-
дач математической статистики, являющихся в известной мере обратными
к задачам теории вероятностей. Если в теории вероятностей мы считаем за-
данной модель явления и производим расчет возможного реального течения
этого явления, то в математической статистике мы исходим из известных
реализаций каких-либо случайных событий, из так называемых статисти-
ческих данных, которые обычно носят числовой характер. Математическая
статистика разрабатывает различные методы, которые позволяют по этим
статистическим данным подобрать подходящую теоретико-вероятностную
модель. Например, пусть имеется n независимых наблюдений в схеме Бер-
нулли и пусть в m из них произошло событие A. Поскольку модель в схеме
Бернулли определяется числом испытаний n и вероятностью p = P(A), то
на этом примере мы сталкиваемся с одной из задач математической стати-
стики: как по m ocyществлениям события A в n независимых испытаниях
определить вероятность p = P(A)?

Перечислим те основные задачи, которые решает математическая ста-
тистика, на примере схемы Бернулли.

а) Проверка статистических гипотез. Из каких-либо априорных сооб-
ражений мы можем предполагать, что p = p0, где p0 — некоторое фиксиро-
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ванное значение. По частоте m
n мы должны решить, справедлива гипотеза

p = p0 или нет. Поскольку при больших n частота m
n близка к p, то стати-

стический критерий по проверке гипотезы p = p0 должен основываться на

разности
∣∣∣mn − p0

∣∣∣. Если она большая, то, по-видимому, гипотеза неверна,
если же она мала, то у нас нет основания отвергать гипотезу p = p0.

б) Статистическое оценивание неизвестных параметров. Иногда нам
требуется по наблюденному m указать то число p̂, которое можно принять
за вероятность p в схеме Бернулли. В нашем примере естественно взять
p̂ = m

n . Оценка должна быть в том или ином смысле близкой к оценивае-
мому параметру.

в) Доверительные интервалы. Иногда нас интересует не точное значе-
ние неизвестного параметра p, а требуется указать тот интервал p � p � p,
в котором с вероятностью, близкой к единице, лежит параметр p. Такой
интервал (p(m), p(m)), концы которого случайны и зависят лишь от на-
блюдаемого значения m, называется доверительным интервалом.

В последующих главах мы уточним понятия, связанные с этими основ-
ными задачами, и рассмотрим эти задачи применительно к некоторым ве-
роятностным моделям.

§ 51. Выборочный метод

Терминология многих статистических задач связана со следующей ур-
новой схемой. Пусть имеется урна с карточками, на которых нанесены чис-
ла X1, X2, . . . , XN . Из урны случайно выбираются n карточек с числа-
ми x1, x2, . . . , xn. Полученный набор чисел

x1, x2, . . . , xn (1)

называется выборкой объема n из генеральной совокупности

X1, X2, . . . , XN . (2)

Как известно, выборка может быть без возвращения, когда каждое под-
множество {Xi1 , . . . , Xin} мощности n из всего множества (2) появля-

ется с вероятностью 1
Cn

N

, и с возвращением, когда каждый упорядочен-

ный набор (Xi1 , . . . , Xin), где могут быть повторения, появляется с ве-

роятностью 1
Nn . Нетрудно видеть, что в случае выборки с возвращени-

ем x1, . . . , xn являются независимыми случайными величинами с законом



§ 51. ВЫБОРОЧНЫЙ МЕТОД 203

распределения случайной величины ξ, которая с одной и той же вероятно-

стью 1
N

принимает каждое из значений (2), если все Xj различны:

P{ξ = Xj} = 1
N

, j = 1, . . . , N.

В этом случае мы говорим, что (1) есть независимая выборка объема n, или
независимая реализация объема n случайной величины ξ.

Упорядочивая выборку (1) по возрастанию, мы получаем вариационный
ряд

x(1) � x(2) � . . . � x(n).

С любой выборкой (1) можно связать так называемое эмпирическое, или вы-

борочное, распределение, приписывая каждому значению xi вероятность
1
n .

Эмпирической (или выборочной) функцией распределения будет

F̂ (x) = 1
n

n∑
k=1

I{xk�x}.

Поскольку выборка (1) случайна, то эмпирическая функция распределения
при каждом x есть случайная величина. Математическое ожидание (сред-
нее), дисперсия, моменты эмпирического распределения также будут слу-
чайными величинами и будут называться, соответственно, эмпирическими
(или выборочными) математическим ожиданием (средним), дисперсией,
моментами. Таким образом, выборочное среднее есть среднее арифмети-
ческое элементов выборки

x = 1
n

n∑
k=1

xk, (3)

и выборочная дисперсия равна

s2 = 1
n

n∑
k=1

(xk − x)2. (4)

Выборочные моменты и центральные моменты порядка определяются вы-
ражениями

1
n

n∑
i=1

xr
i ,

1
n

n∑
i=1

(xi − x)r.
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В прикладных курсах математической статистики большое место за-
нимает так называемая описательная статистика, в которой излагаются
рациональные способы задания статистических данных и вычисления свод-
ных характеристик типа (3) и (4). Например, если xi = a + yi, то x = a + y,
где

y = 1
n

n∑
i=1

yi и s2 = 1
n

n∑
i=1

y2
i − (a − x)2.

Эти формулы облегчают вычисления в случае, когда числа xi большие.
Подбирая подходящее a, мы сводим все вычисления к арифметическим
действиям над числами yi с небольшим числом знаков.

«Выборочная» терминология сохраняется и в том случае, когда ге-
неральная совокупность (2) не состоит из конечного числа элементов N ,
а просто есть некий генератор независимых случайных величин xi с каким-
либо распределением1. Такой идеализацией в статистике пользуются или
при очень больших N (например, при статистических обследованиях в де-
мографии, экономике, социологии), или в том случае, когда элементы вы-
борки (1) можно получать какой-либо однородной процедурой любое число
раз (например, результаты измерений, размер деталей при массовом их из-
готовлении и т. д.).

В дальнейшем мы будем в основном заниматься независимыми вы-
борками. Относительно бесповторной выборки докажем лишь следующую
теорему. Обозначим

X = 1
N

N∑
i=1

Xi, S2 = 1
N

N∑
i=1

(Xi − X)2

среднее и дисперсию генеральной совокупности (2).

Теорема 1. Эмпирическое среднее x бесповторной выборки (1) имеет
следующее математическое ожидание и дисперсию:

Mx = X, Dx = S2

n · N − n
N − 1

. (5)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Воспользуемся формулами

Mx = 1
n

n∑
i=1

Mxi, Dx = 1
n2

( n∑
i=1

Dxi + 2
∑
i<j

Cov(xi, xj)
)
. (6)

1В математической статистике случайные величины обозначаются часто буквами xi, yj

и т. д., являющимися элементами выборки.
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Вычислим Mxi, Dxi, Cov(xi, xj). Поскольку для вычисления нам нуж-
ны лишь двумерные распределения xi, xj , рассмотрим конечное вероят-
ностное пространство (Ω, � , P), где элементарные события ω = (k, l),
1 � k 
= l � N , и элементарные вероятности p(ω) = 1

N(N − 1)
. Случайные

величины xi, xj определим равенствами

xi(k, l) = Xk, xj(k, l) = Xl.

Тогда

Mxi = 1
N

N∑
k=1

Xk = X, Dxi = 1
N

N∑
k=1

(Xk − X)2 = S2

и при i 
= j

Cov(xi, xj) = 1
N(N − 1)

∑
k =l

(Xk − X)(Xl − X) =

= 1
N(N − 1)

[
−

N∑
k=1

(Xk − X)2 +
[ N∑

k=1

(Xk − X)
]2]

= − S2

N − 1
.

Подставляя полученные значения в (6), получаем формулы (5).

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Для выборки с возвращением дисперсия x равна S2/n. По нера-

венству Чебышева при N � n → ∞ мы получим x
P→ X как в случае выборки

с возвращением, так и в случае выборки без возвращения.

Задачи

1. Из конечной генеральной совокупности {X1, X2, . . . , XN} берутся после-
довательно две бесповторные выборки (x1, . . . , xn1) и y1, . . . , yn2 , n1 + n2 � N .
Найти ковариацию и коэффициент корреляции между средними

x = 1
n1

n1�
i=1

xi и y = 1
n2

n2�
i=1

yi.

2. Найти математическое ожидание Ms2 выборочной дисперсии

s2 = 1
n

n�
i=1

(xi − x)2,
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где

x = 1
n

n�
i=1

xi,

для бесповторной выборки x1, . . . , xn из конечной генеральной совокупности
(X1, X2, . . . , XN ).

3. Найти математическое ожидание Ms2 выборочной дисперсии

s2 = 1
n

n�
i=1

(xi − x)2,

если x1, . . . , xn — независимая выборка из распределения с дисперсией Dxi = σ2.
4. Вычислить Mx(k) и Dx(k), если вариационный ряд x(1) � x(2) � . . . � x(n)

получен из независимой выборки x1, . . . , xn с равномерным распределением
в (0, a).
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Статистические критерии

§52. Статистические гипотезы

Пусть случайная величина ξ или случайный вектор ξ = (ξ1, . . . , ξn)
имеет плотность p(x; θ), зависящую от параметра θ, одномерного или мно-
гомерного, принимающего значения из некоторого множества Θ. В частно-
сти, если p(x; θ) — одномерная плотность и независимая выборка

x1, x2, . . . , xn (∗)
получена из распределения с этой плотностью, то n-мерная плотность, со-
ответствующая выборке (∗), равна произведению

p(x1, . . . , xn; θ) =
n∏

k=1

p(xk; θ).

Хотя мы будем далее говорить о p(x; θ) как о плотности, все сказанное
с очевидными видоизменениями будет применимо и к дискретным случай-
ным величинам с законом распределения

p(x; θ) = P{ξ = x},
где x принимает счетное или конечное число значений.

Значение параметра θ вполне определяет плотность p(x; θ). Те или
иные предположения о значениях параметра θ мы будем называть ста-
тистическими гипотезами. Статистическая гипотеза называется простой,
если она состоит в том, что θ = θ0, где θ0 — некоторое фиксированное
значение. Если же наше предположение заключается в том, что θ ∈ Θ0,
где Θ0 — подмножество множества параметров Θ, состоящее более
чем из одной точки, то мы говорим о сложной гипотезе. Рассмотрим
примеры.
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П р и м е р 1. Пусть

p(x; a, σ) = 1√
2πσ

e
−

(x−a)2

2σ2

— плотность нормального распределения, зависящая от двумерного пара-
метра (a, σ). Гипотеза (a, σ) = (0, 1) является простой, а гипотеза a = a0,
где a0 фиксировано, — сложной.

П р и м е р 2. Пусть

p(x; θ) = Cx
nθx(1 − θ)n−x

— вероятность x успехов в схеме Бернулли с n независимыми испытани-
ями. Примером простой гипотезы служит θ = 1/2, а примером сложной,

если θ > 1
2
.

Задача проверки статистических гипотез ставится следующим образом.
Известно, что выборка (∗) получена из распределения, имеющего плот-
ность вида p(x; θ). Относительно параметра θ имеется некоторая основная,
или проверяемая, гипотеза H0 : θ ∈ Θ0. Мы должны построить такой ста-
тистический критерий, который позволяет нам заключить, согласуется ли
выборка (1) с гипотезой H0 или нет. Обычно критерий строится с помо-
щью критического множества. Из множества X всех возможных значе-
ний x = (x1, . . . , xn) выборки (1) выделяется такое подмножество S, назы-
ваемое критическим, что при x ∈ S гипотеза H0 отвергается, а в остальных
случаях она принимается. Критическое множество S выбирается таким,
чтобы вероятность

Pθ(S) =
∫
S

p (x; θ) dx

выборке x попасть в S при гипотезе H0 была мала. Получаемый с помо-
щью критического множества S статистический критерий называют иногда
S-критерием. Естественно, что множество S, удовлетворяющее этому тре-
бованию, можно выбрать многими способами. Более определенный выбор
возникает в том случае, когда нам задана конкурирующая, или альтерна-
тивная, гипотеза H1 : θ ∈ Θ1. Мы будем рассматривать главным образом
случай двух простых гипотез: проверяемой гипотезы H0 : p0(x) = p(x; θ0)
и конкурирующей гипотезы H1 : p1(x) = p(x; θ1). Есть задачи, в которых
гипотезы H0 и H1 равноправны. Так обстоит дело при разбиении множества
каких-либо объектов на два вида по значениям определенных параметров.
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Однако очень часто в реальных задачах гипотезы H0 и H1 выступают нерав-
ноправно. Например, размер годной детали, изготавливаемой на заводе, есть
случайная величина, имеющая нормальное распределение с параметрами
(a0, σ0). Предположим, что дефектная деталь имеет соответствующий раз-
мер также нормально распределенным, но уже с параметрами (a, σ0), где
a 
= a0. Технический контроль, на который поступают изготовленные дета-
ли, исходит из того, что детали должны быть годными, и поэтому проверяет
гипотезу H0, т. е. их годность. В этом случае H0 — основная гипотеза, и на
контроле надо уловить те детали, которые изготовлены в условиях конку-
рирующей гипотезы H1.

§ 53. Уровень значимости и мощность критерия

Рассмотрим две простые гипотезы: проверяемую H0 : θ = θ0 и конку-
рирующуюH1 : θ = θ1. С каждым S-критерием связаны ошибки двух родов.
Ошибка первого рода — отвержение гипотезы H0, когда она верна; прини-
мая гипотезу H0 в случае, когда верна конкурирующая гипотеза H1, мы
делаем ошибку второго рода. Обозначим

Pi(B) =
∫
B

p(x; θi) dx, i = 0, 1. (1)

Тогда вероятность ошибки первого рода S-критерия равна

α = P0(S), (2)

а вероятность ошибки второго рода равна

β = P1(S), (3)

где S = X \ S. Иногда мы кратко вероятности ошибок первого и второго
родов будем называть просто ошибками первого и второго рода.

Задача построения S-критерия для проверки простой гипотезы H0 при
конкурирующей гипотезе H1 ставится следующим образом. Вероятность
ошибки первого рода α называется уровнем значимости S-критерия. Функ-
цией мощности W = W (S; θ) S-критерия называется следующая функция
от θ:

W (S; θ) =
∫
S

p(x; θ) dx, (4)
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т. е. вероятность отвергнуть гипотезу H0, когда истинное значение парамет-
ра равно θ. Как видно из (2), (3) и (4), вероятности ошибок первого и второго
рода следующим образом выражаются через функцию мощности:

α = W (S; θ), 1 − β = W (S; θ).

Итак, сначала задается уровень значимости α и рассматривается мно-
жество �α всех S-критериев с уровнем значимости α. Среди этих критери-
ев выбирается критерий S∗, для которого мощность при θ = θ1 принимает
наибольшее значение, т. е.

W (S∗; θ0) = α, W (S∗; θ1) = max
S∈�α

W (S; θ1). (5)

Критерий S∗, удовлетворяющий условиям (5), называется оптимальным,
или наиболее мощным, критерием. Оптимальный критерий, удовлетворяю-
щий (5), не всегда существует, поэтому нам удобно будет обобщить понятие
статистического критерия. Для этого опишем S-критерий с помощью функ-
ции ϕ(x), определенной следующим образом:

ϕ(x) =
{

1, если x ∈ S,

0, если x /∈ S.
(6)

Мы можем истолковывать ϕ(x) как вероятность отвергнуть гипотезу H0,
когда выборка приобретает значение x. Критерии, описываемые функцией
вида (6), называются нерандомизированными. Введем понятие рандомизи-
рованного критерия (от англ. random — случайный). Пусть задана функ-
ция ϕ(x) такая, что 0 � ϕ(x) � 1 для всех x. Мы предполагаем, что с каж-
дым значением выборки x связывается некий случайный эксперимент (ран-
домизация) с двумя исходами 1 и 0, причем вероятность 1 равна ϕ(x),
а вероятность 0 равна 1 − ϕ(x). В зависимости от исхода этой рандомиза-
ции действует и наш рандомизированный критерий. Если выпала 1, то H0

отвергается; если выпал 0, то H0 принимается. Функцию мощности этого
критерия, который можно назвать ϕ-критерием, обозначим W (ϕ, θ). Она
равна

W (ϕ, θ) =
∫

ϕ(x)p(x; θ) dx = Mθϕ(ξ),

где Mθ означает математическое ожидание по распределению p(x; θ), а ξ —
случайная величина, плотность которой равна p(x; θ). Уровень значимости
ϕ-критерия равен

α = W (ϕ; θ0) = Mθ0ϕ(ξ),
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а вероятность ошибки второго рода равна

β = 1 − W (ϕ; θ1) = 1 − Mθ1ϕ(ξ).

Рассмотрим множество �α всех ϕ-критериев с фиксированным уров-
нем значимости α. Мы будем называть ϕ∗-критерий оптимальным, или
наиболее мощным, если

W (ϕ∗; θ0) = α, W (ϕ∗; θ1) = max
ϕ∈�α

W (ϕ; θ1). (7)

Задача (7) всегда допускает решение.

§ 54. Оптимальный критерий Неймана–Пирсона

Обозначим

p0(x) = p(x; θ0), M0ϕ =
∫

ϕ(x)p0(x) dx,

p1(x) = p(x; θ1), M1ϕ =
∫

ϕ(x)p1(x) dx.

Оптимальный критерий (7) можно искать среди критериев, которые опре-

деляются отношением правдоподобия
p1(x)

p0(x)
.

Теорема 1 (Теорема Неймана–Пирсона). Для любого 0 � α � 1 су-
ществуют такие числа c � 0 и 0 � ε � 1, что ϕ∗-критерий с функцией

ϕ∗(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если p1(x) > cp0(x),
ε, если p1(x) = cp0(x),
0, если p1(x) < cp0(x)

(8)

определяет оптимальный критерий с уровнем значимости α, удовлетворя-
ющий (7).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть 0 < α < 1. Случаи α = 0 и α = 1 проверяются отдельно, и мы

не будем здесь этим заниматься. Рассмотрим функцию от c

g(c) = P{p1(ξ) > cp0(ξ) |H0}
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в предположении, что верна гипотеза H0. Функция

1 − g(c) = P
{p1(ξ)

p0(ξ)
� c |H0

}

есть функция распределения случайной величины
p1(ξ)

p0(ξ)
, поэтому она непре-

рывна справа и g(∞) = 0, g(−0) = 1. Определим cα из условия

g(cα) � α < g(cα − 0).

Если g(cα) < g(cα − 0), то выбираем

εα =
α − g(cα)

g(cα − 0) − g(cα)
.

Если g(cα) = g(cα − 0), то полагаем εα = 0. В случае когда g(c) ≡ α для
целого отрезка c1 � c � c2, принимаем за cα любую точку этого отрезка,
например самую левую. Полагая c и ε в (8) равными найденным cα и εα,
строим функцию ϕ∗. Докажем, что полученный ϕ∗-критерий имеет уровень
значимости α и обладает свойством оптимальности (7). Докажем сначала,
что уровень значимости ϕ∗-критерия равен α. Имеем

M0ϕ
∗ =

∫
p1(x)>cαp0(x)

p0(x) dx +
α − g(cα)

g(cα − 0) − g(cα)

∫
p1(x)=cαp0(x)

p0(x) dx =

= g(cα) +
α − g(cα)

g(cα − 0) − g(cα)
· (g(cα − 0) − g(cα)) = α.

Пусть ϕ — любой другой критерий с M0ϕ � α. Покажем, что тогда
M1ϕ

∗ � M1ϕ. Рассмотрим интеграл∫
(ϕ∗(x) − ϕ(x))(p1(x) − cαp0(x)) dx. (9)

Разобьем его на два слагаемых∫
ϕ∗>ϕ

(ϕ∗ − ϕ)(p1 − cαp0) dx +
∫

ϕ∗<ϕ

(ϕ∗ − ϕ)(p1 − cαp0) dx. (10)
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В первом слагаемом интегрирование производится по точкам x, для которых
ϕ∗(x) > ϕ(x) � 0, поэтому в этом интеграле p1(x) � cαp0(x), т. е. подын-
тегральная функция неотрицательна. Аналогично, во втором интеграле (10)
ϕ∗(x) < ϕ(x) � 1, поэтому p1(x) � cαp0(x) и подынтегральная функция
также неотрицательна. Отсюда заключаем, что интеграл (9) неотрицателен,
т. е. ∫

(ϕ∗ − ϕ)p1 dx � cα

∫
(ϕ∗ − ϕ)p0 dx,

или

M1ϕ
∗ − M1ϕ � cα(α − M0ϕ) � 0,

что и требовалось доказать.

ЗАМЕЧАНИЕ. Теорема справедлива и для дискретных распределений p0(x)
и p1(x). В доказательстве в этом случае надо везде интегралы заменять суммами.

§ 55. Оптимальные критерии для проверки гипотез
о параметрах нормального и биномиального
распределений

Пусть (1) есть независимая выборка из нормального распределения
с параметрами (a, σ). Пусть σ известно, а относительно a имеются две
гипотезы:

гипотеза H0 : a = a0,

гипотеза H1 : a = a1 > a0.

Построим оптимальный критерий Неймана–Пирсона. В этом случае

pj(x) = 1
(2π)n/2σn

e
− 1

2σ2

n�
i=1

(xi−aj)
2

, j = 0, 1,

и
p1(x)
p0(x)

= exp
{
nx(a1 − a0) − n

2σ2
(a2

1 − a2
0)
}

, (11)

где x — выборочное среднее. Из (11) следует, что область значений x, для
которых p1(x)/p0(x) > C , определяется неравенством x > C1 при некото-
ром C1. Как известно, среднее x распределено нормально с параметра-
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ми
(
a, σ√

n

)
. Определим теперь ошибки первого и второго рода:

α=P{x > C1 |H0}= 1√
2π

∞∫
C1−a0

σ
√

n

e
−u2

2 du = 1 − Φ
(C1 − a0

σ
√

n
)
, (12)

β = P{x � C1 |H1} = 1√
2π

C1−a1

σ
√

n∫
−∞

e
−u2

2 du = Φ
(C1 − a1

σ
√

n
)
. (13)

Обозначим uγ то значение, для которого

1 − Φ(uγ) = γ. (14)

uγ носит название квантиль нормального распределения.Тогда из (12) и (13)
uγ = −u1−γ вытекает

C1 − a0
σ

√
n = uα,

C1 − a1
σ

√
n = −uβ,

C1 = a0 + uα
σ√
n

= a1 − uβ
σ√
n

и

n =
σ2(uα + uβ)2

(a1 − a0)2
. (15)

Равенство (15) дает тот объем выборки, который при оптимальном критерии
обеспечивает ошибки первого и второго рода α и β (если правая часть (15) —
нецелая, то за n надо брать ближайшее большее целое число). Рассмотрим
теперь следующие две гипотезы:

H0 : a = 0, σ = σ0,

H1 : a = 0, σ = σ1 > σ0.

В этом случае отношение правдоподобия

p1(x)
p0(x)

=
σn

0

σn
1

exp
{

1
2

(
1
σ2

0

− 1
σ2

1

) n∑
i=1

x2
i

}
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приводит к критическому множеству

n∑
i=1

x2
i � C1.

Поскольку случайная величина

χ2
n

σ2
=

n∑
i=1

x2
i

σ2

имеет при гипотезе (0, σ) χ2-распределение с n степенями свободы с функ-
цией распределения

Kn(x) =

x∫
0

kn(u) du, x � 0,

и плотностью

kn(x) = 1

2
n
2 Γ

(
n
2

)x
n
2
−1

e
−x

2 , x > 0,

то ошибки первого и второго рода определяются из равенств

α = P
{

1
σ2

0

n∑
i=1

x2
i � C1

σ2
0

}
= 1 − Kn

(C1

σ2
0

)
,

β = P
{

1
σ2

1

n∑
i=1

x2
i � C1

σ2
1

}
= Kn

(C1

σ2
1

)
.

Построим оптимальный критерий в схеме Бернулли. Пусть 0 < p0 < p1 < 1.
Рассмотрим следующие две гипотезы:

H0 : p0(x) = Cx
npx

0(1 − p0)n−x, x = 0, 1, . . . , n,

H1 : p1(x) = Cx
npx

1(1 − p1)n−x, x = 0, 1, . . . , n.

Оптимальный критерий для проверки гипотезы H0 против конкурирующей
гипотезы H1 строится, исходя из неравенства

p1(x)
p0(x)

=
[p1(1 − p0)
p0(1 − p1)

]x (1 − p1)n

(1 − p0)n � C,
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которое равносильно неравенству x � C1 при некотором C1. Для вы-
числения ошибок первого и второго рода воспользуемся тем, что чис-
ло положительных успехов x асимптотически нормально с параметрами
(np,

√
np(1 − p)). Имеем

α = P{x � C1 |H0} = P
{ x − np0√

np0(1 − p0)
� C1 − np0√

np0(1 − p0)

∣∣∣H0

}
,

β = P{x < C1 |H1} = P
{ x − np1√

np1(1 − p1)
<

C1 − np1√
np1(1 − p1)

∣∣∣H1

}
.

Отсюда, используя квантиль uγ , определенную (14), получаем при задан-
ных α и β границу

C1 ≈ np0 + uα

√
np0(1 − p0) ≈ np1 − uβ

√
np1(1 − p1)

и необходимый объем выборки

n ≈ (uα

√
p0(1 − p0) + uβ

√
p1(1 − p1))2

(p0 − p1)2
.

§ 56. Критерии для проверки сложных гипотез

На примерах выборок из нормального распределения разберем те за-
дачи, которые возникают при проверке сложных гипотез.

П р и м е р 3. Пусть независимая выборка (1) взята из нормального
распределения с параметрами (a, σ), причем σ известно. Рассмотрим про-
стую проверяемую гипотезу H0 : a = a0 и одностороннюю сложную конку-
рирующую гипотезу H1 : a > a0. Действуя так же, как в § 55 при различении
двух простых гипотез, находим, что критерий

x > C1 = a0 +
uασ√

n

будет иметь уровень значимости α и будет наиболее мощным для лю-
бой простой гипотезы a1 > a0. Функция мощности этого критерия W (a)
будет иметь график, изображенный на рис. 14, и ошибка второго ро-
да β(a) = 1 − W (a) при a ↓ a0 в пределе равна 1 − α. Поэтому по критерию
x > C1 мы можем лишь с малой ошибкой α отвергнуть гипотезу H0. В слу-
чае x � C1 мы не имеем больших оснований утверждать только на основе
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выборки (1), что a = a0, а не a > a0, так как при a, близких к a0, вероят-
ность события x � C1 близка к единице. Поэтому при x � C1 мы говорим,
что выборка (1) не противоречит гипотезе H0, и если эта гипотеза имеет
какое-либо обоснование, независимое от выборки (1), то выборка в этом
случае ее подтверждает.

Рис. 14. Функция мощности W (a) кри-

терия x > a0 + uα
σ√
n
.

Рис. 15. Функция мощности W (a) дву-

стороннего критерия |x − a| >
uα/2σ√

n
.

П р и м е р 4. Пусть гипотеза H0 остается прежней, а конкурирую-
щая гипотеза будет двусторонней H1 : a 
= a0. В этом случае для значений
a = a1 < a0 и a = a1 > a0 теорема Неймана–Пирсона дает разные опти-
мальные критерии x < C1 и x > C1, т. е. не существует такого критерия
с уровнем значимости α, который максимизировал бы функцию мощно-
сти W (a) во всех точках a 
= a0. В этом случае применяют двусторонний
критерий, по которому гипотеза H0 отвергается, когда

|x − a0| �
uα/2σ√

n
.

Функция мощности такого критерия равна

W (a) = 1 − 1√
2π

a0−a

σ
√

n+uα/2∫
a0−a

σ
√

n−uα/2

e
x2

2 dx.

Уровень значимости этого критерия равен α, а график функции мощно-
сти W (a) имеет вид, изображенный на рис. 15.

П р и м е р 5. Пусть имеются две независимые выборки: выбор-
ка x1, . . . , xn1 из нормального распределения (0, σ1) и выборка y1, . . . , yn2
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из нормального распределения (0, σ2). Рассмотрим основную гипоте-
зу H0 : σ1 = σ2 и конкурирующую гипотезу H1 : σ1 
= σ2. Статистика

F =

1
n1

n1∑
i=1

x2
i

1
n2

n2∑
i=1

y2
i

(16)

имеет при гипотезе H0 F -распределение Фишера. Критерий можно по-
строить на основе статистики (16). Пусть Fγ — такая квантиль F -
статистики (16), что

P{F � Fγ |H0} = γ.

Будем принимать гипотезу H0 тогда и только тогда, когда

F
1−α

2

� F � Fα
2

.

Этот критерий имеет уровень значимости α.

§ 57. Непараметрические критерии

В математической статистике часто требуется проверить гипотезу, что
независимая выборка

x1, x2, . . . , xn (17)

взята из генеральной совокупности с функцией распределения F (x). Отно-
сительно конкурирующей гипотезы, кроме независимости xi в (17), других
предположений не делается. В этом случае применяются так называемые
непараметрические статистические критерии, которые строятся на осно-
ве какой-либо статистики g(x1, . . . , xn, F ), зависящей от F , причем распре-
деление этой статистики при справедливости основной гипотезы известно
точно или асимптотически при n → ∞. Обычно статистика положительна,
и при любой конкурирующей гипотезе ее значение возрастает. Выбирается
такое gα, чтобы g � gα при основной гипотезе выполнялось с вероятно-
стью ошибки первого рода α. Основная гипотеза принимается, если g < gα,
и отвергается, если g � gα. Одним из наиболее известных таких критериев
является χ2-критерий Пирсона.

Выберем точки

z0 = −∞ < z1 < z2 < . . . < zr−1 < zr = ∞.
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По известной функции F (x) вычисляем вероятности

pk = F (zk) − F (zk−1), k = 1, . . . , r.

Обозначим νk число тех xi из выборки (17), которые удовлетворяют усло-
вию zk−1 < xi � zk. Тогда при справедливости основной гипотезы случай-
ные величины

ν1, ν2, . . . , νr (18)

имеют полиномиальное распределение

P{νi = ni, i = 1, . . . , r} = n!
n1! . . . nr!

pn1
1 . . . pnr

r ,

n1 + . . . + nr = n.

(19)

Первоначальную задачу мы редуцируем теперь к проверке гипотезы о том,
что частоты (18) получены из полиномиального распределения (19) с веро-
ятностями исходов

p1, p2, . . . , pr.

Статистика, на основе которой строится критерий, называется χ2-статис-
тикой Пирсона и определяется суммой

χ2
n =

r∑
k=1

(νk − npk)2
npk

. (20)

Теорема 2. Распределение χ2
n при n → ∞ слабо сходится к χ2-

распределению с (r − 1)-й степенью свободы с функцией распреде-
ления

Kr−1(x) = 1

2
r−1

2 Γ
(

r − 1
2

)
x∫

0

u
r−1

2
−1

e
−u

2 du, x � 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Из теоремы 8 § 46 следует, что случайный вектор η(n) = (η(n)

1 , . . . , η
(n)
r )

с компонентами

η
(n)
k =

νk − npk√
npk

(21)

сходится при n → ∞ к нормальному распределению с нулевыми средними
и матрицей ковариации

‖Cov(ηk, ηl)‖ = ‖δkl −√
pkpl‖
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(будем обозначать ηk случайные величины с предельным нормальным рас-
пределением). Характеристическая функция предельного нормального рас-

пределения равна e
−1

2
Qη(t)

, где

Qη(t) =
r∑

k=1

t2k −
∑
k,l

tktl
√

pkpl =
r∑

k=1

t2k −
( r∑

k=1

√
pktk

)2

. (22)

Преобразуем вектор η ортогональным преобразованием ξ = Cη. Тогда ха-
рактеристические функции fξ и fη связаны соотношением

fξ(u) = fη(C∗u), u = (u1, . . . , ur),

где C∗ — преобразование, сопряженное C (см. свойство 7) из § 43). Ес-
ли t = C∗u, то u = Ct, t = (t1, . . . , tr). Выберем C так, чтобы

u1 =
√

p1t1 + . . . +
√

prtr, (23)

а остальные uk =
r∑

l=1

ckltl подберем так, чтобы матрица

C =

∥∥∥∥∥∥∥
√

p1
√

p2 . . .
√

pr

c21 c22 . . . c2r

. . . . . . . . . . . .
cr1 cr2 . . . crr

∥∥∥∥∥∥∥
была ортогональной. Тогда в fξ(u) = e−Qξ(u)/2 квадратичная форма, в си-
лу (22) и (23), равна

Qξ(u) = Qη(C∗u) =
r∑

k=1

t2k − u2
1 =

r∑
k=1

u2
k − u2

1 =
r∑

k=2

u2
k,

т. е. вектор ξ = (ξ1, . . . , ξr) имеет независимые компоненты, причем Dξ1 =0,
а ξ2, . . . , ξr распределены нормально с параметрами (0, 1). Из предельной

теоремы и формул (20), (21) следует, что χ2
n = η

(n)2

1 + . . . + η
(n)2

r сходится
к распределению η2

1 + . . . + η2
r . В силу ортогональности преобразования C

сумма η2
1 + . . . + η2

r переходит в сумму ξ2
1 + . . . + ξ2

r , что и доказывает тео-
рему (см. определение χ2-распределения в § 46).

Полученный результат применяется следующим способом. Задаемся
уровнем значимости α. Тогда, в силу теоремы 2, при больших n с вероят-
ностью, приближенно равной α, выполняется неравенство

χ2
n =

r∑
k=1

(νk − npk)2
npk

� kα(r − 1),
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где kα(r − 1) — α-квантиль χ2-распределения с (r − 1)-й степенью сво-
боды (см. § 64. п. в)). Мы считаем основную гипотезу принятой, если
χ2

n < kα(r − 1) и oтвeргнутой, если выполнено обратное неравенство. Вы-
бор точек деления z1, . . . , zr−1 должен удовлетворять двум требованиям.
Во-первых, вероятности p1, . . . , pr должны достаточно хорошо отражать
вид функции распределения F (x) (для этого r должно быть больше и pi —
меньше). Во-вторых, для того чтобы можно было пользоваться предельной
теоремой, npi и, соответственно, νi должны быть не очень маленькими
(для этого r должно быть не очень большим). Обычно на практике требуют,
чтобы

npi � 10, ν�10.

Из этих противоположных требований и выбираются точки z1, . . . , zr−1.
Другим примером непараметрического критерия является критерий

Колмогорова. Этот критерий основан на статистике

Dn = sup
−∞<x<∞

|Fn(x) − F (x)|, (24)

где F (x) — непрерывная функция распределения генеральной совокупно-
сти, Fn(x) — эмпирическая функция распределения, построенная по выбор-
ке (1):

Fn(x) = 1
n

n∑
k=1

I{xk�x}.

Докажем, что распределение случайной величины Dn инвариантно относи-
тельно F (x).

Теорема 3. Если F (x) непрерывна, то распределение статистики Dn

не зависит от F (x).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Докажем, что Dn при любой непрерывной F (x) имеет такое же рас-

пределение, как и в случае, когда F (x) задает равномерное распределение
на отрезке [0, 1].

Пусть ξ1, . . . , ξn — независимые случайные величины и каждая из них
имеет функцию распределения F (x). Предположим, что F (a) = 0, F (b) = 1
и 0 < F (x) < 1 при a < x < b, причем a и b могут быть и бесконечны-
ми. Обозначим через B множество, состоящее из тех точек a < x < b, для
которых при любом ε > 0 F (x) < F (x + ε). Нетрудно видеть, что при лю-
бом 0 < y < 1 существует единственная точка x ∈ B, для которой F (x) = y.
Примем это x за значение обратной функции x = F−1(y).
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Введем случайные величины

ηk = F−1(ξk), k = 1, . . . , n.

Они независимы, так как ξ1, . . . , ξn независимы, и равномерно распределе-
ны в (0, 1), так как события {ηk � y} и {ξk � F−1(y)} равносильны и при
любом 0 < y < 1

P{ηk � y} = P{ξk � F−1(y)} = F (F−1(y)) = y.

Обозначим более подробно эмпирические функции распределения для вы-
борок ξ1, . . . , ξn

Fn(x; ξ1, . . . , ξn) = 1
n

n∑
k=1

I{ξk�x}

и η1, . . . , ηn

Fn(y; η1, . . . , ηn) = 1
n

n∑
k=1

I{ηk�y}.

Положим y = F (x), x ∈ B. Тогда из равносильности событий {ξk � x}
и {ηk � y} следует

Fn(y; η1, . . . , ηn) = Fn(x; ξ1, . . . , ξn). (25)

Верхнюю грань в (24) можно брать по x ∈ B, поэтому, в силу (25), с веро-
ятностью 1

Dn = sup
x∈B

|Fn(x; ξ1, . . . , ξn) − F (x)| = sup
0<y<1

|Fn(y; η1, . . . , ηn) − y|,

что нам и требовалось доказать.
А. Н.Колмогоров доказал, что при n → ∞ для любой непрерыв-

ной F (x) имеет место следующая предельная теорема:

lim
n→∞P{√nDn � x} = K(x) =

∞∑
k=−∞

(−1)ke−2k2x2
, x > 0. (26)
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На основе предельного соотношения (26) строится непараметрический кри-
терий Колмогорова. Пусть kα — α-квантиль предельного распределения (26)

1 − K(kα) = α.

Тогда гипотеза о том, что выборка (17) взята из распределения с функци-
ей F (x), принимается, если

√
nDn � kα, и отвергается, если

√
nDn > kα.

Уровень значимости этого критерия равен приближенно α.
С той же самой предельной функцией K(x) связан критерийСмирнова.

Он состоит в следующем. Пусть x1, . . . , xn1 и y1, . . . , yn2 — две независи-
мые выборки, первая имеет функцию распределения F (x), вторая — G(x).
Обозначим

Dn1,n2 = sup
−∞<x<∞

|Fn1(x; x1, . . . , xn1) − Fn2(x; y1, . . . , yn2)|.

Н.В. Смирнов доказал, что если F (x) = G(x) и непрерывны, то

при n1, n2 → ∞, n1

n2
→ τ , 0 < τ < ∞, случайная величина√

n1n2

n1 + n2
Dn1,n2

в пределе имеет тот же закон распределения K(x), определенный ря-
дом (26). Эта предельная теорема позволяет нам строить критерий по про-
верке гипотезы о том, что выборки x1, . . . , xn1 и y1, . . . , yn2 взяты из
одного и того же распределения.

Задачи

1. Имеется независимая выборка x1, . . . , xn. По гипотезе H0 все xi равномер-
но распределены в [0, 2], по гипотезе H1 все xi равномерно распределены в [1, 3].
Построить критерий с наименьшей величиной max(α, β), где α и β — вероятности
ошибок 1-го и 2-го рода.

2. Пусть x1, . . . , xn — независимая выборка из распределения с плотностью
λe−λx, x � 0. Построить оптимальный критерий проверки гипотезы H0 : λ = λ0

при конкурирующей гипотезеH1 : λ = λ1 < λ0 с уровнем значимости α. Вычислить
мощность W этого критерия.

3. По двум независимым выборкам: x1, . . . , xn1 из нормального распреде-
ления (a1, σ1) и y1, . . . , yn2 из нормального распределения (a1, σ) — построить
с уровнем значимости α оптимальный критерий проверки гипотезы H0 : a1 = a2

при конкурирующей гипотезе H1 : a1 < a2. Параметры σ1 и σ2 считать известны-
ми.
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4. В таблице случайных чисел на 1000 знаков цифры 0, 1, . . . , 9 встретились
следующее число раз:

цифры 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

частота 90 105 112 97 108 101 93 87 103 104

С помощью χ2-критерия Пирсона проверить гипотезу о том, что все цифры
встречаются в таблице случайных чисел равновероятно. За уровень значимости
принять α = 0, 05.
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Оценки параметров

§ 58. Статистические оценки и их свойства

Мы будем иметь дело с независимой выборкой

x1, x2, . . . , xn (1)

из распределения F (x), принадлежащего некоторому семейству распреде-
лений � . Пусть θ — параметр, однозначно определяемый по каждому рас-
пределению F из семейства � . Например,

θ =

∞∫
−∞

xdF (x)

или

θ =

∞∫
−∞

xr dF (x)

и т. п. Таким образом, θ = θ(F ) — это функционал распределения F ∈ � .
Очень часто мы будем предполагать, что само семейство � определяется
одним или несколькими такими параметрами. Тогда любая F ∈ � есть
функция распределения F (x; θ) или F (x; θ1, . . . , θr), зависящая от одного
или нескольких параметров. Такое семейство распределений называется
параметрическим. В любом из этих случаев задача оценки (или, как еще
говорят, оценивания) параметра θ состоит в нахождении такой функции

θ̂ = θ̂(x1, . . . , xn) (2)

от выборки (1), которая в каком-либо смысле близка к параметру θ, если
выборка взята из распределения F с θ(F ) = θ. При этом предполагается,
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что функция (2) не зависит от значения оцениваемого параметра θ и дру-
гих неизвестных параметров, от которых может зависеть F . Вообще, любая
функция вида (2) от выборка носит название статистики. Таким обра-
зом, θ̂ — это статистика (2). Содержательность это определение приобре-
тает только тогда, когда мы налагаем на эту статистику дополнительные
условия, обеспечивающие ее близость к параметру θ.

Оценка θ̂ = θ̂(x1, . . . , xn) называется несмещенной, если при любом
возможном θ

Mθ̂ = θ, (3)

т. е. среднее значение θ̂ равно θ. Значение свойства (3) можно пояснить на
примере большого числа N независимых выборок объема n из одного и того
же распределения. Обозначим θ̂i значение оценки (2) для i-й выборки. Если
оценка несмещенная, то Mθ̂i = θ, θ̂1, . . . , θ̂N , независимы и одинаково
распределены. Тогда, по усиленному закону больших чисел,

θ̂1 + . . . + θ̂N

N
п.н.−→ θ.

Если конечна дисперсия Dθ̂i = σ2, то по центральной предельной теореме
разность

θ̂1 + . . . + θ̂N

N
− θ

будет (0, σ/
√

N)-асимптотически нормальна, т. е. при больших N неравен-
ство ∣∣∣ θ̂1 + . . . + θ̂N

N
− θ

∣∣∣ �
uα/2σ√

N

выполняется приближенно с вероятностью 1 − α (здесь uα/2 — квантиль
нормального распределения, определенная формулой (14) из § 55).

Приведем примеры несмещенных оценок. Если выборка (1) взята из
семейства с конечным r-м моментом

mr =
∫

xr dF (x),

то выборочный r-й момент

m̂r = 1
n

n∑
i=1

xr
i (4)
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будет несмещенной оценкой mr, так как

Mm̂r = 1
n

n∑
i=1

Mxr
i = mr.

В частности, выборочное среднее x есть несмещенная оценка математиче-
ского ожидания a =

∫
xdF (x). Выборочная дисперсия

s2 = 1
n

n∑
i=1

(xi − x)2

не является несмещенной оценкой дисперсии

σ2 =
∫

(x − a)2 dF (x),

так как s2 можно представить в виде

s2 = 1
n

n∑
i=1

(xi − a)2 − (x − a)2.

Отсюда

Ms2 = σ2 − σ2

n = n − 1
n σ2, (5)

поскольку M(xi − a)2 = σ2,

M(x − a)2 = σ2

n .

Равенство (5) дает нам возможность построить несмещенную оценку дис-
персии

s2
1 = n

n − 1
s2 = 1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x)2. (6)

Заметим, что из несмещенности оценки s2
1 для σ2 не следует несмещенность

оценки s1 для σ. Поэтому при большом числе N выборок (1) для оценки σ
предпочтительнее пользоваться оценкой√√√√ 1

N

N∑
i=1

s2
1i,
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а не

1
N

N∑
i=1

s1i,

где s2
1i — значение выборочной несмещенной дисперсии (6) для i-й выборки.

Заметим, что обычно вместо s2
1 в (6) пользуются обозначением s2. Очень ча-

сто нас интересуют асимптотические свойства оценок θ̂n = θ̂n(x1, . . . , xn)
для выборок (1) объема n → ∞. Оценка θn (вернее, последовательность
оценок θ̂n) называется состоятельной, если при n → ∞ она сходится по
вероятности к параметру θ

θ̂n
P→ θ.

Примером состоятельной оценки может служить выборочный r-й мо-
мент m̂r в (4), так как при конечности mr, по усиленному закону больших

чисел, m̂r
п.н.−→ mr при n → ∞, а следовательно, и m̂r

P→ mr.
Для установления состоятельности оценки θ̂n полезна следующая

Теорема 1. Если Mθ̂n → θ и Dθ̂n → 0 при n → ∞, то оценка θ̂n —
состоятельная.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
По неравенству Чебышева при любом ε > 0

P{|θ̂n − Mθ̂n| > ε} � Dθ̂n

ε2
→ 0. (7)

Из (7) и неравенства

|θ̂n − θ| � |θ̂n − Mθ̂n| + |Mθ̂n − θ|
следует, что при n → ∞ вероятность события |θ̂n − θ| > ε стремится к ну-
лю, что и требовалось доказать.

С помощью теоремы 1 во многих случаях легко доказывается состоя-
тельность оценок θ̂n.

§ 59. Условные законы распределения

Рассмотрим сначала случай, когда вектор ξ = (ξ1, . . . , ξn) имеет дис-
кретное распределение

P{ξ = x} = pξ(x) = p(x) = p(x1, . . . , xn),
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где x = (x1, . . . , xn) пробегает конечное или счетное множество возмож-
ных значений ξ, p(x) � 0,

∑
x

p(x) = 1. Пусть имеется функция t(x) =

= t(x1, . . . , xn). Условным распределением ξ при условии t(ξ) = t назовем
совокупность условных вероятностей при фиксированном t:

p(x | t)=P{ξ = x | t(ξ) = t}=
P{ξ = x | t(ξ) = t}

P{t(ξ) = t} =
p(x)∑

x′:t(x′)=t

p(x′)
. (8)

He более чем счетное число вероятностей (8) отличны от нуля; t мы вы-
бираем такими, чтобы знаменатель в (8) не был равен нулю. Если g(x) —
числовая функция от векторного аргумента x = (x1, . . . , xn), то η = g(ξ)
будет случайной величиной. Ее математическое ожидание равно

Mη = Mg(ξ) =
∑

x

g(x)p(x).

Условное математическое ожидание M{g(ξ) | t(ξ) = t} определим с помо-
щью условного распределения (8):

M{g(ξ) | t(ξ) = t} =
∑

x:t(x)=t

g(x)p(x | t) =

∑
x:t(x)=t

g(x)p(x)∑
x:t(x)=t

p(x)
. (9)

Как видно из (9), условное математическое ожидание M{g(ξ) | t(ξ) = t} есть
функция от t. Обозначим ее g1(t). Подставляя вместо t случайную величину
τ = t(ξ), мы получаем, что условное математическое ожидание есть случай-
ная величина g1(τ). Вычислим математическое ожидание от g1(τ):

Mg1(τ) =
∑

t

g1(t)P{τ = t} =
∑

t

g1(t)
∑

x:t(x)=t

p(x) =

=
∑

t

∑
x:t(x)=t

g(x)p(x) =
∑

x

g(x)p(x).

Таким образом, мы показали, что

Mg(ξ) = M[M{g(ξ) | t(ξ) = t}], (10)

т. е. при вычислении математического ожидания от g(ξ) сначала можно
вычислить условное математическое ожидание g(ξ) при условии t(ξ) = t,
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a затем осреднить это условное математическое ожидание по вероятностям
условий.

Формула (10) сохраняет смысл и в том случае, когда ξ имеет не дис-
кретное распределение, а, например, имеет плотность p(x) = p(x1, . . . , xn).
Пусть плотность p(x) непрерывна в точке x. Тогда при Δi → 0, i = 1, . . . , n,

P{xi < ξi < xi + Δi, i = 1, . . . , n} = p(x)Δ1 . . . Δn + o(Δ1 . . .Δn).

Вычислим условную вероятность

P{x1 < ξ1 < x1 + Δ1, . . . , xm < ξm < xm + Δm |xi <

< ξi < xi + Δi, i = m + 1, . . . , n} =

=
pξ1 . . . ξn(x1, ..., xn)Δ1 . . . Δn+o(Δ1 . . . Δn)

pξm+1 . . . ξn(xm+1, . . . , xn)Δm+1 . . . Δn + o(Δm+1 . . .Δn)
.

Переходя к пределу по Δi → 0, получаем

1
Δ1 . . . Δm

P{x1 < ξ1 < x1 + Δ1, . . . , xm < ξm < xm + Δm |xi <

< ξi < xi + Δi, i = m + 1, . . . , n} → pξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn)
pξm+1 . . . ξn(xm+1, . . . , xn)

, (11)

где

pξm+1 . . . ξn(xm+1, . . . , xn) =

=

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

pξ1 . . . ξn(x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn)dx1 . . . dxm.

Предел левой части (11) естественно назвать условной плотно-
стью ξ1, . . . , ξm при заданных ξm+1, . . . , ξn:

pξ1 . . . ξm|ξm+1 . . . ξn
(x1, . . . , xm |xm+1, . . . , xn) =

=
pξ1 . . . ξn(x1, . . . , xm, xm+1, ..., xn)

pξm+1 . . . ξn(xm+1, . . . , xn)
.
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Математическое ожидание

Mg(ξ1, . . . , ξn) =
∫

. . .

∫
g(x1, . . . , xn)pξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

можно вычислять по формуле (10), вычислив сначала условное математи-
ческое ожидание

M{g(ξ1, . . . , ξn) | ξm+1 = xm+1, . . . , ξn = xn} =

=
∫

. . .

∫
g(x1, . . . , xn)×

× pξ1 . . . ξm|ξm+1 . . . ξn
(x1, . . . , xm |xm+1, . . . , xn) dx1 . . . dxm =

=

∫
. . .

∫
g(x1, . . . , xn)pξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxm∫

. . .
∫

pξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxm

и осредняя его затем по pξm+1 . . . ξn(xm+1, . . . , xn):

M{M[g(ξ1, . . . , ξn) | ξm+1, . . . , ξn]} =

=
∫

. . .

∫
pξm+1 . . . ξn(xm+1, . . . , xn) dxm+1 . . . dxn

∫
. . .

. . .

∫
g(x1, . . . , xn)×

× pξ1 . . . ξm|ξm+1 . . . ξn
(x1, . . . , xm |xm+1, . . . , xn) dx1 . . . dxm =

=
∫

. . .

∫
g(x1, . . . , xn)p(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn=Mg(ξ1, . . . , ξn). (12)

Формулу (12) можно вывести и в более общем случае. Пусть имеются
дифференцируемые функции

t1 = t1(x), t2 = t2(x), . . . , tm = tm(x).

Предположим, что к ним можно подобрать функции yj = yj(x), j = 1, . . . ,
n − m, такие, что преобразование C, задаваемое функциями

ti = ti(x), i = 1, . . . , m,

yj = yj(x), j = 1, . . . , n − m,
(13)
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взаимно однозначно в соответствующей области. Тогда плотности pξ(x)
и pτ,η(t, y), где

τi = ti(ξ), ηj = yj(ξ),
τ = (τ1, . . . , τm), η = (η1, . . . , ηn−m),
t = (t1, . . . , tm), y = (y1, . . . , yn−m),

будут связаны равенством

pξ(x) = pτ,η(t, y)|J |, (14)

где J — якобиан преобразования C. Пусть имеется функция g(ξ1, . . . , ξn).
Вычислим условное математическое ожидание g(ξ1, . . . , ξn) при условии
τ = t. Обозначим

xk(t, y) = xk, k = 1, . . . , n

x(t, y) = (x1(t, y), . . . , xn(t, y))

функции, задающие обратное преобразование C−1. Тогда

M{g(ξ) | τ = t} =
∫

. . .

∫
g(x(t, y))pη|τ (y | t) dy1 . . . dyn−m =

=

∫
. . .

∫
g(x(t, y))pη,τ (y, t) dy1 . . . dyn−m∫
. . .

∫
pη,τ (y, t) dy1 . . . dyn−m

и

M[M{g(ξ) |τ}] =
∫

. . .

∫
M{g(ξ) | τ = t}pτ (t) dt1 . . . dtm =

=
∫

. . .

∫
g(x(t, y))pη,τ (y, t) dt1 . . . dtm dy1 . . . dyn−m =

=
∫

. . .

∫
g(x1, . . . , xn)pξ1 . . . ξn(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = Mg(ξ) (15)

(здесь мы воспользовались равенством (14)).

§ 60. Достаточные статистики

Понятие достаточной статистики играет важную роль в теории оценок.

Определение 1. Пусть ξ = (ξ1, . . . , ξn) — векторная случайная
величина, распределение которой p(x; θ) зависит от параметра θ,
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и t(x) = (t1(x), . . . , tm(x)) — векторная функция (набор m статистик)
от x = (x1, . . . , xn). Мы будем называть t(x) достаточной статистикой,
если условное распределение ξ = (ξ1, . . . , ξn) при условии t(ξ) = t не за-
висит от параметра θ.

Мы будем далее иметь в виду два случая, разобранных в § 59: ли-
бо pξ(x; θ) — дискретное распределение вероятностей, либо pξ(x; θ) — n-
мерная плотность и существует взаимно однозначное преобразование C:
x = (x1, . . . , xn) в (t, y) = (t1, . . . , tm, y1, . . . , yn−m), задаваемое форму-
лами (13).

Как мы увидим ниже, оценки, зависящие только от достаточных ста-
тистик, обладают преимуществами по сравнению с другими оценками. Во-
первых, они используют не всю информацию, содержащуюся в выборке (1),
а лишь ту ее часть, которая существенна для оценки параметра. Во-вторых,
каждой несмещенной оценке θ̂ с конечной дисперсией соответствует другая

несмещенная оценка ˆ̂
θ, зависящая от достаточной статистики, с D

ˆ̂
θ � Dθ̂.

Прежде всего докажем критерий факторизации, позволяющий легко
находить достаточные статистики.

Теорема 2. Если распределение p(x; θ) представимо в виде

p(x; θ) = g(t(x); θ)h(x), (16)

то t(x) есть достаточная статистика.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Рассмотрим сначала дискретное распределение. Согласно формуле (8)

условная вероятность ξ = x при условии t(ξ) = t равна

pθ(x | t) =
p(x; θ)∑

x:t(x)=t

p(x; θ)
. (17)

Если выполнено (16), то из (17) получаем

pθ(x | t) =
g(t; θ)h(x)

g(t; θ)
∑

x:t(x)=t

h(x)
=

h(x)∑
x:t(x)=t

h(x)
,

т. e. t(x) — достаточная статистика. Если, наоборот, условная вероятность
pθ(x | t) = p(x | t) не зависит от параметра θ, то из теоремы умножения
вероятностей имеем

p(x; θ) = p(x | t)p1(t; θ),
где p1(t; θ) — распределение t, т. e. имеет место представление (16).
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Если p(x; θ) — плотность, то будем предполагать, что имеется преобра-
зование (13) и плотности pξ(x; θ) и pτ,η(t, y; θ) связаны соотношением (14).
Тогда условная плотность η при условии τ = t, равная

pη|τ (y | t) =
pτ,η(t1, . . . , tm, y1, . . . , yn−m)∫

. . .
∫

pτ,η(t1, . . . , tm, y1, . . . , yn−m) dy1 . . . dyn−m

в силу (14) и (16), представима в виде

pη|τ (y | t) =
g(t; θ)h(x(t, y))|J−1(x(t, y))|∫

. . .
∫

g(t; θ)h(x(t, y))|J−1(x(t, y))| dy1 . . . dyn−m

=

=
h(x(t, y))|J−1(x(t, y))|∫

. . .
∫

h(x(t, y))|J−1(x(t, y))| dy1 . . . dyn−m

и, следовательно, не зависит от θ. Так как

M{g(ξ) | τ = t} =
∫

. . .

∫
g(x(t, y))pη|τ (y | t) dy1 . . . dyn−m

не зависит от θ, то, взяв g(x) = 1 для x ∈ B и g(x) = 0 для x /∈ B,
где B ∈ �n — борелевское множество из Rn, получаем, что P{ξ ∈ B | τ = t}
не зависит от θ при любом B ∈ �n, т. е. t — достаточная статистика. Пусть,
наоборот, pη|τ (y | t) не зависит от θ. Тогда из

pη,τ (y, t; θ) = pη|τ (y | t)pτ (t; θ)

и (14) имеем
pξ(x; θ) = pη|τ (y | t)pτ (t; θ)|J |,

т. е. плотность pξ(x; θ) представима в виде (16). Теорема доказана.
Второе из указанных выше свойств достаточных статистик вытекает

из следующей теоремы.

Теорема 3 (Теорема Колмогорова–Блекуэлла). Пусть t — достаточ-
ная статистика семейства распределений p(x; θ), а θ̂(x) — несмещенная
оценка параметра θ с конечной дисперсией, построенная по выборке (1).
Тогда условное математическое ожидание θ̂ при фиксированном t

ˆ̂
θ = M{θ̂ | t}

будет несмещенной оценкой θ с дисперсией D
ˆ̂
θ � Dθ̂.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Из свойства (15) имеем

M
ˆ̂
θ = M[M(θ̂ | t)] = Mθ̂ = θ,

т. е. оценка ˆ̂
θ несмещена ( ˆ̂θ действительно является оценкой, так как не

зависит от θ, поскольку t — достаточная статистика). Вычислим Dθ̂:

Dθ̂ = M(θ̂ − θ)2 = M(θ̂ − ˆ̂
θ + ˆ̂

θ − θ)2 =

= M(θ̂ − ˆ̂
θ)2 + M(ˆ̂θ − θ)2 + 2M(θ̂ − ˆ̂

θ)(ˆ̂θ − θ). (18)

Так как

M(θ̂ − ˆ̂
θ)(ˆ̂θ − θ) = M[M(θ̂ − ˆ̂

θ)(ˆ̂θ − θ) | t] = M[(ˆ̂θ − θ)M{(θ̂ − ˆ̂
θ | t)}],

а M{(θ̂ − ˆ̂
θ | t)} = 0, то из (18) получаем Dθ̂ � D

ˆ̂
θ. Теорема доказана.

П р и м е р 1. Пусть выборка (1) взята из схемы Бернулли (xi = 1, если
в i-м испытании был успех, xi = 0 в противоположном случае). Параметром
в этом случае служит вероятность p. Вероятность появления выборки (1)
равна

P(x; p) =
n∏

k=1

pxkq1−xk = px1+ . . . +xn(1 − p)n−x1− . . .−xn ,

откуда, по критерию факторизации, следует, что число успехов x1 + . . . + xn

есть достаточная статистика.
П р и м е р 2. Пусть (1) — независимая выборка из нормального рас-

пределения с параметрами (a, σ). Тогда, по критерию факторизации,

p(x; a, σ) = 1
(2π)n/2σn

exp
{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − a)2
}

=

= 1
(2π)n/2σn

exp
{
− 1

2σ2

( n∑
i=1

x2
i − 2a

n∑
i=1

xi + na2
)}

,

т. е.
n∑

i=1

xi и
n∑

i=1

x2
i — достаточные статистики.
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§ 61. Эффективность оценок

Как мы видели в § 60, несмещенные оценки θ̂ параметра θ с мень-
шей дисперсией предпочтительней остальных оценок. Естественно по-
ставить вопрос о нахождении оценок с наименьшей дисперсией. Неко-
торый подход к решению этого вопроса дает неравенство Рао–Крамера.
Пусть p(x; θ) = p(x1, . . . , xn; θ) — плотность, зависящая от параметра θ,
а θ̂ = ϕ(x) = ϕ(x1, . . . , xn) — оценка параметра θ по выборке x1, . . . , xn,
не обязательно несмещенная. Обозначим

g(θ) = Mθ̂ =
∫

. . .

∫
ϕ(x)p(x; θ) dx.

Предположим, что выполнены некоторые условия регулярности, при кото-
рых интегралы∫

p(x; θ) dx ≡ 1,

∫
ϕ(x)p(x; θ) dx ≡ g(θ)

можно дифференцировать по параметру θ. В этом случае справедливы ра-
венства ∫

∂p

∂θ
dx ≡ 0, (19)∫

ϕ(x)
∂p

∂θ
dx = g′(θ). (20)

Математическое ожидание (здесь ξ имеет распределение p(x, θ))

J(θ) = M
(∂ log p(x; θ)

∂θ

)2

=
∫ (∂ log p(x; θ)

∂θ

)2

p(x; θ) dx (21)

носит название информации Фишера относительно семейства p(x; θ).

Теорема 4 (Неравенство Рао–Крамера). Если семейство плотно-
стей p(x; θ) и оценка θ̂ = ϕ(x) таковы, что выполнены условия (19) и (20),
то имеет место неравенство

Dθ̂ � [g′(θ)]2

J(θ)
. (22)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Условия (19) и (20) перепишем в эквивалентном виде:∫

p(x; θ)
∂ log p(x; θ)

∂θ
dx ≡ 0,∫

ϕ(x)p(x; θ)
∂ log p

∂θ
dx ≡ g′(θ).

(23)

Умножим первое из тождеств (23) на g(θ) и вычтем его из второго:∫
[ϕ(x) − g(θ)]

∂ log p

∂θ
p(x; θ) dx ≡ g′(θ). (24)

Полагая в (24)

ϕ1(x) = ϕ(x) − g(θ), ϕ2(x) =
∂p

∂θ
,

применим неравенство Коши–Буняковского[∫
ϕ1(x)ϕ2(x)p(x; θ dx)

]2

�
∫

ϕ2
1(x)p(x; θ) dx ·

∫
ϕ2

2(x)p(x; θ) dx.

Отсюда имеем:

[g′(θ)]2 =
[∫

(ϕ(x) − g(θ))
∂ log p

∂θ
p(x; θ) dx

]2

�

�
∫

(ϕ(x) − g(θ))2p(x; θ) dx ·
∫ (∂ log p

∂θ

)2

p(x; θ) dx,

а это равносильно неравенству (22).

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Теорема 4 остается справедливой, если под p(x; θ) понимать
вероятности дискретного распределения, а под интегралами — суммы.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если тождества (19) можно еще раз дифференцировать по θ:�
∂2 log p

∂θ2
dx ≡ 0,

то информацию Фишера (21) можно записать в другом виде:

J(θ) = −M
∂2 log p(ξ; θ)

∂θ2
= −

�
∂2 log p

∂θ2
p(x; θ) dx. (25)
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В самом деле, обозначая p′ = ∂p

∂θ
, p′′ = ∂2p

∂θ2
, имеем

∂ log p

∂θ
=

p′
p ,

∂2 log p

∂θ2
=

p′′
p −

(p′
p

)2

,

откуда ∫
∂2 log p

∂θ2
p dx =

∫
p′′ dx −

∫ (p′
p

)2

p dx = −J(θ),

что и утверждалось.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Из первого тождества (23) следует

M
∂ log p(ξ; θ)

∂θ
= 0,

поэтому информацию Фишера (21) можно записать иначе:

J(θ) = D
�∂ log p(ξ; θ)

∂θ

�
.

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Если x1, . . . , xn независимы, то их совместная плотность
pn(x1, . . . , xn; θ) есть произведение одномерных плотностей:

pn(x1, . . . , xn; θ) =
n

k=1

p(xk; θ).

В этом случае информация Фишера

Jn(θ) = M
�∂ log p

∂θ

�2

зависит от n линейно:
Jn(θ) = nJ1(θ), (26)

где

J1(θ) =

� �∂ log p(x; θ)

∂θ

�2

p(x; θ) dx

— информация Фишера одного наблюдения xk, a (22) превращается в неравенство
следующего вида:

Dθ̂ �
[g′(θ)]2

nJ1(θ)
. (27)
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Формула (26) следует из

Jn(θ) = D
� n�

i=1

∂ log p(xi; θ)

∂θ

�
=

n�
i=1

D
�∂ log p(xi; θ)

∂θ

�
.

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Если оценка θ̂ несмещенная, то g(θ) ≡ θ и в неравенствах (22)
и (27) числитель равен g′(θ) ≡ 1.

В условиях теоремы 4 неравенства (22) и (27) дают оценку сни-
зу дисперсии оценок θ̂. Ниоткуда не следует, что эта оценка достигает-
ся, однако во многих важных случаях, как мы увидим ниже, она явля-
ется нижней границей дисперсии θ̂ хотя бы в асимптотическом смысле
при n → ∞.

П р и м е р 3. Пусть x1, . . . , xn — независимая выборка из нормально-
го распределения с параметрами (a, σ), σ — известно. Так как

log p(x; a) = − (x − a)2

2σ2
− log

√
2πσ,

∂ log p

∂a
= x − a

σ2
,

то

Jn(a) = n
M(ξ − a)2

σ4
= n

σ2
.

Для оценки â = x имеем

Dâ = σ2

n = 1
nJ1(a)

,

т. е. в этом случае в (27) достигается равенство.
Ниже мы всегда будем предполагать, что выполнены условия теоре-

мы 4.

Определение 2. Назовем эффективностью оценки θ̂ отношение

e(θ̂) =
[g′(θ)]2

Dθ̂ · J(θ)
.

Оценка θ̂ с эффективностью e(θ̂) = 1 называется эффективной.
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Эти определения обычно применяют к несмещенным оценкам.
Оценка x в примере 1 эффективна. Если неравенство в (22) или (27)

для некоторой оценки превращается в равенство, то эффективность оцен-
ки θ̂ — это отношение минимально возможной дисперсии к дисперсии дан-
ной оценки:

e(θ̂) =
minθ̂1

Dθ̂1

Dθ̂
.

Эффективность всегда удовлетворяет неравенствам 0 � e(θ̂) � 1. Конечно,
при нарушении условий теоремы 4 неравенства (22) и (27) могут не вы-
полняться и могут существовать «сверхэффективные» оценки θ̂ с диспер-

сией Dθ̂, убывающей при n → ∞ быстрее, чем O
(

1
n

)
.

П р и м е р 4. Пусть x1, . . . , xn — независимая выборка из распреде-
ления с плотностью

p(x; θ) =
{

e−(x−θ), x � θ,
0, x < θ.

В этом случае нарушается условие (19) и оценка θ̂ = min1�k�n xk обладает
«сверхэффективностью», так как

Mθ̂ = θ + 1
n, Dθ̂ = 1

n2
.

Важным понятием в теории статистических оценок является также асим-
птотическая эффективность. Будем предполагать выполненными условия
теоремы 1.

Определение 3. Асимптотической эффективностью e0(θ̂n) оцен-
ки θ̂n = θ̂n(x1, . . . , xn), построенной по независимой выборке x1, . . . , xn,
назовем предел

e0(θ̂) = lim
n→∞

[g′n(θ)]2

nJ1(θ)Dθ̂n

,

если он существует. Оценка θ̂ называется асимтотически эффективной,
если e0(θ̂) = 1.
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Таким образом, если θ̂ — несмещенная оценка с асимптотической эф-
фективностью e0(θ̂), то ее дисперсия Dθ̂ при больших n асимптотически
равна [e0(θ̂) · nJ1(θ)]−1.

Для асимптотически нормальных при n → ∞ оценок θ̂n полезно другое
определение асимптотической эффективности.

Определение 4. Если оценка θ̂n при n → ∞ асимптотически нор-

мальна с параметрами
(
θ,

σθ√
n

)
, то ее асимптотической эффективностью

называется отношение
e0(θ̂n) = 1

J1(θ)σ2
θ

,

т. е. в этом случае за математическое ожидание и дисперсию оценки θ̂ мы
принимаем математическое ожидание и дисперсию аппроксимирующего
нормального закона распределения. Аналогично, если e0(θ̂) = 1, то оценка
будет называться асимптотически эффективной.

С понятием асимптотической эффективности асимптотически нор-
мальных оценок мы встретимся в следующем параграфе.

§ 62. Методы нахождения оценок

До сих пор мы занимались свойствами оценок параметров, не затраги-
вая вопроса о способах их нахождения. Сейчас мы познакомимся с некото-
рыми методами нахождения оценок.

1. Метод моментов. Пусть x1, . . . , xn — независимая выборка из
распределения с плотностью p(x; θ1, . . . , θr), зависящей от r параметров
θ1, . . . , θr. Предположим, что все моменты

mk(θ1, . . . , θr) =
∫

xkp(x; θ1, . . . , θr) dx, k = 1, . . . , r,

конечны и что система уравнений

bk = mk(θ1, . . . , θr), k = 1, . . . , r,

однозначно разрешима, причем ее решение

θk = m−1
k (b1, . . . , br), k = 1, . . . , r,

дается непрерывными обратными функциями m−1
k . При этих условиях име-

ет место
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Теорема 5. Оценки θ̂k, k = 1, . . . , r, получаемые как решение системы

m̂k = mk(θ1, . . . , θr), k = 1, . . . , r, (28)

где m̂k = 1
n

n∑
i=1

xk
i — выборочные моменты, состоятельны.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Согласно нашим предположениям система (28) имеет единственное ре-

шение θ̂k = m−1
k (m̂1, . . . , m̂r), причем m−1

k — непрерывные функции. По
усиленному закону больших чисел m̂k сходятся п. н. к mk, а из непрерыв-
ности функций m−1

k отсюда следует, что θ̂k при n → ∞ п. н. сходятся к θk.
Теорема доказана.

Метод нахождения оценок, описанный в теореме 1, носит название
метода моментов. Этот метод дает состоятельные оценки, но часто их
эффективность и асимптотическая эффективность меньше единицы.

2. Метод наибольшего правдоподобия. Пусть x1, . . . , xn — неза-
висимая выборка из распределения с плотностью p(x; θ), зависящей от
параметра θ. Совместную плотность

L(x; θ) = p(x1; θ) . . . p(xn; θ),

рассматриваемую как функцию параметра θ, называют функцией правдо-
подобия. Оценкой наибольшего правдоподобия называется оценка θ̂ =
= θ̂(x1, . . . , xn), которая обращает в максимум функцию правдоподо-
бия:

L(x; θ̂) = max
θ

L(x; θ).

Если функция правдоподобия L(x; θ) дифференцируема по θ, то оценку
наибольшего правдоподобия θ̂ можно найти, решив относительно θ уравне-
ние правдоподобия

∂L(x; θ)
∂θ

= 0. (29)

Установим некоторые свойства оценок наибольшего правдоподобия.
Будем предполагать, что выполнены следующие условия:

1) Пусть параметр θ изменяется в интервале θ1 < θ < θ2 и истинное
значение параметра θ0 лежит внутри этого интервала. Предположим, что

в этом интервале существуют производные
∂p

∂θ
,

∂2p

∂θ2
,

∂3p

∂θ3
.
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2) Интеграл
∫

p(x; θ) dx можно два раза дифференцировать под знаком
интеграла, так что ∫

∂p

∂θ
dx ≡ 0,

∫
∂2p

∂θ2
dx ≡ 0.

3) J1(θ0) =
∫ (∂ log p

∂θ

)2

p(x; θ) dx
∣∣∣
θ=θ0

> 0,
∣∣∣∂3p

∂θ3

∣∣∣ � H(x) и

MθH(ξ) =
∫

H(x)p(x; θ) dx � M,

где M не зависит от θ.

Теорема 6. При выполнении условий 1), 2), 3) уравнение правдоподо-
бия (29) имеет решение θ̂, которое при n → ∞ сходится по вероятности
к θ0. Эта оценка наибольшего правдоподобия асимптотически нормальна
и асимптотически эффективна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Уравнение правдоподобия (29) равносильно уравнению

1
L

∂L
∂θ

=
∂ log L

∂θ
=

n∑
k=1

∂ log p(xk; θ)
∂θ

= 0. (30)

Разложим
∂ log p(xk; θ)

∂θ
по формуле Тейлора в окрестности точки θ0:

∂ log p

∂θ
=

∂ log p

∂θ

∣∣∣
θ=θ0

+ (θ − θ0)
∂2 log p

∂θ2

∣∣∣
θ=θ0

+
(θ − θ0)2

2 δH(x), (31)

где |δ| � 1. Разделив (30) на n и воспользовавшись разложением (31), имеем

1
n

∂ log L

∂θ
= B0 + B1(θ − θ0) + 1

2
δ · B2(θ − θ0)2, (32)

где

B0 = 1
n

n∑
k=1

∂ log p(xk; θ)
∂θ

∣∣∣
θ=θ0

,

B1 = 1
n

n∑
k=1

∂2 log p(xk; θ)
∂θ2

∣∣∣
θ=θ0

,

B2 = 1
n

n∑
k=1

H(xk).
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По закону больших чисел,

B0
P→ MB0 = 0, B1

P→ MB1 = −J1(θ0)

(см. (25) из § 61),

B2
P→ MB2, |MB2| � M.

Пусть теперь h > 0 и ε > 0 фиксированы. Выбираем n0 таким, чтобы при
всех n � n0

P{|B0| � h2} < ε
3
, P

{
B1 > −J1(θ0)

2

}
< ε

3
,

P{|B2| > 2M} < ε
3 . (33)

Обозначим через S событие, состоящее в том, что одновременно выполня-
ются неравенства

|B0| � h2, B1 � −J1(θ0)
2

, |B2| � 2M.

В силу (33) P(S) < ε и P(S) > 1 − ε. При θ = θ0 ± h уравнение (32) при-
обретает вид

B0 ∓ B1h + 1
2
δB2h

2 = 0, (34)

В множестве S ∣∣∣B0 + 1
2
δB2h

2
∣∣∣ � (M + 1)h2,

при h <
J1(θ0)

2(M + 1)
знак левой части (34) определяется знаком члена ∓B1h.

Так как 1
n

∂ log L

∂θ
непрерывно зависит от θ, то в интервале (θ0 − h, θ0 + h)

при n � n0 с вероятностью � 1 − ε существует корень θ̂. Таким образом,
мы доказали первую часть теоремы. Перепишем равенство

B0 + B1(θ̂ − θ0) +
B2δ
2

(θ̂ − θ)2 = 0
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в следующем виде:

(θ̂ − θ0)
√

J1(θ0)n =

1�
J1(θ0)n

n∑
k=1

∂ log p(xk; θ)

∂θ

∣∣∣
θ=θ0

− B1

J1(θ0)
− 1

2
δB2

θ̂ − θ0

J1(θ0)

. (35)

Числитель в (35) по центральной предельной теореме асимптотически нор-
мален с параметрами (0, 1), а знаменатель при n → ∞ сходится по вероят-
ности к 1. Поэтому случайная величина (θ̂ − θ0)

√
J1(θ0)n асимптотически

нормальна с параметрами (0, 1), что и доказывает теорему.

Задачи

1. Случайная величина μ подчиняется биномиальному закону распределения

P{μ = k} = Ck
npk(1 − p)n−k.

Найти несмещенные оценки �a и �σ2 математического ожидания a = np и дисперсии
σ2 = npq этого распределения, считая параметр p неизвестным.

2. Случайная величина ξ имеет геометрическое распределение

P{ξ = k} = pqk, q = 1 − p, k = 0, 1, 2, . . .

Найти выраженные через ξ несмещенные оценки �a и �σ2 тех же величин a = np
и σ2 = npq, что и в задаче 1.

3. Случайная величина ξ имеет распределение Пуассона

P{ξ = k} = Π(a; k) = ak

k!
e−a.

Найти несмещенную оценку ϕm(ξ) вероятности Π(ma; 0) = e−ma в законе Пуас-
сона со значением параметра ma, где m = 2, 3, . . .

4. Пусть x1, . . . , xn — независимая выборка из семейства распределений � .
Найти достаточные статистики в случае, когда � есть:

а) семейство пуассоновских распределений pn = an

n!
e−a, n = 0, 1, 2, . . .;

б) семейство показательных распределений с плотностью λe−λx, x � 0;
в) семейство равномерных распределений с плотностью

p(x) =

�
1
c , если 0 � x � c,

0 в остальных случаях.
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5. По независимой выборке x1, . . . , xn из нормального распределения с пара-
метрами (a, 1) построена несмещенная оценка �a = x1. Найти несмещенную оценку��a = M(x1 |x), где x = 1

n

n�
i=1

xi — достаточная статистика.

6. Пусть x1, . . . , xn — независимая выборка из равномерного в (0, θ) распре-
деления. Найти оценку θ̂ наибольшего правдоподобия параметра θ.
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Доверительные интервалы

§63. Определение доверительных интервалов

Пусть
x1, . . . , xn (1)

— выборка (далее мы всегда будем предполагать, что она независимая) из
некоторого распределения с плотностью p(x; θ) = p(x1, . . . , xn; θ), зави-
сящей от параметра θ, который может изменяться в интервале θ0 < θ < θ1.
Пусть y(x1, . . . , xn) — некоторая статистика (т. е. функция от выбор-
ки) и F (x; θ) = P{η � x} — функция распределения случайной величи-
ны η = y(x1, . . . , xn), когда выборка (1) имеет распределение с плотно-
стью p(x1, . . . , xn; θ). Предположим, что F (x; θ) есть убывающая функция
от параметра θ. Обозначим xγ(θ) квантиль распределения F (x; θ), т. е. ко-
рень уравнения

F (x; θ) = 1 − γ.

В этом случае квантиль xγ(θ) есть возрастающая функция от θ. Зададимся
малым числом α > 0, например α = 0, 05 или α = 0, 01. Пусть α = α1 + α2.
При каждом θ неравенства

x1−α2(θ) � η � xα1(θ) (2)

выполняются с вероятностью 1 − α, близкой к единице. Обозначим функ-
цию, обратную к xγ(θ), т. е. решение уравнения

y = xγ(θ),

через
θ = x−1

γ (y).

Тогда неравенства (2) можно записать иначе:

x−1
α1

(η) � θ � x−1
1−α2

(η). (3)
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Таким образом, неравенства (3) при любом θ выполняются с вероятно-
стью 1 − α. Обозначим

x−1
α1

(η) = θ(η), x−1
1−α2

(η) = θ(η)

и запишем (3) в следующем виде:

P0{θ(η) � θ � θ(η)} = 1 − α. (4)

Интервал θ(η) � θ � θ(η) называется доверительным интервалом
для параметра θ, а вероятность 1 − α — доверительной вероятностью.
Следует различать смысл неравенств (2) и (3). В неравенстве (2) при
любом θ случайная величина η попадает в указанный интервал с ве-
роятностью 1 − α. В неравенстве (3) параметр θ неслучайный, а кон-
цы интервала случайны, поэтому правильнее будет говорить, что при
любом θ доверительный интервал (со случайными концами) покрывает
параметр θ с доверительной вероятностью 1 − α. Доверительный интер-
вал (4), кроме доверительной вероятности 1 − α, имеет еще одну ха-
рактеристику — среднюю длину M[θ(η) − θ(η)]. Мы должны старать-
ся среди всех доверительных интервалов с доверительной вероятностью
1 − α выбрать тот, который имеет наименьшую длину. Если статистика
η = y(x1, . . . , xn) уже выбрана, то мы можем варьировать разложение α
на сумму α1 + α2

В дальнейшем мы встретимся со следующими двумя случаями.
С л у ч а й 1. Функция распределения F (x; θ) имеет вид F (x − θ).

В этом случае F (x − θ) убывает с ростом θ. Легко видеть, что при
этом xγ(θ) = θ + xγ(0) и x−1

γ (y) = y − xγ(0), поэтому доверительный ин-
тервал (3) имеет вид

η − xα1(0) � θ � η − x1−α2(0). (5)

С л у ч а й 2. Параметр θ положителен, и F (x; θ) = F
(

x
θ

)
, F (0) = 0.

В этом случае F
(

x
θ

)
при x > 0 убывает с ростом θ, и xγ(θ) = θxγ(1),

x−1
γ (y) = y

xγ(1)
. Доверительный интервал (3) в этом случае имеет вид

η

xα1(1)
� θ � η

x1−α2(1)
.
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§ 64. Доверительные интервалы для параметров
нормального распределения

Пусть независимая выборка (1) взята из нормального распределения
с параметрами (a, σ).

а) Доверительный интервал для a при известном σ. Возьмем за
статистику η среднее арифметическое x. Это разумно, так как x есть до-
статочная статистика относительно a и является эффективной оценкой a.

Как известно, x имеет нормальное распределение с параметрами
(
a, σ√

n

)
.

Обозначим, как и раньше, через uγ квантиль нормального распределения,
т. е.

1 − Φ(uγ) = γ.

Пусть α = α1 + α2. Так как u1−γ = −uγ , то неравенства

a − uα2
σ√
n

� x � a + uα1
σ√
n

(6)

выполняются с вероятностью 1 − α. Разрешая неравенства (6) относитель-
но a, имеем доверительный интервал для a

x − uα1
σ√
n

= a � a � a = x + uα2
σ√
n

, (7)

являющийся частным случаем (5). Доверительная вероятность (7) рав-
на 1 − α, а его длина (uα2 + uα1)

σ√
n
. Эта длина будет наименьшей,

если взять α1 = α2 = α/2. Пусть, например, α2 >α1; тогда uα1 >uα2 .
Пусть Δ>0 таково, что α1 − Δ>α2 + Δ; тогда uα1 >uα1+Δ >uα2−Δ >uα2 .
Из неравенств

Δ = 1 − Φ(uα2) − (1 − Φ(uα2−Δ)) =

= 1√
2π

uα2−Δ∫
uα2

e
−x2

2 dx � 1√
2π

e
−

u2
α1

−Δ

2 (uα2−Δ − uα2),

Δ = 1 − Φ(uα1−Δ) − (1 − Φ(uα1)) =

= 1√
2π

uα1∫
uα1+Δ

e
−x2

2 dx � 1√
2π

e
−

u2
α1

+Δ

2 (uα1 − uα2+Δ)
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имеем

uα2−Δ − uα2 � Δ
√

2πe

u2
α2−Δ

2 < Δ
√

2πe

u2
α1+Δ

2 � uα1 − uα2+Δ

или
uα2−Δ + uα1+Δ < uα1 + uα2 ,

т. е. при α1 
= α2 доверительный интервал не имеет наименьшей длины.

б) Доверительный интервал для a при неизвестном σ. Прежде всего
докажем важное свойство выборочного среднего

x = 1
n

n∑
i=1

xi

и дисперсии

s2 = 1
n − 1

n∑
i=1

(xi − x)2

для выборки (1) из нормального распределения.

Теорема 1. Статистики x и s2 для выборки (1) из нормально-

го распределения независимы. Случайная величина
s2(n − 1)

σ2
имеет χ2-

распределение с (n − 1)-й степенью свободы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Случайные величины x′
i = xi − a

σ независимы и имеют нормальное
распределение с параметрами (0, 1). Обозначим

x′ = 1
n

n∑
i=1

x′
i, s′2 = 1

n − 1

n∑
i=1

(x′
i − x′)2.

Тогда
x = a + σx′, s2 = σ2s′2.

Докажем, что x′ и s′2 независимы и что s′2(n − 1) имеет χ2-распределение
с (n − 1)-й степенью свободы. Случайный вектор (x′

1, . . . , x′
n) имеет сфе-

рическое нормальное распределение с плотностью

1
(2π)n/2

exp

[
−1

2

n∑
i=1

x′
i
2

]
. (8)
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Пусть y = Cx′ — ортогональное преобразование, заданное соотношениями

y1 =
√

nx′ =
x′

1√
n

+ . . . +
x′

n√
n

,

yk =
n∑

i=1

ckix
′
i, k = 2, . . . , n.

(9)

Всегда можно подобрать коэффициенты cki так, чтобы равенства (9) зада-
вали ортогональное преобразование. Тогда y1, . . . , yn независимы и будут
иметь сферическое нормальное распределение с плотностью (8). Так как

y1 =
√

nx′ и
n∑

i=1

x′
i
2 =

n∑
i=1

y2
i

(из-за ортоганальности преобразования C), то

(n − 1)s′2 =
n∑

i=1

(x′
i − x′)2 =

n∑
i=1

x′
i
2 − nx2 =

n∑
i=1

y2
i − y2

1 =
n∑

i=2

y2
i ,

поэтому (n − 1)s′2 имеет распределение χ2 с (n − 1)-й степенью свободы.
Теорема доказана.

Следствием только что доказанной теоремы является

Теорема 2. Пусть (1) — выборка из нормального распределения. Ста-
тистика

τ =
(x − a)

√
n

s , (10)

называемая о т н о ш е н и е м С т ь ю д е н т а, имеет распределение
Стьюдента с (n − 1)-й степенью свободы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
x − a

σ
√

n имеет нормальное распределение с параметрами (0, 1), a s/σ

не зависит от x и равно
√

χ2
n−1/(n − 1), где χ2

n−1 имеет χ2-распределение

с (n − 1)-й степенью свободы. Поэтому отношение (10) имеет распределе-
ние Стьюдента с (n − 1)-й степенью свободы. Теорема доказана.

Для построения доверительного интервала для a при неизвестном σ
воспользуемся отношением Стьюдента (10). Пусть Sn(t) — функция рас-
пределения Стьюдента с n степенями свободы. Обозначим tγ(n) квантиль
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распределения Sn(t), т. е. корень уравнения

Sn(t) = 1 − γ.

Так как распределение Стьюдента симметрично, то t1−γ(n) = −tγ(n) и при
построении доверительного интервала надо брать α1 = α2 = α/2. Неравен-
ство

− s√
n

tα/2(n − 1) � x − a � s√
n

tα/2(n − 1)

выполняется с вероятностью 1 − α. Это дает нам доверительный интервал

x − s√
n

tα/2(n − 1) � a � x + s√
n

tα/2(n − 1).

в) Доверительный интервал для σ при известном a. Статистика

η

σ2
=

n∑
i=1

(xi − a
σ

)2

является достаточной для параметра σ и имеет χ2-распределение с n сте-
пенями свободы. Обозначим через Kn(x) функцию распределения η/σ2

и через kγ(n) квантиль Kn(x), т. е. корень уравнения

Kn(x) = 1 − γ.

Пусть α = α1 + α2. Тогда неравенства

k1−α1(n) � η

σ2
� kα2(n)

выполняются с вероятностью 1 − α. Это дает доверительный интервал√
η

kα2(n)
� σ �

√
η

k1−α1(n)
. (11)

Можно доказать, что этот интервал будет иметь наименьшую длину среди
всех доверительных интервалов этого вида с доверительной вероятностью
1 − α, если α1 и α2 выбраны так, что плотность kn(x) = K ′

n(x) удовлетво-
ряет равенству

kn(k1−α1 (n)) = kn(kα2 (n)).
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г) Доверительный интервал для σ при неизвестном a.
В этом случае за основную статистику η возьмем эмпирическую дис-

персию. По теореме 1
s2(n − 1)

σ2
имеет χ2-распределение с (n − 1)-й сте-

пенью свободы. Это приводит к доверительному интервалу, аналогично-
му (11):

s

√
n − 1

kα2(n − 1)
� σ � s

√
n − 1

k1−α1(n − 1)
,

с доверительной вероятностью 1 − (α1 + α2).

§ 65. Доверительные интервалы для вероятности успеха
в схеме Бернулли

Той же самой процедуры построения доверительных интервалов мож-
но придерживаться и в том случае, когда основное распределение дискрет-
но. Продемонстрируем это на схеме Бернулли. Пусть μ — число успехов
при n испытаниях в схеме Бернулли. Функция распределения

F (m; p) = P{μ � m} =
m∑

k=0

Ck
npk(1 − p)n−k,

рассматриваемая в целых точках m = 0, 1, 2, . . . , n убывает с ростом p, так
как

d
dp

F (m; p) =
m∑

k=0

Ck
n · kpk−1(1− p)n−k −

m∑
k=0

Ck
n(n− k)pk(1− p)n−k−1 =

= −nCm
n−1p

m(1 − p)n−m−1 < 0.

Обозначим mγ(p) такое наименьшее целое число, для которого

1 − F (mγ(p); p) � 1 − γ.

Тогда mγ(p) − 1 есть такое наибольшее число, что

F (mγ(p) − 1; p) < γ.

Пусть α1 + α2 = α. Тогда с вероятностью � 1 − α

m1−α1(p) � μ � mα2(p).
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Обозначим решение уравнения y = mγ(p) относительно p через m−1
γ (y).

Тогда неравенства

p = m−1
α2

(μ) � p � m−1
1−α1

(μ) = p, (12)

задающие доверительный интервал, выполняются с вероятностью � 1 − α.
Число 1 − α называется в этом случае коэффициентом доверия. Для на-
хождения границ доверительных интервалов (12) можно пользоваться та-
блицами биномиального распределения, но такие таблицы громоздки и не
очень распространены. Поэтому часто используют предельную теоремуМу-
авра–Лапласа об асимптотической нормальности

η =
μ − np√
np(1 − p)

для построения приближенных доверительных интервалов. Неравен-
ство |η| � uα/2 при больших n выполняется с вероятностью ≈ 1 − α. Это
дает

μ
n − uα/2

√
p(1 − p)

n � p � μ
n + uα/2

√
p(1 − p)

n , (13)

однако неравенства (13) не задают доверительного интервала, так как в них

имеется справа и слева зависимость от p. Поскольку
μ
n

P→ p, то из (13)
получают доверительный интервал

μ
n − uα/2

√
μ

n2

(
1 − μ

n

)
� p � μ

n + uα/2

√
μ

n2

(
1 − μ

n

)
.

Другой подход к построению приближенного доверительного интервала
для p основан на следующей теореме.

Теорема 3. Пусть последовательность ξn такова, что Mξn = a,
Dξn = σ2

n → 0 и распределение ξn асимптотически нормально с парамет-
рами (a, σn). Предположим, что функция g(x) ограничена, |g(x)| � K,
и имеет непрерывные производные g′(x), g′′(x) в окрестности точки
x = a, g′(a) 
= 0. Тогда случайная величина ηn = g(ξn) асимптотически
нормальна с параметрами (g(a), |g′(a)|σn).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Пусть при |x − a| < ε имеет место разложение Тейлора

g(x) = g(a) + g′(a)(x − a) + r(x)(x − a)2, (14)
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где |r(x)| � K1 при некотором K1 < ∞. Обозначим

An = {ω : |ξn(ω) − a| < σ1/4
n }.

Для n � n0 таких, что σn � ε4, мы можем, пользуясь разложением (14),
написать

ηn =g(ξn)IAn+g(ξn)IAn
=IAn(g(a)+g′(a)(ξn−a)+r(ξn)(ξn−a)2)+IAn

g(ξn).

Тогда ηn = η′
n + δn, где

η′
n = g(a) + g′(a)(ξn − a),

δn = −g(a)IAn
− g′(a)(ξn − a)IAn

+ IAnr(ξn)(ξn − a)2 + g(ξn)IAn
.
(15)

Так как правая часть равенства

η′
n − g(a)
|g′(a)|σn

=
g′(a)
|g′(a)| ·

ξn − a
σn

имеет в пределе нормальное распределение с параметрами (0, 1), то η′
n

асимптотически нормально с параметрами (g(a), |g′(a)|σn). Докажем,

что δn

σn

P→. Для этого обратимся к (15) и докажем соответствующую схо-
димость по вероятности к нулю для каждого слагаемого. По неравенству
Чебышева (32) из § 17

P(An) � σ2
n√
σn

= σ3/2
n .

По неравенству Чебышева (31) из § 17 для любого ε

P{|g(a)|IAn
> εσn} =

KP(An)
εσn

� K
ε
√

σn → 0.

Аналогично доказывается

P{|g(ξn)|IAn
> εσn} → 0.

Далее по неравенству Чебышева

P{|g′(a)| · |ξn − a|IAn
> εσn} �

|g′(a)|M|ξn − a|IAn

εσn
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и по неравенству Коши–Буняковского

M|ξn − a|IAn
�
√

M(ξn − a)2MIAn
� σn · σ3/4

n ,

поэтому

P{|g′(a)| · |ξn − a|IAn
> εσn} � |g′(a)|σ3/4

n

ε → 0.

И, наконец,

P{|IAnr(ξn)(ξn − a)2| > εσn} � K1M(ξn − a)2
εσn

=
K1σn

ε → 0.

Итак, мы доказали, что δn

σn

P→ 0. Так как в сумме справа

ηn − g(a)
|g′(a)|σn

=
η′

n − g(a)
|g′(a)|σn

+
δn

|g′(a)|σn

распределение первого слагаемого сходится к нормальному с параметра-
ми (0, 1), а второе по вероятности стремится к нулю, то распределение

ηn − g(a)
|g′(a)|σn

сходится к нормальному с параметрами (0, 1). Теорема доказана.
Применяя эту теорему к случайной величине

ηn = 2 arcsin

√
μ
n,

получаем асимптотическую нормальность ηn с параметрами(
2 arcsin

√
p,
√

1
n

)
, так как случайная величина μn/n асимптотиче-

ски нормальна с параметрами
(
p,

√
p(1 − p)

n

)
, а функция 2 arcsin

√
x

удовлетворяет условиям теоремы 3 и

(2 arcsin
√

x)′ = 1√
x(1 − x)

.
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Выбирая квантиль нормального распределения uα/2, мы можем построить
доверительный интервал для p, исходя из того, что неравенство∣∣∣2 arcsin

√
μ
n − 2 arcsin

√
p
∣∣∣ �

uα/2√
n

выполняется при больших n приблизительно с вероятностью 1 − α. Отсюда
получаем неравенства

2 arcsin

√
μ
n − uα/2√

n
� 2 arcsin

√
p � 2 arcsin

√
μ
n +

uα/2√
n

и приближенный доверительный интервал

sin2
(
arcsin

√
μ
n − uα/2

2
√

n

)
� p � sin2

(
arcsin

√
μ
n +

uα/2

2
√

n

)
. (16)

Задачи

1. По независимым выборкам x1, . . . , xn1 и y1, . . . , yn2 из двух нормальных
распределений с параметрами (a1, σ1) и (a2, σ2) соответственно построить дове-
рительный интервал с доверительной вероятностью 1 − α для разности a1 − a2,
если σ1 и σ2 известны.

2. Построить доверительный интервал для той же разности a1 − a2, что и в за-
даче 1, если σ1 = σ2 = σ, где σ неизвестно.

3. С помощью теоремы 3 для параметра a пуассоновского закона построить
приближенный доверительный интервал с доверительной вероятностью 1 − α по
независимой выборке x1, . . . , xn.

4. По независимой выборке x1, . . . , xn из равномерного распределения b(0, θ)
построить доверительный интервал для параметра θ с доверительной вероятно-
стью 1 − α.



Ответы к задачам

Глава 1

6.
C3

6C3
43

C6
49

= 0, 017650 . . .

7. а) 1
3
; б) 1

5
.

8. 0,025.

9. 1
3
.

10.
5∑

k=0

Ck
10C

10−k
10

C10
20

= 1
2 +

(C5
10)

2

2C10
20

= 0, 67186.

11. а) 10 · 9 · 8 · 7
104

= 0, 504;

б)
C2

4 · 10 · 9 · 8
104

= 0, 432;

в)
C2

4C2
10 + 4 · 10 · 9

104
= 0, 063;

г) 10
104

= 0, 001.

12. p1 =
(a − 2r)2

a2
, p2 =

4r(a − 2r)

a2
, p3 =

(4 − π)r2

a2
, p4 = πr2

a2
.

13. 1
8

(
1 − 2r

a

)2

.

14. 1 − π
4
.

Глава 2

1. 0,7.

2.
M(N − M)(M − 1)
N(N − 1)(N − 2)

.
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4. 4!
(a + b)π

.

5. 4r
a − 4r2

a2
.

6. 1
n .

7. 2
n .

8. a
a + b − 2r

.

9. а) 1 − 3q3 + 2q4;
б) 1 − 4q3 + 3q4.

10. 1
3
.

11. 6π
(
1 − π

4

)4

· 4−5 = 0, 000039.

Глава 3

1. P{ξ = k} = 1/28 при k = 0, 1, 11, 12;
P{ξ = k} = 2/28 при k = 2, 3, 9, 10;
P{ξ = k} = 3/28 при k = 4, 5, 7, 8;
P{ξ = 6} = 4/28.

2. P{η = 0} = P{η = ±√
3/2} = 1/3.

3. а) Mξ = np, Dξ = npq;

б) Mξ = nM
N

, Dξ = nM
N

(
1 − M

N

)
N − n
N − 1

;

в) Mξ = N + 1
2

, Dξ = N2 − 1
12

.

4.
n∑

k=0

(−1)k

k!
.

6. Mξi = npi, Dξi = npi(1 − pi), Cov(ξi, ξj) = −npipj , i 
= j.
8.

√
0, 1 = 0, 316227 . . .

9. 49/4.
11. P{450 � μ � 550} � 0, 9.

Глава 4

1. t = 71.
2. 16 587.
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3. 1340.
4. 0,00029.
5. (1 − 1/12)30 = 0, 07351; e−30/12 = 0, 08208.

Глава 5

1. pi,i+1 = 5 − i
5

, pi,i−1 = i
5
; pij = 0 для остальных i, j;

pii(2) = 5 + 10i − 2i2

25
, pi,i−2(2) =

i(i − 1)
25

, pi,i+2(2) =
(5 − i)(4 − i)

25
,

остальные pij(2) = 0; pj =
Cj

5

25
, j = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

2. Переходные вероятности pi1i2i3,i1i3i2 = pi1i2i3,i3i1i2 = 0, 5, осталь-
ные pi1i2i3,i1i2i3 = 0, все предельные вероятности pi1i2i3 = 1/6.

3. p00(t) = p33(t) = 1,

p10(t) = q
1 − (pq)

[
t+1

2

]
1 − pq

, p20(t) = q2 1 − (pq)

[
t
2

]
1 − pq

,

p13(t) = p2 1 − (pq)

[
t
2

]
1 − pq

, p23(t) = p
1 − (pq)

[
t+1

2

]
1 − pq

;

при нечетных t: p11(t) = p22 = 0, p12(t) = p · (pq)
t−1

2 , p21(t) = q · (pq)
t−1

2 ;
при четных t: p12(t) = p21(t) = 0, p11(t) = p22(t) = (pq)t/2;

p∗20 =
q2

1 − pq
, p∗23 =

p

1 − pq
, p∗10 =

q

1 − pq
, p∗13 =

p2

1 − pq
,

p∗00 = p∗33 = 1, остальные p∗ij = 0.
4. pαβ,β0(1) = q, pαβ,β1(1) = p, pαβ,γδ(1) = 0 при β 
= γ; при t > 1

pαβ,00(t) = q2, pαβ,01(t) = pαβ,10(t) = pq, pαβ,11(t) = p2.
5. Нет.
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Глава 6

1.

Fξ(z) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 при z < 0,
z + z ln ab − z ln z

ab
при 0 � z � ab,

1 при ab < z;

pξ(z) =

{
1
ab

ln ab
z при 0 � z � ab,

0 в остальных случаях.

2. F (x) = 2lx − x2

l2
, 0 � x � l;

p(x) =
2(l − x)

l2
, 0 � x � l.

3. а) F1(x) · . . . · Fn(x);

б) 1 −
n∏

i=1

(1 − Fi(x)) .

4. pξ(k)(x) = n!
(k − 1)!(n − k)!

F k−1(x)(1 − F (x))n−kp(x),

pξ(k),ξ(l)(x, y) = n!
(k − 1)!(l − k − 1)!(n − l)!

×

× F k−1(x)(F (y) − F (x))l−k−1(1 − F (y))n−lp(x)p(y),

x < y; pξ(k),ξ(l)(x, y) = 0 при x > y.

7. При λ1 
= λ2: pξ1+ξ2(x) = λ1λ2
e−λ1x − e−λ2x

λ2 − λ1
, x � 0;

при λ1 = λ2 = λ: pξ1+ξ2(x) = λ2xe−λx, x � 0.

8. pn(x) = λnxn−1

(n − 1)!
e−λx, x � 0.

9. Fη(x) = x, 0 � x � 1.

Глава 7

1. Mξ2n+1 = 0, Mξ2n =
(2n)!
2nn!

σ2n.

2. eσ2/2.
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3.
[n/2]∑
k=0

C2k
n an−2k (2k)!

2kk!
σ2k.

4. Dηn =
n∏

i=1

(σ2
i + a2

i ) −
n∏

i=1

a2
i .

5. Mηn = 1
n .

6. Mξβ =
Γ(α + β)

λβΓ(α)
при α + β > 0.

7. Mξ = Mη = 0, Dξ = Dη = R2/4.

Глава 8

1. ϕ(s) = sN − 1
N(s − 1)

, ϕ′(s) =
(N − 1)sN − NsN−1 + 1

N(s − 1)2
,

ϕ′′(s) =
(N − 1)(N − 2)sN − 2N(N − 2)sN−1 + N(N − 1)sN−2 − 2

N(s − 1)3
;

lims↑1 ϕ(s) = 1,

ϕ′(1) = lim
s↑1

ϕ′(s) = N − 1
2

,

ϕ′′(1) = lim
s↑1

ϕ′′(s) =
(N − 1)(N − 2)

3
,

Mξ = ϕ′(1) = N − 1
2 , Dξ = N2 − 1

12 .

2. P{ξ = n} =
(2n)!

22n(n!)2(2n − 1)
, n = 1, 2, . . ., Mξ = ∞.

3.
1 − ϕ(s)

1 − s
.

4. ϕt(s) = 1 − At(1 − s)

B(At − 1)

2A(A − 1)
(1 − s) + 1

при A 
= 1;

ϕt(s) = 1 − 1 − s

Bt
2

(1 − s) + 1
при A = 1; q = 1 при A � 1;

q = 1 − 2A(A − 1)

B
при A > 1.
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Глава 9

1. (1 + t2)−1.

2. 1
2
[(1 + it)−β + (1 − it)−α].

Глава 10

1. 2Φ0(
√

12) = 0, 99947.
3. 0 � β < 1, 2α > β − 1.

4. 1√
2π

x/
√

2λ∫
−∞

e
−u2

2 du.

5. 0,99952.

Глава 11

1. 2
t1t2

[ t1e
it1 − t2e

it1

t1 − t2
− 1

]
.

2. fξ1ξ2(t1, t2) = eit2f(t1 − t2).
3. P{|ξ| � 1, |η| � 1} = 0, 46594, P{ξ2 + η2 � 1} = 0, 39347.

4. P{η � x} =
Γ
(

n + 1
2

)
Γ
(

n
2

)√
nπ

x/
√

2∫
−∞

(
1 + u2

n

)−n+1

2
du.

Глава 12

5. Справедливо.

Глава 13

1. Cov(x, y)=− 1
N(N − 1)

N∑
i=1

(Xi−X)2, ρ(x, y)=−
√

n1n2

(N−n1)(N−n2)
.

2. n − 1
n(N − 1)

N∑
i=1

(Xi − X)2.
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3. n − 1
n σ2.

4. Mx(k) = ka
n + 1

, Dxk =
k(n − k + 1)

(n + 1)2(n + 2)
a2.

Глава 14

1. Если min
1�i�n

xi < 1, то принимать H0; если max
1�i�n

xi > 2, то прини-

мать H1; в остальных случаях с вероятностью 1/2 принимать H0. В этом
случае max(α, β) = 2−n−1.

2. Критическое множество оптимального критерия: x1+ . . . +xn�λ0xα,
где

1
Γ(n)

∞∫
xα

xn−1e−xdx = α.

Мощность:

W (λ1) = 1
Γ(n)

λ0

λ1
xα∫

0

xn−1e−xdx.

3. Критическое множество: x − y � uασ, где

x = 1
n1

n1∑
i=1

xi, y = 1
n2

n2∑
i=1

yi, σ2 =
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

,

uα — α-квантиль нормального распределения.

4. χ2 =
9∑

i=0

(νi − 100)2

100 = 5, 86 < χ2
0,05(9) = 16, 9, поэтому данные

таблицы не противоречат гипотезе случайности.

Глава 15

1. â = μ, σ̂2 =
μ(n − μ)

n − 1
.

2. â = nI{ξ=0}, σ̂2 = nI{ξ=1}.
3. ϕm(ξ) = (1 − m)ξ .
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4. а), б) x1 + x2 + . . . + xn; в) max
1�i�n

xi.

5. ̂̂a = x.
6. θ̂ = max

1�i�n
xi.

Глава 16

1. x − y − uα/2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

� a1 − a2 � x − y + uα/2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

,

где uα/2 — α/2-квантиль нормального распределения,

x = 1
n1

n1∑
i=1

xi, y = 1
n2

n2∑
i=1

yi.

2. x − y − tα/2(n1 + n2 − 2)

√
s2
1(n1 − 1) + s2

2(n2 − 1)
n1 + n2 − 2

� a1 − a2 �

� x − y + tα/2(n1 + n2 − 2)

√
s2
1(n1 − 1) + s2

2(n2 − 1)
n1 + n2 − 2

,

где x, y те же, что в задаче 1,

s2
1 = 1

n1 − 1

n1∑
i=1

(xi − x)2, s2
2 = 1

n2 − 1

n2∑
i=1

(yi − y)2,

tα/2(n1 + n2 − 2) — α/2-квантиль распределения Стьюдента с n1 + n2 − 2
степенями свободы.

3.
(√

x − uα/2

2
√

n

)2

� a �
(√

x +
uα/2

2
√

n

)2

,

где x =
x1 + . . . + xn

n , uα/2 — α/2-квантиль нормального распределения.

4.
max1�i�n xi

n
√

1 − α
� θ � max

1�i�n
xi.
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Φ
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=
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