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Предисловие

Â ñîâðåìåííîé òåõíèêå âñå ÷àùå è ÷àùå âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè
äåéñòâèÿ èíòåíñèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê. Â àâèàöèè è ð
àêåòíîé
òåõíèêå èìè ÿâëÿþòñÿ íåðåãóëÿðíî-öèêëè÷åñêèå íàãðóçêè, îáóñëîâ-
ëåííûå äåéñòâèåì óäàðíûõ âîëí è ïîðûâîâ âåòðà. Â ãðàæäàíñêîì,
ïðîìûøëåííîì, ãèäðîòåõíè÷åñêîì ñòðîèòåëüñòâå è â ãîðíûõ ðàçðà-
áîòêàõ ìîãóò âîçäåéñòâîâàòü ñåéñìè÷åñêèå è  âçðûâíûå, à òàêæå
öèêëè÷åñêèå íàãðóçêè. Äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè äåéñòâóþò â
î âñåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà èìåþò ìåñòî ñîóäàðåíèÿ ÷àñòåé ðàáîòàþùèõ ìàøèí
èëè èõ âîçäåéñòâèå íà îáúåêòû ïðîèçâîäñòâà (íàïðèìåð, óäàð áàòàíà
ïî íèòè â òåêñòèëüíûõ ìàøèíàõ, óäàðû ïíåâìîìîëîòà ïî ïîðîäå è
äð.). Â ýòîé ñâÿçè ðàñ÷åò íà ïðî÷íîñòü ñîîðóæåíèé, ìàøèí è ìà
ññè-
âîâ, ïîäâåðæåííûõ äèíàìè÷åñêèì âîçäåéñòâèÿì, ïðèîáðåòàå
ò èñêëþ-
÷èòåëüíî âàæíîå çíà÷åíèå. Êðîìå òîãî, ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè
 èçìåðå-
íèÿ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì ðÿäà òåîðåò
è÷åñêèõ
çàäà÷ î èõ âîçäåéñòâèè íà ñîîòâåòñòâóþùóþ àïïàðàòóðó.

Íàóêà î äèíàìè÷åñêîé ïðî÷íîñòè, â êîòîðîé èçó÷àþòñÿ óêàçàí-
íûå ïðîáëåìû, ðàçâèâàåòñÿ ïðåæäå âñåãî â íàïðàâëåíèè ðàçð
àáîòêè
òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà íàïð
ÿæåííîãî è
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèé ìàøèí, ñîîðóæåíèé è ìàññèâîâ
. Äåëî â
òîì, ÷òî ñòàòè÷åñêèé ðàñ÷åò óêàçàííûõ ñîñòîÿíèé ìîæåò ïðè
âåñòè ê
áîëüøèì îøèáêàì,  ïîñêîëüêó äëÿ âðåìåí, ìåíüøèõ âðåìåíè ïðîáåãà
âîçíèêàþùèõ âîëí, âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ ñîïðîòèâëÿåòñÿ ë
èøü ÷àñòü
êîíñòðóêöèè èëè ñîîðóæåíèÿ.

Ðàçâèòèå íàóêè î äèíàìè÷åñêîé ïðî÷íîñòè íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ
èçó÷åíèåì ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ïðè âîçäåéñòâ
èè íà íèõ
íàãðóçîê óêàçàííîãî òèïà. Èçâåñòíî, ÷òî áîëüøèíñòâî ìàòåð
èàëîâ â
óñëîâèÿõ äèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ âåäåò ñåáÿ ñîâåðøåííî èíà÷å,
÷åì ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè. Òàê, ïðåäåë òåêó÷åñòè ìåòàëëîâ
ïðè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî âûøå ñ
òàòè÷åñ-
êîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè, à ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëà ïðè áîëüøèõ ñêîðî-
ñòÿõ äåôîðìàöèé êàê ïðàâèëî ïðîèñõîäèò õðóïêèì îáðàçîì.

Ââèäó îãðîìíîé ñëîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ äàííûõ â äèíàìè÷åñêè
õ
ýêñïåðèìåíòàõ è ìíîãîîáðàçèÿ èñïîëüçóåìûõ ìàòåðèàëîâ ï
ðè ñîçäà-
íèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ íåîáõîäèìî îòïðàâëÿòüñÿ 
îò îïðåäå-
ëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäïîñûëîê è ïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ñî-
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§ 7.3. Ìîäåëè êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ  . . . . . . . . . . 560
Ëèòåðàòóðà  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 566

Ãëàâà 8. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â óïðóãîé ñðåäå  . . . . . 571
§ 8.1. Âîëíû â íåîãðàíè÷åíííîé, èçîòðîïíîé,

ëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäå. Îñíîâíûå
õàðàêòåðèñòèêè âîëí  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 571
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§ 8.3. Âçàèìîäåéñòâèå âîëí ñ ãðàíèöåé ðàçäåëà
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îòâåòñòâóþùèõ ðàñ÷åòîâ. Â íàñòîÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè èçëà
ãàþòñÿ
îñíîâû äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ è ïðî÷íîñòè. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ìà-
òåðèàëîâ â òîé èëè èíîé ôîðìå áûëà àïðîáèðîâàíà ïðè ÷òåíè
è ñïå-
öèàëüíûõ êóðñîâ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ìîñêîâñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, â Íîâîñè-
áèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì  óíèâåðñèòåòå, Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-òåõíè-
÷åñêîì èíñòèòóòå, Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ëåñà
(áûâøåì Ëåñîòåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå). Àâòîðû ñòàðàëèñü èçëîæèòü
ìàòåðèàë òàê, ÷òîáû ÷èòàþùèé èõ ìîã íå îáðàùàòüñÿ ê äîïîëí
èòåëü-
íûì èñòî÷íèêàì. Ïîñêîëüêó îáëàñòü èññëåäîâàíèé ïî ïðî÷íîñòè î÷åíü
îáøèðíà, â ïîñîáèè èçëîæåíû ëèøü îñíîâíûå âîïðîñû, èëè áëè
çêèå
ê íàó÷íûì èíòåðåñàì àâòîðîâ. Âìåñòå ñ òåì ïî ðÿäó ïðîáëåì, êîòî-
ðûå òîëüêî çàòðîíóòû â äàííîì ïîñîáèè, äàþòñÿ ññûëêè íà ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ íàó÷íóþ è ó÷åáíóþ ëèòåðàòóðó.

Â ãë. 1 èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ âîëí â ñòåð-
æíÿõ èç íåëèíåéíî-óïðóãîãî, óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëîâ è åå
ïðèëîæåíèå ê îïðåäåëåíèþ äèíàìè÷åñêèõ äèàãðàìì «íàïðÿæ
åíèå �
äåôîðìàöèÿ» ìåòàëëîâ ïðè ñæàòèè. Òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷
àñòü
òåîðèè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåí
èé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, òî ïðåäâàðèòåëüíî
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíÿåìûé äëÿ ýòèõ öåëåé ìåòîä õàðàêò
åðèñòèê.
Äðóãèå ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû, íàïðèìåð èñïîëüçîâ
àíèå ðàç-
ðûâíûõ ðåøåíèé, âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñàìîñòîÿò
åëüíî â
êíèãå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ïðåäñòàâëåíèå î íèõ ÷èòàòåëü ïî
ëó÷àåò â
õîäå çíàêîìñòâà ñ îòäåëüíûìè ðàçäåëàìè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ. Â ýòîé
ãëàâå ïðèâåäåíû òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîäòâåðæäàþùèå
óïðóãî-ïëàñòè÷åñêóþ òåîðèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.

Â ãë. 2 èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷-
íûõ âîëí â óïðóãèõ è óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ ãèáêèõ ñâÿçÿõ, à ò
àêæå åå
ïðèëîæåíèå ê ðåøåíèþ ðÿäà  âîïðîñîâ: äâèæåíèÿ òîðìîçíûõ óñò-
ðîéñòâ, ïîëó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ, äåôî
ðìàöèè
íèòåé îñíîâû â òåêñòèëüíîì ïðîèçâîäñòâå, ïðè  àíàëèçå êîëåáàíèé è
çâó÷àíèÿ ñòðóííûõ ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ. Â ýòîé ãëàâå òàêæå
ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâà-
íèÿ áàëîê ïðè ïîïåðå÷íîì óäàðå.

Â ãë. 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ
îáúåêòîâ ñ îñåâîé è ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé (âêëþ÷àÿ ìåìáðàíû è
ïëèòû) èç óïðóãîãî, óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî è æåñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëîâ, â ãë. 4 � çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â äðóãèõ
ñðåäàõ: óïðóãîâÿçêîé, âÿçêîïëàñòè÷åñêîé, óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé,
èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîì ãàçå è ò.ä. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå, ïîäòâåðæäàþùèå ïðèìåíèìîñòü îïðåäåëåííûõ çàêî-
íîâ äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ îòäåëüíûõ ìàò
åðèàëîâ.

Ïðè íàïèñàíèè ïåðâûõ ÷åòûðåõ ãëàâ äàííîãî ïîñîáèÿ â îñíîâ-

íîì áûëî èñïîëüçîâàíî äîðàáîòàííîå, íî, ê ñîæàëåíèþ íå óâè
äåâ-
øåå ñâåò, âòîðîå èçäàíèå ìîíîãðàôèè Õ.À.Ðàõìàòóëèíà, Þ.À.Äåìü-
ÿíîâà «Ïðî÷íîñòü ïðè èíòåíñèâíûõ êðàòêîâðåìåííûõ íàãðóçêàõ».

Â ãë. 5 èçëàãàþòñÿ îñíîâû ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, îñ-
íîâíûì ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýâîëþöèÿ ìèêðî- è
ìàêðîòðåùèí, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ ðàçðåçàìè â ñïëîøíîé ñðåäå.
Îñâåùàþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ
êîíñòàíò ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, à òàêæå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
õàðàêòåðíûõ äëÿ ìåõàíèêè òðåùèí çàäà÷.

Â ãë. 6 èññëåäóþòñÿ âëèÿíèå ñêîðîñòè ðîñòà òðåùèíû è ýôôåê-
òîâ, ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì â âåðøèíå òðåùèíû çîí ïëàñòè÷åñêîãî
òå÷åíèÿ. Ðàññìîòðåí òàêæå âîïðîñ ó÷åòà ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè,
êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå îáëàñòåé îñëàáëåííûõ ñâÿçåé íà ïðî-
äîëæåíèè òðåùèíû.

Â ãë. 7 ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ î êðèòåðèÿõ ðàçðóøåíèÿ òâåðäûõ
òåë â óñëîâèÿõ êðàòêîâðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê, ïðåäëàãàâ-
øèõñÿ íà ðàçíûõ ýòàïàõ èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ. Ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé îñíîâîé äëÿ íèõ â îñíîâíîì ÿâëÿþòñÿ äàííûå ï
î îò-
êîëüíîìó ðàçðóøåíèþ ïëàñòèí, ïðèâåäåííûå â ìîíîãðàôèè Í.Õ.Àõ-
ìàäååâà. Òàêæå èçëîæåíû íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå ìîäåëè ïðî÷íîñòè,
ó÷èòûâàþùèå êèíåòèêó çàðîæäåíèÿ è ýâîëþöèè ïîâðåæäåíèé
 îò
ìèêðî- äî ìàêðîðàçðóøåíèÿ. Ýòî íàïðàâëåíèå âîçíèêëî èç ðà
áîò
Ë.Ì.Êà÷àíîâà, Þ.Í.Ðàáîòíîâà (ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð ïîâðåæäåíí
îñ-
òè) è À.À.Èëüþøèíà (òåíçîðíûå ìåðû ïîâðåæäåííîñòè) è ïîëó÷è
ëî
íàçâàíèå ìåõàíèêè êîíòèíóàëüíîãî (èëè ðàññåÿííîãî) ðàçðóøåíèÿ.

Â ãë. 8 èçëàãàþòñÿ âîïðîñû ïîñòàíîâêè çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè
èçó÷åíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â òåëàõ ðàçíîé ãåîìåòðèè, à
 òàêæå
çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ ãðàíèöàìè ðàçäåëà ñðåä. Ýòè ç
àäà÷è
âàæíû äëÿ ïîíèìàíèÿ è âûäåëåíèÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ ôà
êòîðîâ
âîëíîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà ýëåìåíòû ìåõàíèçìîâ è ìàññèâû.

Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ñòàâèò ñâîåé öåëüþ îçíàêîìèòü ñòó-
äåíòîâ, èíæåíåðîâ è íà÷èíàþùèõ èññëåäîâàòåëåé ñ îñíîâíûì
è ïðî-
áëåìàìè äèíàìè÷åñêîé ïðî÷íîñòè. Èõ èçó÷åíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ
îõâàòûâàåò î÷åíü áîëüøîé êðóã ìåõàíè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷å
ñêèõ äèñ-
öèïëèí, ïîëíîå èçëîæåíèå êîòîðûõ â îäíîé êíèãå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì. Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû
 ðàáî-
òû, â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû ìåõàíèêè ïðî÷íîñòè èçëîæå-
íû çíà÷èòåëüíî áîëåå ïîäðîáíî. Ññûëêè íà ñîîòâåòñòâóþùèå
 ìîíî-
ãðàôèè ïðèâåäåíû â êàæäîé èç ãëàâ. Àâòîðû áóäóò ñ÷èòàòü ñâîþ
çàäà÷ó âûïîëíåííîé, åñëè äàííîå ïîñîáèå îêàæåòñÿ ïîëåçíû
ì è ïðè-
âëå÷åò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ê ýòîìó âàæíîìó è èíòåðåñ
íîìó
ðàçäåëó ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ó÷åíûé ñîâåò ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà çà ïðåäîñòàâëåííóþ âîçìîæíîñòü
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îòâåòñòâóþùèõ ðàñ÷åòîâ. Â íàñòîÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè èçëà
ãàþòñÿ
îñíîâû äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ è ïðî÷íîñòè. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ìà-
òåðèàëîâ â òîé èëè èíîé ôîðìå áûëà àïðîáèðîâàíà ïðè ÷òåíè
è ñïå-
öèàëüíûõ êóðñîâ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ìîñêîâñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, â Íîâîñè-
áèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì  óíèâåðñèòåòå, Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-òåõíè-
÷åñêîì èíñòèòóòå, Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ëåñà
(áûâøåì Ëåñîòåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå). Àâòîðû ñòàðàëèñü èçëîæèòü
ìàòåðèàë òàê, ÷òîáû ÷èòàþùèé èõ ìîã íå îáðàùàòüñÿ ê äîïîëí
èòåëü-
íûì èñòî÷íèêàì. Ïîñêîëüêó îáëàñòü èññëåäîâàíèé ïî ïðî÷íîñòè î÷åíü
îáøèðíà, â ïîñîáèè èçëîæåíû ëèøü îñíîâíûå âîïðîñû, èëè áëè
çêèå
ê íàó÷íûì èíòåðåñàì àâòîðîâ. Âìåñòå ñ òåì ïî ðÿäó ïðîáëåì, êîòî-
ðûå òîëüêî çàòðîíóòû â äàííîì ïîñîáèè, äàþòñÿ ññûëêè íà ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ íàó÷íóþ è ó÷åáíóþ ëèòåðàòóðó.

Â ãë. 1 èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ âîëí â ñòåð-
æíÿõ èç íåëèíåéíî-óïðóãîãî, óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëîâ è åå
ïðèëîæåíèå ê îïðåäåëåíèþ äèíàìè÷åñêèõ äèàãðàìì «íàïðÿæ
åíèå �
äåôîðìàöèÿ» ìåòàëëîâ ïðè ñæàòèè. Òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷
àñòü
òåîðèè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåí
èé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, òî ïðåäâàðèòåëüíî
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíÿåìûé äëÿ ýòèõ öåëåé ìåòîä õàðàêò
åðèñòèê.
Äðóãèå ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû, íàïðèìåð èñïîëüçîâ
àíèå ðàç-
ðûâíûõ ðåøåíèé, âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñàìîñòîÿò
åëüíî â
êíèãå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ïðåäñòàâëåíèå î íèõ ÷èòàòåëü ïî
ëó÷àåò â
õîäå çíàêîìñòâà ñ îòäåëüíûìè ðàçäåëàìè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ. Â ýòîé
ãëàâå ïðèâåäåíû òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîäòâåðæäàþùèå
óïðóãî-ïëàñòè÷åñêóþ òåîðèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.

Â ãë. 2 èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷-
íûõ âîëí â óïðóãèõ è óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ ãèáêèõ ñâÿçÿõ, à ò
àêæå åå
ïðèëîæåíèå ê ðåøåíèþ ðÿäà  âîïðîñîâ: äâèæåíèÿ òîðìîçíûõ óñò-
ðîéñòâ, ïîëó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ, äåôî
ðìàöèè
íèòåé îñíîâû â òåêñòèëüíîì ïðîèçâîäñòâå, ïðè  àíàëèçå êîëåáàíèé è
çâó÷àíèÿ ñòðóííûõ ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ. Â ýòîé ãëàâå òàêæå
ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâà-
íèÿ áàëîê ïðè ïîïåðå÷íîì óäàðå.

Â ãë. 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ
îáúåêòîâ ñ îñåâîé è ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé (âêëþ÷àÿ ìåìáðàíû è
ïëèòû) èç óïðóãîãî, óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî è æåñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëîâ, â ãë. 4 � çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â äðóãèõ
ñðåäàõ: óïðóãîâÿçêîé, âÿçêîïëàñòè÷åñêîé, óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé,
èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîì ãàçå è ò.ä. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå, ïîäòâåðæäàþùèå ïðèìåíèìîñòü îïðåäåëåííûõ çàêî-
íîâ äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ îòäåëüíûõ ìàò
åðèàëîâ.

Ïðè íàïèñàíèè ïåðâûõ ÷åòûðåõ ãëàâ äàííîãî ïîñîáèÿ â îñíîâ-

íîì áûëî èñïîëüçîâàíî äîðàáîòàííîå, íî, ê ñîæàëåíèþ íå óâè
äåâ-
øåå ñâåò, âòîðîå èçäàíèå ìîíîãðàôèè Õ.À.Ðàõìàòóëèíà, Þ.À.Äåìü-
ÿíîâà «Ïðî÷íîñòü ïðè èíòåíñèâíûõ êðàòêîâðåìåííûõ íàãðóçêàõ».

Â ãë. 5 èçëàãàþòñÿ îñíîâû ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, îñ-
íîâíûì ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýâîëþöèÿ ìèêðî- è
ìàêðîòðåùèí, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ ðàçðåçàìè â ñïëîøíîé ñðåäå.
Îñâåùàþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ
êîíñòàíò ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, à òàêæå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
õàðàêòåðíûõ äëÿ ìåõàíèêè òðåùèí çàäà÷.

Â ãë. 6 èññëåäóþòñÿ âëèÿíèå ñêîðîñòè ðîñòà òðåùèíû è ýôôåê-
òîâ, ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì â âåðøèíå òðåùèíû çîí ïëàñòè÷åñêîãî
òå÷åíèÿ. Ðàññìîòðåí òàêæå âîïðîñ ó÷åòà ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè,
êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå îáëàñòåé îñëàáëåííûõ ñâÿçåé íà ïðî-
äîëæåíèè òðåùèíû.

Â ãë. 7 ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ î êðèòåðèÿõ ðàçðóøåíèÿ òâåðäûõ
òåë â óñëîâèÿõ êðàòêîâðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê, ïðåäëàãàâ-
øèõñÿ íà ðàçíûõ ýòàïàõ èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ. Ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé îñíîâîé äëÿ íèõ â îñíîâíîì ÿâëÿþòñÿ äàííûå ï
î îò-
êîëüíîìó ðàçðóøåíèþ ïëàñòèí, ïðèâåäåííûå â ìîíîãðàôèè Í.Õ.Àõ-
ìàäååâà. Òàêæå èçëîæåíû íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå ìîäåëè ïðî÷íîñòè,
ó÷èòûâàþùèå êèíåòèêó çàðîæäåíèÿ è ýâîëþöèè ïîâðåæäåíèé
 îò
ìèêðî- äî ìàêðîðàçðóøåíèÿ. Ýòî íàïðàâëåíèå âîçíèêëî èç ðà
áîò
Ë.Ì.Êà÷àíîâà, Þ.Í.Ðàáîòíîâà (ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð ïîâðåæäåíí
îñ-
òè) è À.À.Èëüþøèíà (òåíçîðíûå ìåðû ïîâðåæäåííîñòè) è ïîëó÷è
ëî
íàçâàíèå ìåõàíèêè êîíòèíóàëüíîãî (èëè ðàññåÿííîãî) ðàçðóøåíèÿ.

Â ãë. 8 èçëàãàþòñÿ âîïðîñû ïîñòàíîâêè çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè
èçó÷åíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â òåëàõ ðàçíîé ãåîìåòðèè, à
 òàêæå
çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ ãðàíèöàìè ðàçäåëà ñðåä. Ýòè ç
àäà÷è
âàæíû äëÿ ïîíèìàíèÿ è âûäåëåíèÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ ôà
êòîðîâ
âîëíîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà ýëåìåíòû ìåõàíèçìîâ è ìàññèâû.

Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ñòàâèò ñâîåé öåëüþ îçíàêîìèòü ñòó-
äåíòîâ, èíæåíåðîâ è íà÷èíàþùèõ èññëåäîâàòåëåé ñ îñíîâíûì
è ïðî-
áëåìàìè äèíàìè÷åñêîé ïðî÷íîñòè. Èõ èçó÷åíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ
îõâàòûâàåò î÷åíü áîëüøîé êðóã ìåõàíè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷å
ñêèõ äèñ-
öèïëèí, ïîëíîå èçëîæåíèå êîòîðûõ â îäíîé êíèãå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì. Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû
 ðàáî-
òû, â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû ìåõàíèêè ïðî÷íîñòè èçëîæå-
íû çíà÷èòåëüíî áîëåå ïîäðîáíî. Ññûëêè íà ñîîòâåòñòâóþùèå
 ìîíî-
ãðàôèè ïðèâåäåíû â êàæäîé èç ãëàâ. Àâòîðû áóäóò ñ÷èòàòü ñâîþ
çàäà÷ó âûïîëíåííîé, åñëè äàííîå ïîñîáèå îêàæåòñÿ ïîëåçíû
ì è ïðè-
âëå÷åò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ê ýòîìó âàæíîìó è èíòåðåñ
íîìó
ðàçäåëó ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ó÷åíûé ñîâåò ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà çà ïðåäîñòàâëåííóþ âîçìîæíîñòü

ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ
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Распространения волн в стержнях из нелинейно-
упругого и упругопластического материалов

(теория продольного удара)

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ õàðàêòåðà äèíàìè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíåé ïðè ïðîäîëüíîì óäàðå. Â íåé ðàññìîòðåíû
çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåëèíåéíûõ âîëí íàãðóæåíèÿ è óïð
óãîïëà-
ñòè÷åñêèõ âîëí ðàçãðóçêè â ñòåðæíÿõ ïðè óäàðå ïî íèì òâåðäûì
òåëîì è ïðè ñîóäàðåíèè èõ ìåæäó ñîáîé, èññëåäîâàí õàðàêòåð ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëí ðàçãðóçêè â ñòåðæíÿõ ñ ïåðåìåííûì ïðåä
åëîì
óïðóãîñòè, äàíû îñíîâû æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíåé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîñëóæèëè îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ äèàãðàì
ì «íàïðÿ-
æåíèå � äåôîðìàöèÿ» ìàòåðèàëîâ ïðè ñæàòèè. Ñóòü ýòèõ ìåòî
äîâ è
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ èõ ïîìîùüþ, èçëîæåíû â ïîñëåäíåì ïàðà-
ãðàôå íàñòîÿùåé ãëàâû. Òàì æå ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-
íûå, ïîäòâåðæäàþùèå óïðóãîïëàñòè÷åñêóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ ìåòàëëîâ, êàê àëþìèíèé, ñòàëü è ìåäü
.

§ 1.1. Метод характеристик для решения
квазилинейных гиперболических уравнений
второго порядка в частных производных

Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â íåë
è-
íåéíî-óïðóãèõ, óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ è óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêèõ
ñðåäàõ, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê. Äëÿ âûÿñíå-
íèÿ ñóùåñòâà ýòîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå êâàçèëè
-
íåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

2

2
2

2

2
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t
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∂
∂=

∂
∂ , (1.1)

ãäå u  � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ; t  è x  � íåçàâèñèìûå ïåðåìåí-

íûå; êîýôôèöèåíò a2 çàâèñèò îò u

t

∂
∂

, u

x

∂
∂

, u, x, t, ò. å. a2 = a2 (ut,

Глава 1èçäàíèÿ ïîñîáèÿ, à òàêæå ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû ãàçîâîé è âîëíîâîé
äèíàìèêè çà ñîâåòû ïðè îáñóæäåíèè ñîäåðæàíèÿ ïîñîáèÿ, È.Í
.Çâåðå-
âó, À.Á.Êèñåëåâó, Í.Í.Ñìèðíîâó, Á.Â.Êóêñåíêî è äð. çà öåííûå ñî-
âåòû è ïðåäîñòàâëåííûå ìàòåðèàëû.

Îñîáîé áëàãîäàðíîñòè çàñëóæèâàþò ñòóäåíòû êàôåäðû ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ ëåñà À.Áîëîòîâ, È.Ïîãîðíåâ, Ä.Áîðèñîâ, Ä.Ê
è-
ðèëëîâ, Ä.Ìàëàõîâ, È.Êóëàêîâñêèé è äð. çà ñîçäàíèå êîìïüþòåðíîé
âåðñèè ïåðâûõ ÷åòûðåõ ãëàâ è äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ÌÃÓ ëåñà À.À Ìàëàøèí  çà îðãàíèçàöèþ ýòîé ðàáîòû.

Êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåííîé ðóêîïèñè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ áûëî çíà-
÷èòåëüíî óëó÷øåíî áëàãîäàðÿ êðîïîòëèâîé è òâîð÷åñêîé ðàáîòå
ðåäàêòîðà Å. Â. Êîìàðîâîé, êîòîðîé àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ
ïðèçíàòåëüíîñòü.

Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû À.È.Êàìçîëîâó çà ïîääåðæêó ýòîãî èçäà
-
íèÿ.

Àâòîðû
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Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ õàðàêòåðà äèíàìè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíåé ïðè ïðîäîëüíîì óäàðå. Â íåé ðàññìîòðåíû
çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåëèíåéíûõ âîëí íàãðóæåíèÿ è óïð
óãîïëà-
ñòè÷åñêèõ âîëí ðàçãðóçêè â ñòåðæíÿõ ïðè óäàðå ïî íèì òâåðäûì
òåëîì è ïðè ñîóäàðåíèè èõ ìåæäó ñîáîé, èññëåäîâàí õàðàêòåð ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëí ðàçãðóçêè â ñòåðæíÿõ ñ ïåðåìåííûì ïðåä
åëîì
óïðóãîñòè, äàíû îñíîâû æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíåé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîñëóæèëè îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ äèàãðàì
ì «íàïðÿ-
æåíèå � äåôîðìàöèÿ» ìàòåðèàëîâ ïðè ñæàòèè. Ñóòü ýòèõ ìåòî
äîâ è
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ èõ ïîìîùüþ, èçëîæåíû â ïîñëåäíåì ïàðà-
ãðàôå íàñòîÿùåé ãëàâû. Òàì æå ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-
íûå, ïîäòâåðæäàþùèå óïðóãîïëàñòè÷åñêóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ ìåòàëëîâ, êàê àëþìèíèé, ñòàëü è ìåäü
.

§ 1.1. Метод характеристик для решения
квазилинейных гиперболических уравнений
второго порядка в частных производных

Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â íåë
è-
íåéíî-óïðóãèõ, óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ è óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêèõ
ñðåäàõ, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê. Äëÿ âûÿñíå-
íèÿ ñóùåñòâà ýòîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå êâàçèëè
-
íåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

2

2
2

2

2

x

u
a

t

u

∂
∂=

∂
∂ , (1.1)

ãäå u  � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ; t  è x  � íåçàâèñèìûå ïåðåìåí-

íûå; êîýôôèöèåíò a2 çàâèñèò îò u

t

∂
∂

, u

x

∂
∂

, u, x, t, ò. å. a2 = a2 (ut,

Глава 1èçäàíèÿ ïîñîáèÿ, à òàêæå ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû ãàçîâîé è âîëíîâîé
äèíàìèêè çà ñîâåòû ïðè îáñóæäåíèè ñîäåðæàíèÿ ïîñîáèÿ, È.Í
.Çâåðå-
âó, À.Á.Êèñåëåâó, Í.Í.Ñìèðíîâó, Á.Â.Êóêñåíêî è äð. çà öåííûå ñî-
âåòû è ïðåäîñòàâëåííûå ìàòåðèàëû.

Îñîáîé áëàãîäàðíîñòè çàñëóæèâàþò ñòóäåíòû êàôåäðû ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ ëåñà À.Áîëîòîâ, È.Ïîãîðíåâ, Ä.Áîðèñîâ, Ä.Ê
è-
ðèëëîâ, Ä.Ìàëàõîâ, È.Êóëàêîâñêèé è äð. çà ñîçäàíèå êîìïüþòåðíîé
âåðñèè ïåðâûõ ÷åòûðåõ ãëàâ è äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ÌÃÓ ëåñà À.À Ìàëàøèí  çà îðãàíèçàöèþ ýòîé ðàáîòû.

Êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåííîé ðóêîïèñè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ áûëî çíà-
÷èòåëüíî óëó÷øåíî áëàãîäàðÿ êðîïîòëèâîé è òâîð÷åñêîé ðàáîòå
ðåäàêòîðà Å. Â. Êîìàðîâîé, êîòîðîé àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ
ïðèçíàòåëüíîñòü.

Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû À.È.Êàìçîëîâó çà ïîääåðæêó ýòîãî èçäà
-
íèÿ.

Àâòîðû
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ux, u, t, x). Çäåñü è äàëåå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå u

t

∂
∂

 è u

x

∂
∂

 áóäóò
îáîçíà÷àòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî ut è ux.

Ïîñòàâèì è ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: îïðåäåëèòü óñëîâèÿ,
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïî çàäàííûì íà íåêîòîðîé êðèâîé
C (x, t) çíà÷åíèÿì ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ut è ux ìîæíî íàéòè
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé
u (x, t), óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.1). Âäîëü ëèíèè C èìååì:

dt
tx

u
dx

x

u
dux ∂∂

∂+
∂
∂=

2

2

2

, dt
t

u
dx

tx

u
dut 2

22

∂
∂+

∂∂
∂= . (1.2)

Â óðàâíåíèè (1.2) äèôôåðåíöèàëû dx è dt ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé óðàâíåíèåì ëèíèè C: 
dx

dt
 � òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ýòîé

ëèíèè ê îñè t â òî÷êå (t, x).
Òàê êàê dux è dut âäîëü êðèâîé C çàäàíû, òî â óðàâíåíèÿõ

(1.2)  íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ 
2

2

x

u

∂
∂ , 

tx

u

∂∂
∂2

, 
2

2

t

u

∂
∂

, êîòî-

ðûå äîëæíû,  êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (1.1). Íî
äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.1) � (1.2)

äëÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ 
2

2

x

u

∂
∂

, 
tx

u

∂∂
∂2

, 
2

2

t

u

∂
∂

 èìåëà áåñ÷èñëåííîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé, òðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îïðåäåëèòåëåé:

,0

0

0

102

=
−

dtdx

dtdx

a

   .0

0

002

=

t

x

dudx

dudtdx

a

Îòñþäà íàõîäèì

a2(dt)2 � (dx)2 = 0,   a2dutdt � a2dxdux= 0 (1.3)
èëè

;2
2

a
dt

dx =






   .xt du
dt

dx
du =

Êàê âèäèì, óãëîâîé êîýôôèöèåíò dtdx  óäîâëåòâîðÿåò  êâàä-
ðàòíîìó óðàâíåíèþ, èìåþùåìó äåéñòâèòåëüíûå ðàçëè÷íûå
êîðíè (çà ñ÷åò ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà
a2 ïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé â (1.1)).

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìîå

ïðè îïðåäåëåíèè dtdx  ñîîòíîøåíèå èìååò äåéñòâèòåëüíûå è
ðàçëè÷íûå êîðíè, îòíîñÿòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå ïðè
óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ, òàê íàçûâàåìûõ õàðàêòåðèñ
òè-
÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé óãîë íàêëîíà

êðèâîé C è ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u (x, t):

,a
dt

dx = (1.4′)

,xt adudu = (1.5′)
èëè

,a
dt

dx −= (1.4′′)

.xt adudu −= (1.5′′)
Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå const≡a  óðàâíåíèÿ (1.4) �

(1.5) áóäóò ÿâëÿòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè ëè-
íåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷
à-
ñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1.1). Äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (1.4)
è (1.5), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà a2 çàâèñèò
òîëüêî îò ux è ut, ñîîòíîøåíèÿ (1.5′) è (1.5′′) îáðàùàþòñÿ â
îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (çàâèñèìîñòü

2 2( )xa a u≡  êàê ðàç èìååò ìåñòî â ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü çàäà÷àõ).
Åñëè ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-

ìîãî îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), òî ñîîòíîøåíèÿ
(1.4′) � (1.4′′) ïðè ýòîì ïðåâðàùàþòñÿ â îáûêíîâåííûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè u (x, t)
ñèñòåìà

ux = ux(x,t),  ut = ut (x,t) (1.6)

äîïóñêàåò ðåøåíèå x = x(ux,ut), t = t(ux,ut). Ïîäñòàíîâêà âû-
ðàæåíèé äëÿ x è t ÷åðåç ux è ut â ñîîòíîøåíèÿ (1.5′) è (1.5′′)
äåëàåò ïîñëåäíèå îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâí
å-
íèÿìè, à èíòåãðàëû ñîîòíîøåíèé (1.4) è (1.5) â ïëîñêîñòÿõ x, t
è ux, ut èçîáðàæàþòñÿ íåêîòîðûìè êðèâûìè, êîòîðûå áóäåì
íàçûâàòü õàðàêòåðèñòèêàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîñêîñòÿõ. Â
ýòîé ñâÿçè ñîîòíîøåíèÿ (1.4′) è (l.4′′) íàçûâàþò äèôôåðåíöè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè õàðàêòåðèñòèê, à (1.5′) è (1.5′′) � óñëî-
âèÿìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ èëè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåí
è-
ÿìè õàðàêòåðèñòèê â ïëîñêîñòè ut è ux äëÿ (1.1).

ÃËÀÂÀ 1. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ... § 1.1.  ÌÅÒÎÄ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ...
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ux, u, t, x). Çäåñü è äàëåå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå u

t

∂
∂

 è u

x

∂
∂

 áóäóò
îáîçíà÷àòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî ut è ux.

Ïîñòàâèì è ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: îïðåäåëèòü óñëîâèÿ,
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïî çàäàííûì íà íåêîòîðîé êðèâîé
C (x, t) çíà÷åíèÿì ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ut è ux ìîæíî íàéòè
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé
u (x, t), óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.1). Âäîëü ëèíèè C èìååì:

dt
tx

u
dx

x

u
dux ∂∂

∂+
∂
∂=

2

2

2

, dt
t

u
dx

tx

u
dut 2

22

∂
∂+

∂∂
∂= . (1.2)

Â óðàâíåíèè (1.2) äèôôåðåíöèàëû dx è dt ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé óðàâíåíèåì ëèíèè C: 
dx

dt
 � òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ýòîé

ëèíèè ê îñè t â òî÷êå (t, x).
Òàê êàê dux è dut âäîëü êðèâîé C çàäàíû, òî â óðàâíåíèÿõ

(1.2)  íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ 
2

2

x

u

∂
∂ , 

tx

u

∂∂
∂2

, 
2

2

t

u

∂
∂

, êîòî-

ðûå äîëæíû,  êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (1.1). Íî
äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.1) � (1.2)

äëÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ 
2

2

x

u

∂
∂

, 
tx

u

∂∂
∂2

, 
2

2

t

u

∂
∂

 èìåëà áåñ÷èñëåííîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé, òðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îïðåäåëèòåëåé:

,0

0

0

102

=
−

dtdx

dtdx

a

   .0

0

002

=

t

x

dudx

dudtdx

a

Îòñþäà íàõîäèì

a2(dt)2 � (dx)2 = 0,   a2dutdt � a2dxdux= 0 (1.3)
èëè

;2
2

a
dt

dx =






   .xt du
dt

dx
du =

Êàê âèäèì, óãëîâîé êîýôôèöèåíò dtdx  óäîâëåòâîðÿåò  êâàä-
ðàòíîìó óðàâíåíèþ, èìåþùåìó äåéñòâèòåëüíûå ðàçëè÷íûå
êîðíè (çà ñ÷åò ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà
a2 ïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé â (1.1)).

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìîå

ïðè îïðåäåëåíèè dtdx  ñîîòíîøåíèå èìååò äåéñòâèòåëüíûå è
ðàçëè÷íûå êîðíè, îòíîñÿòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå ïðè
óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ, òàê íàçûâàåìûõ õàðàêòåðèñ
òè-
÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé óãîë íàêëîíà

êðèâîé C è ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u (x, t):

,a
dt

dx = (1.4′)

,xt adudu = (1.5′)
èëè

,a
dt

dx −= (1.4′′)

.xt adudu −= (1.5′′)
Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå const≡a  óðàâíåíèÿ (1.4) �

(1.5) áóäóò ÿâëÿòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè ëè-
íåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷
à-
ñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1.1). Äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (1.4)
è (1.5), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà a2 çàâèñèò
òîëüêî îò ux è ut, ñîîòíîøåíèÿ (1.5′) è (1.5′′) îáðàùàþòñÿ â
îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (çàâèñèìîñòü

2 2( )xa a u≡  êàê ðàç èìååò ìåñòî â ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü çàäà÷àõ).
Åñëè ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-

ìîãî îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), òî ñîîòíîøåíèÿ
(1.4′) � (1.4′′) ïðè ýòîì ïðåâðàùàþòñÿ â îáûêíîâåííûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè u (x, t)
ñèñòåìà

ux = ux(x,t),  ut = ut (x,t) (1.6)

äîïóñêàåò ðåøåíèå x = x(ux,ut), t = t(ux,ut). Ïîäñòàíîâêà âû-
ðàæåíèé äëÿ x è t ÷åðåç ux è ut â ñîîòíîøåíèÿ (1.5′) è (1.5′′)
äåëàåò ïîñëåäíèå îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâí
å-
íèÿìè, à èíòåãðàëû ñîîòíîøåíèé (1.4) è (1.5) â ïëîñêîñòÿõ x, t
è ux, ut èçîáðàæàþòñÿ íåêîòîðûìè êðèâûìè, êîòîðûå áóäåì
íàçûâàòü õàðàêòåðèñòèêàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîñêîñòÿõ. Â
ýòîé ñâÿçè ñîîòíîøåíèÿ (1.4′) è (l.4′′) íàçûâàþò äèôôåðåíöè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè õàðàêòåðèñòèê, à (1.5′) è (1.5′′) � óñëî-
âèÿìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ èëè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåí
è-
ÿìè õàðàêòåðèñòèê â ïëîñêîñòè ut è ux äëÿ (1.1).

ÃËÀÂÀ 1. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ... § 1.1.  ÌÅÒÎÄ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ...
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
u (x, t), îáðàùàþùàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ x, t â òîæäåñòâî îäíî èç ñîîòíîøåíèé (1.5′), (1.5′′), ìåæäó
äèôôåðåíöèàëàìè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ dx è dt êîòîðîé
ñïðàâåäëèâû ñîîòâåòñòâåííî ñîîòíîøåíèÿ (1.4′) èëè (1.4′′), óäîâ-
ëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1). Ñ ýòîé öåëüþ çàïèøåì îáà óðàâ-
íåíèÿ (1.5′) è (1.5′′) (ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè u (x, t)) â âèäå
îäíîãî òîæäåñòâà:

.xt adudu ±=
Òàê êàê ôóíêöèÿ u (x, t) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, ýòî

òîæäåñòâî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü:
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Ïî óñëîâèþ, äèôôåðåíöèàëû dx è dt â (1.7) óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
âåòñòâåííî ñîîòíîøåíèÿì (1.4′) èëè (1.5′), ò.å. dx = ±a dt. Ñëå-
äîâàòåëüíî, (1.7) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
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Ëåãêî äîêàçàòü è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1.1), îáðàùàåò â òîæäåñòâà ñîîòíîøåíèÿ
(1.5′) è (1.5′′), åñëè ïðè ýòîì ñîáëþäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.4′) è
(1.4′′).

Äîêàçàííûì âûøå óòâåðæäåíèÿì ìîæíî äàòü òàêîå ãåîìå-
òðè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå. Ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ íåêîòîðóþ
îáëàñòü G′ ïëîñêîñòè ut, ux íà îáëàñòü G ïëîñêîñòè x, t  (ðèñ. 1.1)
è óñòàíàâëèâàþùàÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè õàðàêòåðè
ñòèê
C è C′ (èç îäíîãî ñåìåéñòâà), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(1.1). Ïîñëåäíåå çàêëþ÷åíèå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ïî îòíî-
øåíèþ ê õàðàêòåðèñòèêàì êàê ïåðâîãî (1.4), òàê è âòîðîãî (1.5)
ñåìåéñòâà, à ïîýòîìó è ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êàì èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ôóíêöèÿ, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êà
ìè

ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ â ïëîñêîñòÿõ
x, t è ut, ux

1.
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Ðèñ. 1.1

Óñòàíîâëåííîå ñâîéñòâî ñîîòâåòñòâèÿ õàðàêòåðèñòèê ïîçâî-
ëÿåò:

1) îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ òåõ èëè èíûõ êðàåâûõ
çàäà÷ (ìåòîä õàðàêòåðèñòèê êàê ìåòîä ðàññóæäåíèÿ);

2) âûÿâèòü êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ðåøåíèÿ (ìåòîä õàðàêòå-
ðèñòèê êàê ìåòîä êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ðåøåíèÿ);

3) ðàçðàáîòàòü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà (àíàëèòè÷åñêèå,
÷èñëåííûå, ãðàôè÷åñêèå).

Ïîêàæåì, â ÷àñòíîñòè, êàê èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ñîîòâåò-
ñòâèÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè. Íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ïîñëåäíÿÿ, êàê èçâåñò-
íî, ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî
èç-
âîäíûõ ïî çíà÷åíèÿì ux è ut, çàäàííûì íà íåêîòîðîé íåõàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé êðèâîé AB ïëîñêîñòè x, t (ðèñ. 1.2). Î÷åâèäíî,
êðàåâûì óñëîâèÿì â ïëîñêîñòè ux, ut ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðàÿ êðèâàÿ A′B′. Òàê êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê � ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî â ïëîñêîñòÿõ x, t è ux, ut
ìîæíî ïðèâåñòè äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê (ðèñ. 1.2). Óêàçàí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñåêàþòñÿ â îáëàñòè ABC ïëîñêîñòè x, t
è â îáëàñòè A′B′C′ ïëîñêîñòè ux, ut. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåí-
íîå êðàåâûìè óñëîâèÿìè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

1 Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî ñîîòâåòñòâèÿ ñïðàâåäëèâî ïðè-
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
u (x, t), îáðàùàþùàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ x, t â òîæäåñòâî îäíî èç ñîîòíîøåíèé (1.5′), (1.5′′), ìåæäó
äèôôåðåíöèàëàìè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ dx è dt êîòîðîé
ñïðàâåäëèâû ñîîòâåòñòâåííî ñîîòíîøåíèÿ (1.4′) èëè (1.4′′), óäîâ-
ëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1). Ñ ýòîé öåëüþ çàïèøåì îáà óðàâ-
íåíèÿ (1.5′) è (1.5′′) (ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè u (x, t)) â âèäå
îäíîãî òîæäåñòâà:

.xt adudu ±=
Òàê êàê ôóíêöèÿ u (x, t) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, ýòî

òîæäåñòâî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü:
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Ïî óñëîâèþ, äèôôåðåíöèàëû dx è dt â (1.7) óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
âåòñòâåííî ñîîòíîøåíèÿì (1.4′) èëè (1.5′), ò.å. dx = ±a dt. Ñëå-
äîâàòåëüíî, (1.7) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
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Ëåãêî äîêàçàòü è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1.1), îáðàùàåò â òîæäåñòâà ñîîòíîøåíèÿ
(1.5′) è (1.5′′), åñëè ïðè ýòîì ñîáëþäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.4′) è
(1.4′′).

Äîêàçàííûì âûøå óòâåðæäåíèÿì ìîæíî äàòü òàêîå ãåîìå-
òðè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå. Ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ íåêîòîðóþ
îáëàñòü G′ ïëîñêîñòè ut, ux íà îáëàñòü G ïëîñêîñòè x, t  (ðèñ. 1.1)
è óñòàíàâëèâàþùàÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè õàðàêòåðè
ñòèê
C è C′ (èç îäíîãî ñåìåéñòâà), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(1.1). Ïîñëåäíåå çàêëþ÷åíèå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ïî îòíî-
øåíèþ ê õàðàêòåðèñòèêàì êàê ïåðâîãî (1.4), òàê è âòîðîãî (1.5)
ñåìåéñòâà, à ïîýòîìó è ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êàì èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ôóíêöèÿ, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êà
ìè

ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ â ïëîñêîñòÿõ
x, t è ut, ux

1.

 

 ut 

 ux 

   x 

t 

0 0 

C G 
C ' 

G ' 

Ðèñ. 1.1

Óñòàíîâëåííîå ñâîéñòâî ñîîòâåòñòâèÿ õàðàêòåðèñòèê ïîçâî-
ëÿåò:

1) îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ òåõ èëè èíûõ êðàåâûõ
çàäà÷ (ìåòîä õàðàêòåðèñòèê êàê ìåòîä ðàññóæäåíèÿ);

2) âûÿâèòü êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ðåøåíèÿ (ìåòîä õàðàêòå-
ðèñòèê êàê ìåòîä êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ðåøåíèÿ);

3) ðàçðàáîòàòü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà (àíàëèòè÷åñêèå,
÷èñëåííûå, ãðàôè÷åñêèå).

Ïîêàæåì, â ÷àñòíîñòè, êàê èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ñîîòâåò-
ñòâèÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè. Íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ïîñëåäíÿÿ, êàê èçâåñò-
íî, ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî
èç-
âîäíûõ ïî çíà÷åíèÿì ux è ut, çàäàííûì íà íåêîòîðîé íåõàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé êðèâîé AB ïëîñêîñòè x, t (ðèñ. 1.2). Î÷åâèäíî,
êðàåâûì óñëîâèÿì â ïëîñêîñòè ux, ut ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðàÿ êðèâàÿ A′B′. Òàê êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê � ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî â ïëîñêîñòÿõ x, t è ux, ut
ìîæíî ïðèâåñòè äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê (ðèñ. 1.2). Óêàçàí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñåêàþòñÿ â îáëàñòè ABC ïëîñêîñòè x, t
è â îáëàñòè A′B′C′ ïëîñêîñòè ux, ut. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåí-
íîå êðàåâûìè óñëîâèÿìè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

1 Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî ñîîòâåòñòâèÿ ñïðàâåäëèâî ïðè-
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òî÷åê îòðåçêîâ AB è A′B′ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî íà îáëàñòè
ABC è A′B′C′. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
âîçìîæíî òîëüêî â êðèâîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå ABC (èëè ABD).
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Ðèñ. 1.2

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ñîîòâåòñòâèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ut è ux çàäàíû íà õàðàêòåðèñòèêå, òî çà-
äà÷à Êîøè èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
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Ðèñ. 1.3

Â ñàìîì äåëå, ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè AB è A′B′ â îáåèõ ïëîñêî-
ñòÿõ ìîæíî ïðîâåñòè äðóãîå ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê (ðèñ.
 1.3).
Ïðè ëþáîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó òî÷êàìè ýòèõ ñåìåéñòâ õàðàê
òå-
ðèñòèê ìû áóäåì èìåòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå äàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ âçàèì
-
íî-îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåîáõî-
äèìî çàäàòü, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ut è ux (ñâÿçàííûõ
ìåæäó ñîáîé óñëîâèÿìè (1.5′) èëè (1.5′′)) íà êàêîé-ëèáî õàðàê-
òåðèñòèêå âòîðîãî ñåìåéñòâà, ò.å. óñòàíîâèòü äîïîëíèòåëüíîå
ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðèñòèê AC è A′C′. Ïðè ýòîì óñòàíîâèòñÿ
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òî÷åê â êðèâîëèíåéíûõ ÷å-

òûðåõóãîëüíèêàõ ABCD è A′B′C′D′, ÷òî îçíà÷àåò åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì êðàåâîé çàäà÷è
(íàçûâàåìîé çàäà÷åé Ãóðñà, èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷åé
Êîøè) â îáëàñòè ABCD.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, òàê íàçûâàåìóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó,
êîãäà çíà÷åíèå îäíîé ïðîèçâîäíîé, íàïðèìåð ux, çàäàíî íà íå-
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé AC, à çíà÷åíèÿ äâóõ äðóãèõ ïðîèç-
âîäíûõ � íà õàðàêòåðèñòèêå AB (ðèñ. 1.4). Ïîêàæåì, ïîëüçóÿñü
ñâîéñòâîì ñîîòâåòñòâèÿ õàðàêòåðèñòèê, ïðèíöèïèàëüíóþ ð
àç-
ðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è. Õàðàêòåðèñòèêà, èñõîäÿùàÿ èç
òî÷êè 1, ïåðåñåêàåò êðèâóþ AC â íåêîòîðîé òî÷êå 2. Òàê êàê â
ïîñëåäíåé çíà÷åíèå ux èçâåñòíî, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé òî÷êà 2'
íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðèñòèêè 1'�2' ñ ëèíèåé ux = ux2

.
Ïðîâîäÿ äàëåå õàðàêòåðèñòèêè 2�4, 2'�4', 3�4, 3'�4', óñòàíîâèì
ñîîòâåòñòâèå òî÷åê 4 è 4'. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷å
ê
1, 2 è 3 ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è äî-
êàçàíà.
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Ðèñ. 1.4

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé óñìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåííûé
ìåòîä ðåøåíèÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷, îñíîâàííûé íà
çàìåíå êóñî÷êîâ õàðàêòåðèñòèê îòðåçêàìè èõ êàñàòåëüíûõ. Àíà-
ëèòè÷åñêè ýòî ðàâíîñèëüíî çàìåíå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ
-
íåíèé õàðàêòåðèñòèê ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè â êîíå÷íûõ ðàç-
íîñòÿõ:

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1

2 2

( , , ...)( );     ( , , ...)( ) , 

( , , ...)( );    ( , , ...)( ). 

x t t t x t x x

x t t t x t x x

x x a u u t t u u a u u u u

x x a u u t t u u a u u u u

− = − − = −

− = − − = −
Åñëè çíà÷åíèÿ t1, x1, ux1

, ut1
, u1, t2, x2, ux2

, ut2
, u2 èçâåñòíû,

òî, ðåøàÿ çàïèñàííóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ x, t è ut, ux,
ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê (ðèñ. 1.5)
.
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òî÷åê îòðåçêîâ AB è A′B′ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî íà îáëàñòè
ABC è A′B′C′. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
âîçìîæíî òîëüêî â êðèâîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå ABC (èëè ABD).
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Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ñîîòâåòñòâèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ut è ux çàäàíû íà õàðàêòåðèñòèêå, òî çà-
äà÷à Êîøè èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
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Â ñàìîì äåëå, ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè AB è A′B′ â îáåèõ ïëîñêî-
ñòÿõ ìîæíî ïðîâåñòè äðóãîå ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê (ðèñ.
 1.3).
Ïðè ëþáîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó òî÷êàìè ýòèõ ñåìåéñòâ õàðàê
òå-
ðèñòèê ìû áóäåì èìåòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå äàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ âçàèì
-
íî-îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåîáõî-
äèìî çàäàòü, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ut è ux (ñâÿçàííûõ
ìåæäó ñîáîé óñëîâèÿìè (1.5′) èëè (1.5′′)) íà êàêîé-ëèáî õàðàê-
òåðèñòèêå âòîðîãî ñåìåéñòâà, ò.å. óñòàíîâèòü äîïîëíèòåëüíîå
ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðèñòèê AC è A′C′. Ïðè ýòîì óñòàíîâèòñÿ
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òî÷åê â êðèâîëèíåéíûõ ÷å-

òûðåõóãîëüíèêàõ ABCD è A′B′C′D′, ÷òî îçíà÷àåò åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì êðàåâîé çàäà÷è
(íàçûâàåìîé çàäà÷åé Ãóðñà, èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷åé
Êîøè) â îáëàñòè ABCD.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, òàê íàçûâàåìóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó,
êîãäà çíà÷åíèå îäíîé ïðîèçâîäíîé, íàïðèìåð ux, çàäàíî íà íå-
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé AC, à çíà÷åíèÿ äâóõ äðóãèõ ïðîèç-
âîäíûõ � íà õàðàêòåðèñòèêå AB (ðèñ. 1.4). Ïîêàæåì, ïîëüçóÿñü
ñâîéñòâîì ñîîòâåòñòâèÿ õàðàêòåðèñòèê, ïðèíöèïèàëüíóþ ð
àç-
ðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è. Õàðàêòåðèñòèêà, èñõîäÿùàÿ èç
òî÷êè 1, ïåðåñåêàåò êðèâóþ AC â íåêîòîðîé òî÷êå 2. Òàê êàê â
ïîñëåäíåé çíà÷åíèå ux èçâåñòíî, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé òî÷êà 2'
íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðèñòèêè 1'�2' ñ ëèíèåé ux = ux2

.
Ïðîâîäÿ äàëåå õàðàêòåðèñòèêè 2�4, 2'�4', 3�4, 3'�4', óñòàíîâèì
ñîîòâåòñòâèå òî÷åê 4 è 4'. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷å
ê
1, 2 è 3 ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è äî-
êàçàíà.
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Ðèñ. 1.4

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé óñìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåííûé
ìåòîä ðåøåíèÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷, îñíîâàííûé íà
çàìåíå êóñî÷êîâ õàðàêòåðèñòèê îòðåçêàìè èõ êàñàòåëüíûõ. Àíà-
ëèòè÷åñêè ýòî ðàâíîñèëüíî çàìåíå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ
-
íåíèé õàðàêòåðèñòèê ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè â êîíå÷íûõ ðàç-
íîñòÿõ:

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1

2 2

( , , ...)( );     ( , , ...)( ) , 

( , , ...)( );    ( , , ...)( ). 

x t t t x t x x

x t t t x t x x

x x a u u t t u u a u u u u

x x a u u t t u u a u u u u

− = − − = −

− = − − = −
Åñëè çíà÷åíèÿ t1, x1, ux1

, ut1
, u1, t2, x2, ux2

, ut2
, u2 èçâåñòíû,

òî, ðåøàÿ çàïèñàííóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ x, t è ut, ux,
ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê (ðèñ. 1.5)
.
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Ðèñ. 1.5

Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1.4) �
(1.5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñê
èõ
íàïðàâëåíèé. Îíà îáëàäàåò òîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòü
þ,
÷òî êàæäîå åå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå òîëüêî ïî ýòî-
ìó íàïðàâëåíèþ. Óêàçàííîå ñâîéñòâî õàðàêòåðèñòèê ìîæåò áûòü
ïîëîæåíî â îñíîâó ïðè âûâîäå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñîîòíîø
å-
íèé, íàïðèìåð äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ1.

§ 1.2. Распространение плоских нелинейных волн
нагружения в длинных стержнях

Â ýòîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ äèíàìè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíÿ, ê îäíîìó êîíöó êîòîðîãî ïðèëîæåíî
íåóáûâàþùåå íàïðÿæåíèå p(t). Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ïðîöåññ â
îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ãèïåðá
î-
ëè÷åñêîãî òèïà è íîñèò âîëíîâîé õàðàêòåð.

Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåð-
æíÿ ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå åãî ýëåìåíòà, îãðàíè÷åííîãî â
ìîìåíò t = 0 ïëîñêèìè ñå÷åíèÿìè x è x + dx. Ïðè òàêîì îïðå-
äåëåíèè x ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòîé, æåñòêî ñâÿçàííîé
ñ äàííûì ñå÷åíèåì âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè. Èç óñëîâèÿ ñî-
õðàíåíèÿ ìàññû ýòîãî ýëåìåíòà èìååì:

1  Ñì., íàïðèìåð, Êóðàíò Ã., Ôðèäðèõc Ê. Ñâåðõçâóêîâîå òå÷åíèå
è óäàðíûå âîëíû. � Ì.: ÈË, 1950.

FtxuxtdxxudxxFdx ρ−−+++=ρ )] ,() ,([00

èëè

FuF x ρ+=ρ )1(00 . (1.8)

Çäåñü u(x, t) è u(x + dx, t) � ñìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñå÷å-
íèé â ìîìåíò t; ρ � ïëîòíîñòü; F � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ; èíäåêñîì 0 îòìå÷åíû íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû ñòåðæíÿ.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðèìåíåíèè ê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîìó ýëåìåíòó ñòåðæíÿ äàåò

) ,() ,(
2

2

00 txTtdxxT
t

u
dxF −+=

∂
∂ρ ,

ãäå T(x, t); T(x + dx, t) � óñèëèÿ, äåéñòâóþùèå â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñå÷åíèÿõ.

Ââîäÿ óñëîâíîå íàïðÿæåíèå σ = T/F0, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
ïðåîáðàçóåì ê âèäó
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00 σ
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F (1.9)

Äëÿ ñëó÷àÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ (F0 = const) óðàâíåíèå (1.9)
óïðîùàåòñÿ:

.
2

2

0 xt

u

∂
σ∂=

∂
∂ρ (1.10)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðÿæåíèå σ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî
äåôîðìàöèè e = ux, ò.å.

σ = σ(e). (1.11)
Ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ çàâèñèìîñòü σ(e) ìîæíî ñ÷èòàòü, ñî-
ãëàñíî çàêîíó Ãóêà, ëèíåéíîé:

σ = Ee, (1.12)
ãäå E � ìîäóëü Þíãà. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ äåôîðìàöèé ýòà
çàâèñèìîñòü, áóäó÷è íåëèíåéíîé, îáëàäàåò ñëåäóþùåé îñîáåí-
íîñòüþ: âïëîòü äî îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû e îíà èìååò îäèí è
òîò æå âèä ïðè íàãðóæåíèè è ðàçãðóæåíèè (íåëèíåéíàÿ óïðó-
ãîñòü); â îáëàñòè áîëüøèõ äåôîðìàöèé âèäû ôóíêöèé σ(e) ïðè
íàãðóæåíèè è ðàçãðóæåíèè çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñî-
áîé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàçãðóæåíèè çàâèñèìîñòü σ = σ(e) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé íà÷àëüíîìó ó÷àñòêó äèà-
ãðàììû íàãðóæåíèÿ. Òàê êàê â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþò
ñÿ
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Ðèñ. 1.5

Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1.4) �
(1.5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñê
èõ
íàïðàâëåíèé. Îíà îáëàäàåò òîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòü
þ,
÷òî êàæäîå åå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå òîëüêî ïî ýòî-
ìó íàïðàâëåíèþ. Óêàçàííîå ñâîéñòâî õàðàêòåðèñòèê ìîæåò áûòü
ïîëîæåíî â îñíîâó ïðè âûâîäå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñîîòíîø
å-
íèé, íàïðèìåð äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ1.

§ 1.2. Распространение плоских нелинейных волн
нагружения в длинных стержнях

Â ýòîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ äèíàìè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíÿ, ê îäíîìó êîíöó êîòîðîãî ïðèëîæåíî
íåóáûâàþùåå íàïðÿæåíèå p(t). Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ïðîöåññ â
îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ãèïåðá
î-
ëè÷åñêîãî òèïà è íîñèò âîëíîâîé õàðàêòåð.

Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåð-
æíÿ ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå åãî ýëåìåíòà, îãðàíè÷åííîãî â
ìîìåíò t = 0 ïëîñêèìè ñå÷åíèÿìè x è x + dx. Ïðè òàêîì îïðå-
äåëåíèè x ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòîé, æåñòêî ñâÿçàííîé
ñ äàííûì ñå÷åíèåì âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè. Èç óñëîâèÿ ñî-
õðàíåíèÿ ìàññû ýòîãî ýëåìåíòà èìååì:

1  Ñì., íàïðèìåð, Êóðàíò Ã., Ôðèäðèõc Ê. Ñâåðõçâóêîâîå òå÷åíèå
è óäàðíûå âîëíû. � Ì.: ÈË, 1950.

FtxuxtdxxudxxFdx ρ−−+++=ρ )] ,() ,([00

èëè

FuF x ρ+=ρ )1(00 . (1.8)

Çäåñü u(x, t) è u(x + dx, t) � ñìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñå÷å-
íèé â ìîìåíò t; ρ � ïëîòíîñòü; F � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ; èíäåêñîì 0 îòìå÷åíû íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû ñòåðæíÿ.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðèìåíåíèè ê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîìó ýëåìåíòó ñòåðæíÿ äàåò
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ùèõ ñå÷åíèÿõ.

Ââîäÿ óñëîâíîå íàïðÿæåíèå σ = T/F0, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
ïðåîáðàçóåì ê âèäó
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Äëÿ ñëó÷àÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ (F0 = const) óðàâíåíèå (1.9)
óïðîùàåòñÿ:

.
2

2

0 xt

u

∂
σ∂=

∂
∂ρ (1.10)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðÿæåíèå σ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî
äåôîðìàöèè e = ux, ò.å.

σ = σ(e). (1.11)
Ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ çàâèñèìîñòü σ(e) ìîæíî ñ÷èòàòü, ñî-
ãëàñíî çàêîíó Ãóêà, ëèíåéíîé:

σ = Ee, (1.12)
ãäå E � ìîäóëü Þíãà. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ äåôîðìàöèé ýòà
çàâèñèìîñòü, áóäó÷è íåëèíåéíîé, îáëàäàåò ñëåäóþùåé îñîáåí-
íîñòüþ: âïëîòü äî îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû e îíà èìååò îäèí è
òîò æå âèä ïðè íàãðóæåíèè è ðàçãðóæåíèè (íåëèíåéíàÿ óïðó-
ãîñòü); â îáëàñòè áîëüøèõ äåôîðìàöèé âèäû ôóíêöèé σ(e) ïðè
íàãðóæåíèè è ðàçãðóæåíèè çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñî-
áîé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàçãðóæåíèè çàâèñèìîñòü σ = σ(e) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé íà÷àëüíîìó ó÷àñòêó äèà-
ãðàììû íàãðóæåíèÿ. Òàê êàê â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþò
ñÿ
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òîëüêî ñëó÷àè íàãðóæåíèÿ ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü σ = σ(e) èìååò îäèíà-
êîâûé âèä äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x è t.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñåãäà, êîãäà ýòî íå îãîâîðåíî îñîáî,
ïðîèçâîäíàÿ dσ/de � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ äå-
ôîðìàöèè. Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå,
îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíûé âîëíîâîé ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ (á
åç
îáðàçîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí).

Ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî ïðèíÿòîãî çàêî-
íà äåôîðìèðîâàíèÿ σ = σ(e). Ïîñëåäíèé õîðîøî ïîäòâåðæäåí
äëÿ ðÿäà ìàòåðèàëîâ (òàêèõ, êàê æåëåçî, ñòàëü ðàçëè÷íûõ ìàð
îê,
ìåäü, àëþìèíèé, ðåçèíà è ò.ä.) ýêñïåðèìåíòàìè ïðè ìåäëåííîì
ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàçöîâ. Âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ åãî ê óñëîâèÿì ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü
áûñòðîãî äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþùåé
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè. Îòíîñÿ îáñóæäåíèå ýòîãî âîï
ðî-
ñà â ïîñëåäíèé ïàðàãðàô ãëàâû, îòìåòèì çäåñü ëèøü ñàì ôàêò
âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ çàêîíà
σ = σ(e) (îòëè÷íîãî, îäíàêî, îò ñòàòè÷åñêîãî) äëÿ ðÿäà ïðàê-
òè÷åñêè âàæíûõ ìàòåðèàëîâ.

Îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîãî íàïðÿæåííîãî è äåôîðìèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòåðæíåé èç òàêèõ ìàòåðèàëîâ ñâîäèòñÿ
,
î÷åâèäíî, ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.10) ïðè óñëîâèè (1.11) èëè,
÷òî òî æå, óðàâíåíèÿ
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1
. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â §1.1, óðàâíåíèå (1.13)

ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå õàðàêòåðèñòèê:

;adtdx ±= (1.14)

.xt adudu ±= (1.15)

Óñëîâèÿ (1.15) ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû:

21)( ,cuu xt +ψ= , ∫=ψ
xu

xx aduu
0

)(

ïðè÷åì êîíñòàíòû c1, c2 èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ íà ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèêàõ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà õàðàê-
òåðèñòèê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î
äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè ñòåð-
æíÿ êîíå÷íîé äëèíû ïîä âëèÿ-
íèåì ïðèëîæåííîãî ê åãî òîðöó
x = 0 íàïðÿæåíèÿ σ(e) = p(t) (èëè
äåôîðìàöèè ux = e0(t)). Ïóñòü â
íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 ñòåð-
æåíü íå äåôîðìèðîâàí è íàõî-
äèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Óäîâ-
ëåòâîðåíèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
äëÿ îáëàñòè OAB, ãäå OA � äëèíà
ñòåðæíÿ, OB è BA � õàðàêòåðè-
ñòèêè ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöà-
òåëüíîãî íàïðàâëåíèé ñîîòâåò-
ñòâåííî (ðèñ. 1.6).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
(1.13) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ const.) ,( ≡txu
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâîäÿ ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó x, t ýòîé îáëà-
ñòè õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé âïëîòü äî ïåðå
ñå÷å-
íèÿ ñ îñüþ t = 0, áóäåì èìåòü:

 )], ,([) ,(   )]; ,([) ,( txutxutxutxu xtxt ψ=ψ−= (1.16)

òàê êàê c1 è c2 â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðàâíû íóëþ. Èç (1.16)
ñëåäóåò, ÷òî ut=ux=0, ïîýòîìó â îáëàñòè OAB èìååì 0)0( aaa =≡ .
Çíà÷èò, âñå õàðàêòåðèñòèêè ýòîé îáëàñòè (â òîì ÷èñëå BA è OB)
ïðÿìîëèíåéíû.

Â ïëîñêîñòè ãîäîãðàôà ut,ux îáëàñòè OAB ñîîòâåòñòâóåò íà-
÷àëî êîîðäèíàò (ut=ux=0). Ñìûñë ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ î÷å-
âèäåí: âïëîòü äî ìîìåíòà t = x/a0 ñå÷åíèå x îñòàåòñÿ â íåäåôîð-
ìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.

Íàéäåì òåïåðü ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è çà ôðîí-
òîì âîëíû, èäóùåé ñî ñêîðîñòüþ a0, ò.å. â îáëàñòè OBC, îãðàíè-
÷åííîé îñüþ Ot è õàðàêòåðèñòèêàìè x = a0t è BC (ñì. ðèñ. 1.6).
Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî â îáëàñòè OBC èìååò ìåñòî èíòåã-
ðàë

).( xt uu ψ−= (1.17)
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òîëüêî ñëó÷àè íàãðóæåíèÿ ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü σ = σ(e) èìååò îäèíà-
êîâûé âèä äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x è t.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñåãäà, êîãäà ýòî íå îãîâîðåíî îñîáî,
ïðîèçâîäíàÿ dσ/de � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ äå-
ôîðìàöèè. Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå,
îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíûé âîëíîâîé ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ (á
åç
îáðàçîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí).

Ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî ïðèíÿòîãî çàêî-
íà äåôîðìèðîâàíèÿ σ = σ(e). Ïîñëåäíèé õîðîøî ïîäòâåðæäåí
äëÿ ðÿäà ìàòåðèàëîâ (òàêèõ, êàê æåëåçî, ñòàëü ðàçëè÷íûõ ìàð
îê,
ìåäü, àëþìèíèé, ðåçèíà è ò.ä.) ýêñïåðèìåíòàìè ïðè ìåäëåííîì
ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàçöîâ. Âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ åãî ê óñëîâèÿì ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü
áûñòðîãî äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþùåé
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè. Îòíîñÿ îáñóæäåíèå ýòîãî âîï
ðî-
ñà â ïîñëåäíèé ïàðàãðàô ãëàâû, îòìåòèì çäåñü ëèøü ñàì ôàêò
âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ çàêîíà
σ = σ(e) (îòëè÷íîãî, îäíàêî, îò ñòàòè÷åñêîãî) äëÿ ðÿäà ïðàê-
òè÷åñêè âàæíûõ ìàòåðèàëîâ.

Îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîãî íàïðÿæåííîãî è äåôîðìèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòåðæíåé èç òàêèõ ìàòåðèàëîâ ñâîäèòñÿ
,
î÷åâèäíî, ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.10) ïðè óñëîâèè (1.11) èëè,
÷òî òî æå, óðàâíåíèÿ
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1
. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â §1.1, óðàâíåíèå (1.13)

ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå õàðàêòåðèñòèê:

;adtdx ±= (1.14)

.xt adudu ±= (1.15)

Óñëîâèÿ (1.15) ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû:

21)( ,cuu xt +ψ= , ∫=ψ
xu

xx aduu
0

)(

ïðè÷åì êîíñòàíòû c1, c2 èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ íà ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèêàõ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà õàðàê-
òåðèñòèê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î
äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè ñòåð-
æíÿ êîíå÷íîé äëèíû ïîä âëèÿ-
íèåì ïðèëîæåííîãî ê åãî òîðöó
x = 0 íàïðÿæåíèÿ σ(e) = p(t) (èëè
äåôîðìàöèè ux = e0(t)). Ïóñòü â
íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 ñòåð-
æåíü íå äåôîðìèðîâàí è íàõî-
äèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Óäîâ-
ëåòâîðåíèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
äëÿ îáëàñòè OAB, ãäå OA � äëèíà
ñòåðæíÿ, OB è BA � õàðàêòåðè-
ñòèêè ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöà-
òåëüíîãî íàïðàâëåíèé ñîîòâåò-
ñòâåííî (ðèñ. 1.6).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
(1.13) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ const.) ,( ≡txu
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâîäÿ ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó x, t ýòîé îáëà-
ñòè õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé âïëîòü äî ïåðå
ñå÷å-
íèÿ ñ îñüþ t = 0, áóäåì èìåòü:

 )], ,([) ,(   )]; ,([) ,( txutxutxutxu xtxt ψ=ψ−= (1.16)

òàê êàê c1 è c2 â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðàâíû íóëþ. Èç (1.16)
ñëåäóåò, ÷òî ut=ux=0, ïîýòîìó â îáëàñòè OAB èìååì 0)0( aaa =≡ .
Çíà÷èò, âñå õàðàêòåðèñòèêè ýòîé îáëàñòè (â òîì ÷èñëå BA è OB)
ïðÿìîëèíåéíû.

Â ïëîñêîñòè ãîäîãðàôà ut,ux îáëàñòè OAB ñîîòâåòñòâóåò íà-
÷àëî êîîðäèíàò (ut=ux=0). Ñìûñë ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ î÷å-
âèäåí: âïëîòü äî ìîìåíòà t = x/a0 ñå÷åíèå x îñòàåòñÿ â íåäåôîð-
ìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.

Íàéäåì òåïåðü ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è çà ôðîí-
òîì âîëíû, èäóùåé ñî ñêîðîñòüþ a0, ò.å. â îáëàñòè OBC, îãðàíè-
÷åííîé îñüþ Ot è õàðàêòåðèñòèêàìè x = a0t è BC (ñì. ðèñ. 1.6).
Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî â îáëàñòè OBC èìååò ìåñòî èíòåã-
ðàë

).( xt uu ψ−= (1.17)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïîêðûâ ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü õàðàê-
òåðèñòèêàìè îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, ìîæåì çàïèñàòü
 âäîëü
êàæäîé èç íèõ ñîîòíîøåíèå .)( 2cuu xt +ψ−=

Òàê êàê âñå õàðàêòåðèñòèêè îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ
ïåðåñåêàþò ëèíèþ x = a0t, íà êîòîðîé  ux = ut = 0, òî êîíñòàíòà
èíòåãðèðîâàíèÿ c2 âäîëü êàæäîé èç íèõ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé
íóëþ, ÷åì è äîêàçûâàåòñÿ ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â ïëîñêîñòè ãîäîãðàôà ut, ux îáëàñòè OBC ñîîòâåòñòâóåò
ëèíèÿ ).( xt uu ψ−=  Âñå õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæèòåëüíîãî íàêëî-
íà â îáëàñòè OBC ïðÿìîëèíåéíû, ïîñêîëüêó ïðè íàëè÷èè èí-
òåãðàëà (1.17) èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óñëîâèÿ 1)( cuu xt +ψ= ñëå-
äóåò ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé (à çíà÷èò, è óãëîâîãî
êîýôôèöèåíòà a(ux)) âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæèòåëü-
íîãî íàêëîíà. Ïîýòîìó óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê ïîëîæèòåë
ü-
íîãî íàêëîíà èìååò âèä

),)(( 0ttuax x −= (1.18)

ãäå t0 � ëþáàÿ òî÷êà îòðåçêà OC, äëÿ êîòîðîé, ñîãëàñíî êðàå-
âîìó óñëîâèþ, èçâåñòíî

).( 00 teux = (1.19)

Èñêëþ÷èâ èç (1.18) è (1.19) ïàðàìåòð t0, ïîëó÷àåì
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèè â
ëþáîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè:

ux = e0 


t �

)( xua

x 


. (1.20)

Ñêîðîñòü ut îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì (1.17). Åñëè íàïðÿæå-
íèå p(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò â òå÷åíèå âðåìåíè t0, à çàòåì

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, òî ñåìåéñòâî ïðÿìîëèíåéíûõ õàðàêòå
ðè-
ñòèê â ïëîñêîñòè x, t èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.7,à.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñå÷åíèå x ñ ìîìåíòà  t = x/a0 äåôîðìèðóåò-
ñÿ â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåëèíåéíûõ âîëí íàãðóæåíè
ÿ,
ñêîðîñòü êîòîðûõ ìîíîòîííî ïàäàåò îò a0 äî )]([ *

0teaa = ; âåëè-
÷èíà äåôîðìàöèè ñå÷åíèÿ x ñòåðæíÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ âîëí
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé )( *

0te . Óìåíüøàÿ *
0t  äî íóëÿ, ïðèõîäèì ê

ñëó÷àþ ìãíîâåííîãî ïðèëîæåíèÿ ê êîíöó ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî
íàïðÿæåíèÿ p, êîãäà ïðÿìîëèíåéíûå õàðàêòåðèñòèêè èñõîäÿò èç
íà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ. 1.7,á). Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè ýòîì äàåòñÿ
ôîðìóëàìè

,/)( txua x =   ),( xt uu ψ−= (1.21)

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè çàâèñÿò òîëüêî
îò îòíîøåíèÿ x/t.

Ïîñëåäíèé ôàêò ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí òàêæå àíàëèçîì
ðàçìåðíîñòåé. Â ñàìîì äåëå, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
èùåòñÿ â òîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ x è t, ãäå íå
ñêàçûâàåòñÿ âëèÿíèå âòîðîãî êîíöà ñòåðæíÿ, à ïîýòîìó îíî
äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðåøåíèåì äëÿ ïîëó-
îãðàíè÷åííîãî ñòåðæíÿ. Â ïîñëåäíåì æå, ââèäó îòñóòñòâèÿ
õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà è õàðàêòåðíîãî âðåìåíè, áåçðàçìåðí
îå
ñìåùåíèå u/(a0t) ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò åäèíñòâåííîé áåç-
ðàçìåðíîé ïåðåìåííîé x/(a0t).

Ó áîëüøèíñòâà ìàòåðèàëîâ çàâèñèìîñòü σ = σ(e) íà íåêîòî-
ðîì èíòåðâàëå see≤≤0  óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó Ãóêà σ = Ee. Íà
ýòîì èíòåðâàëå 00 /ρ=≡ Eaa . Èíîãäà çàâèñèìîñòü σ = σ(e) ïðè

see≥  ïðèáëèæåííî çàìåíÿþò â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì
Ë.Ïðàíäòëÿ ëèíåéíîé )( ss eeEEe −′+=σ , ãäå E′ íàçûâàåòñÿ
ìîäóëåì óïðî÷íåíèÿ (E′< E). Î÷åâèäíî, ïðè e>es èìååì

./ 0
2
1

2 ρ′== Eaa  Ïîâòîðÿÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæ-
äåíèÿ ñ óìåíüøåíèåì *

0t  äî íóëÿ, óáåäèìñÿ, ÷òî íà âîëíå x = a0t
äåôîðìàöèè ñêà÷êîì âîçðàñòàþò äî es, à ñêîðîñòè � äî

st eau 0−= . Íà âîëíå x = a1t äåôîðìàöèè ñêà÷êîì âîçðàñòàþò îò
es äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ e0(0). Â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
âîëíàìè x = a0t è x = a1t äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè ÷àñòèö íå
ìåíÿþòñÿ è ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, es è sea0− .

Ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (1.17) è (1.20), áûëè âïåðâûå ïîëó-
÷åíû Ðèìàíîì ïðè èññëåäîâàíèè õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíè
ÿÐèñ. 1.7
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Äåéñòâèòåëüíî, ïîêðûâ ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü õàðàê-
òåðèñòèêàìè îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, ìîæåì çàïèñàòü
 âäîëü
êàæäîé èç íèõ ñîîòíîøåíèå .)( 2cuu xt +ψ−=

Òàê êàê âñå õàðàêòåðèñòèêè îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ
ïåðåñåêàþò ëèíèþ x = a0t, íà êîòîðîé  ux = ut = 0, òî êîíñòàíòà
èíòåãðèðîâàíèÿ c2 âäîëü êàæäîé èç íèõ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé
íóëþ, ÷åì è äîêàçûâàåòñÿ ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â ïëîñêîñòè ãîäîãðàôà ut, ux îáëàñòè OBC ñîîòâåòñòâóåò
ëèíèÿ ).( xt uu ψ−=  Âñå õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæèòåëüíîãî íàêëî-
íà â îáëàñòè OBC ïðÿìîëèíåéíû, ïîñêîëüêó ïðè íàëè÷èè èí-
òåãðàëà (1.17) èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óñëîâèÿ 1)( cuu xt +ψ= ñëå-
äóåò ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé (à çíà÷èò, è óãëîâîãî
êîýôôèöèåíòà a(ux)) âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæèòåëü-
íîãî íàêëîíà. Ïîýòîìó óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê ïîëîæèòåë
ü-
íîãî íàêëîíà èìååò âèä

),)(( 0ttuax x −= (1.18)

ãäå t0 � ëþáàÿ òî÷êà îòðåçêà OC, äëÿ êîòîðîé, ñîãëàñíî êðàå-
âîìó óñëîâèþ, èçâåñòíî

).( 00 teux = (1.19)

Èñêëþ÷èâ èç (1.18) è (1.19) ïàðàìåòð t0, ïîëó÷àåì
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèè â
ëþáîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè:

ux = e0 


t �

)( xua

x 


. (1.20)

Ñêîðîñòü ut îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì (1.17). Åñëè íàïðÿæå-
íèå p(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò â òå÷åíèå âðåìåíè t0, à çàòåì

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, òî ñåìåéñòâî ïðÿìîëèíåéíûõ õàðàêòå
ðè-
ñòèê â ïëîñêîñòè x, t èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.7,à.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñå÷åíèå x ñ ìîìåíòà  t = x/a0 äåôîðìèðóåò-
ñÿ â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåëèíåéíûõ âîëí íàãðóæåíè
ÿ,
ñêîðîñòü êîòîðûõ ìîíîòîííî ïàäàåò îò a0 äî )]([ *

0teaa = ; âåëè-
÷èíà äåôîðìàöèè ñå÷åíèÿ x ñòåðæíÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ âîëí
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé )( *

0te . Óìåíüøàÿ *
0t  äî íóëÿ, ïðèõîäèì ê

ñëó÷àþ ìãíîâåííîãî ïðèëîæåíèÿ ê êîíöó ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî
íàïðÿæåíèÿ p, êîãäà ïðÿìîëèíåéíûå õàðàêòåðèñòèêè èñõîäÿò èç
íà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ. 1.7,á). Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè ýòîì äàåòñÿ
ôîðìóëàìè

,/)( txua x =   ),( xt uu ψ−= (1.21)

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè çàâèñÿò òîëüêî
îò îòíîøåíèÿ x/t.

Ïîñëåäíèé ôàêò ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí òàêæå àíàëèçîì
ðàçìåðíîñòåé. Â ñàìîì äåëå, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
èùåòñÿ â òîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ x è t, ãäå íå
ñêàçûâàåòñÿ âëèÿíèå âòîðîãî êîíöà ñòåðæíÿ, à ïîýòîìó îíî
äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðåøåíèåì äëÿ ïîëó-
îãðàíè÷åííîãî ñòåðæíÿ. Â ïîñëåäíåì æå, ââèäó îòñóòñòâèÿ
õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà è õàðàêòåðíîãî âðåìåíè, áåçðàçìåðí
îå
ñìåùåíèå u/(a0t) ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò åäèíñòâåííîé áåç-
ðàçìåðíîé ïåðåìåííîé x/(a0t).

Ó áîëüøèíñòâà ìàòåðèàëîâ çàâèñèìîñòü σ = σ(e) íà íåêîòî-
ðîì èíòåðâàëå see≤≤0  óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó Ãóêà σ = Ee. Íà
ýòîì èíòåðâàëå 00 /ρ=≡ Eaa . Èíîãäà çàâèñèìîñòü σ = σ(e) ïðè

see≥  ïðèáëèæåííî çàìåíÿþò â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì
Ë.Ïðàíäòëÿ ëèíåéíîé )( ss eeEEe −′+=σ , ãäå E′ íàçûâàåòñÿ
ìîäóëåì óïðî÷íåíèÿ (E′< E). Î÷åâèäíî, ïðè e>es èìååì

./ 0
2
1

2 ρ′== Eaa  Ïîâòîðÿÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæ-
äåíèÿ ñ óìåíüøåíèåì *

0t  äî íóëÿ, óáåäèìñÿ, ÷òî íà âîëíå x = a0t
äåôîðìàöèè ñêà÷êîì âîçðàñòàþò äî es, à ñêîðîñòè � äî

st eau 0−= . Íà âîëíå x = a1t äåôîðìàöèè ñêà÷êîì âîçðàñòàþò îò
es äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ e0(0). Â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
âîëíàìè x = a0t è x = a1t äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè ÷àñòèö íå
ìåíÿþòñÿ è ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, es è sea0− .

Ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (1.17) è (1.20), áûëè âïåðâûå ïîëó-
÷åíû Ðèìàíîì ïðè èññëåäîâàíèè õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíè
ÿÐèñ. 1.7
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âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû â ãàçàõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âîëíû,
âîçíèêàþùèå â ñòåðæíå ïðè äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè è îïè-
ñûâàþùèåñÿ ôîðìóëàìè  (1.17)  è  (1.20), áóäåì íàçûâàòü âîë-
íàìè Ðèìàíà.

Â îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé âûøå õàðàêòåðèñòèêè ABC, ñêà-
çûâàåòñÿ óñëîâèå, êîòîðîå áóäåò ïîñòàâëåíî ïðè x = A. Êàêèì
áû íè áûëî ýòî óñëîâèå, â îáëàñòè ABD áóäåì èìåòü ðåøåíèå
â âèäå âîëíû Ðèìàíà, òàê êàê ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè ÷àñòèö
ñòåðæíÿ íà õàðàêòåðèñòèêå AB ðàâíû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïàðà-
ìåòðû íà õàðàêòåðèñòèêàõ CB è BD èçâåñòíû, ïîýòîìó ìîæåò
áûòü ðåøåíà çàäà÷à Ãóðñà â ÷åòûðåõóãîëüíèêå BCED, çàòåì
ñìåøàííàÿ çàäà÷à â îáëàñòè CEF. Åñëè ñòåðæåíü â ñå÷åíèè
x = A çàêðåïëåí, òî ut (x = A, t) = 0 è ðåøåíèåì â îáëàñòè ABD
áóäåò 0≡= xt uu . Òîãäà âî âñåé îáëàñòè DOF ðåøåíèåì áóäåò
âîëíà Ðèìàíà. Â ýòîì ñëó÷àå â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìî ðåøàò
ü
òîëüêî ñìåøàííûå çàäà÷è (ïåðâàÿ èç íèõ äëÿ îáëàñòè, îãðàíè-
÷åííîé ïðÿìîé x = A è õàðàêòåðèñòèêîé DF).

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷àõ1 ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
0/ <deda ; ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíûé âîëíîâîé

ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ, òàê êàê ïîñëåäóþùèå âîçìóùåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèì çíà÷åíèÿì äåôîðìàöèé, ðàñïðîñò-
ðàíÿþòñÿ ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ è íå ìîãóò äîãíàòü ïðåäûäó-
ùèå. Åñëè 0/ >deda , òî ïîñëåäóþùèå âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðà-
íÿþòñÿ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì ïðåäûäóùèå, ñêëàäûâàÿñü â
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà. Ïðè ìîíîòîííîì âîçðàñòàíèè ïðèëî
-
æåííîé íàãðóçêè, êàê ïîêàçàíî â [1], âîçíèêíîâåíèå âîëíû ñèë
ü-
íîãî ðàçðûâà ïðîèñõîäèò íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè x0 îò òîðöà
ñòåðæíÿ; â îáëàñòè 00 xx ≤≤  ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íåïðåðûâíûå
âîëíû, îïèñûâàåìûå ïî-ïðåæíåìó ôîðìóëàìè (1.17) è (1.20).
Â îáùåì ñëó÷àå òî÷êà x0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå êîîðäèíàòû íà÷àëà îãèáàþùåé ïðÿìîëèíåéíîãî ñåìåé-
ñòâà âîëí íàãðóæåíèÿ, íàêëîí êîòîðûõ ê îñè Ox ïëîñêîñòè x, t
ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè íåïðåðûâíî óìåíüøàåòñÿ.

Ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì ïåðåñå÷åíèå äâóõ áëèçëåæàùèõ õàð
àê-
òåðèñòèê ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ 1 1( ) ( )x a t t t t t= + ∆ − − ∆ ,

1 1( ) ( )x a t t t= − , èñõîäÿùèõ èç íåêîòîðîé òî÷êè x = 0, t = t1 è åå
îêðåñòíîñòè x = 0, t = t1+∆t. Î÷åâèäíî, êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ x(t1), t(t1) íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )a t t t a t t t t t− = + ∆ − − ∆ =
2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )a t t t t a t t t t O t′= − − ∆ + ∆ − + ∆  ïðè 0→∆t .
Îòñþäà

1 1 1( ) ( ) ( )a t t a t t t t′∆ = ∆ −  ïðè 0→∆t ,

2
1 1 1 1 1 1 1( ) ( )/ ( ), ( ) ( )/ ( ).t t t a t a t x t a t a t′ ′= + =

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå x(t1) îïðåäåëÿåò x0, ò.å. çâóêîâàÿ
âîëíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè x = 0 â ìîìåíò t = t1, ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ óäàðíîé âîëíû â òî÷êå x = x0 â ìîìåíò t = t(t1).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äåôîðìàöèÿ (èëè ñêîðîñòü) íà
òîðöå ñòåðæíÿ èìååò âèä mtte ~)(0 , m > 0. Ïðè ýòîì
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Ïðè 10 <≤ m  t1 = 0, x0 = 0 è âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà

çàðîæäàåòñÿ ñðàçó â òî÷êå x = 0. Ïðè m = 1 ))(()/()( 101
2

1 teatatx &= .
Â ñâÿçè ñ îãðàíè÷åííîñòüþ a2(t1) è ))(( 10 tea&  x0 = const, à ìî-
ìåíò t1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèè îáðàùåíèÿ â ìèíèìóì x(t1).
Íàêîíåö, ïðè m > 1 00 →x  ïðè ∞→1t . Òàê êàê ñëó÷àé áåñêî-
íå÷íîãî ðîñòà äåôîðìàöèè ôèçè÷åñêè íåðåàëåí, òî ïðè m > 1
çíà÷åíèå t1 îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíòîì t0 çàâåðøåíèÿ ðîñòà äåôîð-
ìàöèè e0(t).

Ñëó÷àé 0/ >deda  â çàäà÷àõ î ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè ïîëó-
áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ ïîñòîÿííûì íàïðÿæåíèåì p0 èññëåäîâàí
â [2]. Â îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ëåæèò òî ñîîáðàæåíèå, ÷òî àâòî-
ìîäåëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìååò ìåñòî ïðè ëþáîé
çàâèñèìîñòè σ(e). Ïîëàãàÿ ïîýòîìó )(ξ= ftvu , vtx/=ξ  (v �

1 Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [4]. Â çàðóáåæíîé ëèòå-
ðàòóðå ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû îáû÷íî ïðèïèñûâàþò Ò. Êàðìà-
íó èëè Ä. Òåéëîðó ñî ññûëêàìè íà èõ çàêðûòûå îò÷åòû. Ñîäåðæà
íèå
ïîñëåäíèõ, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðàì, äî ñèõ ïîð â îòêðûòîé ëèòå-
ðàòóðå íèãäå íå îïóáëèêîâàíî è î íåì ëèøü ïðèõîäèòñÿ äîãàäûâàòü-
ñÿ. Â ñòàòüå Äþâå Ï. è Êàðìàíà Ò. Ðàñïðîñòðàíåíèå ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé â òåëàõ // Journ. of Appl. Physics. 1950. ¹ 10 (Ñì. Ìå-
õàíèêà. 1951. ¹ 2) ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìãíîâåííîãî ïðèëîæåíèÿ
ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ ê êîíöó ñòåðæíÿ â ïðåäïîëîæåíèè 0/ <deda .
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âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû â ãàçàõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âîëíû,
âîçíèêàþùèå â ñòåðæíå ïðè äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè è îïè-
ñûâàþùèåñÿ ôîðìóëàìè  (1.17)  è  (1.20), áóäåì íàçûâàòü âîë-
íàìè Ðèìàíà.

Â îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé âûøå õàðàêòåðèñòèêè ABC, ñêà-
çûâàåòñÿ óñëîâèå, êîòîðîå áóäåò ïîñòàâëåíî ïðè x = A. Êàêèì
áû íè áûëî ýòî óñëîâèå, â îáëàñòè ABD áóäåì èìåòü ðåøåíèå
â âèäå âîëíû Ðèìàíà, òàê êàê ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè ÷àñòèö
ñòåðæíÿ íà õàðàêòåðèñòèêå AB ðàâíû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïàðà-
ìåòðû íà õàðàêòåðèñòèêàõ CB è BD èçâåñòíû, ïîýòîìó ìîæåò
áûòü ðåøåíà çàäà÷à Ãóðñà â ÷åòûðåõóãîëüíèêå BCED, çàòåì
ñìåøàííàÿ çàäà÷à â îáëàñòè CEF. Åñëè ñòåðæåíü â ñå÷åíèè
x = A çàêðåïëåí, òî ut (x = A, t) = 0 è ðåøåíèåì â îáëàñòè ABD
áóäåò 0≡= xt uu . Òîãäà âî âñåé îáëàñòè DOF ðåøåíèåì áóäåò
âîëíà Ðèìàíà. Â ýòîì ñëó÷àå â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìî ðåøàò
ü
òîëüêî ñìåøàííûå çàäà÷è (ïåðâàÿ èç íèõ äëÿ îáëàñòè, îãðàíè-
÷åííîé ïðÿìîé x = A è õàðàêòåðèñòèêîé DF).

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷àõ1 ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
0/ <deda ; ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíûé âîëíîâîé

ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ, òàê êàê ïîñëåäóþùèå âîçìóùåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèì çíà÷åíèÿì äåôîðìàöèé, ðàñïðîñò-
ðàíÿþòñÿ ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ è íå ìîãóò äîãíàòü ïðåäûäó-
ùèå. Åñëè 0/ >deda , òî ïîñëåäóþùèå âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðà-
íÿþòñÿ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì ïðåäûäóùèå, ñêëàäûâàÿñü â
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà. Ïðè ìîíîòîííîì âîçðàñòàíèè ïðèëî
-
æåííîé íàãðóçêè, êàê ïîêàçàíî â [1], âîçíèêíîâåíèå âîëíû ñèë
ü-
íîãî ðàçðûâà ïðîèñõîäèò íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè x0 îò òîðöà
ñòåðæíÿ; â îáëàñòè 00 xx ≤≤  ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íåïðåðûâíûå
âîëíû, îïèñûâàåìûå ïî-ïðåæíåìó ôîðìóëàìè (1.17) è (1.20).
Â îáùåì ñëó÷àå òî÷êà x0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå êîîðäèíàòû íà÷àëà îãèáàþùåé ïðÿìîëèíåéíîãî ñåìåé-
ñòâà âîëí íàãðóæåíèÿ, íàêëîí êîòîðûõ ê îñè Ox ïëîñêîñòè x, t
ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè íåïðåðûâíî óìåíüøàåòñÿ.

Ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì ïåðåñå÷åíèå äâóõ áëèçëåæàùèõ õàð
àê-
òåðèñòèê ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ 1 1( ) ( )x a t t t t t= + ∆ − − ∆ ,

1 1( ) ( )x a t t t= − , èñõîäÿùèõ èç íåêîòîðîé òî÷êè x = 0, t = t1 è åå
îêðåñòíîñòè x = 0, t = t1+∆t. Î÷åâèäíî, êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ x(t1), t(t1) íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )a t t t a t t t t t− = + ∆ − − ∆ =
2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )a t t t t a t t t t O t′= − − ∆ + ∆ − + ∆  ïðè 0→∆t .
Îòñþäà

1 1 1( ) ( ) ( )a t t a t t t t′∆ = ∆ −  ïðè 0→∆t ,

2
1 1 1 1 1 1 1( ) ( )/ ( ), ( ) ( )/ ( ).t t t a t a t x t a t a t′ ′= + =

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå x(t1) îïðåäåëÿåò x0, ò.å. çâóêîâàÿ
âîëíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè x = 0 â ìîìåíò t = t1, ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ óäàðíîé âîëíû â òî÷êå x = x0 â ìîìåíò t = t(t1).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äåôîðìàöèÿ (èëè ñêîðîñòü) íà
òîðöå ñòåðæíÿ èìååò âèä mtte ~)(0 , m > 0. Ïðè ýòîì
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Ïðè 10 <≤ m  t1 = 0, x0 = 0 è âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà

çàðîæäàåòñÿ ñðàçó â òî÷êå x = 0. Ïðè m = 1 ))(()/()( 101
2

1 teatatx &= .
Â ñâÿçè ñ îãðàíè÷åííîñòüþ a2(t1) è ))(( 10 tea&  x0 = const, à ìî-
ìåíò t1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèè îáðàùåíèÿ â ìèíèìóì x(t1).
Íàêîíåö, ïðè m > 1 00 →x  ïðè ∞→1t . Òàê êàê ñëó÷àé áåñêî-
íå÷íîãî ðîñòà äåôîðìàöèè ôèçè÷åñêè íåðåàëåí, òî ïðè m > 1
çíà÷åíèå t1 îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíòîì t0 çàâåðøåíèÿ ðîñòà äåôîð-
ìàöèè e0(t).

Ñëó÷àé 0/ >deda  â çàäà÷àõ î ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè ïîëó-
áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ ïîñòîÿííûì íàïðÿæåíèåì p0 èññëåäîâàí
â [2]. Â îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ëåæèò òî ñîîáðàæåíèå, ÷òî àâòî-
ìîäåëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìååò ìåñòî ïðè ëþáîé
çàâèñèìîñòè σ(e). Ïîëàãàÿ ïîýòîìó )(ξ= ftvu , vtx/=ξ  (v �

1 Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [4]. Â çàðóáåæíîé ëèòå-
ðàòóðå ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû îáû÷íî ïðèïèñûâàþò Ò. Êàðìà-
íó èëè Ä. Òåéëîðó ñî ññûëêàìè íà èõ çàêðûòûå îò÷åòû. Ñîäåðæà
íèå
ïîñëåäíèõ, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðàì, äî ñèõ ïîð â îòêðûòîé ëèòå-
ðàòóðå íèãäå íå îïóáëèêîâàíî è î íåì ëèøü ïðèõîäèòñÿ äîãàäûâàòü-
ñÿ. Â ñòàòüå Äþâå Ï. è Êàðìàíà Ò. Ðàñïðîñòðàíåíèå ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé â òåëàõ // Journ. of Appl. Physics. 1950. ¹ 10 (Ñì. Ìå-
õàíèêà. 1951. ¹ 2) ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìãíîâåííîãî ïðèëîæåíèÿ
ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ ê êîíöó ñòåðæíÿ â ïðåäïîëîæåíèè 0/ <deda .
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íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè), óðàâíå-
íèå (1.13) ïðèâåäåì ê îáûêíîâåííîìó, ñëåäóþùåãî âèäà:

.)(222 ffafv ′′′=′′ξ (1.22)

Ðåøåíèÿìè (1.22) ÿâëÿþòñÿ

),/(   ),( 22222 vaaqrffa =ξ+=′=ξ
ãäå

).(
1

2
0

2 f
de

d

v
a ′ϕ′=σ

ρ
=

Ïîêàæåì íåïîñðåäñòâåííûìè âûêëàäêàìè, ÷òî â äàííîì
ñëó÷àå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä: â
íåäåôîðìèðîâàííóþ ÷àñòü ñòåðæíÿ ñî ñêîðîñòüþ D = const
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà (íà êîòîðîé äåôîð-
ìàöèÿ ÷àñòèö ñêà÷êîîáðàçíî âîçðàñòàåò äî çíà÷åíèÿ e0); â îá-
ëàñòè ìåæäó òîðöîâûì ñå÷åíèåì x = 0 è âîëíîé ñèëüíîãî ðàç-
ðûâà äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ ïîñòîÿííû.
Ïðåæäå âñåãî, çàïèøåì âûòåêàþùèå èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
ìàññû è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ íà âîëíå
ñèëüíîãî ðàçðûâà:

ρ1(D � v1) = ρ0D;   ρ0 Dv1+σ1= 0 (1.23)

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïðàâà îò ïîâåðõíîñòè ñèëüíîãî ðàçð
ûâà
� ïîêîé è íåäåôîðìèðîâàííàÿ ñðåäà). Çäåñü v1 � ñêîðîñòü; ρ1 �
ïëîòíîñòü; σ1 � íàïðÿæåíèå ñëåâà îò ïîâåðõíîñòè ñèëüíîãî ðàç-
ðûâà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.23) è (1.8) â ôîðìå ρ0 = ρ1(1+e0)
ïîëó÷èì

D � v1 = D(1+e0); v1 = � De0;  .
)(

00

012

e

e
D

ρ
σ

=

ò. å. êâàäðàò ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíû ïðîïîðöèîíàëåí òàíãåíñó
óãëà íàêëîíà ê îñè Oe � ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé íà äèàãðàììå
σ = σ(e) òî÷êó e0, σ(e0) ñ òî÷êîé σ = e = 0.

Â [2] ðàññìîòðåíû åùå äâà ñëó÷àÿ èçìåíåíèÿ ϕ′(e), êîãäà
ϕ′′= 0 ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè e = e*.

Ñëó÷àé 1. Ôóíêöèÿ ϕ′′(e) ñíà÷àëà ìîíîòîííî óáûâàåò, îñòà-
âàÿñü ïîëîæèòåëüíîé âïëîòü äî e = e* (ðèñ. 1.8,à). Î÷åâèäíî,
ïðè e0 < e* ðåøåíèå çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè (1.21).

Ïðè e0 > e* âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà 1: â íåäå-
ôîðìèðîâàííóþ ÷àñòü ñòåðæíÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íåïðåðûâí
àÿ
âîëíà íàãðóæåíèÿ, çà íåé äâèæåòñÿ âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà,

ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî îáëàñòü ïîñòîÿííûõ
äåôîðìàöèé e0. Íà ôóíêöèþ ϕ ïðè ýòîì äîëæíî áûòü íàëîæåíî
óñëîâèå ϕ′(e) < e0ϕ′, îáåñïå÷èâàþùåå íåäîãîí ïåðåäíåãî ôðîí-
òà âîëíû íàãðóæåíèÿ âîëíîé ñèëüíîãî ðàçðûâà. Íåïîñðåäñòâ
åí-
íûìè âûêëàäêàìè ïðîâåðèì ïðàâèëüíîñòü ýòîãî óòâåðæäåíè
ÿ.

Ïóñòü çíà÷åíèå ξ = ξ* ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ôðîíòà
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà. Ñîîòíîøåíèÿ (1.23) äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîãî ñëó÷àÿ íåñêîëüêî óñëîæíÿþòñÿ:

ρ1(D � v1) = ρ2(D � v2); (1.24)
ρ1v1(D � v1) +σ1= ρ2v2(D � v2)+σ2. (1.25)

Çäåñü è â äàëüíåéøåì èíäåêñàìè 1 è 2 îòìå÷àþòñÿ ïàðàìåòðû
ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâà è ñëåâà îò âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà.
Äàëåå,

Ðèñ. 1.8
a á

1 Íàèáîëåå ïðîñòî ïîíÿòü, ïî÷åìó âîçíèêàåò òàêàÿ êàðòèíà, åñëè,
êàê è ðàíåå, çàìåíèòü  ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå äåôîðìàöèè íåïðå-
ðûâíûì åå èçìåíåíèåì â òå÷åíèå âðåìåíè *

0t , à çàòåì óñòðåìèòü
0*

0 →t . Â ýòîì ñëó÷àå âíà÷àëå áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîëíû Ðèìà-
íà. Ñêîðîñòü âîëí ïîñëå äîñòèæåíèÿ ìîìåíòà 0/ 22 =σ ded  áóäåò âûøå
ñêîðîñòè ïðåäøåñòâóþùèõ. Ýòî ïðèâåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ óäàðíîé
âîëíû, êîòîðàÿ áóäåò óâåëè÷èâàòü ñêîðîñòü, ïåðåñåêàÿ ó÷àñòêè õà-
ðàêòåðèñòèê èç îáëàñòè íåïðåðûâíîãî íàãðóæåíèÿ. Àíàëîãè
÷íûì
îáðàçîì ìîæåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàí è ñëó÷àé 2.
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íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè), óðàâíå-
íèå (1.13) ïðèâåäåì ê îáûêíîâåííîìó, ñëåäóþùåãî âèäà:

.)(222 ffafv ′′′=′′ξ (1.22)

Ðåøåíèÿìè (1.22) ÿâëÿþòñÿ

),/(   ),( 22222 vaaqrffa =ξ+=′=ξ
ãäå

).(
1

2
0

2 f
de

d

v
a ′ϕ′=σ

ρ
=

Ïîêàæåì íåïîñðåäñòâåííûìè âûêëàäêàìè, ÷òî â äàííîì
ñëó÷àå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä: â
íåäåôîðìèðîâàííóþ ÷àñòü ñòåðæíÿ ñî ñêîðîñòüþ D = const
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà (íà êîòîðîé äåôîð-
ìàöèÿ ÷àñòèö ñêà÷êîîáðàçíî âîçðàñòàåò äî çíà÷åíèÿ e0); â îá-
ëàñòè ìåæäó òîðöîâûì ñå÷åíèåì x = 0 è âîëíîé ñèëüíîãî ðàç-
ðûâà äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ ïîñòîÿííû.
Ïðåæäå âñåãî, çàïèøåì âûòåêàþùèå èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
ìàññû è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ íà âîëíå
ñèëüíîãî ðàçðûâà:

ρ1(D � v1) = ρ0D;   ρ0 Dv1+σ1= 0 (1.23)

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïðàâà îò ïîâåðõíîñòè ñèëüíîãî ðàçð
ûâà
� ïîêîé è íåäåôîðìèðîâàííàÿ ñðåäà). Çäåñü v1 � ñêîðîñòü; ρ1 �
ïëîòíîñòü; σ1 � íàïðÿæåíèå ñëåâà îò ïîâåðõíîñòè ñèëüíîãî ðàç-
ðûâà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.23) è (1.8) â ôîðìå ρ0 = ρ1(1+e0)
ïîëó÷èì

D � v1 = D(1+e0); v1 = � De0;  .
)(

00

012

e

e
D

ρ
σ

=

ò. å. êâàäðàò ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíû ïðîïîðöèîíàëåí òàíãåíñó
óãëà íàêëîíà ê îñè Oe � ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé íà äèàãðàììå
σ = σ(e) òî÷êó e0, σ(e0) ñ òî÷êîé σ = e = 0.

Â [2] ðàññìîòðåíû åùå äâà ñëó÷àÿ èçìåíåíèÿ ϕ′(e), êîãäà
ϕ′′= 0 ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè e = e*.

Ñëó÷àé 1. Ôóíêöèÿ ϕ′′(e) ñíà÷àëà ìîíîòîííî óáûâàåò, îñòà-
âàÿñü ïîëîæèòåëüíîé âïëîòü äî e = e* (ðèñ. 1.8,à). Î÷åâèäíî,
ïðè e0 < e* ðåøåíèå çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè (1.21).

Ïðè e0 > e* âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà 1: â íåäå-
ôîðìèðîâàííóþ ÷àñòü ñòåðæíÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íåïðåðûâí
àÿ
âîëíà íàãðóæåíèÿ, çà íåé äâèæåòñÿ âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà,

ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî îáëàñòü ïîñòîÿííûõ
äåôîðìàöèé e0. Íà ôóíêöèþ ϕ ïðè ýòîì äîëæíî áûòü íàëîæåíî
óñëîâèå ϕ′(e) < e0ϕ′, îáåñïå÷èâàþùåå íåäîãîí ïåðåäíåãî ôðîí-
òà âîëíû íàãðóæåíèÿ âîëíîé ñèëüíîãî ðàçðûâà. Íåïîñðåäñòâ
åí-
íûìè âûêëàäêàìè ïðîâåðèì ïðàâèëüíîñòü ýòîãî óòâåðæäåíè
ÿ.

Ïóñòü çíà÷åíèå ξ = ξ* ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ôðîíòà
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà. Ñîîòíîøåíèÿ (1.23) äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîãî ñëó÷àÿ íåñêîëüêî óñëîæíÿþòñÿ:

ρ1(D � v1) = ρ2(D � v2); (1.24)
ρ1v1(D � v1) +σ1= ρ2v2(D � v2)+σ2. (1.25)

Çäåñü è â äàëüíåéøåì èíäåêñàìè 1 è 2 îòìå÷àþòñÿ ïàðàìåòðû
ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâà è ñëåâà îò âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà.
Äàëåå,

Ðèñ. 1.8
a á

1 Íàèáîëåå ïðîñòî ïîíÿòü, ïî÷åìó âîçíèêàåò òàêàÿ êàðòèíà, åñëè,
êàê è ðàíåå, çàìåíèòü  ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå äåôîðìàöèè íåïðå-
ðûâíûì åå èçìåíåíèåì â òå÷åíèå âðåìåíè *

0t , à çàòåì óñòðåìèòü
0*

0 →t . Â ýòîì ñëó÷àå âíà÷àëå áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîëíû Ðèìà-
íà. Ñêîðîñòü âîëí ïîñëå äîñòèæåíèÿ ìîìåíòà 0/ 22 =σ ded  áóäåò âûøå
ñêîðîñòè ïðåäøåñòâóþùèõ. Ýòî ïðèâåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ óäàðíîé
âîëíû, êîòîðàÿ áóäåò óâåëè÷èâàòü ñêîðîñòü, ïåðåñåêàÿ ó÷àñòêè õà-
ðàêòåðèñòèê èç îáëàñòè íåïðåðûâíîãî íàãðóæåíèÿ. Àíàëîãè
÷íûì
îáðàçîì ìîæåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàí è ñëó÷àé 2.
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D = vξ*; )];()([)/( *
1

**
111 ξ′ξ−ξ=∂∂= ffvtuv

)].()([)/( *
2

**
222 ξ′ξ−ξ=∂∂= ffvtuv

Îòñþäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà âîëíå ñèëüíîãî
ðàçðûâà ),()( *

2
*

1 ξ=ξ ff  ñëåäóåò, ÷òî

v1 � v2 = � D(e1�e2); D � v2 = D � v1 � D(e1�e2).
Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè èìååì:

1

0
*

1

0
1 1)(1 ef +

ρ
=

ξ′+
ρ

=ρ ;    
2

0
*

2

0
2 1)(1 ef +

ρ
=

ξ′+
ρ

=ρ .

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (1.24) íàõîäèì:
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.25) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî e2= e0, σ(e0) = p0,
íàõîäèì:
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=
−ρ
σ−σ= . (1.26)

Òàê êàê
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 σ

ρ
= ,

òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïèñàííîé âûøå êàðòèíû ñêîðîñòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû Ðèìàíà ïðè äåôîðìàöèè e1 äîëæíà áûòü
áîëüøå èëè ðàâíà ñêîðîñòè âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà, ò.å.

2 2
1 1( ) ( )a e D e≥  èëè 2

0 1( )D e′ρ ≤ ϕ . Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
λ=1e  íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

2 2( )a Dλ = , 0

0

( )
( )

p

e

− σ λ′ϕ λ =
− λ

, (1.27)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñëåäóþùåå ãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå äëÿ
íàõîæäåíèÿ λ : èç òî÷êè P, îòâå÷àþùåé äàííîìó e0 íà êðèâîé

( )eσ , ïðîâîäèì êàñàòåëüíóþ PQ ê ýòîé êðèâîé; àáñöèññà òî÷êè

êàñàíèÿ îïðåäåëÿåò λ . Ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé, íà-
ëîæåííûõ íà ôóíêöèþ )(eϕ , λ  âñåãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì
åäèíñòâåííîå.

Ïðèíÿòîå àâòîðîì [2] äîïóùåíèå î ñîâïàäåíèè ñêîðîñòè
óäàðíîé âîëíû ñî ñêîðîñòüþ çàäíåãî ôðîíòà âîëíû Ðèìàíà íå
ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. Ïîýòîìó ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëþáîå

äâèæåíèå ñëåäóþùåãî âèäà: â íåäåôîðìèðîâàííûé ñòåðæåíü
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà Ðèìàíà, ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ
 íà
êîòîðîé ìîæåò äîñòèãàòü ëþáîãî çíà÷åíèÿ e, ëåæàùåãî ìåæäó
0 è λ ; çà âîëíîé Ðèìàíà áóäåò ðàñïîëîæåíà îáëàñòü ïîñòîÿí-
íûõ ïàðàìåòðîâ; â íåå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà, ñêî-
ðîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàíãåíñó óãëà íàêëîíà ê îñè Oe
ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó P ñ òî÷êîé êðèâîé )(eϕ , èìåþùåé
àáñöèññó e.

Ñëó÷àé 2. Ôóíêöèÿ )(eϕ  èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà
ðèñ. 1.8,á. Åñëè äåôîðìàöèÿ êîíöà ñòåðæíÿ íå ïðåâîñõîäèò çíà-
÷åíèÿ e*, âîëíîâàÿ êàðòèíà áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç óäàðíîé
âîëíû, çà êîòîðîé âñþäó áóäåò îáëàñòü ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ.
Åñëè äåôîðìàöèÿ êîíöà ñòåðæíÿ e0 ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå e*,
âîëíîâàÿ êàðòèíà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä1: â íåäåôîðìèðî-
âàííóþ ÷àñòü ñòåðæíÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà, çà êî-
òîðîé áóäåò îáëàñòü ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ, ñìåíÿþùàÿñÿ çàòåì
âîëíîé Ðèìàíà, íà êîòîðîé äåôîðìàöèè âîçðàñòàþò äî âåëè÷è-
íû e0. Ðåøåíèå çàäà÷è îïÿòü-òàêè ìíîãîçíà÷íî: ñêîðîñòü óäàð-
íîé âîëíû ìîæåò èìåòü ëþáîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå çíà÷å-
íèÿìè òàíãåíñîâ óãëîâ ïðÿìûõ OA è OB (ñì. ðèñ. 1.8,á).

Íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ ñëó÷àåâ 1 è 2 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì èõ íåýâîëþöèîííîñòè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ íååäèíñò
âåí-
íîñòè ðåøåíèé èëè ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðîâ îáëàñòåé, ãäå èìååò
ìåñòî íååäèíñòâåííîñòü, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà. Ýòîò âîïðîñ îáñòîÿòåëüíî èçëîæåí
 â
[5] ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçëè÷íûì ñïëîøíûì ñðåäàì. Ïðèìåíè-
òåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ýòî âïåðâûå ñäåëàíî â [6] â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âíóòðåíÿÿ ýíåðãèÿ ñðåäû êàê ôóíêöèÿ
äåôîðìàöèè è ýíòðîïèè èçâåñòíà, à òàêæå â [7] â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî çàâèñèìîñòü σ(e) â âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà èçâåñòíà.

1 Â [2] ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ 2 äîïóùåíà íåòî÷íîñòü, îáíà-
ðóæåííàÿ À. À. Ïàâëåíêî è èñïðàâëåííàÿ â [3], ãäå ïðèâîäèòñÿ,
îäíàêî, ëèøü îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé.
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Îòñþäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà âîëíå ñèëüíîãî
ðàçðûâà ),()( *

2
*

1 ξ=ξ ff  ñëåäóåò, ÷òî

v1 � v2 = � D(e1�e2); D � v2 = D � v1 � D(e1�e2).
Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè èìååì:
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Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (1.24) íàõîäèì:
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.25) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî e2= e0, σ(e0) = p0,
íàõîäèì:
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òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïèñàííîé âûøå êàðòèíû ñêîðîñòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû Ðèìàíà ïðè äåôîðìàöèè e1 äîëæíà áûòü
áîëüøå èëè ðàâíà ñêîðîñòè âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà, ò.å.

2 2
1 1( ) ( )a e D e≥  èëè 2

0 1( )D e′ρ ≤ ϕ . Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
λ=1e  íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

2 2( )a Dλ = , 0

0

( )
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− σ λ′ϕ λ =
− λ

, (1.27)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñëåäóþùåå ãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå äëÿ
íàõîæäåíèÿ λ : èç òî÷êè P, îòâå÷àþùåé äàííîìó e0 íà êðèâîé

( )eσ , ïðîâîäèì êàñàòåëüíóþ PQ ê ýòîé êðèâîé; àáñöèññà òî÷êè

êàñàíèÿ îïðåäåëÿåò λ . Ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé, íà-
ëîæåííûõ íà ôóíêöèþ )(eϕ , λ  âñåãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì
åäèíñòâåííîå.

Ïðèíÿòîå àâòîðîì [2] äîïóùåíèå î ñîâïàäåíèè ñêîðîñòè
óäàðíîé âîëíû ñî ñêîðîñòüþ çàäíåãî ôðîíòà âîëíû Ðèìàíà íå
ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. Ïîýòîìó ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëþáîå

äâèæåíèå ñëåäóþùåãî âèäà: â íåäåôîðìèðîâàííûé ñòåðæåíü
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà Ðèìàíà, ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ
 íà
êîòîðîé ìîæåò äîñòèãàòü ëþáîãî çíà÷åíèÿ e, ëåæàùåãî ìåæäó
0 è λ ; çà âîëíîé Ðèìàíà áóäåò ðàñïîëîæåíà îáëàñòü ïîñòîÿí-
íûõ ïàðàìåòðîâ; â íåå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà, ñêî-
ðîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàíãåíñó óãëà íàêëîíà ê îñè Oe
ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó P ñ òî÷êîé êðèâîé )(eϕ , èìåþùåé
àáñöèññó e.

Ñëó÷àé 2. Ôóíêöèÿ )(eϕ  èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà
ðèñ. 1.8,á. Åñëè äåôîðìàöèÿ êîíöà ñòåðæíÿ íå ïðåâîñõîäèò çíà-
÷åíèÿ e*, âîëíîâàÿ êàðòèíà áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç óäàðíîé
âîëíû, çà êîòîðîé âñþäó áóäåò îáëàñòü ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ.
Åñëè äåôîðìàöèÿ êîíöà ñòåðæíÿ e0 ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå e*,
âîëíîâàÿ êàðòèíà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä1: â íåäåôîðìèðî-
âàííóþ ÷àñòü ñòåðæíÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà, çà êî-
òîðîé áóäåò îáëàñòü ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ, ñìåíÿþùàÿñÿ çàòåì
âîëíîé Ðèìàíà, íà êîòîðîé äåôîðìàöèè âîçðàñòàþò äî âåëè÷è-
íû e0. Ðåøåíèå çàäà÷è îïÿòü-òàêè ìíîãîçíà÷íî: ñêîðîñòü óäàð-
íîé âîëíû ìîæåò èìåòü ëþáîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå çíà÷å-
íèÿìè òàíãåíñîâ óãëîâ ïðÿìûõ OA è OB (ñì. ðèñ. 1.8,á).

Íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ ñëó÷àåâ 1 è 2 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì èõ íåýâîëþöèîííîñòè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ íååäèíñò
âåí-
íîñòè ðåøåíèé èëè ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðîâ îáëàñòåé, ãäå èìååò
ìåñòî íååäèíñòâåííîñòü, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà. Ýòîò âîïðîñ îáñòîÿòåëüíî èçëîæåí
 â
[5] ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçëè÷íûì ñïëîøíûì ñðåäàì. Ïðèìåíè-
òåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ýòî âïåðâûå ñäåëàíî â [6] â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âíóòðåíÿÿ ýíåðãèÿ ñðåäû êàê ôóíêöèÿ
äåôîðìàöèè è ýíòðîïèè èçâåñòíà, à òàêæå â [7] â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî çàâèñèìîñòü σ(e) â âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà èçâåñòíà.

1 Â [2] ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ 2 äîïóùåíà íåòî÷íîñòü, îáíà-
ðóæåííàÿ À. À. Ïàâëåíêî è èñïðàâëåííàÿ â [3], ãäå ïðèâîäèòñÿ,
îäíàêî, ëèøü îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé.
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§ 1.3. Волна разгрузки. Решение задач
динамического деформирования стержней
при известной скорости волны разгрузки

Ïóñòü íà êîíöå îäíîðîäíîãî, ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ
ìãíîâåííî âîçíèêëî äîñòàòî÷íî áîëüøîå äàâëåíèå, êîòîðîå,
ìîíîòîííî óáûâàÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðî-
ìó ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ. Òàêîé ñëó÷àé âîçìîæåí, åñëè íà
êîíöå ñòåðæíÿ èíèöèèðîâàòü âçðûâ èëè ïðîèçâåñòè óäàð ïî
íåìó àáñîëþòíî òâåðäûì òåëîì. Íèæå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû
[4], ñïðàâåäëèâûå äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ó êîòî-
ðûõ çàêîí íàãðóæåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò çàêîíà ðàçãðóæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî äèàãðàììà «íàïðÿæåíèå � äå-
ôîðìàöèÿ» ìàòåðèàëà íå èìååò íåëèíåéíî-óïðóãîãî ó÷àñòêà
.
Äàäèì îïèñàíèå êàðòèíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ äåôîðìàöèé â òàêîé
ñèòóàöèè. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1.20), ïðè ìàêñèìàëüíîì
çíà÷åíèè äàâëåíèÿ âçðûâà, íå ïðåâîñõîäÿùåì ïðåäåëà óïðóãî-
ñòè ìàòåðèàëà, äåôîðìàöèè êîíöà áóäóò ïåðåäàâàòüñÿ ïî ñòåð-
æíþ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà a0. Íåêîòîðàÿ ÷àñòèöà ñòåðæíÿ, íàõî-
äÿùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèè x îò åãî êîíöà, â ìîìåíò t = x/a0 ïîñëå
âçðûâà (èëè óäàðà) ïðèîáðåòàåò ñêà÷êîì ìàêñèìàëüíóþ äåôîð-
ìàöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñèìàëüíîìó äàâëåíèþ. Â ïîñëå-
äóþùèå ìîìåíòû ýòà ÷àñòèöà â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèò çàêîí
äåôîðìèðîâàíèÿ êîíöà ñòåðæíÿ. Åñëè ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå
âçðûâà ïðåâîñõîäèò ïðåäåë óïðóãîñòè ìàòåðèàëà, òî êàðòèí
à
ðàñïðîñòðàíåíèÿ äåôîðìàöèè áóäåò ñîâåðøåííî èíîé: äåôîð-
ìàöèè íåêîòîðîé ÷àñòèöû ñòåðæíÿ ñ ìîìåíòà t = x/a áóäóò íå-
ïðåðûâíî âîçðàñòàòü ïî çàêîíó, çàâèñÿùåìó îò âèäà êðèâîé

),(eσ=σ  äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ, ìåíüøåãî, îäíàêî, ìàêñè-
ìàëüíîé äåôîðìàöèè êîíöà ñòåðæíÿ. Çàòåì äåôîðìàöèè ýòîé
÷àñòèöû áóäóò óìåíüøàòüñÿ ïî çàêîíó, çàâèñÿùåìó êàê îò õà-
ðàêòåðà ñíèæåíèÿ äàâëåíèÿ íà êîíöå, òàê è îò âèäà êðèâîé

).(eσ=σ
Òàêèì îáðàçîì, â ïëîñêîñòè x, t äëÿ äàííîãî x ñóùåñòâóåò

íåêîòîðîå t, ïîñëå êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ðàçãðóçêà ýëåìåíòà.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ïëîñêîñòè x, t åñòü êðèâàÿ, ïî îäíó ñòîðîíó îò
êîòîðîé ïðîèñõîäèò íàãðóæåíèå ñòåðæíÿ, à ïî äðóãóþ � åãî
ðàçãðóæåíèå. Ýòó êðèâóþ íàçîâåì âîëíîé ðàçãðóçêè.

Âûâåäåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò
äåôîðìèðîâàíèå ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ âîë
íû

ðàçãðóçêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e0(x), σ0(x) ñîîòâåòñòâåííî äåôîð-
ìàöèþ è íàïðÿæåíèå ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ íà âîëíå ðàçãðóçêè.
Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïîñëåäíåé âåëè÷èíà äåôîðìàöèè ýëåìåí
òà
ñòåðæíÿ äîëæíà óìåíüøàòüñÿ; ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî åã
î
ðàçãðóçêà, ïðè êîòîðîé σ è e ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

σ � σ0 = E(e� e0). (1.28)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.28) â (1.10), ïîëó÷èì
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Õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (1.29) è ñîîòâåòñòâóþùèå óñëî-
âèÿ çàïèøóòñÿ òàê:

0a
dt

dx = ; 000
00

0
1

dead
a

duadu xt −σ
ρ

=−  èëè σ
ρ

= d
a

dv
00

1
, (1.30)

0a
dt

dx −= ; 000
00

0
1

dead
a

duadu xt +σ
ρ

−=+  èëè  σ
ρ

−= d
a

dv
00

1
,(1.31)

ãäå v = ut, .)( 00 σ+−=σ euE x

Â óðàâíåíèè (1.29), îïèñûâàþùåì äâèæåíèå çà âîëíîé
ðàçãðóçêè, e0(x) ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé (äî ðåøåíèÿ çàäà÷è) ôóí-
êöèåé. Âèä êðèâîé e0(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå ñîâìåñòíîãî ðåøå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ
äåôîðìèðîâàíèÿ â îáëàñòÿõ íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóæåíèÿ, ïðè
óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êàê íà êîíöå ñòåðæíÿ, òàê
è íà âîëíå ðàçãðóçêè, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ñêîðî-
ñòåé è äåôîðìàöèé. Ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíÿ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å óäîáíî èçîáðàçèòü â ïëîñêîñòè x, t
(ðèñ. 1.9).

Ïîñêîëüêó äàâëåíèå íà êîíöå ñòåðæíÿ âîçðàñòàåò ñêà÷êîì,
òî èçìåíåíèå äåôîðìàöèé â îáëàñòè íèæå OBC (äî ìîìåíòà
ïðèõîäà âîëíû ðàçãðóçêè) ïðîèñõîäèò òàê, êàê â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé çàäà÷å §1.2. Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç ôîðìóë ýòîãî ïàðà-
ãðàôà,

x/t = a(ux), ut = �ψ(ux).

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç t = f(x), óðàâíåíèå âîëíû ðàçãðóçêè,
òî íà íåé, î÷åâèäíî,

ÃËÀÂÀ 1. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ... § 1.3. ÂÎËÍÀ ÐÀÇÃÐÓÇÊÈ...
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§ 1.3. Волна разгрузки. Решение задач
динамического деформирования стержней
при известной скорости волны разгрузки

Ïóñòü íà êîíöå îäíîðîäíîãî, ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ
ìãíîâåííî âîçíèêëî äîñòàòî÷íî áîëüøîå äàâëåíèå, êîòîðîå,
ìîíîòîííî óáûâàÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðî-
ìó ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ. Òàêîé ñëó÷àé âîçìîæåí, åñëè íà
êîíöå ñòåðæíÿ èíèöèèðîâàòü âçðûâ èëè ïðîèçâåñòè óäàð ïî
íåìó àáñîëþòíî òâåðäûì òåëîì. Íèæå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû
[4], ñïðàâåäëèâûå äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ó êîòî-
ðûõ çàêîí íàãðóæåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò çàêîíà ðàçãðóæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî äèàãðàììà «íàïðÿæåíèå � äå-
ôîðìàöèÿ» ìàòåðèàëà íå èìååò íåëèíåéíî-óïðóãîãî ó÷àñòêà
.
Äàäèì îïèñàíèå êàðòèíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ äåôîðìàöèé â òàêîé
ñèòóàöèè. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1.20), ïðè ìàêñèìàëüíîì
çíà÷åíèè äàâëåíèÿ âçðûâà, íå ïðåâîñõîäÿùåì ïðåäåëà óïðóãî-
ñòè ìàòåðèàëà, äåôîðìàöèè êîíöà áóäóò ïåðåäàâàòüñÿ ïî ñòåð-
æíþ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà a0. Íåêîòîðàÿ ÷àñòèöà ñòåðæíÿ, íàõî-
äÿùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèè x îò åãî êîíöà, â ìîìåíò t = x/a0 ïîñëå
âçðûâà (èëè óäàðà) ïðèîáðåòàåò ñêà÷êîì ìàêñèìàëüíóþ äåôîð-
ìàöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñèìàëüíîìó äàâëåíèþ. Â ïîñëå-
äóþùèå ìîìåíòû ýòà ÷àñòèöà â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèò çàêîí
äåôîðìèðîâàíèÿ êîíöà ñòåðæíÿ. Åñëè ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå
âçðûâà ïðåâîñõîäèò ïðåäåë óïðóãîñòè ìàòåðèàëà, òî êàðòèí
à
ðàñïðîñòðàíåíèÿ äåôîðìàöèè áóäåò ñîâåðøåííî èíîé: äåôîð-
ìàöèè íåêîòîðîé ÷àñòèöû ñòåðæíÿ ñ ìîìåíòà t = x/a áóäóò íå-
ïðåðûâíî âîçðàñòàòü ïî çàêîíó, çàâèñÿùåìó îò âèäà êðèâîé

),(eσ=σ  äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ, ìåíüøåãî, îäíàêî, ìàêñè-
ìàëüíîé äåôîðìàöèè êîíöà ñòåðæíÿ. Çàòåì äåôîðìàöèè ýòîé
÷àñòèöû áóäóò óìåíüøàòüñÿ ïî çàêîíó, çàâèñÿùåìó êàê îò õà-
ðàêòåðà ñíèæåíèÿ äàâëåíèÿ íà êîíöå, òàê è îò âèäà êðèâîé

).(eσ=σ
Òàêèì îáðàçîì, â ïëîñêîñòè x, t äëÿ äàííîãî x ñóùåñòâóåò

íåêîòîðîå t, ïîñëå êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ðàçãðóçêà ýëåìåíòà.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ïëîñêîñòè x, t åñòü êðèâàÿ, ïî îäíó ñòîðîíó îò
êîòîðîé ïðîèñõîäèò íàãðóæåíèå ñòåðæíÿ, à ïî äðóãóþ � åãî
ðàçãðóæåíèå. Ýòó êðèâóþ íàçîâåì âîëíîé ðàçãðóçêè.

Âûâåäåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò
äåôîðìèðîâàíèå ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ âîë
íû

ðàçãðóçêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e0(x), σ0(x) ñîîòâåòñòâåííî äåôîð-
ìàöèþ è íàïðÿæåíèå ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ íà âîëíå ðàçãðóçêè.
Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïîñëåäíåé âåëè÷èíà äåôîðìàöèè ýëåìåí
òà
ñòåðæíÿ äîëæíà óìåíüøàòüñÿ; ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî åã
î
ðàçãðóçêà, ïðè êîòîðîé σ è e ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì
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Õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (1.29) è ñîîòâåòñòâóþùèå óñëî-
âèÿ çàïèøóòñÿ òàê:
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ãäå v = ut, .)( 00 σ+−=σ euE x

Â óðàâíåíèè (1.29), îïèñûâàþùåì äâèæåíèå çà âîëíîé
ðàçãðóçêè, e0(x) ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé (äî ðåøåíèÿ çàäà÷è) ôóí-
êöèåé. Âèä êðèâîé e0(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå ñîâìåñòíîãî ðåøå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ
äåôîðìèðîâàíèÿ â îáëàñòÿõ íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóæåíèÿ, ïðè
óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êàê íà êîíöå ñòåðæíÿ, òàê
è íà âîëíå ðàçãðóçêè, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ñêîðî-
ñòåé è äåôîðìàöèé. Ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíÿ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å óäîáíî èçîáðàçèòü â ïëîñêîñòè x, t
(ðèñ. 1.9).

Ïîñêîëüêó äàâëåíèå íà êîíöå ñòåðæíÿ âîçðàñòàåò ñêà÷êîì,
òî èçìåíåíèå äåôîðìàöèé â îáëàñòè íèæå OBC (äî ìîìåíòà
ïðèõîäà âîëíû ðàçãðóçêè) ïðîèñõîäèò òàê, êàê â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé çàäà÷å §1.2. Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç ôîðìóë ýòîãî ïàðà-
ãðàôà,

x/t = a(ux), ut = �ψ(ux).

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç t = f(x), óðàâíåíèå âîëíû ðàçãðóçêè,
òî íà íåé, î÷åâèäíî,
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Áóäåì ñ÷èòàòü, êðîìå òîãî, èçâåñòíîé äåôîðìàöèþ êîíöà
ñòåðæíÿ e(0, t) = e(t). Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ
íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.29). Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ èìååò âèä
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Óäîâëåòâîðÿÿ êðàåâîìó óñëîâèþ íà êîíöå x = 0, ïîëó÷èì:

).(
(0)(0)

)()( 00
0201 t

E

Ee
taFtaF ε=−σ−′−′

Îòñþäà








 +ε=−σ++′=+′
0

0
0

0
0201 (0)

(0)
)()(

a

xta
e

E
xtaFxtaF

è óñëîâèÿ (1.32) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

0

0 0 0 0 0
2 2 0

0 0

0 0
2 2

0 0 0 0

0
0

0 0 00

( ) (0)
1 1 (0)

( ) ( )

1 1
; 1 1

( ) ( ) ( )

(0) 1 1
(0)

( )

e

a a e
F x F x e

a e a e E E

a a
x F x F x

a e a a e a e

a
e de x

E a a e a

       σ σ′ ′+ − − = + − −      
         

          
′ ′−ε − + + − =          

               

σ
= − − − ε −


∫

 
 
  

èëè

0 0

0 0
2 0

0 0 0

0 0 0 0 0
2

0 0 00 0

(0) 1 1
1 (0)

( ) ( )

( ) ( )1 1
;  1 .

2 ( ) 2

e e

a
F x e x

a e E a e a

e a ea a
de F x de

E a a e E a

      σ′ + = − − ε − +      
         

     σ σ′+ − − = − +     
          

∫ ∫
(1.34)

Èñêëþ÷èâ 2F ′ , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå ñîîò-
íîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ e0:
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Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (1.35) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèé âàæíûé äëÿ òåîðèè êðåøåðíûõ ïðèáîðîâ âûâîä: ïî
ðàñïðåäåëåíèþ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â äëèííîì óïðóãîïë
à-
ñòè÷åñêîì ñòåðæíå ñ èçâåñòíîé äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììîé

)(eσ=σ  ìîæíî ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ
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ñòåðæíÿ e(0, t) = e(t). Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ
íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.29). Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ èìååò âèä

∫ −σ−−++=
x

dxEe
E

xtaFxtaFu
0

000201 .)(
1

)()( (1.33)

Óäîâëåòâîðÿÿ êðàåâîìó óñëîâèþ íà êîíöå x = 0, ïîëó÷èì:

).(
(0)(0)

)()( 00
0201 t

E

Ee
taFtaF ε=−σ−′−′

Îòñþäà








 +ε=−σ++′=+′
0

0
0

0
0201 (0)

(0)
)()(

a

xta
e

E
xtaFxtaF

è óñëîâèÿ (1.32) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

0

0 0 0 0 0
2 2 0

0 0

0 0
2 2

0 0 0 0

0
0

0 0 00

( ) (0)
1 1 (0)

( ) ( )

1 1
; 1 1

( ) ( ) ( )

(0) 1 1
(0)

( )

e

a a e
F x F x e

a e a e E E

a a
x F x F x

a e a a e a e

a
e de x

E a a e a

       σ σ′ ′+ − − = + − −      
         

          
′ ′−ε − + + − =          

               

σ
= − − − ε −


∫

 
 
  

èëè

0 0

0 0
2 0

0 0 0

0 0 0 0 0
2

0 0 00 0

(0) 1 1
1 (0)

( ) ( )

( ) ( )1 1
;  1 .

2 ( ) 2

e e

a
F x e x

a e E a e a

e a ea a
de F x de

E a a e E a

      σ′ + = − − ε − +      
         

     σ σ′+ − − = − +     
          

∫ ∫
(1.34)

Èñêëþ÷èâ 2F ′ , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå ñîîò-
íîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ e0:

[ ]

[ ]

0 1

0 2

( ) 2
0

0 2
0 000

( ) 2

2
000

(0) 1
(0)

2

1
,

2

e x z

e x z

z a a
e de

E a aa

a a
de

aa

  σ
− − ε + − =       

 
= − +   

∫

∫

(1.35)

ãäå 0 0
1 2

0 1 0 2

1 1 .
[ ( )] [ ( )]

a a
x x z

a e x a e x

   
+ = − =   

   

Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (1.35) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèé âàæíûé äëÿ òåîðèè êðåøåðíûõ ïðèáîðîâ âûâîä: ïî
ðàñïðåäåëåíèþ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â äëèííîì óïðóãîïë
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äåôîðìàöèè (íàïðÿæåíèÿ) íà êîíöå ñòåðæíÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â
ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (1.35) ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ε(z) ïî
èçâåñòíîìó èç ýêñïåðèìåíòà ðàñïðåäåëåíèþ îñòàòî÷íûõ äå
ôîð-
ìàöèé e

~(x), ñâÿçàííûõ ñ  e0(x)  î÷åâèäíîé çàâèñèìîñòüþ:

 e
~(x) = e0(x)  � σ0(e0)/E.

Ñîîòíîøåíèå (1.35) äëÿ òàê íàçûâàåìîé ñõåìû Ïðàíäòëÿ áûëî
ïîëó÷åíî â [4] è èñïîëüçîâàíî åå àâòîðîì äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé
çàäà÷è � íàõîæäåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè ïî çàäàííîé çàâèñèìîñòè
èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ p(t). Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ σ�e ñîñòîèò èç
òðåõ õàðàêòåðíûõ ÷àñòåé: óïðóãîé (σ =Ee), ïëàñòè÷åñêîé ñ ðåç-
êèì ïàäåíèåì dσ /de è ïëàñòè÷åñêîé ñ ïîñòîÿííûì íàêëîíîì
E′= dσ /de.

Ñëåäîâàòåëüíî, âîëíû Ðèìàíà äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ ìîãóò
áûòü ðàçáèòû íà òðè ãðóïïû1: âîëíû ïåðâîé ãðóïïû ðàñïðîñòðà-

íÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 00 /ρ= Ea  è âûçûâàþò âîçðàñòàíèå äå-
ôîðìàöèè îò 0 äî es; âîëíû âòîðîé ãðóïïû èìåþò ðåçêî ïåðå-
ìåííóþ ñêîðîñòü çâóêà, óáûâàþùóþ îò a0 äî 01 /ρ′= Ea , è
ïî÷òè íå èçìåíÿþò äåôîðìàöèþ ýëåìåíòà ñòåðæíÿ; âîëíû òðå-

òüåé ãðóïïû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ  a1 è âûçûâàþò
èçìåíåíèå äåôîðìàöèè îò es äî em.

Î÷åâèäíî, âîëíà ðàçãðóçêè, íà êîòîðîé äåôîðìàöèþ áîëü-
øå es, âñåãäà ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü ñ âîëíàìè Ðèìàíà òðåòüåé
ãðóïïû, ïîýòîìó t = f(x) = x/a1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ïðèíÿòîé
ñõåìå

( ) [ ( ) ]m mp t p E t e− = ε − , 10)( aea ≡ ,

ãäå pm  � ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå âçðûâà, em  � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åìó äåôîðìàöèÿ, ñîîòíîøåíèå (1.35) ïðåîáðàçóåì ê âèäó
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(1.36)
Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ p(t) ïðåäñòàâèìà ñòåïåííûì
ðÿäîì

p(t) = pm .
1
∑
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+ n
ntp (1.37)

Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî âèäåòü èç (1.36), ðåøåíèå äëÿ  e0(x)  íàäî
èñêàòü â âèäå
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Äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà ñòåðæíÿ  e0(x)  ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé
äåôîðìàöèåé, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ â íåì çà âðåìÿ äåéñòâèÿ íà-
ãðóçêè. Ïîýòîìó îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ ýòîãî ýëåìåíòà âûð
à-
æàåòñÿ ôîðìóëîé
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σ
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Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ, êîãäà äàâ-

ëåíèå p(t) èçìåíÿåòñÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó:
 p(t) = pm[1 � (t/τ)n].

Èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë èìååì:
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Ïðèðàâíèâàÿ îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè íóëþ, ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû l çîíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèé:

1 Ïî-âèäèìîìó, â [8] âïåðâûå ðàññìîòðåí ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí íàãðóæåíèÿ â ìàòåðèàëå ñ áèëèíåéíîé çàâèñèìîñòü
þ σ�e è
ïðåäñêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ôðîíòîâ, ðàñïð
îñòðàíÿ-
þùèõñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî a0 è a1.

ÃËÀÂÀ 1. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ... § 1.3. ÂÎËÍÀ ÐÀÇÃÐÓÇÊÈ...



38 39

äåôîðìàöèè (íàïðÿæåíèÿ) íà êîíöå ñòåðæíÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â
ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (1.35) ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ε(z) ïî
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íåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû l çîíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèé:

1 Ïî-âèäèìîìó, â [8] âïåðâûå ðàññìîòðåí ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí íàãðóæåíèÿ â ìàòåðèàëå ñ áèëèíåéíîé çàâèñèìîñòü
þ σ�e è
ïðåäñêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ôðîíòîâ, ðàñïð
îñòðàíÿ-
þùèõñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî a0 è a1.
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Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî a1/a0<<1.
Òîãäà
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s
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σ τ= + −   
. (1.38)

Èç ôîðìóëû (1.38) âèäíî, ÷òî çîíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ îñòà-
òî÷íûõ äåôîðìàöèé íå çàâèñèò îò ìîäóëÿ óïðóãîñòè ìàòåðèàëà
è òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå âðåìÿ äåéñòâèÿ τ, ìîäóëü óïðî÷íå-
íèÿ E′ è ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå pm.

Cëåäóÿ [9], ïîêàæåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî
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Ïîêàæåì òàêæå, ÷òî Ô(t, x) > 0. ×òîáû óñòàíîâèòü ýòî, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî Ô(t, bt) > 0 ïðè 10 ab ≤≤ , ïîñêîëüêó îáëàñòü èçìåíåíèÿ
àðãóìåíòà x îãðàíè÷åíà íåðàâåíñòâàìè tax 10 ≤≤ . Ïðè x = 0 è x = a1t
ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà î÷åâèäíà; ïðè 0 < b < a1 îíî
ìîæåò áûòü äîêàçàíî ìåòîäîì ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè n = 1 è n = 2 èìååì Ô(t, bt) > 0; ïóñòü ýòî íåðàâåí-
ñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè n = k, ò. å.

(a0 � b)k�1(a0 + a1)k+1� (a0 + b)k�1(a0 � a1)k+1 > 0.

Ñïðàâåäëèâîñòü åãî ïðè n = k + 1 ëåãêî óñòàíîâèòü, åñëè èñïîëü-
çîâàòü î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî (a0�b)(a0+a1) � (a0+b) (a0�a1) > 0.

Ðåøèì çàäà÷ó î ðàñïðåäåëåíèè îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â
ñòåðæíå ïîñëå óäàðà ïî íåìó òâåðäûì òåëîì ìàññîé m. Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

pF
dt
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m 02

2 ) ,0( = ,

ãäå F0 � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òîðöà ñòåðæíÿ, ïîñëå
ïîäñòàíîâêè â íåãî âûðàæåíèÿ äëÿ p èç (1.36) è óñêîðåíèÿ
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ïîêàçàòü, ÷òî Ô(t, bt) > 0 ïðè 10 ab ≤≤ , ïîñêîëüêó îáëàñòü èçìåíåíèÿ
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ñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè n = k, ò. å.
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çîâàòü î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî (a0�b)(a0+a1) � (a0+b) (a0�a1) > 0.
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Ïðèìåíÿÿ ïðèçíàê Ä�Àëàìáåðà, ëåãêî ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü
ðÿäà S(z) âî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ z. Â òàáë. 1.1 ïðèâåäåíû
ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ S(z) äëÿ (a1/a)2 = 0,03 è (a1/a0)2 = 0,05,
ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèêàì îïðåäåëåííîé ìàðêè ìîä
û â
ñòàëè.

Òàáëèöà 1.1

 z 03,0/ 2
0

2
1 =aa 05,0/ 2

0
2
1 =aa z 03,0/ 2

0
2
1 =aa 05,0/ 2

0
2
1 =aa

0 , 1 0 ,9006 0,9021 2 , 9 -1,5033 -0,7751
0 , 2 0 ,8022 0,8082 3 , 0 -1,5775 -0,8115
0 , 3 0 ,7048 0,7181 3 , 1 -1,6510 -0,8474
0 , 4 0 ,6086 0,6316 3 , 2 -1,7237 -0,8821
0 , 5 0 ,5133 0,5484 3 , 3 -1,7958 -0,9159
0 , 6 0 ,4190 0,4685 3 , 4 -1,8673 -0,9489
0 , 7 0 ,3258 0,3915 3 , 5 -1,9381 -0,9810
0 , 8 0 ,2335 0,3175 3 , 6 -2,0082 -1,0157
0 , 9 0 ,1422 0,2462 3 , 7 -2,0777 -1,0428
1 , 0 0 ,0518 0,1799 3 , 8 -2,1466 -1,0726
1 , 1 -0,0377 0,1111 4 , 9 -2,2148 -1,1016
1 , 2 -0,1262 0,0471 4 , 0 -2,2824 -1,1300
1 , 3 -0,2138 -0,0148 4 , 1 -2,3495 -1,1577
1 , 4 -0,3006 -0,0745 4 , 2 -2,4159 -1,1877
1 , 5 -0,3864 -0,1322 4 , 3 -2,4818 -1,2111
1 , 6 -0,4714 -0,1880 4 , 4 -2,5470 -1,2369
1 , 7 -0,5555 -0,2420 4 , 5 -2,6117 -1,2622
1 , 8 -0,6388 -0,2943 4 , 6 -2,6759 -1,2868
1 , 9 -0,7213 -0,3449 4 , 7 -2,7394 -1,3109
1 , 0 -0,8030 -0,3939 4 , 8 -2,8024 -13345
2 , 1 -0,8839 -0,4415 4 , 9 -2,8649 -1,3577
2 , 2 -0,9640 -0,4876 5 , 0 -2,9268 1,3802
2 , 3 -1,0432 -0,5324 6 -3,5180 -1,5274
2 , 4 -1,1218 -0,5760 7 -4,0622 -1,7488
2 , 5 -1,1996 -0,6180 8 -4,5643 -1,8884
2 , 6 -1,2766 -0,6589 9 -5,0282 -2,0084
2 , 7 -1,3529 -0,6929 1 0 -5,5565 -2,1159
2 , 8 -1,4285 -0,7375 1 5 -7,2322 -3,1634

Íàéäåì äëèíó çîíû îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé. Ïðåäâàðèòåëü-
íî ïðåîáðàçóåì ðÿä äëÿ  e0(x) c èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèé äëÿ
bn ê âèäó:
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Ïðèìåíÿÿ ïðèçíàê Ä�Àëàìáåðà, ëåãêî ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü
ðÿäà S(z) âî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ z. Â òàáë. 1.1 ïðèâåäåíû
ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ S(z) äëÿ (a1/a)2 = 0,03 è (a1/a0)2 = 0,05,
ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèêàì îïðåäåëåííîé ìàðêè ìîä
û â
ñòàëè.

Òàáëèöà 1.1
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1 =aa 05,0/ 2
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0 , 1 0 ,9006 0,9021 2 , 9 -1,5033 -0,7751
0 , 2 0 ,8022 0,8082 3 , 0 -1,5775 -0,8115
0 , 3 0 ,7048 0,7181 3 , 1 -1,6510 -0,8474
0 , 4 0 ,6086 0,6316 3 , 2 -1,7237 -0,8821
0 , 5 0 ,5133 0,5484 3 , 3 -1,7958 -0,9159
0 , 6 0 ,4190 0,4685 3 , 4 -1,8673 -0,9489
0 , 7 0 ,3258 0,3915 3 , 5 -1,9381 -0,9810
0 , 8 0 ,2335 0,3175 3 , 6 -2,0082 -1,0157
0 , 9 0 ,1422 0,2462 3 , 7 -2,0777 -1,0428
1 , 0 0 ,0518 0,1799 3 , 8 -2,1466 -1,0726
1 , 1 -0,0377 0,1111 4 , 9 -2,2148 -1,1016
1 , 2 -0,1262 0,0471 4 , 0 -2,2824 -1,1300
1 , 3 -0,2138 -0,0148 4 , 1 -2,3495 -1,1577
1 , 4 -0,3006 -0,0745 4 , 2 -2,4159 -1,1877
1 , 5 -0,3864 -0,1322 4 , 3 -2,4818 -1,2111
1 , 6 -0,4714 -0,1880 4 , 4 -2,5470 -1,2369
1 , 7 -0,5555 -0,2420 4 , 5 -2,6117 -1,2622
1 , 8 -0,6388 -0,2943 4 , 6 -2,6759 -1,2868
1 , 9 -0,7213 -0,3449 4 , 7 -2,7394 -1,3109
1 , 0 -0,8030 -0,3939 4 , 8 -2,8024 -13345
2 , 1 -0,8839 -0,4415 4 , 9 -2,8649 -1,3577
2 , 2 -0,9640 -0,4876 5 , 0 -2,9268 1,3802
2 , 3 -1,0432 -0,5324 6 -3,5180 -1,5274
2 , 4 -1,1218 -0,5760 7 -4,0622 -1,7488
2 , 5 -1,1996 -0,6180 8 -4,5643 -1,8884
2 , 6 -1,2766 -0,6589 9 -5,0282 -2,0084
2 , 7 -1,3529 -0,6929 1 0 -5,5565 -2,1159
2 , 8 -1,4285 -0,7375 1 5 -7,2322 -3,1634

Íàéäåì äëèíó çîíû îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé. Ïðåäâàðèòåëü-
íî ïðåîáðàçóåì ðÿä äëÿ  e0(x) c èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèé äëÿ
bn ê âèäó:
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Î÷åâèäíî, 0→nC ïðè ∞→n . Ôîðìóëó äëÿ e0(x)  öåëåñîîáðàç-
íî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä äëÿ T(Y) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ âî
âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ Y. Â òàáë. 1.2, çàèìñòâîâàííîé èç [9],
ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ T(Y).

Òàáëèöà 1.2

 Y 003,0
2

0
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a
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2

0

1 =





a

a
Y 003,0

2

0

1 =





a

a
05,0

2

0
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a

a

0 , 1 0 ,9506 0,9556 2 , 9 -0,2457 0,1568
0 , 2 0 ,9017 0,9128 3 , 0 -0,2826 0,1386
0 , 3 0 ,8533 0,8715 3 , 1 -0,3192 0,1208
0 , 4 0 ,8054 0,8316 3 , 2 -0,3555 0,1035
0 , 5 0 ,7580 0,7931 3 , 3 -0,3914 0,0866
0 , 6 0 ,7112 0,7559 3 , 4 -0,4270 0,0702
0 , 7 0 ,6648 0,7200 3 , 5 -0,4622 0,0540
0 , 8 0 ,6189 0,6853 3 , 6 -0,4972 0,0380
0 , 9 0 ,5735 0,6517 3 , 7 -0,5318 0,0231
1 , 0 0 ,5285 0,6191 3 , 8 -0,5662 0,0081
1 , 1 0 ,4840 0,5877 3 , 9 -0,6002 -0,0065
1 , 2 0 ,4400 0,5572 4 , 0 -0,6339 -0,0208
1 , 3 0 ,3964 0,5277 4 , 1 -0,6673 -0,0348
1 , 4 0 ,3532 0,4990 4 , 2 -0,7004 -0,0484
1 , 5 0 ,3105 0,4713 4 , 3 -0,7333 -0,0617
1 , 6 0 ,2682 0,4444 4 , 4 -0,7658 -0,0748
1 , 7 0 ,2263 0,4184 4 , 5 -0,7980 -0,0876
1 , 8 0 ,1849 0,3929 4 , 6 -0,8300 -0,1001
1 , 9 0 ,1438 0,3683 4 , 7 -0,8617 -0,1123
2 , 0 0 ,1031 0,3444 4 , 8 -0,8931 -0,1243
2 , 1 0 ,0629 0,3212 4 , 9 -0,9243 -0,1363
2 , 2 0 ,0230 0,2986 5 , 0 -0,9552 -0,1475
2 , 3 -0,0165 0,2767 6 , 0 -1,2501 -0,2473
2 , 4 -0,0556 0,2553 7 , 0 -1,5217 -0,3359
2 , 5 -0,0943 0,2346 8 , 0 -1,7722 -0,4076
2 , 6 -0,1327 0,2153 9 , 0 -2,0043 -0,4697
2 , 7 -0,1707 0,1956 1 0 -2.2185 -0,5238
2 , 8 -0,2084 0,1755 1 6 -3,1086 -1,1853

Çíà÷åíèå Ys, ñîîòâåòñòâóþùåå äëèíå îñòàòî÷íûõ äåôîðìà-
öèé, îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
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Çíà÷åíèÿ  T(Ys) äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé (a1/a0)2 â çàâèñèìîñòè

îò em/es ïðèâåäåíû â òàáë. 1.3.

Òàáëèöà 1.3
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 2 0 ,9727 0,8935 2 1 0,4833 -0,1180
 3 0 ,9456 0,7967 2 6 0,3631 -0,2423
 4 0 .9186 0,7083 3 1 0,2463 -0,3416
 5 0 ,8918 0,6273 3 6 0,1326 -0,4230
 6 0 ,8651 0,5528 4 1 0,0220 -0,4907
 1 0 ,8386 0,4840 4 6 -0,0858 -0,5484
 8 0 ,8133 -0,4203 5 1 -0,1850 0,5972
 9 0 ,7861 0,3611 1 0 1 -0,1066 -0,8634
1 0 0,7600 0,3060 1001 -5,8467 -1,1922
1 1 0,7341 0,2546 10001 -7,8346 -1,2316
1 6 0,6069 0,0417 100001 -8,0969 -1,2406
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Ðèñóíîê 1.10 èëëþñòðèðóåò ýòîò ïðîöåññ, òî÷êà C ñîîò-
âåòñòâóåò îêîí÷àíèþ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè. Â îáëàñòè ABOCD

see ≡  seav 0−=  ïîýòîìó íà õàðàêòåðèñòèêàõ îòðèöàòåëüíîãî íà-
êëîíà, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè C è âûøå, êàê îòìå÷åíî â [10], ñîãëàñíî
(1.31) èìååì
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Î÷åâèäíî, 0→nC ïðè ∞→n . Ôîðìóëó äëÿ e0(x)  öåëåñîîáðàç-
íî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä äëÿ T(Y) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ âî
âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ Y. Â òàáë. 1.2, çàèìñòâîâàííîé èç [9],
ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ T(Y).
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0 , 3 0 ,8533 0,8715 3 , 1 -0,3192 0,1208
0 , 4 0 ,8054 0,8316 3 , 2 -0,3555 0,1035
0 , 5 0 ,7580 0,7931 3 , 3 -0,3914 0,0866
0 , 6 0 ,7112 0,7559 3 , 4 -0,4270 0,0702
0 , 7 0 ,6648 0,7200 3 , 5 -0,4622 0,0540
0 , 8 0 ,6189 0,6853 3 , 6 -0,4972 0,0380
0 , 9 0 ,5735 0,6517 3 , 7 -0,5318 0,0231
1 , 0 0 ,5285 0,6191 3 , 8 -0,5662 0,0081
1 , 1 0 ,4840 0,5877 3 , 9 -0,6002 -0,0065
1 , 2 0 ,4400 0,5572 4 , 0 -0,6339 -0,0208
1 , 3 0 ,3964 0,5277 4 , 1 -0,6673 -0,0348
1 , 4 0 ,3532 0,4990 4 , 2 -0,7004 -0,0484
1 , 5 0 ,3105 0,4713 4 , 3 -0,7333 -0,0617
1 , 6 0 ,2682 0,4444 4 , 4 -0,7658 -0,0748
1 , 7 0 ,2263 0,4184 4 , 5 -0,7980 -0,0876
1 , 8 0 ,1849 0,3929 4 , 6 -0,8300 -0,1001
1 , 9 0 ,1438 0,3683 4 , 7 -0,8617 -0,1123
2 , 0 0 ,1031 0,3444 4 , 8 -0,8931 -0,1243
2 , 1 0 ,0629 0,3212 4 , 9 -0,9243 -0,1363
2 , 2 0 ,0230 0,2986 5 , 0 -0,9552 -0,1475
2 , 3 -0,0165 0,2767 6 , 0 -1,2501 -0,2473
2 , 4 -0,0556 0,2553 7 , 0 -1,5217 -0,3359
2 , 5 -0,0943 0,2346 8 , 0 -1,7722 -0,4076
2 , 6 -0,1327 0,2153 9 , 0 -2,0043 -0,4697
2 , 7 -0,1707 0,1956 1 0 -2.2185 -0,5238
2 , 8 -0,2084 0,1755 1 6 -3,1086 -1,1853
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 3 0 ,9456 0,7967 2 6 0,3631 -0,2423
 4 0 .9186 0,7083 3 1 0,2463 -0,3416
 5 0 ,8918 0,6273 3 6 0,1326 -0,4230
 6 0 ,8651 0,5528 4 1 0,0220 -0,4907
 1 0 ,8386 0,4840 4 6 -0,0858 -0,5484
 8 0 ,8133 -0,4203 5 1 -0,1850 0,5972
 9 0 ,7861 0,3611 1 0 1 -0,1066 -0,8634
1 0 0,7600 0,3060 1001 -5,8467 -1,1922
1 1 0,7341 0,2546 10001 -7,8346 -1,2316
1 6 0,6069 0,0417 100001 -8,0969 -1,2406

ÃËÀÂÀ 1. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ... § 1.3. ÂÎËÍÀ ÐÀÇÃÐÓÇÊÈ...

Ðèñóíîê 1.10 èëëþñòðèðóåò ýòîò ïðîöåññ, òî÷êà C ñîîò-
âåòñòâóåò îêîí÷àíèþ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè. Â îáëàñòè ABOCD

see ≡  seav 0−=  ïîýòîìó íà õàðàêòåðèñòèêàõ îòðèöàòåëüíîãî íà-
êëîíà, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè C è âûøå, êàê îòìå÷åíî â [10], ñîãëàñíî
(1.31) èìååì

)(
1

00
0 ss a
eav σ−σ

ρ
−=+ ; 

00ρ
σ−=

a
v ,

è óñëîâèå ñîóäàðåíèÿ ïðè t = ts ïðèìåò âèä

ww
w FaaF

dt

dv
m σ−=σ= 0100 ; )exp( zzvv ssw −= , (1.39)

ãäå )/( 00 maEtFz ss = ; 0/axtt scs += , 1/axtc = , )/1( 01 aaYz ss += .
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Â [11] ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü vw ïðè t = ts íå òåðïèò ðàçðû-
âà. Ýòîò ôàêò òàêæå ñëåäóåò èç òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî õàðàê-
òåðèñòèêè îòðèöàòåëüíîãî íàêëîíà, ïðîõîäÿùèå íåñêîëüêî íèæå
òî÷êè C, îïèðàþòñÿ íà OC â òåõ òî÷êàõ, ãäå íàïðÿæåíèå áåñêî-
íå÷íî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò sσ , à ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè t = ts

ε+
ρ

σ
=

00a
v w

w ,  )(
0

0 ε−−= w
w v

ma

EF

dt

dv
.

Çíà÷åíèÿ  zs, vs íàõîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáë. 1.1�1.3. Èç
ôîðìóë (1.39) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü vw íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü1.

3íàÿ êîýôôèöèåíòû b0 è b1 (ïîñëåäíèé îïðåäåëÿåòñÿ íà-
÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0 ïî ôîðìóëå )( 0100 ss eeaeav −+= ), ìîæ-
íî óñòàíîâèòü, êàê ðàñêëåïûâàåòñÿ êîíåö ñòåðæíÿ ïðè óäàðå. Ñ
ýòîé öåëüþ, ïðåäïîëàãàÿ ìàòåðèàë ñòåðæíÿ íåñæèìàåìûì,
âûðàçèì ðàäèóñ r(x) åãî ñå÷åíèÿ ïîñëå óäàðà ÷åðåç íà÷àëüíûé
ðàäèóñ r0:

2
0

2 )](1[ rxer π=−π ~
.

Îòñþäà )(1/)( 0 xerxr ~−= ; )(1/)0( 0 sm eerr −λ−= .
Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà îáðàçóþùåé â ñå÷åíèè x = 0 ïîñëå

óäàðà ðàâåí

2 2 2
0 1 0 0 0 1

5 2 2 2 5 2
0 0 1

1 ( )
tg

1 2[1 (0)] 2 [1 ( )]
m

x m s

dr r b r F p a a

e dx e ma a e e=

λ − χ = = = − − − − λ −  .

Òàêèì îáðàçîì, äåôîðìàöèÿ êîíöà ñòåðæíÿ çàâèñèò òîëüêî
îò ñêîðîñòè óäàðà, â òî âðåìÿ êàê óãîë χ çàâèñèò â îñíîâíîì îò
ìàññû óäàðÿþùåãî òåëà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè σ = σ(e) ïîëó÷èòü ðåøåíèå
ïðÿìîé çàäà÷è î âîëíå ðàçãðóçêè â ÿâíîì âèäå íå óäàåòñÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (1.35) ñëóæèò îñíîâîé ìåòîäà ðåøå-
íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, êîãäà ïî çàäàííîìó âèäó êðèâîé e0(x), èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, f(x), îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ε(t).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèì äîëæåí áûòü âèä t = f(x), ÷òîáû çà
íåé íà÷àëàñü ðàçãðóçêà. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ðàâåíñòâî (1.33) ïî x è ïî t:

)]()([ 02020 xtaFxtaFa
t

e +′′−+′′=
∂
∂ .

Íà âîëíå ðàçãðóçêè, ñîãëàñíî (1.32), èìååì:

dx

de

fa

fa
a

xt

u

t

e 0
2
0

2

1

1

−′
+′

=
∂∂

∂=
∂
∂ . (1.40)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ðàç-
ãðóçêè )(/1 xfb ′=  ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà, ò. å. b < a0, òî çíàêè

t

e

∂
∂  è 

dx

de0  ñîâïàäàþò:

dx

de

t

e 0signsign =
∂
∂ .

Íàéäåì òåïåðü çíàê 
dx

de0 , äëÿ ÷åãî ñîîòíîøåíèå a(e0) = x /f(x)

ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x:

dedaf

ba

dedaf

fa

dx

de

/

1/1

/

110 −=
′−= . (1.41)

Òàê êàê ñêîðîñòü çâóêà a óáûâàåò ñ ðîñòîì e , òî äëÿ a < b de0/
dx < 0 ïðè e0 > 0; de0/dx > 0 ïðè e0 < 0. Âíîñÿ çíà÷åíèå (1.40) â
(1.41), ïîëó÷èì:

dedaf

a

ba

ab

t

e

/

1
22

0

22

−
−=

∂
∂ . (1.42)

1 Ïðîòèâîïîëîæíûé âûâîä, ñäåëàííûé â [9], íå ó÷èòûâàë òîãî
ôàêòà, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ôîðìàëüíî ñõîäÿùåãîñÿ ïðè âñåõ z ðÿäà
S(z) çà õàðàêòåðèñòèêó SC íåïðàâîìî÷íî.
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Â [11] ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü vw ïðè t = ts íå òåðïèò ðàçðû-
âà. Ýòîò ôàêò òàêæå ñëåäóåò èç òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî õàð
àê-
òåðèñòèêè îòðèöàòåëüíîãî íàêëîíà, ïðîõîäÿùèå íåñêîëüêî íèæå
òî÷êè C, îïèðàþòñÿ íà OC â òåõ òî÷êàõ, ãäå íàïðÿæåíèå áåñêî-
íå÷íî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò sσ , à ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè t = ts

ε+
ρ

σ
=

00a
v w

w ,  )(
0

0 ε−−= w
w v

ma

EF

dt

dv
.

Çíà÷åíèÿ  zs, vs íàõîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáë. 1.1�1.3. Èç
ôîðìóë (1.39) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü vw íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü1.

3íàÿ êîýôôèöèåíòû b0 è b1 (ïîñëåäíèé îïðåäåëÿåòñÿ íà-
÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0 ïî ôîðìóëå )( 0100 ss eeaeav −+= ), ìîæ-
íî óñòàíîâèòü, êàê ðàñêëåïûâàåòñÿ êîíåö ñòåðæíÿ ïðè óäàðå. Ñ
ýòîé öåëüþ, ïðåäïîëàãàÿ ìàòåðèàë ñòåðæíÿ íåñæèìàåìûì,
âûðàçèì ðàäèóñ r(x) åãî ñå÷åíèÿ ïîñëå óäàðà ÷åðåç íà÷àëüíûé
ðàäèóñ r0:

2
0

2 )](1[ rxer π=−π ~
.

Îòñþäà )(1/)( 0 xerxr ~−= ; )(1/)0( 0 sm eerr −λ−= .
Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà îáðàçóþùåé â ñå÷åíèè x = 0 ïîñëå

óäàðà ðàâåí

2 2 2
0 1 0 0 0 1

5 2 2 2 5 2
0 0 1

1 ( )
tg

1 2[1 (0)] 2 [1 ( )]
m

x m s

dr r b r F p a a

e dx e ma a e e=

λ − χ = = = − − − − λ −  .

Òàêèì îáðàçîì, äåôîðìàöèÿ êîíöà ñòåðæíÿ çàâèñèò òîëüêî
îò ñêîðîñòè óäàðà, â òî âðåìÿ êàê óãîë χ çàâèñèò â îñíîâíîì îò
ìàññû óäàðÿþùåãî òåëà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè σ = σ(e) ïîëó÷èòü ðåøåíèå
ïðÿìîé çàäà÷è î âîëíå ðàçãðóçêè â ÿâíîì âèäå íå óäàåòñÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (1.35) ñëóæèò îñíîâîé ìåòîäà ðåøå-
íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, êîãäà ïî çàäàííîìó âèäó êðèâîé e0(x), èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, f(x), îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ε(t).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèì äîëæåí áûòü âèä t = f(x), ÷òîáû çà
íåé íà÷àëàñü ðàçãðóçêà. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ðàâåíñòâî (1.33) ïî x è ïî t:

)]()([ 02020 xtaFxtaFa
t

e +′′−+′′=
∂
∂ .

Íà âîëíå ðàçãðóçêè, ñîãëàñíî (1.32), èìååì:

dx

de

fa

fa
a

xt

u

t

e 0
2
0

2

1

1

−′
+′

=
∂∂

∂=
∂
∂ . (1.40)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ðàç-
ãðóçêè )(/1 xfb ′=  ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà, ò. å. b < a0, òî çíàêè

t

e

∂
∂  è 

dx

de0  ñîâïàäàþò:

dx

de

t

e 0signsign =
∂
∂ .

Íàéäåì òåïåðü çíàê 
dx

de0 , äëÿ ÷åãî ñîîòíîøåíèå a(e0) = x /f(x)

ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x:

dedaf

ba

dedaf

fa

dx

de

/

1/1

/

110 −=
′−= . (1.41)

Òàê êàê ñêîðîñòü çâóêà a óáûâàåò ñ ðîñòîì e , òî äëÿ a < b de0/
dx < 0 ïðè e0 > 0; de0/dx > 0 ïðè e0 < 0. Âíîñÿ çíà÷åíèå (1.40) â
(1.41), ïîëó÷èì:

dedaf

a

ba

ab

t

e

/

1
22

0

22

−
−=

∂
∂ . (1.42)

1 Ïðîòèâîïîëîæíûé âûâîä, ñäåëàííûé â [9], íå ó÷èòûâàë òîãî
ôàêòà, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ôîðìàëüíî ñõîäÿùåãîñÿ ïðè âñå
õ z ðÿäà
S(z) çà õàðàêòåðèñòèêó SC íåïðàâîìî÷íî.
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Òàêèì îáðàçîì, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè âîëíû ðàçãðóçêè
èìååì äëÿ ðàñòÿãèâàþùåãî óäàðà (e0 > 0) óáûâàíèå äåôîðìàöèè
ðàñòÿæåíèÿ, äëÿ äàâëåíèÿ (e0 < 0) � óáûâàíèå äåôîðìàöèè ñæà-
òèÿ, ò. å. â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàåòñÿ ïðîöåññ ðàçãðóçêè:

t

e

∂
∂

< 0 ïðè e0 > 0;  
t

e

∂
∂

> 0 ïðè e0 < 0.

Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî êàæäîé çàäàííîé
âîëíå ðàçãðóçêè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ a < b < a0, ñîîòâåò-
ñòâóåò óäàðíàÿ íàãðóçêà, ïðèëîæåííàÿ ê êîíöó ñòåðæíÿ è óáû-
âàþùàÿ ñî âðåìåíåì.

Â [9] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè a < b < a0 ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìå-
íè îò äåôîðìàöèè òåðïèò ðàçðûâ íà âîëíå ðàçãðóçêè. Äåéñòâ
è-
òåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå x/t = a(ux) ïî âðåìåíè è
ïîëàãàÿ çàòåì t = f(x), ïîëó÷èì:

)( 0eaf

a

t

e
′

−=
∂
∂ .

Ñîïîñòàâëåíèå ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñ (1.42) äîêàçûâàåò âûñêà-
çàííîå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ðàñ÷åòà èçìåíèÿ äàâëåíèÿ íà êîíöå
ñòåðæíÿ ïî çàäàííîé âîëíå ðàçãðóçêè t = f(x) ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü òàêæå ìåòîä õàðàêòåðèñòèê. Ðåøåíèå çàäà÷è î âîëíå ðàç-
ãðóçêè òàêèì ñïîñîáîì äàíî â [4] è ïðèâîäèòñÿ íèæå.

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû äâóõ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ
íà âîëíå ðàçãðóçêè, ÷åðåç x1, t1, x2, t2 (ñì. ðèñ. 1.9). Ïóñòü x,t �
êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæèòåëüíî-
ãî íàïðàâëåíèÿ, èñõîäÿùåé èç M2, ñ õàðàêòåðèñòèêîé îòðèöà-
òåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, èñõîäÿùåé èç M1. Òîãäà â ñèëó (1.30) è
(1.31) ìîæíî íàïèñàòü:

)( 202 ttaxx −=− ; )( 101 ttaxx −=− ;

))()(())()((
1

)( 2000200
00

0 22
xexeaxx

a
uuauu xxtt −−σ−σ

ρ
=−−− ;

))()(())()((
1

)( 1000100
00

0 11
xexeaxx

a
uuauu xxtt −+σ−σ

ρ
−=−+− .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî )( 202
xeux = , )( 101

xeux = , ))(( 202
xeut ψ−= ,

))(( 101
xeut ψ−= , íàéäåì:

0

102020100
0 2

))(())((

2

)()()(
)() ,(

a

xexe

E

xx

E

x
xetxux

ψ−ψ
+

σ+σ
+

σ
−=

(1.43)
Ôîðìóëà (1.43) ïðè çàäàííîì çàêîíå t = f(x) îïðåäåëÿåò äå-

ôîðìàöèþ ëþáîãî ýëåìåíòà ñòåðæíÿ çà âîëíîé ðàçãðóçêè.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.43), ðåøåíèå ïðèâåäåííîé âûøå çà-

äà÷è î âîëíå ðàçãðóçêè äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ ìîæíî ïîëó÷èòü â
èíîì âèäå, ïðåäëîæåííîì â [12]. Â ýòîì ñëó÷àå èç (1.43) âûòå-
êàåò, ÷òî

))()((
22

)()(
) ,0( 1020

2010 xx
uxx

t m σ−σ+
σ+σ

=σ , 
1

0

a

a
um = , (1.44)

ãäå x1 è x2 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê îòðèöàòåëüíîãî
è ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèé, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè (0, t) îáëà-
ñòè ðàçãðóæåíèÿ ñ âîëíîé ðàçãðóçêè x = a1t.

Âûïîëíèì ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå (ðèñ. 1.11): èç ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè xn+1 íà âîëíå ðàçãðóçêè ïðîâîäèì õàðàêòåðèñòèêó
ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëèíèåé x = 0 â
òî÷êå tn+1, èç ïîñëåäíåé ïðîâîäèì õàðàêòåðèñòèêó îòðèöàòåëü-
íîãî íàïðàâëåíèÿ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ âîëíîé ðàçãðóçêè â òî÷ê
å
xn è ò. ä. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà áëèæàéøåé ê
íà÷àëó êîîðäèíàò òî÷êîé íà îñè x = 0 íå îêàæåòñÿ òî÷êà t1, à íà
âîëíå ðàçãðóçêè � òî÷êà x1. Î÷åâèäíî, ê êàæäîìó øàãó òàêîãî
ïîñòðîåíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ôîðìóëà (1.44) ñ çàìåíîé â
íåé  x1 è  x2 çíà÷åíèÿìè ñîîòâåñòâóþùèõ êîîðäèíàò íà âîëíå
ðàçãðóçêè, â ÷àñòíîñòè
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Òàêèì îáðàçîì, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè âîëíû ðàçãðóçêè
èìååì äëÿ ðàñòÿãèâàþùåãî óäàðà (e0 > 0) óáûâàíèå äåôîðìàöèè
ðàñòÿæåíèÿ, äëÿ äàâëåíèÿ (e0 < 0) � óáûâàíèå äåôîðìàöèè ñæà-
òèÿ, ò. å. â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàåòñÿ ïðîöåññ ðàçãðóçêè:

t

e

∂
∂

< 0 ïðè e0 > 0;  
t

e

∂
∂

> 0 ïðè e0 < 0.

Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî êàæäîé çàäàííîé
âîëíå ðàçãðóçêè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ a < b < a0, ñîîòâåò-
ñòâóåò óäàðíàÿ íàãðóçêà, ïðèëîæåííàÿ ê êîíöó ñòåðæíÿ è óáû-
âàþùàÿ ñî âðåìåíåì.

Â [9] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè a < b < a0 ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìå-
íè îò äåôîðìàöèè òåðïèò ðàçðûâ íà âîëíå ðàçãðóçêè. Äåéñòâ
è-
òåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå x/t = a(ux) ïî âðåìåíè è
ïîëàãàÿ çàòåì t = f(x), ïîëó÷èì:

)( 0eaf

a

t

e
′

−=
∂
∂ .

Ñîïîñòàâëåíèå ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñ (1.42) äîêàçûâàåò âûñêà-
çàííîå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ðàñ÷åòà èçìåíèÿ äàâëåíèÿ íà êîíöå
ñòåðæíÿ ïî çàäàííîé âîëíå ðàçãðóçêè t = f(x) ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü òàêæå ìåòîä õàðàêòåðèñòèê. Ðåøåíèå çàäà÷è î âîëíå ðàç-
ãðóçêè òàêèì ñïîñîáîì äàíî â [4] è ïðèâîäèòñÿ íèæå.

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû äâóõ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ
íà âîëíå ðàçãðóçêè, ÷åðåç x1, t1, x2, t2 (ñì. ðèñ. 1.9). Ïóñòü x,t �
êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæèòåëüíî-
ãî íàïðàâëåíèÿ, èñõîäÿùåé èç M2, ñ õàðàêòåðèñòèêîé îòðèöà-
òåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, èñõîäÿùåé èç M1. Òîãäà â ñèëó (1.30) è
(1.31) ìîæíî íàïèñàòü:
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xeux = , )( 101
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(1.43)
Ôîðìóëà (1.43) ïðè çàäàííîì çàêîíå t = f(x) îïðåäåëÿåò äå-

ôîðìàöèþ ëþáîãî ýëåìåíòà ñòåðæíÿ çà âîëíîé ðàçãðóçêè.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.43), ðåøåíèå ïðèâåäåííîé âûøå çà-

äà÷è î âîëíå ðàçãðóçêè äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ ìîæíî ïîëó÷èòü â
èíîì âèäå, ïðåäëîæåííîì â [12]. Â ýòîì ñëó÷àå èç (1.43) âûòå-
êàåò, ÷òî

))()((
22

)()(
) ,0( 1020

2010 xx
uxx

t m σ−σ+
σ+σ

=σ , 
1

0

a

a
um = , (1.44)

ãäå x1 è x2 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê îòðèöàòåëüíîãî
è ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèé, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè (0, t) îáëà-
ñòè ðàçãðóæåíèÿ ñ âîëíîé ðàçãðóçêè x = a1t.

Âûïîëíèì ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå (ðèñ. 1.11): èç ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè xn+1 íà âîëíå ðàçãðóçêè ïðîâîäèì õàðàêòåðèñòèêó
ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëèíèåé x = 0 â
òî÷êå tn+1, èç ïîñëåäíåé ïðîâîäèì õàðàêòåðèñòèêó îòðèöàòåëü-
íîãî íàïðàâëåíèÿ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ âîëíîé ðàçãðóçêè â òî÷ê
å
xn è ò. ä. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà áëèæàéøåé ê
íà÷àëó êîîðäèíàò òî÷êîé íà îñè x = 0 íå îêàæåòñÿ òî÷êà t1, à íà
âîëíå ðàçãðóçêè � òî÷êà x1. Î÷åâèäíî, ê êàæäîìó øàãó òàêîãî
ïîñòðîåíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ôîðìóëà (1.44) ñ çàìåíîé â
íåé  x1 è  x2 çíà÷åíèÿìè ñîîòâåñòâóþùèõ êîîðäèíàò íà âîëíå
ðàçãðóçêè, â ÷àñòíîñòè
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Ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå êàê ðåêóððåíòíóþ
ôîðìóëó, ïîëó÷àåì:
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Êîîðäèíàòó tn+1 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç tn. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî èç äâóõ óðàâíåíèé ïðÿìûõ
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Ñëåäîâàòåëüíî, 1 1/ n
nt t q+ = , è âûðàæåíèå (1.46) ìîæíî ïðå-

îáðàçîâàòü ê âèäó
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Îáîçíà÷àÿ 1 / nt qτ =  è óñòðåìëÿÿ t1 ê íóëþ, âèäèì, ÷òî

0→nq , ò.å. ∞→n . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ýòîì 0,1 0nq σ → , îêîí-

÷àòåëüíî ïîëó÷èì 0
0

2
( )

1
n n

m
q p q

u

∞
σ = τ+ ∑ .

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè
âîëíû íàãðóçêè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà êîíöå ìãíîâåííî âîçíèêà-
ëî äàâëåíèå, âïîñëåäñòâèè óáûâàâøåå ñî âðåìåíåì (ðèñ. 1.12, à).

Ïðè ýòîì â îáëàñòè íàãðóæåíèÿ õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé
è äåôîðìàöèè èçâåñòåí è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (1.32) äëÿ
öåíòðèðîâàííîé âîëíû Ðèìàíà. Òåì ñàìûì îêàçûâàþòñÿ èçâå-
ñòíûìè äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè íà çàäàííîé âîëíå ðàçãðóçêè,
÷òî ïîçâîëÿåò â îáëàñòè ðàçãðóæåíèÿ ðåøàòü çàäà÷ó ïðåäëîæåí-
íûì âûøå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.

Î÷åâèäíî, àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæíî ðàññìîòðåòü òà-
êèå ñèòóàöèè èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ íà êîíöå ñòåðæíÿ, êàê íà
ðèñ. 1.12, á�ã. Â êîîðäèíàòàõ x, t êàðòèíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
â îáëàñòè íàãðóæåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

• ñëó÷àé á � âîëíû Ðèìàíà äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû, ïåðâàÿ
èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïó÷îê ïðÿìûõ, èñõîäÿùèõ èç
íà÷àëà êîîðäèíàò, âòîðàÿ � ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ,
èñõîäÿùèõ èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê îñè Ot;

• ñëó÷àé â � âîëíû Ðèìàíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâî
ðàñõîäÿùèõñÿ ïðÿìûõ, íà÷èíàþùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ îñè
Ot;

• ñëó÷àé ã � âîëíû Ðèìàíà äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû: òå, êîòî-
ðûå áëèæå ê íà÷àëó êîîðäèíàò, � ðàñõîäÿùèåñÿ èç ðàçíûõ òî÷åê
îñè  Ot  ïðÿìûå; ëåæàùèå âûøå � ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.
Êîîðäèíàòà òî÷êè t0 îñè Ot (íà÷àëî âîëíû ðàçãðóçêè) îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ p(t0) = pm (âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ äëÿ
ñëó÷àåâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 1.12, á è ã).
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Ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå êàê ðåêóððåíòíóþ
ôîðìóëó, ïîëó÷àåì:
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Êîîðäèíàòó tn+1 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç tn. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî èç äâóõ óðàâíåíèé ïðÿìûõ
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Ñëåäîâàòåëüíî, 1 1/ n
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Îáîçíà÷àÿ 1 / nt qτ =  è óñòðåìëÿÿ t1 ê íóëþ, âèäèì, ÷òî

0→nq , ò.å. ∞→n . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ýòîì 0,1 0nq σ → , îêîí-
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Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè
âîëíû íàãðóçêè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà êîíöå ìãíîâåííî âîçíèêà-
ëî äàâëåíèå, âïîñëåäñòâèè óáûâàâøåå ñî âðåìåíåì (ðèñ. 1.12, à).

Ïðè ýòîì â îáëàñòè íàãðóæåíèÿ õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé
è äåôîðìàöèè èçâåñòåí è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (1.32) äëÿ
öåíòðèðîâàííîé âîëíû Ðèìàíà. Òåì ñàìûì îêàçûâàþòñÿ èçâå-
ñòíûìè äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè íà çàäàííîé âîëíå ðàçãðóçêè,
÷òî ïîçâîëÿåò â îáëàñòè ðàçãðóæåíèÿ ðåøàòü çàäà÷ó ïðåäëîæåí-
íûì âûøå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.

Î÷åâèäíî, àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæíî ðàññìîòðåòü òà-
êèå ñèòóàöèè èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ íà êîíöå ñòåðæíÿ, êàê íà
ðèñ. 1.12, á�ã. Â êîîðäèíàòàõ x, t êàðòèíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
â îáëàñòè íàãðóæåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

• ñëó÷àé á � âîëíû Ðèìàíà äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû, ïåðâàÿ
èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïó÷îê ïðÿìûõ, èñõîäÿùèõ èç
íà÷àëà êîîðäèíàò, âòîðàÿ � ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ,
èñõîäÿùèõ èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê îñè Ot;

• ñëó÷àé â � âîëíû Ðèìàíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâî
ðàñõîäÿùèõñÿ ïðÿìûõ, íà÷èíàþùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ îñè
Ot;

• ñëó÷àé ã � âîëíû Ðèìàíà äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû: òå, êîòî-
ðûå áëèæå ê íà÷àëó êîîðäèíàò, � ðàñõîäÿùèåñÿ èç ðàçíûõ òî÷åê
îñè  Ot  ïðÿìûå; ëåæàùèå âûøå � ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.
Êîîðäèíàòà òî÷êè t0 îñè Ot (íà÷àëî âîëíû ðàçãðóçêè) îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ p(t0) = pm (âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ äëÿ
ñëó÷àåâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 1.12, á è ã).
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§ 1.4. Применение метода характеристик для решения
прямой задачи о волне разгрузки. Определение
начальной скорости волны разгрузки. Случаи
точных решений задачи

Âûøå áûëî óêàçàíî íà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
õàðàêòåðèñòèê ê ðåøåíèþ çàäà÷è î âîëíå ðàçãðóçêè îáðàòíûì
ñïîñîáîì, à èìåííî ê íàõîæäåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ p(t)
íà êîíöå ñòåðæíÿ ïî çàäàííîìó âèäó êðèâîé t = f(x). Ýôôåêòèâ-
íîå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê äëÿ íåïîñðåäñòâ
åí-
íîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è î âîëíå ðàçãðóçêè
äàíî â [13], ãäå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ íå ïðèâîäèòñÿ íåïîñ-
ðåäñòâåííî ê èçâåñòíûì êðàåâûì çàäà÷àì òåîðèè ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé (ê çàäà÷àì Êîøè, Ãóðñà èëè ñìåøàííîé).
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå â ïëîñêîñòè v, σ èçâåñòåí âèä
âîëíû ðàçãðóçêè, íà êîòîðîé çàäàíà çàâèñèìîñòü ìåæäó x è t â
âèäå x = a(ux)(t � t0). Íà îòðåçêå ïðÿìîé x = 0 çàäàíî σ(t), íî
íåèçâåñòíî v, ò. å. íåèçâåñòíà êðèâàÿ â ïëîñêîñòè v, σ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ýòîé ïðÿìîé.

Â [13] ïðè ðåøåíèè ýòèì ìåòîäîì ïðÿìîé çàäà÷è áûë ñäå-
ëàí ðÿä îãðàíè÷åíèé î õàðàêòåðå ïðîòåêàíèÿ äàâëåíèÿ íà êîíöå
ñòåðæíÿ. Â äàëüíåéøåì ýòè îãðàíè÷åíèÿ áûëè ñíÿòû àâòîðîì
[14], êîòîðûé ïîëó÷èë â êîíå÷íîì âèäå âûðàæåíèå äëÿ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè âîëíû ðàçãðóçêè. Ïîýòîìó ïåðåä ðåøåíèåì ïðÿ-
ìîé çàäà÷è óêàçàííûì ìåòîäîì ðàññìîòðèì äâèæåíèå âîëíû
ðàçãðóçêè â îêðåñòíîñòè ïåðåäíåãî êîíöà ñòåðæíÿ. Î÷åâèäíî,
÷òî âîëíà ðàçãðóçêè íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå O, ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè σmax (ðèñ. 1.13).

Ïóñòü âîëíà ðàçãðóçêè çà âðåìÿ dt* ïåðåìåñòèëàñü â òî÷êó
M ñ êîîðäèíàòîé dx*. ×åðåç òî÷êó M ìîæíî ïðîâåñòè îòðåçîê
õàðàêòåðèñòèêè MA, îòâå÷àþùèé îáëàñòè íàãðóæåíèÿ, à òàêæå
îòðåçêè õàðàêòåðèñòèê MB è MC ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëü-
íîãî íàïðàâëåíèé, îòâå÷àþùèå îáëàñòè ðàçãðóæåíèÿ (äàëåå 
äëÿ
êðàòêîñòè âìåñòî «îòðåçîê õàðàêòåðèñòèêè» áóäåì óïîòðåáëÿòü
«õàðàêòåðèñòèêà»). Îðäèíàòû òî÷åê A, B, C (ðèñ. 1.13) ñëåäóþùèå:
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dx
dt

a

∗
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dx
dt

a
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; 0Ct t= + 
 1

dx
dt
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.

Çäåñü t0 � îðäèíàòà òî÷êè O; a0 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

óïðóãèõ äåôîðìàöèé; a1 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèé ïðè íàïðÿæåíèè σmax.

Ïóñòü êðèâàÿ èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè èìååò â
òî÷êå σ0 = σmax ïåðåëîì. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, t0) ìîæíî
ïîëîæèòü σ0 = σmax + k1(t � t0) ïðè t < t0;   σ0 = σmax + k2(t � t0)
ïðè t > t0, ãäå k1 è k2 � çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé dσ0/dt ïðè
ïîäõîäå ê òî÷êå σ0 ñîîòâåòñòâåííî ñíèçó è ñâåðõó. Âûðàçèì
çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé â òî÷êàõ A, B, C è M ÷åðåç
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ â òî÷êå O:

ãäå vmax � ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè x = 0.
Ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë áûëè èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ íà õà-

ðàêòåðèñòèêàõ â îáëàñòè íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè è ïðåäïîë
îæå-
íèå, ÷òî íà âîëíå ðàçãðóçêè ñêîðîñòü è äåôîðìàöèè íåïðåðûâíû
(âîëíà ðàçãðóçêè íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ðàçðû
âà).

Ââèäó áëèçîñòè òî÷åê B è C ê òî÷êå O ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî

max 0( )B Bv v j t t j− = − = 
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§ 1.4. Применение метода характеристик для решения
прямой задачи о волне разгрузки. Определение
начальной скорости волны разгрузки. Случаи
точных решений задачи

Âûøå áûëî óêàçàíî íà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
õàðàêòåðèñòèê ê ðåøåíèþ çàäà÷è î âîëíå ðàçãðóçêè îáðàòíûì
ñïîñîáîì, à èìåííî ê íàõîæäåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ p(t)
íà êîíöå ñòåðæíÿ ïî çàäàííîìó âèäó êðèâîé t = f(x). Ýôôåêòèâ-
íîå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê äëÿ íåïîñðåäñòâ
åí-
íîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è î âîëíå ðàçãðóçêè
äàíî â [13], ãäå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ íå ïðèâîäèòñÿ íåïîñ-
ðåäñòâåííî ê èçâåñòíûì êðàåâûì çàäà÷àì òåîðèè ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé (ê çàäà÷àì Êîøè, Ãóðñà èëè ñìåøàííîé).
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå â ïëîñêîñòè v, σ èçâåñòåí âèä
âîëíû ðàçãðóçêè, íà êîòîðîé çàäàíà çàâèñèìîñòü ìåæäó x è t â
âèäå x = a(ux)(t � t0). Íà îòðåçêå ïðÿìîé x = 0 çàäàíî σ(t), íî
íåèçâåñòíî v, ò. å. íåèçâåñòíà êðèâàÿ â ïëîñêîñòè v, σ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ýòîé ïðÿìîé.

Â [13] ïðè ðåøåíèè ýòèì ìåòîäîì ïðÿìîé çàäà÷è áûë ñäå-
ëàí ðÿä îãðàíè÷åíèé î õàðàêòåðå ïðîòåêàíèÿ äàâëåíèÿ íà êîíöå
ñòåðæíÿ. Â äàëüíåéøåì ýòè îãðàíè÷åíèÿ áûëè ñíÿòû àâòîðîì
[14], êîòîðûé ïîëó÷èë â êîíå÷íîì âèäå âûðàæåíèå äëÿ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè âîëíû ðàçãðóçêè. Ïîýòîìó ïåðåä ðåøåíèåì ïðÿ-
ìîé çàäà÷è óêàçàííûì ìåòîäîì ðàññìîòðèì äâèæåíèå âîëíû
ðàçãðóçêè â îêðåñòíîñòè ïåðåäíåãî êîíöà ñòåðæíÿ. Î÷åâèäíî,
÷òî âîëíà ðàçãðóçêè íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå O, ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè σmax (ðèñ. 1.13).

Ïóñòü âîëíà ðàçãðóçêè çà âðåìÿ dt* ïåðåìåñòèëàñü â òî÷êó
M ñ êîîðäèíàòîé dx*. ×åðåç òî÷êó M ìîæíî ïðîâåñòè îòðåçîê
õàðàêòåðèñòèêè MA, îòâå÷àþùèé îáëàñòè íàãðóæåíèÿ, à òàêæå
îòðåçêè õàðàêòåðèñòèê MB è MC ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëü-
íîãî íàïðàâëåíèé, îòâå÷àþùèå îáëàñòè ðàçãðóæåíèÿ (äàëåå 
äëÿ
êðàòêîñòè âìåñòî «îòðåçîê õàðàêòåðèñòèêè» áóäåì óïîòðåáëÿòü
«õàðàêòåðèñòèêà»). Îðäèíàòû òî÷åê A, B, C (ðèñ. 1.13) ñëåäóþùèå:
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.

Çäåñü t0 � îðäèíàòà òî÷êè O; a0 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

óïðóãèõ äåôîðìàöèé; a1 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèé ïðè íàïðÿæåíèè σmax.

Ïóñòü êðèâàÿ èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè èìååò â
òî÷êå σ0 = σmax ïåðåëîì. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, t0) ìîæíî
ïîëîæèòü σ0 = σmax + k1(t � t0) ïðè t < t0;   σ0 = σmax + k2(t � t0)
ïðè t > t0, ãäå k1 è k2 � çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé dσ0/dt ïðè
ïîäõîäå ê òî÷êå σ0 ñîîòâåòñòâåííî ñíèçó è ñâåðõó. Âûðàçèì
çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé â òî÷êàõ A, B, C è M ÷åðåç
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ â òî÷êå O:

ãäå vmax � ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè x = 0.
Ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë áûëè èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ íà õà-

ðàêòåðèñòèêàõ â îáëàñòè íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè è ïðåäïîë
îæå-
íèå, ÷òî íà âîëíå ðàçãðóçêè ñêîðîñòü è äåôîðìàöèè íåïðåðûâíû
(âîëíà ðàçãðóçêè íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ðàçðû
âà).

Ââèäó áëèçîñòè òî÷åê B è C ê òî÷êå O ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî
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max 0( )C Cv v j t t j− = − = 
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Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî vB è vC èõ âûðàæåíèÿ èç ïðåäûäóùèõ ôîð-
ìóë, ïîëó÷èì
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Î÷åâèäíî, ∗

∗
=

dt

dx
c  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê íà÷àëü-

íóþ ñêîðîñòü âîëíû ðàçãðóçêè.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çàêîíû èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîé ê êîíöó ñòåð-
æíÿ íàãðóçêè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.14, à. Åñëè 01 ≠k , k2 = 0 èëè
åñëè ∞=1k  (ðèñ. 1.14, á), òî c = a1 è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü âîëíû
ðàçãðóçêè ðàâíà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé âîë-
íû. Åñëè â òî÷êå σ0 = σmax, k1 = k2 = 0 (êðèâàÿ èçìåíåíèÿ ïðè-
ëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ íå èìååò èçëîìà), òî èç ôîðìóëû (1.48)
îïðåäåëèòü c íåâîçìîæíî. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå σ(t) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè σmax ñëåäóåò ïðîäîëæèòü äî êâàäðàòîâ dx*

âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà ñïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì ïðåäûäóùåìó, â

ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâíîñòè 
2

0
2

dt

d σ
 â òî÷êå σ0 = σmax ìîæíî

ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:
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Òàêèì îáðàçîì, íàïðàâëåíèå âîëíû ðàçãðóçêè îêîëî òî÷êè O
âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåé âîëíû ðàçãðóç-
êè â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ïðèëîæåííîé íàãðóçêè òåïåð
ü
ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä õà-
ðàêòåðèñòèê.

Íàéäÿ ïî ïðèâåäåííûì âûøå ôîðìóëàì âåëè÷èíó c, ïðîâî-
äèì èç òî÷êè O îòðåçîê ïðÿìîé OM (ðèñ. 1.15), óãëîâîé êîýô-
ôèöèåíò êîòîðîé ðàâåí c, è áåðåì íà íåì òî÷êó M, äîñòàòî÷íî
áëèçêóþ ê òî÷êå O. Ïðè ýòîì òî÷êó M ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñïîëî-
æåííîé íà âîëíå ðàçãðóçêè è íàïðÿæåíèå â íåé îïðåäåëèòü ï
î
ôîðìóëå (1.47). Â êîîðäèíàòàõ v, σ ìîæíî ïîñòðîèòü êðèâóþ
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(1.48). Åñëè k1 = 0, 02 ≠k , òî c = a0, ò. å. íàïðàâëåíèå íà÷àëüíîãî
ó÷àñòêà âîëíû ðàçãðóçêè â ïëîñêîñòè x, t ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëå-
íèåì óïðóãîé âîëíû. Òîò æå ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî ïðè ∞=2k .
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c  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê íà÷àëü-

íóþ ñêîðîñòü âîëíû ðàçãðóçêè.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çàêîíû èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîé ê êîíöó ñòåð-
æíÿ íàãðóçêè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.14, à. Åñëè 01 ≠k , k2 = 0 èëè
åñëè ∞=1k  (ðèñ. 1.14, á), òî c = a1 è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü âîëíû
ðàçãðóçêè ðàâíà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé âîë-
íû. Åñëè â òî÷êå σ0 = σmax, k1 = k2 = 0 (êðèâàÿ èçìåíåíèÿ ïðè-
ëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ íå èìååò èçëîìà), òî èç ôîðìóëû (1.48)
îïðåäåëèòü c íåâîçìîæíî. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå σ(t) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè σmax ñëåäóåò ïðîäîëæèòü äî êâàäðàòîâ dx*

âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà ñïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì ïðåäûäóùåìó, â
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ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:
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Òàêèì îáðàçîì, íàïðàâëåíèå âîëíû ðàçãðóçêè îêîëî òî÷êè O
âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåé âîëíû ðàçãðóç-
êè â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ïðèëîæåííîé íàãðóçêè òåïåð
ü
ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä õà-
ðàêòåðèñòèê.
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ôîðìóëå (1.47). Â êîîðäèíàòàõ v, σ ìîæíî ïîñòðîèòü êðèâóþ
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Ðàññìîòðèì ðÿä ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, âûòåêàþùèõ èç ôîðìóëû
(1.48). Åñëè k1 = 0, 02 ≠k , òî c = a0, ò. å. íàïðàâëåíèå íà÷àëüíîãî
ó÷àñòêà âîëíû ðàçãðóçêè â ïëîñêîñòè x, t ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëå-
íèåì óïðóãîé âîëíû. Òîò æå ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî ïðè ∞=2k .
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íèåì âîëíû ðàçãðóçêè. Ïåðåíåñåì íà ýòó êðèâóþ òî÷êè O è M.
Ïðîâåäåì õàðàêòåðèñòèêè M � 1 â ïëîñêîñòÿõ x, t è v, σ. Ïîëî-
æåíèå òî÷êè 1 â êîîðäèíàòàõ v, σ îïðåäåëÿåòñÿ ïî âåëè÷èíå
íàïðÿæåíèÿ σ1, ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷êå 1 â ïëîñêîñòè x, t.

Ïðîâåäåì â îáåèõ ïëîñêîñòÿõ õàðàêòåðèñòèêè 1�2. Íàïðÿæå-
íèå â òî÷êå 2 íàéäåì ïåðåñå÷åíèåì õàðàêòåðèñòèêè 1�2 ñ èçîá-

ðàæåíèåì âîëíû ðàçãðóçêè â ïëîñêîñòè v, σ. Òî÷êà 2 â ïëîñêî-
ñòè x, t ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðèñòèêè 1�2 ñ õàðàêòåðè-
ñòèêîé  x � a(σ2)t = const  èç îáëàñòè íàãðóæåíèÿ. ×òîáû ïðî-
âåñòè ïîñëåäíþþ, íåîáõîäèìî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî îíà íà÷èíà-
åòñÿ â òî÷êå x = 0 â òîò ìîìåíò, êîãäà ïðèëîæåííîå íà êîíöå
ñòåðæíÿ íàïðÿæåíèå ðàâíî σ2. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íà äèàãðàì-
ìå σ(t) îòëîæèòü âåëè÷èíó σ2 è íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé åé
ìîìåíò âðåìåíè. Ïîñëåäóþùèå òî÷êè âîëíû ðàçãðóçêè ìîæíî
îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðåäûäóùèì
.

Ðàñ÷åò ðÿäà êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ äàí â [13], ãäå, êðî-
ìå òîãî, ïðèâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçî
ì
÷èñëåííûõ çíà÷åíèé äåôîðìàöèé íà âîëíå ðàçãðóçêè ñ èõ
çíà÷åíèÿìè, íàéäåííûìè ïî òî÷íûì ôîðìóëàì. Ñîâïàäåíèå
ìåæäó ñîáîé ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, îïðåäåëåííûõ îáîèìè
ñïîñîáàìè, îêàçàëîñü âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì.

Ïðåäëîæåííûé ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ïðîèë-
ëþñòðèðóåì íà îäíîì ïðèìåðå ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà.

Ïðèìåð. Íà êîíöå ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ ïðèëîæåíà íàãðóç-
êà, èçìåíÿþùàÿñÿ ïî ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó:






 −σ=σ−

TT

t
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1
18)(0 ,

ãäå σs � ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà íà ñæàòèå; T � âðåìÿ äåéñòâèÿ
íàãðóçêè. Çàâèñèìîñòü σ0(t/T) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.16, à.

Î÷åâèäíî, ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå σmax = �2σs äîñòèãàåòñÿ â
ìîìåíò t = T/2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàë ñòåðæíÿ îáëàäàåò ëèíåé-
íûì óïðî÷íåíèåì, ïðè÷åì ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ E′ â 16 ðàç ìåíüøå
ìîäóëÿ óïðóãîñòè E. Ñëåäîâàòåëüíî, à1/à0= 1/4. Äèàãðàììó x, t ñòðî-
èì â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ x/(à1T), t/T (ðèñ. 1.16, á).

Âîëíà ðàçãðóçêè v = �ψ(σ) â ïëîñêîñòè v, σ äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî
óïðî÷íåíèÿ èìååò âèä ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà

v /vs = 1 � 4(σ/σs+1);   vs = σs/(à0ρ0)

è èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.16, â (ïðè sσ>σ ). Ñêîðîñòü âîëíû ðàçãðóç-
êè â îêðåñòíîñòè êîíöà ñòåðæíÿ
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íèåì âîëíû ðàçãðóçêè. Ïåðåíåñåì íà ýòó êðèâóþ òî÷êè O è M.
Ïðîâåäåì õàðàêòåðèñòèêè M � 1 â ïëîñêîñòÿõ x, t è v, σ. Ïîëî-
æåíèå òî÷êè 1 â êîîðäèíàòàõ v, σ îïðåäåëÿåòñÿ ïî âåëè÷èíå
íàïðÿæåíèÿ σ1, ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷êå 1 â ïëîñêîñòè x, t.

Ïðîâåäåì â îáåèõ ïëîñêîñòÿõ õàðàêòåðèñòèêè 1�2. Íàïðÿæå-
íèå â òî÷êå 2 íàéäåì ïåðåñå÷åíèåì õàðàêòåðèñòèêè 1�2 ñ èçîá-

ðàæåíèåì âîëíû ðàçãðóçêè â ïëîñêîñòè v, σ. Òî÷êà 2 â ïëîñêî-
ñòè x, t ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðèñòèêè 1�2 ñ õàðàêòåðè-
ñòèêîé  x � a(σ2)t = const  èç îáëàñòè íàãðóæåíèÿ. ×òîáû ïðî-
âåñòè ïîñëåäíþþ, íåîáõîäèìî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî îíà íà÷èíà-
åòñÿ â òî÷êå x = 0 â òîò ìîìåíò, êîãäà ïðèëîæåííîå íà êîíöå
ñòåðæíÿ íàïðÿæåíèå ðàâíî σ2. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íà äèàãðàì-
ìå σ(t) îòëîæèòü âåëè÷èíó σ2 è íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé åé
ìîìåíò âðåìåíè. Ïîñëåäóþùèå òî÷êè âîëíû ðàçãðóçêè ìîæíî
îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðåäûäóùèì
.

Ðàñ÷åò ðÿäà êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ äàí â [13], ãäå, êðî-
ìå òîãî, ïðèâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçî
ì
÷èñëåííûõ çíà÷åíèé äåôîðìàöèé íà âîëíå ðàçãðóçêè ñ èõ
çíà÷åíèÿìè, íàéäåííûìè ïî òî÷íûì ôîðìóëàì. Ñîâïàäåíèå
ìåæäó ñîáîé ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, îïðåäåëåííûõ îáîèìè
ñïîñîáàìè, îêàçàëîñü âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì.

Ïðåäëîæåííûé ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ïðîèë-
ëþñòðèðóåì íà îäíîì ïðèìåðå ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà.

Ïðèìåð. Íà êîíöå ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ ïðèëîæåíà íàãðóç-
êà, èçìåíÿþùàÿñÿ ïî ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó:
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ãäå σs � ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà íà ñæàòèå; T � âðåìÿ äåéñòâèÿ
íàãðóçêè. Çàâèñèìîñòü σ0(t/T) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.16, à.

Î÷åâèäíî, ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå σmax = �2σs äîñòèãàåòñÿ â
ìîìåíò t = T/2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàë ñòåðæíÿ îáëàäàåò ëèíåé-
íûì óïðî÷íåíèåì, ïðè÷åì ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ E′ â 16 ðàç ìåíüøå
ìîäóëÿ óïðóãîñòè E. Ñëåäîâàòåëüíî, à1/à0= 1/4. Äèàãðàììó x, t ñòðî-
èì â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ x/(à1T), t/T (ðèñ. 1.16, á).

Âîëíà ðàçãðóçêè v = �ψ(σ) â ïëîñêîñòè v, σ äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî
óïðî÷íåíèÿ èìååò âèä ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà

v /vs = 1 � 4(σ/σs+1);   vs = σs/(à0ρ0)

è èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.16, â (ïðè sσ>σ ). Ñêîðîñòü âîëíû ðàçãðóç-
êè â îêðåñòíîñòè êîíöà ñòåðæíÿ
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Ïðîâîäèì èç òî÷êè O íà÷àëüíûé ó÷àñòîê âîëíû ðàçãðóçêè OM
ñ íàêëîíîì  dx*/dt* = c, çàòåì èç òî÷êè M � õàðàêòåðèñòèêó MA ñ
íàêëîíîì à1 (ñì. ðèñ. 1.16, á). Èç óñëîâèÿ σM = σA îïðåäåëÿåì íàïðÿ-
æåíèå â òî÷êå M íà âîëíå ðàçãðóçêè. Ýòî íàïðÿæåíèå ïðàêòè÷åñêè
íå îòëè÷àåòñÿ îò σmax. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïëîñêîñòè v, σ êîîðäèíàòû
òî÷åê M è O îäèíàêîâû (ñì. ðèñ. 1.16, â). Â ïëîñêîñòè x, t  ïðîâîäèì
õàðàêòåðèñòèêó M � 1 (ñ íàêëîíîì �à0) è íàõîäèì íàïðÿæåíèå σ1 â
òî÷êå 1.

Ñêîðîñòü v1 îïðåäåëÿåòñÿ îðäèíàòîé òî÷êè, ëåæàùåé íà õàðàêòå-
ðèñòèêå M � 1 â ïëîñêîñòè v, σ, ãäå σ = σ1. Â ýòîé æå ïëîñêîñòè
ïðîâîäèì õàðàêòåðèñòèêó 1�2 è ïîëó÷àåì íàïðÿæåíèå â òî÷êå
 2
(σ2 = 1,96σs). Îòëîæèâ σ2 íà ãðàôèêå σ0(t) (ñì. ðèñ. 1.16, à), íàõîäèì
òî÷êó B, ãäå σ = σ2 . Òî÷êó 2 â ïëîñêîñòè x, t îïðåäåëÿåì ïåðåñå÷åíèåì
õàðàêòåðèñòèêè B � 2 èç îáëàñòè íàãðóçêè ñ õàðàêòåðèñòèêîé 1�2
îáëàñòè ðàçãðóçêè.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì òî÷êè 4 è 6 âîëíû ðàçãðóçêè. Åå êîíå÷íóþ
òî÷êó S îïðåäåëÿåì ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòèê S � 9 è 9 � 8, êîòîðûå
ñíà÷àëà ñòðîÿòñÿ â ïëîñêîñòè v, σ äëÿ îïðåäåëåíèÿ σ8. Ïîñëå òîãî êàê
òî÷êà 8 ïëîñêîñòè x, t  íàéäåíà íà ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðèñòèêè C � 8
ñ âîëíîé ðàçãðóçêè O � 6, îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷åê 9 è S íå
ïðåäñòàâëÿåò òðóäà (ñì. ðèñ. 1.16). Çîíà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé
îãðàíè÷åíà òî÷êîé S; ëåæàùèå îò íåå ñïðàâà ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ äåôîð-
ìèðóþòñÿ óïðóãî.

Íà ðèñ. 1.17, a ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ñî
âðåìåíåì â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ ñòåðæíÿ (x/(à1T) = 0; 0,5; 1,5), ïîñò-
ðîåííûå ïî äàííûì ðèñ. 1.16.

Íà ãðàôèêàõ ðèñ. 1.17, á ïîêàçàíî èçìåíåíèå ïî äëèíå ñòåðæíÿ
ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σ*(x) è îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé åîñò(x).

Äëèíà çîíû ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîã
î ïðèìåðà
ðàâíà 1,32à1T, ò. å. ëèíåéíî çàâèñèò îò âðåìåíè äåéñòâèÿ íàãðóçêè.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå â êîíå÷íîì âèäå. Â [15] ðàññìîòðåíî äâà
òàêèõ ñëó÷àÿ: 1) äàâëåíèå íà êîíöå ñòåðæíÿ, äîñòèãíóâ ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, îñòàåòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñòîÿííûì, à
çàòåì ïîñòåïåííî óáûâàåò äî íóëÿ; 2) äàâëåíèå, ìãíîâåííî
äîñòèãíóâ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, à
çàòåì ñðàçó ïàäàåò äî íóëÿ.

Ñëó÷àé 1. Ðåøåíèå â êîîðäèíàòàõ x, t  è v, σ ïðèâåäåíî íà
ðèñ. 1.18. Â îáëàñòè 1�2�3, îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêîé 1�3
âîëíû Ðèìàíà (ñ óãëîâûì íàêëîíîì a1) è âîëíîé ðàçãðóçêè
2�3, ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ, î÷åâèäíî, ïîñòîÿííû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ïëîñêîñòè v, σ îáëàñòè 1�2�3 ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà.
Â îáëàñòè 2�3�4 (ãäå 3�4 åñòü îòðåçîê õàðàêòåðèñòèêè îòðèöà-
òåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ) ðàçãðóçêà íà÷èíàåòñÿ îò îäíîãî è òîãî
æå çíà÷åíèÿ σ0 = const. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1.29) äëÿ îáëàñòè
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Ïðîâîäèì èç òî÷êè O íà÷àëüíûé ó÷àñòîê âîëíû ðàçãðóçêè OM
ñ íàêëîíîì  dx*/dt* = c, çàòåì èç òî÷êè M � õàðàêòåðèñòèêó MA ñ
íàêëîíîì à1 (ñì. ðèñ. 1.16, á). Èç óñëîâèÿ σM = σA îïðåäåëÿåì íàïðÿ-
æåíèå â òî÷êå M íà âîëíå ðàçãðóçêè. Ýòî íàïðÿæåíèå ïðàêòè÷åñêè
íå îòëè÷àåòñÿ îò σmax. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïëîñêîñòè v, σ êîîðäèíàòû
òî÷åê M è O îäèíàêîâû (ñì. ðèñ. 1.16, â). Â ïëîñêîñòè x, t  ïðîâîäèì
õàðàêòåðèñòèêó M � 1 (ñ íàêëîíîì �à0) è íàõîäèì íàïðÿæåíèå σ1 â
òî÷êå 1.

Ñêîðîñòü v1 îïðåäåëÿåòñÿ îðäèíàòîé òî÷êè, ëåæàùåé íà õàðàêòå-
ðèñòèêå M � 1 â ïëîñêîñòè v, σ, ãäå σ = σ1. Â ýòîé æå ïëîñêîñòè
ïðîâîäèì õàðàêòåðèñòèêó 1�2 è ïîëó÷àåì íàïðÿæåíèå â òî÷êå
 2
(σ2 = 1,96σs). Îòëîæèâ σ2 íà ãðàôèêå σ0(t) (ñì. ðèñ. 1.16, à), íàõîäèì
òî÷êó B, ãäå σ = σ2 . Òî÷êó 2 â ïëîñêîñòè x, t îïðåäåëÿåì ïåðåñå÷åíèåì
õàðàêòåðèñòèêè B � 2 èç îáëàñòè íàãðóçêè ñ õàðàêòåðèñòèêîé 1�2
îáëàñòè ðàçãðóçêè.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì òî÷êè 4 è 6 âîëíû ðàçãðóçêè. Åå êîíå÷íóþ
òî÷êó S îïðåäåëÿåì ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòèê S � 9 è 9 � 8, êîòîðûå
ñíà÷àëà ñòðîÿòñÿ â ïëîñêîñòè v, σ äëÿ îïðåäåëåíèÿ σ8. Ïîñëå òîãî êàê
òî÷êà 8 ïëîñêîñòè x, t  íàéäåíà íà ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðèñòèêè C � 8
ñ âîëíîé ðàçãðóçêè O � 6, îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷åê 9 è S íå
ïðåäñòàâëÿåò òðóäà (ñì. ðèñ. 1.16). Çîíà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé
îãðàíè÷åíà òî÷êîé S; ëåæàùèå îò íåå ñïðàâà ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ äåôîð-
ìèðóþòñÿ óïðóãî.

Íà ðèñ. 1.17, a ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ñî
âðåìåíåì â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ ñòåðæíÿ (x/(à1T) = 0; 0,5; 1,5), ïîñò-
ðîåííûå ïî äàííûì ðèñ. 1.16.

Íà ãðàôèêàõ ðèñ. 1.17, á ïîêàçàíî èçìåíåíèå ïî äëèíå ñòåðæíÿ
ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σ*(x) è îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé åîñò(x).

Äëèíà çîíû ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîã
î ïðèìåðà
ðàâíà 1,32à1T, ò. å. ëèíåéíî çàâèñèò îò âðåìåíè äåéñòâèÿ íàãðóçêè.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå â êîíå÷íîì âèäå. Â [15] ðàññìîòðåíî äâà
òàêèõ ñëó÷àÿ: 1) äàâëåíèå íà êîíöå ñòåðæíÿ, äîñòèãíóâ ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, îñòàåòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñòîÿííûì, à
çàòåì ïîñòåïåííî óáûâàåò äî íóëÿ; 2) äàâëåíèå, ìãíîâåííî
äîñòèãíóâ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, à
çàòåì ñðàçó ïàäàåò äî íóëÿ.

Ñëó÷àé 1. Ðåøåíèå â êîîðäèíàòàõ x, t  è v, σ ïðèâåäåíî íà
ðèñ. 1.18. Â îáëàñòè 1�2�3, îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêîé 1�3
âîëíû Ðèìàíà (ñ óãëîâûì íàêëîíîì a1) è âîëíîé ðàçãðóçêè
2�3, ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ, î÷åâèäíî, ïîñòîÿííû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ïëîñêîñòè v, σ îáëàñòè 1�2�3 ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà.
Â îáëàñòè 2�3�4 (ãäå 3�4 åñòü îòðåçîê õàðàêòåðèñòèêè îòðèöà-
òåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ) ðàçãðóçêà íà÷èíàåòñÿ îò îäíîãî è òîãî
æå çíà÷åíèÿ σ0 = const. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1.29) äëÿ îáëàñòè
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2, 3�4, à ãðàíèöà 2�3 â ïëîñêîñòè x, t ñîâïàäàåò ñ ó÷àñòêîì
õàðàêòåðèñòèêè: t � t2= x/a0.
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Êîîðäèíàòû òî÷êè 5 â ïëîñêîñòè v, σ îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåñå-
÷åíèåì õàðàêòåðèñòèêè 4�5 ñ âîëíîé ðàçãðóçêè. Òî÷êà 5 ïëîñ-
êîñòè x, t, ïðèíàäëåæàùàÿ âîëíå ðàçãðóçêè, ëåæèò íà ïåðåñå÷å-
íèè õàðàêòåðèñòèê ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, èñõîäÿùè
õ èç
òî÷åê 4 è 4' (ãäå σ = σs). Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíû.

Îñîáåííî ïðîñòûì îêàçûâàåòñÿ ðåøåíèå â òîì ñëó÷àå, êîã-
äà âîëíà ðàçãðóçêè íå äîñòèãàåò òî÷êè 5, ò. å. êîãäà ïîñëåäíÿÿ
íàõîäèòñÿ óæå â îáëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé. Ïðè ýòîì òî÷ê
à
5 â ïëîñêîñòè v, σ ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðèñòèêè 4�5 ñ
ïðÿìîé v/vs = � σ/σs, ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêå v = �a0å.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà 4�5 ïåðåñåêàåò ýòó
ïðÿìóþ â òî÷êå vs,σs Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè 4 ïëîñêîñòè v, σ
ñëåäóþùèå:
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Äëèíà ó÷àñòêà, ãäå èìåþò ìåñòî îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè,
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Çäåñü ts îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ σ0(ts) = σs. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà
4�5 ïåðåñåêàåò îòðåçîê ïðÿìîé v = �a0ås ãäå-òî âíóòðè, òî äëÿ
îïðåäåëåíèÿ äëèíû l1 âìåñòî (1.49) ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ôîð-
ìóëîé
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ó÷àñòêà ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèé âî âñåõ ñëó÷àÿõ áóäåò
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Íà ðèñ. 1.18 äàâëåíèå ïîñòåïåííî äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ. Åñëè ïîñëåäíåå äîñòèãàåòñÿ ìãíîâåííî, èçëîæåííîå
ðåøåíèå îñòàåòñÿ ïðèìåíèìûì; íàäî ëèøü èìåòü â âèäó, ÷òî
âîëíà ðàçãðóçêè áóäåò èñõîäèòü èç íà÷àëà êîîðäèíàò â ïëîñêî-
ñòè x, t. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ çàäà÷à äëÿ ñëó÷àÿ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè )(eσ=σ ,
îäíàêî ðåøåíèå ïðè ýòîì íåïðåäñòàâèìî â êîíå÷íîì âèäå.

Ñëó÷àé 21. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1.19 â êî-
îðäèíàòàõ x, t è v, σ. Â ìîìåíò t = 0 îò êîíöà ñòåðæíÿ íà÷èíàþò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ äâå âîëíû � óïðóãàÿ x = a0t è ïëàñòè÷åñêàÿ
x = a1t. Âîëíà ðàçãðóçêè âûõîäèò èç òî÷êè B è äâèæåòñÿ ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ c = a0 äî âñòðå÷è ñ ïëàñòè÷åñêîé âîëíîé â
òî÷êå S (ñì. ïðåäûäóùèé ñëó÷àé). Òðåóãîëüíèêó ABS â ïëîñêî-
ñòè v, σ ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà M(vmax, σmax). Ïîýòîìó îáëàñòè
BCS ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèøü îòðåçîê õàðàêòåðèñòèêè MN
îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Òàê êàê, îòðåçêó BC â ïëîñêîñòè
v, σ, êðîìå òîãî îòâå÷àåò òî÷êà N (σ = 0), òî ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì â ýòîé ïëîñêîñòè âñåé îáëàñòè BCS (ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà BCS ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðè-
ñòèê, èñõîäÿùèõ èç äâóõ òî÷åê îòðåçêà BC). Îáëàñòè P â ïëîñ-
êîñòè v, σ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïîëî-
æèòåëüíîãî NP è îòðèöàòåëüíîãî OP íàïðàâëåíèé (â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà NP íå ïåðåñåêàåò èçîáðàæåíèå âîëíû ðàçãðóçêè ML,
ò. å. êîãäà äåôîðìàöèè âíå òðåóãîëüíèêà ASC óïðóãèå). Òîãäà â
îáëàñòè Q ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå âî âñåõ îáëà-
ñòÿõ ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ ïîñòîÿííû è èçìåíÿþòñÿ ñêà÷êîîá-
ðàçíî ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ (÷åðåç õàðàêò
å-
ðèñòèêè).

1 Ïðèâîäèìûé íèæå ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàèì-
ñòâîâàí èç [12]. Â [15] ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà íåïîñ
-
ðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì çàêîíà èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

Ðèñ. 1.19
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÷åíèåì õàðàêòåðèñòèêè 4�5 ñ âîëíîé ðàçãðóçêè. Òî÷êà 5 ïëîñ-
êîñòè x, t, ïðèíàäëåæàùàÿ âîëíå ðàçãðóçêè, ëåæèò íà ïåðåñå÷å-
íèè õàðàêòåðèñòèê ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, èñõîäÿùè
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òî÷åê 4 è 4' (ãäå σ = σs). Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíû.

Îñîáåííî ïðîñòûì îêàçûâàåòñÿ ðåøåíèå â òîì ñëó÷àå, êîã-
äà âîëíà ðàçãðóçêè íå äîñòèãàåò òî÷êè 5, ò. å. êîãäà ïîñëåäíÿÿ
íàõîäèòñÿ óæå â îáëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé. Ïðè ýòîì òî÷ê
à
5 â ïëîñêîñòè v, σ ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðèñòèêè 4�5 ñ
ïðÿìîé v/vs = � σ/σs, ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêå v = �a0å.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà 4�5 ïåðåñåêàåò ýòó
ïðÿìóþ â òî÷êå vs,σs Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè 4 ïëîñêîñòè v, σ
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Äëèíà ó÷àñòêà, ãäå èìåþò ìåñòî îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè,
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−
= .  (1.49)

Çäåñü ts îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ σ0(ts) = σs. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà
4�5 ïåðåñåêàåò îòðåçîê ïðÿìîé v = �a0ås ãäå-òî âíóòðè, òî äëÿ
îïðåäåëåíèÿ äëèíû l1 âìåñòî (1.49) ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ôîð-
ìóëîé
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ó÷àñòêà ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèé âî âñåõ ñëó÷àÿõ áóäåò
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Íà ðèñ. 1.18 äàâëåíèå ïîñòåïåííî äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ. Åñëè ïîñëåäíåå äîñòèãàåòñÿ ìãíîâåííî, èçëîæåííîå
ðåøåíèå îñòàåòñÿ ïðèìåíèìûì; íàäî ëèøü èìåòü â âèäó, ÷òî
âîëíà ðàçãðóçêè áóäåò èñõîäèòü èç íà÷àëà êîîðäèíàò â ïëîñêî-
ñòè x, t. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ çàäà÷à äëÿ ñëó÷àÿ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè )(eσ=σ ,
îäíàêî ðåøåíèå ïðè ýòîì íåïðåäñòàâèìî â êîíå÷íîì âèäå.

Ñëó÷àé 21. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1.19 â êî-
îðäèíàòàõ x, t è v, σ. Â ìîìåíò t = 0 îò êîíöà ñòåðæíÿ íà÷èíàþò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ äâå âîëíû � óïðóãàÿ x = a0t è ïëàñòè÷åñêàÿ
x = a1t. Âîëíà ðàçãðóçêè âûõîäèò èç òî÷êè B è äâèæåòñÿ ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ c = a0 äî âñòðå÷è ñ ïëàñòè÷åñêîé âîëíîé â
òî÷êå S (ñì. ïðåäûäóùèé ñëó÷àé). Òðåóãîëüíèêó ABS â ïëîñêî-
ñòè v, σ ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà M(vmax, σmax). Ïîýòîìó îáëàñòè
BCS ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèøü îòðåçîê õàðàêòåðèñòèêè MN
îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Òàê êàê, îòðåçêó BC â ïëîñêîñòè
v, σ, êðîìå òîãî îòâå÷àåò òî÷êà N (σ = 0), òî ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì â ýòîé ïëîñêîñòè âñåé îáëàñòè BCS (ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà BCS ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðè-
ñòèê, èñõîäÿùèõ èç äâóõ òî÷åê îòðåçêà BC). Îáëàñòè P â ïëîñ-
êîñòè v, σ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïîëî-
æèòåëüíîãî NP è îòðèöàòåëüíîãî OP íàïðàâëåíèé (â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà NP íå ïåðåñåêàåò èçîáðàæåíèå âîëíû ðàçãðóçêè ML,
ò. å. êîãäà äåôîðìàöèè âíå òðåóãîëüíèêà ASC óïðóãèå). Òîãäà â
îáëàñòè Q ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå âî âñåõ îáëà-
ñòÿõ ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ ïîñòîÿííû è èçìåíÿþòñÿ ñêà÷êîîá-
ðàçíî ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ (÷åðåç õàðàêò
å-
ðèñòèêè).

1 Ïðèâîäèìûé íèæå ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàèì-
ñòâîâàí èç [12]. Â [15] ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà íåïîñ
-
ðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì çàêîíà èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

Ðèñ. 1.19
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííîå âûøå ðåøåíèå äëÿ îáëàñòè P
ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíûì, òàê êàê òî÷êà P òåïåðü ëåæèò íà
ïåðåñå÷åíèè õàðàêòåðèñòèêè NP ñ âîëíîé ðàçãðóçêè. Ðåøåíèå
çàäà÷è ïðè óñëîâèè
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Â ðàáîòàõ, èçëîæåííûõ âûøå, çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ óï-
ðóãîïëàñòè÷åñêèõ âîëí ðåøàëèñü ëèáî ãðàôîàíàëèòè÷åñêèì

ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê, ëèáî ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî èíò
åã-
ðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.29). Âîçìîæåí è èíîé ïîäõîä ê ðåøå-
íèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷, îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè ñóì-
ìàðíîãî äâèæåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî ðàñïðîñòðàíåíèåì ïðÿì
ûõ
è îáðàòíûõ ýëåìåíòàðíûõ âîëí. Òàêîé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí â

[16�18]. Â [16] òàêèì îáðàçîì ðàññìîòðåí ñëó÷àé 2 è ðàññ÷èòà-
íû çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè óäàðà â ôóíêöèè íàïðÿæåíèÿ (è äå-
ôîðìàöèè) òîðöîâîãî ñå÷åíèÿ, à òàêæå  íàïðÿæåííî-äåôîðìè-
ðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñòåðæíÿ èç îòîææåííîé ìåäè, ïîäâåðãíó
-
òîãî óäàðó ñî ñêîðîñòüþ 61 ì/ñ, ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ â 1/160  ñ.
Öåííîñòü ðàñ÷åòîâ, ê ñîæàëåíèþ, ñíèæàåòñÿ èç-çà èñïîëüçîâ
à-
íèÿ â íèõ ñòàòè÷åñêîé, à íå äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû σ � e.
Â [17] óêàçàííûì ñïîñîáîì ðåøåíû îñíîâíûå çàäà÷è, ðàññìîò-
ðåííûå â [1,13,15]. Â [18] ðåøåíà çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè
óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ âîëí íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè ïðè ïðîè
ç-
âîëüíîé çàâèñèìîñòè σ = Ô(e) äëÿ ñëó÷àÿ 2 è äëÿ ìîíîòîííîãî
âîçðàñòàíèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ ñ ïîñëåäóþùèì ìãíîâåííûì ñïàäîì äî íóëÿ.

Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äèàãðàììà σ � e óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà íå èìååò íåëèíåéíî óïðóãîãî ó÷àñòêà.
Åñëè æå îí åñòü è çàíèìàåò îáëàñòü es < e < eH, òî ðåøåíèå óêà-
çàííûõ çàäà÷ îñëîæíÿåòñÿ, òàê êàê âîëíà ðàçãðóçêè, äîñòèãíóâ
ñå÷åíèÿ x = xH, ãäå e = eH, ìîæåò ïðèâîäèòü ê âîçíèêíîâåíèþ
âîëí ñæàòèÿ èëè óäàðíûõ âîëí. Èõ âîçíèêíîâåíèå âîçìîæíî
òàêæå èç-çà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñæàòèÿ îò ñå÷åíèÿ x = 0 ñ
ìîìåíòà tk, êîãäà e0(tk) = eH.

Ó÷àñòêè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííîå âûøå ðåøåíèå äëÿ îáëàñòè P
ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíûì, òàê êàê òî÷êà P òåïåðü ëåæèò íà
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Â ðàáîòàõ, èçëîæåííûõ âûøå, çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ óï-
ðóãîïëàñòè÷åñêèõ âîëí ðåøàëèñü ëèáî ãðàôîàíàëèòè÷åñêèì

ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê, ëèáî ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî èíò
åã-
ðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.29). Âîçìîæåí è èíîé ïîäõîä ê ðåøå-
íèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷, îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè ñóì-
ìàðíîãî äâèæåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî ðàñïðîñòðàíåíèåì ïðÿì
ûõ
è îáðàòíûõ ýëåìåíòàðíûõ âîëí. Òàêîé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí â

[16�18]. Â [16] òàêèì îáðàçîì ðàññìîòðåí ñëó÷àé 2 è ðàññ÷èòà-
íû çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè óäàðà â ôóíêöèè íàïðÿæåíèÿ (è äå-
ôîðìàöèè) òîðöîâîãî ñå÷åíèÿ, à òàêæå  íàïðÿæåííî-äåôîðìè-
ðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñòåðæíÿ èç îòîææåííîé ìåäè, ïîäâåðãíó
-
òîãî óäàðó ñî ñêîðîñòüþ 61 ì/ñ, ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ â 1/160  ñ.
Öåííîñòü ðàñ÷åòîâ, ê ñîæàëåíèþ, ñíèæàåòñÿ èç-çà èñïîëüçîâ
à-
íèÿ â íèõ ñòàòè÷åñêîé, à íå äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû σ � e.
Â [17] óêàçàííûì ñïîñîáîì ðåøåíû îñíîâíûå çàäà÷è, ðàññìîò-
ðåííûå â [1,13,15]. Â [18] ðåøåíà çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè
óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ âîëí íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè ïðè ïðîè
ç-
âîëüíîé çàâèñèìîñòè σ = Ô(e) äëÿ ñëó÷àÿ 2 è äëÿ ìîíîòîííîãî
âîçðàñòàíèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ ñ ïîñëåäóþùèì ìãíîâåííûì ñïàäîì äî íóëÿ.

Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äèàãðàììà σ � e óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà íå èìååò íåëèíåéíî óïðóãîãî ó÷àñòêà.
Åñëè æå îí åñòü è çàíèìàåò îáëàñòü es < e < eH, òî ðåøåíèå óêà-
çàííûõ çàäà÷ îñëîæíÿåòñÿ, òàê êàê âîëíà ðàçãðóçêè, äîñòèãíóâ
ñå÷åíèÿ x = xH, ãäå e = eH, ìîæåò ïðèâîäèòü ê âîçíèêíîâåíèþ
âîëí ñæàòèÿ èëè óäàðíûõ âîëí. Èõ âîçíèêíîâåíèå âîçìîæíî
òàêæå èç-çà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñæàòèÿ îò ñå÷åíèÿ x = 0 ñ
ìîìåíòà tk, êîãäà e0(tk) = eH.

Ó÷àñòêè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé
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§ 1.5. Распространение упругопластических волн
в среде с переменным пределом упругости.
Задача о накоплении остаточных деформаций
[19, 20]

Â ñòåðæíå ïîñëå óäàðà ñóùåñòâóþò çîíû îñòàòî÷íûõ äåôîð-
ìàöèé, óáûâàþùèå ñ óäàëåíèåì îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ íàãðóç-
êè. Íàëè÷èå çîí îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé ïðèâîäèò ê ïîâûøå-
íèþ ïðåäåëà óïðóãîñòè ÷àñòèö â íåé. Ïîýòîìó ïðè ïîâòîðíîì

ïðèëîæåíèè íàãðóçêè ê òàêîìó ñòåðæíþ óïðóãîïëàñòè÷åñêèå
âîëíû â íåì áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ òàê æå, êàê â ñðåäå ñ
ïåðåìåííûì ïðåäåëîì óïðóãîñòè. Åñëè âòîðîé óäàð ïðîèñõî-
äèò ñ òîãî æå êîíöà, ÷òî è ïåðâûé, òî óïðóãîïëàñòè÷åñêèå âîëíû
áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ñðåäå, ïðåäåë óïðóãîñòè êîòîðîé
óáûâàåò ñ óäàëåíèåì îò êîíöà; åñëè ñ ïðîòèâîïîëîæíîãî êîí-
öà � óïðóãîïëàñòè÷åñêèå âîëíû áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ñðå-
äå ñ âîçðàñòàþùèì ïðåäåëîì óïðóãîñòè. Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå
ñ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò,
êàê èçîáðàæåíî íà ðèñ 1.21. Ïåðåäíèé ôðîíò óïðóãèõ âîëí
äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 00 /ρ= Ea , à çàäíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ
ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ b. Ãðàíèöà îáëàñòåé óïðóãèõ è ïëàñòè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ðàçðûâà âòîðûõ ïðîèçâ
îä-
íûõ îò ñìåùåíèÿ (çäåñü x � ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà, îïðåäåëÿ-
þùàÿ ðàññòîÿíèå ÷àñòèöû îò êîíöà ñòåðæíÿ äî ïåðâîãî óäàðà).
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 â ñòåðæíå çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå îñ-

òàòî÷íûõ äåôîðìàöèé e~(x). Ïîýòîìó ïðè âòîðè÷íîì íàãðóæåíèè
ïåðåõîä çà ïðåäåë óïðóãîñòè ýëåìåíòà ñòåðæíÿ â ñå÷åíèè x = f(t)
ïðîèçîéäåò ïðè çíà÷åíèè äåôîðìàöèè e1(x) = e~(x) + es(x) è íàïðÿ-
æåíèè σs= Ees(x) = E[e1(x) � e~(x)]. Êàê âèäíî èç ðèñ. 1.22, â îáëà-
ñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çàâèñèìîñòü ìåæäó σ è ux äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèé ñòåðæíÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå σ(x, t) �
� σs= Ô[ux(x, t) � e1(x)].

Äëÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèåì σ è äåôîðìàöèåé e â
ôîðìå σ = Ô(e) ïðè e(x, t) > e~(x) + es(x) âñå ïðèâåäåííûå íèæå
ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþò ñèëó. Òàê êàê óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí ïðè âòîðîì óäàðå ñîâïàäàåò ñ (1.10) (åñëè ïîä ρ0 ïîíèìàòü
ïëîòíîñòü äî ïåðâîãî óäàðà, ïîä σ � íàïðÿæåíèå, îòíåñåííîå ê
ïåðâîíà÷àëüíîé ïëîùàäè F0), òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååì:
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Ïåðåõîäÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ê ôóíêöèè u(x, t) ïî ôîðìóëå

0( , ) ( , ) ( )u x t u x t u x= − , 0

0

( ) ( ) ,
x

u x e x dx= ∫
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2
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( )
2 2
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0 02 2

ïðè ( ),s
x s

deu u
a a a u e x

dxt x

∂ ∂= + − >
∂ ∂

ïðè÷åì äëÿ ôóíêöèè ( , )u x t  â íà÷àëüíûé ìîìåíò 0x tu u= = .
Ñëåäîâàòåëüíî, â ïëîñêîñòè x , t  ïðè 0a t x≤ ≤ ∞  0x tu u= ≡ ,
ïîýòîìó â îáëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé AOB (ðèñ. 1.21) èìååò
ìåñòî èíòåãðàë

( )0u a t x= ϕ − , (1.51)

ÃËÀÂÀ 1. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ... §1.5. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍ...

~

Ðèñ. 1.21 Ðèñ. 1.22

 
Îáëàñòü

ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé

Íåâîçìóùåííàÿ
îáëàñòü

Îáëàñòü
óïðóãèõ

äåôîðìàöèé

 
x = ∞ 
x = x1 
x = x0 
x = 0 

σ 

ux 
0 Î Î

σ
x =
x = x1
x = x0
x = 0



64 65

§ 1.5. Распространение упругопластических волн
в среде с переменным пределом упругости.
Задача о накоплении остаточных деформаций
[19, 20]

Â ñòåðæíå ïîñëå óäàðà ñóùåñòâóþò çîíû îñòàòî÷íûõ äåôîð-
ìàöèé, óáûâàþùèå ñ óäàëåíèåì îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ íàãðóç-
êè. Íàëè÷èå çîí îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé ïðèâîäèò ê ïîâûøå-
íèþ ïðåäåëà óïðóãîñòè ÷àñòèö â íåé. Ïîýòîìó ïðè ïîâòîðíîì

ïðèëîæåíèè íàãðóçêè ê òàêîìó ñòåðæíþ óïðóãîïëàñòè÷åñêèå
âîëíû â íåì áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ òàê æå, êàê â ñðåäå ñ
ïåðåìåííûì ïðåäåëîì óïðóãîñòè. Åñëè âòîðîé óäàð ïðîèñõî-
äèò ñ òîãî æå êîíöà, ÷òî è ïåðâûé, òî óïðóãîïëàñòè÷åñêèå âîëíû
áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ñðåäå, ïðåäåë óïðóãîñòè êîòîðîé
óáûâàåò ñ óäàëåíèåì îò êîíöà; åñëè ñ ïðîòèâîïîëîæíîãî êîí-
öà � óïðóãîïëàñòè÷åñêèå âîëíû áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ñðå-
äå ñ âîçðàñòàþùèì ïðåäåëîì óïðóãîñòè. Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå
ñ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò,
êàê èçîáðàæåíî íà ðèñ 1.21. Ïåðåäíèé ôðîíò óïðóãèõ âîëí
äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 00 /ρ= Ea , à çàäíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ
ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ b. Ãðàíèöà îáëàñòåé óïðóãèõ è ïëàñòè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ðàçðûâà âòîðûõ ïðîèçâ
îä-
íûõ îò ñìåùåíèÿ (çäåñü x � ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà, îïðåäåëÿ-
þùàÿ ðàññòîÿíèå ÷àñòèöû îò êîíöà ñòåðæíÿ äî ïåðâîãî óäàðà).
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 â ñòåðæíå çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå îñ-

òàòî÷íûõ äåôîðìàöèé e~(x). Ïîýòîìó ïðè âòîðè÷íîì íàãðóæåíèè
ïåðåõîä çà ïðåäåë óïðóãîñòè ýëåìåíòà ñòåðæíÿ â ñå÷åíèè x = f(t)
ïðîèçîéäåò ïðè çíà÷åíèè äåôîðìàöèè e1(x) = e~(x) + es(x) è íàïðÿ-
æåíèè σs= Ees(x) = E[e1(x) � e~(x)]. Êàê âèäíî èç ðèñ. 1.22, â îáëà-
ñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çàâèñèìîñòü ìåæäó σ è ux äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèé ñòåðæíÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå σ(x, t) �
� σs= Ô[ux(x, t) � e1(x)].

Äëÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèåì σ è äåôîðìàöèåé e â
ôîðìå σ = Ô(e) ïðè e(x, t) > e~(x) + es(x) âñå ïðèâåäåííûå íèæå
ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþò ñèëó. Òàê êàê óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí ïðè âòîðîì óäàðå ñîâïàäàåò ñ (1.10) (åñëè ïîä ρ0 ïîíèìàòü
ïëîòíîñòü äî ïåðâîãî óäàðà, ïîä σ � íàïðÿæåíèå, îòíåñåííîå ê
ïåðâîíà÷àëüíîé ïëîùàäè F0), òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååì:
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( )
2 2
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ïðè ( ),s
x s

deu u
a a a u e x

dxt x

∂ ∂= + − >
∂ ∂

ïðè÷åì äëÿ ôóíêöèè ( , )u x t  â íà÷àëüíûé ìîìåíò 0x tu u= = .
Ñëåäîâàòåëüíî, â ïëîñêîñòè x , t  ïðè 0a t x≤ ≤ ∞  0x tu u= ≡ ,
ïîýòîìó â îáëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé AOB (ðèñ. 1.21) èìååò
ìåñòî èíòåãðàë

( )0u a t x= ϕ − , (1.51)
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èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
0t xu a u= − . (1.52)

Ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è íà ëèíèè ( )x f t= , íà êîòîðîé,
î÷åâèäíî, ( )x su e x= . Íàëè÷èå îáëàñòè AOB îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
÷òî íàïðÿæåíèå, íåñêîëüêî ïðåâîñõîäÿùåå ïðåäåë óïðóãîñòè â
ñå÷åíèè x, ïðè äàëüíåéøåì ðàñïðîñòðàíåíèè ïî ÷àñòèöàì ñòåð-
æíÿ áóäåò äåôîðìèðîâàòü èõ óæå óïðóãî ( )( ) 0se x′ > .

Ïðè ìãíîâåííîì ïðèëîæåíèè óäàðíîé íàãðóçêè íà êîíöå
ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé âîëíû, îáëàäàþùåé
îñîáåííîñòüþ öåíòðèðîâàííîé âîëíû Ðèìàíà. Äåéñòâèòåëüí
î,
óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê äëÿ (1.50)

( )2 2
0

s
t x

de
du adu a a dt

dx
= ± + − ,  dx adt= ± (1.53)

â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è â
ñëó÷àå ñðåäû ñ ïîñòîÿííûì ïðåäåëîì óïðóãîñòè. Ïîýòîìó,
äîïóñêàÿ íàëè÷èå îñîáåííîñòè â òî÷êå 0x t= = , èç (1.53) ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ñêîðî-
ñòåé è äåôîðìàöèé:

[ ]
( )

0

0

(0) (0)
x

s

u

t s x s x

e

u a e a u e du= − − −∫ . (1.54)

Íà êðèâîé ( )x f t= , êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî, èìååì

0t xu a u= − ; ( )x su e x= . (1.55)

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ (1.54) è (1.55) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.50) â îáëàñòè, ëåæàùåé ìåæäó êðèâîé

( )x f t=  è õàðàêòåðèñòèêîé ODB ; îäíîâðåìåííî îïðåäåëèì è
çàêîí äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà ïëàñòè÷åñêîé âîëíû ( )x f t= .
Ðàññìîòðèì â ïëîñêîñòè x, t íà ðèñ. 1.21 õàðàêòåðèñòèêó OC,
äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê ïðÿìîé 0x a t= . Ïî çàäàííîìó óãëó íà-
êëîíà ýòîé õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëèì äåôîðìàöèþ xu  èç óðàâ-
íåíèÿ

[ ]tg ( )x s

dx
a u e x

dt
= ϕ = − . (1.56)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïëîñêîñòè xu , tu  íà ðèñ. 1.23 íàéäåì òî÷-
êó C, ñîîòâåòñòâóþùóþ õàðàêòåðèñòèêå (1.56) â îêðåñòíîñòè
òî÷êè 0x t= = .

Ðåøèâ ñîâìåñòíî (1.55) è óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæè-
òåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ (1.53)  (íàïðèìåð, â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ),
íàéäåì çíà÷åíèÿ xu  è tu  â òî÷êå C íà ëèíèè ( )x f t= . Èç óðàâíå-
íèÿ ( )

Cx s Cu e x=  îïðåäåëÿåì êîîðäèíàòû òî÷êè C: xC è / tgC Ct x= ϕ .

 

Ðèñ. 1.23

Çíàÿ òî÷êó C, à òàêæå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè â
íåé, ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê îïðåäåëèì äåôîðìàöèè xu  è ñêîðî-
ñòè tu  íà êðèâîé CD, à òàêæå âèä ïîñëåäíåé. Òåì æå ìåòîäîì
ìîãóò áûòü íàéäåíû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.50) âî âñåé îáëàñòè
OCBDO (ñì. ðèñ. 1.21) è ôîðìà êðèâîé ( )x f t= .

Ïðèâåäåííîå ïîñòðîåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñóùåñòâåííûé
âûâîä: çàêîí ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé íå çàâèñèò îò õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííî
é
íàãðóçêè è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ðàñïðåäåëåíèåì ïåðåìåííîãî
ïðåäåëà óïðóãîñòè è âèäîì êðèâîé eσ = σ( ) . Íàõîæäåíèå ñêîðî-
ñòåé è äåôîðìàöèé â îáëàñòè AOB (ñì. ðèñ. 1.21) ïîñëå ïîñòðîå-
íèÿ êðèâîé ( )x f t=  ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ âèäà ôóíêöèè

( )0a t xϕ −  èç óñëîâèÿ (1.55):

[ ] [ ]0 ( ) ( )sa t f t f t′−ϕ − = ε . (1.57)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.50) â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé îñüþ
Ot  è õàðàêòåðèñòèêîé ODB  (ñì. ðèñ. 1.21), ñóùåñòâåííî çàâè-
ñèò îò çàêîíà èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîé ê êîíöó ñòåðæíÿ íàãðóç-
êè. Åñëè ïîñëåäíÿÿ ñî âðåìåíåì âîçðàñòàåò, ïðèõîäèì ê ñìåøàí-
íîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ (1.50): íà õàðàêòåðèñòèêå ODB  çàäàíû
ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè, íà îñè Ot  � íàïðÿæåíèå èëè ñêîðîñòü.
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èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
0t xu a u= − . (1.52)

Ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è íà ëèíèè ( )x f t= , íà êîòîðîé,
î÷åâèäíî, ( )x su e x= . Íàëè÷èå îáëàñòè AOB îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
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Ïðè ìãíîâåííîì ïðèëîæåíèè óäàðíîé íàãðóçêè íà êîíöå
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î,
óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê äëÿ (1.50)

( )2 2
0

s
t x

de
du adu a a dt

dx
= ± + − ,  dx adt= ± (1.53)

â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è â
ñëó÷àå ñðåäû ñ ïîñòîÿííûì ïðåäåëîì óïðóãîñòè. Ïîýòîìó,
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[ ]
( )

0

0

(0) (0)
x

s

u

t s x s x

e

u a e a u e du= − − −∫ . (1.54)

Íà êðèâîé ( )x f t= , êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî, èìååì

0t xu a u= − ; ( )x su e x= . (1.55)

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ (1.54) è (1.55) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.50) â îáëàñòè, ëåæàùåé ìåæäó êðèâîé

( )x f t=  è õàðàêòåðèñòèêîé ODB ; îäíîâðåìåííî îïðåäåëèì è
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íåíèÿ

[ ]tg ( )x s
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Ðèñ. 1.23
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é
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Äëÿ ñõåìû ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî â êîíå÷íîì âèäå. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå âîëíû
Ðèìàíà, ñîîòâåòñòâóþùèå íåóïðóãèì äåôîðìàöèÿì, èìåþò
ñêîðîñòü 1a , ïîýòîìó 1( )f t a t= . Èç óñëîâèÿ (1.57) ñëåäóåò, ÷òî

( ) sz e′−ϕ = 


1

0 1

a z

a a−




,

îòñþäà
0

0

0

( )
1

a t x

s

z
a t x e dz

− λ ϕ − = −  − λ ∫ , (1.58)

ãäå 1 0/a aλ = .
Ðåøåíèå (1.58) ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòèöà èçëó÷àåò

âîëíó, ïî èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèè ðàâíóþ ñâîåìó ïðåäåëó
óïðóãîñòè, ïðè÷åì ýòè âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0a .

Â îáëàñòè íàãðóæåíèÿ èç óðàâíåíèÿ (1.50) íàõîäèì

( ) ( )
2 2
0 1

1 1 2 1 2
1 0

( )
x

s

a a
u F a t x F a t x e x dx

a

−
= − + + − ∫ .

Ôóíêöèè 1F  è 2F  îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñìå-
ùåíèé íà ïðÿìîé 1x a t= :

0 11 ( )

1 2 1 2
0 0

1
(0) (2 ) 1 ( )

1

a a ta t

s s

z
F F a t e x dx e dz

− λ   + + − = −   − λλ   ∫ ∫
è òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òîðöà ñòåðæíÿ 0x =
áûëà çàäàíà è ðàâíà, íàïðèìåð, 0( )v t :

( ) ( )1 1 1 1 2 1 0( )a F a t a F a t v t′ ′+ = .

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë ëåãêî íàéòè

/ 2

2 2
0 0

1
( ) 1 ( )

1

z

s s

t
F z e x dx e dt

ξ λ   = − − =   − λλ   ∫ ∫

/ 2 / 2 / 2

2
0 0 0

1 1 1 1
1 ( ) ( ) 1 ( ) ,

z z z

s s se y dy e y dy e y dy
− λ   = − − = −   λ λ λλ   ∫ ∫ ∫

0 1

12

a a
z

a

−
ξ = ,   1 0

1 0 0

1 1 1
( ) 1

2 2

z z

s

y y
F z v dy e dy

a a
     = − −     λ λ     ∫ ∫ .

Åñëè ïðèëîæåííàÿ ê êîíöó ñòåðæíÿ íàãðóçêà ñî âðåìåíåì
óáûâàåò, òî â íà÷àëå êîîðäèíàò îäíîâðåìåííî ñ âîëíàìè Ðèìàíà
âîçíèêàåò âîëíà ðàçãðóçêè. Òàê æå, êàê è â §1.4, äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è çäåñü ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí èëè ïðÿìîé èëè îáðàòíûé
ìåòîä îïðåäåëåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè. Äëÿ ñõåìû ëèíåéíîãî óï
ðî÷-
íåíèÿ ðåøåíèå îïÿòü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â êîíå÷íîì âèäå.

Â îáëàñòè ðàçãðóæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèÿ ( , )x tσ  èìååì

[ ] ( )0 0( ) ( )s s xEe x E e e x E u e′σ = + − + − .

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðè ýòîì çàïèøåòñÿ êàê
:

( )
2 2

2 2 2 0
0 0 12 2

sde deu u
a a a

dx dxt x

∂ ∂  = + − − ∂ ∂  
, (1.59)

ãäå 0( )e x  � äåôîðìàöèÿ íà âîëíå ðàçãðóçêè, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò
ïîëîæåíèÿ ïîñëå ïåðâîãî óäàðà. Èíòåãðàë (1.59) èìååò âèä

( ) ( ) ( ) [ ]2
1 0 2 0 0

0

1 ( ) ( )
x

su a t x a t x e x e x dx= Φ − + Φ + + − λ −∫ .

Åñëè ïðèëîæåííàÿ ê òîðöó ñòåðæíÿ óäàðíàÿ íàãðóçêà ìãíî-
âåííî âîçðàñòàåò, à çàòåì ìîíîòîííî óáûâàåò, òî âîëíîé ðàç-
ãðóçêè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ 1x a t= , íà êîòîðîé äîë-
æíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé è ðàâåí-
ñòâî äåôîðìàöèé e0:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 0 1 2 0 1 0 1 1 0 11 sa a t a a t e a t e a t e a t′ ′−Φ − + Φ + + − λ − =           ;

( ) ( ) ( ) [ ]
1

2
1 0 1 2 0 1 0

0

1 ( ) ( )
a t

sa a t a a t e x e x dxΦ − + Φ + + − λ − =       ∫
( )0 1

0 1

a a t

se z dz
− λ = −  − λ ∫ .

Èñêëþ÷èâ îòñþäà ( )0 1e a t  (ïðåäâàðèòåëüíî ïðîäèôôåðåíöèðî-
âàâ âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïî âðåìåíè), ïîëó÷èì:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 2 0 1 11 1 1 sa a t a a t e a t′ ′− − λ Φ − + + λ Φ + = − λ       .(1.60)

Óñëîâèå íà òîðöå ñòåðæíÿ äàåò

   ( ) ( ) ( )0
1 0 2 0

0

v t
a t a t

a
′ ′Φ + Φ = ;   1 0 2

0 0

1
( ) ( )

z
z v z

a a

 
′ ′Φ = − Φ 

 
. (1.61)
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Ïîëüçóÿñü (1.61) � (1.63), ìîæíî ðåøèòü ðàçëè÷íûå çàäà÷è,
ñâÿçàííûå ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëíû ðàçãðóçêè, â ÷àñòíîñò
è çà-
äà÷ó î ïðîäîëüíîì óäàðå ïî ñòåðæíþ òâåðäûì òåëîì ìàññû m.

Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîëó-
áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå, ó êîòîðîãî ïðåäåë óïðóãîñòè óáûâàåò ñ
óäàëåíèåì îò òîðöà. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ïðèëîæåííîå ê
òîðöó äàâëåíèå âîçðàñòàåò îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå (ïðè ( )<0se x′ )
êàðòèíà èìååò âèä, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 1.24, à. Êðèâàÿ AB
ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

Ìãíîâåííî ïðèëîæåííîå äàâëåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ïðåäåëüíûé ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî íàãðóæåíèÿ. Ïðåäåëüíûé ï
å-
ðåõîä äàåò ðåøåíèå, ïðèâåäåííîå íà ðèñ. 1.24, á. Â ïðåäåëå
òî÷êà A ïåðåéäåò â íà÷àëî êîîðäèíàò, à êðèâàÿ AB � â ïðÿìóþ

0x a t= . Íà äâèæóùåéñÿ ïîâåðõíîñòè 0x a t=  êàæäàÿ ÷àñòèöà
ñòåðæíÿ ñêà÷êîì ïðèîáðåòàåò äåôîðìàöèþ, ðàâíóþ ñîáñòâåí-
íîìó ïðåäåëó óïðóãîñòè. Åñëè ñóùåñòâóåò èçëîì êàñàòåëüíî
é ê
êðèâîé ( )eσ = σ  ïðè ïåðåõîäå îò óïðóãèõ ê ïëàñòè÷åñêèì äå-
ôîðìàöèÿì, òî õàðàêòåðèñòèêà AC áóäåò îòëè÷íà îò ïðÿìîé

0x a t= . Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíèå âîëí Ðèìàíà ñâîäèòñÿ ê
èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê (1.53) ïðè
óñëîâèè

( )x su e x= ;  0 ( )t su a e x= −  ïðè 0x a t= . (1.64)

Óñëîâèå (1.64) îïÿòü-òàêè èìååò ìåñòî ïðè ïîäõîäå ïî ðàç-
ëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Åñëè äèàãðàììà σ � e
çàäàíà â âèäå ñõåìû Ïðàíäòëÿ, òî âìåñòî ïó÷êà âîëí Ðèìàíà,
íåñóùèõ ïëàñòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ, áóäåò îäíà ïðÿìàÿ 1x a t= .

        à         á
Ðèñ. 1.24

Îáëàñòü
ïëàñòè÷åñêèõ

äåôîðì.
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Íàéäåì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå
(ðèñ. 1.25). Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.50) (â êîòîðîì íàäî ïîëîæèòü

1a a= ) â îáëàñòè BOC ñîãëàñíî (1.64) èìååì çàäà÷ó Êîøè. Ðå-
øåíèåì åå ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
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Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî 0x tu > , ò. å. ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ âîëíû 0x a t=  äåôîðìàöèè ðàñòóò ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè BOC ïðîèñõîäèò àêòèâíîå
íàãðóæåíèå. Â ñëó÷àå âîçðàñòàíèÿ ïðèëîæåííîé ê òîðöó ñòåð
-
æíÿ íàãðóçêè îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé

îñüþ Ot  è âîëíîé ñèëüíîãî ðàçðûâà OC, íå ïðåäñòàâëÿåò òðó-
äà. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîé îáëàñòè èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé èí
-
òåãðàë óðàâíåíèÿ (1.50):
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è â îáëàñòè tOC  ïîëó÷åíî â
îáùåì âèäå.

Åñëè íàãðóçêà íà êîíöå ñòåðæíÿ ìãíîâåííî ïðèíÿëà çíà÷å-
íèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äåôîðìàöèè em1

, è çàòåì íà÷àëà ìîíî-
òîííî óáûâàòü, òî âîëíîé ðàçãðóçêè ïî-ïðåæíåìó áóäåò ïðÿìàÿ
x = a1t. Ýòîò ñðàçó íå î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò (â îáëàñòè BOC
èìåþò ìåñòî ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè) äîêàæåì íåïîñðåä-
ñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Â îáëàñòè ðàçãðóæåíèÿ, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó, èìååì:

      ( ) ( ) ( ) [ ]2
1 0 2 0 0

0

1 ( ) ( ) .
x

su a t x a t x e x e x dx= Φ − + Φ + + − λ −∫ (1.71)

Íà ëèíèè  x = a1t íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòü ñìå-
ùåíèé u  è ðàâåíñòâà 0( )xu e x= , ÷òî ñ ó÷åòîì (1.71) ïðèâîäèò
ê óñëîâèÿì
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a z
u e dz

a a

−   = + +  λ −λ   
∫

(1.67)

1

0
2 2

0 10

1 1 1 1
1

2

x a t

s

a z
e dz

a a

+     + − − −   λ +λ λ    
∫

 

0

( ) .
x

se x dx

∫

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé 1F  è 2F  äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà ëèíèè 1x a t= :

( )
12

0
2 1 2

0 10

1 1 1
2

2

a t

s

a z
F a t e dz

a a

  = −   λ −λ   
∫ ,  (1.68)

è ðàâåíñòâà ñêîðîñòè tu  â ñå÷åíèè 0x =  çàäàííîé ñêîðîñòè
( )0v t :

( ) ( ) 0
1 1 2 1

1

( )v t
F a t F a t

a
′ ′+ = . (1.69)

Èç (1.67) ñ ó÷åòîì (1.68) íàõîäèì:

( ) 0 0 1
1 1 2

1 0 1

( ) 1 1 1

2 s

v t a a t
F a t e

a a a

  ′ = − −   λ −λ   
. (1.70)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è â îáëàñòè tOC  ïîëó÷åíî â
îáùåì âèäå.

Åñëè íàãðóçêà íà êîíöå ñòåðæíÿ ìãíîâåííî ïðèíÿëà çíà÷å-
íèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äåôîðìàöèè em1

, è çàòåì íà÷àëà ìîíî-
òîííî óáûâàòü, òî âîëíîé ðàçãðóçêè ïî-ïðåæíåìó áóäåò ïðÿìàÿ
x = a1t. Ýòîò ñðàçó íå î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò (â îáëàñòè BOC
èìåþò ìåñòî ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè) äîêàæåì íåïîñðåä-
ñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Â îáëàñòè ðàçãðóæåíèÿ, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó, èìååì:

      ( ) ( ) ( ) [ ]2
1 0 2 0 0

0

1 ( ) ( ) .
x

su a t x a t x e x e x dx= Φ − + Φ + + − λ −∫ (1.71)

Íà ëèíèè  x = a1t íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòü ñìå-
ùåíèé u  è ðàâåíñòâà 0( )xu e x= , ÷òî ñ ó÷åòîì (1.71) ïðèâîäèò
ê óñëîâèÿì
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( ) ( ) ( ) [ ]
1

2
1 0 1 2 0 1 0

0

1 ( ) ( )
a t

sa a t a a t e x e x dxΦ − + Φ + + − λ − =       ∫
1 12

0
2 2

0 10 0

1 1 1 1
1 ( )

2

a t a t

s s

a z
e dz e x dx

a a

    = − − −    λ +λ λ    
∫ ∫ ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 0 1 2 0 1 0 1 1 0 11 sa a t a a t e a t e a t e a t′ ′−Φ − + Φ + + − λ − =           .

Èñêëþ÷èâ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé 0( )e x , ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
1 0 1 1 0 1

2
1 1 1

1s

a t
a a t a a t e

 ′ ′− − λ Φ − + + λ Φ + = − λ        + λ 
. (1.72)

Óñëîâèå íà êîíöå ñòåðæíÿ äàåò

1 0 2
0 0

1
( ) ( )

z
z v z

a a

 ′ ′Φ = − Φ 
 

. (1.73)

Èç (1.72) è (1.73) ëåãêî ïîëó÷èòü ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ 2′Φ  (èëè 1

′Φ ):

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 0 1 2 0 1

1
0

0

1 1

2 1
1 1 .

1s

a a t a a t

a t
e v t

a

′ ′− λ Φ − + + λ Φ + =      
− λ = − λ + − λ    + λ 

(1.74)

Åñëè ( )se x  è 0( )v t  ðàçëîæåíû â ðÿäû Òåéëîðà:

0

( ) ,n
s ne x b x

∞

= ∑  ( )0 0
0

,n
nv t a c t

∞

= ∑
òî äëÿ ôóíêöèè 2( )z′Φ  ðåøåíèå èìååò âèä:

2
0

( ) n
nz d z

∞

′Φ = ∑ ,

ãäå

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1

0

1 1

2 1 1 1

1 1

n n n n
n n

n n n

b c a
d

− + −

+ +

λ − λ + λ + − λ
=

− λ + + λ
. (1.75)

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óäàðå ïî êîíöó ñòåðæíÿ
òâåðäûì òåëîì ìàññû m, òî, î÷åâèäíî,

0
0

0

;
v

c
a

=  0
1

0

mF p
c

ma
= ; 0 sb e= (0); 1

0

sde
b

dx

 =   

è äëÿ 0( )e x  ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

( )2 2 0 1 0 1 0 1
0 0 2 2

0 0 1 1 1

1
( ) 1 ( )s

a a a a a a
e x e x v x x x

a a a a a

     − − +′ ′λ = − − λ − + Φ + Φ     
    

;

( ) ( )

( ) [ ]

2 2 0
0 0

0

2 20 0 1 0
1

0 0 0 1 1

( ) 1 0 2

1 2 ... ...

s

s m

v
e x e d

a

de F p a a a
x d x

dx ma a a a

λ = − − λ − + +

   −
+ − − λ − + + +  

   

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñîãëàñíî (1.75)

( )( ) ( ) ( ) 0
0 0 0

0

2 1 1 0s

v
d b c e

a

 
= − λ + = − λ + 

 
,

( ) ( )2 0
2
0 0

1 2

2 1
1

1
2

1

m sF p de

dxma
d

λ − λ  − λ +  + λ  =
+ λ

,

òî

( ) ( )
( )( )2 22

0 1
22 2 2

0 01

2 1 11

1 1
s

m

de dema
p F

dx dxma

 − + λ + λ− λ    = − −   λ+ λ + λ     
,

(1.76)

e0(0) = em(0).

Ðåøåíèå ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñòåðæíå ïðè ïðîèçâîëüíîì çàêîíå èç-
ìåíåíèÿ ïðåäåëà óïðóãèõ äåôîðìàöèé es. Äëÿ ïðèìåðà íà
ðèñ. 1.26 ïðèâåäåíû äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ èçìåíåíèÿ es(x). Â
ïåðâîì ñëó÷àå (êðèâàÿ 1) âîëíîâîé ïðîöåññ â êîîðäèíàòàõ x, t
èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.27, à (äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ). Äëÿ îáëàñòè
OAC  ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.65), äëÿ îáëàñòè AML  �
ôîðìóëîé (1.58). Íàõîæäåíèå ñìåùåíèé â îáëàñòè ACNM  ñâî-
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äèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ãóðñà. Èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ â ñëå-
äóþùèõ îáëàñòÿõ òàêæå ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíûì çàäà÷àì ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè.

Âî âòîðîì ñëó÷àå (òàêæå äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ) êàðòèíà ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëí èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.27, á.
Äëÿ îáëàñòè OBD  ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.58), äëÿ îáëàñòè

1 1BL M  � ôîðìóëîé (1.65). Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ â îáëàñòè
1 1BDN M  îïÿòü-òàêè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ãóðñà.

Çàäà÷à î íàêîïëåíèè îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé. Ðàññìîò-
ðèì õàðàêòåð äåôîðìèðîâàíèÿ êîíöà ñòåðæíÿ ïðè ïîâòîðíûõ
óäàðàõ ïî íåìó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäóþùèé óäàð ïðî-
èçâîäèòñÿ ïîñëå òîãî, êàê â ñòåðæíå èñ÷åçëè íàïðÿæåíèÿ,
îáóñëîâëåííûå ïðåäûäóùèì óäàðîì. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíà
ðàçãðóçêè áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ñðåäå ñ óáûâàþùèì
ïðåäåëîì óïðóãîñòè. Äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ ôîðìóëà (1.54)
ïðèíèìàåò âèä

[ ]0 1(0) (0)t s x su a e a u e= − − −

èëè, â ñèëó òîãî, ÷òî ( )x xu u e x= − ,

[ ]0 1(0) ( ) (0)t s x su a e a u e x e= − − − − . (1.77)

Äëÿ êîíöåâîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ïðè ñêîðîñòè óäàðà 0v
ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ me  îïðåäåëÿåòñÿ èç (1.77):

[ ]0 0 1(0) (0) (0) .s m sv a e a e e e= − − − − (1.78)

Îïðåäåëèì ñêîðîñòü vs1, íåîáõîäèìóþ äëÿ äîñòèæåíèÿ
êîíöåâûì ñå÷åíèåì ñòåðæíÿ ïðè âòîðîì óäàðå ïðåäåëà óïðó-
ãîñòè:

( ) ( ) ( )1 1 0 ,0 ,0 ,0 0 ,0 1 ,0 ,00s s s m s s m s

E
v a e a e e e a e a e e

E

′ = − = − + − = − − λ −  
.

(1.79)

Çäåñü 1 0/a aλ = , ,0se  è ,0me  � ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîíà÷àëüíûé
ïðåäåë óïðóãîñòè ñòåðæíÿ è ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ êîíöå-
âîãî ñå÷åíèÿ ïðè ïåðâîì óäàðå.

Èç ôîðìóë (1.78) è (1.79) ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ñêîðîñòü

( )0 0 ,0 1 ,0 ,0s m sv a e a e e= − − − , íåîáõîäèìàÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ äå-
ôîðìàöèè ,0me  ïðè ïåðâîì óäàðå, çíà÷èòåëüíî áîëüøå ñêîðîñòè
vs,1, íåîáõîäèìîé äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðåäåëà óïðóãîñòè ( )0se . (Çà-
ìåòèì, ÷òî ïðè ñêîðîñòÿõ 0v  è vs,1 ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïåðâîì
è âòîðîì óäàðàõ íà êîíöå ñòåðæíÿ âîçíèêàþò îäèíàêîâûå ìàê-
ñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ.)

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðåøèòü âîïðîñ î òîì, áóäåò ëè èìåòü
ïðåäåë óêàçàííîå ïîâûøåíèå ïðåäåëà óïðóãîñòè ïðè ìíîãîê
ðàò-
íûõ óäàðàõ ïî êîíöó ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ 

0v . Çàìåòèì,
÷òî ôîðìóëà (1.78) ñïðàâåäëèâà äëÿ n-ãî ïî ñ÷åòó óäàðà, åñëè
ïîä es (0) è e~ (0) ïîíèìàòü ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåë óïðóãîñòè è
îñòàòî÷íóþ äåôîðìàöèþ êîíöà ïîñëå ( )1n− -ãî óäàðà, ò. å.

( )0 0 , 1 1 , 1 , 1s n m n n s nv a e a e e e− − −= − − − − .

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê èíîìó
âèäó, åñëè ó÷åñòü, ÷òî , 1 , 1 1m n s n ne e e− − −= + :

( )0
0 , 1 , , 1

0
s n m n m n

v
v e e e

a − −= = − − λ − . (1.79′)

Íî äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ,s ne  è , 1s ne −  ñó-
ùåñòâóåò çàâèñèìîñòü

( ) ( ), , 1 , , 1m n m n s n s nE e e E e e− −′ − = − ,  ( )
2
0

, , 1 , , 12
1

m n m n s n s n

a
e e e e

a− −− = − ,

ïîýòîìó ôîðìóëó (1.79) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

, , 1
0 , 1

s n s n
s n

e e
v e −

−

− 
= − + λ 

. (1.80)

Åñëè ïîä äåôîðìàöèåé e ïðè ñæàòèè óñëîâíî ïîíèìàòü åå
àáñîëþòíîå çíà÷åíèå, òî çíàê ìèíóñ ïåðåä ñêîáêîé ìîæíî îïó-
ñòèòü, à (1.80) ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
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äèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ãóðñà. Èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ â ñëå-
äóþùèõ îáëàñòÿõ òàêæå ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíûì çàäà÷àì ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè.

Âî âòîðîì ñëó÷àå (òàêæå äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ) êàðòèíà ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëí èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.27, á.
Äëÿ îáëàñòè OBD  ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.58), äëÿ îáëàñòè

1 1BL M  � ôîðìóëîé (1.65). Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ â îáëàñòè
1 1BDN M  îïÿòü-òàêè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ãóðñà.

Çàäà÷à î íàêîïëåíèè îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé. Ðàññìîò-
ðèì õàðàêòåð äåôîðìèðîâàíèÿ êîíöà ñòåðæíÿ ïðè ïîâòîðíûõ
óäàðàõ ïî íåìó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäóþùèé óäàð ïðî-
èçâîäèòñÿ ïîñëå òîãî, êàê â ñòåðæíå èñ÷åçëè íàïðÿæåíèÿ,
îáóñëîâëåííûå ïðåäûäóùèì óäàðîì. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíà
ðàçãðóçêè áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ñðåäå ñ óáûâàþùèì
ïðåäåëîì óïðóãîñòè. Äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ ôîðìóëà (1.54)
ïðèíèìàåò âèä

[ ]0 1(0) (0)t s x su a e a u e= − − −

èëè, â ñèëó òîãî, ÷òî ( )x xu u e x= − ,

[ ]0 1(0) ( ) (0)t s x su a e a u e x e= − − − − . (1.77)

Äëÿ êîíöåâîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ïðè ñêîðîñòè óäàðà 0v
ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ me  îïðåäåëÿåòñÿ èç (1.77):

[ ]0 0 1(0) (0) (0) .s m sv a e a e e e= − − − − (1.78)

Îïðåäåëèì ñêîðîñòü vs1, íåîáõîäèìóþ äëÿ äîñòèæåíèÿ
êîíöåâûì ñå÷åíèåì ñòåðæíÿ ïðè âòîðîì óäàðå ïðåäåëà óïðó-
ãîñòè:

( ) ( ) ( )1 1 0 ,0 ,0 ,0 0 ,0 1 ,0 ,00s s s m s s m s

E
v a e a e e e a e a e e

E

′ = − = − + − = − − λ −  
.

(1.79)

Çäåñü 1 0/a aλ = , ,0se  è ,0me  � ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîíà÷àëüíûé
ïðåäåë óïðóãîñòè ñòåðæíÿ è ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ êîíöå-
âîãî ñå÷åíèÿ ïðè ïåðâîì óäàðå.

Èç ôîðìóë (1.78) è (1.79) ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ñêîðîñòü

( )0 0 ,0 1 ,0 ,0s m sv a e a e e= − − − , íåîáõîäèìàÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ äå-
ôîðìàöèè ,0me  ïðè ïåðâîì óäàðå, çíà÷èòåëüíî áîëüøå ñêîðîñòè
vs,1, íåîáõîäèìîé äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðåäåëà óïðóãîñòè ( )0se . (Çà-
ìåòèì, ÷òî ïðè ñêîðîñòÿõ 0v  è vs,1 ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïåðâîì
è âòîðîì óäàðàõ íà êîíöå ñòåðæíÿ âîçíèêàþò îäèíàêîâûå ìàê-
ñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ.)

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðåøèòü âîïðîñ î òîì, áóäåò ëè èìåòü
ïðåäåë óêàçàííîå ïîâûøåíèå ïðåäåëà óïðóãîñòè ïðè ìíîãîê
ðàò-
íûõ óäàðàõ ïî êîíöó ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ 

0v . Çàìåòèì,
÷òî ôîðìóëà (1.78) ñïðàâåäëèâà äëÿ n-ãî ïî ñ÷åòó óäàðà, åñëè
ïîä es (0) è e~ (0) ïîíèìàòü ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåë óïðóãîñòè è
îñòàòî÷íóþ äåôîðìàöèþ êîíöà ïîñëå ( )1n− -ãî óäàðà, ò. å.

( )0 0 , 1 1 , 1 , 1s n m n n s nv a e a e e e− − −= − − − − .

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê èíîìó
âèäó, åñëè ó÷åñòü, ÷òî , 1 , 1 1m n s n ne e e− − −= + :

( )0
0 , 1 , , 1

0
s n m n m n

v
v e e e

a − −= = − − λ − . (1.79′)

Íî äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ,s ne  è , 1s ne −  ñó-
ùåñòâóåò çàâèñèìîñòü

( ) ( ), , 1 , , 1m n m n s n s nE e e E e e− −′ − = − ,  ( )
2
0

, , 1 , , 12
1

m n m n s n s n

a
e e e e

a− −− = − ,

ïîýòîìó ôîðìóëó (1.79) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

, , 1
0 , 1

s n s n
s n

e e
v e −

−

− 
= − + λ 

. (1.80)

Åñëè ïîä äåôîðìàöèåé e ïðè ñæàòèè óñëîâíî ïîíèìàòü åå
àáñîëþòíîå çíà÷åíèå, òî çíàê ìèíóñ ïåðåä ñêîáêîé ìîæíî îïó-
ñòèòü, à (1.80) ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
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( ) ( ), 0 , 1 , 1 01 1s n s n s ne v e e v− −= λ + − λ = β + −β ; 1β = − λ .  (1.81)

Èç ýòîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èì

, 0 ,0(1 )n n
s n se v e= − β + β , (1.82)

îòêóäà ïðè n → ∞  áóäåì èìåòü

, 0lim s n
n

e v
→∞

= . (1.83)

Èç ôîðìóëû

, , 1 0 , 1( )s n s n s ne e v e− −− = λ − (1.84)

ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëû óïðóãîñòè ïðè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ óäà-
ðàõ ìîãóò áûòü îäèíàêîâû ëèøü ïðè , 1 0s ne v− = , ò. å. â ñèëó (1.83)
ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøîì ÷èñëå óäàðîâ.

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ìîäóëÿ îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè e~n
ïîñëå n-ãî óäàðà:

~
, ,n m n s ne e e= − . (1.85)

Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (1.79) ñ ó÷åòîì (1.85), (1.84) è
(1.82) ê âèäó

0 , 1 , , 1 1

2
, 1 1 0 , 1

( ) ( )

( ) ( ),

s n s n s n n n

s n n n s n

v e e e e e

e e e v e

− − −

− − −

= + λ − + λ − =

= + λ − + λ −

2 2
0 , 1

1

(1 ) (1 )s n
n n

v e
e e −

−
− λ − − λ

− = =
λ

2 2 1 1
0 0 ,0(1 ) (1 ) (1 )n n

sv v e− − − λ − − λ − β + β = =
λ

1 1 2
0 ,02 1

0 ,0
(1 )

(1 ) ( ).
n n

s n
s

v e
v e

− −
−β − β − λ= − λ = β −

λ λ
(1.86)

Îòñþäà

2

1 0 ,0
1 ( )se v e− λ= −

λ
,

2 12

1 0 ,0 0 ,02
0

(1 )(1 )1 ( ) ( )
m n

k
n s s

k

e v e v e
+

+
=

− λ − β− λ= − β = −
λ λ∑ ,

2
1

0 ,02
1lim ( )n s

n

e
e v e

→∞

− λ= − =
λλ

. (1.87)

Ðàäèóñ êîíöåâîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ïîñëå n-ãî óäàðà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

0 / 1n nr r e= −  (1.88)

(ìàòåðèàë ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñæèìàåìûì). Ïðåäåëüíîå çíà÷å-
íèå rn áóäåò ðàâíî

0

11 /

r
r

e
∞ =

− λ
 (1.89)

èëè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 1 /e λ

1
0 1

2

e
r r∞

 = + λ 
. (1.90)

Íàéäåì òåïåðü óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó ñòåðæíÿ
ïîñëå n-ãî óäàðà â ñå÷åíèè 0x =  (íà òîðöå):

  
0

5 2
0 00

1tg
(1 ) 2(1 )

n

n n n
n

x xn n nx

dr dr r de

dx e dx dxe= ==

     χ = = = −     − −    
. (1.91)

Íî

, 1 , , 1 ,( )m s n m n s n s np Ee E e e Ee− −′= + − = ; 2 2
, , 1 ,(1 )s n s n m ne e e−= − λ + λ (1.92)

èëè
2 2

,
, , , 1 , , , 12 2 2

1 1( ) ( )s n
n m n s n s n s n s n s n

e
e x e e e e e e− −

− λ − λ= − = − − = −
λ λ λ

. (1.93)

Ôîðìóëà (1.76) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

, , 1
,

0

m n s n
s n

de de
ae b

dx dx
−  = − + 

 
, (1.94)

ãäå
2

2 2
1

(1 )

(1 )

EF
a

ma

− λ=
+ λ

;   
2 4

2 2
(1 2 )(1 )

(1 )(1 )
b

− λ − λ − λ=
λ + λ + λ

.

Äèôôåðåíöèðóÿ (1.92), ëåãêî íàéòè, ÷òî

2
, , , 1

2 2

1 1m n s n s nde de de

dx dx dx
−− λ= −

λ λ
.

ÃËÀÂÀ 1. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ... § 1.5. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍ...

~ ~

~ ~

~ ~

~

~

~
~

~

~

~

~

~ ~

~

~



78 79

( ) ( ), 0 , 1 , 1 01 1s n s n s ne v e e v− −= λ + − λ = β + −β ; 1β = − λ .  (1.81)

Èç ýòîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èì
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0 , 1 , , 1 1

2
, 1 1 0 , 1

( ) ( )

( ) ( ),

s n s n s n n n

s n n n s n

v e e e e e

e e e v e

− − −

− − −

= + λ − + λ − =

= + λ − + λ −

2 2
0 , 1

1

(1 ) (1 )s n
n n

v e
e e −

−
− λ − − λ

− = =
λ

2 2 1 1
0 0 ,0(1 ) (1 ) (1 )n n
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λ

1 1 2
0 ,02 1

0 ,0
(1 )
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λ λ
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+
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Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå äëÿ ,m nde

dx
 â (1.94), ïîëó÷èì

, , 12 2 2
, (1 )s n s n

s n

de de
a e b

dx dx
− = − λ + λ + − λ 

èëè

, , 12
, 1

s n s n
s n

de de
a e k

dx dx
−= − λ + ,

ãäå

2 4 4 2

1 2 2
(1 2 )(1 ) (1 )(1 ) 2(1 )(1 )

(1 )(1 ) (1 )(1 )
k

− λ − λ − λ + − λ + λ − λ + λ + λ= =
+ λ + λ + λ + λ

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

, , 22 2
, 1 0 , 1 1

2 2 1
, 1 , 1 1 , 2 1 ,1( ... ),

s n s n
s n s n

n
s n s n s n s

de de
a e k a e k

dx dx

a e k e k e k e

−
−

−
− −

 = − λ + − λ + = 
 

= − λ + + + +
èëè, ñîãëàñíî (1.82),

1 1
, 2 2 1

0 1 0 ,0 1
0 0

2 1 1
0 0 ,0

1 1

( )

1
( ) .

1

n n
s n m n m

s
m m

n n n

s

de
a v k a v e k

dx

k k
a v v e

k k

− −
−

= =
= − λ + λ − β =

 − −β= − λ −β − − − β 

∑ ∑
(1.95)

Ïðè k1 > 1 èìååì ,lim s n

n

de

dx→∞
= −∞ . Òàê êàê

2
, , 1

2
1 s n s nn de dede

dx dx dx
− − λ= − λ  

,

òî îòñþäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.95), ïîëó÷àåì

   
1 1

2 1 1 1
0 1 0 ,0

1

(1 ) ( )
n n n n

nn
s

de k k
a v k v e

dx k

− −
− − − β + β= − − λ − β − − β 

.  (1.96)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1.91) è (1.96) ëåãêî ðàññ÷èòàòü ôîðìó
òîðöà ñòåðæíÿ ïîñëå n-ãî óäàðà.

Äî ñèõ ïîð ðåøàëèñü çàäà÷è î íàêîïëåíèè îñòàòî÷íûõ äå-
ôîðìàöèè â ïîëóîãðàíè÷åííîì ñòåðæíå, ìàòåðèàë êîòîðîãî
óäîâëåòâîðÿåò ñõåìå Ïðàíäòëÿ. Â [19] äàíî ðåøåíèå äëÿ ñòåðæíÿ
êîíå÷íîé äëèíû l èç óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ ïðîèç-
âîëüíîé çàâèñèìîñòüþ ( ).eσ = Φ  Ïðèâåäåì ýòî ðåøåíèå.

Äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñêàæåòñÿ âëèÿíèå îòðàæåííîé îò êîíöà
x l=  âîëíû ðàçãðóçêè (ðèñ. 1.28), ðåøåíèå çàäà÷è ïðè ïåðâîì
óäàðå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëàìè äëÿ âîëíû Ðèìàíà:

( )x
x a u
t

= ;   
,1 ,1

,0

0 0 ,0
0

( ) ( )
m m

s

e e

s
e

v a e de a e a e de= = +∫ ∫ .

Âîçíèêøàÿ ó ñâîáîäíîãî êîíöà ñòåðæíÿ âîëíà ðàçãðóçêè ÿâ-
ëÿåòñÿ âîëíîé ñèëüíîãî ðàçðûâà1, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 0a . Óðàâíåíèå âîëíû ðàçãðóçêè èìååò âèä
(ðèñ. 1.28)

0 2x a t l+ = . (1.97)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç 0
0e  çíà÷åíèå äåôîðìàöèè íà âîëíå ðàçãðóçêè

ñî ñòîðîíû âîëí Ðèìàíà, íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùåãî ïîëó÷èì

1 Ýòîò ðåçóëüòàò, ñïóñòÿ 3 ãîäà, áûë ïîâòîðåí â ðàáîòå Ëè Å.
Ïðîáëåìà ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé â òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïë
àñòè÷åñ-
êèõ âîëí //Quart. of Appl. Math., 1953, ¹10 (Ñì. ñáîðíèê ïåðåâîäîâ:
Ìåõàíèêà. 1954. ¹4).
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0 2x a t l+ = . (1.97)
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Ïðîáëåìà ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé â òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïë
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( )0 0
0 2

a x
a e

l x
=

−
.  (1.98)

Èñïîëüçóÿ çàêîí ðàçãðóçêè è ôîðìóëó (1.98), ëåãêî îïðåäåëèì
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà óïðóãîñòè ( )s xσ  ïîñëå ïåðâîãî
óäàðà:

( ) 0 1 0
0( )

2s
xa

x e x a
l x

−   σ = σ = σ     −  
.

Òàê êàê â îáëàñòè OBC (ñì. ðèñ. 1.28) ïðè ëþáîé ñêîðîñòè óäàðà
äåôîðìàöèè ïîñòîÿííû, òî îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè â íåé ïîñ-

ëå ïåðâîãî óäàðà òàêæå ïîñòîÿííû:

1 ,1 1 ,1( ) .m me e e E= − σ

Ïðåäåë óïðóãîñòè â îáëàñòè bx x≤  ïîñëå ïåðâîãî óäàðà
,1 1 ,1( )s meσ = σ . Íàëè÷èå â ñòåðæíå ïîñëå ïåðâîãî óäàðà îáëàñòè

ïîñòîÿííûõ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîñ-
ëå 2-ãî, 3-ãî, ..., n-ãî óäàðîâ ïî ñòåðæíþ â ïîñëåäíåì ïî-ïðå-
æíåìó áóäåò ñóùåñòâîâàòü íåêîòîðàÿ îáëàñòü ïîñòîÿííûõ îñòà-
òî÷íûõ äåôîðìàöèé, ïðèëåãàþùàÿ ê ñå÷åíèþ 0x = . Ïîýòîìó
íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèè â ñå÷åíèè 0x =  ïîñëå n-ãî óäàðà
áóäóò ñâÿçàíû ñî ñêîðîñòüþ ñîîòíîøåíèåì

( )
,

, 1

0 0 , 1

m n

s n

e

s n
e

v a e a e de

−

−= + ∫ , (1.99)

,
, , ,

( )n m n
n m n m n s n

e
e e e e

E

σ
= − = − . (1.100)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ óïðî÷íåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ òîëüêî
ïîñëå áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà óäàðîâ. Ïî òåîðåìå î ñðåä-
íåì èç (1.99) ñëåäóåò:

0 0 , 1 , , 1( )s n n m n s nv a e a e e− −= + − . (1.101)

Çàìåòèì, ÷òî 1 0na a a< < , ãäå à1 � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå,
äîñòèæèìîå ïðè äàííîé âåëè÷èíå ñêîðîñòè óäàðà, èëè, âîîáùå,
ìèíèìóì ( )a e  äëÿ âñåõ äåôîðìàöèé. Çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî

1a > 0 . Ïðîâîäÿ ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè 1ón− , ós  è îáîçíà÷àÿ òàí-
ãåíñ óãëà íàêëîíà åå ê îñè e ÷åðåç En, èìååì:

, , 1 , , 1( )n
s n s n m n s n

E
e e e e

E− −= + − , (1.102)

ïðè÷åì 1 nE E E< < , ãäå E1 � çíà÷åíèå /d deσ , ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå à1. Ïîäñòàâëÿÿ em,n èç (1.101) â (1.102), ïîëó÷èì:

, , 1s n n s n ne e q−= λ + ; 
0

ë 1
n

n
n

a E

a E
= − ; 

0 n
n

n

v E
q

a E
= .  (1.103)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 1nλ< < . Ïîñëåäíåå óñëîâèå íàêëàäû-
âàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà êðèâóþ ñæàòèÿ, êîòîðûå íà
ïðàêòèêå ïî÷òè âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñõåìû

Ïðàíäòëÿ  1 1 / 1n E E′λ = λ = − < .
 Î÷åâèäíî, äëÿ âñåõ êðèâûõ ñæàòèÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê

ýòîé ñõåìå, óñëîâèå 0 1nλ< <  òàêæå áóäåò âûïîëíåíî. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ (1.103) êàê ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì:

, 1 1 2 1 2 3 ...s n n n n n n n n n n ne q q q q− − − − − −= + λ + λ λ + λ λ λ +

1 2 1 0 1 2 1 ,0... ... ...n n n n n n sq e− − − −+ λ λ λ λ + λ λ λ λ . (1.104)
Òàê êàê âñå ÷ëåíû ýòîé ñóììû ïîëîæèòåëüíû, òî äåôîðìàöèÿ

,s ne  óâåëè÷èâàåòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì ÷èñëà óäàðîâ. Ïîêàæåì, ÷òî
âîçðàñòàíèå ,s ne  èìååò ïðåäåë. Òàê êàê nλ λ< , nq q<  äëÿ
ëþáîãî n, òî èç (1.104) èìååì:

( )2 1
, ,01 ... n n

s n se q e−+ λ + λ + + λ + λ< ,

îòêóäà ,lim /(1 )s n
n

e q
→∞

− λ< .

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ðåøåí âîïðîñ îá èçìåíåíèè ôîð-
ìû òîðöà ñòåðæíÿ ïðè ìíîãîêðàòíûõ óäàðàõ.

§1.6. Волновой процесс в стержне при ударе
им о преграду. Основы жесткопластического
анализа. Соударение деформируемых стержней

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äåôîðìèðîâà-
íèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñòåðæíåé êîíå÷íîé äëèíû, â êîòîðûõ
ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ÿâíîì âèäå.

1. Çàäà÷à îá óäàðå ñòåðæíåì î ïðåãðàäó. Óäàð ïðîèçâîäèò-
ñÿ î íåïîäâèæíóþ æåñòêóþ ïðåãðàäó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v0 äåôîðìèðóåìûì ñòåðæíåì äëèíû l.
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Èñïîëüçóÿ çàêîí ðàçãðóçêè è ôîðìóëó (1.98), ëåãêî îïðåäåëèì
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà óïðóãîñòè ( )s xσ  ïîñëå ïåðâîãî
óäàðà:
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Òàê êàê â îáëàñòè OBC (ñì. ðèñ. 1.28) ïðè ëþáîé ñêîðîñòè óäàðà
äåôîðìàöèè ïîñòîÿííû, òî îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè â íåé ïîñ-

ëå ïåðâîãî óäàðà òàêæå ïîñòîÿííû:

1 ,1 1 ,1( ) .m me e e E= − σ

Ïðåäåë óïðóãîñòè â îáëàñòè bx x≤  ïîñëå ïåðâîãî óäàðà
,1 1 ,1( )s meσ = σ . Íàëè÷èå â ñòåðæíå ïîñëå ïåðâîãî óäàðà îáëàñòè

ïîñòîÿííûõ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîñ-
ëå 2-ãî, 3-ãî, ..., n-ãî óäàðîâ ïî ñòåðæíþ â ïîñëåäíåì ïî-ïðå-
æíåìó áóäåò ñóùåñòâîâàòü íåêîòîðàÿ îáëàñòü ïîñòîÿííûõ îñòà-
òî÷íûõ äåôîðìàöèé, ïðèëåãàþùàÿ ê ñå÷åíèþ 0x = . Ïîýòîìó
íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèè â ñå÷åíèè 0x =  ïîñëå n-ãî óäàðà
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ óïðî÷íåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ òîëüêî
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íåì èç (1.99) ñëåäóåò:

0 0 , 1 , , 1( )s n n m n s nv a e a e e− −= + − . (1.101)

Çàìåòèì, ÷òî 1 0na a a< < , ãäå à1 � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå,
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ãåíñ óãëà íàêëîíà åå ê îñè e ÷åðåç En, èìååì:
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ïðè÷åì 1 nE E E< < , ãäå E1 � çíà÷åíèå /d deσ , ñîîòâåòñòâóþ-
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 1nλ< < . Ïîñëåäíåå óñëîâèå íàêëàäû-
âàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà êðèâóþ ñæàòèÿ, êîòîðûå íà
ïðàêòèêå ïî÷òè âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñõåìû

Ïðàíäòëÿ  1 1 / 1n E E′λ = λ = − < .
 Î÷åâèäíî, äëÿ âñåõ êðèâûõ ñæàòèÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê

ýòîé ñõåìå, óñëîâèå 0 1nλ< <  òàêæå áóäåò âûïîëíåíî. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ (1.103) êàê ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì:

, 1 1 2 1 2 3 ...s n n n n n n n n n n ne q q q q− − − − − −= + λ + λ λ + λ λ λ +

1 2 1 0 1 2 1 ,0... ... ...n n n n n n sq e− − − −+ λ λ λ λ + λ λ λ λ . (1.104)
Òàê êàê âñå ÷ëåíû ýòîé ñóììû ïîëîæèòåëüíû, òî äåôîðìàöèÿ
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§1.6. Волновой процесс в стержне при ударе
им о преграду. Основы жесткопластического
анализа. Соударение деформируемых стержней

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äåôîðìèðîâà-
íèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñòåðæíåé êîíå÷íîé äëèíû, â êîòîðûõ
ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ÿâíîì âèäå.

1. Çàäà÷à îá óäàðå ñòåðæíåì î ïðåãðàäó. Óäàð ïðîèçâîäèò-
ñÿ î íåïîäâèæíóþ æåñòêóþ ïðåãðàäó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v0 äåôîðìèðóåìûì ñòåðæíåì äëèíû l.
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Ðèñ. 1.29

Äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ (ðèñ. 1.29) áóäåì ðàññìàòðèâàòü óäàð
ïðåãðàäîé ïî êîíöó ïîêîÿùåãîñÿ ñòåðæíÿ. Ïðåäïîëîæèì ñíà-
÷àëà, ÷òî äèàãðàììà «íàïðÿæåíèÿ�äåôîðìàöèè» óäîâëåòâîðÿåò
ñõåìå Ïðàíäòëÿ (â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðåøåíà â [21]). Â îá-
ëàñòÿõ 0, 1 è 2 ñêîðîñòè ÷àñòèö è äåôîðìàöèé èìåþò ñîîòâåò-
ñòâåííî ñëåäóþùèå ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ: 0v = ; 0;e =  1 0 ;sv a e=

1 ;se e= −  2 0;v v=  ( )2 0 0 1/s se e a e v a= − + −  (çäåñü se  � àáñîëþòíîå
çíà÷åíèå ïðåäåëà óïðóãîñòè ïðè ñæàòèè).

Ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1.29 êàðòèíà èìååò ìåñòî ïðè 0 0 sv a e> .
Â òî÷êå F óïðóãàÿ âîëíà îòðàæàåòñÿ îò ñâîáîäíîãî êîíöà è
äâèæåòñÿ îáðàòíî. Î÷åâèäíî, â îáëàñòè 3 ñêîðîñòè è äåôîðìà-
öèè ïîñòîÿííû: 3 02 sv a e= ; 3 0e = .

Ïîñêîëüêó ñëåâà îò òî÷êè S ÷àñòèöû ñòåðæíÿ íàõîäÿòñÿ â
ñæàòîì ñîñòîÿíèè, à ñïðàâà � â íåäåôîðìèðîâàííîì, òî ïîñëå

âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí AS è FS ñëåâà îò S äîëæíà íà÷àòüñÿ ðàç-
ãðóçêà (óìåíüøåíèå äåôîðìàöèé ñæàòèÿ), à ñïðàâà � íàãðóçêà
.
Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöà sx  ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ôðîíòîì
ðàçðûâà ïî äåôîðìàöèÿì: íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòè ñïðàâà è
ñëåâà îò íåå îäèíàêîâû ( 5 4σ = σ , 5 4v v= ), íî äåôîðìàöèè ðàç-
ëè÷íû.

Òàê êàê ïàðàìåòðû îáëàñòè 2 ïîñòîÿííû, òî âîëíà ðàçãðóçêè
SB áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0a . Ïðåäïîëîæèì
âíà÷àëå, ÷òî âïðàâî îò òî÷êè S ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ëèøü óïðóãèå

âîëíû. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé 4v , 5v , 4σ , 5σ
èìååì ÷åòûðå ñëåäóþùèõ óðàâíåíèÿ:

( )5 0 0 5 2 ;v v a e e= + −  ( )( )4 5 2 ;sEe Ee E E e e′= − − +

( )4 3 0 4 3 ;v v a e e= − −  ( ) ( )0 0 5 2 3 0 4 3 ,v a e e v a e e+ − = − −

èç êîòîðûõ, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ 2e , 3e , 3v , íàéäåì:

( )( )0 0 0 1
4 2

02
sa e v a a

e
a

− +
= ;    ( )( )2 2

0 0 1 1 0 0

5 2
0 1

2

2

sa a a a a e v
e

a a

+ − −
= ;

( )( )0 1 0 0
5 4 0

0

3
2

2
sa a a e v

v v v
a

− −
= = + .

Èç óñëîâèé 4s se e e− < < ; 2 5 ke e e< <  ( ke  � íîâûé ïðåäåë
óïðóãîñòè äëÿ ÷àñòè ñòåðæíÿ ëåâåå S) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îãðà-
íè÷åíèå äëÿ ñêîðîñòè 0v , âûçûâàþùåé óïðóãèå äåôîðìàöèè â
îáëàñòè 4:

v0 <



0

0 1

2
1

a

a a
+

+




a0es.

Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, 4 5 0.v v v= >  Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
äîñòèæåíèè âîëíîé ðàçãðóçêè ñå÷åíèÿ 0x =  íàïðÿæåíèÿ ñæà-
òèÿ â ïîñëåäíåì íà÷íóò óìåíüøàòüñÿ è ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíè-
ÿõ ñêîðîñòè 0v  ìîãóò ñìåíèòüñÿ íàïðÿæåíèÿìè ðàñòÿæåíèÿ � â
ýòîì ñëó÷àå ñòåðæåíü îòñêî÷èò, âèáðèðóÿ, îò ïðåãðàäû. Îïðå-
äåëèì óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü íàïðÿæåíèÿ íà òîðöå 0x =
ñòåðæíÿ ïîñëå îòðàæåíèÿ îò íåãî âîëíû ðàçãðóçêè:

e~= ( )
2 2
0 1

0 02
0 1

s

a a
a e v

a a

−
− ; v~= ( )

2 2
0 1

5 0 0 0 5 02
0 1

2s s

a a
v a a e v e a e

a a

 −
− − − = 

 
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè  v~= 0 02 sa e v> , ò.å. ïðè 0 0 02s sa e v a e< < ,
ñîóäàðåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ ÷åðåç âðåìÿ 02 /T l a= .

Èññëåäîâàòü äâèæåíèå îòñêî÷èâøåãî ñòåðæíÿ íå ïðåäñòàâ-
ëÿåò òðóäà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî îáà åãî êîíöà ÿâëÿþòñÿ ñâîáîä-
íûìè îò íàãðóçîê. Äëèíà çîíû ïîñòîÿííûõ îñòàòî÷íûõ äå-
ôîðìàöèé 5x  îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ( )5 1 0 12 /x la a a= + . Ïðè

( )( )0 0 0 0 1 02 1 2 /s sa e v a a a a e+ +< <  âåëè÷èíà ñêîðîñòè 5v  íå-
äîñòàòî÷íà äëÿ óíè÷òîæåíèÿ äàâëåíèÿ ìåæäó ñòåðæíåì è ïðå
-
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Ðèñ. 1.29

Äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ (ðèñ. 1.29) áóäåì ðàññìàòðèâàòü óäàð
ïðåãðàäîé ïî êîíöó ïîêîÿùåãîñÿ ñòåðæíÿ. Ïðåäïîëîæèì ñíà-
÷àëà, ÷òî äèàãðàììà «íàïðÿæåíèÿ�äåôîðìàöèè» óäîâëåòâîðÿåò
ñõåìå Ïðàíäòëÿ (â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðåøåíà â [21]). Â îá-
ëàñòÿõ 0, 1 è 2 ñêîðîñòè ÷àñòèö è äåôîðìàöèé èìåþò ñîîòâåò-
ñòâåííî ñëåäóþùèå ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ: 0v = ; 0;e =  1 0 ;sv a e=

1 ;se e= −  2 0;v v=  ( )2 0 0 1/s se e a e v a= − + −  (çäåñü se  � àáñîëþòíîå
çíà÷åíèå ïðåäåëà óïðóãîñòè ïðè ñæàòèè).

Ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1.29 êàðòèíà èìååò ìåñòî ïðè 0 0 sv a e> .
Â òî÷êå F óïðóãàÿ âîëíà îòðàæàåòñÿ îò ñâîáîäíîãî êîíöà è
äâèæåòñÿ îáðàòíî. Î÷åâèäíî, â îáëàñòè 3 ñêîðîñòè è äåôîðìà-
öèè ïîñòîÿííû: 3 02 sv a e= ; 3 0e = .

Ïîñêîëüêó ñëåâà îò òî÷êè S ÷àñòèöû ñòåðæíÿ íàõîäÿòñÿ â
ñæàòîì ñîñòîÿíèè, à ñïðàâà � â íåäåôîðìèðîâàííîì, òî ïîñëå

âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí AS è FS ñëåâà îò S äîëæíà íà÷àòüñÿ ðàç-
ãðóçêà (óìåíüøåíèå äåôîðìàöèé ñæàòèÿ), à ñïðàâà � íàãðóçêà
.
Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöà sx  ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ôðîíòîì
ðàçðûâà ïî äåôîðìàöèÿì: íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòè ñïðàâà è
ñëåâà îò íåå îäèíàêîâû ( 5 4σ = σ , 5 4v v= ), íî äåôîðìàöèè ðàç-
ëè÷íû.

Òàê êàê ïàðàìåòðû îáëàñòè 2 ïîñòîÿííû, òî âîëíà ðàçãðóçêè
SB áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0a . Ïðåäïîëîæèì
âíà÷àëå, ÷òî âïðàâî îò òî÷êè S ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ëèøü óïðóãèå

âîëíû. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé 4v , 5v , 4σ , 5σ
èìååì ÷åòûðå ñëåäóþùèõ óðàâíåíèÿ:

( )5 0 0 5 2 ;v v a e e= + −  ( )( )4 5 2 ;sEe Ee E E e e′= − − +

( )4 3 0 4 3 ;v v a e e= − −  ( ) ( )0 0 5 2 3 0 4 3 ,v a e e v a e e+ − = − −

èç êîòîðûõ, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ 2e , 3e , 3v , íàéäåì:

( )( )0 0 0 1
4 2

02
sa e v a a

e
a

− +
= ;    ( )( )2 2

0 0 1 1 0 0

5 2
0 1

2

2

sa a a a a e v
e

a a

+ − −
= ;

( )( )0 1 0 0
5 4 0

0

3
2

2
sa a a e v

v v v
a

− −
= = + .

Èç óñëîâèé 4s se e e− < < ; 2 5 ke e e< <  ( ke  � íîâûé ïðåäåë
óïðóãîñòè äëÿ ÷àñòè ñòåðæíÿ ëåâåå S) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îãðà-
íè÷åíèå äëÿ ñêîðîñòè 0v , âûçûâàþùåé óïðóãèå äåôîðìàöèè â
îáëàñòè 4:

v0 <



0

0 1

2
1

a

a a
+

+




a0es.

Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, 4 5 0.v v v= >  Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
äîñòèæåíèè âîëíîé ðàçãðóçêè ñå÷åíèÿ 0x =  íàïðÿæåíèÿ ñæà-
òèÿ â ïîñëåäíåì íà÷íóò óìåíüøàòüñÿ è ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíè-
ÿõ ñêîðîñòè 0v  ìîãóò ñìåíèòüñÿ íàïðÿæåíèÿìè ðàñòÿæåíèÿ � â
ýòîì ñëó÷àå ñòåðæåíü îòñêî÷èò, âèáðèðóÿ, îò ïðåãðàäû. Îïðå-
äåëèì óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü íàïðÿæåíèÿ íà òîðöå 0x =
ñòåðæíÿ ïîñëå îòðàæåíèÿ îò íåãî âîëíû ðàçãðóçêè:

e~= ( )
2 2
0 1

0 02
0 1

s

a a
a e v

a a

−
− ; v~= ( )

2 2
0 1

5 0 0 0 5 02
0 1

2s s

a a
v a a e v e a e

a a

 −
− − − = 

 
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè  v~= 0 02 sa e v> , ò.å. ïðè 0 0 02s sa e v a e< < ,
ñîóäàðåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ ÷åðåç âðåìÿ 02 /T l a= .

Èññëåäîâàòü äâèæåíèå îòñêî÷èâøåãî ñòåðæíÿ íå ïðåäñòàâ-
ëÿåò òðóäà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî îáà åãî êîíöà ÿâëÿþòñÿ ñâîáîä-
íûìè îò íàãðóçîê. Äëèíà çîíû ïîñòîÿííûõ îñòàòî÷íûõ äå-
ôîðìàöèé 5x  îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ( )5 1 0 12 /x la a a= + . Ïðè

( )( )0 0 0 0 1 02 1 2 /s sa e v a a a a e+ +< <  âåëè÷èíà ñêîðîñòè 5v  íå-
äîñòàòî÷íà äëÿ óíè÷òîæåíèÿ äàâëåíèÿ ìåæäó ñòåðæíåì è ïðå
-
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ãðàäîé. Âîëíîâàÿ êàðòèíà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 1.29.

Èç óðàâíåíèé 0 5 0 5 0 6v v a e a e= + − ; 0 4 0 5 0 7v v a e a e= + −  (óñëîâèÿ
6 7σ = σ ; 6 7v v=  ïðè ýòîì òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðåíû) ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ïðåäûäóùèõ âûðàæåíèé äëÿ 5v , 4v , 5e , 4e  ïîëó÷èì:

( )
2 2
0 0 1 1

6 0 0 22
0 1

s s

a a a a
e a e v e e

a a

+ −
= − + > ;   6 0v v= ;

( )7 0 0
0

1
s s se a e v e e

a
= − + −> ;  7 0v v= ;

8 0e = ;   ( )0 1
8 0 0 0 0

0

2s

a a
v a e v v v

a

−
= − + > .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè

( )0 1
9 0 02

0

;
2 s s s

a a
e a e v e e

a

−
= − + −>  ( )0 1

9 0 0 0 0
0

;
2 s

a a
v a e v v v

a

+
= − − + >

( )
2 2
0 0 1 1

10 0 0 22
0 1

2 3
;

2 s s

a a a a
e a e v e e

a a

+ −
= − + >

( )0 1
10 0 0 0 0

0

.
2 s

a a
v a e v v v

a

+
= − − + >

Îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ e~  è ñêîðîñòü v~  â ñå÷åíèè 0x =
ïîñëå îòðàæåíèÿ îò íåãî óïðóãîé âîëíû, äâèæóùåéñÿ ïî îáëà
-
ñòè 10, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:

e~= ( )
2 2
0 1

0 02
0 1

s

a a
a e v

a a

−
− ;   v~= ( )0 1

0 0 0 0
0

2s

a a
a e v v v

a

−
− + > .

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ñîóäàðåíèå ñòåðæíÿ ñ
ïðåãðàäîé íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ. Êàê âèäíî èç ïîñòðîåíèé
ðèñ. 1.29, ñîóäàðåíèå â ýòîì ñëó÷àå äëèòñÿ âðåìÿ ( )0 14 / .T l a a= +
Â ñòåðæíå ïî-ïðåæíåìó îêàçûâàåòñÿ ëèøü îäíà çîíà îñòàòî÷í
ûõ
äåôîðìàöèé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà âïðàâî îò òî÷êè S ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ êàê óïðóãàÿ, òàê è ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà (ðèñ. 1.30).

Â îáëàñòÿõ 0, 1, 2, 3 çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé òàêèå
æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå; â îáëàñòè 4, î÷åâèäíî, e4 = � es;

4 03 sv a e= . Èç óðàâíåíèé

( )6 2 0 6 2v v a e e= + − , ( )5 4 1 5 4v v a e e= − − , 6 5v v= , 6 5σ = σ
íàéäåì:

( )
2 2
0 1 0

5
1 0 1 1

3
s

a a v
e e

a a a a

−
= −

+
;

( )
2 2
0 1 0

6
1 0 1 1

s

a a v
e e

a a a a

+
= −

+
; 0 1

5 6 0
0 1

2
.s

a a
v v e v

a a
= = +

+

Óñëîâèÿ 2 5 se e e−< < ; 2 6 se e e< <  ïðèâîäÿò, êàê è ñëåäîâàëî
îæèäàòü, ê ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ ñêîðîñòè óäàðà:

0
0 0

0 1

2
1 .s

a
v a e

a a

 
> + + 

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îêîí÷àíèå ñîóäàðåíèÿ â ìîìåíò ïðè-
õîäà âîëíû ðàçãðóçêè ê ñå÷åíèþ 0x =  ïðè ýòîì íåâîçìîæíî.

Åñëè 0 1/ 4,24a a > , òî âîëíà 1BS, îòðàæåííàÿ îò ëåâîãî êîí-
öà ñòåðæíÿ, äîãîíèò ïëàñòè÷åñêóþ âîëíó 1SS  ðàíüøå, ÷åì äðó-
ãàÿ âîëíà (êàðòèíà íà ðèñ. 1.30 ñîîòâåòñòâóåò êàê ðàç ýòîìó
ñëó÷àþ). Ïðè âñòðå÷å âîëí 1BS  è 1SS  âîçíèêàåò âòîðîé ñòàöè-
îíàðíûé ôðîíò 1S  ñèëüíîãî ðàçðûâà ïî äåôîðìàöèÿì, âëåâî
îò êîòîðîãî ñî ñêîðîñòüþ 0a  äâèæåòñÿ âîëíà ðàçãðóçêè.

  Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âïðàâî îò 
1S  ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ôðîíò

óïðóãîé âîëíû (ñì. ðèñ. 1.30). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáëàñòü 13

Ðèñ. 1.30
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ãðàäîé. Âîëíîâàÿ êàðòèíà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èçîáðàæåíà íà
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ñóùåñòâóåò. Êðîìå òîãî, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè 0 1/ 6,46a a >
îòðàæåííàÿ îò ñå÷åíèÿ 0x =  âîëíà ðàçãðóçêè äîñòèãàåò
ñòàöèîíàðíûé ôðîíò 1S  áûñòðåå, ÷åì îòðàæåííàÿ îò ïðàâîãî
êîíöà ñòåðæíÿ óïðóãàÿ âîëíà (êàðòèíà íà ðèñ. 1.30 îòíîñèòñÿ ê
ñëó÷àþ 0 1/ 6,46a a > ). Íàéäåì äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè â îáëà-
ñòÿõ 7�20:
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Â òîò ìîìåíò, êîãäà óïðóãàÿ âîëíà, ïðîéäÿ îáëàñòü 20, äîñòèã-
íåò ñå÷åíèÿ 0,x =  âîçìîæåí îòñêîê ñòåðæíÿ îò ïðåãðàäû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè  v0 < 4a0es  äâèæåíèå ñòåðæíÿ è ïðåãðàäû
êàê îäíîãî öåëîãî çàêàí÷èâàåòñÿ îáëàñòüþ 20.

Óñëîâèå 11 se e−>  ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ íà ñêîðîñòü óäàðà:
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Ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà 0v  íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèåì 16e e−> s,
îòêóäà 0 03 sv a e< s. Ýòî íåðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå óêà-
çàííûõ óñëîâèé: 14 5e e> ; 17 16e e> ; 18 5e e> ; 20 2e e> , ò. å. äàëüíåéøåå
ðàçãðóæåíèå ÷àñòèö è îòñóòñòâèå çîí ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðì
àöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 0 1/ 6,46a a >  è ( )( )0 0 1 01 2 / sa a a a e+ + <

0 03 sv a e< < ñîóäàðåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ ÷åðåç âðåìÿ 0 14 ( )T l a a= + ,

ïðè÷åì â ñòåðæíå îêàçûâàþòñÿ äâå çîíû ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð
ìà-

öèé ñ êîîðäèíàòàìè ãðàíèö ñîîòâåòñòâåííî 
1 1 0 12 ( )sx a l a a= + ;

2 1 0 12 ( )sx a l a a= − . Îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè â ýòèõ çîíàõ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ôîðìóëàìè
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Ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè áîëüøèõ ñêîðîñòåé óäàðà, êîãäà
÷èñëî ó÷àñòêîâ, ïîëó÷àþùèõ ðàçëè÷íûå îñòàòî÷íûå äåôîðìà-
öèè, óâåëè÷èâàåòñÿ.

Äëÿ ìàòåðèàëà ñ ëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì â [22] èñïîëüçîâàí
ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä õàðàêòåðèñòèê. Ñóòü ìåòîäà ïðî
èë-
ëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è. Ñëå-
äóÿ [22], âìåñòî ïëîñêîñòè «íàïðÿæåíèå σ  � ñêîðîñòü v» ââå-
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Â òîò ìîìåíò, êîãäà óïðóãàÿ âîëíà, ïðîéäÿ îáëàñòü 20, äîñòèã-
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ñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

 e~= ( )
2 2
0 1

0 02
0 1

s

a a
a e v

a a

−
− ;  v~= 04 .sa e
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Äëÿ ìàòåðèàëà ñ ëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì â [22] èñïîëüçîâàí
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äåì â ðàññìîòðåíèå ïëîñêîñòü «ñèëà T � ñêîðîñòü v» (ðèñ. 1.31).
Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì óñëîâèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ áóäóò îòëè-
÷àòüñÿ îò èñïîëüçîâàâøèõñÿ ðàíåå òîëüêî çàìåíîé â íèõ σ  íà
T, 0a  è 1a  � íà 0 0a F  è 1 0a F .

Îáëàñòè O íà ðèñ. 1.31, à ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëî êîîðäèíàò â
ïëîñêîñòè ,T v  (ðèñ. 1.31, á), îáëàñòè L � òî÷êà L ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé T T= −Ts ñ õàðàêòåðèñòèêîé îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëå-
íèÿ, èìåþùåé íàêëîí 0 0 0a Fρ . Èç ðèñ. 1.31, á âèäíî, â ÷àñòíîñòè,
÷òî äëÿ ïîÿâëåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñêîðîñòü óäàðà 0v
äîëæíà áûòü áîëüøå âåëè÷èíû 0a es, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îáëàñòè M áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðàÿ òî÷êà îòðåçêà OL.
Ïðè 0 0v a> es îáëàñòè M ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé 0v v=  ñ õàðàêòåðèñòèêîé îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ,
èñõîäÿùåé èç òî÷êè L ñ íàêëîíîì 0 0 0a Fρ , îáëàñòè P � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ov  õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ ñ íàêëîíîì 0 0 0a Fρ .

Åñëè âåëè÷èíà ñèëû T â òî÷êå N ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê
ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèé ñ íàêëîíîì


0 0 0a Fρ , èñõîäÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç òî÷åê M è P, ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå ìåíüøå Ts , òî âïðàâî îò òî÷êè S ðàñïðîñòðàíÿåò-
ñÿ òîëüêî óïðóãàÿ âîëíà (â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòðîåíèÿìè íà
ðèñ. 1.31).

Îáëàñòè Q íà ðèñ. 1.31, à ñîîòâåòñòâóåò íà ðèñ. 1.31, á òî÷êà
Q ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè PN ñ ïðÿìîé 0v v= ; îáëàñòè R �

òî÷êà R ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè  MN ñ îñüþ
Ov. Îáëàñòè U íà ðèñ. 1.31, à, âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíà ñîîòâåò-
ñòâîâàòü òî÷êà 1U  ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé 0v v=  õàðàêòåðèñòèêè
îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ñ íàêëîíîì 0 0 0a Fρ , èñõîäÿùåé èç
òî÷êè R íà ðèñ. 1.31, á.

Òàê êàê â îáëàñòè U ñèëà îêàçàëàñü ïîëîæèòåëüíîé, ÷òî
ôèçè÷åñêè íåâîçìîæíî, òî â ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ ýòîé îáëàñòè
ñòåðæåíü îòñêî÷èò îò ïðåãðàäû. Ïîýòîìó íàïðÿæåíèå â îáëàñòè
U ðàâíî íóëþ (ñì. ðèñ. 1.31, á), à ñêîðîñòü îòñêîêà îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé ñêîðîñòè â îáëàñòè K. Åñëè â òî÷êå N (ñì. ðèñ. 1.31, á)
ñèëà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îêàæåòñÿ áîëüøå Ts, íåîáõîäèìî
èçìåíèòü ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ýòîé òî÷êè è ïîñëåäóþùèå ïîñò
-
ðîåíèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âïðàâî îò S áóäåò ðàñïðîñòðà-
íÿòüñÿ ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà (ðèñ. 1.32).

Ïðè ýòîì îáëàñòè 1N  íà ðèñ. 1.32, à ñîîòâåòñòâóåò íà ðèñ.
1.32, á òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé T T= −Ts õàðàêòåðèñòèêîé îò-
ðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ñ íàêëîíîì 0 0 0a Fρ , èñõîäÿùåé èç
òî÷êè Ð, îáëàñòè N � òî÷êà N ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê îòðè-
öàòåëüíîãî è ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèé ñ íàêëîíàìè 0 0 0a Fρ
è 0 0 0a Fρ  ñîîòâåòñòâåííî. Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíû.
Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì ïëîñêîñòè ,x t  â êîîðäèíàòàõ

,T v  ñîîòâåòñòâóþò îòäåëüíûå òî÷êè.
Â [22] óêàçàííûì ñïîñîáîì ðàññìîòðåíà òàêæå çàäà÷à oá

óäàðå ñòåðæíÿ èç óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ ëèíåéíûì
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äåì â ðàññìîòðåíèå ïëîñêîñòü «ñèëà T � ñêîðîñòü v» (ðèñ. 1.31).
Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì óñëîâèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ áóäóò îòëè-
÷àòüñÿ îò èñïîëüçîâàâøèõñÿ ðàíåå òîëüêî çàìåíîé â íèõ σ  íà
T, 0a  è 1a  � íà 0 0a F  è 1 0a F .

Îáëàñòè O íà ðèñ. 1.31, à ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëî êîîðäèíàò â
ïëîñêîñòè ,T v  (ðèñ. 1.31, á), îáëàñòè L � òî÷êà L ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé T T= −Ts ñ õàðàêòåðèñòèêîé îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëå-
íèÿ, èìåþùåé íàêëîí 0 0 0a Fρ . Èç ðèñ. 1.31, á âèäíî, â ÷àñòíîñòè,
÷òî äëÿ ïîÿâëåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñêîðîñòü óäàðà 0v
äîëæíà áûòü áîëüøå âåëè÷èíû 0a es, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îáëàñòè M áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðàÿ òî÷êà îòðåçêà OL.
Ïðè 0 0v a> es îáëàñòè M ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé 0v v=  ñ õàðàêòåðèñòèêîé îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ,
èñõîäÿùåé èç òî÷êè L ñ íàêëîíîì 0 0 0a Fρ , îáëàñòè P � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ov  õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ ñ íàêëîíîì 0 0 0a Fρ .

Åñëè âåëè÷èíà ñèëû T â òî÷êå N ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê
ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèé ñ íàêëîíîì


0 0 0a Fρ , èñõîäÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç òî÷åê M è P, ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå ìåíüøå Ts , òî âïðàâî îò òî÷êè S ðàñïðîñòðàíÿåò-
ñÿ òîëüêî óïðóãàÿ âîëíà (â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòðîåíèÿìè íà
ðèñ. 1.31).

Îáëàñòè Q íà ðèñ. 1.31, à ñîîòâåòñòâóåò íà ðèñ. 1.31, á òî÷êà
Q ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè PN ñ ïðÿìîé 0v v= ; îáëàñòè R �

òî÷êà R ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè  MN ñ îñüþ
Ov. Îáëàñòè U íà ðèñ. 1.31, à, âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíà ñîîòâåò-
ñòâîâàòü òî÷êà 1U  ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé 0v v=  õàðàêòåðèñòèêè
îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ñ íàêëîíîì 0 0 0a Fρ , èñõîäÿùåé èç
òî÷êè R íà ðèñ. 1.31, á.

Òàê êàê â îáëàñòè U ñèëà îêàçàëàñü ïîëîæèòåëüíîé, ÷òî
ôèçè÷åñêè íåâîçìîæíî, òî â ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ ýòîé îáëàñòè
ñòåðæåíü îòñêî÷èò îò ïðåãðàäû. Ïîýòîìó íàïðÿæåíèå â îáëàñòè
U ðàâíî íóëþ (ñì. ðèñ. 1.31, á), à ñêîðîñòü îòñêîêà îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé ñêîðîñòè â îáëàñòè K. Åñëè â òî÷êå N (ñì. ðèñ. 1.31, á)
ñèëà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îêàæåòñÿ áîëüøå Ts, íåîáõîäèìî
èçìåíèòü ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ýòîé òî÷êè è ïîñëåäóþùèå ïîñò
-
ðîåíèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âïðàâî îò S áóäåò ðàñïðîñòðà-
íÿòüñÿ ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà (ðèñ. 1.32).

Ïðè ýòîì îáëàñòè 1N  íà ðèñ. 1.32, à ñîîòâåòñòâóåò íà ðèñ.
1.32, á òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé T T= −Ts õàðàêòåðèñòèêîé îò-
ðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ñ íàêëîíîì 0 0 0a Fρ , èñõîäÿùåé èç
òî÷êè Ð, îáëàñòè N � òî÷êà N ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê îòðè-
öàòåëüíîãî è ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèé ñ íàêëîíàìè 0 0 0a Fρ
è 0 0 0a Fρ  ñîîòâåòñòâåííî. Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíû.
Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì ïëîñêîñòè ,x t  â êîîðäèíàòàõ

,T v  ñîîòâåòñòâóþò îòäåëüíûå òî÷êè.
Â [22] óêàçàííûì ñïîñîáîì ðàññìîòðåíà òàêæå çàäà÷à oá
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óïðî÷íåíèåì î âÿçêóþ ïðåãðàäó, êîãäà ñêîðîñòü òîðöà ïðîïîð-
öèîíàëüíà ñèëå (îáëàñòÿì ïëîñêîñòè ,x t , ïðèëåãàþùèì ê óäà-
ðÿþùåìó òîðöó ñòåðæíÿ, â ïëîñêîñòè ,T v  ñîîòâåòñòâóþò òî÷-
êè, ëåæàùèå íà ïðÿìîé T kv= ).

Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìàòåðèàë ñòåðæíÿ óäîâëåò-
âîðÿåò ñõåìå ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñêî-
ðîñòü óäàðà òàêîâà, ÷òî ñòåðæåíü îòñêàêèâàåò îò ïðåãðàäû ïîñ-
ëå ïåðâîãî ïðèõîäà ê íåé âîëíû ðàçãðóçêè, â [23] äàíî ðåøåíèå
çàäà÷è â îáùåì âèäå äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ
ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòüþ ( )eσ = Φ . Âîëíîâàÿ êàðòèíà äâè-
æåíèÿ ïðè ýòîì èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.33. Â îá-
ëàñòÿõ OAB è ACB ñîîòâåòñòâåííî

( ),x
x a u
t

=  

0

,
xu

t xu a du= −∫

( ) ( )1 0 2 0 ( );u F a t x F a t x f x= − + + + 2 2
0

1( ) ( ) ,
x

f x Ee dx
E

= σ −∫
ãäå 2e  è 2σ  � àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ
íà âîëíå ðàçãðóçêè ñî ñòîðîíû âîëíû Ðèìàíà.

Òàê êàê ñêîðîñòü âîëíû ðàçãðóçêè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ðàâíà 0a , òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íà íåé ñìåùåíèé ïîëó÷èì

0 2 0 2.t xu a u v a e− = +
Îòñþäà

( ) 2 2
1 1

0

2 2 ( ).
2 2

v
F l x f x

a E

σ′ − = + = (1.105)

Íà ñâîáîäíîì êîíöå ñòåðæíÿ ,x l=  2 Eeσ = es, 2e = es, ïîýòîìó

( ) ( )2 0 1 0F a t l F a t l′ ′+ = − . (1.106)
Èç (1.105) è (1.106) íàõîäèì

( )1 1( ) / 2F z f l z′ = − ; ( ) ( )2 1 1( ) 2 2 / 2F z F z l f l z′ ′= − = − .

Âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåùåíèé â îáëàñòÿõ BMC è BMED ñîîòâåò-
ñòâåííî òàêîâû:

( ) ( )1 0 2 0 ( )u a t x a t x f x= Φ − + Φ + + , ( ) ( )3 0 4 0u a t x a t x= Φ − + Φ + .

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, íàéäåì

( ) ( )3 0 0 02 2 /(2 )ml x v a e a′Φ − = + . (1.107)

Ñëåäîâàòåëüíî, 3( )z′Φ  ïîñòîÿííî ïðè 2l � 2x0 < z < 2l, ò.å.
âäîëü BD. Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà BC èìååì

( ) ( )0 1 2 0 ( )t x ou a u F a t x F a t x f x
t

∂+ = − + + + +  ∂

( ) ( )0 1 0 2 0 ( )a F a t x F a t x f x
x

∂+ − + + + =  ∂

( ) ( )2 0 0 0 22 ( ) 2 2 ( ) .F a t x f x a a F x c f x′ ′ ′ ′= + + = + +      
Àíàëîãè÷íî:

( )0 0 22 2 ( )t xu a u a x c f x′ ′+ = Φ + +   .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ( ) ( )2 22 2x c F x c′ ′Φ + = + .
Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé íà ëèíèè BM

( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 3 0 4 0a t x a t x a t x a t x′ ′ ′ ′Φ − + Φ − = Φ − + Φ − ,

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 0 1 0 4 0 3 0

Ee
a t x a t x a t x a t x

E

σ −′ ′ ′ ′Φ − − Φ − + = Φ − − Φ − ,

äàþò (ïîñëå ñëîæåíèÿ):

( ) ( )4 0 0 2 0 0 2
m mEe

a t x a t x
E

σ −′ ′Φ + = Φ + + .

Îòñþäà

( ) ( ) ( )4 2 12 2
2 2

m m m mEe Ee
l l f l

E E

σ − σ −′ ′Φ = Φ + = + .
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óïðî÷íåíèåì î âÿçêóþ ïðåãðàäó, êîãäà ñêîðîñòü òîðöà ïðîïîð-
öèîíàëüíà ñèëå (îáëàñòÿì ïëîñêîñòè ,x t , ïðèëåãàþùèì ê óäà-
ðÿþùåìó òîðöó ñòåðæíÿ, â ïëîñêîñòè ,T v  ñîîòâåòñòâóþò òî÷-
êè, ëåæàùèå íà ïðÿìîé T kv= ).

Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìàòåðèàë ñòåðæíÿ óäîâëåò-
âîðÿåò ñõåìå ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñêî-
ðîñòü óäàðà òàêîâà, ÷òî ñòåðæåíü îòñêàêèâàåò îò ïðåãðàäû ïîñ-
ëå ïåðâîãî ïðèõîäà ê íåé âîëíû ðàçãðóçêè, â [23] äàíî ðåøåíèå
çàäà÷è â îáùåì âèäå äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ
ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòüþ ( )eσ = Φ . Âîëíîâàÿ êàðòèíà äâè-
æåíèÿ ïðè ýòîì èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.33. Â îá-
ëàñòÿõ OAB è ACB ñîîòâåòñòâåííî

( ),x
x a u
t
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0

,
xu

t xu a du= −∫

( ) ( )1 0 2 0 ( );u F a t x F a t x f x= − + + + 2 2
0

1( ) ( ) ,
x

f x Ee dx
E

= σ −∫
ãäå 2e  è 2σ  � àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ
íà âîëíå ðàçãðóçêè ñî ñòîðîíû âîëíû Ðèìàíà.

Òàê êàê ñêîðîñòü âîëíû ðàçãðóçêè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ðàâíà 0a , òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íà íåé ñìåùåíèé ïîëó÷èì

0 2 0 2.t xu a u v a e− = +
Îòñþäà

( ) 2 2
1 1
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2 2 ( ).
2 2

v
F l x f x

a E

σ′ − = + = (1.105)

Íà ñâîáîäíîì êîíöå ñòåðæíÿ ,x l=  2 Eeσ = es, 2e = es, ïîýòîìó

( ) ( )2 0 1 0F a t l F a t l′ ′+ = − . (1.106)
Èç (1.105) è (1.106) íàõîäèì

( )1 1( ) / 2F z f l z′ = − ; ( ) ( )2 1 1( ) 2 2 / 2F z F z l f l z′ ′= − = − .
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ñòâåííî òàêîâû:
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Ïîñêîëüêó
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( ) ,
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a E
= + =

òî

( )4 2
2 2
m m

s
e

l e
E

σ′Φ = − + .  (1.108 )

Çíàÿ ñêîðîñòü è íàïðÿæåíèå 1v , 1σ  â òî÷êå D îáëàñòè BMED,
ìîæíî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü 3v  êîíöà ñòåðæíÿ ïîñëå îòñêîêà

( )3 1 1 0 0/v v a= − σ ρ . Óñëîâèåì îòñêîêà ñòåðæíÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåò-
ñÿ íåðàâåíñòâî ( )1 1 0 0 0/v a v− σ ρ > , êîòîðîå ñ ó÷åòîì ïðåäûäó-
ùèõ ôîðìóë ïðèìåò âèä 0 02 .sv a e≤

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
íà ñâîáîäíîì êîíöå ñêîðîñòü vw íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

0 0( ) 0 ( ) /( )w sv v A A a− = − σ ρ .  Òàê êàê 2
0 0 0( ) s sv A a e a e= = −ρ ,  òî

0 0 02w s s sv a e a e a e= + = . Åñëè ïîñëå îòðàæåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè
AD ïðîèçîéäåò îòñêîê ñòåðæíÿ, òî çà òî÷êîé D 0σ = , è ñêîðîñòü
ñâîáîäíîãî êîíöà Dv  íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèè íà õàðàêòåðè-
ñòèêå îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, ïðîõîäÿùåé ïàðàëëåëü
íî è
ðÿäîì ñ AD: 0D wv v− = , D wv v= , ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

0 02D wv v v a< = = es ñòåðæåíü îòñêî÷èò îò ïðåãðàäû â ìîìåíò
îòðàæåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè îò ñå÷åíèÿ 0x = . 

Ïðè 0 02v a> es ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñîóäàðåíèÿ âîçðàñòàåò,
ïðè÷åì âïëîòü äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè 0v∗  âîëíà ðàç-
ãðóçêè, áóäó÷è ôðîíòîì ðàçðûâà ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé, äâè-
æåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0a .

Âîëíîâàÿ êàðòèíà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðè ðàñòÿãèâàþùåì óäàðå
ïîêàçàíà ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 1.34 [45]. Ïðè 0 0v v∗>
ðàçðûâ ïàðàìåòðîâ â íåêîòîðîé òî÷êå L âîëíû ðàçãðóçêè èñ÷å-
çàåò, ïîñëå ÷åãî åå ñêîðîñòü ñòàíîâèòñÿ ïåðåìåííîé (øòðèõîâàÿ
êðèâàÿ, èñõîäÿùàÿ èç L). Ñëåäóÿ [45], ïðèâåäåì ðåøåíèå äëÿ
ýòèõ ñëó÷àåâ.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñêà÷îê äåôîðìàöèé íà âîëíå ðàçãðóçêè.
Âûáåðåì íà âîëíå ðàçãðóçêè òî÷êè 3, 4 (ñ êîîðäèíàòàìè 3 4x x= ,

3 4t t= ) ñî ñòîðîíû íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè ñîîòâåòñòâåííî.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

4 3 4 3 0 0( ) /( )v v a− = σ − σ ρ ,  
4 4 0 0/( )Cv v a− = −σ ρ ,

02C sv a e= ,  
3

3
0

e

v ade= ∫ ,  ( )3 4 3 4E e e E eσ − σ = − = ∆ ,

( ) 4 3 4 3
3 4 4 3 4 0 0

0 0 0 0

2
/C Cv v v v v v a

a a

σ − σ σ − σ
− = − + − = −σ ρ + =

ρ ρ
,

( )4 3 0 0 32 Ca v vσ = σ + ρ − ,
ïîëó÷èì:

  ( )3 0 0
3 4 3 02

2 2 s
a

E e v a e
σ ρ∆ = σ − σ = + −

èëè
3 3 2

3 2
0 0 00

1 1 1
2 2 2

s

e e

s s
e

a ae e ad e e d e
a E a a

 
∆ = − + − σ = − + − 

 
∫ ∫ .

Äëÿ ìíîãèõ ìåòàëëîâ (àëþìèíèé, ìåäü, ëàòóíü) ïðè íåêîòî-
ðîì çíà÷åíèè 3 0e e=  èìååì 0e∆ = , è òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü

ðåæèìû 
0

0 0 0

e
v v a d e∗< = ∫ , ïðè êîòîðûõ óäàðíàÿ âîëíà ðàçãðóç-

êè CD äîñòèãíåò óäàðÿåìîãî òîðöà. Åñëè çà íåé íå âîçíèêàþò
ïîâòîðíî ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, ïðîäîëæèòåëüíîñòü óäàðà
íàõîäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè 3 1e e=
ñêîðîñòü 0Av v= . Íî òîãäà ñîîòíîøåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêå AB
äàþò 0Bσ = . Ýòîò ìîìåíò áóäåì ñ÷èòàòü êîíöîì óäàðà. Íà÷àëü-
íàÿ ñêîðîñòü ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

( )0 3 3 0 0/v v a− = −σ ρ ;    
( )1

1
0

0 00

e e
v ad e

a
σ

= + ρ∫ .

à á
Ðèñ. 1.34
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Âñå ñêàçàííîå âûøå èìååò ìåñòî è òîãäà, êîãäà â òî÷êå L
0e∆ = , íî  0 1e e> . Íà ðèñ. 1.34, á ïðåäñòàâëåíû êðèâûå çàâè-

ñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè óäàðà 0/τ τ  îò ñêî-
ðîñòè óäàðà v0 [45], òåîðåòè÷åñêàÿ (ñïëîøíàÿ) è ýêñïåðèìåí-
òàëüíàÿ (òî÷êè). Çíà÷åíèå 0 02 /l aτ =  ñîîòâåòñòâóåò ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè óïðóãîãî óäàðà.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ êðèâîé eσ − , èìåþ-
ùåé ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê ïðè e < es è óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ 2 2/ 0d deσ <  ïðè e > es. Â [24] ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à
ðåøåíà äëÿ 2 2/d deσ  > 0 ïðè e > es. Âîëíîâàÿ êàðòèíà äëÿ òàêîãî
ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.35 è 1.36; ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþò ñêîðîñòÿì óäàðà 935 è 481 ôóò/ñ è âûïîëíåíû äëÿ êðè-

Ðèñ. 1.35 Ðèñ. 1.36

âîé eσ − , èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.37. Ïðÿìàÿ OA ñîîòâåòñòâóåò
óïðóãîé âîëíå, ïðÿìàÿ OB � ïëàñòè÷åñêîé óäàðíîé âîëíå. Â
îáëàñòè OAB (ñì. ðèñ. 1.35) σ = σs è e e= s.

Â ìîìåíò âñòðå÷è óïðóãîé âîëíû ðàçãðóçêè AB (ñì. ðèñ. 1.35)
ñ óäàðíîé âîëíîé OB ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå. Âëåâî îò òî÷êè B
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óïðóãàÿ âîëíà BG, ïðèâîäÿùàÿ ê óìåíüøå-
íèþ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â îáëàñòü BGH. Ïîýòîìó ñêî-
ðîñòü óäàðíîé âîëíû íà ó÷àñòêå BH ñêà÷êîì ïðèíèìàåò íå-
ñêîëüêî óìåíüøåííîå íîâîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿå-
ìîå ïðåäëîæåííûì â §1.2 ñïîñîáîì. Âïðàâî îò òî÷êè B ñíîâà
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óïðóãàÿ âîëíà íàãðóæåíèÿ, çà êîòîðîé çíà÷å-
íèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî sσs è es.
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ñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè óäàðà 0/τ τ  îò ñêî-
ðîñòè óäàðà v0 [45], òåîðåòè÷åñêàÿ (ñïëîøíàÿ) è ýêñïåðèìåí-
òàëüíàÿ (òî÷êè). Çíà÷åíèå 0 02 /l aτ =  ñîîòâåòñòâóåò ïðîäîëæè-
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ìîå ïðåäëîæåííûì â §1.2 ñïîñîáîì. Âïðàâî îò òî÷êè B ñíîâà
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Ïîñëå âñòðå÷è óïðóãîé âîëíû GH ñ óäàðíîé BH âëåâî ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ óïðóãàÿ âîëíà, à âïðàâî � óäàðíàÿ, èìåþùàÿ
èíîå, ÷åì íà ó÷àñòêå BH ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè. Çàìå-
òèì, ÷òî ÷àñòèöû ñòåðæíÿ â îáëàñòè 0 < x < xB èìåþò áîëåå
âûñîêèé, ÷åì σs , ïðåäåë óïðóãîñòè. Ïîýòîìó âîëíà íàãðóæå-
íèÿ IE ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî îáëàñòè 0 < x < xB ñî ñêîðîñòüþ
óïðóãîé âîëíû; óäàðíàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà âîçíèêàåò ëèøü â
òî÷êå E ñ àáñöèññîé E Bx x= . Âòîðàÿ óäàðíàÿ âîëíà âîçíèêàåò â
òî÷êå F ñ àáñöèññîé F Hx x= , ââèäó ðàçíèöû â õàðàêòåðå íàãðó-
æåíèÿ îáëàñòåé B Hx x x≤ ≤  è Hx x≥ . Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ,
ïðîèçâåäåííûå íà ðèñ. 1.35 è 1.36, î÷åâèäíû.

2. Æåñòêîïëàñòè÷åñêèé àíàëèç îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé
â ñòåðæíå ïðè óäàðå èì ïî òâåðäîé ïðåãðàäå. Ñóòü ìåòîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå ÷àñòè äèàãðàììû ( )eσ = σ  ïðè se e<
óñëîâèåì 0e = , îçíà÷àþùèì, ÷òî ïðè íàïðÿæåíèÿõ sσ σ<
óïðóãèé ìàòåðèàë ñ÷èòàåòñÿ æåñòêèì, à ïðè äîñòèæåíèè çíà÷å-
íèÿ σs è äàëåå ïëàñòè÷åñêèì.

Îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ýòîãî ìåòîäà À.À.Ãâîçäåâ ïðè
ðåøåíèè ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïðåäëîæèë
ïðèìåíèòü æåñòêîïëàñòè÷åñêèé àíàëèç ê äèíàìè÷åñêèì çàäà-
÷àì âîçäåéñòâèÿ âçðûâíûõ âîëí íà êîíñòðóêöèè [25]. Ïðè ýòîì
èññëåäîâàíèþ ïîäëåæàë íå ñàì ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ, à
ëèøü îñòàòî÷íîå ñîñòîÿíèå êîíñòðóêöèè. Íàïðèìåð, ïðè ïàäå-
íèè ãðóçà ìàññîé m íà âåðòèêàëüíî ñòîÿùèé ñòåðæåíü îñòàòî÷-
íîå ñìåùåíèå ïîñëåäíåãî íàõîäèëîñü ïóòåì ïðèìåíåíèÿ òåî
-
ðåìû æèâîé ñèëû ê óäàðÿþùåé ìàññå:

( )
2

02 s
xmd mg F dx= − + σ .

Îòñþäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ èìååì

( )
2
0

0 02 s
v

m mg F= − + σ ∆ , ( )
2

0
02 s

s
m F mg

∆ =
σ −

.

Çäåñü v0 � ñêîðîñòü óäàðà; g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè; 0s mv= �
íà÷àëüíûé èìïóëüñ; 0F  � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ; 0∆  �
îñòàòî÷íîå ñìåùåíèå âåðõíåãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.

Ä. Òåéëîð ìåòîäîì æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî àíàëèçà èññëåäî-
âàë õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí â ñòåðæíÿõ
.
Ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [24] ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è îá óäàðå öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ î ïðåãðàäó, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðîå âèäîèçìåíåíèå âûâîäîâ Òåéëîðà.

Â ñèëó èçëîæåííîãî, ÷àñòü ñòåðæíÿ, äî êîòîðîé íå äîøëà
ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà, âåäåò ñåáÿ êàê æåñòêîå òåëî. Îáîçíà÷èì
àáñîëþòíóþ ñêîðîñòü ýòîé ÷àñòè ÷åðåç u, à ñêîðîñòü ðàñïðîñ-
òðàíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé âîëíû îò ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà öèëèíä-
ðà ñ ïðåãðàäîé � ÷åðåç a. ×àñòü ñòåðæíÿ çà ôðîíòîì ýòîé âîëíû
îñòàåòñÿ â ïîêîå ââèäó ïðåíåáðåæåíèÿ â æåñòêîïëàñòè÷åñêîì
àíàëèçå óïðóãèìè äåôîðìàöèÿìè. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç F è σ ,
ñîîòâåòñòâåííî, ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ è óñ
-
ëîâíîå íàïðÿæåíèå çà ôðîíòîì ïëàñòè÷åñêîé âîëíû, ÷åðåç 0F
è σs  � òå æå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåä ýòèì ôðîíòîì, èç óñëîâèÿ
íåñæèìàåìîñòè ïîëó÷èì

0( )u a F aF+ =  (1.109)
èëè

( )0 / /( )e F F F u a u= − = + , (1.110)
ãäå e �  äåôîðìàöèè çà ïëàñòè÷åñêèì ôðîíòîì.

Åñëè x(t) � äëèíà íåäåôîðìèðîâàííîé ÷àñòè öèëèíäðà â
ìîìåíò t, òî, î÷åâèäíî,

( )dx
u a

dt
= − + . (1.111)

Óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, ïðèìåíåííîå ê ÷àñòèöå, ÷åðåç
êîòîðóþ ïðîõîäèò ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà, çàïèøåòñÿ òàê:

( ) ( )0 0 0 su u a F Fρ + ⋅ = σ − σ . (1.112)
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æåñòêîé ÷àñòè öèëèíäðà èìååò âèä

0 s
du

x
dt

ρ = −σ . (1.113)

Ðèñ. 1.37
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Åñëè x(t) � äëèíà íåäåôîðìèðîâàííîé ÷àñòè öèëèíäðà â
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Èñêëþ÷èâ dt  èç (1.111) è (1.113) è èñïîëüçóÿ (1.110), ïîëó÷èì:

0
s sdu e

x
dx u a u

σ σ
ρ = =

+
.

Îòñþäà

2
0

2
( ) sed u dx

x

σ
ρ = (1.114)

èëè, ñîãëàñíî (1.110) è (1.112),

( ) ( )2
1ln x = Φ σ − Φ σ ; 

( )[ ]
0

( ) s

s

d e

e

σ σ − σ
Φ σ =

σ∫ . (1.115)

Çíà÷åíèå 1σ  îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
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0 0 1 1sv eρ = σ − σ  (1.116)

ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû «íàïðÿæåíèå�äåôîðìàöèÿ», êîòîðàÿ
ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé.

Â [24] ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ îñòà-
òî÷íûõ äåôîðìàöèé, âûïîëíåííûõ íà îñíîâå âîëíîâîé òåîðèè

è æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ äèàã-
ðàììû eσ − , ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1.37, è ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòàòè÷åñêîé äèàãðàììû äëÿ Ni Cr−  ñòàëè.

Äëÿ óêàçàííîãî ñîðòà ñòàëè ðàçíèöà ìåæäó ñòàòè÷åñêîé è
äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììàìè, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ [24], äîëæíà
áûòü íåçíà÷èòåëüíîé ââèäó ìàëîé ðàçíèöû â çíà÷åíèÿõ ñòàòè-
÷åñêîãî è äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëîâ òåêó÷åñòè. Íà ðèñ. 1.35 è
1.36 èçîáðàæåí âîëíîâîé ïðîöåññ â ñòåðæíå ñ äèàãðàììîé eσ − ,
ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1.37, ïðè äâóõ ñêîðîñòÿõ óäàðà. Òî÷êàìè
îòìå÷åíà òðàåêòîðèÿ ôðîíòà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ðàñ
-
ñ÷èòàííàÿ ìåòîäîì æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Êàê âèäíî,
ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà îáîèìè ìåòîäàìè âïîëíå óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíî. Íà ðèñ. 1.38 è 1.39 ñîïîñòàâëåíû ðåçóëüòàòû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñ÷åòîâ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé (øòðèõî
âàÿ
ëèíèÿ � æåñòêîïëàñòè÷åñêèé àíàëèç). Ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè
óäàðà îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïðè ðàñ÷åòå íà îñíîâå æåñòêîïëà-
ñòè÷åñêîãî àíàëèçà óìåíüøàåòñÿ ââèäó ñîêðàùåíèÿ ïðè ýòîì
îòíîñèòåëüíîé äîëè óïðóãèõ äåôîðìàöèé â îáùèõ äåôîðìà-
öèÿõ.

Â [24] äàíî òàêæå ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà îñòàòî÷-
íûõ äåôîðìàöèé îáîèìè ñïîñîáàìè ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòà.

Èñïûòóåìûìè êðóãîâûìè öèëèíäðàìè äëèíîé 12,7 ìì è äèà-
ìåòðîì 8,636 ìì ïðîèçâîäèëñÿ âûñòðåë èç ïèñòîëåòà ïî áðîíè-
ðîâàííîé ïëèòå. Îáðàçöû ïîñëå óäàðà ïðèíèìàëè ôîðìó, ïîêà-
çàííóþ íà ðèñ. 1.40. Ôîðìà îáðàçöîâ ïîñëå óäàðà ñîïîñòàâëÿ-
ëàñü ñ ðàñ÷åòíîé. Ðåçóëüòàò òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ â óâåëè÷åí-
íîì ìàñøòàáå ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.41 (íåáîëüøàÿ ðàçíèöà ìåæäó
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Èñïûòóåìûìè êðóãîâûìè öèëèíäðàìè äëèíîé 12,7 ìì è äèà-
ìåòðîì 8,636 ìì ïðîèçâîäèëñÿ âûñòðåë èç ïèñòîëåòà ïî áðîíè-
ðîâàííîé ïëèòå. Îáðàçöû ïîñëå óäàðà ïðèíèìàëè ôîðìó, ïîêà-
çàííóþ íà ðèñ. 1.40. Ôîðìà îáðàçöîâ ïîñëå óäàðà ñîïîñòàâëÿ-
ëàñü ñ ðàñ÷åòíîé. Ðåçóëüòàò òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ â óâåëè÷åí-
íîì ìàñøòàáå ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.41 (íåáîëüøàÿ ðàçíèöà ìåæäó
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ðàñ÷åòíîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñêîðîñòÿìè óäàðà áûëà îáóñ-
ëîâëåíà íåâîçìîæíîñòüþ îáåñïå÷èòü âûñòðåë ñ òðåáóåìîé ñêî-
ðîñòüþ). Ðàñ÷åò íà îñíîâå æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî àíàëèçà, êàê è
ñëåäîâàëî îæèäàòü, äàåò íåñêîëüêî çàâûøåííîå çíà÷åíèå îñòà-
òî÷íûõ äåôîðìàöèé, òàê êàê âñÿ ýíåðãèÿ óäàðà ñ÷èòàåòñÿ ïåðå-
øåäøåé â ýíåðãèþ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

3. Ñîóäàðåíèå äåôîðìèðóåìûõ ñòåðæíåé. Ïóñòü ïî ïîëó-
áåñêîíå÷íîìó ñòåðæíþ, ìàòåðèàë êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåòñÿ
ìîäóëåì Þíãà E, ìîäóëåì óïðî÷íåíèÿ E′, ïðåäåëîì óïðó-
ãîñòè es è ïëîòíîñòüþ 0ρ , ïðîèçâîäèòñÿ óäàð ñòåðæíåì êî-
íå÷íîé äëèíû l, èçãîòîâëåííûì èç äðóãîãî ìàòåðèàëà. Ïëîùàäè
ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé îáîèõ ñòåðæíåé áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêî-
âûìè, ñêîðîñòü óäàðà 0v  � ïîñòîÿííîé. Â òàêîé ïîñòàíîâêå ýòà
çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [26, 27].

Âíà÷àëå èññëåäóåì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ñêîðîñòü óäà-
ðà íå ñòîëü âåëèêà, ÷òîáû âûçâàòü ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè
 â
êàêîì-ëèáî ñòåðæíå. Ñõåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ýòîì ñëó-
÷àå ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.42, ãäå ïðîñòàâëåíû è íîìåðà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ çîí. Õàðàêòåðèñòèêè êîðîòêîãî ñòåðæíÿ áóäåì
îòìå÷àòü ÷åðòî÷êîé ñâåðõó. Î÷åâèäíî, 1 0v v= , 1 1 1 0e e v= = = ,

2 0 2v a e= − , 2 0 0 2v v a e= + , 2 2σ = σ , 2 2v v= . Îòñþäà ìîæíî íàéòè:

0 0 0
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,
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Èç óñëîâèÿ 2e e−> es ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà
âåëè÷èíó ñêîðîñòè óäàðà:
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ðàñ÷åòíîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñêîðîñòÿìè óäàðà áûëà îáóñ-
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øåäøåé â ýíåðãèþ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

3. Ñîóäàðåíèå äåôîðìèðóåìûõ ñòåðæíåé. Ïóñòü ïî ïîëó-
áåñêîíå÷íîìó ñòåðæíþ, ìàòåðèàë êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåòñÿ
ìîäóëåì Þíãà E, ìîäóëåì óïðî÷íåíèÿ E′, ïðåäåëîì óïðó-
ãîñòè es è ïëîòíîñòüþ 0ρ , ïðîèçâîäèòñÿ óäàð ñòåðæíåì êî-
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âûìè, ñêîðîñòü óäàðà 0v  � ïîñòîÿííîé. Â òàêîé ïîñòàíîâêå ýòà
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îòìå÷àòü ÷åðòî÷êîé ñâåðõó. Î÷åâèäíî, 1 0v v= , 1 1 1 0e e v= = = ,
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0
3

v B
v

A
= , 0 0 0 0B a a= ρ − ρ .

Ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè 02 /T l a=  âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåí-

íûå ñêîðîñòüþ 0v , ïåðåäàäóòñÿ äëèííîìó ñòåðæíþ. Åñëè ïðåä-

ïîëîæèòü 3 4 0e e= =  (íàïðÿæåíèÿ â ýòèõ çîíàõ îòñóòñòâóþò), òî

äëÿ ñêîðîñòåé 3v  è 4v  ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
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v v v v
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 0 0 0 0 0B a a= ρ − ρ <  ñîóäàðåíèå ñòåðæ-
íåé çàêàí÷èâàåòñÿ ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè 02 /T l a= ; ïðè 0B>
ïðîöåññ ñîóäàðåíèÿ ê ýòîìó âðåìåíè íå çàêîí÷èòñÿ. Â äàëüíåé-
øåì áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ïîñëåäíèì ñëó÷àåì. Àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:
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Ðàññìàòðèâàÿ (1.117) êàê ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû, áóäåì èìåòü:
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Ãðàôèê ïàäåíèÿ äàâëåíèÿ p â ìåñòå ñîóäàðåíèÿ ñòåðæíåé
èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.43 (ïðè 0B =  ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè

02 /T l a=  âåëè÷èíà p ïàäàåò äî íóëÿ, íî ñòåðæíè ïðîäîëæàþò
äâèæåíèå, îñòàâàÿñü ñîåäèíåííûìè).

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà ñêîðîñòü óäàðà
0v  è ìàòåðèàë ñòåðæíåé òàêîâû, ÷òî êîðîòêèé ñòåðæåíü ïî-

ïðåæíåìó äåôîðìèðóåòñÿ óïðóãî, à â äëèííîì âîçíèêàþò ïëà-

ñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè. Âîëíîâàÿ êàðòèíà èçîáðàæåíà íà ðèñ
.
1.44. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ è ðàâåíñòâî
ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé â îáëàñòÿõ 2 îáîèõ ñòåðæíåé, ïîëó÷èì:
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Èç óñëîâèé 2 se e−< ; 2 se e−>  íàõîäèì äèàïàçîí èçìåíåíèÿ
ñêîðîñòè óäàðà, â êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé ñëó-
÷àé:
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ρ ρ

> > (1.118)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, êîãäà s sσ σ> . Äëÿ âåëè÷è-
íû 3v  ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:
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= ,  0 0 1 0D a a= ρ − ρ .

Ïðåäïîëîæåíèå 4 3 0σ = σ =  ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîóäàðåíèå ñòåðæíåé ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè

02 /T l a=  ïðåêðàòèòüñÿ íå ìîæåò. Â ìîìåíò 02 /T l a=  â ìåñòå
ñîóäàðåíèÿ ñòåðæíåé ñêà÷êîì óìåíüøàåòñÿ äàâëåíèå, ÷òî ïðè-
âîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ â äëèííîì ñòåðæíå âîëíû ðàçãðóçêè.
Êàê ñëåäóåò èç èçëîæåííîãî âûøå, ñêîðîñòü âîëíû ðàçãðóçêè â
äàííîì ñëó÷àå ïîñòîÿííà è ðàâíà 0a . Ó÷èòûâàÿ ýòî, íàéäåì:
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 2 4e e< ;  2 3e e< .
Êîîðäèíàòû òî÷êè âîçíèêíîâåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ôðîíòà

ñèëüíîãî ðàçðûâà ïî äåôîðìàöèÿì, îáðàçóþùåãîñÿ ïðè âñòðå
-
÷å âîëíû ðàçãðóçêè ñ ïëàñòè÷åñêîé âîëíîé, ñëåäóþùèå:
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Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî âïðàâî îò S äâèæåòñÿ òîëüêî óï-

ðóãàÿ âîëíà. Òîãäà íåòðóäíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé è
äåôîðìàöèé 4v , 5v , 4e , 5e  ïî îáå ñòîðîíû îò ôðîíòà ñòàöèî-
íàðíîãî ðàçðûâà. Óñëîâèå 5e e−>  es íàêëàäûâàåò ñëåäóþùåå îã-
ðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòü óäàðà:
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< . (1.119)

Ïðè 0 13a a>  âîçíèêàþùàÿ â òî÷êå S âîëíà ðàçãðóçêè ïðèäåò
ê ìåñòó ñîóäàðåíèÿ ðàíüøå, ÷åì îòðàæåííàÿ îò ñâîáîäíîãî
êîíöà êîðîòêîãî ñòåðæíÿ óïðóãàÿ âîëíà. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (êî-
òîðîìó óäîâëåòâîðÿåò áîëüøèíñòâî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðàêòèêå
ìàòåðèàëîâ) êàðòèíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïðèâåäåíà íà ðè
ñ.
1.44. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîóäàðåíèÿ ñòåðæíåé ïðè
ýòîé ñõåìå íèêîãäà íå ïðåêðàùàþòñÿ: íà÷èíàÿ ñ îáëàñòè 6 äàâ-
ëåíèå â ìåñòå ñîóäàðåíèÿ ñêà÷êîîáðàçíî óìåíüøàåòñÿ, àñèìï-
òîòè÷åñêè ñòðåìÿñü ê íóëþ (ðèñ. 1.45).

Åñëè âåëè÷èíà 0v  ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå
íåðàâåíñòâîì (1.119), òî âïðàâî îò S áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà. Â äëèííîì ñòåðæíå âîçíèêàåò âòîðîé ñò
à-
öèîíàðíûé ôðîíò ðàçðûâà ïî äåôîðìàöèÿì è âòîðàÿ çîíà
îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé. Äëèíà ýòîé çîíû
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Ïðîöåññ ñîóäàðåíèÿ ïðè ýòîì íèêîãäà íå çàêàí÷èâàåòñÿ; ñõåìà
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.46 (äëÿ 0 1/ 3a a > ).

Åñëè ñêîðîñòü óäàðà ñòîëü âåëèêà, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.118) íå
âûïîëíÿåòñÿ, â êîðîòêîì ñòåðæíå, êàê è â äëèííîì, áóäóò ðàñ-
ïðîñòðàíÿòüñÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèå âîëíû (ðèñ. 1.47). Âû÷èñëå-
íèÿ, â êîòîðûõ äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ïðèíÿòî, ÷òî ìàòåðèàë
îáîèõ ñòåðæíåé îäèíàêîâ, ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì:
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Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîóäàðåíèå ïðè ýòîì íå çàêàí-
÷èâàåòñÿ. Ñòåðæíè íå äàâÿò äðóã íà äðóãà, íî è íå îòõîäÿò äð
óã
îò äðóãà, êîðîòêèé ñòåðæåíü êàê áû «ïðèëèïàåò» ê äëèííîìó.

Ïðè ( )[ ]0 0 0 0 1 04 1 2 / 2s sa e v a a a a e+ + ⋅< <  îò òî÷êè 2S  ïî-ïðå-

æíåìó áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ óïðóãàÿ, à îò 1S  ïëàñòè÷åñêàÿ
âîëíà íàãðóæåíèÿ; â äëèííîì ñòåðæíå âîçíèêàåò âòîðîé (à
èíîãäà è áîëüøåå êîëè÷åñòâî) ñòàöèîíàðíûé ôðîíò ðàçðûâà ïî
äåôîðìàöèÿì. Êàê è ïðåæäå, êîðîòêèé ñòåðæåíü íå îòñêàêèâàåò

îò äëèííîãî. Åñëè ñêîðîñòü óäàðà ( )[ ]0 0 0 1 01 2 / 2 sv a a a a e> + + ⋅ ,
òî â êîðîòêîì ñòåðæíå îò òî÷êè 2S  áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîÿâëåíèþ â íåì äâóõ èëè

áîëüøåãî ÷èñëà çîí îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé. Â äëèííîì ñòåð-

æíå òàêèõ çîí áóäåò åùå áîëüøå.

Çäåñü òàêæå íåò êîíöà ñîóäàðåíèÿ. Ïðîöåññ çàòóõàåò, è ñòåð-
æíè «ïðèëèïàþò» äðóã ê äðóãó. Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæ-
íî ðåøèòü çàäà÷ó îá óäàðå óïðóãîïëàñòè÷åñêèì ñòåðæíåì äëè-
íû l ïî ïîëóáåñêîíå÷íîìó óïðóãîìó òåëó. Ýòà çàäà÷à ðàññìîò-
ðåíà â [27]. Èññëåäîâàíèå çàäà÷ ñîóäàðåíèÿ ñòåðæíåé, ìàòåðèàë
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ñõåìå ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ, óäîáíî
ïðîâîäèòü ãðàôîàíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñîîòâåòñòâèÿ ïëîñêîñòåé ,x t  è ,T v  ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷àìè,
ðàññìîòðåííûìè âûøå. Èññëåäîâàíèå òàêîãî ðîäà áûëî âûïîë-
íåíî â [22] äëÿ çàäà÷è îá óäàðå öèëèíäðè÷åñêèõ ñòåðæíåé ðàç-
ëè÷íûõ ïëîùàäåé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ðàçëè÷íûõ ìåõàíè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ. Â ýòîé ðàáîòå áûë èññëåäîâàí òàêæå ïðîöåñ
ñ
äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíÿ ïðè ìíîãîêðàòíûõ óäàðàõ ïóòåì ðàñ-
ñìîòðåíèÿ îäíîêðàòíî äåôîðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ, ñîñòîÿù
å-
ãî èç äâóõ ðàçíîðîäíûõ ïî óïðóãèì ñâîéñòâàì ÷àñòåé.

4. Cîóäàðåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ ñòåðæíåé, îäèí èç êîòî-
ðûõ � óïðóãèé, à äðóãîé � óïðóãîïëàñòè÷åñêèé, ñ ïðîèçâîëü-
íîé äèàãðàììîé eσ − . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîùàäè ïîïåðå÷-
íûõ ñå÷åíèé, ìîäóëè óïðóãîñòè è ïëîòíîñòè îáîèõ ñòåðæíåé
îäèíàêîâû, òàê ÷òî îíè ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé òîëüêî çíà-
÷åíèÿìè ïðåäåëîâ óïðóãîñòè. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ëåãêî îáåñ-
ïå÷èòü, åñëè èçãîòîâèòü îáà ñòåðæíÿ èç îäèíàêîâîãî ìàòåðèàëà,
à çàòåì îäèí èç íèõ çàêàëèòü. Î÷åâèäíî, íåîáõîäèìî ïîòðåáî
-
âàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

0 0 02 2s sa e v a e> > .

Ðèñ. 1.46

Ðèñ. 1.47

( )0 1
4 0 0

0

3
2

4 s
a a

v v a e
a

−= − ; 2 2 2
4 0 0 1 1 0 0 0 1( )(2 ) (2 )se a a a a a e v a a= + − − ;

( )4 5 0 02 / 2sv v a e v= = − + ;   ( )5 0 0 02 /(2 )se a e v a= − .

Ýòè ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ ñêîðîñòè óäàðà 0v , óäîâëåò-
âîðÿþùåé íåðàâåíñòâó

0 0 02 4s sa e v a e< < , (1.120)

êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò íåâîçíèêíîâåíèå ïëàñòè÷åñêèõ âîëí â ìî-
ìåíòû îáðàçîâàíèÿ îáîèõ ñòàöèîíàðíûõ ôðîíòîâ ñèëüíîãî ð
àç-
ðûâà ïî äåôîðìàöèÿì (ñì. ðèñ. 1.47).
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äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0a , íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ñêà÷-
êîîáðàçíî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ es è  σs; íà õâîñòîâîé âîëíå, äâè-
æóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1a , íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ñêà÷êîì
èçìåíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ îò 1σ , 

1e  äî 
2σ , 

2e  (ñì. ðèñ. 1.48 è 1.49).
Îïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé â îáëàñòÿõ OB O′ 1 è

1OO C  íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Çà ôðîíòîì óïðóãîé âîëíû 1O C
ñêîðîñòü

[ ] [ ]3 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 12 2 ( ) ( )v a v v a a a a= − σ + ρ + ρ − ρ + .

Î÷åâèäíî, òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ôðîíòîì ðàçðûâà
ïî äåôîðìàöèÿì (êîòîðûé èñ÷åçàåò ïðè îòñóòñòâèè ó÷àñòêà
óïðî÷íåíèÿ íà äèàãðàììå eσ − ).

Åñëè 4, 1Cσ σ< , òî íàïðÿæåíèå, âîçíèêøåå ïîñëå âñòðå÷è
âîëí ñèëüíîãî ðàçðûâà, íå äîñòèãíåò íîâîãî ïðåäåëà óïðóãî
ñ-
òè, ðàâíîãî 1σ , è âîëíû 2CO  è CD  áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî
ñêîðîñòüþ 0a . Â ýòîì ñëó÷àå

3 1 1
4,

0 02 2C
v v

v
a

+ σ= −
ρ

;  
( )0 0 3 1 1

4, 2 2C
a v vρ − σσ = + .

Òîãäà íà ñêîðîñòü óäàðà 0v  äîëæíî áûòü íàëîæåíî óñëîâèå
0 0v v∗< , ãäå çíà÷åíèå 0v∗  ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ 4, 1Cσ = σ :

1 0 1
0 1

0 0 0 1

3a a
v v

a a a
∗ σ += +

ρ −
.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ âïðàâî îò òî÷êè C
ñî ñêîðîñòüþ 0a  âîëíà ðàçãðóçêè íå èñòîùàåòñÿ âïëîòü äî âñòðå-
÷è â òî÷êå D ñ âîëíîé ðàñòÿæåíèÿ, îòðàæåííîé îò ñâîáîäíîãî
êîíöà ñòåðæíÿ.

Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê â îáëàñòÿõ 2CO E, CEFD è BDK
íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Óñëîâèå èñòîùåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè, î÷å-
âèäíî, òàêîâî:

5 0e e e∆ = − =  èëè 3
0 00

e

ade v
a

σ+ =
ρ∫ .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ 3v , óñëîâèå èñòîùåíèÿ âîëíû
ðàçãðóçêè â òî÷êå D çàïèøåì â âèäå:

( ) ( ) ( )
1

0 0 1
0 0 1

0 1 0 0 1 0 1

2 2D

s s

e e

D s
e e

a a a
v v a a a de a a a de

a a a a a a a

+= + + + −
− − −∫ ∫ .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèàãðàììà eσ −  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå äâóõ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ è ñîïðÿãàþùåé èõ
êðèâîëèíåéíîé ÷àñòè (ðèñ. 1.48). Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
äàíî â [28], âîëíîâàÿ êàðòèíà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.49. Â ñèëó
ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé îòðàæåííàÿ îò ñâîáîäíîãî êîíöà
óïðóãîãî ñòåðæíÿ âîëíà B O′ 1 ïðîõîäèò áåç èçìåíåíèÿ â óïðó-
ãîïëàñòè÷åñêèé ñòåðæåíü. Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåíèå çà âî
ë-
íîé B C′  ðàâíî íóëþ, è äëÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ìû
ïðèõîäèì ê çàäà÷å î âíåçàïíîì ïðèëîæåíèè íàïðÿæåíèÿ, îñòà-
þùåãîñÿ ïîñòîÿííûì â òå÷åíèå âðåìåíè 1t OO=  è çàòåì âíå-
çàïíî ïàäàþùåãî äî íóëÿ.

Â ñèëó õàðàêòåðà äèàãðàììû eσ −  âîëíà Ðèìàíà íà÷èíàåòñÿ
è çàêàí÷èâàåòñÿ âîëíàìè ñèëüíîãî ðàçðûâà: íà ãîëîâíîé âîë
íå,

Ðèñ. 1.48

Ðèñ. 1.49
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äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0a , íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ñêà÷-
êîîáðàçíî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ es è  σs; íà õâîñòîâîé âîëíå, äâè-
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1e  äî 
2σ , 

2e  (ñì. ðèñ. 1.48 è 1.49).
Îïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé â îáëàñòÿõ OB O′ 1 è

1OO C  íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Çà ôðîíòîì óïðóãîé âîëíû 1O C
ñêîðîñòü

[ ] [ ]3 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 12 2 ( ) ( )v a v v a a a a= − σ + ρ + ρ − ρ + .

Î÷åâèäíî, òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ôðîíòîì ðàçðûâà
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3 1 1
4,

0 02 2C
v v

v
a

+ σ= −
ρ

;  
( )0 0 3 1 1

4, 2 2C
a v vρ − σσ = + .

Òîãäà íà ñêîðîñòü óäàðà 0v  äîëæíî áûòü íàëîæåíî óñëîâèå
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1 0 1
0 1

0 0 0 1

3a a
v v

a a a
∗ σ += +

ρ −
.
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5 0e e e∆ = − =  èëè 3
0 00

e

ade v
a

σ+ =
ρ∫ .
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( ) ( ) ( )
1

0 0 1
0 0 1

0 1 0 0 1 0 1

2 2D

s s

e e

D s
e e

a a a
v v a a a de a a a de

a a a a a a a

+= + + + −
− − −∫ ∫ .
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ãîïëàñòè÷åñêèé ñòåðæåíü. Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåíèå çà âî
ë-
íîé B C′  ðàâíî íóëþ, è äëÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ìû
ïðèõîäèì ê çàäà÷å î âíåçàïíîì ïðèëîæåíèè íàïðÿæåíèÿ, îñòà-
þùåãîñÿ ïîñòîÿííûì â òå÷åíèå âðåìåíè 1t OO=  è çàòåì âíå-
çàïíî ïàäàþùåãî äî íóëÿ.

Â ñèëó õàðàêòåðà äèàãðàììû eσ −  âîëíà Ðèìàíà íà÷èíàåòñÿ
è çàêàí÷èâàåòñÿ âîëíàìè ñèëüíîãî ðàçðûâà: íà ãîëîâíîé âîë
íå,

Ðèñ. 1.48
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§1.7. Удар твердым телом конечной массы
по закрепленному стержню

Ñåí-Âåíàí íà îñíîâå îäíîìåðíîé âîëíîâîé òåîðèè ïîëó÷èë
òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ óïðóãîãî óäàðà [46], ïðè÷åì
çàâèñèìîñòü ïðîäîëæèòåëüíîñòè óäàðà îò îòíîøåíèÿ ìàññ ñòåð-
æíÿ è òåëà îêàçàëàñü ðàçðûâíîé.

Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà áàçèðóåòñÿ íà ðàáîòå [47], ãäå
íàðÿäó ñ îáúÿñíåíèåì ïðè÷èíû ýòîé ðàçðûâíîñòè, îáíàðóæåí
à
âîçìîæíîñòü ïîâòîðíîãî ñîóäàðåíèÿ ñ òåëîì, à òàêæå ïðèâåäå-
íî ðåøåíèå â ñëó÷àå óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî óäàðà.

Âîëíîâàÿ êàðòèíà ïðè óïðóãîì óäàðå ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.50.
Òàê êàê äî óäàðà ñòåðæåíü íå äåôîðìèðîâàí, òî 2 0 2v a e= −  è
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òåëà íà ó÷àñòêå OB èìååò âèä:

0 0 0/
dv

m F Ev a F
dt

= − = σ ;   dv
v

d
= −λ

τ
.

Çäåñü 0/t tτ = , 0 0/t l a= , 0 / /F l m M mλ = ρ = , m è M � ìàññû
òåëà è ñòåðæíÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè 0 2τ< <  0

tv v e−λ= ;

0
te−λσ = σ ; 0 0 0a vσ = −ρ , ãäå 0v  � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà â ìî-

ìåíò óäàðà. Íà õàðàêòåðèñòèêàõ 2�3, 3�4 èìååì:

( )2 0 3 2v a e e− = − ; 0 3 22a e v= − ;  ( )4 0 4 3 0 4 22v a e e a e v= − − = − − .

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íà ó÷àñòêå BD èìååò âèä

( )0
0 4 4 2

4 0

2
F Edvm F v v

dt a
  = σ = − −  

;  ( )2
02dv v v e

d
−λ τ−= −λ − λ

τ
, (1.121)

òàê êàê 2 4 02t t t= − .
Ïðè ëþáîì îãðàíè÷åííîì çíà÷åíèè v óñêîðåíèå /dv dt  îã-

ðàíè÷åíî, ïîýòîìó ñêîðîñòü â òî÷êå B íåïðåðûâíà è ðàâíà
( ) 2

02v v e− λ= . Îòðèöàòåëüíîå óñêîðåíèå /dv dτ  â òî÷êå B çà ñ÷åò
ïðèõîäà îòðàæåííîé îò êðåïëåíèÿ x l=  âîëíû ñæàòèÿ ñêà÷êîì
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 02v− λ , ïðèâîäÿ ê äîïîëíèòåëüíîìó òîðìîæå-
íèþ òåëà. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1.121), íàéäåì, ÷òî ïðè
2 4< τ <

( ) ( )22
0 4 2v v e e−λ −τ− λ= + λ − λτ ; ( ) ( )22

0 4 2 2e e−λ −τ− λσ = σ + λ + − λτ .
(1.122)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè 4yτ ≤  íàïðÿæåíèå
ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü:

21 1
2

2y e− λτ = + +
λ λ

, (1.123)

à äî ýòîãî ìîìåíòà ñêîðîñòü èçìåíèò çíàê.
Î÷åâèäíî, 2yτ =  ïðè λ = ∞  è ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì λ .

Ïðè 4yτ =  çíà÷åíèå 1λ = λ  íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

( ) 12
11 2 4 0e λ+ − λ = ; 1 0,5786λ = . (1.124)

Îäíàêî îòñêîê ïðè 1λ = λ , ñîîòâåòñòâóþùåì 4yτ = , íå ïðîèñ-
õîäèò, òàê êàê â ýòîò ìîìåíò ê òî÷êå D ïðèõîäèò âîëíà ñæàòèÿ.
Â ñàìîì äåëå, ñîîòíîøåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ 4�5, 5�6 äàþò

( )6 0 6 5v a e e= − − ;  ( )4 0 5 4v a e e= − − ;

( ) ( )6 0 6 0 4 4 0 6 2 4 0 62 2 2 2 2 4v a e a e v a e v v a e v v= − + − = − − − = − − τ − − τ − .

Òàê êàê ñêîðîñòè â òî÷êàõ B è D íåïðåðûâíû, òî

( ) ( ) ( ) ( )0 6 6 2 42 0 2a e D v D v v B= − − − ; ( ) ( ) ( )0 4 4 22a e D v D v B= − − ,

îòêóäà
( ) ( ) ( )0 6 0 4 2 02 0 2a e D a e D v v− = − = − .

Àíàëîãè÷íî (1.122) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí çàêîí èçìåíåíèÿ
( )v τ , ( )σ τ  ïðè 4 6τ< < , â ÷àñòíîñòè:Ðèñ. 1.50
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§1.7. Удар твердым телом конечной массы
по закрепленному стержню

Ñåí-Âåíàí íà îñíîâå îäíîìåðíîé âîëíîâîé òåîðèè ïîëó÷èë
òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ óïðóãîãî óäàðà [46], ïðè÷åì
çàâèñèìîñòü ïðîäîëæèòåëüíîñòè óäàðà îò îòíîøåíèÿ ìàññ ñòåð-
æíÿ è òåëà îêàçàëàñü ðàçðûâíîé.

Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà áàçèðóåòñÿ íà ðàáîòå [47], ãäå
íàðÿäó ñ îáúÿñíåíèåì ïðè÷èíû ýòîé ðàçðûâíîñòè, îáíàðóæåí
à
âîçìîæíîñòü ïîâòîðíîãî ñîóäàðåíèÿ ñ òåëîì, à òàêæå ïðèâåäå-
íî ðåøåíèå â ñëó÷àå óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî óäàðà.

Âîëíîâàÿ êàðòèíà ïðè óïðóãîì óäàðå ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.50.
Òàê êàê äî óäàðà ñòåðæåíü íå äåôîðìèðîâàí, òî 2 0 2v a e= −  è
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òåëà íà ó÷àñòêå OB èìååò âèä:

0 0 0/
dv

m F Ev a F
dt

= − = σ ;   dv
v

d
= −λ

τ
.

Çäåñü 0/t tτ = , 0 0/t l a= , 0 / /F l m M mλ = ρ = , m è M � ìàññû
òåëà è ñòåðæíÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè 0 2τ< <  0

tv v e−λ= ;

0
te−λσ = σ ; 0 0 0a vσ = −ρ , ãäå 0v  � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà â ìî-

ìåíò óäàðà. Íà õàðàêòåðèñòèêàõ 2�3, 3�4 èìååì:

( )2 0 3 2v a e e− = − ; 0 3 22a e v= − ;  ( )4 0 4 3 0 4 22v a e e a e v= − − = − − .

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íà ó÷àñòêå BD èìååò âèä

( )0
0 4 4 2

4 0

2
F Edvm F v v

dt a
  = σ = − −  

;  ( )2
02dv v v e

d
−λ τ−= −λ − λ

τ
, (1.121)

òàê êàê 2 4 02t t t= − .
Ïðè ëþáîì îãðàíè÷åííîì çíà÷åíèè v óñêîðåíèå /dv dt  îã-

ðàíè÷åíî, ïîýòîìó ñêîðîñòü â òî÷êå B íåïðåðûâíà è ðàâíà
( ) 2

02v v e− λ= . Îòðèöàòåëüíîå óñêîðåíèå /dv dτ  â òî÷êå B çà ñ÷åò
ïðèõîäà îòðàæåííîé îò êðåïëåíèÿ x l=  âîëíû ñæàòèÿ ñêà÷êîì
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 02v− λ , ïðèâîäÿ ê äîïîëíèòåëüíîìó òîðìîæå-
íèþ òåëà. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1.121), íàéäåì, ÷òî ïðè
2 4< τ <

( ) ( )22
0 4 2v v e e−λ −τ− λ= + λ − λτ ; ( ) ( )22

0 4 2 2e e−λ −τ− λσ = σ + λ + − λτ .
(1.122)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè 4yτ ≤  íàïðÿæåíèå
ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü:

21 1
2

2y e− λτ = + +
λ λ

, (1.123)

à äî ýòîãî ìîìåíòà ñêîðîñòü èçìåíèò çíàê.
Î÷åâèäíî, 2yτ =  ïðè λ = ∞  è ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì λ .

Ïðè 4yτ =  çíà÷åíèå 1λ = λ  íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

( ) 12
11 2 4 0e λ+ − λ = ; 1 0,5786λ = . (1.124)
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(
) ( )

4 2 2 2
0

42 2 2 2

4 24 32 2

6 16 2 2 2 .

e e e

e e

− λ − λ − λ

λ −τ− λ

σ = σ + λ + λ + λ − τλ −

− λτ − λ τ + λ τ + +
Ïðèðàâíèâàÿ íàïðÿæåíèå â ýòîé ôîðìóëå ê íóëþ ïðè 1λ = λ ,
îïðåäåëÿåì âðåìÿ îòñêîêà

( )1/ 21 1 2
1 1 16 / 2 4 2 3/ 4 4,5804y
− − −τ = + λ − + λ − ⋅λ = .

Ñþäà, ñ ó÷åòîì (1.124) óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè 1λ → λ  áåçðàç-
ìåðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü óäàðà ñêà÷êîì èçìåíÿåòñÿ îò 4 äî
4,5804. Ñëåäóþùèé ðàçðûâ ïðîäîëæèòåëüíîñòü τ  òåðïèò ïðè

2 0,2409λ = λ =  ( 6yτ =  è 6,708yτ =  ñîîòâåòñòâåííî).
Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé òîðöà ñòåðæíÿ è òåëà ïðè

1λ > λ  èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.51.
Äî ìîìåíòà îòñêîêà yτ  ýòè ñêîðîñòè ñîâïàäàþò, ïðè yτ τ>

ñêîðîñòü òåëà 1v  ïîñòîÿííà, à ñêîðîñòü ñòåðæíÿ (øòðèõîâàÿ
êðèâàÿ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé íà õàðàêòåðèñ-
òèêàõ 2�3 è 3�4 ïðè 4 0e = , ðàâíà 4 22v v= −  è óáûâàåò äî 4τ = .
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6 4 22 2v v v= − −  (ïðè 6 0e = ); ïðè 4τ =  îíà ñêà÷êîì óìåíüøàåòñÿ

íà 02v  è äàëåå áóäåò ðàñòè.
Ïðè 0,5786 1,0091λ< <  ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëü-

íèêà ABO ìåíüøå ïëîùàäè OCD, ïîýòîìó ñòåðæåíü óñïåâàåò
íàãíàòü òåëî è îñóùåñòâèòü ïîâòîðíîå ñîóäàðåíèå. Ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü ðàçðûâà êîíòàêòà t∆  âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
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2 ( 2) 2( 1 2 (4 )) ( 1) .y y
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∗∆τ = τ − τ  îò λ  ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.52, ïðè÷åì,
î÷åâèäíî, ÷òî 0∆τ =  ïðè 5,786λ = . Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ
àíàëèç âáëèçè äðóãèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Ýêñïåðèìåíòû,
îïèñàííûå â [47], ïîäòâåðäèëè ïðîäîëæèòåëüíîñòü yτ  ïðè

1 0,5786λ = λ =  è ðåçêîå ñîêðàùåíèå âðåìåíè yτ  (äî 3,1�3,2)
ïðè íåáîëüøîì óâåëè÷åíèè λ  (äî 0,667).

Òàì æå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ñ èñïîëüçîâàíèåì ÝÂÌ
ðåøåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à äëÿ ñòåðæíÿ, ìàòåðèàë êîòîðî-
ãî óäîâëåòâîðÿåò ñõåìå Ïðàíäòëÿ, à íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà

0 0s sv v a e> = − . Âîëíîâàÿ êàðòèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ
óìåðåííûõ ñêîðîñòåé óäàðà, êîãäà ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà OD âû-
ðîæäàåòñÿ äî âñòðå÷è ñ îòðàæåííîé îò òîðöà ïëàñòè÷åñêîé
âîëíîé NF ( D Fx x< ), ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.53.
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Òàê êàê â îáëàñòè ONQD se e= , òî èíòåíñèâíîñòü îòðàæåí-
íîé îò x l=  óïðóãîé âîëíû, çà êîòîðîé â îáëàñòè îäíîðîäíûõ
ïàðàìåòðîâ NQF òàêæå èìååì se e= , áóäåò íóëåâîé. Ïîýòîìó
â îáëàñòè ONFE0 ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå äëÿ
óäàðà ïî íåîãðàíè÷åííîìó ñòåðæíþ, â îáëàñòè NFM0 ÷àñòèöû
íåïîäâèæíû è 1 0(1 / )s a aσ = σ + .

Íà ó÷àñòêå E0E äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïîä âëèÿíèåì âîëí,
îòðàæåííûõ îò ïëàñòè÷åñêîãî ôðîíòà FK. Â òî÷êå 2 íàïðÿæåíèå

2 sσ = σ  äëÿ ñëó÷àÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1.53, è 2 s
∗σ = σ ,

ãäå s
∗σ  � íîâûé ïðåäåë óïðóãîñòè äëÿ ñëó÷àÿ 2 Dx x<  (êîãäà

ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà FK ïîïàäàåò â îáëàñòü çà âîëíîé ðàçãðóçêè
OD). Ðàçãðóçêà çà âîëíîé FK ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óìåíüøåíèÿ
ñî âðåìåíåì èíòåíñèâíîñòè óïðóãèõ âîëí, èñõîäÿùèõ îò ìåñò
à
óäàðà, à ñëåäîâàòåëüíî, è îòðàæåííûõ âîëí. Âû÷èñëåíèÿ ïîêà-
çûâàþò, ÷òî íà E0E íàïðÿæåíèå âîçðàñòàåò, íà EE1 � óáûâàåò,
íî íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòè 0v
âîçìîæåí îòñêîê òåëà, îí íà÷èíàåòñÿ âáëèçè E1 è ñ ðîñòîì 0v
ïåðåìåùàåòñÿ ê E2. Â ñëó÷àå îòñêîêà âáëèçè E2 ïðîèñõîäèò
ïîâòîðíîå ñîóäàðåíèå, ïðè÷åì ïðîäîëæèòåëüíîñòü êîíòàêòà òåì
ìåíüøå, ÷åì áëèæå ìîìåíò îòñêîêà ê òî÷êå E2. Ïðè äîñòèæåíèè

Ðèñ. 1.53 Ðèñ. 1.55

Ðèñ. 1.54
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èì òî÷êè E2 ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíîå óâåëè÷åíèå ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè óäàðà, òàê êàê â ýòîò ìîìåíò ïîäõîäèò âîëíà ñæàòèÿ,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî òåëî îòñêî÷èò íåñêîëüêî âûøå E2.

Íà ðèñ. 1.54 ïðèâåäåíû êðèâûå: áåçðàçìåðíîé ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè óäàðà / yτ τ  (êðèâàÿ 1); ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàçðûâà
êîíòàêòà 

0/t t∆  (êðèâàÿ 2) è ìàêñèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îòõîäà
(êðèâàÿ 3) â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè óäàðà 0 / .sv v
Â ñëó÷àå 1/ 9γ =  ðàçðûâ / yt t  èìååò ìåñòî ïðè 0 / 4,99sv v =  äëÿ

1,1λ = , ïðè 0 / 3,09sv v =  äëÿ 0,9λ =  è íå íàñòóïàåò ïðè ìåíü-
øèõ çíà÷åíèÿõ λ . Ñòîëêíîâåíèå ïëàñòè÷åñêèõ âîëí OD è NF,
ñîîòâåòñòâóþùåå áîëüøèì çíà÷åíèÿì íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è
ìàññû òåëà, èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1.55.

§ 1.8. Приближенный метод исследования
волнового процесса в затупленном стержне
при продольном ударе

Ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî îáåñïå÷åíèå ñîîñíîñòè ïðè
óäàðå ñòåðæíåé ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ ïðîáëåìó, à íåáîëüøàÿ
íåñîîñíîñòü ïðèâîäèò, íàïðèìåð, ê èçìåíåíèþ âðåìåíè îòëåòà
ñòåðæíåé èç-çà íåïëîñêîñòíîñòè ïîâåðõíîñòåé ñîóäàðÿþùèõñÿ
òîðöîâ [38].

Èìååòñÿ òàêæå ìíîãî êîíñòðóêòèâíûõ óçëîâ, ðàáîòàþùèõ â
óäàðíîì ðåæèìå (íàïðèìåð, ñòðîèòåëüíûå ñâàè) è èìåþùèõ
âèä çàòóïëåííûõ ñòåðæíåé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîëíîâûõ ïðîöå
ñ-
ñîâ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðåäëàãàåòñÿ âñþäó èñïîëüçîâàòü îäíîìåð-
íûé ïîäõîä, çà èñêëþ÷åíèåì çàòóïëåíèÿ, íàïðÿæåíèÿ è äåôîð
-
ìàöèè â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ ïî òåîðèè Ãåðöà â ïðåäïîëîæåíèè
êâàçèñòàòè÷íîñòè ýòîãî ó÷àñòêà ñòåðæíÿ. Ñóùåñòâî ìåòîäà
 ïðî-
èëëþñòðèðóåì íà ïðèìeðå ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷.

1. Óäàð óïðóãîé ïëèòîé ñî ñêîðîñòüþ v0 ïî ñòåðæíþ,
ñîñòîÿùåìó èç öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòè (ðàäèóñà R è äëèíû l)
è ñôåðè÷åñêîãî çàòóïëåíèÿ (ðèñ. 1.56). Îñü x íàïðàâèì ïî îñè
ñòåðæíÿ â íàïðàâëåíèè óäàðà, ïðè÷åì çà 0x =  ïðèìåì ñå÷å-
íèå, ãäå öèëèíäðè÷åñêàÿ ÷àñòü ïåðåõîäèò â ñôåðè÷åñêóþ (x �
ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà). Äî ìîìåíòà 0 02 /t l a=  ñêîðîñòü vw è
äåôîðìàöèÿ ew â ñå÷åíèè 0x =  ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

0

we

wv ade= − ∫ , (1.125)

ãäå a(e) � ñêîðîñòü çâóêà â ìàòåðèàëå ñòåðæíÿ 0 (0)a a= . Åñëè
îáîçíà÷èòü ÷åðåç ( )tα  ñáëèæåíèå çàòóïëåíèÿ (ñå÷åíèÿ 0x = ) ñ
ïðåãðàäîé, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé Ãåðöà ñèëà ñæàòèÿ çà-
òóïëåíèÿ ( )P = ϕ α  [48]. Ðàâåíñòâî ñèë è ñêîðîñòåé â ñå÷åíèè

0x =  ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì

0 0 ( )w wP F F e= − σ = − Φ ; vw = v0� α. , (1.126)
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§ 1.8. Приближенный метод исследования
волнового процесса в затупленном стержне
при продольном ударе
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îòêóäà âèäíî, ÷òî ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ çàòóïëåíèÿ äëèòñÿ
íåîãðàíè÷åííî äîëãî, ïðè÷åì ïðè τ → ∞ , 0β → β .

Èç ôîðìóëû (1.128) ëåãêî îöåíèòü, êîãäà âåëè÷èíà 
0

d

d a

β α=
τ

.
 ,

õàðàêòåðèçóþùàÿ íåñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññà, ñòàíåò äîñò
àòî÷-
íî ìàëîé âåëè÷èíîé ε . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ýòîì 0z z zε = −
òàêæå ìàëî, äëÿ 2E E= , 2ν = ν ~1/3, 0 0,01v =  ïîëó÷èì ïðè

10ετ <  âåëè÷èíó 310−ε = , ò.å. òàêàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò ïîñëå ïðî-
áåãàíèÿ âîëíîé äëèíû 10 êàëèáðîâ (èëè ê ìîìåíòó âîçâðàùå-
íèÿ îòðàæåííîé îò òîðöà ñòåðæíÿ âîëíû AB äëèíîé 5 êàëèá-
ðîâ). Òàê êàê èíòåíñèâíîñòü âîëíû AB íóëåâàÿ, à ñêîðîñòü

( )0 0wv t v< , ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå âðåìÿ t∆ , â òå÷åíèå
êîòîðîãî çà ñ÷åò îòðàæåííûõ îò ñå÷åíèÿ x l=  âîëí íàïðÿæåíèå

wσ  óìåíüøèòñÿ äî íóëÿ è íà÷íåòñÿ îòñêîê ñòåðæíÿ. Ýòî âðåìÿ
ìîæíî íàéòè, åñëè ó÷åñòü, ÷òî 2D Cv v= , ò.å. ( ) ( )0, 2 /wv l t v t l a= − ,
ïîýòîìó 0E D Ev v a e− = − , îòêóäà ( ) ( ) ( )0 02 2 /w w wv t a e t v t l a= − + − .
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Â ìîìåíò îòñêîêà 1 0weτ = , 0wv v− > 0, ïîýòîìó 0β = , β
.

< 0.
Èíòåãðèðóÿ (1.129′) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè 0 2 /l Rτ = τ = ,

1β = β , îïðåäåëÿåìîì ïî ôîðìóëå (1.128), íàéäåì 1τ , êîãäà 0β =
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.
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ïðè 0 0,1v = , 2E E= , 2ν = ν = 1/3, t∆ ~5,5.
Íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî ïîëíàÿ äëèíà ñòåðæíÿ l R+  è

ýôôåêòèâíàÿ ðàçãðóçêà òîðöà íà÷èíàþòñÿ ïðè 0 2τ τ +> .
2. Ñîóäàðåíèå çàòóïëåííûõ ñòåðæíåé (ðèñ. 1.57). Îñè x

äëÿ îáîèõ ñòåðæíåé âûáåðåì êàê è ðàíüøå, ïðè÷åì äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâûé ñòåðæåíü â ìîìåíò âðå-
ìåíè 0t = , êîãäà ïðîèñõîäèò ñîïðèêîñíîâåíèå, ïîêîèòñÿ, à ëåâûé
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èìååò íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 0v . Îáîçíà÷àÿ ïàðàìåòðû è ñâîéñòâà
ïðàâîãî è ëåâîãî ñòåðæíåé ñîîòâåòñòâåííî èíäåêñàìè 1 è 2,
áóäåì èìåòü
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Ñèëà ñæàòèÿ çàòóïëåíèé ( )P = ϕ α , ãäå ( )tα  � ñáëèæåíèå ñå÷å-
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Äàëüíåéøèé ïóòü ðåøåíèÿ, êaê è â çàäà÷å 1.
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå

ìåòîäà Òèìîøåíêî,  ñïðàâåäëèâîãî äëÿ òåë ìàëîãî óäëèíåíèÿ (â
êîòîðûõ ïðåíåáðåãàåòñÿ âîëíîâûìè ïðîöåññàìè) íà ñëó÷àé òåë
áîëüøîãî óäëèíåíèÿ.

§1.9. Динамическая диаграмма «напряжение –
деформация». Методы ее экспериментального
определения

Â îñíîâó òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ýòîé è äâóõ ïîñëåäó-
þùèõ ãëàâ ïîëîæåí çàêîí óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ
ìàòåðèàëà, ïðåäïîëàãàþùèé ñóùåñòâîâàíèå ïðè áûñòðîì óäàð-
íîì íàãðóæåíèè íåêîòîðîé çàâèñèìîñòè ( )eσ = Φ , ñâÿçûâàþ-
ùåé òîëüêî íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè. Ôóíêöèÿ ( )eΦ  ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ íåëèíåéíîé ïðè íàãðóçêå, ïðè÷åì ( ) 0e′′Φ < , è ëèíåé-
íîé ïðè ðàçãðóçêå (ñêîðîñòü çâóêà â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåòñÿ
ñîâïàäàþùåé ñî ñêîðîñòüþ çâóêà â íà÷àëå íàãðóæåíèÿ).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: íàñêîëüêî îïðàâäàíî ïðèìåíåíèå çàêîíà
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, è åñëè äà, òî äëÿ êàêèõ
ìàòåðèàëîâ? Ïåðåä òåì êàê îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íåîáõîäè-

ìî ðàçîáðàòüñÿ â ïîíÿòèè äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû eσ − ,
èìåþùåé ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå äëÿ âñåé òåîðèè óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü â òåîðåòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ è ðàñ÷å-
òàõ íà äèíàìè÷åñêóþ íàãðóçêó çàâèñèìîñòü ( )eσ = Φ , îïðåäåëÿ-
åìóþ èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ìåäëåííîå, ñòàòè÷åñêîå ñæàòèå (ðà-
ñòÿæåíèå) îáðàçöîâ? Ïðèâîäèìûå íèæå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
ðåçóëüòàòû óáåäèòåëüíî äîêàçûâàþò, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî ýòîãî
äåëàòü íåëüçÿ.

À. Ïîâûøåíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìåòàëëîâ ïðè äèíàìè-
÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè. ×èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé â ýòîé îáëàñòè î÷åíü âåëèêî. Íàèáîëåå ïðîñòî âûïîëíè-
ìûìè ÿâëÿþòñÿ îïûòû ïî îïðåäåëåíèþ äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà
òåêó÷åñòè ïóòåì ôèêñèðîâàíèÿ âìÿòèí îò ïàäàþùåãî ñ îïðåä
å-
ëåííîé âûñîòû òâåðäîãî øàðèêà. Ýòè îïûòû âïåðâûå áûëè
ïðîäåëàíû À. Í. Äèííèêîì [29], çàòåì ïîâòîðåíû Ä. Òåéëîðîì
[30]. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ñóùåñòâå ýòîãî ñïîñîáà, îñíîâàííî
-
ãî íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè ìåñòíûõ äåôîðìàöèé Ãåðöà, ïå-
ðåéäåì ê îïèñàíèþ ýêñïåðèìåíòîâ, ñóùåñòâî êîòîðûõ ÿñíî èç
èçëîæåííîãî â íàñòîÿùåé êíèãå.

Ýêñïåðèìåíòû Äæ. Ãîïêèíñîíà [31] è Á. Ãîïêèíñîíà [32].
Âäîëü âåðòèêàëüíî ïîäâåøåííîé ñòàëüíîé ïðîâîëîêè, ñêîëüçÿ,
ïàäàë ñ çàäàííîé âûñîòû ãðóç ñ öåíòðàëüíûì îòâåðñòèåì è
óäàðÿëñÿ î çàêðåïëåííóþ íà íèæíåì êîíöå ïðîâîëîêè ïëèòêó.
Òðåáîâàëîñü îïðåäåëèòü âûñîòó, ïðè êîòîðîé â ïðîâîëîêå âñëåä-
ñòâèå ïàäåíèÿ ãðóçà äàííîãî âåñà íå âîçíèêàëè îñòàòî÷íûå

äåôîðìàöèè (ýêñïåðèìåíòû Á. Ãîïêèíñîíà).

Íà îñíîâàíèè òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí ìîæ-
íî ðàññ÷èòàòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàòÿæåíèÿ â ïðîâîëîêå â
ïëîòü
äî ìîìåíòà îñòàíîâêè ïàäàþùåãî ãðóçà. Â ýêñïåðèìåíòå Á. Ãîï-
êèíñîíà (äëèíà ïðîâîëîêè 9,14 ì, ìàññà 1 ì åå äëèíû m = 590 ã,
ìàññà ãðóçà 454 ã, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ãðóçà v0 = 5,2 ì/ñ), êàê
óêàçàíî â [30], ìàêñèìàëüíîå íàòÿæåíèå âîçíèêàåò ïðè âòîðîì
îòðàæåíèè óïðóãîé âîëíû îò âåðõíåãî êîíöà ïðîâîëîêè è ñî-
ñòàâëÿåò âåëè÷èíó max 0 02,15ma vσ = . Ñàì èññëåäîâàòåëü ñ÷èòàë,
÷òî ìàêñèìàëüíîå íàòÿæåíèå âîçíèêàåò ïðè ïåðâîì îòðàæåí
èè
óïðóãîé âîëíû îò âåðõíåãî êîíöà è ðàâíî max 0 02,0ma vσ = .
Íåòî÷íîñòü Á. Ãîïêèíñîíà ëèøü óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèå äèíàìè-
÷åñêîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè (ñîâïàäàþùåå ñî çíà÷åíèåì ìàêñè-
ìàëüíîãî íàòÿæåíèÿ, ïðè êîòîðîì îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè
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èìååò íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 0v . Îáîçíà÷àÿ ïàðàìåòðû è ñâîéñòâà
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Äàëüíåéøèé ïóòü ðåøåíèÿ, êaê è â çàäà÷å 1.
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå

ìåòîäà Òèìîøåíêî,  ñïðàâåäëèâîãî äëÿ òåë ìàëîãî óäëèíåíèÿ (â
êîòîðûõ ïðåíåáðåãàåòñÿ âîëíîâûìè ïðîöåññàìè) íà ñëó÷àé òåë
áîëüøîãî óäëèíåíèÿ.

§1.9. Динамическая диаграмма «напряжение –
деформация». Методы ее экспериментального
определения

Â îñíîâó òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ýòîé è äâóõ ïîñëåäó-
þùèõ ãëàâ ïîëîæåí çàêîí óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ
ìàòåðèàëà, ïðåäïîëàãàþùèé ñóùåñòâîâàíèå ïðè áûñòðîì óäàð-
íîì íàãðóæåíèè íåêîòîðîé çàâèñèìîñòè ( )eσ = Φ , ñâÿçûâàþ-
ùåé òîëüêî íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè. Ôóíêöèÿ ( )eΦ  ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ íåëèíåéíîé ïðè íàãðóçêå, ïðè÷åì ( ) 0e′′Φ < , è ëèíåé-
íîé ïðè ðàçãðóçêå (ñêîðîñòü çâóêà â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåòñÿ
ñîâïàäàþùåé ñî ñêîðîñòüþ çâóêà â íà÷àëå íàãðóæåíèÿ).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: íàñêîëüêî îïðàâäàíî ïðèìåíåíèå çàêîíà
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, è åñëè äà, òî äëÿ êàêèõ
ìàòåðèàëîâ? Ïåðåä òåì êàê îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íåîáõîäè-

ìî ðàçîáðàòüñÿ â ïîíÿòèè äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû eσ − ,
èìåþùåé ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå äëÿ âñåé òåîðèè óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü â òåîðåòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ è ðàñ÷å-
òàõ íà äèíàìè÷åñêóþ íàãðóçêó çàâèñèìîñòü ( )eσ = Φ , îïðåäåëÿ-
åìóþ èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ìåäëåííîå, ñòàòè÷åñêîå ñæàòèå (ðà-
ñòÿæåíèå) îáðàçöîâ? Ïðèâîäèìûå íèæå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
ðåçóëüòàòû óáåäèòåëüíî äîêàçûâàþò, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî ýòîãî
äåëàòü íåëüçÿ.

À. Ïîâûøåíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìåòàëëîâ ïðè äèíàìè-
÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè. ×èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé â ýòîé îáëàñòè î÷åíü âåëèêî. Íàèáîëåå ïðîñòî âûïîëíè-
ìûìè ÿâëÿþòñÿ îïûòû ïî îïðåäåëåíèþ äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà
òåêó÷åñòè ïóòåì ôèêñèðîâàíèÿ âìÿòèí îò ïàäàþùåãî ñ îïðåä
å-
ëåííîé âûñîòû òâåðäîãî øàðèêà. Ýòè îïûòû âïåðâûå áûëè
ïðîäåëàíû À. Í. Äèííèêîì [29], çàòåì ïîâòîðåíû Ä. Òåéëîðîì
[30]. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ñóùåñòâå ýòîãî ñïîñîáà, îñíîâàííî
-
ãî íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè ìåñòíûõ äåôîðìàöèé Ãåðöà, ïå-
ðåéäåì ê îïèñàíèþ ýêñïåðèìåíòîâ, ñóùåñòâî êîòîðûõ ÿñíî èç
èçëîæåííîãî â íàñòîÿùåé êíèãå.

Ýêñïåðèìåíòû Äæ. Ãîïêèíñîíà [31] è Á. Ãîïêèíñîíà [32].
Âäîëü âåðòèêàëüíî ïîäâåøåííîé ñòàëüíîé ïðîâîëîêè, ñêîëüçÿ,
ïàäàë ñ çàäàííîé âûñîòû ãðóç ñ öåíòðàëüíûì îòâåðñòèåì è
óäàðÿëñÿ î çàêðåïëåííóþ íà íèæíåì êîíöå ïðîâîëîêè ïëèòêó.
Òðåáîâàëîñü îïðåäåëèòü âûñîòó, ïðè êîòîðîé â ïðîâîëîêå âñëåä-
ñòâèå ïàäåíèÿ ãðóçà äàííîãî âåñà íå âîçíèêàëè îñòàòî÷íûå

äåôîðìàöèè (ýêñïåðèìåíòû Á. Ãîïêèíñîíà).

Íà îñíîâàíèè òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí ìîæ-
íî ðàññ÷èòàòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàòÿæåíèÿ â ïðîâîëîêå â
ïëîòü
äî ìîìåíòà îñòàíîâêè ïàäàþùåãî ãðóçà. Â ýêñïåðèìåíòå Á. Ãîï-
êèíñîíà (äëèíà ïðîâîëîêè 9,14 ì, ìàññà 1 ì åå äëèíû m = 590 ã,
ìàññà ãðóçà 454 ã, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ãðóçà v0 = 5,2 ì/ñ), êàê
óêàçàíî â [30], ìàêñèìàëüíîå íàòÿæåíèå âîçíèêàåò ïðè âòîðîì
îòðàæåíèè óïðóãîé âîëíû îò âåðõíåãî êîíöà ïðîâîëîêè è ñî-
ñòàâëÿåò âåëè÷èíó max 0 02,15ma vσ = . Ñàì èññëåäîâàòåëü ñ÷èòàë,
÷òî ìàêñèìàëüíîå íàòÿæåíèå âîçíèêàåò ïðè ïåðâîì îòðàæåí
èè
óïðóãîé âîëíû îò âåðõíåãî êîíöà è ðàâíî max 0 02,0ma vσ = .
Íåòî÷íîñòü Á. Ãîïêèíñîíà ëèøü óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèå äèíàìè-
÷åñêîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè (ñîâïàäàþùåå ñî çíà÷åíèåì ìàêñè-
ìàëüíîãî íàòÿæåíèÿ, ïðè êîòîðîì îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè
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îáíàðóæåíû íå áûëè), îêàçàâøååñÿ ïî÷òè â 2 ðàçà âûøå ñòàòè-
÷åñêîãî åãî çíà÷åíèÿ ( 22800êã/ ñì ).

Ýêñïåðèìåíòû Âèôôèíà [30]. Èñïûòóåìûì öèëèíäðè÷åñ-
êèì îáðàçöîì äëèíû L ïðîèçâîäèëñÿ âûñòðåë ïî òâåðäîé ñòàëü-
íîé ïëèòå. Èçìåðÿëèñü íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü îáðàçöà v0 (â ìî-
ìåíò ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ ïëèòîé) è ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ
äåôîðìàöèé ïîñëå óäàðà. Íà îñíîâå æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà èìååì:

0 s

du
x

dt
ρ = −σ ,

ãäå x � ðàññòîÿíèå îò çàäíåãî ñðåçà îáðàçöà äî óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîé ãðàíèöû. Ïðåäïîëàãàÿ ñêîðîñòü c ïåðåìåùåíèÿ óïðó-
ãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöû ïîñòîÿííîé, äëÿ äëèíû îáðàçöà z â
ïðîöåññå ñîóäàðåíèÿ ïîëó÷èì z x ct= + . Äëèòåëüíîñòü óäàðà T
îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóëû 1 1cT l x= − , ãäå l1 è x1 � äëèíû ñîîò-
âåòñòâåííî îáðàçöà è íåäåôîðìèðîâàííîé ÷àñòè ïîñëå óäàðà.
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dx
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îáíàðóæåíû íå áûëè), îêàçàâøååñÿ ïî÷òè â 2 ðàçà âûøå ñòàòè-
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èëè, åñëè îáðàçåö îñòàâëÿåò â ïëèòå îòïå÷àòîê ãëóáèíîé d,

( )
2

0 0 1

1 12 ln /s

v L x

L x L l d

ρ −
σ =

− +
.

Íà ðèñ. 1.58 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåííîé âûøå ôîð
-
ìóëû. Âèäíî, ÷òî â äîâîëüíî øèðîêîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé
122�854 ì/ñ èçìåíåíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè íå-
çíà÷èòåëüíî, õîòÿ è ïðåâûøàåò ñòàòè÷åñêîå çíà÷åíèå áîëåå ÷åì
â 2 ðàçà äëÿ ñòàëåé è â 1,5 äëÿ äþðàëþìèíèÿ. Êàê óêàçàíî â [30],
â îïûòàõ Âèôôèíà äëèòåëüíîñòü óäàðà ïðè ïîñòîÿííîé äëèíå
îáðàçöîâ îñòàâàëàñü ïî÷òè íåèçìåííîé, ÷åì ìîæíî îáúÿñíèò
ü
è ñëàáóþ çàâèñèìîñòü äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò
ñêîðîñòè óäàðà.

Åñëè ïîä ñðåäíåé ñêîðîñòüþ äåôîðìàöèè ïîíèìàòü ÷àñòíîå
îò äåëåíèÿ ñðåäíåé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè íà âðåìÿ óäàðà,
ò.å. ( )0 1/ 2v L x−   , òî ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè óäàðà îò 400 äî
745 ì/ñ ñêîðîñòü äåôîðìàöèè â îïûòàõ Âèôôèíà îñòàåòñÿ ïî-
÷òè ïîñòîÿííîé, ðàâíîé 4 11,35 10 ñ−⋅ .

Á. Îäíîâðåìåííàÿ çàïèñü íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â
íåêîòîðîì ñå÷åíèè îáðàçöà â ïðîöåññå óäàðà. Â [33] îïèñàíû
ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ îñóùåñòâëÿëàñü îäíîâðåìåííàÿ çà-
ïèñü íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè â ôóíêöèè âðåìåíè. Ïî îäíî-
ìó êîíöó îáðàçöà ÷åðåç ñêîáó ïðîèçâîäèòñÿ óäàð îïðåäåëåííîé
èíòåíñèâíîñòè. Äðóãîé êîíåö îáðàçöà ïåðåäàåò íàãðóçêó íà
ïëèòó ÷åðåç ïüåçîêðèñòàëë; âîçíèêàþùèé â ïîñëåäíåì òîê îò
-
êëîíÿåò ëó÷ îñöèëëîãðàôà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Äå-
ôîðìàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî îòêëîíåíèþ ëó÷à ñâåòà, ïðîõîäÿù
å-
ãî ÷åðåç ùåëü, ïåðåìåùàþùóþñÿ ïî ìåðå óäëèíåíèÿ îáðàçöà.
Èçìåíåíèå ïðè ýòîì îñâåùåííîñòè ôîòîýëåêòðè÷åñêîé êàìåðû
âûçûâàåò òîê, îòêëîíÿþùèé ëó÷ îñöèëëîãðàôà â ãîðèçîíòàëü
-
íîì íàïðàâëåíèè. Òàêèì îáðàçîì, íà ýêðàíå îñöèëëîãðàôà
âû÷åð÷èâàåòñÿ äèàãðàììà eσ −  ïðè óäàðå.

Òèïè÷íûå äèàãðàììû òàêîãî ðîäà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.59 è
1.60 [30]. Íåñìîòðÿ íà áîëüøèå ïîìåõè, èìåâøèå ìåñòî â ýòèõ
ýêñïåðèìåíòàõ è çàôèêñèðîâàííûå íà ðèñ. 1.59 è 1.60, ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä î íåêîòîðîì ðàçëè÷èè â õàðàêòåðå äèíàìè÷åñêîé
è ñòàòè÷åñêîé äèàãðàìì. Ýòî îñîáåííî çàìåòíî äëÿ ìÿãêîé
íèçêîóãëåðîäèñòîé ìàãíèåâîé ñòàëè (ðèñ. 1.60), ó êîòîðîé äèíà-
ìè÷åñêèé ïðåäåë òåêó÷åñòè çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ.
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Â. Ýêñïåðèìåíòû ïî èçìåðåíèþ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ìàëûõ ïðèðàùåíèé íàïðÿæåíèé â îáðàçöàõ, ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðèâåäåííûõ â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Ýêñïåðèìåí-
òû ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïðåäâà-
ðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ îáðàçöàõ ïðåäñòàâëåíû â [50, 51]. Òàê
êàê ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ íàïðÿæåíèé
çàâèñèò îò /d deσ , îæèäàëîñü, ÷òî îíà áóäåò ìåíüøå ñêîðîñòè
óïðóãîé âîëíû a0, ÷åãî íå ïðîèçîøëî. Àìåðèêàíñêèå èññëåäî-
âàòåëè ññûëàþòñÿ íà [52], ãäå îïèñàíû ýêñïåðèìåíòû íà ïðåä-
âàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ ñòàëüíûõ áðóñüÿõ, êîòîðûå ïîêàçàëè,
÷òî ïðè ïðèðàùåíèÿõ êàê íàãðóæåíèÿ, òàê è ðàçãðóçêè âîëíà

ïðèðàùåíèÿ äåôîðìàöèè âñåãäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ a0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íå íàáëþäàëîñü ðåçêîãî ôðîíòà ïëà-
ñòè÷åñêîé âîëíû.

Â ñåðèè òùàòåëüíî ïîñòàâëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ Sternglass�à
è Stuart�a [34] äëèííûé ìåäíûé ñòåðæåíü (~ 3 ì) óêðåïëÿëñÿ â
çàõâàòàõ ðàñòÿãèâàþùåé ìàøèíû, ñîîáùàâøåé åìó äî ýêñïåðè
-
ìåíòà ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæåíèå 

íσ  è äåôîðìàöèþ 
íe ,

ïðåâîñõîäèâøèå ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëû òåêó÷åñòè è óïðó
ãîñ-
òè. Íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò êîíöîâ íà ñòåðæíå óêðåïëÿëàñü
íàêîâàëüíÿ, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèëñÿ óäàð çàäàííîé èíòåíñèâ-
íîñòè. Îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàëà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí,
âîçíèêàþùèõ ïðè óäàðå. Àâòîðû [34] îáíàðóæèëè, ÷òî ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà âîëí â ïðåäâàðèòåëüíî
 íà-
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äèàãðàììà ìåäè), à ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
óïðóãèõ âîëí. Îíè óñòàíîâèëè, ÷òî âñå îñíîâíûå ñîîòíîøåíè
ÿ
òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ âîëí (â ÷àñòí
îñòè,
çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè óäàðà îò âåëè÷èíû ìàêñè-
ìàëüíîé äåôîðìàöèè) ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàòè÷åñêîé äèàãðàì-
ìû eσ −  íå ïîäòâåðæäàþòñÿ ýêñïåðèìåíòîì (ía ýòîì îñíîâà-
íèè àâòîðû ñäåëàëè âûâîä î íåïðèãîäíîñòè ýòîé òåîðèè).

Áûëî îáíàðóæåíî òàêæå, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëþ-
áîãî óðîâíÿ âîçìóùåíèÿ áîëüøå ðàññ÷èòàííîé ïî òåîðèè
óïðóãîïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Â îïèñàííûõ âûøå ýêñïåðè-
ìåíòàõ ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñîçäàâàëîñü ñòàòè÷åñêè. Ó÷èòû-
âàÿ ýòî, àâòîðû [53] ïðîâåëè ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ ïî
ïðåäâàðèòåëüíî äèíàìè÷åñêè íàãðóæåííîìó ñâèíöîâîìó áðó
-

ñó ïðîïóñêàëèñü èìïóëüñû ïðèðàùåíèé íàïðÿæåíèé, âûçûâà-
åìûå íàíåñåíèåì äâóõ óäàðîâ ïî îáðàçöó, ñëåäóþùèõ äðóã çà
äðóãîì ñ íåáîëüøèì èíòåðâàëîì. Îäíàêî è â ýòèõ ýêñïåðèìåí-
òàõ âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿëèñü ñî ñêîðîñòüþ óïðóãèõ âîëí,
÷òî ïðèâåëî èõ ê âûâîäó î íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òåî
-
ðèè, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå ñêîðîñòè äåôîðìàöèè. Â [54], ãäå
ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæåíèå òàêæå ñîçäàâàëîñü äèíàìè÷åñ
êè,
áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî ëèøü íà÷àëüíàÿ ÷àñòü âîçìóùåíèÿ ðàñï-
ðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ a0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü è ðàáîòó [55], ãäå íà îñíîâàíèè ýêñïåðè-
ìåíòîâ ñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîäâåðãíóòûìè íàïðÿæåíèþ îáðàç
öà-
ìè èç îáîææåííîé ìåäè ñäåëàí âûâîä, ÷òî õîòÿ ëó÷øåå îïèñà-
íèå ïðîöåññà äàþò óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ñêî-
ðîñòü äåôîðìàöèè, ðåçóëüòàòû ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ, à òàêæå
îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðèåé óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ àíàëèç áàçè-
ðîâàëñÿ íà ñîïîñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ ñ îäíîìåðíîé òåîðèåé,
ò.å. â íèõ ïðåíåáðåãàëîñü ðàäèàëüíûì äâèæåíèåì è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïîïåðå÷íîé èíåðöèåé.

Â [56] íà îñíîâàíèè àíàëèçà âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæà-
ùåãî ïîïðàâêè íà ïîïåðå÷íóþ èíåðöèþ, âûñêàçûâàåòñÿ ïðåä-
ïîëîæåíèå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîìåðíîãî ïîäõîäà áóäåò
ïðîÿâëÿòüñÿ êàæóùàÿñÿ çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, óäîâ-
ëåòâîðÿþùåãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó çàêîíó, îò ñêîðîñòè äåôîð-
ìàöèè. Â [57] ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàëîñü ãåîìåòðè÷åñ-
êîå ðàçìûâàíèå âîëíû ïðèðàùåíèÿ íàïðÿæåíèé è áûëî îáíà-
ðóæåíî, ÷òî âîçìîæíû ñêîðîñòè, ïðåâîñõîäÿùèå ñêîðîñòü ïëà-
ñòè÷åñêîé âîëíû, íî íå áîëåå a0 /2. Áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî ïðè
èñòîëêîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [34] íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè äåôîðìàöèè.

Âìåñòå ñ òåì ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èìååòñÿ îáøèðíûé
ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë, ïîäòâåðæäàþùèé îïèñûâàåìûå

íèæå îñíîâíûå âûâîäû, âûòåêàþùèå èç òåîðèè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ âîëí.

1. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé äåôîðìàöèè êîíöà ñòåð-
æíÿ òîëüêî îò ñêîðîñòè óäàðà. Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñâÿçü ñêîðîñòè óäàðà v0 ñ äåôîðìàöèåé
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Â. Ýêñïåðèìåíòû ïî èçìåðåíèþ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ìàëûõ ïðèðàùåíèé íàïðÿæåíèé â îáðàçöàõ, ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðèâåäåííûõ â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Ýêñïåðèìåí-
òû ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïðåäâà-
ðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ îáðàçöàõ ïðåäñòàâëåíû â [50, 51]. Òàê
êàê ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ íàïðÿæåíèé
çàâèñèò îò /d deσ , îæèäàëîñü, ÷òî îíà áóäåò ìåíüøå ñêîðîñòè
óïðóãîé âîëíû a0, ÷åãî íå ïðîèçîøëî. Àìåðèêàíñêèå èññëåäî-
âàòåëè ññûëàþòñÿ íà [52], ãäå îïèñàíû ýêñïåðèìåíòû íà ïðåä-
âàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ ñòàëüíûõ áðóñüÿõ, êîòîðûå ïîêàçàëè,
÷òî ïðè ïðèðàùåíèÿõ êàê íàãðóæåíèÿ, òàê è ðàçãðóçêè âîëíà

ïðèðàùåíèÿ äåôîðìàöèè âñåãäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ a0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íå íàáëþäàëîñü ðåçêîãî ôðîíòà ïëà-
ñòè÷åñêîé âîëíû.

Â ñåðèè òùàòåëüíî ïîñòàâëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ Sternglass�à
è Stuart�a [34] äëèííûé ìåäíûé ñòåðæåíü (~ 3 ì) óêðåïëÿëñÿ â
çàõâàòàõ ðàñòÿãèâàþùåé ìàøèíû, ñîîáùàâøåé åìó äî ýêñïåðè
-
ìåíòà ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæåíèå 

íσ  è äåôîðìàöèþ 
íe ,

ïðåâîñõîäèâøèå ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëû òåêó÷åñòè è óïðó
ãîñ-
òè. Íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò êîíöîâ íà ñòåðæíå óêðåïëÿëàñü
íàêîâàëüíÿ, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèëñÿ óäàð çàäàííîé èíòåíñèâ-
íîñòè. Îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàëà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí,
âîçíèêàþùèõ ïðè óäàðå. Àâòîðû [34] îáíàðóæèëè, ÷òî ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà âîëí â ïðåäâàðèòåëüíî
 íà-
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äèàãðàììà ìåäè), à ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
óïðóãèõ âîëí. Îíè óñòàíîâèëè, ÷òî âñå îñíîâíûå ñîîòíîøåíè
ÿ
òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ âîëí (â ÷àñòí
îñòè,
çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè óäàðà îò âåëè÷èíû ìàêñè-
ìàëüíîé äåôîðìàöèè) ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàòè÷åñêîé äèàãðàì-
ìû eσ −  íå ïîäòâåðæäàþòñÿ ýêñïåðèìåíòîì (ía ýòîì îñíîâà-
íèè àâòîðû ñäåëàëè âûâîä î íåïðèãîäíîñòè ýòîé òåîðèè).

Áûëî îáíàðóæåíî òàêæå, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëþ-
áîãî óðîâíÿ âîçìóùåíèÿ áîëüøå ðàññ÷èòàííîé ïî òåîðèè
óïðóãîïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Â îïèñàííûõ âûøå ýêñïåðè-
ìåíòàõ ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñîçäàâàëîñü ñòàòè÷åñêè. Ó÷èòû-
âàÿ ýòî, àâòîðû [53] ïðîâåëè ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ ïî
ïðåäâàðèòåëüíî äèíàìè÷åñêè íàãðóæåííîìó ñâèíöîâîìó áðó
-

ñó ïðîïóñêàëèñü èìïóëüñû ïðèðàùåíèé íàïðÿæåíèé, âûçûâà-
åìûå íàíåñåíèåì äâóõ óäàðîâ ïî îáðàçöó, ñëåäóþùèõ äðóã çà
äðóãîì ñ íåáîëüøèì èíòåðâàëîì. Îäíàêî è â ýòèõ ýêñïåðèìåí-
òàõ âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿëèñü ñî ñêîðîñòüþ óïðóãèõ âîëí,
÷òî ïðèâåëî èõ ê âûâîäó î íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òåî
-
ðèè, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå ñêîðîñòè äåôîðìàöèè. Â [54], ãäå
ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæåíèå òàêæå ñîçäàâàëîñü äèíàìè÷åñ
êè,
áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî ëèøü íà÷àëüíàÿ ÷àñòü âîçìóùåíèÿ ðàñï-
ðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ a0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü è ðàáîòó [55], ãäå íà îñíîâàíèè ýêñïåðè-
ìåíòîâ ñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîäâåðãíóòûìè íàïðÿæåíèþ îáðàç
öà-
ìè èç îáîææåííîé ìåäè ñäåëàí âûâîä, ÷òî õîòÿ ëó÷øåå îïèñà-
íèå ïðîöåññà äàþò óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ñêî-
ðîñòü äåôîðìàöèè, ðåçóëüòàòû ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ, à òàêæå
îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðèåé óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ àíàëèç áàçè-
ðîâàëñÿ íà ñîïîñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ ñ îäíîìåðíîé òåîðèåé,
ò.å. â íèõ ïðåíåáðåãàëîñü ðàäèàëüíûì äâèæåíèåì è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïîïåðå÷íîé èíåðöèåé.

Â [56] íà îñíîâàíèè àíàëèçà âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæà-
ùåãî ïîïðàâêè íà ïîïåðå÷íóþ èíåðöèþ, âûñêàçûâàåòñÿ ïðåä-
ïîëîæåíèå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîìåðíîãî ïîäõîäà áóäåò
ïðîÿâëÿòüñÿ êàæóùàÿñÿ çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, óäîâ-
ëåòâîðÿþùåãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó çàêîíó, îò ñêîðîñòè äåôîð-
ìàöèè. Â [57] ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàëîñü ãåîìåòðè÷åñ-
êîå ðàçìûâàíèå âîëíû ïðèðàùåíèÿ íàïðÿæåíèé è áûëî îáíà-
ðóæåíî, ÷òî âîçìîæíû ñêîðîñòè, ïðåâîñõîäÿùèå ñêîðîñòü ïëà-
ñòè÷åñêîé âîëíû, íî íå áîëåå a0 /2. Áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî ïðè
èñòîëêîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [34] íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè äåôîðìàöèè.

Âìåñòå ñ òåì ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èìååòñÿ îáøèðíûé
ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë, ïîäòâåðæäàþùèé îïèñûâàåìûå

íèæå îñíîâíûå âûâîäû, âûòåêàþùèå èç òåîðèè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ âîëí.

1. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé äåôîðìàöèè êîíöà ñòåð-
æíÿ òîëüêî îò ñêîðîñòè óäàðà. Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñâÿçü ñêîðîñòè óäàðà v0 ñ äåôîðìàöèåé

êîíöà em ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëîé 0 0

me
v ade= ∫ , èç

êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîé çàâèñèìîñòè
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( )eσ = Φ  äåôîðìàöèÿ êîíöà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíîé
ñêîðîñòè óäàðà è íå çàâèñèò îò âðåìåíè ñîóäàðåíèÿ. Äëÿ ïðî-
âåðêè ýòîãî óòâåðæäåíèÿì â ñòàòüå Êàðìàíà è Äþâå [58] ñîîá-
ùàëîñòü î ñëåäóþùèõ ýêñïåðèìåíòàõ, âûïîëíåííûõ â ïåðèîä
Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû (ïåðâàÿ ïóáëèêàöèÿ ïîäîáíûõ ìàòåðè-

àëîâ ñîäåðæèòñÿ â [59]). Êóñîê îòîææåííîé ìåäíîé ïðîâîëîêè
äëèíîé îêîëî 2,5 ì è äèàìåòðîì 1,8 ìì êðåïèëñÿ âåðõíèì êîí-
öîì ê ïàäàþùåé áàáå, äâèãàþùåéñÿ â âåðòèêàëüíîì êîïðå.
Ê íèæíåìó êîíöó ïðîâîëîêè ïðèâÿçûâàëîñü ëåãêîå, õðóïêîå
îñíîâàíèå, íà êîòîðîå ñòàâèëñÿ ãðóç â ôîðìå ïóñòîòåëîãî öè-
ëèíäðà ñ âíóòðåííèì äèàìåòðîì d (ïðîâîëîêà ïðîõîäèëà âíóò-
ðè öèëèíäðà). Âíèçó, íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò íèæíåãî êîíöà
ïðîâîëîêè ðàñïîëàãàëàñü ìàññèâíàÿ íàêîâàëüíÿ â ôîðìå ñïëîø-
íîãî öèëèíäðà ñ äèàìåòðîì, íåñêîëüêî ìåíüøèì d. Íà ïðîâî-
ëîêå ïåðåä ýêñïåðèìåíòîì ïðîñòàâëÿëèñü ìåòêè, ïî èçìåíåí
èþ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî áûëî ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå
îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé ïîñëå óäàðà.

Ïåðåä ýêñïåðèìåíòîì âåðõíÿÿ áàáà ñ çàêðåïëåííîé ïðîâî-
ëîêîé, îñíîâàíèåì è ãðóçîì ïîäíèìàëàñü íà îïðåäåëåííóþ
âûñîòó. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âñÿ ñèñòåìà íà÷èíàëà ïàäàòü âíèç,
ñêîëüçÿ ïî íàïðàâëÿþùèì âåðòèêàëüíîãî êîïðà. Íà çàäàííîé
âûñîòå âåðõíÿÿ áàáà îñòàíàâëèâàëàñü (íàëåòåâ íà ñïåöèàëü
íî
óñòàíîâëåííóþ ïðåãðàäó), è ñ ýòîãî ìîìåíòà ãðóç íà÷èíàë
ðàñòÿãèâàòü ïðîâîëîêó, ïðè÷åì ñêîðîñòü óäàðà, î÷åâèäíî, îï-
ðåäåëÿëàñü âûñîòîé ïàäåíèÿ âåðõíåé áàáû. Ãðóç èìåë äîñòàòî÷-
íî áîëüøóþ ìàññó, ÷òî îáåñïå÷èâàëî íåèçìåíÿåìîñòü åãî ñêî-
ðîñòè â ïðîöåññå óäàðà. Ïî ïðîøåñòâèè íåêîòîðîãî âðåìåíè
ãðóç íàëåòàë íà íàêîâàëüíþ, êîòîðàÿ ðàçðóøàëà õðóïêîå îñíî-
âàíèå è òåì ñàìûì îñâîáîæäàëà ïðîâîëîêó îò íàãðóçêè. Ìåíÿ
ÿ
ïîëîæåíèå íàêîâàëüíè, ìîæíî áûëî èçìåíÿòü ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü óäàðà.

Íà ðèñ. 1.61 [58] ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ äå-
ôîðìàöèé ïðè óäàðàõ ðàçëè÷íîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñî ñêîðî-
ñòüþ 27,8 ì/ñ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè
êîíöà ïðîâîëîêè íå çàâèñÿò îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñîóäàðåíèÿ,
êàê è ïðåäñêàçûâàåò òåîðèÿ.

2. Ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè óäàðà. Èç ôîð-

ìóëû 
0

e

v ade= ∫  ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî óïðó-

Ðèñ. 1.61
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Ðèñ. 1.62

ãîïëàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè,
ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ ñêî-
ðîñòü óäàðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ èí-

òåãðàëà 
0

e

ade∫ . Ïðè êðèòè÷åñêîé

ñêîðîñòè óäàðà äåôîðìàöèÿ êîí-
öà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ, îòâå÷àþùåãî óñëîâèþ

/ 0d deσ = . Ïðè ñêîðîñòè óäàðà
âûøå êðèòè÷åñêîé, îáðàçåö ðàç-
ðóøàåòñÿ ìãíîâåííî, â åãî îñòàâ-
øåéñÿ ÷àñòè äîëæíû îòñóòñòâî-
âàòü îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè.

Ôàêò ìãíîâåííîãî ðàçðóøå-
íèÿ ìåäíîé ïðîâîëîêè ïðè ñêî-
ðîñòè óäàðà âûøå 70 ì/ñ áûë
îòìå÷åí â ýêñïåðèìåíòàõ, îïè-
ñàííûõ â [30]. Äëÿ ñîîáùåíèÿ
íåîáõîäèìîé ñêîðîñòè óäàðà
èñïîëüçîâàëîñü âðàùåíèå òÿæå-
ëîãî êîëåñà êîïðà Ìàííà: â îï-
ðåäåëåííûé ìîìåíò çàõâàòû,
ðàñïîëîæåííûå íà ýòîì êîëåñå,
âûõîäÿò è óäàðÿþò î ñêîáó,
óêðåïëåííóþ íà êîíöå èññëå-
äóåìîãî îáðàçöà. (Äðóãîé êîíåö
îáðàçöà çàêðåïëåí â ìàññèâíîì
ìàÿòíèêå.)

Çàìåòèì, ÷òî â [58] òàêæå
ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äåôîð-
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( )eσ = Φ  äåôîðìàöèÿ êîíöà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíîé
ñêîðîñòè óäàðà è íå çàâèñèò îò âðåìåíè ñîóäàðåíèÿ. Äëÿ ïðî-
âåðêè ýòîãî óòâåðæäåíèÿì â ñòàòüå Êàðìàíà è Äþâå [58] ñîîá-
ùàëîñòü î ñëåäóþùèõ ýêñïåðèìåíòàõ, âûïîëíåííûõ â ïåðèîä
Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû (ïåðâàÿ ïóáëèêàöèÿ ïîäîáíûõ ìàòåðè-

àëîâ ñîäåðæèòñÿ â [59]). Êóñîê îòîææåííîé ìåäíîé ïðîâîëîêè
äëèíîé îêîëî 2,5 ì è äèàìåòðîì 1,8 ìì êðåïèëñÿ âåðõíèì êîí-
öîì ê ïàäàþùåé áàáå, äâèãàþùåéñÿ â âåðòèêàëüíîì êîïðå.
Ê íèæíåìó êîíöó ïðîâîëîêè ïðèâÿçûâàëîñü ëåãêîå, õðóïêîå
îñíîâàíèå, íà êîòîðîå ñòàâèëñÿ ãðóç â ôîðìå ïóñòîòåëîãî öè-
ëèíäðà ñ âíóòðåííèì äèàìåòðîì d (ïðîâîëîêà ïðîõîäèëà âíóò-
ðè öèëèíäðà). Âíèçó, íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò íèæíåãî êîíöà
ïðîâîëîêè ðàñïîëàãàëàñü ìàññèâíàÿ íàêîâàëüíÿ â ôîðìå ñïëîø-
íîãî öèëèíäðà ñ äèàìåòðîì, íåñêîëüêî ìåíüøèì d. Íà ïðîâî-
ëîêå ïåðåä ýêñïåðèìåíòîì ïðîñòàâëÿëèñü ìåòêè, ïî èçìåíåí
èþ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî áûëî ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå
îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé ïîñëå óäàðà.

Ïåðåä ýêñïåðèìåíòîì âåðõíÿÿ áàáà ñ çàêðåïëåííîé ïðîâî-
ëîêîé, îñíîâàíèåì è ãðóçîì ïîäíèìàëàñü íà îïðåäåëåííóþ
âûñîòó. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âñÿ ñèñòåìà íà÷èíàëà ïàäàòü âíèç,
ñêîëüçÿ ïî íàïðàâëÿþùèì âåðòèêàëüíîãî êîïðà. Íà çàäàííîé
âûñîòå âåðõíÿÿ áàáà îñòàíàâëèâàëàñü (íàëåòåâ íà ñïåöèàëü
íî
óñòàíîâëåííóþ ïðåãðàäó), è ñ ýòîãî ìîìåíòà ãðóç íà÷èíàë
ðàñòÿãèâàòü ïðîâîëîêó, ïðè÷åì ñêîðîñòü óäàðà, î÷åâèäíî, îï-
ðåäåëÿëàñü âûñîòîé ïàäåíèÿ âåðõíåé áàáû. Ãðóç èìåë äîñòàòî÷-
íî áîëüøóþ ìàññó, ÷òî îáåñïå÷èâàëî íåèçìåíÿåìîñòü åãî ñêî-
ðîñòè â ïðîöåññå óäàðà. Ïî ïðîøåñòâèè íåêîòîðîãî âðåìåíè
ãðóç íàëåòàë íà íàêîâàëüíþ, êîòîðàÿ ðàçðóøàëà õðóïêîå îñíî-
âàíèå è òåì ñàìûì îñâîáîæäàëà ïðîâîëîêó îò íàãðóçêè. Ìåíÿ
ÿ
ïîëîæåíèå íàêîâàëüíè, ìîæíî áûëî èçìåíÿòü ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü óäàðà.

Íà ðèñ. 1.61 [58] ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ äå-
ôîðìàöèé ïðè óäàðàõ ðàçëè÷íîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñî ñêîðî-
ñòüþ 27,8 ì/ñ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè
êîíöà ïðîâîëîêè íå çàâèñÿò îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñîóäàðåíèÿ,
êàê è ïðåäñêàçûâàåò òåîðèÿ.

2. Ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè óäàðà. Èç ôîð-

ìóëû 
0

e

v ade= ∫  ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî óïðó-

Ðèñ. 1.61
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Ðèñ. 1.62

ãîïëàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè,
ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ ñêî-
ðîñòü óäàðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ èí-

òåãðàëà 
0

e

ade∫ . Ïðè êðèòè÷åñêîé

ñêîðîñòè óäàðà äåôîðìàöèÿ êîí-
öà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ, îòâå÷àþùåãî óñëîâèþ

/ 0d deσ = . Ïðè ñêîðîñòè óäàðà
âûøå êðèòè÷åñêîé, îáðàçåö ðàç-
ðóøàåòñÿ ìãíîâåííî, â åãî îñòàâ-
øåéñÿ ÷àñòè äîëæíû îòñóòñòâî-
âàòü îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè.

Ôàêò ìãíîâåííîãî ðàçðóøå-
íèÿ ìåäíîé ïðîâîëîêè ïðè ñêî-
ðîñòè óäàðà âûøå 70 ì/ñ áûë
îòìå÷åí â ýêñïåðèìåíòàõ, îïè-
ñàííûõ â [30]. Äëÿ ñîîáùåíèÿ
íåîáõîäèìîé ñêîðîñòè óäàðà
èñïîëüçîâàëîñü âðàùåíèå òÿæå-
ëîãî êîëåñà êîïðà Ìàííà: â îï-
ðåäåëåííûé ìîìåíò çàõâàòû,
ðàñïîëîæåííûå íà ýòîì êîëåñå,
âûõîäÿò è óäàðÿþò î ñêîáó,
óêðåïëåííóþ íà êîíöå èññëå-
äóåìîãî îáðàçöà. (Äðóãîé êîíåö
îáðàçöà çàêðåïëåí â ìàññèâíîì
ìàÿòíèêå.)

Çàìåòèì, ÷òî â [58] òàêæå
ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äåôîð-
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Ïðåäåë ïðî÷- Óäëèíåíèå íà Êðèòè÷åñêàÿ
íîñòè, êã/ìì2, 203,2 ìì, %, ñêîðîñòü, ì/ñ

Ìàòåðèàë
ïðè ðàñòÿæåíèè ïðè ðàñòÿæåíèè

ñòàòè- äèíàìè- ñòàòè-  äèíàìè- ýêñïå- òåîðåòè-
÷åñêîì ÷åñêîì ÷åñêîì ÷åñêîì ðèìåí- ÷åñêàÿ

òàëüíàÿ

Æåëåçî îòîææåíîå 2 6 40,4 25,7 16,2 30,4 �
Ñòàëü SAE 1015

îòîææåíàÿ 35,0 44,4 2 8 3 0 30,4 �
Ñòàëü SAE 1022
õîëîäíîêàòàííàÿ 58,8 73,5 6 1 5 30,4 9,5
Ñòàëü SAE 1040

îòîææåíàÿ 54,8 64,2 20,4 20,7 > 60,8 � 2
Ñòàëü SAE 1045

çàêàëåííàÿ
è îòïóùåííàÿ 99,5 108,2 5,7 9,2 57,7 28,9

Ñòàëü SAE 2345
çàêàëåííàÿ

è îòïóùåííàÿ 100,8 122,6 8,4 14,1 > 60,8 5 3
Ñòàëü SAE 4140

çàêàëåííàÿ
è îòïóùåííàÿ 9 4 105,5 8,5 14,7 53,2 40,2

Ñòàëü SAE 5150
çàêàëåííàÿ

è îòïóùåííàÿ 97,3 103,5 8,5 13,3 51,6 48,2
Ñòàëü SAE 302

íåðæàâåþùàÿ 65,2 7 8 58.5 46,6 > 60,8 149
Ìåäü îòîææåíàÿ 20,8 18,6 32,7 43,8 > 60,8 70,1
Ìåäü õîëîäíîêà-

òàííàÿ 31,5 4 2 2,5 10,7 15,2 12,9
Àëþìíèåâûé ñïëàâ

2S, îòîææåíûé 8,1 10,4 23,0 30,8 > 60,8 53,4
Àëþìèíèåâûé

ñïëàâ 
1

2
2

S H 12,2 15,4 4,6 1 0 33,4 10,8

Àëþìèíèåâûé
 ñïëàâ 24S � T 45,6 4 8 11,3 13,5 > 60,8 8 8

 Ìàãíèåâûé ñïëàâ
Dov I 30,6 3 6 9,6 10,9 > 60,8 9 2

Òàáëèöà 1.5

Ðèñ. 1.63 Ðèñ. 1.64

ìèðîâàíèÿ ìåäíîé ïðîâîëîêè ïðè ñêîðîñòè óäàðà 57 ì/ñ, ïðè-
íÿòîé àâòîðàìè çà êðèòè÷åñêóþ íà îñíîâàíèè ðàñ÷åòîâ ñ èñï
îëü-
çîâàíèåì ñòàòè÷åñêîé äèàãðàììû «íàïðÿæåíèå�äåôîðìàöèÿ».
Îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè ïðè ýòîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè óäàðà, ÷òî ëèøíèé ðàç ïîä-
òâåðæäàåò íåâîçìîæíîñòü ïðè òî÷íûõ êîëè÷åñòâåííûõ ðàñ÷åòàõ
èñïîëüçîâàòü äàííóþ äèàãðàììó.

Â ýêñïåðèìåíòå, îïèñàííîì â [35], èçìåðÿëîñü îáùåå óäëè-
íåíèå îáðàçöà (õîëîäíîêàòàíîé ñòàëè ìàðêè SAE 1020) â çàâè-
ñèìîñòè îò ñêîðîñòè óäàðà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê ïðèâåäåí
íà ðèñ. 1.62 è íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò óìåíüøåíèå îáùåãî óä-
ëèíåíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè óäàðà áîëåå 30,4 ì/ñ.

Çíà÷èòåëüíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë ïî äèíàìè÷åñ-
êèì ñâîéñòâàì ìåòàëëîâ ñîáðàí â [35, 36]. Â òàáë. 1.5 ïðèâåäåíû
äàííûå ïî ïðåäåëó ïðî÷íîñòè, êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè óäàðà è
îáùåìó óäëèíåíèþ îáðàçöîâ â äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ñ ñîïî-
ñòàâëåíèåì ñî ñòàòè÷åñêèìè äàííûìè è ðåçóëüòàòàìè òåîðåòè-
÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå ñòàòè÷åñêèõ äèàãðàìì [35].

3. Õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â
îáðàçöå ïîñëå óäàðà. Òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â ïîëóáåñêîíå÷íîì ñòåðæíå ïðè óäàðå
íîñèò àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð (ïðè ñêîðîñòè, ìåíüøå êðèòè-
÷åñêîé). Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò ýòîò âûâîä
òåîðèè. Íà ðèñ. 1.63 è 1.64 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî êðèâûå
ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ ñìåùåíèé ïî ðàäèóñó â àëþìèíèå-
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è îòïóùåííàÿ 100,8 122,6 8,4 14,1 > 60,8 5 3
Ñòàëü SAE 4140

çàêàëåííàÿ
è îòïóùåííàÿ 9 4 105,5 8,5 14,7 53,2 40,2
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íîñèò àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð (ïðè ñêîðîñòè, ìåíüøå êðèòè-
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âîì ñòåðæíå äëèíîé 0,5 ì è äèàìåòðîì 20 ìì [23] è ìåäíîé
ïðîâîëîêå ïðè ñêîðîñòè óäàðà 27,8 ì/ñ, ïðîäîëæèòåëüíîñòè
0,083 ì/ñ [58]. Íà ðèñ. 1.64 øòðèõîâàÿ êðèâàÿ ïîñòðîåíà íà îñ-
íîâå ñòàòè÷åñêîé äèàãðàììû eσ − . Õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ îñ-
òàòî÷íûõ äåôîðìàöèé êà÷åñòâåííî ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòó1. Êðè-
âàÿ èìååò ó÷àñòîê ïîñòîÿííûõ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé, êàê è

ïðåäñêàçûâàåò òåîðèÿ. Íàëè÷èå ýòîãî ó÷àñòêà â íàñòîÿùåå â
ðå-
ìÿ ïîäòâåðæäåíî ìíîãî÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èñ-

ñëåäîâàíèÿìè [60].

4. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé êîí-
öà ñòåðæíÿ îò âåëè÷èíû ñêîðîñòè óäàðà. Íèæå ïîêàçàíî,
÷òî äèíàìè÷åñêàÿ äèàãðàììà eσ −  ïî ôîðìå ìàëî îòëè÷àåòñÿ
îò ñòàòè÷åñêîé è, êàê è ïîñëåäíÿÿ, ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðî-
âàíà ñõåìîé ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ:

Eeσ = , e < es;

( )s sEe E e e′σ = + − ; e > es,

ãäå E è E′ � äèíàìè÷åñêèå ìîäóëè

Þíãà è óïðî÷íåíèÿ; se  � äè-
íàìè÷åñêèé ïðåäåë óïðóãîñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà 0

0

me

v a de= ∫
ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó

( )0 0 1s m sv a e a e e= + −  è âñëåä-
ñòâèå ìàëîãî çíà÷åíèÿ îòíîøå-
íèÿ /E E′  çàìåíåíà ñëåäóþùåé:

                 0 0 1sv a e a= + e~,    (1.130)

èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü
óäàðà ëèíåéíî çàâèñèò îò âåëè-
÷èíû îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé
êîíöà ñòåðæíÿ. Ýêñïåðèìåíòû ïî
ïðîâåðêå ïîñëåäíåãî ñîîòíîøå-

íèÿ ïðîâîäèëèñü íàä àëþìèíèåâûìè ñòåðæíÿìè äëèíîé 0,5 ì
è äèàìåòðîì 20 ìì è îïèñàíû â [23]. Íà ðèñ. 1.65 [23] ïðèâåäåíà
ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü v = v0 (e~), õîðîøî ïîäòâåðæäà-
þùàÿ ôîðìóëó (1.130).

5. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ â íåêîòîðîì ñå÷å-
íèè ñòåðæíÿ ïðè óäàðå. Â [58,59] äàíî ñîïîñòàâëåíèå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî çàìåðåííîãî èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà çàêðåïëå
í-
íîì êîíöå ñòåðæíÿ ñ ðàññ÷èòàííûì íà îñíîâå ñòàòè÷åñêîé
äèàãðàììû äëÿ óäàðà ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ ïî äðóãîìó
êîíöó. Èç ðèñ. 1.66�1.69, èëëþñòðèðóþùèõ ýòî ñîïîñòàâëåíèå,
âèäíî, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñò
è
èìåþò îäèíàêîâûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ è âìåñòå ñ òåì çíà÷è-
òåëüíîå êîëè÷åñòâåííîå ðàñõîæäåíèå.

6. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèé è ñêîðîñòåé â ñå÷å-
íèÿõ âäîëü ñòåðæíÿ. Â [61] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëå-
äîâàíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí â îáîææåííûõ àë
þ-
ìèíèåâûõ áðóñüÿõ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêîâ äåôîðìàöèè è ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ äàò÷èêîâ ñêîðîñòè ÷àñòèö (ïðèíöèï äåéñòâèÿ ïîñ-
ëåäíèõ îïèñàí â [62, 63]). Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé ñî-
ãëàñóþòñÿ ñ ðàñ÷åòàìè íà îñíîâå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé òåîðèè,
åñëè èñïîëüçîâàòü äèàãðàììó eσ − , ëåæàùóþ íåñêîëüêî âûøå
ñòàòè÷åñêîé. Äàò÷èêè äåôîðìàöèè ïîêàçàëè áîëåå íèçêèå ñêî-
ðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, ÷åì äàò÷èêè ñêîðîñòåé ÷àñòèö, è
ðàáîòà èõ áûëà ïîñòàâëåíà ïîä ñîìíåíèå.

Íàèáîëåå øèðîêîå èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
äåôîðìàöèé ïóòåì èçìåðåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ áûëî âûïîëíåíî
Áåëëîì [64], ðàçðàáîòàííûì èì îïòè÷åñêèì ìåòîäîì ñ ïîìî-
ùüþ äàò÷èêà î÷åíü ìàëîé äëèííû [65]. Îøèáêà èçìåðåíèÿ äå-
ôîðìàöèé íå ïðåâîñõîäèëà 3%. Â ýêñïåðèìåíòàõ òîðöàì áðó-
ñüåâ èç îòîææåííîãî àëþìèíèÿ óäàðîì ñîîáùàëàñü ïîñòîÿí-
íàÿ ñêîðîñòü. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî îäèíàêîâûå óðîâíè äå-
ôîðìàöèè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, õîðîøî
ñîãëàñóþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ïî ìåñòíîìó íà-
êëîíó ñòàòè÷åñêîé êðèâîé eσ −  [66, 67]. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî
ïðè óäàëåíèè îò òîðöà áîëüøå äâóõ êàëèáðîâ óðîâíè äåôîðìà-
öèè â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè óäàðà òàêæå õîðîøî ñîãëàñóþò-
ñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ, îïðåäåëåí-
íîé ïî ñòàòè÷åñêîé äèàãðàììå eσ − . Áåëë [66�68] âûñêàçàë
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îòêëîíåíèÿ îò òåîðèè íà ðàññòîÿíèÿõ ìå
íü-
øå êàëèáðà ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû áîëüøèìè ðàäèàëüíûìè
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1 Àâòîðû [58] íå ïîëó÷èëè óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ñîâïàäåíèÿ
äàííûõ ýêñïåðèìåíòà ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòà. Ïîñëåäíåå, êàê îòìå÷å-
íî Â. Ñ. Ëåíñêèì, îáóñëîâëåíî íåó÷åòîì ïðè ðàñ÷åòå ïðîõîæäå
íèÿ
âîëíû ðàçãðóçêè.

Ðèñ. 1.65
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âîì ñòåðæíå äëèíîé 0,5 ì è äèàìåòðîì 20 ìì [23] è ìåäíîé
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íèÿ ïðîâîäèëèñü íàä àëþìèíèåâûìè ñòåðæíÿìè äëèíîé 0,5 ì
è äèàìåòðîì 20 ìì è îïèñàíû â [23]. Íà ðèñ. 1.65 [23] ïðèâåäåíà
ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü v = v0 (e~), õîðîøî ïîäòâåðæäà-
þùàÿ ôîðìóëó (1.130).

5. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ â íåêîòîðîì ñå÷å-
íèè ñòåðæíÿ ïðè óäàðå. Â [58,59] äàíî ñîïîñòàâëåíèå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî çàìåðåííîãî èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà çàêðåïëå
í-
íîì êîíöå ñòåðæíÿ ñ ðàññ÷èòàííûì íà îñíîâå ñòàòè÷åñêîé
äèàãðàììû äëÿ óäàðà ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ ïî äðóãîìó
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è
èìåþò îäèíàêîâûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ è âìåñòå ñ òåì çíà÷è-
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þ-
ìèíèåâûõ áðóñüÿõ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêîâ äåôîðìàöèè è ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ äàò÷èêîâ ñêîðîñòè ÷àñòèö (ïðèíöèï äåéñòâèÿ ïîñ-
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ñòàòè÷åñêîé. Äàò÷èêè äåôîðìàöèè ïîêàçàëè áîëåå íèçêèå ñêî-
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ðàáîòà èõ áûëà ïîñòàâëåíà ïîä ñîìíåíèå.

Íàèáîëåå øèðîêîå èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
äåôîðìàöèé ïóòåì èçìåðåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ áûëî âûïîëíåíî
Áåëëîì [64], ðàçðàáîòàííûì èì îïòè÷åñêèì ìåòîäîì ñ ïîìî-
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ôîðìàöèè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, õîðîøî
ñîãëàñóþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ïî ìåñòíîìó íà-
êëîíó ñòàòè÷åñêîé êðèâîé eσ −  [66, 67]. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî
ïðè óäàëåíèè îò òîðöà áîëüøå äâóõ êàëèáðîâ óðîâíè äåôîðìà-
öèè â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè óäàðà òàêæå õîðîøî ñîãëàñóþò-
ñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ, îïðåäåëåí-
íîé ïî ñòàòè÷åñêîé äèàãðàììå eσ − . Áåëë [66�68] âûñêàçàë
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îòêëîíåíèÿ îò òåîðèè íà ðàññòîÿíèÿõ ìå
íü-
øå êàëèáðà ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû áîëüøèìè ðàäèàëüíûìè
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1 Àâòîðû [58] íå ïîëó÷èëè óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ñîâïàäåíèÿ
äàííûõ ýêñïåðèìåíòà ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòà. Ïîñëåäíåå, êàê îòìå÷å-
íî Â. Ñ. Ëåíñêèì, îáóñëîâëåíî íåó÷åòîì ïðè ðàñ÷åòå ïðîõîæäå
íèÿ
âîëíû ðàçãðóçêè.

Ðèñ. 1.65

esa0
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óñêîðåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ áûñòðûì íàðàñòàíèåì äåôîðìà-
öèè è ñîîòâåòñòâóþùèì ñèëüíûì ðàñøèðåíèåì, íàáëþäàâøèì-
ñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïî åãî ìíåíèþ, èìåííî ýòèì ìîãóò áûòü

îáúÿñíåíû íàáëþäàâøèåñÿ ðàíåå îñîáåííîñòè ôîðìèðîâàíèÿ
âîëí âáëèçè òîðöà ñòåðæíÿ (ïî êîòîðîìó íàíîñèòñÿ óäàð) îá-
ðàçöîâ èç ìåäè è ÷èñòîãî àëþìèíèÿ, à íå âëèÿíèåì ñêîðîñòè
äåôîðìàöèè (â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ).

Äëÿ ïîëíîãî ñîîòâåòñòâèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ âñåì
ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìàòåðèàëàì, ïåðå÷èñëåííûì â ïóíêòàõ
À�Â, 1�6, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äèíàìè÷åñêóþ äèàãðàìì
ó

eσ − , îòëè÷íóþ, êàê ïîêàçàíî âûøå, îò ñòàòè÷åñêîé. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè äàííîé ñêîðîñòè óäàðà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâî-
âàíèå îïðåäåëåííîé çàâèñèìîñòè ( )eσ = Φ .

Ìàòåìàòè÷åñêè äèíàìè÷åñêàÿ äèàãðàììà eσ −  ìîæåò áûòü
èíòåðïðåòèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàâèñèìîñòü
ìåæäó äåôîðìàöèåé è íàïðÿæåíèåì äàåòñÿ, íàïðèìåð, ôîð-
ìóëîé

f0(σ,e, t)σ. + f1(σ,e, t)e
.

+ f2(σ,e, t)  = 0,

â êîòîðóþ âõîäÿò íå òîëüêî óïîìÿíóòûå õàðàêòåðèñòèêè, íî è èõ
ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. Òàê êàê ïðîöåññ óäàðà õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ìàëîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ, òî â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíè
è
áóäóò ïðåâàëèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå ÷ëåíû, ÷òî ïîçâîëèò
óïðîñòèòü çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ

f0(σ,e,0)σ. + f1(σ,e,0)e
.

= 0

è ïðèâåñòè ê âèäó ( )eσ = Φ .
Òàêèì îáðàçîì, íà äèíàìè÷åñêóþ äèàãðàììó ìîæíî ñìîò-

ðåòü êàê íà ïðåäåëüíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ
ϕ (σ, e, σ. , e

.
, t) = 0, â êîòîðîì ñîõðàíåíû ãëàâíûå äèôôåðåí-

öèàëüíûå ÷ëåíû.
Ôèçè÷åñêè ðàçíèöà ìåæäó ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé

äèàãðàììàìè eσ − , âîçìîæíî, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïåðâàÿ
ïîëó÷àåòñÿ ïðè èçîòåðìè÷åñêîì, à âòîðàÿ � ïðè àäèàáàòè÷åñêîì
ïðîöåññàõ íàãðóæåíèÿ. Ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåëèíåé
íûõ
âîëí îòëè÷àþòñÿ îò ïðîöåññîâ ñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ è íåò
îñíîâàíèÿ îæèäàòü ñîâïàäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàìì

eσ − . Îòíîñèòåëüíî âèäà äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû, ïî êðàé-
íåé ìåðå äëÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ, êàê ñòàëü, ìåäü, àëþìèíèé,
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ÃËÀÂÀ 1. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ...

Ðèñ. 1.66 Ðèñ. 1.68

Ðèñ. 1.67 Ðèñ. 1.69

§ 1.9. ÄÈÀÃÐÀÌÌÀ «ÍÀÏÐßÆÅÍÈÅ � ÄÅÔÎÐÌÀÖÈß»...



136 137
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ó
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îáðàçîì, ïðè äàííîé ñêîðîñòè óäàðà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâî-
âàíèå îïðåäåëåííîé çàâèñèìîñòè ( )eσ = Φ .
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ìåæäó äåôîðìàöèåé è íàïðÿæåíèåì äàåòñÿ, íàïðèìåð, ôîð-
ìóëîé

f0(σ,e, t)σ. + f1(σ,e, t)e
.

+ f2(σ,e, t)  = 0,

â êîòîðóþ âõîäÿò íå òîëüêî óïîìÿíóòûå õàðàêòåðèñòèêè, íî è èõ
ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. Òàê êàê ïðîöåññ óäàðà õàðàêòåðèçó-
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f0(σ,e,0)σ. + f1(σ,e,0)e
.

= 0

è ïðèâåñòè ê âèäó ( )eσ = Φ .
Òàêèì îáðàçîì, íà äèíàìè÷åñêóþ äèàãðàììó ìîæíî ñìîò-

ðåòü êàê íà ïðåäåëüíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ
ϕ (σ, e, σ. , e

.
, t) = 0, â êîòîðîì ñîõðàíåíû ãëàâíûå äèôôåðåí-

öèàëüíûå ÷ëåíû.
Ôèçè÷åñêè ðàçíèöà ìåæäó ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé

äèàãðàììàìè eσ − , âîçìîæíî, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïåðâàÿ
ïîëó÷àåòñÿ ïðè èçîòåðìè÷åñêîì, à âòîðàÿ � ïðè àäèàáàòè÷åñêîì
ïðîöåññàõ íàãðóæåíèÿ. Ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåëèíåé
íûõ
âîëí îòëè÷àþòñÿ îò ïðîöåññîâ ñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ è íåò
îñíîâàíèÿ îæèäàòü ñîâïàäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàìì

eσ − . Îòíîñèòåëüíî âèäà äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû, ïî êðàé-
íåé ìåðå äëÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ, êàê ñòàëü, ìåäü, àëþìèíèé,
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
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òåëüíîñòü êîòîðîãî âû÷èñëÿëàñü ïî âåëè÷èíå êîëè÷åñòâà ýëåê-
òðè÷åñòâà, èçìåðåííîãî áàëëèñòè÷åñêèì ãàëüâàíîìåòðîì ï
ðè
èçâåñòíîé ñèëå òîêà. Âëèÿíèå ìåñòíîãî ýôôåêòà e èñêëþ÷àëî
ñü
ïîñëå ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ ñî ñòåðæíÿìè ðàçëè÷íîé äëèíû
.
Ïàðàëëåëüíî ïðîâîäèëñÿ  ðàñ÷åò ñòàòè÷åñêîãî ìîäóëÿ Þíãà.
Ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè
çâóêà a0 äëÿ ñòàëè, ìåäè è àëþìèíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.6 è
óêàçûâàþò íà ïîëíîå ñîâïàäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé
ìîäóëåé Þíãà.

Òîò æå ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ïðè îïðåäåëåíèè äèíàìè÷å-
ñêîãî ìîäóëÿ Þíãà àêóñòè÷åñêèì ñïîñîáîì [39�42]. Î÷åâèäíî,
äèíàìè÷åñêàÿ êðèâàÿ eσ −  ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ ïðÿìîëèíåé-
íîé âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè.
Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè äèíàìè÷åñêèõ çíà÷åíèé äåôîðìà-
öèé, êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, íàêëîí ýòîé êðèâîé ê îñè
äåôîðìàöèé áûñòðî óìåíüøàåòñÿ.

Ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå è ðàñ÷åòû äèíàìè÷åñêèõ äèàã-
ðàìì eσ − , î÷åâèäíî, íå èçìåíÿåò âûâîäîâ ï. 1�6, ïîëó÷åííûõ
äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ( )eσ = Φ , è óëó÷øàåò òå, êîòî-
ðûå îòíîñÿòñÿ ê êîëè÷åñòâåííûì ðàñ÷åòàì. Ïðè ýòîì ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïðèâåäåííûå â ï. À è Á, ìîãóò ñëóæèòü
ôàêòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì ïðè ïîñòðîåíèè óêàçàííûõ äèàãðà
ìì.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ äèàãðà
ìì

eσ −  ñðàçó îáúÿñíÿåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ï. Â, êî-
òîðûå òåì ñàìûì ìîãóò ñëóæèòü äîïîëíèòåëüíûì ïîäòâåðæäå
-
íèåì ñïðàâåäëèâîñòè òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîïëàñò
è-
÷åñêèõ âîëí (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü âûâîäàì àâòîðîâ [34]). Äåé-
ñòâèòåëüíî, êàêîâû áû íè áûëè ñòàòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæå-
íèé è äåôîðìàöèé, äèíàìè÷åñêàÿ êðèâàÿ eσ −  â íà÷àëå áóäåò
èìåòü ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê, êîòîðîìó áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí. Ïðè ýòîì, î÷å-
âèäíî, ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè

ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàñ÷åòàìè, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü ñòàòè-
÷åñêèå äèàãðàììû, óæå êîñâåííî óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ïîñëå-
äíèå ïðàâèëüíî âîñïðîèçâîäÿò îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè äèíà-
ìè÷åñêèõ äèàãðàìì.

Ðåçóëüòàòû ïðèâîäèìûõ íèæå ýêñïåðèìåíòîâ, îïèñàííûõ â
[37], óêàçûâàþò íà ïîëíîå ñîâïàäåíèå ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè-
÷åñêîé äèàãðàìì íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå, âïëîòü äî ñòàòè÷åñêîãî
ïðåäåëà óïðóãîñòè, ââèäó ñîâïàäåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî è äèíàìè-
÷åñêîãî ìîäóëåé Þíãà. Âñå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ,
îòíîñÿùèåñÿ ê îïðåäåëåíèþ äèíàìè÷åñêîãî ìîäóëÿ Þíãà, îñ-
íîâàíû íà îïðåäåëåíèè ñêîðîñòè 0/a E= ρ  ðàñïðîñòðàíåíèÿ
â ñòåðæíå óïðóãîé âîëíû èëè ÷àñòîòû ìíîãîêðàòíûõ êîëåáàíèé
ñòåðæíåé.

Ñåðñ [38] ãîðèçîíòàëüíî ïîäâåøèâàë äâà ñòåðæíÿ îäèíàêî-
âîé äëèíû l òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíè òîðöàìè ïëîòíî ñîïðèêà-
ñàëèñü ìåæäó ñîáîé (ðèñ. 1.70). Ïåðåä ýêñïåðèìåíòîì îäèí èç
ñòåðæíåé îòâîäèëñÿ, çàòåì îòïóñêàëñÿ è óäàðÿë òîðöîì ïî òîð-
öó âòîðîãî. Â ýòîò ìîìåíò ïî îáîèì ñòåðæíÿì ðàñïðîñòðàíÿ-
ëèñü óïðóãèå âîëíû, êîòîðûå äîñòèãàëè ñâîáîäíûõ êîíöîâ,
îòðàæàëèñü îò íèõ è çàòåì äâèãàëèñü íàçàä, ê ìåñòó ñîóäàðåíèÿ.
Â ìîìåíò âñòðå÷è óïðóãèõ âîëí â òî÷êå óäàðà ñòåðæíè ðàñõî-
äèëèñü. Ïåðèîä ñîïðèêîñíîâåíèÿ T ðàâíÿëñÿ äâîéíîé ïðîäîë-
æèòåëüíîñòè ïðîõîäà âîëíîé âäîëü ñòåðæíÿ äëèíû l, ñëîæåííîé
ñ íåêîòîðûì ïîïðàâî÷íûì ÷ëåíîì e, îáóñëîâëåííûì ìåñòíû-
ìè ýôôåêòàìè:
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Âåëè÷èíà T îïðåäåëÿëàñü ñëåäóþùèì ïóòåì: â ìîìåíò

ñîóäàðåíèÿ âîçíèêàë êîíòàêò â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, ïðîäîëæè-
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òåëüíîñòü êîòîðîãî âû÷èñëÿëàñü ïî âåëè÷èíå êîëè÷åñòâà ýëåê-
òðè÷åñòâà, èçìåðåííîãî áàëëèñòè÷åñêèì ãàëüâàíîìåòðîì ï
ðè
èçâåñòíîé ñèëå òîêà. Âëèÿíèå ìåñòíîãî ýôôåêòà e èñêëþ÷àëî
ñü
ïîñëå ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ ñî ñòåðæíÿìè ðàçëè÷íîé äëèíû
.
Ïàðàëëåëüíî ïðîâîäèëñÿ  ðàñ÷åò ñòàòè÷åñêîãî ìîäóëÿ Þíãà.
Ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè
çâóêà a0 äëÿ ñòàëè, ìåäè è àëþìèíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.6 è
óêàçûâàþò íà ïîëíîå ñîâïàäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé
ìîäóëåé Þíãà.

Òîò æå ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ïðè îïðåäåëåíèè äèíàìè÷å-
ñêîãî ìîäóëÿ Þíãà àêóñòè÷åñêèì ñïîñîáîì [39�42]. Î÷åâèäíî,
äèíàìè÷åñêàÿ êðèâàÿ eσ −  ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ ïðÿìîëèíåé-
íîé âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè.
Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè äèíàìè÷åñêèõ çíà÷åíèé äåôîðìà-
öèé, êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, íàêëîí ýòîé êðèâîé ê îñè
äåôîðìàöèé áûñòðî óìåíüøàåòñÿ.

Ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå è ðàñ÷åòû äèíàìè÷åñêèõ äèàã-
ðàìì eσ − , î÷åâèäíî, íå èçìåíÿåò âûâîäîâ ï. 1�6, ïîëó÷åííûõ
äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ( )eσ = Φ , è óëó÷øàåò òå, êîòî-
ðûå îòíîñÿòñÿ ê êîëè÷åñòâåííûì ðàñ÷åòàì. Ïðè ýòîì ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïðèâåäåííûå â ï. À è Á, ìîãóò ñëóæèòü
ôàêòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì ïðè ïîñòðîåíèè óêàçàííûõ äèàãðà
ìì.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ äèàãðà
ìì

eσ −  ñðàçó îáúÿñíÿåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ï. Â, êî-
òîðûå òåì ñàìûì ìîãóò ñëóæèòü äîïîëíèòåëüíûì ïîäòâåðæäå
-
íèåì ñïðàâåäëèâîñòè òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîïëàñò
è-
÷åñêèõ âîëí (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü âûâîäàì àâòîðîâ [34]). Äåé-
ñòâèòåëüíî, êàêîâû áû íè áûëè ñòàòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæå-
íèé è äåôîðìàöèé, äèíàìè÷åñêàÿ êðèâàÿ eσ −  â íà÷àëå áóäåò
èìåòü ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê, êîòîðîìó áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí. Ïðè ýòîì, î÷å-
âèäíî, ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè

ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàñ÷åòàìè, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü ñòàòè-
÷åñêèå äèàãðàììû, óæå êîñâåííî óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ïîñëå-
äíèå ïðàâèëüíî âîñïðîèçâîäÿò îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè äèíà-
ìè÷åñêèõ äèàãðàìì.

Ðåçóëüòàòû ïðèâîäèìûõ íèæå ýêñïåðèìåíòîâ, îïèñàííûõ â
[37], óêàçûâàþò íà ïîëíîå ñîâïàäåíèå ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè-
÷åñêîé äèàãðàìì íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå, âïëîòü äî ñòàòè÷åñêîãî
ïðåäåëà óïðóãîñòè, ââèäó ñîâïàäåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî è äèíàìè-
÷åñêîãî ìîäóëåé Þíãà. Âñå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ,
îòíîñÿùèåñÿ ê îïðåäåëåíèþ äèíàìè÷åñêîãî ìîäóëÿ Þíãà, îñ-
íîâàíû íà îïðåäåëåíèè ñêîðîñòè 0/a E= ρ  ðàñïðîñòðàíåíèÿ
â ñòåðæíå óïðóãîé âîëíû èëè ÷àñòîòû ìíîãîêðàòíûõ êîëåáàíèé
ñòåðæíåé.

Ñåðñ [38] ãîðèçîíòàëüíî ïîäâåøèâàë äâà ñòåðæíÿ îäèíàêî-
âîé äëèíû l òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíè òîðöàìè ïëîòíî ñîïðèêà-
ñàëèñü ìåæäó ñîáîé (ðèñ. 1.70). Ïåðåä ýêñïåðèìåíòîì îäèí èç
ñòåðæíåé îòâîäèëñÿ, çàòåì îòïóñêàëñÿ è óäàðÿë òîðöîì ïî òîð-
öó âòîðîãî. Â ýòîò ìîìåíò ïî îáîèì ñòåðæíÿì ðàñïðîñòðàíÿ-
ëèñü óïðóãèå âîëíû, êîòîðûå äîñòèãàëè ñâîáîäíûõ êîíöîâ,
îòðàæàëèñü îò íèõ è çàòåì äâèãàëèñü íàçàä, ê ìåñòó ñîóäàðåíèÿ.
Â ìîìåíò âñòðå÷è óïðóãèõ âîëí â òî÷êå óäàðà ñòåðæíè ðàñõî-
äèëèñü. Ïåðèîä ñîïðèêîñíîâåíèÿ T ðàâíÿëñÿ äâîéíîé ïðîäîë-
æèòåëüíîñòè ïðîõîäà âîëíîé âäîëü ñòåðæíÿ äëèíû l, ñëîæåííîé
ñ íåêîòîðûì ïîïðàâî÷íûì ÷ëåíîì e, îáóñëîâëåííûì ìåñòíû-
ìè ýôôåêòàìè:

02 /T l a= + ε .
Âåëè÷èíà T îïðåäåëÿëàñü ñëåäóþùèì ïóòåì: â ìîìåíò

ñîóäàðåíèÿ âîçíèêàë êîíòàêò â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, ïðîäîëæè-
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äèôôåðåíöèðóåì ôîðìóëó (e~)
0

me

a de= ∫ ,  ó÷èòûâàÿ, ÷òî

e~ ( ) /m me e E= − σ :

0

0

1 11
dv d d
de E de de

σ σ − =  ρ  . (1.131)

Òàê êàê dv0 / de~ � èçâåñòíàÿ èç ýêñïåðèìåíòà ôóíêöèÿ /e E− σ ,
òî (1.131) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âèäà äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû ( )eσ = Φ .

Ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.131) îïðåäåëÿåòñÿ
èç óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ êðèâîé ( )eσ = Φ  ñ ïðÿìîé Eeσ = , ïðè
ýòîì êîîðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò äèíàìè÷åñêîìó
ïðåäåëó óïðóãîñòè. Çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî ìîäóëÿ E ìîæíî
íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ

0
0

( , )1 .
s

s
e e

d e E
v e

de
∗

=

σ =  ρ  

Çäåñü 0v∗  � íàéäåííàÿ îïûòíûì ïóòåì ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà
ñêîðîñòè, ïðè êîòîðîé îòñóòñòâóþò îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè;
es(E) � ïðåäåë óïðóãîñòè.

Íåäîñòàòêîì ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ íàä ñåðèåé îäèíàêîâûõ îáðàçöîâ. Â ïðàê-
òèêå ëàáîðàòîðíûõ èñïûòàíèé ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ì
îæåò
âûçâàòü èçâåñòíûå òðóäíîñòè. Èç çàðóáåæíûõ èçäàíèé ñëåäóåò
îòìåòèòü ðàáîòó [69], ãäå íà îñíîâå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé òåîðèè
áûëà ðàññ÷èòàíà çàâèñèìîñòü ( )eσ  äëÿ ìåäè.  Ýêñïåðèìåíòû ïî
äèíàìè÷åñêîìó ðàñòÿæåíèþ âïåðâûå ïîêàçàëè, ÷òî ýòà çàâèñè-
ìîñòü îòëè÷àåòñÿ îò ñòàòè÷åñêîé.

Ìåòîä Â. Ñ. Ëåíñêîãî [43]. Ýòî ïåðâûé (â õðîíîëîãè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ìåòîä, â êîòîðîì áûëî ïîêàçàíî, êàê èç
îäíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî èçìåðåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ îñòàò
î÷-
íûõ äåôîðìàöèé ðàññ÷èòàòü âåñü âèä äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû

eσ − . Ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ïîëó-
÷åíèÿ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ çîíû îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé áëàãî-
äàðÿ ýêñïåðèìåíòèðîâàíèþ íàä ñòåðæíÿìè êîíå÷íîé äëèíû,
äåôîðìèðóåìûìè óäàðîì î æåñòêóþ ïðåãðàäó (óäàð îñóùåñòâ-
ëÿëñÿ âûñòðåëîì îáðàçöîâ èç ïíåâìîóñòàíîâêè).

1 Â ñèëó ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà èñòèííîå çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî
ïðåäåëà óïðóãîñòè áóäåò íåñêîëüêî ìåíüøå íàéäåííîãî âûøå çíà÷å-
íèÿ.

ðàñ÷åòà ïî ñòàòè÷åñêîé äèàãðàììå eσ −  îêàçûâàåòñÿ íåïðàâî-
ìåðíûì.

Êðîìå íåïîñðåäñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ äèà-
ãðàìì eσ − , èçëîæåííîãî â ï. Á è òðåáóþùåãî ïîñòàíîâêè
ñëîæíîãî ýêñïåðèìåíòà, ñóùåñòâóåò ðÿä äðóãèõ ìåòîäîâ, áîë
åå
ïðîñòî âûïîëíÿåìûõ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ. Âñå îíè îñíî-

âàíû íà îáðàáîòêå äàííûõ ïî ðàñïðåäåëåíèþ îñòàòî÷íûõ äå-
ôîðìàöèé â ñòåðæíå ïîñëå óäàðà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàâèñèìîñ-
òÿìè, ñëåäóþùèìè èç òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîïëàñòè
-
÷åñêèõ âîëí.

Ìåòîä, îñíîâàííûé íà èçìåðåíèè îñòàòî÷íûõ äåôîðìà-
öèé êîíöåâîãî ñå÷åíèÿ â ôóíêöèè ñêîðîñòè óäàðà. Âïåðâûå
ýòîò ìåòîä îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû ïî ðàñïðåäå-
ëåíèþ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â äëèííîì ñòåðæíå áûë ïðåäëî
-
æåí â [23]. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äèàãðàììà äîïóñêàåò àïïðîê-
ñèìàöèþ ñõåìîé Ïðàíäòëÿ. Íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðåäåëà óïðóãîñòè è äèíàìè÷åñêîãî ìîäóëÿ óïðî÷íåíèÿ
íàõîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (1.130) è ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé çàâèñèìîñòè v0 = v0 (e~), ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 1.65. Ïðî-
äîëæàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ êðèâóþ v0 = v0 (e~) äî ïåðåñå÷åíèÿ
ñ îñüþ Ov0, îïðåäåëÿëè âåëè÷èíó a0 es.

Åñëè ïðèíÿòü a0 = 4700 ì/ñ, òî es = 22 : 4700 = 0,47%, ò. å. îíà
çíà÷èòåëüíî âûøå ñòàòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà óïðóãîñòè
àëþìèíèÿ (~0,2%). Èçìåðèâ óãîë íàêëîíà ïðÿìîëèíåéíîé ÷àñ-
òè êðèâîé ðèñ. 1.65 ê îñè Ov0, íàõîäèì çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî
ìîäóëÿ óïðî÷íåíèÿ. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü
v0 = v0 (e~) âñþäó ïðÿìîëèíåéíà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 sv a e=  îíà èìååò íåêîòîðîå èñêðèâëåíèå1.
Ïîñëåäíèé ôàêò íèñêîëüêî íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðèè, à ëèøü
óêàçûâàåò íà çíà÷èòåëüíóþ îøèáêó àïïðîêñèìàöèè äèíà-
ìè÷åñêîé äèàãðàììû ñõåìîé ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ âáëèçè ïðå-
äåëà óïðóãîñòè.

Â [23] áûëî ïîêàçàíî, êàê èñïîëüçîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî
îïðåäåëåííóþ çàâèñèìîñòü v0 = v0 (e~) äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî
âèäà èñòèííîé äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû. Ñ ýòîé öåëüþ ïðî-
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äèôôåðåíöèðóåì ôîðìóëó (e~)
0

me

a de= ∫ ,  ó÷èòûâàÿ, ÷òî

e~ ( ) /m me e E= − σ :

0

0

1 11
dv d d
de E de de

σ σ − =  ρ  . (1.131)

Òàê êàê dv0 / de~ � èçâåñòíàÿ èç ýêñïåðèìåíòà ôóíêöèÿ /e E− σ ,
òî (1.131) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âèäà äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû ( )eσ = Φ .

Ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.131) îïðåäåëÿåòñÿ
èç óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ êðèâîé ( )eσ = Φ  ñ ïðÿìîé Eeσ = , ïðè
ýòîì êîîðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò äèíàìè÷åñêîìó
ïðåäåëó óïðóãîñòè. Çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî ìîäóëÿ E ìîæíî
íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ

0
0

( , )1 .
s

s
e e

d e E
v e

de
∗

=

σ =  ρ  

Çäåñü 0v∗  � íàéäåííàÿ îïûòíûì ïóòåì ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà
ñêîðîñòè, ïðè êîòîðîé îòñóòñòâóþò îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè;
es(E) � ïðåäåë óïðóãîñòè.

Íåäîñòàòêîì ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ íàä ñåðèåé îäèíàêîâûõ îáðàçöîâ. Â ïðàê-
òèêå ëàáîðàòîðíûõ èñïûòàíèé ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ì
îæåò
âûçâàòü èçâåñòíûå òðóäíîñòè. Èç çàðóáåæíûõ èçäàíèé ñëåäóåò
îòìåòèòü ðàáîòó [69], ãäå íà îñíîâå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé òåîðèè
áûëà ðàññ÷èòàíà çàâèñèìîñòü ( )eσ  äëÿ ìåäè.  Ýêñïåðèìåíòû ïî
äèíàìè÷åñêîìó ðàñòÿæåíèþ âïåðâûå ïîêàçàëè, ÷òî ýòà çàâèñè-
ìîñòü îòëè÷àåòñÿ îò ñòàòè÷åñêîé.

Ìåòîä Â. Ñ. Ëåíñêîãî [43]. Ýòî ïåðâûé (â õðîíîëîãè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ìåòîä, â êîòîðîì áûëî ïîêàçàíî, êàê èç
îäíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî èçìåðåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ îñòàò
î÷-
íûõ äåôîðìàöèé ðàññ÷èòàòü âåñü âèä äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû

eσ − . Ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ïîëó-
÷åíèÿ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ çîíû îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé áëàãî-
äàðÿ ýêñïåðèìåíòèðîâàíèþ íàä ñòåðæíÿìè êîíå÷íîé äëèíû,
äåôîðìèðóåìûìè óäàðîì î æåñòêóþ ïðåãðàäó (óäàð îñóùåñòâ-
ëÿëñÿ âûñòðåëîì îáðàçöîâ èç ïíåâìîóñòàíîâêè).

1 Â ñèëó ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà èñòèííîå çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî
ïðåäåëà óïðóãîñòè áóäåò íåñêîëüêî ìåíüøå íàéäåííîãî âûøå çíà÷å-
íèÿ.

ðàñ÷åòà ïî ñòàòè÷åñêîé äèàãðàììå eσ −  îêàçûâàåòñÿ íåïðàâî-
ìåðíûì.

Êðîìå íåïîñðåäñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ äèà-
ãðàìì eσ − , èçëîæåííîãî â ï. Á è òðåáóþùåãî ïîñòàíîâêè
ñëîæíîãî ýêñïåðèìåíòà, ñóùåñòâóåò ðÿä äðóãèõ ìåòîäîâ, áîë
åå
ïðîñòî âûïîëíÿåìûõ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ. Âñå îíè îñíî-

âàíû íà îáðàáîòêå äàííûõ ïî ðàñïðåäåëåíèþ îñòàòî÷íûõ äå-
ôîðìàöèé â ñòåðæíå ïîñëå óäàðà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàâèñèìîñ-
òÿìè, ñëåäóþùèìè èç òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîïëàñòè
-
÷åñêèõ âîëí.

Ìåòîä, îñíîâàííûé íà èçìåðåíèè îñòàòî÷íûõ äåôîðìà-
öèé êîíöåâîãî ñå÷åíèÿ â ôóíêöèè ñêîðîñòè óäàðà. Âïåðâûå
ýòîò ìåòîä îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû ïî ðàñïðåäå-
ëåíèþ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â äëèííîì ñòåðæíå áûë ïðåäëî
-
æåí â [23]. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äèàãðàììà äîïóñêàåò àïïðîê-
ñèìàöèþ ñõåìîé Ïðàíäòëÿ. Íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðåäåëà óïðóãîñòè è äèíàìè÷åñêîãî ìîäóëÿ óïðî÷íåíèÿ
íàõîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (1.130) è ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé çàâèñèìîñòè v0 = v0 (e~), ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 1.65. Ïðî-
äîëæàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ êðèâóþ v0 = v0 (e~) äî ïåðåñå÷åíèÿ
ñ îñüþ Ov0, îïðåäåëÿëè âåëè÷èíó a0 es.

Åñëè ïðèíÿòü a0 = 4700 ì/ñ, òî es = 22 : 4700 = 0,47%, ò. å. îíà
çíà÷èòåëüíî âûøå ñòàòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà óïðóãîñòè
àëþìèíèÿ (~0,2%). Èçìåðèâ óãîë íàêëîíà ïðÿìîëèíåéíîé ÷àñ-
òè êðèâîé ðèñ. 1.65 ê îñè Ov0, íàõîäèì çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî
ìîäóëÿ óïðî÷íåíèÿ. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü
v0 = v0 (e~) âñþäó ïðÿìîëèíåéíà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 sv a e=  îíà èìååò íåêîòîðîå èñêðèâëåíèå1.
Ïîñëåäíèé ôàêò íèñêîëüêî íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðèè, à ëèøü
óêàçûâàåò íà çíà÷èòåëüíóþ îøèáêó àïïðîêñèìàöèè äèíà-
ìè÷åñêîé äèàãðàììû ñõåìîé ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ âáëèçè ïðå-
äåëà óïðóãîñòè.

Â [23] áûëî ïîêàçàíî, êàê èñïîëüçîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî
îïðåäåëåííóþ çàâèñèìîñòü v0 = v0 (e~) äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî
âèäà èñòèííîé äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû. Ñ ýòîé öåëüþ ïðî-
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( )0/ / 2a a x l x= − .  (1.136)
Äèôôåðåíöèðóÿ (1.135) è èñïîëüçóÿ (1.136), íàéäåì:

( )22

2
0

1 1
2

m mde dede a x
dx dx l x dxa

   
= − = −     −  

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

( )2
( )

1
2

l

m s
x

de
dxe x e dx

x
l x

 
 

= −  
 − − 

∫ ,

( )2 2

( ) (2 ) ( )
( ) .

4 ( )1
2

l

m s
x

e x x l x e x
e x e dx

l x lx
l x

 −= + +   − − −

∫  (1.137)

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (1.137) áûëî èñïîëüçîâàíî óñëîâèå

0
x l

de
dx =

=  âñëåäñòâèå ïëàâíîãî ñîïðÿæåíèÿ ïðÿìîëèíåéíîãî

ó÷àñòêà ñ óïðóãèì.
Íàïðÿæåíèå σm (x) îïðåäåëÿåì èç ñîîòíîøåíèÿ σm= E(em� e~)

ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.137):

2

2

(2 ) ( )
( )

4 ( ) 4 ( )

l

m s
x

x l x e xEx ex E dx
l l x l l x

 −σ = σ + +   − − 
∫ . (1.138)

Ôîðìóëû (1.137) è (1.138) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå óðàâíåíèå (x � ïàðàìåòð) äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷å-
ñêîé äèàãðàììû ( )m meσ = Φ .

Çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà óïðóãîñòè es ìîæíî íàéòè
èç ñîîòíîøåíèÿ v1 = a0es , ãäå v1 � íàèìåíüøàÿ ñêîðîñòü óäàðà,
ïðèâîäÿùàÿ ê âîçíèêíîâåíèþ ìàëûõ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé

(íàïðèìåð, ïîðÿäêà 0,2%).

Â [43] óêàçàíî íà âîçìîæíîñòü íåêîòîðîãî âèäîèçìåíåíèÿ
èçëîæåííîãî âûøå ñïîñîáà. Ïðè ýòîì óäàð ïîñòîÿííîé ñêîðî-
ñòè ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ τ  ïðîèçâîäèòñÿ ïî òîðöó äëèííîãî
ñòåðæíÿ. Êàðòèíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ýòîì ñëó÷àå èìååò

âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.71: âîëíà ðàçãðóçêè áóäåò ðàñ-

1 Èçëîæåííîå äîêàçàòåëüñòâî, î÷åâèäíî, îòíîñèòñÿ òîëüêî ê
ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ, ïðè êîòîðîì ìãíîâåííîìó, ñêà÷êîîáðàç-
íîìó ïîíèæåíèþ íàãðóçêè ïðåäøåñòâóåò ìîíîòîííîå íàðàñò
àíèå
ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

Ïîñòðîåíèå óäàðíîé äèàãðàììû áàçèðóþòñÿ íà òîì òåîðå-
òè÷åñêîì ôàêòå (ñì. §1.5), ÷òî âîçíèêøàÿ ïðè îòðàæåíèè îò
ñâîáîäíîãî êîíöà ñòåðæíÿ âîëíà ðàçãðóçêè ÿâëÿåòñÿ âîëíîé
ñèëüíîãî ðàçðûâà è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ a0 áåç-
îòíîñèòåëüíî ê âèäó äèíàìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ( )eσ = Φ .

Ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà [43]. Ïðåä-
ïîëàãàÿ ñêîðîñòü âîëíû ðàçãðóçêè ðàâíîé a, èç óðàâíåíèÿ êî-
ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èìååì

( )0 2 1 1 2a v vρ − = σ − σ . (1.132)
Çäåñü èíäåêñàìè 1 è 2 îòìå÷åíû ïàðàìåòðû ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò âîëíû ðàçãðóçêè. Íî ïðè ðàçãðóçêå ( )2 1 2 1E e eσ − σ = − , ïî-
ýòîìó ñîîòíîøåíèå (1.132) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

( ) ( )2
2 1 0 1 2a v v a e e− = − .  (1.133)

Â òî æå âðåìÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà âîëíå
ðàçãðóçêè ñëåäóåò 1 1 2 2e dx v dt e dx v dt+ = + , èëè

( )1 2 2 1a e e v v− = − . (1.134)

Êîìáèíèðóÿ (1.133) ñ (1.134), ïîëó÷èì1 0a a= . Ñëåäîâàòåëü-
íî, åñëè ñêîðîñòü óäàðà ñòåðæíÿ î ïðåãðàäó òàêîâà, ÷òî ïîñëå
îòðàæåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè îò ïðåãðàäû íîâûõ ïëàñòè÷åñêè
õ
âîëí íå âîçíèêàåò, ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé e~(x)
ìîæåò áûòü íàéäåíî äëÿ ëþáîé çàâèñèìîñòè ( )eσ = Φ .

Ïðèìåðíûé âèä ôóíêöèè e~(x) òàêîâ: èìååòñÿ íåêîòîðàÿ
îáëàñòü ïîñòîÿííûõ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé x1, çà êîòîðîé
ïîñëåäíèå ìîíîòîííî óáûâàþò äî íóëÿ. Âûâåäåì ôîðìóëû,
óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó âèäîì êðèâîé ( )eσ = Φ  è ðàñ-
ïðåäåëåíèåì îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé e~(x) ïî äëèíå ñòåðæíÿ.
Î÷åâèäíî,

 e~(x) ( ) /m me e E= − Φ , (1.135)

ãäå em è ( )m meσ = Φ  îáîçíà÷àþò ìàêñèìàëüíóþ äåôîðìàöèþ è
íàïðÿæåíèå â äàííîì ñå÷åíèè x. Íà âîëíå ðàçãðóçêè èìååì

0 2x a t l= − +  è, êðîìå òîãî, / ( )mx t a e= . Ïîýòîìó ñêîðîñòü çâóêà
a(em) â ñå÷åíèè x îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 0 / 2x a x a l= − +  èëè
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( )0/ / 2a a x l x= − .  (1.136)
Äèôôåðåíöèðóÿ (1.135) è èñïîëüçóÿ (1.136), íàéäåì:
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∫  (1.137)

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (1.137) áûëî èñïîëüçîâàíî óñëîâèå

0
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de
dx =
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ó÷àñòêà ñ óïðóãèì.
Íàïðÿæåíèå σm (x) îïðåäåëÿåì èç ñîîòíîøåíèÿ σm= E(em� e~)

ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.137):
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x l x e xEx ex E dx
l l x l l x

 −σ = σ + +   − − 
∫ . (1.138)

Ôîðìóëû (1.137) è (1.138) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå óðàâíåíèå (x � ïàðàìåòð) äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷å-
ñêîé äèàãðàììû ( )m meσ = Φ .

Çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà óïðóãîñòè es ìîæíî íàéòè
èç ñîîòíîøåíèÿ v1 = a0es , ãäå v1 � íàèìåíüøàÿ ñêîðîñòü óäàðà,
ïðèâîäÿùàÿ ê âîçíèêíîâåíèþ ìàëûõ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé

(íàïðèìåð, ïîðÿäêà 0,2%).

Â [43] óêàçàíî íà âîçìîæíîñòü íåêîòîðîãî âèäîèçìåíåíèÿ
èçëîæåííîãî âûøå ñïîñîáà. Ïðè ýòîì óäàð ïîñòîÿííîé ñêîðî-
ñòè ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ τ  ïðîèçâîäèòñÿ ïî òîðöó äëèííîãî
ñòåðæíÿ. Êàðòèíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ýòîì ñëó÷àå èìååò

âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.71: âîëíà ðàçãðóçêè áóäåò ðàñ-

1 Èçëîæåííîå äîêàçàòåëüñòâî, î÷åâèäíî, îòíîñèòñÿ òîëüêî ê
ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ, ïðè êîòîðîì ìãíîâåííîìó, ñêà÷êîîáðàç-
íîìó ïîíèæåíèþ íàãðóçêè ïðåäøåñòâóåò ìîíîòîííîå íàðàñò
àíèå
ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

Ïîñòðîåíèå óäàðíîé äèàãðàììû áàçèðóþòñÿ íà òîì òåîðå-
òè÷åñêîì ôàêòå (ñì. §1.5), ÷òî âîçíèêøàÿ ïðè îòðàæåíèè îò
ñâîáîäíîãî êîíöà ñòåðæíÿ âîëíà ðàçãðóçêè ÿâëÿåòñÿ âîëíîé
ñèëüíîãî ðàçðûâà è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ a0 áåç-
îòíîñèòåëüíî ê âèäó äèíàìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ( )eσ = Φ .

Ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà [43]. Ïðåä-
ïîëàãàÿ ñêîðîñòü âîëíû ðàçãðóçêè ðàâíîé a, èç óðàâíåíèÿ êî-
ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èìååì

( )0 2 1 1 2a v vρ − = σ − σ . (1.132)
Çäåñü èíäåêñàìè 1 è 2 îòìå÷åíû ïàðàìåòðû ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò âîëíû ðàçãðóçêè. Íî ïðè ðàçãðóçêå ( )2 1 2 1E e eσ − σ = − , ïî-
ýòîìó ñîîòíîøåíèå (1.132) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

( ) ( )2
2 1 0 1 2a v v a e e− = − .  (1.133)

Â òî æå âðåìÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà âîëíå
ðàçãðóçêè ñëåäóåò 1 1 2 2e dx v dt e dx v dt+ = + , èëè

( )1 2 2 1a e e v v− = − . (1.134)

Êîìáèíèðóÿ (1.133) ñ (1.134), ïîëó÷èì1 0a a= . Ñëåäîâàòåëü-
íî, åñëè ñêîðîñòü óäàðà ñòåðæíÿ î ïðåãðàäó òàêîâà, ÷òî ïîñëå
îòðàæåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè îò ïðåãðàäû íîâûõ ïëàñòè÷åñêè
õ
âîëí íå âîçíèêàåò, ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé e~(x)
ìîæåò áûòü íàéäåíî äëÿ ëþáîé çàâèñèìîñòè ( )eσ = Φ .

Ïðèìåðíûé âèä ôóíêöèè e~(x) òàêîâ: èìååòñÿ íåêîòîðàÿ
îáëàñòü ïîñòîÿííûõ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé x1, çà êîòîðîé
ïîñëåäíèå ìîíîòîííî óáûâàþò äî íóëÿ. Âûâåäåì ôîðìóëû,
óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó âèäîì êðèâîé ( )eσ = Φ  è ðàñ-
ïðåäåëåíèåì îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé e~(x) ïî äëèíå ñòåðæíÿ.
Î÷åâèäíî,

 e~(x) ( ) /m me e E= − Φ , (1.135)

ãäå em è ( )m meσ = Φ  îáîçíà÷àþò ìàêñèìàëüíóþ äåôîðìàöèþ è
íàïðÿæåíèå â äàííîì ñå÷åíèè x. Íà âîëíå ðàçãðóçêè èìååì

0 2x a t l= − +  è, êðîìå òîãî, / ( )mx t a e= . Ïîýòîìó ñêîðîñòü çâóêà
a(em) â ñå÷åíèè x îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 0 / 2x a x a l= − +  èëè
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íàïðÿæåíèå ïðè äåôîðìàöèè 0,004 ïî÷òè âäâîå ïðåâîñõîäèò
ñòàòè÷åñêîå.

Âèäîèçìåíåíèå ìåòîäà Â. Ñ. Ëåíñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëü-
íàÿ ïðîâåðêà âûïîëíåííûõ íà îñíîâå äèíàìè÷åñêèõ äèàã-
ðàìì eσ −  ðàñ÷åòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ äåôîðìà-
öèé ñòåðæíÿ ïðè ïîâòîðíûõ óäàðàõ [44]. Ñïîñîá îñíîâàí íà
îïðåäåëåíèè îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé, âîçíèêàþùèõ â óïðóãî
ï-
ëàñòè÷åñêîì ñòåðæíå ïðè óäàðå ïî íåìó óïðóãèì ñòåðæíåì.
Êàê è âûøå, èç ñîîòíîøåíèÿ

σ(em) = E(em�e~ ) (1.141)

èìååì

2 2
01 /

mde de dx
dx a a

=
−

. (1.142)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ìîæíî óñòà-
íîâèòü äèàïàçîí ñêîðîñòåé ñîóäàðåíèÿ v0, â êîòîðîì âîëíû,
îòðàæåííûå îò ñâîáîäíîãî êîíöà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ñòåðæ-
íÿ äëèíû L, áóäóò ÿâëÿòüñÿ âîëíàìè ðàçãðóçêè. Ïðè ýòîì äëÿ
ñêîðîñòè çâóêà a(em) ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

0( )
2m

xa
a e

L x
=

−
  ïðè 0 x L< < ,  (1.143)

0( )
2m

xa
a e

l x
=

+
  ïðè 0l x− < < ,  (1.144)

ãäå l � äëèíà óïðóãîãî ñòåðæíÿ. Èç ôîðìóëû (1.142) ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè â íåå (1.143) è (1.144) ïîëó÷èì:

( ) ( )2 2
1 1

2 2

D

D

x x

m s
L x

de de
dx dxe e dx

x x
L x L x

= + +
− −− +

∫ ∫ . (1.145)

Çíà÷åíèå es îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ v0s = 2aes , ãäå v0s �
ñêîðîñòü óäàðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëó ïîÿâëåíèÿ îñòàòî÷íûõ
äåôîðìàöèé. Èñêëþ÷èâ èç (1.141) è (1.145) ïàðàìåòð x, ïîëó÷èì
èñêîìóþ äèàãðàììó ( )eσ = Φ .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Óïðóãèì ñòåðæíåì äëèíîé l = 50 ìì è äèàìåòðîì
23 ìì, èçãîòîâëåííûì èç çàêàëåííîé ñòàëè, ïðîèçâîäèëè óäàðû

ïðîñòðàíÿòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ a0 èç òî÷êè A. Ïðèâå-
äåííûå âûøå ôîðìóëû çàìåíÿþòñÿ òåïåðü ñëåäóþùèìè:

0

0

a x
a

x a
=

+ τ
,  

2

0
1

m

de
de dx
dx

x
x a

=
 −  + τ 

,

( )
( )

0
2 2 2

0 0

0 0

( ) 2 ( )( )
,

2
1 1

sx
s

m s
s x

s

e x x x a e xe x
e e dx

x a x ax
x a x a

 + τ
= + − +  

τ + τ    − −   + τ + τ   

∫

(1.139)

σm = E(em�e~ ). (1.140)

Ñå÷åíèå xs âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òîáû âåëè÷èíà e çäåñü áûëà
äîñòàòî÷íî ìàëîé (íàïðèìåð, 0,2%).

Ñîîòíîøåíèÿ (1.139) è (1.140) ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà
x îïÿòü ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû

( )eσ = Φ . Â ðàáîòå [43] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ñ
ïîìîùüþ ôîðìóë (1.137) è (1.138) ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäå-
ëåíèþ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê õîëîäíîêàòàíîãî íåîòî
æ-
æåííîãî àëþìèíèÿ, ïðîâåäåííûõ â ëàáîðàòîðèè èñïûòàíèÿ
ìàòåðèàëîâ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà. Ñêîðîñòè óäàðà áûëè òàêîâû, ÷òî âòî-
ðè÷íûå ïëàñòè÷åñêèå âîëíû íå âîçíèêàëè. Îêàçàëîñü, ÷òî ïð
è
ýòîì ïðåäåë òåêó÷åñòè ïîâûøàåòñÿ íà 30�40%, äèíàìè÷åñêîå

Ðèñ. 1.71
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íàïðÿæåíèå ïðè äåôîðìàöèè 0,004 ïî÷òè âäâîå ïðåâîñõîäèò
ñòàòè÷åñêîå.

Âèäîèçìåíåíèå ìåòîäà Â. Ñ. Ëåíñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëü-
íàÿ ïðîâåðêà âûïîëíåííûõ íà îñíîâå äèíàìè÷åñêèõ äèàã-
ðàìì eσ −  ðàñ÷åòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ äåôîðìà-
öèé ñòåðæíÿ ïðè ïîâòîðíûõ óäàðàõ [44]. Ñïîñîá îñíîâàí íà
îïðåäåëåíèè îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé, âîçíèêàþùèõ â óïðóãî
ï-
ëàñòè÷åñêîì ñòåðæíå ïðè óäàðå ïî íåìó óïðóãèì ñòåðæíåì.
Êàê è âûøå, èç ñîîòíîøåíèÿ

σ(em) = E(em�e~ ) (1.141)

èìååì

2 2
01 /

mde de dx
dx a a

=
−

. (1.142)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ìîæíî óñòà-
íîâèòü äèàïàçîí ñêîðîñòåé ñîóäàðåíèÿ v0, â êîòîðîì âîëíû,
îòðàæåííûå îò ñâîáîäíîãî êîíöà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ñòåðæ-
íÿ äëèíû L, áóäóò ÿâëÿòüñÿ âîëíàìè ðàçãðóçêè. Ïðè ýòîì äëÿ
ñêîðîñòè çâóêà a(em) ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

0( )
2m

xa
a e

L x
=

−
  ïðè 0 x L< < ,  (1.143)

0( )
2m

xa
a e

l x
=

+
  ïðè 0l x− < < ,  (1.144)

ãäå l � äëèíà óïðóãîãî ñòåðæíÿ. Èç ôîðìóëû (1.142) ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè â íåå (1.143) è (1.144) ïîëó÷èì:

( ) ( )2 2
1 1

2 2

D

D

x x

m s
L x

de de
dx dxe e dx

x x
L x L x

= + +
− −− +

∫ ∫ . (1.145)

Çíà÷åíèå es îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ v0s = 2aes , ãäå v0s �
ñêîðîñòü óäàðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëó ïîÿâëåíèÿ îñòàòî÷íûõ
äåôîðìàöèé. Èñêëþ÷èâ èç (1.141) è (1.145) ïàðàìåòð x, ïîëó÷èì
èñêîìóþ äèàãðàììó ( )eσ = Φ .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Óïðóãèì ñòåðæíåì äëèíîé l = 50 ìì è äèàìåòðîì
23 ìì, èçãîòîâëåííûì èç çàêàëåííîé ñòàëè, ïðîèçâîäèëè óäàðû

ïðîñòðàíÿòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ a0 èç òî÷êè A. Ïðèâå-
äåííûå âûøå ôîðìóëû çàìåíÿþòñÿ òåïåðü ñëåäóþùèìè:

0

0

a x
a

x a
=

+ τ
,  

2

0
1

m

de
de dx
dx

x
x a

=
 −  + τ 

,

( )
( )

0
2 2 2

0 0

0 0

( ) 2 ( )( )
,

2
1 1

sx
s

m s
s x

s

e x x x a e xe x
e e dx

x a x ax
x a x a

 + τ
= + − +  

τ + τ    − −   + τ + τ   

∫

(1.139)

σm = E(em�e~ ). (1.140)

Ñå÷åíèå xs âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òîáû âåëè÷èíà e çäåñü áûëà
äîñòàòî÷íî ìàëîé (íàïðèìåð, 0,2%).

Ñîîòíîøåíèÿ (1.139) è (1.140) ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà
x îïÿòü ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû

( )eσ = Φ . Â ðàáîòå [43] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ñ
ïîìîùüþ ôîðìóë (1.137) è (1.138) ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäå-
ëåíèþ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê õîëîäíîêàòàíîãî íåîòî
æ-
æåííîãî àëþìèíèÿ, ïðîâåäåííûõ â ëàáîðàòîðèè èñïûòàíèÿ
ìàòåðèàëîâ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà. Ñêîðîñòè óäàðà áûëè òàêîâû, ÷òî âòî-
ðè÷íûå ïëàñòè÷åñêèå âîëíû íå âîçíèêàëè. Îêàçàëîñü, ÷òî ïð
è
ýòîì ïðåäåë òåêó÷åñòè ïîâûøàåòñÿ íà 30�40%, äèíàìè÷åñêîå

Ðèñ. 1.71
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Ðèñ. 1.73

ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ v0 ïî öèëèíäðè÷åñêîìó îáðàçöó èç
ìÿãêîé ñòàëè (L = 250 ìì, äèàìåòð 21 ìì). Óäàð îñóùåñòâëÿëñÿ
âûñòðåëîì ñòåðæíÿ ìåíüøåé äëèíû èç ïíåâìîóñòàíîâêè
(ðèñ. 1.72). Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ öåíòðàëüíîãî óäàðà ïîëîæåíèå
èñïûòóåìîãî îáðàçöà òùàòåëüíî ðåãóëèðîâàëîñü ïðîâîëîêàìè
ñ òåíäåðàìè, ïðèêðåïëåííûìè êîëüöàìè ïîä óãëîì 120° äðóã ê
äðóãó. Ñêîðîñòü óäàðà v0 èçìåðÿëàñü ýëåêòðîííûì ñ÷åò÷èêîì ñ
òî÷íîñòüþ äî 2%. Âåëè÷èíà äèàìåòðà îáðàçöà D äî è ïîñëå
âûñòðåëà â òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü îáðàçóþùèõ ñòåðæí
ÿ
÷åðåç 5 ìì äî óäàðà, èçìåðÿëàñü ñ òî÷íîñòüþ äî 1 ìê ìèêðîí-
íûì èíäèêàòîðîì. Îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè ðàññ÷èòûâàëèñü è
ç
óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà: e~(x) 2 /D D= ∆ . Ýêñïåðèìåí-
òû ïðîâîäèëèñü ïðè ñêîðîñòÿõ óäàðà 44�48 ì/ñ, îáåñïå÷èâàþ-
ùèõ ïðèìåíèìîñòü ôîðìóë (1.141) è (1.145).

Õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé îêàçàëñÿ
ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäñòàâëåíèÿì óïðóãîïëàñòè
÷åñ-
êîé òåîðèè (ðèñ. 1.73).

Äèíàìè÷åñêàÿ äèàãðàììà eσ − , ïîñòðîåííàÿ óêàçàííûì
ñïîñîáîì, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.74 (îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó v0
ïîçâîëèëî ðàññ÷èòàòü êðèâóþ ( )eσ = Φ  âïëîòü äî çíà÷åíèÿ
e = 2%). Ïî äàííûì ðèñ. 1.74 áûëî íàéäåíî, ÷òî îòíîøåíèå
äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà óïðóãîñòè ê ñòàòè÷åñêîìó ðàâíî 1,6.

Çàòåì áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñëåäóþùåãî ðîäà.
Èçìåðÿëîñü ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â îáðàç
öå
èç ìÿãêîé ñòàëè ïðè ïîâòîðíîì óäàðå. Ïàðàëëåëüíî áûë ïðîâå-
äåí ñîîòâåòñòâóþùèé òåîðåòè÷åñêèé ðàñ÷åò, â êîòîðîì èñïîëü-
çîâàëàñü ïîëó÷åííàÿ ïðè ïåðâîì óäàðå äèíàìè÷åñêàÿ äèàãðàì-
ìà eσ − . Â ðàñ÷åòå ó÷èòûâàëàñü ïåðåìåííîñòü ïðåäåëà óïðó-
ãîñòè ïî äëèíå ñòåðæíÿ. Ñêîðîñòü ïîâòîðíîãî óäàðà áûëà ðàâíà

Ðèñ. 1.72

Ðèñ. 1.74

ÃËÀÂÀ 1. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ... § 1.9. ÄÈÀÃÐÀÌÌÀ «ÍÀÏÐßÆÅÍÈÅ � ÄÅÔÎÐÌÀÖÈß»...
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Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïëåí áîëüøîé ýêñïåðèìåíòàëü-
íûé ìàòåðèàë, ïîäòâåðæäàþùèé ïîäîáíûé âûâîä è äëÿ äðóãèõ
âåùåñòâ. Òàê, äàëüíåéøèå ýêñïåðèìåíòû Áåëëà [70], ãäå ïîñòî-
ÿíñòâî ñêîðîñòè òîðöà äîñòèãàëîñü ïóòåì ïðîäîëüíîãî ñîóäàðå-
íèÿ ñòåðæíåé, ïîêàçàëè, ÷òî çàâèñèìîñòü ( )eσ = Φ  õîðîøî
îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ðÿäà ïîëíîñòüþ îáîææåííûõ ìåòàëëè÷
åñ-
êèõ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ è ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ ñòåðæíåé
 èç

Ðèñ. 1.75

ÃËÀÂÀ 1. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ... ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

Â [71] ýêñïåðèìåíòàìè íà áðóñüÿõ èç ÷èñòîãî ñâèíöà òàêæå
áûëà ïîäòâåðæäåíà òåîðèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìè÷åñêîé
äèàãðàììû eσ − . Òàêîé æå âûâîä ñäåëàí â [52, 72], ãäå èññëå-
äîâàëèñü ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â áðóñüÿõ èç êîììåð÷åñêè ÷è-
ñòîãî àëþìèíèÿ. Áîãàòûé äîïîëíèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòàëüí
ûé
ìàòåðèàë ñîäåðæèòñÿ â îáçîðå [73], à òàêæå â ìîíîãðàôèè [74].

Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü óñòàíîâëåííûì, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå,
äëÿ òàêèõ ìåòàëëîâ, êàê ñòàëü (ðàçëè÷íûõ ìàðîê), àëþìèíèé è

ìåäü óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, îñ
íî-
âàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ äèàãðàìì «íàïðÿæå
-
íèå � äåôîðìàöèÿ», âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóåòñÿ ñ
èìåþùèìñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìàòåðèàëîì.

Литература
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ñðåäå ïðè íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàö
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Ó÷åíûå çàïèñêè ÌÃÓ. 1951. Âûï. 152, III.

Òàáëèöà 1.7

        Îáðàçåö ¹ 1        Îáðàçåö ¹ 2

x, ì

1D∆ , ìê 2D∆ , ìê 1 2

2

D D∆ + ∆
, ìê D∆ , ìê 1D∆ , ìê 2D∆ , ìê 1 2

2

D D∆ + ∆
, ìê D∆ , ìê

1 6 1 1 1 2 11,5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 1 1 10,5 1 1 1 0 1 1 10,5 1 1

2 3 1 0 1 1 10,5 1 1 1 0 1 1 10,5 1 1

2 9 1 0 1 1 10,5 1 1 1 0 1 1 10,5 1 1

3 7 1 0 9 9,5 1 1 1 0 1 0 10,0 1 1

4 4 8 8 8,0 1 0 9 1 0 9,5 1 0

4 6 8 7 7,5 1 0 9 9 9,0 1 0

6 1 6 6 6,0 8 7 8 7,5 8

7 0 5 5 5,0 7 6 7 6,5 7

7 9 5 4 4,5 6 7 6 6,5 6

9 0 4 3 3,5 6 6 6 6,0 6

9 7 3 3 3,0 5 6 5 5,5 5

33 ì/ñ; ïðè òàêîé ñêîðîñòè âñå ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ èç ìÿãêîé ñòà-
ëè, âêëþ÷àÿ è íà÷àëüíîå, âûõîäÿò çà ïðåäåë óïðóãîñòè. (Â ìà-
ëîì ñòåðæíå îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè îáíàðóæåíû íå áûëè,
÷òî óêàçûâàëî íà ïðàâîìî÷íîñòü ñ÷èòàòü äåôîðìàöèè â íåì
óïðóãèìè.)

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.7
(äëÿ äâóõ òèïè÷íûõ îïûòîâ). Äàííûå ýêñïåðèìåíòîâ óäîâëåòâîðè-
òåëüíî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðàñ÷åòàìè ïî óïðóãîïëàñòè÷åñêîé òåîðèè,
ÿâëÿÿñü îäíîâðåìåííî ïðÿìîé åå ïðîâåðêîé.

àëþìèíèÿ. Ñîïîñòàâëåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷åñêîé
êðèâûõ ( )e e t=  ïðèâåäåíî íà ðèñ. 1.75 (áîëåå íèçêàÿ ñêîðîñòü
ïðè áîëåå âûñîêèõ óðîâíÿõ äåôîðìàöèè, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ â
ñêðóãëåíèè ïðîôèëÿ, îáúÿñíÿåòñÿ çàìåäëåíèåì âîëíû ïðè ïðî-
õîæäåíèè íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà äëèíîé â îäèí êàëèáð èç-çà ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ýôôåêòîâ).
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Теория поперечного удара по гибким
деформируемым связям и балкам

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòàíîâêà ïðèâîäèìûõ â § 2.1�2.8 çàäà÷
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ãèáêèõ äåôîðìèðóåìûõ ñâÿçÿõ îòëè
÷íà îò
îáû÷íî ïðèíÿòîé «ëèíåéíîé» ïîñòàíîâêè òåì, ÷òî â íåé ó÷òå
íû òàêèå
ôàêòîðû, êàê çíà÷èòåëüíîå îòêëîíåíèå ôîðìû íèòè (èëè òðîñ
à) îò
ïðÿìîëèíåéíîé, íåëèíåéíîñòü çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò ä
åôîðìà-
öèè, à òàêæå ñïåöèôèêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â îáëàñòè ñîïðèêîñíîâå-
íèÿ íèòè ñ óäàðÿåìûì òåëîì. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå çàäà÷ â òàêîé
ïîñòàíîâêå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îòâåò íà ðÿä èíòåðåñóþùèõ
 ïðàêòèêó
âîïðîñîâ, íàïðèìåð î âåëè÷èíå êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ïðè ïîïåðå÷-
íîì óäàðå, î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ òîðìîçíûõ ýëåìåíòîâ, ïðèêðåïëåí-
íûõ ê êîíöàì òðîñà, î äåôîðìàöèÿõ íèòåé îñíîâû ïðè çåâîîáðàçîâà-
íèè â ïðîöåññå òêà÷åñòâà, îá óòî÷íåíèè êîëåáàíèé ìóçûêàëüíûõ ñòðóí
(§ 2.8). Íàêîíåö, òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû § 2.1�2.6 (êðîìå èõ íåïîñ-
ðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïð
àêòè÷åñ-
êèõ çàäà÷) ïîçâîëÿþò ïðåäëîæèòü ìåòîä ýêñïåðèìåíòàëüíîã
î îïðåäå-
ëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ ìàòåðèàëîâ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðîáëåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñ ó÷åòîì ï
åðå-
÷èñëåííûõ âûøå ôàêòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè
âåñüìà ñëîæíóþ çàäà÷ó, ïîñêîëüêó ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñèñòåìîé
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â îáùåì ñëó÷à
å ýòà
ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà ëèøü ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ÷èñëå
ííûõ
ìåòîäîâ: ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê, ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è ò.ä.

Îñîáåííîñòü áîëüøèíñòâà ðàññìîòðåííûõ â § 2.1�2.6 çàäà÷ ñîñò
î-
èò â òîì, ÷òî â íèõ, áëàãîäàðÿ ñïåöèôèêå ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüí
ûõ
óñëîâèé, óäàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè îòäåëèòü âîïðîñ î ïîïåðå÷íîì äâè-
æåíèè íèòè îò âîïðîñà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî íåé ïðîäîëüíûõ â
îëí.
Òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ îïðåäåëåííàÿ âçàèìîñâÿçü ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ â ãë. 1 è 2. Â § 2.7 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Â § 2.9 ïðè
âåäå-
íû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ðàáîòû áàëîê çà ïðåäåëîì óïðóãîñòè
ïîä äåéñòâèåì äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê è èçëîæåíû ïðèìåíÿå
ìûå äëÿ
ýòîé öåëè ìåòîäû.

Ðèñ. 2.1

Глава 2 § 2.1. Система уравнений, описывающих процесс
распространения волн при поперечном ударе [1].
Характеристики системы. Соотношения на волне
излома нити

Ïóñòü íà ãèáêóþ íàòÿíóòóþ äåôîðìèðóåìóþ íèòü (èëè òðîñ)
íà÷àëà äåéñòâîâàòü íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ñèë, îáóñëîâëåííàÿ, íà-
ïðèìåð, óäàðÿåìûì òåëîì è ïðèâîäÿùàÿ íèòü â äâèæåíèå.

Ïðèìåì äàëåå [1], çà íåçàâèñè-
ìûå ïåðåìåííûå, îïðåäåëÿþùèå
ïðîöåññ äâèæåíèÿ, âðåìÿ t è ðàñ-
ñòîÿíèå s0, îòñ÷èòûâàåìîå âäîëü
íèòè îò íåêîòîðîé åå ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷êè äî äàííîé ÷àñòèöû â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè  (s0 �
ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà ÷àñòèöû).
Âåêòîð íàïðÿæåíèÿ T0, âåêòîð ñìå-
ùåíèÿ l è ïëîòíîñòü ρ ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ëèøü s0 è t. Äëÿ âûâî-
äà óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû
îáðàòèìñÿ ê ðèñ. 2.1, èç êîòîðîãî
ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ds0 ïåðâîíà÷àëü-
íîé ÷àñòèöû íèòè AB â ìîìåíò t
ñòàëà ðàâíîé CD.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç τττττ è n åäèíè÷íûå îðòû ñîîòâåòñòâåííî âäîëü
è ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íà÷àëüíîé ïðÿìîëèíåéíîé ôîðìå íèòè è
îòìå÷àÿ èíäåêñàìè τ è n ïðîåêöèè íà íèõ êàêîãî-ëèáî âåêòîðà,
ìîæíî äëÿ CD  ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

( ) ( )0 0 0 0 0, ,CD ds s ds t s t ds= ⋅ + + − =l lττ 


( )0

0

,s t

s

∂
+

∂
l

τ 


,

îòêóäà èìååì
2 2

0
0 0

1 .
n

CD ds
s s

 ∂ ∂   = + +    ∂ ∂    
l l

ττ

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ñîõðàíåíèÿ ìàññû ÷àñòèöû AB,
2 2

0 0
0 0

1 ;
n

F ds ds F
s s

 ∂ ∂   ρ = ⋅ρ + +    ∂ ∂    
l l

τ

2 2

0 0
0 0

1 .
n

F F
s s

 ∂ ∂   ρ = ρ + +    ∂ ∂    
l l

τ
(2.1)

§ 2.1. ÑÈÑÒÅÌÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ...
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòàíîâêà ïðèâîäèìûõ â § 2.1�2.8 çàäà÷
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ãèáêèõ äåôîðìèðóåìûõ ñâÿçÿõ îòëè
÷íà îò
îáû÷íî ïðèíÿòîé «ëèíåéíîé» ïîñòàíîâêè òåì, ÷òî â íåé ó÷òå
íû òàêèå
ôàêòîðû, êàê çíà÷èòåëüíîå îòêëîíåíèå ôîðìû íèòè (èëè òðîñ
à) îò
ïðÿìîëèíåéíîé, íåëèíåéíîñòü çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò ä
åôîðìà-
öèè, à òàêæå ñïåöèôèêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â îáëàñòè ñîïðèêîñíîâå-
íèÿ íèòè ñ óäàðÿåìûì òåëîì. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå çàäà÷ â òàêîé
ïîñòàíîâêå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îòâåò íà ðÿä èíòåðåñóþùèõ
 ïðàêòèêó
âîïðîñîâ, íàïðèìåð î âåëè÷èíå êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ïðè ïîïåðå÷-
íîì óäàðå, î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ òîðìîçíûõ ýëåìåíòîâ, ïðèêðåïëåí-
íûõ ê êîíöàì òðîñà, î äåôîðìàöèÿõ íèòåé îñíîâû ïðè çåâîîáðàçîâà-
íèè â ïðîöåññå òêà÷åñòâà, îá óòî÷íåíèè êîëåáàíèé ìóçûêàëüíûõ ñòðóí
(§ 2.8). Íàêîíåö, òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû § 2.1�2.6 (êðîìå èõ íåïîñ-
ðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïð
àêòè÷åñ-
êèõ çàäà÷) ïîçâîëÿþò ïðåäëîæèòü ìåòîä ýêñïåðèìåíòàëüíîã
î îïðåäå-
ëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ ìàòåðèàëîâ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðîáëåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñ ó÷åòîì ï
åðå-
÷èñëåííûõ âûøå ôàêòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè
âåñüìà ñëîæíóþ çàäà÷ó, ïîñêîëüêó ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñèñòåìîé
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â îáùåì ñëó÷à
å ýòà
ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà ëèøü ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ÷èñëå
ííûõ
ìåòîäîâ: ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê, ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è ò.ä.

Îñîáåííîñòü áîëüøèíñòâà ðàññìîòðåííûõ â § 2.1�2.6 çàäà÷ ñîñò
î-
èò â òîì, ÷òî â íèõ, áëàãîäàðÿ ñïåöèôèêå ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüí
ûõ
óñëîâèé, óäàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè îòäåëèòü âîïðîñ î ïîïåðå÷íîì äâè-
æåíèè íèòè îò âîïðîñà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî íåé ïðîäîëüíûõ â
îëí.
Òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ îïðåäåëåííàÿ âçàèìîñâÿçü ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ â ãë. 1 è 2. Â § 2.7 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Â § 2.9 ïðè
âåäå-
íû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ðàáîòû áàëîê çà ïðåäåëîì óïðóãîñòè
ïîä äåéñòâèåì äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê è èçëîæåíû ïðèìåíÿå
ìûå äëÿ
ýòîé öåëè ìåòîäû.

Ðèñ. 2.1

Глава 2 § 2.1. Система уравнений, описывающих процесс
распространения волн при поперечном ударе [1].
Характеристики системы. Соотношения на волне
излома нити

Ïóñòü íà ãèáêóþ íàòÿíóòóþ äåôîðìèðóåìóþ íèòü (èëè òðîñ)
íà÷àëà äåéñòâîâàòü íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ñèë, îáóñëîâëåííàÿ, íà-
ïðèìåð, óäàðÿåìûì òåëîì è ïðèâîäÿùàÿ íèòü â äâèæåíèå.

Ïðèìåì äàëåå [1], çà íåçàâèñè-
ìûå ïåðåìåííûå, îïðåäåëÿþùèå
ïðîöåññ äâèæåíèÿ, âðåìÿ t è ðàñ-
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l l

τ

2 2

0 0
0 0

1 .
n

F F
s s
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Çäåñü ρ0(s0) � íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü; F0(s0) � íà÷àëüíàÿ è
F(s0,t) � òåêóùàÿ ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íèòè.

Ïðèìåíÿÿ çàêîí êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ê ÷àñòèöå AB, ïî-
ëó÷èì:

( ) ( )
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2

0 0 0 0 0 02
l T T Ps s sF ds F F F ds

t
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∂ρ = − + ρ
∂

;

( )2

0 0 0 02
0

F
F F

st

∂∂ρ = + ρ
∂∂

Tl
P ,  (2.2)

ãäå P � âåêòîð ìàññîâûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ýëåìåíò F0ds0.
Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, áóäåì ñ÷èòàòü

ρ0 = const, P = 0, F0 = const; òîãäà óðàâíåíèå (2.2) ïðèìåò âèä
2

0 2
0st

∂ ∂ρ =
∂∂

l T
. (2.3)

Â ýòîì óðàâíåíèè è âñþäó â äàëüíåéøåì T îáîçíà÷àåò íàïðÿ-
æåíèå, îòíåñåííîå ê íà÷àëüíîé ïëîùàäè, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ èç-
âåñòíîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíîãî óäëèíåíèÿ:
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.

Òàê êàê íàòÿæåíèå íàïðàâëåíî âäîëü íèòè, òî T = Tp, ãäå
p(t, s0) � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê íèòè â ìîìåíò t.
Ïðîåêòèðóÿ óðàâíåíèå (2.3) íà îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû ïðÿìî-
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Çäåñü x, y, z � êîîðäèíàòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ l. Ïðè äâèæå-
íèè íèòè â ïëîñêîñòè xOy ïðåäûäóùèå óðàâíåíèÿ çàïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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∂∂
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∂∂
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ãäå ϕ � óãîë ìåæäó îñüþ Ox è îðòîì p. Î÷åâèäíî,
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∂
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Óðàâíåíèÿ (2.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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∂ ∂ ∂
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(2.4′)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì î÷åâèäíûõ ñîîòíîøåíèé

0

u

s t

∂ ∂µ=
∂ ∂
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v
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∂ ∂χ=
∂ ∂

(2.4′′)

ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó ÷åòûðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâí
å-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ôóíêöèé u, v, µ, ν. Õàðàêòåðè-
ñòèêè ñèñòåìû ìîãóò áûòü íàéäåíû ñïîñîáîì, óïîìÿíóòûì â
ãë. 1, à èìåííî èç óñëîâèÿ, ÷òî îïðåäåëåííàÿ êîìáèíàöèÿ åå
óðàâíåíèé äîëæíà ñîäåðæàòü ïðîèçâîäíûå òîëüêî ïî îäíîé
ïåðåìåííîé; ýòà ïåðåìåííàÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç ÷åòûð
åõ
ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê.

Îáùèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê âåñüìà ãðîìîç-
äîê, ïîýòîìó ìû ïðèìåíèì ïðèåì, èñïîëüçîâàííûé â [4]. Ïåð-
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Òàê êàê íàòÿæåíèå íàïðàâëåíî âäîëü íèòè, òî T = Tp, ãäå
p(t, s0) � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê íèòè â ìîìåíò t.
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âîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåòüåãî è ÷åòâåð
òî-
ãî çàïèøåì â âèäå

0 0 0 0

cos sin cos sin
u u v v

a a a a a
t s t s t s t s

        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂µ ∂µ ∂χ ∂χϕ ± + ϕ ± = ± ϕ ± + ϕ ±        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         
è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

0 0 0 0

cos sin cos sin
v v u u

t s t s t s t s

        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂χ ∂χ ∂µ ∂µϕ ± λ − ϕ ± λ = ±λ ϕ ± λ − ϕ ± λ        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïåðåìåííûå α1(s0,t),
α2(s0,t), β1(s0,t), β2(s0,t)  îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

1 1 2 2

0 0

0; 0a a
t s t s

∂α ∂α ∂α ∂α
− = + =

∂ ∂ ∂ ∂
; 1 1 2 2

0 0

0; 0
t s t s

∂β ∂β ∂β ∂β
− λ = + λ =

∂ ∂ ∂ ∂
. (2.5)

Ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ áóäóò èìåòü
âèä:

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

cos sin cos sin 0;

cos sin cos sin 0;

cos sin cos sin 0;

cos sin cos sin 0;

u v
a a

u v
a a

v u

v u

∂ ∂ ∂µ ∂χ ϕ + ϕ + ϕ + ϕ = ∂α ∂α ∂α ∂α 
∂ ∂ ∂µ ∂χϕ + ϕ − ϕ − ϕ = ∂α ∂α ∂α ∂α 
∂ ∂ ∂χ ∂µ ϕ − ϕ + λ ϕ − λ ϕ =
∂β ∂β ∂β ∂β


∂ ∂ ∂χ ∂µ ϕ − ϕ − λ ϕ + λ ϕ = ∂β ∂β ∂β ∂β 

(2.6)

Ðàññìîòðèì ëèíèþ 0( , ) 0w s t = , ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðóþ
ñîñòàâëÿþùèå îòíîñèòåëüíîãî óäëèíåíèÿ è ñêîðîñòè îñòàþòñÿ
íåïðåðûâíûìè, à èõ ïðîèçâîäíûå ìîãóò èñïûòûâàòü ðàçðûâ
( 0( , ) 0w s t =  � ëèíèÿ ñëàáîãî ðàçðûâà). Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì.,
íàïðèìåð, [2]), ÷òî ñêà÷êè ïðîèçâîäíûõ íåêîòîðîé ôóíêöèè

0( , )s tΦ  íà ëèíèè ñëàáîãî ðàçðûâà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
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 ∂Φ ∂Φ ∂ ∂  = = α   ∂ ∂ ∂ ∂  
,

ãäå 0( , )s tΦα  � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ s0 è t.

Èç óðàâíåíèé (2.4′) � (2.4′′) ëåãêî íàéòè âåëè÷èíû ðàçðûâîâ
ïðîèçâîäíûõ u, v, µ, ν ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëèíèþ 0( , ) 0w s t = ,
ïðåäâàðèòåëüíî çàïèñàâ ýòè óðàâíåíèÿ äëÿ òî÷åê ñïðàâà è ñ
ëåâà
îò ëèíèè ñëàáîãî ðàçðûâà:
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Âûðàæàÿ ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîò-
íîøåíèÿ, ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ ïðèâåäåì ê âèäó

( ) ( )2

0

cos sin cos sinu v
w w

a
t s µ χ

∂ ∂ϕ⋅α + ϕ⋅α = ϕ⋅α + ϕ⋅α
∂ ∂

;

( ) ( )2

0

cos sin cos sinv u
w w

t s χ µ
∂ ∂ϕ⋅α − ϕ⋅α = λ ϕ⋅α − ϕ⋅α
∂ ∂

;

0
u

w w

s tµ
∂ ∂α = α
∂ ∂

;  
0

v
w w

s tχ
∂ ∂α = α
∂ ∂

.

Óñëîâèåì íàëè÷èÿ ëèíèé ñëàáîãî ðàçðûâà áóäåò íåîáðàùå-
íèå â íóëü õîòÿ áû îäíîé èç ôóíêöèé αu, αv, αµ, αχ, äëÿ ÷åãî
íåîáõîäèìî ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ íàïèñàííîé âûøå
ñèñòåìû:
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cos sin cos sin

sin cos sin cos

0

0 0

0 0

w w w w
a a

t t s s

w w w w

t t s s

w w

s t

w w

s t

∂ ∂ ∂ ∂ϕ ϕ − ϕ − ϕ
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂− ϕ ϕ λ ϕ λ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂−
∂ ∂

∂ ∂−
∂ ∂

.
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âîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåòüåãî è ÷åòâåð
òî-
ãî çàïèøåì â âèäå

0 0 0 0

cos sin cos sin
u u v v

a a a a a
t s t s t s t s

        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂µ ∂µ ∂χ ∂χϕ ± + ϕ ± = ± ϕ ± + ϕ ±        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         
è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

0 0 0 0

cos sin cos sin
v v u u

t s t s t s t s

        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂χ ∂χ ∂µ ∂µϕ ± λ − ϕ ± λ = ±λ ϕ ± λ − ϕ ± λ        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïåðåìåííûå α1(s0,t),
α2(s0,t), β1(s0,t), β2(s0,t)  îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

1 1 2 2

0 0

0; 0a a
t s t s

∂α ∂α ∂α ∂α
− = + =

∂ ∂ ∂ ∂
; 1 1 2 2

0 0

0; 0
t s t s

∂β ∂β ∂β ∂β
− λ = + λ =

∂ ∂ ∂ ∂
. (2.5)

Ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ áóäóò èìåòü
âèä:

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

cos sin cos sin 0;

cos sin cos sin 0;

cos sin cos sin 0;

cos sin cos sin 0;

u v
a a

u v
a a

v u

v u
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(2.6)

Ðàññìîòðèì ëèíèþ 0( , ) 0w s t = , ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðóþ
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0( , )s tΦ  íà ëèíèè ñëàáîãî ðàçðûâà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

0 0

 :  : 
w w

s t s t Φ

 ∂Φ ∂Φ ∂ ∂  = = α   ∂ ∂ ∂ ∂  
,

ãäå 0( , )s tΦα  � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ s0 è t.
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ëåâà
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u v
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∂ ∂
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∂ ∂
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∂ ∂
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íèå â íóëü õîòÿ áû îäíîé èç ôóíêöèé αu, αv, αµ, αχ, äëÿ ÷åãî
íåîáõîäèìî ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ íàïèñàííîé âûøå
ñèñòåìû:
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0

0

cos sin cos sin
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0
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∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂−
∂ ∂
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Îòñþäà: 1) 
0

w w

t s

∂ ∂= ±λ
∂ ∂

; 2) 
0

w w
a

t s

∂ ∂= ±
∂ ∂

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñëàáîãî
ðàçðûâà, êàê âèäíî èç ñîïîñòàâëåíèÿ ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñ
óðàâíåíèåì (2.5), ðàâíà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòè.

Â ñëó÷àå 1 èç ïðèâåäåííîé âûøå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàé-
äåì:

u µα = ±λα ; v χα = ±λα ; 2 2( )(cos sin ) 0.a µ χ− λ ϕ⋅α + ϕ⋅α =

Îòñþäà ïðè a ≠ λ  èìååì cos sin 0µ χϕ ⋅α + ϕ⋅α =  èëè

0 0

cos sin 0
s s

   ∂µ ∂νϕ + ϕ =   ∂ ∂   
, ò. å. 

2 2

2 2
0 0

cos sin 0
x y

s s

   ∂ ∂ϕ + ϕ =   ∂ ∂   
.

Òàêèì îáðàçîì, ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ λ ðàñïðîñò-
ðàíÿþòñÿ ïîïåðå÷íûå âîëíû, ïðè÷åì îíè íå âûçûâàþò ðàç-

ðûâà 
0

e

s

∂
∂

.

Â ñëó÷àå 2 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðè 2 2aλ ≠  ïîëó÷èì

cos sin 0µ χα ϕ − α ϕ = ;  
2 2

2 2
0 0

cos sin 0
x y

s s

   ∂ ∂ϕ − ϕ =   ∂ ∂   
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ a ðàñïðîñòðà-

íÿþòñÿ ïðîäîëüíûå âîëíû; íà íèõ ïðîèçâîäíàÿ 
0

e

s

∂
∂

 òåðïèò

ðàçðûâ.
Ïðè àíàëèçå ñëó÷àåâ 1 è 2

ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðàâåíñòâà
2 2 0a − λ =  è ( )1 0

dT
e T

de
+ − =

íå èìåþò ìåñòà. Äëÿ ìàòåðèà-
ëîâ ñ óïðî÷íåíèåì ýòè ðàâåí-
ñòâà îïðåäåëÿþò â ïëîñêîñòè e,T
åäèíñòâåííóþ òî÷êó âñòðå÷è
êàñàòåëüíîé, èñõîäÿùåé èç òî÷-
êè (�1, 0), ñ äèàãðàììîé ( )T T e=
(ðèñ. 2.2). Ñðàâíèì ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ è

ïîïåðå÷íûõ âîëí â ãèáêîé íèòè, âûïîëíåííîé èç ìàòåðèàëà,
õàðàêòåðèçóåìîãî ýòîé äèàãðàììîé.

Íà îòðåçêàõ OA è BC ( )1
dT

e T
de

+ > , ò. å. aλ <  è ïîïåðå÷íûå

âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ìåäëåííåå ïðîäîëüíûõ. Íà îòðåçêà
õ

AB è CD ( )1
dT

e T
de

+ < , ò. å. a < λ  è ïîïåðå÷íûå âîëíû îáãîíÿ-

þò ïðîäîëüíûå. Â òî÷êàõ A, B, C aλ = , ò. å. îáå ñêîðîñòè îäè-
íàêîâû è ñîîáðàæåíèÿ íàñ÷åò äâóõ òèïîâ âîëí òåðÿþò ñèëó.

Î÷åâèäíî, â èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîé íèòè (T = const) ñóùå-
ñòâóþò ëèøü ïîïåðå÷íûå âîëíû. Äëÿ óïðóãèõ íèòåé ïîïåðå÷-
íûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ìåäëåííåå ïðîäîëüíûõ. Íàêîíåö,
äëÿ ïëàñòè÷åñêèõ íèòåé ñ ëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì âåëè÷èíà λ
ìîæåò áûòü êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå a: ïðè ( )/ 1s sE T e′ > +
ïîïåðå÷íûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì
ïðîäîëüíûå, ïðè ( )/ 1s sE T e′ < +  � êàðòèíà îáðàòíàÿ; ïðè

( )/ 1s sE T e′ = +  îáå âîëíû íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà.
 Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû î òèïàõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ-

ñÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ, è èõ ñâîéñòâàõ ïîëó÷åíû â
[3]. Àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ îáùåãî, ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëó÷àÿ
äâèæåíèÿ íèòè. Òàì æå íà îñíîâå âûâåäåííîãî óðàâíåíèÿ õà-
ðàêòåðèñòèê ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ âî
ëí
äëÿ èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîé íèòè è äëÿ ñõåìû ëèíåéíîãî óïðî÷-
íåíèÿ ïðè íàãðóçêå èëè ðàçãðóçêå â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé
òî÷êè (s0, t).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1] ðàññìîòðèì óñëîâèÿ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè èçëîìà O, ãäå ÷àñòè íèòè ñîñòàâëÿþò ìåæäó ñîáîé óãîë
γ (ðèñ. 2.3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç b ñêîðîñòü àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ
òî÷êè èçëîìà; èíäåêñà-
ìè 1, 2 áóäåì îòìå÷àòü
ïàðàìåòðû ñîîòâåòñò-
âåííî ñëåâà è ñïðàâà
îò ýòîé òî÷êè. Çà âðåìÿ
dt ÷àñòü íèòè ìàññîé

    2 2
2

l
b F dt

t

∂  ρ −   ∂  ττ

ïðîéäåò ÷åðåç òî÷êó
èçëîìà è èçìåíèò ïîä Ðèñ. 2.3

Ðèñ. 2.2
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Îòñþäà: 1) 
0

w w

t s

∂ ∂= ±λ
∂ ∂

; 2) 
0

w w
a

t s

∂ ∂= ±
∂ ∂

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñëàáîãî
ðàçðûâà, êàê âèäíî èç ñîïîñòàâëåíèÿ ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñ
óðàâíåíèåì (2.5), ðàâíà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòè.

Â ñëó÷àå 1 èç ïðèâåäåííîé âûøå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàé-
äåì:

u µα = ±λα ; v χα = ±λα ; 2 2( )(cos sin ) 0.a µ χ− λ ϕ⋅α + ϕ⋅α =

Îòñþäà ïðè a ≠ λ  èìååì cos sin 0µ χϕ ⋅α + ϕ⋅α =  èëè

0 0

cos sin 0
s s

   ∂µ ∂νϕ + ϕ =   ∂ ∂   
, ò. å. 

2 2

2 2
0 0

cos sin 0
x y

s s

   ∂ ∂ϕ + ϕ =   ∂ ∂   
.

Òàêèì îáðàçîì, ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ λ ðàñïðîñò-
ðàíÿþòñÿ ïîïåðå÷íûå âîëíû, ïðè÷åì îíè íå âûçûâàþò ðàç-

ðûâà 
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e

s

∂
∂

.
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cos sin 0µ χα ϕ − α ϕ = ;  
2 2

2 2
0 0

cos sin 0
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s s
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.
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íÿþòñÿ ïðîäîëüíûå âîëíû; íà íèõ ïðîèçâîäíàÿ 
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ðàçðûâ.
Ïðè àíàëèçå ñëó÷àåâ 1 è 2

ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðàâåíñòâà
2 2 0a − λ =  è ( )1 0

dT
e T

de
+ − =

íå èìåþò ìåñòà. Äëÿ ìàòåðèà-
ëîâ ñ óïðî÷íåíèåì ýòè ðàâåí-
ñòâà îïðåäåëÿþò â ïëîñêîñòè e,T
åäèíñòâåííóþ òî÷êó âñòðå÷è
êàñàòåëüíîé, èñõîäÿùåé èç òî÷-
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+ < , ò. å. a < λ  è ïîïåðå÷íûå âîëíû îáãîíÿ-

þò ïðîäîëüíûå. Â òî÷êàõ A, B, C aλ = , ò. å. îáå ñêîðîñòè îäè-
íàêîâû è ñîîáðàæåíèÿ íàñ÷åò äâóõ òèïîâ âîëí òåðÿþò ñèëó.

Î÷åâèäíî, â èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîé íèòè (T = const) ñóùå-
ñòâóþò ëèøü ïîïåðå÷íûå âîëíû. Äëÿ óïðóãèõ íèòåé ïîïåðå÷-
íûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ìåäëåííåå ïðîäîëüíûõ. Íàêîíåö,
äëÿ ïëàñòè÷åñêèõ íèòåé ñ ëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì âåëè÷èíà λ
ìîæåò áûòü êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå a: ïðè ( )/ 1s sE T e′ > +
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( )/ 1s sE T e′ = +  îáå âîëíû íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà.
 Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû î òèïàõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ-

ñÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ, è èõ ñâîéñòâàõ ïîëó÷åíû â
[3]. Àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ îáùåãî, ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëó÷àÿ
äâèæåíèÿ íèòè. Òàì æå íà îñíîâå âûâåäåííîãî óðàâíåíèÿ õà-
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íåíèÿ ïðè íàãðóçêå èëè ðàçãðóçêå â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé
òî÷êè (s0, t).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1] ðàññìîòðèì óñëîâèÿ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè èçëîìà O, ãäå ÷àñòè íèòè ñîñòàâëÿþò ìåæäó ñîáîé óãîë
γ (ðèñ. 2.3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç b ñêîðîñòü àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ
òî÷êè èçëîìà; èíäåêñà-
ìè 1, 2 áóäåì îòìå÷àòü
ïàðàìåòðû ñîîòâåòñò-
âåííî ñëåâà è ñïðàâà
îò ýòîé òî÷êè. Çà âðåìÿ
dt ÷àñòü íèòè ìàññîé

    2 2
2

l
b F dt

t

∂  ρ −   ∂  ττ

ïðîéäåò ÷åðåç òî÷êó
èçëîìà è èçìåíèò ïîä Ðèñ. 2.3

Ðèñ. 2.2
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âëèÿíèåì èìïóëüñà ( )1 2 0dt F− + ⋅T T  ñâîþ ñêîðîñòü íà âåëè÷èíó

1 2t t

∂ ∂   −   ∂ ∂   
l l

, ò. å.

( )2 2 2 1 0
2 1 2

.F b F
t t t

   ∂ ∂ ∂     ρ − − = −        ∂ ∂ ∂       

l l l
T T

τ

(2.7)

Çà òî æå âðåìÿ dt  ìàññà 2 2
2

F b dt
t τ

 ∂ ρ −  ∂  

l
 çàéìåò ñëåâà îáúåì

1
1

b F dt
t

∂ −  ∂ 
lτ , ïîýòîìó

2 2 1 1
2 1

F b b F
t tτ

 ∂ ∂   ρ − = ρ −    ∂ ∂    

l lττ . (2.8)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî â ñèëó (2.1)

0 0 2 2 2 1 1 1(1 ) (1 )F F e F eρ = ρ + = ρ + ,

òî óñëîâèÿ (2.7) è (2.8) ïðåîáðàçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê âèäó

( )0 2 1 2
2 1 2

(1 )b e
t t tτ

   ∂ ∂ ∂     ρ − − = − +        ∂ ∂ ∂       

l l l
T T ;  (2.9)

12

2 11 1

bb
tt

e e

∂ ∂  −−    ∂∂    =
+ +

ll

τ

τ
. (2.10)

Äîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ êîìáèíàöèé /(1 )T e+  ñïðàâà è ñëåâà
îò òî÷êè èçëîìà îäèíàêîâû. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â
òî÷êå èçëîìà è íàïðàâëåíèåì îñè Ox, ñîâïàäàþùèì ñ τττττ, óðàâ-
íåíèÿ (2.9) â ïðîåêöèÿõ çàïèøóòñÿ òàê:

( )( ) ( )( )0 1 2 2cos cos 1b u v u T T eρ + β − = γ − + ; (2.11)

( ) ( )0 1 2sin sin 1b u v T eρ + β = γ + . (2.12)

Çäåñü 
1

cos sinv v
t

∂  = − β − β ∂ 
l

nτ ; 
2

u
t

∂  = − ∂ 
l τ . Óðàâíåíèå (2.10)

ïðè ýòîì ïðèìåò âèä

2 2 2

2 1

( cos ) sin

1 1

b v vb u

e e

+ β + β+ =
+ +

. (2.13)

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

sin sin( )b vγ = β − γ ,  (2.14)

âûðàæàþùåå òîò ôàêò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî (dt)2 çà âðåìÿ dt óãîë γ
ñîõðàíèò ñâîþ âåëè÷èíó.

Óìíîæèâ óðàâíåíèÿ (2.11) è (2.12) ñîîòâåòñòâåííî íà sin γ è
cos γ, ñëîæèì ðåçóëüòàòû, ïðè ýòîì ïîëó÷èì:

[ ]0 2 2( ) sin( ) sin sin (1 )b u v u T eρ + γ −β − γ = − γ + .  (2.15)

Ïîäñòàâèâ (2.14) â (2.15), íàéäåì:
2

0 2 2 2( ) (1 ) ( )b u e T eρ + = + .  (2.16)
Ñîîòíîøåíèå (2.16) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ b

è äåôîðìàöèåé e2. Äàëåå èç óðàâíåíèÿ (2.13) ïîëó÷àåì

2 2
2 21

2
2

( ) (1 )
2 cos

(1 )

b u e
v vb b

e

+ +
= + β +

+
.  (2.17)

Èç (2.12) è (2.11) ñëåäóåò, ÷òî

1 2

0

sin (1 )
sin

( )

T e
v

b u

γ +
β =

ρ +
,

1 2 2 2 1 2

0 0 0

cos (1 ) (1 ) cos (1 )
cos

( ) ( ) ( )

T e T e T e
v u b

b u b u b u

γ + + γ +
β = − + = −

ρ + ρ + ρ +
.

Âîçâåäÿ äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ â êâàäðàò è ñëîæèâ, ïîëó÷
èì

2 2
2 21 2 1 2

2 2
00

(1 ) 2 cos (1 )

( )( )

T e T e
v b

b ub u

+ γ +
= − +

ρ +ρ +
.

Ïîäñòàâèì â (2.17) âûðàæåíèå äëÿ v2 è vcosβ:

( )2 2 2 2
1 1 2 1 2

2 2 2
02 0

( ) (1 ) (1 ) 2 cos (1 )

( )(1 ) ( )

b u b u e T e bT e

b ue b u

+ + + + γ +
= − +

ρ ++ ρ +

2 2 21 2

0

2 cos (1 )
2

( )

T e
b b b b

b u

γ +
+ + − +

ρ +
.
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âëèÿíèåì èìïóëüñà ( )1 2 0dt F− + ⋅T T  ñâîþ ñêîðîñòü íà âåëè÷èíó

1 2t t

∂ ∂   −   ∂ ∂   
l l

, ò. å.

( )2 2 2 1 0
2 1 2

.F b F
t t t

   ∂ ∂ ∂     ρ − − = −        ∂ ∂ ∂       

l l l
T T

τ

(2.7)

Çà òî æå âðåìÿ dt  ìàññà 2 2
2

F b dt
t τ

 ∂ ρ −  ∂  

l
 çàéìåò ñëåâà îáúåì

1
1

b F dt
t

∂ −  ∂ 
lτ , ïîýòîìó

2 2 1 1
2 1

F b b F
t tτ

 ∂ ∂   ρ − = ρ −    ∂ ∂    

l lττ . (2.8)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî â ñèëó (2.1)

0 0 2 2 2 1 1 1(1 ) (1 )F F e F eρ = ρ + = ρ + ,

òî óñëîâèÿ (2.7) è (2.8) ïðåîáðàçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê âèäó

( )0 2 1 2
2 1 2

(1 )b e
t t tτ

   ∂ ∂ ∂     ρ − − = − +        ∂ ∂ ∂       

l l l
T T ;  (2.9)

12

2 11 1

bb
tt

e e

∂ ∂  −−    ∂∂    =
+ +

ll

τ

τ
. (2.10)

Äîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ êîìáèíàöèé /(1 )T e+  ñïðàâà è ñëåâà
îò òî÷êè èçëîìà îäèíàêîâû. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â
òî÷êå èçëîìà è íàïðàâëåíèåì îñè Ox, ñîâïàäàþùèì ñ τττττ, óðàâ-
íåíèÿ (2.9) â ïðîåêöèÿõ çàïèøóòñÿ òàê:

( )( ) ( )( )0 1 2 2cos cos 1b u v u T T eρ + β − = γ − + ; (2.11)

( ) ( )0 1 2sin sin 1b u v T eρ + β = γ + . (2.12)

Çäåñü 
1

cos sinv v
t

∂  = − β − β ∂ 
l

nτ ; 
2

u
t

∂  = − ∂ 
l τ . Óðàâíåíèå (2.10)

ïðè ýòîì ïðèìåò âèä

2 2 2

2 1

( cos ) sin

1 1

b v vb u

e e

+ β + β+ =
+ +

. (2.13)

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

sin sin( )b vγ = β − γ ,  (2.14)

âûðàæàþùåå òîò ôàêò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî (dt)2 çà âðåìÿ dt óãîë γ
ñîõðàíèò ñâîþ âåëè÷èíó.

Óìíîæèâ óðàâíåíèÿ (2.11) è (2.12) ñîîòâåòñòâåííî íà sin γ è
cos γ, ñëîæèì ðåçóëüòàòû, ïðè ýòîì ïîëó÷èì:

[ ]0 2 2( ) sin( ) sin sin (1 )b u v u T eρ + γ −β − γ = − γ + .  (2.15)

Ïîäñòàâèâ (2.14) â (2.15), íàéäåì:
2

0 2 2 2( ) (1 ) ( )b u e T eρ + = + .  (2.16)
Ñîîòíîøåíèå (2.16) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ b

è äåôîðìàöèåé e2. Äàëåå èç óðàâíåíèÿ (2.13) ïîëó÷àåì

2 2
2 21

2
2

( ) (1 )
2 cos

(1 )

b u e
v vb b

e

+ +
= + β +

+
.  (2.17)

Èç (2.12) è (2.11) ñëåäóåò, ÷òî

1 2

0

sin (1 )
sin

( )

T e
v

b u

γ +
β =

ρ +
,

1 2 2 2 1 2

0 0 0

cos (1 ) (1 ) cos (1 )
cos

( ) ( ) ( )

T e T e T e
v u b

b u b u b u

γ + + γ +
β = − + = −

ρ + ρ + ρ +
.

Âîçâåäÿ äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ â êâàäðàò è ñëîæèâ, ïîëó÷
èì

2 2
2 21 2 1 2

2 2
00

(1 ) 2 cos (1 )

( )( )

T e T e
v b

b ub u

+ γ +
= − +

ρ +ρ +
.

Ïîäñòàâèì â (2.17) âûðàæåíèå äëÿ v2 è vcosβ:

( )2 2 2 2
1 1 2 1 2

2 2 2
02 0

( ) (1 ) (1 ) 2 cos (1 )

( )(1 ) ( )

b u b u e T e bT e

b ue b u

+ + + + γ +
= − +

ρ ++ ρ +

2 2 21 2

0

2 cos (1 )
2

( )

T e
b b b b

b u

γ +
+ + − +

ρ +
.
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Ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû è èìåÿ â âèäó (2.16), íàéäåì:
2 2

2 1
2 2

2 1(1 ) (1 )

T T

e e
=

+ +
.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðåøåíèå 1 2e e e= = ; 
1 2 .T T T= =

Â ðÿäå ñëó÷àåâ âîçìîæíî è äðóãîå ðåøåíèå, êîòîðîå ÿñíî
èç ïîñòðîåíèé ðèñ. 2.4 è ìîæåò ïðèâåñòè ê èíûì êàðòèíàì

äâèæåíèÿ íèòè, îòëè÷-
íûì îò èçëîæåííûõ íèæå
[6]. Â äàëüíåéøåì îãðà-
íè÷èìñÿ ïðèâåäåíèåì
ðåçóëüòàòîâ, îñíîâàííûõ
íà èñïîëüçîâàíèè ðåøå-
íèÿ 1 2e e= ; 1 2T T= . Î÷å-
âèäíî, äëÿ óïðóãèõ äå-
ôîðìàöèé ýòî ðåøåíèå
åäèíñòâåííîå.

Óðàâíåíèÿ (2.11) è
(2.12) òåïåðü ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â âèäå

Ðèñ. 2.4

( )( ) ( )( )0 cos 1 cos 1b u v u T eρ + β − = + γ − ; (2.18)

( ) ( )0 sin sin 1b u v T eρ + β = γ + .  (2.19)
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.13) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (2.18), (2.19)
è (2.14).

Îïðåäåëèì òåïåðü òðàåêòîðèþ 0 ( )s t∗  äâèæåíèÿ ïî ÷àñòèöàì
íèòè òî÷êè èçëîìà. Î÷åâèäíî,

0 0
0 0

0

( ) ( ),
ds dsd x

b s t x s t t u
dt dt s dt

∗ ∗
∗ ∗ ∂  = + = + −   ∂

èëè
0 (1 )

ds
b u e

dt

∗

+ = + .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì (2.16) ïðåîáðàçóåì ê âèäó

0

0 (1 )

ds T

dt e

∗

= ±
ρ +

. (2.20)

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âîëíû ñèëüíîãî ðàçðû-
âà (òî÷êè èçëîìà) ïî ÷àñòèöàì íèòè ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí.

§ 2.2. Точечный удар по гибкой деформируемой нити
бесконечной длины

Åñëè òåëî â ïðîöåññå óäàðà ñîïðèêàñàåòñÿ ñ íèòüþ íà äîñòà-
òî÷íî ìàëîì ïðîòÿæåíèè, îáëàñòü ñîïðèêîñíîâåíèÿ ìîæíî
èäåàëèçèðîâàòü ñîñòîÿùåé èç îäíîé òî÷êè. Êàê áóäåò ïîêàçàíî
äàëåå, ñëó÷àé òî÷å÷íîãî óäàðà áóäåò èìåòü ìåñòî åùå è òîãäà,
êîãäà óãîë ïðè âåðøèíå âûïóêëîãî òåëà òàêîâ, ÷òî ïðè äàííîé
ñêîðîñòè óäàðà òåëî ñîïðèêàñàåòñÿ ñ íèòüþ ëèøü â âåðøèíå.

Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î òî÷å÷íîì óäàðå ïî ãèáêîé
äåôîðìèðóåìîé íèòè áåñêîíå÷íîé äëèíû äëÿ cëó÷àÿ äâèæåíèÿ
óäàðÿåìîãî òåëà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v0 ïðèâåäåíû â [1, 5]1.

Ïóñòü β0 � óãîë âñòðå÷è óäàðÿåìîãî òåëà ñ íàòÿíóòîé íèòüþ,
íà÷àëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîé T0, ρ0, e0 ïîñòîÿííû. Óðàâ-
íåíèÿ (2.4) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ çàïèøåì â âèäå

2

0 2
0 0

1
1

x T x

s e st

  ∂ ∂ ∂ρ = +  ∂ + ∂∂    
; (2.21)

2

0 2
0 01

y T y

s e st

 ∂ ∂ ∂ρ =  ∂ + ∂∂  
. (2.22)

Ââåäåì íîâûå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ( )0/x x v t= ;
( )0/y y v t= . Âåëè÷èíû x , y  äîëæíû çàâèñåòü ëèøü îò áåçðàç-

ìåðíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç âñåõ âñòðå÷à-
þùèõñÿ â çàäà÷å âåëè÷èí. Òàêèì åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì
ÿâëÿåòñÿ ( )0 0/z s v t= . Ñëåäîâàòåëüíî, ( )x x z= , ( )y y z=  è óðàâ-
íåíèÿ (2.21), (2.22) ïðèíèìàþò âèä

( )
( )

2
2

0 0

1

1

T xd
z x

dz v e

′ +
′′ =  

ρ +  
;   ( )

2
2

0 0 1

d Ty
z y

dz v e

 ′′′ =  
ρ +  

.

1 Â çàðóáåæíûõ ñòàòüÿõ âñòðå÷àþòñÿ ññûëêè íà íåîïóáëèêîâàí-
íóþ ðàáîòó Òåéëîðà, ðàññìîòðåâøåãî â 1942 ã. ïðîáëåìó ðàñïðîñ-
òðàíåíèÿ âîëí â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé íèòè. Â àíàëîãè÷íîé ëèòåðàòó-
ðå ýòà ïðîáëåìà áûëà ðàññìîòðåíà X.À. Ðàõìàòóëèíûì â 1939 ã.
Ñòàòüÿ Cole J.D., Dougherty Ñ.Â. and Huth J.H. Constant-Strain Waves
in Strings // Jour. of Applied Mechanics. 1953. V. 20. ¹ 4,  ïîâòîðÿåò
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ óïðóãîé íèòè â [1].
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Ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû è èìåÿ â âèäó (2.16), íàéäåì:
2 2

2 1
2 2

2 1(1 ) (1 )

T T

e e
=

+ +
.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðåøåíèå 1 2e e e= = ; 
1 2 .T T T= =

Â ðÿäå ñëó÷àåâ âîçìîæíî è äðóãîå ðåøåíèå, êîòîðîå ÿñíî
èç ïîñòðîåíèé ðèñ. 2.4 è ìîæåò ïðèâåñòè ê èíûì êàðòèíàì

äâèæåíèÿ íèòè, îòëè÷-
íûì îò èçëîæåííûõ íèæå
[6]. Â äàëüíåéøåì îãðà-
íè÷èìñÿ ïðèâåäåíèåì
ðåçóëüòàòîâ, îñíîâàííûõ
íà èñïîëüçîâàíèè ðåøå-
íèÿ 1 2e e= ; 1 2T T= . Î÷å-
âèäíî, äëÿ óïðóãèõ äå-
ôîðìàöèé ýòî ðåøåíèå
åäèíñòâåííîå.

Óðàâíåíèÿ (2.11) è
(2.12) òåïåðü ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â âèäå

Ðèñ. 2.4

( )( ) ( )( )0 cos 1 cos 1b u v u T eρ + β − = + γ − ; (2.18)

( ) ( )0 sin sin 1b u v T eρ + β = γ + .  (2.19)
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.13) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (2.18), (2.19)
è (2.14).

Îïðåäåëèì òåïåðü òðàåêòîðèþ 0 ( )s t∗  äâèæåíèÿ ïî ÷àñòèöàì
íèòè òî÷êè èçëîìà. Î÷åâèäíî,

0 0
0 0

0

( ) ( ),
ds dsd x

b s t x s t t u
dt dt s dt

∗ ∗
∗ ∗ ∂  = + = + −   ∂

èëè
0 (1 )

ds
b u e

dt

∗

+ = + .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì (2.16) ïðåîáðàçóåì ê âèäó

0

0 (1 )

ds T

dt e

∗

= ±
ρ +

. (2.20)

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âîëíû ñèëüíîãî ðàçðû-
âà (òî÷êè èçëîìà) ïî ÷àñòèöàì íèòè ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí.

§ 2.2. Точечный удар по гибкой деформируемой нити
бесконечной длины

Åñëè òåëî â ïðîöåññå óäàðà ñîïðèêàñàåòñÿ ñ íèòüþ íà äîñòà-
òî÷íî ìàëîì ïðîòÿæåíèè, îáëàñòü ñîïðèêîñíîâåíèÿ ìîæíî
èäåàëèçèðîâàòü ñîñòîÿùåé èç îäíîé òî÷êè. Êàê áóäåò ïîêàçàíî
äàëåå, ñëó÷àé òî÷å÷íîãî óäàðà áóäåò èìåòü ìåñòî åùå è òîãäà,
êîãäà óãîë ïðè âåðøèíå âûïóêëîãî òåëà òàêîâ, ÷òî ïðè äàííîé
ñêîðîñòè óäàðà òåëî ñîïðèêàñàåòñÿ ñ íèòüþ ëèøü â âåðøèíå.

Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î òî÷å÷íîì óäàðå ïî ãèáêîé
äåôîðìèðóåìîé íèòè áåñêîíå÷íîé äëèíû äëÿ cëó÷àÿ äâèæåíèÿ
óäàðÿåìîãî òåëà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v0 ïðèâåäåíû â [1, 5]1.

Ïóñòü β0 � óãîë âñòðå÷è óäàðÿåìîãî òåëà ñ íàòÿíóòîé íèòüþ,
íà÷àëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîé T0, ρ0, e0 ïîñòîÿííû. Óðàâ-
íåíèÿ (2.4) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ çàïèøåì â âèäå

2

0 2
0 0

1
1

x T x

s e st

  ∂ ∂ ∂ρ = +  ∂ + ∂∂    
; (2.21)

2

0 2
0 01

y T y

s e st

 ∂ ∂ ∂ρ =  ∂ + ∂∂  
. (2.22)

Ââåäåì íîâûå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ( )0/x x v t= ;
( )0/y y v t= . Âåëè÷èíû x , y  äîëæíû çàâèñåòü ëèøü îò áåçðàç-

ìåðíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç âñåõ âñòðå÷à-
þùèõñÿ â çàäà÷å âåëè÷èí. Òàêèì åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì
ÿâëÿåòñÿ ( )0 0/z s v t= . Ñëåäîâàòåëüíî, ( )x x z= , ( )y y z=  è óðàâ-
íåíèÿ (2.21), (2.22) ïðèíèìàþò âèä

( )
( )

2
2

0 0

1

1

T xd
z x

dz v e

′ +
′′ =  

ρ +  
;   ( )

2
2

0 0 1

d Ty
z y

dz v e

 ′′′ =  
ρ +  

.

1 Â çàðóáåæíûõ ñòàòüÿõ âñòðå÷àþòñÿ ññûëêè íà íåîïóáëèêîâàí-
íóþ ðàáîòó Òåéëîðà, ðàññìîòðåâøåãî â 1942 ã. ïðîáëåìó ðàñïðîñ-
òðàíåíèÿ âîëí â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé íèòè. Â àíàëîãè÷íîé ëèòåðàòó-
ðå ýòà ïðîáëåìà áûëà ðàññìîòðåíà X.À. Ðàõìàòóëèíûì â 1939 ã.
Ñòàòüÿ Cole J.D., Dougherty Ñ.Â. and Huth J.H. Constant-Strain Waves
in Strings // Jour. of Applied Mechanics. 1953. V. 20. ¹ 4,  ïîâòîðÿåò
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ óïðóãîé íèòè â [1].
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Äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà
-
çîì:

( ) ( ) ( )
2

2 2
0 0 0 0

1
1 1

T d T
z x x

dzv e v e

   
′′ ′− = +   

ρ + ρ +      
; (2.23)

( ) ( )
2

2 2
0 0 0 01 1

T d T
z y y

dzv e v e

   
′′ ′− =   

ρ + ρ +      
. (2.24)

Åñëè

( )
2

2
0 0

0
1

T
z

v e
− ≠

ρ +
, 

( )2
0 0

const
1

T

v e
≠

ρ +
, (2.25)

òî, ðàçäåëèâ (2.23) íà (2.24), íàéäåì:

1

x y

x y

′′ ′′
=

′ ′+
, 11 .x c y′ ′+ =  (2.26)

Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë (2.26), óðàâíåíèå (2.23) (èëè (2.24)) ïðèâå-
äåì ê âèäó:

( ) ( )
2 2

1 1 12 2
0 0 0 0

1
1 1

T d T
c z y c y y c

dev e v e

   
′′ ′ ′′− = +   

ρ + ρ +      
, (2.27)

ïðè÷åì 2
11 1 .e y c′+ = +

Óðàâíåíèå (2.27) ðàñïàäàåòñÿ íà ñëåäóþùèå:

( ) ( ) ( )
2

2 2
0 0 0 0

1
1 1

T d T
z e

dev e v e

 
− = +  

ρ + ρ +  
, (2.28)

1 0c = , 0y =′′ . (2.29)

Íåîáõîäèì äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé
(2.29), òàê êàê ïåðâîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (2.26), à âòîðîå ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ âòîðîãî óñëîâèÿ
(2.25). Ïðè 1 0c =  íåïîñðåäñòâåííî èç (2.23) è (2.24) âèäíî, ÷òî
óðàâíåíèå (2.28) ïî-ïðåæíåìó èìååò ìåñòî. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáùèìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (2.21) è (2.22) ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé (2.25)  ÿâëÿþòñÿ:

11 x c y′ ′+ = ;

( ) ( ) ( )
2

2 2
0 0 0 0

1
1 1

T d T
z e

dev e v e

 
− = +  

ρ + ρ +  
.  (2.30)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé
(2.25) íå âûïîëíåíî. Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî

( )
2

2
0 0

0
1

T
z

v e
− =

ρ +
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T = T(e), à ñëåäîâàòåëüíî, e = e(z), èç (2.23) è
(2.24) èìååì:

( ) ( )2
0 0

1 0
1

de d T
x

dz de v e

 
′+ = 

ρ +  
; 

( )2
0 0

0
1

de d T
y

dz de v e

 
′ = 

ρ +  
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷àåìûå îòñþäà òðè ðåøåíèÿ:

1) 0
de

dz
= ;     2) 

( )2
0 0

0
1

d T

de v e

 
= 

ρ +  
;    3) 1 0x′+ = ; 0y′ = ,

ïðèâîäÿò ê ñëó÷àþ, êîãäà constc = , êîòîðûé èìååò ìåñòî è òîãäà,
êîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå (2.25). Êàê âèäíî èç óðàâ-
íåíèé (2.23) è (2.24), çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ

constz = , conste = , ïðè íåâûïîëíåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç óñëî-
âèé (2.25) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.23), (2.24) áóäåò ñëåäóþùèì:

1 constx′+ = , consty′ = .  (2.31)
Òàêèì îáðàçîì, âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.23)

è (2.24) èñ÷åðïûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè âèäà (2.30) èëè (2.31). Èõ
óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî ê ñëåäóþùåé ôîðìå:

0 1 2x s c y c t+ = + ;    
2

20

0

1
( );

s dT
a e

t de

  = =  ρ 
(2.32)

0 3 0 4x s c s c t+ = + ;     
5 0 6 .y c s c t= + (2.33)

Ðåøåíèÿ (2.32) è (2.33) èìåþò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë:
ïåðâîå îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòü íèòè â êàæäûé ìîìåíò ðåøåíèÿ
èìååò ïðÿìîëèíåéíóþ ôîðìó è ïî íåé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëí
à
Ðèìàíà; âòîðîå âûðàæàåò óñëîâèå ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ
ïðÿìîëèíåéíîé ÷àñòè íèòè, èìåþùåé ïîñòîÿííóþ äåôîðìà-
öèþ.

×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó äåôîðìàöèåé è íàïðÿ-
æåíèåì íà âîëíå Ðèìàíà, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå ñîîòíî-
øåíèå (2.32) ïî s0:

1
0 0

1
y x

c
s s

∂ ∂= +
∂ ∂

.
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Äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà
-
çîì:

( ) ( ) ( )
2

2 2
0 0 0 0

1
1 1

T d T
z x x

dzv e v e

   
′′ ′− = +   

ρ + ρ +      
; (2.23)

( ) ( )
2

2 2
0 0 0 01 1

T d T
z y y

dzv e v e

   
′′ ′− =   

ρ + ρ +      
. (2.24)

Åñëè

( )
2

2
0 0

0
1

T
z

v e
− ≠

ρ +
, 

( )2
0 0

const
1

T

v e
≠

ρ +
, (2.25)

òî, ðàçäåëèâ (2.23) íà (2.24), íàéäåì:

1

x y

x y

′′ ′′
=

′ ′+
, 11 .x c y′ ′+ =  (2.26)

Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë (2.26), óðàâíåíèå (2.23) (èëè (2.24)) ïðèâå-
äåì ê âèäó:

( ) ( )
2 2

1 1 12 2
0 0 0 0

1
1 1

T d T
c z y c y y c

dev e v e

   
′′ ′ ′′− = +   

ρ + ρ +      
, (2.27)

ïðè÷åì 2
11 1 .e y c′+ = +

Óðàâíåíèå (2.27) ðàñïàäàåòñÿ íà ñëåäóþùèå:

( ) ( ) ( )
2

2 2
0 0 0 0

1
1 1

T d T
z e

dev e v e

 
− = +  

ρ + ρ +  
, (2.28)

1 0c = , 0y =′′ . (2.29)

Íåîáõîäèì äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé
(2.29), òàê êàê ïåðâîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (2.26), à âòîðîå ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ âòîðîãî óñëîâèÿ
(2.25). Ïðè 1 0c =  íåïîñðåäñòâåííî èç (2.23) è (2.24) âèäíî, ÷òî
óðàâíåíèå (2.28) ïî-ïðåæíåìó èìååò ìåñòî. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáùèìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (2.21) è (2.22) ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé (2.25)  ÿâëÿþòñÿ:

11 x c y′ ′+ = ;

( ) ( ) ( )
2

2 2
0 0 0 0

1
1 1

T d T
z e

dev e v e

 
− = +  

ρ + ρ +  
.  (2.30)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé
(2.25) íå âûïîëíåíî. Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî

( )
2

2
0 0

0
1

T
z

v e
− =

ρ +
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T = T(e), à ñëåäîâàòåëüíî, e = e(z), èç (2.23) è
(2.24) èìååì:

( ) ( )2
0 0

1 0
1

de d T
x

dz de v e

 
′+ = 

ρ +  
; 
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0
1

de d T
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dz de v e
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ρ +  
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷àåìûå îòñþäà òðè ðåøåíèÿ:

1) 0
de

dz
= ;     2) 

( )2
0 0

0
1

d T

de v e

 
= 

ρ +  
;    3) 1 0x′+ = ; 0y′ = ,

ïðèâîäÿò ê ñëó÷àþ, êîãäà constc = , êîòîðûé èìååò ìåñòî è òîãäà,
êîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå (2.25). Êàê âèäíî èç óðàâ-
íåíèé (2.23) è (2.24), çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ

constz = , conste = , ïðè íåâûïîëíåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç óñëî-
âèé (2.25) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.23), (2.24) áóäåò ñëåäóþùèì:

1 constx′+ = , consty′ = .  (2.31)
Òàêèì îáðàçîì, âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.23)

è (2.24) èñ÷åðïûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè âèäà (2.30) èëè (2.31). Èõ
óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî ê ñëåäóþùåé ôîðìå:

0 1 2x s c y c t+ = + ;    
2

20

0

1
( );

s dT
a e

t de

  = =  ρ 
(2.32)

0 3 0 4x s c s c t+ = + ;     
5 0 6 .y c s c t= + (2.33)

Ðåøåíèÿ (2.32) è (2.33) èìåþò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë:
ïåðâîå îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòü íèòè â êàæäûé ìîìåíò ðåøåíèÿ
èìååò ïðÿìîëèíåéíóþ ôîðìó è ïî íåé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëí
à
Ðèìàíà; âòîðîå âûðàæàåò óñëîâèå ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ
ïðÿìîëèíåéíîé ÷àñòè íèòè, èìåþùåé ïîñòîÿííóþ äåôîðìà-
öèþ.

×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó äåôîðìàöèåé è íàïðÿ-
æåíèåì íà âîëíå Ðèìàíà, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå ñîîòíî-
øåíèå (2.32) ïî s0:

1
0 0

1
y x

c
s s

∂ ∂= +
∂ ∂

.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

2
1

1
1 1 1

dx
e

dzc
 = + + −  

.

Îòñþäà

( )z x z edzα + − = ∫ ; 2
11 1/ cα = + .

Äëÿ ñêîðîñòè èìååì

0

x dx
v x z

t dz

∂  = − ∂  
.

Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ x  è 
dx

dz
, ïîëó÷èì

0
0

1 1
1

zx e
v z edz z z

t

  ∂ + = + − − −     ∂ α α    
∫ .

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ
(2.32), íàõîäèì:

   
0

1
( ) const

ex
a e de

t

∂ = − +
∂ α ∫ ;  

1 0

1
( ) const

ey
a e de

t c

∂ = − +
∂ α ∫ . (2.34)

Ïðè îäíîìåðíîì äâèæåíèè èç (2.34) ïîëó÷àåì èçâåñòíîå
(ñì. §1.2) ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêîðîñòüþ è äåôîðìàöèåé íà
âîëíå Ðèìàíà:

0( ) ( )
x

e e
t

∂ = ψ − ψ
∂

.  (2.35)

Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëû (2.31) è (2.32) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþ-
ùåìó ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Â êàæäûé ìîìåíò âðå-
ìåíè íèòü èìååò èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2.5 ôîðìó; ïî íà÷àëü-
íûì íàïðàâëåíèÿì AB è A B′ ′ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû Ðèìà-
íà, êîòîðûå èëè çàêàí÷èâàþòñÿ äî òî÷åê èçëîìà À è À′, èëè
çàõâàòûâàþò ÷àñòü îòðåçêîâ OAè OA′. Çà âîëíàìè Ðèìàíà, âïëîòü
äî òî÷êè óäàðà, ðàñïîëîæåíû îáëàñòè ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèé.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå òîò ñëó÷àé, êîãäà çàäíèé ôðîíò âîëíû
Ðèìàíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ñêîðîñòè ïå-
ðåìåùåíèÿ âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà (òî÷êè èçëîìà, ðèñ. 2.6).
Òîëùèíà íèòè è åå èçìåíåíèå ïî äëèíå ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.6
óòðèðîâàíî. Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ òàêîâû: v è β  � ñêîðîñòè è
èõ íàïðàâëåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû íèòè íà ó÷àñòêàõ èçëîìà; u � ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â îáëàñòè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ;
b � àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñèëüíîãî ðàç-
ðûâà; γ  � óãîë íàêëîíà ó÷àñòêîâ íèòè ê ïåðâîíà÷àëüíîìó
íàïðàâëåíèþ; e,T � ìàêñèìàëüíûå óäëèíåíèå è íàòÿæåíèå.
Èíäåêñàìè 1, 2 îòìå÷àþòñÿ ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïðà
-
âîé è ëåâîé âåòâåé íèòè.

 

Ðèñ. 2.6

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.35), íàõîäèì:

1 0( ) ( )u e e= ψ − ψ . (2.36)

Óðàâíåíèÿ (2.18), (2.19) è (2.14) â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ çà-
ïèøóòñÿ òàê:

0 1 1 1 1 1 1 1 1( )( cos ) (cos 1)(1 );b u v u T eρ + β − = γ − + (2.37)

0 1 1 1 1 1 1 1( ) sin sin (1 );b u v T eρ + β = γ + (2.38)

1 1 1 1 1sin sin( ).b vγ = β − γ (2.39)

Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè v0, v1, b1 è óãîë β0 ïîñòîÿííû, èç ðèñ. 2.6
èìååì ñëåäóþùåå êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå:

0 0
1

1 0 0

sin
tg

cos

v

b v

β
γ =

+ β
. (2.40)

Êðîìå ïÿòè óðàâíåíèé (2.36)�(2.40), ñòîëüêî æå àíàëîãè÷íûõ
óðàâíåíèé èìååì äëÿ  ëåâîé îò óäàðÿþùåãî òåëà ÷àñòè íèòè:

2 2 0( ) ( )u e e= ψ − ψ ; (2.36′)
0 2 2 2 2 2 2 2( )( cos ) (cos 1)(1 )b u v u T eρ + − β − = γ − + ; (2.37′)

0 2 2 2 2 2 2 2( ) sin sin (1 )b u v T eρ + β = γ + ; (2.38′)

2 2 2 2 2sin sin ( )b vγ = β − γ ; (2.39′)Ðèñ. 2.5
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Ñëåäîâàòåëüíî,

2
1

1
1 1 1

dx
e

dzc
 = + + −  

.

Îòñþäà

( )z x z edzα + − = ∫ ; 2
11 1/ cα = + .

Äëÿ ñêîðîñòè èìååì

0

x dx
v x z

t dz

∂  = − ∂  
.

Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ x  è 
dx

dz
, ïîëó÷èì

0
0

1 1
1

zx e
v z edz z z

t

  ∂ + = + − − −     ∂ α α    
∫ .

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ
(2.32), íàõîäèì:

   
0

1
( ) const

ex
a e de

t

∂ = − +
∂ α ∫ ;  

1 0

1
( ) const

ey
a e de

t c

∂ = − +
∂ α ∫ . (2.34)
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(ñì. §1.2) ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêîðîñòüþ è äåôîðìàöèåé íà
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0( ) ( )
x

e e
t

∂ = ψ − ψ
∂

.  (2.35)

Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëû (2.31) è (2.32) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþ-
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Ðàññìîòðèì âíà÷àëå òîò ñëó÷àé, êîãäà çàäíèé ôðîíò âîëíû
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ñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â îáëàñòè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ;
b � àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñèëüíîãî ðàç-
ðûâà; γ  � óãîë íàêëîíà ó÷àñòêîâ íèòè ê ïåðâîíà÷àëüíîìó
íàïðàâëåíèþ; e,T � ìàêñèìàëüíûå óäëèíåíèå è íàòÿæåíèå.
Èíäåêñàìè 1, 2 îòìå÷àþòñÿ ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïðà
-
âîé è ëåâîé âåòâåé íèòè.

 

Ðèñ. 2.6

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.35), íàõîäèì:

1 0( ) ( )u e e= ψ − ψ . (2.36)

Óðàâíåíèÿ (2.18), (2.19) è (2.14) â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ çà-
ïèøóòñÿ òàê:

0 1 1 1 1 1 1 1 1( )( cos ) (cos 1)(1 );b u v u T eρ + β − = γ − + (2.37)

0 1 1 1 1 1 1 1( ) sin sin (1 );b u v T eρ + β = γ + (2.38)

1 1 1 1 1sin sin( ).b vγ = β − γ (2.39)

Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè v0, v1, b1 è óãîë β0 ïîñòîÿííû, èç ðèñ. 2.6
èìååì ñëåäóþùåå êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå:

0 0
1

1 0 0

sin
tg

cos

v

b v

β
γ =

+ β
. (2.40)

Êðîìå ïÿòè óðàâíåíèé (2.36)�(2.40), ñòîëüêî æå àíàëîãè÷íûõ
óðàâíåíèé èìååì äëÿ  ëåâîé îò óäàðÿþùåãî òåëà ÷àñòè íèòè:

2 2 0( ) ( )u e e= ψ − ψ ; (2.36′)
0 2 2 2 2 2 2 2( )( cos ) (cos 1)(1 )b u v u T eρ + − β − = γ − + ; (2.37′)

0 2 2 2 2 2 2 2( ) sin sin (1 )b u v T eρ + β = γ + ; (2.38′)

2 2 2 2 2sin sin ( )b vγ = β − γ ; (2.39′)Ðèñ. 2.5
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0 0
2

2 0 0

sin
tg

cos

v

b v

β
γ =

+ β
. (2.40′)

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî äîáàâèòü äâà óñëîâèÿ â òî÷-
êå M (ðèñ. 2.7): óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèÿ

2 11 1

MN LK

e e
=

+ +
,

ïðèíèìàþùåå âèä
2 2

1 2 0 0 2 2 0

2 2
2 1 0 0 1 1 0

(1 ) 2 cos( )

(1 ) 2 cos( )

e v v v v

e v v v v

+ + − β − β =

= + + − β − β
, (2.41)

è ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ íàòÿæåíèÿ íèòè, ïåðåáðîøåííîé ÷åðåç
øêèâ:

1 2( )2 2
1 0 2 0( )f

s sT u e T uγ +γ− ρ = − ρ ,  (2.42)

ãäå f � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ; 0 0 1 1cos cossu v v= β − β  � ñêîðîñòü
ñêîëüæåíèÿ. Âñåãî ïîëó÷åíî 12 óðàâíåíèé ñî ñòîëüêèìè æå
íåèçâåñòíûìè, êîòîðûå ñëåäóåò âûðàçèòü ÷åðåç v0, β0, e0.

1
1 1

0

(1 )(cos 1)
cos

( )

T e
v u

b u

+ γ −
β = +

ρ +
, 

( ) 1
1 1

0

(1 )sin
sin

( )

T e
v

b u

+ γ
β =

ρ +
;

2
2 2

0

(1 )(cos 1)
cos

( )

T e
v u

b u

+ γ −
β = −

ρ +
, 2

2 2
0

(1 )sin
sin

( )

T e
v

b u

+ γ
β =

ρ +
;

2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 2 1 1 1(cos sin ) (cos sin )v v v v− = β + β − β + β =

2 2 1 1 2 2 1 1

2 2 1 1 2 2 1 1

( cos cos )( cos cos )

( sin sin )( sin sin ),

v v v v

v v v v

= β − β β + β +
+ β − β β + β

à ñîîòíîøåíèå (2.43) ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

2 1 2 1

0 0

(1 )(cos cos ) (1 )(cos cos 2)
2

( ) ( )

T e T e
u

b u b u

 + γ − γ + γ + γ −
+ + ρ + ρ + 

2 1 2 1

0 0

(1 )(sin sin ) (1 )(sin sin )

( ) ( )

T e T e

b u b u

+ γ − γ + γ + γ
+ ⋅ =

ρ + ρ +

2 1
0 0

0

2 1
0

0

(1 )(cos cos 2)
2 cos 2

( )

(1 )(sin sin )
sin

( )

T e
v u

b u

T e

b u

  + γ + γ −= − β + +  ρ +  
+ γ − γ β+ ρ + 

èëè

[ ]2 1 1 2(cos cos ) 2 ( )(cos cos 2)u b uγ − γ + + γ + γ − +

2 1 2 1(sin sin )(sin sin )( )b u+ γ − γ γ + γ + =
0

0 0 2 1 0 2 1

2 cos
2 cos (cos cos 2) sin (sin sin )

u
v

b u

β = − β γ + γ − − + β γ − γ + 
.

Îòñþäà

1 2 0 0 2 1 0 0 1 2(cos cos ) sin (sin sin ) cos ( cos cos ),b v vγ − γ = β γ − γ + β λ − γ − γ
(2.44)

ãäå 2 ( )/b b uλ = + .
Èç (2.40) è (2.40′) èìååì:

2 1 1 2
0 0 0 0

1 2 1 2

1 2
0 1 0 2

2 1

(tg tg ) 2 tg tg
cos ; sin ;

tg tg tg tg

2tg tg
tg ; ctg 2ctg ctg .

tg tg

b b
v v

γ − γ γ γ β = β = γ + γ γ + γ 
γ γ β = γ = β + γ γ − γ 

 (2.45)

Ðèñ. 2.7

Ðàññìîòðèì ðÿä êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ.
Óäàð ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ. Åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
0f = , òî èç (2.42) èìååì 1 2T T T= = , à ñëåäîâàòåëüíî, 1 2e e e= = ;

1 2u u u= = ; 1 2b b b= = . Òîãäà óðàâíåíèå (2.41) ïðèíèìàåò âèä:

( ) ( )2 2
2 1 0 0 2 2 1 1 0 2 2 1 12 cos cos cos sin sin sinv v v v v v v − = β β − β + β β − β  .

(2.43)
Èç (2.37), (2.38), (2.37′), (2.38′) ìîæíî ïîëó÷èòü:
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β
γ =

+ β
. (2.40′)
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êå M (ðèñ. 2.7): óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèÿ

2 11 1

MN LK

e e
=

+ +
,

ïðèíèìàþùåå âèä
2 2

1 2 0 0 2 2 0

2 2
2 1 0 0 1 1 0

(1 ) 2 cos( )

(1 ) 2 cos( )

e v v v v

e v v v v

+ + − β − β =

= + + − β − β
, (2.41)

è ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ íàòÿæåíèÿ íèòè, ïåðåáðîøåííîé ÷åðåç
øêèâ:

1 2( )2 2
1 0 2 0( )f

s sT u e T uγ +γ− ρ = − ρ ,  (2.42)

ãäå f � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ; 0 0 1 1cos cossu v v= β − β  � ñêîðîñòü
ñêîëüæåíèÿ. Âñåãî ïîëó÷åíî 12 óðàâíåíèé ñî ñòîëüêèìè æå
íåèçâåñòíûìè, êîòîðûå ñëåäóåò âûðàçèòü ÷åðåç v0, β0, e0.

1
1 1

0

(1 )(cos 1)
cos

( )

T e
v u

b u

+ γ −
β = +

ρ +
, 

( ) 1
1 1

0

(1 )sin
sin

( )

T e
v

b u

+ γ
β =

ρ +
;

2
2 2

0

(1 )(cos 1)
cos

( )

T e
v u

b u

+ γ −
β = −

ρ +
, 2

2 2
0

(1 )sin
sin

( )

T e
v

b u

+ γ
β =

ρ +
;

2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 2 1 1 1(cos sin ) (cos sin )v v v v− = β + β − β + β =

2 2 1 1 2 2 1 1

2 2 1 1 2 2 1 1

( cos cos )( cos cos )

( sin sin )( sin sin ),

v v v v

v v v v

= β − β β + β +
+ β − β β + β

à ñîîòíîøåíèå (2.43) ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

2 1 2 1

0 0

(1 )(cos cos ) (1 )(cos cos 2)
2

( ) ( )

T e T e
u

b u b u

 + γ − γ + γ + γ −
+ + ρ + ρ + 

2 1 2 1

0 0

(1 )(sin sin ) (1 )(sin sin )

( ) ( )

T e T e

b u b u

+ γ − γ + γ + γ
+ ⋅ =

ρ + ρ +

2 1
0 0

0

2 1
0

0

(1 )(cos cos 2)
2 cos 2

( )

(1 )(sin sin )
sin

( )

T e
v u

b u

T e

b u

  + γ + γ −= − β + +  ρ +  
+ γ − γ β+ ρ + 

èëè

[ ]2 1 1 2(cos cos ) 2 ( )(cos cos 2)u b uγ − γ + + γ + γ − +

2 1 2 1(sin sin )(sin sin )( )b u+ γ − γ γ + γ + =
0

0 0 2 1 0 2 1

2 cos
2 cos (cos cos 2) sin (sin sin )

u
v

b u

β = − β γ + γ − − + β γ − γ + 
.

Îòñþäà

1 2 0 0 2 1 0 0 1 2(cos cos ) sin (sin sin ) cos ( cos cos ),b v vγ − γ = β γ − γ + β λ − γ − γ
(2.44)

ãäå 2 ( )/b b uλ = + .
Èç (2.40) è (2.40′) èìååì:

2 1 1 2
0 0 0 0

1 2 1 2

1 2
0 1 0 2

2 1

(tg tg ) 2 tg tg
cos ; sin ;

tg tg tg tg

2tg tg
tg ; ctg 2ctg ctg .

tg tg

b b
v v

γ − γ γ γ β = β = γ + γ γ + γ 
γ γ β = γ = β + γ γ − γ 

 (2.45)

Ðèñ. 2.7

Ðàññìîòðèì ðÿä êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ.
Óäàð ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ. Åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
0f = , òî èç (2.42) èìååì 1 2T T T= = , à ñëåäîâàòåëüíî, 1 2e e e= = ;

1 2u u u= = ; 1 2b b b= = . Òîãäà óðàâíåíèå (2.41) ïðèíèìàåò âèä:

( ) ( )2 2
2 1 0 0 2 2 1 1 0 2 2 1 12 cos cos cos sin sin sinv v v v v v v − = β β − β + β β − β  .

(2.43)
Èç (2.37), (2.38), (2.37′), (2.38′) ìîæíî ïîëó÷èòü:
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Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå (2.44) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

( )( )1 2 1 2cos cos tg tgγ − γ γ + γ =

    ( ) ( )( )2 1 1 2 1 2 2 12 sin sin tg tg cos cos tg tg= γ − γ γ γ + λ − γ − γ γ − γ .  (2.46)
Óðàâíåíèÿ (2.45) è (2.46) ñîâìåñòíî ñ óñëîâèÿìè (2.16) è

(2.36) ïîçâîëÿþò ðåøèòü äî êîíöà çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè âîç-
íèêàþùèõ ïðè êîñîì óäàðå äåôîðìàöèé ïî çàäàííîé ñêîðîñòè
óäàðà è óãëó 

0β . Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ öåëåñîîáðàçíî äëÿ
íåêîòîðûõ 0e  è 

0β  ñíà÷àëà çàäàòüñÿ çíà÷åíèåì 1γ , èç (2.45)
îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå åìó 2γ , à èç (2.46) îïðåäåëèòü λ
è, íàêîíåö, ïîëüçóÿñü çàðàíåå ïîñòðîåííûì ãðàôèêîì

( )0,e eλ = λ , íàéòè e è b. Âåëè÷èíà ñêîðîñòè 0v , âûçûâàþùàÿ
ïîÿâëåíèå â íèòè ìàêñèìàëüíîé äåôîðìàöèè e, îïðåäåëÿåòñÿ èç
óðàâíåíèÿ (2.45).

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ñëó÷àé, êîã-
äà äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ëîìàíîé

T Ee=  ïðè se e< ; 1( )s sT T e e e= + −  ïðè se e> . Â ñèëó (2.36) èìååì

0 0( )u a e e= − ïðè se e< ; 0 0 1( ) ( )s su a e e a e e= − + −  ïðè se e> .
Åñëè ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ e ïðåâîñõîäèò ïðåäåë

óïðóãîñòè, ò. å. se e> , òî

0 1

2

( )s s

b

b e e a e e
λ =

+ − + −
; (2.47)

( )2 2
0 1 1( ) 1 ( ) ,s s s sb e e a e e e e a e e  + − + − = + + −   

(2.48)

ãäå 0/b b a= ; 1 1 0/a a a= ; 2
1 1 0/a E= ρ ; 2

0 0/a E= ρ . Îòñþäà èìå-
åì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ b :

[ ]2
1 0 1(1 ) ( ) ( )s s s sb e e a e e e e a e e = + + − − − + −  .  (2.49)

Èñêëþ÷èâ b èç (2.47), ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ,

ñâÿçûâàþùåìó e ñ λ :
2 2 2 2 2 2

1 1 1 0 1 0( 4 ) (2 ) ( ) 8 ( ) 8s s sa e a a e e a e e u eλ − λ + − λ − + − − + +
    2 2 2 2 2

1 0 0 1(2 ) ( ) 4( ) 8 ( ) 4 0s s s s s se a e e e e e e a e+ − λ − − − + − − = . (2.50)

Â òàáë. 2.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ 1γ , ðàññ÷èòàííûå ïî ôîð-
ìóëå (2.45) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé 0β  è ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ 2γ . Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé óãëîâ ïî ôîðìóëàì (2.46), (2.50),
(2.49) è (2.45), ïîî÷åðåäíî âû÷èñëÿþòñÿ λ , e, b  è, íàêîíåö, v.

Â òàáë. 2.2 äàíà çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèè e è ñêîðîñòè b  îò
ñêîðîñòè óäàðà 0 0 0/v v a=   äëÿ ðàçëè÷íûõ 

0β .

Òàáëèöà 2.1

0
β

Çíà÷åíèÿ 
2

γ
10° 13° 18° 23° 30° 35° 40° 50° 55°

90° 10°00' 13°00' 18°00' 23°00' 30°00' 35°00' 40°00' 50° �

70° 8°50' 11°10' 14°40' 18°00' 22°10' 24°50' 27°30' 32°30' �

50° 7°40' 9°20' 11°50' 14°00' 16°20' 17°50' 19°10' 21°40' �

30° 6°10' 7°20' 8°40' 9°40' 10°50' 11°30' 12°10' 13°00' 13°30'

0 50β = o ; 0 0e = ; 2

1 0,05a = ; 0,002se =

0v 0,0113 0,0148 0,0188 0,02426 0,0286 0,0337 0,0423

e 0,0002 0,0042 0,008 0,0146 0,0207 0,0323 0,0455

b 0,0431 0,0445 0,0458 0,0478 0,0496 0,00525 0,0555

0 30β = o ; 0 0e = ; 2

1 0,05a = ; 0,002se =

0v 0,0142 0,0183 0,0217 0,0263 0,0297 0,0332 0,036 0,0388 0,0425

e 0,0004 0,0023 0,0058 0,0082 0,0114 0,015 0,0185 0,0223 0,029

b 0,043 0,0439 0,0446 0,0458 0,0472 0,0487 0,049 0,051 0,0517

Òàáëèöà 2.2

0 90β = o; 0 0e = ; 2

1 0,05a = ; 0,002se =

0v 0,0135 0,0167 0,0192 0,0245 0,0347 0,045 0,0518 0,64 0,0661 0,0742 0,085

e 0,002 0,006 0,010 0,020 0,04 0,060 0,080 0,100 0,120 0,140 0,160

b 0,0426 0,0441 0,0453 0,0481 0,0530 0,05696 0,06045 0,0656 0,0655 0,068 0,0707

0 90β = o ; 0 0e = ; 2

1 0,05a = ; 0,002se =

0v 0,00978 0,01295 0,0164 0,02035 0,0228 0,0283 0,0391 0,0381 0,0423 0,0511

e 0,002 0,006 0,010 0,016 0,020 0,030 0,040 0,050 0,060 0,080

b 0,0436 0,0491 0,0463 0,0481 0,0491 0,0518 0,054 0,0563 0,0579 0,0614

0 70β = o ; 0 0e = ; 2

1 0,05a = ; 0,002se =

0v 0,0139 0,0182 0,0254 0,0311 0,0376 0,0554

e 0,006 0,010 0,0219 0,0326 0,0444 0,0787

b 0,0450 0,0464 0,0499 0,0525 0,0551 0,0612
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Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå (2.44) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

( )( )1 2 1 2cos cos tg tgγ − γ γ + γ =

    ( ) ( )( )2 1 1 2 1 2 2 12 sin sin tg tg cos cos tg tg= γ − γ γ γ + λ − γ − γ γ − γ .  (2.46)
Óðàâíåíèÿ (2.45) è (2.46) ñîâìåñòíî ñ óñëîâèÿìè (2.16) è

(2.36) ïîçâîëÿþò ðåøèòü äî êîíöà çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè âîç-
íèêàþùèõ ïðè êîñîì óäàðå äåôîðìàöèé ïî çàäàííîé ñêîðîñòè
óäàðà è óãëó 

0β . Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ öåëåñîîáðàçíî äëÿ
íåêîòîðûõ 0e  è 

0β  ñíà÷àëà çàäàòüñÿ çíà÷åíèåì 1γ , èç (2.45)
îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå åìó 2γ , à èç (2.46) îïðåäåëèòü λ
è, íàêîíåö, ïîëüçóÿñü çàðàíåå ïîñòðîåííûì ãðàôèêîì

( )0,e eλ = λ , íàéòè e è b. Âåëè÷èíà ñêîðîñòè 0v , âûçûâàþùàÿ
ïîÿâëåíèå â íèòè ìàêñèìàëüíîé äåôîðìàöèè e, îïðåäåëÿåòñÿ èç
óðàâíåíèÿ (2.45).

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ñëó÷àé, êîã-
äà äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ëîìàíîé

T Ee=  ïðè se e< ; 1( )s sT T e e e= + −  ïðè se e> . Â ñèëó (2.36) èìååì

0 0( )u a e e= − ïðè se e< ; 0 0 1( ) ( )s su a e e a e e= − + −  ïðè se e> .
Åñëè ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ e ïðåâîñõîäèò ïðåäåë

óïðóãîñòè, ò. å. se e> , òî

0 1

2

( )s s

b

b e e a e e
λ =

+ − + −
; (2.47)

( )2 2
0 1 1( ) 1 ( ) ,s s s sb e e a e e e e a e e  + − + − = + + −   

(2.48)

ãäå 0/b b a= ; 1 1 0/a a a= ; 2
1 1 0/a E= ρ ; 2

0 0/a E= ρ . Îòñþäà èìå-
åì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ b :

[ ]2
1 0 1(1 ) ( ) ( )s s s sb e e a e e e e a e e = + + − − − + −  .  (2.49)

Èñêëþ÷èâ b èç (2.47), ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ,

ñâÿçûâàþùåìó e ñ λ :
2 2 2 2 2 2

1 1 1 0 1 0( 4 ) (2 ) ( ) 8 ( ) 8s s sa e a a e e a e e u eλ − λ + − λ − + − − + +
    2 2 2 2 2

1 0 0 1(2 ) ( ) 4( ) 8 ( ) 4 0s s s s s se a e e e e e e a e+ − λ − − − + − − = . (2.50)

Â òàáë. 2.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ 1γ , ðàññ÷èòàííûå ïî ôîð-
ìóëå (2.45) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé 0β  è ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ 2γ . Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé óãëîâ ïî ôîðìóëàì (2.46), (2.50),
(2.49) è (2.45), ïîî÷åðåäíî âû÷èñëÿþòñÿ λ , e, b  è, íàêîíåö, v.

Â òàáë. 2.2 äàíà çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèè e è ñêîðîñòè b  îò
ñêîðîñòè óäàðà 0 0 0/v v a=   äëÿ ðàçëè÷íûõ 

0β .

Òàáëèöà 2.1

0
β

Çíà÷åíèÿ 
2

γ
10° 13° 18° 23° 30° 35° 40° 50° 55°

90° 10°00' 13°00' 18°00' 23°00' 30°00' 35°00' 40°00' 50° �

70° 8°50' 11°10' 14°40' 18°00' 22°10' 24°50' 27°30' 32°30' �

50° 7°40' 9°20' 11°50' 14°00' 16°20' 17°50' 19°10' 21°40' �

30° 6°10' 7°20' 8°40' 9°40' 10°50' 11°30' 12°10' 13°00' 13°30'

0 50β = o ; 0 0e = ; 2

1 0,05a = ; 0,002se =

0v 0,0113 0,0148 0,0188 0,02426 0,0286 0,0337 0,0423

e 0,0002 0,0042 0,008 0,0146 0,0207 0,0323 0,0455

b 0,0431 0,0445 0,0458 0,0478 0,0496 0,00525 0,0555

0 30β = o ; 0 0e = ; 2

1 0,05a = ; 0,002se =

0v 0,0142 0,0183 0,0217 0,0263 0,0297 0,0332 0,036 0,0388 0,0425

e 0,0004 0,0023 0,0058 0,0082 0,0114 0,015 0,0185 0,0223 0,029

b 0,043 0,0439 0,0446 0,0458 0,0472 0,0487 0,049 0,051 0,0517

Òàáëèöà 2.2

0 90β = o; 0 0e = ; 2

1 0,05a = ; 0,002se =

0v 0,0135 0,0167 0,0192 0,0245 0,0347 0,045 0,0518 0,64 0,0661 0,0742 0,085

e 0,002 0,006 0,010 0,020 0,04 0,060 0,080 0,100 0,120 0,140 0,160

b 0,0426 0,0441 0,0453 0,0481 0,0530 0,05696 0,06045 0,0656 0,0655 0,068 0,0707

0 90β = o ; 0 0e = ; 2

1 0,05a = ; 0,002se =

0v 0,00978 0,01295 0,0164 0,02035 0,0228 0,0283 0,0391 0,0381 0,0423 0,0511

e 0,002 0,006 0,010 0,016 0,020 0,030 0,040 0,050 0,060 0,080

b 0,0436 0,0491 0,0463 0,0481 0,0491 0,0518 0,054 0,0563 0,0579 0,0614

0 70β = o ; 0 0e = ; 2

1 0,05a = ; 0,002se =

0v 0,0139 0,0182 0,0254 0,0311 0,0376 0,0554

e 0,006 0,010 0,0219 0,0326 0,0444 0,0787

b 0,0450 0,0464 0,0499 0,0525 0,0551 0,0612
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Íà ðèñ. 2.8 ïðèâåäåí ãðàôèê e = e (v0) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ 0β .

Íîðìàëüíûé óäàð. Â ýòîì ñëó÷àå, ââèäó ñèììåòðèè

1 2 1 2 1 2 0

1 2 1 2 1 2 0 1 2

; ; 2;

; ; ; .

/T T T

e e e u u u v v v b b b

= = γ = γ = γ β = β = β = π
= = = = = = = =

(2.51)

Óñëîâèÿ (2.51) çàìåíÿþò óðàâíåíèÿ (2.36′)�(2.40′), (2.40)�
(2.42). Îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ (2.36) � (2.39) çíà÷èòåëüíî óïðî-
ùàþòñÿ:

0( ) ( )u e e= ψ − ψ ; 0( ) (1 cos )(1 )b u u T eρ + = − γ + ;

0 0( ) sin (1 )b u v T eρ + = γ + , 
0 tgv b= γ

è ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíèìàþò âèä:

0( ) ( )u e e= ψ − ψ , (2.52)
2

0 ( ) (1 )b u T eρ + = + ,  (2.53)

secb u b+ = γ ,  (2.54)

0 tgv b= γ . (2.55)

Åñëè T = Ee, òî èç (2.52) è (2.53) íàõîäèì:

0 0( )u a e e= − ; 0 0 0(1 ) ( )b a e e a e e= + − − .
Èç óðàâíåíèé (2.53) � (2.55) ïîëó÷àåì:

2 2 2
0 0

0

(1 ) (1 )
T

v b e a e e+ = + = +
ρ

èëè
2

0 0 02( ) (1 ) ( )v e e e e e e= − + − − ; 0 0 0/v v a= .

Ïðè îòñóòñòâèè íà÷àëüíûõ íàòÿæåíèé è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ e

  
4 3 3

0 4/ /e v≈ ;  2 3 2 3 1 33
0 0 02 0,8b v v a≈ =/ / // ; 3

0 0tg 1 25, /v aγ ≈ ⋅ .
(2.56)

Óðàâíåíèå (2.56) ïîêàçûâàåò, ÷òî óãîë γ  èìååò áîëüøóþ
âåëè÷èíó äàæå ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ. Îïðåäåëèì ñêîðîñòü 0v ,
êîòîðàÿ âûçûâàëà áû ó æåëåçíîé ïðîâîëîêè ïðåäåëüíûå óïðó-
ãèå äåôîðìàöèè. Ïóñòü 0,002se ≈ , òîãäà èç (2.56) èìååì

3/ 4
0 2 0,011s sv e= = ; 0 55ì/ñsv ≈ . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðåõîäà

ìàòåðèàëà ïðîâîëîêè çà ïðåäåë óïðóãîñòè òðåáóþòñÿ çíà÷è-
òåëüíûå ñêîðîñòè. Äëÿ ñèëüíî íàòÿíóòîé íèòè ñ ìàëûìè ñêîðî-
ñòÿìè óäàðà ìîæíî ïðèíÿòü 0e e≈ . Â ýòîì ñëó÷àå 0 0b a e= =

0 0/T= ρ , ò.å. ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñèëüíîãî ðàç-
ðûâà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ñêîðîñòè çâóêà â íàòÿíóòîé ñòðóíå.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè óäàðå ïî ñòðóíå âäîëü íåå òàêæå ïîáåæèò
âîëíà ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ, êîòîðàÿ â îáû÷íîé òåîðèè êî-
ëåáàíèÿ ñòðóíû âî âíèìàíèå íå ïðèíèìàåòñÿ.

Êîñîé óäàð ïðè îòñóòñòâèè ñêîëüæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

1 2 0β = β = β ; 1 2 0v v v= = ; ñîîòíîøåíèÿ (2.40) è (2.40′) òîæäåñòâåí-
íû (2.39) è (2.39′), à óðàâíåíèÿ ñâÿçè (2.41) è (2.42) ïî ñìûñëó
ïîñòàíîâêè çàäà÷è íå äîëæíû ïðèíèìàòüñÿ âî âíèìàíèå. Ïî-
ýòîìó çàäà÷à î êîñîì óäàðå ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ âîñüìè
íåèçâåñòíûõ èç âîñüìè óðàâíåíèé (2.36) � (2.39), (2.36′) � (2.39′),
ïðè÷åì êàæäàÿ èç ñèñòåì (2.36) � (2.39), (2.36′) � (2.39′) ìîæåò
áûòü ðåøåíà íåçàâèñèìî îò äðóãîé. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå äëÿ


0 0β = , ò.å. ïðè ÷èñòî ïðîäîëüíîì óäàðå, èç óðàâíåíèé (2.37) è
(2.38), êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, èìååì 1 0γ = ; 1 1v u= .

Â çàäà÷àõ, ðàññìîòðåííûõ âûøå, ïîëàãàëè, ÷òî çàäíèé ôðîíò
âîëíû Ðèìàíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ñêîðî-
ñòè ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè èçëîìà, ò.å. â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.20) ïðè

Ðèñ. 2.8

ÃËÀÂÀ 2. ÒÅÎÐÈß ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÃÎ ÓÄÀÐÀ... § 2.2. ÒÎ×Å×ÍÛÉ ÓÄÀÐ...



175174

Íà ðèñ. 2.8 ïðèâåäåí ãðàôèê e = e (v0) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ 0β .

Íîðìàëüíûé óäàð. Â ýòîì ñëó÷àå, ââèäó ñèììåòðèè

1 2 1 2 1 2 0

1 2 1 2 1 2 0 1 2

; ; 2;

; ; ; .

/T T T

e e e u u u v v v b b b

= = γ = γ = γ β = β = β = π
= = = = = = = =

(2.51)

Óñëîâèÿ (2.51) çàìåíÿþò óðàâíåíèÿ (2.36′)�(2.40′), (2.40)�
(2.42). Îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ (2.36) � (2.39) çíà÷èòåëüíî óïðî-
ùàþòñÿ:

0( ) ( )u e e= ψ − ψ ; 0( ) (1 cos )(1 )b u u T eρ + = − γ + ;

0 0( ) sin (1 )b u v T eρ + = γ + , 
0 tgv b= γ

è ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíèìàþò âèä:

0( ) ( )u e e= ψ − ψ , (2.52)
2

0 ( ) (1 )b u T eρ + = + ,  (2.53)

secb u b+ = γ ,  (2.54)

0 tgv b= γ . (2.55)

Åñëè T = Ee, òî èç (2.52) è (2.53) íàõîäèì:

0 0( )u a e e= − ; 0 0 0(1 ) ( )b a e e a e e= + − − .
Èç óðàâíåíèé (2.53) � (2.55) ïîëó÷àåì:

2 2 2
0 0

0

(1 ) (1 )
T

v b e a e e+ = + = +
ρ

èëè
2

0 0 02( ) (1 ) ( )v e e e e e e= − + − − ; 0 0 0/v v a= .

Ïðè îòñóòñòâèè íà÷àëüíûõ íàòÿæåíèé è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ e

  
4 3 3

0 4/ /e v≈ ;  2 3 2 3 1 33
0 0 02 0,8b v v a≈ =/ / // ; 3

0 0tg 1 25, /v aγ ≈ ⋅ .
(2.56)

Óðàâíåíèå (2.56) ïîêàçûâàåò, ÷òî óãîë γ  èìååò áîëüøóþ
âåëè÷èíó äàæå ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ. Îïðåäåëèì ñêîðîñòü 0v ,
êîòîðàÿ âûçûâàëà áû ó æåëåçíîé ïðîâîëîêè ïðåäåëüíûå óïðó-
ãèå äåôîðìàöèè. Ïóñòü 0,002se ≈ , òîãäà èç (2.56) èìååì

3/ 4
0 2 0,011s sv e= = ; 0 55ì/ñsv ≈ . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðåõîäà

ìàòåðèàëà ïðîâîëîêè çà ïðåäåë óïðóãîñòè òðåáóþòñÿ çíà÷è-
òåëüíûå ñêîðîñòè. Äëÿ ñèëüíî íàòÿíóòîé íèòè ñ ìàëûìè ñêîðî-
ñòÿìè óäàðà ìîæíî ïðèíÿòü 0e e≈ . Â ýòîì ñëó÷àå 0 0b a e= =

0 0/T= ρ , ò.å. ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñèëüíîãî ðàç-
ðûâà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ñêîðîñòè çâóêà â íàòÿíóòîé ñòðóíå.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè óäàðå ïî ñòðóíå âäîëü íåå òàêæå ïîáåæèò
âîëíà ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ, êîòîðàÿ â îáû÷íîé òåîðèè êî-
ëåáàíèÿ ñòðóíû âî âíèìàíèå íå ïðèíèìàåòñÿ.

Êîñîé óäàð ïðè îòñóòñòâèè ñêîëüæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

1 2 0β = β = β ; 1 2 0v v v= = ; ñîîòíîøåíèÿ (2.40) è (2.40′) òîæäåñòâåí-
íû (2.39) è (2.39′), à óðàâíåíèÿ ñâÿçè (2.41) è (2.42) ïî ñìûñëó
ïîñòàíîâêè çàäà÷è íå äîëæíû ïðèíèìàòüñÿ âî âíèìàíèå. Ïî-
ýòîìó çàäà÷à î êîñîì óäàðå ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ âîñüìè
íåèçâåñòíûõ èç âîñüìè óðàâíåíèé (2.36) � (2.39), (2.36′) � (2.39′),
ïðè÷åì êàæäàÿ èç ñèñòåì (2.36) � (2.39), (2.36′) � (2.39′) ìîæåò
áûòü ðåøåíà íåçàâèñèìî îò äðóãîé. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå äëÿ


0 0β = , ò.å. ïðè ÷èñòî ïðîäîëüíîì óäàðå, èç óðàâíåíèé (2.37) è
(2.38), êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, èìååì 1 0γ = ; 1 1v u= .

Â çàäà÷àõ, ðàññìîòðåííûõ âûøå, ïîëàãàëè, ÷òî çàäíèé ôðîíò
âîëíû Ðèìàíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ñêîðî-
ñòè ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè èçëîìà, ò.å. â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.20) ïðè

Ðèñ. 2.8

ÃËÀÂÀ 2. ÒÅÎÐÈß ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÃÎ ÓÄÀÐÀ... § 2.2. ÒÎ×Å×ÍÛÉ ÓÄÀÐ...



177176

0

0(1 )

ds T
a

dt e

∗
= <

ρ +
; 2

0

(1 )
T

a e< +
ρ

.

Èíòåðåñíî âûÿñíèòü: äëÿ êàêèõ ìàòåðèàëîâ ðåàëèçóåòñÿ òà-
êàÿ ñõåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàë

íèòè îáëàäàåò ëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì. Òîãäà ïîñëåäíåå íåðà-
âåíñòâî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

2 2
0 1 (1 )s sa e a e< + . (2.57)

Äëÿ ðÿäà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ìàòåðèàëîâ óñëîâèå (2.57)
âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ñòàëè 2 2

1 0( 0,05,/a a ≈ 0,002se ≈ ) è
ìåäè 2 2

1 0( 0,03,/a a ≈ 0,001se ≈ ). Ëèøü äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ âåñüìà
ìàëûì ìîäóëåì óïðî÷íåíèÿ îíî ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ, ò.å.
÷àñòü íèòè çà òî÷êîé èçëîìà áóäåò èìåòü ïåðåìåííûå äå-
ôîðìàöèè (ðèñ. 2.9).

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòîò ñëó÷àé.
Îáîçíà÷èì èíäåêñàìè 1, 2, 3 ïàðà-
ìåòðû íèòè ñîîòâåòñòâåííî íà ó÷à-
ñòêå ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèé I, íà
âîëíå Ðèìàíà äî òî÷êè èçëîìà II è
çà íåé III.

Â îáëàñòè III äâèæåíèå ÷èñòî
ïðîäîëüíîå, ïîýòîìó çäåñü âûïîë-
íåíî óñëîâèå (2.36). Â îáëàñòè II
èìåþò ìåñòî çàâèñèìîñòè (2.34):

1

1 1
1

( ) cos
e

e

x
a e de v

t

∂ = + β
∂ α ∫ ;  

1

1 1
1

1
( ) sin

e

e

y
a e de v

t c

∂ = + β
∂ α ∫ .

Òàê êàê 1 1ctgc = − γ , òî 2
11 1/ seccα = + = γ  è, ñëåäîâàòåëüíî,

1

1 1 1cos ( ) cos
e

e

x
a e de v

t

∂ = γ + β
∂ ∫ ;  

1

1 1 1sin ( ) sin
e

e

y
a e de v

t

∂ = − γ + β
∂ ∫ .

Óðàâíåíèÿ (2.36) � (2.39) ïðèíèìàþò âèä:

1 2 0( ) ( )u e e= φ − φ ; (2.58)

0 1 1( )b uρ + 


1

2

1 1 1 1cos cos ( )
e

e

v a e de uβ + γ −∫ 


2 1 2( )(cos 1)(1 )T e e= γ − + ; (2.59)

0 1 1( )b uρ + 


1

2

1 1 1sin sin ( )
e

e

v a e deβ − γ ∫ 


2 1 2( )sin (1 )T e e= γ + ;  (2.60)

1 1 1 1 1sin sin( )b vγ = β − γ . (2.61)
Áåç èçìåíåíèÿ îñòàåòñÿ êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (2.40):

1 0 0 1 0 0tg sin / ( cos )v b vγ = β + β . (2.62)

Íàïèøåì óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí ñèëüíîãî ðàçðûâà ñ ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî ÷àñòè-
öàì ñî ñêîðîñòüþ a2(e2) äåôîðìàöèåé:

1 0 2 2 0 2/ ( ) / ( / )b v a e v x a v= + .  (2.63)
Ñ ïðèâëå÷åíèåì àíàëîãè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ÷àñòè íèòè, ðàñïîë
î-
æåííîé ñëåâà îò óäàðÿåìîãî òåëà, à òàêæå çàâèñèìîñòåé (2.41)
è (2.42), ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ 14 óðàâíåíèé ñ 14 íåèçâåñòíûìè.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé � íîðìàëüíûé óäàð ïî ãèáêîé
íèòè ( 1 0v v= ; 1 / 2β = π ), ìàòåðèàë êîòîðîé îáëàäàåò ëèíåéíûì
óïðî÷íåíèåì. Ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ñìåùå-
íèÿ x , âõîäÿùåå â (2.63). Â îáëàñòè I èç ïðåäûäóùåãî èìååì

1( )z x z e z cα + − = + . Òàê êàê 0x =  ïðè 0z = , òî 0c = ; ñëåäîâà-
òåëüíî, íà çàäíåì ôðîíòå âîëíû Ðèìàíà ïðè 1 0 1 0/ ( ) /z a v a e v= =

[ ]1 1
1 1 1

0 0

1
( 1) ( 1)cos 1

a a
x e z z e

v v

 
= + − = + γ −  α 

. (2.64)

Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ 1 2a a= , ïîýòîìó 1 0( / )x a v =
2 0( / )x a v= (çàìåòèì, ÷òî 1 2e e≠ ). Èç (2.63) è (2.64) íàéäåì, ÷òî

1 1 1 1( 1)cosb a e= + γ . (2.65)

Ñèñòåìà (2.58)�(2.62) äëÿ íîðìàëüíîãî óäàðà ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê âèäó, ñõîäíîìó ñ (2.52)�(2.55):

1 1 2 0 0( ) ( )s su a e e a e e= − + − ;    2
0 1 2 2( ) ( )(1 )b u T e eρ + = + ;

1

2

1 1 1 1sec ( )
e

e

b u b a e de+ = γ − ∫ ; 0 1 1tgv b= γ .

Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì
(2.65) ïîëó÷àåì:

2 2
0 1 (1 )s sa e a e= + ,

÷òî çàðàíåå ìîæíî áûëî îæèäàòü, òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå óñëîâèå (2.57) âûðîæäàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå íàïèñàííîé âûøå ñèñòåìû, î÷åâèäíî, íå ïðåäñòàâëÿåò
êàêèõ-ëèáî òðóäíîñòåé.
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Èíòåðåñíî âûÿñíèòü: äëÿ êàêèõ ìàòåðèàëîâ ðåàëèçóåòñÿ òà-
êàÿ ñõåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàë

íèòè îáëàäàåò ëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì. Òîãäà ïîñëåäíåå íåðà-
âåíñòâî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

2 2
0 1 (1 )s sa e a e< + . (2.57)

Äëÿ ðÿäà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ìàòåðèàëîâ óñëîâèå (2.57)
âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ñòàëè 2 2

1 0( 0,05,/a a ≈ 0,002se ≈ ) è
ìåäè 2 2

1 0( 0,03,/a a ≈ 0,001se ≈ ). Ëèøü äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ âåñüìà
ìàëûì ìîäóëåì óïðî÷íåíèÿ îíî ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ, ò.å.
÷àñòü íèòè çà òî÷êîé èçëîìà áóäåò èìåòü ïåðåìåííûå äå-
ôîðìàöèè (ðèñ. 2.9).

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòîò ñëó÷àé.
Îáîçíà÷èì èíäåêñàìè 1, 2, 3 ïàðà-
ìåòðû íèòè ñîîòâåòñòâåííî íà ó÷à-
ñòêå ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèé I, íà
âîëíå Ðèìàíà äî òî÷êè èçëîìà II è
çà íåé III.

Â îáëàñòè III äâèæåíèå ÷èñòî
ïðîäîëüíîå, ïîýòîìó çäåñü âûïîë-
íåíî óñëîâèå (2.36). Â îáëàñòè II
èìåþò ìåñòî çàâèñèìîñòè (2.34):

1

1 1
1

( ) cos
e

e

x
a e de v

t

∂ = + β
∂ α ∫ ;  

1

1 1
1

1
( ) sin

e

e

y
a e de v

t c

∂ = + β
∂ α ∫ .

Òàê êàê 1 1ctgc = − γ , òî 2
11 1/ seccα = + = γ  è, ñëåäîâàòåëüíî,

1

1 1 1cos ( ) cos
e

e

x
a e de v

t

∂ = γ + β
∂ ∫ ;  

1

1 1 1sin ( ) sin
e

e

y
a e de v

t

∂ = − γ + β
∂ ∫ .

Óðàâíåíèÿ (2.36) � (2.39) ïðèíèìàþò âèä:

1 2 0( ) ( )u e e= φ − φ ; (2.58)

0 1 1( )b uρ + 


1

2

1 1 1 1cos cos ( )
e

e

v a e de uβ + γ −∫ 


2 1 2( )(cos 1)(1 )T e e= γ − + ; (2.59)

0 1 1( )b uρ + 


1

2

1 1 1sin sin ( )
e

e

v a e deβ − γ ∫ 


2 1 2( )sin (1 )T e e= γ + ;  (2.60)

1 1 1 1 1sin sin( )b vγ = β − γ . (2.61)
Áåç èçìåíåíèÿ îñòàåòñÿ êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (2.40):

1 0 0 1 0 0tg sin / ( cos )v b vγ = β + β . (2.62)

Íàïèøåì óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí ñèëüíîãî ðàçðûâà ñ ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî ÷àñòè-
öàì ñî ñêîðîñòüþ a2(e2) äåôîðìàöèåé:

1 0 2 2 0 2/ ( ) / ( / )b v a e v x a v= + .  (2.63)
Ñ ïðèâëå÷åíèåì àíàëîãè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ÷àñòè íèòè, ðàñïîë
î-
æåííîé ñëåâà îò óäàðÿåìîãî òåëà, à òàêæå çàâèñèìîñòåé (2.41)
è (2.42), ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ 14 óðàâíåíèé ñ 14 íåèçâåñòíûìè.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé � íîðìàëüíûé óäàð ïî ãèáêîé
íèòè ( 1 0v v= ; 1 / 2β = π ), ìàòåðèàë êîòîðîé îáëàäàåò ëèíåéíûì
óïðî÷íåíèåì. Ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ñìåùå-
íèÿ x , âõîäÿùåå â (2.63). Â îáëàñòè I èç ïðåäûäóùåãî èìååì

1( )z x z e z cα + − = + . Òàê êàê 0x =  ïðè 0z = , òî 0c = ; ñëåäîâà-
òåëüíî, íà çàäíåì ôðîíòå âîëíû Ðèìàíà ïðè 1 0 1 0/ ( ) /z a v a e v= =

[ ]1 1
1 1 1

0 0

1
( 1) ( 1)cos 1

a a
x e z z e

v v

 
= + − = + γ −  α 

. (2.64)

Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ 1 2a a= , ïîýòîìó 1 0( / )x a v =
2 0( / )x a v= (çàìåòèì, ÷òî 1 2e e≠ ). Èç (2.63) è (2.64) íàéäåì, ÷òî

1 1 1 1( 1)cosb a e= + γ . (2.65)

Ñèñòåìà (2.58)�(2.62) äëÿ íîðìàëüíîãî óäàðà ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê âèäó, ñõîäíîìó ñ (2.52)�(2.55):

1 1 2 0 0( ) ( )s su a e e a e e= − + − ;    2
0 1 2 2( ) ( )(1 )b u T e eρ + = + ;

1

2

1 1 1 1sec ( )
e

e

b u b a e de+ = γ − ∫ ; 0 1 1tgv b= γ .

Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì
(2.65) ïîëó÷àåì:

2 2
0 1 (1 )s sa e a e= + ,

÷òî çàðàíåå ìîæíî áûëî îæèäàòü, òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå óñëîâèå (2.57) âûðîæäàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå íàïèñàííîé âûøå ñèñòåìû, î÷åâèäíî, íå ïðåäñòàâëÿåò
êàêèõ-ëèáî òðóäíîñòåé.
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§ 2.3. Удар по гибкой нити точкой конечной массы

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñïðàâåäëèâû
ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàññà óäàðÿþùåãî òåëà áåñêîíå÷íà.
Âîçíèêøåå â ðåçóëüòàòå óäàðà íàòÿæåíèå íèòè, âîçäåéñòâóÿ íà
òî÷êó êîíå÷íîé ìàññû, óìåíüøàåò åå ñêîðîñòü ñðàçó æå ïîñëå
óäàðà. Â ðåçóëüòàòå âîëíà Ðèìàíà è âîëíà ðàçãðóçêè îäíî-
âðåìåííî íà÷íóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âïðàâî è âëåâî îò òî÷êè
óäàðà (â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â [7]; â [6]
äåôîðìàöèè ïðåäïîëàãàëèñü ëèíåéíî óïðóãèìè).

u1, u2 � ðàññòîÿíèÿ ïî îñè x îò òî÷êè óäàðà ñîîòâåòñòâåííî äî
ýëåìåíòîâ I è II; e0 è 0T ′  � äåôîðìàöèÿ è íàòÿæåíèå ïðè óäàðå
ñî ñêîðîñòüþ v00; T2, e2, T, e, T, e  � íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè
ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòÿõ II, III è íà âîëíå ðàçãðóçêè; γ  � óãîë
ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè ýëåìåíòà íèòè â îáëàñòè III ïðè óäàðå ïî
íåìó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v00 è ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v0(t).
Î÷åâèäíî, â îáëàñòÿõ I è II  èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

2 2
21 1

2 2
0

u u
a

t s

∂ ∂
=

∂ ∂
;   

2 2
2 22 2
0 02 2

0 0 00

1u u T e
a a

s st s

∂ ∂ ∂ ∂= + −
ρ ∂ ∂∂ ∂

.

Âûâåäåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íèòè â îáëàñòè III. Ïðåäâàðè-
òåëüíî îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíòà íèòè dsρ  â ñèñòåìå
O uv′  èìååò êîîðäèíàòû ( )0 01u u s e′ ′= + + ; v, ãäå u, v  � ñìåùåíèÿ
ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì. Íà ýëåìåíò dsρ  â ïîäâèæíîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò äåéñòâóþò ÷åòûðå ñèëû: íàòÿæåíèÿ �T, T T+ ∆ ;
ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê íèòè, qds; èíåðöèè

0v ds′ρ . Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòè íèòè â îáëà-
ñòè III â ïðîåêöèÿõ íà îñè O u′ , O v′  ïðèìåò âèä:

( )
2

0 02
cos sin

u
ds T v ds

t

′∂ ′ρ = ∆ γ + ρ γ
∂

; (2.66)

( )
2

0 02
sin cos .

v
ds T v ds qds

t

∂ ′ρ = −∆ γ + ρ γ +
∂

(2.67)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

0 0ds dsρ = ρ , cos
u

s

∂γ =
∂

, sin
v

s

∂γ = −
∂

,

( )T T E e e= + − , 
2 2

0
0 0

(1 ) 1,
u v

e e
s s

∂ ∂   ′= + + + −  ∂ ∂   
ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (2.66) è (2.67):

2

0 02
0 0

1
( )cos sin

u
T Ee Ee v

st

∂ ∂ ′ = + − γ + γ ρ ∂∂
;

2

0 02
0 0

1
( )sin cos

v q
T Ee Ee v

st

∂ ∂ ′ = − + − γ + γ + ρ ∂ ρ∂
.

Ïðåäïîëîæèì, êàê è â [7], ÷òî âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì âîëíà Ðèìàíà. Òîãäà
âîëíà ðàçãðóçêè íàõîäèòñÿ â îáëàñòè ïðîäîëüíîãî äâèæåíè
ÿ. Íà
ðèñ. 2.10 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà êàðòèíà äâèæåíèÿ íèòè. Çäåñü
D � ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû Ðèìàíà, C � âîëíà ðàçãðóçêè, B �
âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà. Êðîìå íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò ñ îñÿìè Ox, Oy, ñîîòâåòñòâåííî ïî ïåðâîíà÷àëüíîìó
íàïðàâëåíèþ è ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåìó, ââåäåì ïîäâèæíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ óäàðÿåìîé òî÷êîé. Ïðè ýòîì
îñü O′u áóäåò ðàñïîëîæåíà ïî íàïðàâëåíèþ íèòè â ñëó÷àå óäàðà
òî÷êîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v00 = v0(0); îñü O′v � ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ê O′u; v0(t) � íåèçâåñòíàÿ çàðàíåå ñêîðîñòü óäàðÿå-
ìîé òî÷êè. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: a0 � ñêîðîñòü ïå-
ðåäíåãî ôðîíòà âîëíû Ðèìàíà; a � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïëàñòè÷åñêîé âîëíû; b � ñêîðîñòü âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà;
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§ 2.3. Удар по гибкой нити точкой конечной массы

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñïðàâåäëèâû
ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàññà óäàðÿþùåãî òåëà áåñêîíå÷íà.
Âîçíèêøåå â ðåçóëüòàòå óäàðà íàòÿæåíèå íèòè, âîçäåéñòâóÿ íà
òî÷êó êîíå÷íîé ìàññû, óìåíüøàåò åå ñêîðîñòü ñðàçó æå ïîñëå
óäàðà. Â ðåçóëüòàòå âîëíà Ðèìàíà è âîëíà ðàçãðóçêè îäíî-
âðåìåííî íà÷íóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âïðàâî è âëåâî îò òî÷êè
óäàðà (â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â [7]; â [6]
äåôîðìàöèè ïðåäïîëàãàëèñü ëèíåéíî óïðóãèìè).

u1, u2 � ðàññòîÿíèÿ ïî îñè x îò òî÷êè óäàðà ñîîòâåòñòâåííî äî
ýëåìåíòîâ I è II; e0 è 0T ′  � äåôîðìàöèÿ è íàòÿæåíèå ïðè óäàðå
ñî ñêîðîñòüþ v00; T2, e2, T, e, T, e  � íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè
ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòÿõ II, III è íà âîëíå ðàçãðóçêè; γ  � óãîë
ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè ýëåìåíòà íèòè â îáëàñòè III ïðè óäàðå ïî
íåìó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v00 è ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v0(t).
Î÷åâèäíî, â îáëàñòÿõ I è II  èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

2 2
21 1

2 2
0

u u
a

t s

∂ ∂
=

∂ ∂
;   

2 2
2 22 2
0 02 2

0 0 00

1u u T e
a a

s st s

∂ ∂ ∂ ∂= + −
ρ ∂ ∂∂ ∂

.

Âûâåäåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íèòè â îáëàñòè III. Ïðåäâàðè-
òåëüíî îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíòà íèòè dsρ  â ñèñòåìå
O uv′  èìååò êîîðäèíàòû ( )0 01u u s e′ ′= + + ; v, ãäå u, v  � ñìåùåíèÿ
ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì. Íà ýëåìåíò dsρ  â ïîäâèæíîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò äåéñòâóþò ÷åòûðå ñèëû: íàòÿæåíèÿ �T, T T+ ∆ ;
ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê íèòè, qds; èíåðöèè

0v ds′ρ . Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòè íèòè â îáëà-
ñòè III â ïðîåêöèÿõ íà îñè O u′ , O v′  ïðèìåò âèä:

( )
2

0 02
cos sin

u
ds T v ds

t

′∂ ′ρ = ∆ γ + ρ γ
∂

; (2.66)

( )
2

0 02
sin cos .

v
ds T v ds qds

t

∂ ′ρ = −∆ γ + ρ γ +
∂

(2.67)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

0 0ds dsρ = ρ , cos
u

s

∂γ =
∂

, sin
v

s

∂γ = −
∂

,

( )T T E e e= + − , 
2 2

0
0 0

(1 ) 1,
u v

e e
s s

∂ ∂   ′= + + + −  ∂ ∂   
ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (2.66) è (2.67):

2

0 02
0 0

1
( )cos sin

u
T Ee Ee v

st

∂ ∂ ′ = + − γ + γ ρ ∂∂
;

2

0 02
0 0

1
( )sin cos

v q
T Ee Ee v

st

∂ ∂ ′ = − + − γ + γ + ρ ∂ ρ∂
.

Ïðåäïîëîæèì, êàê è â [7], ÷òî âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì âîëíà Ðèìàíà. Òîãäà
âîëíà ðàçãðóçêè íàõîäèòñÿ â îáëàñòè ïðîäîëüíîãî äâèæåíè
ÿ. Íà
ðèñ. 2.10 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà êàðòèíà äâèæåíèÿ íèòè. Çäåñü
D � ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû Ðèìàíà, C � âîëíà ðàçãðóçêè, B �
âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà. Êðîìå íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò ñ îñÿìè Ox, Oy, ñîîòâåòñòâåííî ïî ïåðâîíà÷àëüíîìó
íàïðàâëåíèþ è ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåìó, ââåäåì ïîäâèæíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ óäàðÿåìîé òî÷êîé. Ïðè ýòîì
îñü O′u áóäåò ðàñïîëîæåíà ïî íàïðàâëåíèþ íèòè â ñëó÷àå óäàðà
òî÷êîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v00 = v0(0); îñü O′v � ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ê O′u; v0(t) � íåèçâåñòíàÿ çàðàíåå ñêîðîñòü óäàðÿå-
ìîé òî÷êè. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: a0 � ñêîðîñòü ïå-
ðåäíåãî ôðîíòà âîëíû Ðèìàíà; a � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïëàñòè÷åñêîé âîëíû; b � ñêîðîñòü âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà;

Ðèñ. 2.10

ÃËÀÂÀ 2. ÒÅÎÐÈß ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÃÎ ÓÄÀÐÀ... § 2.3. ÓÄÀÐ ÏÎ ÃÈÁÊÎÉ ÍÈÒÈ ÒÎ×ÊÎÉ ÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÌÀÑÑÛ

O ′

O x



181180

Çàäà÷à äîëæíà ðåøàòüñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé íåïðå-
ðûâíîñòè ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé íà âîëíå ðàçãðóçêè Ñ, ñîîò-
íîøåíèé íà ïîïåðå÷íîé âîëíå B, çàêîíà Íüþòîíà, ñâÿçûâàþùå-
ãî âåðòèêàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå íàòÿæåíèÿ íèòè â òî÷êå óäàðà ñ
åå óñêîðåíèåì.

Áóäåì ïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî ñêîðîñòü óäàðÿåìîãî òåëà
ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü âåëè÷èíû u, v,

0T Ee Ee T′+ − −  è èõ ïðîèçâîäíûå ìàëûìè. Ïîýòîìó êâàäðàòà-
ìè ýòèõ âåëè÷èí ïðåíåáðåãàåì êàê ïðè ñîñòàâëåíèè ãðàíè÷í
ûõ
óñëîâèé, òàê è â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ1.
Ïîñëåäíèå ïðè ýòîì ïðèíèìàþò âèä:

2 2
2
0 0 02 2

0 00

1
( ) sin

u u
a T Ee v

st s

∂ ∂ ∂ ′= + − + γ
ρ ∂∂ ∂

;  0
0

u
e e

s

∂′= +
∂

; (2.68)

 
2 2

2
0 02 2

0

cos
v v q

v
t s

∂ ∂ ′= λ + γ +
ρ∂ ∂

;  2 0

0 0(1 )

T

e

′
λ =

′ρ +
. (2.69)

Íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà 0 0 ( )s s t∗=  äîëæíû áûòü âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (2.16) è 2e e= , êîòîðûå ïðè ïðåíåáðåæåíèè ìà-
ëûìè âòîðîãî ïîðÿäêà áóäóò èìåòü âèä:

    

2 2 2

0

2 20
0 0 0

0 0

( )(1 )

(1 )
( ) (1 )( ),

u T e e
b

t

e u
T Ee Ee e a

s

∂ +
− = =

∂ ρ

′+ ∂′ ′= + − + + λ +
ρ ∂

(2.70)

2 0 0 0 0 0(1 ) cos sinu u e s v∗′ = + + γ − γ  ; (2.72)

0 0 0 0 0 0
0

(1 ) sin cos
t

v dt u e s v∗′ = + + γ + γ ∫ . (2.73)

Êðîìå òîãî, ïðè 0 0( )s s t∗=  ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 2
0

( )
t

b t dt u=∫ .

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî âðåìåíè è èñïîëüçóÿ (2.70), íàõîäèì,
÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòîâ ìàëûõ âåëè÷èí

0 02
0

0 0

2 20
0 0 0

0 0

1

(1 ) (1 )( ).

ds dsu u
e

s dt s dt

T Ee Ee u
e e a

s

∗ ∗ ∂ ∂′= + + = ∂ ∂ 
′+ − ∂′ ′= + + + λ +

ρ ∂ (2.74)

Ïðè 0 0s =  äîáàâî÷íûå ñìåùåíèÿ ðàâíû íóëþ:

0u v= = . (2.75)

Äâèæåíèå óäàðÿþùåãî òåëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

02 sin( ).
dv

m T
dt

= − γ − γ (2.76)

Ïðè äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è óñêîðåíèå 0/dv dt  èëè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî, âåëè÷èíó 0 0sin /T m′ γ  ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ìàëûé ïàðàìåòð, à óðàâíåíèÿ (2.68) è (2.69) � êàê óðàâíåíèÿ äëÿ
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ýòîìó ïàðàìåòðó. Ïîýòîìó óñëîâèå
(2.76) ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòà ìàëîãî ïàðàìåòðà ìîæåò áûòü
çàìåíåíî ñëåäóþùèì:

0 0 0
00

2 sin
const.

dv T
v

dt m

′ γ ′= − = = (2.77)

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò òàêæå, ÷òî â óðàâíåíèè (2.69) ÷ëåí
/q ρ , êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé âåëè÷è-

íîé, äîëæåí áûòü îäíîãî ïîðÿäêà ñ ñîñòàâëÿþùåé ñèëû èíåð-
öèè ïî îñè Ov.

Ïîñëåäíèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, êîòîðîå íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü, ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó äåôîðìàöèÿìè è

ñêîðîñòÿìè ÷àñòèö íà âîëíå ðàçãðóçêè 0( )t f s= . Îíî, êàê èçâå-
ñòíî (ñì. 1.3), ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

1 Çàìåòèì, ÷òî â [7] ïðè ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé áûëè óäåðæàíû
íåêîòîðûå ÷ëåíû, èìåþùèå âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷òî óñëîæíèëî
çàäà÷ó. Åå ðåøåíèå ïðåäëîæåíî áûëî èñêàòü ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.
Êðîìå òîãî, íåêîòîðûå íåòî÷íîñòè áûëè äîïóùåíû ïðè ñîñòàâëåíèè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ïðèâåäåííîì íèæå ðåøåíèè îòìå÷åííûå
 çàìå-
÷àíèÿ óñòðàíåíû.

2
0

0 0

1
uu

e
s s

∂∂ ′+ = −
∂ ∂

. (2.71)

Óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé áóäóò:
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Çàäà÷à äîëæíà ðåøàòüñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé íåïðå-
ðûâíîñòè ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé íà âîëíå ðàçãðóçêè Ñ, ñîîò-
íîøåíèé íà ïîïåðå÷íîé âîëíå B, çàêîíà Íüþòîíà, ñâÿçûâàþùå-
ãî âåðòèêàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå íàòÿæåíèÿ íèòè â òî÷êå óäàðà ñ
åå óñêîðåíèåì.

Áóäåì ïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî ñêîðîñòü óäàðÿåìîãî òåëà
ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü âåëè÷èíû u, v,

0T Ee Ee T′+ − −  è èõ ïðîèçâîäíûå ìàëûìè. Ïîýòîìó êâàäðàòà-
ìè ýòèõ âåëè÷èí ïðåíåáðåãàåì êàê ïðè ñîñòàâëåíèè ãðàíè÷í
ûõ
óñëîâèé, òàê è â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ1.
Ïîñëåäíèå ïðè ýòîì ïðèíèìàþò âèä:

2 2
2
0 0 02 2

0 00

1
( ) sin

u u
a T Ee v

st s

∂ ∂ ∂ ′= + − + γ
ρ ∂∂ ∂

;  0
0

u
e e

s

∂′= +
∂

; (2.68)

 
2 2

2
0 02 2

0

cos
v v q

v
t s

∂ ∂ ′= λ + γ +
ρ∂ ∂

;  2 0

0 0(1 )

T

e

′
λ =

′ρ +
. (2.69)

Íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà 0 0 ( )s s t∗=  äîëæíû áûòü âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (2.16) è 2e e= , êîòîðûå ïðè ïðåíåáðåæåíèè ìà-
ëûìè âòîðîãî ïîðÿäêà áóäóò èìåòü âèä:

    

2 2 2

0

2 20
0 0 0

0 0

( )(1 )

(1 )
( ) (1 )( ),

u T e e
b

t

e u
T Ee Ee e a

s

∂ +
− = =

∂ ρ

′+ ∂′ ′= + − + + λ +
ρ ∂

(2.70)

2 0 0 0 0 0(1 ) cos sinu u e s v∗′ = + + γ − γ  ; (2.72)

0 0 0 0 0 0
0

(1 ) sin cos
t

v dt u e s v∗′ = + + γ + γ ∫ . (2.73)

Êðîìå òîãî, ïðè 0 0( )s s t∗=  ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 2
0

( )
t

b t dt u=∫ .

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî âðåìåíè è èñïîëüçóÿ (2.70), íàõîäèì,
÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòîâ ìàëûõ âåëè÷èí

0 02
0

0 0

2 20
0 0 0

0 0

1

(1 ) (1 )( ).

ds dsu u
e

s dt s dt

T Ee Ee u
e e a

s

∗ ∗ ∂ ∂′= + + = ∂ ∂ 
′+ − ∂′ ′= + + + λ +

ρ ∂ (2.74)

Ïðè 0 0s =  äîáàâî÷íûå ñìåùåíèÿ ðàâíû íóëþ:

0u v= = . (2.75)

Äâèæåíèå óäàðÿþùåãî òåëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

02 sin( ).
dv

m T
dt

= − γ − γ (2.76)

Ïðè äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è óñêîðåíèå 0/dv dt  èëè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî, âåëè÷èíó 0 0sin /T m′ γ  ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ìàëûé ïàðàìåòð, à óðàâíåíèÿ (2.68) è (2.69) � êàê óðàâíåíèÿ äëÿ
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ýòîìó ïàðàìåòðó. Ïîýòîìó óñëîâèå
(2.76) ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòà ìàëîãî ïàðàìåòðà ìîæåò áûòü
çàìåíåíî ñëåäóþùèì:

0 0 0
00

2 sin
const.

dv T
v

dt m

′ γ ′= − = = (2.77)

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò òàêæå, ÷òî â óðàâíåíèè (2.69) ÷ëåí
/q ρ , êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé âåëè÷è-

íîé, äîëæåí áûòü îäíîãî ïîðÿäêà ñ ñîñòàâëÿþùåé ñèëû èíåð-
öèè ïî îñè Ov.

Ïîñëåäíèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, êîòîðîå íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü, ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó äåôîðìàöèÿìè è

ñêîðîñòÿìè ÷àñòèö íà âîëíå ðàçãðóçêè 0( )t f s= . Îíî, êàê èçâå-
ñòíî (ñì. 1.3), ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

1 Çàìåòèì, ÷òî â [7] ïðè ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé áûëè óäåðæàíû
íåêîòîðûå ÷ëåíû, èìåþùèå âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷òî óñëîæíèëî
çàäà÷ó. Åå ðåøåíèå ïðåäëîæåíî áûëî èñêàòü ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.
Êðîìå òîãî, íåêîòîðûå íåòî÷íîñòè áûëè äîïóùåíû ïðè ñîñòàâëåíèè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ïðèâåäåííîì íèæå ðåøåíèè îòìå÷åííûå
 çàìå-
÷àíèÿ óñòðàíåíû.

2
0

0 0

1
uu

e
s s

∂∂ ′+ = −
∂ ∂

. (2.71)

Óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé áóäóò:
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( )0

2

0

1
t f s

u
e

s =

∂
= +

∂ ;  
( )0 0

2
e

t f s e

u
ade

t =

∂
= −

∂ ∫ . (2.78)

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à î äâèæåíèè íèòè ïîä âëèÿíèåì ïîïå-
ðå÷íîãî óäàðà òî÷êîé êîíå÷íîé ìàññû ñâåëàñü ê ðåøåíèþ ÷åòû-
ðåõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òðåõ ðàçëè÷íûõ îáëà
-
ñòÿõ, ïðè÷åì ãðàíèöû îáëàñòåé � âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà è
âîëíà ðàçãðóçêè � çàðàíåå íå èçâåñòíû. Ðåøåíèåì óðàâíåíèé

(2.68) è (2.69) ÿâëÿþòñÿ:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0 0 2 0 0 0 1 0

1 0 2 0 0

;

,

u a t s a t s t s

v f t s f t s t

= φ + + φ − + Φ + Φ
= λ + + λ − + ϕ

(2.79)

ãäå

( ) ( )2
0 0 0 0 00 00

0

sin sin /2
l

t v dt v t v t′Φ = γ = γ +∫ ;

  ( ) ( )
0

1 0 0
0

1
s

s T Ee ds
E

Φ = − −∫ ;

( ) ( )
2

2 2
0 0 0 0 00 00

0

cos cos / 2
2 2

t q q t
t v dt t v t v t′ϕ = γ + = γ + +

ρ ρ∫ .

Ïðè s0 = 0 èç óñëîâèÿ (2.76) ïîëó÷àåì

( ) ( ) ( )1 0 2 0 0 0a t a t tφ + φ + Φ = , ( ) ( ) ( )1 2 0 0f t f t tλ + λ + ϕ = ,

îòêóäà èìååì

( ) ( ) ( )2 0 0 1 0 0 0 0 0a t s a t s t s aφ − = −φ − − Φ − ;

( ) ( ) ( )2 0 1 0 0 0f t s f t s t sλ − = − λ − − ϕ − λ ,

è ðåøåíèå (2.79) ïðèíèìàåò âèä:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0

1 0 1 0 0 0 0

;

.

u a t s a t s t s a t s

v f t s f t s t s t

= φ + − φ − − Φ − + Φ + Φ 
= λ + − λ − − ϕ − λ + ϕ 

(2.80)

Îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî
-
èçâîäíûõ äëÿ u2 òàêîâî:

( ) ( ) ( )2 1 0 0 2 0 0 1 0u a t s a t s s= ϕ + + ϕ − + Φ .

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (2.71) � (2.74) íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà
( )0 0s s t∗= , ïîëó÷àåì:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 2 0 0 1 0 0 0 1 0 01a t s a t s s e s a t s∗ ∗ ∗ ∗ ∗′ϕ + + ϕ − + Φ = + + φ + −

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 0 0 1 0 0cosa t s t s a t s∗ ∗ ∗−φ − − Φ − + Φ + Φ γ −

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 0 0 0sinf t s f t s t s t∗ ∗ ∗− λ + − λ − − ϕ − λ + ϕ γ   ; (2.81)

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0 0 2 0 0

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0

1
1 ;

a t s a t s

e a t s a t s t s a
a

∗ ∗

∗ ∗ ∗

′ ′ϕ + − ϕ − =

′ ′ ′ ′= + + φ + + φ − + Φ − (2.82)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 1 0 0 1 0 0
0

0 0 0 0 1 0 0

1

sin

t

v dt e s a t s a t s

t s a t s

∗ ∗ ∗

∗ ∗

′= + + φ + − φ − −

−Φ − + Φ + Φ γ +

∫

       ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 0 0 0/ cos ;f t s f t s t s t∗ ∗ ∗+ λ + − λ − − ϕ − λ + ϕ γ   (2.83)

( ) ( ) ( ) ( ) 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

0

1
1

ds
e a t s a t s t s a s

a dt

∗
∗ ∗ ∗ ∗ ′ ′ ′ ′ ′+ + φ + + φ − + Φ − + Φ =  

( ) 0
0

0

1
T Ee Ee

e
′+ −′= + +

ρ

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

0

0
0

0

1
1

1

2 1

e a a t s a t s t s a s
a

e
T Ee Ee

∗ ∗ ∗ ∗ ′ ′ ′ ′ ′+ λ + φ + + φ − + Φ − + Φ  +
′+ ′+ −

ρ

.

(2.84)

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è çíà÷åíèÿ 2u

s

∂
∂

 è 2u

t

∂
∂

â îáëàñòè ðàçãðóæåíèÿ ìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, à òîãäà, êàê
ñëåäóåò èç (2.78), äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè çâóêà íà âîëíå ðàç-
ãðóçêè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé 0e′  è ( )1 0a e′ . Ïîñëåäíåå
îáñòîÿòåëüñòâî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîëíà
ðàçãðóçêè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ìàëî îòëè÷àþùåéñÿ
îò a1, ò. å.

( ) ( )0 0 1 0/t f s s a s= = + ε , (2.85)

ïðè÷åì [ ] ( )1
1 1 01 /a a s a e−+ ε = ,  ãäå 1 0/a sε <<1.
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;

,
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v f t s f t s t

= φ + + φ − + Φ + Φ
= λ + + λ − + ϕ

(2.79)

ãäå

( ) ( )2
0 0 0 0 00 00

0

sin sin /2
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t v dt v t v t′Φ = γ = γ +∫ ;

  ( ) ( )
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1 0 0
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s T Ee ds
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Φ = − −∫ ;
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0 0 0 0 00 00

0

cos cos / 2
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t q q t
t v dt t v t v t′ϕ = γ + = γ + +

ρ ρ∫ .

Ïðè s0 = 0 èç óñëîâèÿ (2.76) ïîëó÷àåì

( ) ( ) ( )1 0 2 0 0 0a t a t tφ + φ + Φ = , ( ) ( ) ( )1 2 0 0f t f t tλ + λ + ϕ = ,

îòêóäà èìååì

( ) ( ) ( )2 0 0 1 0 0 0 0 0a t s a t s t s aφ − = −φ − − Φ − ;

( ) ( ) ( )2 0 1 0 0 0f t s f t s t sλ − = − λ − − ϕ − λ ,

è ðåøåíèå (2.79) ïðèíèìàåò âèä:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0

1 0 1 0 0 0 0

;

.

u a t s a t s t s a t s

v f t s f t s t s t

= φ + − φ − − Φ − + Φ + Φ 
= λ + − λ − − ϕ − λ + ϕ 

(2.80)

Îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî
-
èçâîäíûõ äëÿ u2 òàêîâî:

( ) ( ) ( )2 1 0 0 2 0 0 1 0u a t s a t s s= ϕ + + ϕ − + Φ .

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (2.71) � (2.74) íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà
( )0 0s s t∗= , ïîëó÷àåì:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 2 0 0 1 0 0 0 1 0 01a t s a t s s e s a t s∗ ∗ ∗ ∗ ∗′ϕ + + ϕ − + Φ = + + φ + −

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 0 0 1 0 0cosa t s t s a t s∗ ∗ ∗−φ − − Φ − + Φ + Φ γ −

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 0 0 0sinf t s f t s t s t∗ ∗ ∗− λ + − λ − − ϕ − λ + ϕ γ   ; (2.81)

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0 0 2 0 0

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0

1
1 ;

a t s a t s

e a t s a t s t s a
a

∗ ∗

∗ ∗ ∗

′ ′ϕ + − ϕ − =

′ ′ ′ ′= + + φ + + φ − + Φ − (2.82)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 1 0 0 1 0 0
0

0 0 0 0 1 0 0

1

sin

t

v dt e s a t s a t s

t s a t s

∗ ∗ ∗

∗ ∗

′= + + φ + − φ − −

−Φ − + Φ + Φ γ +

∫

       ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 0 0 0/ cos ;f t s f t s t s t∗ ∗ ∗+ λ + − λ − − ϕ − λ + ϕ γ   (2.83)

( ) ( ) ( ) ( ) 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

0

1
1

ds
e a t s a t s t s a s

a dt

∗
∗ ∗ ∗ ∗ ′ ′ ′ ′ ′+ + φ + + φ − + Φ − + Φ =  

( ) 0
0

0

1
T Ee Ee

e
′+ −′= + +

ρ

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

0

0
0

0

1
1

1

2 1

e a a t s a t s t s a s
a

e
T Ee Ee

∗ ∗ ∗ ∗ ′ ′ ′ ′ ′+ λ + φ + + φ − + Φ − + Φ  +
′+ ′+ −

ρ

.

(2.84)

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è çíà÷åíèÿ 2u

s

∂
∂

 è 2u

t

∂
∂

â îáëàñòè ðàçãðóæåíèÿ ìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, à òîãäà, êàê
ñëåäóåò èç (2.78), äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè çâóêà íà âîëíå ðàç-
ãðóçêè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé 0e′  è ( )1 0a e′ . Ïîñëåäíåå
îáñòîÿòåëüñòâî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîëíà
ðàçãðóçêè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ìàëî îòëè÷àþùåéñÿ
îò a1, ò. å.

( ) ( )0 0 1 0/t f s s a s= = + ε , (2.85)

ïðè÷åì [ ] ( )1
1 1 01 /a a s a e−+ ε = ,  ãäå 1 0/a sε <<1.
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Óñëîâèå (2.78) ñ ó÷åòîì (2.85) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

0

0 0
1 0 0 2 0 0

1 1

0 0
1 0 0 2 0 0

1 1 0

1 1 1 ;

1 1 .
e

e

a a T
s a s a

a a E

a a a
s a s a de

a a a

     ′ ′ϕ + + ε − ϕ − + ε = +           

     ′ ′ϕ + + ε + ϕ − + ε = −            ∫
(2.86)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè 0e′  äèàãðàììà «íàïðÿ-
æåíèå � äåôîðìàöèÿ» ìîæåò áûòü çàìåíåíà ïðÿìîëèíåéíûì
ó÷àñòêîì, òî ( )0 0T T E e e′ ′ ′= + − , ( ) 1a e a≡ , 0ε ≡  è èç (2.86)
íàéäåì:

( )

( )( )

0

0

0

0

0 0 1 1 1
1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 1 1
2 0 0 0

1 0 0 0

1
1 1 1 ;

2

1
1 1 1 .

2

e

e

e

e

a T a a aa E
s de e e e s

a E a E a a a

a T a aa
s de e s e

a E a a a

′

′

 ′ ′    ′ ′ ′ϕ + = + − − + + −           
 ′    ′ ′ϕ − = − + + + + −           

∫

∫
(2.87)

Òîãäà

( )
0

0

1 0 0

0 0 01 1 1 1
0

0 0 0 0 0 0 1

1
1 1 1 ;

2 1

e

e

a t s

T a t sa a a aa
de e e

E a a a a a a a

′

ϕ + =

 ′ +     ′= + − + − − −      +       
∫

( )
0

0

2 0 0

0 0 01 1 1 1
0

0 0 0 0 0 0 1

1
1 1 1 .

2 1

e

e

a t s

T a t sa a a aa
de e e

E a a a a a a a

′

′ϕ − =

 ′      −′= − + + − + + +      −       
∫

Èç óðàâíåíèé (2.81) è (2.83) öåëåñîîáðàçíî âûðàçèòü:

( ) ( )
0

0 0
1 0 1 0 0 0

0

2 cos
2

s
t

s sq
f t s f t s t v dt

∗
−

∗ ∗ λ
∗ ∗  λ + − λ − = − + γ − ρ λ λ  ∫

( ) ( ) ( )1 0 0 2 0 0 1 0 0sina t s a t s s∗ ∗ ∗− ϕ + + ϕ − + Φ γ   ; (2.88)

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0 1 0 0 1 01 e s a t s a t s s∗ ∗ ∗ ∗′+ + φ + − φ − + Φ =

  ( ) ( ) ( )
0

0

1 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0
0

cos sin ,

s
t

a

a t s a t s s v dt

∗
−

∗ ∗ ∗= ϕ + + ϕ − + Φ γ + γ   ∫ (2.89)

à èç óðàâíåíèé (2.82), (2.84) íàéòè:

     

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 2
0 0 0

1 0 0 2 0 0
0

0 00
0

0

3

2 2 2 1

2 1

ds a a
a t s a t s

dt e

E E e e sT
e

E e E

∗
∗ ∗

∗

− λ ′ ′= λ − + ϕ + − ϕ − −′λ λ +

′ ′λ − − ′  ′− + + ′ +

 (2.90)

èëè

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2
0 0 1 1 1 1

0
0 0 0 0 0

2 2
0 1 0 0

2
0 0

2
1 1

4 1

,
2 1

ds a a a a a
e e e

dt e a a a a

a a e e s

a e

∗

∗

− λ     ′= λ + + ξ + − η − +    ′λ +     
′λ − −  +

′+

ãäå 0 0

0 1 1

a t s

a a

∗−
ξ =

−
, 0 0

0 1 1

a t s

a a

∗+
η =

+
. Ïîñëå ýòîãî, äèôôåðåíöèðóÿ

(2.89) ïî âðåìåíè è èñïîëüçóÿ (2.82) è (2.90), ïîëó÷àåì:

( ) ( )1 0 0 1 0 0a t s a t s∗ ∗′ ′φ + − φ − =

( ) ( )
0

0

1 1 1 1 1
0 0

0 0 0 0 0 0

1 1
cos 1 1

2 2

e

e

a a a a aa
e de e e

a a a a a a

′    ′= γ − + − η − + ξ +         
∫

( )
( )

( )
2 2
1 000 00 0 0

0 0 02
0 0 0 0 0

1 cos
sin 1

2

a av v s
t e e e

a a a a a

∗ λ −′ − γ    ′ ′+ γ + − − + λ + − −  
   

( ) ( )
2 2 2 22
0 01 1 1 1

02
0 0 00

1 1
42

a aa a a a
e e e

a a aa

+ λ + λ     ′− + + ξ + − η     λ λ      
(2.91)

Óñëîâèå (2.82) öåëåñîîáðàçíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

( ) ( ) ( )
2

0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 02

0 00

1
1

2

T a a a
a t s a t s e e

E a aa
∗ ∗ ′  ′ ′ ′φ + + φ − = − + − η +  
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Óñëîâèå (2.78) ñ ó÷åòîì (2.85) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

0

0 0
1 0 0 2 0 0

1 1

0 0
1 0 0 2 0 0

1 1 0

1 1 1 ;

1 1 .
e

e

a a T
s a s a

a a E

a a a
s a s a de

a a a

     ′ ′ϕ + + ε − ϕ − + ε = +           

     ′ ′ϕ + + ε + ϕ − + ε = −            ∫
(2.86)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè 0e′  äèàãðàììà «íàïðÿ-
æåíèå � äåôîðìàöèÿ» ìîæåò áûòü çàìåíåíà ïðÿìîëèíåéíûì
ó÷àñòêîì, òî ( )0 0T T E e e′ ′ ′= + − , ( ) 1a e a≡ , 0ε ≡  è èç (2.86)
íàéäåì:

( )

( )( )

0

0

0

0

0 0 1 1 1
1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 1 1
2 0 0 0

1 0 0 0

1
1 1 1 ;

2

1
1 1 1 .

2

e

e

e

e

a T a a aa E
s de e e e s

a E a E a a a

a T a aa
s de e s e

a E a a a

′

′

 ′ ′    ′ ′ ′ϕ + = + − − + + −           
 ′    ′ ′ϕ − = − + + + + −           

∫

∫
(2.87)

Òîãäà

( )
0

0

1 0 0

0 0 01 1 1 1
0

0 0 0 0 0 0 1

1
1 1 1 ;

2 1

e

e

a t s

T a t sa a a aa
de e e

E a a a a a a a

′

ϕ + =

 ′ +     ′= + − + − − −      +       
∫

( )
0

0

2 0 0

0 0 01 1 1 1
0

0 0 0 0 0 0 1

1
1 1 1 .

2 1

e

e

a t s

T a t sa a a aa
de e e

E a a a a a a a

′

′ϕ − =

 ′      −′= − + + − + + +      −       
∫

Èç óðàâíåíèé (2.81) è (2.83) öåëåñîîáðàçíî âûðàçèòü:

( ) ( )
0

0 0
1 0 1 0 0 0

0

2 cos
2

s
t

s sq
f t s f t s t v dt

∗
−

∗ ∗ λ
∗ ∗  λ + − λ − = − + γ − ρ λ λ  ∫

( ) ( ) ( )1 0 0 2 0 0 1 0 0sina t s a t s s∗ ∗ ∗− ϕ + + ϕ − + Φ γ   ; (2.88)

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0 1 0 0 1 01 e s a t s a t s s∗ ∗ ∗ ∗′+ + φ + − φ − + Φ =

  ( ) ( ) ( )
0

0

1 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0
0

cos sin ,

s
t

a

a t s a t s s v dt

∗
−

∗ ∗ ∗= ϕ + + ϕ − + Φ γ + γ   ∫ (2.89)

à èç óðàâíåíèé (2.82), (2.84) íàéòè:

     

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 2
0 0 0

1 0 0 2 0 0
0

0 00
0

0

3

2 2 2 1

2 1

ds a a
a t s a t s

dt e

E E e e sT
e

E e E

∗
∗ ∗

∗

− λ ′ ′= λ − + ϕ + − ϕ − −′λ λ +

′ ′λ − − ′  ′− + + ′ +

 (2.90)

èëè

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2
0 0 1 1 1 1

0
0 0 0 0 0

2 2
0 1 0 0

2
0 0

2
1 1

4 1

,
2 1

ds a a a a a
e e e

dt e a a a a

a a e e s

a e

∗

∗

− λ     ′= λ + + ξ + − η − +    ′λ +     
′λ − −  +

′+

ãäå 0 0

0 1 1

a t s

a a

∗−
ξ =

−
, 0 0

0 1 1

a t s

a a

∗+
η =

+
. Ïîñëå ýòîãî, äèôôåðåíöèðóÿ

(2.89) ïî âðåìåíè è èñïîëüçóÿ (2.82) è (2.90), ïîëó÷àåì:

( ) ( )1 0 0 1 0 0a t s a t s∗ ∗′ ′φ + − φ − =

( ) ( )
0

0

1 1 1 1 1
0 0

0 0 0 0 0 0

1 1
cos 1 1

2 2

e

e

a a a a aa
e de e e

a a a a a a

′    ′= γ − + − η − + ξ +         
∫

( )
( )

( )
2 2
1 000 00 0 0

0 0 02
0 0 0 0 0

1 cos
sin 1

2

a av v s
t e e e

a a a a a

∗ λ −′ − γ    ′ ′+ γ + − − + λ + − −  
   

( ) ( )
2 2 2 22
0 01 1 1 1

02
0 0 00

1 1
42

a aa a a a
e e e

a a aa

+ λ + λ     ′− + + ξ + − η     λ λ      
(2.91)

Óñëîâèå (2.82) öåëåñîîáðàçíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

( ) ( ) ( )
2

0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 02

0 00

1
1

2

T a a a
a t s a t s e e

E a aa
∗ ∗ ′  ′ ′ ′φ + + φ − = − + − η +  
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( ) 0 01 1
0 00 00

0 0 0 0

sin1
1

2

sa a
e e v v t

a a a a

∗γ     ′ ′+ + ξ − − + −        
. (2.92)

Ñèñòåìà (2.90) � (2.92) ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííî è, òà-
êèì îáðàçîì íàéäåíû ( )1 x′φ , ( )e x , ( )0s t∗ . Îäíàêî òàêîé ïóòü
ðåøåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìîê, ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ äðó-
ãèì. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå
âåëè÷èíà 0s

∗  ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ tλ , â ñâÿçè ñ ÷åì åå
â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè â óðàâíåíèÿõ (2.91) è (2.92) ìîæíî ïî-
ëîæèòü ðàâíîé ïîñëåäíåé. Òîãäà èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî îï-
ðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêèé âèä ( )e x , ( )1 x′φ , ïîñëå ÷åãî èç (2.90)
óòî÷íèòü âûðàæåíèå äëÿ ( )0s t∗ . Çàòåì ýòî óòî÷íåííîå âûðàæå-
íèå äëÿ ( )0s t∗  ñíîâà ïîäñòàâèòü â (2.91) è (2.92), íàéòè âòîðîå
ïðèáëèæåíèå äëÿ ( )e x , ( )1 x′φ  è ò. ä.

Ïðåäëàãàåìûé ïóòü ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòûì,
ïîòîìó ÷òî óäàåòñÿ óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå: ïðè ïðèíÿòîé ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷è óæå ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ( )e x , ( )1 x′φ ,

( )0s t∗  ìîæíî ñ÷èòàòü ðåøåíèåì óðàâíåíèé (2.90) � (2.92).
Óêàçàííûì ñïîñîáîì ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì ïåðâîå ïðè-

áëèæåíèå äëÿ ( )1 x′φ , ( )e x ; ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (2.91) è (2.92)
âìåñòî 0s

∗  çíà÷åíèå tλ , ïîëó÷èì äâà ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíî-
øåíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ, êàê ëåãêî çàìåòèòü, èìåþò âèä:

( ) 0 1e x e b x′= + ; ( )1 0 1x c c xφ = + .

Ïîñòîÿííûå ñ0, ñ1, b1 ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëèòü ïîñ-
ëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ ( )e x  è ( )1 x′φ  â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

0 0 00
0 0

0

sin1

2

T v
c e

E a

′ γ ⋅ ′= − −  
;

( ) ( )

2
2 2 2 2 3 3 0

1 0 1 0 1 2
1

2 32
22 2 2 2 2 2 2 20 0 11

0 1 0 1 0 1 12
0

2 2 2 1

1 cos
1 2 3 3

2

a
a a a a a

a

a aa
a a a a a a a

a

 − λ − λ − λ + λ − λ − 
 ×

− γ   − λ + + λ + − − − λ   λ   

.

Åñëè ïîïûòàòüñÿ óòî÷íèòü ôîðìóëû äëÿ ( )e x , ( )1 x′φ  ïóòåì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.91)�(2.92) ñ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííîãî
âûðàæåíèÿ ( )0s t∗ , òî ëåãêî îáíàðóæèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîïðàâêà áóäåò ïîðÿäêà êâàäðàòà ìàëîãî ïàðàìåòðà 00v′ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïîëó÷åííûå
äëÿ 1′φ , e, ( )0s t∗  âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé
(2.90)�(2.92). Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.88) ìîæíî òåïåðü îïðåäåëèòü
àíàëèòè÷åñêèé âèä ôóíêöèè f(x), êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî óñìîò-
ðåòü, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòå
ëü-
íî x. Ìû íå ñòàíåì íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà,
òàê êàê ïîñëåäíèå íå èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè íàïðÿæ
åíèÿ

è äåôîðìàöèè â íèòè. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó 0
0

u
e e

s

∂′= +
∂

;

( ) ( )0 0T T E e e E e e′ ′ ′= + − + − , òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ e è T òðåáóåòñÿ
çíàòü ëèøü ( )1 x′φ  è ( )e x :

( ) ( ) ( )0
0 1 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0

1 s
e e a t s a t s t s

a a
 ′ ′ ′ ′ ′= + φ + + φ − + Φ − + Φ =  

( ) ( ) 0 0
0 1 0 0 1 0 0 00 0

0 0

sin s T
e a t s a t s v v t e

a a E

γ   ′ ′ ′ ′= + φ + + φ − + + − + −    
;
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( )( )
( ) ( )

2 2 2 2
0 0 0 1 0

1 2 32
22 2 2 2 2 2 2 20 0 11

0 1 0 1 0 1 12
0

sin 1

1 cos
1 2 3 3

2

v a a a
b

a aa
a a a a a a a

a

′ γ − − λ
=

− γ   − λ + + λ + − − − λ   λ   

;

0 0
0

1 2
0

sin 1

2

v
a

c
a

λ ′ γ −  = − ×

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
2 220 0 0 1

0 1 0 12
0 1

2 2 22
22 2 20 0 0 11

0 0 12 2
0 1

1 cos
1 2 3 3

2

1 cos
1 2 3 3

2

a a a
a a a a

a a

a a aa
a a a

a a

− γ λ λ + − + + − − − λ   λ   ×
− γ λ   − λ + + + − − − λ   λ   

.

Òåïåðü ëåãêî íàéòè èç óðàâíåíèÿ (2.90) ïåðâîå ïðèáëèæåíèå
äëÿ ( )0s t∗ :

( )
( )

2
2 2

00 1 0 2
0

0
0

sin 1

4 1

v a t
a

s t t
e

∗

 λ′ γ − 
 = λ + ×

′λ +
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( ) 0 01 1
0 00 00

0 0 0 0

sin1
1

2

sa a
e e v v t

a a a a

∗γ     ′ ′+ + ξ − − + −        
. (2.92)

Ñèñòåìà (2.90) � (2.92) ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííî è, òà-
êèì îáðàçîì íàéäåíû ( )1 x′φ , ( )e x , ( )0s t∗ . Îäíàêî òàêîé ïóòü
ðåøåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìîê, ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ äðó-
ãèì. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå
âåëè÷èíà 0s

∗  ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ tλ , â ñâÿçè ñ ÷åì åå
â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè â óðàâíåíèÿõ (2.91) è (2.92) ìîæíî ïî-
ëîæèòü ðàâíîé ïîñëåäíåé. Òîãäà èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî îï-
ðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêèé âèä ( )e x , ( )1 x′φ , ïîñëå ÷åãî èç (2.90)
óòî÷íèòü âûðàæåíèå äëÿ ( )0s t∗ . Çàòåì ýòî óòî÷íåííîå âûðàæå-
íèå äëÿ ( )0s t∗  ñíîâà ïîäñòàâèòü â (2.91) è (2.92), íàéòè âòîðîå
ïðèáëèæåíèå äëÿ ( )e x , ( )1 x′φ  è ò. ä.

Ïðåäëàãàåìûé ïóòü ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòûì,
ïîòîìó ÷òî óäàåòñÿ óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå: ïðè ïðèíÿòîé ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷è óæå ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ( )e x , ( )1 x′φ ,

( )0s t∗  ìîæíî ñ÷èòàòü ðåøåíèåì óðàâíåíèé (2.90) � (2.92).
Óêàçàííûì ñïîñîáîì ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì ïåðâîå ïðè-

áëèæåíèå äëÿ ( )1 x′φ , ( )e x ; ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (2.91) è (2.92)
âìåñòî 0s

∗  çíà÷åíèå tλ , ïîëó÷èì äâà ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíî-
øåíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ, êàê ëåãêî çàìåòèòü, èìåþò âèä:

( ) 0 1e x e b x′= + ; ( )1 0 1x c c xφ = + .

Ïîñòîÿííûå ñ0, ñ1, b1 ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëèòü ïîñ-
ëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ ( )e x  è ( )1 x′φ  â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

0 0 00
0 0

0

sin1

2

T v
c e

E a

′ γ ⋅ ′= − −  
;

( ) ( )

2
2 2 2 2 3 3 0

1 0 1 0 1 2
1

2 32
22 2 2 2 2 2 2 20 0 11

0 1 0 1 0 1 12
0

2 2 2 1

1 cos
1 2 3 3

2

a
a a a a a

a

a aa
a a a a a a a

a

 − λ − λ − λ + λ − λ − 
 ×

− γ   − λ + + λ + − − − λ   λ   

.

Åñëè ïîïûòàòüñÿ óòî÷íèòü ôîðìóëû äëÿ ( )e x , ( )1 x′φ  ïóòåì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.91)�(2.92) ñ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííîãî
âûðàæåíèÿ ( )0s t∗ , òî ëåãêî îáíàðóæèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîïðàâêà áóäåò ïîðÿäêà êâàäðàòà ìàëîãî ïàðàìåòðà 00v′ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïîëó÷åííûå
äëÿ 1′φ , e, ( )0s t∗  âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé
(2.90)�(2.92). Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.88) ìîæíî òåïåðü îïðåäåëèòü
àíàëèòè÷åñêèé âèä ôóíêöèè f(x), êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî óñìîò-
ðåòü, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòå
ëü-
íî x. Ìû íå ñòàíåì íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà,
òàê êàê ïîñëåäíèå íå èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè íàïðÿæ
åíèÿ

è äåôîðìàöèè â íèòè. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó 0
0

u
e e

s

∂′= +
∂

;

( ) ( )0 0T T E e e E e e′ ′ ′= + − + − , òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ e è T òðåáóåòñÿ
çíàòü ëèøü ( )1 x′φ  è ( )e x :

( ) ( ) ( )0
0 1 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0

1 s
e e a t s a t s t s

a a
 ′ ′ ′ ′ ′= + φ + + φ − + Φ − + Φ =  

( ) ( ) 0 0
0 1 0 0 1 0 0 00 0

0 0

sin s T
e a t s a t s v v t e

a a E

γ   ′ ′ ′ ′= + φ + + φ − + + − + −    
;
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( )( )
( ) ( )

2 2 2 2
0 0 0 1 0

1 2 32
22 2 2 2 2 2 2 20 0 11

0 1 0 1 0 1 12
0

sin 1

1 cos
1 2 3 3

2

v a a a
b

a aa
a a a a a a a

a

′ γ − − λ
=

− γ   − λ + + λ + − − − λ   λ   

;

0 0
0

1 2
0

sin 1

2

v
a

c
a

λ ′ γ −  = − ×

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
2 220 0 0 1

0 1 0 12
0 1

2 2 22
22 2 20 0 0 11

0 0 12 2
0 1

1 cos
1 2 3 3

2

1 cos
1 2 3 3

2

a a a
a a a a

a a

a a aa
a a a

a a

− γ λ λ + − + + − − − λ   λ   ×
− γ λ   − λ + + + − − − λ   λ   

.

Òåïåðü ëåãêî íàéòè èç óðàâíåíèÿ (2.90) ïåðâîå ïðèáëèæåíèå
äëÿ ( )0s t∗ :

( )
( )

2
2 2

00 1 0 2
0

0
0

sin 1

4 1

v a t
a

s t t
e

∗

 λ′ γ − 
 = λ + ×

′λ +
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0 0 0
0 0 1 0 00 0 0 1 0

0 0

sin
2 2

s T
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Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîä äåéñòâèåì óäàðÿåìîãî òåëà äåôîðìà-
öèè â íèòè íå ïðåâîñõîäÿò äîïóñòèìûõ äëÿ ïðèìåíåíèÿ çàêîíà
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§ 2.4. Движение нити конечной длины при точечном
ударе. Возникновение вторичных волн натяжения

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå âîëíîâàÿ êàðòèíà ñïðàâåäëèâà è äëÿ íè
òè
êîíå÷íîé äëèíû äî òåõ ïîð, ïîêà ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû Ðèìàíà
íå äîñòèãíåò êîíöà íèòè. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà ïðîäîëüíûå
âîëíû íàòÿæåíèÿ áóäóò îòðàæàòüñÿ îò êîíöîâ íèòè. Âîçíèêàþùàÿ
ïðè ýòîì âîëíîâàÿ êàðòèíà àíàëîãè÷íà òîé, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî
ïðè îòðàæåíèè âîëíû Ðèìàíà îò êîíöà ñòåðæíÿ. Â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, çàêðåïëåí ëè æåñòêî êîíåö íèòè (òðîñà) èëè ñâîáîäåí, íàòÿæå-
íèå â ïîñëåäíåé áóäåò èëè âîçðàñòàòü, èëè ñíèìàòüñÿ. Óêàçàííûé
âîëíîâîé ïðîöåññ èìååò ìåñòî äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà îòðàæåííàÿ
ïðîäîëüíàÿ âîëíà âñòðåòèòñÿ ñ ïîïåðå÷íîé. Ñ ýòîãî ìîìåíòà
 íà-
÷èíàåòñÿ ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîïåðå÷íîé è îòðàæåííî
é ïðî-
äîëüíîé âîëí, ïðèâîäÿùèé ê ïîÿâëåíèþ âòîðè÷íûõ ïðîäîëüíû
õ
âîëí íàòÿæåíèÿ.

Âòîðè÷íûå ïðîäîëüíûå âîëíû íàòÿæåíèÿ. Îòðàæåííàÿ
ïðîäîëüíàÿ âîëíà íàòÿæåíèÿ, äîéäÿ äî ïåðåäíåãî ôðîíòà ïîï
å-
ðå÷íîé âîëíû, íà÷íåò ÷àñòè÷íî îòðàæàòüñÿ îò ïîñëåäíåé, ÷àñ-
òè÷íî ïðîäîëæèò äâèæåíèå äàëüøå ê òî÷êå óäàðà. Ïîñêîëüêó
ñêîðîñòü λ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû çàâèñèò îò äå-
ôîðìàöèè (èëè íàòÿæåíèÿ), òî ïðè äåéñòâèè îòðàæåííîé ïðî-
äîëüíîé âîëíû íàòÿæåíèÿ âåëè÷èíà λ èçìåíÿåòñÿ.

Çàäà÷à âçàèìîäåéñòâèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû ñ îòðàæåííîé
ïðîäîëüíîé ïðè íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàòÿæåíèÿ îò äåôî
ð-
ìàöèè ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî ÷èñëåííî. Íèæå ìû ïðèâî-
äèì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðè ëèíåéíî-óïðóãèõ
äåôîðìàöèÿõ1.

Âíà÷àëå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà êîíåö
íèòè ñâîáîäåí. Ïðè ýòîì îòðàæåííàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà áóäåò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ a0, íàòÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè çà
íåé áóäóò ðàâíû íóëþ, à ñêîðîñòü � óäâîåííîé ñêîðîñòè ÷àñ-
òèö â ïðÿìîé âîëíå.

1 Âîçíèêíîâåíèå âòîðè÷íûõ ïðîäîëüíûõ âîëí èññëåäîâàíî â 1954 ã.
â [4] è â íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòå Ã. Ñ. Ìîðîçà. Â ïîñëåäíåé èññëå-
äóåìûé âîïðîñ èçëîæåí áîëåå äåòàëüíî, ïîýòîìó ýòà ñòàòüÿ,
 ëþáåçíî
ïðåäîñòàâëåííàÿ íàì åå àâòîðîì, ïîëîæåíà â îñíîâó äàëüíåé
øåãî
èçëîæåíèÿ.
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öèè â íèòè íå ïðåâîñõîäÿò äîïóñòèìûõ äëÿ ïðèìåíåíèÿ çàêîíà
Ãóêà, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à óïðîùàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà
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òè
êîíå÷íîé äëèíû äî òåõ ïîð, ïîêà ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû Ðèìàíà
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òîãî, çàêðåïëåí ëè æåñòêî êîíåö íèòè (òðîñà) èëè ñâîáîäåí, íàòÿæå-
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äîëüíîé âîëí, ïðèâîäÿùèé ê ïîÿâëåíèþ âòîðè÷íûõ ïðîäîëüíû
õ
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ðå÷íîé âîëíû, íà÷íåò ÷àñòè÷íî îòðàæàòüñÿ îò ïîñëåäíåé, ÷àñ-
òè÷íî ïðîäîëæèò äâèæåíèå äàëüøå ê òî÷êå óäàðà. Ïîñêîëüêó
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ôîðìàöèè (èëè íàòÿæåíèÿ), òî ïðè äåéñòâèè îòðàæåííîé ïðî-
äîëüíîé âîëíû íàòÿæåíèÿ âåëè÷èíà λ èçìåíÿåòñÿ.

Çàäà÷à âçàèìîäåéñòâèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû ñ îòðàæåííîé
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ìàöèè ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî ÷èñëåííî. Íèæå ìû ïðèâî-
äèì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðè ëèíåéíî-óïðóãèõ
äåôîðìàöèÿõ1.

Âíà÷àëå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà êîíåö
íèòè ñâîáîäåí. Ïðè ýòîì îòðàæåííàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà áóäåò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ a0, íàòÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè çà
íåé áóäóò ðàâíû íóëþ, à ñêîðîñòü � óäâîåííîé ñêîðîñòè ÷àñ-
òèö â ïðÿìîé âîëíå.

1 Âîçíèêíîâåíèå âòîðè÷íûõ ïðîäîëüíûõ âîëí èññëåäîâàíî â 1954 ã.
â [4] è â íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòå Ã. Ñ. Ìîðîçà. Â ïîñëåäíåé èññëå-
äóåìûé âîïðîñ èçëîæåí áîëåå äåòàëüíî, ïîýòîìó ýòà ñòàòüÿ,
 ëþáåçíî
ïðåäîñòàâëåííàÿ íàì åå àâòîðîì, ïîëîæåíà â îñíîâó äàëüíåé
øåãî
èçëîæåíèÿ.
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Òàê êàê âåëè÷èíà a0 ìíîãî áîëüøå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí, òî ïîñëå âñòðå÷è îòðàæåííîé ïðîäîëü-

íîé âîëíû ñ ïåðåäíèì ôðîíòîì ïîïåðå÷íîé âîçíèêàþò äâå
âòîðè÷íûå ïðîäîëüíûå âîëíû, îäíà èç êîòîðûõ M3 ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ a0 ê òî÷êå óäàðà, à äðóãàÿ M0 � ñ òîé æå
ñêîðîñòüþ ê ñâîáîäíîìó êîíöó íèòè (ðèñ. 2.11). Çà ýòèìè âîë-
íàìè îáðàçóåòñÿ îáëàñòü ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèé è íàòÿæå-
íèé, ïîýòîìó îáðàçîâàâøèåñÿ çäåñü äâå ïîïåðå÷íûå âîëíû M1
è M2 ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ðàçíûå
ñòîðîíû îò ìåñòà âçàèìîäåéñòâèÿ.

Óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè γ1 â çîíå äåéñòâèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû
(çîíà I) çíà÷èòåëüíî áîëüøå ïåðâîíà÷àëüíîãî óãëà îòêëîíåíèÿ
íèòè γ (çîíû I′ è II, ðèñ. 2.11). Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ
íèòè â çîíàõ I è I′ íå ðàâíû ïåðâîíà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0. Êàê
óãëû γ1, γ, òàê è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ýëåìåíòîâ íèòè â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ çîíàõ áóäóò îñòàâàòüñÿ ïðè v0 = const ïîñòîÿííûìè
äî òåõ ïîð, ïîêà âòîðè÷íûå ïðîäîëüíûå âîëíû íå îòðàçÿòñÿ î
ò
êîíöà íèòè èëè îò òî÷êè óäàðà è íå íà÷íóò âíîâü âçàèìîäåé-
ñòâîâàòü ñ ïîïåðå÷íûìè âîëíàìè.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ äëÿ
ýëåìåíòîâ íèòè ds1 è ds2 (ñì. ðèñ. 2.11) ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç
íèõ ôðîíòà ïîïåðå÷íûõ âîëí:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 2

2 1 1 1 1 2

sin ;

2 1 cos ;

sin sin ;

cos cos .

y

x

y y

x x

dm v T d

dm v u u T d

dm v v T d

dm v v T d

= γ τ

+ + = − γ τ
′ − = γ − γ τ
′ − = γ − γ τ

(2.94)

Çäåñü 1 1 1 1, , , x y x yv v v v′ ′  � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ íèòè
ñîîòâåòñòâåííî â çîíàõ I è I′; T1  � íàòÿæåíèå â ýòèõ çîíàõ; dm1
è dm2 � ìàññû ýëåìåíòîâ íèòè ds1 è ds2.

Âîçíèêàþùàÿ ïðè äâèæåíèè âòîðè÷íîé ïðîäîëüíîé âîëíû
äîáàâî÷íàÿ ñêîðîñòü u1 ýëåìåíòà ds1 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê ÷àñòè íèòè, ÷åðåç êîòî-
ðóþ ïðîõîäèò âîëíà a0:

( )
1

1
0 0 1 2

T
u

a e
=

ρ +
. (2.95)

Òàê êàê íàòÿæåíèå T1 â çîíàõ I è I′ îäèíàêîâî, îäèíàêîâû è
ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé ïîïåðå÷íûõ âîëí,
ò. å.

( )
( ) ( )1 1 2

1 1 1
0 1 1 2

1 1
1

T ds ds
e e

e d d
= λ = + = +

ρ + τ τ
. (2.96)

Â çîíå II, êóäà íå ïðèøëà ïðîäîëüíàÿ âîëíà, 00, .x yv v v= =
Ïîýòîìó íîðìàëüíàÿ è òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè
â ýòîé çîíå èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä: 0 0 0 0cos ;  sin .nv v v vτ= γ = γ

Â çîíå I′ íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè áóäåò òàêàÿ
æå, êàê è â çîíå II, ò. å. 

1 0cosnv v′ = γ , à òàíãåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü
óâåëè÷èâàåòñÿ: 1 0sinv v vτ τ′ = γ + ∆ .

Ïðèðàùåíèå vτ∆  ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òàê æå, êàê u1:

( )
( )1 0 0

0 0

/
1 .

1 sin /

u T a
v e

v aτ
− ρ

∆ = +
− γ

(2.97)

Êîìïîíåíòû 1 1, x yv v′ ′  ñîîòâåòñòâåííî áóäóò:

1 1 1

1 1 1 0

cos sin cos ;

sin cos sin .
x n

y n

v v v v

v v v v v
τ τ

τ τ

′ ′ ′= − γ + γ = −∆ γ
′ ′ ′= γ + γ = + ∆ γ (2.98)

Ñ ïðèâëå÷åíèåì óñëîâèé (2.95) � (2.98) óðàâíåíèÿ (2.94)
ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü γ1, T1, 1 1, x yv v .
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Òàê êàê âåëè÷èíà a0 ìíîãî áîëüøå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí, òî ïîñëå âñòðå÷è îòðàæåííîé ïðîäîëü-

íîé âîëíû ñ ïåðåäíèì ôðîíòîì ïîïåðå÷íîé âîçíèêàþò äâå
âòîðè÷íûå ïðîäîëüíûå âîëíû, îäíà èç êîòîðûõ M3 ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ a0 ê òî÷êå óäàðà, à äðóãàÿ M0 � ñ òîé æå
ñêîðîñòüþ ê ñâîáîäíîìó êîíöó íèòè (ðèñ. 2.11). Çà ýòèìè âîë-
íàìè îáðàçóåòñÿ îáëàñòü ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèé è íàòÿæå-
íèé, ïîýòîìó îáðàçîâàâøèåñÿ çäåñü äâå ïîïåðå÷íûå âîëíû M1
è M2 ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ðàçíûå
ñòîðîíû îò ìåñòà âçàèìîäåéñòâèÿ.

Óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè γ1 â çîíå äåéñòâèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû
(çîíà I) çíà÷èòåëüíî áîëüøå ïåðâîíà÷àëüíîãî óãëà îòêëîíåíèÿ
íèòè γ (çîíû I′ è II, ðèñ. 2.11). Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ
íèòè â çîíàõ I è I′ íå ðàâíû ïåðâîíà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0. Êàê
óãëû γ1, γ, òàê è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ýëåìåíòîâ íèòè â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ çîíàõ áóäóò îñòàâàòüñÿ ïðè v0 = const ïîñòîÿííûìè
äî òåõ ïîð, ïîêà âòîðè÷íûå ïðîäîëüíûå âîëíû íå îòðàçÿòñÿ î
ò
êîíöà íèòè èëè îò òî÷êè óäàðà è íå íà÷íóò âíîâü âçàèìîäåé-
ñòâîâàòü ñ ïîïåðå÷íûìè âîëíàìè.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ äëÿ
ýëåìåíòîâ íèòè ds1 è ds2 (ñì. ðèñ. 2.11) ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç
íèõ ôðîíòà ïîïåðå÷íûõ âîëí:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 2

2 1 1 1 1 2

sin ;

2 1 cos ;

sin sin ;

cos cos .

y

x

y y

x x

dm v T d

dm v u u T d

dm v v T d

dm v v T d

= γ τ

+ + = − γ τ
′ − = γ − γ τ
′ − = γ − γ τ

(2.94)

Çäåñü 1 1 1 1, , , x y x yv v v v′ ′  � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ íèòè
ñîîòâåòñòâåííî â çîíàõ I è I′; T1  � íàòÿæåíèå â ýòèõ çîíàõ; dm1
è dm2 � ìàññû ýëåìåíòîâ íèòè ds1 è ds2.

Âîçíèêàþùàÿ ïðè äâèæåíèè âòîðè÷íîé ïðîäîëüíîé âîëíû
äîáàâî÷íàÿ ñêîðîñòü u1 ýëåìåíòà ds1 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê ÷àñòè íèòè, ÷åðåç êîòî-
ðóþ ïðîõîäèò âîëíà a0:

( )
1

1
0 0 1 2

T
u

a e
=

ρ +
. (2.95)

Òàê êàê íàòÿæåíèå T1 â çîíàõ I è I′ îäèíàêîâî, îäèíàêîâû è
ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé ïîïåðå÷íûõ âîëí,
ò. å.

( )
( ) ( )1 1 2

1 1 1
0 1 1 2

1 1
1

T ds ds
e e

e d d
= λ = + = +

ρ + τ τ
. (2.96)

Â çîíå II, êóäà íå ïðèøëà ïðîäîëüíàÿ âîëíà, 00, .x yv v v= =
Ïîýòîìó íîðìàëüíàÿ è òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè
â ýòîé çîíå èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä: 0 0 0 0cos ;  sin .nv v v vτ= γ = γ

Â çîíå I′ íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè áóäåò òàêàÿ
æå, êàê è â çîíå II, ò. å. 

1 0cosnv v′ = γ , à òàíãåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü
óâåëè÷èâàåòñÿ: 1 0sinv v vτ τ′ = γ + ∆ .

Ïðèðàùåíèå vτ∆  ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òàê æå, êàê u1:

( )
( )1 0 0

0 0

/
1 .

1 sin /

u T a
v e

v aτ
− ρ

∆ = +
− γ

(2.97)

Êîìïîíåíòû 1 1, x yv v′ ′  ñîîòâåòñòâåííî áóäóò:

1 1 1

1 1 1 0

cos sin cos ;

sin cos sin .
x n

y n

v v v v

v v v v v
τ τ

τ τ

′ ′ ′= − γ + γ = −∆ γ
′ ′ ′= γ + γ = + ∆ γ (2.98)

Ñ ïðèâëå÷åíèåì óñëîâèé (2.95) � (2.98) óðàâíåíèÿ (2.94)
ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü γ1, T1, 1 1, x yv v .
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Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.94) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî äåôîðìàöèè ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû, ò. å. e << 1,
e1 << 1. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (2.95) � (2.98) çàïèøóòñÿ òàê:

( )1 1 0 0/u T a= ρ ; (2.95′)

1 1 2
1

0 1 2

T ds ds

d d
λ = = =

ρ τ τ
; (2.96′)

1v u uτ∆ = − ; (2.97′)
( ) ( )1 1 1 0 1cos ;  sin ,x yv u u v v u u′ ′= − − γ = + − γ (2.98′)

à óðàâíåíèÿ (2.94) ïðåîáðàçóþòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

1 1 1sinyv = λ γ ; (2.99)

( )1 1 1 12 1 cosxv u u+ + = λ − γ ; (2.100)

( )1 1 1 1cos cosx xv v′= + λ γ − γ ; (2.101)

( )1 1 1 sin siny y tv v= + λ γ − γ . (2.102)

Ñêëàäûâàÿ (2.99) è (2.102) è èñïîëüçóÿ (2.98), ïîëó÷àåì:

( ) ( )[ ]
11 1 0 1 1

1 1
sin sin

2 2y yv v v u u′= + λ γ = + λ + − γ . (2.103)

Àíàëîãè÷íî

( )[ ]1 1 1 1 1
1

2 cos
2xv u u u u= λ − − − λ + + γ . (2.104)

Èç óðàâíåíèé (2.99) è (2.100) íàõîäèì:

( )1 1 1 1 1 1 1sin / ;  cos 1 2 / .y xv v u uγ = λ γ = − + + λ (2.105)

Èñêëþ÷èâ èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé γ1 (ïðåäâàðèòåëüíî âûðà-
çèâ 1 1, x yv v  ïî ôîðìóëàì (2.103) è (2.104)), ïîëó÷àåì

( ) ( )22
0 0 1 1 1 12 sinv v u u u u+ λ + − γ + λ + − +

    ( ) ( )( )2 2
1 1 1 1 1 1 12 2 2 cos 4u u u u u u+ λ − − + λ − − λ + − γ = λ . (2.106)

Óðàâíåíèå (2.106) ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü, åñëè ïîä-
ñòàâèòü çíà÷åíèÿ 2

0v , sinγ, cosγ èç óðàâíåíèé (2.52) � (2.55),
ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàííûõ ê âèäó

 
2 2
0 2v u u= λ − ; 0sin /vγ = λ ;cos 1 /uγ = − λ ; u = T/(p0a0); 0 ./Tλ = ρ

Òîãäà

( )( ) ( )22 2
1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 4 0

u
u u u u u u u uλ − + λ + − λ + − λ + + λ − − − λ =

λ
.

Ââîäÿ 1 1 /u u u=  è çàìå÷àÿ, ÷òî ïðè ýòîì 1 1/ uλ λ = , ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå ïåðåïèøåì òàê:

   ( )( ) ( )
2

2 2
1 1 1 1 1 1 11 2 1 4 1 0

u u
u u u u u u u− + + + − + − =  λ λ

. (2.107)

Êîðåíü (2.107) ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì îáîçíà÷èì ÷åðåç f( 1u ).
Òàê êàê 0uaλ = , òî

( ) ( )2 2
0 0 0 1/ / ; / .u u a u a u a f uλ = = λ = (2.108)

Íà ðèñ. 2.12 ïðèâåäåí ãðàôèê /u λ  â çàâèñèìîñòè îò 1u .
Çíàÿ âåëè÷èíó 1u , ìîæíî âû÷èñëèòü âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû
ïðè ïðîõîæäåíèè âòîðè÷íîé ïðî-
äîëüíîé âîëíû, ò. å.:

        1 1u uu= ;  1 1 0uu aλ = ;

  1
1

01 1

11 1
sin 1

2

uu

au u

− γ = + +  
;

  ( )1 1 1
0

3 1
2x
u u

v u u
a

 = − − − −  
;

   ( )0
1 1 1

0

1 1
2y
v u

v u u
a

 = + + −  
.

Íà ðèñ. 2.13 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîòñåé 1u , λ1, 1xv− ,
1yv  îò v0 äëÿ ñòàëüíîãî òðîñà, èìåþùåãî a0 = 4700 ì/ñ. Ïðè

ïîïåðå÷íîì óäàðå ïî òàêîìó òðîñó ñî ñêîðîñòüþ, âûçûâàþùåé
äåôîðìàöèè, ðàâíûå ïðåäåëó óïðóãîñòè, u = 70 ì/ñ è 1u = 0,381.

Â ìîìåíò îòðàæåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû îò òî÷êè óäàðà O′
âîçìîæíî ïðîñêàëüçûâàíèå íèòè ïî óäàðÿþùåìó òåëó, åñëè âî
âòîðîé âåòâè íèòè ïðîäîëüíàÿ âîëíà íå óñïååò äîñòèãíóòü ò
î÷-
êè óäàðà, íàïðèìåð èç-çà ðàçíîñòè â äëèíàõ âåòâåé. Óñëîâèå
ðàâíîâåñèÿ ñèë â òî÷êå O′ ñëåäóþùåå:

( ) ( )0
1 0 0 0 02 f

s sT T T a u e T a u− ϕ− − + ρ = − ρ , (2.109)

ãäå us � ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ; ϕ0 � óãîë îáõâàòà íèòüþ óäàðÿþ-
ùåãî òåëà; f � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.
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Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.94) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî äåôîðìàöèè ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû, ò. å. e << 1,
e1 << 1. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (2.95) � (2.98) çàïèøóòñÿ òàê:

( )1 1 0 0/u T a= ρ ; (2.95′)

1 1 2
1

0 1 2

T ds ds

d d
λ = = =

ρ τ τ
; (2.96′)

1v u uτ∆ = − ; (2.97′)
( ) ( )1 1 1 0 1cos ;  sin ,x yv u u v v u u′ ′= − − γ = + − γ (2.98′)

à óðàâíåíèÿ (2.94) ïðåîáðàçóþòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

1 1 1sinyv = λ γ ; (2.99)

( )1 1 1 12 1 cosxv u u+ + = λ − γ ; (2.100)

( )1 1 1 1cos cosx xv v′= + λ γ − γ ; (2.101)

( )1 1 1 sin siny y tv v= + λ γ − γ . (2.102)

Ñêëàäûâàÿ (2.99) è (2.102) è èñïîëüçóÿ (2.98), ïîëó÷àåì:

( ) ( )[ ]
11 1 0 1 1

1 1
sin sin

2 2y yv v v u u′= + λ γ = + λ + − γ . (2.103)

Àíàëîãè÷íî

( )[ ]1 1 1 1 1
1

2 cos
2xv u u u u= λ − − − λ + + γ . (2.104)

Èç óðàâíåíèé (2.99) è (2.100) íàõîäèì:

( )1 1 1 1 1 1 1sin / ;  cos 1 2 / .y xv v u uγ = λ γ = − + + λ (2.105)

Èñêëþ÷èâ èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé γ1 (ïðåäâàðèòåëüíî âûðà-
çèâ 1 1, x yv v  ïî ôîðìóëàì (2.103) è (2.104)), ïîëó÷àåì

( ) ( )22
0 0 1 1 1 12 sinv v u u u u+ λ + − γ + λ + − +

    ( ) ( )( )2 2
1 1 1 1 1 1 12 2 2 cos 4u u u u u u+ λ − − + λ − − λ + − γ = λ . (2.106)

Óðàâíåíèå (2.106) ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü, åñëè ïîä-
ñòàâèòü çíà÷åíèÿ 2

0v , sinγ, cosγ èç óðàâíåíèé (2.52) � (2.55),
ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàííûõ ê âèäó

 
2 2
0 2v u u= λ − ; 0sin /vγ = λ ;cos 1 /uγ = − λ ; u = T/(p0a0); 0 ./Tλ = ρ

Òîãäà

( )( ) ( )22 2
1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 4 0

u
u u u u u u u uλ − + λ + − λ + − λ + + λ − − − λ =

λ
.

Ââîäÿ 1 1 /u u u=  è çàìå÷àÿ, ÷òî ïðè ýòîì 1 1/ uλ λ = , ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå ïåðåïèøåì òàê:

   ( )( ) ( )
2

2 2
1 1 1 1 1 1 11 2 1 4 1 0

u u
u u u u u u u− + + + − + − =  λ λ

. (2.107)

Êîðåíü (2.107) ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì îáîçíà÷èì ÷åðåç f( 1u ).
Òàê êàê 0uaλ = , òî

( ) ( )2 2
0 0 0 1/ / ; / .u u a u a u a f uλ = = λ = (2.108)

Íà ðèñ. 2.12 ïðèâåäåí ãðàôèê /u λ  â çàâèñèìîñòè îò 1u .
Çíàÿ âåëè÷èíó 1u , ìîæíî âû÷èñëèòü âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû
ïðè ïðîõîæäåíèè âòîðè÷íîé ïðî-
äîëüíîé âîëíû, ò. å.:

        1 1u uu= ;  1 1 0uu aλ = ;

  1
1

01 1

11 1
sin 1

2

uu

au u

− γ = + +  
;

  ( )1 1 1
0

3 1
2x
u u

v u u
a

 = − − − −  
;

   ( )0
1 1 1

0

1 1
2y
v u

v u u
a

 = + + −  
.

Íà ðèñ. 2.13 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîòñåé 1u , λ1, 1xv− ,
1yv  îò v0 äëÿ ñòàëüíîãî òðîñà, èìåþùåãî a0 = 4700 ì/ñ. Ïðè

ïîïåðå÷íîì óäàðå ïî òàêîìó òðîñó ñî ñêîðîñòüþ, âûçûâàþùåé
äåôîðìàöèè, ðàâíûå ïðåäåëó óïðóãîñòè, u = 70 ì/ñ è 1u = 0,381.

Â ìîìåíò îòðàæåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû îò òî÷êè óäàðà O′
âîçìîæíî ïðîñêàëüçûâàíèå íèòè ïî óäàðÿþùåìó òåëó, åñëè âî
âòîðîé âåòâè íèòè ïðîäîëüíàÿ âîëíà íå óñïååò äîñòèãíóòü ò
î÷-
êè óäàðà, íàïðèìåð èç-çà ðàçíîñòè â äëèíàõ âåòâåé. Óñëîâèå
ðàâíîâåñèÿ ñèë â òî÷êå O′ ñëåäóþùåå:

( ) ( )0
1 0 0 0 02 f

s sT T T a u e T a u− ϕ− − + ρ = − ρ , (2.109)

ãäå us � ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ; ϕ0 � óãîë îáõâàòà íèòüþ óäàðÿþ-
ùåãî òåëà; f � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.

Ðèñ. 2.12
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Èç ôîðìóëû (2.109) ëåãêî íàéòè 0
1
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, .

1
f

su u u k e
k

− ϕ= − =
+

Íàïðÿæåíèå â ïåðâîé âåòâè áóäåò ( )1 1 0 02 sT T T T a u′ = − − + ρ =

1
2

.
1

k
T

k
=

+
 Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòðàæåíèè âòîðè÷íîé ïðîäîëü-

íîé âîëíû îò óäàðÿþùåãî òåëà íàïðÿæåíèå â ïåðâîé âåòâè
ñòàíåò íåñêîëüêî ìåíüøå T1, ò. å. îò òî÷êè óäàðà ïîéäåò îòðà-
æåííàÿ ðàçãðóçî÷íàÿ âîëíà. Åñëè ïî ñòàëüíîìó òðîñó ïðîèçâ
î-
äèòñÿ ïðÿìîé ïîïåðå÷íûé óäàð ñî ñêîðîñòüþ 0 200v ≈ ì/ñ, òî

o30γ ≈  è o
0 60ϕ ≈ . Ïðè f = 0,2 è o

0 60ϕ ≈  èìååì 0,8k ≈ , ïîýòî-
ìó 1 10,9T T′ = . Òàêèì îáðàçîì, îòðàæåííàÿ ðàçãðóçî÷íàÿ âîëíà
íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåò íàòÿæåíèå â òðîñå.

Ïîñëå òîãî êàê ýòà âîëíà äîñòèãíåò òî÷åê èçëîìà íèòè,
ïðîèçîéäóò äàëüíåéøèå äðîáëåíèå è íàëîæåíèå ïðîäîëüíûõ
 è
ïîïåðå÷íûõ âîëí. Â ñâîþ î÷åðåäü ïðè îòðàæåíèè âòîðè÷íîé
ïðîäîëüíîé âîëíû îò ñâîáîäíîãî êîíöà íèòè ñíîâà ïðîèçîéäåò
ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ äî íóëÿ ñ îäíîâðåìåííûì âîçðàñòàíèåì
ñêîðîñòè ÷àñòèö âïëîòü äî òîãî ìîìåíòà, ïîêà îòðàæåííàÿ âîëíà
íå äîñòèãíåò ïåðåäíåãî ôðîíòà ïîïåðå÷íîé âîëíû. Òîãäà âîç-
íèêíåò ñëåäóþùàÿ âîëíà, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ íàïðÿæåíèåì T2

è ñóùåñòâåííî âëèÿþùàÿ íà äâèæåíèå íèòè. Ïðè îòðàæåíèè
ïîñëåäóþùèõ ïðîäîëüíûõ âîëí îò ñâîáîäíîãî êîíöà ñêîðîñòü
ïîñëåäíåãî ñêà÷êîîáðàçíî âîçðàñòåò è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ
ñòàíåò áîëüøå ñêîðîñòè v0. Âîçíèêàþò óñëîâèÿ äëÿ ïåðåáðàñû-
âàíèÿ íèòè çà ëèíèþ äâèæåíèÿ óäàðÿþùåãî òåëà, íàñòóïàåò òàê
íàçûâàåìîå çàõëåñòûâàíèå êîíöîâ íèòè ïðè ïîïåðå÷íîì óäàðå.

Ðàññìîòðåíèå ïîïåðå÷íîãî óäàðà ïî íèòè, êîíöû êîòîðîé
æåñòêî çàêðåïëåíû, ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîñëå îòðàæåíèÿ ïåðâè÷íîé ïðîäîëüíîé âîëíû îò êîíöà
íèòè íàïðÿæåíèå â ïîñëåäíåé óäâàèâàåòñÿ, à ñêîðîñòü ïàäàåò äî
íóëÿ. Â ìîìåíò âñòðå÷è îòðàæåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû ñ ïåðå-
äíèì ôðîíòîì ïîïåðå÷íîé âîëíû âîçíèêàþò äâå âòîðè÷íûå
ïðîäîëüíûå è äâå ïîïåðå÷íûå âîëíû, äâèæóùèåñÿ â ðàçíûå
ñòîðîíû. Â äàëüíåéøåì âòîðè÷íûå ïðîäîëüíûå âîëíû îòðàæà-
þòñÿ îò êîíöîâ íèòè è îò òî÷êè óäàðà, íàêëàäûâàþòñÿ íà ïîïå-
ðå÷íûå âîëíû, âñå áîëåå óñëîæíÿÿ âîëíîâóþ êàðòèíó ïðîöåññ
à
óäàðà. Ñóììàðíîå íàòÿæåíèå â íèòè áóäåò ñêà÷êîîáðàçíî âîç-
ðàñòàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íèòü íå ðàçðóøèòñÿ èëè â òî÷êå óäàðà,
èëè â òî÷êå çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ íèòè.

§ 2.5. Переходные этапы движения гибкой нити
с тормозящими элементами на концах

Çàõëåñòûâàíèå âåòâåé íèòè ìîæíî ïðåäîòâðàòèòü, ïðèêðå-
ïèâ, íàïðèìåð, íà åå êîíöàõ òîðìîçÿùèå ýëåìåíòû. Çàìåòèì,
÷òî çàäà÷à î âîëíîâîì äâèæåíèè íèòè êîíå÷íîé äëèíû â ïåðå-
õîäíûõ ýòàïàõ ïîïåðå÷íîãî óäàðà ïðè ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìî-
ñòè íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàöèè, òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ. Äëÿ íèòåé ñ ìàëûì óäëèíåíèåì, íàïðèìåð äëÿ
ñòàëüíîé ñòðóíû, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ óïðó-
ãèõ âîëí çíà÷èòåëüíî áîëüøå (â 10�20 ðàç) ñêîðîñòè ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷ó ìîæíî çíà÷èòåëüíî
óïðîñòèòü, ó÷òÿ, ÷òî íàòÿæåíèå â âåòâÿõ íèòè áóäåò áûñòðî
âûðàâíèâàòüñÿ ïî èõ äëèíå è ïðèáëèæàòüñÿ ê âåëè÷èíå ñèëû
ñîïðîòèâëåíèÿ äàííîãî òîðìîçíîãî ýëåìåíòà. Â òàêîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷à ðåøåíà â [9] è èçëîæåíà íèæå.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñîïðîòèâëåíèå òîðìîçíûõ ýëåìåíòîâ
ïðîïîðöèîíàëüíûì êâàäðàòó ñêîðîñòè, ò. e.
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Èç ôîðìóëû (2.109) ëåãêî íàéòè 0
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 Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòðàæåíèè âòîðè÷íîé ïðîäîëü-

íîé âîëíû îò óäàðÿþùåãî òåëà íàïðÿæåíèå â ïåðâîé âåòâè
ñòàíåò íåñêîëüêî ìåíüøå T1, ò. å. îò òî÷êè óäàðà ïîéäåò îòðà-
æåííàÿ ðàçãðóçî÷íàÿ âîëíà. Åñëè ïî ñòàëüíîìó òðîñó ïðîèçâ
î-
äèòñÿ ïðÿìîé ïîïåðå÷íûé óäàð ñî ñêîðîñòüþ 0 200v ≈ ì/ñ, òî

o30γ ≈  è o
0 60ϕ ≈ . Ïðè f = 0,2 è o

0 60ϕ ≈  èìååì 0,8k ≈ , ïîýòî-
ìó 1 10,9T T′ = . Òàêèì îáðàçîì, îòðàæåííàÿ ðàçãðóçî÷íàÿ âîëíà
íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåò íàòÿæåíèå â òðîñå.

Ïîñëå òîãî êàê ýòà âîëíà äîñòèãíåò òî÷åê èçëîìà íèòè,
ïðîèçîéäóò äàëüíåéøèå äðîáëåíèå è íàëîæåíèå ïðîäîëüíûõ
 è
ïîïåðå÷íûõ âîëí. Â ñâîþ î÷åðåäü ïðè îòðàæåíèè âòîðè÷íîé
ïðîäîëüíîé âîëíû îò ñâîáîäíîãî êîíöà íèòè ñíîâà ïðîèçîéäåò
ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ äî íóëÿ ñ îäíîâðåìåííûì âîçðàñòàíèåì
ñêîðîñòè ÷àñòèö âïëîòü äî òîãî ìîìåíòà, ïîêà îòðàæåííàÿ âîëíà
íå äîñòèãíåò ïåðåäíåãî ôðîíòà ïîïåðå÷íîé âîëíû. Òîãäà âîç-
íèêíåò ñëåäóþùàÿ âîëíà, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ íàïðÿæåíèåì T2

è ñóùåñòâåííî âëèÿþùàÿ íà äâèæåíèå íèòè. Ïðè îòðàæåíèè
ïîñëåäóþùèõ ïðîäîëüíûõ âîëí îò ñâîáîäíîãî êîíöà ñêîðîñòü
ïîñëåäíåãî ñêà÷êîîáðàçíî âîçðàñòåò è ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ
ñòàíåò áîëüøå ñêîðîñòè v0. Âîçíèêàþò óñëîâèÿ äëÿ ïåðåáðàñû-
âàíèÿ íèòè çà ëèíèþ äâèæåíèÿ óäàðÿþùåãî òåëà, íàñòóïàåò òàê
íàçûâàåìîå çàõëåñòûâàíèå êîíöîâ íèòè ïðè ïîïåðå÷íîì óäàðå.

Ðàññìîòðåíèå ïîïåðå÷íîãî óäàðà ïî íèòè, êîíöû êîòîðîé
æåñòêî çàêðåïëåíû, ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîñëå îòðàæåíèÿ ïåðâè÷íîé ïðîäîëüíîé âîëíû îò êîíöà
íèòè íàïðÿæåíèå â ïîñëåäíåé óäâàèâàåòñÿ, à ñêîðîñòü ïàäàåò äî
íóëÿ. Â ìîìåíò âñòðå÷è îòðàæåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû ñ ïåðå-
äíèì ôðîíòîì ïîïåðå÷íîé âîëíû âîçíèêàþò äâå âòîðè÷íûå
ïðîäîëüíûå è äâå ïîïåðå÷íûå âîëíû, äâèæóùèåñÿ â ðàçíûå
ñòîðîíû. Â äàëüíåéøåì âòîðè÷íûå ïðîäîëüíûå âîëíû îòðàæà-
þòñÿ îò êîíöîâ íèòè è îò òî÷êè óäàðà, íàêëàäûâàþòñÿ íà ïîïå-
ðå÷íûå âîëíû, âñå áîëåå óñëîæíÿÿ âîëíîâóþ êàðòèíó ïðîöåññ
à
óäàðà. Ñóììàðíîå íàòÿæåíèå â íèòè áóäåò ñêà÷êîîáðàçíî âîç-
ðàñòàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íèòü íå ðàçðóøèòñÿ èëè â òî÷êå óäàðà,
èëè â òî÷êå çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ íèòè.

§ 2.5. Переходные этапы движения гибкой нити
с тормозящими элементами на концах

Çàõëåñòûâàíèå âåòâåé íèòè ìîæíî ïðåäîòâðàòèòü, ïðèêðå-
ïèâ, íàïðèìåð, íà åå êîíöàõ òîðìîçÿùèå ýëåìåíòû. Çàìåòèì,
÷òî çàäà÷à î âîëíîâîì äâèæåíèè íèòè êîíå÷íîé äëèíû â ïåðå-
õîäíûõ ýòàïàõ ïîïåðå÷íîãî óäàðà ïðè ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìî-
ñòè íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàöèè, òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ. Äëÿ íèòåé ñ ìàëûì óäëèíåíèåì, íàïðèìåð äëÿ
ñòàëüíîé ñòðóíû, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ óïðó-
ãèõ âîëí çíà÷èòåëüíî áîëüøå (â 10�20 ðàç) ñêîðîñòè ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷ó ìîæíî çíà÷èòåëüíî
óïðîñòèòü, ó÷òÿ, ÷òî íàòÿæåíèå â âåòâÿõ íèòè áóäåò áûñòðî
âûðàâíèâàòüñÿ ïî èõ äëèíå è ïðèáëèæàòüñÿ ê âåëè÷èíå ñèëû
ñîïðîòèâëåíèÿ äàííîãî òîðìîçíîãî ýëåìåíòà. Â òàêîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷à ðåøåíà â [9] è èçëîæåíà íèæå.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñîïðîòèâëåíèå òîðìîçíûõ ýëåìåíòîâ
ïðîïîðöèîíàëüíûì êâàäðàòó ñêîðîñòè, ò. e.
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Çäåñü T � íàïðÿæåíèå â âåòâè; u � ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ êîí-
öîâ íèòè; ∞ρ  � ïëîòíîñòü ñðåäû; xc � êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ òîðìîçíîãî ýëåìåíòà; F � åãî èñòèííàÿ ïëî-
ùàäü; íF  � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ íèòè. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðè-
äåðæèâàòüñÿ äâîéíîé èíäåêñàöèè, îáîçíà÷àÿ ïåðâûì èíäåêñîì
íîìåð âåòâè íèòè, âòîðûì � íîìåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâûé ïåðåõîäíûé ýòàï äâèæåíèÿ íèòè
ïðè ïðÿìîì ïîïåðå÷íîì óäàðå, êîãäà âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà
åùå íå äîñòèãëè òîðìîçíûõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 2.14). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñêîðîñòü ïîïåðå÷íîãî óäàðà ïîñòîÿííà, à ñîáñòâåííîå
ñîïðîòèâëåíèå è âåñ íèòè ìàëû, òàê ÷òî ýòèìè ôàêòîðàìè ìîæ
íî
ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ âåðõíåé âåòâè (ðèñ. 2.14) óðàâíåíèÿ (2.37), (2.38),
(2.39) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

( )
( )( ) ( )

11 11 11 11 11 11

11 11 11 11 11 11 11

sin ;

cos 1 ;

b u v T

b u w u T

ρ + = γ

ρ + − = γ −
(2.110)

11 0 11tg /v bγ = , (2.111)

ãäå v, w � ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè äâè-
æåíèÿ ýëåìåíòà íèòè ñîîòâåòñòâåííî
âäîëü è ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàïðàâëå-
íèþ óäàðà. Î÷åâèäíî,
  11 0 1 11sinsv v u= − γ , 

11 1 11cossuω = − γ ,

ãäå us1 � ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ íèòè â
òî÷êå êîíòàêòà ñ óäàðÿþùèì òåëîì.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë ëåã-
êî ïîëó÷èòü ôîðìóëó (2.16) è ïðåäïî-
ëàãàÿ âî âñåì äàëüíåéøåì èññëåäîâà-
íèè, ÷òî e<<1, íàéòè:

11
11 11 1 11

0

T
b u u+ = = κ

ρ
; 

H

1 1
1

02
xc F

F
∞ρ

κ =
ρ

,

                       11 0ρ = ρ . (2.112)

Äåëÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.110) íà
âòîðîå, ïîëó÷èì:

               
11 11 11

11 11sin cos 1

v uω −
=

γ γ −
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ñîîòíîøåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ 11v  è 11w  è
èñïîëüçóÿ (2.111) è (2.112), íàéäåì:

0
11

1 11 1

sin
s

v
u u

γ =
κ +

; 11
1 11 1

1
sin

sU U
γ =

κ −
; 11 11 0/U u v= , 1 1 0/s sU u v= .

(2.113)
Â òî æå âðåìÿ, èç (2.110) ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.112) ïîëó÷èì:

   
( )( )0 11 11 11 1 11 11 1 11

11
11 1 11

cos cos
cos 1 1s sb u u u u u

T u
ρ + + γ + γγ = − = −

κ
;

(2.114)
( )1 11

11
1 11 1

1
cos

s

U
U U

κ −
γ =

κ +
Èñêëþ÷èâ 11γ  èç ñîîòíîøåíèé (2.113) è (2.114), ïðèõîäèì ê

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ 11U :

( ) ( )2 22
1 11 1 11 11 1 sU U U+ κ − = κ + . (2.115)

Îòñþäà íàõîäèì:

( )

2 2
1 1 12

11 1 12
1 11

1
2 1 2 12 1

s
s s

U
U U U

κ κ −= − + +
κ − κ −κ −

. (2.116)

Âòîðîé êîðåíü îòáðîøåí, êàê íå èìåþùèé ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.
Äëÿ íèæíåé âåòâè íèòè ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ìîæíî

ïîëó÷èòü èç ôîðìóë (2.114), (2.116) ïîñëå çàìåíû Us1 íà 2sU−
è 1κ  íà 2κ :

( )

2 2
2 2 2 22

21 22
2 22

1
;

2 1 2 12 1
s s

s
U U

U U
κ κ −= + +
κ − κ −κ −

(2.117)

( )2 21
21

2 21 1

1
cos .

s

U
U U

κ −
γ =

κ −
(2.118)

Åñëè 0su ≠  è 1 2κ > κ , òî ìåæäó 11T è 
21T ñóùåñòâóåò ñâÿçü,

óñòàíàâëèâàåìàÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà:
( )11 212 2

11 0 1 21 0 1
f

s sT u e T uγ +γ  − ρ = − ρ  ,

ãäå f � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ íèòè î òåëî. Îòñþäà

( )11 21

2 2 2
1 11 1
2 2 2
2 21 1

sf

s

U U
e

U U
γ +γ κ −=

κ −
  èëè  

2 2 2
1 11 1
2 2 2

11 21 2 21 1

1
ln s

s

U U
f

U U

κ −=
γ + γ κ −

.(2.119)
Ðèñ. 2.14
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Çäåñü T � íàïðÿæåíèå â âåòâè; u � ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ êîí-
öîâ íèòè; ∞ρ  � ïëîòíîñòü ñðåäû; xc � êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ òîðìîçíîãî ýëåìåíòà; F � åãî èñòèííàÿ ïëî-
ùàäü; íF  � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ íèòè. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðè-
äåðæèâàòüñÿ äâîéíîé èíäåêñàöèè, îáîçíà÷àÿ ïåðâûì èíäåêñîì
íîìåð âåòâè íèòè, âòîðûì � íîìåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâûé ïåðåõîäíûé ýòàï äâèæåíèÿ íèòè
ïðè ïðÿìîì ïîïåðå÷íîì óäàðå, êîãäà âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà
åùå íå äîñòèãëè òîðìîçíûõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 2.14). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñêîðîñòü ïîïåðå÷íîãî óäàðà ïîñòîÿííà, à ñîáñòâåííîå
ñîïðîòèâëåíèå è âåñ íèòè ìàëû, òàê ÷òî ýòèìè ôàêòîðàìè ìîæ
íî
ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ âåðõíåé âåòâè (ðèñ. 2.14) óðàâíåíèÿ (2.37), (2.38),
(2.39) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

( )
( )( ) ( )

11 11 11 11 11 11

11 11 11 11 11 11 11

sin ;

cos 1 ;

b u v T

b u w u T

ρ + = γ

ρ + − = γ −
(2.110)

11 0 11tg /v bγ = , (2.111)

ãäå v, w � ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè äâè-
æåíèÿ ýëåìåíòà íèòè ñîîòâåòñòâåííî
âäîëü è ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàïðàâëå-
íèþ óäàðà. Î÷åâèäíî,
  11 0 1 11sinsv v u= − γ , 

11 1 11cossuω = − γ ,

ãäå us1 � ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ íèòè â
òî÷êå êîíòàêòà ñ óäàðÿþùèì òåëîì.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë ëåã-
êî ïîëó÷èòü ôîðìóëó (2.16) è ïðåäïî-
ëàãàÿ âî âñåì äàëüíåéøåì èññëåäîâà-
íèè, ÷òî e<<1, íàéòè:

11
11 11 1 11

0

T
b u u+ = = κ

ρ
; 

H

1 1
1

02
xc F

F
∞ρ

κ =
ρ

,

                       11 0ρ = ρ . (2.112)

Äåëÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.110) íà
âòîðîå, ïîëó÷èì:

               
11 11 11

11 11sin cos 1

v uω −
=

γ γ −
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ñîîòíîøåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ 11v  è 11w  è
èñïîëüçóÿ (2.111) è (2.112), íàéäåì:

0
11

1 11 1

sin
s

v
u u

γ =
κ +

; 11
1 11 1

1
sin

sU U
γ =

κ −
; 11 11 0/U u v= , 1 1 0/s sU u v= .

(2.113)
Â òî æå âðåìÿ, èç (2.110) ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.112) ïîëó÷èì:

   
( )( )0 11 11 11 1 11 11 1 11

11
11 1 11

cos cos
cos 1 1s sb u u u u u

T u
ρ + + γ + γγ = − = −

κ
;

(2.114)
( )1 11

11
1 11 1

1
cos

s

U
U U

κ −
γ =

κ +
Èñêëþ÷èâ 11γ  èç ñîîòíîøåíèé (2.113) è (2.114), ïðèõîäèì ê

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ 11U :

( ) ( )2 22
1 11 1 11 11 1 sU U U+ κ − = κ + . (2.115)

Îòñþäà íàõîäèì:

( )

2 2
1 1 12

11 1 12
1 11

1
2 1 2 12 1

s
s s

U
U U U

κ κ −= − + +
κ − κ −κ −

. (2.116)

Âòîðîé êîðåíü îòáðîøåí, êàê íå èìåþùèé ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.
Äëÿ íèæíåé âåòâè íèòè ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ìîæíî

ïîëó÷èòü èç ôîðìóë (2.114), (2.116) ïîñëå çàìåíû Us1 íà 2sU−
è 1κ  íà 2κ :

( )

2 2
2 2 2 22

21 22
2 22

1
;

2 1 2 12 1
s s

s
U U

U U
κ κ −= + +
κ − κ −κ −

(2.117)

( )2 21
21

2 21 1

1
cos .

s

U
U U

κ −
γ =

κ −
(2.118)

Åñëè 0su ≠  è 1 2κ > κ , òî ìåæäó 11T è 
21T ñóùåñòâóåò ñâÿçü,

óñòàíàâëèâàåìàÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà:
( )11 212 2

11 0 1 21 0 1
f

s sT u e T uγ +γ  − ρ = − ρ  ,

ãäå f � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ íèòè î òåëî. Îòñþäà

( )11 21

2 2 2
1 11 1
2 2 2
2 21 1

sf

s

U U
e

U U
γ +γ κ −=

κ −
  èëè  

2 2 2
1 11 1
2 2 2

11 21 2 21 1

1
ln s

s

U U
f

U U

κ −=
γ + γ κ −

.(2.119)
Ðèñ. 2.14
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Òàêèì îáðàçîì, ïî ôîðìóëàì (2.114), (2.116), (2.117), (2.118),
(2.119) ìîæíî âû÷èñëèòü 11U , 21U , 11γ , 21γ  è Us1  ïðè çàäàííûõ

1κ , 2κ , f. Ïðè ïðîâåäåíèè êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòîâ óäîáíåå çàäàòü
çíà÷åíèÿ 1κ , 2κ  è Us1  è âû÷èñëèòü 11U , 21U , 11γ , 21γ  è  f.

Ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè àíàëèç
õàðàêòåðà äâèæåíèÿ âåòâåé íèòè â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû
îïðåäåëÿþùåãî ïàðàìåòðà κ . Åñëè 1 1κ > , òî 0b >  è âåòâü íèòè
íå ïåðåáðàñûâàåòñÿ çà ëèíèþ äâèæåíèÿ óäàðÿþùåãî òåëà
(ðèñ. 2.15, à). Ïðè 1 1x = , b = 0, o

11 90γ =  âåòâü íèòè èäåò ïî
ëèíèè óäàðà (ðèñ. 2.15, á); ïðè 1 1κ < , 0b < , 

o
11 90γ >  èìååò

ìåñòî ïåðåáðîñ âåòâè çà ëèíèþ OO′ (ðèñ. 2.15, â). Åñëè 1κ <1/2
ïðîèñõîäèò çàõëåñòûâàíèå êîíöà íèòè.

Âûâîä ôîðìóë äëÿ 11u , 21u , 
11γ , 21γ  ïðè êîñîì óäàðå îòëè-

÷àåòñÿ îò ïðîâåäåííîãî âûøå ëèøü èñïîëüçîâàíèåì âûðàæå-
íèé 11 0 0 1 11cos sinsv v u= γ − γ  è  11 0 0 1 11sin cossw v u= γ − γ  âìåñòî
ïðåäûäóùèõ. Çäåñü 0γ  � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè óäàðÿ-
þùåãî òåëà è ïëîñêîñòüþ, ïðîâåäåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ê
ïåðâîíà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ íèòè (ñì. ðèñ. 2.14). Ôîðìóëû
(2.113), (2.114) è (2.116) ïðè ýòîì çàìåíÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå:

0
11

1 11 1

cos
sin ;

sU U
γγ =

κ +
 ( )1 11 0

11
11 1

1 sin
cos ;

s

U
U U

κ − γ
γ =

κ +

( ) ( )[ ]
( )

2 2
0 1 11 0 1 1 1

11 2
1 11

1 sin1 sin 1
.

2 1 2 12 1

ss sUU U
U

κ − γ − κκ − γ − κ −= + +
κ − κ −κ −

Äëÿ íèæíåé âåòâè ôîðìóëû 21γ  è 
21U  ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

èç ïðåäûäóùèõ ïîñëå çàìåíû 11γ  íà 21−γ  è Us1 íà �Us1. Çàâè-
ñèìîñòü Us îò f ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî ïðåæíåé ôîðìóëå
(2.119), êîòîðàÿ òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ íàõîæäåíèÿ
f0 ïðè êîñîì óäàðå.

Õàðàêòåð äâèæåíèÿ âåòâåé ãèáêîé íèòè ïðè êîñîì óäàðå ïî-
ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè 1κ  è 2κ . Ïåðåáðîñ è
çàõëåñòûâàíèå âåòâåé íèòè ïðîèñõîäÿò ïðè 1κ < . Íà ðèñ. 2.16
ïðèâåäåíà ñõåìà äâèæåíèÿ âåòâåé ãèáêîé íèòè ïðè íîðìàëüíîì
è êîñîì óäàðàõ ïðè 1 3κ = , 2 1,5κ =  è 0,15f = . Ðàñ÷åòíûå äàí-
íûå äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ïðè 0 0γ = , o30± ïðèâåäåíû â òàáë. 2.4.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äâèæåíèÿ âåòâåé íèòè áåç çàõëåñòûâàíè
ÿ
êîíöîâ è áåç ïåðåáðîñà çà ëèíèþ óäàðà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
κ > 1, èëè 0 í2xc F F ∞≥ ρ ρ .

Îòìåòèì, ÷òî ñêîëüæåíèå íèòè ïðè çàäàííûõ 1κ  è 2κ  âîç-
ìîæíî ëèøü ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòà f â îïðåäåëåííîì
äèàïàçîíå. Óñëîâèå íà÷àëà ñêîëüæåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷è-
íîé f0 � êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ïðè òðîãàíèè, êîòîðûé ïðè çà-
äàííûõ 1κ  è 2κ  îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ 1 0su = .

Ôîðìóëà äëÿ f0 ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç (2.119) ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì (2.114), (2.116)�(2.118):

( )
( )

( ) ( ) ( )
12

2 1 1 2 2 1
0 2

1 21 2

2 1 1 2 1 1 2 1
ln arcsin

2 1
f

−
κ − κ κ − κ − + κ − κ −   =   κ κκ − κ    

Â òàáë. 2.3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ f0 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
1κ  è 2κ . Îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì f0 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå

íèòè ñâåðõó âíèç (ðèñ. 2.14).

Òàáëèöà 2.3
   

 
1κ 1 1 ,5 2 ,0 2 ,5 3 ,0 3 ,5 4 ,0

 2κ

1 0 0,042 0,110 0,178 0,244 0,303 0,362
1 , 5 �0,042 0 0.075 0,152 0,227 0,296 0,364
2 , 0 �0,110 �0,075 0 0,082 0,160 0,234 0,305
2 , 5 �0,178 �0,152 �0,082 0 0,080 0,159 0,231
3 , 0 �0,244 �0,227 �0,160 �0,080 0 0,080 0,154
3 , 5 �0,303 �0,296 �0,234 �0,155 �0,080 0 0,070
4 . 0 �0,362 �0,364 �0,306 �0,231 �0,154 �0,070 0
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Òàêèì îáðàçîì, ïî ôîðìóëàì (2.114), (2.116), (2.117), (2.118),
(2.119) ìîæíî âû÷èñëèòü 11U , 21U , 11γ , 21γ  è Us1  ïðè çàäàííûõ

1κ , 2κ , f. Ïðè ïðîâåäåíèè êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòîâ óäîáíåå çàäàòü
çíà÷åíèÿ 1κ , 2κ  è Us1  è âû÷èñëèòü 11U , 21U , 11γ , 21γ  è  f.

Ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè àíàëèç
õàðàêòåðà äâèæåíèÿ âåòâåé íèòè â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû
îïðåäåëÿþùåãî ïàðàìåòðà κ . Åñëè 1 1κ > , òî 0b >  è âåòâü íèòè
íå ïåðåáðàñûâàåòñÿ çà ëèíèþ äâèæåíèÿ óäàðÿþùåãî òåëà
(ðèñ. 2.15, à). Ïðè 1 1x = , b = 0, o

11 90γ =  âåòâü íèòè èäåò ïî
ëèíèè óäàðà (ðèñ. 2.15, á); ïðè 1 1κ < , 0b < , 

o
11 90γ >  èìååò

ìåñòî ïåðåáðîñ âåòâè çà ëèíèþ OO′ (ðèñ. 2.15, â). Åñëè 1κ <1/2
ïðîèñõîäèò çàõëåñòûâàíèå êîíöà íèòè.

Âûâîä ôîðìóë äëÿ 11u , 21u , 
11γ , 21γ  ïðè êîñîì óäàðå îòëè-

÷àåòñÿ îò ïðîâåäåííîãî âûøå ëèøü èñïîëüçîâàíèåì âûðàæå-
íèé 11 0 0 1 11cos sinsv v u= γ − γ  è  11 0 0 1 11sin cossw v u= γ − γ  âìåñòî
ïðåäûäóùèõ. Çäåñü 0γ  � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè óäàðÿ-
þùåãî òåëà è ïëîñêîñòüþ, ïðîâåäåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ê
ïåðâîíà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ íèòè (ñì. ðèñ. 2.14). Ôîðìóëû
(2.113), (2.114) è (2.116) ïðè ýòîì çàìåíÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå:

0
11

1 11 1

cos
sin ;

sU U
γγ =

κ +
 ( )1 11 0

11
11 1

1 sin
cos ;

s

U
U U

κ − γ
γ =

κ +

( ) ( )[ ]
( )

2 2
0 1 11 0 1 1 1

11 2
1 11

1 sin1 sin 1
.

2 1 2 12 1

ss sUU U
U

κ − γ − κκ − γ − κ −= + +
κ − κ −κ −

Äëÿ íèæíåé âåòâè ôîðìóëû 21γ  è 
21U  ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

èç ïðåäûäóùèõ ïîñëå çàìåíû 11γ  íà 21−γ  è Us1 íà �Us1. Çàâè-
ñèìîñòü Us îò f ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî ïðåæíåé ôîðìóëå
(2.119), êîòîðàÿ òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ íàõîæäåíèÿ
f0 ïðè êîñîì óäàðå.

Õàðàêòåð äâèæåíèÿ âåòâåé ãèáêîé íèòè ïðè êîñîì óäàðå ïî-
ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè 1κ  è 2κ . Ïåðåáðîñ è
çàõëåñòûâàíèå âåòâåé íèòè ïðîèñõîäÿò ïðè 1κ < . Íà ðèñ. 2.16
ïðèâåäåíà ñõåìà äâèæåíèÿ âåòâåé ãèáêîé íèòè ïðè íîðìàëüíîì
è êîñîì óäàðàõ ïðè 1 3κ = , 2 1,5κ =  è 0,15f = . Ðàñ÷åòíûå äàí-
íûå äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ïðè 0 0γ = , o30± ïðèâåäåíû â òàáë. 2.4.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äâèæåíèÿ âåòâåé íèòè áåç çàõëåñòûâàíè
ÿ
êîíöîâ è áåç ïåðåáðîñà çà ëèíèþ óäàðà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
κ > 1, èëè 0 í2xc F F ∞≥ ρ ρ .

Îòìåòèì, ÷òî ñêîëüæåíèå íèòè ïðè çàäàííûõ 1κ  è 2κ  âîç-
ìîæíî ëèøü ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòà f â îïðåäåëåííîì
äèàïàçîíå. Óñëîâèå íà÷àëà ñêîëüæåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷è-
íîé f0 � êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ïðè òðîãàíèè, êîòîðûé ïðè çà-
äàííûõ 1κ  è 2κ  îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ 1 0su = .

Ôîðìóëà äëÿ f0 ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç (2.119) ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì (2.114), (2.116)�(2.118):

( )
( )

( ) ( ) ( )
12

2 1 1 2 2 1
0 2

1 21 2

2 1 1 2 1 1 2 1
ln arcsin

2 1
f

−
κ − κ κ − κ − + κ − κ −   =   κ κκ − κ    

Â òàáë. 2.3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ f0 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
1κ  è 2κ . Îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì f0 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå

íèòè ñâåðõó âíèç (ðèñ. 2.14).

Òàáëèöà 2.3
   

 
1κ 1 1 ,5 2 ,0 2 ,5 3 ,0 3 ,5 4 ,0

 2κ

1 0 0,042 0,110 0,178 0,244 0,303 0,362
1 , 5 �0,042 0 0.075 0,152 0,227 0,296 0,364
2 , 0 �0,110 �0,075 0 0,082 0,160 0,234 0,305
2 , 5 �0,178 �0,152 �0,082 0 0,080 0,159 0,231
3 , 0 �0,244 �0,227 �0,160 �0,080 0 0,080 0,154
3 , 5 �0,303 �0,296 �0,234 �0,155 �0,080 0 0,070
4 . 0 �0,362 �0,364 �0,306 �0,231 �0,154 �0,070 0
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Ïîñëåäóþùèå ïåðåõîäíûå ýòàïû äâèæåíèÿ íèòè ïðè ïðÿ-
ìîì ïîïåðå÷íîì óäàðå. Ïîñëå ïðèõîäà ïîïåðå÷íîé âîëíû ê
êîíöó íèòè ñ òîðìîçíûì ýëåìåíòîì è åå îòðàæåíèÿ îò ïîñëå-
äíåãî íàñòóïàåò âòîðîé ïåðåõîäíîé ýòàï äâèæåíèÿ äàííîé â
åò-
âè. Ýòîò ýòàï õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ÷àñòü íèòè çà îòðàæå
í-
íîé ïîïåðå÷íîé âîëíîé ïðèîáðåòàåò íåêîòîðóþ íîâóþ ñêî-
ðîñòü 12u  è íîâîå íàïðàâëåíèå, õàðàêòåðèçóþùååñÿ óãëîì 12γ
(ðèñ. 2.17, à).

Äâèæåíèå ýòîé ÷àñòè íèòè ïðîèñõîäèò òîëüêî â ïðîäîëüíîì
íàïðàâëåíèè, òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèëà ñîïðîòèâëåí
èÿ
òîðìîçíîãî ýëåìåíòà âñåãäà íàïðàâëåíà âäîëü íèòè. Ñèñòåìà
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íèòè íà âòîðîì ýòàïå, çàìåíÿþùàÿ (2.110),
(2.112), ñëåäóþùàÿ:

( )( ) ( )12 12 12 0 2 11 12 12 12 12 11sin sin sin sinsb u v u u Tρ − − γ − γ = γ − γ ;
(2.120)

( )( ) ( )12 12 12 12 12 2 11 12 21 12cos cos cos cossb u u u Tρ − γ + γ = γ − γ ;

12 12 1 12b u u− = κ , (2.121)
ãäå 12 0ρ = ρ .

Èç ñîîòíîøåíèé (2.120) ñ ïðèâëå÷åíèåì (2.121) ïîëó÷èì:

( )
( )
2 1 12 11

12
1 12

1 sin
sin

1
sU U

U
− − κ γ

γ =
+ κ

; ( )
( )

1 12 2 11
12

1 12

cos
cos

1
sU U

U
κ − γ

γ =
+ κ

. (2.122)

Èñêëþ÷èâ îòñþäà óãîë 12γ , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó êâàäðàòíî-
ìó óðàâíåíèþ äëÿ 12U :

( )
2

1 2 2 112
12 11 2 12

1 1

2 1 2 sin
sin 0

2 1 2 1
s s

s
U U

U U U
κ + − γ− γ − − =

κ + κ +
,

ðåøàÿ êîòîðîå, íàõîäèì:

( ) ( )21 1 2
12 11 2 11 2 2 2 112

1 1

2 1
sin sin 1 2 sin

2 1 s s s sU U U U U
κ κ + = γ − + γ − + + − γ κ + κ 

.

(2.123)
Åñëè ñêîëüæåíèå íèòè íà ïåðâîì è âòîðîì ýòàïàõ îòñóòñòâó-

åò, òî

1 2 0s sU U= = ;      11
1

1

2 1
U =

κ −
;      1

11
1

2 1
sin

κ −γ =
κ

;

  
1

11
1

1
cos

κ −γ =
κ

;  
1

12
1

1
cos

1
κ −γ =
κ +

; 1 1
12

1

2 1 2
2 1

U
κ − + κ=

κ +
. (2.124)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû äëÿ 11U è 12U , ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè

1 1κ >  
12 11U U> , ïðè 1 1κ < , íàîáîðîò, 

12 11U U< . Â òîì è äðóãîì
ñëó÷àÿõ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íèòè íà âòîðîì ýòàïå áëèæå ê ñêî-
ðîñòè óäàðÿþùåãî òåëà, ÷åì íà ïåðâîì ýòàïå. Íàïðèìåð, ïðè

1 2κ =  11 0,578U = , o
11 60γ = , 12 0,912U = , o

12 70γ = ; ïðè 1κ = 0,6
 11 1,58U = , o

11 106,5γ = , 12 0,962U = , o
12 100γ = .

Òðåòèé ïåðåõîäíûé ýòàï äâèæåíèÿ íèòè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå
òîãî, êàê ïîïåðå÷íàÿ âîëíà, îòðàçèâøèñü îò òî÷êè óäàðà, íà÷íåò

Òàáëèöà 2.4

Ñëó÷àé 0γ 11γ 21γ 11v 21v 31v

à 0 49,5 7 0 0,430 0,734 0,034
á 3 0 31,8 91,8 0,456 0,775 0,202
â � 3 0 80,6 44,7 0,326 0,760 �0,09

Ðèñ. 2.16
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Ïîñëåäóþùèå ïåðåõîäíûå ýòàïû äâèæåíèÿ íèòè ïðè ïðÿ-
ìîì ïîïåðå÷íîì óäàðå. Ïîñëå ïðèõîäà ïîïåðå÷íîé âîëíû ê
êîíöó íèòè ñ òîðìîçíûì ýëåìåíòîì è åå îòðàæåíèÿ îò ïîñëå-
äíåãî íàñòóïàåò âòîðîé ïåðåõîäíîé ýòàï äâèæåíèÿ äàííîé â
åò-
âè. Ýòîò ýòàï õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ÷àñòü íèòè çà îòðàæå
í-
íîé ïîïåðå÷íîé âîëíîé ïðèîáðåòàåò íåêîòîðóþ íîâóþ ñêî-
ðîñòü 12u  è íîâîå íàïðàâëåíèå, õàðàêòåðèçóþùååñÿ óãëîì 12γ
(ðèñ. 2.17, à).

Äâèæåíèå ýòîé ÷àñòè íèòè ïðîèñõîäèò òîëüêî â ïðîäîëüíîì
íàïðàâëåíèè, òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèëà ñîïðîòèâëåí
èÿ
òîðìîçíîãî ýëåìåíòà âñåãäà íàïðàâëåíà âäîëü íèòè. Ñèñòåìà
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íèòè íà âòîðîì ýòàïå, çàìåíÿþùàÿ (2.110),
(2.112), ñëåäóþùàÿ:

( )( ) ( )12 12 12 0 2 11 12 12 12 12 11sin sin sin sinsb u v u u Tρ − − γ − γ = γ − γ ;
(2.120)

( )( ) ( )12 12 12 12 12 2 11 12 21 12cos cos cos cossb u u u Tρ − γ + γ = γ − γ ;

12 12 1 12b u u− = κ , (2.121)
ãäå 12 0ρ = ρ .

Èç ñîîòíîøåíèé (2.120) ñ ïðèâëå÷åíèåì (2.121) ïîëó÷èì:

( )
( )
2 1 12 11

12
1 12

1 sin
sin

1
sU U

U
− − κ γ

γ =
+ κ

; ( )
( )

1 12 2 11
12

1 12

cos
cos

1
sU U

U
κ − γ

γ =
+ κ

. (2.122)

Èñêëþ÷èâ îòñþäà óãîë 12γ , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó êâàäðàòíî-
ìó óðàâíåíèþ äëÿ 12U :

( )
2

1 2 2 112
12 11 2 12

1 1

2 1 2 sin
sin 0

2 1 2 1
s s

s
U U

U U U
κ + − γ− γ − − =

κ + κ +
,

ðåøàÿ êîòîðîå, íàõîäèì:

( ) ( )21 1 2
12 11 2 11 2 2 2 112

1 1

2 1
sin sin 1 2 sin

2 1 s s s sU U U U U
κ κ + = γ − + γ − + + − γ κ + κ 

.

(2.123)
Åñëè ñêîëüæåíèå íèòè íà ïåðâîì è âòîðîì ýòàïàõ îòñóòñòâó-

åò, òî

1 2 0s sU U= = ;      11
1

1

2 1
U =

κ −
;      1

11
1

2 1
sin

κ −γ =
κ

;

  
1

11
1

1
cos

κ −γ =
κ

;  
1

12
1

1
cos

1
κ −γ =
κ +

; 1 1
12

1

2 1 2
2 1

U
κ − + κ=

κ +
. (2.124)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû äëÿ 11U è 12U , ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè

1 1κ >  
12 11U U> , ïðè 1 1κ < , íàîáîðîò, 

12 11U U< . Â òîì è äðóãîì
ñëó÷àÿõ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íèòè íà âòîðîì ýòàïå áëèæå ê ñêî-
ðîñòè óäàðÿþùåãî òåëà, ÷åì íà ïåðâîì ýòàïå. Íàïðèìåð, ïðè

1 2κ =  11 0,578U = , o
11 60γ = , 12 0,912U = , o

12 70γ = ; ïðè 1κ = 0,6
 11 1,58U = , o

11 106,5γ = , 12 0,962U = , o
12 100γ = .

Òðåòèé ïåðåõîäíûé ýòàï äâèæåíèÿ íèòè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå
òîãî, êàê ïîïåðå÷íàÿ âîëíà, îòðàçèâøèñü îò òî÷êè óäàðà, íà÷íåò

Òàáëèöà 2.4

Ñëó÷àé 0γ 11γ 21γ 11v 21v 31v

à 0 49,5 7 0 0,430 0,734 0,034
á 3 0 31,8 91,8 0,456 0,775 0,202
â � 3 0 80,6 44,7 0,326 0,760 �0,09

Ðèñ. 2.16
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ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ê êîíöó íèòè (ðèñ. 2.17, á). Ïðè ýòîì ýëåìåí-
òû íèòè ñêà÷êîì èçìåíÿþò ñâîþ ñêîðîñòü è óãîë íàêëîíà. Êîì-
ïîíåíòû ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íèòè íà ýòîì ýòàïå èìåþò âèä:

13 0 3 13sinsv v u= − γ ;   13 3 13cossw u= − γ ;

12 13 12sinv u= γ ;   12 13 12cosw u= γ ;

ãäå 3su  � ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ íà òðåòüåì ýòàïå.
Èç óðàâíåíèé êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

( )( ) ( )0 13 13 0 3 13 13 12 13 12 13sin sin sin sinsb u v u u Tρ − − γ − γ = − γ + γ ;

( )( ) ( )0 13 13 13 12 3 13 13 12 13cos cos cos cossb u u u Tρ − γ + γ = γ − γ .

è ôîðìóëû 13 13 1 13b u u− = κ  íàéäåì:

( )13 1 12
13

1 13 3

1 1 sin
sin

s

U
U U

+ κ − γ
γ =

κ +
;   

( )1 13
13 13

3 1 13

1
cos cos

s

U

U U

κ −
γ = γ

+ κ
.

Îòñþäà, èñêëþ÷èâ 13γ , ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ 13U :

( )[ ]
2
32

13 1 12 1 3 13
1 1

2 1
1 sin 0

2 1 2 1
s

s
U

U U U
−− κ − γ − κ − =

κ − κ −
,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

( ) ( )[ ]
( )

2 2
1 12 1 31 12 1 3 3

13 2
1 11

1 sin1 sin 1
2 1 2 12 1

ss sUU U
U

κ − γ − κκ − γ − κ −= + +
κ − κ −κ −

.

×åòâåðòûé ïåðåõîäíûé ýòàï äâèæåíèÿ âåòâè íèòè àíàëîãè-
÷åí âòîðîìó, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü:

( )
1 14 4

14 13
1 14

cos cos
1

sU U
U

κ −γ = γ
κ +

;

( ) ( )21 1 2
14 13 4 13 4 4 4 132

1 1

2 1
sin sin 1 2 sin

2 1 s s s sU U U U U
κ κ + = γ − + γ − + + − γ κ + κ 

.

Âîîáùå, äëÿ ÷åòíîãî ýòàïà

( )
1 1,2 2

1,2 1,2 1
1 1,2

cos cos
1
n s n

n n
n

U U

U −
κ −

γ = γ
κ +

; (2.125)

[1
1,2 1,2 1 2

1
sin

2 1n n s nU U−
κ= γ − +

κ +

( ) ( )2 1 2
1,2 1 2 2 2 1,2 12

1

2 1
sin 1 2 sinn s n s n s n nU U U− −

κ + + γ − + + − γ κ 
;

(2.126)
äëÿ íå÷åòíîãî �

( )1 1,2 1
1,2 1 1,2

,2 1 1 1,2 1

1
cos cosn

n n
s n n

U

U U
+

+
+ +

κ −
γ = γ

+ κ
; (2.127)

( )1 1,2 1 2 1
1,2 1

1

1 sin

2 1
n s n

n
U

U +
+

κ − γ − κ
= +

κ −

( )[ ]
( ) ( )

2 2
1 1,2 1 2 1 2 1

2
11

1 sin 1
2 12 1

n s n s nU U+ +κ − γ − κ −+ +
κ −κ −

, (2.128)

ò. å. èìååì ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ ïàðàìåòðîâ ïîñëåäóþ-
ùåãî ýòàïà.

Ôîðìóëû, âûâåäåííûå äëÿ âåðõíåé (ïåðâîé) âåòâè íèòè,
ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è äëÿ íèæíåé (âòîðîé), åñëè â íèõ ïåð-
âûé èíäåêñ ýëåìåíòà çàìåíèòü íà 2, à çíàê ïðè sU  � íà îáðàò-
íûé.

Åñëè äëÿ âåðõíåé âåòâè èìååò ìåñòî i-é ïåðåõîäíûé ýòàï, à
äëÿ íèæíåé k-é ( k i≠  ïðè ðàçíûõ äëèíàõ âåòâåé), òî sk siu u= ,
è èç ôîðìóëû Ýéëåðà ïîëó÷èì:

2 2 2
1 1
2 2 2

1 2 2 2

1
ln i si

i k k si

U U
f

U U

κ −=
γ + γ κ −

. (2.129)

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðåõîäíûõ ýòàïîâ, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ

âðåìåíåì ïðîõîæäåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíîé äàííîé âåòâè íèò
è,
íåîäèíàêîâà è ïðè 1κ >  óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà ýòàïà.
Åñëè 10l  � íà÷àëüíàÿ äëèíà âåðõíåé âåòâè íèòè, 11τ  � ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü ïåðâîãî ïåðåõîäíîãî ýòàïà, 

11x  � ïóòü, ïðîéäåííûé
çà ýòî âðåìÿ óäàðÿþùèì òåëîì, òî

10 10
11

11 11 1 11

l l
b u u

τ = =
+ κ

;  10
11 0 11

1 11

l
x v

U
= τ =

κ
;  11

11
10 1 11

1x
x

l U
= =

κ
.

(2.130)
Äëèíà âåòâè ê êîíöó ïåðâîãî ýòàïà

( )11 10 1 11 10 1 111s sl l u l U x= + τ = + . (2.131)

Êîîðäèíàòû êîíöà âåòâè íèòè ÷åðåç âðåìÿ 11τ  áóäóò òàêèìè:

ÃËÀÂÀ 2. ÒÅÎÐÈß ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÃÎ ÓÄÀÐÀ... § 2.5. ÏÅÐÅÕÎÄÍÛÅ ÝÒÀÏÛ ÄÂÈÆÅÍÈß ÃÈÁÊÎÉ ÍÈÒÈ...



203202

ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ê êîíöó íèòè (ðèñ. 2.17, á). Ïðè ýòîì ýëåìåí-
òû íèòè ñêà÷êîì èçìåíÿþò ñâîþ ñêîðîñòü è óãîë íàêëîíà. Êîì-
ïîíåíòû ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íèòè íà ýòîì ýòàïå èìåþò âèä:

13 0 3 13sinsv v u= − γ ;   13 3 13cossw u= − γ ;

12 13 12sinv u= γ ;   12 13 12cosw u= γ ;

ãäå 3su  � ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ íà òðåòüåì ýòàïå.
Èç óðàâíåíèé êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

( )( ) ( )0 13 13 0 3 13 13 12 13 12 13sin sin sin sinsb u v u u Tρ − − γ − γ = − γ + γ ;

( )( ) ( )0 13 13 13 12 3 13 13 12 13cos cos cos cossb u u u Tρ − γ + γ = γ − γ .

è ôîðìóëû 13 13 1 13b u u− = κ  íàéäåì:

( )13 1 12
13

1 13 3

1 1 sin
sin

s

U
U U

+ κ − γ
γ =

κ +
;   

( )1 13
13 13

3 1 13

1
cos cos

s

U

U U

κ −
γ = γ

+ κ
.

Îòñþäà, èñêëþ÷èâ 13γ , ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ 13U :

( )[ ]
2
32

13 1 12 1 3 13
1 1

2 1
1 sin 0

2 1 2 1
s

s
U

U U U
−− κ − γ − κ − =

κ − κ −
,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

( ) ( )[ ]
( )

2 2
1 12 1 31 12 1 3 3

13 2
1 11

1 sin1 sin 1
2 1 2 12 1

ss sUU U
U

κ − γ − κκ − γ − κ −= + +
κ − κ −κ −

.

×åòâåðòûé ïåðåõîäíûé ýòàï äâèæåíèÿ âåòâè íèòè àíàëîãè-
÷åí âòîðîìó, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü:

( )
1 14 4

14 13
1 14

cos cos
1

sU U
U

κ −γ = γ
κ +

;

( ) ( )21 1 2
14 13 4 13 4 4 4 132

1 1

2 1
sin sin 1 2 sin

2 1 s s s sU U U U U
κ κ + = γ − + γ − + + − γ κ + κ 

.

Âîîáùå, äëÿ ÷åòíîãî ýòàïà

( )
1 1,2 2

1,2 1,2 1
1 1,2

cos cos
1
n s n

n n
n

U U

U −
κ −

γ = γ
κ +

; (2.125)

[1
1,2 1,2 1 2

1
sin

2 1n n s nU U−
κ= γ − +

κ +

( ) ( )2 1 2
1,2 1 2 2 2 1,2 12

1

2 1
sin 1 2 sinn s n s n s n nU U U− −

κ + + γ − + + − γ κ 
;

(2.126)
äëÿ íå÷åòíîãî �

( )1 1,2 1
1,2 1 1,2

,2 1 1 1,2 1

1
cos cosn

n n
s n n

U

U U
+

+
+ +

κ −
γ = γ

+ κ
; (2.127)

( )1 1,2 1 2 1
1,2 1

1

1 sin

2 1
n s n

n
U

U +
+

κ − γ − κ
= +

κ −

( )[ ]
( ) ( )

2 2
1 1,2 1 2 1 2 1

2
11

1 sin 1
2 12 1

n s n s nU U+ +κ − γ − κ −+ +
κ −κ −

, (2.128)

ò. å. èìååì ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ ïàðàìåòðîâ ïîñëåäóþ-
ùåãî ýòàïà.

Ôîðìóëû, âûâåäåííûå äëÿ âåðõíåé (ïåðâîé) âåòâè íèòè,
ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è äëÿ íèæíåé (âòîðîé), åñëè â íèõ ïåð-
âûé èíäåêñ ýëåìåíòà çàìåíèòü íà 2, à çíàê ïðè sU  � íà îáðàò-
íûé.

Åñëè äëÿ âåðõíåé âåòâè èìååò ìåñòî i-é ïåðåõîäíûé ýòàï, à
äëÿ íèæíåé k-é ( k i≠  ïðè ðàçíûõ äëèíàõ âåòâåé), òî sk siu u= ,
è èç ôîðìóëû Ýéëåðà ïîëó÷èì:

2 2 2
1 1
2 2 2

1 2 2 2

1
ln i si

i k k si

U U
f

U U

κ −=
γ + γ κ −

. (2.129)

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðåõîäíûõ ýòàïîâ, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ

âðåìåíåì ïðîõîæäåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíîé äàííîé âåòâè íèò
è,
íåîäèíàêîâà è ïðè 1κ >  óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà ýòàïà.
Åñëè 10l  � íà÷àëüíàÿ äëèíà âåðõíåé âåòâè íèòè, 11τ  � ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü ïåðâîãî ïåðåõîäíîãî ýòàïà, 

11x  � ïóòü, ïðîéäåííûé
çà ýòî âðåìÿ óäàðÿþùèì òåëîì, òî

10 10
11

11 11 1 11

l l
b u u

τ = =
+ κ

;  10
11 0 11

1 11

l
x v

U
= τ =

κ
;  11

11
10 1 11

1x
x

l U
= =

κ
.

(2.130)
Äëèíà âåòâè ê êîíöó ïåðâîãî ýòàïà

( )11 10 1 11 10 1 111s sl l u l U x= + τ = + . (2.131)

Êîîðäèíàòû êîíöà âåòâè íèòè ÷åðåç âðåìÿ 11τ  áóäóò òàêèìè:
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11 0x′ = ;  11 10 11 11y l u′ = − τ ;  11 11 10 11 11 1/ 1 1 1/y y l U x′ ′= = − = − κ .
(2.132)

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü âòîðîãî ïåðåõîäíîãî ýòàïà

12 10 1 11 2 12
12

12 12 1 12

s sl l u u
b u u

+ τ + ττ = =
− κ

   èëè   11
0 12

1 12 2s

l
v

U U
τ =

κ −
.

Îòñþäà

12 1 11
12

10 1 12 2

1 s

s

x U x
x

l x U U
+= =

−
;  ( )12 10 1 11 2 121 s sl l U x U x= + + .

Êîíåö âåòâè ñ òîðìîçíûì ýëåìåíòîì ïðè ýòîì áóäåò èìåòü
êîîðäèíàòû

12 12 12 12sinx U x′ = γ ;   12 11 12 12 12cosy y U x′ ′= − γ .
Äëÿ òðåòüåãî ïåðåõîäíîãî ýòàïà

12
13

1 13

l
u

τ =
κ

;   31 11 2 12
13

1 13

1 sU x U x
x

U
+ +=

κ
;

( )13 10 1 11 2 12 2 131 s s sl l U x U x U x= + + + ;

13 12 13 13 12sinx x U x′ ′= + γ ;   
13 12 13 13 12cosy y U x′ ′= − γ .

Äëÿ ÷åòíîãî ïåðåõîäíîãî ýòàïà áóäåì èìåòü:
2 1

1,2 1
1 1,2 2 1

1
1

n

n si i
n s n

x U x
U U

− = + κ −  
∑ ;   

2

1,2 10 1
1

1
n

n si il l U x
 = +  

∑ ;

1,2 1,2 1 1,2 1,2 1,2sinn n n n nx x U x−′ ′= + γ ; 1,2 1,2 1 1,2 1,2 1,2cosn n n n ny y U x−′ ′= − γ .

Äëÿ íå÷åòíîãî �

2

1,2 1 1
1 1,2 1 1

1
1

n

n si i
n

x U x
U+

+

 = + κ  
∑ ;   

2 1

1,2 1 10 1
1

1
n

n si il l U x
+

+
 = +  

∑ ;

1,2 1 1,2 1,2 1 1,2 1 1,2sinn n n n nx x U x+ + +′ ′= + γ ;

 1,2 1 1,2 1,2 1 1,2 1 1,2cosn n n n ny y U x+ + +′ ′= − γ .

Îáùèé ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì çà m ïåðåõîäíûõ ýòàïîâ,

( )*
10 11 12 1... mx l x x x= + + + .

Äëÿ âòîðîé (íèæíåé) âåòâè àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû èç âûøåïðèâåäåííûõ ïîñëå çàìåíû ïåðâîãî
èíäåêñà íà 2 è us íà �us. Â òàáë. 2.5 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû

âû÷èñëåíèé γ , U, x , x′ , y′  â ðàçëè÷íûõ ïåðåõîäíûõ ýòàïàõ äëÿ
ðÿäà çíà÷åíèé κ  ïðè us = 0.

Ýòàï κ 0 , 5 0 , 6 0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 , 0 1 , 5 4 , 0 2 , 5 3 , 0

γ 3,142 2,30 2,010 1,824 1,681 1,571 1,240 1,047 0,925 0,841

U ¥ 2,24 1,58 1,29 1,117 1 0,707 0,578 0,500 0,446

1 x 0 0,744 0,905 0,969 0,994 1 0,943 0,866 0,800 0,747

x′ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

y′ -1 -0,667 -0,43 -0,250 -0,11 0 0,334 0,5 0,6 0,667

γ 1,911 1,842 1,748 1,682 1,624 1,571 1,370 1,231 1,125 1,047

U 0,707 0,908 0,961 0,987 0,997 1 0,966 0,912 0,862 0,815

2 x 2,830 1,834 1,488 1,267 1,112 1 0,690 0,548 0,464 0,409

x′ 1,886 1,61 1,406 1,242 1,110 1 0,653 0,471 0,361 0,289

y′ -0,334 -0,251 -0,178 -0,111 -0,051 0 0,201 0,333 0,428 0,500

γ 1,231 1,403 1,495 1,543 1,565 1,571 1,504 1,403 1,310 1,231

U 1,06 1,02 1,01 1,002 1,002 1 0,991 0,972 0,944 0,912

3 x 1,89 1,63 1,416 1,250 1,110 1 0,672 0,515 0,424 0,364

x′ 3,772 3,22 2,812 2,487 2,220 2 1,306 0,942 0,722 0,577

y′ 0,332 0,165 0,074 0,028 0,008 0 0,068 0,166 0,257 0,334

γ 1,460 1,508 1,540 1,559 1,568 1,571 1,531 1,460 1,386 1,318

U 0,983 0,995 1 1 1 1 0,998 0,990 0,976 0,957

4 x 2,040 1,672 1,430 1,250 1,110 1 0,668 0,505 0,410 0,348

x′ 5,762 4,888 4,242 3,737 3,330 3 1,971 1,438 1,116 0,899

y′ 0,110 0,060 0,030 0,013 0,005 0 0,041 0,110 0,183 0,251

Íà ðèñ. 2.18 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè 0/U u v=  îò
10/x x l∗ ∗=  äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé κ . Êàê âèäíî, ïðè 1κ =

ñêîðîñòü òîðìîçíîãî ýëåìåíòà ðàâíà ñêîðîñòè óäàðÿþùåãî òåëà
äëÿ âñåõ ïåðåõîäíûõ ýòàïîâ; ïðè 2κ =  ñêîðîñòü U ñêà÷êîîáðàç-
íî óâåëè÷èâàåòñÿ, óæå ïðè 2x∗ ≈  ïî÷òè äîñòèãàÿ ïðåäåëüíîãî
çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî 0v . Ïëàâíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 2.18 ñîîòâåòñòâó-
åò çàâèñèìîñòè 0/u v  îò x∗  äëÿ íåâåñîìîé íèòè ( )κ = ∞ . Äëÿ
òàêîé íèòè, íåñóùåé íà êîíöàõ òîðìîçíûå ýëåìåíòû, ïåðåõîä-
íûé ïðîöåññ ïðè ïîïåðå÷íîì óäàðå õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì èçìåíåíèåì óãëà γ  (îò 0 äî 90°) è ñêîðîñòè u, êîòîðàÿ ïðè
îòñóòñòâèè ñêîëüæåíèÿ ðàâíà 0 0sinv γ . Òàê êàê ïðè 0su =  èìå-
åì 0 cosld v dγ = γ τ , òî 0/ sin thu v x∗= γ =  ( 0 /x v l∗ = τ ).

Òàáëèöà 2.5
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11 0x′ = ;  11 10 11 11y l u′ = − τ ;  11 11 10 11 11 1/ 1 1 1/y y l U x′ ′= = − = − κ .
(2.132)

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü âòîðîãî ïåðåõîäíîãî ýòàïà

12 10 1 11 2 12
12

12 12 1 12

s sl l u u
b u u

+ τ + ττ = =
− κ

   èëè   11
0 12

1 12 2s

l
v

U U
τ =

κ −
.

Îòñþäà

12 1 11
12

10 1 12 2

1 s

s

x U x
x

l x U U
+= =

−
;  ( )12 10 1 11 2 121 s sl l U x U x= + + .

Êîíåö âåòâè ñ òîðìîçíûì ýëåìåíòîì ïðè ýòîì áóäåò èìåòü
êîîðäèíàòû

12 12 12 12sinx U x′ = γ ;   12 11 12 12 12cosy y U x′ ′= − γ .
Äëÿ òðåòüåãî ïåðåõîäíîãî ýòàïà

12
13

1 13

l
u

τ =
κ

;   31 11 2 12
13

1 13

1 sU x U x
x

U
+ +=

κ
;

( )13 10 1 11 2 12 2 131 s s sl l U x U x U x= + + + ;

13 12 13 13 12sinx x U x′ ′= + γ ;   
13 12 13 13 12cosy y U x′ ′= − γ .

Äëÿ ÷åòíîãî ïåðåõîäíîãî ýòàïà áóäåì èìåòü:
2 1

1,2 1
1 1,2 2 1

1
1

n

n si i
n s n

x U x
U U

− = + κ −  
∑ ;   

2

1,2 10 1
1

1
n

n si il l U x
 = +  

∑ ;

1,2 1,2 1 1,2 1,2 1,2sinn n n n nx x U x−′ ′= + γ ; 1,2 1,2 1 1,2 1,2 1,2cosn n n n ny y U x−′ ′= − γ .

Äëÿ íå÷åòíîãî �

2

1,2 1 1
1 1,2 1 1

1
1

n

n si i
n

x U x
U+

+

 = + κ  
∑ ;   

2 1

1,2 1 10 1
1

1
n

n si il l U x
+

+
 = +  

∑ ;

1,2 1 1,2 1,2 1 1,2 1 1,2sinn n n n nx x U x+ + +′ ′= + γ ;

 1,2 1 1,2 1,2 1 1,2 1 1,2cosn n n n ny y U x+ + +′ ′= − γ .

Îáùèé ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì çà m ïåðåõîäíûõ ýòàïîâ,

( )*
10 11 12 1... mx l x x x= + + + .

Äëÿ âòîðîé (íèæíåé) âåòâè àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû èç âûøåïðèâåäåííûõ ïîñëå çàìåíû ïåðâîãî
èíäåêñà íà 2 è us íà �us. Â òàáë. 2.5 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû

âû÷èñëåíèé γ , U, x , x′ , y′  â ðàçëè÷íûõ ïåðåõîäíûõ ýòàïàõ äëÿ
ðÿäà çíà÷åíèé κ  ïðè us = 0.

Ýòàï κ 0 , 5 0 , 6 0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 , 0 1 , 5 4 , 0 2 , 5 3 , 0

γ 3,142 2,30 2,010 1,824 1,681 1,571 1,240 1,047 0,925 0,841

U ¥ 2,24 1,58 1,29 1,117 1 0,707 0,578 0,500 0,446

1 x 0 0,744 0,905 0,969 0,994 1 0,943 0,866 0,800 0,747

x′ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

y′ -1 -0,667 -0,43 -0,250 -0,11 0 0,334 0,5 0,6 0,667

γ 1,911 1,842 1,748 1,682 1,624 1,571 1,370 1,231 1,125 1,047

U 0,707 0,908 0,961 0,987 0,997 1 0,966 0,912 0,862 0,815

2 x 2,830 1,834 1,488 1,267 1,112 1 0,690 0,548 0,464 0,409

x′ 1,886 1,61 1,406 1,242 1,110 1 0,653 0,471 0,361 0,289

y′ -0,334 -0,251 -0,178 -0,111 -0,051 0 0,201 0,333 0,428 0,500

γ 1,231 1,403 1,495 1,543 1,565 1,571 1,504 1,403 1,310 1,231

U 1,06 1,02 1,01 1,002 1,002 1 0,991 0,972 0,944 0,912

3 x 1,89 1,63 1,416 1,250 1,110 1 0,672 0,515 0,424 0,364

x′ 3,772 3,22 2,812 2,487 2,220 2 1,306 0,942 0,722 0,577

y′ 0,332 0,165 0,074 0,028 0,008 0 0,068 0,166 0,257 0,334

γ 1,460 1,508 1,540 1,559 1,568 1,571 1,531 1,460 1,386 1,318

U 0,983 0,995 1 1 1 1 0,998 0,990 0,976 0,957

4 x 2,040 1,672 1,430 1,250 1,110 1 0,668 0,505 0,410 0,348

x′ 5,762 4,888 4,242 3,737 3,330 3 1,971 1,438 1,116 0,899

y′ 0,110 0,060 0,030 0,013 0,005 0 0,041 0,110 0,183 0,251

Íà ðèñ. 2.18 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè 0/U u v=  îò
10/x x l∗ ∗=  äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé κ . Êàê âèäíî, ïðè 1κ =

ñêîðîñòü òîðìîçíîãî ýëåìåíòà ðàâíà ñêîðîñòè óäàðÿþùåãî òåëà
äëÿ âñåõ ïåðåõîäíûõ ýòàïîâ; ïðè 2κ =  ñêîðîñòü U ñêà÷êîîáðàç-
íî óâåëè÷èâàåòñÿ, óæå ïðè 2x∗ ≈  ïî÷òè äîñòèãàÿ ïðåäåëüíîãî
çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî 0v . Ïëàâíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 2.18 ñîîòâåòñòâó-
åò çàâèñèìîñòè 0/u v  îò x∗  äëÿ íåâåñîìîé íèòè ( )κ = ∞ . Äëÿ
òàêîé íèòè, íåñóùåé íà êîíöàõ òîðìîçíûå ýëåìåíòû, ïåðåõîä-
íûé ïðîöåññ ïðè ïîïåðå÷íîì óäàðå õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì èçìåíåíèåì óãëà γ  (îò 0 äî 90°) è ñêîðîñòè u, êîòîðàÿ ïðè
îòñóòñòâèè ñêîëüæåíèÿ ðàâíà 0 0sinv γ . Òàê êàê ïðè 0su =  èìå-
åì 0 cosld v dγ = γ τ , òî 0/ sin thu v x∗= γ =  ( 0 /x v l∗ = τ ).

Òàáëèöà 2.5
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Ïðè 1κ <  ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âåòâè íèòè áîëüøå ñêîðîñòè
óäàðÿþùåãî òåëà â íå÷åòíîì ïåðåõîäíîì ýòàïå è ìåíüøå � â
÷åòíîì; óãîë îòêëîíåíèÿ âåòâè γ  ïðè ýòîì áóäåò òî áîëüøå, òî
ìåíüøå 90°. Âåòâü áóäåò ñîâåðøàòü çàòóõàþùåå êîëåáàòåëüíîå
äâèæåíèå.

Íà ðèñ. 2.19 ïðèâåäåí ãðàôèê òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êîíöà
íèòè ñ òîðìîçíûìè ýëåìåíòàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ κ  è ïðè îòñóò-
ñòâèè ñêîëüæåíèÿ.

Ðèñ. 2.19

Ðèñ. 2.18

§ 2.6. Поперечный удар по гибкой нити телом
заданной формы

Ðàññìîòðèì âîëíîâóþ êàðòèíó âîçíèêàþùóþ â ãèáêîé íèòè
ïðè óäàðå âûïóêëûì òåëîì, èìåþùèì íåêîòîðóþ îáëàñòü ñî-
ïðèêîñíîâåíèÿ ñ íèòüþ.

Óäàð òóïûì êëèíîì. Â [10] ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá óäàðå
ñòîëü òóïûì êëèíîì, ÷òî åãî ùåêè îêàçûâàþò âëèÿíèå íà õàðà
ê-
òåð äâèæåíèÿ íèòè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ òî÷êè èçëîìà íèòè b ìåíüøå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí Ðèìàíà. Îñîáåííîñòü ïðåäëîæåííîé â [10] ñõåìû
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ââî-
äÿòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû Q1 è Q2 â òî÷êàõ B1 è B2 (ðèñ. 2.20)
ïåðåõîäà ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ â ïðîäîëüíîå; ïðåäïîëàãàå
òñÿ,
÷òî â îáëàñòè ïîïåðå÷íûõ äâèæåíèé íèòü ïðèëåãàåò ê ùåêå
êëèíà. Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà b çà
ñ÷åò íàëè÷èÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë Q1 è Q2 áóäåò áîëüøå, ÷åì
â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å § 2.2.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ñîõðàíåíèÿ
ìàññû íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ:

  ( )( ) ( )( )0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1cos cos sin 1b u v u T T Q e′ ′ ′ ′ρ + β − = γ − − γ + ; (2.133)

( ) ( )( )0 1 1 1 1 1 1 1 1 1sin sin cos 1b u v T Q e′ ′ρ + β = γ + γ + ; (2.134)

( )
( )

2 2 2
1 1 1 1 11 1

1 1

cos sin

1 1

b v vb u

e e

+ β + β+
=

′+ +
. (2.135)

Çäåñü áóêâàìè áåç øòðèõà è ñî øòðèõîì îáîçíà÷åíû ïàðà-
ìåòðû íèòè ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè èçëîìà,

äâèæóùåéñÿ ïî ïðàâîé ùåêå êëèíà. Ïðè ýòîì (2.36) äàåò:

( )1 1 0( )u e e′ ′= ψ − ψ .

Ðèñ. 2.20
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Àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà äëÿ
ëåâîé âåòâè íèòè. Î÷åâèäíî, ñîîòíîøåíèÿ (2.39), (2.39′), (2.40),
(2.40′), (2.41), (2.42) áóäóò èìåòü ìåñòî è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è, êîòîðàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ 14 óðàâíå-
íèé ñî ñòîëüêèìè æå íåèçâåñòíûìè.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ðåøåíèè çàäà÷è â ñëó÷àå íîð-
ìàëüíîãî óäàðà, êîãäà / 2β = π  è 0v v= . Ïðåäïîëîæèì, êàê â
[10], ÷òî âîëíà Ðèìàíà íå äîñòèãàåò ùåêè êëèíà, òàê ÷òî íà
ïîñëåäíåé ñêîðîñòü ÷àñòèö íèòè ïîñòîÿííà. Â ýòîì ñëó÷àå óñ-
ëîâèå (2.135) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ 0 1 1v b tg= γ  ïðåîáðàçóåòñÿ ê
âèäó

( )
01 1

1 1 11 1 sin

vb u

e e

′+
=

′+ + γ
. (2.136)

Èç óðàâíåíèé (2.133), (2.134) íàéäåì:

( )( )0
1 1 1 1 0 1 1 1 1

1

sin cos sin
1

b u u v T Q
e

ρ ′ ′ ′+ γ + γ − γ =
′+

; (2.137)

( )( )0
1 1 1 1 0 1 1 1 1

1

cos sin cos
1

b u u v T T
e

ρ ′ ′ ′+ γ − γ = γ −
′+

(2.138)

èëè

( )
( )0 0

1 1 0 1 1 1 1
1 1

sin cos sin
1 sin

v
u v T Q

e

ρ ′ ′γ + γ − γ =
+ γ

; (2.139)

( )
( )0 0

1 1 0 1 1 1 1
0 1

cos sin cos
1 sin

v
u v T T

e

ρ ′ ′γ − γ = γ −
+ γ

.  (2 140)

Óñëîâèå (2.135) öåëåñîîáðàçíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

1
0 1 1 1 0

1

1
cos sin

1

e
v u v

e

′+′γ + γ =
+

. (2.141)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè óäàðå òóïûì êëèíîì ïî ãèáêîé
íèòè èç-çà íàëè÷èÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû  Q1 äåôîðìàöèè ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè èçëîìà ðàçëè÷íû. Ïîñëåäíèé ôàêò
ëåãêî äîêàçàòü îò ïðîòèâíîãî: åñëè 1 1e e e′= = , òî 1 1T T T′= = , èç
óðàâíåíèé (2.139) � (2.141) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

( ) ( )
2

0 0
2

1

1
sin

e T e
ρ υ

= +
γ

, (2.142)

êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
äåôîðìàöèè e.

Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû ëèøü íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ e (êîð-

íè óðàâíåíèÿ (2.142)), êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó äåôîðìà-
öèé ïî îáå ñòîðîíû îò òî÷êè ïåðåãèáà. Îäíàêî ëåãêî îáíàðó-
æèòü ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ äëÿ T  èç (2.142) â ôîðìóëó (2.139),
÷òî ýòè çíà÷åíèÿ e ïðèâîäÿò ê óñëîâèþ Q = 0, ïðîòèâîðå÷àùåìó
ïðèíÿòîìó äîïóùåíèþ î íàëè÷èè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû. Åñëè

äèàãðàììà T e−  ìîæåò áûòü çàìåíåíà ñõåìîé Ïðàíäòëÿ, òî

( ) ( )
( ) ( )

1 0 0 1 1

1 1 1

,

, ,
s s

s s s s

u a e e a e e

T Ee E e e T Ee E e e

′ ′= − + −
′ ′ ′ ′= + − = + −

(2.143)

è óðàâíåíèÿ (2.140), (2.141) äàþò:

( )0 1
1

0 1 1 1

1
1

cos sin

v e
e

v u

′+
= −

′γ + γ
;

( )
( )0 1 1 1

1 1 0 1
1 1

cos sin
cos sin

1 sin

v u
u v

e

′γ + γ ′ γ − γ =
′+ γ

( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1 1

0 1 1

1
cos

cos sins s s s
v a e

a e a e a e a e a e a
v u

′+′= − + γ − + + −
′γ + γ

.

(2.144)
Óðàâíåíèå (2.144) öåëåñîîáðàçíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó, ïðè

êîòîðîì 1e′  âûðàæåíî ÷åðåç 1u′  ñîãëàñíî (2.143):

( )( ) ( )2 2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 0 1 1[2 cos 1 1 cos sin 1 cos sins su v a a e a e′ γ − + + γ γ + − γ γ −

( ) 2
0 1 1 1 0 1 0 1 12 cos sin ] [ cos (1 cos )s o sa a e e u a v e′− γ γ − + γ − γ −
( )( ) ( )2 2 2

1 0 1 1 0 1 0 0 11 cos cos 2 2 sins sa v e a a v e e− + γ + γ − + − γ −

( ) ( )( )23 2
1 1 0 1 1 11 sin 1 1 cos sins s sa e a a e e− + γ + + − γ γ −

( )( ) ( ) ( )( )2 3
0 1 0 1 1 0 0 1 11 sin 1 cos 1 cos sins s s sa a e e e a e e e− − + γ + γ + − − γ γ −

( )22 2 2
1 0 0 1 1 1 0 1 1cos sin ctg (1 3sin )]sa a e e a v− − γ γ + γ − γ +

( ) ( )23 3 3
1 0 1 1 0 1[ 1 1 cos cossa v e a v+ + − γ − γ +

( ) ( )2
0 0 1 1 11 cos 1 coss sa v a e e+ + γ − γ −

( )( )( ) ( )22 2 2 2
1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 11 cos cos 2 sins s sa a v e e e a v a e e− − + γ + γ − + − γ +

( )( )3
0 0 0 1 11 cos cos ] 0s sa v e e e+ − − γ γ = .

Ïîñëå òîãî êàê 1u′  íàéäåíî, îïðåäåëåíèå 1 1 1, , ,e e T T′ ′  íå ïðåä-
ñòàâëÿåò òðóäà.
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( )( )3
0 0 0 1 11 cos cos ] 0s sa v e e e+ − − γ γ = .

Ïîñëå òîãî êàê 1u′  íàéäåíî, îïðåäåëåíèå 1 1 1, , ,e e T T′ ′  íå ïðåä-
ñòàâëÿåò òðóäà.
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Â [10] ðàññìîòðåí òàêæå ñëó÷àé êîñîãî óäàðà (áåç òðåíèÿ),
êîãäà îäíà èëè äâå ùåêè êëèíà ñîïðèêàñàþòñÿ ñ íèòüþ.

Åñëè óãîë γ  ìåíüøå 
( )

0

0 0

arctg
1

v

a e+
, òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ

òî÷êè èçëîìà íèòè áîëüøå ñêîðîñòè çâóêà è ìû ïðèõîäèì ê
ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó â [11], êîãäà âîçìóùåíèÿ ëîêàëèçîâà-
íû â îáëàñòè ùåêè êëèíà, à äåôîðìàöèè è íàòÿæåíèÿ ñïðàâà îò

òî÷êè èçëîìà òàêèå æå, êàê äî óäàðà.

Îòìå÷àÿ èíäåêñîì 1 õàðàêòåðèñòèêè íèòè ñëåâà îò òî÷êè
èçëîìà, çàïèøåì äëÿ ïîñëåäíåé óðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæå-
íèÿ è ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

( ) ( )( )0 0 1 1 0 0sin cos 1b v u T T eρ γ − = − γ + ;

( )( )0 0 0 0cos sin 1bv Q T eρ γ = + γ + ; (2.145)

( ) ( )1 1 01 1 .
cos

b
b e u e + = − + γ 

Èç óðàâíåíèé (2.145) ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ äåôîðìàöèè å1:

          

( )
( )( )1

0 0 1 0 0
0

1
sin cos 1

1 cos

b e b
b v T T e

e

+ ρ γ + − = − γ + + γ 
.  (2.146)

Ïðåäïîëàãàÿ äåôîðìàöèè óïðóãèìè, èç (2.146)  áóäåì èìåòü:

( ) ( )

( )[ ]

22
01

0 1 02
0

2
0 0

1 2

1sin 1
1 cos ;

cos cos 1

1 1 cos cos
.

1

ae
e e e

e b

e e
e

+γ − + = + − γ
γ γ +

− + γ λ + γ
= −

λ −

(2.147)

ãäå ( )[ ]0 0 0/ / 1a b a eλ = λ = + .
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ 1λ > , ïîýòîìó çíàê âåëè÷èíû

å1 îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì âûðàæåíèÿ ( )[ ] 2
0 01 1 cos cose e− + γ λ + γ .

Ïðè e0 = 0, å1 < 0, ò. å. ïîñëå óäàðà î êëèí, ÷àñòèöû ïðåäâàðè-
òåëüíî íåäåôîðìèðîâàííîé íèòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè èçëîìà
èñïûòûâàþò ñæàòèå. Î÷åâèäíî, ñæàòèå áóäåò èìåòü ìåñòî è äëÿ
îòëè÷íûõ îò íóëÿ çíà÷åíèé e0, äëÿ êîòîðûõ ( )[ ] 2

01 1 cose− + γ λ +
0 cos 0e+ γ > .
Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè u1, äëÿ ÷åãî â ïîñëåäíåå

ñîîòíîøåíèå (2.145)   ïîäñòàâèì çíà÷åíèå å1 èç ôîðìóëû (2.147):

( )( ) ( )

( )( )
2 2 2 2

0 0 0
1 2

0

1 1 cos cos 1 cos

1 1 cos

e e e
u b

e

+ λ − + γ + γ − + λ γ
=

+ λ − γ
.

èëè, çàìå÷àÿ, ÷òî 
( )
0 0

0 0 0

ctg ctg

1 1

v v

a e e

γ γ
λ = =

+ +
,

 
( ) ( ) ( )

( )

2 2 22 2
0 0 0 0 01

22 2
0 0 0

sin 1 sec 1 sec 1

1 tg

v e e e eu

v v e

 γ − + γ + + γ + + =
− + γ

. (2.148)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòèöû íèòè íà ùåêå êëèíà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè èçëîìà èìåþò îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñêîðîñòü u1. Òàê êàê â
ñèëó ñèììåòðèè ñêîðîñòü ÷àñòèöû íèòè â âåðøèíå êëèíà ðàâíà
íóëþ, òî ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ âáëèçè âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà
íå ìîæåò ðàñïðîñòðàíèòüñÿ íà âñþ ùåêó êëèíà. Ñëåäîâàòåëüí
î,
âäîëü ùåêè êëèíà äîëæíà âîçíèêíóòü âîëíà, «ïåðåâîäÿùàÿ»
ñîñòîÿíèå 0tu ≠  â ñîñòîÿíèå 0tu = . Ïðè óïðóãèõ äåôîðìàöèÿõ
âîëíà ìîæåò áûòü òîëüêî âîëíîé ñèëüíîãî ðàçðûâà, ðàñïðîñò-
ðàíÿþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ a0 (ðèñ. 2.21).

Ðèñ. 2.21

Óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ íà ýòîé âîëíå èìååò âèä

( )0 1 1 1 2 1a u u T T− ρ = − ,

ãäå T2 � íàòÿæåíèå íà ó÷àñòêå ðàñòÿæåíèÿ. Ïîäñòàâèâ 1 1T Ee=
è ( )1 0 1/ 1 eρ = ρ + , ïîëó÷èì:

( ) ( )2 1 1 1 1
2 0 0

1

1 1

1

u u e e
T a

e

− + +
= ρ

+
;   1

1
0

u
u

a
= .

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíà ñõåìà äâèæåíèÿ ïðè ïîïåðå÷-
íîì óäàðå, êîãäà 0aλ > . Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ãèáêàÿ
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Â [10] ðàññìîòðåí òàêæå ñëó÷àé êîñîãî óäàðà (áåç òðåíèÿ),
êîãäà îäíà èëè äâå ùåêè êëèíà ñîïðèêàñàþòñÿ ñ íèòüþ.
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( )( )1

0 0 1 0 0
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íèòü ïðè ñòàòè÷åñêîì  íàãðóæåíèè ïðîäîëüíîãî ñæàòèÿ ïðàêòè-
÷åñêè íå âîñïðèíèìàåò, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî â äèíàìè÷åñêîì
ñîñòîÿíèè íàëè÷èå äåôîðìàùèè ñæàòèÿ â óêàçàííîé ñõåìå îê
à-
æåòñÿ âïîëíå ðåàëüíûì [11]. Èç ôîðìóëû  äëÿ e1 âèäíî, ÷òî äëÿ
óïðóãèõ äåôîðìàöèé ïðè ( )0 0 11 1, .b a e e→ + λ → → ∞  Ñëåäî-
âàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ b, äîñòàòî÷íî
áëèçêèå ê ( )0 01a e+ , êîãäà äåôîðìàöèè ïåðåõîäÿò çà ïðåäåë óï-
ðóãîñòè. Ïîýòîìó ïðè ( )0 01b a e> +  öåëåñîîáðàçíî èññëåäîâàòü
ÿâëåíèÿ óäàðà ïî íèòè, äèàãðàììà «íàòÿæåíèå � äåôîðìàöèÿ»
êîòîðîé ïðåäñòàâèìà ñõåìîé Ïðàíäòëÿ:

( )1s sT T E e e= + − .
Èç óðàâíåíèÿ (2.146) ïðè ýòîì ïîëó÷àåì:

( )( )2 2 1
0 0 1 1 1 0 02

0

1cos
sin 1 cos cos 1

1sin
s s

e
v T E e E e T e

e

+γ  ρ γ − + γ = + − − γ + +γ  
;

   ( )[ ] ( )( )22 2
0 0 1 0 1 1 1 0 0ctg 1 1 cos cos 1 .s sv e e T E e E e T eρ γ + − + γ = + − − γ +

Îòñþäà

( ) ( )

( )

22 2 20
1 0 0 0

0
1 22 2 2

0 0 1

cos
1 1 cos cos ctg

ctg 1

s
s

T T
a e e e v

e
v e a

− γ − + − − γ − γ γ ρ =
γ − +

.

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî ïðè ( )0 01b a e→ +  äåôîðìàöèÿ
e1 îñòàåòñÿ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íîå
ñæàòèå, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå (2.147), ÿâëÿåòñÿ   ñëåäñòâèåì
äîïóùåíèÿ òîëüêî óïðóãèõ íàïðÿæåíèé ïðè áîëüøèõ äåôîðìà-
öèÿõ. Ïðè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ çà òî÷êîé èçëîìà âîçìîæ-
íî êàê ðàñòÿæåíèå, òàê è ñæàòèå. Òàê êàê ïåðåõîä îò ñæàòèÿ ê

ðàñòÿæåíèþ ïðè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ ÿâëÿåòñÿ ïðîöå
ñ-
ñîì ðàçãðóçêè, òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè-
äåòñÿ èìåòü â âèäó íàëè÷èå ýôôåêòà Áàóøèíãåðà.

Óäàð òåëîì ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñõå-
ìû äâèæåíèÿ âîëí ïî ãèáêîé íèòè ïðè óäàðå ïî íåé òóïûì
êëèíîì ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó: óäàð òåëîì ïðîèç-
âîëüíîé ôîðìû, èìåþùèì òóïóþ ãîëîâíóþ ÷àñòü [11]. Ïóñòü
íà òåëî, èìåþùåå ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó, íàëåòàåò áåñêîíå÷íî
äëèííàÿ ãèáêàÿ ïðÿìîëèíåéíàÿ íèòü (ðèñ. 2.22). Äîïóñòèì òàê-
æå, ÷òî ïîñëå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ òåëîì ÷àñòèöà íèòè îñòàåòñÿ

íà åãî ïîâåðõíîñòè (ñëó÷àé
àáñîëþòíî íåóïðóãîãî
óäàðà). Â äàëüíåéøåì áó-
äåò ïîêàçàíî ñóùåñòâîâà-
íèå ðåøåíèé óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå
íèòè äëÿ ñõåìû, ïðåäñòàâ-
ëåííîé íà ðèñ. 2.22. Ýòèì
ñàìûì áóäåò äîêàçàíà âîçìîæíîñòü óêàçàííîé ñõåìû äâèæå-
íèÿ, âïåðâûå ïðåäëîæåííîé â [11].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u äëèíó íèòè â îáëàñòè ïðèëåãàíèÿ, îòñ÷è-
òûâàåìóþ îò òî÷êè O, ãäå ñêîðîñòü ÷àñòèöû ðàâíà íóëþ, è ÷åðåç
w � ðàññòîÿíèå ÷àñòèöû íèòè îò íà÷àëà êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû,
äâèæóùåéñÿ ñ íèòüþ (ðèñ. 2.22). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îáëàñ-
òÿõ OB è BA â ñîîòâåòñòâèè ñ [11] èìåþò âèä:

2 2

2 2
0 0

1 1
, .

u T w T

x xt t

∂ ∂ ∂ ∂= =
ρ ∂ ρ ∂∂ ∂

Â îáëàñòè ïðèëåãàíèÿ íèòè ê òåëó èìååì åùå îäíî óðàâíåíèå
:

2
01

; ,
1

t
t

u u
p T u

r e t

ρ  ∂= − = + ∂ 
ãäå p � äàâëåíèå íèòè íà òåëî; r � ðàäèóñ êðèâèçíû òåëà.

Çàìåòèì, ÷òî ðåàêöèÿ òåëà íà íèòü ìîæåò ïðèâåñòè ê íåêîòî-
ðîìó îòõîäó ïîñëåäíåé ñ ïîâåðõíîñòè òåëà. Îäíàêî è â ýòîì
ñëó÷àå ôîðìà íèòè áóäåò áëèçêà ê ôîðìå òåëà, à èìåííî ýòîò
ôàêò è âàæåí äëÿ äàëüíåéøåãî.

Çàïèøåì óñëîâèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè èçëîìà, ïðèíèìàÿ,
êàê è â [10], íàëè÷èå â íåé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû Q, íîðìàëü-
íîé ê ïîâåðõíîñòè:

  ( )( ) ( )( )0 0 1 1 1cos sin cos 1
w u w

b v T T e
t t t

∂ ∂ ∂ ′ ′ρ − − γ − γ = γ − +
∂ ∂ ∂

; (2.149)

( )( ) ( )( )0 0 1 1cos sin sin 1
w w

b v Q T e
t t

∂ ∂ ′ ′ρ − γ − γ = + γ +
∂ ∂

; (2.150)

( )( ) ( )1 11 1
cos

w b u
b e e

t t

∂ ∂  ′− + = − + ∂ γ ∂ 
. (2.151)
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íèòü ïðè ñòàòè÷åñêîì  íàãðóæåíèè ïðîäîëüíîãî ñæàòèÿ ïðàêòè-
÷åñêè íå âîñïðèíèìàåò, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî â äèíàìè÷åñêîì
ñîñòîÿíèè íàëè÷èå äåôîðìàùèè ñæàòèÿ â óêàçàííîé ñõåìå îê
à-
æåòñÿ âïîëíå ðåàëüíûì [11]. Èç ôîðìóëû  äëÿ e1 âèäíî, ÷òî äëÿ
óïðóãèõ äåôîðìàöèé ïðè ( )0 0 11 1, .b a e e→ + λ → → ∞  Ñëåäî-
âàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ b, äîñòàòî÷íî
áëèçêèå ê ( )0 01a e+ , êîãäà äåôîðìàöèè ïåðåõîäÿò çà ïðåäåë óï-
ðóãîñòè. Ïîýòîìó ïðè ( )0 01b a e> +  öåëåñîîáðàçíî èññëåäîâàòü
ÿâëåíèÿ óäàðà ïî íèòè, äèàãðàììà «íàòÿæåíèå � äåôîðìàöèÿ»
êîòîðîé ïðåäñòàâèìà ñõåìîé Ïðàíäòëÿ:

( )1s sT T E e e= + − .
Èç óðàâíåíèÿ (2.146) ïðè ýòîì ïîëó÷àåì:

( )( )2 2 1
0 0 1 1 1 0 02

0

1cos
sin 1 cos cos 1

1sin
s s

e
v T E e E e T e

e

+γ  ρ γ − + γ = + − − γ + +γ  
;

   ( )[ ] ( )( )22 2
0 0 1 0 1 1 1 0 0ctg 1 1 cos cos 1 .s sv e e T E e E e T eρ γ + − + γ = + − − γ +

Îòñþäà

( ) ( )

( )

22 2 20
1 0 0 0

0
1 22 2 2

0 0 1

cos
1 1 cos cos ctg

ctg 1

s
s

T T
a e e e v

e
v e a

− γ − + − − γ − γ γ ρ =
γ − +

.

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî ïðè ( )0 01b a e→ +  äåôîðìàöèÿ
e1 îñòàåòñÿ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íîå
ñæàòèå, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå (2.147), ÿâëÿåòñÿ   ñëåäñòâèåì
äîïóùåíèÿ òîëüêî óïðóãèõ íàïðÿæåíèé ïðè áîëüøèõ äåôîðìà-
öèÿõ. Ïðè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ çà òî÷êîé èçëîìà âîçìîæ-
íî êàê ðàñòÿæåíèå, òàê è ñæàòèå. Òàê êàê ïåðåõîä îò ñæàòèÿ ê

ðàñòÿæåíèþ ïðè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ ÿâëÿåòñÿ ïðîöå
ñ-
ñîì ðàçãðóçêè, òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè-
äåòñÿ èìåòü â âèäó íàëè÷èå ýôôåêòà Áàóøèíãåðà.

Óäàð òåëîì ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñõå-
ìû äâèæåíèÿ âîëí ïî ãèáêîé íèòè ïðè óäàðå ïî íåé òóïûì
êëèíîì ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó: óäàð òåëîì ïðîèç-
âîëüíîé ôîðìû, èìåþùèì òóïóþ ãîëîâíóþ ÷àñòü [11]. Ïóñòü
íà òåëî, èìåþùåå ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó, íàëåòàåò áåñêîíå÷íî
äëèííàÿ ãèáêàÿ ïðÿìîëèíåéíàÿ íèòü (ðèñ. 2.22). Äîïóñòèì òàê-
æå, ÷òî ïîñëå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ òåëîì ÷àñòèöà íèòè îñòàåòñÿ

íà åãî ïîâåðõíîñòè (ñëó÷àé
àáñîëþòíî íåóïðóãîãî
óäàðà). Â äàëüíåéøåì áó-
äåò ïîêàçàíî ñóùåñòâîâà-
íèå ðåøåíèé óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå
íèòè äëÿ ñõåìû, ïðåäñòàâ-
ëåííîé íà ðèñ. 2.22. Ýòèì
ñàìûì áóäåò äîêàçàíà âîçìîæíîñòü óêàçàííîé ñõåìû äâèæå-
íèÿ, âïåðâûå ïðåäëîæåííîé â [11].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u äëèíó íèòè â îáëàñòè ïðèëåãàíèÿ, îòñ÷è-
òûâàåìóþ îò òî÷êè O, ãäå ñêîðîñòü ÷àñòèöû ðàâíà íóëþ, è ÷åðåç
w � ðàññòîÿíèå ÷àñòèöû íèòè îò íà÷àëà êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû,
äâèæóùåéñÿ ñ íèòüþ (ðèñ. 2.22). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îáëàñ-
òÿõ OB è BA â ñîîòâåòñòâèè ñ [11] èìåþò âèä:

2 2

2 2
0 0

1 1
, .

u T w T

x xt t

∂ ∂ ∂ ∂= =
ρ ∂ ρ ∂∂ ∂

Â îáëàñòè ïðèëåãàíèÿ íèòè ê òåëó èìååì åùå îäíî óðàâíåíèå
:

2
01

; ,
1

t
t

u u
p T u

r e t

ρ  ∂= − = + ∂ 
ãäå p � äàâëåíèå íèòè íà òåëî; r � ðàäèóñ êðèâèçíû òåëà.

Çàìåòèì, ÷òî ðåàêöèÿ òåëà íà íèòü ìîæåò ïðèâåñòè ê íåêîòî-
ðîìó îòõîäó ïîñëåäíåé ñ ïîâåðõíîñòè òåëà. Îäíàêî è â ýòîì
ñëó÷àå ôîðìà íèòè áóäåò áëèçêà ê ôîðìå òåëà, à èìåííî ýòîò
ôàêò è âàæåí äëÿ äàëüíåéøåãî.

Çàïèøåì óñëîâèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè èçëîìà, ïðèíèìàÿ,
êàê è â [10], íàëè÷èå â íåé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû Q, íîðìàëü-
íîé ê ïîâåðõíîñòè:

  ( )( ) ( )( )0 0 1 1 1cos sin cos 1
w u w

b v T T e
t t t

∂ ∂ ∂ ′ ′ρ − − γ − γ = γ − +
∂ ∂ ∂

; (2.149)

( )( ) ( )( )0 0 1 1cos sin sin 1
w w

b v Q T e
t t

∂ ∂ ′ ′ρ − γ − γ = + γ +
∂ ∂

; (2.150)

( )( ) ( )1 11 1
cos

w b u
b e e

t t

∂ ∂  ′− + = − + ∂ γ ∂ 
. (2.151)
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Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ 1 1 1 1, , ,T e T e′ ′  � íàòÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ñîîò-
âåòñòâåííî â îáëàñòÿõ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ è  ïðèëåãàíèÿ. Èç
êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî

0tg /v bγ = . (2.152)
Óðàâíåíèå (2.152) ìîæåò  ñëóæèòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîé èç

äâóõ âåëè÷èí � γ  èëè b, êîãäà âòîðàÿ çàäàíà.
Äëÿ èëëþñòðàöèè ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå óäàðà ïî

ãèáêîé íèòè çàòóïëåííûì òåëîì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíåå
èìååò ôîðìó êðóãëîãî öèëèíäðà. Äëÿ öèëèíäðà ðàäèóñà r ñêî-
ðîñòü âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà

( )
( )

( )

22 0 0
0

22
0

r v t vd
b r r v t

dt r r v t

− = − − =  − −
.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò b = ∞ .
Ñëåäîâàòåëüíî, îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò îòðåçîê âðåìåíè  t0, â
ïðîäîëæåíèå êîòîðîãî ñêîðîñòü ñèëüíîãî ðàçðûâà b áîëüøå
ñêîðîñòè çâóêà a0 â ìàòåðèàëå. Â ñèëó ñêàçàííîãî êàðòèíà
äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè ,x t  èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà
ðèñ. 2.23. Íà ëèíèè ñèëüíîãî ðàçðûâà OA (ðèñ. 2.23) ñîîòíîøå-
íèÿ ìåæäó ñêîðîñòüþ u1, äåôîðìàöèåé e1 è óãëîì íàêëîíà
êàñàòåëüíîé γ , î÷åâèäíî, áóäóò òàêèìè æå, ÷òî è ïðè äâèæåíèè
êëèíà â ñëó÷àå 0aλ > . Èòàê, èç (2.147) è (2.148) èìååì:

( )
( )

2 22
01

1 2 2 2
0 0

sin sec sec1 cos
; .

1 tg

vu
e t

v v

γ − γ + γ − γ λ  = − = = ϕ
λ − − γ

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïîëîæåíî e0 0= . Çàìåòèì, ÷òî â
ïåðâûé ìîìåíò óäàðà cos 1γ ≈  è, ñëåäîâàòåëüíî, e1 0= , u1 0= .
Åñëè âåëè÷èíà e0 íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ es, òî íà êðèâîé OA
áóäåò ñóùåñòâîâàòü ó÷àñòîê OA1, ãäå äåôîðìàöèè îñòàþòñÿ
óïðóãèìè.

Íà âñåì ó÷àñòêå OA äåôîðìàöèè e1 è ñêîðîñòè u1 çàäàíû
êàê ôóíêöèè âðåìåíè t, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè
äâèæåíèÿ â îáëàñòè OAC (OA è AC � õàðàêòåðèñòèêè   äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ u) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè. Çàìå-
òèì, ÷òî äëÿ îáëàñòè OA1D (A1D � õàðàêòåðèñòèêà) óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ áóäåò ëèíåéíûì è äîïóñêàåò îáùèé èíòåãðàë

( ) ( )1 0 2 0u f x a t f x a t= − + + .

Óðàâíåíèå ëèíèè OA, î÷åâèäíî, èìååò âèä:

( ) ( )22
0x t r r v t= − − . (2.153)

Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ýòîé ëèíèè, ïðèõî-
äèì ê ñëåäóþùèì ôóíêöèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ f1 è f2:

( )[ ] ( )[ ]
( )

( )[ ] ( )[ ] ( )

2

1 0 2 0 2

1 0 2 0 0

1 cos
1 ;

1
f x t a t f x t a t

f x t a t f x t a t v t

− γ λ ′ ′− + + − = 
λ −
′ ′− − + + = ϕ 

(2.154)

(çäåñü øòðèõè îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòó, óêàçàííî-
ìó â ñêîáêàõ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

( ) ( )

( )

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0

2 ;

2 .

x t a t v tr v t a t t

v tr v t a t t

− = − − = ξ 

− + = η 

 (2.155)

Òîãäà, äëÿ ôóíêöèé f1 è f2 èç ðàâåíñòâà (2.154) áóäåì èìåòü
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2

2 0 12

2

1 0 22

1 1 cos
1 ;

2 1

1 1 cos
1 .

2 1

f v t t

f v t t

− γ λ  ′ η = − + ϕ = ψ  λ −  


− γ λ  ′ ξ = − − ϕ = ψ  λ − 

 (2.156)
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Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ 1 1 1 1, , ,T e T e′ ′  � íàòÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ñîîò-
âåòñòâåííî â îáëàñòÿõ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ è  ïðèëåãàíèÿ. Èç
êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî

0tg /v bγ = . (2.152)
Óðàâíåíèå (2.152) ìîæåò  ñëóæèòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîé èç

äâóõ âåëè÷èí � γ  èëè b, êîãäà âòîðàÿ çàäàíà.
Äëÿ èëëþñòðàöèè ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå óäàðà ïî

ãèáêîé íèòè çàòóïëåííûì òåëîì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíåå
èìååò ôîðìó êðóãëîãî öèëèíäðà. Äëÿ öèëèíäðà ðàäèóñà r ñêî-
ðîñòü âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà

( )
( )

( )

22 0 0
0

22
0

r v t vd
b r r v t

dt r r v t

− = − − =  − −
.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò b = ∞ .
Ñëåäîâàòåëüíî, îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò îòðåçîê âðåìåíè  t0, â
ïðîäîëæåíèå êîòîðîãî ñêîðîñòü ñèëüíîãî ðàçðûâà b áîëüøå
ñêîðîñòè çâóêà a0 â ìàòåðèàëå. Â ñèëó ñêàçàííîãî êàðòèíà
äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè ,x t  èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà
ðèñ. 2.23. Íà ëèíèè ñèëüíîãî ðàçðûâà OA (ðèñ. 2.23) ñîîòíîøå-
íèÿ ìåæäó ñêîðîñòüþ u1, äåôîðìàöèåé e1 è óãëîì íàêëîíà
êàñàòåëüíîé γ , î÷åâèäíî, áóäóò òàêèìè æå, ÷òî è ïðè äâèæåíèè
êëèíà â ñëó÷àå 0aλ > . Èòàê, èç (2.147) è (2.148) èìååì:

( )
( )

2 22
01

1 2 2 2
0 0

sin sec sec1 cos
; .

1 tg

vu
e t

v v

γ − γ + γ − γ λ  = − = = ϕ
λ − − γ

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïîëîæåíî e0 0= . Çàìåòèì, ÷òî â
ïåðâûé ìîìåíò óäàðà cos 1γ ≈  è, ñëåäîâàòåëüíî, e1 0= , u1 0= .
Åñëè âåëè÷èíà e0 íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ es, òî íà êðèâîé OA
áóäåò ñóùåñòâîâàòü ó÷àñòîê OA1, ãäå äåôîðìàöèè îñòàþòñÿ
óïðóãèìè.

Íà âñåì ó÷àñòêå OA äåôîðìàöèè e1 è ñêîðîñòè u1 çàäàíû
êàê ôóíêöèè âðåìåíè t, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè
äâèæåíèÿ â îáëàñòè OAC (OA è AC � õàðàêòåðèñòèêè   äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ u) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè. Çàìå-
òèì, ÷òî äëÿ îáëàñòè OA1D (A1D � õàðàêòåðèñòèêà) óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ áóäåò ëèíåéíûì è äîïóñêàåò îáùèé èíòåãðàë

( ) ( )1 0 2 0u f x a t f x a t= − + + .

Óðàâíåíèå ëèíèè OA, î÷åâèäíî, èìååò âèä:

( ) ( )22
0x t r r v t= − − . (2.153)

Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ýòîé ëèíèè, ïðèõî-
äèì ê ñëåäóþùèì ôóíêöèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ f1 è f2:

( )[ ] ( )[ ]
( )

( )[ ] ( )[ ] ( )

2

1 0 2 0 2

1 0 2 0 0

1 cos
1 ;

1
f x t a t f x t a t

f x t a t f x t a t v t

− γ λ ′ ′− + + − = 
λ −
′ ′− − + + = ϕ 

(2.154)

(çäåñü øòðèõè îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòó, óêàçàííî-
ìó â ñêîáêàõ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

( ) ( )

( )

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0

2 ;

2 .

x t a t v tr v t a t t

v tr v t a t t

− = − − = ξ 

− + = η 

 (2.155)

Òîãäà, äëÿ ôóíêöèé f1 è f2 èç ðàâåíñòâà (2.154) áóäåì èìåòü
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2

2 0 12

2

1 0 22

1 1 cos
1 ;

2 1

1 1 cos
1 .

2 1

f v t t

f v t t

− γ λ  ′ η = − + ϕ = ψ  λ −  


− γ λ  ′ ξ = − − ϕ = ψ  λ − 

 (2.156)

Ðèñ. 2.23
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Èç ðàâåíñòâ (2.155) âûðàçèì t ÷åðåç ξ  è η

( )

( )
( )

( )

( )
( )

2 2
0 0 0 0

2 2 2 2 22 2
0 0 0 00 0

2 2
0 0 0 0

2 2 2 2 22 2
0 0 0 00 0

;

.

v r a v r a
t t

a v a va v

v r a v r a
t t

a v a va v

ξ

η

− ξ − ξ ξ= − − = ξ 
+ + + 


+ η + η η= − − = η 

+ + + 

(2.157)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (2.156), ïðåîáðàçîâàííûõ ê âèäó


( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1;f t f tξ η′ ′ξ = ψ ξ η = ψ η      
íàéäåì

( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 2 0 1 0; .f x a t t x a t f x a t t x a tξ η′ ′   − = ψ − + = ψ +    (2.158)

Îïðåäåëåíèå äâèæåíèÿ â îáëàñòè OC1D ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ñìåøàííîé çàäà÷è. Îáùåå ðåøåíèå äëÿ u â ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè èìååò âèä:

( ) ( )3 0 4 0 ,u f a t x f x a t= − + +
à ôóíêöèè f3 è f4 íàõîäÿòñÿ ïðè óäîâëåòâîðåíèè ñëåäóþùèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

1) íà õàðàêòåðèñòèêå 0x a t=  ñìåùåíèÿ äîëæíû áûòü íåïðå-
ðûâíû:

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 3 4 00 2 0 2f f a t f f a t+ = + , (2.159)
îòêóäà

( ) ( ) ( ) ( )2 0 4 0 4 0 2 02 2 ; ;f a t f a t f x a t f x a t′ ′ ′ ′= + = +
2) â òî÷êå óäàðà, ò. å. ïðè 0x = , ñêîðîñòü ÷àñòèöû íèòè

ðàâíà íóëþ:

( ) ( ) ( ) ( )3 0 4 0 3 0 2 0; .f a t f a t f a t x f a t x′ ′ ′= − − = − − (2.160)

Òàê êàê èç ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ äëÿ îáëàñòè 1 1OA C  ôóí-
êöèÿ ( )2 0f x a t′ +  èçâåñòíà,  òî, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè (2.159)
è (2.160), ìîæíî âû÷èñëèòü äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè â îáëàñòè

1OC D . Íàéäåì, â ÷àñòíîñòè, äåôîðìàöèè â òî÷êå 0x = :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0 4 0 2 00, 0, 1 1 2 1xe t u t f a t f a t f a t′ ′ ′= − = − + − = − .

Èìåÿ â âèäó (2.158), ïîëó÷èì:

( ) ( )
( )[ ] ( )

( )

2

0 2

1 cos
,

1
e o t v

− γ τ λ τ= ϕ τ −
λ τ −

, (2.161)

ïðè÷åì τ  îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.157):

     ( ) ( ) ( )
2 2 2

20 0 0
0 0 02 2

0 0

1
1

a t a t a tr
v v v

r ra v r

 
τ = + − + − + 

+   
. (2.162)

Äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè t

( )2 2 2
0 0 0 0 0sin ; cos 1; 2 ; ; 0, .a t v r v e t v vγ ≈ γ γ ≈ τ = ≈ γλ ≈ γ ≈ λ

Èç ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòè b âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà ïîëó÷èì:

( ) 0

02

v
t

v rt
λ = ,

ñëåäîâàòåëüíî,

( ) 0 0 0 0 00, 2e t v v r v a t r v t r≈ τ ≈ = . (2.163)

Èç  ïîñëåäíåé  ôîðìóëû  âèäíî,  ÷òî äåôîðìàöèÿ  â òî÷êå
0x =  ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî ïåðâîé ñòåïåíè ñêîðîñòè óäàðà,

ïåðâîé ñòåïåíè âðåìåíè è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàäèóñ
ó
öèëèíäðà. Î÷åâèäíî, ðåøåíèå çàäà÷è îá óäàðå òåëà ëþáîé
ôîðìû ïî ãèáêîé íèòè äëÿ ñëó÷àÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé íå
ïðåäñòàâëÿåò îñîáîé òðóäíîñòè. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âðåìå-
íàõ ôîðìóëà (2.163) ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ òåëà ëþáîé
ôîðìû, ïðè÷åì ïîä r ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîíèìàòü ðàäèóñ êðè-
âèçíû òåëà ïðè 0x = .

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âû÷èñëåíèå ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ e(0,t). Èç èçëîæåííîãî âèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íå-
îáõîäèìî ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó ñ ó÷åòîì ïëàñòè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèé äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ; ýòî ïðîâåäåíî â [11].

Íàëè÷èå ïðè 0b a>  äâèæåíèÿ ÷àñòèö íèòè çà òî÷êîé åå èç-
ëîìà äåëàåò åñòåñòâåííûì ó÷åò òðåíèÿ ïðè óäàðå. Òàêîå èññëåäî-
âàíèå ïðîâåäåíî â [30], ãäå ðàññìîòðåíû ñèòóàöèè, ïðèâîäÿùèå
ê ïîêîþ ÷àñòèöû íèòè íà ïîâåðõíîñòè òåëà çà òî÷êîé èçëîìà, è
ñïðàâåäëèâûå, êîãäà ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà òðåíèÿ 0

nQ  íå ïðå-
âîñõîäèò 0

nQ∗µ , ãäå ∗µ  � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, 0
nQ  � íîðìàëüíàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû. Â [31] ðåçóëüòàòû îáîá-
ùåíû íà ñëó÷àè, êîãäà ïðè íàëè÷èè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû
òðåíèÿ èìååò ìåñòî äâèæåíèå ÷àñòèö íèòè çà òî÷êîé åå èçëîìà.
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Èç ðàâåíñòâ (2.155) âûðàçèì t ÷åðåç ξ  è η
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t t
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ξ

η

− ξ − ξ ξ= − − = ξ 
+ + + 
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+ + + 

(2.157)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (2.156), ïðåîáðàçîâàííûõ ê âèäó


( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1;f t f tξ η′ ′ξ = ψ ξ η = ψ η      
íàéäåì

( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 2 0 1 0; .f x a t t x a t f x a t t x a tξ η′ ′   − = ψ − + = ψ +    (2.158)

Îïðåäåëåíèå äâèæåíèÿ â îáëàñòè OC1D ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ñìåøàííîé çàäà÷è. Îáùåå ðåøåíèå äëÿ u â ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè èìååò âèä:

( ) ( )3 0 4 0 ,u f a t x f x a t= − + +
à ôóíêöèè f3 è f4 íàõîäÿòñÿ ïðè óäîâëåòâîðåíèè ñëåäóþùèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

1) íà õàðàêòåðèñòèêå 0x a t=  ñìåùåíèÿ äîëæíû áûòü íåïðå-
ðûâíû:

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 3 4 00 2 0 2f f a t f f a t+ = + , (2.159)
îòêóäà

( ) ( ) ( ) ( )2 0 4 0 4 0 2 02 2 ; ;f a t f a t f x a t f x a t′ ′ ′ ′= + = +
2) â òî÷êå óäàðà, ò. å. ïðè 0x = , ñêîðîñòü ÷àñòèöû íèòè

ðàâíà íóëþ:

( ) ( ) ( ) ( )3 0 4 0 3 0 2 0; .f a t f a t f a t x f a t x′ ′ ′= − − = − − (2.160)

Òàê êàê èç ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ äëÿ îáëàñòè 1 1OA C  ôóí-
êöèÿ ( )2 0f x a t′ +  èçâåñòíà,  òî, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè (2.159)
è (2.160), ìîæíî âû÷èñëèòü äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè â îáëàñòè

1OC D . Íàéäåì, â ÷àñòíîñòè, äåôîðìàöèè â òî÷êå 0x = :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0 4 0 2 00, 0, 1 1 2 1xe t u t f a t f a t f a t′ ′ ′= − = − + − = − .

Èìåÿ â âèäó (2.158), ïîëó÷èì:

( ) ( )
( )[ ] ( )

( )

2

0 2

1 cos
,

1
e o t v

− γ τ λ τ= ϕ τ −
λ τ −

, (2.161)

ïðè÷åì τ  îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.157):

     ( ) ( ) ( )
2 2 2

20 0 0
0 0 02 2

0 0

1
1

a t a t a tr
v v v

r ra v r

 
τ = + − + − + 

+   
. (2.162)

Äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè t

( )2 2 2
0 0 0 0 0sin ; cos 1; 2 ; ; 0, .a t v r v e t v vγ ≈ γ γ ≈ τ = ≈ γλ ≈ γ ≈ λ

Èç ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòè b âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà ïîëó÷èì:

( ) 0

02

v
t

v rt
λ = ,

ñëåäîâàòåëüíî,

( ) 0 0 0 0 00, 2e t v v r v a t r v t r≈ τ ≈ = . (2.163)

Èç  ïîñëåäíåé  ôîðìóëû  âèäíî,  ÷òî äåôîðìàöèÿ  â òî÷êå
0x =  ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî ïåðâîé ñòåïåíè ñêîðîñòè óäàðà,

ïåðâîé ñòåïåíè âðåìåíè è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàäèóñ
ó
öèëèíäðà. Î÷åâèäíî, ðåøåíèå çàäà÷è îá óäàðå òåëà ëþáîé
ôîðìû ïî ãèáêîé íèòè äëÿ ñëó÷àÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé íå
ïðåäñòàâëÿåò îñîáîé òðóäíîñòè. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âðåìå-
íàõ ôîðìóëà (2.163) ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ òåëà ëþáîé
ôîðìû, ïðè÷åì ïîä r ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîíèìàòü ðàäèóñ êðè-
âèçíû òåëà ïðè 0x = .

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âû÷èñëåíèå ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ e(0,t). Èç èçëîæåííîãî âèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íå-
îáõîäèìî ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó ñ ó÷åòîì ïëàñòè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèé äëÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ; ýòî ïðîâåäåíî â [11].

Íàëè÷èå ïðè 0b a>  äâèæåíèÿ ÷àñòèö íèòè çà òî÷êîé åå èç-
ëîìà äåëàåò åñòåñòâåííûì ó÷åò òðåíèÿ ïðè óäàðå. Òàêîå èññëåäî-
âàíèå ïðîâåäåíî â [30], ãäå ðàññìîòðåíû ñèòóàöèè, ïðèâîäÿùèå
ê ïîêîþ ÷àñòèöû íèòè íà ïîâåðõíîñòè òåëà çà òî÷êîé èçëîìà, è
ñïðàâåäëèâûå, êîãäà ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà òðåíèÿ 0

nQ  íå ïðå-
âîñõîäèò 0

nQ∗µ , ãäå ∗µ  � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, 0
nQ  � íîðìàëüíàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû. Â [31] ðåçóëüòàòû îáîá-
ùåíû íà ñëó÷àè, êîãäà ïðè íàëè÷èè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû
òðåíèÿ èìååò ìåñòî äâèæåíèå ÷àñòèö íèòè çà òî÷êîé åå èçëîìà.
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Åñëè äàíà êîíêðåòíàÿ äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ íèòè, òî çàäà÷à
î ïîïåðå÷íîì óäàðå ïî íåé êðóãëûì öèëèíäðîì èëè äðóãèì
òåëîì ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Íà ðèñ. 2.24
[11] ïðèâåäåíû ôîòîãðàôèè ïîïåðå÷íîãî óäàðà ïî ðåçèíîâîìó
æãóòó äèàìåòðîì 8 ìì, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêîðî-
ñòíîãî êèíîàïïàðàòà. Ôîòî íà ðèñ. 2.24, à îòíîñèòñÿ ê òîìó
ñëó÷àþ, êîãäà ñêîðîñòü óäàðà ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêà è èìååò
ìåñòî âîëíîâàÿ êàðòèíà, ðàññìîòðåííàÿ â § 2.2. Ôîòî íà
ðèñ. 2.24, á ïîëó÷åíî â ìîìåíò óäàðà ñî ñêîðîñòüþ 50 ì/ñ êëè-
íîì, óãîë ðàñòâîðà êîòîðîãî 45°; ôîòî íà ðèñ. 2.24, â ñîîòâåò-

         à        á       â

Ðèñ. 2.24

ñòâóåò óäàðó öèëèíäðîì, äèàìåòð êîòîðîãî 70 ìì (áåëûå ïÿòíà
íà ôîòîãðàôèÿõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè ýëåêòðîëàìï, îñâåùàþùèõ

îáëàñòü óäàðà). Ïðèâåäåííûå ôîòîãðàôèè ïîäòâåðæäàþò ïðà-
âèëüíîñòü ïðèíÿòûõ â ýòîì ïàðàãðàôå òåîðåòè÷åñêèõ ñõåì ä
âè-
æåíèÿ.

Âìåñòå ñ òåì ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ (â ÷àñòíî-
ñòè, ïðåäñòàâëåííûå â [32]) óêàçûâàþò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëî-
âèÿõ âîçìîæíû ñèòóàöèè ñ îòñêîêîì ÷àñòèö íèòè îò ïîâåðõíî-
ñòè òåëà ïîñëå óäàðà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäîïîëîæåíèÿ îá àá-
ñîëþòíî íåóïðóãîì óäàðå ÷àñòèö íèòè î ïîâåðõíîñòü îïðàâäû-
âàþòñÿ ëèøü ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè è òåì ëó÷øå,

÷åì áîëüøå γ íàêëîíà êëèíà ê ïåðâîíà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ
íèòè. Â [32] ðåøåíà çàäà÷à îá îòñêîêå íèòè îò ïîâåðõíîñòè
êëèíà â ñëó÷àå àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà ÷àñòèö î ïîâåðõ-
íîñòü. Â ñèëó îòñóòñòâèÿ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ïðîöåññ îòð
à-
æåíèÿ íîñèò àâòîìîäåëüíûõ õàðàêòåð.

§ 2.7. Применение асимптотических методов
для решения задач распространения волн
в нитях при воздействии движущихся тел

Òåîðåòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèâåäåííûõ âûøå çàäà÷ ðàñïðîñ-
òðàíåíèÿ ïîïåðå÷íî-ïðîäîëüíûõ âîëí ïðè óäàðàõ ñòàëè âîç-
ìîæíû ëèáî äëÿ ñëó÷àÿ âîçäåéñòâèÿ êëèíüåâ, äâèãàþùèõñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, êîãäà èç ñîîáðàæåíèé òåîðèè ðàçìåð-
íîñòåé è ïîäîáèÿ ñëåäóåò àâòîìîäåëüíîñòü âîëíîâîãî ïðîö
åñ-
ñà, ëèáî ïðè èñïîëüçîâàíèè êàêèõ-ëèáî îïðàâäàííûõ ìåõàíè-

÷åñêèõ äîïóùåíèé (íàïðèìåð, ìàëîãî îòêëîíåíèÿ ñêîðîñòè òåëà
ïðè òî÷å÷íîì óäàðå îò ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, äîïóùåíèÿ î
ðàñïîëîæåíèè èñêðèâëåííîé ÷àñòè íèòè íà ïîâåðõíîñòè òåë
à
ïðè äâèæåíèè òî÷êè èçëîìà ñî ñêîðîñòüþ áîëüøåé, ÷åì ñêî-
ðîñòü ïîïåðå÷íîé âîëíû). Áîëüøèå âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé â òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷
íî-
ïðîäîëüíûõ âîëí äàåò ïîèñê ìàëûõ èëè áîëüøèõ ïàðàìåòðîâ â

ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àõ è ïðèìåíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ äëÿ èõ ðåøåíèÿ.

Íèæå êðàòêî èçëîæåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, îñíîâàí-
íûõ íà èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ âåëè÷èíû
õàðàêòåðíîé äåôîðìàöèè (ñëó÷àé 1, ñîîòâåòñòâóþùèé ñëàáî
íàòÿíóòîé íèòè) è ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ äåôîðìàöèè ïî ñðàâíå
-
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Åñëè äàíà êîíêðåòíàÿ äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ íèòè, òî çàäà÷à
î ïîïåðå÷íîì óäàðå ïî íåé êðóãëûì öèëèíäðîì èëè äðóãèì
òåëîì ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Íà ðèñ. 2.24
[11] ïðèâåäåíû ôîòîãðàôèè ïîïåðå÷íîãî óäàðà ïî ðåçèíîâîìó
æãóòó äèàìåòðîì 8 ìì, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêîðî-
ñòíîãî êèíîàïïàðàòà. Ôîòî íà ðèñ. 2.24, à îòíîñèòñÿ ê òîìó
ñëó÷àþ, êîãäà ñêîðîñòü óäàðà ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêà è èìååò
ìåñòî âîëíîâàÿ êàðòèíà, ðàññìîòðåííàÿ â § 2.2. Ôîòî íà
ðèñ. 2.24, á ïîëó÷åíî â ìîìåíò óäàðà ñî ñêîðîñòüþ 50 ì/ñ êëè-
íîì, óãîë ðàñòâîðà êîòîðîãî 45°; ôîòî íà ðèñ. 2.24, â ñîîòâåò-

         à        á       â

Ðèñ. 2.24

ñòâóåò óäàðó öèëèíäðîì, äèàìåòð êîòîðîãî 70 ìì (áåëûå ïÿòíà
íà ôîòîãðàôèÿõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè ýëåêòðîëàìï, îñâåùàþùèõ

îáëàñòü óäàðà). Ïðèâåäåííûå ôîòîãðàôèè ïîäòâåðæäàþò ïðà-
âèëüíîñòü ïðèíÿòûõ â ýòîì ïàðàãðàôå òåîðåòè÷åñêèõ ñõåì ä
âè-
æåíèÿ.

Âìåñòå ñ òåì ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ (â ÷àñòíî-
ñòè, ïðåäñòàâëåííûå â [32]) óêàçûâàþò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëî-
âèÿõ âîçìîæíû ñèòóàöèè ñ îòñêîêîì ÷àñòèö íèòè îò ïîâåðõíî-
ñòè òåëà ïîñëå óäàðà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäîïîëîæåíèÿ îá àá-
ñîëþòíî íåóïðóãîì óäàðå ÷àñòèö íèòè î ïîâåðõíîñòü îïðàâäû-
âàþòñÿ ëèøü ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè è òåì ëó÷øå,

÷åì áîëüøå γ íàêëîíà êëèíà ê ïåðâîíà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ
íèòè. Â [32] ðåøåíà çàäà÷à îá îòñêîêå íèòè îò ïîâåðõíîñòè
êëèíà â ñëó÷àå àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà ÷àñòèö î ïîâåðõ-
íîñòü. Â ñèëó îòñóòñòâèÿ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ïðîöåññ îòð
à-
æåíèÿ íîñèò àâòîìîäåëüíûõ õàðàêòåð.

§ 2.7. Применение асимптотических методов
для решения задач распространения волн
в нитях при воздействии движущихся тел

Òåîðåòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèâåäåííûõ âûøå çàäà÷ ðàñïðîñ-
òðàíåíèÿ ïîïåðå÷íî-ïðîäîëüíûõ âîëí ïðè óäàðàõ ñòàëè âîç-
ìîæíû ëèáî äëÿ ñëó÷àÿ âîçäåéñòâèÿ êëèíüåâ, äâèãàþùèõñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, êîãäà èç ñîîáðàæåíèé òåîðèè ðàçìåð-
íîñòåé è ïîäîáèÿ ñëåäóåò àâòîìîäåëüíîñòü âîëíîâîãî ïðîö
åñ-
ñà, ëèáî ïðè èñïîëüçîâàíèè êàêèõ-ëèáî îïðàâäàííûõ ìåõàíè-

÷åñêèõ äîïóùåíèé (íàïðèìåð, ìàëîãî îòêëîíåíèÿ ñêîðîñòè òåëà
ïðè òî÷å÷íîì óäàðå îò ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, äîïóùåíèÿ î
ðàñïîëîæåíèè èñêðèâëåííîé ÷àñòè íèòè íà ïîâåðõíîñòè òåë
à
ïðè äâèæåíèè òî÷êè èçëîìà ñî ñêîðîñòüþ áîëüøåé, ÷åì ñêî-
ðîñòü ïîïåðå÷íîé âîëíû). Áîëüøèå âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé â òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷
íî-
ïðîäîëüíûõ âîëí äàåò ïîèñê ìàëûõ èëè áîëüøèõ ïàðàìåòðîâ â

ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àõ è ïðèìåíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ äëÿ èõ ðåøåíèÿ.

Íèæå êðàòêî èçëîæåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, îñíîâàí-
íûõ íà èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ âåëè÷èíû
õàðàêòåðíîé äåôîðìàöèè (ñëó÷àé 1, ñîîòâåòñòâóþùèé ñëàáî
íàòÿíóòîé íèòè) è ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ äåôîðìàöèè ïî ñðàâíå
-
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íèþ ñ íà÷àëüíîé (ñëó÷àé 2, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäâàðèòåëüíî
ñèëüíî íàòÿíóòîé íèòè).

Ïðèìåíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðèâîäèò ê çàäà÷å
íàõîæäåíèÿ â ñëó÷àå 1 íåðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèé, â ñëó÷àå 2 � ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

Ñëó÷àé 1 ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷è [33]. Ïóñòü â ìîìåíò t = 0 ïî ãèáêîé íèòè, ðàñïîëî-
æåííîé âäîëü îñè Ox, íàíîñèòñÿ òî÷å÷íûé óäàð, ïðèâîäÿùèé ê
ïåðåìåùåíèþ òî÷êè s = 0 ïî çàêîíó y = y0(t), x = x0(t).

Çà óïðóãîé âîëíîé 0 0s a t=  èç ñîîòíîøåíèé íà õàðàêòåðèñòè-
êàõ 0ds dt= ±λ , çàïèñàííûõ â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî ( ) ( ) 0A Bϕ = ϕ = , ñëåäóåò

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , 0, 0,v P P v P P P= ±λ ν λ = λ µ = ν = ϕ = (2.166)

åñëè òî÷êà P äîñòàòî÷íî áëèçêà ê òî÷êàì A è B.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.164) íà õàðàêòåðèñòèêå 0 0ds da a= −  ïî-

ëó÷èì
( ) ( )[ ]0 0 0 0; .du a d u P a P u= − µ = − µ − µ + (2.167)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.166), (2.167) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, î÷å-
âèäíî, äëÿ âñåõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà õàðàêòåðèñòèêå

( ) ( )[ ]0 0 0s s P a t t P− = − .  Âûáèðàÿ íà ýòîé õàðàêòåðèñòèêå
òî÷êó Q è ïðîâîäÿ ÷åðåç òî÷êè P,  Q  õàðàêòåðèñòèêè

( )0ds dt P= λ , ( )0ds dt Q= −λ  ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà äåôîðìàöèé
( ) ( )P Qµ = µ , à ñëåäîâàòåëüíî, ( ) ( )P Qλ = λ , ñíîâà ïîëó÷èì
( ) ( ) ( ) 0v R R R= ν = ϕ = ; ( ) ( )[ ]0 0 0u R a R u= − µ − µ + .

Òàêèì îáðàçîì, óáåæäàåìñÿ, ÷òî â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé õà-
ðàêòåðèñòèêàìè 0 0s a t=  è ( )0 0s s t∗= , ãäå 0 /ds dt∗ = λ , ( )0 0 0s∗ = ,
íèòü íå èìååò ïîïåðå÷íûõ ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèè, à ïðîäîëü-
íûå ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (2.167).

Ïðîòÿæåííîñòü îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí
çíà÷èòåëüíî ó′æå, ÷åì ïðîäîëüíûõ, òàê êàê 0 0a eλ ∼ ,

0 0 0s a t e∗ ∼ . Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðè e0<<1 èìååì cos 1ϕ ∼ , èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.4) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 0 0u a e∼ , ïîëó÷èì:

( ) ( ) ( ) ( )
0

0

3 / 2
0 0 0 0 0 0 0, , , , , .

s

s

u
T s t T s t ds e s t e s t e

t∗

∗ ∗∂− = ρ −
∂∫ :

Ñëåäîâàòåëüíî, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ( )0 0, ~ ( , )e s t e s t∗ , ÷òî
ïðèâîäèò âòîðîå óðàâíåíèå (2.4) ê óðàâíåíèþ ìàëûõ ïîïåðå÷-
íûõ êîëåáàíèé, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò îò
âðåìåíè. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ìåòîäîì ñðàùå-
âàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, åñëè ïåðåéòè ê íîâûì
ôóíêöèÿì ( )0 0 0/x x a t e= , ( )0 0/y y v t= , 0T Ee e= , ïåðåìåííûì

( )0 0/z s s t∗= , 
0/t t t= , *

0 0 0 0s a e t=  è èñêàòü ïðåäåëüíóþ ôîðìó
óðàâíåíèé (2.4) ïðè 0 0e → , ïðåäïîëàãàÿ êîíå÷íîñòü ââåäåííûõ
ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå (2.4) ïðè-
ìåò âèä

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè t = 0 0/u x t u const= ∂ ∂ = = ,
0/ constx sµ = ∂ ∂ = µ = , / 0v y t= ∂ ∂ = , / 0y sν = ∂ ∂ = , òî òàê êàê

ëèíèÿ t = 0 íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé, ðåøåíèåì â îáëàñòè
0 00 /t s a< <  áóäåò 0u u≡ , 0v ≡ , 0ν = , 0µ ≡ µ  (ðèñ. 2.25). Çäåñü

0 0s > , a0 = a(µ0). Ýòîò âûâîä ìîæíî ïîëó÷èòü äâîÿêî: èëè ó÷òÿ,
÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ñèñòåìû
(2.5), (2.6), ïåðåïèñàííûì â âèäå

      
0ds

a
da

= ± ,  ( )cos sin cos sindu dv a d dϕ + ϕ = ± ϕ µ + ϕ ν , (2.164)

      
0ds

da
= ±λ ,  ( )cos sin cos sindv du d dϕ − ϕ = ±λ ϕ ν + ϕ µ , (2.165)

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì (äëÿ çàäà÷è
Êîøè), èëè çàïèñàâ (2.164), (2.165) â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ è ðåøèâ
ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè 0ϕ = .

Ðèñ. 2.25
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íèþ ñ íà÷àëüíîé (ñëó÷àé 2, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäâàðèòåëüíî
ñèëüíî íàòÿíóòîé íèòè).

Ïðèìåíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðèâîäèò ê çàäà÷å
íàõîæäåíèÿ â ñëó÷àå 1 íåðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèé, â ñëó÷àå 2 � ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

Ñëó÷àé 1 ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷è [33]. Ïóñòü â ìîìåíò t = 0 ïî ãèáêîé íèòè, ðàñïîëî-
æåííîé âäîëü îñè Ox, íàíîñèòñÿ òî÷å÷íûé óäàð, ïðèâîäÿùèé ê
ïåðåìåùåíèþ òî÷êè s = 0 ïî çàêîíó y = y0(t), x = x0(t).

Çà óïðóãîé âîëíîé 0 0s a t=  èç ñîîòíîøåíèé íà õàðàêòåðèñòè-
êàõ 0ds dt= ±λ , çàïèñàííûõ â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî ( ) ( ) 0A Bϕ = ϕ = , ñëåäóåò

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , 0, 0,v P P v P P P= ±λ ν λ = λ µ = ν = ϕ = (2.166)

åñëè òî÷êà P äîñòàòî÷íî áëèçêà ê òî÷êàì A è B.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.164) íà õàðàêòåðèñòèêå 0 0ds da a= −  ïî-

ëó÷èì
( ) ( )[ ]0 0 0 0; .du a d u P a P u= − µ = − µ − µ + (2.167)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.166), (2.167) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, î÷å-
âèäíî, äëÿ âñåõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà õàðàêòåðèñòèêå

( ) ( )[ ]0 0 0s s P a t t P− = − .  Âûáèðàÿ íà ýòîé õàðàêòåðèñòèêå
òî÷êó Q è ïðîâîäÿ ÷åðåç òî÷êè P,  Q  õàðàêòåðèñòèêè

( )0ds dt P= λ , ( )0ds dt Q= −λ  ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà äåôîðìàöèé
( ) ( )P Qµ = µ , à ñëåäîâàòåëüíî, ( ) ( )P Qλ = λ , ñíîâà ïîëó÷èì
( ) ( ) ( ) 0v R R R= ν = ϕ = ; ( ) ( )[ ]0 0 0u R a R u= − µ − µ + .

Òàêèì îáðàçîì, óáåæäàåìñÿ, ÷òî â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé õà-
ðàêòåðèñòèêàìè 0 0s a t=  è ( )0 0s s t∗= , ãäå 0 /ds dt∗ = λ , ( )0 0 0s∗ = ,
íèòü íå èìååò ïîïåðå÷íûõ ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèè, à ïðîäîëü-
íûå ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (2.167).

Ïðîòÿæåííîñòü îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí
çíà÷èòåëüíî ó′æå, ÷åì ïðîäîëüíûõ, òàê êàê 0 0a eλ ∼ ,

0 0 0s a t e∗ ∼ . Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðè e0<<1 èìååì cos 1ϕ ∼ , èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.4) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 0 0u a e∼ , ïîëó÷èì:

( ) ( ) ( ) ( )
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0
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0 0 0 0 0 0 0, , , , , .
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ( )0 0, ~ ( , )e s t e s t∗ , ÷òî
ïðèâîäèò âòîðîå óðàâíåíèå (2.4) ê óðàâíåíèþ ìàëûõ ïîïåðå÷-
íûõ êîëåáàíèé, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò îò
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âàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, åñëè ïåðåéòè ê íîâûì
ôóíêöèÿì ( )0 0 0/x x a t e= , ( )0 0/y y v t= , 0T Ee e= , ïåðåìåííûì

( )0 0/z s s t∗= , 
0/t t t= , *

0 0 0 0s a e t=  è èñêàòü ïðåäåëüíóþ ôîðìó
óðàâíåíèé (2.4) ïðè 0 0e → , ïðåäïîëàãàÿ êîíå÷íîñòü ââåäåííûõ
ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå (2.4) ïðè-
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè t = 0 0/u x t u const= ∂ ∂ = = ,
0/ constx sµ = ∂ ∂ = µ = , / 0v y t= ∂ ∂ = , / 0y sν = ∂ ∂ = , òî òàê êàê

ëèíèÿ t = 0 íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé, ðåøåíèåì â îáëàñòè
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0 0s > , a0 = a(µ0). Ýòîò âûâîä ìîæíî ïîëó÷èòü äâîÿêî: èëè ó÷òÿ,
÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ñèñòåìû
(2.5), (2.6), ïåðåïèñàííûì â âèäå

      
0ds

a
da

= ± ,  ( )cos sin cos sindu dv a d dϕ + ϕ = ± ϕ µ + ϕ ν , (2.164)

      
0ds

da
= ±λ ,  ( )cos sin cos sindv du d dϕ − ϕ = ±λ ϕ ν + ϕ µ , (2.165)

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì (äëÿ çàäà÷è
Êîøè), èëè çàïèñàâ (2.164), (2.165) â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ è ðåøèâ
ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè 0ϕ = .

Ðèñ. 2.25
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îòêóäà ïðè 0 0e →   ( )0,
e

e e t
z

∂ = =
∂

.

Âòîðîå óðàâíåíèå (2.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:
2 2

2 2
( )

y y
e t

t z

∂ ∂=
∂ ∂

. (2.169)

Âûðàæåíèå äëÿ äåôîðìàöèè

2 2 22 2
1/ 2 1/ 20 0
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1
1 1

2

v vx y x y
e e e e

z z z za e a e

∂ ∂ ∂ ∂     = + + − ≈ +     ∂ ∂ ∂ ∂     
(2.170)

ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷ëåí 1/ 2
0

x
e

z

∂
∂

 èìååò â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïîðÿ-

äîê áîëåå íèçêèé, ÷åì 0e e , è äîëæåí áûòü îäíîãî ïîðÿäêà ñ
22

0
2
0 0

1

2

v y

za e

∂ 
 ∂ 

. Áîëåå òîãî, îí ðàâåí ãëàâíîìó ïðèáëèæåíèþ ïîñ-

ëåäíåãî ñ îáðàòíûì çíàêîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èëè 0x z∂ ∂ = ,
èëè 0y z∂ ∂ = , ÷òî íå äàåò ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ñëå-
äîâàòåëüíî, 3/ 4

0 0 0 0~ .v v a e=
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè óäàðà ïîäîá-

íàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò äåôîðìàöèè îáíàðóæèâàåòñÿ ïîñ-
ëå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ (ñì. (2.56)).

Èòàê, èç ñîîòíîøåíèÿ
22

0
2 3/ 2
0 02

vx y

z za e

∂ ∂ = −  ∂ ∂ 
ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.169) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî 0y (t),
e(t) è 0x (t) çàäàíû, íàõîäèì ãëàâíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ x (z, t). Èç
ñîîòíîøåíèÿ (2.167) îïðåäåëÿåì ñâÿçü çàêîíà ïåðåìåùåíèÿ

0y (t) ñ äåôîðìàöèåé e(t).
Èç óðàâíåíèÿ (2.170) ìîæåò áûòü óòî÷íåí çàêîí èçìåíåíèÿ

îáùåé äåôîðìàöèè â îáëàñòè ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ, èç óðàâ-

íåíèÿ (2.168) íàéäåí ñëåäóþùèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-
æåíèÿ äëÿ y  è ò. ä.

Âûïîëíèì ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíàÿ äå-
ôîðìàöèÿ íèòè 0 0µ = , à  y0(t)=Atm( 1m≥ ). Çàäà÷ó ðåøàåì
ïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî çàêîí èçìåíåíèÿ

îáùåé äåôîðìàöèè ïðè ýòîì òàêæå ñòåïåííîé (e = Btn), è â
äàëüíåéøåì ïîäòâåðäèâ ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ e<< 1, 20
0

nds
a Bt

dt

∗
= ,

1 2
0

0 1 2

na Bt
s

n

+
∗ =

+
. Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàäàííîì e(t) óñëîâèÿ

( ) ( )0 00,y s t y t= = , ( )0 0, 0y s s t∗= = , ( )0, 0 0y s t= = =  îïðåäåëÿ-
þò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.169), êîòîðûì ïðè
e(t) = Btn, y0= Atm áóäåò ôóíêöèÿ y0= Atmf(z), ( )0 0/z s s t∗= .

Ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
2 2( 1) (1 2)(2 2 2) (1 2) (1 )m m f n m n zf n z f′ ′′− − + − − = + −    (2.171)

è óñëîâèÿì f(1) = 0, f(0) = 1.
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå f(z) ïðè 1z → , ïðåäñòàâèâ åå êàê

f (z) = A(1�z)N+... Òîãäà ( ) ( )2 / 2 / 2N m n n= + +  è ïðè N > 1
f ′(1) = 0. Â ñëó÷àå N > 1 èçëîì íà ãîëîâíîé ïîïåðå÷íîé âîëíå
îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó ïðîäîëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè íà
íåé íå ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâà.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.170) íàéäåì

( ) ( ) ( )
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1
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s a B
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0
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1
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z
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x x t t f dz
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2
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∫

Ïðèíÿâ äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê 0 0x′ = , óñòàíîâèì, ÷òî íà ãî-
ëîâíîé âîëíå 1z =  ïðè N > 1 ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêî-
ðîñòü
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ëåäíåãî ñ îáðàòíûì çíàêîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èëè 0x z∂ ∂ = ,
èëè 0y z∂ ∂ = , ÷òî íå äàåò ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ñëå-
äîâàòåëüíî, 3/ 4
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0y (t) ñ äåôîðìàöèåé e(t).
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íåíèÿ (2.168) íàéäåí ñëåäóþùèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-
æåíèÿ äëÿ y  è ò. ä.

Âûïîëíèì ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíàÿ äå-
ôîðìàöèÿ íèòè 0 0µ = , à  y0(t)=Atm( 1m≥ ). Çàäà÷ó ðåøàåì
ïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî çàêîí èçìåíåíèÿ

îáùåé äåôîðìàöèè ïðè ýòîì òàêæå ñòåïåííîé (e = Btn), è â
äàëüíåéøåì ïîäòâåðäèâ ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå.
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è óñëîâèÿì f(1) = 0, f(0) = 1.
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå f(z) ïðè 1z → , ïðåäñòàâèâ åå êàê

f (z) = A(1�z)N+... Òîãäà ( ) ( )2 / 2 / 2N m n n= + +  è ïðè N > 1
f ′(1) = 0. Â ñëó÷àå N > 1 èçëîì íà ãîëîâíîé ïîïåðå÷íîé âîëíå
îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó ïðîäîëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè íà
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ðàâíà 0 ( )a e t− . Îòñþäà 2 2 / 2m n n− − = , ( )4 1 / 3n m= − , ò. å.
4 3( )e y′∼ , ÷òî è ñëåäîâàëî îæèäàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ àñèìïòî-

òèêîé çàäà÷è. Ïðè 1m >  èìååì  ( ) ( )1 2 1 / 2 1 0N m m− = − + > , ÷òî
ãîâîðèò îá îòñóòñòâèè èçëîìà íà ãîëîâíîé ïîïåðå÷íîé âîëí
å

1z =  ïðè âñåõ 1m > . Â ñëó÷àå 1m >  óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè
ïðîäîëüíûõ ñêîðîñòåé ïðè 1z = , âûòåêàþùåå èç ôàêòà íåïðå-
ðûâíîñòè ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñâÿçè

êîýôôèöèåíòîâ â çàêîíàõ ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè:

( )( ) 12
2

0
0 0

1 2 4 1

18

A m m
f dz a B

a B

+ − ′ =∫ ;

( )( )
1

2 3 2 2 2
0

0

18 1 2 4 1a B m m A f dz′= + − ∫ .

Óðàâíåíèå (2.171) ïðè ýòîì ïðèíèìàåò âèä

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2
24 1 2

1 1 2 1 1 0
3 9

m
L f m m f m m zf z f

+′ ′′= − − + − − − =
 (2.172)

è ìîæåò áûòü ðåøåíî ÷èñëåííî èëè ïðèáëèæåííî. Â ïîñëåäíåì

ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ñîîò
íî-
øåíèé, ïðåäñòàâèâ ïðèáëèæåííî ðåøåíèå äëÿ f â âèäå

( ) ( ) ( )( ) 1
1 1 1

N N
f z A z A z

+= − + − − , îáåñïå÷èâàþùåì óäîâëåòâîðåíèå
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè 0z = , 1z =  è àñèìïòîòèêå ïðè 1z → .

Óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèþ (2.172) èíòåãðàëüíî, â âèäå
1

0

( ) 0,L f dz=∫  íàéäåì íåèçâåñòíóþ êîíñòàíòó:
2

2

6 (23 11 2)

(2 1)(73 2)

m m m
A

m m m

+ +=
+ + −

.

×èñëåííî óðàâíåíèå (2.172) ðåøåíî â [34], ãäå ïðèâåäåíî
ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ 0

my t∼ ,
1

0
nx t +∼ , ( )4 1 / 3n m= − , äëÿ êîòîðîãî ñîõðàíÿåòñÿ àâòîìîäåëü-

íîñòü âîëíîâîãî ïðîöåññà.
Ñëó÷àé 2. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îãðàíè÷èìñÿ âûâîäîì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ óðàâíåíèé (êîòîðûìè îêàçûâàþòñÿ õîðîøî èçó÷åí-
íûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè) è ñïåöèôè÷åñêèõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïðîäîëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé è
äåôîðìàöèè íà ïîïåðå÷íûõ âîëíàõ, à òàêæå ïåðå÷èñëåíèåì
íîâûõ çàäà÷, êîòîðûå ïîääàþòñÿ ðåøåíèþ ïðè òàêîì ïîäõîäå
(ïîäðîáíî ðåøåíèÿ äàíû â [35]).

Âûâîä ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïîïåðå÷íî-ïðîäîëüíûõ âîëí íà÷íåì ñ ëèíåàðèçàöèè âûðàæå-
íèÿ äëÿ ïîëíîé äåôîðìàöèè, êàê è â [36]. Â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå, êîãäà ñòðóíà èìååò íà÷àëüíîå íàòÿæåíèå 0 0T Ee= , E �
ìîäóëü Þíãà, ïðîäîëüíîå ñìåùåíèå öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ( )0 0x e s s x= − + , ãäå s0 � êîîðäèíàòà çàêðåïëåíèÿ
ñòðóíû. Òîãäà âîçìóùåíèå äåôîðìàöèè e~ = e � e0 èìååò âèä

 e~ =
2 2 2

0 01 1
x y z

e e
s s s

∂ ∂ ∂     + + + + − −     ∂ ∂ ∂     
.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ ñèëîâûå âîçäåéñòâèÿ
íà íàòÿíóòóþ ñòðóíó íåâåëèêè, òî  e~ <<1, à ñëåäîâàòåëüíî,

/x s∂ ∂ <<1, /y s∂ ∂ <<1, /z s∂ ∂ <<1. Ðàçëàãàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ  e~  â ðÿä
è îãðàíè÷èâàñü ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì

 e~ =
( )

2 2

0

1

2 1

x y y

s e s s

 ∂ ∂ ∂   + +    ∂ + ∂ ∂     
. (2.173)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âêëàä ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ñîñòàâ-
ëÿþùèõ äåôîðìàöèè â äèíàìè÷åñêîå íàãðóæåíèå îêàçûâàåòñÿ
îäíîãî ïîðÿäêà, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ íà

ïîðÿäîê áîëüøå ïðîäîëüíûõ (îíè âõîäÿò â (2.173) êâàäðàòàìè
ïðîèçâîäíûõ)

Óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íî-ïðîäîëüíûõ âîëí (2.4) â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

( ) 0

0

cos ,
1

Ee y
T j T

e s

∂≈
+ ∂

;  ( ) 0

0

cos ,
1

Ee z
T k T

e s

∂≈
+ ∂

;

( )
( )

2 2

0 2

0

1
cos ,

2 1

x y z
T i T Ee E

s s se

  ∂ ∂ ∂    ≈ + + +     ∂ ∂ ∂   +     
,

ïðèíèìàþò âèä

2 2
2
02 2

y y
b

t s

∂ ∂=
∂ ∂

;   
2 2

2
02 2

z z
b

t s

∂ ∂=
∂ ∂

; (2.174)

( )

2 22
2
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x x y z
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s s s st e

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + +     ∂ ∂ ∂ ∂∂    +    
, (2.175)
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ðàâíà 0 ( )a e t− . Îòñþäà 2 2 / 2m n n− − = , ( )4 1 / 3n m= − , ò. å.
4 3( )e y′∼ , ÷òî è ñëåäîâàëî îæèäàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ àñèìïòî-

òèêîé çàäà÷è. Ïðè 1m >  èìååì  ( ) ( )1 2 1 / 2 1 0N m m− = − + > , ÷òî
ãîâîðèò îá îòñóòñòâèè èçëîìà íà ãîëîâíîé ïîïåðå÷íîé âîëí
å

1z =  ïðè âñåõ 1m > . Â ñëó÷àå 1m >  óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè
ïðîäîëüíûõ ñêîðîñòåé ïðè 1z = , âûòåêàþùåå èç ôàêòà íåïðå-
ðûâíîñòè ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñâÿçè

êîýôôèöèåíòîâ â çàêîíàõ ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè:

( )( ) 12
2

0
0 0

1 2 4 1

18

A m m
f dz a B

a B

+ − ′ =∫ ;

( )( )
1

2 3 2 2 2
0

0

18 1 2 4 1a B m m A f dz′= + − ∫ .

Óðàâíåíèå (2.171) ïðè ýòîì ïðèíèìàåò âèä

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2
24 1 2

1 1 2 1 1 0
3 9

m
L f m m f m m zf z f

+′ ′′= − − + − − − =
 (2.172)

è ìîæåò áûòü ðåøåíî ÷èñëåííî èëè ïðèáëèæåííî. Â ïîñëåäíåì

ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ñîîò
íî-
øåíèé, ïðåäñòàâèâ ïðèáëèæåííî ðåøåíèå äëÿ f â âèäå

( ) ( ) ( )( ) 1
1 1 1

N N
f z A z A z

+= − + − − , îáåñïå÷èâàþùåì óäîâëåòâîðåíèå
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè 0z = , 1z =  è àñèìïòîòèêå ïðè 1z → .

Óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèþ (2.172) èíòåãðàëüíî, â âèäå
1

0

( ) 0,L f dz=∫  íàéäåì íåèçâåñòíóþ êîíñòàíòó:
2

2

6 (23 11 2)

(2 1)(73 2)

m m m
A

m m m

+ +=
+ + −

.

×èñëåííî óðàâíåíèå (2.172) ðåøåíî â [34], ãäå ïðèâåäåíî
ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ 0

my t∼ ,
1

0
nx t +∼ , ( )4 1 / 3n m= − , äëÿ êîòîðîãî ñîõðàíÿåòñÿ àâòîìîäåëü-

íîñòü âîëíîâîãî ïðîöåññà.
Ñëó÷àé 2. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îãðàíè÷èìñÿ âûâîäîì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ óðàâíåíèé (êîòîðûìè îêàçûâàþòñÿ õîðîøî èçó÷åí-
íûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè) è ñïåöèôè÷åñêèõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïðîäîëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé è
äåôîðìàöèè íà ïîïåðå÷íûõ âîëíàõ, à òàêæå ïåðå÷èñëåíèåì
íîâûõ çàäà÷, êîòîðûå ïîääàþòñÿ ðåøåíèþ ïðè òàêîì ïîäõîäå
(ïîäðîáíî ðåøåíèÿ äàíû â [35]).

Âûâîä ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïîïåðå÷íî-ïðîäîëüíûõ âîëí íà÷íåì ñ ëèíåàðèçàöèè âûðàæå-
íèÿ äëÿ ïîëíîé äåôîðìàöèè, êàê è â [36]. Â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå, êîãäà ñòðóíà èìååò íà÷àëüíîå íàòÿæåíèå 0 0T Ee= , E �
ìîäóëü Þíãà, ïðîäîëüíîå ñìåùåíèå öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ( )0 0x e s s x= − + , ãäå s0 � êîîðäèíàòà çàêðåïëåíèÿ
ñòðóíû. Òîãäà âîçìóùåíèå äåôîðìàöèè e~ = e � e0 èìååò âèä

 e~ =
2 2 2

0 01 1
x y z

e e
s s s

∂ ∂ ∂     + + + + − −     ∂ ∂ ∂     
.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ ñèëîâûå âîçäåéñòâèÿ
íà íàòÿíóòóþ ñòðóíó íåâåëèêè, òî  e~ <<1, à ñëåäîâàòåëüíî,

/x s∂ ∂ <<1, /y s∂ ∂ <<1, /z s∂ ∂ <<1. Ðàçëàãàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ  e~  â ðÿä
è îãðàíè÷èâàñü ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì

 e~ =
( )

2 2

0

1

2 1

x y y

s e s s

 ∂ ∂ ∂   + +    ∂ + ∂ ∂     
. (2.173)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âêëàä ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ñîñòàâ-
ëÿþùèõ äåôîðìàöèè â äèíàìè÷åñêîå íàãðóæåíèå îêàçûâàåòñÿ
îäíîãî ïîðÿäêà, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ íà

ïîðÿäîê áîëüøå ïðîäîëüíûõ (îíè âõîäÿò â (2.173) êâàäðàòàìè
ïðîèçâîäíûõ)

Óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íî-ïðîäîëüíûõ âîëí (2.4) â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
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,
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t s
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; (2.174)

( )

2 22
2
02 2

0

1

2 1

x x y z
a

s s s st e

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + +     ∂ ∂ ∂ ∂∂    +    
, (2.175)

ÃËÀÂÀ 2. ÒÅÎÐÈß ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÃÎ ÓÄÀÐÀ... § 2.7. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÅÒÎÄÎÂ...



227226

ãäå 
( )

2
2 0 0 0
0

0 0 01 1

Ee a e
b

e e
= =

ρ + +
, 2

0 0/a E= ρ .

Â [36] ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.174) è (2.175) ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû èç èñõîäíîé ñèñòåìû (2.4) ìåòîäîì âîçìóùåíèé â
ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè  e~ ~ ε  ( ε  � õàðàêòåðíîå ïðèðàùåíèå
äåôîðìàöèè), êàê ïåðâîå åå ïðèáëèæåíèå. Ïðè ýòîì íåèçâåñò-
íûå ôóíêöèè x , y, z, e~ ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû:

( )1 2 ...x X X= ε + ε + ;  ( )1/ 2
1 2 ...y Y Y= ε + ε + ;

( )1/ 2
1 2 ...z Z Z= ε + ε + ;   e~ = ( )1 2 ...E Eε + ε + .

Åñòåñòâåííî, ÷òî ôóíêöèè X1, Y1, Z1, E1 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèÿì (2.173) � (2.175).

Óðàâíåíèå (2.174), ïðåäñòàâëÿþùåå óðàâíåíèå ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé ñòðóí, ìîæåò áûòü ðåøåíî òðàäèöèîííûìè ìåòîäà-
ìè, ïðèìåíÿåìûìè â êóðñàõ «Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè». Â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàäàíî òî÷å÷íîå âîçäåéñòâèå ïðè 0s =
â âèäå 0( )y y t=  è íà÷àëüíîå 0 0 0( ), / ( ),y y s dy dt v s= =  ïîëó÷èòü
ðåøåíèå íå ñîñòàâëÿåò òðóäà êàê ìåòîäîì ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
âîëí, òàê è ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (ïðè ýòîì îáëàñò
ü
èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé s îãðàíè÷åíà è íà ãðàíèöå s L=  ïî-
ñòàâëåíî ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå). Åñëè 0 0( ) ( ) 0y s v s= ≡ ,
òî ðåøåíèå èìååò âèä áåãóùåé âîëíû. Â ñëó÷àå âîçäåéñòâèÿ í
à
íàòÿíóòóþ ñòðóíó çàòóïëåííûì òåëîì ðåøåíèå öåëåñîîáðàç
íî
ïîëó÷àòü ñ ìîìåíòà 0t t= , êîãäà ñêîðîñòü òî÷êè èçëîìà ñðàâíÿåò-
ñÿ ñî ñêîðîñòüþ ïîïåðå÷íîé âîëíû. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäîì
âîçìóùåíèé âîçìîæíî òåîðåòè÷åñêè îïðåäåëÿòü èñêðèâëåíí
óþ
ôîðìó ñòðóíû ìåæäó ïîïåðå÷íîé âîëíîé è òî÷êîé ñõîäà ñòðóíû
ñ ïîâåðõíîñòè òåëà [37] (ïîäðîáíî îá ýòîì â [35]). Â [37] ðàññìîò-
ðåíà çàäà÷à óäàðà ïî íàòÿíóòîé ñòðóíå ïëîñêèì èëè ñèëüíî çàòóï-
ëåííûì òîðöîì ñî ñêîðîñòüþ, óáûâàþùåé ñî âðåìåíåì. Óñòàíîâ-
ëåíî óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ñòðóíà «îòîðâåòñÿ» îò ïîâåðõíîñòè
òîðöà âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì åãî êðàéíèõ òî÷åê.

Ïðè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.175), ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé, ïðèõîäèòñÿ ó÷èòû-
âàòü ñëåäóþùèå îáñòîÿòåëüñòâà:

1. Â îáëàñòè 0b s≤ < ∞  îíî îäíîðîäíîå; åãî ðåøåíèå èçâå-
ñòíî, åñëè èçâåñòíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ 0x x= (s), 0/dx dt u= (s)
è êàêîå-ëèáî óñëîâèå, ñîäåðæàùåå x , /x s∂ ∂ , /x t∂ ∂   ïðè

0s b t= . Â îáëàñòè 0a t s≤ < ∞  äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çíàíèÿ

óñëîâèÿ ïðè 0s b t=  íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê çäåñü èìååò ìåñòî
çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (çàäà÷à Êîøè). Â òîì ñëó÷àå,
êîãäà 0 ( ) 0x s ≡  èëè 0 ( ) 0u s ≡ ,  ðåøåíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ

( , ) 0x s t ≡ .
2. Â îáëàñòè 00 s b t≤ ≤  îíî íåîäíîðîäíîå, çàâèñèò îò ðåøå-

íèé ( , ), ( , )y s t z s t , óñëîâèÿ 0( )x x t=  â òî÷êå óäàðà è óñëîâèé íà
ïîïåðå÷íîé âîëíå 0s b t= , êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Óñëîâèÿ íà âîëíå 0s b t=  ñëåäóþò èç íåïðåðûâíîñòè íà íåé
ïîëíîé äåôîðìàöèè è ïðèìåíåíèÿ çàêîíà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
â íàïðàâëåíèè îñè x. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ â
ïëîñêîïàðàëëåëüíîì ñëó÷àå îíè èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä:

( )
2

0

1
0

2 1

x y

s e s

 ∂ ∂ + =  ∂ + ∂   
;  

( )
2

0

02 1

bx y

t e s

∂ ∂   =   ∂ + ∂   
.

Êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ðàçðûâû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïà-
ðàìåòðîâ ñïðàâà è ñëåâà îò ïîïåðå÷íîé âîëíû 0s b t= . Â [38]

óñòàíîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíû 
x

s

∂ 
 ∂ 

 è 
x

t

∂ 
 ∂ 

 íå èçìåíÿþòñÿ ïðè

ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ïîïåðå÷íóþ âîëíó 0s b t=  ïðîäîëüíîé âîë-
íû (îòðàæåííîé, íàïðèìåð, îò ãðàíèöû s L= ). Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðè÷èíû âîçíèê
-
íîâåíèÿ âûíóæäåííûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé íàòÿíóòûõ ñòðóí
íà ÷àñòîòàõ èõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé.

§ 2.8. Некоторые приложения теории
продольно-поперечного удара

Ìåòîä ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîëó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîé
äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ ìàòåðèàëà [23, ãë. I]. Ñ ýòîé öåëüþ
ïî íèòè èç èñïûòóåìîãî ìàòåðèàëà ïðîèçâîäèòñÿ óäàð ñ íåêî-
òîðîé ïîñòîÿííîé ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòüþ 0v . Íèòü çàêðåï-
ëÿåòñÿ íà òàêîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè óäàðà, ÷òîáû âîëíà ðàñòÿ-
æåíèÿ çà âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà íå óñïåëà îòðàçèòüñÿ îò ìåñò
êðåïëåíèÿ è, âçàèìîäåéñòâóÿ ñ âîëíîé ñèëüíîãî ðàçðûâà, ïî
-
âëèÿòü íà âåëè÷èíó óãëà γ . Â ýòîì ñëó÷àå, ôîòîãðàôèðóÿ êàð-
òèíó äâèæåíèÿ íèòè, ëåãêî ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðèòü óãîë γ
â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè 0v , ò. å. íàéòè ( )0 0v v= γ .
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ãäå 
( )

2
2 0 0 0
0

0 0 01 1

Ee a e
b

e e
= =

ρ + +
, 2

0 0/a E= ρ .

Â [36] ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.174) è (2.175) ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû èç èñõîäíîé ñèñòåìû (2.4) ìåòîäîì âîçìóùåíèé â
ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè  e~ ~ ε  ( ε  � õàðàêòåðíîå ïðèðàùåíèå
äåôîðìàöèè), êàê ïåðâîå åå ïðèáëèæåíèå. Ïðè ýòîì íåèçâåñò-
íûå ôóíêöèè x , y, z, e~ ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû:

( )1 2 ...x X X= ε + ε + ;  ( )1/ 2
1 2 ...y Y Y= ε + ε + ;

( )1/ 2
1 2 ...z Z Z= ε + ε + ;   e~ = ( )1 2 ...E Eε + ε + .

Åñòåñòâåííî, ÷òî ôóíêöèè X1, Y1, Z1, E1 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèÿì (2.173) � (2.175).

Óðàâíåíèå (2.174), ïðåäñòàâëÿþùåå óðàâíåíèå ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé ñòðóí, ìîæåò áûòü ðåøåíî òðàäèöèîííûìè ìåòîäà-
ìè, ïðèìåíÿåìûìè â êóðñàõ «Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè». Â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàäàíî òî÷å÷íîå âîçäåéñòâèå ïðè 0s =
â âèäå 0( )y y t=  è íà÷àëüíîå 0 0 0( ), / ( ),y y s dy dt v s= =  ïîëó÷èòü
ðåøåíèå íå ñîñòàâëÿåò òðóäà êàê ìåòîäîì ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
âîëí, òàê è ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (ïðè ýòîì îáëàñò
ü
èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé s îãðàíè÷åíà è íà ãðàíèöå s L=  ïî-
ñòàâëåíî ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå). Åñëè 0 0( ) ( ) 0y s v s= ≡ ,
òî ðåøåíèå èìååò âèä áåãóùåé âîëíû. Â ñëó÷àå âîçäåéñòâèÿ í
à
íàòÿíóòóþ ñòðóíó çàòóïëåííûì òåëîì ðåøåíèå öåëåñîîáðàç
íî
ïîëó÷àòü ñ ìîìåíòà 0t t= , êîãäà ñêîðîñòü òî÷êè èçëîìà ñðàâíÿåò-
ñÿ ñî ñêîðîñòüþ ïîïåðå÷íîé âîëíû. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäîì
âîçìóùåíèé âîçìîæíî òåîðåòè÷åñêè îïðåäåëÿòü èñêðèâëåíí
óþ
ôîðìó ñòðóíû ìåæäó ïîïåðå÷íîé âîëíîé è òî÷êîé ñõîäà ñòðóíû
ñ ïîâåðõíîñòè òåëà [37] (ïîäðîáíî îá ýòîì â [35]). Â [37] ðàññìîò-
ðåíà çàäà÷à óäàðà ïî íàòÿíóòîé ñòðóíå ïëîñêèì èëè ñèëüíî çàòóï-
ëåííûì òîðöîì ñî ñêîðîñòüþ, óáûâàþùåé ñî âðåìåíåì. Óñòàíîâ-
ëåíî óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ñòðóíà «îòîðâåòñÿ» îò ïîâåðõíîñòè
òîðöà âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì åãî êðàéíèõ òî÷åê.

Ïðè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.175), ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé, ïðèõîäèòñÿ ó÷èòû-
âàòü ñëåäóþùèå îáñòîÿòåëüñòâà:

1. Â îáëàñòè 0b s≤ < ∞  îíî îäíîðîäíîå; åãî ðåøåíèå èçâå-
ñòíî, åñëè èçâåñòíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ 0x x= (s), 0/dx dt u= (s)
è êàêîå-ëèáî óñëîâèå, ñîäåðæàùåå x , /x s∂ ∂ , /x t∂ ∂   ïðè

0s b t= . Â îáëàñòè 0a t s≤ < ∞  äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çíàíèÿ

óñëîâèÿ ïðè 0s b t=  íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê çäåñü èìååò ìåñòî
çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (çàäà÷à Êîøè). Â òîì ñëó÷àå,
êîãäà 0 ( ) 0x s ≡  èëè 0 ( ) 0u s ≡ ,  ðåøåíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ

( , ) 0x s t ≡ .
2. Â îáëàñòè 00 s b t≤ ≤  îíî íåîäíîðîäíîå, çàâèñèò îò ðåøå-

íèé ( , ), ( , )y s t z s t , óñëîâèÿ 0( )x x t=  â òî÷êå óäàðà è óñëîâèé íà
ïîïåðå÷íîé âîëíå 0s b t= , êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Óñëîâèÿ íà âîëíå 0s b t=  ñëåäóþò èç íåïðåðûâíîñòè íà íåé
ïîëíîé äåôîðìàöèè è ïðèìåíåíèÿ çàêîíà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
â íàïðàâëåíèè îñè x. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ â
ïëîñêîïàðàëëåëüíîì ñëó÷àå îíè èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä:

( )
2

0

1
0

2 1

x y

s e s

 ∂ ∂ + =  ∂ + ∂   
;  

( )
2

0

02 1

bx y

t e s

∂ ∂   =   ∂ + ∂   
.

Êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ðàçðûâû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïà-
ðàìåòðîâ ñïðàâà è ñëåâà îò ïîïåðå÷íîé âîëíû 0s b t= . Â [38]

óñòàíîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíû 
x

s

∂ 
 ∂ 

 è 
x

t

∂ 
 ∂ 

 íå èçìåíÿþòñÿ ïðè

ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ïîïåðå÷íóþ âîëíó 0s b t=  ïðîäîëüíîé âîë-
íû (îòðàæåííîé, íàïðèìåð, îò ãðàíèöû s L= ). Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðè÷èíû âîçíèê
-
íîâåíèÿ âûíóæäåííûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé íàòÿíóòûõ ñòðóí
íà ÷àñòîòàõ èõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé.

§ 2.8. Некоторые приложения теории
продольно-поперечного удара

Ìåòîä ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîëó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîé
äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ ìàòåðèàëà [23, ãë. I]. Ñ ýòîé öåëüþ
ïî íèòè èç èñïûòóåìîãî ìàòåðèàëà ïðîèçâîäèòñÿ óäàð ñ íåêî-
òîðîé ïîñòîÿííîé ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòüþ 0v . Íèòü çàêðåï-
ëÿåòñÿ íà òàêîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè óäàðà, ÷òîáû âîëíà ðàñòÿ-
æåíèÿ çà âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà íå óñïåëà îòðàçèòüñÿ îò ìåñò
êðåïëåíèÿ è, âçàèìîäåéñòâóÿ ñ âîëíîé ñèëüíîãî ðàçðûâà, ïî
-
âëèÿòü íà âåëè÷èíó óãëà γ . Â ýòîì ñëó÷àå, ôîòîãðàôèðóÿ êàð-
òèíó äâèæåíèÿ íèòè, ëåãêî ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðèòü óãîë γ
â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè 0v , ò. å. íàéòè ( )0 0v v= γ .
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Äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî óäàðà ïî íèòè, êàê ñëåäóåò èç ïðå-
äûäóùåãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

2
0 0

0

( ) (1 ) ( ); ( )cos ; tg ; ( ) .
e

e

b u e T e b b u v b u a e deρ + = + = + γ = γ = ∫
Îòñþäà ëåãêî íàéòè, ÷òî

2
0 0 0

2

0

(1 cos ) ( )
(1 ) ( ) ( ); ( ) ( ).

sinsin

e

e

v v
e T e f a e de

ρ − γ γ
+ = = γ = = ϕ γ

γγ ∫ (2.176)

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî 2

0

1 dT
a

de
=

ρ
, èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîò-

íîøåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, èç êîòîðîãî ìîæíî íàéòè çàâèñèìîñòü T = T (e).
Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäèôôåðåíöèðóåì âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïî γ :

0

1 dT de d

de d d

ϕ=
ρ γ γ

,

çàòåì ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âûðàæåíèå äëÿ T èç
ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ. Òîãäà ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì:

( ) 2 2

0

1

1

fd de d

de e d d

γ     ϕ=     ρ + γ γ    
;

( ) ( )
( )

2 2

2

0

1

1

df
e f de dde

d de

+ − γ    ϕ=   γ γρ +    
;

( ) ( )
2 2

0 1
1

fdf de de d
e

d d e d d

γ    ϕ− = ρ +   γ γ + γ γ   
.

Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ f , f ′ , ′ϕ , ïðèõîäèì ê ñëåäó-

þùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî 
de

dγ
:

  
( )( )22 2

0 0
02 2

0 0

1 cos 11
2 ctg sin

1 sin

ev dvde de
v

v d e d dv

+ γ −′     − γ − = + γ     γ + γ γγ    
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì ( ),e e c= γ .
Èç îïûòîâ ëåãêî îïðåäåëèòü 0γ , ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåëó

óïðóãîñòè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî èçìåðèòü äëèíó èñïûòóåìî
ãî
êóñêà íèòè ïîñëå óäàðà è îïðåäåëèòü, îáëàäàåò ëè îí îñòàòî÷-
íûì óäëèíåíèåì. Òîò óãîë 0γ , ïðè êîòîðîì â íèòè ïîñëå ýêñ-

ïåðèìåíòà ïîÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè, áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü äåôîðìàöèè es. Ñëåäîâàòåëüíî,

0( , )se e c= γ . (2.177)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç E ìîäóëü óïðóãîñòè, ïîëó÷èì:
2

0 0 0
2

0

( )
(1 )

sins s
v

e Ee
ρ γ

+ =
γ

,

0
0 0 0

0 0

1 cos
( ) ( )

sins
E

e e v
− γ

− = γ
ρ γ

.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé çíà÷åíèÿ
äëÿ E è es â ðàâåíñòâî (2.177), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ c.

Çíàÿ çàâèñèìîñòü e = e(γ), èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.176)
îïðåäåëÿåì T (γ), ò. å. ïîëó÷àåì äèíàìè÷åñêóþ äèàãðàììó ðà-
ñòÿæåíèÿ ìàòåðèàëà íèòè, âûðàæåííóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìå. Çàâèñèìîñòü T = T (e) íàõîäèòñÿ ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà γ .

Îïðåäåëåíèå íàòÿæåíèé è äåôîðìàöèé íèòè îñíîâû, âûç-
âàííûõ äåéñòâèåì ïîïåðå÷íûõ ñèë ïðè çåâîîáðàçîâàíèè â
òêà÷åñòâå. Â ïðîöåññå ðàáîòû òêàöêèõ ñòàíêîâ íà íèòü îñíîâû
äåéñòâóþò ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå óäàðíûå ñèëû, âîçíèêàþ-
ùèå â ìîìåíò ïðèáîÿ áàòàíà è çåâîîáðàçîâàíèÿ. Ýòè ñèëû
ïðèâîäÿò ê äîïîëíèòåëüíîé äåôîðìàöèè íèòåé îñíîâû. Ýòè
äåôîðìàöèè, îáóñëîâëåííûå óäàðîì áàòàíà â ìîìåíò ïðèáîÿ,
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå, ñëåäóþùåé èç òåîðèè óäàðà
[8]. Êàê ïîêàçàíî â [8], ïðîöåññ çåâîîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óäàð ïî íèòè ñî ñêîðîñòüþ 0v  � ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ
îñíîâû â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Îáû÷íî äåôîðìàöèè
íèòåé â ïðîöåññå çåâîîáðàçîâàíèÿ îñòàþòñÿ óïðóãèìè, à äå-

ôîðìàöèÿ 0e  äî íà÷àëà ýòîãî ïðîöåññà ìàëà. Ïîýòîìó äëÿ
ðàñ÷åòà ìàêñèìàëüíûõ äåôîðìàöèé íèòåé îñíîâû â ïðîöåññå

çåâîîáðàçîâàíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.56):

4 3

0

3
0

1

4

v
e

a

 
=  

 
,

ãäå 0a  � ñêîðîñòü çâóêà â íèòè.
Â [8] îïèñàíî òàêæå ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäå-

ëåíèþ ìàêñèìàëüíûõ äåôîðìàöèé â íèòÿõ îñíîâû èç âèñêîçíî-
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Äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî óäàðà ïî íèòè, êàê ñëåäóåò èç ïðå-
äûäóùåãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:
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0

( ) (1 ) ( ); ( )cos ; tg ; ( ) .
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e

b u e T e b b u v b u a e deρ + = + = + γ = γ = ∫
Îòñþäà ëåãêî íàéòè, ÷òî
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0 0 0
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0

(1 cos ) ( )
(1 ) ( ) ( ); ( ) ( ).

sinsin

e

e
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e T e f a e de

ρ − γ γ
+ = = γ = = ϕ γ

γγ ∫ (2.176)

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî 2

0

1 dT
a

de
=

ρ
, èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîò-

íîøåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, èç êîòîðîãî ìîæíî íàéòè çàâèñèìîñòü T = T (e).
Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäèôôåðåíöèðóåì âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïî γ :

0

1 dT de d

de d d

ϕ=
ρ γ γ

,

çàòåì ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âûðàæåíèå äëÿ T èç
ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ. Òîãäà ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì:
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;
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γ    ϕ− = ρ +   γ γ + γ γ   
.

Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ f , f ′ , ′ϕ , ïðèõîäèì ê ñëåäó-

þùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî 
de

dγ
:

  
( )( )22 2

0 0
02 2

0 0

1 cos 11
2 ctg sin

1 sin

ev dvde de
v

v d e d dv

+ γ −′     − γ − = + γ     γ + γ γγ    
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì ( ),e e c= γ .
Èç îïûòîâ ëåãêî îïðåäåëèòü 0γ , ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåëó

óïðóãîñòè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî èçìåðèòü äëèíó èñïûòóåìî
ãî
êóñêà íèòè ïîñëå óäàðà è îïðåäåëèòü, îáëàäàåò ëè îí îñòàòî÷-
íûì óäëèíåíèåì. Òîò óãîë 0γ , ïðè êîòîðîì â íèòè ïîñëå ýêñ-

ïåðèìåíòà ïîÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè, áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü äåôîðìàöèè es. Ñëåäîâàòåëüíî,

0( , )se e c= γ . (2.177)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç E ìîäóëü óïðóãîñòè, ïîëó÷èì:
2

0 0 0
2

0

( )
(1 )

sins s
v

e Ee
ρ γ

+ =
γ

,

0
0 0 0

0 0

1 cos
( ) ( )

sins
E

e e v
− γ

− = γ
ρ γ

.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé çíà÷åíèÿ
äëÿ E è es â ðàâåíñòâî (2.177), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ c.

Çíàÿ çàâèñèìîñòü e = e(γ), èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.176)
îïðåäåëÿåì T (γ), ò. å. ïîëó÷àåì äèíàìè÷åñêóþ äèàãðàììó ðà-
ñòÿæåíèÿ ìàòåðèàëà íèòè, âûðàæåííóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìå. Çàâèñèìîñòü T = T (e) íàõîäèòñÿ ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà γ .

Îïðåäåëåíèå íàòÿæåíèé è äåôîðìàöèé íèòè îñíîâû, âûç-
âàííûõ äåéñòâèåì ïîïåðå÷íûõ ñèë ïðè çåâîîáðàçîâàíèè â
òêà÷åñòâå. Â ïðîöåññå ðàáîòû òêàöêèõ ñòàíêîâ íà íèòü îñíîâû
äåéñòâóþò ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå óäàðíûå ñèëû, âîçíèêàþ-
ùèå â ìîìåíò ïðèáîÿ áàòàíà è çåâîîáðàçîâàíèÿ. Ýòè ñèëû
ïðèâîäÿò ê äîïîëíèòåëüíîé äåôîðìàöèè íèòåé îñíîâû. Ýòè
äåôîðìàöèè, îáóñëîâëåííûå óäàðîì áàòàíà â ìîìåíò ïðèáîÿ,
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå, ñëåäóþùåé èç òåîðèè óäàðà
[8]. Êàê ïîêàçàíî â [8], ïðîöåññ çåâîîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óäàð ïî íèòè ñî ñêîðîñòüþ 0v  � ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ
îñíîâû â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Îáû÷íî äåôîðìàöèè
íèòåé â ïðîöåññå çåâîîáðàçîâàíèÿ îñòàþòñÿ óïðóãèìè, à äå-

ôîðìàöèÿ 0e  äî íà÷àëà ýòîãî ïðîöåññà ìàëà. Ïîýòîìó äëÿ
ðàñ÷åòà ìàêñèìàëüíûõ äåôîðìàöèé íèòåé îñíîâû â ïðîöåññå

çåâîîáðàçîâàíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.56):

4 3

0

3
0

1

4

v
e

a

 
=  

 
,

ãäå 0a  � ñêîðîñòü çâóêà â íèòè.
Â [8] îïèñàíî òàêæå ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäå-

ëåíèþ ìàêñèìàëüíûõ äåôîðìàöèé â íèòÿõ îñíîâû èç âèñêîçíî-
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ãî øåëêà â ìîìåíòû ïðèáîÿ áàòàíà è çåâîîáðàçîâàíèÿ. Óäëèíå-
íèå îïðåäåëÿëîñü â ïðîöåññå ðàáîòû òêàöêîãî ñòàíêà ñ ïîìî-
ùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîé êèíîôîòîñúåìêè ôèêñèðîâàííîãî ó÷à
-
ñòêà íèòè âìåñòå ñ øàáëîíîì, ðàâíûì åãî ïåðâîíà÷àëüíîé
äëèíå.

Ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè ïðèìåíèìîñòü òåîðåòè÷åñêèõ
ôîðìóë, ïî êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìóì äåôîðìàöèè íèòè
îñíîâû â ïðîöåññå òêà÷åñòâà. (Äëÿ õëîï÷àòîáóìàæíîé íèòè ýòè
ôîðìóëû áûëè ïðîâåðåíû ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì àñ-
ïèðàíòà ÌÒÈ Êîëåñíèêîâà [8].)

Óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ êîëåáàíèé ìóçûêàëüíûõ ñòðóí ([36,
37, 39�41]). Âïëîòü äî ïîñëåäíèõ ëåò â ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåííîé
ìóçûêàëüíûì ñòðóíàì, èõ êîëåáàíèÿ ïðåäïîëàãàëèñü òîëüêî
ïîïåðå÷íûìè. Åñëè çàêðåïèòü íàòÿíóòóþ ñòðóíó â òî÷êàõ 0s =
è s L= , òî åå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, íàïðèìåð, â ïëîñêîñòè
yOx  ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå [42].
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÷ëåíîâ, ó êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ in  è im  ìîãóò îòëè-
÷àòüñÿ îò n è m, íî i in m k+ = . Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå

2
y

s s

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

 áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé áåñêîíå÷íûé ðÿä ÷ëåíîâ

( )sink
k s

t
l

πΦ , ãäå kΦ  ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ

( ) ( )
i im nt tϕ ϕ .
Ðåøåíèÿìè íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (2.175),

îïðåäåëÿþùåãî ñïåêòð ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé çàêðåïëåííîé
íàòÿíóòîé ñòðóíû, áóäóò:

1) ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïî âèäó íå îòëè÷àþùå-
ìóñÿ îò (2.178), åñëè 0b  çàìåíèòü íà 0a , à ïîä an è bn ïîíèìàòü
êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïðî-
äîëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñìåùåíèé è ñêîðîñòåé;

2) ÷àñòíûå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.175), êîòî-
ðûå ìîæíî èñêàòü â âèäå ( )sin( )k kx f t ks l= π .

Â ñèëó âèäà ôóíêöèè ( )k tΦ  ðåøåíèÿìè äëÿ ôóíêöèè ( )kf t
áóäóò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè cos ktω  è sin ktω . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ÷àñòîòû âûíóæäåííûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñîâïàäà-
þò ñ ÷àñòîòàìè ñîáñòâåííûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé. Â òîì
ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáà-
íèé ñîâïàäåò ñ êàêîé-ëèáî ÷àñòîòîé ïîïåðå÷íûõ, âîçìîæíî
ÿâëåíèå ðåçîíàíñà. Ïîäðîáíûé àíàëèç ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé
ñòðóí ùèïêîâûõ è êëàâèøíûõ èíñòðóìåíòîâ ïðîâåäåí â [39].

Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ î ñâîáîäíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ
ìóçûêàëüíûõ ñòðóí ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïîïåðå÷íûõ ñêîðîñòåé è ñìåùåíèé èçâåñòíî. Íàïðèìåð, åùå â
êíèãå ëîðäà Ðýëåÿ [43] ïðåäëàãàëîñü ñ÷èòàòü ñòðóíó ùèïêîâûõ
èíñòðóìåíòîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò íåïîäâèæíîé, èìåþùåé
òðåóãîëüíóþ ôîðìó ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ êðåïëåíèÿ è âîçäåé
-
ñòâèÿ èñïîëíèòåëÿ. Äëÿ êëàâèøíûõ èíñòðóìåíòîâ, íàîáîðîò,
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíûå ñìåùåíèÿ ó ñòðóíû îòñóòñòâóåò, íî
èëè èìååòñÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé íà ó÷àñòêå
âîçäåéñòâèÿ ìîëîòî÷êà, èëè íà ýòîì ó÷àñòêå äåéñòâóåò èìïóëüñ.

Â [37] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ùèïêîâûõ è êëàâèøíûõ èíñòðó-
ìåíòîâ âîçíèêàþùèå ïðè òàêèõ ïîñòàíîâêàõ äâèæåíèÿ ñòðóí
 íå
ïîçâîëÿþò èì «îñâîáîäèòüñÿ» îò ìåäèàòîðà èëè ìîëîòî÷êà.
Ïîñòàâëåííûå À.Â. Áðþêâèíûì, À.À. Ìàëàøèíûì ýêñïå-
ðèìåíòû, îïèñàííûå â [40], óêàçûâàþò, ÷òî âðåìÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåäèàòîðà ñî ñòðóíîé ñîñòàâëÿåò ~ 0,01�0,03 ñ; çà ýòî
âðåìÿ ðàçâèâàåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèé âîëíîâîé ïðîöåññ è ñïåê
òð
êîëåáàíèé. Â ìîíîãðàôèè [44] îòìå÷åíî, ÷òî çà âðåìÿ âîçäåé-
ñòâèÿ ìîëîòî÷êà ôîðòåïüÿíî ïîïåðå÷íàÿ âîëíà îäèí-äâà ðàç
à
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ãî øåëêà â ìîìåíòû ïðèáîÿ áàòàíà è çåâîîáðàçîâàíèÿ. Óäëèíå-
íèå îïðåäåëÿëîñü â ïðîöåññå ðàáîòû òêàöêîãî ñòàíêà ñ ïîìî-
ùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîé êèíîôîòîñúåìêè ôèêñèðîâàííîãî ó÷à
-
ñòêà íèòè âìåñòå ñ øàáëîíîì, ðàâíûì åãî ïåðâîíà÷àëüíîé
äëèíå.

Ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè ïðèìåíèìîñòü òåîðåòè÷åñêèõ
ôîðìóë, ïî êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìóì äåôîðìàöèè íèòè
îñíîâû â ïðîöåññå òêà÷åñòâà. (Äëÿ õëîï÷àòîáóìàæíîé íèòè ýòè
ôîðìóëû áûëè ïðîâåðåíû ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì àñ-
ïèðàíòà ÌÒÈ Êîëåñíèêîâà [8].)

Óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ êîëåáàíèé ìóçûêàëüíûõ ñòðóí ([36,
37, 39�41]). Âïëîòü äî ïîñëåäíèõ ëåò â ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåííîé
ìóçûêàëüíûì ñòðóíàì, èõ êîëåáàíèÿ ïðåäïîëàãàëèñü òîëüêî
ïîïåðå÷íûìè. Åñëè çàêðåïèòü íàòÿíóòóþ ñòðóíó â òî÷êàõ 0s =
è s L= , òî åå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, íàïðèìåð, â ïëîñêîñòè
yOx  ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå [42].
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Ðåøåíèÿìè íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (2.175),

îïðåäåëÿþùåãî ñïåêòð ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé çàêðåïëåííîé
íàòÿíóòîé ñòðóíû, áóäóò:

1) ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïî âèäó íå îòëè÷àþùå-
ìóñÿ îò (2.178), åñëè 0b  çàìåíèòü íà 0a , à ïîä an è bn ïîíèìàòü
êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïðî-
äîëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñìåùåíèé è ñêîðîñòåé;

2) ÷àñòíûå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.175), êîòî-
ðûå ìîæíî èñêàòü â âèäå ( )sin( )k kx f t ks l= π .

Â ñèëó âèäà ôóíêöèè ( )k tΦ  ðåøåíèÿìè äëÿ ôóíêöèè ( )kf t
áóäóò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè cos ktω  è sin ktω . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ÷àñòîòû âûíóæäåííûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñîâïàäà-
þò ñ ÷àñòîòàìè ñîáñòâåííûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé. Â òîì
ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáà-
íèé ñîâïàäåò ñ êàêîé-ëèáî ÷àñòîòîé ïîïåðå÷íûõ, âîçìîæíî
ÿâëåíèå ðåçîíàíñà. Ïîäðîáíûé àíàëèç ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé
ñòðóí ùèïêîâûõ è êëàâèøíûõ èíñòðóìåíòîâ ïðîâåäåí â [39].

Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ î ñâîáîäíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ
ìóçûêàëüíûõ ñòðóí ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïîïåðå÷íûõ ñêîðîñòåé è ñìåùåíèé èçâåñòíî. Íàïðèìåð, åùå â
êíèãå ëîðäà Ðýëåÿ [43] ïðåäëàãàëîñü ñ÷èòàòü ñòðóíó ùèïêîâûõ
èíñòðóìåíòîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò íåïîäâèæíîé, èìåþùåé
òðåóãîëüíóþ ôîðìó ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ êðåïëåíèÿ è âîçäåé
-
ñòâèÿ èñïîëíèòåëÿ. Äëÿ êëàâèøíûõ èíñòðóìåíòîâ, íàîáîðîò,
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíûå ñìåùåíèÿ ó ñòðóíû îòñóòñòâóåò, íî
èëè èìååòñÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé íà ó÷àñòêå
âîçäåéñòâèÿ ìîëîòî÷êà, èëè íà ýòîì ó÷àñòêå äåéñòâóåò èìïóëüñ.

Â [37] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ùèïêîâûõ è êëàâèøíûõ èíñòðó-
ìåíòîâ âîçíèêàþùèå ïðè òàêèõ ïîñòàíîâêàõ äâèæåíèÿ ñòðóí
 íå
ïîçâîëÿþò èì «îñâîáîäèòüñÿ» îò ìåäèàòîðà èëè ìîëîòî÷êà.
Ïîñòàâëåííûå À.Â. Áðþêâèíûì, À.À. Ìàëàøèíûì ýêñïå-
ðèìåíòû, îïèñàííûå â [40], óêàçûâàþò, ÷òî âðåìÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåäèàòîðà ñî ñòðóíîé ñîñòàâëÿåò ~ 0,01�0,03 ñ; çà ýòî
âðåìÿ ðàçâèâàåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèé âîëíîâîé ïðîöåññ è ñïåê
òð
êîëåáàíèé. Â ìîíîãðàôèè [44] îòìå÷åíî, ÷òî çà âðåìÿ âîçäåé-
ñòâèÿ ìîëîòî÷êà ôîðòåïüÿíî ïîïåðå÷íàÿ âîëíà îäèí-äâà ðàç
à
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îòðàçèòñÿ îò êðåïëåíèÿ, ñîçäàâ ê ìîìåíòó îòñêîêà ìîëîòî÷êà
ñïåöèôè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé è ñìåùåíèé â ñòðóíå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàèáîëåå îáîñíîâàííîãî îïðåäåëåíèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ïîïåðå÷íûõ, òàê è ïðîäîëüíûõ ñìåùåíèé è

ñêîðîñòåé ÷àñòèö ñòðóí ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó
âçàèìîäåéñòâèÿ ñòðóíû ñ âîçáóäèòåëåì åå êîëåáàíèé. Îòñûëàÿ
ê [39, 41, 45], ãäå ñîäåðæèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîñòàíîâîê
çàäà÷ è ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè, ïðèâåäåì îñíîâíûå âûâîäû
èç íèõ.

1. Â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ ìåäèàòîðà íà
ñòðóíó ìîæíî ïðèíÿòü òî÷å÷íîå âîçäåéñòâèå áåñêîíå÷íî òîí-
êîé ïàëî÷êè, êîòîðàÿ èìååò ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ïî íîðìà-
ëè ê ñòðóíå (vn) è âäîëü ñâîåé îñè (vτ). Â çàâèñèìîñòè îò ìàíå-
ðû èãðû èñïîëíèòåëÿ è ñâîéñòâ ìåäèàòîðà (èëè ïàëüöà èñïîë
-
íèòåëÿ) âîçìîæíû ñëåäóþùèå âîëíîâûå ñöåíàðèè.

� åñëè vn íå ìåíÿåòñÿ, òðåíèÿ ìåæäó ïàëî÷êîé è ñòðóíîé
íåò, èìååì ñëó÷àé òî÷å÷íîãî óäàðà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ,
ïðè êîòîðîì ñòðóíà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîèò èç îò-
ðåçêîâ ïðÿìûõ, ðàçäåëåííûõ ïîïåðå÷íîé âîëíîé; îòðåçêè, ïðè-
ìûêàþùèå ê ìåñòàì êðåïëåíèÿ ïîêîÿòñÿ, à ïðèìûêàþùèå ê
ïàëî÷êå � äâèãàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ vn. Îòñþäà íàõîäèòñÿ ñïåêòð
ïîïåðå÷íî-ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé â ïåðèîä âîçäåéñòâèÿ ìåäè-
àòîðà (áîëåå âûñîêî÷àñòîòíûé è çàâèñÿùèé îò ìåñòà âîçäåé-
ñòâèÿ èñïîëíèòåëÿ). Ñèòóàöèÿ, âîçíèêàþùàÿ ê ìîìåíòó ñõîäà

ïàëî÷êè îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüí
ûõ
ñêîðîñòåé è ñìåùåíèé ÷àñòèö ñâîáîäíîé ñòðóíû;

� â ñëó÷àå íàëè÷èÿ òðåíèÿ ìåæäó ñòðóíîé è ïàëî÷êîé âîç-
íèêàåò ïðîñòðàíñòâåííàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà, ïðèâîäÿùàÿ ê ï
ðî-
ñòðàíñòâåííûì ñâîáîäíûì êîëåáàíèÿì;

� òàê êàê ñ êàæäûì îòðàæåíèåì ïîïåðå÷íîé âîëíû îò ìå-
äèàòîðà ïðîåêöèÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ, ñîçäàþùàÿ ìîìåíò ñèëû,
êîòîðûé äîëæåí óäåðæàòü ïàëåö, âîçðàñòàåò, âîçìîæåí ïðîâî-
ðîò ìåäèàòîðà èëè ïàëüöà îêîëî ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê óäåð-
æàíèÿ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ìàíåðå èãðû ñ ïðîäîëæ
è-
òåëüíûì óäåðæàíèåì ìåäèàòîðà èëè ïàëüöà íà ñòðóíå. Ïðî-
ñòðàíñòâåííàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíî óñëîæ-
íÿåòñÿ, ïîñêîëüêó çàâèñèò îò äèíàìèêè âðàùåíèÿ ìåäèàòîðà
(èëè ïàëüöà) è ïåðåìåùåíèÿ ïî íåìó ñòðóíû (ïîäðîáíî îá
ýòîì â [41, 45]);

� ïðè íåîáõîäèìîñòè ó÷åò îòêëîíåíèÿ âîçäåéñòâèÿ îò òî÷å÷
-
íîãî ïðîâîäèòñÿ èëè â òî÷íîé ïîñòàíîâêå (íàïðèìåð, äëÿ êëè
-
íîîáðàçíîé ôîðìû ìåäèàòîðà â [41]) èëè ïðè äîïóùåíèé, ÷òî
ýòè îòêëîíåíèÿ ìàëû.

2. Â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ ìîëîòî÷êà ìàñ-
ñîé m ïðèíèìàåòñÿ òî÷å÷íîå âîçäåéñòâèå òàêîé ìàññû ñ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðîñòè ïàäåíèÿ ìîëîòî÷êà íà ñòðóíó.
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñìåùåíèé è
ñêîðîñòåé ÷àñòèö ñòðóíû â ìîìåíò îòñêîêà ìîëîòî÷êà, ïðèíè-
ìàåìîå çà íà÷àëüíîå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î êîëåáàíèè ñâîáîä-
íîé ñòðóíû. Ó÷åò âëèÿíèÿ ôîðìû ìîëîòî÷êà ïðîâîäèòñÿ â
ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïðîâåäåííûå òåîðåòè÷åñêèå èñ-
ñëåäîâàíèÿ áûëè ñîïîñòàâëåíû ñ ýêñïåðèìåíòîì, îòìå÷åíà
âûñîêàÿ ñòåïåíü ñîãëàñîâàíèÿ ðàñ÷åòíûõ è îïûòíûõ äàííûõ ïî
ñïåêòðàì ïîïåðå÷íî-ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé.

§ 2.9. Поперечные колебания балок под действием
динамических нагрузок

Âûøå ïðè èçó÷åíèè âîëíîâîãî ïðîöåññà, ñîïðîâîæäàþùå-
ãî ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íûé óäàð, èñõîäèëè èç óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ãèáêîé íèòè. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îá èçãèáå
ïîä äåéñòâèåì äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê äëèííîé áàëêè, êîòîðóþ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íèòü, îáëàäàþùóþ çíà÷èòåëüíîé
æåñòêîñòüþ.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ áàëêè ïîä äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîé
íàãðóçêè. ßâëåíèå èçãèáà, âîçíèêàþùåå ïðè äåéñòâèè ïîïåðå÷-
íûõ íàãðóçîê, õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ïàðàë-
ëåëüíûå ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ áàëêè íàêëîíÿþòñÿ äðóã ê äðóãó,
âûçûâàÿ èñêðèâëåíèå åå îñè. Â ñîïðîòèâëåíèè ìàòåðèàëîâ
îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà ïëîñêèõ ñå÷åíèé, ñîãëàñíî êîòî-
ðîé ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ áàëêè ab  è cd ïðè èçãèáå îñòàþòñÿ
ïëîñêèìè ( a b′ ′ è c d′ ′  íà ðèñ. 2.26). Ïðè ýòîì åñëè âåðõíèå ñëîè
ýëåìåíòà acdb ðàñòÿãèâàþòñÿ, òî íèæíèå ñæèìàþòñÿ. Ñóùåñò-
âóåò íåêîòîðûé ñëîé OO′ , íàçûâàåìûé íåéòðàëüíûì, êîòîðûé
ïðè èçãèáå íå èçìåíÿåò ñâîåé äëèíû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåéò-
ðàëüíûé ñëîé ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ïîïåðå÷íûõ ñå÷
å-
íèé. Çíàÿ ðàäèóñ êðèâèçíû ρ  ëèíèè OO′ , ëåãêî îïðåäåëèòü
äåôîðìàöèþ ex ñëîÿ, îòñòîÿùåãî íà ðàññòîÿíèè y  îò OO′ :
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îòðàçèòñÿ îò êðåïëåíèÿ, ñîçäàâ ê ìîìåíòó îòñêîêà ìîëîòî÷êà
ñïåöèôè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé è ñìåùåíèé â ñòðóíå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàèáîëåå îáîñíîâàííîãî îïðåäåëåíèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ïîïåðå÷íûõ, òàê è ïðîäîëüíûõ ñìåùåíèé è

ñêîðîñòåé ÷àñòèö ñòðóí ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó
âçàèìîäåéñòâèÿ ñòðóíû ñ âîçáóäèòåëåì åå êîëåáàíèé. Îòñûëàÿ
ê [39, 41, 45], ãäå ñîäåðæèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîñòàíîâîê
çàäà÷ è ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè, ïðèâåäåì îñíîâíûå âûâîäû
èç íèõ.

1. Â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ ìåäèàòîðà íà
ñòðóíó ìîæíî ïðèíÿòü òî÷å÷íîå âîçäåéñòâèå áåñêîíå÷íî òîí-
êîé ïàëî÷êè, êîòîðàÿ èìååò ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ïî íîðìà-
ëè ê ñòðóíå (vn) è âäîëü ñâîåé îñè (vτ). Â çàâèñèìîñòè îò ìàíå-
ðû èãðû èñïîëíèòåëÿ è ñâîéñòâ ìåäèàòîðà (èëè ïàëüöà èñïîë
-
íèòåëÿ) âîçìîæíû ñëåäóþùèå âîëíîâûå ñöåíàðèè.

� åñëè vn íå ìåíÿåòñÿ, òðåíèÿ ìåæäó ïàëî÷êîé è ñòðóíîé
íåò, èìååì ñëó÷àé òî÷å÷íîãî óäàðà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ,
ïðè êîòîðîì ñòðóíà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîèò èç îò-
ðåçêîâ ïðÿìûõ, ðàçäåëåííûõ ïîïåðå÷íîé âîëíîé; îòðåçêè, ïðè-
ìûêàþùèå ê ìåñòàì êðåïëåíèÿ ïîêîÿòñÿ, à ïðèìûêàþùèå ê
ïàëî÷êå � äâèãàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ vn. Îòñþäà íàõîäèòñÿ ñïåêòð
ïîïåðå÷íî-ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé â ïåðèîä âîçäåéñòâèÿ ìåäè-
àòîðà (áîëåå âûñîêî÷àñòîòíûé è çàâèñÿùèé îò ìåñòà âîçäåé-
ñòâèÿ èñïîëíèòåëÿ). Ñèòóàöèÿ, âîçíèêàþùàÿ ê ìîìåíòó ñõîäà

ïàëî÷êè îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüí
ûõ
ñêîðîñòåé è ñìåùåíèé ÷àñòèö ñâîáîäíîé ñòðóíû;

� â ñëó÷àå íàëè÷èÿ òðåíèÿ ìåæäó ñòðóíîé è ïàëî÷êîé âîç-
íèêàåò ïðîñòðàíñòâåííàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà, ïðèâîäÿùàÿ ê ï
ðî-
ñòðàíñòâåííûì ñâîáîäíûì êîëåáàíèÿì;

� òàê êàê ñ êàæäûì îòðàæåíèåì ïîïåðå÷íîé âîëíû îò ìå-
äèàòîðà ïðîåêöèÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ, ñîçäàþùàÿ ìîìåíò ñèëû,
êîòîðûé äîëæåí óäåðæàòü ïàëåö, âîçðàñòàåò, âîçìîæåí ïðîâî-
ðîò ìåäèàòîðà èëè ïàëüöà îêîëî ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê óäåð-
æàíèÿ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ìàíåðå èãðû ñ ïðîäîëæ
è-
òåëüíûì óäåðæàíèåì ìåäèàòîðà èëè ïàëüöà íà ñòðóíå. Ïðî-
ñòðàíñòâåííàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíî óñëîæ-
íÿåòñÿ, ïîñêîëüêó çàâèñèò îò äèíàìèêè âðàùåíèÿ ìåäèàòîðà
(èëè ïàëüöà) è ïåðåìåùåíèÿ ïî íåìó ñòðóíû (ïîäðîáíî îá
ýòîì â [41, 45]);

� ïðè íåîáõîäèìîñòè ó÷åò îòêëîíåíèÿ âîçäåéñòâèÿ îò òî÷å÷
-
íîãî ïðîâîäèòñÿ èëè â òî÷íîé ïîñòàíîâêå (íàïðèìåð, äëÿ êëè
-
íîîáðàçíîé ôîðìû ìåäèàòîðà â [41]) èëè ïðè äîïóùåíèé, ÷òî
ýòè îòêëîíåíèÿ ìàëû.

2. Â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ ìîëîòî÷êà ìàñ-
ñîé m ïðèíèìàåòñÿ òî÷å÷íîå âîçäåéñòâèå òàêîé ìàññû ñ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðîñòè ïàäåíèÿ ìîëîòî÷êà íà ñòðóíó.
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñìåùåíèé è
ñêîðîñòåé ÷àñòèö ñòðóíû â ìîìåíò îòñêîêà ìîëîòî÷êà, ïðèíè-
ìàåìîå çà íà÷àëüíîå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î êîëåáàíèè ñâîáîä-
íîé ñòðóíû. Ó÷åò âëèÿíèÿ ôîðìû ìîëîòî÷êà ïðîâîäèòñÿ â
ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïðîâåäåííûå òåîðåòè÷åñêèå èñ-
ñëåäîâàíèÿ áûëè ñîïîñòàâëåíû ñ ýêñïåðèìåíòîì, îòìå÷åíà
âûñîêàÿ ñòåïåíü ñîãëàñîâàíèÿ ðàñ÷åòíûõ è îïûòíûõ äàííûõ ïî
ñïåêòðàì ïîïåðå÷íî-ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé.

§ 2.9. Поперечные колебания балок под действием
динамических нагрузок

Âûøå ïðè èçó÷åíèè âîëíîâîãî ïðîöåññà, ñîïðîâîæäàþùå-
ãî ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íûé óäàð, èñõîäèëè èç óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ãèáêîé íèòè. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îá èçãèáå
ïîä äåéñòâèåì äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê äëèííîé áàëêè, êîòîðóþ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íèòü, îáëàäàþùóþ çíà÷èòåëüíîé
æåñòêîñòüþ.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ áàëêè ïîä äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîé
íàãðóçêè. ßâëåíèå èçãèáà, âîçíèêàþùåå ïðè äåéñòâèè ïîïåðå÷-
íûõ íàãðóçîê, õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ïàðàë-
ëåëüíûå ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ áàëêè íàêëîíÿþòñÿ äðóã ê äðóãó,
âûçûâàÿ èñêðèâëåíèå åå îñè. Â ñîïðîòèâëåíèè ìàòåðèàëîâ
îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà ïëîñêèõ ñå÷åíèé, ñîãëàñíî êîòî-
ðîé ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ áàëêè ab  è cd ïðè èçãèáå îñòàþòñÿ
ïëîñêèìè ( a b′ ′ è c d′ ′  íà ðèñ. 2.26). Ïðè ýòîì åñëè âåðõíèå ñëîè
ýëåìåíòà acdb ðàñòÿãèâàþòñÿ, òî íèæíèå ñæèìàþòñÿ. Ñóùåñò-
âóåò íåêîòîðûé ñëîé OO′ , íàçûâàåìûé íåéòðàëüíûì, êîòîðûé
ïðè èçãèáå íå èçìåíÿåò ñâîåé äëèíû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåéò-
ðàëüíûé ñëîé ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ïîïåðå÷íûõ ñå÷
å-
íèé. Çíàÿ ðàäèóñ êðèâèçíû ρ  ëèíèè OO′ , ëåãêî îïðåäåëèòü
äåôîðìàöèþ ex ñëîÿ, îòñòîÿùåãî íà ðàññòîÿíèè y  îò OO′ :
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( )
.x

y y
e

+ ρ δα − ρδα= =
ρδα ρ

Çäåñü δα � óãîë ïîâîðîòà äâóõ
áëèçëåæàùèõ ñå÷åíèé áàëêè. Íà-
ïðÿæåíèå ðàñòÿæåíèÿ (è ñæàòèÿ)
σx   ðàññìàòðèâàåìîãî ñëîÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ: σx = σx (ex).

Â çàäà÷àõ, ðàññìàòðèâàåìûõ
èçãèá ïîä äåéñòâèåì óäàðíûõ íà-
ãðóçîê, çàâèñèìîñòü σx (ex) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïðè äèíàìè÷åñêèõ èñïûòà-
íèÿõ íà ðàñòÿæåíèå (è ñæàòèå) îá-
ðàçöîâ èç ìàòåðèàëà áàëêè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íåîáõîäèìî
óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíà-
ìè íàïðÿæåíèé σx  è èçãèáàþùåãî
ìîìåíòà M, äåéñòâóþùåãî â äàí-

íîì ñå÷åíèè áàëêè. Ñ ýòîé öåëüþ ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò
â öåíòð òÿæåñòè ýòîãî ñå÷åíèÿ, îñü Ox  íàïðàâèì ïî îñè áàëêè,
îñü Oz  � ïî ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíîãî ñëîÿ ñ ïëîñêî-
ñòüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, îñü Oy  � ïåðïåíäèêóëÿðíî ê Oz .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Oy  è Oz  ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èçãèá ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè
xy è çàêëþ÷àåòñÿ â ïîâîðîòå ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé îòíîñèòåëüíî
îñè Oz. Ïðè ýòîì ïðîåêöèÿìè ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû â ïîïå-
ðå÷íîì ñå÷åíèè áóäóò:

( )xX y dF′= σ∫ ; 0Y = ; 0Z = .

Åñëè ( ) ( )x xy y′ ′σ − = −σ  (äèàãðàììà «íàïðÿæåíèå�äåôîðìà-
öèÿ» àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè ex 0= ), òî â ñèëó ñäå-
ëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé 0X = , ò. å. ïðîäîëüíàÿ ñèëà â
áàëêå îòñóòñòâóåò. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ãëàâíûé ìîìåíò âíóò-
ðåííèõ ñèë â êàæäîì ñå÷åíèè áàëêè íàïðàâëåí ïî îñè Oz , ò. å.
ìîìåíòû Mx , My îòíîñèòåëüíî îñåé Ox  è Oy  ðàâíû íóëþ.

Ðàâåíñòâî íóëþ Mx  ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïàðàëëåëüíîñòè
íàïðÿæåíèé σx  ïî îñè Ox . Ìîìåíò âíóòðåííèõ ñèë îòíîñèòåëü-

íî îñè Oy , ò. å. ( )y xM z y dF= σ∫ , ðàâåí íóëþ èç-çà ñèììåòðèè

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè. Òàêèì îáðàçîì
,
äåéñòâèå âíóòðåííèõ ñèë ïðè ÷èñòîì èçãèáå ïðèâîäèòñÿ ê ïà
ðå,
ïðè÷åì ïëîñêîñòü ïàðû ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ xOy  äåéñòâèÿ
ïîïåðå÷íûõ íàãðóçîê.

Ïðèðàâíèâàÿ ìîìåíò âíóòðåííèõ ñèë èçãèáàþùåìó ìîìåí-
òó âíåøíèõ ñèë M:

xM y dF= σ ⋅∫ ,

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ìåæäó ðàäèóñîì êðèâèçíû ρ
è âåëè÷èíîé M.

Ïóñòü ê áàëêå, íàõîäÿùåéñÿ â ðàâíîâåñèè, ïðèëîæåíû: íåêî-
òîðàÿ ñèñòåìà ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë 1 2, , ..., nP P P , êîîðäèíàòû
òî÷åê ïðèëîæåíèÿ êîòîðûõ ñóòü 1 2, , ..., nl l l , è ðàñïðåäåëåííàÿ
íàãðóçêà q(x). Îòñå÷åì ÷àñòü áàëêè ïî ñå÷åíèþ x è çàìåíèì
äåéñòâèå îäíîé îòáðîøåííîé (íàïðèìåð, ëåâîé) ÷àñòè ïðèëî-
æåíèåì â òî÷êå x ñèëû

( ) ( )1 1
1 0

xk

i
i

Q x P q x dx
=

= +∑ ∫
è ìîìåíòà

( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 0

xk

i i
i

M x P x l q x x x dx
=

= − + −∑ ∫ .

Åñëè íàä ñå÷åíèåì x íå áûëî ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû, òî

( )Q x dM dx= . (2.179)

Ñèëó ( )Q x  ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîïåðå÷íîé, èëè ïåðåðåçûâàþ-
ùåé, ñèëîé. Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (2.179), êîòîðóþ áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü ñïðàâåäëèâîé è â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, çà ïîëîæ
è-
òåëüíîå íàïðàâëåíèå ñèëû áûëî ïðèíÿòî íàïðàâëåíèå ñâåðõ
ó
âíèç, çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ìîìåíòà � íàïðàâëåíèå

âðàùåíèÿ ëåâîé ÷àñòè áàëêè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ñîñòàâ
èì
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëèííîé áàëêè ïîä äåéñòâèåì èçãèáàþù
å-
ãî ìîìåíòà M (x,t) è ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè q (x,t), ïðèìåíèâ
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ê îáúåìó, çàêëþ÷åííîìó ìåæäó ñå÷åíè-
ÿìè x  è x dx+ :
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+ ρ δα − ρδα= =
ρδα ρ

Çäåñü δα � óãîë ïîâîðîòà äâóõ
áëèçëåæàùèõ ñå÷åíèé áàëêè. Íà-
ïðÿæåíèå ðàñòÿæåíèÿ (è ñæàòèÿ)
σx   ðàññìàòðèâàåìîãî ñëîÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ: σx = σx (ex).

Â çàäà÷àõ, ðàññìàòðèâàåìûõ
èçãèá ïîä äåéñòâèåì óäàðíûõ íà-
ãðóçîê, çàâèñèìîñòü σx (ex) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïðè äèíàìè÷åñêèõ èñïûòà-
íèÿõ íà ðàñòÿæåíèå (è ñæàòèå) îá-
ðàçöîâ èç ìàòåðèàëà áàëêè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íåîáõîäèìî
óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíà-
ìè íàïðÿæåíèé σx  è èçãèáàþùåãî
ìîìåíòà M, äåéñòâóþùåãî â äàí-

íîì ñå÷åíèè áàëêè. Ñ ýòîé öåëüþ ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò
â öåíòð òÿæåñòè ýòîãî ñå÷åíèÿ, îñü Ox  íàïðàâèì ïî îñè áàëêè,
îñü Oz  � ïî ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíîãî ñëîÿ ñ ïëîñêî-
ñòüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, îñü Oy  � ïåðïåíäèêóëÿðíî ê Oz .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Oy  è Oz  ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èçãèá ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè
xy è çàêëþ÷àåòñÿ â ïîâîðîòå ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé îòíîñèòåëüíî
îñè Oz. Ïðè ýòîì ïðîåêöèÿìè ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû â ïîïå-
ðå÷íîì ñå÷åíèè áóäóò:

( )xX y dF′= σ∫ ; 0Y = ; 0Z = .

Åñëè ( ) ( )x xy y′ ′σ − = −σ  (äèàãðàììà «íàïðÿæåíèå�äåôîðìà-
öèÿ» àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè ex 0= ), òî â ñèëó ñäå-
ëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé 0X = , ò. å. ïðîäîëüíàÿ ñèëà â
áàëêå îòñóòñòâóåò. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ãëàâíûé ìîìåíò âíóò-
ðåííèõ ñèë â êàæäîì ñå÷åíèè áàëêè íàïðàâëåí ïî îñè Oz , ò. å.
ìîìåíòû Mx , My îòíîñèòåëüíî îñåé Ox  è Oy  ðàâíû íóëþ.

Ðàâåíñòâî íóëþ Mx  ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïàðàëëåëüíîñòè
íàïðÿæåíèé σx  ïî îñè Ox . Ìîìåíò âíóòðåííèõ ñèë îòíîñèòåëü-

íî îñè Oy , ò. å. ( )y xM z y dF= σ∫ , ðàâåí íóëþ èç-çà ñèììåòðèè

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè. Òàêèì îáðàçîì
,
äåéñòâèå âíóòðåííèõ ñèë ïðè ÷èñòîì èçãèáå ïðèâîäèòñÿ ê ïà
ðå,
ïðè÷åì ïëîñêîñòü ïàðû ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ xOy  äåéñòâèÿ
ïîïåðå÷íûõ íàãðóçîê.

Ïðèðàâíèâàÿ ìîìåíò âíóòðåííèõ ñèë èçãèáàþùåìó ìîìåí-
òó âíåøíèõ ñèë M:

xM y dF= σ ⋅∫ ,

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ìåæäó ðàäèóñîì êðèâèçíû ρ
è âåëè÷èíîé M.

Ïóñòü ê áàëêå, íàõîäÿùåéñÿ â ðàâíîâåñèè, ïðèëîæåíû: íåêî-
òîðàÿ ñèñòåìà ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë 1 2, , ..., nP P P , êîîðäèíàòû
òî÷åê ïðèëîæåíèÿ êîòîðûõ ñóòü 1 2, , ..., nl l l , è ðàñïðåäåëåííàÿ
íàãðóçêà q(x). Îòñå÷åì ÷àñòü áàëêè ïî ñå÷åíèþ x è çàìåíèì
äåéñòâèå îäíîé îòáðîøåííîé (íàïðèìåð, ëåâîé) ÷àñòè ïðèëî-
æåíèåì â òî÷êå x ñèëû

( ) ( )1 1
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xk

i
i

Q x P q x dx
=

= +∑ ∫
è ìîìåíòà

( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 0

xk
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M x P x l q x x x dx
=

= − + −∑ ∫ .

Åñëè íàä ñå÷åíèåì x íå áûëî ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû, òî

( )Q x dM dx= . (2.179)

Ñèëó ( )Q x  ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîïåðå÷íîé, èëè ïåðåðåçûâàþ-
ùåé, ñèëîé. Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (2.179), êîòîðóþ áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü ñïðàâåäëèâîé è â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, çà ïîëîæ
è-
òåëüíîå íàïðàâëåíèå ñèëû áûëî ïðèíÿòî íàïðàâëåíèå ñâåðõ
ó
âíèç, çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ìîìåíòà � íàïðàâëåíèå

âðàùåíèÿ ëåâîé ÷àñòè áàëêè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ñîñòàâ
èì
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëèííîé áàëêè ïîä äåéñòâèåì èçãèáàþù
å-
ãî ìîìåíòà M (x,t) è ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè q (x,t), ïðèìåíèâ
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ê îáúåìó, çàêëþ÷åííîìó ìåæäó ñå÷åíè-
ÿìè x  è x dx+ :

ÃËÀÂÀ 2. ÒÅÎÐÈß ÏÎÏÅÐÅ×ÍÎÃÎ ÓÄÀÐÀ... § 2.9. ÏÎÏÅÐÅ×ÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÁÀËÎÊ...

Ðèñ. 2.26

Î Î′

Î Î′



237236

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

2 2
, ,

y M
F dx q x t dx Q x dx Q x q x t dx

t x

∂ ∂ ρ = + + − = + ∂ ∂ 
.

Îòñþäà

( )
2 2

2 2
,

y M
F q x t

t x

∂ ∂ρ = +
∂ ∂

. (2.180)

Çäåñü ρ  � ïëîòíîñòü; F  � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ; y (x,t) �
ñìåùåíèå öåíòðà òÿæåñòè ñå÷åíèÿ â òî÷êå x  íåéòðàëüíîãî ñëîÿ.

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (2.180) íå ó÷èòûâàëèñü òàêèå ôàêòî-
ðû, êàê âðàùåíèå ýëåìåíòà îáúåìà áàëêè ìåæäó ñå÷åíèÿìè x
è x dx+  ïðè ïðîãèáå è åãî ñäâèã ïîä äåéñòâèåì ïåðåðåçûâàþ-
ùèõ ñèë ( ) ( ), .Q x x Q x+ ∆  Ó÷åò ýòèõ ôàêòîðîâ, êîòîðûå ìîãóò
îêàçàòü îïðåäåëåííîå âëèÿíèå íà õàðàêòåðèñòèêè êîðîòêèõ áà-
ëîê, ïðèâîäèò ê óñëîæíåííîìó ïî ñðàâíåíèþ ñ (2.180) óðàâíå-
íèþ äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííîìó â [12, 13]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî,
èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ Òèìîøåíêî, ìû ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â áàëêå, â òî âðåìÿ êàê
óðàâíåíèå (2.180), áóäó÷è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ïðèâîäèò ê
áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Òåì íå ìåíåå
ðàçíèöà â îïðåäåëåíèè õàðàêòåðèñòèê äëèííûõ áàëîê, îáóñë
îâ-
ëåííàÿ ïðèìåíåíèåì òîãî èëè èíîãî óðàâíåíèÿ, îêàçûâàåòñÿ

íåçíà÷èòåëüíîé.

Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ èçëîæåíèåì ðàáîò, îòíîñÿùèõ-
ñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ áàëîê ïðè äèíàìè÷åñêèõ íàãðó
ç-
êàõ çà ïðåäåëàìè ëèíåéíîé óïðóãîñòè è îñíîâàííûõ íà ðåøå-

íèè óðàâíåíèÿ (2.180). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â áîëüøèíñòâå
ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Òèìîøåíêî [12�20],
àíàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àé ëèíåéíî-óïðóãèõ äåôîðìàöèé.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî
ñå÷åíèÿ ( h  � âûñîòà, b  � øèðèíà ñå÷åíèÿ), ÷àñòü êîòîðîãî
ðàáîòàåò çà ïðåäåëîì óïðóãîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðàñ-
òÿãèâàþùèõ (ñæèìàþùèõ) íàïðÿæåíèé σx ñïðàâåäëèâà ñõåìà
Ïðàíäòëÿ:

( )ïðè ; ïðè .x x x s x s x x sEe e e E E e E e e e′ ′σ = ≤ σ = − + ≥

Èç óðàâíåíèÿ 
xM b ydy= σ∫  äëÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â

áàëêå ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïîëó÷èì

2
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2
h

xM b ydy= σ∫ . (2.181)

Ïðè ìàëûõ âåëè÷èíàõ ïðîãèáà y (x , t)  êðèâèçíà ðàâíà
2 21 y xκ = ρ ≈ ∂ ∂  è äåôîðìàöèÿ ex ïðè âûáðàííîì ïîëîæè-

òåëüíîì íàïðàâëåíèè èçãèáàþùåãî ìîìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

2

2x
y

e y y
x

∂= − = − κ
∂

. (2.182)

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç sy  êîîðäèíàòó óïðóãîãî ñëîÿ, èç (2.181) íàõî-
äèì:

( )3 2 3
2 32 2

3 2 4 3 8
s s s

s s
b Ey y b E E e h b E h

M y y
′ ′κ − κ κ   = − − − + −    

    
.

Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 3; ( ) ; 12s se y E E E J bh′= −κ λ = − =  ( J �
ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ), ïîñëåäíþþ ôîðìóëó
ïåðåïèøåì â âèäå

( ) ( )3

1 4 3s sy y
M EJ

h h

 
= − κ − λ − λ + λ 

 
. (2.183)

Òàêèì îáðàçîì, äàæå â ñëó÷àå ñõåìû Ïðàíäòëÿ èçãèáàþùèé
ìîìåíò M îêàçûâàåòñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé êðèâèçíû κ .

Â [21], ãäå ïîëó÷åíû (2.183) è ñîîòâåòñòâóþùåå íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ñìåùåíèÿ y (x,t) , ðàñ-
ñìîòðåí òàêæå ñëó÷àé, êîãäà â ñå÷åíèè x  íà÷èíàåòñÿ ðàçãðóçêà.
Ïðè ýòîì óðàâíåíèå äëÿ y (x,t)  ïðåäëàãàåòñÿ ñâîäèòü ê ëèíåéíî-
ìó, ñîîòâåòñòâóþùåìó óïðóãîìó ñëó÷àþ, à âñå íåëèíåéíûå
÷ëåíû è ÷ëåíû, çàâèñÿùèå îò λ , ïåðåíîñèòü â ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ôèêòèâíóþ ðàñïðåäåëåííóþ

íàãðóçêó. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé, â êîòîðîì çà íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ïðèíèìàþòñÿ ðåøå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ äëÿ óïðóãîãî ñëó÷àÿ.

Óäàð ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî áàëêå áåñêîíå÷íîé
äëèíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîì ñå÷åíèè 0x = , íåîãðà-
íè÷åííîé â îáå ñòîðîíû áàëêè, ïðîèçâîäèòñÿ óäàð ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ v1. Áóäåì ñ÷èòàòü ïëîòíîñòü ρ  è ïëîùàäü ïîïå-
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ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ F ïîñòîÿííûìè, à ïîïåðå÷íóþ íàãðóçêó q (x,t)
îòñóòñòâóþùåé. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (2.180) ïðèíèìàåò âèä

2 2

2 2

y M
F

t x

 ∂ ∂ρ = ∂ ∂ 
, (2.180′)

ïðè÷åì èçãèáàþùèé ìîìåíò M  ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé
êðèâèçíû 2 2y xκ ≈ ∂ ∂ . Äëÿ ëèíåéíîóïðóãèõ äåôîðìàöèé ñå÷å-
íèÿ áàëêè, M EJ= κ .

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà Áóññèíåñêîì [22],
ïîêàçàâøèì, ÷òî îòíîøåíèå /y t  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî

2 /x t . Ïîñëåäíèé ôàêò, êàê ïîêàçàíî â [23], îñòàåòñÿ ñïðàâåäëè-
âûì êàê ïðè íåëèíåéíîóïðóãèõ, òàê è ïðè ïëàñòè÷åñêèõ äåôî
ð-
ìàöèÿõ. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ η :

2

2

1

4

x

ta
η = ,

ãäå 2 ( )a EJ F= ρ , è ïîëîæèì, ÷òî ( )y tf= η . Òîãäà

( )
2

2 2

1
2

2

y
f f

x a

∂ ′ ′′κ = = + η
∂

; 
2 2

2

y
f

tt

∂ η ′′=
∂

. (2.181)

Êàê âèäíî, êðèâèçíà, à ñëåäîâàòåëüíî, è èçãèáàþùèé ìîìåíò
çàâèñÿò òîëüêî îò ïåðåìåííîé η .

Ââîäÿ íîâóþ ôóíêöèþ

3 22 2a a dM
S tQ

EJ EJ d
= = η

η
, (2.182)

óðàâíåíèå (2.180′) ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.181) ïðåîáðàçóåì â ñëå-
äóþùåå:

3
22 0S f′ ′′+ η = ; ( )1 22 2 0S a k f′′+ η − = . (2.183)

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.183) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.181) è (2.182),
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

0
d

S EJS
dM

κ′′ + = . (2.184)

Óðàâíåíèå (2.184) ÿâëÿåòñÿ ïî ñóùåñòâó óðàâíåíèåì ìåõà-
íèêè; çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ ó÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ

d dMκ . Âûðàçèì òåïåðü ñìåùåíèå y (x,t)  ÷åðåç S ( η ) . Èç (2.183)
íàõîäèì:

( ) ( )
3 2

const
2

S
y tf t d d

′ η
= η = − η η +

η∫ ∫
èëè

( )
3 22

S
y t d d

∞ ∞

η ζ

′ ξ
= − ζ ξ

ξ∫ ∫ (2.185)

(òàêèì âûáîðîì ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî
íèæå, îáåñïå÷èâàåòñÿ óäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà
áåñêîíå÷íîñòè).

Ïðåîáðàçóåì (2.185), èçìåíèâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ (îá-
ëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ABC â (2.185) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.27).
Òîãäà

( ) ( ) ( )
3 2 1 2 3 22 22

S d S d S dt t
y t d

ξ∞ ∞ ∞

η η η η

′ ′ ′ξ ξ ξ ξ ξ ξ
= − ζ = − + η

ξ ξ ξ∫ ∫ ∫ ∫ . (2.186)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî (2.186) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì è
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïðè ëþáîé ôóíêöèè S ( η ), îáåñïå÷èâàþ-
ùåé ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ (2.186). Èç óðàâíåíèÿ (2.186) íå-
ïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî

Ðèñ. 2.27
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íèÿ áàëêè, M EJ= κ .

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà Áóññèíåñêîì [22],
ïîêàçàâøèì, ÷òî îòíîøåíèå /y t  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî

2 /x t . Ïîñëåäíèé ôàêò, êàê ïîêàçàíî â [23], îñòàåòñÿ ñïðàâåäëè-
âûì êàê ïðè íåëèíåéíîóïðóãèõ, òàê è ïðè ïëàñòè÷åñêèõ äåôî
ð-
ìàöèÿõ. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ η :

2

2

1

4

x

ta
η = ,

ãäå 2 ( )a EJ F= ρ , è ïîëîæèì, ÷òî ( )y tf= η . Òîãäà

( )
2

2 2

1
2

2

y
f f

x a

∂ ′ ′′κ = = + η
∂

; 
2 2

2

y
f

tt

∂ η ′′=
∂

. (2.181)

Êàê âèäíî, êðèâèçíà, à ñëåäîâàòåëüíî, è èçãèáàþùèé ìîìåíò
çàâèñÿò òîëüêî îò ïåðåìåííîé η .

Ââîäÿ íîâóþ ôóíêöèþ

3 22 2a a dM
S tQ

EJ EJ d
= = η

η
, (2.182)

óðàâíåíèå (2.180′) ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.181) ïðåîáðàçóåì â ñëå-
äóþùåå:

3
22 0S f′ ′′+ η = ; ( )1 22 2 0S a k f′′+ η − = . (2.183)

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.183) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.181) è (2.182),
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

0
d

S EJS
dM

κ′′ + = . (2.184)

Óðàâíåíèå (2.184) ÿâëÿåòñÿ ïî ñóùåñòâó óðàâíåíèåì ìåõà-
íèêè; çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ ó÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ

d dMκ . Âûðàçèì òåïåðü ñìåùåíèå y (x,t)  ÷åðåç S ( η ) . Èç (2.183)
íàõîäèì:

( ) ( )
3 2

const
2

S
y tf t d d

′ η
= η = − η η +

η∫ ∫
èëè

( )
3 22

S
y t d d

∞ ∞

η ζ

′ ξ
= − ζ ξ

ξ∫ ∫ (2.185)

(òàêèì âûáîðîì ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî
íèæå, îáåñïå÷èâàåòñÿ óäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà
áåñêîíå÷íîñòè).

Ïðåîáðàçóåì (2.185), èçìåíèâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ (îá-
ëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ABC â (2.185) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.27).
Òîãäà

( ) ( ) ( )
3 2 1 2 3 22 22

S d S d S dt t
y t d

ξ∞ ∞ ∞

η η η η

′ ′ ′ξ ξ ξ ξ ξ ξ
= − ζ = − + η

ξ ξ ξ∫ ∫ ∫ ∫ . (2.186)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî (2.186) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì è
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïðè ëþáîé ôóíêöèè S ( η ), îáåñïå÷èâàþ-
ùåé ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ (2.186). Èç óðàâíåíèÿ (2.186) íå-
ïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî

Ðèñ. 2.27
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( ),0 0y x = ; 
( )
1 2

0

(0, )
2

St
y t d

∞ ′ ξ
= − ξ

ξ∫ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü óäàðà ïðè âûáðàííîì âèäå ðåøåíèÿ
äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t ïîñòîÿííà è ðàâíà

( )
1 1 2

0

1

2

S
v d

∞ ′ ξ
= − ξ

ξ∫ .

Íàêîíåö,

( )
2 3 24

Sy x
d

x a

∞

η

′ ξ∂ = ξ
∂ ξ∫ , 

( ),0
0

y x

x

∂ =
∂

.

×òîáû îïðåäåëèòü óãîë íàêëîíà áàëêè â òî÷êå 0x = , íåîá-
õîäèìî íàéòè ïðåäåë âûðàæåíèÿ

( )
3 20

lim
S d

A
∞

η→
η

′ ξ ξ
η =

ξ∫ . (2.187)

Ýòî âûðàæåíèå ïðè îãðàíè÷åííîñòè ( )S′ ξ  êîíå÷íî, ïîýòîìó
( )0,

2

y t A t

x a

∂ =
∂

 è ïðè 0A ≠  íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ òå÷åíè-

åì âðåìåíè.
Ïðåîáðàçóåì (2.187) ê âèäó

( ) ( ) ( )
3 2

2
2

S S S
d d

∞∞ ∞

η ηη

′ ′ ′′ξ ξ ξ
η ξ = − η + η ξ

ξ ξ ξ∫ ∫ ,

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ( )S′′ ξ , óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ

( )0 0S′ = (2.188)

è èìåþùåé îãðàíè÷åííóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, 0A = , ò. å.
( )0,

0
y t

x

∂ =
∂

.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè x = ∞
( ) ( ) ( ) ( ), , , , … 0x xx xxxy t y t y t y t′ ′′ ′′′∞ = ∞ = ∞ = ∞ = = .

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ âûðàæå-
íèå êðèâèçíû κ  ÷åðåç ôóíêöèþ S ( η ). Èç (2.183) èìååì:

2

1

2

S
f

a

 ′′κ = −  η 
.

Îòñþäà

2 3 2

1
const

2 2

S S
d

a

 ′ ′
κ = − + η + 

ηη  
∫ . (2.189)

Èíòåãðèðóÿ (2.189) ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( ), 0tκ ∞ = , íàõî-
äèì:

( )
2

1

2

S
d

a

∞

η

′ ξ
κ = ξ

ξ∫ . (2.190)

Àíàëîãè÷íî

( )
22

SEJ
M d

a

∞

η

ξ
= − ξ

ξ∫ ; 
( )

32

SEJ
Q

a t

η
= . (2.191)

Ñèëà P(t), íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñîâåðøåíèÿ óäàðà, ðàâíà óäâî-
åííîé ïåðåðåçûâàþùåé ñèëå ïðè 0η = :

3

(0)
.

EJ S
P

a t
= (2.192)

Äëÿ ýíåðãèè W ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

13
2 (0) .

EJ
W v S t

a
= (2.193)

Ïðè óäàðå ñ ìàëûìè ñêîðîñòÿìè, êîãäà âîçíèêàþò òîëüêî
óïðóãèå äåôîðìàöèè, óðàâíåíèå (2.184) ïðèíèìàåò âèä

0S S′′ + = . Åãî ðåøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (2.188),
ÿâëÿåòñÿ cosS c= η .

Èç ôîðìóëû äëÿ v1 ñëåäóåò:

1 1 2
0

sin

2 2 2

c c
v d

∞ ξ π= ξ =
ξ∫ ; 1

2
2 cosS v= η

π
. (2.194)

Óðàâíåíèå (2.190) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ êðèâèçíà
äîñòèãàåòñÿ ïðè 0x =  è ðàâíà

1(0)
F

v
EJ

ρκ = . (2.195)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè / 2y h=  áóäóò ìàêñèìàëüíûå äåôîðìà-
öèè:

max 12

h F
e v

EJ

ρ= .

Îòñþäà íàõîäèì ñêîðîñòü óäàðà ve, ïðè êîòîðîé íà÷èíàþò âîç-
íèêàòü ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè:

2 2s s
e

e EJ EJ
v

h F Eh F

σ
= =

ρ ρ
. (2.196)

Ïðè ñîñðåäîòî÷åííîì óäàðå áàëêà äåôîðìèðóåòñÿ, ïðèíè-
ìàÿ âèä âîëíèñòîé êðèâîé. Âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îò òî÷êè

óäàðà, ïðè÷åì â êàæäîì ñå÷åíèè áàëêè ïîñëåäîâàòåëüíî ìåíÿ-
åòñÿ çíàê êðèâèçíû. Ïîñëåäíåå ëåãêî ïîêàçàòü, åñëè çàìåòèòü,
÷òî ôóíêöèÿ S ïåðèîäè÷åñêè îáðàùàåòñÿ â íóëü; ñëåäîâàòåëü-
íî, èçãèáàþùèé ìîìåíò è êðèâèçíà ïåðèîäè÷åñêè äîñòèãàþò
ýêñòðåìóìîâ. Íåïîñðåäñòâåííûìè ðàñ÷åòàìè ìîæíî óñòàíî-
âèòü, ÷òî ïåðâàÿ òî÷êà, ãäå 0y = , èìååò àáñöèññó

44
0 02,13 2,13 ,

EJ J
x t a t

F F
= =

ρ
(2.197)

ãäå 0a  � ñêîðîñòü çâóêà â ìàòåðèàëå áàëêè.
Ïîêàæåì òåïåðü, êàê îïðåäåëèòü ôóíêöèþ S ( η ) ïðè óäàðå,

ñîïðîâîæäàþùåìñÿ ïëàñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè ñ íàëè÷èåì

çîí ðàçãðóçêè è ïîâòîðíîãî íàãðóæåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè S ( η ) ñìåùåíèå
y (x,t) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.186). Íà ãðàíèöå çîí ðàç-
ãðóæåíèÿ è ïîâòîðíîãî íàãðóæåíèÿ y  è xy′  äîëæíû áûòü íå-
ïðåðûâíû, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (2.186) äîëæíû áûòü íåïðå-
ðûâíû S ( η ) è  S′( η ).

Óðàâíåíèå (2.184) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè S ïðè ïðîèç-
âîëüíîé çàâèñèìîñòè èçãèáàþùåãî ìîìåíòà îò êðèâèçíû ìî-
æåò áûòü ðåøåíî ÷èñëåííî. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ M  îò κ  ïðè-
âåäåí íà ðèñ. 2.28. Åñëè êðèâèçíà óáûâàåò ïîñëå äîñòèæåíèÿ
çíà÷åíèÿ 1 eκ > κ , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà èçãèáàþùåãî
ìîìåíòà íàõîäèòñÿ íà êðèâîé ðàçãðóçêè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.184) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè àïïðîê-

ñèìàöèè êðèâîé M � κ  óêàçàííûì íà ðèñ. 2.29 îáðàçîì. Íàêëîíû
îòðåçêîâ OA , ÂÑ è AB, CD ê îñè κ  ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî EJ  è

2EJa  (ñì. ðèñ. 2.29). Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ S ( η ) ñîñòîèò èç
ó÷àñòêîâ êðèâûõ âèäà ( )sinA η − η  èëè ( )( )sin /A aη − η ; êðèâèçíà
κ  áóäåò ôóíêöèåé çíàêîïåðåìåííîé, óáûâàþùåé ïî àáñîëþòíî-
ìó çíà÷åíèþ ñ ðîñòîì η . Â ñèëó ïîñëåäíåãî îáñòîÿòåëüñòâà ïëà-
ñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè âîçíèêàþò ïðè âîçðàñòàíèè ñêîðîñòè v1
ñíà÷àëà â òî÷êå 0x = , à çàòåì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îò ìåñòà óäàðà.

Òèïè÷íûé ñëó÷àé èçîáðàæåí íà ðèñ. 2.30. Â îáëàñòÿõ I � IV
ðåøåíèå äëÿ S  äàåòñÿ â âèäå

I: cosS A
a

η= ,  00 ≤ η ≤ η ;  II: ( )1sinS B= − η − η ,  0 1η ≤ η ≤ η ;

III: ( )1

1
sinS C

a
= − η − η , 1 2η ≤ η ≤ η ;IV: ( )3sinS D= η − η , 2η ≤ η .

(2.198)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âûïèñàííîãî ðåøåíèÿ ÿñåí (ñì. ðèñ. 2.29
è 2.30): â ñå÷åíèè κ  äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà èìååò ìåñòî ðàñ-
ñìîòðåííûé âûøå ïðîöåññ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (çîíà IV);
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öèè:

max 12

h F
e v

EJ

ρ= .

Îòñþäà íàõîäèì ñêîðîñòü óäàðà ve, ïðè êîòîðîé íà÷èíàþò âîç-
íèêàòü ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè:

2 2s s
e

e EJ EJ
v

h F Eh F

σ
= =

ρ ρ
. (2.196)

Ïðè ñîñðåäîòî÷åííîì óäàðå áàëêà äåôîðìèðóåòñÿ, ïðèíè-
ìàÿ âèä âîëíèñòîé êðèâîé. Âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îò òî÷êè

óäàðà, ïðè÷åì â êàæäîì ñå÷åíèè áàëêè ïîñëåäîâàòåëüíî ìåíÿ-
åòñÿ çíàê êðèâèçíû. Ïîñëåäíåå ëåãêî ïîêàçàòü, åñëè çàìåòèòü,
÷òî ôóíêöèÿ S ïåðèîäè÷åñêè îáðàùàåòñÿ â íóëü; ñëåäîâàòåëü-
íî, èçãèáàþùèé ìîìåíò è êðèâèçíà ïåðèîäè÷åñêè äîñòèãàþò
ýêñòðåìóìîâ. Íåïîñðåäñòâåííûìè ðàñ÷åòàìè ìîæíî óñòàíî-
âèòü, ÷òî ïåðâàÿ òî÷êà, ãäå 0y = , èìååò àáñöèññó

44
0 02,13 2,13 ,

EJ J
x t a t

F F
= =

ρ
(2.197)

ãäå 0a  � ñêîðîñòü çâóêà â ìàòåðèàëå áàëêè.
Ïîêàæåì òåïåðü, êàê îïðåäåëèòü ôóíêöèþ S ( η ) ïðè óäàðå,

ñîïðîâîæäàþùåìñÿ ïëàñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè ñ íàëè÷èåì

çîí ðàçãðóçêè è ïîâòîðíîãî íàãðóæåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè S ( η ) ñìåùåíèå
y (x,t) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.186). Íà ãðàíèöå çîí ðàç-
ãðóæåíèÿ è ïîâòîðíîãî íàãðóæåíèÿ y  è xy′  äîëæíû áûòü íå-
ïðåðûâíû, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (2.186) äîëæíû áûòü íåïðå-
ðûâíû S ( η ) è  S′( η ).

Óðàâíåíèå (2.184) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè S ïðè ïðîèç-
âîëüíîé çàâèñèìîñòè èçãèáàþùåãî ìîìåíòà îò êðèâèçíû ìî-
æåò áûòü ðåøåíî ÷èñëåííî. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ M  îò κ  ïðè-
âåäåí íà ðèñ. 2.28. Åñëè êðèâèçíà óáûâàåò ïîñëå äîñòèæåíèÿ
çíà÷åíèÿ 1 eκ > κ , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà èçãèáàþùåãî
ìîìåíòà íàõîäèòñÿ íà êðèâîé ðàçãðóçêè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.184) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè àïïðîê-

ñèìàöèè êðèâîé M � κ  óêàçàííûì íà ðèñ. 2.29 îáðàçîì. Íàêëîíû
îòðåçêîâ OA , ÂÑ è AB, CD ê îñè κ  ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî EJ  è

2EJa  (ñì. ðèñ. 2.29). Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ S ( η ) ñîñòîèò èç
ó÷àñòêîâ êðèâûõ âèäà ( )sinA η − η  èëè ( )( )sin /A aη − η ; êðèâèçíà
κ  áóäåò ôóíêöèåé çíàêîïåðåìåííîé, óáûâàþùåé ïî àáñîëþòíî-
ìó çíà÷åíèþ ñ ðîñòîì η . Â ñèëó ïîñëåäíåãî îáñòîÿòåëüñòâà ïëà-
ñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè âîçíèêàþò ïðè âîçðàñòàíèè ñêîðîñòè v1
ñíà÷àëà â òî÷êå 0x = , à çàòåì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îò ìåñòà óäàðà.

Òèïè÷íûé ñëó÷àé èçîáðàæåí íà ðèñ. 2.30. Â îáëàñòÿõ I � IV
ðåøåíèå äëÿ S  äàåòñÿ â âèäå

I: cosS A
a

η= ,  00 ≤ η ≤ η ;  II: ( )1sinS B= − η − η ,  0 1η ≤ η ≤ η ;

III: ( )1

1
sinS C

a
= − η − η , 1 2η ≤ η ≤ η ;IV: ( )3sinS D= η − η , 2η ≤ η .

(2.198)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âûïèñàííîãî ðåøåíèÿ ÿñåí (ñì. ðèñ. 2.29
è 2.30): â ñå÷åíèè κ  äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà èìååò ìåñòî ðàñ-
ñìîòðåííûé âûøå ïðîöåññ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (çîíà IV);
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ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè
âðåìåíè êðàéíèå âîëîêíà ýòî-
ãî ñå÷åíèÿ ïîëó÷àþò äåôîðìà-
öèè, ïðåâûøàþùèå es, ïîñëå
÷åãî íàãðóæåíèå ïðîèñõîäèò â
ïëàñòè÷åñêîé ÷àñòè äèàãðàììû
M � κ  (çîíà III). Íà÷èíàÿ ñ
ìîìåíòà, îïðåäåëÿåìîãî óñëî-
âèåì 

1η = η , â ñå÷åíèè x  ïðî-
èñõîäÿò ðàçãðóæåíèå è âòîðè÷-
íîå íàãðóæåíèå (ñ èçìåíåíè-
åì çíàêà èçãèáàþåãî ìîìåí-

òà). Ýòîìó ïðîöåññó íà ðèñ. 2.30 ñîîòâåòñòâóþò çîíû I è II. Â
òî÷êå 1η , î÷åâèäíî, / 0dM dη = , ïîýòîìó ( )1 0S η = .

Ïðè î÷åíü áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ óäàðà êàðòèíà äâèæåíèÿ áàë-
êè ìîæåò îñëîæíèòüñÿ èç-çà íàëè÷èÿ áîëüøåãî ÷èñëà çîí. Íà-
îáîðîò, ñ óìåíüøåíèåì ñêîðîñòè v1 çîíà III óìåíüøàåòñÿ è
èñ÷åçàåò, à çîíû II è IV îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó îáëàñòü. Íàêîíåö,
ïðè v1 = ve èñ÷åçàåò è îáëàñòü I.

Âîñåìü íåèçâåñòíûõ ( 0η , 1η , 2η , 3η , A, B, C, D), âõîäÿùèõ
â (2.198), îïðåäåëÿþòñÿ èç ïÿòè óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè S  è S′ :

0cos sinA B
a

η
= − ( 0η � 1η ); 0sin cos

A
B

a a

η
= ( 0η � 1η ); C

B
a

= ;

2 1sin sinC D
a

η − η
− = ( 2η � 3η ); 2 1cos cos

C
D

a a

η − η
= − ( 2η � 3η ),

(2.199)

è òðåõ èíòåãðàëüíûõ óñëîâèé:

1
0

2 ;
S

d v
∞ ′

η = −
η∫ (2.200)

( )2 2

2
  èëè  2 ;

2
e e

EJ S S
d M d v

a

η η

∞ ∞

ηη = η =
η η∫ ∫ (2.201)

( )1 1

0 0

2
2   èëè  4 ,

2
e e

EJ S S
d M d v

a

η η

η η

ηη = η =
η η∫ ∫ (2.202)

èç êîòîðûõ ïåðâîå óðàâíåíèå äëÿ v1, âòîðîå è òðåòüå âûðàæàþò
òîò ôàêò, ÷òî  ( ) ( ) ( )2 1 0 è 2 .e eM M M M Mη = η − η =  Ïðè âûâîäå
äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë áûëî ó÷òåíî (2.195).

Êîíêðåòíûå ðàñ÷åòû íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí 0η , 1η , 2η , 3η , A,
B, C, D çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ, åñëè 0α = . Ïðè ýòîì íàäî ðàç-
ëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè óäàðà ve.

Ñëó÷àé 1: 1 2,087e ev v v< < . Ñêîðîñòü óäàðà âûáðàíà òàê,
÷òîáû ñóùåñòâîâàëà åäèíñòâåííàÿ îáëàñòü ïëàñòè÷åñêèõ ä
åôîð-
ìàöèé, ïðèëåãàþùàÿ ê òî÷êå 0x = . Ïîñêîëüêó 0 1η < η , òî ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå 0η , ïåðâûé ðàç îáðàùàþùåå â íóëü ôóí-

êöèþ S , åñòü 
2

πα . Ïîýòîìó 
2

πη < α  è ïðè 0α →  0 0η → , ò. å.

çîíà I ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó. Íî òîãäà èç (2.199) ñëåäóåò, ÷òî ïðî-
èçâîäíàÿ S′  â òî÷êå 0η =  ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó,
îòëè÷íîìó îò íóëÿ. Âñÿ áàëêà, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè 0η = ,
çàíÿòà çîíîé II, ïîýòîìó

( )1sinS B= − η − η .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ B è 1η  ñëóæàò óñëîâèÿ (2.200) è (2.201):

( ) ( )1 1
1

0 0

cos sin
2 ;   2 .e

d d
B v B v

∞ ∞η − η η η − η η
= = −

η η∫ ∫

Îòñþäà èìååì:

2 2
1

1
1

2 ;   arctg .
4

e ev v v
B

v

+ π= η = +
π

(2.203)

Íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ òàíãåíñà óãëà íàêëîíà îñè áàëêè â
òî÷êå óäàðà. Èç ôîðìóëû (2.186) äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x
ïîëó÷àåì

( ) ( ) 1

0

2
tg 0 .e

x

v vy t
S t

x a a=

−∂ ′θ = − = =
∂ π

Ïîäñòàâèâ ñþäà çíà÷åíèå 1/ /e evα = κ , íàõîäèì:

( )1
2

tg .e
e

e

v v t
v

κ
θ = −

π
(2.204)

Ðèñ. 2.30
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ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè
âðåìåíè êðàéíèå âîëîêíà ýòî-
ãî ñå÷åíèÿ ïîëó÷àþò äåôîðìà-
öèè, ïðåâûøàþùèå es, ïîñëå
÷åãî íàãðóæåíèå ïðîèñõîäèò â
ïëàñòè÷åñêîé ÷àñòè äèàãðàììû
M � κ  (çîíà III). Íà÷èíàÿ ñ
ìîìåíòà, îïðåäåëÿåìîãî óñëî-
âèåì 

1η = η , â ñå÷åíèè x  ïðî-
èñõîäÿò ðàçãðóæåíèå è âòîðè÷-
íîå íàãðóæåíèå (ñ èçìåíåíè-
åì çíàêà èçãèáàþåãî ìîìåí-

òà). Ýòîìó ïðîöåññó íà ðèñ. 2.30 ñîîòâåòñòâóþò çîíû I è II. Â
òî÷êå 1η , î÷åâèäíî, / 0dM dη = , ïîýòîìó ( )1 0S η = .

Ïðè î÷åíü áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ óäàðà êàðòèíà äâèæåíèÿ áàë-
êè ìîæåò îñëîæíèòüñÿ èç-çà íàëè÷èÿ áîëüøåãî ÷èñëà çîí. Íà-
îáîðîò, ñ óìåíüøåíèåì ñêîðîñòè v1 çîíà III óìåíüøàåòñÿ è
èñ÷åçàåò, à çîíû II è IV îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó îáëàñòü. Íàêîíåö,
ïðè v1 = ve èñ÷åçàåò è îáëàñòü I.

Âîñåìü íåèçâåñòíûõ ( 0η , 1η , 2η , 3η , A, B, C, D), âõîäÿùèõ
â (2.198), îïðåäåëÿþòñÿ èç ïÿòè óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè S  è S′ :

0cos sinA B
a

η
= − ( 0η � 1η ); 0sin cos

A
B

a a

η
= ( 0η � 1η ); C

B
a

= ;

2 1sin sinC D
a

η − η
− = ( 2η � 3η ); 2 1cos cos

C
D

a a

η − η
= − ( 2η � 3η ),

(2.199)

è òðåõ èíòåãðàëüíûõ óñëîâèé:

1
0

2 ;
S

d v
∞ ′

η = −
η∫ (2.200)

( )2 2

2
  èëè  2 ;

2
e e

EJ S S
d M d v

a

η η

∞ ∞

ηη = η =
η η∫ ∫ (2.201)

( )1 1

0 0

2
2   èëè  4 ,

2
e e

EJ S S
d M d v

a

η η

η η

ηη = η =
η η∫ ∫ (2.202)

èç êîòîðûõ ïåðâîå óðàâíåíèå äëÿ v1, âòîðîå è òðåòüå âûðàæàþò
òîò ôàêò, ÷òî  ( ) ( ) ( )2 1 0 è 2 .e eM M M M Mη = η − η =  Ïðè âûâîäå
äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë áûëî ó÷òåíî (2.195).

Êîíêðåòíûå ðàñ÷åòû íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí 0η , 1η , 2η , 3η , A,
B, C, D çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ, åñëè 0α = . Ïðè ýòîì íàäî ðàç-
ëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè óäàðà ve.

Ñëó÷àé 1: 1 2,087e ev v v< < . Ñêîðîñòü óäàðà âûáðàíà òàê,
÷òîáû ñóùåñòâîâàëà åäèíñòâåííàÿ îáëàñòü ïëàñòè÷åñêèõ ä
åôîð-
ìàöèé, ïðèëåãàþùàÿ ê òî÷êå 0x = . Ïîñêîëüêó 0 1η < η , òî ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå 0η , ïåðâûé ðàç îáðàùàþùåå â íóëü ôóí-

êöèþ S , åñòü 
2

πα . Ïîýòîìó 
2

πη < α  è ïðè 0α →  0 0η → , ò. å.

çîíà I ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó. Íî òîãäà èç (2.199) ñëåäóåò, ÷òî ïðî-
èçâîäíàÿ S′  â òî÷êå 0η =  ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó,
îòëè÷íîìó îò íóëÿ. Âñÿ áàëêà, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè 0η = ,
çàíÿòà çîíîé II, ïîýòîìó

( )1sinS B= − η − η .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ B è 1η  ñëóæàò óñëîâèÿ (2.200) è (2.201):

( ) ( )1 1
1

0 0

cos sin
2 ;   2 .e

d d
B v B v

∞ ∞η − η η η − η η
= = −

η η∫ ∫

Îòñþäà èìååì:

2 2
1

1
1

2 ;   arctg .
4

e ev v v
B

v

+ π= η = +
π

(2.203)

Íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ òàíãåíñà óãëà íàêëîíà îñè áàëêè â
òî÷êå óäàðà. Èç ôîðìóëû (2.186) äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x
ïîëó÷àåì

( ) ( ) 1

0

2
tg 0 .e

x

v vy t
S t

x a a=

−∂ ′θ = − = =
∂ π

Ïîäñòàâèâ ñþäà çíà÷åíèå 1/ /e evα = κ , íàõîäèì:

( )1
2

tg .e
e

e

v v t
v

κ
θ = −

π
(2.204)

Ðèñ. 2.30
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Ïîÿâëåíèå ýòîãî óãëà îáóñëîâëåíî ñïåöèàëüíûì âèäîì
êðèâîé M − κ: ïðè  M = Me  ìàòåðèàë íà÷èíàåò òå÷ü è êðèâèçíà
ìîæåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü.

Ñëåäóþùåå ñå÷åíèå, ãäå èçãèáàþùèé ìîìåíò äîñòèãàåò
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì 0Q = , ò. å.

( ) 0S η = . Â íàøåì ñëó÷àå òàêîå ñå÷åíèå áóäåò â òî÷êå 1η = η ,
èçãèáàþùèé ìîìåíò â êîòîðîé äîñòèãíåò âåëè÷èíû � Me, êîãäà

( )

1

1sin
2 ed v

∞

η

η − η
η =

η∫
èëè

1 1
1 1

1 1
0 0

sin coscos sin
sin cos .

2 2
d d

η ηη ηη ηη − η = η − η
π η π η∫ ∫

Ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ o
1 70,6η = . Ïðè

ýòîì èç (2.203) íàõîäèì  v1 = 2,087ve.
Cëó÷àé 2: v1 > 2,087ve. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî çîíà III ñâåäåòñÿ â òî÷êó. Âëèÿíèå ýòîé òî÷å÷íîé
çîíû ïðèâåäåò ê ðàçðûâó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè S â òî÷êå 1η .
Èòàê, èìååì ñëåäóþùåå ðåøåíèå (ðèñ. 2.31):

1sin ( )S B= − η − η , 10 < η ≤ η ;

1sin( )S D= − η − η , 
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Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [23], áûëè
ñîïîñòàâëåíû åå àâòîðàìè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñ îáðàçöàìè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå
-
÷åíèÿ (0,95×1,90 ñì è 0,95×2,54 ñì) è äëèíîé 305 ñì. Óäàð ïðî-
âîäèëñÿ ïî óçêîé ñòîðîíå áàëêè. Ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñ-
òåìû êðåïëåíèé êîíöû áàëêè óäåðæèâàëèñü îò âåðòèêàëüíîãî
ïåðåìåùåíèÿ, è èçãèáàþùèé ìîìåíò â íèõ áûë ðàâåí íóëþ.

Óäàð ïðîèçâîäèëñÿ â ñåðåäèíå áàëêè ìîëîòêîì ìàññîé 2,6 êã.
Äëèíà ó÷àñòêà ñîïðèêîñíîâåíèÿ ìîëîòêà ñ áàëêîé áûëà ðàâíà
1,9 ñì. Ñêîðîñòü óäàðà ñîîáùàëàñü ìîëîòêó ðåçèíîâûì øíó-
ðîì è èçìåðÿëàñü ýëåêòðè÷åñêèì ñïîñîáîì. Ïðîäîëæèòåëüíî
ñòü
óäàðà ðåãóëèðîâàëàñü ïðèñïîñîáëåíèåì, êîòîðîå çàäåðæèâàëî
ìîëîòîê, íî íå ìåøàëî èñïûòûâàåìîé áàëêå ïðîäîëæàòü åå
äâèæåíèå âíèç ïî èíåðöèè. Êðèâàÿ ïðîãèáîâ â êîíöå óäàðà,
ò. å. â ìîìåíò çàäåðæàíèÿ ìîëîòêà, ðåãèñòðèðîâàëàñü èñêðîâîé
ôîòîãðàôèåé.
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Íà ðèñ. 2.32 äëÿ áàëîê
èç õîëîäíîêàòàíîé íèçêîóã-
ëåðîäèñòîé ñòàëè ïðèâåäå-
íà êðèâàÿ M − κ , ïîñòðî-
åííàÿ ìåòîäîì Íàäàè ïî
ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñè-
ìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò äå-
ôîðìàöèè äëÿ áàëêè ñå÷å-
íèåì 0,95×2,54 ñì. Ïðè
ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòîâ ïðèíèìàëàñü ïðèâå-
äåííàÿ íà òîì æå ðèñóíêå

èäåàëüíàÿ ñõåìà Ïðàíäòëÿ. Âåëè÷èíû èçãèáàþùåãî ìîìåíòà Me
è êðèâèçíû eκe ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 9200 êã×ñì è 0,00336 ñì�1.

Íà ðèñ. 2.33 ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñ-
êèå êðèâûå ïðîãèáîâ. Ïîñëåäíèå ðàññ÷èòàíû äëÿ ñêîðîñòè

1 30,5v =  ì/ñ è ïðîãèáà 2,64 ñì â òî÷êå 0x =  ïðè ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè óäàðà 0,87 ìñ. Òàê êàê ïðè ýòîì ve 12,5=  ì/ñ, òî â
áàëêå äîëæíû áûëè âîçíèêíóòü ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè.

Íà ðèñ. 2.36 ñîïîñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ è òåîðåòè÷åñ-
êàÿ çàâèñèìîñòè θ  îò ñêîðîñòè óäàðà. Ðàñõîæäåíèå òåîðåòè÷åñ-
êèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ñêî-
ðîñòè óäàðà. Çíà÷åíèÿ x0 â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè óäàðà ïðè-
âåäåíû â òàáë. 2.6.

Êðèâèçíà 3,94×10�3, ñì�1
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Ðèñ. 2.33

Íà ðèñ. 2.34 è 2.35 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò t
óãëà íàêëîíà îñè áàëêè â ìåñòå óäàðà θ  è àáñöèññû x0 ïåðâîé
òî÷êè, ãäå ïðîãèá ðàâåí íóëþ. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ
äëÿ θ  áëèçêè ê ðàñ÷åòíûì, ÷òî, âèäèìî, îáúÿñíÿåòñÿ ñëàáîé
çàâèñèìîñòüþ ýòîãî ïàðàìåòðà îò ïðåäåëà óïðóãîñòè è âèäà

êðèâîé M − κ . Ëó÷øåå ñîâïàäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷å-
íèé 0x  ñ ðàñ÷åòíûìè ïî óïðóãîé òåîðèè, ÷åì ïî ïëàñòè÷åñêîé,
âåðîÿòíî, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ðàñ÷åòàõ àâòîðû [23] èñïîëü-
çîâàëè ñòàòè÷åñêóþ äèàãðàììó M − κ  âìåñòî äèíàìè÷åñêîé.
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Äåéñòâèòåëüíàÿ êðèâàÿ
Ïðèáëèæåííàÿ êðèâàÿ

Òàáëèöà 2.6

v1, ì/ñ 7,6 15,25 22,9 30,5 38,7 47,75

x0, ñì 47,0 48,3 45,7 48,3 44,4 45,7
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v1, ì/ñ 7,6 15,25 22,9 30,5 38,7 47,75

x0, ñì 47,0 48,3 45,7 48,3 44,4 45,7
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Êàê âèäèì, x0 ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè óäàðà;
ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñî ñëó÷àÿìè êàê óïðóãîãî, òàê è
ïëàñòè÷åñêîãî óäàðà.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû îïûòîâ ñ áàëêàìè èç îòîææåííîé
ìåäè; íà ðèñ. 2.37 ïðåäñòàâëåíà êðèâàÿ M − κ , ïîñòðîåííàÿ ïî
ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé «íàïðÿæåíèå�äåôîðìàöèÿ», è óê
à-
çàíà åå àïïðîêñèìàöèÿ äâóìÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ. Íà ðèñ. 2.38
èçîáðàæåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå äè
íà-
ìè÷åñêîãî ïðîãèáà áàëêè ïðè ñêîðîñòè óäàðà 1 2,96v =  ì/ñ è
âðåìåíè ñîóäàðåíèÿ 3,44t =  ìêñ. Êàê âèäèì, ðàñ÷åòû äëÿ óï-
ðóãîãî ñëó÷àÿ çíà÷èòåëüíî ðàñõîäÿòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çä
åñü
ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè íå ëîêàëèçóþòñÿ â òî÷êå óäàðà, êàê

ýòî èìåëî ìåñòî äëÿ áàëêè èç
õîëîäíîêàòàíîé ñòàëè.

Íà ðèñ. 2.39 ïðèâåäåíû çà-
âèñèìîñòè x0 îò t . Ýêñïåðè-
ìåíòû âíîâü ïîäòâåðæäàþò, ÷òî
x0 çàâèñèò ëèøü îò t , õîòÿ
÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ x0 îòëè÷à-
þòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ.
Ïðè÷èíà ýòîãî, íà íàø âçãëÿä,
ïðåæíÿÿ: èñïîëüçîâàíèå ñòàòè-
÷åñêîé, à íå äèíàìè÷åñêîé äè-
àãðàììû M − κ . Ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ x0

Æåñòêîïëàñòè÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ áàëêè ïðè äèíà-
ìè÷åñêîé íàãðóçêå. Êàê âèäíî èç èçëîæåííîãî âûøå, èññëåäî-
âàíèå ïîâåäåíèÿ áàëêè ïðè óäàðíîé íàãðóçêå, êîãäà äåôîðìà-
öèè ïðåâîñõîäÿò ïðåäåë óïðóãîñòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëî
æ-
íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó, òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîé óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü òîëüêî äëÿ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ èëè ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ðÿä ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé íåêî-
òîðûõ çàäà÷ äèíàìèêè áàëêè, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè æåñ-
òêîïëàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Åãî ñóùíîñòü ïðîèëëþñòðèðóåì ñëå-
äóþùèì ïðèìåðîì.

Ïóñòü ïîñåðåäèíå áàëêè äëèíîé 2l  äåéñòâóåò ñîñðåäîòî-
÷åííàÿ ñèëà P(t). Ïðèíèìàåòñÿ èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 2.40, à è
ïðåäëîæåííàÿ â [24] àïïðîêñèìàöèÿ äèàãðàììû «èçãèáàþùèé
ìîìåíò�êðèâèçíà». Î÷åâèäíî, ïîäîáíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ áóäåò
òåì áîëåå óäîâëåòâîðèòåëüíîé, ÷åì áîëüøàÿ ÷àñòü áàëêè áóäåò
íàõîäèòüñÿ â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ÷åì ìåíüø
å
áóäóò óïðóãèå äåôîðìàöèè. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

1) äî òåõ ïîð, ïîêà èçãèáàþùèé ìîìåíò íà íåêîòîðîì ó÷à-
ñòêå íå äîñòèã âåëè÷èíû M0, êðèâèçíà ïîñëåäíåãî îñòàåòñÿ
íåèçìåííîé, ò.å. îí âåäåò ñåáÿ êàê òâåðäîå òåëî;

2) â ñå÷åíèè A (îáû÷íî íàçûâàåìîì ïëàñòè÷åñêèì øàðíè-
ðîì), ãäå èçãèáàþùèé ìîìåíò äîñòèã âåëè÷èíû M0, êðèâèçíà
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â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè óäàðà v1 ïðèâåäåíû â òàáë. 2.7. Îíè
ñíîâà ïîäòâåðæäàþò ñëàáóþ çàâèñèìîñòü x0 îò ñêîðîñòè óäàðà.

Òàáëèöà 2.7

v1, ì/ñ 7,6 15,25 22,9 30,5 38,7 47,75

x0, ñì 31 30,5 33 33 33,8 35
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Êàê âèäèì, x0 ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè óäàðà;
ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñî ñëó÷àÿìè êàê óïðóãîãî, òàê è
ïëàñòè÷åñêîãî óäàðà.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû îïûòîâ ñ áàëêàìè èç îòîææåííîé
ìåäè; íà ðèñ. 2.37 ïðåäñòàâëåíà êðèâàÿ M − κ , ïîñòðîåííàÿ ïî
ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé «íàïðÿæåíèå�äåôîðìàöèÿ», è óê
à-
çàíà åå àïïðîêñèìàöèÿ äâóìÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ. Íà ðèñ. 2.38
èçîáðàæåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå äè
íà-
ìè÷åñêîãî ïðîãèáà áàëêè ïðè ñêîðîñòè óäàðà 1 2,96v =  ì/ñ è
âðåìåíè ñîóäàðåíèÿ 3,44t =  ìêñ. Êàê âèäèì, ðàñ÷åòû äëÿ óï-
ðóãîãî ñëó÷àÿ çíà÷èòåëüíî ðàñõîäÿòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çä
åñü
ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè íå ëîêàëèçóþòñÿ â òî÷êå óäàðà, êàê

ýòî èìåëî ìåñòî äëÿ áàëêè èç
õîëîäíîêàòàíîé ñòàëè.

Íà ðèñ. 2.39 ïðèâåäåíû çà-
âèñèìîñòè x0 îò t . Ýêñïåðè-
ìåíòû âíîâü ïîäòâåðæäàþò, ÷òî
x0 çàâèñèò ëèøü îò t , õîòÿ
÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ x0 îòëè÷à-
þòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ.
Ïðè÷èíà ýòîãî, íà íàø âçãëÿä,
ïðåæíÿÿ: èñïîëüçîâàíèå ñòàòè-
÷åñêîé, à íå äèíàìè÷åñêîé äè-
àãðàììû M − κ . Ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ x0

Æåñòêîïëàñòè÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ áàëêè ïðè äèíà-
ìè÷åñêîé íàãðóçêå. Êàê âèäíî èç èçëîæåííîãî âûøå, èññëåäî-
âàíèå ïîâåäåíèÿ áàëêè ïðè óäàðíîé íàãðóçêå, êîãäà äåôîðìà-
öèè ïðåâîñõîäÿò ïðåäåë óïðóãîñòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëî
æ-
íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó, òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîé óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü òîëüêî äëÿ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ èëè ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ðÿä ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé íåêî-
òîðûõ çàäà÷ äèíàìèêè áàëêè, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè æåñ-
òêîïëàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Åãî ñóùíîñòü ïðîèëëþñòðèðóåì ñëå-
äóþùèì ïðèìåðîì.

Ïóñòü ïîñåðåäèíå áàëêè äëèíîé 2l  äåéñòâóåò ñîñðåäîòî-
÷åííàÿ ñèëà P(t). Ïðèíèìàåòñÿ èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 2.40, à è
ïðåäëîæåííàÿ â [24] àïïðîêñèìàöèÿ äèàãðàììû «èçãèáàþùèé
ìîìåíò�êðèâèçíà». Î÷åâèäíî, ïîäîáíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ áóäåò
òåì áîëåå óäîâëåòâîðèòåëüíîé, ÷åì áîëüøàÿ ÷àñòü áàëêè áóäåò
íàõîäèòüñÿ â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ÷åì ìåíüø
å
áóäóò óïðóãèå äåôîðìàöèè. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

1) äî òåõ ïîð, ïîêà èçãèáàþùèé ìîìåíò íà íåêîòîðîì ó÷à-
ñòêå íå äîñòèã âåëè÷èíû M0, êðèâèçíà ïîñëåäíåãî îñòàåòñÿ
íåèçìåííîé, ò.å. îí âåäåò ñåáÿ êàê òâåðäîå òåëî;

2) â ñå÷åíèè A (îáû÷íî íàçûâàåìîì ïëàñòè÷åñêèì øàðíè-
ðîì), ãäå èçãèáàþùèé ìîìåíò äîñòèã âåëè÷èíû M0, êðèâèçíà
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â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè óäàðà v1 ïðèâåäåíû â òàáë. 2.7. Îíè
ñíîâà ïîäòâåðæäàþò ñëàáóþ çàâèñèìîñòü x0 îò ñêîðîñòè óäàðà.

Òàáëèöà 2.7

v1, ì/ñ 7,6 15,25 22,9 30,5 38,7 47,75

x0, ñì 31 30,5 33 33 33,8 35
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ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ íåîãðàíè÷åííî (ðèñ. 2.40, á); â äåéñòâè-
òåëüíîñòè çîíà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çàíèìàåò íåêîòîðóþ
êîíå÷íóþ, íî ìàëóþ äëèíó;

3) èçìåíåíèåì ôîðìû áàëêè â ïðîöåññå óäàðà ïðåíåáðåãàþò.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áàëêà áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ êàê

òâåðäîå òåëî äî òåõ ïîð, ïîêà èçãèáàþùèé ìîìåíò â êàêîì-ëèáî
ñå÷åíèè íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ M0 (ðèñ. 2.41, à). Åñëè a0 � óñêî-
ðåíèå áàëêè, òî äëÿ ýòîé ôàçû äâèæåíèÿ èìååò ìåñòî óðàâíåí
èå

0(2 )P ml a= , (2.206)

ãäå m � ìàññà åäèíèöû äëèíû.
Åñëè îáðàòèòü äâèæåíèå è ñ÷èòàòü áàëêó íåïîäâèæíîé, òî

ìû ïðèäåì ê çàäà÷å î íàãðóæåíèè áàëêè ðàñïðåäåëåííîé íà-
ãðóçêîé dv dt. Ïðè ýòîì, äåéñòâóþùèé íà ðàññòîÿíèè x îò
ñåðåäèíû áàëêè èçãèáàþùèé ìîìåíò

( ) ( ) ( )2 2
0 0 0

0

2 (4 ).
l x

M x m a d a m l x a P l x l
−

= ξ ξ = − ⋅ = −∫
Î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò äîñòèãàåòñÿ â ñåðåäè-

íå áàëêè è ðàâåí  Pl / (4m). Â òîò ìîìåíò, êîãäà ñèëà P(t), êîòî-
ðóþ ïîêà ïðåäïîëàãàåì âîçðàñòàþùåé, äîñòèãíåò âåëè÷èíû P1,
îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé

1 0 1 1 04 ;  4,Pl M Pl M= µ = =
â öåíòðå áàëêè âîçíèêíåò ïëàñòè-
÷åñêèé øàðíèð. Ñ ýòîãî âðåìåíè
íà÷íåòñÿ âòîðàÿ ôàçà äâèæåíèÿ,
õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ âðàùåíèåì
îáåèõ ïîëîâèí áàëêè îòíîñèòåëü-
íî O, â êîòîðîé äåéñòâóåò ïîñòî-
ÿííûé ïî âåëè÷èíå ìîìåíò M0 (íà
ðèñ. 2.41, á ôîðìà áàëêè ïîêàçà-
íà óòðèðîâàííî).

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ áàëêè â ýòîé ôàçå. Åñëè êî
âñåì òî÷êàì áàëêè ïðèëîæèòü
ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó 0ma dx,
ãäå a0 � óñêîðåíèå òî÷êè O, òî
ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïðèâî-
äèòñÿ ê çàäà÷å î âðàùåíèè ïîä

äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè äâóõ ïîëîâèí áàëêè îêîëî
òî÷êè O, â êîòîðîé ïðèëîæåí ìîìåíò M0.

Óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, ïðèìåíåííîå êî âñåé áàë-
êå, äàåò:

     
2

0
0 2

0 0

2 2
l l d

P m a dx m xdx
dt

θ
− = −∫ ∫ ; 

2
0

0 22 2

dP l
ml a

dt

 θ
= − 

 
. (2.207)

Èç ôîðìóëû (2.207), â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî ñèëà, çàìåíÿþ-
ùàÿ äåéñòâèå ïðàâîé îòáðîøåííîé ÷àñòè íà ëåâóþ, ðàâíà / 2P .
Çäåñü 0θ  � óãîë ïîâîðîòà ÷àñòåé áàëêè îò ñâîåãî ïåðâîíà÷àëü-
íîãî ïîëîæåíèÿ (ðèñ. 2.41, á).

Óðàâíåíèå ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðèìåíåíèè ê
ïðàâîé ïîëîâèíå áàëêè çàïèøåòñÿ òàê:

   
2

20
0 02

0 0

l ld
m x dx m a xdx M

dt

θ
= −∫ ∫ ; 

23 2
0

0 023 2

dml ml
a M

dt

θ
= − . (2.208)

Èç óðàâíåíèé (2.207) è (2.208) ïîëó÷èì

23
0

2
0

3 12
dml

M dt

θ
= µ − ; 

2

0
0

2 6
ml

a
M

= µ − ; 
0

Pl

M
µ = .

Ïîäñ÷èòàåì ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ M (x), äåéñòâóþ-
ùèé â ñå÷åíèè x. Ñ ýòîé öåëüþ îòáðîñèì êàê ëåâóþ ÷àñòü
áàëêè, òàê è ïðàâóþ ÷àñòü (x,l) îñòàâøåéñÿ ïðàâîé ïîëîâèíû,
çàìåíèâ äåéñòâèå îòáðîøåííûõ êóñêîâ ââåäåíèåì ñîñðåäîòî-
÷åííûõ ñèë è ìîìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûõ / 2P , Q1(x), M0,
M (x). Òîãäà óðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ìîìåíòà êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ, ïðèìåíåííûå ê ÷àñòè (0, x), äàþò:

( )
2

0
0 12

0 0 2

x xd P
m zdz m a dz Q x

dt

θ
= + −∫ ∫ ;

( )
2

20
0 02

0 0

x xd
m z dz m a zdz M M x Px

dt

θ
= − + +∫ ∫

èëè

22
0

1 022 2

dP mx
Q ma x

dt

θ
= + − ; ( )

2 23
0 0

0 12
.

3 2

d ma xmx
M x M Q x

dt

θ
= + − −
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ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ íåîãðàíè÷åííî (ðèñ. 2.40, á); â äåéñòâè-
òåëüíîñòè çîíà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çàíèìàåò íåêîòîðóþ
êîíå÷íóþ, íî ìàëóþ äëèíó;

3) èçìåíåíèåì ôîðìû áàëêè â ïðîöåññå óäàðà ïðåíåáðåãàþò.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áàëêà áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ êàê

òâåðäîå òåëî äî òåõ ïîð, ïîêà èçãèáàþùèé ìîìåíò â êàêîì-ëèáî
ñå÷åíèè íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ M0 (ðèñ. 2.41, à). Åñëè a0 � óñêî-
ðåíèå áàëêè, òî äëÿ ýòîé ôàçû äâèæåíèÿ èìååò ìåñòî óðàâíåí
èå

0(2 )P ml a= , (2.206)

ãäå m � ìàññà åäèíèöû äëèíû.
Åñëè îáðàòèòü äâèæåíèå è ñ÷èòàòü áàëêó íåïîäâèæíîé, òî

ìû ïðèäåì ê çàäà÷å î íàãðóæåíèè áàëêè ðàñïðåäåëåííîé íà-
ãðóçêîé dv dt. Ïðè ýòîì, äåéñòâóþùèé íà ðàññòîÿíèè x îò
ñåðåäèíû áàëêè èçãèáàþùèé ìîìåíò

( ) ( ) ( )2 2
0 0 0

0

2 (4 ).
l x

M x m a d a m l x a P l x l
−

= ξ ξ = − ⋅ = −∫
Î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò äîñòèãàåòñÿ â ñåðåäè-

íå áàëêè è ðàâåí  Pl / (4m). Â òîò ìîìåíò, êîãäà ñèëà P(t), êîòî-
ðóþ ïîêà ïðåäïîëàãàåì âîçðàñòàþùåé, äîñòèãíåò âåëè÷èíû P1,
îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé

1 0 1 1 04 ;  4,Pl M Pl M= µ = =
â öåíòðå áàëêè âîçíèêíåò ïëàñòè-
÷åñêèé øàðíèð. Ñ ýòîãî âðåìåíè
íà÷íåòñÿ âòîðàÿ ôàçà äâèæåíèÿ,
õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ âðàùåíèåì
îáåèõ ïîëîâèí áàëêè îòíîñèòåëü-
íî O, â êîòîðîé äåéñòâóåò ïîñòî-
ÿííûé ïî âåëè÷èíå ìîìåíò M0 (íà
ðèñ. 2.41, á ôîðìà áàëêè ïîêàçà-
íà óòðèðîâàííî).

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ áàëêè â ýòîé ôàçå. Åñëè êî
âñåì òî÷êàì áàëêè ïðèëîæèòü
ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó 0ma dx,
ãäå a0 � óñêîðåíèå òî÷êè O, òî
ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïðèâî-
äèòñÿ ê çàäà÷å î âðàùåíèè ïîä

äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè äâóõ ïîëîâèí áàëêè îêîëî
òî÷êè O, â êîòîðîé ïðèëîæåí ìîìåíò M0.

Óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, ïðèìåíåííîå êî âñåé áàë-
êå, äàåò:

     
2

0
0 2

0 0

2 2
l l d

P m a dx m xdx
dt

θ
− = −∫ ∫ ; 

2
0

0 22 2

dP l
ml a

dt

 θ
= − 

 
. (2.207)

Èç ôîðìóëû (2.207), â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî ñèëà, çàìåíÿþ-
ùàÿ äåéñòâèå ïðàâîé îòáðîøåííîé ÷àñòè íà ëåâóþ, ðàâíà / 2P .
Çäåñü 0θ  � óãîë ïîâîðîòà ÷àñòåé áàëêè îò ñâîåãî ïåðâîíà÷àëü-
íîãî ïîëîæåíèÿ (ðèñ. 2.41, á).

Óðàâíåíèå ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðèìåíåíèè ê
ïðàâîé ïîëîâèíå áàëêè çàïèøåòñÿ òàê:

   
2

20
0 02

0 0

l ld
m x dx m a xdx M

dt

θ
= −∫ ∫ ; 

23 2
0

0 023 2

dml ml
a M

dt

θ
= − . (2.208)

Èç óðàâíåíèé (2.207) è (2.208) ïîëó÷èì
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dml

M dt

θ
= µ − ; 
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= µ − ; 
0

Pl

M
µ = .

Ïîäñ÷èòàåì ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ M (x), äåéñòâóþ-
ùèé â ñå÷åíèè x. Ñ ýòîé öåëüþ îòáðîñèì êàê ëåâóþ ÷àñòü
áàëêè, òàê è ïðàâóþ ÷àñòü (x,l) îñòàâøåéñÿ ïðàâîé ïîëîâèíû,
çàìåíèâ äåéñòâèå îòáðîøåííûõ êóñêîâ ââåäåíèåì ñîñðåäîòî-
÷åííûõ ñèë è ìîìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûõ / 2P , Q1(x), M0,
M (x). Òîãäà óðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ìîìåíòà êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ, ïðèìåíåííûå ê ÷àñòè (0, x), äàþò:

( )
2

0
0 12

0 0 2

x xd P
m zdz m a dz Q x

dt

θ
= + −∫ ∫ ;

( )
2

20
0 02

0 0

x xd
m z dz m a zdz M M x Px

dt

θ
= − + +∫ ∫

èëè

22
0

1 022 2

dP mx
Q ma x

dt

θ
= + − ; ( )

2 23
0 0

0 12
.

3 2

d ma xmx
M x M Q x

dt

θ
= + − −
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Îòñþäà

( )
22 23

0 0
0 02

4
1 1

2 2 6 2

ma x dP mx x x
M x x M M

l ldt

θ µ −   = − + + − = − −      
.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå M äîñòèãàåòñÿ â ñå÷åíèè 1x , ãäå

( )
1

0
x

dM

dx
= , ò. å. ãäå

  

22
01

0 1 2
0

2 2

dmx P
ma x

dt

θ
− − = ;  2 4 3

0
3 4 3( 4)

µ − µξ − ξ + =
µ − µ −

, 1x

l
ξ = .

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ: 1ξ = ; ( )[ ]/ 3 4µ µ − . Ïðè ýòèõ çíà÷å-
íèÿõ ξ  ìîìåíòû M(x) ñîîòâåòñòâåííî áóäóò ðàâíû:

M (1) = 0; 
2 3

0 2

9 2
1

3( 4) 27( 4)
M M

   µ µ − µ= +   µ − µ −  
.

Î÷åâèäíî, ñëåäóåò èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ëèøü âòîðîãî çíà
-
÷åíèÿ M (ξ) , êîòîðîå ñ âîçðàñòàíèåì µ  (ò. å. P(t)) óáûâàåò. Ïðè

4,5µ =  ìîìåíò M ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 1; ïðè 6µ =  îí îáðàùà-
åòñÿ â íóëü, ïîñëå ÷åãî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì.

Â äèàïàçîíå 4 6< µ ≤  èìååì: 1ξ > , ïðè÷åì M(x)< M0 äëÿ
0 x l< ≤ . Åñëè µ >6, òî ïðè 0 x l< ≤  ïîëó÷àåì M (ξ)<M(x)< M0.

Ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå IIµ , îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì
2 3
II II

0 02
II

9 2
1

27( 4)
M M

 µ − µ
− = − µ − 

, ò. å. II 22,89µ = , ïðè êîòîðîì èçãè-

áàþùèé ìîìåíò â ñå÷åíèè ( )
II

II

0,404
3 4

µ
ξ = =

µ −
 äîñòèãàåò âå-

ëè÷èíû 0M− . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çíà÷åíèè II 22,89µ =  â òî÷êàõ
0,404x l= ±  âîçíèêíóò âòîðè÷íûå ïëàñòè÷åñêèå øàðíèðû

(ðèñ. 2.41, â). Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ íàãðóçêè âòîðè÷íûå ïëàñòè-
÷åñêèå øàðíèðû ïåðåìåùàþòñÿ ê ñåðåäèíå áàëêè, îñòàâëÿÿ
ïîçàäè ñåáÿ îáëàñòè îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé. Ïîñëåäíèé ôàêò,
áûòü ìîæåò, ñðàçó íå î÷åâèäåí, íî åãî ëåãêî óñòàíîâèòü ðåøå-
íèåì äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â òðåòüåé ôàçå äâèæåíèÿ. Ñ ýò
îé
öåëüþ îáîçíà÷èì ÷åðåç 

øx  ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû áàëêè äî
âòîðè÷íîãî øàðíèðà è ïðèìåíèì ê ó÷àñòêó äëèíîé 

øx  óðàâíå-
íèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

ø ø2
0

02
0 0 2

x x
d P

m zdz m a dz
dt

θ
= −∫ ∫ (2.209)

è ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

ø ø2
20

0 02
0 0

2
x x

d
m z dz m a zdz M

dt

θ
= −∫ ∫ . (2.210)

Ïðè âûâîäå íàïèñàííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé áûëî ïðèíÿòî
âî âíèìàíèå, ÷òî ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà âî âòîðè÷íîì øàðíèð
å
îòñóòñòâóåò (ïðè 0Q ≠  èç óñëîâèé Q dM dx= , M (

øx )< M0 ñëå-
äóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè øx x=  èìååì 0M M> ).

Óðàâíåíèÿ (2.209), (2.210) öåëåñîîáðàçíî ðàçðåøèòü îòíîñè-

òåëüíî 
2

0
2

d

dt

θ
 è 0a :

2

0 2
0

2 12ml
a

M

µ= −
ξ ξ

; (2.211)

23
0

2 2 3
0

3 24dml

M dt

θ µ= −
ξ ξ

, øx

l
ξ = . (2.212)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ó÷àñòêà áàëêè ñïðàâà îò ïëàñòè-
÷åñêîãî øàðíèðà ïîëó÷àåì

( )
2

2
0

6

1
l

ml
a

M
= −

− ξ
; (2.213)

( )
23

2 3
0

12

1
ldml

M dt

θ
=

− ξ
. (2.214)

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.211) � (2.214),
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå êèíåìàòè÷å
ñ-
êèå âåëè÷èíû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïëàñòè÷åñêèé øàðíèð. Åñëè


0y (t) � ñìåùåíèå ñå÷åíèÿ O, òî ñìåùåíèå y(x,t) íåêîòîðîãî
ñå÷åíèÿ x ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî èç óñëîâèÿ

( ) ( ) ( )0

0

, ,
x

y x t y t z t dz= − θ∫ ,

ãäå θ  � óãîë ïðîãèáà áàëêè.
Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïî âðåìåíè, áó-

äåì èìåòü:
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Îòñþäà

( )
22 23

0 0
0 02

4
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2 2 6 2

ma x dP mx x x
M x x M M

l ldt

θ µ −   = − + + − = − −      
.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå M äîñòèãàåòñÿ â ñå÷åíèè 1x , ãäå

( )
1

0
x

dM

dx
= , ò. å. ãäå

  

22
01

0 1 2
0

2 2

dmx P
ma x

dt

θ
− − = ;  2 4 3

0
3 4 3( 4)

µ − µξ − ξ + =
µ − µ −

, 1x

l
ξ = .

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ: 1ξ = ; ( )[ ]/ 3 4µ µ − . Ïðè ýòèõ çíà÷å-
íèÿõ ξ  ìîìåíòû M(x) ñîîòâåòñòâåííî áóäóò ðàâíû:

M (1) = 0; 
2 3

0 2

9 2
1

3( 4) 27( 4)
M M

   µ µ − µ= +   µ − µ −  
.

Î÷åâèäíî, ñëåäóåò èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ëèøü âòîðîãî çíà
-
÷åíèÿ M (ξ) , êîòîðîå ñ âîçðàñòàíèåì µ  (ò. å. P(t)) óáûâàåò. Ïðè

4,5µ =  ìîìåíò M ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 1; ïðè 6µ =  îí îáðàùà-
åòñÿ â íóëü, ïîñëå ÷åãî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì.

Â äèàïàçîíå 4 6< µ ≤  èìååì: 1ξ > , ïðè÷åì M(x)< M0 äëÿ
0 x l< ≤ . Åñëè µ >6, òî ïðè 0 x l< ≤  ïîëó÷àåì M (ξ)<M(x)< M0.

Ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå IIµ , îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì
2 3
II II

0 02
II

9 2
1

27( 4)
M M

 µ − µ
− = − µ − 

, ò. å. II 22,89µ = , ïðè êîòîðîì èçãè-

áàþùèé ìîìåíò â ñå÷åíèè ( )
II

II

0,404
3 4

µ
ξ = =

µ −
 äîñòèãàåò âå-

ëè÷èíû 0M− . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çíà÷åíèè II 22,89µ =  â òî÷êàõ
0,404x l= ±  âîçíèêíóò âòîðè÷íûå ïëàñòè÷åñêèå øàðíèðû

(ðèñ. 2.41, â). Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ íàãðóçêè âòîðè÷íûå ïëàñòè-
÷åñêèå øàðíèðû ïåðåìåùàþòñÿ ê ñåðåäèíå áàëêè, îñòàâëÿÿ
ïîçàäè ñåáÿ îáëàñòè îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé. Ïîñëåäíèé ôàêò,
áûòü ìîæåò, ñðàçó íå î÷åâèäåí, íî åãî ëåãêî óñòàíîâèòü ðåøå-
íèåì äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â òðåòüåé ôàçå äâèæåíèÿ. Ñ ýò
îé
öåëüþ îáîçíà÷èì ÷åðåç 

øx  ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû áàëêè äî
âòîðè÷íîãî øàðíèðà è ïðèìåíèì ê ó÷àñòêó äëèíîé 

øx  óðàâíå-
íèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

ø ø2
0

02
0 0 2

x x
d P

m zdz m a dz
dt

θ
= −∫ ∫ (2.209)

è ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

ø ø2
20

0 02
0 0

2
x x

d
m z dz m a zdz M

dt

θ
= −∫ ∫ . (2.210)

Ïðè âûâîäå íàïèñàííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé áûëî ïðèíÿòî
âî âíèìàíèå, ÷òî ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà âî âòîðè÷íîì øàðíèð
å
îòñóòñòâóåò (ïðè 0Q ≠  èç óñëîâèé Q dM dx= , M (

øx )< M0 ñëå-
äóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè øx x=  èìååì 0M M> ).

Óðàâíåíèÿ (2.209), (2.210) öåëåñîîáðàçíî ðàçðåøèòü îòíîñè-

òåëüíî 
2

0
2

d

dt

θ
 è 0a :

2

0 2
0

2 12ml
a

M

µ= −
ξ ξ

; (2.211)

23
0

2 2 3
0

3 24dml

M dt

θ µ= −
ξ ξ

, øx

l
ξ = . (2.212)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ó÷àñòêà áàëêè ñïðàâà îò ïëàñòè-
÷åñêîãî øàðíèðà ïîëó÷àåì

( )
2

2
0

6

1
l

ml
a

M
= −

− ξ
; (2.213)

( )
23

2 3
0

12

1
ldml

M dt

θ
=

− ξ
. (2.214)

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.211) � (2.214),
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå êèíåìàòè÷å
ñ-
êèå âåëè÷èíû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïëàñòè÷åñêèé øàðíèð. Åñëè


0y (t) � ñìåùåíèå ñå÷åíèÿ O, òî ñìåùåíèå y(x,t) íåêîòîðîãî
ñå÷åíèÿ x ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî èç óñëîâèÿ

( ) ( ) ( )0

0

, ,
x

y x t y t z t dz= − θ∫ ,

ãäå θ  � óãîë ïðîãèáà áàëêè.
Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïî âðåìåíè, áó-

äåì èìåòü:
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0
0 0

0

x d
y y dz y x

dt

θ
= − θ = −∫  ïðè 

øx x< , (2.215)

[ ]
ø

ø

ø

0 ø ø

0

( ) ( )
x x

x

dx
y y dz dz x x

dt + −= − θ − θ + θ − θ∫ ∫ , (2.216)

0
0 ø ø( )ldd

y y x x x
dt dt

θθ
= − − −  ïðè 

øx x> .

Çäåñü è â äàëüíåéøåì èíäåêñàìè «+» è «�» îòìå÷àþòñÿ ïàðà-
ìåòðû ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâà è ñëåâà îò ïëàñòè÷åñêîãî øàðíè-
ðà. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, êàê è â [27], ÷òî çíà÷èòåëüíîå âîçðà-
ñòàíèå êðèâèçíû â òî÷êå 

øx  íå ïðèâîäèò, òåì íå ìåíåå, ê ðàç-
ðûâó óãëà íàêëîíà, ò. å. ø+ ø( ) ( )x x −θ = θ . Ïðè ýòîì èç (2.215) è
(2.216) ïîëó÷àåì 

ø ø ø( ) ( )y x y x v+ −= =  ò. å. ïîïåðå÷íûå ñêîðîñòè
îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïëàñòè÷åñêèé
øàðíèð.

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.215) è (2.216) ïî âðåìåíè è
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñêàçàííîå âûøå, èìååì:

ø 2
0

ø 0 0 ø2
0

( )
x

d
y x y dz y x

dt−
θ

= − θ = +∫ , (2.217)

[ ]
ø

ø 0 ø ø ø

0

( ) ( ) ( )
x

y x y dz x x x+ + −= − θ + θ − θ∫ , (2.218)

ø ø

2
ø

ø 0 ø2
( )

x x

dxd d d
y x y x

dt dt dtdt
+ −

+

 θ θ θ   = + + −         
.

Òàê êàê
2

0
ø 0 ø2

( )
d

y x a x
dt−

θ
= − ; 

2
0

ø 0 ø2
( ) ( )

d
y x a l x

dt+
θ

= + − ,

òî èç ñîîòíîøåíèé (2.217), (2.218) íàéäåì:

( )
2 2

0 0ø

0 ø ø2 2
l l

l

d d d ddx
a x a l x

dt dt dtdt dt

θ θ θ θ − − − − = −  
.

Ñ ó÷åòîì (2.211) � (2.214) ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä:

( )
0 0
3 2 2

12 6

1
lM d dd

dt dt dtml

  θ θµ ξ  − + = − −   ξ ξ  − ξ  
. (2.219)

Óðàâíåíèÿ (2.211) � (2.214) è (2.219) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü
äâèæåíèå áàëêè â òðåòüåé ôàçå è ñïðàâåäëèâû êàê ïðè âîçðà
ñ-
òàþùåé, òàê è ïðè óáûâàþùåé ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ 22,98µ >
íàãðóçêè äî òåõ ïîð, ïîêà 0 ld dl d dtθ > θ .

Îïðåäåëåíèå ïîâåäåíèÿ áàëêè â òðåòüåé ôàçå áîëåå çàòðóä-
íèòåëüíî, ÷åì â ïåðâîé è âòîðîé. Äåëî â òîì, ÷òî â ïðåäûäóùèõ

ôàçàõ óñêîðåíèÿ çàâèñåëè òîëüêî îò ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ íà-
ãðóçêè, ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòè è ñìåùåíèÿ ïðè ýòîì ìîãëè
áûòü íàéäåíû ïîñëåäîâàòåëüíûìè êâàäðàòóðàìè. Êîãäà æå ïî-
ÿâëÿþòñÿ âòîðè÷íûå øàðíèðû, òî îïðåäåëåíèå óãëîâûõ óñêîðå-
íèé íåâîçìîæíî áåç ðàññìîòðåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé; â ýòîì
ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðåøàòü ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ (2.212), (2.214)
è (2.219). Äëÿ äàëüíåéøåãî öåëåñîîáðàçíî íåñêîëüêî âèäîèçìå-
íèòü óñëîâèå (2.219), ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ëèáî ïóòåì ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìàíèïóëÿöèé íàä íèì, ëèáî, êàê â [25], íåïîñðåäñòâåí-
íûì ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèé êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ìîìåíòà
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ê ïðàâîé ïîëîâèíå áàëêè, ÷åì ìû è âîñ-
ïîëüçóåìñÿ.

Òåîðåìà îá èçìåíåíèè èìïóëüñà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ çà
âðåìÿ t ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

( )22 2 20
ø

0

1 1 1
1

2 2 2
l

t d d
Pdt m v l l l

dt dt

θ θ = + ξ − − ξ  ∫ . (2.220)

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû îá èçìåíåíèè èìïóëüñà ìîìåíòà
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî íàéòè âåëè-
÷èíó ïîñëåäíåãî â òå÷åíèå t1, ñîîòâåòñòâóþùåãî èçìåíåíèþ µ
îò 0 äî 4. Òàê êàê ê êîíöó ïåðâîé ôàçû ñêîðîñòü

1
0

21
02

t
M

v dt
ml

= µ∫ ,

òî èìïóëüñ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè O çà ýòî

âðåìÿ ðàâåí 
1

0

0

1

4

t

M dtµ∫ .

Òåîðåìà îá èçìåíåíèè èìïóëüñà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâè-
æåíèÿ çà âðåìÿ t äàåò:

( )
1 2 3 3 3 3 3 3

0
0 0 1 ø

0

1

4 2 6 2 3 6
l

t
d dl l l l l

M dt M t t m v
dt dt

  θ θξ ξ ξµ + − = + + − −  
  

∫ .

(2.221)
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dt

θ
= − θ = −∫  ïðè 

øx x< , (2.215)

[ ]
ø

ø

ø

0 ø ø

0

( ) ( )
x x

x

dx
y y dz dz x x

dt + −= − θ − θ + θ − θ∫ ∫ , (2.216)

0
0 ø ø( )ldd

y y x x x
dt dt

θθ
= − − −  ïðè 

øx x> .

Çäåñü è â äàëüíåéøåì èíäåêñàìè «+» è «�» îòìå÷àþòñÿ ïàðà-
ìåòðû ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâà è ñëåâà îò ïëàñòè÷åñêîãî øàðíè-
ðà. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, êàê è â [27], ÷òî çíà÷èòåëüíîå âîçðà-
ñòàíèå êðèâèçíû â òî÷êå 

øx  íå ïðèâîäèò, òåì íå ìåíåå, ê ðàç-
ðûâó óãëà íàêëîíà, ò. å. ø+ ø( ) ( )x x −θ = θ . Ïðè ýòîì èç (2.215) è
(2.216) ïîëó÷àåì 

ø ø ø( ) ( )y x y x v+ −= =  ò. å. ïîïåðå÷íûå ñêîðîñòè
îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïëàñòè÷åñêèé
øàðíèð.

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.215) è (2.216) ïî âðåìåíè è
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñêàçàííîå âûøå, èìååì:

ø 2
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ø 0 0 ø2
0

( )
x

d
y x y dz y x

dt−
θ

= − θ = +∫ , (2.217)

[ ]
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0

( ) ( ) ( )
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y x y dz x x x+ + −= − θ + θ − θ∫ , (2.218)

ø ø
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dt dt dtdt
+ −
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 θ θ θ   = + + −         
.
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0
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( )
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dt−

θ
= − ; 

2
0

ø 0 ø2
( ) ( )

d
y x a l x

dt+
θ

= + − ,

òî èç ñîîòíîøåíèé (2.217), (2.218) íàéäåì:

( )
2 2

0 0ø

0 ø ø2 2
l l

l

d d d ddx
a x a l x

dt dt dtdt dt

θ θ θ θ − − − − = −  
.

Ñ ó÷åòîì (2.211) � (2.214) ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä:

( )
0 0
3 2 2

12 6

1
lM d dd

dt dt dtml

  θ θµ ξ  − + = − −   ξ ξ  − ξ  
. (2.219)

Óðàâíåíèÿ (2.211) � (2.214) è (2.219) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü
äâèæåíèå áàëêè â òðåòüåé ôàçå è ñïðàâåäëèâû êàê ïðè âîçðà
ñ-
òàþùåé, òàê è ïðè óáûâàþùåé ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ 22,98µ >
íàãðóçêè äî òåõ ïîð, ïîêà 0 ld dl d dtθ > θ .

Îïðåäåëåíèå ïîâåäåíèÿ áàëêè â òðåòüåé ôàçå áîëåå çàòðóä-
íèòåëüíî, ÷åì â ïåðâîé è âòîðîé. Äåëî â òîì, ÷òî â ïðåäûäóùèõ

ôàçàõ óñêîðåíèÿ çàâèñåëè òîëüêî îò ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ íà-
ãðóçêè, ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòè è ñìåùåíèÿ ïðè ýòîì ìîãëè
áûòü íàéäåíû ïîñëåäîâàòåëüíûìè êâàäðàòóðàìè. Êîãäà æå ïî-
ÿâëÿþòñÿ âòîðè÷íûå øàðíèðû, òî îïðåäåëåíèå óãëîâûõ óñêîðå-
íèé íåâîçìîæíî áåç ðàññìîòðåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé; â ýòîì
ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðåøàòü ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ (2.212), (2.214)
è (2.219). Äëÿ äàëüíåéøåãî öåëåñîîáðàçíî íåñêîëüêî âèäîèçìå-
íèòü óñëîâèå (2.219), ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ëèáî ïóòåì ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìàíèïóëÿöèé íàä íèì, ëèáî, êàê â [25], íåïîñðåäñòâåí-
íûì ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèé êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ìîìåíòà
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ê ïðàâîé ïîëîâèíå áàëêè, ÷åì ìû è âîñ-
ïîëüçóåìñÿ.

Òåîðåìà îá èçìåíåíèè èìïóëüñà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ çà
âðåìÿ t ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ
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θ θ = + ξ − − ξ  ∫ . (2.220)
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÷èíó ïîñëåäíåãî â òå÷åíèå t1, ñîîòâåòñòâóþùåãî èçìåíåíèþ µ
îò 0 äî 4. Òàê êàê ê êîíöó ïåðâîé ôàçû ñêîðîñòü
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æåíèÿ çà âðåìÿ t äàåò:
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1 2 3 3 3 3 3 3

0
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dt dt
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∫ .

(2.221)
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Èñêëþ÷èâ èç óðàâíåíèé (2.220) è (2.221) ñêîðîñòü 
øv , ïîëó÷èì

    ( ) ( )
3

2 3 0
1

01

3 12 3 2 l l
t

t

d d dml
dt t t

M dt dt dt

 θ θ θ  µ − − = ξ − ξ − +    
∫ . (2.222)

Ââîäÿ áåçðàçìåðíîå âðåìÿ è áåçðàçìåðíûå óãëîâûå ñêîðîñòè è
ñìåùåíèÿ

t

T
η = , 

3
0

0

dml

M T dt

θ
Ω = , 

3

0

tdml

M T dt

θ
ψ = , 

3

02
0

ml

M T
θ = θ , 

3

2
0

l

ml

M T
ϕ ≡ θ .

óðàâíåíèÿ (2.212), (2.214), (2.219), (2.222) çàïèøåì â âèäå:

2 3

3 24d

d

Ω µ= −
η ξ ξ

; (2.212′)

( )3

12

1

d

d

ψ =
η − ξ

; (2.214′)

( )
( )

2
2

2

6
12

1

d

d

ξ ξµξ + − = − Ω − ψ ξ
η− ξ

; (2.219′)

( ) ( )( )2 3
1

1

3 12 3 2d
η

η
µ η − η − η = ξ − ξ Ω − ψ + ψ∫ . (2.222′)

Çäåñü T � õàðàêòåðíîå âðåìÿ. Ñìåùåíèÿ θ  è ϕ  íàõîäÿòñÿ èç
óðàâíåíèé

d

d

θ = Ω
η

; 
d

d

ϕ = ψ
η

.

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.212′), (2.214′), (2.219′) ìîæåò áûòü
ïðîèíòåãðèðîâàíà òîëüêî äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè τη ≥ η , ãäå

τη � ìîìåíò îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ ïðèëîæåííîé ñèëû.
Âû÷èòàÿ (2.212′) èç (2.214′), îïðåäåëÿåì

( )
( )3 3

24 12

1

d

d

Ω − ψ
= − −

η ξ − ξ
. (2.223)

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.219′) ïî ξ  (ïðè 0µ = ) è èñïîëüçóÿ (2.223),
ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

( )
( ) 2

2

24 12

1

d d

d d

 ξ ξ− = Ω − ψ ξ ξ ξ η− ξ  
. (2.224)

Íàêîíåö, äåëÿ (2.224) íà (2.219′), íàõîäèì ïåðâûé èíòåãðàë:

1
const

d

d C

ξ = =
η

.

Èç (2.222′) ñëåäóåò:
2

2 2

( )

12 6 (1 )
tC τ τ

τ τ

ξ Ω − ψ
=

− ξ − ξ
.

Ïðè ýòîì ( )Cτ τη = η + ξ − ξ ;  2 2(12 12 )Cτ τΩ = Ω + ξ − ξ ;
2 26 (1 ) 6 (1 )Cτ τ ψ = ψ + − ξ − − ξ  . Çäåñü è â äàëüíåéøåì èíäåê-

ñîì τ  îáîçíà÷àþòñÿ ïàðàìåòðû â ìîìåíò âðåìåíè τη .
Óðàâíåíèÿ (2.211) � (2.214) è (2.219) ñïðàâåäëèâû äî ìîìåí-

òà âðåìåíè sη , êîãäà Ω = ψ  è âòîðè÷íûå ïëàñòè÷åñêèå øàðíè-
ðû èñ÷åçàþò (ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè s τη > η ≥ η  îíè ñóùåñòâî-
âàëè). Çíà÷åíèå sξ  ïðè sτ  íàõîäèì èç (2.219′):

2 2 0,586sξ = − = .

Çíà÷åíèå sξ  îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò öåí-
òðà, äîñòèãàåìîå âòîðè÷íûì øàðíèðîì, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèëà


îáðàòèòñÿ â íóëü ðàíüøå, ÷åì âåëè÷èíà 0 td d

dt dt

θ θ
− . Ïðè ýòîì

2

2

2
2

2
2 2

12
(0,586 ); 34,97 ;

6
34,97 ;

(1 )

12 12
(0,586 ) 20,48 ;

6 6
(0,586 ) 14,49 .

(1 ) (1 )

s s

s

s

s

C C

C

C
C C

C
C C

τ τ τ
τ

τ
τ

τ τ τ
ττ

τ τ τ
τ τ

 
η = η + − ξ Ω = Ω + − ξ 

 
ψ = ψ + − − ξ 

   
θ = θ + Ω − − ξ + −   ξξ   

   
ϕ = ϕ + ψ − − ξ + −   − ξ − ξ   

(2.225)

Äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ s sΩ = ψ  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç
óðàâíåíèÿ (2.222′) ïîäñòàíîâêîé sη = η , Ω = ψ :

1

13 12( )
s

s s sd
η

η
Ω = ψ = µ η − η − η∫ .
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Èñêëþ÷èâ èç óðàâíåíèé (2.220) è (2.221) ñêîðîñòü 
øv , ïîëó÷èì

    ( ) ( )
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2 3 0
1
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3 12 3 2 l l
t

t

d d dml
dt t t

M dt dt dt

 θ θ θ  µ − − = ξ − ξ − +    
∫ . (2.222)

Ââîäÿ áåçðàçìåðíîå âðåìÿ è áåçðàçìåðíûå óãëîâûå ñêîðîñòè è
ñìåùåíèÿ
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M T
ϕ ≡ θ .

óðàâíåíèÿ (2.212), (2.214), (2.219), (2.222) çàïèøåì â âèäå:

2 3

3 24d

d
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η ξ ξ

; (2.212′)

( )3
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d

d
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η − ξ
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2
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6
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d

d
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( ) ( )( )2 3
1
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3 12 3 2d
η

η
µ η − η − η = ξ − ξ Ω − ψ + ψ∫ . (2.222′)

Çäåñü T � õàðàêòåðíîå âðåìÿ. Ñìåùåíèÿ θ  è ϕ  íàõîäÿòñÿ èç
óðàâíåíèé

d

d

θ = Ω
η

; 
d

d

ϕ = ψ
η

.

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.212′), (2.214′), (2.219′) ìîæåò áûòü
ïðîèíòåãðèðîâàíà òîëüêî äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè τη ≥ η , ãäå

τη � ìîìåíò îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ ïðèëîæåííîé ñèëû.
Âû÷èòàÿ (2.212′) èç (2.214′), îïðåäåëÿåì

( )
( )3 3

24 12

1

d

d

Ω − ψ
= − −

η ξ − ξ
. (2.223)

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.219′) ïî ξ  (ïðè 0µ = ) è èñïîëüçóÿ (2.223),
ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

( )
( ) 2

2

24 12

1

d d

d d

 ξ ξ− = Ω − ψ ξ ξ ξ η− ξ  
. (2.224)

Íàêîíåö, äåëÿ (2.224) íà (2.219′), íàõîäèì ïåðâûé èíòåãðàë:

1
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òà âðåìåíè sη , êîãäà Ω = ψ  è âòîðè÷íûå ïëàñòè÷åñêèå øàðíè-
ðû èñ÷åçàþò (ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè s τη > η ≥ η  îíè ñóùåñòâî-
âàëè). Çíà÷åíèå sξ  ïðè sτ  íàõîäèì èç (2.219′):

2 2 0,586sξ = − = .

Çíà÷åíèå sξ  îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò öåí-
òðà, äîñòèãàåìîå âòîðè÷íûì øàðíèðîì, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèëà


îáðàòèòñÿ â íóëü ðàíüøå, ÷åì âåëè÷èíà 0 td d

dt dt

θ θ
− . Ïðè ýòîì
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2
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34,97 ;

(1 )

12 12
(0,586 ) 20,48 ;
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η = η + − ξ Ω = Ω + − ξ 

 
ψ = ψ + − − ξ 

   
θ = θ + Ω − − ξ + −   ξξ   

   
ϕ = ϕ + ψ − − ξ + −   − ξ − ξ   

(2.225)

Äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ s sΩ = ψ  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç
óðàâíåíèÿ (2.222′) ïîäñòàíîâêîé sη = η , Ω = ψ :

1

13 12( )
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s s sd
η

η
Ω = ψ = µ η − η − η∫ .
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 Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, èíòåðâàë s fη ≤ η ≤ η , ( fη  � ìîìåíò
îáðàùåíèÿ â íóëü óãëîâûõ ñêîðîñòåé îáåèõ ïîëîâèí áàëêè),
ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîé ôàçå äâèæåíèÿ, êîãäà ñïðàâåäëèâû
óðàâíåíèÿ (2.207) è (2.208). Èç ýòèõ óðàâíåíèé ëåãêî ïîëó÷èòü:

1

12s sfη = η + Ω ; 21

24s sfθ = θ + Ω . (2.226)

Ïðèðàùåíèå sfθ − θ  ÷àñòî îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå
íà âåëè÷èíó îêîí÷àòåëüíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Îïðåäåëå-
íèå âåëè÷èíû fθ  îñîáåííî âàæíî, òàê êàê ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåò
ìàêñèìàëüíûå ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, âîçíèêàþùèå â áàë
êå.

Ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ êèíåìàòè÷åñêèõ âåëè÷èí â èíòåð-
âàëå τη ≤ η  äåéñòâèÿ ïðèëîæåííîé ñèëû. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå
ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäíÿÿ ïðè τη ≤ η  ïîñòîÿííà. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.212′), (2.214′), (2.219′) óäîâëåòâîðÿþòñÿ
ïðè 1 constξ = ξ = , ãäå 

1ξ  ñâÿçàíî ñ øµ  ñîîòíîøåíèåì

( )
2
1

ø 1 2

1

6
12 0

1

ξ
µ ξ + − =

− ξ
. (2.227)

Ïðè ýòîì

ø

2 3
1 1

3 24 µ
Ω = − η ξ ξ 

; 
( )

2

3

1

6

1

ηϕ =
− ξ

; (2.228)

( )3

1

12

1

ηψ =
− ξ

; 2ø

2 3
1 1

31 24

2

 µ
θ = − η ξ ξ 

, (2.229)

ïîñêîëüêó â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñêîðîñòè è ïåðåìåùåíèÿ ðàâíû
íóëþ.

Íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû ïðè 1τη = η =  (çà âðåìÿ T âûáðàíî
âðåìÿ äåéñòâèÿ èìïóëüñà) íàõîäèì èç óðàâíåíèé (2.225); î÷å-
âèäíî, 1 τξ = ξ .

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè τη = η
íàéòè fη  è fθ  íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Íà ðèñ. 2.42 êðèâàÿ A
èçîáðàæàåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ çàâèñèìîñòü îêîí÷à-
òåëüíîãî ïëàñòè÷åñêîãî óãëà 

0 fθ  îò øµ .
Â ñëó÷àå äåéñòâèÿ ñèëû, ïðîèçâîëüíî èçìåíÿþùåéñÿ âî

âðåìåíè, ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíî äâà ñïîñîáà ÷èñëåííîãî ðàñ
-
÷åòà ñèñòåìû (2.212′), (2.214′), (2.219′)1 (èëè (2.222′)). Ïåðâûé
ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(2.219′) è èñêëþ÷åíèÿ Ω , ψ , d

d

Ω
η

, 
d

d

ψ
η

 ñ ïîìîùüþ (2.212′) è

(2.214′) ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî, øàã çà øàãîì, íà÷èíàÿ îò çíà÷åíèÿ

0η , ñîîòâåòñòâóþùåãî 0 22,89µ = , 0 0,404ξ = . Îäíàêî ýòîò ñïî-
ñîá èìååò òå íåóäîáñòâà, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèç-
âîäíîé îáðàùàåòñÿ â íóëü êàê ðàç ïðè 0η = η  è η , ñîîòâåòñòâó-
þùåì 0′ξ =  (ò. å. êîãäà âòîðè÷íûå øàðíèðû ìåíÿþò íàïðàâëå-
íèå äâèæåíèÿ). Ïîýòîìó ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ óêàçàííûì
ñïîñîáîì îïðåäåëåíèå ′′ξ  èç óðàâíåíèÿ íå òî÷íî, åñëè íå ñî-
õðàíÿòü áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çíà÷àùèõ öèôð. Áîëåå ïðåäïî÷òè-
òåëåí âòîðîé ñïîñîá ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, êîãäà äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ξ  èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (2.222′). Ïðè ýòîì ñ ïîìîùüþ (2.211′),
(2.214′) è (2.222′) ñíà÷àëà ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ïðîáíûå çíà÷åíèÿ ξ ,
Ω  è ψ  íà n-ì øàãå, êîòîðûå êîððåêòèðóþòñÿ çàòåì äî òåõ ïîð,

1 Â [25] ýòó ñèñòåìó ïðåäëîæåíî ðåøàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé, ïðè÷åì â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåòñÿ
ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðèðàâíèâàíèåì ê íóëþ ïðàâîé ÷àñòè (2.219′). Ðèñ. 2.42
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 Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, èíòåðâàë s fη ≤ η ≤ η , ( fη  � ìîìåíò
îáðàùåíèÿ â íóëü óãëîâûõ ñêîðîñòåé îáåèõ ïîëîâèí áàëêè),
ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîé ôàçå äâèæåíèÿ, êîãäà ñïðàâåäëèâû
óðàâíåíèÿ (2.207) è (2.208). Èç ýòèõ óðàâíåíèé ëåãêî ïîëó÷èòü:

1

12s sfη = η + Ω ; 21

24s sfθ = θ + Ω . (2.226)

Ïðèðàùåíèå sfθ − θ  ÷àñòî îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå
íà âåëè÷èíó îêîí÷àòåëüíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Îïðåäåëå-
íèå âåëè÷èíû fθ  îñîáåííî âàæíî, òàê êàê ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåò
ìàêñèìàëüíûå ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, âîçíèêàþùèå â áàë
êå.

Ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ êèíåìàòè÷åñêèõ âåëè÷èí â èíòåð-
âàëå τη ≤ η  äåéñòâèÿ ïðèëîæåííîé ñèëû. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå
ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäíÿÿ ïðè τη ≤ η  ïîñòîÿííà. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.212′), (2.214′), (2.219′) óäîâëåòâîðÿþòñÿ
ïðè 1 constξ = ξ = , ãäå 

1ξ  ñâÿçàíî ñ øµ  ñîîòíîøåíèåì

( )
2
1

ø 1 2

1

6
12 0

1

ξ
µ ξ + − =

− ξ
. (2.227)

Ïðè ýòîì
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1 1

3 24 µ
Ω = − η ξ ξ 
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1
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1

ηϕ =
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; (2.228)

( )3

1

12

1

ηψ =
− ξ

; 2ø

2 3
1 1

31 24
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 µ
θ = − η ξ ξ 

, (2.229)

ïîñêîëüêó â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñêîðîñòè è ïåðåìåùåíèÿ ðàâíû
íóëþ.

Íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû ïðè 1τη = η =  (çà âðåìÿ T âûáðàíî
âðåìÿ äåéñòâèÿ èìïóëüñà) íàõîäèì èç óðàâíåíèé (2.225); î÷å-
âèäíî, 1 τξ = ξ .

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè τη = η
íàéòè fη  è fθ  íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Íà ðèñ. 2.42 êðèâàÿ A
èçîáðàæàåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ çàâèñèìîñòü îêîí÷à-
òåëüíîãî ïëàñòè÷åñêîãî óãëà 

0 fθ  îò øµ .
Â ñëó÷àå äåéñòâèÿ ñèëû, ïðîèçâîëüíî èçìåíÿþùåéñÿ âî

âðåìåíè, ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíî äâà ñïîñîáà ÷èñëåííîãî ðàñ
-
÷åòà ñèñòåìû (2.212′), (2.214′), (2.219′)1 (èëè (2.222′)). Ïåðâûé
ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(2.219′) è èñêëþ÷åíèÿ Ω , ψ , d

d

Ω
η

, 
d

d

ψ
η

 ñ ïîìîùüþ (2.212′) è

(2.214′) ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî, øàã çà øàãîì, íà÷èíàÿ îò çíà÷åíèÿ

0η , ñîîòâåòñòâóþùåãî 0 22,89µ = , 0 0,404ξ = . Îäíàêî ýòîò ñïî-
ñîá èìååò òå íåóäîáñòâà, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèç-
âîäíîé îáðàùàåòñÿ â íóëü êàê ðàç ïðè 0η = η  è η , ñîîòâåòñòâó-
þùåì 0′ξ =  (ò. å. êîãäà âòîðè÷íûå øàðíèðû ìåíÿþò íàïðàâëå-
íèå äâèæåíèÿ). Ïîýòîìó ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ óêàçàííûì
ñïîñîáîì îïðåäåëåíèå ′′ξ  èç óðàâíåíèÿ íå òî÷íî, åñëè íå ñî-
õðàíÿòü áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çíà÷àùèõ öèôð. Áîëåå ïðåäïî÷òè-
òåëåí âòîðîé ñïîñîá ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, êîãäà äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ξ  èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (2.222′). Ïðè ýòîì ñ ïîìîùüþ (2.211′),
(2.214′) è (2.222′) ñíà÷àëà ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ïðîáíûå çíà÷åíèÿ ξ ,
Ω  è ψ  íà n-ì øàãå, êîòîðûå êîððåêòèðóþòñÿ çàòåì äî òåõ ïîð,

1 Â [25] ýòó ñèñòåìó ïðåäëîæåíî ðåøàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé, ïðè÷åì â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåòñÿ
ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðèðàâíèâàíèåì ê íóëþ ïðàâîé ÷àñòè (2.219′). Ðèñ. 2.42
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ïîêà ñîîòíîøåíèå (2.222′) íå áóäåò óäîâëåòâîðåíî ñ äîñòàòî÷-
íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Íà ðèñ. 2.42, çàèìñòâîâàííîì èç [25], ïðèâåäåíû êðèâûå
áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû ( )3 2

0 0 0/fml M Tθ  â ôóíêöèè øµ  äëÿ òðåõ
ãðàôèêîâ èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ïðèëîæåííîé ñèëû: ïðÿìîó-
ãîëüíèêà (A), ñèíóñîèäàëüíîé ïîëóâîëíû (B) è ðàâíîáåäðåííî-
ãî òðåóãîëüíèêà (C). Çà õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðèíÿòà âåëè÷èíà 0T ,
îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

ø 0

0

P T Pdt I
τ

= =∫
Êàê âèäíî èç ðèñ. 2.42, äëÿ îäèíàêîâûõ øµ  è 0T  äåéñòâèå

ñèëû, íåèçìåíÿþùåéñÿ ñî âðåìåíåì (ïî ïðÿìîóãîëüíîìó ãðà-
ôèêó), âûçûâàåò íàèáîëüøóþ ïëàñòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ, à
èçìåíÿþùåéñÿ ïî òðåóãîëüíîìó � íàèìåíüøóþ.

Â [25] ïðåäëîæåíî àïïðîêñèìèðîâàòü êðèâûå íà ðèñ. 2.42
àíàëèòè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè
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ãäå 8/3n = ; 0,043D = ; 0,037; 0,031 äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî, ñèíó-
ñîèäàëüíîãî è òðåóãîëüíîãî A, B, C ãðàôèêîâ èçìåíåíèÿ ïðè-
ëîæåííîé ñèëû ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äî òåõ ïîð, ïîêà èçãè-
áàþùèé ìîìåíò M íå äîñòèãíåò âåëè÷èíû M0 â êàêîì-ëèáî
ñå÷åíèè, íåñîâïàäàþùåì ñ öåíòðîì è äâóìÿ áîêîâûìè øàðíè-
ðàìè. Óñëîâèåì íåïîÿâëåíèÿ òàêîãî ñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî [25]

12 0µξ − ≤ , (2.230)

âûòåêàþùåå èç òðåáîâàíèÿ íàëè÷èÿ îòðèöàòåëüíîé íàãðóçê
è â
òî÷êå ξ  (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èçãèáàþùèé ìîìåíò M èìååò
ìàêñèìóì, ïðåâîñõîäÿùèé M0).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûé âûøå àíàëèç, ñïðàâåäëèâ äëÿ
äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê ïîêà 12µξ ≤ . Ïðè áîëåå âûñîêîì çíà-
÷åíèè µ(t) ïîëîæåíèå íà ðèñ. 2.41, â çàìåíÿåòñÿ òàêèì, ïðè
êîòîðîì äâà òâåðäûõ îòðåçêà â êàæäîé ïîëîâèíå áðóñà îòäåëÿ-
þòñÿ êîðîòêèì ó÷àñòêîì, ãäå èçãèáàþùèé ìîìåíò ïîñòîÿíåí è

ðàâåí M0. Äëÿ ãðàôèêà èçìåíåíèÿ ñèëû â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà
óñëîâèå (2.224) âñåãäà âûïîëíåíî, äëÿ äðóãèõ âèäîâ èçìåíåíèÿ
ïðèëîæåííîé ñèëû âîçìîæíî íàðóøåíèå ýòîãî óñëîâèÿ.

Â [26] òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è âûøå, èññëåäîâàíî ïîâåäå-
íèå áàëêè ïîä äåéñòâèåì íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé:

0
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Â [24] ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìåòîä æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî àíàëèçà
äàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êîãäà ðàáîòà, ïðîèçâîäè-
ìàÿ â öåíòðàëüíîì ïëàñòè÷åñêîì øàðíèðå ìíîãî áîëüøå ìàê-
ñèìàëüíîé óïðóãîé ýíåðãèè, çàïàñåííîé ïðè äîñòèæåíèè âñå
é
áàëêîé èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M0, ò.å. êîãäà
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θ τ>> ,

ãäå τ  � îñíîâíîé ïåðèîä óïðóãèõ êîëåáàíèé ñâîáîäíîé áàëêè.
Êðîìå òîãî, î÷åâèäíûì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü óãëà

o
0 0( 10 )θ θ ≤ .

Â [27] æåñòêîïëàñòè÷åñêèé àíàëèç ðàáîòû áàëêè ïðîâåäåí
ïðè äîïóùåíèè ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòè ìåæäó èçãèáàþùèì
ìîìåíòîì è êðèâèçíîé (ðèñ. 2.43):
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. (2.231)

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (2.167) çàïèøåòñÿ òàê:
4 2
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x c t
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1 m

bc
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; (2.232)

îíî èìååò òîò æå âèä, ÷òî â
òåîðèè óïðóãîñòè, ñ òîé ðàç-
íèöåé, ÷òî æåñòêîñòü íà èç-
ãèá çàìåíåíà âåëè÷èíîé b.

Óñëîâèå (2.231) è óðàâíå-
íèå (2.232) íàêëàäûâàþò îï-
ðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà
êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ äâè-
æåíèé áàëêè, êîòîðûå äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ,
÷òîáû ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
êðèâèçíû â èññëåäóåìûé ïå- Ðèñ. 2.43
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ïîêà ñîîòíîøåíèå (2.222′) íå áóäåò óäîâëåòâîðåíî ñ äîñòàòî÷-
íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Íà ðèñ. 2.42, çàèìñòâîâàííîì èç [25], ïðèâåäåíû êðèâûå
áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû ( )3 2
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ãðàôèêîâ èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ïðèëîæåííîé ñèëû: ïðÿìîó-
ãîëüíèêà (A), ñèíóñîèäàëüíîé ïîëóâîëíû (B) è ðàâíîáåäðåííî-
ãî òðåóãîëüíèêà (C). Çà õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðèíÿòà âåëè÷èíà 0T ,
îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì
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ôèêó), âûçûâàåò íàèáîëüøóþ ïëàñòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ, à
èçìåíÿþùåéñÿ ïî òðåóãîëüíîìó � íàèìåíüøóþ.

Â [25] ïðåäëîæåíî àïïðîêñèìèðîâàòü êðèâûå íà ðèñ. 2.42
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ãäå 8/3n = ; 0,043D = ; 0,037; 0,031 äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî, ñèíó-
ñîèäàëüíîãî è òðåóãîëüíîãî A, B, C ãðàôèêîâ èçìåíåíèÿ ïðè-
ëîæåííîé ñèëû ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äî òåõ ïîð, ïîêà èçãè-
áàþùèé ìîìåíò M íå äîñòèãíåò âåëè÷èíû M0 â êàêîì-ëèáî
ñå÷åíèè, íåñîâïàäàþùåì ñ öåíòðîì è äâóìÿ áîêîâûìè øàðíè-
ðàìè. Óñëîâèåì íåïîÿâëåíèÿ òàêîãî ñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî [25]

12 0µξ − ≤ , (2.230)

âûòåêàþùåå èç òðåáîâàíèÿ íàëè÷èÿ îòðèöàòåëüíîé íàãðóçê
è â
òî÷êå ξ  (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èçãèáàþùèé ìîìåíò M èìååò
ìàêñèìóì, ïðåâîñõîäÿùèé M0).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûé âûøå àíàëèç, ñïðàâåäëèâ äëÿ
äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê ïîêà 12µξ ≤ . Ïðè áîëåå âûñîêîì çíà-
÷åíèè µ(t) ïîëîæåíèå íà ðèñ. 2.41, â çàìåíÿåòñÿ òàêèì, ïðè
êîòîðîì äâà òâåðäûõ îòðåçêà â êàæäîé ïîëîâèíå áðóñà îòäåëÿ-
þòñÿ êîðîòêèì ó÷àñòêîì, ãäå èçãèáàþùèé ìîìåíò ïîñòîÿíåí è

ðàâåí M0. Äëÿ ãðàôèêà èçìåíåíèÿ ñèëû â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà
óñëîâèå (2.224) âñåãäà âûïîëíåíî, äëÿ äðóãèõ âèäîâ èçìåíåíèÿ
ïðèëîæåííîé ñèëû âîçìîæíî íàðóøåíèå ýòîãî óñëîâèÿ.

Â [26] òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è âûøå, èññëåäîâàíî ïîâåäå-
íèå áàëêè ïîä äåéñòâèåì íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé:
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Â [24] ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìåòîä æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî àíàëèçà
äàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êîãäà ðàáîòà, ïðîèçâîäè-
ìàÿ â öåíòðàëüíîì ïëàñòè÷åñêîì øàðíèðå ìíîãî áîëüøå ìàê-
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òåîðèè óïðóãîñòè, ñ òîé ðàç-
íèöåé, ÷òî æåñòêîñòü íà èç-
ãèá çàìåíåíà âåëè÷èíîé b.
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ðèîä âðåìåíè áûëà ëèáî âñþäó áîëüøå èëè ðàâíà íóëþ, ëèáî
âñþäó ìåíüøå èëè ðàâíà íóëþ (óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ðàçãðóçêè).
Ïðè ýòîì M0 â (2.231) èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ êðèâèçíû áàëêè. Â [27] äàíî ðåøåíèå ðÿäà çàäà÷, â êîòî-
ðûõ íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óäîâëåòâîðÿþò ýòèì îãðà-
íè÷åíèÿì. Â [28] èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå áàëîê â ñèòóàöèè, êîãäà
äîïóñòèìî ñäåëàòü ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

• îáëàñòü ïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïëàñòè÷åñêèé øàðíèð;

• ïîëîæåíèå ïëàñòè÷åñêèõ øàðíèðîâ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì
(íàïðèìåð, â ìåñòàõ çàäåëêè êîíöîâ áàëêè);

• ñå÷åíèÿ áàëêè ìåæäó ïëàñòè÷åñêèìè øàðíèðàìè íàõîäÿò-
ñÿ â óïðóãîì ñîñòîÿíèè.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî äëÿ
áàëêè ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì æåñòêîñòè, ìàññû è
íàãðóçêè. Äî ìîìåíòà t1, ïîêà íå âîçíèêëè ïëàñòè÷åñêèå äåôîð-
ìàöèè, ðåøåíèå äëÿ êðèâîé ïðîãèáà èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíè
ÿ
ïî ôóíäàìåíòàëüíûì ôóíêöèÿì ϕ(x) óïðóãèõ êîëåáàíèé áàëêè
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïîñëå ìîìåíòà
t1 ðåøåíèå äëÿ êðèâîé ïðîãèáà âûðàæàåòñÿ â ôóíêöèÿõ ψi(x)
êîëåáàíèÿ áàëêè ñ ïëàñòè÷åñêèìè øàðíèðàìè, ïðè÷åì çíà÷å-
íèÿ ïðîãèáîâ è ñêîðîñòåé, íàéäåííûå èç óïðóãîãî ðåøåíèÿ â
ìîìåíò t1, ÿâëÿþòñÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî ôóíêöèÿì ψi(t), î÷åâèäíî, âîçìîæ-
íî âïëîòü äî ìîìåíòà t2 îáðàçîâàíèÿ èëè èñ÷åçíîâåíèÿ êàêîãî-
ëèáî ïëàñòè÷åñêîãî øàðíèðà. Ñ ìîìåíòà t2 çàäà÷à ìîæåò ðå-
øàòüñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ìàòåìà-
òè÷åñêèå òðóäíîñòè ïðè ðåøåíèè òàêèì ñïîñîáîì ÷ðåçâû÷àéíî
âåëèêè, îñîáåííî â ñâÿçè ñ óäîâëåòâîðåíèåì íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ôóíêöè
é
ê äðóãîé. Ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ óêàçàííûì ìåòîäîì ñ ïîìî-
ùüþ ÝÂÌ, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò òðóäíîñòè ïåðåõîäà îò êîí-
ôèãóðàöèè ψi(t) ê êîíôèãóðàöèè ψi(t), ïðåäëîæåí â [29].
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ðèîä âðåìåíè áûëà ëèáî âñþäó áîëüøå èëè ðàâíà íóëþ, ëèáî
âñþäó ìåíüøå èëè ðàâíà íóëþ (óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ðàçãðóçêè).
Ïðè ýòîì M0 â (2.231) èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ êðèâèçíû áàëêè. Â [27] äàíî ðåøåíèå ðÿäà çàäà÷, â êîòî-
ðûõ íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óäîâëåòâîðÿþò ýòèì îãðà-
íè÷åíèÿì. Â [28] èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå áàëîê â ñèòóàöèè, êîãäà
äîïóñòèìî ñäåëàòü ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

• îáëàñòü ïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïëàñòè÷åñêèé øàðíèð;

• ïîëîæåíèå ïëàñòè÷åñêèõ øàðíèðîâ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì
(íàïðèìåð, â ìåñòàõ çàäåëêè êîíöîâ áàëêè);

• ñå÷åíèÿ áàëêè ìåæäó ïëàñòè÷åñêèìè øàðíèðàìè íàõîäÿò-
ñÿ â óïðóãîì ñîñòîÿíèè.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî äëÿ
áàëêè ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì æåñòêîñòè, ìàññû è
íàãðóçêè. Äî ìîìåíòà t1, ïîêà íå âîçíèêëè ïëàñòè÷åñêèå äåôîð-
ìàöèè, ðåøåíèå äëÿ êðèâîé ïðîãèáà èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíè
ÿ
ïî ôóíäàìåíòàëüíûì ôóíêöèÿì ϕ(x) óïðóãèõ êîëåáàíèé áàëêè
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïîñëå ìîìåíòà
t1 ðåøåíèå äëÿ êðèâîé ïðîãèáà âûðàæàåòñÿ â ôóíêöèÿõ ψi(x)
êîëåáàíèÿ áàëêè ñ ïëàñòè÷åñêèìè øàðíèðàìè, ïðè÷åì çíà÷å-
íèÿ ïðîãèáîâ è ñêîðîñòåé, íàéäåííûå èç óïðóãîãî ðåøåíèÿ â
ìîìåíò t1, ÿâëÿþòñÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî ôóíêöèÿì ψi(t), î÷åâèäíî, âîçìîæ-
íî âïëîòü äî ìîìåíòà t2 îáðàçîâàíèÿ èëè èñ÷åçíîâåíèÿ êàêîãî-
ëèáî ïëàñòè÷åñêîãî øàðíèðà. Ñ ìîìåíòà t2 çàäà÷à ìîæåò ðå-
øàòüñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ìàòåìà-
òè÷åñêèå òðóäíîñòè ïðè ðåøåíèè òàêèì ñïîñîáîì ÷ðåçâû÷àéíî
âåëèêè, îñîáåííî â ñâÿçè ñ óäîâëåòâîðåíèåì íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ôóíêöè
é
ê äðóãîé. Ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ óêàçàííûì ìåòîäîì ñ ïîìî-
ùüþ ÝÂÌ, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò òðóäíîñòè ïåðåõîäà îò êîí-
ôèãóðàöèè ψi(t) ê êîíôèãóðàöèè ψi(t), ïðåäëîæåí â [29].
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Глава 3

Распространение волн возмущения с полярной,
осевой и сферической симметрией

Â ýòîé ãëàâå äàíî ðåøåíèå ðÿäà çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ îáúåêòîâ, ãåîìåòðèÿ êîòîðûõ îáëà-
äàåò îñåâîé èëè ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íàïðÿæå-
íèÿ è äåôîðìàöèè â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ çàâèñÿò ëèøü î
ò îäíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû. Ñëåäóåò çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî, â îò-
ëè÷èå îò ïåðâûõ äâóõ ãëàâ, ïîëå íàïðÿæåíèÿ ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ
îäíîêîìïîíåíòíûì. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ñîñòàâëÿþùèå íà-
ïðÿæåíèÿ ïðè äèíàìè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè èçìåíÿþòñÿ ïðîïîðöè-
îíàëüíî îäíîìó ïàðàìåòðó, òî èìååò ìåñòî ïðîñòîå íàãðóæåíèå, ïðè
êîòîðîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, òåîðèþ ìàëûõ óïðóãîïëàñ-
òè÷åñêèõ äåôîðìàöèé Ãåíêè-Èëüþøèíà. Èìåííî â òàêîé ïîñòàíîâêå
ðåøåíû ïðèâîäèìûå â íàñòîÿùåé ãëàâå çàäà÷è, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî
òðåõîñíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå; ðàññìîòðåíû âîïðîñû ðà
ñïðîñòðà-
íåíèÿ â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå ïëîñêèõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè-
÷åñêèõ âîëí äàâëåíèÿ, öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí ñäâèãà, à òàêæå
 ïðèâå-
äåíî ðåøåíèå ðÿäà çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êðóãëûõ
ïëàñòèí è ìåìáðàí.

§ 3.1. Плоские продольные упругопластические волны

Ðàññìîòðåííàÿ â ïåðâîé ãëàâå îäíîìåðíàÿ òåîðèÿ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí â ñòåðæíÿõ, ñòðîãî ãîâîðÿ, � ïðè
-
áëèæåííàÿ, òàê êàê â íåé íå ó÷èòûâàåòñÿ äâèæåíèå ìàòåðèàë
à
â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Ñòðîãî îäíîìåðíûì, êàê ïîêàçàíî

â [1] è [2], ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ ïëîñ-
êèõ âîëí â áåçãðàíè÷íîé ñðåäå è öèëèíäðè÷åñêîì ñòåðæíå,
çàêëþ÷åííîì â æåñòêóþ îáîëî÷êó. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå, îïèñû-
âàþùåå âîëíîâîé ïðîöåññ, îêàçûâàåòñÿ ïî ôîðìå ñîâïàäàþùè
ì
ñ óðàâíåíèåì (1.10) ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí â ñòåð-
æíÿõ, åñëè ïîä σ è e ïîíèìàòü íàïðÿæåíèå σxx è äåôîðìàöèþ
exx â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïëîñêîãî ôðîíòà:

2 2

0 2 2
xx

xx

du u

det x

σ∂ ∂ρ =
∂ ∂

.

Çàâèñèìîñòü ( )xx xxf eσ =  ëåãêî ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ýêñ-
ïåðèìåíòîâ íà ïðîñòîå ðàñòÿæåíèå (ñæàòèå). Äåéñòâèòåëüíî
, â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå 0,  ,yy zz yy zze e= = σ = σ  ïîýòîìó ñî-
ãëàñíî [3]

( )2 3 ;   2 / 3 ,xx yy xx xx yy i xxKe eσ + σ = σ − σ = Φ
îòêóäà

( )2 2 / 3 / 3.xx xx i xxKe eσ = + Φ (3.1)

Ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî ( ) ( )( )( )1 / 1 1 2xx Eσ = − ν + ν − ν  äëÿ
óïðóãîé îáëàñòè (çäåñü E è ν  � ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà, íàéäåííûå èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ðàñòÿæåíèå (ñæà-
òèå)). Íà ðèñ. 3.1, à èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ( )xx xx xxeσ = σ ,
ïîñòðîåííàÿ â [1] äëÿ àëþìèíèåâîãî ñïëàâà  24 S � T; ðàñ÷åòû
ïðîâåäåíû äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííûõ 6 20,74 10êã / ñìE = ⋅ , 0,33ν = ,
÷òî ñïðàâåäëèâî ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñðåäíåãî ãèäðîñòà-
òè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ. Èñïîëüçîâàâøàÿñÿ â ðàñ÷åòàõ çàâèñè-
ìîñòü èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðì
à-
öèé ( )i ieΦ  áûëà íàéäåíà èç ñòàòè÷åñêèõ èñïûòàíèé.

Èç ãðàôèêà íà ðèñ. 3.1, á âèäíî, ÷òî êðèâàÿ ( )xx xx xxeσ = σ
äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ äâóìÿ îòðåçêàìè ïðÿ
-
ìûõ: 0�1 è 1�2, ïðè÷åì èõ ïåðåñå÷åíèå îïðåäåëÿåò ïðèáëèæåí-

à) á)
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( )2 2 / 3 / 3.xx xx i xxKe eσ = + Φ (3.1)

Ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî ( ) ( )( )( )1 / 1 1 2xx Eσ = − ν + ν − ν  äëÿ
óïðóãîé îáëàñòè (çäåñü E è ν  � ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà, íàéäåííûå èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ðàñòÿæåíèå (ñæà-
òèå)). Íà ðèñ. 3.1, à èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ( )xx xx xxeσ = σ ,
ïîñòðîåííàÿ â [1] äëÿ àëþìèíèåâîãî ñïëàâà  24 S � T; ðàñ÷åòû
ïðîâåäåíû äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííûõ 6 20,74 10êã / ñìE = ⋅ , 0,33ν = ,
÷òî ñïðàâåäëèâî ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñðåäíåãî ãèäðîñòà-
òè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ. Èñïîëüçîâàâøàÿñÿ â ðàñ÷åòàõ çàâèñè-
ìîñòü èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðì
à-
öèé ( )i ieΦ  áûëà íàéäåíà èç ñòàòè÷åñêèõ èñïûòàíèé.

Èç ãðàôèêà íà ðèñ. 3.1, á âèäíî, ÷òî êðèâàÿ ( )xx xx xxeσ = σ
äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ äâóìÿ îòðåçêàìè ïðÿ
-
ìûõ: 0�1 è 1�2, ïðè÷åì èõ ïåðåñå÷åíèå îïðåäåëÿåò ïðèáëèæåí-
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íîå çíà÷åíèå ïðåäåëà óïðóãîñòè. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü óïðóãèõ
âîëí 3

0 6,25 10a = ⋅  ì/ñ, ïëàñòè÷åñêèõ � ai
35,11 10= ⋅  ì/ñ (ïðè

óäåëüíîì âåñå 2,77 ã/ìì3).
Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ ïðîäîëü-

íûõ ïëàñòè÷åñêèõ âîëí ëèøü íà 18% ìåíüøå ñêîðîñòè óïðóãèõ
âîëí, â òî âðåìÿ êàê â òîíêèõ ñòåðæíÿõ îòíîøåíèå 0/ 0,1a a ≈ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè íà÷èíàåò-
ñÿ ðàçãðóçêà ýëåìåíòà, ðàñïîëîæåííîãî â ñå÷åíèè x . Ñâÿçü
ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè ïðè ðàçãðóçêå, î÷åâèä-
íî, ñëåäóþùàÿ:

( )( )2 2

1
( )

1 1 2xx xx xx xxE e e
− νσ − σ = −

+ ν − ν
,

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçãðóçêà ïðîäîëæàåòñÿ äàëåå; ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü îòðèöàòåëüíóþ âåòâü ôóíêöèè Ôi.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ (ýòî çàâèñèò îò âåëè÷èí
E è ν ) ïðîäîëæàþùàÿñÿ ðàçãðóçêà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïåðå-
õîä íà ïëàñòè÷åñêóþ âåòâü ïåòëè ãèñòåðåçèñà äëÿ ôóíêöèè Ô
i
ñîâåðøàåòñÿ ðàíüøå, ÷åì áóäåò ïîëíîñòüþ ñíÿòî σxx. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè ýòîì ðàçãðóçêà ñâÿçàíà êàê ñ óïðóãèìè, òàê è ñ
ïëàñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè. Ýòî âòîðàÿ õàðàêòåðíàÿ îñîá
åí-
íîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ ïðîäîëüíûõ âîëí, íå âîçíèê
àâ-
øàÿ ïðè äåôîðìàöèè òîíêèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñòåðæíåé, ãäå
âîëíîâîé ïðîöåññ ðàçãðóçêè ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðóãèì.

Íà ðèñ. 3.2, á [1] ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåí âîëíîâîé ïðîöåññ
â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ïëèòå êîíå÷íîé òîëùèíû l, ê îäíîé ïëîñ-
êîñòè êîòîðîé ïðèëîæåíî ïîñòîÿííîå â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-
íè äàâëåíèå  p(t). Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ  p(t)  èçîáðàæåí
íà ðèñ 3.2, à; îíî ìãíîâåííî âîçíèêàåò, à çàòåì ñòóïåí÷àòîîá-
ðàçíî óáûâàåò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè-
ëîæåííîãî äàâëåíèÿ â 10 ðàç ïðåâîñõîäèò íàïðÿæåíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëó óïðóãîñòè; ïðîäîëæèòåëüíîñòü ï
ðè-
ëîæåííîãî èìïóëüñà ðàâíà ÷åòâåðòè âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî
äëÿ ïðîõîæäåíèÿ óïðóãèìè âîëíàìè äëèíû l.

Çàòóõàíèå èìïóëüñà îñóùåñòâëÿåòñÿ âîëíàìè ÷àñòè÷íîé ðàç-
ãðóçêè óïðóãîé ïðèðîäû, êîòîðûå äîãîíÿþò ïëàñòè÷åñêèå âîë-
íû ïåðâè÷íîãî íàãðóæåíèÿ. Ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ, ñâÿ-
çàííûå ñ îòðàæåíèåì èìïóëüñà îò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïëà-
ñòèíû, ìîãóò ïðèâåñòè ê ÿâëå-
íèþ îòêîëà, ýêñïåðèìåíòàëü-
íî íàáëþäàâøåìóñÿ è îïèñàí-
íîìó â [4,5] (ðèñ. 3.3). Òðåõîñ-
íîñòü íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ðàñòÿæåíèÿ è î÷åíü áîëü-
øàÿ ñêîðîñòü ïðèëîæåíèÿ íà-
ïðÿæåíèÿ, êàê îòìå÷åíî â [1],
ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè, ñïîñîá-
ñòâóþùèìè õðóïêîé ïðèðîäå
ðàçðóøåíèÿ ïðè îòêîëå äàæå
â ìàòåðèàëàõ íîðìàëüíîé âÿç-
êîñòè. Ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 3.1
äèàãðàììà ( )xx xx xxeσ = σ  áûëà
ïîñòðîåíà â ïðåäïîëîæåíèè

ãäå σxx, exx � íàïðÿæåíèå è äå-
ôîðìàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íà-
÷àëó ðàçãðóçêè (ðèñ. 3.1).

Â òîò ìîìåíò, êîãäà
( )2 / 3i xxeΦ  ñòàíåò ðàâíûì íóëþ,

3 3 3xx yy xxKeσ = σ = σ = . Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè â äëèííîì ñòåðæíå
ïðè 0iΦ =  íàïðÿæåíèå òàêæå
ðàâíî íóëþ, òî â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå îíî ðàâíî ñðåäíå-
ìó ãèäðîñòàòè÷åñêîìó äàâëå-
íèþ.
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íîå çíà÷åíèå ïðåäåëà óïðóãîñòè. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü óïðóãèõ
âîëí 3

0 6,25 10a = ⋅  ì/ñ, ïëàñòè÷åñêèõ � ai
35,11 10= ⋅  ì/ñ (ïðè

óäåëüíîì âåñå 2,77 ã/ìì3).
Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ ïðîäîëü-

íûõ ïëàñòè÷åñêèõ âîëí ëèøü íà 18% ìåíüøå ñêîðîñòè óïðóãèõ
âîëí, â òî âðåìÿ êàê â òîíêèõ ñòåðæíÿõ îòíîøåíèå 0/ 0,1a a ≈ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè íà÷èíàåò-
ñÿ ðàçãðóçêà ýëåìåíòà, ðàñïîëîæåííîãî â ñå÷åíèè x . Ñâÿçü
ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè ïðè ðàçãðóçêå, î÷åâèä-
íî, ñëåäóþùàÿ:

( )( )2 2

1
( )

1 1 2xx xx xx xxE e e
− νσ − σ = −

+ ν − ν
,

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçãðóçêà ïðîäîëæàåòñÿ äàëåå; ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü îòðèöàòåëüíóþ âåòâü ôóíêöèè Ôi.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ (ýòî çàâèñèò îò âåëè÷èí
E è ν ) ïðîäîëæàþùàÿñÿ ðàçãðóçêà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïåðå-
õîä íà ïëàñòè÷åñêóþ âåòâü ïåòëè ãèñòåðåçèñà äëÿ ôóíêöèè Ô
i
ñîâåðøàåòñÿ ðàíüøå, ÷åì áóäåò ïîëíîñòüþ ñíÿòî σxx. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè ýòîì ðàçãðóçêà ñâÿçàíà êàê ñ óïðóãèìè, òàê è ñ
ïëàñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè. Ýòî âòîðàÿ õàðàêòåðíàÿ îñîá
åí-
íîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ ïðîäîëüíûõ âîëí, íå âîçíèê
àâ-
øàÿ ïðè äåôîðìàöèè òîíêèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñòåðæíåé, ãäå
âîëíîâîé ïðîöåññ ðàçãðóçêè ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðóãèì.

Íà ðèñ. 3.2, á [1] ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåí âîëíîâîé ïðîöåññ
â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ïëèòå êîíå÷íîé òîëùèíû l, ê îäíîé ïëîñ-
êîñòè êîòîðîé ïðèëîæåíî ïîñòîÿííîå â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-
íè äàâëåíèå  p(t). Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ  p(t)  èçîáðàæåí
íà ðèñ 3.2, à; îíî ìãíîâåííî âîçíèêàåò, à çàòåì ñòóïåí÷àòîîá-
ðàçíî óáûâàåò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè-
ëîæåííîãî äàâëåíèÿ â 10 ðàç ïðåâîñõîäèò íàïðÿæåíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëó óïðóãîñòè; ïðîäîëæèòåëüíîñòü ï
ðè-
ëîæåííîãî èìïóëüñà ðàâíà ÷åòâåðòè âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî
äëÿ ïðîõîæäåíèÿ óïðóãèìè âîëíàìè äëèíû l.

Çàòóõàíèå èìïóëüñà îñóùåñòâëÿåòñÿ âîëíàìè ÷àñòè÷íîé ðàç-
ãðóçêè óïðóãîé ïðèðîäû, êîòîðûå äîãîíÿþò ïëàñòè÷åñêèå âîë-
íû ïåðâè÷íîãî íàãðóæåíèÿ. Ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ, ñâÿ-
çàííûå ñ îòðàæåíèåì èìïóëüñà îò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïëà-
ñòèíû, ìîãóò ïðèâåñòè ê ÿâëå-
íèþ îòêîëà, ýêñïåðèìåíòàëü-
íî íàáëþäàâøåìóñÿ è îïèñàí-
íîìó â [4,5] (ðèñ. 3.3). Òðåõîñ-
íîñòü íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ðàñòÿæåíèÿ è î÷åíü áîëü-
øàÿ ñêîðîñòü ïðèëîæåíèÿ íà-
ïðÿæåíèÿ, êàê îòìå÷åíî â [1],
ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè, ñïîñîá-
ñòâóþùèìè õðóïêîé ïðèðîäå
ðàçðóøåíèÿ ïðè îòêîëå äàæå
â ìàòåðèàëàõ íîðìàëüíîé âÿç-
êîñòè. Ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 3.1
äèàãðàììà ( )xx xx xxeσ = σ  áûëà
ïîñòðîåíà â ïðåäïîëîæåíèè

ãäå σxx, exx � íàïðÿæåíèå è äå-
ôîðìàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íà-
÷àëó ðàçãðóçêè (ðèñ. 3.1).

Â òîò ìîìåíò, êîãäà
( )2 / 3i xxeΦ  ñòàíåò ðàâíûì íóëþ,

3 3 3xx yy xxKeσ = σ = σ = . Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè â äëèííîì ñòåðæíå
ïðè 0iΦ =  íàïðÿæåíèå òàêæå
ðàâíî íóëþ, òî â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå îíî ðàâíî ñðåäíå-
ìó ãèäðîñòàòè÷åñêîìó äàâëå-
íèþ.
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ïîñòîÿíñòâà ìîäóëÿ îáúåìíîé äåôîðìàöèè K. Ïðè âûñîêèõ
çíà÷åíèÿõ ñðåäíåãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ íåîáõîäèìî
ó÷åñòü èçìåíÿåìîñòü âåëè÷èíû K (÷òî ñäåëàíî â [1] ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ Áðèäæìåíà [6] äëÿ ÷èñòî
-
ãî àëþìèíèÿ ïðè äàâëåíèÿõ äî 30000 êã/ñì2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
äèàãðàììà ( )xx xx xxeσ = σ  ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.4; èç íåå âèäíî,
÷òî ðîñò âñåñòîðîííåãî äàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè â
îç-
íèêíîâåíèÿ óäàðíûõ âîëí, àíàëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå íàáëþäà-
þòñÿ â ãàçàõ. Ó÷åò ïåðåìåííîñòè ìîäóëÿ îáúåìíîé äåôîðìà-
öèè K (äëÿ àëþìèíèÿ) ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ è âèäà âîëíû
ðàçãðóçêè, óïðóãàÿ ÷àñòü êîòîðîé áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî
ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ÷åì 0a , ïëàñòè÷åñêàÿ æå ÷àñòü îáíàðóæè-
âàåò íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè, êîòîðàÿ óáûâàåò ñ óìåíü-
øåíèåì äåôîðìàöèè. Ðîñò òåìïåðàòóð, îáóñëîâëåííûé áûñò-
ðûì ñæàòèåì ìàòåðèàëà ïðè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ, êàê
îòìå÷àåòñÿ â [1], ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ íàêëîíà êðèâîé

( )xx xx xxeσ = σ  âñëåäñòâèå òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, à ýòî â ñâîþ
î÷åðåäü ïîâûøàåò òåíäåíöèè ê îáðàçîâàíèþ óäàðíûõ âîëí.

Èññëåäîâàíèå îäíîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé óï-
ðóãîé ñðåäû (âîëí Ðèìàíà, óäàðíûõ âîëí, êâàçèïîïåðå÷íûõ
âîëí), êîãäà óïðóãèé ïîòåíöèàë çàâèñèò îò êîìïîíåíò òåíçîðà
äåôîðìàöèè è ýíòðîïèè (âêëþ÷àÿ ñëó÷àè ìàëîé àíèçîòðîïèè)

îáñòîÿòåëüíî èçëîæåíî â [22].
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§ 3.2. Цилиндрические волны сдвига
(задача о скручивающем ударе) [7]

Ïóñòü â óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî çàäåëàí àáñî-
ëþòíî òâåðäûé áåñêîíå÷íî äëèííûé öèëèíäð ðàäèóñà 0r . Èññëå-
äóåì õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïðîñòðàíñòâå ïðè ìã
íî-
âåííîì ïðèëîæåíèè ê öèëèíäðó ñêðó÷èâàþùåãî ìîìåíòà.

Ïóñòü w(r,t)  è  τ (r,t) � ñîîòâåòñòâåííî òàíãåíöèàëüíîå ñìå-
ùåíèå è íàïðÿæåíèå ñäâèãà â íåêîòîðîé òî÷êå. Èç ïîñòàíîâêè
çàäà÷è ÿñíî, ÷òî ýòè ôóíêöèè ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò äâóõ
ïåðåìåííûõ: óäàëåíèÿ r òî÷êè îò îñè öèëèíäðà è âðåìåíè t.
Ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ê öèëèíä-
ðó, èìåþùåìó ðàäèóñû r > r0 è r dr+ , ïîëó÷èì

( )2 2 2 22 2 2 2
w

r dr r r dr r
t t r

∂ ∂ ∂ π ρ = − π τ − π τ + π τ ∂ ∂ ∂ 
èëè

2
2

2 2

1
( ).

w
r

rt r

∂ ∂ρ = − τ
∂∂

(3.2)

Òàê êàê ( ),eτ = τ  ãäå äåôîðìàöèÿ
w w

e
r r

∂= −
∂

, (3.3)

òî (3.2) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó:
2 2

2
2 2

w w
a b

t r

∂ ∂= +
∂ ∂

, (3.4)

ãäå 
2 2

2
2

2 1
,  .

a w a w d
b a

r r r der

∂ τ τ= − − =
∂ ρ ρ

Õàðàêòåðèñòèêàìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

dr a dt= ± ; t rdw a dw b dt= ± + , (3.5)

ãäå ,   .r t

w w
w w

r t

∂ ∂= =
∂ ∂

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíåçàïíî ïðèëîæåííûé íà öèëèíäðè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñà 0r  êðóòÿùèé ìîìåíò ñîçäàåò íà-
ïðÿæåíèÿ, ïðåâîñõîäÿùèå ïðåäåë óïðóãîñòè ìàòåðèàëà íà ñäâèã.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ýòîì ñ
ëó-
÷àå íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:
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ïîñòîÿíñòâà ìîäóëÿ îáúåìíîé äåôîðìàöèè K. Ïðè âûñîêèõ
çíà÷åíèÿõ ñðåäíåãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ íåîáõîäèìî
ó÷åñòü èçìåíÿåìîñòü âåëè÷èíû K (÷òî ñäåëàíî â [1] ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ Áðèäæìåíà [6] äëÿ ÷èñòî
-
ãî àëþìèíèÿ ïðè äàâëåíèÿõ äî 30000 êã/ñì2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
äèàãðàììà ( )xx xx xxeσ = σ  ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.4; èç íåå âèäíî,
÷òî ðîñò âñåñòîðîííåãî äàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè â
îç-
íèêíîâåíèÿ óäàðíûõ âîëí, àíàëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå íàáëþäà-
þòñÿ â ãàçàõ. Ó÷åò ïåðåìåííîñòè ìîäóëÿ îáúåìíîé äåôîðìà-
öèè K (äëÿ àëþìèíèÿ) ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ è âèäà âîëíû
ðàçãðóçêè, óïðóãàÿ ÷àñòü êîòîðîé áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî
ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ÷åì 0a , ïëàñòè÷åñêàÿ æå ÷àñòü îáíàðóæè-
âàåò íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè, êîòîðàÿ óáûâàåò ñ óìåíü-
øåíèåì äåôîðìàöèè. Ðîñò òåìïåðàòóð, îáóñëîâëåííûé áûñò-
ðûì ñæàòèåì ìàòåðèàëà ïðè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ, êàê
îòìå÷àåòñÿ â [1], ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ íàêëîíà êðèâîé

( )xx xx xxeσ = σ  âñëåäñòâèå òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, à ýòî â ñâîþ
î÷åðåäü ïîâûøàåò òåíäåíöèè ê îáðàçîâàíèþ óäàðíûõ âîëí.

Èññëåäîâàíèå îäíîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé óï-
ðóãîé ñðåäû (âîëí Ðèìàíà, óäàðíûõ âîëí, êâàçèïîïåðå÷íûõ
âîëí), êîãäà óïðóãèé ïîòåíöèàë çàâèñèò îò êîìïîíåíò òåíçîðà
äåôîðìàöèè è ýíòðîïèè (âêëþ÷àÿ ñëó÷àè ìàëîé àíèçîòðîïèè)

îáñòîÿòåëüíî èçëîæåíî â [22].
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§ 3.2. Цилиндрические волны сдвига
(задача о скручивающем ударе) [7]

Ïóñòü â óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî çàäåëàí àáñî-
ëþòíî òâåðäûé áåñêîíå÷íî äëèííûé öèëèíäð ðàäèóñà 0r . Èññëå-
äóåì õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïðîñòðàíñòâå ïðè ìã
íî-
âåííîì ïðèëîæåíèè ê öèëèíäðó ñêðó÷èâàþùåãî ìîìåíòà.

Ïóñòü w(r,t)  è  τ (r,t) � ñîîòâåòñòâåííî òàíãåíöèàëüíîå ñìå-
ùåíèå è íàïðÿæåíèå ñäâèãà â íåêîòîðîé òî÷êå. Èç ïîñòàíîâêè
çàäà÷è ÿñíî, ÷òî ýòè ôóíêöèè ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò äâóõ
ïåðåìåííûõ: óäàëåíèÿ r òî÷êè îò îñè öèëèíäðà è âðåìåíè t.
Ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ê öèëèíä-
ðó, èìåþùåìó ðàäèóñû r > r0 è r dr+ , ïîëó÷èì
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r dr r r dr r
t t r

∂ ∂ ∂ π ρ = − π τ − π τ + π τ ∂ ∂ ∂ 
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∂ ∂ρ = − τ
∂∂

(3.2)

Òàê êàê ( ),eτ = τ  ãäå äåôîðìàöèÿ
w w

e
r r

∂= −
∂

, (3.3)

òî (3.2) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó:
2 2

2
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w w
a b
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∂ ∂= +
∂ ∂

, (3.4)
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a w a w d
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r r r der

∂ τ τ= − − =
∂ ρ ρ

Õàðàêòåðèñòèêàìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

dr a dt= ± ; t rdw a dw b dt= ± + , (3.5)

ãäå ,   .r t

w w
w w

r t

∂ ∂= =
∂ ∂

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíåçàïíî ïðèëîæåííûé íà öèëèíäðè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñà 0r  êðóòÿùèé ìîìåíò ñîçäàåò íà-
ïðÿæåíèÿ, ïðåâîñõîäÿùèå ïðåäåë óïðóãîñòè ìàòåðèàëà íà ñäâèã.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ýòîì ñ
ëó-
÷àå íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:
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0t rw w= =  ïðè 0t = ; 0r r≤ < ∞ ;

( )w w
f t

r r

∂− =
∂

 ïðè 0r r= .

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â
îáëàñòè ìåæäó îñüþ r è ïðÿìîé 0 0(0)r r a t= +  ñêîðîñòè è äåôîð-
ìàöèè èìåþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé 0 (0)a a= .

Ðàçðûâíîñòü êðàåâûõ óñëîâèé â òî÷êå 0r r= , 0t =  ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ âîëíà 0a  ÿâëÿåòñÿ âîë-
íîé ñèëüíîãî ðàçðûâà. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî çà ôðîíòîì
ýòîé âîëíû îñòàåòñÿ îáëàñòü óïðóãèõ äåôîðìàöèé, â êîòîðîé,
î÷åâèäíî, óðàâíåíèå (3.4) áóäåò ëèíåéíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, âîë-
íà ñèëüíîãî ðàçðûâà 0 0r r a t= +  ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòèêîé
ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó íà ïðÿìîé 0 0r r a t= +  èìååì òðè
óñëîâèÿ:

1) íåïðåðûâíîñòü ñìåùåíèé
0w = ; (3.6)

2) ñîõðàíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

0 0r r a t= + ; (3.7)
3) ñîîòíîøåíèå íà õàðàêòåðèñòèêå 0 0r r a t= + :

0t rdw a dw b dt= + . (3.8)
Ìîæíî ïîêàçàòü òîæäåñòâåííîñòü (3.6) è (3.7). Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü (3.6) âäîëü óêàçàííîé ïðÿ-
ìîé è ó÷åñòü, ÷òî íà ïîñëåäíåé 0dr dt a= .

Óðàâíåíèÿ (3.8) è (3.7) íà âîëíå 0 0r r a t= +  â ñèëó (3.6) ïðè-
âîäÿòñÿ ê âèäó

2 2 2
2 0 0 0
0

2
2 r r

r r
a a w a w

a dw w dr dr
r r r

 − = − + = 
 

,

îòêóäà 0 /tw c r r= . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà
ïðè 0r r=  äåôîðìàöèÿ âîçðàñòàåò äî âåëè÷èíû �es , èìååì

0 0 0/ ;   / .t s t sw e r r w a e r r= − =
Òàêèì îáðàçîì, èíòåíñèâíîñòü ïåðåäíåãî ôðîíòà óïðóãîé

âîëíû óáûâàåò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êîðíþ êâàäðàòíîìó
èç ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ñèììåòðèè.

Î÷åâèäíî, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ â óïðóãîé îáëàñòè
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèÿ

2 22 2
2 0 0
02 2 2

a aw w w
a w

r rt r r

∂ ∂ ∂= + −
∂∂ ∂

(3.4′)

ïðè ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:
0w =  ïðè 0 0r r a t= + ; (3.9)

w w

r r

∂− =
∂

es  ïðè 0 1r r a t= + .

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå 0 0/t a t r= ;  0/r r r= ;

0/w w r= es; 1 0/a aλ = , â êîòîðûõ óðàâíåíèå (3.4′) è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (3.9) ïðèíèìàþò âèä:

2 2

2 2 2

1w w w w

r rt r r

∂ ∂ ∂= + −
∂∂ ∂

; (3.10)

0w =  ïðè 1r t= + ;

1
w w

r r

∂− =
∂

 ïðè 1r t= + λ . (3.11)

Óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàïèøóòñÿ òàê:

dr dt= ± ; 2
r

t t

w w
dw dw dt

r r

 = ± + −  
. (3.12)

Ââèäó òîãî ÷òî ( ), ,w r t λ  çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðà λ ,
ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé äëÿ
ðåàëüíî âñòðå÷àþùèõñÿ çíà÷åíèé λ . Ñ ýòîé öåëüþ óãîë ìåæäó
ëó÷àìè 1r t= + , 1r t= + λ  ðàçáèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåò-
êîé (ðèñ. 3.5). Ïîëüçóÿñü åþ è óðàâíåíèÿìè â êîíå÷íûõ ðàçíî-
ñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèìè (3.12), ïîëó÷èì äàííûå (òàáë. 3.1) äëÿ

0,003 0,0548λ = = ;

 1/ 18,25µ = λ = ;

, 1, 0,2n m n mr r −− = .

Èññëåäóåì ðàñïðîñòðàíåíèå
ïëàñòè÷åñêèõ âîëí â ñëó÷àå ìãíî-
âåííî âîçíèêøåãî êðóòÿùåãî ìî-
ìåíòà, ïðåâîñõîäÿùåãî ïðåäåë óï-
ðóãîñòè, çàòåì âîçðàñòàþùåãî ñî
âðåìåíåì. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì
çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè íà
ïåðåäíåì ôðîíòå ïëàñòè÷åñêîé âîë- Ðèñ. 3.5
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0t rw w= =  ïðè 0t = ; 0r r≤ < ∞ ;

( )w w
f t

r r

∂− =
∂

 ïðè 0r r= .

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â
îáëàñòè ìåæäó îñüþ r è ïðÿìîé 0 0(0)r r a t= +  ñêîðîñòè è äåôîð-
ìàöèè èìåþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé 0 (0)a a= .

Ðàçðûâíîñòü êðàåâûõ óñëîâèé â òî÷êå 0r r= , 0t =  ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ñõåìû Ïðàíäòëÿ âîëíà 0a  ÿâëÿåòñÿ âîë-
íîé ñèëüíîãî ðàçðûâà. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî çà ôðîíòîì
ýòîé âîëíû îñòàåòñÿ îáëàñòü óïðóãèõ äåôîðìàöèé, â êîòîðîé,
î÷åâèäíî, óðàâíåíèå (3.4) áóäåò ëèíåéíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, âîë-
íà ñèëüíîãî ðàçðûâà 0 0r r a t= +  ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòèêîé
ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó íà ïðÿìîé 0 0r r a t= +  èìååì òðè
óñëîâèÿ:

1) íåïðåðûâíîñòü ñìåùåíèé
0w = ; (3.6)

2) ñîõðàíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

0 0r r a t= + ; (3.7)
3) ñîîòíîøåíèå íà õàðàêòåðèñòèêå 0 0r r a t= + :

0t rdw a dw b dt= + . (3.8)
Ìîæíî ïîêàçàòü òîæäåñòâåííîñòü (3.6) è (3.7). Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü (3.6) âäîëü óêàçàííîé ïðÿ-
ìîé è ó÷åñòü, ÷òî íà ïîñëåäíåé 0dr dt a= .

Óðàâíåíèÿ (3.8) è (3.7) íà âîëíå 0 0r r a t= +  â ñèëó (3.6) ïðè-
âîäÿòñÿ ê âèäó

2 2 2
2 0 0 0
0

2
2 r r

r r
a a w a w

a dw w dr dr
r r r

 − = − + = 
 

,

îòêóäà 0 /tw c r r= . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà
ïðè 0r r=  äåôîðìàöèÿ âîçðàñòàåò äî âåëè÷èíû �es , èìååì

0 0 0/ ;   / .t s t sw e r r w a e r r= − =
Òàêèì îáðàçîì, èíòåíñèâíîñòü ïåðåäíåãî ôðîíòà óïðóãîé

âîëíû óáûâàåò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êîðíþ êâàäðàòíîìó
èç ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ñèììåòðèè.

Î÷åâèäíî, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ â óïðóãîé îáëàñòè
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèÿ

2 22 2
2 0 0
02 2 2

a aw w w
a w

r rt r r

∂ ∂ ∂= + −
∂∂ ∂

(3.4′)

ïðè ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:
0w =  ïðè 0 0r r a t= + ; (3.9)

w w

r r

∂− =
∂

es  ïðè 0 1r r a t= + .

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå 0 0/t a t r= ;  0/r r r= ;

0/w w r= es; 1 0/a aλ = , â êîòîðûõ óðàâíåíèå (3.4′) è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (3.9) ïðèíèìàþò âèä:

2 2

2 2 2

1w w w w

r rt r r

∂ ∂ ∂= + −
∂∂ ∂

; (3.10)

0w =  ïðè 1r t= + ;

1
w w

r r

∂− =
∂

 ïðè 1r t= + λ . (3.11)

Óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàïèøóòñÿ òàê:

dr dt= ± ; 2
r

t t

w w
dw dw dt

r r

 = ± + −  
. (3.12)

Ââèäó òîãî ÷òî ( ), ,w r t λ  çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðà λ ,
ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé äëÿ
ðåàëüíî âñòðå÷àþùèõñÿ çíà÷åíèé λ . Ñ ýòîé öåëüþ óãîë ìåæäó
ëó÷àìè 1r t= + , 1r t= + λ  ðàçáèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåò-
êîé (ðèñ. 3.5). Ïîëüçóÿñü åþ è óðàâíåíèÿìè â êîíå÷íûõ ðàçíî-
ñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèìè (3.12), ïîëó÷èì äàííûå (òàáë. 3.1) äëÿ

0,003 0,0548λ = = ;

 1/ 18,25µ = λ = ;

, 1, 0,2n m n mr r −− = .

Èññëåäóåì ðàñïðîñòðàíåíèå
ïëàñòè÷åñêèõ âîëí â ñëó÷àå ìãíî-
âåííî âîçíèêøåãî êðóòÿùåãî ìî-
ìåíòà, ïðåâîñõîäÿùåãî ïðåäåë óï-
ðóãîñòè, çàòåì âîçðàñòàþùåãî ñî
âðåìåíåì. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì
çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè íà
ïåðåäíåì ôðîíòå ïëàñòè÷åñêîé âîë- Ðèñ. 3.5

r

t

1    00
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Åãî õàðàêòåðèñòèêàìè ñîãëàñíî (3.5) ÿâëÿþòñÿ

1

2
2 21

1 0 1

;

2
( ) .t

s
r

dr a dt

ea w w
dw a dw a a dt

r r r r

= ±

 ∂ = ± + − − −  ∂  

(3.13)

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ôðîíò âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà
0 1r r a t= +  ñìåùåíèå w(r,t) äîëæíî îñòàâàòüñÿ íåïðåðûâíûì:

w0(r,t) = w(r,t),
îòñþäà

0 0
r t r tw dr w dr w dr w dt+ = +

èëè
0 0

1( )t r r rw w w w a− = − − . (3.14)
(Óñëîâèå (3.14) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è íåïîñðåäñòâåííûì

ïðèìåíåíèåì çàêîíà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ê ÷àñòèöå, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç âîëíó ñèëüíîãî ðàçðûâà.)

Òàê êàê ëèíèÿ 0 1r r a t= +  ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé, òî íà
íåé èìååì

0
2 2 2

1 1 0 12 ( )t r s
w w dt

dw a dw a e a a
r r r

  ∂= + − − −  ∂  
.

Èñêëþ÷èâ îòñþäà wt, ñ ó÷åòîì (3.14) áóäåì èìåòü:
2 22

0 00 1
1 1 1 12

1

2 ( )
2 ( )sr

r t t
e a aw w

a dw a dr a dr dr d w a w
r a rr

−
− = − − − + .

Îòñþäà
0 0 0 0

2 1 101
3 2

1 1

1 1
2 ( 1)

22 4

r r
t r t r

r s
w a w w a wwc

w dr e dr
arr r a r r

+ +
= + + µ − + −∫ ∫ .

Îïðåäåëÿÿ 1c  èç óñëîâèÿ wr = �em ïðè 0r r= , ïîëó÷àåì

20 0 0
0 3 2

0

1
2 ( 1) 1

2

r

r s
r

r w r
w e dr e

r rrr

 
= − + + µ − − +   

∫

0

0 0 0 0
1 10

1 1

1 1
( 1)

2 2 4

r
t r t r

s
r

w a w w a wr
e dr

a r a r r

+ +
+ − µ − − ∫ .

Ââîäÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû /w w= (r0es ); 0 0/t a t r= ;

0/r r r= , ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåì ê âèäó:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

Çíà÷åíèÿ � w� r�
. 104

0 20,0 18,28 16,90 15,82 14,88 14,15 13,48 12,91 12,40 11,95 11,55
1 13,58 12,46 11,64 11,01 10,51 10,09 9,74 9,44 9,17 8,95
2 9,84 8,64 7,79 7,17 6,68 6,35 6,07 5,84 5,635
3 7,90 6,63 5,76 5,07 4,58 4,19 3,89 3,64
4 6,21 5,62 4,67 4,04 3,57 3,20 2,90
5 6,45 5,07 4,18 3,49 3,03 2,66
6 6,28 4,96 4,02 3,40 2,91
7 6,21 4,85 3,97 3,3
8 6,23 4,94 4,02
9 6,27 4,95

1 0    6,35

Çíà÷åíèÿ � w� t
� . 104

0 20,0 18,28 16,90 15,82 14,88 14,15 13,48 12,91 12,40 11,95 11,55
1 12,22 11,38 10,76 10.27 9,87 9,55 9,26 9,01 8,79 8,61
2 7,47 6,75 6,24 5,86 5,56 5,37 5,21 5,07 4,95
3 4,80 4,18 3,73 3,48 3,22 3,00 2,84 2,71
4 3,31 2,75 2,44 2,17 1,97 1,81 1,68
5 2,46 2,03 1,70 1,46 1,26 1,12
6 2,15 1,69 1,41 1,16 1,01
7 1,86 1,47 1,16 0,97
8 1,78 1,36 1,10
9 1,64 1,28

1 0 1,64

Çíà÷åíèÿ w� . 104

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 6,55 6,31 6,09 5,92 5,77 5,64 5,53 5,43 5,34 5,26
2 10,58 10,11 9,73 9,42 5,38 5,15 4,96 4,79 4,64
3 12,86 12,24 11,75 11,34 11,03 10,77 10,53 10,32
4 14,18 13,46 12,89 12,44 12,07 11,75 11,47
5 4,96 14,16 13,55 13,06 12,85 12,50
6 15,43 14,61 13,95 13,43 12,98
7 15,80 14,93 14,25 13,69
8 16,06 15,17 14,46
9 16,30 15,37

1 0 16,49

Òàáëèöà 3.1

íû ñèëüíîãî ðàçðûâà, à òàêæå ðàäèóñ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîñëå
-
äíåé íå çàâèñÿò îò çàêîíà íàðàñòàíèÿ êðóòÿùåãî ìîìåíòà. Îã-
ðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñõåìû ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ. Â îá-
ëàñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (3.4) èìå
-
åò âèä:

2 22 22 2
2 0 11 1
12 2 2

2 ( )se a aa a ww w w
a

r r rt r r

−∂ ∂ ∂= + − −
∂∂ ∂

.
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Åãî õàðàêòåðèñòèêàìè ñîãëàñíî (3.5) ÿâëÿþòñÿ

1

2
2 21

1 0 1

;

2
( ) .t

s
r

dr a dt

ea w w
dw a dw a a dt

r r r r

= ±

 ∂ = ± + − − −  ∂  

(3.13)

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ôðîíò âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà
0 1r r a t= +  ñìåùåíèå w(r,t) äîëæíî îñòàâàòüñÿ íåïðåðûâíûì:

w0(r,t) = w(r,t),
îòñþäà

0 0
r t r tw dr w dr w dr w dt+ = +

èëè
0 0

1( )t r r rw w w w a− = − − . (3.14)
(Óñëîâèå (3.14) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è íåïîñðåäñòâåííûì

ïðèìåíåíèåì çàêîíà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ê ÷àñòèöå, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç âîëíó ñèëüíîãî ðàçðûâà.)

Òàê êàê ëèíèÿ 0 1r r a t= +  ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé, òî íà
íåé èìååì

0
2 2 2

1 1 0 12 ( )t r s
w w dt

dw a dw a e a a
r r r

  ∂= + − − −  ∂  
.

Èñêëþ÷èâ îòñþäà wt, ñ ó÷åòîì (3.14) áóäåì èìåòü:
2 22

0 00 1
1 1 1 12

1

2 ( )
2 ( )sr

r t t
e a aw w

a dw a dr a dr dr d w a w
r a rr

−
− = − − − + .

Îòñþäà
0 0 0 0

2 1 101
3 2

1 1

1 1
2 ( 1)

22 4

r r
t r t r

r s
w a w w a wwc

w dr e dr
arr r a r r

+ +
= + + µ − + −∫ ∫ .

Îïðåäåëÿÿ 1c  èç óñëîâèÿ wr = �em ïðè 0r r= , ïîëó÷àåì

20 0 0
0 3 2

0

1
2 ( 1) 1

2

r

r s
r

r w r
w e dr e

r rrr

 
= − + + µ − − +   

∫

0

0 0 0 0
1 10

1 1

1 1
( 1)

2 2 4

r
t r t r

s
r

w a w w a wr
e dr

a r a r r

+ +
+ − µ − − ∫ .

Ââîäÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû /w w= (r0es ); 0 0/t a t r= ;

0/r r r= , ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåì ê âèäó:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

Çíà÷åíèÿ � w� r�
. 104

0 20,0 18,28 16,90 15,82 14,88 14,15 13,48 12,91 12,40 11,95 11,55
1 13,58 12,46 11,64 11,01 10,51 10,09 9,74 9,44 9,17 8,95
2 9,84 8,64 7,79 7,17 6,68 6,35 6,07 5,84 5,635
3 7,90 6,63 5,76 5,07 4,58 4,19 3,89 3,64
4 6,21 5,62 4,67 4,04 3,57 3,20 2,90
5 6,45 5,07 4,18 3,49 3,03 2,66
6 6,28 4,96 4,02 3,40 2,91
7 6,21 4,85 3,97 3,3
8 6,23 4,94 4,02
9 6,27 4,95

1 0    6,35

Çíà÷åíèÿ � w� t
� . 104

0 20,0 18,28 16,90 15,82 14,88 14,15 13,48 12,91 12,40 11,95 11,55
1 12,22 11,38 10,76 10.27 9,87 9,55 9,26 9,01 8,79 8,61
2 7,47 6,75 6,24 5,86 5,56 5,37 5,21 5,07 4,95
3 4,80 4,18 3,73 3,48 3,22 3,00 2,84 2,71
4 3,31 2,75 2,44 2,17 1,97 1,81 1,68
5 2,46 2,03 1,70 1,46 1,26 1,12
6 2,15 1,69 1,41 1,16 1,01
7 1,86 1,47 1,16 0,97
8 1,78 1,36 1,10
9 1,64 1,28

1 0 1,64

Çíà÷åíèÿ w� . 104

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 6,55 6,31 6,09 5,92 5,77 5,64 5,53 5,43 5,34 5,26
2 10,58 10,11 9,73 9,42 5,38 5,15 4,96 4,79 4,64
3 12,86 12,24 11,75 11,34 11,03 10,77 10,53 10,32
4 14,18 13,46 12,89 12,44 12,07 11,75 11,47
5 4,96 14,16 13,55 13,06 12,85 12,50
6 15,43 14,61 13,95 13,43 12,98
7 15,80 14,93 14,25 13,69
8 16,06 15,17 14,46
9 16,30 15,37

1 0 16,49

Òàáëèöà 3.1

íû ñèëüíîãî ðàçðûâà, à òàêæå ðàäèóñ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîñëå
-
äíåé íå çàâèñÿò îò çàêîíà íàðàñòàíèÿ êðóòÿùåãî ìîìåíòà. Îã-
ðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñõåìû ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ. Â îá-
ëàñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (3.4) èìå
-
åò âèä:

2 22 22 2
2 0 11 1
12 2 2

2 ( )se a aa a ww w w
a

r r rt r r

−∂ ∂ ∂= + − −
∂∂ ∂

.
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( )( )20 1 1
2 1 1

2
r

s

e J
w

e r r r
= − + + µ − − +

( )
0 0

021

2 2 4
r t

s

w w eJ
f r

r r e r

+ µ µ −+ − − = − + ,

ãäå

( )0 00
1 23 2

1 1

;   .
r r

r t

w dr
J dr J w w

r r
= = + µ∫ ∫ (3.15)

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó (3.15)
ôóíêöèé äëÿ 1/ 18,25µ = λ = , ïðèâåäåíû â òàáë. 3.2. Çäåñü

( )
0
, ,1 0 0

, ,3 2
,

; ; 18,25 ;
2

n n n n
n n n n n t r n n

n n

w A A
A r B w w r

r

+
= ∆ = ∆ = +

1
,

,

; .
2

n n n
n C n n

n n

B C C
C r

r
+ +

= ∆ = ∆

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ 0 / se e , ïðè êîòîðîì äàííîå çíà÷åíèå
r ∗  ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñèëüíîãî ðàçðû-
âà, ïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì

0 / 1
r

w r w ∗
∗ − =

èëè

0 / se e r∗= 0[1 ( ) / ]f r w r∗ ∗+ − .

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âûðàæåíèÿ ( )0 /w r f r∗ ∗−  äëÿ 1/µ = λ =
18,25=  ïðèâåäåíû â òàáë. 3.3, ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

( )1 2 1
1 2 , 3 4 2 1 3

, ,

8,625
; 664 1 ; ; ;

2
n n

n n n n

J
A A r A A A A A

r r
−= = − = = − +

( )
0 0 0

2
5 6 4 5 6

,,

; ; ; .
2 4

r t

n nn n

w w J w
A A f A A A d f r

rr

+ µ
= = = + − = −

n 0 1 2 3 4 5

nnr 1 1,0208 1,0413 1,0624 1,0832 1,1040
0

nnw 0 0,3276 0,5290 0,6430 0,7090 0,7480
1 2

nnr 1 1,0104 1,0209 1,0312 1,0416 1,051
3 2

nnr 1 1,03 1,062 1,093 1,13 1,156

An 0 0,3185 0,499 0,588 0,627 1,645

∆ n 0,0331 0,0167 0,0338 0,0505 0,0662 �

J1 0 0,0331 0,0200 0,0538 0,1043 0,1705
0

tw 1 0,611 0,3734 0,2399 0,1652 0,1208

18,25
0

tw 18,25 11,12 6,81 4,37 2,96 2,2
0

rw � 1 �0,679 �0,492 �0,395 �0,3455 �0,3225

Bn 17,25 10,441 6,318 3,975 2,6145 1,8775

Cn 17,25 10,34 6,200 3,84 2,500 1,788

∆ n 27,59 1,654 1,002 0,634 0,4288 �

J2 0 0,279 0,638 0,901 1,164 1,386

Òàáëèöà 3.2 Òàáëèöà 3.3

n 0 1 2 3 4 5
1 2

,n nr
−

1 1,01 1,0209 1,0312 1,0416 1,051

A1 8,625 8,54 8,45 8,35 8,26 8,17
1 2

,n nr
−

1 0,99 0,979 0,969 0,958 0,95
1 2

,1 n nr
−− 0 0,00992 0,0202 0,0302 0,0410 0,0485

A2 0 0,64 3,4 2 0 26,5 32,2

A2� A1 �8,625 �1,90 4,95 11,65 18,24 2 4

A3 0 0,00163 0,0098 0,0260 0,0500 0,081

A4 �8,625 �1,8981 4,960 11,676 18,29 24,08

A5 8,625 5,22 3,159 1,987 1,307 0,938

A6 0 0,069 0,1565 0,218 0,279 0,329

A5 � A6 8,625 5,151 3,003 1,769 1,028 0,609

( )f r 0 3,253 7,963 13,445 19,318 24,690
0 /w r 0 0,32 0,57 0,605 0,605 0,677

d 0 �2,933 �7,393 �12,840 �18,666 �24,023
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2
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s
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w

e r r r
= − + + µ − − +
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021

2 2 4
r t

s

w w eJ
f r

r r e r
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( )0 00
1 23 2

1 1

;   .
r r

r t

w dr
J dr J w w

r r
= = + µ∫ ∫ (3.15)

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó (3.15)
ôóíêöèé äëÿ 1/ 18,25µ = λ = , ïðèâåäåíû â òàáë. 3.2. Çäåñü

( )
0
, ,1 0 0

, ,3 2
,

; ; 18,25 ;
2

n n n n
n n n n n t r n n

n n

w A A
A r B w w r

r

+
= ∆ = ∆ = +

1
,

,

; .
2

n n n
n C n n

n n

B C C
C r

r
+ +

= ∆ = ∆

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ 0 / se e , ïðè êîòîðîì äàííîå çíà÷åíèå
r ∗  ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñèëüíîãî ðàçðû-
âà, ïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì

0 / 1
r

w r w ∗
∗ − =

èëè

0 / se e r∗= 0[1 ( ) / ]f r w r∗ ∗+ − .

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âûðàæåíèÿ ( )0 /w r f r∗ ∗−  äëÿ 1/µ = λ =
18,25=  ïðèâåäåíû â òàáë. 3.3, ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

( )1 2 1
1 2 , 3 4 2 1 3

, ,

8,625
; 664 1 ; ; ;

2
n n

n n n n

J
A A r A A A A A

r r
−= = − = = − +

( )
0 0 0

2
5 6 4 5 6

,,

; ; ; .
2 4

r t

n nn n

w w J w
A A f A A A d f r

rr

+ µ
= = = + − = −

n 0 1 2 3 4 5

nnr 1 1,0208 1,0413 1,0624 1,0832 1,1040
0

nnw 0 0,3276 0,5290 0,6430 0,7090 0,7480
1 2

nnr 1 1,0104 1,0209 1,0312 1,0416 1,051
3 2

nnr 1 1,03 1,062 1,093 1,13 1,156

An 0 0,3185 0,499 0,588 0,627 1,645

∆ n 0,0331 0,0167 0,0338 0,0505 0,0662 �

J1 0 0,0331 0,0200 0,0538 0,1043 0,1705
0

tw 1 0,611 0,3734 0,2399 0,1652 0,1208

18,25
0

tw 18,25 11,12 6,81 4,37 2,96 2,2
0

rw � 1 �0,679 �0,492 �0,395 �0,3455 �0,3225

Bn 17,25 10,441 6,318 3,975 2,6145 1,8775

Cn 17,25 10,34 6,200 3,84 2,500 1,788

∆ n 27,59 1,654 1,002 0,634 0,4288 �

J2 0 0,279 0,638 0,901 1,164 1,386

Òàáëèöà 3.2 Òàáëèöà 3.3

n 0 1 2 3 4 5
1 2

,n nr
−

1 1,01 1,0209 1,0312 1,0416 1,051

A1 8,625 8,54 8,45 8,35 8,26 8,17
1 2

,n nr
−

1 0,99 0,979 0,969 0,958 0,95
1 2

,1 n nr
−− 0 0,00992 0,0202 0,0302 0,0410 0,0485

A2 0 0,64 3,4 2 0 26,5 32,2

A2� A1 �8,625 �1,90 4,95 11,65 18,24 2 4

A3 0 0,00163 0,0098 0,0260 0,0500 0,081

A4 �8,625 �1,8981 4,960 11,676 18,29 24,08

A5 8,625 5,22 3,159 1,987 1,307 0,938

A6 0 0,069 0,1565 0,218 0,279 0,329

A5 � A6 8,625 5,151 3,003 1,769 1,028 0,609

( )f r 0 3,253 7,963 13,445 19,318 24,690
0 /w r 0 0,32 0,57 0,605 0,605 0,677

d 0 �2,933 �7,393 �12,840 �18,666 �24,023
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Ïîëüçóÿñü ýòîé òàáëèöåé, îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ r ∗  â çàâèñè-
ìîñòè îò 0 / se e  (òàáë. 3.4).

Òàáëèöà 3.4

0 / se e 1 3,97 8,56 14,25 20,40 26,20

r ∗
1 1,0208 1,0413 1,0624 1,0832 1,104

Ìû âèäèì, ÷òî ðàäèóñ r ∗  ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà íå çàâèñèò îò çàêîíà íàðàñòàíèÿ ïðèëî-
æåííîãî êðóòÿùåãî ìîìåíòà, îïðåäåëÿÿñü åãî íà÷àëüíûì çíà÷å-
íèåì. Âíå îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ∗  âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà ìî-
æåò âûðîäèòüñÿ â âîëíó ñëàáîãî ðàçðûâà. Åñòåñòâåííî ïðåäï
î-
ëîæèòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ìåíü-
øåé 1a , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåëè÷èíà r ∗  íå ÿâëÿëàñü
áû ðàäèóñîì ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ ïëàñòè÷åñêîé âîëíû ñèëü-
íîãî ðàçðûâà. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà r ∗  ìîæåò áûòü ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî íàáëþäàåìîé ïðè âîçäåéñòâèè êðàòêîâðåìåííîãî
êðóòÿùåãî ìîìåíòà.

Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ äâèæåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè, âîç-
íèêàþùåé ïðè ìãíîâåííîì ïðèëîæåíèè ê öèëèíäðó êðóòÿùåãî

ìîìåíòà ìîíîòîííî óáûâàþùåãî â äàëüíåéøåì ñî âðåìåíåì.
Ïðèíèìàÿ ëèíåéíûì çàêîí óïðî÷íåíèÿ äëÿ îáëàñòè ðàçãðóçêè

( )0 0 0 0

w w
E e e E e

r r

∂ τ = τ − − = τ − − + ∂ 
,

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (3.4) ïðåîáðàçóåì ê âèäó

   
( ) ( )2 2

0 0 0 02
02 2 2

0 0

21 Ee Eew w w w d
a

r r dr rt r r

τ − τ − ∂ ∂ ∂= + − − − ∂ ρ ρ∂ ∂ 
, (3.16)

ãäå 0τ  è 0e  � íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèÿ íà âîëíå ðàçãðóçêè.
Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ëèíèÿ 0 1r r a t= +  ÿâëÿåòñÿ âîë-

íîé ðàçãðóçêè; ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåå ñìåùåíèÿ äîëæíû îñò
à-
âàòüñÿ íåïðåðûâíûìè, ïîýòîìó 1 1 1t r rw a w w a w∗ ∗+ = +  (èíäåêñîì
«0» îòìå÷åíû õàðàêòåðèñòèêè îáëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé).


Èìåÿ â âèäó, ÷òî íà ëèíèè 0 1r r a t= +  ñêà÷îê äåôîðìàöèé
ðàâåí 0 se e− , ïîëó÷èì:

( )1 0t t sw w a e e∗= + − ; 0
0

w w
e

r r

∂− =
∂

. (3.17)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 0e (r) èçâåñòíîé, òî èç (3.17) ìîæíî
íàéòè wt è wr, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòàâèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.16).

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äîêàçàíî, ïîýòîìó
îñòàåòñÿ íàéòè ëèøü ñîîòíîøåíèå, êîòîðîìó äîëæíà óäîâ-
ëåòâîðÿòü 0e (r), ÷òîáû â îáëàñòè, ëåæàùåé âûøå ëèíèè

0 1r r a t= + , ïðîèñõîäèëà ðàçãðóçêà, ò. å. ÷òîáû ýòà ëèíèÿ äåéñò-
âèòåëüíî ÿâëÿëàñü âîëíîé ðàçãðóçêè. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäèôôå
-
ðåíöèðóåì (3.17) âäîëü óïîìÿíóòîé ëèíèè:

2

0 2

e e w
de dt dr dr

t r r

∂ ∂= − −
∂ ∂

;

2

1 0 2
t

t
we w

a de dw dr dr dt
t r t

∗ ∂ ∂− = + − −
∂ ∂

 
w w

e
r r

∂ = − ∂ 
. (3.18)

Îïðåäåëèâ èç ýòèõ óðàâíåíèé 
2

2

w

r

∂
∂

, 
2

2

w

t

∂
∂

, ïîäñòàâèâ èõ â

(3.16) è èñïîëüçîâàâ òîò ôàêò, ÷òî 0 0( )s sE e e′τ = τ + − , 
1

dr
dt

a
= ,

ïîëó÷èì
0

2
1 1 1 1

t t odw w dee
a a a a

dr t r dr

∂+ − + =
∂

( ) ( )
2 2

2 2 20 0 0 0 0
0 0 1

1

22
2s sE ea de a e ee

a a a
a t dr r r r

′τ −∂= − − − + −
∂ ρ

. (3.19)

Çäåñü ïðîèçâîäíàÿ 0
tdw dr  ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé âðå-

ìåíè, à wt, ñîãëàñíî (3.17), � ëèíåéíîé ôóíêöèåé 0e . Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ çàäàííîé e t∂ ∂  óðàâíåíèå (3.19) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
îòíîñèòåëüíî 0e  è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê êàê çíà÷å-
íèå 0e (r0) èçâåñòíî. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îá-
ëàñòü ðàçãðóçêè âáëèçè ïðÿìîé 0 1r r a t= + ; ñëåäîâàòåëüíî, ýòà
ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü âîëíîé ðàçãðóçêè. Íå èñêëþ÷åíà âîçìîæ-
íîñòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïðÿìàÿ

0 1r r a t= +  ïåðåñòàåò áûòü âîëíîé ðàçãðóçêè; ïîñëåäíÿÿ áóäåò
íåêîòîðîé êðèâîé, ïðè÷åì âîëíîé ñëàáîãî ðàçðûâà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ïîñòàíîâêà íå ó÷èòûâàåò îáëà-
ñòè ðàäèàëüíûõ ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé, îáóñëîâëåííîé ðàñ-
ïðîñòðàíåíèåì ïðîäîëüíîé âîëíû âïåðåäè ñäâèãîâîé [22].
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Ïîëüçóÿñü ýòîé òàáëèöåé, îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ r ∗  â çàâèñè-
ìîñòè îò 0 / se e  (òàáë. 3.4).

Òàáëèöà 3.4

0 / se e 1 3,97 8,56 14,25 20,40 26,20

r ∗
1 1,0208 1,0413 1,0624 1,0832 1,104

Ìû âèäèì, ÷òî ðàäèóñ r ∗  ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà íå çàâèñèò îò çàêîíà íàðàñòàíèÿ ïðèëî-
æåííîãî êðóòÿùåãî ìîìåíòà, îïðåäåëÿÿñü åãî íà÷àëüíûì çíà÷å-
íèåì. Âíå îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ∗  âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà ìî-
æåò âûðîäèòüñÿ â âîëíó ñëàáîãî ðàçðûâà. Åñòåñòâåííî ïðåäï
î-
ëîæèòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ìåíü-
øåé 1a , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåëè÷èíà r ∗  íå ÿâëÿëàñü
áû ðàäèóñîì ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ ïëàñòè÷åñêîé âîëíû ñèëü-
íîãî ðàçðûâà. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà r ∗  ìîæåò áûòü ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî íàáëþäàåìîé ïðè âîçäåéñòâèè êðàòêîâðåìåííîãî
êðóòÿùåãî ìîìåíòà.

Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ äâèæåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè, âîç-
íèêàþùåé ïðè ìãíîâåííîì ïðèëîæåíèè ê öèëèíäðó êðóòÿùåãî

ìîìåíòà ìîíîòîííî óáûâàþùåãî â äàëüíåéøåì ñî âðåìåíåì.
Ïðèíèìàÿ ëèíåéíûì çàêîí óïðî÷íåíèÿ äëÿ îáëàñòè ðàçãðóçêè

( )0 0 0 0

w w
E e e E e

r r

∂ τ = τ − − = τ − − + ∂ 
,

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (3.4) ïðåîáðàçóåì ê âèäó

   
( ) ( )2 2

0 0 0 02
02 2 2

0 0

21 Ee Eew w w w d
a

r r dr rt r r

τ − τ − ∂ ∂ ∂= + − − − ∂ ρ ρ∂ ∂ 
, (3.16)

ãäå 0τ  è 0e  � íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèÿ íà âîëíå ðàçãðóçêè.
Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ëèíèÿ 0 1r r a t= +  ÿâëÿåòñÿ âîë-

íîé ðàçãðóçêè; ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåå ñìåùåíèÿ äîëæíû îñò
à-
âàòüñÿ íåïðåðûâíûìè, ïîýòîìó 1 1 1t r rw a w w a w∗ ∗+ = +  (èíäåêñîì
«0» îòìå÷åíû õàðàêòåðèñòèêè îáëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé).


Èìåÿ â âèäó, ÷òî íà ëèíèè 0 1r r a t= +  ñêà÷îê äåôîðìàöèé
ðàâåí 0 se e− , ïîëó÷èì:

( )1 0t t sw w a e e∗= + − ; 0
0

w w
e

r r

∂− =
∂

. (3.17)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 0e (r) èçâåñòíîé, òî èç (3.17) ìîæíî
íàéòè wt è wr, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòàâèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.16).

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äîêàçàíî, ïîýòîìó
îñòàåòñÿ íàéòè ëèøü ñîîòíîøåíèå, êîòîðîìó äîëæíà óäîâ-
ëåòâîðÿòü 0e (r), ÷òîáû â îáëàñòè, ëåæàùåé âûøå ëèíèè

0 1r r a t= + , ïðîèñõîäèëà ðàçãðóçêà, ò. å. ÷òîáû ýòà ëèíèÿ äåéñò-
âèòåëüíî ÿâëÿëàñü âîëíîé ðàçãðóçêè. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäèôôå
-
ðåíöèðóåì (3.17) âäîëü óïîìÿíóòîé ëèíèè:

2

0 2

e e w
de dt dr dr

t r r

∂ ∂= − −
∂ ∂

;

2

1 0 2
t

t
we w

a de dw dr dr dt
t r t

∗ ∂ ∂− = + − −
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w w

e
r r

∂ = − ∂ 
. (3.18)

Îïðåäåëèâ èç ýòèõ óðàâíåíèé 
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(3.16) è èñïîëüçîâàâ òîò ôàêò, ÷òî 0 0( )s sE e e′τ = τ + − , 
1

dr
dt

a
= ,

ïîëó÷èì
0

2
1 1 1 1

t t odw w dee
a a a a

dr t r dr

∂+ − + =
∂

( ) ( )
2 2

2 2 20 0 0 0 0
0 0 1

1

22
2s sE ea de a e ee

a a a
a t dr r r r

′τ −∂= − − − + −
∂ ρ

. (3.19)

Çäåñü ïðîèçâîäíàÿ 0
tdw dr  ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé âðå-

ìåíè, à wt, ñîãëàñíî (3.17), � ëèíåéíîé ôóíêöèåé 0e . Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ çàäàííîé e t∂ ∂  óðàâíåíèå (3.19) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
îòíîñèòåëüíî 0e  è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê êàê çíà÷å-
íèå 0e (r0) èçâåñòíî. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îá-
ëàñòü ðàçãðóçêè âáëèçè ïðÿìîé 0 1r r a t= + ; ñëåäîâàòåëüíî, ýòà
ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü âîëíîé ðàçãðóçêè. Íå èñêëþ÷åíà âîçìîæ-
íîñòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïðÿìàÿ

0 1r r a t= +  ïåðåñòàåò áûòü âîëíîé ðàçãðóçêè; ïîñëåäíÿÿ áóäåò
íåêîòîðîé êðèâîé, ïðè÷åì âîëíîé ñëàáîãî ðàçðûâà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ïîñòàíîâêà íå ó÷èòûâàåò îáëà-
ñòè ðàäèàëüíûõ ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé, îáóñëîâëåííîé ðàñ-
ïðîñòðàíåíèåì ïðîäîëüíîé âîëíû âïåðåäè ñäâèãîâîé [22].
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§ 3.3. Сферические волны

Ïóñòü íà ãðàíèöå ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèó-
ñà, ðàñïîëîæåííîé â óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, â íåêî-
òîðûé ìîìåíò âîçíèêàåò ðàâíîìåðíîå äàâëåíèå p(t), ïðåâîñõî-
äÿùåå ïðåäåë óïðóãîñòè. Ýòà çàäà÷à äëÿ ñëó÷àÿ íàãðóæåíèÿ
áûëà ïîñòàâëåíà âíà÷àëå â [8], íî, êàê ïîêàçàíî àâòîðîì [10],
îíà ðàññìîòðåíà íåïðàâèëüíî èç-çà íåñîâìåñòèìîñòè ïîñòà
â-
ëåííûõ íà óäàðíîé âîëíå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ óñëîâèåì ïëà-
ñòè÷íîñòè. Èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ âî
ëí
íàãðóæåíèÿ ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèÿõ áûëî ïðîâåäåíî â [9].
Ïîñòðîåííîå òàì ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî äî ìîìåíòà ðàçìûâà
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà, îòäåëÿþùåé îáëàñòè óïðóãèõ è ïëàñ
-
òè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Â [10] äàíî ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðîñ-
òðàíåíèè ñôåðè÷åñêîé óïðóãîïëàñòè÷åñêîé âîëíû íàãðóæåíèÿ
ñ ðàñ÷åòîì ìîìåíòà ðàçìûâà âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà è, êðîì
å
òîãî, ðàññìîòðåíà áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè
ñôåðè÷åñêîé âîëíû ðàçãðóçêè.

Â îñíîâó ýòîãî ïàðàãðàôà ïîëîæåíà [10]. Ðàññìîòðèì õà-
ðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â äàííîì ñëó÷àå. Åñëè õàðàêòå
ðè-
ñòèêè óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû äî ïðèëîæåíèÿ äàâëåíèÿ áûëè
ïîñòîÿííûìè, òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âñëåäñòâèå ñèì-
ìåòðèè ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò äâóõ ïåðåìåííûõ: âðåìåíè t è
ðàññòîÿíèÿ r òî÷êè îò öåíòðà ñôåðû. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, íà-
ïðÿæåíèÿ σr, σθ, σϕ áóäóò ãëàâíûìè è ñâÿçàíû ñ äåôîðìàöèÿìè
er, eϑ, eϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]:
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ãäå u � ñìåùåíèå â íàïðàâëåíèè ðàäèóñà (âûðàæåíèÿ σϕ � σr  è
eϕ � er  â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ áóäóò âñåãäà ïîëîæèòåëüíû-
ìè). Ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ê ýëåìåíòó
îáúåìà, îãðàíè÷åííîìó ïîâåðõíîñòüþ êîíóñà òåëåñíîãî
óãëà dΩ  è êîíöåíòðè÷åñêèìè ñôåðàìè ðàäèóñîâ r è r dr+ , ëåãêî
ïîëó÷èòü
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Ïîäñòàâèâ â (3.21) âûðàæåíèÿ äëÿ σr è σϕ èç (3.20)*, áóäåì
èìåòü:
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ãäå 2( ) ( )a f ′θ = θ . Â îáëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé 0( )a aθ = .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ôóíêöèè
( )f θ , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 2 2

1 00 ( )a f a′< ≤ θ ≤ ;

( ) 0f ′′ θ ≤  ïðè 0θ ≥ θ  è 2
0( )f a′ θ ≡  ïðè 0θ ≤ θ .

Ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.22) ñëå-
äóþùèå:

( )
( ),

, 0
u r t

u r t
t

∂= =
∂

 ïðè 0t = ; (3.24)

* Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèå (3.21), âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ïîä-
ñòàâëÿòü âåëè÷èíû σr è σϕ èç (3.20), òàê êàê r, âõîäÿùàÿ â (3.20), åñòü
ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà ÷àñòèöû, â òî âðåìÿ êàê â (3.21) r � ýéëåðîâà
êîîðäèíàòà, èëè òåêóùåå ðàññòîÿíèå ÷àñòèöû îò öåíòðà ñèììåòðèè. Â
[10] ýòîò ôàêò íå îãîâàðèâàåòñÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óïóùåíèåì àâòî
ðà
ðàáîòû.
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òîãî, ðàññìîòðåíà áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè
ñôåðè÷åñêîé âîëíû ðàçãðóçêè.

Â îñíîâó ýòîãî ïàðàãðàôà ïîëîæåíà [10]. Ðàññìîòðèì õà-
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ìåòðèè ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò äâóõ ïåðåìåííûõ: âðåìåíè t è
ðàññòîÿíèÿ r òî÷êè îò öåíòðà ñôåðû. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, íà-
ïðÿæåíèÿ σr, σθ, σϕ áóäóò ãëàâíûìè è ñâÿçàíû ñ äåôîðìàöèÿìè
er, eϑ, eϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]:
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Ïîäñòàâèâ â (3.21) âûðàæåíèÿ äëÿ σr è σϕ èç (3.20)*, áóäåì
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ãäå 2( ) ( )a f ′θ = θ . Â îáëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé 0( )a aθ = .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ôóíêöèè
( )f θ , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 2 2

1 00 ( )a f a′< ≤ θ ≤ ;

( ) 0f ′′ θ ≤  ïðè 0θ ≥ θ  è 2
0( )f a′ θ ≡  ïðè 0θ ≤ θ .

Ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.22) ñëå-
äóþùèå:
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* Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèå (3.21), âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ïîä-
ñòàâëÿòü âåëè÷èíû σr è σϕ èç (3.20), òàê êàê r, âõîäÿùàÿ â (3.20), åñòü
ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà ÷àñòèöû, â òî âðåìÿ êàê â (3.21) r � ýéëåðîâà
êîîðäèíàòà, èëè òåêóùåå ðàññòîÿíèå ÷àñòèöû îò öåíòðà ñèììåòðèè. Â
[10] ýòîò ôàêò íå îãîâàðèâàåòñÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óïóùåíèåì àâòî
ðà
ðàáîòû.
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( ) 0r p tσ = <  ïðè 1r = . (3.25)

Ñ ó÷åòîì (3.20) ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3.25) ïðèìåò âèä:

3
u

f u Ku
r

∂ −ρ − + = ∂ 
p(t) ïðè 1r = . (3.25′)

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé íàãðóæåíèÿ ( 0dp dt< ). Åñëè
p(0) 0≠  (ìãíîâåííîå âîçðàñòàíèå äàâëåíèÿ), òî àíàëîãè÷íî òîìó,
÷òî ýòî ñäåëàíî â §1.5, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî òî÷êà A(( 1, 0r t= = )
(ðèñ. 3.6) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìíîãîçíà÷íîñòè äëÿ ôóíêöèé ut è ur.
Ïðè ñòðåìëåíèè ê A ïî ðàçëè÷íûì ëó÷àì âåëè÷èíû ut è ur
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

          
0

ru

t ru adu= − ∫ . (3.26)

Õàðàêòåðèñòèêè â ïëîñêîñòè
r, t, èñõîäÿùèå èç òî÷êè A, ïî-
êðûâàþò íåêîòîðóþ îáëàñòü, ëå-
æàùóþ ìåæäó êðàéíèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè AB è AC. Óðàâíå-
íèå âîëíû AB, áåãóùåé â ïî-
êîÿùóþñÿ ñðåäó, êàê ìîæíî ïî-
êàçàòü, áóäåò èìåòü âèä:

01r a t= + . Ïðÿìàÿ AB ÿâëÿåòñÿ
ëèíèåé ðàçðûâà äëÿ ôóíêöèé ut è ur; ñìåùåíèå æå  u (r, t)  ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç AB ðàçðûâà íå èñïûòûâàåò. Â ñèëó ýòîãî âäîëü

ïðÿìîé AB èìååì 0,
u

t

∂ =
∂

 èëè

0 0t ru a u+ = . (3.27)

Òàê êàê ïðÿìàÿ AB ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî õàðàêòåðèñòèêîé
óðàâíåíèÿ (3.22), âäîëü íåå èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (3.23):
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Ðèñ. 3.6

Õàðàêòåðèñòèêè
ðàçëè÷íûõ
ñåìåéñòâ

Ðèñ. 3.7

Îòñþäà âäîëü ëèíèè AB
ur 0c r r= = −θ

(çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî íà AB ïðè 1r = , 
0θ = θ ). Èç

(3.26) ñëåäóåò, ÷òî ut 0>  íà AB ïðè 1r → , ñ äðóãîé ñòîðîíû èç
(3.25′) èìååì:

0 ( ) 3 .
dp u

f K
t dt t

∂θ ∂′ρ θ = − +
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Èç ýòîãî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè 0′ρ <  â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè îñîáîé òî÷êè A èìååì 0t∂θ ∂ > , ò.å. ïðîèñõîäèò ïðîöåññ
àêòèâíîé äåôîðìàöèè.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.22) ïðè ãðàíè÷íûõ óñ-
ëîâèÿõ (3.25′) è (3.27) ìîæíî äîêàçàòü èëè íåïîñðåäñòâåííûì åãî
ïîñòðîåíèåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê (àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî ñäåëàíî â § 1.4), èëè ñïîñîáîì, ïðåäëîæåííûì â [10]. Íå
îñòàíàâëèâàÿñü íà ýòîì ïîäðîáíî, ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ

âîëíîâîé êàðòèíû äëÿ ñõåìû ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ( )f θ  çàäàíà â âèäå
( )f θ 2

0a= θ  ïðè 0θ ≤ θ ;
2 2 2
0 0 1 0( ) ( )f a a aθ = θ + − θ  ïðè 0θ ≥ θ .

Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî çà âîë-
íîé AB ñóùåñòâóåò îáëàñòü, â êîòîðîé 0θ ≤ θ  è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí:

22 2
2 0
02 2 2

2 2

2 2 2 2
0

3
;

2 2 1
.

r
r

auu u u u
a u

r r rt r r

u u u u

r rr r a t

 ∂ ∂  = − + − −   ∂ ∂   
∂ ∂ ∂+ − =

∂∂ ∂

(3.28)

Ýòà îáëàñòü ñâåðõó îãðàíè-
÷åíà ïðÿìîé 11r a t= + , ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïëàñòè÷åñêîé âîë-
íå (AC íà ðèñ. 3.7). Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ u (r, t) óðàâ-
íåíèÿ (3.28) â îáëàñòè ABC ñëå-
äóþùèå:
u (r, t) 0=  ïðè 01r a t= + ; (3.29)

0

u u

r r

∂− = θ
∂

 ïðè 11r a t= + .(3.30)
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( ) 0r p tσ = <  ïðè 1r = . (3.25)

Ñ ó÷åòîì (3.20) ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3.25) ïðèìåò âèä:

3
u

f u Ku
r

∂ −ρ − + = ∂ 
p(t) ïðè 1r = . (3.25′)

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé íàãðóæåíèÿ ( 0dp dt< ). Åñëè
p(0) 0≠  (ìãíîâåííîå âîçðàñòàíèå äàâëåíèÿ), òî àíàëîãè÷íî òîìó,
÷òî ýòî ñäåëàíî â §1.5, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî òî÷êà A(( 1, 0r t= = )
(ðèñ. 3.6) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìíîãîçíà÷íîñòè äëÿ ôóíêöèé ut è ur.
Ïðè ñòðåìëåíèè ê A ïî ðàçëè÷íûì ëó÷àì âåëè÷èíû ut è ur
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

          
0

ru

t ru adu= − ∫ . (3.26)

Õàðàêòåðèñòèêè â ïëîñêîñòè
r, t, èñõîäÿùèå èç òî÷êè A, ïî-
êðûâàþò íåêîòîðóþ îáëàñòü, ëå-
æàùóþ ìåæäó êðàéíèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè AB è AC. Óðàâíå-
íèå âîëíû AB, áåãóùåé â ïî-
êîÿùóþñÿ ñðåäó, êàê ìîæíî ïî-
êàçàòü, áóäåò èìåòü âèä:

01r a t= + . Ïðÿìàÿ AB ÿâëÿåòñÿ
ëèíèåé ðàçðûâà äëÿ ôóíêöèé ut è ur; ñìåùåíèå æå  u (r, t)  ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç AB ðàçðûâà íå èñïûòûâàåò. Â ñèëó ýòîãî âäîëü

ïðÿìîé AB èìååì 0,
u

t

∂ =
∂

 èëè

0 0t ru a u+ = . (3.27)

Òàê êàê ïðÿìàÿ AB ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî õàðàêòåðèñòèêîé
óðàâíåíèÿ (3.22), âäîëü íåå èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (3.23):

2
0

0

3 ( )r r
t r

a u f u
du a du dt

r r

 −
= − + 

 
,

êîòîðîå ñ ó÷åòîì (3.27) çàïèøåòñÿ òàê:

0

0
0 0 0

2
2 0; ( ) .r

r t
a u

a du dr u a a z dz
r

θ

θ
− − = = θ + ∫

Ðèñ. 3.6

Õàðàêòåðèñòèêè
ðàçëè÷íûõ
ñåìåéñòâ

Ðèñ. 3.7

Îòñþäà âäîëü ëèíèè AB
ur 0c r r= = −θ

(çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî íà AB ïðè 1r = , 
0θ = θ ). Èç

(3.26) ñëåäóåò, ÷òî ut 0>  íà AB ïðè 1r → , ñ äðóãîé ñòîðîíû èç
(3.25′) èìååì:

0 ( ) 3 .
dp u

f K
t dt t

∂θ ∂′ρ θ = − +
∂ ∂

Èç ýòîãî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè 0′ρ <  â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè îñîáîé òî÷êè A èìååì 0t∂θ ∂ > , ò.å. ïðîèñõîäèò ïðîöåññ
àêòèâíîé äåôîðìàöèè.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.22) ïðè ãðàíè÷íûõ óñ-
ëîâèÿõ (3.25′) è (3.27) ìîæíî äîêàçàòü èëè íåïîñðåäñòâåííûì åãî
ïîñòðîåíèåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê (àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî ñäåëàíî â § 1.4), èëè ñïîñîáîì, ïðåäëîæåííûì â [10]. Íå
îñòàíàâëèâàÿñü íà ýòîì ïîäðîáíî, ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ

âîëíîâîé êàðòèíû äëÿ ñõåìû ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ( )f θ  çàäàíà â âèäå
( )f θ 2

0a= θ  ïðè 0θ ≤ θ ;
2 2 2
0 0 1 0( ) ( )f a a aθ = θ + − θ  ïðè 0θ ≥ θ .

Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî çà âîë-
íîé AB ñóùåñòâóåò îáëàñòü, â êîòîðîé 0θ ≤ θ  è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí:

22 2
2 0
02 2 2

2 2

2 2 2 2
0

3
;

2 2 1
.

r
r

auu u u u
a u

r r rt r r

u u u u

r rr r a t

 ∂ ∂  = − + − −   ∂ ∂   
∂ ∂ ∂+ − =

∂∂ ∂

(3.28)

Ýòà îáëàñòü ñâåðõó îãðàíè-
÷åíà ïðÿìîé 11r a t= + , ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïëàñòè÷åñêîé âîë-
íå (AC íà ðèñ. 3.7). Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ u (r, t) óðàâ-
íåíèÿ (3.28) â îáëàñòè ABC ñëå-
äóþùèå:
u (r, t) 0=  ïðè 01r a t= + ; (3.29)

0

u u

r r

∂− = θ
∂

 ïðè 11r a t= + .(3.30)
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Óðàâíåíèå (3.28) è óñëîâèå (3.29) òîæäåñòâåííî óäîâëåò-
âîðÿþòñÿ, åñëè ïîëîæèòü

0 0
2

( 1) ( 1)
( , )

r a t r a t
u r t

r r

′φ − − φ − −
= − ; (3.31)

(0) (0) 0′φ = φ = (3.32)

(çäåñü è â äàëüíåéøåì øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âñåìó
àðãóìåíòó). Îñòàåòñÿ óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ (3.30):

02 3

( ) 3 ( ) 3 ( )

1 ( 1) ( 1)

x x x

x x x

′′ ′φ φ φ− + = −θ
λ + λ + λ +

. (3.33)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.33) ïðè óñëîâèè (3.32) èìååò âèä

30( ) ( 1)
( 1)(6 3)

x x
θ φ = − λ + +λ − λ −

3
( 1) cos ( log( 1)) sin ( log( 1))x x xµ − µ  + λ + ν λ + + ν λ + ν 

,

ãäå 2( 3) / 2 ; 12 ( 3) / 2 .µ = λ + λ ν = − − λ + λ

Òîãäà ñìåùåíèå u (r, t) â îáëàñòè ABC âûðàçèòñÿ ôîðìóëîé

2 10( , ) 3 3cos ( log )
( 1)(6 3)

u r t
r

−µθ  λ= − ξ + ξ ν ξ +  λ − λ −  
2 2

2
2

1 33 cos( log ) sin( log )sin( log )
v

r
µ   −µ   µ− −µ − −ξ +ξ ν ε + ν ε+ ν ε    νν     

.

Çäåñü 1xξ = λ + ; 0 1x r a t= − − .
Íà ïðÿìîé 11r a t= +  ôóíêöèÿ u ðàâíà

[ ]20( ) ( 3 1) (3 1)cos( log ) sin( log )
( 1)(6 3)

g r r r r r−µθ  = − λ + + λ − ν −σ ν λ − λ −
;

2( 3 4 3) /(2 )σ = − λ − λ + λν . (3.34)

Ïåðåõîäèì ê îïðåäåëåíèþ ñìåùåíèÿ u (r, t) â îáëàñòè ïëà-
ñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ãäå äëÿ u (r, t) ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

2 22 2
0 1 0

2 2 2 2 2
1 1

3( )2 2 1a au u u u

r rr r a r a t

− θ∂ ∂ ∂+ − − =
∂∂ ∂

. (3.35)

Óñëîâèå (3.25′) äëÿ ñõåìû ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ çàïèøåòñÿ
òàê:

2 2 2 2
1 1 0 0 1(3 ) ( ) ( )a K a u a a p tρ + − ρ − ρθ − =  ïðè 1r = . (3.36)

Òàêèì îáðàçîì, ñìåùåíèå u (r, t) â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (3.35), ãðàíè÷-
íîìó óñëîâèþ (3.36) è áûòü íåïðåðûâíûì íà ïëàñòè÷åñêîé
âîëíå, ò. å.

u (r, t) = g (r) ïðè 11r a t= − . (3.37)
Ðåøåíèå äëÿ u èùåì â âèäå

u (r, t) = u1(r, t) lnhr r− ; 2 2 2
0 0 1 1( ) /h a a a= −θ − ,

ãäå u1(r, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
2 2

1 1 1
2 2 2 2

1

2 2 1u u uu

r rr r a t

∂ ∂ ∂
+ − =

∂∂ ∂
(3.38)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u1(r, t) = g (r) lnhr r+  ïðè 11r a t− = ;

2 21
1 1 1(3 ) ( )

u
a u K a p t

r

∂
ρ + − ρ =

∂
 ïðè 1r = .

Ðåøåíèå u1(r, t) èùåì â âèäå

1 1 1 1
1

( 1) ( 1)
( , )

r a t r a t
u r t

r r

Φ + − + ψ − −∂  =  ∂  
,

ïðè êîòîðîì (3.38) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Ïîäñòàíîâêà
u1(r, t) â (3.37) äàåò

1 1 1 1
2

(2 2) (0) (2 2) (0)
( ) ln

r r
g r hr r

r r

′ ′Φ − + ψ Φ − + ψ
− = + .

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè Ô1(0) = ψ1(0) =
= ψ′(0) = 0 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

2
1

1

0

( )( 2)
( )

2 2

x gx
x d

τ+Φ = τ
τ +∫ ,

ãäå

1( ) 1 1 ln 1
2 2 2

x x x
g g h

     τ = + + + +          
.

Óñëîâèå (3.36) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ îï-
ðåäåëåíèÿ ψ1(x):
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Óðàâíåíèå (3.28) è óñëîâèå (3.29) òîæäåñòâåííî óäîâëåò-
âîðÿþòñÿ, åñëè ïîëîæèòü

0 0
2

( 1) ( 1)
( , )

r a t r a t
u r t

r r

′φ − − φ − −
= − ; (3.31)

(0) (0) 0′φ = φ = (3.32)

(çäåñü è â äàëüíåéøåì øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âñåìó
àðãóìåíòó). Îñòàåòñÿ óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ (3.30):

02 3

( ) 3 ( ) 3 ( )

1 ( 1) ( 1)

x x x

x x x

′′ ′φ φ φ− + = −θ
λ + λ + λ +

. (3.33)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.33) ïðè óñëîâèè (3.32) èìååò âèä

30( ) ( 1)
( 1)(6 3)

x x
θ φ = − λ + +λ − λ −

3
( 1) cos ( log( 1)) sin ( log( 1))x x xµ − µ  + λ + ν λ + + ν λ + ν 

,

ãäå 2( 3) / 2 ; 12 ( 3) / 2 .µ = λ + λ ν = − − λ + λ

Òîãäà ñìåùåíèå u (r, t) â îáëàñòè ABC âûðàçèòñÿ ôîðìóëîé

2 10( , ) 3 3cos ( log )
( 1)(6 3)

u r t
r

−µθ  λ= − ξ + ξ ν ξ +  λ − λ −  
2 2

2
2

1 33 cos( log ) sin( log )sin( log )
v

r
µ   −µ   µ− −µ − −ξ +ξ ν ε + ν ε+ ν ε    νν     

.

Çäåñü 1xξ = λ + ; 0 1x r a t= − − .
Íà ïðÿìîé 11r a t= +  ôóíêöèÿ u ðàâíà

[ ]20( ) ( 3 1) (3 1)cos( log ) sin( log )
( 1)(6 3)

g r r r r r−µθ  = − λ + + λ − ν −σ ν λ − λ −
;

2( 3 4 3) /(2 )σ = − λ − λ + λν . (3.34)

Ïåðåõîäèì ê îïðåäåëåíèþ ñìåùåíèÿ u (r, t) â îáëàñòè ïëà-
ñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ãäå äëÿ u (r, t) ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

2 22 2
0 1 0

2 2 2 2 2
1 1

3( )2 2 1a au u u u

r rr r a r a t

− θ∂ ∂ ∂+ − − =
∂∂ ∂

. (3.35)

Óñëîâèå (3.25′) äëÿ ñõåìû ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ çàïèøåòñÿ
òàê:

2 2 2 2
1 1 0 0 1(3 ) ( ) ( )a K a u a a p tρ + − ρ − ρθ − =  ïðè 1r = . (3.36)

Òàêèì îáðàçîì, ñìåùåíèå u (r, t) â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (3.35), ãðàíè÷-
íîìó óñëîâèþ (3.36) è áûòü íåïðåðûâíûì íà ïëàñòè÷åñêîé
âîëíå, ò. å.

u (r, t) = g (r) ïðè 11r a t= − . (3.37)
Ðåøåíèå äëÿ u èùåì â âèäå

u (r, t) = u1(r, t) lnhr r− ; 2 2 2
0 0 1 1( ) /h a a a= −θ − ,

ãäå u1(r, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
2 2

1 1 1
2 2 2 2

1

2 2 1u u uu

r rr r a t

∂ ∂ ∂
+ − =

∂∂ ∂
(3.38)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u1(r, t) = g (r) lnhr r+  ïðè 11r a t− = ;

2 21
1 1 1(3 ) ( )

u
a u K a p t

r

∂
ρ + − ρ =

∂
 ïðè 1r = .

Ðåøåíèå u1(r, t) èùåì â âèäå

1 1 1 1
1

( 1) ( 1)
( , )

r a t r a t
u r t

r r

Φ + − + ψ − −∂  =  ∂  
,

ïðè êîòîðîì (3.38) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Ïîäñòàíîâêà
u1(r, t) â (3.37) äàåò

1 1 1 1
2

(2 2) (0) (2 2) (0)
( ) ln

r r
g r hr r

r r

′ ′Φ − + ψ Φ − + ψ
− = + .

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè Ô1(0) = ψ1(0) =
= ψ′(0) = 0 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

2
1

1

0

( )( 2)
( )

2 2

x gx
x d

τ+Φ = τ
τ +∫ ,

ãäå

1( ) 1 1 ln 1
2 2 2

x x x
g g h

     τ = + + + +          
.

Óñëîâèå (3.36) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ îï-
ðåäåëåíèÿ ψ1(x):
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Îïðåäåëåíèå ñìåùåíèé â îáëàñòÿõ 2G  è 3G  (ñì. ðèñ. 3.7)
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèé 2u  è 3u , óäîâëåòâîðÿþùèõ,
ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿì (3.28) è (3.35) è ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì

  2 2u f= (t) íà B2C; 2 3u u= ; 2 3 0θ = θ = θ íà B3C; 3 3u f= (t) íà B1C,

ãäå 2f (t) è 3f (t)  èçâåñòíû èç ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáëàñòÿõ 1G  è 0G .
Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé

2u  è 3u  â êîíå÷íîì âèäå íå óäàåòñÿ. Â îáëàñòÿõ 2G  è 3G  äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé 2u , 3u  è óðàâíåíèÿ ëèíèè 3B C  ïðèõîäèòñÿ
èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà. Ðàñ÷åò ïðîäîëæàå
òñÿ
äî òåõ ïîð, ïîêà íàãðóçêà íå ñìåíèòñÿ ðàçãðóçêîé. Ñ ýòîãî
ìîìåíòà ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ (3.35) â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé ñòàíîâèòñÿ íåäîïóñòèìûì.

Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë
í
ïðè ðàçãðóçêå. Â ýòîì ñëó÷àå

2 2 2
0 1 0 1 0( ) ( )( )f a a aθ = θ + − θ − θ ,

ãäå 1θ (r)  � çíà÷åíèå θ (r,t)  íà âîëíå ðàçãðóçêè.
Óðàâíåíèå (3.22) äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí 0/u u∗ = θ ,

0/∗θ = θ θ , 1 1 0/∗θ = θ θ  â ïåðåìåííûõ 0a tτ = , r ïðèíèìàåò ñëåäó-
þùèé âèä:

02 2
1 1

02 2 2

3( 1)2 2
;

du u u u
h

r r dr rr r

∗∗ ∗ ∗ ∗  θ θ −∂ ∂ ∂+ − = + + ∂∂ ∂τ  
(3.40)

ãäå 
2 2
1 0

0 2
0

.
a a

h
a

−
=

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìîíîòîííîé ðàçãðóçêè ïîñëå ìãíîâåííî
-
ãî ïðèëîæåíèÿ äàâëåíèÿ. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìãíîâå
í-
íîì íàãðóæåíèè íåçàâèñèìî îò ïîñëåäóþùåãî õàðàêòåðà âîç
-
ðàñòàíèÿ äàâëåíèÿ îáðàçóåòñÿ îáëàñòü óïðóãèõ äåôîðìàöèé, îãðà-
íè÷åííàÿ óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé âîëíàìè. Ïðè ýòîì íà ïëà-
ñòè÷åñêîé âîëíå 1 01 /r a a= + τ  ïðè ïîäõîäå ê íåé ñî ñòîðîíû îá-
ëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé ∗θ = 1. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü èñêàòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.40), äëÿ êîòîðîãî ïðÿìàÿ 1 01 /r a a= + τ  ÿâ-
ëÿåòñÿ âîëíîé ðàçãðóçêè. Ïðåäâàðèòåëüíî ñ ïîìîùüþ çàìåíû


( , ) ( )u U r v r∗ = τ + , ãäå v óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
2

1 1
02 2

3( 1)2 2 dd v dv v
h

r dr dr rdr r

∗ ∗ θ θ −
+ − = + 

 
, (3.41)r

t
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2
1 1

1 1 1 12

12 2
11 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;

1
3 1 ; ( ) ,

d x d x
x x x x x p x x x x

dxdx

K x
x p x p

aa a

 Φ − Φ −′′ ′ψ − ψ + ψ = − + + Φ − 
 

   
= − = −   ρ ρ   

(3.39)

ïðè÷åì 1(0) (0) 0′ψ = ψ = . Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

2
1 1 1 1

0

1
( ) ( ) ( ( ) ( ))sin ( )

x

x x p x xφ = −Φ − +  τ − Φ −τ γ − τ −γ ∫
]1

( )
exp2 ( )cos ( )

2

x
dx x x

κ − τ τ− Φ γ − τ ,

ãäå 21
4

2
γ = κ − κ .

Íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè u(x,t) ñïðàâåäëèâî â
îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðÿìîé AC è õàðàêòåðèñòèêîé îòðèöà-
òåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C, â êîòîðîé θ
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 0θ . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîîðäèíàòà rmax
òî÷êè C óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

[ ]2
0 1 2 3

(0)
cos ( ln ) sin ( ln )

s

p
b b r r b r b r

p
−µ+ + ν + ν = .

Çäåñü ps � äàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëó óïðóãîñòè:
2

0 2 2

10 22 15 3

2( 1) (2 6 3)
b

λ − λ + λ −=
λ − λ − λ +

; 
2

1 2

2 6 3

2( 1)
b

λ − λ +=
λ −

;

2

2 2 2

6 8 3

2( 1) (2 6 3)
b

λ − λ +=
λ − λ − λ +

; 
3 2

3 2 2

6 2 9 3

4 (2 6 3)( 1)
b

λ + λ − λ += −
ν λ − λ + λ −

.

Ãðàôèê rmax 0/ r  ( 0r  � ðàäèóñ
ïîëîñòè) â çàâèñèìîñòè îò p(0) /ps
äëÿ  0 1/a a = 1,2; 1,34 ïðèâåäåí íà
ðèñ. 3.8 (óêàçàííûì çíà÷åíèÿì

0 1/a a  äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîé
ïëàñòè÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò çíà-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
ν  = 0,35; 0,25). Ãðàôèê íà ðèñ. 3.8
ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ p(0) /ps
çàâèñèìîñòü rmax 0/ r  îò ýòîãî îòíî-
øåíèÿ ëèíåéíàÿ: rmax 0/ r = p(0) /ps.
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Îïðåäåëåíèå ñìåùåíèé â îáëàñòÿõ 2G  è 3G  (ñì. ðèñ. 3.7)
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèé 2u  è 3u , óäîâëåòâîðÿþùèõ,
ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿì (3.28) è (3.35) è ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì

  2 2u f= (t) íà B2C; 2 3u u= ; 2 3 0θ = θ = θ íà B3C; 3 3u f= (t) íà B1C,

ãäå 2f (t) è 3f (t)  èçâåñòíû èç ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáëàñòÿõ 1G  è 0G .
Ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé

2u  è 3u  â êîíå÷íîì âèäå íå óäàåòñÿ. Â îáëàñòÿõ 2G  è 3G  äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé 2u , 3u  è óðàâíåíèÿ ëèíèè 3B C  ïðèõîäèòñÿ
èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà. Ðàñ÷åò ïðîäîëæàå
òñÿ
äî òåõ ïîð, ïîêà íàãðóçêà íå ñìåíèòñÿ ðàçãðóçêîé. Ñ ýòîãî
ìîìåíòà ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ (3.35) â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé ñòàíîâèòñÿ íåäîïóñòèìûì.

Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë
í
ïðè ðàçãðóçêå. Â ýòîì ñëó÷àå

2 2 2
0 1 0 1 0( ) ( )( )f a a aθ = θ + − θ − θ ,

ãäå 1θ (r)  � çíà÷åíèå θ (r,t)  íà âîëíå ðàçãðóçêè.
Óðàâíåíèå (3.22) äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí 0/u u∗ = θ ,

0/∗θ = θ θ , 1 1 0/∗θ = θ θ  â ïåðåìåííûõ 0a tτ = , r ïðèíèìàåò ñëåäó-
þùèé âèä:

02 2
1 1

02 2 2

3( 1)2 2
;

du u u u
h

r r dr rr r

∗∗ ∗ ∗ ∗  θ θ −∂ ∂ ∂+ − = + + ∂∂ ∂τ  
(3.40)

ãäå 
2 2
1 0

0 2
0

.
a a

h
a

−
=

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìîíîòîííîé ðàçãðóçêè ïîñëå ìãíîâåííî
-
ãî ïðèëîæåíèÿ äàâëåíèÿ. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìãíîâå
í-
íîì íàãðóæåíèè íåçàâèñèìî îò ïîñëåäóþùåãî õàðàêòåðà âîç
-
ðàñòàíèÿ äàâëåíèÿ îáðàçóåòñÿ îáëàñòü óïðóãèõ äåôîðìàöèé, îãðà-
íè÷åííàÿ óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé âîëíàìè. Ïðè ýòîì íà ïëà-
ñòè÷åñêîé âîëíå 1 01 /r a a= + τ  ïðè ïîäõîäå ê íåé ñî ñòîðîíû îá-
ëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé ∗θ = 1. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü èñêàòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.40), äëÿ êîòîðîãî ïðÿìàÿ 1 01 /r a a= + τ  ÿâ-
ëÿåòñÿ âîëíîé ðàçãðóçêè. Ïðåäâàðèòåëüíî ñ ïîìîùüþ çàìåíû


( , ) ( )u U r v r∗ = τ + , ãäå v óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
2

1 1
02 2

3( 1)2 2 dd v dv v
h

r dr dr rdr r

∗ ∗ θ θ −
+ − = + 

 
, (3.41)r
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;

1
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d x d x
x x x x x p x x x x

dxdx

K x
x p x p

aa a

 Φ − Φ −′′ ′ψ − ψ + ψ = − + + Φ − 
 

   
= − = −   ρ ρ   

(3.39)

ïðè÷åì 1(0) (0) 0′ψ = ψ = . Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

2
1 1 1 1

0

1
( ) ( ) ( ( ) ( ))sin ( )

x

x x p x xφ = −Φ − +  τ − Φ −τ γ − τ −γ ∫
]1

( )
exp2 ( )cos ( )

2

x
dx x x

κ − τ τ− Φ γ − τ ,

ãäå 21
4

2
γ = κ − κ .

Íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè u(x,t) ñïðàâåäëèâî â
îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðÿìîé AC è õàðàêòåðèñòèêîé îòðèöà-
òåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C, â êîòîðîé θ
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 0θ . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîîðäèíàòà rmax
òî÷êè C óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

[ ]2
0 1 2 3

(0)
cos ( ln ) sin ( ln )

s

p
b b r r b r b r

p
−µ+ + ν + ν = .

Çäåñü ps � äàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëó óïðóãîñòè:
2

0 2 2

10 22 15 3

2( 1) (2 6 3)
b

λ − λ + λ −=
λ − λ − λ +

; 
2

1 2

2 6 3

2( 1)
b

λ − λ +=
λ −

;

2

2 2 2

6 8 3

2( 1) (2 6 3)
b

λ − λ +=
λ − λ − λ +

; 
3 2

3 2 2

6 2 9 3

4 (2 6 3)( 1)
b

λ + λ − λ += −
ν λ − λ + λ −

.

Ãðàôèê rmax 0/ r  ( 0r  � ðàäèóñ
ïîëîñòè) â çàâèñèìîñòè îò p(0) /ps
äëÿ  0 1/a a = 1,2; 1,34 ïðèâåäåí íà
ðèñ. 3.8 (óêàçàííûì çíà÷åíèÿì

0 1/a a  äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîé
ïëàñòè÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò çíà-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
ν  = 0,35; 0,25). Ãðàôèê íà ðèñ. 3.8
ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ p(0) /ps
çàâèñèìîñòü rmax 0/ r  îò ýòîãî îòíî-
øåíèÿ ëèíåéíàÿ: rmax 0/ r = p(0) /ps.



291290

ïåðåéäåì ê ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè
U (r,τ):

2 2

2 2 2

2 2U U U U

r rr r

∂ ∂ ∂+ − =
∂∂ ∂τ

. (3.42)

Çà ôóíêöèþ v(r) âûáåðåì ñëåäóþùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå (3.41):

0 1( 1)
dv v

h
dr r

∗− = θ − ; v (1) 0= .

Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ U(r,t) íà ïðåäïîëàãàåìîé âîëíå
ðàçãðóçêè 1 01 /r a a= + τ  çàïèøóòñÿ òàê:

0( ) / ( )U g r v r= θ − ; (3.43)
2
1

1 2 2
1 0

1
aU U v dv dv v

r r r dr dr ra a
∗∂  − = θ − + = + − ∂ −  

. (3.44)

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè v è ïîäñòàíîâêè
âìåñòî g(r) åãî âûðàæåíèÿ, ñîãëàñíî (3.34), áóäåì èìåòü:

31
0

0

1 (cos ( ln ) sin ( ln ))
aU U U

h ar r b r
r a r

−µ∂ ∂  + − = + ν + ν ∂ ∂τ

ïðè 1

0

1
a

r
a

= + τ , (3.45)

ãäå (1 2 )a = λ − λ ; ( )2(2 1) [2 2 1 ]b = λ + λ − λν λ − .
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ïðè ðàçãðóçêå

ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 2
00 0 0

3 1
1

U k
U p

r aa a

   ∂ τ+ − =   ∂ ρ ρ θ   
. (3.46)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.42) ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå:

2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( , )

r r r r
U r t

r r

′ ′ ′Φ + τ − + ψ − τ − Φ + τ − + ψ − τ −= − , (3.47)

ãäå Φ ,ψ � ïðîèçâîëüíûå, òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè. Â òî÷êå, âûáèðàåìîé çà íà÷àëüíóþ, òðåì çíà÷åíèÿì èç
÷åòûðåõ (ψ, Φ , ψ′, ′Φ ) ìîæíî ïðèäàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ðåøåíèå 
â
íåêîòîðîé òî÷êå r, t ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðèðîâàíèåì îáûêíî-
âåííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ëþáîé èç äâóõ õàðàêòå-

ðèñòèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó òî÷-
êó. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
ψ è ψ′ (èëè Φ  è ′Φ ) íà ýòèõ õà-
ðàêòåðèñòèêàõ îêàçûâàþòñÿ ïðîèç-
âîëüíûìè ïîñòîÿííûìè.

Åñëè áû óäàëîñü êàêèì-ëèáî
ìåòîäîì ïîëó÷èòü ðåøåíèå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è â íåêîòîðîé
ìàëîé îêðåñòíîñòè 012 òî÷êè A
(ðèñ. 3.9), òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
äàëüíåéøèå ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ â
êâàäðàòóðàõ. Äîêàæåì ýòî óòâåð-
æäåíèå äëÿ äâóõ õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êèõ òðåóãîëüíèêîâ � 123 è 234; äëÿ
ñëåäóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî
ñäåëàòü àíàëîãè÷íûé âûâîä.

Ïóñòü íàì èçâåñòíî ðåøåíèå U(r,t) â îáëàñòè 012 âïëîòü äî
õàðàêòåðèñòèêè 1�2; çíà÷åíèå U(r,t) íà ïîñëåäíåé ïóñòü áóäåò
ðàâíî U1(r). Ðåøåíèå äëÿ òðåóãîëüíèêîâ 123 èùåì â âèäå (3.47).
Òîãäà íà ïðÿìûõ 1�2 è 1�3 èìååì ñîîòâåòñòâåííî:

[ ] [ ]1 1
12

2( 1) 2( 1)
( )

r r
U r

r r

′Φ − + τ Φ − + τ
− = ; (3.48)

1( 0)Φ τ = ;

[ ] [ ]1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x p′′ ′′ ′ ′Φ τ + ψ −τ − Φ τ + ψ −τ + Φ τ + ψ −τ = τ ; (3.49)

1 1( ) ( ) 0′ψ −τ = ψ −τ = ; 2
1 03(1 /( ))x k a= − ρ ;

1 2
00 0

1
( )p p

aa

 ττ = − ρ θ  
.

Ðåøåíèå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.48),
(3.49) â òðåóãîëüíèêå 123 ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è èìååò òà-
êîé âèä:

2

1 1 1

10

(0,5( ) 1)
( )

2 0,5( ) 1

xx U x
x dx

x

− τ − τ + Φ =   − τ +  ∫ ;

1 1 1
1

1

(1) ( )
( ) ( ) exp sin ( )

2

U x
x x x

κ − τ
ψ = −Φ − − γ − τ +

γ
1

1
1

1
( ( )

x

p
−γ

+ τ −γ ∫

Ðèñ. 3.9
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ïåðåéäåì ê ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè
U (r,τ):

2 2

2 2 2

2 2U U U U

r rr r

∂ ∂ ∂+ − =
∂∂ ∂τ

. (3.42)

Çà ôóíêöèþ v(r) âûáåðåì ñëåäóþùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå (3.41):

0 1( 1)
dv v

h
dr r

∗− = θ − ; v (1) 0= .

Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ U(r,t) íà ïðåäïîëàãàåìîé âîëíå
ðàçãðóçêè 1 01 /r a a= + τ  çàïèøóòñÿ òàê:

0( ) / ( )U g r v r= θ − ; (3.43)
2
1

1 2 2
1 0

1
aU U v dv dv v

r r r dr dr ra a
∗∂  − = θ − + = + − ∂ −  

. (3.44)

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè v è ïîäñòàíîâêè
âìåñòî g(r) åãî âûðàæåíèÿ, ñîãëàñíî (3.34), áóäåì èìåòü:

31
0

0

1 (cos ( ln ) sin ( ln ))
aU U U

h ar r b r
r a r

−µ∂ ∂  + − = + ν + ν ∂ ∂τ

ïðè 1

0

1
a

r
a

= + τ , (3.45)

ãäå (1 2 )a = λ − λ ; ( )2(2 1) [2 2 1 ]b = λ + λ − λν λ − .
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ïðè ðàçãðóçêå

ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 2
00 0 0

3 1
1

U k
U p

r aa a

   ∂ τ+ − =   ∂ ρ ρ θ   
. (3.46)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.42) ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå:

2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( , )

r r r r
U r t

r r

′ ′ ′Φ + τ − + ψ − τ − Φ + τ − + ψ − τ −= − , (3.47)

ãäå Φ ,ψ � ïðîèçâîëüíûå, òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè. Â òî÷êå, âûáèðàåìîé çà íà÷àëüíóþ, òðåì çíà÷åíèÿì èç
÷åòûðåõ (ψ, Φ , ψ′, ′Φ ) ìîæíî ïðèäàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ðåøåíèå 
â
íåêîòîðîé òî÷êå r, t ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðèðîâàíèåì îáûêíî-
âåííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ëþáîé èç äâóõ õàðàêòå-

ðèñòèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó òî÷-
êó. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
ψ è ψ′ (èëè Φ  è ′Φ ) íà ýòèõ õà-
ðàêòåðèñòèêàõ îêàçûâàþòñÿ ïðîèç-
âîëüíûìè ïîñòîÿííûìè.

Åñëè áû óäàëîñü êàêèì-ëèáî
ìåòîäîì ïîëó÷èòü ðåøåíèå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è â íåêîòîðîé
ìàëîé îêðåñòíîñòè 012 òî÷êè A
(ðèñ. 3.9), òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
äàëüíåéøèå ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ â
êâàäðàòóðàõ. Äîêàæåì ýòî óòâåð-
æäåíèå äëÿ äâóõ õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êèõ òðåóãîëüíèêîâ � 123 è 234; äëÿ
ñëåäóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî
ñäåëàòü àíàëîãè÷íûé âûâîä.

Ïóñòü íàì èçâåñòíî ðåøåíèå U(r,t) â îáëàñòè 012 âïëîòü äî
õàðàêòåðèñòèêè 1�2; çíà÷åíèå U(r,t) íà ïîñëåäíåé ïóñòü áóäåò
ðàâíî U1(r). Ðåøåíèå äëÿ òðåóãîëüíèêîâ 123 èùåì â âèäå (3.47).
Òîãäà íà ïðÿìûõ 1�2 è 1�3 èìååì ñîîòâåòñòâåííî:

[ ] [ ]1 1
12

2( 1) 2( 1)
( )

r r
U r

r r

′Φ − + τ Φ − + τ
− = ; (3.48)

1( 0)Φ τ = ;

[ ] [ ]1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x p′′ ′′ ′ ′Φ τ + ψ −τ − Φ τ + ψ −τ + Φ τ + ψ −τ = τ ; (3.49)

1 1( ) ( ) 0′ψ −τ = ψ −τ = ; 2
1 03(1 /( ))x k a= − ρ ;

1 2
00 0

1
( )p p

aa

 ττ = − ρ θ  
.

Ðåøåíèå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.48),
(3.49) â òðåóãîëüíèêå 123 ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è èìååò òà-
êîé âèä:

2

1 1 1

10

(0,5( ) 1)
( )

2 0,5( ) 1

xx U x
x dx

x

− τ − τ + Φ =   − τ +  ∫ ;

1 1 1
1

1

(1) ( )
( ) ( ) exp sin ( )

2

U x
x x x

κ − τ
ψ = −Φ − − γ − τ +

γ
1

1
1

1
( ( )

x

p
−γ

+ τ −γ ∫

Ðèñ. 3.9

01   0                  r

τττττ
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2 1
1 1 1 1 1

( )
( ))sin ( ) 2 ( )cos ( ) exp ,

2

x
x x d

κ − τ− κ Φ −τ γ − τ − κ γ Φ −τ γ − τ τ
ãäå 2

1 1 14 2γ = κ − κ .
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå U(r,t) â 123 íàéäåíî:

1 1 1
1 1

1

(1) ( )1
( , ) ( ) ( ) exp sin ( )

2

U y
U r x y y

r r

κ + τ ∂τ = Φ − Φ − − γ + τ + ∂ γ 

1

2
1 1 1

1

1
( ( ) ( )sin ( ) 2

y

p y
−τ

+ τ − κ Φ −τ γ − τ −
γ ∫

1
1 1 1

( )
2 ( )cos ( ))exp ,

2

y
y d

κ − τ  
− κ γ Φ −τ γ − τ τ 

 
ãäå 1x r= + τ − ; 1y r= − τ − .

Íà ïðÿìîé 2�3 ðåøåíèå òåïåðü èçâåñòíî; îáîçíà÷èì åãî 2U (r).
Òîãäà, ïîëàãàÿ 2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1)r r r′ψ − τ − = Φ + τ − − Φ + τ − , äëÿ ôóí-
êöèè ψ áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

[ ] [ ]2 2 2 2
22

2( 1) ( 1) 2( 1) ( 1)
( )

r r r r
U r

r r

′ψ − − + τ − ψ − − + τ −
− = ,

îòêóäà

2 2

2

2 2 2 2 2

2 21

( 1) (0,5( 1) 1)
( ) 1

2 0,5( 1) 1

x

r

x r U x r
x dx

x r− −τ

+ + τ − + + τ − + ψ = +  + + τ − +  ∫ .

Èç óñëîâèÿ (3.36) ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè Ô:

1 1 1 1
2

0 0 0 0

1 1
1 ( ) 1 ( ) 3 ( ) 3 ( )

a a a a
x y x y

r a a a ar

          ′′ ′′ ′ ′+ Φ + − ψ − + Φ + − ψ +          
             

[ ]3

3
( ) ( ) ( )x y f r

r
+ Φ + ψ = ,

ãäå f (r) � ïðàâàÿ ÷àñòü (3.36), 0 1( 1)(1 )x r a a= − + ,  0 1( 1)(1 )y r a a= − − .
Ïîñëå äîâîëüíî äëèííûõ âûêëàäîê ìîæíî ïîëó÷èòü:

( )0 1 0 0
1

1 1 0 1

( ) ( 1) 1 1 1
a a a a

r r r
a a a a

+     Φ = Φ − + = φ − − −      −     

( )20
2 2 2

1 2 2

1
1 sin ln

a r r
r U r

a r r

ε
     − + ν +    ν     

( )
2

2
20 0

1 1

1
1 sin ln

r

r

a a r r
z f z

a a z z
     + + ν +    ν      ∫

( )1 0 0 01

1 0 1 1

1
9 sin ln 6 cos ln

z

rr

r

a a a azr r r
dz

a a z z a z a z

ε  + φ       + ν + ν       ν −        
∫ ,

ãäå 
2

0 0

1 1

1 1
3 4; 3 2 .

2 2
a a
a a

   ν = − ε = +      

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.40) â 234 òàêæå íàé-
äåíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ (3.40) â òðåóãîëüíèêå 012 â [10]
ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ
 äëÿ
ñëó÷àÿ 1( )p a bτ = τ + , ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî, î÷åâèäíî, âñåãäà
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ 1( )p τ  â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (3.42) ðåøåíèå äëÿ U (r,t)
èùåòñÿ â âèäå

1 2 3( , ) ( 1) ( , ) ( , )U U r t b U r t aU r t= − + − ,

ãäå 1U , 2U , 3U  � ÷àñòíûå ðåøåíèÿ (3.42), óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

1 1 1 1

0

U a U U
f

r a r

∂ ∂
+ − =

∂ ∂τ
(r) ïðè 1

0

1
a

r
a

− = τ ;

1
12

0

3
1 1

U K
U

r a

 ∂
+ − = − ∂ ρ 

 ïðè 1r = ;

2 1 2 2

0

0
U a U U

r a r

∂ ∂
+ − =

∂ ∂τ
 ïðè 1

0

1
a

r
a

− = τ ;

2
22

0

3
1 1

U K
U

r a

 ∂
+ − = − ∂ ρ 

 ïðè 1r = ;

3 3 31

0

0
U U Ua

r a r

∂ ∂
+ − =

∂ ∂τ
 ïðè 1

0

1
a

r
a

− = τ ;

3
32

0

3
1

U K
U

r a

 ∂
+ − = −τ ∂ ρ 

 ïðè 1r = .
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2 1
1 1 1 1 1

( )
( ))sin ( ) 2 ( )cos ( ) exp ,

2

x
x x d

κ − τ− κ Φ −τ γ − τ − κ γ Φ −τ γ − τ τ
ãäå 2

1 1 14 2γ = κ − κ .
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå U(r,t) â 123 íàéäåíî:

1 1 1
1 1

1

(1) ( )1
( , ) ( ) ( ) exp sin ( )

2

U y
U r x y y

r r

κ + τ ∂τ = Φ − Φ − − γ + τ + ∂ γ 

1

2
1 1 1

1

1
( ( ) ( )sin ( ) 2

y

p y
−τ

+ τ − κ Φ −τ γ − τ −
γ ∫

1
1 1 1

( )
2 ( )cos ( ))exp ,

2

y
y d

κ − τ  
− κ γ Φ −τ γ − τ τ 

 
ãäå 1x r= + τ − ; 1y r= − τ − .

Íà ïðÿìîé 2�3 ðåøåíèå òåïåðü èçâåñòíî; îáîçíà÷èì åãî 2U (r).
Òîãäà, ïîëàãàÿ 2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1)r r r′ψ − τ − = Φ + τ − − Φ + τ − , äëÿ ôóí-
êöèè ψ áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

[ ] [ ]2 2 2 2
22

2( 1) ( 1) 2( 1) ( 1)
( )

r r r r
U r

r r

′ψ − − + τ − ψ − − + τ −
− = ,

îòêóäà

2 2

2

2 2 2 2 2

2 21

( 1) (0,5( 1) 1)
( ) 1

2 0,5( 1) 1

x

r

x r U x r
x dx

x r− −τ

+ + τ − + + τ − + ψ = +  + + τ − +  ∫ .

Èç óñëîâèÿ (3.36) ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè Ô:

1 1 1 1
2

0 0 0 0

1 1
1 ( ) 1 ( ) 3 ( ) 3 ( )

a a a a
x y x y

r a a a ar

          ′′ ′′ ′ ′+ Φ + − ψ − + Φ + − ψ +          
             

[ ]3

3
( ) ( ) ( )x y f r

r
+ Φ + ψ = ,

ãäå f (r) � ïðàâàÿ ÷àñòü (3.36), 0 1( 1)(1 )x r a a= − + ,  0 1( 1)(1 )y r a a= − − .
Ïîñëå äîâîëüíî äëèííûõ âûêëàäîê ìîæíî ïîëó÷èòü:

( )0 1 0 0
1

1 1 0 1

( ) ( 1) 1 1 1
a a a a

r r r
a a a a

+     Φ = Φ − + = φ − − −      −     

( )20
2 2 2

1 2 2

1
1 sin ln

a r r
r U r

a r r

ε
     − + ν +    ν     

( )
2

2
20 0

1 1

1
1 sin ln

r

r

a a r r
z f z

a a z z
     + + ν +    ν      ∫

( )1 0 0 01

1 0 1 1

1
9 sin ln 6 cos ln

z

rr

r

a a a azr r r
dz

a a z z a z a z

ε  + φ       + ν + ν       ν −        
∫ ,

ãäå 
2

0 0

1 1

1 1
3 4; 3 2 .

2 2
a a
a a

   ν = − ε = +      

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.40) â 234 òàêæå íàé-
äåíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ (3.40) â òðåóãîëüíèêå 012 â [10]
ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ
 äëÿ
ñëó÷àÿ 1( )p a bτ = τ + , ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî, î÷åâèäíî, âñåãäà
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ 1( )p τ  â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (3.42) ðåøåíèå äëÿ U (r,t)
èùåòñÿ â âèäå

1 2 3( , ) ( 1) ( , ) ( , )U U r t b U r t aU r t= − + − ,

ãäå 1U , 2U , 3U  � ÷àñòíûå ðåøåíèÿ (3.42), óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

1 1 1 1

0

U a U U
f

r a r

∂ ∂
+ − =

∂ ∂τ
(r) ïðè 1

0

1
a

r
a

− = τ ;

1
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0

3
1 1

U K
U

r a

 ∂
+ − = − ∂ ρ 

 ïðè 1r = ;

2 1 2 2

0

0
U a U U

r a r

∂ ∂
+ − =

∂ ∂τ
 ïðè 1

0

1
a

r
a

− = τ ;

2
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3
1 1

U K
U

r a
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+ − = − ∂ ρ 

 ïðè 1r = ;
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0

0
U U Ua

r a r

∂ ∂
+ − =

∂ ∂τ
 ïðè 1

0

1
a

r
a

− = τ ;

3
32

0

3
1

U K
U

r a

 ∂
+ − = −τ ∂ ρ 

 ïðè 1r = .
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Â [10] íàðÿäó ñ èçëîæåííûìè âûøå òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëü-
òàòàìè ÷èñëåííî ðàññ÷èòàíû (óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê çàì
åíÿ-
ëèñü óðàâíåíèÿìè â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ) ôóíêöèè 1U , 2U , 

3U
äëÿ èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðè 0 1/ 1,34a a =  (êîýô-
ôèöèåíò Ïóàññîíà 0,25ν = ). Ïðè ýòèõ äàííûõ

( ) ( )( )3,01

0,425
( ) 0,445 1 0,55sin 0,55ln cos 0,59lnf r r r

r
 = − − +  

.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(r) ïðè 1 2r≤ ≤  ïðèâåäåíû â òàáë. 3.5.

  m
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

 n

0 0,006 0,012 0,018 0,024 0,030 0,035 0,040 0,044 0,048 0,052 U

0 1 0,985 0,970 0,955 0,941 0,926 0,914 0,902 0,889 0,877 0,864 �Ur

1 0,976 0,901 0,927 0,902 0,878 0,857 0,836 0,815 0,796 0,778 Uτ

0,045 0,044 0,043 0,043 0,042 0,041 U

1 1,031 1,010 0,988 0,966 0,944 0,923 �Ur

0,979 0,952 0,928 0,904 0,880 0,857 Uτ

0,090 0,087 0,085 0,082 0,079 0,076 0,073 0,070 0,068 U

2 1,060 1,036 1,012 0,989 0,975 0,951 0,928 0,905 0,882 �Ur

0,956 0,931 0,907 0,882 0,858 0,837 0,816 0,796 0,777 Uτ

0,132 0,128 0,124 0,121 0,117 0,114 0,111 0,108 U

3 1,089 1,062 1,036 1,011 0,987 0,963 0,940 0,917 �Ur

0,933 0,907 0,882 0,859 0,837 0,815 0,794 0,773 Uτ

0,175 0,170 0,165 0,161 0,157 0,152 0,148 U

4 1,116 1,086 1,048 1,021 0,696 0,973 0,952 �Ur

0,905 0,880 0,856 0,833 0,810 0,788 0,765 Uτ

0,218 0,212 0,206 0,200 0,194 0,189 U

5 1,145 1,112 1,080 1,048 1,019 0,989 �Ur

0,877 0,851 0,825 0,801 0,780 0,758 Uτ

0,256 0,249 0,242 0,236 0,230 U

6 1,170 1,162 1,153 1,145 1,087 �Ur

0,849 0,824 0,800 0,775 1,745 Uτ

0,295 0,287 0,279 0,272 U

7 1,196 1,159 1,122 1,085 �Ur

0,821 0,795 0,770 0,745 Uτ

0,333 0,324 0,315 U

8 1,221 1,180 1,140 �Ur

0,792 0,765 0,740 Uτ

0,370 0,360 U

9 1,245 1,204 �Ur

0,762 0,735 Uτ

0,406 U

10 1,270 �Ur

0,731 Uτ

Òàáëèöà 3.6

Ðèñ. 3.10

τττττ

Â òàáë. 3.6�3.8 ñîîòâåòñòâåííî ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

1U , 
2U , 

3U  è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, âû÷èñëåííûõ äëÿ óêàçàí-
íîãî ñëó÷àÿ â òðåóãîëüíèêå 023 (ñì. ðèñ. 3.9), ïðè÷åì 2 1,2r = .
Â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëîñü: rm,0 = rm�1,0 = 0,02; τm,0 � τm�1,0  = 0 1/a a =
= 0,02678; rm,n = rm,n�1 = 0,0234 ( 0n ≠ ); ïîñòðîåíèå îáúÿñíåíî íà
ðèñ. 3.10. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè 1r = , 0τ =  áûëî èñïîëüçîâàíî

ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ðÿäîì Òåé-
ëîðà äî êâàäðàòîâ âêëþ÷èòåëüíî.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå äàâàëî
â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 ðàçãðóçêó, íå-
îáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå

óñëîâèÿ 
*

0
∂θ <
∂τ

, èëè 
2

0
u u

r r
τ ∂− <

∂ ∂τ
,
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0,425
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r
 = − − +  
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Ãðàíèöà ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëíû ðàçãðóçêè maxr
îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
èñ÷åçíîâåíèÿ ñêà÷êà äå-
ôîðìàöèè 1

* ( ) 1mrθ = , ò. å.
èç óðàâíåíèÿ

1

0
1

1
a

r
a

u u

r r − = τ

∂ − = ∂ 
.

Çíàÿ 1
* ( )rθ  íà âîëíå ðàç-

ãðóçêè, ìîæíî îïðåäåëèòü
îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ è
ñìåùåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ÷èñëåííûé ïðèìåð: 1( ) 1,2( 1 2 )p τ = − + τ ;
0 1 1,34a a = ; ìàòåðèàë ïðåäïîëàãàåòñÿ èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêèì.

Ïîëüçóÿñü òàáë. 3.6, îïðåäåëÿåì 1 2 30,2 2,4U U U U= + −  è 1
* ( )rθ .

Èç óðàâíåíèÿ 1
U U

r r

∂− =
∂

 ãðàôè÷åñêè íàõîäèì max 1,17r = .

Ãðàôèê 1
* ( )rθ  ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.11. Óñëîâèå ïàññèâíîñòè äå-

ôîðìàöèé çäåñü âûïîëíåíî:

1
1

3
2,4; (0) 1,2; 2,4 ( 0,256 1,2) 2,12

1,34

dp
p

d
= = − > − + =

τ
.

Ðàñ÷åò ïðè áîëüøèõ íàãðóçêàõ ïîòðåáîâàë áû ïðèâëå÷åíèÿ
ôîðìóë (3.48) è (3.49).

§ 3.4. Распространение волн в стержнях
переменного сечения [11]

Äëÿ ñòåðæíÿ ïåðåìåííîãî íà÷àëüíîãî ñå÷åíèÿ 0F (x) óðàâ-
íåíèå (1.9)
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∂∂

ïðèíèìàåò âèä
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0
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′∂ ∂σρ = + σ
∂∂

;  0/T Fσ = . (3.50)

Äëÿ ìàòåðèàëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñõåìå Ïðàíäòëÿ, óðàâíå-
íèå (3.50) ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:

θ*
2

Ðèñ. 3.11

1
1

*
1θ ( )

( )
2 2

02 2 2
2 2

0

(1 )s

F
e
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′ ξ  ∂ ζ ∂ ζ ∂ζ= α + − α + α ξ ∂ξ∂τ ∂ξ  
. (3.51)

Çäåñü /u hζ = ; /x hξ = ; 0 /a t hτ = ; 1 0/a aα = , h � õàðàêòåðíûé
ðàçìåð ñòåðæíÿ. Õàðàêòåðèñòèêàìè (3.51) áóäóò:

( )20

0

; .s s
F

d d d d e e d
Fτ ξ ξ

′  ξ = ±α τ ζ = ±α ζ + + α ζ − τ  (3.52)

Ïóñòü íà êîíöå ñòåðæíÿ ìãíîâåííî ïðèëîæåíî äàâëåíèå,
êîòîðîå â äàëüíåéøåì âîçðàñòàåò. Òîãäà âäîëü ñòåðæíÿ áóäóò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ äâå âîëíû: óïðóãàÿ è ïëàñòè÷åñêàÿ ñî ñêîðî-
ñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî 0a  è 1a .

Ðåøåíèå êàê äëÿ óïðóãîé, òàê è äëÿ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòåé
ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â ïðåäûäó-
ùèõ ïàðàãðàôàõ. Íà ïåðåäíåì ôðîíòå óïðóãîé âîëíû 1ξ = + τ :

τ ξζ = −ζ ;  0

0

F
d d d

Fτ ξ ξ
′

ζ = ζ + ζ ξ . (3.53)

Èíòåãðèðóÿ (3.53) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà òîðöå ñòåðæíÿ ïðè

0 0 sF F eξ= ζ = − , ïîëó÷àåì:

0 0/se F Fξζ = − ;  0 0/se F Fτζ = . (3.54)

Ðåøåíèå çàäà÷è â óïðóãîé îáëàñòè ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâà-
íèþ óðàâíåíèÿ
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∂ξ∂τ ∂ξ
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çíà÷åíèå ζ  íà ëèíèè 1ξ = + ατ ; ñëåäîâàòåëüíî, íà íåé

( )0 0
τ τ ξ ξζ − ζ = −α ζ − ζ . Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è èñ-

êëþ÷àÿ èç íåãî ñ ïîìîùüþ (3.52) âåëè÷èíû d τζ  è dτ, èìååì:
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0 0 0 0

0 0

1
2 s

F F
d d d e d

F Fτξ ξ ξ
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α
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Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè
1ξ = , 0 0F F= , 0eξζ = −  äàåò

( )0 0 0/e F F fξζ = − + ξ ;
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2
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2
0 0

0 0 0
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1
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4

s

F

F

F F
f e

F F

dF

F F

τ ξ

τ ξ

   − α   ξ = − ζ + αζ − − − −   π α   

− ζ + αζ∫
Îòñþäà âèäíî, ÷òî äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè íà ôðîíòå ïëà-

ñòè÷åñêîé âîëíû 1ξ = + ατ  çàâèñÿò ëèøü îò íà÷àëüíîãî çíà÷å-
íèÿ äåôîðìàöèè 0e  èëè äàâëåíèÿ 0p .

Çîíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé âîëíû ñèëüíîãî ðàç-
ðûâà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

* seξζ = −  èëè  
( ) ( )00

0

*

*1
1

s s

Fe
f

e F e

ξ  
= + ξ 

 
. (3.55)

Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè äëÿ ñòåðæíÿ
ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ìåòîäà õàðàê
òåðè-
ñòèê. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â çàìêíóòîé àíàëèòè÷åñ-
êîé ôîðìå, íàïðèìåð äëÿ êîíè÷åñêîãî ñòåðæíÿ. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé â óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñ-
òÿõ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ñôåðè-
÷åñêèõ âîëí. Â óïðóãîé îáëàñòè èìååì:

2 2

2 2

2∂ ζ ∂ζ ∂ ζ+ =
ξ ∂ξ∂ξ ∂τ

. (3.56)

Ðåøåíèåì (3.55) áóäåò ( ) ( )1 1 /ζ = Φ + ξ + τ + ψ + τ − ξ ξ   .
Óäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ ζ , à èìåííî:

0ζ = , 0τ ξζ + ζ =  ïðè 1ξ = + τ ,

se
∂ζ = −
∂ξ

 ïðè 1ξ = + ατ ,

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ ôóíêöèé Φ  è ψ :

( ) ( ) ( )1
0; (0) 0; 1

1 se′Φ ≡ ψ = ψ η + ψ η = + λη
+ λη

.

Îòñþäà

( ) ( ) ( )2
1

1 1 .
1 2

se −λ ψ η = + λη − + λη + λ  
Çäåñü 1 0 1( )a a aλ = − ;  1η = + τ − ξ .

Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ áåçðàçìåðíûõ ñìåùåíèé ζ
áóäåò ñëåäóþùèì:

( ) ( ) ( )2
1

1 1
1 2

se −λ ζ = + λη − + λη ξ + λ  
.

Â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â
êîíè÷åñêîì ñòåðæíå èìååò âèä:

2 2 2
2 2

2 2

2 2
(1 ) se

∂ ζ ∂ ζ α ∂ζ= α + − α +
ξ ξ ∂ξ∂τ ∂ξ

.

Åãî ðåøåíèå:

( ) ( )
2

1 12

1 1
2 ln 1 1se

− αζ = − ξ ξ + Φ + ατ + ξ + ψ + ατ − ξ  ξα
.

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà ïåðåäíåì ôðîíòå
ïëàñòè÷åñêîé âîëíû 1ξ = + ατ , ïîëàãàÿ 1(0) 0ψ = , íàõîäèì 1Φ :

( ) ( )
2

2 2
1 2

1 1
ln

2 1 2
s

s
e

e
−λ  − αΦ ξ = ξ − ξ + ξ ξ + λ α 

.

Ôóíêöèÿ 1ψ  îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà òîðöå ñòåðæíÿ:

( )( ) s sp E eξ′τ = σ + ζ −  ïðè 1ξ =
èëè

2
2( ) 1

se ξ
απ τ = − α − ζ ,  ( ) ( ) / sp tπ τ = σ .

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöè
-
àëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ 1ψ :

2

1 1 1 1 2
1

1
( ) ( ) ( 2) ( 2) s

h
e

a

  − α′ ′ψ γ + ψ γ = Φ γ + − Φ γ + − + π γ  α   
.

Äëèíà ó÷àñòêà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ïî êîòîðîìó ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà, îïðå
äåëÿ-
åòñÿ èç (3.55). Ïðè ìàëûõ α  è ( * 1ξ − ) çíà÷åíèå * (0)ξ ≈ π .

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ *ξ  ïðè 1/ 3α = , ðàññ÷èòàííûå ïî òî÷-
íîé è ïðèáëèæåííîé ôîðìóëàì, ïðèâåäåíû â òàáë. 3.9.

Òàáëèöà 3.9

*ξ 1 , 0 1 , 2 1 , 4 1 , 6 1 , 8

( )0π 1 , 0 1,225 1,397 1,541 1,663
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2 2 2
2 2

2 2

2 2
(1 ) se

∂ ζ ∂ ζ α ∂ζ= α + − α +
ξ ξ ∂ξ∂τ ∂ξ

.

Åãî ðåøåíèå:

( ) ( )
2

1 12

1 1
2 ln 1 1se

− αζ = − ξ ξ + Φ + ατ + ξ + ψ + ατ − ξ  ξα
.

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà ïåðåäíåì ôðîíòå
ïëàñòè÷åñêîé âîëíû 1ξ = + ατ , ïîëàãàÿ 1(0) 0ψ = , íàõîäèì 1Φ :

( ) ( )
2

2 2
1 2

1 1
ln

2 1 2
s

s
e

e
−λ  − αΦ ξ = ξ − ξ + ξ ξ + λ α 

.

Ôóíêöèÿ 1ψ  îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà òîðöå ñòåðæíÿ:

( )( ) s sp E eξ′τ = σ + ζ −  ïðè 1ξ =
èëè

2
2( ) 1

se ξ
απ τ = − α − ζ ,  ( ) ( ) / sp tπ τ = σ .

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöè
-
àëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ 1ψ :

2

1 1 1 1 2
1

1
( ) ( ) ( 2) ( 2) s

h
e

a

  − α′ ′ψ γ + ψ γ = Φ γ + − Φ γ + − + π γ  α   
.

Äëèíà ó÷àñòêà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ïî êîòîðîìó ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ïëàñòè÷åñêàÿ âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà, îïðå
äåëÿ-
åòñÿ èç (3.55). Ïðè ìàëûõ α  è ( * 1ξ − ) çíà÷åíèå * (0)ξ ≈ π .

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ *ξ  ïðè 1/ 3α = , ðàññ÷èòàííûå ïî òî÷-
íîé è ïðèáëèæåííîé ôîðìóëàì, ïðèâåäåíû â òàáë. 3.9.

Òàáëèöà 3.9

*ξ 1 , 0 1 , 2 1 , 4 1 , 6 1 , 8

( )0π 1 , 0 1,225 1,397 1,541 1,663

ÃËÀÂÀ 3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈß § 3.4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ...
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§ 3.5. Распространение цилиндрических волн давления
при внезапном приложении нагрузки

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ êðóãëîé öèëèíäðè-
÷åñêîé òðóáû, îáóñëîâëåííûé äåéñòâèåì ìãíîâåííî âîçíèêøå-
ãî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïî åå âíóòðåííåé ãðàíèöå
äàâëåíèÿ p, â äàëüíåéøåì îñòàþùåãîñÿ ïîñòîÿííûì. Ýòà çàäà÷à
ðåøåíà â [12] äëÿ óñëîâèé ïëîñêîé äåôîðìàöèè òðóáû, ìàòåðè-
àë êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñæèìàåìûì. Èç óñëîâèÿ íåñæè-
ìàåìîñòè èìååì

0
U U

r r

∂ + =
∂

,

ãäå U (r,t) � ðàäèàëüíîå ñìåùåíèå òðóáû; r � ðàññòîÿíèå îò äàí-
íîé òî÷êè äî öåíòðà òðóáû. Îòñþäà

( , ) ( )U r t C t r= .
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå

èìååò âèä1

2

0 2
rr U

r r t
θσ − σ∂σ ∂+ = ρ

∂ ∂
. (3.57)

Äëÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé

2

( )
2 4r

U U C t

r r rθ
∂ σ − σ = µ − = − µ ∂ 

è (3.57) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

0 3

( ) ( )
4r C t C t

r r r

′′∂σ
= ρ + µ

∂
.

Èíòåãðèðóÿ åãî è èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî íà âíåøíåé ïî-
âåðõíîñòè òðóáû ðàäèóñà r b=  0rσ = , ïîëó÷àåì:

0 2 2

1 1
( ) ln 2 ( )r

r
C t C t

b r b
 ′′σ = ρ − µ −  

.

Òàê êàê íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñà r a=  íàïðÿæå-
íèå r pσ = − , òî

0 2 2

1 1
ln ( ) 2 ( )

b
p C t C t

a a b
 ′′= ρ + µ −  

. (3.58)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ( )C t , óäîâëåòâî-
ðÿþùåé, î÷åâèäíî, ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì: t = 0;

0; 0C C′= = . Îòñþäà

2 2

2 2
( ) (1 cos )

2 ( )

pa b
C t t

b a
= − ω

µ −
, (3.59)

ãäå 2 2 2 2
02 ( ) ( ln( ))b a a b b aω = µ − ρ .

Ñëåäîâàòåëüíî,

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 ( )(ln ln )
cos ;

(ln ln )

1 1 ( )(ln ln )
cos ,

(ln ln )

r
a b p b a b r b r

t
b a r b a b b a b r

a b p b a b r b r
t

b a r b a b b a b rθ

 − − − σ = − − − − ω  − −   
 − − + σ = + −− − ω  − −   

(3.60)

ò. å. òðóáà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω  îêîëî ñîñòîÿíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèþ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è Ëÿìå. Î÷åâèä-
íî, óïðóãèå êîëåáàíèÿ âîçìîæíû ëèøü ïðè óñëîâèè

2
0( ) 4 2r C rθσ − σ = − µ < σ , (3.61)

ãäå 0σ  � ïëàñòè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Èç (3.61) ñëåäóåò, ÷òî ïåðåõîä ìàòåðèàëà â ïëàñòè÷åñêîå

ñîñòîÿíèå íà÷èíàåòñÿ ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû â ìî-
ìåíò *t , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

2 2
2 0

2

* ( )
sin

2 2

b at

b p

σ −ω =

ïðè 2 2 2
0( ) (2 ).p b a b> σ −

Äëÿ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ (3.57) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

0
0

2( )r C t

r r r

′′ σ∂σ
= ρ +

∂
.

Èíòåãðèðóÿ åãî è èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå r pσ = −  ïðè
r a= , íàõîäèì

1 Òàê êàê â óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè âõîäèò ëàíãðàíæåâà êîîðäè-
íàòà r, òî â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ýòà ïåðåìåíí
àÿ.

ÃËÀÂÀ 3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈß § 3.5. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍ ...
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§ 3.5. Распространение цилиндрических волн давления
при внезапном приложении нагрузки

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ êðóãëîé öèëèíäðè-
÷åñêîé òðóáû, îáóñëîâëåííûé äåéñòâèåì ìãíîâåííî âîçíèêøå-
ãî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïî åå âíóòðåííåé ãðàíèöå
äàâëåíèÿ p, â äàëüíåéøåì îñòàþùåãîñÿ ïîñòîÿííûì. Ýòà çàäà÷à
ðåøåíà â [12] äëÿ óñëîâèé ïëîñêîé äåôîðìàöèè òðóáû, ìàòåðè-
àë êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñæèìàåìûì. Èç óñëîâèÿ íåñæè-
ìàåìîñòè èìååì

0
U U

r r

∂ + =
∂

,

ãäå U (r,t) � ðàäèàëüíîå ñìåùåíèå òðóáû; r � ðàññòîÿíèå îò äàí-
íîé òî÷êè äî öåíòðà òðóáû. Îòñþäà

( , ) ( )U r t C t r= .
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå

èìååò âèä1

2

0 2
rr U

r r t
θσ − σ∂σ ∂+ = ρ

∂ ∂
. (3.57)

Äëÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé

2

( )
2 4r

U U C t

r r rθ
∂ σ − σ = µ − = − µ ∂ 

è (3.57) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

0 3

( ) ( )
4r C t C t

r r r

′′∂σ
= ρ + µ

∂
.

Èíòåãðèðóÿ åãî è èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî íà âíåøíåé ïî-
âåðõíîñòè òðóáû ðàäèóñà r b=  0rσ = , ïîëó÷àåì:

0 2 2

1 1
( ) ln 2 ( )r

r
C t C t

b r b
 ′′σ = ρ − µ −  

.

Òàê êàê íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñà r a=  íàïðÿæå-
íèå r pσ = − , òî

0 2 2

1 1
ln ( ) 2 ( )

b
p C t C t

a a b
 ′′= ρ + µ −  

. (3.58)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ( )C t , óäîâëåòâî-
ðÿþùåé, î÷åâèäíî, ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì: t = 0;

0; 0C C′= = . Îòñþäà

2 2

2 2
( ) (1 cos )

2 ( )

pa b
C t t

b a
= − ω

µ −
, (3.59)

ãäå 2 2 2 2
02 ( ) ( ln( ))b a a b b aω = µ − ρ .

Ñëåäîâàòåëüíî,

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 ( )(ln ln )
cos ;

(ln ln )

1 1 ( )(ln ln )
cos ,

(ln ln )

r
a b p b a b r b r

t
b a r b a b b a b r

a b p b a b r b r
t

b a r b a b b a b rθ

 − − − σ = − − − − ω  − −   
 − − + σ = + −− − ω  − −   

(3.60)

ò. å. òðóáà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω  îêîëî ñîñòîÿíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèþ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è Ëÿìå. Î÷åâèä-
íî, óïðóãèå êîëåáàíèÿ âîçìîæíû ëèøü ïðè óñëîâèè

2
0( ) 4 2r C rθσ − σ = − µ < σ , (3.61)

ãäå 0σ  � ïëàñòè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Èç (3.61) ñëåäóåò, ÷òî ïåðåõîä ìàòåðèàëà â ïëàñòè÷åñêîå

ñîñòîÿíèå íà÷èíàåòñÿ ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû â ìî-
ìåíò *t , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

2 2
2 0

2

* ( )
sin

2 2

b at

b p

σ −ω =

ïðè 2 2 2
0( ) (2 ).p b a b> σ −

Äëÿ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ (3.57) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

0
0

2( )r C t

r r r

′′ σ∂σ
= ρ +

∂
.

Èíòåãðèðóÿ åãî è èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå r pσ = −  ïðè
r a= , íàõîäèì

1 Òàê êàê â óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè âõîäèò ëàíãðàíæåâà êîîðäè-
íàòà r, òî â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ýòà ïåðåìåíí
àÿ.
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( )0 02 lnr

r
p C t

a
′′σ = − + σ + ρ   . (3.62)

Íà ãðàíèöå * ( )r t  ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè çíà÷åíèÿ rσ , îïðå-
äåëåííûå ïî ôîðìóëàì (3.60) è (3.62), äîëæíû ñîâïàäàòü:

[ ]0 0 02 2

*

* *

1 1
2 ( ) ln 2 ( ) ( ) ln

r b
p C t C t C t

a r b r
 ′′ ′′− σ + ρ = − µ + ρ  

,

è, êðîìå òîãî,
2

0
*4 ( ) / 2C t rµ = σ .

Ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ * ( )r t :

2
0

2
0

( )
ln ( ) ln ( ) 1

2

a x t p
x t x t

ρ ′′β ⋅ + − = −
µ σβ

, (3.63)

ãäå 2 2* *( ) ;x t r a b a= β = . Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ * ( )x t  ïðè
*t t=  ñëåäóþùèå:

2
0

*2
1, ( ).x x C t

a

µ′ ′= =
σ

(3.64)

Ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèÿ rσ  â óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé
îáëàñòÿõ ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ïóòåì ïåðåõîäà â íèõ îò

C(t) ê x(t):

2 2 2

0 2 2 2
0

ln ln
1 ln ;

ln lnr
a x p b r a a

x x
b ab r b

    −σ = −σ − − + + −    σ −    
(3.65)

2

2

0

1 ln
2 ln ,

ln lnr

p a x x
K rb p

b a a

 + − −
 σ = σ + − −
  

(3.66)

ïðè÷åì ôîðìóëà (3.65) ñïðàâåäëèâà ïðè r a x≥ , (3.66) � ïðè
r a x≤ .

Êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå ( ) 2r θτ = σ − σ  â óïðóãîé è ïëàñ-
òè÷åñêîé îáëàñòÿõ âûðàæàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè:

2 2
0 0( ) 2 ; ( ) 2r ra x rθ θσ − σ = −σ σ − σ = −σ .

Êàê ñëåäóåò èç èçëîæåííîãî, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðà
â-

íåíèÿ (3.63) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (3.64). Åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò 0t =  ê âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû ïðèëîæåí ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé èìïóëüñ äàâëåíèÿ I, òî ðåøåíèå ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â
ôîðìóëàõ äëÿ êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåíèÿ (âûâåäåííûõ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ëèøü èñõîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè) íàäî ïîëîæèòü 0p = . Ïðè
ýòîì èíòåãðàöèÿ óðàâíåíèÿ (3.58) â ìàëîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ


âðåìåíè ïðè óñëîâèÿõ ( 0) (0) 0C C′ − = =  äàåò 0 ln
b

I
a

= ρ .

Äëÿ 0t >  èç (3.58) èìååì:

0 2 2

1 1
ln 2 ( ) 0

b
C C t

a a b
 ′′ρ + µ − =  

,

îòêóäà

0

sin
( )

(ln ln )

I t
C t

b a

ω=
ρ ω −

.

Çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî (0) 0C =  è [ 0( 0) (lnC I b′ + = ρ −
]ln )a− . Â ìîìåíò *t , îïðåäåëåííûé èç ñîîòíîøåíèÿ *sin tω =

2
0 0 (ln ln ) (2 )a b a I= ωρ σ − µ ,  íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû

ïîÿâëÿåòñÿ ïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü.
Çàêîí ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì
2

0
2

( )
ln ( ) ln ( ) 1

2

a x t
x t x t

ρ ′′β + − = −
µ β

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

2
0

*
* * 2 cos
; 1; ( )

(ln ln )

t
t t x x t

a b a

µ ω′= = =
σ ρ −

.

Èíòåãðàëîì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

2 2 2
2 20 0

2
*ln ln 1

( ) ( ) 2 ln
2 2

a a x
x x t x x

ρ β ρ β −′ ′ = − + µ µ β
.

Íàéäåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå x′(t*), ïðè êîòîðîì ïëàñòè-
÷åñêàÿ îáëàñòü çàõâàòûâàåò âñþ òðóáó. Â ýòîì ñëó÷àå 2x = β  è

2 4
2 2 20

2
*ln 1

( ) 2 ln
2

a
x t

ρ β β −′  = β β − µ β
.
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( )0 02 lnr

r
p C t

a
′′σ = − + σ + ρ   . (3.62)

Íà ãðàíèöå * ( )r t  ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè çíà÷åíèÿ rσ , îïðå-
äåëåííûå ïî ôîðìóëàì (3.60) è (3.62), äîëæíû ñîâïàäàòü:

[ ]0 0 02 2

*

* *

1 1
2 ( ) ln 2 ( ) ( ) ln

r b
p C t C t C t

a r b r
 ′′ ′′− σ + ρ = − µ + ρ  

,

è, êðîìå òîãî,
2

0
*4 ( ) / 2C t rµ = σ .

Ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ * ( )r t :

2
0

2
0

( )
ln ( ) ln ( ) 1

2

a x t p
x t x t

ρ ′′β ⋅ + − = −
µ σβ

, (3.63)

ãäå 2 2* *( ) ;x t r a b a= β = . Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ * ( )x t  ïðè
*t t=  ñëåäóþùèå:

2
0

*2
1, ( ).x x C t

a

µ′ ′= =
σ

(3.64)

Ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèÿ rσ  â óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé
îáëàñòÿõ ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ïóòåì ïåðåõîäà â íèõ îò

C(t) ê x(t):

2 2 2

0 2 2 2
0

ln ln
1 ln ;

ln lnr
a x p b r a a

x x
b ab r b

    −σ = −σ − − + + −    σ −    
(3.65)

2

2

0

1 ln
2 ln ,

ln lnr

p a x x
K rb p

b a a

 + − −
 σ = σ + − −
  

(3.66)

ïðè÷åì ôîðìóëà (3.65) ñïðàâåäëèâà ïðè r a x≥ , (3.66) � ïðè
r a x≤ .

Êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå ( ) 2r θτ = σ − σ  â óïðóãîé è ïëàñ-
òè÷åñêîé îáëàñòÿõ âûðàæàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè:

2 2
0 0( ) 2 ; ( ) 2r ra x rθ θσ − σ = −σ σ − σ = −σ .

Êàê ñëåäóåò èç èçëîæåííîãî, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðà
â-

íåíèÿ (3.63) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (3.64). Åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò 0t =  ê âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû ïðèëîæåí ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé èìïóëüñ äàâëåíèÿ I, òî ðåøåíèå ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â
ôîðìóëàõ äëÿ êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåíèÿ (âûâåäåííûõ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ëèøü èñõîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè) íàäî ïîëîæèòü 0p = . Ïðè
ýòîì èíòåãðàöèÿ óðàâíåíèÿ (3.58) â ìàëîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ


âðåìåíè ïðè óñëîâèÿõ ( 0) (0) 0C C′ − = =  äàåò 0 ln
b

I
a

= ρ .

Äëÿ 0t >  èç (3.58) èìååì:

0 2 2

1 1
ln 2 ( ) 0

b
C C t

a a b
 ′′ρ + µ − =  

,

îòêóäà

0

sin
( )

(ln ln )

I t
C t

b a

ω=
ρ ω −

.

Çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî (0) 0C =  è [ 0( 0) (lnC I b′ + = ρ −
]ln )a− . Â ìîìåíò *t , îïðåäåëåííûé èç ñîîòíîøåíèÿ *sin tω =

2
0 0 (ln ln ) (2 )a b a I= ωρ σ − µ ,  íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû

ïîÿâëÿåòñÿ ïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü.
Çàêîí ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì
2

0
2

( )
ln ( ) ln ( ) 1

2

a x t
x t x t

ρ ′′β + − = −
µ β

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

2
0

*
* * 2 cos
; 1; ( )

(ln ln )

t
t t x x t

a b a

µ ω′= = =
σ ρ −

.

Èíòåãðàëîì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

2 2 2
2 20 0

2
*ln ln 1

( ) ( ) 2 ln
2 2

a a x
x x t x x

ρ β ρ β −′ ′ = − + µ µ β
.

Íàéäåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå x′(t*), ïðè êîòîðîì ïëàñòè-
÷åñêàÿ îáëàñòü çàõâàòûâàåò âñþ òðóáó. Â ýòîì ñëó÷àå 2x = β  è

2 4
2 2 20

2
*ln 1

( ) 2 ln
2

a
x t

ρ β β −′  = β β − µ β
.
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Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå ôîðìóëû, îïðåäåëèì, êàêîé ïðè
ýòîì òðåáóåòñÿ èìïóëüñ äàâëåíèÿ I:

2 2
20

0 ln 4
2 ln ln

b b a
I b

a b a

 ρ −= σ − µ − 
.

Ñ òîãî ìîìåíòà, êîãäà ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà äîñòèãàåò âíåøíåé
ãðàíèöû, êàê ñëåäóåò èç (3.62),

[ ]( , ) 2 ( ) ln 0r
b

b t K C t
a

′′σ = + ρ = , (3.67)

ò. å. 2 ( ) 0K C t′′+ ρ ≡ . Îòñþäà ( , ) 0r r tσ ≡ , ò. å. âñþäó íàïðÿæåíèå
rσ = 0.

Èç (3.67) íàõîäèì ïëàñòè÷åñêîå ðàñøèðåíèå òðóáû:

( ) 2 /C t K′′ = − ρ .
Â ìîìåíò ** ,t  ïðè êîòîðîì

1
**( ) 0,C t C C′ = = , (3.68)

ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ âî âñåõ òî÷êàõ òðóáû ñìåíèòñÿ óï
ðó-
ãîé ðàçãðóçêîé:

( ) 2 ( ) ( )r r r re e e eθ θ θ θ
 ′ ′′ ′σ − σ − σ − σ = µ − − −  ,

ãäå èíäåêñîì øòðèõ îòìå÷åíû ïàðàìåòðû, äîñòèãíóòûå â êîíöå
ïëàñòè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ (ïðè **t t= ).

Òàê êàê
2 2

0 12 , 2 ( ) , 2r r re e C t r e e C rθ θ θ′ ′′ ′σ − σ = − σ − = − − = ,
òî

[ ]0 12

4
2 ( )r C C t

rθ
µσ − σ = − σ + −

è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (3.57) ïðè ðàçãðóçêå
ïðèìåò âèä

[ ]1 03

2 4 ( )
( )r K C t

C C t
r r rr

′′∂σ µ= − − + ρ
∂

. (3.69)

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè r a= ,
0rσ =  (â îáùåì ñëó÷àå r pσ = − ), ïîëó÷àåì:

[ ]0 1 02 2

1 1
2 ln 2 ( ) ( ) lnr

r r
C C t C t

a ar a
  ′′σ = σ + µ − − + ρ  

.

Óäîâëåòâîðåíèå âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ: r b= ;

0rσ =  ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ äëÿ C(t):

[ ]0 12 2

1 1
( ) ln 2 ( ) 2 ln

b b
C t C C t K

a ab a
 ′′ρ + µ − − = −  

,

ðåøåíèåì êîòîðîãî, óäîâëåòâîðÿþùèì (3.68), áóäåò

1 2 2
**

2 ln
( ) 1 cos ( )

2 (1 1 )

b
K

aC t C t t
a b

 = − − ω − µ −
.

Âòîðè÷íàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ âîçíèêàåò â ìîìåíò
***t t= − , ïðè êîòîðîì 02r θσ − σ = σ , èëè ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó,

1 02
***( )C C t

a

µ  − = σ  ;   
2 2

2
2 2

*** **( )
sin

2 ln( )

t t b a

b b a

ω − −= .

§ 3.6. Удар с постоянной скоростью
по гибкой мембране

1. Òî÷å÷íûé óäàð ïî ãèáêîé ìåìáðàíå. Ïóñòü ïî ãèáêîé
ìåìáðàíå áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè ïðîèçâîäèòñÿ ïðÿìîé
óäàð îñòðûì òåëîì, èìåþùèì ñ íåé ëèøü îäíó òî÷êó ñîïðè-
êîñíîâåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðîöåññå ñîóäàðåíèÿ ñêî-
ðîñòü óäàðÿþùåãî òåëà 0v  îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, íà÷àëüíàÿ òîë-
ùèíà ìåìáðàíû 0δ  ïîñòîÿííà, à ñàìà îíà äî óäàðà íå äåôîð-
ìèðîâàíà è ðàñïîëîæåíà â îäíîé ïëîñêîñòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è öåëåñîîáðàçíî ââåñòè
öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, y) ñ íà÷àëîì â òî÷êå
óäàðà, îñüþ Or , ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè ìåìáðàíû, è îñüþ
Oy , ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïîñëåäíåé è èìåþùåé íàïðàâëåíèå
ñêîðîñòè 0v .

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåìåíòà ãèáêîé ìåìáðàíû,
âûðåçàííîãî äâóìÿ ìåðèäèîíàëüíûìè ñå÷åíèÿìè è äâóìÿ ñôå
-
ðàìè, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà îñè Oy  è ñîâïàäàþò ñ âåðøè-
íàìè êîíóñîâ, êàñàþùèõñÿ óêàçàííîãî ýëåìåíòà. Â ñèëó çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

2 2

0 0 1 ( )
w u

rdrd d dr r w
r r

∂ ∂   ρ δ θ = ρδ θ + + +   ∂ ∂   
. (3.70)
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Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå ôîðìóëû, îïðåäåëèì, êàêîé ïðè
ýòîì òðåáóåòñÿ èìïóëüñ äàâëåíèÿ I:

2 2
20

0 ln 4
2 ln ln

b b a
I b

a b a

 ρ −= σ − µ − 
.

Ñ òîãî ìîìåíòà, êîãäà ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà äîñòèãàåò âíåøíåé
ãðàíèöû, êàê ñëåäóåò èç (3.62),

[ ]( , ) 2 ( ) ln 0r
b

b t K C t
a

′′σ = + ρ = , (3.67)

ò. å. 2 ( ) 0K C t′′+ ρ ≡ . Îòñþäà ( , ) 0r r tσ ≡ , ò. å. âñþäó íàïðÿæåíèå
rσ = 0.

Èç (3.67) íàõîäèì ïëàñòè÷åñêîå ðàñøèðåíèå òðóáû:

( ) 2 /C t K′′ = − ρ .
Â ìîìåíò ** ,t  ïðè êîòîðîì

1
**( ) 0,C t C C′ = = , (3.68)

ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ âî âñåõ òî÷êàõ òðóáû ñìåíèòñÿ óï
ðó-
ãîé ðàçãðóçêîé:

( ) 2 ( ) ( )r r r re e e eθ θ θ θ
 ′ ′′ ′σ − σ − σ − σ = µ − − −  ,

ãäå èíäåêñîì øòðèõ îòìå÷åíû ïàðàìåòðû, äîñòèãíóòûå â êîíöå
ïëàñòè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ (ïðè **t t= ).

Òàê êàê
2 2

0 12 , 2 ( ) , 2r r re e C t r e e C rθ θ θ′ ′′ ′σ − σ = − σ − = − − = ,
òî

[ ]0 12

4
2 ( )r C C t

rθ
µσ − σ = − σ + −

è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (3.57) ïðè ðàçãðóçêå
ïðèìåò âèä

[ ]1 03

2 4 ( )
( )r K C t

C C t
r r rr

′′∂σ µ= − − + ρ
∂

. (3.69)

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè r a= ,
0rσ =  (â îáùåì ñëó÷àå r pσ = − ), ïîëó÷àåì:

[ ]0 1 02 2

1 1
2 ln 2 ( ) ( ) lnr

r r
C C t C t

a ar a
  ′′σ = σ + µ − − + ρ  

.

Óäîâëåòâîðåíèå âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ: r b= ;

0rσ =  ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ äëÿ C(t):

[ ]0 12 2

1 1
( ) ln 2 ( ) 2 ln

b b
C t C C t K

a ab a
 ′′ρ + µ − − = −  

,

ðåøåíèåì êîòîðîãî, óäîâëåòâîðÿþùèì (3.68), áóäåò

1 2 2
**

2 ln
( ) 1 cos ( )

2 (1 1 )

b
K

aC t C t t
a b

 = − − ω − µ −
.

Âòîðè÷íàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ âîçíèêàåò â ìîìåíò
***t t= − , ïðè êîòîðîì 02r θσ − σ = σ , èëè ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó,

1 02
***( )C C t

a

µ  − = σ  ;   
2 2

2
2 2

*** **( )
sin

2 ln( )

t t b a

b b a

ω − −= .

§ 3.6. Удар с постоянной скоростью
по гибкой мембране

1. Òî÷å÷íûé óäàð ïî ãèáêîé ìåìáðàíå. Ïóñòü ïî ãèáêîé
ìåìáðàíå áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè ïðîèçâîäèòñÿ ïðÿìîé
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ùèíà ìåìáðàíû 0δ  ïîñòîÿííà, à ñàìà îíà äî óäàðà íå äåôîð-
ìèðîâàíà è ðàñïîëîæåíà â îäíîé ïëîñêîñòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è öåëåñîîáðàçíî ââåñòè
öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, y) ñ íà÷àëîì â òî÷êå
óäàðà, îñüþ Or , ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè ìåìáðàíû, è îñüþ
Oy , ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïîñëåäíåé è èìåþùåé íàïðàâëåíèå
ñêîðîñòè 0v .

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåìåíòà ãèáêîé ìåìáðàíû,
âûðåçàííîãî äâóìÿ ìåðèäèîíàëüíûìè ñå÷åíèÿìè è äâóìÿ ñôå
-
ðàìè, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà îñè Oy  è ñîâïàäàþò ñ âåðøè-
íàìè êîíóñîâ, êàñàþùèõñÿ óêàçàííîãî ýëåìåíòà. Â ñèëó çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

2 2

0 0 1 ( )
w u

rdrd d dr r w
r r

∂ ∂   ρ δ θ = ρδ θ + + +   ∂ ∂   
. (3.70)
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Çäåñü r � êîîðäèíàòà ÷àñòèöû ìåìáðàíû äî óäàðà (ëàãðàí-
æåâà êîîðäèíàòà); w, u � ñîîòâåòñòâåííî ðàäèàëüíîå è ïîïåðå÷-
íîå ñìåùåíèÿ ÷àñòèöû; ρ  � ïëîòíîñòü; θ  � ïîëÿðíûé óãîë.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç et è eθ ìåðèäèîíàëüíóþ è òàíãåí-
öèàëüíóþ êîëüöåâûå äåôîðìàöèè ñîîòâåòñòâåííî, òî

2 2

1 1t
ds dr w u

e
dr r r

− ∂ ∂   = = + + −   ∂ ∂   
;  /e w rθ = .

Â íåêîòîðûé ìîìåíò íà äåôîðìèðîâàííûé ýëåìåíò ìåìá-
ðàíû âîçäåéñòâóþò ìåðèäèîíàëüíûå ñèëû ( )t r w d−σ δ + θ  è

[ ]( ) ( )t tr w d r w d dr
r

∂σ δ + θ + σ δ + θ
∂

, è êîëüöåâàÿ ñèëà ds dθσ δ θ. Ïî

ýòîé ïðè÷èíå óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ýëåìåíòà
0 0rdr dρ δ θ  â ïðîåêöèÿõ íà îñè Or  è Oy  áóäåò èìåòü ñîîòâåò-

ñòâåííî âèä:

    [ ]
2

0 0 0 02
( ) cost

w
r d r w drd dsd

rt θ
∂ ∂ρ δ θ = + σ δ γ θ − σ θδ

∂∂
; (3.73)

[ ]
2

0 0 2
( ) sint

u
rdr d r w drd

rt

∂ ∂ρ δ θ = − + σ δ γ θ
∂∂

. (3.74)

Çäåñü γ  � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ìåðèäèîíàëüíîìó ñå÷å-
íèþ ìåìáðàíû è îñüþ Or .

Ââåäÿ íàïðÿæåíèÿ tσ  è θσ , îòíåñåííûå ê ïåðâîíà÷àëüíîé
ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíåé, ïîëó÷èì

0

( ) t
t

r w d

r d

+ σ δ θ
σ =

δ θ
;  

0

ds

dr
θ

θ
σ δ

σ =
δ

. (3.75)

Óðàâíåíèÿ (3.73) è (3.74) ïðåîáðàçóåì ê îêîí÷àòåëüíîìó
âèäó:

2

0 2
0

1
( cos )t

w
r

r r rt
θσ∂ ∂ρ = σ γ −

∂∂
; (3.76)

2

0 2

1
( sin )t

u
r

r rt

∂ ∂ρ = − σ γ
∂∂

; (3.77)

2

0 2

cos
( cos ) t

t
w

r rt
θσ γ − σ∂ ∂ρ = σ γ +

∂∂
; (3.76′)

2

0 2

sin
( sin ) t

t
u

r rt

σ γ∂ ∂ρ = − σ γ −
∂∂

. (3.77′)

Î÷åâèäíî,

1
sin

1 t

u

e r

∂γ = −
+ ∂

;  
1

cos 1
1 t

w

e r

∂ γ = + + ∂ 
.

Çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ tσ  îò ïðîèçâîäíûõ 
w

r

∂
∂

,
u

r

∂
∂

 ïðî-

ÿâëÿåòñÿ ÷åðåç çàâèñèìîñòü tσ  îò et . Ïîýòîìó ÷ëåíû ñî âòîðû-

ìè ïðîèçâîäíûìè 
2

2

w

r

∂
∂

, 
2

2

u

r

∂
∂

 â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (3.76′),

(3.77′), îïðåäåëÿþùèå âèä èõ õàðàêòåðèñòèê, òàêîâû:

cos
cos t t

t
t

e

e r r

∂σ ∂ ∂ γγ + σ
∂ ∂ ∂

;  
sin

sin t t
t

t

e

e r r

∂σ ∂ ∂ γγ + σ
∂ ∂ ∂

.

Òå æå ÷ëåíû îïðåäåëÿþò âèä óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïðîäî
ëü-
íî-ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ íèòè, åñëè tσ  çàìåíèòü íà T, et  íà e,

t

te

∂σ
∂

 íà 
dT

de
. Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòèêè ïðîäîëüíî-ïîïå-

ðå÷íîãî äâèæåíèÿ ìåìáðàíû èìåþò âèä

0

1 t

t

dr

dt e

∂σ
= ±

ρ ∂
;  

(1 )
t

t

dr

dt e

σ
= ±

ρ +
,

ïðè÷åì ïåðâûå îïðåäåëÿþò ðàñïðîñòðàíåíèå ïðîäîëüíûõ âî
ëí;
âòîðûå � ïîïåðå÷íûõ.

Åñëè ââåñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ [3,7] òàíãåíöèàëüíóþ è íîð-
ìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ÷àñòèö ìåìáðàíû vτ è vn,
îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëàì

cos sin
w u

v
t tτ

∂ ∂= γ − γ
∂ ∂

;  sin cosn

w u
v

t t

∂ ∂= − γ − γ
∂ ∂

,

òî èç (3.76′), (3.77′), ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèé äëÿ et  è eθ
ìîæíî ïîëó÷èòü

0

costt
n

v
v

t t r r
τ θσ − σ γ∂ ∂σ∂γ ρ − = + ∂ ∂ ∂ 

; (3.78)

0 sinn
n t

v
v

t t t r
θσ∂ ∂γ ∂γ ρ + = σ + γ ∂ ∂ ∂ 

; (3.79)
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t
n

v e
v

r r t
τ∂ ∂∂γ− =

∂ ∂ ∂
; (1 )n

t
v

v e
r r tτ

∂ ∂γ ∂γ+ = +
∂ ∂ ∂

; 1
( cos sin )

2 n

e
v v

t
θ

τ
∂

= γ − γ
∂

.

(3.80)
Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è î òî÷å÷íîì óäàðå â ïðåäïî-

ëîæåíèè îòñóòñòâèÿ êîëüöåâûõ íàïðÿæåíèé ( 0θσ = ) áûëî äàíî
â [13]. Ïîëó÷åííîå ïðè ýòîì ðåøåíèå â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèâîäèò
ê ìíèìîé ñêîðîñòè óäàðà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà
êîëüöåâûõ íàïðÿæåíèé. Â [14] áûëî äàíî ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå äàííîé çàäà÷è áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ
íà âåëè÷èíû tσ  è θσ , ïðè÷åì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íè ïðè êàêèõ
ñêîðîñòÿõ óäàðà ïðåíåáðåãàòü êîëüöåâûìè íàïðÿæåíèÿìè íåëüçÿ.
Îäíàêî èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïðèíÿòàÿ â [14], ñîäåðæà-
ëà íåòî÷íîñòè, èñïðàâëåííûå íèæå.

Î÷åâèäíî, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíîé,
âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè êîòîðîé çàâèñÿò òîëüêî îò ïåðåìåí-
íîé 0/( )z r a t= , ãäå 0a  � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü çâóêà, îïðåäåëÿ-
åìàÿ íèæå.

Ââîäÿ ôóíêöèè X(z) è Y(z), âûðàæàåìûå ôîðìóëàìè

0( ) ( ) /( )X z w r a t= + ;  0( ) /( )Y z u a t= ,

óðàâíåíèÿ (3.76′) è (3.77′) ïðèâåäåì ê âèäó:

2 2
0 0

1
cos ( cos )t t

d
a z X

z dz z
θσ′′ρ = σ γ + σ γ − ; (3.81)

2 2
0 0

sin
( sin )t

t
d

a z Y
z dz

σ γ′′ρ = − − σ γ , (3.82)

ïðè÷åì

2 2
sin

Y

X Y

′
γ = −

′ ′+
;  

2 2
cos

X

X Y

′
γ =

′ ′+
,

2 2 1te X Y′ ′= + − ;  / 1e X zθ = − .

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ sinγ  è cosγ  â óðàâíåíèÿ (3.81) è (3.82),
ïîëó÷èì:

2 2
0 0 2 2 2 2

t tX Xd
a z X

dz zz X Y X Y

θ ′ ′ σσ σ′′ρ = + − 
′ ′ ′ ′+ + 

;

2 2
0 0 2 2 2 2

t tY Yd
a z Y

dzz X Y X Y

 ′ ′σ σ′′ρ = +  
′ ′ ′ ′+ + 

èëè

2 2
0 0 2 2 2 2 2 2

t t tX Xd
a z X X

dz zz X Y X Y X Y

θ ′ ′′ σσ σ σ′′ ′ρ = + + − 
′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + 

;

(3.81′)

2 2
0 0 2 2 2 2 2 2

t t tY d
a z Y Y Y

dzz X Y X Y X Y

 ′σ σ σ′′ ′ ′′ρ = + + 
′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + 

.

(3.82′)

Òàê êàê tσ  è θσ çàâèñÿò òîëüêî îò /X z è 2 2R X Y′ ′= + ,
öåëåñîîáðàçíî â ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ ïåðåéòè îò ôóíêöèé
 X
è Y ê ôóíêöèÿì  X è R. Ñ ýòîé öåëüþ óìíîæèì ïåðâîå óðàâíå-
íèå íà X ′ , âòîðîå íà Y′  è ñëîæèì. Òîãäà

2 3
0 0

t
t

XddR
a z z

dz dz R
θ ′σσ

ρ = σ + − . (3.83)

Â äàëüíåéøåì âìåñòî óðàâíåíèé (3.81′) è (3.82′) áóäåì èñ-
ñëåäîâàòü óðàâíåíèÿ (3.81′) è (3.83). Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíè-
åì ñëó÷àÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äå-
ôîðìàöèÿìè:

2 2
( ) 1

1 1t t
E E X

e e R
zθ

ν σ = + ν = + − − ν − ν − ν  
;

2 2
( ) 1

1 1t
E E X

e e R
zθ θ

 σ = + ν = + ν − − ν − ν − ν  
.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (3.81′) è (3.83) ïðè 2 2
0 0/ (1 )a E  = ρ − ν   çàïèøóò-

ñÿ òàê:

2

2

( 1)X XX dR X dR
zX X

Rz dz R dzzR

′ ′ ′ν ν ν +′′ ′′= − + + +

2

(1 ) 1 (1 )XX X X R X X

Rz R z z z zRz

′′ ′′ ′′ ′ ′ν + ν ν + ν + ν+ − − − − + − ;

3 (1 ) 1
dR dR XX X

z R z
dz dz zR R

′ ′ = + − + + ν −  
.
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σ γ′′ρ = − − σ γ , (3.82)

ïðè÷åì

2 2
sin

Y

X Y

′
γ = −

′ ′+
;  

2 2
cos

X

X Y

′
γ =

′ ′+
,

2 2 1te X Y′ ′= + − ;  / 1e X zθ = − .

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ sinγ  è cosγ  â óðàâíåíèÿ (3.81) è (3.82),
ïîëó÷èì:

2 2
0 0 2 2 2 2

t tX Xd
a z X

dz zz X Y X Y

θ ′ ′ σσ σ′′ρ = + − 
′ ′ ′ ′+ + 

;

2 2
0 0 2 2 2 2

t tY Yd
a z Y

dzz X Y X Y

 ′ ′σ σ′′ρ = +  
′ ′ ′ ′+ + 

èëè

2 2
0 0 2 2 2 2 2 2

t t tX Xd
a z X X

dz zz X Y X Y X Y

θ ′ ′′ σσ σ σ′′ ′ρ = + + − 
′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + 

;

(3.81′)

2 2
0 0 2 2 2 2 2 2

t t tY d
a z Y Y Y

dzz X Y X Y X Y

 ′σ σ σ′′ ′ ′′ρ = + + 
′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + 

.

(3.82′)

Òàê êàê tσ  è θσ çàâèñÿò òîëüêî îò /X z è 2 2R X Y′ ′= + ,
öåëåñîîáðàçíî â ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ ïåðåéòè îò ôóíêöèé
 X
è Y ê ôóíêöèÿì  X è R. Ñ ýòîé öåëüþ óìíîæèì ïåðâîå óðàâíå-
íèå íà X ′ , âòîðîå íà Y′  è ñëîæèì. Òîãäà

2 3
0 0

t
t

XddR
a z z

dz dz R
θ ′σσ

ρ = σ + − . (3.83)

Â äàëüíåéøåì âìåñòî óðàâíåíèé (3.81′) è (3.82′) áóäåì èñ-
ñëåäîâàòü óðàâíåíèÿ (3.81′) è (3.83). Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíè-
åì ñëó÷àÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äå-
ôîðìàöèÿìè:

2 2
( ) 1

1 1t t
E E X

e e R
zθ

ν σ = + ν = + − − ν − ν − ν  
;

2 2
( ) 1

1 1t
E E X

e e R
zθ θ

 σ = + ν = + ν − − ν − ν − ν  
.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (3.81′) è (3.83) ïðè 2 2
0 0/ (1 )a E  = ρ − ν   çàïèøóò-

ñÿ òàê:

2

2

( 1)X XX dR X dR
zX X

Rz dz R dzzR

′ ′ ′ν ν ν +′′ ′′= − + + +

2

(1 ) 1 (1 )XX X X R X X

Rz R z z z zRz

′′ ′′ ′′ ′ ′ν + ν ν + ν + ν+ − − − − + − ;

3 (1 ) 1
dR dR XX X

z R z
dz dz zR R

′ ′ = + − + + ν −  
.
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Àíàëèç óðàâíåíèé (3.81), (3.83) â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0z = ,
â ðàáîòå [3, 9], ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîïûòêà íàéòè ïðè ýòîì ñâÿçü
òèïà Y bX′ ′= ;  constb = ;  0b < , ïðèâîäèò ê b = −∞ , ò.å. íåâîç-
ìîæíî îáåñïå÷èòü òî÷å÷íûé óäàð çàîñòðåííûì òåëîì ñêîëü
óãîäíî ìàëîãî óãëà ðàñòâîðà êîíóñà. Ïðè ýòîì äåôîðìàöèè è
íàïðÿæåíèÿ â òî÷êå óäàðà íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â [3, 9] íàéäåíî ðåøåíèå óðàâíåíèé
(3.81) � (3.82), èìåþùåå âèä 0γ = ; eθ = et = α ;  0α > , ïðè÷åì
ñêîðîñòü òî÷êè 0r =  â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò 0v .
Ýòî ðåøåíèå áóäåò ñóùåñòâîâàòü â íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíå-
íèÿ 00 z z≤ ≤  è ìîæåò ïåðåéòè â äðóãîå, åñëè 0z z= � ôðîíò
ïîïåðå÷íîé âîëíû. Åãî íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ

îáùåãî ðåøåíèÿ î òî÷å÷íîì óäàðå, õîòÿ, êàê áóäåò âèäíî èç
äàëüíåéøåãî, îíî èìååò ñìûñë ïðè óäàðå ïî ìåìáðàíå òóïûì
êîíóñîì.

2. Ïðÿìîé óäàð òåëîì âðàùåíèÿ ïî ãèáêîé ìåìáðàíå.
Ïðèâîäèìîå íèæå ðåøåíèå äàíî â [15]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

à) ÷àñòü ìåìáðàíû, ÷àñòèöû êîòîðîé ïðèîáðåòàþò ïîñëå
óäàðà ïîïåðå÷íóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè, îáëåãàåò äâèæóùå-
åñÿ òåëî;

á) ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû ñèëü-
íîãî ðàçðûâà íå ïðåâûøàåò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðó-
ãîé öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò äâå îáëàñ-
òè: ÷èñòî ðàäèàëüíîãî ( 0γ ≡ ) è ïîïåðå÷íî-ðàäèàëüíîãî äâèæå-
íèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî îá-
ëàñòÿìè ðàäèàëüíîãî è ìåðèäèîíàëüíîãî äâèæåíèÿ è îòìå÷à
òü
õàðàêòåðèñòèêè â íèõ èíäåêñàìè 1 è 2. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â

îáëàñòè ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ, êàê ñëåäóåò èç (3.76′), îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì

2

0 2
1 1 1t tw

r rt
θ∂σ σ − σ∂ρ = +

∂∂
(3.84)

(ïðè ïîñòîÿíñòâå íà÷àëüíîé òîëùèíû ìåìáðàíû), êîòîðîå ïðè
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàöèé ïðèíèìàå
ò âèä

2 2

2 2 2 2
0

1 1w w w w

r ra t r r

∂ ∂ ∂= + −
∂∂ ∂

,

ãäå 2
0 0/ (1 )a E  = ρ − ν  .

Ïðè íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé 1tσ  è 1θσ  îò äå-
ôîðìàöèé 1te w r= ∂ ∂ , 01 /e w rθ =  óðàâíåíèå (3.94) ìîæíî çàïè-
ñàòü òàê:

2 2
2
12 2

0

1
1 1 1 1

1

1
( ) t

r t
w w

a e e
r et r θ θ

θ

 ∂σ∂ ∂= + − + σ − σ ρ ∂∂ ∂  
,

ãäå 1
0

1

1

1 t

t

a
e

∂σ
=

ρ ∂
 � ìåñòíàÿ ñêîðîñòü çâóêà.

Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ ìåðèäèîíàëüíîãî äâèæåíèÿ ìåìáðà-
íû íàðÿäó ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò ,uθ  (u � ðàññòîÿíèå ýëåìåíòà
îò âåðøèíû óäàðÿþùåãî òåëà âðàùåíèÿ, èçìåðÿåìîå âäîëü åãî
îáðàçóþùåé) ââåäåì åùå ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oyxθ.
Çà íà÷àëî ýòîé ñèñòåìû âîçüìåì âåðøèíó óäàðÿþùåãî òåëà,
îñü Oy  íàïðàâèì ïî îñè òåëà ïðîòèâîïîëîæíî äâèæåíèþ, îñü
Ox  � ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé, ïðè÷åì òàê, ÷òî â îáåèõ ñèñòåìàõ
êîîðäèíàò óãëû θ  îäèíàêîâû.

Î÷åâèäíî, ìåðèäèîíàëüíàÿ è êîëüöåâàÿ äåôîðìàöèè ýëå-
ìåíòà ìåìáðàíû ñîîòâåòñòâåííî áóäóò:

2 2

( )
1; 1,r

u x u
e e

r rθ
∂= − = −
∂

(3.85)

ïðè÷åì x = x(u), y = y(u).
Ðàññìàòðèâàÿ ðàâíîâåñèå ýëåìåíòà ìåìáðàíû ïîä äåéñòâè-

åì ìåðèäèîíàëüíûõ êîëüöåâûõ íàïðÿæåíèé è ñèë èíåðöèè,
íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

2

0 0 0 2 0 22
( ) cosr

u
r r

rt θ
∂ ∂ρ δ = δ σ − δ σ θ

∂∂
, (3.86)

ãäå θ  � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ìåðèäèîíàëüíîìó ñå÷åíèþ
ìåìáðàíû â òî÷êå x, y è íàïðàâëåíèåì îñè Ox ; íàïðÿæåíèÿ

2 2èr θσ σ  îòíåñåíû ê ïåðâîíà÷àëüíûì ïëîùàäÿì ãðàíåé èõ äåé-
ñòâèÿ. Ïðè ïîñòîÿíñòâå ïåðâîíà÷àëüíîé òîëùèíû ìåìáðàíû
óðàâíåíèå (3.86) ïðèíèìàåò âèä

2
2 22

0 2

cosrru

r rt
θσ − σ θ∂σ∂ρ = +

∂∂
. (3.87)

Ïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé 2 2,r θσ σ  îò äåôîð-
ìàöèé 2 2,re eθ  óðàâíåíèå (3.87) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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Àíàëèç óðàâíåíèé (3.81), (3.83) â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0z = ,
â ðàáîòå [3, 9], ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîïûòêà íàéòè ïðè ýòîì ñâÿçü
òèïà Y bX′ ′= ;  constb = ;  0b < , ïðèâîäèò ê b = −∞ , ò.å. íåâîç-
ìîæíî îáåñïå÷èòü òî÷å÷íûé óäàð çàîñòðåííûì òåëîì ñêîëü
óãîäíî ìàëîãî óãëà ðàñòâîðà êîíóñà. Ïðè ýòîì äåôîðìàöèè è
íàïðÿæåíèÿ â òî÷êå óäàðà íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â [3, 9] íàéäåíî ðåøåíèå óðàâíåíèé
(3.81) � (3.82), èìåþùåå âèä 0γ = ; eθ = et = α ;  0α > , ïðè÷åì
ñêîðîñòü òî÷êè 0r =  â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò 0v .
Ýòî ðåøåíèå áóäåò ñóùåñòâîâàòü â íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíå-
íèÿ 00 z z≤ ≤  è ìîæåò ïåðåéòè â äðóãîå, åñëè 0z z= � ôðîíò
ïîïåðå÷íîé âîëíû. Åãî íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ

îáùåãî ðåøåíèÿ î òî÷å÷íîì óäàðå, õîòÿ, êàê áóäåò âèäíî èç
äàëüíåéøåãî, îíî èìååò ñìûñë ïðè óäàðå ïî ìåìáðàíå òóïûì
êîíóñîì.

2. Ïðÿìîé óäàð òåëîì âðàùåíèÿ ïî ãèáêîé ìåìáðàíå.
Ïðèâîäèìîå íèæå ðåøåíèå äàíî â [15]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

à) ÷àñòü ìåìáðàíû, ÷àñòèöû êîòîðîé ïðèîáðåòàþò ïîñëå
óäàðà ïîïåðå÷íóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè, îáëåãàåò äâèæóùå-
åñÿ òåëî;

á) ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû ñèëü-
íîãî ðàçðûâà íå ïðåâûøàåò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðó-
ãîé öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò äâå îáëàñ-
òè: ÷èñòî ðàäèàëüíîãî ( 0γ ≡ ) è ïîïåðå÷íî-ðàäèàëüíîãî äâèæå-
íèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî îá-
ëàñòÿìè ðàäèàëüíîãî è ìåðèäèîíàëüíîãî äâèæåíèÿ è îòìå÷à
òü
õàðàêòåðèñòèêè â íèõ èíäåêñàìè 1 è 2. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â

îáëàñòè ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ, êàê ñëåäóåò èç (3.76′), îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì

2

0 2
1 1 1t tw

r rt
θ∂σ σ − σ∂ρ = +

∂∂
(3.84)

(ïðè ïîñòîÿíñòâå íà÷àëüíîé òîëùèíû ìåìáðàíû), êîòîðîå ïðè
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàöèé ïðèíèìàå
ò âèä

2 2

2 2 2 2
0

1 1w w w w

r ra t r r

∂ ∂ ∂= + −
∂∂ ∂

,

ãäå 2
0 0/ (1 )a E  = ρ − ν  .

Ïðè íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé 1tσ  è 1θσ  îò äå-
ôîðìàöèé 1te w r= ∂ ∂ , 01 /e w rθ =  óðàâíåíèå (3.94) ìîæíî çàïè-
ñàòü òàê:

2 2
2
12 2

0

1
1 1 1 1

1

1
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r t
w w

a e e
r et r θ θ

θ

 ∂σ∂ ∂= + − + σ − σ ρ ∂∂ ∂  
,

ãäå 1
0

1

1

1 t

t

a
e

∂σ
=

ρ ∂
 � ìåñòíàÿ ñêîðîñòü çâóêà.

Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ ìåðèäèîíàëüíîãî äâèæåíèÿ ìåìáðà-
íû íàðÿäó ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò ,uθ  (u � ðàññòîÿíèå ýëåìåíòà
îò âåðøèíû óäàðÿþùåãî òåëà âðàùåíèÿ, èçìåðÿåìîå âäîëü åãî
îáðàçóþùåé) ââåäåì åùå ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oyxθ.
Çà íà÷àëî ýòîé ñèñòåìû âîçüìåì âåðøèíó óäàðÿþùåãî òåëà,
îñü Oy  íàïðàâèì ïî îñè òåëà ïðîòèâîïîëîæíî äâèæåíèþ, îñü
Ox  � ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé, ïðè÷åì òàê, ÷òî â îáåèõ ñèñòåìàõ
êîîðäèíàò óãëû θ  îäèíàêîâû.

Î÷åâèäíî, ìåðèäèîíàëüíàÿ è êîëüöåâàÿ äåôîðìàöèè ýëå-
ìåíòà ìåìáðàíû ñîîòâåòñòâåííî áóäóò:

2 2

( )
1; 1,r

u x u
e e

r rθ
∂= − = −
∂

(3.85)

ïðè÷åì x = x(u), y = y(u).
Ðàññìàòðèâàÿ ðàâíîâåñèå ýëåìåíòà ìåìáðàíû ïîä äåéñòâè-

åì ìåðèäèîíàëüíûõ êîëüöåâûõ íàïðÿæåíèé è ñèë èíåðöèè,
íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

2

0 0 0 2 0 22
( ) cosr

u
r r

rt θ
∂ ∂ρ δ = δ σ − δ σ θ

∂∂
, (3.86)

ãäå θ  � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ìåðèäèîíàëüíîìó ñå÷åíèþ
ìåìáðàíû â òî÷êå x, y è íàïðàâëåíèåì îñè Ox ; íàïðÿæåíèÿ

2 2èr θσ σ  îòíåñåíû ê ïåðâîíà÷àëüíûì ïëîùàäÿì ãðàíåé èõ äåé-
ñòâèÿ. Ïðè ïîñòîÿíñòâå ïåðâîíà÷àëüíîé òîëùèíû ìåìáðàíû
óðàâíåíèå (3.86) ïðèíèìàåò âèä

2
2 22

0 2

cosrru

r rt
θσ − σ θ∂σ∂ρ = +

∂∂
. (3.87)

Ïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé 2 2,r θσ σ  îò äåôîð-
ìàöèé 2 2,re eθ  óðàâíåíèå (3.87) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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2 2

2 2 2 2
0

1 1 (1 )(1 cos )
cos

u u u x

r r ra t r r

∂ ∂ ∂ + ν − θ= + − θ −
∂∂ ∂

. (3.88)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî cosx u∂ ∂ = θ .
Â óðàâíåíèè (3.88) âåëè÷èíû x è cosv  ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè

(äëÿ äàííîãî ïðîôèëÿ òåëà) ôóíêöèÿìè u. Äëÿ ñëó÷àÿ óäàðà,
íàïðèìåð, òóïûì êîíóñîì óðàâíåíèå (3.88)  ïðèìåò âèä

2 2
2

2 2 2 2
0

1 1 (1 )(1 cos )
cos

u u u u

r r ra t r r

∂ ∂ ∂ + ν − θ= + − θ −
∂∂ ∂

; (3.89)

constθ = .
Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-

÷è ñëåäóþùèå:
1) wt  =  wr = 0 ïðè 0t = , 0 r≤ ≤ ∞ ;
2) íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà ( )r r t∗= , î÷åâèäíî, èìåþò

ìåñòî òå æå óñëîâèÿ, êîòîðûå áûëè âûâåäåíû â ïðåäûäóùåé
ãëàâå ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðåõîäà ýëåìåíòà íèòè ÷åðåç òî÷êó
èçëîìà:

1 2

cos

1 1
t t

r r

b w b u

e e

− θ −
=

+ +
; (3.90)

0 tgv b= θ ; (3.91)

1 0 2 2( )( cos sin ) cost t t r rb w u w vρ − − θ − θ = σ θ − σ ; (3.92)

1 0 11( )( cos sin ) sint t r nb w v w Qρ − θ − θ = σ θ − δ . (3.93)

Çäåñü Qn � ñîñðåäîòî÷åííàÿ íîðìàëüíàÿ óäàðíàÿ ñèëà âîç-
äåéñòâèÿ ìåìáðàíû íà òåëî, îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå äëèíû; b �
ñêîðîñòü âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà; ÷åðòî÷êàìè ñâåðõó îòìå÷å-
íû èñòèííûå íàïðÿæåíèÿ; êðîìå òîãî, bdt r w x= + =∫ (u) ïðè
r r ∗=  è 0u =  ïðè 0r = .

Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ 1 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âïëîòü äî ìîìåíòà
0/t r a=  äàííûé ýëåìåíò ìåìáðàíû íàõîäèòñÿ â ïîêîå. Òåì æå

ñïîñîáîì, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà çâóêîâîé âîëíå 0r a t=  ôóíêöèè wr è
wt  èçìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

wr /c r= , wt 0 /ca r= − ,

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðàöèè.
Ïîñëå òîãî, êàê íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíê-

öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (3.84) è (3.87), ñôîðìóëèðî-
âàíû, ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Îòìåòèì,

÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à îá óäàðå òåëîì ïðîèçâîëüíîé ôîð-
ìû ïî ãèáêîé ìåìáðàíå íå ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíûì êðàåâûì
çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì óäàð ïî
ãèáêîé ìåìáðàíå òóïûì êîíóñîì. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå
çàäà÷à áóäåò àâòîìîäåëüíà, òàê êàê äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ
ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò êîìáèíàöèè 2 2/r sξ = , 0s a t= .

Â ïåðåìåííûõ ,r s  èñõîäíûå óðàâíåíèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ
ïðèìóò âèä:

2 2

2 2 2

1w w w w

r rs r r

∂ ∂ ∂= + −
∂∂ ∂

; (3.94)

2 2 2

2 2 2

1 (1 )(1 )u u u u

r r rs r r

∂ ∂ ∂ λ + ν − λ= + − −
∂∂ ∂

  ( cosλ = θ ); (3.95)

0w =  ïðè s r= , 0u =  ïðè 0r = .

Ñîîòíîøåíèÿ (3.92) è (3.93) ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿþòñÿ.
Äëÿ êîíóñà, î÷åâèäíî, constλ = , è óðàâíåíèå (3.94) ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì (3.95) ïðè 1λ = . Ïîëàãàÿ ( )mu r= ϕ ξ , ïðåîá-
ðàçóåì (3.95) ê âèäó

( ) ( ) ( )24 1 2 2 1 1 2m m′′ ′ξ − ξ ϕ + ξ + − + ξ ϕ +  

( ) ( )( )
1

2 2 21 1 1
m

m m m
−

 + − λ − − ξ ϕ = + ν − λ ξ  .

Ïåðåõîäÿ ê íîâîé ôóíêöèè ( )φ ξ  ïî ôîðìóëå ( ) ( )2

mλ−

ϕ ξ = ξ φ ξ ,

ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå ïðèâîäèì ê âèäó

( ) ( ) ( )( ) 1

2
1 1 11

1 1
2 4 4

+λ−λ λ − + ν − λ  ′′ ′ξ − ξ φ + − λ − + λ ξ φ − φ = ξ    
.(3.96)

×àñòíûì ðåøåíèåì (3.106) ÿâëÿåòñÿ
1

21

1

−λ+ νφ = ξ
+ λ

.

Îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.96), êàê èçâåñòíî,
áóäåò

1 2

1 1
, ,1 , , ,1 ,

2 2 2 2
c F c F−λλ λ − λ λ +   φ = + λ ξ + ξ − − − λ ξ      

, (3.97)

ãäå ( ), , ,F xα β γ  � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä

( ) ( )
( )

21 1
1 ...

1! 2! 1
x x

α α + β β +αβ+ + +
γ γ γ +

,
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2 2

2 2 2 2
0

1 1 (1 )(1 cos )
cos

u u u x

r r ra t r r

∂ ∂ ∂ + ν − θ= + − θ −
∂∂ ∂

. (3.88)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî cosx u∂ ∂ = θ .
Â óðàâíåíèè (3.88) âåëè÷èíû x è cosv  ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè

(äëÿ äàííîãî ïðîôèëÿ òåëà) ôóíêöèÿìè u. Äëÿ ñëó÷àÿ óäàðà,
íàïðèìåð, òóïûì êîíóñîì óðàâíåíèå (3.88)  ïðèìåò âèä

2 2
2

2 2 2 2
0

1 1 (1 )(1 cos )
cos

u u u u

r r ra t r r

∂ ∂ ∂ + ν − θ= + − θ −
∂∂ ∂

; (3.89)

constθ = .
Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-

÷è ñëåäóþùèå:
1) wt  =  wr = 0 ïðè 0t = , 0 r≤ ≤ ∞ ;
2) íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà ( )r r t∗= , î÷åâèäíî, èìåþò

ìåñòî òå æå óñëîâèÿ, êîòîðûå áûëè âûâåäåíû â ïðåäûäóùåé
ãëàâå ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðåõîäà ýëåìåíòà íèòè ÷åðåç òî÷êó
èçëîìà:

1 2

cos

1 1
t t

r r

b w b u

e e

− θ −
=

+ +
; (3.90)

0 tgv b= θ ; (3.91)

1 0 2 2( )( cos sin ) cost t t r rb w u w vρ − − θ − θ = σ θ − σ ; (3.92)

1 0 11( )( cos sin ) sint t r nb w v w Qρ − θ − θ = σ θ − δ . (3.93)

Çäåñü Qn � ñîñðåäîòî÷åííàÿ íîðìàëüíàÿ óäàðíàÿ ñèëà âîç-
äåéñòâèÿ ìåìáðàíû íà òåëî, îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå äëèíû; b �
ñêîðîñòü âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà; ÷åðòî÷êàìè ñâåðõó îòìå÷å-
íû èñòèííûå íàïðÿæåíèÿ; êðîìå òîãî, bdt r w x= + =∫ (u) ïðè
r r ∗=  è 0u =  ïðè 0r = .

Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ 1 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âïëîòü äî ìîìåíòà
0/t r a=  äàííûé ýëåìåíò ìåìáðàíû íàõîäèòñÿ â ïîêîå. Òåì æå

ñïîñîáîì, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà çâóêîâîé âîëíå 0r a t=  ôóíêöèè wr è
wt  èçìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

wr /c r= , wt 0 /ca r= − ,

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðàöèè.
Ïîñëå òîãî, êàê íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíê-

öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (3.84) è (3.87), ñôîðìóëèðî-
âàíû, ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Îòìåòèì,

÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à îá óäàðå òåëîì ïðîèçâîëüíîé ôîð-
ìû ïî ãèáêîé ìåìáðàíå íå ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíûì êðàåâûì
çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì óäàð ïî
ãèáêîé ìåìáðàíå òóïûì êîíóñîì. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå
çàäà÷à áóäåò àâòîìîäåëüíà, òàê êàê äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ
ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò êîìáèíàöèè 2 2/r sξ = , 0s a t= .

Â ïåðåìåííûõ ,r s  èñõîäíûå óðàâíåíèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ
ïðèìóò âèä:

2 2

2 2 2

1w w w w

r rs r r

∂ ∂ ∂= + −
∂∂ ∂

; (3.94)

2 2 2

2 2 2

1 (1 )(1 )u u u u

r r rs r r

∂ ∂ ∂ λ + ν − λ= + − −
∂∂ ∂

  ( cosλ = θ ); (3.95)

0w =  ïðè s r= , 0u =  ïðè 0r = .

Ñîîòíîøåíèÿ (3.92) è (3.93) ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿþòñÿ.
Äëÿ êîíóñà, î÷åâèäíî, constλ = , è óðàâíåíèå (3.94) ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì (3.95) ïðè 1λ = . Ïîëàãàÿ ( )mu r= ϕ ξ , ïðåîá-
ðàçóåì (3.95) ê âèäó

( ) ( ) ( )24 1 2 2 1 1 2m m′′ ′ξ − ξ ϕ + ξ + − + ξ ϕ +  

( ) ( )( )
1

2 2 21 1 1
m

m m m
−

 + − λ − − ξ ϕ = + ν − λ ξ  .

Ïåðåõîäÿ ê íîâîé ôóíêöèè ( )φ ξ  ïî ôîðìóëå ( ) ( )2

mλ−

ϕ ξ = ξ φ ξ ,

ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå ïðèâîäèì ê âèäó

( ) ( ) ( )( ) 1

2
1 1 11

1 1
2 4 4

+λ−λ λ − + ν − λ  ′′ ′ξ − ξ φ + − λ − + λ ξ φ − φ = ξ    
.(3.96)

×àñòíûì ðåøåíèåì (3.106) ÿâëÿåòñÿ
1

21

1

−λ+ νφ = ξ
+ λ

.

Îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.96), êàê èçâåñòíî,
áóäåò

1 2

1 1
, ,1 , , ,1 ,

2 2 2 2
c F c F−λλ λ − λ λ +   φ = + λ ξ + ξ − − − λ ξ      

, (3.97)

ãäå ( ), , ,F xα β γ  � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä

( ) ( )
( )

21 1
1 ...

1! 2! 1
x x

α α + β β +αβ+ + +
γ γ γ +

,
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êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè 1x <  äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé α  è β
è âñåõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé γ  çà èñêëþ÷åíèåì íóëÿ è îòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Åñëè α , β , γ  âåùåñòâåííû, òî ðÿä ñõî-
äèòñÿ ïðè 1x =  è γ > α + β  è ðàñõîäèòñÿ ïðè γ ≤ α + β . Ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ 0 1≤ ξ ≤  îáà ðÿäà (3.97)
ñõîäÿòñÿ.

Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.96) ÿâëÿåòñÿ
1

1 2
1 2

1 1 1
, ,1 , , ,1 ,

2 2 2 2 1
c F c F

−λ
−λ λ − λ λ + + ν   φ = + λ ξ + ξ − − − λ ξ + ξ    + λ   

.

(3.98)
Â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ( 0u =  ïðè 0r = ) 2 0c = , ò. å.

1

2
1

1 1
, , 1,

2 2 1
c F

−λλ λ − + ν φ = λ + ξ + ξ  + λ 
,

ïðè ýòîì

1
1 1 1 1

1 1

1 1
u s c F z z s c z−λ λ+ ν + ν   = + = τ +   + λ + λ   

;

2 1
1 1 2 1 2

1 1 1
2

1 2 1 1

u
c F z F z c

r
λ−∂ + ν λ − λ + ν = + − = τ + ∂ + λ + λ + λ 

;

2
1 1 2 1 3

1
2

2 1

u
c z F z F c

s
λ∂ − λ λ = + = τ ∂ + λ 

,

ãäå

2
1

1
, , 1,

2 2
F F z

λ λ − = λ +  
;  2

2

1 2
, , 2,

2 2
F F z

λ + λ + = λ +  
.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ äîñòàòî÷íî
çàìåíèòü u  íà w  è â (3.98) ïîëîæèòü 1λ = . Òîãäà

1

1 1 1
lnc c

 + − ξ − ξ
φ = − +  ξξ 

, (3.99)

à èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ 0w =  ïðè s r=  ñëåäóåò, ÷òî 1 0c = .
Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

2 2

12

1 1 1
ln

z z
w cr cs

z z

 + − − = − = − ω  
;

2 2

22

1 1 1
ln

w z z
c c

r z z

 ∂ + − − = + = − ω ∂  
;

2

3

1
2

w z
c c

s z

∂ −= − = − ω
∂

.

Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî 0
w w

r s

∂ ∂= =
∂ ∂

 ïðè 1z = , ò. å. óï-

ðóãîöèëèíäðè÷åñêàÿ âîëíà r s=  ÿâëÿåòñÿ âîëíîé ñëàáîãî ðàç-
ðûâà, íà êîòîðîé ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè íå èñïûòûâàþò ðàç-
ðûâà. Íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà èìååì:

1 1 1

1
1

bt r w r cs s c z∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ ν = + = − ω = λ τ + + λ 
èëè

1 1 1

1
1

b z c c z∗ ∗ ∗ ∗+ ν = − ω = λ τ + + λ 
,  0/b b a= .

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

1
1

1
1

b z
c

∗

∗

+ ν− λ
+ λ=

λτ
;  

1

z b
c

∗

∗

−=
ω

. (3.100)

Åñëè ââåñòè êîëüöåâóþ äåôîðìàöèþ / 1e b z∗ ∗
θ = − , îñòàþ-

ùóþñÿ íåïðåðûâíîé íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà, òî ôîðìóëû
(3.100) ïðèìóò âèä:

1
1

1
1

e
c z

∗
θ

∗
∗

− νλ−
+ λ=

λτ
;  

1

e z
c

∗ ∗
θ

∗= −
ω

. (3.101)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íàì
ïîòðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèé iτ , iω  (i = 1, 2, 3)
â èõ èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ èññëåäóåì ãèïåðãåî
-
ìåòðè÷åñêèå ðÿäû 1F  è 2F . Ôóíêöèÿ 2F  è åå ïðîèçâîäíûå
ïîëîæèòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, â çàêðûòîì èíòåðâàëå [0, 1] îíà
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, â òî âðåìÿ êàê ( )1F ξ  â ýòîì èíòåðâàëå
ìîíîòîííî óáûâàåò ( [ ]1 2 (1 ) / 4(1 ) 0F F′= − λ − λ + λ < ).

Èçâåñòíî [16], ÷òî 1 2(0) (0) 1F F= = ; 1(1) 2 /(1 )F λ= + λ ; 1
2(1) 2F λ+= .

Â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå

( )12 /(1 ) 1Fλ + λ ≤ ξ ≤ ;  ( ) 1
21 2F λ+≤ ξ ≤2 ,

èëè, ó÷èòûâàÿ õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ôóíêöèé ( )2 / 1λ + λ  è 12λ+ ,

( )1ln 2 1e F≤ ξ ≤ ;  ( )11 4F≤ ξ ≤ .

Çíà÷åíèþ ln 2 0,9422e =  ñîîòâåòñòâóåò cos 0,4428λ θ = , ò. å.
63 43′θ = o .
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êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè 1x <  äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé α  è β
è âñåõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé γ  çà èñêëþ÷åíèåì íóëÿ è îòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Åñëè α , β , γ  âåùåñòâåííû, òî ðÿä ñõî-
äèòñÿ ïðè 1x =  è γ > α + β  è ðàñõîäèòñÿ ïðè γ ≤ α + β . Ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ 0 1≤ ξ ≤  îáà ðÿäà (3.97)
ñõîäÿòñÿ.

Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.96) ÿâëÿåòñÿ
1

1 2
1 2

1 1 1
, ,1 , , ,1 ,

2 2 2 2 1
c F c F

−λ
−λ λ − λ λ + + ν   φ = + λ ξ + ξ − − − λ ξ + ξ    + λ   

.

(3.98)
Â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ( 0u =  ïðè 0r = ) 2 0c = , ò. å.

1

2
1

1 1
, , 1,

2 2 1
c F

−λλ λ − + ν φ = λ + ξ + ξ  + λ 
,

ïðè ýòîì

1
1 1 1 1

1 1

1 1
u s c F z z s c z−λ λ+ ν + ν   = + = τ +   + λ + λ   

;

2 1
1 1 2 1 2

1 1 1
2

1 2 1 1

u
c F z F z c

r
λ−∂ + ν λ − λ + ν = + − = τ + ∂ + λ + λ + λ 

;

2
1 1 2 1 3

1
2

2 1

u
c z F z F c

s
λ∂ − λ λ = + = τ ∂ + λ 

,

ãäå

2
1

1
, , 1,

2 2
F F z

λ λ − = λ +  
;  2

2

1 2
, , 2,

2 2
F F z

λ + λ + = λ +  
.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ äîñòàòî÷íî
çàìåíèòü u  íà w  è â (3.98) ïîëîæèòü 1λ = . Òîãäà

1

1 1 1
lnc c

 + − ξ − ξ
φ = − +  ξξ 

, (3.99)

à èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ 0w =  ïðè s r=  ñëåäóåò, ÷òî 1 0c = .
Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

2 2

12

1 1 1
ln

z z
w cr cs

z z

 + − − = − = − ω  
;

2 2

22

1 1 1
ln

w z z
c c

r z z

 ∂ + − − = + = − ω ∂  
;

2

3

1
2

w z
c c

s z

∂ −= − = − ω
∂

.

Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî 0
w w

r s

∂ ∂= =
∂ ∂

 ïðè 1z = , ò. å. óï-

ðóãîöèëèíäðè÷åñêàÿ âîëíà r s=  ÿâëÿåòñÿ âîëíîé ñëàáîãî ðàç-
ðûâà, íà êîòîðîé ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè íå èñïûòûâàþò ðàç-
ðûâà. Íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà èìååì:

1 1 1

1
1

bt r w r cs s c z∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ ν = + = − ω = λ τ + + λ 
èëè

1 1 1

1
1

b z c c z∗ ∗ ∗ ∗+ ν = − ω = λ τ + + λ 
,  0/b b a= .

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

1
1

1
1

b z
c

∗

∗

+ ν− λ
+ λ=

λτ
;  

1

z b
c

∗

∗

−=
ω

. (3.100)

Åñëè ââåñòè êîëüöåâóþ äåôîðìàöèþ / 1e b z∗ ∗
θ = − , îñòàþ-

ùóþñÿ íåïðåðûâíîé íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà, òî ôîðìóëû
(3.100) ïðèìóò âèä:

1
1

1
1

e
c z

∗
θ

∗
∗

− νλ−
+ λ=

λτ
;  

1

e z
c

∗ ∗
θ

∗= −
ω

. (3.101)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íàì
ïîòðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèé iτ , iω  (i = 1, 2, 3)
â èõ èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ èññëåäóåì ãèïåðãåî
-
ìåòðè÷åñêèå ðÿäû 1F  è 2F . Ôóíêöèÿ 2F  è åå ïðîèçâîäíûå
ïîëîæèòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, â çàêðûòîì èíòåðâàëå [0, 1] îíà
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, â òî âðåìÿ êàê ( )1F ξ  â ýòîì èíòåðâàëå
ìîíîòîííî óáûâàåò ( [ ]1 2 (1 ) / 4(1 ) 0F F′= − λ − λ + λ < ).

Èçâåñòíî [16], ÷òî 1 2(0) (0) 1F F= = ; 1(1) 2 /(1 )F λ= + λ ; 1
2(1) 2F λ+= .

Â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå

( )12 /(1 ) 1Fλ + λ ≤ ξ ≤ ;  ( ) 1
21 2F λ+≤ ξ ≤2 ,

èëè, ó÷èòûâàÿ õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ôóíêöèé ( )2 / 1λ + λ  è 12λ+ ,

( )1ln 2 1e F≤ ξ ≤ ;  ( )11 4F≤ ξ ≤ .

Çíà÷åíèþ ln 2 0,9422e =  ñîîòâåòñòâóåò cos 0,4428λ θ = , ò. å.
63 43′θ = o .
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Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ 1 3 2zτ − τ = τ ; 1 2′τ = τ  è
èõ ñëåäñòâèå 3 2 0z′ ′τ + τ = , à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî 2′τ  â èíòåðâàëå
(0, 1) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

1τ  è 3τ  ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè, à 2τ  � óáûâàþùåé ôóíêöè-
ÿìè â ýòîì èíòåðâàëå. Ïðèìåðíûå ãðàôèêè äàííûõ ôóíêöèé
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.12.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâ 3 1ω − ω =
2z= ω ; 1 2′ω = −ω , 3 2z′ ′ω = ω  è óñëîâèé 1 2 3(1) (1) (1) 0ω = ω = ω = ;

2 ( ) 0z′ω <  ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 1ω , 2ω , 3ω  ÿâëÿþòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûìè óáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè z. Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.13.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ôîðìóëû äëÿ
ñìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè, ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ ÷àñòèö ìåìá-
ðàíû çàïèøåì òàê:

• â îáëàñòè ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ

1w cs= − ω ;  
0 3tw ca= − ω ;  

1 2re c= ω ;  1
1

c
e

zθ
ω

= − ;

2
1 0 0 2 1( / )r a c zσ = ρ ω − νω ;  2

0 0 2 11 ( / )a c zθσ = ρ νω − ω ;

• â îáëàñòè ìåðèäèîíàëüíîãî äâèæåíèÿ

1 1

1

1
u s c z

+ ν = τ + + λ 
;  1 0 3tu c a= τ ;  2 1 2 1re c

λ − ν= τ −
+ λ

;

1
12

1

1
e c

zθ
τ − νλ= λ −

+ λ
; 

2
2 1

2 0 0 1 2

(1 )
1r a c

z
τ λ − ν  σ = ρ τ + νλ −  + λ  

; (3.102)

2
2 1

0 0 1 22

1
1

a c
zθ
τ − ν  σ = ρ λ + ντ −  + λ  

.

Ôóíêöèè  1 / zτ ;  2 1 / zτ + νλτ ;  1 2/ zλτ + ντ ;  1 /w z; 2 1 / zω − νω
â èíòåðâàëå (0, 1) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè óáûâàþùèìè ôóíê-
öèÿìè z íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùèìè ïðè 0z → . Ïðè 1z =
ïåðâûå òðè èç íèõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 2 /(1 )λ + λ ,

( )2 / (1 )λλ λ + ν + λ , (1 )2 / (1 )λλ + λν + λ  ñîîòâåòñòâåííî, äâå ïîñëå-
äíèå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïðèìåðíîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè

2 1 / zνω − ω  èçîáðàæåíî íà ãðàôèêå ðèñ. 3.14.
Îïðåäåëèì *z  (èëè *eθ ) èç ñîîòíîøåíèÿ (3.92). Ïîñëåäíåå

ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
2

1 1 2

1
( )t t t r rb w u w b

− λ ρ − − λ − = λσ − σ λ 
èëè

21 (1 ) 1
(1 )

1
b z b z

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗τ − + λ − ω + ν  − ω + ω + λω − τ =      λ + λ  

Ðèñ. 3.12 Ðèñ. 3.13
Ðèñ. 3.14
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2
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0 0 1 22

1
1
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2 1 / zνω − ω  èçîáðàæåíî íà ãðàôèêå ðèñ. 3.14.
Îïðåäåëèì *z  (èëè *eθ ) èç ñîîòíîøåíèÿ (3.92). Ïîñëåäíåå
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( ) ( )1 11

1 1
z b

z

∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗

ν − λ λ − λν+ ν τ  = λω + τ − λω + + +   + λ λ + λ   
. (3.103)

Çäåñü ïîëîæåíî:  1 0ρ = ρ ;  2 1/∗ ∗ω = ω ω ;  3 1/∗ ∗ω = ω ω ;  2 1/∗ ∗τ = τ τ ;
3 1/∗ ∗ ∗τ = τ τ .

Íåïîñðåäñòâåííî ðåøèòü óðàâíåíèå (3.103) îòíîñèòåëüíî z∗

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, íî îíî ëåãêî ðàçðåøàåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî b :

2 0Mb Nb L+ + = ;  
2

22 4

N N L
b

M MM
= − ± − ; (3.104)

21
(1 ) 1 (1 )M w∗ ∗ ∗ = − ω τ − + λ − λ

;

* 21 (1 )
(1 ) 1 (1 )

1
N z z

z

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

+ν ω τ ν −λ   = −ω λω − τ + τ − +λ −ω +λω+ +   +λ λ λ 
;

21 1 (1 )
( )

1 1 1
L z z∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ ν + ν λ − λν   = ω λω − τ − λω + τ −   + λ + λ + λ   

.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ ( )b z∗  ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà M  íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 0L <  èëè

2 1
(1 ( ) ) (1 )(1 )

1
z∗ ∗ ∗ ∗+ ν − ω τ − λω < + ν − λ + λ 

.

Ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà Q  îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà (3.93),
êîòîðîìó ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä (ïðè 1 0ρ = ρ ):

2 2
0 0 1 ( ) ( ) sinQ a b z b z

z
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

 ν  = ρ δ − − ω − ω − ω θ    
. (3.104)

Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå îòðûâà ìåìáðàíû îò ïîâåðõíîñòè
óäàðÿþùåãî êîíóñà

2( ) ( ) 0z b z b
z

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

ν − ω − − ω − ω ≤  
, (3.105)

îïðåäåëÿþùåå äëÿ constθ =  äèàïàçîí èçìåíåíèÿ v0, â êîòîðîì
âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå áåçîòðûâíîãî äâèæåíèÿ ìåìáðàíû.


Â ðàáîòå [16] ïðåäëîæåíû òàêæå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà
çàäà÷è ïðè óäàðå ïî ãèáêîé ìåìáðàíå âûïóêëûì òåëîì ïðîèç-
âîëüíîé ãåîìåòðèè, èìåþùèì â âåðøèíå êîíóñîîáðàçíûé ó÷à-

ñòîê. Â îêðåñòíîñòè âåðøèíû çà èñõîäíîå ðåøåíèå ïðèíèìàåò
-
ñÿ ðåøåíèå ðàññìîòðåííîå âûøå äëÿ ñëó÷àÿ êîíóñà; õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èñïîëüçîâàíà äëÿ ïðèìåíåíè
ÿ
ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ïðåäëîæåííàÿ â [15] ñõåìà ôàêòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
ñêîðîñòü ôðîíòà èçëîìà áîëüøå ñêîðîñòè ïîïåðå÷íîé âîëíû

0/ ( )tue+σ ρ . Î÷åâèäíî, áîëåå îáùèì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñõåìà,

ïðåäëîæåííàÿ â [25] è äîïóñêàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå îáëàñòè
ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ z z z∗∗ ∗≤ ≤ , ïðåäøåñòâóþùåé ïîïàäà-
íèþ ÷àñòèö ìåìáðàíû íà ïîâåðõíîñòü òåëà (îáëàñòü 1z z∗ ≤ ≤
ñîîòâåòñòâóåò ÷èñòî ðàäèàëüíîìó äâèæåíèþ, ãäå ïî-ïðåæíåìó
ñïðàâåäëèâî ðåøåíèå (3.99)). Â êà÷åñòâå óñëîâèé â òî÷êå z∗  â
[25] ñòàâèëèñü ñîîòíîøåíèÿ íà ïîïåðå÷íîé âîëíå òèïà (3.90)�
(3.93), ãäå 1 2 0Q Q= = , è òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé
x, y, äàþùèå, â ÷àñòíîñòè, 1 2x x= , 1 0y = , 2 0/x b a= β = , à òàêæå
êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ 1sin /y R′γ = −  è 1cos /x R′γ = − .

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî è â òî÷êå èçëîìà
ìåìáðàíû íà òåëå z∗∗. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â îïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àÿõ íà ôðîíòå ïîïåðå÷íûõ âîëí, ãäå 0 0σ = , 0γ = , ò.å. èìååì
âîëíó ñëàáîãî ðàçðûâà. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàê
òà,
çàèìñòâîâàííîãî èç [24]. Â àâòîìîäåëüíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ
(3.78)�(3.80) äëÿ áåçðàçìåðíûõ ôóíêöèé 0vτ , 0

nv , 0
τσ , 0

θσ  (îòíå-
ñåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ê 0a  è 2

0 0aρ ) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé
âèä:

0 0 0 0 0( ) ( cos )n zz v vτ τ θ′− − γ = σ + σ − σ γ ; (3.106)

0 0 0( ) sinnz v v zτ θ′− + γ = σ γ ; (3.107)

0 0
n tv v zeτ ′− γ = − ; (3.108)

0 0
2

1
( cos sin )nv v

z τθε = − γ − γ ;  0 0 (1 )nv v etτ′+ γ = − + γ .

Ïîäñòàâëÿÿ â äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ âûðàæåíèÿ èç (3.108), ïîëó-
÷àåì:

0 00
2 costt tde d

z
dz dz z

θσ − γ σσ
= + ;

00
2 sin

1 1
t

t t

d
z

e dz e z
θ  σσ γ γ− = + + 

.
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( ) ( )1 11

1 1
z b

z

∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗

ν − λ λ − λν+ ν τ  = λω + τ − λω + + +   + λ λ + λ   
. (3.103)

Çäåñü ïîëîæåíî:  1 0ρ = ρ ;  2 1/∗ ∗ω = ω ω ;  3 1/∗ ∗ω = ω ω ;  2 1/∗ ∗τ = τ τ ;
3 1/∗ ∗ ∗τ = τ τ .

Íåïîñðåäñòâåííî ðåøèòü óðàâíåíèå (3.103) îòíîñèòåëüíî z∗

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, íî îíî ëåãêî ðàçðåøàåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî b :

2 0Mb Nb L+ + = ;  
2

22 4

N N L
b

M MM
= − ± − ; (3.104)

21
(1 ) 1 (1 )M w∗ ∗ ∗ = − ω τ − + λ − λ

;

* 21 (1 )
(1 ) 1 (1 )

1
N z z

z

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

+ν ω τ ν −λ   = −ω λω − τ + τ − +λ −ω +λω+ +   +λ λ λ 
;

21 1 (1 )
( )

1 1 1
L z z∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ ν + ν λ − λν   = ω λω − τ − λω + τ −   + λ + λ + λ   

.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ ( )b z∗  ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà M  íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 0L <  èëè

2 1
(1 ( ) ) (1 )(1 )

1
z∗ ∗ ∗ ∗+ ν − ω τ − λω < + ν − λ + λ 

.

Ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà Q  îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà (3.93),
êîòîðîìó ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä (ïðè 1 0ρ = ρ ):

2 2
0 0 1 ( ) ( ) sinQ a b z b z

z
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

 ν  = ρ δ − − ω − ω − ω θ    
. (3.104)

Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå îòðûâà ìåìáðàíû îò ïîâåðõíîñòè
óäàðÿþùåãî êîíóñà

2( ) ( ) 0z b z b
z

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

ν − ω − − ω − ω ≤  
, (3.105)

îïðåäåëÿþùåå äëÿ constθ =  äèàïàçîí èçìåíåíèÿ v0, â êîòîðîì
âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå áåçîòðûâíîãî äâèæåíèÿ ìåìáðàíû.


Â ðàáîòå [16] ïðåäëîæåíû òàêæå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà
çàäà÷è ïðè óäàðå ïî ãèáêîé ìåìáðàíå âûïóêëûì òåëîì ïðîèç-
âîëüíîé ãåîìåòðèè, èìåþùèì â âåðøèíå êîíóñîîáðàçíûé ó÷à-

ñòîê. Â îêðåñòíîñòè âåðøèíû çà èñõîäíîå ðåøåíèå ïðèíèìàåò
-
ñÿ ðåøåíèå ðàññìîòðåííîå âûøå äëÿ ñëó÷àÿ êîíóñà; õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èñïîëüçîâàíà äëÿ ïðèìåíåíè
ÿ
ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ïðåäëîæåííàÿ â [15] ñõåìà ôàêòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
ñêîðîñòü ôðîíòà èçëîìà áîëüøå ñêîðîñòè ïîïåðå÷íîé âîëíû

0/ ( )tue+σ ρ . Î÷åâèäíî, áîëåå îáùèì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñõåìà,

ïðåäëîæåííàÿ â [25] è äîïóñêàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå îáëàñòè
ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ z z z∗∗ ∗≤ ≤ , ïðåäøåñòâóþùåé ïîïàäà-
íèþ ÷àñòèö ìåìáðàíû íà ïîâåðõíîñòü òåëà (îáëàñòü 1z z∗ ≤ ≤
ñîîòâåòñòâóåò ÷èñòî ðàäèàëüíîìó äâèæåíèþ, ãäå ïî-ïðåæíåìó
ñïðàâåäëèâî ðåøåíèå (3.99)). Â êà÷åñòâå óñëîâèé â òî÷êå z∗  â
[25] ñòàâèëèñü ñîîòíîøåíèÿ íà ïîïåðå÷íîé âîëíå òèïà (3.90)�
(3.93), ãäå 1 2 0Q Q= = , è òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé
x, y, äàþùèå, â ÷àñòíîñòè, 1 2x x= , 1 0y = , 2 0/x b a= β = , à òàêæå
êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ 1sin /y R′γ = −  è 1cos /x R′γ = − .

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî è â òî÷êå èçëîìà
ìåìáðàíû íà òåëå z∗∗. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â îïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àÿõ íà ôðîíòå ïîïåðå÷íûõ âîëí, ãäå 0 0σ = , 0γ = , ò.å. èìååì
âîëíó ñëàáîãî ðàçðûâà. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàê
òà,
çàèìñòâîâàííîãî èç [24]. Â àâòîìîäåëüíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ
(3.78)�(3.80) äëÿ áåçðàçìåðíûõ ôóíêöèé 0vτ , 0

nv , 0
τσ , 0

θσ  (îòíå-
ñåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ê 0a  è 2

0 0aρ ) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé
âèä:

0 0 0 0 0( ) ( cos )n zz v vτ τ θ′− − γ = σ + σ − σ γ ; (3.106)

0 0 0( ) sinnz v v zτ θ′− + γ = σ γ ; (3.107)

0 0
n tv v zeτ ′− γ = − ; (3.108)

0 0
2

1
( cos sin )nv v

z τθε = − γ − γ ;  0 0 (1 )nv v etτ′+ γ = − + γ .

Ïîäñòàâëÿÿ â äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ âûðàæåíèÿ èç (3.108), ïîëó-
÷àåì:

0 00
2 costt tde d

z
dz dz z

θσ − γ σσ
= + ;

00
2 sin

1 1
t

t t

d
z

e dz e z
θ  σσ γ γ− = + + 

.
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Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ôðîíòå ïîïå-
ðå÷íîé âîëíû 2 0 /(1 ) 0t tz e− σ + = , ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 0θσ ≠  èìååì

0γ = .

Ïðè 0 (1 )t tz z e∗> = σ +  äâèæåíèå ÷àñòèö ìåìáðàíû ÷èñòî
ðàäèàëüíî, ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè âûøå
ôîðìóëàìè

2 2

1 2
0

1 1 1
ln

z z
w z c z

a t z z

 ω + − − = = + −  
.

Âû÷èñëÿÿ 1t
dw

e
dz

= − ; / 1e w zθ = − , ëåãêî ïîëó÷èòü [24] ÿâ-

íûå âûðàæåíèÿ äëÿ σt , σθ , èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî σθ < 0 ïðè

z z< , ãäå z  � êîðåíü óðàâíåíèÿ

( ) ( )
2 2

2

1 1 1
1 ln 1 0

z z

z z

+ − −+ ν − − ν = , (3.109)

çàâèñÿùèé òîëüêî îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ïðè 0,38ν = ;

0,42; 0,45; 0,48 z  ñîîòâåòñòâåííî ðàâåí 0,5612, 0,5253, 0,4992,

0,4734. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî z z∗ > . Òîãäà ( ) 0z∗
θσ > ,

( ) 0zγ =  è â ýòîé òî÷êå

2 2 2 2

2 21 1
1 1 1 1 1 1ln ; ln ;t

z z z ze c e c
z zz z

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗∗ ∗θ
   + − − + − −= + = −   
   

2

0 0 0 0
1

1
0; ( ) ; ; 2 .n t t t t

z
v z e e e e v c

z

∗
∗

∗θ θ θ
−= σ = + ν σ = + ν = −

Òàê êàê 
2

0

1 ( )
t

t

z
e z∗

∗ σ
=

+
, òî

2 2
2

2

2

1

( )

1 1 1
(1 ) ln (1 )

z
c

z z
z z

z z

∗

∗
∗

∗ ∗
∗

∗

=
+ − −+ ν + − ν −

.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.108) ñëåäóåò, ÷òî ïðè z z∗→ , 0γ → ...

       0

0

0 0
*

*

0 0 0 2

2 20

2 ~ ;
1 1

ln ~ ln ln ; ~ ,
1 12

t

t

t t

t t

t tt

d
z z

e dz e z

z C C z
e e

θ

θ

σ
σ

θ

 σ σγ γ − + + 

σ σ σ
γ − + γ −

+ +σ

(3.110)

Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ *z  è Ñ2 îïðåäåëåíèå 0( )v zτ , ( )zγ ,
( )te z , ( )e zθ  ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

(3.106)�(3.108). Âû÷èñëåíèÿ, ïðîäåëàííûå àâòîðîì [24] äëÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîé îáëàñòè èñõîäíûõ äàííûõ, ïîêàçàëè, ÷òî

*z z< . Íî òîãäà â îáëàñòè *z z z≤ ≤  áûëî áû 0θσ < , ò. å. êîëü-
öåâîå ñæàòèå ìåìáðàíû, êîòîðîå ïðèâîäèò, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ
[26], ê ïîÿâëåíèþ ìîðùèí è ïîñòàíîâêå íîâîãî óñëîâèÿ 0θσ =
(êàê è â ñëó÷àå ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòåé óäàðà òóïûì òåëîì ïî
íèòè). Ïðè ýòîì ôîðìóëà äëÿ eθ  íå âåðíà. Âìåñòî íåå èç çàêîíà
Ãóêà ïîëó÷èì , ,t t te e Eeθ = −ν σ =  à èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ �

2 2 2
2 2 2

1 2 3

1 1
1 1 ln .

z z
W z c z c

z

 − − − ν − = + − ν − − − ν +  
Î÷åâèäíî, â òî÷êå z z= , ãäå eθ  ìåíÿåò çíàê, et è  1W  íåïðåðûâ-
íû. Ñëåäîâàòåëüíî,

2 2

1 2 2

1 1
;

2 1

z
c c z

z

+ ν − ν −=
−

2 2 2
2 2 2

3 2

1 1
1 ln (1 ) 1 .

z
c c z

z

 − ν − − ν − = − ν − + ν − ν −  
Âáëèçè òî÷êè z z∗=  ïðè z z∗< , ñîãëàñíî ðàñ÷åòàì àâòîðîâ

[27], 0θσ < . Ïîëàãàÿ, ïîýòîìó çäåñü 0θσ = , ïîëó÷èì constγ = ,

2 2 2
2 2 2

2 4
0

1 1
cos 1 1 ln

z
z c z c

a t z

 ω − ν + − ν −= γ + − ν − − − ν + 
  

;

0 0 0

tg
u b

a t a t a

 ω= − + γ 
 

.
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Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ôðîíòå ïîïå-
ðå÷íîé âîëíû 2 0 /(1 ) 0t tz e− σ + = , ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 0θσ ≠  èìååì

0γ = .

Ïðè 0 (1 )t tz z e∗> = σ +  äâèæåíèå ÷àñòèö ìåìáðàíû ÷èñòî
ðàäèàëüíî, ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè âûøå
ôîðìóëàìè

2 2

1 2
0

1 1 1
ln

z z
w z c z

a t z z

 ω + − − = = + −  
.

Âû÷èñëÿÿ 1t
dw

e
dz

= − ; / 1e w zθ = − , ëåãêî ïîëó÷èòü [24] ÿâ-

íûå âûðàæåíèÿ äëÿ σt , σθ , èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî σθ < 0 ïðè

z z< , ãäå z  � êîðåíü óðàâíåíèÿ

( ) ( )
2 2

2

1 1 1
1 ln 1 0

z z

z z

+ − −+ ν − − ν = , (3.109)

çàâèñÿùèé òîëüêî îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ïðè 0,38ν = ;

0,42; 0,45; 0,48 z  ñîîòâåòñòâåííî ðàâåí 0,5612, 0,5253, 0,4992,

0,4734. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî z z∗ > . Òîãäà ( ) 0z∗
θσ > ,

( ) 0zγ =  è â ýòîé òî÷êå
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z zz z

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗∗ ∗θ
   + − − + − −= + = −   
   

2

0 0 0 0
1

1
0; ( ) ; ; 2 .n t t t t

z
v z e e e e v c

z

∗
∗

∗θ θ θ
−= σ = + ν σ = + ν = −

Òàê êàê 
2

0

1 ( )
t

t

z
e z∗

∗ σ
=

+
, òî

2 2
2

2

2

1

( )

1 1 1
(1 ) ln (1 )

z
c

z z
z z

z z

∗

∗
∗

∗ ∗
∗

∗

=
+ − −+ ν + − ν −

.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.108) ñëåäóåò, ÷òî ïðè z z∗→ , 0γ → ...
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Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ *z  è Ñ2 îïðåäåëåíèå 0( )v zτ , ( )zγ ,
( )te z , ( )e zθ  ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

(3.106)�(3.108). Âû÷èñëåíèÿ, ïðîäåëàííûå àâòîðîì [24] äëÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîé îáëàñòè èñõîäíûõ äàííûõ, ïîêàçàëè, ÷òî

*z z< . Íî òîãäà â îáëàñòè *z z z≤ ≤  áûëî áû 0θσ < , ò. å. êîëü-
öåâîå ñæàòèå ìåìáðàíû, êîòîðîå ïðèâîäèò, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ
[26], ê ïîÿâëåíèþ ìîðùèí è ïîñòàíîâêå íîâîãî óñëîâèÿ 0θσ =
(êàê è â ñëó÷àå ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòåé óäàðà òóïûì òåëîì ïî
íèòè). Ïðè ýòîì ôîðìóëà äëÿ eθ  íå âåðíà. Âìåñòî íåå èç çàêîíà
Ãóêà ïîëó÷èì , ,t t te e Eeθ = −ν σ =  à èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ �
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Î÷åâèäíî, â òî÷êå z z= , ãäå eθ  ìåíÿåò çíàê, et è  1W  íåïðåðûâ-
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Âáëèçè òî÷êè z z∗=  ïðè z z∗< , ñîãëàñíî ðàñ÷åòàì àâòîðîâ

[27], 0θσ < . Ïîëàãàÿ, ïîýòîìó çäåñü 0θσ = , ïîëó÷èì constγ = ,
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Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ôðîíòå ïîïåðå÷-
íûõ âîëí èìååì:

( )
2

2 2 2
2 2

4 3 2
1 11 cos 1 1 ln zc c z c z

z

∗∗ ∗
∗

 −ν + −ν −= + − γ + −ν − − −ν 
  

,

òàê êàê

2
0

2 1(1 ) 1
1 1

t

t t
z

e e
∗ σ  = = − ν − + + 

;  
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Òàê êàê çíà÷åíèå z  èçâåñòíî, òî ïîñòîÿííûå 
1c , 

2c , 3c , 4c ,
γ  ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè *z . Äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè
z z∗∗≤  ïðè z z∗∗ ∗≤  èìååì 0te eθ + ν >  è ïðèâåäåííîå âûøå ðå-
øåíèå òåðÿåò ñèëó, ïîñêîëüêó çäåñü íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ èñ-
õîäíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ïðè 0θσ ≠ . Èç (3.110) èìååì
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Ïîñêîëüêó ( ) 0f z∗ < , ( ) 0f z∗′ > , òî ðåøåíèå ( ) 0f z∗∗ =  ñó-
ùåñòâóåò è îíî åäèíñòâåííîå. Â îáëàñòè z z∗∗<  óðàâíåíèÿ
(3.106)�(3.108) èíòåãðèðóþòñÿ ÷èñëåííî. Ïðè 0r → , ò. å. ïðè

0z →  èç óðàâíåíèÿ (3.108) ñëåäóåò, ÷òî re → ∞ , à eθ  îãðàíè÷å-

íà, òàê êàê rω < . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 0z →  0 0~ , ~t t te eθσ σ ν .

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (3.110) 2 sin
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( 0)zγ → → π . Çíà÷èò, êàêèì áû ìàëûì íè áûë áû óãîë ïîëó-
ðàñòâîðà êîíóñà α , êîíòàêò åãî ñ ìåìáðàíîé ïðîèçîéäåò â
íåêîòîðîé îáëàñòè, ÷òî óæå îòìå÷àëîñü âûøå. Ïðåäïîëîæåíèå
î ïîñòîÿíñòâå â ýòîé îáëàñòè êîìïîíåíò ñêîðîñòåé è äåôîðìà-
öèé ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò,
÷òî ÷àñòèöû ìåìáðàíû äâèãàþòñÿ ñ óñêîðåíèåì. Ïîýòîìó â
[24] ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûì âûøå ðåøåíè
-
åì, êîãäà ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷àñòü ìåìáðàíû ïðè 0 < z < zk (zk �
ïîëîæåíèå ôðîíòà ïîïåðå÷íîé âîëíû) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v1 > v0 äâèæåòñÿ âíèç.

Âòîðûì ñïîñîáîì, ïîçâîëÿþùèì èçáàâèòüñÿ îò áåñêîíå÷-
íûõ íàïðÿæåíèé â òî÷êå óäàðà, ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåííûé â [27]
ìãíîâåííûé ïðîêîë ìåìáðàíû.

Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëåííûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëü-
íî îïèñûâàþò ïðîöåññ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìåìá-
ðàí âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè òî÷êè óäàðà.

§ 3.7. Некоторые задачи динамического
деформирования при наличии течения
пластического материала

Èññëåäîâàíèå ðàáîòû òîíêîé êðóãëîé ïëàñòèíêè ïðè äèíà-
ìè÷åñêîé íàãðóçêå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà îñåñèììåòðè÷åñ-
êèé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé äëÿ áàëêè. Â ÷àñò
íî-
ñòè, ïðè óäàðå òåëà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ î íåîãðàíè÷åííóþ
ïëàñòèíêó ðåøåíèå çàäà÷è îêàçûâàåòñÿ àâòîìîäåëüíûì [17].

Æåñòêîïëàñòè÷åñêèé àíàëèç ðàáîòû òîíêîé êðóãëîé ïëàñ-
òèíêè ïîä äåéñòâèåì äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè. Çàäà÷à î äèíà-
ìè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè òîíêîé êðóãëîé ïëàñòèíêè ðàäèóñà
R è òîëùèíû 2h ðàññìîòðåíà â [18, 19].

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äî óäàðà ïëàñòèíêà íå äåôîðìèðîâàíà
è åå ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ r, ϕ  öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îñü z êîòîðîé íàïðàâëåíà âíèç.
Ïîñêîëüêó íàãðóçêà è óñëîâèÿ îïèðàíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñåñèììåò-
ðè÷íûìè, òî êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ rϕτ  è zϕτ  òîæäåñòâåííî
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íûõ âîëí èìååì:

( )
2

2 2 2
2 2

4 3 2
1 11 cos 1 1 ln zc c z c z

z

∗∗ ∗
∗

 −ν + −ν −= + − γ + −ν − − −ν 
  

,

òàê êàê

2
0

2 1(1 ) 1
1 1

t

t t
z

e e
∗ σ  = = − ν − + + 

;  
22

2
1( )t

ze z c
z

∗∗
∗

− ν −= ,

òî

2

3

2
2 21 1

zc
z

∗

∗

 
=    − ν − ν −

.

Òàê êàê ( ) 0z∗
θσ = , òî ôðîíò z = *z  ÿâëÿåòñÿ âîëíîé ñèëüíî-

ãî ðàçðûâà. Íà íåì bt = ω ; 0 (1 )costb a z e∗= + γ , îòêóäà, ïîëó-
÷èì ñâÿçü γ  ñ *z :

2

2
2 2

2
2

2 2
2 2

2 3

1 cos

1 11 1 ln .

z c z

zz c z c
z

∗ ∗

∗∗ ∗
∗

 + − ν + γ =  
 − ν + − ν −= + − ν − − − ν +   

(3.111)

Òàê êàê çíà÷åíèå z  èçâåñòíî, òî ïîñòîÿííûå 
1c , 

2c , 3c , 4c ,
γ  ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè *z . Äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè
z z∗∗≤  ïðè z z∗∗ ∗≤  èìååì 0te eθ + ν >  è ïðèâåäåííîå âûøå ðå-
øåíèå òåðÿåò ñèëó, ïîñêîëüêó çäåñü íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ èñ-
õîäíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ïðè 0θσ ≠ . Èç (3.110) èìååì

( )

( )
2

2

4

2 2
2 2 22

cos

1 11 1 1 ln 1 0.

c
f z

z

c zz
z z

∗∗

∗∗∗∗
∗∗ ∗∗

= + γ +

 −ν − −ν −+ +ν −ν − − −ν − = 
  

(3.112)

Ïîñêîëüêó ( ) 0f z∗ < , ( ) 0f z∗′ > , òî ðåøåíèå ( ) 0f z∗∗ =  ñó-
ùåñòâóåò è îíî åäèíñòâåííîå. Â îáëàñòè z z∗∗<  óðàâíåíèÿ
(3.106)�(3.108) èíòåãðèðóþòñÿ ÷èñëåííî. Ïðè 0r → , ò. å. ïðè

0z →  èç óðàâíåíèÿ (3.108) ñëåäóåò, ÷òî re → ∞ , à eθ  îãðàíè÷å-

íà, òàê êàê rω < . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 0z →  0 0~ , ~t t te eθσ σ ν .

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (3.110) 2 sin
( 1) ~

d
z

dz z

γ γ− γ , 
2

5 2

21
tg ~

2

z
c

z

ν
 γ −
 
 

,

( 0)zγ → → π . Çíà÷èò, êàêèì áû ìàëûì íè áûë áû óãîë ïîëó-
ðàñòâîðà êîíóñà α , êîíòàêò åãî ñ ìåìáðàíîé ïðîèçîéäåò â
íåêîòîðîé îáëàñòè, ÷òî óæå îòìå÷àëîñü âûøå. Ïðåäïîëîæåíèå
î ïîñòîÿíñòâå â ýòîé îáëàñòè êîìïîíåíò ñêîðîñòåé è äåôîðìà-
öèé ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò,
÷òî ÷àñòèöû ìåìáðàíû äâèãàþòñÿ ñ óñêîðåíèåì. Ïîýòîìó â
[24] ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûì âûøå ðåøåíè
-
åì, êîãäà ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷àñòü ìåìáðàíû ïðè 0 < z < zk (zk �
ïîëîæåíèå ôðîíòà ïîïåðå÷íîé âîëíû) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v1 > v0 äâèæåòñÿ âíèç.

Âòîðûì ñïîñîáîì, ïîçâîëÿþùèì èçáàâèòüñÿ îò áåñêîíå÷-
íûõ íàïðÿæåíèé â òî÷êå óäàðà, ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåííûé â [27]
ìãíîâåííûé ïðîêîë ìåìáðàíû.

Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëåííûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëü-
íî îïèñûâàþò ïðîöåññ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìåìá-
ðàí âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè òî÷êè óäàðà.
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ðàâíû íóëþ. Òàê êàê òîëùèíà ïëàñòèíêè ìíîãî ìåíüøå åå ðà-
äèóñà, òî âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííîå íîðìàëüíîå íàïðÿæåíè
å

zσ  è êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå rzτ  ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûìè ïî
ñðàâíåíèþ ñ íàïðÿæåíèÿìè èçãèáà rσ  è ϕσ . Òîãäà ïîëå íàïðÿ-
æåíèé ïëàñòèíêè ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ñ ãëàâíûìè íàïðÿæåíè-
ÿìè rσ  è ϕσ . Ýòè íàïðÿæåíèÿ ñîçäàþò ãëàâíûå èçãèáàþùèå
ìîìåíòû

;
h h

r r
h h

M zdz M zdzϕ ϕ
− −

= σ = σ∫ ∫ .

Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ rzτ  ñîçäàþò ïåðåðåçûâàþùóþ
ñèëó

r rz

h

h

Q dz
−

= τ∫ .

Â äàëüíåéøåì ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî çíàêîâ äëÿ
ìîìåíòîâ è ïåðåðåçûâàþùåé ñèëû: èçãèáàþùèå ìîìåíòû áó-
äóò ïîëîæèòåëüíûìè, êîãäà îíè âûçûâàþò ðàñòÿæåíèå â íèæ-
íåì ñëîå ïëàñòèíêè; ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ â
ñå÷åíèè constr =  ñî ñòîðîíû áîëüøèõ çíà÷åíèé r áóäåò ïîëî-
æèòåëüíîé, åñëè îíà íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç.

Èç óðàâíåíèé êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ìîìåíòà êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëó÷èì:

2

2
( )r

wrQ rp r
r t

∂ ∂+ = µ
∂ ∂

; (3.113)

( )r rrM M rQ
r ϕ

∂ − =
∂

,  (3.114)

ãäå p � èíòåíñèâíîñòü ïðèëîæåííîé íàãðóçêè; µ  � ìàññà, ïðè-
õîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; w �
ïðîãèá.

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ â óðàâíåíèÿõ (3.113) è (3.114) ïåðåðåçû-
âàþùàÿ ñèëà Qr ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå, òåì íå ìåíåå ïðè
îïðåäåëåíèè óñëîâèé ïëàñòè÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèìè êàñà
òåëü-
íûìè íàïðÿæåíèÿìè áóäåì ïðåíåáðåãàòü.

Åñëè ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà â òî÷êå 0r =  îòñóòñòâóåò, òî èç
(3.113) è (3.114) íàéäåì:

2

2
0

( )
r

r
wrM M p rdr

r t
ϕ

 ∂ ∂− = − − µ ∂  ∂∫ . (3.115)

Óðàâíåíèå (3.115) íå çàâèñèò îò ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðè-
àëà ïëàñòèíêè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé èäåàëüíî ïëà-
ñòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ ïëàñòè÷íîñòè Òð
åñêà
(ïîñòîÿíñòâî ìàêñèìàëüíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ maxτ =

0 / 2= σ ) è ñîîòâåòñòâóþùåìó çàêîíó òå÷åíèÿ.
Êàê èçâåñòíî, ñî÷åòàíèÿ ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé rσ  è ϕσ , âû-

çûâàþùèõ ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå, èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè øåñ-
òèóãîëüíèêà ABCDEF (ðèñ. 3.15). Òî÷êè F è B (C è E), íàïðè-
ìåð, îòâå÷àþò îäíîîñíîìó ðàñ-
òÿæåíèþ (ñæàòèþ) â ðàäèàëüíîì
èëè îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ñî-
îòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ïðåäåë òå-
êó÷åñòè ðàâåí 0σ .

Ïðè èçãèáå ýëåìåíòà ïëàñòè-
÷åñêè æåñòêîé ïëàñòèíêè óñëî-
âèå ïëàñòè÷íîñòè äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ â êàæäîì ãîðèçîíòàëü-
íîì ñëîå. Êðîìå òîãî, äîëæíî
îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûì îòíîøå-
íèå ãëàâíûõ ñêîðîñòåé äåôîðìà-
öèé :re eϕ  âäîëü êàæäîé íîðìà-
ëè. Îáà óêàçàííûõ óñëîâèÿ áó-
äóò âûïîëíåíû, åñëè äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé z âäîëü
äàííîé íîðìàëè ïîëå íàïðÿæåíèÿ áóäåò ïðåäñòàâëåíî îäíîé
òî÷êîé øåñòèóãîëüíèêà òåêó÷åñòè, à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-
íèé z � äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êîé. Òåì ñàìûì
âîçíèêàåò ðàçðûâ íàïðÿæåíèé íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, ÷ò
î
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèìåíåíèÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêîé òåîðèè.

Ãëàâíûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå óñòàíîâ-
ëåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ íàïðÿæåíèé rσ  è ϕσ , ðàâíû:

2 2;r rM h M hϕ ϕ= σ = σ ,

ñëåäîâàòåëüíî, øåñòèóãîëüíèê íà ðèñ. 3.15 ïðåäñòàâëÿåò òàêæå

óñëîâèå òåêó÷åñòè äëÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, åñëè ïî îñÿì
êîîðäèíàò îòêëàäûâàòü çíà÷åíèÿ 2/rM h  è 2/M hϕ .

Ñêîðîñòè êðèâèçíû , ,r r r tk w= − ;   , /r tk w rϕ = − , ñîîòâåòñòâó-
þùèå íåêîòîðîìó ñîñòîÿíèþ òåêó÷åñòè rM  è Mϕ , îïðåäåëÿþò
â òî÷êå ( , )rP M Mϕ  «âåêòîð òå÷åíèÿ» ñ ñîñòàâëÿþùèìè rk  è kϕ
ïî îñÿì êîîðäèíàò. Åñëè ðàññìàòðèâàåìîå ïëàñòè÷åñêîå ñîñòî-
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ðàâíû íóëþ. Òàê êàê òîëùèíà ïëàñòèíêè ìíîãî ìåíüøå åå ðà-
äèóñà, òî âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííîå íîðìàëüíîå íàïðÿæåíè
å

zσ  è êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå rzτ  ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûìè ïî
ñðàâíåíèþ ñ íàïðÿæåíèÿìè èçãèáà rσ  è ϕσ . Òîãäà ïîëå íàïðÿ-
æåíèé ïëàñòèíêè ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ñ ãëàâíûìè íàïðÿæåíè-
ÿìè rσ  è ϕσ . Ýòè íàïðÿæåíèÿ ñîçäàþò ãëàâíûå èçãèáàþùèå
ìîìåíòû

;
h h

r r
h h

M zdz M zdzϕ ϕ
− −

= σ = σ∫ ∫ .

Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ rzτ  ñîçäàþò ïåðåðåçûâàþùóþ
ñèëó

r rz

h

h

Q dz
−

= τ∫ .

Â äàëüíåéøåì ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî çíàêîâ äëÿ
ìîìåíòîâ è ïåðåðåçûâàþùåé ñèëû: èçãèáàþùèå ìîìåíòû áó-
äóò ïîëîæèòåëüíûìè, êîãäà îíè âûçûâàþò ðàñòÿæåíèå â íèæ-
íåì ñëîå ïëàñòèíêè; ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ â
ñå÷åíèè constr =  ñî ñòîðîíû áîëüøèõ çíà÷åíèé r áóäåò ïîëî-
æèòåëüíîé, åñëè îíà íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç.

Èç óðàâíåíèé êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ìîìåíòà êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëó÷èì:

2

2
( )r

wrQ rp r
r t

∂ ∂+ = µ
∂ ∂

; (3.113)

( )r rrM M rQ
r ϕ

∂ − =
∂

,  (3.114)

ãäå p � èíòåíñèâíîñòü ïðèëîæåííîé íàãðóçêè; µ  � ìàññà, ïðè-
õîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; w �
ïðîãèá.

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ â óðàâíåíèÿõ (3.113) è (3.114) ïåðåðåçû-
âàþùàÿ ñèëà Qr ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå, òåì íå ìåíåå ïðè
îïðåäåëåíèè óñëîâèé ïëàñòè÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèìè êàñà
òåëü-
íûìè íàïðÿæåíèÿìè áóäåì ïðåíåáðåãàòü.

Åñëè ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà â òî÷êå 0r =  îòñóòñòâóåò, òî èç
(3.113) è (3.114) íàéäåì:

2

2
0

( )
r

r
wrM M p rdr

r t
ϕ

 ∂ ∂− = − − µ ∂  ∂∫ . (3.115)

Óðàâíåíèå (3.115) íå çàâèñèò îò ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðè-
àëà ïëàñòèíêè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé èäåàëüíî ïëà-
ñòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ ïëàñòè÷íîñòè Òð
åñêà
(ïîñòîÿíñòâî ìàêñèìàëüíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ maxτ =

0 / 2= σ ) è ñîîòâåòñòâóþùåìó çàêîíó òå÷åíèÿ.
Êàê èçâåñòíî, ñî÷åòàíèÿ ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé rσ  è ϕσ , âû-

çûâàþùèõ ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå, èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè øåñ-
òèóãîëüíèêà ABCDEF (ðèñ. 3.15). Òî÷êè F è B (C è E), íàïðè-
ìåð, îòâå÷àþò îäíîîñíîìó ðàñ-
òÿæåíèþ (ñæàòèþ) â ðàäèàëüíîì
èëè îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ñî-
îòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ïðåäåë òå-
êó÷åñòè ðàâåí 0σ .

Ïðè èçãèáå ýëåìåíòà ïëàñòè-
÷åñêè æåñòêîé ïëàñòèíêè óñëî-
âèå ïëàñòè÷íîñòè äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ â êàæäîì ãîðèçîíòàëü-
íîì ñëîå. Êðîìå òîãî, äîëæíî
îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûì îòíîøå-
íèå ãëàâíûõ ñêîðîñòåé äåôîðìà-
öèé :re eϕ  âäîëü êàæäîé íîðìà-
ëè. Îáà óêàçàííûõ óñëîâèÿ áó-
äóò âûïîëíåíû, åñëè äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé z âäîëü
äàííîé íîðìàëè ïîëå íàïðÿæåíèÿ áóäåò ïðåäñòàâëåíî îäíîé
òî÷êîé øåñòèóãîëüíèêà òåêó÷åñòè, à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-
íèé z � äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êîé. Òåì ñàìûì
âîçíèêàåò ðàçðûâ íàïðÿæåíèé íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, ÷ò
î
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèìåíåíèÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêîé òåîðèè.

Ãëàâíûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå óñòàíîâ-
ëåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ íàïðÿæåíèé rσ  è ϕσ , ðàâíû:

2 2;r rM h M hϕ ϕ= σ = σ ,

ñëåäîâàòåëüíî, øåñòèóãîëüíèê íà ðèñ. 3.15 ïðåäñòàâëÿåò òàêæå

óñëîâèå òåêó÷åñòè äëÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, åñëè ïî îñÿì
êîîðäèíàò îòêëàäûâàòü çíà÷åíèÿ 2/rM h  è 2/M hϕ .

Ñêîðîñòè êðèâèçíû , ,r r r tk w= − ;   , /r tk w rϕ = − , ñîîòâåòñòâó-
þùèå íåêîòîðîìó ñîñòîÿíèþ òåêó÷åñòè rM  è Mϕ , îïðåäåëÿþò
â òî÷êå ( , )rP M Mϕ  «âåêòîð òå÷åíèÿ» ñ ñîñòàâëÿþùèìè rk  è kϕ
ïî îñÿì êîîðäèíàò. Åñëè ðàññìàòðèâàåìîå ïëàñòè÷åñêîå ñîñòî-
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ÿíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷êîé P, îòëè÷íîé îò âåðøèíû øåñòè-
óãîëüíèêà, òî âåêòîð òå÷åíèÿ áóäåò íîðìàëåí ê ñòîðîíå, êîòî-
ðîé ïðèíàäëåæèò ýòà òî÷êà, è íàïðàâëåí íàðóæó øåñòèóãîëüí
è-
êà. Åñëè òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé øåñòèóãîëüíèêà, òî âåêòîð
òå÷åíèÿ äîëæåí èìåòü íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê ëþáîé

èç åãî äâóõ ñòîðîí, ïðèëåæàùèõ ê P, èëè ëþáîå íàïðàâëåíèå,
ïðîìåæóòî÷íîå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïðåäåëüíûìè íàïðàâëå-
íèÿìè.

Â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå äëÿ òî÷êè P, ëåæàùåé, íàïðèìåð,
íà îòðåçêå AB, èìååì:

P A= :   0rM M Mϕ= = , 0rk ≥ , 0kϕ ≥ ;

P AB∈ :  
00 rM M< < , 0M Mϕ = , 0rk = , 0kϕ ≥ ;

P B= :   0rM = , 0M Mϕ = , 0 rk kϕ≥ ≥ − .

×àñòü ïëàñòèíêè, íå íàõîäÿùàÿñÿ â ïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè,
äîëæíà äâèãàòüñÿ êàê òâåðäîå òåëî (â ñèëó ïðåíåáðåæåíèÿ ó
ï-
ðóãèìè äåôîðìàöèÿìè â æåñòêîïëàñòè÷åñêîì àíàëèçå). Ïîýòî-
ìó â ýòîé ÷àñòè 0,rk kϕ= ≡  èëè ( )tw f t= .

Åñëè âñÿ ïëàñòèíêà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îòíîñèòñÿ ê
ïëàñòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ, õàðàêòåðèçóþùåìóñÿ òî÷êàìè ëèøü
îäíîé ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF, îïðåäåëåíèå rM , Mϕ
è w â ôóíêöèè r è t íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Îäíàêî â áîëüøèí-
ñòâå çàäà÷ ïëàñòèíêà äåëèòñÿ íà ðÿä êîëüöåâûõ çîí, â êàæäîé èç
êîòîðûõ ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííîé
ñòîðîíîé øåñòèóãîëüíèêà òåêó÷åñòè. Áîëåå òîãî, ÷èñëî òàêè
õ
çîí è ðàñïîëîæåíèå èõ ãðàíèö ìîãóò çàâèñåòü îò âðåìåíè.
Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìåõàíè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè ïî
îáå ñòîðîíû îêðóæíîñòè c, ðàçäåëÿþùåé òàêèå çîíû. Èç äèíà-
ìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3.113) è (3.114) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç îêðóæíîñòü c âåëè÷èíû rQ  è rM  äîëæíû îñòàâàòüñÿ íå-
ïðåðûâíûìè, à âåëè÷èíà Mϕ  ìîæåò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ. Òàê
êàê ïëàñòèíêà íåïðåðûâíà, òî w è tw  ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç îê-
ðóæíîñòü c îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè, óñêîðåíèå æå ,r tw  è ñêî-
ðîñòè êðèâèçíû rk  è kϕ  íà íåé ìîãóò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ.
Åñëè ñêîðîñòü êðèâèçíû kϕ  èñïûòûâàåò ðàçðûâ íà îêðóæíîñòè
c, òî ïîñëåäíÿÿ íàçûâàåòñÿ «øàðíèðíîé» îêðóæíîñòüþ (ïî
àíàëîãèè ñ ïëàñòè÷åñêèì øàðíèðîì â òåîðèè èçãèáà áàëîê).
Øàðíèðíóþ îêðóæíîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíû
é
ñëó÷àé êîëüöåâîé îáëàñòè óìåíüøàþùåéñÿ øèðèíû, âíóòðè

êîòîðîé èìååò ìåñòî ðåçêîå, õîòÿ è íåïðåðûâíîå, èçìåíåíèå
ñêîðîñòè ,r tw . Â ïðåäåëå íà øàðíèðíîé îêðóæíîñòè îòíîøåíèå

/rk kϕ → ∞ .
Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå íà øàðíèðíîé îê-

ðóæíîñòè äîëæíî èçîáðàæàòüñÿ íà øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF
èëè òî÷êàìè A, C, D, F, èëè òî÷êàìè îòðåçêîâ CD è FA. Âíå
îêðóæíîñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ óêàçàííûìè òî÷êàìè (ãäå

0),rM M=  ñêîðîñòü ,r tw  äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé. Ðàäèóñ ρ
îêðóæíîñòè c, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè t;
îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, åñëè 0.tρ =  Èç óñëîâèÿ
íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèÿ ( , )w r t  ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç c èìååì

[ ] [ ] 0t t rw w+ ρ = , (3.116)

ãäå ñêîáêè îòìå÷àþò ñêà÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí. Òàê êàê
[ ] 0tw = , òî [ ] 0,rw =  åñëè  0tρ ≠ . Ñëåäîâàòåëüíî, íàêëîí rw
ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ òîëüêî íà ñòàöèîíàðíîé îêðóæíîñòè.

Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé îêðóæíîñòè èç óñëîâèÿ [ ] 0,rw =  ñëåäóåò:

[ ] [ ], 0r t t rrw w+ ρ = . (3.117)

Òàê êàê íà îêðóæíîñòè c [ ] 0tw = , òî

[ ] [ ] 0tt t rtw w+ ρ = . (3.118)

Íà îñíîâàíèè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî íà
ñòàöèîíàðíîé îêðóæíîñòè [ ] 0ttw = , à íà øàðíèðíîé íåñòàöèî-
íàðíîé îêðóæíîñòè [ ] 0ttw ≠ .

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè rM  ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç îêðóæ-
íîñòü c ñëåäóåò:

[ ] [ ] 0rt t rrM M+ ρ = .

Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíû ñëó÷àè âñòðå÷è äâóõ îêðóæíîñ-
òåé c′  è  c′′, äèíàìè÷åñêèå è êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðè ýòîì
ìîãóò âèäîèçìåíèòüñÿ. Ìû îïóñêàåì ðàññìîòðåíèå ýòîãî âîï
-
ðîñà, òàê êàê ïðè ðåøåíèè èçëàãàåìûõ íèæå çàäà÷ ïîäîáíûå
ñëó÷àè íå èìåþò ìåñòà.

Ïóñòü íà ñâîáîäíî îïåðòóþ ïî êðàÿì êðóãëóþ ïëàñòèíêó â
íåêîòîðûé ìîìåíò íà÷àëà äåéñòâîâàòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííàÿ íàãðóçêà ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè p. Ïëàñòèíêà áóäåò
â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â íåé íå âîçíèêíóò ïëàñòè-
÷åñêèå äåôîðìàöèè. Äëÿ ïîÿâëåíèÿ ïîñëåäíèõ, î÷åâèäíî, âåë
è-
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ÿíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷êîé P, îòëè÷íîé îò âåðøèíû øåñòè-
óãîëüíèêà, òî âåêòîð òå÷åíèÿ áóäåò íîðìàëåí ê ñòîðîíå, êîòî-
ðîé ïðèíàäëåæèò ýòà òî÷êà, è íàïðàâëåí íàðóæó øåñòèóãîëüí
è-
êà. Åñëè òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé øåñòèóãîëüíèêà, òî âåêòîð
òå÷åíèÿ äîëæåí èìåòü íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê ëþáîé

èç åãî äâóõ ñòîðîí, ïðèëåæàùèõ ê P, èëè ëþáîå íàïðàâëåíèå,
ïðîìåæóòî÷íîå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïðåäåëüíûìè íàïðàâëå-
íèÿìè.

Â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå äëÿ òî÷êè P, ëåæàùåé, íàïðèìåð,
íà îòðåçêå AB, èìååì:

P A= :   0rM M Mϕ= = , 0rk ≥ , 0kϕ ≥ ;

P AB∈ :  
00 rM M< < , 0M Mϕ = , 0rk = , 0kϕ ≥ ;

P B= :   0rM = , 0M Mϕ = , 0 rk kϕ≥ ≥ − .

×àñòü ïëàñòèíêè, íå íàõîäÿùàÿñÿ â ïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè,
äîëæíà äâèãàòüñÿ êàê òâåðäîå òåëî (â ñèëó ïðåíåáðåæåíèÿ ó
ï-
ðóãèìè äåôîðìàöèÿìè â æåñòêîïëàñòè÷åñêîì àíàëèçå). Ïîýòî-
ìó â ýòîé ÷àñòè 0,rk kϕ= ≡  èëè ( )tw f t= .

Åñëè âñÿ ïëàñòèíêà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îòíîñèòñÿ ê
ïëàñòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ, õàðàêòåðèçóþùåìóñÿ òî÷êàìè ëèøü
îäíîé ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF, îïðåäåëåíèå rM , Mϕ
è w â ôóíêöèè r è t íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Îäíàêî â áîëüøèí-
ñòâå çàäà÷ ïëàñòèíêà äåëèòñÿ íà ðÿä êîëüöåâûõ çîí, â êàæäîé èç
êîòîðûõ ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííîé
ñòîðîíîé øåñòèóãîëüíèêà òåêó÷åñòè. Áîëåå òîãî, ÷èñëî òàêè
õ
çîí è ðàñïîëîæåíèå èõ ãðàíèö ìîãóò çàâèñåòü îò âðåìåíè.
Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìåõàíè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè ïî
îáå ñòîðîíû îêðóæíîñòè c, ðàçäåëÿþùåé òàêèå çîíû. Èç äèíà-
ìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3.113) è (3.114) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç îêðóæíîñòü c âåëè÷èíû rQ  è rM  äîëæíû îñòàâàòüñÿ íå-
ïðåðûâíûìè, à âåëè÷èíà Mϕ  ìîæåò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ. Òàê
êàê ïëàñòèíêà íåïðåðûâíà, òî w è tw  ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç îê-
ðóæíîñòü c îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè, óñêîðåíèå æå ,r tw  è ñêî-
ðîñòè êðèâèçíû rk  è kϕ  íà íåé ìîãóò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ.
Åñëè ñêîðîñòü êðèâèçíû kϕ  èñïûòûâàåò ðàçðûâ íà îêðóæíîñòè
c, òî ïîñëåäíÿÿ íàçûâàåòñÿ «øàðíèðíîé» îêðóæíîñòüþ (ïî
àíàëîãèè ñ ïëàñòè÷åñêèì øàðíèðîì â òåîðèè èçãèáà áàëîê).
Øàðíèðíóþ îêðóæíîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíû
é
ñëó÷àé êîëüöåâîé îáëàñòè óìåíüøàþùåéñÿ øèðèíû, âíóòðè

êîòîðîé èìååò ìåñòî ðåçêîå, õîòÿ è íåïðåðûâíîå, èçìåíåíèå
ñêîðîñòè ,r tw . Â ïðåäåëå íà øàðíèðíîé îêðóæíîñòè îòíîøåíèå

/rk kϕ → ∞ .
Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå íà øàðíèðíîé îê-

ðóæíîñòè äîëæíî èçîáðàæàòüñÿ íà øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF
èëè òî÷êàìè A, C, D, F, èëè òî÷êàìè îòðåçêîâ CD è FA. Âíå
îêðóæíîñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ óêàçàííûìè òî÷êàìè (ãäå

0),rM M=  ñêîðîñòü ,r tw  äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé. Ðàäèóñ ρ
îêðóæíîñòè c, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè t;
îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, åñëè 0.tρ =  Èç óñëîâèÿ
íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèÿ ( , )w r t  ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç c èìååì

[ ] [ ] 0t t rw w+ ρ = , (3.116)

ãäå ñêîáêè îòìå÷àþò ñêà÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí. Òàê êàê
[ ] 0tw = , òî [ ] 0,rw =  åñëè  0tρ ≠ . Ñëåäîâàòåëüíî, íàêëîí rw
ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ òîëüêî íà ñòàöèîíàðíîé îêðóæíîñòè.

Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé îêðóæíîñòè èç óñëîâèÿ [ ] 0,rw =  ñëåäóåò:

[ ] [ ], 0r t t rrw w+ ρ = . (3.117)

Òàê êàê íà îêðóæíîñòè c [ ] 0tw = , òî

[ ] [ ] 0tt t rtw w+ ρ = . (3.118)

Íà îñíîâàíèè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî íà
ñòàöèîíàðíîé îêðóæíîñòè [ ] 0ttw = , à íà øàðíèðíîé íåñòàöèî-
íàðíîé îêðóæíîñòè [ ] 0ttw ≠ .

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè rM  ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç îêðóæ-
íîñòü c ñëåäóåò:

[ ] [ ] 0rt t rrM M+ ρ = .

Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíû ñëó÷àè âñòðå÷è äâóõ îêðóæíîñ-
òåé c′  è  c′′, äèíàìè÷åñêèå è êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðè ýòîì
ìîãóò âèäîèçìåíèòüñÿ. Ìû îïóñêàåì ðàññìîòðåíèå ýòîãî âîï
-
ðîñà, òàê êàê ïðè ðåøåíèè èçëàãàåìûõ íèæå çàäà÷ ïîäîáíûå
ñëó÷àè íå èìåþò ìåñòà.

Ïóñòü íà ñâîáîäíî îïåðòóþ ïî êðàÿì êðóãëóþ ïëàñòèíêó â
íåêîòîðûé ìîìåíò íà÷àëà äåéñòâîâàòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííàÿ íàãðóçêà ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè p. Ïëàñòèíêà áóäåò
â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â íåé íå âîçíèêíóò ïëàñòè-
÷åñêèå äåôîðìàöèè. Äëÿ ïîÿâëåíèÿ ïîñëåäíèõ, î÷åâèäíî, âåë
è-
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÷èíà èíòåíñèâíîñòè p äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêà. Êðîìå
òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü ïðèëîæåííûõ íàãðóç
îê,
êîòîðûå, âûçûâàÿ ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ìàòåðèàëà ïëàñòèíêè,
íå ïðèâîäÿò ïîñëåäíþþ â äâèæåíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñè-
ìàëüíîé âåëè÷èíû, ïðè êîòîðîé âîçìîæíî áåñêîíå÷íî ìåäëåí-
íîå ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ìàòåðèàëà ïëàñòèíêè, íåîáõîäèìî
ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (3.115),
â êîòîðîì îòáðîøåíû èíåðöèîííûå ÷ëåíû.

Â äàííîì ñëó÷àå ïëàñòèíêà íå ìîæåò äîñòèãíóòü ïðåäåëà
òåêó÷åñòè áåç îáðàçîâàíèÿ ïëàñòè÷åñêîé çîíû â åãî öåíòðå,
ñëåäîâàòåëüíî, â öåíòðå 0rM M Mϕ= = , ò.å. èìååò ìåñòî ñîñòî-
ÿíèå A. Ïîýòîìó âáëèçè öåíòðà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò
õàðàêòåðèçîâàòüñÿ òî÷êàìè îòðåçêîâ AF, AB è âåðøèíû A. Èç
óðàâíåíèÿ (3.115) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì:

0

r

rrM M drϕ= ∫ . (3.119)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåííûå ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóþ-
ùèåñÿ òî÷êàìè A è îòðåçêà AF, â îêðåñòíîñòè öåíòðà íå ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü. Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â îêðå
-
ñòíîñòè öåíòðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷êàìè îòðåçêà AB è ñêîðîñòü
êðèâèçíû kr çäåñü ðàâíà íóëþ. Ïðè âîçðàñòàíèè r òî÷êà, õàðàê-
òåðèçóþùàÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíêè, ñìåùàåòñÿ ê

òî÷êå B, êîòîðàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ( 0rM = ) ñîîòâåò-
ñòâóåò êðàþ r R= .

Èç óðàâíåíèÿ (3.119) ëåãêî íàéòè, ÷òî 2
0 06 /p M R= . Òàêèì

îáðàçîì, äâèæåíèå ïëàñòèíêè ïðè äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêå íà÷-
íåòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà 0p p> .

Ïðèìåì çà ìîìåíò 0t =  ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ ïëàñòè÷åñ-
êèõ äåôîðìàöèé; èíòåðâàë âðåìåíè äåéñòâèÿ íàãðóçêè p îáî-
çíà÷èì ÷åðåç .τ  Òàê êàê ïðè 0r = , 0rM M Mϕ= =  è, êðîìå
òîãî, 0ttp w− µ >  (ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ íàãðóçêè p, íåçíà÷è-
òåëüíî ïðåâûøàþùåé çíà÷åíèå p0), òî èç óðàâíåíèÿ (3.115)
ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî èç íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé, õàðàêòåðè
-
çóþùèõñÿ òî÷êàìè îòðåçêîâ AB, AF è âåðøèíû A, â îêðåñòíî-
ñòè öåíòðà âîçìîæíî ëèøü ïåðâîå, ò. å. 0M Mϕ = , 0rM M< .
Ýòî ñîñòîÿíèå äëÿ ñâîáîäíî îïåðòîé ïëàñòèíû ìîæåò áûòü ðà
ñ-
ïðîñòðàíåíî âïëîòü êðàÿ r R= , ãäå 0rM = . Íî â òàêîì ñëó÷àå

0rrtω ≡ , ò. å. ( ) ( )1 0 /tw c t rf t R= + . Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî 0tw =

ïðè r R= , ïîëó÷àåì: ( )( )0 1 /tw f t r R= − . Èíòåãðèðóÿ óðàâíå-
íèå (3.115), íàõîäèì:

 ( )2
' 2

0 0 2
6 12r

pr rM M f r
R

µ= − + − .

Ïîñêîëüêó 0rM =  ïðè r R= , òî 0 02( ) /f p p′ = − µ . Èñïîëüçóÿ
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 0tω = ω =  ïðè 0t = , îïðåäåëÿåì:

( ) ( ) 20, 1
p p rw r t t

R
−

= −
µ . (3.120)

Ïðè ýòîì

( )2 2

2 2
0 00

1 1 2rM pr p r r
M p Rp R R

 = − + − −  
.  (3.121)

Ïðè t = τ  íàãðóçêà p ñíèìàåòñÿ, îäíàêî äâèæåíèå ïëàñòèíêè
â ýòîò ìîìåíò íå çàêàí÷èâàåòñÿ. Âòîðàÿ ôàçà äâèæåíèÿ ïðè

t Tτ < < , ãäå T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ( ), 0tw r T = , õàðàêòåðèçó-
åòñÿ òåì, ÷òî 0p ≡ . Â ýòîé ôàçå, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, íàïðÿ-
æåííîå ñîñòîÿíèå ïðè ïëàñòè÷åñêîì òå÷åíèè ïî-ïðåæíåìó õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ òî÷êàìè îòðåçêà AB. Ñëåäîâàòåëüíî, îïÿòü

( )0( ) 1t
rw f t
R

= − ; ( )2
0 0 2

12r
rM M f r
R

µ ′= + − ; 0
0

2p
f ′ = −

µ
. (3.122)

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè w è wr ïðè t = τ  íàéäåì:

( )
( )

20

2

2
0

(2 ) 1 ;

1 2 .r

pp rw t t
R

M r r
M RR

 = τ − τ − − µ µ 

= − −
 (3.123)

Èç (3.123) ñëåäóåò, ÷òî 0tw =  ïðè 0/T p p= τ . Ìàêñèìàëü-
íûé ïðîãèá, ñîîòâåòñòâóþùèé, î÷åâèäíî, ìîìåíòó t T= ,

   ( )2 2
20 0

2
0 00

( )2
( , ) 1

p p p pp p p rw r t
p p Rp

  −τ τ = τ − τ + = τ −  µ µ µ  
. (3.124)

Îñòàòî÷íûé ïðîãèá öåíòðà ïëàñòèíêè áóäåò
2

0 0(0, ) ( )w t p p p p= − τ µ . (3.125)
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÷èíà èíòåíñèâíîñòè p äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêà. Êðîìå
òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü ïðèëîæåííûõ íàãðóç
îê,
êîòîðûå, âûçûâàÿ ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ìàòåðèàëà ïëàñòèíêè,
íå ïðèâîäÿò ïîñëåäíþþ â äâèæåíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñè-
ìàëüíîé âåëè÷èíû, ïðè êîòîðîé âîçìîæíî áåñêîíå÷íî ìåäëåí-
íîå ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ìàòåðèàëà ïëàñòèíêè, íåîáõîäèìî
ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (3.115),
â êîòîðîì îòáðîøåíû èíåðöèîííûå ÷ëåíû.

Â äàííîì ñëó÷àå ïëàñòèíêà íå ìîæåò äîñòèãíóòü ïðåäåëà
òåêó÷åñòè áåç îáðàçîâàíèÿ ïëàñòè÷åñêîé çîíû â åãî öåíòðå,
ñëåäîâàòåëüíî, â öåíòðå 0rM M Mϕ= = , ò.å. èìååò ìåñòî ñîñòî-
ÿíèå A. Ïîýòîìó âáëèçè öåíòðà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò
õàðàêòåðèçîâàòüñÿ òî÷êàìè îòðåçêîâ AF, AB è âåðøèíû A. Èç
óðàâíåíèÿ (3.115) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì:

0

r

rrM M drϕ= ∫ . (3.119)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåííûå ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóþ-
ùèåñÿ òî÷êàìè A è îòðåçêà AF, â îêðåñòíîñòè öåíòðà íå ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü. Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â îêðå
-
ñòíîñòè öåíòðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷êàìè îòðåçêà AB è ñêîðîñòü
êðèâèçíû kr çäåñü ðàâíà íóëþ. Ïðè âîçðàñòàíèè r òî÷êà, õàðàê-
òåðèçóþùàÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíêè, ñìåùàåòñÿ ê

òî÷êå B, êîòîðàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ( 0rM = ) ñîîòâåò-
ñòâóåò êðàþ r R= .

Èç óðàâíåíèÿ (3.119) ëåãêî íàéòè, ÷òî 2
0 06 /p M R= . Òàêèì

îáðàçîì, äâèæåíèå ïëàñòèíêè ïðè äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêå íà÷-
íåòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà 0p p> .

Ïðèìåì çà ìîìåíò 0t =  ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ ïëàñòè÷åñ-
êèõ äåôîðìàöèé; èíòåðâàë âðåìåíè äåéñòâèÿ íàãðóçêè p îáî-
çíà÷èì ÷åðåç .τ  Òàê êàê ïðè 0r = , 0rM M Mϕ= =  è, êðîìå
òîãî, 0ttp w− µ >  (ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ íàãðóçêè p, íåçíà÷è-
òåëüíî ïðåâûøàþùåé çíà÷åíèå p0), òî èç óðàâíåíèÿ (3.115)
ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî èç íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé, õàðàêòåðè
-
çóþùèõñÿ òî÷êàìè îòðåçêîâ AB, AF è âåðøèíû A, â îêðåñòíî-
ñòè öåíòðà âîçìîæíî ëèøü ïåðâîå, ò. å. 0M Mϕ = , 0rM M< .
Ýòî ñîñòîÿíèå äëÿ ñâîáîäíî îïåðòîé ïëàñòèíû ìîæåò áûòü ðà
ñ-
ïðîñòðàíåíî âïëîòü êðàÿ r R= , ãäå 0rM = . Íî â òàêîì ñëó÷àå

0rrtω ≡ , ò. å. ( ) ( )1 0 /tw c t rf t R= + . Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî 0tw =

ïðè r R= , ïîëó÷àåì: ( )( )0 1 /tw f t r R= − . Èíòåãðèðóÿ óðàâíå-
íèå (3.115), íàõîäèì:

 ( )2
' 2

0 0 2
6 12r

pr rM M f r
R

µ= − + − .

Ïîñêîëüêó 0rM =  ïðè r R= , òî 0 02( ) /f p p′ = − µ . Èñïîëüçóÿ
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 0tω = ω =  ïðè 0t = , îïðåäåëÿåì:

( ) ( ) 20, 1
p p rw r t t

R
−

= −
µ . (3.120)

Ïðè ýòîì

( )2 2

2 2
0 00

1 1 2rM pr p r r
M p Rp R R

 = − + − −  
.  (3.121)

Ïðè t = τ  íàãðóçêà p ñíèìàåòñÿ, îäíàêî äâèæåíèå ïëàñòèíêè
â ýòîò ìîìåíò íå çàêàí÷èâàåòñÿ. Âòîðàÿ ôàçà äâèæåíèÿ ïðè

t Tτ < < , ãäå T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ( ), 0tw r T = , õàðàêòåðèçó-
åòñÿ òåì, ÷òî 0p ≡ . Â ýòîé ôàçå, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, íàïðÿ-
æåííîå ñîñòîÿíèå ïðè ïëàñòè÷åñêîì òå÷åíèè ïî-ïðåæíåìó õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ òî÷êàìè îòðåçêà AB. Ñëåäîâàòåëüíî, îïÿòü

( )0( ) 1t
rw f t
R

= − ; ( )2
0 0 2

12r
rM M f r
R

µ ′= + − ; 0
0

2p
f ′ = −

µ
. (3.122)

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè w è wr ïðè t = τ  íàéäåì:

( )
( )

20

2

2
0

(2 ) 1 ;

1 2 .r

pp rw t t
R

M r r
M RR

 = τ − τ − − µ µ 

= − −
 (3.123)

Èç (3.123) ñëåäóåò, ÷òî 0tw =  ïðè 0/T p p= τ . Ìàêñèìàëü-
íûé ïðîãèá, ñîîòâåòñòâóþùèé, î÷åâèäíî, ìîìåíòó t T= ,

   ( )2 2
20 0

2
0 00

( )2
( , ) 1

p p p pp p p rw r t
p p Rp

  −τ τ = τ − τ + = τ −  µ µ µ  
. (3.124)

Îñòàòî÷íûé ïðîãèá öåíòðà ïëàñòèíêè áóäåò
2

0 0(0, ) ( )w t p p p p= − τ µ . (3.125)

ÃËÀÂÀ 3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈß § 3.7. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ...



333332

Èç ôîðìóëû (3.121) ñëåäóåò:

(0, ) 0rrM t = ; 0
2

0
(0, ) 2 2rrr

M p
M t

pR

 = −  
.

Ýòè çàâèñèìîñòè óêàçûâàþò íà òî, ÷òî çíà÷åíèå Mr(0,t) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ëèøü ïðè 

02p p≤  è ìèíèìàëüíûì ïðè
02p p> . Òàê êàê â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ïëà-

ñòè÷íîñòè (èçãèáàþùèé ìîìåíò â îêðåñòíîñòè 0r =  ïðåâûøà-
åò âåëè÷èíó 0M ), ïðèõîäèòñÿ ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïðè ýòîì
ïðåäûäóùèå ñîîòíîøåíèÿ íåïðèìåíèìû. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå
ïîëó÷åíû íà îñíîâàíèè åäèíñòâåííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì
,
÷òî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òîëüêî òî÷êàìè
îòðåçêà AB, îñòàåòñÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ïðè

02p p>  íå èìååò ìåñòà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 02p p>  â íåêîòîðîé îáëàñòè 0r < ρ  îêî-

ëî öåíòðà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äîëæíî õàðàêòåðèçîâàòü
ñÿ
òî÷êîé À, â îñòàëüíîé ÷àñòè ïëàñòèíêè � òî÷êàìè îòðåçêà ÀÂ.
Èç óðàâíåíèÿ (3.115) âûòåêàåò, ÷òî
ïðè 00 r≤ ≤ ρ  11 /w p= µ , ò. å. âñå
òî÷êè ýòîé îáëàñòè äâèãàþòñÿ ñ
ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ñëåäóåò ðàçëè÷àòü òðè ôàçû äâè-
æåíèÿ ïëàñòèíêè.

Ïåðâàÿ ôàçà (0 )t< < τ . Â ýòîé
ôàçå îáëàñòü 0R r≥ ≥ ρ  õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ òî÷êàìè îòðåçêà AB, ïî-
ýòîìó äëÿ íåå íà îñíîâàíèè ïðå-
äûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî çà-
ïèñàòü:

wt ( )0( ) 1 /f t r R= − ,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ 0( )f t , îïðåäå-
ëåííàÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñ-
òè ñêîðîñòè wt ïðè ïåðåõîäå ÷å-
ðåç îêðóæíîñòü 0ρ , èìååò âèä:

       0
0

( )
p R

f t t
R

=
µ − ρ

. (3.126)

Òàê êàê wr èñïûòûâàåò ðàçðûâ ïðè 0r = ρ , òî â ñèëó óðàâíåíèÿ
(3.116) îêðóæíîñòü 0r = ρ  äîëæíà áûòü ñòàöèîíàðíîé øàðíèð-
íîé îêðóæíîñòüþ.

Äëÿ îáëàñòè r Rρ ≤ ≤  èíòåãðèðîâàíèåì (3.115) ïðè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ Mr 0 0( , )t Mρ =  è Mr( , ) 0R t =  íàõîäèì:

3

2
0 0 02 ( ) ( )

p R

p R R
=

− ρ + ρ
; (3.127)

3
0 0

3
0 0 0

( ) ( )
1

( ) ( )
r R r rM

M r R R

− ρ + ρ
= −

− ρ + ρ
. (3.128)

Íà ãðàôèêå ðèñ. 3.16 ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü (3.127).
Âòîðàÿ ôàçà ( )t Tτ < < . Â òå÷åíèå ýòîé ôàçû ðàäèóñ

( )tρ = ρ  øàðíèðíîé îêðóæíîñòè óìåíüøàåòñÿ îò 0( )ρ τ = ρ  äî
1( ) 0Tρ = . Òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è âûøå, ëåãêî ïîëó÷èòü ôîð-

ìóëû, îïðåäåëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè:

,  0 ( );

( , )

,  ( ) .
( )

t

pT
r t

w r t
pT R r

t r R
R t

 ≤ ≤ ρ µ=  − ρ ≤ ≤
 µ − ρ

(3.129)

(3.130)

Ðèñ. 3.16

p/(2p) (èëè T1/t)

ρ0/R (èëè ρ(t)/R)

Èíòåãðèðóÿ (3.115) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ Mr 0( , )t Mρ = ,
Mr ( , ) 0R t = , ïîëó÷àåì:

2 2 3
0( 2 3 ) 2t R R p R pρ + ρ − ρ = − τ ; (3.131)

2 2

3
0

( ) 2( ) (4 3 )
1

( ) ( 3 )

R r r R r RM

M r R R

 − ρ − − ρ − ρ − ρ = +
− ρ + ρ

.  (3.132)

Íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(3.131) ÿâëÿåòñÿ 0( )ρ τ = ρ , ãäå 0ρ  óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
(3.127). Èíòåãðèðóÿ (3.131) ïðè ýòîì íà÷àëüíîì óñëîâèè, îïðå-
äåëÿåì / Rρ  êàê ôóíêöèþ âðåìåíè:

( ) ( )3 2

02 ( ) 1R R R p t pρ − ρ − ρ = τ − .  (3.133)
Îòñþäà

1 0/(2 )T p p= τ .
Ñîîòíîøåíèå (3.133) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:
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Èç ôîðìóëû (3.121) ñëåäóåò:

(0, ) 0rrM t = ; 0
2

0
(0, ) 2 2rrr

M p
M t

pR

 = −  
.

Ýòè çàâèñèìîñòè óêàçûâàþò íà òî, ÷òî çíà÷åíèå Mr(0,t) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ëèøü ïðè 

02p p≤  è ìèíèìàëüíûì ïðè
02p p> . Òàê êàê â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ïëà-

ñòè÷íîñòè (èçãèáàþùèé ìîìåíò â îêðåñòíîñòè 0r =  ïðåâûøà-
åò âåëè÷èíó 0M ), ïðèõîäèòñÿ ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïðè ýòîì
ïðåäûäóùèå ñîîòíîøåíèÿ íåïðèìåíèìû. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå
ïîëó÷åíû íà îñíîâàíèè åäèíñòâåííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì
,
÷òî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òîëüêî òî÷êàìè
îòðåçêà AB, îñòàåòñÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ïðè

02p p>  íå èìååò ìåñòà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 02p p>  â íåêîòîðîé îáëàñòè 0r < ρ  îêî-

ëî öåíòðà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äîëæíî õàðàêòåðèçîâàòü
ñÿ
òî÷êîé À, â îñòàëüíîé ÷àñòè ïëàñòèíêè � òî÷êàìè îòðåçêà ÀÂ.
Èç óðàâíåíèÿ (3.115) âûòåêàåò, ÷òî
ïðè 00 r≤ ≤ ρ  11 /w p= µ , ò. å. âñå
òî÷êè ýòîé îáëàñòè äâèãàþòñÿ ñ
ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ñëåäóåò ðàçëè÷àòü òðè ôàçû äâè-
æåíèÿ ïëàñòèíêè.

Ïåðâàÿ ôàçà (0 )t< < τ . Â ýòîé
ôàçå îáëàñòü 0R r≥ ≥ ρ  õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ òî÷êàìè îòðåçêà AB, ïî-
ýòîìó äëÿ íåå íà îñíîâàíèè ïðå-
äûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî çà-
ïèñàòü:

wt ( )0( ) 1 /f t r R= − ,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ 0( )f t , îïðåäå-
ëåííàÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñ-
òè ñêîðîñòè wt ïðè ïåðåõîäå ÷å-
ðåç îêðóæíîñòü 0ρ , èìååò âèä:

       0
0

( )
p R

f t t
R

=
µ − ρ

. (3.126)

Òàê êàê wr èñïûòûâàåò ðàçðûâ ïðè 0r = ρ , òî â ñèëó óðàâíåíèÿ
(3.116) îêðóæíîñòü 0r = ρ  äîëæíà áûòü ñòàöèîíàðíîé øàðíèð-
íîé îêðóæíîñòüþ.

Äëÿ îáëàñòè r Rρ ≤ ≤  èíòåãðèðîâàíèåì (3.115) ïðè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ Mr 0 0( , )t Mρ =  è Mr( , ) 0R t =  íàõîäèì:

3

2
0 0 02 ( ) ( )

p R

p R R
=

− ρ + ρ
; (3.127)

3
0 0

3
0 0 0

( ) ( )
1

( ) ( )
r R r rM

M r R R

− ρ + ρ
= −

− ρ + ρ
. (3.128)

Íà ãðàôèêå ðèñ. 3.16 ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü (3.127).
Âòîðàÿ ôàçà ( )t Tτ < < . Â òå÷åíèå ýòîé ôàçû ðàäèóñ

( )tρ = ρ  øàðíèðíîé îêðóæíîñòè óìåíüøàåòñÿ îò 0( )ρ τ = ρ  äî
1( ) 0Tρ = . Òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è âûøå, ëåãêî ïîëó÷èòü ôîð-

ìóëû, îïðåäåëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè:

,  0 ( );

( , )

,  ( ) .
( )

t

pT
r t

w r t
pT R r

t r R
R t

 ≤ ≤ ρ µ=  − ρ ≤ ≤
 µ − ρ

(3.129)

(3.130)

Ðèñ. 3.16

p/(2p) (èëè T1/t)

ρ0/R (èëè ρ(t)/R)

Èíòåãðèðóÿ (3.115) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ Mr 0( , )t Mρ = ,
Mr ( , ) 0R t = , ïîëó÷àåì:

2 2 3
0( 2 3 ) 2t R R p R pρ + ρ − ρ = − τ ; (3.131)

2 2

3
0

( ) 2( ) (4 3 )
1

( ) ( 3 )

R r r R r RM

M r R R

 − ρ − − ρ − ρ − ρ = +
− ρ + ρ

.  (3.132)

Íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(3.131) ÿâëÿåòñÿ 0( )ρ τ = ρ , ãäå 0ρ  óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
(3.127). Èíòåãðèðóÿ (3.131) ïðè ýòîì íà÷àëüíîì óñëîâèè, îïðå-
äåëÿåì / Rρ  êàê ôóíêöèþ âðåìåíè:

( ) ( )3 2

02 ( ) 1R R R p t pρ − ρ − ρ = τ − .  (3.133)
Îòñþäà

1 0/(2 )T p p= τ .
Ñîîòíîøåíèå (3.133) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:
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3 2
1 [( ) ( )]T t R R R= ρ − + ρ

è ñîâïàäàåò ñ (3.127), åñëè 02 /p p  è 0 / Rρ  îáîçíà÷èòü ñîîòâåò-
ñòâåííî 1 /T t  è / Rρ .

Ó÷èòûâàÿ îòìå÷åííûé ôàêò, ãðàôèê ðèñ. 3.16 ìîæíî îäíî-
âðåìåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàâèñèìîñòü ìåæäó 1 /T t  è

/ Rρ .
Îïðåäåëèì ïðîãèá 1( , )w r T  â êîíöå âòîðîé ôàçû. Â êîíöå

ïåðâîé ôàçû, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî, ñðåäèííàÿ ïîâåðõ
-
íîñòü ïëàñòèíêè ïðèíèìàåò ôîðìó óñå÷åííîãî êîíóñà, ïðè÷åì
ñìåùåíèÿ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè øàðíèðíîé îêðóæíî-
ñòè 0r = ρ , ðàâíû ( )2 / 2pτ µ , ïðè ýòîì [wr] [ ]2

0/ 2 ( )p R= − τ µ − ρ .
Òàê êàê íà íåñòàöèîíàðíîé îêðóæíîñòè ( )tρ = ρ  ðàçðûâà ó
ôóíêöèè wr áûòü íå ìîæåò, òî âî âòîðîé ôàçå ñòàöèîíàðíàÿ
øàðíèðíàÿ îêðóæíîñòü 0r = ρ  ïðîäîëæàåò ñóùåñòâîâàòü. Èç
ôîðìóë (3.124) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ( )r t= ρ

 [wrt] ( )

p

R

τ= −
µ − ρ

.

Îòñþäà ñîãëàñíî (3.118) è (3.131)

[wrr]
2

3
0

3

2

p p R p

p R

τ += −
µ

.

Ïîñêîëüêó ïðè ( )r t< ρ  wrr 0≡ , òî

wrr

2

3
0

3
( 0, )

2

p p R
t

p R

τ + ρρ + = −
µ

.  (3.134)

Âòîðàÿ èç ôîðìóë (3.124) ïîêàçûâàåò, ÷òî wrrt 0≡  ïðè
( )R r t≥ ≥ ρ , ïîýòîìó â ýòîé îáëàñòè wrr 0( , ) ( )r t r= ϕ , ãäå ôóíê-

öèÿ 0( )rϕ  äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.121):
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Â êîíöå âòîðîé ôàçû ðàâåíñòâî (3.135) èìååò ìåñòî âïëîòü äî
öåíòðà ïëàñòèíêè. Òàê êàê
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p p
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p
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òî, èíòåãðèðóÿ (3.135) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3.136), ïîëó÷àåì:
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Âíå îêðóæíîñòè 0r = ρ  ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíêè
ïðèíèìàåò ôîðìó ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà. Åå âèä îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïðîãèáîì 0 1( , )w Tρ , îïðåäåëÿåìûì ñîãëàñíî (3.128), è óñ-
ëîâèåì 1( , ) 0w R T = . Ðàçðûâ wr  íà ñòàöèîíàðíîé øàðíèðíîé
îêðóæíîñòè 0r = ρ  â ìîìåíò 1t T=  îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
(3.130).

Òðåòüÿ ôàçà 1 2( )T t T< < . Â ýòîé ôàçå íàïðÿæåííîå ñîñòî-
ÿíèå ïëàñòèíêè, çà èñêëþ÷åíèåì åå öåíòðà è êðàÿ, õàðàêòåðè
çó-
åòñÿ òî÷êàìè îòðåçêà AB. Òåì æå ñïîñîáîì, êîòîðûé ïðèìåíÿë-
ñÿ âûøå, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû (3.122) è (3.123) äëÿ ñêîðî-
ñòè wt è ìîìåíòà rM :
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0 0 (2 / ) /12rM M f r r R′= + µ − .
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Îñòàòî÷íûé ïðîãèá â öåíòðå 2 0
0
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(0, ) /(2 )
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p
w I p

p

 
τ = − µ 

 
, ãäå

I p= τ . Âíå îêðóæíîñòè 0r = ρ  ïðîãèá ëèíåéíî çàâèñèò îò r.
Ìåðèäèàí ïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðîâàííîé ïëàñòèíêè èìååò

èçëîì ïðè 0r = ρ . Íà ðèñ. 3.17 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü
2 2( , ) / (0, )w r T w T  îò /r R  äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé 02p p .

2. Ðàñøèðåíèå êðóãëîãî îòâåðñòèÿ â ïëîñêîì ëèñòå. Â [20,
21] ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðàñøèðåíèè êðóãëîãî îòâåðñòèÿ â
ïëîñêîì ëèñòå ïåðâîíà÷àëüíîé òîëùèíû 0h , ìàòåðèàë êîòîðîãî
ïëàñòè÷åñêè òå÷åò ïðè ïîñòîÿííîì êàñàòåëüíîì íàïðÿæåíè
è.

Ïëàñòèíêà ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè îáëàñòè: óïðóãóþ III; ïëàñòè-
÷åñêóþ II, â êîòîðîé ïðåíåáðåãàåòñÿ èíåðöèîííûìè ÷ëåíàìè;
ïëàñòè÷åñêóþ I, â êîòîðîé ïîëàãàåòñÿ 0θσ =  (ðèñ. 3.18), êðîìå

Âûøå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé ðàáîòû ñâîáîäíî îïåðòîé
êðóãëîé ïëàñòèíêè ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé âî âðåìÿ äåé-
ñòâèÿ èìïóëüñà è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ïëîùàäè
íàãðóçêè. Àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì â [19] èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå
êðóãëîé, çàäåëàííîé ïî êðàÿì ïëàñòèíêè, âñåì òî÷êàì êîòîðîé,
çà èñêëþ÷åíèåì êðàéíèõ, ñîîáùåíà ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü 0v .
Êàê îòìå÷àþò àâòîðû ýòîé ðàáîòû, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ïðåä-
ñòàâëÿåò ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé çà
äà-
÷è î âçàèìîäåéñòâèè ïëîñêîé óäàðíîé âîëíû ñ òâåðäûì îáúåê-
òîì.

Ðèñ. 3.18

òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ âñþäó 0zσ = . Â ñèëó ñäåëàííûõ äîïóùå-
íèé â îáëàñòè II 0rθσ − σ = σ ; à â îáëàñòè I 0rσ = −σ . Óðàâíå-
íèåì ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíû ïîñòîÿííîé òîëùèíû, êàê ñëåäóåò
èç ïðåäûäóùåãî, ÿâëÿåòñÿ

0rrd
dr r

θσ − σσ
+ = .

Åãî ðåøåíèå äëÿ îáëàñòè II èìååò âèä:

2

1ln
2r

r
rθ

 σ = σ −  
; 0

2

1ln
2

r
rθ

 σ = σ +  
,

ãäå 2r  � ðàäèóñ âíåøíåé ãðàíèöû II (ðèñ. 3.18). Â óïðóãîé îá-
ëàñòè III

2/r A rσ = − ; 2/A rθσ = ; 0zσ = ,

ïðè÷åì èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïðè 2r r=  èìååì:
0

2
2 / 2A r= σ . Òàê êàê 1( , ) 0r tθσ = , òî

( )1 2ln / 1/ 2r r = − ; 1 20,606r r= .
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Ðèñ. 3.17

2 2( , ) / (0, )w r T w T

/r R° � ïîëîæåíèå øàðíèðíûõ
îêðóæíîñòåé â ôàçå I

02
1,00

p
p

=
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2 2( , ) / (0, )w r T w T

/r R° � ïîëîæåíèå øàðíèðíûõ
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02
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p
p
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Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå äâèæåíèÿ â îáëàñòÿõ II è III íå
ïðåäñòàâëÿåò òðóäà, åñëè ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è â îáëàñòè I.
Äëÿ ïîñëåäíåé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä:

( )0
( )( ) rr hh u uh u

r r t r
θσ − σ∂ σ ∂ ∂+ = ρ +

∂ ∂ ∂
,  (3.137)

ãäå ( , )h r t  � ïåðåìåííàÿ òîëùèíà ïëàñòèíû; u � ðàäèàëüíàÿ
êîìïîíåíòà ñêîðîñòè (äðóãèå êîìïîíåíòû ïðåäïîëàãàþòñÿ íè÷-
òîæíî ìàëûìè). Â ñèëó ñäåëàííûõ äîïóùåíèé óðàâíåíèå (3.137)
óïðîùàåòñÿ:

2 2

0
u u c h c

u
t r h r r

∂ ∂ ∂+ + + =
∂ ∂ ∂

 ( 2
0 0/c = σ ρ ). (3.138)

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äàåò

0
h h u hu

u h
t r r r

∂ ∂ ∂+ + + =
∂ ∂ ∂

. (3.139)

Óðàâíåíèÿ (3.138) è (3.139), êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî òèïà. Íàéäåì õàðàêòåðèñòèêè ýòîé ñèñòåìû:

( )
c c

du dh u c dt
h r

+ + +  ïðè ( )dr u c dt= + ;

( )
c c

du dh u c dt
h r

− − −  ïðè ( )dr u c dt= − .

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ,
èìåþùèå ìåñòî íà óäàðíîì ôðîíòå, ðàñïðîñòðàíÿþùåìñÿ ñ
ðàäèàëüíîé ñêîðîñòüþ U â îáëàñòü II. Ñîãëàñíî çàêîíàì ñîõðà-
íåíèÿ ìàññû è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

0( )h U u h U− = ; 2 2
0 0 0 0 0( )h h U u h h Uσ + ρ − = σ + ρ .

Çäåñü u � ñêîðîñòü ÷àñòèö çà óäàðíûì ôðîíòîì, èíäåêñàìè «0»
îòìå÷àþòñÿ ïàðàìåòðû â îáëàñòè II. Îòñþäà

2

2

1 1
1

2 4

U u u

c c c
= + + ; 

2 2

2
0

1
1 1

2 4

h u u u

h c c c
 = + + +  

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòâåðñòèå â íà÷àëå òî÷å÷íîãî ðàçìåðà
íà÷èíàåò ðàñøèðÿòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Áóäåì èñêàòü
àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, çàâèñÿùåå îò

ïåðåìåííîé r

ct
ξ = :

0 1/
r

h h h f
ct

 = =   
; 2/

r
u u c f

ct
 = =   

.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3.138) è (3.139) ïðèíèìàþò âèä:

ln 1
( )

du d h
u

d d
− ξ + = −

ξ ξ ξ
;  (3.142)

ln
( )

d h du u
u

d d
− ξ + = −

ξ ξ ξ
.  (3.143)

Èñêëþ÷èâ èç ýòèõ óðàâíåíèé lnd h

dξ
, ïîëó÷èì:

2

1

( ) 1

du

d u
=

ξ − ξ −
.

Îòñþäà

1

1 2
ln

2 2 2

u
u c

u

+ − ξ= +
− + ξ

.

Èç óñëîâèÿ /u v c=  ïðè /v cξ =  îïðåäåëèì êîíñòàíòó èíòåã-
ðèðîâàíèÿ 1 /c v c= . Ñëåäîâàòåëüíî,

1 2
ln

2 2 2

u v
u

cu

+ − ξ= +
− + ξ

èëè

2 2
r u u v

th
ct c c c

 = − −  
.  (3.144)

Èç ñîîòíîøåíèé íà óäàðíîé âîëíå ÿñíî, ÷òî U c≥ , ò. å.
0u ≥ . Ïðè 0u = , î÷åâèäíî, 1ξ = . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â

ôîðìóëó (3.144), ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè vm, ïðè êî-
òîðîé âîçìîæåí ïðèíÿòûé àâòîìîäåëüíûé ðåæèì äâèæåíèÿ:
vm / 0,623c = .

Èç óðàâíåíèÿ äëÿ 0/h h  ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ξ  è óäîâëåòâîðå-
íèÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íà óäàðíîé âîëíå ïîëó÷èì:

0

2 2

2

v
sh

h ct c

h r v v u
ch

c c c

 
  =

  −    

.
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− − −  ïðè ( )dr u c dt= − .
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ðàäèàëüíîé ñêîðîñòüþ U â îáëàñòü II. Ñîãëàñíî çàêîíàì ñîõðà-
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Çäåñü u � ñêîðîñòü ÷àñòèö çà óäàðíûì ôðîíòîì, èíäåêñàìè «0»
îòìå÷àþòñÿ ïàðàìåòðû â îáëàñòè II. Îòñþäà
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Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3.138) è (3.139) ïðèíèìàþò âèä:
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0u ≥ . Ïðè 0u = , î÷åâèäíî, 1ξ = . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â

ôîðìóëó (3.144), ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè vm, ïðè êî-
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ÃËÀÂÀ 3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈß ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

Â [20] ïðåäëîæåíî èñïîëüçî-
âàòü ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä
õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü
ðàñøèðÿþùåãîñÿ îòâåðñòèÿ íåêî-
òîðîå âðåìÿ ïîñòîÿííà, à çàòåì
óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çà-
êîíó. Íà ðèñ. 3.19 ïðèâåäåíî èçîá-
ðàæåíèå äâèæåíèÿ, îáóñëîâëåí-
íîãî ðàñøèðåíèåì îòâåðñòèÿ
ñíà÷àëà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòü

/ 0,2v c =  (äî ìîìåíòà âðåìåíè
/ 0,2ft c = ) à çàòåì ñ ïîñòîÿííûì

óñêîðåíèåì f . Îòðåçîê ïðÿìîé
OA èçîáðàæàåò ïåðâîíà÷àëüíîå
ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå êîíòóðà
îòâåðñòèÿ, êðèâàÿ AC � åãî äàëü-
íåéøåå ðàâíîóñêîðåííîå äâèæå-

íèå. Îòðåçêè OB è OD ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèþ óäàðíîé âîë-
íû è ãðàíèöû îáëàñòåé II è III.

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ 
0/h h  âäîëü AC äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåä-

ñòàâëåí íà ðèñ. 3.20. Âèä õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåòêè, âûáðàííîé
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëó÷ AB áûë ðàçáèò îòðåçêàìè äëèíîé

/ 0,02ft c = , ïðåäñòàâëåí â ïðàâîì óãëó ðèñ. 3.20, ãäå, êðîìå
òîãî, äàíà òàáëèöà è 

0/h h  â óãëàõ ðàññìàòðèâàåìîé ñåòêè.

Ðèñ. 3.20

0/h h

Ðèñ. 3.19

O

f
c

t

 f
c2 r

r = 0,606r4

r1=r2

 f
c2 r
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Â [20] ïðåäëîæåíî èñïîëüçî-
âàòü ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä
õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü
ðàñøèðÿþùåãîñÿ îòâåðñòèÿ íåêî-
òîðîå âðåìÿ ïîñòîÿííà, à çàòåì
óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çà-
êîíó. Íà ðèñ. 3.19 ïðèâåäåíî èçîá-
ðàæåíèå äâèæåíèÿ, îáóñëîâëåí-
íîãî ðàñøèðåíèåì îòâåðñòèÿ
ñíà÷àëà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòü

/ 0,2v c =  (äî ìîìåíòà âðåìåíè
/ 0,2ft c = ) à çàòåì ñ ïîñòîÿííûì

óñêîðåíèåì f . Îòðåçîê ïðÿìîé
OA èçîáðàæàåò ïåðâîíà÷àëüíîå
ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå êîíòóðà
îòâåðñòèÿ, êðèâàÿ AC � åãî äàëü-
íåéøåå ðàâíîóñêîðåííîå äâèæå-

íèå. Îòðåçêè OB è OD ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèþ óäàðíîé âîë-
íû è ãðàíèöû îáëàñòåé II è III.

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ 
0/h h  âäîëü AC äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåä-

ñòàâëåí íà ðèñ. 3.20. Âèä õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåòêè, âûáðàííîé
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëó÷ AB áûë ðàçáèò îòðåçêàìè äëèíîé

/ 0,02ft c = , ïðåäñòàâëåí â ïðàâîì óãëó ðèñ. 3.20, ãäå, êðîìå
òîãî, äàíà òàáëèöà è 

0/h h  â óãëàõ ðàññìàòðèâàåìîé ñåòêè.

Ðèñ. 3.20

0/h h

Ðèñ. 3.19

O

f
c

t

 f
c2 r

r = 0,606r4

r1=r2

 f
c2 r
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Глава 4

Распространение возмущений
в упругих и пластических средах,

обладающих вязкостными свойствами и
эффектами последействия и релаксации

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàí
åíèÿ
âîçìóùåíèé â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ: óïðóãîâÿçêîé, âÿçêîïëàñòè
÷åñêîé,
óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé, â ñðåäå, îïèñûâàåìîé çàêîíîì íà
ñëåäñòâåí-
íîñòè Áîëüöìàíà, è â ïëàñòè÷åñêîì ãàçå. Òàêîå îáèëèå ðàññì
àòðè-
âàåìûõ ñðåä, ðàçëè÷àþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé õàðàêòåðîì ïðèíÿò
îãî
çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ, îáóñëîâëåíî íåîáõîäèìîñòüþ ôåíî
ìåíî-
ëîãè÷åñêè îïèñàòü ñâîéñòâà ðàçíîîáðàçíûõ âåùåñòâ è ìàòå
ðèàëîâ
(òàêèõ, êàê ìåòàëëû, ïëàñòèêè, ïîëèìåðû, áèòóìû, áåòîíû, ãðóí
òû
è äð.). âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèðîäå è âàæíûõ äëÿ ïðàêòèêè.

Â ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîäòâåðæäà
þ-
ùèå ïðàâèëüíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî çàêîíà äåô
îðìè-
ðîâàíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ êîíêðåòíûõ ìàòåðèàëîâ ïð
è äåé-
ñòâèè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñðåä, êð
îìå
çàäà÷, ðåøåííûõ â òîé æå ïîñòàíîâêå, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ãëàâ
àõ,
èçó÷åíû óäàð öèëèíäðîì ïî ðàáîòàþùåé íà ñäâèã ïëàñòèíå è 
ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëí âçðûâà â ïëàñòè÷åñêîì ãàçå.

§ 4.1. Классификация сред и сфера их применимости

Êàê èçâåñòíî, â íàèáîëåå îáùåì âèäå ðåøåíèå ëþáîé
çàäà÷è ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ
ïîëÿ íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé (à ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòåé è
äåôîðìàöèé) âñåõ åå òî÷åê â ôóíêöèè âðåìåíè. Ïðè ýòîì
èñïîëüçîâàíèå îäíèõ ëèøü îñíîâíûõ çàêîíîâ ìåõàíèêè �
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ýíåðãèè è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ �
îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì è òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ãèïîòåçû î ñâÿçè ìåæäó òåíçîðàìè íàïðÿæåíèé è äåôîðìà-
öèé, à òàêæå ñêîðîñòÿìè äåôîðìàöèé. Ýòè ãèïîòåçû è îïðå-
äåëÿþò ñïåöèôèêó äàííîé ñðåäû. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå
ñðåä ïðåäïîëàãàåòñÿ óïðóãàÿ ñâÿçü ìåæäó ñðåäíèì ãèäðîñò
à-
òè÷åñêèì íàïðÿæåíèåì σ è îáúåìíîé äåôîðìàöèåé e:

3,)(3;)(,   // zzyyxxzzyyxx eee e ke ++=σ+σ+σ=σ=σ (4.1)
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ãäå k � ìîäóëü âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ. Äëÿ íåñæèìàåìîãî
ìàòåðèàëà ñîîòíîøåíèå (4.1) çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì:

.0=++ zzyyxx eee

Äëÿ æèäêîñòåé, ñâîéñòâà êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ çàâèñè-
ìîñòüþ òåíçîðà íàïðÿæåíèé îò òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìà-
öèé, óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ äè-
âåðãåíöèè âåêòîðà ñêîðîñòè:

.0=++ zzyyxx eee &&& (4.2)

Äðóãîé ãèïîòåçîé, êîòîðóþ âìåñòå ñ (4.1) ïðèõîäèòñÿ ââî-
äèòü ïðè ïîñòðîåíèè ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, ÿâëÿåòñÿ ãèï
î-
òåçà î õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè ìåæäó äåâèàòîðàìè íàïðÿæåí
èé
è äåôîðìàöèé. Ïîñëåäíÿÿ ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ ñâÿçè ìåæ
-
äó èõ âòîðûìè è òðåòüèìè èíâàðèàíòàìè (êàê èçâåñòíî, ïåðâû
é
èíâàðèàíò äåâèàòîðà ðàâåí íóëþ). Â òåîðèÿõ ñïëîøíîé ñðåäû

îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíàÿ ñâÿçü ñóùåñòâóåò òîë
üêî
ìåæäó âòîðûìè èíâàðèàíòàìè äåâèàòîðîâ è èõ ïðîèçâîäíûìè

ïî âðåìåíè. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî ïîëÿ äåôîðìàöèé

è íàïðÿæåíèé, êîòîðûì îãðàíè÷èìñÿ ïðè äàëüíåéøåì èçëîæå-
íèè, ýòà ñâÿçü âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

0),,..,,,,,( )()( =σσσσϕ nn eeee &&&&&& (4.3)
ìåæäó íàïðÿæåíèåì σ (èëè τ), äåôîðìàöèåé e (èëè γ) è èõ
ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè1.

Îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ ðàññìîòðåíèåì çàâèñèìîñòè (4.3)
â ôîðìå

.0),,,( =σσϕ ee &&  (4.4)
Êëàññèôèêàöèÿ ñðåä, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòüþ ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè, äåôîðìàöèÿìè è èõ ïåð-
âûìè ïðîèçâîäíûìè,

022 =+++σ+σ 11 cececc && (4.5)
äàíà â [1].

Âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëà c1 â ñîîòíîøå-
íèè (4.5), ïîëó÷àåì âîñåìü óðàâíåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ èäå-
àëüíûõ âåùåñòâ:

;e&µ=σ (4.6) ( ) ; �e σβµµ=σ && (4.10)

;0  e � &µ=σσ (4.7) ( ) ;0  �e� σβµµ=σσ && (4.11)

;0  ee��  &µ=ασσ (4.8) ( ) ; �ee� σβµµ=ασ && (4.12)

; ee� &µ=ασ (4.9) ( )σβµµ=ασσ && �ee�� 0 (4.13)

Óðàâíåíèå (4.6) ïðåäñòàâëÿåò òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè.
Åñëè èñïîëüçîâàòü çàêîí (4.6) äëÿ ñâÿçè êàñàòåëüíîãî íàïðÿ-
æåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ äåôîðìàöèè â óðàâíåíèè êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà.

Óðàâíåíèå (4.7) îïèñûâàåò òàê íàçûâàåìîå âÿçêîïëàñòè-
÷åñêîå òå÷åíèå âåùåñòâà, êîòîðîå ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ âåäåò ñåáÿ êàê èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîå òåëî
(σ = σ0). Ýòî óðàâíåíèå ïðåäëîæåíî ïðîôåññîðîì Ô.Í. Øâå-
äîâûì (1899), à çàòåì èçâåñòíûì ðóññêèì èññëåäîâàòåëåì
ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëüäà Á. Ï. Âåéíáåðãîì (1912). Îíî
øèðîêî èñïîëüçîâàëîñü Å. Áèíãàìîì â ðåîëîãèè [2]. Óðàâ-
íåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî äåôîðìèðîâàíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñ
-
êîãî òåëà áûëè äàíû Ã. Ãåíêè (1925), òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî âÿçêîïëàñòè÷åñêîìó òå÷åíè
þ
âûïîëíåíû À. À. Èëüþøèíûì [3�5]. Ïîñëåäíèì, â ÷àñòíî-
ñòè, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé äåôîðìà-
öèè 102�104 ñ-1 ïîâåäåíèå òàêèõ ìåòàëëîâ, êàê ñòàëü è àëþ-
ìèíèé, õîðîøî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (4.7) (ñì. § 4.3).

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (4.7) îïèñûâàåò òàêîå ÿâëåíèå,
êàê ïîâûøåíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìåòàëëîâ, ïðè óâåëè÷å-
íèè ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïðàâäà, ôàêò óâåëè÷åíèÿ
ïðåäåëà òåêó÷åñòè ñ ðîñòîì ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ìî-
æåò áûòü îáúÿñíåí è òåì, ÷òî ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ â äàííîì
ñëó÷àå îò èçîòåðìè÷åñêîãî âñå áîëåå è áîëåå ïðèáëèæàåòñÿ

ê àäèàáàòè÷åñêîìó. Â ýòîé ñâÿçè âàæíî óñòàíîâèòü, áóäåò
ëè ïðè áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèå
áåñêîíå÷íî (êàê ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (4.7)) èëè îíî
îêàæåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Ñóäÿ ïî íåêîòîðûì èìåþùèìñÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, óðàâíåíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé
ñðåäû ñïðàâåäëèâû äëÿ êðàñîê è áèòóìîâ.

Óðàâíåíèå (4.8), ÿâëÿþùååñÿ íåêîòîðûì óñëîæíåíèåì
(4.7), îïèñûâàåò ïîâåäåíèå âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî âåùåñòâà,

1 Î òîì, êàê ïî ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó èíâàðèàíòàìè óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ íàïðÿ
æå-
íèé è äåôîðìàöèé, ñì., íàïðèìåð [3, ëèòåðàòóðà ê ãë. III].
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ãäå k � ìîäóëü âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ. Äëÿ íåñæèìàåìîãî
ìàòåðèàëà ñîîòíîøåíèå (4.1) çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì:

.0=++ zzyyxx eee

Äëÿ æèäêîñòåé, ñâîéñòâà êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ çàâèñè-
ìîñòüþ òåíçîðà íàïðÿæåíèé îò òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìà-
öèé, óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ äè-
âåðãåíöèè âåêòîðà ñêîðîñòè:

.0=++ zzyyxx eee &&& (4.2)

Äðóãîé ãèïîòåçîé, êîòîðóþ âìåñòå ñ (4.1) ïðèõîäèòñÿ ââî-
äèòü ïðè ïîñòðîåíèè ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, ÿâëÿåòñÿ ãèï
î-
òåçà î õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè ìåæäó äåâèàòîðàìè íàïðÿæåí
èé
è äåôîðìàöèé. Ïîñëåäíÿÿ ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ ñâÿçè ìåæ
-
äó èõ âòîðûìè è òðåòüèìè èíâàðèàíòàìè (êàê èçâåñòíî, ïåðâû
é
èíâàðèàíò äåâèàòîðà ðàâåí íóëþ). Â òåîðèÿõ ñïëîøíîé ñðåäû

îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíàÿ ñâÿçü ñóùåñòâóåò òîë
üêî
ìåæäó âòîðûìè èíâàðèàíòàìè äåâèàòîðîâ è èõ ïðîèçâîäíûìè

ïî âðåìåíè. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî ïîëÿ äåôîðìàöèé

è íàïðÿæåíèé, êîòîðûì îãðàíè÷èìñÿ ïðè äàëüíåéøåì èçëîæå-
íèè, ýòà ñâÿçü âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

0),,..,,,,,( )()( =σσσσϕ nn eeee &&&&&& (4.3)
ìåæäó íàïðÿæåíèåì σ (èëè τ), äåôîðìàöèåé e (èëè γ) è èõ
ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè1.

Îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ ðàññìîòðåíèåì çàâèñèìîñòè (4.3)
â ôîðìå

.0),,,( =σσϕ ee &&  (4.4)
Êëàññèôèêàöèÿ ñðåä, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòüþ ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè, äåôîðìàöèÿìè è èõ ïåð-
âûìè ïðîèçâîäíûìè,

022 =+++σ+σ 11 cececc && (4.5)
äàíà â [1].

Âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëà c1 â ñîîòíîøå-
íèè (4.5), ïîëó÷àåì âîñåìü óðàâíåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ èäå-
àëüíûõ âåùåñòâ:

;e&µ=σ (4.6) ( ) ; �e σβµµ=σ && (4.10)

;0  e � &µ=σσ (4.7) ( ) ;0  �e� σβµµ=σσ && (4.11)

;0  ee��  &µ=ασσ (4.8) ( ) ; �ee� σβµµ=ασ && (4.12)

; ee� &µ=ασ (4.9) ( )σβµµ=ασσ && �ee�� 0 (4.13)

Óðàâíåíèå (4.6) ïðåäñòàâëÿåò òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè.
Åñëè èñïîëüçîâàòü çàêîí (4.6) äëÿ ñâÿçè êàñàòåëüíîãî íàïðÿ-
æåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ äåôîðìàöèè â óðàâíåíèè êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà.

Óðàâíåíèå (4.7) îïèñûâàåò òàê íàçûâàåìîå âÿçêîïëàñòè-
÷åñêîå òå÷åíèå âåùåñòâà, êîòîðîå ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ âåäåò ñåáÿ êàê èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîå òåëî
(σ = σ0). Ýòî óðàâíåíèå ïðåäëîæåíî ïðîôåññîðîì Ô.Í. Øâå-
äîâûì (1899), à çàòåì èçâåñòíûì ðóññêèì èññëåäîâàòåëåì
ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëüäà Á. Ï. Âåéíáåðãîì (1912). Îíî
øèðîêî èñïîëüçîâàëîñü Å. Áèíãàìîì â ðåîëîãèè [2]. Óðàâ-
íåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî äåôîðìèðîâàíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñ
-
êîãî òåëà áûëè äàíû Ã. Ãåíêè (1925), òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî âÿçêîïëàñòè÷åñêîìó òå÷åíè
þ
âûïîëíåíû À. À. Èëüþøèíûì [3�5]. Ïîñëåäíèì, â ÷àñòíî-
ñòè, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé äåôîðìà-
öèè 102�104 ñ-1 ïîâåäåíèå òàêèõ ìåòàëëîâ, êàê ñòàëü è àëþ-
ìèíèé, õîðîøî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (4.7) (ñì. § 4.3).

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (4.7) îïèñûâàåò òàêîå ÿâëåíèå,
êàê ïîâûøåíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìåòàëëîâ, ïðè óâåëè÷å-
íèè ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïðàâäà, ôàêò óâåëè÷åíèÿ
ïðåäåëà òåêó÷åñòè ñ ðîñòîì ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ìî-
æåò áûòü îáúÿñíåí è òåì, ÷òî ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ â äàííîì
ñëó÷àå îò èçîòåðìè÷åñêîãî âñå áîëåå è áîëåå ïðèáëèæàåòñÿ

ê àäèàáàòè÷åñêîìó. Â ýòîé ñâÿçè âàæíî óñòàíîâèòü, áóäåò
ëè ïðè áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèå
áåñêîíå÷íî (êàê ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (4.7)) èëè îíî
îêàæåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Ñóäÿ ïî íåêîòîðûì èìåþùèìñÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, óðàâíåíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé
ñðåäû ñïðàâåäëèâû äëÿ êðàñîê è áèòóìîâ.

Óðàâíåíèå (4.8), ÿâëÿþùååñÿ íåêîòîðûì óñëîæíåíèåì
(4.7), îïèñûâàåò ïîâåäåíèå âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî âåùåñòâà,

1 Î òîì, êàê ïî ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó èíâàðèàíòàìè óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ íàïðÿ
æå-
íèé è äåôîðìàöèé, ñì., íàïðèìåð [3, ëèòåðàòóðà ê ãë. III].
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êîòîðîå ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿ
-
åò ñõåìå ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ.

Óðàâíåíèå óïðóãîâÿçêîãî òå÷åíèÿ (4.9) ââåäåíî Òîìïñî-
íîì [6]. Ïîëîæèâ â (4.9) σ = σ0 = const, ïîëó÷èì:

.exp
α

σ
+





µ
α= 1t� c e

Ñëåäîâàòåëüíî, çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ (4.9) îïèñûâàåò
ÿâëåíèå ïîñëåäåéñòâèÿ (èçìåíåíèå äåôîðìèðîâàííîãî ñîñò
îÿ-
íèÿ ïðè íåèçìåííîì ïîëå íàïðÿæåíèé). Ïî ìíåíèþ àâòîðà [7],
ýòîò çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ ïðèëîæèì ê ðàçëè÷íûì ïîðèñ-
òûì, âîëîêíèñòûì âåùåñòâàì, ïðîïèòàííûì âÿçêèì íàïîëíè-
òåëåì, êî ìíîãèì ïî÷âàì è ñòðîèòåëüíûì ìàòåðèàëàì.

Óðàâíåíèå (4.10) ââåäåíî Ìàêñâåëëîì [8]. Ïîëîæèâ â
(4.10) e = const, íàéäåì, ÷òî íàïðÿæåíèå ïðè ïîñòîÿííîé
äåôîðìàöèè óìåíüøàåòñÿ ïî çàêîíó

.exp  t�c 





µ
β

µ=σ

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (4.10) îïèñûâàåò ÿâëåíèå ðå-
ëàêñàöèè βµ  (âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ðåëàêñàöèè).
Ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ce =&  íàïðÿæå-
íèå èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

.exp  t�  � c 













µ
β

µ=σ 1

Çàìåòèì, ÷òî ïðè î÷åíü áûñòðîì ïðèëîæåíèè íàãðóçêè,
êîãäà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò äåôîðìàöèè è
íàïðÿæåíèÿ ìíîãî áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ íà-
ïðÿæåíèÿ, çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ (4.10) äàåò .e β→σ  Òàêèì
îáðàçîì, ìàòåðèàë, óäîâëåòâîðÿþùèé çàêîíó (4.10), ïðè
î÷åíü áûñòðîì äåôîðìèðîâàíèè âåäåò ñåáÿ óïðóãî; íàîáî-
ðîò, ïðè î÷åíü ìåäëåííîì äåôîðìèðîâàíèè îí îêàçûâàåòñÿ
â íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè. Ñîãëàñíî äàííûì [7], ïîäîáíî
ñðåäå Ìàêñâåëëà âåäóò ñåáÿ òàêèå âåùåñòâà, êàê ñòåêëî â
íàãðåòîì ñîñòîÿíèè, ïëàñòìàññû, ðàñòâîðû ïîëèìåðîâ.

Óðàâíåíèþ (4.11), ÿâëÿþùåìóñÿ íåêîòîðûì óñëîæíåíè-
åì (4.10), óäîâëåòâîðÿþò âåùåñòâà, êîòîðûå ïðè ìàëîé ñêî-

ðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ âåäóò ñåáÿ êàê èäåàëüíî ïëàñòè÷åñ-
êàÿ ñðåäà.

Óðàâíåíèÿ (4.12) è (4.13) ðàññìàòðèâàëèñü Èøëèíñêèì
[9]. Ïîëîæèâ â (4.12) σ = σ1 = const, ïîëó÷èì:

,exp 

α

σ
+





µ
α= 1t�c e

ò.å. îïèñàíèå ïðîöåññà ïîñëåäåéñòâèÿ ñî ñêîðîñòüþ µα .
Â òî æå âðåìÿ ïðè e = e1 = const èç óðàâíåíèÿ (4.12) ìîæíî
ïîëó÷èòü:

, exp 1 et�c α+





µ
β

=σ

ò. å. îïèñàíèå ïðîöåññà ðåëàêñàöèè ñî ñêîðîñòüþ µβ . Ïðè
ìåäëåííîì äåôîðìèðîâàíèè âåùåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå çà-
êîíó (4.12), âåäåò ñåáÿ óïðóãî ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè α, ïðè
î÷åíü áûñòðîì äåôîðìèðîâàíèè îíî îïÿòü-òàêè ðàáîòàåò
óïðóãî, íî ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè β. Ïî ìíåíèþ àâòîðà [7],
çàêîíó äåôîðìèðîâàíèÿ (4.12) óäîâëåòâîðÿþò êàó÷óêè è
íåêîòîðûå ïîëèìåðû, îáëàäàþùèå âòîðûì ìîäóëåì ñäâèãà.

Çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ (4.13) òåì îòëè÷àåòñÿ îò (4.12),
÷òî ïîä÷èíÿþùååñÿ åìó âåùåñòâî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ âåäåò ñåáÿ êàê ïëàñòè÷åñêîå òåëî ñ ìîäóëåì
óïðî÷íåíèÿ α. Çàìåòèì, ÷òî ÿâëåíèÿ íàñëåäñòâåííîñòè (ïîñëå-
äåéñòâèÿ è ðåëàêñàöèè) íàèáîëåå òî÷íî îïèñûâàþòñÿ èíòåã-

ðàëüíûì óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà � Âîëüòåððà [10, 11]:

,)(),()()( τττϕ+σ
β

= ∫
∞

d et tte
t

�

1
 (4.14)

ãäå ),( τϕ t  � òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ íàñëåäñòâåííîñòè.

Â [9] ïîêàçàíî, ÷òî çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ (4.12) ñëåäóåò
èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.14), åñëè ôóíêöèþ íàñëåä-
ñòâåííîñòè âûáðàòü â âèäå

[ ],)(exp),( τα=τϕ �t�At (4.15)

ãäå ( ) ., µβ=αβ
µ
β=  a �A

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå äëÿ ),( τϕ t  â
óðàâíåíèå (4.14), ïðîèçâîäÿ åãî îäíîêðàòíîå äèôôåðåíöèðî-
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè î÷åíü áûñòðîì ïðèëîæåíèè íàãðóçêè,
êîãäà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò äåôîðìàöèè è
íàïðÿæåíèÿ ìíîãî áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ íà-
ïðÿæåíèÿ, çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ (4.10) äàåò .e β→σ  Òàêèì
îáðàçîì, ìàòåðèàë, óäîâëåòâîðÿþùèé çàêîíó (4.10), ïðè
î÷åíü áûñòðîì äåôîðìèðîâàíèè âåäåò ñåáÿ óïðóãî; íàîáî-
ðîò, ïðè î÷åíü ìåäëåííîì äåôîðìèðîâàíèè îí îêàçûâàåòñÿ
â íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè. Ñîãëàñíî äàííûì [7], ïîäîáíî
ñðåäå Ìàêñâåëëà âåäóò ñåáÿ òàêèå âåùåñòâà, êàê ñòåêëî â
íàãðåòîì ñîñòîÿíèè, ïëàñòìàññû, ðàñòâîðû ïîëèìåðîâ.

Óðàâíåíèþ (4.11), ÿâëÿþùåìóñÿ íåêîòîðûì óñëîæíåíè-
åì (4.10), óäîâëåòâîðÿþò âåùåñòâà, êîòîðûå ïðè ìàëîé ñêî-

ðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ âåäóò ñåáÿ êàê èäåàëüíî ïëàñòè÷åñ-
êàÿ ñðåäà.

Óðàâíåíèÿ (4.12) è (4.13) ðàññìàòðèâàëèñü Èøëèíñêèì
[9]. Ïîëîæèâ â (4.12) σ = σ1 = const, ïîëó÷èì:

,exp 

α

σ
+





µ
α= 1t�c e

ò.å. îïèñàíèå ïðîöåññà ïîñëåäåéñòâèÿ ñî ñêîðîñòüþ µα .
Â òî æå âðåìÿ ïðè e = e1 = const èç óðàâíåíèÿ (4.12) ìîæíî
ïîëó÷èòü:

, exp 1 et�c α+





µ
β

=σ

ò. å. îïèñàíèå ïðîöåññà ðåëàêñàöèè ñî ñêîðîñòüþ µβ . Ïðè
ìåäëåííîì äåôîðìèðîâàíèè âåùåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå çà-
êîíó (4.12), âåäåò ñåáÿ óïðóãî ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè α, ïðè
î÷åíü áûñòðîì äåôîðìèðîâàíèè îíî îïÿòü-òàêè ðàáîòàåò
óïðóãî, íî ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè β. Ïî ìíåíèþ àâòîðà [7],
çàêîíó äåôîðìèðîâàíèÿ (4.12) óäîâëåòâîðÿþò êàó÷óêè è
íåêîòîðûå ïîëèìåðû, îáëàäàþùèå âòîðûì ìîäóëåì ñäâèãà.

Çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ (4.13) òåì îòëè÷àåòñÿ îò (4.12),
÷òî ïîä÷èíÿþùååñÿ åìó âåùåñòâî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ âåäåò ñåáÿ êàê ïëàñòè÷åñêîå òåëî ñ ìîäóëåì
óïðî÷íåíèÿ α. Çàìåòèì, ÷òî ÿâëåíèÿ íàñëåäñòâåííîñòè (ïîñëå-
äåéñòâèÿ è ðåëàêñàöèè) íàèáîëåå òî÷íî îïèñûâàþòñÿ èíòåã-

ðàëüíûì óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà � Âîëüòåððà [10, 11]:

,)(),()()( τττϕ+σ
β

= ∫
∞

d et tte
t

�

1
 (4.14)

ãäå ),( τϕ t  � òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ íàñëåäñòâåííîñòè.

Â [9] ïîêàçàíî, ÷òî çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ (4.12) ñëåäóåò
èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.14), åñëè ôóíêöèþ íàñëåä-
ñòâåííîñòè âûáðàòü â âèäå

[ ],)(exp),( τα=τϕ �t�At (4.15)

ãäå ( ) ., µβ=αβ
µ
β=  a �A

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå äëÿ ),( τϕ t  â
óðàâíåíèå (4.14), ïðîèçâîäÿ åãî îäíîêðàòíîå äèôôåðåíöèðî-
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âàíèå è èñêëþ÷èâ çàòåì èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ñ ïîìîùüþ (4.14),
ïðèäåì ê çàêîíó äåôîðìèðîâàíèÿ (4.12).

Èíòåðåñíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î ïîâåäåíèè íå-
êîòîðûõ ìàòåðèàëîâ ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ è
ñîîòâåòñòâèè èõ çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ ôîðìóëå (4.15) ïðè-
âåäåíû â [12]. Îáðàçöû â âèäå òîíêèõ äèñêîâ (l ≈ 0,25�3 ìì)
ïîìåùàëèñü ìåæäó ïëîñêèìè òîðöàìè äâóõ öèëèíäðè÷åñêèõ
ñòåðæíåé èç ñåðåáðèñòîé ñòàëè (σS = 6400 êã/ñì2, ρS = 7,89 ã/ñì3,
a0 = 5320 ì/ñ) äèàìåòðîì 25 ìì. Ìãíîâåííîå äàâëåíèå ïðè-
ëàãàëîñü ïîñðåäñòâîì âçðûâà äåòîíàòîðà íà êîíöå äëèííîã
î
(180-ñàíòèìåòðîâîãî) ñòåðæíÿ; ñìåùåíèå ñâîáîäíîãî êîíöà
êîðîòêîãî ñòåðæíÿ (äëèíîé 10 � 20 ñì) çàìåðÿëîñü ïàðàë-
ëåëüíî-ïëàñòèí÷àòûì êîíäåíñîðíûì ìèêðîôîíîì. Ââèäó
ìàëîé äëèíû îáðàçöà íàïðÿæåíèå â íåì ïðè ïðîõîæäåíèè
âîëíû ñæàòèÿ ñ÷èòàëîñü ïîñòîÿííûì. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñòåðæíÿõ ïðîèñõîäèò ëèíåéíî-óïðó
ãî.
Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äåôîðìàöèÿ îáðàçöà

( ) ,z� e 21 ξξ= (4.16)

ãäå ξ1 è ξ2 � ñìåùåíèÿ ñâîáîäíîãî êîíöà êîðîòêîãî ñòåðæíÿ
ñîîòâåòñòâåííî ïðè íàëè÷èè è îòñóòñòâèè (ò. å. êîãäà äëèí-
íûé è êîðîòêèé ñòåðæíè íàõîäÿòñÿ â êîíòàêòå ìåæäó ñîáîé)
îáðàçöà; z � äëèíà îáðàçöà.

Íàïðÿæåíèå p(t) â îáðàçöå ìîæåò áûòü ëåãêî ðàññ÷èòàíî
ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî ôîðìóëå
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d
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002
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ρ=  (4.17)

Èñêëþ÷àÿ èç (4.16) è (4.17) âðåìÿ, íàõîäèì ýêñïåðèìåí-
òàëüíóþ çàâèñèìîñòü «íàïðÿæåíèå � äåôîðìàöèÿ» â îáðàçöå
.
Èçìåíåíèå ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ èçìåíåíè
-
åì òîëùèíû îáðàçöîâ. Ïîäðîáíîñòè ýêñïåðèìåíòà è îñîáåí-
íîñòè ïðèìåíÿâøåãîñÿ èçìåðèòåëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ îïèñà
-
íû â [12], çäåñü ïðèâåäåì ëèøü åå îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ ïðè èñïûòàíèè ïîëèòåíà (ïîëè-
ìåðèçîâàííîãî ýòèëåíà), ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.1; ÷åòûðåì
êðèâûì ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðå ðàçëè÷íûå äëèíû èñïûòàííûõ
îáðàçöîâ: 0,025; 0,048; 0,086; 0,268 ñì. Òî÷êàìè íà êðèâûõ
îòìå÷åíû èíòåðâàëû âðåìåíè 2 ìêñ. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ
êðèâûõ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, äèíàìè÷åñêèé

ìîäóëü óïðóãîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ñòàòè÷åñêèé (ñ
òà-
òè÷åñêàÿ äèàãðàììà íà ðèñ. 4.1 îòìå÷åíà øòðèõîâîé ëèíè-
åé) è, âî-âòîðûõ, äåôîðìàöèè âîçðàñòàþò ïîñëå òîãî, êàê
íàïðÿæåíèÿ íà÷èíàþò ïàäàòü. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò çàìåòèòü,

÷òî â îáðàçöàõ ïîñëå èñïûòàíèÿ íå áûëî îñòàòî÷íûõ äåôîð-
ìàöèé (îíè ñîõðàíÿëè áåç èçìåíåíèÿ ñâîè ðàçìåðû).

Íà ðèñ. 4.2 ïðèâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ ñ òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ, ðàññ÷èòàííîé èç

(4.14) ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè íàñëåäñòâåííîñòè â ôîð-
ìå (4.15). Ïðè çàïèñè çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ â ôîðìå

τ
τ




α
τ

+=σ ∫ d
d
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�BEe
t

0

exp  (4.18)

ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû äëÿ ïîëèòåíà èìåþò çíà÷åíèÿ:
B = 4,6 ⋅ 1010, E = 109 äèí/ñì2, α = 2 ìêñ.

Ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ èñïûòàíèé íàòóðàëüíîãî è
ñèíòåòè÷åñêîãî êàó÷óêîâ (ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðûõ

îêàçàëèñü îäèíàêîâûìè) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.3; èñïûòûâàå-
ìûå îáðàçöû èìåëè äëèíó 0,03 ñì. Ïîñëå ýêñïåðèìåíòà îñ-
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âàíèå è èñêëþ÷èâ çàòåì èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ñ ïîìîùüþ (4.14),
ïðèäåì ê çàêîíó äåôîðìèðîâàíèÿ (4.12).

Èíòåðåñíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î ïîâåäåíèè íå-
êîòîðûõ ìàòåðèàëîâ ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ è
ñîîòâåòñòâèè èõ çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ ôîðìóëå (4.15) ïðè-
âåäåíû â [12]. Îáðàçöû â âèäå òîíêèõ äèñêîâ (l ≈ 0,25�3 ìì)
ïîìåùàëèñü ìåæäó ïëîñêèìè òîðöàìè äâóõ öèëèíäðè÷åñêèõ
ñòåðæíåé èç ñåðåáðèñòîé ñòàëè (σS = 6400 êã/ñì2, ρS = 7,89 ã/ñì3,
a0 = 5320 ì/ñ) äèàìåòðîì 25 ìì. Ìãíîâåííîå äàâëåíèå ïðè-
ëàãàëîñü ïîñðåäñòâîì âçðûâà äåòîíàòîðà íà êîíöå äëèííîã
î
(180-ñàíòèìåòðîâîãî) ñòåðæíÿ; ñìåùåíèå ñâîáîäíîãî êîíöà
êîðîòêîãî ñòåðæíÿ (äëèíîé 10 � 20 ñì) çàìåðÿëîñü ïàðàë-
ëåëüíî-ïëàñòèí÷àòûì êîíäåíñîðíûì ìèêðîôîíîì. Ââèäó
ìàëîé äëèíû îáðàçöà íàïðÿæåíèå â íåì ïðè ïðîõîæäåíèè
âîëíû ñæàòèÿ ñ÷èòàëîñü ïîñòîÿííûì. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñòåðæíÿõ ïðîèñõîäèò ëèíåéíî-óïðó
ãî.
Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äåôîðìàöèÿ îáðàçöà

( ) ,z� e 21 ξξ= (4.16)

ãäå ξ1 è ξ2 � ñìåùåíèÿ ñâîáîäíîãî êîíöà êîðîòêîãî ñòåðæíÿ
ñîîòâåòñòâåííî ïðè íàëè÷èè è îòñóòñòâèè (ò. å. êîãäà äëèí-
íûé è êîðîòêèé ñòåðæíè íàõîäÿòñÿ â êîíòàêòå ìåæäó ñîáîé)
îáðàçöà; z � äëèíà îáðàçöà.

Íàïðÿæåíèå p(t) â îáðàçöå ìîæåò áûòü ëåãêî ðàññ÷èòàíî
ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî ôîðìóëå
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Èñêëþ÷àÿ èç (4.16) è (4.17) âðåìÿ, íàõîäèì ýêñïåðèìåí-
òàëüíóþ çàâèñèìîñòü «íàïðÿæåíèå � äåôîðìàöèÿ» â îáðàçöå
.
Èçìåíåíèå ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ èçìåíåíè
-
åì òîëùèíû îáðàçöîâ. Ïîäðîáíîñòè ýêñïåðèìåíòà è îñîáåí-
íîñòè ïðèìåíÿâøåãîñÿ èçìåðèòåëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ îïèñà
-
íû â [12], çäåñü ïðèâåäåì ëèøü åå îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ ïðè èñïûòàíèè ïîëèòåíà (ïîëè-
ìåðèçîâàííîãî ýòèëåíà), ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.1; ÷åòûðåì
êðèâûì ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðå ðàçëè÷íûå äëèíû èñïûòàííûõ
îáðàçöîâ: 0,025; 0,048; 0,086; 0,268 ñì. Òî÷êàìè íà êðèâûõ
îòìå÷åíû èíòåðâàëû âðåìåíè 2 ìêñ. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ
êðèâûõ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, äèíàìè÷åñêèé

ìîäóëü óïðóãîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ñòàòè÷åñêèé (ñ
òà-
òè÷åñêàÿ äèàãðàììà íà ðèñ. 4.1 îòìå÷åíà øòðèõîâîé ëèíè-
åé) è, âî-âòîðûõ, äåôîðìàöèè âîçðàñòàþò ïîñëå òîãî, êàê
íàïðÿæåíèÿ íà÷èíàþò ïàäàòü. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò çàìåòèòü,

÷òî â îáðàçöàõ ïîñëå èñïûòàíèÿ íå áûëî îñòàòî÷íûõ äåôîð-
ìàöèé (îíè ñîõðàíÿëè áåç èçìåíåíèÿ ñâîè ðàçìåðû).

Íà ðèñ. 4.2 ïðèâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ ñ òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ, ðàññ÷èòàííîé èç

(4.14) ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè íàñëåäñòâåííîñòè â ôîð-
ìå (4.15). Ïðè çàïèñè çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ â ôîðìå
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exp  (4.18)

ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû äëÿ ïîëèòåíà èìåþò çíà÷åíèÿ:
B = 4,6 ⋅ 1010, E = 109 äèí/ñì2, α = 2 ìêñ.

Ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ èñïûòàíèé íàòóðàëüíîãî è
ñèíòåòè÷åñêîãî êàó÷óêîâ (ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðûõ

îêàçàëèñü îäèíàêîâûìè) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.3; èñïûòûâàå-
ìûå îáðàçöû èìåëè äëèíó 0,03 ñì. Ïîñëå ýêñïåðèìåíòà îñ-

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.1. ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÑÐÅÄ È ÑÔÅÐÀ ÈÕ ÏÐÈÌÅÍÈÌÎÑÒÈ

òîëùèíà 0,025 ñì
0,048 ñì
0,086 ñì
0,258 ñì

Ñòàòè÷åñêàÿ
êðèâàÿ

Äåôîðìàöèÿ

Í
àï

ðÿ
æ

åí
èå

, 
äè

í/
ñì

2  ×
 1

08

12

10

8

6

4

2

0
0,05 0,1 0,15 0,2

12

10

8

6

4

2

0

Í
àï

ðÿ
æ

åí
èå

, 
äè

í/
ñì

2  ×
 1

08

Òåîðåòè÷åñêàÿ
êðèâàÿ

Äàííûå îïûòà

Äåôîðìàöèÿ

0,05 0,1 0,15 0,2

Ðèñ. 4.1                              Ðèñ. 4.2

Òåìïåðàòóðà
21°Ñ



350 351

òàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â íèõ
íå îêàçàëîñü. Äèàãðàììà
ñòàòè÷åñêèõ èñïûòàíèé íà
ðèñ. 4.3 íå ïîêàçàíà, òàê êàê
îíà ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ îñüþ
äåôîðìàöèè (Eñò = 2 ⋅  107

äèí/ñì2 ). Ðåçóëüòàòû ñîïîñ-
òàâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ ñ òåîðåòè÷åñêîé
êðèâîé, ðàññ÷èòàííîé ñîãëàñ-
íî (4.18) ïðè B = 2,4 ⋅ 1010,
E = 108 äèí/ñì2, α = 2 ìêñ,
ïðèâåäåíû íà òîì æå ðèñóíêå.

Ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èñïûòàíèé ïîëèìåòèë-
ìåòàêðèëàòà (òâåðäûé, ñòåê-
ëîâèäíûé ïëàñòèêàò, âèäî-
èçìåíåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåò-
ñÿ ïëåêñèãëàñ) ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 4.4. Ïðè ñíÿòèè íàïðÿ-

æåíèÿ äåôîðìàöèè óìåíüøàþòñÿ, õîòÿ çàìåòíîé ïåòëè ãèñòå-
ðåçèñà íå îáíàðóæèâàåòñÿ. Ñîïîñòàâëåíèå ýêñïåðèìåíòàëü
-
íûõ äàííûõ ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ïðè ïðè

B = 14,5 ⋅ 1011, E = 8 ⋅ 1010 äèí/ñì2, α = 0,5 ìêñ ïðåäñòàâëåíî
íà ðèñ. 4.4.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè íàñëåä-
ñòâåííîñòè îäíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé, âîîáùå ãîâî
-
ðÿ, ìàëî ýôôåêòèâíà. Äåëî â òîì, ÷òî óäîâëåòâîðèòåëüíîå
ñîâïàäåíèå íà ðèñ. 4.2�4.4 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äèàãðàìì «äå-
ôîðìàöèÿ � íàïðÿæåíèå» ñ òåîðåòè÷åñêèìè, ðàññ÷èòàííûìè
ñîãëàñíî (4.15), îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì äè-
àïàçîíå âðåìåíè (~20 ìêñ) ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäî-
áðàíû êîíñòàíòû B è α. Åñëè èçìåíåíèå èíòåðâàëà âðåìåíè
ýêñïåðèìåíòà ìàëî áû èçìåíÿëî çíà÷åíèÿ ýòèõ êîíñòàíò,
ìîæíî áûëî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå îá ýôôåêòèâíîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé àïïðîêñèìàöèè. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòû îïðîâåð-
ãàþò òàêîãî ðîäà óòâåðæäåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ïîëèòåíà ïî
îïûòàì Âîëüòåððà è Òåéëîðà, îïèñàííûì â [24], ïðè âðåìå-
íè ýêñïåðèìåíòà ïîðÿäêà 10 ìñ ïîëó÷åíû ìåíüøèå çíà÷åíèÿ
âåëè÷èí B è E, à ïîñòîÿííàÿ α îêàçàëàñü ðàâíîé 1,7 ìñ.

Â [12] ïðèâåäåíû òàêæå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî
îïðåäåëåíèþ äèíàìè÷åñêèõ äèàãðàìì «íàïðÿæåíèå � äåôîð-
ìàöèÿ» íåêîòîðûõ ìåòàëëîâ.

                Ðèñ. 4.5                                 Ðèñ. 4.6

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýêñïåðèìåíòû íå èìåëè óñïåõà ââèäó
ìàëîñòè ðàçíîñòè ξ1 � ξ2. Ïîëó÷åííûå äèàãðàììû «íàïðÿæå-
íèå�äåôîðìàöèÿ» äëÿ ìåäè è ñâèíöà ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâå
í-
íî íà ðèñ. 4.5 è 4.6. Ìåäíûå îáðàçöû äëèíîé 0,05 ñì ïîñëå
ýêñïåðèìåíòà îáíàðóæèëè îñòàòî÷íóþ äåôîðìàöèþ ~4%,
ïðè÷åì óïðóãàÿ ÷àñòü äåôîðìàöèè îêàçàëàñü âåñüìà ìàëîé.
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Îáðàçöû èç ñâèíöà (äëèíîé 0,05 è 0,1 ñì) èìåëè îñòàòî÷íûå
äåôîðìàöèè äàæå ïðè íåçíà÷èòåëüíûõ íàïðÿæåíèÿõ, ïðåäåë
òåêó÷åñòè ñâèíöà îêàçàëñÿ î÷åíü ìàëûì, à íàïðÿæåíèÿ ïðè-
áëèçèòåëüíî ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ
.
Ïîýòîìó â [12] ñäåëàí âûâîä, ÷òî â äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ
ñâèíåö âåäåò ñåáÿ êàê âÿçêàÿ æèäêîñòü (åãî ñòàòè÷åñêàÿ äè
-
àãðàììà ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ îñüþ äåôîðìàöèé).

Ïðèâåäåííûå âûøå çàêîíû äåôîðìèðîâàíèÿ íå ìîãóò
îïèñàòü òàêèõ ÿâëåíèé, êàê ÷èñòàÿ óïðóãîñòü, óïðî÷íåíèå,
íàêëåï. Ó÷åò ïîñëåäíèõ ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåí èñïîëüçîâà-
íèåì ïðåäëîæåííîãî â [9] çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ

σ= &&eE  ïðè sσ≤σ (4.19)

( )eE��neE   s ′σσ+σ= &&  ïðè .sσ≥σ (4.20)

Â íåñêîëüêî áîëåå îáùåé ôîðìå îí èìååò âèä, ïðåäëîæåí-

íûé Ñîêîëîâñêèì [13] (ïðè se σ=ϕ )( ) è Ìàëüâåðíîì [14]:

σ= &&eE  ïðè sσ≤σ ; (4.21)

[ ])(e �eE ϕσΦ+σ= &&  ïðè .sσ≥σ (4.22)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñóùåñòâà çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ, îïðå-
äåëåííîãî çàâèñèìîñòÿìè (4.21) è (4.22), ðàññìîòðèì äâà

õàðàêòåðíûõ ïðèìåðà äëÿ ñëó÷àÿ se σ=ϕ )(  [13].

1. Ïóñòü äåôîðìàöèÿ ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó e = λ t. Ñîîò-
íîøåíèÿ (4.21) è (4.22) ïîñëå ïîäñòàíîâêè λ= et  è èíòåã-
ðàöèè äàþò

Ee = σ ïðè sσ≤σ≤0 ;

∫
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s
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�

z�E
dz

EeE
0

)(  ïðè .sσ≥σ
(4.23)

Çàâèñèìîñòü ìåæäó σ è e, óñòàíàâëèâàåìàÿ ïîñëåäíèìè ðà-
âåíñòâàìè, ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè ëèíèåé ÎÀÂ íà ðèñ.
4.7. Ïðè zkz   ≡Φ )(  ñîîòíîøåíèÿ (4.23) ïðèíèìàþò âèä:
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Îáðàçöû èç ñâèíöà (äëèíîé 0,05 è 0,1 ñì) èìåëè îñòàòî÷íûå
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òåêó÷åñòè ñâèíöà îêàçàëñÿ î÷åíü ìàëûì, à íàïðÿæåíèÿ ïðè-
áëèçèòåëüíî ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ
.
Ïîýòîìó â [12] ñäåëàí âûâîä, ÷òî â äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ
ñâèíåö âåäåò ñåáÿ êàê âÿçêàÿ æèäêîñòü (åãî ñòàòè÷åñêàÿ äè
-
àãðàììà ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ îñüþ äåôîðìàöèé).

Ïðèâåäåííûå âûøå çàêîíû äåôîðìèðîâàíèÿ íå ìîãóò
îïèñàòü òàêèõ ÿâëåíèé, êàê ÷èñòàÿ óïðóãîñòü, óïðî÷íåíèå,
íàêëåï. Ó÷åò ïîñëåäíèõ ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåí èñïîëüçîâà-
íèåì ïðåäëîæåííîãî â [9] çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ

σ= &&eE  ïðè sσ≤σ (4.19)

( )eE��neE   s ′σσ+σ= &&  ïðè .sσ≥σ (4.20)

Â íåñêîëüêî áîëåå îáùåé ôîðìå îí èìååò âèä, ïðåäëîæåí-

íûé Ñîêîëîâñêèì [13] (ïðè se σ=ϕ )( ) è Ìàëüâåðíîì [14]:

σ= &&eE  ïðè sσ≤σ ; (4.21)

[ ])(e �eE ϕσΦ+σ= &&  ïðè .sσ≥σ (4.22)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñóùåñòâà çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ, îïðå-
äåëåííîãî çàâèñèìîñòÿìè (4.21) è (4.22), ðàññìîòðèì äâà

õàðàêòåðíûõ ïðèìåðà äëÿ ñëó÷àÿ se σ=ϕ )(  [13].

1. Ïóñòü äåôîðìàöèÿ ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó e = λ t. Ñîîò-
íîøåíèÿ (4.21) è (4.22) ïîñëå ïîäñòàíîâêè λ= et  è èíòåã-
ðàöèè äàþò

Ee = σ ïðè sσ≤σ≤0 ;

∫
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)(  ïðè .sσ≥σ
(4.23)

Çàâèñèìîñòü ìåæäó σ è e, óñòàíàâëèâàåìàÿ ïîñëåäíèìè ðà-
âåíñòâàìè, ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè ëèíèåé ÎÀÂ íà ðèñ.
4.7. Ïðè zkz   ≡Φ )(  ñîîòíîøåíèÿ (4.23) ïðèíèìàþò âèä:
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2. Ïóñòü íàïðÿæåíèå σ èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó
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ò. å. ñíà÷àëà âîçðàñòàåò äî âåëè÷èíû ,sp σ>=σ  à çàòåì
óáûâàåò äî íóëÿ. Ñîîòíîøåíèÿ (4.21) è (4.22) ïîñëå ïåðåõîäà
îò ïåðåìåííîé t ê ïåðåìåííîé σ ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ:
ïðè íàãðóæåíèè

Ee = σ ïðè sσ≤σ≤0 ,
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Çàâèñèìîñòü ìåæäó σ è e, óñòàíàâëèâàåìàÿ ýòèìè ñîîòíî-
øåíèÿìè, ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè ëèíèåé OABCD íà
ðèñ. 4.8 (ó÷àñòêè OAB è BCD ñîîòâåòñòâóþò íàãðóæåíèþ è
ðàçãðóæåíèþ). Ïðè zkz   ≡Φ )(  ïîñëåäíèå ôîðìóëû óïðîùàþò-
ñÿ: ïðè íàãðóæåíèè
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2
σ=

Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðå-
äû â íàèáîëüøåé ìåðå îïðàâäûâàåòñÿ äëÿ ïëàñòìàññ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìàòåðèàëû, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿì (4.21) è (4.22), îáëàäàþò óïðóãîâÿçêîïëàñòè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè òîëüêî ïðè óìåðåííûõ ñêîðîñòÿõ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ. Ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ
ñîîòíîøåíèå (4.22), êàê ëåãêî âèäåòü, ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèåì è äåôîðìàöèåé. Ïîýòîìó
çàðàíåå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå çàêîíà äå-

ôîðìèðîâàíèÿ (4.22) äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ òåõ ìàòåðèà-
ëîâ, êîòîðûå ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ îáëàäàþò
óïðóãîïëàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, áóäåò ïðèâîäèòü ê ðàñ-
õîæäåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ ðå-
çóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ (â ñòîðîíó çàâûøåíèÿ ðàñ÷åòíûõ

çíà÷åíèé íàïðÿæåíèÿ). Ïðèâîäèìûå â § 4.4 ðåçóëüòàòû êîí-
êðåòíûõ ðàñ÷åòîâ ñ áîëüøîé íàãëÿäíîñòüþ ïîäêðåïëÿþò ýòî

óòâåðæäåíèå.

Óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêàÿ ñðåäà, îáëàäàþùàÿ ïðè áîëü-
øèõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèìè ñâîé-

ñòâàìè, ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâíåíèåì

( )[ ] ( )[ ]  ,ñòäèí  e � fe � 
dt
d σΦ=ϕσ

ãäå )(äèí eϕ=σ  � äèíàìè÷åñêàÿ äèàãðàììà «íàïðÿæåíèå �

äåôîðìàöèÿ», ïîëó÷åííàÿ ïðè î÷åíü áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ íà-

ãðóæåíèÿ; ( )ef ñò=σ  � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàòè÷åñêàÿ äè-

àãðàììà; Ô(z) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ Ô(0) = 0. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèþ Ô(z) ìîæíî
ñ÷èòàòü ëèíåéíîé Ô(z) = kz òîãäà êîýôôèöèåíò k âûðàæàåòñÿ
÷åðåç êîýôôèöèåíò àáñîëþòíîé âÿçêîñòè ìàòåðèàëà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñâîéñòâ óïðóãîâÿçêîï-
ëàñòè÷åñêèõ ñðåä, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ êàê ñîîòíîøåíèÿìè
âèäà (4.4), òàê è áîëåå îáùèìè çàâèñèìîñòÿìè òèïà (4.3),
äàíî â ðàáîòå [7]. Â ïîñëåäíåé, êðîìå òîãî, ïðèâåäåíû ìå-
õàíè÷åñêèå ìîäåëè ðàññìîòðåííûõ ñðåä è íåêîòîðûå äàííûå

îá èõ ïðèëîæåíèè ê îïèñàíèþ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðÿäà
âåùåñòâ. Áîëüøîé ôàêòè÷åñêèé ìàòåðèàë îá óïðóãîâÿçêèõ
ñâîéñòâàõ ïîëèìåðîâ (ïîëèñòèðåí, ïîëèèçîáóòèëåí, ïîëèâè-

íèë è ò. ä.) ñîäåðæèòñÿ â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå1.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âñå ñêàçàííîå âûøå î ìåõàíè-
÷åñêîì ïîâåäåíèè ìàòåðèàëîâ ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè íîð-
ìàëüíûõ òåìïåðàòóðàõ. Âîïðîñ î ïðèìåíåíèè òîãî èëè äðóãîã
î
çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ ê ìàòåðèàëàì ïðè ïîâûøåííûõ òåìïå
-
ðàòóðàõ çäåñü íå îáñóæäàåòñÿ. Íàäî ïîìíèòü, ÷òî ìàòåðèàëû
,

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.1. ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÑÐÅÄ È ÑÔÅÐÀ ÈÕ ÏÐÈÌÅÍÈÌÎÑÒÈ

1 Ñì. Journal of Appl. Phys. 1953. 24. ¹ 6�12; 1954. 25.
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Çàâèñèìîñòü ìåæäó σ è e, óñòàíàâëèâàåìàÿ ýòèìè ñîîòíî-
øåíèÿìè, ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè ëèíèåé OABCD íà
ðèñ. 4.8 (ó÷àñòêè OAB è BCD ñîîòâåòñòâóþò íàãðóæåíèþ è
ðàçãðóæåíèþ). Ïðè zkz   ≡Φ )(  ïîñëåäíèå ôîðìóëû óïðîùàþò-
ñÿ: ïðè íàãðóæåíèè
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2
σ=

Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðå-
äû â íàèáîëüøåé ìåðå îïðàâäûâàåòñÿ äëÿ ïëàñòìàññ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìàòåðèàëû, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿì (4.21) è (4.22), îáëàäàþò óïðóãîâÿçêîïëàñòè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè òîëüêî ïðè óìåðåííûõ ñêîðîñòÿõ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ. Ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ
ñîîòíîøåíèå (4.22), êàê ëåãêî âèäåòü, ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèåì è äåôîðìàöèåé. Ïîýòîìó
çàðàíåå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå çàêîíà äå-

ôîðìèðîâàíèÿ (4.22) äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ òåõ ìàòåðèà-
ëîâ, êîòîðûå ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ îáëàäàþò
óïðóãîïëàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, áóäåò ïðèâîäèòü ê ðàñ-
õîæäåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ ðå-
çóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ (â ñòîðîíó çàâûøåíèÿ ðàñ÷åòíûõ

çíà÷åíèé íàïðÿæåíèÿ). Ïðèâîäèìûå â § 4.4 ðåçóëüòàòû êîí-
êðåòíûõ ðàñ÷åòîâ ñ áîëüøîé íàãëÿäíîñòüþ ïîäêðåïëÿþò ýòî

óòâåðæäåíèå.

Óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêàÿ ñðåäà, îáëàäàþùàÿ ïðè áîëü-
øèõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèìè ñâîé-

ñòâàìè, ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâíåíèåì

( )[ ] ( )[ ]  ,ñòäèí  e � fe � 
dt
d σΦ=ϕσ

ãäå )(äèí eϕ=σ  � äèíàìè÷åñêàÿ äèàãðàììà «íàïðÿæåíèå �

äåôîðìàöèÿ», ïîëó÷åííàÿ ïðè î÷åíü áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ íà-

ãðóæåíèÿ; ( )ef ñò=σ  � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàòè÷åñêàÿ äè-

àãðàììà; Ô(z) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ Ô(0) = 0. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèþ Ô(z) ìîæíî
ñ÷èòàòü ëèíåéíîé Ô(z) = kz òîãäà êîýôôèöèåíò k âûðàæàåòñÿ
÷åðåç êîýôôèöèåíò àáñîëþòíîé âÿçêîñòè ìàòåðèàëà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñâîéñòâ óïðóãîâÿçêîï-
ëàñòè÷åñêèõ ñðåä, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ êàê ñîîòíîøåíèÿìè
âèäà (4.4), òàê è áîëåå îáùèìè çàâèñèìîñòÿìè òèïà (4.3),
äàíî â ðàáîòå [7]. Â ïîñëåäíåé, êðîìå òîãî, ïðèâåäåíû ìå-
õàíè÷åñêèå ìîäåëè ðàññìîòðåííûõ ñðåä è íåêîòîðûå äàííûå

îá èõ ïðèëîæåíèè ê îïèñàíèþ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðÿäà
âåùåñòâ. Áîëüøîé ôàêòè÷åñêèé ìàòåðèàë îá óïðóãîâÿçêèõ
ñâîéñòâàõ ïîëèìåðîâ (ïîëèñòèðåí, ïîëèèçîáóòèëåí, ïîëèâè-

íèë è ò. ä.) ñîäåðæèòñÿ â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå1.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âñå ñêàçàííîå âûøå î ìåõàíè-
÷åñêîì ïîâåäåíèè ìàòåðèàëîâ ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè íîð-
ìàëüíûõ òåìïåðàòóðàõ. Âîïðîñ î ïðèìåíåíèè òîãî èëè äðóãîã
î
çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ ê ìàòåðèàëàì ïðè ïîâûøåííûõ òåìïå
-
ðàòóðàõ çäåñü íå îáñóæäàåòñÿ. Íàäî ïîìíèòü, ÷òî ìàòåðèàëû
,

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.1. ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÑÐÅÄ È ÑÔÅÐÀ ÈÕ ÏÐÈÌÅÍÈÌÎÑÒÈ

1 Ñì. Journal of Appl. Phys. 1953. 24. ¹ 6�12; 1954. 25.
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óäîâëåòâîðÿþùèå â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé äåôîðì
è-
ðîâàíèÿ êàêîìó-ëèáî çàêîíó äåôîðìèðîâàíèÿ, â äðóãîì äèà-
ïàçîíå ìîãóò ñëåäîâàòü èíîìó çàêîíó äåôîðìèðîâàíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë
çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ òàê íàçûâàåìîãî ïëàñòè÷åñêîãî ãàç
à,
÷àñòèöû êîòîðîãî îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè ïðîõîæ-
äåíèè óäàðíîé âîëíû ìãíîâåííî ìåíÿþò ñâîþ ïëîòíîñòü ñ
îäíîãî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ íà äðóãîå. Êàê áóäåò ïîêàçàíî

äàëåå, ñõåìîé ïëàñòè÷åñêîãî ãàçà ìîæíî îïèñàòü ïîâåäåíèå

íåêîòîðûõ ãðóíòîâ ïîä äåéñòâèåì âçðûâíûõ íàãðóçîê.

§ 4.2. Распространение возмущений в стержнях, материал
которых обладает вязкостными свойствами и
эффектами последействия и релаксации
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öèåé è èõ ïðîèçâîäíûìè (èëè èíòåãðàëàìè) ïî âðåìåíè, òî
óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ äâèæåíèé ÷àñòèö ñòåðæíÿ
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Ëèíåéíîñòü óðàâíåíèé (4.24) � (4.26) ïîçâîëÿåò ïðèìå-
íèòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ îïåðàöèîííûé ìåòîä è ìåòîä ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ. Ðåøåíèå óðàâíåíèé (4.8) è (4.9) äëÿ ñëó÷àÿ
ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñòåðæíÿ ïðè ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ

 u(x,0) = ut (x,0) = 0; ut (0,t) = ϕ(t)  (4.27)

ïðèâåäåíî â [15].
Ïåðåõîäÿ îò îðèãèíàëà1 u(x,t) ê èçîáðàæåíèþ ïî ôîðìóëå
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1 Çäåñü è â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ è
îñíîâíûå òåîðåìû îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, î êîòîðûõ íåî
-
ñâåäîìëåííûé ÷èòàòåëü ìîæåò ïðî÷åñòü â ñîîòâåòñòâóþùèõ
 êóð-
ñàõ, íàïðèìåð: Ýôðîñ À.Ì., Äàíèëåâñêèé À.Ì. Îïåðàöèîííîå
èñ÷èñëåíèå è êîíòóðíûå èíòåãðàëû. � Õàðüêîâ, 1937.
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-
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èñ÷èñëåíèå è êîíòóðíûå èíòåãðàëû. � Õàðüêîâ, 1937.

U



358 359

ãäå .vx =  xva = 1
2 ,α

Ñîîòíîøåíèå (4.28) ñîãëàñíî òåîðåìå ñìåùåíèÿ ìîæåò
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Â òàáë. 4.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ),( tx ψ .

 Òàáëèöà 4.1

εεεεετττττ
0 0,25 0,5 1 1,5 2

0 1 0 0 0 0 0
0,01 1 0,102 0,001 0 0 0

0,0625 1 0,488 0,080 0,020 0 0
0,25 1 0,762 0,525 0,182 0,039 0,005

0,5625 1 0,880 0,733 0,441 0,214 0,084
1 1 0,924 0,853 0,648 0,435 0,258

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðåøåíà çàäà÷à îá óäàðå
ïî ïîëóáåñêîíå÷íîìó âÿçêîïëàñòè÷åñêîìó ñòåðæíþ àáñîëþò
íî
òâåðäûì òåëîì ìàññîé m, èìåâøèì íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü v0.

Èçîáðàæåíèå ñìåùåíèÿ U(x, p) ïî-ïðåæíåìó îïèñûâàåòñÿ
ôîðìóëîé
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(çäåñü óæå ó÷òåíî, ÷òî u(0,0) = ux(0,0) = 0). Òàê êàê
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 Òàáëèöà 4.1
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Èçîáðàæåíèå e2(x,t) âòîðîãî ñëàãàåìîãî (4.30) íàõîäèòñÿ
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Èññëåäóåì õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèè êîíöåâîãî
ñå÷åíèÿ x = 0 ñòåðæíÿ âî âðåìåíè. Äëÿ óïðóãîâÿçêîãî ñòåð-
æíÿ ôîðìóëà (4.31) äàåò
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äî çíà÷åíèÿ 00 av , ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðóãîìó ñëó÷àþ;

Ðèñ. 4.9

2) äëÿ óïðóãîãî ñòåðæíÿ (µ = 0), êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü,
e1(o,t) = � 00 av ;

3) ïðè óäàðå òåëîì êîíå÷íîé ìàññû k < 1 è äåôîðìàöèÿ
êîíöåâîãî ñå÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Êðèâûå èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèè êîíöåâîãî ñå÷åíèÿ â çà-
âèñèìîñòè îò âðåìåíè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.9. Êàê âèäíî èç
ãðàôèêîâ, äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé λ (ìàëûõ ìàññ óäàðÿþùåãî
òåëà) ïðåíåáðåãàòü ïîïåðå÷íûì ñæàòèåì íåëüçÿ ââèäó ìàëî-
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ñòè âðåìåíè äåéñòâèÿ óäàðà. Äèôôåðåíöèðóÿ ôîðìóëó (4.33)
ïî âðåìåíè, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ñêîðîñòü äåôîðìàöèè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò èìååò íåîãðàíè÷åííîå çíà÷åíèå.

Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ìàññ óäàðÿþùåãî òåëà ïàðàìåòð
λ ìàë è âìåñòî ôîðìóëû (4.33) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëè-
æåííîé, ïîëó÷åííîé ðàçëîæåíèåì ïîñëåäíåé â ðÿä ïî λ:
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þùèé åé ìîìåíò âðåìåíè τmax îïðåäåëÿþòñÿ èç (4.34) è óñëî-

âèÿ ( ) ( ) .k� =�k maxmax
2 2exp1 ττπ  Çàâèñèìîñòü e1max îò λ ïðè-

âåäåíà íà ðèñ. 4.10.

Ðèñ. 4.10

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ λ àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì ìîæåò áûòü óïðîùåíà ôîðìóëà (4.31):
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ñîñòîÿíèè. Â [15] ðàññìîòðåí òàêæå ñëó÷àé óäàðà àáñîëþòíî
òâåðäûì òåëîì ïî ïîëóáåñêîíå÷íîìó ñòåðæíþ, ïðåäâàðèòåëü
-
íî ñæàòîìó äî ïðåäåëà óïðóãîñòè. Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì
ux (x,0) = es , ut (x,0) = 0, à çàâèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæåíèåì
è äåôîðìàöèåé âûðàæàåòñÿ çàêîíîì

( )
t
e

 + e�e E+  = ss ∂
∂µ′σσ ,  (4.35)

ãäå E ′ � ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ.
Ïåðåõîäÿ îò ôóíêöèè u (x,t) ê íîâîé ôóíêöèè u* (x,t) =

= u (x,t) � es x, äëÿ u* ïîëó÷èì íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,
ñîîòíîøåíèå æå (4.35) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

t
e*

e* + E+  = s ∂
∂µ′σσ .

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4.24) è ïîëó÷åííûå âûøå
ôîðìóëû (4.31), (4.32) îñòàíóòñÿ áåç èçìåíåíèÿ, åñëè ñ÷èòàòü
Ñ = σs , B = E ′ (ïðè ýòîì 0

2
1

2 ρ′E =   =  aa ). Â ÷àñòíîñòè, íà
îñíîâàíèè (4.33) äëÿ îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè e* (0,t) êîíöå-
âîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ïîëó÷èì ôîðìóëó
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ñòè âðåìåíè äåéñòâèÿ óäàðà. Äèôôåðåíöèðóÿ ôîðìóëó (4.33)
ïî âðåìåíè, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ñêîðîñòü äåôîðìàöèè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò èìååò íåîãðàíè÷åííîå çíà÷åíèå.

Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ìàññ óäàðÿþùåãî òåëà ïàðàìåòð
λ ìàë è âìåñòî ôîðìóëû (4.33) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëè-
æåííîé, ïîëó÷åííîé ðàçëîæåíèåì ïîñëåäíåé â ðÿä ïî λ:
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21
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0

1 (4.34)

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äåôîðìàöèè emax è ñîîòâåòñòâó-
þùèé åé ìîìåíò âðåìåíè τmax îïðåäåëÿþòñÿ èç (4.34) è óñëî-

âèÿ ( ) ( ) .k� =�k maxmax
2 2exp1 ττπ  Çàâèñèìîñòü e1max îò λ ïðè-

âåäåíà íà ðèñ. 4.10.

Ðèñ. 4.10

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ λ àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì ìîæåò áûòü óïðîùåíà ôîðìóëà (4.31):
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Åñëè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè ñòåðæíÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,
òî äëÿ äåôîðìàöèè e1(x,t) ïîëó÷èì âûðàæåíèå

 ( ) 










 t + b

vt2

x
t + b

v
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�
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x
b

v
 = �x,te 2 erfcexperfc1

1 ,

èç êîòîðîãî ëåãêî óñìîòðåòü âîçðàñòàíèå ñî âðåìåíåì äå-
ôîðìàöèè â ëþáîì ñå÷åíèè ñòåðæíÿ, ïðè÷åì ïðè ∞→t  èìå-
åì ( )001 Fmv�e µ→ .

Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñòåðæåíü äî óäàðà íå
äåôîðìèðîâàí, à â ïðîöåññå óäàðà ðàáîòàåò â óïðóãîâÿçêîì
ñîñòîÿíèè. Â [15] ðàññìîòðåí òàêæå ñëó÷àé óäàðà àáñîëþòíî
òâåðäûì òåëîì ïî ïîëóáåñêîíå÷íîìó ñòåðæíþ, ïðåäâàðèòåëü
-
íî ñæàòîìó äî ïðåäåëà óïðóãîñòè. Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì
ux (x,0) = es , ut (x,0) = 0, à çàâèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæåíèåì
è äåôîðìàöèåé âûðàæàåòñÿ çàêîíîì

( )
t
e

 + e�e E+  = ss ∂
∂µ′σσ ,  (4.35)

ãäå E ′ � ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ.
Ïåðåõîäÿ îò ôóíêöèè u (x,t) ê íîâîé ôóíêöèè u* (x,t) =

= u (x,t) � es x, äëÿ u* ïîëó÷èì íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,
ñîîòíîøåíèå æå (4.35) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

t
e*

e* + E+  = s ∂
∂µ′σσ .

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4.24) è ïîëó÷åííûå âûøå
ôîðìóëû (4.31), (4.32) îñòàíóòñÿ áåç èçìåíåíèÿ, åñëè ñ÷èòàòü
Ñ = σs , B = E ′ (ïðè ýòîì 0

2
1

2 ρ′E =   =  aa ). Â ÷àñòíîñòè, íà
îñíîâàíèè (4.33) äëÿ îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè e* (0,t) êîíöå-
âîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ïîëó÷èì ôîðìóëó
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ãäå ( )vm= F wv= a s // σα 01
2
11 , . Ïðè î÷åíü áîëüøîé ìàñ-

ñå ∞→m  óäàðÿþùåãî òåëà ( ) ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà çíà÷èòåëü-
íî óïðîùàåòñÿ:

( ) t
v

 = ,te* 1
1

0 erf0 α
α .  (4.37)

Ôîðìóëû (4.36) è (4.37) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà âÿç
-
êîñòè µ ïî èçìåðåííûì â ïðîöåññå óäàðà âåëè÷èíàì äåôîð-
ìàöèé êîíöåâîãî ñå÷åíèÿ èññëåäóåìîãî îáðàçöà.

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîçìóùåíèé â óïðóãîâÿçêîì
ñòåðæíå êîíå÷íîé äëèíû l ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ è ñëåäó-
þùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

σ = 0 ïðè x = 0; σ
∂
∂

02

2

F =  �
t

u
m , ut (0,l) = � v0 ïðè x = l

ðàññìàòðèâàëàñü â [16]. Ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû ñ èñïðàâëå-
íèåì îòìå÷åííûõ â íåé íåòî÷íîñòåé (îáóñëîâëåííûõ îøè-
áî÷íûì âèäîì êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè êîëåáàíèé ñòåð-
æíÿ) ïðèâîäÿòñÿ íèæå. Ïðåäâàðèòåëüíî çàïèøåì ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ

0
2

 =  
tx

u
 + 

x
u

∂∂
∂

α
µ

∂
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 ïðè x = 0;  (4.38)
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∂
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∂
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∂
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 ïðè x = l, (4.39)

ãäå mFH = 0α .

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ Ôóðüå, èùåì
ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå

 xXtT = txu nn∑
∞

1

)()(),( ,

ãäå )()( xXtT nn � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.24), óäîâ-
ëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4.38) è (4.39). Ñëåäîâà-
òåëüíî,

 nnnnnn XT + vXT =  axXtT ′′′′′′ 2)()( ;

 22 )( nnnnnn  = �T + vTaT =  XX λ′′′′′ ;

tnr
n

tnr
nnnnnnn  e + d e= c Tx x + b= aX 2,1,;sincos λλ ,

ãäå r1,n , r2,n � êîðíè óðàâíåíèÿ

 ( ) .0222
 = + vra+  r nnn λ  (4.40)

Óäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.38) ïðèâîäèò ê
íåîáõîäèìîñòè ïîëîæèòü bn = 0; ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà óäà-
ðÿåìîì êîíöå äàåò óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé λn:

nnnnn T + TX= � HXT ′
α
µ′′′ )( ;

lT + TH  = T nnnnn λ′
α
µ

λ′′ tg)(  ïðè x = l,

îòêóäà

)(1tg2
nnnn r+ lH = r

α
µ

λλ ,

èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.40)

 aHl =  = lp = � p p nnnn  )( 2,,ctg γλγ .  (4.41)

Çíà÷åíèå îäíîãî èç êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.40) âîçðàñòàåò ñ
óâåëè÷åíèåì íîìåðà n êàê n2; çíà÷åíèå âòîðîãî êîðíÿ ïðè
ýòîì ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó. Åñëè λn = 0, òî Tn =
= a0t + b.

Âûðàæåíèå äëÿ ñìåùåíèÿ u (x,t), óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì
ïîñòàâëåííûì íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, èìååò âèä
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ãäå ( )vm= F wv= a s // σα 01
2
11 , . Ïðè î÷åíü áîëüøîé ìàñ-

ñå ∞→m  óäàðÿþùåãî òåëà ( ) ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà çíà÷èòåëü-
íî óïðîùàåòñÿ:

( ) t
v

 = ,te* 1
1

0 erf0 α
α .  (4.37)

Ôîðìóëû (4.36) è (4.37) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà âÿç
-
êîñòè µ ïî èçìåðåííûì â ïðîöåññå óäàðà âåëè÷èíàì äåôîð-
ìàöèé êîíöåâîãî ñå÷åíèÿ èññëåäóåìîãî îáðàçöà.

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîçìóùåíèé â óïðóãîâÿçêîì
ñòåðæíå êîíå÷íîé äëèíû l ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ è ñëåäó-
þùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

σ = 0 ïðè x = 0; σ
∂
∂

02

2

F =  �
t

u
m , ut (0,l) = � v0 ïðè x = l

ðàññìàòðèâàëàñü â [16]. Ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû ñ èñïðàâëå-
íèåì îòìå÷åííûõ â íåé íåòî÷íîñòåé (îáóñëîâëåííûõ îøè-
áî÷íûì âèäîì êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè êîëåáàíèé ñòåð-
æíÿ) ïðèâîäÿòñÿ íèæå. Ïðåäâàðèòåëüíî çàïèøåì ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ
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 ïðè x = 0;  (4.38)
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 ïðè x = l, (4.39)

ãäå mFH = 0α .

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ Ôóðüå, èùåì
ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå

 xXtT = txu nn∑
∞

1

)()(),( ,

ãäå )()( xXtT nn � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.24), óäîâ-
ëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4.38) è (4.39). Ñëåäîâà-
òåëüíî,

 nnnnnn XT + vXT =  axXtT ′′′′′′ 2)()( ;

 22 )( nnnnnn  = �T + vTaT =  XX λ′′′′′ ;

tnr
n

tnr
nnnnnnn  e + d e= c Tx x + b= aX 2,1,;sincos λλ ,

ãäå r1,n , r2,n � êîðíè óðàâíåíèÿ

 ( ) .0222
 = + vra+  r nnn λ  (4.40)

Óäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.38) ïðèâîäèò ê
íåîáõîäèìîñòè ïîëîæèòü bn = 0; ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà óäà-
ðÿåìîì êîíöå äàåò óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé λn:

nnnnn T + TX= � HXT ′
α
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lT + TH  = T nnnnn λ′
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èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.40)

 aHl =  = lp = � p p nnnn  )( 2,,ctg γλγ .  (4.41)

Çíà÷åíèå îäíîãî èç êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.40) âîçðàñòàåò ñ
óâåëè÷åíèåì íîìåðà n êàê n2; çíà÷åíèå âòîðîãî êîðíÿ ïðè
ýòîì ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó. Åñëè λn = 0, òî Tn =
= a0t + b.

Âûðàæåíèå äëÿ ñìåùåíèÿ u (x,t), óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì
ïîñòàâëåííûì íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, èìååò âèä
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Âòîðîå ñîîòíîøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîãî óäîáíî
ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

02,1,
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coscos)( = vp�
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n
nn

n
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∑
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.

Îïðåäåëèâ èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé çíà÷åíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ an , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå:
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Ïðîâåäåííûé â [16] àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè t > 0
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèþ (4.43) óäîâëåòâîðÿþò íå
òîëüêî ñêîðîñòè v = ut (x,t) è ñìåùåíèÿ u (x,t), íî òàêæå äå-
ôîðìàöèè e = ux (x,t) è íàïðÿæåíèÿ σ (x,t).

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð Õýâèñàéäà ê óðàâíåíèþ (4.43) äëÿ
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âåòñòâóþùèõ âåëè÷èí. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé (4.44) ïðåäïî-
ëàãàëîñü, ÷òî v = σ = 0 ïðè t = 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ

v = V(t) = V(t)H(t) ïðè x = 0 è t > 0. (4.46)
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âàíèåì (4.47) óñëîâèå (4.44) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó:
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Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.45) ÿâëÿåòñÿ
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Ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè óäàðà ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà çíà-
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ãäå ( ) βµξτ  =  ttax =  tt = 0000 ,, .

Ãðàôèê ôóíêöèè f (τ,ξ) ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.11. Èç ïîñëåä-
íåé ôîðìóëû, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî íà ïåðåäíåì ôðîíòå
óïðóãîé âîëíû τ = ξ, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ñòåðæíå, ìàòå-
ðèàë êîòîðîãî âåäåò ñåáÿ êàê òåëî Ìàêñâåëëà, íàïðÿæåíèå
â 2τ� e  ðàç ìåíüøå, ÷åì â óïðóãîì ñòåðæíå.

Ðèñ. 4.11

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âðåìåíè óäàðà ïîðÿäêà âðåìåíè ðå-
ëàêñàöèè èìååò ìåñòî çíà÷èòåëüíîå çàòóõàíèå íàïðÿæåíèÿ
.

Äëÿ ñòåðæíÿ êîíå÷íîé äëèíû l1, âòîðîé êîíåö êîòîðîãî
ñâîáîäåí (σ = 0 ïðè x = l, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.45), óäîâëåò-
âîðÿþùåå óñëîâèþ (4.46), èìååò âèä:
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óïðóãîé âîëíû τ = ξ, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ñòåðæíå, ìàòå-
ðèàë êîòîðîãî âåäåò ñåáÿ êàê òåëî Ìàêñâåëëà, íàïðÿæåíèå
â 2τ� e  ðàç ìåíüøå, ÷åì â óïðóãîì ñòåðæíå.

Ðèñ. 4.11

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âðåìåíè óäàðà ïîðÿäêà âðåìåíè ðå-
ëàêñàöèè èìååò ìåñòî çíà÷èòåëüíîå çàòóõàíèå íàïðÿæåíèÿ
.

Äëÿ ñòåðæíÿ êîíå÷íîé äëèíû l1, âòîðîé êîíåö êîòîðîãî
ñâîáîäåí (σ = 0 ïðè x = l, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.45), óäîâëåò-
âîðÿþùåå óñëîâèþ (4.46), èìååò âèä:
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Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó îáðàùåíèÿ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ
ôîðìóëó äëÿ íàïðÿæåíèÿ:
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Ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè óäàðà ôîðìóëå äëÿ íàïðÿæåíèÿ
ìîæíî ïðèäàòü èíîé, áîëåå íàãëÿäíûé âèä. Ïðè ýòîì áóäåì
èñõîäèòü íå èç ôîðìóëû (4.54), à, êàê è àâòîðû [17], íåïîñðåä-
ñòâåííî èç ðàññìîòðåíèÿ êàðòèíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Î÷
å-
âèäíî, äî ìîìåíòà t =

0
al  äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé

σ1(x,t) â ñòåðæíå êîíå÷íîé äëèíû ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (4.51).
Â èíòåðâàëå 

0
al ≤ t ≤

0
2 al  íàïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöè-

åé äâóõ ðåøåíèé äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñòåðæíÿ

σ(x,t) = σ1(x,t) � σ1(2l � x,t);

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.2. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ ...

â èíòåðâàëå 
0

2 al ≤ t ≤
0

3 al  � ñóïåðïîçèöèåé òðåõ ðåøåíèé:

σ(x,t) = σ1(x,t) � σ1(2l � x,t) � σ1(2l + x,t);

â èíòåðâàëå 
0

3 al  ≤ t ≤
0

4 al  � ñóïåðïîçèöèåé ÷åòûðåõ ðåøåíèé:

σ(x,t) = σ1(x,t) � σ1(2l � x,t) � σ1(2l + x,t) + σ1(4l � x,t);

è ò. ä. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ôîðìóëû
äëÿ ñëó÷àÿ çàêðåïëåííîãî êîíöà.

Íà ðèñ. 4.12 ïðèâåäåí ãðàôèê ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëü-
íîãî íàïðÿæåíèÿ â êîíå÷íîì ñòåðæíå äëèíîé l = 2a0τ0 ïðè
óäàðå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (êîíåö ξ= 2 ñâîáîäåí îò íà-
ïðÿæåíèé). Î÷åâèäíî, ïðè τ ≤ 2 ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé
ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ íåîãðàíè÷åííîãî ñòåðæíÿ. Ïðè äîñòè
-
æåíèè êîíöà èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèÿ íà ïåðåäíåì âîëíî-
âîì ôðîíòå óæå óïàëà íèæå 0,5. Åñëè ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿ-
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Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó îáðàùåíèÿ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ
ôîðìóëó äëÿ íàïðÿæåíèÿ:
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Ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè óäàðà ôîðìóëå äëÿ íàïðÿæåíèÿ
ìîæíî ïðèäàòü èíîé, áîëåå íàãëÿäíûé âèä. Ïðè ýòîì áóäåì
èñõîäèòü íå èç ôîðìóëû (4.54), à, êàê è àâòîðû [17], íåïîñðåä-
ñòâåííî èç ðàññìîòðåíèÿ êàðòèíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Î÷
å-
âèäíî, äî ìîìåíòà t =

0
al  äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé

σ1(x,t) â ñòåðæíå êîíå÷íîé äëèíû ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (4.51).
Â èíòåðâàëå 

0
al ≤ t ≤

0
2 al  íàïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöè-

åé äâóõ ðåøåíèé äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñòåðæíÿ

σ(x,t) = σ1(x,t) � σ1(2l � x,t);

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.2. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Â ÑÒÅÐÆÍßÕ ...

â èíòåðâàëå 
0

2 al ≤ t ≤
0

3 al  � ñóïåðïîçèöèåé òðåõ ðåøåíèé:

σ(x,t) = σ1(x,t) � σ1(2l � x,t) � σ1(2l + x,t);

â èíòåðâàëå 
0

3 al  ≤ t ≤
0

4 al  � ñóïåðïîçèöèåé ÷åòûðåõ ðåøåíèé:

σ(x,t) = σ1(x,t) � σ1(2l � x,t) � σ1(2l + x,t) + σ1(4l � x,t);

è ò. ä. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ôîðìóëû
äëÿ ñëó÷àÿ çàêðåïëåííîãî êîíöà.

Íà ðèñ. 4.12 ïðèâåäåí ãðàôèê ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëü-
íîãî íàïðÿæåíèÿ â êîíå÷íîì ñòåðæíå äëèíîé l = 2a0τ0 ïðè
óäàðå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (êîíåö ξ= 2 ñâîáîäåí îò íà-
ïðÿæåíèé). Î÷åâèäíî, ïðè τ ≤ 2 ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé
ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ íåîãðàíè÷åííîãî ñòåðæíÿ. Ïðè äîñòè
-
æåíèè êîíöà èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèÿ íà ïåðåäíåì âîëíî-
âîì ôðîíòå óæå óïàëà íèæå 0,5. Åñëè ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿ-
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æåíèÿ íà êîíöå, ïîäâåðãíóâøåìñÿ óäàðó â óïðóãîì ñòåðæíå,
âîçíèêàþò ïðè τ = 4, òî çäåñü îíè âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíî
ïîçäíåå (ïîñëåäíèé ôàêò ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ýêñïå-
ðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè).

Íà ðèñ. 4.13 ïðèâåäåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíå òàêîé æå äëèíû, êàê è â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå, íî ñ çàêðåïëåííûì êîíöîì ξ= 2 (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
óïðóãîãî ñòåðæíÿ f = 1 ïðè τ < 2, f = 2 ïðè 2 < τ < 6, f = 3
ïðè 6 < τ < 10 è ò. ä.).

Èññëåäîâàíèå õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â
ñòåðæíå êîíå÷íîé äëèíû (óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé
êîòîðîãî � (4.11)) ïðîâåäåíî â [9]. Èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñò-
ðàíåíèé âîçìóùåíèé â òåëàõ, çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ êîòî-
ðûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (4.14), ïîñâÿùåíà ðàáîòà [18],
â êîòîðîé ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ áà-
ëîê, ïëèò è ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèÿõ ïîëîãî øàðà.

§ 4.3. Распространение возмущений
в вязкопластической среде

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó, ïîñòàâëåííóþ â [4] è èìåþ-
ùóþ áîëüøîå ìåòîäîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå â òåîðèè âÿçêîï-
ëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ïóñòü ïî öèëèíäðè÷åñêîìó îáðàçöó
äëèíîé L0 è ðàäèóñà R0, ñòîÿùåìó íà ìàññèâíîé öèëèíäðè-

÷åñêîé ïëèòå (ðèñ. 4.14), ïðîèçâîäèòñÿ
óäàð ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0 òâåðäûì
òåëîì ìàññû M. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü èç-
ìåíåíèå äëèíû îáðàçöà âî âðåìåíè. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññà îáðàçöà ìàëà â
ñðàâíåíèè ñ ìàññîé óäàðÿþùåãî òåëà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w è v êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâåííî â íàïðàâëåíèè
îñè îáðàçöà Ox è åãî ðàäèóñà r. Èç óñëî-
âèÿ íåñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà èìååì

               0 = 
r
v

+ 
dr
dv

 + 
dx
dw

. (4.55)

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàïðÿæåíèÿ σ1 è σ0 , ÿâëÿþùèåñÿ
ãëàâíûìè, ðàâíû íóëþ. Îòñþäà â ïðåäïîëîæåíèè âÿçêîïëàñòè-

÷åñêîãî õàðàêòåðà òå÷åíèÿ, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ñëåäóåò
,

÷òî îêðóæíàÿ è ðàäèàëüíûå ñêîðîñòè
r
v
  è

dr
dv

 îäèíàêîâû, ò. å.

dr
dv

 = 
r
v
 .

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè óïðîùàåòñÿ:

dx
dw

 = 
r
v

�
2

.

Ïðåäïîëîæèâ òàêæå, ÷òî
dx
dw

 çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè:

dx
dw

 = � ω (t),

ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòåé:

w = � x ω (t);   v = 
2
r

� ω (t). (4.56)

Ôîðìóëó äëÿ íàïðÿæåíèÿ σx çàïèøåì â âèäå:

σx = � (σk + 3µ ω ).

Çäåñü σk � ïëàñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, µ � êîýôôèöèåíò
àáñîëþòíîé âÿçêîñòè. Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.56) èìååì:

dt
dL

 = � L ω (t);   
dt
dR

 = 
2
R

ω (t),
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æåíèÿ íà êîíöå, ïîäâåðãíóâøåìñÿ óäàðó â óïðóãîì ñòåðæíå,
âîçíèêàþò ïðè τ = 4, òî çäåñü îíè âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíî
ïîçäíåå (ïîñëåäíèé ôàêò ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ýêñïå-
ðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè).

Íà ðèñ. 4.13 ïðèâåäåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíå òàêîé æå äëèíû, êàê è â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå, íî ñ çàêðåïëåííûì êîíöîì ξ= 2 (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
óïðóãîãî ñòåðæíÿ f = 1 ïðè τ < 2, f = 2 ïðè 2 < τ < 6, f = 3
ïðè 6 < τ < 10 è ò. ä.).

Èññëåäîâàíèå õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â
ñòåðæíå êîíå÷íîé äëèíû (óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé
êîòîðîãî � (4.11)) ïðîâåäåíî â [9]. Èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñò-
ðàíåíèé âîçìóùåíèé â òåëàõ, çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ êîòî-
ðûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (4.14), ïîñâÿùåíà ðàáîòà [18],
â êîòîðîé ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ áà-
ëîê, ïëèò è ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèÿõ ïîëîãî øàðà.

§ 4.3. Распространение возмущений
в вязкопластической среде

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó, ïîñòàâëåííóþ â [4] è èìåþ-
ùóþ áîëüøîå ìåòîäîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå â òåîðèè âÿçêîï-
ëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ïóñòü ïî öèëèíäðè÷åñêîìó îáðàçöó
äëèíîé L0 è ðàäèóñà R0, ñòîÿùåìó íà ìàññèâíîé öèëèíäðè-

÷åñêîé ïëèòå (ðèñ. 4.14), ïðîèçâîäèòñÿ
óäàð ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0 òâåðäûì
òåëîì ìàññû M. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü èç-
ìåíåíèå äëèíû îáðàçöà âî âðåìåíè. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññà îáðàçöà ìàëà â
ñðàâíåíèè ñ ìàññîé óäàðÿþùåãî òåëà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w è v êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâåííî â íàïðàâëåíèè
îñè îáðàçöà Ox è åãî ðàäèóñà r. Èç óñëî-
âèÿ íåñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà èìååì

               0 = 
r
v

+ 
dr
dv

 + 
dx
dw

. (4.55)

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàïðÿæåíèÿ σ1 è σ0 , ÿâëÿþùèåñÿ
ãëàâíûìè, ðàâíû íóëþ. Îòñþäà â ïðåäïîëîæåíèè âÿçêîïëàñòè-

÷åñêîãî õàðàêòåðà òå÷åíèÿ, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ñëåäóåò
,

÷òî îêðóæíàÿ è ðàäèàëüíûå ñêîðîñòè
r
v
  è

dr
dv

 îäèíàêîâû, ò. å.

dr
dv

 = 
r
v
 .

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè óïðîùàåòñÿ:

dx
dw

 = 
r
v

�
2

.

Ïðåäïîëîæèâ òàêæå, ÷òî
dx
dw

 çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè:

dx
dw

 = � ω (t),

ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòåé:

w = � x ω (t);   v = 
2
r

� ω (t). (4.56)

Ôîðìóëó äëÿ íàïðÿæåíèÿ σx çàïèøåì â âèäå:

σx = � (σk + 3µ ω ).

Çäåñü σk � ïëàñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, µ � êîýôôèöèåíò
àáñîëþòíîé âÿçêîñòè. Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.56) èìååì:

dt
dL

 = � L ω (t);   
dt
dR

 = 
2
R

ω (t),

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ...
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Íàèáîëüøåå óêîðî÷åíèå îáðàçöà äî äëèíû L1 áóäåò â
ìîìåíò ïîëíîé ïîòåðè ñêîðîñòè óäàðÿþùèì òåëîì, ò.å. ïðè

( ) ( ),123 1011 � ea= L= aLpL= y kσµ  ãäå e = (L0 � L1) / Ln.

Ñëåäîâàòåëüíî,

 [ ] )(exp)()()(exp 2
101

2
0

2
101 yy � y �  � yy= LL ΦΦπα .

Ïîëàãàÿ

( ) ( ) ( ) ( ) )(exp
1

2
1 2�y

y
 + y =  y

y
 + y= yF

π
ΦΦ ′Φ ,

ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå

( ) ( )
( )

0

0
01 23

Re
y

y
 + y = FyF

Φ ′
.  (4.57)

Ñîîòíîøåíèå (4.57) ïðè çàäàííûõ L0 , R0 , v0 , M è L1
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà àáñîëþòíîé âÿçêîñòè µ.

Ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíîãî êîýôôèöèåíòà
âÿçêîñòè àëþìèíèÿ è ñòàëè, îïèñàííûå â [4, 5, 20], ïðîâîäè-
ëèñü íà ïíåâìàòè÷åñêîì êîïðå1 êîíñòðóêöèè À.À. Èëüþøèíà.
Ýêñïåðèìåíò, ïîñòàâëåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé âûø
å
çàäà÷åé, ïðåñëåäîâàë äâå öåëè. Âî-ïåðâûõ, íà îñíîâàíèè èçìå
-
ðåíèÿ óêîðî÷åíèÿ êàêîãî-ëèáî îáðàçöà îïðåäåëèòü, ñîãëàñí
î
(4.57), àáñîëþòíûé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè ìåòàëëà; âî-âòîðûõ,
èñïîëüçóÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà àáñîëþòíîé â
ÿç-
êîñòè â òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ çàâèñèìîñòè L(t), ñðàâíèòü ñ
íåé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè äëèíû îáðàçöîâ äðóãèõ
ðàçìåðîâ (ñ èíûìè çíà÷åíèÿìè L0 è R0) â ýêñïåðèìåíòå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà àáñîëþòíîé âÿçêîñòè
àëþìèíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû äàííûå äâóõ îïûòîâ, ðåçóëü-
òàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáë. 4.2.

Òàáëèöà 4.2

¹
σσσσσk, L0, R0, v0, ωωωωω0 ===== v0 /////L0 , L1, eýêñïêã/ñì2 ñì ñì ñì/ñ ñ-1 ñì

1 1000 4,262 1,900 1685 396 2,591 0,3923
2 1000 4,260 1,925 1685 396 2,540 0,4037

Ïî ñðåäíèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ L0 ñð = 4,261 ñì, R0 ñð =
= 1,912 ñì, eñð = 0,394 áûëî ïîäñ÷èòàíî µ = 0,302 êã ñ/ñì2.

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ...

1 Ïîäðîáíîå îïèñàíèå êîíñòðóêöèè êîïðà äàíî, íàïðèìåð, â [4|.
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Ñîîòíîøåíèå (4.57) ïðè çàäàííûõ L0 , R0 , v0 , M è L1
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà àáñîëþòíîé âÿçêîñòè µ.

Ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíîãî êîýôôèöèåíòà
âÿçêîñòè àëþìèíèÿ è ñòàëè, îïèñàííûå â [4, 5, 20], ïðîâîäè-
ëèñü íà ïíåâìàòè÷åñêîì êîïðå1 êîíñòðóêöèè À.À. Èëüþøèíà.
Ýêñïåðèìåíò, ïîñòàâëåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé âûø
å
çàäà÷åé, ïðåñëåäîâàë äâå öåëè. Âî-ïåðâûõ, íà îñíîâàíèè èçìå
-
ðåíèÿ óêîðî÷åíèÿ êàêîãî-ëèáî îáðàçöà îïðåäåëèòü, ñîãëàñí
î
(4.57), àáñîëþòíûé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè ìåòàëëà; âî-âòîðûõ,
èñïîëüçóÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà àáñîëþòíîé â
ÿç-
êîñòè â òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ çàâèñèìîñòè L(t), ñðàâíèòü ñ
íåé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè äëèíû îáðàçöîâ äðóãèõ
ðàçìåðîâ (ñ èíûìè çíà÷åíèÿìè L0 è R0) â ýêñïåðèìåíòå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà àáñîëþòíîé âÿçêîñòè
àëþìèíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû äàííûå äâóõ îïûòîâ, ðåçóëü-
òàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáë. 4.2.

Òàáëèöà 4.2

¹
σσσσσk, L0, R0, v0, ωωωωω0 ===== v0 /////L0 , L1, eýêñïêã/ñì2 ñì ñì ñì/ñ ñ-1 ñì

1 1000 4,262 1,900 1685 396 2,591 0,3923
2 1000 4,260 1,925 1685 396 2,540 0,4037

Ïî ñðåäíèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ L0 ñð = 4,261 ñì, R0 ñð =
= 1,912 ñì, eñð = 0,394 áûëî ïîäñ÷èòàíî µ = 0,302 êã ñ/ñì2.

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ...

1 Ïîäðîáíîå îïèñàíèå êîíñòðóêöèè êîïðà äàíî, íàïðèìåð, â [4|.
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Çàòåì áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ eýêñï ñ
îáðàçöàìè äðóãèõ ðàçìåðîâ; îäíîâðåìåííî áûëî ðàññ÷èòàíî

òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå e äëÿ ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ (ïðè µ =
= 0,302 êã ñ/ñì2 ). Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ è òåîðåòè÷åñêî-
ãî ðàñ÷åòà, êàê âèäíî èç òàáë. 4.3, ïîêàçûâàþò âïîëíå óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå.

Òàáëèöà 4.3

¹  L0, ñì  R0, ñì  v0, ñì/ñ  ωωωωω0 ,ñ
-1 eýêñï eòåîð

1 4,250 1,900 2060 485 0,4804 0,5005

2 3,500 1,753 1710 487 0,5030 0,4960

3 3,510 1,753 840 239 0,1872 0,1710

4 5,000 2,001 2400 480 0,516 0,5090

5 5,000 2,001 1082 216 0,1735 0,1710

Â íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ áûëà çàïèñàíà íå òîëüêî
íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü óäàðà,
íî è âåñü ïðîöåññ èçìåíåíèÿ
äëèíû âî âðåìåíè. Ðåçóëüòà-
òû òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà è
ýêñïåðèìåíòà ñ àëþìèíèå-
âûì îáðàçöîì ïðè L0 = 8 ñì,
R0 = 2,36 ñì, v0 = 2390 ñì/ñ
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.15. Ïî-
÷òè ïîëíîå ñîâïàäåíèå òåî-
ðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé êðèâûõ íà ðèñ. 4.15
ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ïîäòâåð-

æäåíèåì ïîëîæåííûõ â îñíîâó ðåøåíèÿ ãèïîòåç.
Îòìåòèì èíòåðåñíûé ôàêò: îáðàçöû ïîñëå ýêñïåðèìåíòà

ñîõðàíÿþò ñòðîãî öèëèíäðè÷åñêóþ ôîðìó, êàê è ïðåäñêàçû-
âàåò òåîðèÿ.

Ïðèâåäåì çàèìñòâîâàííûå èç [20] ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíîé âÿçêîñòè
ñòàëè. Áîëüøèíñòâî îáðàçöîâ áûëî èçãîòîâëåíî èç ñòàëè 6
(C � 0,36%; Mn � 0,75%; Si � 0,18%; P � 0,043%; S � 0,04%).

Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà
àáñîëþòíîé âÿçêîñòè ñëóæèë ýêñïåðèìåíò ñî ñëåäóþùèìè
äàííûìè: L0 = 2,50 ñì; R0 = 1 ñì; e = 0,556; v0 = 2230 ñì/ñ.
Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà µ1 îêàçàëîñü ðàâíûì 0,4 êã ñ/ñì2

(ïðè èçìåíåíèè ω0 îò 671 äî 2931). Â òàáë. 4.4 ñîïîñòàâëåíû
òåîðåòè÷åñêè ðàññ÷èòàííûå (ïðè µ = 0,4 êã ñ/ñì2) è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ e ïðè L0 = 2,5 è 1,8 ñì è
R0 = 1 ñì è R0 = 0,65 ñì ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà 4.4

¹ îá- L0, R0, ωωωωω0, v0, L, eýêñï, eòåîð,
ðàçöà ñì ñì ñ-1 ñì/ñ ñì % %

1 2,498 1,002 971 2420 0,938 62,3 61,4

2 2,491 1,002 1027 2560 0,936 62,4 65,5

3 2,500 1,002 891 2230 1,081 56,7 56,6

4 2,503 1,002 891 2230 1,077 57,0 56,6

5 2,500 1,002 867 2175 1,094 56,4 55,0

6 2,499 1,002 858 2145 1,175 53,0 54,2

7 2,503 1,002 858 2145 1,178 53,0 54,2

8 2,497 1,002 809 2020 1,285 48,5 47,8

9 2,497 1,002 671 1675 1,510 39,4 38,9

10 1,802 0,650 1965 3562 1,157 35,8 36,9

11 1,801 0,650 1965 3562 1,170 35,0 36,9

12 1,803 0,650 1965 3562 1,160 35,7 36,9

13 1,804 0,650 2254 4069 1,005 44,3 43,7

14 1,805 0,650 2271 4100 0,993 45,0 44,5

15 1,800 0,650 2550 4591 0,862 52,1 50,8

16 1,805 0,650 2534 4575 0,867 52,0 50,6

17 1,804 0,650 2930 5290 0,742 58,9 59,2

18 1,800 0,650 2910 5245 0,748 58,5 58,0

19 1,802 0,650 2850 5145 0,760 57,5 57,1
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Çàòåì áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ eýêñï ñ
îáðàçöàìè äðóãèõ ðàçìåðîâ; îäíîâðåìåííî áûëî ðàññ÷èòàíî

òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå e äëÿ ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ (ïðè µ =
= 0,302 êã ñ/ñì2 ). Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ è òåîðåòè÷åñêî-
ãî ðàñ÷åòà, êàê âèäíî èç òàáë. 4.3, ïîêàçûâàþò âïîëíå óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå.

Òàáëèöà 4.3

¹  L0, ñì  R0, ñì  v0, ñì/ñ  ωωωωω0 ,ñ
-1 eýêñï eòåîð

1 4,250 1,900 2060 485 0,4804 0,5005

2 3,500 1,753 1710 487 0,5030 0,4960

3 3,510 1,753 840 239 0,1872 0,1710

4 5,000 2,001 2400 480 0,516 0,5090

5 5,000 2,001 1082 216 0,1735 0,1710

Â íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ áûëà çàïèñàíà íå òîëüêî
íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü óäàðà,
íî è âåñü ïðîöåññ èçìåíåíèÿ
äëèíû âî âðåìåíè. Ðåçóëüòà-
òû òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà è
ýêñïåðèìåíòà ñ àëþìèíèå-
âûì îáðàçöîì ïðè L0 = 8 ñì,
R0 = 2,36 ñì, v0 = 2390 ñì/ñ
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(ïðè èçìåíåíèè ω0 îò 671 äî 2931). Â òàáë. 4.4 ñîïîñòàâëåíû
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ìåíòàëüíî èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ e ïðè L0 = 2,5 è 1,8 ñì è
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Òàáëèöà 4.4
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ðàçöà ñì ñì ñ-1 ñì/ñ ñì % %
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3 2,500 1,002 891 2230 1,081 56,7 56,6

4 2,503 1,002 891 2230 1,077 57,0 56,6

5 2,500 1,002 867 2175 1,094 56,4 55,0

6 2,499 1,002 858 2145 1,175 53,0 54,2

7 2,503 1,002 858 2145 1,178 53,0 54,2

8 2,497 1,002 809 2020 1,285 48,5 47,8

9 2,497 1,002 671 1675 1,510 39,4 38,9

10 1,802 0,650 1965 3562 1,157 35,8 36,9

11 1,801 0,650 1965 3562 1,170 35,0 36,9

12 1,803 0,650 1965 3562 1,160 35,7 36,9

13 1,804 0,650 2254 4069 1,005 44,3 43,7

14 1,805 0,650 2271 4100 0,993 45,0 44,5

15 1,800 0,650 2550 4591 0,862 52,1 50,8

16 1,805 0,650 2534 4575 0,867 52,0 50,6

17 1,804 0,650 2930 5290 0,742 58,9 59,2

18 1,800 0,650 2910 5245 0,748 58,5 58,0

19 1,802 0,650 2850 5145 0,760 57,5 57,1
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Äîïîëíèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå ïðè ω0 ≈
≈ 6 . 102 � 6 . 103 ñ�1, äàëè òî æå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà àáñî-
ëþòíîé âÿçêîñòè ñòàëè 6. Îáðàáîòêà ðÿäà ýêñïåðèìåíòîâ ñ
îáðàçöàìè èç ðàçëè÷íûõ ìàðîê íîðìàëèçîâàííîé ñòàëè (C ≈
≈ 0,12 � 1%, σk ≈ 4000 � 1000 êã/ñì2) äàëà äëÿ êîýôôèöèåíòà
µ ïîñëåäíèõ çíà÷åíèÿ 0,3 � 0,4 êã ñ/ñì2.

Ïðîäîëæèì èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, îò-
íîñÿùèõñÿ ê ïðîáëåìå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â âÿç-
êîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå.

1. Äåôîðìèðîâàíèå öèëèíäðà ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî
äàâëåíèÿ. Ýòà çàäà÷à ðåøåíà â [4]. Òàê êàê íàïðÿæåííîå
ñîñòîÿíèå çäåñü õàðàêòåðèçóåòñÿ ãëàâíûìè íàïðÿæåíèÿìè 
σr
è σθ, òî çàêîí âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

dr

du
�K = � r

r µσσθ 42 ,

ãäå K � ïëàñòè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ur � ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü,
èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè dur /dr  +
+ ur /r = 0

( )
2

4242
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+K = 

r

u
+K = � r

r µµσσ θ
.

Ó÷èòûâàÿ, êðîìå òîãî, ÷òî ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå p
ñâÿçàíî ñ ãëàâíûìè íàïðÿæåíèÿìè σr è σθ ôîðìóëîé

p = � r 2σσ θ ,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïîñëåäíèõ:
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Çàìåòèì, ÷òî â ïðåíåáðåæåíèè ñèëàìè èíåðöèè ôîðìóëà
äëÿ σr áóäåò èìåòü âèä:
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Òàê êàê âåëè÷èíà 2
brc = ω  åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñêî-

ðîñòü äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü âåëè÷èíîé ïî-
ëîæèòåëüíîé, òî äâèæåíèå âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè

ln2 Kp ≥ (rb /ra). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íà-
÷àëà äâèæåíèÿ â ìîìåíò t = 0 äàâëåíèå p0 äîëæíî ïðåâîñõî-
äèòü çíà÷åíèå

a
b

K = 
r

r
K

a

b ln2
)0(

)0(
ln2 .

Çäåñü a � âíóòðåííèé, b � íàðóæíûé ðàäèóñû öèëèíäðà. Äàâ-
ëåíèå, äåéñòâóþùåå íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà,
óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

2

2

ln)(
a

b
tp = K  σ ,  (4.60)

ãäå êîýôôèöèåíò σ óêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç ïðèëîæåííîå
äàâëåíèå ïðåâîñõîäèò ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå äëÿ íà÷àëà

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ...



380 381
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ñâÿçàíî ñ ãëàâíûìè íàïðÿæåíèÿìè σr è σθ ôîðìóëîé

p = � r 2σσ θ ,
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Çàìåòèì, ÷òî â ïðåíåáðåæåíèè ñèëàìè èíåðöèè ôîðìóëà
äëÿ σr áóäåò èìåòü âèä:
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ðîñòü äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü âåëè÷èíîé ïî-
ëîæèòåëüíîé, òî äâèæåíèå âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè

ln2 Kp ≥ (rb /ra). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íà-
÷àëà äâèæåíèÿ â ìîìåíò t = 0 äàâëåíèå p0 äîëæíî ïðåâîñõî-
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Çäåñü a � âíóòðåííèé, b � íàðóæíûé ðàäèóñû öèëèíäðà. Äàâ-
ëåíèå, äåéñòâóþùåå íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà,
óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
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ãäå êîýôôèöèåíò σ óêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç ïðèëîæåííîå
äàâëåíèå ïðåâîñõîäèò ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå äëÿ íà÷àëà
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äâèæåíèÿ çíà÷åíèå. Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê ôîðìóëå (4.59) è
ó÷èòûâàÿ (4.60), ïîëó÷èì
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Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå rc = ur , íàéäåì çàêîíû èçìåíå-
íèÿ ra(t) è rb(t):

( ) ( ) ∫∫
tt

cdt + b = t   rcdt + a = tr ba
0

2

0

2 2;2 .

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â ñîîòíîøåíèå (4.61) ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî ïîñëåäíåå ñòàíîâèòñÿ èíòåãðîäèôôåðåíöè
-
àëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ åäèíñòâåííîé íåèçâåñ
-
òíîé ôóíêöèè c(t). Åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê îáûêíîâåííîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

( )x + z = f
dx
dz

z ,  (4.62)
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Î÷åâèäíî, ïðè x = 0 èìååì z = 0.
Â ðàáîòå [4], âî-ïåðâûõ, óñòàíîâëåíû ðåêóððåíòíûå ôîð-

ìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cn ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè z(x) â ðÿä

∑
∞

1

2
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n
n xcz =  è, âî-âòîðûõ, ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä

ãðàôè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ èñêîìîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé óð
àâ-
íåíèÿ (4.62).

2. Âðàùåíèå öèëèíäðà â âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå. Ïóñòü
öèëèíäð ðàäèóñà a áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè, íåèçìåííî
ñâÿçàííûé ñ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäîé, ñ ìîìåíòà t = 0 íà-
÷èíàåò âðàùàòüñÿ ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó. Êàê èçâåñòíî
(ñì. § 3.2), óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó-
÷àÿ èìååò âèä
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Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü ïðèâå-
äåíî ê âèäó
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Äëÿ ñðåäû, äâèæåíèå êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ
ïîêîÿ, íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

w(r,0) = 0 ïðè t = 0; (4.66)

w(a,t) = ψ (t) ïðè r = a; (4.67)

( ) 0,  = 
r
w

 = tbw r = b∂
∂

 ïðè r = b(t). (4.68)
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äâèæåíèÿ çíà÷åíèå. Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê ôîðìóëå (4.59) è
ó÷èòûâàÿ (4.60), ïîëó÷èì
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òíîé ôóíêöèè c(t). Åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê îáûêíîâåííîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
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Î÷åâèäíî, ïðè x = 0 èìååì z = 0.
Â ðàáîòå [4], âî-ïåðâûõ, óñòàíîâëåíû ðåêóððåíòíûå ôîð-

ìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cn ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè z(x) â ðÿä
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ãðàôè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ èñêîìîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé óð
àâ-
íåíèÿ (4.62).

2. Âðàùåíèå öèëèíäðà â âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå. Ïóñòü
öèëèíäð ðàäèóñà a áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè, íåèçìåííî
ñâÿçàííûé ñ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäîé, ñ ìîìåíòà t = 0 íà-
÷èíàåò âðàùàòüñÿ ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó. Êàê èçâåñòíî
(ñì. § 3.2), óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó-
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Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü ïðèâå-
äåíî ê âèäó

 
r
K

�
r

w
�

r
w

r
 + 

r

w
 = 

t
w 21

22

2

0 





∂
∂

∂
∂µ

∂
∂ρ (4.65)

(ïåðåä K â ôîðìóëå (4.64) îñòàâëåí îòðèöàòåëüíûé çíàê, òàê

êàê  < 
r

0
∂
ω∂

).

Äëÿ ñðåäû, äâèæåíèå êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ
ïîêîÿ, íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

w(r,0) = 0 ïðè t = 0; (4.66)

w(a,t) = ψ (t) ïðè r = a; (4.67)

( ) 0,  = 
r
w

 = tbw r = b∂
∂

 ïðè r = b(t). (4.68)

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ...



384 385

Çäåñü b(t) � ãðàíèöà âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Óðàâíåíèå
(4.65) è óñëîâèÿ (4.66) �(4.68) äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí

µτω Kt =  ar x = vu = ,,0  ïðèíèìàþò âèä
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∂
∂

∂
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τ∂
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; (4.69)

u(x,0) = 0; (4.70)

u(x,τ) = ψ (τ); (4.71)

u(x1,τ) = ux(x1,τ)  ïðè x = x1(τ). (4.72)

Óñëîâèÿ (4.72) ìîæíî çàìåíèòü îäíèì: u (∞,t) = 0 (ïî
àíàëîãèè ñ çàäà÷àìè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

âÿçêîé æèäêîñòè). Ïðè òàêîé çàìåíå óäàåòñÿ ýôôåêòèâíî èñ-
ïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâ
-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êðàåâûå
óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ íà íåïîäâèæíûõ ãðàíèöàõ. Çäåñü

( ) vaK= SS = vav= )(;Re1;Re 0100 µµρ . (4.73)

Ïîñòàíîâêà ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è äàíà â [21], ïðè-
÷åì äëÿ áîëåå îáùåãî çàêîíà òå÷åíèÿ ñ óïðî÷íåíèåì

∫ θθθ µ±τ
t

rrr  dte+ EeK +  = 
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.

Òàì æå ïîëó÷åíî åå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà îñíîâå
ïðåíåáðåæåíèÿ ñèëàìè èíåðöèè. Ïîñëåäíåå äîïóùåíèå õîðî-
øî ñåáÿ îïðàâäûâàåò ïðè îïðåäåëåííûõ ÷èñëàõ Re.

Ðåøåíèå íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è äàíî â [22], îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷åíî â [23] ìåòîäîì
îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è ïðèâîäèòñÿ íèæå.

Óðàâíåíèå (4.69) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå Re
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. Ñëåäî-

âàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè ω (x,τ), îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì
( ) ( )τωτ ,Re2 x+ x�u  = , óðàâíåíèå (4.69) ïðèâîäèòñÿ ê îäíî-
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Íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå óñëîâèÿ äëÿ ω (x,τ) òàêîâû:

 . =   +  = f x >  = x )Re(2),(;Re2)()1,(;)1(0) ,0( λττλωτττωω

Çäåñü λ = x è ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííûì, ïîýòîìó âòî-
ðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (4.72) íå èñïîëüçóåòñÿ.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé îãðàíè÷åííîé ñðåäû, à çà-
òåì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì λ ∞→  èç íåãî ïîëó÷èì ðåøåíèå
äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Çäåñü b(t) � ãðàíèöà âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Óðàâíåíèå
(4.65) è óñëîâèÿ (4.66) �(4.68) äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí
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u(x,τ) = ψ (τ); (4.71)

u(x1,τ) = ux(x1,τ)  ïðè x = x1(τ). (4.72)

Óñëîâèÿ (4.72) ìîæíî çàìåíèòü îäíèì: u (∞,t) = 0 (ïî
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óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ íà íåïîäâèæíûõ ãðàíèöàõ. Çäåñü

( ) vaK= SS = vav= )(;Re1;Re 0100 µµρ . (4.73)

Ïîñòàíîâêà ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è äàíà â [21], ïðè-
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ïðåíåáðåæåíèÿ ñèëàìè èíåðöèè. Ïîñëåäíåå äîïóùåíèå õîðî-
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çàäà÷è äàíî â [22], îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷åíî â [23] ìåòîäîì
îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è ïðèâîäèòñÿ íèæå.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ðàçâåðíóòûå âûðàæåíèÿ
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Ïîëàãàÿ â (4.76) λ = ∞, ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå ñôîðìóëè-
ðîâàííîé âûøå çàäà÷è.
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ñêîðîñòè âðàùåíèÿ (f (τ) = 1) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.75) ÿâ-
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Ïîëàãàÿ â (4.76) λ = ∞, ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå ñôîðìóëè-
ðîâàííîé âûøå çàäà÷è.

Äëÿ ñëó÷àÿ íåîãðàíè÷åííîé ñðåäû (λ = ∞) è ïîñòîÿíñòâà
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ (f (τ) = 1) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.75) ÿâ-
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ãäå K1 � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà îò ìíèìîãî àðãóìåí-
òà. Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé τ ïîñëå ïåðåõîäà îò èçîáðàæåíèÿ ê
îðèãèíàëó ïîëó÷àåì
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óñòàíîâèòü, ÷òî x∂ω∂  ñòðåìèòñÿ ê � ∞ êàê .� � 21τ
Ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ öèëèíäðà (f (τ) = 1)

ôîðìóëà (4.76) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ:
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Â ðàáîòå [23] ðåøåíèå
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñâåäå-
íî ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà.

3. Óäàð öèëèíäðîì ïî âÿç-
êîïëàñòè÷åñêîé ïëàñòèíêå.
Ïóñòü öèëèíäð ðàäèóñà a è
ìàññû M óäàðÿåòñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ v(t) ïî ïëàñòèíêå òîë-
ùèíîé h èç âÿçêîïëàñòè÷åñ-

êîãî ìàòåðèàëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëàñòèíêà ðàáîòàåò
òîëüêî íà ñäâèã, ò.å. êàæäûé åå ýëåìåíò hrdrdθ ïåðåìåùàåò-
ñÿ ñî ñêîðîñòüþ ω (r,t) â íàïðàâëåíèè óäàðà ïîä äåéñòâèåì
êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé τrz (íà÷àëî öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò zOrθ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îñíîâàíèÿ öèëèíäðà
(ðèñ. 4.16) â ìîìåíò êîíòàêòà). Çàìåòèì, ÷òî ñäåëàííîå ïðåä-
ïîëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ v èëè ïðè
ìàññå M, çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùåé ìàññó m ïëàñòèíêè
ïîä ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà.

Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷è äàíî â [24]. Èç
óðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê ýëåìåíòó
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Ðàññìîòðèì âíà÷àëå, ñëåäóÿ [24], ñëó÷àé çàêðåïëåííîé

ãðàíèöû (b = const). Ïðè ýòîì âòîðîå èç óñëîâèé (4.81), î÷åâèä-
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Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è òàêîâû:
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Çäåñü b(t) � ãðàíèöà âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ.
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå, ñëåäóÿ [24], ñëó÷àé çàêðåïëåííîé

ãðàíèöû (b = const). Ïðè ýòîì âòîðîå èç óñëîâèé (4.81), î÷åâèä-
íî, îòïàäàåò. Ââîäÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ,ar= x  ,µτ Kt= 

,0vw= u  óðàâíåíèå (4.78) è óñëîâèÿ (4.79) � (4.81) ïðåîáðàçó-
åì ê âèäó:
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Ðåéíîëüäñà è Ñåí-Âåíàíà. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè öèëèíäðà, à òàêæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòíîøå-
íèå mM  äîñòàòî÷íî âåëèêî, óñëîâèå (4.84) ìîæåò áûòü ïðè-
áëèæåííî çàìåíåíî ñëåäóþùèì:

u (1,τ) = 1. (4.86)

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (4.82) ïðè óñëîâèÿõ (4.83),
(4.85) è (4.86) íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëà-
ãàÿ u = f (x) � u1 (x,τ), ãäå ôóíêöèè f è u1 óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì
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íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì; Z0 = I0 + qN0 � öèëèíä-
ðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà (q � ïàðàìåòð). Ïîä÷è-
íèì ôóíêöèþ f (x) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì f (1) = 1, f (λ) = 0,
òîãäà Ñ0 = 1 � S, ( )( ) λλ ln111 �+ S� = C , ïðè÷åì

 u1 (1,τ) = 0, u1 (1,λ) = 0. (4.87)

Óñëîâèÿ (4.87) ñëóæàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé αn:

)()()()( 0000 nnnn N = INI ααλαλα . (4.88)

Óðàâíåíèå (4.88) èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ïîëîæè-
òåëüíûõ êîðíåé αn , êîòîðûå äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n îïðåäå-

ëÿþòñÿ ôîðìóëîé ( )1� n= n λπα .
Ïîñòîÿííûå An â âûðàæåíèè äëÿ u1 íàõîäèì èç íà÷àëüíî-
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0 0)(
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åíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f (x) â ðÿä ïî ôóíêöèÿì Z0. Èñ-

ïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè Z0(x) [29], ëåãêî íàéòè, ÷òî
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âõîäÿùèå â (4.89) ïîñòîÿííûå Z1(αn)
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Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n (ïðàêòè÷åñêè ïðè n > 5), èñïîëü-

çóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ áåññåëåâûõ ôóíêö
èé
[25], áóäåì èìåòü:
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Ñëåäîâàòåëüíî, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íàïðÿæå-
íèå áåñêîíå÷íî âåëèêî ïðè x = 1 è êîíå÷íî ïðè .x 1≠

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ðàñïðîñòðàíåíèè
âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â íåîãðàíè÷åííîé ïëàñòèíê
å,

êîòîðîå â îòëè÷èå îò âÿçêîé æèäêîñòè îõâàòûâàåò êîíå÷íóþ

îáëàñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ðåøåíèå, êàê óæå îò-
ìå÷àëîñü, ïîëó÷åíî ïðè èñïîëüçîâàíèè âìåñòî óñëîâèÿ (4.84)
óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè óäàðà. Â [24] ðåøåíèå çàäà÷è
ïðè êðàåâîì óñëîâèè (4.84) ñâåäåíî ê îïðåäåëåíèþ ïîñòîÿí-
íûõ An èç áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå (4.89) äëÿ ñêîðîñòè u (x,t), ìîæíî ïðè-
áëèæåííî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ñêîðîñòè v, íåîáõîäèìîå äëÿ
ïðîáèâàíèÿ ïëàñòèíêè. Ñ ýòîé öåëüþ ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå
(4.84) âûðàæåíèå äëÿ ( )t= uy 1,&  ñîãëàñíî (4.89), ïðåäïîëîæèâ,
êðîìå òîãî, ÷òî ïðè ïåðåìåííîé ñêîðîñòè óäàðà yy= t & .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
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Ñëåäîâàòåëüíî, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íàïðÿæå-
íèå áåñêîíå÷íî âåëèêî ïðè x = 1 è êîíå÷íî ïðè .x 1≠

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ðàñïðîñòðàíåíèè
âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â íåîãðàíè÷åííîé ïëàñòèíê
å,

êîòîðîå â îòëè÷èå îò âÿçêîé æèäêîñòè îõâàòûâàåò êîíå÷íóþ

îáëàñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ðåøåíèå, êàê óæå îò-
ìå÷àëîñü, ïîëó÷åíî ïðè èñïîëüçîâàíèè âìåñòî óñëîâèÿ (4.84)
óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè óäàðà. Â [24] ðåøåíèå çàäà÷è
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íèå t*, âûÿñíÿåì, ìîæåò ëè âûáðàííîå çíà÷åíèå v ïðèâåñòè
ê ïðîáèâàíèþ ïëàñòèíêè.

Â [24] ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ñëó÷àÿ çàêðåï-
ëåííîé ãðàíèöû (b = const). Â [26] äàíî åå ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå ïðè íàëè÷èè ïåðåìåííîé ãðàíèöû b (t) è íàéäåí çàêîí
äâèæåíèÿ ïîñëåäíåé. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííî-
ãî ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ Â. Â. Ñîêî-
ëîâñêîãî, ìåòîä Ì. Å. Øâåöà [27], ðàçðàáîòàííûé äëÿ àíà-
ëîãè÷íûõ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Â ýòîì
ìåòîäå çà ïåðâîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (4.82):
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Ó÷èòûâàÿ õîðîøóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà Øâåöà, îãðàíè-
÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ. Âõîäÿùàÿ â ôîð-
ìóëó (4.92) íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ λ(t) íàõîäèòñÿ èç ãðàíè÷íî-
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ãäå ξ = λ � 1.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïðè óñëîâèè ξ = t = 0, óñòàíàâ-
ëèâàåì çàêîí ðàñïðîñòðàíåíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿ
íèÿ
â ïëàñòèíå â ïðîöåññå óäàðà. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæå-
íèå äëÿ λ (t) â ôîðìóëó (4.92), îïðåäåëÿåì õàðàêòåð èçìåíåíèÿ
ñêîðîñòåé (à èç (4.77) � íàïðÿæåíèé) ïðè óäàðå ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ.

Íà ðèñ. 4.17 ïðèâåäåíû ãðà-
ôèêè ôóíêöèè ξ (τ), ðàññ÷èòàí-
íûå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ
(4.93) è, èñõîäÿ èç òî÷íîãî ðå-
øåíèÿ, ïðè Re = S = 1.

Äàííûå ðåøåíèÿ îòíîñÿòñÿ
ê ñëó÷àþ íîðìàëüíîãî óäàðà ïî
ïëàñòèíêå. Çàäà÷à î òàíãåíöè-
àëüíîì óäàðå ïî ïðÿìîóãîëüíîé
ïëàñòèíêå èç âÿçêîïëàñòè÷åñêî-
ãî ìàòåðèàëà ñ ëèíåéíûì óï-
ðî÷íåíèåì, æåñòêî çàêðåïëåí-
íîé îäíèì êîíöîì, ðåøåíà â
[21].

4. Íåñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû,
îáëàäàþùåé ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèÿ æåñòêîïëàñ-
òè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â ðàññìîòðåííûõ âûøå ðàáîòàõ ïðåä-
ïîëàãàëîñü, ÷òî èññëåäóåìîå ïðîñòðàíñòâî öåëèêîì çàïîë-
íåíî âÿçêîïëàñòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì. Î÷åâèäíî, ëó÷øèì
ïðèáëèæåíèåì ê äåéñòâèòåëüíîñòè áóäåò òàêàÿ ñõåìà äåôîð
-
ìèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ äîïóñêàåò æåñòêîïëàñòè÷åñêîå äâèæå-
íèå ñðåäû ïðè íàïðÿæåíèè ìåíüøå ïëàñòè÷åñêîé ïîñòîÿí-
íîé, ò. å.
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Èññëåäîâàíèþ äâèæåíèé ñðåäû, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè-
âåäåííîé ñõåìå, ïîñâÿùåíà ðàáîòà [28], ðåçóëüòàòû êîòîðîé
ïðèâîäÿòñÿ íèæå.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå îäíîìåðíîå òå÷åíèå ñðåäû, ïàðàë-
ëåëüíîå îñè Oy äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò Oxyz è íå çàâèñÿùåå îò ïåðåìåííûõ y è z. Î÷åâèäíî, ïðè
òàêîì òå÷åíèè ñóùåñòâóþùèå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ τxy ,
äåôîðìàöèè γxy , ñêîðîñòè vy è ñìåùåíèÿ uy ìîãóò áûòü ôóí-
êöèÿìè òîëüêî êîîðäèíàòû x è âðåìåíè t. Ïîäñòàâëÿÿ
â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
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Ôóíêöèÿ ϕ âî âòîðîì èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (4.95) èìååò
âèä: ϕ(z) = 0 ïðè z ≤ 0; ϕ(z) = z ïðè z ≥ 0.

Âåëè÷èíà äåôîðìàöèè γxy îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.95) ïðèíàäëåæèò ê ïàðàáîëè÷åñêî-
ìó òèïó, èìåÿ îäíî ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê t = const. Ââî-
äÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû
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ãäå v � íàïåðåä âûáðàííîå äëÿ óäîáñòâà áîëüøîå ÷èñëî,
ñèñòåìó (4.95) è ñîîòíîøåíèå (4.96) ïðèâåäåì ê âèäó:
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 (4.97)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.97) ïðè T ≤ 1 ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

 v+ = T T= vv ;)()(;)( 0 τ′ξττ
ïðè T > 1 îíà ïðèíèìàåò âèä ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè
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ïîýòîìó â çàäà÷àõ î íåñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè âÿçêîïëàñòè-
÷åñêîé ñðåäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ çàäà÷ òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, çàìåíÿÿ
ñèñòåìó (4.97) ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

(Tk � 1,l + 1 � Tk � 1,l � 1)/2h = (vk,l � vk � 1,l )/m ;

(vk � 1,l + 1 � vk � 1,l � 1)/2h = ϕ(Tk � 1,l � 1).

Çäåñü m è h îáîçíà÷àþò âåëè÷èíû âûáðàííîãî øàãà ïî îñÿì
τ è ξ ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ äåôîðìàöèè G â ñå÷åíèè ξ ïðè íåïðåðûâíîì âîçðà-
ñòàíèè íàïðÿæåíèÿ T èìååì âûðàæåíèÿ:

G = 0 ïðè T ≤ 1; ∫
τ

ττ
0

� Td= G
 
ïðè T ≥ 1.

Åñëè ê ìîìåíòó τ = τ (ξ) íàïðÿæåíèå óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷å-
íèÿ T ≤ 1, òî â ñå÷åíèè ξ âîçíèêàåò îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ

( ) ( )
( )

.
0
∫
ξτ

ξττξ � Td= G r

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêèõ âîçìóùåíèé ñäâè-
ãà â âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå, çàíèìàþùåé ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî 0 ≤ x < ∞. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ ïðîñòåéøèìè
ñëó÷àÿìè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòè, ïðèëîæåííûõ ê
ïëîñêîñòè x = 0.
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Èññëåäîâàíèþ äâèæåíèé ñðåäû, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè-
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Ôóíêöèÿ ϕ âî âòîðîì èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (4.95) èìååò
âèä: ϕ(z) = 0 ïðè z ≤ 0; ϕ(z) = z ïðè z ≥ 0.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.95) ïðèíàäëåæèò ê ïàðàáîëè÷åñêî-
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.97) ïðè T ≤ 1 ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:
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÷åñêîé ñðåäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ çàäà÷ òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, çàìåíÿÿ
ñèñòåìó (4.97) ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

(Tk � 1,l + 1 � Tk � 1,l � 1)/2h = (vk,l � vk � 1,l )/m ;

(vk � 1,l + 1 � vk � 1,l � 1)/2h = ϕ(Tk � 1,l � 1).

Çäåñü m è h îáîçíà÷àþò âåëè÷èíû âûáðàííîãî øàãà ïî îñÿì
τ è ξ ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ äåôîðìàöèè G â ñå÷åíèè ξ ïðè íåïðåðûâíîì âîçðà-
ñòàíèè íàïðÿæåíèÿ T èìååì âûðàæåíèÿ:

G = 0 ïðè T ≤ 1; ∫
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� Td= G
 
ïðè T ≥ 1.

Åñëè ê ìîìåíòó τ = τ (ξ) íàïðÿæåíèå óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷å-
íèÿ T ≤ 1, òî â ñå÷åíèè ξ âîçíèêàåò îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ
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Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêèõ âîçìóùåíèé ñäâè-
ãà â âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå, çàíèìàþùåé ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî 0 ≤ x < ∞. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ ïðîñòåéøèìè
ñëó÷àÿìè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòè, ïðèëîæåííûõ ê
ïëîñêîñòè x = 0.
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Ñëó÷àé 1: T = T0 , 0 < τ ≤ τ0 ; T = 0, τ > τ0 ïðè ξ = 0. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (τ = 0) ñêîðîñòü v = 0. Ïîñêîëüêó
τ = τ0 ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.97), òî
äî ìîìåíòà τ0 âñþäó èìååò ìåñòî âÿçêîïëàñòè÷åñêîå òå÷å-
íèå. Íàïðÿæåíèå T ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.198)
è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: T = 1 ïðè τ = 0 è T = T0 ïðè ξ = 0.
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå T ñâîäèòñÿ ê ðåøåííîé â òåî-
ðèè òåïëîïðîâîäíîñòè çàäà÷å î íàõîæäåíèè òåìïåðàòóðû â
ïîëóáåñêîíå÷íîì òâåðäîì òåëå ïðè ïîñòîÿííûõ íà÷àëüíîé è

ãðàíè÷íîé òåìïåðàòóðàõ [29]. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì:

( ) ( ) .exp
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(4.99)

Äëÿ ñêîðîñòè v ñîãëàñíî (4.97) ïîëó÷èì ôîðìóëó
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(4.100)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî v = 0 ïðè τ = 0. Âåëè÷èíà äåôîðìàöèè ñäâèãà

( ) ( )( ) ( ) .exp
2

erf1211 22
0 








π
τ � XX� X�X+X�T=  G

Íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè ξ = 0 èìååì ( )12 0 �T= �v ×
× ( ) .1; 0 τπτ �T=  G  Ïðè τ > τ0 äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà τ =
= τ (ξ) ñîñòîÿíèå ñðåäû ïî-ïðåæíåìó âÿçêîïëàñòè÷åñêîå. Îä-
íàêî íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà τ = τ (ξ), êîãäà T = 1, è â äàëüíåé-
øåì ñðåäà áóäåò íàõîäèòüñÿ â æåñòêîì ñîñòîÿíèè. Ïîñòðî-
åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáëàñòè τ > τ0 ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïðè τ = τ0 è ξ = 0.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé,
äåôîðìàöèé è ñêîðîñòåé ïðè T0 = 2, τ0 = 1, èëëþñòðèðóþùèå
ðàññìîòðåííóþ çàäà÷ó, ïðèâåäåíû â òàáë. 4.5. Íà ðèñ. 4.18
â ïëîñêîñòè τξ èçîáðàæåíà ãðàíèöà ìåæäó çîíàìè τ = τ (ξ) è
íàíåñåíû ëèíèè T = const.
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Ðèñ. 4.18
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Òàáëèöà 4.5.

Ãðàíèöà ξξξξξ = 0

τ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

�v 0,00 0,50 0,71 0,87 1,01 0,95 0,48 0,28 0,16 0,07 0,00

G 0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 0,54 0,37 0,25 0,16 0,06

Ìîìåíò âðåìåíè τττττ = τττττ00000 = 1

ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

T 2,00 1,86 1,76 1,67 1,57 1,48 1,40 1,32 1,27 1,20 1,17 1,14 1,09

�v 1,13 0,94 0,77 0,63 0,51 0,40 0,32 0,24 0,18 0,14 0,18 0,07 0,05

G 1,00 0,79 0,62 0,47 0,37 0,28 0,21 0,15 0,11 0,08 0,06 0,04 0,03

Ãðàíèöà τττττ = τττττ     (ξ)(ξ)(ξ)(ξ)(ξ) = 1

ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

τ 1,00 1,03 1,10 1,18 1,27 1,36 1,45 1,54 1,63 1,70 1,78 1,86 1,93

�v 0,95 0,80 0,64 0,49 0,39 0,31 0,25 0,20 0,15 0,10 0,07 0,04 0,02

G 1,00 0,82 0,68 0,56 0,48 0,41 0,34 0,28 0,25 0,21 0,17 0,13 0,10

Îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ

ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,5 3,0

Gr 1,00 0,82 0,68 0,56 0,48 0,41 0,34 0,28 0,25 0,21 0,17 0,08 0,04
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Ñëó÷àé 1: T = T0 , 0 < τ ≤ τ0 ; T = 0, τ > τ0 ïðè ξ = 0. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (τ = 0) ñêîðîñòü v = 0. Ïîñêîëüêó
τ = τ0 ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.97), òî
äî ìîìåíòà τ0 âñþäó èìååò ìåñòî âÿçêîïëàñòè÷åñêîå òå÷å-
íèå. Íàïðÿæåíèå T ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.198)
è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: T = 1 ïðè τ = 0 è T = T0 ïðè ξ = 0.
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå T ñâîäèòñÿ ê ðåøåííîé â òåî-
ðèè òåïëîïðîâîäíîñòè çàäà÷å î íàõîæäåíèè òåìïåðàòóðû â
ïîëóáåñêîíå÷íîì òâåðäîì òåëå ïðè ïîñòîÿííûõ íà÷àëüíîé è

ãðàíè÷íîé òåìïåðàòóðàõ [29]. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì:
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(4.99)

Äëÿ ñêîðîñòè v ñîãëàñíî (4.97) ïîëó÷èì ôîðìóëó
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(4.100)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî v = 0 ïðè τ = 0. Âåëè÷èíà äåôîðìàöèè ñäâèãà

( ) ( )( ) ( ) .exp
2

erf1211 22
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π
τ � XX� X�X+X�T=  G

Íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè ξ = 0 èìååì ( )12 0 �T= �v ×
× ( ) .1; 0 τπτ �T=  G  Ïðè τ > τ0 äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà τ =
= τ (ξ) ñîñòîÿíèå ñðåäû ïî-ïðåæíåìó âÿçêîïëàñòè÷åñêîå. Îä-
íàêî íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà τ = τ (ξ), êîãäà T = 1, è â äàëüíåé-
øåì ñðåäà áóäåò íàõîäèòüñÿ â æåñòêîì ñîñòîÿíèè. Ïîñòðî-
åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáëàñòè τ > τ0 ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïðè τ = τ0 è ξ = 0.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé,
äåôîðìàöèé è ñêîðîñòåé ïðè T0 = 2, τ0 = 1, èëëþñòðèðóþùèå
ðàññìîòðåííóþ çàäà÷ó, ïðèâåäåíû â òàáë. 4.5. Íà ðèñ. 4.18
â ïëîñêîñòè τξ èçîáðàæåíà ãðàíèöà ìåæäó çîíàìè τ = τ (ξ) è
íàíåñåíû ëèíèè T = const.

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ...

Ðèñ. 4.18

M

T = 1
Âÿçêîïëàñò.
ñîñòîÿíèå

I
II

0 0,4 0,8 1,2 1,6

2,4

2,0

1,6

1,2

0,8

0,4

ξ

T
 =

 1

0 T = T0 T = 0 τ τ

ξ

T=1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7
1,8
1,9

2,0

T=1,0

Òàáëèöà 4.5.

Ãðàíèöà ξξξξξ = 0

τ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

�v 0,00 0,50 0,71 0,87 1,01 0,95 0,48 0,28 0,16 0,07 0,00

G 0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 0,54 0,37 0,25 0,16 0,06

Ìîìåíò âðåìåíè τττττ = τττττ00000 = 1

ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

T 2,00 1,86 1,76 1,67 1,57 1,48 1,40 1,32 1,27 1,20 1,17 1,14 1,09

�v 1,13 0,94 0,77 0,63 0,51 0,40 0,32 0,24 0,18 0,14 0,18 0,07 0,05

G 1,00 0,79 0,62 0,47 0,37 0,28 0,21 0,15 0,11 0,08 0,06 0,04 0,03

Ãðàíèöà τττττ = τττττ     (ξ)(ξ)(ξ)(ξ)(ξ) = 1

ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

τ 1,00 1,03 1,10 1,18 1,27 1,36 1,45 1,54 1,63 1,70 1,78 1,86 1,93

�v 0,95 0,80 0,64 0,49 0,39 0,31 0,25 0,20 0,15 0,10 0,07 0,04 0,02

G 1,00 0,82 0,68 0,56 0,48 0,41 0,34 0,28 0,25 0,21 0,17 0,13 0,10

Îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ

ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,5 3,0

Gr 1,00 0,82 0,68 0,56 0,48 0,41 0,34 0,28 0,25 0,21 0,17 0,08 0,04
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Ñëó÷àé 2: v = v0 ïðè ξ = 0 ; 0 < τ ≤ τ0 ; T = 0 ïðè ξ = 0,
τ > τ0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò τ = 0 ñêîðîñòü v = 0. Äî ìîìåíòà
τ = τ0 âñþäó â ïîëóïðîñòðàíñòâå èìååò ìåñòî âÿçêîïëàñòè-
÷åñêîå òå÷åíèå. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äëÿ ôóíêöèè v
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå òåîðèè òåï-
ëîïðîâîäíîñòè:

( ) ( ).2,erf10 τξ=  XX�= vv (4.101)

Äëÿ íàïðÿæåíèÿ T è äåôîðìàöèè G ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû:

( );exp1 20 X�
v

�= T
πτ

(4.102)

( ) .exp
1

erf12 0 







π
τ X� X�Xv= G (4.103)

Íà ãðàíèöå ξ = 0 èìååì ;1 0 πτv�= T ,2 0 πτv�= G  ò. å.
íåîãðàíè÷åííîñòü íàïðÿæåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
.
Ïðè τ > τ0, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìàòåðèàë áóäåò
íàõîäèòüñÿ â âÿçêîïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè âïëîòü äî ìî-
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ìåíòà τ = τ (ξ), êîãäà íàïðÿæåíèå T ñòàíåò ðàâíûì åäèíèöå.
Ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåò èìåòü ìåñòî æåñòêîïëàñòè÷åñêîå ñî-
ñòîÿíèå ñðåäû. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé

è ñêîðîñòåé ïðè v0 = � 1, τ0 = 1, èëëþñòðèðóþùèõ ðàññìàò-
ðèâàåìóþ çàäà÷ó, ïðèâåäåíû â òàáë. 4.6. Íà ðèñ. 4.19 â
ïëîñêîñòè ξτ íàíåñåíû ëèíèè ðàâíûõ íàïðÿæåíèé.

Òàáëèöà 4.6

Ãðàíèöà ξξξξξ = 0

τ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

T ∞ 2,26 1,89 1,73 1,63 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

�v 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,55 0,38 0,24 0,13 0,04

G 0,00 0,51 0,71 0,87 1,01 1,13 0,64 0,48 0,36 0,26 0,17

Ìîìåíò âðåìåíè τττττ = τττττ00000 = 1

ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

T 1,56 1,56 1,54 1,51 1,48 1,44 1,40 1,35 1,30 1,25 1,21 1,17 1,13

�v 1,00 0,89 0,78 0,67 0,57 0,48 0,40 0,32 0,26 0,20 0,16 0,12 0,09

G 1,13 0,94 0,77 0,63 0,51 0,40 0,32 0,24 0,18 0,14 0,10 0,08 0,05

Ãðàíèöà τττττ = τττττ     (ξ)(ξ)(ξ)(ξ)(ξ)
ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

τ 1,00 1,03 1,08 1,16 1,24 1,35 1,46 1,56 1,68 1,77 1,86 1,94 0,01

�v 0,92 0,81 0,70 0,59 0,49 0,40 0,31 0,26 0,20 0,15 0,11 0,07 0,04

G 1,13 0,95 0,81 0,69 0,59 0,51 0,44 0,38 0,33 0,28 0,23 0,19 0,16

Îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ

ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

Gr 1,13 0,95 0,81 0,69 0,59 0,51 0,44 0,38 0,33 0,28 2,23 0,19 0,16

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ öè-
ëèíäðè÷åñêèõ âîëí ñäâèãà; äâèæåíèå ïîñëåäíèõ, î÷åâèäíî,
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.63). Çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ
(4.94) ïðè ýòîì îñòàåòñÿ òåì æå â ïðèìåíåíèè ê âåëè÷èíàì
γr θ è τr  θ , à äåôîðìàöèÿ γr  θ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

.
r

u
�

r

u
= r

θ
∂

∂
γ θ

θÐèñ. 4.18

T = 1Âÿçêîïëàñò.
ñîñòîÿíèå
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Ñëó÷àé 2: v = v0 ïðè ξ = 0 ; 0 < τ ≤ τ0 ; T = 0 ïðè ξ = 0,
τ > τ0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò τ = 0 ñêîðîñòü v = 0. Äî ìîìåíòà
τ = τ0 âñþäó â ïîëóïðîñòðàíñòâå èìååò ìåñòî âÿçêîïëàñòè-
÷åñêîå òå÷åíèå. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äëÿ ôóíêöèè v
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå òåîðèè òåï-
ëîïðîâîäíîñòè:

( ) ( ).2,erf10 τξ=  XX�= vv (4.101)

Äëÿ íàïðÿæåíèÿ T è äåôîðìàöèè G ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû:

( );exp1 20 X�
v

�= T
πτ

(4.102)

( ) .exp
1

erf12 0 







π
τ X� X�Xv= G (4.103)

Íà ãðàíèöå ξ = 0 èìååì ;1 0 πτv�= T ,2 0 πτv�= G  ò. å.
íåîãðàíè÷åííîñòü íàïðÿæåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
.
Ïðè τ > τ0, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìàòåðèàë áóäåò
íàõîäèòüñÿ â âÿçêîïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè âïëîòü äî ìî-
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ìåíòà τ = τ (ξ), êîãäà íàïðÿæåíèå T ñòàíåò ðàâíûì åäèíèöå.
Ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåò èìåòü ìåñòî æåñòêîïëàñòè÷åñêîå ñî-
ñòîÿíèå ñðåäû. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé

è ñêîðîñòåé ïðè v0 = � 1, τ0 = 1, èëëþñòðèðóþùèõ ðàññìàò-
ðèâàåìóþ çàäà÷ó, ïðèâåäåíû â òàáë. 4.6. Íà ðèñ. 4.19 â
ïëîñêîñòè ξτ íàíåñåíû ëèíèè ðàâíûõ íàïðÿæåíèé.

Òàáëèöà 4.6

Ãðàíèöà ξξξξξ = 0

τ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

T ∞ 2,26 1,89 1,73 1,63 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

�v 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,55 0,38 0,24 0,13 0,04

G 0,00 0,51 0,71 0,87 1,01 1,13 0,64 0,48 0,36 0,26 0,17

Ìîìåíò âðåìåíè τττττ = τττττ00000 = 1

ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

T 1,56 1,56 1,54 1,51 1,48 1,44 1,40 1,35 1,30 1,25 1,21 1,17 1,13

�v 1,00 0,89 0,78 0,67 0,57 0,48 0,40 0,32 0,26 0,20 0,16 0,12 0,09

G 1,13 0,94 0,77 0,63 0,51 0,40 0,32 0,24 0,18 0,14 0,10 0,08 0,05

Ãðàíèöà τττττ = τττττ     (ξ)(ξ)(ξ)(ξ)(ξ)
ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

τ 1,00 1,03 1,08 1,16 1,24 1,35 1,46 1,56 1,68 1,77 1,86 1,94 0,01

�v 0,92 0,81 0,70 0,59 0,49 0,40 0,31 0,26 0,20 0,15 0,11 0,07 0,04

G 1,13 0,95 0,81 0,69 0,59 0,51 0,44 0,38 0,33 0,28 0,23 0,19 0,16

Îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ

ξ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

Gr 1,13 0,95 0,81 0,69 0,59 0,51 0,44 0,38 0,33 0,28 2,23 0,19 0,16

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ öè-
ëèíäðè÷åñêèõ âîëí ñäâèãà; äâèæåíèå ïîñëåäíèõ, î÷åâèäíî,
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.63). Çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ
(4.94) ïðè ýòîì îñòàåòñÿ òåì æå â ïðèìåíåíèè ê âåëè÷èíàì
γr θ è τr  θ , à äåôîðìàöèÿ γr  θ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

.
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θÐèñ. 4.18

T = 1Âÿçêîïëàñò.
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Äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí T, G, v, τ, ñ òî÷íîñòüþ äî
îáîçíà÷åíèé, ñîâïàäàþùèõ ñ ââåäåííûìè âûøå, ïîëó÷èì:

.)1(;
2

T�=
v

�
v

 
v

=
T

+
T

ϕ
ξξ∂

∂
τ∂

∂
ξξ∂

∂
(4.104)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.97) ïðè ýòîì îñòàíåòñÿ áåç
èçìåíåíèÿ.

Êàê è âûøå, ñèñòåìà (4.104) ïðè T ≤ 1 ìîæåò áûòü ïðî-
èíòåãðèðîâàíà:

.)(;)(
4

)( 2

2
τξτ′

ξ

ξ

τ
B= vB+

A
=T

Ïðè T > 1 îíà èìååò âèä

1;
2

�T=
v

�
v

 
v

=
T

+
T

ξξ∂
∂

τ∂
∂

ξξ∂
∂

è ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ðåøåíà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàç-
íîñòåé. Åñëè íà íåêîòîðîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ξ äî
ìîìåíòà τ = τl (ξ) èìååò ìåñòî æåñòêîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿ-
íèå, êîòîðîå áëàãîäàðÿ óâåëè÷åíèþ íàïðÿæåíèÿ T ñìåíÿåòñÿ
çàòåì âÿçêîïëàñòè÷åñêèì âïëîòü äî ìîìåíòà τ2 (ξ), êîãäà
âíîâü íàñòóïàåò æåñòêîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëà
,
òî äåôîðìàöèÿ G ïðè ýòîì áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëàìè:

G = 0 ïðè 0 < τ ≤ τ1 (ξ);

( )
( )
∫
τ

ξτ

ττξτ
1

1 Td+� = G  
ïðè τ1 (ξ) < τ ≤ τ2 (ξ);

( ) ( )
( )

( )

( )ξτξτξτ ∫
ξτ

ξτ
rG= Td+� = G

2

1

21  ïðè τ2 (ξ) < τ ≤ ∞.

Èññëåäóåì õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ
âîëí ñäâèãà â âÿçêîïëàñòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, îáóñëîâëå
í-
íûõ âðàùåíèåì â íåì çàäåëàííîãî áåñêîíå÷íî äëèííîãî
æåñòêîãî öèëèíäðà ðàäèóñîì r0. Î÷åâèäíî, â áåçðàçìåðíûõ
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ïåðåìåííûõ ξ, τ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà
èìååò âèä v = v (τ) ïðè ξ = ξ0 èëè ìîæåò áûòü çàìåíåíî åìó
ýêâèâàëåíòíûì T = T (τ) ïðè ξ = ξ0.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñëó÷àé ïðèëîæåíèÿ
íàãðóçêè:

( )00 1 ττ� = TT  ïðè ξ = ξ0 è τ ≤ τ0 ;

T = 0 ïðè ξ = ξ0 è τ ≥ τ0. (4.105)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñðåäà íàõîäèëàñü
â ïîêîå, ò. å.

v = 0 ïðè τ = 0. (4.106)

Â ïëîñêîñòè ξ, τ, (ðèñ. 4.20) ïðè ýòîì èìåþòñÿ äâå çîíû:
çîíà æåñòêîãî ñîñòîÿíèÿ è çîíà âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòî
ÿ-
íèÿ, êîòîðûå îòäåëåíû ìåæäó ñîáîé êðèâîé τ = τ (ξ), âäîëü
êîòîðîé T = 1.

Óðàâíåíèå ξ = ξ (τ) ïðè 0 < τ < τ* óñòàíàâëèâàåò çàêîí
âîçíèêíîâåíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, óðàâíåíèå ξ =
= ξ (τ) ïðè τ > τ* óñòàíàâëèâàåò çàêîí ïåðåõîäà ìàòåðèàëà èç
âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñíîâà â æåñòêîïëàñòè÷åñêî
å.

Âåëè÷èíû T è v íàõîäÿòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.104)
ïðè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (4.105) è (4.106). Î÷åâèäíî,
â çîíå æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ( ) ,22 ξτξ= T  v = 0; â çîíå
âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ð
àññ÷è-
òûâàþòñÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Âåëè÷èíà G îïðåäåëÿåòñÿ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû (4.97): â çîíå æåñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ G = 0;
â îáëàñòÿõ I � III èìååì G = Gr (ξ); â îáëàñòè IV â çîíå
âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ÷èñëåíí
ûì
çíà÷åíèÿì äëÿ íàïðÿæåíèÿ T.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè
ξ0 = 1 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.21, ãäå â ïëîñêîñòè ξ, τ íàíåñåíû
ëèíèè T = const.

Ðåøåíèå çàäà÷è òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, êàê óêàçà-
íî Â.Â. Ñîêîëîâñêèì, ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé Ì.Å. Øâåöà ê ñèñòåìå (4.104). Ïîñëåäíÿÿ ïðè
ϕ (T � 1) = T � 1 è T ≥ 1 ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ:
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Äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí T, G, v, τ, ñ òî÷íîñòüþ äî
îáîçíà÷åíèé, ñîâïàäàþùèõ ñ ââåäåííûìè âûøå, ïîëó÷èì:
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.97) ïðè ýòîì îñòàíåòñÿ áåç
èçìåíåíèÿ.

Êàê è âûøå, ñèñòåìà (4.104) ïðè T ≤ 1 ìîæåò áûòü ïðî-
èíòåãðèðîâàíà:
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è ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ðåøåíà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàç-
íîñòåé. Åñëè íà íåêîòîðîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ξ äî
ìîìåíòà τ = τl (ξ) èìååò ìåñòî æåñòêîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿ-
íèå, êîòîðîå áëàãîäàðÿ óâåëè÷åíèþ íàïðÿæåíèÿ T ñìåíÿåòñÿ
çàòåì âÿçêîïëàñòè÷åñêèì âïëîòü äî ìîìåíòà τ2 (ξ), êîãäà
âíîâü íàñòóïàåò æåñòêîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëà
,
òî äåôîðìàöèÿ G ïðè ýòîì áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëàìè:

G = 0 ïðè 0 < τ ≤ τ1 (ξ);

( )
( )
∫
τ

ξτ

ττξτ
1

1 Td+� = G  
ïðè τ1 (ξ) < τ ≤ τ2 (ξ);

( ) ( )
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( )
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2

1

21  ïðè τ2 (ξ) < τ ≤ ∞.

Èññëåäóåì õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ
âîëí ñäâèãà â âÿçêîïëàñòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, îáóñëîâëå
í-
íûõ âðàùåíèåì â íåì çàäåëàííîãî áåñêîíå÷íî äëèííîãî
æåñòêîãî öèëèíäðà ðàäèóñîì r0. Î÷åâèäíî, â áåçðàçìåðíûõ
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ïåðåìåííûõ ξ, τ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà
èìååò âèä v = v (τ) ïðè ξ = ξ0 èëè ìîæåò áûòü çàìåíåíî åìó
ýêâèâàëåíòíûì T = T (τ) ïðè ξ = ξ0.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñëó÷àé ïðèëîæåíèÿ
íàãðóçêè:

( )00 1 ττ� = TT  ïðè ξ = ξ0 è τ ≤ τ0 ;

T = 0 ïðè ξ = ξ0 è τ ≥ τ0. (4.105)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñðåäà íàõîäèëàñü
â ïîêîå, ò. å.

v = 0 ïðè τ = 0. (4.106)

Â ïëîñêîñòè ξ, τ, (ðèñ. 4.20) ïðè ýòîì èìåþòñÿ äâå çîíû:
çîíà æåñòêîãî ñîñòîÿíèÿ è çîíà âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòî
ÿ-
íèÿ, êîòîðûå îòäåëåíû ìåæäó ñîáîé êðèâîé τ = τ (ξ), âäîëü
êîòîðîé T = 1.

Óðàâíåíèå ξ = ξ (τ) ïðè 0 < τ < τ* óñòàíàâëèâàåò çàêîí
âîçíèêíîâåíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, óðàâíåíèå ξ =
= ξ (τ) ïðè τ > τ* óñòàíàâëèâàåò çàêîí ïåðåõîäà ìàòåðèàëà èç
âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñíîâà â æåñòêîïëàñòè÷åñêî
å.

Âåëè÷èíû T è v íàõîäÿòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.104)
ïðè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (4.105) è (4.106). Î÷åâèäíî,
â çîíå æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ( ) ,22 ξτξ= T  v = 0; â çîíå
âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ð
àññ÷è-
òûâàþòñÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Âåëè÷èíà G îïðåäåëÿåòñÿ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû (4.97): â çîíå æåñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ G = 0;
â îáëàñòÿõ I � III èìååì G = Gr (ξ); â îáëàñòè IV â çîíå
âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ÷èñëåíí
ûì
çíà÷åíèÿì äëÿ íàïðÿæåíèÿ T.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè
ξ0 = 1 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.21, ãäå â ïëîñêîñòè ξ, τ íàíåñåíû
ëèíèè T = const.

Ðåøåíèå çàäà÷è òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, êàê óêàçà-
íî Â.Â. Ñîêîëîâñêèì, ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé Ì.Å. Øâåöà ê ñèñòåìå (4.104). Ïîñëåäíÿÿ ïðè
ϕ (T � 1) = T � 1 è T ≥ 1 ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ:
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ðåøåíèå êîòîðîãî èùåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

 . =  T�  = T T = v 1),)((;)1(),(;0),0( 000 ττδτττξξ (4.108)

Çäåñü ξ = δ (τ) ãðàíèöà îáëàñòè âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿ-
íèÿ. Ïðèíèìàÿ çà ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü (4.107) è
îñóùåñòâëÿÿ äâå êâàäðàòóðû, ïîñëå óäîâëåòâîðåíèÿ ïîñòàâ
-
ëåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ íàïðÿæåíèÿ T ïîëó÷àåì:
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ðåøåíèå êîòîðîãî èùåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

 . =  T�  = T T = v 1),)((;)1(),(;0),0( 000 ττδτττξξ (4.108)

Çäåñü ξ = δ (τ) ãðàíèöà îáëàñòè âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿ-
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Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü (4.107) è
îñóùåñòâëÿÿ äâå êâàäðàòóðû, ïîñëå óäîâëåòâîðåíèÿ ïîñòàâ
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Ðèñ. 4.22

Íà ðèñ. 4.22 â ïëîñêîñòè ξ, τ, ïîñòðîåíû ëèíèè T = const ïðè
T0 = 2, ξ0 = 1, τ0 = 1. Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû âçÿòû èç [26].

§ 4.4. Распространение волн
 в упруговязкопластической среде

Íà÷íåì ñ èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [13, 20, 21], îòíî-
ñÿùèõñÿ ê ïðîáëåìå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â óïðóãîâÿçêîï-
ëàñòè÷åñêîé ñðåäå áåç óïðî÷íåíèÿ.

Ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæåíè-
åì σ (èëè τ) è äåôîðìàöèåé e (èëè ñäâèãîì γ):
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�  ïðè sσ≥σ , (4.112)

ïðè÷åì f (0) = 0; 0)(  > zf ′ ; .sign σ = �  Çäåñü K � ôèçè÷åñêàÿ
êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü, îáðàòíóþ ðàçìåðíîñòè
âðåìåíè; f (z) � ôóíêöèÿ, íàéäåííàÿ èç ýêñïåðèìåíòà. Â íà÷à-
ëå ðàññìîòðèì õàðàêòåð âîëíîâîãî ïðîöåññà, âîçíèêàþùåãî

ïðè íàãðóæåíèè òîðöà ñòåðæíÿ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ F (x).

Êàê èçâåñòíî (ñì. § 1.2), óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ
èìååò âèä
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Çàâèñèìîñòè (4.111) è (4.112) ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ
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ãäå Ô (z) = 0 ïðè z ≤ 0; Ô (z) = f (z) ïðè z ≥ 0.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.114) è (4.115) ñëóæèò äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ íàïðÿæåíèÿ σ è ñêîðîñòè v; äåôîðìàöèÿ e îïðåäåëÿåòñÿ
èç ñîîòíîøåíèÿ (4.115), ïðåîáðàçîâàííîãî ê âèäó
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(4.115')

Ñèñòåìà (4.114) è (4.115) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê îäíî-
ìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî òèïà, èìåþùåìó ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà õàðàê-
òåðèñòèê:
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí (â
÷àñòíîñòè, âîëí ñèëüíîãî ðàçðûâà) ïîñòîÿííà è ðàâíà a0.

Èç íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèÿ u ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âîëíó
const0 t + ax = ± , ñ îäíîé ñòîðîíû, ñëåäóåò, ÷òî:

      ( ) [ ] [ ] 0,0; 00  = e a v dt = eav  edx = du = vdt + ±±  (4.117)

ãäå ñêîáêè îáîçíà÷àþò, êàê è â ãë. 1, ðàçðûâû ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåëè÷èí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèé (4.116) íà
ëèíèÿõ const0 t + ax = ±  ñîîòâåòñòâåííî èìååì:

[ ] [ ] . = vE a 00 mσ (4.118)

Â ñå÷åíèè x = l, ãäå ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå
ïëîùàäè F, óñèëèÿ è ñêîðîñòè äîëæíû áûòü íåïðåðûâíûìè:
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Ðèñ. 4.22
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const0 t + ax = ± , ñ îäíîé ñòîðîíû, ñëåäóåò, ÷òî:

      ( ) [ ] [ ] 0,0; 00  = e a v dt = eav  edx = du = vdt + ±±  (4.117)

ãäå ñêîáêè îáîçíà÷àþò, êàê è â ãë. 1, ðàçðûâû ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåëè÷èí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèé (4.116) íà
ëèíèÿõ const0 t + ax = ±  ñîîòâåòñòâåííî èìååì:

[ ] [ ] . = vE a 00 mσ (4.118)

Â ñå÷åíèè x = l, ãäå ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå
ïëîùàäè F, óñèëèÿ è ñêîðîñòè äîëæíû áûòü íåïðåðûâíûìè:
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[ ] [ ] . = v  = F 00;σ (4.119)

Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì
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(d � õàðàêòåðíûé ðàçìåð),
óðàâíåíèÿ (4.114), (4.115) è ñîîòíîøåíèÿ (4.115'), (4.116) �
(4.119) çàïèøåì òàê:
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(4.122)

   ( ){ } 0;1const;  = d �    + v d  d +  = ξσϕ±σΩστ±ξ m (4.123)

      [ ] [ ] [ ] [ ] 00;  =   v  = v  e σ±± ïðè const; +  = τ±ξ (4.124)

[ ] 0 = v  ïðè ξ = λ. (4.125)

Çäåñü ( ) 0  ≡ζϕ  ïðè 0  ≤ζ ; ( ) ( )ζ≡ζϕ  f  ïðè 0  ≥ζ .

Ïóñòü â ìîìåíò τ = 0 íà êîíöå ñòåðæíÿ ξ = 0 ìãíîâåííî
ïðèëîæåíî íàïðÿæåíèå ,0σ  êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò äåôîð-
ìàöèÿ 00 σ = e  è ñêîðîñòü 00 σ = � v . Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê
ýòî ñäåëàíî â § 1.4, ëåãêî îïðåäåëèòü èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ
íà ïåðåäíåì ôðîíòå ξ = τ, áåãóùåì â íåäåôîðìèðîâàííóþ
÷àñòü ñòåðæíÿ. Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî íà ôðîíòå ξ = τ

v = � e = σ , óðàâíåíèå (4.123) ïðèâåäåì ê âèäó

( ) 0,12  =  �   +  + 
d
d σϕσΩ

ξ
σ

(4.126)

ïðè÷åì ( ) 0,1    � ≡σϕ  ïðè 1  ≤σ .

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ 0  ≡Ω  è èíòåãðàë óðàâíå-
íèÿ (4.126), óäîâëåòâîðÿþùèé ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, èìååò
âèä
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2  ïðè 1  ≥σ . (4.127)

Ïðè ( ) ζ≡ζ   f , ( ) µζ≡ζ   f , ( )
µ
ζ≡ζ sh  f  ñîîòíîøåíèå

(4.127) ïðèíèìàåò ñîîòâåòñòâåííî âèä:
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(4.127')

(Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî (4.127) èìååò ìåñòî ëèøü ïðè
10  > σ , ò. å. êîãäà ïðèëîæåííîå ê òîðöó ñòåðæíÿ íàïðÿæåíèå

ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå σs .)
Äëÿ êîíè÷åñêîãî ñòåðæíÿ, êîãäà ( )δξΩ  +  = 2 , óðàâíåíèå

(4.126) ïðè ( ) ζ≡ζ   f  òàêæå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:
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Ïóñòü â ìîìåíò τ = τ0 íà êîíöå ñòåðæíÿ ξ = 0 ïðîèçîøëî
íîâîå ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ. Â ýòîò ìîìåíò

âîçíèêàåò íîâûé ôðîíò ðàçðûâà ξ = τ � τ0 . Áóäåì îòìå÷àòü
èíäåêñàìè «+», «�», «0» ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà,
ñïðàâà îò âîëíû ðàçðûâà è â ñå÷åíèè ξ = 0. Ó÷èòûâàÿ òîò
ôàêò, ÷òî íà íîâîì ôðîíòå ðàçðûâà [ ] [ ] [ ] , v = �  e = σ  èç óðàâ-
íåíèÿ (4.123) íàéäåì èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ íà õàðàêòåðèñ-
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[ ] [ ] . = v  = F 00;σ (4.119)

Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì
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ôàêò, ÷òî íà íîâîì ôðîíòå ðàçðûâà [ ] [ ] [ ] , v = �  e = σ  èç óðàâ-
íåíèÿ (4.123) íàéäåì èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ íà õàðàêòåðèñ-
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òèêå ξ = τ � τ0 (î÷åâèäíî, â íà÷àëüíûé ìîìåíò íà íåé

[ ] [ ] [ ] v = �  e = 000σ ). Òîãäà
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äëÿ äâóõ íàèáîëåå èíòåðåñíûõ âàðèàí
-
òîâ çàïèøåòñÿ òàê:
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2  ïðè 1;1,      �+ ≥σ≤σ (4.128)
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12  ïðè 1;1, ≤σ≥σ �+  (4.129)

äâà îñòàëüíûõ âàðèàíòà ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû àíàëîãè÷í
î.
Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ óðàâíåíèå (4.128) ïîñëå

èíòåãðàöèè è óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïðè ξ =
0 èìååì:

)()()(2 00 v� v + �  = � ���+ σσσσ  ïðè .11,      �+ ≥σ≤σ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.129) ïðè ( ) ξ≡ξ   f  è  = + const,σ
const = v � , íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà:

( ) ( ) �   � + = + 2exp11 0 ξσσ  ïðè . �+ 11, ≤σ≥σ

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü èçìåíåíèå ïà-
ðàìåòðîâ íà ôðîíòå âîëíû, îòðàçèâøåéñÿ èëè îò êîíöà ñòåð-
æíÿ, èëè îò ñå÷åíèÿ ξ = λ, â êîòîðîì èìååò ìåñòî ñêà÷êîîá-
ðàçíîå èçìåíåíèå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóþòñÿ ôîðìóëû, îïðåäåëÿþ-
ùèå èçìåíåíèå äåôîðìàöèè íà ïåðåäíåì ôðîíòå âîëíû ξ = τ
è â ñå÷åíèè ξ = const. Ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.115') è (4.123) ýòè
ôîðìóëû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ñëåäóþùåì âèäå:

( ) ( )[ ] ;1,, dz � z +  = e ∫
τ

ξ

ξσϕξτσ (4.130)
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 (4.132)

Çàâèñèìîñòè (4.130) èìåþò ìåñòî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñ ìî-
ìåíòà τ = ξ äî ìîìåíòà τ = τ (ξ) 1≤σ , à ñ ìîìåíòà τ = τ (ξ) 1 > σ .
Çàâèñèìîñòè (4.131) ñïðàâåäëèâû, êîãäà 1≥σ  ïðè ( )τξ≤τ≤ξ ,

1≤σ  ïðè τ ≥ τ (ξ).
Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ óï-

ðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêèõ âîëí â ñòåðæíÿõ. Ðåøåíèå ýòèõ çàäà
÷
ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ, çàìå-
íÿþùèõ ñèñòåìó (4.123).

Çàäà÷à 1. Ïóñòü íà êîíöå ξ = 0 ïîëóáåñêîíå÷íîãî öèëèí-
äðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ äåéñòâóåò äàâëåíèå p (τ) ïî çàêîíó

 σ = p (0 ≤ τ ≤ τ0);  σ = 0 (τ0 ≤ τ ≤ ∞).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ( ) ζ≡ζf .
Íà òîðöå ñòåðæíÿ ñîãëàñíî (4.130) èìååì:

 e = p + (p � 1) τ ïðè 0 ≤ τ ≤ τ0;

 e = (p � 1) τ0 ïðè τ0 ≤ τ ≤ ∞.
(4.133)

Íà ïåðåäíåì ôðîíòå
ξ = τ (µ00µ20 íà ðèñ. 4.23)
çíà÷åíèå íàïðÿæåíèé, äå-
ôîðìàöèé è ñêîðîñòåé íàõî-
äÿòñÿ ïî ôîðìóëå (4.127'):

( ) ( ) .2exp1

1

 ξ
σ

�p � + 

+ = v = � e=  
  (4.133')

Õàðàêòåðèñòèêè ξ = τ è
ξ = τ � τ0 â ïëîñêîñòè ξ,τ
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òèêå ξ = τ � τ0 (î÷åâèäíî, â íà÷àëüíûé ìîìåíò íà íåé

[ ] [ ] [ ] v = �  e = 000σ ). Òîãäà

( ) 01  = �  + + 
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σϕσΩ
ξξ

σ

èëè

.)1(2
ξξ

σσϕσΩ
ξ

σ
d
vd

+ 
d

d
 = � + + 

d
d ��

++
+

 

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äëÿ äâóõ íàèáîëåå èíòåðåñíûõ âàðèàí
-
òîâ çàïèøåòñÿ òàê:
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2  ïðè 1;1,      �+ ≥σ≤σ (4.128)
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12  ïðè 1;1, ≤σ≥σ �+  (4.129)

äâà îñòàëüíûõ âàðèàíòà ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû àíàëîãè÷í
î.
Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ óðàâíåíèå (4.128) ïîñëå

èíòåãðàöèè è óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïðè ξ =
0 èìååì:

)()()(2 00 v� v + �  = � ���+ σσσσ  ïðè .11,      �+ ≥σ≤σ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.129) ïðè ( ) ξ≡ξ   f  è  = + const,σ
const = v � , íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà:

( ) ( ) �   � + = + 2exp11 0 ξσσ  ïðè . �+ 11, ≤σ≥σ

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü èçìåíåíèå ïà-
ðàìåòðîâ íà ôðîíòå âîëíû, îòðàçèâøåéñÿ èëè îò êîíöà ñòåð-
æíÿ, èëè îò ñå÷åíèÿ ξ = λ, â êîòîðîì èìååò ìåñòî ñêà÷êîîá-
ðàçíîå èçìåíåíèå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóþòñÿ ôîðìóëû, îïðåäåëÿþ-
ùèå èçìåíåíèå äåôîðìàöèè íà ïåðåäíåì ôðîíòå âîëíû ξ = τ
è â ñå÷åíèè ξ = const. Ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.115') è (4.123) ýòè
ôîðìóëû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ñëåäóþùåì âèäå:

( ) ( )[ ] ;1,, dz � z +  = e ∫
τ

ξ

ξσϕξτσ (4.130)
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 (4.132)

Çàâèñèìîñòè (4.130) èìåþò ìåñòî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñ ìî-
ìåíòà τ = ξ äî ìîìåíòà τ = τ (ξ) 1≤σ , à ñ ìîìåíòà τ = τ (ξ) 1 > σ .
Çàâèñèìîñòè (4.131) ñïðàâåäëèâû, êîãäà 1≥σ  ïðè ( )τξ≤τ≤ξ ,

1≤σ  ïðè τ ≥ τ (ξ).
Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ óï-

ðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêèõ âîëí â ñòåðæíÿõ. Ðåøåíèå ýòèõ çàäà
÷
ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ, çàìå-
íÿþùèõ ñèñòåìó (4.123).

Çàäà÷à 1. Ïóñòü íà êîíöå ξ = 0 ïîëóáåñêîíå÷íîãî öèëèí-
äðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ äåéñòâóåò äàâëåíèå p (τ) ïî çàêîíó

 σ = p (0 ≤ τ ≤ τ0);  σ = 0 (τ0 ≤ τ ≤ ∞).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ( ) ζ≡ζf .
Íà òîðöå ñòåðæíÿ ñîãëàñíî (4.130) èìååì:

 e = p + (p � 1) τ ïðè 0 ≤ τ ≤ τ0;

 e = (p � 1) τ0 ïðè τ0 ≤ τ ≤ ∞.
(4.133)

Íà ïåðåäíåì ôðîíòå
ξ = τ (µ00µ20 íà ðèñ. 4.23)
çíà÷åíèå íàïðÿæåíèé, äå-
ôîðìàöèé è ñêîðîñòåé íàõî-
äÿòñÿ ïî ôîðìóëå (4.127'):

( ) ( ) .2exp1

1

 ξ
σ

�p � + 

+ = v = � e=  
  (4.133')

Õàðàêòåðèñòèêè ξ = τ è
ξ = τ � τ0 â ïëîñêîñòè ξ,τ
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(ñì. ðèñ. 4.23) èçîáðàæàþò âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà; â îáëà-
ñòè µ20µ10µ00µ11µ21, îãðàíè÷åííîé ýòèìè õàðàêòåðèñòèêàìè è
îñüþ àáñöèññ ξ = 0, íàïðÿæåíèå ( 1 > σ ) è ñêîðîñòü íàõîäÿòñÿ
ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ (4.120) � (4.121) ñíà÷àëà â òðåó-
ãîëüíèêå µ00µ10µ11, à çàòåì â ïîëóïîëîñå µ20µ10µ11µ21. Ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ (4.128) è (4.129). Äåôîð-
ìàöèÿ  e  îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4.131):

( ) ( ) .,, τξξσξτσ ∫
τ

ξ

 � dz + z +  = e

Â óãëå µ21µ11µ22 ìåæäó õàðàêòåðèñòèêîé ξ = τ � τ0 è
òîðöîì ñòåðæíÿ íàïðÿæåíèÿ ( 1 < σ ) è ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè ξ = τ � τ0 è ξ = 0.
Äåôîðìàöèÿ  e  çäåñü âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé ( ) .,   re+  = e ξτσ

Ðèñ. 4.24

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷è ïðè p = 2, τ0 = 1 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.24; â ïëîñêîñòè ξ,τ,
íàíåñåíû ëèíèè ðàâíûõ íàïðÿæåíèé  σ = const è ñêîðîñòåé

 v = const.
Íà ðèñ. 4.25 ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ìåæäó

íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè â ñå÷åíèÿõ ξ = 0; 0.2; 0.4; 0.6;
0.8; 1 ïðè 1≥σ .

Çàäà÷à 2. Íà êîíöå ξ = 0 ïîëóáåñêîíå÷íîãî êîíè÷åñêîãî
ñòåðæíÿ äåéñòâóåò íàïðÿæåíèå

( )  �  = p 01 ττσ  ïðè 0 ≤ τ ≤ τ0 ;  σ = 0 τ0 ≤ τ ≤ ∞.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ( ) ζ≡ζf , èññëåäóåì ïðîöåññ ðàñïðîñ-
òðàíåíèÿ âîëí â ýòîì ñëó÷àå. Â ñå÷åíèè ξ = 0 äåôîðìàöèè
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (4.131), èç êîòîðîé ñëåäóåò:
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Íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà ξ = τ (µ00µ20 íà ðèñ. 4.26)
íàïðÿæåíèå, äåôîðìàöèÿ è ñêîðîñòü âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè:

 � 
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 + 
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 = v = �e = 
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Îáëàñòü äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè ξ,τ èçîáðàæåíà íà ðèñ.
4.26; òî÷êè µ10 è µ∗ èìåþò êîîðäèíàòû τ = ξ = γ∗ è τ = τ∗ ,ξ = 0.
Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óãëà µ10µ00µ∗ , îãðàíè÷åííîé êðè-
âîé ξ = ξ (τ), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè µ10 è µ∗ , 1 > σ . Ïîýòîìó
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(ñì. ðèñ. 4.23) èçîáðàæàþò âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà; â îáëà-
ñòè µ20µ10µ00µ11µ21, îãðàíè÷åííîé ýòèìè õàðàêòåðèñòèêàìè è
îñüþ àáñöèññ ξ = 0, íàïðÿæåíèå ( 1 > σ ) è ñêîðîñòü íàõîäÿòñÿ
ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ (4.120) � (4.121) ñíà÷àëà â òðåó-
ãîëüíèêå µ00µ10µ11, à çàòåì â ïîëóïîëîñå µ20µ10µ11µ21. Ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ (4.128) è (4.129). Äåôîð-
ìàöèÿ  e  îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4.131):

( ) ( ) .,, τξξσξτσ ∫
τ

ξ

 � dz + z +  = e

Â óãëå µ21µ11µ22 ìåæäó õàðàêòåðèñòèêîé ξ = τ � τ0 è
òîðöîì ñòåðæíÿ íàïðÿæåíèÿ ( 1 < σ ) è ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè ξ = τ � τ0 è ξ = 0.
Äåôîðìàöèÿ  e  çäåñü âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé ( ) .,   re+  = e ξτσ

Ðèñ. 4.24

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷è ïðè p = 2, τ0 = 1 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.24; â ïëîñêîñòè ξ,τ,
íàíåñåíû ëèíèè ðàâíûõ íàïðÿæåíèé  σ = const è ñêîðîñòåé

 v = const.
Íà ðèñ. 4.25 ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ìåæäó

íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè â ñå÷åíèÿõ ξ = 0; 0.2; 0.4; 0.6;
0.8; 1 ïðè 1≥σ .

Çàäà÷à 2. Íà êîíöå ξ = 0 ïîëóáåñêîíå÷íîãî êîíè÷åñêîãî
ñòåðæíÿ äåéñòâóåò íàïðÿæåíèå

( )  �  = p 01 ττσ  ïðè 0 ≤ τ ≤ τ0 ;  σ = 0 τ0 ≤ τ ≤ ∞.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ( ) ζ≡ζf , èññëåäóåì ïðîöåññ ðàñïðîñ-
òðàíåíèÿ âîëí â ýòîì ñëó÷àå. Â ñå÷åíèè ξ = 0 äåôîðìàöèè
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (4.131), èç êîòîðîé ñëåäóåò:





τ

ττ



τ
τ

00 2
1

11 �   + p � �  = pe  ïðè 0 ≤ τ ≤ τ0 ;

0

2

0 2
1

τ
τ





τ
τ * + p�  = pe  ïðè τ∗ ≤ τ ≤ τ0 ;

0

2

2 τ
τ*p

 =  e  ïðè τ0 ≤ τ ≤ ∞ ; .
1

0ττ
p
�p

 =  *

Íà âîëíå ñèëüíîãî ðàçðûâà ξ = τ (µ00µ20 íà ðèñ. 4.26)
íàïðÿæåíèå, äåôîðìàöèÿ è ñêîðîñòü âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè:
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Îáëàñòü äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè ξ,τ èçîáðàæåíà íà ðèñ.
4.26; òî÷êè µ10 è µ∗ èìåþò êîîðäèíàòû τ = ξ = γ∗ è τ = τ∗ ,ξ = 0.
Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óãëà µ10µ00µ∗ , îãðàíè÷åííîé êðè-
âîé ξ = ξ (τ), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè µ10 è µ∗ , 1 > σ . Ïîýòîìó
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ïðè ðàñ÷åòå ïîëÿ ñêîðîñ-
òåé è íàïðÿæåíèé â ýòîé
îáëàñòè íåîáõîäèìî ïîëü-
çîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè óñëîâèÿìè íà õàðàêòå-
ðèñòèêàõ äëÿ ñëó÷àÿ 1≥σ ;
äåôîðìàöèÿ ïðè ýòîì îï-
ðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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∫
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 � dz + z+
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Î÷åâèäíî, â ñëåäóþùåé îáëàñòè µ20µ 10µ ∗µ 22 íà-
ïðÿæåíèå 1≥σ . Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è ïðè p = 2, τ0 = 2 ïðèâåäåíû íà ãðàôèêàõ
ðèñ. 4.27 è 4.28. Íà ðèñ. 4.27 â ïëîñêîñòè ξ,τ íàíåñåíû ëèíèè
ðàâíûõ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé, íà ðèñ. 4.28 ïîñòðîåíû ãðà-
ôèêè çàâèñèìîñòåé ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè
ïðè 1≥σ  â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ ñòåðæíÿ.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü íà êîí-
öå ξ = 0 öèëèíäðè÷åñêîãî
ñòåðæíÿ äëèíîé l äåéñòâóåò
íàïðÿæåíèå  σ = p, ïðè÷åì
1 < 2p < 2; äðóãîé êîíåö
ñòåðæíÿ áóäåì ñ÷èòàòü çà-
êðåïëåííûì. Êàê è â äâóõ
ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ( ) ζ≡ζf .

Î÷åâèäíî, â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå îò òîðöà
ñòåðæíÿ (ξ = 0), ãäå  e = p,
áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
óïðóãàÿ âîëíà ξ = τ, ïðè-
÷åì â îáëàñòè µ 10µ00µ11
(ðèñ. 4.29), îãðàíè÷åííîé
ëèíèÿìè ξ = 0 è ξ = τ, íàïðÿ-
æåíèÿ, ñêîðîñòè è äåôîðìà-
öèè áóäóò ïîñòîÿííûìè,
ò. å.  σ =  e = �  v = p.

Íà ïåðåäíåì ôðîíòå îò-
ðàæåííîé âîëíû ξ = 2λ � τ
íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèè è
ñêîðîñòè ñâÿçàíû, ñ îäíîé
ñòîðîíû, óñëîâèÿìè [ ] [ ] [ ] v = e = σ , ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâè-

åì 0. 1=  + � 
d

vd
+ 

d
d σ

ξξ
σ

 Îòñþäà  σ =  e ,  σ =  v + 2p, ξd
vd

2  �  v +

+ 1 � 2p � 0. Ïîýòîìó
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Â òðåóãîëüíèêå µ10µ11µ21, îãðàíè÷åííîì õàðàêòåðèñòè-
êàìè ξ = 2λ � τ, ξ = τ � 2λ è ïðÿìîé ξ = λ, íàïðÿæåíèå 1 > σ .
Ðàñ÷åò âåëè÷èí ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ â ýòîé îáëàñòè ïðî-
âîäèòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Äåôîðìàöèþ  e  îïðåäåëÿåì
ïî ôîðìóëå (4.131), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:
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òåé è íàïðÿæåíèé â ýòîé
îáëàñòè íåîáõîäèìî ïîëü-
çîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè óñëîâèÿìè íà õàðàêòå-
ðèñòèêàõ äëÿ ñëó÷àÿ 1≥σ ;
äåôîðìàöèÿ ïðè ýòîì îï-
ðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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Î÷åâèäíî, â ñëåäóþùåé îáëàñòè µ20µ 10µ ∗µ 22 íà-
ïðÿæåíèå 1≥σ . Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è ïðè p = 2, τ0 = 2 ïðèâåäåíû íà ãðàôèêàõ
ðèñ. 4.27 è 4.28. Íà ðèñ. 4.27 â ïëîñêîñòè ξ,τ íàíåñåíû ëèíèè
ðàâíûõ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé, íà ðèñ. 4.28 ïîñòðîåíû ãðà-
ôèêè çàâèñèìîñòåé ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè
ïðè 1≥σ  â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ ñòåðæíÿ.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü íà êîí-
öå ξ = 0 öèëèíäðè÷åñêîãî
ñòåðæíÿ äëèíîé l äåéñòâóåò
íàïðÿæåíèå  σ = p, ïðè÷åì
1 < 2p < 2; äðóãîé êîíåö
ñòåðæíÿ áóäåì ñ÷èòàòü çà-
êðåïëåííûì. Êàê è â äâóõ
ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ( ) ζ≡ζf .

Î÷åâèäíî, â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå îò òîðöà
ñòåðæíÿ (ξ = 0), ãäå  e = p,
áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
óïðóãàÿ âîëíà ξ = τ, ïðè-
÷åì â îáëàñòè µ 10µ00µ11
(ðèñ. 4.29), îãðàíè÷åííîé
ëèíèÿìè ξ = 0 è ξ = τ, íàïðÿ-
æåíèÿ, ñêîðîñòè è äåôîðìà-
öèè áóäóò ïîñòîÿííûìè,
ò. å.  σ =  e = �  v = p.

Íà ïåðåäíåì ôðîíòå îò-
ðàæåííîé âîëíû ξ = 2λ � τ
íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèè è
ñêîðîñòè ñâÿçàíû, ñ îäíîé
ñòîðîíû, óñëîâèÿìè [ ] [ ] [ ] v = e = σ , ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâè-
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 Îòñþäà  σ =  e ,  σ =  v + 2p, ξd
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Â òðåóãîëüíèêå µ10µ11µ21, îãðàíè÷åííîì õàðàêòåðèñòè-
êàìè ξ = 2λ � τ, ξ = τ � 2λ è ïðÿìîé ξ = λ, íàïðÿæåíèå 1 > σ .
Ðàñ÷åò âåëè÷èí ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ â ýòîé îáëàñòè ïðî-
âîäèòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Äåôîðìàöèþ  e  îïðåäåëÿåì
ïî ôîðìóëå (4.131), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:
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Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðè λ = 1,
p = 0,75 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.30 è 4.31. Íà ðèñ. 4.30 â ïëîñ-
êîñòè ξ,τ íàíåñåíû ëèíèè ðàâíûõ ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé; íà
ðèñ. 4.31 ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ìåæäó íàïðÿæåíè-
ÿìè è äåôîðìàöèÿìè äëÿ x = 0 â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ ñòåðæíÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ çàäà÷à ïðè äðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ξ = λ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ïîëóáåñêîíå÷íûé ñòåðæåíü, äâèãàâøèé-
ñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ � v0 â ñòîðîíó îòðèöàòåëüíûõ çíà-
÷åíèé îñè Ox, â ìîìåíò t = 0 óäàðÿåòñÿ â íåïîäâèæíóþ
ñòåíêó. Çíà÷åíèå ñêîðîñòè v0 ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòîëü áîëüøèì,

÷òîáû âîçíèêøåå â ìîìåíò óäàðà íàïðÿæåíèå ïðåâçîøëî
ïðåäåë òåêó÷åñòè σS. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå
áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ( )000 a=  > vv ss  ρσ . Èññëåäîâàíèå
õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ýòîì ñëó÷àå ïðè ( )  z z ≡ϕ
âûïîëíåíî â [32]. Ïîëàãàÿ ( ) ( ) ,4,4 ξτητξξ  �  =  +  =  óñëî-
âèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ (4.123) ïðèâåäåì ê òîìó æå âèäó,
÷òî è â [32]:

  ( ) [ ] ησσρσ d �  + va + d s0,max200 �  ïðè ξ = const;

  ( ) [ ] ξσσρσ d �  + va � d s0,max200 �  ïðè η= const.
(4.134)

Ñêîðîñòü v è íàïðÿæåíèå σ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî ôîð-
ìóëàì

[ ],)(exp)(
4
0 ηξχχ ηξ  + � � 

a
v =   

(4.135)

[ ])(exp)2(
4

ηξχχχσσ ηξ  + � �  � 
E

=  �    s  � (4.136)

÷åðåç ôóíêöèþ ( ) ηξχ , , óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

χχ ′′
ηξ

=   (4.137)

è óñëîâèþ ( ) 00,0  = χ . Îáùåå ðåøåíèå (4.137) ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî, íàïðèìåð, ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ðèìàíà è èìååò âèä

 ( ) ( ) ( ) ( ) , 22
0

0

0

0 dy � ygyiIdy +  � yfyiI= η′ξξ′ηχ ∫∫
ηξ

(4.138)

ãäå ( ) ( ) ( ) ( ).0,; ,0 ηηχξξχ g f  =  = 

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî σ0 = �ρ0a0v0 , ôîðìóëó (4.136) äëÿ
íàøåãî ñëó÷àÿ çàïèøåì òàê:

( ) ( ) ( ).exp,0 000 ξρξσσ � � vva = � + ss (4.139)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âûâåñòè çàêîí èçìåíåíèÿ
ñêîðîñòè:

( ) ( ) ( )[ ],exp1,0 0 ξξ  �+ � � vv = v s (4.140)

îòêóäà âèäíî, ÷òî ïðè ∞→x  ñêîðîñòü ÷àñòèö íà ïåðåäíåì
ôðîíòå âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå v0 � vs
(áóäó÷è ðàâíà íóëþ ïðè x = 0).
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Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðè λ = 1,
p = 0,75 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.30 è 4.31. Íà ðèñ. 4.30 â ïëîñ-
êîñòè ξ,τ íàíåñåíû ëèíèè ðàâíûõ ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé; íà
ðèñ. 4.31 ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ìåæäó íàïðÿæåíè-
ÿìè è äåôîðìàöèÿìè äëÿ x = 0 â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ ñòåðæíÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ çàäà÷à ïðè äðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ξ = λ.
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è óñëîâèþ ( ) 00,0  = χ . Îáùåå ðåøåíèå (4.137) ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî, íàïðèìåð, ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ðèìàíà è èìååò âèä
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Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî σ0 = �ρ0a0v0 , ôîðìóëó (4.136) äëÿ
íàøåãî ñëó÷àÿ çàïèøåì òàê:
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ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... §4.4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ...

 σ

 e
1 1,2 1,4 1,6 1,8 2

1,6

1,4

1,2

1,0

ξ=1,00,80,60,4
0,2

0,0

Ðèñ. 4.31

τ

ξ

1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0
�  v = 0,20

0,16

�  v =0,12

0,08

 σ
=

 1
,5

0
 1

,4
5

 σ
=

1,
40

 1
,3

5

�  v =0,04

 σ
=

1,
30

 1
,2

5

 σ
=

1,
23

Ðèñ. 4.30



418 419

×òîáû óñòàíîâèòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè è íàïðÿ-
æåíèÿ âî âñåé îáëàñòè çà ôðîíòîì ñèëüíîãî ðàçðûâà η = 0,
íàäî îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèé f ( ξ ) è g (η) â (4.138) èç óñëîâèé
(4.139) èëè (4.140) è êðàåâîãî óñëîâèÿ (4.91):
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Èç (4.141) ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì ñå÷åíèè x ñòåðæíÿ çíà
÷åíèå v ìîíîòîííî ïàäàåò äî íóëÿ, ïðè÷åì ïðè áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ êàê 21�t .

Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
x è τ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.32. Äëÿ ñå÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþ-
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ρ
2
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ρ
2

00 ≥ 2 îíî âíà÷àëå íåñêîëüêî âîç-
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ðàñòàåò. Âåëè÷èíà σ + σs â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðè áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ âðåìåíè óáûâàåò êàê 21�t .
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Íà ðèñ. 4.33 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè
( )xe~  äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, øòðèõîâîé ëèíèè ñîîò-

âåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå ( )xe~  â ñòåðæíå êîíå÷íîé äëèíû
( )000 4 a = l ρµ , â êîòîðîì ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ çàêîí÷èëñÿ

áëàãîäàðÿ ïðèõîäó îòðàçèâøåéñÿ îò ñâîáîäíîãî êîíöà âîëí
û
ðàñòÿæåíèÿ (ñì. ñëåäóþùóþ çàäà÷ó).

Íà ðèñ. 4.34 èçîáðàæåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìà öèëèí-
äðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ äî è ïîñëå óäàðà. Îòìåòèì, ÷òî ïåðå-
äàííûé ñòåðæíþ èìïóëüñ

( ) ( ) z.d
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�
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µ
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exp
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0000

Çàäà÷à 5.  Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ ïðåäû-
äóùåé, íî äëÿ ñòåðæíÿ êîíå÷-
íîé äëèíû l0. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷åííîå âûøå ðåøåíèå
(4.141) ñïðàâåäëèâî ëèøü
â îáëàñòè II  (ðèñ. 4.35),
îãðàíè÷åííîé êîíöåâûì ñå-
÷åíèåì è õàðàêòåðèñòèêîé

0ξξ = ( )µρ 2000 la= . Íà çàäíåì ôðîí-
òå îòðàæåííîé âîëíû 0ξξ = , êàê íåòðóä-
íî ïîêàçàòü, íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòè
÷àñòèö ñòåðæíÿ èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó
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Î÷åâèäíî, ϕ(x,0) = exp (�x). Êðîìå òîãî,

( )xx ,ϕ ( ) ( )[ ] .x�xiI+= 22exp21 0  ×òîáû äîêàçàòü ïîñëåä-

íåå óòâåðæäåíèå, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ( )ηξχ  +  = exp
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.137), ïîýòîìó ñîãëàñíî (4.138)
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Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ôîðìóëû (4.142) ñïðàâåäëèâû ëèøü
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∫
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( ) ( )[ ] ( ) ( ) .exp21exp22 0

0

0 �2xxi� Idz = x + z�zxiI 

y

∫
Èç ôîðìóëû (4.142) âèäíî, ÷òî íàïðÿæåíèå ìîíîòîííî

óìåíüøàåòñÿ, íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ σ = 0.
Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ôîðìóëû (4.142) ñïðàâåäëèâû ëèøü

äëÿ îáëàñòè óïðóãèõ äåôîðìàöèé. Êàê òîëüêî íàïðÿæåíèå
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íà çàäíåì ôðîíòå âîëíû 
0ξξ =  ïðåâûñèò ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå óêàçàííîå çíà÷åíèå, â îáëàñòè III (ñì. ðèñ. 4.35)
âîçíèêíåò âîëíà, ïåðåâîäÿùàÿ ÷àñòèöû ñòåðæíÿ èç óïðóãîãî

â óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Òàê êàê ïðè ýòîì ïî-

ëó÷èòü çàìêíóòîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íå óäàåòñÿ

(ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü, êàê è â çàäà÷àõ 1�3, ê ÷èñëåííîìó
èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû õàðàêòåðèñòèê), îãðàíè÷èìñÿ, êàê
è â [32], ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ sB σ≤σ , îáåñïå÷èâàþùå-
ãî ñóùåñòâîâàíèå óïðóãèõ äåôîðìàöèé â îáëàñòè III. Óñëî-
âèå sB σ≤σ  íàêëàäûâàåò, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðåäûäóùèõ ôîðìóë, ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå
íà ñêîðîñòü óäàðà:

( ) ( ) ( )[ ].2exp20,5exp0,51; 0000

êð

êð0 ξξξ≤ �iI+ �� + = 
v

v
  v v

s

Ãðàôèê ôóíêöèè ( ) 00êð v�v ξ ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.36.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå vêð /vs = 2,79 äîñòèãàåòñÿ ïðè 0ξ  =

5,05, çàòåì ( ) sv�v 0êð ξ  àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê çíà÷å-
íèþ 3. Ïðè ñêîðîñòè óäàðà, ìåíüøåé vêð, îïðåäåëèòü ïîëå
ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé â îáëàñòü III (ñì. ðèñ. 4.35) ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ Ä'Àëàìáåðà äëÿ âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà:
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(4.143)

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â
îáëàñòè III � σs ≤ σ ≤ 0, ò. å. èìååò ìåñòî óïðóãîå ñîñòîÿíèå
ñòåðæíÿ.

Ïîñëå îòðàæåíèÿ âîëíû ðàñòÿæåíèÿ AB (ñì. ðèñ. 4.35) îò
òî÷êè B âîçíèêàåò íîâûé âîëíîâîé ôðîíò BÑ, ïîñëå ÷åãî
ñòåðæåíü èëè ïî-ïðåæíåìó áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîïðèêîñíîâå
-
íèè ñî ñòåíêîé (vx = 0 = 0), èëè îòñêî÷èò îò ïîñëåäíåé. Ýëå-

ìåíòàðíûå âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì â § 1.5, ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ñîóäàðåíèå ïðåêðàòèòñÿ, åñëè v0 ≤ vl , ãäå

( )[ ] .2exp11
1

0
 �

�� + = vv  sl ξ
Íà ðèñ. 4.36 ïðèâåäåí ãðàôèê ôóíêöèè ( ) sl vv 0ξ , ïðè-

÷åì òîëüêî äëÿ 0ξ  ≥ 1,049, êîãäà vl  ≤ vêð ; ïðè ξ0 → ∞ áóäåò
vl  → 2vs. Äàëüíåéøèé ðàñ÷åò âîëíîâîãî ïðîöåññà â ñòåðæíå
ïðè v0  ≤ vl íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà è ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåí
òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê â § 1.5.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü III ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïîë-
íîñòüþ óïðóãèõ äåôîðìàöèé, óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîå ñî-
ñòîÿíèå â äàëüíåéøåì âîçíèêíóòü íå ìîæåò. Ïîýòîìó áîëåå
äåòàëüíî îñòàíîâèìñÿ íà èññëåäîâàíèè ñëó÷àÿ vl < v0  ≤ vêð ,
êîòîðûé, êàê âèäíî èç ãðàôèêà ðèñ. 4.36, âîçìîæåí ëèøü
äëÿ 0ξ  ≥ 1,049.

Îïðåäåëèì íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè â îáëàñòÿõ IV è V
ñîîòâåòñòâåííî:
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íà çàäíåì ôðîíòå âîëíû 
0ξξ =  ïðåâûñèò ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå óêàçàííîå çíà÷åíèå, â îáëàñòè III (ñì. ðèñ. 4.35)
âîçíèêíåò âîëíà, ïåðåâîäÿùàÿ ÷àñòèöû ñòåðæíÿ èç óïðóãîãî

â óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Òàê êàê ïðè ýòîì ïî-

ëó÷èòü çàìêíóòîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íå óäàåòñÿ

(ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü, êàê è â çàäà÷àõ 1�3, ê ÷èñëåííîìó
èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû õàðàêòåðèñòèê), îãðàíè÷èìñÿ, êàê
è â [32], ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ sB σ≤σ , îáåñïå÷èâàþùå-
ãî ñóùåñòâîâàíèå óïðóãèõ äåôîðìàöèé â îáëàñòè III. Óñëî-
âèå sB σ≤σ  íàêëàäûâàåò, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðåäûäóùèõ ôîðìóë, ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå
íà ñêîðîñòü óäàðà:

( ) ( ) ( )[ ].2exp20,5exp0,51; 0000

êð

êð0 ξξξ≤ �iI+ �� + = 
v

v
  v v

s

Ãðàôèê ôóíêöèè ( ) 00êð v�v ξ ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.36.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå vêð /vs = 2,79 äîñòèãàåòñÿ ïðè 0ξ  =

5,05, çàòåì ( ) sv�v 0êð ξ  àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê çíà÷å-
íèþ 3. Ïðè ñêîðîñòè óäàðà, ìåíüøåé vêð, îïðåäåëèòü ïîëå
ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé â îáëàñòü III (ñì. ðèñ. 4.35) ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ Ä'Àëàìáåðà äëÿ âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà:
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(4.143)

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â
îáëàñòè III � σs ≤ σ ≤ 0, ò. å. èìååò ìåñòî óïðóãîå ñîñòîÿíèå
ñòåðæíÿ.

Ïîñëå îòðàæåíèÿ âîëíû ðàñòÿæåíèÿ AB (ñì. ðèñ. 4.35) îò
òî÷êè B âîçíèêàåò íîâûé âîëíîâîé ôðîíò BÑ, ïîñëå ÷åãî
ñòåðæåíü èëè ïî-ïðåæíåìó áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîïðèêîñíîâå
-
íèè ñî ñòåíêîé (vx = 0 = 0), èëè îòñêî÷èò îò ïîñëåäíåé. Ýëå-

ìåíòàðíûå âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì â § 1.5, ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ñîóäàðåíèå ïðåêðàòèòñÿ, åñëè v0 ≤ vl , ãäå

( )[ ] .2exp11
1

0
 �

�� + = vv  sl ξ
Íà ðèñ. 4.36 ïðèâåäåí ãðàôèê ôóíêöèè ( ) sl vv 0ξ , ïðè-

÷åì òîëüêî äëÿ 0ξ  ≥ 1,049, êîãäà vl  ≤ vêð ; ïðè ξ0 → ∞ áóäåò
vl  → 2vs. Äàëüíåéøèé ðàñ÷åò âîëíîâîãî ïðîöåññà â ñòåðæíå
ïðè v0  ≤ vl íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà è ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåí
òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê â § 1.5.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü III ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïîë-
íîñòüþ óïðóãèõ äåôîðìàöèé, óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîå ñî-
ñòîÿíèå â äàëüíåéøåì âîçíèêíóòü íå ìîæåò. Ïîýòîìó áîëåå
äåòàëüíî îñòàíîâèìñÿ íà èññëåäîâàíèè ñëó÷àÿ vl < v0  ≤ vêð ,
êîòîðûé, êàê âèäíî èç ãðàôèêà ðèñ. 4.36, âîçìîæåí ëèøü
äëÿ 0ξ  ≥ 1,049.

Îïðåäåëèì íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè â îáëàñòÿõ IV è V
ñîîòâåòñòâåííî:

( )
( ) ( )

( ) ( ) 








ξηξϕξξξϕ

ξηξϕξξξϕ
ρ

σ

;,,

;
2

,,

0000
0

0

0
0000

000

 � �  � = 
 � vv
v 

� vv

 � vv
+  � +  � = 

� vva
 

s

s

s

s (4.144)

Ðèñ. 4.36

15

10

5

0 1 2 3 4 5

→
sl

s
vv

vv
 �

;
êð

 l
a

0
0

2 µ

ρ

sv

v êð

s

l

v

v



424 425ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ...

( )
( ) ( )

( ) ( ) 








ξηξϕξξξϕ

ξξξϕξηξϕ
ρ

σ

.,2,
2

;2,,

0000
0

0

0

0000
000

 � �  �  � 
� vv

 v� v
 = 

� vv
v 

 � �  � = 
� vva

 

s

s

s

s
 (4.145)

Èç ôîðìóëû (4.144) ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåíèå σ íà óäàðÿ-
åìîì òîðöå ñòåðæíÿ ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ îò çíà÷åíèÿ
σ(B) > 0 äî σ(D) > 0. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé ìî-
ìåíò, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ çíà÷åíèÿìè ξ = 0ξ  + z, η = 0ξ  + z,
êîãäà íàïðÿæåíèå íà òîðöå â ñå÷åíèè x = 0 ñòàíåò ðàâíûì
íóëþ, ïîñëå ÷åãî ñòåðæåíü îòñêî÷èò îò ïðåãðàäû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ z ïîëó÷èì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )ss  � vvv � v= z 000 2,2 ξϕ .

Íà ðèñ. 4.35 òî÷êîé B′ îòìå÷åí ìîìåíò îòñêîêà ñòåðæíÿ
îò ïðåãðàäû; î÷åâèäíî, B′C′ âûøå õàðàêòåðèñòèêè ôîðìóëû
(4.144) è (4.145) íåïðèìåíèìû â ñèëó èçìåíåíèÿ êðàåâîãî
óñëîâèÿ â ñå÷åíèè x = 0.

Îïðåäåëèì íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòè â îáëàñòÿõ B′PD,
PC′QD è DQD′ ñîîòâåòñòâåííî:
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§ 4.4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ...

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âî âñåõ îáëàñòÿõ s σ≤σ  è vx = 0 ≥ 0.
Íà ðèñ. 4.37� 4.39 èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö
ñòåðæíÿ â òå÷åíèå ñîóäàðåíèÿ è ïîñëå íåãî, ïðè÷åì ðèñ. 4.37
ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîñòüþ óïðóãîìó óäàðó, ðèñ. 4.38 � óäàðó ñî
ñêîðîñòüþ v0  < vl , ðèñ. 4.39 � óäàðó ñî ñêîðîñòüþ vl ≤ v0  ≤ vêð

(÷òîáû îòòåíèòü ðàçëè÷èå, îòíîøåíèå E= av ss σ0  çíà÷èòåëü-
íî çàâûøåíî).

Íà ðèñ. 4.40 ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè óäàðà T â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ñòåðæíÿ l0 è îò-
íîøåíèÿ svv 0 . Íà ãðàôèêàõ ðèñ. 4.41 ïðåäñòàâëåíà çàâèñè-
ìîñòü îò òåõ æå ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ

0vR = vl  (vl � ñêîðîñòü öåíòðà òÿæåñòè ñòåðæíÿ ïîñëå îêîí-
÷àíèÿ ñîóäàðåíèÿ; î÷åâèäíî, äî óäàðà îíà ðàâíà v0). Ïðè
v0 ≤ vs  R = 0; ïðè svv0  > 1 R < 1 ââèäó ïåðåõîäà ÷àñòè
ýíåðãèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â òåïëîâóþ, à ÷àñòè � â
ýíåðãèþ êîëåáàíèÿ.

Ñêîðîñòü vl îïðåäåëÿåòñÿ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ

000

0

00 ρσρ ∫ lt � vd = �lv lxl =

T

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ çàâèñèìîñòåé äëÿ íàïð
ÿ-
æåíèÿ â òî÷êå óäàðà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàñïðîñòðàíåíèå â óïðóãîâÿçêîïëàñ-
òè÷åñêîé ñðåäå öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí ñäâèãà. Ñîîòíîøåíèÿ
(4.111) è (4.112) äëÿ çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî çàïèñàòü òàê:

td

d
 = 

td

d rr θθ τγ
µ  ïðè ;sr   τ≤τ θ (4.146)

    ( )sr
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θθ
 ïðè ,sr   τ≥τ θ (4.147)

ãäå µ � ìîäóëü ñäâèãà. Óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ öèëèíä-
ðè÷åñêèõ âîëí ñäâèãà èìååò âèä (ñì. §3.2):
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Èç ôîðìóëû (4.144) ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåíèå σ íà óäàðÿ-
åìîì òîðöå ñòåðæíÿ ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ îò çíà÷åíèÿ
σ(B) > 0 äî σ(D) > 0. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé ìî-
ìåíò, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ çíà÷åíèÿìè ξ = 0ξ  + z, η = 0ξ  + z,
êîãäà íàïðÿæåíèå íà òîðöå â ñå÷åíèè x = 0 ñòàíåò ðàâíûì
íóëþ, ïîñëå ÷åãî ñòåðæåíü îòñêî÷èò îò ïðåãðàäû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ z ïîëó÷èì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå
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Íà ðèñ. 4.35 òî÷êîé B′ îòìå÷åí ìîìåíò îòñêîêà ñòåðæíÿ
îò ïðåãðàäû; î÷åâèäíî, B′C′ âûøå õàðàêòåðèñòèêè ôîðìóëû
(4.144) è (4.145) íåïðèìåíèìû â ñèëó èçìåíåíèÿ êðàåâîãî
óñëîâèÿ â ñå÷åíèè x = 0.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âî âñåõ îáëàñòÿõ s σ≤σ  è vx = 0 ≥ 0.
Íà ðèñ. 4.37� 4.39 èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö
ñòåðæíÿ â òå÷åíèå ñîóäàðåíèÿ è ïîñëå íåãî, ïðè÷åì ðèñ. 4.37
ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîñòüþ óïðóãîìó óäàðó, ðèñ. 4.38 � óäàðó ñî
ñêîðîñòüþ v0  < vl , ðèñ. 4.39 � óäàðó ñî ñêîðîñòüþ vl ≤ v0  ≤ vêð

(÷òîáû îòòåíèòü ðàçëè÷èå, îòíîøåíèå E= av ss σ0  çíà÷èòåëü-
íî çàâûøåíî).

Íà ðèñ. 4.40 ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè óäàðà T â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ñòåðæíÿ l0 è îò-
íîøåíèÿ svv 0 . Íà ãðàôèêàõ ðèñ. 4.41 ïðåäñòàâëåíà çàâèñè-
ìîñòü îò òåõ æå ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ

0vR = vl  (vl � ñêîðîñòü öåíòðà òÿæåñòè ñòåðæíÿ ïîñëå îêîí-
÷àíèÿ ñîóäàðåíèÿ; î÷åâèäíî, äî óäàðà îíà ðàâíà v0). Ïðè
v0 ≤ vs  R = 0; ïðè svv0  > 1 R < 1 ââèäó ïåðåõîäà ÷àñòè
ýíåðãèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â òåïëîâóþ, à ÷àñòè � â
ýíåðãèþ êîëåáàíèÿ.

Ñêîðîñòü vl îïðåäåëÿåòñÿ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ
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(4.111) è (4.112) äëÿ çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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ãäå µ � ìîäóëü ñäâèãà. Óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ öèëèíä-
ðè÷åñêèõ âîëí ñäâèãà èìååò âèä (ñì. §3.2):
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00,  + T = v  = vG +  ïðè const. +  = r τ (4.155)

Ïóñòü íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè 0r = r  â ìîìåíò
τ = 0 âíåçàïíî âîçíèêëî êîíå÷íîå íàïðÿæåíèå ñäâèãà, íåïðå-
ðûâíî èçìåíÿþùååñÿ ïðè τ > 0. Â ýòîì ñëó÷àå îò ñå÷åíèÿ

0r = r  íà÷èíàåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîëíà ñèëüíîãî ðàçðûâà
r = r0 + τ, íà êîòîðîé, ñîãëàñíî (4.155) T = �  v = G.

Àíàëîãè÷íûì óñëîâèåì áóäóò ñâÿçàíû çíà÷åíèÿ íàïðÿ-
æåíèÿ T0, ñêîðîñòè 

0v  è ñäâèãà G0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè. Óñëîâèå (4.154) íà âîëíå 0r = r + τ ñ èñïîëüçîâàíèåì
(4.155) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó

( ) 0;12  = T � + 
r
T

+ 
rd
Td ϕ

åãî ðåøåíèå

   ( ) ( )∫ ξξ
e

r

dr� 
r

+  T = 
2

2exp2exp
2

1  ïðè ;0 γ≤≤   rr
(4.156)

rT = γ ; ïðè γ≥   r ,

ïðè÷åì γ íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

( ) ( ) ( ) ,exp2exp
2

1
2

2
0

0
0

0

∫ ξξ
c

r

d = r
r

  � T (4.157)

ãäå 2γc = . Ôîðìóëû (4.156) è (4.157) èìåþò ìåñòî ïðè T0 ≥ 1.

Äëÿ äåôîðìàöèè ñäâèãà G íà âîëíå 0r = r + τ ïîëó÷èì ôîðìóëó

( )( ) .1,

0

ττϕ∫
τ

d � rTG = T + 
rr = 

(4.158)

Ïóñòü â íåêîòîðîì ñå÷åíèè r  ñòåðæíÿ âåëè÷èíà íàïðÿæå-
íèÿ T ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà 0r = r + τ
èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ïðè÷åì T ≥ 1 ïðè ( )rr � r τ≤τ≤0 ,
T ≤ 1 ïðè ( )rτ≥τ , ãäå ( )r= ττ  � ìîìåíò, êîãäà T  = 1. Â ýòîì
ñëó÷àå äåôîðìàöèÿ ñäâèãà G áóäåò âûðàæàòüñÿ ôîðìóëàìè:

Óðàâíåíèÿ (4.146)�(4.148), åñëè ó÷åñòü, ÷òî r � w = r θθγ
,, tw =  vrw� ∂∂∂∂ θθθ  ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåé ñèñòå-

ìå óðàâíåíèé äëÿ íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà τr θ è ñêîðîñòè v θ :

;
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0 t
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( ),sr
r  � + xK
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v
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µ θ
θθθ

 (4.149)

ãäå ( ) 0≡ϕ z  ïðè z ≤ 0, ϕ (z) = f (z) ïðè z ≥ 0 (â äàëüíåéøåì
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ϕ (z) = z).

Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòèêè ýòîé
ñèñòåìû, ýêâèâàëåíòíîé îäíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà:

;const; 0
2 ρµ± =  ct + cr = 

    ( ).
2

sr
rr  �  K+ 
r

+ 
r

c  = 
r

v
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rd

vd
 ττϕ





 τ

∂
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µ θ

θθθθ
� (4.150)

 Íà ïåðåäíåì ôðîíòå constt + cr = ±  öèëèíäðè÷åñêîé
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà, áåãóùåé â ïîêîÿùóþñÿ ñðåäó,
èìååì:

wθ = 0 èëè cγrθ + vθ = 0;  (4.151)

0 = 
r

d
+ c

rd

vd r

∂
τ

µ θθ
 èëè 0.0  = + cv rθθ τρ  (4.152)

Âîñïîëüçóåìñÿ áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè: crK = r t = K ;;τ

ssrsr cv = v  G = T =  cdK = γγγττδ θθθ �� ;;;  è çàïèøåì

óðàâíåíèÿ (4.149) � (4.152) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ãäå 2γc = . Ôîðìóëû (4.156) è (4.157) èìåþò ìåñòî ïðè T0 ≥ 1.
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ãäå ( ) 0≡ϕ z  ïðè z ≤ 0, ϕ (z) = f (z) ïðè z ≥ 0 (â äàëüíåéøåì
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ϕ (z) = z).
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 Íà ïåðåäíåì ôðîíòå constt + cr = ±  öèëèíäðè÷åñêîé
âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà, áåãóùåé â ïîêîÿùóþñÿ ñðåäó,
èìååì:

wθ = 0 èëè cγrθ + vθ = 0;  (4.151)
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0r = r . Ñíà÷àëà ñòðîèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.153) ïðè ( ) 0≡ϕ z
â òðåóãîëüíèêå ρ0µ20µ11 è íàõîäèì ëèíèþ µ20µ11, âäîëü êî-
òîðîé T = 1. Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå èìååò ñìûñë ëèøü â
êðèâîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå ρ0µ20µ11; â îñòàëüíîé ÷àñòè ïðè
îïðåäåëåíèè ïîëÿ íàïðÿæåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü óð
àâ-
íåíèå (4.153), â êîòîðîì ( ) 0≡ϕ z . Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ
â ïîñëåäóþùèõ îáëàñòÿõ èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â íèõ

( ) 0≡ϕ z .
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé äëÿ ñëó÷àÿ

0r = 1, T0 = 2, τ1 = 2 ïðèâåäåíû â òàáë. 4.7.
Òàáëèöà 4.7

r 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2,3 2,73

Gr 0,50 0,35 0,25 0,18 0,13 0,10 0,08 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,01 0,00

 Gr ( r ) ≡ 0 ïðè r  ≥ γ = 2,73.

Íà ðèñ. 4.43 â ïëîñêîñòè τ, r  íàíåñåíû ëèíèè T = const,
 v  = const.

Ðèñ. 4.43

( )∫
τ

τττ
0

,0

rr � 

drT +  � r � rG = T +  ïðè ( )rr � r τ≤τ≤0 ;

(4.159)

( ) ( ) ( )
( )

( )( ) 1.,,;

0

0  � r = GdrT + r � r � r G = rG = T + G
r

r � r
r τττττ ∫

τ

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè 0r = r  íàïðÿ-
æåíèå T èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

( )10 1 ττ�  T = T  ïðè ;0 1τ≤τ≤  T0 > 1.

Âåëè÷èíó äåôîðìàöèè ñäâèãà G íà ïîâåðõíîñòè 0r = r
îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå (4.158):





τ
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1
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1�  + T G = T �  ïðè 0 ≤ τ ≤ τ∗ ;

1

2

0 2 τ
τ* G = T + T ïðè τ∗ ≤ τ ≤ τ1 ,

ãäå ( ) .1 001* T � T =  ττ

Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïëîñêîñòè r ,τ èçîáðà-
æåí íà ðèñ. 4.42; òî÷êè µ20 è µ11 èìåþò êîîðäèíàòû τ = γ � 0r ,
r = γ è τ = τ∗, 0r = r = ρ0.

Ðåøåíèå íàõîäèì ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ íàïðÿæåíèÿ ïðè 0r = r + τ è
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         = T
d

vd
m

τ  äëÿ r  = 0r  ( )( ).20 µπ haKMam = (4.167)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè f (γ) = 1 çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ (4.161)
ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííûì âûøå. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà
óðàâíåíèé (4.162) � (4.163) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó

( ) ;1  T � + 
T

 = 
r
v ϕ

τ∂
∂

∂
∂

 ,
r
T

+ 
r
T

 = 
v

∂
∂

τ∂
∂

(4.168)

ãäå ϕ (T � 1) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè ϕ (T � 1) = 0 ïðè
T ≤ 1; ϕ (T � 1) = T � 1 ïðè T ≥ 1.

Äëÿ ñäâèãà γ ïîëó÷àåì ôîðìóëó

( ) ( ),1∫ χτϕγ r + dT �  = T + 

ãäå ( )rχ  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ñèñòåìà (4.168) ýêâèâà-
ëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå õàðàêòåðèñòèê:

( ) .1const; τ



 ϕ±τ dT � 

r
T

T = dv d = r mm (4.169)

Èç óñëîâèé íà õàðàêòåðèñòèêàõ (4.169) ëåãêî ïîëó÷èòü
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñêà÷êîâ äåôîðìàöèé, ñêîðîñòåé è íàïðÿæå-
íèé íà âîëíàõ ñèëüíîãî ðàçðûâà const, = rmτ  à èìåííî:

[ ] [ ] [ ] [ ] 0.0;  = v   = T +  v ±γ

Â ÷àñòíîñòè, íà ôðîíòå âîëíû r  = τ + 0r , ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùåéñÿ â íåâîçìóùåííóþ îáëàñòü ïëàñòèíêè, èìååì T = �v = γ.
Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ, óñëîâèÿ íà õàðàêòåðèñ-
òèêå r  = τ + 0r  ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( ) . = T � + 
r

T
+ 

rd

Td
012 ϕ (4.170)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.170) áóäåò

rrT = *  ïðè T ≤ 1;

∫
ξ

ξ

*
� zdeer+ T = zr 2221  ïðè T ≥ 1,

(4.171)

Èññëåäóåì õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïðè óäàðå
öèëèíäðîì ðàäèóñà a ïî ïëàñòèíêå èç óïðóãîâÿçêîïëàñòè-
÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Ýòà çàäà÷à ðåøåíà â [30]. Êàê èçâåñòíî
èç ïðåäûäóùåãî, óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìî-
ãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ

.
2

2

0 r
+ 

r
 = 

t

w zrzr τ
∂
τ∂

∂
∂ρ (4.150)

Çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðèíÿòûé â [37], èìååò âèä áîëåå
îáùèé, ÷åì (4.147), à èìåííî:

td

d
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td

d zrzr τγ
µ  ïðè ;szr τ≤τ (4.161)
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γτ ,

ãäå 00 ρµ = a  � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí
ïðè ñäâèãå, µτγ ss =   � äåôîðìàöèÿ ñäâèãà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïðåäåëó òåêó÷åñòè, óðàâíåíèå (4.160) è ñîîòíîøåíèÿ
(4.161) çàïèøåì òàê:

;
r
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r
T

 = 
v

∂
∂

τ∂
∂ (4.162)

ττ
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d
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d
d

 ïðè T ≤ 1; (4.163)

( )[ ] ( )[ ]γγ
τ
γ

T � f + T � f
td

d
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d
d

 ïðè T ≥ 1. (4.164)

Î÷åâèäíî,

.
τ∂
γ∂

∂
∂

 = 
r
v (4.165)

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå òàêîâû
:

v = 0, r  > 0r ; v = v0, ïðè τ = 0; (4.166)
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d
d

 ïðè T ≤ 1; (4.163)
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T � f + T � f
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d
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d
d

 ïðè T ≥ 1. (4.164)

Î÷åâèäíî,

.
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∂
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 = 
r
v (4.165)

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå òàêîâû
:

v = 0, r  > 0r ; v = v0, ïðè τ = 0; (4.166)
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íèå íàõîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé íà âîëíå ñèëü
-
íîãî ðàçðûâà µ31µ21µ11 è íà ãðàíèöå µ11µ22.

Íà ðèñ. 4.45 è 4.46 ñïëîøíûìè è øòðèõîâûìè ëèíèÿìè
ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííî ëèíèè ðàâíûõ íàïðÿæåíèé è ñêîðî
-
ñòåé â ïëîñêîñòè r ,τ äëÿ m = 2 è m = 4 ïðè T0 = 2, 0r = 1.
Ñäâèã γ îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå

( ) ( )[ ]
( )

.1,,
~
∫

τ

ϕτγ
r

srr�

zd � rzT + r = T

              Ðèñ. 4.45                             Ðèñ. 4.46

Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî çíà÷åíèÿ r  íàïðÿæåíèå T ïðè
τ > r � 0r  èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ïðè÷åì T ≥ 1 ïðè
r � r0 ≤ τ ≤ τ ( r ), T ≤ 1 ïðè τ ≥ τ ( r ) (çäåñü τ = τ ( r ) � ìîìåíò
âðåìåíè, êîãäà T = 1), òî îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ ñäâèãà

( ) ( )[ ]
( )

( ) ( ).1, r � T r  = zd � rzT = r ��

r

srr�

r γϕγ ∫
τ

(4.173)

Çäåñü èíäåêñîì «�» îáîçíà÷åíû äåôîðìàöèè è íàïðÿæå-
íèÿ â ìîìåíò τ = τ ( r ), ïîäñ÷èòàííûå ñî ñòîðîíû τ ≤ τ ( r ).
Ïðèâîäèì çàèìñòâîâàííóþ èç [30] òàáë. 4.8 çíà÷åíèé îñòà-
òî÷íûõ äåôîðìàöèé, âû÷èñëåííûõ ïî ôîðìóëå (4.173) äëÿ
íåêîòîðûõ çíà÷åíèé m.

ãäå *** r r =  r = ;2;2 ξξ � ãðàíèöà óïðóãîé è ïëàñòè÷åñ-
êîé îáëàñòåé, îïðåäåëåííàÿ èç óðàâíåíèÿ

( ) ∫
ξ

ξ

*
� zde = er � T zr .21

22
00 (4.172)

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ çàêîíà èçìåíåíèÿ
íàïðÿæåíèÿ íà ôðîíòå âîëíû ñèëüíîãî ðàçðûâà r  = τ + 0r ,
áåãóùåé â íåâîçìóùåííóþ ÷àñòü ïëàñòèíêè, áóäåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ ôîðìóëîé (4.171). Ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (4.171),
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è äëÿ áîëåå îáùåé çàâèñèìîñòè ôóíê-
öèè f (γ), â ÷àñòíîñòè äëÿ f (γ) = 1 + (n2 � 1) (γ � 1), ðàññìîò-
ðåííîé â [30]:

( ) ( ) ∫
ξ

ξ

0
2

0 22
00 211 zrrr eer+err  � T+T = � � ïðè T ≥ 1; (4.172')

rrT = *  ïðè T ≤ 1.

Íà ðèñ. 4.44 â ïëîñ-
êîñòè τ, r  ïðåäñòàâëåíà
ñõåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí. Îáëàñòè äâèæåíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò òðåóãîëü-
íèê µ20µ 10 µ00µ11µ22. Â
òîì ñëó÷àå, êîãäà â ìî-
ìåíò τ = τ0 âðåìåíè íàïðÿ-
æåíèå T  = T0 ñíÿòî,
âîçíèêàåò íîâàÿ ïðÿìàÿ
âîëíà r  = 0r + (τ � τ0), çà
êîòîðîé ñîñòîÿíèå ÷àñòèö
ïëàñòèíû áóäåò óïðóãèì
(ðèñ. 4.44). Â ïîëîñå

µ20µ10µ00µ11µ21µ31 ðåøåíèå óðàâíåíèé ñòðîèòñÿ ÷èñëåííî ïî
äàííûì íà ôðîíòå µ20µ10 µ00 è íà ãðàíèöå µ00µ11. Â ðåçóëü-
òàòå ðåøåíèÿ íàõîäèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ãðàíèöà µ00µ21 óïðó-
ãîé è ïëàñòè÷åñêîé çîí. Â òðåóãîëüíèêå µ31µ21µ11µ22 ðåøå-
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Òàáëèöà 4.8

r 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,73
m = 1 0,48 0,30 0,19 0,12 0,07 0,045 0,024 0,012 0,004 0
m = 2 0,78 0,53 0,35 0,24 0,16 0,092 0,050 0,025 0,010 0
m = 4 0,96 0,68 0,48 0,36 0,23 0,140 0,080 0,040 0,020 0
m = ∞ 1,15 0,86 0,60 0,42 0,30 0,190 0,106 0,052 0,022 0

Ãðàôèê γr ( r ) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.47.

Ðèñ. 4.47

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ ðàñ÷å-
òîâ íàïðÿæåííîãî è äåôîðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèé ïî äâóì
òåîðèÿì: óïðóãîïëàñòè÷åñêîé è óïðóãîâÿçêî-ïëàñòè÷åñêîé
.
Ñîïîñòàâëåíèå òàêîãî ðîäà ïðîâåäåíî â [33].

Â êà÷åñòâå óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîãî çàêîíà äåôîðìèðîâà
-
íèÿ ïðèíÿò ( )[ ]e � f + Ke = E σσ&0  ïðè e > es. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû
äëÿ ÷àñòíîãî âèäà ôóíêöèè ( ) e �  = ef 0,71400 , è çíà÷åíèé E0 =
= 7 ⋅ 105 êã/ñì2, σs = 700 êã/ñì2, ρ0 = 27,3 ⋅ 10�4 ã ñ2/ñì4, K = 106 ñ�1, ïî
óòâåðæäåíèþ àâòîðà [38] õàðàêòåðèçóþùèõ çàêàëåííûé àëþìè-
íèé (ðèñ. 4.48). Ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ óäàðíîãî íàãðóæåíèÿ.

Ñëó÷àé 1. Óäàð ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v0 = �15,25 ì/ñ.
Íà ðèñ. 4.49 ïîñòðîåíû ëèíèè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé äå-

ôîðìàöèé; øòðèõîâûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ðàñ÷åòàì ïî óï-
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Ñðàâíåíèå õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ â ñå÷åíèè
x = 16,2 ñì, ðàññ÷èòàííîãî ïî îáåèì òåîðèÿì, ïðèâåäåíî íà
ðèñ. 4.51. Íà ðèñ. 4.52 ïîñòðîåíû êðèâûå èçìåíåíèÿ íàïðÿ-
æåíèÿ â ÷åòûðåõ ñå÷åíèÿõ ñòåðæíÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ñëó÷àÿ. Ðàñïðåäåëåíèå äåôîðìàöèé â ñòåðæíå â ìîìåíò
t = 102,4 ìêñ, ðàññ÷èòàííîå ïî äâóì òåîðèÿì, èçîáðàæåíî íà
ðèñ. 4.53. Ðàñ÷åòû ïî óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé òåîðèè íå
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îáëàñòü ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèé îêîëî

óäàðÿåìîãî êîíöà ñòåðæíÿ, õîòÿ ïîñëåäíåå íàáëþäàåòñÿ ýê-
ñïåðèìåíòàëüíî.

Cëó÷àé 2. Ïîñòåïåííîå âîçðàñòàíèå ñêîðîñòè óäàðà ïî
çàêîíó v0 = � 1525(1 � e�σ t ) ñì/ñ.

Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé α âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî 90%
vmax áóäåò äîñòèãíóòî ïðè t = 0,1 ìêñ. Â ýòîì ñëó÷àå íà
ïåðåäíåì ôðîíòå âîëíû íàãðóæåíèÿ ñóùåñòâåííî áóäåò ñêà-

ðóãîïëàñòè÷åñêîé òåîðèè (ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòè÷åñêîé ä
è-
àãðàììû). Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ a ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó íà
êðèâóþ σ = f (e).

Íà ðèñ. 4.50 ïðèâåäåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà
ïåðåäíåì ôðîíòå âîëíû íàãðóæåíèÿ x = a0 t. Çíà÷èòåëüíîå
óâåëè÷åíèå íàïðÿæåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè óäàðà îáóñëîâ
-
ëåíî òåì, ÷òî çäåñü ââèäó î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèé ñêîðîñòå
é
äåôîðìèðîâàíèÿ äèàãðàììà σ � e ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ
ïðÿìîé σ = Ee. Ðàñ÷åò ïî óïðóãîïëàñòè÷åñêîé òåîðèè âìåñòî
ãðàôèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 4.50, äàåò ïðÿìóþ σ = const,
ðàñïîëîæåííóþ çíà÷èòåëüíî íèæå ìàêñèìóìà íàïðÿæåíèÿ.

ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ... § 4.4. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ...
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çûâàòüñÿ âëèÿíèå ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïëàñòè÷åñêèå

äåôîðìàöèè âîçíèêàþò ïðè ñêîðîñòè a0es = � 510 ñì/ñ, ò. å.
â ìîìåíò t = 17,61 ⋅ 10�6 ñ.

Íà ðèñ. 4.54 ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ëèíèé ïîñòîÿííûõ
äåôîðìàöèé, ðàññ÷èòàííûõ ïî îáåèì òåîðèÿì äëÿ óäàðà, äëÿ-
ùåãîñÿ 0,3 ìêñ. Ìåæäó ëèíèÿìè x = a0 t è e = 0,001 � îáëàñòü
óïðóãîãî íàãðóæåíèÿ, çà ïðÿìîé a � îáëàñòü óïðóãîé ðàç-
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§ 4.5. Сильный взрыв в грунте

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû [34], îòíîñÿùèåñÿ ê ðàñïðîñòðàíå-
íèþ ïëîñêîé è ñôåðè÷åñêîé âçðûâíûõ âîëí â ãðóíòàõ, ïðè-
âåäåíû íèæå. Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ãðóíò
ïðè áîëüøèõ äàâëåíèÿõ âåäåò ñåáÿ êàê èäåàëüíûé ïëàñòè÷åñ
-
êèé ãàç. Çàêîííîñòü òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ

ýêñïåðèìåíòàìè, ïðîâåäåííûìè â ëàáîðàòîðèè êàôåäðû ãà-
çîâîé è âîëíîâîé äèíàìèêè ÌÃÓ ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ âçðûâíûõ âîëí â ïåñêå.

Ïåðåä òåì êàê ïðèâåñòè ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, âûÿñ-
íèì, êàêèìè ñïåöèôè÷åñêèìè ÷åðòàìè îáëàäàåò âîëíîâîé ïðî
-
öåññ â èäåàëüíîì ïëàñòè÷åñêîì ãàçå. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòð
èì
õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ âîëí â ïîëóïðîñòðàíñò
âå,
çàíÿòîì èäåàëüíûì ïëàñòè÷åñêèì ãàçîì, ïðè ìãíîâåííîì ïðè
-
ëîæåíèè äàâëåíèÿ ê åãî ãðàíèöå. Ïîëîæèì, ÷òî â ïîñëåäóþ-
ùèå ìîìåíòû âðåìåíè ïðèëîæåííîå äàâëåíèå ìîíîòîííî óáû-
âàåò. Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ áóäåò èìåòü âèä
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ãäå u � ñìåùåíèå; ρ0 � íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü; p � äàâëåíèå,
x � ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàññòîÿíèå
äàííîãî ñå÷åíèÿ òåëà îò ñå÷åíèÿ x = 0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè. Èç óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû ρ0 = ρ (1 + ux) ñ
ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ óäàðíîé âîëíîé
ñå÷åíèÿ x ïëîòíîñòü â ïîñëåäíåì íå ìåíÿåòñÿ (óñëîâèå íå-
ñæèìàåìîñòè), ïîëó÷àåì:
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∫ (4.175)

ãäå u0 (t) � ñìåùåíèå ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â êàæäûé ìîìåíò âñå ÷àñòèöû ãàçà, ðàñïîëîæåííûå ìåæäó
óäàðíîé âîëíîé è ñå÷åíèåì x = 0, èìåþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü.

Ïîäñòàâèì (4.175) â (4.174). Òîãäà
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Çäåñü p0 (t) � çàêîí èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîãî äàâëåíèÿ.

ãðóçêè. Íà ðèñ. 4.55 ïîñòðîåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ îñ-
òàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â ñëó÷àå, êîãäà ðàçãðóçêà íà÷àëàñü
÷åðåç 0,3 ìêñ ïîñëå íà÷àëà óäàðà. Ðàñ÷åòû ïî îáåèì òåîðè-
ÿì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüí
î.
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Çäåñü p0 (t) � çàêîí èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîãî äàâëåíèÿ.

ãðóçêè. Íà ðèñ. 4.55 ïîñòðîåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ îñ-
òàòî÷íûõ äåôîðìàöèé â ñëó÷àå, êîãäà ðàçãðóçêà íà÷àëàñü
÷åðåç 0,3 ìêñ ïîñëå íà÷àëà óäàðà. Ðàñ÷åòû ïî îáåèì òåîðè-
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Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò è èñêëþ÷àÿ p* èç ñîîòíîøåíèé (4.178)
è (4.180), ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè u0 (t):
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Ëèíåéíîñòü (4.182) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äîïóùåíèÿ ïðè-
áëèæåííîé çàâèñèìîñòè (4.181) ìåæäó p* è ( ) 00 ρρρ* � , êî-
òîðàÿ, êàê ïîêàçûâàåò ýêñïåðèìåíò, ñïðàâåäëèâà äëÿ ãðóíòà

âïëîòü äî äàâëåíèé ïîðÿäêà 10�15 êã/ñì2.

Ðåøåíèåì (4.182) ÿâëÿåòñÿ
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.178) íàõîäèì:
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Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äàâëåíèå p0 (t) â òå÷åíèå íåêîòîðîãî
âðåìåíè τ îñòàåòñÿ ïî÷òè ïîñòîÿííûì, à ïîòîì áûñòðî ïàäà-
åò äî íóëÿ, èíòåãðàë â ôîðìóëå (4.183) ñîõðàíÿåò ïî÷òè ïî-
ñòîÿííîå çíà÷åíèå è ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå çà ôðîíòîì óäàð
-
íîé âîëíû äîëæíî óìåíüøàòüñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî
åå óäàëåíèþ îò ïîâåðõíîñòè, ãäå áûë èíèöèèðîâàí âçðûâ.
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âåäåííûõ â ëàáîðàòîðèè êàôåäðû âîëíîâîé è ãàçîâîé äèíà-
ìèêè ÌÃÓ, â êîòîðûõ íà ïîâåðõíîñòü ïåñ÷àíîé ìàññû ïàäà-
ëà ïëîñêàÿ âîçäóøíàÿ óäàðíàÿ âîëíà.
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Îáîçíà÷àÿ èíäåêñîì «*» ïàðàìåòðû ãàçà ñðàçó çà óäàð-
íîé âîëíîé, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ b (t) â ïîêîÿùóþñÿ åãî
÷àñòü (ñ àòìîñôåðíûì äàâëåíèåì pa), çàïèøåì çàêîíû ñîõðà-
íåíèÿ ìàññû è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ íà óäàðíîì ôðîíòå:
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Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèÿ (4.176) ñëåäóåò, ÷òî
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ü
çàâèñèìîñòü p* = p*(x).

Ïðåäâàðèòåëüíî óïðîñòèì ôîðìóëó (4.179), èñïîëüçóÿ òîò
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= r0 + ur (r0 ,t), ãäå ur � ñìåùåíèå, r0 � ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà
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Èíòåãðàë (4.185) ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà äëÿ ñôåðè-

÷åñêîãî ñëó÷àÿ, î÷åâèäíî, èìååò âèä
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ãäå r00 � íà÷àëüíûé ðàäèóñ êàâåðíû.
Èç (4.185) ñëåäóåò, ÷òî
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Íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì (4.179), êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
óäàðíóþ àäèàáàòó.

òâåðæäàþùèõ ïðèíÿòóþ
ãèïîòåçó. Íåêîòîðîå îò-
êëîíåíèå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ òî÷åê îò ïðÿìîé
ëèíèè âáëèçè íà÷àëà êî-
îðäèíàò òàêæå ñëåäóåò èç
ôîðìóëû (4.183).

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî
ïåñîê âåäåò ñåáÿ êàê èäå-
àëüíî ïëàñòè÷åñêîå òåëî â
òå÷åíèå âðåìåíè ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ óäàðíîé âîëíû; â
ïîñëåäóþùåì îí íåñêîëü-
êî âîññòàíàâëèâàåò ñâîþ
ïðåæíþþ ïëîòíîñòü çà ñ÷åò
óïðóãîñòè âîçäóõà, íàõî-
äÿùåãîñÿ â åãî ïîðàõ.

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ õàðàêòåðà ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ âîëí ïðè ñôåðè÷åñêîì âçðûâå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
äàâëåíèå âçðûâíûõ ãàçîâ â êàâåðíå â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-
íè âûðàâíèâàåòñÿ. Ó÷åò íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äà
â-
ëåíèÿ â êàâåðíå, ïðîèçâåäåííûé â [34], ïðèâîäèò ê íåîáõî-
äèìîñòè äîïîëíèòü ðàññìîòðåíèå âîëíîâîãî ïðîöåññà â ãðó
í-
òå èññëåäîâàíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ãàçå ïðè ðàñøèðå
-
íèè êàâåðíû. Ýòà çàäà÷à îñëîæíåíà òåì, ÷òî èçìåíåíèå ðàç-
ìåðîâ êàâåðíû ñî âðåìåíåì íå èçâåñòíî äî ðåøåíèÿ âîïðîñà
î ðàñïðîñòðàíåíèè âçðûâíîé âîëíû â ãðóíòå. Ïîýòîìó â çà-
äà÷å î âçðûâå â ãðóíòå ñ ó÷åòîì ïåðåìåííîñòè äàâëåíèÿ ãà-
çîâ â êàâåðíå ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü èëè ãðàôîàíàëèòè-
÷åñêèé, èëè êîíå÷íîðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó
-
þùèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ õàðàêòåðè-
ñòèê ãàçà è ãðóíòà.

Èòàê, ïóñòü p0 (t) � çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â êàâåðíå.
Èç óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè ãðóíòà èìååì:

( ) ( ) ,0; 222 RR = t = cv r= vr
r rr

&

∂
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(4.184)

ãäå r � ýéëåðîâà êîîðäèíàòà ïðîñòðàíñòâà; vr � ñêîðîñòü
÷àñòèö ãðóíòà; R (t) � ðàäèóñ êàâåðíû âçðûâà. Òàê êàê r =
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Íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì (4.179), êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
óäàðíóþ àäèàáàòó.

òâåðæäàþùèõ ïðèíÿòóþ
ãèïîòåçó. Íåêîòîðîå îò-
êëîíåíèå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ òî÷åê îò ïðÿìîé
ëèíèè âáëèçè íà÷àëà êî-
îðäèíàò òàêæå ñëåäóåò èç
ôîðìóëû (4.183).

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî
ïåñîê âåäåò ñåáÿ êàê èäå-
àëüíî ïëàñòè÷åñêîå òåëî â
òå÷åíèå âðåìåíè ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ óäàðíîé âîëíû; â
ïîñëåäóþùåì îí íåñêîëü-
êî âîññòàíàâëèâàåò ñâîþ
ïðåæíþþ ïëîòíîñòü çà ñ÷åò
óïðóãîñòè âîçäóõà, íàõî-
äÿùåãîñÿ â åãî ïîðàõ.

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ õàðàêòåðà ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ âîëí ïðè ñôåðè÷åñêîì âçðûâå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
äàâëåíèå âçðûâíûõ ãàçîâ â êàâåðíå â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-
íè âûðàâíèâàåòñÿ. Ó÷åò íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äà
â-
ëåíèÿ â êàâåðíå, ïðîèçâåäåííûé â [34], ïðèâîäèò ê íåîáõî-
äèìîñòè äîïîëíèòü ðàññìîòðåíèå âîëíîâîãî ïðîöåññà â ãðó
í-
òå èññëåäîâàíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ãàçå ïðè ðàñøèðå
-
íèè êàâåðíû. Ýòà çàäà÷à îñëîæíåíà òåì, ÷òî èçìåíåíèå ðàç-
ìåðîâ êàâåðíû ñî âðåìåíåì íå èçâåñòíî äî ðåøåíèÿ âîïðîñà
î ðàñïðîñòðàíåíèè âçðûâíîé âîëíû â ãðóíòå. Ïîýòîìó â çà-
äà÷å î âçðûâå â ãðóíòå ñ ó÷åòîì ïåðåìåííîñòè äàâëåíèÿ ãà-
çîâ â êàâåðíå ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü èëè ãðàôîàíàëèòè-
÷åñêèé, èëè êîíå÷íîðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó
-
þùèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ õàðàêòåðè-
ñòèê ãàçà è ãðóíòà.

Èòàê, ïóñòü p0 (t) � çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â êàâåðíå.
Èç óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè ãðóíòà èìååì:

( ) ( ) ,0; 222 RR = t = cv r= vr
r rr
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ãäå r � ýéëåðîâà êîîðäèíàòà ïðîñòðàíñòâà; vr � ñêîðîñòü
÷àñòèö ãðóíòà; R (t) � ðàäèóñ êàâåðíû âçðûâà. Òàê êàê r =
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Ïîäñòàâèâÿ â (4.178) çíà÷åíèå p* èç (4.187), ïîëó÷èì:

     

( )

.2

2

0

00

7

0
2
024

0

0

00

4

0
2
022

000

∫

∫

ρ

ρ
∂
∂

ρ

*

*

r

r

r

r
a

a

r

rdr
RR+ 

 +
r

rdr
RR + RR� � r = p

t
r

td

rd

&

&&&

(4.192)

Ñèñòåìà (4.190) � (4.192) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé R(t),  tr * )(0 , f (r0). Îíà
ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, åñëè
çàäàíà çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò èñêîìûõ ôóíêöèé.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, çäåñü ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ
ñëó÷àåì ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ â êàâåðíå.
Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü ìåæäó äàâëåíèåì p0 è ðàäèóñîì êà-
âåðíû R(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ àäèàáàòè÷íîñòè ðàñøè-
ðåíèÿ âçðûâíûõ ãàçîâ
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ãäå γ0  � ïîêàçàòåëü ïîëèòðîïû; ρ00 � íà÷àëüíîå äàâëåíèå
âçðûâà. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ (4.193) çàìûêàåò ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ R, r *

0 , f ( r *
0 ), êîòîðóþ ìîæíî

ðåøèòü ìåòîäîì, àíàëîãè÷íûì ìåòîäó Ýéëåðà. Òàê êàê âõî-
äÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü (4.192) èíòåãðàëû òèïà Âîëüòåððà (ñ
ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ), òî îíè ìîãóò áûòü

âû÷èñëåíû â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óêàçàííîé âûøå ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñòàâèòñÿ íå ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à, à çàäà÷à
Êîøè, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë:
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Êðîìå òîãî, íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû, äâèæóùåéñÿ ñî
ñêîðîñòüþ b â ïîêîÿùèéñÿ ãðóíò, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñî-
õðàíåíèÿ ìàññû è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ:
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Èç (4.178), (4.179) è (4.189) ïîëó÷èì:
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Ïîäñòàâèâÿ â (4.178) çíà÷åíèå p* èç (4.187), ïîëó÷èì:
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Ñèñòåìà (4.190) � (4.192) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé R(t),  tr * )(0 , f (r0). Îíà
ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, åñëè
çàäàíà çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò èñêîìûõ ôóíêöèé.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, çäåñü ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ
ñëó÷àåì ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ â êàâåðíå.
Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü ìåæäó äàâëåíèåì p0 è ðàäèóñîì êà-
âåðíû R(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ àäèàáàòè÷íîñòè ðàñøè-
ðåíèÿ âçðûâíûõ ãàçîâ
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ãäå γ0  � ïîêàçàòåëü ïîëèòðîïû; ρ00 � íà÷àëüíîå äàâëåíèå
âçðûâà. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ (4.193) çàìûêàåò ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ R, r *

0 , f ( r *
0 ), êîòîðóþ ìîæíî

ðåøèòü ìåòîäîì, àíàëîãè÷íûì ìåòîäó Ýéëåðà. Òàê êàê âõî-
äÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü (4.192) èíòåãðàëû òèïà Âîëüòåððà (ñ
ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ), òî îíè ìîãóò áûòü

âû÷èñëåíû â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óêàçàííîé âûøå ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñòàâèòñÿ íå ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à, à çàäà÷à
Êîøè, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë:
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Êðîìå òîãî, íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû, äâèæóùåéñÿ ñî
ñêîðîñòüþ b â ïîêîÿùèéñÿ ãðóíò, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñî-
õðàíåíèÿ ìàññû è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ:
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Èç (4.178), (4.179) è (4.189) ïîëó÷èì:
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ñòâóþùóþ çàäà÷ó èç-çà íàðóøåíèÿ çàêîíà âîçðàñòàíèÿ ýíòðî
-
ïèè â íåîáðàòèìûõ ïðîöåññàõ (íà óäàðíîé âîëíå).

Â [37] ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñôåðè÷åñêîì âçðûâå â ñðå-
äå, óäîâëåòâîðÿþùåé ñõåìå (4.194), ó êîòîðîé àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà íàèáîëüøèõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ëèíåéíî çà-
âèñèò îò ñðåäíåãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ. Â [38]
èññëåäîâàíû ïëîñêèå äâèæåíèÿ ïåñêà, êîòîðûé ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê ñûïó÷àÿ ñðåäà. Îáñòîÿòåëüíûå äàííûå ïî äèíà-
ìèêå ãðóíòîâ ïðèâåäåíû â [39].

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðåøåí áîëüøîé êîìïëåêñ çàäà÷ î
äåôîðìèðîâàíèè ïîëóïðîñòðàíñòâà, çàíÿòîãî ïëàñòè÷åñêèì

ãàçîì, êàê ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ê åãî ïîâåðõíîñòè
äàâëåíèÿ, òàê è ïðè ïðîíèêàíèè â íåãî òâåðäîãî òåëà. Ðå-
çóëüòàòû ðàáîò ïî ýòîé òåìå çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ, ñ íèìè
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [40, 41]. Îáñòîÿòåëüíûé àíàëèç èññëå-
äîâàíèé ïî ìåõàíèêå ãðóíòîâ ïðåäñòàâëåí â [42].
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Â [34] ñîäåðæèòñÿ òàêæå ðåøåíèå óñëîæíåííîé çàäà÷è, â
êîòîðîé ïðîñòðàíñòâî, çàíÿòîå ãðóíòîì, ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå
÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ, íàõîäÿùàÿñÿ ïðè áîëüøèõ äàâëåíè-
ÿõ, ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó äåôîðìèðîâàíèÿ èäåàëüíîãî ïëàñòè
-
÷åñêîãî ãàçà, à âòîðàÿ âåäåò ñåáÿ êàê óïðóãàÿ òâåðäàÿ ñðåä
à.

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí â ãðóíòå
ðàññìîòðåíà â [35]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ãðóíòà, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàñ-
ñìîòðåííîé âûøå:

ïðè p < ps  ρ = ρ0 = const;
(4.194)

ïðè p > ps  ρ = ρ1 = const.

Èçìåíåíèå ïëîòíîñòè îò ρ0 äî ρ1, ïðîèñõîäèò ïðè ïîñòî-
ÿííîì äàâëåíèè ps.

Óêàçàííàÿ ñõåìà, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ [35], ïîçâîëÿåò îïè-
ñàòü ïðîöåññ óïàêîâêè ãðóíòà ïðè âçðûâå (â ýòîì îòíîøåíèè

ïîêàçàòåëüíû îïûòû Í. Ì. Ñûòîãî ïî ïîëó÷åíèþ øèðîêèõ è
óïëîòíåííûõ ñòâîëîâ øàõò ïóòåì âçðûâà äëèííûõ öèëèíäðè-
÷åñêèõ çàðÿäîâ, ïîìåùàåìûõ â óçêîì è äëèííîì öèëèíäðè-
÷åñêîì îòâåðñòèè). Êàê ïîêàçàíî â [36], ïðèíÿòîå àâòîðàìè
[35] óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ íå ïîçâîëÿåò ñòðîãî ðåøèòü ñîîòâåò
-
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ñòâóþùóþ çàäà÷ó èç-çà íàðóøåíèÿ çàêîíà âîçðàñòàíèÿ ýíòðî
-
ïèè â íåîáðàòèìûõ ïðîöåññàõ (íà óäàðíîé âîëíå).

Â [37] ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñôåðè÷åñêîì âçðûâå â ñðå-
äå, óäîâëåòâîðÿþùåé ñõåìå (4.194), ó êîòîðîé àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà íàèáîëüøèõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ëèíåéíî çà-
âèñèò îò ñðåäíåãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ. Â [38]
èññëåäîâàíû ïëîñêèå äâèæåíèÿ ïåñêà, êîòîðûé ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê ñûïó÷àÿ ñðåäà. Îáñòîÿòåëüíûå äàííûå ïî äèíà-
ìèêå ãðóíòîâ ïðèâåäåíû â [39].

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðåøåí áîëüøîé êîìïëåêñ çàäà÷ î
äåôîðìèðîâàíèè ïîëóïðîñòðàíñòâà, çàíÿòîãî ïëàñòè÷åñêèì

ãàçîì, êàê ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ê åãî ïîâåðõíîñòè
äàâëåíèÿ, òàê è ïðè ïðîíèêàíèè â íåãî òâåðäîãî òåëà. Ðå-
çóëüòàòû ðàáîò ïî ýòîé òåìå çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ, ñ íèìè
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [40, 41]. Îáñòîÿòåëüíûé àíàëèç èññëå-
äîâàíèé ïî ìåõàíèêå ãðóíòîâ ïðåäñòàâëåí â [42].
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Â [34] ñîäåðæèòñÿ òàêæå ðåøåíèå óñëîæíåííîé çàäà÷è, â
êîòîðîé ïðîñòðàíñòâî, çàíÿòîå ãðóíòîì, ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå
÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ, íàõîäÿùàÿñÿ ïðè áîëüøèõ äàâëåíè-
ÿõ, ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó äåôîðìèðîâàíèÿ èäåàëüíîãî ïëàñòè
-
÷åñêîãî ãàçà, à âòîðàÿ âåäåò ñåáÿ êàê óïðóãàÿ òâåðäàÿ ñðåä
à.

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí â ãðóíòå
ðàññìîòðåíà â [35]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ãðóíòà, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàñ-
ñìîòðåííîé âûøå:

ïðè p < ps  ρ = ρ0 = const;
(4.194)

ïðè p > ps  ρ = ρ1 = const.

Èçìåíåíèå ïëîòíîñòè îò ρ0 äî ρ1, ïðîèñõîäèò ïðè ïîñòî-
ÿííîì äàâëåíèè ps.

Óêàçàííàÿ ñõåìà, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ [35], ïîçâîëÿåò îïè-
ñàòü ïðîöåññ óïàêîâêè ãðóíòà ïðè âçðûâå (â ýòîì îòíîøåíèè

ïîêàçàòåëüíû îïûòû Í. Ì. Ñûòîãî ïî ïîëó÷åíèþ øèðîêèõ è
óïëîòíåííûõ ñòâîëîâ øàõò ïóòåì âçðûâà äëèííûõ öèëèíäðè-
÷åñêèõ çàðÿäîâ, ïîìåùàåìûõ â óçêîì è äëèííîì öèëèíäðè-
÷åñêîì îòâåðñòèè). Êàê ïîêàçàíî â [36], ïðèíÿòîå àâòîðàìè
[35] óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ íå ïîçâîëÿåò ñòðîãî ðåøèòü ñîîòâåò
-
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íàãðóçêàõ, ÿâíî ìåíüøèõ, ÷åì ïðåäñêàçûâàëè ðàñ÷åòû. Ìíîãî

âîïðîñîâ íàêîïèëîñü è â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà. Â ýêñïåðè-
ìåíòàõ ïðî÷íîñòü íà ñäâèã îêàçàëàñü íà òðè � ÷åòûðå, à íà
ðàçðûâ � íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå èõ òåîðåòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.


Â 1920 ã. àêàäåìèê À.Ô. Èîôôå ïðîâåë ýêñïåðèìåíòû ïî
îïðåäåëåíèþ ïðî÷íîñòè êðèñòàëëîâ êàìåííîé ñîëè. Âûÿñíè-
ëîñü, ÷òî ïðè ðàñòâîðåíèè ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ïðî÷íîñòü
êðèñòàëëîâ âîçðàñòàëà íà ïîðÿäêè è ïðèáëèæàëàñü ê åå òåî-

ðåòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ. Ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî ïðè÷èíà ìàëîé
ïðî÷íîñòè ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè (äàæå

êðèñòàëëû) ñîäåðæàò ìèêðîäåôåêòû, ïðèâîäÿùèå ê ëîêàëü-
íîé êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé, íàìíîãî ïðåâîñõîäÿùèõ íî-
ìèíàëüíûå íàïðÿæåíèÿ, à çíà÷èò, ê ðàçðóøåíèþ.

Â 1909 ã. Ã.Â. Êîëîñîâ îïóáëèêîâàë ðàáîòó ñ ðåøåíèåì
çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè óïðóãîé ïëàñòèíû ñ ýëëèïòè÷åñêèì îò-
âåðñòèåì. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ, âáëèçè òî÷åê íàè-

ìåíüøåãî ðàäèóñà êðèâèçíû ýëëèïñà îòíîøåíèå ëîêàëüíûõ
íàïðÿæåíèé ê äåéñòâóþùèì íîìèíàëüíûì ñîñòàâëÿåò

ba210 +=σσ , ãäå a, b � áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ ïîëóîñè
ýëëèïñà. Ñîîòâåòñòâåííî ýòî ïðèâîäèëî ê ïàðàäîêñàëüíîìó

ðåçóëüòàòó î áåñêîíå÷íûõ íàïðÿæåíèÿõ, âîçíèêàþùèõ ïðè
ñòðåìëåíèè ìåíüøåé èç ïîëóîñåé ê íóëþ. Ïîçäíåå, â 1913 ã.,
ðåøåíèå òîé æå çàäà÷è áûëà îïóáëèêîâàíî Ê. Èíãëèñîì.

Â ôåâðàëå 1920 ã. â òðóäàõ Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî
îáùåñòâà ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ èíæåíåðà îäíîãî èç àâèàöèîííû
õ
èññëåäîâàòåëüñêèõ öåíòðîâ À. Ãðèôôèòñà «ßâëåíèå ðàçðóøå
-
íèÿ è òå÷åíèÿ â òâåðäûõ òåëàõ» [9], êîòîðàÿ ñîäåðæàëà ïåðâîå

ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ òåëà ñ òðåù
è-
íîé. Ñîãëàñíî åãî ìîäåëè óïðóãàÿ ýíåðãèÿ, íàêîïëåííàÿ ìàò
å-
ðèàëîì âñëåäñòâèå íàãðóæåíèÿ, èç ìàëîé îêðåñòíîñòè òðåùè
-
íû, ñîèçìåðèìîé ñ åå ðàçìåðîì, òðàòèòñÿ íà ñîçäàíèå íîâîé
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè òðåùèíû ïðè åå ðîñòå. Ýíåðãèÿ ñâîáî
ä-
íîé ïîâåðõíîñòè áûëà ââåäåíà Ãðèôôèòñîì ïî àíàëîãèè ñ ýíå
ð-
ãèåé ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ â æèäêîñòè. Åå çíà÷åíèÿ Ãðè
ô-
ôèòñ À.À. îïðåäåëèë èç ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçìåðåíèþ âåëè÷èí
û
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ äëÿ ðàñïëàâëåííîãî ñòåêëà ïðè
 ðàç-
íûõ òåìïåðàòóðàõ è ïðîýêñòðàïîëèðîâàë ïîëó÷åííûå ðåçóë
üòà-
òû äëÿ òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ.

Ïðîâîäÿ îïûòû ïî îïðåäåëåíèþ ïðî÷íîñòè ñòåêëÿíûõ íè-
òåé, îí îáðàòèë âíèìàíèå íà ñèëüíóþ çàâèñèìîñòü íàïðÿæå-

Глава 5

Основы линейной механики разрушения

Ðàçðóøåíèå � î÷åíü ñëîæíûé ïðîöåññ, êîòîðûé íà ðàçíûõ ñòà
-
äèÿõ ñâîåé ýâîëþöèè ìîæåò áûòü ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ðàçíûõ
 ðàç-
äåëîâ ôèçèêè. Ìû áóäåì êàñàòüñÿ òîëüêî òîé ñòàäèè ïðîöåññ
à ðàç-
ðóøåíèÿ, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðíî íàëè÷èå ìèêðî- è ìàêðîòðå
ùèí.

Ñðåäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óïðóãàÿ ïðè íàëè÷èè â íåé íàðóø
å-
íèé ñïëîøíîñòè â âèäå ðàçðåçîâ, ìîäåëèðóþùèõ òðåùèíû.

Ïðåäìåòîì ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå çàêîíî
ìåð-
íîñòåé âîçíèêíîâåíèÿ, ðîñòà è âçàèìîäåéñòâèÿ òðåùèí. Â ðà
ìêàõ
îäíîé ãëàâû íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü âñå ìíîãîîáðàçèå ñëî
æíåéøèõ
ïðîáëåì, ñòîÿùèõ ïåðåä ýòèì ðàçäåëîì íàóêè î ïðî÷íîñòè. Ïî
ýòîìó
ìíîãèå âàæíûå ïî ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè âîïðîñû, òàêèå, 
íàïðè-
ìåð, êàê ðàçðóøåíèå â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, â êîìïîçèòíûõ ì
àòåðè-
àëàõ, â ñðåäàõ ñî ñòðóêòóðîé, ðàçðóøåíèå ñ ó÷åòîì òåìïåðàò
óðíûõ
ýôôåêòîâ, ðàçðóøåíèå â ìîäåëè íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñò
è, íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ. Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýòèõ ïðîáëåì è ñ
îîòâåò-
ñòâóþùèå ññûëêè íà ëèòåðàòóðó ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [
1�8].

Öåëü äàííîé ãëàâû � ïîïûòêà ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ìîëîäûõ
ó÷åíûõ ê èññëåäîâàíèþ î÷åíü âàæíûõ è âî ìíîãîì åùå íå ðåøå
ííûõ
âîïðîñîâ ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ. Ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà à
âòîðû
ñòàðàëèñü ïî âîçìîæíîñòè ñäåëàòü åãî ïîíÿòíûì áåç ïðèâëå
÷åíèÿ
äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðû.

§ 5.1. Введение в механику разрушения

Êàê ðàçäåë íàóêè î ïðî÷íîñòè ìåõàíèêà ðàçðóøåíèÿ âîç-
íèêëà â íà÷àëå ÕÕ âåêà. Ê ýòîìó âðåìåíè íàêîïèëèñü ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû, êîòîðûå íå îáúÿñíÿëèñü òðàäèöèîí-
íûìè ïîäõîäàìè íàóêè î ïðî÷íîñòè, îñíîâîé êîòîðûõ ÿâëÿ-
ëèñü óæå õîðîøî ðàçâèòàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè è ôèçèêà òâåð-
äîãî òåëà. Â ýòè ãîäû îáùåïðèíÿòûìè áûëè êðèòåðèè ïðî÷-
íîñòè ïî ïðåäåëüíî äîïóñòèìûì íàïðÿæåíèÿì èëè äåôîðìà-
öèÿì (ñèëîâûå è äåôîðìàöèîííûå).

Íà ïðàêòèêå èçäåëèÿ, èçãîòîâëåííûå ñ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì çàïàñîì ïðî÷íîñòè, ðàçðóøàëèñü ïðè ýêñïëóòàöèîííûõ
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íàãðóçêàõ, ÿâíî ìåíüøèõ, ÷åì ïðåäñêàçûâàëè ðàñ÷åòû. Ìíîãî

âîïðîñîâ íàêîïèëîñü è â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà. Â ýêñïåðè-
ìåíòàõ ïðî÷íîñòü íà ñäâèã îêàçàëàñü íà òðè � ÷åòûðå, à íà
ðàçðûâ � íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå èõ òåîðåòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.


Â 1920 ã. àêàäåìèê À.Ô. Èîôôå ïðîâåë ýêñïåðèìåíòû ïî
îïðåäåëåíèþ ïðî÷íîñòè êðèñòàëëîâ êàìåííîé ñîëè. Âûÿñíè-
ëîñü, ÷òî ïðè ðàñòâîðåíèè ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ïðî÷íîñòü
êðèñòàëëîâ âîçðàñòàëà íà ïîðÿäêè è ïðèáëèæàëàñü ê åå òåî-

ðåòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ. Ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî ïðè÷èíà ìàëîé
ïðî÷íîñòè ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè (äàæå

êðèñòàëëû) ñîäåðæàò ìèêðîäåôåêòû, ïðèâîäÿùèå ê ëîêàëü-
íîé êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé, íàìíîãî ïðåâîñõîäÿùèõ íî-
ìèíàëüíûå íàïðÿæåíèÿ, à çíà÷èò, ê ðàçðóøåíèþ.

Â 1909 ã. Ã.Â. Êîëîñîâ îïóáëèêîâàë ðàáîòó ñ ðåøåíèåì
çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè óïðóãîé ïëàñòèíû ñ ýëëèïòè÷åñêèì îò-
âåðñòèåì. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ, âáëèçè òî÷åê íàè-

ìåíüøåãî ðàäèóñà êðèâèçíû ýëëèïñà îòíîøåíèå ëîêàëüíûõ
íàïðÿæåíèé ê äåéñòâóþùèì íîìèíàëüíûì ñîñòàâëÿåò

ba210 +=σσ , ãäå a, b � áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ ïîëóîñè
ýëëèïñà. Ñîîòâåòñòâåííî ýòî ïðèâîäèëî ê ïàðàäîêñàëüíîìó

ðåçóëüòàòó î áåñêîíå÷íûõ íàïðÿæåíèÿõ, âîçíèêàþùèõ ïðè
ñòðåìëåíèè ìåíüøåé èç ïîëóîñåé ê íóëþ. Ïîçäíåå, â 1913 ã.,
ðåøåíèå òîé æå çàäà÷è áûëà îïóáëèêîâàíî Ê. Èíãëèñîì.

Â ôåâðàëå 1920 ã. â òðóäàõ Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî
îáùåñòâà ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ èíæåíåðà îäíîãî èç àâèàöèîííû
õ
èññëåäîâàòåëüñêèõ öåíòðîâ À. Ãðèôôèòñà «ßâëåíèå ðàçðóøå
-
íèÿ è òå÷åíèÿ â òâåðäûõ òåëàõ» [9], êîòîðàÿ ñîäåðæàëà ïåðâîå

ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ òåëà ñ òðåù
è-
íîé. Ñîãëàñíî åãî ìîäåëè óïðóãàÿ ýíåðãèÿ, íàêîïëåííàÿ ìàò
å-
ðèàëîì âñëåäñòâèå íàãðóæåíèÿ, èç ìàëîé îêðåñòíîñòè òðåùè
-
íû, ñîèçìåðèìîé ñ åå ðàçìåðîì, òðàòèòñÿ íà ñîçäàíèå íîâîé
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè òðåùèíû ïðè åå ðîñòå. Ýíåðãèÿ ñâîáî
ä-
íîé ïîâåðõíîñòè áûëà ââåäåíà Ãðèôôèòñîì ïî àíàëîãèè ñ ýíå
ð-
ãèåé ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ â æèäêîñòè. Åå çíà÷åíèÿ Ãðè
ô-
ôèòñ À.À. îïðåäåëèë èç ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçìåðåíèþ âåëè÷èí
û
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ äëÿ ðàñïëàâëåííîãî ñòåêëà ïðè
 ðàç-
íûõ òåìïåðàòóðàõ è ïðîýêñòðàïîëèðîâàë ïîëó÷åííûå ðåçóë
üòà-
òû äëÿ òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ.

Ïðîâîäÿ îïûòû ïî îïðåäåëåíèþ ïðî÷íîñòè ñòåêëÿíûõ íè-
òåé, îí îáðàòèë âíèìàíèå íà ñèëüíóþ çàâèñèìîñòü íàïðÿæå-

Глава 5

Основы линейной механики разрушения

Ðàçðóøåíèå � î÷åíü ñëîæíûé ïðîöåññ, êîòîðûé íà ðàçíûõ ñòà
-
äèÿõ ñâîåé ýâîëþöèè ìîæåò áûòü ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ðàçíûõ
 ðàç-
äåëîâ ôèçèêè. Ìû áóäåì êàñàòüñÿ òîëüêî òîé ñòàäèè ïðîöåññ
à ðàç-
ðóøåíèÿ, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðíî íàëè÷èå ìèêðî- è ìàêðîòðå
ùèí.

Ñðåäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óïðóãàÿ ïðè íàëè÷èè â íåé íàðóø
å-
íèé ñïëîøíîñòè â âèäå ðàçðåçîâ, ìîäåëèðóþùèõ òðåùèíû.

Ïðåäìåòîì ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå çàêîíî
ìåð-
íîñòåé âîçíèêíîâåíèÿ, ðîñòà è âçàèìîäåéñòâèÿ òðåùèí. Â ðà
ìêàõ
îäíîé ãëàâû íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü âñå ìíîãîîáðàçèå ñëî
æíåéøèõ
ïðîáëåì, ñòîÿùèõ ïåðåä ýòèì ðàçäåëîì íàóêè î ïðî÷íîñòè. Ïî
ýòîìó
ìíîãèå âàæíûå ïî ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè âîïðîñû, òàêèå, 
íàïðè-
ìåð, êàê ðàçðóøåíèå â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, â êîìïîçèòíûõ ì
àòåðè-
àëàõ, â ñðåäàõ ñî ñòðóêòóðîé, ðàçðóøåíèå ñ ó÷åòîì òåìïåðàò
óðíûõ
ýôôåêòîâ, ðàçðóøåíèå â ìîäåëè íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñò
è, íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ. Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýòèõ ïðîáëåì è ñ
îîòâåò-
ñòâóþùèå ññûëêè íà ëèòåðàòóðó ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [
1�8].

Öåëü äàííîé ãëàâû � ïîïûòêà ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ìîëîäûõ
ó÷åíûõ ê èññëåäîâàíèþ î÷åíü âàæíûõ è âî ìíîãîì åùå íå ðåøå
ííûõ
âîïðîñîâ ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ. Ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà à
âòîðû
ñòàðàëèñü ïî âîçìîæíîñòè ñäåëàòü åãî ïîíÿòíûì áåç ïðèâëå
÷åíèÿ
äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðû.

§ 5.1. Введение в механику разрушения

Êàê ðàçäåë íàóêè î ïðî÷íîñòè ìåõàíèêà ðàçðóøåíèÿ âîç-
íèêëà â íà÷àëå ÕÕ âåêà. Ê ýòîìó âðåìåíè íàêîïèëèñü ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû, êîòîðûå íå îáúÿñíÿëèñü òðàäèöèîí-
íûìè ïîäõîäàìè íàóêè î ïðî÷íîñòè, îñíîâîé êîòîðûõ ÿâëÿ-
ëèñü óæå õîðîøî ðàçâèòàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè è ôèçèêà òâåð-
äîãî òåëà. Â ýòè ãîäû îáùåïðèíÿòûìè áûëè êðèòåðèè ïðî÷-
íîñòè ïî ïðåäåëüíî äîïóñòèìûì íàïðÿæåíèÿì èëè äåôîðìà-
öèÿì (ñèëîâûå è äåôîðìàöèîííûå).

Íà ïðàêòèêå èçäåëèÿ, èçãîòîâëåííûå ñ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì çàïàñîì ïðî÷íîñòè, ðàçðóøàëèñü ïðè ýêñïëóòàöèîííûõ
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Êîíå÷íî, íà ïðàêòèêå âñå çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Åñëè äëÿ
ñòåêëà çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè, îïðåäå
-
ëåííîå ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ìåòîäàìè, äàåò äîñòàòî÷íî

õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Ãðèôôèòñà â
ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ, òî äëÿ ìåòàëëîâ âåëè÷èíà γ â ôîðìó-
ëå Ãðèôôèòñà äîëæíà áûòü íà òðè ïîðÿäêà áîëüøå, ÷åì óäåëü-
íàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåò-
ñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîâïàäåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè. Èìåííî ïîýòîìó òåîðèÿ Ãðèôôèòñà áûëà âîñïðè-
íÿòà ñîâðåìåííèêàìè âåñüìà ñêåïòè÷åñêè. Â ðåçóëüòàòå è
ñàì àâòîð ðàçî÷àðîâàëñÿ â íåé, ò.å. íà äëèòåëüíîå âðåìÿ îíà
áûëà ïðî÷íî çàáûòà.

Èíòåðåñ ê òåîðèè Ãðèôôèòñà âîç-
ðîäèëñÿ â 50-å ãîäû ÕÕ â. ïîñëå îïóá-
ëèêîâàíèÿ ðàáîò Äæ. Èðâèíà è
Å.Î. Îðîâàíà [10,11]. Ïî èõ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿì â êîíöå òðåùèíû ðàçâèâàåòñÿ
ïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü (ðèñ. 5.2). Ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå òðåùèíû ñîïðîâîæäà-
åòñÿ ðàáîòîé íà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèÿõ. Åñëè õàðàêòåðíûé ðàçìåð
ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè d ìàë ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ äëèíîé òðåùèíû, òî ðàçìåð-
íîñòíûé àíàëèç âïîëíå ïðèìåíèì è â äàííîì ñëó÷àå, íî â
áàëàíñíîì ñîîòíîøåíèè ýíåðãèè äîëæíà ó÷àñòâîâàòü ðàáî-
òà, çàòðà÷åííàÿ íà ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè. Åñëè ââåñòè â

ðàññìîòðåíèå ïëîòíîñòü ýòîé ðàáîòû, ò.å. ðàáîòó,ïðèõîäÿ-
ùóþñÿ íà åäèíèöó äëèíû òðåùèíû, òî óðàâíåíèå Ãðèôôèòñà
ìîæíî ñîõðàíèòü, çàìåíèâ â íåì ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîé
ýíåðãèè ïëîòíîñòüþ ðàáîòû íà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ.

Ýòó ïëîòíîñòü ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ
äâèæåíèþ òðåùèíû, ïîñêîëüêó îíà èìååò ðàçìåðíîñòü ñèëû,
ïîäåëåííîé íà äëèíó. Åñëè åå îáîçíà÷èòü ÷åðåç Gc , òî ìîäè-
ôèöèðîâàííàÿ ôîðìóëà Ãðèôôèòñà � Èðâèíà � Îðîâàíà áó-
äåò èìåòü âèä

.lEGC c=σ (5.2)

Ïî ñóòè, ôîðìóëû (5.1) è (5.2) ÿâëÿþòñÿ èäåéíîé îñíîâîé
ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ.

Ðèñ. 5.2

d

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

íèÿ ðàçðûâà îò äèàìåòðà íèòè � ÷åì ìåíüøå äèàìåòð íèòè,
òåì îíà ïðî÷íåå. Ïîñêîëüêó ïðè óìåíüøåíèè äèàìåòðà íèòè
åå ïðî÷íîñòü ðåçêî âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê òåîðåòè÷åñêî
é,
Ãðèôôèòñ îáúÿñíèë îòëè÷èå òåîðåòè÷åñêîãî è ïðàêòè÷åñêî
-
ãî çíà÷åíèé ïðî÷íîñòè íàëè÷èåì â ìàòåðèàëå íåâèäèìûõ
òðåùèí, âåëè÷èíà êîòîðûõ íàìíîãî áîëüøå ìåæìîëåêóëÿð-
íûõ ðàññòîÿíèé.

Îñíîâíàÿ çàñëóãà Ãðèôôèòñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ñâÿ-
çàë ðàçâèòèå òðåùèíû ñ ïðîöåññîì îñâîáîæäåíèÿ íàêîïëåí-
íîé ïðè íàãðóæåíèè ýíåðãèè óïðóãèõ äåôîðìàöèé. Êðîìå
òîãî, îí ðàñïðîñòðàíèë ìàòåìàòè÷åñêîå ðåøåíèå Èíãëèñà î
êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé íà ìèêðîòðåùèíû. Ýòè äâå èäåè
ïðèâåëè åãî ê ïîíèìàíèþ òîãî, ÷òî äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
òðåùèíû íåîáõîäèìî çàòðà÷èâàòü ýíåðãèþ íà îáðàçîâàíèå
íîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Ãëàâíûì èòîãîì åãî ðàáîò ÿâëÿåòñÿ
òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè ñàìîïðîèçâîëüíî
-
ãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû áåç ïîäêà÷êè ýíåðãèè èç âíå.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ÷àñòü óïðóãîé ýíåðãèè èç çàøòðèõî-
âàííîé îáëàñòè ðàçãðóçêè (ðèñ. 5.1) èäåò
íà îáðàçîâàíèå òðåùèíû, òî ìîæíî äîñ-
òàòî÷íî ïðîñòî ïîëó÷èòü îöåíêó âåëè÷è-
íû ýíåðãèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ñàìîïðî-
èçâîëüíîãî ðîñòà òðåùèíû. Ïîñêîëüêó
ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè î÷åâèäíî ðàâ-
íà P2/(2E), ýíåðãèÿ çàøòðèõîâàííîé îá-
ëàñòè áóäåò ïðèìåðíî ðàâíà P2l2/(2E).
Åñëè ðàçìåð òðåùèíû ñòàíåò ðàâíûì

,dll + èçìåíåíèå óïðóãîé ýíåðãèè ìîæíî
îïðåäåëèòü, êàê P2ldl /(E). Ýòî óìåíüøåíèå ýíåðãèè ïîéäåò
íà îáðàçîâàíèå íîâîé ïîâåðõíîñòè dlγ2 , ãäå  �γ ýíåðãèÿ åäè-
íèöû äëèíû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Åñëè ó÷èòûâàòü òîëüêî
ýòè äâà âèäà ýíåðãèè, óðàâíåíèå áàëàíñà ïîçâîëÿåò îöåíèòü
íàïðÿæåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñòðàãèâàíèÿ òðåùèíû, ò.å.
ôîðìóëó Ãðèôôèòñà:

,lECP γ= (5.1)

ãäå Ñ � áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Ðèñ. 5.1
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Êîíå÷íî, íà ïðàêòèêå âñå çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Åñëè äëÿ
ñòåêëà çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè, îïðåäå
-
ëåííîå ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ìåòîäàìè, äàåò äîñòàòî÷íî

õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Ãðèôôèòñà â
ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ, òî äëÿ ìåòàëëîâ âåëè÷èíà γ â ôîðìó-
ëå Ãðèôôèòñà äîëæíà áûòü íà òðè ïîðÿäêà áîëüøå, ÷åì óäåëü-
íàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåò-
ñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîâïàäåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè. Èìåííî ïîýòîìó òåîðèÿ Ãðèôôèòñà áûëà âîñïðè-
íÿòà ñîâðåìåííèêàìè âåñüìà ñêåïòè÷åñêè. Â ðåçóëüòàòå è
ñàì àâòîð ðàçî÷àðîâàëñÿ â íåé, ò.å. íà äëèòåëüíîå âðåìÿ îíà
áûëà ïðî÷íî çàáûòà.

Èíòåðåñ ê òåîðèè Ãðèôôèòñà âîç-
ðîäèëñÿ â 50-å ãîäû ÕÕ â. ïîñëå îïóá-
ëèêîâàíèÿ ðàáîò Äæ. Èðâèíà è
Å.Î. Îðîâàíà [10,11]. Ïî èõ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿì â êîíöå òðåùèíû ðàçâèâàåòñÿ
ïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü (ðèñ. 5.2). Ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå òðåùèíû ñîïðîâîæäà-
åòñÿ ðàáîòîé íà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèÿõ. Åñëè õàðàêòåðíûé ðàçìåð
ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè d ìàë ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ äëèíîé òðåùèíû, òî ðàçìåð-
íîñòíûé àíàëèç âïîëíå ïðèìåíèì è â äàííîì ñëó÷àå, íî â
áàëàíñíîì ñîîòíîøåíèè ýíåðãèè äîëæíà ó÷àñòâîâàòü ðàáî-
òà, çàòðà÷åííàÿ íà ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè. Åñëè ââåñòè â

ðàññìîòðåíèå ïëîòíîñòü ýòîé ðàáîòû, ò.å. ðàáîòó,ïðèõîäÿ-
ùóþñÿ íà åäèíèöó äëèíû òðåùèíû, òî óðàâíåíèå Ãðèôôèòñà
ìîæíî ñîõðàíèòü, çàìåíèâ â íåì ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîé
ýíåðãèè ïëîòíîñòüþ ðàáîòû íà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ.

Ýòó ïëîòíîñòü ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ
äâèæåíèþ òðåùèíû, ïîñêîëüêó îíà èìååò ðàçìåðíîñòü ñèëû,
ïîäåëåííîé íà äëèíó. Åñëè åå îáîçíà÷èòü ÷åðåç Gc , òî ìîäè-
ôèöèðîâàííàÿ ôîðìóëà Ãðèôôèòñà � Èðâèíà � Îðîâàíà áó-
äåò èìåòü âèä

.lEGC c=σ (5.2)

Ïî ñóòè, ôîðìóëû (5.1) è (5.2) ÿâëÿþòñÿ èäåéíîé îñíîâîé
ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ.

Ðèñ. 5.2

d

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

íèÿ ðàçðûâà îò äèàìåòðà íèòè � ÷åì ìåíüøå äèàìåòð íèòè,
òåì îíà ïðî÷íåå. Ïîñêîëüêó ïðè óìåíüøåíèè äèàìåòðà íèòè
åå ïðî÷íîñòü ðåçêî âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê òåîðåòè÷åñêî
é,
Ãðèôôèòñ îáúÿñíèë îòëè÷èå òåîðåòè÷åñêîãî è ïðàêòè÷åñêî
-
ãî çíà÷åíèé ïðî÷íîñòè íàëè÷èåì â ìàòåðèàëå íåâèäèìûõ
òðåùèí, âåëè÷èíà êîòîðûõ íàìíîãî áîëüøå ìåæìîëåêóëÿð-
íûõ ðàññòîÿíèé.

Îñíîâíàÿ çàñëóãà Ãðèôôèòñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ñâÿ-
çàë ðàçâèòèå òðåùèíû ñ ïðîöåññîì îñâîáîæäåíèÿ íàêîïëåí-
íîé ïðè íàãðóæåíèè ýíåðãèè óïðóãèõ äåôîðìàöèé. Êðîìå
òîãî, îí ðàñïðîñòðàíèë ìàòåìàòè÷åñêîå ðåøåíèå Èíãëèñà î
êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé íà ìèêðîòðåùèíû. Ýòè äâå èäåè
ïðèâåëè åãî ê ïîíèìàíèþ òîãî, ÷òî äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
òðåùèíû íåîáõîäèìî çàòðà÷èâàòü ýíåðãèþ íà îáðàçîâàíèå
íîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Ãëàâíûì èòîãîì åãî ðàáîò ÿâëÿåòñÿ
òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè ñàìîïðîèçâîëüíî
-
ãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû áåç ïîäêà÷êè ýíåðãèè èç âíå.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ÷àñòü óïðóãîé ýíåðãèè èç çàøòðèõî-
âàííîé îáëàñòè ðàçãðóçêè (ðèñ. 5.1) èäåò
íà îáðàçîâàíèå òðåùèíû, òî ìîæíî äîñ-
òàòî÷íî ïðîñòî ïîëó÷èòü îöåíêó âåëè÷è-
íû ýíåðãèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ñàìîïðî-
èçâîëüíîãî ðîñòà òðåùèíû. Ïîñêîëüêó
ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè î÷åâèäíî ðàâ-
íà P2/(2E), ýíåðãèÿ çàøòðèõîâàííîé îá-
ëàñòè áóäåò ïðèìåðíî ðàâíà P2l2/(2E).
Åñëè ðàçìåð òðåùèíû ñòàíåò ðàâíûì

,dll + èçìåíåíèå óïðóãîé ýíåðãèè ìîæíî
îïðåäåëèòü, êàê P2ldl /(E). Ýòî óìåíüøåíèå ýíåðãèè ïîéäåò
íà îáðàçîâàíèå íîâîé ïîâåðõíîñòè dlγ2 , ãäå  �γ ýíåðãèÿ åäè-
íèöû äëèíû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Åñëè ó÷èòûâàòü òîëüêî
ýòè äâà âèäà ýíåðãèè, óðàâíåíèå áàëàíñà ïîçâîëÿåò îöåíèòü
íàïðÿæåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñòðàãèâàíèÿ òðåùèíû, ò.å.
ôîðìóëó Ãðèôôèòñà:

,lECP γ= (5.1)

ãäå Ñ � áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Ðèñ. 5.1
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                     a)            á)            â)

Ðèñ. 5.3

Ê ïåðâîìó òèïó áóäåì îòíîñèòü ðàçðóøåíèå, âîçíèêàþ-
ùåå ïðè ðàñòÿæåíèè ñèëàìè P, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïëîñêî-
ñòè òðåùèíû y = 0 (ðèñ. 5.3, à), êî âòîðîìó � ðàçðóøåíèå
ñäâèãîâûìè íàïðÿæåíèÿìè â ïëîñêîñòè xy (ðèñ. 5.3, á), ê
òðåòüåìó � ðàçðóøåíèå ñäâèãîâûìè íàïðÿæåíèÿìè â ïëîñêî-
ñòè xz (ðèñ. 5.3, â). Òðåòèé òèï íàãðóæåíèÿ íàçûâàåòñÿ àíòè-
ïëîñêîé äåôîðìàöèåé. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ âñå òðè òèïà
íàãðóçîê ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü îäíîâðåìåííî.

§ 5.2. Основные уравнения

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé òåîðèè óïðóãîñòè â îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë [36]:

ijij u&&ρ=σ , ,

ijijkkij µε+δλε=σ 2 , (5.3)

ijjiij uu ,, +=ε2 .

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: çàïÿòàÿ ñ
ïîñëåäóþùèì èíäåêñîì îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êîîäèíàòå � jj xff ∂∂=, ; −σ ij  êîìïîíåíòû íà-

ïðÿæåíèé; −ρ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; −iu&&  ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ
(òî÷êè îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè); ,)1( 2ν−ν=λ E

−ν+=µ ))1(2(E óïðóãèå ïîñòîÿííûå ( −µ  ìîäóëü ñäâèãà);

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

Âî âòîðîé ïîëîâèíå ÕÕ â. áëàãîäàðÿ òðóäó ìíîãèõ ó÷å-
íûõ ìåõàíèêà ðàçðóøåíèÿ âñå áîëüøå èç ÷èñòî òåîðåòè÷åñ-
êîãî ðàçäåëà íàóêè î ïðî÷íîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â åå ïðàêòè-
÷åñêóþ âåòâü. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëèñü ãîäû ñàìîîòâåðæåí-
íîé ðàáîòû ìíîãèõ íàó÷íûõ øêîë. Òðóäíî ïåðå÷èñëèòü òû-
ñÿ÷è ðàáîò, â êîòîðûõ ïåðåîñìûñëèâàëàñü ôèçèêà ïðîöåññîâ

ðàçðóøåíèÿ, ïîýòîìó â äîïîëíåíèå ê óæå íàçâàííûì ñäåëà-
åì ññûëêè íà ìîíîãðàôèè [12�18], â êîòîðûõ ìîæíî íàéòè
áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç èñòîðèè âîïðîñà.

Óñïåõè ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè [19�23] è ìåõàíè-
êè â ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè
äëÿ îáëàñòåé ñ ðàçðåçàìè ïîçâîëèëè îòâåòèòü íà ÷àñòü âîï-
ðîñîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü ïëàñòè-

÷åñêèõ äåôîðìàöèé ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé òðåùèíû.
Ñëåäóåò âûäåëèòü ðàáîòû [ 24�31 ], â êîòîðûõ áûëè âïåðâûå
ðåøåíû äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è î äâèæåíèè òðåùèí. Ñïîñîáû
îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè â êîíåö òðåùèíû îáñóæäàëèñü ñ

ðàçëè÷íûõ ïîçèöèé è áûëè ïðåäëîæåíû â [13, 32�34]. Ñòàöè-
îíàðíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â [35]. Íóæíî îòìåòèòü
òàêæå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ, â êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû
ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ [36�40], ñîâåðøåííî íîâûì ìàòåìàòè-
÷åñêèì ìåòîäàì îïèñàíèÿ ðàçðóøåíèÿ ïîñâÿùåíà ðàáîòà [41].

Íà÷íåì ýêñêóðñ â ìåõàíèêó òðåùèí ñ çàäà÷, óæå ñòàâ-
øèõ êëàññè÷åñêèìè, � ñî ñòàòèêè ïðÿìîëèíåéíûõ òðåùèí.
Â íèõ ñàìûìè âàæíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòèêè ÿâëÿþòñÿ
îòâåòû íà äâà âîïðîñà:

1) äâèíåòñÿ èëè íå äâèíåòñÿ òðåùèíà ïðè çàäàííîì óðîâ-
íå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé;

2) áóäåò ëè îíà íåóñòîé÷èâà, ò.å. ðàç äâèíóâøèñü òðåùè-
íà áóäåò ñòðåìèòåëüíî ðàçâèâàòüñÿ âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ
âñåé êîíñòðóêöèè.

Â ðàìêàõ ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ óäàåòñÿ ïîëó-
÷èòü ÷àñòü îòâåòîâ íà ýòè âîïðîñû.

Ðàññìîòðèì ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãî-
ñòè äëÿ ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè, ìîäåëèðóþùèìè òðåùèíû.
Äëÿ íà÷àëà ïðîâåäåì îáùåïðèíÿòóþ êëàññèôèêàöèþ âîçìîæ-
íûõ ïðîñòåéøèõ òèïîâ ðàçðóøåíèÿ (ðèñ. 5.3). Íà ðèñóíêå

−σσ yzxy ,  ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé.



457456 § 5.2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

                     a)            á)            â)

Ðèñ. 5.3

Ê ïåðâîìó òèïó áóäåì îòíîñèòü ðàçðóøåíèå, âîçíèêàþ-
ùåå ïðè ðàñòÿæåíèè ñèëàìè P, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïëîñêî-
ñòè òðåùèíû y = 0 (ðèñ. 5.3, à), êî âòîðîìó � ðàçðóøåíèå
ñäâèãîâûìè íàïðÿæåíèÿìè â ïëîñêîñòè xy (ðèñ. 5.3, á), ê
òðåòüåìó � ðàçðóøåíèå ñäâèãîâûìè íàïðÿæåíèÿìè â ïëîñêî-
ñòè xz (ðèñ. 5.3, â). Òðåòèé òèï íàãðóæåíèÿ íàçûâàåòñÿ àíòè-
ïëîñêîé äåôîðìàöèåé. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ âñå òðè òèïà
íàãðóçîê ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü îäíîâðåìåííî.

§ 5.2. Основные уравнения

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé òåîðèè óïðóãîñòè â îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë [36]:

ijij u&&ρ=σ , ,

ijijkkij µε+δλε=σ 2 , (5.3)

ijjiij uu ,, +=ε2 .

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: çàïÿòàÿ ñ
ïîñëåäóþùèì èíäåêñîì îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êîîäèíàòå � jj xff ∂∂=, ; −σ ij  êîìïîíåíòû íà-

ïðÿæåíèé; −ρ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; −iu&&  ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ
(òî÷êè îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè); ,)1( 2ν−ν=λ E

−ν+=µ ))1(2(E óïðóãèå ïîñòîÿííûå ( −µ  ìîäóëü ñäâèãà);

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

Âî âòîðîé ïîëîâèíå ÕÕ â. áëàãîäàðÿ òðóäó ìíîãèõ ó÷å-
íûõ ìåõàíèêà ðàçðóøåíèÿ âñå áîëüøå èç ÷èñòî òåîðåòè÷åñ-
êîãî ðàçäåëà íàóêè î ïðî÷íîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â åå ïðàêòè-
÷åñêóþ âåòâü. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëèñü ãîäû ñàìîîòâåðæåí-
íîé ðàáîòû ìíîãèõ íàó÷íûõ øêîë. Òðóäíî ïåðå÷èñëèòü òû-
ñÿ÷è ðàáîò, â êîòîðûõ ïåðåîñìûñëèâàëàñü ôèçèêà ïðîöåññîâ

ðàçðóøåíèÿ, ïîýòîìó â äîïîëíåíèå ê óæå íàçâàííûì ñäåëà-
åì ññûëêè íà ìîíîãðàôèè [12�18], â êîòîðûõ ìîæíî íàéòè
áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç èñòîðèè âîïðîñà.

Óñïåõè ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè [19�23] è ìåõàíè-
êè â ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè
äëÿ îáëàñòåé ñ ðàçðåçàìè ïîçâîëèëè îòâåòèòü íà ÷àñòü âîï-
ðîñîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü ïëàñòè-

÷åñêèõ äåôîðìàöèé ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé òðåùèíû.
Ñëåäóåò âûäåëèòü ðàáîòû [ 24�31 ], â êîòîðûõ áûëè âïåðâûå
ðåøåíû äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è î äâèæåíèè òðåùèí. Ñïîñîáû
îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè â êîíåö òðåùèíû îáñóæäàëèñü ñ

ðàçëè÷íûõ ïîçèöèé è áûëè ïðåäëîæåíû â [13, 32�34]. Ñòàöè-
îíàðíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â [35]. Íóæíî îòìåòèòü
òàêæå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ, â êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû
ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ [36�40], ñîâåðøåííî íîâûì ìàòåìàòè-
÷åñêèì ìåòîäàì îïèñàíèÿ ðàçðóøåíèÿ ïîñâÿùåíà ðàáîòà [41].

Íà÷íåì ýêñêóðñ â ìåõàíèêó òðåùèí ñ çàäà÷, óæå ñòàâ-
øèõ êëàññè÷åñêèìè, � ñî ñòàòèêè ïðÿìîëèíåéíûõ òðåùèí.
Â íèõ ñàìûìè âàæíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòèêè ÿâëÿþòñÿ
îòâåòû íà äâà âîïðîñà:

1) äâèíåòñÿ èëè íå äâèíåòñÿ òðåùèíà ïðè çàäàííîì óðîâ-
íå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé;

2) áóäåò ëè îíà íåóñòîé÷èâà, ò.å. ðàç äâèíóâøèñü òðåùè-
íà áóäåò ñòðåìèòåëüíî ðàçâèâàòüñÿ âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ
âñåé êîíñòðóêöèè.

Â ðàìêàõ ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ óäàåòñÿ ïîëó-
÷èòü ÷àñòü îòâåòîâ íà ýòè âîïðîñû.

Ðàññìîòðèì ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãî-
ñòè äëÿ ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè, ìîäåëèðóþùèìè òðåùèíû.
Äëÿ íà÷àëà ïðîâåäåì îáùåïðèíÿòóþ êëàññèôèêàöèþ âîçìîæ-
íûõ ïðîñòåéøèõ òèïîâ ðàçðóøåíèÿ (ðèñ. 5.3). Íà ðèñóíêå

−σσ yzxy ,  ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé.
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Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû çàìåíÿòñÿ íà ñëåäó-
þùèå:
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(5.9)

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîðû (5.9) ê óðàâíåíèþ (5.7), ïîëó÷èì
áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå â íîâûõ ïåðåìåííûõ:
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò îáùåå ðåøåíèå:
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 Åñëè ñ÷èòàòü ôóíêöèþ íàïðÿæåíèé äåéñòâèòåëüíîé, òî ñ
ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé åå
íóæíî èñêàòü â âèäå
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Òîãäà èç (5.8) � (5.10) ñëåäóåò:
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 Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîñëå êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ
âî âòîðîì óðàâíåíèè ïîçâîëÿþò íàéòè âñå êîìïîíåíòû òåí-

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

E � ìîäóëü Þíãà; −ν êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; −ε ij  êîìïî-
íåíòû äåôîðìàöèé.

Â ïëîñêèõ çàäà÷àõ ñòàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè áîëåå
óäîáíûìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ â íàïðÿæåíèÿõ. Êîìïîíåíòû
òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ýòîì ñëó÷àå , ñîãëàñíî (5.3), óäîâëåò-
âîðÿþò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ:
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yxyxxx (5.4)

 Êðîìå òîãî, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå ñîâìåñò-
íîñòè äåôîðìàöèé:

.,,, xxyyyyxxxyxy ε+ε=ε2 (5.5)

Óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé (5.5) ñ ó÷åòîì çà-
êîíà Ãóêà

),( zzyyxxxxxx EE
σ+σ+σν−σν+=ε 1

),( zzyyxxyyyy EE
σ+σ+σν−σν+=ε 1

(5.6)
),( zzyyxxzzzz EE

σ+σ+σν−σν+=ε 1

0
1 =ε=εσν+=ε yzxzxyxy E

,

è óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (5.4) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

,)( 0=σ+σ∆ yyxx (5.7)

ãäå −∆ îïåðàòîð Ëàïëàñà. Åñëè ââåñòè ôóíêöèþ íàïðÿæåíèé

,,, ,,, xyxyxxyyyyxx U U U −=σ=σ=σ (5.8)

òî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (5.4) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, à
èç (5.7) ñëåäóåò áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèè íàïðÿæåíèé .0=∆∆U

Ïðîèçâåäåì â ïîëó÷åííîì áèãàðìîíè÷åñêîì óðàâíåíèè
çàìåíó ïåðåìåííûõ:
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Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû çàìåíÿòñÿ íà ñëåäó-
þùèå:
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(5.9)

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîðû (5.9) ê óðàâíåíèþ (5.7), ïîëó÷èì
áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå â íîâûõ ïåðåìåííûõ:
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò îáùåå ðåøåíèå:
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 Åñëè ñ÷èòàòü ôóíêöèþ íàïðÿæåíèé äåéñòâèòåëüíîé, òî ñ
ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé åå
íóæíî èñêàòü â âèäå
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Òîãäà èç (5.8) � (5.10) ñëåäóåò:
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 Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîñëå êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ
âî âòîðîì óðàâíåíèè ïîçâîëÿþò íàéòè âñå êîìïîíåíòû òåí-

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

E � ìîäóëü Þíãà; −ν êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; −ε ij  êîìïî-
íåíòû äåôîðìàöèé.

Â ïëîñêèõ çàäà÷àõ ñòàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè áîëåå
óäîáíûìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ â íàïðÿæåíèÿõ. Êîìïîíåíòû
òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ýòîì ñëó÷àå , ñîãëàñíî (5.3), óäîâëåò-
âîðÿþò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ:
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yxyxxx (5.4)

 Êðîìå òîãî, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå ñîâìåñò-
íîñòè äåôîðìàöèé:

.,,, xxyyyyxxxyxy ε+ε=ε2 (5.5)

Óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé (5.5) ñ ó÷åòîì çà-
êîíà Ãóêà

),( zzyyxxxxxx EE
σ+σ+σν−σν+=ε 1

),( zzyyxxyyyy EE
σ+σ+σν−σν+=ε 1

(5.6)
),( zzyyxxzzzz EE

σ+σ+σν−σν+=ε 1

0
1 =ε=εσν+=ε yzxzxyxy E

,

è óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (5.4) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

,)( 0=σ+σ∆ yyxx (5.7)

ãäå −∆ îïåðàòîð Ëàïëàñà. Åñëè ââåñòè ôóíêöèþ íàïðÿæåíèé

,,, ,,, xyxyxxyyyyxx U U U −=σ=σ=σ (5.8)

òî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (5.4) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, à
èç (5.7) ñëåäóåò áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèè íàïðÿæåíèé .0=∆∆U

Ïðîèçâåäåì â ïîëó÷åííîì áèãàðìîíè÷åñêîì óðàâíåíèè
çàìåíó ïåðåìåííûõ:
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Òîãäà ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (5.13) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
èìåþò âèä:
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(5.14)
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 Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåùåíèé â ïîñëåä-
íåå óðàâíåíèå (5.13) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ 0)()( =′+′ xgyf ,
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ,)( bkyyf +=  ckxxg +−=)( . Ýòè
âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿþò ïåðåíîñ è ïîâîðîò òåëà êàê æåñòêîãî

öåëîãî, ïîýòîìó ôóíêöèè )(),( xgyf ìîæíî ïîëîæèòü ðàâ-
íûìè íóëþ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ (5.14) ïîçâîëÿþò
íàéòè êîìáèíàöèþ yx u+ iu :

 .))(Im)()(Re()(
y

U
i

x

U
zizui+u

E
yx ∂

∂−
∂
∂−ϕ+ϕν−=

ν+
14

1

Ïîñêîëüêó

),()()( z zzz 
z

U

y

U
i

x

U ψ ′+ϕ ′+ϕ=
∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

2

îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé èìååò âèä
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(5.15)

Ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè â ñëó÷àå ïëîñêîíàïðÿ-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå êîìïëåê-
ñíîãî ïåðåìåùåíèÿ:

   ).()()()( zzzzu+ iu
E

yx ψ ′−ϕ ′−ϕ
ν+
ν−=

ν+ 1
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1
(5.16)

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå ôóíêöèè íàïðÿæåíèÿ ñâî-
äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ äâóõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé )(),( z z ψϕ
ïî çàäàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì. Íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (5.11), (5.15), (5.16) ïî ôîðìóëàì Êî-
ëîñîâà � Ìóñõåëèøâèëè [19]:

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

çîðà íàïðÿæåíèé. Îíè ïîëó÷åíû Ã.Â. Êîëîñîâûì (1914) è
íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Êîëîñîâà�Ìóñõåëèøâèëè [19]:
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Òåïåðü îïðåäåëèì êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì Ãóêà (5.6) äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ:
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(5.12)

.xyxy
E σ=ε

ν+1

Ïîäñòàâèì â (5.12) âûðàæåíèÿ íàïðÿæåíèé ÷åðåç ôóíê-
öèþ Ýðè è êîìïîíåíò äåôîðìàöèé ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì:
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Òîãäà ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (5.13) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
èìåþò âèä:
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(5.14)
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 Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåùåíèé â ïîñëåä-
íåå óðàâíåíèå (5.13) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ 0)()( =′+′ xgyf ,
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ,)( bkyyf +=  ckxxg +−=)( . Ýòè
âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿþò ïåðåíîñ è ïîâîðîò òåëà êàê æåñòêîãî

öåëîãî, ïîýòîìó ôóíêöèè )(),( xgyf ìîæíî ïîëîæèòü ðàâ-
íûìè íóëþ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ (5.14) ïîçâîëÿþò
íàéòè êîìáèíàöèþ yx u+ iu :
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îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé èìååò âèä
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(5.15)

Ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè â ñëó÷àå ïëîñêîíàïðÿ-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå êîìïëåê-
ñíîãî ïåðåìåùåíèÿ:
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yx ψ ′−ϕ ′−ϕ
ν+
ν−=

ν+ 1
3

1
(5.16)

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå ôóíêöèè íàïðÿæåíèÿ ñâî-
äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ äâóõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé )(),( z z ψϕ
ïî çàäàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì. Íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (5.11), (5.15), (5.16) ïî ôîðìóëàì Êî-
ëîñîâà � Ìóñõåëèøâèëè [19]:

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

çîðà íàïðÿæåíèé. Îíè ïîëó÷åíû Ã.Â. Êîëîñîâûì (1914) è
íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Êîëîñîâà�Ìóñõåëèøâèëè [19]:
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Òåïåðü îïðåäåëèì êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì Ãóêà (5.6) äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ:
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.xyxy
E σ=ε

ν+1

Ïîäñòàâèì â (5.12) âûðàæåíèÿ íàïðÿæåíèé ÷åðåç ôóíê-
öèþ Ýðè è êîìïîíåíò äåôîðìàöèé ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì:
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Ó÷èòûâàÿ (5.9) è óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà, îïðåäåëèì:
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  ∫ ++=ψ+ϕ ′+ϕ
B

A

cdsspispitttt yx ,))()(()()()( (5.19)

ãäå c � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ïðåä-

ñòàâëåííóþ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ f (t):

∫ −π
=

B

A
zt

tdtf

i
zF

  

 

)(
)(

2
1 ,

ãäå AB � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ äóãà ïëîñêîñòè z, à ôóíêöèÿ f (t)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà, ò.å. äëÿ ëþáûõ òî÷åê t1, t2

äóãè AB 102121 ≤γ<−≤− γ  ttAtftf ,|||)()(| . Òîãäà
ôóíêöèÿ F (z) áóäåò êóñî÷íî-ãîëîìîðôíîé â ïëîñêîñòè z [20],
à åå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ïîäõîäå ê äóãå AB çàäàþòñÿ
ôîðìóëàìè Ñîõîöêîãî:

,
)(

)()( ∫ −π
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A
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i
tftF
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1
2
1

(5.20)

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîø
è.

§ 5.3. Прямолинейная трещина в условиях
антиплоской деформации

Ðàññìîòðèì òðåùèíó òðåòüåãî òèïà (ñì. ðèñ. 5.3) â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî îíà ïðÿìîëèíåéíà è èìååò äëèíó 2l. Ñîãëàñíî
ðèñ. 5.3, â, àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèåé íàçûâàåòñÿ òàêîå ñî-
ñòîÿíèå ñðåäû, ïðè êîòîðîì åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé îò íóëÿ
êîìïîíåíòîé âåêòîðà ïåðåìåùåíèé áóäåò åãî ñîñòàâëÿþùàÿ

ïî îñè x3, çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò (x,y). Íàçîâåì ýòó ñîñòàâ-
ëÿþùóþ u(x,y). Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðÿæåíèé áóäóò
:

,,
y

u

x

u

∂
∂µ=σ=σ

∂
∂µ=σ=σ 32233113

ïðè÷åì ïåðåìåùåíèå u(x,y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàï-
ëàñà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé .0=∆u

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß
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(5.17)

ãäå −µ ìîäóëü ñäâèãà; ν−= 43k  ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè
è )1()3( ν+ν−=k  â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íà ãðàíèöå
óïðóãîé ñðåäû ìîãóò áûòü çàäàíû èëè âåêòîð íàïðÿæåíèé,
èëè âåêòîð ïåðåìåùåíèé, èëè êîìáèíàöèÿ íàïðÿæåíèé è ïå-
ðåìåùåíèé.

Ðàññìîòðèì êîíòóð ÀÂ â óïðóãîé ñðåäå. Âåêòîð íà-
ïðÿæåíèé íà ïëîùàäêå ñ íîðìàëüþ += xexnn ),(cos

yeyn ),(cos+  ê êîíòóðó áóäåò èìåòü ñîñòàâëÿþùèå:

,)),(cos),(cos(

)),(cos),(cos(

yyyxy

xxyxx

eynxn

eynxn
n

σ+σ+

+σ+σ=σ

ãäå −yx ee , âåêòîðû áàçèñà.

Ïóñòü s � äëèíà äóãè êîíòóðà. Ïîñêîëüêó ,),(cos dsdyxn =
dsdxyn −=),(cos , ñ èñïîëüçîâàíèåì (5.8) íàéäåì:
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Ýòè âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êîìïëåêñíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå äëÿ âåêòîðà íàïðÿæåíèé:
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(5.18)

Åñëè íà êîíòóðå çàäàí âåêòîð íàïðÿæåíèé + s= p xn )(σ
,)( sp+ i y  òî èç (5.18) äëÿ òî÷êè z = t êîíòóðà èìååì:
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  ∫ ++=ψ+ϕ ′+ϕ
B

A

cdsspispitttt yx ,))()(()()()( (5.19)

ãäå c � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ïðåä-

ñòàâëåííóþ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ f (t):

∫ −π
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A
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ãäå AB � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ äóãà ïëîñêîñòè z, à ôóíêöèÿ f (t)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà, ò.å. äëÿ ëþáûõ òî÷åê t1, t2

äóãè AB 102121 ≤γ<−≤− γ  ttAtftf ,|||)()(| . Òîãäà
ôóíêöèÿ F (z) áóäåò êóñî÷íî-ãîëîìîðôíîé â ïëîñêîñòè z [20],
à åå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ïîäõîäå ê äóãå AB çàäàþòñÿ
ôîðìóëàìè Ñîõîöêîãî:
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(5.20)

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîø
è.

§ 5.3. Прямолинейная трещина в условиях
антиплоской деформации

Ðàññìîòðèì òðåùèíó òðåòüåãî òèïà (ñì. ðèñ. 5.3) â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî îíà ïðÿìîëèíåéíà è èìååò äëèíó 2l. Ñîãëàñíî
ðèñ. 5.3, â, àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèåé íàçûâàåòñÿ òàêîå ñî-
ñòîÿíèå ñðåäû, ïðè êîòîðîì åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé îò íóëÿ
êîìïîíåíòîé âåêòîðà ïåðåìåùåíèé áóäåò åãî ñîñòàâëÿþùàÿ

ïî îñè x3, çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò (x,y). Íàçîâåì ýòó ñîñòàâ-
ëÿþùóþ u(x,y). Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðÿæåíèé áóäóò
:
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y

u

x

u

∂
∂µ=σ=σ

∂
∂µ=σ=σ 32233113

ïðè÷åì ïåðåìåùåíèå u(x,y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàï-
ëàñà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé .0=∆u

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß
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(5.17)

ãäå −µ ìîäóëü ñäâèãà; ν−= 43k  ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè
è )1()3( ν+ν−=k  â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íà ãðàíèöå
óïðóãîé ñðåäû ìîãóò áûòü çàäàíû èëè âåêòîð íàïðÿæåíèé,
èëè âåêòîð ïåðåìåùåíèé, èëè êîìáèíàöèÿ íàïðÿæåíèé è ïå-
ðåìåùåíèé.

Ðàññìîòðèì êîíòóð ÀÂ â óïðóãîé ñðåäå. Âåêòîð íà-
ïðÿæåíèé íà ïëîùàäêå ñ íîðìàëüþ += xexnn ),(cos

yeyn ),(cos+  ê êîíòóðó áóäåò èìåòü ñîñòàâëÿþùèå:

,)),(cos),(cos(

)),(cos),(cos(

yyyxy

xxyxx

eynxn

eynxn
n

σ+σ+

+σ+σ=σ

ãäå −yx ee , âåêòîðû áàçèñà.

Ïóñòü s � äëèíà äóãè êîíòóðà. Ïîñêîëüêó ,),(cos dsdyxn =
dsdxyn −=),(cos , ñ èñïîëüçîâàíèåì (5.8) íàéäåì:
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Ýòè âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êîìïëåêñíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå äëÿ âåêòîðà íàïðÿæåíèé:
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(5.18)

Åñëè íà êîíòóðå çàäàí âåêòîð íàïðÿæåíèé + s= p xn )(σ
,)( sp+ i y  òî èç (5.18) äëÿ òî÷êè z = t êîíòóðà èìååì:
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[19, 22]. Â çàäà÷å (5.23) ìîæíî äëÿ áîëüøåé îáùíîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíóþ ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó íà áå-
ðåãàõ òðåùèíû )(0 xτ . Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå, íåîãðàíè÷åí-
íîå íà êîíöàõ òðåùèíû, òîãäà â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçèðóþùåé
ôóíêöèè íåîáõîäèìî âçÿòü .))(()( lzlzzR +−=

Åñëè èñêàòü ôóíêöèþ )()()( z zRzF Φ= , òî äëÿ íåå â ñèëó
(5.23) ïîëó÷àåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè:
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Ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è, ñîãëàñíî (5.20), äëÿ ôóíêöèè
F(z) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Êîøè, à ôóíêöèÿ Ô(z) èìååò ñëåäóþ-
ùåå âûðàæåíèå:
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(5.24)

Åñëè ñ÷èòàòü íàïðÿæåíèå 0τ  ïîñòîÿííûì, ðåøåíèå áóäåò
èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

       .)()( 220

22
 zlz
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−
=′=Φ (5.25)

Ñóììèðóÿ ñ êîìïëåêñíûì ðåøåíèåì (5.22), ãäå =′ )(zW

µτ−= 0i , ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è î òðåùèíå ñî ñâîáîäíû-
ìè ãðàíèöàìè:
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zW  (5.26)

Îïðåäåëèì èç ðåøåíèÿ (5.26) íàïðÿæåíèå â òî÷êå ρ+z = l ,
1,0 <<ρ>ρ l :

ρµ
τ
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ρρ+

ρ+
µ
τ

=
−+µ

τ
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2)2())((
)0,( 000 l

l

l

lxlx

x
xW .

Íàïðÿæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0, == ylx  áóäåò èìåòü
ïðè ýòîì àñèìïòîòèêó

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ v(x,y), ñîïðÿæåííóþ ñ
ôóíêöèåé u. Òîãäà ôóíêöèÿ ),(),()( yxviyxuzW +=  êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé iyxz += áóäåò àíàëèòè÷åñêîé. Ñî-
ãëàñíî óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà,

).( zWi ′µ=σ−σ 2313 (5.21)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Â áåñêîíå÷íîé
ñðåäå èìååòñÿ òðåùèíà ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè. Íà áåñêî-
íå÷íîñòè äåéñòâóåò íàïðÿæåíèå . ,0 01323 =στ=σ

Îñü x íàïðàâëåíà âäîëü òðåùèíû ðàçìåðîì 2l, îñü y
ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè òðåùèíû. Òîãäà äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè W(z) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

.Im,,

;Re,,;)(,

00

000

=′<=

=>=τ−→′µ∞→

W lx y

W lx  yizW z

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå êàê ñóììó ðåøåíèé äâóõ çàäà÷.
Â ïåðâîé çàäà÷å áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ïëîñêîñòü áåç òðåùèíû
íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè. Â ýòîì ñëó-
÷àå ðåøåíèå î÷åâèäíî äàåòñÿ ôîðìóëàìè

.,, 0τ=σ=σ
µ

τ
= 2313

0 0   yu (5.22)

Âî âòîðîé çàäà÷å íàïðÿæåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóåò
ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ, à íà áåðåãàõ òðåùèíû îíî äîëæíî áûòü

ðàâíûì 0τ− . Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò òàêèìè:

.,;,|,;,, 0 0000 23 →∞→=>=τ−=σ<=  u z ulx  y lx y

Ïîñêîëüêó äëÿ ôóíêöèè 
2313 σ−σ=′µ+= izWiv uzW )()( ,

à òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî èç óñëîâèÿ 0)0,( =xu  ñëåäóåò óñëîâèå
,0=  xu ∂∂  äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè )()( zWz ′=Φ  ïîëó÷àåòñÿ

ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè:
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 (5.23)

Êàê âèäèì, íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê çàäà÷å Ðèìàíà�Ãèëü-
áåðòà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ ïîëóïëîñêîñòè
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[19, 22]. Â çàäà÷å (5.23) ìîæíî äëÿ áîëüøåé îáùíîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíóþ ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó íà áå-
ðåãàõ òðåùèíû )(0 xτ . Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå, íåîãðàíè÷åí-
íîå íà êîíöàõ òðåùèíû, òîãäà â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçèðóþùåé
ôóíêöèè íåîáõîäèìî âçÿòü .))(()( lzlzzR +−=

Åñëè èñêàòü ôóíêöèþ )()()( z zRzF Φ= , òî äëÿ íåå â ñèëó
(5.23) ïîëó÷àåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè:

.)(Re,

,,)(Re,,

0

00 220

=>

=−
µ

τ
=<= ++

xF lx

 yxlxF lx y

Ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è, ñîãëàñíî (5.20), äëÿ ôóíêöèè
F(z) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Êîøè, à ôóíêöèÿ Ô(z) èìååò ñëåäóþ-
ùåå âûðàæåíèå:

  .
)(1

))((

1
)(

22
0  

zx

dxxlx

ilzlz
z

l

l












−
−τ

µπ+−
=Φ ∫

−

(5.24)

Åñëè ñ÷èòàòü íàïðÿæåíèå 0τ  ïîñòîÿííûì, ðåøåíèå áóäåò
èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

       .)()( 220

22
 zlz

lz

i
zWz 


 −−

µ
τ

−
=′=Φ (5.25)

Ñóììèðóÿ ñ êîìïëåêñíûì ðåøåíèåì (5.22), ãäå =′ )(zW

µτ−= 0i , ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è î òðåùèíå ñî ñâîáîäíû-
ìè ãðàíèöàìè:

.)(,)( 0220

22 µ
τ

−−=
µ
τ

−

−=′ lziz W
lz

iz
zW  (5.26)

Îïðåäåëèì èç ðåøåíèÿ (5.26) íàïðÿæåíèå â òî÷êå ρ+z = l ,
1,0 <<ρ>ρ l :

ρµ
τ

≈
ρρ+

ρ+
µ
τ

=
−+µ

τ
=′

2)2())((
)0,( 000 l

l

l

lxlx

x
xW .

Íàïðÿæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0, == ylx  áóäåò èìåòü
ïðè ýòîì àñèìïòîòèêó

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ v(x,y), ñîïðÿæåííóþ ñ
ôóíêöèåé u. Òîãäà ôóíêöèÿ ),(),()( yxviyxuzW +=  êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé iyxz += áóäåò àíàëèòè÷åñêîé. Ñî-
ãëàñíî óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà,

).( zWi ′µ=σ−σ 2313 (5.21)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Â áåñêîíå÷íîé
ñðåäå èìååòñÿ òðåùèíà ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè. Íà áåñêî-
íå÷íîñòè äåéñòâóåò íàïðÿæåíèå . ,0 01323 =στ=σ

Îñü x íàïðàâëåíà âäîëü òðåùèíû ðàçìåðîì 2l, îñü y
ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè òðåùèíû. Òîãäà äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè W(z) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

.Im,,

;Re,,;)(,

00

000

=′<=

=>=τ−→′µ∞→

W lx y

W lx  yizW z

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå êàê ñóììó ðåøåíèé äâóõ çàäà÷.
Â ïåðâîé çàäà÷å áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ïëîñêîñòü áåç òðåùèíû
íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè. Â ýòîì ñëó-
÷àå ðåøåíèå î÷åâèäíî äàåòñÿ ôîðìóëàìè

.,, 0τ=σ=σ
µ

τ
= 2313

0 0   yu (5.22)

Âî âòîðîé çàäà÷å íàïðÿæåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóåò
ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ, à íà áåðåãàõ òðåùèíû îíî äîëæíî áûòü

ðàâíûì 0τ− . Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò òàêèìè:

.,;,|,;,, 0 0000 23 →∞→=>=τ−=σ<=  u z ulx  y lx y

Ïîñêîëüêó äëÿ ôóíêöèè 
2313 σ−σ=′µ+= izWiv uzW )()( ,

à òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî èç óñëîâèÿ 0)0,( =xu  ñëåäóåò óñëîâèå
,0=  xu ∂∂  äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè )()( zWz ′=Φ  ïîëó÷àåòñÿ

ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè:

.)()(,

,)(Re,,

,/)(Im,, 0

2

00

0

−≈Φ∞→

=Φ>=

µτ−=Φ<=

zOz z

x lx y

x lx y

 (5.23)

Êàê âèäèì, íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê çàäà÷å Ðèìàíà�Ãèëü-
áåðòà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ ïîëóïëîñêîñòè
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λ=µ 42 /
III

K  èëè lπγµ=τ /20 . (5.29)

Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ, ðàáîòà ïî ñîçäà-
íèþ òðåùèíû îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè âåëè÷èíîé èç (5.27).
Â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ êîýôôèöè-
åíòîì èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Åñëè îí ìàë, ðàâåíñòâî
(5.29) íå âûïîëíÿåòñÿ è òðåùèíà ñòàáèëüíà. Åñëè îí äîñòè-
ãàåò íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû, òðåùèíà íà÷èíàåò
ðàñòè. Òàêîé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ íàçûâàþò ñèëîâûì. Ñàì
õàðàêòåð âû÷èñëåíèé ïîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñèëîâîã
î
è ýíåðãåòè÷åñêîãî êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ, ïîñêîëüêó â êâà-
çèñòàòèêå ýíåðãèÿ è êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåí
èé
ñâÿçàíû îäíîçíà÷íîé çàâèñèìîñòüþ.

Ïîëó÷åííûå ïðåäåëüíûå ðàâåíñòâà (5.29) ïîçâîëÿþò,
â ïðèíöèïå, îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûå îñíîâíûå âîïðîñû
äëÿ òðåùèíû â óñëîâèÿõ àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè: âî-ïåð-
âûõ, î âîçìîæíîñòè åå ðîñòà ïðè äàííûõ âíåøíèõ íàãðóç-
êàõ; âî-âòîðûõ, î ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðåùèíû ïðè
ïîñòîÿííîé âíåøíåé íàãðóçêå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñ
ðîñòîì äëèíû òðåùèíû êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðèëîæåííûõ
íàïðÿæåíèé óáûâàåò, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì
âíåøíåì íàïðÿæåíèè òàêàÿ òðåùèíà áóäåò íåóñòîé÷èâîé.

§ 5.4. Трещина нормального отрыва

 Èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà òðåùèíû â óñëîâèÿõ àíòè-
ïëîñêîé äåôîðìàöèè ñëåäóåò, ÷òî íàõîæäåíèå ïîòîêà ýíåð-
ãèè, èäóùåé íà åå îáðàçîâàíèå, èãðàåò âàæíóþ ðîëü, òàê êàê
èìåííî ýòîé ýíåðãèåé îïðåäåëÿåòñÿ êðèòåðèé ñòðàãèâàíèÿ
 è
äâèæåíèÿ òðåùèíû.

Ïðè ýíåðãåòè÷åñêîì ïîäõîäå çà îñíîâó áåðåòñÿ êðèòå-
ðèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó íà ñîçäàíèå íîâîé ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè äîëæíà çàòðà÷èâàòüñÿ ýôôåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñò-

íàÿ ýíåðãèÿ, îïðåäåëåííàÿ äëÿ çàäàííîãî ìàòåðèàëà. Â [13]
ïðåäëîæåíî âû÷èñëÿòü ïîòîê ýíåðãèè â êðàé òðåùèíû ÷åðåç
èíâàðèàíòíûé Ã-èíòåãðàë:
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ãäå .l= K   
III

πτ 0

Äîïóñòèì, ÷òî òðåùèíà óâåëè÷èëàñü è ñòàëà èìåòü ïîëó-
äëèíó ll ∆+ , òîãäà â òî÷êå ñ ïðåæíèìè êîîðäèíàòàìè

0, =ρ+= ylx  ïîÿâèòñÿ ïåðåìåùåíèå

.
220 ρ−∆
πµ

=ρ−∆
µ

τ
≈ l

K
l

l
u III

Ã. Èðâèí [10] ïðåäëîæèë âû÷èñëÿòü ðàáîòó, èäóùóþ íà
ðàçðóøåíèå, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïðèíèìàåòñÿ
,
÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îäèí áåðåã òðåùèíû, óìåíüøàåòñÿ îò
ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äî íóëÿ, ñîçäàâàÿ ïðè ýòîì
ïåðåìåùåíèå, êîòîðîå óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ äî ñâîåãî ìàê-

ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ñîãëàñíî (5.27) , â òî÷êå ñ ëîêàëüíîé
êîîðäèíàòîé ρ  íà äëèíå ρd  ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû

,
2

ρ
πρ

= d
K

dF III

ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå ïåðåìåùåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ïî
ôîðìóëå

.
2 ρ−∆
πµ

= l
K

u III

Òîãäà ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ñèëû íà ó÷àñòêå ρd  ðàâíà
.udF 2  Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîäñ÷èòàòü âñþ çàòðà÷åííóþ ðàáî-

òó, íàäî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ïåðå-
ìåííîé ρ  îò 0 äî l∆ , ò.å.

∫
∆

∆π
µπ

=ρ
ρ

ρ−∆
πµ

=
l

IIIIII
l

K
d

lK
A

0

22

222
. (5.28)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ó òðåùèíû äâà êðàÿ è äâà áåðåãà, òî âñÿ
ïîòðà÷åííàÿ ðàáîòà áóäåò ðàâíà ÷åòûðåì ïîäñ÷èòàííûì âå-
ëè÷èíàì (5.28). Ýòà ðàáîòà äîëæíà áûòü ðàâíîé ïîâåðõíîñò-
íîé ýíåðãèè, óìíîæåííîé íà âíîâü ñîçäàííóþ ïîâåðõíîñòü,
ò.å. .4 l∆γ  Îòñþäà ïîëó÷èì êðèòåðèé Ãðèôôèòñà â âèäå
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K  èëè lπγµ=τ /20 . (5.29)

Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ, ðàáîòà ïî ñîçäà-
íèþ òðåùèíû îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè âåëè÷èíîé èç (5.27).
Â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ êîýôôèöè-
åíòîì èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Åñëè îí ìàë, ðàâåíñòâî
(5.29) íå âûïîëíÿåòñÿ è òðåùèíà ñòàáèëüíà. Åñëè îí äîñòè-
ãàåò íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû, òðåùèíà íà÷èíàåò
ðàñòè. Òàêîé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ íàçûâàþò ñèëîâûì. Ñàì
õàðàêòåð âû÷èñëåíèé ïîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñèëîâîã
î
è ýíåðãåòè÷åñêîãî êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ, ïîñêîëüêó â êâà-
çèñòàòèêå ýíåðãèÿ è êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåí
èé
ñâÿçàíû îäíîçíà÷íîé çàâèñèìîñòüþ.

Ïîëó÷åííûå ïðåäåëüíûå ðàâåíñòâà (5.29) ïîçâîëÿþò,
â ïðèíöèïå, îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûå îñíîâíûå âîïðîñû
äëÿ òðåùèíû â óñëîâèÿõ àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè: âî-ïåð-
âûõ, î âîçìîæíîñòè åå ðîñòà ïðè äàííûõ âíåøíèõ íàãðóç-
êàõ; âî-âòîðûõ, î ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðåùèíû ïðè
ïîñòîÿííîé âíåøíåé íàãðóçêå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñ
ðîñòîì äëèíû òðåùèíû êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðèëîæåííûõ
íàïðÿæåíèé óáûâàåò, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì
âíåøíåì íàïðÿæåíèè òàêàÿ òðåùèíà áóäåò íåóñòîé÷èâîé.

§ 5.4. Трещина нормального отрыва

 Èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà òðåùèíû â óñëîâèÿõ àíòè-
ïëîñêîé äåôîðìàöèè ñëåäóåò, ÷òî íàõîæäåíèå ïîòîêà ýíåð-
ãèè, èäóùåé íà åå îáðàçîâàíèå, èãðàåò âàæíóþ ðîëü, òàê êàê
èìåííî ýòîé ýíåðãèåé îïðåäåëÿåòñÿ êðèòåðèé ñòðàãèâàíèÿ
 è
äâèæåíèÿ òðåùèíû.

Ïðè ýíåðãåòè÷åñêîì ïîäõîäå çà îñíîâó áåðåòñÿ êðèòå-
ðèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó íà ñîçäàíèå íîâîé ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè äîëæíà çàòðà÷èâàòüñÿ ýôôåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñò-

íàÿ ýíåðãèÿ, îïðåäåëåííàÿ äëÿ çàäàííîãî ìàòåðèàëà. Â [13]
ïðåäëîæåíî âû÷èñëÿòü ïîòîê ýíåðãèè â êðàé òðåùèíû ÷åðåç
èíâàðèàíòíûé Ã-èíòåãðàë:
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πτ 0

Äîïóñòèì, ÷òî òðåùèíà óâåëè÷èëàñü è ñòàëà èìåòü ïîëó-
äëèíó ll ∆+ , òîãäà â òî÷êå ñ ïðåæíèìè êîîðäèíàòàìè

0, =ρ+= ylx  ïîÿâèòñÿ ïåðåìåùåíèå

.
220 ρ−∆
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l
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Ã. Èðâèí [10] ïðåäëîæèë âû÷èñëÿòü ðàáîòó, èäóùóþ íà
ðàçðóøåíèå, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïðèíèìàåòñÿ
,
÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îäèí áåðåã òðåùèíû, óìåíüøàåòñÿ îò
ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äî íóëÿ, ñîçäàâàÿ ïðè ýòîì
ïåðåìåùåíèå, êîòîðîå óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ äî ñâîåãî ìàê-

ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ñîãëàñíî (5.27) , â òî÷êå ñ ëîêàëüíîé
êîîðäèíàòîé ρ  íà äëèíå ρd  ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû

,
2

ρ
πρ

= d
K

dF III

ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå ïåðåìåùåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ïî
ôîðìóëå

.
2 ρ−∆
πµ

= l
K
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Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ó òðåùèíû äâà êðàÿ è äâà áåðåãà, òî âñÿ
ïîòðà÷åííàÿ ðàáîòà áóäåò ðàâíà ÷åòûðåì ïîäñ÷èòàííûì âå-
ëè÷èíàì (5.28). Ýòà ðàáîòà äîëæíà áûòü ðàâíîé ïîâåðõíîñò-
íîé ýíåðãèè, óìíîæåííîé íà âíîâü ñîçäàííóþ ïîâåðõíîñòü,
ò.å. .4 l∆γ  Îòñþäà ïîëó÷èì êðèòåðèé Ãðèôôèòñà â âèäå
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íû, âî âòîðîé çàäà÷å íà áåñêîíå÷íîñòè ïåðåìåùåíèÿ è íà-
ïðÿæåíèÿ ðàâíû íóëþ, çàòî íà áåðåãà òðåùèíû äåéñòâóåò
âåêòîð íàïðÿæåíèé 0=σ=σ xyyy  �P ,0 . Ïðè ñëîæåíèè äâóõ
ýòèõ ðåøåíèé áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ çàäà÷è (5.32).

Ïîñêîëüêó â çàäà÷å åñòü ñêâîçíîå (ïðè y = 0 è âñåõ x)
óñëîâèå ,))()((Im 0=ψ ′+ϕ ′′=σ xxxxy  òî îíî áóäåò âûïîë-
íåíî òîæäåñòâåííî, åñëè ïðèíÿòü, êàê ïðåäëîæåíî â [43], ÷òî

     ).()()(),()( zTzTzz zTz 
2
1

2
1

2
1 +′−=ψ=ϕ (5.33)

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ),()()( zTiyzzz ′′−=ψ ′+ϕ ′′
à çíà÷èò, ïðè .)(Re 00 ≡′′−=σ= zTy y xy  Ñ èñïîëüçîâàíèåì
âûðàæåíèé (5.33) ôîðìóëû Êîëîñîâà � Ìóñõåëèøâèëè (5.17)
ïðèîáðåòàþò âèä:
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Ïðè ýòîì ïåðåìåùåíèÿ áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì

.)(Re)(Im

;)(Im)(Re




 ′−+
µ

=




 ′−−
µ

=

zTyzT
k

u

zTyzT
k

u

y

x

2
1

2
1

2
1

2
1

(5.35)

Ñ ó÷åòîì (5.34), (5.35) êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè T(z) áóäåò ñëåäóþùåé:
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Ïðîáëåìà ñâåëàñü, êàê è â çàäà÷å äëÿ òðåùèíû ñ àíòè-
ïëîñêîé äåôîðìàöèåé, ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ðèìàíà � Ãèëüáåð-
òà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè [22]. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ââå-
äåì ôóíêöèþ

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

Çäåñü −σ n  âåêòîð íàïðÿæåíèé; W � óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ñðå-
äû. Íà ðèñ. 5.4 ïîêàçàí êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïîäñ÷åòà
ïîòîêà ýíåðãèè íà îáðàçîâàíèå òðåùèíû. Íà êîíòóðå èíòåã-
ðèðîâàíèÿ . n n  y x

yx θ−=θ−=θε=θε=     cos,sin,sin,cos

Ðèñ. 5.4

 Ïðåäëàãàþòñÿ ðàçíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ýòîé âàæíåé-
øåé õàðàêòåðèñòèêè ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ [32 � 34]. Â ëè-
íåéíîì ñëó÷àå óäîáåí ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Ë.È. Ñëåïÿíîì
[42]. Îí ïîêàçàë, ÷òî â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ ïîòîê ýíåðãèè â
âåðøèíó òðåùèíû ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

)]()([lim * xux
dx

d
x −σ=Γ −+→0 , (5.31)

ãäå çíàê )]()([ * xgxf  îçíà÷àåò ñâåðòêó ôóíêöèé.
 Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåùèíó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â íà-

ïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, âûçâàííîì äåéñòâóþùèìè íà áåñêî-
íå÷íîñòè ðàñòÿãèâàþùèìè íàïðÿæåíèÿìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

íà áåñêîíå÷íîñòè âåêòîð íàïðÿæåíèé íàïðàâëåí ïî îñè Oy
îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè òðåùèíû, ., lx y <= 0  Òàêàÿ òðå-
ùèíà íàçûâàåòñÿ òðåùèíîé íîðìàëüíîãî îòðûâà. Ïðè ýòîì
èìååì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
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Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à î òðåùèíå îòðûâà (5.32), êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóì-
ìû ðåøåíèé äâóõ çàäà÷. Â ïåðâîé çàäà÷å ïëîñêîñòü ðàñòÿãè-
âàåòñÿ íàïðÿæåíèåì 0=σ=σ xyyy  P ,0  â îòñóòñòâèè òðåùè-

n

Vo

sε
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íû, âî âòîðîé çàäà÷å íà áåñêîíå÷íîñòè ïåðåìåùåíèÿ è íà-
ïðÿæåíèÿ ðàâíû íóëþ, çàòî íà áåðåãà òðåùèíû äåéñòâóåò
âåêòîð íàïðÿæåíèé 0=σ=σ xyyy  �P ,0 . Ïðè ñëîæåíèè äâóõ
ýòèõ ðåøåíèé áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ çàäà÷è (5.32).

Ïîñêîëüêó â çàäà÷å åñòü ñêâîçíîå (ïðè y = 0 è âñåõ x)
óñëîâèå ,))()((Im 0=ψ ′+ϕ ′′=σ xxxxy  òî îíî áóäåò âûïîë-
íåíî òîæäåñòâåííî, åñëè ïðèíÿòü, êàê ïðåäëîæåíî â [43], ÷òî
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à çíà÷èò, ïðè .)(Re 00 ≡′′−=σ= zTy y xy  Ñ èñïîëüçîâàíèåì
âûðàæåíèé (5.33) ôîðìóëû Êîëîñîâà � Ìóñõåëèøâèëè (5.17)
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Ïðè ýòîì ïåðåìåùåíèÿ áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì
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Ñ ó÷åòîì (5.34), (5.35) êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ
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Ïðîáëåìà ñâåëàñü, êàê è â çàäà÷å äëÿ òðåùèíû ñ àíòè-
ïëîñêîé äåôîðìàöèåé, ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ðèìàíà � Ãèëüáåð-
òà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè [22]. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ââå-
äåì ôóíêöèþ
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Çäåñü −σ n  âåêòîð íàïðÿæåíèé; W � óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ñðå-
äû. Íà ðèñ. 5.4 ïîêàçàí êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïîäñ÷åòà
ïîòîêà ýíåðãèè íà îáðàçîâàíèå òðåùèíû. Íà êîíòóðå èíòåã-
ðèðîâàíèÿ . n n  y x
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Ðèñ. 5.4
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øåé õàðàêòåðèñòèêè ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ [32 � 34]. Â ëè-
íåéíîì ñëó÷àå óäîáåí ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Ë.È. Ñëåïÿíîì
[42]. Îí ïîêàçàë, ÷òî â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ ïîòîê ýíåðãèè â
âåðøèíó òðåùèíû ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

)]()([lim * xux
dx

d
x −σ=Γ −+→0 , (5.31)

ãäå çíàê )]()([ * xgxf  îçíà÷àåò ñâåðòêó ôóíêöèé.
 Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåùèíó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â íà-

ïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, âûçâàííîì äåéñòâóþùèìè íà áåñêî-
íå÷íîñòè ðàñòÿãèâàþùèìè íàïðÿæåíèÿìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

íà áåñêîíå÷íîñòè âåêòîð íàïðÿæåíèé íàïðàâëåí ïî îñè Oy
îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè òðåùèíû, ., lx y <= 0  Òàêàÿ òðå-
ùèíà íàçûâàåòñÿ òðåùèíîé íîðìàëüíîãî îòðûâà. Ïðè ýòîì
èìååì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
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Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à î òðåùèíå îòðûâà (5.32), êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóì-
ìû ðåøåíèé äâóõ çàäà÷. Â ïåðâîé çàäà÷å ïëîñêîñòü ðàñòÿãè-
âàåòñÿ íàïðÿæåíèåì 0=σ=σ xyyy  P ,0  â îòñóòñòâèè òðåùè-
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è àñèìïòîòèêó ïåðåìåùåíèé äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè
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Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè â êðàé
òðåùèíû ôîðìóëîé (5.31). Ñîãëàñíî (5.40) è (5.41)
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Åñëè ïîäñòàâèòü äàííûå çíà÷åíèÿ â (5.31), ïîëó÷èì
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Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ, è äëÿ òðåùèíû íîð-
ìàëüíîãî îòðûâà ïîòîê ýíåðãèè, èäóùåé íà îáðàçîâàíèå òðå-

ùèíû, ñâÿçàí ñ êîýôôèöèåíòîì èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé:
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(5.42)
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).())(()( zTlzlzizQ ′+−−= (5.37)

Åå ââåäåíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî:
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Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè T(z) â îê-
ðåñòíîñòè ïðàâîãî êðàÿ òðåùèíû ,2)(,)( llz elz i ≈+ρ=− θ

.,)( l xlxz ppρ−≈−  Òîãäà àñèìïòîòèêà ôóíêöèé T(z),
)(),( zTzT ′′′  â êîíöå òðåùèíû áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
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(5.39)

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé (5.34) è ïåðåìåùå-
íèé (5.35) , ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó íàïðÿæåíèé
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Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè â êðàé
òðåùèíû ôîðìóëîé (5.31). Ñîãëàñíî (5.40) è (5.41)
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).())(()( zTlzlzizQ ′+−−= (5.37)
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Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé (5.34) è ïåðåìåùå-
íèé (5.35) , ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó íàïðÿæåíèé
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2) áóäåò ëè ýòî äâèæåíèå ìàëûì, ò.å. óñòîé÷èâûì, èëè
òðåùèíà íà÷íåò ñïîíòàííî ðàñòè âïëîòü äî âîçìîæíîãî ðàç-
ðóøåíèÿ òåëà â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà îêàæåòñÿ ñòàòè÷åñêè
íåóñòîé÷èâîé?

§ 5.5 Асимптотическое поведение решения для трещин
 трех типов. Учет геометрии тела. Критерий
 разрушения при произвольном нагружении

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî äëÿ òðåùèíû
íîðìàëüíîãî ðàçðûâà, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå òðåùèíû

ïðè ñäâèãå. Íèæå ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðå-
ùèí âñåõ òðåõ òèïîâ îêðåñòíîñòè â òî÷êè z = l, )( θρ=− i elz .

1. Òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà:
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§ 5.5. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß...

Â ñëó÷àå ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ âûðàæåíèå
äëÿ ïåðåìåùåíèÿ èçìåíèòñÿ:

)),2(cos)1(2)(2(sin 2 θ−ν+θµ=  Ku Iy

ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíèòñÿ âûðàæåíèå è äëÿ ðàáîò
û:
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(5.43)

Ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè, ñîãëàñíî (5.39), êîýôôèöè-
åíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé

.0 lPK I π= (5.44)
Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ðàñêëèíèâàþùåé ñîñðåäîòî÷åííîé
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Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ òðåùèíà ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ åå ñòðàãèâàíèÿ ñ ìåñòà, ò.å. óñëîâèÿ
ðàçðóøåíèÿ?

Åñëè îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè, òî

ñëåäóåò ïðèíÿòü òåçèñ, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñ ðîñòîì äëèí
û
òðåùèíû åå êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé âîçðàñ
òà-
åò, ïðè óñëîâèè, ÷òî âíåøíÿÿ íàãðóçêà íå ìåíÿåòñÿ, òðåùèíó
ìîæíî ñ÷èòàòü íåóñòîé÷èâîé. Íàîáîðîò, åñëè êîýôôèöèåíò èí-
òåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû òðåùèíû ñíèæ
à-
åòñÿ ïðè ñîõðàíåíèè âåëè÷èíû âíåøíåé íàãðóçêè, òðåùèíó ìî
æ-
íî ñ÷èòàòü óñòîé÷èâîé. Â ñèëó äåéñòâèÿ ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿ-
æåíèÿ, ïðèëîæåííîãî íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. (5.44)), òðåùèíà
íåóñòîé÷èâà, òîãäà êàê ïîä äåéñòâèåì ðàñêëèíèâàþùåé ñèëû
,
ïðèëîæåííîé ê åå áåðåãàì (ñì. (5.45)), îíà áóäåò óñòîé÷èâîé.
Ïîýòîìó êðèòåðèé ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðåùèíû ìîæí
î
çàïèñàòü è äëÿ êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé:

.0, 1101 <∂∂≥ lK KK (5.46)

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûå ñòàòè÷åñ-
êèå çàäà÷è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ïîçâîëÿþò îòâåòèòü íà ñëå
-
äóþùèå âîïðîñû:

1) ïðè êàêèõ âíåøíèõ íàãðóçêàõ òðåùèíà çàäàííîé äëè-
íû íà÷íåò äâèãàòüñÿ?

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß
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2) áóäåò ëè ýòî äâèæåíèå ìàëûì, ò.å. óñòîé÷èâûì, èëè
òðåùèíà íà÷íåò ñïîíòàííî ðàñòè âïëîòü äî âîçìîæíîãî ðàç-
ðóøåíèÿ òåëà â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà îêàæåòñÿ ñòàòè÷åñêè
íåóñòîé÷èâîé?

§ 5.5 Асимптотическое поведение решения для трещин
 трех типов. Учет геометрии тела. Критерий
 разрушения при произвольном нагружении

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî äëÿ òðåùèíû
íîðìàëüíîãî ðàçðûâà, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå òðåùèíû

ïðè ñäâèãå. Íèæå ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðå-
ùèí âñåõ òðåõ òèïîâ îêðåñòíîñòè â òî÷êè z = l, )( θρ=− i elz .
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§ 5.5. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß...

Â ñëó÷àå ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ âûðàæåíèå
äëÿ ïåðåìåùåíèÿ èçìåíèòñÿ:

)),2(cos)1(2)(2(sin 2 θ−ν+θµ=  Ku Iy
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Ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè, ñîãëàñíî (5.39), êîýôôèöè-
åíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé
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Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ òðåùèíà ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ åå ñòðàãèâàíèÿ ñ ìåñòà, ò.å. óñëîâèÿ
ðàçðóøåíèÿ?

Åñëè îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè, òî

ñëåäóåò ïðèíÿòü òåçèñ, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñ ðîñòîì äëèí
û
òðåùèíû åå êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé âîçðàñ
òà-
åò, ïðè óñëîâèè, ÷òî âíåøíÿÿ íàãðóçêà íå ìåíÿåòñÿ, òðåùèíó
ìîæíî ñ÷èòàòü íåóñòîé÷èâîé. Íàîáîðîò, åñëè êîýôôèöèåíò èí-
òåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû òðåùèíû ñíèæ
à-
åòñÿ ïðè ñîõðàíåíèè âåëè÷èíû âíåøíåé íàãðóçêè, òðåùèíó ìî
æ-
íî ñ÷èòàòü óñòîé÷èâîé. Â ñèëó äåéñòâèÿ ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿ-
æåíèÿ, ïðèëîæåííîãî íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. (5.44)), òðåùèíà
íåóñòîé÷èâà, òîãäà êàê ïîä äåéñòâèåì ðàñêëèíèâàþùåé ñèëû
,
ïðèëîæåííîé ê åå áåðåãàì (ñì. (5.45)), îíà áóäåò óñòîé÷èâîé.
Ïîýòîìó êðèòåðèé ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðåùèíû ìîæí
î
çàïèñàòü è äëÿ êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé:

.0, 1101 <∂∂≥ lK KK (5.46)

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûå ñòàòè÷åñ-
êèå çàäà÷è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ïîçâîëÿþò îòâåòèòü íà ñëå
-
äóþùèå âîïðîñû:

1) ïðè êàêèõ âíåøíèõ íàãðóçêàõ òðåùèíà çàäàííîé äëè-
íû íà÷íåò äâèãàòüñÿ?
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Çäåñü ñèñòåìà êîîðäèíàò îðèåíòèðîâàíà òàêèì îáðàçîì,
÷òî ïëîñêîñòü òðåùèíû íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè xz, à îñü y

îðòîãîíàëüíà ýòîé ïëîñêîñòè. Óãîë θ  îòñ÷èòûâàåòñÿ îò îñè
Ox , êîòîðàÿ íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê êðèâîé êðàÿ òðåùèíû
â ïëîñêîñòè xz ( ðèñ 5.5). Êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íà-
ïðÿæåíèé â (5.50) è (5.51) çàâèñÿò îò ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê,
äëèíû è ôîðìû òðåùèíû è ãåîìåòðèè òåëà; ôóíêöèè )()( , αα φiijf ,
íàîáîðîò, çàâèñÿò òîëüêî îò óãëà θ .

Åñëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ êîýôôè-
öèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé IIIcIIcIc KKK ,,  èçâåñò-
íû, òî â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå
íàãðóæåíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé òèïà

.0),,,,,( =IIIcIIcIcIIIIII KKKKKKF (5.52)

Ôóíêöèÿ F â (5.52) ïðåäëàãàåòñÿ èç òåîðèè èëè îïðåäåëÿ-
åòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷è ñ ïîõîæåé
ãåîìåòðèåé, íî ðàçíûìè õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå î÷åíü óäîáíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà, íàçûâàåìàÿ
Ê-òàðèðîâêîé. Êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðè ýòîì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îñíîâíîãî êî
-
ýôôèöèåíòà, õàðàêòåðíîãî äëÿ äàííîãî òèïà ðàçðóøåíèÿ, è
áåçðàçìåðíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ çàâèñèò îò áåçðàçìåðíûõ
õàðàêòåðèñòèê ãåîìåòðèè çàäà÷è:
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Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè

k = 3 � 4v; σzz = v(σxx + σyy),

äëÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ

k = (3 � v)/(1 + v); σzz = 0.
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Âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé,
âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ (5.47)�(5.49) áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:
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ãîâîå íàïðÿæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ òðåùèíû ïîïåðå÷íî
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ãî ñäâèãà; −τ0  ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ
òðåùèíû ïðîäîëüíîãî ñäâèãà ( àíòèïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ).

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíîé òðåùèíû àñèìïòîòè-
êà íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé, êàê ïîêàçàíî â [13], áóäåò
èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
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Çäåñü ñèñòåìà êîîðäèíàò îðèåíòèðîâàíà òàêèì îáðàçîì,
÷òî ïëîñêîñòü òðåùèíû íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè xz, à îñü y

îðòîãîíàëüíà ýòîé ïëîñêîñòè. Óãîë θ  îòñ÷èòûâàåòñÿ îò îñè
Ox , êîòîðàÿ íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê êðèâîé êðàÿ òðåùèíû
â ïëîñêîñòè xz ( ðèñ 5.5). Êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íà-
ïðÿæåíèé â (5.50) è (5.51) çàâèñÿò îò ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê,
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íàîáîðîò, çàâèñÿò òîëüêî îò óãëà θ .
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.0),,,,,( =IIIcIIcIcIIIIII KKKKKKF (5.52)
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Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ïðîåêòèðîâùèêà ïî ðàñ÷åòó äîïó-
ñòèìûõ äëèí òðåùèíû ñèëüíî óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó, èñ-
ïîëüçóÿ èçâåñòíóþ èç ýêñïåðèìåíòîâ âåëè÷èíó âÿçêîñòè ðà
ç-
ðóøåíèÿ IcK  äëÿ äàííîãî ìàòåðèàëà, îí ìîæåò îïðåäåëèòü
äîïóñòèìóþ äëèíó òðåùèíû, ðåøèâ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíå-
íèå ( ).bl YlK cI σ=

Â òàáë. 5.1 ïðèâåäåíû Ê-òàðèðîâêè êîýôôèöèåíòîâ èí-
òåíñèâíîñòèè íàïðÿæåíèé äëÿ íåêîòîðûõ îáðàçöîâ ãåîìåò-
ðèè òðåùèí.

§ 5.6. Силовой и энергетический критерии
 разрушения и их эквивалентность

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ êàê ñèëîâîé, òàê è ýíåðãåòè-
÷åñêèé êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ. Â ñèëîâîì êðèòåðèè ó÷àñòâó-
þò êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, â ýíåðãåòè÷åñ
-
êîì � ýíåðãèÿ íà ñîçäàíèå òðåùèíû. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ïîä-
õîäû ýêâèâàëåíòíû. Ðàññìîòðèì äâà ñîñòîÿíèÿ òðåùèíû �
äî è ïîñëå åå ðîñòà íà âåëè÷èíó .l∆  Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âåëè÷èíû íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé ïðèíÿëè
çíà÷åíèÿ:

.3,2,1,,,, =∆+ε∆+εσ∆+σ j  iu u iiijijijij (5.54)

Åñëè ñîñòàâèòü óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè áåç ó÷åòà äè-
íàìè÷åñêèõ,òåïëîâûõ è äðóãèõ âîçìîæíûõ ýôôåêòîâ, òî
ïîëó÷èì

∆U + ∆Ï = ∆A, (5.55)

ãäå ∆U � èçìåíåíèå óïðóãîé ýíåðãèè; ∆Ï � èçìåíåíèå ïîâåð-
õíîñòíîé ýíåðãèè (çàòðàòû ýíåðãèè íà ñîçäàíèå äîïîëíèòåë
ü-
íûõ ïîâåðõíîñòåé); ∆A � ðàáîòà âíåøíèõ ñèë Ti .

Âåëè÷èíó Ý = U � A ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèåé òåëà. Òîãäà óðàâíåíèå (5.55) áàëàíñà ýíåðãèè ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â âèäå

∆Ý = � ∆Ï. (5.56)

Åñëè ìîäåëèðîâàòü òðåùèíó íîðìàëüíûì ðàçðåçîì (ïðè-
ðàùåíèå îáúåìà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ), òî óðàâíåíèå (5.55),

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè ðàâíà ijijW εσ=
2
1

,

ãäå Li � ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ãåîìåòðèè òåëà. Áåçðàçìåðíûå
ôóíêöèè Y(l /Li) ïðèâîäÿòñÿ â ñïðàâî÷íèêàõ ïî ìåõàíèêå
ðàçðóøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñòÿæåíèå ïîëîñû øè-
ðèíîé b ñ êðàåâîé ïîïåðå÷íîé òðåùèíîé äëèíû l íàïðÿæåíè-
ÿìè σ. Êàê ñëåäóåò èç äàííûõ òàáëèöû, Ê-òàðèðîâêà (5.53)
äëÿ òåëà òàêîé ãåîìåòðèè áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

.85,5348,387,1841,099,1)(

),7,0(,),(
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),7,0(,),(

432 λ+λ+λ+λ−=λ

<λ=λλσ=

    Y

  bl  YlK   /
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 Òàáëèöà 5.1
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Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ òðåùèíû è òî, ÷òî ,1211 σ−=−= −+ TT

,2222 σ−=−= −+ TT  −+ −= iii uuu ][ , ïîëó÷èì:

∆Ý ∫
∆

++ σ+σ−=
l

dxuu

0

1222112 .)( (5.59)

Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ (5.59) äëÿ òðåùèí
âñåõ òðåõ òèïîâ äàåò:

∆ÝI ;)1(
8

2

lk
K

 
cI ∆+

µ
−=   ∆ÝII ;)1(

8

2

lk
K

 
IIc ∆+
µ

−=

∆ÝIII .
2

2

l
K

 
IIIc ∆
µ

−=

Åñëè ââåñòè óäåëüíóþ ýíåðãèþ Gc , íåîáõîäèìóþ äëÿ ïðî-
äâèæåíèÿ òðåùèíû íà åäèíèöó äëèíû, ò.å. ∆Ï = Gc ∆l , ìîæ-
íî ïðèéòè ê ñëåäóþùèì ñâÿçÿì êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíî-
ñòè íàïðÿæåíèé è âåëè÷èí ýíåðãèé:

     
E

K
 Ga ,)1()

2
2 α

α ν−=
(5.60)

    
E

K
 GIII 

E

K
 Gá III

III

22 )1(
;,,)

ν+
==α= α

α

äëÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè (à) è ïëîñêîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (á).
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýíåðãèÿ íà ïðîäâè-

æåíèå òðåùèíû ðàâíà ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå, ìîæíî, ñóììè-
ðóÿ (5.60), ïîëó÷èòü êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ â ôîðìå

  





ν−

++ν−=++=
1

)1( 2
22

2
III

IIIIIIIII

K
KK

E
GGGGc . (5.61)

Óðàâíåíèå (5.61) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ ôîðì êðè-
òåðèÿ ðàçðóøåíèÿ ïðè îáùåì íàãðóæåíèè òåëà.

§ 5.7. Экспериментальное определение вязкости
 разрушения

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê íà÷àëà ðîñòà òðåùèíû � âàæíåéøàÿ ÷àñòü ïðèêëàäíîé
ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ (ðèñ. 5.6).

§ 5.7. ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂßÇÊÎÑÒÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñîîòâåòñòâåííî Ý = ∫ ε
V

dV  �W ij )(

∫−
S

dSuT ii , ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫ ∫
∆−

+ε∆+ε−ε
V  VV

dVWdVW ijijij )()(

                        ∫ ∫ =∆+
S

dSuT ii ∆Ï

(5.57)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñþ ïî-
âåðõíîñòü òåëà, â òîì ÷èñëå è íà ïîâåðõíîñòü òðåùèíû, ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî òàì ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ðàâíà íóëþ. Íî íà ïî-
âåðõíîñòè jiji nT σ= , ïîýòîìó

        ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∆− ∆

∆−

ε+ε=ε

ε∆σ∆+σ=∆

V VV V

S VV

dVWdVWdVW

dVdSuT

ijijij

ijijijii

.)()()(

,)(

(5.58)

Èñïîëüçóåì (5.58) â âûðàæåíèÿõ (5.57) è (5.56). Òîãäà

�∆Ý ∫ ∫
∆ ∆−

ε∆−ε∆σ∆+σ+ε=
V VV

 dVWdVW ijijijijij .)]()[()(

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñ ó÷å-
òîì âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè óïðóãîé ýíåðãèè ðàâíî

2/ijij ε∆σ∆ , ïîýòîìó ïîñëå ïåðåõîäà îò îáúåìíîãî èíòåãðà-
ëà ê ïîâåðõíîñòíîìó ïîëó÷èì

∫∫
∆∆−

∆∆=ε∆σ∆
SVV

dSuTdV iiijij .
2
1

2
1

Ïîñêîëüêó äëÿ èäåàëüíîé òðåùèíû ∆V = 0, òî

∆Ý ∫ ∫
+ −∆ ∆

−−++ ∆+∆=
S S

dSuTdSuT iiii .
2
1

2
1
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(5.63)

Ñîãëàñíî ýíåðãåòè÷åñêîìó êðèòåðèþ è óðàâíåíèÿì (5.63)

.
2
1

)( 2

l
PUA

dl

d

dl

dÝ
G

∂
λ∂=−=−= (5.64)

Âûðàæåíèå (5.64) ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòûâàòü òåêóùåå è
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû G. Äëÿ ýòîãî íàäî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî îïðåäåëèòü êðèâóþ çàâèñèìîñòè )(lλ  äëÿ òåëà
ïîñòîÿííîé øèðèíû â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé äëèíû òðå-
ùèíû l. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëè-
òè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè, åñëè îíè îïðåäåëåíû. Â ðàáîòå
[38] ýòî ïîêàçàíî íà ïðèìåðå áàëî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Èìååòñÿ îáðàçåö â âèäå ïîëîñû øèðèíîé 2h è òîëùèíîé
t, ñîäåðæàùèé òðåùèíó äëèíû l, ðàñïîëîæåííóþ âäîëü îá-
ðàçöà (ðèñ. 5.6,à). Ê âåðõíåìó è íèæíåìó òîðöåâûì êðàÿì
òðåùèíû ïðèêëàäûâàåþòñÿ ñèëû P. ×àñòè îáðàçöà ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò òðåùèíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíñîëè äëè-
íîé l, òîãäà ïðîãèá îïðåäåëÿþò èñõîäÿ èç ïðèáëèæåíèÿ áàë-
êè Òèìîøåíêî:

.
8

3

3

PP
tEh

l
f λ==

Ñîãëàñíî (5.64) ïîëó÷èì:

.
12

2
1

32

222

Eht

lP

lt

P
G =

∂
λ∂=

Òî÷íîñòü ýòîé ôîðìóëû âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì íà÷àëüíîé
äëèíû òðåùèíû, ïîñêîëüêó áàëî÷íîå ïðèáëèæåíèå ðàáîòàåò,
êîãäà äëèíà áàëêè ÿâëÿåòñÿ ïðåîáëàäàþùèì ðàçìåðîì òåëà.
Â òàáë. 5.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäå-
ëåíèþ âÿçêîñòè ðàçðóøåíèÿ íåêîòîðûõ êîíñòðóêöèîííûõ
ìàòåðèàëîâ ïðè 20 °Ñ, çàèìñòâîâàííûå èç [20].

§ 5.7. ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂßÇÊÎÑÒÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ îïðåäåëÿ-
åìûì ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå âûáðàííîé ôèçè÷åñêî
é
âåëè÷èíû. Åñëè èñïîëüçóåòñÿ ñèëîâîé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ
,
òî òàêîé âåëè÷èíîé áóäåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîýôôèöè-
åíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Åñëè âûáðàí äåôîðìàöèîí-
íûé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, òî îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäåëüíîå ðàñêðûòèå òðåùèíû. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûé

îáçîð ìåòîäîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñ-

êèõ õàðàêòåðèñòèê è ññûëêè íà ëèòåðàòóðó ïðèâåäåíû â [38,
44]. Çäåñü ñ öåëüþ îçíàêîìëåíèÿ ïðèâîäèòñÿ ëèøü îäèí èç
ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ òðåùèíîñòîéêîñòè G è íà åå îñíîâå
âÿçêîñòè ðàçðóøåíèÿ KI � ìåòîä ïîäàòëèâîñòè.

Ðàññìîòðèì óïðóãîå òåëî ñ òðåùèíîé ïëîùàäüþ S, íà-
ãðóæåííîå ñèëîé P. Äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áàëî÷íûì ïðè-
áëèæåíèåì â òåîðèè òðåùèí, ïðåäëîæåííûì â [46]. Ïîä äåé-
ñòâèåì ñèëû òî÷êà åå ïðèëîæåíèÿ ñìåñòèòñÿ íà âåëè÷èíó f,
à â òåëå íàêîïèòñÿ óïðóãàÿ ýíåðãèÿ U = .2Pf  Ïîñêîëüêó ñè-
ñòåìà óïðóãàÿ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü ñïðàâåäëèâûì ëèíåéíîå
ñîîòíîøåíèå f = ,Pλ  ãäå λ  � ïîäàòëèâîñòü òåëà (âåëè÷èíà
îáðàòíàÿ åãî æåñòêîñòè). Óïðóãóþ ýíåðãèþ ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ïîäàòëèâîñòü:

.22 λ= PU (5.62)

Åñëè òðåùèíà ïðîäâèíåòñÿ, ïîäàòëèâîñòü âîçðàñòåò è
òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû ïîëó÷èò äîïîëíèòåëüíîå ñìåùåíèå

),( Pddf λ=  à ñàìà ñèëà ñîâåðøèò ðàáîòó ).( PPd  PdfdA λ==
Èçìåíèòñÿ òàêæå è óïðóãàÿ ýíåðãèÿ. Ïîäñ÷èòàåì ïðèðàùå-
íèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê:
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Ñîãëàñíî ýíåðãåòè÷åñêîìó êðèòåðèþ è óðàâíåíèÿì (5.63)

.
2
1

)( 2

l
PUA

dl

d

dl

dÝ
G

∂
λ∂=−=−= (5.64)

Âûðàæåíèå (5.64) ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòûâàòü òåêóùåå è
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû G. Äëÿ ýòîãî íàäî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî îïðåäåëèòü êðèâóþ çàâèñèìîñòè )(lλ  äëÿ òåëà
ïîñòîÿííîé øèðèíû â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé äëèíû òðå-
ùèíû l. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëè-
òè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè, åñëè îíè îïðåäåëåíû. Â ðàáîòå
[38] ýòî ïîêàçàíî íà ïðèìåðå áàëî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Èìååòñÿ îáðàçåö â âèäå ïîëîñû øèðèíîé 2h è òîëùèíîé
t, ñîäåðæàùèé òðåùèíó äëèíû l, ðàñïîëîæåííóþ âäîëü îá-
ðàçöà (ðèñ. 5.6,à). Ê âåðõíåìó è íèæíåìó òîðöåâûì êðàÿì
òðåùèíû ïðèêëàäûâàåþòñÿ ñèëû P. ×àñòè îáðàçöà ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò òðåùèíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíñîëè äëè-
íîé l, òîãäà ïðîãèá îïðåäåëÿþò èñõîäÿ èç ïðèáëèæåíèÿ áàë-
êè Òèìîøåíêî:

.
8

3

3

PP
tEh

l
f λ==

Ñîãëàñíî (5.64) ïîëó÷èì:

.
12

2
1

32

222

Eht

lP
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P
G =

∂
λ∂=

Òî÷íîñòü ýòîé ôîðìóëû âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì íà÷àëüíîé
äëèíû òðåùèíû, ïîñêîëüêó áàëî÷íîå ïðèáëèæåíèå ðàáîòàåò,
êîãäà äëèíà áàëêè ÿâëÿåòñÿ ïðåîáëàäàþùèì ðàçìåðîì òåëà.
Â òàáë. 5.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäå-
ëåíèþ âÿçêîñòè ðàçðóøåíèÿ íåêîòîðûõ êîíñòðóêöèîííûõ
ìàòåðèàëîâ ïðè 20 °Ñ, çàèìñòâîâàííûå èç [20].

§ 5.7. ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂßÇÊÎÑÒÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß

Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ îïðåäåëÿ-
åìûì ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå âûáðàííîé ôèçè÷åñêî
é
âåëè÷èíû. Åñëè èñïîëüçóåòñÿ ñèëîâîé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ
,
òî òàêîé âåëè÷èíîé áóäåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîýôôèöè-
åíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Åñëè âûáðàí äåôîðìàöèîí-
íûé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, òî îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäåëüíîå ðàñêðûòèå òðåùèíû. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûé

îáçîð ìåòîäîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñ-

êèõ õàðàêòåðèñòèê è ññûëêè íà ëèòåðàòóðó ïðèâåäåíû â [38,
44]. Çäåñü ñ öåëüþ îçíàêîìëåíèÿ ïðèâîäèòñÿ ëèøü îäèí èç
ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ òðåùèíîñòîéêîñòè G è íà åå îñíîâå
âÿçêîñòè ðàçðóøåíèÿ KI � ìåòîä ïîäàòëèâîñòè.

Ðàññìîòðèì óïðóãîå òåëî ñ òðåùèíîé ïëîùàäüþ S, íà-
ãðóæåííîå ñèëîé P. Äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áàëî÷íûì ïðè-
áëèæåíèåì â òåîðèè òðåùèí, ïðåäëîæåííûì â [46]. Ïîä äåé-
ñòâèåì ñèëû òî÷êà åå ïðèëîæåíèÿ ñìåñòèòñÿ íà âåëè÷èíó f,
à â òåëå íàêîïèòñÿ óïðóãàÿ ýíåðãèÿ U = .2Pf  Ïîñêîëüêó ñè-
ñòåìà óïðóãàÿ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü ñïðàâåäëèâûì ëèíåéíîå
ñîîòíîøåíèå f = ,Pλ  ãäå λ  � ïîäàòëèâîñòü òåëà (âåëè÷èíà
îáðàòíàÿ åãî æåñòêîñòè). Óïðóãóþ ýíåðãèþ ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ïîäàòëèâîñòü:

.22 λ= PU (5.62)

Åñëè òðåùèíà ïðîäâèíåòñÿ, ïîäàòëèâîñòü âîçðàñòåò è
òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû ïîëó÷èò äîïîëíèòåëüíîå ñìåùåíèå

),( Pddf λ=  à ñàìà ñèëà ñîâåðøèò ðàáîòó ).( PPd  PdfdA λ==
Èçìåíèòñÿ òàêæå è óïðóãàÿ ýíåðãèÿ. Ïîäñ÷èòàåì ïðèðàùå-
íèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê:
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Â (5.65) è (5.66) çíàê ñêà÷êà ][L  èñïîëüçóåòñÿ â ôîðìå
−+ −= fff ][  , ãäå ±f  � êðàåâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè

±= 0y ; −yx D D ,  ñêà÷êè ïåðåìåùåíèé. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèåì Êîëîñîâà � Ìóñõåëèøâèëè â ñëó÷àå ïëîñêîé äå-
ôîðìàöèè (5.17). Â ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷å 00 =σ ),( xxy  ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ x, ò.å. ( ) 0)()(Im =ψ′+ϕ ′′ xxx , ÷òî ïîçâîëÿåò
ñ÷èòàòü âåðíûì óñëîâèå )()( zzz ϕ′′−=ψ′  íà âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè:

).()()(

;)()(),()(

zTzTz =z

zT
z

 =z zT =z

2
1

2
1

22
1

+′−ψ

′′−ψ ′′ϕ′
(5.67)

Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â ñèëó
(5.17) è (5.67) ïðèìóò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

).(Re)(Im)(

),(Im)(Re)(),(Re

),(Im)(Re),(Im)(Re

zTyzTu

zTyzTu zTy

zTyzT zTyzT

y

xy

yyxx

x

′−ν−=µ

′−ν−=µ′′−=σ

′′+′=σ′′−′=σ

122

212 (5.68)

Âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â (5.65) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìà-
òè÷åñêè, à ïåðâîå ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ôóíêöèè T(z):

[ ] .)(Im yDxT
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µ
=

1

Åå ðåøåíèå äàåò èíòåãðàë òèïà Êîøè :
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Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå íàéäåííîé ôóíêöèè áóäóò
ñîîòâåòñòâåííî èìåòü âèä:

     .
)()()(
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§ 5.8. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ...

 Òàáëèöà 5.2

          Ìàòåðèàë KIc, ÌÏà.ì1/2 σσσσσt, ÌÏà (KIc/////σσσσσt)
2, ìì

Ìàðòåíñèòíîñòàðåþùàÿ
ñòàëü 76 1800 1,8

Âûñîêîïðî÷íàÿ
ëåãèðîâàííàÿ ñòàëü:
• îáû÷íàÿ òåðìîîáðàáîòêà 98 1460 4,5
• ïîâûøåííûé ïðåäåë

òåêó÷åñòè 51 1710 0,9

Àëþìèíèåâûé ñïëàâ 30 540 3,1

Òèòàíîâûé ñïëàâ:
• îáû÷íàÿ òåðìîîáðàáîòêà 73 1060 4,8
• ïîâûøåííûé ïðåäåë

òåêó÷åñòè 38 1100 1,2

Ñðåäíåóãëåðîäèñòàÿ ñòàëü 54 260 43

Ñòàëü äëÿ ñîñóäîâ
âûñîêîãî äàâëåíèÿ 209 470 200

§ 5.8. Численные методы решения статических задач
 линейной механики разрушения

Äëÿ ïðÿìîëèíåéíîé òðåùèíû â áåñêîíå÷íîé îáëàñòè ðå-
øåíèå ïîëó÷àåòñÿ â êîíå÷íîì âèäå. Åñëè òåëî êîíå÷íî è òðå-
ùèíà èìååò ñëîæíóþ ôîðìó èëè òðåùèí íåñêîëüêî, ïîëó÷èòü
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ÷àñòî íåâîçìîæíî. Â ýòîì ñëó÷àå
èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Òåîðå-
òè÷åñêèì âîïðîñàì îáîñíîâàíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ ïîñâÿùåíû
ìíîãèå ðàáîòû, íàïðèìåð [23, 47, 48]. Äîñòàòî÷íî îáøèðíûå
îáçîðû ïî ïðèìåíåíèþ ýòèõ ìåòîäîâ ìîæíî íàéòè â [44, 49,
50]. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíî íà îäíîì èç òàêèõ ìåòîäîâ, óäîá-
íîì â ïðèëîæåíèÿõ ê ðàñ÷åòàì çàäà÷ äëÿ òåë ñ òðåùèíàìè.
Îñíîâîé ìåòîäà ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå
èñêîìûõ ôóíêöèé â ðÿäû ïî íåêîòîðûì áàçîâûì ðåøåíèÿì. Â
êà÷åñòâå áàçîâûõ áåðóòñÿ ðåøåíèÿ äâóõ êðàåâûõ çàäà÷:

Çàäà÷à I.
.;][:; 00 =σ=<= xyyy  Du hx y (5.65)

Çàäà÷à II.
.;][:; 00 =σ=<= yyxx  Du hx y (5.66)
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Â (5.65) è (5.66) çíàê ñêà÷êà ][L  èñïîëüçóåòñÿ â ôîðìå
−+ −= fff ][  , ãäå ±f  � êðàåâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè

±= 0y ; −yx D D ,  ñêà÷êè ïåðåìåùåíèé. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèåì Êîëîñîâà � Ìóñõåëèøâèëè â ñëó÷àå ïëîñêîé äå-
ôîðìàöèè (5.17). Â ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷å 00 =σ ),( xxy  ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ x, ò.å. ( ) 0)()(Im =ψ′+ϕ ′′ xxx , ÷òî ïîçâîëÿåò
ñ÷èòàòü âåðíûì óñëîâèå )()( zzz ϕ′′−=ψ′  íà âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè:

).()()(

;)()(),()(

zTzTz =z

zT
z

 =z zT =z

2
1

2
1

22
1

+′−ψ

′′−ψ ′′ϕ′
(5.67)

Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â ñèëó
(5.17) è (5.67) ïðèìóò ñëåäóþùóþ ôîðìó:
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′′+′=σ′′−′=σ

122

212 (5.68)

Âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â (5.65) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìà-
òè÷åñêè, à ïåðâîå ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ôóíêöèè T(z):
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Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå íàéäåííîé ôóíêöèè áóäóò
ñîîòâåòñòâåííî èìåòü âèä:
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§ 5.8. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ...

 Òàáëèöà 5.2

          Ìàòåðèàë KIc, ÌÏà.ì1/2 σσσσσt, ÌÏà (KIc/////σσσσσt)
2, ìì

Ìàðòåíñèòíîñòàðåþùàÿ
ñòàëü 76 1800 1,8

Âûñîêîïðî÷íàÿ
ëåãèðîâàííàÿ ñòàëü:
• îáû÷íàÿ òåðìîîáðàáîòêà 98 1460 4,5
• ïîâûøåííûé ïðåäåë

òåêó÷åñòè 51 1710 0,9

Àëþìèíèåâûé ñïëàâ 30 540 3,1

Òèòàíîâûé ñïëàâ:
• îáû÷íàÿ òåðìîîáðàáîòêà 73 1060 4,8
• ïîâûøåííûé ïðåäåë

òåêó÷åñòè 38 1100 1,2

Ñðåäíåóãëåðîäèñòàÿ ñòàëü 54 260 43

Ñòàëü äëÿ ñîñóäîâ
âûñîêîãî äàâëåíèÿ 209 470 200

§ 5.8. Численные методы решения статических задач
 линейной механики разрушения

Äëÿ ïðÿìîëèíåéíîé òðåùèíû â áåñêîíå÷íîé îáëàñòè ðå-
øåíèå ïîëó÷àåòñÿ â êîíå÷íîì âèäå. Åñëè òåëî êîíå÷íî è òðå-
ùèíà èìååò ñëîæíóþ ôîðìó èëè òðåùèí íåñêîëüêî, ïîëó÷èòü
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ÷àñòî íåâîçìîæíî. Â ýòîì ñëó÷àå
èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Òåîðå-
òè÷åñêèì âîïðîñàì îáîñíîâàíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ ïîñâÿùåíû
ìíîãèå ðàáîòû, íàïðèìåð [23, 47, 48]. Äîñòàòî÷íî îáøèðíûå
îáçîðû ïî ïðèìåíåíèþ ýòèõ ìåòîäîâ ìîæíî íàéòè â [44, 49,
50]. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíî íà îäíîì èç òàêèõ ìåòîäîâ, óäîá-
íîì â ïðèëîæåíèÿõ ê ðàñ÷åòàì çàäà÷ äëÿ òåë ñ òðåùèíàìè.
Îñíîâîé ìåòîäà ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå
èñêîìûõ ôóíêöèé â ðÿäû ïî íåêîòîðûì áàçîâûì ðåøåíèÿì. Â
êà÷åñòâå áàçîâûõ áåðóòñÿ ðåøåíèÿ äâóõ êðàåâûõ çàäà÷:

Çàäà÷à I.
.;][:; 00 =σ=<= xyyy  Du hx y (5.65)

Çàäà÷à II.
.;][:; 00 =σ=<= yyxx  Du hx y (5.66)

  ÃËÀÂÀ 5. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß



485484

ðûâîì ïåðåìåùåíèé, íå ðàçëè÷àÿ áåðåãîâ. Ëèíèè òðåùèí
ðàçáèâàþòñÿ íà ëèíåéíûå ýëåìåíòû âûáðàííîé äëèíû 2hi.
Íà êàæäîì ýëåìåíòå íåèçâåñòíû ðàñêðûòèå Dni è ñäâèã Dτi.
Äëÿ ëþáîé èñêîìîé ôóíêöèè ðåøåíèå â ëþáîé òî÷êå (x,y)
ìîæíî ïðåäñòàâìòü â âèäå ñóììû:

     )),,(),((),( yxBDyxADyxf i
i

i
n

in τ+= ∑
1

(5.75)

ãäå Ai
 , B

i
  � âêëàäû i-ãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâåí-

íî äëÿ ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷ î åäèíè÷íîì ðàçðûâå ïåðåìå-
ùåíèÿ â âû÷èñëÿåìóþ â äàííîé òî÷êå âåëè÷èíó f.

Ïóñòü âñÿ ãðàíèöà îáëàñòè, âêëþ÷àÿ òðåùèíû, ñîäåðæèò
N ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ 2N íåîïðåäåëåí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ Dni , Dτi âûïîëíèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â
öåíòðå êàæäîãî ýëåìåíòà. Òî åñòü ïëîñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â

ñëó÷àå ëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ñèñòåìû 2N-ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà êðèâîëèíåéíóþ òðåùè-
íó, îáðàçóþùóþñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ P0.

Àïðîêñèìèðóåì ëèíèþ òðåùèíû ïðÿìîëèíåéíûìè ãðà-
íè÷íûìè ýëåìåíòàìè äëèíîé 2hi. Â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò � îäíîé äëÿ âñåõ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ � êàæäûé
ýëåìåíò õàðàêòåðèçóåòñÿ êîîðäèíàòàìè ñâîåãî öåíòðà (x1i ,
y1i) è óãëîì íàêëîíà iγ  (ðèñ. 5.7).

Â äàííîé çàäà÷å â öåíòðå êàæäîãî ýëåìåíòà äîëæíû áûòü
âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ .,0 0=σ−=σ τnnn  P  Çäåñü

§ 5.8. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ...

Íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ (5.69)
è (5.70) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì (5.68).

Âî âòîðîé êðàåâîé çàäà÷å áóäåì èñêàòü ïîòåíöèàëû â
ôîðìå

.)(
2
1

)(),(
2
1

)( ′−=ψ−=ϕ zQzzQz  (5.71)

Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ èìåþò âèä:

).(Re)(Im)(

);(Im)(Re)(

);(Re)(Im

);(Im

);(Im)(Re

zQyzQu

zQyzQu

zQyzQ

zQy

zQyzQ

y

x

′−ν−=µ

′−ν−=µ

′′−′−=σ

′′=σ

′′−′=σ

212

122

2

12

22

11

(5.72)

Çà ñ÷åò âûáîðà âèäà ôóíêöèé (5.71) âòîðîå óñëîâèå çàäà-
÷è âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à ïåðâîå ïðèâîäèò ê êðàåâîé

çàäà÷å äëÿ ôóíêöèè Q(z):

[ ] ,)()(Re ν−µ= 1xDzQ 

ðåøåíèå êîòîðîé, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äàåòñÿ èíòåã-
ðàëîì òèïà Êîøè:

.ln
)(

)(
hz

hz

i

D
zQ

x

+
−

ν−π

µ
=

12 (5.73)

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Q, âõîäÿùèå â (5.72), ìîæíî îïðå-
äåëèòü ïî ôîðìóëàì:

.
)()()(

)(

;
)(

)(








+
+

−
−

ν−π

µ
=′′





+

−
−ν−π

µ
=′

22

11
12

11
12

hzhzi

D
zQ

hzhzi

D
zQ

y

y

(5.74)

Ïîëó÷åííûå ïðîáíûå ðåøåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü ñòðî-
èòü ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷èñëåííî. Ïðåèìóùåñòâî ïðèìåíåíèÿ äàí-
íîãî ìåòîäà ê ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî áà-
çîâûå ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü òðåùèíû ëèíèÿìè ñ ðàç-
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ðûâîì ïåðåìåùåíèé, íå ðàçëè÷àÿ áåðåãîâ. Ëèíèè òðåùèí
ðàçáèâàþòñÿ íà ëèíåéíûå ýëåìåíòû âûáðàííîé äëèíû 2hi.
Íà êàæäîì ýëåìåíòå íåèçâåñòíû ðàñêðûòèå Dni è ñäâèã Dτi.
Äëÿ ëþáîé èñêîìîé ôóíêöèè ðåøåíèå â ëþáîé òî÷êå (x,y)
ìîæíî ïðåäñòàâìòü â âèäå ñóììû:

     )),,(),((),( yxBDyxADyxf i
i

i
n

in τ+= ∑
1

(5.75)

ãäå Ai
 , B

i
  � âêëàäû i-ãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâåí-

íî äëÿ ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷ î åäèíè÷íîì ðàçðûâå ïåðåìå-
ùåíèÿ â âû÷èñëÿåìóþ â äàííîé òî÷êå âåëè÷èíó f.

Ïóñòü âñÿ ãðàíèöà îáëàñòè, âêëþ÷àÿ òðåùèíû, ñîäåðæèò
N ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ 2N íåîïðåäåëåí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ Dni , Dτi âûïîëíèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â
öåíòðå êàæäîãî ýëåìåíòà. Òî åñòü ïëîñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â

ñëó÷àå ëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ñèñòåìû 2N-ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà êðèâîëèíåéíóþ òðåùè-
íó, îáðàçóþùóþñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ P0.

Àïðîêñèìèðóåì ëèíèþ òðåùèíû ïðÿìîëèíåéíûìè ãðà-
íè÷íûìè ýëåìåíòàìè äëèíîé 2hi. Â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò � îäíîé äëÿ âñåõ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ � êàæäûé
ýëåìåíò õàðàêòåðèçóåòñÿ êîîðäèíàòàìè ñâîåãî öåíòðà (x1i ,
y1i) è óãëîì íàêëîíà iγ  (ðèñ. 5.7).

Â äàííîé çàäà÷å â öåíòðå êàæäîãî ýëåìåíòà äîëæíû áûòü
âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ .,0 0=σ−=σ τnnn  P  Çäåñü

§ 5.8. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ...

Íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ (5.69)
è (5.70) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì (5.68).

Âî âòîðîé êðàåâîé çàäà÷å áóäåì èñêàòü ïîòåíöèàëû â
ôîðìå

.)(
2
1

)(),(
2
1

)( ′−=ψ−=ϕ zQzzQz  (5.71)

Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ èìåþò âèä:

).(Re)(Im)(

);(Im)(Re)(

);(Re)(Im

);(Im

);(Im)(Re

zQyzQu

zQyzQu

zQyzQ

zQy

zQyzQ

y

x

′−ν−=µ

′−ν−=µ

′′−′−=σ

′′=σ

′′−′=σ

212

122

2

12

22

11

(5.72)

Çà ñ÷åò âûáîðà âèäà ôóíêöèé (5.71) âòîðîå óñëîâèå çàäà-
÷è âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à ïåðâîå ïðèâîäèò ê êðàåâîé

çàäà÷å äëÿ ôóíêöèè Q(z):

[ ] ,)()(Re ν−µ= 1xDzQ 

ðåøåíèå êîòîðîé, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äàåòñÿ èíòåã-
ðàëîì òèïà Êîøè:

.ln
)(

)(
hz

hz

i

D
zQ

x

+
−

ν−π

µ
=

12 (5.73)

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Q, âõîäÿùèå â (5.72), ìîæíî îïðå-
äåëèòü ïî ôîðìóëàì:

.
)()()(

)(

;
)(

)(








+
+

−
−
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−
−ν−π
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D
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(5.74)

Ïîëó÷åííûå ïðîáíûå ðåøåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü ñòðî-
èòü ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷èñëåííî. Ïðåèìóùåñòâî ïðèìåíåíèÿ äàí-
íîãî ìåòîäà ê ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî áà-
çîâûå ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü òðåùèíû ëèíèÿìè ñ ðàç-
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Â êà÷åñòâå òî÷êè Ì ìîæíî âçÿòü öåíòð j-ãî ãðàíè÷íîãî
ýëåìåíòà. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñ-
ëèòü êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ i-ãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà íà j-é,
áóäóò òàêèìè:

;)sin()cos(

;)sin()cos(

;cos)(sin)(;

2
11

2
11

2
11

2
11

1111

iiijiiij

iiijiiij

iijiijij

hyyhxxb

hyyhxxa

yyxx y

γ−−+γ−−=

γ+−+γ+−=

γ−+γ−−=γ−γ=γ

(5.79)

;
sin)sin(cos)cos(

arccos

)(sign

a

hyyhxx

y

iiiijiiiij γγ+−+γγ+−
×

×=α

1111

.
sin)sin(cos)cos(

arccos

)(sign

b

hyyhxx

y

iiiijiiiij γγ−−+γγ−−
×

×=β

1111

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (5.79) â (5.77) è çàòåì â (5.78)
ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé xyyyxx σσσ ,,
â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò i-ãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà
äëÿ íîðìàëüíîãî ñêà÷êà ïåðåìåùåíèÿ. Ïîäñòàâèâ íàéäåí-
íûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé â (5.75), ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ ïðè êîýôôèöèåíòå 

inD . Ïðîäå-
ëàâ òî æå ñàìîå äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé çàäà÷è (5.73),(5.74),
ìîæíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò âëèÿíèÿ ïðè 

i
D τ .

Ïóñòü NNij , NTij � êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ íîðìàëüíîãî è
êàñàòåëüíîãî ñêà÷êîâ ïåðåìåùåíèé äëÿ âåëè÷èíû nnσ  ñîîò-
âåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî TNij , TTij � êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ
äëÿ âåëè÷èíû τσ n . Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â öåíòðå j-ãî ãðà-
íè÷íîãî ýëåìåíòà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äâà óðàâíåíèÿ:

.,,,,

;

Kj iDTTDTN

PDNTDNN

iijinij

iijinij

L10

0

==+

−=+

τ

τ

(5.80)

§ 5.8. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ...

âåêòîð τ  íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé, à âåêòîð −n  ïî íîðìà-
ëè ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ãðàíè÷íîìó ýëåìåíòó. Ââåäåì ëî-
êàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ ýòèì ýëåìåíòîì.
Òîãäà ïîëîæåíèå òî÷êè Ì â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè (x,y). Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà çàïèñè
ìîäóëè è àðãóìåíòû êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ ÀÌ è ÂÌ:

.arg,;arg,   βα = BM = bBM = AM = aAM (5.76)

Ïðè ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå
÷àñòè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé (5.68),
(5.72), â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.69), (5.70), (5.73), (5.74) áóäóò
òàêèìè:

( )

( )
( )

.ReIm;ImRe;ReIm

;ImRe;ReIm;ImRe

;2sin2sinIm

;2cos2cosRe

;)sinsin(Im

;coscosRe

;)(Im);ln(Re
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TQ TQ TQ

TQ TQ TQ

b+aNT

baNT

baNT

baNT

NT abNT

′′−=′′′′=′′′−=′
′=′−==

βα−=′′

β−α=′′

β−α=′
β+α−=′

α−β==

(5.77)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (5.77) äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíî
îáîçíà÷åíèå )).(( ν−πµ= 12N

Ïóñòü â òî÷êå Ì ââåäåíà ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
ñ âåêòîðàìè áàçèñà τ , n . Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ  óãîë ìåæäó
âåêòîðîì τ  è îñüþ x. Òîãäà íàïðÿæåíèÿ â ýòîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò îïðåäåëåíû ÷åðåç êîìïîíåíòû â ñèñòåìå êîîðäè-
íàò (x,y) ïî ôîðìóëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

   

.cossin

;sincos

;sincos

γσ+γ
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=σ
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+
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γσ+γ
σ−σ

−
σ+σ

=σ
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ττ

22
2

22
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n
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xxyyxxyy
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xxyyxxyy

(5.78)
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Â êà÷åñòâå òî÷êè Ì ìîæíî âçÿòü öåíòð j-ãî ãðàíè÷íîãî
ýëåìåíòà. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñ-
ëèòü êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ i-ãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà íà j-é,
áóäóò òàêèìè:

;)sin()cos(

;)sin()cos(

;cos)(sin)(;

2
11

2
11

2
11

2
11

1111

iiijiiij

iiijiiij

iijiijij

hyyhxxb

hyyhxxa

yyxx y

γ−−+γ−−=

γ+−+γ+−=

γ−+γ−−=γ−γ=γ

(5.79)

;
sin)sin(cos)cos(

arccos

)(sign

a

hyyhxx

y

iiiijiiiij γγ+−+γγ+−
×

×=α

1111

.
sin)sin(cos)cos(

arccos

)(sign

b

hyyhxx

y

iiiijiiiij γγ−−+γγ−−
×

×=β

1111

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (5.79) â (5.77) è çàòåì â (5.78)
ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé xyyyxx σσσ ,,
â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò i-ãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà
äëÿ íîðìàëüíîãî ñêà÷êà ïåðåìåùåíèÿ. Ïîäñòàâèâ íàéäåí-
íûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé â (5.75), ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ ïðè êîýôôèöèåíòå 

inD . Ïðîäå-
ëàâ òî æå ñàìîå äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé çàäà÷è (5.73),(5.74),
ìîæíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò âëèÿíèÿ ïðè 

i
D τ .

Ïóñòü NNij , NTij � êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ íîðìàëüíîãî è
êàñàòåëüíîãî ñêà÷êîâ ïåðåìåùåíèé äëÿ âåëè÷èíû nnσ  ñîîò-
âåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî TNij , TTij � êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ
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§ 5.8. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ...

âåêòîð τ  íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé, à âåêòîð −n  ïî íîðìà-
ëè ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ãðàíè÷íîìó ýëåìåíòó. Ââåäåì ëî-
êàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ ýòèì ýëåìåíòîì.
Òîãäà ïîëîæåíèå òî÷êè Ì â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè (x,y). Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà çàïèñè
ìîäóëè è àðãóìåíòû êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ ÀÌ è ÂÌ:

.arg,;arg,   βα = BM = bBM = AM = aAM (5.76)

Ïðè ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå
÷àñòè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé (5.68),
(5.72), â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.69), (5.70), (5.73), (5.74) áóäóò
òàêèìè:
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Â ñîîòíîøåíèÿõ (5.77) äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíî
îáîçíà÷åíèå )).(( ν−πµ= 12N

Ïóñòü â òî÷êå Ì ââåäåíà ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
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ðåøåíèåì. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî âûðàæåíè-
ÿìè êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé:
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Â ôîðìóëàõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: a � ïîëî-

âèíà äëèíû òðåùèíû; θ = Arctg (y / x) ; θ1 = Arctg (y /(x � a)) ;

θ2 = Arctg  (y /(x + a))  ;   yax ryxr ;)(; 22
1

22 +−=+=

.)( 22
2 yaxr ++=

Íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû ïðè axy >= ,0  îïðåäåëÿëèñü
íàïðÿæåíèÿ yyxx σσ ,  ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè. Ãðàôèêè
ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.8 è 5.9 ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñ. 5.10 � 5.12 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé íà

ëèíèè ),( 11
3
3 −= xy . Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ,

ðàñ÷åòû î÷åíü õîðîøî ñîâïàäàþò ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì
.

§ 5.8. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ...

Â óðàâíåíèÿõ (5.80) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî
ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó i. Êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ ýëåìåí-
òà ñàìîãî íà ñåáÿ (i = j ) îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõî-
äîì ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè Ì ê öåíòðó ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà.
Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ñêà÷êîâ ïåðåìåùåíèÿ, âûáèðàÿ
â êà÷åñòâå òî÷êè Ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó, ìîæíî âû÷èñëèòü
èíòåðåñóþùèå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé.

Ïðèâåäåííûå áàçîâûå ðåøåíèÿ èìåþò ñóùåñòâåííûé íå-
äîñòàòîê, ïîñêîëüêó èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå â îêðåñ
-
òíîñòè êðàåâ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ îòëè÷íî îò àñèìïòîòèêè

äëÿ êðàÿ òðåùèíû. Ïîýòîìó äëÿ êðàåâûõ ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ òðåùèíû èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñ ðàñïðåäåëåííû
ì
ñêà÷êîì ïåðåìåùåíèÿ, õàðàêòåðíûì äëÿ êðàÿ òðåùèíû. Òàê,
â çàäà÷å (5.65) äëÿ ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðàâîìó êðàþ òðåùèíû, íåîáõîäèìî âçÿòü ðåøåíèå â âèäå
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à äëÿ ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ëåâîìó êðàþ
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Àíàëîãè÷íûìè áóäóò âûðàæåíèÿ è â çàäà÷å (5.66), òàê

êàê 21,),()( =−= iziTzQ ii .
Ïîëó÷åííûå ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîäñ÷åòå êîýô-

ôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ ãðàíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ, âìåñòî ôóíêöèé )(),( zQzT .

Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ îäèíî÷íîé òðåùèíû ñ àíàëèòè÷åñêèì
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âèíà äëèíû òðåùèíû; θ = Arctg (y / x) ; θ1 = Arctg (y /(x � a)) ;

θ2 = Arctg  (y /(x + a))  ;   yax ryxr ;)(; 22
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Íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû ïðè axy >= ,0  îïðåäåëÿëèñü
íàïðÿæåíèÿ yyxx σσ ,  ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè. Ãðàôèêè
ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.8 è 5.9 ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñ. 5.10 � 5.12 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé íà

ëèíèè ),( 11
3
3 −= xy . Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ,

ðàñ÷åòû î÷åíü õîðîøî ñîâïàäàþò ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì
.
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Â óðàâíåíèÿõ (5.80) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî
ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó i. Êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ ýëåìåí-
òà ñàìîãî íà ñåáÿ (i = j ) îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõî-
äîì ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè Ì ê öåíòðó ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà.
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ì
ñêà÷êîì ïåðåìåùåíèÿ, õàðàêòåðíûì äëÿ êðàÿ òðåùèíû. Òàê,
â çàäà÷å (5.65) äëÿ ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
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Àíàëîãè÷íûìè áóäóò âûðàæåíèÿ è â çàäà÷å (5.66), òàê

êàê 21,),()( =−= iziTzQ ii .
Ïîëó÷åííûå ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîäñ÷åòå êîýô-

ôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ ãðàíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ, âìåñòî ôóíêöèé )(),( zQzT .

Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ îäèíî÷íîé òðåùèíû ñ àíàëèòè÷åñêèì
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òðåùèíû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðåùèíà ðàñòåò ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ V0 âäîëü îñè x, äâèæåíèå ñðåäû ïëîñêîïàðàëëåëü-
íîå, à íà áåðåãàõ òðåùèíû äåéñòâóåò ïîñòîÿííîå äàâëåíèå P
(ðèñ. 6.1).
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äëÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí, ñêîðîñòè êîòîðûõ ðàâ-
íû ñîîòâåòñòâåííî a è b. Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû òåíçîðà
íàïðÿæåíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëû ψϕ,  [20]:
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§  6.1. ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÏÎËÓÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÒÐÅÙÈÍÛ...
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Влияние скорости движения трещин и
физической нелинейности на асимптотику

поведения решения задачи в вершине трещины

Âåðøèíà òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé, â êîòîðîé íàðóøà-

þòñÿ îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè î
 ìàëî-
ñòè äåôîðìàöèé è ïîâîðîòîâ. Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ð
åçóëü-
òàòîâ ëèíåéíîãî àíàëèçà âîçìîæíî òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè
 ìàëî-
ñòè îáëàñòè, â êîòîðîé íåñïðàâåäëèâû ïðåäïîëîæåíèÿ ëèíåé
íîé
òåîðèè óïðóãîñòè. Âîïðîñû ó÷åòà ãåîìåòðè÷åñêîé è ôèçè÷åñ
êîé íå-
ëèíåéíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì íåëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàç
ðóøå-
íèÿ. Òàê, ôóíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì ãåîìåòðè÷åñêîé è ôèçè
÷åñ-
êîé íåëèíåéíîñòè öåëèêîì ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [1]. Ïîëó÷åí
íûå
â íåé ðåøåíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ â ãåîìåò
ðè÷åñ-
êè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå, ó÷èòûâàþùåé áîëüøèå äåôîðìàöè
è è
ïîâîðîòû, èìåþò îñîáåííîñòè, õàðàêòåðíûå äëÿ çàäà÷ ðàçðóø
åíèÿ,
íî ñ äðóãîé àñèìïòîòèêîé ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè
 îò óãëà
ïîäõîäà ê âåðøèíå òðåùèíû.

Åùå îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ó÷åòó ôèçè÷åñêîé íåëèíåé
-
íîñòè ðàçâèò â [2�8, 27]. Â íèõ ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå îáëàñòè
îñëàáëåííûõ ñâÿçåé (îáëàñòü ïðåäðàçðóøåíèÿ) íà ïðîäîëæå
íèè
òðåùèíû. Âåëè÷èíà îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ êîíå÷í
îñòè
íàïðÿæåíèé. Â [13�19] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â âåð
øè-
íå òðåùèíû â óñëîâèÿõ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ïîëó÷åíèå ðå
øåíèÿ
äëÿ ïîëíîñòüþ íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêè âîçìîæíî ëèøü ïðè ÷è
ñëåí-
íîì àíàëèçå [9�12].

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ âëèÿíèå âåëè÷èíû ñêîðîñòè ðîñ
òà
òðåùèíû íà ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ è ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå ïðè í
àëè-
÷èè â âåðøèíå òðåùèíû ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ýòè ïðîáëåìû

îáñóæäàþòñÿ â [13�19].

 Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðâîé ïðîáëåìû ðàññìîòðèì àñèìïòîòèêó
ðåøåíèÿ â ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, êîãäà
 äâèæå-
íèå òðåùèíû ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

§ 6.1. Стационарное движение полубесконечной
 трещины нормального отрыва

 Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè â óïðóãîé ñðåäå ñ ïëîò-
íîñòüþ ρ  è óïðóãèìè ïîñòîÿííûìè µλ,  ïîëóáåñêîíå÷íîé

Глава 6
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Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (6.8) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6.7),
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Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [21] äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé òðåùèíû. Â íåé
ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ðåøåíèå äëÿ êîíå÷íîé òðåùèíû 0<<− xl
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§  6.1. ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÏÎËÓÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÒÐÅÙÈÍÛ...
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ãäå α2 = 1 � V0
2 /a2, β2 = 1 � V0

2 /b2.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì «*» íå ïèøåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ
çàïèñè.

Íà áåðåãàõ òðåùèíû è îñòàëüíîé ÷àñòè îñè Ox â ñèëó
ñèììåòðèè çàäà÷è äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ:

ïðè );(,00,0 xP     xy yyxy −=σ=σ<=

ïðè .0,00,0 ==σ>= yxy  u    xy
(6.7)

Óðàâíåíèÿì (6.7) óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè ),(Re 1z Φ=ϕ
)(Re 2z Ψ=ψ , ãäå −ΨΦ )(),( 21 zz  àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ñâî-

èõ êîìïëåêñíûõ àðãóìåíòîâ ., 21 yixz yixz β+=α+=
Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ψϕ,  â ñèëó óñëîâèé

Êîøè�Ðèìàíà áóäóò òàêèìè:
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Òîãäà êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è òåíçîðà íàïðÿæåíèé ìîæ-
íî âûðàçèòü ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî:
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Â (6.12) è (6.13) âåëè÷èíû 2211 ,,, θθ rr  âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì
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Â ñòàòèêå ïðè ñèëîâîì êðèòåðèè íà÷àëà äâèæåíèÿ òðåùèíû
çà îñíîâó ïðèíèìàåòñÿ ãðàäèåíò ðîñòà íàïðÿæåíèé â îêðåñò
íî-
ñòè îñîáîé òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèåì äâèæåíèÿ òðåùèíû

ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåí
èé
KI åãî êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ. Â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ [22]
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîòîê ýíåðãèè â âåðøèíó òðåùèíû.
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02 =θ= , ò.å. ïîëó÷èì ñòàòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà

èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Ïîñëå ââåäåíèÿ êîýôôèöèåíòà
èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè è
òåíçîðà íàïðÿæåíèé áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
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Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè )()()( z lzzizT Φ ′′+−=  ñâîäèòñÿ
ê çàäà÷å Äèðèõëå
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)(Re 0
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xPlxxzT +−
Ωµ
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ãäå )()(0 xPxP =  ïðè 0<<− xl  è 0)(0 =xP  âíå òðåùèíû x < l,
x > 0.

Ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà
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Åñëè òåïåðü â äàííîì ðåøåíèè ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðå-
õîä, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé òðåùèíû:
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Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé òðåùèíà ðàñ-
êëèíèâàåòñÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà çàäàí
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Òîãäà, ñîãëàñíî (6.10), ïîëó÷èì
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Ïðè ýíåðãåòè÷åñêîì ñïîñîáå îïðåäåëåíèÿ çà îñíîâó áå-
ðåòñÿ êðèòåðèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó íà ñîçäàíèå íîâîé ñâî-
áîäíîé ïîâåðõíîñòè äîëæíà çàòðà÷èâàòüñÿ ýôôåêòèâíàÿ ïî
-
âåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäàííîìó ìàòåðèà
-
ëó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ  ýíåðãèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ îáðàçîâà-
íèÿ åäèíèöû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Òîãäà äîëæíî áûòü âû-
ïîëíåíî ñëåäóþùåå ýíåðãåòè÷åñêîå óñëîâèå:
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ãäå −θ  óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê êîíòóðó è îñüþ íàïðàâëå-
íèÿ äâèæåíèÿ òðåùèíû; −yx PP ,  êîìïîíåíòû âåêòîðà íà-
ïðÿæåíèé íà êîíòóðå, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûå +θσ= cosxxxP

;sin  θσ+ xy  ;sincos θσ+θσ= yyxyyP  V � ñêîðîñòü ñðåäû;

W � ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè; −ρ 2

2
1

V  ïëîòíîñòü êèíåòè-

÷åñêîé ýíåðãèè ñðåäû. Íà ðèñ. 6.2 ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå
êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïîäñ÷åòà ïîòîêà ýíåðãèè â êîí
öå
òðåùèíû. Íà êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ a (ñì. ðèñ. 6.2) èìååì

,cos θε=  x  .cos,sin,sin   θ=θ=θε= yx nn y

Ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (6.15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-
òîê ýíåðãèè â êîíåö òðåùèíû, êîòîðûé ðàñõîäóåòñÿ íà îáðà-
çîâàíèå íîâîé ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ ïîäñ÷åòà ïîòîêà ýíåðãèè ÷åðåç êîíòóð íåîáõîäèìî
ïîäñòàâèòü â èíòåãðàë çíà÷åíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåíèé è ïëîò
-
íîñòåé êèíåòè÷åñêîé è óïðóãîé ýíåðãèé. Ïîòîê ýíåðãèè [22,
28] íå çàâèñèò îò êîíòóðà, ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü åãî â âèäå
ãðàíèö ïðÿìîóãîëüíèêà á íà ðèñ. 6.2 ñ ,0,, →εδ<ε<  y x

0→εδ . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè ñêîðîñòè òðåùèíû ê íóëþ
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñî ñòàòè÷åñêèì.

 Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè â êðàé òðåùèíû ðàñ-
ñìîòðèì çàêîí èçìåíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè äëÿ ñðåäû, îãðàíè-

÷åííîé êîíòóðîì, äâèæóùèìñÿ ñî ñêîðîñòüþ òðåùèíû.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ U ñîñòîèò èç óïðóãîé ijijW εσ=
2
1

 è êè-

íåòè÷åñêîé 
2

2vρ  ñîñòàâëÿþùèõ. Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëíîé
ýíåðãèè ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò åå ïîòîêà ÷åðåç ãðàíèöû êîíòóð
à,
à òàêæå ìîùíîñòè ðàáîòû âíåøíèõ ñèë. Åñëè ïðåíåáðå÷ü äåé-

ñòâèåì ìàññîâûõ ñèë, ïîëó÷èì
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ãäå −n  âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè; −nv  ïðîåêöèÿ âåêòîðà
ñêîðîñòè v  íà íîðìàëü; dV, ds � ìàëûå ÷àñòè îáúåìà Ω  è
ïëîùàäè Σ  ïîâåðõíîñòè âûäåëåííîé ÷àñòè ñðåäû. Ïðè ñòà-
öèîíàðíîì äâèæåíèè 0=∂∂ tU  è ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ýíåð-
ãèè ðàâíà íóëþ.

Åñëè êîíòóð íå ñîäåðæèò îñîáåííîñòåé, ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ ýíåðãèè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïðè íàëè÷èè
îñîáåííîñòåé ïðàâàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü îòëè÷íîé îò íóëÿ è
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïîòîê ýíåðãèè â îñîáóþ òî÷êó. Äëÿ òðå-
ùèíû, áåðåãà êîòîðîé ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, èíòåãðàë â
ïðàâîé ÷àñòè íå çàâèñèò îò êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ [ 22].
Ïîýòîìó â êà÷åñòâå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñ. 6.2) ìîæ-
íî âçÿòü êðóã áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàäèóñà (a) èëè ïðÿìîó-
ãîëüíûé êîíòóð (b).
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Ïðè ýíåðãåòè÷åñêîì ñïîñîáå îïðåäåëåíèÿ çà îñíîâó áå-
ðåòñÿ êðèòåðèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó íà ñîçäàíèå íîâîé ñâî-
áîäíîé ïîâåðõíîñòè äîëæíà çàòðà÷èâàòüñÿ ýôôåêòèâíàÿ ïî
-
âåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäàííîìó ìàòåðèà
-
ëó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ  ýíåðãèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ îáðàçîâà-
íèÿ åäèíèöû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Òîãäà äîëæíî áûòü âû-
ïîëíåíî ñëåäóþùåå ýíåðãåòè÷åñêîå óñëîâèå:
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ãäå −θ  óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê êîíòóðó è îñüþ íàïðàâëå-
íèÿ äâèæåíèÿ òðåùèíû; −yx PP ,  êîìïîíåíòû âåêòîðà íà-
ïðÿæåíèé íà êîíòóðå, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûå +θσ= cosxxxP

;sin  θσ+ xy  ;sincos θσ+θσ= yyxyyP  V � ñêîðîñòü ñðåäû;

W � ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè; −ρ 2

2
1

V  ïëîòíîñòü êèíåòè-

÷åñêîé ýíåðãèè ñðåäû. Íà ðèñ. 6.2 ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå
êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïîäñ÷åòà ïîòîêà ýíåðãèè â êîí
öå
òðåùèíû. Íà êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ a (ñì. ðèñ. 6.2) èìååì

,cos θε=  x  .cos,sin,sin   θ=θ=θε= yx nn y

Ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (6.15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-
òîê ýíåðãèè â êîíåö òðåùèíû, êîòîðûé ðàñõîäóåòñÿ íà îáðà-
çîâàíèå íîâîé ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ ïîäñ÷åòà ïîòîêà ýíåðãèè ÷åðåç êîíòóð íåîáõîäèìî
ïîäñòàâèòü â èíòåãðàë çíà÷åíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåíèé è ïëîò
-
íîñòåé êèíåòè÷åñêîé è óïðóãîé ýíåðãèé. Ïîòîê ýíåðãèè [22,
28] íå çàâèñèò îò êîíòóðà, ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü åãî â âèäå
ãðàíèö ïðÿìîóãîëüíèêà á íà ðèñ. 6.2 ñ ,0,, →εδ<ε<  y x

0→εδ . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè ñêîðîñòè òðåùèíû ê íóëþ
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñî ñòàòè÷åñêèì.

 Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè â êðàé òðåùèíû ðàñ-
ñìîòðèì çàêîí èçìåíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè äëÿ ñðåäû, îãðàíè-

÷åííîé êîíòóðîì, äâèæóùèìñÿ ñî ñêîðîñòüþ òðåùèíû.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ U ñîñòîèò èç óïðóãîé ijijW εσ=
2
1

 è êè-

íåòè÷åñêîé 
2

2vρ  ñîñòàâëÿþùèõ. Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëíîé
ýíåðãèè ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò åå ïîòîêà ÷åðåç ãðàíèöû êîíòóð
à,
à òàêæå ìîùíîñòè ðàáîòû âíåøíèõ ñèë. Åñëè ïðåíåáðå÷ü äåé-

ñòâèåì ìàññîâûõ ñèë, ïîëó÷èì
 ∫ ∫∫

Σ ΣΩ

σ+−=
∂

∂
,dsvdsUvVd
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nn

ãäå −n  âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè; −nv  ïðîåêöèÿ âåêòîðà
ñêîðîñòè v  íà íîðìàëü; dV, ds � ìàëûå ÷àñòè îáúåìà Ω  è
ïëîùàäè Σ  ïîâåðõíîñòè âûäåëåííîé ÷àñòè ñðåäû. Ïðè ñòà-
öèîíàðíîì äâèæåíèè 0=∂∂ tU  è ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ýíåð-
ãèè ðàâíà íóëþ.

Åñëè êîíòóð íå ñîäåðæèò îñîáåííîñòåé, ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ ýíåðãèè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïðè íàëè÷èè
îñîáåííîñòåé ïðàâàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü îòëè÷íîé îò íóëÿ è
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïîòîê ýíåðãèè â îñîáóþ òî÷êó. Äëÿ òðå-
ùèíû, áåðåãà êîòîðîé ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, èíòåãðàë â
ïðàâîé ÷àñòè íå çàâèñèò îò êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ [ 22].
Ïîýòîìó â êà÷åñòâå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñ. 6.2) ìîæ-
íî âçÿòü êðóã áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàäèóñà (a) èëè ïðÿìîó-
ãîëüíûé êîíòóð (b).

  ÃËÀÂÀ 6. ÂËÈßÍÈÅ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒÐÅÙÈÍ
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

.0,0,0,0,0 00 =>−′==σ<−′==  UtVx x tVx xy zy (6.17)

Åñëè ñ÷èòàòü äâèæåíèå óñòàíîâèâøèìñÿ â ïîäâèæíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò, òî èç (6.16) ïîëó÷èì óðàâíåíèå
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Äëÿ ôóíêöèè )(zF  èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó:
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Ðåøåíèåì åå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ )(Re)( zLizU  −=  ñ
ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé L , âèä êîòîðîé âûáðàí èç ñîîá-
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-
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Òîãäà âûðàæåíèÿ (6.19) ïðèìóò âèä:
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Íàéäåì òåïåðü ïîëíûé ïîòîê ýíåðãèè â êðàé òðåùèíû,
èñïîëüçóÿ Ã-èíòåãðàë [22] ïî êîíòóðó â âèäå îêðóæíîñòè:

§  6.2. ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÒÐÅÙÈÍÛ...

;
2

1

2

1
)(2

2

2
022

x

K

x

K

a

V IIxx

πµ
−

πΩµ
β−α=

µ
σ

;
2 x

K I
yy π

=σ  .0=σxy

• Ïðè π±=θ→ ±  y ,0

 .0;
2

)1(
;0

2

00
=σ=σ=σ

πΩµ
β−α

±== xyxxyy
yx  

x

K

V

V
 

V

V I

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé,
íàõîäèì çàâèñèìîñòü ïîòîêà ýíåðãèè Ã îò ñêîðîñòè V0 äëÿ
òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà:
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîòîê ýíåðãèè íåîãðàíè÷åííî âîçðà-
ñòàåò, åñëè ñêîðîñòü òðåùèíû ñòàíîâèòñÿ áëèçêîé ê ñêîðîñ-

òè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðýëåÿ. Êðîìå òîãî, ïðè ñêîðîñòè,
áîëüøåé ñêîðîñòè âîëí Ðýëåÿ, ôóíêöèÿ Ω  ìåíÿåò ñâîé çíàê
è ïîòîê ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Åñëè ñ÷èòàòü
ýôôåêòèâíóþ ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ γ  ïîëîæèòåëüíîé âå-
ëè÷èíîé, òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî òðåùèíà íå ìîæåò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ñêîðîñòè âîëí Ðý-
ëåÿ. Â ýêñïåðèìåíòàõ ñêîðîñòü ñâîáîäíûõ òðåùèí íå ïðåâû-
øàåò ïîëîâèíû ñêîðîñòè âîëí ñäâèãà. Ïðè äàëüíåéøåì óâå-
ëè÷åíèè ñêîðîñòè íà÷èíàåòñÿ âåòâëåíèå òðåùèíû è âîçíèêà
-
åò ìíîæåñòâî ìèêðîòðåùèí â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè åå
áåðåãîâ. Ýòè âîïðîñû îáñóæäàþòñÿ â [23, 24]. Ìíîãèå ñ÷è-
òàþò, ÷òî ýòè ôàêòû ñâèäåòåëüñòâóþò î íåîáõîäèìîñòè ó÷å-
òà ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà.

§ 6.2. Стационарное движение трещины в случае
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Íàéäåì òåïåðü ïîëíûé ïîòîê ýíåðãèè â êðàé òðåùèíû,
èñïîëüçóÿ Ã-èíòåãðàë [22] ïî êîíòóðó â âèäå îêðóæíîñòè:
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîòîê ýíåðãèè íåîãðàíè÷åííî âîçðà-
ñòàåò, åñëè ñêîðîñòü òðåùèíû ñòàíîâèòñÿ áëèçêîé ê ñêîðîñ-

òè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðýëåÿ. Êðîìå òîãî, ïðè ñêîðîñòè,
áîëüøåé ñêîðîñòè âîëí Ðýëåÿ, ôóíêöèÿ Ω  ìåíÿåò ñâîé çíàê
è ïîòîê ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Åñëè ñ÷èòàòü
ýôôåêòèâíóþ ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ γ  ïîëîæèòåëüíîé âå-
ëè÷èíîé, òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî òðåùèíà íå ìîæåò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ñêîðîñòè âîëí Ðý-
ëåÿ. Â ýêñïåðèìåíòàõ ñêîðîñòü ñâîáîäíûõ òðåùèí íå ïðåâû-
øàåò ïîëîâèíû ñêîðîñòè âîëí ñäâèãà. Ïðè äàëüíåéøåì óâå-
ëè÷åíèè ñêîðîñòè íà÷èíàåòñÿ âåòâëåíèå òðåùèíû è âîçíèêà
-
åò ìíîæåñòâî ìèêðîòðåùèí â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè åå
áåðåãîâ. Ýòè âîïðîñû îáñóæäàþòñÿ â [23, 24]. Ìíîãèå ñ÷è-
òàþò, ÷òî ýòè ôàêòû ñâèäåòåëüñòâóþò î íåîáõîäèìîñòè ó÷å-
òà ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà.

§ 6.2. Стационарное движение трещины в случае
 антиплоской деформации

Ðàññìîòðèì äîçâóêîâîå äâèæåíèå ïîëóáåñêîíå÷íîé òðå-
ùèíû ñî ñêîðîñòüþ ,0 bV <  ãäå b � ñêîðîñòü ïîïåðå÷íûõ
âîëí. Äëÿ àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâ-
íåíèÿ
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íîñòü ïîòîêà ýíåðãèè çàâèñèò îò ñêîðîñòè. Èç (6.28) ñëåäóåò,
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§  6.2. ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÒÐÅÙÈÍÛ...
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 Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ íàéòè ïëîòíîñòè óïðóãîé è
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè ïîëó÷èì , èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå è (5), ñëåäóþ-
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§ 6.3. Уравнения пластического течения в окрестности
  вершины трещины

Êàê ñëåäîâàëî èç ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé ìåõàíèêè
ðàçðóøåíèÿ, â îêðåñòíîñòè òðåùèíû ïðîèñõîäèò íåîãðàíè÷å
í-
íûé ðîñò íàïðÿæåíèé ïðè ëþáûõ ïðèëîæåííûõ âíåøíèõ íà-
ãðóçêàõ. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ íàïðÿæåíèÿ îãðàíè÷åííû, òàê
êàê ïðè ïðåâûøåíèè èìè íåêîòîðîãî ïðåäåëà ìàòåðèàë ïåðå-
ñòàåò áûòü óïðóãèì. Âîçíèêàþò íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè, êî-

òîðûå ìîæíî îïèñûâàòü â ðàìêàõ îäíîé èç ìîäåëåé óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñðåäû. Çàäà÷è ïîâåäåíèÿ òðåùèí, â

êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
,
ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò íåëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ.

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðåøàòü íåëèíåéíûå
çàäà÷è, âîçìîæíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ âåñüìà

îãðàíè÷åííû è â öåëîì çàäà÷è ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî. Îäíàêî â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæåí àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç êà÷åñò
âåí-
íîãî ïîâåäåíèÿ ñðåäû â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû.

Áóäåì îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ñðåäû êàê èäåàëüíî ïëàñòè-
÷åñêîå ñ óñëîâèåì òåêó÷åñòè Òðåñêà-Ñåí-Âåíàíà èëè Ìèçåñà.

Ñîãëàñíî ìîäåëè Òðåñêà-Ñåí-Âåíàíà, ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå
ìàòåðèàëà îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå

íàïðÿæåíèå äîñòèãàåò ïðåäåëà òåêó÷åñòè íà ñäâèã [25]:

k=τ || max . (6.31)

Ïóñòü −σ≥σ≥σ IIIIII  óïîðÿäî÷åííûå ãëàâíûå íàïðÿ-
æåíèÿ. Òîãäà ìàêñèìàëüíûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ

( ) ( ) ( ) 2,2,2 213 IIIIIIIIIIII   σ−σ=τσ−σ=τσ−σ=τ . (6.32)

Ïëîùàäêè, íà êîòîðûõ äåéñòâóþò äàííûå ìàêñèìàëüíûå
êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, çàäàþòñÿ âåêòîðàìè åäèíè÷íûõ
íîðìàëåé â ãëàâíûõ îñÿõ:

äëÿ ( ) ;0;21;21,3 ±=τ n  

äëÿ ( ) ;21;21;0,1 ±=τ n  

äëÿ ( ) .21;0;21,2 ±=τ n  

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ðàâíûõ ãëàâíûõ íàïðÿæåíèÿõ óñëîâèå
ïëàñòè÷íîñòè íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî. Åñëè IIIIII σ≥σ>σ ,

§  6.3. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÅ×ÅÍÈß...

Íà ðèñ. 6.3 èçîáðàæåíû êðèâûå ïëàñòè÷íîñòè äëÿ òðåõ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè òðåùèíû: à � ïðè β = 0,999;
á � ïðè β = 0,8; â � ïðè β = 0,5.

Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, îáëàñòü ïëàñòè÷íîñòè áûñòðî
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ñêîðîñòè òðåùèíû. Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ

ïðèìåíèìà òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îáëàñòü ïëàñòè÷åñ-
êèõ äåôîðìàöèé ñîñòàâëÿåò ìåíåå 20% äëèíû òðåùèíû.
Óðàâíåíèå (6.30) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçìåð îáëàñòè óâåëè÷è-
âàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ñêîðîñòè è

çíà÷èòåëüíî îïåðåæàåò ñêîðîñòü ðîñòà òðåùèíû. Òàê, ðàç-
ìåð îáëàñòè ïðè 0=θ  ñîãëàñíî (6.30) ðàâåí
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Ïî âñåé âèäèìîñòè, èìåííî ýòèì ìîæíî îáúÿñíèòü òî,
÷òî â ýêñïåðèìåíòàõ çíà÷åíèå ñêîðîñòè òðåùèí íå ïðåâûøà-
åò ïîëîâèíû ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ âîëí. Êîíå÷íî, íå íàäî
ïîëàãàòü, ÷òî ðåàëüíûå îáëàñòè ïëàñòè÷íîñòè èìåþò èìåííî

òàêîé âèä, íî âñå æå òåíäåíöèÿ áûñòðîãî ðîñòà ïëàñòè÷åñêî
é
îáëàñòè â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ñêîðåå âñåãî ñïðàâåäëèâà.

  ÃËÀÂÀ 6. ÂËÈßÍÈÅ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒÐÅÙÈÍ
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§ 6.3. Уравнения пластического течения в окрестности
  вершины трещины

Êàê ñëåäîâàëî èç ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé ìåõàíèêè
ðàçðóøåíèÿ, â îêðåñòíîñòè òðåùèíû ïðîèñõîäèò íåîãðàíè÷å
í-
íûé ðîñò íàïðÿæåíèé ïðè ëþáûõ ïðèëîæåííûõ âíåøíèõ íà-
ãðóçêàõ. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ íàïðÿæåíèÿ îãðàíè÷åííû, òàê
êàê ïðè ïðåâûøåíèè èìè íåêîòîðîãî ïðåäåëà ìàòåðèàë ïåðå-
ñòàåò áûòü óïðóãèì. Âîçíèêàþò íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè, êî-

òîðûå ìîæíî îïèñûâàòü â ðàìêàõ îäíîé èç ìîäåëåé óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñðåäû. Çàäà÷è ïîâåäåíèÿ òðåùèí, â

êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
,
ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò íåëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ.

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðåøàòü íåëèíåéíûå
çàäà÷è, âîçìîæíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ âåñüìà

îãðàíè÷åííû è â öåëîì çàäà÷è ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî. Îäíàêî â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæåí àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç êà÷åñò
âåí-
íîãî ïîâåäåíèÿ ñðåäû â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû.

Áóäåì îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ñðåäû êàê èäåàëüíî ïëàñòè-
÷åñêîå ñ óñëîâèåì òåêó÷åñòè Òðåñêà-Ñåí-Âåíàíà èëè Ìèçåñà.

Ñîãëàñíî ìîäåëè Òðåñêà-Ñåí-Âåíàíà, ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå
ìàòåðèàëà îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå

íàïðÿæåíèå äîñòèãàåò ïðåäåëà òåêó÷åñòè íà ñäâèã [25]:

k=τ || max . (6.31)

Ïóñòü −σ≥σ≥σ IIIIII  óïîðÿäî÷åííûå ãëàâíûå íàïðÿ-
æåíèÿ. Òîãäà ìàêñèìàëüíûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ

( ) ( ) ( ) 2,2,2 213 IIIIIIIIIIII   σ−σ=τσ−σ=τσ−σ=τ . (6.32)

Ïëîùàäêè, íà êîòîðûõ äåéñòâóþò äàííûå ìàêñèìàëüíûå
êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, çàäàþòñÿ âåêòîðàìè åäèíè÷íûõ
íîðìàëåé â ãëàâíûõ îñÿõ:

äëÿ ( ) ;0;21;21,3 ±=τ n  

äëÿ ( ) ;21;21;0,1 ±=τ n  

äëÿ ( ) .21;0;21,2 ±=τ n  

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ðàâíûõ ãëàâíûõ íàïðÿæåíèÿõ óñëîâèå
ïëàñòè÷íîñòè íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî. Åñëè IIIIII σ≥σ>σ ,

§  6.3. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÅ×ÅÍÈß...

Íà ðèñ. 6.3 èçîáðàæåíû êðèâûå ïëàñòè÷íîñòè äëÿ òðåõ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè òðåùèíû: à � ïðè β = 0,999;
á � ïðè β = 0,8; â � ïðè β = 0,5.

Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, îáëàñòü ïëàñòè÷íîñòè áûñòðî
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ñêîðîñòè òðåùèíû. Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ

ïðèìåíèìà òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îáëàñòü ïëàñòè÷åñ-
êèõ äåôîðìàöèé ñîñòàâëÿåò ìåíåå 20% äëèíû òðåùèíû.
Óðàâíåíèå (6.30) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçìåð îáëàñòè óâåëè÷è-
âàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ñêîðîñòè è

çíà÷èòåëüíî îïåðåæàåò ñêîðîñòü ðîñòà òðåùèíû. Òàê, ðàç-
ìåð îáëàñòè ïðè 0=θ  ñîãëàñíî (6.30) ðàâåí
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Ïî âñåé âèäèìîñòè, èìåííî ýòèì ìîæíî îáúÿñíèòü òî,
÷òî â ýêñïåðèìåíòàõ çíà÷åíèå ñêîðîñòè òðåùèí íå ïðåâûøà-
åò ïîëîâèíû ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ âîëí. Êîíå÷íî, íå íàäî
ïîëàãàòü, ÷òî ðåàëüíûå îáëàñòè ïëàñòè÷íîñòè èìåþò èìåííî

òàêîé âèä, íî âñå æå òåíäåíöèÿ áûñòðîãî ðîñòà ïëàñòè÷åñêî
é
îáëàñòè â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ñêîðåå âñåãî ñïðàâåäëèâà.

  ÃËÀÂÀ 6. ÂËÈßÍÈÅ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒÐÅÙÈÍ
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Ïîñëå ñëîæåíèÿ (6.34), (6.35) ïîëó÷èì äëÿ òåíçîðà ñêîðîñòåé
äåôîðìàöèé ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü:

                        ,0
2

=
σ∂
τ∂

λ α
α

kk 

 

    
31

)(
2
1 2

,, ijij
ij

ijjiij p
EE

VV δν−σν++
σ∂
τ∂λ=+=ε α &&& .

(6.36)

Åñëè ê óðàâíåíèÿì (6.36) äîáàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïëîø-
íîé ñðåäû (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññîâûå ñèëû îòñóòñòâóþò
)

jijiV ,σ=ρ & (6.37)

è óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè ñîãëàñíî (6.31)

2,22 ≤α=τα  k , (6.38)

òî ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íå-
èçâåñòíûõ .,, αλσ iij V

 Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü ïëàñòè÷íîñòè ñ óñëîâèåì
Ìèçåñà äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû v = 0,5. Óðàâíåíèÿ ïîëó÷à-
þòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîýòîìó ïðèâåäåì èõ áåç ïîä-
ðîáíîãî âûâîäà [25]:

0, =iiV  � óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè;                
(6.39)

)(
1

)()(
2
1

,, ijijijijijji p
E

pVV  δ−σν++δ−σλ=+ && �

çàêîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ;

22)()( kpp ijijijij    =δ−σδ−σ  � óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè

Ìèçåñà; (6.39�)

jijiV ,σ=ρ &  � óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì ðàçðóøåíèÿ
äâóõ òèïîâ � òðåùèí àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè è òðåùèí
îòðûâà äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè.

§  6.3. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÅ×ÅÍÈß...

ìàêñèìàëüíûì êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèå áóäåò 2τ , à ïðè
IIIIII σ>σ=σ  áóäåò äâà ðàâíûõ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëü-

íûõ íàïðÿæåíèÿ: 321 τ>τ=τ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëàñòè÷åñ-
êîå òå÷åíèå âîçìîæíî èëè íà îäíîé ïëîùàäêå (êîíåö âåêòî-
ðà íàïðÿæåíèé OM íàõîäèòñÿ íà ãðàíè ïðèçìû Òðåñêà), èëè
íà äâóõ ïëîùàäêàõ (êîíåö âåêòîðà íàïðÿæåíèé ON  íàõîäèò-
ñÿ íà ðåáðå ýòîé ïðèçìû) (ðèñ. 6.4).

Ðèñ. 6.4

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëíûå äåôîðìàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå ñóììû óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé:

)()( p
ij

e
ijij ε+ε=ε , (6.33)

ïðè÷åì óïðóãèå äåôîðìàöèè ñâÿçàíû ñ íàïðÿæåíèÿìè çàêî-
íîì Ãóêà, à ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ïîä÷èíÿåòñÿ àññîöèèðî-
âàííîìó çàêîíó òå÷åíèÿ ïëàñòè÷åñêè íåñæèìàåìîé ñðåäû:

     .2,,0,,0
2

)()( ≤α∈α≥λ
σ∂
τ∂

λ=ε=ε α
α

α  N   
ij

p
ij

p
kk

&& (6.34)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (6.34) ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó α ïðî-
èçâîäèòñÿ äëÿ òåõ ïëîùàäîê, íà êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå
ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî òàêèõ ïëîùàäîê ðàâíî äâóì. Ïîñêîëüêó óïðóãàÿ
÷àñòü äåôîðìàöèé ñâÿçàíà ñ íàïðÿæåíèÿìè çàêîíîì Ãóêà,
äëÿ óïðóãîé ÷àñòè òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

  ÃËÀÂÀ 6. ÂËÈßÍÈÅ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒÐÅÙÈÍ
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Ïîñëå ñëîæåíèÿ (6.34), (6.35) ïîëó÷èì äëÿ òåíçîðà ñêîðîñòåé
äåôîðìàöèé ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü:
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(6.36)

Åñëè ê óðàâíåíèÿì (6.36) äîáàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïëîø-
íîé ñðåäû (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññîâûå ñèëû îòñóòñòâóþò
)

jijiV ,σ=ρ & (6.37)

è óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè ñîãëàñíî (6.31)

2,22 ≤α=τα  k , (6.38)

òî ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íå-
èçâåñòíûõ .,, αλσ iij V

 Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü ïëàñòè÷íîñòè ñ óñëîâèåì
Ìèçåñà äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû v = 0,5. Óðàâíåíèÿ ïîëó÷à-
þòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîýòîìó ïðèâåäåì èõ áåç ïîä-
ðîáíîãî âûâîäà [25]:

0, =iiV  � óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè;                
(6.39)

)(
1

)()(
2
1

,, ijijijijijji p
E

pVV  δ−σν++δ−σλ=+ && �

çàêîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ;

22)()( kpp ijijijij    =δ−σδ−σ  � óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè

Ìèçåñà; (6.39�)

jijiV ,σ=ρ &  � óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì ðàçðóøåíèÿ
äâóõ òèïîâ � òðåùèí àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè è òðåùèí
îòðûâà äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè.

§  6.3. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÅ×ÅÍÈß...

ìàêñèìàëüíûì êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèå áóäåò 2τ , à ïðè
IIIIII σ>σ=σ  áóäåò äâà ðàâíûõ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëü-

íûõ íàïðÿæåíèÿ: 321 τ>τ=τ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëàñòè÷åñ-
êîå òå÷åíèå âîçìîæíî èëè íà îäíîé ïëîùàäêå (êîíåö âåêòî-
ðà íàïðÿæåíèé OM íàõîäèòñÿ íà ãðàíè ïðèçìû Òðåñêà), èëè
íà äâóõ ïëîùàäêàõ (êîíåö âåêòîðà íàïðÿæåíèé ON  íàõîäèò-
ñÿ íà ðåáðå ýòîé ïðèçìû) (ðèñ. 6.4).

Ðèñ. 6.4

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëíûå äåôîðìàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå ñóììû óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé:

)()( p
ij

e
ijij ε+ε=ε , (6.33)

ïðè÷åì óïðóãèå äåôîðìàöèè ñâÿçàíû ñ íàïðÿæåíèÿìè çàêî-
íîì Ãóêà, à ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ïîä÷èíÿåòñÿ àññîöèèðî-
âàííîìó çàêîíó òå÷åíèÿ ïëàñòè÷åñêè íåñæèìàåìîé ñðåäû:

     .2,,0,,0
2

)()( ≤α∈α≥λ
σ∂
τ∂

λ=ε=ε α
α

α  N   
ij

p
ij

p
kk

&& (6.34)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (6.34) ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó α ïðî-
èçâîäèòñÿ äëÿ òåõ ïëîùàäîê, íà êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå
ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî òàêèõ ïëîùàäîê ðàâíî äâóì. Ïîñêîëüêó óïðóãàÿ
÷àñòü äåôîðìàöèé ñâÿçàíà ñ íàïðÿæåíèÿìè çàêîíîì Ãóêà,
äëÿ óïðóãîé ÷àñòè òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî
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Ðèñ. 6.5

Ïðè ýòîì íà ïëîùàäêå OM ))0;cos;sin(( ϕϕ=   n , ò.å. íà
ëèíèè ñêîëüæåíèÿ, âåêòîð íàïðÿæåíèÿ èìååò ñîãëàñíî (6.43)
ñîñòàâëÿþùèå (0; 0; k), à íà îðòîãîíàëüíîé ê íåé ïëîùàäêå

))0;sin;cos(( ϕϕ=   n  âåêòîð íàïðÿæåíèé ðàâåí íóëþ. Ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ),( ϕR  â ïëàñòè-
÷åñêîé îáëàñòè

σzϕ = k, σzR = 0. (6.45)

Óñëîâèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (6.42) â ýòîì ñëó÷àå áóäóò
èìåòü âèä:

   .0
2
1

,
2
1 =λσ=

∂
∂=ελ=λσ=

ϕ∂
∂=ε ϕϕ RR zzzz R

V
 k

V

R
&& (6.46)

Â ñèëó ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ (6.46) ñêîðîñòü, à çíà-
÷èò, è ïåðåìåùåíèå çàâèñÿò òîëüêî îò óãëà ϕ. Ïîñêîëüêó ïðè
ïåðåõîäå â ïëàñòè÷åñêóþ îáëàñòü íàïðÿæåíèÿ óæå íå ìåíÿ-
þòñÿ, óðàâíåíèÿ (6.42) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âðåìåíè:

,
2
1

0,
2
1

2
1

0 R

U
  

U

R
kk Rzz ∂

∂==ε
ϕ∂

∂=
µ

+λ=ε ϕ  (6.47)

ãäå ∫ −λ=λ
t

t

 tdt

1

10 ; âðåìÿ ïåðåõîäà äàííîé ìàòåðèàëüíîé òî÷-

êè èç óïðóãîé îáëàñòè â ïëàñòè÷åñêóþ. Ïîñêîëüêó ïåðåìå-
ùåíèå â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè çàâèñèò òîëüêî îò óãëà ϕ, îíî
îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íà ãðàíèöå óïðóãî
é
è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòåé. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì ñòàòè-
÷åñêîé óïðóãîé çàäà÷è äëÿ òðåùèíû â óñëîâèÿõ àíòèïëîñêîé

äåôîðìàöèè, âçÿâ íà÷àëî êîîðäèíàò äëÿ óïðóãîé ñðåäû íà
ïðîäîëæåíèè òðåùèíû â òî÷êå O1 (ñì. ðèñ. 6.5):

§  6.4. Ó×ÅÒ ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ ÄËß ÒÐÅÙÈÍÛ Â ÓÑËÎÂÈßÕ...

§ 6.4. Учет пластичности для трещины в условиях
  антиплоской деформации

Ïðè àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè åäèíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùé
ñêîðîñòè, îòëè÷íîé îò íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ ),,( 213 txxVV = . Âñëåä-
ñòâèå ýòîãî íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ñêîðîñòåé
äåôîìàöèé áóäóò

,
2
1

1
13 x

V
∂
∂=ε&  

2
23 2

1
x
V

∂
∂=ε& . (6.40)

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè èìååò âèä

22
23

2
13 k=σ+σ . (6.41)

Àññîöèèðîâàííûé çàêîí òå÷åíèÿ (6.36) â ýòîì ñëó÷àå ïðèâî-
äèò ê óðàâíåíèÿì:

     ;
2
12

2
1

1313
1

3 σ
µ

+λσ=
∂
∂

&
x

V
 .

2
12

2
1

2323
2

3 σ
µ

+λσ=
∂
∂

&
x

V
(6.42)

Èññëåäóåì ðîñò ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ïðè êâàçèñòàöèî-
íàðíîì íàãðóæåíèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî òðåùèíà íåïîäâèæíà è ñè-
ëàìè èíåðöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðõ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèþ ïëàñòè÷íîñòè
(6.41) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü òîæäåñòâåííî, ïðèíÿâ, ÷òî

.cos,sin 2313 ϕ=σϕ−=σ k  k   (6.43)

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ çíà÷åíèé â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (6.37)
â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñèë èíåðöèè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

.0sincos  

21
=ϕ

∂
ϕ∂+ϕ

∂
ϕ∂

xx
(6.44)

Ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6.44) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ )sin;cos(   ϕϕ=  l , .0=ϕ dld

Òàêèì îáðàçîì, ëèíèÿìè òå÷åíèÿ áóäóò ïðÿìûå const.=ϕ
Ðàññìîòðèì öåíòðèðîâàííîå ïîëå ëèíèé òå÷åíèÿ ñ öåíò-

ðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ðèñ. 6.5) ,
22

1
1

θ=∠∠=ϕ AMOMOA =

2
cos2,1

θ== r OMrMO .
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Ðèñ. 6.5

Ïðè ýòîì íà ïëîùàäêå OM ))0;cos;sin(( ϕϕ=   n , ò.å. íà
ëèíèè ñêîëüæåíèÿ, âåêòîð íàïðÿæåíèÿ èìååò ñîãëàñíî (6.43)
ñîñòàâëÿþùèå (0; 0; k), à íà îðòîãîíàëüíîé ê íåé ïëîùàäêå

))0;sin;cos(( ϕϕ=   n  âåêòîð íàïðÿæåíèé ðàâåí íóëþ. Ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ),( ϕR  â ïëàñòè-
÷åñêîé îáëàñòè

σzϕ = k, σzR = 0. (6.45)

Óñëîâèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (6.42) â ýòîì ñëó÷àå áóäóò
èìåòü âèä:

   .0
2
1

,
2
1 =λσ=

∂
∂=ελ=λσ=

ϕ∂
∂=ε ϕϕ RR zzzz R

V
 k

V

R
&& (6.46)

Â ñèëó ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ (6.46) ñêîðîñòü, à çíà-
÷èò, è ïåðåìåùåíèå çàâèñÿò òîëüêî îò óãëà ϕ. Ïîñêîëüêó ïðè
ïåðåõîäå â ïëàñòè÷åñêóþ îáëàñòü íàïðÿæåíèÿ óæå íå ìåíÿ-
þòñÿ, óðàâíåíèÿ (6.42) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âðåìåíè:

,
2
1

0,
2
1

2
1

0 R

U
  

U

R
kk Rzz ∂

∂==ε
ϕ∂

∂=
µ

+λ=ε ϕ  (6.47)

ãäå ∫ −λ=λ
t

t

 tdt

1

10 ; âðåìÿ ïåðåõîäà äàííîé ìàòåðèàëüíîé òî÷-

êè èç óïðóãîé îáëàñòè â ïëàñòè÷åñêóþ. Ïîñêîëüêó ïåðåìå-
ùåíèå â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè çàâèñèò òîëüêî îò óãëà ϕ, îíî
îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íà ãðàíèöå óïðóãî
é
è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòåé. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì ñòàòè-
÷åñêîé óïðóãîé çàäà÷è äëÿ òðåùèíû â óñëîâèÿõ àíòèïëîñêîé

äåôîðìàöèè, âçÿâ íà÷àëî êîîðäèíàò äëÿ óïðóãîé ñðåäû íà
ïðîäîëæåíèè òðåùèíû â òî÷êå O1 (ñì. ðèñ. 6.5):

§  6.4. Ó×ÅÒ ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ ÄËß ÒÐÅÙÈÍÛ Â ÓÑËÎÂÈßÕ...

§ 6.4. Учет пластичности для трещины в условиях
  антиплоской деформации

Ïðè àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè åäèíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùé
ñêîðîñòè, îòëè÷íîé îò íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ ),,( 213 txxVV = . Âñëåä-
ñòâèå ýòîãî íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ñêîðîñòåé
äåôîìàöèé áóäóò

,
2
1

1
13 x

V
∂
∂=ε&  

2
23 2

1
x
V

∂
∂=ε& . (6.40)

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè èìååò âèä

22
23

2
13 k=σ+σ . (6.41)

Àññîöèèðîâàííûé çàêîí òå÷åíèÿ (6.36) â ýòîì ñëó÷àå ïðèâî-
äèò ê óðàâíåíèÿì:

     ;
2
12

2
1

1313
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3 σ
µ

+λσ=
∂
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&
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 .

2
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2
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2323
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+λσ=
∂
∂

&
x

V
(6.42)

Èññëåäóåì ðîñò ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ïðè êâàçèñòàöèî-
íàðíîì íàãðóæåíèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî òðåùèíà íåïîäâèæíà è ñè-
ëàìè èíåðöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðõ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèþ ïëàñòè÷íîñòè
(6.41) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü òîæäåñòâåííî, ïðèíÿâ, ÷òî

.cos,sin 2313 ϕ=σϕ−=σ k  k   (6.43)

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ çíà÷åíèé â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (6.37)
â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñèë èíåðöèè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

.0sincos  

21
=ϕ

∂
ϕ∂+ϕ

∂
ϕ∂
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(6.44)

Ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6.44) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ )sin;cos(   ϕϕ=  l , .0=ϕ dld

Òàêèì îáðàçîì, ëèíèÿìè òå÷åíèÿ áóäóò ïðÿìûå const.=ϕ
Ðàññìîòðèì öåíòðèðîâàííîå ïîëå ëèíèé òå÷åíèÿ ñ öåíò-

ðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ðèñ. 6.5) ,
22

1
1

θ=∠∠=ϕ AMOMOA =

2
cos2,1

θ== r OMrMO .
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Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðèâåäåíííûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðà-
âåäëèâû ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðû ïëàñòè÷åñêîé
îáëàñòè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé òðåùèíû. Â ñèëó óñëî-
âèÿ (6.49) ýòî îçíà÷àåò ìàëîñòü ïàðàìåòðà kτ , ò. å. îòíîøå-
íèÿ íàïðÿæåíèÿ, ïðèëîæåííîãî íà áåñêîíå÷íîñòè, ê ïðåäåëó
òåêó÷åñòè íà ñäâèã.

Èññëåäóåì òåïåðü äâèæåíèå òðåùèíû ñî ñêîðîñòüþ V0,
íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òî ñèëàìè èíåðöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Óìíîæèâ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (6.42) íà 13σ , à âòîðîå � íà
32σ  è ñëîæèâ, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè (6.41) ïîëó÷èì:








∂
∂

σ+
∂
∂

σ=λ
2

3
23

1

3
1324

1
x

V

x

V

k
. (6.52)

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òðåùèíû ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V0.
Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è áóäåò çàâèñåòü îò ïåðåìåííû
õ

201 ; x ytVxx =−= . Äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðîèçâîäíàÿ ïî
âðåìåíè áóäåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ïî x, ïîñêîëüêó

x
V

t
x

xt ∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

0 .

Ó÷åò ñòàöèîíàðíîñòè è ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ λ èç (6.52) â
óðàâíåíèÿ (6.41) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì:

;1 1303
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(6.53)
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∂
∂

σ+
∂

∂
σσ=

∂
∂

Áóäåì èñêàòü íàïðÿæåíèÿ â âèäå (6.43), ãäå ϕ � íîâàÿ
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (6.43) â (6.53) è (6.39),
ïðåíåáðåãàÿ ñèëàìè èíåðöèè, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé:
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Åñëè ñ÷èòàòü ïîëå ëèíèé ñêîëüæåíèÿ ïî-ïðåæíåìó öåíò-
ðèðîâàííûì è ïåðåéòè â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ϕ,R),
âòîðîå óðàâíåíèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, à ïåðâî
å
ìîæíî çàïèñàòü òàê:

§  6.4. Ó×ÅÒ ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ ÄËß ÒÐÅÙÈÍÛ Â ÓÑËÎÂÈßÕ...

.;
2

sin
2

;
2

sin
2

,
2

cos
2

1323

L K
rK

U

 
r

K
 

r

K

III
III

IIIIII

πτ=θ
πµ

=

θ
π

−=σθ
π

=σ

(6.48)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî 2θ=ϕ  è ñîîòíîøåíèÿ (6.43), (6.48),
âèäèì, ÷òî ðåøåíèÿ â óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòÿõ ñî-
ïðÿãàþòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî â óïðó-
ãîì ðåøåíèè

.
22 2

2

2

2

0
k

L

k

K
rr III τ=

π
==  

(6.49)

Ñ ó÷åòîì (6.49) â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ïîëó÷èì
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Cîãëàñíî (6.47) âåëè÷èíà ïëîòíîñòè ðàáîòû íà ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèÿõ
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ðàñêðûòèå òðåùèíû â âåðøèíå
ïîëó÷èëîñü êîíå÷íûì. Ñîãëàñíî (6.49), (6.50)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåùèíà ÿâëÿåòñÿ çàòóïëåííîé. Åñëè ïîä-
ñ÷èòàòü ôîðìàëüíî ïîòîê ýíåðãèè êàê Ã-èíòåãðàë [22] äëÿ
êîíòóðà ∞→εε<<ε−→ε= 111 ,,0 x y , òî íàéäåì:
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Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ âûâåäåííûì ðàíåå
äëÿ óïðóãîé ñðåäû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ã-èíòåãðàë ñîõðàíÿåò
ñâîå çíà÷åíèå è â äàííîì ñëó÷àå.
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Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðèâåäåíííûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðà-
âåäëèâû ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðû ïëàñòè÷åñêîé
îáëàñòè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé òðåùèíû. Â ñèëó óñëî-
âèÿ (6.49) ýòî îçíà÷àåò ìàëîñòü ïàðàìåòðà kτ , ò. å. îòíîøå-
íèÿ íàïðÿæåíèÿ, ïðèëîæåííîãî íà áåñêîíå÷íîñòè, ê ïðåäåëó
òåêó÷åñòè íà ñäâèã.

Èññëåäóåì òåïåðü äâèæåíèå òðåùèíû ñî ñêîðîñòüþ V0,
íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òî ñèëàìè èíåðöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Óìíîæèâ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (6.42) íà 13σ , à âòîðîå � íà
32σ  è ñëîæèâ, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè (6.41) ïîëó÷èì:
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Áóäåì èñêàòü íàïðÿæåíèÿ â âèäå (6.43), ãäå ϕ � íîâàÿ
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (6.43) â (6.53) è (6.39),
ïðåíåáðåãàÿ ñèëàìè èíåðöèè, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé:
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Åñëè ñ÷èòàòü ïîëå ëèíèé ñêîëüæåíèÿ ïî-ïðåæíåìó öåíò-
ðèðîâàííûì è ïåðåéòè â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ϕ,R),
âòîðîå óðàâíåíèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, à ïåðâî
å
ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî 2θ=ϕ  è ñîîòíîøåíèÿ (6.43), (6.48),
âèäèì, ÷òî ðåøåíèÿ â óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòÿõ ñî-
ïðÿãàþòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî â óïðó-
ãîì ðåøåíèè
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Ñ ó÷åòîì (6.49) â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ïîëó÷èì
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Cîãëàñíî (6.47) âåëè÷èíà ïëîòíîñòè ðàáîòû íà ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèÿõ
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ãðàíèöû ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ðàñêðûòèå òðåùèíû â âåðøèíå
ïîëó÷èëîñü êîíå÷íûì. Ñîãëàñíî (6.49), (6.50)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåùèíà ÿâëÿåòñÿ çàòóïëåííîé. Åñëè ïîä-
ñ÷èòàòü ôîðìàëüíî ïîòîê ýíåðãèè êàê Ã-èíòåãðàë [22] äëÿ
êîíòóðà ∞→εε<<ε−→ε= 111 ,,0 x y , òî íàéäåì:
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Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ âûâåäåííûì ðàíåå
äëÿ óïðóãîé ñðåäû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ã-èíòåãðàë ñîõðàíÿåò
ñâîå çíà÷åíèå è â äàííîì ñëó÷àå.
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Äàííîå âûðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè óñòà-
íîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ íåèçáåæíà ðàçãðóçêà, ïîñêîëüêó â îá-
ëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî .0≥λ  Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2π≤ϕ  [21].

Åñëè ñêîðîñòü òðåùèíû äîñòàòî÷íî âåëèêà, ñèëàìè èíåð-
öèè ïðåíåáðåãàòü íåëüçÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèé (6.53)
è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷àåì ñèñòåìó
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(6.57)

Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû óðàâíåíèé íà-
çûâàþòñÿ ëèíèè, íà êîòîðûõ çàäà÷à Êîøè íå èìååò åäèíñòâåí
-
íîãî ðåøåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (6.57)
âìåñòå ñ âûðàæåíèÿìè äèôôåðåíöèàëîâ èñêîìûõ ôóíêöèé
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âîäíûõ èñêîìûõ ôóíêöèé. Â ìàòðè÷íîì âèäå ýòà ñèñòåìà
óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
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Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (6.58) ê íóëþ, ïðè-
õîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê −ϕ2(cos

0sincossin2) 2222 =ϕ+ϕϕ−−  dx dx dy dyM , ãäå bVM ,0=

.ρµ=b  Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê
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Ó÷èòûâàÿ (6.59), ïîñëå âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé ðàñøè-
ðåííîé ìàòðèöû (6.58) íàõîäèì óñëîâèÿ íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïî çíàêó õàðàêòåðèñòèêàõ

§  6.4. Ó×ÅÒ ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ ÄËß ÒÐÅÙÈÍÛ Â ÓÑËÎÂÈßÕ...
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Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (6.42) ñëåäóåò, ÷òî

.
cossin

sin4 3

0 R
k

x

U

x
k 

V

ϕϕ
µ

−






∂
∂

∂
∂=ϕλ

 (6.55)
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå ïðîèçâîäíîé â (6.55), íàõîäèì
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Åñëè ñ÷èòàòü, êàê è â ñòàòèêå, ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû ïëà-
ñòè÷åñêîé îáëàñòè ðàâíûì ϕ=ϕ cos2)( 00 rR  (ýòî ñïðàâåäëèâî
òîëüêî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëà ϕ), òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:
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Äàííîå âûðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè óñòà-
íîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ íåèçáåæíà ðàçãðóçêà, ïîñêîëüêó â îá-
ëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî .0≥λ  Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2π≤ϕ  [21].

Åñëè ñêîðîñòü òðåùèíû äîñòàòî÷íî âåëèêà, ñèëàìè èíåð-
öèè ïðåíåáðåãàòü íåëüçÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèé (6.53)
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Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû óðàâíåíèé íà-
çûâàþòñÿ ëèíèè, íà êîòîðûõ çàäà÷à Êîøè íå èìååò åäèíñòâåí
-
íîãî ðåøåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (6.57)
âìåñòå ñ âûðàæåíèÿìè äèôôåðåíöèàëîâ èñêîìûõ ôóíêöèé
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âîäíûõ èñêîìûõ ôóíêöèé. Â ìàòðè÷íîì âèäå ýòà ñèñòåìà
óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
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Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (6.58) ê íóëþ, ïðè-
õîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê −ϕ2(cos

0sincossin2) 2222 =ϕ+ϕϕ−−  dx dx dy dyM , ãäå bVM ,0=

.ρµ=b  Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê

.
sin

ctg
ϕ

±ϕ= M
 

dy
dx

(6.59)

Ó÷èòûâàÿ (6.59), ïîñëå âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé ðàñøè-
ðåííîé ìàòðèöû (6.58) íàõîäèì óñëîâèÿ íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïî çíàêó õàðàêòåðèñòèêàõ

§  6.4. Ó×ÅÒ ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ ÄËß ÒÐÅÙÈÍÛ Â ÓÑËÎÂÈßÕ...
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Îòñþäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé R èìååì:
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Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (6.42) ñëåäóåò, ÷òî
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Ïîñêîëüêó
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∂
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå ïðîèçâîäíîé â (6.55), íàõîäèì
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Åñëè ñ÷èòàòü, êàê è â ñòàòèêå, ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû ïëà-
ñòè÷åñêîé îáëàñòè ðàâíûì ϕ=ϕ cos2)( 00 rR  (ýòî ñïðàâåäëèâî
òîëüêî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëà ϕ), òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:
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Óñëîâèþ ïëàñòè÷íîñòè (6.62) ñ ó÷åòîì (6.63) óäîâëåòâîðÿþò
íàïðÿæåíèÿ

.2cos,2sin,2sin 122211 ϕ=σϕ+−=σϕ−−=σ k k p k p (6.64)

Ïîäñòàíîâêà (6.64) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò ê ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

),( ϕp :

;02sin22cos2
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=
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∂
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x
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x
k
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k
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p
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122
=

∂
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∂
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∂
∂ (6.65)

Ââåäåì îðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû ),( 21 αα ,
ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèÿì ñêîëüæåíèÿ ( 1α  íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì ϕ ê îñè x1, 2α îðòîãîíàëüíà ëèíèè 1α ). Òîãäà ïðîèç-
âîäíûå â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó


;
sincos

22111 α∂
∂ϕ−

α∂
∂ϕ=

∂
∂

HHx

,
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∂
∂
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2

2
1 iii xxH α∂∂+α∂∂=

Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ôîðìóë â (6.65) ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùèì óðàâíåíèÿì:

;
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Îòñþäà ïîëó÷àåì âäîëü ëèíèé ñêîëüæåíèÿ ïåðâîãî è âòîðî-
ãî ñåìåéñòâ óðàâíåíèÿ

.)(;)( 0202
21

=ϕ+−
α∂
∂=ϕ−−

α∂
∂

kp kp
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030 =ϕρ kMddVV m (6.60)

èëè ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

.const30 =ϕρ kMVV m

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ èìååì
äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê. Åñëè ñ÷èòàòü îäíî èç íèõ öåí
-
òðèðîâàííûì ïó÷êîì ïðÿìûõ const,=ϕ  ïåðåñåêàþùèõñÿ â
îäíîé òî÷êå, òî âäîëü êàæäîé èç ýòèõ ïðÿìûõ âûïîëíåíî
óñëîâèå V3 = const = V3ϕ (ϕ), ò.å. ñêîðîñòü è çäåñü çàâèñèò
òîëüêî îò óãëà.

Â îáùåì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ êðèâîëèíåé-
íûìè è èõ îïðåäåëåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè ÷èñëåííîì
ðåøåíèè çàäà÷è â öåëîì.

§ 6.5. Пластическая область в окрестности края
 трещины нормального отрыва

Ðàññìîòðèì òðåùèíó íîðìàëüíîãî îòðûâà â óñëîâèÿõ
ïëîñêîäåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûå

íàïðÿæåíèÿ ασ  îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîðíè óðàâíåíèÿ

0)))()((( 2
12221133 =σ−σ−σσ−σσ−σ .

Ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì:

( )2
12

2
11222211,33 4)(

2
1

, σ+σ−σσ+σ=σσ=σ mIIIIII  . (6.61)

Ïðè êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà , ðàâíîì v = 0,5, ò.å. äëÿ
íåñæèìàåìîé ñðåäû, ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå
,
ñîãëàñíî (6.61), ðàâíî

.2,4)(
2
1

max,
2
12

2
1122max τ−=τσ+σ−σ=τ=τ IIIIII

Ïîýòîìó óñëîâèå ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ áóäåò èìåòü âèä

.
2

22
12

2
1122 k=σ+





 σ−σ

(6.62)

Â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû
,033 =εd  îòñþäà

.)(
2
1

221133 p−=σ+σ=σ (6.63)
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Óñëîâèþ ïëàñòè÷íîñòè (6.62) ñ ó÷åòîì (6.63) óäîâëåòâîðÿþò
íàïðÿæåíèÿ

.2cos,2sin,2sin 122211 ϕ=σϕ+−=σϕ−−=σ k k p k p (6.64)

Ïîäñòàíîâêà (6.64) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò ê ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé
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Ââåäåì îðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû ),( 21 αα ,
ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèÿì ñêîëüæåíèÿ ( 1α  íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì ϕ ê îñè x1, 2α îðòîãîíàëüíà ëèíèè 1α ). Òîãäà ïðîèç-
âîäíûå â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
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Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ôîðìóë â (6.65) ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùèì óðàâíåíèÿì:
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Îòñþäà ïîëó÷àåì âäîëü ëèíèé ñêîëüæåíèÿ ïåðâîãî è âòîðî-
ãî ñåìåéñòâ óðàâíåíèÿ
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030 =ϕρ kMddVV m (6.60)

èëè ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

.const30 =ϕρ kMVV m

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ èìååì
äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê. Åñëè ñ÷èòàòü îäíî èç íèõ öåí
-
òðèðîâàííûì ïó÷êîì ïðÿìûõ const,=ϕ  ïåðåñåêàþùèõñÿ â
îäíîé òî÷êå, òî âäîëü êàæäîé èç ýòèõ ïðÿìûõ âûïîëíåíî
óñëîâèå V3 = const = V3ϕ (ϕ), ò.å. ñêîðîñòü è çäåñü çàâèñèò
òîëüêî îò óãëà.

Â îáùåì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ êðèâîëèíåé-
íûìè è èõ îïðåäåëåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè ÷èñëåííîì
ðåøåíèè çàäà÷è â öåëîì.

§ 6.5. Пластическая область в окрестности края
 трещины нормального отрыва

Ðàññìîòðèì òðåùèíó íîðìàëüíîãî îòðûâà â óñëîâèÿõ
ïëîñêîäåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûå

íàïðÿæåíèÿ ασ  îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîðíè óðàâíåíèÿ

0)))()((( 2
12221133 =σ−σ−σσ−σσ−σ .

Ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì:

( )2
12

2
11222211,33 4)(

2
1

, σ+σ−σσ+σ=σσ=σ mIIIIII  . (6.61)

Ïðè êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà , ðàâíîì v = 0,5, ò.å. äëÿ
íåñæèìàåìîé ñðåäû, ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå
,
ñîãëàñíî (6.61), ðàâíî

.2,4)(
2
1

max,
2
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2
1122max τ−=τσ+σ−σ=τ=τ IIIIII

Ïîýòîìó óñëîâèå ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ áóäåò èìåòü âèä
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(6.62)

Â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû
,033 =εd  îòñþäà

.)(
2
1

221133 p−=σ+σ=σ (6.63)
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Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó î äâèæåíèèè ïëàñòè-
÷åñêîé îáëàñòè .10 xVt ∂∂−=∂∂  Èç àññîöèèðîâàííîãî çàêî-
íà òå÷åíèÿ (6.35) è óñëîâèÿ òåêó÷åñòè (6.62) èìååì:

    ;)(  




 σ−σ

∂
∂

µ
−σ−σλ=

∂
ε∂

−
222

1 2211

1

0
2211

1

11
0 x

V

x
V

    ;)(  

x

V

x
V 





 σ−σ

∂
∂

µ
+σ−σλ−=

∂
ε∂

−
222

1 2211

1

0
2211

1

22
0 (6.67)
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Ó÷èòûâàÿ â (6.67) âûðàæåíèÿ äåôîðìàöèé ÷åðåç ïåðåìå-
ùåíèÿ è óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì:
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(6.68)
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Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ èç äâóõ ïåðâûõ óðàâíå-
íèé (6.68) è ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé èç (6.64),
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèÿ u2 :
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Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ó÷èòûâàÿ ôîð-
ìóëû ïåðåõîäà:
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ èìååì ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè:

).(22);(22 1122 α=ϕ+−α=ϕ−− kfkp  kfkp

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ íà ëèíèÿõ ñêîëüæåíèÿ ïîçâîëÿþò âûâå-
ñòè ôîðìóëû äëÿ äàâëåíèÿ è óãëà:

    )).()((
2
1)),()(( 22112211 α−α=ϕα+α−= ff ffkp (6.66)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.66) ðàçíîñòü çíà÷åíèé óãëà ϕ íà ëè-
íèÿõ ïåðâîãî ñåìåéñòâà íå çàâèñèò îò 1α . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè êàêàÿ-òî ëèíèÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, òî

è âñå îñòàëüíûå ëèíèè ýòîãî ñåìåéñòâà òàêæå ïðÿìûå. Òà-
êèì îáðàçîì, â ïëîñêîé çàäà÷å, êàê è â ñëó÷àå àíòèïëîñêîé
äåôîðìàöèè, âîçìîæíî öåíòðèðîâàííîå ïîëå íàïðÿæåíèé è
ïîëå ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèé, êîãäà .const=ϕ

Íà ðèñ. 6.6 ïðèâåäåíà êîíôèãóðàöèÿ îáëàñòè ïëàñòè÷åñ-
êîãî òå÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà.
Äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.66) è ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè íà áåðåãó òðåùèíû è íà åå ïðîäîëæåíèè
ïîëó÷èì íåïðåðûâíîå ïîëå íàïðÿæåíèé:
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Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó î äâèæåíèèè ïëàñòè-
÷åñêîé îáëàñòè .10 xVt ∂∂−=∂∂  Èç àññîöèèðîâàííîãî çàêî-
íà òå÷åíèÿ (6.35) è óñëîâèÿ òåêó÷åñòè (6.62) èìååì:
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Ó÷èòûâàÿ â (6.67) âûðàæåíèÿ äåôîðìàöèé ÷åðåç ïåðåìå-
ùåíèÿ è óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì:
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Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ èç äâóõ ïåðâûõ óðàâíå-
íèé (6.68) è ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé èç (6.64),
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèÿ u2 :
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Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ó÷èòûâàÿ ôîð-
ìóëû ïåðåõîäà:
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§  6.5. ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÎÁËÀÑÒÜ Â ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒÈ ÊÐÀß...

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ èìååì ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè:

).(22);(22 1122 α=ϕ+−α=ϕ−− kfkp  kfkp

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ íà ëèíèÿõ ñêîëüæåíèÿ ïîçâîëÿþò âûâå-
ñòè ôîðìóëû äëÿ äàâëåíèÿ è óãëà:

    )).()((
2
1)),()(( 22112211 α−α=ϕα+α−= ff ffkp (6.66)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.66) ðàçíîñòü çíà÷åíèé óãëà ϕ íà ëè-
íèÿõ ïåðâîãî ñåìåéñòâà íå çàâèñèò îò 1α . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè êàêàÿ-òî ëèíèÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, òî

è âñå îñòàëüíûå ëèíèè ýòîãî ñåìåéñòâà òàêæå ïðÿìûå. Òà-
êèì îáðàçîì, â ïëîñêîé çàäà÷å, êàê è â ñëó÷àå àíòèïëîñêîé
äåôîðìàöèè, âîçìîæíî öåíòðèðîâàííîå ïîëå íàïðÿæåíèé è
ïîëå ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèé, êîãäà .const=ϕ

Íà ðèñ. 6.6 ïðèâåäåíà êîíôèãóðàöèÿ îáëàñòè ïëàñòè÷åñ-
êîãî òå÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà.
Äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.66) è ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè íà áåðåãó òðåùèíû è íà åå ïðîäîëæåíèè
ïîëó÷èì íåïðåðûâíîå ïîëå íàïðÿæåíèé:
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íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, âîçìîæíà ëîêàëèçàöèÿ ïëàñòè÷åñ
-
êèõ îáëàñòåé íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû. Â ýòîì ñëó÷àå õîðî-
øî ðàáîòàþò ìîäåëè, â êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå
óçêîé çîíû îñëàáëåííûõ ñâÿçåé âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû.
Êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòû, äëÿ âÿçêèõ ìàòåðèàëîâ âñå-
ãäà ïðèñóòñòâóåò äîêðèòè÷åñêèé ðîñò òðåùèíû, ñîïðîâîæäà
-
åìûé ïëàñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè è ðàçðûõëåíèåì ìàòåðè-
àëà â çîíå ðàçâèòûõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Ðàññìîòðèì
äëèííóþ òðåùèíó îòðûâà â òîíêîé ïëàñòèíå (ðèñ.6.7).

Ðèñ. 6.7

Íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû ôîðìèðóåòñÿ óçêàÿ çîíà ïëàñ-
òè÷íîñòè ÎÑÀ. Ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ëîêàëèçîâàíî â ïëîñ-
êîñòÿõ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ÀÂ è CD.
Äëÿ òîíêîé ïëàñòèíû ôàêòè÷åñêè ðåàëèçóþòñÿ óñëîâèÿ ïëîñ
-
êîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ñ÷è-
òàòü ìîæíî, ÷òî â óçêîé çîíå ïëàñòè÷íîñòè ïåðåä òðåùèíîé
íàïðÿæåíèå ðàâíî ïðåäåëó òåêó÷åñòè tσ  ïðè ðàñòÿæåíèè.
Â ìîäåëè ñ çîíîé ïðåäðàçðóøåíèÿ òðåùèíà äëèíîé 02l  çàìå-
íÿåòñÿ ôèêòèâíîé òðåùèíîé äëèíîé )(22 0 lll ∆+= .

Îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà äàííîé ìîäåëè çàêëþ÷àþòñÿ â
âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ ìàòå-
ðèàëà çàäà÷åé â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Â ðóññêîÿçû÷íîé ëè-
òåðàòóðå ìîäåëè òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ ïî èìåíàì èõ àâ-
òîðîâ � ìîäåëÿìè Ëåîíîâà�Ïàíàñþêà�Äàãäåéëà [2�8].

Íà ðèñ. 6.8 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà äåéñòâóþùèõ íàïðÿæå-
íèé äëÿ òðåùèíû 0||,0 < lx y =  ñ îáëàñòÿìè îñëàáëåííûõ
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Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå (6.69) ïðèìåò âèä
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u
(6.70)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (6.70) îáùèé âèä çàâèñèìîñòè ïåðåìå-
ùåíèÿ u2 â ñëó÷àå öåíòðèðîâàííîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé èìååò âèä

).()(cosln 212 ϕ++ϕ
µ

= RCRCRR 
k

u (6.71)

Ïîñêîëüêó íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû ïåðåìåùåíèå äîëæ-
íî áûòü ðàâíûì íóëþ, òî ôóíêöèè )(),( 21 ϕCRC  íå ìîãóò
áûòü ïðîèçâîëüíûìè è äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèé íå-
ïðåðûâíîñòè ïðè ñîïðÿæåíèè ñ îáëàñòÿìè ïîñòîÿíííûõ íà-
ïðÿæåíèé. Â îòëè÷èå îò çàäà÷è äëÿ àíòèïëîñêîé äåôîðìà-
öèè, ïåðåìåùåíèå (6.71) ïðè ñòðåìëåíèè ê âåðøèíå òðåùèíû
çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèóñà R, òàê êàê .0ln →RR  Ýòè âîï-
ðîñû îáñóæäàþòñÿ â [23, 24].

§ 6.6. Модели трещин с областями предразрушения

Ó÷åò ïëàñòè÷íîñòè â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ ïðèâîäèò ê
íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü î÷åíü ñëîæíûå íåëèíåéíûå çàäà÷è
äèíàìèêè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Çîíû ïëàñòè÷-
íîñòè ïî ìåðå ðàçâèòèÿ òðåùèí ìîãóò ñòàòü ñîèçìåðèìûìè ñ
èõ ðàçìåðàìè è èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòèêè óïðóãèõ ðåøå-
íèé â ýòîì ñëó÷àå íåïðàâîìåðíî. Îäíàêî â çàäà÷àõ äåôîð-
ìèðîâàíèÿ òîíêèõ ïëàñòèí, êîãäà ðàáîòàåò ãèïîòåçà ïëîñêî
-

P
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íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, âîçìîæíà ëîêàëèçàöèÿ ïëàñòè÷åñ
-
êèõ îáëàñòåé íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû. Â ýòîì ñëó÷àå õîðî-
øî ðàáîòàþò ìîäåëè, â êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå
óçêîé çîíû îñëàáëåííûõ ñâÿçåé âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû.
Êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòû, äëÿ âÿçêèõ ìàòåðèàëîâ âñå-
ãäà ïðèñóòñòâóåò äîêðèòè÷åñêèé ðîñò òðåùèíû, ñîïðîâîæäà
-
åìûé ïëàñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè è ðàçðûõëåíèåì ìàòåðè-
àëà â çîíå ðàçâèòûõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Ðàññìîòðèì
äëèííóþ òðåùèíó îòðûâà â òîíêîé ïëàñòèíå (ðèñ.6.7).

Ðèñ. 6.7

Íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû ôîðìèðóåòñÿ óçêàÿ çîíà ïëàñ-
òè÷íîñòè ÎÑÀ. Ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ëîêàëèçîâàíî â ïëîñ-
êîñòÿõ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ÀÂ è CD.
Äëÿ òîíêîé ïëàñòèíû ôàêòè÷åñêè ðåàëèçóþòñÿ óñëîâèÿ ïëîñ
-
êîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ñ÷è-
òàòü ìîæíî, ÷òî â óçêîé çîíå ïëàñòè÷íîñòè ïåðåä òðåùèíîé
íàïðÿæåíèå ðàâíî ïðåäåëó òåêó÷åñòè tσ  ïðè ðàñòÿæåíèè.
Â ìîäåëè ñ çîíîé ïðåäðàçðóøåíèÿ òðåùèíà äëèíîé 02l  çàìå-
íÿåòñÿ ôèêòèâíîé òðåùèíîé äëèíîé )(22 0 lll ∆+= .

Îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà äàííîé ìîäåëè çàêëþ÷àþòñÿ â
âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ ìàòå-
ðèàëà çàäà÷åé â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Â ðóññêîÿçû÷íîé ëè-
òåðàòóðå ìîäåëè òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ ïî èìåíàì èõ àâ-
òîðîâ � ìîäåëÿìè Ëåîíîâà�Ïàíàñþêà�Äàãäåéëà [2�8].

Íà ðèñ. 6.8 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà äåéñòâóþùèõ íàïðÿæå-
íèé äëÿ òðåùèíû 0||,0 < lx y =  ñ îáëàñòÿìè îñëàáëåííûõ
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Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå (6.69) ïðèìåò âèä
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(6.70)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (6.70) îáùèé âèä çàâèñèìîñòè ïåðåìå-
ùåíèÿ u2 â ñëó÷àå öåíòðèðîâàííîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé èìååò âèä

).()(cosln 212 ϕ++ϕ
µ

= RCRCRR 
k

u (6.71)

Ïîñêîëüêó íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû ïåðåìåùåíèå äîëæ-
íî áûòü ðàâíûì íóëþ, òî ôóíêöèè )(),( 21 ϕCRC  íå ìîãóò
áûòü ïðîèçâîëüíûìè è äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèé íå-
ïðåðûâíîñòè ïðè ñîïðÿæåíèè ñ îáëàñòÿìè ïîñòîÿíííûõ íà-
ïðÿæåíèé. Â îòëè÷èå îò çàäà÷è äëÿ àíòèïëîñêîé äåôîðìà-
öèè, ïåðåìåùåíèå (6.71) ïðè ñòðåìëåíèè ê âåðøèíå òðåùèíû
çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèóñà R, òàê êàê .0ln →RR  Ýòè âîï-
ðîñû îáñóæäàþòñÿ â [23, 24].

§ 6.6. Модели трещин с областями предразрушения

Ó÷åò ïëàñòè÷íîñòè â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ ïðèâîäèò ê
íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü î÷åíü ñëîæíûå íåëèíåéíûå çàäà÷è
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Â ãëàâå 5 (ñì. (5.34), (5.35), (5.38)) áûëî ïîëó÷åíî ðåøå-
íèå êðàåâîé çàäà÷è (6.74) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàíè÷íîãî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè )(xPyy 0−=σ  íà áåðåãó òðåùèíû. Ðàñ-
ñìîòðèì ðåøåíèå ïðè äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû =)(0 xP

l x <ξξ−δ= ||),( .
Ñîãëàñíî (5.38)
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Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (5.34), íàéäåì íàïðÿæåíèå
íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû l xy >= ,0 :
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Òîãäà íàïðÿæåíèå â çàäà÷å (6.74) ìîæíî îïðåäåëèòü ïóòåì
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§  6.6. ÌÎÄÅËÈ ÒÐÅÙÈÍ Ñ ÎÁËÀÑÒßÌÈ ÏÐÅÄÐÀÇÐÓØÅÍÈß

ñâÿçåé < lx <  ly ||,0 0= . Äàííîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþò ñëå-
äóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ:
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Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ ïîñòàíîâêè (6.72), ïðåäñòàâèì

ðåøåíèå â âèäå ñóììû ðåøåíèé äâóõ çàäà÷: )()( 21
ijijij σ+σ=σ .

Â ïåðâîé çàäà÷å íàïðÿæåíèÿ ðàâíû äåéñòâóþùèì íàïðÿæå-
íèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè â îòñóòñòâèè òðåùèíû, ò.å.

.,, )()()( pyyxyxx =σ=σ=σ 111 00 (6.73)

Âî âòîðîé çàäà÷å íàïðÿæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè áóäóò ðàâíû

íóëþ, è òîãäà ñîãëàñíî (6.72), (6.73) äîëæíû áûòü âûïîëíå-
íû êðàåâûå óñëîâèÿ:
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Â ãëàâå 5 (ñì. (5.34), (5.35), (5.38)) áûëî ïîëó÷åíî ðåøå-
íèå êðàåâîé çàäà÷è (6.74) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàíè÷íîãî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè )(xPyy 0−=σ  íà áåðåãó òðåùèíû. Ðàñ-
ñìîòðèì ðåøåíèå ïðè äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû =)(0 xP
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Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (5.34), íàéäåì íàïðÿæåíèå
íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû l xy >= ,0 :
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èíòåãðèðîâàíèÿ:
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§  6.6. ÌÎÄÅËÈ ÒÐÅÙÈÍ Ñ ÎÁËÀÑÒßÌÈ ÏÐÅÄÐÀÇÐÓØÅÍÈß

ñâÿçåé < lx <  ly ||,0 0= . Äàííîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþò ñëå-
äóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ:
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Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ ïîñòàíîâêè (6.72), ïðåäñòàâèì

ðåøåíèå â âèäå ñóììû ðåøåíèé äâóõ çàäà÷: )()( 21
ijijij σ+σ=σ .

Â ïåðâîé çàäà÷å íàïðÿæåíèÿ ðàâíû äåéñòâóþùèì íàïðÿæå-
íèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè â îòñóòñòâèè òðåùèíû, ò.å.

.,, )()()( pyyxyxx =σ=σ=σ 111 00 (6.73)

Âî âòîðîé çàäà÷å íàïðÿæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè áóäóò ðàâíû

íóëþ, è òîãäà ñîãëàñíî (6.72), (6.73) äîëæíû áûòü âûïîëíå-
íû êðàåâûå óñëîâèÿ:
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Ðàññìîòðèì òåïåðü çîíó ðàñêðûòèÿ òðåùèíû .||,0 lx y <=
Âûðàæåíèÿ (6.75) è (5.35) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïðîèçâîä-
íóþ ïåðåìåùåíèÿ uy ïî ïåðåìåííîé x ïðè äåéñòâèè ñîñðåäî-
òî÷åííîé ñèëû. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (5.35)
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(6.82)

Ãëàâíûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â (6.82), áóäóò ðàâíû:
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(6.84)

ãäå ( )ll 00 arcsin=ϕ .
Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèé (6.83), (6.84) â (6.82) ïðèâîäèò ê

âûðàæåíèþ

§  6.6. ÌÎÄÅËÈ ÒÐÅÙÈÍ Ñ ÎÁËÀÑÒßÌÈ ÏÐÅÄÐÀÇÐÓØÅÍÈß
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(6.77)

Íàïðÿæåíèå â âåðøèíå òðåùèíû ( 0+→ lx ) êîíå÷íî ïðè
óñëîâèè

. arcsin )( 02 0 =
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ÒÒ
(6.78)

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (6.78) ìîæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíó
îáëàñòè ïðåäðàçðóøåíèÿ:
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ãäå −π= 00 )( lPlK I  êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæå-
íèé ïðè õðóïêîì ðàçðóøåíèè äëÿ òðåùèíû äëèíîé l0.

Åñëè îïðåäåëèòü ðàçìåðû ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ïî óïðó-
ãîìó ðåøåíèþ ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè (ñì.
àñèìïòîòèêó (5.48)) èç óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè Ìèçåñà
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ÒIIIIIIIIIIII
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òðåùèíû â âèäå
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Îòìåòèì äîñòàòî÷íî áëèçêèå çíà÷åíèÿ íàéäåííûõ çíà÷å-
íèé (6.80), (6.81), ïîñêîëüêó âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ

)32,01;39,08( =π=π   ðàçëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü çîíó ðàñêðûòèÿ òðåùèíû .||,0 lx y <=
Âûðàæåíèÿ (6.75) è (5.35) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïðîèçâîä-
íóþ ïåðåìåùåíèÿ uy ïî ïåðåìåííîé x ïðè äåéñòâèè ñîñðåäî-
òî÷åííîé ñèëû. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (5.35)
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Ãëàâíûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â (6.82), áóäóò ðàâíû:
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Íàïðÿæåíèå â âåðøèíå òðåùèíû ( 0+→ lx ) êîíå÷íî ïðè
óñëîâèè
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  ÃËÀÂÀ 6. ÂËÈßÍÈÅ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒÐÅÙÈÍ
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 Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè ôèçè÷åñêè íåëè-
íåéíîì ïîâåäåíèè ìàòåðèàëîâ ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð îñîáåííî
-
ñòè â êîíöå òðåùèíû, à ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé
â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê âîçìîæíî òîëüêî ïðè äîïîëíè-
òåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ïîýòîìó îñíîâíûìè äëÿ ðåøåíèÿ
òàêèõ çàäà÷ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû.
Â òî æå âðåìÿ àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ÷àñòî ïîçâîëÿþò

íàéòè àñèìïòîòèêó ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ, ÷òî
ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ñäåëàòü ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå.
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Èç (6.85) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïåðåìåùåíèÿ ñòðå-
ìèòñÿ ê −∞ ïðè 0lx → . Ïðè x = l îíà ðàâíà íóëþ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî áåðåãà òðåùèíû ñìûêàþòñÿ ïëàâíî.

Íà ðèñ. 6.9 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàñêðûòèÿ
òðåùèíû )( lEu

Òy σ2  îò áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé lx  ïðè
çíà÷åíèè äëèíû îáëàñòè ïðåäðàçðóøåíèÿ .2,0)( 0 =− lll  Êî-
îðäèíàòà x = 0,8 ñîîòâåòñòâóåò ãðàíèöå îáëàñòè ïðåäðàçðó-
øåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Ðèñ. 6.9

Äàííàÿ ìîäåëü â ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèÿõ [26, 27] øè-
ðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå íà ïðî÷íîñòü òîíêîñòåííûõ

êîíñòðóêöèé. Åå ïðèìåíåíèå ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðÿæåí-
íîì ñîñòîÿíèè òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ èëè ýêñïåðèìåíòàëüíî
é
ïðîâåðêè.

  ÃËÀÂÀ 6. ÂËÈßÍÈÅ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒÐÅÙÈÍ
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çíà÷åíèè äëèíû îáëàñòè ïðåäðàçðóøåíèÿ .2,0)( 0 =− lll  Êî-
îðäèíàòà x = 0,8 ñîîòâåòñòâóåò ãðàíèöå îáëàñòè ïðåäðàçðó-
øåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Ðèñ. 6.9

Äàííàÿ ìîäåëü â ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèÿõ [26, 27] øè-
ðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå íà ïðî÷íîñòü òîíêîñòåííûõ

êîíñòðóêöèé. Åå ïðèìåíåíèå ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðÿæåí-
íîì ñîñòîÿíèè òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ èëè ýêñïåðèìåíòàëüíî
é
ïðîâåðêè.
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Критерии разрушения твердых тел.
Кинетические и континуальные

модели разрушения

Ìåõàíèêà äèíàìè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ íà ñîâðåìåííîì ýòàïå

èìååò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âåòâåé. Íàðÿäó ñ çàäà÷àìè ìåõàí
èêè
òðåùèí, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ áûëè ðàññìîòðåíû â ãë. 5 è 6, â íå
é
àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ òðàäèöèîííûå êðèòåð
èàëüíûå
ìåòîäû òåîðèè ïðî÷íîñòè [1�5], êèíåòè÷åñêèå êðèòåðèè ðàçðóø
åíèÿ,
ó÷èòûâàþùèå âîçíèêíîâåíèå ìèêðîäåôåêòîâ è èõ ýâîëþöèþ â
 ïðî-
öåññå íàãðóæåíèÿ [20, 22, 27�29]. Åñëè â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ äèíàìè-
÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ âûñòóïàþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿ
æåíèé,
äåôîðìàöèé, ýíåðãèè è ò.ä., òî äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìû

ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ïðåäëàãà
åìûõ êè-
íåòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçðóøåíèÿ íà ïðàêòèêå òàêæå òðåáóåò
 î÷åíü
òî÷íûõ è òðóäîåìêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîãó
ò áûòü
íàéäåíû ïîñòîÿííûå èëè ôóíêöèè, âõîäÿùèå â îïðåäåëÿþùèå ñ
îîò-
íîøåíèÿ äàííûõ ìîäåëåé.

Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå èçìåðåíèå ìíîãèõ äèíàìè÷åñêèõ õàðà
êòå-
ðèñòèê â óñëîâèÿõ áîëüøèõ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ïðàêòè÷å
ñêè
íåîñóùåñòâèìî. Îäíèì èç ñàìûõ äîñòóïíûõ è êîíòðîëèðóåìûõ
 óæå
ìíîãèå ãîäû ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíò ïî äèíàìè÷åñêîìó îòêîë
ó. Èìåí-
íî ïîýòîìó ýêñïåðèìåíòû ïî îòêîëó ñîñòàâëÿþò îñíîâó ïðîâ
åðêè
ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëàãàåìûõ ìîäåëåé è êðèòåðèåâ ðàç
ðóøåíèÿ.
Â § 7.1 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå äàííûå [6�30] î êðèòåðèÿõ ðàçðóøåíèÿ
òâåðäûõ òåë â óñëîâèÿõ êðàòêîâðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ íàã
ðóçîê,
ïðåäëàãàâøèåñÿ íà ðàçíûõ ýòàïàõ èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîãî
 ðàçðóøå-
íèÿ. Áîëåå ïîäðîáíûé è äåòàëüíûé àíàëèç ýêñïåðèìåíòîâ ïî 
îòêîëó
è îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèòñÿ â [6�20, 30].

Òàê êàê äëÿ ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ ãëîáàëüíîìó ðàçðóøåíèþ, ñî-

ïðîâîæäàþùåìóñÿ ìàãèñòðàëüíûìè òðåùèíàìè, ïðåäøåñòâóåò
 ïî-
ÿâëåíèå ìíîæåñòâà ìàêðîïîð, îñëàáëÿþùèõ òåëà è ïðèâîäÿùè
õ â
äàëüíåéøåì ê èõ ðàçðåøåíèþ, â § 7.2 èçëîæåíà îäíà èç êèíåòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ðàçðóøåíèÿ [20, 23, 24, 26 � 29] è ïðîâåäåííûå íà åå îñíîâå
èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîâðåæäåííûõ ñðåäà
õ.

Èíòåíñèâíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ
 ÿâëå-
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Критерии разрушения твердых тел.
Кинетические и континуальные

модели разрушения

Ìåõàíèêà äèíàìè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ íà ñîâðåìåííîì ýòàïå

èìååò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âåòâåé. Íàðÿäó ñ çàäà÷àìè ìåõàí
èêè
òðåùèí, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ áûëè ðàññìîòðåíû â ãë. 5 è 6, â íå
é
àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ òðàäèöèîííûå êðèòåð
èàëüíûå
ìåòîäû òåîðèè ïðî÷íîñòè [1�5], êèíåòè÷åñêèå êðèòåðèè ðàçðóø
åíèÿ,
ó÷èòûâàþùèå âîçíèêíîâåíèå ìèêðîäåôåêòîâ è èõ ýâîëþöèþ â
 ïðî-
öåññå íàãðóæåíèÿ [20, 22, 27�29]. Åñëè â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ äèíàìè-
÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ âûñòóïàþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿ
æåíèé,
äåôîðìàöèé, ýíåðãèè è ò.ä., òî äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìû

ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ïðåäëàãà
åìûõ êè-
íåòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçðóøåíèÿ íà ïðàêòèêå òàêæå òðåáóåò
 î÷åíü
òî÷íûõ è òðóäîåìêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîãó
ò áûòü
íàéäåíû ïîñòîÿííûå èëè ôóíêöèè, âõîäÿùèå â îïðåäåëÿþùèå ñ
îîò-
íîøåíèÿ äàííûõ ìîäåëåé.

Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå èçìåðåíèå ìíîãèõ äèíàìè÷åñêèõ õàðà
êòå-
ðèñòèê â óñëîâèÿõ áîëüøèõ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ïðàêòè÷å
ñêè
íåîñóùåñòâèìî. Îäíèì èç ñàìûõ äîñòóïíûõ è êîíòðîëèðóåìûõ
 óæå
ìíîãèå ãîäû ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíò ïî äèíàìè÷åñêîìó îòêîë
ó. Èìåí-
íî ïîýòîìó ýêñïåðèìåíòû ïî îòêîëó ñîñòàâëÿþò îñíîâó ïðîâ
åðêè
ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëàãàåìûõ ìîäåëåé è êðèòåðèåâ ðàç
ðóøåíèÿ.
Â § 7.1 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå äàííûå [6�30] î êðèòåðèÿõ ðàçðóøåíèÿ
òâåðäûõ òåë â óñëîâèÿõ êðàòêîâðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ íàã
ðóçîê,
ïðåäëàãàâøèåñÿ íà ðàçíûõ ýòàïàõ èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîãî
 ðàçðóøå-
íèÿ. Áîëåå ïîäðîáíûé è äåòàëüíûé àíàëèç ýêñïåðèìåíòîâ ïî 
îòêîëó
è îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèòñÿ â [6�20, 30].

Òàê êàê äëÿ ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ ãëîáàëüíîìó ðàçðóøåíèþ, ñî-

ïðîâîæäàþùåìóñÿ ìàãèñòðàëüíûìè òðåùèíàìè, ïðåäøåñòâóåò
 ïî-
ÿâëåíèå ìíîæåñòâà ìàêðîïîð, îñëàáëÿþùèõ òåëà è ïðèâîäÿùè
õ â
äàëüíåéøåì ê èõ ðàçðåøåíèþ, â § 7.2 èçëîæåíà îäíà èç êèíåòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ðàçðóøåíèÿ [20, 23, 24, 26 � 29] è ïðîâåäåííûå íà åå îñíîâå
èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîâðåæäåííûõ ñðåäà
õ.

Èíòåíñèâíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ
 ÿâëå-
íèé, ñîïðîâîæäàþùèõ äèíàìè÷åñêîå ðàçðóøåíèå, ïîêàçàëî, ÷ò
î
òåðìîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â òâåðäû
õ òåëàõ
ïîä äåéñòâèåì èíòåíñèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê, ñîñòîÿò èç âçàè-
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ðàññìàòðèâàòü êàæäîå òàêîå ìèêðîïîâðåæäåíèå îòäåëüíî. Ï
îýòîìó
â ïîñëåäíèå ãîäû äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ìèêðîðàçðóøåíèÿ
 ðàçâè-
âàþòñÿ ïîäõîäû, ñîãëàñíî êîòîðûì â îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíè
ÿ ââî-
äÿò íåêîòîðûå âíóòðåííèå ïåðåìåííûå, õàðàêòåðèçóþùèå ðà
çâèòèå
ìèêðîïîâðåæäåíèé. Äàííîå íàïðàâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå
 ìåõà-
íèêè êîíòèíóàëüíîãî (èëè ðàññåÿííîãî) ðàçðóøåíèÿ.

Ðàçâèòèå ìåõàíèêè êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ íà÷àëîñü ñ
 ðà-
áîò Ë.Ì.Êà÷àíîâà [31] è Þ.Í. Ðàáîòíîâà [32], ïîñâÿùåííûõ òåîðèè
ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëîâ, â êîòîðûõ âïåðâûå áûë ââåäåí ñêàëÿ
ðíûé
ïàðàìåòð ïîâðåæäåííîñòè. Âñêîðå À.À. Èëüþøèíûì áûëî ïðåäë
î-
æåíî ðàññìàòðèâàòü òåíçîðíûå ìåðû ïîâðåæäåííîñòè [33]. Ïîïû
ò-
êè ââåäåíèÿ òåíçîðîâ ïîâðåæäåííîñòè ïðåäïðèíèìàþòñÿ äî
 ñèõ ïîð
(ñì., íàïðèìåð, [34]).

Â § 7.3. ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû òåðìîäèíàìè÷åñêè çàìêíó-
òûõ ìîäåëåé êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ, èñïîëüçóåìûõ â ïë
îñêèõ
è ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷àõ äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ è óïð
óãîâÿç-
êîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä.

§ 7.1. Критерии разрушения твердых тел в условиях
  статического и квазистатического нагружения

Ïåðâûå òåîðèè ðàçðóøåíèÿ îòíîñèëèñü ê àíàëèçó ñòàòè-
÷åñêèõ è êâàçèñòàòè÷åñêèõ ñèòóàöèé è â äàëüíåéøåì ïîëó-
÷èëè íàçâàíèå òåîðèé ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñðåäè êîòîðû
õ
â çàâèñèìîñòè îò êîíòðîëèðóåìîãî ïðè ðàçðóøåíèè ïàðà-
ìåòðà ìîæíî îòìåòèòü êðèòåðèè íàèáîëüøèõ íîðìàëüíûõ
íàïðÿæåíèé, íàèáîëüøèõ äåôîðìàöèé, íàèáîëüøèõ ýíåðãèé
è ðÿä äðóãèõ.

Òåîðèÿ íàèáîëüøèõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîñòóëèðó-
åò, ÷òî ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò, êîãäà íàèáîëüøåå
íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå σ1 äîñòèãàåò ïðåäåëüíîé äëÿ äàííî-
ãî ìàòåðèàëà âåëè÷èíû σ0: .|| 01 σ≤σ  Ãëàâíûé íåäîñòàòîê
ýòîãî êðèòåðèÿ ñîñòîèò â íåó÷åòå äâóõ äðóãèõ ãëàâíûõ íà-
ïðÿæåíèé. Îí ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàì ïî âñåñòîðîííå-
ìó ñæàòèþ, êîãäà ðàçðóøåíèå íå âîçíèêàåò âïëîòü äî î÷åíü
áîëüøèõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàì ïî
îäíîîñíîìó ðàñòÿæåíèþ ìàòåðèàëîâ, êîãäà ðàçðûâ ïðîèñõî-
äèò ïî ïëîñêîñòÿì äåéñòâèÿ íàèáîëüøèõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿ
-
æåíèé è ò.ä. Òåì íå ìåíåå òåîðèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê
õðóïêèì òåëàì, òàêèì êàê ãîðíûå ïîðîäû, åñëè äîïóñòèòü
ðàçíûå çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ íà ðàçðóøåíèå è ñæàòèå:

ìîñâÿçàííûõ ìåõàíè÷åñêèõ, òåïëîâûõ è ñòðóêòóðíûõ ïðåâðà
ùåíèé.
Ïîñëåäíèå âêëþ÷àþò ôîðìèðîâàíèå, äâèæåíèå è âçàèìîäåéñò
âèå
äåôåêòîâ â êðèñòàëëàõ ìåòàëëîâ, ôàçîâûå ïåðåõîäû, ðàçðûâû
 ñâÿçåé
ìåæäó ìîëåêóëàìè â ïîëèìåðàõ, íàêîïëåíèå ìèêðîñòðóêòóðí
ûõ
ïîâðåæäåíèé (ïîð, òðåùèí) è ò.ï. Ýòè ïðîöåññû ïðîÿâëÿþòñÿ êà
ê
íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè, ïîëîñû àäèàáàòè÷åñêîãî ñäâèãà, ì
èêðî-
ðàçðóøåíèÿ.

Äèíàìè÷åñêîå ðàçðóøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì ìíîãîñòàäèéíû
ì
ïðîöåññîì, âêëþ÷àþùèì ïîÿâëåíèå, ðàçâèòèå è ñëèÿíèå ìèêðî
äå-
ôåêòîâ, ôîðìèðîâàíèå çàðîäûøåâûõ ìèêðîòðåùèí, êîòîðûå ðà
ñ-
òóò, îáúåäèíÿþòñÿ, îáðàçóÿ ìàêðîòðåùèíû. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå
 òåëî
ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå ôðàãìåíòû.

Ðåøåíèå çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ äèíàìè÷åñêèì ðàçðóøåíèåì òåë,
òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ øèðîêîãî êðóãà âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ
 êàê ñ
ïîñòðîåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äåôîðìèðóåìûõ òâåðä
ûõ òåë,
èõ ðàçðóøåíèåì îò ñòàäèè íàêîïëåíèÿ ðàññåÿííûõ ïî òåëó ìè
êðî-
ïîâðåæäåíèé äî ïîÿâëåíèÿ ìàêðîòðåùèí, òàê è ñ ðàçðàáîòêîé
 ìå-
òîäîâ îïðåäåëåíèÿ «íåñòàíäàðòíûõ» êîíñòàíò ìîäåëåé ñðå
ä, ñâÿçàí-
íûõ ñ ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñòè, è ìîäåëåé ôðàãìåíòàöèè
 êîí-
ñòðóêöèé, à òàêæå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöå
ññîâ
äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ.

Â ìîäåëÿõ ìåõàíèêè êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ ïðèíÿòî âû
-
äåëÿòü òðè îñíîâíûõ òèïà äèíàìè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ òâåðä
ûõ òåë:
âÿçêîå, õðóïêîå è ñ îáðàçîâàíèåì ïîëîñ àäèàáàòè÷åñêîãî ñä
âèãà.

Âÿçêîå ðàçðóøåíèå, íàáëþäàåìîå â òàêèõ ìåòàëëàõ, êàê àëþìè-
íèé è ìåäü, â òâåðäûõ òîïëèâàõ è âçðûâ÷àòûõ âåùåñòâàõ, õàðà
êòå-
ðèçóåòñÿ îáðàçîâàíèåì è ðàçâèòèåì â ïðîöåññå ïëàñòè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ïîð, áëèçêèõ ê ñôåðè÷åñêèì.

Äëÿ õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ õàðàêòåðíî îáðàçîâàíèå â òåëå áîëü-
øîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ìîíåòîîáðàçíûõ 
ìèê-
ðîòðåùèí, ñïîñîáíûõ ðàñòè â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè ïðîòåêà
íèÿ
ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ. Ðàçðóøåíèÿ òàêîãî òèïà îòìå÷åí
û â áå-
ðèëëèè, ðÿäå ñòàëåé, àðìêî-æåëåçå.

Ïðè âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ ïðîöåññ ïëàñòè÷åñ
êîãî
òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèì. Â ðÿäå ñëó÷àåâ âûäåëåíí
îå òåïëî
êîíöåíòðèðóåòñÿ â òîíêèõ îáëàñòÿõ òîëùèíîé äî íåñêîëüêè
õ äåñÿòêîâ
ìèêðîí, ðàñïîëîæåííûõ ïî ïîâåðõíîñòÿì ìàêñèìàëüíûõ êàñà
òåëüíûõ
íàïðÿæåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ïëàñ
òè÷åñêîãî
òå÷åíèÿ âäîëü ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Ðàçðóøåíèÿ ñ îáðàçîâàíèÿ ïîëîñ àäè-
àáàòè÷åñêîãî ñäâèãà íàáëþäàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ñòàëüíûõ öèëèíäðàõ,
íàãðóæåííûõ âçðûâîì, è ïðè ïðîáèâàíèè ïðåãðàä óäàðíèêàìè
 ñ ïëîñ-
êèì ïåðåäíèì ñðåçîì (âûáèâàíèå «ïðîáêè» èç ïðåãðàäû).

Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îáðà
çó-
åòñÿ áîëüøîå ÷èñëî äåôåêòîâ ñðåäû, óêàçàííûõ âûøå òèïîâ, ò
ðóäíî
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ðàññìàòðèâàòü êàæäîå òàêîå ìèêðîïîâðåæäåíèå îòäåëüíî. Ï
îýòîìó
â ïîñëåäíèå ãîäû äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ìèêðîðàçðóøåíèÿ
 ðàçâè-
âàþòñÿ ïîäõîäû, ñîãëàñíî êîòîðûì â îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíè
ÿ ââî-
äÿò íåêîòîðûå âíóòðåííèå ïåðåìåííûå, õàðàêòåðèçóþùèå ðà
çâèòèå
ìèêðîïîâðåæäåíèé. Äàííîå íàïðàâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå
 ìåõà-
íèêè êîíòèíóàëüíîãî (èëè ðàññåÿííîãî) ðàçðóøåíèÿ.

Ðàçâèòèå ìåõàíèêè êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ íà÷àëîñü ñ
 ðà-
áîò Ë.Ì.Êà÷àíîâà [31] è Þ.Í. Ðàáîòíîâà [32], ïîñâÿùåííûõ òåîðèè
ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëîâ, â êîòîðûõ âïåðâûå áûë ââåäåí ñêàëÿ
ðíûé
ïàðàìåòð ïîâðåæäåííîñòè. Âñêîðå À.À. Èëüþøèíûì áûëî ïðåäë
î-
æåíî ðàññìàòðèâàòü òåíçîðíûå ìåðû ïîâðåæäåííîñòè [33]. Ïîïû
ò-
êè ââåäåíèÿ òåíçîðîâ ïîâðåæäåííîñòè ïðåäïðèíèìàþòñÿ äî
 ñèõ ïîð
(ñì., íàïðèìåð, [34]).

Â § 7.3. ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû òåðìîäèíàìè÷åñêè çàìêíó-
òûõ ìîäåëåé êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ, èñïîëüçóåìûõ â ïë
îñêèõ
è ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷àõ äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ è óïð
óãîâÿç-
êîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä.

§ 7.1. Критерии разрушения твердых тел в условиях
  статического и квазистатического нагружения

Ïåðâûå òåîðèè ðàçðóøåíèÿ îòíîñèëèñü ê àíàëèçó ñòàòè-
÷åñêèõ è êâàçèñòàòè÷åñêèõ ñèòóàöèé è â äàëüíåéøåì ïîëó-
÷èëè íàçâàíèå òåîðèé ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñðåäè êîòîðû
õ
â çàâèñèìîñòè îò êîíòðîëèðóåìîãî ïðè ðàçðóøåíèè ïàðà-
ìåòðà ìîæíî îòìåòèòü êðèòåðèè íàèáîëüøèõ íîðìàëüíûõ
íàïðÿæåíèé, íàèáîëüøèõ äåôîðìàöèé, íàèáîëüøèõ ýíåðãèé
è ðÿä äðóãèõ.

Òåîðèÿ íàèáîëüøèõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîñòóëèðó-
åò, ÷òî ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò, êîãäà íàèáîëüøåå
íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå σ1 äîñòèãàåò ïðåäåëüíîé äëÿ äàííî-
ãî ìàòåðèàëà âåëè÷èíû σ0: .|| 01 σ≤σ  Ãëàâíûé íåäîñòàòîê
ýòîãî êðèòåðèÿ ñîñòîèò â íåó÷åòå äâóõ äðóãèõ ãëàâíûõ íà-
ïðÿæåíèé. Îí ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàì ïî âñåñòîðîííå-
ìó ñæàòèþ, êîãäà ðàçðóøåíèå íå âîçíèêàåò âïëîòü äî î÷åíü
áîëüøèõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàì ïî
îäíîîñíîìó ðàñòÿæåíèþ ìàòåðèàëîâ, êîãäà ðàçðûâ ïðîèñõî-
äèò ïî ïëîñêîñòÿì äåéñòâèÿ íàèáîëüøèõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿ
-
æåíèé è ò.ä. Òåì íå ìåíåå òåîðèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê
õðóïêèì òåëàì, òàêèì êàê ãîðíûå ïîðîäû, åñëè äîïóñòèòü
ðàçíûå çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ íà ðàçðóøåíèå è ñæàòèå:

ìîñâÿçàííûõ ìåõàíè÷åñêèõ, òåïëîâûõ è ñòðóêòóðíûõ ïðåâðà
ùåíèé.
Ïîñëåäíèå âêëþ÷àþò ôîðìèðîâàíèå, äâèæåíèå è âçàèìîäåéñò
âèå
äåôåêòîâ â êðèñòàëëàõ ìåòàëëîâ, ôàçîâûå ïåðåõîäû, ðàçðûâû
 ñâÿçåé
ìåæäó ìîëåêóëàìè â ïîëèìåðàõ, íàêîïëåíèå ìèêðîñòðóêòóðí
ûõ
ïîâðåæäåíèé (ïîð, òðåùèí) è ò.ï. Ýòè ïðîöåññû ïðîÿâëÿþòñÿ êà
ê
íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè, ïîëîñû àäèàáàòè÷åñêîãî ñäâèãà, ì
èêðî-
ðàçðóøåíèÿ.

Äèíàìè÷åñêîå ðàçðóøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì ìíîãîñòàäèéíû
ì
ïðîöåññîì, âêëþ÷àþùèì ïîÿâëåíèå, ðàçâèòèå è ñëèÿíèå ìèêðî
äå-
ôåêòîâ, ôîðìèðîâàíèå çàðîäûøåâûõ ìèêðîòðåùèí, êîòîðûå ðà
ñ-
òóò, îáúåäèíÿþòñÿ, îáðàçóÿ ìàêðîòðåùèíû. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå
 òåëî
ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå ôðàãìåíòû.

Ðåøåíèå çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ äèíàìè÷åñêèì ðàçðóøåíèåì òåë,
òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ øèðîêîãî êðóãà âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ
 êàê ñ
ïîñòðîåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äåôîðìèðóåìûõ òâåðä
ûõ òåë,
èõ ðàçðóøåíèåì îò ñòàäèè íàêîïëåíèÿ ðàññåÿííûõ ïî òåëó ìè
êðî-
ïîâðåæäåíèé äî ïîÿâëåíèÿ ìàêðîòðåùèí, òàê è ñ ðàçðàáîòêîé
 ìå-
òîäîâ îïðåäåëåíèÿ «íåñòàíäàðòíûõ» êîíñòàíò ìîäåëåé ñðå
ä, ñâÿçàí-
íûõ ñ ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñòè, è ìîäåëåé ôðàãìåíòàöèè
 êîí-
ñòðóêöèé, à òàêæå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöå
ññîâ
äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ.

Â ìîäåëÿõ ìåõàíèêè êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ ïðèíÿòî âû
-
äåëÿòü òðè îñíîâíûõ òèïà äèíàìè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ òâåðä
ûõ òåë:
âÿçêîå, õðóïêîå è ñ îáðàçîâàíèåì ïîëîñ àäèàáàòè÷åñêîãî ñä
âèãà.

Âÿçêîå ðàçðóøåíèå, íàáëþäàåìîå â òàêèõ ìåòàëëàõ, êàê àëþìè-
íèé è ìåäü, â òâåðäûõ òîïëèâàõ è âçðûâ÷àòûõ âåùåñòâàõ, õàðà
êòå-
ðèçóåòñÿ îáðàçîâàíèåì è ðàçâèòèåì â ïðîöåññå ïëàñòè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ïîð, áëèçêèõ ê ñôåðè÷åñêèì.

Äëÿ õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ õàðàêòåðíî îáðàçîâàíèå â òåëå áîëü-
øîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ìîíåòîîáðàçíûõ 
ìèê-
ðîòðåùèí, ñïîñîáíûõ ðàñòè â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè ïðîòåêà
íèÿ
ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ. Ðàçðóøåíèÿ òàêîãî òèïà îòìå÷åí
û â áå-
ðèëëèè, ðÿäå ñòàëåé, àðìêî-æåëåçå.

Ïðè âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ ïðîöåññ ïëàñòè÷åñ
êîãî
òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèì. Â ðÿäå ñëó÷àåâ âûäåëåíí
îå òåïëî
êîíöåíòðèðóåòñÿ â òîíêèõ îáëàñòÿõ òîëùèíîé äî íåñêîëüêè
õ äåñÿòêîâ
ìèêðîí, ðàñïîëîæåííûõ ïî ïîâåðõíîñòÿì ìàêñèìàëüíûõ êàñà
òåëüíûõ
íàïðÿæåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ïëàñ
òè÷åñêîãî
òå÷åíèÿ âäîëü ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Ðàçðóøåíèÿ ñ îáðàçîâàíèÿ ïîëîñ àäè-
àáàòè÷åñêîãî ñäâèãà íàáëþäàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ñòàëüíûõ öèëèíäðàõ,
íàãðóæåííûõ âçðûâîì, è ïðè ïðîáèâàíèè ïðåãðàä óäàðíèêàìè
 ñ ïëîñ-
êèì ïåðåäíèì ñðåçîì (âûáèâàíèå «ïðîáêè» èç ïðåãðàäû).

Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îáðà
çó-
åòñÿ áîëüøîå ÷èñëî äåôåêòîâ ñðåäû, óêàçàííûõ âûøå òèïîâ, ò
ðóäíî
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íèÿ íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Ñ÷èòàåòñÿ, êàê è â ñòà-
òèêå, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè ýòîãî çíà÷åíèÿ ïðîèñõîäèò ðàçðó-

øåíèå ìàòåðèàëà. Òàêîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé ìîæåò áûòü
íàïðÿæåíèå, äåôîðìàöèÿ, ýíåðãèÿ.

 Îäíèì èç îñíîâíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ èçó÷å-
íèÿ óäàðíîãî ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåí
ò
ïî îòêîëüíîìó ðàçðóøåíèþ. Óäàðíûé èìïóëüñ ìîæåò ïðîèç-
âîäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòàåìîé â ìèøåíü ïëàñòèíû, âçðûâîì
èëè äðóãèì ñïîñîáîì. Íà ðèñ. 7.1 ïðèâåäåíà âîëíîâàÿ ñõåìà
îäíîìåðíîé çàäà÷è ñîóäàðåíèÿ äâóõ ïëàñòèí. Ïëàñòèíà äëè-
íîé l1 ñî ñêîðîñòüþ V0 óäàðÿåòñÿ ïî ìèøåíè äëèíîé l2. Ìåñòî
îòêîëà x = x*, δ* � äëèíà îòêîëüíîé ïëàñòèíû. Îñíîâíàÿ èäåÿ
ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè âñòðå÷å âîëí ðàçãðóçêè
â ìàòåðèàëå ìèøåíè âîçíèêàþò áîëüøèå ðàñòÿãèâàþùèå óñè-
ëèÿ, ïðèâîäÿùèå ïðè äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíîì âîçäåéñòâèè ê

äèíàìè÷åñêîìó ðàçðóøåíèþ.

Ðèñ. 7. 1

Ñàìûìè ïåðâûìè áûëè ìîäåëè ñ ïðåäåëüíûì íàïðÿæåíè-
åì ðàçðóøåíèÿ è ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëü-
íîãî (èëè êðèòè÷åñêîãî) íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ðàñòÿæå-
íèÿ σ∗, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò îòêîë. Ïðè ýòîì ïîëàãà-
ëîñü, ÷òî èññëåäóåìûé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ áåçäåôåêòíûì, è
íå ïðèíèìàëîñü âî âíèìàíèå âëèÿíèå íåñîâåðøåíñòâ ñòðóê-
òóðû âåùåñòâà íà åãî ïðî÷íîñòü. Èññëåäîâàíèÿ ïî îïðåäåëå-

íèþ σ∗ ïðîâåäåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ (ìåòàëëû, ïî-
ëèìåðû, ãîðíûå ïîðîäû). Â âèäó òîãî ÷òî íåïîñðåäñòâåííî

t

x�l1 l 20V = V0
ε = 0

V = 0
ε = 0

x*

*δδ
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Ýòî ñîîòíîøåíèå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñëîæíîãî íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ 00 σ ′′≤σ≤σ′− i , i = 1,2,3, ãäå σi � ãëàâíûå
íàïðÿæåíèÿ.

Ïî òåîðèè ìàêñèìàëüíûõ äåôîðìàöèé ðàçðóøåíèå ìàòå-
ðèàëà ïðîèñõîäèò â òîò ìîìåíò, êîãäà äåôîðìàöèÿ ε1 äîñòè-
ãàåò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 01 ε≤ε . Äëÿ ãîðíûõ ïîðîä

.010 ε ′′≤ε≤ε′−   Äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ýòè óñëîâèÿ ÷àñòî
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå 00 ε ′′≤ε≤ε′− i , i = 1,2,3, ãäå εi � ãëàâ-
íûå äåôîðìàöèè. Äëÿ óïðóãèõ òåë ýòè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû
ñîîòíîøåíèÿì

, 00 σ ′′≤σ≤σ′− g ),( 321 σ+σν−σ=σ g

ãäå v � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; σg � ïðèâåäåííîå íàïðÿæå-
íèå. Ïîýòîìó ýòó òåîðèþ ÷àñòî íàçûâàþò òåîðèåé ïðèâåäåí-
íûõ íàïðÿæåíèé.

Ïî òåîðèè ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, èëè
êðèòåðèþ Êóëîíà � Òðåñêà, íà÷àëîì ðàçðóøåíèÿ ñëóæèò ìî-
ìåíò äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíûì êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì
τmax ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû τ0 :

τmax = (σ1 � σ3)/2 ≤ τ0 , .321 σ≥σ≥σ

Âåëè÷èíà ïðåäåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ñäâèã ñâÿçàíà ñ
ïðåäåëüíûì íàïðÿæåíèåì ïðè ðàñòÿæåíèè τ0 = σ0/2 , σ0 � ïðå-
äåëüíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ ðàçðóøåíèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè.

Â òåîðèè íàèáîëüøåé ýíåðãèè çà îñíîâó ðàçðóøåíèÿ ïðè-
íèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî íàêîïëåííîé â åäèíèöå îáúåìà ýíåðãè
è
äåôîðìàöèè. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäà óïðóãà äî ìîìåí-
òà ðàçðóøåíèÿ, èìååì:
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Çäåñü E � ìîäóëü Þíãà; A0 � ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè
ïðè ðàñòÿæåíèè.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïåðâûå äèíàìè÷åñêèå êðèòåðèè
ðàçðóøåíèÿ îñíîâûâàëèñü íà èäåÿõ, ðàçðàáîòàííûõ â ñòàòèê
å.

Êâàçèñòàòè÷åñêèå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ. Ýòè êðèòåðèè
ðàçðóøåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà ââåäåíèè ïðåäåëüíîãî çíà÷å-
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íèÿ íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Ñ÷èòàåòñÿ, êàê è â ñòà-
òèêå, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè ýòîãî çíà÷åíèÿ ïðîèñõîäèò ðàçðó-

øåíèå ìàòåðèàëà. Òàêîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé ìîæåò áûòü
íàïðÿæåíèå, äåôîðìàöèÿ, ýíåðãèÿ.

 Îäíèì èç îñíîâíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ èçó÷å-
íèÿ óäàðíîãî ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåí
ò
ïî îòêîëüíîìó ðàçðóøåíèþ. Óäàðíûé èìïóëüñ ìîæåò ïðîèç-
âîäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòàåìîé â ìèøåíü ïëàñòèíû, âçðûâîì
èëè äðóãèì ñïîñîáîì. Íà ðèñ. 7.1 ïðèâåäåíà âîëíîâàÿ ñõåìà
îäíîìåðíîé çàäà÷è ñîóäàðåíèÿ äâóõ ïëàñòèí. Ïëàñòèíà äëè-
íîé l1 ñî ñêîðîñòüþ V0 óäàðÿåòñÿ ïî ìèøåíè äëèíîé l2. Ìåñòî
îòêîëà x = x*, δ* � äëèíà îòêîëüíîé ïëàñòèíû. Îñíîâíàÿ èäåÿ
ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè âñòðå÷å âîëí ðàçãðóçêè
â ìàòåðèàëå ìèøåíè âîçíèêàþò áîëüøèå ðàñòÿãèâàþùèå óñè-
ëèÿ, ïðèâîäÿùèå ïðè äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíîì âîçäåéñòâèè ê

äèíàìè÷åñêîìó ðàçðóøåíèþ.

Ðèñ. 7. 1

Ñàìûìè ïåðâûìè áûëè ìîäåëè ñ ïðåäåëüíûì íàïðÿæåíè-
åì ðàçðóøåíèÿ è ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëü-
íîãî (èëè êðèòè÷åñêîãî) íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ðàñòÿæå-
íèÿ σ∗, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò îòêîë. Ïðè ýòîì ïîëàãà-
ëîñü, ÷òî èññëåäóåìûé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ áåçäåôåêòíûì, è
íå ïðèíèìàëîñü âî âíèìàíèå âëèÿíèå íåñîâåðøåíñòâ ñòðóê-
òóðû âåùåñòâà íà åãî ïðî÷íîñòü. Èññëåäîâàíèÿ ïî îïðåäåëå-

íèþ σ∗ ïðîâåäåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ (ìåòàëëû, ïî-
ëèìåðû, ãîðíûå ïîðîäû). Â âèäó òîãî ÷òî íåïîñðåäñòâåííî

t
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Ýòî ñîîòíîøåíèå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñëîæíîãî íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ 00 σ ′′≤σ≤σ′− i , i = 1,2,3, ãäå σi � ãëàâíûå
íàïðÿæåíèÿ.

Ïî òåîðèè ìàêñèìàëüíûõ äåôîðìàöèé ðàçðóøåíèå ìàòå-
ðèàëà ïðîèñõîäèò â òîò ìîìåíò, êîãäà äåôîðìàöèÿ ε1 äîñòè-
ãàåò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 01 ε≤ε . Äëÿ ãîðíûõ ïîðîä

.010 ε ′′≤ε≤ε′−   Äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ýòè óñëîâèÿ ÷àñòî
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå 00 ε ′′≤ε≤ε′− i , i = 1,2,3, ãäå εi � ãëàâ-
íûå äåôîðìàöèè. Äëÿ óïðóãèõ òåë ýòè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû
ñîîòíîøåíèÿì

, 00 σ ′′≤σ≤σ′− g ),( 321 σ+σν−σ=σ g

ãäå v � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; σg � ïðèâåäåííîå íàïðÿæå-
íèå. Ïîýòîìó ýòó òåîðèþ ÷àñòî íàçûâàþò òåîðèåé ïðèâåäåí-
íûõ íàïðÿæåíèé.

Ïî òåîðèè ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, èëè
êðèòåðèþ Êóëîíà � Òðåñêà, íà÷àëîì ðàçðóøåíèÿ ñëóæèò ìî-
ìåíò äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíûì êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì
τmax ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû τ0 :

τmax = (σ1 � σ3)/2 ≤ τ0 , .321 σ≥σ≥σ

Âåëè÷èíà ïðåäåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ñäâèã ñâÿçàíà ñ
ïðåäåëüíûì íàïðÿæåíèåì ïðè ðàñòÿæåíèè τ0 = σ0/2 , σ0 � ïðå-
äåëüíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ ðàçðóøåíèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè.

Â òåîðèè íàèáîëüøåé ýíåðãèè çà îñíîâó ðàçðóøåíèÿ ïðè-
íèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî íàêîïëåííîé â åäèíèöå îáúåìà ýíåðãè
è
äåôîðìàöèè. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäà óïðóãà äî ìîìåí-
òà ðàçðóøåíèÿ, èìååì:
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Çäåñü E � ìîäóëü Þíãà; A0 � ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè
ïðè ðàñòÿæåíèè.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïåðâûå äèíàìè÷åñêèå êðèòåðèè
ðàçðóøåíèÿ îñíîâûâàëèñü íà èäåÿõ, ðàçðàáîòàííûõ â ñòàòèê
å.

Êâàçèñòàòè÷åñêèå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ. Ýòè êðèòåðèè
ðàçðóøåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà ââåäåíèè ïðåäåëüíîãî çíà÷å-
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ãäå W0 è W1 � çíà÷åíèÿ ïåðâîãî ìàêñèìóìà è ïåðâîãî ìèíè-
ìóìà íà ïðîôèëå W(t); c0 � ñêîðîñòü çâóêà (c0 = δ∗/ t∆ ).

Â îòëè÷èå îò ïåðâîé ìåòîäèêè ñîîòíîøåíèå (7.2) äàåò
äëÿ σ∗ íåêîòîðóþ ñðåäíþþ îöåíêó ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿ-
æåíèÿ, ðåàëèçóåìîãî â îòêîëüíîé ïëàñòèíå çà âûáðàííîå
âðåìÿ t∆ . Îöåíêà (7.2) äîëæíà äîñòàòî÷íî òî÷íî îòðàæàòü
îòðûâíîå íàïðÿæåíèå σ∗ ïðè ìàëûõ óðîâíÿõ íàïðÿæåíèé ðà-
ñòÿæåíèÿ, ðåàëèçóþùèõñÿ ïðè îòêîëå (σ∗ = 2�4 ÃÏà), èëè
î÷åíü ìàëûõ äëèíàõ îòêîëà ( 3,01,0* −≈δ  ìì) è õóæå ïðè
áîëüøèõ óðîâíÿõ íàïðÿæåíèé ( 6≈  ÃÏà), ïîñêîëüêó â ýòîì
ñëó÷àå âîçìîæíî çàìåòíîå çàòóõàíèå àìïëèòóäû èìïóëüñà
ðàñòÿæåíèÿ íà äëèíå 1* ≈δ  ìì è áîëåå ïðè åãî äâèæåíèè îò
ïëîñêîñòè îòêîëà ê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ σ∗ ïî (7.1) íåîáõîäèìî
çíàòü âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ τ∗ è èçìåíåíèå ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè
çà ýòî âðåìÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîì ñëîå ìàòåðèàëà â çîíå
îòêîëà. Óêàçàííûå âåëè÷èíû ñîâðåìåííûìè ýêñïåðèìåíòàëü
-
íûìè ìåòîäàìè îïðåäåëèòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì,
ïîýòîìó äëÿ èõ îöåíîê â ðÿäå ðàáîò ïðèâëåêàëèñü îáà ñîîò-
íîøåíèÿ (7.2).

Ïðèìåíåíèå óðàâíåíèé (7.2) ïîçâîëèëî ñäåëàòü äâà âàæ-
íûõ âûâîäà:

• äëÿ ñîâåðøåíèÿ îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ íåîáõîäèìî
íåêîòîðîå âðåìÿ âûäåðæêè ìàòåðèàëà ïîä ðàñòÿãèâàþùèì
íàïðÿæåíèåì, êîòîðîå â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè íå ÿâëÿåòcÿ
ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé;

• ðàçðóøàþùåå íàïðÿæåíèå σ∗ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè
äåôîðìèðîâàíèÿ è çàâèñèò îò ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ε.

Äëÿ âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
îöåíêè: äëÿ ñòàëè ìàðêè Ñò.3 τ∗ = 1�  0,05 ìêñ ïðè σ∗ = 1,5�8
ÃÏà è äëÿ ìåäè τ∗ = 2,5�  0,05 ìêñ ïðè σ∗ = 5,8  � 8,5 ÃÏà.

Òðåòüÿ ìåòîäèêà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ σ∗, çàê-
ëþ÷àåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîì èçìåðåíèè â ïðåäïîëàãàåìî
é
ïëîñêîñòè îòêîëà àìïëèòóäû ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé äàò-
÷èêàìè äàâëåíèÿ.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè îïðåäåëèòü òàêèå
óñëîâèÿ íàãðóæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàëñÿ ïåðåõîä îò
íåðàçðóøåííîãî ñîñòîÿíèÿ ê ðàçðóøåííîìó. Ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçàëè, ÷òî íà÷àëüíûé ïåðèîä ðàçðóøåíèÿ õàðàêòåðèçóåò
-

èçìåðèòü ðàçðóøàþùåå íàïðÿæåíèå â çîíå îòêîëà íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ σ∗ áûëè ðàçðàáîòà-
íû òðè ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäèêè.

Ïåðâàÿ ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ðàñ÷åòàõ, ïðîâîäèìûõ äëÿ
óñëîâèé ýêñïåðèìåíòîâ ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèÿ â
ìèøåíè â ïðåäïîëàãàåìîé ïëîñêîñòè îòêîëà, êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿëàñü ïî ýêñïåðèìåíòàëüíî çàìåðåííîé òîëùèíå îòêîëü
-
íîãî ñëîÿ ïëàñòèíû *δ .

Îáðàçöû íàãðóæàëèñü óäàðîì èëè âçðûâîì âçðûâ÷àòûõ
âåùåñòâ (ÂÂ). Áûëè ïîëó÷åíû ýñïåðèìåòàëüíûå çíà÷åíèÿ âå-
ëè÷èíû ðàçðóøàþùåãî íàïðÿæåíèÿ σ∗, ÃÏà, äëÿ ðàçëè÷íûõ
ìàòåðèàëîâ:

• äëÿ ìÿãêîé ñòàëè ..... 6�7;
• äëÿ ìåäè ..... 30�60;
• äëÿ àëþìèíèÿ ..... 3�4.
Âåëè÷èíà σ∗ îïðåäåëÿëàñü ïî ìàêñèìàëüíûì íàïðÿæåíè-

ÿì ðàñòÿæåíèÿ áåç ó÷åòà ñàìîãî ôàêòà ðàçðóøåíèÿ. Ýòî áûëî

âûçâàíî òåì, ÷òî èñïîëüçîâàëñÿ ëèøü îäèí ýêñïåðèìåíòàëü-
íî èçìåðåííûé ïàðàìåòð � äëèíà îòêîëà *δ .  Òàêàÿ îöåíêà
(ñâåðõó) íå ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòè îòêîëà ïðè ìåíüøèõ
çíà÷åíèÿõ σ∗, äîñòàòî÷íûõ äëÿ îòðûâà îòêîëüíîãî ñëîÿ. Äëÿ
áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû σ∗ íåîáõîäèìî çíàíèå
åùå îäíîãî ïàðàìåòðà, íàïðèìåð ñêîðîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõ
-
íîñòè ìèøåíè W(t) èëè ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîëåòà îòêîëîâøå-
ãîñÿ ñëîÿ W ∗. Ïðè óòî÷íåíèè îêàçàëîñü, íàïðèìåð, äëÿ ñòà-
ëè, ÷òî σ∗ â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé îïûòîâ ìåíÿåòñÿ îò 4 äî
10 ÃÏà.

Âòîðàÿ ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè ê îòêîëüíîìó
ñëîþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Èìåÿ â âèäó,
÷òî Sm *ρδ=  (m � ìàññà îòêîëüíîãî ñëîÿ, S � ïëîùàäü ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ), è ïðèíÿâ ,0ρ=ρ  èìååì

.*
0

**

t
W

dt
dW

∆
∆δρ≈ρδ=σ (7.1)

Ñâÿçûâàÿ t∆  ñ ðàçîâûì èëè äâîéíûì ïðîáåãîì âîëíû ðàç-
ãðóçêè âäîëü îòêîëüíîãî ñëîÿ, â àêóñòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

ïîëó÷àåì äâà ñîîòíîøåíèÿ:
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ãäå W0 è W1 � çíà÷åíèÿ ïåðâîãî ìàêñèìóìà è ïåðâîãî ìèíè-
ìóìà íà ïðîôèëå W(t); c0 � ñêîðîñòü çâóêà (c0 = δ∗/ t∆ ).

Â îòëè÷èå îò ïåðâîé ìåòîäèêè ñîîòíîøåíèå (7.2) äàåò
äëÿ σ∗ íåêîòîðóþ ñðåäíþþ îöåíêó ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿ-
æåíèÿ, ðåàëèçóåìîãî â îòêîëüíîé ïëàñòèíå çà âûáðàííîå
âðåìÿ t∆ . Îöåíêà (7.2) äîëæíà äîñòàòî÷íî òî÷íî îòðàæàòü
îòðûâíîå íàïðÿæåíèå σ∗ ïðè ìàëûõ óðîâíÿõ íàïðÿæåíèé ðà-
ñòÿæåíèÿ, ðåàëèçóþùèõñÿ ïðè îòêîëå (σ∗ = 2�4 ÃÏà), èëè
î÷åíü ìàëûõ äëèíàõ îòêîëà ( 3,01,0* −≈δ  ìì) è õóæå ïðè
áîëüøèõ óðîâíÿõ íàïðÿæåíèé ( 6≈  ÃÏà), ïîñêîëüêó â ýòîì
ñëó÷àå âîçìîæíî çàìåòíîå çàòóõàíèå àìïëèòóäû èìïóëüñà
ðàñòÿæåíèÿ íà äëèíå 1* ≈δ  ìì è áîëåå ïðè åãî äâèæåíèè îò
ïëîñêîñòè îòêîëà ê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ σ∗ ïî (7.1) íåîáõîäèìî
çíàòü âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ τ∗ è èçìåíåíèå ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè
çà ýòî âðåìÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîì ñëîå ìàòåðèàëà â çîíå
îòêîëà. Óêàçàííûå âåëè÷èíû ñîâðåìåííûìè ýêñïåðèìåíòàëü
-
íûìè ìåòîäàìè îïðåäåëèòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì,
ïîýòîìó äëÿ èõ îöåíîê â ðÿäå ðàáîò ïðèâëåêàëèñü îáà ñîîò-
íîøåíèÿ (7.2).

Ïðèìåíåíèå óðàâíåíèé (7.2) ïîçâîëèëî ñäåëàòü äâà âàæ-
íûõ âûâîäà:

• äëÿ ñîâåðøåíèÿ îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ íåîáõîäèìî
íåêîòîðîå âðåìÿ âûäåðæêè ìàòåðèàëà ïîä ðàñòÿãèâàþùèì
íàïðÿæåíèåì, êîòîðîå â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè íå ÿâëÿåòcÿ
ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé;

• ðàçðóøàþùåå íàïðÿæåíèå σ∗ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè
äåôîðìèðîâàíèÿ è çàâèñèò îò ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ε.

Äëÿ âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
îöåíêè: äëÿ ñòàëè ìàðêè Ñò.3 τ∗ = 1�  0,05 ìêñ ïðè σ∗ = 1,5�8
ÃÏà è äëÿ ìåäè τ∗ = 2,5�  0,05 ìêñ ïðè σ∗ = 5,8  � 8,5 ÃÏà.

Òðåòüÿ ìåòîäèêà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ σ∗, çàê-
ëþ÷àåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîì èçìåðåíèè â ïðåäïîëàãàåìî
é
ïëîñêîñòè îòêîëà àìïëèòóäû ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé äàò-
÷èêàìè äàâëåíèÿ.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè îïðåäåëèòü òàêèå
óñëîâèÿ íàãðóæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàëñÿ ïåðåõîä îò
íåðàçðóøåííîãî ñîñòîÿíèÿ ê ðàçðóøåííîìó. Ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçàëè, ÷òî íà÷àëüíûé ïåðèîä ðàçðóøåíèÿ õàðàêòåðèçóåò
-

èçìåðèòü ðàçðóøàþùåå íàïðÿæåíèå â çîíå îòêîëà íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ σ∗ áûëè ðàçðàáîòà-
íû òðè ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäèêè.

Ïåðâàÿ ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ðàñ÷åòàõ, ïðîâîäèìûõ äëÿ
óñëîâèé ýêñïåðèìåíòîâ ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèÿ â
ìèøåíè â ïðåäïîëàãàåìîé ïëîñêîñòè îòêîëà, êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿëàñü ïî ýêñïåðèìåíòàëüíî çàìåðåííîé òîëùèíå îòêîëü
-
íîãî ñëîÿ ïëàñòèíû *δ .

Îáðàçöû íàãðóæàëèñü óäàðîì èëè âçðûâîì âçðûâ÷àòûõ
âåùåñòâ (ÂÂ). Áûëè ïîëó÷åíû ýñïåðèìåòàëüíûå çíà÷åíèÿ âå-
ëè÷èíû ðàçðóøàþùåãî íàïðÿæåíèÿ σ∗, ÃÏà, äëÿ ðàçëè÷íûõ
ìàòåðèàëîâ:

• äëÿ ìÿãêîé ñòàëè ..... 6�7;
• äëÿ ìåäè ..... 30�60;
• äëÿ àëþìèíèÿ ..... 3�4.
Âåëè÷èíà σ∗ îïðåäåëÿëàñü ïî ìàêñèìàëüíûì íàïðÿæåíè-

ÿì ðàñòÿæåíèÿ áåç ó÷åòà ñàìîãî ôàêòà ðàçðóøåíèÿ. Ýòî áûëî

âûçâàíî òåì, ÷òî èñïîëüçîâàëñÿ ëèøü îäèí ýêñïåðèìåíòàëü-
íî èçìåðåííûé ïàðàìåòð � äëèíà îòêîëà *δ .  Òàêàÿ îöåíêà
(ñâåðõó) íå ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòè îòêîëà ïðè ìåíüøèõ
çíà÷åíèÿõ σ∗, äîñòàòî÷íûõ äëÿ îòðûâà îòêîëüíîãî ñëîÿ. Äëÿ
áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû σ∗ íåîáõîäèìî çíàíèå
åùå îäíîãî ïàðàìåòðà, íàïðèìåð ñêîðîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõ
-
íîñòè ìèøåíè W(t) èëè ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîëåòà îòêîëîâøå-
ãîñÿ ñëîÿ W ∗. Ïðè óòî÷íåíèè îêàçàëîñü, íàïðèìåð, äëÿ ñòà-
ëè, ÷òî σ∗ â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé îïûòîâ ìåíÿåòñÿ îò 4 äî
10 ÃÏà.

Âòîðàÿ ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè ê îòêîëüíîìó
ñëîþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Èìåÿ â âèäó,
÷òî Sm *ρδ=  (m � ìàññà îòêîëüíîãî ñëîÿ, S � ïëîùàäü ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ), è ïðèíÿâ ,0ρ=ρ  èìååì

.*
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∆δρ≈ρδ=σ (7.1)

Ñâÿçûâàÿ t∆  ñ ðàçîâûì èëè äâîéíûì ïðîáåãîì âîëíû ðàç-
ãðóçêè âäîëü îòêîëüíîãî ñëîÿ, â àêóñòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

ïîëó÷àåì äâà ñîîòíîøåíèÿ:
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Òàáëèöà 7.1

    
Ìàòåðèàë

lI , lII , τττττm , Vm , Vf , Vf �Vm , σσσσσ∗∗∗∗∗
m σσσσσ∗∗∗∗∗

f
ìì ìì ìêñ ì/ñ ì/ñ ì/ñ ÃÏà ÃÏà

Îðãñòåêëî 1 2 0,75 94 130 36 0,148 0,206
(100, 120) 2 4 1,49 89 105 16 0,141 0,106

2,8 7 2,09 86 100 14 0,136 0,158

Ñòàëü ìàðêè 0,5 1 0,17 225 250 25 5,32 5,94
08 êï (óäàð ïî- 1 2 0,34 195 217 22 4,64 5,17
ïåðåê ïðîêàòêè) 2 4 0,67 160 170 10 3,81 4,04

Àëþìèíèé ÀÌãá 1 2 0,34 225 265 40 1,79 2,11
(óäàð ïîïåðåê
ïðîêàòêè) 3 5 0,68 185 220 35 1,47 1,75

Àëþìèíèé ÀÌãá 3 5 0,68 275 375 100 2,2 2,98
(óäàð âäîëü
ïðîêàòêè) 5 10 1,7 175 230 55 1,39 1,83

Áåðèëëèé 1,27 2,54 0,2 61  �  � 0,33  �
2,54 5,08 0,4 53  �  � 0,3  �
5,08 10,1 0,8 37  �  � 0,25  �

Íàñòóïëåíèå ïîëíîãî ïîðîãîâîãî îòêîëà ñâÿçûâàëîñü c
îáðàçîâàíèåì â îáðàçöå ñêâîçíîé ìàãèñòðàëüíîé òðåùèíû
ïî âñåìó ñå÷åíèþ îáðàçöà . Â òàáë.7.1 ïîëíûé îòêîë õàðàê-
òåðèçóåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè � Vf è *

fσ , èç êîòîðûõ Vf
ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ôèêñèðóåìîé âåëè÷èíîé, à *

fσ  �
ðàñ÷åòíîé ïî (7.2), ò.å. áåç ó÷åòà îñëàáëÿþùåãî äåéñòâèÿ
ðàçâèâàþùèõñÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé.

Äàííûå, ïðèâåäåííûå â òàáë. 7.1, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü äâà
âûâîäà:

1) èç ñîïîñòàâëåíèÿ âåëè÷èí τw è V∆ = Vf  � Vm ñëåäóåò,
÷òî âî âñåõ ñåðèÿõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ óìåíüøåíèåì τw âåëè÷è-
íà V∆  íå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à ðàñòåò ñ ðîñòîì Vm;

2) âåëè÷èíà V∆  äëÿ îáðàçöîâ èç ñòàëè (ìèêðîòðåùèíà)
ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì äëÿ îáðàçöîâ èç àëþìèíèÿ (ìèêðî-
ïîðû) ïðè ñîïîñòàâèìûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ.  Ê ïðèìåðó,
äëÿ ñòàëè è àëþìèíèÿ âåëè÷èíû V∆ ñîîòâåòñâåííî ðàâíû 10
è 35 ì/ñ ïðè τw = 0,68 ìêñ è 22 è 40 ì/c ïðè τw = 0,34 ìêñ.

Â òàáë. 7.1 ñîïîñòàâëåíû òàêæå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-
òîâ äëÿ àëþìèíèÿ â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè íàïðàâëåíèÿ


ñÿ îáðàçîâàíèåì è ðîñòîì ìèêðîòðåùèí èëè ïîð. Êðîìå òîãî,
îêàçàëîñü, ÷òî âîçìîæåí òàêîé ðåæèì íàãðóæåíèÿ, ïðè êîòî-
ðîì íàáëþäàþòñÿ âíóòðåííèå ëîêàëüíûå îáëàñòè ðàçðóøå-
íèÿ íà ãëóáèíå l 

∗ áåç ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ðàçäåëåíèÿ îáðàç-
öà íà îòäåëüíûå ÷àñòè. Èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü

óñëîâèÿ îáðàçîâàíèÿ êàê ìàêðîòðåùèíû îòêîëà, ðàçäåëÿþ-
ùåé îáðàçåö íà ÷àñòè, òàê è ëîêàëüíûõ ìèêðîòðåùèí, äëÿ
÷åãî ïîòðåáîâàëîñü èçó÷åíèå ìèêðîñòðóêòóðû îáðàçöîâ â ç
îíå
ïðåäïîëàãàåìîãî îòêîëà äî è ïîñëå íàãðóæåíèÿ.

Óðîâíè îòêîëüíûõ ðàçðóøåíèé îöåíèâàëèñü â îñíîâíîì
êà÷åñòâåííî è ðàçäåëÿëèñü íà òðè ãðóïïû: îòñóòñòâèå ðàçðó
-
øåíèÿ, çàðîæäàþùèéñÿ îòêîë è ïîëíîå îòäåëåíèå îòêîëüíî-
ãî ñëîÿ. Ñîîòâåòñòâåííî áûëî ââåäåíî äâà ïîðîãîâûõ çíà÷å-

íèÿ: ñêîðîñòè óäàðà è ðàçðóøàþùåãî íàïðÿæåíèÿ, îòâå÷àþ-
ùèõ îáðàçîâàíèþ åäèíè÷íûõ ìèêðîòðåùèí (îáîçíà÷èì èõ
Vm è *

mσ ) è íà÷àëüíîìó ìàêðîîòêîëó (Vf ,
*
fσ ) ïðè ôèêñèðî-

âàííûõ äëèíàõ ñîóäàðÿþùèõñÿ ïëàñòèí. B ðàìêàõ òàêîãî
ïîäõîäà óäàëîñü âûÿâèòü âàæíóþ îñîáåííîñòü îòêîëüíîãî ðàç-
ðóøåíèÿ � çàâèñèìîñòü ïîðîãîâûõ ñêîðîñòåé óäàðà (Vm ,Vf ) è
ïîðîãîâûõ íàïðÿæåíèé ( *

mσ , *
fσ ) îò äëèòåëüíîñòè äåéñòâèÿ

èìïóëüñà ðàñòÿæåíèÿ. Ïîðîãîâîå íàãðóæåíèå, êîãäà íà ðàç-
ðóøåíèå äîëæåí îòðàáîòàòü âåñü èìïóëüñ ðàñòÿæåíèÿ äëè-
òåëüíîñòè τw , äàåò âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî íàäåæíî êîíòðî-
ëèðîâàòü âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü Vm (τw) è Vf (τw) ïîñêîëüêó
ïðè áîëåå èíòåíñèâíîì íàãðóæåíèè îòêîë ìîæåò ïðîèçîéòè
äî çàâåðøåíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ èìïóëüñà ðàñòÿæåíèÿ. Âðåìÿ
äåéñòâèÿ τw è àìïëèòóäó ðàñòÿãèâàþùåãî èìïóëüñà *

mσ  ìîæ-
íî îöåíèâàòü â àêóñòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè:

τw = 2lI
 /ñ , *

mσ  = ρñVm
 /2; (7.3)

ïîëàãàÿ, ÷òî ïðè çàðîæäàþùåìñÿ îòêîëå îñëàáëÿþùåå äåé-
ñòâèå åäèíè÷íûõ ìèêðîïîâðåæäåíèé íà âåëè÷èíó *

mσ  ïðå-
íåáðåæèìî ìàëî. Âàðüèðîâàíèåì äëèíû óäàðíèêà lI áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêîðîñòü Vm ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì lI .

Ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Vm , σm , Vf  , σf  äëÿ îðãñòåê-
ëà, àëþìèíèÿ, ñòàëè è áåðèëëèÿ â çàâèñèìîñòè îò τw ïðèâå-
äåíû â òàáë. 7.1.
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Òàáëèöà 7.1

    
Ìàòåðèàë

lI , lII , τττττm , Vm , Vf , Vf �Vm , σσσσσ∗∗∗∗∗
m σσσσσ∗∗∗∗∗

f
ìì ìì ìêñ ì/ñ ì/ñ ì/ñ ÃÏà ÃÏà

Îðãñòåêëî 1 2 0,75 94 130 36 0,148 0,206
(100, 120) 2 4 1,49 89 105 16 0,141 0,106

2,8 7 2,09 86 100 14 0,136 0,158

Ñòàëü ìàðêè 0,5 1 0,17 225 250 25 5,32 5,94
08 êï (óäàð ïî- 1 2 0,34 195 217 22 4,64 5,17
ïåðåê ïðîêàòêè) 2 4 0,67 160 170 10 3,81 4,04

Àëþìèíèé ÀÌãá 1 2 0,34 225 265 40 1,79 2,11
(óäàð ïîïåðåê
ïðîêàòêè) 3 5 0,68 185 220 35 1,47 1,75

Àëþìèíèé ÀÌãá 3 5 0,68 275 375 100 2,2 2,98
(óäàð âäîëü
ïðîêàòêè) 5 10 1,7 175 230 55 1,39 1,83

Áåðèëëèé 1,27 2,54 0,2 61  �  � 0,33  �
2,54 5,08 0,4 53  �  � 0,3  �
5,08 10,1 0,8 37  �  � 0,25  �

Íàñòóïëåíèå ïîëíîãî ïîðîãîâîãî îòêîëà ñâÿçûâàëîñü c
îáðàçîâàíèåì â îáðàçöå ñêâîçíîé ìàãèñòðàëüíîé òðåùèíû
ïî âñåìó ñå÷åíèþ îáðàçöà . Â òàáë.7.1 ïîëíûé îòêîë õàðàê-
òåðèçóåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè � Vf è *

fσ , èç êîòîðûõ Vf
ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ôèêñèðóåìîé âåëè÷èíîé, à *

fσ  �
ðàñ÷åòíîé ïî (7.2), ò.å. áåç ó÷åòà îñëàáëÿþùåãî äåéñòâèÿ
ðàçâèâàþùèõñÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé.

Äàííûå, ïðèâåäåííûå â òàáë. 7.1, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü äâà
âûâîäà:

1) èç ñîïîñòàâëåíèÿ âåëè÷èí τw è V∆ = Vf  � Vm ñëåäóåò,
÷òî âî âñåõ ñåðèÿõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ óìåíüøåíèåì τw âåëè÷è-
íà V∆  íå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à ðàñòåò ñ ðîñòîì Vm;

2) âåëè÷èíà V∆  äëÿ îáðàçöîâ èç ñòàëè (ìèêðîòðåùèíà)
ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì äëÿ îáðàçöîâ èç àëþìèíèÿ (ìèêðî-
ïîðû) ïðè ñîïîñòàâèìûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ.  Ê ïðèìåðó,
äëÿ ñòàëè è àëþìèíèÿ âåëè÷èíû V∆ ñîîòâåòñâåííî ðàâíû 10
è 35 ì/ñ ïðè τw = 0,68 ìêñ è 22 è 40 ì/c ïðè τw = 0,34 ìêñ.

Â òàáë. 7.1 ñîïîñòàâëåíû òàêæå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-
òîâ äëÿ àëþìèíèÿ â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè íàïðàâëåíèÿ


ñÿ îáðàçîâàíèåì è ðîñòîì ìèêðîòðåùèí èëè ïîð. Êðîìå òîãî,
îêàçàëîñü, ÷òî âîçìîæåí òàêîé ðåæèì íàãðóæåíèÿ, ïðè êîòî-
ðîì íàáëþäàþòñÿ âíóòðåííèå ëîêàëüíûå îáëàñòè ðàçðóøå-
íèÿ íà ãëóáèíå l 

∗ áåç ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ðàçäåëåíèÿ îáðàç-
öà íà îòäåëüíûå ÷àñòè. Èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü

óñëîâèÿ îáðàçîâàíèÿ êàê ìàêðîòðåùèíû îòêîëà, ðàçäåëÿþ-
ùåé îáðàçåö íà ÷àñòè, òàê è ëîêàëüíûõ ìèêðîòðåùèí, äëÿ
÷åãî ïîòðåáîâàëîñü èçó÷åíèå ìèêðîñòðóêòóðû îáðàçöîâ â ç
îíå
ïðåäïîëàãàåìîãî îòêîëà äî è ïîñëå íàãðóæåíèÿ.

Óðîâíè îòêîëüíûõ ðàçðóøåíèé îöåíèâàëèñü â îñíîâíîì
êà÷åñòâåííî è ðàçäåëÿëèñü íà òðè ãðóïïû: îòñóòñòâèå ðàçðó
-
øåíèÿ, çàðîæäàþùèéñÿ îòêîë è ïîëíîå îòäåëåíèå îòêîëüíî-
ãî ñëîÿ. Ñîîòâåòñòâåííî áûëî ââåäåíî äâà ïîðîãîâûõ çíà÷å-

íèÿ: ñêîðîñòè óäàðà è ðàçðóøàþùåãî íàïðÿæåíèÿ, îòâå÷àþ-
ùèõ îáðàçîâàíèþ åäèíè÷íûõ ìèêðîòðåùèí (îáîçíà÷èì èõ
Vm è *

mσ ) è íà÷àëüíîìó ìàêðîîòêîëó (Vf ,
*
fσ ) ïðè ôèêñèðî-

âàííûõ äëèíàõ ñîóäàðÿþùèõñÿ ïëàñòèí. B ðàìêàõ òàêîãî
ïîäõîäà óäàëîñü âûÿâèòü âàæíóþ îñîáåííîñòü îòêîëüíîãî ðàç-
ðóøåíèÿ � çàâèñèìîñòü ïîðîãîâûõ ñêîðîñòåé óäàðà (Vm ,Vf ) è
ïîðîãîâûõ íàïðÿæåíèé ( *

mσ , *
fσ ) îò äëèòåëüíîñòè äåéñòâèÿ

èìïóëüñà ðàñòÿæåíèÿ. Ïîðîãîâîå íàãðóæåíèå, êîãäà íà ðàç-
ðóøåíèå äîëæåí îòðàáîòàòü âåñü èìïóëüñ ðàñòÿæåíèÿ äëè-
òåëüíîñòè τw , äàåò âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî íàäåæíî êîíòðî-
ëèðîâàòü âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü Vm (τw) è Vf (τw) ïîñêîëüêó
ïðè áîëåå èíòåíñèâíîì íàãðóæåíèè îòêîë ìîæåò ïðîèçîéòè
äî çàâåðøåíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ èìïóëüñà ðàñòÿæåíèÿ. Âðåìÿ
äåéñòâèÿ τw è àìïëèòóäó ðàñòÿãèâàþùåãî èìïóëüñà *

mσ  ìîæ-
íî îöåíèâàòü â àêóñòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè:

τw = 2lI
 /ñ , *

mσ  = ρñVm
 /2; (7.3)

ïîëàãàÿ, ÷òî ïðè çàðîæäàþùåìñÿ îòêîëå îñëàáëÿþùåå äåé-
ñòâèå åäèíè÷íûõ ìèêðîïîâðåæäåíèé íà âåëè÷èíó *

mσ  ïðå-
íåáðåæèìî ìàëî. Âàðüèðîâàíèåì äëèíû óäàðíèêà lI áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêîðîñòü Vm ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì lI .

Ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Vm , σm , Vf  , σf  äëÿ îðãñòåê-
ëà, àëþìèíèÿ, ñòàëè è áåðèëëèÿ â çàâèñèìîñòè îò τw ïðèâå-
äåíû â òàáë. 7.1.
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ìèêðîïîâðåæäåíèé è âûÿâëåíèåì ðîëè ñóáìèêðîñòðóêòóðû
âåùåñòâà â ïðîöåññå ðàçðóøåíèÿ. Â öåëîì ýòîò ïåðèîä èñ-
ñëåäîâàíèé äàë ÷ðåçâû÷àéíî áîãàòóþ èíôîðìàöèþ î äèíà-
ìè÷åñêîì ðàçðóøåíèè è ïîäãîòîâèë ïî÷âó äëÿ ðàçðàáîòêè
èíòåãðàëüíûõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ ( ýíåðãåòè÷åñêîãî è âð
å-
ìåííîãî), à òàêæå êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ ðàç-
ðóøåíèÿ.

Ýíåðãåòè÷åñêèå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ. Îäíèì èç âîçìîæ-
íûõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèé [30], â
êîòîðîì ïðåäåëüíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ çàïàñåííàÿ â ðå-
çóëüòàòå íàãðóæåíèÿ óïðóãàÿ ýíåðãèÿ. Îí îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó

èíòåãðàëüíûõ è îñíîâûâàåòñÿ íà îïðåäåëåíèè òîé ÷àñòè ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè íàãðóæåííîãî îáðàçöà, êîòîðàÿ äîñòà
-
òî÷íà äëÿ îáðàçîâàíèÿ îòêîëüíîé ìàêðîòðåùèíû è ðàâíà
ðàáîòå ðàçðóøåíèÿ îòêîëîì λ. Çíàÿ ðàñõîä ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè íà îòêîë, ìîæíî îöåíèòü âîçìîæíîñòü îòêîëüíîãî
ðàçðóøåíèÿ â êîíêðåòíûõ óäàðíî-âîëíîâûõ ýêñïåðèìåíòàõ,
ñîïîñòàâëÿÿ çàïàñåííóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â îáðàçöå
 ñ
âåëè÷èíîé λ, ò.å. êðèòåðèåì ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòèæå-
íèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Äëÿ ðàñ÷åòà óêàçàííûõ âåëè÷èí èñïîëüçîâàëñÿ àêóñòè-
÷åñêèé ïîäõîä. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôîðìèðóþùèéñÿ â îá-
ðàçöå èìïóëüñ íàïðÿæåíèÿ óïðóãèé è ñîçäàåò â çîíå îòêîëà
îäíîðîäíîå ïîëå íàïðÿæåíèé, óïðóãàÿ ýíåðãèÿ (â åäèíèöå
îáúåìà) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ( ),2  

2 E/σ  ãäå E � ìîäóëü
Þíãà. Â èìïóëüñå äëèíîé lw îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå ïëîùàäè
çàïàñåííàÿ óïðóãàÿ ýíåðãèÿ

,)2(2
 Ele w/σ=

à äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé (ïî äëèíå èìïóëüñà)

. dl
E

e

wl

∫ σ=
0

2

2

Îöåíèòü ïîðîãîâóþ ýíåðãèþ îòêîëà λ ìîæíî, çíàÿ óñëî-
âèÿ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ âñÿ ýíåðãèÿ èìïóëüñà ðàñòÿ-
æåíèÿ ïîëíîñòüþ ðàñõîäóåòñÿ íà îòêîë. Â ýòîì ñëó÷àå

dl 
E

wl

∫ σ=λ
0

2

2
. (7.4)

ïðîêàòêè îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ óäàðà. Ýòè ðåçóëüòàòû

ïîêàçàëè, ÷òî îòêîë ëåã÷å ïðîèçâåñòè â îáðàçöàõ ïðè óäàðå
ïîïåðåê íàïðàâëåíèÿ ïðîêàòêè (ñì. íàãðóæåíèå ïàðû ïëàñ-
òèí òîëùèíîé 3�5 ìì).

Ê ñåðåäèíå 1960-õ ãîäîâ ñòàëî ÿñíî, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ
ïðî÷íîñòü *

mσ  íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, à ìåíÿåòñÿ
â çíà÷èòåëüíûõ ïðåäåëàõ íå òîëüêî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî
ìàòåðèàëà ê äðóãîìó, íî äàæå äëÿ îäíîãî è òîãî æå ìàòåðè-
àëà â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà � îò

äëèòåëüíîñòè è àìïëèòóäû èìïóëüñà ðàñòÿæåíèÿ, ïðåäâàðè-
òåëüíîé ìåõàíè÷åñêîé è òåðìè÷åñêîé îáðàáîòêè îáðàçöîâ,
òåìïåðàòóðû íà÷àëüíîãî íàãðåâà è ò.ä. Äðóãèì âàæíûì
èòîãîì ðàáîò ýòîãî ïåðèîäà ÿâèëîñü ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî
íåñìîòðÿ íà î÷åíü ìàëûå âðåìåííûå ìàñøòàáû ðàçðóøåíèÿ
îòêîë â âîëíàõ óìåðåííîé èíòåíñèâíîñòè ïðîèñõîäèò â íå-
ñêîëüêî ýòàïîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàðîæäåíèþ ìèêðîïîâðåæ
-
äåíèé, à çàòåì èõ ðîñòó è âçàèìîäåéñòâèþ äðóã ñ äðóãîì
âïëîòü äî ìàêðîðàçðóøåíèÿ îáðàçöà. Ïðè ñèëüíûõ âîçäåé-
ñòâèÿõ îòêîë â îáðàçöå ñ îòðûâîì òûëüíîãî ñëîÿ ìîæåò
ïðîòåêàòü è áåç ôàçû îáðàçîâàíèÿ è ðîñòà ìèêðîïîâðåæäå-
íèé. Îòêîëû áûëè ðàçäåëåíû íà òðè âèäà:

1) îòðûâíûå, ïðè êîòîðûõ ýíåðãèè èìïóëüñà ðàñòÿæåíèÿ
äîñòàòî÷íî äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷à-
ñòèöàìè ïî âñåìó ñå÷åíèþ èñïûòûâàåìîãî îáðàçöà (î÷åíü
âûñîêèå óðîâíè ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé);

2) çåðêàëüíûå, íàáëþäàåìûå â æåëåçå (òàêæå ïðè î÷åíü
âûñîêèõ óðîâíÿõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé) ïðè âçàèìî-
äåéñòâèè óäàðíûõ âîëí ðàçðåæåíèÿ, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò
îáðàòíûé α→ε  ôàçîâûé ïåðåõîä;

3) ïëàñòè÷åñêèå, ïî õðóïêîìó (êîãäà îáðàçóþòñÿ ìèêðî-
òðåùèíû) èëè âÿçêîìó (êîãäà îáðàçóþòñÿ ïî÷òè ñôåðè÷åñêèå

ìèêðîïîðû) òèïó, îãðàíè÷åííûå íåâûñîêèìè ðàñòÿãèâàþùè-
ìè íàïðÿæåíèÿìè è õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ðàçâèòèåì ìèêðî-
ïîâðåæäåíèé.

Íåóäîâëåòâîðåííîñòü èññëåäîâàòåëåé ðåçóëüòàòàìè ñòà-
òè÷åñêîãî ïîäõîäà ê îòêîëüíîìó ðàçðóøåíèþ ïî êðèòåðèþ

*
mσ  ïðèâåëà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ê íåîáõîäèìîñòè ïîèñêà äðó-

ãèõ êðèòåðèåâ, à ñ äðóãîé � ñòèìóëèðîâàëà èçó÷åíèå îòêîëà

íà ìèêðîóðîâíå ñ ðàçðàáîòêîé êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ
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ìèêðîïîâðåæäåíèé è âûÿâëåíèåì ðîëè ñóáìèêðîñòðóêòóðû
âåùåñòâà â ïðîöåññå ðàçðóøåíèÿ. Â öåëîì ýòîò ïåðèîä èñ-
ñëåäîâàíèé äàë ÷ðåçâû÷àéíî áîãàòóþ èíôîðìàöèþ î äèíà-
ìè÷åñêîì ðàçðóøåíèè è ïîäãîòîâèë ïî÷âó äëÿ ðàçðàáîòêè
èíòåãðàëüíûõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ ( ýíåðãåòè÷åñêîãî è âð
å-
ìåííîãî), à òàêæå êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ ðàç-
ðóøåíèÿ.

Ýíåðãåòè÷åñêèå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ. Îäíèì èç âîçìîæ-
íûõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèé [30], â
êîòîðîì ïðåäåëüíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ çàïàñåííàÿ â ðå-
çóëüòàòå íàãðóæåíèÿ óïðóãàÿ ýíåðãèÿ. Îí îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó

èíòåãðàëüíûõ è îñíîâûâàåòñÿ íà îïðåäåëåíèè òîé ÷àñòè ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè íàãðóæåííîãî îáðàçöà, êîòîðàÿ äîñòà
-
òî÷íà äëÿ îáðàçîâàíèÿ îòêîëüíîé ìàêðîòðåùèíû è ðàâíà
ðàáîòå ðàçðóøåíèÿ îòêîëîì λ. Çíàÿ ðàñõîä ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè íà îòêîë, ìîæíî îöåíèòü âîçìîæíîñòü îòêîëüíîãî
ðàçðóøåíèÿ â êîíêðåòíûõ óäàðíî-âîëíîâûõ ýêñïåðèìåíòàõ,
ñîïîñòàâëÿÿ çàïàñåííóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â îáðàçöå
 ñ
âåëè÷èíîé λ, ò.å. êðèòåðèåì ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòèæå-
íèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Äëÿ ðàñ÷åòà óêàçàííûõ âåëè÷èí èñïîëüçîâàëñÿ àêóñòè-
÷åñêèé ïîäõîä. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôîðìèðóþùèéñÿ â îá-
ðàçöå èìïóëüñ íàïðÿæåíèÿ óïðóãèé è ñîçäàåò â çîíå îòêîëà
îäíîðîäíîå ïîëå íàïðÿæåíèé, óïðóãàÿ ýíåðãèÿ (â åäèíèöå
îáúåìà) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ( ),2  

2 E/σ  ãäå E � ìîäóëü
Þíãà. Â èìïóëüñå äëèíîé lw îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå ïëîùàäè
çàïàñåííàÿ óïðóãàÿ ýíåðãèÿ

,)2(2
 Ele w/σ=

à äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé (ïî äëèíå èìïóëüñà)

. dl
E

e

wl

∫ σ=
0

2

2

Îöåíèòü ïîðîãîâóþ ýíåðãèþ îòêîëà λ ìîæíî, çíàÿ óñëî-
âèÿ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ âñÿ ýíåðãèÿ èìïóëüñà ðàñòÿ-
æåíèÿ ïîëíîñòüþ ðàñõîäóåòñÿ íà îòêîë. Â ýòîì ñëó÷àå

dl 
E

wl

∫ σ=λ
0

2

2
. (7.4)

ïðîêàòêè îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ óäàðà. Ýòè ðåçóëüòàòû

ïîêàçàëè, ÷òî îòêîë ëåã÷å ïðîèçâåñòè â îáðàçöàõ ïðè óäàðå
ïîïåðåê íàïðàâëåíèÿ ïðîêàòêè (ñì. íàãðóæåíèå ïàðû ïëàñ-
òèí òîëùèíîé 3�5 ìì).

Ê ñåðåäèíå 1960-õ ãîäîâ ñòàëî ÿñíî, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ
ïðî÷íîñòü *

mσ  íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, à ìåíÿåòñÿ
â çíà÷èòåëüíûõ ïðåäåëàõ íå òîëüêî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî
ìàòåðèàëà ê äðóãîìó, íî äàæå äëÿ îäíîãî è òîãî æå ìàòåðè-
àëà â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà � îò

äëèòåëüíîñòè è àìïëèòóäû èìïóëüñà ðàñòÿæåíèÿ, ïðåäâàðè-
òåëüíîé ìåõàíè÷åñêîé è òåðìè÷åñêîé îáðàáîòêè îáðàçöîâ,
òåìïåðàòóðû íà÷àëüíîãî íàãðåâà è ò.ä. Äðóãèì âàæíûì
èòîãîì ðàáîò ýòîãî ïåðèîäà ÿâèëîñü ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî
íåñìîòðÿ íà î÷åíü ìàëûå âðåìåííûå ìàñøòàáû ðàçðóøåíèÿ
îòêîë â âîëíàõ óìåðåííîé èíòåíñèâíîñòè ïðîèñõîäèò â íå-
ñêîëüêî ýòàïîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàðîæäåíèþ ìèêðîïîâðåæ
-
äåíèé, à çàòåì èõ ðîñòó è âçàèìîäåéñòâèþ äðóã ñ äðóãîì
âïëîòü äî ìàêðîðàçðóøåíèÿ îáðàçöà. Ïðè ñèëüíûõ âîçäåé-
ñòâèÿõ îòêîë â îáðàçöå ñ îòðûâîì òûëüíîãî ñëîÿ ìîæåò
ïðîòåêàòü è áåç ôàçû îáðàçîâàíèÿ è ðîñòà ìèêðîïîâðåæäå-
íèé. Îòêîëû áûëè ðàçäåëåíû íà òðè âèäà:

1) îòðûâíûå, ïðè êîòîðûõ ýíåðãèè èìïóëüñà ðàñòÿæåíèÿ
äîñòàòî÷íî äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷à-
ñòèöàìè ïî âñåìó ñå÷åíèþ èñïûòûâàåìîãî îáðàçöà (î÷åíü
âûñîêèå óðîâíè ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé);

2) çåðêàëüíûå, íàáëþäàåìûå â æåëåçå (òàêæå ïðè î÷åíü
âûñîêèõ óðîâíÿõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé) ïðè âçàèìî-
äåéñòâèè óäàðíûõ âîëí ðàçðåæåíèÿ, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò
îáðàòíûé α→ε  ôàçîâûé ïåðåõîä;

3) ïëàñòè÷åñêèå, ïî õðóïêîìó (êîãäà îáðàçóþòñÿ ìèêðî-
òðåùèíû) èëè âÿçêîìó (êîãäà îáðàçóþòñÿ ïî÷òè ñôåðè÷åñêèå

ìèêðîïîðû) òèïó, îãðàíè÷åííûå íåâûñîêèìè ðàñòÿãèâàþùè-
ìè íàïðÿæåíèÿìè è õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ðàçâèòèåì ìèêðî-
ïîâðåæäåíèé.

Íåóäîâëåòâîðåííîñòü èññëåäîâàòåëåé ðåçóëüòàòàìè ñòà-
òè÷åñêîãî ïîäõîäà ê îòêîëüíîìó ðàçðóøåíèþ ïî êðèòåðèþ

*
mσ  ïðèâåëà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ê íåîáõîäèìîñòè ïîèñêà äðó-

ãèõ êðèòåðèåâ, à ñ äðóãîé � ñòèìóëèðîâàëà èçó÷åíèå îòêîëà

íà ìèêðîóðîâíå ñ ðàçðàáîòêîé êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ
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ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî íà÷àëüíàÿ òðåùèíà äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ðàçìåðîâ ïîòåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è íà÷íåò íåîãðàíè-
÷åííî ðàñòè. Â ñîîòíîøåíèÿõ (7.6): γ � óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñò-
íàÿ ýíåðãèÿ òðåùèíû; σc � ïîðîãîâîå íàïðÿæåíèå ðàçðóøå-
íèÿ, à c � ñêîðîñòü çâóêà.

Ñîîòíîøåíèÿ (7.6) ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèå
Ãðèôôèòñà äëÿ ðîñòà çàðîäûøåâîé òðåùèíû ïîä äåéñòâèåì
ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ. Ñëåäñòâèåì ýêñïåðèìåíòàëüíîé
÷àñòè èññëåäîâàíèé áûë âûâîä î çàâèñèìîñòè ýíåðãèè ðàçðó
-
øåíèÿ λ îò èñõîäíîé ìèêðîñòðóêòóðû èñïûòûâàåìîãî îáðàçöà.

Îãðàíè÷åííîñòü ýíåðãåòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ñâÿçàíà ïðåæäå

âñåãî ñ àêóñòè÷åñêèì ïîäõîäîì ê îïèñàíèþ ïðîöåññà âïëîòü

äî ðàçðóøåíèÿ. Äðóãèì åãî íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí í
å
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìåñòî ïîëîæåíèÿ îòêîëà. Òåì íå ìåíåå

ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé äîïîëíÿåò ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðîö
åññå
îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â èíæåíåðíî
é
ïðàêòèêå êàê íàäåæíîå è îïåðàòèâíîå ñðåäñòâî îïðåäåëåíè
ÿ
âîçìîæíîñòè ðàçðóøåíèÿ ïðè óäàðíîì íàãðóæåíèè.

Âðåìåííûå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ. Ñëåäóþùèì øàãîì áûëî
ïðåäñòàâëåíèå σ* êàê ôóíêöèè îò  σ∂  / t ∂  èëè σ∂ / x ∂  â çîíå
îòêîëà. Èñïîëüçîâàëèñü ðàçíûå ôîðìû ýòîé çàâèñèìîñòè:

n

t




∂
σ∂

+σ=σ 0
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Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îáà êðèòåðèÿ äàþò îäèíàêîâûå ðåçóëü
-
òàòû, êîãäà ïðîèçâîäíûå ïî x è no t ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

utx
1




∆
σ∆=

∆
σ∆

,

ãäå u � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü.
Ïðåäëàãàëèñü êðèòåðèè äðóãîãî ðîäà, ïîëó÷èâøèå íà-

çâàíèå èìïóëüñíûõ, â êîòîðûõ îñíîâîé áûëà çàâèñèìîñòü
σ∗= )( RJf , ãäå JR � èìïóëüñ ðàñòÿæåíèÿ. Óñëîâèå íàñòóïëå-
íèÿ ðàçðóøåíèÿ ïðèíèìàëîñü â âèäå

( ) ,exp K  t ≥σα∆ ν

ãäå −αν K,  êîíñòàíòû ìàòåðèàëà; t∆  � âðåìÿ íàãðóæåíèÿ.
Â äðóãîé ôîðìå ýòîò êðèòåðèé ìîæåò áûòü âçÿò â âèäå

.Kt ≥σ∆ λ Âïîñëåäñòâèè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò êðèòåðèé
ìîæíî ñâåñòè ê âèäó

Íåîáõîäèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïîðîãîâîìó
îòêîëó ñâÿçàíà òàêæå ñ âîëíîâûì õàðàêòåðîì ÿâëåíèÿ. Âûõîä

èìïóëüñà ñæàòèÿ íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü îáðàçöà ñîïðîâ
îæ-
äàåòñÿ â ïðîöåññå ðàçãðóçêè ñæàòûõ ñëîåâ ïåðåõîäîì ïîòåí
öè-
àëüíîé ýíåðãèè â êèíåòè÷åñêóþ. Ïðîÿâëåíèåì ýòîãî ôàêòà ÿâ
ëÿ-
åòñÿ ðîñò ìàññîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèö áëèç ñâîáîäíîé ïîâåðõ
íîñ-
òè äî óäâîåííîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè çà óäàðíîé âîëíîé.

Çàòåì, ñ ïîÿâëåíèåì è ðîñòîì ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæå-
íèé èäåò îáðàòíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ÷àñòè êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè â ïîòåíöèàëüíóþ, êîòîðîå çàâåðøàåòñÿ ôîðìèðîâà-
íèåì ðàñòÿãèâàþùåãî èìïóëüñà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîðîãî-
âîì îòêîëå íà ïðîôèëå W(t) íåò êðóïíîìàñøòàáíûõ êîëåáà-
íèé, ÷òî ñâèäåòåëücòâóåò î ïîëíîé ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé
ðàñòÿæåíèÿ äî íóëÿ ïî ìåðå ðàçðóøåíèÿ. Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ
çàïîðîãîâûì îòêîëîì, êîãäà çàïàñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ïðåâûøàåò âåëè÷èíó λ, íåðåàëèçîâàííàÿ ïðè ðàçðóøåíèè
÷àñòü ýíåðãèè ïðîÿâëÿåòñÿ â öèðêóëÿöèè îñòàòî÷íîãî èì-
ïóëüñà íàïðÿæåíèé â ðàçäåëèâøèõñÿ ÷àñòÿõ îáðàçöà.

Ñëåäóåò òàêæå èìåòü â âèäó è òî, ÷òî ðàçðóøåíèå ìîæåò
ïðîèçîéòè äî çàâåðøåíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ðàñòÿãèâàþùåãî
èìïóëüñà. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (7.4) âåäåò ê
çàâûøåíèþ çíà÷åíèÿ λ, ñëîæíîñòü êîððåêöèè êîòîðîãî îïðå-
äåëÿåòñÿ òðóäíîñòÿìè îöåíêè îñòàâøåéñÿ ýíåðãèè λ−=∆ ee ,
â êàæäîé èç ðàçäåëèâøèõñÿ ÷àñòåé îáðàçöà.

Âåëè÷èíó ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé σ ïðè àêóñòè÷åñ-
êîì àíàëèçå ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé âåëè÷èíå ñæèìàþùèõ
íàïðÿæåíèé. Òîãäà, çíàÿ ïàðàìåòðû íàãðóæàþùåãî èìïóëü-
ñà σs , lw è çíà÷åíèå ýíåðãèè ðàçðóøåíèÿ λ, óñëîâèå îòêîëà
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∫ λ≥σ
wl

  dl
AE

0

2
, (7.5)

ãäå ;)]21)(1[(/)1(2 ν−ν+ν−=    A v � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.
Ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî (7.5) äëÿ íåêî-
òîðûõ ìåòàëëîâ ïîëó÷åíû îöåíêè ≈λ (0,1�4).105 Äæ/ì2.

Èç (7.5) ìîæíî îïðåäåëèòü ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé

,
c

 dt
E
c

22
0

2 γ≥
σ

∫
τ

 ,cEc γ≥τσ2 (7.6)
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ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî íà÷àëüíàÿ òðåùèíà äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ðàçìåðîâ ïîòåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è íà÷íåò íåîãðàíè-
÷åííî ðàñòè. Â ñîîòíîøåíèÿõ (7.6): γ � óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñò-
íàÿ ýíåðãèÿ òðåùèíû; σc � ïîðîãîâîå íàïðÿæåíèå ðàçðóøå-
íèÿ, à c � ñêîðîñòü çâóêà.

Ñîîòíîøåíèÿ (7.6) ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèå
Ãðèôôèòñà äëÿ ðîñòà çàðîäûøåâîé òðåùèíû ïîä äåéñòâèåì
ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ. Ñëåäñòâèåì ýêñïåðèìåíòàëüíîé
÷àñòè èññëåäîâàíèé áûë âûâîä î çàâèñèìîñòè ýíåðãèè ðàçðó
-
øåíèÿ λ îò èñõîäíîé ìèêðîñòðóêòóðû èñïûòûâàåìîãî îáðàçöà.

Îãðàíè÷åííîñòü ýíåðãåòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ñâÿçàíà ïðåæäå

âñåãî ñ àêóñòè÷åñêèì ïîäõîäîì ê îïèñàíèþ ïðîöåññà âïëîòü

äî ðàçðóøåíèÿ. Äðóãèì åãî íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí í
å
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìåñòî ïîëîæåíèÿ îòêîëà. Òåì íå ìåíåå

ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé äîïîëíÿåò ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðîö
åññå
îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â èíæåíåðíî
é
ïðàêòèêå êàê íàäåæíîå è îïåðàòèâíîå ñðåäñòâî îïðåäåëåíè
ÿ
âîçìîæíîñòè ðàçðóøåíèÿ ïðè óäàðíîì íàãðóæåíèè.

Âðåìåííûå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ. Ñëåäóþùèì øàãîì áûëî
ïðåäñòàâëåíèå σ* êàê ôóíêöèè îò  σ∂  / t ∂  èëè σ∂ / x ∂  â çîíå
îòêîëà. Èñïîëüçîâàëèñü ðàçíûå ôîðìû ýòîé çàâèñèìîñòè:

n
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Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îáà êðèòåðèÿ äàþò îäèíàêîâûå ðåçóëü
-
òàòû, êîãäà ïðîèçâîäíûå ïî x è no t ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

utx
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∆
σ∆=

∆
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,

ãäå u � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü.
Ïðåäëàãàëèñü êðèòåðèè äðóãîãî ðîäà, ïîëó÷èâøèå íà-

çâàíèå èìïóëüñíûõ, â êîòîðûõ îñíîâîé áûëà çàâèñèìîñòü
σ∗= )( RJf , ãäå JR � èìïóëüñ ðàñòÿæåíèÿ. Óñëîâèå íàñòóïëå-
íèÿ ðàçðóøåíèÿ ïðèíèìàëîñü â âèäå

( ) ,exp K  t ≥σα∆ ν

ãäå −αν K,  êîíñòàíòû ìàòåðèàëà; t∆  � âðåìÿ íàãðóæåíèÿ.
Â äðóãîé ôîðìå ýòîò êðèòåðèé ìîæåò áûòü âçÿò â âèäå

.Kt ≥σ∆ λ Âïîñëåäñòâèè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò êðèòåðèé
ìîæíî ñâåñòè ê âèäó

Íåîáõîäèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïîðîãîâîìó
îòêîëó ñâÿçàíà òàêæå ñ âîëíîâûì õàðàêòåðîì ÿâëåíèÿ. Âûõîä

èìïóëüñà ñæàòèÿ íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü îáðàçöà ñîïðîâ
îæ-
äàåòñÿ â ïðîöåññå ðàçãðóçêè ñæàòûõ ñëîåâ ïåðåõîäîì ïîòåí
öè-
àëüíîé ýíåðãèè â êèíåòè÷åñêóþ. Ïðîÿâëåíèåì ýòîãî ôàêòà ÿâ
ëÿ-
åòñÿ ðîñò ìàññîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèö áëèç ñâîáîäíîé ïîâåðõ
íîñ-
òè äî óäâîåííîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè çà óäàðíîé âîëíîé.

Çàòåì, ñ ïîÿâëåíèåì è ðîñòîì ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæå-
íèé èäåò îáðàòíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ÷àñòè êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè â ïîòåíöèàëüíóþ, êîòîðîå çàâåðøàåòñÿ ôîðìèðîâà-
íèåì ðàñòÿãèâàþùåãî èìïóëüñà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîðîãî-
âîì îòêîëå íà ïðîôèëå W(t) íåò êðóïíîìàñøòàáíûõ êîëåáà-
íèé, ÷òî ñâèäåòåëücòâóåò î ïîëíîé ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé
ðàñòÿæåíèÿ äî íóëÿ ïî ìåðå ðàçðóøåíèÿ. Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ
çàïîðîãîâûì îòêîëîì, êîãäà çàïàñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ïðåâûøàåò âåëè÷èíó λ, íåðåàëèçîâàííàÿ ïðè ðàçðóøåíèè
÷àñòü ýíåðãèè ïðîÿâëÿåòñÿ â öèðêóëÿöèè îñòàòî÷íîãî èì-
ïóëüñà íàïðÿæåíèé â ðàçäåëèâøèõñÿ ÷àñòÿõ îáðàçöà.

Ñëåäóåò òàêæå èìåòü â âèäó è òî, ÷òî ðàçðóøåíèå ìîæåò
ïðîèçîéòè äî çàâåðøåíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ðàñòÿãèâàþùåãî
èìïóëüñà. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (7.4) âåäåò ê
çàâûøåíèþ çíà÷åíèÿ λ, ñëîæíîñòü êîððåêöèè êîòîðîãî îïðå-
äåëÿåòñÿ òðóäíîñòÿìè îöåíêè îñòàâøåéñÿ ýíåðãèè λ−=∆ ee ,
â êàæäîé èç ðàçäåëèâøèõñÿ ÷àñòåé îáðàçöà.

Âåëè÷èíó ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé σ ïðè àêóñòè÷åñ-
êîì àíàëèçå ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé âåëè÷èíå ñæèìàþùèõ
íàïðÿæåíèé. Òîãäà, çíàÿ ïàðàìåòðû íàãðóæàþùåãî èìïóëü-
ñà σs , lw è çíà÷åíèå ýíåðãèè ðàçðóøåíèÿ λ, óñëîâèå îòêîëà
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∫ λ≥σ
wl

  dl
AE

0

2
, (7.5)

ãäå ;)]21)(1[(/)1(2 ν−ν+ν−=    A v � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.
Ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî (7.5) äëÿ íåêî-
òîðûõ ìåòàëëîâ ïîëó÷åíû îöåíêè ≈λ (0,1�4).105 Äæ/ì2.

Èç (7.5) ìîæíî îïðåäåëèòü ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé

,
c

 dt
E
c

22
0

2 γ≥
σ

∫
τ

 ,cEc γ≥τσ2 (7.6)
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ãðóçêå σ è òåìïåðàòóðå T, ÿâëÿåòñÿ äîëãîâå÷íîñòü τ [25, 26].
Äëÿ äàííîãî ïàðàìåòðà ïðåäëàãàåòñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíå
íèå






 σγ−

τ=τ
kT

V0
0 exp  èëè ),(exp σα−=τ A (7.8)

ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; −αγτ   AV ,,,, 00  êîýôôèöèåí-
òû; τ0 � ïîñòîÿííàÿ, áëèçêàÿ ê ïåðèîäó òåïëîâûõ êîëåáàíèé
àòîìîâ (äëÿ òâåðäûõ òåë c1312 1010 −− −≈ ); V0 � ýíåðãèÿ àêòè-
âàöèè, áëèçêàÿ ê ýíåðãèè ñóáëèìàöèè äëÿ ìåòàëëîâ è ýíåð-
ãèè õèìè÷åñêîé ñâÿçè äëÿ ïîëèìåðîâ; γ � ïîïðàâî÷íûé êî-
ýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò ñâîéñòâ è ñòðóêòóðû ìàòåðèàëîâ.

Çàâèñèìîñòü (7.8) ñòàëà ðåçóëüòàòîì îáîáùåíèÿ áîëüøî-
ãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïîçèöèé ïðåäñòàâëåíèé î âåäóùåé

ðîëè òåðìîôëóêòóàöèîííîãî ìåõàíèçìà ðàçðûâà ñâÿçåé ìåæ
-
äó àòîìàìè, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî ïðåîäîëåòü ïîòåíöèàëü-
íûé áàðüåð γσ−= 0VV , ñîçäàâàåìûé ñîñåäíèìè àòîìàìè.

Íà ðèñ. 7.2 ïðåäñòàâëåíî ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, ñõîäÿùèõñÿ ïðè
î÷åíü ìàëûõ τ ê ïîëþcó Ï0 ñ êîîðäèíàòàìè ,00 γ=σ V  0ln τ
(íà ðèñ. 7.2 êðèâûå a, b è c). Ïðÿìûå îöåíêè ïðèâåëè ê íåðàâåí-
ñòâó Ò

σ<<σ 0 , ãäå σÒ � òåîðåòè÷åñêàÿ ïðî÷íîñòü íà ðàçðûâ.
Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ âûÿâèëè íåîáõîäèìîñòü èçëî-

ìà âååðà èçîòåðì (7.8) ),ãäå( c  
cdcd

310−≈ττ<τ  êàê ýòî
ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.2, à òàêæå òî, ÷òî â îáëàñòè íàïðÿæåíèé
ïîðÿäêà 1 ÃÏà ïîÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ âåòâü äîëãîâå÷íî-
ñòè (íà ðèñóíêå êðèâàÿ 1), ñëàáî çàâèñÿùàÿ îò òåìïåðàòóðû.
Ýòî ïîçâîëèëî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ñòàäèÿ ðàç-

ðóøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîàêòèâàöèîííûì ìåõàíèçìîì è
õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ V0 , γ
è τ0 , ñîâïàäàþùèõ ñî çíà÷åíèåì òåõ æå êîýôôèöèåíòîâ â
êâàçèñòàòè÷åñêîì ðåæèìå ðàçðóøåíèÿ.

Îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ìåäè (Ì1),
íèêåëÿ (ÂÒ14) è ñòàëè (ÕÂÃ) ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü âðåìåííóþ
çàâèñèìîñòü σ îò τ, ñõåìàòè÷íî ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 7.2 êðè-
âîé 2 (ðàçáðîñ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêà íå ïîçâîëÿ-
åò áîëåå òî÷íî ïðåäñòàâèòü êðèâóþ 2). Äëÿ ñíèæåíèÿ τ èñ-
ïîëüçîâàëèñü óäàðíèêè ñ óìåíüøàþùåéñÿ äëèíîé lI , ïðè ýòîì
ñîîòíîøåíèå äëèí ñîõðàíÿëîñü. Îäíîâðåìåííî äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ îòêîëà óâåëè÷èâàëàñü ïîðîãîâàÿ ñêîðîñòü óäàðà ïëàñò
è-
íû vf , ÷åì äîñòèãàëîñü ïîâûøåíèå σ.
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∂

σ∂
+=σ

x
BA .

Ïî ðåçóëüòàòàì ýòèõ èññëåäîâàíèé âïåðâûå áûëà ââåäå-
íà â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíà ïîðîãîâîãî íàïðÿæåíèÿ σ0, íèæå
êîòîðîãî ðàçðóøåíèå íå ïðîèçîéäåò äàæå ïðè äåéñòâèè î÷åí
ü
äëèòåëüíûõ èìïóëüñîâ ðàñòÿæåíèÿ, è ïðèâåäåíà íîâàÿ ôîð-
ìà êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ:

( ) .Kt =∆σ−σ λ
0

Äàííàÿ ôîðìà èìååò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå (ñâÿçàííîå ñ
ïåðåìåííîñòüþ ïðè ðàçâèòèè îòêîëà è çàâèñèìîñòüþ âðåìå-
íè ðàçðóøåíèÿ îò σ), ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå âðåìåíí½îãî èí-
òåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ:

∫ =σ−σ λ
ft

Kdt

0

0 ,)( (7.7)

ãäå tf � âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ.
Âðåìåííîé êðèòåðèé â ôîðìå (7.7) øèðîêî èñïîëüçîâàë-

ñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Â ÷àñòíîñòè, äåòàëüíî âðåìåííîé
êðèòåðèé

∫
τ

=σ
0

*)( Jtdt

àíàëèçèðîâàëñÿ â çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè [6]. Â ðàc÷åòàõ
ïîëó÷åíà îöåíêà J* = (4�5) ÃÏà/ìêñ.

Ïðèìåð ðàc÷åòîâ ïðè îáðàáîòêå ýêcïåðèìåíòîâ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì (7.7) äàí â [35].

Äëÿ æåëåçà ïðè λ = 2 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå êîíñòàíòû
âðåìåíí½îãî êðèòåðèÿ: 65,00 =σ  ÃÏà è ñ.ÃÏà, 2 ⋅⋅= −610150K

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñîïîñòàâëÿëèñü ñ òðåìÿ ýêñïåðèìåíò
àëü-
íûìè ïðîôèëÿìè ñêîðîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà âðåìåííîì êðèòåðèè ìàòåðèàëà, â
êîòîðîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîé âåëè÷èíîé, õàðàêòå-
ðèçóþùåé èíòåãðàëüíóþ ñêîðîñòü ðàçðóøåíèÿ ïðè äàííîé íà-
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ãðóçêå σ è òåìïåðàòóðå T, ÿâëÿåòñÿ äîëãîâå÷íîñòü τ [25, 26].
Äëÿ äàííîãî ïàðàìåòðà ïðåäëàãàåòñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíå
íèå






 σγ−

τ=τ
kT

V0
0 exp  èëè ),(exp σα−=τ A (7.8)

ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; −αγτ   AV ,,,, 00  êîýôôèöèåí-
òû; τ0 � ïîñòîÿííàÿ, áëèçêàÿ ê ïåðèîäó òåïëîâûõ êîëåáàíèé
àòîìîâ (äëÿ òâåðäûõ òåë c1312 1010 −− −≈ ); V0 � ýíåðãèÿ àêòè-
âàöèè, áëèçêàÿ ê ýíåðãèè ñóáëèìàöèè äëÿ ìåòàëëîâ è ýíåð-
ãèè õèìè÷åñêîé ñâÿçè äëÿ ïîëèìåðîâ; γ � ïîïðàâî÷íûé êî-
ýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò ñâîéñòâ è ñòðóêòóðû ìàòåðèàëîâ.

Çàâèñèìîñòü (7.8) ñòàëà ðåçóëüòàòîì îáîáùåíèÿ áîëüøî-
ãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïîçèöèé ïðåäñòàâëåíèé î âåäóùåé

ðîëè òåðìîôëóêòóàöèîííîãî ìåõàíèçìà ðàçðûâà ñâÿçåé ìåæ
-
äó àòîìàìè, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî ïðåîäîëåòü ïîòåíöèàëü-
íûé áàðüåð γσ−= 0VV , ñîçäàâàåìûé ñîñåäíèìè àòîìàìè.

Íà ðèñ. 7.2 ïðåäñòàâëåíî ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, ñõîäÿùèõñÿ ïðè
î÷åíü ìàëûõ τ ê ïîëþcó Ï0 ñ êîîðäèíàòàìè ,00 γ=σ V  0ln τ
(íà ðèñ. 7.2 êðèâûå a, b è c). Ïðÿìûå îöåíêè ïðèâåëè ê íåðàâåí-
ñòâó Ò

σ<<σ 0 , ãäå σÒ � òåîðåòè÷åñêàÿ ïðî÷íîñòü íà ðàçðûâ.
Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ âûÿâèëè íåîáõîäèìîñòü èçëî-

ìà âååðà èçîòåðì (7.8) ),ãäå( c  
cdcd

310−≈ττ<τ  êàê ýòî
ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.2, à òàêæå òî, ÷òî â îáëàñòè íàïðÿæåíèé
ïîðÿäêà 1 ÃÏà ïîÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ âåòâü äîëãîâå÷íî-
ñòè (íà ðèñóíêå êðèâàÿ 1), ñëàáî çàâèñÿùàÿ îò òåìïåðàòóðû.
Ýòî ïîçâîëèëî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ñòàäèÿ ðàç-

ðóøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîàêòèâàöèîííûì ìåõàíèçìîì è
õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ V0 , γ
è τ0 , ñîâïàäàþùèõ ñî çíà÷åíèåì òåõ æå êîýôôèöèåíòîâ â
êâàçèñòàòè÷åñêîì ðåæèìå ðàçðóøåíèÿ.

Îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ìåäè (Ì1),
íèêåëÿ (ÂÒ14) è ñòàëè (ÕÂÃ) ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü âðåìåííóþ
çàâèñèìîñòü σ îò τ, ñõåìàòè÷íî ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 7.2 êðè-
âîé 2 (ðàçáðîñ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêà íå ïîçâîëÿ-
åò áîëåå òî÷íî ïðåäñòàâèòü êðèâóþ 2). Äëÿ ñíèæåíèÿ τ èñ-
ïîëüçîâàëèñü óäàðíèêè ñ óìåíüøàþùåéñÿ äëèíîé lI , ïðè ýòîì
ñîîòíîøåíèå äëèí ñîõðàíÿëîñü. Îäíîâðåìåííî äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ îòêîëà óâåëè÷èâàëàñü ïîðîãîâàÿ ñêîðîñòü óäàðà ïëàñò
è-
íû vf , ÷åì äîñòèãàëîñü ïîâûøåíèå σ.
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BA .

Ïî ðåçóëüòàòàì ýòèõ èññëåäîâàíèé âïåðâûå áûëà ââåäå-
íà â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíà ïîðîãîâîãî íàïðÿæåíèÿ σ0, íèæå
êîòîðîãî ðàçðóøåíèå íå ïðîèçîéäåò äàæå ïðè äåéñòâèè î÷åí
ü
äëèòåëüíûõ èìïóëüñîâ ðàñòÿæåíèÿ, è ïðèâåäåíà íîâàÿ ôîð-
ìà êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ:

( ) .Kt =∆σ−σ λ
0

Äàííàÿ ôîðìà èìååò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå (ñâÿçàííîå ñ
ïåðåìåííîñòüþ ïðè ðàçâèòèè îòêîëà è çàâèñèìîñòüþ âðåìå-
íè ðàçðóøåíèÿ îò σ), ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå âðåìåíí½îãî èí-
òåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ:

∫ =σ−σ λ
ft

Kdt

0

0 ,)( (7.7)

ãäå tf � âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ.
Âðåìåííîé êðèòåðèé â ôîðìå (7.7) øèðîêî èñïîëüçîâàë-

ñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Â ÷àñòíîñòè, äåòàëüíî âðåìåííîé
êðèòåðèé

∫
τ

=σ
0

*)( Jtdt

àíàëèçèðîâàëñÿ â çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè [6]. Â ðàc÷åòàõ
ïîëó÷åíà îöåíêà J* = (4�5) ÃÏà/ìêñ.

Ïðèìåð ðàc÷åòîâ ïðè îáðàáîòêå ýêcïåðèìåíòîâ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì (7.7) äàí â [35].

Äëÿ æåëåçà ïðè λ = 2 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå êîíñòàíòû
âðåìåíí½îãî êðèòåðèÿ: 65,00 =σ  ÃÏà è ñ.ÃÏà, 2 ⋅⋅= −610150K

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñîïîñòàâëÿëèñü ñ òðåìÿ ýêñïåðèìåíò
àëü-
íûìè ïðîôèëÿìè ñêîðîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà âðåìåííîì êðèòåðèè ìàòåðèàëà, â
êîòîðîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîé âåëè÷èíîé, õàðàêòå-
ðèçóþùåé èíòåãðàëüíóþ ñêîðîñòü ðàçðóøåíèÿ ïðè äàííîé íà-
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íÿòîãî çà êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Âåëè÷èíà σ∗ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê îòêîëüíàÿ ïðî÷íîñòü. Çàêðèòè÷åñêàÿ ñòàäèÿ ñîîòâåòñò
âó-
åò ïàäåíèþ (â ñå÷åíèè îòêîëà) íàïðÿæåíèÿ σ îò σ∗ äî íóëÿ. Â
äîêðèòè÷åñêîé ñòàäèè ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè ôóíêöèþ ïîâðå
æ-
äàåìîñòè ϕ, ïðè÷åì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòà ñòàäèÿ ïðîòåêàåò â
ñîîòâåòñòâèè ñ êèíåòè÷åñêîé òåðìîôëóêòóàöèîííîé òåîðèå
é
[37].

Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòü
îòêîëüíîé ïðî÷íîñòè îò ñêîðîñòè äåôîðìàöèè σ∗ = f( ε& ) è äàí
àíàëèç âîçìîæíîñòè ýêñòðàïîëÿöèè ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñ-

òè, ñ îäíîé ñòîðîíû, ê âåëè÷èíå òåîðåòè÷åñêîé ïðî÷íîñòè, à
ñ äðóãîé � ê âåëè÷èíå êâàçèñòàòè÷åñêîé ïðî÷íîñòè. Ïðåäëî-

æåííàÿ çàâèñèìîñòü )(* εσ &  ïî õàðàêòåðó ïîâåäåíèÿ áëèçêà ê
êðèâîé 1 íà ðèñ. 7.2 è òàê æå, êàê êðèâûå íà ðèñóíêå, èìååò
èçëîì â ïåðåõîäíîé îáëàñòè.

Â [38] îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü òåðìîóïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñ-
êîé ñðåäû ñ ó÷åòîì íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé. Â êà÷åñòâå
ìåðû ïîâðåæäåíèè èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ñóáìèêðîäå-
ôåêòîâ N, à êðèòåðèåì ïîÿâëåíèÿ ìèêðîäåôåêòîâ ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíàÿ ìåðà Np. Ýòî è åñòü ìîìåíò ðàçäåëåíèÿ ðàçðóøå-
íèÿ íà äî- è çàêðèòè÷åñêèå ñòàäèè, â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåí-
íî ðàñòóò ñóá- è ìèêðîäåôåêòû.

Â çàêðèòè÷åñêîé ñòàäèè ïðåäëàãàåòñÿ âûäåëèòü äâà ýòàïà:
ïåðâûé, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ðîñòîì èñòèííûõ íàïðÿæåíèé â
âîëíå ðàñòÿæåíèÿ îò ìîìåíòà âðåìåíè τ äî τ*, è âòîðîé, êîãäà
ðîñò ìèêðîïîâðåæäåíèé ïðèâîäèò ê êàòàñòðîôè÷åñêîìó ïàä
å-
íèþ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ñå÷åíèÿ. Ìîìåíò τ* îïðåäåëÿåò íå
îòêîëüíóþ ïðî÷íîñòü, à ðàâíîâåñèå ìåæäó ðîñòîì èñòèííûõ
íàïðÿæåíèé è ïàäåíèåì ñðåäíåãî ïî ñå÷åíèþ íàïðÿæåíèÿ, âûç
-
âàííîãî ðàçâèòèåì ìèêðîäåôåêòîâ.

 Ñóùåcòâóþò è äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ìíîãèå
ôàêòû âðåìåíí½îé çàâèñèìîñòè ïðî÷íîñòè ìåòàëëîâ îáúÿñí
ÿ-
þòñÿ äèñëîêàöèîííûì ìåõàíèçìîì îáðàçîâàíèÿ è íàêîïëå-
íèÿ äåôåêòîâ (êàê ðåçóëüòàòà âçàèìîäåéñòâèÿ äèñëîêàöèé ñ

ïðåïÿòñòâèÿìè è ìåæäó ñîáîé), èíèöèèðóåìûõ ïëàñòè÷åñêîé
äåôîðìàöèåé.

Â [22, 23] ñòàâèòñÿ âîïðîñ î òîì, ÷òî âðåìåíí½îé êðèòå-
ðèé (7.7) ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì ñîâìåùåíèÿ äâóõ íåçàâè-
ñèìûõ ñîîòíîøåíèé: îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ êèíåòè-

Â ñðàâíåíèè ñî ñòàòè÷åñêèìè îïûòàìè ïðè îòêîëå âîçíè-
êàåò íîâàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà âîçìîæíî îäíîâðåìåííîå ðåãóëè
-
ðîâàíèå çíà÷åíèé σ è τ. Âûäåëèì çäåñü äâà âàæíûõ îáñòîÿ-
òåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ � êðèâàÿ 2 ïðè 0τ→τ  èäåò ê ïîëþñó Ïò,
â êîòîðîì σ = σò . Âî-âòîðûõ � âûáîð ñêîðîñòåé óäàðà v > vf
äëÿ òåõ æå ïàð ïëàñòèí òàêæå âåäåò ê îòêîëó, íî çàâèñèìîñòü

σ(τ) ïðè ýòîì áóäåò èíîé.

Èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè áûëè ïðîâåäåíû íà
îáðàçöàõ èç ÏÌÌÀ, àëþìèíèÿ è ñòàëè, ïðè÷åì â ïëîñêîñòè

)ln,( τσ  âûäåëåíû äâå âåòâè, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíîìó
çàðîæäåíèþ ìèêðîïîâðåæäåíèé (σm) è ïîðîãîâîìó îòêîëó
(σf). Èõ ïîëîæåíèå áëèçêî ê êðèâûì 2 è 3 íà ðèñ. 7.2. Âûÿñ-
íèëîñü, ÷òî åñëè ôèêñèðîâàòü íà÷àëüíîå ïîâðåæäåíèå è óâå-

ëè÷èâàòü ñêîðîñòü óäàðà v, òî (ñì. ðèñ. 7.2) ìîæíî ïåðåéòè
ê îòêîëàì áåç çàðîæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïîâðåæäåíèé. Íî è
òîãäà ëèíèÿ 3 äîëæíà ïåðåéòè â ëèíèþ 4, à âåñü ïåðåõîä â
öåëîì îò êðèâûõ a,b è c ê ïîëþñó Ïò ìîæåò áûòü îïèñàí
ïëàâíîé êðèâîé (íàïðèìåð, îãèáàþùåé ïðÿìûå 3 è 4).

Â äðóãîì öèêëå ðàáîò äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ïðîöåññ îò-
êîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ ðàçäåëÿåòñÿ íà äî- è çàêðèòè÷åñêóþ
ñòàäèè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â äîêðèòè÷åñêîé ñòàäèè ïðîèñõîäèò
ðîñò è íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé äî ìîìåíòà τ* � äîñòèæåíèÿ
çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿæåíèÿ σ∗, ïðè-
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íÿòîãî çà êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Âåëè÷èíà σ∗ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê îòêîëüíàÿ ïðî÷íîñòü. Çàêðèòè÷åñêàÿ ñòàäèÿ ñîîòâåòñò
âó-
åò ïàäåíèþ (â ñå÷åíèè îòêîëà) íàïðÿæåíèÿ σ îò σ∗ äî íóëÿ. Â
äîêðèòè÷åñêîé ñòàäèè ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè ôóíêöèþ ïîâðå
æ-
äàåìîñòè ϕ, ïðè÷åì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòà ñòàäèÿ ïðîòåêàåò â
ñîîòâåòñòâèè ñ êèíåòè÷åñêîé òåðìîôëóêòóàöèîííîé òåîðèå
é
[37].

Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòü
îòêîëüíîé ïðî÷íîñòè îò ñêîðîñòè äåôîðìàöèè σ∗ = f( ε& ) è äàí
àíàëèç âîçìîæíîñòè ýêñòðàïîëÿöèè ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñ-

òè, ñ îäíîé ñòîðîíû, ê âåëè÷èíå òåîðåòè÷åñêîé ïðî÷íîñòè, à
ñ äðóãîé � ê âåëè÷èíå êâàçèñòàòè÷åñêîé ïðî÷íîñòè. Ïðåäëî-

æåííàÿ çàâèñèìîñòü )(* εσ &  ïî õàðàêòåðó ïîâåäåíèÿ áëèçêà ê
êðèâîé 1 íà ðèñ. 7.2 è òàê æå, êàê êðèâûå íà ðèñóíêå, èìååò
èçëîì â ïåðåõîäíîé îáëàñòè.

Â [38] îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü òåðìîóïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñ-
êîé ñðåäû ñ ó÷åòîì íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé. Â êà÷åñòâå
ìåðû ïîâðåæäåíèè èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ñóáìèêðîäå-
ôåêòîâ N, à êðèòåðèåì ïîÿâëåíèÿ ìèêðîäåôåêòîâ ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíàÿ ìåðà Np. Ýòî è åñòü ìîìåíò ðàçäåëåíèÿ ðàçðóøå-
íèÿ íà äî- è çàêðèòè÷åñêèå ñòàäèè, â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåí-
íî ðàñòóò ñóá- è ìèêðîäåôåêòû.

Â çàêðèòè÷åñêîé ñòàäèè ïðåäëàãàåòñÿ âûäåëèòü äâà ýòàïà:
ïåðâûé, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ðîñòîì èñòèííûõ íàïðÿæåíèé â
âîëíå ðàñòÿæåíèÿ îò ìîìåíòà âðåìåíè τ äî τ*, è âòîðîé, êîãäà
ðîñò ìèêðîïîâðåæäåíèé ïðèâîäèò ê êàòàñòðîôè÷åñêîìó ïàä
å-
íèþ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ñå÷åíèÿ. Ìîìåíò τ* îïðåäåëÿåò íå
îòêîëüíóþ ïðî÷íîñòü, à ðàâíîâåñèå ìåæäó ðîñòîì èñòèííûõ
íàïðÿæåíèé è ïàäåíèåì ñðåäíåãî ïî ñå÷åíèþ íàïðÿæåíèÿ, âûç
-
âàííîãî ðàçâèòèåì ìèêðîäåôåêòîâ.

 Ñóùåcòâóþò è äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ìíîãèå
ôàêòû âðåìåíí½îé çàâèñèìîñòè ïðî÷íîñòè ìåòàëëîâ îáúÿñí
ÿ-
þòñÿ äèñëîêàöèîííûì ìåõàíèçìîì îáðàçîâàíèÿ è íàêîïëå-
íèÿ äåôåêòîâ (êàê ðåçóëüòàòà âçàèìîäåéñòâèÿ äèñëîêàöèé ñ

ïðåïÿòñòâèÿìè è ìåæäó ñîáîé), èíèöèèðóåìûõ ïëàñòè÷åñêîé
äåôîðìàöèåé.

Â [22, 23] ñòàâèòñÿ âîïðîñ î òîì, ÷òî âðåìåíí½îé êðèòå-
ðèé (7.7) ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì ñîâìåùåíèÿ äâóõ íåçàâè-
ñèìûõ ñîîòíîøåíèé: îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ êèíåòè-

Â ñðàâíåíèè ñî ñòàòè÷åñêèìè îïûòàìè ïðè îòêîëå âîçíè-
êàåò íîâàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà âîçìîæíî îäíîâðåìåííîå ðåãóëè
-
ðîâàíèå çíà÷åíèé σ è τ. Âûäåëèì çäåñü äâà âàæíûõ îáñòîÿ-
òåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ � êðèâàÿ 2 ïðè 0τ→τ  èäåò ê ïîëþñó Ïò,
â êîòîðîì σ = σò . Âî-âòîðûõ � âûáîð ñêîðîñòåé óäàðà v > vf
äëÿ òåõ æå ïàð ïëàñòèí òàêæå âåäåò ê îòêîëó, íî çàâèñèìîñòü

σ(τ) ïðè ýòîì áóäåò èíîé.

Èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè áûëè ïðîâåäåíû íà
îáðàçöàõ èç ÏÌÌÀ, àëþìèíèÿ è ñòàëè, ïðè÷åì â ïëîñêîñòè

)ln,( τσ  âûäåëåíû äâå âåòâè, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíîìó
çàðîæäåíèþ ìèêðîïîâðåæäåíèé (σm) è ïîðîãîâîìó îòêîëó
(σf). Èõ ïîëîæåíèå áëèçêî ê êðèâûì 2 è 3 íà ðèñ. 7.2. Âûÿñ-
íèëîñü, ÷òî åñëè ôèêñèðîâàòü íà÷àëüíîå ïîâðåæäåíèå è óâå-

ëè÷èâàòü ñêîðîñòü óäàðà v, òî (ñì. ðèñ. 7.2) ìîæíî ïåðåéòè
ê îòêîëàì áåç çàðîæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïîâðåæäåíèé. Íî è
òîãäà ëèíèÿ 3 äîëæíà ïåðåéòè â ëèíèþ 4, à âåñü ïåðåõîä â
öåëîì îò êðèâûõ a,b è c ê ïîëþñó Ïò ìîæåò áûòü îïèñàí
ïëàâíîé êðèâîé (íàïðèìåð, îãèáàþùåé ïðÿìûå 3 è 4).

Â äðóãîì öèêëå ðàáîò äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ïðîöåññ îò-
êîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ ðàçäåëÿåòñÿ íà äî- è çàêðèòè÷åñêóþ
ñòàäèè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â äîêðèòè÷åñêîé ñòàäèè ïðîèñõîäèò
ðîñò è íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé äî ìîìåíòà τ* � äîñòèæåíèÿ
çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿæåíèÿ σ∗, ïðè-
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õîäíîé ïîñûëêîé ïðè ïîñòðîåíèè êèíåòèêè ñëóæèëî íàéäåí-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà òðåùèí N c ðàäèóñîì R â âèäå

( ) ,exp)(  RRNRN g 10 −=

ãäå Ng � ÷èñëî ïîð ñ ðàäèóñîì R; N0 � îáùåå ÷èñëî ïîð; R1 �
ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ. Çíàÿ çàâèñèìîñòü Ng (R), ëåãêî
îïðåäåëèòü îáùèé îáúåì ïîð ïî ôîðìóëå 3

108 RNVv π= .
Ïåðâîå êèíåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå â ìîäåëè NAG îòíî-

ñèòñÿ ê ñêîðîñòè çàðîæäåíèÿ ïîð

1

0
0 p

pp
NN ns −

= exp&
 ïðè 0ns pp > .

Çäåñü ps � èñòèííîå äàâëåíèå ðàñòÿæåíèÿ; pn0 � ïîðîã çàðîæ-
äåíèÿ ïîð; N0 , p1 � êîíñòàíòû ìàòåðèàëà (âåëè÷èíû äàâëå-
íèé äîëæíû áðàòüñÿ ïî ìîäóëþ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äàâëåíèå
ðàñòÿæåíèÿ ìåíüøå íóëÿ). Çíàÿ N& , ìîæíî íàéòè ïðèðàùåíèå
îáúåìà ïîð ïî ôîðìóëå .8 3
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Âòîðîå êèíåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå êàñàåòñÿ ñêîðîñòè
ðîñòà ðàäèóñà ïîð:

R 
pp

R
gs

η

−
=

4
0& .

ãäå pg0 �  ïîðîãîâîå äàâëåíèå ðîñòà ïîð; −η  âÿçêîñòü. Ðîñò
ïîð äàåò âòîðîå ïðèðàùåíèå îáúåìà 2V∆ . Îáùåå ïðèðàùå-
íèå îáúåìà =∆V 1V∆  + 2V∆ .

Õðóïêîå ðàçðóøåíèå, íàïðèìåð â æåëåçå, â îòëè÷èå îò
âÿçêîãî, ðàçäåëÿåòñÿ íà ÷åòûðå ñòàäèè: çàðîæäåíèå (I) è ðîñò

(II) òðåùèí, âçàèìîäåéñòâèå (III) òðåùèí � êîàëåñöåíöèÿ, äðîá-
ëåíèå (IV) ìàòåðèàëà � ôðàãìåíòàöèÿ. Âàæíûì îáñòîÿòåëü-
ñòâîì â äàííîé êèíåòèêå ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå åùå îäíîé ìåðû
 �
óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ òðåùèíû, ðåãóëèðóåìîãî ïîëÿðíûì è
àçèìóòàëüíûì óãëàìè ϕ è ψ . Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå
ïëîòíîñòè n èëè ÷èñëà òðåùèí N ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ
òðåõ ïåðåìåííûõ p, ϕ è ψ . Ñïåöèàëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðî-
öåäóðà ïåðåâîäèò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ N â äèñêðåòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïî ýëåìåíòàì ðàçáèåíèÿ (i, j ) îáëàñòè òå÷åíèÿ.

Çàðîæäåíèå è ðîñò òðåùèí (ñòàäèè I è II) îïðåäåëÿþòñÿ
êèíåòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

÷åñêîé òåîðèè òåêó÷åñòè è êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ ïî äîñòèæå
-
íèè êðèòè÷åñêîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Ýòîò êðèòåðèé
ÿâëÿåòñÿ âðåìåíí½ûì äåôîðìàöèîííûì êðèòåðèåì [6].

Ñëåäóþùåé ðàáîòîé îáîáùàþùåãî õàðàêòåðà áûëà ðà-
áîòà [39], â êîòîðîé ñîîòíîøåíèå (7.7) áûëî íîðìàëèçîâàíî
îòíîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè è ïðè 00 >σ>σ  ïîëó÷åíî âû-
ðàæåíèå

1
0

0 =
σ−σ

∫
λ

dt
k

ft
)(

(7.9)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âïëîòíóþ ïîäâîäèò ê âîçìîæíîñòè ââå-
äåíèÿ ïàðàìåòðà èëè ìåðû ïîâðåæäàåìîñòè ωI . Åñëè ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (7.9) îïèñûâàåò ðîñò ω&
ïîâðåæäåíèÿ , òàê ÷òî )( 0σ−σ=ω f& , òî ôîðìàëüíî èç (7.9)
ñëåäóåò êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ ïðè íàêîïëåíèè ìåðû ïîâðåæ-
äåíèé äî êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû ω  = 1.

Ïîäîáíàÿ òåõíîëîãèÿ áûëà ðåàëèçîâàíà â [35], ãäå áûë
ñäåëàí åùå îäèí øàã, êîòîðûé çàêëþ÷àëñÿ â ó÷åòå îáðàòíî-
ãî âëèÿíèÿ ïîâðåæäåíèé íà íàïðÿæåíèå ïóòåì ââåäåíèÿ ïðåä
-
ëîæåííîãî Ð.È. Íèãìàòóëèíûì è Í.Õ. Àõìàäååâûì ñðåäíå-
ãî íàïðÿæåíèÿ )1(0 ω−σ=σ , ãäå −σ0  èñòèííîå íàïðÿæåíèå â
ðàçðóøàåìîé ñðåäå ( 0( =σ  ïðè ω  = 1). Íåîáõîäèìîñòü òà-
êîãî ââåäåíèÿ ìåðû ïîâðåæäåíèÿ èëè ôóíêöèè ïîâðåæäàå-
ìîñòè èññëåäîâàòåëÿìè äàâíî è óñïåøíî ðàçâèâàëàñü â òåî-
ðèè äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè [ 31�33]. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâå-
äåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà ïîâðå
æ-
äåííîñòè ìàòåðèàëà â ìîäåëÿõ ðàçðóøåíèÿ.

Êèíåòè÷åñêèå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ. Ïåðâîé ïîëíîé è
ðàçâåðíóòîé ìîäåëüþ îòêîëà ñ ó÷åòîì îáðàçîâàíèÿ è ðàçâè-
òèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü NAG [27, 28, 40].
Îíà áûëà ïîñòðîåíà íà áàçå äåòàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ñ êîëè÷åñòâåííûì àíàëèçîì ìèêðîïîâðåæäå-
íèé â ðàëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ îáðàçöà. Â ìîäåëè âûäåëÿþòñÿ äâà
ðåæèìà îòêîëà ñ ïîâðåæäåíèÿìè: âÿçêèé, êîãäà â ìàòåðèàëå
ðàñòóò ìèêðîïîðû ñôåðè÷åñêîé ôîðìû, è õðóïêèé, õàðàêòå-
ðèçóþùèéñÿ îáðàçîâàíèåì ïëîñêèõ ìèêðîòðåùèí â âèäå
äèñêîâ. Êèíåòèêà âÿçêîãî ðàçðóøåíèÿ áûëà ïîñòðîåíà íà
îñíîâå íàáëþäåíèé çà ðàçðóøåíèåì àëþìèíèÿ è ìåäè. Èñ-
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õîäíîé ïîñûëêîé ïðè ïîñòðîåíèè êèíåòèêè ñëóæèëî íàéäåí-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà òðåùèí N c ðàäèóñîì R â âèäå

( ) ,exp)(  RRNRN g 10 −=

ãäå Ng � ÷èñëî ïîð ñ ðàäèóñîì R; N0 � îáùåå ÷èñëî ïîð; R1 �
ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ. Çíàÿ çàâèñèìîñòü Ng (R), ëåãêî
îïðåäåëèòü îáùèé îáúåì ïîð ïî ôîðìóëå 3

108 RNVv π= .
Ïåðâîå êèíåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå â ìîäåëè NAG îòíî-

ñèòñÿ ê ñêîðîñòè çàðîæäåíèÿ ïîð

1

0
0 p

pp
NN ns −

= exp&
 ïðè 0ns pp > .

Çäåñü ps � èñòèííîå äàâëåíèå ðàñòÿæåíèÿ; pn0 � ïîðîã çàðîæ-
äåíèÿ ïîð; N0 , p1 � êîíñòàíòû ìàòåðèàëà (âåëè÷èíû äàâëå-
íèé äîëæíû áðàòüñÿ ïî ìîäóëþ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äàâëåíèå
ðàñòÿæåíèÿ ìåíüøå íóëÿ). Çíàÿ N& , ìîæíî íàéòè ïðèðàùåíèå
îáúåìà ïîð ïî ôîðìóëå .8 3
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Âòîðîå êèíåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå êàñàåòñÿ ñêîðîñòè
ðîñòà ðàäèóñà ïîð:

R 
pp

R
gs

η

−
=

4
0& .

ãäå pg0 �  ïîðîãîâîå äàâëåíèå ðîñòà ïîð; −η  âÿçêîñòü. Ðîñò
ïîð äàåò âòîðîå ïðèðàùåíèå îáúåìà 2V∆ . Îáùåå ïðèðàùå-
íèå îáúåìà =∆V 1V∆  + 2V∆ .

Õðóïêîå ðàçðóøåíèå, íàïðèìåð â æåëåçå, â îòëè÷èå îò
âÿçêîãî, ðàçäåëÿåòñÿ íà ÷åòûðå ñòàäèè: çàðîæäåíèå (I) è ðîñò

(II) òðåùèí, âçàèìîäåéñòâèå (III) òðåùèí � êîàëåñöåíöèÿ, äðîá-
ëåíèå (IV) ìàòåðèàëà � ôðàãìåíòàöèÿ. Âàæíûì îáñòîÿòåëü-
ñòâîì â äàííîé êèíåòèêå ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå åùå îäíîé ìåðû
 �
óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ òðåùèíû, ðåãóëèðóåìîãî ïîëÿðíûì è
àçèìóòàëüíûì óãëàìè ϕ è ψ . Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå
ïëîòíîñòè n èëè ÷èñëà òðåùèí N ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ
òðåõ ïåðåìåííûõ p, ϕ è ψ . Ñïåöèàëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðî-
öåäóðà ïåðåâîäèò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ N â äèñêðåòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïî ýëåìåíòàì ðàçáèåíèÿ (i, j ) îáëàñòè òå÷åíèÿ.

Çàðîæäåíèå è ðîñò òðåùèí (ñòàäèè I è II) îïðåäåëÿþòñÿ
êèíåòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

÷åñêîé òåîðèè òåêó÷åñòè è êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ ïî äîñòèæå
-
íèè êðèòè÷åñêîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Ýòîò êðèòåðèé
ÿâëÿåòñÿ âðåìåíí½ûì äåôîðìàöèîííûì êðèòåðèåì [6].

Ñëåäóþùåé ðàáîòîé îáîáùàþùåãî õàðàêòåðà áûëà ðà-
áîòà [39], â êîòîðîé ñîîòíîøåíèå (7.7) áûëî íîðìàëèçîâàíî
îòíîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè è ïðè 00 >σ>σ  ïîëó÷åíî âû-
ðàæåíèå

1
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Ýòî ñîîòíîøåíèå âïëîòíóþ ïîäâîäèò ê âîçìîæíîñòè ââå-
äåíèÿ ïàðàìåòðà èëè ìåðû ïîâðåæäàåìîñòè ωI . Åñëè ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (7.9) îïèñûâàåò ðîñò ω&
ïîâðåæäåíèÿ , òàê ÷òî )( 0σ−σ=ω f& , òî ôîðìàëüíî èç (7.9)
ñëåäóåò êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ ïðè íàêîïëåíèè ìåðû ïîâðåæ-
äåíèé äî êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû ω  = 1.

Ïîäîáíàÿ òåõíîëîãèÿ áûëà ðåàëèçîâàíà â [35], ãäå áûë
ñäåëàí åùå îäèí øàã, êîòîðûé çàêëþ÷àëñÿ â ó÷åòå îáðàòíî-
ãî âëèÿíèÿ ïîâðåæäåíèé íà íàïðÿæåíèå ïóòåì ââåäåíèÿ ïðåä
-
ëîæåííîãî Ð.È. Íèãìàòóëèíûì è Í.Õ. Àõìàäååâûì ñðåäíå-
ãî íàïðÿæåíèÿ )1(0 ω−σ=σ , ãäå −σ0  èñòèííîå íàïðÿæåíèå â
ðàçðóøàåìîé ñðåäå ( 0( =σ  ïðè ω  = 1). Íåîáõîäèìîñòü òà-
êîãî ââåäåíèÿ ìåðû ïîâðåæäåíèÿ èëè ôóíêöèè ïîâðåæäàå-
ìîñòè èññëåäîâàòåëÿìè äàâíî è óñïåøíî ðàçâèâàëàñü â òåî-
ðèè äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè [ 31�33]. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâå-
äåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà ïîâðå
æ-
äåííîñòè ìàòåðèàëà â ìîäåëÿõ ðàçðóøåíèÿ.

Êèíåòè÷åñêèå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ. Ïåðâîé ïîëíîé è
ðàçâåðíóòîé ìîäåëüþ îòêîëà ñ ó÷åòîì îáðàçîâàíèÿ è ðàçâè-
òèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü NAG [27, 28, 40].
Îíà áûëà ïîñòðîåíà íà áàçå äåòàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ñ êîëè÷åñòâåííûì àíàëèçîì ìèêðîïîâðåæäå-
íèé â ðàëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ îáðàçöà. Â ìîäåëè âûäåëÿþòñÿ äâà
ðåæèìà îòêîëà ñ ïîâðåæäåíèÿìè: âÿçêèé, êîãäà â ìàòåðèàëå
ðàñòóò ìèêðîïîðû ñôåðè÷åñêîé ôîðìû, è õðóïêèé, õàðàêòå-
ðèçóþùèéñÿ îáðàçîâàíèåì ïëîñêèõ ìèêðîòðåùèí â âèäå
äèñêîâ. Êèíåòèêà âÿçêîãî ðàçðóøåíèÿ áûëà ïîñòðîåíà íà
îñíîâå íàáëþäåíèé çà ðàçðóøåíèåì àëþìèíèÿ è ìåäè. Èñ-
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Êðèòåðèé (7.10) âêëþ÷àåò â ñåáÿ (7.9) [40] êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé, â êîòîðîì t(σ) èçìåíÿåòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî
èçáûòî÷íîìó ðàñòÿãèâàþùåìó íàïðÿæåíèþ (σ � σ0) â ñòåïå-
íè λ (ñì. ñîîòíîøåíèå (7.9)).

 Ñõåìà ñëîæíîãî íàêîïëåíèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñêîðîñòü
íàêîïëåíèÿ ïàðàìåòðà ðàçðóøåíèÿ çàâèñèò îò σ è èìåþùå-
ãîñÿ ðàçðóøåíèÿ D, ò.å. ),( DD σϕ=&  [27, 28]. Â [27] ðàññìîò-
ðåíà îáùàÿ òåîðèÿ ñëîæíîãî íàêîïëåíèÿ è åå ïðèáëèæåíèå
ïðè íèçêîì óðîâíå ðàçðóøåíèé, êîãäà 1* <<DD . Çäåñü D* �
óðîâåíü ïîâðåæäåíèé ïðè îòêîëå. Ôóíêöèþ ),( Dσϕ  â äàí-
íîì ñëó÷àå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä:

    










+





ϕ+σϕ+σϕ

τ
=σϕ L
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0

*
)()(),(

D

D

D

DD
D . (7.12)

Èç (7.12) ñëåäóåò, ÷òî åñëè îãðàíè÷èòüñÿ íóëåâûì ïðèáëè-
æåíèåì, òî ïîëó÷èì (7.11). Âêëþ÷åíèå ñëåäóþùåãî ÷ëåíà äàåò
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D& . (7.13)

Ñîîòíîøåíèå (7.13) ïðèìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî ïåðâûé è âòî-
ðîé ÷ëåíû ïðàâîé ÷àñòè îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ
î
ñêîðîñòÿìè çàðîæäåíèÿ N&  (ïðîñòîå íàêîïëåíèå) è ðîñòà R&

(ñëîæíîå íàêîïëåíèå) ïîâðåæäåíèé [27, 28]. C èñïîëüçîâàíè-
åì ñõåìû ñëîæíîãî íàêîïëåíèÿ àâòîðàìè äàííîé ìîäåëè áûëè

ïðîàíàëèçèðîâàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî îòêî-

ëó. Äëÿ îïèñàíèÿ ðàçðóøåíèÿ îáðàçöîâ èç áåðèëëèÿ ïðåäëî-
æåíà ñëåäóþùàÿ êèíåòèêà ðîñòà ïîâðåæäåíèé:
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à äëÿ îáðàçöîâ èç ìåäè
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& (7.15)

Â ôîðìóëàõ (7.14) è (7.15) −λβασ   n  ,,,,0  êîíñòàíòû
ìàòåðèàëà; σc � ïðåäåëüíàÿ ïðî÷íîñòü; D0 � íà÷àëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïîâðåæäåíèé.

1

0
0 σ

σ−σ
= ψψ n

NN exp&  è ,)( RTR g 0σ−σ=&

ãäå −σψψ  íàïðÿæåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ïëîñêîñòè òðåùèí;
σn0 è σg0 �  ïîðîãîâûå íàïðÿæåíèÿ; T � êîýôôèöèåíò íàðàñ-
òàíèÿ. Ïî çíà÷åíèÿì N&  è R&  èíòåãðèðîâàíèåì íàõîäèòñÿ
îáùèé îáúåì òðåùèí Vt .

 Äëÿ ñòàäèè III ââîäèòñÿ âçàèìîäåéñòâèå òðåùèí. Ïîëà-
ãàÿ, ÷òî èõ çàðîæäåíèå è ðîñò ïðîäîëæàþòñÿ, ïîäñ÷èòûâàåì
îáúåì ôðàãìåíòà Vf . Íà ñòàäèè IV òðåùèíû âñòóïàþò â
ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå; ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ïðîöåäó-
ðû íà ýòîì ýòàïå ïîäñ÷èòûâàåì îêîí÷àòåëüíûé îáúåì ôðàã-
ìåíòà Va .  Â ìîäåëè ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü âðàùå-
íèÿ òðåùèíû ïðè òå÷åíèè ìàòåðèàëà.

Ïàðàëëåëüíî ñ ìîäåëüþ NAG â [29] è ïîñëåäóþùèõ ðà-
áîòàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà åùå îäíà ìîäåëü

îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ, â êîòîðîé ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæ-
íîñòü ââåäåíèÿ íåïðåðûâíîé ìåðû ïîâðåæäåíèÿ äëÿ îïèñà-
íèÿ îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ â äâóõ âàðèàíòàõ � ïðè ïðîñòîì
è ñëîæíîì íàêîïëåíèÿõ ïîâðåæäåíèé.

Ñõåìà ïðîñòîãî íàêîïëåíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ ôàêòàõ, ñâèäåòåëüñòâóþùèõ î òîì, ÷òî ïðè áîëü-
øîì âðåìåíè äåéñòâèÿ íàãðóçêè íàêàïëèâàåòñÿ áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ïîâðåæäåíèé. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ τ0 íåîáõî-
äèìî äëÿ íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé óðîâíÿ D0 , òî ãèïîòåçà
ïðîñòîãî íàêîïëåíèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî â òå÷åíèå èíòåðâà
-
ëà âðåìåíè t∆  îáðàçóþòñÿ ïîâðåæäåíèÿ .00 τ∆=∆ tDD

Ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ôàçû ðàñ-
òÿæåíèÿ ïîñòîÿííà, à íàïðÿæåíèå ïåðåìåííî, ïîêàçàëè, ÷òî
âðåìÿ τ0 óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì σ, ò.å. τ0 = τ0(σ). Îòñþäà â
ñîîòâåòñòâèè ñ [29]
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Îñîáåííîñòü (7.10) çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè
íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ïðè ôèêñèðîâàííîì σ. Ýòî ëåãêî
óâèäåòü, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (7.10):

).()(0 σϕ=σ=  t DD& (7.11)
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Êðèòåðèé (7.10) âêëþ÷àåò â ñåáÿ (7.9) [40] êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé, â êîòîðîì t(σ) èçìåíÿåòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî
èçáûòî÷íîìó ðàñòÿãèâàþùåìó íàïðÿæåíèþ (σ � σ0) â ñòåïå-
íè λ (ñì. ñîîòíîøåíèå (7.9)).

 Ñõåìà ñëîæíîãî íàêîïëåíèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñêîðîñòü
íàêîïëåíèÿ ïàðàìåòðà ðàçðóøåíèÿ çàâèñèò îò σ è èìåþùå-
ãîñÿ ðàçðóøåíèÿ D, ò.å. ),( DD σϕ=&  [27, 28]. Â [27] ðàññìîò-
ðåíà îáùàÿ òåîðèÿ ñëîæíîãî íàêîïëåíèÿ è åå ïðèáëèæåíèå
ïðè íèçêîì óðîâíå ðàçðóøåíèé, êîãäà 1* <<DD . Çäåñü D* �
óðîâåíü ïîâðåæäåíèé ïðè îòêîëå. Ôóíêöèþ ),( Dσϕ  â äàí-
íîì ñëó÷àå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä:

    










+





ϕ+σϕ+σϕ

τ
=σϕ L
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*2*10
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DD
D . (7.12)

Èç (7.12) ñëåäóåò, ÷òî åñëè îãðàíè÷èòüñÿ íóëåâûì ïðèáëè-
æåíèåì, òî ïîëó÷èì (7.11). Âêëþ÷åíèå ñëåäóþùåãî ÷ëåíà äàåò





 σϕ+σϕ

τ
=

*10
0
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D
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D& . (7.13)

Ñîîòíîøåíèå (7.13) ïðèìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî ïåðâûé è âòî-
ðîé ÷ëåíû ïðàâîé ÷àñòè îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ
î
ñêîðîñòÿìè çàðîæäåíèÿ N&  (ïðîñòîå íàêîïëåíèå) è ðîñòà R&

(ñëîæíîå íàêîïëåíèå) ïîâðåæäåíèé [27, 28]. C èñïîëüçîâàíè-
åì ñõåìû ñëîæíîãî íàêîïëåíèÿ àâòîðàìè äàííîé ìîäåëè áûëè

ïðîàíàëèçèðîâàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî îòêî-

ëó. Äëÿ îïèñàíèÿ ðàçðóøåíèÿ îáðàçöîâ èç áåðèëëèÿ ïðåäëî-
æåíà ñëåäóþùàÿ êèíåòèêà ðîñòà ïîâðåæäåíèé:
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à äëÿ îáðàçöîâ èç ìåäè
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Â ôîðìóëàõ (7.14) è (7.15) −λβασ   n  ,,,,0  êîíñòàíòû
ìàòåðèàëà; σc � ïðåäåëüíàÿ ïðî÷íîñòü; D0 � íà÷àëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïîâðåæäåíèé.

1

0
0 σ

σ−σ
= ψψ n

NN exp&  è ,)( RTR g 0σ−σ=&

ãäå −σψψ  íàïðÿæåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ïëîñêîñòè òðåùèí;
σn0 è σg0 �  ïîðîãîâûå íàïðÿæåíèÿ; T � êîýôôèöèåíò íàðàñ-
òàíèÿ. Ïî çíà÷åíèÿì N&  è R&  èíòåãðèðîâàíèåì íàõîäèòñÿ
îáùèé îáúåì òðåùèí Vt .

 Äëÿ ñòàäèè III ââîäèòñÿ âçàèìîäåéñòâèå òðåùèí. Ïîëà-
ãàÿ, ÷òî èõ çàðîæäåíèå è ðîñò ïðîäîëæàþòñÿ, ïîäñ÷èòûâàåì
îáúåì ôðàãìåíòà Vf . Íà ñòàäèè IV òðåùèíû âñòóïàþò â
ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå; ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ïðîöåäó-
ðû íà ýòîì ýòàïå ïîäñ÷èòûâàåì îêîí÷àòåëüíûé îáúåì ôðàã-
ìåíòà Va .  Â ìîäåëè ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü âðàùå-
íèÿ òðåùèíû ïðè òå÷åíèè ìàòåðèàëà.

Ïàðàëëåëüíî ñ ìîäåëüþ NAG â [29] è ïîñëåäóþùèõ ðà-
áîòàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà åùå îäíà ìîäåëü

îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ, â êîòîðîé ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæ-
íîñòü ââåäåíèÿ íåïðåðûâíîé ìåðû ïîâðåæäåíèÿ äëÿ îïèñà-
íèÿ îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ â äâóõ âàðèàíòàõ � ïðè ïðîñòîì
è ñëîæíîì íàêîïëåíèÿõ ïîâðåæäåíèé.

Ñõåìà ïðîñòîãî íàêîïëåíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ ôàêòàõ, ñâèäåòåëüñòâóþùèõ î òîì, ÷òî ïðè áîëü-
øîì âðåìåíè äåéñòâèÿ íàãðóçêè íàêàïëèâàåòñÿ áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ïîâðåæäåíèé. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ τ0 íåîáõî-
äèìî äëÿ íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé óðîâíÿ D0 , òî ãèïîòåçà
ïðîñòîãî íàêîïëåíèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî â òå÷åíèå èíòåðâà
-
ëà âðåìåíè t∆  îáðàçóþòñÿ ïîâðåæäåíèÿ .00 τ∆=∆ tDD

Ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ôàçû ðàñ-
òÿæåíèÿ ïîñòîÿííà, à íàïðÿæåíèå ïåðåìåííî, ïîêàçàëè, ÷òî
âðåìÿ τ0 óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì σ, ò.å. τ0 = τ0(σ). Îòñþäà â
ñîîòâåòñòâèè ñ [29]
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Îñîáåííîñòü (7.10) çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè
íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ïðè ôèêñèðîâàííîì σ. Ýòî ëåãêî
óâèäåòü, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (7.10):

).()(0 σϕ=σ=  t DD& (7.11)
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Îñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäñòàâèìû ÷åðåç ñîîòâåòñò
âó-
þùèå èñòèííûå âåëè÷èíû e0, σ0 íåïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà
ìàòðèöû:

),())(1(; 0000 ξΦσ+ξ−σ=σ++= ξξξ Feeee S (7.17)

ãäå −σξξ
00 ,e  óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è íàïðÿæåíèå äëÿ

ìàòåðèàëà ìèêðîïîëîñòåé îáúåìà ξV ; −ξ
Se  ýíåðãèÿ îáðàçî-

âàíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïðè ðàçðóøåíèè. Ôóíêöèè )(),( ξΦξF  â
ôîðìóëàõ (7.17) îòðàæàþò ãåîìåòðèþ ïîâðåæäåíèé, ïîñêîëü-
êó îáúåì åäèíè÷íîé ìèêðîòðåùèíû â âèäå äèñêà ìåíüøå, ÷åì
îáúåì ñôåðè÷åñêîé ìèêðîïîðû. Ïðè îáðàçîâàíèè ïëîñêèõ
ìèêðîòðåùèí cξ  è ñôåðè÷åñêèõ ìèêðîïîð pξ  îäèíàêîâîãî
îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ êîëè÷åñòâî ìèêðîòðåùèí Nc è èõ ïî-
âåðõíîñòü Sc (ÿâëÿþùàÿñÿ ìåæôàçíîé â ïîâðåæäàåìîé ñðåäå)
ïðåâûøàþò ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû Np , Sp äëÿ ìèêðîïîð.
Ïîýòîìó îñðåäíåííîå íàïðÿæåíèå σ çàâèñèò îò ôîðìû ìèêðî-
ïîâðåæäåíèé, à äëÿ ìèêðîòðåùèí � è îò èõ îðèåíòàöèè.

Ôàçû ìèêðîïîâðåæäåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñòâîðåí-
íûé â ìàòðèöå ãàç èëè ñìåñü ãàçîâ, ñîïóòñòâóþùèõ ïðîöåññó

èçãîòîâëåíèÿ êîíäåíñèðîâàííîé ñìåñè. Äëÿ ïàðàìåòðîâ ýòî
é
ôàçû, åñëè îíà õèìè÷åñêè èíåðòíà, ìîæíî ñ÷èòàòü, êàê è äëÿ
ïëîòíîñòè, ñïðàâåäëèâûìè îöåíêè: .; 0000 σ<<σ<< ξξ ee  Âìåñ-
òå ñ òåì ïðè èíèöèèðîâàíèè òâåðäûõ âçðûâ÷àòûõ âåùåñòâ
ïëîòíîñòü, äàâëåíèå è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ îáðàçóþùèõñÿ ãà
-
çîîáðàçíûõ ïðîäóêòîâ ñðàâíèìû ïî ïîðÿäêó ñ ñîîòâåòñòâóþ
-
ùèìè âåëè÷èíàìè òâåðäîé ôàçû è èõ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü.

Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è íàïðÿæåíèÿ â ìàòðèöå îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

,),(),,( 0
0

00
0

00 τ+ρ−=σρ= Tp Tee

â êîòîðûõ ôóíêöèè ),(),,( 0
0

0
0 TpTe ρρ  ìîãóò áûòü íàéäåíû

èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ Ìè-Ãðþíàéçåíà. Äëÿ äåâèàòîðà íà-
ïðÿæåíèé â óïðóãîé îáëàñòè ñïðàâåäëèâ çàêîí Ãóêà:

t∂
ρ∂
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&  ïðè .sτ<τ (7.18)

Â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèå
ì
òåêó÷åñòè Ìèçåñà äåâèàòîð .sτ=τ0

Ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñîñòàâëÿþò êèíåòè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ, à òàêæå óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâè-
æåíèÿ è ýíåðãèè ñ ïðèâëå÷åíèåì âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíà-
ìèêè. Ðàçâèòèå ðàçðóøåíèÿ çàäàåòñÿ êàê ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
ñêîðîñòè ðîñòà ïîâðåæäåíèé îò îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ äâèæåíèå ëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû îò äîñòèã-
íóòîãî ðàçðóøåíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü ðàçâèòèå ðàçðóøåíèÿ
âûçûâàåò îòêëèê â ìàòåðèàëå, îïðåäåëÿåìûé ó÷åòîì ïîëåé
ðàçðóøåíèÿ â âûïèñàííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.

Ìîäåëè ðàçðóøåíèÿ òèïà ìîäåëè NAG òðåáóþò îïðåäåëå-
íèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êîíñòàíò â êèíåòè-
÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ, ÷òî ñâÿçàíî ñ òðóäíîñòÿìè è äàëåêî í
å
âñåãäà îñóùåñòâèìî. Íåñìîòðÿ íà ýòî, êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè
ÿâëÿþòñÿ íà äàííîì ýòàïå åäèíñòâåííûì èíñòðóìåíòîì èññë
å-
äîâàíèÿ äëÿ ìíîãèõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ðàçðóøåíèÿ.

§ 7.2 Распространение волн в повреждаемой среде

Ïîâðåæäàåìóþ ñðåäó, â êîòîðîé èìåþòñÿ ìèêðîïîëîñòè,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñìåñü äâóõ ôàç, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
çàíèìàåò íåêîòîðóþ ÷àñòü îáùåãî îáúåìà ñìåñè V (íà ìåæ-
ôàçíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñð
å-
äû òåðïÿò ðàçðûâ). Ïåðâàÿ ôàçà � íåïîâðåæäåííàÿ ÷àñòü íå-
ñóùåé ñðåäû (íàçûâàåìîé äàëåå ìàòðèöåé), çàíèìàþùàÿ
îáúåì Vm è õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ èñòèííîé ïëîòíîñòüþ 0ρ .
Âòîðàÿ ôàçà � ìèêðîïîëîñòè, çàíèìàþùèå îáúåì ξV  ñ èñòèí-
íîé ïëîòíîñòüþ ìàòåðèàëà ïîëîñòåé 0

ξρ  (íàïðèìåð, ãàçà), ïðè-
÷åì î÷åâèäíî, ÷òî 0

0 ρ<<ρξ . Îïðåäåëèì óäåëüíîå îáúåìíîå
ñîäåðæàíèå ìèêðîïîâðåæäåíèé êàê VVξ=ξ , òîãäà äëÿ ñðåä-
íåé ïëîòíîñòè ïîâðåæäàåìîé ñðåäû ρ  âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

)1()1( 0
0

0 ξ−ρ≅ξρ+ξ−ρ=ρ ξ . (7.16)

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè â îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí îäíîðîäíîé ïîâðåæäà-
åìîé ñðåäû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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Çäåñü v � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö ñìåñè; e � âíóòðåííÿÿ

ýíåðãèÿ; σ � îñðåäíåííîå íàïðÿæåíèå â ïîâðåæäàåìîé ñðåäå.
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Îñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäñòàâèìû ÷åðåç ñîîòâåòñò
âó-
þùèå èñòèííûå âåëè÷èíû e0, σ0 íåïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà
ìàòðèöû:

),())(1(; 0000 ξΦσ+ξ−σ=σ++= ξξξ Feeee S (7.17)

ãäå −σξξ
00 ,e  óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è íàïðÿæåíèå äëÿ

ìàòåðèàëà ìèêðîïîëîñòåé îáúåìà ξV ; −ξ
Se  ýíåðãèÿ îáðàçî-

âàíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïðè ðàçðóøåíèè. Ôóíêöèè )(),( ξΦξF  â
ôîðìóëàõ (7.17) îòðàæàþò ãåîìåòðèþ ïîâðåæäåíèé, ïîñêîëü-
êó îáúåì åäèíè÷íîé ìèêðîòðåùèíû â âèäå äèñêà ìåíüøå, ÷åì
îáúåì ñôåðè÷åñêîé ìèêðîïîðû. Ïðè îáðàçîâàíèè ïëîñêèõ
ìèêðîòðåùèí cξ  è ñôåðè÷åñêèõ ìèêðîïîð pξ  îäèíàêîâîãî
îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ êîëè÷åñòâî ìèêðîòðåùèí Nc è èõ ïî-
âåðõíîñòü Sc (ÿâëÿþùàÿñÿ ìåæôàçíîé â ïîâðåæäàåìîé ñðåäå)
ïðåâûøàþò ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû Np , Sp äëÿ ìèêðîïîð.
Ïîýòîìó îñðåäíåííîå íàïðÿæåíèå σ çàâèñèò îò ôîðìû ìèêðî-
ïîâðåæäåíèé, à äëÿ ìèêðîòðåùèí � è îò èõ îðèåíòàöèè.

Ôàçû ìèêðîïîâðåæäåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñòâîðåí-
íûé â ìàòðèöå ãàç èëè ñìåñü ãàçîâ, ñîïóòñòâóþùèõ ïðîöåññó

èçãîòîâëåíèÿ êîíäåíñèðîâàííîé ñìåñè. Äëÿ ïàðàìåòðîâ ýòî
é
ôàçû, åñëè îíà õèìè÷åñêè èíåðòíà, ìîæíî ñ÷èòàòü, êàê è äëÿ
ïëîòíîñòè, ñïðàâåäëèâûìè îöåíêè: .; 0000 σ<<σ<< ξξ ee  Âìåñ-
òå ñ òåì ïðè èíèöèèðîâàíèè òâåðäûõ âçðûâ÷àòûõ âåùåñòâ
ïëîòíîñòü, äàâëåíèå è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ îáðàçóþùèõñÿ ãà
-
çîîáðàçíûõ ïðîäóêòîâ ñðàâíèìû ïî ïîðÿäêó ñ ñîîòâåòñòâóþ
-
ùèìè âåëè÷èíàìè òâåðäîé ôàçû è èõ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü.

Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è íàïðÿæåíèÿ â ìàòðèöå îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

,),(),,( 0
0

00
0

00 τ+ρ−=σρ= Tp Tee

â êîòîðûõ ôóíêöèè ),(),,( 0
0

0
0 TpTe ρρ  ìîãóò áûòü íàéäåíû

èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ Ìè-Ãðþíàéçåíà. Äëÿ äåâèàòîðà íà-
ïðÿæåíèé â óïðóãîé îáëàñòè ñïðàâåäëèâ çàêîí Ãóêà:

t∂
ρ∂








ρ
µ−=τ

0

3
4

&  ïðè .sτ<τ (7.18)

Â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèå
ì
òåêó÷åñòè Ìèçåñà äåâèàòîð .sτ=τ0

Ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñîñòàâëÿþò êèíåòè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ, à òàêæå óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâè-
æåíèÿ è ýíåðãèè ñ ïðèâëå÷åíèåì âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíà-
ìèêè. Ðàçâèòèå ðàçðóøåíèÿ çàäàåòñÿ êàê ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
ñêîðîñòè ðîñòà ïîâðåæäåíèé îò îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ äâèæåíèå ëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû îò äîñòèã-
íóòîãî ðàçðóøåíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü ðàçâèòèå ðàçðóøåíèÿ
âûçûâàåò îòêëèê â ìàòåðèàëå, îïðåäåëÿåìûé ó÷åòîì ïîëåé
ðàçðóøåíèÿ â âûïèñàííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.

Ìîäåëè ðàçðóøåíèÿ òèïà ìîäåëè NAG òðåáóþò îïðåäåëå-
íèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êîíñòàíò â êèíåòè-
÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ, ÷òî ñâÿçàíî ñ òðóäíîñòÿìè è äàëåêî í
å
âñåãäà îñóùåñòâèìî. Íåñìîòðÿ íà ýòî, êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè
ÿâëÿþòñÿ íà äàííîì ýòàïå åäèíñòâåííûì èíñòðóìåíòîì èññë
å-
äîâàíèÿ äëÿ ìíîãèõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ðàçðóøåíèÿ.

§ 7.2 Распространение волн в повреждаемой среде

Ïîâðåæäàåìóþ ñðåäó, â êîòîðîé èìåþòñÿ ìèêðîïîëîñòè,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñìåñü äâóõ ôàç, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
çàíèìàåò íåêîòîðóþ ÷àñòü îáùåãî îáúåìà ñìåñè V (íà ìåæ-
ôàçíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñð
å-
äû òåðïÿò ðàçðûâ). Ïåðâàÿ ôàçà � íåïîâðåæäåííàÿ ÷àñòü íå-
ñóùåé ñðåäû (íàçûâàåìîé äàëåå ìàòðèöåé), çàíèìàþùàÿ
îáúåì Vm è õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ èñòèííîé ïëîòíîñòüþ 0ρ .
Âòîðàÿ ôàçà � ìèêðîïîëîñòè, çàíèìàþùèå îáúåì ξV  ñ èñòèí-
íîé ïëîòíîñòüþ ìàòåðèàëà ïîëîñòåé 0

ξρ  (íàïðèìåð, ãàçà), ïðè-
÷åì î÷åâèäíî, ÷òî 0

0 ρ<<ρξ . Îïðåäåëèì óäåëüíîå îáúåìíîå
ñîäåðæàíèå ìèêðîïîâðåæäåíèé êàê VVξ=ξ , òîãäà äëÿ ñðåä-
íåé ïëîòíîñòè ïîâðåæäàåìîé ñðåäû ρ  âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

)1()1( 0
0

0 ξ−ρ≅ξρ+ξ−ρ=ρ ξ . (7.16)

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè â îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí îäíîðîäíîé ïîâðåæäà-
åìîé ñðåäû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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Çäåñü v � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö ñìåñè; e � âíóòðåííÿÿ

ýíåðãèÿ; σ � îñðåäíåííîå íàïðÿæåíèå â ïîâðåæäàåìîé ñðåäå.
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ðàñêðûòèå âìåñòå ñ óæå èìåþùèìèñÿ â èñõîäíîé ñðåäå çàðî-
äûøåâûìè ñóáìèêðîïîëîñòÿìè (ãàçîâûå ïóçûðüêè è ðàêîâè-
íû) îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ .0ξ

Íà âòîðîé ñòàäèè ïðîèñõîäèò ðîñò ìèêðîïîâðåæäåíèé îò
ñóáìèêðîðàçìåðîâ äî íåêîòîðûõ óñòîé÷èâûõ ìèêðîðàçìåðîâ

λ. Îáðàçîâàíèå ìàêðîïîâðåæäåíèÿ ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðà-
ìè l â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè íå äîëæíî ïîíèìàòüñÿ êàê ðîñò
åäèíè÷íîé ìèêðîïîëîñòè îò ðàçìåðà λ äî ðàçìåðà l. Ìàêðî-
ðàçðóøåíèå â äàííîé ìîäåëè äàåò êîëëåêòèâ ìèêðîïîâðåæäå
-
èé ìàñøòàáà λ, êîãäà áóäåò äîñòèãíóò êðèòè÷åñêèé óðîâåíü
óäåëüíîãî îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ VV **

ξ=ξ .  Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ, îäíàêî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψ  ïðàêòè÷åñêè íåò
îïûòíûõ äàííûõ î ïàðàìåòðàõ ðàçðóøåíèÿ íà ñóá- è ìèêðî-
óðîâíÿõ. Èìåþùèéñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë â îñíîâ-
íîì ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðà
ç-
ðóøåíèÿ � äëèíó îòêîëîâøåãîñÿ ñëîÿ, åãî ñêîðîñòü � è ëèøü
î÷åíü íåìíîãèå ðàáîòû ñîäåðæàò ñâåäåíèÿ î ïðåäåëüíûõ ðàç
-
ìåðàõ λ îáðàçóþùèõñÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé. Ïîýòîìó áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî, êîãäà â ìàòðèöå íåñóùåé ñðåäû ðàñòÿãèâàþùåå
íàïðÿæåíèå σ0 ïðåâûøàåò íåêîòîðûé óðîâåíü σL, îáðàçîâàíèå
ìèêðîïîâðåæäåíèé ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî êèíåòèêå

0),( 0 >ξσ−σ=ξ Lf& (7.22)

ïðè ,, *0 ξ<ξσ>σ  L  ãäå ôóíêöèþ f ìîæíî îïðåäåëèòü, ìîäå-
ëèðóÿ óñëîâèÿ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îòêîëó. Ïðè òàêîì

ïîäõîäå ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòè
êîé
ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ. Ïðè 0=ξ  â ìàêðî÷àñòèöå ïîâðåæäàå-
ìîé ñðåäû íàïðÿæåíèå ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì (σ = σ0), à

0)( =ξF . Ñ ðîñòîì îáúåìà ìèêðîïîâðåæäåíèé îñðåäíåííîå
íàïðÿæåíèå σ óìåíüøàåòñÿ è ïðè çíà÷åíèè ,*ξξ =  êîãäà

,1)( =ξF  íàïðÿæåíèå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîëíîìó ðàçðóøåíèþ ìàêðî÷àñòèöû. Ñ ðîñòîì  ξ  äîë-
æåí óìåíüøàòüñÿ è ïîðîãîâûé óðîâåíü ðàçðàçðóøàþùèõ íà-
ïðÿæåíèé σL (ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíåì, íåîáõîäèìûì äëÿ îá-
ðàçîâàíèÿ ïîâðåæäåíèé â ìîíîëèòíîì îáðàçöå). Ìîæíî ïðè-
íÿòü ïî àíàëîãèè ñ (7.17) ,))(( ξ−σ=σ FLL 10  ïîëàãàÿ, ÷òî
â îñëàáëåííîì îáðàçöå äîïîëíèòåëüíûå ïîâðåæäåíèÿ ìîæíî

âûçâàòü óæå ìåíüøèìè ðàñòÿãèâàþùèìè óñèëèÿìè.

Â óðàâíåíèè (7.18) µ è τs � ýôôåêòèâíûå ìîäóëü ñäâèãà
è ïðåäåë òåêó÷åñòè â ìàêðî÷àñòèöå ïîâðåæäàåìîé ñðåäû,
ó÷èòûâàþùèå îñëàáëåíèå ìèêðîïîâðåæäåíèÿìè è ïîýòîìó
ìåíüøèå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ 00

sτµ ,  äëÿ íåïîâ-
ðåæäåííîãî ìàòåðèàëà. Ïîëîæèì, ÷òî îíè çàâèñÿò îò îáúåì-
íîãî ñîäåðæàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé àíàëîãè÷íî âåëè÷èíå σ,
ò.å. )).(()),(( ξ−τ=τξ−µ=µ F F ss 11 00 Òîãäà ñîîòíîøåíèå
(7.18) ñ ó÷åòîì (7.16) è çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû ìîæíî
çàïèñàòü òàê:

, 
r

v





 ξ

ξ−
−

∂
∂

ρ
ρµ=τ &&

1
1

3
4

0

0 (7.19)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè äåâèàòîðà τ0 íåîáõîäè-
ìî ó÷èòûâàòü äåôîðìàöèè çà ñ÷åò ðîñòà ìèêðîïóñòîò.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ñïðàâåäëèâà äî
íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ *ξ=ξ  îáúåìíîãî ñîäåð-
æàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ïðîèñõîäèò
ñòîëü ñèëüíîå îñëàáëåíèå ïðî÷íîñòè ìàòðèöû íåñóùåé ñðå-
äû, ÷òî åå ñêåëåò ðàçðóøàåòñÿ. Äëÿ ôóíêöèé )(è)( ξΦξ   F
ïðèìåì ïðåäïîëîæåíèå:

( )n
F *)()( ξξ=ξΦ=ξ ,   n = const

Óðàâíåíèÿ ìîäåëè (7.16), (7.18) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü
óðàâíåíèÿìè êèíåòèêè ðîñòà ìèêðîïîâðåæäåíèé

),,,( iTf ηξσ=ξ 0
0& , (7.20)

ãäå −ηi  íåêîòîðûå ñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðû (i = 1,2,...).
Êèíåòèêó îáðàçîâàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé ìîæíî ðàçáèòü

íà äâå ñòàäèè, ò.å.

).,(),,,( ξσ+ηξσψ=ξ 0
00

0 fT i
& (7.21)

Ïåðâàÿ ñòàäèÿ � ïðåäâàðèòåëüíûé êèíåòè÷åñêèé ïðîöåññ,
îòâå÷àþùèé îáðàçîâàíèþ ñóáìèêðîïîëîñòåé ðàçìåðîâ ξ

).( λ<<ξ  Íà ýòîé ñòàäèè ïîä äåéñòâèåì ðàñòÿãèâàþùèõ íà-
ïðÿæåíèé σ0 íà èìåþùèõñÿ ñóáìèêðîäåôåêòàõ òâåðäîãî òåëà
( ÷àñòèöû íåðàñòâîðåííûõ ïðèìåñåé, ìåæçåðåííûå ïîâåðõíî-

ñòè è ò.ä.) â ðåçóëüòàòå êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé ïðîèñõî-
äèò íàðóøåíèå ñïëîøíîñòè íåñóùåé ñðåäû, à çàòåì è èõ
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ðàñêðûòèå âìåñòå ñ óæå èìåþùèìèñÿ â èñõîäíîé ñðåäå çàðî-
äûøåâûìè ñóáìèêðîïîëîñòÿìè (ãàçîâûå ïóçûðüêè è ðàêîâè-
íû) îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ .0ξ

Íà âòîðîé ñòàäèè ïðîèñõîäèò ðîñò ìèêðîïîâðåæäåíèé îò
ñóáìèêðîðàçìåðîâ äî íåêîòîðûõ óñòîé÷èâûõ ìèêðîðàçìåðîâ

λ. Îáðàçîâàíèå ìàêðîïîâðåæäåíèÿ ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðà-
ìè l â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè íå äîëæíî ïîíèìàòüñÿ êàê ðîñò
åäèíè÷íîé ìèêðîïîëîñòè îò ðàçìåðà λ äî ðàçìåðà l. Ìàêðî-
ðàçðóøåíèå â äàííîé ìîäåëè äàåò êîëëåêòèâ ìèêðîïîâðåæäå
-
èé ìàñøòàáà λ, êîãäà áóäåò äîñòèãíóò êðèòè÷åñêèé óðîâåíü
óäåëüíîãî îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ VV **

ξ=ξ .  Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ, îäíàêî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψ  ïðàêòè÷åñêè íåò
îïûòíûõ äàííûõ î ïàðàìåòðàõ ðàçðóøåíèÿ íà ñóá- è ìèêðî-
óðîâíÿõ. Èìåþùèéñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë â îñíîâ-
íîì ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðà
ç-
ðóøåíèÿ � äëèíó îòêîëîâøåãîñÿ ñëîÿ, åãî ñêîðîñòü � è ëèøü
î÷åíü íåìíîãèå ðàáîòû ñîäåðæàò ñâåäåíèÿ î ïðåäåëüíûõ ðàç
-
ìåðàõ λ îáðàçóþùèõñÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé. Ïîýòîìó áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî, êîãäà â ìàòðèöå íåñóùåé ñðåäû ðàñòÿãèâàþùåå
íàïðÿæåíèå σ0 ïðåâûøàåò íåêîòîðûé óðîâåíü σL, îáðàçîâàíèå
ìèêðîïîâðåæäåíèé ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî êèíåòèêå

0),( 0 >ξσ−σ=ξ Lf& (7.22)

ïðè ,, *0 ξ<ξσ>σ  L  ãäå ôóíêöèþ f ìîæíî îïðåäåëèòü, ìîäå-
ëèðóÿ óñëîâèÿ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îòêîëó. Ïðè òàêîì

ïîäõîäå ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòè
êîé
ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ. Ïðè 0=ξ  â ìàêðî÷àñòèöå ïîâðåæäàå-
ìîé ñðåäû íàïðÿæåíèå ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì (σ = σ0), à

0)( =ξF . Ñ ðîñòîì îáúåìà ìèêðîïîâðåæäåíèé îñðåäíåííîå
íàïðÿæåíèå σ óìåíüøàåòñÿ è ïðè çíà÷åíèè ,*ξξ =  êîãäà

,1)( =ξF  íàïðÿæåíèå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîëíîìó ðàçðóøåíèþ ìàêðî÷àñòèöû. Ñ ðîñòîì  ξ  äîë-
æåí óìåíüøàòüñÿ è ïîðîãîâûé óðîâåíü ðàçðàçðóøàþùèõ íà-
ïðÿæåíèé σL (ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíåì, íåîáõîäèìûì äëÿ îá-
ðàçîâàíèÿ ïîâðåæäåíèé â ìîíîëèòíîì îáðàçöå). Ìîæíî ïðè-
íÿòü ïî àíàëîãèè ñ (7.17) ,))(( ξ−σ=σ FLL 10  ïîëàãàÿ, ÷òî
â îñëàáëåííîì îáðàçöå äîïîëíèòåëüíûå ïîâðåæäåíèÿ ìîæíî

âûçâàòü óæå ìåíüøèìè ðàñòÿãèâàþùèìè óñèëèÿìè.

Â óðàâíåíèè (7.18) µ è τs � ýôôåêòèâíûå ìîäóëü ñäâèãà
è ïðåäåë òåêó÷åñòè â ìàêðî÷àñòèöå ïîâðåæäàåìîé ñðåäû,
ó÷èòûâàþùèå îñëàáëåíèå ìèêðîïîâðåæäåíèÿìè è ïîýòîìó
ìåíüøèå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ 00

sτµ ,  äëÿ íåïîâ-
ðåæäåííîãî ìàòåðèàëà. Ïîëîæèì, ÷òî îíè çàâèñÿò îò îáúåì-
íîãî ñîäåðæàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé àíàëîãè÷íî âåëè÷èíå σ,
ò.å. )).(()),(( ξ−τ=τξ−µ=µ F F ss 11 00 Òîãäà ñîîòíîøåíèå
(7.18) ñ ó÷åòîì (7.16) è çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû ìîæíî
çàïèñàòü òàê:

, 
r

v





 ξ

ξ−
−

∂
∂

ρ
ρµ=τ &&

1
1

3
4

0

0 (7.19)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè äåâèàòîðà τ0 íåîáõîäè-
ìî ó÷èòûâàòü äåôîðìàöèè çà ñ÷åò ðîñòà ìèêðîïóñòîò.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ñïðàâåäëèâà äî
íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ *ξ=ξ  îáúåìíîãî ñîäåð-
æàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ïðîèñõîäèò
ñòîëü ñèëüíîå îñëàáëåíèå ïðî÷íîñòè ìàòðèöû íåñóùåé ñðå-
äû, ÷òî åå ñêåëåò ðàçðóøàåòñÿ. Äëÿ ôóíêöèé )(è)( ξΦξ   F
ïðèìåì ïðåäïîëîæåíèå:

( )n
F *)()( ξξ=ξΦ=ξ ,   n = const

Óðàâíåíèÿ ìîäåëè (7.16), (7.18) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü
óðàâíåíèÿìè êèíåòèêè ðîñòà ìèêðîïîâðåæäåíèé

),,,( iTf ηξσ=ξ 0
0& , (7.20)

ãäå −ηi  íåêîòîðûå ñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðû (i = 1,2,...).
Êèíåòèêó îáðàçîâàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé ìîæíî ðàçáèòü

íà äâå ñòàäèè, ò.å.

).,(),,,( ξσ+ηξσψ=ξ 0
00

0 fT i
& (7.21)

Ïåðâàÿ ñòàäèÿ � ïðåäâàðèòåëüíûé êèíåòè÷åñêèé ïðîöåññ,
îòâå÷àþùèé îáðàçîâàíèþ ñóáìèêðîïîëîñòåé ðàçìåðîâ ξ

).( λ<<ξ  Íà ýòîé ñòàäèè ïîä äåéñòâèåì ðàñòÿãèâàþùèõ íà-
ïðÿæåíèé σ0 íà èìåþùèõñÿ ñóáìèêðîäåôåêòàõ òâåðäîãî òåëà
( ÷àñòèöû íåðàñòâîðåííûõ ïðèìåñåé, ìåæçåðåííûå ïîâåðõíî-

ñòè è ò.ä.) â ðåçóëüòàòå êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé ïðîèñõî-
äèò íàðóøåíèå ñïëîøíîñòè íåñóùåé ñðåäû, à çàòåì è èõ
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íîñòè. Àíàëèç óñëîâèé îïûòîâ ïîêàçàë, ÷òî ðåàëèçóåìàÿ â
íèõ ñêîðîñòü óäàðà v0 áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé ïîðîãîâîé
ñêîðîñòè vf  äëÿ èñïûòûâàåìûõ ïëàñòèí. Äëÿ îïèñàíèÿ ðàç-
ðóøåíèé â áîëåå øèðîêîì äèàïàçîíå íàãðóæåíèÿ íåîáõîäè-
ìà èíôîðìàöèÿ î ñîóäàðåíèè ïëàñòèí ñ ìåíüøèìè ñêîðîñòÿ-
ìè óäàðà, êîãäà ðåàëèçóþòñÿ ÷àñòè÷íûå ïîâðåæäåíèÿ (v0 < vf )
è íà÷àëüíûé îòêîë ).(

f
vv ≈0

 Íà ðèñ. 7.4, à ïîêàçàí ïîëíûé èìïóëüñ ñæàòèÿ, ñôîðìè-
ðîâàâøèéñÿ â ìèøåíè ïðè èñïûòàíèè ïëàñòèí ñ ðàçìåðàìè
5�10. Íà ýïþðàõ σ(r) ñòðåëêàìè ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ ôðîíòîâ ñæàòèÿ S2 è ðàçðÿæåíèÿ R1.

Ïîñëå âûõîäà ïåðåäíåãî ôðîíòà èìïóëüñà ñæàòèÿ S2 íà
ïðàâóþ ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü ìèøåíè (ýïþðà σ(r) ïðè

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîâðåæäàåìîé ñðåäû áûëà èñïîëü-
çîâàíà â [30] äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà îòêîëüíîãî ðàçðóøå-
íèÿ â æåëåçíûõ îáðàçöàõ.

Ðàçðóøåíèå ïîâðåæäåíèÿìè â àðìêî-æåëåçå õàðàêòåðè-
çóåòñÿ îáðàçîâàíèåì ìèêðîòðåùèí â ôîðìå ïëîñêîãî äèñêà
è õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê õðóïêîå, â îòëè÷èå îò âÿçêîãî ðàçðó
-
øåíèÿ, õàðàêòåðíîãî äëÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ, êàê àëþìèíèé
è ìåäü, ãäå ìèêðîïîâðåæäåíèÿ èìåþò âèä ïî÷òè ñôåðè÷åñ-
êèõ ïîð. Ìèøåíü èç àðìêî-æåëåçà íàãðóæàëàñü óäàðîì àëþ-
ìèíèåâîé ïëàñòèíû ñî ñêîðîñòüþ 600≈  ì/ñ. Îïûòíûì èñïû-
òàíèÿì ïîäâåðãàëèñü òðè ïàðû ïëàñòèí lI � lIII ñ ðàçìåðàìè:
5�10, 2�10, 2�20 ìì, äëÿ êîòîðûõ åìêîñòíîé ìåòîäèêîé ðå-
ãèñòðèðîâàëñÿ ïðîôèëü ñêîðîñòè âíåøíåé ñâîáîäíîé ïîâåð
-
õíîñòè ìèøåíè W(t).

Â ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëîñü íåñêîëüêî âàðè-
àíòîâ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîêàçàâøèõ, ÷òî ñ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûìè äàííûìè ñîãëàñóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êèíåòèêà:

)1(
0

0
ξ+

τσ
σ−σ=ξ
L

L
&

 ïðè Lσ>σ0 ,  *ξ<ξ . (7.23)

Ñîîâåòñòâóþùåå ñîãëàñîâàíèå ðàñ÷åòîâ (ñïëîøíûå ëèíèè)
è ýêñïåðèìåíòîâ (øòðèõîâûå ëèíèè) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 7.3

ïðè  ( ) 210 075081070 ** )(,,,ÃÏà,,ìêñ, ξξ=ξ=ξ=σ=τ FL ,
.0=ξ

Se

Áîëüøîå ðàññîãëàñîâàíèå êðèâûõ 3 äëÿ ìèøåíè äëèíîé
20 ìì âûçâàíî âëèÿíèåì âîëí ðàçãðóçêè ñ áîêîâîé ïîâåðõ-
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íîñòè. Àíàëèç óñëîâèé îïûòîâ ïîêàçàë, ÷òî ðåàëèçóåìàÿ â
íèõ ñêîðîñòü óäàðà v0 áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé ïîðîãîâîé
ñêîðîñòè vf  äëÿ èñïûòûâàåìûõ ïëàñòèí. Äëÿ îïèñàíèÿ ðàç-
ðóøåíèé â áîëåå øèðîêîì äèàïàçîíå íàãðóæåíèÿ íåîáõîäè-
ìà èíôîðìàöèÿ î ñîóäàðåíèè ïëàñòèí ñ ìåíüøèìè ñêîðîñòÿ-
ìè óäàðà, êîãäà ðåàëèçóþòñÿ ÷àñòè÷íûå ïîâðåæäåíèÿ (v0 < vf )
è íà÷àëüíûé îòêîë ).(

f
vv ≈0

 Íà ðèñ. 7.4, à ïîêàçàí ïîëíûé èìïóëüñ ñæàòèÿ, ñôîðìè-
ðîâàâøèéñÿ â ìèøåíè ïðè èñïûòàíèè ïëàñòèí ñ ðàçìåðàìè
5�10. Íà ýïþðàõ σ(r) ñòðåëêàìè ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ ôðîíòîâ ñæàòèÿ S2 è ðàçðÿæåíèÿ R1.

Ïîñëå âûõîäà ïåðåäíåãî ôðîíòà èìïóëüñà ñæàòèÿ S2 íà
ïðàâóþ ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü ìèøåíè (ýïþðà σ(r) ïðè

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîâðåæäàåìîé ñðåäû áûëà èñïîëü-
çîâàíà â [30] äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà îòêîëüíîãî ðàçðóøå-
íèÿ â æåëåçíûõ îáðàçöàõ.

Ðàçðóøåíèå ïîâðåæäåíèÿìè â àðìêî-æåëåçå õàðàêòåðè-
çóåòñÿ îáðàçîâàíèåì ìèêðîòðåùèí â ôîðìå ïëîñêîãî äèñêà
è õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê õðóïêîå, â îòëè÷èå îò âÿçêîãî ðàçðó
-
øåíèÿ, õàðàêòåðíîãî äëÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ, êàê àëþìèíèé
è ìåäü, ãäå ìèêðîïîâðåæäåíèÿ èìåþò âèä ïî÷òè ñôåðè÷åñ-
êèõ ïîð. Ìèøåíü èç àðìêî-æåëåçà íàãðóæàëàñü óäàðîì àëþ-
ìèíèåâîé ïëàñòèíû ñî ñêîðîñòüþ 600≈  ì/ñ. Îïûòíûì èñïû-
òàíèÿì ïîäâåðãàëèñü òðè ïàðû ïëàñòèí lI � lIII ñ ðàçìåðàìè:
5�10, 2�10, 2�20 ìì, äëÿ êîòîðûõ åìêîñòíîé ìåòîäèêîé ðå-
ãèñòðèðîâàëñÿ ïðîôèëü ñêîðîñòè âíåøíåé ñâîáîäíîé ïîâåð
-
õíîñòè ìèøåíè W(t).

Â ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëîñü íåñêîëüêî âàðè-
àíòîâ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîêàçàâøèõ, ÷òî ñ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûìè äàííûìè ñîãëàñóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êèíåòèêà:

)1(
0

0
ξ+

τσ
σ−σ=ξ
L

L
&

 ïðè Lσ>σ0 ,  *ξ<ξ . (7.23)

Ñîîâåòñòâóþùåå ñîãëàñîâàíèå ðàñ÷åòîâ (ñïëîøíûå ëèíèè)
è ýêñïåðèìåíòîâ (øòðèõîâûå ëèíèè) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 7.3

ïðè  ( ) 210 075081070 ** )(,,,ÃÏà,,ìêñ, ξξ=ξ=ξ=σ=τ FL ,
.0=ξ

Se

Áîëüøîå ðàññîãëàñîâàíèå êðèâûõ 3 äëÿ ìèøåíè äëèíîé
20 ìì âûçâàíî âëèÿíèåì âîëí ðàçãðóçêè ñ áîêîâîé ïîâåðõ-
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Ýïþðû )(),( rr ξσ  ïðè t = 2,92 ìêñ ïîêàçûâàþò, ÷òî îáðàçî-
âàíèå ìèêðîïîâðåæäåíèé äàæå â î÷åíü ìàëûõ êîëè÷åñòâàõ
ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîé ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé )(rσ . Â ìî-
ìåíò t = 3,16 ìêñ íà ãëóáèíå l* ïðîèñõîäÿò ðàçðóøåíèå ñêåëåòà
ìàòðèöû ìèøåíè è îáðàçîâàíèå ñêâîçíîé ìàêðîòðåùèíû.

Íà ðèñ. 7.4, à ïîêàçàíû îáëàñòü ïîëíîãî ðàçðóøåíèÿ ìè-
øåíè δ è äëèíà îòëåòàþùåãî ñëîÿ δ*. Çäåñü æå ýïþðàìè )(rσ
ïîêàçàíà äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ ðàçäåëèâøèõñÿ èìïóëüñîâ
ðàñòÿæåíèÿ â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìèøåíè (I) è â îòäåëèâøåìñÿ
ñëîå (II). Ïðè âûõîäå èìïóëüñà ðàñòÿæåíèÿ íà âíåøíþþ
íåïîâðåæäåííóþ ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü FSr ïðîèñõîäèò åãî
îòðàæåíèå â âèäå èìïóëüñà ñæàòèÿ (t = 3,2 è t = 3,6 ìêñ).
Ïðè âîçâðàòíîì äâèæåíèè è îòðàæåíèè èìïóëüñà ñæàòèÿ îò
âíóòðåííåé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ δ*, èìåþùåãî ïî-
âðåæäåííóþ òðåùèíîâàòóþ ñòðóêòóðó, íàáëþäàåòñÿ çàìåò-
íîå îñëàáëåíèå âíîâü îáðàçîâàâøåéñÿ âîëíû ðàñòÿæåíèÿ
(ñì. t = 3,6 è t = 4,0 ìêñ).

Íà ðèñ. 7.6 ñîïîñòàâëåíû ïðîôèëè ðàñòÿãèâàþùèõ íà-
ïðÿæåíèé â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â íàèáîëåå îïàñíîì

t = 2 ìêñ) ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâíèå âîëíû ðàçãðóçêè R2,
äâèæóùåéñÿ íàçàä. Ïîëîæåíèå âñòðå÷íûõ âîëí ðàçðÿæåíèÿ
R1 è R2 ïîêàçàíî ýïþðîé σ(r) ïðè t = 2,4 ìêñ. Âçàèìîäåéñòâèå
âîëí R1 è R2 ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ èìïóëüñà ðàñòÿæå-
íèÿ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü êàê â ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîé ñî-
õðàííîñòè ìèøåíè (σ0S(r) ïóíêòèðíûå ëèíèè), òàê è äëÿ ñëó-
÷àÿ ïîâðåæäàåìîé ñðåäû (øòðèõîâûå ëèíèè, ñì. ýïþðû äëÿ
ìîìåíòîâ âðåìåíè t = 2,92; 2,96; 3,04; 3,08 ìêñ (ðèñ. 7.4, á).
Èç ðèñóíêà  âèäíî, ÷òî îáðàçóþùèåñÿ ìèêðîïîâðåæäåíèÿ
ñèëüíî âëèÿþò íà ïðîöåññ ñîóäàðåíèÿ. Ðîñò îáúåìíîãî óäåëü
-
íîãî ñîäåðæàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé â òå æå ìîìåíòû âðåìå-
íè, ÷òî è íà ðèñ. 7.4, ïîêàçàí íà ðèñ. 7.5.

Ðèñ.7.5

Êàê âèäíî èç ýïþð îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ ïîâðåæäåíèé
(ñì. ðèñ. 7.5), çîíà ïîâðåæäåíèé ëîêàëèçóåòñÿ â ñðåäíåé ÷à-
ñòè ìèøåíè, à íàèáîëåå îïàñíîå ñå÷åíèå íàõîäèòñÿ íà ãëó-
áèíå l* = 6,2 ìì.
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Ýïþðû )(),( rr ξσ  ïðè t = 2,92 ìêñ ïîêàçûâàþò, ÷òî îáðàçî-
âàíèå ìèêðîïîâðåæäåíèé äàæå â î÷åíü ìàëûõ êîëè÷åñòâàõ
ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîé ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé )(rσ . Â ìî-
ìåíò t = 3,16 ìêñ íà ãëóáèíå l* ïðîèñõîäÿò ðàçðóøåíèå ñêåëåòà
ìàòðèöû ìèøåíè è îáðàçîâàíèå ñêâîçíîé ìàêðîòðåùèíû.

Íà ðèñ. 7.4, à ïîêàçàíû îáëàñòü ïîëíîãî ðàçðóøåíèÿ ìè-
øåíè δ è äëèíà îòëåòàþùåãî ñëîÿ δ*. Çäåñü æå ýïþðàìè )(rσ
ïîêàçàíà äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ ðàçäåëèâøèõñÿ èìïóëüñîâ
ðàñòÿæåíèÿ â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìèøåíè (I) è â îòäåëèâøåìñÿ
ñëîå (II). Ïðè âûõîäå èìïóëüñà ðàñòÿæåíèÿ íà âíåøíþþ
íåïîâðåæäåííóþ ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü FSr ïðîèñõîäèò åãî
îòðàæåíèå â âèäå èìïóëüñà ñæàòèÿ (t = 3,2 è t = 3,6 ìêñ).
Ïðè âîçâðàòíîì äâèæåíèè è îòðàæåíèè èìïóëüñà ñæàòèÿ îò
âíóòðåííåé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ δ*, èìåþùåãî ïî-
âðåæäåííóþ òðåùèíîâàòóþ ñòðóêòóðó, íàáëþäàåòñÿ çàìåò-
íîå îñëàáëåíèå âíîâü îáðàçîâàâøåéñÿ âîëíû ðàñòÿæåíèÿ
(ñì. t = 3,6 è t = 4,0 ìêñ).

Íà ðèñ. 7.6 ñîïîñòàâëåíû ïðîôèëè ðàñòÿãèâàþùèõ íà-
ïðÿæåíèé â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â íàèáîëåå îïàñíîì

t = 2 ìêñ) ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâíèå âîëíû ðàçãðóçêè R2,
äâèæóùåéñÿ íàçàä. Ïîëîæåíèå âñòðå÷íûõ âîëí ðàçðÿæåíèÿ
R1 è R2 ïîêàçàíî ýïþðîé σ(r) ïðè t = 2,4 ìêñ. Âçàèìîäåéñòâèå
âîëí R1 è R2 ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ èìïóëüñà ðàñòÿæå-
íèÿ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü êàê â ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîé ñî-
õðàííîñòè ìèøåíè (σ0S(r) ïóíêòèðíûå ëèíèè), òàê è äëÿ ñëó-
÷àÿ ïîâðåæäàåìîé ñðåäû (øòðèõîâûå ëèíèè, ñì. ýïþðû äëÿ
ìîìåíòîâ âðåìåíè t = 2,92; 2,96; 3,04; 3,08 ìêñ (ðèñ. 7.4, á).
Èç ðèñóíêà  âèäíî, ÷òî îáðàçóþùèåñÿ ìèêðîïîâðåæäåíèÿ
ñèëüíî âëèÿþò íà ïðîöåññ ñîóäàðåíèÿ. Ðîñò îáúåìíîãî óäåëü
-
íîãî ñîäåðæàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé â òå æå ìîìåíòû âðåìå-
íè, ÷òî è íà ðèñ. 7.4, ïîêàçàí íà ðèñ. 7.5.

Ðèñ.7.5

Êàê âèäíî èç ýïþð îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ ïîâðåæäåíèé
(ñì. ðèñ. 7.5), çîíà ïîâðåæäåíèé ëîêàëèçóåòñÿ â ñðåäíåé ÷à-
ñòè ìèøåíè, à íàèáîëåå îïàñíîå ñå÷åíèå íàõîäèòñÿ íà ãëó-
áèíå l* = 6,2 ìì.
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ðåíèÿ) ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, îáîçíà÷åí
-
íûå öèôðàìè 1�6 ñîîòâåòñòâåííî äëèíàì ìèøåíåé 5, 10, 20,
25, 30 è 40 ìì. Òî÷êàìè À îáîçíà÷åíû ðàñ÷åòíûå äàííûå,
ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì êèíåòèêè. Èç ðèñ. 7.7 âèäíî,
÷òî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå èìååòñÿ äëÿ ýêñïåðèìåí
-
òîâ 4, 5 è 6, íåñêîëüêî õóäøåå (ïî âåëè÷èíå δ* ) äëÿ ýêñïå-
ðèìåíòà 3 è çíà÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ 1
è 2. Òî÷êàìè Â îòìå÷åíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ áåç ó÷åòà
êèíåòèêè ïî ñõåìå ìãíîâåííîãî îòêîëà ïðè ðàçíûõ σ* (îò 2
äî 10 ÃÏà). Ýòè ðàñ÷åòíûå äàííûå, â îòëè÷èå îò ïîëó÷åííûõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì êèíåòèêè ðàçðóøåíèÿ, õîðîøî êîððåëèðó-
þò ñ ýêñïåðèìåíòàìè 1 è 2, õóæå ñ 3 è ñîâñåì ïëîõî ñ 4, 5
è 6. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ýêñïåðèìåíòà 1, ãäå íàáëþ-
äàåòñÿ ãëàäêèé îòêîë, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðè ðàçíûõ σ*

(ñì. òî÷êè Â) îêàçàëèñü î÷åíü áëèçêèìè äðóã ê äðóãó, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î ëîêàëèçàöèè îáëàñòè ðîñòà ðàñòÿãèâàþ
ùèõ
íàïðÿæåíèé. Îòêîë, áëèçêèé ê ãëàäêîìó, èìåë ìåñòî â ýêñïå-
ðèìåíòå 2; â áîëåå äëèííûõ ìèøåíÿõ (ýêñïåðèìåíòû 3�6)
îòêîëû ñîïðîâîæäàëèñü îáðàçîâàíèåì ìèêðîïîâðåæäåíèé.
Â ïåðâûõ äâóõ ýêñïåðèìåíòàõ îöåíêà σ* ïî ðàñ÷åòàì äàåò âå-
ëè÷èíó 6 ÃÏà, äëÿ òðåòüåãî � 3 ÃÏà è äëÿ îñòàëüíûõ � 2 ÃÏà.

Ïðèâåäåííûå ôàêòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî õîòÿ ñõå-
ìàòèçàöèÿ ìãíîâåííîãî îòêîëà íå îòðàæàåò ñóùåñòâà ïðîöå
ñ-
ñîâ íàêîïëåíèÿ è îáðàçîâàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé, òåì íå
ìåíåå ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå σ* âïîëíå ïðèãîäíà äëÿ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìåñòà îòêîëà ïðè óäàðíîì íàãðóæåíèè.

Ñîïîñòàâëåíèå íà ðèñ. 7.7 äàííûõ è èõ àíàëèç äàþò ñäå-
ëàòü âûâîä, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ðåæèìû îòêîëà � êèíåòè-
÷åñêèé è ìãíîâåííûé � äîëæíû áûòü âçàèìîñâÿçàíû, ïðè÷åì
ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ðàñòÿãèâàþùåãî èìïóëüñà îòðûâ-
íîé ðåæèì äîëæåí ÿâëÿòüñÿ àñèìïòîòèêîé äëÿ êèíåòè÷åñêîã
î.

Òàêèì îáðàçîì, êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçðóøåíèÿ ïîçâî-
ëÿþò äîñòàòî÷íî ïîëíî ó÷åñòü íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé è èõ

ýâîëþöèþ â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ âïëîòü äî ðàçäåëåíèÿ îáðà
ç-
öà íà ÷àñòè è âîçíèêíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïîâòîðíîãî îòêî
-
ëà, íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ. Ýòî ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü
ìîäåëè ðàçðóøåíèÿ äëÿ äâóõ- è òðåõìåðíîãî íàãðóæåíèÿ.

ñå÷åíèè r = l* = 6,2 ìì. Øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèåé èçîáðàæåí
ïðîôèëü èñòèííîãî íàïðÿæåíèÿ σ0S(t) â íåðàçðóøàåìîì ìàòå-
ðèàëå; òîíêîé ñïëîøíîé ëèíèåé � çíà÷åíèÿ èñòèííûõ íàïðÿ-
æåíèé σ0(t), ðåàëèçóþùèõñÿ â ìàòðèöå ïîâðåæäàåìîé ñðåäû;
óòîëùåííîé ëèíèåé � ïðîôèëü ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ σ(t) â
ìàêðî÷àñòèöå ñ ó÷åòîì îñëàáëÿþùåãî âêëàäà ïîâðåæäåíèé.
Èìåííî â ñå÷åíèè, ãäå ðåàëèçóåòñÿ ìàêñèìóì íà ýïþðàõ

)(rξ , íàïðÿæåíèå σ(t) ïàäàåò è ïðè *ξ=ξ  ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì
íóëþ, õîòÿ èñòèííîå íàïðÿæåíèå σ0(t) â ìèêðîîáúåìå ìàòðè-
öû ïîâðåæäàåìîé ñðåäû â ýòîò ìîìåíò îòëè÷íî îò íóëÿ.
Â öåëîì ïðè çàòóõàíèè σ0(t) èìååòñÿ íåêîòîðîå çàïàçäûâàíèå
âî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî σ(t).

Ðàññìîòðèì ñåðèþ îïûòîâ, â êîòîðîé ìèøåíü èç ñòàëè
ìàðêè Ñò.3 ðàçëè÷íîé äëèíû (lII = 5; 10; 20; 25; 30; 40 ìì)
íàãðóæàëàñü ñòàëüíûì óäàðíèêîì (lI = 1,06 ìì, v0 = 960 ì/c).
Íà ðèñ. 7.7 ïðÿìîóãîëüíèêàìè (ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòè èçìå-

  ÃËÀÂÀ 7. ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß ÒÂÅÐÄÛÕ ÒÅË... § 7.2. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÏÎÂÐÅÆÄÀÅÌÎÉ ÑÐÅÄÅ

1 Ðûáàêîâ À.Ï. ÆÏÌÒÔ. 1977. ¹ 1. Ñ. 151�153.
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ðåíèÿ) ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, îáîçíà÷åí
-
íûå öèôðàìè 1�6 ñîîòâåòñòâåííî äëèíàì ìèøåíåé 5, 10, 20,
25, 30 è 40 ìì. Òî÷êàìè À îáîçíà÷åíû ðàñ÷åòíûå äàííûå,
ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì êèíåòèêè. Èç ðèñ. 7.7 âèäíî,
÷òî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå èìååòñÿ äëÿ ýêñïåðèìåí
-
òîâ 4, 5 è 6, íåñêîëüêî õóäøåå (ïî âåëè÷èíå δ* ) äëÿ ýêñïå-
ðèìåíòà 3 è çíà÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ 1
è 2. Òî÷êàìè Â îòìå÷åíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ áåç ó÷åòà
êèíåòèêè ïî ñõåìå ìãíîâåííîãî îòêîëà ïðè ðàçíûõ σ* (îò 2
äî 10 ÃÏà). Ýòè ðàñ÷åòíûå äàííûå, â îòëè÷èå îò ïîëó÷åííûõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì êèíåòèêè ðàçðóøåíèÿ, õîðîøî êîððåëèðó-
þò ñ ýêñïåðèìåíòàìè 1 è 2, õóæå ñ 3 è ñîâñåì ïëîõî ñ 4, 5
è 6. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ýêñïåðèìåíòà 1, ãäå íàáëþ-
äàåòñÿ ãëàäêèé îòêîë, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðè ðàçíûõ σ*

(ñì. òî÷êè Â) îêàçàëèñü î÷åíü áëèçêèìè äðóã ê äðóãó, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î ëîêàëèçàöèè îáëàñòè ðîñòà ðàñòÿãèâàþ
ùèõ
íàïðÿæåíèé. Îòêîë, áëèçêèé ê ãëàäêîìó, èìåë ìåñòî â ýêñïå-
ðèìåíòå 2; â áîëåå äëèííûõ ìèøåíÿõ (ýêñïåðèìåíòû 3�6)
îòêîëû ñîïðîâîæäàëèñü îáðàçîâàíèåì ìèêðîïîâðåæäåíèé.
Â ïåðâûõ äâóõ ýêñïåðèìåíòàõ îöåíêà σ* ïî ðàñ÷åòàì äàåò âå-
ëè÷èíó 6 ÃÏà, äëÿ òðåòüåãî � 3 ÃÏà è äëÿ îñòàëüíûõ � 2 ÃÏà.

Ïðèâåäåííûå ôàêòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî õîòÿ ñõå-
ìàòèçàöèÿ ìãíîâåííîãî îòêîëà íå îòðàæàåò ñóùåñòâà ïðîöå
ñ-
ñîâ íàêîïëåíèÿ è îáðàçîâàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé, òåì íå
ìåíåå ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå σ* âïîëíå ïðèãîäíà äëÿ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìåñòà îòêîëà ïðè óäàðíîì íàãðóæåíèè.

Ñîïîñòàâëåíèå íà ðèñ. 7.7 äàííûõ è èõ àíàëèç äàþò ñäå-
ëàòü âûâîä, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ðåæèìû îòêîëà � êèíåòè-
÷åñêèé è ìãíîâåííûé � äîëæíû áûòü âçàèìîñâÿçàíû, ïðè÷åì
ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ðàñòÿãèâàþùåãî èìïóëüñà îòðûâ-
íîé ðåæèì äîëæåí ÿâëÿòüñÿ àñèìïòîòèêîé äëÿ êèíåòè÷åñêîã
î.

Òàêèì îáðàçîì, êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçðóøåíèÿ ïîçâî-
ëÿþò äîñòàòî÷íî ïîëíî ó÷åñòü íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé è èõ

ýâîëþöèþ â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ âïëîòü äî ðàçäåëåíèÿ îáðà
ç-
öà íà ÷àñòè è âîçíèêíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïîâòîðíîãî îòêî
-
ëà, íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ. Ýòî ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü
ìîäåëè ðàçðóøåíèÿ äëÿ äâóõ- è òðåõìåðíîãî íàãðóæåíèÿ.

ñå÷åíèè r = l* = 6,2 ìì. Øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèåé èçîáðàæåí
ïðîôèëü èñòèííîãî íàïðÿæåíèÿ σ0S(t) â íåðàçðóøàåìîì ìàòå-
ðèàëå; òîíêîé ñïëîøíîé ëèíèåé � çíà÷åíèÿ èñòèííûõ íàïðÿ-
æåíèé σ0(t), ðåàëèçóþùèõñÿ â ìàòðèöå ïîâðåæäàåìîé ñðåäû;
óòîëùåííîé ëèíèåé � ïðîôèëü ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ σ(t) â
ìàêðî÷àñòèöå ñ ó÷åòîì îñëàáëÿþùåãî âêëàäà ïîâðåæäåíèé.
Èìåííî â ñå÷åíèè, ãäå ðåàëèçóåòñÿ ìàêñèìóì íà ýïþðàõ

)(rξ , íàïðÿæåíèå σ(t) ïàäàåò è ïðè *ξ=ξ  ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì
íóëþ, õîòÿ èñòèííîå íàïðÿæåíèå σ0(t) â ìèêðîîáúåìå ìàòðè-
öû ïîâðåæäàåìîé ñðåäû â ýòîò ìîìåíò îòëè÷íî îò íóëÿ.
Â öåëîì ïðè çàòóõàíèè σ0(t) èìååòñÿ íåêîòîðîå çàïàçäûâàíèå
âî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî σ(t).

Ðàññìîòðèì ñåðèþ îïûòîâ, â êîòîðîé ìèøåíü èç ñòàëè
ìàðêè Ñò.3 ðàçëè÷íîé äëèíû (lII = 5; 10; 20; 25; 30; 40 ìì)
íàãðóæàëàñü ñòàëüíûì óäàðíèêîì (lI = 1,06 ìì, v0 = 960 ì/c).
Íà ðèñ. 7.7 ïðÿìîóãîëüíèêàìè (ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòè èçìå-

  ÃËÀÂÀ 7. ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß ÒÂÅÐÄÛÕ ÒÅË... § 7.2. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÏÎÂÐÅÆÄÀÅÌÎÉ ÑÐÅÄÅ

1 Ðûáàêîâ À.Ï. ÆÏÌÒÔ. 1977. ¹ 1. Ñ. 151�153.
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Çäåñü p
ij

e
ijij εεσ ,,  � íàïðÿæåíèÿ, óïðóãèå è íåóïðóãèå (âÿç-

êîïëàñòè÷åñêèå) äåôîðìàöèè ñîîòâåòñòâåííî ( ,ijijij S+σδ=σ
3kkσ=σ ), ïðè ýòîì ïîëíûå äåôîðìàöèè ijε  ñêëàäûâàþòñÿ

èç óïðóãèõ e
ijε  è íåóïðóãèõ e

ijε ; T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà;
q
r

 � òåïëîâîé ïîòîê; ρ  � ïëîòíîñòü; −≥Γ 0  ïàðàìåòð äåôîð-
ìàöèîííîé àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà; *

* ,,,,, uSCDA σΛ  � êîí-
ñòàíòû ìàòåðèàëà, ñâÿçàííûå ñ ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñò
è;

0000 ,,, YK ηµ  � îáúåìíûé ìîäóëü, ìîäóëü ñäâèãà, äèíàìè÷å-
ñêàÿ âÿçêîñòü è ñòàòè÷åñêèé ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ïðîñòîì ðàñ-
òÿæåíèè äëÿ íåïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâåííî; σc  �
òåïëîìêîñòü ïðè ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèÿõ; vα  � êîýôôèöèåíò

§ 7.3 Модели континуального разрушения

Ââåäåíèå ïàðàìåòðîâ ïîâðåæäåííîñòè â ñèñòåìó âíóò-
ðåííèõ ïåðåìåííûõ è èñïîëüçîâàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû äåëàåò âîçìîæíûì
ïîñòðîåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêè êîððåêòíûõ ñâÿçàííûõ ìîäå-

ëåé ïîâðåæäàåìûõ òâåðäûõ òåë. Îäíà èç òàêèõ ìîäåëåé ðàç-
âèâàëàñü ó÷åíèêàìè Õ.À. Ðàõìàòóëèíà (ñì. [44�52] è ïðèâå-
äåííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ). Íèæå ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü ñðå-
äû ñ íàêîïëåíèåì ïîâðåæäåíèé � òåðìîóïðóãîâÿçêîïëàñòè-
÷åñêàÿ ìîäåëü ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñòè, êîòî-
ðàÿ ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ìèêðîðàçðóøåíèå êàê íàêîïëåíèå

ìèêðîäåôåêòîâ òèïà ïîð â îáëàñòÿõ èíòåíñèâíîãî ðàñòÿæå-
íèÿ è èõ çàëå÷èâàíèå ïðè ñæàòèè, òàê è ðàçðóøåíèå ñäâèãîì
[46�48]. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ïî-
âðåæäåííîñòè ijω .

Ìîäåëü áûëà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïèñàíèÿ ìèêðîðàçðó-
øåíèé äâóõ òèïîâ:

• âÿçêîãî ñ îáðàçîâàíèåì ìèêðîïîð ñôåðè÷åñêîé ôîðìû;
• ïëàñòè÷åñêîãî ñ îáðàçîâàíèåì ïîëîñ àäèàáàòè÷åñêîãî

ñäâèãà.
Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ïîâðåæäåííîñòè áûëè âûáðàíû

äâà èíâàðèàíòà òåíçîðà ijω : ñêàëÿðû 3kkω=ω  � îáúåìíàÿ

ïîâðåæäåííîñòü è ijij ω′ω′=α  � èíòåíñèâíîñòü äåâèàòîðà

òåíçîðà ïîâðåæäåííîñòè )( ijijij  ωδ−ω=ω′ . Ïðè ýòîì ñ÷èòà-
ëîñü, ÷òî ïàðàìåòð ω  îïèñûâàåò íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé
òèïà ìèêðîïîð â îáëàñòÿõ èíòåíñèâíîãî ðàñòÿæåíèÿ, êîòî-
ðûå ìîãóò çàëå÷èâàòüñÿ ïðè ñæàòèè, à ïàðàìåòð α îïèñûâàåò
ñäâèãîâîå ðàçðóøåíèå.

Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ïàðàìåòð ω  êàê îòíîñèòåëüíîå
óìåíüøåíèå ýôôåêòèâíîé ïëîùàäè, íåñóùåé íàãðóçêó, âñëåä-
ñòâèå ïîÿâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ âíóòðè îáðàçöà ìèêðîïîð
.
Ïàðàìåòð ω  ìîæíî ñ÷èòàòü îáúåìíûì ñîäåðæàíèåì ìèêðî-
ïîð â ìàòåðèàëå. Â íåïîâðåæäåííîì ìàòåðèàëå 0=α=ω , ñ
íàêîïëåíèåì ïîâðåæäåíèé âåëè÷èíû ω  è α ðàñòóò, îñòàâàÿñü
ìåíüøå 1.

Ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé ìîäåëè ñðåäû èìååò
ñëåäóþùèé âèä [48, 49]:

  ÃËÀÂÀ 7. ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß ÒÂÅÐÄÛÕ ÒÅË... § 7.3. ÌÎÄÅËÈ ÊÎÍÒÈÍÓÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß



561560

,
2

,)(
00

0 α
σ∂
ψ∂+

µ
=ω

σ∂
ϕ∂Λ+−α+σ=ε ∫∫

αω

 dA
S

 edTT
K ij

ije
ijvkk

,
3
23

2

2





 −

−

η
=ε YSH

S

YSS
u

u

uijp
ij
&

),(
4

)(
4

11
),(

00

**

σ−σ
η

σ−σω+σ−σ
η

σ−σω+

+


 σ−
ω−

σ


 σ−
ω−

σ=σωϕ=ω

−
−

+
+

HH

HB&

,ln
3
2,ln

3
2

00 ω=σω−=σ −+ YY

,
)1()1()1()1(

),,( ** 


 −
α−ω−


 −

α−ω−
=αωψ=α u

u
u

u
u S

S
HS

S
CS&

),1)(1(),1)(1(

),1)(1(),1(

00

00

α−ω−=α−ω−η=η

α−ω−µ=µω−=

Y Y

  KK

,grad,div22 Tkq qATTc p
ijijv −=−α+ωΛ+ετ=σα+ρ σ

rr
&&&&

, p
ijijijijiju S SSS εΓ+=τ= .
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e
ijij εεσ ,,  � íàïðÿæåíèÿ, óïðóãèå è íåóïðóãèå (âÿç-

êîïëàñòè÷åñêèå) äåôîðìàöèè ñîîòâåòñòâåííî ( ,ijijij S+σδ=σ
3kkσ=σ ), ïðè ýòîì ïîëíûå äåôîðìàöèè ijε  ñêëàäûâàþòñÿ

èç óïðóãèõ e
ijε  è íåóïðóãèõ e

ijε ; T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà;
q
r

 � òåïëîâîé ïîòîê; ρ  � ïëîòíîñòü; −≥Γ 0  ïàðàìåòð äåôîð-
ìàöèîííîé àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà; *

* ,,,,, uSCDA σΛ  � êîí-
ñòàíòû ìàòåðèàëà, ñâÿçàííûå ñ ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñò
è;

0000 ,,, YK ηµ  � îáúåìíûé ìîäóëü, ìîäóëü ñäâèãà, äèíàìè÷å-
ñêàÿ âÿçêîñòü è ñòàòè÷åñêèé ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ïðîñòîì ðàñ-
òÿæåíèè äëÿ íåïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâåííî; σc  �
òåïëîìêîñòü ïðè ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèÿõ; vα  � êîýôôèöèåíò

§ 7.3 Модели континуального разрушения

Ââåäåíèå ïàðàìåòðîâ ïîâðåæäåííîñòè â ñèñòåìó âíóò-
ðåííèõ ïåðåìåííûõ è èñïîëüçîâàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû äåëàåò âîçìîæíûì
ïîñòðîåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêè êîððåêòíûõ ñâÿçàííûõ ìîäå-

ëåé ïîâðåæäàåìûõ òâåðäûõ òåë. Îäíà èç òàêèõ ìîäåëåé ðàç-
âèâàëàñü ó÷åíèêàìè Õ.À. Ðàõìàòóëèíà (ñì. [44�52] è ïðèâå-
äåííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ). Íèæå ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü ñðå-
äû ñ íàêîïëåíèåì ïîâðåæäåíèé � òåðìîóïðóãîâÿçêîïëàñòè-
÷åñêàÿ ìîäåëü ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñòè, êîòî-
ðàÿ ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ìèêðîðàçðóøåíèå êàê íàêîïëåíèå

ìèêðîäåôåêòîâ òèïà ïîð â îáëàñòÿõ èíòåíñèâíîãî ðàñòÿæå-
íèÿ è èõ çàëå÷èâàíèå ïðè ñæàòèè, òàê è ðàçðóøåíèå ñäâèãîì
[46�48]. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ïî-
âðåæäåííîñòè ijω .

Ìîäåëü áûëà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïèñàíèÿ ìèêðîðàçðó-
øåíèé äâóõ òèïîâ:

• âÿçêîãî ñ îáðàçîâàíèåì ìèêðîïîð ñôåðè÷åñêîé ôîðìû;
• ïëàñòè÷åñêîãî ñ îáðàçîâàíèåì ïîëîñ àäèàáàòè÷åñêîãî

ñäâèãà.
Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ïîâðåæäåííîñòè áûëè âûáðàíû

äâà èíâàðèàíòà òåíçîðà ijω : ñêàëÿðû 3kkω=ω  � îáúåìíàÿ

ïîâðåæäåííîñòü è ijij ω′ω′=α  � èíòåíñèâíîñòü äåâèàòîðà

òåíçîðà ïîâðåæäåííîñòè )( ijijij  ωδ−ω=ω′ . Ïðè ýòîì ñ÷èòà-
ëîñü, ÷òî ïàðàìåòð ω  îïèñûâàåò íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé
òèïà ìèêðîïîð â îáëàñòÿõ èíòåíñèâíîãî ðàñòÿæåíèÿ, êîòî-
ðûå ìîãóò çàëå÷èâàòüñÿ ïðè ñæàòèè, à ïàðàìåòð α îïèñûâàåò
ñäâèãîâîå ðàçðóøåíèå.

Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ïàðàìåòð ω  êàê îòíîñèòåëüíîå
óìåíüøåíèå ýôôåêòèâíîé ïëîùàäè, íåñóùåé íàãðóçêó, âñëåä-
ñòâèå ïîÿâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ âíóòðè îáðàçöà ìèêðîïîð
.
Ïàðàìåòð ω  ìîæíî ñ÷èòàòü îáúåìíûì ñîäåðæàíèåì ìèêðî-
ïîð â ìàòåðèàëå. Â íåïîâðåæäåííîì ìàòåðèàëå 0=α=ω , ñ
íàêîïëåíèåì ïîâðåæäåíèé âåëè÷èíû ω  è α ðàñòóò, îñòàâàÿñü
ìåíüøå 1.

Ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé ìîäåëè ñðåäû èìååò
ñëåäóþùèé âèä [48, 49]:

  ÃËÀÂÀ 7. ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß ÒÂÅÐÄÛÕ ÒÅË... § 7.3. ÌÎÄÅËÈ ÊÎÍÒÈÍÓÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß
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àëå � íîâûõ ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé) ïðåäëàãàåòñÿ ýíòðî-
ïèéíûé êðèòåðèé ïðåäåëüíîé óäåëüíîé äèññèïàöèè [44, 52]:
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 � âðåìÿ íà÷àëà ðàçðóøåíèÿ; D

*
 � êîíñòàíòà ìàòåðèàëà

(ïðåäåëüíàÿ óäåëüíàÿ äèññèïàöèÿ); dÌ � ìåõàíè÷åñêàÿ äèññè-
ïàöèÿ; df � äèññèïàöèÿ êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ; dÒ �
òåðìè÷åñêàÿ äèññèïàöèÿ (â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷å
ñ-
êîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå).

Ïðè ïîÿâëåíèè â òåëå çîí áîëüøèõ ðàñòÿãèâàþùèõ íà-
ïðÿæåíèé, êàê, íàïðèìåð, â çàäà÷å ïëîñêîãî ñîóäàðåíèÿ ïëà-
ñòèí ñ îòêîëüíûì ðàçðóøåíèåì [44], îñíîâíîé âêëàä â äèñ-
ñèïàöèþ D äàåò ÷ëåí 2ωΛ &  èç df è dÌ. Â ñëó÷àå ðàçâèòîãî
ñäâèãîâîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïî òèïó îáðàçîâàíèÿ ïî
-
ëîñ àäèàáàòè÷åñêîãî ñäâèãà òàê æå, êàê â çàäà÷å âûáèâàíèÿ

«ïðîáêè» èç ïðåãðàäû óäàðíèêîì ñ ïëîñêèì ïåðåäíèì ñðå-
çîì, îñíîâíîé âêëàä â äèññèïàöèþ D äàþò ÷ëåíû 2α&A  èç df ,
dÌ è dÒ . Â íåêîòîðîé òî÷êå ìàòåðèàëà, ãäå âûïîëíÿåòñÿ êðè-
òåðèé ðàçðóøåíèÿ, äîëæíà çàðîäèòüñÿ ìàêðîòðåùèíà, íîâàÿ
ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ï
î
òåëó. Çàäà÷à ðàñ÷åòà äàëüíåéøåãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðó-
øåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðîáëåìîé âû÷èñëèòåëü
-
íîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.

Ìåòîäû ðàñ÷åòà êîíñòàíò ìîäåëåé ïîâðåæäàåìûõ ñðåä. Â
ìîäåëè òàêèõ ñðåä âõîäÿò «íåñòàíäàðòíûå» êîíñòàíòû, ñâÿç
àí-
íûå ñ ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñòè è ïîäëåæàùèå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîìó îïðåäåëåíèþ. Â ìîäåëÿõ ñ îäíèì ïàðàìåòðîì
ïîâðåæäåííîñòè [44, 52] òàêèõ êîíñòàíò òðè. Êðîìå òîãî, ÷åò-
âåðòîé íåèçâåñòíîé êîíñòàíòîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíàÿ óäåë
üíàÿ
äèññèïàöèÿ D

* 
. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä, îñ-

íîâàííûé íà ÷èñëåííîì è ôèçè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåñ
-
ñà ïëîñêîãî ñîóäàðåíèÿ ïëàñòèí ñ îòêîëüíûì ðàçðóøåíèåì [4
4,
52, 53]. Äëÿ ìîäåëè ïîðèñòîé ñðåäû, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ îïè-
ñàíèÿ äèíàìèêè òâåðäûõ òîïëèâ è ÂÂ, ïðèâëåêàëàñü òàêæå
çàäà÷à îá óäàðíîì ñæàòèè ãàçîíàïîëíåííîé ìèêðîïîðû [53].

îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ; k � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè;
H(x) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà; òî÷êà íàä ñèìâîëîì
îçíà÷àåò ìàòåðèàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè.

Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îáúåìíîé ïîâðåæäåííîñòè
ω  ñîñòîèò èç òðåõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå èìååò âèä óðàâíåíèÿ
Òóëåðà � Áó÷åðà è îïèñûâàåò ñòàäèþ çàðîæäåíèÿ è íà÷àëü-
íîãî ðîñòà îáúåìíîé ïîâðåæäåííîñòè ω . Çàòåì, ïî ìåðå íà-
êîïëåíèÿ ω , âêëþ÷àåòñÿ âòîðîé ÷ëåí, êîòîðûé îïèñûâàåò
âÿçêèé ðîñò ïîð â îáëàñòÿõ ðàñòÿæåíèÿ ìàòåðèàëà. Òðåòèé
÷ëåí îïèñûâàåò âÿçêîïëàñòè÷åñêîå çàòåêàíèå ïîð ïðè ñæà-
òèè ìàòåðèàëà [46].

Îòìåòèì, ÷òî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ω  áåç ïåðâîãî
÷ëåíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äèíàìèêè îäíîé ñôå-
ðè÷åñêîé ïîðû âíóòðåííåãî ðàäèóñà a è âíåøíåãî ðàäèóñà b
â âÿçêîïëàñòè÷åñêîì íåñæèìàåìîì ìàòåðèàëå ïðè 3)( ba=ω .

Ïðåäåë òåêó÷åñòè Y0, ìîäóëü ñäâèãà 0µ  è äèíàìè÷åñêàÿ
âÿçêîñòü 0η  ìîãóò çàâèñåòü îò òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ, äðó-
ãèõ ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð êàê â ìîäåëè Øòåéí-
áåðãà � Ãóèíàíà [44, 46].

Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ìîäåëè óï-
ðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû òèïà Ñîêîëîâñêîãî � Ïýæè-
íû. Îíà ó÷èòûâàåò òåïëîâûå ýôôåêòû, ïîÿâëåíèå è íàêîïëå-
íèå ïîâðåæäåíèé â îáëàñòÿõ èíòåíñèâíîãî ðàñòÿæåíèÿ è èõ
çàëå÷èâàíèå ïðè ñæàòèè, à òàêæå íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé
ïðè ñäâèãå. Ìåõàíè÷åñêèå, ñòðóêòóðíûå è òåïëîâûå ïðîöåñ-
ñû âçàèìîñâÿçàííû.

Äðóãîé âàðèàíò ìîäåëè ïîâðåæäàåìîé ñðåäû � ìîäåëü
ïîâðåæäàåìîé òåðìîóïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû, â îñíîâó
êîòîðîé ïîëîæåíà òåîðèÿ òå÷åíèÿ òèïà Ïðàíäòëÿ � Ðåéñà ñ
óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìèçåñà. Â ýòîì ñëó÷àå òðåòüå óðàâíå
-
íèå èç âûøå âûïèñàííîé ñèñòåìû çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùèå:

.
3
2

,2)( 2
00 Y e ijijijijij ≤τ′τ′µ=τ′λ+τ′ ∇

&

Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ òàêèå æå, êàê â ïåðâîé ìîäåëè. Çíà÷-
êîì ∇  îáîçíà÷åíà ÿóìàíîâñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.

Êðèòåðèé íà÷àëà ìàêðîðàçðóøåíèÿ. Ðàçâèòèå èíòåíñèâ-
íîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, íàêîïëåíèå ìèêðîñòðóêòóðíû
õ
ïîâðåæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäðàçðóøåíèåì ìàòåðèàëà. Â êà÷å-
ñòâå íà÷àëà ìàêðîðàçðóøåíèÿ (ïîÿâëåíèÿ òðåùèí â ìàòåðè-
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àëå � íîâûõ ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé) ïðåäëàãàåòñÿ ýíòðî-
ïèéíûé êðèòåðèé ïðåäåëüíîé óäåëüíîé äèññèïàöèè [44, 52]:
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 � âðåìÿ íà÷àëà ðàçðóøåíèÿ; D

*
 � êîíñòàíòà ìàòåðèàëà

(ïðåäåëüíàÿ óäåëüíàÿ äèññèïàöèÿ); dÌ � ìåõàíè÷åñêàÿ äèññè-
ïàöèÿ; df � äèññèïàöèÿ êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ; dÒ �
òåðìè÷åñêàÿ äèññèïàöèÿ (â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷å
ñ-
êîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå).

Ïðè ïîÿâëåíèè â òåëå çîí áîëüøèõ ðàñòÿãèâàþùèõ íà-
ïðÿæåíèé, êàê, íàïðèìåð, â çàäà÷å ïëîñêîãî ñîóäàðåíèÿ ïëà-
ñòèí ñ îòêîëüíûì ðàçðóøåíèåì [44], îñíîâíîé âêëàä â äèñ-
ñèïàöèþ D äàåò ÷ëåí 2ωΛ &  èç df è dÌ. Â ñëó÷àå ðàçâèòîãî
ñäâèãîâîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïî òèïó îáðàçîâàíèÿ ïî
-
ëîñ àäèàáàòè÷åñêîãî ñäâèãà òàê æå, êàê â çàäà÷å âûáèâàíèÿ

«ïðîáêè» èç ïðåãðàäû óäàðíèêîì ñ ïëîñêèì ïåðåäíèì ñðå-
çîì, îñíîâíîé âêëàä â äèññèïàöèþ D äàþò ÷ëåíû 2α&A  èç df ,
dÌ è dÒ . Â íåêîòîðîé òî÷êå ìàòåðèàëà, ãäå âûïîëíÿåòñÿ êðè-
òåðèé ðàçðóøåíèÿ, äîëæíà çàðîäèòüñÿ ìàêðîòðåùèíà, íîâàÿ
ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ï
î
òåëó. Çàäà÷à ðàñ÷åòà äàëüíåéøåãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðó-
øåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðîáëåìîé âû÷èñëèòåëü
-
íîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.

Ìåòîäû ðàñ÷åòà êîíñòàíò ìîäåëåé ïîâðåæäàåìûõ ñðåä. Â
ìîäåëè òàêèõ ñðåä âõîäÿò «íåñòàíäàðòíûå» êîíñòàíòû, ñâÿç
àí-
íûå ñ ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñòè è ïîäëåæàùèå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîìó îïðåäåëåíèþ. Â ìîäåëÿõ ñ îäíèì ïàðàìåòðîì
ïîâðåæäåííîñòè [44, 52] òàêèõ êîíñòàíò òðè. Êðîìå òîãî, ÷åò-
âåðòîé íåèçâåñòíîé êîíñòàíòîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíàÿ óäåë
üíàÿ
äèññèïàöèÿ D

* 
. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä, îñ-

íîâàííûé íà ÷èñëåííîì è ôèçè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåñ
-
ñà ïëîñêîãî ñîóäàðåíèÿ ïëàñòèí ñ îòêîëüíûì ðàçðóøåíèåì [4
4,
52, 53]. Äëÿ ìîäåëè ïîðèñòîé ñðåäû, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ îïè-
ñàíèÿ äèíàìèêè òâåðäûõ òîïëèâ è ÂÂ, ïðèâëåêàëàñü òàêæå
çàäà÷à îá óäàðíîì ñæàòèè ãàçîíàïîëíåííîé ìèêðîïîðû [53].

îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ; k � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè;
H(x) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà; òî÷êà íàä ñèìâîëîì
îçíà÷àåò ìàòåðèàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè.

Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îáúåìíîé ïîâðåæäåííîñòè
ω  ñîñòîèò èç òðåõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå èìååò âèä óðàâíåíèÿ
Òóëåðà � Áó÷åðà è îïèñûâàåò ñòàäèþ çàðîæäåíèÿ è íà÷àëü-
íîãî ðîñòà îáúåìíîé ïîâðåæäåííîñòè ω . Çàòåì, ïî ìåðå íà-
êîïëåíèÿ ω , âêëþ÷àåòñÿ âòîðîé ÷ëåí, êîòîðûé îïèñûâàåò
âÿçêèé ðîñò ïîð â îáëàñòÿõ ðàñòÿæåíèÿ ìàòåðèàëà. Òðåòèé
÷ëåí îïèñûâàåò âÿçêîïëàñòè÷åñêîå çàòåêàíèå ïîð ïðè ñæà-
òèè ìàòåðèàëà [46].

Îòìåòèì, ÷òî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ω  áåç ïåðâîãî
÷ëåíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äèíàìèêè îäíîé ñôå-
ðè÷åñêîé ïîðû âíóòðåííåãî ðàäèóñà a è âíåøíåãî ðàäèóñà b
â âÿçêîïëàñòè÷åñêîì íåñæèìàåìîì ìàòåðèàëå ïðè 3)( ba=ω .

Ïðåäåë òåêó÷åñòè Y0, ìîäóëü ñäâèãà 0µ  è äèíàìè÷åñêàÿ
âÿçêîñòü 0η  ìîãóò çàâèñåòü îò òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ, äðó-
ãèõ ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð êàê â ìîäåëè Øòåéí-
áåðãà � Ãóèíàíà [44, 46].

Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ìîäåëè óï-
ðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû òèïà Ñîêîëîâñêîãî � Ïýæè-
íû. Îíà ó÷èòûâàåò òåïëîâûå ýôôåêòû, ïîÿâëåíèå è íàêîïëå-
íèå ïîâðåæäåíèé â îáëàñòÿõ èíòåíñèâíîãî ðàñòÿæåíèÿ è èõ
çàëå÷èâàíèå ïðè ñæàòèè, à òàêæå íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé
ïðè ñäâèãå. Ìåõàíè÷åñêèå, ñòðóêòóðíûå è òåïëîâûå ïðîöåñ-
ñû âçàèìîñâÿçàííû.

Äðóãîé âàðèàíò ìîäåëè ïîâðåæäàåìîé ñðåäû � ìîäåëü
ïîâðåæäàåìîé òåðìîóïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû, â îñíîâó
êîòîðîé ïîëîæåíà òåîðèÿ òå÷åíèÿ òèïà Ïðàíäòëÿ � Ðåéñà ñ
óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìèçåñà. Â ýòîì ñëó÷àå òðåòüå óðàâíå
-
íèå èç âûøå âûïèñàííîé ñèñòåìû çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùèå:
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&

Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ òàêèå æå, êàê â ïåðâîé ìîäåëè. Çíà÷-
êîì ∇  îáîçíà÷åíà ÿóìàíîâñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.

Êðèòåðèé íà÷àëà ìàêðîðàçðóøåíèÿ. Ðàçâèòèå èíòåíñèâ-
íîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, íàêîïëåíèå ìèêðîñòðóêòóðíû
õ
ïîâðåæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäðàçðóøåíèåì ìàòåðèàëà. Â êà÷å-
ñòâå íà÷àëà ìàêðîðàçðóøåíèÿ (ïîÿâëåíèÿ òðåùèí â ìàòåðè-
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äåíèå ìàòåðèàëà îáîëî÷êè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè òåîðè
è
ìàëûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé À.À. Èëüþøèíà.
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàçãðóçêà ìàòåðèàëà è âîçìîæ-
íîñòü ïîÿâëåíèÿ îáëàñòåé âòîðè÷íûõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèé. Çàïîëíèòåëü � ëèíåéíî óïðóãîå òåëî. Ó÷èòûâàþòñÿ
òàêæå ñêîëüæåíèå çàïîëíèòåëÿ âäîëü âíóòðåííåé ïîâåðõíî
-
ñòè îáîëî÷êè, â òîì ÷èñëå ñ òðåíèåì, îòðûâ åãî îò îáîëî÷êè
è âîññòàíîâëåíèå êîíòàêòà. Ïëàñòèíà, ïî êîòîðîé ïðîèçâî-
äèòñÿ óäàð, ìîäåëèðóåòñÿ, êàê è êîðïóñ óäàðíèêà, óïðóãîï-
ëàñòè÷åñêîé îáîëî÷êîé âðàùåíèÿ. Íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíî-
ñòè «óäàðíèê � ïðåãðàäà» ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñêîë
ü-
æåíèÿ óäàðíèêà âäîëü ïðåãðàäû ñ òðåíèåì. Îïèñûâàåòñÿ âîç-

ìîæíîñòü ðàçðóøåíèÿ òîíêîé ïðåãðàäû âñåõ ýêñïåðèìåíòàë
ü-
íî íàáëþäàåìûõ òèïîâ: ïðîêîë, âûáèâàíèå ïðîáêè, ëåïåñò-
êîâîå ðàçðóøåíèå, îòðûâ ëåïåñòêîâ.

Çàäà÷à ïðîáèâàíèÿ ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ïî ÿâíîé êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé ñõåìå òèïà Óèëêèíñà. Èç ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è îòìåòèì îäèí. Àáñîëþòíûé ìàêñèìóì èíòåí-
ñèâíîñòè äåôîðìàöèé â îáîëî÷êå óäàðíèêà max)( uε  äîñòèãà-
åòñÿ âáëèçè íîñèêà è ñ óìåíüøåíèåì ñêîðîñòè óäàðà V0 ïðè-
áëèæàåòñÿ ê íåìó. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü max)( uε  îò V0 íå
íîñèò ìîòîíîííî âîçðàñòàþùåãî õàðàêòåðà. Â ÷àñòíîñòè,
èìååò ìåñòî çàìåòíûé âñïëåñê ôóíêöèè max)( uε  = f (V0) â
îáëàñòè ìàëûõ ñêîðîñòåé V0 (ïîðÿäêà 200�250 ì/ñ äëÿ ðàñ-
ñìîòðåííîé êîíñòðóêöèè). Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî ïðè òà-
êèõ ñêîðîñòÿõ çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàþòñÿ ïëîùàäü îáëàñò
è
êîíòàêòà óäàðíèêà ñ ïðåãðàäîé è ïðîäîëæèòåëüíîñòü âçàè-
ìîäåéñòâèÿ, õîòÿ èíòåãðàëüíàÿ ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ óìåíü
-
øàåòñÿ.

Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ îáîëî÷êè
óäàðíèêà ìîæíî ïðèíÿòü èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé, òî íà-
ïðàøèâàåòñÿ âûâîä: ïðè V0 ≈ 200�250 ì/ñ äîëæíî ïðîèçîéòè
ðàçðóøåíèå êîíñòðóêöèè óäàðíèêà, êîòîðîå â ñëó÷àå äàëü-
íåéøåãî óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà 450�500
ì/ñ, íå áóäåò íàáëþäàòüñÿ; ïðè åùå áîëüøåì óâåëè÷åíèè V0
ðàçðóøåíèå íåèçáåæíî. Òàêîé òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò íà-
øåë è ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå.

Èäåè ìåòîäà ïåðåñòðîéêè ëàãðàíæåâûõ ñåòîê áûëè óñ-
ïåøíî èñïîëüçîâàíû òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè ðàñ÷åòíûõ ñåòîê


Â ìîäåëè ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñòè, ïðåäñòàâ-
ëåííîé âûøå, òàêèõ êîíñòàíò óæå ñåìü: ,,,,,, *

* uSCAB σΛ
*D . Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ðàçðàáîòàí ìåòîä, îñíîâàííûé íà

÷èñëåííîì è ôèçè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ êâàçèäè
íà-
ìè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ è ðàñòÿæåíèÿ òîíêîñòåííûõ òðóá÷àòûõ

îáðàçöîâ ñ ðàçðóøåíèåì è ïîñëåäóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé
îáðàáîòêîé ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ è ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèì
åí-
òîâ [54]. Îäíàêî íàì íåèçâåñòíû îïóáëèêîâàííûå ðåçóëüòàòû
òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû ðàññ÷èòàòü êîí
-
ñòàíòû äëÿ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïîýòîìó îñíîâíûì ïóòåì
ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ äàííûõ îñòàþòñÿ óæå îòìå÷åííûå
âûøå ýêñïåðèìåíòû ïî ñîóäàðåíèþ ïëàñòèí ñ îòêîëîì, ïðî-
âåäåííûå â øèðîêîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé ñîóäàðåíèÿ [55].
Â ÷àñòíîñòè, ýòè ýêñïåðèìåíòû áûëè èñïîëüçîâàíû â [56] äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âñåõ ñåìè êîíñòàíò ìîäåëè [49, 50].

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìàêðîðàçðóøåíèÿ. Ðàçðàáîòàí-
íûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðî-
âàíèÿ òåë äëÿ â îäíî- , äâóõ- è òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ðàçðóøå-
íèÿ âïëîòü äî ðàçäåëåíèÿ òåë íà îòäåëüíûå ôðàãìåíòû îñíî-

âàíû íà ïðîöåäóðå ïåðåñòðîéêè ðàñ÷åòíûõ ëàãðàíæåâûõ ñåò
îê
ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ïîâåðõíîñòåé ðàçðóøåíèÿ [57�59]. Ïî-
ëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ ïð
è
âçðûâíîì è óäàðíîì âîçäåéñòâèÿõ, ïðîáèâàíèÿ, â òîì ÷èñëå
íàêëîííîãî, òîíêèõ ïðåãðàä. Èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå

êðèâîëèíåéíûõ òðåùèí â íåôòåíîñíîì ïëàñòå, êîòîðûé ìî-
äåëèðîâàëñÿ ïîâðåæäàåìîé (ìèêðîïîðèñòîé) òåðìîóïðóãîâÿ
ç-
êîïëàñòè÷åñêîé ñðåäîé â ïðîöåññå ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà [60].

Îñîáî îòìåòèì çàäà÷ó íîðìàëüíîãî ïðîáèâàíèÿ òîíêîé
ïðåãðàäû äåôîðìèðóåìûì òåëîì âðàùåíèÿ ñëîæíîé êîíñò-
ðóêöèè, ðåøåííóþ åùå â 1980 ã. ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìè-
êà X.À. Ðàõìàòóëèíà [61]. Ïðåãðàäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êðóãëóþ ïëàñòèíó, à óäàðíèê ÿâëÿåòñÿ îáîëî÷êîé âðàùåíèÿ
ïåðåìåííîé òîëùèíû ñ çàïîëíèòåëåì. Òèïè÷íàÿ îáîëî÷êà
óäàðíèêà ñîñòîèò èç ãîëîâíîé ÷àñòè îæèâàëüíîé ôîðìû,
ïåðåõîäÿùåé âáëèçè íîñèêà â ñôåðè÷åñêóþ îáîëî÷êó, è äîí-
íîé ÷àñòè òîé æå ôîðìû, íî ìàëîé êðèâèçíû, çàêàí÷èâàþ-
ùåéñÿ æåñòêèì äíîì.

Çàäà÷à äèíàìèêè îáîëî÷êè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãåîìåò-
ðè÷åñêè íåëèíåéíàÿ â ïðèáëèæåíèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî. Ïîâå-
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äåíèå ìàòåðèàëà îáîëî÷êè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè òåîðè
è
ìàëûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé À.À. Èëüþøèíà.
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàçãðóçêà ìàòåðèàëà è âîçìîæ-
íîñòü ïîÿâëåíèÿ îáëàñòåé âòîðè÷íûõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèé. Çàïîëíèòåëü � ëèíåéíî óïðóãîå òåëî. Ó÷èòûâàþòñÿ
òàêæå ñêîëüæåíèå çàïîëíèòåëÿ âäîëü âíóòðåííåé ïîâåðõíî
-
ñòè îáîëî÷êè, â òîì ÷èñëå ñ òðåíèåì, îòðûâ åãî îò îáîëî÷êè
è âîññòàíîâëåíèå êîíòàêòà. Ïëàñòèíà, ïî êîòîðîé ïðîèçâî-
äèòñÿ óäàð, ìîäåëèðóåòñÿ, êàê è êîðïóñ óäàðíèêà, óïðóãîï-
ëàñòè÷åñêîé îáîëî÷êîé âðàùåíèÿ. Íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíî-
ñòè «óäàðíèê � ïðåãðàäà» ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñêîë
ü-
æåíèÿ óäàðíèêà âäîëü ïðåãðàäû ñ òðåíèåì. Îïèñûâàåòñÿ âîç-

ìîæíîñòü ðàçðóøåíèÿ òîíêîé ïðåãðàäû âñåõ ýêñïåðèìåíòàë
ü-
íî íàáëþäàåìûõ òèïîâ: ïðîêîë, âûáèâàíèå ïðîáêè, ëåïåñò-
êîâîå ðàçðóøåíèå, îòðûâ ëåïåñòêîâ.

Çàäà÷à ïðîáèâàíèÿ ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ïî ÿâíîé êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé ñõåìå òèïà Óèëêèíñà. Èç ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è îòìåòèì îäèí. Àáñîëþòíûé ìàêñèìóì èíòåí-
ñèâíîñòè äåôîðìàöèé â îáîëî÷êå óäàðíèêà max)( uε  äîñòèãà-
åòñÿ âáëèçè íîñèêà è ñ óìåíüøåíèåì ñêîðîñòè óäàðà V0 ïðè-
áëèæàåòñÿ ê íåìó. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü max)( uε  îò V0 íå
íîñèò ìîòîíîííî âîçðàñòàþùåãî õàðàêòåðà. Â ÷àñòíîñòè,
èìååò ìåñòî çàìåòíûé âñïëåñê ôóíêöèè max)( uε  = f (V0) â
îáëàñòè ìàëûõ ñêîðîñòåé V0 (ïîðÿäêà 200�250 ì/ñ äëÿ ðàñ-
ñìîòðåííîé êîíñòðóêöèè). Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî ïðè òà-
êèõ ñêîðîñòÿõ çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàþòñÿ ïëîùàäü îáëàñò
è
êîíòàêòà óäàðíèêà ñ ïðåãðàäîé è ïðîäîëæèòåëüíîñòü âçàè-
ìîäåéñòâèÿ, õîòÿ èíòåãðàëüíàÿ ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ óìåíü
-
øàåòñÿ.

Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ îáîëî÷êè
óäàðíèêà ìîæíî ïðèíÿòü èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé, òî íà-
ïðàøèâàåòñÿ âûâîä: ïðè V0 ≈ 200�250 ì/ñ äîëæíî ïðîèçîéòè
ðàçðóøåíèå êîíñòðóêöèè óäàðíèêà, êîòîðîå â ñëó÷àå äàëü-
íåéøåãî óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà 450�500
ì/ñ, íå áóäåò íàáëþäàòüñÿ; ïðè åùå áîëüøåì óâåëè÷åíèè V0
ðàçðóøåíèå íåèçáåæíî. Òàêîé òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò íà-
øåë è ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå.

Èäåè ìåòîäà ïåðåñòðîéêè ëàãðàíæåâûõ ñåòîê áûëè óñ-
ïåøíî èñïîëüçîâàíû òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè ðàñ÷åòíûõ ñåòîê


Â ìîäåëè ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñòè, ïðåäñòàâ-
ëåííîé âûøå, òàêèõ êîíñòàíò óæå ñåìü: ,,,,,, *

* uSCAB σΛ
*D . Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ðàçðàáîòàí ìåòîä, îñíîâàííûé íà

÷èñëåííîì è ôèçè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ êâàçèäè
íà-
ìè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ è ðàñòÿæåíèÿ òîíêîñòåííûõ òðóá÷àòûõ

îáðàçöîâ ñ ðàçðóøåíèåì è ïîñëåäóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé
îáðàáîòêîé ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ è ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèì
åí-
òîâ [54]. Îäíàêî íàì íåèçâåñòíû îïóáëèêîâàííûå ðåçóëüòàòû
òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû ðàññ÷èòàòü êîí
-
ñòàíòû äëÿ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïîýòîìó îñíîâíûì ïóòåì
ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ äàííûõ îñòàþòñÿ óæå îòìå÷åííûå
âûøå ýêñïåðèìåíòû ïî ñîóäàðåíèþ ïëàñòèí ñ îòêîëîì, ïðî-
âåäåííûå â øèðîêîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé ñîóäàðåíèÿ [55].
Â ÷àñòíîñòè, ýòè ýêñïåðèìåíòû áûëè èñïîëüçîâàíû â [56] äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âñåõ ñåìè êîíñòàíò ìîäåëè [49, 50].

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìàêðîðàçðóøåíèÿ. Ðàçðàáîòàí-
íûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðî-
âàíèÿ òåë äëÿ â îäíî- , äâóõ- è òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ðàçðóøå-
íèÿ âïëîòü äî ðàçäåëåíèÿ òåë íà îòäåëüíûå ôðàãìåíòû îñíî-

âàíû íà ïðîöåäóðå ïåðåñòðîéêè ðàñ÷åòíûõ ëàãðàíæåâûõ ñåò
îê
ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ïîâåðõíîñòåé ðàçðóøåíèÿ [57�59]. Ïî-
ëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ îòêîëüíîãî ðàçðóøåíèÿ ïð
è
âçðûâíîì è óäàðíîì âîçäåéñòâèÿõ, ïðîáèâàíèÿ, â òîì ÷èñëå
íàêëîííîãî, òîíêèõ ïðåãðàä. Èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå

êðèâîëèíåéíûõ òðåùèí â íåôòåíîñíîì ïëàñòå, êîòîðûé ìî-
äåëèðîâàëñÿ ïîâðåæäàåìîé (ìèêðîïîðèñòîé) òåðìîóïðóãîâÿ
ç-
êîïëàñòè÷åñêîé ñðåäîé â ïðîöåññå ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà [60].

Îñîáî îòìåòèì çàäà÷ó íîðìàëüíîãî ïðîáèâàíèÿ òîíêîé
ïðåãðàäû äåôîðìèðóåìûì òåëîì âðàùåíèÿ ñëîæíîé êîíñò-
ðóêöèè, ðåøåííóþ åùå â 1980 ã. ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìè-
êà X.À. Ðàõìàòóëèíà [61]. Ïðåãðàäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êðóãëóþ ïëàñòèíó, à óäàðíèê ÿâëÿåòñÿ îáîëî÷êîé âðàùåíèÿ
ïåðåìåííîé òîëùèíû ñ çàïîëíèòåëåì. Òèïè÷íàÿ îáîëî÷êà
óäàðíèêà ñîñòîèò èç ãîëîâíîé ÷àñòè îæèâàëüíîé ôîðìû,
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Äàíî îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè èçâåñòíîé ïðîöåäóðû «ïðè
-
âåäåíèÿ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè», èñïîëüçóå
-
ìîé â ÷èñëåííîì ìåòîäå Óèëêèíñà [36 ], äëÿ óïðî÷íÿþùåéñÿ
óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, êîãäà
ïðåäåë òåêó÷åñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äàâëåíèÿ, ïëîòíîñòè,-
òåìïåðàòóðû, èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è,
âîçìîæíî, íåêîòîðûõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, êàê â ìîäåëè
Øòåéíáåðãà�Ãóèíàíà [67]. Ýòèì ìåòîäîì áûëî ðåøåíî áîëü-
øèíñòâî çàäà÷, çàòðîíóòûõ â íàñòîÿùåì îáçîðå.

Ìåòîä Óèëêèíñà äëÿ äâóõ- è òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â íàïðàâëåíèè ó÷åòà ñëîæíûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ âçàèìîäåé
-
ñòâóþùèõ òåë (îòðûâ òåë äðóã îò äðóãà, âîññòàíîâëåíèå êîí-
òàêòà, ñêîëüæåíèå ñ òðåíèåì), áûëè ââåäåíû ñïåöèàëüíûå
èñêóññòâåííûå âÿçêîñòè � òåíçîðíàÿ, óãëîâàÿ, êîíòóðíàÿ.
Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû êîððåêòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
çàäà÷ ñ öåíòðàëüíîé è îñåâîé ñèììåòðèÿìè ïðè r = 0, ãäå
óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ ñðåä èìåþò óñòðàíè-
ìóþ îñîáåííîñòü òèïà 0/0 è ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå ñõåìû
äëÿ èõ ðåàëèçàöèè.

Óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñîñòàâèòü íà êîíêðåò-
íûõ ïðèìåðàõ íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíûõ ïðèëî-
æåíèÿõ ìîäåëåé êîíòèíóàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ. Ïîäâîäÿ èòî-
ãè, ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå: ïðè íàëè÷èè ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ, ïîçâîëÿþùèõ îïðåäåëèòü íàáîð ïîñòîÿííûõ âå-
ëè÷èí, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ ìîäåëè êîíòèíóàëüíîãî ðàçðó-
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Распространение волн в упругой среде

Ðàññìîòðåíèå äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðî÷íîñòè è ðàçðóøåíèÿ
 äëÿ
ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèé âî âñåé ïîëíîòå â íàñòîÿùåå âðåìÿ è 
ñêîðåå
âñåãî â îáîçðèìîì áóäóùåì � çàäà÷à íåâûïîëíèìàÿ. Ïîýòîìó 
â
èññëåäîâàíèÿõ ïðèõîäèòñÿ ðàçáèâàòü ðåøåíèå äèíàìè÷åñêî
é ïðî-
áëåìû ïðî÷íîñòè íà ýòàïû. Öåëü ýòàïà � ïîëó÷åíèå èíôîðìàö
èè
äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Êàæäûé ïîñëåäóþùèé ýòàï, êàê ïðà
âèëî,
ïðåäïîëàãàåò óñëîæíåíèå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ, íî óæ
å íå äëÿ
âñåé çàäà÷è â öåëîì, à äëÿ âûäåëåííûõ â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî
 ýòàïà
îáëàñòåé ýêñòðåìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñðåäû.

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàçðóøåíèå ìàòåðèà
ëà
íà÷èíàåòñÿ â îáëàñòÿõ çíà÷èòåëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ è ñäâèãîâûõ íà-
ïðÿæåíèé, åñëè îíè ñîõðàíÿþò ñâîè áîëüøèå çíà÷åíèÿ â òå÷å
íèå âðåìå-
íè, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìèêðî- è ìàêðîòðåùèí. Ïîýòîìó
âåñüìà âàæåí ýòàï èññëåäîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèé óïðóãóþ ìîä
åëü ñðåäû
è ïîçâîëÿþùèé âûäåëèòü îïàñíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçðóøåíèÿ îáëàñòè.

Íå ìåíåå âàæíû äëÿ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé ïðî÷íîñòè òåë è êîí
-
ñòðóêöèé ïðîáëåìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è ðåçîíàíñíûå ÿâë
åíèÿ.
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íûõ ÷àñòîò, êîòîðûå ïîìèìî ãåîìåòðèè çàâèñÿò îò ñêîðîñòè 
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â ýòèõ êîíñòðóêöèÿõ.
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ñòâèè ñ ãðàíèöàìè ðàçíîãî òèïà. Âîïðîñû äèíàìèêè óïðóãèõ 
ñðåä
ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè [1�6]. Â óêàçàííûõ èñòî÷íè
êàõ
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ñ èñòîðèåé èññëåäîâàíèé è ìåòîäàìè ðå
øåíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷.
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Распространение волн в упругой среде

Ðàññìîòðåíèå äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðî÷íîñòè è ðàçðóøåíèÿ
 äëÿ
ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèé âî âñåé ïîëíîòå â íàñòîÿùåå âðåìÿ è 
ñêîðåå
âñåãî â îáîçðèìîì áóäóùåì � çàäà÷à íåâûïîëíèìàÿ. Ïîýòîìó 
â
èññëåäîâàíèÿõ ïðèõîäèòñÿ ðàçáèâàòü ðåøåíèå äèíàìè÷åñêî
é ïðî-
áëåìû ïðî÷íîñòè íà ýòàïû. Öåëü ýòàïà � ïîëó÷åíèå èíôîðìàö
èè
äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Êàæäûé ïîñëåäóþùèé ýòàï, êàê ïðà
âèëî,
ïðåäïîëàãàåò óñëîæíåíèå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ, íî óæ
å íå äëÿ
âñåé çàäà÷è â öåëîì, à äëÿ âûäåëåííûõ â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî
 ýòàïà
îáëàñòåé ýêñòðåìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñðåäû.

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàçðóøåíèå ìàòåðèà
ëà
íà÷èíàåòñÿ â îáëàñòÿõ çíà÷èòåëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ è ñäâèãîâûõ íà-
ïðÿæåíèé, åñëè îíè ñîõðàíÿþò ñâîè áîëüøèå çíà÷åíèÿ â òå÷å
íèå âðåìå-
íè, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìèêðî- è ìàêðîòðåùèí. Ïîýòîìó
âåñüìà âàæåí ýòàï èññëåäîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèé óïðóãóþ ìîä
åëü ñðåäû
è ïîçâîëÿþùèé âûäåëèòü îïàñíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçðóøåíèÿ îáëàñòè.

Íå ìåíåå âàæíû äëÿ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé ïðî÷íîñòè òåë è êîí
-
ñòðóêöèé ïðîáëåìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è ðåçîíàíñíûå ÿâë
åíèÿ.
Äëÿ íèõ ïåðâîñòåïåííóþ ðîëü èãðàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñî
áñòâåí-
íûõ ÷àñòîò, êîòîðûå ïîìèìî ãåîìåòðèè çàâèñÿò îò ñêîðîñòè 
âîëí
â ýòèõ êîíñòðóêöèÿõ.

Äèíàìèêà óïðóãèõ òåë âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàí
åíè-
åì è âçàèìîäåéñòâèåì âîëí ñ ãðàíèöàìè ðàññìàòðèâàåìûõ òå
ë êîí-
êðåòíîé ãåîìåòðèè. Ãðàíèöû ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ôèçè÷åñêèì
è óñëî-
âèÿìè, êîòîðûå äîëæíû áûòü íà íèõ âûïîëíåíû.

Öåëü äàííîé ãëàâû � îçíàêîìëåíèå ñ îñíîâíûìè ýôôåêòàìè,
âîçíèêàþùèìè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè óïðóãèõ âîëí è èõ âçàèì
îäåé-
ñòâèè ñ ãðàíèöàìè ðàçíîãî òèïà. Âîïðîñû äèíàìèêè óïðóãèõ 
ñðåä
ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè [1�6]. Â óêàçàííûõ èñòî÷íè
êàõ
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ñ èñòîðèåé èññëåäîâàíèé è ìåòîäàìè ðå
øåíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷.
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const=  ïðåäñòàâëÿåò ïëîñêîñòü, äâèæóùóþñÿ ïî íîðìàëè =n
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ii en=  ñî ñêîðîñòüþ c, òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé âîëíîé.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî jijiii n UF u UFcu 00 ′=′−= ,,& , nknk = 1,
ïîäñòàíîâêà (8.6) â (8.4) äàåò ñîîòíîøåíèå
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èëè â âåêòîðíîì âèäå fPu
rrr

&& +=ρ div ;
• çàêîíîì Ãóêà äëÿ èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû

;ijijkkij µε+δλε=σ 2 (8.2)

• âûðàæåíèÿìè äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé
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ãäå −ρ  ïëîòíîñòü ñðåäû; ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùå-

íèÿ; jiij eeP σ=
rr

 � òåíçîð íàïðÿæåíèé ñ ñèììåòðè÷íîé ìàò-

ðèöåé jiij σ=σ ;  fi � êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè îáúåìíûõ ñèë;
−ε ij  êîìïîíåíòû òåíçîðà ìàëûõ äåôîðìàöèé; λ, µ � óïðó-

ãèå ìîäóëè ñðåäû (µ � ìîäóëü ñäâèãà).
Ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîé ïîäñòàíîâêè äåôîðìàöèé (8.3) â

(8.2) è çàòåì íàïðÿæåíèé (8.2) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (8.3)
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óïðóãîé ñðåäû â ïåðåìåùåíèÿõ
:

ijjiikki fuuu +µ+µ+λ=ρ ,,)(&&  (â ïðîåêöèÿõ), (8.4)

 fuuu
rrr&&r +∆µ+µ+λ=ρ divgrad)(  (â âåêòîðíîì âèäå). (8.4′)

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðíûì òîæäåñòâîì =∆A
r

= AA
rr

rotrotdivgrad − , óðàâíåíèå (8.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

.rotrotdivgrad)2( fuuu
rrr&&r +µ−µ+λ=ρ (8.5)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.4) â âèäå

),( ctxnFUu ii −=
rrr 0 (8.6)

ãäå −0U
r

 ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé âåêòîð ïîëÿðèçàöèè âîëíû;
−ξ  F )(  ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ; −n

r

ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé âåêòîð. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå =− ctxn ii
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ê (8.11) ñíà÷àëà îïåðàöèþ div,
à çàòåì rot, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Q è âåêòîð-ôóíêöèè
W
r

 ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:
∆Q = divÀ

�

 ; ∆W
r

 = �rotÀ
�

 ,
èìåþùèå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

gF =∆ , ,
),(

)(

4
1 321∫∫∫ ξ

ξξξξ
π

−= rr
xR

dg
F

.))((),( kkkk xxxR ξ−ξ−=ξ
rr

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (8.11) äëÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé

0div,rotgrad =ψψ+ϕ=
rrr

 u (8.12)

è ïîëÿ ìàññîâûõ ñèë

f
� .div,rotgrad 0=+θ= X X

rr

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè äàííûõ ïðåäñòàâëåíèé â óðàâíåíèå (8.4′)
è ïðèìåíåíèÿ ê íåìó îïåðàöèè div ïîëó÷èì

.0))2(( =θ−ϕ∆µ+λ−ϕρ∆ && (8.13)

Ïîäñòàâèì (8.12) â (8.5) è ïðèìåíèì îïåðàöèþ rot. Òîãäà

.0)( =Χ−ψ∆µ−ψρ∆
rr&&r

 (8.14)

Óðàâíåíèÿ (8.13), (8.14) ïðèâîäÿò ê âûâîäó î òîì, ÷òî
ñòîÿùèå â ñêîáêàõ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè âî
âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè ðàâíû ïîñòîÿííîé

âåëè÷èíå, êîòîðóþ, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðèíÿòü ðàâ-
íîé íóëþ. Ó÷èòûâàÿ (8.9), (8.10), ïîëó÷èì:

;/2 ρθ+ϕ∆=ϕ a&&  ./2 ρ+ψ∆=ψ Xb
rr&&r (8.15)

Åñëè ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ (8.4) îïåðàöèþ div, ïîëó÷èì
äëÿ îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ îáúåìà kkε=ε  âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå, ãäå ñêîðîñòü âîëíû ðàâíà ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ âîëí:


./div2 ρ+ε∆=ε fa
r

&& (8.16)

Åñëè ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ (8.4) îïåðàöèþ 1/2rot, òî
äëÿ âåêòîðà ïîâîðîòà urot

rr
21=ω  ïîëó÷èì âîëíîâîå óðàâ-

íåíèå, ãäå ñêîðîñòü âîçìóùåíèé ðàâíà ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ

âîëí:

èìåííî â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé íàïðàâ-
ëåíèþ n

r
, áóäåò ñîáñòâåííûì. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó-

÷èòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, óïðîñòèâ âûêëàäêè âûáîðîì
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îðèåíòèðóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê,
÷òîáû íîðìàëü áûëà íàïðàâëåíà ïî îñè x1, òîãäà n1 = 1, n2 =
n3 = 0.

Óðàâíåíèå (8.8) èìååò âèä
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Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêèå âîëíû â íåîãðàíè÷åííîé èçîò-
ðîïíîé óïðóãîé ñðåäå ìîãóò áûòü òîëüêî âîëíàìè äâóõ òèïîâ
:

• ïðîäîëüíîé ïîëÿðèçàöèè, èìåþùèå ñêîðîñòü

;)( ρµ+λ== 2ac p (8.9)

• ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè, èìåþùèå ñêîðîñòü

.ρµ== bc
S

 (8.10)
Ïîñêîëüêó â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðåøåíèå

èìååò âèä

• 0),( 3211 ≡=− u uctxu  (äëÿ ïðîäîëüíûõ âîëí);

• 0),( 3112 ≡=− u uctxu  (äëÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí),
òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ôðîíòå ïðîäîëüíûõ âîëíû =udiv

011332211 ≠ε=ε+ε+ε= , à íà ôðîíòå ïîïåðå÷íûõ âîëí 0div =u .
Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëüíàÿ âîëíà íåñåò èçìåíåíèå îáúåìà,
à ïîïåðå÷íàÿ � èçìåíåíèå ôîðìû ïðè ñîõðàíåíèè îáúåìà.

Ðàññìîòðèì âîëíû ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ôðîíòà, äëÿ
÷åãî èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ â âèäå ñóì
-
ìû äâóõ ïîëåé. Ïðè ýòîì âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ óðàâ-
íåíèé. Ëþáîå íåïðåðûâíîå, îãðàíè÷åííîå â îáëàñòè âåêòîð-
íîå ïîëå À

�

 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëüíîãî
è ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëåé:

À
�

 .div,rotgrad 0=+= W WQ
rr

(8.11)

ÃËÀÂÀ 8. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÅ § 8.1. ÂÎËÍÛ Â ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÍÎÉ, ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÉ, ....



575574

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ê (8.11) ñíà÷àëà îïåðàöèþ div,
à çàòåì rot, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Q è âåêòîð-ôóíêöèè
W
r

 ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:
∆Q = divÀ

�

 ; ∆W
r

 = �rotÀ
�

 ,
èìåþùèå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

gF =∆ , ,
),(

)(

4
1 321∫∫∫ ξ

ξξξξ
π

−= rr
xR

dg
F

.))((),( kkkk xxxR ξ−ξ−=ξ
rr

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (8.11) äëÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé

0div,rotgrad =ψψ+ϕ=
rrr

 u (8.12)

è ïîëÿ ìàññîâûõ ñèë

f
� .div,rotgrad 0=+θ= X X

rr

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè äàííûõ ïðåäñòàâëåíèé â óðàâíåíèå (8.4′)
è ïðèìåíåíèÿ ê íåìó îïåðàöèè div ïîëó÷èì

.0))2(( =θ−ϕ∆µ+λ−ϕρ∆ && (8.13)

Ïîäñòàâèì (8.12) â (8.5) è ïðèìåíèì îïåðàöèþ rot. Òîãäà

.0)( =Χ−ψ∆µ−ψρ∆
rr&&r

 (8.14)

Óðàâíåíèÿ (8.13), (8.14) ïðèâîäÿò ê âûâîäó î òîì, ÷òî
ñòîÿùèå â ñêîáêàõ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè âî
âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè ðàâíû ïîñòîÿííîé

âåëè÷èíå, êîòîðóþ, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðèíÿòü ðàâ-
íîé íóëþ. Ó÷èòûâàÿ (8.9), (8.10), ïîëó÷èì:

;/2 ρθ+ϕ∆=ϕ a&&  ./2 ρ+ψ∆=ψ Xb
rr&&r (8.15)

Åñëè ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ (8.4) îïåðàöèþ div, ïîëó÷èì
äëÿ îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ îáúåìà kkε=ε  âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå, ãäå ñêîðîñòü âîëíû ðàâíà ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ âîëí:


./div2 ρ+ε∆=ε fa
r

&& (8.16)

Åñëè ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ (8.4) îïåðàöèþ 1/2rot, òî
äëÿ âåêòîðà ïîâîðîòà urot

rr
21=ω  ïîëó÷èì âîëíîâîå óðàâ-

íåíèå, ãäå ñêîðîñòü âîçìóùåíèé ðàâíà ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ

âîëí:

èìåííî â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé íàïðàâ-
ëåíèþ n

r
, áóäåò ñîáñòâåííûì. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó-

÷èòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, óïðîñòèâ âûêëàäêè âûáîðîì
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îðèåíòèðóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê,
÷òîáû íîðìàëü áûëà íàïðàâëåíà ïî îñè x1, òîãäà n1 = 1, n2 =
n3 = 0.

Óðàâíåíèå (8.8) èìååò âèä

,0

][00

0][0

00]2[(

2

2

2

=

ρ−µ

ρ−µ

ρ−µ+λ

c

c

c

îòêóäà .)(,)( ,  c  c µ=ρµ+λ=ρ 32
2

1
2 2

Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêèå âîëíû â íåîãðàíè÷åííîé èçîò-
ðîïíîé óïðóãîé ñðåäå ìîãóò áûòü òîëüêî âîëíàìè äâóõ òèïîâ
:

• ïðîäîëüíîé ïîëÿðèçàöèè, èìåþùèå ñêîðîñòü

;)( ρµ+λ== 2ac p (8.9)

• ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè, èìåþùèå ñêîðîñòü

.ρµ== bc
S

 (8.10)
Ïîñêîëüêó â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðåøåíèå

èìååò âèä

• 0),( 3211 ≡=− u uctxu  (äëÿ ïðîäîëüíûõ âîëí);

• 0),( 3112 ≡=− u uctxu  (äëÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí),
òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ôðîíòå ïðîäîëüíûõ âîëíû =udiv

011332211 ≠ε=ε+ε+ε= , à íà ôðîíòå ïîïåðå÷íûõ âîëí 0div =u .
Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëüíàÿ âîëíà íåñåò èçìåíåíèå îáúåìà,
à ïîïåðå÷íàÿ � èçìåíåíèå ôîðìû ïðè ñîõðàíåíèè îáúåìà.

Ðàññìîòðèì âîëíû ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ôðîíòà, äëÿ
÷åãî èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ â âèäå ñóì
-
ìû äâóõ ïîëåé. Ïðè ýòîì âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ óðàâ-
íåíèé. Ëþáîå íåïðåðûâíîå, îãðàíè÷åííîå â îáëàñòè âåêòîð-
íîå ïîëå À

�

 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëüíîãî
è ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëåé:

À
�

 .div,rotgrad 0=+= W WQ
rr

(8.11)
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ñèåé âîëí. Â ñðåäå ñ äèñïåðñèåé ïàêåò âîëí ðàçìûâàåòñÿ ïî
ìåðå èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü âîëí çàâèñèò

îò èõ äëèíû. Ðàññìîòðèì ïàêåò âîëí â ñðåäå ñ äèñïåðñèåé.

Ïóñòü âåëè÷èíà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè A(k) èìååò ñó-
ùåñòâåííóþ âåëè÷èíó ëèøü â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî âîë-
íîâîãî ÷èñëà )( 000 ωω= ck , òîãäà ÷àñòîòó êîëåáàíèé ìîæ-
íî ðàçëîæèòü â îêðåñòíîñòè k0, îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûì ÷ëå-
íîì ðàçëîæåíèÿ:

0
0

kkdk

d
k

=

ω+ω≅ω
|

)( (k � k0).

Ââåäåì âåëè÷èíó
( )

0kkdkdV
G =ω= , (8.18)

èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè. Òîãäà ñïåêòðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ïàêåòà âîëí ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

∫

∫
∞+

∞−

−−

+∞

∞−

−ω=

=−−+ω≅

.)(])([exp

]))(([exp)(),(

)( dkekAtVki

dkkxtkkVtikAtxu

txik GV
G

G

00

00

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ G
Vk xFxu 000),()0,( −ω=Ω= , òî åãî

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

).()(exp),( 0 tVx Ftitxu
G

−Ω≅ (8.19)

Âûðàæåíèå (8.19) ïîêàçûâàåò, ÷òî çà âðåìÿ t ãðóïïà âîëí
ñìåùàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå VG  t, ò.å. äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ VG  ,
ïîýòîìó ýòó ñêîðîñòü íàçûâàþò ãðóïïîâîé.

Äðóãîé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè âîëí ñâÿçàí
ñ èññëåäîâàíèåì äâèæåíèÿ òî÷åê, â êîòîðûõ àìïëèòóäà âîëí
ìàêñèìàëüíà. Âåëè÷èíà ( )t � kxk = ωϕ  íàçûâàåòñÿ ôàçîé âîë-
íû. Ïîñêîëüêó àìïëèòóäà äîëæíà áûòü ìàêñèìàëüíîé, òî
âîëíû ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè, áëèçêèìè ê âåëè÷èíå k0, äîëæíû
îáëàäàòü îäèíàêîâîé ôàçîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

0kkdk

d

dk

d
 kxtkk

=



 ω=ϕ⇒=−ω=ϕ const)()( .
G

Vtxxt =⇒=− 0

Òàêîé ïðèåì èññëåäîâàíèÿ ïàêåòà âîëí íàçûâàåòñÿ ìåòî-
äîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Îí òîæå ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî

./2 ρ+ω∆=ω frotb
rr&&r (8.16′)

Òàêèì îáðàçîì, èç (8.16) ñëåäóåò, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå
ïëîñêèõ âîëí, ïðîäîëüíûå âîëíû èçìåíÿþò îáúåì, à ïîïå-
ðå÷íûå âîëíû � ôîðìó.

Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ
ïðîäîëüíóþ âîëíó â óïðóãîé ñðåäå â îòñóòñòâèè îáúåìíûõ
ñèë, äâèæóùóþñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x. Òîãäà ñîãëàñíî (8.15)
îíà îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì

2

2
2

2

2

x
a

t ∂
ϕ∂=

∂
ϕ∂ , (8.17)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ
áåãóùèõ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè âîëí:

).()( 21 atxfatxf ++−=ϕ
Ïðè ýòîì ïðîôèëü è àìïëèòóäà âîëíû íå ìåíÿþòñÿ. Áóäåì
èñêàòü îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ìåòîäîì Ôóðüå ïóòåì ðàçäå-
ëåíèÿ ïåðåìåííûõ )()( tTxΦ=ϕ , ïðè ýòîì ïîëó÷èì

22 ω−=
Φ
Φ ′′

=
r&&

)(
)(

)(
)(

x

x
a

tT

tT
,

îòêóäà .),(sin a ktxkA ω=ω±=ϕ
rr

Âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â äàííîå ðåøåíèå, èìåþò ñëåäóþ-
ùèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ω

r
 � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé; k �

âîëíîâîå ÷èñëî. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåëè÷èí ìîæíî îïðåäå-
ëèòü: −π=λ k2  äëèíó âîëíû; −ωπ=

r
2T  ïåðèîä êîëåáà-

íèé; −= Tf 1  ÷àñòîòó êîëåáàíèé.
Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëí. Êàê ïðàâèëî, ëþáîå âîçìóùå-

íèå ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ãðóïïû âîëí, èìåþùèõ ðàç-
íûå ÷àñòîòû, àìïëèòóäû è âîëíîâûå ÷èñëà. Ïðåäñòàâèì
âîçìóùåíèÿ èíòåãðàëîì Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé k:

∫
+∞

∞−

−ω= dkekAtxu kxti )()(),( ,

ãäå A(k) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü àìïëèòóäû âîëíîâîãî ïà-
êåòà. Åñëè ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëí çàâèñèò îò ÷àñòîòû, òî
ñðåäà â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû îáëàäàåò äèñïåð-
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ñèåé âîëí. Â ñðåäå ñ äèñïåðñèåé ïàêåò âîëí ðàçìûâàåòñÿ ïî
ìåðå èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü âîëí çàâèñèò

îò èõ äëèíû. Ðàññìîòðèì ïàêåò âîëí â ñðåäå ñ äèñïåðñèåé.

Ïóñòü âåëè÷èíà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè A(k) èìååò ñó-
ùåñòâåííóþ âåëè÷èíó ëèøü â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî âîë-
íîâîãî ÷èñëà )( 000 ωω= ck , òîãäà ÷àñòîòó êîëåáàíèé ìîæ-
íî ðàçëîæèòü â îêðåñòíîñòè k0, îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûì ÷ëå-
íîì ðàçëîæåíèÿ:

0
0

kkdk

d
k

=

ω+ω≅ω
|

)( (k � k0).

Ââåäåì âåëè÷èíó
( )

0kkdkdV
G =ω= , (8.18)

èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè. Òîãäà ñïåêòðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ïàêåòà âîëí ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

∫

∫
∞+

∞−

−−

+∞

∞−

−ω=

=−−+ω≅

.)(])([exp

]))(([exp)(),(

)( dkekAtVki

dkkxtkkVtikAtxu

txik GV
G

G

00

00

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ G
Vk xFxu 000),()0,( −ω=Ω= , òî åãî

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

).()(exp),( 0 tVx Ftitxu
G

−Ω≅ (8.19)

Âûðàæåíèå (8.19) ïîêàçûâàåò, ÷òî çà âðåìÿ t ãðóïïà âîëí
ñìåùàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå VG  t, ò.å. äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ VG  ,
ïîýòîìó ýòó ñêîðîñòü íàçûâàþò ãðóïïîâîé.

Äðóãîé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè âîëí ñâÿçàí
ñ èññëåäîâàíèåì äâèæåíèÿ òî÷åê, â êîòîðûõ àìïëèòóäà âîëí
ìàêñèìàëüíà. Âåëè÷èíà ( )t � kxk = ωϕ  íàçûâàåòñÿ ôàçîé âîë-
íû. Ïîñêîëüêó àìïëèòóäà äîëæíà áûòü ìàêñèìàëüíîé, òî
âîëíû ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè, áëèçêèìè ê âåëè÷èíå k0, äîëæíû
îáëàäàòü îäèíàêîâîé ôàçîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

0kkdk

d

dk

d
 kxtkk

=



 ω=ϕ⇒=−ω=ϕ const)()( .
G

Vtxxt =⇒=− 0

Òàêîé ïðèåì èññëåäîâàíèÿ ïàêåòà âîëí íàçûâàåòñÿ ìåòî-
äîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Îí òîæå ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî

./2 ρ+ω∆=ω frotb
rr&&r (8.16′)

Òàêèì îáðàçîì, èç (8.16) ñëåäóåò, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå
ïëîñêèõ âîëí, ïðîäîëüíûå âîëíû èçìåíÿþò îáúåì, à ïîïå-
ðå÷íûå âîëíû � ôîðìó.

Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ
ïðîäîëüíóþ âîëíó â óïðóãîé ñðåäå â îòñóòñòâèè îáúåìíûõ
ñèë, äâèæóùóþñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x. Òîãäà ñîãëàñíî (8.15)
îíà îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì

2

2
2

2

2

x
a

t ∂
ϕ∂=

∂
ϕ∂ , (8.17)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ
áåãóùèõ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè âîëí:

).()( 21 atxfatxf ++−=ϕ
Ïðè ýòîì ïðîôèëü è àìïëèòóäà âîëíû íå ìåíÿþòñÿ. Áóäåì
èñêàòü îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ìåòîäîì Ôóðüå ïóòåì ðàçäå-
ëåíèÿ ïåðåìåííûõ )()( tTxΦ=ϕ , ïðè ýòîì ïîëó÷èì

22 ω−=
Φ
Φ ′′

=
r&&

)(
)(

)(
)(

x

x
a

tT

tT
,

îòêóäà .),(sin a ktxkA ω=ω±=ϕ
rr

Âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â äàííîå ðåøåíèå, èìåþò ñëåäóþ-
ùèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ω

r
 � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé; k �

âîëíîâîå ÷èñëî. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåëè÷èí ìîæíî îïðåäå-
ëèòü: −π=λ k2  äëèíó âîëíû; −ωπ=

r
2T  ïåðèîä êîëåáà-

íèé; −= Tf 1  ÷àñòîòó êîëåáàíèé.
Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëí. Êàê ïðàâèëî, ëþáîå âîçìóùå-

íèå ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ãðóïïû âîëí, èìåþùèõ ðàç-
íûå ÷àñòîòû, àìïëèòóäû è âîëíîâûå ÷èñëà. Ïðåäñòàâèì
âîçìóùåíèÿ èíòåãðàëîì Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé k:

∫
+∞

∞−

−ω= dkekAtxu kxti )()(),( ,

ãäå A(k) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü àìïëèòóäû âîëíîâîãî ïà-
êåòà. Åñëè ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëí çàâèñèò îò ÷àñòîòû, òî
ñðåäà â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû îáëàäàåò äèñïåð-
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§ 8.2. Волны в неограниченной анизотропной
 линейно-упругой среде

Ðàññìîòðåâ ðàñïðîñòðàíåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé â íå-
îãðàíè÷åííîé èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäå, ìû óáåäèëèñü â òîì
,
÷òî â íåé âîçìîæíû âîëíû òîëüêî äâóõ òèïîâ � ñ ïðîäîëüíîé
è ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèÿìè. Ñêîðîñòè âîëí íå çàâèñÿò îò
íàïðàâëåíèÿ ôðîíòà âîëíû è âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì
óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ è ïëîòíîñòüþ ñðåäû.

Âîëíû â àíèçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäå. Íàïîìíèì êîðîò-
êî îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ìîäåëè óïðóãîé
ñðåäû. Íàïðÿæåíèÿ â òàêîé ñðåäå ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðà-
òóðå îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî äåôîðìàöèÿìè, ò.å.

)( klijij εσ=σ . (8.20)

Ðàñêëàäûâàÿ (8.20) â ðÿä, ïîëó÷èì:

)()( ε+ε
ε∂
σ∂

+σ=σ
=ε

00
0

kl

i
kl

ij
ijij

j

.

Íàáîð ïîñòîÿííûõ âåëè÷èí � klijijkE ε∂σ∂=  ïðè 0=εkl
îáðàçóåò òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà, íàçûâàåìûé òåíçîðîì
óïðóãèõ ìîäóëåé.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé óïðóãîé ñðåäû
îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà èìååò âèä

klijklij E ε=σ . (8.21)

Äëÿ àíèçîòðîïíîãî òåëà òåíçîð îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñèììåòðèÿìè:

Eijkl = Eijlk , ò.å. lk ↔ , êàê ñëåäñòâèå ñèììåòðèè òåíçîðà
äåôîðìàöèé;

Eijkl = Ejikl , ò.å. ji ↔ , êàê ñëåäñòâèå ñèììåòðèè òåíçîðà
íàïðÿæåíèé.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè ñâîäÿò êîëè÷åñòâî íåçàâè-
ñèìûõ êîìïîíåíò òåíçîðà óïðóãèõ ìîäóëåé ñ 81 äî 36. Â
øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé, åñëè
ïðèíÿòü ñëåäóþùóþ ñìåíó èíäåêñîâ (áóäåì îáîçíà÷àòü íî-
âûå èíäåêñû ðèìñêèìè öèôðàìè)

(11) = I, (22) = II, (33) = III, (23) = (32) = IV,

îñíîâíàÿ ÷àñòü âîëíîâîãî ïàêåòà ïåðåìåùàåòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ, ðàâíîé VG, ò.å. ñ îïðåäåëåííîé ïî ôîðìóëå (8.18) ãðóï-
ïîâîé ñêîðîñòüþ.

Â ñëó÷àå áåçãðàíè÷íîé ëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû ïîëó÷åí-
íûå íàìè ôàçîâûå ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí
íå çàâèñÿò îò ÷àñòîòû, ïîýòîìó äèñïåðñèè âîëí â áåçãðàíè÷
-
íîé ñðåäå íåò.

Âëèÿíèå ãåîìåòðèè ôðîíòà âîëíû. Ìû ðàññìîòðåëè ïëîñ-
êèå âîëíû, íî ýòî èäåàëèçàöèÿ. Ïîñêîëüêó âîçìóùåíèÿ âñå-
ãäà ïðîèçâîäÿòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñðåäû, òî è ôðîí-
òû âîëí âñåãäà èìåþò êðèâèçíó. Èññëåäóåì âëèÿíèå ãåîìåò-
ðèè ôðîíòà âîëíû íà ïðèìåðå ñôåðè÷åñêèõ âîëí.

Ðàññìîòðèì ïðîäîëüíûå âîëíû ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåò-
ðèåé:
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Ïîñêîëüêó ,/ RxRx ⋅∂ϕ∂=∂ϕ∂
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Çàìåíà èñêîìîé ôóíêöèè RtRptR ),(),( =ϕ  ïðèâîäèò ê çíà-
êîìîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ âèäà (8.17) äëÿ íîâîé ôóíêöèè
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé
ñèììåòðèè áóäåò ñóììà ñõîäÿùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõñÿ ñôåðè-
÷åñêèõ âîëí:
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí àìïëèòóäà óáû-
âàåò, à äëÿ ñõîäÿùèõñÿ � âîçðàñòàåò, êàê 1/R. Ôèçè÷åñêè ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëî-
ùàäè ïîâåðõíîñòè ôðîíòà, äîëæíà óáûâàòü äëÿ ðàñõîäÿùèõ-
ñÿ è âîçðàñòàòü äëÿ ñõîäÿùèõñÿ âîëí.
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§ 8.2. Волны в неограниченной анизотропной
 линейно-упругой среде

Ðàññìîòðåâ ðàñïðîñòðàíåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé â íå-
îãðàíè÷åííîé èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäå, ìû óáåäèëèñü â òîì
,
÷òî â íåé âîçìîæíû âîëíû òîëüêî äâóõ òèïîâ � ñ ïðîäîëüíîé
è ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèÿìè. Ñêîðîñòè âîëí íå çàâèñÿò îò
íàïðàâëåíèÿ ôðîíòà âîëíû è âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì
óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ è ïëîòíîñòüþ ñðåäû.

Âîëíû â àíèçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäå. Íàïîìíèì êîðîò-
êî îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ìîäåëè óïðóãîé
ñðåäû. Íàïðÿæåíèÿ â òàêîé ñðåäå ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðà-
òóðå îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî äåôîðìàöèÿìè, ò.å.

)( klijij εσ=σ . (8.20)

Ðàñêëàäûâàÿ (8.20) â ðÿä, ïîëó÷èì:

)()( ε+ε
ε∂
σ∂

+σ=σ
=ε

00
0

kl

i
kl

ij
ijij

j

.

Íàáîð ïîñòîÿííûõ âåëè÷èí � klijijkE ε∂σ∂=  ïðè 0=εkl
îáðàçóåò òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà, íàçûâàåìûé òåíçîðîì
óïðóãèõ ìîäóëåé.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé óïðóãîé ñðåäû
îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà èìååò âèä

klijklij E ε=σ . (8.21)

Äëÿ àíèçîòðîïíîãî òåëà òåíçîð îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñèììåòðèÿìè:

Eijkl = Eijlk , ò.å. lk ↔ , êàê ñëåäñòâèå ñèììåòðèè òåíçîðà
äåôîðìàöèé;

Eijkl = Ejikl , ò.å. ji ↔ , êàê ñëåäñòâèå ñèììåòðèè òåíçîðà
íàïðÿæåíèé.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè ñâîäÿò êîëè÷åñòâî íåçàâè-
ñèìûõ êîìïîíåíò òåíçîðà óïðóãèõ ìîäóëåé ñ 81 äî 36. Â
øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé, åñëè
ïðèíÿòü ñëåäóþùóþ ñìåíó èíäåêñîâ (áóäåì îáîçíà÷àòü íî-
âûå èíäåêñû ðèìñêèìè öèôðàìè)

(11) = I, (22) = II, (33) = III, (23) = (32) = IV,

îñíîâíàÿ ÷àñòü âîëíîâîãî ïàêåòà ïåðåìåùàåòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ, ðàâíîé VG, ò.å. ñ îïðåäåëåííîé ïî ôîðìóëå (8.18) ãðóï-
ïîâîé ñêîðîñòüþ.

Â ñëó÷àå áåçãðàíè÷íîé ëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû ïîëó÷åí-
íûå íàìè ôàçîâûå ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí
íå çàâèñÿò îò ÷àñòîòû, ïîýòîìó äèñïåðñèè âîëí â áåçãðàíè÷
-
íîé ñðåäå íåò.

Âëèÿíèå ãåîìåòðèè ôðîíòà âîëíû. Ìû ðàññìîòðåëè ïëîñ-
êèå âîëíû, íî ýòî èäåàëèçàöèÿ. Ïîñêîëüêó âîçìóùåíèÿ âñå-
ãäà ïðîèçâîäÿòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñðåäû, òî è ôðîí-
òû âîëí âñåãäà èìåþò êðèâèçíó. Èññëåäóåì âëèÿíèå ãåîìåò-
ðèè ôðîíòà âîëíû íà ïðèìåðå ñôåðè÷åñêèõ âîëí.

Ðàññìîòðèì ïðîäîëüíûå âîëíû ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåò-
ðèåé:
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Ïîñêîëüêó ,/ RxRx ⋅∂ϕ∂=∂ϕ∂
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Çàìåíà èñêîìîé ôóíêöèè RtRptR ),(),( =ϕ  ïðèâîäèò ê çíà-
êîìîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ âèäà (8.17) äëÿ íîâîé ôóíêöèè
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé
ñèììåòðèè áóäåò ñóììà ñõîäÿùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõñÿ ñôåðè-
÷åñêèõ âîëí:
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí àìïëèòóäà óáû-
âàåò, à äëÿ ñõîäÿùèõñÿ � âîçðàñòàåò, êàê 1/R. Ôèçè÷åñêè ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëî-
ùàäè ïîâåðõíîñòè ôðîíòà, äîëæíà óáûâàòü äëÿ ðàñõîäÿùèõ-
ñÿ è âîçðàñòàòü äëÿ ñõîäÿùèõñÿ âîëí.
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Èç (8.24), ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìîäóëåé óïðóãîñòè, ïîëó÷èì
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ijklklij
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UU
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ε∂ε∂

∂=
ε∂ε∂

∂=
22

(8.25)

îòêóäà ñëåäóåò åùå îäíà ñèììåòðèÿ òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòî-

ÿííûõ Eijkl = Eklij , ò.å. klij ↔  êàê ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà ñìå-
øàííûõ ïðîèçâîäíûõ ýíåðãèè ïî äåôîðìàöèÿì. Ñèììåòðèè
(8.25) íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Ìàêñâåëëà. Ïîñêîëüêó ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïðèòîê òåïëà
ïðàêòè÷åñêè ðàâåí íóëþ, ò.å. ïðîöåññ ìîæíî ñ÷èòàòü àäèà-
áàòè÷åñêèì, èìåííî ýòè óïðóãèå ìîäóëè îïðåäåëÿþò ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â óïðóãîé ñðåäå. Ñèììåòðèÿ
Ìàêñâåëëà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ
ìîäóëåé óïðóãîñòè â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïèè, ïî-
ñêîëüêó ïðèâîäèò ê ñèììåòðèè ìàòðèöû Cαβ â çàïèñè (8.22).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àíèçîòðîïíîãî òåëà
÷èñëî óïðóãèõ ìîäóëåé ðàâíî 21. Ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëü-
íûõ ñèììåòðèé, îáóñëîâëåííûõ ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè
ñðåäû, êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ìîäóëåé óìåíüøàåòñÿ.

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû êîëè÷åñòâî óïðóãèõ ìîäóëåé
ðàâíî äâóì è òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

.)( jkiljlikklijijklE δδ+δδµ+δλδ= (8.26)

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ óïðóãîé
ñðåäû
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èñïîëüçóÿ çàêîí Ãóêà â ôîðìå (8.21) è âûðàæåíèÿ äåôîðìà-
öèé ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ (8.3):
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Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå:
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(8.27)

(31) = (13) = V, (12) = (21) =VI,

çàêîí Ãóêà (ñì. (8.21)) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

.)VI,I,,(, L=βαε=σ βαβα  C (8.22)

Â ñòàòèêå ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ âíåøíèìè
ìàññîâûìè i

gρ  è ïîâåðõíîñòíûìè jiji nP σ=  ñèëàìè íàä
óïðóãèì òåëîì è îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì

( )

,dv ddv =  ddv +  du 
dx

 + g=  
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íàêàïëèâàåòñÿ â íåì â âèäå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, òàê êàê

â ñèëó óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ
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dx
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ρ

Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè óïðóãîãî òåëà îïðåäåëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèåì ïðèòîêà òåïëà äëÿ åäèíèöû îáúåìà

.)(eQWdU δ+δ=
Ñîãëàñíî ïåðâîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè âíóòðåííÿÿ

ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ òåëà, à dU ïîëíûì
äèôôåðåíöèàëîì, òîãäà êàê âåëè÷èíû Wδ  è )(eQδ  ïî îò-
äåëüíîñòè íå áóäóò ïîëíûìè äèôôåðåíöèàëàìè. Èç âòîðîãî
íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè äëÿ îáðàòèìûõ ïðîöåññîâ ñëåäóåò
ñîîòíîøåíèå )(eQδ  = TdS, ãäå T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà,
à S � ýíòðîïèÿ. Òîãäà äëÿ åäèíèöû îáúåìà

dU = TdS + ijij dεσ . (8.23)

Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàííîãî
òåëà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ýíòðîïèè è äåôîðìàöèé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó óðàâíåíèÿ (8.23) íàïðÿæåíèÿ è òåìïåðàòóðà
áóäóò åå ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè:

.,
S

U
 T

U

ij
ij ∂

∂=
ε∂
∂=σ (8.24)
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Èç (8.24), ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìîäóëåé óïðóãîñòè, ïîëó÷èì
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(8.25)

îòêóäà ñëåäóåò åùå îäíà ñèììåòðèÿ òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòî-

ÿííûõ Eijkl = Eklij , ò.å. klij ↔  êàê ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà ñìå-
øàííûõ ïðîèçâîäíûõ ýíåðãèè ïî äåôîðìàöèÿì. Ñèììåòðèè
(8.25) íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Ìàêñâåëëà. Ïîñêîëüêó ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïðèòîê òåïëà
ïðàêòè÷åñêè ðàâåí íóëþ, ò.å. ïðîöåññ ìîæíî ñ÷èòàòü àäèà-
áàòè÷åñêèì, èìåííî ýòè óïðóãèå ìîäóëè îïðåäåëÿþò ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â óïðóãîé ñðåäå. Ñèììåòðèÿ
Ìàêñâåëëà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ
ìîäóëåé óïðóãîñòè â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïèè, ïî-
ñêîëüêó ïðèâîäèò ê ñèììåòðèè ìàòðèöû Cαβ â çàïèñè (8.22).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àíèçîòðîïíîãî òåëà
÷èñëî óïðóãèõ ìîäóëåé ðàâíî 21. Ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëü-
íûõ ñèììåòðèé, îáóñëîâëåííûõ ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè
ñðåäû, êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ìîäóëåé óìåíüøàåòñÿ.

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû êîëè÷åñòâî óïðóãèõ ìîäóëåé
ðàâíî äâóì è òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

.)( jkiljlikklijijklE δδ+δδµ+δλδ= (8.26)

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ óïðóãîé
ñðåäû
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èñïîëüçóÿ çàêîí Ãóêà â ôîðìå (8.21) è âûðàæåíèÿ äåôîðìà-
öèé ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ (8.3):

.
kj

l
ijkl

kj

l
ijkl

lj

k
ijkl

j

ij

xx

u
E

xx

u
E

xx

u
E

x ∂∂
∂

=
∂∂

∂
+

∂∂
∂

=
∂
σ∂ 222

2
1

2
1

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå:
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(8.27)

(31) = (13) = V, (12) = (21) =VI,

çàêîí Ãóêà (ñì. (8.21)) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

.)VI,I,,(, L=βαε=σ βαβα  C (8.22)

Â ñòàòèêå ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ âíåøíèìè
ìàññîâûìè i

gρ  è ïîâåðõíîñòíûìè jiji nP σ=  ñèëàìè íàä
óïðóãèì òåëîì è îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì

( )

,dv ddv =  ddv +  du 
dx

 + g=  

dv = 
dx

du
 + dugds =  duPdv +  dugW = 

ij

v

ijij

v

iji

v
i

ij
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v
i

iij
iii

v
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v
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εσεσ




 σ∂
ρ






 σ∂
ρρδ

∫∫∫

∫∫∫

íàêàïëèâàåòñÿ â íåì â âèäå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, òàê êàê

â ñèëó óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

. = 
dx

 + g
i

ij
i 0

σ∂
ρ

Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè óïðóãîãî òåëà îïðåäåëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèåì ïðèòîêà òåïëà äëÿ åäèíèöû îáúåìà

.)(eQWdU δ+δ=
Ñîãëàñíî ïåðâîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè âíóòðåííÿÿ

ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ òåëà, à dU ïîëíûì
äèôôåðåíöèàëîì, òîãäà êàê âåëè÷èíû Wδ  è )(eQδ  ïî îò-
äåëüíîñòè íå áóäóò ïîëíûìè äèôôåðåíöèàëàìè. Èç âòîðîãî
íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè äëÿ îáðàòèìûõ ïðîöåññîâ ñëåäóåò
ñîîòíîøåíèå )(eQδ  = TdS, ãäå T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà,
à S � ýíòðîïèÿ. Òîãäà äëÿ åäèíèöû îáúåìà

dU = TdS + ijij dεσ . (8.23)

Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàííîãî
òåëà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ýíòðîïèè è äåôîðìàöèé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó óðàâíåíèÿ (8.23) íàïðÿæåíèÿ è òåìïåðàòóðà
áóäóò åå ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè:
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ε∂
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàííûì, ÷òî â àíè-
çîòðîïíîé ñðåäå åñòü òðè òèïà âîëí, ñêîðîñòü êîòîðûõ îïðå
-
äåëÿåòñÿ òåíçîðîì óïðóãèõ ìîäóëåé è íîðìàëüþ ê ôðîíòó,
ïîñêîëüêó òåíçîð Êðèñòîôåëÿ Tij çàâèñèò îò íîðìàëè. Â êàæ-
äîì íàïðàâëåíèè ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ òðè âîëíû. Ïðè
ýòîì âåêòîð ïîëÿðèçàöèè â îáùåì ñëó÷àå íå îáÿçàí ñîâïà-
äàòü ñ íîðìàëüþ èëè áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê íåé, êàê ýòî
áûëî äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû. Òó âîëíó, äëÿ êîòîðîé óãîë
ìåæäó âåêòîðàìèì ïîëÿðèçàöèè è íîðìàëè ÿâëÿåòñÿ ñàìûì
ìåíüøèì èç òðåõ, ïðèíÿòî íàçûâàòü êâàçèïðîäîëüíîé, à äâå
äðóãèå � êâàçèïîïåðå÷íûìè. Îáû÷íî êâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà
ÿâëÿåòñÿ è ñàìîé áûñòðîé. Äëÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû òî÷å÷íîå

âîçìóùåíèå ïðèâåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ íåñèììåòðè÷íûõ
âîëíîâûõ ôðîíòîâ, òàê êàê â êàæäîì íàïðàâëåíèè ñêîðîñòü
âîëí áóäåò èìåòü ñâîå, îòëè÷íîå îò ñêîðîñòè âîëí â äðóãèõ
íàïðàâëåíèÿõ çíà÷åíèå.

Ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåíîñîì
ýíåðãèè. Ðàññìîòðèì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñðåäû. Â ñëó÷àå
äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ íàä òåëîì âíå
-
øíèìè ñèëàìè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëîé:
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Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ â ïåðâîì èíòåãðà-
ëå, ñîãëàñíî (8.20) ðàâíî iu&&ρ , ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∫ 
 +


 ρ=δ
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S
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 dv (8.31)

Ðàáîòà, îïðåäåëÿåìàÿ (8.31), çàòðà÷èâàåòñÿ íà èçìåíåíèå êè-
íåòè÷åñêîé è âíóòðåííåé ýíåðãèè ñðåäû. Â òî æå âðåìÿ ÷àñòü

ýòîé ðàáîòû ñâÿçàíà ñ ðàáîòîé ïîâåðõíîñòíûõ ñèë:

( ) dSdundS = dunP =  ijijii

SS

∫∫ σδ
r

Ô .

Òîãäà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè çà ñ÷åò ìîùíîñòè ïîâåðõ
-
íîñòíûõ ñèë áóäåò îáóñëîâëåíà âûðàæåíèåì

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (8.27) â ôîðìå áåãóùåé
ïëîñêîé âîëíû

)( ctn xFUu ii −=
rr0 , (8.28)

ãäå −0U
v

 âåêòîð ïîëÿðèçàöèè, −n
r

 íîðìàëü ê ôðîíòó âîëíû,
ñ � ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëí.

Ïîäñòàíîâêà (8.28) â (8.27) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

kjijklli nnEUUc 002 =ρ

èëè, åñëè ââåñòè ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Êðèñòîôåëÿ Til =
= Eijkl nj nl

( ) ., 002002 =δρ−⇒=ρ iilillili UcT UTUc (8.29)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà 2cρ  ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèåì ââåäåííîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà T

rr

,
à âåêòîð ïîëÿðèçàöèè 0U

r

 ñîîòâåòñòâåííî áóäåò ñîáñòâåí-
íûì âåêòîðîì ýòîãî òåíçîðà. Èç îáùåé òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ñóùåñòâóþò òðè ñîáñòâåííûõ çí
à-
÷åíèÿ. Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî îíè ïîëîæèòåëüíû, òî êàæäî-
ìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñâîÿ ôà-
çîâàÿ ñêîðîñòü âîëí. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïëîò
-
íîñòü óïðóãîé ýíåðãèè U = 1/(2Eijkl εij εkl) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíîé âåëè÷èíîé äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà εij.
Ïðîèçâîëüíûé òåíçîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñèì-
ìåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ:
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Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåò-
ðè÷íîãî òåíçîðîâ ðàâíà íóëþ, òî

.)()( 0≥=++= ++−+−+
klijijkllklklijijijkllklijijkl aaEaaaaEaaE (8.30)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå òåíçîðà a
rr

 òåíçîð ñ êîìïîíåíòà-
ìè jiij nUa 0= . Ïîñëå óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.29) íà âåëè-
÷èíó 0

iU , ñ ó÷åòîì åäèíè÷íîñòè âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè â ñèëó
íåðàâåíñòâà (8.30) ïîëó÷èì
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàííûì, ÷òî â àíè-
çîòðîïíîé ñðåäå åñòü òðè òèïà âîëí, ñêîðîñòü êîòîðûõ îïðå
-
äåëÿåòñÿ òåíçîðîì óïðóãèõ ìîäóëåé è íîðìàëüþ ê ôðîíòó,
ïîñêîëüêó òåíçîð Êðèñòîôåëÿ Tij çàâèñèò îò íîðìàëè. Â êàæ-
äîì íàïðàâëåíèè ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ òðè âîëíû. Ïðè
ýòîì âåêòîð ïîëÿðèçàöèè â îáùåì ñëó÷àå íå îáÿçàí ñîâïà-
äàòü ñ íîðìàëüþ èëè áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê íåé, êàê ýòî
áûëî äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû. Òó âîëíó, äëÿ êîòîðîé óãîë
ìåæäó âåêòîðàìèì ïîëÿðèçàöèè è íîðìàëè ÿâëÿåòñÿ ñàìûì
ìåíüøèì èç òðåõ, ïðèíÿòî íàçûâàòü êâàçèïðîäîëüíîé, à äâå
äðóãèå � êâàçèïîïåðå÷íûìè. Îáû÷íî êâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà
ÿâëÿåòñÿ è ñàìîé áûñòðîé. Äëÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû òî÷å÷íîå

âîçìóùåíèå ïðèâåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ íåñèììåòðè÷íûõ
âîëíîâûõ ôðîíòîâ, òàê êàê â êàæäîì íàïðàâëåíèè ñêîðîñòü
âîëí áóäåò èìåòü ñâîå, îòëè÷íîå îò ñêîðîñòè âîëí â äðóãèõ
íàïðàâëåíèÿõ çíà÷åíèå.

Ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåíîñîì
ýíåðãèè. Ðàññìîòðèì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñðåäû. Â ñëó÷àå
äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ íàä òåëîì âíå
-
øíèìè ñèëàìè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëîé:
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Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ â ïåðâîì èíòåãðà-
ëå, ñîãëàñíî (8.20) ðàâíî iu&&ρ , ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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 +


 ρ=δ

0
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V

S
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 dv (8.31)

Ðàáîòà, îïðåäåëÿåìàÿ (8.31), çàòðà÷èâàåòñÿ íà èçìåíåíèå êè-
íåòè÷åñêîé è âíóòðåííåé ýíåðãèè ñðåäû. Â òî æå âðåìÿ ÷àñòü

ýòîé ðàáîòû ñâÿçàíà ñ ðàáîòîé ïîâåðõíîñòíûõ ñèë:

( ) dSdundS = dunP =  ijijii

SS

∫∫ σδ
r

Ô .

Òîãäà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè çà ñ÷åò ìîùíîñòè ïîâåðõ
-
íîñòíûõ ñèë áóäåò îáóñëîâëåíà âûðàæåíèåì

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (8.27) â ôîðìå áåãóùåé
ïëîñêîé âîëíû

)( ctn xFUu ii −=
rr0 , (8.28)

ãäå −0U
v

 âåêòîð ïîëÿðèçàöèè, −n
r

 íîðìàëü ê ôðîíòó âîëíû,
ñ � ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëí.

Ïîäñòàíîâêà (8.28) â (8.27) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

kjijklli nnEUUc 002 =ρ

èëè, åñëè ââåñòè ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Êðèñòîôåëÿ Til =
= Eijkl nj nl

( ) ., 002002 =δρ−⇒=ρ iilillili UcT UTUc (8.29)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà 2cρ  ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèåì ââåäåííîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà T

rr

,
à âåêòîð ïîëÿðèçàöèè 0U

r

 ñîîòâåòñòâåííî áóäåò ñîáñòâåí-
íûì âåêòîðîì ýòîãî òåíçîðà. Èç îáùåé òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ñóùåñòâóþò òðè ñîáñòâåííûõ çí
à-
÷åíèÿ. Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî îíè ïîëîæèòåëüíû, òî êàæäî-
ìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñâîÿ ôà-
çîâàÿ ñêîðîñòü âîëí. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïëîò
-
íîñòü óïðóãîé ýíåðãèè U = 1/(2Eijkl εij εkl) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíîé âåëè÷èíîé äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà εij.
Ïðîèçâîëüíûé òåíçîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñèì-
ìåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ:
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Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåò-
ðè÷íîãî òåíçîðîâ ðàâíà íóëþ, òî

.)()( 0≥=++= ++−+−+
klijijkllklklijijijkllklijijkl aaEaaaaEaaE (8.30)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå òåíçîðà a
rr

 òåíçîð ñ êîìïîíåíòà-
ìè jiij nUa 0= . Ïîñëå óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.29) íà âåëè-
÷èíó 0

iU , ñ ó÷åòîì åäèíè÷íîñòè âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè â ñèëó
íåðàâåíñòâà (8.30) ïîëó÷èì
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ò.å. ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè íà íîðìàë
ü
ê ôðîíòó ðàâíà ôàçîâîé ñêîðîñòè âîëíû. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè íå ìåíüøå ôàçîâîé ñêîðîñòè

âîëíû. Ñêîðîñòü ( )eV

r
 äàåò íàïðàâëåíèå ïåðåíîñà ýíåðãèè,

ò.å. íàïðàâëåíèå àêóñòè÷åñêîãî ëó÷à. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ýòî íàïðàâëåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíî ôðîíòó âîëíû, ñ÷èòàåòñÿ
,
÷òî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ «÷èñòàÿ» ìîäà.

Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èëëþñòðàöèè âîëíîâûõ ñâîéñòâ
ìîæíî ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ ïîâåðõíîñòåé.

1. Ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ êîíöàìè âåêòîðà ncC
rr

= ,
íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñêîðîñòåé. Äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû
ýòà ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç äâóõ êîàêñèàëüíûõ ñôåð.

2. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî êîíöîâ âåêòîðà cnL
rr

=  íàçû-
âàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ îáðàòíûõ ñêîðîñòåé.

3. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, çàíèìàåìûõ êîíöîì âåê-
òîðà N

r

= ( )eV
r

, äëÿ âñåõ íàïðàâëåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë-
íû íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé ïîâåðõíîñòüþ.

Âñå ýòè ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíû ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëí
äëÿ äàííîé àíèçîòðîïíîé ñðåäû è îáëàäàþò ðÿäîì èíòåðåñ-
íûõ ñâîéñòâ. Ïîâåðõíîñòè ñêîðîñòåé è îáðàòíûõ ñêîðîñòåé
ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì îïåðàöèåé èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî
åäèíè÷íîé ñôåðû, òàê êàê 1=cnncLC

rrrr

⋅= .
Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè ïåðïåí-

äèêóëÿðåí ê ïîâåðõíîñòè îáðàòíûõ ñêîðîñòåé. Äëÿ ýòîãî íàé
-
äåì âåêòîð êàñàòåëüíûé ê ïîâåðõíîñòè îáðàòíûõ ñêîðîñòåé
:
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:
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(8.32)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïîòîêà ýíåðãèèÓìîâà�Ïîéí-
òèíãà. Åãî ïðîåêöèÿ íà íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè äàåò ïîòîê
ýíåðãèè ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè â åäèíèöó âðåìåíè.

Âåêòîð
EBV e /)(

r

= , (8.33)
ãäå E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè ïî-
òîêà ýíåðãèè. Äëÿ ïëîñêîé âîëíû ïîëó÷èì:

• ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ;22
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Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (8.29) ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå

22200200

2
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2
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2
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Fc = FUTU = FnnUUE
lililjkiijkl

′ρ′′=Φ .

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ïîòåí-
öèàëüíîé óïðóãîé ýíåðãèè è ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðã
èè
äëÿ ïëîñêîé âîëíû ñîâïàäàþò ïî âåëè÷èíå. Òàêèì îáðàçîì,
ïëîòíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè áóäåò ðàâíà óäâîåííîé âåëè÷èíå

ëþáîé èç íèõ:

22FcE ′ρ= , (8.34)

à âåêòîð Óìîâà-Ïîéíòèíãà äëÿ ïëîñêîé âîëíû
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Èç (8.34), (8.35) è îïðåäåëåíèÿ (8.33) ìîæíî ïîëó÷èòü

( ) ( ) ,23 = cFcFcEnB = nV e 22 ′ρ′ρ=
rrr
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ò.å. ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè íà íîðìàë
ü
ê ôðîíòó ðàâíà ôàçîâîé ñêîðîñòè âîëíû. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè íå ìåíüøå ôàçîâîé ñêîðîñòè

âîëíû. Ñêîðîñòü ( )eV

r
 äàåò íàïðàâëåíèå ïåðåíîñà ýíåðãèè,

ò.å. íàïðàâëåíèå àêóñòè÷åñêîãî ëó÷à. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ýòî íàïðàâëåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíî ôðîíòó âîëíû, ñ÷èòàåòñÿ
,
÷òî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ «÷èñòàÿ» ìîäà.

Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èëëþñòðàöèè âîëíîâûõ ñâîéñòâ
ìîæíî ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ ïîâåðõíîñòåé.

1. Ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ êîíöàìè âåêòîðà ncC
rr

= ,
íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñêîðîñòåé. Äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû
ýòà ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç äâóõ êîàêñèàëüíûõ ñôåð.

2. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî êîíöîâ âåêòîðà cnL
rr

=  íàçû-
âàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ îáðàòíûõ ñêîðîñòåé.

3. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, çàíèìàåìûõ êîíöîì âåê-
òîðà N

r

= ( )eV
r

, äëÿ âñåõ íàïðàâëåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë-
íû íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé ïîâåðõíîñòüþ.

Âñå ýòè ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíû ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëí
äëÿ äàííîé àíèçîòðîïíîé ñðåäû è îáëàäàþò ðÿäîì èíòåðåñ-
íûõ ñâîéñòâ. Ïîâåðõíîñòè ñêîðîñòåé è îáðàòíûõ ñêîðîñòåé
ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì îïåðàöèåé èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî
åäèíè÷íîé ñôåðû, òàê êàê 1=cnncLC

rrrr

⋅= .
Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè ïåðïåí-

äèêóëÿðåí ê ïîâåðõíîñòè îáðàòíûõ ñêîðîñòåé. Äëÿ ýòîãî íàé
-
äåì âåêòîð êàñàòåëüíûé ê ïîâåðõíîñòè îáðàòíûõ ñêîðîñòåé
:
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:
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êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïîòîêà ýíåðãèèÓìîâà�Ïîéí-
òèíãà. Åãî ïðîåêöèÿ íà íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè äàåò ïîòîê
ýíåðãèè ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè â åäèíèöó âðåìåíè.

Âåêòîð
EBV e /)(

r

= , (8.33)
ãäå E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè ïî-
òîêà ýíåðãèè. Äëÿ ïëîñêîé âîëíû ïîëó÷èì:

• ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ;22
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Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (8.29) ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå

22200200
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Fc = FUTU = FnnUUE
lililjkiijkl

′ρ′′=Φ .

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ïîòåí-
öèàëüíîé óïðóãîé ýíåðãèè è ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðã
èè
äëÿ ïëîñêîé âîëíû ñîâïàäàþò ïî âåëè÷èíå. Òàêèì îáðàçîì,
ïëîòíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè áóäåò ðàâíà óäâîåííîé âåëè÷èíå

ëþáîé èç íèõ:

22FcE ′ρ= , (8.34)

à âåêòîð Óìîâà-Ïîéíòèíãà äëÿ ïëîñêîé âîëíû
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Èç (8.34), (8.35) è îïðåäåëåíèÿ (8.33) ìîæíî ïîëó÷èòü

( ) ( ) ,23 = cFcFcEnB = nV e 22 ′ρ′ρ=
rrr
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( ) 0, 0, 1,  )()()()(  = VdL = VLd = LdVc = cc = nV = LN eeee
rrrrrrrrrr

⋅

òî )( eVd L = cn
rrr

⊥ . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïëîñêîñòü ôðîíòà âîë-
íû âñåãäà êàñàòåëüíà ê âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè â äàííîé
òî÷êå. Âîëíîâàÿ ïîâåðõíîñòü è ïîâåðõíîñòü ñêîðîñòåé òåñí
î
ñâÿçàíû, òàê êàê ïðîåêöèÿ âåêòîðà ïåðåíîñà ñêîðîñòè íà
íîðìàëü ê ôðîíòó ðàâíà ôàçîâîé ñêîðîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
ïîâåðõíîñòü ñêîðîñòåé ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà îðòîãîíàëü
-
íûìè ïðîåêöèÿìè òî÷êè âîçìóùåíèé íà ìíîæåñòâî ïëîñêî-
ñòåé, êàñàòåëüíûõ ê âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè. Îíè ñîâïàäàþò
â íàïðàâëåíèÿõ ÷èñòûõ ìîä, èáî â ýòîì ñëó÷àå n= cV e rr

)( .

§ 8.3 Взаимодействие волн с границей раздела двух сред

Ïðè ïðîõîæäåíèè ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé óïðóãîé
âîëíû ñ îïðåäåëåííîé ïîëÿðèçàöèåé ÷åðåç ãðàíèöó äâóõ ðàç
-
íûõ óïðóãèõ ñðåä â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå
îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí âñåõ òèïîâ. Íàïðèìåð,
ïàäàþùàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà ìîæåò ïîðîæäàòü êâàçèïðîäîëü
-
íûå è êâàçèïîïåðå÷íûå îòðàæåííûå è ïðåëîìëåííûå âîëíû.
Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå âîçíèêàþò ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå
âîëíû, à èõ ïîëÿðèçàöèÿ � ÷èñòî ïðîäîëüíàÿ èëè ÷èñòî ïîïå-
ðå÷íàÿ. Àìïëèòóäû âîëí è èõ ïàðàìåòðû çàâèñÿò îò òèïà ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà. Â îáùåì ñëó÷àå
âîçìîæíû ðàçíûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íàïðèìåð ïðî-
ñêàëüçûâàíèå îäíîé ñðåäû îòíîñèòåëüíî äðóãîé ïðè íåïðå-
ðûâíîñòè íîðìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ è âåêòîðà íàïðÿæåíèé.
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òèïà «ïðèëèïà-
íèÿ», êîãäà íà ãðàíèöå ðàçäåëà íåïðåðûâíû âñå êîìïîíåíòû
âåêòîðà ïåðåìåùåíèé è âåêòîðà íàïðÿæåíèé.

Ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: âñå õàðàêòåðèñòèêè
îòðàæåííîé âîëíû áóäóò èìåòü âåðõíèé èíäåêñ «Rk», ãäå k
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 äëÿ êâàçèïðîäîëüíûõ âîëí, à 2 è 3 äëÿ
êâàçèïîïåðå÷íûõ áûñòðîé è ìåäëåííîé âîëí. Àíàëîãè÷íî
âñå õàðàêòåðèñòèêè ïðåëîìëåííîé âîëíû áóäóò èìåòü âåðõ-
íèé èíäåêñ «Tk», à õàðàêòåðèñòèêè ïàäàþùåé âîëíû � «I»
(åå òèï îãîâàðèâàåòñÿ îòäåëüíî).

Îáùèå ñâîéñòâà âîëí, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ãðàíèöåé
ðàçäåëà ñðåä. Ðàññìîòðèì ïàäåíèå âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

k

e
k n

c
V

∂
∂=)( . (8.36)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (8.36), ïîëó÷èì òðåáóåìîå ñâîéñòâî:
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Èç äîêàçàííîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî çíàíèå ïîâåðõíîñ-
òè îáðàòíûõ ñêîðîñòåé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå

âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè.

Ïîêàæåì, ÷òî ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè ñîâïàäàåò ñ ãðóï-
ïîâîé ñêîðîñòüþ. Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

0,)(det 2  = c� nnE ijkjklij δρ

òî ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ ni :
c = f(ni).

Åñëè óìíîæèòü êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû îïðåäåëèòåëÿ íà
k2 è ó÷åñòü, ÷òî kc=ω , ïîëó÷èì â òî÷íîñòè òàêóþ æå ôóí-
êöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü:

.),( iii kn kkf ==ω
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

)( e
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=
∂
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∂
ω∂= . (8.37)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (8.37) ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ñî-
âïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ïåðåíîñà ýíåðãèè.

Âîëíîâàÿ ïîâåðõíîñòü äàåò ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê,
äî êîòîðûõ äîéäóò êîëåáàíèÿ îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà çà
åäèíèöó âðåìåíè, ïîýòîìó îíà òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíî-
ñòüþ ðàâíûõ ôàç. Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ ýòîé ïîâåðõíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé

âîëíû ñî ñêîðîñòüþ ïåðåíîñà ýíåðãèè ( )eV

r
ïåðïåíäèêóëÿðíî

âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó
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( ) 0, 0, 1,  )()()()(  = VdL = VLd = LdVc = cc = nV = LN eeee
rrrrrrrrrr

⋅

òî )( eVd L = cn
rrr

⊥ . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïëîñêîñòü ôðîíòà âîë-
íû âñåãäà êàñàòåëüíà ê âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè â äàííîé
òî÷êå. Âîëíîâàÿ ïîâåðõíîñòü è ïîâåðõíîñòü ñêîðîñòåé òåñí
î
ñâÿçàíû, òàê êàê ïðîåêöèÿ âåêòîðà ïåðåíîñà ñêîðîñòè íà
íîðìàëü ê ôðîíòó ðàâíà ôàçîâîé ñêîðîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
ïîâåðõíîñòü ñêîðîñòåé ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà îðòîãîíàëü
-
íûìè ïðîåêöèÿìè òî÷êè âîçìóùåíèé íà ìíîæåñòâî ïëîñêî-
ñòåé, êàñàòåëüíûõ ê âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè. Îíè ñîâïàäàþò
â íàïðàâëåíèÿõ ÷èñòûõ ìîä, èáî â ýòîì ñëó÷àå n= cV e rr

)( .

§ 8.3 Взаимодействие волн с границей раздела двух сред

Ïðè ïðîõîæäåíèè ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé óïðóãîé
âîëíû ñ îïðåäåëåííîé ïîëÿðèçàöèåé ÷åðåç ãðàíèöó äâóõ ðàç
-
íûõ óïðóãèõ ñðåä â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå
îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí âñåõ òèïîâ. Íàïðèìåð,
ïàäàþùàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà ìîæåò ïîðîæäàòü êâàçèïðîäîëü
-
íûå è êâàçèïîïåðå÷íûå îòðàæåííûå è ïðåëîìëåííûå âîëíû.
Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå âîçíèêàþò ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå
âîëíû, à èõ ïîëÿðèçàöèÿ � ÷èñòî ïðîäîëüíàÿ èëè ÷èñòî ïîïå-
ðå÷íàÿ. Àìïëèòóäû âîëí è èõ ïàðàìåòðû çàâèñÿò îò òèïà ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà. Â îáùåì ñëó÷àå
âîçìîæíû ðàçíûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íàïðèìåð ïðî-
ñêàëüçûâàíèå îäíîé ñðåäû îòíîñèòåëüíî äðóãîé ïðè íåïðå-
ðûâíîñòè íîðìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ è âåêòîðà íàïðÿæåíèé.
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òèïà «ïðèëèïà-
íèÿ», êîãäà íà ãðàíèöå ðàçäåëà íåïðåðûâíû âñå êîìïîíåíòû
âåêòîðà ïåðåìåùåíèé è âåêòîðà íàïðÿæåíèé.

Ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: âñå õàðàêòåðèñòèêè
îòðàæåííîé âîëíû áóäóò èìåòü âåðõíèé èíäåêñ «Rk», ãäå k
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 äëÿ êâàçèïðîäîëüíûõ âîëí, à 2 è 3 äëÿ
êâàçèïîïåðå÷íûõ áûñòðîé è ìåäëåííîé âîëí. Àíàëîãè÷íî
âñå õàðàêòåðèñòèêè ïðåëîìëåííîé âîëíû áóäóò èìåòü âåðõ-
íèé èíäåêñ «Tk», à õàðàêòåðèñòèêè ïàäàþùåé âîëíû � «I»
(åå òèï îãîâàðèâàåòñÿ îòäåëüíî).

Îáùèå ñâîéñòâà âîëí, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ãðàíèöåé
ðàçäåëà ñðåä. Ðàññìîòðèì ïàäåíèå âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

k

e
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c
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∂
∂=)( . (8.36)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (8.36), ïîëó÷èì òðåáóåìîå ñâîéñòâî:
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Èç äîêàçàííîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî çíàíèå ïîâåðõíîñ-
òè îáðàòíûõ ñêîðîñòåé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå

âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè.

Ïîêàæåì, ÷òî ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè ñîâïàäàåò ñ ãðóï-
ïîâîé ñêîðîñòüþ. Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

0,)(det 2  = c� nnE ijkjklij δρ

òî ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ ni :
c = f(ni).

Åñëè óìíîæèòü êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû îïðåäåëèòåëÿ íà
k2 è ó÷åñòü, ÷òî kc=ω , ïîëó÷èì â òî÷íîñòè òàêóþ æå ôóí-
êöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü:

.),( iii kn kkf ==ω
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
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∂
ω∂= . (8.37)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (8.37) ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ñî-
âïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ïåðåíîñà ýíåðãèè.

Âîëíîâàÿ ïîâåðõíîñòü äàåò ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê,
äî êîòîðûõ äîéäóò êîëåáàíèÿ îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà çà
åäèíèöó âðåìåíè, ïîýòîìó îíà òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíî-
ñòüþ ðàâíûõ ôàç. Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ ýòîé ïîâåðõíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé

âîëíû ñî ñêîðîñòüþ ïåðåíîñà ýíåðãèè ( )eV

r
ïåðïåíäèêóëÿðíî

âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó
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.)()()( xkxkxk kk TRI
rrrrrr

==

Ýòè óñëîâèÿ ïðè xl
rr

= 0 ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0)( 0;)( )()()()(  = xkk   = xkk ImTImR rrrrrr

−− . (8.41)

Èç óñëîâèé (8.41) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ,)( )()( IR kk m
rr

−  −)(( mTk
r

))( Ik
r

−  äîëæíû áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíû ñàìîé ïëîñêîñòè ðàç-
äåëà ñðåä, ò.å. ïàðàëëåëüíû âåêòîðó .l

r

 Îòñþäà ñëåäóþò äâà
îáùèõ ñâîéñòâà âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ:

1. Âîëíîâûå âåêòîðû îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí
âñåãäà ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé âåêòîðîì
ïàäàþùåé âîëíû è âåêòîðîì íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà.

2. Ïðîåêöèè âñåõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ íà ïîâåðõíîñòü ðàç-
äåëà îäèíàêîâû, ò.å.

)()()()()()( sinsinsin mmmm TTRRII  kk k θ=θ=θ , (8.42)

ãäå −θθθ )()()( ,, TRI  óãëû ïàäåíèÿ, îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ
(ðèñ. 8.1).

Ïîñêîëüêó ÷àñòîòû âñåõ âîëí ðàâíû ìåæäó ñîáîé, à ôàçî-
âàÿ ñêîðîñòü, âîëíîâîå ÷èñëî è ÷àñòîòà ñâÿçàíû çàâèñèìîñò
üþ

,kc=ω  èç (8.42) ñëåäóåò çàêîí «îòðàæåíèÿ � ïðåëîìëåíèÿ»:
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(8.43)

ñðåä â ñëó÷àå, êîãäà ýòà ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ. Íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîìåñòèòü íà÷àëî êîîðäèíàò â

ýòîé ïëîñêîñòè. Òîãäà óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ñ åäèíè÷íûì
âåêòîðîì íîðìàëè l

r

 áóäåò èìåòü âèä xl
rr

 = 0. Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ òðåáóþò, ÷òîáû â êàæäîé òî÷êå ýòîé ïëî
ñ-
êîñòè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé.
Ïóñòü −σ= jiji lP  êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé íà ïëî-

ùàäêå ñ íîðìàëüþ .l
r

 Òîãäà èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èìååì:
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(8.38)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû, óñëîâèå
íåïðåðûâíîñòè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ñ ó÷åòîì (8.38) ïðèìåò âèä
:
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(8.39)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè tie 1ω , tie 2ω  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìûìè ïðè  21 ω≠ω  Ïîñêîëüêó óñëîâèå (8.39)
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, òî ýòî âîç-
ìîæíî òîëüêî ïðè  ðàâåíñòâàõ

.)()()( ω=ω=ω=ω kk TRI  (8.40)

Óñëîâèå (8.40) îòðàæàåò îäíî èç îáùèõ ñâîéñòâ âîëíîâîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ: ïðè îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè âîëí èõ ÷à-
ñòîòà íå ìåíÿåòñÿ.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ î òîì, ÷òî â ôèêñèðîâàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè â ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè xl

rr

= 0 äîëæíû âû-
ïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (8.39), ïîëó÷èì:
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Ðèñ. 8.1

Ïðåëîìëåííûå âîëíû

Ãðàíèöà ðàçäåëà ñðåä

Îòðàæåííûå âîëíû

kT

Tθ

l
r

k I

Iθ Rθ kR



589588
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Ýòè óñëîâèÿ ïðè xl
rr

= 0 ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0)( 0;)( )()()()(  = xkk   = xkk ImTImR rrrrrr

−− . (8.41)

Èç óñëîâèé (8.41) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ,)( )()( IR kk m
rr

−  −)(( mTk
r

))( Ik
r

−  äîëæíû áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíû ñàìîé ïëîñêîñòè ðàç-
äåëà ñðåä, ò.å. ïàðàëëåëüíû âåêòîðó .l

r

 Îòñþäà ñëåäóþò äâà
îáùèõ ñâîéñòâà âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ:

1. Âîëíîâûå âåêòîðû îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí
âñåãäà ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé âåêòîðîì
ïàäàþùåé âîëíû è âåêòîðîì íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà.

2. Ïðîåêöèè âñåõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ íà ïîâåðõíîñòü ðàç-
äåëà îäèíàêîâû, ò.å.

)()()()()()( sinsinsin mmmm TTRRII  kk k θ=θ=θ , (8.42)

ãäå −θθθ )()()( ,, TRI  óãëû ïàäåíèÿ, îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ
(ðèñ. 8.1).

Ïîñêîëüêó ÷àñòîòû âñåõ âîëí ðàâíû ìåæäó ñîáîé, à ôàçî-
âàÿ ñêîðîñòü, âîëíîâîå ÷èñëî è ÷àñòîòà ñâÿçàíû çàâèñèìîñò
üþ

,kc=ω  èç (8.42) ñëåäóåò çàêîí «îòðàæåíèÿ � ïðåëîìëåíèÿ»:
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ñðåä â ñëó÷àå, êîãäà ýòà ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ. Íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîìåñòèòü íà÷àëî êîîðäèíàò â

ýòîé ïëîñêîñòè. Òîãäà óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ñ åäèíè÷íûì
âåêòîðîì íîðìàëè l

r

 áóäåò èìåòü âèä xl
rr

 = 0. Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ òðåáóþò, ÷òîáû â êàæäîé òî÷êå ýòîé ïëî
ñ-
êîñòè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé.
Ïóñòü −σ= jiji lP  êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé íà ïëî-

ùàäêå ñ íîðìàëüþ .l
r

 Òîãäà èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èìååì:
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Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû, óñëîâèå
íåïðåðûâíîñòè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ñ ó÷åòîì (8.38) ïðèìåò âèä
:
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Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè tie 1ω , tie 2ω  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìûìè ïðè  21 ω≠ω  Ïîñêîëüêó óñëîâèå (8.39)
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, òî ýòî âîç-
ìîæíî òîëüêî ïðè  ðàâåíñòâàõ

.)()()( ω=ω=ω=ω kk TRI  (8.40)

Óñëîâèå (8.40) îòðàæàåò îäíî èç îáùèõ ñâîéñòâ âîëíîâîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ: ïðè îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè âîëí èõ ÷à-
ñòîòà íå ìåíÿåòñÿ.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ î òîì, ÷òî â ôèêñèðîâàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè â ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè xl

rr

= 0 äîëæíû âû-
ïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (8.39), ïîëó÷èì:
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÷àåò, ÷òî àìïëèòóäà ýòîé âîëíû áûñòðî óáûâàåò. Àíàëèòè-
÷åñêè ýòî âûðàæàåòñÿ ìíèìûì ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîøåäøåé âîëíû

( ) ( ) ( ) ,)()()( 222  T T T
nkkk += τ

ïðè ýòîì êðèòè÷åñêèé óãîë ïàäåíèÿ )(I
cθ , ïðè êîòðîì 0=)(T

nk

è 2)( π=θ T , îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ
ãðàíèöàìè ðàçäåëà â èçîòðîïíûõ ñðåäàõ.

1. Ïàäåíèå âîëíû ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè ñ âåêòîðîì
ïîëÿðèçàöèè, ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ. Âûáå-
ðåì îñè êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü ïàäåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâîâàëà ïëîñêîñòè Îxy, à ãðàíèöà ðàçäåëà ïëîñêîñòè � y = 0.
Ïðè òàêîì âûáîðå îñåé êîîðäèíàò íîðìàëü ê ãðàíèöå ðàçäå-
ëà ñîîòâåòñòâóåò îðòó îñè y, à åäèíñòâåííûì îòëè÷íûì îò
íóëÿ ïåðåìåùåíèåì áóäåò ïåðåìåùåíèå ïî îñè z. Ïóñòü: k �
âîëíîâîå ÷èñëî ïàäàþùåé âîëíû; β � óãîë ïàäåíèÿ; k1 �
âîëíîâîå ÷èñëî îòðàæåííîé âîëíû; b1 � ñêîðîñòü ïîïåðå÷-
íûõ âîëí â óïðóãîé ñðåäå ïàäàþùåé âîëíû; β1 � óãîë îòðà-
æåíèÿ; k2 � âîëíîâîå ÷èñëî ïðåëîìëåííîé âîëíû; b2 � ñêî-
ðîñòü ïîïåðå÷íûõ âîëí â óïðóãîé ñðåäå ïðåëîìëåííîé âîë-
íû; β2 � óãîë ïðåëîìëåíèÿ; µ1, µ2 � ìîäóëè ñäâèãà óïðóãèõ
ñðåä. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå:

          ;])cossin([exp)()(
tbyxkiAu II

13 −β+β=

          ;)]cossin([exp)()(
tbyxkiAu RR

11113 −β−β= (8.45)

          )].cossin([exp)()(
tbyxkiAu TT

22223 −β+β=

Èç óñëîâèÿ (8.42) ñëåäóåò, ÷òî .sinsinsin Kkkk =β=β=β 2211

Èç çàêîíà «îòðàæåíèÿ � ïðåëîìëåíèÿ» (ñì. (8.44)) ñëåäóåò, ÷òî
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(8.44)

ãäå −βα )()( , RR  óãëû îòðàæåíèÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ

âîëí; −βα )()( , TT  óãëû ïðåëîìëåíèÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷-
íûõ âîëí ñîîòâåòñòâåííî.

Óäîáíûìè äëÿ àíàëèçà îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ âîëí
ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòè îáðàòíûõ ñêîðîñòåé. Íà ðèñ.8.2 ñõå-
ìàòè÷íî ïðèâåäåíû ïðèìåðíûå ïîâåðõíîñòè îáðàòíûõ ñêî-
ðîñòåé äëÿ êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà êðåìíèÿ, ãðàíè÷àùåãî ñ
èçîòðîïíîé ñðåäîé � ïëàâëåííûì êâàðöåì. Ïàäàþùàÿ êâà-
çèïðîäîëüíàÿ âîëíà ïîðîæäàåò îòðàæåííûå êâàçèïðîäîëü-
íóþ è êâàçèïîïåðå÷íóþ âîëíû, à òàêæå ïðîäîëüíóþ è ïîïå-
ðå÷íóþ ïðåëîìëåííûå âîëíû â èçîòðîïíîé ñðåäå; îòðàæåí-
íàÿ âîëíà ñ ïîëÿðèçàöèåé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ïà-
äåíèÿ, íå îòðàæàåòñÿ, òàê êàê ñìåùåíèå ïàäàþùåé âîëíû íå
ñîäåðæèò êîìïîíåíòû âäîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ.

Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòåé îáðàòíûõ ñêîðîñòåé ïîçâîëÿåò
òàêæå îïðåäåëèòü ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè äëÿ êàæäîé èç

âîëí, ïîñêîëüêó âåêòîð ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè ïåðïåí-
äèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè îáðàòíûõ ñêîðîñòåé.

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ ïîâåðõíîñòåé îáðàòíûõ ñêîðîñòåé è âîëíîâûõ âåêòî-
ðîâ. Äîïóñòèì, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð íà ãðàíèöó ðàçäåëà, ïðî-
õîäÿùèé ÷åðåç êîíöû âåêòîðîâ îáðàòíîé ñêîðîñòè, íå ïåðå-
ñåêàåò îäíó èç ïîâåðõíîñòåé îáðàòíûõ ñêîðîñòåé. Ýòî îçíà-
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÷àåò, ÷òî àìïëèòóäà ýòîé âîëíû áûñòðî óáûâàåò. Àíàëèòè-
÷åñêè ýòî âûðàæàåòñÿ ìíèìûì ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîøåäøåé âîëíû

( ) ( ) ( ) ,)()()( 222  T T T
nkkk += τ

ïðè ýòîì êðèòè÷åñêèé óãîë ïàäåíèÿ )(I
cθ , ïðè êîòðîì 0=)(T
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è 2)( π=θ T , îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ
ãðàíèöàìè ðàçäåëà â èçîòðîïíûõ ñðåäàõ.

1. Ïàäåíèå âîëíû ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè ñ âåêòîðîì
ïîëÿðèçàöèè, ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ. Âûáå-
ðåì îñè êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü ïàäåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâîâàëà ïëîñêîñòè Îxy, à ãðàíèöà ðàçäåëà ïëîñêîñòè � y = 0.
Ïðè òàêîì âûáîðå îñåé êîîðäèíàò íîðìàëü ê ãðàíèöå ðàçäå-
ëà ñîîòâåòñòâóåò îðòó îñè y, à åäèíñòâåííûì îòëè÷íûì îò
íóëÿ ïåðåìåùåíèåì áóäåò ïåðåìåùåíèå ïî îñè z. Ïóñòü: k �
âîëíîâîå ÷èñëî ïàäàþùåé âîëíû; β � óãîë ïàäåíèÿ; k1 �
âîëíîâîå ÷èñëî îòðàæåííîé âîëíû; b1 � ñêîðîñòü ïîïåðå÷-
íûõ âîëí â óïðóãîé ñðåäå ïàäàþùåé âîëíû; β1 � óãîë îòðà-
æåíèÿ; k2 � âîëíîâîå ÷èñëî ïðåëîìëåííîé âîëíû; b2 � ñêî-
ðîñòü ïîïåðå÷íûõ âîëí â óïðóãîé ñðåäå ïðåëîìëåííîé âîë-
íû; β2 � óãîë ïðåëîìëåíèÿ; µ1, µ2 � ìîäóëè ñäâèãà óïðóãèõ
ñðåä. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå:

          ;])cossin([exp)()(
tbyxkiAu II

13 −β+β=

          ;)]cossin([exp)()(
tbyxkiAu RR

11113 −β−β= (8.45)

          )].cossin([exp)()(
tbyxkiAu TT

22223 −β+β=

Èç óñëîâèÿ (8.42) ñëåäóåò, ÷òî .sinsinsin Kkkk =β=β=β 2211

Èç çàêîíà «îòðàæåíèÿ � ïðåëîìëåíèÿ» (ñì. (8.44)) ñëåäóåò, ÷òî
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Äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû îí áóäåò èìåòü áîëåå ïðîñòîé âèä:
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β=α=β=α=θ
(8.44)

ãäå −βα )()( , RR  óãëû îòðàæåíèÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ

âîëí; −βα )()( , TT  óãëû ïðåëîìëåíèÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷-
íûõ âîëí ñîîòâåòñòâåííî.

Óäîáíûìè äëÿ àíàëèçà îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ âîëí
ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòè îáðàòíûõ ñêîðîñòåé. Íà ðèñ.8.2 ñõå-
ìàòè÷íî ïðèâåäåíû ïðèìåðíûå ïîâåðõíîñòè îáðàòíûõ ñêî-
ðîñòåé äëÿ êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà êðåìíèÿ, ãðàíè÷àùåãî ñ
èçîòðîïíîé ñðåäîé � ïëàâëåííûì êâàðöåì. Ïàäàþùàÿ êâà-
çèïðîäîëüíàÿ âîëíà ïîðîæäàåò îòðàæåííûå êâàçèïðîäîëü-
íóþ è êâàçèïîïåðå÷íóþ âîëíû, à òàêæå ïðîäîëüíóþ è ïîïå-
ðå÷íóþ ïðåëîìëåííûå âîëíû â èçîòðîïíîé ñðåäå; îòðàæåí-
íàÿ âîëíà ñ ïîëÿðèçàöèåé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ïà-
äåíèÿ, íå îòðàæàåòñÿ, òàê êàê ñìåùåíèå ïàäàþùåé âîëíû íå
ñîäåðæèò êîìïîíåíòû âäîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ.

Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòåé îáðàòíûõ ñêîðîñòåé ïîçâîëÿåò
òàêæå îïðåäåëèòü ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè äëÿ êàæäîé èç

âîëí, ïîñêîëüêó âåêòîð ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýíåðãèè ïåðïåí-
äèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè îáðàòíûõ ñêîðîñòåé.

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ ïîâåðõíîñòåé îáðàòíûõ ñêîðîñòåé è âîëíîâûõ âåêòî-
ðîâ. Äîïóñòèì, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð íà ãðàíèöó ðàçäåëà, ïðî-
õîäÿùèé ÷åðåç êîíöû âåêòîðîâ îáðàòíîé ñêîðîñòè, íå ïåðå-
ñåêàåò îäíó èç ïîâåðõíîñòåé îáðàòíûõ ñêîðîñòåé. Ýòî îçíà-
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ñêîðîñòü âîëí â ïåðâîé ñðåäå, ò.å. 
12 2bb = , ñóùåñòâóåò êðè-

òè÷åñêèé óãîë ïàäåíèÿ, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî ðåãóëÿð-
íîãî ïðåëîìëåíèÿ íå áóäåò (ðèñ. 8.3).

Ðèñ. 8.3

Ïàäåíèå ïðîäîëüíîé âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä.
Ðàññìîòðèì ïàäåíèå ïðîäîëüíîé âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà
äâóõ ñðåä ïîä çàäàííûì óãëîì 1

)1()( α=α=α RI . Îáîçíà÷èì
óãîë îòðàæåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû 1

)2( β=α R , à óãëû ïðå-
ëîìëåíèÿ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé âîëí ñîîòâåòñòâåííî ÷å
ðåç

2
)(

2
)( 21 , β=αα=α TT . Òîãäà ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå

.,),(rotgrad
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Ïîòåíöèàëû ïàäàþùåé, îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

• ïðè y < 0

,)]ctg([exp)()( tVyxKiA II −α+=ϕ 1

,)]ctg([exp)()( tVyx � KiA RR −α=ϕ 1

;)]ctg([exp)()( tVyxKiB RR −β−=ψ 1

• ïðè y > 0

,)]ctg([exp 2
)()( tVyx + KiA TT −α=ϕ

.)]ctg([exp 2
)()( tVyxKiB TT −β−=ψ

Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû ñâÿçàíû çàâèñèìîñòÿìè

,sinsinsin )()()()(
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)( TTRRI kkkK α=α=α=

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ìîæíî ïåðåïèñàòü ðåøåíèå (8.45) â òàêîì
âèäå:

          ;)]ctg ([exp)()(
tVyxKiAu II −β+= 13

          ;)]ctg ([exp)()(
tVy�xKiAu RR −β= 13 (8.46)

          .tVyxKiAu TT )]ctg ([exp 2
)()( −β+=3

Òîãäà ðàâåíñòâî ïåðåìåùåíèé (3.9) ïðè ±= 0y  äàåò óðàâíåíèå

.)()()( TRI AAA =+ (8.47)

Îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äåôîðìàöèé áóäóò
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Ñîîòâåòñòâóþùèìè îòëè÷íûìè îò íóëÿ áóäóò êîìïîíåíòû
òåíçîðà íàïðÿæåíèé ., yzzyyzxzzxxz  µε=σ=σµε=σ=σ 22  Ïðè
ýòîì åäèíñòâåííûì, îòëè÷íûì îò íóëÿ êîìïîíåíòîì âåêòîðà
íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà áóäåò .yzσ  Èç óñëîâèÿ íå-
ïðåðûâíîñòè âåêòîðà íàïðÿæåíèé èìååì:

.ctgctgctg )()()(
221111 βµ=βµ−βµ TRI AAA (8.48)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.47), (8.48) îòíîñèòåëüíî
àìïëèòóä îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí, ïîëó÷èì:

;
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A
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βµ+βµ
βµ

= (8.50)

Ðàññìîòðèì äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà â (8.49), (8.50)
∞→µ2  è 02 →µ . Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ïàäåíèþ

âîëíû íà æåñòêóþ ñòåíêó, à âòîðîé � ïàäåíèþ âîëíû íà ñâî-
áîäíóþ ïîâåðõíîñòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà A(R)/A(I) = �1, âî âòîðîì A(R)/A(I) = 1. Ðå-
ãóëÿðíîãî ïðåëîìëåíèÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Íàïðèìåð,
êîãäà ñêîðîñòü âîëí âî âòîðîé ñðåäå â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì
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ñêîðîñòü âîëí â ïåðâîé ñðåäå, ò.å. 
12 2bb = , ñóùåñòâóåò êðè-

òè÷åñêèé óãîë ïàäåíèÿ, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî ðåãóëÿð-
íîãî ïðåëîìëåíèÿ íå áóäåò (ðèñ. 8.3).

Ðèñ. 8.3

Ïàäåíèå ïðîäîëüíîé âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä.
Ðàññìîòðèì ïàäåíèå ïðîäîëüíîé âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà
äâóõ ñðåä ïîä çàäàííûì óãëîì 1

)1()( α=α=α RI . Îáîçíà÷èì
óãîë îòðàæåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû 1

)2( β=α R , à óãëû ïðå-
ëîìëåíèÿ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé âîëí ñîîòâåòñòâåííî ÷å
ðåç
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Ïîòåíöèàëû ïàäàþùåé, îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

• ïðè y < 0

,)]ctg([exp)()( tVyxKiA II −α+=ϕ 1

,)]ctg([exp)()( tVyx � KiA RR −α=ϕ 1

;)]ctg([exp)()( tVyxKiB RR −β−=ψ 1

• ïðè y > 0
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)()( tVyxKiB TT −β−=ψ

Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû ñâÿçàíû çàâèñèìîñòÿìè
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Ó÷èòûâàÿ ýòî, ìîæíî ïåðåïèñàòü ðåøåíèå (8.45) â òàêîì
âèäå:

          ;)]ctg ([exp)()(
tVyxKiAu II −β+= 13

          ;)]ctg ([exp)()(
tVy�xKiAu RR −β= 13 (8.46)

          .tVyxKiAu TT )]ctg ([exp 2
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Òîãäà ðàâåíñòâî ïåðåìåùåíèé (3.9) ïðè ±= 0y  äàåò óðàâíåíèå

.)()()( TRI AAA =+ (8.47)
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Ñîîòâåòñòâóþùèìè îòëè÷íûìè îò íóëÿ áóäóò êîìïîíåíòû
òåíçîðà íàïðÿæåíèé ., yzzyyzxzzxxz  µε=σ=σµε=σ=σ 22  Ïðè
ýòîì åäèíñòâåííûì, îòëè÷íûì îò íóëÿ êîìïîíåíòîì âåêòîðà
íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà áóäåò .yzσ  Èç óñëîâèÿ íå-
ïðåðûâíîñòè âåêòîðà íàïðÿæåíèé èìååì:

.ctgctgctg )()()(
221111 βµ=βµ−βµ TRI AAA (8.48)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.47), (8.48) îòíîñèòåëüíî
àìïëèòóä îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí, ïîëó÷èì:
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Ðàññìîòðèì äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà â (8.49), (8.50)
∞→µ2  è 02 →µ . Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ïàäåíèþ

âîëíû íà æåñòêóþ ñòåíêó, à âòîðîé � ïàäåíèþ âîëíû íà ñâî-
áîäíóþ ïîâåðõíîñòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà A(R)/A(I) = �1, âî âòîðîì A(R)/A(I) = 1. Ðå-
ãóëÿðíîãî ïðåëîìëåíèÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Íàïðèìåð,
êîãäà ñêîðîñòü âîëí âî âòîðîé ñðåäå â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì
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Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå αµ+λ+λ 2ctg)2( , êîòîðîå ïðè-
ñóòñòâóåò â âûðàæåíèÿõ äëÿ íàïðÿæåíèé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

22 2 ba ρ−ρ=λ , 2bρ=µ , 
ba

β=α sinsin
, ïîëó÷èì:

).1ctg(2
sin

2
sin

ctg)2( 222
2

2
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2 −βρ=ρ−

β
ρ=ρ−

α
ρ=αµ+λ+λ bb

b
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a

Òîãäà âûðàæåíèÿ (8.53) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå:
• ïðè y = 0�

    
,]ctg))(ctg[(

)]([exp)(

)()()( RRI BAA

tVxKiKibyy

11
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21 β++−β×

×−ρ=σ
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)()()( RRI BAA 

tVxKiKibxy
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11

−β+−α×

×−ρ=σ
(8.54)

• ïðè y = 0+

    
,]ctg)ctg[(

)]([exp)(

)()( TT BA

tVxKiKibyy
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21 β−−α×

×−ρ=σ

    
.])ctg(ctg[
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)()( TT BA 

tVxKiKibxy
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2

2

22
22

−β+α×

×−ρ=σ (8.55)

Ðàâåíñòâî ïåðåìåùåíèé (8.51), (8.52) è êîìïîíåíò âåêòî-
ðà íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà (8.54), (8.55) ïðèâîäèò ê
ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä îòðàæåííûõ A(R), B(R) è ïðå-

ëîìëåííûõ A(Ò), B(Ò) âîëí:

.
sin sin sin sin 1

2

2

2

2

1

1

1

1

babaV
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Òîãäà ïåðåìåùåíèÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãðàíèöû ðàçäåëà
áóäóò ðàâíû:

• ïðè y = 0�

    ,)ctg()]([exp )()()( RRI BAAtVxKiKiux 1β−+−=
(8.51)

    ).ctg(ctg)]([exp )()()( RRI BAAtVxKiKiuy −α−α−= 11

• ïðè y = 0+

    ,)ctg()]([exp )(
2

)( TT BAtVxKiKiux β+−=
(8.52)

    ).(ctg)]([exp )()(
2

TT BAtVxKiKiuy −α−=

Âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé ÷åðåç ïîòåíöèàëû èìåþò âèä:

;,, xyxxxx ψµ+ϕµ+ϕ∆λ=σ 22

;,, xyyyyy ψµ+ϕµ+ϕ∆λ=σ 22

).( ,,, xxyyxyxy ψ−ψ+ϕµ=σ 2

Ïîäñòàíîâêà â íèõ ïîòåíöèàëîâ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
çíà÷åíèÿì íàðÿæåíèé íà ãðàíèöå:

• ïðè y = 0�
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• ïðè y = 0+ (8.53)
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Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå αµ+λ+λ 2ctg)2( , êîòîðîå ïðè-
ñóòñòâóåò â âûðàæåíèÿõ äëÿ íàïðÿæåíèé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
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Òîãäà âûðàæåíèÿ (8.53) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå:
• ïðè y = 0�
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Ðàâåíñòâî ïåðåìåùåíèé (8.51), (8.52) è êîìïîíåíò âåêòî-
ðà íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà (8.54), (8.55) ïðèâîäèò ê
ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä îòðàæåííûõ A(R), B(R) è ïðå-

ëîìëåííûõ A(Ò), B(Ò) âîëí:
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Òîãäà ïåðåìåùåíèÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãðàíèöû ðàçäåëà
áóäóò ðàâíû:

• ïðè y = 0�
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Îòìåòèì, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà 01 →α , ïîëó-
÷èì X1 = 1, X2 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè
ïðîäîëüíîé âîëíû ïîïåðå÷íàÿ âîëíà íå îòðàæàåòñÿ, à îòðàæå
í-
íàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà èìååò àìïëèòóäó, ðàâíóþ àìïëèòóäå
ïàäàþùåé âîëíû.

Ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì: âîçìîæíà ëè ðåàëèçàöèÿ òàêî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîì îòðàæàåòñÿ òîëüêî ïîïåðå÷
-
íàÿ âîëíà, à àìïëèòóäà ïðîäîëüíîé îòðàæåííîé âîëíû ðàâíà
íóëþ? Ýòî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî .1ctgctg 11 =βα  Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
óãëû îòðàæåíèÿ ñâÿçàíû ñî ñêîðîñòÿìè âîëí ñîîòíîøåíèåì

sin α1/a = sin β1/b,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ q = 1/sin α1.

  111 2
2

2
2 =� q

b

a
�q  èëè .0, 2

2

2
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2
11 ≥=


  qq

b

a
+�q

b

a (8.57)

Óðàâíåíèå (8.57) èìååò êîðíè q2 = 0,  q2 = 1+ b2/a2, èç
êîòîðûõ ëèøü ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì ïî ôèçè-
÷åñêîìó ñìûñëó. Îí ñîîòâåòñâóåò ñëó÷àþ, â êîòîðîì îòðà-
æàåòñÿ òîëüêî ïîïåðå÷íàÿ âîëíà, ïîñêîëüêó àìïëèòóäà
îòðàæåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû ðàâíà íóëþ. Óãîë, ïðè êîòî-
ðîì ýòî ïðîèñõîäèò, â ñëó÷àå λ = µ (v = 0.25, a2 = 3b2) ðàâåí

( ) 323arcsin 1 π==α .
Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ ïàäåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû íà ñâî-

áîäíóþ ïîâåðõíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå íà ãðàíèöå äîëæíû áûòü
ðàâíû íóëþ êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé ., yxyy  σσ  Ýòî
ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
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2 −β−=β+−β XX
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ðåøåíèå êîòîðîé äàþò âûðàæåíèÿ:
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Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì â êà÷åñòâå íîâûõ íåèçâå-
ñòíûõ îòíîøåíèå àìïëèòóä îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí

ê àìïëèòóäå ïàäàþùåé âîëíû:
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Òîãäà ãðàíè÷íûå ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé :
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Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (8.56) ïîçâîëÿåò íàéòè àì-
ïëèòóäû îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí. Ïîñêîëüêó àíà-
ëèòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ãðîìîçäêè, îãðàíè-
÷èìñÿ ïðåäåëüíûìè ñëó÷àÿìè ïàäåíèÿ âîëíû íà æåñòêóþ ñòåí
-
êó è íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
ïðèðàâíÿòü ê íóëþ ïåðåìåùåíèÿ íà ãðàíèöå ïðè y = 0�. Òîãäà
ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:
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Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (8.56) ïîçâîëÿåò íàéòè àì-
ïëèòóäû îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí. Ïîñêîëüêó àíà-
ëèòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ãðîìîçäêè, îãðàíè-
÷èìñÿ ïðåäåëüíûìè ñëó÷àÿìè ïàäåíèÿ âîëíû íà æåñòêóþ ñòåí
-
êó è íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
ïðèðàâíÿòü ê íóëþ ïåðåìåùåíèÿ íà ãðàíèöå ïðè y = 0�. Òîãäà
ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:
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Òàêèì îáðàçîì, ïîïåðå÷íûå âîëíû íå îòðàæàþòñÿ òîëü-
êî ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè ïðîäîëüíîé âîëíû. Ïðîäîëüíûå
âîëíû íå îòðàæàþòñÿ ïðè äâóõ óãëàõ ïàäåíèÿ (8.60).

Ïàäåíèå ïîïåðå÷íîé âîëíû íà æåñòêóþ ñòåíêó è ñâîáîä-
íóþ ïîâåðõíîñòü. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîã-
äà ïàäàþùàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íîé. Â îòëè÷èå îò ðàñ-
ñìîòðåííîé íàìè ñèòóàöèè ïàäåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû, â ýòîì

ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé óãîë ïàäåíèÿ, êîòîðûé îïðå-
äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

( ) .,)(arcsin arcsin,sin ** o3353331 11 ≅≅=β≅=β //// ab ab (8.61)

Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðíîå îòðàæåíèå âîçìîæíî òîëüêî äëÿ
óãëîâ ïàäåíèÿ .0 *

11 β<β≤  Â äàííîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëû ïàäàþ-
ùåé è îòðàæåííûõ âîëí ïðè y < 0 îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè:

,)]ctg([exp)()( tVy xKi B II −β+=ψ 1

,)]ctg([exp)()( tVy xKi A RR −α−=ϕ 1

,)]ctg([exp)()( tVy x � Ki B RR −β=ψ 1

à âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ïðè y = 0�,
èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:
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Åñëè â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ ââåñòè îòíîøåíèÿ àìïëè-
òóä X1 = A(R)/B(I) è X2 = B(R)/B(I), ïîëó÷èì ïðè ïàäåíèè âîëíû
íà æåñòêóþ ñòåíêó
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Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ïðîäîëüíîé
âîëíû ( ∞→β∞→α 11 ctg,ctg  ) ïîëó÷èì â (8.58) îæèäàåìûé
ðåçóëüòàò: X2 = 0, X1 = �1.  Îòðàæàåòñÿ òîëüêî ïðîäîëüíàÿ
âîëíà ñ àìïëèòóäîé, ðàâíîé ïî âåëè÷èíå àìïëèòóäå ïàäàþ-
ùåé âîëíû. Ïðîâåäåì àíàëèç âàðèàíòîâ âîçìîæíîãî ðàâåí-
ñòâà íóëþ àìïëèòóä îòðàæåíûõ âîëí.

Ïðè ðàâåíñòâå íóëþ àìïëèòóäû îòðàæåííîé ïðîäîëüíîé
âîëíû ïîëó÷èì èç (8.58) óðàâíåíèå

.111
2 ctgctg4)1ctg( βα=−β (8.59)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãðóíòîâîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîãäà ïî-
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1
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1
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).23(16)13( 4 +=+ qqq (8.60)

Äâà êîðíÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ q = 1/3 è q = �1 ðàöèîíàëüíû.
Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (8.60) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè

.0)11827()13()1( 2 =−+−+ qqqq  Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå,
íàõîäèì îñòàâøèåñÿ êîðíè ( )323 ±= �q /9.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàñ óñòðàèâàþò ëèøü ïîëîæèòåëüíûå êîð-
íè, íàõîäèì çíà÷åíèÿ óãëîâ ïàäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îò-
ñóòñòâèþ îòðàæåííûõ ïðîäîëüíûõ âîëí:

q = 1/3, ctg α1 = 1/ ;, o603 1 =α 
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Ïðè ðàâåíñòâå íóëþ àìïëèòóäû îòðàæåííîé ïîïåðå÷íîé
âîëíû ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò:

⇒=+α⇒=β 12ctg31ctg 1
2

1
2 ðåøåíèé íåò.
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)]([exp)(

)()()( RIR BBA

tVxiKKibyy

111
2

22
11

221 β+β−−β×

×−ρ=σ

)].)((ctgctg[

)]([exp)(

)()()( RIR BBA 

tVxiKKibxy

+−β+α−×

×−ρ=σ

12 1
2

1

22
11

Åñëè â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ ââåñòè îòíîøåíèÿ àìïëè-
òóä X1 = A(R)/B(I) è X2 = B(R)/B(I), ïîëó÷èì ïðè ïàäåíèè âîëíû
íà æåñòêóþ ñòåíêó

.
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ctg

1ctg

ctg1
1

2

1

1

1
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−α−
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X

X

;
)1ctg(ctgctg4

)1ctg(ctgctg4
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1
2

11

2
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2
11

1 −β+βα

−β−βα
=X

(8.58)

.
� 

X
2

1
2

11

1
2

1
2 )1ctg(ctgctg4

)1ctg(ctg4

−β+βα

−βα
=

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ïðîäîëüíîé
âîëíû ( ∞→β∞→α 11 ctg,ctg  ) ïîëó÷èì â (8.58) îæèäàåìûé
ðåçóëüòàò: X2 = 0, X1 = �1.  Îòðàæàåòñÿ òîëüêî ïðîäîëüíàÿ
âîëíà ñ àìïëèòóäîé, ðàâíîé ïî âåëè÷èíå àìïëèòóäå ïàäàþ-
ùåé âîëíû. Ïðîâåäåì àíàëèç âàðèàíòîâ âîçìîæíîãî ðàâåí-
ñòâà íóëþ àìïëèòóä îòðàæåíûõ âîëí.

Ïðè ðàâåíñòâå íóëþ àìïëèòóäû îòðàæåííîé ïðîäîëüíîé
âîëíû ïîëó÷èì èç (8.58) óðàâíåíèå

.111
2 ctgctg4)1ctg( βα=−β (8.59)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãðóíòîâîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîãäà ïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî .2ctg3ctg,3, 1
2

1
2 +α=β=µ=λ  b a  Ïîäñòàíîâ-

êà ýòèõ ñîîòíîøåíèé â óðàâíåíèå (8.59) ïðèâîäèò ïðè

1
2ctg α=q  ê óðàâíåíèþ

).23(16)13( 4 +=+ qqq (8.60)

Äâà êîðíÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ q = 1/3 è q = �1 ðàöèîíàëüíû.
Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (8.60) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè

.0)11827()13()1( 2 =−+−+ qqqq  Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå,
íàõîäèì îñòàâøèåñÿ êîðíè ( )323 ±= �q /9.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàñ óñòðàèâàþò ëèøü ïîëîæèòåëüíûå êîð-
íè, íàõîäèì çíà÷åíèÿ óãëîâ ïàäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îò-
ñóòñòâèþ îòðàæåííûõ ïðîäîëüíûõ âîëí:

q = 1/3, ctg α1 = 1/ ;, o603 1 =α 

.,,ctg, o2773332
9

332
11 ≅α−=α−=   q

Ïðè ðàâåíñòâå íóëþ àìïëèòóäû îòðàæåííîé ïîïåðå÷íîé
âîëíû ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò:

⇒=+α⇒=β 12ctg31ctg 1
2

1
2 ðåøåíèé íåò.
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§ 8.4. Поверхностные волны Рэлея и Лява

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ïîêàçàíî, ÷òî ïðîäîëüíûå èëè
ïîïåðå÷íûå âîëíû, áåãóùèå ðàçäåëüíî â ñâîáîäíîì ïðîñòðàí
-
ñòâå ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ãðàíèöåé, ïîðîæäàþò âîëíû äðó-
ãîãî òèïà, ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç íèõ â îòäåëüíîñòè íå ïîçâî-
ëÿåò âûïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïðè
ðåãóëÿðíîì îòðàæåíèè âîëíû îòðàæàþòñÿ è ïðåëîìëÿþòñÿ,
íî âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà ïàäàþùàÿ âîëíà ïîðîæäàåò
âîëíû, áåãóùèå âáëèçè ïîâåðõíîñòè è áûñòðî çàòóõàþùèå ñ
ãëóáèíîé. Ìû ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà òàêèõ âîëí, ïåðâû-
ìè èç êîòîðûõ áóäóò âîëíû Ðýëåÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âáëè-

çè ïîâåðõíîñòè, ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå âîëíîâûõ óðàâíåíèé ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíîãî äâèæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷-
íûõ âîëí

,)( ,,, yyxxtt a ϕ+ϕ=ϕ 2  ,)( ,,, yyxxtt b ψ+ψ=ψ 2 (8.63)

áåãóùèõ âäîëü ïîâåðõíîñòè y = 0 è áûñòðî çàòóõàþùèõ ïðè
.−∞→y  Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèÿ (8.63)

ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî òèïà:

,)( ctxKiyeeA −ε=ϕ  .)( ctxKiyeeB −η=ψ
Ïîäñòàíîâêà äàåò:

22
2

2
2 K

a

c
K −ε=− ,  .22

2

2
2 K

b

c
K −η=−

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïðè óñëîâèè ,( acM  MM /=<< 121 1
)bcM /=2 . Òîãäà ïðè îáîçíà÷åíèÿõ

       β=ηα=ε−=β−=α K K M M ,,1,1 2
2

2
1

, (8.64)

ïîëó÷èì
)( ctxKiyK eeA −α=ϕ , .)( ctxKiyK eeB −β=ψ (8.65)

Ðåøåíèÿ (8.65) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (8.64) òîæäåñòâåí-
íî óäîâëåòâîðÿþò âîëíîâûì óðàâíåíèÿì è óñëîâèÿì èõ óáû-
âàíèÿ ïðè .−∞→y  Îíè ñîäåðæàò ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñ-
íûå ïîñòîÿííûå A, B, à òàêæå íåèçâåñòíóþ ñêîðîñòü âîëí c.

Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èìåþò âèä:

,
1ctgctg

ctg2

11

1
1 +βα

β
−=X  .

1ctgctg

1ctgctg

11

11
2 +βα

−βα
=X

Àíàëîãè÷íî óæå ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ ïðîäîëüíàÿ âîë-
íà íå îòðàæàåòñÿ òîëüêî ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè ïîïåðå÷-
íîé âîëíû íà ñòåíêó. Åñëè âîëíà ïàäàåò íà ñâîáîäíóþ ïî-
âåðõíîñòü, ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèíèìàåò âèä

.
)(ctg

ctg

ctgctg

ctgctg













−β−

β
=























−βα−

β−β

1

2

12

21

1
2

1

2

1

1
2

1

11
2

X

X

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè:

,
)1(ctgctgctg4

)1(ctgctg2
2

1
2

11

1
2

1
1 −β+βα

−ββ
=X

.
)1(ctgctgctg4

)1(ctgctgctg4
2

1
2

11

2
1

2
11

2 −β+βα

−β−βα
=X

Ðàññìîòðåâ àíàëîãè÷íóþ ñèòóàöèþ äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ
ïîïåðå÷íîé âîëíû, ïîëó÷àåì òàêîå æå óðàâíåíèå. Ïîýòîìó

èìååì: .2ctg3ctg,3, 1
2

1
2 +α=β=µ=λ  b a  Ïîäñòàíîâêà

íàéäåííûõ çíà÷åíèé óãëà 1α äàåò:

.,,ctg

;,ctg

o

o

334
3

332

303

11

11

≅β+=β

=β=β

   

   

 (8.62)

Ïîñêîëüêó îáà ïîëó÷åííûõ óãëà (8.62) ìåíüøå ïðåäåëüíîãî
(ñì. (8.61)), îáà ýòè ñëó÷àÿ ðåàëèçóþòñÿ. Ïðè òàêèõ óãëàõ
ïàäåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû îòðàæàåòñÿ òîëüêî ïðîäîëüíàÿ
âîëíà.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ èëëþñòðàöèåé èññëåäî-
âàíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü â îáùåì ñëó÷àå âçà-
èìîäåéñòâèÿ âîëí ñ ãðàíèöåé ðàçäåëà äâóõ ñðåä.
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§ 8.4. Поверхностные волны Рэлея и Лява

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ïîêàçàíî, ÷òî ïðîäîëüíûå èëè
ïîïåðå÷íûå âîëíû, áåãóùèå ðàçäåëüíî â ñâîáîäíîì ïðîñòðàí
-
ñòâå ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ãðàíèöåé, ïîðîæäàþò âîëíû äðó-
ãîãî òèïà, ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç íèõ â îòäåëüíîñòè íå ïîçâî-
ëÿåò âûïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïðè
ðåãóëÿðíîì îòðàæåíèè âîëíû îòðàæàþòñÿ è ïðåëîìëÿþòñÿ,
íî âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà ïàäàþùàÿ âîëíà ïîðîæäàåò
âîëíû, áåãóùèå âáëèçè ïîâåðõíîñòè è áûñòðî çàòóõàþùèå ñ
ãëóáèíîé. Ìû ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà òàêèõ âîëí, ïåðâû-
ìè èç êîòîðûõ áóäóò âîëíû Ðýëåÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âáëè-

çè ïîâåðõíîñòè, ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå âîëíîâûõ óðàâíåíèé ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíîãî äâèæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷-
íûõ âîëí

,)( ,,, yyxxtt a ϕ+ϕ=ϕ 2  ,)( ,,, yyxxtt b ψ+ψ=ψ 2 (8.63)

áåãóùèõ âäîëü ïîâåðõíîñòè y = 0 è áûñòðî çàòóõàþùèõ ïðè
.−∞→y  Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèÿ (8.63)

ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî òèïà:

,)( ctxKiyeeA −ε=ϕ  .)( ctxKiyeeB −η=ψ
Ïîäñòàíîâêà äàåò:

22
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2
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a

c
K −ε=− ,  .22
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2 K

b

c
K −η=−

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïðè óñëîâèè ,( acM  MM /=<< 121 1
)bcM /=2 . Òîãäà ïðè îáîçíà÷åíèÿõ

       β=ηα=ε−=β−=α K K M M ,,1,1 2
2

2
1

, (8.64)

ïîëó÷èì
)( ctxKiyK eeA −α=ϕ , .)( ctxKiyK eeB −β=ψ (8.65)

Ðåøåíèÿ (8.65) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (8.64) òîæäåñòâåí-
íî óäîâëåòâîðÿþò âîëíîâûì óðàâíåíèÿì è óñëîâèÿì èõ óáû-
âàíèÿ ïðè .−∞→y  Îíè ñîäåðæàò ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñ-
íûå ïîñòîÿííûå A, B, à òàêæå íåèçâåñòíóþ ñêîðîñòü âîëí c.

Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èìåþò âèä:

,
1ctgctg

ctg2

11

1
1 +βα

β
−=X  .

1ctgctg

1ctgctg

11

11
2 +βα

−βα
=X

Àíàëîãè÷íî óæå ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ ïðîäîëüíàÿ âîë-
íà íå îòðàæàåòñÿ òîëüêî ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè ïîïåðå÷-
íîé âîëíû íà ñòåíêó. Åñëè âîëíà ïàäàåò íà ñâîáîäíóþ ïî-
âåðõíîñòü, ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèíèìàåò âèä
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Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè:
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1
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1
1 −β+βα

−ββ
=X
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)1(ctgctgctg4

)1(ctgctgctg4
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1
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2
1

2
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2 −β+βα

−β−βα
=X

Ðàññìîòðåâ àíàëîãè÷íóþ ñèòóàöèþ äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ
ïîïåðå÷íîé âîëíû, ïîëó÷àåì òàêîå æå óðàâíåíèå. Ïîýòîìó

èìååì: .2ctg3ctg,3, 1
2

1
2 +α=β=µ=λ  b a  Ïîäñòàíîâêà

íàéäåííûõ çíà÷åíèé óãëà 1α äàåò:

.,,ctg

;,ctg

o

o

334
3

332

303

11

11

≅β+=β

=β=β

   

   

 (8.62)

Ïîñêîëüêó îáà ïîëó÷åííûõ óãëà (8.62) ìåíüøå ïðåäåëüíîãî
(ñì. (8.61)), îáà ýòè ñëó÷àÿ ðåàëèçóþòñÿ. Ïðè òàêèõ óãëàõ
ïàäåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû îòðàæàåòñÿ òîëüêî ïðîäîëüíàÿ
âîëíà.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ èëëþñòðàöèåé èññëåäî-
âàíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü â îáùåì ñëó÷àå âçà-
èìîäåéñòâèÿ âîëí ñ ãðàíèöåé ðàçäåëà äâóõ ñðåä.
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Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (8.69) îäíîðîäíà, îíà èìååò íåíóëåâîå
ðåøåíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí
íóëþ. Ýòî óñëîâèå äàåò óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ èñêîìûõ âîëí:

.04)1( 22 =αβ−β+ (8.70)

Óðàâíåíèå (8.70) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ðýëåÿ, à èñêîìàÿ
ñêîðîñòü ñêîðîñòüþ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðýëåÿ. Äëÿ åå îïðå-
äåëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ââåäåì ïåð
å-
ìåííóþ ξ = c2/b2, òîãäà ξ−=βχξ−=αξ−=β+ 1121 222    ,, .
Ñ ó÷åòîì ýòîãî, óðàâíåíèå (8.70) ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïðèíèìàåò âèä

).1)(1(16)2( 4 ξ−χξ−=ξ−
Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ èìååì

  ).1(16)23(88)(ãäå ,0)( 23 −χ+ξχ−+ξ−ξ=ξ=ξξ  F F (8.71)

Îòáðàñûâàÿ â (8.71) ïîñòîðîííèé êîðåíü 0=ξ , ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íóæíîãî êîðíÿ 10 <ξ< :

.0)( =ξF (8.72)

Èññëåäóåì óðàâíåíèå íà ïðåäìåò íàëè÷èÿ ýòîãî êîðíÿ,
äëÿ ÷åãî îïðåäåëèì çíàêè ìíîãî÷ëåíà íà êîíöàõ ïðîìåæóò-
êà, ò.å. ïðè 0=ξ  è 1=ξ . Íåñëîæíûå ïîäñ÷åòû äàþò

01)1(,0)1(16)0( >=<−χ=  FF . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ íåïðå-
ðûâíà è ìåíÿåò ñâîé çíàê, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû
îäèí êîðåíü íà äàííîì èíòåðâàëå åñòü. Çíà÷åíèå χ  çàâèñèò
îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà óïðóãîé ñðåäû:

.,
)()(

500
12
1

1
12

21
2

2
≤χ≤⇒
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ν−==χ
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b

Ïðè v = 0,25, 31=χ  óðàâíåíèå (8.72) èìååò âèä

03256243 23 =−ξ+ξ−ξ .

Ïîñêîëüêó îíî èìååò êîðåíü 4=ξ , íàõîæäåíèå îñòàëüíûõ
êîðíåé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

.3322,3322,08123 21
2 +=ξ−=ξ=+ξ−ξ   

Åñëè ðàññìàòðèâàòü óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî 0≤y  ñî
ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, òî âåêòîð íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå äîë-
æåí áûòü ðàâåí íóëþ:

( ) ( ) .00,0,0, =σ=σ x x yyxy (8.66)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå Ëÿìå äëÿ ïåðåìåùåíèé, âûðàæåíèÿ
äëÿ äåôîðìàöèé è çàêîí Ãóêà, íàïðÿæåíèÿ, âõîäÿùèå â ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ (8.66), ìîæíî ïðåäñòâèòü â âèäå

;)( ,,,     xyyyxxyy ψµ−ϕµ+λ+ϕλ=σ 22

).( ,,, xxyyxyxy   ψ−ψ+ϕµ=σ 2

Èëè ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ
âîëí �

);)(( ,,, xyyyxxyy    b ψ−ϕχ+ϕ−χρ=σ −− 22 112

),( ,,, xxyyxyxy   b ψ−ψ+ϕρ=σ 22 (8.67)

ãäå χ = b2/a2, χ < 1.
Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèé (8.63) â (8.67) äàåò ñëåäóþùèå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé:

σyy / [ ]{ } ( ) ;2)()2�()( �1�1  eBKi �eA + K�Kb ct�xiKyK βαχχ=ρ α 22222

σxy / { } ( ).)1(2)( ct�xiKeB+K+AKib  
2222 βα=ρ

Ó÷èòûâàÿ (8.64), ïîëó÷èì
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22221 1222 β+=


 −++−=α+−−χ− K
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a
KKK

Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå y = 0 ïðèìóò âèä:

σyy / ( )[ ];21 22 Bi�A+ = K ββµ
(8.68)

σxy / ( )[ ].12 22 B+ + Ai = K βαµ
Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (8.68) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8.66)

ïîñëå óïðîùåíèé äàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
àìïëèòóä À, Â:

( )[ ] ( )[ ] 0.120;21 22  = B+ + Ai   = Bi�A+ βαββ (8.69)
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Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (8.69) îäíîðîäíà, îíà èìååò íåíóëåâîå
ðåøåíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí
íóëþ. Ýòî óñëîâèå äàåò óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ èñêîìûõ âîëí:

.04)1( 22 =αβ−β+ (8.70)

Óðàâíåíèå (8.70) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ðýëåÿ, à èñêîìàÿ
ñêîðîñòü ñêîðîñòüþ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðýëåÿ. Äëÿ åå îïðå-
äåëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ââåäåì ïåð
å-
ìåííóþ ξ = c2/b2, òîãäà ξ−=βχξ−=αξ−=β+ 1121 222    ,, .
Ñ ó÷åòîì ýòîãî, óðàâíåíèå (8.70) ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïðèíèìàåò âèä

).1)(1(16)2( 4 ξ−χξ−=ξ−
Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ èìååì

  ).1(16)23(88)(ãäå ,0)( 23 −χ+ξχ−+ξ−ξ=ξ=ξξ  F F (8.71)

Îòáðàñûâàÿ â (8.71) ïîñòîðîííèé êîðåíü 0=ξ , ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íóæíîãî êîðíÿ 10 <ξ< :

.0)( =ξF (8.72)

Èññëåäóåì óðàâíåíèå íà ïðåäìåò íàëè÷èÿ ýòîãî êîðíÿ,
äëÿ ÷åãî îïðåäåëèì çíàêè ìíîãî÷ëåíà íà êîíöàõ ïðîìåæóò-
êà, ò.å. ïðè 0=ξ  è 1=ξ . Íåñëîæíûå ïîäñ÷åòû äàþò

01)1(,0)1(16)0( >=<−χ=  FF . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ íåïðå-
ðûâíà è ìåíÿåò ñâîé çíàê, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû
îäèí êîðåíü íà äàííîì èíòåðâàëå åñòü. Çíà÷åíèå χ  çàâèñèò
îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà óïðóãîé ñðåäû:
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b

Ïðè v = 0,25, 31=χ  óðàâíåíèå (8.72) èìååò âèä

03256243 23 =−ξ+ξ−ξ .

Ïîñêîëüêó îíî èìååò êîðåíü 4=ξ , íàõîæäåíèå îñòàëüíûõ
êîðíåé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

.3322,3322,08123 21
2 +=ξ−=ξ=+ξ−ξ   

Åñëè ðàññìàòðèâàòü óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî 0≤y  ñî
ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, òî âåêòîð íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå äîë-
æåí áûòü ðàâåí íóëþ:

( ) ( ) .00,0,0, =σ=σ x x yyxy (8.66)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå Ëÿìå äëÿ ïåðåìåùåíèé, âûðàæåíèÿ
äëÿ äåôîðìàöèé è çàêîí Ãóêà, íàïðÿæåíèÿ, âõîäÿùèå â ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ (8.66), ìîæíî ïðåäñòâèòü â âèäå

;)( ,,,     xyyyxxyy ψµ−ϕµ+λ+ϕλ=σ 22

).( ,,, xxyyxyxy   ψ−ψ+ϕµ=σ 2

Èëè ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ
âîëí �

);)(( ,,, xyyyxxyy    b ψ−ϕχ+ϕ−χρ=σ −− 22 112

),( ,,, xxyyxyxy   b ψ−ψ+ϕρ=σ 22 (8.67)

ãäå χ = b2/a2, χ < 1.
Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèé (8.63) â (8.67) äàåò ñëåäóþùèå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé:

σyy / [ ]{ } ( ) ;2)()2�()( �1�1  eBKi �eA + K�Kb ct�xiKyK βαχχ=ρ α 22222

σxy / { } ( ).)1(2)( ct�xiKeB+K+AKib  
2222 βα=ρ

Ó÷èòûâàÿ (8.64), ïîëó÷èì
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Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå y = 0 ïðèìóò âèä:

σyy / ( )[ ];21 22 Bi�A+ = K ββµ
(8.68)

σxy / ( )[ ].12 22 B+ + Ai = K βαµ
Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (8.68) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8.66)

ïîñëå óïðîùåíèé äàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
àìïëèòóä À, Â:

( )[ ] ( )[ ] 0.120;21 22  = B+ + Ai   = Bi�A+ βαββ (8.69)
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äèíàòû ., 00 yx  Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé (8.73) íàõî-
äèì óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ýëëèïñû, ïîëóîñè êîòîðûõ ìåíÿþòñÿ ñ ãëóáèíîé y = Kh è ïðè
áîëüøèõ åå çíà÷åíèÿõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ êàê ýêñïîíåíòû:
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2
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2
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Èññëåäóåì õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ïîëóîñåé îò ãëóáèíû:
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=
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e� e+ 
K Bq

yKyK 2
.

Ðàññìîòðèì èõ èçìåíåíèå ïðè v = 0,25, êîãäà ξ = 0,845,

390185031 ,,,/ =ξ−=β=ξ−=α   .
Íà ãðàôèêàõ ðèñ. 8.4 è 8.5 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè çíà-

÷åíèé àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé ux, uy è èõ îòíîøåíèÿ ux/uy â
çàâèñèìîñòè îò ãëóáèíû Kh. Õàðàêòåðíî, ÷òî ïåðåìåùåíèå
ux , íàïðàâëåííîå âäîëü ïîâåðõíîñòè, ìåíÿåò ñâîé çíàê. Â
ãåîëîãèè âîëíû Ðýëåÿ âîçíèêàþò ïðè çåìëåòðÿñåíèÿõ è ÿâëÿ
-
þòñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ ïðè÷èí ðàçðóøåíèé çäàíèé è ñîîðó-

Òàêèì îáðàçîì, íóæíûé êîðåíü 1ξ . Çíà÷åíèå ñàìîãî êîðíÿ
845,0≈ξ , îòêóäà íàõîäèì ñêîðîñòü âîëí Ðýëåÿ:

bC  
R

91940,≈ .

Äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû (v = 0,5, 0=χ ) óðàâíåíèå áóäåò òàêèì:

.016248 23 =−ξ+ξ−ξ
Îíî èìååò âñåãî îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, êîòîðûé ìîæ-
íî âû÷èñëèòü.

Ïðè çíà÷åíèè êîðíÿ 912,0≈ξ
R  âåëè÷èíà ñêîðîñòè âîëí

Ðýëåÿ CR = 0,955 b. Ïðè ìàëûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà
50,=χ  è óðàâíåíèå èìååò âèä 08168 23 =−ξ+ξ−ξ  ñ êîðíåì

.764,0=ξ
R  Ïðè ýòîì CR = 0,87 b.

Òàêèì îáðàçîì, êîðåíü îäèí, à ñêîðîñòü âîëí Ðýëåÿ èçìå-
íÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â ïðåäåëàõ

0,87 < CR /b < 0,955. Ïîñêîëüêó â çàäà÷å íåò õàðàêòåðíîãî
ëèíåéíîãî ðàçìåðà, ñêîðîñòü íàéäåííûõ âîëí Ðýëåÿ íå çàâè-

ñèò îò äëèíû âîëíû è îò ÷àñòîòû, ò.å. äèñïåðñèè âîëí íåò.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèö â âîëíàõ Ðýëåÿ. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî íàéòè äåéñòâèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ. Òàê êàê îï-
ðåäåëèòåëü ñèñòåìû (8.69) ðàâåí íóëþ, êîìïëåêñíûå êîýô-
ôèöèåíòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

.
1

2
2

BiA
β+

αβ=

Âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü â ðåøåíèÿõ (8.65), ïîëó÷èì

)).(cos());(sin( ctxKeB  ctxKeB yKyK −=ψ−
β+
βα−=ϕ βα
21

2

Ïåðåìåùåíèÿ áóäóò ðàâíû:
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e ++e�

ctxKKBxXu
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1
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00

00  
e ++e�

ctxKK�ByYu
yKyK

y 2

22

1

2

β+
ββα−=−=

βα
(8.73)

Ïåðåìåííûìè X, Y çäåñü îáîçíà÷åíû òåêóùèå êîîðäèíàòû
÷àñòèöû, êîòîðàÿ â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè èìåëà êîîð-
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äèíàòû ., 00 yx  Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé (8.73) íàõî-
äèì óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ýëëèïñû, ïîëóîñè êîòîðûõ ìåíÿþòñÿ ñ ãëóáèíîé y = Kh è ïðè
áîëüøèõ åå çíà÷åíèÿõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ êàê ýêñïîíåíòû:
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Ðàññìîòðèì èõ èçìåíåíèå ïðè v = 0,25, êîãäà ξ = 0,845,

390185031 ,,,/ =ξ−=β=ξ−=α   .
Íà ãðàôèêàõ ðèñ. 8.4 è 8.5 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè çíà-

÷åíèé àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé ux, uy è èõ îòíîøåíèÿ ux/uy â
çàâèñèìîñòè îò ãëóáèíû Kh. Õàðàêòåðíî, ÷òî ïåðåìåùåíèå
ux , íàïðàâëåííîå âäîëü ïîâåðõíîñòè, ìåíÿåò ñâîé çíàê. Â
ãåîëîãèè âîëíû Ðýëåÿ âîçíèêàþò ïðè çåìëåòðÿñåíèÿõ è ÿâëÿ
-
þòñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ ïðè÷èí ðàçðóøåíèé çäàíèé è ñîîðó-

Òàêèì îáðàçîì, íóæíûé êîðåíü 1ξ . Çíà÷åíèå ñàìîãî êîðíÿ
845,0≈ξ , îòêóäà íàõîäèì ñêîðîñòü âîëí Ðýëåÿ:

bC  
R

91940,≈ .

Äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû (v = 0,5, 0=χ ) óðàâíåíèå áóäåò òàêèì:

.016248 23 =−ξ+ξ−ξ
Îíî èìååò âñåãî îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, êîòîðûé ìîæ-
íî âû÷èñëèòü.

Ïðè çíà÷åíèè êîðíÿ 912,0≈ξ
R  âåëè÷èíà ñêîðîñòè âîëí

Ðýëåÿ CR = 0,955 b. Ïðè ìàëûõ êîýôôèöèåíòàõ Ïóàññîíà
50,=χ  è óðàâíåíèå èìååò âèä 08168 23 =−ξ+ξ−ξ  ñ êîðíåì

.764,0=ξ
R  Ïðè ýòîì CR = 0,87 b.

Òàêèì îáðàçîì, êîðåíü îäèí, à ñêîðîñòü âîëí Ðýëåÿ èçìå-
íÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â ïðåäåëàõ

0,87 < CR /b < 0,955. Ïîñêîëüêó â çàäà÷å íåò õàðàêòåðíîãî
ëèíåéíîãî ðàçìåðà, ñêîðîñòü íàéäåííûõ âîëí Ðýëåÿ íå çàâè-

ñèò îò äëèíû âîëíû è îò ÷àñòîòû, ò.å. äèñïåðñèè âîëí íåò.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèö â âîëíàõ Ðýëåÿ. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî íàéòè äåéñòâèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ. Òàê êàê îï-
ðåäåëèòåëü ñèñòåìû (8.69) ðàâåí íóëþ, êîìïëåêñíûå êîýô-
ôèöèåíòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

.
1

2
2

BiA
β+

αβ=

Âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü â ðåøåíèÿõ (8.65), ïîëó÷èì
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Ïåðåìåííûìè X, Y çäåñü îáîçíà÷åíû òåêóùèå êîîðäèíàòû
÷àñòèöû, êîòîðàÿ â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè èìåëà êîîð-
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óïðóãîé ñðåäû â ïåðåìåùåíèÿõ â ñëó-
÷àå îòñóòñòâèÿ ìàññîâûõ ñèë èìåþò âèä:

jjiikki uuu    ,,)( µ+µ+λ=ρ && . (8.74)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå âîëí ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçà-
öèè, íåñóùèõ âîçìóùåíèå åäèíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé âåê-
òîðà ïåðåìåùåíèé .),,,( 0213 ≡== u utyxuu z  Ïðè ýòîì ñàìè
âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïëîñêîñòè xy è çàòóõàþò ñ ãëóáè-
íîé, ò.å. ïðè −∞→y . Ïîäñòàíîâêà åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé
îò íóëÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â (8.74) ïðèâîäèò
ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ:
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Îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ýòîì

ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ

y

u
 

x

u z
zyyz

z
zxxz ∂

∂
µ=σ=σ

∂
∂

µ=σ=σ , . (8.76)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå âîëíû, áåãóùåé ïî íàïðàâëåíèþ

îñè Ox ñ íåèçâåñòíîé è ïîäëåæàùåé îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòüþ C:

)()( CtxiK
z eyYu −= . (8.77)

Ïîäñòàíîâêà (8.77) â (8.75) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíå-
íèþ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè )(yY :

èëè
)()()( 22222 yYbyYbKyYKC ′′+−=−

)()(1
2

2
2 yYyY

b

C
K ′′=





− .

(8.78)

Óðàâíåíèå (8.78) â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêî-
ðîñòÿìè èñêîìîé è ïîïåðå÷íûõ âîëí â ñðåäå äîïóñêàåò ðàçíû
å
ðåøåíèÿ. Åñëè èñêîìàÿ ñêîðîñòü C ìåíüøå ñêîðîñòè ïîïåðå÷-
íûõ âîëí, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8.78) áóäóò ýêñïîíåíòû:

22
21 1 bC eDeDyY yKyK −=η+= η−η ,)( . (8.79)

Åñëè èñêîìàÿ ñêîðîñòü C áîëüøå ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ âîëí,
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.78) áóäåò èìåòü ôîðìó

æåíèé, ïîñêîëüêó îíè ñëàáî çàòóõàþò ñ ðàññòîÿíèåì è èõ
âîëíîâûå ïàêåòû íå ðàçìûâàþòñÿ ââèäó îòñóòñòâèÿ äèñïåð-
ñèè ( ñêîðîñòü âîëí íå çàâèñèò îò èõ äëèíû).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå âîëí, áåãóùèõ
âäîëü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îäíîðîäíîé óïðóãîé ñðåäû �
âîëí Ðýëåÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî èõ ñêîðîñòü íå çàâèñèò îò äëèíû
âîëíû è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ôèçè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè ñðå
-
äû: ïëîòíîñòüþ, ìîäóëåì Þíãà è êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà.
Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îæèäàåì, ïîñêîëüêó â çàäà÷å îòñóòñòâî-

âàë õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð.

Âîëíû Ëÿâà. Ðàññìîòðèì ïðèìåð çàäà÷è, â êîòîðîé õà-
ðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð âõîäèò íåïîñðåäñòâåííî â ñàìó

ïîñòàíîâêó. Áóäåì èñêàòü âîëíû ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè,
ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî óïðóãîìó ñëîþ, ëåæàùåìó íà ïîëó-
ïðîñòðàíñòâå, çàïîëíåííîì áîëåå æåñòêèì óïðóãèì ìàòåðè-
àëîì (ðèñ. 8.6).
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óïðóãîé ñðåäû â ïåðåìåùåíèÿõ â ñëó-
÷àå îòñóòñòâèÿ ìàññîâûõ ñèë èìåþò âèä:

jjiikki uuu    ,,)( µ+µ+λ=ρ && . (8.74)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå âîëí ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçà-
öèè, íåñóùèõ âîçìóùåíèå åäèíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé âåê-
òîðà ïåðåìåùåíèé .),,,( 0213 ≡== u utyxuu z  Ïðè ýòîì ñàìè
âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïëîñêîñòè xy è çàòóõàþò ñ ãëóáè-
íîé, ò.å. ïðè −∞→y . Ïîäñòàíîâêà åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé
îò íóëÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â (8.74) ïðèâîäèò
ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ:
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Îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ýòîì
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå âîëíû, áåãóùåé ïî íàïðàâëåíèþ

îñè Ox ñ íåèçâåñòíîé è ïîäëåæàùåé îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòüþ C:

)()( CtxiK
z eyYu −= . (8.77)

Ïîäñòàíîâêà (8.77) â (8.75) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíå-
íèþ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè )(yY :

èëè
)()()( 22222 yYbyYbKyYKC ′′+−=−
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2 yYyY
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C
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(8.78)

Óðàâíåíèå (8.78) â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêî-
ðîñòÿìè èñêîìîé è ïîïåðå÷íûõ âîëí â ñðåäå äîïóñêàåò ðàçíû
å
ðåøåíèÿ. Åñëè èñêîìàÿ ñêîðîñòü C ìåíüøå ñêîðîñòè ïîïåðå÷-
íûõ âîëí, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8.78) áóäóò ýêñïîíåíòû:

22
21 1 bC eDeDyY yKyK −=η+= η−η ,)( . (8.79)

Åñëè èñêîìàÿ ñêîðîñòü C áîëüøå ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ âîëí,
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.78) áóäåò èìåòü ôîðìó

æåíèé, ïîñêîëüêó îíè ñëàáî çàòóõàþò ñ ðàññòîÿíèåì è èõ
âîëíîâûå ïàêåòû íå ðàçìûâàþòñÿ ââèäó îòñóòñòâèÿ äèñïåð-
ñèè ( ñêîðîñòü âîëí íå çàâèñèò îò èõ äëèíû).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå âîëí, áåãóùèõ
âäîëü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îäíîðîäíîé óïðóãîé ñðåäû �
âîëí Ðýëåÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî èõ ñêîðîñòü íå çàâèñèò îò äëèíû
âîëíû è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ôèçè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè ñðå
-
äû: ïëîòíîñòüþ, ìîäóëåì Þíãà è êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà.
Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îæèäàåì, ïîñêîëüêó â çàäà÷å îòñóòñòâî-

âàë õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð.

Âîëíû Ëÿâà. Ðàññìîòðèì ïðèìåð çàäà÷è, â êîòîðîé õà-
ðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð âõîäèò íåïîñðåäñòâåííî â ñàìó

ïîñòàíîâêó. Áóäåì èñêàòü âîëíû ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè,
ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî óïðóãîìó ñëîþ, ëåæàùåìó íà ïîëó-
ïðîñòðàíñòâå, çàïîëíåííîì áîëåå æåñòêèì óïðóãèì ìàòåðè-
àëîì (ðèñ. 8.6).
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( ) ( )( )
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bCKh bC

bCKh bC

  

  
(8.86)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.86) ââåäåì âñïî-
ìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

ξ = c2/ 2
2b ,  q = 2

1b / 2
2b ,  q < 1. (8.87)

Ïî óñëîâèÿì íàøåé çàäà÷è (ñì. (8.82)) èñêîìàÿ âåëè÷èíà ξ
äîëæíà íàõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå

.1<ξ<q (8.88)

Ó÷èòûâàÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå
(8.86) â áîëåå óäîáíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôîðìå:

.tg 




 −ξ=

−ξ
ξ−

µ
µ

q
b

b
hK

qb

b

1

2

21

12 1
(8.89)

Óðàâíåíèå (8.89) ëåãêî ïîääàåòñÿ ãðàôè÷åñêîìó àíàëèçó íà
èíòåðâàëå (8.88). Äåéñòâèòåëüíî, äàæå â ñàìîé íåáëàãîïðè-
ÿòíîé ñèòóàöèè, êîãäà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà
òàíãåíñà ïðè 1=ξ  ìåíüøå 2π , ò.å.

,
2

1
1

2 π<− qKh
b

b
(8.90)

òàíãåíñ íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ íà ëåâîé ãðàíèöå
èíòåðâàëà (8.88) äî íåêîòîðîãî çàâåäîìî ïîëîæèòåëüíîãî
çíà÷åíèÿ íà ïðàâîé ãðàíèöå îáëàñòè. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ,
ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8.89), îò áåñêîíå÷íî áîëü-
øèõ çíà÷åíèé íà ëåâîé ãðàíèöå íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ äî íóëÿ

íà ïðàâîé ãðàíèöå. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî
õîòÿ áû îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ (8.89) íà òðåáóåìîì èíòåðâà-
ëå âñåãäà åñòü.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôèçè÷åñêè óñëîâèå (8.90) îçíà÷àåò
èëè áîëüøóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ òîëùèíîé ñëîÿ äëèíó âîëíû èëè
ïðè ôèêñèðîâàííîé äëèíå âîëíû ìàëóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåé
òîëùèíó ñëîÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ,2 λπ= hKh  ãäå λ �
äëèíà âîëíû. Ñ óâåëè÷åíèåì ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ àðãó-
ìåíòà òàíãåíñà ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ (8.89) âîçðàñòàåò.

122 −=εε+ε= bC yKByK AyY ),(cos)(sin)( . (8.80)

Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î õàðàêòåðå èñêîìîé âîëíû
äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà y < 0 íåîáõîäèìî âçÿòü ðåøåíèå â
âèäå (8.79) èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ óáûâàíèÿ âîçìóùåíèé ñ
ãëóáèíîé, ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ D2 äîëæíà áûòü òîæäåñòâåííî
ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå (8.80)
äëÿ ñëîÿ hy ≤≤0  è â âèäå (8.79) äëÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ:

• ïðè hy ≤≤0

( ) ;,))cos()sin(( )(
  bC eyKByKAu CtxiK

z 12
1

2 −=εε+ε= −

• ïðè y < 0 (8.81)

( ).,)(   bC eDeu CtxiKyK
z

2
2

21−=η= −η

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìàÿ ñêîðîñòü âîëí äîëæíà óäîâ-
ëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì

.21 bCb << (8.82)

Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèÿ uz è åäèíñòâåí-
íîé îòëè÷íîé îò íóëÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé σyz íà
ãðàíèöå y = 0 ñ ó÷åòîì (8.76) è (8.81) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

.; DKAK DB ηµ=εµ= 21 (8.83)

Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî ñëîÿ êîìïîíåíòà
âåêòîðà íàïðÿæåíèé σyz äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ÷òî äàåò
óðàâíåíèå

.))(sin)(cos( 01 =ε−εεµ hKBhKAK (8.84)

Ñîîòíîøåíèÿ (8.83), (8.84) ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ àìïëèòóäû D è
ïðîñòûõ óïðîùåíèé ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå äâóõ
óðàâíåíèé äëÿ A, B:

.

;)sin()cos(

0

0

21 =ηµ−εµ

=ε−ε

BA

BhKAhK
(8.85)

Ïîñêîëüêó ìû èùåì íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (8.85), îïðåäå-
ëèòåëü ñèñòåìû äîëæåí áûòü ðàâíûì íóëþ. Ýòî óñëîâèå äàåò
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü ñêîðîñ
òü
âîëí â çàâèñèìîñòè îò èõ äëèíû:
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(8.86)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.86) ââåäåì âñïî-
ìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

ξ = c2/ 2
2b ,  q = 2

1b / 2
2b ,  q < 1. (8.87)

Ïî óñëîâèÿì íàøåé çàäà÷è (ñì. (8.82)) èñêîìàÿ âåëè÷èíà ξ
äîëæíà íàõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå

.1<ξ<q (8.88)

Ó÷èòûâàÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå
(8.86) â áîëåå óäîáíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôîðìå:
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(8.89)

Óðàâíåíèå (8.89) ëåãêî ïîääàåòñÿ ãðàôè÷åñêîìó àíàëèçó íà
èíòåðâàëå (8.88). Äåéñòâèòåëüíî, äàæå â ñàìîé íåáëàãîïðè-
ÿòíîé ñèòóàöèè, êîãäà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà
òàíãåíñà ïðè 1=ξ  ìåíüøå 2π , ò.å.

,
2

1
1

2 π<− qKh
b

b
(8.90)

òàíãåíñ íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ íà ëåâîé ãðàíèöå
èíòåðâàëà (8.88) äî íåêîòîðîãî çàâåäîìî ïîëîæèòåëüíîãî
çíà÷åíèÿ íà ïðàâîé ãðàíèöå îáëàñòè. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ,
ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8.89), îò áåñêîíå÷íî áîëü-
øèõ çíà÷åíèé íà ëåâîé ãðàíèöå íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ äî íóëÿ

íà ïðàâîé ãðàíèöå. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî
õîòÿ áû îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ (8.89) íà òðåáóåìîì èíòåðâà-
ëå âñåãäà åñòü.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôèçè÷åñêè óñëîâèå (8.90) îçíà÷àåò
èëè áîëüøóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ òîëùèíîé ñëîÿ äëèíó âîëíû èëè
ïðè ôèêñèðîâàííîé äëèíå âîëíû ìàëóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåé
òîëùèíó ñëîÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ,2 λπ= hKh  ãäå λ �
äëèíà âîëíû. Ñ óâåëè÷åíèåì ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ àðãó-
ìåíòà òàíãåíñà ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ (8.89) âîçðàñòàåò.

122 −=εε+ε= bC yKByK AyY ),(cos)(sin)( . (8.80)

Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î õàðàêòåðå èñêîìîé âîëíû
äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà y < 0 íåîáõîäèìî âçÿòü ðåøåíèå â
âèäå (8.79) èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ óáûâàíèÿ âîçìóùåíèé ñ
ãëóáèíîé, ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ D2 äîëæíà áûòü òîæäåñòâåííî
ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå (8.80)
äëÿ ñëîÿ hy ≤≤0  è â âèäå (8.79) äëÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ:

• ïðè hy ≤≤0

( ) ;,))cos()sin(( )(
  bC eyKByKAu CtxiK

z 12
1

2 −=εε+ε= −

• ïðè y < 0 (8.81)

( ).,)(   bC eDeu CtxiKyK
z

2
2

21−=η= −η

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìàÿ ñêîðîñòü âîëí äîëæíà óäîâ-
ëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì

.21 bCb << (8.82)

Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèÿ uz è åäèíñòâåí-
íîé îòëè÷íîé îò íóëÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé σyz íà
ãðàíèöå y = 0 ñ ó÷åòîì (8.76) è (8.81) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

.; DKAK DB ηµ=εµ= 21 (8.83)

Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî ñëîÿ êîìïîíåíòà
âåêòîðà íàïðÿæåíèé σyz äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ÷òî äàåò
óðàâíåíèå

.))(sin)(cos( 01 =ε−εεµ hKBhKAK (8.84)

Ñîîòíîøåíèÿ (8.83), (8.84) ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ àìïëèòóäû D è
ïðîñòûõ óïðîùåíèé ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå äâóõ
óðàâíåíèé äëÿ A, B:

.

;)sin()cos(

0

0

21 =ηµ−εµ

=ε−ε

BA

BhKAhK
(8.85)

Ïîñêîëüêó ìû èùåì íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (8.85), îïðåäå-
ëèòåëü ñèñòåìû äîëæåí áûòü ðàâíûì íóëþ. Ýòî óñëîâèå äàåò
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü ñêîðîñ
òü
âîëí â çàâèñèìîñòè îò èõ äëèíû:

ÃËÀÂÀ 8. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÅ § 8.4. ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÅ ÂÎËÍÛ ÐÝËÅß È ËßÂÀ
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(ðèñ. 8.8). Òîãäà ðåøåíèå â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ìîæíî èñêàòü â âèäå

).(cos),(cos )()( ykxk tA  uykxk tAu RI
2121
′−′−ω−=−−ω=

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùåå êîëåáàíèå






 ′−

+
′−






 ′+

−
′+

−ω= y
kk

x
kk

y
kk

x
kk

tAu
2222

2 22112211 sinsin

îáðàùàëîñü â íóëü âî âñåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè x = 0, íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû 22 kk =′ , à èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âîëíîâîãî

÷èñëà k = k ′= ω/b ñëåäóåò ðàâåíñòâî .11 kk ±=′  Ê çíà÷åíèþ, íå
ðàâíîìó òîæäåñòâåííîìó íóëþ, ïðèâîäèò òîëüêî ðàâåíñòâî

.11 kk −=′
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ïåðåïèñàòü

ðåøåíèå â âèäå

).sin()(sin2 12 xkyktAu −ω=
Äëÿ òîãî ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u = 0 è
íà âòîðîé ãðàíèöå x = �h, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå

( ).1  hnk π=

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü =>ω= bkV
G 2

= ω/k äëÿ âîëí ( )hxnyk tAu π−ω= sin)(sin 22  áîëüøå ñêî-
ðîñòè âîëí â áåçãðàíè÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Âîëíîâûå âåêòîðû
 â
âîëíîâîäå è â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå ñâÿçàíû çàâèñèìîñò
üþ

( ) .222
1

22
2

2 hnkkkkk
G

π−=−==

Íà ðèñ. 8.7 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè âîëíû îò åå
äëèíû äëÿ òðåõ ïåðâûõ ìîä êîëåáàíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ äëèíû âîëíû ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé ñêîðîñòåé.

Ïîñêîëüêó ω=λπ= CKC 2 , òî áîëüøèì ñêîðîñòÿì âîë-
íû ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå ÷àñòîòû.

  ÃËÀÂÀ 8. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÅ §8.5. ÂÎËÍÛ Â ÏËÀÑÒÈÍÅ È ÊÐÓÃËÎÌ ÑÒÅÐÆÍÅ
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Ðèñ. 8.7

Kh

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â ðåàëüíûõ ñðåäàõ
âîëíû ñ áîëüøåé ÷àñòîòîé çàòóõàþò áûñòðåå, òàê êàê â ðå-
àëüíûõ ñðåäàõ âñåãäà åñòü äèññèïàöèÿ ýíåðãèè è íåîäíîðîä
-
íîñòè, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå âîëí. Ýòî ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî â ðåàëüíûõ ñðåäàõ î÷åíü áûñòðî îñòàþòñÿ òîëü-
êî òå âîëíû, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòîòà ìèíèìàëüíà. Ïîýòîìó íà
ïðàêòèêå èç äèñêðåòíîãî íàáîðà ðåàëèçóåòñÿ ìåíüøàÿ ñêî-
ðîñòü âîëí äàííîé äëèíû.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñêîðîñòü âîëí Ëÿâà çàâèñèò îò
äëèíû âîëíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îòëè÷èå îò âîëí Ðýëåÿ îíè
èìåþò äèñïåðñèþ è èõ âîëíîâîé ïàêåò áóäåò ñî âðåìåíåì
èçìåíÿòüñÿ.

Åùå îäíà îñîáåííîñòü âîëí Ëÿâà � äèñêðåòíûé íàáîð
ðåøåíèé, õàðàêòåðíûé äëÿ âîëíîâîäîâ, â êîòîðûõ ðàñïðîñ-
òðàíÿåòñÿ îäíîòèïíàÿ âîëíà. Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå

â ïëàñòèíå âîëíû ñ ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèåé, êîòîðàÿ áå-
æèò, ìíîãîêðàòíî îòðàæàÿñü îò ñòåíîê æåñòêî çàêðåïëåííîé

ïëàñòèíû. Ïóñòü ïàäàþùàÿ âîëíà èìååò âîëíîâîé âåêòîð
ñ êîîðäèíàòàìè ),( 21 kk , à îòðàæåííàÿ âîëíà � ),( 21 kk ′′

k′

�h

k

y

x0

Ðèñ. 8.8
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(ðèñ. 8.8). Òîãäà ðåøåíèå â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ìîæíî èñêàòü â âèäå

).(cos),(cos )()( ykxk tA  uykxk tAu RI
2121
′−′−ω−=−−ω=

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùåå êîëåáàíèå






 ′−

+
′−






 ′+

−
′+

−ω= y
kk

x
kk

y
kk

x
kk

tAu
2222

2 22112211 sinsin

îáðàùàëîñü â íóëü âî âñåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè x = 0, íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû 22 kk =′ , à èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âîëíîâîãî

÷èñëà k = k ′= ω/b ñëåäóåò ðàâåíñòâî .11 kk ±=′  Ê çíà÷åíèþ, íå
ðàâíîìó òîæäåñòâåííîìó íóëþ, ïðèâîäèò òîëüêî ðàâåíñòâî

.11 kk −=′
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ïåðåïèñàòü

ðåøåíèå â âèäå

).sin()(sin2 12 xkyktAu −ω=
Äëÿ òîãî ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u = 0 è
íà âòîðîé ãðàíèöå x = �h, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå

( ).1  hnk π=

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü =>ω= bkV
G 2

= ω/k äëÿ âîëí ( )hxnyk tAu π−ω= sin)(sin 22  áîëüøå ñêî-
ðîñòè âîëí â áåçãðàíè÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Âîëíîâûå âåêòîðû
 â
âîëíîâîäå è â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå ñâÿçàíû çàâèñèìîñò
üþ

( ) .222
1

22
2

2 hnkkkkk
G

π−=−==

Íà ðèñ. 8.7 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè âîëíû îò åå
äëèíû äëÿ òðåõ ïåðâûõ ìîä êîëåáàíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ äëèíû âîëíû ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé ñêîðîñòåé.

Ïîñêîëüêó ω=λπ= CKC 2 , òî áîëüøèì ñêîðîñòÿì âîë-
íû ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå ÷àñòîòû.

  ÃËÀÂÀ 8. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÅ §8.5. ÂÎËÍÛ Â ÏËÀÑÒÈÍÅ È ÊÐÓÃËÎÌ ÑÒÅÐÆÍÅ
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Kh

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â ðåàëüíûõ ñðåäàõ
âîëíû ñ áîëüøåé ÷àñòîòîé çàòóõàþò áûñòðåå, òàê êàê â ðå-
àëüíûõ ñðåäàõ âñåãäà åñòü äèññèïàöèÿ ýíåðãèè è íåîäíîðîä
-
íîñòè, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå âîëí. Ýòî ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî â ðåàëüíûõ ñðåäàõ î÷åíü áûñòðî îñòàþòñÿ òîëü-
êî òå âîëíû, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòîòà ìèíèìàëüíà. Ïîýòîìó íà
ïðàêòèêå èç äèñêðåòíîãî íàáîðà ðåàëèçóåòñÿ ìåíüøàÿ ñêî-
ðîñòü âîëí äàííîé äëèíû.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñêîðîñòü âîëí Ëÿâà çàâèñèò îò
äëèíû âîëíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îòëè÷èå îò âîëí Ðýëåÿ îíè
èìåþò äèñïåðñèþ è èõ âîëíîâîé ïàêåò áóäåò ñî âðåìåíåì
èçìåíÿòüñÿ.

Åùå îäíà îñîáåííîñòü âîëí Ëÿâà � äèñêðåòíûé íàáîð
ðåøåíèé, õàðàêòåðíûé äëÿ âîëíîâîäîâ, â êîòîðûõ ðàñïðîñ-
òðàíÿåòñÿ îäíîòèïíàÿ âîëíà. Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå

â ïëàñòèíå âîëíû ñ ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèåé, êîòîðàÿ áå-
æèò, ìíîãîêðàòíî îòðàæàÿñü îò ñòåíîê æåñòêî çàêðåïëåííîé

ïëàñòèíû. Ïóñòü ïàäàþùàÿ âîëíà èìååò âîëíîâîé âåêòîð
ñ êîîðäèíàòàìè ),( 21 kk , à îòðàæåííàÿ âîëíà � ),( 21 kk ′′

k′

�h

k

y

x0
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( ) ( ).

);(ch)(sh)(

222221 bkbckkq

 kqyDkqyCy

ω−=−=

+=Ψ
(8.94′)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ ñëîÿ èìåþò âèä
:

);)(( ,,, xyyyxxyy baba ψ−ϕ+ϕ−µ=σ 22 2222

.)( ,,, xxyyxyxy ψ−ψ+ϕµ=σ 2 (8.95)

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèé (8.94) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8.92)
ïðèâîäèò ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå ÷åòûðåõ óðàâíåíèé. Ïðè-
ðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ê íóëþ ìû, êàê è â ñëó÷àå âîëí Ðýëåÿ
è Ëÿâà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñêîðîñòü âîëíû ñ
åå ÷àñòîòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ïîëó-
÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîé, èññëåäóåì îòäåëüíî ðåøåíè
ÿ
äâóõ òèïîâ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ðåøåíèå âèäà

.)(sh),,(

;)(ch),,(

)(

)(

ctxik

ctxik

ekqyCtyx

epkyBtyx

−

−

=ψ

=ϕ
(8.96)

Ïåðåìåùåíèÿ äëÿ äàííîãî ðåøåíèÿ èìåþò âèä:

.ekqykCikpykpBu

ekqykqCkpykBiu

ctxik
y

ctxik
x

)(

)(

))(sh)(sh(

;))(ch)(ch(

−

−

−=

+=
(8.97)

Ïîäñòàíîâêà (8.96) â (8.95) äàåò êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿ-
æåíèé:

σyy /µ =
( )

;
)(ch

)(ch)(
)( ctxike

kqyqCki

kpyBbapkbak
−













−

−+−−

2

2222222

2

2 //
(8.98)

σxy /µ = .)](sh)()(sh[ )( ctxikekqyCkqkkpyBpki −++ 22222 (8.99)

Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé (8.97) � (8.99), ðàññìàòðèâàåìîå
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìîäàì êîëåáàíèé, ñèììåòðè÷íûì îò-
íîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = 0 (ðèñ. 8.9, à).

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ, ìîæíî âûïîëíèòü ãðàíè÷íûå óñ-
ëîâèÿ (8.92) òîëüêî íà îäíîé ãðàíèöå y = h:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà âîëíû,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìàëüíîìó âîëíîâîìó ÷èñëó kc hπ= .
Âîëíû ñ äëèíîé, áîëüøåé λc = 2h, ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â âîëíî-
âîäå íå ìîãóò. Îäíîâðåìåííî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âîëíû ñ
÷àñòîòîé, ìåíüøåé ïðåäåëüíîé )2( hbf = , â äàííîì âîëíî-
âîäå íå ñóùåñòâóþò. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêîé äëèíà
íàçûâàåòñÿ äëèíîé âîëíû îòñå÷êè.

§ 8.5 Волны в пластине и круглом стержне

Ïîñêîëüêó ìíîãèå ðåàëüíûå êîíñòðóêöèè ñîäåðæàò â êà-
÷åñòâå ñâîèõ ýëåìåíòîâ ñòåðæíè è îáîëî÷êè, âàæåí àíàëèç è
õ
äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí. Îãðà-
íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îáîëî÷åê è ñòåðæíåé ñàìîé ïðîñòîé

ãåîìåòðèè � â âèäå ïëàñòèí è ñòåðæíåé êðóãëîãî ñå÷åíèÿ.

Âîëíû â óïðóãîé ïëàñòèíå. Ðàññìîòðèì âîëíû â ñëîå óïðó-
ãîé ñðåäû hy ≤|| , ñ÷èòàÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ ïåðåìåùåíèÿ:

xyyyxx  uu ,,,, ; ψ−ϕ=ψ+ϕ= .

Ïîòåíöèàëû ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí äîëæíû óäîâ-
ëåòâîðÿòü âîëíîâûì óðàâíåíèÿì

)(),( ,,,,,, yyxxttyyxxtt b a ψ+ϕ=ψϕ+ϕ=ϕ 22 (8.91)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè hy ±=

.),,(,),,( 0000 =σ=σ tx tx yxyy (8.92)

Åñëè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå áåãóùèõ âäîëü ñëîÿ âîëí

)()( )(,)(Ô ctxikctxik ey ey −− Ψ=ψ=ϕ , (8.93)

òî èç (8.91) äëÿ ôóíêöèé )(),( yy ΨΦ  ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ:

( ) ( ) ( );Ô1Ô 222 yac� = ky′′

( ) ( ) ( ).1 222 ybc� = ky ψψ ′′

Ðåøåíèÿìè äàííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè:

( ) ( )   akackkp

 kpyBkpyAy

 

 

;

;)(ch)(sh)(Ô

222221 ω−=−=

+=
(8.94)
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( ) ( ).

);(ch)(sh)(

222221 bkbckkq

 kqyDkqyCy

ω−=−=

+=Ψ
(8.94′)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ ñëîÿ èìåþò âèä
:

);)(( ,,, xyyyxxyy baba ψ−ϕ+ϕ−µ=σ 22 2222

.)( ,,, xxyyxyxy ψ−ψ+ϕµ=σ 2 (8.95)

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèé (8.94) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8.92)
ïðèâîäèò ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå ÷åòûðåõ óðàâíåíèé. Ïðè-
ðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ê íóëþ ìû, êàê è â ñëó÷àå âîëí Ðýëåÿ
è Ëÿâà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñêîðîñòü âîëíû ñ
åå ÷àñòîòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ïîëó-
÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîé, èññëåäóåì îòäåëüíî ðåøåíè
ÿ
äâóõ òèïîâ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ðåøåíèå âèäà

.)(sh),,(

;)(ch),,(

)(

)(

ctxik

ctxik

ekqyCtyx

epkyBtyx

−

−

=ψ

=ϕ
(8.96)

Ïåðåìåùåíèÿ äëÿ äàííîãî ðåøåíèÿ èìåþò âèä:

.ekqykCikpykpBu

ekqykqCkpykBiu

ctxik
y

ctxik
x

)(

)(

))(sh)(sh(

;))(ch)(ch(

−

−

−=

+=
(8.97)

Ïîäñòàíîâêà (8.96) â (8.95) äàåò êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿ-
æåíèé:

σyy /µ =
( )

;
)(ch

)(ch)(
)( ctxike

kqyqCki

kpyBbapkbak
−













−

−+−−

2

2222222

2

2 //
(8.98)

σxy /µ = .)](sh)()(sh[ )( ctxikekqyCkqkkpyBpki −++ 22222 (8.99)

Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé (8.97) � (8.99), ðàññìàòðèâàåìîå
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìîäàì êîëåáàíèé, ñèììåòðè÷íûì îò-
íîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = 0 (ðèñ. 8.9, à).

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ, ìîæíî âûïîëíèòü ãðàíè÷íûå óñ-
ëîâèÿ (8.92) òîëüêî íà îäíîé ãðàíèöå y = h:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà âîëíû,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìàëüíîìó âîëíîâîìó ÷èñëó kc hπ= .
Âîëíû ñ äëèíîé, áîëüøåé λc = 2h, ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â âîëíî-
âîäå íå ìîãóò. Îäíîâðåìåííî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âîëíû ñ
÷àñòîòîé, ìåíüøåé ïðåäåëüíîé )2( hbf = , â äàííîì âîëíî-
âîäå íå ñóùåñòâóþò. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêîé äëèíà
íàçûâàåòñÿ äëèíîé âîëíû îòñå÷êè.

§ 8.5 Волны в пластине и круглом стержне

Ïîñêîëüêó ìíîãèå ðåàëüíûå êîíñòðóêöèè ñîäåðæàò â êà-
÷åñòâå ñâîèõ ýëåìåíòîâ ñòåðæíè è îáîëî÷êè, âàæåí àíàëèç è
õ
äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí. Îãðà-
íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îáîëî÷åê è ñòåðæíåé ñàìîé ïðîñòîé

ãåîìåòðèè � â âèäå ïëàñòèí è ñòåðæíåé êðóãëîãî ñå÷åíèÿ.

Âîëíû â óïðóãîé ïëàñòèíå. Ðàññìîòðèì âîëíû â ñëîå óïðó-
ãîé ñðåäû hy ≤|| , ñ÷èòàÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ ïåðåìåùåíèÿ:

xyyyxx  uu ,,,, ; ψ−ϕ=ψ+ϕ= .

Ïîòåíöèàëû ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí äîëæíû óäîâ-
ëåòâîðÿòü âîëíîâûì óðàâíåíèÿì

)(),( ,,,,,, yyxxttyyxxtt b a ψ+ϕ=ψϕ+ϕ=ϕ 22 (8.91)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè hy ±=

.),,(,),,( 0000 =σ=σ tx tx yxyy (8.92)

Åñëè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå áåãóùèõ âäîëü ñëîÿ âîëí

)()( )(,)(Ô ctxikctxik ey ey −− Ψ=ψ=ϕ , (8.93)

òî èç (8.91) äëÿ ôóíêöèé )(),( yy ΨΦ  ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ:

( ) ( ) ( );Ô1Ô 222 yac� = ky′′

( ) ( ) ( ).1 222 ybc� = ky ψψ ′′

Ðåøåíèÿìè äàííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè:

( ) ( )   akackkp

 kpyBkpyAy

 

 

;

;)(ch)(sh)(Ô

222221 ω−=−=

+=
(8.94)
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïåðâàÿ ìîäà ñèì-
ìåòðè÷íûõ êîëåáàíèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðè êîðîòêèõ âîëíàõ
ñî ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ê ñêîðîñòè âîëí Ðýëåÿ, à ïðè âîëíàõ
î÷åíü áîëüøîé äëèíû ñî ñêîðîñòüþ Cp , áîëüøåé, ÷åì ñêî-
ðîñòü ïîïåðå÷íûõ âîëí, è ìåíüøåé, ÷åì ñêîðîñòü ïðîäîëüíûõ
âîëí. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò âåëè÷è-
íû kh íîñèò ìîíîòîííûé õàðàêòåð. Ñ óâåëè÷åíèåì kh ñêî-
ðîñòü àñèìïòîòè÷åñêè óìåíüøàåòñÿ îò Cp äî CR .

Ðåøåíèå äðóãîãî âèäà, à èìåííî:

,)(ch),,(

,)(sh),,(

)(

)(

ctxik

ctxik

ekqyDtyx

epkyAtyx

−

−

=ψ

=ϕ

îïèñûâàåò íåñèììåòðè÷íûå (èçãèáíûå) êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû,

ïîñêîëüêó ïåðåìåùåíèÿ ïðè òàêîì ðåøåíèè èìåþò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

.))(ch)(ch(

;))(sh)(sh(

)(

)(

ctxik
y

ctxik
x

ekqykDikpykpAu

ekqykqDkpykAiu

−

−

−=

+=

Âèäíî, ÷òî ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ îäèíàêîâû ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè y = 0, à ïðîäîëüíûå àíòèñèììåòðè÷íû
(ðèñ. 8.9, á). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8.92) â ýòîì ñëó÷àå äàþò
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

;)(sh)(sh))(( 022 22222222 =−+−− kqhqDkikphAbapkbak //
.)(ch)()(ch 02 2222 =++ kqhDkqkkphApki

Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ê íóëþ, ïîëó÷èì:

( )( ) ( )

( ) ( )
.

)(ch)()(ch

)(sh)(sh
0

212

122

2222

2222

=
−−

−−−

kqhbckphaci

kqhbcikphbc

//
//

Óðàâíåíèå

( )( )

( ) ( ) )(sh)(ch

)(sh)(ch
2

kqhkphbcac

kphkqhbc

2222

22

114

2

//

/

−−=

=−

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

;)(ch)(ch))(( 022 22222222 =−+−− kqhqCkikphBbapkbak //
.)(sh)()(sh 02 2222 =++ kqhCkqkkphBpki

Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü äàííîé ñèñòåìû ê íóëþ, ïîëó-
÷èì äèñïåðñèîííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

,
)(sh)()(sh

)(ch)(ch)(
0

212

122

2222

2222

=
−−

−−−

kqhbckphaci

kqhbcikphbc

//
//

êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

( ) ( ) )(ch)(sh

)(ch)(sh)(

kqhkphbcac

kphkqhbc

2222

222

114

2

//

/

−−=

=−

.

Ïîñëå äåëåíèÿ íà ãèïåðáîëè÷åñêèå êîñèíóñû ïîëó÷àåì:

( )( ) ( ) ( ) )(th)(th kphbcackqhbc 2222222 1142 /// −−=− .

Ïðèíèìàÿ λ = µ, a2 = 3b2, ξ = c2/b2 ïîëó÷èì ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ kh, êîãäà ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ áëèçîê ê åäè-
íèöå, óðàâíåíèå Ðýëåÿ

)3)(()( /ξ−ξ−=ξ− 1142 2 .

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû kh òàíãåíñû ìîæíî çàìå-
íèòü èõ àðãóìåíòàìè:

.33)( // ξ−ξ−ξ−=ξ−ξ− 111412 2 khkh

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì

.,, 1
3

22
1

3
2

2
3
8

3
4

4442 <=>==ξ⇒ξ−=+ξ−ξ a Ñb Ñ pp //
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïåðâàÿ ìîäà ñèì-
ìåòðè÷íûõ êîëåáàíèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðè êîðîòêèõ âîëíàõ
ñî ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ê ñêîðîñòè âîëí Ðýëåÿ, à ïðè âîëíàõ
î÷åíü áîëüøîé äëèíû ñî ñêîðîñòüþ Cp , áîëüøåé, ÷åì ñêî-
ðîñòü ïîïåðå÷íûõ âîëí, è ìåíüøåé, ÷åì ñêîðîñòü ïðîäîëüíûõ
âîëí. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò âåëè÷è-
íû kh íîñèò ìîíîòîííûé õàðàêòåð. Ñ óâåëè÷åíèåì kh ñêî-
ðîñòü àñèìïòîòè÷åñêè óìåíüøàåòñÿ îò Cp äî CR .

Ðåøåíèå äðóãîãî âèäà, à èìåííî:

,)(ch),,(

,)(sh),,(

)(

)(

ctxik

ctxik

ekqyDtyx

epkyAtyx

−

−

=ψ

=ϕ

îïèñûâàåò íåñèììåòðè÷íûå (èçãèáíûå) êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû,

ïîñêîëüêó ïåðåìåùåíèÿ ïðè òàêîì ðåøåíèè èìåþò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

.))(ch)(ch(

;))(sh)(sh(

)(

)(

ctxik
y

ctxik
x

ekqykDikpykpAu

ekqykqDkpykAiu

−

−

−=

+=

Âèäíî, ÷òî ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ îäèíàêîâû ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè y = 0, à ïðîäîëüíûå àíòèñèììåòðè÷íû
(ðèñ. 8.9, á). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8.92) â ýòîì ñëó÷àå äàþò
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

;)(sh)(sh))(( 022 22222222 =−+−− kqhqDkikphAbapkbak //
.)(ch)()(ch 02 2222 =++ kqhDkqkkphApki

Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ê íóëþ, ïîëó÷èì:

( )( ) ( )

( ) ( )
.

)(ch)()(ch

)(sh)(sh
0

212

122

2222

2222

=
−−

−−−

kqhbckphaci

kqhbcikphbc

//
//

Óðàâíåíèå

( )( )

( ) ( ) )(sh)(ch

)(sh)(ch
2

kqhkphbcac

kphkqhbc

2222

22

114

2

//

/

−−=

=−

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

;)(ch)(ch))(( 022 22222222 =−+−− kqhqCkikphBbapkbak //
.)(sh)()(sh 02 2222 =++ kqhCkqkkphBpki

Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü äàííîé ñèñòåìû ê íóëþ, ïîëó-
÷èì äèñïåðñèîííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

,
)(sh)()(sh

)(ch)(ch)(
0

212

122

2222

2222

=
−−

−−−

kqhbckphaci

kqhbcikphbc

//
//

êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

( ) ( ) )(ch)(sh

)(ch)(sh)(

kqhkphbcac

kphkqhbc

2222

222

114

2

//

/

−−=

=−

.

Ïîñëå äåëåíèÿ íà ãèïåðáîëè÷åñêèå êîñèíóñû ïîëó÷àåì:

( )( ) ( ) ( ) )(th)(th kphbcackqhbc 2222222 1142 /// −−=− .

Ïðèíèìàÿ λ = µ, a2 = 3b2, ξ = c2/b2 ïîëó÷èì ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ kh, êîãäà ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ áëèçîê ê åäè-
íèöå, óðàâíåíèå Ðýëåÿ

)3)(()( /ξ−ξ−=ξ− 1142 2 .

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû kh òàíãåíñû ìîæíî çàìå-
íèòü èõ àðãóìåíòàìè:

.33)( // ξ−ξ−ξ−=ξ−ξ− 111412 2 khkh

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì
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4442 <=>==ξ⇒ξ−=+ξ−ξ a Ñb Ñ pp //
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Ïåðåìåùåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ
â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
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(8.100)

Áóäåì èñêàòü èõ â ôîðìå

.,
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u
zr

u zr
Ψ+

∂
Ψ∂+

∂
ϕ∂=

∂
Ψ∂−

∂
ϕ∂= (8.101)

Ïîäñòàíîâêà (8.101) â (8.100) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
óðàâíåíèÿì äëÿ ôóíêöèé Ψϕ, :

;,  att ϕ∆=ϕ 2
(8.102)
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Åñëè ââåñòè íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ

r∂
ψ∂−=Ψ , (8.103)

îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

., ∆Ψ=Ψ 2btt (8.104)

Ïðè ýòîì ïåðåìåùåíèÿ ñîãëàñíî (8.100), (8.101) áóäóò òàêèìè:
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Íàïðÿæåíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ìîæíî
çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
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kqhbcackphbc 222222 1142 /// −−=−
Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ kh (êîðîòêèå âîëíû) èìååì óðàâ-

íåíèå Ðýëåÿ, ïðè ìàëûõ (äëèííûå âîëíû) óðàâíåíèå

.)( ξ−ξ−ξ−=ξ−ξ− 11314312 2 khkh //
Ðåøàÿ åãî, íàõîäèì: 0.,44442 =   +  ξξ−=ξ−ξ

Òàêèì îáðàçîì, äëèííîâîëíîâûå èçãèáíûå âîëíû ìîãóò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî ïëàñòèíå ñî ñêîðîñòüþ, ñêîëü óãîäíî
áëèçêîé ê íóëþ. Èìåííî òàêèå âîëíû ìû ìîæåì íàáëþäàòü
â òîíêèõ ëèñòàõ èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ (íàïðèìåð, â ëè-
ñòàõ êðîâåëüíîãî æåëåçà). Ñ óìåíüøåíèåì äëèíû âîëíû ñêî-
ðîñòü âîçðàñòàåò, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê ñêîðîñòè

âîëí Ðýëåÿ.

Âîëíû â ñòåðæíÿõ ñ êðóãëûì ñå÷åíèåì. Ðàññìîòðèì âîë-
íû, áåãóùèå ïî ñòåðæíþ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, èìåþùåãî îñü
ñèììåòðèè (ðèñ. 8.10). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå íå çàâèñèò
îò ïîëÿðíîãî óãëà.

Ðèñ. 8.10

Â äàííîì ñëó÷àå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
),,( zr θ  îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ïåðåìåùå-

íèé áóäóò ),,(),,,( tzrutzru zr , à îòëè÷íûìè îò íóëÿ äåôîð-
ìàöèÿìè:
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Ïåðåìåùåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ
â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
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(8.100)

Áóäåì èñêàòü èõ â ôîðìå
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ϕ∂= (8.101)

Ïîäñòàíîâêà (8.101) â (8.100) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
óðàâíåíèÿì äëÿ ôóíêöèé Ψϕ, :

;,  att ϕ∆=ϕ 2
(8.102)
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Åñëè ââåñòè íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ

r∂
ψ∂−=Ψ , (8.103)

îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

., ∆Ψ=Ψ 2btt (8.104)

Ïðè ýòîì ïåðåìåùåíèÿ ñîãëàñíî (8.100), (8.101) áóäóò òàêèìè:
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Íàïðÿæåíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ìîæíî
çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
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Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ kh (êîðîòêèå âîëíû) èìååì óðàâ-

íåíèå Ðýëåÿ, ïðè ìàëûõ (äëèííûå âîëíû) óðàâíåíèå

.)( ξ−ξ−ξ−=ξ−ξ− 11314312 2 khkh //
Ðåøàÿ åãî, íàõîäèì: 0.,44442 =   +  ξξ−=ξ−ξ

Òàêèì îáðàçîì, äëèííîâîëíîâûå èçãèáíûå âîëíû ìîãóò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî ïëàñòèíå ñî ñêîðîñòüþ, ñêîëü óãîäíî
áëèçêîé ê íóëþ. Èìåííî òàêèå âîëíû ìû ìîæåì íàáëþäàòü
â òîíêèõ ëèñòàõ èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ (íàïðèìåð, â ëè-
ñòàõ êðîâåëüíîãî æåëåçà). Ñ óìåíüøåíèåì äëèíû âîëíû ñêî-
ðîñòü âîçðàñòàåò, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê ñêîðîñòè

âîëí Ðýëåÿ.

Âîëíû â ñòåðæíÿõ ñ êðóãëûì ñå÷åíèåì. Ðàññìîòðèì âîë-
íû, áåãóùèå ïî ñòåðæíþ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, èìåþùåãî îñü
ñèììåòðèè (ðèñ. 8.10). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå íå çàâèñèò
îò ïîëÿðíîãî óãëà.

Ðèñ. 8.10

Â äàííîì ñëó÷àå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
),,( zr θ  îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ïåðåìåùå-

íèé áóäóò ),,(),,,( tzrutzru zr , à îòëè÷íûìè îò íóëÿ äåôîð-
ìàöèÿìè:
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Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ (8.111) â âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé
(8.105), ïîëó÷èì:

(8.112)
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Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèé è ïîäñòàâëÿÿ ïåðåìå-
ùåíèÿ (8.112) â (8.105), ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:
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ãäå x1 = kpr, x2 = kqr.

Ïðèðàâíèâàÿ íàïðÿæåíèÿ (8.113) ê íóëþ, ïðè 0rr =  ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó äâóõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé:

     

 (8.114)
;)()()()(

)()()()(

02
1

2
1

200
2

200
2

200

2
100

2
100

22
100

=



 


 λ+′′µ+λ+′λ×

×+



 


 λ−′′µ+λ+′λ

BxJkqxJkqxJ
r

q

kiAxJkxJpkxJ
r

kp

( ) ( ) .)()( 02 200
333

100
2 =′+−+′ BxJqkqkAxJpki     

Çäåñü x10 = kpr0, x20 = kqr0.

Ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû (8.114) ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå. Îíî äîñòàòî÷íî ãðîìîç
-
äêî, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì, êîãäà óäåð-

æèâàþòñÿ ñëàãàåìûå òîëüêî ñòåïåíè kr0 ìåíüøå âòîðîé. Ýòî

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âîëíîâûõ
óðàâíåíèé (8.102),(8.104) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà

.),,(,),,(, 00 000 =σ=σ= tzrtzrrr rzrr (8.107)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå âîëí, áåãóùèõ â íàïðàâëå-
íèè îñè z ñ íåèçâåñòíîé ñêîðîñòüþ C:

.)(,)( )()( tCziktCzik erQ erP −− =ψ=ϕ (8.108)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (8.108) â âîëíîâûå óðàâíåíèÿ
(8.102), (8.104) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ íåèç-
âåñòíûõ ôóíêöèé )(),( rQrP :

       ( )( ) ( ) ;)()()()( rPkrPrrPrPaCk  
2222 1 −′+′′=− //

(8.109)
       ( )( ) ( ) ).()()()( rQkrQrrQrQbCk 2222 1 −′+′′=− //
Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî îäèíàêîâû, äîñòàòî÷-
íî ðàññìîòðåòü ïåðâîå èç íèõ. Ïåðåïèøåì åãî â ôîðìå

( ) .,)()()( 101 22222 −==+′+′′ aC prPpkrPrrP //
Çàìåíà kprx =  ïðèâîäèò åãî ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ
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è âòîðîãî ðîäà )(0 xN . Ïåðâàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé îãðàíè÷åíà
ïðè x = 0, âòîðàÿ íå îãðàíè÷åíà. Ïîñêîëüêó íàì íåîáõîäèìî
ðåøåíèå, íå èìåþùåå îñîáåííîñòè íà îñè öèëèíäðà ïðè r = 0,
ïîäõîäèò ôóíêöèÿ )(0 xJ . Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, êàê è îñòàëüíûå
ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, çàäàåòñÿ ñâîèì ðàçëîæåíèåì â ðÿä:
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿìè âîëíîâûõ óðàâíåíèé áóäóò âû-
ðàæåíèÿ
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Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ (8.111) â âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé
(8.105), ïîëó÷èì:

(8.112)
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Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèé è ïîäñòàâëÿÿ ïåðåìå-
ùåíèÿ (8.112) â (8.105), ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:
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ãäå x1 = kpr, x2 = kqr.

Ïðèðàâíèâàÿ íàïðÿæåíèÿ (8.113) ê íóëþ, ïðè 0rr =  ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó äâóõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé:

     

 (8.114)
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Çäåñü x10 = kpr0, x20 = kqr0.

Ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû (8.114) ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå. Îíî äîñòàòî÷íî ãðîìîç
-
äêî, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì, êîãäà óäåð-

æèâàþòñÿ ñëàãàåìûå òîëüêî ñòåïåíè kr0 ìåíüøå âòîðîé. Ýòî

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âîëíîâûõ
óðàâíåíèé (8.102),(8.104) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà áîêî-
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îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì äëèíû âîëí çíà÷èòåëüíî
áîëüøèå, ÷åì ðàäèóñ ñòåðæíÿ. Ó÷èòûâàÿ â (8.114) ðàçëîæåíèå
(8.110) è îòáðàñûâàÿ ìàëûå âåëè÷èíû, èç ðàâåíñòâà íóëþ
îïðåäåëèòåëÿ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
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Ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå, íàéäåííîå Ë. Ïîõãàììåðîì [ 8 ],
äàåò áîëåå òî÷íîå çíà÷åíèå:
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Ñêîðîñòü (8.115) , òàê íàçûâàåìàÿ ñòåðæíåâàÿ ñêîðîñòü, øè-
ðîêî èçâåñòíà è ôèãóðèðóåò ïðè îäíîìåðíîì ðàññìîòðåíèè
äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ, êîãäà ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà ïëîñêèõ ñå-
÷åíèé. Îíà ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ äëèííûõ âîëí è
â äàííîì ïðèáëèæåíèè íå çàâèñèò îò äëèíû âîëíû. Ñëåäóþ-
ùåå ïðèáëèæåíèå ñêîðîñòè (8.116) óæå ïîêàçûâàåò íà çàâè-
ñèìîñòü ñêîðîñòè âîëí îò èõ äëèíû. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî â òåëàõ, îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè,
ïðè íàëè÷èè õàðàêòåðíûõ ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ âîëíû âñåãäà
îáëàäàþò äèñïåðñèåé.

Ðàññìîòðåííûå ñâîéñòâà âîëí â óïðóãèõ ñðåäàõ ïîçâîëÿ-
þò äåëàòü ïðèáëèæåííûé àíàëèç âîëíîâîé êàðòèíû â áîëåå
ñëîæíûõ çàäà÷àõ, ãäå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ÷àñòî ïîëó-
÷èòü íåâîçìîæíî.
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