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§ 1.1. Начальные сведения о задачах оптимизации
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1.2.1. Касательный конус. Прямые условия оптимальности.
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����� �������� �
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� ��
��� 4�����������05�����6� � 
������� ��$���������
 �
���� ��������� �����������"� ���7
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НАЧАЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ О МЕТОДАХ
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§ 2.1. Общее понятие о методах оптимизации

&'�	� � � R� � ������
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2.1.1. Классификация методов оптимизации. Понятия сходимос-
ти. /��
� �������� ��	
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§ 3.3. Методы сопряженных направлений

C��� ��������������* �7� 
�� ����	� ����� ���

�� �
�
�	�
��
*��* �� ��� �������1�
�
����� � 
��
���	 �� ��/�� ����3�����



� ���� �����	 
�������	� ����������� ��

������ �������	 ���

 ������ ����	�� ������	�� �
� �����
�	�
��
 �
	���� ����
� �����
��
 ����	� ������	� �
 ������  ��
�
	�
���� �����
��
� 	����
���	� �	
������  ��	��	�� �����
	��
�� �������
 �
�������� �
	���� !	��� ���� �����	� �
	��
���� �
����� ��������

3.3.1. Методы сопряженных направлений для квадратичных
функций. "��������� �
	��� ����#
���� �������
��� �����	�
��� ������ �
�������� �����������

����� ���� � � R�� $%&

 ������	����� �
�
��� '�����
�

� � R� � R� ���� � ���� ��	 ��� ��� $(&

��
 � � R��� �� ) ����#�	
���� ���
�
�
���� ���
	���
���
��	����� � � R��  ����
 �
	���� !	��� ���� �
#�	 �
����


����	�
�

*�� 
 � 
 � 
 � � 
 %� +�	
�� �
�	���� ��� ��� � � � ��� � R� � �
�
������
	� � �����������	� 
��

����� ��� � 
 � �� 	 � 
� �� � � � �
� � 	� 	�

,��� �	� !	� ����	�
 ������
	 ����	�
 ��	���������� �	
��
�
�	���� $���
��

 �	�
��
	 ����� � � ����

-
��� %� 
�� ����������	 ������������ �����������	 ����
����������	 ������� � � R(���) ����� � ������������ �������
�������� ����	�� ����������

. � � � � � 	 
 � �  	 � �� /�
�����#��� �	� ���� �� �
�	���� � ���
���#
���� �	
�� ��� ��� � � � ��� ���
��� ����#�
	� �
�
� ����
��
� ������
��

�� �
��

���

���
�

��� �
��	���� ����� ��� � � �� � � � �
� 0���#�� ������� ��
 ��	�
!	��� ���
�	�� �� ���� �������


  ����� ��� �
��

���

�����
�� ��� � 
�

�	� �
�����#��� �

"� ���������� �
���� � ��	��	�� �
��
	� �	� ���� �
�	����
� � �����#
���� �	
�
 � R� �
 ��#
	 ��
����	� ��

*���� �
�� ������� ����������� ����������	 ��� '������
���� $(& �������	 	��1

���� � �� 	 ���
�� 
 � 
� �� � � � ��
 �� $2&

��



��� ��� �� ����	
 ���������� �����������

��� ��� ��� � � � ����� � ���������	
� ��	 �� ���	 �������	 � ����
�������
� �����	
 ��������� 
 ������� �
�
	���� ���� �
�
 ��
�����
���� �� ������

���� � ���
�� � ���

��R
���� � ����� ���

�� ��

�� � �
����� � �� �

��

������ ���
� � �

!���	�	 � ��� ������� �� ���	 � � R� 
 �� ��"�� �� � � 	�
�����"�� �� ����� �� ����
��"�� ������� �
��
�����	 ����
���
#���$�� � � ����� ��� %��� ����� ������� �� � ��� 	���� ��
 ��
���" �
��
�����	� ����
���� �� �� 	����� ����������& �
��
���
��' �� �������� ����(� ������� 	����
	� �����
) � �& ������ ����
�����' ����$���

*
��	������ ���" ����� 	����
 ����������& �
��
����' ���
��
���� ���������' ������ ���������� � �����������' �����	��
+�	 �� 	���� �
��	 �� �� �� ,��� ������� �	��� 	���� ������
(�' #���
	���
"��' #
��- ���' 	���� ����������& �
��
���
��' �������� �
'�� ������� �
�
�� ���������' 	���	��
$�� ��
��
�
�����' #���$�� ���
 �.� � �������"�� ����������' 	
���$�'
� �� ���� ��	 �
 � �
��� �� ����� �
�
"���� �����������

+ � � � �	 
 /� ����� � � R��� �� � ��	�
���	�� ������	��

�� �������������� �������� � � R�� ������ � 
 R�
� R ����

�� ��� �.��
������ ����� �� � ��	� ���	��� ����	�
��� �� � R�� ����

�� ��� ��	������� �� ����� �0�� ��� ��� 	���� ������ �������
��

�� ������� �������� ��� ��� � � � ������ ��	����� ��	���	���� ���
 ���� !����� �/��

1 � � 
 � 
 � �  " � � � �� 2 ��� �������"��' ������������� 	
��
��$� � �
�
�
 �/� �	��� ������������ ��
$���
���� ����� � �

∈ R�� &
�
��������(���� �
�������	

� ���� � ���� � � 	� �3�

�����	 ,�
 ��
$���
��
� ����
 �� ����&���	���� ������� ���
"�
��	 �������	 ��	� �
�
�� /�/�//�� 2 ��� �		� / �����	
 ������
��� ��� ��� � � � ����� ������� �
����	 � R�� ��,��	� ������ � � ��

	���� ������
���" � ����

�� �� �
����

���

	��
� �4�



� ���� �����	 
�������	� ����������� ���

��� �������	
 ����
 ��� � � �� �� � � � ��� �� � ������ ������	�
������� ��� �����

�� � �� �

����

���

���
��

��� ���� �� ��������	 � ���� �������� ��������� ��� �� � ��

�� � �� �� � � � ��� ��
 � ��������� �!� � � "�����#������� �������� ��� ��� � � � �����

������� �� � �� �� � � � ��� �

���� ��� � ����� ����
����

���

�����
�� ��� � ����� ���� �����

�� ����

������ ������� ���

�� �
������

�
� �

��

����� �
��

� �
����� � �� �

��

������ ���
� �$�

��� ���#� ������� �� �������� ��������� �%�� &���� �������� ���
� � "�����#������� ������	 ��� ��� � � � ������ �����

����� ��� � ������� � �����
����� ��� �

� ������� ��� � � � � � ����� ����

��� � ������������ � ��� � �$� � ���� ���'����� �����#������ �

(�� � � � )� *�������� ��� � ������
 ������	 )� ����� '	 ��
'	� �������� ���'�#���� �� � R�� �� ������������ � � ��
�� � � � � �� � ����� ����� ��������� �� �
��� ���� �+� ��� ,'��
�	'��� �"�����#����� ������	 �������� ��� ��� � � � ���� �������
���'���	�� ��-����� ������

	���� �	
� � � 
��

��� 
� � �� � ��
���� ��� � � � ����� & ����������

�	 �������� ��� � � � � � �� �� � � � ���

����	������� ���� �� �����#�	
 �����'�� ���������� �"�����"
#����� ������	 �#� '	 �������� �	-�. ��#�� ��������� ��� ���"
���	 �� � ���	

������ � � �� �� � � � ��� �� ��� �����/	 �� ������"
��,��� � ������������ � ������� *01 �� � 2034 ���� �� ��5����
'���� �'����� ��#�	� ��������� 6%� +)7� ���/�8��� ������� *01
� 2034 ������� � ���� ��� ��� ������,� ������������ � ��-���"
�� ��������������� ������ ��������/�� ��
����� ���� ��� ��#��
'	�� ������ ������� � ������ ������	� ������/�� ������� *01
� 2034 ���'��� 
������� � ������ � ��������� �� ��#��� �����"
/�� �����/	 �� � R��� ��� ��� ��� '��-�
 � ��#�� '	�� �������
2��� 9���������� ������/�� ������ �����#���	
 ���������� �'"
��#������ ��#��



��� ��� �� ����	
 ���������� �����������

3.3.2. Метод сопряженных градиентов. ��������	 �
 	�����
����������� ����������� �������� ����� ����	
���� ��������
���� � ������	

�� � �� ������ �� � �� ����� � �����
���� � � �� � � � ��� �� ���

� ����� ���� ���������� �
 ������� � �������������� �����	�
 �������! �������� ����� ���

� � ������� ��� � �������� � ������� �������
���� ������

�" �"

���� �
������� � ������

������� �����
� �#$�

%� & � � � �	 #" �������	 �� � R� � ����&��	 � � ��

#" '��� � ����� � �� �� ������������	��"

(" '��� � � �� �� ��������	 ���� �� )��	��� �#$�"

*" ��������	 �� �� )��	��� ���" ��������	 	� �� )��	��� �+�"

," ��������	 ���� �� )��	��� �*�"

+" '��� � 
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����	 � ������ �����! ������ ������ +�����# �  �����  � ������
���������� ������ ,�� &�% ������ �����"���#$ %��������� ��"��
���������������! ��� &�% ������ -./0	 � ������� � ������ �����
+�����# 1
��
2 ������ �����,# �� 	 �#��������� �� ����#�����
&�%�	 �����! ����� �����,� �� � 3�#�� �������	 ����� ����� ������
"���#$ %��������� 4 5�� �����%���#� ����� -./0 � �����,�����
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2	 � ������ ����� ������� ������ �� ����� �� �

6 � � � � � �� 9�&��! ������� �����"���#$ %���������  �����
(� �������� ������ �,�� +���,��

� � R� � R� ���� � ��� � 	����

�����! �� �����!��� ���(��"���� �� � ��� ���

§ 3.4. Методы нулевого порядка
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§ 4.1. Методы решения задач с простыми ограничениями
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4.1.3. Методы условного градиента. Условные методы Ньютона.
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4.3.3. Модифицированные функции Лагранжа и точные гладкие
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§ 4.4. Последовательное квадратичное программирование
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§ 4.5. Методы решения системы Каруша–Куна–Таккера
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§ 4.6. Идентификация активных ограничений
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4.6.1. Идентификация, основанная на оценках расстояния.
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§ 4.7. Штрафы и модифицированные функции Лагранжа
для задачи со смешанными ограничениями
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�������� 	�
��� �
� ��&
��(� �!�' ���� /����� �� )��� ������ �  ����� �(% � ���������� (�&
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 �,R� � R� �
������	
����� � ����� � � R�
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 ����� � �������� ���	
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'���� ��(�� � 
��� ��!� � ��$� �����

� ��

��
���� ��� ��� ��� �
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)���������� �� ��������� )���������� *� ��������
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��������� �

��� ��������	��� ����� � � R� ������ �����
��� 
���� � �� �

= �� � � � �	
�
� ����� � �� �����
�� ��+ �(���������,�������
�� ��,

���� ���� ���� ������� ����-�"�
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0 � � � � � &� �������	� ��� ��� �"*�+ ���*������� � � R� � R�

� �� R� � R�� ��11�����������+ � ����� � � R�� ����������
�
����� �������� ������
���
�� � ����� � ������ ���������� �
��,
��� ��(������
�� �(��������� ������ �&�� �!� � ����� ��� �� ��� �",
*�� � � R� ������ ��� �� �� � � � � ��� � � � �	� � �
��� � 
������

2���� �� ���� �������  3R� � R � ���������� � 3R� �
→ R� � �3R� � R� ������ ��������������� � ���� � � R��
���� � ���� � ��������� ������� ����	��	 ��
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��� � � ����������� ���� 
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� "�	 ���� ��� 
����� �&�� �!� ��������� ���������������� � ���

���� ��&�4 ��������� ������� ���� � ������� ������������
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��� � ������� ������ ��������� � ������ ����� ������
�������������� � ���� ����������������� ��
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���� � �� ���� � �� � �� � � R�

%���������� �	��� &������ �	� 	���������' ��������'��

� ���

��
��� �� � � � �
��� � �� � ��� � ��

� ���

��
��� �� � �
��� � �� � ��� � ��
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СХОДИМОСТИ
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������������ ���� ���� � ���� �� ������ � ���� �� ����� � !"� ����#
������ ���$�� 	������ 	�������� "���"��	� �#�������� �� ��%#&
"���'��' ���%������ �� �"���"���� �#��������� ���(� ���%�� ��
����� ������ )��%����� ����������� �"����� ��%��"���� ��� ��&
��*�+�%���� ������ ������������ ����� $���� ������$��� �# �"�&
��"��	� �#��������� ��#%��� �%� ,��� ����	� ���%���� "���"���'
�#��������� -���� �"����� "���"��� �#���(���� ������ ��%�����
�%����$����' ����" "��� ���"� ����� ��� �%�+��� ������ �������$��
#�%����� ��$�"����� �%��"�
���� �"�$��  ����$���"���' �"��&
%���� .%� ,��� �$��� 
�"���"���� $���� �"���"���' �"��%��� ��"
������/�+������� �� �� �%�����%������ �� ����� %�����' �� ���
���
��� ���+����%��# ��$�� %������%�����' /���$�� � ���
� $����
�� ��" ����������� ��%�/�� ��/�� � �"���"�/	���� "���"���� �"&
��%����� ����%����� �#���� ��0������(��  ���� ������ ���%�����
%�/��' �%�%���� ���$�� ���/������ ����� ,**�������� � 1���&
��%�� �%����/��$����� �"� ,���� ���#���� � ����(��� ������(��
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§ 5.1. Одномерный поиск

1�������� $�� �
�	� �%	��	 ������ ������/�+�� �����"���
������ ��	��� ���� � ���� ��� ������ ������ � ��� � �"� ����%�# #�%��&
��%�� ��"�$�� �"���"���' �#��������� � �� ���%���� �# "���"���'
�#�������� ���$�� ����� �� ��� "���'��'� 6�� �%����� � ���&
"� ��0������� �%�"�����"���� �"���"���� ��'��� ������ ��	�&
�� � "���"���� ��'��� ������ ������������ ����  %����# ��&
���� �"��%����� !"� ,����  ���"����� ���� ��%����% �"��� ��&
��� ���%����' �� ��
��' ���%�+�� ���%������ �%�+��	%� ����&
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��� �� ��������� �������!� �������� ���! '���� �� �� �����������
	� � �	"���!� ����� ��������	
��� ����� ��  ���� � �	������ � �!	��

�� 	
���	�� 	"�����	���

(�
��� � ��� ���� �� ��#���� 	"�����	�� ������� ��	���	����
����������� ���	
� �� 	������	������� ���
��� 
���	���� %	�
���� ���� � #�����  �#�	����� ������#����

���� � ���� � � R�� $)�

���
��� � � R� � R� �� � ��� ���
��� 
���	��� ����� �!	������
	��� ������ ���
��� �� *��������� ��	�������� ���
�	�� � �
��������	������� ����#���� � ��� ���� � ���
�" �������� +�,�+�
�� �� 	"��!

���� � �� � ���
�� �� � ����

����	� � � 
� �� � � � � $,�

��� �� 
������ � 	���������	
�� ������� �� � R��� �	 ������
����� ���������� � �� 	 
 - �������� ���! '���� &���� 	���
����� ��� ���� �������� �! �����	� � 	������	���� 	 ������� .���"�
	 ������!� ��� �!� #�������� �� � � �

/���	�� ������� +�,�, 	���"������� 	
���	�� 	"�����	�� ��
��
�� �������� 
 	����������� ���
� � � R� #����� $)� $��� ������
	"�����	��� ����� �������� �	� �� 0�����
	�������1 �� ����		��

��� � � � � 	�!	� 	�����'���� $+�,�)2�� &��� ����� ��� ����
�� � � �� � ��� ��	�������  ��'��� �� ���	�� 	 ���� �	� ���	�
�� ������� �� � � �� � ��� �� �� �� ����� 	"�����	�� ���
���� ��  ���� �������������3 ���� �� 	���������!" ����
 	�������
	������� '�� ������ ����� �
�#!����	� 	�'
�� ����!�� ��� !
� �	������ "���  ! ���	�� ���������� � !����� ��	����������	��
�����	��

/ ������ 	�����!� 
�
 �������� � �� +�,�+� ������� +�,�+� � 
����
��� �� �� �������	� 0��	����1 ����!� �� � ���������	� ���
	���	���� ������ .���"�� �����	� ������� 	��	
� �� #����� $)��
&��� ����� �	� ������������ ���

���� � �� ���
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��	���	� ����	
 � ����� �������� 



� ���� ����	
��� ����� ���

��� �������	
 � � � � � � �� �� � ��� ��� �� ������������ �

�� ������ ���

�����
� �

�� ������ ���
������

����
�������

� � �

��
� ��

����� �������� �	������ ������� ��� Æ � ������ ������ �	������
�� ���������� �� ������ �! �� � ��������	

�

� � �� ������!

�� �
�

� � � �"�

���� �� �������
#���$ �� ������� ������� ���� ����� ������	 ������ #�%��

������������ ������ ���������! ��������&�� � ������ �������'
���� ��������� �������� � ��%�$ ������������ ������ (���
�
��� )�� ��� ��� ������������� ������	 ������

� � � � �� � �� ����� ����	
� � � R� � R �
����	
����
�� R� 
  ���
������� �������� �� �
��
	� �� R� � �����
� �����
�� ����� 
���������� ����
�� ���
��� ������ �����	�
��� ���
����� � �����
�� ���������������
 ����
	 �	��
�������� ��� ��
 �������� � � � 
 � � ��

����� � ��� �������� ��!�� � ��� �������

 �
�� �����
�"
�� ����� ������� ���	
������� ��!��� ����!
 ���� #��
 ��������
��!�� ��$����� 
�
 ��
 ����	
� � �����
!�� ��
�� �� R�� ��

�� ��
��� � � �� ����

*�� � % � �� +������� �"� � �������� � �%�����	�� �����������
������������� ������	 ������ �������� ������� ��

,	������� ��� ��	%�� ������� ��������� ��� ������������ ���'
������������� �����& �	�� � ���� �$ ��
 �� ��	
 �������$'
��������
 -����� � ��������	 ���	 .��� �� �	������ �������
������ ,�-� ���� ������ ,�-� � ��������� �������$��������

������� �)� ����%���� � �� �������
/���� �� ��)���� � � ��%����� 	� ����� �������$ �����&�

� ���)������ ����������! ����-���&�� � ���
�� ���� �� �������
0�� )�� ���������� ���)������$ ������������� � ���
��� ��'
��������� �����&� 	� � �� ���
����� �%�� ������������ � ��%��
������ �������� ������! �
���������� �� �������)���� � �	��'
����� ������� ������ � ��� ����� �������� ����� ���������� ���'
��! �	������� -���&�� � �� R�� , ��%�� ���������� �����!
�	������� �� � %��������� � ��%�� ���%�� ��%�� �	��)����� ���'
��&	 1���� -���&�� � �������� ��������� ���������! ������ �� �'
����$ �! ������! �� �������������� 2%������� � ��%�� ���������
���������� ������ � ����$ ��%�� ���� � �� ���$ ������������ ��'
�� �����&�� ������ ����� �%������� �����������!� , 3"45 �������'
�� ������ � �����)��� 6�����������7 ���������! ������ 8�$����
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�� ������� ����� ����	�� ��
���� ���� 	����� �� ��� ��� �� 
��
�� � ���� ����	����	�!"�� ������ � ���� � 	 �� �� 	���� �
��
���� �	��������# ��
��� �������� $���	�� �������	��� ���

���	�!�% ��� ��
�� &���
� 
���� ����	������% ���� 	���"� ���
��� ����# ������

'�� ����� ����	�� ����������� 	���� ��
��� 
�����	� � ����#
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5.3.2. Продолжение посредством решения начальной задачи. ���
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§ 5.4. Глобализация сходимости методов последовательного
квадратичного программирования

��������	��
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��� ������	� ��	���� ���
������	��
���� ������	������ ���������������� ����� �����	
��
�� ����	��
��� ��	������ ������
�� ���� ��� ����!���"��
#	�� ��	����$ ����������% �	� � ������ ���	��	� ��������	� ���
������� 	��	���� �������&�"�� ������	�% ��'����(��� � #	��
�����) ��� ���������� ���� ��� ������� �� !'��"�� ����	��% 	��
� ��	��� ������	��
��� ����	�$ *��
 �������� ����	�����	�
	��
�� ������ 	��	����% �����&�"�� ��	���� ��� ��	���� ���
�����
�� ��� �% ��� �����&�"�� �	���� �� ��	���� �$ +,-.�$

5.4.1. Глобализация сходимости. ����������� ������	
 !'���
"�� � � R� � R � �	��������� � � R� � R� � �� R� � R� �� R��
�'��� ����	����	
 &����'

���� � ���� � � �� �/�

� � �� � R�
�
� � ��� � 	� ���� � 	�� �0�

�'	
% ��� ������%

�� R� �R� �R� � R�

���� �� 	� � ���� 
 ��� � ����
 �	� �����

1 !'��"�� 2������� &����� �/�% �0�$
3 ���� !'��"�� ����	��% ����
&'���� ��� ���������� ����

�� ��� ��	���� ���% ������ ��	'���	 ����	���� 	����� (	��!���
!'��"�� &����� �/�% �0� ��� ��	��		�'� �� &������� ������	��
(	��!� 
 � 	� �������� ��$ �$ 4$5$0�%

��� R� � R� ����� � ���� 
 
����� �6�

���

���� � �� ����� 

��

���

��� �	� ������ � � R�� �4�

� ��	� 1 ��������	� �	��������� �� � � � � � � ���
����������% �	� � #	�� �'��	� ����� � ����	� ������	� ���

	���� ��� ���� � �� ��'����	�) "��
 �	��	 ��(
 � ��������
��� �� ������
��� ������	�$ ���'������ �� #	�� �'	� ��	���
����� �	��	� � 	�� ��&������� ��	���� �������&�"�� +7% 64% 65.$
3 �$ ,$4$0 �'��	 ����&���% ��� ���'�	 �����&����	
 !'��"�� ��
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 �� ����� �	������� ���	����� ��������� �����
����������� ����������� ������� ���� �� � ��� ���� ��� �������
��� ��� ��� �������� ����������!

"� � �  � �� #! $
	� ��� ���� ��� ��� � R� � R� � R� � ����
��� ������� ��� ��� �� � R��� �� � �������� � � �� %���� ���
�� ���� 
 � � � � 	� 
 � ��� ���

#! $
������� �� � R� ��� �������� ��� ����� &����� ���� ��
������� � �� ���� ������

�� ����� ���
�

�
����� �� � �	
� � � ��� '()

�� � �� � R�
�
� � ����� ����� � �� ����������� � ��� '*)

$
������� �� � R� � �� � R�
� ��� ���������� �������� ���

����� �� &����� '()� '*) ���+����� ,�� ��+�!

-! .��� �� � �� �� �������� ��  ���
� ��	��� ����� � �� ����
��� � �! /! $ � ������� ������ �
	� ��� ����� �)

�� � ����� ����� � � '0)

� �������� � � ��

-!#! 1 ��� ��� �
�������� �� ��������

����
� � ���� � ����

�� � 
���� '2)

���

�� � �� ����� ��� 	 ����
��� '3)

� ������� ��� � � �������� � ������������ � '/)� '4)!

-!-! .��� '2) �� �
�������� �� &������� � �� 	� � �� ������
� �! -!#! $ � ������� ������ �������� �� � ��

/! 1������� ��� � � � ���
�� ���� � ��� ���� � ���

4! 5���������� ���� 6��� � �� �� �
	� ��� ����� ������ ����
���� ��� ��� �� � R��� �� � �� ������ � �! #!

7����&���� ���������� ���� ���� ��� �&������� �������������
� &����� ���� �������� � �� ���� ������ '()� '*) �������� ��� ����
�� ��� ��+���� �� $�� �� �  �& �6������ ������������
� &����

�� ����� �����	
���� �������� ���	��	���	
�� ����� � � �� � � � ��
�
��	�� �������������	����� 
 	�� ������ �	�

���� � ���
��R�� ������
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��R�� ������

��� �� �� � R�
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� ��������� ����	�� 
�� �� ���� �������������� �������������
������� ����	� ������ ������ ��������� ��	�� ���� ��� ����� ���
� !�  "�� �������������

# � 	 � � � $� ��������� ��� ��� ��� ������ � � R� � R� �%�
%���� %&��' �� �"�&��"  	%%����'�&��" � ����� �� � R��
� � �� � � � ��� � ��	����� � �(� ��������� � ���&���� �� ���&���
 ��������� ��� ��	����� � ����

)�&��� ����� &����*� �������&+!��� ���&����& ��� 	������
�*�� ������* ����������� �����&����� ����� ����' � �����
 ������� �� ���	�������� � �"������ ,���� &����* � �+ ��
����� ������&���� ����	�� �������� ���� ������ �����������
��� - �+ �� ��&��� ���&����" 	��&���". �������� �������������
�". ��	�� ����	� ����� 	� ���* �� ���� 	������� �������". ��	�
%��'� ���. ,�. ��	�� ���� ��	��& / �����

)�&��* ��������* ��&	����� ������ ���� ��� '�����* %&���
'* ��	�� ���� ��� �����  "�� �� ��������� ���& �� 	��&���
��� ����������  ���	� �&!��������� & ,��� ��	�� ���'�������
���� ���� �� ������������� 0���* ��&�'* ���+���� � ��&���
����������� ����	������� ����'" 	��  � ,��� ��"��� ���	�
����������� �" ���� ����'" 	� ����� ����������� ����	��
����"�� 1������� 	����"������ ��� ������� $ 	�* � �������*
��� ������ �.�	���� ��������������� �������� 	��������� 	�*
���	��� 
 � �������� 	�  ���� �	�&  �& �� ���������&+ �����
������� ����	�����&+ ����������&+ ����'&� ������� 	� �
= ��� - �� �� ����* � ���� ����* ������� ��������� �.�	����

�� ���� ������������"� *��*���* �" �� 	� �
�
�
�

��
�
���� ��� ��

���� �� 2�2�(�� �� �����������* ����	��������� ���. ����' �� ���
�����&���* ����� ����������"� � ,��� ��������� ���	�������
�*�� #	��� ����� ������ ������ � ��	%'�������� %&��'�
�� 3������� �� �� 	���������  ���4�� ������ ��������� 4����
%� � ���� ��	�� 2�/�5  2�2�$� � � �������	�������* ��	%��'*

����'
�
�
�

��
�
���� ��� �� ���� �� /�(�(�� 6���� ����� ������" %���

�&�" ��������� 	� � 	&.� ������+�������. ����	�� ����������
� ������� � ��������� �	��������"� ������� �	��������� ���
���7 ��� ��������� � ������ -&�%� � �� /�(�/�� �����"� � ������
��+� ����������&+ ����	��������� 	� 	�* ���	��� 
� �����
������� ���� %���&�" �� ��� &+� �"�����* ����". ������	�".
%&��' �  ��� ������ �  ��

8������� ��� ����� ����� �� � ���������* ������	��* %&���
' � � ����� � � R� �� ���������+ � � R� ���� �� 2���(�� � ���
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��� ��	 ����������� ���	���	� �	���
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������ 	��������	� ���� �)""� * ���������	� �	�� ����� �	���
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��� ���
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�	���
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§ 6.1. Элементы выпуклого анализа и двойственные методы
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§ 6.2. Субградиентные методы. Кусочно линейная аппроксимация
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��� � �
�� ��&�% �
���
����� 	 ���������$ �(#� ��������� 
������
��� � ������

���	���

��

�
�R� � R� ��

�
��� � ����� � ���� �� ��� � ��� ����

�� �� � R� � �� � � ������������ �
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�� � �����%

2���( ����" �����
��� �
����"�� �
 �,�������" 	�������������
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	�	�� ��������� ������� �	 �	 ���!

���� �	���	����� 	���	�� ���� �	������ � ���	�����"�� � ��!
������ �	�	
	 ������� �
�
�	������ #���"�� ��

�
� $	��� �	��	�

��� 	���������� ��	�	��	�	��	��� ���	�� �	����	��	 ���	���	����
���	��	 ����%��� ���	�����"�� �� � �	�	�� ��� ����	
	 � �

= �� �� � � � ��	�����	��� ���	��� &'(� ����� ���� ���� � �� � �	

������� � ������

�
���� ������� 	 ������ �� ������ �� � R�� &)*(


�� ���� � �������� �
+��	��� &)*( 	�������� ��	 �� 	��������� �	�	% ���	�� �	���
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�� �	����	��	 �������� � ��� ��� ������ 	���
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� ������ �������� ������ �� � ����� � 
� &),(

� ��� � ��� ���� �
�� ��� � ������� �% ���	�	�� ��������� ��!
� ���� 	�

�
� � � � � &���	����� ��	 ����� �� ����	��
������ ��	

����% -������ ���� �.	����% � ���	��� �	� �� ���� ���
���!
���	� #���"�� � � ���	%!���	 �� ����������. � ����	�� �	�����
�	���� � ���	��� &/( �� �� � 
� � 	�

�
� �� ���	������� � ����

&0/((� 1���� ��	����� �	��� ���	��	 ����%��� ���	�����"�� �	�!
 �� �������� � ���� ����%��% ����	��� 	���������% �	�	% ��	%
������ ����� � � ��� � ��
�
�	�����% ���	�� ��

�
� 2 ���"���� ��

�� �	% ����"�� ���	�� �	 �� �	�� ��� ��� �
	��	 ���	 -�����!
�	�� ���� �� 	�� �	�� ��� ��������� ���� 2 �����	���� �	 �	 �	!
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&)/(
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�	 �� ����������� �	 ���"��������� �	��	 �	��� ������� �� ��!
�	�� ���	� �	�������	 ������.�� �� �������%�	 �� �� ��� -#!
#������	
	 ��������� �� ����	�� � ������� ��� �	��	�� ���	!
���	��� ������ ���	�	
�������. ����� &04(� &00(� �����	 ��� ���!
��� ���	�������� ���	��� ��� .� � �� ���	�������� � � ���
�� � ��		��� �.	���	��� ���	��� �	 � ��� ������� 	�.	����� ���!
��� ���	�	
�������. ������
5������� ��	 ���� �� ������� �� ���	�� ��������� ���� �	
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�
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�
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= ���� �� �� 	 �� ����������� ���(������ �� )���$�* ���� ���
����� � ���	 %�� ��� ��+�� �$������� )���$�* � ���'�� ,��� ���
���	 �� ����%��� %���� 
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$� %�������� �	�� &��� � �� � � 
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:	&�;<���#	�#	�	;=���.� ���
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�� � 	� �
�����

	��
� �?/�

@	0�	�� �� � � � � ��� 0�� ������� ����� �	 ���� � ���� �
	� �
	 #��1�1 ��� � ����� 	��������	��� 
	���	����*�	���



��� ��� �� ����	
 ����	��� �
������ ����������

���� �� ���� ��	�
 �������� �
� � ������ ����������� ����� �������
��� ����� ��	�����	���
������
� �����	���
������
� ���� � �
���
������ � � � � �
�� �
��  ����� ! ������ �� �������� ����
�� ��������� ����� ��� �����	���
������
� ���� �
�� �
��  �����
"����
� ��
���# ��
������ ���
����# � 	��
�
����#  ����
� �� �
��	�
 ������	� � ������ �������� ����� �������� ����� ������
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�%�� � ����������� ����� ���#�
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� � � ������ � ! ���
���
�� ���� ���
�
�� �
� � ������
�� ��
����� ���������
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§ 7.4. Методы внутренней точки
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7.4.2. Некоторые замечания о трудоемкости алгоритмов. ���
���������	�
� ������	
� ����
�	�� ������
��	� ���������� ����

������ ������	�� ��������� ��	������ ����
	������ ���
������ ��	���� ������� � �������
��� ������	
! ��� �	�������
	������ ����� ������ ����
�	����
��� ������� �	 ���
����	�
������" #��� $	� ������
��	� ������	�� ����! ������
�
 ������
��	����� �!����� � 	� ������	 � ��������
��� ����	�	�	���
�� ��	��������
��� ���������	��" �������
� �	� ��� ��	 ��
������ � ����!��
 ���
����
 ��!��� 	" " � 	�
�������� ���
��������� �������� � %�����	��������
 ��!��	�	&"

'������	��� ()* ������+	 ������
������� 	�!��
���	�+" )��
��,� $	� 
	��� ������ �� ���� ������ � 	������
 ������	
�

��������� ������

��������" -����	��� .( �
	 ���� �������
�!+ ��
����	���!+ ������!� � �� 	�!��
���	� $�������������" -
�������� � ���
������ ������� ��������
�� ���	���
� ��
������

� � ����	�� 	�!��
���	�"

/���
�	��
 01�� �����
�� ���������!+2

��� �� � ���� � � �� �34 

� � �� � R�

�

�
� �� � ��� �35 

�� � � R�� � � R��� ��� � � R� ������" 6�����	�� ���������
������ ������+	 � 	�
���� ������� ������ �34 � �35 7 	�� �������
+	 �����

� � 	 � �� 	�

�� 	 8 ��, ����� ��	� �������!
� ��� ����	������ $�
��
	�� �� � � � � ����������� � �����������	� $	�� ������
������������ ����� 
���� �����	� � ����������
 �� ��	

���	���������� " .
��� ������ ����� � ���	��	 � ���!+,
2

� 8 ���� ������ ������ ���������, ��!��	�	 �+��� ����
�
	������ ������� � �����
� ������" .��	�	�	���� 
�� 8 ����

������ ������ ������+, ���!+,�
� �����	��
�� ��	���

���� ������	� ���
�����" #��� �� ����	�� ������� ����$���
�� 	�� ��������� ��� �� ��� 
��� � 
 � 	� � � � ��� � ����	�����
��� ��� 	 � �� ��� 
����� �� � � ���

���
����� 8 ������ ������ �34 �

�35 "
-���
��
� �	� .( ������ 	" " ������	 	���� ���� �� ���

���� ����� �����" 6�� �!�	 ����� �� ������
��� ���� ()*
$	�
 �����	��
 � ������+	2 ��� �����!+	 ����������� ��	���
��������
��!+	 ���� %���!	��& ���!�	�
��� 
����	��� � 	�
��
� ��� 	���� ���� ������ ������	�� �� %������&" '�����
�� ���	�	���� �����
! ���������+ 	���� ���� 
��	 ��	�



� ���� ����	
 ��������� ����� ���

������������� � 	�
��� ��� �������
�� ��������� �	�
���� �� �
������� ��� 	������������ � � � ��������� ���� ������� �� 	��
������ �� ��� ��� ��� � ��� ��� 	����
 �� ����� ��
 �� ����� �����

�������� �	���!��" #���
������ ��� 	��!����� ������ ����� ������
������� ���� � �� ��	��������� � 	���������� ���������� $ ���
���%�� ��� ����� ����� ������� &' � '() ������
�
�"

)���
 ������
� 	�� ������ �!���� ������
����� '() �������
��� 
���� ��������������� 	�� ��	������� � ������� ����� � �����
�������

��� �� � � � ����� *+,�

-���� ������� � 	�����
������� ������
����� '()� �� �
�� �
���� ��������. ���������� ����������� ���� ���
�� 
����� ���
�����%���� *+,�� �!��������� ���� � 	�����
�
 ������������ � � 	 "
( ���� ���������� ���� 	���� �����%���� *+,� 	��!����� ���������
	�������� ����� �������� �������� �����
 �������
� � �!����
���������� ���������� 	�� ���
 	��	��%��
� ����� 	�����
������"
#���
������ ��� ����� ��������� '() 	�������� ������ �!����"
/�� ���������� �����!�� �������� �!���� 	������ ��

�
�	�� � ���

���������� ����
�������� �	���!�� 0 	������ ������	��
( �� %� ���
� ����� ��� ���������� ������ 	������� � 
�%��

���	����!������ �������� �� � *��	��
��� 	��������	�	�� � R�

�
��� �� �������� �� ��� ��
������� � 	" 1"2"+� &' 
�%�� 	����
���� ��� ������� � 	��%��� ��
 ����� ������� �������" &��������
� 	��
���� � ������ ��� ������������� �
��� 
����� � ����������
�����!�� &' ������ ���	����!������ � �����
 ��

3��� ���
�� ������� 	����������� ���  ��� �����	�������
�!���� ������
����� ����
� %���������� ��� �����
 ������
 ��
������� ��������
 �������� 	������������ 	�������� �������
� ��
����
�� *� �� 	����
���� ������������� ������ " *( ���� �����
�������
 ���
���� �� ������������� ������ ������
����� &' 4,56�
� ��
�� �������� �%� ������� 	������� 	�����
������� �!����"�
3������ 
����� � �����
� ��������
� ������
����� 	���������
	� ������������� ������������ ����� ������
��
 
�����
" 7�� ����
�� 	������ 	� ������
 ��	���� ������
����� �� ����%����� �����
����� ��������" &�������� '() � 	�����
������� ������
������
������� ���������� ��	�������� � ��������� � &'" ( �� %�
���
� ������� '() *�������� 	��
�������������� �������������
����������� � � ��������� ���
� �
���� ��� ����� ��������� ���
������� 89: ������� ���
�������"

��������	
��� �
��	���	� ����	
 � �����������  ���!"��!#



��� ��� �� ����	
���� �
�
�	 ���	�	�
�		

7.4.3. Прямые методы внутренней точки для линейных задач.
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