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П Р Е Д И С Л О В И Е .
Эта небольшая книжка ставит себе целыо ввести учащегосяв  новый 

для него метод геометрического исследования. Рядом с этой з -даіей 
отступает на второй план другая — ознакомление с новыми геометри 
ческими образами (эллипс, гипербола и т. п.) и фактами. Вот почему ка 
с т р а н и ц а х  э т о й  к н и г и  у ч а щ и й с я  ^а щ е  в се го  б уд е т  встречаться  с тем и  же 
линиями一- прямой и окружностью, какими он занимался в школьной 
геометрии. И если учащийся еще неокончательно окреп в элемен тар 
ной математике, то изучение такого курса не отвлечет его внимания 
в совершенно новую область, а, наоборот, освежит и упрочит ранее 
полученные знания.

За счет объема сообщаемых сведений автор имел возможность из 
ложить основные понятия аналитической геометрии с большей полно 
той и строгостью, чем зто иногда делается даже в курсах, предназначен 
них для высшей школы. К .числу деталей, которые могут быть оп>ідены 
при первом изучении без ущерба для понимания остального текста, 
можно отнести § 8, 20, 23, 25, 26 и все, напечатанное мелким шрифтом

Из методических принципов, которые хотелось бы видеть соблюден­
ными при работе над этой книгой, азтор склонен настаивать только на 
одном: решение задач, которое по общему замыслу не отделимо от 
изучения текста, должно всякий раз сопровождаться чертежом一 точным 
или схематическим, выполняемым до выкладки или после нее.

Москва, июль' 1934 г,

ノ

Дубяоз.

”  У которого іірсдііи.-оГйЮіся только сведения из эле:,і^нгс：рні/й математики 
в объеме 9 классов средней школы. В этот объе« уже входит поия ие о коор­
динатах, в свааи с графическим изображением функций.



ГЛАВА ПЕРВАЯ.

ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ т о ч к и .

§ 1 . Введение. При решении геометрических задач мы часто поль­
зуемся средствами алгебры, в первую очередь 一  составлением и решением 
урлБчений. Положим, например, что перед нами следующая задача.

В  данный треугольник A B C  (черт.1) вписать прямоугольник 
MNPQ с заданной диагональю d. Остальные детали условия легко по­
нятны из чертежа.

Р е ш е н и е . Обозначим через х  \\ у стороны M Q и QP прямоуголь­
ника. Применяя к  треугольнику M PQ  теорему Пифагора, имеем：

x 2 4" У 2 ==: (а)

Чтобы получить второе уравнение, заметим, что раз треугольник ABC
нам дан, то мы можем считать в нем 
Пусть А С =  b, BR =  h, Из подобия 
треугольников ABC и QEP находим:

известными основание и высоту.

QP
лし"

S
方
B
IJB

или, переходя на наши обозначения,
v _ Һ  — х ハ ч
T — Î T  • (b)

Ғеперь зздача сведена к решению 
двух уравнений (а) и (Ь) с двумя
неизвестными x t у. Остальное 一 дело алгебры (выра.каем у  через х  из 
уравнения (Ь) подставляем в уравнение (а) и т. д.), и ми им занижаться 
не будем. Заметим только, что, получив окончательные выражения для 
ズ и タ, мы будем иметь возможность не только найти числовые значении 
сторон прямоугольника по дачным числовым значениям d , b и h 、но 
также и построить отрезки х у у, если d、b a k з ：даны как отрезки 
(ГР фическн). Попутно, исследуя квадратное уравнение, мы можем вы- 
яснить, при каких условиях задала кмеет одно решение, два или вовсе 
не Допускает решений.

В приведенном примере мы всіречаемся с методом, которым издавна 
пользуются и называют яприложением алгебры к  геометрии". Возмож­
ность его применения основана и а том， что мы в ряде случаев умеем
Выражать
Углами,

взаимоотношения между геометрическими объектами (отрезками,
площадями и т. п.) с помощыо алгебраических формул. Так,

!іаНаШем примере наличие прямого угла в треугольнике MQP выражено 
основании теоремы Пифагора равенством (а); подобие треугольников

1*
з



с помощью пропорции (Ь). Другими словами, мы пересолим задачу 
с язика геометрического на язык алгебраический и, таким образом, по* 
л>чаем возможн кгь  использовать алгебру с ее хорошо разработанным 
букве ным аппаратом (в часіности — с ее методами решения уравнений). 
Ми поступаем зіесь так же, как при переводе с одного языка на дру. 
гой ( >дна и та же мысль может быть выражена, скажем, по-немецки и 
по-русски). Впрочем, переводя геометрические факты на язык алгебру, 
мы не добиваемся луч иего понимания этих фактов, а делаем это в рас- 
счете получить из них необходимые выводы, оп раяこь на хорошо 
известные способы преобразования алгебраических выражений. Но для 
того, чтобы этот перевод, можно было осуществлять сис丁ематически  ̂
необходимо иметь достаточно пол* ый „словарь** ; такой именно словарь 
дает нам аналат іческач геометрііяу точнее 一  лежащий в ее основе 
пметод коордипати. Такнм образом, аналитическая геэметрия предста­

вляет собою систематизированное 
приложение алгебры к геометрии 
на основе метода координат5).

Что такое „координаты точки на 
- плоскостии, учащийся сразу вспо­

мнит при взгляае на чертеж 2 (точ­
ное определение этого важного для 
нас понятия будет дано дальше,一 
сейчас в этом нет надобности) Коор- 
динатами мы в свое время широко 

. пользовались при графическом изо­
бражении функций, например при по 
строении графиков функций：

• у  == k x t у  力 一 , yss= a x2 и др.

• Идея координат принатлемшт к 
числу древнейших достижений чело­
веческой мысли. Астрономы и гез- 
графііі издавна пользовались сфери*

ческими коортинатами (широта и до ігота) для того, чтобы описывать по­
ложения различных точек на шаровой поверхности. Еще ближе к совре 
мен ной аналити іеской геометрии подо пел французский математик О p е с м 
(XIV в ), который в применении к плоскости употреблял термины яши­
рота и долго га * в том же смысле, в каком теперь говорят „абсцисса и 
ордината*. Оресм пользовался координатами для графического изог ра-

4) Самое название „аналитическая геометрия*, хотя и удерживается по тпади- 
ции, но но янляется удачным. Ученые прежних времен стремилисэ классифици­
ровать математические науки не только ио их соде жанию, но также и по 
метолу. Считали (без достаточного оснопани О, что из двух методов формально­
логического рассуждения— „анализ* (разложение) и ” интез* соединение) —пер­
вый лежит в основе науки о числе, а второ"?—— науки о ппостранстве. Таккм 
образ м, названием „аналитическая геометрии* х >тели сказать то, что лучше 
могло быть выр іжено словами -алгебраическая геоме'рия1*. Однако и последнее 
название не характеризует предмет с достаточной полнотой. Например, задача, 
с которой мы нача и (черт. І), решена „приложением алгебры к геометрии , но 
не средствами аналитической іеометрии (такое решение будет дано ьпоследствけи, 
см. зад. 207, :тр. 94). Для аналитической геомет ии харак.ерным является именно 
применение метола коопдинат, и в этом смысле ее следовало бы называть 
„координатной геометрией'4.
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Черт. 2.



же К» Я фнзи'：ескнх законов, келн мы, однако, приписываем аналитиче-к-ол 
геометрии более позднее і роисхожаение, то эго потому что во воемонз 
Оресма приложение алгебры к  ге »мегрии на основе коорд и н .тноm  
метода не м >гло еше широко развернуться из-за несочертен^тна бѵк 
венной символики. Начавшийся в XVI в. подъем н уки и техники очня 
«ено^ался крупными успехами в области алгебры, опираясь „а к0топые* 
французсіске математики Ферма м Д е к а р т  (XVII в.) смогли зілп 
ж „ть основы современной аналитической геометрии. Создание этой яиг" 
ЦИІІлИНЫ связывают обычно с именем Декарта (.декартова система кооп' 
динат") который опубликовал свою „Геометрию" в 1637 г Р'
ニ： в’ ご：
; =  сеязЫВаНИе

Хотя исторически метод координат был сначала поимрнрм „
(два измерения), однако в интерес х боле- систематичестгпт И
МЫ НЗЧНеМ С П0ИЯГНЯ ° 咖 РД咖 阳  «а прямой линии (олГнзмерениеТ

ииняцл ллнмы
т

^Ш Ш ЁЯШ Ш К  ̂ Черт.

§ 2. Координата точки на прямой* Подобно тому как дома вдоль 
улицы отмечаются номерами, точно так же могут быть с помощью чи­
сел („координат“) размечены то 丨ки вдоль одной прямой линии. Но в то 
лре \ я как для нумерации домов можно ограничиться целыми числами, 
нумерация всех точек, составляющих прямую линию, требует привлече- 
иия всех чисел-一целых, дробних, иррациональных, положительных и 
отрицательных. Делается это так: желая разметить с помощью чисел все 
точки бесконечной прямой AB  (черт. 3)， выбираем:

1) одно из двух направлении на прямой AB за яположительное 一  

отмечаем его стрелкой ;
2) одну из точек (пусть это будет О) нашей прямой за一  ^начало 

ко о р д и н а т " ;
3) определенный прямолинейный отрезок т  (например отрезок ліи- 

ноД в 1 см)一 за единицѵ длины („масштаб“ ), с помощыо которой мы 
будем измерять отрезки на прямой AB.

Теперь мы в состоянии установи丨ь соответствие междуі всеми точ- 
кями прямой AB и 2) всеми (веіце твенными) числами, руководясь сле­
дующими правилами: точке О, началу координат, присвоим координату О 
(н у л ь ) ; т о ч к а м  л у ч а  ОВ、 и д у щ е го  о т  О  в п о л о ж и т е л ь н о м  н а п р а в л е н и и , 

приписывать положительные координаты, а точкам другого луча 
一 — отрицательные координаты; за абсолютную же величину координат 
)дем каждый раз брать расстояние рассматриваемой точки от О, изме- 

Ç5HHOe выбранной единицей т .  На чертеже 3 точки, лежащие справа от 
, имеют положительные координаты, а точки, лежащие слева，一 отрица­

тельные координаты.



Прямую, на которой установлены:1 ) положительное направление,
2 ) начало и 3) масштаб, назызают осью координат、илн просто осью、 
Ось чаще всего обозначают двумя букрами, из которых первая относится 
к началу координат, а вторая一 к  какой-нибудь точке на положи­
тельной полуоси 丨обычно эта буква стави ся около стрелки); например, 
ось, изображенная на чертеже 4, обозначается ОХ. Мы можем теперь 
сказать, что координатой тонки Р на оси О Х называется рассточние 
ОР (измеренное принятым масштабом), взятое со знаком плюсу еели на­
правление о т  О гс Р совпадает с положительным направлением ОХ、 
и со знаком минус, если э ти  направления, противоположны. Коорди­
наты различных точек на оси ОХ  мы будем почти всегда обозначать 
одной и той же буквой х, но со значками при ней, числовыми (напри­
мер лг”  лг2, . . . )  или буквенными (например xpi x Q— в этом случае буква 
непосредственно указывает, к  какой точке чертежа относится координата). 
Таким образом, на чертеже 4

Хр =  О Р ; x Q —  一 O Q ; лг0 =  О1).

Черт. 4.

Учащийся, должен обратить внимание на разницу между „координатой 
то^ки** и ее „расстоянием от начала" : первая есть число относительное 
(положительное или отрицптельное)0 второе всегда рассматривается нами 
клк число абсолютное. В связи с этим координата всегда выражается 
числом отвлеченным、например 5 ,一 3 и т. п.; расстояние ж е 一 числом 
именованным^ например 5 см, 3 см (если мы иногда говорим для кратЛ 
кости, что „расстояние. • • равно 5 а, то при этом подразумевается „равно ! 
единицам длины“ ).

Задачи.
1 . Начертить прямую, отметить на ней начало, положительное направление, выб­

рать масштаб и затем построить точки 
2 В полукруг с центром О пписан

с координатами 1, 一 1, 4 ,  —— .
прямоугольник ABCD, у которого ВС 
= 2  AB  (черт. 5). Принимая на оси О V 
точку О за начало, отрезок ОА за едй 
ницу ллииы, найти координаты точек О, 
Af È, D, F.

§ 3. Сдвиг начала координат.
Всякий раз, как на прямой линии 
выбраны начало координат, п о л о ж и ­
тельное направление и масштаб, гово­
рят, что на э т о й  прямой установлена 
определенная ясистема координат- 

На одной и той же прямой можно установить сколько угодно систем 
коорлинат. Так, например, при измерении температур пользуются (только j

4) С большей полнотой можно было бы писать:
ОР 
тX Р ~

OQ
XQ ^ ~ 1 T -



О конечной прямой, а на оі раничеином ее отроке) четырьмя 
не иа оес как ГОВОрят, четырьмя іиѵа т м іі '.1 )Цельсия, 2) Реомюра, 
системами, , абсолютной шкалой. Шкалы Реомюра, Цельсия имеют 
31 ФаР ,ачало' но различные масштабы; шкала Фаренгейта отличается от 
°бШп!н"х выбором и начала и масштаба.
° С J  п а  мы переходим ог одной системы координат к другой, возни- 

вопрос как отразится этот переход на координатах всех точек? 
кает Вс) ь,0 кет быт расчленен на три: какое влияние оказывают в отдель-
ности：

i \ сдвиг начзла координат,
2 І перемена положительного направления на противоположное,
3 ) изменение масштаба.
Mw займемся подробно только первым из этих вопросов. Итак, пусть 

нлчало координат (черт. 6) сдвинуто вдоль прямой из положения О 
в положение О1 (на чертеже этот сдвиг произведен вправо на 3 единицы, 
np；l4SM ни положительное направление, ни масштаб не подвергались

Черт. 6.

изменению. Если говорить сначала о координатах точек, лежащих пра­
вее нового начала 0 \  то ясно, что с этими коорди атами произойдет: 
они уменьшатся на величину сдвига 0 0 \  т. е. в нашем случае на 3. 
Например, точка, имевшая раньше координату 7, получит теперь коор­
динату 4 и т. п. (ла чертеже б старые координаты помечены ниже прямой 
ОХ、а новые координаты выііье этой прямой). То же правило подтвер­
ждается и при рассмотрении других точек: старая координата +  2 перей-
дет в новую — 1 ,а старая ~  5 в новую — 8 в соответствии с равенст­
вами :

2 — 3 = — 1 ; — 5 — 3 ：= — 8 .

Покажем, что справедливо следующее общее правило преобразования 
координат при сдвиге начала:
нѵJ ^ oaan К00Р^ината всякой точки равна старой ее координате ми- 

r KüC>€  ната、которую имеет новое начало в старой системе. 
какごй 0 ?3начим чеРез ズ старую координату (относительно начала О) 
ча^а Г)І,И Т0ЧКИ через х 1— новую координату (относительно на- 
СТд й ) той же точки и, наконец, через h — координату точки 0 } в 

системе1), то правило это может быть записано формулой:

xr= x — h. (1) 
Отсюда -----------------  

ズ +  (2)

*) Координата точки П' о ,и  в новой системе будет, конечно, нуль.



î. e. спирая координата иякой точки разна новей ее ^о^рдинапг* 
плюс координата нового начала в старой систем:.

Желая проверить общность правил, мы должны рассмотреть все boj, 
можные случаи взаимного располол^ния трех точек О、0 } и А. Если 
условимся перечислять эти точки в порлдке их следования в положи­
тельном направлении оси, то будем иметь дело с шестью случаями

(вспомним, что из трех 
элементов можно соста' 
вить только шесть пере­
становок), изображгипы- 
ми на чертеже 7.

Разберем здесь для 
примера только два из 
шести случаев, предла­
гая учащемуся по это­
му образцу рассмотреть 
остальные.

Случай 1-й:

⑴

(2 )

13)

(41

О

о

X

0.
х  — ОА% x f ~  0 }А\ 

h =  OGf.

Записывая, что боль­
ший из трех отрезков 

меньших, имеем :

П.

Черт. 7.

мелау точками 0 、О1, А  равен сумме двух

о л  =  о о г +  о ч

илн, переходя ма координаты,
л： =  л̂  +  Л; x f —  x

Слѵчай 4-й\
х ~  — АО; x 1 О1 Л; Л =  一  О'О;

0 ' 0  =  0 гЛ +  Л 0 ;
— h=^sr x f 一 X； Л：я=г Х! ^ Һ ； X1 ^  X 一  //.

Ге же результаты получатся в остальных четырех случаях, после 
чего утверждение будет доказано 1).

Задачи,
3. Начало координат пеоеиесено в точку, координата которой равт 5. Ка­

ковы будут новые координаты точек, которые в старой системе имели коорди­
нат 8, 3, 0，— 2? Сделать чертеж.

4. Решить задачу, отличающуюся от предыдущей только тем, что координата 
нового начала равна не 5, а — 5.

5. Начал) перенесено в точку с юординатой 4. Каковы были старые коор- 
динлты точек, новые координата которых ізыргжаются числами 2 , 0, — 6?

G. Куда надо перенести начало, чтобьі точка с координатой 5 г олучила коор­
динату 7?

7. Начало координат и масштаб остаются без изменения, но положительное 
няпраалеинг осн меняется на противоположное. Каковы будут новые коорди­
наты точек, имеиших в старо.1 системе координаты 6, 1 , Ü, — 4, 一» 7? Обозначая

0 Строго го зор я, следует еще рассмотреть особо случаи, когда точка А 
совпадает с О или с 0 \



:кокакой-нкбуль точки ч?рез д.- а гоьую т:оогл;:пату той 
старую к0̂ -  № разить формулой вависиыосіь м жду лг ид :
,0ЧКИ '^ Р ^ п е ：., о іа  от температуры t по Цельсию к абсолютной температуре Т

抓 — 1̂  Q 273, f 3 r _ 273,

Устг овнть их связь с формулами (1) ß (2).

g 4 Расстояние между двумя точками на прямой. Из самого 
леаения координаты следует, что расстояние любой т о  чей о т  на- 

ПП еЯ/7,7/?7УО координате  этой точки, взятой по абсолютной величине. 
на'7̂  ズ есть координата точки А в системе с началом О, то

О А==\х\^). (3)

Более общей является следующая задача: по данным координатам 
. двух точек А и В найти расстояние между этими точками.и x

Черт. 8.

ß каждом отдельном случае, когда координаты точек А \\ В  даны 
числами, задача легко решается на основании чертежа. Например, по 
чертежу 8 легко проверить справедливость результатов, помещенных в 
последней строке следующей таблицы： -

Коордішата іочки А 8 3 一  4 一 4 一 1

Координата точки В 3 — 1 3 一 1 8

Расстояние AB 5 • 4 7 3 9

Все эти случаи подчиняются общему правилу: расстояние между 
^вумн точками равно разности их координат, взятой по абсолютной 
величине:

a b  =  \ x b  —  x a \ z=::::\ x a —  x b V (4)

Для того чтобы доказать общность этого правила при любом рас­
положении точек О, А и В, воспользуемся установленным в предыдущем 

раграфе правилом преобразования координат при сдвиге начала, 
енно，перенесем временно начало координат в одну из данных точек, 

印  В パ；тогда новая координата точки А будет нуль, а новую 
г ДІ!матУ точки В  обозначим через х'в . В силу равенства (3) можем

い ,в|;

Чимч и оопт?7.в^10 веЛ!1ЧИ11У числа принято обозначать, заключая символ «того 
вертикальные черты: например |5) =  5, | - 3 | ^ 3.



но из равенства ( 1 ) §  3 слеаует, что (независимо от расположения 
точек O t А  и В )

х в ~  х в  一  ХА*

Сопоставление двух последних равенств и приводит к формуле (4)
П р и м е ч а н и е .  При определении расстояния между двумя точками 

нас интересует только абсолютная величина разности координат. В дру, 
гих вопроса- может пригодиться и знак этой ра юности. Легко видеть ' 
что разность х в 一 х А будет положительной или отрицательной, смотря 
по тому, совпадает или нет наггравление, идущее от Л к ß, с положи­
тельным направлением оси.

Задачи.
9 *、• Дакы Точки А (10), В ( 一  2), С (一  6), D (一  4). Найти вычислением и 

провепить по і ертежу взаимные расстояния между ними.
10. Дана точка А (4); расстояние АБ  =  6. Н *йти координату точки В,
1 1 .Д шы точки А (— 4), В (1) , С (一  8), D(10), Е (б). Сначала вычислением, 

а затем по чертежу определить, какие из гтих точек наиболее удалены друг от 
刀руга и насколько.

12 .1  іри данных предыдущей задачи определить, какие из сл-дѵющих на­
правлений: 1 ) от Л к В, 2) от ß  к С, 3) от С к Д  4) от D  к f  ссЬпад机 т 
с положительным направлением оси, а'какие ему противоположна.

§ 5. Деление отрезка в данном отношении. Задача і . На оси
даны две точки А^х^) и Л2 (х2). Зная координаты концов отрезка 
ЛгА2і найти координату его середины М.

一 Г *  М (х )
一-------------- --------- 卜 .ノにニニニニニ^ ---------------- ~ X

о X, 卿

Черт. 9.

1-e n е ш е н и е. Допустим сначала, что точки и Л 9 л^жат на 
положительной полуоси, причем хг х ѵ  Обозначая искомую коорди­
нату точки AI через х ，имеем (черт. 9):

Д： =  с ш  =  ОЛ ! +  Л #  =  '  +  をテ^  == .

Хотя мы исходили из особого расположения точек Ал и А2 на оси, 
но полученный результат, как увидим, верен при любом их располо­
жении.

В дальнейшем, при выводе формул аналитической геометрии, мы не 
раз будем облегчать себе работу тем, что чертеж будем делать наибо­
лее удобный для решения зад чи. Конечно, при этом у нас ке будет 
уверенности в том, что полученный результат справедлив для люоого 
дрѵгого чертежа. В таких случаях докаіательство общности найден­
ной формулы будет даваться либо непосредственно вслед за первым ее 
выводом, либо в отдельном приложении, помещенном в конце книги.

4) Здесь и в дальнейшем, вместо того г̂тобы писать, например, .точка А 
し координатой 5*, мы будем пользоваться сокращенным обозначением: »точкд

10 -



іл еА нас сейчас задаче общность результата может быть 
В «итереДуіреина; с этой целью рассмотрим:
легко п р о  в к о т о р о м  т о ч к и  и Л2 п р е д п о л а га ю т с я  レа с п о л о -

2 е и как- угодно (и даже рассуждение можно проводить без черте- 
•жеЧНЬІニ пи丨丨іем в координатах условие Так как
匕 I、一 ろ I и М А 2 =  \ х2— х \, то имеем:

\х  — — ズ I. (5)

Но так как точка М  лежит между Аг и А2, то разности х  —  х 2 
_ ^  л и б о  о б е  п о л о ж и т е л ь н ы , л й б о  о б е  о т р и ц а т е л ь н ы . П о э т о м у

11 ^ саеднем равенстве можно отбросить вертикальные черточки, постав- 
Б Л н ы Г д л я  о б о з н а ч е н и я  абсолютных в е л и ч и н , и написать п р о с т р；

X 一  х г =  х 2 一  X.

реша5і это уравнение относительно неизвестного, снова найдем:

(G)

т. е. координата  середины отрезка равна полусумме координат его 
концов (иначе 一  равна среднему арифметическому координат его концов).

В только что решенной задаче отрезок А2А2 был разделен пополам. 
Поставим теперь перед собой более общую задачу, в которой отрезок 

будет разделен и а части, вообще говоря, неравные, но находящи­
еся между собой в определенном, известном нам отношении.

1 1 •— ....  .........一 --------- -----«— 一!一《— X

Ч ерт.10.

Задача 2. Отрезок, заключенный между точками А^х^) и A2(x2)t 
разделен точкой N  на две части, длины которых: относятся, как 
пі :п2 (^онно: A^N:NA2 — пг：п2). Найти координату делящей точки N.

1-е решение.  Обозначая через х  искомую координату точки N、 
имеем (черт. 10):

x  — ON =  OAj +  A^N,

Но ОЛ3 =  хѵ  а отрезок AXN  составляет часть отрезка А А2} выра- 
^аемую дробью — —4— х е .

ら 十 ら ，т ’

g ,
丁 аішм образом,

jc^ Xi 4 -  П{(Хі ^ — п х̂ і + піх  ̂•
十п% 十の



2 е решение.  Как бы ни были расположены точки А н Л  
” а осп, имеем А ^ = ^ \ х  —  '  | , Д^43 =  | ' 一 ズ 1. Поэтому пропорцм1 
Al N ：NA2^ n l ：n2 может быть записана сначала в виде а

\ Х  — Х { \ _ Л |

ドa— ズ 丨 "2 *
а затем (по соображениям, примененным во втором решении предил 
щей задачи) в более простом виде:

X  一  ズI
— x п2

Решая это уравнение относительно неизвестного x t снова придем (ио 
\іл этот раз уже с гарантией общности) к формуле】

___ п^Хі +  П{х 2
--------^ г ғ ^ г * (7)

П р и м е ч а н и е  1• Формула (6), разумеется, должна содержаться 
в формуле (7) как частный случай. Действительно, если точка N  делиг 
отрезок A jA2 пополам, то можно считать пг =  пл и тогда урав­
нение (7) превращается в уравнение (о).

П р и м е ч а н и е  2. Рассматривая числитель дроби в формуле (7), 
учащийся, конечно, обратит внимание на сочетание индексов при бук­
вах п и x t Для того чтобы легче выразить результат этого наблюде­
ния словами, представим себе на время, что числа пг п п2 一  целые 
(хотя условие задачи этого вовсе не предполагает). Тогда можно счи­
тать, что отрезок АЛА  ̂ разделен иа равных частей, из коих 
пл частей содержится в отрезке A^N и п2 частей 一  в отрезке NAV В этом 
предположении содер.кание равенства (7) может бьіть выражено в сле­
дующей легко запомшіаэмой форме: координата делящей точки равна 
координате левого конца, умноженной на число частей в правом от­
резке, плюс координата правого конца, умноженная на число частей 
в левом отрезке,一 все это деленное на сумму частей, заключенных 
в обоих отрезках.

Задачи.
13. Найти координату серед и мы отрезка, заключенного между точками Л (3) 

и В (10).
14. На оси даны точки А ( —6), ß (— 1) , С (б). Найтн координаты середин от­

резков Aß, ВС, АС.
15. Середина отрезка AB находится в точке С (2). Зная, что х в =  9, найти хА.
16. Можно ли равенство (5) писать в виде | х і 一  л:| ニ  | , в — х  |? Можно ли 

и вдесь отбросить вертикальные черты, как мы это делали по отношению к ра- 
ілі.іству (5)? - 'щ

17. О i резок AB раздел ：н точкой С так, что АС : СВ =  2:5. Знач, что ズ  д - 3 ,  
17, кайти хс. , I

13. Точки /А и N де i . т отрезок, заключенный между точками А (一  5) н В ( ) .  
на три ча、ти так, что A M . M N  NB =  3 :6: і. Найти координаты точек М  и N.

19. Отрезок между точками А (一 8) и В (7) разделен на 5 равных частей. Наи- 
ти коорлииаты точек делении. р 9

Точка С делит о і р ；зок между точкам» А (х, и 3  \9) n отношении 
! In Гии x.

§  6. Центр параллельных СИЛ. Полученный в предыдущем параг­
рафе результат мы приложим сейчас к решение важной для механики
12



чю  если в точках Л и Ö гв?рдого тела 
и направленные в одну сторону силы, то

же сто-
/статикч) задачи. Изьестио,
приложены две параллельные

s ちг ; ヨ ニ ^ Я !•та точка-в —p0« 咖 二 :  ニгфил〕же пересекает отрезок АВУ называется центром двух параллель-

й , ( ^ с /х )

на- 
составляю- 

т. е. центр 
на месте, 

силы повер-
fTPt

]!ыХ сил, приложенных 
в Л и 召 (напомним 
еШе, что положение 
этого центра не за­
висит от общего
правления
щих сил, 
останется 
если обе
нуть на один и тот же 
угол, сохраняя их па­
раллельность и одина­
ковую направленность).

Задача К  В точках А ^ х ,)  и А2(х2) приложены две параллельные 
одинаково направленные силы, величины которых соответственно 
рЛ и рг  Найти центр эти х  двух сил (черт. 11).

Р е ш е н и е .  Е с л и  С (х) —  и с к о м ы й  ц е н】р ， т о  с о г л а с н о  у п о м я н у т о м у  
з а к о н у с т а т и к и  АлС:СА2 —  р2:ру

Но в таком случае формула (7) (см. также примечание 2, § 5) сразу
д а е г ; ,

Черт.11.

々q
Pi 十  p%

Черт.12.

центра т р е х  (а 
І^ак

обратить внимание на 
сочетание индексов прн 
буквах р и х  в числите­
ле дроби; сравнить с со­
четанием индексов при 
буквах n н x  в фор­
муле (7).

Теперь мы в состо­
янии перейти к реше­
нию более сложной за­
дачи一一к нахождению 

числа) параллельных сил. 
и одинаково направлен-

в дальнейшем и большего ^ ド “
известно, центр трех парал л ел ьн ы х заменяем  две

ных сил может быть найден следуюіди женной в центре
нз данных силы их равнодействующей, при- юдействующей и
ыѵ\\ двух сил; затем строин центр для * 1 г

TpeTH ß  順ках  が V ，" り’ A 岬 二 ね
параллельные и оаиначово направленные. п ^ '  , 9/
системы, соспмвАвннои из э т и х  т р е х  сил (черт. * величИ н у  十 / 72

Реш ение .  Равнодействующая сил рг и р2 сил. За точку
и направление, одинаковое с  направлением  всех и -  ’ ^



ириложени5і^втоЙ равнодействующей возьмем центр сил рх и ♦ 
точку С с координатой [см. уравнение (8)] а* . ^

х  =  PjXj +  Р み •
Pi 十  Р2

Найдем те.іерь равнодействующую двух сил {рг - f  р2) и рз； ЦСіІтр д 
этих сил (который и будет центром всей системы) должен делить отрез^З 
СЛ3 в отношении р3： (рг -f-/? ): ^

Сі つ :D A ^  =  /?з • (Pi +  八 ).
Применяя снова формулу (7), получим

. (Рі -Ь Pi) Xç +  Pẑ z
八 十 /72十 РЗ " 、

Остает：я подставить сюда оанее полученное выражение для д： 
чтобы пргтги к окончательному результату:

Р А  +

с»

XD:
P i十 Р2十 Pi

т. e. координата центра трех параллельных, одинаково направленных 
сил получится, если величину каждой силы умножим на координату 
точки ее приложения и сумму полученных произведений разделим на 
сумму величин всех трех сил (т. е. на величину равнодействующей). 
Формулы (8) и (9) (в особенности — их обобщение, см. ниже задачу 24) 
имеют важное значение в статике твердого тела.

î- 6---------------------------SDcaî----------------------------
\\см

卜 5см-

4 к г ы 9 кг

Ч ерт .13.

Задачи.
2 1 . Найти координату центра двух параллельных и одинаково напрлвлсшг.^ 

сил, величины которых с 'ть  5 и 3, а точки приложения соответственно Л ( —

22. Из лбѵх параллельных одинаково направленных сил одна, равшія  ̂4， 
прил j  . ена в начале координат, другая, равная 5, приложена в точке А (о). Найт* ' 
коор^ и птѵ центра. 1

23. К пр моуг )л )ному стержню AB  (черт.13) полвешены 3 груза, размеры і 
которых и т чк .1 приюжелия показаны на чертеже. За какую точку надо под- I 
весить сгержен^ дли того, чтобы система находилась в равноьесии (весом стержа 
пренебреі аем>?

24. п о ob .щемие формул (8) и (9) найти координату центра системы, со­
стоящей из п Пиріллель.ных одинаково направленлых сил р.2 ....Л " 
ных соответственно в точках /!2(jc2), Ап(х^).

Указание. Применить рассуждение .от п к л - f - I е,
14



AJ
шнащі 4ЛИ1Ш 

一一一 
п  т

пи

- - - - - • ■

'fV»

Р 0 p

Черт.14.

инатЬі ТОЧКИ на плоскости. Теперь обратимся к глав- 
§ ハ КООрд ^ 一  к  изучению метода координат на плоскости. Подобно 

ной наІ11"й заДак00рдинации точек на прямой линии мы выбирали за 
т. му каК яля ТЬІ начало, положительное направление и масштаб, так 
основные всего должна быть установлена некоторая лсистема
и здссь п, 的  отношению к  которой будет определяться положение 
к о о р Ц  ’ки в  качеСтве такой системы (черт. 14):
ка:і Д оЬ-ем две взаимно перпендикулярные прямые — О Х  („ось ик- 

} ] :  *0сь абсцисс«) и О Г  
/п -ь -ш р е к о в - , или „ось о р іи н а т“）； У
( на каждой из этих прямых 
выберем положительное направле- 

отмечаемое стрелкой;
’З) выберем определенный отрезок 

т  за единицу длины (масштаб), 
с помощью которой будем измерять 
все отрезки. Это и есть ”декартова 
прямоугольная1)система координат** ; 
тоЧка  ̂ О называется в этой си­
стеме началом координат  (короче 一  

началом). Всякий раз ка к  на пло­
скости выбрана определенная система координат, тем самым устанавли- 
ваеѵся и система координат и на каждой из прямых ОХ, ОУ (если 
рассматривать точку О как начало ма ОХ  и на QY).

Теперь, для того чтобы определить положение какой-нибудь точки AI 
с помощью чисел, спроектируем 2) эту точку на оси QX  и ОУ’ т. е. 
опустим перпендикуляры (че рт .14) МР  и AIQ иа эти оси. Точка Р  
имеет на оси О Х  определенную координату x f —  ее мы и примем за 

、 перзую ко о р д и н а ту  (абсциссу) точки
Y AI. Точно так же точка Q имеет на

оси OY определенную координату у ,——  
ее мы примем за вторую координату 
(ординату) точки Ж . В зависимости 
от положения точки координаты ее 
проекций P n Q могут получаться как 
положительными, так и отрицательны­
ми, следовательно две координаты х  
и у  точки М  могут представлять раз­
личные комбинации знаков (например, 
на черт.14 точка М Л имеет отрицатель- 

натѵ〉 ную абсциссу и положительную орди-
ские て ^ 1 комбинации показа мы на схематическом чертеже 15, где рим- 
ПЛ0С{ ЛФРЫ показывают номера четвертей, на которые разбивается 
перВыпСТЬ осями координат, а из двух знаков, помещенных в скобках, 

Ит”/ 0ТНОСИТСЯ к а6сциссе，второй一 к ординате.
• К00РДинатами какой-нибудь точки М  в данной декарто一 

системе называются два числа (положительные.

Я (•

к - 一)

( +

Ч е р т .15.

в̂ п р я м о у го л ：„ой

Такая систеѵа ごеРУт оси координат пересекающимися не под прямым углом,
2) Проекци: 0尸динат называется косоугольной,

0сновацйе пе'п ' пРЯМоУгольной, или ортогональной) точки на прямую называется 
у ; икУЛ5тря опутпеиното из точки ка прямую.
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отрицательаиѵю или равные нулю), определяемые этой точкоП по с ш
щсму правилу:

h  ісоороинагга、или абсцисса лг, есть т а  координата, «отІИ  
имеет на оси ОХ проекция тонка М на эту  ось; 'Г'°^Н 1

2 я координата^ или ордината 夕，ес пь та  координата，кощ^Ш  
имеет на оси ОУ проекция точки М  на этѵ ось. ^  I

Еместо слов ”точка А с абсциссой 3 и ординатой 5",* говоряЛ 
пишут короче: „точка Л (3, 5)- (на первом месте абсцисса, на втоп Н1 
ордината). Если координаты точ.、и обозначаются буквами, то По»М 1 
всегда пользуются буквой х  для абсциссы и буквой у  для орзинаты И I 
провождая, если нужно, эти буквы значками: А (x, у), В (х \  vf), С(х t,°\l 
и т. п. 3  ̂I

До сих пор мы говорили о том, как по заданной точке определял 
ют、я ез координаты. Но и обратно 一  по заданным координатам вполн"漏 
определяется точка. Дейс вительно, абсолютная величина координаш 
покажет, на каких расстояниях находится точка от осей ОХ н OY (именно |

ра стояние от о и ОХ равно Iу  |, а ра<>1 
стояние от оси О У равно I л: f), а знаки І  
коо динат покажут, в какой четверти (Г 
находится точка. Если, например, нужно ï  
построить точку (一 5，3)，то отклады-1 
Еаем от точки О по оси Х-ов влево 5 
единиц, по оси F ов вверх 3 единицы 1 
и через концы о тл о кек ных отрезкоз і 
проводим параллели к с сям координат “ 
(на пересечении этих паргллелей и по-1 
лучится искомая точка). Вместо этого 1 
можно вести построение іще так: от­
ложив по оси -Y-ОВ Бле•うо 5 единиц, 
из конца полученное отрезка восста­
вляем перпендикуляр к этой оси и на 
нем откладываем вверх 3 единицы 一 
прихоіим в искомую точку. 

П р и м е ч а н и е .  Относительно выбора системы координат заметим, 
что в тех случаях, когда этот выбор является безразличным, предпочи­
тают ось ОХ брать горизонтальной и давать ей направление слева на­
право, а ось ОУ— вертикальной с направлением снизу вверх ]). Что 
касается выбора масштаба, то в геометрических вопросах обыкновенно 
пользуются единым м асш таб ом  для всех направлений (в то время как, 
например, при построении графиков функции нередко прелпочитшот 
разные масштабы для осей О Х  и OY),

Задачи,
25. Построить точки А (3, 6), В (5, 一 1)，С (— 4, 一  4), D (一  2, 7 ),厂（一 3,0), 

7^(0, 4).
16. i де лежат то^ки, у которых ордината рявна 3? raRHa 一  57 
27. Где лежат ю  ки, у которых абсцисса | авна 2? равна 一Л?
23. Гле л е ，ат точки: у коюрых орд ліата рав.іа 0? абсц сса рзвна Uf 卜 
29. Где лежат точки, у которых абсцисса раыіа ординате? абсцисса и рд 

ната равны п.」абсолютной величине, но против люложны по знаку? ••ご.，
___ ■ . . I ; »

£) В прочем, d задачах механики, имеющих дело с силой тяжести, часТ? яаК)Т 
верт калыюй оси ОУ напряжение вниз. ♦ Д л • •

\ Ь . . ハ' •• • - '

Черт.16.



,0. Д а й , :娜 ゾ / и’ & НўГси Ко Т зГ и а Ч,ЛКа Т Й 職 К. —
г\ относительно. ; ^  сторона ьотэрого равна е. иниие (чегт. 16、. Найти 

31. Лан кваЛРа, п жнимая за оси Х-ов и К-ов со тветственн ) прямые: 
к0срдинаты вер у  ^  ß D 、3) 顧  и МР, при условии, что М  — центр квалрата, 
D Aß и АО, = ка в 。、p  j- середина CD Нап аьления осей указаны на чер- 
；Ѵ - « р е л ^ о т Р и (сдела' ь для каЖдого вопроса отде-іьчый че теж).

теже 8 Понятие о координатах в пространстве. Метод координат 
остраипется и на іеометрию пространства (стереомегрию). Так как 

рЗСдПтГо°й книге мы будем заниматься
исключительно аналитической геомет- 

на плоскости, то пр отношению 
I  координатам в пространстве ограни- 
чпмся здесь самыми общими указаниями.
1' Система координат в прострал- 

стве состоит из трех попарно-перпен- 
яиіСулярных плоскостей (координатные 
п о скости) у пересекающихся в точке 
q  (начало координат) и разбивающих 
все пространство на 8 трехгранны х 
углов (8 октантов, отмеченных иа 
чертеже і7  римскими цифрами), Ли­
пни пересечения координаіных пло­
скостей называются осями координат 
(ОХу O Y) OZ), и на ісаждпй из них 
выбирается положительное направление, 
отмечаемое стрелкой. Если еще выбран масштаб 
длин, то система координат установлена полностью.

Теперь мы можем определить положение любой точки М  прハстран- 
ства (см. чертеж 18, где для простоты изображен толい о первый октант)

с помощыо трех чисел， трех коор- 
Z динат, абсолютны^ величины кото­

рых покажут нам расстояния точки 
М  от каждой из трех координат­
ных плоскостей, а знаки (коорлииат) 
покажут, в каком именно из 8 ок- 
тантоа лежит точка. То ікее говоря, 
мы проектируем то ;ку М  на тр і 
о、и кос рдинат, для чего прово іим 
через М три плоскости, параллель­
ные координатным (зсе 6 плоскостей 
образу^ т паралле/тепипед). В резуль­
т а т  э ’ ого построения получаются 
три точки P、Q, /? 一  проекции то­
чки М  сэотве「ственно на осях ОХ, 

есть основание перпендикуляра, опушенного из ЛІ

длп измерения

Черт.18.

(|；Г римеР 々

РДинату° (p n И3 точек P、Q、尺 имеет на своей оси определенную 
ャ〜 коор °  °  КИТе ЬНУЮ, 0了Рииательную или ну: ь; на чер е；ке 18 

ИНаТЫ па 1ѵ ^ ^ ^ ь ньі). Вэт эти три числа и принимаются 
эс гринсіве. Т а кт八  образом, для точки Л1:

ЭГГНэСНОГв 
Т М Т V Т 書

ci х 9 есть та іуоо^дината, которую имеет 
на эту ось; /  *  \  •

\  ； »î



2-я координата, или ордината у, есть та ксордипатл, Ко：0 
имеет на оси О У  проекция точки М  на эту ось; *

. 3-я  ко о р д и н а та 、или а п л и ка т а  z, есть та координата, которую их J 
на оси O Z  проекция точки М  на эту ось. ‘ * іЛісгт

Теперь легко понять следующую схему распределения знакоз Коо 1  
динат по октантам (нумерацию октантов см. на чертеже 17):

РУіО

/ и III IV V VI VII VII/

X + 一 — + + 一 — 十

У + 十 一 一 + + 一 —

z + + + + — — 一

—

Точка /И с абсциссой х 9 ординатой у  и апликатой z обознача­
ется М  (лг, у у z).

Задана.
32. Начертить три оси координат (продолжая каждую из них по обе стороны 

от начала), выбрать масштаб и построить точки А (5, 6，4), (2, 一  5 ,1 ),С (一 3, 4,一 ö),

Указание. В параллельной перспективе, которой мы пользуемся для наших 
стереометрических чертежей, равные, но непараллельные отрезки не долж ；ы на 
чертеже казаться равными. Принято в направлениях осей ОУ и OZ  брать МиС- 
штаб неискаженным, а в направлении оси ОХ  укороченным.

§ 9. Расстояние .между дзумя точками (на плоскости). Если
извссгны координаты точки А (х, у )у то расстояние ее от начала О 
может быть легко найдено: опустим перпендикуляр AB  на ОХ  (черт. 19),

получится прямоугольный тр.уГ0ЛЬНИ1：
О AB с катетами х  и y f , следовательноУ

ОА =  十 ダ ，

パ

(10):

т. е. расстояние  т о ч к и  о т  начсілл
коорд LHatn равно корню квадратному 
из суммы квадратов координат этой
т о ч к и . j

Это верно не только для того слу* 
чая, когда точка А лежит в первой четверти, как и на чертеже 19, ю  
и при любом другом положении точки. Действительно, в какой бы чет­
верти ни лежала точка А (учащийся сделает чертеж), мы, опустив из 
нее перпендикуляр A 3  на ось Х-ов9 получим прямоугольный треуголь­
ник, в котором горизонтальный катет Судет равен [л:|, a верЛі^зль- 
ныіі \у \ ;  но ведь I л: j2 =  jc2 и \у  \2 = ^у2, следовательно ОЛ2 — ^  У * 
1§ •



КГ ン а НИе Единственный случай, когда предыдущее рассужде- 
І ір і:м е ч а  曰 切  тот> КОгда точка А лежит на одной из координат-

> неПРИМе ' ІИ レ》 .____ /1 П \ rn n a R P ллиия. т я ^  ѵяѵ  пл«  тп ч і< и  Л.

Hbï̂
лежзіие.

ҢО И i り1バ“  ^ , _______ :
HJ осй ズ -0В, она дает 0 4 - = ゾ パ 十  О2 =  | ズ  |’ дли точки, ле-

иие неіі^ им,； и тогда формула ( 10) справедлива, так как для точки А,

щей 
гРі на 

Обрат:
Х； іача. Н а й т и  расстояние

•> . _  . . .  < • • ，ハ  К"» /-» П  L /  V*

Й
на оси к-ов, о л  =  / ^ + у  =  Ь І

? ' РаЧ.:.. Н а й т и  расстояние м еж д у двумч то ч ка м и  Л, ( х ѵ у^) и 
. ^ * ) координаты  ко т о р ы х  известны.
P е ш е ние. Из точки А } (черт. 20) проведем прямую, параллельную 
Х-оз, а из точки А2一 прямую, параллельую оси К-ов до пересече- 

0ZH с *первой прямой в -.очке N . В прямоугольном треугольнике A ^N A 2 
н^ ет ^  ^ = х 2— х ѵ  катет A 2N ~ y 2 как это станет совершенно
оие^итным, е:ли спроектировать точки Л 】 и Л 2 на ось Х -о в  (на чер­
теже Я — проекция точки (?— проекция точки Л 2). Отсюда заклю­
чаем, что: ____________________  i

(И )Л1Л2 =  \/Г(л2 — ろ ” 十 (タ 2 — タ ] ) ‘2,

т. е расстоянии междѵ двумя т о ч ка м и  равно корню кваоратном 
из ісваірата разн ости  их абсцисс плюс квадрат разности их орди­
н а т . При этом сосер- 
иіенно безразлично, 
брать ли, например, 
разность х 2 — х г или 
х г一  дг,, так как име­
ющееся между этими 
двумя числами разли­
чие в знаке исчезает 
после возведения их в 
квадрат. Само собою 
разумеется, что фор- 
мула (10) содержится 
в формуле (И ) как 
частный случай, соот- 
«етствующи й предпо­
ложению, что у одной 
из точек А ѵ  А г обе 
Координаты равны
н ул ю .

на какое показаночерで ’ ， 9Т0ЧКИ バ 】и バ 2 имели не то расположение, 
в рНо: еニ“ :.. ’ а ЛІ°бое другое, то и тогда формула ( 1 1 ) осталась бы 
в ly  ^ * ^ ^ ,іСгвительно (учащийся сделает чергеж, беря, например, точку Ах 
к осям к 町 ！，а Т0ЧКУ ^2 —  во Ш, проведя из точек А Л и Л2 параллели 
》го.иңһііі 0叫 Н іат Д0 ВЗ£ИМН0Г0 пересечения, мы всегда получим прямо- 
будет У которого один кз катетов (горизонтальный)
т* е. равеі^! ^ исст0я^ию между проекциями точек А г и А0 на ось ズ -08, 
Расстоянию 2 〜 ズ 11 [ СМ. Формулу (4)], а другой катет (вертикальный) 一 * 
Iナ 2、 ：ѵ I. Мі>КіУ проекциями тех же точек на ось К  ов, т. е. равен 

При?, * ' / ^ В! ДЬ レ ！! 一 ろ  |2 =  (ズ2 — ズュ)2 и ІУ2~ ^  I2 
2» aüm,< Расс f.-, он ие между точками  /1(— 3 ,— 1 )a ß  ( - 7 ,  6).
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P e ш e н и в. Разность абсцисс равна (— t )  — (— 7)為  4: p
ораіічат равна 6 — ( ― 1 ) = 7; A B — V 49 十 1 6 = ]/б 5 л =  8 ,1 (учащие^ 
сдел*ет чертеж на клетчатой бумаге и проверит результат вычисл 
измеряя рзссточние AB с помощью бумажной полоски, вирезанц^й^1 
той же клетчатой бумаги). Л ° Из

Задачи.
33. Н чйгі расстояние каждой из точек А (8, 6), В (3, — 5), л

D  (0； — 3,82)t) от на 4а а ксорд нат. _ 9  j

3) Т К Р8,7)И Т„° (е- й ；̂,77) 8) И (5’ 3); 2) (4’ 0) и (1,句;
35. Найти ра стояние межлу точками (а,Ь) и (Ь,а).
33. Найти длины стороа треугольника, вершины которого находятся в точг

37. Показать, что треугольник с вершинами А{  -  5, 2), В (3, б), С (4, — 
равнобедренный. *

33. [Іоказать, что треугольник с вершинами А (7,3), В (1J, 一  3)， С(Ю,С\ 
прямоугольный.

Указание、Во:поль:>озаться теоремой, обрат юй теорзме Пифагора
39. На оси Лг*ов найти точку, равноот стой щую от точек / 1 ( - 4 , --- 1) и 

S (7, 3).
40. Найти точку, расстояния которой от точек А (7,3) и В (— 1 ,5) соответ­

ственно ьыражаются числами 13 и 5.

§ 10. Деление отрезка в данном отношении (на плоскости).
Задача 1. На плоскости дани две точки パ】(ズ】，少J  и А0 {х2,у2). 

Зная координаты концов отрезка АУАѴ найти координаты (х. ѵ) 
его сересины М.

1-е р е ш е н и е .  Спроектируем точки Л”  /Л, А2 на ось Х-ов и на ось 
К-ов (черт. 21); получим в первом случае точки Л;, М \ А'ѵ  во вто­
ром一  точки ベ ，М п9 Апү

В трапеции A 1A2A ,24f1 отразок М М  служит средней линией и, 
следовательно, равен полусумме параллельных сторон:

У М М '：

или, переходя к коор­
ди натам,

Точно так же »з 
рассмотрения трапеции 
А ,А 2 Лз Л； найдем, что

Хі十ズа 
X —  — 2一 " •

Черт. 21.
Задача решена, но без уверенности в том, что решение йвляегса 

общим, так как повторить рассуждение при другом р а с п о л о ж е н и и  точ 
Лу и А2 не всегда будет легко. Поэтому рассмотрим:

0 Если координаты выражаются десятичными дробями, то в качестве з 
для отделения абсциссы от ординаты в символе {xty) пользуются не за 
а точкой с вапятой.
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2-еüK.o ДТ UV r —— • 1
ra точк« .ド パ " 日 。 абсциссы точек Аѵ  М , Аг являются в то же время 
01Тезка ニ , 抑  проекш,й А'и М ', А'^на ось ОХ; равным образом

' и и е  Так Как точка ЛІ есть середина отрезка Л, А3, 
Р ^ 'Л б .дет серединой отрезка Л;■ベ 、,.拜 точка — серединой

координатами
ординаты
проекции

точек 
А：

»к れ ЛІ, А 2 можно рассматривать как координаты их 
ось О У. Следозатеіьно, применима формула

5 ! к0т0рая '(теперь уже при любом расположении точек) дает」 
(Ö )。 ， __________________—-------------

zx i ± 3  ѵ==а ± л > . ( і 2 )

е абсцисса (ередины отрезка равна по іусумме абсцисс его концов; 
Тпдина г：а сересины оп резка равна полусумме ординат его концов.

Т а к  же, как и в §  5, обратимся теперь к более общей задаче. 
Задача. 2 О трезок, заключенный м еж д у т о ч к а м и  АЛ і х ]Уу^) и 

ん 卜  メ2)，Разделен точкой N  на две ча т и у длины которы х относятсяу 
К1К 2п}：п^ (именно: A ^N :N A2 =  rty п2). Н айти  координата делящей 
тонки N .

Y

у  е ш ение .  Спроектируем точки Av  N, А2 на ось Лг-ов и на ось 
ToZ  (чеРт. 』) и сохраним обозначения предыдущей задачи, с той 
те;ニ 0 Разн 丨1】ей’ что вместо буквы М  будет теперь N. Согласно известной 
можем!6 ° デЯДе паРаллельнь,х прямых, пересеченных двумя секущими3),

A ,l N ' : N ,A ,2 ^ Ä 1N u \ lA 2 —  n l : пг \

ベ  N " •• N丨’А ;  =  A 'N 4  h  =  пぐ, п г

®спо.м имТеПерЬ В03ьмғм отдельно ось ОХ (а в другой раз ось ОУ) и 
一〜〜^ ’ 一 то ко( рдинаіы точек ベ ，АГ, A f0 (точек А ' \  Â T , А^) на этой 

i) F
ии,У^ ,,Ч1' ИтоГИтпезкИн бп°1 ь.ше,е числ°) „ параллельные прямые пересечены двѵмя 

х пря叫 X, . ш « Г г.в.；.й.се_к шей- зак..ючеиные между п- ра ии паріллелэ- 
РДиоііальны соотьетствующим отрезкам иторой секущей.
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оси являются в то же время абсциссами (ординатами) точе[с A 
то применение формулы (7) § 5 сразу дает решение за дач л : 11 *ѵ>

x  - . +  п{х9 
' 1 У== ,，2，і + АУз 

十《а • (13)

Пример. Зная координаты в ріичн 4 ( ズ】, 凡 ）, 忍 （л*2, 少 2), С(х Л  
треугольника, найти координаты его центра тяжести  (цен3  ̂
тяжести треугольника служит, как известно, точка пересецТР°М 
медиан).

Решение .  Известно, что точка пересечения медиан делит 
дую из этих медиан в отношении 2:1. Поэтому для построения цент •

тяжести треугольника ЛВС можно по. 
ступить так: делим сторону AB По. 
полам точкой D (черт. 23); проводим 
мелиану CD  и делим ее точкой Е так 
чтобы ’

CE: ED =  2 :1;

точка Е и будет центром тяжести. Так 
как мы знаем, в каком отношении де­
лит точка 已 отрезок CD, то коор 
динаты этой точки можно будет най 

ти, если знать координаты точек Си D 
Но координаты точки С даны в уело 
вии задачи, а координаты точки L 

легко найдутся по формулам для координат середины отрезка. Осуще 
ствление этого плана дает согласно формуле (12)

г  _  х і ^  хч ѵ —  Уі +  Уч 
XD — о » У о 一 "~ ô一—»

Черт. 23.

а согласно формуле (13) 

x
откуда

и аналогично

+ タ з

Х{ **Н хч +  х з

У е
Уі 如 У2 +  Уг

Итак, абсцисса (ордината) центра тяжести треугольника РаЦ  
среднему арифметическому абсцисс (ординат) вершин этого треуго 通
ника.

Задачи
4 1 .Зная вершипы треугольника: А (5,- 

дины сторон 0.
-2), В (6, 4), С (一6，8), найти, серケ

リ В аналитической геометрии часто пользуются сокращенными выражеш.^^
вместо •найти коордвместо „даны коорлиі.аты точки“ 

точки“一 雕найти точку" и т. д.
22
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так：

^„угольнике С .ершипами И (3, 7), 5  (-4 ,0 ), С (1 ,-4 )  пайти длину 

- ユ Ü . こиа отрезка AB  находится в точке С (2 ;-1 ,5 ). Зная точку А (7,2),

1і ЛПИ І0Ч1<У0^Гезке, соединяющем точки Л (-2, I) и 5  (?  | , 9 ) , в,ята точка С

, что ^ '^ ^ а к ^ ч 'е н н ы й  между'тГчкаJh U, 2^'и (7,-1), раздела! на 5 рав. 
^ ^ і^ И а й т и  точки деления. 

вых чаし . иппиг  оешения с помощью формулы (13) можно дать другое, 
Указание. ч̂ о абСЦИСсы (ординаты) крайних точек, взятых вместе

оси ^^^дГления/образую т арифметическую прогрессию.
С Т0̂ ' МЗная вершины/4 (- 4 ,- 3 ), 5(2.5), С  (8; 0,5) треуголышка, найти длину

ぶ * [ 、f、

бИССひ 了 Воспользоваться теоремой: биссектриса внутреннего угла треу- 
а делит противолежащую сторону иа части, пропорциональные двум 

другим сторонам,

g Л подъем (угловой коэфициент) прямой линии. Подобно 
томブ как положение точки на примой можно фиксировать с помощью 
1ЛПОго числа (координаты), точно так же одним чмслом может быть 
охарактеризовано двойное направление ]) прямой линии на плоскости. 
Для этой цели возьмем обычную си- ү  
сгему координат, но используем не 泰 
все ее составные части, а только одну 
из осей, например ось Х-оз (выбор 
оси К-ов, а значит и начала коорди­
нат и масштаба, не будет играть роли).
Если теперь на плоскости дана какая- 
нибудь прямая A3  (черт. 24)，то каж­
дое из двух возможных для нее на­
правлений можно охарактеризовать уг- 
лом а или 180° -)- а между этим направ­
лением и положительным направлением 
оси А%ов. Можно также, ка.ч это часто 
делают (например при оценке уклона железнодорожного пути), заменить 
угол какой-нибудь из его тригонометрических функций. Если в качестве 
таковой мы остановимся на т а н генс е ,  то будем иметь то преимуще- 
^тзо, что обоим углам а и 180° а будет соответствовать один и тот 
^ り тангенс, характеризующий, таким образом, оба направления прямой 
обла°ДНОВ̂ еМеНН°* И3 шести тригонометрических функций этим свойством 
опр от т^лько тангенс и котангенс. Итак, установим следующее 
буден 1ение' п 0 Д ъ е м о м (или угловым коэфициентом) прямой линии  
^ителънЗЫ6атЬ тангенс У-ла  ̂ составляемого этой прямой с поло- 
который"^ ば ^ ап^авлением оси Х-ов； точнее, тангенс того угла, на 
нап пол\Д 1 оыть повернута против часовой стрелки п о л о ж и те  ль- 
из напра) !: .,) 0В для того，чтобы ее направление совпало с одним 
------------- н данной прямой. Например, подъем прямой, делящей

ПанравлснийД3̂ Н0М напРавлении“，мы имеем в виду совокупность тех 
ïtdだ304，дв°йное，нагД0РЬіе М0ГУТ ^ыть установлены на каждой прямой. Таким 
Гіз независимо ^ вление одинаково у всех параллельных между собою 

а)Кд°й из эти^ то「о’ как мы бѵлем выбирать стрелки направления** 
Прямых (и будем ли мы их выбирать вообще),
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пополам угол Л.О К, есть tg 45® =  1 ; под i,ем самой оси 
прямой, параллельной ей, есть tg 90° =* оо в обычном 
этого равенства1).

Итак, если задана прямая, то тем самым определяется ее 
Обратно, если задано какое угодно число, то всегда можно 
прямую, имеющую это число своим подъемом (вспомним, что т -  
изменяется от 一  оо до -f- оо). Более того, можно даже потре^ ІГенс 
чтобы искомая прямая проходила через наперед заданную точку 
например, требуется через точку Л (1,4) провести прямую с поді^СіЬ'
m —  ^  . Для приблиэкенкого построения можно найти по тригономе д
ческим таблицам угол, тангенс которого равен у  (приближенно ЗЗо40,)
и построить с помощыо транспортира этот угол при точке А та Я 
чтобы одна сторона угла шла горизонтально вправо, а другая ctodo 
располагалась бы кверху от первой; эта вторая сторона и даст иско^

муіо прямую. Но здесь возможно также 
ѵ  построение циркулем и линейкой без

обращения к таблицам и транспортиру. 
Через точку А (черт. 25) проводим 

прямую, параллельную оси Х-ов, и от­
кладываем на ней вправо 3 (знаменатель 

2 \ 、 

дроби -j- ) раза какой-нибудь отрезок
(необязательно, чтобы это был приня­
тый нами масштаб); из конца В тре­
тьего отрезка восставляем к нему пер­
пендикуляр и откладываем вверх 2 

(числитель дроби I )  таких же отрезка;
приходим в точку С; прямая АС и 
будет искомой. Другой пример (чер­
теж 25): через точку М  (2,1) провести 
прямую с подъемом (一 "3). Построение： 

через точку М  проводим прямую, па­
раллельную оси Х-оз, и отклады-

( знаменатель

дроби
ваем на ней вправо 1 раз 

какой-нибудь отрезок M N \ из точки N  восставляем к MN 
перпендикуляр и откладываем на нем вниз (подъем — отрицательный) | 
(числитель дроби 寻) таких же отрезка, как MN) приходим в точку 厂， 

прямая М Р  и будет

таких же отрезка, как 

искомой.
Приме ч а н и е .  Следуя житейскому смыслу слова, хотелось

оси
бы

ОХсказаіь，что прямая АС чертежа 25 имеет относительно 
ипоіъе.мв, а прямая М Р — яспуск“ . Однако математическое 0ПРе̂ яіІ( 
ление термина заставляет в обоих случаях говорить о 
раз — положительном, другой раз — отрицательном.

подъеме, один

*) Запись tg л: =  оо зсегда можно заменить одним из соотношуи • 
tg а ~ ► со при а ► 90°； ctg (90。 一  о) = ： 0 прй и
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Û дальнейшем обозначать подъем i if iiw o fl —  буквой т .  
услоо *̂ч,сИ іііи * буду了 уцаствова了！》 подъемы нескольких прямых, 

Если в РаСс^ ^ ичать эти подъемы значками при букве т 、 например 
то будем ра т  и т д £сли хотят обозначить подъем прямей Aß, 
будем писать гп'， 2 
JL нередко пишут т АВ. ѵ

Яадача. И а й т и  подъем прямой О А , 
с о е д и н я л а  начало ко о р д и н а т  с

Будем сначала пред­
полагать (черт. 26), что точка лежит 
Ц [ четверти. Опустив перпендикуляр АР 
,іа ось О Х, из чертежа видим что:

АР 
ОРт 0А : tg /  АОР- Черт, 26»

• е подъем прямой, соединяющей точку с началом координату 
І а^ 'н ординате этой точки、деленной на ее абецшеу.

Если точка А лежит во II четверти, то рассуждение несколько 
изменяется, однако результат остается тот же самый. Дейсівительно,

теперь (черт. 27):

т 0А ~  АО Х—  —tg АОР ー卷 ,

но A P ^ y t О Р ~  —  x  (так как в рассматри­
ваемом случае х==^一 OP)t следовательно 
снова имеем:

ОА (14)

Предоставляем учащимся проверить справедливость этой формулы для 
случаев, когда точка А лежит в III и u IV  четвертях.
Задачи.

トïafiご Одиа И3 сторон равностороннего треугольника лежит на оса АЧ>в.

чт,, ѵ т т ^ СН0Вание Равн°бедренного треугольника лежит на оси К-ов. Зная, 
•І9 веРШИ1!е треугольника раьен 40°, найти подъемы сторон.

1 > .о く очаЦ и ^Дъем прямой, соединяющей начало координат с точками:
Щ / ,  h ) ト 8, 一 S).• рее точку (4,2) провести прямую, имеющую подъем:

1) ン) 一音， 3) V  4) 一

жетけû ак СВЯ8аны между собой подъемы двух прямых, симметрично располо 
*い и!« СИТольно り оси ズ.ов, -) оси К-ов.

* тя т и  подъем прямой, соединяющей точки Л (3, t ) и В (5, 8；.

І?* Подъем •
б,!二е 113 только что предложенных задач решим теперь в общем 

подъем прямой, соединяющей точки  Л】（ぶュ, н

с*и：і!іюю'こ^ 1 прямой, соединяющей две данные точки. По-

ベ ， ."細フ
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Решение .  Желая облегчить себе вывод, будем лредиолаг^В 
чала точки А] и А2 расположенными так, как на чертеже 20 ( с̂ а* 
в I четверто- лг, < х 2, у л< іу 2). В качестве угла между пряМо1 Т°ЧкИ 
и положительным направлением оси ОХ  можно взять /  дг^ \  
чего из прямоугольного треугольника Л/Л2Л2 сразу находим：1 2, Пос恥

九  一т А 4 = —-----
а і а2 х 2 一 х { (15)

С таким же прасом можно, очевидно, написать (умнолсая на 一 1 ЧІ, я  
тель и знаменатель дроби);

w タ2
A1 А2 л4 — д;а * (15,)

Итак, подъем прямой, соединяющей две точки, равен разности Их 
ординат, деленной на разность их абсцис- Впрочем, эта словесная 
формулировка не является исчерпывающей, так как из нее не видно 
какая координата в каждой разнести должна быть взята за умень: 
шаемое, а какая за вычитаемое. Внимательное рассмотрение формул
(15) и (15f) даег ответ и на этот вопрос: в обеих р а зн о с тп х  умень­
шаемые должны быть коор^ѵклта.чи одной точки^ а вычитаемые— 
другой (в этом отношении формула для подъема отличается от фор- 
мулы (11)§ 9 для расстояния, где участвуют те же две разности, но 
где порядок вычитания вовсе не должен быть согласованным) Несоблю­
дение этого правила дает дли подъема неправильный знак, который, 
ведь, играет существенную роль.

Формула (15), хотя и выведена из благоприятного чертежа, однако 
справедлива во всех случаях, как в этом убедят нас рассуждения сле­
дующего параграфа. В ближайших упражнениях мы будем поэтому приме­
нять нашу формулу к точкам, как угодно расположенным (к тому же 
правильность каждого отдельного результата может быть проверена и 
по чертежу).

Задала.
53. Найти подъем прямой, соединяющей точки ( -  2, 7) и (б, 3).
54. Вершины треугольника находятся в точках А (—4, —3 , В (6,0), С (о, > | 

һаити подъемы сторон. ло\\ ГГ)
55. Даны течки A (一7，6), В  (5, -2 )，С (9,一2), D  ( б, 8). Показать, что АН 丨丨 ^
56. Даны точки А (—1,3), В  (5, 6), С ( -3 ,  - 2 ) ,  D (0, 2). Показать, что прямая ло 

составляет с положительным направлением оси ОХ вдвог меньшии |  
прямая CD、

§ 13. Перенос начала координат. Для доказательства обід1̂ ^  
формулы (15) мы воспользуемся одним приемом, который。'ニし 
полезным не только в этом, но и в ряде других вопросов аналитик ^  
геометрии. Мы имеем в виду переход от одной системы коорди^ ^  
плоскости к другой (так называемое „преобразование координат ^  
дача, аналогичная той, какую мы решали для прямой линии в 厂от.0р0м 
различных возможных здесь вариантов ограничимся тем, при ко0р- 
ни направления осей, ни масштаб не меняются, а только начал 2g). J 
динат переходит из положения О в новое положение Of (ЧѵРт* •
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начало координат перенесено из точісіі О в то抓у Ог (//, к) 
Итак, пусть た 一 старЫе координаты точки 0 \  так как новые обеі

^В^меетіравны нулю), причем ：и ^ и  и』 。 … 一 - - , ‘ ---------------  ..............
Направлена со старой (CU) равно как и н'эбуя ось о щ з т  ( а ү ' ) ~ с 0
старой ( О :} .  Теперь „ л  точка A  п：і _г： л„е пар,,, КОордииаг： д： ѵ 
в старой системе и х , у  — в новой. Как связаны старые координаты 
С новы'丨и? При той конфигурации, какая изображена на чертеж- 
(точка О1 внутри угла ХОУ9 точка А ~ внутри угла Х гОгУ') 一 ответ 
п о л уч а е тся  сразу: ノ， し1

I

(16)

я ось абсцисс (О'Х^ параллельна и одинаково

x f =  x  —  h, У  — у

^Х1

丁. е. но/шн абсіщссл (ордината) точки реша старой ее абсциссе 
(ординате) минус абсцисса (ординпта), которую имеет новое начало 
в старой системе. Но 中ормулы (16) имеют место при любой конфигу­
рации и вот почему. Одновременно с преобразованием координат на 
плоскости преіставим себе преобразование, происходящее на отдельно 
взятой оси О Х  и состоящее в сдвиге начала (§ 3) из точки О в точку О;
(ПРсекция тоѣ<и О' ка ось ОХ). Если Л】 есть проекция точки А на 
ось 0 Х } то:

есть координата точки А г на оси О Х  относительно начала 0\
h ” ひ 、 » | » 0

” ” 01 „ „ СХ , » о
ハ， ПРИ люоом расположении точек О, О:，Л имеет место фор- л*>ла (1 \ « о 1 4

независし и совпадающая с ней первая формула (16) справедлива
оси о у  от чеРт^жа. Рассуждая совершенно так же относительно

Из фоТ™ 6 п Й ЩН0СТЬ И второй Ф0РМУЛЫ (16>-ѵ 3 ѵі0/ уже чисто алгебраическим путем получаем:

Х  =  х '  - \ - h , ツ=  у + ,々 ( 1 7 )

*7



несем временно начал » коорі 
в А  ( ；е р т . 2 9 j .  Т а к  к ак  а ^ в а я

т. е. ста р а я  абсцисса (opdw  а т п )  г/очки  pc<eva nceoti ее абса л
динатг) плюс абсцисса (ордината)，ко то  ую имеет носое U°Ce (0Р、
ста р о й  сиг т е м  \  На：1о.ло й

Возвра наясь к формуле (15) д^я подъема прямой, соелиняю
данные тり. ки /4 и 占，и >ье ая іいказать об іцц、)сть этой формулы ^
-------- --------- -^ --------------  --------- нат в одну из данных то ч е к / V *  Пере*

и старая оси абсцисс параллельны
наковг) направлены, то подъем ш н
мой AB будет один и тог >ке 0Пгя*
сительно обеих осей Hn D Тн°*1 ш  8 НОВОЙсистеме мы имеем дело с поаъе-
прямой, соединяющей начало (hoüoH 
с то кой ß ’ следовательно Для всех 
случаев применима формула (14), ко. 

卜  торая здесь дает: 1 パ

на Ример 
* ^ди.

т

(штрихами (つ отмечаются новые 
старых). Остается заметить, что в

АВ '

координаты точки 
силу соотношения

В  В СТЛИЧИС от
( 1 6 )

:ぶ*!

чтобы притти к равснстпу
т ab •

которое отличается от формулы (15) только обозначениями. Вместе 
с тем доказано, что равенство (15) имеет ме.то п р и  л ю б о м  р а с п о ­
л о ж е н и и  т о ч е к  A w В. ,14

Задана.
57. Начало координат перенесено в точку 0 ,(5，— 2), направления ocqU и 

масштаб — прежние. Найти новые координаты точек Л (6,3), В (—2, 4), С (3, Ü),

58. Начало координат перенесено в точку Ог(—4.1 ),после чего новые кос又; 
динлты точки А оказались (6, 一 6). Каковы были старые координаты точки л士

59. В какую точку надо перенести начал ) координат, чтобы абсциссы вс 
точек увеличил, сь на 4, а ординаты уменьшились на и?

§ 14. Угол между дсумя прямыми. Рассмотрим яве прямые А
и CD、пересекающие ось Л^-ов и обра уюшие с положительным нз 
правлением этой оси: одна -• угол а, другая 一 угол ß. Если известны э 
у г л ы  и л и  в м е с т о  н и х  п о д ь е м ы  п р я м ы х : •

то мы можем, очевидно, ответить вопрос о взаимном наклоне н, ■ ^ 
прямых (параллельны ли они, перпенликулярмы ли и, вообще, к с ;1і. 
угол друг с другом образуют). В следующих рассуждениях будем  ̂
тать для определенности, что прямые AB  и CD направлены 
значит углы а ,  ß заключены между 0 и 180°.
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■

fレ г ем с чпстиых случаеп, Пели A B  \\ г г >
' . パ 靡 （、а к  ”С00贿 咖 ш ш е つ， и  о б р а т н о -  e r ツ， то У г л і ^

слелов телъио nptぃнак параллельности 二  a ~ ß f  то А 8  Ц r n  
венстзе их подъемов: ________ 从  прямых состоит Л ріУ' і

I т  =  т , .  j ) ( iS )

. чаСТ1ІЫЙ случай: пусть AB 丄  CD (черт. 31). Обоз sa-ая через а 
РРУ[° ^  авѵх углов а, 3 , имеем (свойство внешнего угла треѵгоіь- 

еньшии из a j  jМ'
ника) 该= 9 0 。+  < 

1
=  '

т л = - 09)

Таким образом, если, например, 
подъем второй пыразится числом,

подъем одной прямой равен ^ , то 
обратным по абсолютной величине и 
по знаку, т, е. будет р а в е н、- 可）

Черт. 30. ЧеРт* 31.

Справедливо и обратное утверждение: если подъемы двух пряллх об. 
ратчы по абсолютной величине и по знаку, то отсюда следѵет, что. 
り  одна из прямых образует с положи1 ельным направлением о^и ズ ^0ß 0ふ 1丨 、* т 
угол, а другая ~ т у п о й , 2) последний больше первого на 90 (п о 旧

^  ? =*=-一 ~  следует tg ^ =  — ctg а =  tg (90° а), a при остром угле а
и Wom さ эіо возможно только в том случае, когда き = 90。+  ct. И іаі、, 
признак перп нданулнрноста двух прям ы х с о с т о и т  в т о м ,  ч т о  
п I М：1 зпшх прямых обратны по абсолютной величине и по 

I け⑴ぐУ* Заметим еще, что равенство (19) можно заменить Т2ки>*.

раан'оПі)0іИЗВедение поДъемов двух взаимно перпендикулярных прямых 
卜, •

ぬ • В это°.т и Т0ГДа, когда прямые не пересекают ось ^-ов, а параллельны
у 0ба гюдъемя равны нулю.



П р и м е ч а н и е .  Из нашего рассмотрения выпал случай к 
из nps;мых параллельна сси ОХ (горизонтальна), 
лярна к ней (ьертикальна) — мы исходим из пг едположения ДиКу. 
іірлмые пересекают ось О Х . І ем не менее равенство (Jqv4t° ° 6 ç 
сохраняет смысл, принимая вид: し) и зд̂ Сь

со1
или

1Г*

что
Только смысл этот теперь уже не прямой, а заключается

том
пред. 
т-> оо

О и пред. 一 == оо. гп

(19rj .Другая форма условия перпендикулярности 一  уравнение 
здесь непри іеішма, так как выражение 0 *со лишено смысла.

Обратимся к  более общей задаче.
З.іая подъгмы т  и т г двух пергсекающіхся прямых^ опред^^.щ^

угол между ними.
Решение .  Заметим прежде все­

го, что задача должна иметь два 
решения, так как две прямые, пере­
секаясь, образуют два различных по 
величине угла: острый и тупой (ес- 
ли исключить случай взаимной пер­
пендикулярности прямых) • Сохраняя 
прежние обозначения (черт. 32), 
видим, что один из углов между пря­
мыми рівен ß 一 a, a другой, смеж­
ный с ним, 180。一 （き一 а). Так как 
нам даны не сами углы а и {I, 

a их тангенсы, то естествонпо, что и для углов между прямыми мы 
будем искать какие-нибудь их тригонометрические функции. Перебирая 
в памяти формулы тригонометрии, относящиеся к разности двух углов， 
мы, конечно, предпочтем ту, которая содержит только танген:« этих 
углов:

tg  (? —  а) =

(вместо этого можно было еще воспользоваться формулой для котангеиШ 

разности). Для угла, смежного с —  а), тангенс будет отличаться 識  

полученного только знаком. Итак, обозначая через ср тот или лру *1 
угол между прямыми, можем объединить оба результата в ф@рму-；е- . Я

t g ? = ± Y
гп{ 一 m 
+  mriii

(20)

Присутствие здесь двойного знака (-Ь) не может п о ка за ться  неご ‘こし 
ным (как и в известной формуле для решения квадратного уравнぃ、ふユプ 
ведь под (р можно подразумевать как острый, так и тупой угл ) 
прямыми. 9、. най -

Пример. Д ан ы  т о ч к и  А (— 3 , 1 ) , В  (5, 4), С (1 ,6 ), D Ç  ̂ ふ， 
угол м еж д у  прямыми A B  и CD.
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Сначала определяем подъемы прямив:
* я и

А __1 Я
一*5 — 1Г* m CD成 Д З  —  І

ГсПсрь ПО формуле (20):

十 ¥

. U l i 一 _ 一  =  +  =  + 菩 =  +  1,3888, 
t g o - 土厂_ з • / .三) ーム—6 — 16 —

Бели хотим определить угол в ірадусах, то обращаемся к таблицам из

,.х найпемГ острый угол между прямыми равен 54° 10f (с точ- 
к0і ； о" ДО 10f) и, значит, тупой равен 125°50f (с той же точностью). 
Н0СП р и м е ч а н и е  1 . Е:ли бы в предыдущем решении мы вычли не
( 一三 ) из 吾，а, наоборот, ~  из ( 一 ノ ，то благодаря двойному знаку

получали бы тот жэ результат.
Примечание 2. Условия параллельности и перпендикулярности 

формул >18) и (19) заключаются в формуле (20) ка:< п ре д е л ь н ы е  
случаи. Действительно:1 ) если в формуле (20) /w]— m, то tg(p — 0， 
т> е# (р-^0 (или —►180°)—— случай параллельности; 2) если в формуле (20)
т і  一 一 ^г ，или, что то же, т т 1 ►一 1 , то t g * f >- оо, следовательно
(р 90° 一  случай перпендикуляр*іости.

Задачи.

60 Дащ>і точки A (一  5,6), В  (7, 2), С (5,1)，D  (一 4，7); показать, что AB |J CD. 
б«. Показать, что четыреуголь іик ABCD  с вершинам Я А (2, 6), В (5,1), 

С(-- і, —6), D  (—4, — I) есть иараллрлограм.
62. Даны точки А (— 5,3), В (— 8, 2). С (4, — 7), D  (3, 一 3). Показать, что пря- 

маも «.оелиляюша^ середину отрезка A3  с серелиной отрезка CD, параллельна

63. Проверить, что треугольник с вершинами А (一  7,4)，В (3, 8), С (9, — 7) 一

^ (7 ^Ровепить, что в четыреугольнмке ABCD с вершинами А (2, 一 5), 
b ( , 】），D  (一 2,3) л иа гонами АС и BD  взаимн перпендикулярны,

i и* г» еРШИНЬІ тре^грльника находится в точках /4 (— 4 ,1 ) , В (2, 4), С (6, 2). 
' г6 2дъем кавдいй из высот треугольника.

• для параллелограма задачи 61 кайги угол между диагоналями АС и BD. 
С (へ J. ^  аити ьнУТреніше углы треугольника с вершинами А (一 7,1) , В (2, 3),

У ^ . 4 Д еьУсГ0°т: ИІ сив設 服 麵  Z ( - 4’ - 2)’ ß ( — 2,3)’ C ( l , - 1 ) найти

食 I Г
шины тре-[о01ДаДЬ тРеУГОЛЬНИка и многоугольника. Если вер- 
Рззмеры г ^угольника Дакы (своими координатами), то этим форма и 
ГІиальная во ^вгтолне определяются, следовательно существует принци- 
^  действите Ь°ЖН0СТЬ ВЬІЧИСЛЯТЬ любые элементы этого треугольника. 
ДгЛңны сто онНО, МЫ Уж е 》меем по координатам вершин вычислять 

丨叫 меіиа’ У/ГЛЫ тР-Уг°льні,ка и некоторые второстепенные элементы： 
3авеРШить“ ц" Г1 (задача 42), биссектрис (задача 46) и т. п. Чтобы 
и'ч,1С̂ наем « 1 ,Т ^ ：СЯ1ДИХСЯ с_  основных задач, мы займемся еще 

九  треугольника  по координа та м  с-о вершин.
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ПЗчнем с частного случая, ко*да одна иа вершим ТПЛ 'ч  
находится в начале координат. Итак, пусть имеем треуголь»二 ?̂Га巧 îiHiu* - * — j  •リ糞ОМИК Г\
(черт. 33) с вершинами 0 (0 ,0 ) ,ん （дг】，乂 >，Л2\х2%у 2). Так как ]Л 
зависит, при какой вершине по тавить букву / і ,， а пр і какой 
мы будем для о 'ределенности производить эту расстановку Taîc 
луч О А л переходил в луч ОЛ2 полож ительны м  (т. е. против*
стрелки) вращением на угол а>, меньший чем 180° (см. обе л ш̂ т  
чертежа 33). Если теперь через а】 обозначим， как это делаеіся
гснометрии， угол, на который наュо повернуть в
нии луч ОХ  дтя того, чтобы он совіі-л с лумо i СМ】， то угОЛ ^ 叫 е. 
= а] ш даст нам величину положитетьмого поворота, гіривоің-' е- 
в совпатение с ОЛ2 (при этом угол аъ может оказаться и больше ° 
см. правую фигуру черіежа 33). J J

Интересующая нас площадь может быть выражена по известной 田  

григонометрии формуле：

ОЛз, • 0Л2 sirl <û,

а так как w お  а2 一  ん  то

Черт. 33,

пл. ОЛ1Аг ^ .CM ，s!n la — - (Zj)=

= 可  О А г • 0 А 2 (sin а2 cos а3 —  соз а2 sin ац).

Но синусы и косинусы углов аг и а2 могут быть легко 
координаты точек Av Ä2 и отрезки ОА1У О 42. Имен о, 
делению этих тригонометрических функций имеем (см. Q,b и/ъг
чер；ежа 33, где из вершины опущен перпендикуляр А Р ! а ^  діЯ 
уч.ішийся сам дополнит чертеж a 丨алогичными лерпендикул р こ 

остальных вершин левой и правой фигур):

S t '

выражены чер^
по самому опр^ 

лезую Фи^

sin ах : О Аі cos ( sm а2 : ол% соз

д2



качения в последнее полученное для алощада выра- 
П ^ таВЛЯИ0；щении будем иметь окончательно:

^енйб» 口。 一 _

пл. 0 А 1А 2 =  ~2 (ズiタ2 一  Х2У і) ' (2 1 )

Пппедглить п ющадь треугольника, одна из вершин 
Пример. дИитСЯ в начале коорд и нат, а  двг другие —  в т о ч к а х

ち,ハ « ( Л :  Принимая точку (5,1) за первую (Л ,), а точку (— 2,6) 

за вторую (A j, имеем：

пл. ОАгАг == 2* [5• 6 — (— 2 ) .1 ]= 1 6  (кв. ед.)]).

е ч а н и е  1 . Если бы мы пренебрегли нашим правилом ну- 
вершин, то в правой части равенства (21) получили бы то же 

Мер число, но только со знаком минус. Действительно, выражения

• ХіУ2 一 Х2Уі И ぶ2 タ1 一 ХіУ2

отличаются одно от другого только знаком. Например, в проделанном 
только что вычислении мы получили бы:

[(一  2 ) •1— 5 * 6 ] = — 16.

Таким образом, можно освободить себя от заботы о нумерации вершин 
не думать о чертеже), но только тогда надо быть готовым к  полу- 

іению отрицательного числа, абсолютная величина которого дает, однако, 
равильный размер площади. Другими словами, если писать вместо (21)

пл. ОАгА2 =  ~  I х гѵ2 — х2уг I ,

то формула будет верна при любой нумерации вершин.
Обратимся теперь к общей задаче: н а й т и  площадь треугольника^  

Зная к °ординаты его вершин. 一

бу ец| е н и е . Так как нумерация вершин снова зависит от нас, то 
(черт 34Ѵ. ПРИ вершинах мы расставим следующим образом
Луч ). если К 一 какая-нибудь внутренняя точка треугольника, то 
сначала'0ПИСЫВаЯ П0ЛНи^ оборот в положительном направлении, пусть 
нец, возв^ИХОДИТ В положение К А 2у затем в положение K A Z и, нако- 
из углов - Ц ТСЯ в положение К А г (очевидно, что при этом каждый 
иию верШи[ 2， ^ 2^ 3, Л гҚ А г будет меньше 180°2). Такую нумера- 
Дзижуіди^Ся '^")ЖП0 описать еще с помощью „правила пловца“： пловец,

вниз, если предполагать плоскость горизонтальной)

°Дной
^ення

Pl ?；|,MatTCîI 1ает„Ся на клетчатой бумаге и сторона квздратной клетки
Учащийц1 " "

ИЧ  иР ежУ> подсч 

І̂егко по'ять ая На
лРЎго̂  '^ни ей  ぬ  Л если 9X0 требование осуществлено при некотором вы-
3 я Ьіб°Ре (пика 丁J оно будет автоматически выполняться и прн любом 

' с- Дубаов '0Чка К  будет оставаться в н у т р и  треугольника).
. 33

за един п клсі4сітои оумаге и сторона квадратной клетки 
k,1eîKH. У ч а ц т и Длинь.，то ьв^Дратной единицей бѵдег служить площадь 

Уіоль4 ИП° ПИ Я Может тогда проверить (приближенно) результат вычи-
2) пКа> и оиен“ лОДСЧ іТЫВая, СКШ1ЬК0 полных клеток зак ючено внутри тре- 

■Ре в,.,?Гк - по іягк n На' ГЛаз сумму неполные пограничных клеток.



вдоль контура треугольника по маршруту А г 一 ■»■ А 2 —  ̂ ■?' 
все время видеть внутренние точки треугольника*- по лし <:і» 6ンДет 
себя. ь^10 Рѵку 0т

При выводе формулы для площади мы будем предпол ^  
начало координат О находится внутри треугольника (черт. 3 5 \Гать'

バ2 (ズ2，タ2)， (ズз，少з) "~~ вершины треуголь そПусть Аг (х19 ^ ) ,  
перенумерованные так, как только-что иписано. Разобьем
A jA 2A 3 на треугольники ОЛхЛ 2, ОА2А ^  ОА^А^ и применимтРеУгольнак

к ка*Дом>

Черт. 34.
з̂(Хз.Уа)

Черт. 35.

Лг(х2.Ѵ

из них формулу (21), следя при этом за соблюдением того порядка 
вершин, который этой формулой предполагается:

пл. OAjA2 =  у  (Xjy2 — х2уЛУ,

пл. ОЛ2Л3 =  - і( .ѵ 2з；3 — з д ) ;

пл. 0 ~ 4 !  =  了  ( з д  ニ  w ) .

Складывая, получим:

ПЛ. А：А2А3 =  4 - (ズ】タ 2 —  Х2Уі + ズ2 タ3 ~  ズ3タ2 +  ХъУ\ 一 A  タふ

т. е. равенство, которое решает нашу задачу. Путем перегруппьрз^^ 
членов можно придать этому выражению вид, более удобны «
поминания:

пл. А гА 2А а [ х г ( у 2 — у 3) +  х 3 (タ3 — Л )  +  ろ 0 *1一夕2) ] .
(22)

еле-к а ж д о \^ Ми чНИЧеСКОе 叩 3ви ло  здесь следую щ ееd m ， - . к и  づ
определяем ом  Л р уго м  в  ^ к р у го в о м  порядке

Хотя Г  СХемой мятежа 36. 
иии Z n  ФОрМула (22) выведена в предположе-
гольника A T T  К'00Рдинат ^ж ит внутри треУ з о д н а к о  о н а  с п р зв б л л ч ь з  1

ЛИШЬ бы ТОЛЬКО U
—ллюбом положении начала 

шины были перенумерованы так, как
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'  доказательство общности формулы (2 2 ) дано в 叩 ило-

パでブロ5- 。96)•' нии i ぃド. - 2 Если не следовать нашему правилу нумерации 
ж е  П р  н м е  ч  а н и е ^  чисел вмеСто букв в правую часть равенства (22) 
верШин, то подст̂  от )Ііательному числу, абсолютная величина которого 
„ожет пР11зеСТ" авильный размер площади. Действительно,...............
дает て ： И „Примерражения, как, н

такие вы-

У ：) +  ぶз О і — У 2) 

-Уз) +  Хі (Уз— タ2)

(второе из 
чаюгся ДРУГ
уравнения 卜 匀 .

пл. Л 1А 2^2

■ ろ 队 ー タ 3) + ぶ2ひ 3

х я (у2 一Л ) +  х 2 (У і -
первого получается перестановкой индексов 1 и 3), отли- 

от друга только знаком. Если поэтому писать вместо

I ぶз (у2 一《У і)+• х 2 (Уі一タ3) +  х і (Уз 一ツ2) 1> (22),

о эта формула будет справедлива при л ю б о й  нумерации вершин
(ср примечание "!)•

При меч ани е  3. Может ли случиться, чтобы правая часть 中ор­
мулы (2 ) обратилась в нуль, т. е. возможно ли, чтобы при некоторых 
числовых значениях коордннат било:

：0 ?Xj (у, — у 3) -Ь ズ2 (}'з — У і)十 ち （У і— У і) : (23)

5 ご ТавГニ  こ  Не0 бХ。胸 。’ Ч；обы °ТР _  ЛИ 2»
p j  Й пРямой. Но へ а» т- е* ч:обы точки Alt  А2, А3 лежали на 
-мох°ЛО>Кеьіии точек Т̂ Г° И ДОСтаточно» потому что при прямолинейном 

' м пРямой а і а . гі подъем прямой АгА 2 совпадает с подъ-

3« Уі ^  У л
хі 一 * ズ л л 

H
ï

I 

i•々г
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а это равенство после некоторых преобразований приводите
нпю (23). Итак, равенство (23) можно рассматривать как пр К fcVpa如も
молинейного расположения трех точек. Pll3fiarc ^

Пример. Найти площадь четыреѵгольнака ABCD с в

Р е ш е н и е .  Разобьем четыреугольник диагональю АС на 
угольника ABC, ЛСО и будем вычислять площадь кажлпггѵ ДВа 
муле (22) [или (22り] :  П(> Фо卜

пл. АВС^== y  [— 2 (1 +  7) — 7 (— 7 — 4) — 3 (4 一- 1)] =  26 (кв. еді я

пл. A C D  =  ~2 [— 2 (— 7 — 3) —  3 (3 一  4) - [ -5(4 +  7)] =  39  (кв. ед ) 
пл. ABCD =  26 -|- 39 =  65 (кв. ед.)

Подобные вычисления часто производятся в землемерной и топогп 
фической практике при определении площади многоугольных земельных 
участков. Достаточно знать координаты вершин многоугольника дщ 
того, чтобы, разбив его на треугольники (из одной вершины диагона­
лями или из какой-нибудь внутренней точки, которую затем удобно 
принять за начало координат), определить площадь.

Задана.
69. Как получить формулу (21) из (22)?
70. Преобразовать формулу (22) к виду:

пл. АіА^А^ =  了  [タ！ (^з — x 2̂ +  タ2 (x i 一  ズз) +  少3 (ズ2 一  ズi)l.

Каков теперь закон расстановки значков? . J 9
7 1 .Вывести заново формулу (22) из чертежа 38 (где AJ^i, И3Р3 — пер- 

пендикуляры, опущенные на ось ОХ)у пользуясь тем, что
пл. і4іР іР 3/43 十 пл. И3Р3Р 2バ2 一 пл* И 和

丨丨дходмтс只
72. Найти площадь треугольника, одна из вершин которого ^  

начале координат, две другие — в точках (2； 5) и (7, — 3). у я о ст о^Р ^л
73. Дан треугольник с вершинами {— 8，一 -), (5,3), (у，⑴• ю с размер* 

в том, что площадь треугольника численно мала по сравнени
его сторон. Чем это объясняется?
36



п. тпеѵгольника с вершинами (―  3, 5), (5,— 1),(— б, — 4). 
. найіи плошаль Р ^о б а м и : і ) По формуле しし' ) [или d ;  2) вычисляя

p,u, t  ^ ЙЧУИ вм е няя  ф о р м у л у Г е р ^ _______
^ іЫсторо«и (S =  l — oj-

75.
76.

<2-3)77.
ОореДе

78.

Доказав, ニ ニ ^райтя плоідйдо tr
I ины треугольника находятся в точках (4, — 5), ( 7 ,ー 1 ) ,(一 5, *4). 
丨fT=Pユ ны трех высот.

Задала к  главе первой.
Я кооолинаты вершин правильного шестиугольника ABCDEF со 

Найти ки рд ме ЮІЦуЮ систему координат: начало — в вершине А; 
стороной а, ПРИ „ оавлеНие оси А^ов от А к В; положительная полуось Ьов 
положительное н ғ по какую лежит шестиугольник.
：ю т-9ЖПо°казать что прямая, соединяющая точки Л (—9, 15) и 5(6, 一  10), про-

■ вычисляя" поУдъемы двух из примых Aß, АС, ВС; 3) допуская, что точки не 
4 3 т  на одной прямой, и применяя формулу для площади треугольника.

8 1 .Лежат ли точки (— 11, — 9), ( 2, , (9,6) на одной прямой? Сначала
попытаться ответить на вопрос с помощью чертежа, а затем вычислением.

S2. Вершины треугольника находятся в точках А (1 ,3)’ В (6, 一  1) , С (4； — 3,5). 
'̂ <у：.<я*способами показать, что треугольник — прямоугольный, вычисляя:1 )дли 
ны сторон, 2) подъемы сторон.

83. Показать, что четыреугольник с вершинами А (1 ,— 3), В (5, 4), С (— 2,8) 
/) (—6 ,1 )есть квадрат.

84. Даны три последовательные вершины параллелограма А (— 3,—— 4) 
В (4,—1) ,С (5, 3). Найти четвертую вершину (противолежащую вершине В).

85. Две силы, приложенные к точке (一 5, 2), изображаются векторами (на
ii Роенным и отрезками), концы которых находятся в точкам (— 2, 6) и (3, 0) 
Найти величину и направление (подъем) равнодействующей.

86. Найти длину высоты AD  треугольника с вершинами А (— 1,4), В (1,1) 
し(7,3).

87. Нагіти расстояние точки (0,2) от прямой, соединяющей точки (9,1)и い づ ，^ 8).
отнпЗ. Показワь，что точки А (— 5, 2) и В  (2, — 5) симметрично расположены 
деляя ппЛЬН° биссектрисы угла ХОУ. Решить задачу двумя способами:1 ) опре- 
п n о и « ^ъем пРямой AB и середину отрезка АВ\ 2) определяя расстояния 

89 Отпоь н 0 и точки, взятой на биссектрисе, от Л и от В. 
точки лелрпиа°К междУ точками (— 7,2) и (3,5) разделен на три равные части, и 

?. соединены прямыми с точкой (一 1,0). Найти подъемы этих прямых.
如 • тороны треугольника имеют подъемы 1 и . Показать, что треу-

^ Ны которых сѵткР^ТР0еХоПараллельных и одинаково направленных сил, вели- 
' * )̂* э， 3, а точки приложения соответственно (— 3,2), (2,7),

Котороіі находятся^в точках™ 0ЛН0Р0 ! Ш 0 待 четыреугольной пластинки, вершины

ЫассУ каждого т^еуголкн четыРеУгольник на два треугольника и считать 
プ 93. ңа х „ ика сосредоточенной в его центре тяжести.

Сц :  6 и Кточ；уСОДД«ня̂ ^ ей точки А (3,7) и В (13,13), найти точку С 
(6.6Х р^Р^ины четып абсц: СС0 І
РеУго.іьНи ^  (4,—2) п Г°ЛЬНИһа ABCD находятся в точках А (1,— 6), В 

И Р **3- доказать, что диагональ АС делит пополам угол А четы，



95. Вершины треугольника нахолятся в точках. (6,2), (一 з 54 
расстояния центра тяжести треугольника от его вершин. ’

96. Даны две пары точек: А (— 3,1) , В (1,3) и С  (2,5), /) 
точку, в которой пересекается ось симметрии точек А и В с ось1о〜 
точен С и D.

97. Найти центр и радиус круга, описанного около треугольника 
нами (3,— 1 ) , (2 ,0 ) (1 ；2,6).

93. Даны точки Л (— 7 1)，В (3,6), С (5,3), D (— 5,8). В каком от
делится каждый из отрезков AB, CD точкой их пересечения? я°ШеНии

99. На ти центр тяжести фигуры, изображенной ________
' • ’ . 一  на

(2’0>. НаЙТн

上よÜ
8еРШи.

【о山ев

чертеже 39 (упрощенный пг» филь так называемого ву ілового железам 
координат принять AB и АС. ) За

100. Показать, что четыре точки, А (6,4), В ( — 2,8), С (5,7), D  (1,一 1),лежат
на одной окружности. ハ ハ ハ  „

1 01 .В треугольнике с вершинами А (— 6,2), В (一 3,4), С (1,-一/ > иайти угол 
между биссектрисами углов Л и С,



Г Л А В А  В Т О Р А Я .

УРАВНЕНИЯ ЛИНИЙ.

Г е ом е т ри ч е ск и е . м е ст а . Уже первый шаг аналигиче-

1 г е о м е т р и и  — замена точки парой чисел (координат) —  позволил 
巧 01!пъ алгебраическими средствами ряд геометрических за.:ач, относя- 
реши кйрасст0ЯНҒІям，углам и площадям. Нам предстоит теперь значи- 
щиХн0 расширить сферу действия координатного метода. Это удастся 
благодаря тому, что мы научимся выражать с помощью чисел и число- 
вых соотношений не только простейшие геометрические объекты, какими 
являются точка и направление, но также более сложные —  именно все­
возможные линии (прямые и кривые). Чтобы лучше понять, ка к  это 
происходит, вспомним, что мы уже проделывали в отдельных случаях 

переход от алгебраической формулы к линии, и именно тогда, когда 
строили графики простейших функций, вроде у  =  2х, у  =  3х  —  4 (гра­
фики—— прямые линии), у  =  х 2 (график —  парабола) и т. п. Н о построе­
ние графиков есть „приложение геометрии к  алгебре14, а нас теперь 
интересует обратная задача —  изучение линий посредством уравнений. 
Для установления взаимной связи между линиями и уравнениями пона­
добится возобновить в памяти и уточнить понятие о геометрическом 
месте обладающих тем или иным свойством.

Начнем с хорошо известных примеров 1).
1 . Геометрическое место точек, равноотстоящих от двух данных 

гочек (4  и 召) , есть ось симметрии этих точек, т. е. прямая, перпенди- 
кулярная к отрезку AB  и проходящая через его середину, 

угла, еом^тРическое^ место точек, равноотстоящих от сторон данного

6  от ^ еом^тРическое место точек, находящихся на данном расстоянии 
Как“ НН0 Т0ЧКИ О，есть окружность (с центром О и радиусом /?). 

численныхЖ,Ѳ содеРжание вкладывается, например, в последнюю из пере- 
сти объ〜中0РмУЛиРовок? Во-первых, то, что все точки нашей окружно- 
точки о  р  НЫ ° ^ иіим свойством —  находятся на расстоянии R от 
СТо °кружностВ̂ Л̂Ь то же самое можно было бы повторить, если бы вме- 
н°сть, й, 0^ңо * МЬІ.  ВЗяли какую-нибудь ее часть, например полуокруж- 
^ак геометричесг! ЫЛо неправильно рассматривать полуокружность 

едсь выступает Место точек» находящихся на расстоянии R от О. 
•^днее дОЛжно бі орая сторона понятия „геометрическое место**: пос- 
Bal W0№«. K 0 T 0 ü J T Pnbt3aioUiUM' т - е. охватывающим все без исключе- 

П'рвом і：з ңащ'Іе Данным свойством обладают. С этой точки зрения, 
примеров ” прямая, перпендикулярная к отрезку

Ѵо、 Все вРемя речь fi
УДет итти только о геометрических местах на плос-



Л В у  и  т .  д “ .  д о л ж н а  б ы т ь  п о н и м а е м а  н е п р е м е н н о  к а к  ^ ，通‘ ^ ^  

н е о г р а н и ч е н н о  п р о д о л ж е н н а я  в  о б е  с т о р о н ы  п р я м а я ;  в о  т .

п о д  б и с с е к т р и с о й  с л е д у е т  п о н и м а т ь  б е с к о н е ч н ы й  '  л у ч  ^ р 0 м  п Р и м е р * ; 

п р о д о л ж е н н ы й  в  о д н у  с т о р о н у .  ， е о г Р а н и ч е ң^

У я с н и в  э т о ,  м ы  с у м е е м  п р а в и л ь н о  о т в е т и т ь  н а  т а к о й  н  

п р о с :  к а к о в о  г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  т о ч е к ,  и а х о а я щ и х с я  а п р И М е Р ,  в о % 

с т о я н и и  h  о т  д а н н о й  п р я м о й  А В 1  М ы  в п а л и  б ы  в  о ш и б к ごЗ Н Н 0 М  Рас、 
с к а з а л и ,  ч т о  т а к и м  г е о м е т р и ч е с к и м  м е с т о м  б у д е т  т о л ь к о  6 С Л и  б ьі 

( ч е р т .  4 0 ) ,  п а р а л л е л ь н а я  A B  и  о т с т о я щ а я  о т  н е е  н а  р а с с т о я н и и  М а Я  ^  

с т в и т е л ь и о ,  в е д ь  и  п о  д р у г у ю  с т о р о н у  о т  A B  н а й д у т с я  т о ч к и  

н и я  к о т о р ы х  о т  э т о й  п р я м о й  р а в н ы  Һ ， т а к  ч т о  о д н о й  п р я м о й  Л ш С С Т ° Яж 

т о ч к и  н е  и с ч е р п ы в а ю т с я .  П р а в и л ь н ы й  о т в е т :  г е о м е т р и ч е с к о е  м е с — Т З К И е

— — п р я м о й  A B ,  е с т ь  с о а о к у п н о с т ^ Т ' 
п о я л ш х .  п а п а л л р п т . и т . т ѵ  л ^  вУ х

н а х о д я щ и х с я  н а  р а с с т о я н и и  h  о т

•Іерт. 40

п р я м ы х ^  п а р а л л е л ь н ы х  ^4 ^  и  

ж а щ и х  п о  р а з н ы е  с т о р о н ы  о т  н е ^  

н а  р а с с т о я н и я  h  к а ж д а я .  П р и м е п  

• э т о т  п о у ч и т е л е н  в  с л е д у ю щ е м  О т н о  

ш е н и и :  и з  н е г о  в и д н о ,  ч т о  г е о м е т р ^  

ческое место точек не всегда вы: 
р а ж а е т с я  о д н о й  с п л о ш н о й  л и н и е й  

И м е н н о  п о т о м у ,  ч т о  м ы  т р е б у е м  о т  

г е о м е т р и ч е с к о г о  м е с т а  и с ч е р п ы в а ю ­

щего охвата всех точек, обладающих 
д а н н ы м  с в о й с т в о м ,  н а д о  б ы т ь  г о т о в ы м  

к  т о м у ,  ч т о  в  к а ч е с т в е  р е ш е н и я  з а ­

д а ч и  п о я в и т с я  ( ф и г у р а ,  с о с т о я щ а я  н е  

и з  о д н о й ,  а  и з  н е с к о л ь к и х  л и н и й  

М о ж н о ,  е с л и  у г о д н о ,  д а т ь  э т о й  ф и г у р е  о д н о  н а з в а н и е ,  к а к  э т о ,  н а п р и м е р ,  

б у д е т  с д е л а н о  в  д а л ь н е й ш е м  п о  о т н о ш е н и ю  к  г е о м е т р и ч е с к о м у  м е с т у ,  н а ­

з ы в а е м о м у  „ г и п е р б о л о й “  и  с о с т о я щ е м у  и з  д в у х  о т д е л ь н ы х  к р и в ы х .  ў

Д а д и м  т е п е р ь  т о ч н о е  о п р е д е л е н и е :  г е о м е т р ы  ч е с к и м  м е с т о м  т о ч е к ,  

о б л а д а ю щ и х  д а н н ы м  с в о й с т в о м ,  н а з ы в а е т с я  ф и г у р а  ( с о с т о я щ а я  и з  о д ­

н о й  и л и  н е с к о л ь к и х  л и н и й ) ,  в с е  т о ч к и  к о т о р о й  э т и м  с в о й с т в о  н  о б л а ­

д а ю т ,  н о  в н е  к о т о р о й  у ж е  н е т  т о ч е к ^  о б л а д а ю щ и х  т е м  ж е  с в о и с т *  

в о  м .  С о о б р а з н о  с  э т и м  д о к а з а т е л ь с т в * 。 т о г о ,  ч т о  д а н н а я  ф и г у р а  е с  

г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  т о ч е к ,  о б л а д а ю щ и х  д а н н ы м  с в о й с т в о м ,  м о ж е т  «  _ 

в с е г д а  р а з б и т о  н а  д в е  ч а с т и : 1) д о к а з ы в а е т с я ,  ч т о  п р о и з в о л ь н о  в З Я  

т о ч к а  н а ш е й  ф и г у р ы  р а с с м а т р и в а е м ы м  с в о й с т в о м  о б л а д а е т ;  2 )  Д  

в а е т с я  ч т о  н и к а к а я  т о ч к а  в н е  ф и г у р ы  э т и м  с в о й с т в о м  н е  о б л а д а е т ^ ^ ^ ^

З а м е т и м  е щ е ,  ч т о  з а д а ч а  о  р а з ы с к а н и и  г е о м е т р и ч е с к о г о  м е с Т а т5И [111Я м) 

м о ж е т  б ы т ь  ( ф о р м у л и р о в а н а  т а к :  п о  к а к о й  л и н и и  ( и л и  п о  к а к и м  細 似  
д о л ж н а  д в и г а т ь с я  т о ч к а  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  з а  н е й  в о  в с е х  п0 
с о х р а н я л о с ь  д а н н о е  с в о й с т в о ?

З а д а ч а .  п е ? е с е кз-

102. Каково геометрическое место точек, равноотстоящих от двУх 
іощихся (бесконечных) прямых? パ данный otÇc

103. Какую линию до іжна описывать точка М  для того, чтоо』 
зок A B  был все врем я виден из М  п од  данным угл о м ?

. , Ч І Ш Л  т е п е р

§ 17. График уравнения; уравнение л и н и и . 》 ^  фуіікц- 
понятие о графике 中ункции. Вспомним, как строится граф
40



БЫражаем
н а п р и м е р ,  У Р ^ н е н м с м ：

л:3. (2 4 )

Д а— H L  3 1 2 3 , ,  и  к а ж д ы й  р а з  в ы ч и с л я ю т  п о  ф о р м у л е  ( 2 4 )  с о о т в е т -

, 0 ， , Г  2 „ е н и е  з а в и с и м о г о  переменного ѵ. Результаты вкчисле;ш^ 
сТ-：ѵюшее знач Т35ч\<пы совместного и з м е н е н и я  переменных х  и у :
можно записать в в д

S)y переменному х  произвольные значения, например —

…
— 1

0 1 1 丄 1 2 1 2 1 Z
3 • * •

J-------
1 …

T
0

1
L 2

H
» • •

(25)

S  пару с о о і в е т о т в у ю щ и х  значе;.иь хиу рассмагривают к а к  ко-
і - . л ж д у ю ^  д л я  К 0 і 0р 0 й  з н а ч е н и е  х  с л у ж и т  а б с ц и с с о й ,  а  з н а ч е н и е

ター о р д и н а т о й .  Нанося на ч е р і е ж  41 э т и  т о ч к и  [ у  н а с  —  т о ч к и  ( — 1 , 了 )，

(0 0 ) ( 1 ，丄) 11 т * д * ] »  п о л у ч а ю т  с н а ч а л а  п р и б л и ж е н н о е  п р е л с т а в д е н и е  о

х о д е  г р а ф и к а  н а  н е к о т о р о м  е г о  у ч а ­

стке. П о л н ы й  и  т о ч н ы й  г р а ф и к  н а д о  
п р е д с т а в и т ь  с е б е  к а к  л и н и ю  ( в  л и м -  

н о м  с л у ч а е  э т о  б у д е т  п а р а б о л а ) ,  с о ­

с т о я щ у ю  и з  в с е х  б е з  и с к л ю ч е н и я  

точек, какие только может дать та­

блица ( 2 5 ) .  Т о  о б щ е е  с в о й с т в о , к о ­
т о р ы м  о б ъ е д и н я ю т с я  в с е  т о ч к и  н а ­

ш е г о  г р а ф и к а  ( п а р а б о л у ) ,  с о с т о и т  

в  с л е д у ю щ е м :  к о о р д и н а т ы  л ю б о й  

точки, лежащей на параболе, удовле­
творяют уравнению (24)，если в него 
п о д с т а в и т ь  а б с ц и с с у  т о ч к и  в м е с т о  х  

и  о р д и н а т у  в м е с т о  у ѣ

С о п о с т а в л я я  э т о т  п р и м е р  с  я р у -  

м и  а н а л о г и ч н ы м и  и  о б о б щ а я ,  у с т а -  

с л е д У Ю щ е е  о п р е д е л е н и е :  г р п -ш  

п у р ^  У р а в н е н и я ,  с в я з ы в а ю щ е г о  д в е

н а т ы  К о ° ^ Х ； Х  1 1  タ, н а з ш а ^ с я  г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  т о ч е к ,  к о о р д и -  

с т а в л я т ь  і0̂ Ы Х  如0 8 Л е т 8 о р я ю т  э т о м у  у р а в н е н и ю ,  е с л и  в м е с т о  х  п о д -  

> Р а в ! і е ң И н  くЫ С С У ， а  в м е с т о  У  о р д и н а т у  т о ч к и .  П р и  э т о м ,  г о в о р я  о б  

е т о  Р е щ е н г ц \ Я З Ь І К а Ю І Ц е М  х  и  ツ， м ы  н е  д о л ж н ы  о б я з а т е л ь н о  п р е д п о л а г а т ь  

岬 . л : 二 к а к  э т о  и м е е т  м е с т о  в  с л у ч а е  у р а в н е н и я  

【 Р внещіе с двумя переменными, например:

является /で-，、 ム が +  4夕2 =  36, (26)
， '/к е с т в о  р е ш е ” : :ブ收， в  т о м  с м ы с л е ,  ч т о  о н о  д о п у с к а е т  б е с ч и с л е н н о е  

ІІГ С г* ь н о  x  и л и  у  丨ѵ 0 н е ч н о ， у р а в н е н и е  ( 2 6 )  м о ж е т  б ы т ь  р е ш е н о  о т п о -  

, т* е. заменено одной из формул:

少 - 土 士  (27)

Черт. 41.



н о  и е  в с е г д а  м ы  с у м е е м  и  н е  в с е г д а  п о ж е л а е м  т а к о й  П е  

н и т ь .  С у щ е с т в е н н ы м  з д е с ь  я в л я е т с я  т о л ь к о  т о ,  ч т о  м ы  Р е Х 0 д  в и п 0 
и з  п е р е м е н н ы х  x ,  ѵ ( б е з р а з л и ч н о ,  к а к о м у )  д а в а т ь  п р 0 и = ， М о д н о ^  

ч е и и я  и  к а ж д ы й  р а з  в ы ч и с л я т ь  с о о т в е т с т в у ю щ и е  з н а ч е н и Ь Н Г л е  З н а-  

п е р е м е н н о г о  ( н а п р и м е р  п р и  у = = 1 у р а в н е н и е  ( 2 6 )  д а е т  ^ Т о Р о Г о  

и  т .  п . ) .  В п р о ч е м ,  о т н о с и т е л ь н о  п р о и з в о л ь н о г о  в ы б о р а  3 {  

о д н о г о  и з  п е р е м е н н ы х  з д е с ь  и  в  р я д е  д р у г и х  с л у ч а е в  н е о 5х , Ч е н и й  д л и  

л а т ь  о г о в о р к у .  Е с л и  б ы ,  н а п р и м е р ,  в  у р а в н е н и и  ( 2 6 )  м ы  0 д і І М о  с д е .  

У — 1 0 ,  т о  д л я  x  п о л у ч и л о с ь  б ы  м н и м о е  з н а ч е н и е  ( к в а л р а т ң ы г ° Л ° Ж ИЛһ  

и з  о т р и ц а т е л ь н о г о  ч и с л а ) .  О д н а к о  л е г к о  в и д е т ь  [ с  о с о б е н н о й Г [  К О р е н ь  

и з  ф о р м у л ы  ( 2 7 ) ] ,  ч т о ,  м е н я я  ぶ 一 и  т е п е р ь  у ж е  д е й с т в и т е л ь н о СН°СТЬІ0 
в о л ь н ы м  о б р а з о м  —— в  п р е д е л а х  о т  一  6 д о  -4~  6 ,  м ы  б у д е м  п о л у ч а т ь  П р ° И з * 

в е щ е с т в е н н ы е  з н а ч е н и я ;  т о ч н о  т а к  ж е ,  м е н я я  у  в  п р е д е л а х  о т  ^  夕 
+  3 ,  б у д е м  п о л у ч а т ь  в е щ е с т в е н н ы е  з н а ч е н и я  д л я  х .  В о  в с я к о м  ^  及0 
м ы  м о ж е м  и  з д е с ь  с о с т а в и т ь  т а к у ю ,  н а п р и м е р ,  т а б л и ц у ： 、

Н а н е с я  н а  ч е р т е ж  т о ч к и ,  с о д е р ж а щ и е с я  в  s t o ü  т а б л и ц е ,  п о л у ч и м  

п р и б л и ж е н н о е  п р е д с т а в л е н и е  о  г р а ф и к е  ( ч е р т .  4 2 ) .  П о л н ы й  и  т о ч н ы й

г р а ф и к  ~ .  г е о м е т р и ч е ­

с к о е  м е с т о  т о ч е к ,  к о о р ­

д и н а т ы  к о т о р ы х  у д о ­

в л е т в о р я ю т  у р а в н ё н и ю  

( 2 о ) , — п р е д с т а в л я е т  с о ­

б о ю  з а м к н у т у ю  о в а л ь ­

н у ю  к р и в у ю ,  т а к  н а ­

з ы в а е м ы й  э л л и п с、 с  

к о т о р ы м  н а м  е щ е  п р е д ­

с т о и т  п о з н а к о м и т ь с я

б л и ж е .

Пойдем теперь в
о б р а т н о м  направлении. 
Е с л и  п о  о т н о ш е н и ю  

к  н е к о т о р о й  с и с т е м е  

в с е г д а  м о ж н о

Ч е р т .  4 2 .

к о о р д и н а т  з а д а н а  л и н и я 一 п р я м а я  и л и  к р и в а я , 一 т о

н а й т и  т а к о е  у р а в н е н и е ,  д л я  к о т о р о г о  э т а  л и н и я  с л у ж и :  ^  ^ еМ 

к о м .  Э т о  у р а в н е н и е  н а з ы в а е т с я  ” у р а в н е н и е м  д а н н о й  л и н и и ，加け抑、 
г о в о р я т  т а к ж е ,  ч т о  о н о  ” в ы р а ж а е т  л и н и ю “  и л и  я п р и н а д л е ж и

1 в д з ль-

Н а п р и м е р ,  п а р а б о л а  ( ч е р т .  4 1 ) в ы р а ж а е т с я  у р а в н е н и е м  ^  ^  *

н е й ш е м  м ы  в с т р е т и м  м н о г о  д р у г и х  п р и м е р о в .  И т а к ,  у р а в и е н и  ^ т о р 0 го 

л и н и и  н а з ы в а е т с я  т а к о е  у р а в н е н и е ^  с в я з ы в а ю щ е е  х и у ,  0Л дол* 

э т а  л и н и я  с л у ж и т  г р а ф и к о м .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  У Р а в н е н и е э Т О й л и н и »1 
ж н о  у д о в л е т в о р я т ь с я  к о о р д и н а т а м и  л ю б о й  т о ч к и ,  лежащей на- д *■， - ,, -J-Q4CK* j
и  н е  д о л ж н о  у д о в л е т в о р я т ь с я  к о о р д и н а т а м и  н и к а к и х  д р У г и  к 0о р ^ и н а  

и н а ч е :  у р а в н е н и е  л и н и и  д о л ж н о  в ы р а ж а т ь  т а к у ю  с в я з ь  м е ж Д )  е М е щ а л а с1: 

т а м  и  (л* и  у )  т о ч к и ， к о т о р а я  с о х р а н я е т с я ,  к а к  бы н и  г
43
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4 л и н и и  и  к о т о р а я  і и р у п і а с т с я  р з з ,  к а к  т о ч к а

в д а л ь  о  х о т я т  п о д ч е р к н у т ь ,  ч т о  т о ч к а  М  р а с с м а т р и в а е т с я

す04ьгГ с / ^ ннИ. 01Ь некоторой линии, то координаты этой точки на- 

с Х ° Д і в я > к -у ш а Я С Я  В Д  ^  В  П р о т и в о п о л о ж н о с т ь  к о о р д и н а т а м  н е п о д в и ж н ы х  

K ' t l 0 T  • т е К > щ и М И и ,н и и  в ы р а ж а е т  с в я з ь ,  п о с т о я н н о  с у щ е с т в у ю щ у ю  м е -  

二 е к .  у Р а 2Н е Ц Р д И н а т а м и  т о ч к и ,  к о т о р а я  о п и с ы в а е т  э т у  л и н и ю .  Р а з -  

レ  т е к 声 и М И  ^  ки м и  и  п о с т о я н н ы м и  к о о р д и н а т а м и  с т а р а ю т с я  о т р а з и т ь  

'1Ичие между パ:、х . при выводе уравнения какой-либо линии текущие 

；, в  о б о з н а Ч Ш Н О В е н н о  о б о з н а ч а ю т  ч е р е з  х и у  б е з  и н д е к с о в ,  м е ж д у  

к о о р Д И н а т Ы  н е п о д в и ж н ы х  т о ч е к  п о л ь з у ю т с я  т е м и  ж е  б у к в а м и  с  и н д е к -  

т е м  以ズ д Л Я ( н а п р и м е р  ろ，У і ) и л и  д р у г и м и  б у к в а м и  ( н а п р и м е р  h f  k ) .  

с а м и  в н И З У  е с к а я  г е о м е т р и я  и м е е т  д е л о  с  з а д а ч а м и  д в о я к о г о  р о д а .

д н з л и т и ч  в н е н и е  л и н и и  一 и з у ч и т ь  е е  ( г е о м е т р и ч е с к и е )  с в о й с т в а .

】• т  б ы т ь  свойства линии, в з я т о й  сама п о  с е б е ； и л и  ж е  в з а и м о -  

3Т0 м о г у - ^  じ г и м и  л и н и я м и ,  в  ч а с т н о с т и  —— с  о с я м и  к о о р д и н а т .  В о  

о т ! ю ш е н ^ у ч а е ,  М о ж н о  н е  с о м н е в а т ь с я ,  ч т о  в с е  о с о б е н н о с т и  н а ш е й  

в с я к 0 им  в п л о т ь  '  д о  м е л ь ч а й ш и х  д е т а л е й ,  н а х о д я т  с е б е  о т р а ж е н и е  в  е е

ура2 Л и н и я  о п р е д е л е н а  с в о и м и  ( г е о м е т р и ч е с к и м и )  с в о й с т в а м и  —  н а й т и  

ее ѵ о а в н е н и е . П р и  э т о м  в  о д н и х  с л у ч а я х  з а р а н е е  п р е д п и с ы в а е т с я  о п р е ­

д е л е н н а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т ,  в  д р у г и х  —  в ы б о р  э т о й  с и с т е м ы  п р е д о с т а ­

в л я е т с я  н а м .

О с т а л ь н а я  ч а с т ь  э т о й  г л а в ы  п о с в я щ е н а  п р е и м у щ е с т в е н н о  р е ш е н и ю  

з а д а ч  в т о р о г о  р о д а ： п о  м е р е  т о г о  к а к  в о з р а с т а е т  з а п а с  у р а в н е н и й ,  

п р и н а д л е ж а щ и х  з н а к о м ы м  н а м  л и н и я м ,  п о я в л я е т с я  в с е  б о л е е  ш и р о к а я  

в о з м о ж н о с т ь  р е ш а т ь  з а д а ч и  п е р в о г о  р о д а  и ,  р а н ь ш е  в с е г о ,  о п р е д е ­

л я т ь  т и п  л и н и и  ( б у д е т  л и  э т о  п р я м а я ,  о к р у ж н о с т ь  и  т .  п . )  п о  е е  у р а в ­

н е н и ю .

П р е ж д е  ч е м  з а н я т ь с я  р е ш е н и е м  о т д е л ь н ы х  з а д а ч ,  п о л е з н о  н а м е т и т ь  

с е б е  о б щ и й  п л а н  т а к о г о  р е ш е н и я ,  е с т е с т в е н н ы м  о б р а з о м  в ы т е к а ю щ и й  

к з  с а м о й  п о с т а н о в к и  з а д а ч и :  н а й т и  ( с о с т а в и т ь )  у р а в н е н и е  д а н н о й  л и н и и  

( д а н н о г о  г е о м е т р и ч е с к о г о  м е с т а ) .

し В ы б и р а е м  о п р е д е л е н н у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т 、 е с л и  т о л ь к о  о н а  

с и С Д а н а  が 0 в  У с л о в и и  з а д а ч и .  С а м о  с о б о ю  р а з у м е е т с я ,  ч т о  п о к а  н е т  

у д а ч н  Ы  К 00Р д и н а т ， н е  м о ж е т  б ы т ь  р е ч и  о  с о с т а в л е н и и  у р а в н е н и я .  О т  

у с п е х ° в °  Б Ы 6о Р а  о с е ^  ( м а с ш т а б  о б ы ч н о  н е  и г р а е т  р о л и )  н е м а л о  з а в и с и т

һ ° о р д і ^ а С М  Н а  ^ a H H o â  л и н и ^і п р о и з в о л ь н у ю  т о ч к у  и  о б о з н а ч а е м  е е  

л и н и и  д о  1  ч е р е з  х  и  у .  В а ж н о  п о д ч е р к н у т ь ,  ч т о  т о ч к а  н а

н е  г о д і І Т С я  ы т ь  В З я т а  с о в е р ш е н н о  п р о и з в о л ь н ы м  о б р а з о м  ( н а п р и м е р  

к ° о р д и н а Т ) т а к  Т - Ш И Х  ц е л е ^  т о ч к а  п е р е с е ч е н и я  л и н и и  с  о д н о й  и з  о с е й  

о т н о с и т е л ь н о  ’  : 1 0 ^ ы  п о с л е д у ю щ е е  р а с с у ж д е н и е  м о ж н о  б ы л о  п о в т о р и т ь

3. И сходя11 ц ДРУГ0Й 丁04四 той же линии.
Г 二 : ” '  с т а р а е м с я  с в я з а т ь  х  и  у  с  е е  л и ч и н а м и  у 

もа _ х  у с и л и й  Э т о ^  з а ^ а ч и 、 У р а в н е н и е М у  к о т о р о е  и  я в л я е т с я  ц е л ь ю  

^ Р е Д с т в а м и  с л у ж а т  〜 н а и ^ о л е е  т р у д н а я  и  о т в е т с т в е н н а я  ч а с т ь  р е ш е н и я .

и， ^ ь і т е к а ю щ и е  Т е о Р е м ы  э л е м е н т а р н о й  г е о м е т р и и  ( н а п р и м е р  п р о п о р -  

" 〜 ^  1 и з  п о Д о б и я  т р е у г о л ь н и к о в ,  т е о р е м а  П и ф а г о р а )  и

» • ' о ж ^ ^ о р ы й  в  э т о й  ,

Же не* нм^ть сс7адии Работы не должен быть обязательно точным. Мы 
начала ясного представления о ходе линии.
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М э в е с т н ы е  у ж е  ф о р м у л ы  а н а л и т и ч е с к о й  г е о м е т р и и  ( ф о р м у л ы

и и й ,  ҳ г л о в  и  т .  п . ) .  Д Л я  Р а с с т о з .

4 .  П о л у ч е н н о е  у р а в н е н и е  п о  в о з м о ж н о с т и  у п р о щ а е м  ( 憑  
о т  д р о б е й ,  р а я и к а  і о в  и  т .  п . ) -  ° С в о б о ж д а

5 .  П р о в е р я е м ,  н е  б \ ю е т  л и  у р а в н е н и е  в  е г о  о к о н ч а т 。 _______

у д о в л е т в о р я т ь с я  к о о р д и н а т а м и  к а к л х - н и б у %  п о с т о р о ト: 时àe 
п р и н а д л е ж а щ и х  н а ш е й  л и н и и  и л и  н а ш е м у  г е о м е т р и ч е с к о м у  м.、、 е * 

Я т ѵ  ч я с . т ь  п е і т т е н и 9т м ы  б ѵ л е м  r  п я л ь н р й п т е м  ч я р т г »  ____ _____ ______ Ч Л  ^ о н е /с

п а м я т и  г р а ф и к и

x  

- 2 г.

Э т у  ч а с т ь  р е ш е н и я  м ы  б у д е м  в  д а л ь н е й ш е м  ч а с т о  о п у с к а т ь *  R

ш и х  с л у ч а я х  д о с т а т о ч н о  б ы в а В« т П Р 0 С Т У І '  

У  т е л ь н о  п р о с м о т р е т ь  в ы в о д  у р а в н е н и й 3 '

т о г о ,  ч т о б ы  у б е д и т ь с я  в  о т с у т с т в и и  

с т о р о н н и х  р е ш е н и й .  П о *

З а д а ч и .

І04. Возоб ювпть
ф у іІК ч Н Й：

•ズ 1 )y = ：kxf 2) у  z

3) v =  а х \  4) у  г —_____
105. Наити график урав-енип f 3/2= 100,

§ 18. Уравнение окружности.
З а д а ч а  1 . п а п и с а т ь  у р а в н е н и е  о к ­

р у ж н о с т и ,  ц е н т р  к о т о р о й  л е ж и т  в 

н а ч а л е  к о о р д и н а т ,  а  р а д и у с  р а в е н  / ? .  

Р е ш е н и е .  Б е р е м  н а  о к р у ж н о с т и  ( ч е р т .  4 3 )  п р о и з в о л ь н у ю  т о ч к у  

М  и  о б о з н а ч а е м  е е  к о о р д и н а т ы  ( т е к у щ и е )  ч е р е з  х  и  у .  О с н о в н о е  с в о й ­

с т в о  о к р у ж н о с т и  к а к  г е о м е т р и ч е с к о г о  м е с т а  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  п р и  

в с е х  п о л о ж е н и я х  т о ч к и  М  у

ОМ — R. ‘

С т о и т  т о л ь к о  з а п и с а т ь  э т о  с о о т н о ­

ш е н и е  в  к о о р д и н а т а х ,  з а м е ч а я ,  ч т о  

О М ：■ Y у 2 ,  и  

т р е б у е м о е  у р а в н е н и е :

м ы  п о л у ч и м

ぶ2 4 _  Ѵ2 = ( 2 8 )

О с т а е т с я  е щ е  в ы я с н и т ь ,  н е  м о ж е т  л и  

у р а в н е н и е  у д о в л е т в о р я т ь с я  к о о р д и ­

н а т а м и  т о ч к и ,  н е  л е ж а щ е й  н а  н а ш е й  

о к р у ж н о с т и .  Н о  е с л и  т о ч к а  М  з а Г -  

м е т  к а к о е - н и б у д ь  п о л о ж е н и е  в н у т р и  

и л и  в н е  о к р у ж н о с т и ,  т о  в  п е р ­

в о м  с л у ч а е  б у д е т  O N i  く т .  е .

ズ2 + プ  く^ / ^ 2 ,  в о  в т о р о м  О М  R ,  

т .  e .  x 2  +  v 2〉 R 2 ,  т а к  ч ю  у р а в н е н и е  ( 2 8 )  н е

Ч е р т .  4 4 .

З а д а ч а  2 .  Н а п и с а т ь  у р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и ,  ц е т р

: с  ( о 7 к р у ^ й 0 С ! !
п р о и з в о л ь н а я  т о ч к а  л П К д ѵ ^ Я і

в т о ч к е  С ( h , k ) 、 а  р а д и у с  р а в е н  R .  Ч и с л о в о й  п р и м е р ： С ^ ^ ^ р у ж й 00
1 - е  р е ш е н и е .  Е с л и  М  ( д г ,  у )  一  п р о и з в о л ь н а я  т о ч к а  〇с І ] 0Л Ь з у ド 

( ч е р т .  4 4 ) ,  т о  С М  —  R .  Ч т о б ы  п е р е й т и  к  координатам, ß  

4 4



р а с с т о я н и я  м еж д у Двумя т о ч к а м и： С М ^ ( х - һ ү - \ -  
фОРмулой д яа к ' чт0 в наШ ем случае

ふ (ター幻， --------- ------------- -----------------------
… (29)

( x -

»  у р а в н е н и е .  Само собой понлтно, что уравнение (28) 

Э т о  и  е с т ь  и с к о м  к а лк ғ ч а с т н ы й  с л у ч а й ,  п р и  h  =  k  =  0 .  В  ч и с л о в о м  п р и - .

" Г і у р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и  и м е е т  в и д г ^ ^ Н  

卿 3̂ -  妒 + (タ+ 卯 - 9 ,

или, после упрощений, ハ 
ズ2 +  メ2 — 4ズ +  1 оツ +  20 =  0.
2 - е  р е ш е н и е .  Т а к  к а к  м ы  у ж е  

ѵ ме е м  п и с а т ь  у р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и  

дЛЯ случая, когда центр ее соппа- 

д а е т  с  н а ч а л о м ,  т о  с д е л а е м  п р е о б р а ­

зование к о о р д и н а т ,  п е р е н е с я  н а ч а л о  

в  т о ч к у  С  ( ч е р т .  4 5 ) .  В  н о в ы х  

к о о р д и н а т а х  ( x ' , ÿ )  у р а в н е н и е  о к -  

р у ж н о с т и  б у д е т  и м е т ь  в и д :  

х , 2 - І - У 2 =  ^ 2 .

Ч т о б ы  в е р н у т ь с я  к  п р е ж н и м  к о о р д и ­

н а т а м  л : , у ,  д о с т а т о ч н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  

ф о р м у л а м и  ( 1 6 )  §  1 3  ( с т р .  2 7 ) ,  а  э т о  

с н о в а  п р и в е д е т  н а с  к  у р а в н е н и ю  ( 2 9 ) . Черт. 45.

З а д а ч и .

и Н а п и с а т ь  у р а в н е н и е  окруж ности с ц е н т р о м  С  (1 ,3 ) и радиусом R = 4 .  
с  п п ѵ ^п В Н е Н И Я  н а ;  т и  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  о к р у ж н о с т и  с  о с я м и  к о о р д и н а т .  С д е л а т ь  

н и я  '  Щ Ь Ю  ц и р к У л я  а к к у р а т н ы й  ч е р т е ж  и  с в е р и т ь  с  н и ѵ і р е з у л ь т а т ы  в ы ч и с л и

0 7 .  Н а п и с а т ь  у р а в н е н и я  о к р у ж н о с т е й  п о  д а н н ы м  и х  ц е н і р а м  и  р а д и у с а м .

1 ) С (一 4 , 2 ) , / ?  =  3 ;  2)  ( Г ( — 3 ,  —  5 ) ,  R  =  7 ；

3 )  С ( 4 ,  0 ) ,  / ?  = 5 ； 4 )  C ( | •，一 2 )  ,  =

… с т ь  к а П а е т г я  ミр а в н е н и е  о к р у ж н о с т и ,  з н а я ,  ч т о  р а д и у с  е е  р а в е н  4  и  ч т о  о к -  

^ 0 9 .  П о к а з а т ь  ^ р и ц а т е л ь > н о й  п о л у о с и  Х - о в  и  п о л о ж и т е л ь н о й  п о л у о с и  К - о в .

* То >Равнение +  j  2 +  М х  -(- Р  ~  0 принадлежит окруж-

°СТи с Центром С I ^  л \ -ж f  Al2
\ ~2 » и  р а д и у с о м  R = ^ y  —

РУж

一 Р .

§ 19 Q ハь

^ ас НЬі ^вг т о ^ М ^ Т Р И И  Д В У Х  точек И  ее уравнение. З а д а ч а .  

і,7г^ и и  э т и х  т о ч р  и ’ み）и  В ы р а з и т ь  у р а в н е н и е м  о с ь  с и м -

о с «  е ш е » и е .  Н а ч н р  Л 0 В 0 Й  п р и м е Р : 卯 ， 4 ) ’  靴 2 
к-0 т  С и м м е т р и и  n D  м  с  ч и с л о в о г о  п р и м е р а  ( ч е р т .  4 6 ) .  В о з ь м е м  н а  

Р Ы м  ^ т а  о с ь  0 и з в о л ь н У ю  т о ч к у  Р ( х ^ у )  и  з а п и ш е м  т о  с в о й с т в  з ,

Р а с т е р и з у е т с я  :
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Г Ь р е х о д я  к  к о о р д и н а т а м ,  м ы  п р е д п о ч т е м  ( ч т о б ы  н е  и м е т  

л а м і 0  з а м е н и т ь  п о с л е д н е е  р а в е н с т в о  т а к и м :  ЛІР2 =  NP2 ハЬ с
( х  一  1 )2 +  (少 一  4 )2 =  ( х  —  7 )2 - ( -  ( у  —  2) 2.  ^ ° е  叫 т

Э т о  н  е с т ь  и с к о м о е  у р а в н е н и е ;  о н о  т о л ь к о  н а  п е р в ы й  В з

у р а в н е н и е м  в т о р о й  с т е п е н и ,  н а  с а м о м  ж е  -------- V J a 9

щ е н и й  п р и н и м а е т  в и д :

д е л е  п о с л е  о ч е в ：!Д н ь ^ а ^ »

. і у ч з й а и м .  Д е л о  в  т о м ,  ч т о

З д : — у  一  9  =  0 .

D  о б щ е м  с л у ч а е  п о л у ч а е м  д л я  о с и  с и м м е т р и и  с н а ч а л а  у р а в н е ^ Н

(■ « — а )2 +  ( タ一 é )2 =  ( j c  — а ,)2 +  (_ у  — ら) з ,

а  п о с л е  у п р о щ е н и й :

2(а1 — а )х -{-2 (Ь 1 — Ь)у-\- (а2 а\ — бр — 0> 卿 j

т  р  у р а в н е ч и е  п е р в о й  с т е п е н и .  П о с л е д н е е  о б с т о я т е л ь с т в о  н е  я в л я е

в с я к а я  п р я м а я  м о ж е т  б ы т ь  в ы р а ! 

ж е н а  у р а в н е н и е м  п е р в о й  

с т е п е н и ,  и  м ы  у ж е  с е й ч а с  в  с о .  

с т о я н и и  э т о  д о к а з а т ь .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  

л ю б у ю  п р я м у ю  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  

( и  д а ж е  —  б е с ч и с л е н н ы м  м н о ж е с т в о м  

с п о с о б о в )  к а к  о с ь  с и м м е т р и и  д в у х  

т о ч е к .  Д л я  э т о г о  д о с т а т о ч н о : 1 ) в н е  

п р я м о й  в з я т ь  к а к у ю - н и б у д ь  т о ч к у  

Ж  и  2 )  п о с т р о и т ь  т о ч к у  У Ѵ — з е р ­

к а л ь н о е  о т р а ж е н и е  т о ч к и  М  о т  н а ­

ш е й  п р я м о й  ( о п у с т и т ь  и з  М  п е р ­

п е н д и к у л я р  н а  п р я м у ю  и  п р о д о л ­

ж а т ь  е г о  н а  р а с с т о я н и е ,  р а в н о е  д л и н е  

э т о г о  п е р п е н д и к у л я р а ) .  Т о г д а  п р я м а я  

о к а ж е т с я  о с ь ю  с и м м е т р и и  д л я  т о ч е к  

M f  N  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  в ы р а з и т е »  

у р а в н е н и е м  п е р в о й  с т е п е н и  т и п а  ( ) •

З а д а ч е й

110. Написать уравнение оси симметрии точек:1 ) (4 ,一 2)一  2)  и  ( — 3 , —  4 );

§ 20. Аполломиева окружность. З а д а ч у ,  р е ш е н н у ю  в пред ^ оует.
п у н к т е ,  м о ж н о  б ы л о  ф о р м у л и р о в а т ь  т а к :  в ы р а з и т ь  уравнением   ̂
р н ч е с к о е  м е с т о  т о ч е к ,  р а в н о о т с т о я щ и х  о т  д в у х  д а н н ы х  точек. а д а ц И ) ,  

н а м  б ы л о  з а р а н е е  и з в е с т н о  ( х о т я  и  н е  понадобилось д л я  Р ешен^ наК0 в о  

ч т о  э т и м  г е о м е т р и ч е с к и м  м е с т о м  я в л я е т с я  п р я м а я  л и н и я .  л ц н и и ,  

м н о г и х  з а д а ч а х ,  о т н о с я щ и х с я  к  г е о м е т р и ч е с к и м  м е с т а м ,  Ф  Р  с Н а ч а я а

к о т о р а я  п р е д с т а в л я е т  и с с л е д у е м о е  геометрическое место,

равенствапавсПѵ . 〜 т :
”  Заметим, ч т о  п р и  положительных з н а ч е н и я х  чисел т  я n Р ор0е, н о  

и тз =  равносильны, т. е. не только из первого вытекает в \
второго вытекает перво?. Действительно, из т а =  л2 в ы т е к а е т  {  случае) 
tn = —— п\ вторая возможность отпадает, если (как в р а з б и р а е м о м  н 
ч и с л а  т и п  п о л о ж и т е л ь н ы .

46

л и



е с т н а .
Э т о ,

к0 н е  я в л я е т с я  п р е п я т с т в и е м  к  т о м у ,  ч т о б ы  с о ’

о д  * •• ........................... * т о г д а  м о ж н о  р а с с ч и т ы в а т ь  н а

я е ；；а т ь  У Р а Б Н С ；ѵ п а  у р а в н е н и я  р а с к р о е т  п е р е д  н а м и  г е о м е т р и ч е с к у ю  

с ЧТО с т р у к т у р  э т о г о  р о д а  м ы  с е й ч а с  п р и в е д е м .  И м е н н о ,  п о с т а -  

т ^ ； р о д У  л и н и й .  Н Р ^  б о л е е  о б щ у ю ,  ч е м  т о л ь к о  ч т о  р а с с м о т р е н н а я :  

п е р € Д  С 000И  _________ п т и р и -  д л я .  к о т о о ы х  о а с с т о я н и я .  о т

яе*ізвеи*"ѵравиение
: т р у к т > Т £

ЯНИИ. Пр

и  г г /с о в
к а К 0в 0 геометрン к  н а Х о д я т с я  в  д а н н о м  о т н о ш е н и и  ( в  ч а с т н о с т и ,

дву х  д а Н Н Ы ^ & т е Н и е  р а в н о  1, т . е .  е с л и  р а с с т о я н и я  о д и н а к о в ы ,  т о  в о з -  

з с л и  э т о  О ブ н е й  з а д а ч е ) ?

ф а ш а е м с я  к  し ^ в е  т о ч к и  M  и  N t  р а с с т о я н и е  м е ж д у  к о т о р ы м и  

З а д а ч а .  洲  г е о м е т р  и ч е с  к о е  м е с т о  т о ч е к ,  д л я  к а ж д о й  и з  к о -  

р а в н о  / •  [  ' < і Н и е  о т  М  о т н о с и т с я  к  р а с с т о я н и ю  о т  N 、 к а к  т : п .  

п 0 р ы х  р а с с т 0 : ベ一 6 т ：п ^ = 2 ： \ .  И ；і а ч е :  п о  к а к о й  л и н и и  д о л ж н а

^ Т Г Г ^ . - 5 Ы Р о  ^

ßC e  в р е м я  д з п ж е н и я  с о х р а н я л о с ь  р а -

в е н с Т В °  М Р  т

N P  一  п  •

Р е ш е н и е .  О с о б е н н о с т ь ю  з а д а ­

ч и  я в л я е т с я  т о ,  ч т о  с и с т е м а  к о о р д и ­

н а т  н а м  н е  д а н а ,  м ы  с а м и  д о л ж н ы  

е е  в ы б р а т ь ,  е с л и  т о л ь к о  х о т и м  п о л ь -1 
з о в а т ь с я  с р е д с т в а м и  а н а л и т и ч е с к о й  

г е о м е т р и и .  Е с т е с т в е н н о  з а  н а ч а л о  

к о о р д и н а т  п р и н я т ь  о д н у  и з  д а н н ы х  

т о ч е к ,  н а п р и м е р  М  ( ч е р т .  4 6 ) ;  з а  

о с ь  Х - о в  —  п р я м у ю  / И / Ѵ ,  с ч и т а я  н а -  

і ф а в л е н и е  о т  М  к  N  з а  п о л о ж и т е л ь -

н о е .  В  э т о й  с и с т е м е  т о ч к а  N  б у д е т  и м е т ь  к о о р д и н а т ы  ( / , 0 ) .  В ы в о д  

У р а в н е н и я  п р о в е д е м  с н а ч а л а  н а  ч и с л о в о м  п р и м е р е .

. ^ г а к » 170 к а к о й  л и н и и  д о л ж н а  д в и г а т ь с я  т о ч к а  Р ， ч т о б ы  р а с с т о я н и е  

бクл о  в с е  в р е м я  в д в о е  б о л ь ш е ,  ч е м  р а с с т о я н и е  P N 、т .  е .  Л і Р  =  2 А Ѵ ?  

о з н а ч а я  к о о р д и н а т ы  т о ч к и  Р  ч е р е з  (л г )ву ) ,  и м е е м :

, М  =  x 2  +  у 2

и  ' В С П 0 М І І И М » ч т о  т е п е р ь  /  = 6 )

P N 2 = ( x  —  ^ + y ^ \  

а м н с т в о  Л 1р 2__4 п \/2 ^

~ 士ハ v  п е р е х о д и т  в  у р а в і і с і ш е  и с к о м о й  л и и и и *

2 〜 УпроЩениа パ む =  4 І (Х ~ 6)2 + ダ]’

т ^ 2+ ^ 2— Іб л г+ 4 8  = 0 .  (31)

М ы  М е т и т ь  ^  У Р з в н е н и е  г е о м е т р и ч е с к о г о  м е с т а  п о л у ч е н о ,  м о ж е м  л и

(3丨）п р и н а д л е ж и ； T J , T °  33 л н н и я ?  Н е т Р > ,Д 1 1 °  з а м е т и т ь ,  ч т о  у р а в -  

故  Т о ч н е е  \ , ^ И Т  к  Т И П У  т е х ,  к а к и е  п о л у ч а л и с ь  д л я  о к р у ж н о с т е й  

с , * Ч о і і а і е л ы і и ш і  ^ а в н е н и е  ( 3 1 )  м о ж е т  б ы т ь  п ^ л в е д о п о  к  в и д у  ( 2 9 J  

^ Р е о б р а з о е а н и я м и :

卜 2  (ズ 2 ~ W  ズ) + タ2 = — 4 S ;

い — 16 л: +  64) +  J/2 =  — 48 +  64;

¥



В п р о ч е м ,  р е ш е н и е  з а д а ч и  1 0 9  д а е т  п р я м о й  о т в е т  н а  в о  ^  

ч и с л о в о м  п р и м е р е  и с к о м о е  г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  е с т  П̂°с： в  н а "  

с  ц е н т р о м  ( 8 , 0 )  и  р а д и у с о м  4 .  一 0 0 1 с Р у

О б р а щ а я с ь  к  о б щ е м у  с л у ч а ю ,  п о л у ч и м  у р а в н е н и е :  6
.汐 + 夕2 —  т な

Кх —  1уА 十 , — / і 2 » 

к о т о р о е  п о с л е  у п р о щ е н и й  п р и м е т  в и д :

( т 2 — n2) x2 十 ( т 2 一 п2)у2 — 21 m2 х 4  /2 m2 =» о
и л и

х2+у2- ^ х+і̂ ^  ■
с н о в а  з а к л ю ч а е м  ( с м .  з а д а ч у  1 0 9 ) ,  ч т а  э т о  у р а в н е н и е  п п - , и л

I  I m  な Л \ .  Р * І н а д л е ж и т

о к р у ж н о с т и  с  ц е н т р о м  (  - ,  _  -  ’  0 )  ( о т к у д а  в и д н о ,  ч т о  ц е н т р  л е ік и т

на прямой M N ) и радиусом !■ん2一 叫 •
П о л у ч е н н ы й  н а м и  р е з у л ь т а т  м о ж е т  б ы т ь  у с т а н о в л е н  и  с р е д с т в а м   ̂

э л е м е н т а р н о й  г е о м е т р и и ,  н о  п у т е м  б о л е е  с л о ж н ы х  и  и с к у с с т в е н н ы х  р а с - )  

с у ж д е н и й .  Ч т о  и н т е р е с у ю щ е е  н а с  г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  п р е д с т а в л я е т  

с о б о ю  о к р у ж н о с т ь ,  б ы л о  и з в е с т н о  у ж е  г е о м е т р а м  Д р г в н е й  Г р е ц и и ,  в о  

в с я к о м  с л у ч а е  —  А п о л л о н и ю ,  ж и в ш е м у  в  I I I  —  I I  в в .  д о  н а ш е й  э р ы  

( о т с ю д а  н а з в а н и е 一  „ а п о л л о н и е в а  о к р у ж н о с т ь 41) .

Д л я  н а с  р е ш е н н а я  т о л ь к о  ч т о  з а д а ч а  п р е д с т а в л я е т  и н т е р е с  к а к  о б ­

р а з е ц  г е о м е т р и ч е с к о г о  и с с л е д о в а н и я ,  п р о в е д е н н о г о  к о о р д и н а т н ы м  м е т о ­

д о м .  А н а л и з и р у я  р е ш е н и е ,  м о ж н о  з а м е т и т ь ,  ч т о  з а д а ч а  б ы л а  р а с ч л е н е н а  

н а  д в е ,  х а р а к т е р н ы е  д л я  а н а л и т и ч е с к о й  г е о м е т р и и  ( с м .  § 1 7 ) :  с н а ч а л а  

п о  о п и с а н и ю  г е о м е т р и ч е с к о г о  м с с т а  б ы л о  с о с т а в л е н о  е г о  у р а в н е н и е ;  з а ­

т е м  і  о  в и д у  у р а в н е н и я  б ы л  у с т а н о в л е н  т и п  и с к о м о й  л и н и и  ( о к р у ж ­

н о с т ь ) .

З а д а ч и .

1 1 1 .  Д а н ы  т о ч к и  А  ( ? ,  0 )  и  В  ( 9 , 0 ) ;  н а п и с а т ь  у р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и ,  д л я  к а ж ­

д о й  т о ч к и  К  к о т о р о й  А К  -  К В  —  2  : 3 .  П о  у р а в н е н и ю  о к р у ж н о с т и  н а и т и  т о ч  , 

п е р е с е ч  …

(7) § 5.

г с е ч е н и я  е е  с  о т р е з к о м  А Қ  и  для п р о в е р к и  т у  же т о ч к у  н а й т и  п о  中ормул 

112. Д а н ы  т о ч к и  Af(— 1 , 2 )  и  N ( 3 , - 6 ) .  Н а й т и  г е о м е т р и ч е с к о е  место точек Р,
д л я  к о т о р ы х  М Р  : N P  = 5 : 3

/ 7̂ . ^  ' n n f  n  в н е  е е

о д и н ^ 0 '

尸

2 1 .Парабола. Задача. Д а н а  п р я м а я  D D ,  и  в н е  е е  m o t ! ^ a K O è

О п р е д е л и т ь  г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  т о ч е к ,  находящихся н а ^  

в о м  р а с с т о я н и и  о т  т о ч к и  F  и  о т  п р я м о й  D D K  С а м о  с о  ニ⑶印灯ド 
м е е т с я ,  ч т о  д л я  к а к о й - н и б у д ь  т о ч к и  М  п е р в о е  расстояние п е р п е н л й -

с я  д л и н о й  п р я м о л и н е й н о г о  о т р е з к а  F M ,  а  в т о р о е 一 д л и н о  Д р у г и е  

к у л я р а  М Р ,  о п у щ е н н о г о  и з  М  н а  п р я м у ю  D D }  ( ч е р т .  、 о ч к а  М % 

中о р м у л и р о в к а  в о п р о с а :  п о  к а к о й  л и н и и  д о л ж н а  д в и г а 1Ь С Я о с т а В а л и с ь 

ч т о б ы  е е  р а с с т о я н и я  о г  т о ч к и  尸 и  о т  п р я м е й  D D 1  в с е  в р е м я  W  

р а в н ы м и  м е ж д у  с о б о ю ?  з а д а ч и ,  п ° *

П р е ж д е  ч е м  п р и с т у п и т ь  к  с и с т е м а т и ч е с к о м у  р е ш е н и ю  ^ ы Т Ь  гіол 

п ы т а е м с я  о т д а т ь  с е б е  о т ч е т  в  т о м ,  к а к  геометрически м 0 Г ^ . а К ц х  т ° че іС  

с т р о е н ы  т о ч к и ,  о б л а д а ю щ и е  т р е б у е м ы м  с в о й с і в о м .  О д н а  и з
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э т о й  л и н ! ! и - Хп Д а  П 0С Т Р ° е н и я  с т а н о в я т с я  о ч е в и д н ы м и  н е к о т о р ы е  с в о й с т в а  

о с и  о ғ  (  • 0 н а  с о с т о и т  и з  т о ч е к ,  п о п а р н о  с и м м е т р и ч н ы х  о т н о с и т е л ь н о  

д а л е к и е  レ0 д с л ж е н н о й  з а  т о ч к у  Ғ ) ;  2 )  о н а  и м е е т  т о ч к и ,  с к о л ь  у г о д н о  

р а д и у с  о к о ニ  К а К  н и ч т о  н е  м е ш а е т  н а м  н е о г р а н и ч е н н о  у в е л и ч и в а т ь  

С Т в У Ю ід е й  丨丨a  ! І ° С Т І1，К о т о Р а я  в с я к и й  р а з  б у д е т  п е р е с е к а т ь с я  с  с о о т в е т -  

1 е т  Р а в н о  р аРПЛЛельі0 ( в е д ь  р а с с т о я н и е  п о с л е д н е й  о т  п р я м о й  D D 1 б у -  

^ е н т р а  F  б у д е т  о к Р У > к н о с т и ,  з н а ч и т  р а с с т о я н и е  э т о й  п а р а л л е л и  о т

^ ° С т з р а е м с я  с о ^ . ^ Ъ  к  ^ о л е е  п о л н о м у  р е ш е н и ю  з а д а ч и  и  п р е ж д е  в с е г о  

3 _ C î a - З д е с ь ,  к а  - Т ь  У Р а в н е ч и е  и н т е р е с у ю щ е г о  і а с  г е о м е т р и ч е с к о г о  

- с и т  о т  н а с  q  И  в  п Р е Д ы д у ш е м  §  2 0 ,  в ы б о р  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  

. Р е д и н У  п е р п е „ л и , ? 1 Ц е с т в и м  е г о  т а к ,  ч т о  з а  н а ч а л о  п р и м е м  О  ( т .  е .  

с .  д у б ,ІО о к У л й р а  F N 、 о п у щ е н н о г о  и з  / * ' н а  Û D 1 — ч е р т е ж  4 8 ) ;

4Ў

тся в глаза 一  ブі,о середина О перпендикуляра F N、опу- 

а 3 г  б р эぃ八 н а  п р я м у ю  ■ } D  .  Д а л ь н е П  и и з  т о ч к и  м о г у т  б ы т ь  п о л у ч г н ы  

С ^е н и о г о  и3 т р 0е н и е м ：1 ) 1イ3 т о ч к и  F  к а к  и з  ц е н  г р а  о п и ш е м  о к р у ж -  

е Д У 1011114М  1 т е ' к е  о к р У ж н о с т ь  , )  р а д и у с о м ,  н е с к о л ь к о  б о л ь ш и м ， ч е м  

С с т ь  ( н а  ! б - О  О 1  п р о в е д е м  п а р а л л е л ь  ( н а  ч е р т е ж е  —  п р я м а я  I ) ,  о т -  

к  п р я - м о И  й п р я м о й  н а  р а с с т о я н и и ,  р а в н о м  р а д и у с у  т о л ь к о  ч т о  

Г г о я ш у ю  о т  / ^ „ о с т , , '  ( и  л е ж а щ у ю  п о  т у  ж е  с т о р о н у  о г  D D ' ,  ч т о  и  

п и с а н н о й  ° к р у *  я  и з  д в у х  т о ч е к  п е р е с е ч е н и я  о к р у ж н о с т и  с  п а р а л -  

, 0ч ч '3 П -  2 )  н а х о д и т с я  н а  о д и н а к о в ы х  р а с с т о я н и я х  о т  т о ч к и  F  и  

і с і ь ю ,  о ч е в и д н о ,  с л а д о в а т е л ь н о  叩 „ н а д л е ж и т  н а ш е м у  г е о м е т р и ч е с к о м у  

оТ  п р я м о “  t l ' p b ' "  с т а н е м  у в е л и ч и в а т ь  р а д и у с  о к р у ж н о с т и  и  в с я к и й  

п е с т у -  Е с Л ! <  ^  п а р а л л е л ь  н а  о т р е з о к ,  р а в н ы й  у в е л и ч е н и ю  р а д и у с а ,  т о  

р а з  0 Т 0 Д В  '  , ш т ь  е щ е  с к о л ь к о  у г о д н о  п а р  т о ч е к ,  п р и н а д л е ж а щ и х  т о м у  

с м 0 : к е м  п ° л > і і е с к о м  м е с т у  ( н а  ч е р т е ж е  с о о т в е т с т в у ю щ и е  д р у г  д р у г у  

s .e  і е о м е т ^  н  п а : э £ т е л и  о б о з н а ч е н ы  о д и н а к о в ы м и  р и м с к и м и  щ у р а м и ) .  

С К рг Ж ' і ° и н я я  п о к р о е н н ы е  т о ч к и  п л а в н о й  л и н и е й ,  п о л у ч и м  п р и б л и ж е н н о е  

р е д с т а с л е н и е  о б  и с с л е д у е м о м  г е о м е т р и ч е с к о м  м е с т е .



о с ь  ズ- о в  н а п р а в и м  п а р а л л е л ь н о  п р я м о й  D D \  а  о с ь  К - о  

л я р н о  к  н е й  ( п о л о ж и т е л ь н о е  н а п р а в л е н и е 一 о т  О  к  F )  ^  П е ^ П е ң Д и к ү  

т о ч к и  F  о т  п р я м о й  £>ぴ ー  к о т о р  э е ,  р а з у м е е т с я ,  н а д о  с ч и т  Р а с с т ° я н и е  

н ы  и  — о б о з н а ч и м  ч е р е з  р ,  т о  в  н а ш е й  с и с т е м е  к о о р д и н а т о й  И з в е с т .

б у д е т  и м е т ь  к о о р д и н а т ы  ( о ,  4  ) ,  2 )  п р я м а я  D D 1 б у д е т  п п ^  Т о ч к а  户
р  Z  7 ф 0 Х 0 Д } і т ь  叫

о с и  О Х 、 н а  р а с с т о я н и и  у  о т  н е е .

В о з ь м е м  т е п е р ь  п р о и з в о л ь н у ю  т о ч к у  М  ( х ,  у )  н а ш е г о  г е о м е  J  

м е с т а ;  п р о в е д е м  о т р е з к и  Ж Р  丄  D ぴ  и  M F .  Ж е л а я  з а п и с а т ь  в  к ^ Р И ч е с к о г о  

р а в е н с т в о  M F = M P ,  к о т о р ы м  х а р а к т е р и з у е т с я  э т о  г е о м е  Р Д И н а т а х  

м е с т о ,  и л и  л у ч ш е  —  р а в е н с т в о  M F 2  =  M P 2 t  з а м е т и м ,  ч т о  П 0 Т ^ ч е с к ° € 

р а с с т о я н и я  м е ж д у  д в у м я  т о ч к а м и  (? ° Р м у л е

а  и з  ч е р т е ж а  ”  

П о л у ч а е м  у р а в н е н и е :  

а  п о с л е  у п р о щ е н и й :

(ター  f  )2，

М Р = у  +  — .

2 + *  ( タ ー Т ) = ( タ + Y )2，

л2 — 2 ру. (32)

О г с ю і і а  в и д и м ,  ч т о  п р и  д в и ж е н и и  т о ч к и  М  п о  н а ш е й  л и н и и  о р д и ­

н а т а  э т о й  т о ч к и  и з м е н я е т с я  п р о п о р ц и о н а л ь н о  к в а д р а т у  е е  а б с ц и с с ы ,  

к а к  э т о  с т а н е т  о с о б е н н о  я с н ы м ,  е с л и  п р и д а д и м  у р а в н е н и ю  в и д :

У ^ Т р х К  ( і 3 )

С  中у н к ц и о н а л ь н о й  з а в и с и м о с т ь ю  э т о г о ,  р о д а  м ы  у ж е  в с т р е ч а л и с ь  

( в  к у р с е  а л г е б р ы )  и  г р а с Ь и к  е е  н а з ы в а л и  п а р а б о л о й .  И т а к ,  и с к о м  - 

г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  е с т ь  п а р а б о л а .  О б р а т н о 一 г р а ф и к  в с я к о г о  У Р а в н  

н и я  в и д а  у  =  с і х 2  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  г е о м е т р и ч е с к о е  м е с ^ °  г-； 
ч е к ,  р а в н о о т с т о я щ и х  о т  н е к о т о р о й  т о ч к и  F  и  н е к о т о р о й  п р я м о  f

___丁о до-
Д е й с т в и т е л ь н о ,  е с л и  a 一 п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о ,  н а п р и м е р  ö = = =  f »  ѵ і  

с т а т о ч н о  в з я т ь  т о ч к у  F  н а  т а к о м  р а с с т о я н и и  р  о т  D D ,  ч т 0 ^ ы  

у р а в н е н и е  ( 33 ) ]  ‘  = 备 , т .  е .  / ? = 音 ’  г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  т 0 ^ Р

р а в н о о т с т о я щ и х  о т  т о ч к и  ( 0 , 去 ) и  о т  п р я м о й ,  п р о в е д е н н о й  н и ж е

н а  р а с с т о я н и и  —  о т  н е е ,  в ы р а з и т с я  к а к  р а з  у р а в н е н и е м  у  一  ^

Е с л и  а  —  о т р и ц а т е л ь н о е  ч и с л о ,  т о  с л е д у е т  т о л ь к о  в з я т ь  т ° ^ ^ и  

н а ч а л а  к о о р д и н а т ,  а  п р я м у ю  D D 1—  н а  т а к о м  ж е  Р а с с  

его. _ьНЬІх
И т а к ,  д л я  н а ш е й  к р и в о й  м о г у т  б ы т ь  д а н ы  д в а  р а в н о е  

с о б о ю  о п р е д е л е н и я :

4)  Л е г к о ,  у б е д и т ь с я ,  ч т о  в с е  т о ч к и ,  р а в н о о т с т о я щ и е  о т  Ғ

лежать выше пря:,:оіі ÔXt та：< гпо у не может быть отрииат-лы ,
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找 ң а з ы в а г т с я  к р и п а и ,  к о т о р а я  ( п р и  о с о б о м  в ы б о р е  с и -

1) п а р а б0；°； ,  в Ы р а ж л е т с я  у р а в н е н и е м  у - = а х \

1 ̂ :；0̂ 3rS ^Ä ê rCTO 了 酿 ’ ра—
д а н н о й  т 0ЧКц з С1т в у Ю щ а я  в  п о с л е д н е м  о п р е д е л е н и и ,  н а з ы в а е т с я  ф о к у -  

0 丁о ч к а  尸’  У 4 І р Я М а я  D D } 一 е е  д и г е к т р и с о й  ( • н а п р а в л я ю щ е й “ ) .

о М  1) п а р а б о л ы ,
д а е т  н а м  у р а в н е н и е  п а р а б о л ы  в  д е л е  и з у ч е н и я  

い Какие 邮 又 свойств последней? Рассмотрим в качестве примерок 
г- е т р и ч е с ь 'и^ с _ я ,  у т е к а ю щ и е  и з  у р а в н е н и я  ( 3 2 ) .

, і р о с т е ^ ш и ^  耵 о  у р а в н е н и е  о т н о с и т е л ь н о  л : ,  н а х о д и м ：

ぶ= 土 ゾ ^РУу

ому (положительному) значению у  соответствуют два равно- 

г е . К а >  С л о ж н ы х  з н а ч е н и я  л : .  А  т а к  к а к  д в е  т о ч к и ,  и м е ю щ и е  о б щ у ю  

п р о г и в о п  只 р а в Н О П р О Т И В О п о л ^ ж н ы е  а б с ц и с с ы ,  с и м м е т р и ч н о  р а с п о л о ж е н ы  

) р л и н а てеин0  о с и  К - о в ,  т о  п о с л е д н е е  р а в е н с т в о  г е о м е т р и ч е с к и  о з н а -  

Г Т Н 0 1 ч т о  п а р а б о л а  с и м м е т р и ч н а  о т н о с и т е л ь н о  О Қ  т .  е .  о т н о с и т е л ь н а  

Г р Г м ’ о й ， П р о в е д е н н о й  ч е р е з  ф о к у с  п е р п е н д и к у л я р н о  к  д и р е к т р и с е .

2 Й з  у р а в н е н и я  ( 3 2 )  в и д н о ,  ч т о  п р и  н е о г р а н и ч е н н о м  в о з р а с т а н и и  

а б с ц и с с ы  о р д и н а т а  т а к ж е  б у д е т  н е о г р а н и ч е н н о  в о з р а с т а т ь .  Э т )  о з н а -  

ч а е т  ч т о  к р и в а я  п р о с т и р а е т с я  в  б е с к о н е ч н о с т ь ,  п р и ч е м  т о ч к а  М  м о ж е т  

т а к  п е р е м е щ а т ь с я  в д о л ь  к р и в о й ,  ч т о б ы  р а с с т о я н и я  е е  о т  о с и  Х - о в  и  о т  

с  с и  К - о в  н е о г р а н и ч е н н о  в о з р а с т а л и .

П р а в д а ,  о б а  э т и  с в о й с т в а  б ы л и  з а м е ч е н ы  у ж е  п р и  г е о г и е т р и ч е с к о м  

п о с т р о е н и и  т о ч е к  к р и в е й  ( с м .  в ы ш е ) ,  н о  т е п е р ь  м ы  ” в ы ч и т а л и “  и х  и з  

у р а в н е н и я .  П о с л е д н е е  ц е н н о  к а к  р а з  т е м ,  ч т о  п о з в о л я е т ,  н е  п р и б е г а я  

к  ч е р т е ж у ,  в с к р ы в а т ь  с в о й с т в а  л и н и и ,  в п л о т ь  д о  н а и б о л е е  г л у б о к о  з а ­

л о ж е н н ы х  ( в р о д е  с в о й с т в а  п а р а б о л ы ,  п р и в е д е н н о г о  в  п о д с т р о ч н о м  п р и ­

м е ч а н и и ) .

Задачи.

триш п* На^с^т^Уравнение параболы, у которой расстояние фокуса от дирек- 
Уравнения>!：°0,~) ' координат выбрать так, как это было сделано при выводе

коор1- Kç3gа 4了0 Уравнением 'бх  ̂— Ъу определяется парабола, и найти

я Лире^*тш1°с'1Т,1п ИТЬ УРа в н е н ие  п а о а б о л ы , ф о к у с  к о т о р о й  н а х о д и т с я  в  т е ч к е  (2 , б ),
2) 2 с-линипы г,Р°Х0ДоУ паРаллельно оси ОХ  на расстоянии:1 )3  единицы ниже,

1 1 6 .  С о с т а в и в *  )  8 е д и н и ц  В Ы П і е  э т о й  о с и .  

у» *^1) , а директт ^Равнение параболы, фокус которой находится в точке 
'-т°яніін з единиц 1Са паРаллельна оси У-ов и находится слева от нее на рас-

§  22.  Э ” *

Д а в и л ь н о й  Л Л И П С * К о г д а  с а д о в н и к  х о ч е т  о ч е р т и т ь  н а  з е м л е  к л у м б у  

( Ч е Р т . 的 ) ，’ п* р ご І П Т И ч е с к о й “ ，ф о р м ы ,  о н  в б и в а е т  в  з е м л ю  д в а  к о л ы ш к а  

0 с т Р и е м п а л к и  в  І в а е т  к  н и м  к о н ц ы  в е р е в к и  и ,  н а т я г и в а я  в е р е в к у  

t  ’  е р ч и в а е т  н а  з е м л е  в  д в а  п р и е м а  ( с н а ч а л а  п о  о д н у

パ )
свяЛП;0) и пегешлг»НаЧает по_латыни ”очаг* (место, где сосредоточивается 
Лока^І? с следуюш в геометР*|ю из физики. Наименование точки F  фоку- 

? Сн  U l、î .ニ е л ь с т в а :  л у ч и  о п т и ч е  к и м  с в о й с т в о м  п а р а б о л ы ,  к о т о р о е  м ы  п р и в о д и м  

°т°Гой обРИи* nocjie от，пデадаюіцие 抑 параболическое зеркало параллельно его 
Рззовэна поврпѵЖеНИя со^ираются в ф о к у с е  ( т о й  п а р а б о л ы ,  вращением 

^ р х н о с т ь  з е р к а л а ) .
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С Т О Р О Н У  О Т  к о л и ш к о в ,  П О Т О М  П О  д р у г у ю )  з а м к н у т у ю  К р и в у ю  0 В з  

ф о р м ы ： К  т о м у  ж е  с п о с о б у  п р и б е г а е т  ч е р т 議 二 ， з а м е н я я  К О л = ”  

к н о п к а м и  или б у л а в к а м и ,  а  в е р е в к у  —  н и г ь ю .  П о л у ч а е м а я  п р и  

к р и в а я  н а з ы в а е т с я  э л л и п с о м  и ,  о ч е в и д н о ,  х а р а к т е р и з у е т с я  т е м  с в о й с т в о ^  

ч т о  д л я  т о ч к и ,  д в и ж у щ е й с я  г и  э л л и п с у ,  с у м м а  е е  р а с г т о я н и й  0г !  

д в ѵ х  н е п о д в и ж н ы х  т о ч е к  о с т а е т с я  п о с т о я н н о й  ( в  н а ш е м  п р и м е р е  

с ѵ м м а  р а в н а  д л и н е  в е р е в к и ) ;  у п о м я н у т ы е  т о л ь к о  ч т о  н е п о д в и ж н ы е  т о ч к и  

А а з ы в а ю т с я  ф о к у с а м и  ハ э л л и п с а .  И н а ч е ： э л л и п с  е с т ь  г е о м е т р и ч е с к о е  

М е с т о  т о ч е к ,  д л я  к о т о р ы х  с у м м а  р а с с т о я н и и  о т  д в у х  д а н н ы х  т о \  

Ч е к  е с т ь  в е л и ч и н а  п о с т о я н н а я .

Д л я  в ы ч е р ч и в а н и я  ( п р и б л и ж е н н о г о )  н а ш е й  к р и в о й ,  к р о м е  т о л ь к о - ч т о  

« п и с а н н о г о  с п о с о б а ,  м о ж н о  п о л ь з о в а т ь с я  е щ е  п о с т р о е н и е м  п о  т о ч к а м .

Ч е р т .  4 9 . Черт. 50.

П у с т ь  з а д а н ы  ф о к у с ы  F  и  а  т а к ж е *  о т р е з о к  S ，показывающий т у  

с а м у ю  с у м м у  р а с с т о я н и й ,  к о т о р а я  д о л ж н а  б ы т ь  о д н о й  и  т о й  ж е  д л я  

в с е х  т о ч е к  э л л и п с а  ( о ч е в и д н о ,  н а д о  п о т р е б о в а т ь ,  ч т о б ы  » S 〉 尸/ т а к  

к а к  с у м м а  д в у х  с т о р о н  т р е у г о л ь н и к а  д о л ж н а  б ы т ь  б о л ь ш е  т р е т ь е й ) .  

В с я к и й  р а з ,  к а к  н а м  у д а е т с я  п о с т р о й і ь  т р е у г о л ь н и к  с  основанием 尸尸і  

и  б о к о в ы м и  с т о р о н а м и ,  с о с т а в л я ю щ и м и  в  с у м м е  о т р е з о к  S y一 в е р ш и н а  

э т о г о  т р е у г о л ь н и к а  д а с т  о д н у  и з  т о ч е к  э л л и п с а .  Т а к и е  т г е у г о л ь н и * »  

л е г к о  с т р о и т ь  и  п р и т о м  б е с ч и с л е н н ы м  м н о ж е с т в о м  способов; с т 0 ^

только разбить отрезок 5  произвольным образом на две ч^ к(?вЫми 
о т р е з к е  Ғ Ғ Л к а к  н а  о с н о в а н и и  п о с т р о и т ь  т р е у г о л ь н и к  с  ^  ' т а к о м  

с т о р о н а м и ,  р а в н ы м и  э т и м  ч а с т я м .  П о с т р о е н и е  м о ж н о  ⑴ ”  к о-

п о р я д к е .  С н а ч а л а  с т р о и м  т е  д в е  т о ч к и  В  и  В !  ( ” е р т .  5 0 ) ン• ニ с  э Т о Й  

т о р ы е  н а х о д я т с я  н а  о д и н а к о в о м  р а с с т о я н и и  о т  о б о и х  Ф ° | У

ц е л ы о  о п и с ы в а е м  и з  т о ч е к  尸 и  о к р у ж н о с т и  р а д и у с о м

п е р ь  р а д и у с  о д н о й  и з  э т и х  о к р у ж н о с т е й  н е с к о л ь к о  У м е н Ь ^ о и х  

д и у с  д р у г о й  н а  с т о л ь к о  ж е  у в е л и ч и т ь  ( т а к  ч т о  с у м м а  ^ ^ ц и М  & №  

усов останется попрежнему равной S), то в пересечении

1 )  Название э т о  т о г о  ж е  п р о и с х о ж д е н и я ,  ч т о  и  в  случае п а Р а ^ ч К у  в  

дыдущее подстрочное примечание): если поместить сьетяшуюс び 0 
из фокусов эллиптического зеркала, то изображение ее полу о 
фочусе.
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, в е  т о ч к и  э л л и п с а ,  с н м и с , р п ч н  р а с п о л о ж е к ц г  ,
Ж " П о в т о р я я  этот п р н е . ѵ  і ! . щ к о  р д і >  п о . - , . ,丨こ  т и с - ч т е л , н о  линии  
которые затем остан.тся соединить плавноГ, пご Р>,Д точек  эллипса
I  З а й ч е м с я  т е п е р ь  в ы в о д о м  у р 犯 .丨е н : ш  , Т 01-；に; ニ п  

,о с т ь  в с к р ы т ь  д а л ь н е й ш и е  е е  с в о й с т в а .  В в е з е м  о  д а с т  в о з м о ж ­

е т »  л л я  н е к о т о р ы х  о т р е з к о в ,  с в я з а н н ы х  г  こ  н а з в а н и я  и  о б о -

I麴  половину расстояния м г и у  ф0,осам„  L ^ , U , C 0 M ；

*  — リ э л л и п с а  и  о б о з С а г Г І ^  ； И н е й *

. Ы Ы

2 ) расстояние точки 

вать большой полуосью 

о б о з н а ч а т ь  буквой а:

3) расстояние точки 

обозначать буквой Ь.

с  —  O F  ニ： О г ^  — — ;

В  ( и л и  В  )  о т  ф о к у с а  ( F  и л и  尸] ) б у д е м  н а з ы -  

э л л и п с а  ( с м ы с л  н а з в а н и я  в ы я с н и т с я  д а л ь ш е )  и

а  =  В  F  ~  В  = ~  ;

В  о т  О  б у д е м  н а з ы в а т ь  м а л о й  п о л у о с ь ю  э л л и п с а  

И з  т р е у г о л ь н и к а  O B F  ( ч е р т .  5 0 )  н а х о д и м ：

с < а ;  (34)

(35)，が +  С2.

З а д а н и е м  в е л и ч и н  а  и  с  ф о р м а  и  р а з м е р ы  э л л и п с а ,  к о н е ч н о ,  в п о л н э  

о п р е д е л я ю т с я ;  р а в е н с т в о  ( 3 5 )  о б н а р у ж и в а е т ^  ч г о  в м е с т о  а  \ \  с  д о しг а  

т о ч н о  з н а т ь  a  w  b  и л и  b  w  с .

П р и с т у п а я  к  в ы в о д у  у р а в н е н и я  э л л и п с а ,  м ы  б у д е м  п р е д п о л а г а т ь  д в е  

и з  в е л и ч и н  о ,  Ь 、 с  ( а  з н а ч и т  и  в с е  т р и )  и з в е с т н ы м и ; 叩 и  э т о м  р а с с т о я ­

н и е  トҒ '  м е ж д у  中о к у с а м и  б у д е т  2 с ,  а  с у м м а  р а с с т о я н и й  л ю б о й  т о ч к и  

L  S  \
э л л и п с а  о т  ф о к у с о в  б у д е т  2 а  ( т а к  к а к  а  =  - т г ) -

З а  н а ч а л о  к о о р д и н а т  п р и м е м  с е р е д и н у  О  ( ч е р т .  5 1 ) о т р е з к а  F F '， 
з а к л ю ч е н н о г о  м е ж д у  ф о к у с а м и ;  л у ч  О  F  п р и м е м  з а  п о л о ж и т е л ь н у ю  п о -  

л у о с ь  Л " - о в .  Т о  о б с т о я т е л ь с т в о ,  ч т о  т о ч к а  М  ( ズ, у )  л е ж и т  н а  э л л и п с е ,  

м о ж н о  в ы р а з и т ь  р а в е н с т в о м :  

F M - \ - F 1 M ^ = = 2 a  ( 3 6 )

И м е ^ ' іЯ  т о г о  ч т о б ы  п е р е й т и  к  к о о р д и н а т а м ,  д о с т а т о ч н о  з а м е т и т ь ,  ч т о  F  

т а к  ч т о в  н а ш е й  с и с т е м е  к о о р д и н а т ы  ( с у 0 ) ,  a  尸】一 к о о р д и н а т ы  (— ら 0 ) ,

F M = V ( X ^ り2十 デ ， 尸 パ - ! / ( ズ十り 2 + ダ .  

и п с l " ' 0 U K a  9 ™ х  в ы р а ж е н и й  в  р а в е н с т в о  ( 3 6 )  и  д а е т  у р а в н е н и е

^ ^  一 с)* - f-у 1 +  і/ * ( х  +  с)2 + タ2 =  2а. (37)

”  С л  j

ь .Идет Об •о=пІІеКтрИцнтет<І означает .отклонение от центра*. В данном случае 
"ajIbiiio, Явля' Нении Фокуса от середины О отрезка Ғ Ғ І} которая, как уви- 

Ся литром симметрии эллипса.
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Ӏ -СОГО
O c Q 0 (5 0

Г Т о с т а р а е м с й  у п р о с т и т ь  э т о  у р а в н е н и е  и  п р е ж д е  

е г о  о т  р з д и ^ ч л о в ;  у е д и н я е м  о д и н  и з  р а д и к а л о в :

ズ卞 О2 十タ2 =  2д—■ l/̂ fx +  с)2~ІруГ
в о з в о д и м  о б е  ч а с т и  р а в е н с т в а  в  к в а д р а т ,  с н о в а  у е д и н я е м  о с т  

д и к а л  и  п о с л е  л е г к и х  п р е о б р а з о в а н и й  ( з  р а ц и о н а л ь н о й  Час̂ авшийся р а ,  

р а с к р ы в а е м  с к о б к и ,  д е л а е м  п р и в е д е н и е  п о д о б н ы х  ч л р н л п  И  У р а в н е н и вр а с к р ы в а е м  

щ а е м  н а  4 )

- - '  » ------- — 1

с к о б к и ,  д е л а е м  п р и в е д е н и е  п о д о б н ы х  ч л е н о в  

н а х о д и м :

а ]л(\ с)і +  タ2 — а2 сх.

^  ^ Н Н я

З атем  с о к р а!

Ч т о б ы  д о в е с т и  д о  к о н ц а  о с в о б о ж д е н и е  о т  р а д и к а л о в ,  в о з в о д и м  о б е  

ч а с т и  в  к в а д р а т ;  з а т е м  п е р е н о с и м  п е р е м е н н ы е  ч л е н ы  в о д н у  сторону, 

п о с т о я н н ы е  —  в другую :

a2 (x2 +  2сх +  с2 +  タ2) •= +  2а2 сх +  
x 2  ( а 2  —  с  )  - | -  а 2 у 2  =  а 2  ( а 2  一  с 2 ) .

с и л у  ( 3 5 )  а 2  一  с 2  —  Ь 2 у с л е д о в а т е л ь н о  у р а в н е н и ю  можно П Р ЙН о  в  

д а т ь  в и д

и л и ,  ч т о

Ь 2 х 2  +  а 2у 2 =  а 2 Ь 2， 

у д о б н е е  д л я  з а п о м и н а н и я  ( д е л и м  о б е  ч а с т и  р а в е н с т в а
н а  a 明

Л '2
3

タ2 
い

П о с м о т р и м  т е п е р ь ,  к а к и е  в ы в о д ы  о т н о с и т е л ь н о  э л л и п с  

л а т ь ,  и с х о д я  и з  е г о  у р а в н е н и я  ( 3 8 ) .

можно

(38)

сде-

О  Т о  о б с т о я т е л ь с т в о ,  ч т о  д л я  о с в о б о ж л е н и я  о т  р а д и к а л о в  ゾ丨ご一 —яВ,1йСТ 

д в а ж д ы  в о з в о д и  г ь  у  а  в н е  н и е  в  к в а д р а т ,  д о л ж н о  в с е л и т ь  в  н а с  ^ п и и о м Ѵ  ( 3 7 ) .дважды возводить у а вне ние в квадпа г, должно в с е л и  ю о •…フ л ь н 0 м у  W ハ т е х , 

ся ли окончательное уравнение (38) равносильным первонлЧ ^ ў  сверх . 
ие у д о н л е т в о р я  тся ли уравнение (:ミ8) как ми-нибудь знпчені ями  ̂ в «явно ^  
к о т о р ы е  у д о в л е т в о р и л и  у р а в н е н и ю  ( 3 7 ) .  Д л я  т о г о  ч т о б ы  у б е д ミ с С у  

ности уравнений (37) и (38), нужны некоторые д о п о л н и т е л ь н ы  F 
т о р ы х  м ы ,  о д н а к о ,  п р и в о д и т ь  н е  б у д е м .
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может быть б о л ь ш е  1, т ,

х 2^ ： а 2 , у 2 ^

Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  л ю б о й  т о ч к и  э л л и п с а  х  п о  а б с о л ю т н о й  ғ е л и -  

ч и н .л  н е  п р е в о с х о д и т  û ,  a  少 п о  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  н е  п р е в о с х о д и т  / ? ,  

ч т )  м о ж н о  з а п и с а т ь  н е р а в е н с т в а м и :

丨ズ丨丨少丨くみ
и л ч

— а ^ х ^ а ,  — b ^ y ^ b .

М ы  у ж е  в и д е л и ,  ч т о  к р а й й и е  и з  д о п у с т и м ы х  д л я  х и у  з н а ч е н и й  д о -  

с т ! ! і а ю т с я  в  в е р ш и н а х  э л л и п с а ;  п о э т о м у  в с я  к р и в а я  з а к л ю ч е н а  в н у ­

т р и  п р я м о у г о л ь н и к а  ( м о ж н о  с к а з а т ь  т а к ж е  —  в п и с а н а  в  п р я м о у г о л ь н и к ) ,  

ю й  С Т 0Р 0 Н Ы  к о т о Р о г о  п р о х о д я  г  ч е р е з  в е р ш и н ы  А  и  A f  п а р а л л е л ь н о  м а -  

•б о л ь ^ о '， а ДВ^  д Р У г и е  с т ° р о н ы  —  ч е р е з  в е р ш и н ы  В  и В '  п а р а л л е л ь н о

К о  .^3 т о г о ， ч т о  к о о р д и н а т ы  х  и  у  в х о д я т  в  у р а в н е н и е  э л л и п с а  т о л ь -

- к в а д р а т а х ,  м о ж н о  с д е л а т ь  с л е д у ю щ и й  в ы в о д .  Е с л и  у р а в н е н и е  вида 
( 3 8 )  у д о в л е т в о р я е т с я ， н а п р и м е р ,  п р и  2 , タ= 3  ( ч т о  в о ^  л 一 
н е к о т о р ы х  з н а ч е н и я х  а  и  Ь у с к а ж е м ,  п р и  а  = 4  и  =  2  } /  3 ) ,  т о  о н о  о く 
« f УДовлет. оряться также п р и :1 )ズ=  ー 2 , タ= 3，2) х = 2 ,  [

) ズ， ~ ~ ~ 2 ， у  = 一  з .  Г е о м е т р и ч е с к и  э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  е с л и  элли1ニ ’

у р а в н е н и е м  ( 3 8 ) ,  п р о х о д и т  ч е р е з  т о ч к у  Р  ( 2 ,  3 ) ,  т о  о н  У Д  

e t  таіске чеРез т о ч к и :1 ) Р ' (— 2, 3), симметричную с Р  отно 

ОХ 0 Ү ' 2) Р '- (2 ,- 3 )„  сиымотричную с  Р  относительно оси

e t t *  n  (一  2 , —  3 ) ,  с и м м е т р и ч н у ю  с  Р  о т н о с и т е л ь н о  н а ч а л а  Р  

« Г а т о ч н о  п о в т о р и т ь  э т о  р а с с у ж д е н и е  в  о б щ е м  в и д е  (  

о с и  с „ , у к Е а м и )  л л я  т о г о ,  ч т о б ы  п р и г т и  К  в ы в о д а м ： э л л и п с  и м е е т  д в  

М ^ Т Р И И  ( б о л ь ш а я  и  м а л а я  о с и )  и  ц е н т р  с и м м е т р и и  ( т  )

. , ' С п р о с и м  с е б я ,  в  к л г - і . х  т о ■賺  п , р о с с - ：л е т с л  э л г , п с  г  п г  

, я ：а І . Д л я  丁о г о  ' І Т О О ' , ,  н а  ；п і  г о ч к п  п е р с с е ч с ! ；；-；,  с о а  , п  г  К 0 .

そ„Ѵ П二 ザ Л : 1 Л ^ аи -разом；
%  0 - е  с т о р о н ы  о г  н а ч а л а  О .  О т р е з о к  А А '  н а з ы в а е т с я  б о і \  Л е ^ а щ и х  

ン „ г к г к  т е п е р ь  п о н я т н о ,  п о ч е м у  в е л и ч и н у  а  м ы  н а з ы в а л и  б о Т  ^ Ь Ю  

；\ с ы о * .  И з  т о г о  ж е  у р а в н е н и я  ( 3 S )  м о ж н о  н а й т и  т о ч к и  п  П ° '  

i - w n e a  с  о с ь ю  О  К :  п о л а г а я  х = 0 ,  п о л у ч а е м  ѵ - =  4 -  /； р е с е ч е н и я

ч{；ие происходи т в т о ч к а х  В ( 0 , Ь )  и  В>(0, — Ь、 (э го  ^ ж е з н а л и Т ' 6'

s )  j 。ニ  i J n c f ： ß  н а з ы Б а ю т с я  - 細 _ — л ә т -

2 . У ж е  п р е д в а р и т е л ь н о е  з н а к о м с т в о  с  э л л и п с о м  С о ч  

с г г и и е  о б  э т о й  к р и в о й  как о  л е ж а щ е й  в  о г р а _ Р „ „ ! ^  У  н а с  叩 咖  
кэс卩 i n  п р о т и в о п о л о ж н о с т ь ,  н а п р и м е р ,  п а р а б о л е  ч а с т и  п л о с -

б , « , ^ ч н о с т ь ) .  А н а л и з о м  у р а в н е н и я  ( 3 8 )  э т о  叩е д с Т’ а в = = П  У Х 0 Д И Т  в  

е1СЯ； Т а К  И К  Д В е  卿 ™ -  ( т о ч н е е - „ е  о г р и ц а т е л ^ Ц Т -；

и  も  в  с у м м е  л а ю т  е д и н и ц у ,  с л е д о в а г е л ь . о  к а ж д а я  „ з  э т и х  д р о б е Я  ；；
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п е р е с е ч е н и я ) .  Ч т о  э л л и п с ,  в ы р а ж а е м ы й  у р а в н е н и е м  ( 3 8 、 
р а с п о л о ж е н  к а к  о т н о с и т е л ь н о  о с и  Л Г - о в ,  т а к  и  о т н о с и т ぶ  С И м м е т Р и ч И г 

в и д н о  е щ е  и з  с л е д у ю щ и х  с о о б р а ж е н и й .  Е с л и  р е ш и т ь  ^ Н °  ° С и  ^ * о в  

о д и н  р а з  о т н о с и т е л ь н о  у ,  д р у г о й  р а з  —  о т н о с и т е л ь н о  у Р а в н е ц И е  (38： 
Ь  г ------------  л  ,  0 П о л У ч и т с я .

タ= ± 孑 / “ 2 — ズ2 ; =

П е р в а я  и з  э т и х  ф о р м у л  г о в о р и т  о  т о м ,  ч т о  к а ж д о м у  з н а ч е н и ю 』  
x  ( р а з у м е е т с я ,  п р и  у с л о в и и  | л г | < а )  с о о т в е т с т в у ю т  д в а  р а в 丨， С Ц И с с ы  

( о л о ж н ы х  з н а ч е н и я  о р д и н а т ы  у .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  в с я к а я  в е  

п п а р а л л е л ь н а я  о с и  О  К )  п р я м а я ,  п е р е с е к а ю щ а я  э л л и п с ,  в с т р е ч  ™ K a ；îb H a s ï 

д в у х  т о ч к а х ,  с и м м е т р и ч н о  р а с п о л о ж е н н ы х  о т н о с и т е л ь н о  о с и а о л ^ Г °  в 

в е р ш е н н о  т а к  ж е  в т о р а я  ф о р м у л а  у б е д и т  н а с  в  т о м ,  ч т о  э л л и п с  

р и ч е н  о т н о с и т е л ь н о  о с и  К - о в .  П о э т о м у  д о с т а т о ч н о  п о с т р о и т ь  ч а с т ^ М М е т " 

в о й ,  л е ж а щ е й  в  I  ч е т в е р т и ,  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  п р о с т ы м и  п е р е г и б а м и ? Н '  

ч е р т е ж а  п о  о с я м  с и м м е т р и и  п о л у ч и і ь  о с т а л ь н ы е  ч а с т и .

З а д а ч а .

117. Написать уравнение эллипса, зная, что 1 )большая ось его равна Р 
малая ось равна 7； 2) большая ось равна 5, расстояние между фокусами равно V
3) малая ось равна 8, расстояние меж”у 中окусами равно 20. Оси координат 
взять, как нз чертей、е 51.

118. Найти уравнение эллипса, у которого фокусами служат точки (0, 3) и 
(0，—— 3)，а сумма расстояний любой точки кривой от фокусов равна 14.

119. Составить уравнение эллипса, у которого фокусы находятся в точках 
(2, 3), (8, 3). а большая ось р а в ч і16. Решить задачу двумя способами:1 )беря на 
эллипсе произвольную точку М  (х,у) и рассуждая іак же. как при выводе урав­
нения (38); 2) преобразованием координат (перенос кача.іа).

1 2 0 .  Д л я  э л л и п с а  п р е д ы д у щ е й  з а д а ч и  н а й т и  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  с  о с я м и  к о ­

о р д и н а т .  С д е л а т ь  ч е р т е ж  и  с в е р и т ь  с  н и м  р е з у л ь т а т ы  в ы ч и с л е н и я .

Черт 52.

§  2 3 .  Э л л и п т и ч е с к и й  циркуль. З а д а ч а .  П р я м а я ,  н а  _ г о р _ ^  ч П і 0

н е н ы  т р и  о п р е д е л е н н ы е  т о ч к и  P , Q , R  ( ч е р т .  5 2 ) ,  д в и ж е т с я  ノ らズ, а  

т о н к а  Р  в е г  в р е м я  п е р е м е щ а е т с я  п о  н е п о д в и ж н о й  п Р ^ і 0  ю  у і а н ^ 1 0  

т о ч к а  R  —  п о  н е п о д в и ж н о й  п р я м о й  О  Қ  п р и ч е м  О Х ^ _ О У -  

о п и с ы в а е т  п р и  э т о м  т о ч к а  Q ,  е с л и  и з в е с т н о ,  ч т о  а，於
Р е ш е н и е .  П р и м е м  п р я м ы е  О Х ,  O Y  з а  о с и  к о о Р д и н а Т п о Л Ь з у еМ С Я  

ч и м  ч е р е з  х , у  к о о р д и н а т ы  т о ч к и  Q ,  В  д а л ь н е й ш е м  м ы  В 0 < ^ Н Ь ІХ  з а Д аЦ * 

п р и е м о м ,  к о т о р ы й  ч а с т о  б ы в а е т  п о л е з е н  п р и  р е ш е н и и  п0Д0 
в м е с т о  того чтобы и с к а т ь  н е п о с р е д с т в е н н у ю  зависимость 

м п  к о о р д и н а т а м и  х  н  у ,  в в е д е м  е н а ч а л а  с с п о м о д (і т е л ь і -і О і



醫  ы р а з Ш Ь  ч е р е з  н е г о  о б е  к о о р д и н а т ы  л : ,  у ;  з а і с . ^ і  оста- 
п о с т а р 2е М С Я  ブ ニ  ДВуХ уравнений э т о  в с п о м о г а т е л ь н о е  п е р е м е н н о е .  

І|е Т с я  и с к л ю  ^  б н о  в з я т ь  з а  в с п о м о г а т е л ь н о е  п е р е м е н н о е  у г о л  O P R \  

с наше'1 СЛУЧ.  2ЧИМ ч е р е з  た Действительно， о п у с т и в  перпендикул叩 ы 
к о т о р ы й  мы ^ с и  к о о р Д и н а т  и  з а м е ч а я ,  ч т о  M Q R  =  О  P R  =  t ,  м ы  

Q N ， ^ лНь ：і И К 0 В  P N Q  и Q M R  л е г к о  н а й д е м :

Д： =  ß cos t; y  =  ö sin t. (39)

Ж е л а я  и с к л ю ч и т ь  о т с ю д а  t ,  н а п и ш е м  

c o s t
X

а s[nt= î

с п о і ь з у е м с я  с о о т н о ш е н и е м  s i n 2 1  +  с о з 2і = \ ,  о т к у д а  с р а з у  п о л у -  

ч а е Т у р а в н е н и е  и с к о м о й  л и н и и :

' ぶ2 ! ど 一 i

^2 » 一

^ r ïe n b  MO•ボем ответи ть  на в о п р о с  задатш  [ср . у р а в н е н и е  (3 8 ) ] :  т о ч к а  
q  о п и с ы в а е т  э л л и п с  с  п о . т у с こя м и  а  и  Ь ,

П р и м е ч а н и е  1 . М ы  в е л и  р а с с у ж д е н и е  в  п р е д п о л о ж е н и и ,  ч ю  т о ч к а  

q  л е ж и т  м  е ж д у  Я  и  / ? .  У ч а щ и й с я  б е з  т р у д а  п р о в е р и т ,  ч т о  п о л у ч е н -  

н ы й  р е з у л ь т а т  о с т а н е т с я  в  с и л е  и  т о г д а ,  к о г д а  т р ч к а  Q  л е ж и т  н а  п р о ­

д о л ж е н и и  о т р е з к а  P R  в  т у  и л и  д р у г у ю  с т о р о н у .

П р и м е ч а н и е  2 .  П о с л е  т о г о  к а к  п о л у ч е н ы  в ы р а ж е н и я  т е к у щ и х  

к о о р д и н а т  x  и  у  ч е р е з  в с п о м о г а т е л ь н о е  п е р е м е н н о е  ( у  н а с  t ) y  н е  в с е г д а  

у д а е т с я  и с к л ю ч и т ь  э т о  п е р е м е н н о е .  Н о  д а ж е  в  т е х  с л у ч а я х ,  к о г д а  т а к о е  

и с к л ю ч е н и е  в о з м о ж н о ,  н е р е д к о  о т к а з ы в а ю т с я  о т  н е г о  и  с ч и т а ю т ,  ч т о  

л и н и я  у ж е  о п р е д е л е н а  д в у м я  п о л у ч е н н ы м и  ф о р м у л а м и .  Д е л о  в  т о м ,  ч т о  

д в а  у р а в н е н и я  т и п а  ( 3 9 )  о б ы ч н о  h s  х у ж е  ( а  и н о г д а  л у ч ш е )  п р и с п о с о б -  

л е н ы  д л я  и з у ч е н и я  л и н и и ,  ч е м  о д н о  у р а в н е н и е ,  с в я з ы в а ю щ е е  х  с  у .  

| а к » н а п р и м е р ,  в  н а ш е м  с л у ч а е ,  и с х о д я  и з  у р а в н е н и й  ( 3 9 ) ,  л е г к о :  

) н а й т и  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  э л л и п с а  с  о с я м и  к о о р д и н а т ;  2 )  у с т а н о в и т ь  

п р е д е л ы ,  в  к о т о р ы х  м о г у т  и з м е н я т ь с я  к о о р д и н а т ы  т о ч к и ,  о п и с ы в а ю щ е й  

^ і л и п с ;  3 )  в с к р ы т ь  с в о й с т в а  с и м м е т р и и  э л л и п с а ;  4 )  с т р о и т ь  э л л и п с  п о  

^ о ч л а м  - - о д н и м  с л о в о м ,  п о л у ч а т ь  в с е  т о ,  ч т о  н а м  д а в а л о  у р а в н е н и е  ( 3 8 ) .  

С1 ^ ПСтТ І і 0 ""т и > 『 с т р о е н и е  э л л и п с а  п о  т о ч к а м  м о ж е т  б ы т ь  о с у щ е с т в л е н о  

п о ч и ご 111Н М  ° ^ Р а з о м - Д а е м  п е р е м е н н о м у  t  п р о и з в о л ь н ы е  з н а ч е н и я  ( п р е д -  

ч а е  H a  ^ а к п е » д л я  к о т о р ы х  л е г к о  о п р е д е л я ю т с я  с и н у с  и  к о с и н у с ;  в  с л у -  

р а з  В Ы п  г Ю С Т ! І  п р и б е г а е м  к  т р и г о н о м е т р и ч е с к и м  т а б л и ц а м )  и  к а ж д ы й  

З н а е т е ; ) 1てで: М  П °  Ф ° Р м У л а м  ( 3 9 )  с о о т в е т с т в у ю щ и е  з н а ч е н и я  х  и  у .  П о -

к

т

я

2
2 п

а У з  

------— _ _

1 г  —  

~ І а Ѵ 2 0 — а 0 а

О

1 ^  「一 
Y ^ V 2 b 0 0
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Отсюда получаем ряд точек эллипса: (fl, 0)， |-1. b
Р е ш е н н а я  т о л ь к о  ч т о  з а д а ч а  о б ъ я с н и т  н а м  у с т р о й с т в о  п р и б о  

т и н е с к и і і  ц и р к у л ь у э л л и п с о г р а ф ) ,  к о т о р ы м  п о л ь з у ю т с я  

в ы ч е р ч и в а н и я  э л л и п с о в .  В  к р е с т о в и н е  ( ч е р т .  5 3 )  с д е л а н ы  

п е р п е н д и к у л я р н ы х  п р о р е з а ,  п о  к о т о р ы м  х о д я т  п о л з у н к и  р  

с л е д н и м  ш а р н и р а м и  п р и к р е п л е н а  л и н е й к а  ( о б ы ч н о  —— с  

Q с  з а ж и м н ы м  в и н т о м  и  в с т а в к о й  д л я

: ^
Д в а  В з а тз а и м ң  

К  п о -

^ И д е л е н и я м и ) .  М у ф Т а

і к а р а н д а ш а  м о ж е т  б ы т ь  з а к р е п л е н а  

в  л ю б э й  т о ч к е  л и н е й к и .  Е с л і  

з а к р е п и т ь  м у ф т у  т а к ,  ч т о б ы  

R Q  —  a  и  Q P = b ,  а  з а т е м  п р И .  

в е с т и  л и н е й к у  в  д в и ж е н и е ,  т о  

丨 к а р а н д а ш  Q  б у д е т  в ы ч е р ч и в а т ь  

э л л и п с  с  п о л у о с я м и  а  и  ь  

I ( ч е р т .  5 2 )； м у ф т а  м о ж е т  б ы т ь  

i п о м е щ е н а  в н у т р и  о т р е з к а  P R  и л и  

i ж е  н а  е г о  п р о д о л ж е н и и  ( с м .  в ы ш е

п р и м е ч а н и е  1) .

§ 24. Гипербола. Так на-
з ы в а е т с я  г е о м е т р и ч е с к о е  м е с т о  

т о ч е к ,  д л я  к о т о р ы х  р а з н о с т ь  

р а с с т о я н и й  о т  д в у х  д а н н ы х  т о -  

ч е к  ( „ ф о к у с о в и)  е с т ь  в е л и ч и н а  

п о с т о я н н а я .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  

к о г д а  т о ч к а  д в и ж е т с я  п о  г и п е р ­

б о л е ,  т о  р а с с т о я н и я  е е  о т  д в ) х  

н е п о д в и ж н ы х  ф о к у с о в  л и б о  о д н о ­

в р е м е н н о  у в е л и ч и в а ю т с я ,  л и б о  о д н о в р е м е н н о  у м е н ь ш а ю т с я ,  н о  в с я к и й  р а з  

н а  о д и н а к ѵ  в у ю  в е л и ч и н у ,  т а к  ч т о  р а з н о с т ь  м е ж д у  э т и м и  р а с с т о я н и я м и  

н е  м е н я е т с я .

С р а з у  б р о с а е т с я  в  г л а з а  с л о в е с н о е  с х о д с т в о  м е ж д у  о п р е д е л е н и я м и  

э л л и п с а  и  г и п е р б о л ы ;  в с я  р а з н и ц а  с в о д и т с я  к  т о м у ,  ч т о  с л о в о  ” с у м м а “ , 

у ч а с т в у ю щ е е  в  о п р е д е л е н и и  э л л и п с а ,  з а м е н е н о  т е п е р ь  с л о в о м  „ р а з н о с т ь  .  

В  э т о м  и с т о ч н и к  м н о г о ч и с л е н н ы х  а н а л о г и й  м е ж д у  с в о й с т в а м и  э л ^  

и ги п е р б о л ы , 一 а н а л о ги й , с ко т о р ы м и  мы встретимся у ж е  в ли土 1онЫ, 
б у д у щ е м ,  н а ч и н а я  с  в ы в о д а  у р а в н е н и я  г и п е р б о л ы .  С  д р у г ^  с  ) _ ぶ 
с у щ е с т в у ю т  и  з н а ч и т е л ь н ы е  р а з л и ч и я ,  и  п р е ж д е  в с е г о  —  в  Ф 0 ? - ' п е р ^ о Л а  

л и н и й :  э л л и п с  е с т ь  к р и в а я  о г р а н и ч е н н а я ,  в  т о  в р е м я  к а к  们  с д е Д у .  

у х о д и т  в  б е с к о н е ч н о с т ь .  Ч т о  э т о  и м е н н о  т а к ,  н е т р у д н о  п о н я т ь  о с т а е Т с я  

ю щ и х  п р е д в а р и т е л ь н ы х  с о о б р а ж е н и й :  е с л и  с у м м а  д в у х  р а с с т о я  л ^ г р а н и ч е н- 

п о с т о я н н о й ,  т о  н и  о д н о  и з  с л а г а е м ы х  н е  м о ж е т  в о з р а с т а т ь  ^ ^ о Л Ь  у Г о д н о  

н о ;  м е ж д у  т е м  р а з н о с т ь  м о ж е т  о с т а в а т ь с я  п о с т о я н н о й  п р и  ^  и  т> д . ) .  

б о л ь ш и х  у м е н ь ш а е м о м  и  в ы ч и т а е м о м  ( п р и м е р :  5 — 4 ,  Ь 一 с л е д у 10*  

П р и с т у п а я  к  с о с т а в л е н и ю  у р а в н е н и я  для ги п е рб о л ы , П Р  и з  т о ч び 
щ и е  о б о з н а ч е н и я :  е с л и  F  и  Ғ г —  ф о к у с ы ,  М 一 к а к а я - н и  У  

г и п е р б о л ы  ( ч е р т .  5 4 ) ,  т о  п о л о ж и м :

：2с ;  \ Ғ , М - Ғ М \ ^ ) 一 一尸尸1:

” Знак абсолютной величины здесь необходим, так как 
Ғ {М р-ҒМ  (изображенный на чертеже 54) и Ғ {М<^ҒМ.
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о а о б р а н ы  т а к ,  ч т о б ы  п о д ч е р к н у т ь  а н а л о г и ю  с  э л л и п с о м ' » .  

/ о б о з н а ч е ：1 И Я / п о л у р а з и о с т ь  р а с с т о я н и й )  и  с  ( п о л о в и н а  р а с с т о я н и я  м е ж д у

ц е . і и ч я и Ы  ^  1д е м  ч и т а т ь  д а н н ы м »  R r n n 而 咖  ハハ… —

<foKyCJM! всегда б о л ь ш е  р а з н о с т и  

г , л ь н и і р  в с е , д  一

д а н н ы м и .  В с п о м и н а я ,  ч т о  о д н а  с т о р о н а  т р е у -  

д в у х  д р у г и х ,  м ы  д о л ж н ы  с  с а м о г о  н а ­

чала пр1
е д п о л о ж и т ь ,  ч т о  -

a  くс .
(40)

Ғсли точка О - с е р е ^ и и а  от- 

р р  т о  в  с и с т е м е  к о о р д и -  

Р ! Г  показанной н а  ч е р т е ж е  5 4 ,  

" , т ；. „  / г  p  и  Л І  б у д у т  и м е т ь

с о о т в е т с т в е н н о  к о о р д и н а т ы  ( с ,  0 ) ,

, с  о )  и  ( х ；у ) .  П о э т о м у ,  с о в е р ­

ш е н но  т а к  же, как в  с л у ч а е  э л -  

липса, имеем:

Z
イ

/

/

Й О . У ； 

\  .■「 л

F ,  0
F

Ғ М  =  | / ( л г  一  с ) 2  + 少2 ;

Ч е р т .  5 4 .

=  у (ズ 十 с バ十 . y .

О с н о в н о е  с в о й с т в о  г и п е р б о л ы  в ы р а з и т с я  р а в е н с т в о м  :

1 / ( л г + С)2 十7  — 作 — 科ダ丨  _  2 а ,

и л и

j / ( a :  + り2 十タ2 —  У  ( x  一  e ) 2 + タ2 =  土  2д .

Э т о  и  е с т ь  и с к о м о е  у р а в н е н и е ,  к о т о р о е  м ы  т о л ь к о  п о с т а р а е м с я  у п р о ­

с т и т ь  ( о с в о б о д и т ь  о т  р а д и к а л о в ) .  В ы к л а д к а  б у д е т  п р о т е к а т ь  п о ч т и  т а к  

ж е ,  к а к  д л я  э л л и п с а  ( у р а в н е н и е  3 7 ) ,  и  п о э т о м у  м ы  п р е д о с т а в и м  е е  у ч а -  

щ е м у с я .  П о с л е  о с в о б о ж д е н и я  о т  р а д и к а л о в  п о л у ч и м  :

х 2 ( с 2  一  а 2 )  —  а 2 у 2  =  а 2  ( с 2  一  а 2 ) .

П о в т о р я ю щ а я с я  з д е с ь  д в а ж д ы  р а з н о с т ь  с 2 — • а 2  е с т ь  в е л и ч и н а  п о л о -  

. и т е л ь н а я  [ с м .  н е р а в е н с т в о  ( 4 0 ) ] ,  к о т о р у ю  м ы  м о ж е м  с ч и т а т ь  и з в е с т н о й ,  

a  т а к  к а к  а  и  с  д а н ы .  Д л я  т о г о  ч т о б ы

— * 、 п р о д о л ж и т ь  а н а л о г и ю  с  у р а в н е н и е м

э л л и п с а ,  о б о з н а ч и м  э т у  р а з н о с т ь  н е  

п р о с т о  о д н о й  б у к в о й ,  а  п о л о ж и м ：

с2 - • Ь 2 ;

д р у г и м и  с л о в а м и ,  о б о з н а ч и м  j / c 2 —  а 2  

ч е р е з  Ь .  В е л и ч и н а  b  б у д е т  п р и  э т о м  

д е й с т в и т е л ь н а я  ( а  н е  м н и м а я ,  к а к  

п о л у ч и л о с ь  б ы ,  е с л и  б ы  м ы  и м е л и  

с<^а). У д о б с т в о  т а к о г о  о б о з н а ч е -  

е с л и  а  и  - ， н и я  з а к л ю ч а е т с я  е щ е  в  с л е д у ю -

ぐ1。 о т р е з о  т З а д а н ы  к а к  о т р е з к и  ( г р а 中и ч е с к и ) ,  т о  м ы  м о ж е м  п о с т р о -  

ニ Й  т Р е У г о л ь н и ч *  Р З В Н Ы Й  ゾ с 2 —  û 2； д о с т а т о ч н о  п о с т р о и т ь  п р я м о у г о л ь -  

с К а т  т о м  а  и г и п о т е н у з о й  с 、как п о к а з а н о  н а  чер-

*Д е м

^ г п ь
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Теперь уразнсшіе гиперболы принимает вид:

и л и  [ с р .  у р а з н е н н е  ( 3 8 ) ]

И м е я

ô 2 x 2 —  а Р у ^ — о Р - Ь 1

Х 2
У 2  ,

а '2 が 一 1 .

(41)

у я с н и т ь  с 』
МНОГОМ ”ー  е° е

у р а в н е н и е  г и п е р б о л ы ,  м ы  п о л у ч а е м  в о з м о ж н о с т ь  

в и д  э т о й  л и н и и .  Б л и ж а й ш и е  р а с с у ж д е н и я  б у л у т  в о  м н о  

и с с л е д о в а н и е  ф о р м ы  э л л и п с а  п о  е г о  у р а в н е н и ю  ( 3 8 ) .  П о э  М  н а п о м и н а т ь  

р ы х  м е с т а х  м ы  н е  б у д е м  п о в т о р я т ь с я ,  о т с ы л г я  з а  п о д р о б н о - ^  В  Н е к о т ° -

1. В  к а к и х  т о ч к а х  п е р е п е к а е т с я  г и п е р б о л а  с  о с я м и  К о ^ М И  к  §  22. 

л а г а я  в  у р а в н е н и и  ( 4 1 ) タ = 0 ,  н а й д е м  ズ = 士  а .  О т с ю д а  І 1 0 '

г и п е р б о л а  п е р е с е к а е т с я  с  о с ы о  А - о в  ( ч е р т .  5 6 )  в  д в у х  т о ч к а х  4
и  А ' г  代ハ、 ' ’ л

что
' /  » - •  0) 

( — а . 0 )  ( н а з ы в а е м ы х

„ в е р ш и н а м и  г и п е р б о л ы " )  

Е с л и  ж е  п о д с т а в и м  в  у р а в *  

н е н и е  ( 4 1 )  ^  =  0 , т о  п о -  

л у ч и м  д л я  о п р е д е л е н и я

У  у р а в н е н и е :

タ2 —  t 
—  »

к о т о р о е  н е  у д о в л е т в о ­

р я е т с я  н и к а к и м и  д е й с т в и ­

т е л ь н ы м и  з н а ч е н и я м и  у  

( к о р н и  э т о г о  у р а в н е н и я  

м н и м ы е :  у  =  - \ - Ь ] /  —— 1) .  

Г е о м е т р и ч е с к и  э т о  о з н а ­

ч а е т ,  ч т о  с  о с ь ю  O Y  

Черт. 5 6 .  г и п е р б о л а  в о в с е  н е  в с т р е ­

ч а е т с я .

2 .  В  к а к и х  п р е д е л а х  м о г у т  и з м е н я т ь с я  к о о р д и н а т ы  х и у ,  к о г д а  т о ч ­

к а  ( Х у Ѵ )  д в и ж е т с я  п о  г и п е р б о л е ?  Р е ш а я  у р а в н е н и е  ( 4 1 )  о т н о с и т е л ь н о  х ,  

н а х о д и м ：

X  = =  d r f  J /  6 2  十  7  . .、. 謹 棚

О т с ю д а  в и д и м ,  ч т о  к о о р д и н а т а  у  м о ж е т  п р и н и м а т ь  к а к и е  у г о д н о  ° н а Ч ^

н и я ,  т .  е .  м о ж е т  и з м е н я т ь с я  о т  一  о о  д о  - f -  о о ,  п р и ч е м  д л я  х  

б у д е т  п о л у ч а т ь с я  м н и м ы х  з н а ч е н и й 。 В  противоположность э т о м у  

м у л а

•V =  ±  7  ] / "ズ2 -

ф о р -

(43)

і о Ж б Т  д а в а т ь

к о т о р у ю  п о л у ч и м ,  р е ш а я  у р а в н е н и е  ( 4 1 )  о т н о с и т е л ь н о  у ,  с я К Н й р а з ,  

д л я  у  и  м н и м ы е  з н а ч е н и я .  И м е н н о ,  э т о  б у д е т  п р о и с х о д и т ь  с Л 0В а м и ,  

к а к  x  и о  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  б у д е т  м е н ь ш е ,  ч е м  a .  Д Р У ГЙ1 к 0т о р ы Х  

н а  г и п е р б о л е  н е  м о ж е т  б ы т ь  д е й с т в и т е л ь н ы х  т о ч е к ,  а б с ц и с  Д л П Я  g e  

з а к л ю ч а л и с ь  б ы  м е ж д у  — а  и  +  а .  Э т о  о з н а ч а е т ЧТО г и п е р б 0 ニ e e ï
з а к л ю ч а л и с ь  о ы  м е ж д у  — а  и  - р  а .  с / ю  у  ц е

т о л ь к о  н е  п е р е с е к а е т с я  ( к а к  м ы  у ж е  в и д е л и )  с  о с ь ю  О г у
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л о й  ( в е р т и к а л ь н о й )  п о л о с е ,  к о т о р а я  п о л у ч и т с я ,  е с л и  

с е  т о ч е К  в  ^ е 'и  А г п р о в е д е м  п а р а л л е л и  к  о с и  О У  З а т о  с п р а в а  и  е л е -  

в° в е 3  Б е р 山и н Ы  , с ы  г и п е р б о л а  и м е е т  н а  к а ж д о й  в е р т и к а л и  п о  д з е  т о ч к и ,  

4f 0T этой поло формульІ (43). При этом, если |лг卜  о о ，то и |タ| —о о , 

6 а К  э т о  в И Д Н ° ж е Т  у д а л я т ь с я  п о  г и п е р б о л е  т а к ,  ч т о  е е  р а с с т о я н и я  о т  

е .  т о ， 』 у  н е о г р а н и ч е н н о  в о з р а с т а ю т .

ニе Й  О Х  и  で к а К  и  в  с л у ч а е  э л л и п с а ,  м ы  и з  т о г о  о б с т о я т е л ь с т в а ,  ч т о  

_ 3 .  Т а К  Ш  со д е р ж и т  х и у  т о л ь к о  в к в а д р а т а х ,  с д е л а е м  с л е д у ю -  

уравненпе ( . ；гИ[；е бола симметрично расположена относительно 1 ) оси 

ふ е  в Ы В 0Д Ы п .-я м 0й ， с о е д и н я ю щ е й  ф о к у с ы  [ к  т о м у  ж е  з а к л ю ч е н и ю  п р и -  

; ；- о в ,  т .  е - а  ( 43 )，і ; 2 )  о с и  К - о в ,  т . е .  п е р п е н д и к у л я р а ,  п р о в е д е н н о г о  к  

б о д и т  Ф ° Р ^ з  лч е  е р 0 с е р е д и н у  [ с м .  т а к ж е  у р а в н е н и е  ( 4 2 ) ] ;  3 )  н а ч а л а  

о т р е з к у  ン わ К  е .  с е р е д и н ы  о і р е з к а  尸尸】. П о э т о м у  п о д р о б н о е  и з у ч е н и е  

коорд'1̂  д^ статочно провести для одной четверти, а в остальные чет- 

п е р е н е с т и  э т и  р е з у л ь т а т ы  п о  с и м м е т р и и .

Р е з ю м и р у я  т е  с в е д е н и я ,  к о т о р ы е  м ы  п о л у ч и л и  о  г и п е р б о л е  и з  е е  

Мнения можем сказать, что это — кривая, распадающаяся на две от- 

У Р \ н ы е  ч а с т и  ( „ в е т в и и ,  к а к  и х  н а з ы в а ю т ) ,  п р и ч е м  к а ж д а я  в е т в ь  п р о с т и -  

д ^ т с я  п0 д в у м  ” н а п р а в л е н и я м  . в  б е с к о н е ч н о с т ь  и  о д н а  в е т в ь  с л у ж и т  з е р -  

^ а л ь н ы м  о т р а ж е н и е м  д р у г о й .  Т о  о б с т о я т е л ь с т в о ,  ч т о  г е о м е т р и ч е с к о е  

м е с т о  т о ч е к  о к а з а л о с ь  с о с т о я щ и м  и з  д в у х  о т д е л ь н ы х  л и н и й ,  н е  д о л ж н о  

б ы т ь  д л я  н а с  н е о ж и д а н н ы м  п о с л е  п р и м е р о в ,  п р и в е д е н н ы х  в  §  І б 1 ) .

Задачи.
121. Написать уравнение гиперболы, зная, что:1 )расстояние между фокусами 

р а в н о  1 1 ， а  р а з н о с т ь  р а с с т о я н и й  о д н о й  и з  т о ч е к  г и п е р б о л ы  о т  ф о к у с о в  р а в н а  7 ； 
2) ц е н т р  ( с и м м е т р и и )  н а х о д и т с я  н а  р а с с т о я н и и  5  о т  в е р ш и н ы  г и п е р б о л ы  и  н а  

расстояния 8 от ее фокѵса. Оси координат взять, как на чертеже 56.
122. Написать уравнение гиперболы, у которой фокусы находятся в точках 

(О, р) и (0,- 6), а разность расстояний любой точки кривой от 中окусов равна 8. 
һаити точк ! пересечения гиперболы с осями координат.

§ 25. Задача из „Геометрии“ Декарта. Следующая задача была 
о д н о й  и з  п е р в ы х ,  н а  к о т о р ы х  Д е к а щ  д е м о н с т р и р о в а л  с и л у  с в о е г о  м е т о -  

д 3 ( в  к н и г е  „ Г е о м е т р и я " ,  1 6 3 7  г . ) .  П р и в о д и м  у с л о в и е  и  р е ш е н и е  з а д а ч и  

н е ^ к о л ь к о  и з м е н е н н о й  ф о р м е 2 ) .

Н а  ^ н е ^ш а  C D  в р а щ а е т с я  н а  ш а р н и р е  ѳ к о л о  т о ч к и  С ,  н а х о д я щ е й с я ,

^ л ь н и ^ м ю р 1  ~  ^  ° т  н е п о ^ ш ж н о ^  п Р ^ О й  A B  ( ч е р т .  5 7 ) ,  Т р е у -  

м о й  А Б  к а т е т а м и  т и п )  с к о л ь з и т  к а т е т о м  Р М  в д о л ь  п р я -

какую Что веРшина Р все время находится на линейке CD.
п р я м а я  С Г ) Ю  0 п и с ы в а е т  п Р и  э т о м  т о ч к а  Q ,  в  к о т о р о й  п е р е с е к а е т с я  

Р е ш е н  С  п ^ о л ж е н и е м  г и п о т е н у з ы  M N  т р е у г о л ь н и к а ^  

и  п у с т ь  у  ѵ о з ь м е м  о с и  к о о р д и н а т  т а к ,  к а к  п о к а з а н о  н а  ч е р т е ж е  57 ,  

: : ’  У Д У Т  к о о р д и н а т ы  п е р е м е н н о й  т о ч к и  Q ;  п р о в е д я  Q S  1 А С

Г ь ° М е т Р  А п о л л о н и й  Н е  с Р а з У  п р и м и р и л а с ь  с  э т и м  п р е д с т а в л е н и е м .  Г р е ч е -  

КрИв,； 0ПеРвые франііѵчг (У?оминавшийся в § 20) называл гиперболой одну ее 
лР ‘ г \  К а к  с о с т о я щ у ю  м а т е м а т и к  а р х и т е к т о р  Д е з а р г  ( Х Ѵ І в . )  о п и с ы в а е т  ちт у  

2) р Д Р у г у .  уі и з  Д в у х  в е т в е й ,  о б р а щ е н н ы х  , d o s  à  d o s “ ，т .  е .  с п и н о й

МаТЧя ^стораиВмД точного текста можно найти в книге В и л ей т н ер , Хрес- 
Р мате^тики, вып. III, стр. 24-25, ГГТИ, 1932 г.
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и  Q R J ^ A B ^  и м е е м  Q S = x t  Q / ^ — y .  В с е д е \ т  

т е л ь н о г о  п е р е м е н н о г о  о т р е з о к  R P  =  t .  И з  

и  N P M  н а х о д и м :

качестве
п од об и я取 “ ご ぬ

a  и з  п о д о б и я  т р е у г о л ь н и к о в  С А Р  и  Q R P :

h  t  +  x
一 = — т •

У  ^

О с т а е т с я  и с к л ю ч и т ь  и з  э т и х  д в у х  р а в е н с т в  п е р е м е н н о е  t ，ч т о  може б 
с д е л а н о ,  н а п р и м е р ，т а к :  р е ш а е м  к а ж д о е  и з  у р а в н е н и й  о т н о с и т е  11

д р у г о м у .  П о с л е  0п о л у ч е н н ы е  в ы р а ж е н и я  п р и р а в н и в а е м  о д н о  

з о в а и и й  п о л у ч и м :

т х у  +  п у 2  —  n ( h  f -  т ) у  - | -  m t i h  ■—  О ,

п р е о б р а *

(44)

е с і ь  У Р а в і і е н и е  т о й  л и н и и ,  п о  к о т о р о й  д в и ж е т с я  т о ч к а  Ç .  П р а в д а ,  

У ч и в  у р а в н е н и е  ( 4 4 ) ,  м ы  е щ е  н е  в  с о с т о я н и и  с к а з а т ь ,  к а к у ю  л и н и ю  

ごо  п р е д с т а в л я е т .  О д н а к о  а н а л и т и ч е с к а я  г е о м е т р и я  д а е т  с р е д с т в а  ( в ы х 。- 

ц р и ! И е  Л а і\ ^ ) а М К И  н а ш е г о  к у р с а )  о т в е т и т ь  и  н а  э т о т  в о 叩 о с :  г р а ф и к  У Р а в * 

Я  (  )  е с т ь  г и п е р б о л а ,  к а к  н а  э т о  у к а з ы в а е т  и  Д е к а р т . 十。 0奶 ^  

CJ B。，что у р а в н е н и е  (44) не похоже на (41), полученное раньше
Р о л ы , не ДОЛЖно н а с  с м у щ а т ь : там  за  о си  к о о р д н н а т  были прин^

? я к п 1 И М М е Т Р И И  Г И П е р б о л ы > меж叩  т е м  к а к  п р я м ы е  A B  и  А С  ( ч е р т .  ^  

с и  І М И  о т и ю д ь  н е  я в л я ю т с я .  Р а з л и ч и е м  в  р а с п о л о ж е н и и  кривой
10 К 00Р Д І ：̂ а г н ы х  о с е й  и  о б ъ я с н я е т с я  р а з л и ч и е  в  ф о р м е  у р а в н

З а д а ч а .

/441 п ( р е _

1 2 3 .  В  к а к и х  т о ч к а х  к р и в а я ,  о п р е д е л я е м а я  у р а в н е н и е м  ѵ 厂
с  о с ь ю  К - о в ?

Ч е р т .  5 7 .
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Г  А р х и м е д о в а  с п и р а л ь .  ( І о л я р н ы е  к о о р д и н а т ы .  А р х и м е *  

§  か • Г 1 Ь  к а к  п о к а з ы в а е т  е е  н а з в а н и е ,  п р и н а д л е ж и т  к  ч и с - 'jy  к р и -  

> 0 b j  с п И р / т Н Ь І х  у ж е  в  д р е в н о с т и  1 ) . И  н е у д и в и т е л ь н о ,  т а к  к а к  э т а  к р и в а я  

в ы х ,  H 3 B t  в  0ユн о м  и з  ч а с т о  в с т р е ч а ю щ и х с я  д в и ж е н и й ,  и м е н н о  ~  в  с л о -  

п о я в л я е ^ в н О М е р Н О Г О  п р я м о л и н е й н о г о  д в и ж е н и я  с  р а в н о м е р н ы м  в р а щ а т е л ь -  

ж б Н И В Р с а м о м  д е л е ,  п р е д с т а в и м  с е б е  л у ч ,  к о т о р ы й  в р а щ а е т с я  р а в н о м е р н о  

н ь іМ  г  с в о е г о  н а ч а л а  О  ( ч е р т е ж  5 8 ,  г д е  н а п р а в л е н и е  в р а щ е н и я  п о к а з а н о  

в 0 К р )о ^  с Т р е л к о й ) .  ” Р а в н о м е р н о “  一 э т о  з н а ч и т :  в  к а ж д у ю  е д и н и ц у  в р е -  

К р И В  ( н а п р и м е р  в  1 с е к у н д у )  л у ч  п о в о р а ч и в а е т с я  н а  о д и н  и  т о т  ж е  

м^ л .  н а з о в е м  е г о  < о .  П у с т ь  в  т о  ж е  в р е м я  в д о л ь  в р а щ а ю щ е г о с я  л у ч а  

У и ж е т с я  т о ч к а  Ж ,  т а к ж е  р а в н о м е р н о ,  т .  е .  в  к а ж д у ю  е д и н и ц у  в р е м е н и  

^ ч к а  п е р е м е ш а е т с я  в д о л ь  л у ч а  н а  о д н о  и  т о  ж е  р а с с т о я н и е  а .  Т а к и м  

^ р з з о м ,  т о ч к а  М  у ч а с т в у е т  о д н о в р е м е н н о  в  д в у х  д в и ж е н и я х  и л и ,  к а к  

г о в о р я т ,  с о в е р ш а е т  я с л о ж н о е  д в и ж е н и е * ,  с л а г а ю щ е е с я  и з  п р я м о л и н е й ­

н о г о  и  в р а и  а т е л ь н о г о .  В  п о ­

д о б н ы х  с л > ч а я х  в с е г д а  у м е ­

с т е н  в о п р о с  о  т о м ,  к а к у ю  

л и н и ю  о п и с ы в а е т  т о ч к а  М  

н а  т о й  н е п о д в и ж н о й  п л о с к о ­

с т и ,  в  к о т о р о й  п р о и с х о д я т  

о б а  д в и ж е н и я ?  Н е т р у д н о  

п р е д с т а в и т ь  с е б е  п р и б о р ,  

в ы ч е р ч и в а ю щ и й  э т у  л и н и ю .

Д о с т а т о ч н о  в з я т ь  д л и н н е й  

с т е р ж е н ь  с  н а д е т о й  н а  н е г о  

м у中т о й ,  и м е ю щ е й  о т в е р с т и е  

л л я  в с т а в к и  к а р а н д а ш а ;  е с л и  

о д и н  к о н е ц  с т е р ж н я  у к р е п и т ь  

г а  ч е р т е ж н о м  с т о л е  и  з а т е м  

с о о б щ и т ь  с т е р ж н ю  р а в н о м е р -  

и о е  в р а щ а т е л ь н о е  д в и ж е н и е  

^  з а д а н н о й  ( у г л о в о й )  с к о р о -  

^ ь ю » а  м у ф т е — р а в н о м е р -

б У Д е т Р  в ы ч е р ч ^ а т ь  °  г з д а н н о П  ( л н н  й ：1 о П )  с к о р о с т ь ю ,  т о  к а р а н д а ш

пРедставіенче nfî' ? уем- 10 линию- Можно также составить себе 
^  ч е р т е ж е  5 8 -  n v Z  в ы ч е Р ч и в а я  е е  п о  т о ч к а м ,  к а к  с д е л а н о

О  〜 нз„… …•ノ y L T b  りパ— н а ч а л ь н о е  п о л о ж е н и е  в р а щ а ю щ е г о с я  л у ч а ,

Черт. ,г 8,

н а ч а л ь н о е
п о л о ж е н и е  д в и ж у щ е й с я  т о ч к и ;  в о к р у г  т о ч к и  О  п о ­

с т р о и м  н е с к о л ь к о  р а в н ы х  у г л о в  ( н а  ч е р і е ж е 一 8 у г л о в  п о  о  ) ,  

у г о л ,  о п и с а н н ы й  л у ч о м ,  увеличивается в  2,3  • • •  р а з а ,  в °  с  

Же Р33 увеличивается р а ссто я н и е  т о ч к и  М  о т  О , п о э то м у  О А 2 —  ]， 
° ^ з  =  3 0 у И 1 э . . м  О М я =  8 0 М Л и  т .  д .  П о л у ч а е т с я  с п и р а л ь н а я  л и н и я :  

с о с т о я щ а я  и з  б е с ч и с л е н н о г о  м н о ж е с т в а  з а в и 丨к о в ;  э т о  и  е с т ь  а р х и м е д о в  

^ п и р а л ь ,  ч а с т ь  к о т о р о й  и з о б р а ж е н а  н а  ч е р т е ж е .  Н а к о н е ц ,  м о ж н о  п [ и  

е т ‘т ь  к  и з у ч е н и ю  а р х и м е д о в о й  с п и р а л и  к о о р д и н а т н ы й  м е т о д  и  с  э т о  

ニл ь ! о  с о с т а в и т ь  е е  у р а в н е н и е .  П р и м е м  з а  п о л о ж и т е л ь н у ю  г ; о л 、̂ с ь  

З н ° в  л -ѵ ч  ひ4 ， а  т е к у щ и е  к о о р д и н а т ы  т о ч к и  М  в  э т о й  с и с т е м е  о  о  

じ ニ М  . Ч е р е з  ズ，У -  В в е д е м  в к а ч е с т в е  в с п о м о г а т е л ь н о г о  п е р е  е н н о г  

， о т с ч и т ы в а е м о е  о т  н а ч а л а  д в и ж е н и я .  Т а к  к а к  в р а и і е

Е  Ғ р е ч е с к и й  м а т е м а т и к  Архимед > іс и л  n  I I I  в .  нгшен э р ы .  外
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Л у ч а  п р о и с х о д и т  р а в н о м е р н о ,  с  у г л о в о й  с к о р о с т ь ю  ю  т о  п о  

е д и н и ц  в р е м е н и  л у ч  О М  о т к л о н и т с я  о т  с в о е г о  п е р в о н я  И С Т е Ч е н и и  t  

п р а вл е н и я  на  у  ю л  чального йа
/  А  О М  =  ( û t .  3

А  т а к  к а к  д в и ж е н и е  т о ч к и  в д о л ь  л у ч а  т а к ж е  п р о и с х о д и т  

с  л и н е й н о й  с к о р о с т ь ю  а ,  т о  з а  т о т  ж е  п р о м е ж у т о к  B D  р а в н о м е Р н о ,  

у д а л и т с я  о т  с в о е г о  п е р в о н а ч а л ь н о г о  п о л о ж е н и я  н а  р а с с т о  处即  т ° Ч к ^

О М  =  a t .

У ж е  с е й ч а с  м ы  м о ж е м  и с к л ю ч и т ь  и з  э т и х  р а в е н с т в  в е л и ч и н у  " 遺

=  +  / _ А О М ,

И Л И

О М ^ - с / _ А О М ,  ( 4 5 )

г д е  с  =  ~  е с т ь  в е л и ч и н а  п о с т о я н н а я .  С м ы с л  р а в е н с т в а  ( 4 5 )  п р о - т *  т а к

к а к  и  у г о л  / Л О М  и  р а с с т о я н и е  О М  и з м е н я ю т с я  п р о п о р ц и о н а л ь н о  

в р е м е н и ,  т о  э т и  в е л и ч и н ы  п р о п о р ц и о н а л ь н ы  д р у г  д р у г у ;  с  е с т ь  к о э ф и ­

ц и е н т  э т о й  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и .

П е р е й д е м  к  к о о р д и н а т а м :

О М  =  Ÿ  x 1 +  タ2 ; s in  / А О  М. —  -—7-：=  ： •
し О М  1ゾズ2十一…

П о д с т а в л я я  с ю д а  [ с м .  у р а в н е н и е  ( 4 5 ) ]

Z A O M  =  

п о л у ч и м  у р а в н е н и е  а р х и м е д о в о й  с п и р а л и :

咖 亨 (46)

У р а в н е н и е  э т о  с у щ е с т в е н н о  о т л и ч а е т с я  о т  п о л у ч а в ш и х с я  д о  с и х  п о р  •  

п р е ж д е  в с е г о  т е м ,  ч т о  т е к у і А е  к о о р д и н а т ы  у ч а с т в у ю т  з д е с ь  н е  т^ л ь ^  丨 
в  а л г е б р а и ч е с к и х  к о м б и н а ц и я х ,  н о  т а к ж е  и  п о д  з н а к о м  с и н у с а .  ^  

с о о т в е т с т в у е т  и  и н а я  г е о м е т р и ч е с к а я  п р и р о д а  к р и в о й ,  н а п р и м е р  ^  ^  

о с о б е н н о с т ь ,  ч т о  с  к а ж д о й  и з  о с е й  к о о р д и н а т  с п и р а л ь  п е р е с е  

б е с ч и с л е н н о е  м н о ж е с т в о  р а з .  ,， п р И .

И с с л е д о в а н и е  к р и в ы х  в р о д е  т о л ь к о - ч т о  р а с с м о т р е н н о й  С П И Р  • к о Т 0 .-  

в е л о  м а т е м а т и к о в  к  м ы с л и  о  с о з д а н и и  д р у г и х  с и с т е м  К 00Р и 1!Нп 0С’0б л е н ы  

р ы е  м о г у т  б ы т ь  и н о г д а  л у ч ш е ,  ч е м  д е к а р т о в а  с и с т е м а ,  с а > ：0 м

к  а н а л и т и ч е с к о м у  и з у ч е н и ю  т е х  и л и  и н ы х  к л а с с о в  л и н и и .  ^ э т о  

д е л е ,  с а м о е  с у щ е с т в е н н о е ,  '  ч т о  с о д е р ж и т с я  в  и д е е  к о о р д  1 ^  , ^ о с т -  

в о з м о ж н о с т ь  о п р е д е л я т ь  п о л о ж е н и е  т о ч к и  с  п о м о щ ы о  д в у х  \  丁о ч К О й ^  

р а н с т в е  —  т р е х )  ч и с е л .  Н о  э т и  д в а  ч и с л а  м о ж н о  с в я з ы в а т ь  即  и  5е с ч й г 

т о л ь к о  т е м  с п о с о б о м ,  к а к и м  м ы  п о л ь з о в а л и с ь  д о  с и х  п о р ,  с И с т е М ЬІ 

с л е н н ы м  м н о ж е с т в о м  д р у г и х  с п о с о б о в .  Т а к  в о з н и к а ю т  р а з л и  с й С т е м о й * »  

к о о р д и н а т ,  с  о д н о й  и з  к о т о р ы х  —  т а к  н а з ы в а е м о й  я п о л я р н о  ^ з н а К О м И > іСЙ  

н а и б о л е е  у п о т р е б и т е л ь н о й  п о с л е  д е к а р т о в о й .  一 м ь і  с е й ч а с  

в  с а м ы х  о б щ и х  ч е р т а х .
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ү  к л а д е т с я  н е к о т о р а я  н е п о д в и ж н а я  ф и г у р а ,  п о  c r ï -

0 з д е с ь  в_ 0С р 0 Й  о п р е л е ; и ю т с я  п о л о ж е н и я  в с е х  т о ч е к .  Ф и г у р а  э т а

й о Ш еНИІ°  К J "  ь и з  ( ч е р т .  5 9 )  
состой^ теこер называемой ”полюс«;

1) т о ч к и  в , Л Х О Д Я І Д е г о  и з  п о л ю с а  и  н а з ы в а е м о г о  „ п о л я р н а я  о с ь “ .

2 )  л > м , а  U l  ， к а к  и  р а н ь ш е ,  в ы б и р а е м  о п р е д е л е н н ы й  о т р е з о к  з а  

К р о м е  т 0へ0 ’ 丁е п е р ь  п о л о ж е н и е  к а ж ю й  т о ч к и  А  н а  п л о с к о с т и  м о ж н о

е д и н и и у  я л И з ^ а „ и е м  д в у х  е е  ” п о л я р н ы х  к о о р д и н а т “ . 1) р а с с т о я н и е  

о п р е д е л и т ь  叫  ю с а ， к з м е р е н н о е  п р и н я т о й  е д и н и ц е й  д л и н ы ;  э т а  к о о р д и -  

точки パ 0了 了с я  р а д и у с -в е к то р 41 т о ч ь и  и  ч а с т о  о б о з н а ч а е т с я  б у к в о й  р ; 
н а з ы ^  1 ”  о п п п . о п н ѵ т к  R f » T ^ n v r  п  п л ю с а  r  п о л о ж и т е л ь н (н з т а  н и »  к о т о р ы й  н а д о  п о в е р н у т ь  в о к р у г  п о л ю с а  в  п о л о ж и т е л ь н о м  

^ / р а ^ е н и и  п о л я р н у ю

СйМНИЦМ ЛУІМНУ

ОСЬ

ш  того, чтобы она про­

б и л а  через точку ル’ зѵо г 

二  измеренный в граду­

сах или радианах, дает вто­

рую координату точмі А и 

называется „полярный угол 

( и н а ч е — ” ф а з а ”  э т о і і  ю  і-

КИ. Легко видеть, что точ­
ка вполне определяется сво­

ими полярными координата­

ми. Например, чтобы по­

строить точку М  с ралкусом- 

вектором р =  2 и поляр­

ным углом ср =  300° (чер­

теж: 5 9 ) ,  с т р о и м  п р и  п о ­

л я р н о й  о с и  у г о л  в  3 0 0 °  и ,

т а к и м  о б р а з о м ,  п о л у ч а е м  л у ч ,  н а  к о т о р о м  д о л ж н а  л е ж а т ь  и с к о м а я  

т о ч к а ;  о с т а е т с я  о т л о ж и т ь  н а  э т о м  л у ч е  о т  п о л ю с а  о т р е з о к ,  р а в н ы й  

2 е д и н и ц а м  д л и н ы ,  ч т о б ы  п р и т т и  в  т о ч к у  М .

П у с т ь  т о ч к а  А 1  д в и ж е т с я  в  п л о с к о с т и ,  о п и с ы в а я  н е к о т о р у ю  л и н и ю ;  

0 с Л Ь  У д а л э с ь  в ы р а з и т ь  у р а з н е н и е м  т а к у ю  з а в и с и м о с т ь  м е ж д у  п о л я р н ы м и  

к о о р д и н а т а м и  о  и  с р ,  к о т о р а я  и м е е т  м е с т о  п р и  в с е в о з м о ж н ы х  п о л о ж е -  

т о я х  т о ч к и  ^  н а  к р и в о й  ( и  н а р у ш а е т с я ,  к о г д а  т о ч к а  с х о д и т  с  к р и в о й ) ,  

ң а п г о в о ? я т * ч т о  м ы  и м е е м  у р а в н е н и е  к р и в о й  в  п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х .  

0че рлмер' архимедова спираль вы р аж а е тся  в п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х  
п р о с т ы м  ^ у р а в н е н и е м  [ с м ,  у р а в н е н и е  ( 45 ) ] :

p  ~  c ç ,

б и р а л и  р Ѵ : т и ? а и и С Ь  т о г о  中а к т а ,  ч т о  п р и  д в и ж е н и и  т о ч к и  п о  э т о й  

у г л У  】）• B S K T 0 P  и з м е ң я е т с я  п р я м о  п р о п о р ц и о н а л ь н о  п о л я р н о м у

Ч Т о  п о л я р н а І !113351 Э Т °  У Р а в н е н и е  с  у р а в н е н и е м  ( 4 6 ) ,  м ы  д о л ж н ы  п р и з н а т ь ,  

п о д х о д И т  ПГГЛ и ^ т е м а  к о о р д и н а т  з н а ч и т е л ь н о  л у ч ш е ,  ч е м  д е к а р т о в а ,  

Р я Д а  д р у Г и し 1 и ° у ч ие н и я  а р х и м е д о в о й  с п и р а л и  ( т о  ж е  и м е е т  м е с т о  и  д л я  

、 .

сі>Полезно Заметитк .
Но：ти ふ13и °т примгіи^. ?асколько зависит грзфик той или иной функциональ- 
Чг,чало) о аг：り в дека сис'емы коирдинаг. Графиком примой проп^рциональ-
5 ' в поляпиыѵ РТОвых координатах — прямая линия (проходяшая через 

Ц. с’ йус- г координатах 一 архимедова спираль.
йь：. 65



Д л я  п е р е х о д а  о т  д е к а р т о в ы х  к о о р д и н а т  к  п о л я р н ы м  с л ѵ  

к о т о р ы е  и м е ю т  о с о б е н н о  п р о с т о й  в и д  в  т о м  с л у ч а е ,  1С О р  К а т  ^ Р м у ^  

в п а д а е т  с  н а ч а л о м  к о о р д и н а т ,  а п о л я р н а я  ось  —  с *п а ПОліос Со*о с ь

п о л у о с ь ю  ^ - о в  ( 1 і е р т

ぶ= p cos!f;h p
Е с л и  п о э т о м у  с о с т а з л е  

н и е  л и н и и

е о )
^ Л Ь Н  o f t

( 4 7 )

• 一“ c r t o  у р а в н е «  

декартовых к о о р .

д ѵ і н а т а х ,  т о  п е р е х о д  к  п о л я р н о м у  

е е  у р а в н е н и ю  м о ж е т  б ы т ь  в ы п о л -  

н е н  а в т о м а т и ч е с к и .  Н а п р и м е р ,  д л я  

п г о  ^  д е к а р т о в ы мэ л л и п с а  

н и е м У Р а в я е «

i !  j  . v *  

十 : ^  =

п о л я р н о е  б у д е т  и м е т ь  в и д :

Черт. 60. Р? ( С- 5 - Ч ~ ?)  =  1

В  п р о т и в о п о л о ж н о с т ь  т о м у ,  ч т о  м ы  в и д е л и  в  с л у ч а е  а р х и м е д о в о й  с п и ­

р а л и ,  п е р е х о д  э т о т  п р и н о с и т  н е  у п р о щ е н и е ,  а  у с л о ж н е н и е .  Е с л и ,  о д н а к о  

перенести  начало к о о р д и н а т  и з  ц е н тр а  эл л ипса  в о д и н  из е г о  ф о к у с о в  

и  з а т е м  п е р е й т и  к  п о л я р н ы м  к о о р д и н а т а м ,  т о  с н о в а  п о л у ч а е т с я  п р о с т о е  

у р а в н е н и е  ( с м .  н и ж е  з а д а ч у  1 4 り， к о т о р ы м  о с о б е н н о  о х о т н о  п о л ь з у ю т с я  

а с т р о н о м ы  и  ф и з и к и .

З а д а ч и »

124. Показать, что уравнение архимедовой спирали в декартовых координа­
тах может быть также записано в виде;

1) c o s i ^ i ^ - S = 5 )  t g

j / ぶ2十 W  y

п ° С Т ^ ° я Т Ь  н а  ^ Р т е ж е  с л е д у ю щ и е  т о ч к и  п о  д а н н ы м  и х  п о л я р н ы м  к о а г -  

Ö  1 ) Р  ~  5，？ =  4 0 。;  2 ) p = = 3 , f  =  2 7 0 °； 3 ) р  =  1 , 1 0 0 °； 4 )  р  =  4 ,  f  = 1 8 0 °；

1 2 6  С т о р о н а  п р а в и л ь н о г о  ш е с т и у г о л ь н и к а  A B C D E F  р а в н а  а .  Н а й т и  п о л я р н ы е  

координаты ^вссх вершин, принимая А за полюс, луч AB  一 за полярную ось. • 
】27. Маити р а с с т о я н и е  между д в у м я  точками Л и заданными своими I 

п о л я р н ы м и  ко о р д и н а т а м и  (卜れノ и  (р2, ф0' .  Р е ш и м  за д а ч у  д в у м я  способамя：
) исходя из треугольника О AB (О 一 полюс) и : ) пользуясь формулой ( і Ц  | 

(с т р . іУ) и  за те м  п е р е х о д я  о т  д е к а р т о в ы х  к о о р д и н а т  к  п о л я р н ы м  п о  ф орм ):лам

§ 27. Пересечение линий. До сих пор мы применяли мет^
к о о р д и н а т  к  и з у ч е н и ю  о т д е л ь н ы х  л и н и й .  М е ж д у  т е м  

г е о м е т р и я  д а е г  т а к ж е  с р е д с т в о  д л я  р е ш е н и я  з а д а ч ,  к а с а ю і д и х с я  ミ3匕 成относительно дву1
е с л и

линий можно8ппгИЛИ НеСКОЛЬ Их линий. Нап:имер,-----
п е р е с е к а ю т с я  с т а в и т ь  в о г ф О с  о т о м ,  п е р е с е к а ю т с я  л и  э т и  линии,
こ S  ИЗВ:ст’пыТ。ニ  С _ Ь К И Х  и  ^ к и х  т о ч к а х .  Е с л и  уравнения

, з а д а ч а  с в о д и т с я  к  ч и с т о  а л г е б р а и ч е с к о й .  Д е  ^
•はН Н О  н а  о б е й *

卿 — Я ’  Т О  В  с к о л ь к и х ' и  ° к Г х  二

66 Я р у г о м У  у р а в н е н и ю .  О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о  е с е  общие то ч ки  Д»)



о е ш а п  с о в м е с т н о  у р а з н е н г г п  э т и х  л и н и й  к а к  с и с т г м у  

{ Й  м ы  я а и д е .  ,  ^  如у  м я  н е и з в е с т н ы м и  і х  и  ѵ і .  К а ж д о м у  в е щ е с т в е н -  

' л И  д ву Х  у Р а б Н -  р е ш е н и ю  с и с т е м ы  б у д е т  с о о т в е т с т в о в а т ь  о б щ а я  т о ч к а 一  
^ >fy  / я е м Н И М ° ^  к а С а н и я  —— н а ш и х  л и н и й .  М н и м ы е  р е ш е н и я  д о л ж н ы  

^ р е с е ч е н и я  и； е с Л И  в с е  р е ш е н и я  о к а ж у т с я  м н и м ы м и ,  т о  э т о  о з н а ч а е т ,

: ご6= = •細叫 з а д а л о  y p a s n e ^M
П р и м е р *  "  4

パ v2 一  i и о кр уж н о сти , имеющей ц е н тр  в то ч ке  (0; 4,4) и радиус 4. 

9  一4 „ е Н И е .  У р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и  ( с м .  §  1 8 ) :

ぶ2+ ( タ 一 4,4)2r = 16

н а е м  с о в м е с т н о  с  у р а в н е н и е м  э л л и п с а ：
— 35.

Из первого уравнения имеем:

8，Ъу —-- 3，3 ö ;

п о ：. с т а в . ；я е м  в а  в т о р о е  и  п о с л е  у п р о щ е н и й  н а х о д и м :

5タ 2 +  3 5 ，2 ツ _  4 9 , 4 4  =  0 .

О т с ю д а  п о л у ч а е м  д л я  у  д в а  з н а ч е н и я :

1 ) 少= 1 , 2 ， 2 ) タ= — 8 , 2 4 .

П о д с т а в л я я  у = 1 , 2  в  о д н о  и з  п е р в о н а ч а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  н а х о д и м  

•̂  =  ± 2 , 4 ;  п одстан овка  ж е  у —  一 8 ,2 4  п р и в а л и т  к  м ним ы м  зн а че н и я м  
д-:я x. И т а к ,  н а ш а  с и с т е м а  у р а в н е н и й  и м е е т  д в а  в е щ е с т в е н н ы х  р е ш е н и я .

1) х  —  2 % А у 1 , 2 ;  2 )  д :  =  一 2 , 4 , タ= 1 , 2

Р  д в а  м и и м ы х > к о т о р ы е  п о  с м ы с л у  з а д а ч и  д о л ж н ы  б ы т ь  о т б р о ш е н ы я .  

е о м е т р и ч е с к и  э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  э л л и п с  с  о к р у ж н о с т ь ю  п е р е с е к а е т с я

_ ^ в у х  т о ч к а х  (一 2 , 4 ;  1 , 2 )  и  ( + 2 , 4 ;  1 , 2 ) ,  к а к  в  э т о м  л е г к о  ѵ д о с т о в е -  

р  Т ь с я  н а  ч е р т е ж е .

У р а З П е Ш  е  д в у х  з а д а ч  一- 0  п е р е с е ч е ш ж Ч я н н и и  и  о  р е ш е н и и  с и с т е м ы  

а - ^ е б р ы И  п ~ г  °  а з ь і Е а -т с я  п о л е з н ы м  н е  т о л ь к о  д л я  г е о м е т р и и ,  н о  и  д л я  

у р а в н е н и й  С Г В и т е і ь н о » м ы  в с е г д а  м о ж е м  с м о т р е т ь  н а  р е ш е н и е  д в у х  

т о ч е к  Д В ѵ  С  Д В У Л !Я  н е л з в е с т н ы м и  к а к  н а  з а д а ч у  р а з ы с к а н и я  о б щ и х  

ч е с к и й  С ! ю - Л  б ^ И Й  ( 「Р а Ф И К 0 В  э т и х  У р а в н е н и й ) .  К о н е ч н о ,  т а к о й  „ г р а ф и -  

к' о т о р ь е  0 〇 п о з в о л я е т  н а х о д и т ь  т о л ь к о  п р и б л и ж е н н ы е  р е ш е н и я ,  

П Р ニв и  )й Пѵ しК о ，М С М У Т  б ы т ь  ц е н н ы  л и б о  с а м и  п о  с е б е ,  л и б о  к а к  о т -  

Ѵ е т ^ д ы  д л я  " ,  д л я  б о . і е е  т о ч н ы х  в ы ч и с л е н и й  ( в ы с ш а я  а л  е р б а  д а е т  

го Уточнения). Например, решение системы уравнений:

パ一 =  у 2 — х = 3 ,
^ е С М 0т р я  ぃ  И х  ,

5а° С т и  и  в ы х о д и т  В Н̂ е Ш Н Ю Ю  П Р ° С Т 0Т У »  п р е д с т а в л я е т  а л г е б р а и ч е с к и е  т р у д -  

^ Л а  '3 с в о д и т С я  қ3 а  ^ а м һ И  э л е ^ е н г а р н о й  а л г е б р ы .  М е ж д у  те.ѵ г г р а ф и ч е с к и  

" П о с т р о е н и ю  т о ч е к  п е р е с е ч е н и я  д в у х  п а р а б о л ,  к  т о м у
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ж е  с о в е р ш е н н о  о д и н а к о в ы х  п о  ф о р м е  и о т л и ч а ю ш и ѵ г

жен кем 1). 1 へ я т°ль*со
С і е л а в  т щ а т е л ь н ы й  

е м  4  и  і к и  п е р е с е ч е н и я  

н а - г л а з ：

ч е р т е  к  ( н а  м и л л и м е т р о в о й  б у м а г е )  r  

ï  ( ч е р т ‘  6 1 ) ,  к о о р д н н а г ы  к о т о р ы х  о п р Не ^ И В а

^  (一 2, ■ 1 ) , В  (一 2,4; 0,8), С (2 ,7 ; 2,4)t 0 ( l j ;一 2
2) .

-^ iL L L L  .44.;」I i I ТТТ ； f  I,

1  塵議篇
Г
‘ІЕ!

1
^
1

t-tl 

I
 
L
 

0

 
_

н̂
_

Ч е р т .  6 1 .

Э т о  д а е т  д л я  р а с с м а т р и в а е м о й  с и с т е м ы  с л е д у ю щ и е  ( п р и б л и ж е н н і|

р е ш е н и я :

1) д г  =  — 2 ,  у  =  — \ \  2 )  д : = — 2 , 4 , タ=  0 , '

3 )  лг =  2 , 7 , 少= 2 , 4 ;  4 )  л г = 1 , 7 , タ= ■

П о д с т а н о в к о й  в у р а в н е н и я  у б е ж д а е м с я ,  ч т о  п е р в о е  из бо.̂ ее
я в л я е т с я  с о в е р и  е  і н о  т о ч н ы м ,  а  о с т а л ь н ы е  п р е д с т а в л ю  

и л и  м е н е е  і р у б ы е  п р и б л и ж е н и я .

2 , 2 .

здяが
後）Е сл и  о т в л е ч ь с я  о т  п о л о ж е н и я  ш р з б о л  н а  ч е р т е ж е , т о  ° ^ сТ̂  п о л ь з ^ ^ ^ Г  

с  г р а ф и к о м  ф у н к ц и и  у  =  х1. В  т е х  с л у іа я 又，ко гд а  п р и х о д и т е  ЦЬІХ уравне je t̂ 
э ти м  гр л  中 и к о м  ( а п р и м е р  п р и  гр а ф  і чес  ко м  р е ш е н и и  к в  ? ли ка л ьке  сай1- - *  
у д о б н о  раз н ів с е гд а  и з г о т о в и т ь  е г о  на п р о з р а ч н о й  б у м а ге  ン ^  на р азЛ 
ч т о б . ) і  в  д а л ь н е й ш е м  п е р е з о д и т ь  э г у  п а р а б о л у  и л и  н а к л а д ь ш а  

ч е р т е ж и .
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„«ух окружностей находятся в точках (— 3, 4) и (3,7), й 
Зрс ' .7g UU 丨 ІТРЫЫ с̂ ОТветстве〖шо 2 и 5. Найти точки пересечения с кружно-

パ > Ч е ИтХ  二 ：  с  ч е Р т е Ж О М ) *

^ 101 q 3бола, эллипс, гипербола в природе и технике.
§ 於. " і<1ічисленһы ми в за го л о в ке , за н и м а л и сь  у ж е  в д р е в н о с ти  (А п о л -  

І：р и в ы и и  п е 【〕о  н ^ ш е й  э р ы ) .  С  н и м и  в с т р е ч а л и с ь ,  и з у ч а я  с е ч е н и я  п р я м  г о  

л 0 н и Й і  11 В ' о н у с а  п л о с к о с т я м и ,  п р о в о д и м ы м и  п о д  р а з л и ч н ы м и  н а к л  ) н а м и  

印у г о в о  ニニ ѵ ч а е т с я * т а к Ж е  к а к  н а к л о н н о е  с е ч . н и е  п р я м о г о  к р у г о в о г о  

( э л л и п с  п 0 н ^ п р и м е р  н а  с т ы к е  д в у х  ц и л и н д р и ч е с к и х  т р у б ) .  О т с ю д а  н а з -  

ц и л и н д р 3 * 1 и і ч е с к И е  с е ч е н и я “ ,  к о т о р ы м  ч а с т о  о б ъ е д и н я ю т  Б е е  т р и  к р и в ы е ,  

в а н и е 一 ，，ьй!仙只 а н а л и т и ч е с к о й  г е о м е т р и и  э т и  к р и в ы е  с т а л и  н а з ы в а т ь  

І і 0 С Л е  С }) Ч н ы м и  2- г о  п о р я д к а “  и м е н н о  в  с в я з и  с  т е м ,  ч т о  в  д е к а р т о в о й  

т а К /К е  广丨1000ユи н а т  п а р а б о л а ,  э л л и п с  и  г и п е р б о л а  в ы р а ж а ю т с я  у р а в н е н и я м и  

с и с  て  с т е п *е 1 1 И .  М о ж н о  д о к а з а т ь ,  ч т о  н и к а к и х  д р у г и х  к р и в ы х  2 - г о  п о -  

в Т О р о  н е  С у Щ е с п у е 丁,  丁.  е .  в с я к а я  к р и в а я ,  в ы р а ж а е м а я  у р а в н е н и е м  в т о р о й  

ドル н и ,  е с т ь  刀и б о  п а р а б о л а ,  л и б о  э л л и п с ,  л и б о  г и п е р б о л а  1 ) .

爪  О с п е н н о е  з н а ч е н и е  п р и о б р е л и  к о н и ч е с к и е  с е ч е н и я  п о с л е  т о г о ,  к а к  

а с т р о в о м  К е п л е р  ( X V I — X V I I  в в . )  и з  н а б л о д е н и й  о т к р ы л ,  а  Н ы о т о н  

( X V I I — - X V I I I  в в . )  т е о р е т и ч е с к и  о б о с н о в а л  з а к о н ы  д в и ж е н и я  п л а н е т ,  о д и н  

и з  к о т о р ы х  г л а с и т ,  ч т о  п л а н е т ы  ( и  к о м е і ы )  с о л н е ч н о й  с и с т е м ы  д в и ж у т с я  

и м е н н о  п о  э т и м  к р и в ы м .  С о в е р ш е н н о  н о в о е  и  н е о ж и д а н н о е  п р и м е н е ­

н и е  п о л у ч и л а  э т а  т е о р и я  в  с о в р е м е н н о й  ф и з и к е ,  к о г д а  о б н а р у ж и л о с ь ,  ч т о  

а т о м  и м е е т  с т р о е н и е  с о л н е ч н о й  с и с т е м ы ,  с  э л е к т р о н а м и ,  о б р а щ а ю щ и ­

м и с я  в о к р у г  „ я д р а * ,  п о д о б н о  т о м у ,  к а к  п л а н е т ы  о б р а щ а ю т с я  в о к р у г  

с о л н ц а .  Н о  и  п о м и м о  т о г о ,  в  б о л е е  п р о с т ы х ,  о к р у ж а ю щ и х  н а с  я в л е н и я х  

л  и р о д ы  и  ч е л о в е ч е с к о й  д е я т е л ь н о с т и  м ы  н е р е д к о  с т а л к и в а е м с я  с  т е м и  ж е  

к р и в ы м и .

П а р а б о л у  о п и с к  в а е т  к а м е н ь  и л и  с н а р я д ,  б р о ш е н н ы й  н а к л о н н о  к  г о р и -  

з о н т у  ( п р а в и л ь н а я  ф о р м а  к р и в о й  н е с к о л ь к о  и с к а ж а е т с я  с о п р о т и в л е н и е м  

в о з д ѵ х а ) .  Т у  ж е  ф о р м у  и м е е т  с т р у я ,  б ь ю щ а я  н а к л о н н о  и з  ф о н т а н а  и л и  

и з  о т в е р с т и я  в  с т е н к е  с о с у д а .  Г и б к а я  н е р а с т я ж и м а я  н и т ь ,  н а п р и м е р  

ц е і ^ ь  в , і с я ч е г о  м о с т а ,  п о д  д е й с т в и е м  р а в н о м е р н о й  г о р и з о н т а л ь н о й  н а -  

|^РУ3 к и  п р о в и с а е т  в  в и д е  п а р а б о л ы .  Н е с к о л ь к о  и н у ю  ф о р м у  п р и н и м а е т  

Ш и й  и л и  ц е п ь  П ° Д  д е й с т в и е м  с о б с т в е н н о г о  в е с а  ( н а п р и м е р — » п р о в и с а ю -  

к  п а г Т (1л е Ф о н н ы й  п р о в о д ) ;  о д н а к о  и  з д е с ь  ф о р м а  н и т и  н а с т о л ь к о  б л и з к а  

Н е н и е м  Л И ч е с $ о й ,  ч т о  д л я  п р а к т и ч е с к и х  р а с ч е т о в  ч а с т о  п о л ь з у ю т с я  у р а в *  

К т р о й 、 З р а  Л Ы * А р к е  м о с т а  н е р е д к о  п р и л а ю т  ф о р м у  п а р а б о л ы .  Д л я  

л  и ч е с к и  у  и  ご р о ж е к т о Р о в  ( а в т о м о б и л ь н ы х ,  в о е н н ы х )  п о л ь з у ю т с я  п а р а б о *  

к  о т р а ж ё щ  3 丨てК а Л а м и ,  К 010Р ы е  л у ч ш е ,  ч е м  с ф е р и ч е с к и е ,  п р и с п о с о б і е ң ы  

в  ф о к у с е  ; п  У Ч е й  с л а б о р а с х о д я щ и м с я  п у ч к о м  ( и с т о ч н и к  с в е т а  п о м е щ а ю т  

К О С Т Ы О  п о д в е п г ^ ^ ' . Е С Л И  Ц И Л И И Д ' ) И Ч е с к и й  с о с у д  с  н а л и т о й  в  н е г о  ж и д -  

р а д о с т и  C T a H n ü u I t „ 6 ? C T p 0 M y  в Р ；! І ：і е ' И і І °  в о к р у г  е г о  о с и ,  т о  п о в е р х н о с т ь  

^ а з р е , е  Д а е т  ‘ ）и п 丁 в о г н у т о й  в н и з  и  п р и т о м  т а к ,  ч т о  в  в е р т и к а л ь н о м  

ヒ0 в » П02В0 і я ‘ ニ а 0Л У- Н а  э т о м  о с н о в а н о  у с і р о й с т в о  о д н о г о  и з  п р и б о - .
х  И з м е р я т ь  с к о р о с т ь  в р а щ е н и я  с і а ц и о н а р н о г о  м о т о р а .  

ь т о р ой А гчР к Р У Ж н - с т ь  〜 Ггт

к а к  ч а с  Т е п е н и ?  О т в е т  Р о с и т  ч и т а  е л ь , —  в е д і »  о н а  т о ж е  в ы р а ж а е т с я  у р а п и е н и е м  

0кру^ ТНьій случай в v Зак；1 ючается в том, что уравнение окружи«»сти содержится 
11 ос{,\ 0сти Получает, авнении 9ллипса, если положить там а =  Ь. Раиным образом 

я и в сече ii и и конуса (плоскостью, церііендикул^ріюй
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Э л л и п с  и м е е т  ғ а ж н о е  з н а ч е н и е  в р а с ч е т а х  с т р о и т е л ь

( „ э л л и п с  и н е р ц и и " ) .  Д о с т а т о ч н о  н а з в а т ь  т а к и е  т е р м и н ы ,  к а і < Н ° Й  М е х 如H k J胃 
у п р у г о с т и " ,  я э л л и п с о и д  н а п р я ж е н и й “ ,  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  д в Э Л л и п с о и д ? :  

н а  д р у г и е  о б л а с т и  п р и м е н е н и я .  В  н е к о т о р ы х  м е х а н и з м а  ^  У К а з а Нн 

з у б ч а т ы м и  к о л е с а м и  э л л и п т и ч е с к о й  ф о р м ы  ( » э л л и п т и ч е с к а я  П 0Л Ь З у і ° т ^  !  

Д л я  о б т а ч и в а н и я  э л л и п с о в  с л у ж и т  о с о б ы й  с т а н о к  ( ж П а т п  3̂ б ч а т к а ^  

д а - В и н ч и “ 2 ) ,  к о т о р ы й  п о с т р о е н  н а  т о м  ж е  п р и н ц и п е  ч т о  и  Г Н  刀е о н а Р д о :  * 

ц и р к у л ь  ( с м .  §  2 3 ) .  Э л л и п т и ч е с к и ц  І

Г и п е р б о л а  с л у ж и т  г р а ф и к о м  п р о с т о й  ф у н к ц и о н а л ь н о й  з а в и  

о б р а т н о й  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и ,  ч а с т о  н а б л ю д а ю щ е й с я  в  п р и р о д е  (ИМости、 
и з  ф и э и к и  з а к о н  Б о й л я  —  М а р и о т т а ) .  В р а щ а я  г и п е р б о л у  НИ|*

м н и м о й  о с и ,  п о л у ч а е м  к р и в у ю  п о в е р х н о с т ь — ” г и п е р б о л о и д  в р а ш К ° Л ° «  е е  

з а м е ч а т е л ь н у ю  т е м ,  ч т о  ( п о д о б н о  ц и л и н д р у  и  к о н у с у )  о н а  м о ж е Н И я " >' "  

т а к ж е  о б р а з о в а н а  д в и ж е н и е м  п р я м о й  л и н и и .  Т а к и м  о б р а з о м  

г и п е р б о л о и д а  м о ж е т  б ы т ь  и з г о т о в л е н а  и з  п р я м о л и н е й н ы х  С т е ^ ° Д е л ь  

Т а к и м и  г и п е р б о л о и д а м и  п о л ь з у ю т с я  в  н е к о т о р ы х  м е х а н и з м а х  д л я  п е о е л  | 

з р а щ е н кя  м еж д у  двум я с кр е щ и в а ю щ и м и с я  (т . е . непараллельными и не* 
п е р е с е к а ю щ и м и с я )  о с я м и  “ г и п е р б о л о и д н ы е  к о л е с а " ) .  Т а  ж е  поверхность 
и с п о л ь з у е т с я  и н о г д а  в  с о о р у ж е н и я х :  о д н а  и з  м о с к о в с к и х  р а д и о б а ш е н  ' 

с к о н с т р у и р о в а н а  в  ф о р м е  г и п е р б о л о и д а .

З а д а ч и  к  г л а в е  в т о р о й »

Î 2 9 .  К а к и е  и з  т о ч е к  А  ( 2 , 2 ) ,  В  ( 3 , - 1 ) , С  (一  2 , 5 ) ,  D  ( 一 1 ,一7 ) ,  О  ( 0 , 0 )  л е ж а т  n i

л и н и и ,  в ы р а ж а е м о й  у р а в н е н и е м :

4 х ^  —  —  З х  у  =  0?

130. Какие из линий, выражаемых следующими уравнениями:

1 ) А х * у  一 7 ぶ5 十ズ3夕 +  Ю г у *  一  3少3 +  S x y  一  I ІД： * =  0 ；
2 )  З л ，—  2л г  —  5  v  +  1 = 0 ;

3) (ズ 一  5)2 十 ty  +  2)* =  29;
■*、 r . « _ . ғ  2ズ — о

4 ) 夕= c o s  ズ； 5 )  Z y i  +  5  =  了ニ了

проходят через начало координат? Сформулировать обшее правило, с помощь  ̂
К( торого можно было бы по уравнению линии узнавать, проходит ли она черс 
начало координат.

131. Даны уравнения трех линий:
4 ズー 3夕：= 4 ;  6 ズ+ タ= 1 7 ;  4 ズ+  1 9 タ=  4 8 .

Показать, что эти линии проходят через однѵ и ту же точку, и найти ев* t
132. Даны две точки:

/1(3, —5) и ß  (— 1,2).
Н а п и с а т ь  у р а в н е н и е  г е о м е т р и ч е с к о г о  м е с т а  т о ч е к ,  д л я  к о т о р ы х  к в а д р а т

ния от А на 11 больше, чем квадрат расстояния от В. метрИческое
133. Расстояние между точками A w В  равно 10, Иаити^ равна 60. 

место точек, для которых сумма квадратов расстояний от >4 и от ^стояНий で
134. Геометрическое место точек, для которых произведенこ Р овалоМ W  

двух данных точек F и Ғ { есть величина постоянная, называет • 尸尸4 з 
синиѴ, Принимая середину отрезка FFt за начало координат, a ғ

一r----------------  g
*) Э л л и п с о и д о м  называется овальная поверхность, вС® ^ оСТЬ, обра3У 

которой суть эллиісы. К числу эллипсоидов принадлежит пов р 
мая вращением эллипса около одной из его осей симметрии. нй!{ я Уче 

2) Л е о н а р д  о-д а-В и н ч и — известный итальянский худ 
живший в X V —XVI вв.
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. у р а в н е н и е  о в іл а  К а с с и н и ,  е с л ч  и з в е с т н о , ч то  Ғ Ғ І ^  8, a у ію -  
Y03l напис̂ ^ е，1ір0Извし*дение р ав н о :1)33; 2)16; 3) 7. Для каждого из тре* 

^оСТ ^соосок г е о м е т р и ч е с к о г о  м е с т а .
^ }!-уТев сделаТо уравнение окружности, проходящей через точку (5 ,1 )и имею- 
作 п г “  каких точках пересекается эта окружность с осями 

A j  ц в Н ^ Р  日
^ о з и ма т ?  , а  о с ь  э л л и п с а  р а в н а  2 0 ,  м а л а я  1 2 .  Н а и т и  р а с с т о я н и е  м е ж д у

к :0*‘135.  б о л ь ш а я  w v  へ、

ф ' ^ сам 11^  Й тй  Т 0 Ч К у  п е р е с е ч е н и я  э л л и п с а ,  з а д а н н о г о  у р а в н е н и е м  瓦 + 3/2= 1, 

Щ ^ 9 ю для которой отрезок между центром эллипса и правым его фо-

〔•ѵсом слѵжит ли и1 *одяШИйся в точке А, стреляет в мишень, помешенную

11 * 133. д  Т о6*к а к о й  т о ч к е  (М) д о л ж е н  п о м е с т и т ь с я  н а б л ю д а те л ь  д ля  т о г о ,  ч то б ы  
В т о  ：к е  в .  ^  у с л ы ш а т ь  з в 、 к  о т  в ы с т р е л а  и  о т  у д а р а  п у л и  в  м и ш е н ь ?  ( С к о р о с т ь

; ѵ ]и  丁。 я  ( 2 , 3 )  п р о в е д е н а  п р  м а я ,  п е р е с е к а ю щ а я  о с ь  О Х  в  т о ч к е  А

^  g TL,qKe В. В точках Л и В восставлены к осям О Х  и ОУ  перпенди- 
и ось с'екаюшиеся в точке С. Нгй іи уравнение линии, описываемой точ-
КѴЛЯ^ Ы ,к о г д а  п р я м а я  A B  в р а щ а е т с я  в о к р у г  А

к0 140/ Н а п и с а ть  у р а в н е н и е  па  а б о л ы , з н а я , ч то  ее ф о к у с  н а х о д и т с я  в т о  ік е  ( 2，1), 
а дир ктрис » проходит через точки А (3, —2) и В  (—4, 5).

Указание. Расстояние точки, взятой на параболе, от прямой AB  может 
бі/гь выражено с помощыо приема, примененного при решении задачи 87.

у -
141. Эллипс да : урл вне нием — +  1 ,в котором а >  ^. Найти уравнение 

этого эллипса:
1) в новой системе кооплинат, полученной перенесением начала в фо­

кус F (с, 0) эллипса ( ^ =  У  а- — Щ  ;
2) в полярной системе координат с полюсом в точке F  и полярной осыо, 

ғапрағленной по сси А'-ов. *
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Г Л А В А  Т Р Е Т Ь Я

ПРЯМАЯ ЛИНИЯ. ОКРУЖНОСТЬ. 

§ 29. Уравнения прямой по различным ее задаииям r
г л а в е  н а м  п р е д с т о и т  и м е т ь  д е л о  с  т е м и  ж е  л и н и я м и  一 п р я м о й  н  п  - ,  Э Т ° Я 

с т ь ю ,  —  к а к и м и  з а н и м а е т с я  э л е  е н т а р н а я  г е о м е т р и я .  О д н а к о  ごР У Ж н о * 

з а д а н и я  э т и х  л и н и й  и  м е т о д ы  р е ш е н и я  о т н о с я щ и х с я  к  н и м  3а д а ч П <С 0 б ы  

т е п е р ь  и н ы е .  В  н е к о т о р ы х  с л у ч а я х  з а д а ч а  б у д е т  с  с а м о г о  н а ч а л а  с * Д УТ 

м у л и р о в а н а  в  к о о р д и н а т а х ;  в  д р у г и х  —  з а д а ч а  б у д е т  и м е т ь  ч и с т о  * 

м е т р и ч е с к о е  с о д е р ж а н и е ,  н о  р е ш а т ь  е е  м ы  п р е д п о ч т е м  а н а л и т и ч е с к и м и  

с р е д с т в а м и ,  в в о д  і д л я  э т о г о  п о  с в о е м у  у с м о т р е н и ю  с и с т е м у  ко о р д и н а т  
п о  в о з м о ж н о с т и  у д о б н у ю .  Н а ч н е м  с  п р я м о й  л и н и и ,  о п р е д е л я е м о й  т е м и  

-  и л и  и н ы м и  з а д а н и я м и .

^  1. У р а в н е н и е  п о  т о ч к е  и

п о д ъ е м у .  П о л о ж е н и е  п р я м о й  о т ­

н о с и т е л ь н о  о с е й  к о о р д и н а т  

б у д е т  в п о л н е  о п р е д е л е н о ,  е с л и  

и з в е с т н ы : 1 ) т о ч к а  A  

через к о т о р у ю  прямая проходит;
2 )  п о д ъ е м  m  п р я м о й ,  т .  е .  т а н г е н с  

т о г о  у г л а  а ,  к о т о р ы й  э т а  п р я ­

м а я  с о с т а в л я е т  с  п о л о ж и т е л ь н ы м  

н а п р а в л е н и е м  о с и  - Ү - о в .  Д е й с т в и ­

т е л ь н о  , ч т о б ы  п о с т р о и т ь  п р я *  

м у ю  п о  э т и м  д а н н ы м ,  д о с т а т о ч н о  

п р и  к а к о й - н и б у д ь  т о ч к е  о с и  Х - о ъ  

п о с т р о и т ь  у г о л  а  ( п о  д а н н о м у  е г о  т а н г е н с у )  и  з а т е м  ч е р е з  т о  1К^ м , 

п р о в е с т и  п р я м у ю ,  п а р а л л е л ь н у ю  с т о р о н е  э т о г о  у г л а .  У б е д и в ш и с ь  ^  ^  

ч т о  н а ш и  д а н н ы е  в п о л н е  о п р е д е л я ю т  п р я м у ю ,  з а й м е м с я  с о с т а в ,  

у р а в н е н и я .  С  э т о й  ц е л ь ю  в о з ь м е м  н а  п р я м о й  с о в е р ш е н н о  П Р °  ^  从 
т о ч к у  M  ( x t  у )  и  з а п и ш е м ,  ч т о  п р я м а я ,  п р о х о д 、彳叫丨я  ч е р е з  * 0 ^  т е Л Ь С т в о  

и м е е т  п о д ъ е м  т :  с о г л а с н о  ф о р м у л е  ( 1 5 )  §  12 ( с м .  т а к ж е  д о  л

е е  о б щ н о с т и  в  §  1 3 ) ,  и м е е м ：

У — У і .

ぶー

(48)

авенстио
Э т о  и  е с т ь  у р а г н е н и е  н а ш е й  п р я м о й .  Действительна. )  ^ я м 0й ; 2) ой °  

о с т а е т с я  в  с и л е , 、к а к  б ы  н и  п е р е м е щ а л а с ь  т о ч к а  Л і  в д ? л ь ч е р е3 А  н е Л Ь  

н а р у ш а е т с я ,  к а к  т о л ь к о  т о ч к а  М  с х о д и т  с п р я м о й ,  и  о

4) Для лучшего усвоения полезно еще раз вывести
чертежа 62, пользуясь сделанными там надписями. след> » оН осы 
что такой вывод не может считаться и с ч е р п ы в а ю  ш и т  

некоторых особенностях чертежа.
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,ести ДР)’
でй п р я м о й  с  т е м  ж е  п о д ъ е м о м  т .  Б о л е е  у д о б н а я  ф о р м а

レシ3 у — у .  =  tî l (х  一- ぶ】）.

Уоавнение прямой, проходящей через точку (5,
П р и м е р  ь

ユーレ： .ィ( “ ) ’

(49)

- 2 )  и

ц л і/ ,

„ о с л е  у п р о щ е н «!!：
2 х  一  3 タ =̂ 1  ö ,

( ゆ ’  з а м е ч а я ,  ч т о  t g !20  

у — î =  — 3 (x —j- 4).

2 у р а в н е н и е  п р я м о й ,  п р э х о і я щ е й  ч е р е з  т о ч к у  ( — 4 , 1) и  

^  у г о л  " О ノ с  п о л о ж и т е л ь н ы м  н а п р а в л е н и е м ^ о с и  А " - о в ,  м ы  

.よ:《^  ~  1 °  -—  |/ ö  *

П р и м е ч а н и е .  З а м е т и м ,  ч т г  в  з а д а ч е ,  п р и в е д ш е й  н а с  к  у р а в н е -

— • 一  „ W 4 ”  «  а
ншо (49), участвует не угол а, 
можно ечнт'ать равносильными во 

всех случаях, кроме одного: е с л и  

прямая, уравнение которой мы 

ищем, перпендикулярна к оси ズ-os 

(в^ргикальна —  при обычном расп о­

ложении чертежа), то угол а суще­
ствует (равен 90°), но тангенс его 

не может быть выражен никаким 
числом. В состоянии ли мы и здесь 

в ы р а з и т ь  п р я м у ю  у р а в н е н и е м ?  Д л я  

большей ясности рассмотрим числ о 

вой пример: пусть (черт. 63) через 

точку і4(2, 4) проведена прямая Л В У 
перпендикулярная к оси Х -ов. 
03Ьмем на этой прямой проггззоль

е г о  т а н г е н с  т .  Э т и  д а н н ы е

М (х9у)  

а  Г г # < )

Ч е р т .  6 3

.w р w ‘ • ド 、̂**

Æ t^J°4>cy ^  (xt У)і к а к  б ы  н и  п е р е м е щ а л а с ь  т о ч к а  М  в д о л ь  A B ,

Э /ß

на этой?е /С U пРинимают^ з а  ураенгние п р я м о й  A B .  

рямой имеется б е с ч и с л е н н о е  м н о ж е с і в э  т о ч е к ,

( 2，5 ) ,  <2 , 8 ) ， ( 2 ,

_  4 '  Т о ' е е т  м : С Т о  р а в е н с т в о  ( 5 0 、.  Е с л и  ж е  в з я т ь  

ч  T ü K o ^  т о ч к и  а б с ц ‘丨с с а  б у д е т  в о  в с я к о м

(50)

Действительно,
н а п р и м е р

т о  и くу  в н е  п р я -  

с л у ч а е  о т л и ч н а

в о з н и к н у т ь  сл едую щ ее  со м н е н и е :

, и，значит 1ичк*
П о  п о в о д у  ’  Р і в е н с т в о  ( 5 0 )  н е  б у д е т  в ы п о л н и т ь с я  

ミГ Д а м ы  0即 。ニ  1 Р а с с у ж д е н и й  м о ж е т  в о з н и к н у т ь  с л ^

С 0 из т п  б  Я Л И  1 §  1り, 4Tà ,,а о п о н и м а т ь  п о д  г р а ф  к о м  у р а в н е н и я ,  

Т в ° Р я ^ о с ^  к о о ° В а Н И Й  з а к л і о ч а л ° с ь  в  т о м ,  ч т о б ы  у р а в н е н и е  это у д о -  

РЛинэт^?.|и л ю б о й  точки, лежащей нз графике, если



п о д с т а Е Л я т ь  а б с ц и с с у  т о ч к и  в м е с т о  х ,  а  о р д и н а т у  в м е с т о  у .  д ү .}! 

в  у р а в н е н и е  ( 5 0 )  н е  в х о д и т  у ,  и ,  з н а ч и т ,  о р д и н а т у  ” н е к у д а  п 0 д с т а  

М ы  д о л ж н ы  п о э т о м у  р а с ш и р и т ь  н е к о т о р ы е  и з  п р е ж н и х  ф о р м у Л И о * ? ' *  

1 ) н а р я д у  с  у р а в н е н и я  и и ,  с о д е р ж а щ и м и  X  іл у ,  б у д е м  р а с с м а т р и в а в ^  

т а к и е  ( „ и е п о л н ы е » ) ,  к о т о р ы е  с о д е р ж а т  т о л ь к о  х  и л н  т о л ь к о  タ； 2 )  

„ в е ч н о ,  ч т о  п о д с т а н о в к у  к о о р д  н а т  к а к о й - н и б у д ь  т о ч к и  в  

у р а в н е н и е  м ы  б у д е м  п о н и м а т ь  т а к ,  ч т о  в  у р а в н е н и е ,  н е  с о д е о ж а ш е е  „  

н а д о  п о д с т а в л я т ь  т о л ь к о  а б с ц и с с у  т о ч к и  в м е с т о  в  у р а в н е н и е ,  н е  ふ 
д е р ж а щ е е  д - ,— т о л ь к о  о р і и н а т у  т о ч к и  в м е с т о  J » 1 ) .  Н а п р и м е р ,  в

Р  у д о в л е і в о р я е т с я  к о о р д и н а т « , ,

ѵ )  и т.
С л е д о в а т е л ь н о ,  в с е  э т и  т о ч к и  л е ж а т  н а  г р а ф и к е  р а с с м а т р и р а п ю г о  

у р а в н е н и я ,  к о т о р ы й  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  п р я м у ю ,  п а р а л л е л ь н у ю  о с н  兄 о а  

( г о р и з о н т а л ь н у ю ) ,  л е ж а щ у ю  в ы ш е  э т о й  о с и  н а  р а с с т о я н и и

В о о б щ е ,  п р я м а я ,  п р о в е я н н а я  ч е р е з  т о ч к у  ( х ѵ  У і ) п а р а л л е л ь н о  

ズ- о в ,  б у д е т  и м е т ь  с в о и м  у р а в н е н и е м

■

с м ы с л е  у р а в н е н и е ^  ( н е п о л н о е )  2 у  =  5
т о ч е к (3，I),(". 6， ( 1 С 0 0 ,

о с и

(51)
а  п р я м а я ,  п р о в е д е  н а я  ч е р е з  т у  ж е  т о ч к у  п а р а л л е л ь н о  о с и  Ғ - о в ,  •

x  — ズ！ • (о2) I
в ы р а ж а е т с я  у р а в н е н и е м  タ= 0 ,  а  о с ь  У - о в —Х о вВ  ч а с т н о с т и  о с ь  

у р а в н е н и е м  л : = ь  0 .

У р а в н е н и е  ( 5 1 )  с о д е р ж и т с я  в у р а в н е н и и  ( 4 9 )  к а к  ч а с т н ы й  с л у ч а й .  

Д е й с т в и т е л ь н о ,  е с л и  п р я м а я  п а р а л л е л ь н а  о с и  у Ү - о в ,  т о  т = ^  0  и  у р а в н е ­

н и е  ( 4 9 )  п р и н и м а е т  в и д  у 一 у 1 — 0 ,  а э т о  р а в н о с и л і н о  уравнению  (51). 
У р а в н е н и е  ( 5 2 )  т а к ж е  м о ж н о  с ч и т а т ь  с о д е р ж а щ и м с я  в уравнении (49),

н о  в к а ч е с г в е  п р е д е л ь н о г о
Y с л у ч а я .  Д е й с т в и т е л ь н о :  

у р а в н е н и е  ( 4 9 )  в  в и д е

н а п и ш е м

т ( у — У 1 ) ~ х  一  х г ,
( 4 Э - )

Ғ с л и  т е п е р ь  п р я м а я  в р а щ а е г  

с я  о к о л о  т о ч к и  ( х л , у х ) ,  с т р е м я : *  

с т а т ь  п е р п е н д и к у л я р н о й  ^  о с р  

Х - о в  ( и ,  ■

I о с и  К - о в ) ,

з н а ч и т ,  

т о  т  一

параллельной
. 00 ,  с л е д о в 3-

н о
п р и

ニ - ^

гп
т

т е л ы ю  _____________________

—
X

в с е г д а”  О т м е т и м ,  ч т о  н е п о л н о е  у р а в н е н и е  

з а м е н и т ь

и у. Н а п р и  е р , у р а в н е н и е  (5 0 ) р а в н о с и л ь н о  т аトо м у :

— н о ，П Г г

и » , (

** 鼉 jr j_>a O liv e n  n  w  —

т а к и м , к о т о р о е  п о  Е н е ш н е м у  в и д у  б у д е т  с о д е р ж а т
： д г * = 2 (デ г

е с т ь  н е  ч то  и н о е , к а к  е д и н и ц а ). В  у р а в н е н и е , т а к  н а п и с а н ся n p ^ ' joS, 
п о д с т а в л я т ь  з н а ч е н и е  о б е и х  к о о р д и н а т  ( ғ а п п и м е р , о н о  у д о в л е  ғчт0 п о Д с т  

タ= 5  и л и  л р и  х  — 2, у  =  一  3  и т . п .) ,  н о  за р а н е е  о ч е в и д  , 
р а з л и ч н ы х  ч и с е л  в м е с то  у  и з л и іи к я .

Ц

2  У Р аВІІУІ м а 1 0 т  о р д и н а т у  т о й  т о ч к и ,  в  к о т о р о й  п р я м а я  п е р е с е к а е т

і Н а т 0Й  П ^ Н  о о р д и н а т а , к о т о р у ю  м ы  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  б у к в о й  Ь ,  м о ж е т

广о В .  ,Т т е п ь н о й  ( к а к  н а  ч е р т е ж е  6 4 ) ,  и л и  о т р и ц а т е л ь н о й  ( е с л и

п ° л 0 / АІ. е к а е т  ось ^ о в  н и ж е  н а ч а л а ) ,  и л и  р а в н о й  н у л ю  ( е с л и  п р я -  

• -  гт— 動 n ハu a , u  и т п  з а д а н и е м  н а ч а л ь н о й

% е п0 начальной орди н ате  и под.ъе іу . П о д  н ачальной  ор-

П р « м а я  

が

n e p e c e n . d t »  -

п р о х о д и т  ч е р е з  н а ч а л о )  3 ) .  Л е г к о  п о н я і ь ,  ч т о  

Н 2Т Ы  Ь  и  п о д ъ е м а  m  п р я м а я  в п о л н е  о п р е д е л я е т с я .

°рДікелая составить по  эти м  д ан ны м  у р а в н е н и е  п р я м о й , з а м е т и м  ч то  
з а 1 і ч а  сводится к  п р е д ы д ущ е й : т е п е р ь  в е д ь  т а к ж е  д а н а  т о ч к а  н а ’ пря - 
し  и м е н н о - т о ч к а  В  ( О ,  Ь ) ,  в  к о т о р о й  э т а  п р я м а я  п е р е с е к а е т с я  

へ— … , . а  в  ѵ о ^ в н е н и и  ( 49 - ) п о л о ж и т ь  д ,  =  0 ,  у ^ Ь ,  ч т о б ы

м ой

г О С Ь Ю

в о л у ч и І Ь

з а т е м * .

у . о в .  О с т а е т с я  

с н а ч а л а

(ズ 一  0 )

( 5 3 )

т . е .  у р а в н е н и е ,  р е ш а ю щ е е  з а д а ч у  

К а к  и  р а н ь ш е ,  р е к о м е н д у е м  у ч а щ е

'  へ о т г »  ѵ п я пэ т о  у р а в -  

ч а с т н о м

м у с я  в ы в е с т и  е щ е  р а з  

н е н и е  и з  ч е р т е ж а  6 4  

с л у ч а е  к о г д а  п р я м а я  п р о х о д и т  ч е р е з  

н а ч а л о  к о и р д и н н а т  ( Ь  ~  0) ,  и м е е м  :

у  =  m x ,

Ч е р т .  6 5 .

т .  е .  х о р о ш о  и з в е с т н о е  у р а в н е н и е  

п р я .  ой  и р о п о р ц и о н а л ь ч о с т и .  *

3.  У р а в н е н к с  п о  д в у м  т о ч к а м .  К а к  и з в е с т н о ,  п р я м а я  в п о л н е  о п р е д е ­

л я е т с я  д в у м я  с в о и м и  т о ч к а м и .  Е с л и  п о э т о м у  и з в е с т н ы  к о о р д и н а т ы  д в у х  

т о ч е к  Р ( х л у у л)  и  Q (ズ2，タ2 ) ,  л е ж а щ и х  н а  п р я м о й  ( ч е р т .  6 5 ) ,  т о  э т и  д а н -  

и ы е > о ч е в и д н о ,  д о с т а т о ч н ы  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  с о с т а в и т ь  е е  у р а в н е н и е .  

М ы  с е й ч а с  ж е  с в е д е м  з а д а ч у  к  у ж е  р е ш е н н о й ,  е с л и  в с п о м н и м ,  ч т о  п о  

і | о ж н о  о п р е д е л и т ь  п о д ъ е м  п р я м о й  ( §  12)：

m  ■
一 У і

X f  一  X i

Д о с т а т о ч н о  подставить  это  в ы р а ж е н и е  

Ч т о 6 ^  п о л у ч и т ь  и ско м о е  у р а в н е н и е :

д л я
m  в  у р а в н е н и е  ( 4 9 г) ,

タ一Л

б о л е е  с и м м е т р и ч н о м  в и д е :

( ズ ー ろ ) •Л 2 —  Х і

( 5 4 )

1*^» ко р о ц . 3 i . ! f 3bIBai0T в е л и ч и н у  Ь .о т р е з к о м , о т с е к а е м ы м  п р я м о ю  о с и  } - о ь  »1
гѵ,_И е Й . . Р е з к ’、м  н а —о с и  Y - o r *  Мы не  м о ж е м  п о л ь з о в а т ь с я  э т о й  термнно-

■
гѵ* **» і с і қ  у  • j ,  ； ѵ /ѵ -и  j  - и о  і ѵ і ш  н е  一 ------- --------

P “ ぬт е л ы г -е  8 打0益 к н и г е  д д ы и ы  о т р е з к о в  н и к о г д а  н е  р а с с м а т р и в а ю т с я
к а к
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( / : е в а я  ч а с т ь  с о с т а в л е н а  и з  у - о в ,  т а к  ж е ,  к а к  п р а в а я  

и  < д в у х  д р о б . Й  в т о р ы е  ч л е н ы  в  ч г —  

а б с о л ю т н о й  в е л и ч .  н е  и  п о  з н а к у ) .

П р и м е р  1. Уразнение прямой, с о е д и н я ю щ е й  

<3(4 ,1 ),получается сначала в виде:

ч и с л и т е л е  и
W

Т О Ч К И

У - Д Г 4 - 2

Г Т 2

’ 5 )

в ы п о л н я е м  д е й с т в и я  в  з н а м е н а т е л я х :

ター 5  一  x  А - 2  т

一 4 一 tT - ；

о с в о б о ж д а е м с я  о т  д р о б е й  ( о б щ и й  з н а м е н а т е л ь  12)  и  

в и д н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  н а в о д и м ：

2 х  •-{—  Ъ у  — 1 1 = 0 .  

П р о в е р к а :  п о д с т а в л я я  с ю д а

А < 一 '

П 0 ' Л е  л р у г и х
о ч し

, - ,  р а з
x  —  t  * ,=  і ,  у и е : ; : д а е м с я ,  ч т о  л и н і  я ,  в ы р а ж а е м а я  уравнением ( 55) ,  

д е й с т в : п е г ь ! і о  п р о х о д и т  ч е р е з  о б е  т о ч к и .  Е с л и  б ы ,  п р и м е н я я  ф о р м у л у

( 5 4 ) ,  м ы  п р и н я л и  т о ч к у  Q ( 4 , 1 ) з а  п е р в у ю ,  а  Р (  — - 2 ,  5 )  з а  в т о р у ю ,  т о  

п о л у ч и л и  б ы :  1, 一 1 v  —— л

• ........................................... - о д и н  P «  ズ=  —  2 , タ = 5 ,  д р у г о й

4 ,  у = 1 , у б е : ; г д а е м с я ,  ч т о  л и н г я ,  в ы р а ж а е м а я  -

ТТМ1' ИЛГЧЛ*  ̂ лЛ  八 一---------^

( 5 5 )

а  э т о  у р а в н е н и е  п о с л е  у п р о щ е н и й  с н о в а  п р и в е л о  б ы  н а с  к  у р а в н е ­

н и ю

П р и м е р  2 .  Ф о р м у л а  ( 5 4 )  с т а н о в и т с я  н е п р и м е н и м о й ,  е с л и  у  д в у х  

д т н н ы х  т о ч е к  р а в н ы  а б с ц и с с ы  ( х 2 = х г )  и л и  ж е  р а в н ы  о р д и н а т ы  ( у 7  =  Ѵ ] ) .  

П у с т ь ,  н а п р и м е р ,  т р е б у е т с я  н а п и с а т ь  > р а в н е н и е  п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  

ч е р е з  т о ч к и  Р ( 4 ,  3 )  и  Q  , 9 ,  3 ) .  П р и  н е п о с р е л с т в е ч н о й  п о д с т а н о в к е  в 

ф о р м у л у  ( 5 4 )  п о я в и л а с ь  б ы  д р о б ь  с  н у л е в ы м  з н а м е н а т е л е м ,  следователь- 

н о  一  л и ш е н н л я  с м ы с л а .  О д и а к о  д о с т а т о ч н о  п р е о б р а з о в а т ь  у р а в н е н и е  ( 5 4 )  

д л я  т о г о ,  ч т о б ы  п о д с т а н о в к а  с т а л а  н е  т о л ь к о  возможной, н о  и  п р и в е л а  

б ы  к  п р а в и л ь н о м у  р е з у л ь т а т у .  И м е н н о ,  о с в о б о д и м  с н а ч а л а  у р и в н е н п ^  

( 5 4 )  о т  д р о б е й :

x  ) =  IС у  — у ^  (>： : ( ぶ 一 а ) ( у 2 — タ】) .

Т е п е р ь  п о д с т а н о в к а  д а е т :

(タ ー з )  ( 9 _ 4 ) = ( j c  — 4 ) ( 3  — 3 ) ,

f  =  3 .  

иl ' a i e  и  д о л ж н о  б ы т ь ,  п 0 Т =  

ч т о  п р я м а я ,  к о т о р а я  с о е д и н и  

т о ч к и ,  л е ж а щ и е  н а  о д и н а  

с т о я н и и  ( р а в н о м  3 )  и  п о  о д  .  ^  0 с и  

о г оси ^Ү-ов, параллельна я  

[ с м .  у р а в н е н и е  ( 5 ” ] .  льН ой  ^  
4 .  У р ,  в н е н и е  п о  

с ц и с с е  и  н а ч а л ь н о й  п е Р е с е К

см отри м  пр ям ую , к о т о р  

о б е  о с и  к о о р д и н а т ,  н о  н е  п р о х о д и т  ч е р е з  н а ч а л о . ^  н м е і011^

П у с т ь  п е р е с е ч е н и е  п р я м е й  с  О Х  п р о и с х о д и т  в  т о ч к е ^  а  о е р  

а б с ц и с с у  а  ( б у д е м  н а з ы в а т ь  е е  „ н а ч а л ь н о й  а б с ц и с с о й 4 1 ； а ~і 

7 6

„  q Y

；Р сЯ；； ч а й  п р е д ы д у .：е п ：

- î  - 咖

і о ч к е  É ,  и м ею щ ей о р д и н а т у  b  ( н а ч а л ь н а я  о р д и н а т а  —  

-• Ь ф ^ )  ^ ) .  П р е д л о ж и м  с е б е  н а п и с а т ь  у р а в -  

и  Ь .  Н о  э г а  з а д  ч а  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  

здесь даны  д в е  т о ч к и ,  л е ж зи ш е  на 
точки пересечения е е  с о с н  м и  і с о о р  ユ н н а г :  А  ( а ,  С )  и

. i r  ß -

деИ:

уравнение  (5 4 ) х 2 =  а 9

J L = X—ズー л

= 0 ,  х 2  =  0 % у 2

■ = — 4  + 1

О К О

,н ч а т е л ь я о ：
X
а b

(56)

д\ы з д е с ь  с о з н а т е л ь н о  н е  о с в о б о ж д а е м с я  о т  д р о б е й ,  т а к  к а к  и м с п -  

я0 в  э т о й  ф о р м е  у р а в н е н и е  л е ‘ к о  з а п о  и н а е т с я  и ,  к р о м е  т о г о ,  с а м и м  

в н е ш н и м  в и д о м  с в о и м  г о в о р и т  о  г е о м е т р и ч е с к о м  з н а ч е н и и  в е л и ч и н  

a  w  Ь .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  е с л и  б ы  м ы  д а ж е  и  н е  з н а л и  о  п р о и с х о ж д е н и и  

у р а в н е н и я  ( 5 6 ) ,  т о ,  р а з ы с к и в а я  т о ч к и  п е р е с е л е н и я  л и н и и  ( 5 S )  с  о с я м  и  

к о о р д и н а т ,  с р а з у  п о л у ч и л и  б ы ： п р и  ѵ =  0  ( п е р е с е ч е н и е  с  О Х )  х  =  а ;  

п р и  х  =  0  ( п е р е с е ч е н и е  с  О У )  у  =  Ь  [ с р .  с  у р а в н е н и е м  ( 3 8 )  д ^ я  э л -

П р и м е р .  Н а п и с а т ь  у р а в н е н и е  п р я м о й ,  з н а ч ,  ч т о  с н а  п е р е с е в а г ^ і  

ось У -о в  н а  р а с с т о я н и и  3  о т  н а ч а л а ,  в ы ш е  е г о ,  а  о с ь  Х - о з  н а  р а с ­

с т о я н и и  5  о т  н а ч а л а ,  с л е в а  о т  н е г о .

Р е ш е н и е .  З д е с ь  а  ^ ~ 5 ,  0  =  3 У с л е д о в а т е л ь н о  у р а в н е н и е  п р я м о й

Z ^ -  +  ^  = 1 .

S x  •イ 1 5 ：= = =  0 .

и л и ,  п о с л е  у п р о щ е н и й ：

Наіисать уравнение прямой, проходящей через точку (4, — 2) и гбра* 

4) Тз.^ С положительны\і направлением оси Х-ов угол в : 1 ) 3 j。, 2) 46°, 3) 90°

в " н и е * е *  ^ е Р ш и н а  р а в н о с т о р о н н е г о  т р е у г о л ь н и к а  н а х о д и т с я  з  т о ч к е  ( 2, 6) ,  а  о с н о -  

д в у Х  д р у р  л е ж и т  н а  о с и  Х ' О я .  Н а й т и : 1 ) у р а в н е н и я  т р е х  с т о р о н ,  2 )  к о о р д и н а і ы

п р о в е л ^ н ? 2» 1!1 3 Т о  к и : パ（一 3 ,  4 ) ， В  ( 5 , 9 )  и  С  ( 2 ,  3 ) .  Н а п и с а т ь  у р а в н е н и е  п р я м о й ,  

し' ч е р е з  т о ч к у  С  п а р а л л е л ь н о  п р я м о й  A B .

В о с п о л ь з о в а т ь с я  ф о р м у л а м и  ( 1 5 )  и  ( 1 8 )

к о р о л е  - i ° ^ JT 0 ^ 3 b ,B a i 0 T  в е л и ч и н ы  a  n b  « о т р е з к а м и ,  о т с е к а е м ы м и  п р я м о ю  н а  о с я х * ,  

к о . г д а  л И  о с я х _ . ル1я  н а с  э т и  н а з в а н и я  п р и е м л е м ы  т о л ь к о  в  т о  і  

апРимер’ имеетノме И 0 (СМ пРедыдУІДее подстрочное примечание), как это,

^•■езно Рделаеть све 33дач всякий раз, как получено уравнение новой прямой, 
П̂ М°Й с осями сшРКУ с чеРТежом，например так: находим точки пересечения 
î s i î î ei1 8 п о с л ^ л н р И  р а з  п о  ч е р т е ж у ,  д р у г о й  р а з  —  и з  у р а г н е н  і я  ( я  > я  ч е ю  

неТо̂ ю можно пгои^й 0ДИН Раз タ= 0» другой раз ズ= 0 ;  вычисление большей 
избе>,Мо с° в п а іа т ь  ля 1 8 У м е .) Ре у л ь та ты  п о с т р о е н и я  и в ы ч и с л е н и я  м о гу т  

ны^  п р и  п Ра в и л ы ю м  в ы п о л н е н и и  т г г о  и д р у г о г о  и з -з а  н е -
еи чертежа, од иг и о грубого расхождения не должн > быть.
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1 4 5 .  Д а н ы  д в е  т о ч к и :  л  ( — 3 , —  1) и  В  ( 5 ,  2) .  Н а п и с а т ь  ѵ

пговелешшй через середину о ірезка AB, перпендикулярно к немуНе'1Ве О р ^

Указание. Воспользоваться формулами (15) и (19). 0马.

146. Написать уравнение прямой, составляющей с положи
гением оси ズ-оз угол в 60° и 1 ) пересекающей положительную пЛЬі1Ым напп 
расстоянии 5 от начала； 2) проходящей через начало координат.^0сь к ов ご, 
шеи отрицательную полѵось К-ов на расстоянии 4 от начала. • ПеРル ^  

147ニ Даны две точки: Л (— 4,2) и 5(3 ,1). Написать уравнение по 
лельной AB  и п ресекающей отрицательную полуось Ков на мо鈐，параі 
начала. Расстоянни 2 0г

148. Написать уравнение прямой, зная ее начальную абсциссу a 肩 
り 149. Написать уравнение прямой, соединяющей 2 точки:1)(-1- 1 ^ ПодъеМ т.

! 5 0 . В е р ш и н ы  т р е у г о л ь н и к а  н а х о д я т с я  в т о ч к а х  А ( 4 ,3 )，ß (— 5 q\ rt6 i 1 
Н а п и с а т ь  у р а в н е н и я  т р е х  с т о р о н . ■ ハし（б» 〜 2).

1 5 1 .  П р и  д а н н ы х  п р е д ы д у і і л е й  з а д а ч и  н а п и с а т ь  у р а в н е н и я  т п е »  仙”， 
угольника. . р ыеднан тре-

1 52 . П о к а з а т ь , ч т о  п р я м а я , с о е д и н я ю щ а я  т о ч к и  (一 3 ,6 }  и  (2 一 4) п 
дит чеоез начало координат. '* h пРохо-

Ï53. Три последовательные вершины параллелограма ABCD нах0ГІІ1ТГо 
точках А (0, 3), В ( 一 5, •一 1) , С (一 3, 一 2). Найти уравнения сторон ВС CD и 
диагонали ВО. '

154. Написать уравнение прямой, проходящей через точку (4, 2) и Пересе* 
к а ю ш е  , о т р и ц а г е л ь н у ю  п о л у о с ь  Х - о ъ  н а  р а с с т о я н и и  3  о т  н а ч а л а .  *

155. Диагонали ромба равны 14 и 8. Принимая большую диагональ за ось 
-Ѵ-ов, а меньшую за ось К-ов, написать уравнения сторож

156. Через точку (5,2) провести прямую так, чтобы она отсекала от осей ко- 
ординат равнобедренный треугольник.

157. Написать уравнение прямой, зная, что перпендикуляр, опущенный га 
н е е  и з  н а ч а л а  к о о р  и  н а т ,  и м е е т  д л и н у  4  и  с о с т а в л я е т  с  п о л о ж и т е л ь н ы м  н а п р а з -  

лением оси Х-ов угол  в 5 j° .

Указание. Найти отрезки, отсекаемые прямой на положительных полуосях
координат.

§ 30. График уравнения первой степени. Во всех без исклю­
ч е н и я  с л у ч а я х ,  к о г д а  н а м  п р и х о д и л о с ь  с о с т а в л я т ь  у р а в н е н и е  п р я м о й  п о  

т е м  и л и  и н ы м  д а н н ы м ,  р е з у л ь т а т  п р е д с т а в л я л с я  в  в и д е  у р а в н е н и я  п е р ­

в о й  с т е п е н и  ( о т н о с и т е л ь н о  х  и  у ) .  Б о л е е  т о г о ,  м ы  е щ е . б  п р е д ы д у щ е й  

г л а в е  ( §  1 9 )  у с т а н о в и л и ,  ч т о  в с я к а я  п р я м а я  м о ж е т  б ы т ь  в ы р а ж е н а ^ у р ^  

нением первой степени. Справедливо ли обратное утверждение. れふ打 
л и  у р а в н е н и е  п е р в о й  с т е п е н и  в ы р а ж а е т  н е к о т о р у ю  п р я м у ю г  ^  

л и  в с т р е т и т ь с я  т а к о е  у р а в н е н и е  п е р в о й  с т е п е н и  ( о т н о с и т е л ь н о ^  刀•パー训 
к о т о р о е  и м е л о  б ы  с в о и м  г р а ф и к о м  н е  п р я м у ю ,  а  к р и в у ю і т  м е Р і '  с л е-  

п о н я т ь  з а к о н н о с т ь  п о с т а н о в к и  э т о г о  в о п р о с а ,  в с п о м н и м ,  н 2 П р  а в н *е н и е м  

д у ю щ и е  ф а к т ы :  в с я к а я  о к р у ж н о с т ь  м о ж е т  б ы т ь  вы ражена )  с т е п е н и  

в т о р о й  с т е п е н и  ( §  1 8 ) ;  о д н а к о  н е  в с я к о е  у р а в н е н и е  в ^ о р ^  ^ ^ а ^ о л а і  

и м е е т  с в о и м  г р а ф и к о м  о к р у ж н о с т ь  ( т а к о в ы м  м о ж е т  о к а з а т ь с  J

и  г и п е р б о л а ,  и  л ю б о й  э л л и п с ) .  І Ш  п е р в о й

П о с т а в л е н н ы й  в ы ш е  в о п р о с  о  г р а ф и к е  о б щ е г о  У Р а в н  < а з а т ь ,  4 X 0  

с т е п е н и  б у д е м  р е ш а т ь  с л е д у ю щ и м  п у т е м .  Е с л и  у д а с т с я  ^  о Д н о м У  и3 
в с я к о е  у р а в н е н и е  п е р в о й  с т е п е н и  м о ж е т  б ы т ь  п р и в е д е н о  п о Л у ч а л и с ь  

т е х  в и д о в  [ у р а в н е н и я  (49), ( 5 2 ) ,  ( 5 3 )  и  т .  д . ] ,  которые у  Н т Б е р Д ц т с л ь н Ы  

в  к а ч е с т в е  у р а в н е н и й  п р я м ы х ,  т о  э т и м  с а м ы м  б у д е т  д а н  3 : 

о т в е т  н а  и н т е р е с у ю щ и й  н а с  в о п р о с  
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ч и с л е н н о г о  п р и м е р а ;  р а с с м о т р и м  у р а Б П 2н ：- с  п е р в э й  с т е -  

H a ;ï ：c M  …

І：с н и ： 2ズ +  5 ツ ー 1 2 = 0 .  ( 5 7 )

« памяти те у р а в н е н и я  п р я м о й ,  к о т с г ь г е  п о л у ч а л и с ь  в  

ロе Р  ぐ丨 п а ^ а і р а ф е ,  м ы  о с т а н о в и м с я *  н а  у р а в н е н и и  ( 5 3 )  к а к  н а и б о -  

г:сユ ユ ) 11̂ ぐ レ 】 действительно, уравнение (о7 ) может быть легко при- 
Лее ПР°° у (5 3 パ стоит только решить (57) относительно у :  
в е д е «0 к  ь * ;

2 . 1 2  
タ= 一 з •ズ+ Т .

一 м ы  н е  т о л ь к о  в  п р а в е  у т в е р ж д а т ь ,  ч т о  у р а в н е н и е  ( 5 7 )  и м е е т  

Щ  р а ф и к о м  п р я м у ю  л и н и ю ,  н о  д а ж е  м о ж е м  о п р е д е л е н н о  у к а з а т ь ,

г2К.ую именно . п р я м у ю： т у , ко т о р а я  им еет н а ч а л ь н у ю  о р д и н а ту  и

. ,м _______ ±  ( Э т у  п р я м }  і о  л е г к о  п о с т р о и т ь ) .  Р а с с у ж д е н и е ,  о ч е в и д н о ,  и м е -

ет общий характер и может быть повторено для буквенного уравне- 
шія. Итак, возьмем уравнение периой степени в самом общем виде:

А х  +  В у + С = О у ( 5 3 )

г л е  A , B f C 一 к а к и е  у г о д н о  ч и с л а 一 п о л о ж и т е л ь н ы е ,  о т р и ц а т е л ь н ы е  и л и  

н у л и  つ. П р е д п о л о ж и м  с н а ч а л а ,  ч т о  к о э ф и ц и е н т  В  н е  р а в е н  н у л ю ;  т о г д а  

м о ж н о  п о в т о р и т ь  п р е д ы д у щ е е  р а с с у ж д е н и е ,  т .  е .  р е ш и т ь  у р а в н е н и е  ( 5 8 )  

относительно у :

У  —  一  ^  х  一  - ß  •  ( 5 S f )

Э т о  е с т ь  у р а в н е н и е  в и д а  ( 5 3 ) ，т .  е .  у р а в н е н и е  п р я м о й  с  н а ч а л ь н о й  

о р д и н а т о й  —— ~  и  п о д ъ е м о м  —  —  .  З а й м е м с я  т е п е р ь  о с т а в л е н н ы м  в  с т о *  

р е ж е  с л у ч а е м ,  к о г д а  5 = 0 ;  у р а в н е н и е  с в о д и т с я  к  н е п о л н о м у :

Л х  +  С  =  0 ，

Де Л ^ ：о； оно может быть поэтому представлено в виде:

С
х  —  一  >

は Г а=  ^ .  у р а в н е н и е  ( 5 2 ) ]  т а к ж е  в ы р а ж а е т  п р я м у ю ,  н о  т о л ь к о  

3 ぶ十？ п р я м у ю ,  п а р а л л е л ь н у ю  о с и  К - о в  ( н а п р и м е р  у р а в н е н и е  

Н е .  в с р а ж а е т  п р я м у ю ,  п а р а л л е л ь н у ю  о с и  К - о в  и  о т с т о я щ у ю  о т

l  t>  Р а с 、 г о я н и е  了 в л е в о ) .  И т а к ,  м ы  п р и х о д и м  к  в а ж н о м у  в ы в о д у  :

Св° и . ч  z p a c f ) n ^ a 3 H e H U e  n e P 8 0 l V l  с т е п е н и  ( п о л н о е  и л и  н е п о л н о е )  и м е е т  

о м  п р я м у ю  л и н и ю .

6 ザ с ч и т а т ь  т о л ь к о  т о т  с л у ч а й , ко гд а  А =  В  =  0, т а к  
либо nnPR_ либ°  вовсе не имеет решений (как, иапример, О.л: +  0 .タ十 

パ в р а щ а е т с я  в  т о ж д е с т в о  (0 .ズ十 0 .少十 0 =  0) .



П о п у т н о  п о л у ч е н  е щ е  о д и н  р е з у л ь т а т ,  к о т о р ы й  н ? й  

н е н м е  в  д а л ь н е й ш е м :  е с л и  п р я м а я  з а д а н а  у р а н н е н и е н  ° С б е  R P « d  

е е  Р а  е н  е ' з я т о м у  с  о б р а т н ы м  з н а к о м  о т н о ш е н и ю  т °  « о Г г

x  к  к о э ф и ц и е п п . у  п р и  у .  К о з Ф і т е н

npü

こ Г百 .  щ

Н а п р и м е р ,  п о д ъ е м  п р я м о й  6 х  1 \ у  一  1 8  な  о  р  /  6 Я

п о д ъ е м  п р я м о й  Ъ х — 2 у — 1 0  =  0 р а в е н  ~  и  т .  п .

Т е п е р ь ’  к о г д а  у с т а н о в л е н о ,  ч т о  в с я к о е  у р а в н е н и е  п е р в о й  Ш  

и з о б р а ж а е т с я  п р я м о й  л и н и е й ,  с п р о с и м  с е б я ,  к а к  н а и л у ч ш и м  = е П е н и  

п о с т р о и т ь  э т у  л и н и ю  п о  д а н н о м у  е е  у р а к н е н и ю .  В с я к у ю  л и !0 Р 3 3 ° ' *  

м о ж е м  ( п р и б л и ж е н н о )  с т р о и т ь  п о  т о ч ч а м ,  е с л и  т о л ь к о  и з в е с т ^  МЫ 

у р а в н е н и е  і §  1 7 ,  т а б л .  ( 2 5 )  и  о т н  с я щ и й с я  с ю д а  і е к с т ] .  Н о  д л я  п р я м е й  

• л и н и и  з а д а ч а  у п р о щ а е т с я ,  и  п о с т р о е н и е  м о ж е т  б ы т ь  с д е л а н о  т ごч н ^  

б л а г о д а р я  т о м у  о б с ю я т е л ь с т в у ,  ч т о  п р я м а я  в п о л н е  о п р е д е л я е т с я  v J e  

д в у м я  с в о и м и  т о ч к а м и .  В  к а ч е с т в е  т а к и х  д в у х  т о ч е к  м о ж н о ,  н а п р и м е о  

б р а т ь  ( и  в  б о л ь ' и и н с т в е  с л у ч а е в  э т о т  п р и е м  н а и б о л е е  п р а к т и ч е н )  т о ч к и  

п е р е с е ч е н и я  п р я м о й  с  о с я м и  О Х  и  О К .  К о о р д и н а т ы  э т и х  т о ч е к  л е г к о  

о п р е  е Л яю іся  и з  ур а вн е н и я , к а к  мы э то  видели раньш е и к а к  еще раз 
п о к а ж ѵ т  с л е д у ю щ и е  п р и и е р ы .

П р и м е р  1 . П о с т р о и т ь  п р я м у ю ,  в ы р а ж а е м у ю  у р а з н е н и е м

5х — 8у — 28 =  0.

Р е ш е н и е .  Ч т о б ы  н а й т и  т о ч к у  п е р е с е ч е н и я  с  о с ь ю  ズ . о в ,  п о д с т а в ­

л я е м  в  у р а в н е н и е  у  ~ 0  н  н а х о д и м  д ;  — 5 , 6 .  С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  п р и  

х = =  0  и м е е м  у  =  —  3  5 .

С г р о и м  т о ч к и  ( 5 , 6 ;  0 ) ,  ( 0 ;  —  3 , 5 )  и  с о е д и н я е м  и х  п р я м о й .

Э т о т  с п о с о б  п о с т р о е н и я  о к а з ы в а е т с я  н е п р и м е н и м ы м  т о л ь к о  в  т о м  

с л ѵ ч а е ,  к о г д а  с р е д и  к о э ф и ц и е н т о в  А ,  В ,  С  в  у р а в н е н и и  ( 5 3 ) ^ и м е ю т с я  

р а в н ы е  н у л ю .  Н о  т о г д а  з а а а ч а  у п р о і г а е т с я ,  т а к  к а к  п р я м а я  л и б о  ；
л е л ь н а  о д н о й  и з  к о о р д и н а т н ы х  о с е й  ( п р и  А  =  0  или В  ―  ) »  отн0. 
п р о х о д и т  ч е р е з  н а ч а л о  ( п р и  С =  0 ) .  К  э т о м у  п о с л е д н е м у  с л у ч а ю  

с и т с я :

П р и м е р  2 .  П о с т р о и т ь  п р я м у ю  п о  у р а в н е н и ю

4 д : - { -  9 у  =  0 .

Р е ш е н и е .  О д н а  и з  т о ч е к  п р я м о й  и з в е с т н а ,  —  э т о  ^ а ч ^ °  п о л у ч н м  

н а т .  О с т а е т с я  й ^ й т и  в т о р у ю  т о ч к у ,  к о о р д и н а т ы  к о т о р о  一  ^，丄 П р о -  

и з  у р а в н е н и я ,  п о л а г а я  в  н е м ,  н п п р и м е р ,  у  =  2 ， о т к у д а  ズー  
в о д  м  п р я м у ю  ч е р е з  т о ч к и  ( 0 , 0 )  и  ( 一 4 , 5 ;  2 ) .  е е  с  о с я м и

Наконец, п о ср оен и е  прямой по точкам пересечения ^ ^ ^ ^ ьнЬ!М 

м о ж е т  о к а з а т ь с я ,  х о т я  и  в ы п о л н и м ы м ,  н о  т е х н и ч е с к и  з  し " к  н а ч а л у  

в с л е д с т в и е  т о г о ,  ч г о  э т и  т о ч к и  о б е  б у д у т  с л и ш к о м  о / і и з  н е і с р у п и о > |  

к о о р д и н а т  ( н а п р и м е р  в  с л у ч а е  у р а в н е н и я  4 5 « г一  3 8 メ = 】 ， Ц Т 0 ^  в ь * ч И С * * 

м а с ш т а б е ) .  З д е с ь  т а к ж е  в ы х э д  б у д е т  з а к л ю ч а т ь с я  в  т о М ,  х  0 т  н а ч а Д І *  

л и т ь  и з  у р а в н е н и я  к о о р д и н а т ы  д в у х  т о ч е к ,  б о л е е  у д а л е

§0 产



] n t fT K  ( у с т н о )  п о д ъ е м ы  с л е д у ю щ и х  прям ы х:1) 2 д г  - f  j>  —  3  =  0;  

l 5S . ВучИ9СІ!Го* 3 ； 9 c  +  6少 十 1 1 = с0 ;  4) x  —  7タ十 2 0 •ニ 0 ;  5) З д г  —  8ッ= 0 :  

て . ' ノ . n- R\ f i r  =  5 v  — 8.t5 S *

8Ж -

2 === u ,  ハ. _  _  Л

\Х  一 ( п  一 о .  7) 4г  +  3  =  0； 8)  6х =  5 у  —  8.

« ^ Г * я я й т и 1 н а ч а л ь н у ю  а б с ц и с с у  и  н а ч а л ь н у ю  о р д и н а т у  п р я м о й  Ю Г  -  9 ѵ  =  3 3 .  

159* п оСТроить прямее：1 ) ! 2 с - f  5 j/— 2 4  =  0; 2)  j  如 む + . 2 4  =  0 :  3) 2л*-~ 
і б Э .  П о с т р О А4 “ ‘ む；5、2л： + 7  =  0;  б )  2 2 л :  一 3 5 少：= 2 ; 1 ) х  ^  \ 2 у = \ б

- -  一 л  • -  • '  „ у  А  •І б Э . " 一  ІГ 4、5 д г -む；
11_ー .し . ч т о  п р я  . ы е  8 х

：0 и  2 \х  — 6少+  20 =  0 в з а и м н о

. ------ •<» « /  Л  I s —J ! ------- ,

•Ь' ^  'показать, что пря . ыс оа — 12少十 d：) =  0 и \Ъу 一 lU r 十 24 =  0 парал.

с е р и е ^ і и к у ^ з а г ^  ч т о  ( ] р Я ѵ !Ы е  7 д г  — 9 ѵ  f  1 5  =  0  и  1 3 л :  +  1 2ター 2 0  =  0  п е р е с е -  

к2і о ^  н ^ | р ^ с с т и  у р а в н е н и е  ( 5 6 )  к  ь и д у  ( 5 6 ) .  В с е г д а  л и  в о з м о ж н о  э т о  с д е л а т ь ?

S  3 1  М е т о д ы ,  п р и м е н я е м ы е  п р и  с о с т а в л е н и и  у р  в н е  и и й .  ■ о  о б с т о я т е л ь с т в о ,  

З а м  * з а р ：і н е е  и  ч е с т н а  о б щ а я  ф о р м а  у  р а в н е н и я  в с >  к о й  п р я м о й ,  о т к р ы в а е т  

丨о л н ѵ  в о з м о ж н о с т ь  р е ш а т ь  з а д а ч и ,  в  к о т -  р ы х  т р е б у е т с я  с о с т а в и т ь  у р а в н е н и е  

е ^ |М0» „ о  Т е м  и л и  и н ы м  д а н н ы м .  Р е ч ь  и д е т  о  т а к  н а з ы в а е м о м  ж м е т  д  н  о п р е ­

д е л е н н ы х  к о э 中и ч и е н т о а * .  к о  о р ы й  п р и м е н я л с я  у ж е  Д е к а р т ч  м  ü  е г о  • 厂е о і и е т р и и . ,  

д ІЫ  л а д ! ім  п о н я т и е  о б  э т о м  м е т о л е  н а  п р и м е р е ,  о и ю с ѵ ш е м с я  к  п  я м о й  л и н и и ,  

|іо з а м е т и м ,  ч т о  н а и б о л ь ш у ю  п о л ь з у  о н  п р и н о с и т  п  и  и з у ч е н и и  к р и в ы х .  3 1 > л м о  

с д е ,і а е м  о б ^ о р  т е х  м  т о д  я ,  к а к и м и  м ы  у ж е  п о л ь з о в а л и с ь  в  з а д а ч а х  н а  с о с т а ш і е -  

H g e  у р а в н е н н й .  В  к а ч е с т в е  п р и м е р і  в о з ь м е м  з  д а ч у ,  у ж е  р е ш е н н у ю

Составить ура нение прямой по ее начальной абсциссе а и начальной 
о р д и н а т е  b  ( п р е д  і о л а г а е м ,  ч т о  а ф О  и  b ф 0 )

1-е р е ш е н и е  ( а ы в о д  у р а в  е н и я  и з  ч е р т е ж а ) .  Ғ е п е м  н а  п р я м о й  п р о и з в о л ь н е й )  

т о ч к у  М  ( н а  ч е р  i е ж е  Ь 7 о н а  в з я т а  в  п е р в о й  ч е т в е р т и )  и  о б о з н а ч а е м  е е  к о с р д я н а т ы  

(дг, у ) .  О  у с к а е м  и з  М  п е р п е н д и ­

к у л я р  M N  н а  О Х  и  п о т ь з у  м с я  レ 
п о д о б и е м  т р е у г о л ь н и к о в  А О В  и  A N M  

дл я т о г о ,  ч т о б ы  у с т а н о в и т ь  з а в и с и -  

м о с т ь  м е ж д у  т е к у щ и м и  к о л р д и н а і а м и  

ズ，少 и  д а н н ы м и  в е л и ч и н а м и  а ,  Ь :

NA NM
拿: u Ä ^ U ß *

晴》переходя к  координатам:
Л —  V у

а

Э т о  и  е с т ь  т р е б у е м о е  у р а в н е н и е ,  

которое бел труда может быть при* 
в"д?но к виду (56). Хотя применен- 
-ы й  з д е с ь  с п о с о б  р е ш е н и я  б ы с т р о

к  ч е л и ,  однако с л а б ы м  е г о  .  р г л „  « 3 .

ы е м І ° М я в > 1 , е т с я  и с п о л ь з о и я н и е  с п е ц и ф и ч е с к и х  о с о б е н н о с т е й  Р  _ ' 1 ^ Ь І  

е н ニь  ч е р т е ж ,  т о  и з м е н и т с я  н е с к о л ь к о  и  р а с с у ж д е н и е ,  о д н а к о  м о ж н о  

и ’е  : Ь С Я  в  т о м .  ч т о  о к о н ч а т е л ь н ы й  р е з у л ь т а т  о с т а н е т с я  п р е ж н и м  ( ^ Р ^ а г а ^  * .

м о й 'У й П  ° в с с т и  В Ы Е 0 、 д л я  т о г о ,  н а п р и м е р ,  с л у ч а я ,  к о г д а  т о ч к а  М  л 、 “  ‘ Р '  ои АВ н и ж е  о с и  ОХ).

[ т и т  Р е  ш  е  н  и  е  ( с в е д е н и е  з а і а ч и  к  р а н е е  р е ш е н н о й ) .  Т а к л ^ і е ! ! Н г 0Г т а в " е н і ю  

У р а в н е н а  В  , І В 0 Л ?  У р а в н е н и я  ( 5 6 )  в  §  2 9 ,  к о г д а  с в е л и  з а д а ч у  к  с о с т а в л е н  

п р  м  , і і  п о  д а у М  Т о  і к а м .

如л н ш о  H f  Ш  е  н  и  е 、м е т о д  н е о п р е д е л е н н ы х  к о э ф и ц и е н т о в ) .  И с к о м о ^  У і  а ь Ь  -1し

Ч е р т .  6 7 .

Ах 十 Ву +  С =  0. ( 6 0 )

0 т  ы н е  м ы  будем ч а с т о  п о л ь з о н а т ь с я  CJI^ 4 ^  будем го^ор^іь 
определимая уравнением 2ズ十 5メ十マ一り, 】

：Римая む十 5タ+  и  т .  u .  81



Згача наша состоит в теш, чтобы подобрать такие ам,
Д  В ,С , при которых уравнение (6U丨 выражало бы пр.мѵю г ч? НИя ковфѵПп 
абсциссой а и начальной ррдинаюп Ь. Важно уяснить себ^ ^даннь 
нごиз fcCT -ыми в нашей задаче являются именно коэфициентм 7 义丨。 нача^ЬНо̂  
н е  ズ и У}' — d m  и назван е .метод неопределенных к п Г  3 ' С (а 
т о ю  ч п  б ы  n o  i y w i T b  у р а а  і е н и и ,  к о т е ф ы м  п о д ч и н ： ю т с и  Н р и  и е н т ° в  п Дк 

31П1 ем тосбова ;і я, чтобы прямая у, aß*iewu>i (60) U Пп , ес »̂>те ^
(а, 0 )，2 ) п р и х о д  ла ч е р е з  т о  ж у  (0 , Ь): р  0дила  ч е р ^  Точ^»

А а  -4- ß . Q  +  С = =  0 ,  / . О  4 *  В З  十  С  =  о ,

к о р о ч е ;

A a  +  C a a O ,  Z ^  +  C x = 0.

М ы  п о л у ч и л ч  л с а  у р а в н е н и я  д л я  т р е х  исизвсстішх А  

однородности этих уравнений о т с ю д а  m o :k h j  определить* 
н е и з в е с т н ы х  к  т р е т ь е м у ,  н а п р и м е р :

Л  1 В  1 4Ч

с ^ ~ й '  п  ).

В ,  С .  Ç*T，r Q ” , n

^ о ш е н в д  ;

Б о л ь г л е г о  н а м  и  н е  т р е б у е т с я ,  т а к  к а к  у р а в н е н и е  ( С О ,  т а к ж е  может быт
о б р а з о в а н о  к  т а к о м у  в и д у ,  п р и  к о т о р о м  о н о  б у д е т  с о д е р ж а т ь  только 4  и

С с -
会ズ十でУ  + 1 = » о  

в
П о д с т а в л я я  с ю д а  н  й д е н н ы е  д л я  4  п з н а ч е н и я ,  п о л у ч и м * .

X
а

т .  с .  с и о с а  у р а в н е н и е  ( 5 6 ) .

- г * 十 1 = 0参
x
a  b

З а д а н а .

1 G 3 .  Н я П т и  м е т о д о м  н е о п р е д е л е н н ы х  коэфициентов у р а в н е н и е  п р ； м о й , с о е г и -  

I I：;ю щ ей т о ч к и  ( 5 ,— 2) и  ^З,

§ 32. Задачи, в которых прямые задаются своими 
НИЯ М И . 1 . Угсл между двумя прямыми. Е с л и  и з в е с т н ы  у р а ы іе н іы  Jr

п р я м ы х :

И д г - f  Д ѵ - | - С = 0  ( C D

А г х  +  В ху  +  С 】= 0 ，

т о  о т с ю д а  л е г к о  м о г у т  б ы т ь  о п р е д е л е н ы  и х  п о д ъ е м ы  т
т г [ с м - 中0 ? -

мулу (59)]: ^  ル (62)
— 5 »  — g ： -

、  п т ь パ0コ
А  т а к  к а к ,  зна я  подъем  л в у х  п р я м ы х , мы м ож ем  оп^ ямые параЛ# 

м е ж д у  н и м и  ( §  1 4 ) ， в  ч а с т н о с т и  в ы я с н и т ь ,  б у д у т  л и  Э Т Н 0 Л о ж н о с т ь  ? е"  

л е л ь н ы  и л и  п е р п е н д и к у л я р н ы ,  то т е п е р ь  о т к р ы в а е т с я  в 
ш а т ь  в о п р о с ы  э т о г о  р о д а  н а  о с н о в а н и и  у р а в н е н и й  (6  )•

り Мы без оговорок делим здесь на С、так как 
ч т о  С = / = 0  ( п р я м а я  н е  п р о х о д и т  ч е р е з  н а ч а л о  к о о р д и н а т ) .  fö  Г ^ ^ Л Ь і і 0Г0 
за д ач а х  в о зм о ж н о с ть  (7  =  0 долж на б ы ть  предметом Д叩 0 * “  
вания.



у с л о в и я  п а р а л л е л ь н о с т и  【ф о р м у л а  ( 1 8 ) ] ;  п о д с т а в л я я  с ю д алѵ1 t  услѵ»» 一 -
С  и  т г И З  ( 6 2 ) ,  н а й д е м

A  A t

В  =  Щ

П.1И  в

н е с к о л ь к о  и з м е н е н н о й  ф о р м е :

А В

у Г ' —
h

( у с л о в и е  п а р а л л е л ь н о с т и ) .  ( 6 3 )

I  п р и 3 н а к о м  п а р а л л е л ь н о с т и  д в у х  п р я м ы х ,  з а д а н н ы х  с в о и м и

^ Т й К ' Я м и  я  и л  л е т  с я  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т ь  к о э ф и ц и е н т о в  п р и  т е к у -  

}І ,г а 3：1 1 - о о р д і ш а т а х .  Н а п р и м е р ,  б е з  д о л г и х  в ы ч и с л е н и й  з а к л ю ч а е м ,  ч т о

п р я м ы е

3 ズ +  5 タ— 1 2  = =  0  и  З О х  —j—  Ъ О у  +  6 3  ：= z = ~  О

п а р а л л е л ь н ы  ( с р .  с  з а д а ч е й  1 6 1 ) .

Примечание .  Строго говоря, условием (63), как и прежним (18), 
х г . о а к т е р и з у е т с я  ” п а р а л л е л ь н о с т ь  в  ш и р о к о м  с м ы с л е  с л о в а “ ,  т .  е .  о д и -  

ьзковосіь н а п р а в л е н и й  д в у х  п р я м ы х , 【іричем  не и скл ю ч а е тся  в о з м о ж ­
н о с т ь  с л и я н и я  э т и х  п р я м ы х  в о д н у .  Н а п р и м е р ,  у р а в н е н и я

, З д :  +  5 タ • 12： и 3 0 д ;  +  5 0 у — 1 2 0 ：

у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и ю  ( 6 3 ) ;  н о  н е т р у д н о  з а м е т и т ь ,  что эти у р а в н е ­

ния в ы р а ж а ю т  п о п р о с т у  о д н у  и  т у  ж е  п р я м у ю ,  как э т о  с т а н е т  о ч е в и д ­

н ы м ,  е с л и  с о к р а т и т ь  в т о р о е  у р а в  е н и е  н а  1 0 .  Л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о  т а к  

б у д е т  в с я к и й  р а з ,  к а к  в  у р а в н е н и я х  ( 6 1 )

А В

•瓦
С (64)

^ С；ІИ  п о э т о м у  м ы  х о т и м  о х а р а к т е р и з о в а т ь  „ п а р а л л е л ь н о с т ь  в  у з к о м  

с л о в а < * ( т .  е .  и с к л ю ч и т ь  в о з м о ж н о с т ь  с л и я н и я  п р я м ы х ) ,  т о  д о л ж н ы

蜃 ト  К .  ( б 5 )

ゴ̂
' ■ Р е о . р а з о в а н и й  п о л у ч н м :

( у с л о в и е  п е р п е н д и к у л я р н о с т и ) ,  ( 6 6 )

д в у х  п р я м ы х ,  п о д с т а в и м  

и  т х и з  ( 6 2 ) .  П о с л е  л е г -

А А ^ В В ^

な ( и zeбраическая) п р о и з в е д е н и й  с о о т в е т с т в у ю щ и х  коэ- 
, т е /с У Щ и х  к о о р д и н а т а х  р а ч н а  н у л ю .  Н а п р и м е р ,  прямые

h  む 〜 12タ +  15 =  0 и  \ Ъ х  10 у — 2 6  =  0

ニП і ^ ) . П О р І 1С н д и к У л я р н ы ,  т а к  к а к  8 - 1 5  - f  ( — 1 2 ) .  1 0  =  0  ( с р .  с  з а д а -
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Н а к о н е ц ,  з а й м е м с я  б о я 改  с б і д и М  в о п р о с о в  — - ö  Н а х о ж д ^ н и  

' м е ж д у  д в у м я  п р я м ы м и , з а д а н н ы м и  у р а в н е н и я м и  ( 6 1 ) . И  з д е с ь  "

« n  п •-ハ .〜 • ふ ，… --- — 》 /СЧГ\\ .
п о д г о  丨с ж л е н о  ф о р м у л о й  ( 20 ) :  п о д с т а в л я я  

( 6 2 ) ,  н а й д е м  с н а ч а л а

т 4 +

А

н е е  з н а ч е н и я  ^  如 
т \  и з

а  п о с л е  у п р о щ е н и й :

- f

丁  в в к

А В {  —  А ^ З  

ААІ r  t i d K .
( 6 7 )

П р и м е р .  П о д  к а к и м  у г л о м  п е р е с е к а ю т с я  п р я м ы е

Р е ш е н и е :

Ъ у  —  2  ズ • 12 =  

= +

О и 5дг —|— А у  — 15 = ： 0? 

•2 .4  — 5.3
一 か ö 十 3 . 4 п д

Т е :к ：р ь  м о ж н о  п о  т а б л и ц а м  н а й т и  ( п р и б л и ж е н н о ) .

ср =  85° (или 180° — 85° =  95°).

П р и м е ч а н и е .  З а м е т и м ,  ч т о  в  ф о р м у л а х  ( 6 3 ) ,  ( 66 ) ,  ( 6 7 )  в о в с е  н е  

у ч а с т в у ю т  с в о б о д н ы е  ч л е н ы  С  и  у р а  ш е н н й  ( 6 1 ) .  Э т о  п о н я т н о ,  т а к  

к а к  и з  л е  е н и е  с в о б о д н о г о  ч л е н а  н и к а к  н е  в л и я е т  н а  н а п р а в л е н и е  пря ­
м о й  [ а  т о л ь к о  н а  е е  н а ч а л ь н у ю  о р д и н а т у ;  с м .  у р а в н е н и е  ( 5 8 f ) ] .

2 .  П е р е с е ч е н и е  п р я м ы х .  К а к  м ы  у ж е  в и д е л и  ( §  2 7 ) ,  д л я  л ю б ы х  д в у х  

л и н и й  р а з ы с к а н и е  и х  о б щ и х  т о ч е к  с т а н о в и т с я  ч и с т о  а л г е б р а и ч е с к о й  з а ­

д а ч е й  с  т о г о  м о м е н т а ,  к а к  и з в е с т н ы  у р а в н е н и я  э т и х  л и н и й .  В  ч а с т н о с т и ,  

ч т о б ы  н а й т и  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  д в у х  п р я м ы х ,  н а д о  р е ш и т ь  с и с т е м у  и з  

д в у х  у р а в н е н и й  ( 6 1 )  п е р и о й  с т е п е н и  с  д в у м я  неизвестными. Р е ш е н и е  и  

и с с л е д о в а н и е  т а к о й  с и с т е м ы  о т н о с я т с я  к  к у р с у  а л г е б р ы .  П о э т о м у  з д е с ь  

мы о гр а н и ч и м с я  тем , ч то  дадим  ге о м е тр и ч е ско е  истолкование  тре 
о с н о в н ы х  с л у ч а е в ,  к а к и е  м о г у т  п р е д с т а в и т ь с я  п р и  р е ш е н и и  с и с т е м ы ^  Ь , 

(чтобы не усложнять и с с л е д о в а н и я ,  п р е д п о л а г а е м  коэфициенты 
о т л и ч н ы м и  о т  н у л я ) .

а )  К о э ф и ц и е н т ы  п р и  н е и з в е с т н ы х  н е п р о п о р ц и о н а л ь н ы :

Б

* ノブ і
т .  е .  п р я м ы е  н е п а р а л л е л ь н ы  и неП ご е д е - 

т о ч к у .  С и с т е м а  ( 6 1 )  и м е е т  в п о л

п е р в о г о  у р а в н е н и я  п р о п о р ц и о н а л ь н ы

второго： •
Л В С

瓦 И .  0 _ ー

П р я м ы е  с л и в п ю т с я ,  т .  е .  и м е ю т  б е с ч и с л е н н о е  м н о ж е с т в о ^ ^ ^  о б р а3為  
В  с и с т е м е  ( 6 1 )  о д н о  у р а в н е н и е  е с т ь  с л е д с т в и е  д р У г 0 Г 0 »
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П о д ъ е м ы  п р я м ы х  р а з л и ч н ы ,  

з н а ч и т  и м е ю т  о д н у  о б щ у ю  

л е н н о е  р е ш е н и е .

Ь )  В с е  т | ^ ]  к о э ф и ц и е н т а  

в е т с т в )  ю щ и м  к о э ф и ц и е н т а м



E  x  к и  и м е е м  т о л ь к о  о д н о  у р а п н е н и е  с  д в у м я  н е и з в е с т н ы м и .  

>іы ^ а К Т о  к а  з ы в а е т с я  н е о п р е д е л е н н о й ,  т .  е .  и м е е т  б е с ч и с л е н н о е  м н о ж е с т в о

р е Ш е Н І І Й * « и ц и е и т ы  п р и  н е и з в е с т н ы х  п р о п о р ц и о н а л ь н ы ,  н о  о т н о ш е н и е  

с »  ч і е н о в  н е  р а в н о  о т н о ш е н и ю  с о о т в е і с т в у ю і д и х  к о э ф и ц и е н т о в :

св0б о Д -  41し А _ В  С

П р я м ы е  п а р а л л е л ь н ы  в  у з к о м  с м ы с л е  с л о в а  ( н е  с л и п а ю т с я ) ,  

[ с м . ( ) トн е  и м е ю т  н и  о д н о й  о б ш е й  т о ч к и .  С и с т е м а  ( 6 1 )  н е  и м е е т  н и  

а  3,：П Ч И р е ш е н и я ;  у р а в н е н и я ,  с о с т а в л я ю щ и е  э т у  с и с т е м у ,  н е с о в м е с т и м ы .  

О Д Н Ч и с і о в ы е  п р и м е р ы ,  и л л ю с т р и р у ю щ и е  д в а  п о с л е д н и х  с л у ч а я ,  д а н ы

в ы ш е .

3 расстояние точки от прямой. Дана (черт. 68) точ ка  Р  (хі： и пря* 
маЯ •靡 , определяемая уравнением:

Ах 十 Ву +  С ::: 0. (6S)

ң ай т іі расстояние точки  о т  прямой, отсчиты вая е г о : 1 ) по прямой, 
пПр0Л ильной оси Х-св, 2) по прямой, параллельной Оси У-ов, 3) по пер пен ju- 
куля^у PQ, опущенному г а пру м ю МЫ.

Решен  и е . 1 ) Проьелем через точку 
Р прямую, параллельную оси Ү-ов, до пере­
сечения с A î /Ѵ в то ч  не R. Ж е л а я  о п р е д е л и т ь  
расстояние А*А*, будем искать коорлинаты 
т е н к и  R .  О р д и н а і а  э т о й  і о ч  でи  6} д е г  т а  

ж е ,  ч т о  и  у  т о ч к и  Р ,  т .  е .  Ѵ|. З н а я  о р д и н а ­

т у  т о ч к и  Л » , л е г к о  н а й т и  е е  а б с ц и с с у  и з  

уравнения (68); поде авляя в это уравнение 
Уі в м е с т о  y t  п о л у ч и м :

デ — в Уі ^  с
む --------- — •

Т е п е р ь  р а с с т о я н и е  P R  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  

п р о с т о  п о  q  о р м у л е  ( 4 )  §  4  ( м ь  с л е н и о  з а м с -  

и я 、'м  т о ч к и  P  и  и х  проекциями па ось 
H j Ü f c

P R -

Черт,

>4 г !  +  В у і  +  С I

А
抑

У Ря в Ht ния (Г̂ \ Ч 1 тн Расстояние PR， достаточно подстлвить d левую члеть 
Иовки р3чп У  ПРЯ 0“ координлты точки Р  вмес о текуших. ре <ульт т молста- 
ций величипе'1 Ь На К09Ф«ииент при х  и полученное частное в »ять по абсолют-

ставлія в̂ ѵпяйи̂ 110 аі*плогичным образом на ^ем расстояние PS ( || ОУ). Под- 
нение (Щ  х і вместо x, будем иметь:

О т с ю д а

y s :
В

<70}] И г ,丰 BVj 4 - С I
ü  Л ~ І  ^

叩0вать э т о т  р е з у л ь т а т  словами п п р л о с т я о л я е м  читпт^лто. 0
[ѴіЩу Кие!отИЧСЯ UnL*P卜 к вычислению ДЛИНЫ пе;>псид .КѴЛЯРП PQ ^ J  Q l[ÏHil 

т в в»ду, когда говорят без дололнитслыіыі указании о р •
8 5



t Û 4 K H  о т  п р я м о й ) ,  

и з в е с т н ы м :  э т о  一 
р а в е н  в з я т о м у  п о

С э т о й  ц е л ь ю  йаметим, что угол Q/^p МЬ1 
о с т р ы й  у г о л  м е ж д у  п р я м ы м и  M N  и  О Х 、 т а к  ч т ° Ж е м  

а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  п о д ъ е м у  п р я м о й  M N '  е г о  т а ц г ^

tg L  QRP =  I rnMN I ：

И з  т р е у г о л ь н и к а  P Q R t  в к о т о р о м  г и п о т е н у з а  P R  уже известна 

P Q  ==： P R  i i n  ^ Q R P .

Н о ,  з н а я  т а н г е н с  у г л а ,  л е г к о  н а й т и  е г о  с и н у с :  

sin 乙 Ç /ÎP — I А  

И т а к  [ с м .  р а в е н с т в о  ( 6 9 ) ] :

и м е е ц :

Ѵ а ^ 十 也 j

P Q :
Л х ^  -f- В у і  -卜 С А

Л х {  +  В у { ^ С \

А | /  Л 2十 及 / А 十忍2 1 ( 7 1 )

с л о в а м и :  ч т о б ы  н а й т и  р а с с т о я н и е  ( в  о б ы ч н о м  с м ы с л е ,  т .  е .  по п е р п е н д и .  

К у г іЯ п у )  ТОЧКИ о т  п р я м о й ,  д о с т а т о ч н о  в л е в у ю  ч а с т ь  у р а в н е н и я  п р я м о м  п о д с т а в и т ь  

к о о р д и н а т ы  э т о й  т о ч к и  в м е с т о  т е к у щ и х ,  р е з у л ь т а т  п о д с т а н о в к и  р а з д е л и т ь  н а  

к о р е н ь  к в а д р а т н ы й  и з  с у м м ы  кв а д р а т о в  к о э ф и ц и е н т о в  п р и  х} у  и  п о л у ч е н н о е  

ч а с т н о е  в з ь т ь  п о  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е .

З а д а ч и .

1 6 6 .  У р а в н е н и я  с т о р о н  А В ,  В С ,  С А  т р е у г о л ь н и к а  с о о т в е т с т в е н н о :

дг +  2タ 一 2 =  0, 2х у  一 13 =  0, x  一 2夕十 6 =  0.

Показять, что этот треугольник прямоугольный.
1 6 7 .  П о к а з а т ь ,  ч т о  п р я м а я  Ъ х  - \ - Ъ у  =  2 0  п р и  п е р е с е ч е н и и  с  п р я м ы м и  

211*— 15j/ =  40 и 2Ъу 一 %Ъх =  49 образует равные внутренние накрсстлежащие
у г л ы .

168. Иайти угол а между прямыми 5ズ一 8у +  10 =  0и  4х -j-y — б ==0. ^
169. Няйти внутренние углы треугольника ABC, зная, что уравнения сторон 

А В ,  В С ,  С А  с<  о т в е т с т в е н н о :

З л :  —  4タ十 1 2 コ 0 ;  j c  +  2 _ v  —  4  =  0 ； ズ 一 3ター 3  =  0 .

170. Найти точку пересечения прямых Юл:一 7у 一 32 =  0 и 6ズー5ター 20 —
171. Для треугольника зчлати 166 найти координаты вершин. 3 十
1 7 2 .  П с  к а з а т ь ,  ч т о  п р я м ы е  Ъ х  - f  S y  一  2  =  0 , 19ぶ十 9少十 2Э  =  ü  и  

+  7 — 0 проходят через одну точку. Ш Ш
173. Найти длины сторон треугольника, образованного прямым

З л г  +  4ター 1 4  =  0 ; 12ズ +  5少一 1 = 0 ;  5ズ十 3j /  +  6 =  0 .

/ л  н  п е р п е н д и

174. Написать уравнение прямой, проходящей через точку іリ》， 
кулярной к прямой 2д: — 5少=я=10. 、 оГО

175. Написать уравнения высот треугольника, образова

5 л  — з タ+  8 =  0 ;  3 ズ +  2タ ー 1 8  =  0 ;  2ズー5タ+  7 * 0 . 如 ぬ  

П о л ь з у я с ь  у р а в н е н и я м и  в ы с о т , п о к а з а т ь , ч т о  о н и  п е р е с е ка ю т с »  в

176. Найти про(щшю точки (1 去，2~-J на прямую 6 х一4У:一 逢

177. Найти расстояние точки А (2, 一 5) от прямой 6ズーラタふ}一 при ^
1 7 8 .  Ф о р м у л а  ( 6 9 )  т е р я е т  с м ы с л  п р и  Л  =  0 ,  а  ф о р м у л а  \

Выяснить геометрическое значение этих случаев.
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n i  У р а в н е н и е  о к р з г ж н о с т и ;  п р и з н а к и ,  в ы д е л я ю щ и е  е г о  

§ 33. J^x уравнений второй степени. Мы у ж е  відели (§ 18), 
с р е д И  Д Р )  : ) с т ь  с  ц е н т р о м  С  ( A ,  k )  и  р а д и у с о м  R  м о ж е т  б ы т ь  в ы р а -

^ н а ° У Р а в н е Н И е М * ( д : - А ) 2  +  ( у  — =  ( 7 2 )

В ^ о ы т и я  с к о б о к  и  о б ъ е д и н е н и я  п о д о б н ы х  ч л е н о в  э т о  у р а в н е н и е  

Р а С К Р  •

x 2  +  夕2 +  黯  +  少  +  / ?  =  0 ,  ( 7 3 )

гд е  н у Л е м  Н а к о н е ц ,  м ы  м о ж е м  е щ е  ( н а п р и м е р  с  ц е л ь ю  о с в о -

ゴ ニ  О Т  д р о б е й )  у м н о ж и т ь  н а ш е  у р а в н е н и е  н а  к а к о е - н и б у д ь  ч и с л о  

6A 0 ^ î o ) y п о с л е  ч е г о  о н о  п р е д с т а в и т с я  в  в и д е :

А х 2  +  А у 2  +  М х  +  N y  +  Р =  О .  ( 7 4 )

П рим ер . О к р у ж н о с т ь  с  ц е н т р о м  ( — ү , 4 )  и  р а д и у с о м  6  в ы р а ­

жается у р а в н е н и е м :

レ + 7 广 +  (ッー  4 )2 =  3 G ,

ИЛИ 7 5

十  5 ズ— 8у  — マ = = 0，

НЛП •

4 х 2  +  4 у 2  +  2 О х  一  3 2 у  一  7 5  —  0 .

К а ж д о е  и з  у р а в н е н и й  ( 7 2 ) ,  ( 7 3 ) ，( 7 4 )  м о ж е т  б ы т ь  н а з в а н о  п о б щ и м  

у р а в н е н и е м  о  \ р у ж н о с т и а  в  т о м  с м ы с л е ,  ч т о  л ю б у ю  о к р у ж н о с т ь  м ы  

м о і 、е м  п р е д с т а в и т ь  у р а в н е н и е м  о д н о г о  ( и  п р и т о м  л ю б о г о )  и з  э т и х  т р е х  

в и д о в .  С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  м ы  з н а е м ,  ч т о  с у щ е с т в у ю т  е щ е  д р у г и е  к р и -  

в ы е  ( э л л и п с ， п а р а б о л а ,  г и п е р б о л а ) ,  к о т о р ы е  т а к ж е  в ы р а ж а ю т с я  у р а в н е -  

н н я м и  в т о р о й  с т е п е н и .  В о з н и к а е т  в о п р о с ,  к а к  у з н а т ь  п о  в н е ш н е м у  в и д у  

у р а в н е н и я  в т о р о й  с т е п е н и ,  п р и н а д л е ж и т  л и  о н о  о к р у ж н о с т и  и л и  к а к о й *  

Н И 0У Д Ь  Д р у г о й  л и н и и .

а 、:0 е  о б щ е е  у р а в н е н и е  в т о р о й  с т е п е н и  о т н о с и т е л ь н о  х  м  у  м о : с е т  

ь  н а п и с а н о  в  в и д е :

^  +  В х у  +  М х  N y  Р  = 0  ( 7 5 )

( Т р и  Ч Л С Ң Я  R T n n

н е ч н о  н е  ° Р ° Г0 и з м е р е н и я ,  д в а  —  п е р в о г о  и  о д и н 一 н у л е в о г о ) .  К о -  

ч л е н о в -  о  | ^ я' к о е  У р а в н е н и е  в т о р о й  с т е п е н и  б у д е т  с о д е р ж а т ь  в с е  ш е с т ь  

и з  к о э ф и щ  М ° Ж е т  о к а з а т ь с я  » н е п о л н ы м “  一 э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  н е к о т о р ы е  

С р а в н и г і е И Т ° В  パ’ 忍， • • • Р а в н ы  н у л ю  1 ) .

0 к Р У Ж н о с т и  Я  у Р а ш і е н и е  ( 7 4 )  с  ( 7 5 ) ,  м ы  в и д и м ,  ч т о  у р а в н е н и е  ( 7 4 )  

^ 0б е н н о с т я м и * І и і  \і е П ° Л Н О е  У Р а в н е н и е  т и п а  ( 7 5 )  и  и м е н н о  с о  с л е д у ю щ и м и  

; 0 = ^ ^  * т  '  /  В = о у т .  е .  ч л е н ,  с о д е р ж а щ и й  х у ,  о т с у т с т в у е т ;

• е * к о э ф и ц и е н т ы  п р и  к в а д р а т а х  к о о р д и н а т  о :  ^ н а к о ш

в  у р а в ч е н ^  В / Т р е ч а л н с ь  т о л ь к о  н е п о л н ы е  у р з в н г н и я  в т о р о й  с т е п е н и .

дачи иа ロ  eÂ BÆ = '’严 — при рсхс'
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( в п о л н е  —  п о  а б с о л ю т н о й  в о л п ч и и е  и  и о  з н а к у )  п  

о б р а т н о е ： с с  г и  в  у р а з и е н  и  в т о  п о й  с т е п е н и  1 ) о т с ѵ т ^ 4  

с  п р о и з  е д е н  - е м  к о о р д и н а т . .  2 )  к о э ф и ц и е н т ы  п р и  , С 8  і д р  С т в у е т  

^ а т  о д і н а к о е ы ,  —  т о  э т о  у р а в н е н и е  в ы р а ж а е т  ш к о ^ ^  K 0 0 t ) à u .

т ь  ( с  о д н о й  о г о в о р к о й ,  к о т о р а я  б у д е т  с д е л а н а  п о  ° К р ^

с т в г )  б у д е т  с о с т о я т ь  в  с л е д у ю щ е м :  м ы  о б н а р у ж и м ,  ч т о  к а з а т е л ь .

в т о р о й  с т е п е н и  с о 丨ж е  н н ы м и  о с о б е н н о с т я м и  м о ж е т  б ы т ь  Ү Ра8ғ,ен彻 

к  в-  д у  ( 7 2 ) .  Э т и м  н е  т о л ь к о  б у д е т  д о к а з а н о ,  что н а ш е  у р а в н °  3 ° B a H j  

ж а е т  о к р ѵ ж  ю с т ь ,  н о  д а ж е  б у д у т  н а й д е н ы  ц е н т р  и  р а д и у с  В Ь 1 р а *

н о с т и .  Н а ч н е м  с  ч и с л о в ы х  п р и м е р о в .  •  ' l G  0к Р У Ж .

П р к м е р  1 . У р а в н е н и е ：

X 2  + タ2 —  8 л:一  1 4 タ +  6 1  = 0 .

Ж е л а я  п р и б л и з и т ь  э т о  у р а в н е н и е  к  т и п у  ( 7 2 ) , 1 ) п е р е н е с е м  с в о б о л  

ш л й  ч л е н  в  п р а в у ю  ч . с т ь ,  2 )  в  л е в о й  ч а с т и  в ы д е м и м  ( с к о б к а м и )  ч л е н ы  

с о д е р ж а щ и е  д г , и  о т д е л ь н о 一 ч л е н ы ,  с о д е р ж а щ и е  у .  П р и  э т о м  в н ѵ т о  '  

к  а ж  г о й  п  і р ы  с к о б о к  о с т а в и м  о д н о  м е с т о  п у с т ы м 一 д л я  в с т а в к и  д о б а п о ч ^  

ш “ х  ч л е н о в :

( x 2 — 8ズ ）+  (у2 — Н タ ) = — 6 і . 、

З а п о л н и м  т е п е р ь  п у с т ы е  м е с т а  ч и с л а м и ,  п о д й и р а я  и х  ч т о З ы

в н у т р и  к а ж д о й  п а р ы  с к о б о к  п о л у ч и л с я  т о ч н ы й  к в а д р а т  д в у ч л е н а ； 
п р и  э т о м ,  ч т о б ы  у р а в н е н и е  с о х р а н и л о  п р е ж н и й  с м ы с л ,  м ы  д о л ж п и  

к  п р а в о й  е г о  ч а с т и  д о б а в и т ь  т е  ж е  ч и с л а ,  ч т о  и  к  л е в о й :

( л - 2 _ 8 л : +  1 6 }  +  ( У — 1 4 ツ +  4 9 )  =  —  6 1  +  1 6 + 4 9 ,

Ц е л ь  д о с т и г н у т а ,  т а к  к а к  п о с л е д н е е  у р а в н е н и е  м о ж н о  з а п и с а т ь

ß  в и д е :

(л г  — 4 ) 2 + 0  — 7 ) 2 ^ =  2 2 .

С р а в н и в а я  с  в ы р а ж е н и е м  ( 7 2 ) ,  в и д и м ,  ч т о  п о л у ч е н н о е  у р а в н е н и е  

п р и н а д л е ж и т  о к р у ж н о с т и  с  ц е н т р о м  в  т о ч к е  ( 4 ,  7 )  и  р а д и у с о м  2 .  В а я м  

у я с н и т ь  с е б е ,  ч т о  п о с л е д н е е '  у р а в н е н и е  о т л и ч а е т с я  о т  п е р ^ о н а ч ^ л ь  

т о л ь к о  по  вне и н ем у  в и д у： если в последнем  ур авнени и  раскры ть 
и  с а е л а т ь  п р и в е д е н и е ,  т о  в е р н е м с я  к  п е р в о м у .

П р и м е р  2 .  У р а в н е н и е :

+ ダ 一 ІОд; +  3タ • 2 0.

П о с л е д о в а т е л ь н ы е  п р е о б р а з о в а н и я :

[X 1 — 1 Од: ) +  ( У  +  3タ )— 2： 9 :

( У — 1 Од:+  2 5 ) +  ( У  +  3タ+  + 2 5 + 7 ;

、 (ズー5 } * + (タ+  | ) 2 =  29*j .

О к р у ж н о с т ь  с  ц е н т р о м  ( 5 , — | )  и  р а д и у с о м  ド 2 9  
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[ з .  У р а в н е « и £ :

Ъ х 1  +  3 デ 十 1 8 j c  —  5 _ у  ~  4  =  0 .

ѵ о а в н е  г л е  н а  3  ( о б щ и й  к с э ф и ц и е п т  п р г т  ぶ2 и  / ) ： 
С ；：а ^ а  А е , Л  ト _

x 2 А  ў  +  6ズ一 у  一  了 = 〇•

, ( x ^  +  G x  ) + ( у 2 ~ ^ У  )  =  7 ：

(д г *  +  6^  +  9) - : (デ 一 4 タ +  S ) = = 7  +  ! )  + Й ;

, . : ( л + з ) 2 + ( タ- ! ■)  = Ç ‘  

о к р у ж н о с т ь  С  ц е н т р о м  ( — 3 , 鲁 ) и  р а д и у с о м  ~ У  3 9 / .

П р и м е р  4 .  У р а в н е л и е :

x 2 + タ2 +  2 л г  —  4ツ +  9  =  0 .

Преобразования：

( л : 2 +  2 ズ ） +  (タ2 ~  )  ニ  一  9 ,

(W 十 2 л : + 1 ) f  (ダ 一 4タ +  4) =  —  9 + 1  +  ぐ 

一  +  り2 +  (夕 一 2)2 =  — 4 .

З а т р у д н е н и е ,  с  к о т о р ы м  м ы  з д е с ь  с т а л к и в а е м с я ,  з а к л ю ч а е т с я  в  ю м ,  

ч т о  р а д и у с у  о ж и д а е м о й  о к р у ж н о с т и  м ы  д о л ж н ы  б ы л и  б ы  п р и п и с а т ь  м н и м о е  

з н а ч е н и е  一  4 ,  一  э т о  н е  и м е е т  г е о м е т р и ч е с к о г о  с м ы с л а .  О д н а к о »  

в с м а т р и в а я с ь  в  п о с л е і н е е  п о л у ч е н н о е  н а м и  у р а в н е н и е ,  м ы  з а м е ч а е м ,  ч т )  

онэ (а значит и первоначальное  ур а в н е н и е ) не то л ь ко  не представляет 
о к р у ж н о с т и ,  н о  и  в о о б щ е  —  н и к а к о й  д р у г о й  л и н и и .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  

к а к и е  б ы  ( в е щ е с т в е н н ы е )  з н а ч е н и я  м ы  н и  п о д с т а в л я л и  в  э т о  у р а в н е н и е  

в м е с т о  x  и  у ,  о н о  н и к о г д а  н е  у д о в л е т в о р и т с я ,  т а і с  к а к  с у м м а  к в а л р а -  

Д в у х  ч и с е л  ( д а ж е  о т р и ц а т е л ь н ы х )  н е  м о ж е т  д а т ь  о т р и ц а т е л ь н о г о  

(一 П е р е д  н а м и  н о в о е  я в л е н и е ,  з а к л ю ч а ю щ е е с я  в  т о м ,  ч т о  

^ А ^ ГПв^ Ю т  ^ ^ а в н е н и ч *  н е  в ы р а ж а к щ и е  н и к а к о й  л и н и и ,  и б о  о н и  н е  

с т в о р я ю т с я  н и к а к и м и  ( в е щ е с т в е н н ы м и )  з н а ч е н и я м и  к о о р д и н а т .

В т о р  ふ3ьВ Р а і Д а Я С Ь  К  ° ^ 1 ц е м У  У р а в н е н и ю  ( 7  リ， м ы  м о г л и  б ы  н а  б у к в а х  п о -  

и  П о  г т е  ж е  п р е о б р а з о в а н и я ,  к а к и е  п р и м е н я л и с ь  в  ч и с л о в ы х  п р и м е р а х ,  

в о р к у й 11 , С ы  к  о к о н ч а т е л ь н о м у  в ы в о д у ,  в к л ю ч а ю щ е м у  в  с е б я  и  т у  о г о -  

с в о и м ' - к ? Т 0Р ° й  у п о м и н а л о с ь  в ы ш е :  у р а в н е н и е  т и п а  ( 7 4 )  в с е г д а  и м е ^ г п  

В  с л у ч а ^  "  u ; t 0 M  д р у ж н о с т ь ,  е с л и  т о л ь к о  о н о  в о о б щ е  и м е е т  г р а ф и к .  

Ч Т о  о н о ’  К01 Д а  У Р а в н е н и е  т и п а  ( 7 4 )  н е  и м е е т  г р а ф и к а ,  г о в о р я т  и н о г д а ,  

$ Т о  к а к  ң【叩 а ж а е т  м н и м у ю  о к р у ж н о с т ь ;  б у д е м  п о к а  с м о т р е і ь  н а

Ц а т ^ і , ン  4 а  н  и е  Е с л и  в  у р а в н е н и и  ( 7 3 )  с в о б о д н ы й  ч л е н  Р  о т р ғ г -  

СТ0и т е л ь ң у ；0 'ニ0 л н о  с р а з у  с к а з а т ь ,  ч т о  э т о  у р а в н е н и е  п р е д с т а в л я е т  д е й -
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П р и м е ч а н и е  2 .  В ы п о л н я я  п р и с е д е  н и е  у р а в н е н и я  ( j ' M  

н а  б у к в а х ,  м о л е н о  з а м е і и т ь  ( в п р о ч е м ,  э т о  х о р о ш о  видно и  К  В и д У  ( 7J\ 

п р и м е р о в ) ,  ч т о  а б с ц и с с а  и  о р д и н а т а  ц е н т р а  с у т ь  н е  ч т о  Ч И с ；І 0 в ь іх  

в з я т ы е  с  о б р а т н ы м и  з н а к а м и  п о л о в и н ы  к о э ф и ц и е ш п о  й Н о е *  ^ а ц  

с т в е н н о  п р и  х  и  п р и  у .  С с ю півегп、
Э ю  у к а з а н и е  п р и н о с и т  п о л ь з у  п р и  р е ш е н и и  т е х  задач г д е  Æ  

т е р е с у ю г  т о л ь к о  к о о р д и н а т ы  ц е н т р а  ( а  н е  р а д и у с )  о к р у ж Н о с т и  Н а с  и н *  

н о й  у р а в н е н и е м  т и п а  ( 7 3 )  и л и  т и п а  ( 7 4 )  [ п о с л е д н и й  б е з  т п у д а ’ 3 a î a i i '  

д и т с я  к типу (73)]; вычисление этих к о о р д и н а т  л е г к о  выполнить Приво，
З а д а ч и .

179. Найти коорд наты целтра (С)
И О С Т ѵ Й ：

1 )W +  0  +  бдг — 2タ +  7 =  0;
3 ) が + >  +  6ター 10 =  0,

5 ) 2л:2 十 2夕2 一 か-+  4ター 2 =  0 ; 
7 )  У " 十 9У» —  2 5  = r 0 .

1ば) . Найти центры окружностей:

и  р а д и у с  к а ж д о й  и з  с л е д у ю щ и х

2 x 2 +  , 十 Зд: + タ +  1,5 =  0;
4) x  +  у -一 x  4- 8タ 4-20 =  0;
6)  4ズ2十 4 у 2  — 7 ズ十 3タ十9 =  0;

окру.:

! )  x 9  十タ2 +  3 7 х  —  А 2 у  — 3  =  0 ;

2) しぶ‘  +  Ь у - — 1 і  4 д г  十 2 3 タ= ü .

131. Найти расстояние между центрами окружностей: х- +  у- 4-12дг + 2ѵ—0 
и  дг2 +  у 2 — З д :十タ一 2 =  0.  1 一

Ï 8 2  В ы я с н и т ь  о т н о с и т е л ь н о е  п о л о ж е н и е  к а ж д ы х  д в у х  и з  т р е х  о к о ѵ ж и о с т е й  

(пересекаются ли они, касаются ли): *

1) ズ2 十タ2 —  6л : +  2タ +  1 = 0;

2) W 十 , 十  2дг +  8タ十13 =  0;
3 ) パ 十 少 2 — 10^ =  0.

У к а з а н и е .  В ы ч и с л и т ь  р а с с т о я н и я  м е ж д у  ц е н т р а м и  и  р а д и у с ы .

183. Показать, что окружность ズ2十 , 一 12л;十12タ十36 =  0 касается обеих 

осей координат.
1 8 4 .  Д а н а  о к р у ж н о с т ь  х Л -Һ у 2  一  1 ІД：一  1 2タ一 3  =  0 .  Н а п и с а т ь  у р л в н е і ш е  к о н ­

ц е н т р и ч е с к о й  о к р у ж н о с т и  с  р а д и у с о м  б ,

§ 34. Прямая и окружность. Касательная. Разыскание общは

т о ч ^ к  п р я м о й  и  о к р у ж н о с т и  в  т о м  с л у ч а е ,  к о г д а  о б е  э т и  л и н и и  з а д а н ы  

с в о и м и  у р а в н е н и я м и ,  с в о д и т с я ,  к о н е ч н о ,  к  р е ш е н и ю  с и с т е м ы  д в у х  у р а в -  

н е н и й  с  д в у м я  н е и з в е с т н ы м и .  И з  э т и х  у р а в н е н и й  о д н о  —  п е р в о й  с т е п е н и ,  

другое —  второй; исключая обычными способами одно неизвестное,^^^ 

лучаем  для в т о р о го  кв а д р а тн о е  ур а в н е н и е  (см . н и ж е  прим еры ;. 
м о г у т  п р е д с і а в и г ь с я  т р и  с л у ч а я :  к в і д р а т н о е  у р а в н е н и е  м о ж е т  ‘ •

1 ) д в а  в е щ е с т в е н н ы х  р а з л и ч н ы х  к о р н я ,  2) р а в н ы е  (в е щ е с т в е н н ы  )
3 )  м н и м ы е  к о р н и .  ? я  и  0Іс-

Э т о м у  с о о т в е т с т в у ю т  т р и  г е о м е т р и ч е с к и х  в о з м о ж н о с т и :  п  ‘ ュ 0ぅ以如 
р у ж н о с т ь  1) п е р е с е к а ю т с я  в  д в у х  т о ч к а х ,  2)  K a c a i o r w / »  ( о  

т о ч к а ) ,  3 )  н е  и м е ю т  о б и щ х  т о ч е к .  り о  加  с  к а ^ с д о і

П р и м е р .  Н а й т и  о б щ и е  т о к ш  о к р у ж н о с т и  х 2  - \  у  —

из ПРЯМЫХ: 。、 9 ѵ + 2 3 - 0 .
1 ) Зѵ — 2у 一  34 — 0; 2) Зх -f- 4у — 5 0 =  0; 3) х タ丁

Р е ш е н и е . 1) Р е ш а е м  с и с т е м у  у р а в н е н и й

、 f  ズ2 + ツ2 = 100 ,

I  Зх —  —  34  =  О



^  п о д с т а н о в к и :  и г  у р с с н с н и я  п е р в о й  с т е п е н и  с г л р а ж а е м  

с п о с ° о у

зХ： ^  =  — 1 7 ;

п уравнение в т о р о й  с т е п е н и  и  п о с л е д о в а т е л ь н о  п а х о л и м

т а в л й с м  и  グド
パ  +  Г 3 ズ ー 1 7 ) г = 1 0 0 ,  ^  +  | ^ _ 5 і л  +  2 8 9  =  1 0 0 ,

13ズ2 — 2ö4,r 十  756 =  О,
1 0 2  土 / 1 0 2 2 — 1 3 . 7 5 6  1 0 2 - t  2 4  •

ぶ ニ " -------------- 1 3  冗 一- Î T 一 ,

а т и о е  у р а в н е н и е  и м е е т  в е щ е с т в е н н ы е  р а з л и ч н ы е  к о р н и :

* 102 +  2 4 一 1 2 6  —

'  =  一" Гз---------- 1 3 — ^ 1 3 , ズ2 13

Ч т о б ы  найти с о о т в е т с т в у ю щ и е  з н а ч е н и я  タ， в о с п о л ь з у е м с я  с н о в а  ф о р -

ѵ у л о Я  п о д с т а н о в к и  タ= | ■ズー1ア и  п о л у ч и м :

у г ^  一  1 7  =  一  ===一  2  备 ， у 2 —  ~ б  一  1 7 = = 一 8 .

И т а к ,  м ы  п о л у ч и л и  д в а  р е ш е н и я :

1) ATj  =  ^  | з  * У \  = = =  2 )  дт2 =  G ,  } ? 2 := = = 1  8 ;

э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  о к р у ж н о с т ь  с  п р я м о й  п е р е с е к а е т с я  d  д з ѵ х  т о ч к а х

( 9 も，一 2 各 ) и  ( б , 一 8 )  ( у ч а щ и й с я  с д е л а е т  ч е р т е ж ) .

2 )  Р е ш а е м  с и с т е м у  у р а в н е н и й :

( х 2 + у 2 = Ш 9 

I  З х  +  4 у  —  5 0  =  0 ;

Д Г = 5± І ^ ;  | 5 0 - 4 у у + ^ 2 = 1 0 0 ;

2 5 ;2 —  4 0 0 タ +  1 6 0 0  =  0 ;  у 2  一  1 6 ッ+  6 4  =  0 ;  у г ~ у 2  =  8 .

К в а д р а т н о е  у р а в н е н и е  д а е т  д в а  р а в н ы х  к о р н я .  И з  ф о р м у л ы  х  —  ~ マメ) :  п р и

^  x  =  6 .

Р а в н е н и й  и  

р е ш е н и я )：

8 н а х о д и м  х  =  6

С о в п а д с т е м а  У р а в н е н и й  и м е е т  т о л ь к о  о д н о  р е ш е н и е  ( м о ж н о с к а з а т ь ,  д в а

X  —  6 9  у  = 8 ,

прямая к а с а е т с я  о к р у ж н о с т и  в  то ч ке  (6 , 8 ) .
) Р е ш а е м  т о т е м у  у р а в н е н и й :

L ^ + y ^ = \ 0 0 t  

I  x  —  2 ツ +  2 3  =  0  ;

— 2 3 ;  у 2 у — 2 3 ) 2 - \ - у і =  Ю О ;  5 ダ 一 9 2 у  +  4 2 ッ= 0 ;

у ^ .  43 士  | / 46'3 — 5 . 4'29 46 ±  .
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ть

в .г „.с -е：11；е незачем прод^тжать*. для タ получались м；,：і：1ые Зһач "
上 : '二 . ' V  ч т о  o u - р у л о о с т ь  и  П Р 卿 я  . . е  и :’細  o o ：m , x  ю ч е к . ^

£ ^ = : :ая め как в Э10М _но Убеди-  
И  " і с т г н о н и ^ «  п о д . о б а с е  н а  з а д а ч а х ,  о т н о с я щ и х с я  к  к а с а н и ю  п р Я И о а

ѵ о п в н с и и е  г . р я м о и  к о  ^  ^  =  4 タ = 3 .

Числовой て；"；ем’ Clta,ia.nà на число請  примере. Прежде всего
Р е Ш е Н п е й с т ш п е - - ь ч о  л и  т о ч к а  Р  ( 4 ,  3 )  л е ж и т  н а  окружности 

п о д с т а н о в к а  х ニ 4 , ツ= 3  в  э . о  у р а в н е ь и е  д а е т  у т в е р д и -

т с л ь н ы П  о т н с т .  о п  — к а с а т с л ь п а я ;  ч т о б и  с о с т а в и т ь  е е  у р а в н е н и е .

П у с т ь  ( ч е р т .  6 J )  ； ^  т о ч к а  —  и м е н н о  Р  ( 4 ,  З і ,  — ч е р е з  к о т о р у ю  

з а м е т и м ,  ч т о  н а м  и 3 ( ^ с  г0 Н е т р ѵ д и о  і  а и；т и  и  п о д ъ е м  п р я м о й  / > Q

э і а  п р я м а я  ^ Р ° Х 0 І И Т  ； в  к а с а т е л ь н о й ,  ч т о  о н а  п е р и е і ш ж у л ѵ р ^ а  к  р а -  

на о с н о з м іи и  і о : о  ^  в т о ч к у  ка га н ..я .

Д І і У ^ и ^ Д Ѵ ' Ѵ р м у л у  ( Н Л .  '  瀬

следовательно [см. (19)]

ггPQ .

Т е п е р ь  м о : : с е м ^  н а п и с а т ь уравнение касательной P Q  п о  т о ч к е

П о м ы с л у ：

Jf— 3 =  —

в  у п р о щ е н н о м  в и д е :

4ズ +  3ツ= 2 5

П о в т о р и м  э т о т  в ы в о д  

ズ 一 У і

т 0 Р 一 ス、

С
1
Л

ターJV

с ^ с д о с а і е л ы ю

爪P Q - _

У р а в і і с і і н е  п р и м о й  P Q .

一 ；̂  +  ろ2

П е р е н о с 分 п е р г м е : і л ы е  ч л е н ы  в  о ш у  с т о р о н у ,  а  

б у д е л  ж і ы с і ь ；

^ х \2 + Л 3«

п о с х о л и п ь і б *

д р у г у  防
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м  м о ж м о  было б ы  о с т а н о в и т ь с я ;  о д н а к о  с д е л а е м  е щ е  о д и н  ш а г .  

® 0 в  числовом п р и м е р е  с в о б о д н ы й  ч л е н  в о к о н ч а т е л ь н о м  у р а в -  

衫е с .* О ч а : т е л ь н о Я  с о в п а л  с о  с в о б о д н ы м  ч л е н о м  в у р а в н е н п и  о к р у ж н о -  

Не н “иіѵし к а Г  точка ( х } > у г)  л е ж и т  н а  о к р у ж н о с т и ,  т о  е е  к о о р д к н а і ы  

с ти-* т а 1 < о р > ! | о т  у р а в н е н и ю  о ь р у ж н о с т и ,  т . е .  = / ? 2 .  П о э т о м у

у д э з л е т в  Р ^ а с а і е л ь н о й  м о ж е т  е щ е  б ы т ь  з а п и с а н о  в  виде 

у р а в н е Н И  一

х \ х  Л - у \ у  ^  ( ^ б )

, д л я  з а п о м и н а н и я  б л а г о д а р я  с в о е м у  р о д с т в у  с  у р а в н е н и е м  о к -  

у д о о ь с ^  ( м н е м с ж И ч е с к о е  п р а в и л о ,  е с л и  в  у р а в н е н и и  ( 7 о )  к а с а т е л ь н о й  

Р ЖН デ' , іач1<и п р и  х и у ,  о тл и ч а ю щ и е  ко о р д и н а т ы  т о ч к и  ьа са н и н  от  
сте匕： то получится уравнение окружности).
те“Ѵ> Ңа ок руж н о сти  (x  — h)2 -f- (y 一  k 、u =  R 2 дана то ч ка  P  (xv  夕】）. 
Ң а п и с а и ь  у р а в н е н и е  п р я м о й ,  к о т о р а я  к а с а е т с я  о к р у ж н о с т и  в  э т о й

Р е ш е н и е  н е м н о г и м  о т л и ч а е т с я  о т  п р е д ы д у щ е г о .  П у с т ь  С ( п у k )一  
ц е н т р  о к р у ж н о с т и ,  P Q  —  к а с а т е л ь н а я .  И м е е м  [ с м .  ( 1 5 ) ] :

т с р = у̂ Л '

с л е д о о й т с л ь й о  •

m P Q ^ ~ ÿ — k -

У р а с п е н и е  к а с а т е л ь н о й  ( п о  т о ч к е  и  п о д ъ е м у ) :

У  一 У і ~  一  (ぶ一ズ1)，
илиこ

(Хг 一 h) (x  一 ろ ）+  tV i— 句 け — Уг) =  0. (77)

П р и м е ч а н и е .  Е с л и  б ы  в  т о л ь к о  ч т о  р е ш е н н о й  з а д а ч е  о к р у ж н о с т ь  

б ы л а  з а д а н а  н е  у р а в н е н и е м  ( 7 2 ) ,  а  у р а в н е н и е м  ( 7 3 ) ,  т о  м ы  п р е ж д е  в с е г и

определили бы из уравнения (73) коортинаты центра 一  k — — ) >

J I l a a  к о т о р ы е ,  у ж е  м о ж н о  н а п и с а т ь  у р а в н е н и е  ( 7 7 ) .

^ с О а ч и .

^ айти сбщие точки окружности х 2 +  у 1 = 2 0  н прямой 'zx +  у - { -С  = 0 9
1誌：！丨 5 ’ 2 )  С = = ： 1 0 , 6 )  С  = 1 2

十 6ѵ  ̂Ч ' |(̂ азать, что i р я м ая 》дг 十タ= 1 3  касается окружности л^ + 少2 —  4дг 十 
jgy ö =  0. и »іа^ти точку каса и я. 

йедец һ]ч 'ана ° Р >КІ|ость д：2 十タ2= 125 Написать ураснеііия касатсльыьіп^ про-

WL Найти уравнение касательной, проведенной к ст ру щ осы

■  メー  4 8 л ：十 1 2タ十 145 0 в  т о ч к е  ( 5,  -  .

^ оказагь» что урав ение (77) м жет быть ппеобразосапо к  виду;
у  (ハ  一  fi) (x  一  h )十 (タ4 - k )  ( y - k )  =  /гз.

•+а、 и м ^ ^ %  り в о ：п о л ь з о в а г ь с я  р а в е н с т в о м  (х{ — Л)2 -Ь (Уі 一 ^  =  R 2, выг>а， 
1,3 Уі-аБнешія1 (76) ле кит на окР>жпостіі; 2) вместо ътого иижпо исхо-

е з



к а с а -

C o d e r a  й  к л а с с  т р с п г ъ с й .  __________

1 Э Э .  Н а й т п  п л о и и д ь  т р е у г о л ь н и к а ,  о г р а н и ч е н н о г о  、… <#'

б д : 10タこ  45 . リи “  -о о р л а і1ат п

ツ Æ f y  л Г г о н а л е і ( 7 2 - ^угол а между диагона ями. dr0Ha^eö ЛС ц » /•

192. Написать уранненге окружности, имеющей центр в тп ^  
п р о :  о л я щ  й  ч е р е з  н а ч а л о  ю .о р  и н а т . т о ч ке  (39. 〜 22>

193 . Н а п и с а т ь  у р а в н е  іи е  о к р у ж н о с т и ,  п р о х о д я ：:;е й  ч е о е з  тгш ѵ”  / , л ! 
с а ю щ е й с я  о с ；і У -о в  в т о ч к е  ( 0 ,3 ) .  ^  ІКУ (Ю  8) ц к%

194. На окружности даны две диаметрально-противоположные тп
и ( 6 , 1 ) . Н а й т и  у р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и .  1 Г0ГЬИ ( 〜 1,〜 2)

195. Ла.іы точки А (—7, 2) и В (1 ,б). Написать уравнение ппаѵ.гй 
дикулярной к прямой 4л: — 7タ= 1 4  и делящей отрезок АВ потплпГ ПеРЦен-

196. Написать уравнение прямой, проходящей через прнтп 
2 д ：5 + 2 И — “ズ +  8ター 1 1 3 = 0  и  п е р е с е к а ю щ е й  о т р и ц а т е л ь н у ю  п ^ і Ѵ= У ? Ю : Т и  

расстоянии 5 от начала координат. J л *ов иа

1 9 7 .  Н а й т и  у р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  т о ч к у

ю щ е й с я  о б е и х  к о о р д и н а т н ы х  о с е й .

1 9 3 .  В е р ш и н ы  т р е у г о л ь н и к а  н а х о д я т с я  в  т о ч к а х  Л  ( —  1 , 1 ) , В ( 4  3") ц  С  ( 7  f i、 
Н а п и с а т ь  у р а в н е н и я  т р е х  п р я м ы х ,  п р о в е д е н н ы х  ч е р е з  к а ж д у ю  и з  в е р ш и н  п а п і т ,  

л е л ь н о  п р о т и в о п о л о ж н о й  с т о р о н е .  ^

199. Найти площадь треугольника, ограниченного прямыми 2^ 4-11 ѵ 4- ^ — п 
2 x - h y ^ 7 .  2дг — 9у +  23 =  0. • タ 十 3 一 0•

200. Найти уравнение прямой, проходящей через точку (5,3) и пересекающей 
прямую Зд: Ч- 2у =  7 под углом 45°.

201. Две противоположные верш ины  квадрата ABCD находятся в точках 
А (3,— 1 ) и С (6,4). Найти:1 )уравнения диагоналей АС и BD, 2) координаты 
в е р ш и н  і 5  и  Д  3 )  у р а в н е н и е  к о у і а ,  о п и с а н н о г о  о к о л о  э т о г о  к в а д р а т а .

2 0 2 . П о к а з а т ь , ч т о  п р я м ы е  3ぶ — ^ +  9  =  0  и  6 л :一 8.у =  25 парал лельны , и 
найти оасстояние между ними.

203. Показать, что окружности д:，+  タз — бл:ふ 2ター107 =  0 и ズ* +  — 
一 1 x 一 12ター15 =  0, касаются друг друга. Решить задачу двумя способами:
1) о т ы с к и в а я  о б щ и е  т о ч к и  о к о у ж н о с т е й ,  2)  в ы ч и с л я я  р а д и у с ы  и  р а с с т о я н и я  і і е ж .  у  

ц е н т а м и .

201. Найти уравнение окружности, описанной около треугольника с веои：и- 
нами А (3, 4), В (2, 2), С (5,3). Решить задачу двумя способами:1) методом неопре­
деленных коэ中ициентов, подставляя координаты точек A, Bt С в уравнение (72)；
2 ) о т ы с к и в а я  ц е н т р  к а к  т о ч к у  п е р е с е ч е н и я  п е р п е н д и к у л я р о в , восста вле нны х 
к сторонам треугольника в их серединах. u

2 0 5 .  Д а н  п р я м о у г о л ь н и к  с о  с т о р о н а м и  д  и  ト•  П о  к а к о й  л и н и я  д о л ж н а  д в и ­

г а т ь с я  т о ч к а  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  с у м м а  к в а д р а т о в  е е  р а с с т о я н и й  о т  ч е т ы р е х  с т о р  

прямоугольника была все время раЕім квалрату ди.ііонали последнего.
2 0 6 .  В  к р у г е  р а д и у с а  R  п р о в е л е н ы  д и а м е т р  А В  и  х о р д а  А С .  Н а  п р о л о л  

хорды отложен отрезок CD ВС По какой линии движется точка іЛ 
хорда АС вращается около точки А? п г  н Rß

207. Решить задачу § 1 (черт.1'，следуя такому плану: принимаем
sa положительные полѵоси Л̂ -ов и К-ов； считая известными AR =  ^  выражяем 
пишем уравнения прямых АВ  и ВС\ полагая M Q ^=u  (неизвестное), ̂  ір атНое 
ч е р е з  и к о о р д и н а т ы  т о ч е к  P ,  N、Q\ з а п и с ы в а я , ч то  QN —  dt п о л у ч а е м  '
у р а в н е н и е  лл я  и. я и к и

2 0 S .  В  т р е у г о л ь н и к  Л В С  в п и с ы в а ю т с я  в с е в о з м о ж н ы е  п р я м о у г о -  а  ^ е с т о

у которых сторона M N  лежит ня АС (черт.1 § 1 ) .Найти геометр 
центров (симметрии) этих прямоугольников.
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П Р И Л О Ж Е Н И Е

0 Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А Х  О Б Щ Н О С Т И  Н Е К О Т О Р Ы Х  Ф О Р М У Л .

оде ф о р м у л  а н а л и т и ч е с к о й  г е о м е т р и и  и з  ч е р т е ж а  ч а с т о  в о з - 
П Р Й ^ Іо л н о е  с о м н е н и е  о т н о с и т е л ь н о  о б щ н о с т и  э т и х  ф о р м у л :  с о х р а н я т  ли 

8 3 ------ п р е д п о л о ж и м  н е  т а к о е ,  а  и н о е  р а с п о л о ж е н и е  и з у ч а е м о й

000 с в о ю  ^ " 0 ^ Ju j Q ^ b ü o  о с е й  к о о р д и н а т ?  М ы  у к а ж е м  с е й ч а с  п р и е м ,  к о т о р ы й  п о з в о -  

( У ,| Г 'р ы  0 Т ( Г і і Х  с л у ч а я х  р а з р е ш и т ь  э т о  с о м н е н и е -  О с н о в н а я  м ы с л ь  з а к л ю ч а е т с я  

л ,：е т  в °  м Н  1 . Т е  ф о р м у л ы ,  к о т о р ы е  д е й с т в и т е л ь н о  о б л а д а ю т  о б щ н о с т ь ю ,  д о л ж н ы  

В с л е д У П ; а і ь н ѵ ю  а л г е б р а и ч е с к у ю  с т р у к т у р у :  о н и  н е  д о л ж н ы  н а р у ш а т ь с я  п р и  

и м е т ь  с п ^ ,  о  ф 0р М у л я м  ( 1 7 )  §  1 3 】 о т  к о о р д и н а т  x t  у  к  л ю б ы м  н о в ы м  к о о р д и н а -  

п е р е х о д е  [  06  н 0 )  е с л и  н а л и ч и е  т а к о й  а л г е б р а и ч е с к о й  с т р у к т у р ы  н е п о с р е д -  

т ам  11 *0 й п  р  о  в  e  р  к  о  й у с т а н о в л е н о ,  т о  д о с т а т о ч н о  п р е д с т а в и т ь  с е б е  

с т в е Н1  о р І И П а т  п е р е н е с е н н ы м  в т а トу ю  т о ч к у ,  ч т о б ы  и з у ч а е м а я  ф и г у р а  п о  о т н о -

___ _ ___ ^ «-»я/ччл ГТПМ/М ПО Г1-«ГО lf IfCtte О ия IIIÖX» ОІ-ТСЛпаі г\игя тиле ягтг»_

с и л у , е с л и

щению 
л з г з л а с ь  

коорлинат

і о в ы м  о с я м  р а с п о л о ж и л а с ь  т а к ,  к а к  в  н а ш е м  в ы в о д е  о н а  п р е д а о -  

р а с п о л о ж е н н о й  о т н о с しт е л ь н о  с т а р ы х  о с е й . Т о гд а  в н о в о й  с и с т е м е  
лага,ы г ф о рм ул а  в о  в с я к и м  с л у ч а е  б у д е т  с п р а в е д л и в а  (в  с и л ѵ  д о к а з а н н о г о ) ;

еоеход от новой системы к старой не лолжен нарушить нашей формулы (это 
ѵ ne L  в си л у  ее а л ге б р а и ч е с ко й  с т р у к т у р ы }， с л е д о в а т е л ь н о  о на  с п р а в е д л и в а  и 
'Этапом системе Поясним эти общие рассуисдения примерами.
Б пример 1 . Допустим, что формула для расстояния между двумя точками 
[} 9, ф-рйіу-*а (П))

А 1 А 2 = у г 一  ぶі >2 十 —  > 4 )， i ï )

(5ѵ:ла бы нам и вы ве д е н а  т о л ь к о  и з  ч е р т е ж а , п р е д п о л а г а ю т ^ г о ,  ч т о  о б е  т о ч к и  
и А2 ле аг в I четверти. Желая распространить этот вывод на случай 

л ю б о г о  р а с п о л о ж е н и я  т о ч е к ,  у б е д и м с я  п р е ж д е  в с е г о  в  т о м ,  ч т о  ф о р м у л а  ( I )  и м е е т  

с п и с а н н у ю  в ы ш е  а л г е б р а и ч е с к у ю  с т р у к т у р у .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  т а к  к а к  ф о р м у л а  

5та содержит только р а з н о с т и  ко рдинат, то она не нарушится, если к обеим 
абсциссам ( к  о б е и м  о р д и н а та м ) п р и б а в и т ь  и л и  о т  н и х  о т н я т ь  о д н у  и  т у  ж е  
в е л и ч и н у  [ к а к  э т о  п р о и с х о д и т  п  и  п р е о б р а з о в а н и и  к о о р л и н а т  п о  ф о р м у л а м  ( 1 6 ) ,  

(17) § 13]. П у с т ь  т е п е р ь  т о ч к и  А{ и А 2 б у д у т  р а с п о л о ж е н ы  к а к  у г о д н о  о т н о с и ­
т е л ь н о  о с е й  О Х  и  О У  ( ч е р т .  7 0 ;  т о ч к а  А {  л е ж и т  в о  I I ,  т о ч к а  А 2 ~ ~  в  I V  ч е т в е р т и ) .  

Всегда м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  себ е  о с и  к о о р д и н а т  т а к  п е р е н е с е н н ы м и , чтобы по 
о т н о ш е н и ю  к  н о в о й  с и с т ° м е  { х \  ÿ )  т о ч к и  о к а з а л и с ь  л е ж а щ и м и  в  I  ч е т в е р т и .  

Е ли штрихами (г) будем отличать новые координаты от ст. рыл, то в н о в ы х
к о о р д и н а т а х  во 
, , , І і е е м  п р а в о  н а п и с а т ь

в с я к о м  с л у ч а е
Г

А , А *  =  У  (Х2 - パ )■十{y' i  - タ1) S’ (И )

ч т о  д ля  I  ч е т в е р т и  м ы  п р е д а о л о  

И Л о  Ф о р м у л у  у с т а н о в л е н н о й .  

пл ., ер ІІемся т е п е р ь  . к  с т а р о й  с и с т е м е ,

0 Д о с т а т о ч н о  с д е л а т ь  п о д с т а н о в к а :

々Рнь'ミT  l ^ 0ßePennhIX Уже на ми струк- 
сто ния пр иенностеГі формулы для î)ac- 
І И  8 Ф о ’р 二Ц Л е Г С Я  к  細 、. ’ ЧТ0 шт，  
к  Ф °Р м ѵлй  Т\ о т п а п у т  и м ы  в е р н е м с я  
^ н іл  обп_справедливость  которо ,,
^ого обшеД0^  булет сказана д л /с а  

^ Г К м

15 1Ч Ч ор аула ( і^ ] ,устам' что ФОРМУЛА ,дсле:*пя отрезка в  да и л о м  отікі; е ш ш '

Ч е р т .  7 0 *

'x- , пЛ Л ± ]Һ Ч  

п і 十 《3 (III)



были бы нами выведены только из чертежа, йритом в предііо ow 
т о ч к и  Л ,  и * ,  У і ) и  А ,  (  r 2t у 2 )  л е ж л т  в  1 ч е т в е р т и .  П у с т ь  т е п е г ь  т  И И * 

р л с и о л о ж е іы  к а к  ѵ г о л ію .  П е р е н е с е м  о с н  к о о р д и н а т  т ^ к ,  ч ：о б ы  с бе тп  Ки 4  丨， 
ö  I  ч е т в е р т и  н о в  リ й с и с т е м ы .  В  н о в ы х  к о о р д и н а т а х  м ы  и м е е м  п - а в КИ ° 4 V T î'* i へ

л г：
п ^ \  +  п { х 2  

П і  十 п 2

( о п у с к а е м  в т о р у ю  ѵ з  ф о р м у л  ( I I I ) ,  т а к  к а к  о н а  о т л и ч а е т с я  о т

з а м е н о й  б у и в ы  x  i u  б у к ь у  у ) .  В е р н е м с я  т е п е р ь  к  с і а р о й  с и с т е м е  П  • Т П лいо

, 省 f̂ °Pv,y.T?v：
У  = ズ ー Х х =  х к —  i l ,  x 2 = z x 2  — Һ；

п о л у ч л м  [ и  з д е с ь  с к а ж е т с я  о с о б а я  а л г е б р а и ч е с к а я  с т р у к т у р а  с о о т н о ш е н и и  { Щ Ш  

х 一 れ いі 一 h 、4- П { ( ^ - Ь )  =  п х { - \ - п { х 2 -  h ( n {  +  п . )

п і +  п 2  〜 十 《 а  5  十 л ，」 —  * »

о к о н ч а т е л ь н о

л 2г 4Н - / г ^ ,

п і +  л а

О б щ н о с т ь  ф о р м у л  ( I I I )  д о к а з а н а .

П р и м е р  3 .  П р и  в ы в о д е  ф о р м у л  д л я  п л о щ а д и  т р е у г о л ь н и к а  (S 15. 
м у л а  ( 2 2 )  и  з а д а ч і  7 u ] :  , P

п л .  А і А і Л з — І  [ д : ,  ( у 3  - У і )  +  д :а  ( у 3 —  У і )  + х 3 ( у , - 夕, ] ,

пл. А іА.А, =  i-L V i (巧一ズs) +  夕г (xt -  +  _у8 レ , 一 Хі)\.
(Г Ѵ )

м ы  п р е д п о л а г а л и ,  ч т о  н а ч а л о  к о о р д и н а т  О  л е ж и т  в н у т р и  т о е у го л ь н и к а . Пусть 
т е п е р ь  т р е у ю л -  н и к  р а с п о л о ж е н  к а к  у г о д н о  о т н о с и т е л ь н о  н а ч а л а  О .  Перенесем 
н а ч а л о  к о о р д и н а т  в  н о в у ю  т о ч к у  0 '  т а к ,  ч т о б ы  п о с л е д н я я  о к а з а л а с ь  

т р е у г о л ь н и к а .  Д л я  н о в о й  с и с т е м ы  ( ぶ, , ÿ )  с о г л а с н о  а о к а з а т е л ь с т в у  §

с и ; і у  ф о р м у л ы :

в н у т р и  

15 имеют

п л .  А іА 2А3 =  у  [ г ;  ( У 2 — у 3) +  ズ2 ひ3 — ÿ x) 十 х3 (Ух 一 タ2Я ;

П Л .  ( ^ з  —  Х 2 ) 十少і  ( ズі  ー ズ 十  ( ぶ2  一ぶ1 )】.

( V )

=5 X f  一 H t  

гУ г  一

Вернемся теперь к старой системе по формулам:

—  Һ ,  一 Һ ，ぶз

バ = スー々，У 2 = = У 2  —  ^  У з -

И е р е х о д  у д о б н е е  в ы п о л н и т ь  в  д в а  э т а п з :  с н а ч а л а  преобразовать 

а б с ц и с с ы  и  при эт *м п о л ь з о в а т ь с я  ь т о р о  » нз формул ( V ) ,  а з а г е ^ *  Г "  стбго ить 
п о л ь з у я с ь  п е р в о й  ф о р м у л о й ,  в  к о т о р о й  ш т р и х и  п р и  x  м о ポн о  і е п е ѵ 』т с я  С 0 С Т і  и т  

( с  е ц и ф и ч е с к ‘а я  о с о б е н н о с т ь  ф о р м у л  ( I V ) ,  к о т о р а я  п ,  и  э т о м  и с п о л ь з у ^ ^  ニ т о Л ь К о  

с н о в а  в  т о м ,  ч т о  п е р ь а я  с о д е р ж и т  т о л ь к о  р а з . ю с г и  о р д и н  т , а в  о д “ ‘ к о

р а з н о с т и  а б с ц и с с ) .  М ы  у б . д и ѵ і с я ,  ч т о  в о з в р а т и л и с ь  с н いв а  к  Ф ° Р М У  '  Я  

п о л у ч а ю щ и м  т е п е р ь  р а с ш и р е н н о е  и  у х с е  с о в е р ш е н и ю  о б і д е е  з н а ч е

только



О Т В Е Т Ы .

4：i Ç f ÿ -

е' « - Г 'С. . Т Т Г Й ( 一 2).

O ~AR =12, і40==6,
よ  4, BD  =  6. C D = 1 0 .

\1' Cf  Совпад., 2) против., 3) сов- 

m Z  4) ^ р о т и в .

1 4 . - ^ з ! 5 ； 2，5 ;  0.

1 5  x  я ■= -一 5 .  •

1 6 : 1 ) М о ж н о ； 2)  н е л ь з я .

17. 7. £
1 8 .  — О Д ； 7 , 6 .

1 9 .一 5 ,  ~ ~ 2, 1，4 .

20. — 17 .

2Î  1 321.

22. 3 上.
6

23. 33,4 см от точки А.
一 Р і х і +  Р2Х2 扣• • •+  r nx a •

• Pi +  内十 • • •+  Ра
2 6 . 1 ) На -прямой, парал-'ель'юч 

оси ÜX «и отстоящей ' от нее на 3 ед. 
кв е р ху ;С

% на п р я м о й ,^п а р а л л е л ь н о й  о с и  ОХ 
и отстоящей от нее ча 5 ел. к изу.

27ѵ 1) На прямой, параллельной 
сси ОУ и отстоящей от нее на 2 ед. 
вправо.

2 8 . 1 ) Н а  о с и  О Х \

2) • а оси О У.
2 9 . 1 ) В  I  и  I I I  ч е т в е р т я х  н а  б и с с е -  

« Р и с е  у г л а  м е ж д у  о с я м и ;

 ̂ [  во け、 IV четвертял на (другой： 
^neVpüce Угла межДУ осями.
3 0 • ト( 6 ,  . 4 ) ;

2 ) і ~ 6 , 4 ) ;

„  , ^ ( - 6 , - 4 ) .

• о / 0 - 0 ' .  U ；ü ) ,  ( 1, 1) ，( 0, 1)；

Ш  И 棒 ç )，
Ы  伶’ 0)，（。,れ

I : :超. С. Дубнов. 、

3)( _ l ’ ~ 4 ) , (去, - й ’

( 7 ’ 7 ) ,  (~  2 *u ) *
3 3 .10； / 3 4 ； / 2 0 ； 3,82.

3 Î . 1)13;.
2)  З Ѵ Ь ；
3 ) / 4 І ；
4 ) 1 9 , 5 .

3 5 .  \ a  —  b \ V 2 .

36. io；V m ；V \ ô .
37. AC =  BC =  Y'W5.
38. A 2 =  52, 5 0  =  65, А С ^ = 13;

5 2  十 1 3  =  6 5 .

3 9 . ( І 2 » .

4 0 .  ( 2 , 9 )  и л и  ( ― — 5 , 2 ) .

4 1 . ( 5  y , 1 j ； I — 17 , 3  j ； ( 0,  6) .

4 2 .  4 - / 1 5 3 .

43. ( — 3, —5).
44. 2,4).
4 5 .  ( 2 , 2 ;  1 , 4 ) ;  ( 3 , 4 ;  0 , 8 )；

( 4 , 6 ;  0 , 2 ’;  ( 5 . 8 ; - 0 , 6 ) .

46.半 .

47. о；Ѵ г і - Ѵ г .
48. oo； tg 20°; — tg 20°.

49. 2,5; —  » Ь

5 1 . В  о б о и х  с л у ч а я х  п о д ъ е м ы  

р а в н ы  п о  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  и  

п р о т и в о п о л о ж н ы  п о  з н а к у .

5 2 .  3  5 .

53« — 0,5.

54. 0,3;も  一  2.

- -  2
5 5 .  т А В  =  т С о  =  一  • j  .
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56. t g a = ~ ,  tg f = 去； 

t e  2 a — —2 ふ  一 4g 1 — tß2« 3 •
5 7 .  і 4 ( 1 , 5 )； B  (一 7 ,  б ) ;  С  (一 2 ，2 )； 

D (0 ，— 2); О (一 5,2).

58. (2,— 句.
5 9 .  В  т о ч к у  ( ―  4 , 3 ) .

о

6 0 .  / Я д 0 =  / И с о  —  一  •

6 1 . т А В  =  m C D  =  — ;

7

m A D  =  т В С  =  - g  •

6 2 .  С е р е д и н а  А В  一 в  т о ч к е  М

( 1 3  Ъ \
( —— у  , тг ) І середина CD 一 в точке

〜 ( 7  ,  一 5 ) ;  m M N := z  =  m A D Z = =

= твс* Впрочем, достаточно убедиться 
в  т о м ,  ч т о  A D  II В С ,  и  з а т е м  с о с л а т ь с я  

н а  с в о й с т в а  с р е д н е й  л и н и и  т р а п е ц и и .

6 3 .  (一  ~ )  ^ 一し

6 4 .  r n A C - m B D  =  ^  • (一  辱 ) = 一 1 .

66. tg f  =  z t 2； <р ニ 63。30' или 
1 1 6  3 0 ,  ( п р и б л . ) .

6 7 .  П р и б л .  А  =  2 2 ° 5 0 \  5 = 1 0 4 ° ,  

С : :  5 3 。1 1 / .

У к а з а н и е. Первоначально для 
к а ж д о г о  и з  у г л о в  п о л у ч а е т с я  п о  д в а  

в о з м о ж н ы х  з н а ч е н и я  ( д л я  у г л а  А ,  н а ­

п р и  л； е р ,  2 2 ° 5 0 г и л и  1 5 7 0 1 ( /  и  т .  д . ) .  

О к о н ч а т е л ь н ы й  в ы б о р  д о л ж е н  б ы т ь  

сделан с таким расчетом, чтобы 
/ 4  十 5  4 »  С  ニ  1 8 0 о ,  т о ч н е е  一  ч т о б ы  

с у м м а  Л  +  5  十 С  о т л и ч а л а с ь  о т  1 8 0 °  

н е  б о л ь ш е ,  ч е м  э т о  д о п у с к а е т с я  т о ч -  

н о с т トі о  т а б л и ц  и  н а ш и х  в ы ч и с л е н и й .

68. Прибл. 58°40f или 121о20,.
69. Положить дг3 — уз =  0.
7 0 .  К р у г о в о й  п о р я д о к ,  о б р а т н ы й  

т о м у ,  к о т о р ы й  и з о б р а ж е н  н а  с х е м е  

ч е р т .  3 5 .

7 1 . Трапеция Л{Р {Р^Аг имеет 
основаниями у { и タ3, высотой (хг —— ズ4),

с л е д о Еа те  л ы ю

пл. А{Р{Р3Л 3=  (уі +  夕з ) (ぶз —  дг4)

и т. д.
72. 20,5 (кв. ед.).
7В. 45 (кв. ед.).
74. Площадь = 1  кв. ед.-Точки ле­

жат почти на одной прямой.
75. Подстановка в выражение для 

п л о щ а д и  т р е у г о л ь н и к а  д а е т  н у л ь .
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76. 24,5 (кв. ед.).

77. 4 ふ12.64  95 1

7 8 .  / 1 ( 0 , 0 )； В ( а ,  Q ) - c (  1 а > а  

О  (а, а Ѵ З ) ,  Е  (0 , а  / 3了，

ベ - f  ’ aÇ ) .
79. Ук a 3 a h и e. Убедиться R 於

что прямые ОА и OB имрют，
новый подъем. ИМеют 0如 邮

8 0 . 1 ) A R  =： Т / Т Ў  h t  n  * пг» 

е т с я  A B  В С  =  А С ； •  • ,

2)  m A 5 =  m A C =  ^  ；

3) подстановка в 中ормулу (22) 
даст для площади величину 0.

8 1 . Н е  л е ж а т .

8 2 . 】） В ы ч и с л е н и е  о б н а р у ж и в а е т  
что АС'2 =  АВ^ +  ВС2\ применяем 
т е о р е м у , о б р а т н у ю  п и ф а го р о в о й； 
2) т А В 'т ВС =  ~ ^ -

84. (— 2,0).
У  К а з а н и  е .  В о с п о л ь з о в а т ь с я  т е о ­

р е м о й :  с е р е д и н ы  д и а г о н а л е й  п а р а л л е -  

логр:іма совпадаю . Другой способ: 
если D (х, у) — искомая вершина, то 
з а п и с ь  т р е  о в а н и й ,  ч т о б ы  C D  || А В  и  

В С  Ü A D y  д а е т  д в а  у р а в н е н и я  с  д в у м я  

н е и з в е с т н ы м и .

8 5 . ] ^  1 2 5 ； m  =  •

У к а з а н и е .  Четвертая вершина
п а р а л л е л о гр а м а  с и л  м о ж е т  б ы ть  най­
д е н а , к а к  в п р е д ы д у щ е й  задаче .

86. 1,1 / 10.

8 7 .  6 , 2 .  r t 0 u a

88. 1) т л в  =  — 1. в  т0 в Р е м Л

как подъем биссектрисы Раве» 
с е р е д и н а  о т р е з к а  АВ  一  в j

( 一 Ä ，ー鲁 p . e .  на биссектрисе.

2) ЕслиМСѵ, ^ - п р о и з в о л ь н а я

точка на биссектрисе, то

А М  =  У ( х - \ - Ъ ) ^ х  -  承

•  И у И  =  В М »

, 1
89. 6； — î -ô- •
9 0 .  У к а з а н и е .  Н а й т и  У г л Ы  1耀

угольника.



г)'9 1 . ( ! ß ： 4  8 >

І 2т ,1з7)<
q 3 1) C  ( 6j  8,8)*

у  *K a 3 а H и  e . И с к о м а я  т о ч к а  
f  作タ) ；з а п и с а т ь ,  ч т о  п о д ъ е м ы  п р г -

94. tg  Z  =  t g  Z  =  4  *

9 5 .  j  f Ï T Ô ； | / 2 Ô Ô ； 士/ 阢  

9 6 «  (一 0, 1, 0, 2) .

^ К а з а н и  е. Если M  ( x t у )  —  ис- 
комаи точка, то MA —M B  и MC = M D . 
Записать эти равенства в координатах 
и р е ш и т ь  д в а  у р а в н е н и я  с  д в у м я  

неи.шестными.
9 7 .  Ц е н т р  ( 6 , 0 5 ； 3 , 0 5 )； р а д и у с  =

= ) / 2 5 , 7 0 5 ^ ： 5 , 0 7 .

У к а з а н и е .  Р е ш и т ь  с и с т е м у  

уравнений:
(x — 3)2 +  0 / +  \ у =  (лг — 2 )2+уг =
ニ (ズー1) *  +  (д і  — 2，6) 2.

9 8 .  A B  в  о т н о ш е н и и  2 : 3 ,  C D  一 в  

отношении 4:1.
У к а з а н и е .  В с я к о е  о т н о ш е н и е  

м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е  J l : l ； р е ­

ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й ：
一 7 -}- 3 X — 5 — 5 |і

1 十 X 1 十 |Х ’

1 - f - 1'  ̂X __ 3 - i - 8 [i
1 T  k  1 十 J1

9 9 .  ( 5 5 ，2 0 ) .

У к а з а н и е .  Р а з б и т ь  ф и г у р у  н а  

д в а  п р я м о у г с - л і  н и к а  ( д л я  п р о в е р к и  

с д е л а т ь  э т у  р а з б и в к у  в т о р ы м  с п о с о ­

б о м ) .

100. 1-й с п о с о б :  п о к а з а т ь ,  ч т о  

м о ж н о  н а й т и  т о ч к ѵ ,  р а в н о о т с т о я щ у ю  

о т  в с е х  ч е т ы р е х  ( с р .  с  з а д а ч е й  9 8 )；
2- и  с  п  о  с  о  6 ( л у ч ш и й ) :  п о к а з а т ь ,  ч т о ,  

н а п р и м е р ,  о т р е з о к  А С  ғ и д е н  и з  т о ч е к  

^  ^  D  п о д  о д н и м  и  т е м  ж е  у г л о м  

(ぐマ п о д  у г л а м и ,  д а ю щ и м и  в  с у м м е

1 Ö 1 . 4 5 °  и л и  1 3 5 ° .

У к а з а н и е .  Н а й т и  т о ч к у  п е р е ­

с е ч е н и я  к а ж д о й  б и с с е к т р и с ы  с о  с т о -  

р о н і ^  т р е у г о л ь н и к а  ( с р .  с  з а д а ч е й  4 6 ) .  

л а  ^  Р а  п р я м ы х ,  д е л я щ и х  п о п о -  

ХтЛа междУ энными прямыми, 
ш и ^  у 「и  Д В У Х  с е г м е н т о в ,  в м е щ а ю -

о б  y r o j l  а  и  и м е ю щ и х  о т р е з о к  А В  

ВоГ Г й х о РДОЙ ( ф и іу р а  и м е е т  ф о р м у  
1し4 е ” и ,  е с л и  у г о л  а  о с т р ы й ) ,  

н о г т パ ）Г І Р я м а я ;  2)  г и п е р б о л а  ( р а в -  

л  е р  г ? н н я я ) »  3 )  п а р а б о л а  ( с м .  К и с е -  

5 0 ,  90̂ г е б Р а » ч а с т ь  I I , 1 9 3 3  г . ,  §  3 3 ，3 8 ,  

7 *

1 0 5 .  О к р у ж н о с т ь  с  ц е н  г р о м  в  н а ч а л е  

координат и радиусом, равным 10.
1 0 6 . ズ2十デ一 2 j c — 6タ一6 =  0 .  П е р е ­

с е ч е н и е  с  о с ь ю  О Х  в  т о ч к а х  с  а о с ц и с -  

с а м и  д : , = 1  + | ^ 7  ^  3 , 6 ,  х 2 = = 1 一 
— Ÿ ^ S  ^ — 1 , 6； с  о с ы о  О У — в  т о ч к а х  

с  о р д и н а т а м и  少3 =  3  +  ド 1 5  6 , 9 ,

タ4 =  3  —  } Л 5  >  —  0 Л

У к а з а н и е .  Ж е л а я  н а й т и  т о ч к и  

п е р е с е ч е н и я  с  о с ь ю  О Х ,  п о л а г а е м  в  

у р а в н е н и и  о к р ѵ ж н о с т и  у  =  0 .

1 0 7 . 1 ) ズ2 十 デ 广 8 ズ一 4タ十 1 1 = 0 ;

2 ) ズ2 + タ2 + 6 ぶ十 1 0ター 1 5  =  0 ;

3 レ2 十 У2 — Sx 一 9 =  0;
4 ) ズ2 +  タ2 —  3 ズ +  4 v  =  0 .

1 08 .ぶ2十ダ十 8ズ 一 8タ十 16 =  0.
/  M  2

1 0 9 .  У р а в н е н и е  ( ズ十 * ^  丨十ダニ

= —— Р  п о с л е  п р е о б р а з о в а н и й  п е ­

р е х о д и т  в  j c 2 +  タ2 +  M x  +  P  =  0.

1 1 0 . 1 ) 14x + 切 +  5 =  0; 2) y  =  4.
111. 1) : + 沪  +  7 “ズ 一  5 7 , Ю  —  

о к р у ж н о с т ь  с ц  н т р о м  ( — 3 ,6 ; 0 ) и 
р а д и у с о м  8 ,4 ； 2 ) п о л а га я  в у р а в н е н и и  
У =  0, н а х о д и м  д л я  х  кв а д р а т н о е  
у р а в н е н и е , п о л о ж и т е л ь н ы й  к о р е н ь  
к о т о р о г о  д а е т  т о ч к у  п е р е с е ч е н и я

_ •  2 1 1 3 5112.  -  +  У 2- を ズ + 21タ +  士  =

= 0  一  о к р у ж н о с т ь  с  ц е н т р о м  

/ 2 1  2 1  \ 1 5  , г ^ ~
( j  ,  一  ~2 )  и  р а д и у с о м  К  5 .

У к а з а н и е .  Д л я  о п р е д е л е н и я  

ц е н т р а  и  р а д и у с а  п р и в е с т и  у р а в н е ­

н и е  о к р у ж н о с т и  к  в и д у  ( 2 9 ) .

1 1 3 .  ^  =  5 , 4 ^ .

1 1 4 .  (  0, ) .

115. П д：2 _ 4 ズー18夕十3 1 = 0 ;
2 )ぶ* 一 4дг — 8タ十 36 =  0;
3 )  む  +  4 ター 2 4  =  0 .

1 1 6 .  一 1 4 ズ +  2タ +  8  ニ 0 .

ш , ば+45= 1;
2)S+Ç=l;
3 )  І Г б  +  Ш  =  1 -

!18- S + S =1.
1 1 9 .  5 5  ぶ2 +  б 4 у г  —  5 5 0 л  —  3 8 4 タ一 

一 1 2 6 9  =  0  и л и

(ズ一 5、2 i СУ — 3)2 — .

~ б Г '  +  ' - б б - -  L

1 2 0 .  ( 5  | / i 2 5 3 ü ；o ) ；

( 5 - l / 2 5 3 Ô ：0 ) ；

9Э



1 2 1 l ) 一 ど — i «

4  4 9  一 1 ’

2) § ~ З Э = 1 -

122. 1ボ ー ム = 1;

2 、 с  о с ь ю  О Х  н е  п е р е с е к а ­

е т с я ； с  о с ь ю  О У 一  в  т о ч к а х  ( 0 , 4 )  и  

( 0 ,  —  4 ) .

1 2 3 .  Т о ч к а  С  ч е р т е ж а  Г)6 и  п р о е к ­

ц и я  т о ч к и  N  н а  п р я м у ю  А С

1 2 6 .

( 0 , 3 + І / 2 І 4 5 )  ； ( о , 3 - і / 2 Ь З ) .

A В С D E F

p 0 a а У г 2 а a V Z a

? н е о п р е д . 0 3 0 ° 6 0 ° 9 0 ° 120°

1 2 7 .  =  Ѵ  p f 十g - ^ ^ c o s O P a - れ) .

1 2 8 . ( — 1 , 4 )  и  (一 1 , 8 ;  5 , 6 ) . .

129. Точки A，D，0 .
1 3 0 .  1 - я ,  3 - я ,  5 - я .  Д л я  т о г о  ч т о б ы  

л и н и я  п р о х о д и л а  ч е р е з  н а ч а л о  к о о р ­

д и н а т ,  н е о б х о д и м о  и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  

е е  у р а ,  н е *  и е  у д о в л е т в о р я л о с ь  п р и  

x  = = 0 t y =  0 .

П р и м е ч а н и е .  В  э т о й  к н и г е  з н а ­

ч и т е л ь н о е  б о л ь ш и н с т в о  у р а в н е н и й  

состой г из членов вида А х/пуа, где 
A 一 числовой коэфициент, т  и п — 
п о л о ж и т е л ь н ы е  и л и  р а в н ы е  н у л ю  п о ­

к а з а т е л и .  Д л я  э т о г о  с л у ч а я  м о ж н о  

д а т ь  о с о б е н н о  п р о с т о й  п р и з н а к  т о г о ,  

ч т о  л и н и я  п р о х о д и т  ч е р е з  н а ч а л о  

к о о р д и н а т ；в у р а в н е н и и  с в о б о д ­

н ы й  ( о т  x  и  у )  ч л е н  р а в е н  н у л ю .

1 3 1 . ( 2  士 ’  2 ) .

1 3 2 .  А х  —  7 у  —  9 .

1 3 3 .  Е с л и  з а  н а ч а л о  к о о р д и н а т  

в з я т ь  с е р е д и н у  о т р е з к а  А В ,  а  о с ь  Х - о в  

н а п р а в и т ь  п и  А В ,  т о  у р а в н е н и е  г е о ­

м е т р и ч е с к о г о  м ё с т а  л з  +  j /2 = 5 .  

Э т о 一 о к р у ж н о с т ь ,  о п и с а н н а я  и з  н а ­

ч а л а  к о о р д и н а т  р а д и у с о м  | / 5 .

1 3 1 . パ +  2 а 2 少2 十少4 ー 3 2 ズ3 +

3 2 у ^ =  А ,  г д е  А  р а в н о  1 ) 8 3 3 ,  2 )  0 ,

3 )  —  2 0 7 .

1 3 5 . 1 ) (ズ+ 1 р  + (ター 3 ) 2  =  4 を
2 ) ( ― 1  土  [ / 沉；0 )  и  ( 0 ;  3  土 ] / 3 9 ) .

1 3 3 . 1 6 .

1 3 7 .  Ч е т ы р е  т о ч к и  ■)

:イ守)，
土/ ¥ ) •

1 3 8 .  Н а  о д н о й  и з  в е т в е й  г и п е р ­

болы, и м е ю щ е й  中о к у с ы  в  Д  и  ß

( M A  —  M B  р а с с т о я н и ю ,  н а  к о т о р о е  

у с п е в а е т  р а с п р о с т р а н и т ь с я  з в у к  з а  

в р е м я ,  з а т р а ч и в а е м о е  п у л е й  н а  п о л е т  

и з  Л  в  В ) .

1 3 9 .  х у 一 2 ズ一3 タ= 0 . 1漏
1 4 0 . a 2 - 2 ズタ+ У 2— 6ぶ 一 2タ+ 9 = 0 .

則 ^ ^ 十  .1

2)  *

= ~ = い一  ̂
6；

а - \ -  с  c o s  千• 

У к а з а н и е .  П р е о б р а з о в а т ь п р е л ы - 
дущее уравнение по формулам 丨47). 
из полученного уравнения, квадрат: 
ноуо относительно р, выразить р чер叫 

? (отбросить отрицательный корен,>), 
п о л ь з у я с ь  для у п р о щ е н и я  в ы кл ад о к 
равенством Ь'2 -|- с^— а .

1 4 2 . 1 ) タ+  2 :

2)  x — у  —

3 ) х с = 4；
4) х  +  у  =  2.

1 4 3 .1 )タ ー 一 2); *

タ一 6 = —  | / Т ( д г  —  2) ;

2) 2 —  2 j/3； 0)； (2 十 2 /瓦  0). 

144. Ъх 一 8タ+ 14 =  0.
1 C S .16 ズ +  もタ=  19. ——
1 4 6 . 1 ) タ=  ■十 5 ;  2) タ=ズド  3 ;

3 )  v  =  x  | /  3  —  4 .

1 4 7 .  З д г  +  7タ+ 1 4  =  0 .

1 43 . v =  m (x  - a).
1 4 9 . 1 ) 6 ズ十  5タ= 1 4 ;

2 ) 2 ズ 一 ?•タ 十 1 = 0 ;

150. Уравнение АС: 5ズ十 2タ==ラ
151. Уравнение медианы, проведен­

ной из В. x  一 20タ十 5 =  0«
152. у — - 2 х .
153 .1 )ズ+  2タ 十 ふ

2) 4ズー5 v十2 =  0又
3) Зд: — 7タ+ 8 =  0. не. 

У к а з а н и е .  Для вьівода у р -  ^
н и я  B D  н а й т и  с е р е д и н у  д и а г о н а л

154. 2 1 —ひ十  6- О .

1 5 5 .  ^  +  1  =  1； 一 Т + 古 - 1

W •ズ+  タ= 7 ^ x - - y Z \  
1 5 7 . ズ  c o s  5 0 o  十 《У  s i n  5 0  一

ІОЭ



1) 一 2; 2) 's •

3 .
汾ー了 ’ 4)

1 .Т
5 ) 4 *

6) о;

7) ос； В)

0 2
1,2.

3,3 и 一 0了

n i  = — 可、 m i  一  ~ <2  •

О б щ а я  н а ч а л ь н а я  о р д и н а т а ,

1 6 2 .

163.
5

равная 了《

134. - ^ г  +  = 1； возможно

一  7  一  S *

только при Л # 。, С =̂ ：0»
165. Sx +  у  — 13 =  0.

166. ВС 丄 СА,
167. Э то  с л е д у е т  и з  т о г о ,  ч т о  2 - я  и  3-я

2 1 一 1 5 、/  2 1 — 一 1 5 、
1 Vz r 3 5 -" " 2 T  J.п р я м ы е  п а р а л л е л ь н ы  

Уравнение 1-й прямой一 лишнее.

168. tg а =  3̂ -; .

169. tg  Л  =  4 -  » t g ß  =  —  2.

t g C - 1.
170. (2,5；一 1).
171. А (-  2,2), В  (8, 一 3), С ѵ4, 5).
172. Решая совместно два из урав­

н е н и й , н а х о д и м  о б щ у ю  т о ч к у  ( — 2 ,1 )  
Д в у - :  п р я м ы х ； п о д с т а н о в к о й  в  3- е  

У р а в н е н и е  у б е ж д а е м с я ,  ч т о  э т а  т о ч к а  

лежит и на третьей прямой.

173. 5 , 1 3， і / 3 0 б .
Î 74. Ъх 2_у — 8 =  0.
175 .1 )2х — 3タ十 5 0；

З д :  +  5 ター 2 7  =  0； 
н 5лг 十 2タ 一  2  - —  0 і
2) см. задачу 172.

⑶’1讣
亡ン к  а  3 а  н  и  е .  С н а ч а л а  н а й т и  п р о -  

д ь ,л - ш ч? о ч к и  л  н а  п п я м у ю ( с м  п р е -  

П о ^ о УК> з а д а ч У ) .  М о ж н о  т а , ж е  в о с -  

17R  п ЬСЯ го т о в о й  ф о р м ул о й  ( 7 1 ) .  
’ ежа パ ニ  0  приѵіая M N  ч е р -
W  с ч . ^  п а Р а л л е л ь н а  O X \  т о ч к и  R  丨 с т в у е т .

179.1) C (一 3，I)；Ä =  ]/运

2) —2，— U
3) С (0, — 3), R =  Ѵ"І9；
4 )  м н и м а я  о к р у ж н о с т ь ；

5)с(务，-О, /?=4ゅ
6 )  м н и м а я  о к р у ж н о с т ь ；

7 )  С ф .  0 )； R  =  y -

180. 1 ) ( — 18 丄 ，21) ;

2 ) ( 1 1 , 4 ； - 2 , 3 ) .

1 8 1 .  ү / 2 2 6 .

1 8 2 . 1 - я  и  2- я  к а с а ю т с я  д р у г  л р у г а ^  

1- я  и  3 - я  п е р е с е к а ю т с я ； 2- я  и  3 - я  ѵ г  

и м е ю т  о б щ и х  т о ч е к .

184. 4л2 十  4タ2 —  44ズ 一  43タ + 1 2 1  =
= 0.

1 8 5 . 1 ) ( - 2 +  і Д  — 1 — 2 ]/о) и 

( - 2 -  V ' à .  — 1 + 2  Ѵ З У ,

2) касание в точке (一 4, — 2)；
3 )  н е т  о б щ и х  т о ч е к .

1 8 6 .  ( 5 ,  一 2У.

1 8 7 . 1 ) П х  —  2у  — 1 2 5 ;

2 ) ズ十2タ= 2 5 ；
3 )  х  +  2у  +  2 5  —  0 .

1 8 8 .  2дг —  2у  — ■11= 0.

7
1 9 ) .  1 6 - g -  ( к в .  е д . ) .

1 9 1 . 1 ) ( 2  士 1 ) ;

2)  t g  а

1 9 2 . ズ2 + 少3 —  7 8 ズ +  4 4 タ= 0 .

193. 十 2少2 — •ム5лг— 12少+ ] 8 ニ 0.
1 9 4 . ズ2 4~ j /2 _ _  5 1  +  タ一 8 — 0 .

1 9 5 .  7 ズ +  4 _ y  +  5  =  0 .

1 3 6 .  4 д г  十 1 7タ+  2 0  =  0 .

1 9 7 . ( ズー去) + ( タ- | ) = 芽.

1 9 8 .  З л г + 2 タ+ 1 = 0 ,  5 л г — З ѵ — 1 1 = 0 ； 
2х  5 タ +  2 6  =  0 .

1 9 9 .  2 0  ( к в .  е д . ) .

200.  x  - { - 5 у  =  2 0  и  5 х  — у  =  2 2 .

201. 1) — 3タ=*18， Зл:十 5タ= 2 1
2 )  ( 2 ,  3 )  и  ( 7 ,  0 ) ;

3 ) が 十 メ ー  9ズ— зタ +  14 =  0 .
202. 4,3.
У к а з а н и е .  Н а й т и  р а с с т о я н и е  

м е ж д у  т о ч к а м и  п е р е с е ч е н и я  д а н н ы х  

п р я м ы х  с  п р я м о й ,  п е р п е н д и к у л я р н о й  

к  н и м  ( п р о в е д е н н о й ,  с к а ж е м ,  ч е р е з  

н а ч а л о  к о о р д и н а т ) .

2 0 3 .  К а с а н и е  ( в н у т р е н н е е )  в  т о ч к е  

(12, 卟 _
2 0 4 .  х ч  +  у і  -  7 л - - 5 ^ + 1 б  =  0 .

Î01



С О " .  П о  о к р у ж н о с т и ,  о п и с а н н о й  

о к о л о  п р я м о у г о л ь н и к а .  Е с л и  д в е  с т о ­
р о н ы  п о с л е д н е го  п р и н я т ь  за  о с и  к о ­
о п  ：и нат. т о  у р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и :  

一 a x—by — 0.
2 0 6 .  П о  д у г е  о к р у ж н о с т и ,  п р о х о д я ­

щ е й  ч е р е з  A  w  В  ѵ\ и м е ю щ е й  ц е н т р  

ыа первой окружности.
У  К а з а н и  е .  П р и н и м а я  АВ  з а  о с ь  

Л"* о в, а середину отрезка АВ  за на­
ч а л о  к о о р д и н а т ,  в ы р а з и т ь  к о о р д и н а т ы  

т о ч к и  D  ч е р е з  в с п о м о г а т е л ь н о е  п е р е -  

а і е н н о е  —  у г о л  C A D .  И с к л ю ч и в

у г о л  а. п о л уч и м  у р а в н е н и е  х -  +

2 0 7 .  У р а в н е н и я  п р я м ы х  В С  и  А В

X  . у  . 
с у т ь  с о о т в е т с т в е н н о -------\- і  и

X . V ,
----------1-  ~  = ? 1;  к о о р д и н а т ы  т о ч е к

и ] ,  N [ « ( l —

(можно заменить здесь т-\~  п че 

А С  = Ь ) ;  к в а д р а т н о е  у р а в н е н и е  Pt3

I Ь "  С 一  Ц ) 十 妙 = r f î

о т л и ч а е т с я  т о л ь к о  б у к в о й  и вместо х 
о т  т о  о , к о т о р о е  п о л у ч и л о с ь  бы  И і 
у р а в н е н и й  (а ), (Ь ) §  1 в  результате
исключения у.

203. I Ірямилинейиый отрезок, соеди- 
И н ю т и н  с е р е д и н у  с т о р о н ы  А С  с  с е ­

рединой высоты ВК-
У К а з а н и  е. Пользуясь системой 

ко о р д и н а т  и  о б о з н а ч е н и я м и , пр и м е н е н ­
н ы м и  п р и  р е ш е н и и  п р е д ы д у щ е й  за­
д а ч и ,  н а х о д и м  к о о р д и н а т ы  с е р е д и н ы  

о т р е з к а「一一一一一一一—

NQ:x
午 М ) ’

и

И с к л ю ч а я  о т с ю д а  и ,  н а х о л и м  ураа- 
н е н и е  п е р в о й  с т е п е н и ,  связывающее 
x  с уа



О Г Л А В Л Е Н И Е .

Г Л А В А  П Е Р В А Я .  

ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ т оч к и .

В ведение........................... /  • • ....................................
К о о р д и н а т а  т о ч к и  н а  п р я м о й  ..................................................................................

С д в и г н пчала  к о о р д и н а т  • • • . • • • • • .
Р а с с т о я н и е  между д в у м я  т о ч к а м и  на прямой • • .  •
Деление отрезка в данном отношении ...........................
П е н тр  п а р а л л е л ь н ы х  с и л ...................................................................
К о о р і и н а і ы  т о ч к и  н а  п л о с к о с т и .............................. ............................................

П о ш т и е  о  к о о р д и н а т а х  в  п р о с т р а н с т в е .............................................

Расстояние Mt жду двумя точками (на плоскости) • • • 
Деление отрезка в данном отношении (иа плоскости) 
Подъем (угловой коэфициент) п卜ямой линии • . • 
Подъем прямой, соединяющей две данные точки • . .
Перенос начала координат ...............................................
Угол между двумя прямыми............................• • • •
Плошадь треугольника и многоугольника....................
Задачи к главе первой........................................................

Г Л А В А  В Т О Р А Я .  

УРАВНЕНИЯ ЛИНИЙ.

f
i
^
7
8
9
0
1
2
3
4 

5 
6
7
8 

1
1
1
1
2
2
2
2
2
2
2
2
2

§
§
§
_
к
х 
§
§
§
§
§
§
§
§
§

Геометрические места ...................................................
График уравнения; уравнение линии ................  •
Уравнение скружности................................................
О с ь  с и м м е т р и и  д в у х  т о ч е к  и  е е  у р а в н е н и е  • • •

Аполлини. ва окружность............................................ ...
Парабола .................................................. ...  • • • ,
Эллипс ......................................................................... ...
Эллиптический циркуль ................................................
Г ипербола...........................................................................
Задача из „Геометрии" Декарта................................ ...
А р х и м е д о в а  с п и р а л ь .  П о л я р н ы е  к о о р д и н а т ы  . . . ,

Пересечение линий . . . . ....................  • • • ,
П а р а б о л а ,  э л л и п с ,  г и п е р б о л а  в  п р и р о д е  и  т е х н и к е  , 

Задачи к  г л а в е  в т о р о й  .................................................................................. .........

Г Л А В А  Т Р Е Т Ь Я .

ПРЯМАЯ ЛИНИЯ. ОКРУЖНОСТЬ.

器. Уравнения прямой п о  различным ее з а д а н и я м  • •  •  •

• Jрафик уравнения п е р в о й  с т е п е н и

I  o J *  ^ е т  ,Д ы ,  применяемые при с о с т а в л е н и и  у р а в н е н и й  • • - •

I  о о  *-̂ дачи5 в  к о т о р ы х  п р я м ы е  з а д а ю т с я  с в о и м и  у р а в н е н и я м и

?  ^ р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и ......................................................................................................................

• Прямая и окружность. Касательная........................ ...  • • •
«задачи к главе третьей...........................................................

П р и л о ж е н и е .

о тд° ^ тельстве о б щ н о с т и  н е к о т о р ы х  ф о р м у л .....................................................

5

6 
9

1U

12
1 5

1 7

1 8  

20 
2 3

2 5

2 6  

2S  

3 1  

3 6

39
4 0

4 4

4 5

4 6  

4 8  

5 1  

5 6  

5 8  

6 1  

6 3  

66
6 9

7 0

2 

8 

1
2 

7 

0 

4 

5 

7 

7 

7 

8 

8 

8 

9 

9 

9
9



Ответственные редактора В. Н. Молодший и С. Ю. Калецкий 
Тех^иче.ск.ий редактор Я, И. Кутин  
Чертежник И. А. Мсделяновский

Сдано в набор 8 /Ѵ Г 1934 г. Подписано к  печ. 23/VI1 М934 г.

Формат бумаги 62X94 І/16. Бумага № 2 с фабрики «Герой труда» 
Тираж 25 ООО экз.
^Изд. листов 6Й. Бум. листов 3%. Авторск. листов 8%.
109 344 печ. зн. в 1 бум. листе. ч

У-21. Учпедгиз № 6202. Заказ № 2749.
Уполн. Главл'ита № Б-38378 __________ 一 一 ^
Набрано 1-я Образцовая типография О гиза РСФСР треста ^П олиграф ^н^в
Москва, Валовая 28. гт^ 相гоасЬкі««^,
Печатано с матриц, ç 17 ф-Ze Национальной книги треста ғ
Москва, Шлюзовая набережная,10.



fJ v -
發Fっ* ,_

ü
к

щ

高

H
Pり, . 1

炙
Һ “ '. 'Ш н ^ШгМ11等

:
%

'
;
J


