


ÐÎÑÑÈÉÑÊÀß ÀÊÀÄÅÌÈß
ÐÀÊÅÒÍÛÕ

È ÀÐÒÈËËÅÐÈÉÑÊÈÕ ÍÀÓÊ

�ÝÝ�þÃüðÐü

Ð=�ÝüððÈ≈=�üÎðÐŽÈ

Справочная
библиотека

разработчика�
исследователя

10



� Ý Ý � þ Ã ü ð Ð ü = Ð = � Ý ü ð ð È ≈ = � ü Î ð Ð Ž È

Ðåäêîëëåãèÿ

Editorial Staff

Â.Â. ÏÀÍÎÂ (ïðåäñåäàòåëü), àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð

V.V. PANOV (chairman), Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Missile and

Artillery Sciences, Professor

Â.Ì. ÁÓÐÅÍÎÊ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð 

V.M. BURENOK, Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Missile and Artillery

Sciences, Professor

Ã.È. ÃÎÐ×ÈÖÀ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð âîåí. íàóê, ïðîôåññîð  

G.I. GORCHITSA, Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Missile and

Artillery Sciences, Professor

Ð.È. ÈËÜÊÀÅÂ, àêàäåìèê ÐÀÍ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê

R.I. ILKAYEV, Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Sciences,

Academician of Russian Academy of Missile and Artillery Sciences

À.À. ÊÀËËÈÑÒÎÂ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð

A.A. KALLISTOV, Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Missile and

Artillery Sciences, Professor

À.À. ÊÎÊÎØÈÍ, àêàäåìèê ÐÀÍ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð èñòîð. íàóê, ïðîôåññîð 

A.A. KOKOSHIN, Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Sciences,

Academician of Russian Academy of Missile and Artillery Sciences, Professor

A.M. ËÈÏÀÍÎÂ, àêàäåìèê ÐÀÍ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð 

A.M. LIPANOV, Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Sciences,

Academician of Russian Academy of Missile and Artillery Sciences, Professor

Ñ.Ï. ÍÅÏÎÁÅÄÈÌÛÉ, ÷ë.-êîð. ÐÀÍ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð 

S.P. NEPOBEDIMY, Doctor of Science, Corresponding Member of Russian Academy

of Sciences, Academician of Russian Academy of Missile and Artillery Sciences, Professor

À.À. ÐÀÕÌÀÍÎÂ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð

A.A. RAKHMANOV, Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Missile and

Artillery Sciences, Professor
È.Á. ÔÅÄÎÐÎÂ, àêàäåìèê ÐÀÍ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð

I.B. FEDOROV, Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Sciences,

Academician of Russian Academy of Missile and Artillery Sciences, Professor

Å.À. ÔÅÄÎÑÎÂ, àêàäåìèê ÐÀÍ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð 

E.A. FEDOSOV, Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Sciences,

Academician of Russian Academy of Missile and Artillery Sciences, Professor

Ê.Í. ØÀÌØÅÂ, ÷ë.-êîð. ÐÀÍ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð 

K.N. SHAMSHEV, Doctor of Science, Corresponding Member of Russian Academy of

Sciences, Academician of Russian Academy of Missile and Artillery Sciences, Professor

À.Ã. ØÈÏÓÍÎÂ, àêàäåìèê ÐÀÍ, àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê

A.G. SHIPUNOV, Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Sciences,

Academician of Russian Academy of Missile and Artillery Sciences

Ë.Í. ËÛÑÅÍÊÎ (îòâ. ñåêðåòàðü), àêàäåìèê ÐÀÐÀÍ, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð

L.N. LYSENKO (secretary), Doctor of Science, Academician of Russian Academy of Missile

and Artillery Sciences, Professor

Справочная
библиотека

разработчика�
исследователя



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ

È ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎ-

ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ïîä ðeäàêöèåé àêàäåìèêà ÐÀÍ À.Ì. Ëèïàíîâà

è àêàäåìèêà ÐÀÍ Þ.Ñ. Ñîëîìîíîâà

Ìîñêâà � Ìàøèíîñòðîåíèå � 2011

ÐÎÑÑÈÉÑÊÀß ÀÊÀÄÅÌÈß ÐÀÊÅÒÍÛÕ È ÀÐÒÈËËÅÐÈÉÑÊÈÕ ÍÀÓÊ

Â.Ì. Áóðåíîê, Â.Ã. Íàéäåíîâ, Â.È. Ïîëÿêîâ



УДК 681.518.3
ББК 68.8

Б91

Ав торы: В.М. Буренок, В.Г. Найденов, В.И. Поляков

Рец ен з ен ты: д�р техн. наук, профессор В.Н. Минаев,
д�р техн. наук, профессор Б.И. Шахтарин

В.М. Буренок и др.
Б91 Математические методы и модели в теории информацион�

но�измерительных систем / РАРАН: В.М. Буренок, В.Г. Най�
денов, В.И. Поляков; редкол. серии: В.В. Панов (пред.) и др.
М.: Машиностроение, 2011. 336 с.: ил. (Справ. б�ка разработ�
чика�исследователя).

ISBN 978�5�94275�608�6

Книга посвящена развитию методологии анализа и обоснования харак�
теристик информационно�измерительных систем, используемых для обес�
печения испытаний сложных технических комплексов. Рассмотрены мате�
матические методы и эффективные алгоритмы статистической обработки
траекторной измерительной информации, основанные на принципах дина�
мической фильтрации. Приведены математические модели радиотехниче�
ских и оптико�электронных траекторных измерительных систем, обобщен�
ная модель виртуального траекторного измерительного комплекса, а также
структура программно�алгоритмического комплекса априорной оценки
точности траекторных информационно�измерительных систем.

Для ученых, аспирантов и специалистов, работающих в области исследо�
вания перспектив развития и разработки информационно�измерительных
систем для испытаний сложных технических комплексов.

ББК 68.8

� В.М. Буренок, В.Г. Найденов, В.И. Поляков, 2011
ISBN 978�5�94275�608�6 � ООО «Издательство Машиностроение», 2011



MATHEMATICAL METHODS

AND MODELS IN INFORMATION-

MEASURING SYSTEMS THEORY

Edited by A.M. Lipanov, Academician of Russian
Academy of Sciences and Yu. S. Solomonov,
Academician of Russian Academy of Sciences

Moscow � Mashinostroenie � 2011

RUSSIAN ACADEMY OF MISSILE AND ARTILLERY SCIENCES

V.M. Burenok, V.G. Naideonov, V.I. Polyakov



A u t h o r s: V.M. Burenok, V.G. Naideonov, V.I. Polyakov

Burenok, V.M. et al.
Mathematical Methods and Models in Information�Measuring

Systems Theory / RAMAS: V.M. Burenok, V.G. Naideonov,
V.I. Polyakov; Editorial Staff: V.V. Panov (chairman) et al.
Moscow: Mashinostroenie, 2011, 336 p. (Reference library for
designers and developers).

ISBN 978�5�94275�608�6

The book is dedicated to the development of the information�measuring sys�
tems (applied in the sophisticated hardware testing) characteristics analysis and
substantiation methodology. It explores statistical guidepath measuring data ma�
nipulation mathematical methods and effective algorithms, based on dynamic fil�
tration principles. It contains mathematical models of the radio engineering and
optic�electronic guidepath measuring systems, virtual guidepath hardware general
model and the structure of the software�algorithmic complex, applied during
guidepath information�measuring systems prior accuracy evaluation.

For the scientists, graduate students and specialists, working in field of the in�
formation�measuring systems (applied in the sophisticated hardware testing)
development and future prospect research.

� V.M. Burenok, V.G. Naideonov, V.I. Polyakov, 2011
ISBN 978�5�94275�608�6 � Ltd Co «Mashinostroenie Publishing House», 2011



Предисловие

5 апреля 1994 г. Президент Российской Федерации подписал
Указ № 661 «О воссоздании Российской академии ракетных и ар 
тиллерийских наук». Термином воссоздание подчеркивалось, что
РАРАН является преемницей Академии артиллерийских наук, ко 
торая была организована в СССР вскоре после окончания Великой
Отечественной войны и просуществовала до 1953 г.

Академия функционировала как высшее научное учреждение, от 
вечающее за развитие наук в области вооружения и военной техники,
объединившее отечественных ученых, конструкторов и специали 
стов, работающих в оборонной отрасли, и крупных военачальников.

Первые шаги по воссозданию РАРАН были предприняты в
1993 г., когда, выражая озабоченность состоянием исследований,
разработок и оснащения Вооруженных Сил России в области
средств вооруженной борьбы, ведущие ученые страны, занимаю 
щиеся этими проблемами, выступили с инициативой создания от 
раслевой академии наук как преемницы и продолжателя традиций
Академии артиллерийских наук.

Организационно (определение численности членов Академии и
работников аппарата президиума, финансирования и т.д.) РАРАН
была оформлена Постановлением Правительства Российской Феде 
рации № 715 от 17 июля 1995 г. Постановлением Правительства РФ
№ 325 от 22 марта 1996 г. был утвержден Устав РАРАН, где Акаде 
мия была определена как «самоуправляемая научно творческая ор 
ганизация в форме государственного учреждения».

В состав первого президиума РАРАН вошли председатель Госко 
митета по оборонным отраслям промышленности и его первый за 
меститель, первый заместитель министра обороны, начальник воо 
ружения Вооруженных Сил РФ, ведущие ученые, специализирую 
щиеся в области военно технических наук.

Сегодня РАРАН является многопрофильной научной организа 
цией, работающей в интересах всех видов Вооруженных Сил РФ, а
также МВД, ФСБ и других силовых структур.

В целях сохранения научного наследия русской военной науки,
совершенствования оборонного комплекса страны, обобщения
опыта и знаний выдающихся ученых и специалистов России, сосре 
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доточенных в РАРАН, принято решение об издании трудов членов
Академии и сотрудников организаций — ассоциированных членов
РАРАН в форме справочной библиотеки разработчика исследовате 
ля вооружения и военной техники. Предлагаемая вниманию читате 
ля книга является десятым томом в рамках этой библиотеки.

Процесс создания новых образцов сложных технических ком 
плексов (СТК) неразрывно связан с их экспериментальной отработ 
кой и испытаниями. Такие работы выполняются практически на
всех стадиях жизненного цикла образцов СТК [6].

Для успешного проведения экспериментальной отработки и ис 
пытаний СТК необходимо использовать траекторные информаци 
онно измерительные системы (ИИС), представляющие собой ком 
плекс разнотипных средств траекторных измерений, используемых
для получения первичной траекторной измерительной информа 
ции, а также систему статистической обработки этой информации с
целью получения оценок параметров движения испытываемых ле 
тательных аппаратов.

Совершенствование траекторных информационно измеритель 
ных систем, предназначенных для обеспечения испытаний сложных
технических комплексов, невозможно без дальнейшего развития
теории информационно измерительных систем, разработки мате 
матических методов и моделей, позволяющих принимать научно 
обоснованные решения при создании новых средств траекторных
измерений, а также при проектировании и аттестации траекторных
измерительных комплексов.

Целями данной книги являются дальнейшее развитие теории
траекторных информационно измерительных систем, разработка
новых методов и математических моделей, позволяющих повысить
точность и достоверность траекторных измерений, проводимых при
испытаниях сложных технических комплексов.

Основные задачи книги:
дальнейшее совершенствование теории анализа точности траек 

торных информационно измерительных систем для обеспечения
испытаний СТК, что является основой для разработки комплекса
новых методов анализа, обоснования характеристик и построения
таких систем;

разработка методов динамической фильтрации для статистиче 
ской обработки траекторной измерительной информации в режиме
реального времени;

разработка методов динамической фильтрации для послеполет 
ной статистической обработки траекторной измерительной инфор 
мации;

разработка метода расчета начальных значений вектора оцени 
ваемых параметров в уравнениях фильтра Калмана.
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Введение

Создание современных технических комплексов представляет
собой сложный и многоэтапный процесс. Одним из достаточно
трудоемких и длительных является этап испытаний с целью оцен 
ки соответствия реальных значений тактико технических характе 
ристик и показателей эффективности этих комплексов значениям,
которые определены заказывающими органами в технических за 
даниях.

Для всестороннего испытания новых образцов СТК используется
комплекс, оснащенный средствами экспериментально испытатель 
ной базы.

Ведущую роль в структуре экспериментально испытательной ба 
зы играет измерительный комплекс (ИК), предназначенный для по 
лучения информации о параметрах функционирования испытывае 
мых образцов сложных технических комплексов, от характеристик
точности которого зависит достоверность оценки тактико техниче 
ских характеристик (ТТХ) испытываемых СТК. Составной частью
такого ИК является траекторный измерительный комплекс (ТИК),
относящийся к классу информационно измерительных систем и
предназначенный для оценки параметров движения летательных
аппаратов (ЛА), входящих в состав испытываемых сложных техни 
ческих комплексов.

При испытаниях современных сложных технических ком 
плексов выдвигаются повышенные требования к точности оцен 
ки параметров движения испытываемых летательных аппаратов
или ЛА, используемых для обеспечения испытаний новых или
модернизируемых СТК. Точность траекторных измерительных
комплексов можно повысить благодаря применению новых вы 
сокоточных траекторных измерительных средств, повышению
эффективности специального программно алгоритмического
обеспечения статистической обработки измерительной инфор 
мации, а также за счет использования более совершенных обес 
печивающих средств, влияющих на точность измерительного
комплекса, к которым, в частности, относятся средства единого
времени.

В условиях, когда серийные поставки новых средств траекторных
измерений крайне ограничены, для обеспечения требуемой точно 
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сти оценки параметров движения ЛА необходимо совершенствовать
математические методы статистической обработки траекторной из�
мерительной информации. Кроме того, необходимо использовать
адекватные математические модели анализа возможностей траек�
торных информационно�измерительных систем и обоснования тре�
бований к ним. Это позволит принимать научно обоснованные ре�
шения по оптимальному применению этих систем при испытаниях
сложных технических комплексов.

Основной задачей системы обработки траекторной измеритель�
ной информации является оценка текущего значения вектора пара�
метров движения ЛА по первичной траекторной измерительной ин�
формации, поступающей от наземных и бортовых средств траектор�
ных измерений, а также получаемой с использованием сигналов
спутниковых навигационных систем. Для решения этой задачи ис�
пользуются различные методы статистической обработки траектор�
ной измерительной информации и реализованные на их базе алго�
ритмы.

Несмотря на большое разнообразие существующих методов об�
работки траекторной измерительной информации и соответст�
вующих реализованных алгоритмов, в практике испытаний СТК
имеют место случаи, когда существующие методы не позволяют
решать стоящие задачи с требуемой эффективностью. Бывает не�
обходимо получить высокоточные оценки параметров движения
ЛА в условиях наличия временн�х невязок в привязке такой из�
мерительной информации к единой шкале времени измеритель�
ного комплекса. Наличие этих временн�х невязок обусловлено
конечной точностью стандартов частоты и хранителей времени,
создающих местные шкалы времени траекторных измерительных
комплексов.

Кроме того, представляет интерес задача совместной обработки
разнородной траекторной информации, получаемой от наземных
измерительных средств и от бортовых измерителей перегрузки, ко�
торая, как правило, имеет взаимные временн�е невязки в привязке
к единой шкале времени. Эти невязки обусловлены тем, что инфор�
мация о перегрузках на борту ЛА передается в вычислительный
центр с использованием каналов радиотелеметрии, и поэтому имеет
существенный временной сдвиг в привязке к шкале времени изме�
рительного комплекса.

В настоящее время сохраняется актуальность создания удоб�
ных для практического применения при испытаниях сложных
технических комплексов алгоритмов послеполетной сглаженной
обработки траекторных измерений, основанных на методах дина�
мической фильтрации, которые учитывали бы значения вероят�
ностных характеристик всех исследуемых процессов. Такие сгла�
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женные оценки до сих пор, как правило, проводятся с использо�
ванием подхода, предложенного еще Гауссом. Согласно этому
подходу считается, что наиболее вероятным значением оценивае�
мого параметра является такое, при котором минимизируется
сумма квадратов разностей между действительно наблюдаемыми
значениями траекторных измерений и вычисляемыми значения�
ми сглаживающих функций.

Проблему учета в алгоритмах обработки траекторной измери�
тельной информации значений вероятностных характеристик всех
исследуемых процессов решили такие ученые, как Р. Калман,
Н. Винер, Р.Л. Стратонович [36–38, 112]. Большой вклад в развитие
теории динамической фильтрации внесли В.С. Пугачев, Б.И. Шах�
тарин и другие видные отечественные ученые. Однако их работы в
основном касались алгоритмов построения условных математиче�
ских ожиданий законов распределения оцениваемых параметров
при условии минимума дисперсии погрешности их оценок на мо�
менты времени поступления измерительной информации, которые
не позволяли получать сглаженные оценки интересующих исследо�
вателя параметров.

В трудах Дж. Медича [11, 77] по сглаживанию информации, в ра�
ботах В.С. Пугачева и в фундаментальной монографии Р.Ш. Липце�
ра и А.Н. Ширяева [48] была завершена разработка общей теории
сглаженной обработки измерений для линеаризованных измери�
тельных систем. Однако их алгоритмы сложны в реализации и прак�
тически не используются в практике испытаний сложных техниче�
ских комплексов.

Большой интерес представляет идея «встречной» фильтрации,
которая была высказана в трудах Р. Мехра, А. Вилски и Дж. Вола
[114, 117]. «Встречная» фильтрация основана на использовании
прямого и обратного фильтров Калмана, являющихся частным слу�
чаем уравнения Р.Л. Стратоновича, которые соответственно фильт�
руют информацию в прямом и обратном направлениях с получени�
ем независимых оценок искомых параметров. Далее эти оценки
объединяются специальным образом. К сожалению, эта идея не по�
лучила практической реализации при испытаниях сложных техни�
ческих комплексов.

Дальнейшее развитие алгоритмов динамического сглажива�
ния статистической информации натолкнулось на ряд трудно�
стей.

Во�первых, отсутствовали практически реализуемые алгоритмы
идентификации параметров рекуррентных стохастических уравне�
ний, описывающих случайные последовательности измерений и
модели полезных сообщений по информации об их вероятностных
характеристиках.

12

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ ÈÈÑ



Во вторых, оставалась нерешенной задача определения началь 
ных значений оцениваемого вектора состояния стохастической из 
мерительной системы для случая обработки произвольной выбор 
ки траекторных измерений, что нередко приводило к существен 
ным погрешностям оценки параметров движения ЛА. Это
обусловлено тем, что при обработке траекторных измерений на
произвольно выбранном участке траектории ЛА не имеется апри 
орной информации о начальных значениях вектора оцениваемых
параметров движения ЛА в уравнениях фильтра Калмана. При ис 
пользовании в расчетах произвольного начального значения этого
вектора наблюдаются существенные ошибки фильтрации на доста 
точно больших начальных интервалах обработки траекторных из 
мерений. О существовании данной проблемы неоднократно отме 
чалось в научно технической литературе [4, 35, 77, 79], ее наличие
приводило к сужению области практического применения алго 
ритмов динамической фильтрации при обработке статистической
траекторной измерительной информации.

Не решена задача научного обоснования требований к точно 
сти взаимной синхронизации траекторных и радиотелеметриче 
ских измерений. Как правило, такие требования предъявляются
эмпирически, исходя из обеспечения разумной достоверности со 
поставления во времени этих двух видов измерительной инфор 
мации, поэтому требования задаются приближенно и научно не
обосновываются. Для решения данной задачи необходимо нали 
чие математической модели оценки влияния погрешностей фор 
мирования выходной частотно временн�й информации средств
единого времени на точность оценки параметров движения испы 
тываемых ЛА.

Необходимость создания новых методов и алгоритмов статисти 
ческой обработки траекторных измерений потребовала дальнейшей
разработки новых теоретических положений анализа точности сто 
хастических траекторных информационно измерительных систем,
являющихся основой для разработки комплекса новых методов ана 
лиза, обоснования характеристик и построения ИИС, предназна 
ченных для обеспечения испытаний сложных технических ком 
плексов.

Кроме того, для проведения научных исследований по оценке
показателей качества траекторных измерительных комплексов, а
также для их проектирования необходимо наличие комплексной
имитационной математической модели такого измерительного
комплекса, включающей в себя ряд частных математических моде 
лей имитации работы разнотипных траекторных измерительных
средств, а также модели корреляционного анализа оценок погреш 
ностей вектора параметров движения ЛА.
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В настоящей книге сделана попытка решить перечисленные вы 
ше научные задачи в интересах дальнейшего развития теории траек 
торных информационно измерительных систем, разработки новых
методов и математических моделей, позволяющих повысить точ 
ность и достоверность траекторных измерений, проводимых при
испытаниях сложных технических комплексов.
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ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß
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ÀÏÏÀÐÀÒÎÂ È ÈÕ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ Â ÈÍÔÎÐ-
ÌÀÖÈÎÍÍÎ-ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈß ÈÑÏÛÒÀÍÈÉ ÑÒÊ

1.1. Анализ основных задач, решаемых ИИС
при обеспечении испытаний СТК

Один из ключевых, достаточно трудоемких и дли 
тельных этапов создания сложных технических ком 
плексов — их экспериментальная отработка и испы 
тания.

Под испытаниями понимается процесс экспери 
ментального определения (оценивания, контроля)
количественных и качественных характеристик СТК
при функционировании с учетом воздействия на него
различных факторов, а также при моделировании по 
ведения объекта испытаний с учетом воздействия на
него таких факторов [99–101].

Для всесторонней отработки вновь разрабаты 
ваемых и модернизируемых СТК используются
средства обеспечения испытаний, построенные на
различных физических принципах и позволяющие
проводить оценку их тактико технических характе 
ристик.

Сложность современных СТК обусловливает вы 
сокую трудоемкость и стоимость проведения на 
турных экспериментов и необходимость создания
специальных автоматизированных систем измере 
ния, способных осуществлять функции измерения,
сбора, накопления и обработки измерительной ин 
формации, а также представления для анализа ре 
зультатов эксперимента в заданном виде. Отмечен 
ный перечень задач решают информационно изме 
рительные системы испытательных полигонов, к
числу которых можно отнести траекторные изме 
рительные комплексы и средства единого времени,
обеспечивающие единство во времени полученных
измерений [10].

Важнейшей задачей траекторного измерительно 
го комплекса, состоящего из разнотипных средств
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траекторных измерений и системы статистической обработки вы 
даваемой ими информации, является оценка параметров движе 
ния летательного аппарата на интервалах измерения и прогнози 
рования его последующего движения. Кроме того, важной зада 
чей траекторного измерительного комплекса является управление
средствами этого комплекса в процессе проведения измеритель 
ного эксперимента.

Возможности траекторного измерительного комплекса определя 
ются его тактико техническими характеристиками, к числу которых
относятся [12, 42, 78, 102]:

зона действия ТИК;
класс летательных аппаратов, обслуживаемых комплексом;
точность определения параметров движения ЛА на заданном уча 

стке измерений и точность прогнозирования его последующего дви 
жения;

оперативность работы ТИК;
пропускная способность, помехозащищенность и надежность ТИК;
количество и расположение средств траекторных измерений;
затраты на создание комплекса траекторных измерений и его

эксплуатацию.
Решение задач, возлагаемых на траекторный измерительный

комплекс, связано с реализацией ряда специфических требований,
которые должны быть предъявлены к средствам ТИК, обеспечиваю 
щих определение параметров движения ЛА. К числу таких требова 
ний относятся [7, 42, 67, 107]:

высокая точность определения текущих значений координат и
составляющих вектора скорости ЛА на всем интервале траекторных
измерений;

широкий диапазон изменения текущих параметров движения ЛА;
распределение измерительных средств вдоль всей трассы поле 

та с учетом большой протяженности траекторий полета большин 
ства ЛА;

обязательная регистрация данных и привязка измеренных значе 
ний каждого из параметров к шкале времени измерительного ком 
плекса;

высокая оперативность выдачи результатов обработки данных,
например, при коррекции орбиты, маневрах стыковки и посадки
космических аппаратов;

высокая пропускная способность, обеспечивающая наблюдение
за всеми ЛА в зоне действия комплекса и определение их парамет 
ров движения;

высокая надежность аппаратуры траекторных измерений, в осо 
бенности бортовой, при малом весе и малом потреблении энергии
от источников питания;
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независимость работы средств измерительного комплекса от ме�
теорологических факторов, условий освещенности и т.д.
Неотъемлемой информационной системой траекторного измери�

тельного комплекса является его система единого времени.
Основными задачами, которые решают существующие системы

единого времени ТИК, являются [106]:
формирование местных шкал времени, образцовых сигналов раз�

личных частот и кодов времени в соответствии с существующими
нормативными документами, что позволяет осуществлять совмест�
ную статистическую обработку траекторной измерительной инфор�
мации, поступающей от территориально разнесенных средств тра�
екторных измерений;
синхронизация местных шкал времени центрального и перифе�

рийных приемных пунктов системы единого времени измеритель�
ного комплекса по сигналам передающих средств государственной
системы единого времени и эталонных частот или по кодограммам
спутниковых навигационных систем для обеспечения единства
шкал времени, используемых траекторными измерительными ком�
плексами;
хранение местных шкал времени приемных пунктов единого

времени ТИК с заданной точностью на определенном интерва�
ле времени подготовки и проведения измерительного экспери�
мента;
выдача потребителям (средствам траекторных измерений) точ�

ных шкал времени, образцовых частот и кодов времени в процессе
проведения измерительного эксперимента;
контроль и регистрация расхождения положений шкал времени

отдельных средств траекторных измерений относительно шкалы
времени ТИК;
регистрация моментов времени совершения событий с обеспече�

нием выдачи кодов времени в комплексы обработки траекторной
измерительной информации.
Однако используемые при испытаниях СТК устаревшие сред�

ства единого времени не всегда обеспечивают выполнение
предъявляемых к ним требований, что приводит к дополнитель�
ным ошибкам в оценке траекторными измерительными ком�
плексами параметров движения испытываемых ЛА. Устранение
этих ошибок является достаточно сложной научно�технической
задачей и требует разработки специальных подходов и математи�
ческих методов.
Сложная экономическая обстановка в нашей стране, ограничен�

ное финансирование привели к деградации отечественных ТИК.
Существующие ТИК состоят в основном из морально и физически
устаревших средств, которые практически выработали свой техни�
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ческий ресурс [7, 9]. Однако с них не снимаются задачи испытаний
вновь разрабатываемых и модернизируемых образцов СТК. Это вы 
зывает необходимость совершенствования средств траекторных из 
мерений (ТИ).

Перспективным направлением совершенствования ТИК является
широкое внедрение в практику испытаний малогабаритных высоко 
точных радиотехнических траекторных измерительных средств,
функционирующих с использованием информационного поля спут 
никовых навигационных систем ГЛОНАСС/GPS [7, 9, 10]. Широкое
применение таких измерительных средств позволит получать высо 
коточные оценки координат и составляющих вектора скорости лета 
тельных аппаратов без применения наземного измерительного ком 
плекса, что является особенно актуальным при проведении испыта 
ний образцов СТК на необорудованных испытательных трассах.

Однако, как показывает опыт испытания сложных технических
комплексов, обойтись без использования традиционных средств
траекторных измерений не представляется возможным. Примене 
ние радиолокационных и оптико электронных средств ТИ необхо 
димо в случаях оценки параметров движения высокодинамичных и
маневренных ЛА, оценки параметров промаха испытываемого изде 
лия при стрельбе по мишени, проведения измерений по малогаба 
ритным изделиям, на борту которых невозможно установить допол 
нительную аппаратуру, а также в ряде других случаев.

Важным направлением совершенствования средств траекторных
измерений остается разработка многоканальных мобильных радио 
локационных средств ТИ с использованием фазированных антен 
ных решеток, позволяющих проводить измерения по большому
числу ЛА в любых климатических и метеорологических условиях.
При этом в таких средствах необходимо использовать сложные зон 
дирующие сигналы, современные методы обработки радиолокаци 
онной информации, а также системы компенсации активных и пас 
сивных помех [7, 28, 109, 115].

Разработка и широкое внедрение на полигонах высокоточных
модульных оптико электронных средств траекторных измерений с
применением лазерных дальномеров остается одним из приоритет 
ных направлений развития средств обеспечения испытаний образ 
цов СТК. Применение на полигонах таких средств позволяет реали 
зовать высокоточный однопунктный метод измерения параметров
движения испытываемых ЛА, при котором исключается влияние
погрешностей геодезической привязки территориально разнесен 
ных средств измерений, а также ошибок взаимной временн�й при 
вязки измерительной информации к единой шкале времени [7].

В ходе разработки таких измерительных средств необходимо оце 
нить возможность применения в них наряду с телевизионным и ин 
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фракрасным и лазерным каналами также радиолокационного даль 
номерного канала, работающего в миллиметровом диапазоне волн,
что позволит повысить вероятность уверенного сопровождения
дальномерным каналом высокодинамичных и маневренных ЛА
практически без снижения точности измерений.

Важным направлением является широкое внедрение в практику
полигонных испытаний бортовых радиолокационных и оптико 
электронных средств измерения параметров взаимного расположе 
ния испытываемых летательных аппаратов и мишеней, а также со 
временных средств единого времени, обеспечивающих высокоточ 
ную привязку результатов измерений к единой шкале времени из 
мерительного комплекса.

Приоритетным направлением совершенствования отечествен 
ной испытательной базы, и в частности ТИК, является комплекс 
ная автоматизация процессов экспериментальной отработки и ис 
пытаний СТК, предполагающая создание комплексов средств ав 
томатизации (КСА), включающих аппаратные и программные
средства сбора, обработки и представления измерительной инфор 
мации, а также управления измерительным и другими функцио 
нальными комплексами экспериментально испытательной базы
[7, 8]. При этом комплексы средств автоматизации должны разра 
батываться на основе функциональных модулей, имеющих стан 
дартизованные информационные, метрологические и эксплуатаци 
онные характеристики, обеспечивающие системную совмести 
мость всех функциональных составных частей. Кроме того,
важнейшим направлением автоматизации является разработка спе 
циального программного обеспечения КСА, в котором должны
быть реализованы современные математические методы обработки
измерительной информации.

Реализация основных направлений совершенствования ТИК по 
зволит создать высокоточные измерительные средства и современ 
ные программно алгоритмические комплексы обработки измери 
тельной информации и повысить эффективность натурных испыта 
ний перспективных образцов СТК.

1.2. Основные сведения о математическом аппарате,
необходимом для построения стохастических моделей

ИИС для обеспечения испытаний СТК

1.2.1. Основные сведения о стохастических
дифференциальных уравнениях

В теории вероятностей [13, 27, 44, 68, 80] для учета случайных
факторов в динамике движущихся объектов используется винеров 
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ский процесс W t( ), у которого плотность совместных распределе�
ний задается формулой

P s W s t W t
t s

W t W s

t s( , ( ), , ( ))
( )

[ ( ) ( )]

( )�
�

�
�1

2

2

2

�
e ,

где s, t — моменты времени (t � s); W s( ), W t( ) — значения случайно�
го винеровского процесса в моменты времени s и t соответственно.

Из данного определения винеровского процесса вытекают два
следующих важных его свойства:

непрерывность винеровского процесса в вероятностном смысле:

P W t W s{| ( ) ( ) | }� � � �� �1 21 ,

для сколь угодно малых величин � �1 2, ;
недифференцируемость винеровского процесса в вероятностном

смысле:

lim
( ) ( )

	

	
	t

P
W t W t t

t
L




� ��
�
� �

�
��


�
�

�
�
�

�
0

1,

где L — сколь угодно большое число.
Таким образом, винеровский случайный процесс представляет

собой последовательность бесконечно малых скачков («броунов�
ское движение») и его производная принимает с вероятностью, рав�
ной единице, значения либо ��, либо ��.

Кроме того, винеровскому процессу присущи следующие свойства:

M W t( ( )) � 0; M W t W t t( ( ) ( ))� �т при условии W ( )0 0� .

На основе данного определения винеровского процесса разрабо�
тана [13, 44, 68] специальная теория стохастических дифференци�
альных уравнений (СДУ) вида

dy t t y t t dWt( ) ( ) ( ) ( )� �� � ,

где y t( ) — одномерный случайный процесс; �( )t , �( )t — коэффициен�
ты, изменяющиеся во времени;Wt — винеровский случайный процесс.

В интегральном виде такое СДУ имеет следующий вид:

y t y s y s ds s dW
t

s

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �� �0
0 0

� � , (1.1)

где y( )0 — начальное значение случайного процесса.
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Как видно из выражения (1.1), для учета случайных явлений в

уравнении используется стохастический интеграл вида �( )s dWs

t

0
� ,

представляющий собой следующий предел интегральных сумм:

� �� �



( ) lim [ ( ) ( )]s dW t W t W ts

t

t
i i i

i

I

0
0

1
1

� �� �
�

�
�

,

где i — шаг интегрирования процесса.
В теории стохастических дифференциальных уравнений [13, 44]

доказываются следующие свойства стохастического интеграла:

M s dW M s dW s dWs

t

s

t

s

t

� � �( ) ; ( ) ( )
0

1

0

2

0

0� � �
�

�

�
�

�

 

!
! �

�

�

�
�

�

 

!
! �

�

�

�
�

�

 

!
!�M s s ds

t

� �1 2

0

( ) ( ) .

Предложенная конструкция стохастических интегралов позволя 
ет проводить совместный анализ случайных и детерминированных
процессов. В частности, она позволяет описывать векторный слу 
чайный процесс y( )t в виде системы уравнений, записанной в мат 
ричном виде:

y y y W( ) ( ) ( ) ( ) ( )t s s ds s d
t

s

t

� � � � �� �0
0 0

a b , (1.2)

где y( ) [ ( ) ( ) ... ( )]t y t y t y tN� 1 2
т — векторный процесс, содержащий N

компонент; W( ) [ ( ) ( ) ( )]t W t W t W tN� 1 2 ... т — векторный процесс, со 
держащий N независимых винеровских процессов; a( )t , b( )t — квад 
ратные матрицы размерности ( )N N" .

Для линейных уравнений вида (1.2) теория СДУ показывает [44,
48], что их решение можно записать в следующем виде:

y F y F W( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t s s dy y s

t

� � � �
#

$
%
%

&

'
(
(

��0 1

0

b , (1.3)

где Fy t( ) — фундаментальная матрица, представляющая собой реше 
ние матричного уравнения

d t

dt
t t

y
y y

F
F F I

( )
( ) ( ) ( )� � �a при 0 .
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При a, независимом от t, решением этого уравнения является
матричный экспоненциал.

С использованием свойств стохастического интеграла матема 
тическое ожидание случайного процесса y( )t определяется по
формуле

M t M t s s dy y s

t

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )y F y F W� � � �
#

$
%
%

&

'
(
(

�
�
)

�

��0 1

0

b
)

�
�
)

�)
� �F yy t( ) ( )0 ,

а его ковариационная матрица g y t M t t( ) ( ( ) ( ))� �y y т оценивается из

решения матричного дифференциального уравнения Ляпунова

d t

dt
t t t t t t

y
y y

g
a g g a b b

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �т т (1.4)

при g y M( ) ( ( ) ( ))0 0 0� �y y т .

Матрица взаимной корреляции определяется по формуле

g gy ys t M s t t s t( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )� � � � � �y y Fт .

Необходимо отметить связь стохастических дифференциальных
уравнений со спектральной теорией представления случайных про 
цессов.

Спектральная теория представления случайных процессов широ 
ко используется в радиотехнике и автоматике, где вместо уравнения
(1.2) применяют формальную символическую запись вида

d t

dt
t t t t

y
y W

( )
( ) ( ) ( ) � ( )� � � �a b , (1.5)

имеющую удобную для инженерных приложений спектральную
трактовку как представление результата прохождения производной
от винеровского процесса � ( )W t через динамическую систему.

Входящую в (1.5) производную � ( )W t трактуют как белый шум, т.е.
случайный процесс с единичной спектральной плотностью на всех
частотах от нуля до бесконечности.

Для анализа относительно простых характеристик в радиотех 
нике такой подход был вполне достаточным, так как там в основ 
ном анализируются спектры процессов, проходящих через дина 
мические системы. Но сама по себе запись (1.5) некорректна и
требует большой осторожности при использовании. Это связано с
тем, что по определению винеровский процесс представляет со 
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бой процесс «броуновского движения» в виде постоянных беско 
нечно малых скачков, а следовательно, производная от винеров 
ского процесса � ( )W t может принимать значения �� или ��. Сле 
довательно, и запись (1.5) по своему физическому содержанию не
имеет смысла и с этой записью нельзя проводить строгих матема 
тических преобразований.

Поэтому для анализа точности измерительных систем, где при 
ходится проводить значительные преобразования, в основном ис 
пользуется представление случайных процессов в виде линейного
стохастического дифференциального уравнения (1.2), которое аб 
солютно корректно и удобно для проведения необходимых преоб 
разований.

Приведенные выше определения стохастических дифференци 
альных уравнений формализуют динамику изменения случайного
процесса в прямом направлении времени, что будет далее обозна 
чаться индексом « f ».

В частности, для случайных процессов, описываемых линейны 
ми уравнениями с постоянными во времени матричными коэффи 
циентами вида

y y y W( ) ( ) ( )t s ds df

t

f s
f

t

� � � � �� �0
0 0

a b , (1.6)

уравнение (1.4) определяет значение ковариационной матрицы g y t( )
процесса y( )t в текущий момент времени.

Довольно часто возникает необходимость решать обратную зада 
чу, а именно определять характеристики случайного процесса в пре 
дыдущие моменты времени. Для этого предназначены обращенные
СДУ вида

y y y W( ) ( ) ( ) ;t T s ds d T tr

T

t

r s
r

T

t

� � � � � �� �a b . (1.7)

Это уравнение определяет статистическую зависимость текущего
значения от последующих значений исследуемого случайного про 
цесса.

Отметим ряд свойств прямых и обращенных СДУ, которые ши 
роко используются на практике.

Так, если уравнения (1.6) и (1.7) описывают один и тот же про 
цесс, то между ними существует тесная взаимосвязь в виде следую 
щих формул для матричных коэффициентов [13, 68]:

a a b b g b br f f f yf r f� � � � � ��
�т

( );
1 ,
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где g yf ( )� является решением матричного алгебраического уравне 

ния Ляпунова

a g g a b bf yf yf f f f� � � � � �т т 0.

Кроме того, для уравнения (1.7) фундаментальная и ковариаци 
онная матрицы задаются следующими матричными дифференци 
альными уравнениями, аналогичными соответствующим уравнени 
ям для прямых СДУ:

d t

dt
t

yr
r yr

F
F

( )
( )� �a при условии F Iyr T( ) � ;

d t

dt
t t

yr
r yr yr r r

g
a g g a b b

( )
( ) ( )� � � � � �т т .

Использование аппарата обращенных СДУ позволяет синтезиро 
вать более эффективные алгоритмы обработки статистической ин 
формации о траекторных измерениях, которые могут более полно
использовать всю собранную траекторную информацию для оценки
параметров движения ЛА с применением методов сглаживания ин 
формации.

1.2.2. Процедура объединения детерминированных
и стохастических дифференциальных уравнений

Процедура объединения обыкновенных дифференциальных и
стохастических дифференциальных уравнений применяется для
описания сложных стохастических систем, например модели дви 
жения ЛА в пространстве состояний, учитывающей параметры со 
стояния исходной системы, воздействие внешней среды на полет
ЛА и заданные параметры управления для этого аппарата.

Например, как показано в работах [72, 85], модель движения ЛА с
вектором состояния q( )t в интегральном виде может быть записана
следующим образом:

q q q( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t s s ds s s ds
t t

� � � � �� �0
0 0

A B U ,

а в дифференциальном виде:

d t dt t t t tq q( ) / ( ) ( ) ( ) ( )� � � �A B U , (1.8)

где A( )t и B( )t — матричные коэффициенты; U( )t — вектор детерми 
нированного управления.
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Для приближения модели движения ЛА к реальности необходи 
мо учесть воздействие внешней среды на ЛА (пассивный полет), ко 
торое представляет собой стохастический процесс и при выбранном
векторе состояния q( )t отображается в выходных сигналах бортовых
акселерометров, расположенных в трех взаимно перпендикулярных
плоскостях.

Так, нормальные случайные процессы, характеризующие ускоре 
ния по осям координат ( ( ), ( ), ( ))* * *x y zt t t , можно считать стацио 
нарными (свободный полет тела), и поэтому они могут быть описа 
ны системой из следующих трех стохастических дифференциальных
уравнений в интегральном виде с постоянными во времени коэф 
фициентами c c c d d dx y z x y z, , , , , :

* * *

* * *

x x x x

t

x x

t

y y y y

t c s ds d dW

t c

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( )

� � �

� �

� �1

0

0 0

( ) ;

( ) ( ) ( )

s ds d dW

t c s ds d dW

t

y y

t

z z z z

t

z z

t

0 0

0 0

0

� �

�

�

� � �* * * � .

(1.9)

В дифференциальном виде система (1.9) может быть записана
стохастическим уравнением вида

d t

dt
t d t

h
h

( )
( ) ( )� � � �C D W* . (1.10)

Введем расширенные случайные процессы Q( ) [ ( ) | ( )]t t t� q h т ,
d t t d tW U W( ) [ ( ) ( )]� *

т и объединим уравнения (1.8) и (1.10) следую 

щим образом:

d t
t

t
t

d tQ Q( )
( )

( )
( )

( )�
#

$
%

&

'
( � �

#

$
%

&

'
( �

A I

0 C

B 0

0 D
W . (1.11)

Введя обозначения

A I

0 C
A

B 0

0 D
B

( )
( )

( )
( )

t
t

t
t

#

$
%

&

'
( �

#

$
%

&

'
( �1 1и ,

из выражения (1.11) получим следующие дифференциальные
уравнения динамической модели движения ЛА в пространстве
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состояний в дифференциальной и интегральной формах соот 
ветственно:

d t t t t d tQ Q( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � �A B W1 1 , (1.12)

Q Q Q( ) ( ) ( ) ( ) ( )t s s ds s d
t

s

t

� � � � �� �0 1

0

1

0

A B W . (1.13)

Более детальная структура динамической модели движения ЛА в
пространстве состояний будет рассмотрена ниже.

Таким образом, выражения (1.12) и (1.13) представляют собой
модель движения ЛА в пространстве состояний при воздействии на
этот аппарат как детерминированного управления, так и случайных
возмущений от внешней среды.

1.2.3. Алгоритм формирования матричных коэффициентов
стохастических дифференциальных и рекуррентных стохастических

уравнений для использования их в алгоритмах динамической
фильтрации траекторных измерений

Как правило, с применением территориально разнесенных
средств траекторных измерений проводятся измерения непрерыв 
ного случайного процесса движения летательного аппарата в дис 
кретные моменты времени, в результате чего измерительными сред 
ствами регистрируется массив данных, привязанных к единой шка 
ле времени и представляющих собой многомерный дискретный
случайный процесс. Это, с одной стороны, позволяет упростить
сбор измерительной информации в центр обработки и уменьшить
объем запоминающих устройств, но, с другой стороны, приводит к
необходимости применения сглаживающих фильтров (процедур)
для полного восстановления во времени оцениваемых параметров
движения ЛА.

Многомерный случайный дискретный процесс траекторных из 
мерений y( )k размерностью N для ограниченного участка траекто 
рии полета ЛА может быть описан рекуррентным стохастическим
уравнением с постоянными матричными коэффициентами следую 
щего вида:

y а y b e( ) ( ) ( )k k k� � � � �1 ,

где а, b — матричные коэффициенты размерностью ( )N N" ; e( )k —
N мерный процесс белого шума; k — дискретные моменты времени.

Динамическая модель движения ЛА в пространстве состояний и
погрешности средств траекторных измерений на отдельных интер 
валах времени описываются стохастическими дифференциальными
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уравнениями с матричными коэффициентами, которые могут быть
достаточно просто сформированы по имеющейся априорной ин 
формации.

Возможность однозначного описания стационарных случайных
процессов с использованием стохастических дифференциальных
уравнений и оценки матричных коэффициентов этих уравнений
по данным вероятностных характеристик рассматриваемых слу 
чайных процессов показана в монографии [48]. Так, например,
скалярный стационарный гауссов процесс y t( ) с M x t[ ( )] �0 и ко 
вариационной матрицей + ,( , ) exp { ( )}t s D t s� � � имеет дифференци 
ал вида

dy t y t dt D dWt( ) ( ) ( ) /� � �, ,2 1 2 , (1.14)

где , — величина, обратная времени корреляции стационарного слу 
чайного процесса y t( ); D — дисперсия этого процесса;Wt — случай 
ный винеровский процесс, не зависящий от процесса y t( ).

То есть в скалярном стохастическом дифференциальном уравне 
нии с постоянными коэффициентами � и �, описывающем процесс
y t( ) и имеющем вид

y t y y s ds dW
t

s

t

( ) ( ) ( )� � �� �0
0 0

� � ,

искомые коэффициенты определяются по формулам

� � - �� � �
1

2
T

; | |,

где - — среднее квадратическое отклонение случайного процесса
y t( ); T — его время корреляции.

Одним из основных инструментов обработки траекторной изме 
рительной информации являются алгоритмы динамической фильт 
рации многомерных траекторных измерений с использованием дис 
кретного варианта фильтра Калмана. Как показано в монографиях
[48, 105], основой для синтеза таких алгоритмов являются уравне 
ния для частично наблюдаемых дискретных случайных процессов, в
которых учитывается вся априорная информация о вероятностных
характеристиках исследуемых процессов, описываемых рекуррент 
ными стохастическими уравнениями.

На практике же динамическая модель движения ЛА в про 
странстве состояний и погрешности средств траекторных измере 
ний на отдельных интервалах времени описываются стохастиче 
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скими дифференциальными уравнениями с матричными коэффи 
циентами, которые, как было показано выше, могут быть
достаточно просто сформированы по имеющейся априорной ин 
формации о вероятностных характеристиках рассматриваемых
случайных процессов. В связи с этим и является актуальным фор 
мирование матричных коэффициентов рекуррентных стохастиче 
ских уравнений с использованием имеющихся значений матрич 
ных коэффициентов соответствующих стохастических дифферен 
циальных уравнений.

Математически задача формирования матричных коэффициен 
тов рекуррентных стохастических уравнений может быть записана в
следующем виде [66].

Пусть N мерный векторный непрерывный стационарный слу 
чайный процесс y( )t описан стохастическим дифференциальным
уравнением с постоянными матричными коэффициентами вида

y y y W( ) ( ) ( )t s ds d
t

s

t

� � � � �� �0
0 0

a b , (1.15)

где y( )0 — начальное значение векторного случайного процесса y( )t ;
a, b — известные матричные коэффициенты; Wt — N мерный век 
торный винеровский случайный процесс.

Требуется определить матричные коэффициенты а( )
t и b( )
t ре 
куррентного стохастического уравнения вида

y a y b( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t e k� � � � �
 
1 ; k K�1, , (1.16)

описывающего дискретный N мерный случайный процесс y( )k , по 
лучаемый в результате квантования по времени с заданным перио 
дом 
t непрерывного случайного процесса y t( ), задаваемого уравне 
нием (1.15).

В уравнении (1.16) e k( ) — векторный процесс белого шума с неза 
висимыми компонентами, которые распределены по нормальному
закону с параметрами N ( , )0 1 .

Для решения поставленной задачи воспользуемся теорией
случайных процессов [13, 48], согласно которой для случая, если
N мерный стационарный случайный процесс y( )t описывается
стохастическим дифференциальным уравнением в интегральном
виде

y y y W( ) ( ) ( )t s ds d
t

s

t

� � � � �� �0
0 0

a b ,
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то в соответствии с теоремой 4.10 в работе [48] имеется его единст 
венное решение y( ) ( ( ), ..., ( ))t y t y tn� 1 , описываемое формулой

y F y F W( ) ( ) ( ) ( ( ))t t s d s

t

� � � �
�
�
)

�)

�
�
)

�)
��0 0

1

0

0 b , (1.17)

где F0 ( )t — фундаментальная матрица размерностью ( )N N" , опреде 
ляемая дифференциальным уравнением

d t

dt
t

F
F0

0
( )

( )� �a (1.18)

при начальных условиях F = I0 0( ) .
Из выражения (1.17) вытекает, что математическое ожидание

процесса y( )t определяется формулой

M t t[ ( )] ( ) ( )y F y� �0 0 ,

где y( )0 — начальное значение процесса или известное его предыду 
щее значение.

Стохастическая составляющая процесса y( )t определяется как
V y y( ) ( ) [ ( )]t t M t� � . Тогда из выражения (1.17) следует, что

V F F W( ) ( ) [ ( )]t t s d s

t

� � �
�
�
)

�)

�
�
)

�)
��0 0

1

0

b .

Отсюда ковариационная матрица g y t( ) процесса y( )t будет иметь вид

g y t M t t( ) [ ( ) ( )]� � �V V т

� � � � � �
�

�

�
�

�

 

� �� �F F W F W0 0
1

0

0
1

0

( ) [ ( )] [ ( )]t M s d s ds

t

s

t

b b !
!

�

�

�
�
�

�

 

!
!
!

�

�
)

�
)

�

�
)

�
)
�

т

т[ ( )]F0 t .

Поскольку компоненты векторного случайного процесса W( )t не 
коррелированы, то используя свойства, что

M s d s

t

f W( ) �
#

$
%
%

&

'
(
(
��

0

0 и M s d s d M s s dss

t

s

t

f W f W f f1

0

2

0

1 2

0

( ) ( ) ( ) ( )� � �
#

$
%
%

&

'
(
(
� �� �

t

�
#

$
%
%

&

'
(
(
,

получим

29

Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ËÀ



M s d s ds

t

s

t

[ ( )] [ ( )]F W F W0
1

0

0
1

0

� �� � � � �
�

�

�
�

�

 

!
!

#

$

%� �b b

т

%
%

&

'

(
(
(
� � � �� ��[ ( )] {[ ( )] }F F0

1
0

1

0

s s ds
t

b bт т .

Следовательно, ковариационная матрица gy ( )t определяется со 
отношением

g b by

t

t t s s ds( ) ( ) [ ( )] {[ ( )] }� � � � �
�
�
)

�)

�
� ��F F F0 0

1
0

1

0

т т �
)

�)
� �[ ( )]F0 t

т . (1.19)

Для построения практически реализуемого алгоритма вычис 
ления ковариационной матрицы g y t( ) докажем следующую тео 
рему.

Теорема. Для матричного экспоненциала E( )t t� e y с блочной мат 
рицей y вида

y
a b b

a
�

�
�

#

$
%

&

'
(

т

т0
(1.20)

и при блочном представлении матрицы E
E E

E E
( )

( ) ( )

( ) ( )
t

t t

t t
�
#

$
%

&

'
(

11 12

21 22

спра 

ведливы следующие выражения:

E 021( )t � , (1.21)

E E F F F12 11 0 0
1

0
1

0

( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]t t t d
t

� � � � � �
�

� ��т т т, , ,b b�
)

�)

�
�
)

�)
�F0

т ( )t . (1.22)

Доказательство. Воспользуемся представлением матричного
экспоненциала E( )t в виде

E( )
( )

!
t

t

i
t

i

i

� �
�

�

�e y y

0

, (1.23)

где y — квадратная матрица; t — скалярный аргумент.
Основываясь на свойствах блочных матриц, можно утверждать,

что в выражении (1.23) при операциях умножения на скаляр, воз 
ведения в степень и суммирования, в которых принимает участие
матрица y, имеющая верхнюю треугольную структуру, сохраняет 
ся такая же структура промежуточных результатов. Поэтому мат 
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ричный экспоненциал E( )t t� e y также будет иметь верхнюю тре 
угольную структуру:

et
t t

t
y �

#

$
%

&

'
(

E E

0 E
11 12

22

( ) ( )

( )
, (1.24)

где матрица E 012 ( )t � , что и подтверждает справедливость выраже 
ния (1.21).

Далее, продифференцировав выражение (1.23), получим, что
d t dt tE E( ) / ( )� �y , и с учетом выражений (1.20) и (1.24) можно запи 
сать

� ( ) � ( )
� ( )

(E E

0 E 0

E11 12

22

11t t

t

t#

$
%

&

'
( �

�
�

#

$
%

&

'
( �

a b b

a

т

т

) ( )

( )

E

0 E
12

22

t

t

#

$
%

&

'
(.

Отсюда получим ряд матричных дифференциальных уравнений

� ( ) ( ) ( ) ;
� ( ) ( )

E E E I

E E E

11 11 11

22 22

0t t

t t

� � �

� � �

a

a

при

прит
22

12 12 22 12

0

0

( ) ;
� ( ) ( ) ( ) ( ) ,

�

� � � � � �

I

E E E E 0t t ta b bт при

(1.25)

в которой первые два уравнения являются однородными, а послед 
нее — неоднородным. При этом первое уравнение системы по фор 
ме совпадает с дифференциальным уравнением (1.18) для фунда 
ментальной матрицы.

Согласно теории обыкновенных дифференциальных уравнений
решение уравнений (1.25) имеет следующий вид:

E F а11 0( ) ( ) ( )t t tt� � �e a , (1.26)

E F E22 0
1

11
1( ) [ ( )] [ ( )]t t t� �� �т т ,

E F F E12 0 0
1

22

0

( ) ( ) ( ) ( )t t s s ds
t

� � � � ��� b bт . (1.27)

Умножив выражение (1.27) справа на матрицу E11
т ( )t , получим

второе утверждение теоремы в виде

E E F F F12 11 0 0
1

0
1

0

( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]t t t s s ds
t

� � � � � �
�

� ��т т тb b�
)

�)

�
�
)

�)
� �F0

т ( ) ( )t tyg .

Таким образом, теорема доказана.
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Тогда с учетом формулы (1.19) для интервала времени 
t можно
записать выражение

E E F F F12 11 0 0
1

0
1( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]
 
 
 
 
t t t s s d� � � � � �� �т т тb b s t

t

0
0





�
�
�
)

�)

�
�
)

�)
� �F т ( )

� � �g y t t t( ) ( ) ( )
 
 
b b т . (1.28)

Таким образом, на основании выражений (1.26) и (1.28) искомая
матрица a( )
t и группа матриц b b( ) ( )
 
t t� т определяются следую 
щими выражениями:

а E( ) ( )
 
t t� 11 , (1.29)

b b E E( ) ( ) ( ) ( )
 
 
 
t t t t� � �т т
12 11 . (1.30)

Верхняя треугольная структура матрицы y позволяет упростить
вычислительный процесс оценки матриц а( )
t и b( )
t по формулам
(1.29) и (1.30).

Так, предположим, что в выражении для матричного экспонен 
циала (1.23) компонента ( )t iy имеет верхнюю треугольную структу 
ру вида

( )
( ) ( )

( )
t

i i

i
iy

y y

y
�
#

$
%

&

'
(

11 12

220

и, используя свойство, что ( ) ( )t t ti iy y y� �1 [66, 70], для i й итерации
вычислительного процесса можно записать

y y

y

a b b

a

y11 12

22

11( ) ( )

( )

(i i

i

t t

t

i

0 0

#

$
%

&

'
( �

�
�

#

$
%

&

'
( �

т

т

� �
�

#

$
%

&

'
(

1 1

1
12

22

) ( )

( )

y

y

i

i0
.

Отсюда после ряда преобразований получим ряд уравнений [66]

y a y

y a y b b y

11 11

12 12

1

1 1

( ) ( );

( ) ( ) ( ) [

i t i

i t i t i

� � �

� � � � � �т
11

22 11

1

1 1

( )] ;

( ) ( ) [ ( )]

i

i ii

�

� � �

т

тy y

(1.31)

с начальными условиями y a11 10( )i t� � ; y b b12 10( )i t� � � т ; y22 0( )i � �
� �t1aт .
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Непосредственное вычисление матричной экспоненты ety по
формуле (1.23) при ограниченном числе слагаемых имеет при 
емлемую точность только для достаточно малых интервалов
времени t1.

Так, на основании свойства неравенства Коши является справед 
ливым, что

( )

!

| | ( ) | |

!

t

i

t

i

i

Е

E
iy y

















 � .

Поэтому при | | | | ,t Ey � 0 5 для вычисления матричного экспонен 
циала (1.23) с достаточной точностью требуется не более 10…12
членов ряда.

В связи с этим при заданном периоде повторения 
t исследуемо 
го дискретного случайного процесса выбирают начальный интервал
дискретизации t1 путем деления M раз на два интервала времени 
t
( / )t t M

1 2� 
 до выполнения условия

| | | | ,t E1 0 5y � . (1.32)

Для восстановления результатов расчета матричного экспонен 
циала на искомый интервал дискретизации 
t используется ре 
куррентный алгоритм удвоения интервала дискретизации с t1 до

t, построенный на основе свойства матричного экспоненциала,
что e e e2 y y y� � [21, 70], из которого следует, что

E E

0 E

E E E11 1 12 1

22 1

11 1 11 1 112 2

2

( ) ( )

( )

( ) ( )t t

t

t t#

$
%

&

'
( �

� ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

t t t t

t t
1 12 1 12 1 22 1

22 1 22 1

� � �
�

#

$
%

&

'
(

E E E

0 E E
.

Отсюда получаем следующие выражения:

a E E E( ) ( ) ( ) ( )2 21 11 1 11 1 11 1t t t t� � � , (1.33)

E E E E E12 1 11 1 12 1 12 1 22 12( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t� � � � . (1.34)

С учетом полученных выше соотношений E E22 11
1( ) [ ( )]t t� � т ;

E b b E12 11
1( ) [ ( ) ( )] [ ( )]t t t t� � � �т т и E E E11 11 112( ) ( ) ( )t t t� � выражение (1.34)

примет вид

[ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )] ( )b b E E E2 21 1 11 1
1

11 1
1

11 1t t t t t� � � �� �т т т � � � ��[ ( ) ( )] [ ( )]b b Et t t1 1 11 1
1т т

� � � �� �[ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]b b E Et t t t1 1 11 1
1

11
1

1
т т т . (1.35)

33

Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ËÀ



Умножив левую и правую части выражения (1.35) справа два раза
на матрицу E11 1

т ( )t , получим формулу для вычисления g y t( )2 1

g y t t t t t t t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (2 2 21 1 1 11 1 1 1 11� � � � � �b b E b b Eт т т
1 1 1) ( ) ( )� �b bt tт . (1.36)

Таким образом, вычисление коэффициентов a( )
t и b( )
t для ин 
тервала дискретизации 
t проводится итерационно согласно форму 
лам (1.33) и (1.36).

В уравнениях для частично наблюдаемых процессов дискретного
фильтра Калмана используются только произведения матриц
b b( ) ( )
 
t t� т , и поэтому, как правило, не требуется отыскивать зна 
чение матрицы b( )
t . Если же требуется вычислить значение этой
матрицы, то это можно сделать по имеющемуся произведению мат 
риц b b( ) ( )
 
t t� т с использованием алгоритма Халецкого.

Кроме того, в случае необходимости нахождения стационарного
решения уравнения Ляпунова вида

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ y y yt t t t t t t� � � � � �a g g a b bт т при g y ( )0 �0 (1.37)

необходимо продолжать итерационную процедуру (1.36) до того мо 
мента, когда ковариационная матрица g y i i it t t( ) ( ) ( )� �b b т практиче 

ски перестанет изменяться, т.е.

| | ( ) ( ) | |g gy i y i Et t� � �1 	. (1.38)

Обобщенный алгоритм формирования матричных коэффициен 
тов рекуррентных стохастических уравнений в алгоритмах динами 
ческой фильтрации траекторных измерений по априорной инфор 
мации о вероятностных характеристиках исследуемых непрерывных
случайных процессов приведен на рис. 1.1.

В блоке 1 рассматриваемого алгоритма формируется матрица y,
описываемая выражением (1.20), из коэффициентов a и b стохасти 
ческого дифференциального уравнения (1.15).

В блоке 2 рассчитывается начальный период дискретизации t1 из
условия | | | | ,t E1 0 5y . .

Далее, в блоках 3…6, проводится итерационный расчет матриц
y11( )i , y12 ( )i и y22 ( )i по формулам (1.31) и окончательно формирует 
ся матрица y для интервала времени t1.

В блоке 7 алгоритма проводится расчет матричного экспонен 
циала по формуле (1.23) для интервала времени t1, а в блоке 8 осу 
ществляется вычисление матриц a( )t1 и b b( ) ( )t t1 1� т для интервала
времени t1 по формулам (1.29) и (1.30).
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Далее, в блоках 9…12, проводится расчет элементов матриц a( )�t
и b b( ) ( )� �t t� т для интервала дискретизации, равного �t, по форму�
лам (1.33) и (1.36).
Вычислительный процесс завершается работой блока 13, кото�

рый обеспечивает вывод на печать результатов расчета матричного
коэффициента a( )�t и произведения коэффициентов b b( ) ( )� �t t� т

для рекуррентного уравнения вида (1.16).
В случае необходимости нахождения стационарного решения

дифференциального уравнения Ляпунова вида (1.37) необходимо
продолжать итерационную процедуру (1.36) до того момента, когда
выполнится условие (1.38).
Апробация алгоритма была проведена на примере моделирова�

ния измерительного эксперимента с участием пяти измерительных
средств, информация от которых поступала с временн�м интерва�
лом, равным 0,5 с. При проведении эксперимента сделано предпо�
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Рис. 1.1. Алгоритм формирования матричных коэффициентов рекуррентных сто�
хастических уравнений



ложение, что в каждом измерительном канале полезный сигнал x t( )
аддитивно искажен двумя типами помех: медленноменяющейся
�i t( ) и быстроменяющейся �i t( ), где i �1 5, .

Тогда наблюдаемые компоненты �i t( ) могут быть записаны в виде

� � �i i it x t t t( ) ( ) ( ) ( )� � � ; i �1 5, .

Кореляционные функции рассматриваемых типов помех имеют
следующий вид:

К ti i

t

T i
� �� �( ) | |�

�
2 e ; K ti i

t

T i
� �� �( ) | |�

�
2 e ,

где ��i
2 , ��i

2 — дисперсии медленноменяющейся и быстроменяю"
щейся составляющих помехи соответственно; T i� , T i� — времена
корреляции медленноменяющейся и быстроменяющейся состав"
ляющих помехи соответственно.

Предполагаем, что стохастические дифференциальные уравнения,
описывающие такие типы помех, являются скалярными и имеют вид

d t t dWi i i i i� 	 � 
� � �( ) ( )� � � ; d t t dWi i i i i� 	 � 
� � �( ) ( )� � � ; i �1 5, .

Коэффициенты этих уравнений в соответствии с выражением
(1.14) рассчитываются с использованием данных о средних квадра"
тических погрешностях � �� �i i, и времен корреляции T Ti i� �, состав"
ляющих помехи по следующим формулам:

	 �
�

i
iT

� �
1

; 	 �
�

i
iT

� �
1

; 
 � 	� � �i i i� 2 | |; 
 � 	� � �i i i� 2 | |.

Относительно полезного сигнала x t( ) сделано предположение,
что он содержит сумму двух случайных процессов: x t x tka ka1 2( ), ( ),
имеющих корреляционные функции в виде затухающей синусоиды,
и одного медленноменяющегося процесса x tsa ( ), т.е.

x t x t x t x tka ka sa( ) ( ) ( ) ( )� � �1 2 .

Корреляционные функции компонент сигнала x t( ) соответственно
имеют следующий вид:

K t tka ka
r t

ka
ka

1 1
2

1
1( ) sin� �� �e ; K t tka ka

r t
ka

ka
2 2

2
2

2( ) sin� �� �e ;

K tsa sa

t

Tsa( ) | |�
�

�2 e , (1.39)
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где �ka1
2 , �ka2

2 , � sa
2 — дисперсии двух гармонических колебаний

и медленноменяющегося процесса соответственно; � ka1, � ka2 —
циклические частоты гармонических колебаний x tka1( ) и x tka2 ( )
соответственно; rka1, rka2 — декременты затухания гармониче�
ских колебаний; Tsa — время корреляции медленноменяюще�
гося процесса x tsa ( ).
Из анализа корреляционных функций (1.39) следует, что СДУ

компонент процесса x t( ) имеют вид

dx t

dv t

x t

v t
kaj

kaj
kj

kaj

kaj
kj

( )

( )

( )

( )

�

�
�

�

�
	 


�

�
�

�

�
	 �� 

dW

dW
kaj

kaj

1

2

�

�
�

�

�
	; dx t x t dWsa sa sa sa sa( ) ( )
 � ��  ,

где �
�kj

kj ki kjr r



� � �
�

�
�

�

�
	

0 1

22 2( )
;  � �kj

kj kj kj kjr r

 �

�

�
�
�

�

�
	
	

0 0

0 4 2 2( )
; j 
1 2, ;

� sa
saT


 �
1
;  � �sa sa sa
 2 | |.

Введем расширенный вектор состояния системы Z( )t с размерно�
стью, равной десяти, с компонентами

z t x tka1 1( ) ( )
 ; z t v tka2 1( ) ( )
 ; z t x tka3 2( ) ( )
 ;

z t v tka4 2( ) ( )
 ; z t x tsa5 ( ) ( )
 ; z t ti i5� 
( ) ( )� , i 
1 5, ,

а также расширенный винеровский случайный процесс
Wz zi iW
 
[ ] ,1 10 со следующими компонентами:

W Wz ka1 1
 ; W Wz ka v2 1
 ; W Wz ka3 2
 ;

W Wz ka v4 2
 ; W Wz sa5 
 ; W Wz l l
 ; l 
1 5, .

Кроме того, введем векторные процессы

x( ) [ ( )] ,t ti i
 
� 1 5; h( ) [ ( )] ,t ti i
 
� 1 5; W� �
 
[ ] ,W i i 1 5 .

Тогда с учетом введенных обозначений матричная форма описания
измерительного эксперимента принимает следующий вид:

d t t dz z zZ Z W( ) ( )
 � � �a b , (1.40)

x h( ) ( ) ( )t t tz
 � �A Z ,

d t t dh a h b( ) ( )
 � � �� � �W , (1.41)
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где матрицы az и bz стохастического дифференциального уравнения
(1.40) имеют блочно диагональную структуру и в эксперименте
имели значения, приведенные на рис. 1.2 и 1.3.

При реализации рассматриваемого измерительного экспери 
мента с использованием разработанного алгоритма формирова 
ния матричных коэффициентов рекуррентных стохастических
уравнений была проведена дискретизация векторных случайных
процессов Z( )t и h( )t , описываемых СДУ (1.40) и (1.41), с вре 

менн�м интервалом 
t �0 5, с. В частности, были получены зна 
чения матричного коэффициента a z и группы матриц b bz z� т ,
приведенные на рис. 1.4 и 1.5, которые входят в рекуррентное
стохастическое уравнение Z a Z b( ) ( ) ( )k k kz z z� � � � �1 e , адекватное
СДУ (1.40) при 
t �0 5, с.

Подобным же образом с использованием разработанного алго 
ритма было проведено формирование и других матричных коэффи 
циентов рассматриваемых рекуррентных стохастических уравнений,
входящих в частично наблюдаемый процесс, описывающий изме 
рительный эксперимент.

Результаты смоделированного измерительного эксперимента
показали работоспособность рассматриваемого алгоритма фор 
мирования матричных коэффициентов рекуррентных стохасти 
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Рис. 1.2. Экранная форма матричного коэффициента az стохастического диффе�
ренциального уравнения (1.40)

Рис. 1.3. Экранная форма матричного коэффициента bz стохастического диффе�
ренциального уравнения (1.40)



ческих уравнений в алгоритмах динамической фильтрации тра 
екторных измерений по априорной информации о вероятност 
ных характеристиках исследуемых непрерывных случайных
процессов.

1.3. Построение стохастической модели
траекторной ИИС

Траекторный измерительный комплекс является составной ча 
стью экспериментально испытательной базы испытательного ком 
плекса и предназначен для получения оценок параметров движения
ЛА, а также параметров орбит космических аппаратов.

ТИК используется для решения следующих двух основных
задач:

регистрации информации о поведении исследуемого объекта на
заданном участке траектории;

восстановления по собранным измерениям траекторий полета
ЛА с оценкой необходимых испытателю параметров.

Траекторный измерительный комплекс является классическим
примером нелинейной динамической системы. В состав такой сис 
темы входят источники первичных траекторных измерений (назем 
ные и бортовые средства ТИ) и подсистема статистической обработ 
ки траекторной измерительной информации.
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Рис. 1.5. Экранная форма группы матриц b bz z� т

Рис. 1.4. Экранная форма матричного коэффициента az рекуррентного стохасти�
ческого уравнения (1.41)



При формализации работы ТИК как сложной стохастической
системы важной задачей является построение математической мо 
дели движения летательного аппарата в пространстве состояний.
Так, в работах [26, 29, 34, 77, 85] показано, что траекторию движе 
ния управляемого ЛА можно описать с помощью обыкновенных
дифференциальных уравнений. Причем они обычно используются в
линеаризованном виде и представляют собой систему скалярных
дифференциальных уравнений.

Например, выходная реакция y t( ) одноканальной линейной
динамической системы при действии на ее входе сигнала u t( ) ма 
тематически описывается следующим обыкновенным линейным
дифференциальным уравнением с постоянными коэффициента 
ми ai и b j :

a y t b u t n mi
i

i

n

j
j

j

m
( ) ( )( ) ( );� �

� �
� �

0 0

, (1.42)

которое дополнено соответствующими начальными условиями.
В общем случае на рассматриваемую систему могут действо 

вать несколько возмущающих или управляющих функций:
u t u t u tm1 2( ), ( ), ..., ( ).

Такая форма представления считалась удобной при проведе 
нии классического аналитического анализа сложных динамиче 
ских систем. Однако в настоящее время при исследовании
сложных динамических систем с использованием ЭВМ удобнее
пользоваться не одним уравнением (1.42) n го порядка, а экви 
валентной ему системой n дифференциальных уравнений пер 
вого порядка. Для этого вводятся переменные состояния систе 
мы (вектор состояния)

x t y t x t y t x t y tn
n

1 2
1 1( ) ( ), ( ) ( ), ..., ( ) ( )( ) ( )� � � � ,

что позволяет получить систему из n уравнений первого порядка

� ( ) ( );

� ( ) ( );

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x t x t

x t x t
1 2

2 3

�
�

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

� ( )

( ) ( ) ...

x t

a x t a x t a

n

n

�

� � � � �0 1 1 2 1
0

x t b u t

a

n i
j

j

m

n

( ) ( )

.

( )�
�
�

(1.43)
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Систему уравнений (1.43) можно переписать в матричной форме

� ( )

� ( )

...

� ( )

...

...

..

x t

x t

x tn

1

2

0 1 0 0

0 0 1 0

#

$

%
%
%
%

&

'

(
(
(
(

�
. ... ... ... ...

...

( )

� � � �

#

$

%
%
%
%

&

'

(
(
(
(

�

�a a a a

x t

x

n0 1 2 1

1

2 ( )

...

( )

...
( )

t

x t

t

n n

#

$

%
%
%
%
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'

(
(
(
(

�

#

$

%
%
%
%

&

'

(
(
(
(

�

0

0

�

U , (1.44)

где коэффициент � �n n�1 / .
Система уравнений (1.44) описывает одноканальную динамиче 

скую систему с вектором состояния X( ) [ ( ) ( )... ( )]t x t x t x tn� 1 2
т .

Уравнение динамической одноканальной системы в пространст 
ве состояний (1.44) может быть записано в виде

d t

dt
t t

X
A X B U

( )
( ) ( )� � � � , (1.45)

где A, B — матрицы, структура которых показана в выраже 
нии (1.44).

Поскольку функция возмущений или управления U( )t может
иметь скачки, то уравнение динамической одноканальной систе 
мы (1.45) более корректно записывать в виде уравнения диффе 
ренциалов

d t t dt dX A X B U( ) ( )� � � � . (1.46)

Тогда интегральная форма уравнения (1.46) примет следую 
щий вид:

X X A X B U( ) ( ) ( )t s ds d
t

s

t

� � � � �� �0
0 0

, (1.47)

где U s — вектор возмущающего воздействия или управления;
X( )0 — начальное значение непрерывного процесса X( )t .

В такой форме описания стохастической динамической системы
совокупность компонент вектора состояния [ ( ) ( )... ( )]x t x t x tn1 2

т за 
дает фазовое пространство системы.

С использованием рассмотренных динамических моделей в про 
странстве состояний могут быть построены модели движения ЛА,
которые учитывают влияние внешней среды или управляющих им 
пульсов на летательный аппарат, что позволяет строить в простран 
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стве состояний модели движения как баллистических, так и аэроди 
намических объектов.

Так, если через /��( )x t обозначить погрешность оценки ускоре 
ния по координате X движущегося ЛА, обусловленную воздейст 
вием внешней среды, то для погрешности оценки ускорения ЛА
для стационарного случая может быть записано следующее урав 
нение:

/ / /
-

/

/

/

��( ) ��( ) ��( )
��

��

��

x t x
T

x s ds
T

d
x

t
x

x

� � � ��0
1 2

0

2

2
Ws

t

0
� ,

где -/��x
2 , T x/�� — дисперсия и время корреляции погрешности оцен 

ки ускорения по координате X , обусловленной воздействием
внешней среды на ЛА; Ws — случайный процесс винеровского
типа.

Тогда уравнение, описывающее движение ЛА в пространстве
только по координате X при учете случайных воздействий на него
внешней среды, запишется в виде
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x t

x t
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, (1.48)

где � � �1 2 3, , — постоянные коэффициенты.
Дифференциальные уравнения типа (1.48) позволяют описывать

движение баллистических объектов с учетом воздействия на них
внешней среды.

С использованием СДУ можно описывать также движение в про 
странстве аэродинамических объектов с учетом воздействия на них
не только случайных возмущений внешней среды, но и управляю 
щих импульсов силы. Так, уравнение, описывающее движение ЛА в
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пространстве только по координате X при учете воздействия на него
случайных возмущений внешней среды и управляющего импульса
силыU t( ), запишется в следующем виде:
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Обычно в моделях анализа эффективности ТИК в качестве ком 
понент вектора состояния выбирается вектор вида

qт �[ � � � �� �� ��]x y z x y z x y z , (1.49)

где x y z, , — координаты центра масс объекта; �, �, �x y z — проекции
вектора скорости объекта на оси стартовой системы координат;
��, ��, ��x y z — проекции вектора ускорения объекта на оси стартовой сис 
темы координат.

Тогда многоканальная динамическая модель движения ЛА в ин 
тегральном виде для ограниченного участка траектории полета ЛА
запишется как выражение

q q q( ) ( ) ~ ( ) ~ ~t s ds d
t

s

t

� � � � �� �0
0 0

A B U , (1.50)

а в дифференциальном виде система (1.50) будет иметь вид

d t t dt dq q( ) ~ ( ) ~ ~� � � �A B U, (1.51)

где ~A, ~B — матричные коэффициенты соответствующей размер 
ности.

Системы уравнений (1.50) и (1.51) являются базовыми описания 
ми динамических моделей движения ЛА в пространстве состояний
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и широко используются в моделях ИИС, а также в алгоритмах оцен 
ки точности таких систем.

В общем случае для непрерывного времени модель движения ЛА
в пространстве состояний (ненаблюдаемый случайный процесс) мо 
жет быть описана следующим стохастическим дифференциальным
уравнением [77, 85]:

d t t t t dQ Q( ) ( ) ( ) ( )� � � �A B W, (1.52)

где Q( )t — расширенный вектор состояния динамической системы,
в состав которого могут входить вектор оцениваемых параметров
движения ЛА q( )t , вектор управления и другие компоненты; A( )t ,
B( )t — матрицы заданной размерности; W( )t — векторный винеров 
ский случайный процесс соответствующей размерности.

Информация от N источников первичных траекторных измере 
ний может быть формализована математической моделью случай 
ного процесса, связанного со случайным процессом, характери 
зующим состояние летательного аппарата в пространстве. Такой
N мерный векторный случайный процесс называется наблюдае 
мым процессом, который для траекторных измерительных средств
непрерывного действия будем обозначать как x( )t , а для средств
траекторных измерений дискретного действия — как x( )k .

Очевидно, что наблюдения x( )t являются функциями от времени
и их можно рассматривать как процесс, связанный с исследуемым
процессом движения рассматриваемого объекта некоторым функ 
ционалом. Для траекторных ИИС этот функционал получил назва 
ние функционала сообщения.

Модель N мерного наблюдаемого случайного процесса x( )t
(функционала сообщения) может быть записана в следующем
виде:

x y h( ) ( ( )) ( )t t t� �Q , (1.53)

где y( )t — многомерная нелинейная функция связи между оцени 
ваемыми параметрами движения ЛА и наблюдаемым процессом
траекторных измерений; h( )t — векторный стационарный случай 
ный процесс погрешностей траекторных измерений, описываемый
стохастическим дифференциальным уравнениям вида

d t t dt dh h( ) ( )� � � �C D W*. (1.54)

В выражении (1.54) C и D представляют собой матричные коэф 
фициенты размерности ( )N N" .
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Наблюдаемый векторный случайный процесс измерений x( )t мо�
жет быть достаточно легко линеаризован исходя из того, что изме�
рения проводятся по объектам, находящимся на относительно боль�
ших расстояниях. Это позволяет применять в уравнениях наблюде�
ния (1.53) разложение функции y( ( ))Q t в ряд Тейлора, содержащий
только два первых слагаемых, и получать уравнение наблюдений в
линеаризованном виде

x x h( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t� � � �0 H Q , (1.55)

где x( )0 — начальное значение случайного процесса x( )t ; H( )t —
матрица частных производных функции y( ( ))Q t по компонентам
вектора параметров движения ЛА в конкретные моменты време�
ни измерения. Например, матрица H( )t для фиксированного мо�
мента времени t1 для случая оценки наклонной дальности до ЛА
D при оцениваемом векторе параметров движения qт �[ ]x y z бу�
дет иметь вид

H( )
( ) ( ) ( )

t
D t

x

D t

y

D t

z
1

1 1 1�
�

�
�

�
�

�
�

��
	


�
,

где x y z, , — координаты ЛА в полигонной системе координат.
В условиях допустимости линеаризации процесса x( )t можно го�

ворить, что структурная схема устройства формирования средства�
ми траекторных измерений сообщения о летательном аппарате с из�
вестными параметрами движения, построенная в соответствии с
выражениями (1.52) и (1.56), имеет вид, представленный на рис. 1.6.

Данная схема содержит сумматоры S1 и S2 , матричные перемно�
жители A, B и H, а также интегратор I1.

Чтобы иметь возможность изучать функционирование подсисте�
мы статистической обработки траекторной измерительной инфор�
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Рис. 1.6. Схема формирования сообщения средствами траекторных измерений по
наблюдаемому ЛА



мации как сложной стохастической системы, являющейся состав 
ной частью траекторной ИИС, необходимо построить ее математи 
ческую модель. Для этого прежде всего требуется определить
совокупность величин, которые могут служить количественными
характеристиками функционирования такой подсистемы статисти 
ческой обработки, а затем установить соотношения между этими
величинами.

Кроме входных и выходных сигналов при построении матема 
тической модели многоканальной подсистемы статистической
обработки траекторной измерительной информации приходится
вводить еще ряд вспомогательных величин, в числе которых мо 
гут быть величины, характеризующие воздействие различных
частей подсистемы друг на друга. Все эти величины, характери 
зующие состояние подсистемы в каждый момент времени, назы 
ваются переменными состояния подсистемы или ее вектором
состояния.

Множество всех возможных входных сигналов подсистемы ста 
тистической обработки траекторной измерительной информации
будем называть ее пространством входных сигналов, множество
всех возможных выходных сигналов системы — ее пространством
выходных сигналов, а множество всех возможных векторов состоя 
ния — ее пространством состояний.

Обозначим через W( )t расширенный P мерный вектор состоя 
ния рассматриваемой подсистемы, в состав которого входит и
оцениваемый вектор параметров движения ЛА q( )t , через x( )t �
�[ ( ) ( )... ( )]0 0 01 2t t tM — M мерный векторный входной сигнал, а
через Q( )t — N мерный векторный выходной сигнал подсистемы
статистической обработки траекторной измерительной инфор 
мации, в состав которого также входит оцениваемый вектор па 
раметров движения ЛА q( )t . Тогда уравнения, описывающие по 
ведение системы, в общем случае запишутся в виде [73]

d

dt
t t

W
W Q W� �f g( , , ); � ( , )x ,

где f — P мерная векторная функция векторов W, x и времени t; g —
M мерная векторная функция вектора W и времени t; �Q — оценка N 
мерного векторного выходного сигнала подсистемы статистической
обработки траекторной измерительной информации.

Совокупность случайных процессов Q( )t и x( )t , описывающих
весь измерительный эксперимент, называется частично наблюдае 
мым процессом.

В сформулированных выше условиях задача восстановления
траектории полета летательного аппарата по полученным в ходе
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натурного эксперимента траекторным измерениям заключается в
следующем.

Для математической модели ненаблюдаемого процесса d tQ( ) �
= t t t dA B W( ) ( ) ( )� � �Q и при наблюдаемом процессе измерений x( )t ,
который связан с ненаблюдаемым процессом уравнением наблю 
дения x h( ) ( ) ( ) ( )t t t t� � �H Q , строятся с помощью специального пре 
образования оценки компонент ненаблюдаемого случайного про 
цесса Q( )t .

Например, подсистему статистической обработки траекторной
измерительной информации для рассмотренной математической
модели сообщения в случае динамической фильтрации траекторных
измерений можно формализовать классическим фильтром Калмана
[77]. В этом случае структурная схема устройства, формализующего
подсистему статистической обработки траекторной измерительной
информации при заданных условиях, будет иметь вид, представлен 
ный на рис. 1.7.

Данная схема содержит сумматоры S3 и S4, матричные перемно 
жители K, A, H и интегратор I2 .

На выходе подсистемы статистической обработки траекторных
измерений получается оценка � ( )Q t вектора состояния этой под 
системы. Такая оценка получается в соответствии с уравнением
фильтрации

d t t t t t t t� ( ) ( ) � ( ) ( ) [ ( ) ( ) � ( )]Q Q Q� � � � � �A K Hx ,

где K( )t — матрица коэффициента усиления фильтра.
В качестве критерия качества восстановления траекторий по 

лета ЛА (оценки параметров движения ЛА) в таких подсистемах
статистической обработки траекторных измерений рассматрива 
ется минимальное значение средней квадратической погрешно 
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Рис. 1.7. Структурная схема подсистемы статистической обработки траекторных
измерений для случая динамической фильтрации ТИ



сти отклонения оценки искомых параметров � ( )Q t от их реальных
значений Qp ( )t , т.е.

� ( ):min � ( ) ( )Q Q Qt t t-3 4� p .

Основная проблема в реализации моделей функционирования
ТИК состоит в том, что многие компоненты в уравнениях для не 
наблюдаемого процесса и в уравнениях наблюдения на момент
обработки неизвестны. Это прежде всего характеристики внеш 
них воздействий на испытываемый объект, имеющих место в ходе
проведения натурного эксперимента, а также случайных процес 
сов, приводящих к погрешностям измерений. Относительно этих
компонент имеется только априорная информация в виде вероят 
ностных характеристик их законов распределения, получаемая в
результате статистической обработки результатов предыдущих
экспериментов и специальных работ по калибровке и аттестации
измерительных средств.

Необходимо отметить, что отсутствие такой достоверной априор 
ной информации очень существенно влияет на точность оценки ис 
комых параметров.

Таким образом, проведенная формализация задачи построения
стохастической модели ТИК позволяет раскрыть содержание про 
цессов, происходящих в ТИК, и обоснованно использовать требуе 
мый для его анализа математический аппарат.

1.4. Построение математических моделей частично
наблюдаемых случайных процессов траекторных измерений

для реализации алгоритмов динамической фильтрации
Для оценки параметров движения ЛА методами динамической

фильтрации, а также характеристик условных распределений оши 
бок ТИК необходимо иметь математические модели частично на 
блюдаемых случайных процессов. Статистика случайных процессов
дает эффективные процедуры решения таких задач [27, 48, 105]. Для
формирования математических моделей частично наблюдаемых
случайных процессов необходимо по описанию траекторной ИИС
построить следующую систему уравнений для прямого направления
времени (отмечено индексом «f»):

Z a Z b e( ) ( ) ( )k k kzf zf zf� � � � �1 ; (1.56)

x h( ) ( ) ( )k k k� � �H Z , (1.57)

где Z( )k — обобщенный вектор состояния анализируемого дис 
кретного случайного процесса размерностью M , который в
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дальнейшем будем называть «базовым процессом»; H — матри 
ца частных производных регистрируемых информационно из 
мерительной системой параметров по оцениваемому вектору
состояния анализируемого дискретного случайного процесса
размерностью ( )N M" с постоянными элементами, что может
быть справедливо для ограниченных участков траектории поле 
та ЛА; x( )k — N мерный вектор наблюдаемых и регистрируемых
случайных процессов; h( )k — N мерный вектор искажающих из 
мерения процессов, который в дальнейшем будем называть
«дополнительным процессом»; a zf , b zf — матричные коэффи 
циенты размерностью ( )N N" ; e zf k( ) — N мерный процесс бело 
го шума.

Будем полагать справедливым, что в каждом n м измерительном
канале компонента векторного процесса h( )k удовлетворяет скаляр 
ному уравнению

* ** * *n f n n f n f nk a k b e k( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )� � �1 , (1.58)

где a f n* ( ), b f n* ( ) — постоянные коэффициенты; e kf n* ( ) ( ) — процесс
белого шума.

При условии описания «дополнительного процесса» соотноше 
нием (1.58) можно из уравнения (1.57) определить этот процесс для
момента времени t k� �1 в виде

h x( ) ( ) ( )k k k� � � � � �1 1 1H Z . (1.59)

Подставим правые части выражения (1.56), описывающего про 
цесс Z( )k , и выражения, которое описывает процесс h( )k , в уравне 
ние (1.57) и получим

x h( ) ( ) ( )k k kzf f zf zf f f� � � � � � � � � � � �H a Z a H b e b e1 1* * * .

После подстановки в последнее уравнение правой части выраже 
ния (1.59) получим следующее рекуррентное уравнение для процес 
са x( )k :

x x( ) ( ) ( ) ( )k k kzf f f zf zf f� � � � � � � � � � � � �H a a H Z a H b e b* * *1 1 �e*f .

В обобщенной форме последнее рекуррентное уравнение наблю 
даемого процесса может быть записано в виде

x( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kf f f f f f� � � � � � � �A A Z B e B e0 1 1 1 2 21 .

Совместно с уравнением (1.56) это уравнение позволяет запи 
сать следующие рекуррентные стохастические уравнения для час 
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тично наблюдаемого процесса ( , )Z x в прямом направлении вре 
мени [48, 59]:

Z a Z b e( ) ( ) ( )k k kzf zf f� � � � �1 ;

x( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kf f f f f f� � � � � � � �A A Z B e B e0 1 1 1 2 21 ,

где A af fk k0 1( ) ( )� � �* x ; A H a a Hf zf f1 � � � �( )* ; B H bf zf1 � � ; B bf f2 � * .
Компоненты рекуррентных уравнений частично наблюдаемого

процесса ( , )Z x обладают следующими свойствами:

B B H b b Hf f zf zf1 1� � � � �т т т ; b B b b Hzf f zf zf� � � �1
т т ; B B b bf f f f2 2� � �т т

* * .

Таким образом, приведенные соотношения позволяют построить
практически реализуемые математические модели частично наблю 
даемых случайных процессов, позволяющие успешно применять
классические соотношения калмановской фильтрации для стати 
стической обработки случайных процессов траекторных измерений.

Одним из основных положений теории статистики случайных
процессов является утверждение, состоящее в том, что если имеют 
ся рекуррентные стохастические уравнения частично наблюдаемого
процесса ( , )Z x следующего вида:

Z a Z b e( ) ( ) ( )k k kzf zf f� � � � �1 , (1.60)

x( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kf f f f f f� � � � � � � �A A Z B e B e0 1 1 1 2 21 , (1.61)

где x( )k — наблюдаемая компонента процесса; Z( )k — ненаблюдае 
мая компонента процесса, тогда согласно теории оптимальной
фильтрации [48, 105] для частично наблюдаемого процесса (1.60) и
(1.61) можно построить специальные процедуры определения ус 
ловного математического ожидания процесса Z( )k для фиксирован 
ной последовательности наблюдений x( )k , где k K�0, .

В основе этих процедур лежит рекуррентное уравнение [48, 105]
для оценки условного математического ожидания m zf k( ) процесса
Z( )k в момент времени t k� при наличии измерений от начального
момента времени до текущего момента t k� включительно, которое
имеет вид

m a m K A mzf zf zf f f zfk k k k k( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]� � � � � � � �1 11x ,

где K G Sf f fk k k( ) ( ) ( )� � �1 ; G b B a Af zf f zf zf fk k( ) [ ( ) ]� � � � � �1 11т тg ; S f k( ) �

� � � � � � � �[ ( ) ]B B B B A Af f f f f zf fk1 1 2 2 1 11т т тg ; g gzf zf zf zfk k( ) ( )� � � � �a a1 т

� � � � ��b b G S Gzf zf f f fk k kт т( ) ( ) ( )1 .
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Также имеет место следующее уравнение для оценки условного
математического ожидания m �f k( ) «дополнительного процесса» h( )k
в прямом направлении времени:

m A m�f f zfk k k( ) ( ) ( )� � �x 1 .

Аналогичные соотношения существуют и для частично наблю�
даемого процесса, описываемого с помощью обращенных рекур�
рентных стохастических уравнений (используется индекс «r»),
имеющего следующий вид:

Z a Z b e( ) ( ) ( )k k kzr zr zr� � � � �1 ;

x( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kr r r r r r� � � � � � � �A A Z B e B e0 1 1 1 2 21 ,

где A ar rk k0 1( ) ( )� � �� x ; A H a a Hr zr r1 � � � �( )� ; B H br zr1 � � ; B bf r2 � � ;
B B H b b Hr r zr zr1 1� � � � �т т т ; b B b b Hzr r zr zr� � � �1

т т ; B B b br r r r2 2� � �т т
� � .

В этом случае рекуррентное уравнение для условного матема�
тического ожидания m zr k( ) процесса Z( )k в момент времени t k�
при наличии измерений от данного момента времени включи�
тельно и до конца интервала времени измерений t T� принимает
вид [48, 105]

m a m K A A mzr zr zr r k r r zrk k k k( ) ( ) ( ) [ ( )]� � � � � � � � �1 10 1x ,

где K G Sr r rk k k( ) ( ) ( )� � �1 ; g gzr zr zr zr zr zrk k( ) ( )� � � � � � �a a b b1 т т

� � ��G S Gr r rk k( ) ( )1 т ; G b B a Ar zr r zr zr rk k( ) [ ( ) ]� � � � � �1 11т тg ; S B Br r rk( ) [� � �1 1
т

� � � � � �B B A Ar r r zr rk2 2 1 11т тg ( ) ].

Также имеет место уравнение для оценки условного математиче�
ского ожидания m �r k( ) «дополнительного процесса» h( )k при обрат�
ном направлении времени вида

m A m�r r zrk k k( ) ( ) ( )� � �x 1 .

Аналогично можно построить алгоритм средневзвешенной оцен�
ки (единичной фильтрации) вектора состояния многомерного про�
цесса в случае, когда известны только стационарная ковариацион�
ная матрица данного процесса и его единичное измерение. Этому
соответствуют следующие рекуррентные уравнения для частично
наблюдаемого процесса ( , )Z x :

Z b e( ) ( )k kze ze� � ;

x( ) ( ) ( )k k ke e e e� � � �B e B e1 1 2 2 ,
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где B H be ze1 � � ; B be ze2 � ; B B H b b He e ze ze1 1� � � �т т т ; b B b b Hze e ze ze� � � �1
т т ;

B B b be e e e2 2� � �т т
* * .

Если применить теорему об условном математическом ожида 
нии к такому представлению частично наблюдаемого процесса
( , )Z x , то получатся следующие уравнения для оценки процесса
Z( )k в случае средней взвешенной обработки исходной статисти 
ческой информации при изменяющейся во времени матрице ча 
стных производных:

m Kze zek k k( ) ( ) ( )� �x ; K G Sze ze zek k k( ) ( ) ( )� � �1 ;

G b Bze ze ek( ) � � 1
т ; S B B B Bze e e e ek( ) [ ]� � � �1 1 2 2

т т ;

g gze z ze ze zek k k k( ) ( ) ( ) ( )( )� � � ��
�G S G1 т .

Также имеет место выражение вида m H m*e zek k k( ) ( ) ( )� � �x .
В целях обеспечения удобства и компактности записей уравне 

ний частично наблюдаемых процессов и уравнений фильтра Калма 
на для случаев прямой, обратной и единичной фильтрации введем
переменный параметр 2, который обозначает прямое, обратное или
единичное представление случайных процессов, т.е 2 5{ , , }f r e , и
специальный символ 6 ( , )2 k , который обозначает следующие мо 
менты времени:

6 ( , ) ( )f k k� �1 ;

6 ( , ) ( )r k k� �1 ;

6 ( , ) ( )e k � � .

Эти параметры и символы позволяют записать все рассмотрен 
ные ранее уравнения фильтрации в довольно компактном виде.

Так, система рекуррентных стохастических уравнений частично
наблюдаемых процессов будет иметь следующий вид:

h h( ) ( ( , )) ( )k k k� � 2 � �2 2 2a b e* * *6 ;

Z a Z b e( ) ( ( , )) ( )k k kz z z� � 2 � �2 2 26 ;

x( ) ( ) ( ( , )) ( ) ( )k k k k k� � � 2 � � � �2 2 2 2 2 2A A Z B e B e0 1 1 1 2 26 ,

где A a2 2� � 20( ) ( ( , ))k k* 6x ; A H a a H2 2 2� � � �1 ( )z * ; B H b2 2� �1 z ; B b2 2�2 * .
При этом имеют место соотношения

B B H b b H2 2 2 2� � � � �1 1
т т

z z ; b B b b Hz z z2 2 2 2� � � �1
т т ; B B b b2 2 2 2� � �2 2

т т
* * .
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Система уравнений фильтрации в общем виде может быть запи 
сана следующим образом:

m a m K A mz z z zk k k k2 2 2 2 2 2� � 2 � � � � 2( ) ( ( , )) [ ( ) ( ( , ))]6 6x 1 ;

где K G S2 2 2
�� �( ) ( ) ( )k k k1 ; G b B a A2 2 2 2 2 2� � � � 2 �( ) [ ( ( , )) ]k kz z z1 1

т тg 6 ; S2 �( )k

� � � � � � 2 �2 2 2 2 2 2 2[ ( ( , )) ]B B B B A A1 1 2 2 1 1
т т тg z k6 ; g gz z z zk k2 2 2 2� � 2 � �( ) ( ( , ))a a6 т

� � � � �2 2 2 2
�

2b b G S Gz z k k kт т( ) ( ) ( )1 .

Уравнения для сглаженных оценок имеют вид

m m mzs zs zf zf zr zr zek k k k k k( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� �g g g g1 1 � �1( ) ( )]k kzem ;

g g g gzs zf zr zek k k k( ) [ ( ) ( ) ( )]� � �� � � �1 1 1 1.

Вывод этого уравнения будет приведен ниже.
Таким образом, рассмотренные математические модели частично

наблюдаемых случайных процессов позволяют реализовать алгорит 
мы калмановской фильтрации данных траекторных измерений при
различных вариантах статистической обработки траекторной изме 
рительной информации, которые могут широко применяться при
экспериментальной отработке и испытаниях СТК.

1.5. Построение математических моделей экстраполяции
и интерполяции случайных процессов траекторных измерений

Приведенные оценки процесса Z( )k для случая прямой и обрат 
ной фильтрации и средневзвешенной обработки исходной стати 
стической измерительной информации обладают определенной не 
зависимостью друг от друга, что позволяет достаточно просто объе 
динять их при построении сглаженных оценок вектора состояния
частично наблюдаемого процесса.

Известно, что прогнозирование состояния случайных процессов
может проводиться как в прямом, так и в обратном направлениях по
следующим формулам [48, 110]:

m a mzf zf zfk k( ) ( )� � �1 ;

g gzf zf zf zf zf zfk k( ) ( )� � � � �a a b b1 т т ;

m a mzr zr zrk k( ) ( )� � �1 ;

g gzr zr zr zr zr zrk k( ) ( )� � � � � �a a b b1 т т ,

где m zf k( ), m zr k( ) — условные математические ожидания случай 
ного процесса Z( )k в момент времени t k� для случая прямой и об 

53

Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ËÀ



ратной фильтрации соответственно; g zf k( ), g zr k( ) — ковариацион 
ные матрицы векторов m zf k( ) и m zr k( ) в момент времени t k� со 
ответственно.

В каждом из приведенных выше уравнений для условного мате 
матического ожидания случайного процесса Z( )k используется
только часть собранной информации об исследуемом случайном
процессе. Так, в уравнениях фильтрации в прямом направлении ис 
пользуется только та часть информации, которая поступила до мо 
мента времени, на который оценивается процесс, но не учитывается
информация, поступившая после этого момента времени. В уравне 
ниях фильтрации в обратном направлении используется только та
часть информации, которая поступила после момента, на который
оценивается процесс, но не учитывается информация, поступившая
до этого момента времени.

Для объединения оценок, полученных при прямой и обратной
фильтрации одного и того же процесса, в целях получения сглажен 
ных оценок используется хорошо известное в статистике свойство
независимых оценок [116, 117]. Суть этого свойства заключается в
следующем. Если для случайного вектора X имеются две независи 

мые оценки �X1 и �X 2 с ковариационными матрицами g �X1
и g �X 2

соот 

ветственно, то оценка, объединяющая информацию этих двух оце 
нок, строится по следующему алгоритму [8, 108, 111, 117]:

� ( � � )� � �X X X3
1

1
1

23 1 2
� � � � �� �g g gX X X

, (1.62)

а ковариационная матрица такой общей оценки, объединяющей
информацию от этих двух частных оценок, задается формулой

g g g� � �( )X X X3 1 2

1 1 1� �� � � . (1.63)

Приведенное свойство позволяет создать специальную методику
объединения информации, полученной при прямой и обратной
фильтрации. Так, из формулы (1.63) следует, что

g g g� � �X X X3 1 2

1 1 1� � �� � .

Эта же формула позволяет определить ковариационную матрицу од 
ной из исходных оценок ( )�g X1

, если известны ковариационные мат 
рицы результирующей ( )�g X 3

и другой исходной оценки ( )�g X 2
, по

формуле

g g g� � �X X X1 3 2

1 1 1� � �� � .
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Кроме того, из формулы (1.62) можно выразить исходную оценку �X1

в следующем виде:

g g g� � �
� � �

X X X1 3 2

1
1

1
3

1
2

� � �� � � � �X X X .

Если за �X 3 принять оценку процесса, полученную в результате
прямой фильтрации, а за �X 2 — оценку, полученную в результате об 
ратной фильтрации, то �X1 будет представлять собой средневзвешен 
ную оценку процесса по информации, поступившей только в мо 
мент времени t k� .

По отношению к средневзвешенной оценке исследуемого про 
цесса результат обратной фильтрации является независимым, так
как он получен по измерениям, поступившим после момента време 
ни t k� .

При проведении обратной фильтрации траекторных измерений
на момент времени t k� существуют две независимые оценки. Пер 
вая оценка — это экстраполированное значение измерений
( ( ))m x r kэ с момента времени t k� �1 на момент времени t k� , а вто 
рая — оценка единичной фильтрации ( ( ))m xe k на этот же момент
времени, т.е. справедливо соотношение

g g gx r x r xr xr xe xek k k k k kэ э
� � �� � � � �1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m ,

где m x r kэ ( ), g x r kэ ( ) — условное математическое ожидание экстрапо 
лированного измерения и его ковариационная матрица соответст 
венно; m xr k( ), m xe k( ) — условные математические ожидания слу 
чайного процесса X( )k в момент времени t k� для случаев обращен 
ной фильтрации и средневзвешенной обработки дискретной ин 
формации соответственно.

Условное математическое ожидание m xs k( ) сглаженной оценки
процесса X( )k на момент времени t k� определяется следующими
двумя независимыми оценками. Первая оценка — это экстраполи 
рованное значение измерений ( ( ))m x kэ с момента времени t k� �1 на
момент времени t k� , а вторая — оценка прямой фильтрации
( ( ))m xf k на этот же момент времени. То есть может быть записано
следующее выражение:

g g gxs xs xf xf x r x rk k k k k k� � �� � � � �1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m mэ э .

Объединив две последние формулы, можно сформировать
удобный алгоритм построения условного математического ожи 
дания m xs k( ) и ковариационной матрицы g s k( ) случайного про 
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цесса X( )k по всей собранной информации, записываемый сле�
дующими формулами:

m m mxs xs xf xf xr xr xek k k k k k( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� �g g g g1 1 � �1( ) ( )]k kxem ;

g g g gs f r ek k k k( ) [ ( ) ( ) ( )]� � �� � � �1 1 1 1.

Условное математическое ожидание «дополнительного процес�
са» h( )k для процесса X( )k оценивается в ходе сглаживания по оче�
видной формуле

m H m�s xsk k k( ) ( ) ( )� � �x .

Последние три формулы составляют алгоритм оценки характери�
стик условного распределения исследуемого процесса по всей по�
ступившей в сеансе измерений информации на моменты поступле�
ния измерений, т.е. получения сглаженных оценок исследуемого
процесса.

Из приведенных формул достаточно просто строятся уравне�
ния для расчета характеристик условного распределения интерпо�
лированных оценок исследуемого процесса, т.е. оценок, получае�
мых на моменты времени, когда отсутствуют измерения. Для вы�
вода таких уравнений интерполяции сделаем предположение, что
получено дополнительное значение измерения внутри интервала
измерений �t для момента времени t q� . Тогда согласно получен�
ным выше результатам характеристики условного распределения
интерполированных оценок сглаживания для исследуемого про�
цесса задаются выражениями

m m mxs xs xf xf xr xrq q q q q q( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � � � � �g g g1 1 g xe xeq q� � ��1( ) ( )]m ;

g g g gxs xf xr xeq q q q( ) [ ( ) ( ) ( )]� � �� � � � � � �1 1 1 1.

Входящие в эти выражения временн�е интервалы q � и q � зада�
ются формулами q q tk

� � � ; q t qk
�

�� �1 и обладают свойством

q q t t tk k
� �

�� � � �1 � .

Если у дополнительного измерения значения элементов мат�
рицы наблюдения устремить к нулю (в момент времени t q� из�
мерения отсутствуют), то построенная выше сглаженная оценка
сойдется к оптимальной оценке интерполяции. Алгоритм по�
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строения этой оценки с учетом полученных результатов примет
следующий вид:

m m mxI xI xf xf xr xrq q q q q q( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � � � � �g g g1 1 ];

g g g gxI xf xr xeq q q q( ) [ ( ) ( ) ( )]� � �� � � � � � �1 1 1 1,

где m a mxf xf xfq q k( ) ( ) ( )� �� � ; m a mxr xr xrq q k( ) ( ) ( )� �� � �1 ; g xf q( )� �
� � � � �� � � �a a b bxf xf xf xf xfq k q q q( ) ( ) ( ) ( ) ( )g т т ; g xr q( )� �

� � � � � �� � � �a a b bxr xr xr xr xrq k q q q( ) ( ) ( ) ( ) ( )g 1 т т ; g gxe xq( )�
�� .

Таким образом, приведенные выше уравнения определяют ха 
рактеристики условного распределения интерполированных оценок
исследуемых случайных процессов в любой момент времени внутри
интервала измерений.

1.6. Построение математических моделей расчетных и реальных
частично наблюдаемых случайных процессов и разработка
обобщенной модели погрешности стохастической ИИС

Одна из основных проблем в задачах фильтрации связана с тем,
что для обеспечения простоты расчетов или из за отсутствия доста 
точной исходной информации выбирают упрощенные рекуррент 
ные модели частично наблюдаемых процессов, что в ряде практиче 
ских случаев бывает оправданным. Однако такие упрощения до 
вольно часто приводят к значительным дополнительным
погрешностям в оценках параметров полезных сообщений.

Теория статистики случайных процессов позволяет оценить до 
пустимость тех или иных упрощений в описании частично наблю 
даемых процессов [77]. Эта теория позволяет построить систему
уравнений, определяющую результирующие погрешности оценок
полезных сообщений в случаях когда модели реальных сообщений
не совпадают с расчетными (заранее определенными) моделями,
выбранными для построения алгоритма обработки. Построение та 
ких уравнений для результирующих погрешностей оценивания по 
лезных сообщений проводится по следующей схеме.

Предположим, что система рекуррентных стохастических урав 
нений реального частично наблюдаемого процесса имеет вид

h h( ) ( ( , )) ( )k k k� � 2 � �2 2 2a b e* * *6 ;

Z a Z b e( ) ( ( , )) ( )k k kz z z� � 2 � �2 2 26 ;

x( ) ( ) ( ( , )) ( ) ( )k k k k k� � � 2 � � � �2 2 2 2 2 2A A Z B e B e0 1 1 1 2 26 ,
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где A a2 2� � 20 ( ) ( ( , ))k k* 6x ; A H a a H2 2 2� � � �1 ( )z * ; B H b2 2� �1 z ; B2 �2

� 2b* ; B B H b b H2 2 2 2� � � � �1 1
т т т

z z ; b B b b Hz z z2 2 2 2� � � �1
т т т ; B B b b2 2 2 2� � �2 2

т т
* * .

Здесь черта сверху указывает, что эти компоненты системы рекур 
рентных уравнений описывают реальный частично наблюдаемый
процесс.

При обработке траекторных измерений, когда расчетная модель
полезного сообщения не соответствует модели реального процесса,
в уравнение фильтрации

m a m K A A mz z z zk k k k2 2 2 2 2 2 2� � 2 � � � � 2( ) ( ( , )) [ ( ) ( ) ( ( ,6 6x 0 1 k))], (1.64)

описывающее оптимальную обработку частично наблюдаемого про 
цесса вида

h h( ) ( ( , )) ( )k k k� � 2 � �2 2 2a b e* * *6 ;

Z a Z b e( ) ( ( , )) ( )k k kz z z� � 2 � �2 2 26 ; (1.65)

x( ) ( ) ( ( , )) ( ) ( )k k k k k� � � 2 � � � �2 2 2 2 2 2A A Z B e B e0 1 1 1 2 26

вместо наблюдаемого процесса, описываемого выражением

x( ) ( ) ( ( , )) ( ) ( )k k k k k� � � 2 � � � �2 2 2 2 2 2A A Z B e B e0 1 1 1 2 26 ,

будет поступать случайный наблюдаемый процесс вида

x( ) ( ) ( ( , )) ( ) ( )k k k k k� � � 2 � � � �2 2 2 2 2 2A A Z B e B e0 1 1 1 2 26 . (1.66)

Поэтому подставим в уравнение для условного математического
ожидания оцениваемого процесса с расчетной моделью сообщения
(1.64) выражение для наблюдаемого процесса (1.66) с реальной моде 
лью сообщения и получим следующее выражение для оценки условно 
го математического ожидания векторного случайного процесса Z( )k :

m a m K A A Zz z zk k k k2 2 2 2 2 2� � 2 � � � 2 �( ) ( ( , )) [ ( ) ( ( , ))6 60 1

+ k k k kzB e B e A A m2 2 2 2 2 2 2� � � � � � 21 1 2 2 0 1( ) ( ) ( ) ( ( , ))]6 . (1.67)

Введем понятие погрешности Dz k2 ( ) оцениваемого случайного
вектора Z( )k , возникающей из за рассогласования расчетной и ре 
альной моделей полезного сообщения, в виде разности между мате 
матическим ожиданием оцениваемого процесса с расчетной моде 
лью и реальной моделью сообщения:

Dz zk k k2 2� �( ) ( ) ( )m Z . (1.68)
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Тогда с использованием формул (1.65), (1.67), (1.68) и соотношения
x h( ) ( ) ( )k k k� � �H Z можем записать следующее выражение:

Z a Z a K a H( ) ( ) ( ( , )) ( ( , )) [k k k kz z z z� � � � � � � � �� � � � � �D D� � � � � �Z( ( , ))� k

� � � � � � � � � �� � � � � �a A Z B e B e� � �h( ( , )) ( ) ( ( , )) ( )k k k k1 1 1 2 2 ( )k � � 	�a H�

	 � � � � � � � � � �� � � �Z a A Z A( ( , )) ( ( , )) ( ( , )) ( (� � � ��k k k zh 1 1 D , ))].k (1.69)

Вычтем из уравнения (1.69) уравнение реальной модели сообще�
ния

Z a Z b e( ) ( ( , )) ( )k k kz z� � � � �� �� .

В результате получим следующее выражение для погрешности Dz k� ( ):

D Dz z z z zk k� � � � � � � � �� � � � � � � � �( ) [ ] ( ( , )) [( ) (a K A a a K a1 � � � �H

� � � � � � � � � � � �� � � � � �A a H A Z K a a1 1� � �� �)] ( ( , )) ( ) ( ( , ))k kh

� � � � � � �� � � � � � �[ ] ( ) ( ).K B b e K B e1 1 2 2z k k (1.70)

Дополним уравнение (1.70) до системы уравнений известными
уравнениями

Z a Z b e( ) ( ( , )) ( )k k kz z z� � � � �� � �� , (1.71)

h h( ) ( ( , )) ( )k k k� � � � �� � �a b e� � �� . (1.72)

Система уравнений (1.70)…(1.72) описывает результирующую по�
грешность фильтрации процессов траекторных измерений для всех
рассматриваемых видов обработки (прямой, обратной и единичной
фильтрации).
Введем расширенный процесс вида y Z( ) [ ( ) ( )]k k k� h т и получим

уравнение

D Dz zk

k

k

k
� �


�
�



�
� �




�
�



�
� �

�
�

( )

( )

( ( , ))

( ( , )y

K K

0 K y
1 2

3

�
� )




�
�



�
� �

�
� � �


�

�
�
�



�

�
�
�

�



�
�



�
�

� � � � �

�

�

�

�

K B b K B

b 0

0 b

e

e

1 2
3

4

z

z

�

, (1.73)
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где

K a K A

K a a K a H A a H

1 1

2 1

� � �

� � � � � � � � �

2 2 2

2 2 2 2 2 2

[ ];

[( ) (

z

z z * * A K a a

K
a 0

0 a

2 2 2 2

2

2

� �

�
#

$
%

&

'
(

1

3

) ( )];

.

* *

*

z

В более компактной форме уравнение (1.73) может быть записа 
но в виде

D Dz z z y y yk k k k2 2 2 2 2 2� � 2 � � 2 �( ) ( ( , )) ( ( , )) ( )a a y b e
 
 
6 6 .

Анализ уравнения (1.73) показывает, что в случае соответствия
расчетной и реальной моделей сообщений элементы матрицы K2
будут равны нулю и уравнение для погрешности фильтрации запи 
шется в виде

D Dz z zk k2 2 2 2 2� � � � 2 �( ) [ ] ( ( , ))a K A 1 6

� � � � � � �2 2 2 2 2 2 2[ ] ( ) [ ] ( )K B b e K B e1 3 2 4z k k . (1.74)

В этом случае условное математическое ожидание оценивае 
мых параметров, описываемое однородным уравнением (1.74),
не имеет смещения и погрешность оценки равна дисперсии
фильтрации.

Далее определим уравнение результирующей погрешности сгла 
живания для случая рассогласования реальной и расчетной моделей
полезного сообщения.

Известно, что сглаженная оценка m zs k( ) параметров движения
полета ЛА может быть получена в соответствии с формулой

m m mzs zs zf zf zr zr zek k k k k k( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� �g g g g1 1 � �1( ) ( )]k kzem . (1.75)

Сделаем подстановку m Zz zk k k2 2� �( ) ( ) ( )D в формулу (1.75) для
2 5{ , , , }s f r e . В результате получим уравнение

Z Z( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ( ) ( )) (k k k k k k kzs zs zf fz zr� � � � � �� �D Dg g g1 1 ) ( ( ) ( ))� � �Z k kzrD

� � � � � �� � �g g g gze ze zs zf zrk k k k k k1 1 1( ) ( ( ) ( ))] ( ) [ ( ) ( )Z D � � ��g ze k k1( )] ( )Z

� � � � � � �� � �g g g gzs zf fz zr zr zek k k k k k( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1D D Dze k( )].
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С учетом соотношения

g g g gzs zf zr zek k k k� � � �� � �1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )

получим искомое уравнение вида

D D Dzs zs zf zf zr zr zek k k k k k( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� �g g g g1 1 � �1( ) ( )]k kzeD . (1.76)

Анализ показывает, что в уравнение (1.76) результирующей погреш 
ности сглаживания для случая рассогласования реальной и расчетной
моделей полезного сообщения не входят сами измерения. Поэтому его
можно использовать для анализа информативности измерительного
эксперимента и в алгоритмах априорной оценки точности ТИК. Кро 
ме того, это уравнение является основой для построения как ковариа 
ционных матриц оцениваемых векторов параметров движения ЛА, так
и корреляционных функций погрешностей оценки параметров движе 
ния ЛА для различных вариантов статистической обработки траектор 
ной измерительной информации в случае рассогласования реальной и
расчетной моделей полезного сообщения.

1.7. Построение алгоритмов корреляционного анализа
погрешности оценки вектора параметров движения ЛА

траекторным измерительным комплексом

1.7.1. Общий вид корреляционной функции погрешности
сглаживания результатов траекторных измерений

Для глубокого анализа структуры погрешностей ТИК требуется
применение обобщенных характеристик законов распределения по 
грешностей оценки такими комплексами полезных сообщений.
В качестве таких характеристик могут выступать матричные корре 
ляционные функции погрешности оценки траекторным измери 
тельным комплексом параметров движения ЛА.

Определим выражение для корреляционной функции погрешно 
сти оценки вектора параметров движения ЛА траекторным измери 
тельным комплексом при наличии рассогласования между реальной
и расчетной моделями сообщения с использованием полученного
ранее уравнения для результирующей погрешности сглаживания,
имеющего вид

D D D Dzs zs zf zf zr zr ze zek k k k( ) ( ) [ ( ) ( )� � � � � � �� � �g g g g1 1 1 ( )]k .

Тогда корреляционная функция погрешности оценки вектора пара 
метров движения ЛА Dzs k( ) для случая сглаженной обработки ре 
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зультатов траекторных измерений будет описываться следующим
выражением:

K z zs zs zs zf zk k M k k M( , ) ([ ( )] [ ( )] ) [ ([1 2 1 2
1� � � � ��D D Dт g g f zf

zf zs zs zf zf

k k

M

( )] [ ( )] )]

[ ([ (

1 2

1 1

� �

� � � � �� �

D

D

т

тg g g g k k

M k

zf zr zs zs zf

zf

1 2
1 1

1

)] [ ( )] )]

[ ([ (

� � � � � �

�

� �D

D

т тg g g g

)] [ ( )] )] [ ([ ( )]� � � � � � �� �D Dze ze zs zs zr zrk M k2
1 1

1
т тg g g g [ ( )] )]

[ ([ ( )] [

D

D D

zf

zf zs zs zr zr

k

M k

2

1 1
1

т

т

�

� � � � � �� �g g g g zr zr zs zs zr

zr ze

k

M k

( )] )]

[ ([ ( )] [

2
1 1

1

т т� � � � �

� �

� �g g g g

D D ( )] )] [ ([ ( )] [ (k M k kze zs zs ze ze zf2
1 1

1 2
т т� � � � � �� �g g g g D D )] )]

[ ([ ( )] [ ( )]

т

т

�

� � � � � �� �g g g gzf zs zs ze ze zrM k k1 1
1 2D D т т)]� � � � �� �g g g gzr zs zs ze

1 1

� � � ��[ ([ ( )] [ ( )] )] .M k kze ze ze zsD D1 2
1т тg g (1.77)

Если обозначить M k k k kz z z z([ ( )] [ ( )] ) ( ( ), ( ))D D D D� � � �� �1 2 1 1
т K , где

� �{ , , }f r e , то выражение (1.77) можно переписать в виде

K Kz zs zf zf zf zf zsk k k k( , ) ( ( ), ( ))1 2
1

1 2
1� � � � � �� �g g g gD D т g g

g g g g

zs zf

zf zr zr zs zs zfk k

� �

� � � � �

�

� �

1

1 2
1 1K( ( ), ( ))D D т � � � �

� � �

�

�

K

K

( ( ), ( ))

( (

D D

D

zf ze ze zs

zs zr zr

k k

k

1 2
1

1
1

g g

g g

т

), ( )) ( ( ), ( ))D D Dzf zf zs zs zr zr zrk k k2
1 1

1 2� � � � �� �g g g gт K �

� � � � � � �� � �g g g g g gzr zs zs zr zr ze ze zk k1 1
1 2

1т K( ( ), ( ))D D s zs ze

ze zf zf zs zs zk k

т

т

� � �

� � � � �

�

�

g g

g g g g

1

1 2
1K( ( ), ( ))D D e ze zr zr zsk k� �� � � �1

1 2
1K( ( ), ( ))D D g gт

� � � � �� �g g g gzs ze ze ze ze zsk k1
1 2

1K( ( ), ( )) .D D т (1.78)

Для стационарных случайных процессов выражение (1.78) может
быть записано в виде

K K Kz zs zf z ff zf zs zs zf z( ) ( )( ) (	 	� � � � � � � �� � �g g g g g g1 1 1т
)

( )

( )

( )

fr zr zs

zs zf z fe ze zs

	

	

� � �

� � � � � �

�

� �

g g

g g g g

1

1 1

т

тK g g g g

g g

zs zr z rf zf zs

zs zr z rr

� � � � �

� � �

� �

�

1 1

1

K

K

( )

( )

( )

(

	

	

т

) ( )( )� � � � � � � �

� �

� � �g g g g g g

g g

zr zs zs zr z re ze zs

zs

1 1 1т тK 	

ze z ef zf zs zs ze z er zr
� � � �� � � � � � �1 1 1K K( ) ( )( ) ( )	 	g g g g gт 1 � �g zs

т

� � � � �� �g g g gzs ze z ee ze zs
1 1K( ) ( ) ,	 т (1.79)

где 	 � �k k2 1.
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Как видно из выражений (1.77)…(1.79), в состав матричной
корреляционной функции погрешности оценки вектора пара 
метров движения ЛА траекторным измерительным комплексом
для случая сглаженной обработки результатов траекторных из 
мерений входят компоненты, которые описывают корреляцион 
ные функции погрешности оценки такого вектора для случаев
прямой и обратной фильтрации и средневзвешенной обработки
траекторной информации, а также компоненты, описывающие
взаимные корреляции погрешностей, имеющих место при раз 
личных вариантах обработки траекторной измерительной ин 
формации.

Для построения практически реализуемых алгоритмов вычисле 
ния матричных корреляционных функций погрешности оценки
вектора параметров движения ЛА для различных вариантов стати 
стической обработки результатов траекторных измерений требуется
определение ряда сложных теоретических соотношений, которые
будут рассмотрены ниже.

1.7.2. Основные теоретические соотношения для построения
корреляционной функции погрешности оценки вектора параметров

движения ЛА траекторным измерительным комплексом для
различных вариантов обработки результатов измерений

Для построения практически реализуемых алгоритмов вычисле 
ния корреляционной функции погрешности оценки вектора пара 
метров движения ЛА траекторным измерительным комплексом для
различных вариантов обработки результатов измерений требуется
предварительно доказать ряд лемм.

Лемма 1. Погрешность ТИК, задаваемую рекуррентным уравне 
нием вида

D Dz z z y y yk k k k2 2 2 2 2 2� � 2 � � 2 � �( ) [ ( , )] [ ( , )] ( )a a y b e
 
 
6 6 , (1.80)

можно представить в виде бесконечных сумм:

Dz z
i

y
i

z
i

y yk k i2 2 2
�

�

2 2 2� � � � � � � ��( ) [ ( )] [ (a a y a b e
 
 
 
1
0

k i
i

�
�

�

� )]
0

. (1.81)

Доказательство леммы проведем путем последовательных под 
становок на примере уравнения для погрешности прямой фильтра 
ции

D Dzf zf zf yf yf yfk k k k( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � �a a y b e
 
 
1 1 . (1.82)
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После подстановки в правую часть уравнения (1.82) значения Dzf
на момент времени ( )k �1 получим

D Dzf zf zf zf yf yf yfk k k k( ) [ ( ) ( ) (� � � � � � � � � �a a a y b e
 
 
 
2 2 1)]�

� � � � � � � � � �a y b e a a a
 
 
 
 
yf yf yf zf zf zf yfk k k( ) ( ) ( ) {1 22 D � � �y( )k 2

� � � � � � � � �a y a b e b e
 
 
 
yf yf yf yf yf yfk k k( ) [ ( )]} ( ).1 1

Повторив эту подставку n раз, получим

D Dzf zf
n

zf zf
i

yf
i

n

k k n k i( ) ( ) [ ( )]� � � � � � � � �
�
�a a a y
 
 
 1

0

� � � �
�
�a b e
 
zf

i

i

n

yf yf k i
0

[ ( )] . (1.83)

Поскольку при n�� эвклидова норма устойчивой матрицы a
zf
n

стремится к нулю, то уравнение для погрешности прямой фильтра 
ции сводится к выражению

Dzf zf
i

yf
i

zf
i

i
yfk k i( ) [ ( )] [� � � � � � �

�

�

�

�

� �a a y a b
 
 
 
1
0 0

� �e yf k i( )]. (1.84)

Таким образом, лемма доказана.
Проведя аналогичные преобразования, получим следующее урав 

нение для погрешности обратной фильтрации:

Dzr zr
i

yr
i

zr
i

i
yrk k i( ) [ ( )] [� � � � � � �

�

�

�

�

� �a a y a b
 
 
 
1
0 0

� �e yr k i( )]. (1.85)

Так как при единичной фильтрации в уравнении (1.85) a
ze и a
ye
равны нулю, то уравнение для погрешности единичной фильтрации
имеет более простой вид:

Dze ye yek k( ) ( )� �b e
 . (1.86)

Выражения (1.83), (1.85) и (1.86) можно подставить в формулу
(1.77) для вычисления корреляционной функции погрешности сгла 
живания.

Следует отметить, что компоненты b ey y k2 2� ( )1 и y( ( , ))6 2 k2 урав 
нения (1.80) для разных значений 2 между собой коррелированны.
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Величина корреляции между этими компонентами определяется
следующей леммой.

Лемма 2. Для рекурентного уравнения

y a y b e( ) ( ( , )) ( )k k ky y y� � 2 � �2 2 26 (1.87)

имеет место однозначное представление случайных последователь 
ностей по формулам

b e y a yyf yf yfk k k� � � � �( ) ( ) ( )1 ;

b e y a yyr yr yrk k k� � � � �( ) ( ) ( )1 ; (1.88)

b e yye ye k k� �( ) ( ),

а также следующие формулы взаимной корреляции:

M k k yf
k k

y y yr
k k( ( ) ( )) ( ) ( )( ) ( )y y a a1 2

1 2 1 2� � � � ��
� �

�т тg g при

т т

k k

M k k y yf
k k

yr

1 2

1 2
2 1

�

� � � ��
�

;

( ( ) ( )) ( ) ( )( )y y a ag ( ) ,k k
y k k2 1

1 2
�

�� .g при
(1.89)

из которых, в частности, следует часто используемое в дальнейшем
тождество

a ayf y y yr� � �� �g g т . (1.90)

Доказательство. Соотношения (1.88) получаются путем переста 
новки соответствующих компонент в формуле (1.87) для различных
значений 2.

Докажем справедливость выражения (1.89) для случая прямой
фильтрации и при k k1 2� путем последовательных подстановок в
y( )k1 значений y( )k2 в требуемый момент времени.

Предположим, что время корреляции , � �k k1 2 , тогда после пер 
вой и второй итераций получим следующее выражение:

M k k M k k( ( ) ( )) ( ( ) ( ))y y y y1 2 1 1� � � � �т т ,

� � � � � � � �M k k kf f f([ ( ) ( )] ( ))a y b e y1 1 11 т ,

� � � � � � � � � � �M k k k kf f f f f f({ [ ( ) ( )] ( )} (a a y b e b e y1 1 1 12 1 т ,)).

После n й итерации получим формулу вида

M k k j kf f
j

f f
j

n

a y a b e y, ,� � � � � �
#

$
%
%

&

'
(
(
� ��

�
�( ) ( ) (1

1
1

0
1

т ,)
�

�

�
�

�

 

!
!
�

65

Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ËÀ



� � � � � � � � � � ��M k k k j kf f
j

f f
j

a y y a b e y, , , ,( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

1 1
т т

�
�

�

�
�
�

�

 
!
! �

0

n

� � � � � � � � � ��a y y a b e yf f
j

f fM k k M k j k, , ,( ( ) ( )) ( ( ) (1 1
1

1 1
т т � � �

�
�� , ,))

j

n

f y
0

a g .

Из анализа последней формулы можно сделать вывод, что спра 
ведливость выражения (1.89) для прямой фильтрации является до 
казанной. Аналогично доказывается выражение (1.89) для обратной
фильтрации.

Таким образом, лемма считается доказанной.
Лемма 3. Решение уравнения Сильвестра

g gy yk k( ) ( )� � � �a b c1

может быть представлено в виде бесконечной суммы вида

g y
i i

i

k�
�

�

� � ��( ) ( ) ( )a c b
0

. (1.91)

Доказательство проведем путем последовательных подстановок.
Так, после первой подстановки получим выражение

g g gy y yk k k( ) [ ( ) ] ( )� � � � � � � � � � � � � � �a a b c b c a b a c b c2 22 2 .

После проведения n подстановок получим

g gy
n

y
n i i

i

n

k k n( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �
�

�

�a b a c b
0

1

.

Если матрицы a и b являются устойчивыми, то при n�� эвкли 
довы нормы этих матриц стремятся к нулю. Тогда можно записать
решение уравнения Сильвестра в виде

g y
i i

i

k�
�

�

� � ��( ) ( ) ( )a c b
0

.

В дальнейшем для обеспечения удобства записи будем обозна 
чать это стационарное решение как Svt ( )a c b, , .
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Отметим одно простое следствие этой леммы, которое будем ис 
пользовать в дальнейшем:

Svt ( ) Svt ( ) Svt ( )a c c b a c b a c b,( ), ,( ), ,( ),1 2 1 2� � � .

Таким образом, лемма считается доказанной.
Лемма 4. Прямые и обратные случайные гауссовы последователь 

ности могут быть описаны уравнением Ляпунова вида

g gy y y y y yk k2 2 2 2 2� � 2 � � �( ) ( ( , ))a a b b6 т т . (1.92)

В этом случае для установившегося режима имеет место тождество

g g gy y y y y2 � 2 � 2� � � �a a т ,

где g y� — стационарное значение ковариационной матрицы дис 
кретного случайного процесса.

Доказательство основано на том, что для достаточно отдаленно 
го момента времени, когда случайный процесс можно считать уста 
новившимся, произведение b by y2 2� т будет равно ковариационной

матрице векторного случайного процесса, т.е.

g y y y2 2 2� �b b т .

В этом случае выражение (1.92) примет вид

g g gy y y y y2 � 2 � 2� � � �a a т .

Лемма считается доказанной.
Для вычисления значений компонент корреляционной функции,

входящих в выражение (1.78), необходимо построить практически
реализуемые алгоритмы.

Так, например, для взаимной корреляционной функции прямой
и обратной фильтрации имеются следующие четыре компоненты:

K К( ( ), ( )) ( ) (( ( )) ( ( ))( )D D D Dzf zr z fr zf zrk k M k k1 2 1 2� � �, т ) �

� � � � � � � � �
�

�

�M k i k izf
i

yf
i

zf
i

yf yfa a y a b e
 
 
 
( ( )) ( (1
0

11 ))
i�

�

�
#

$
%
%

&

'
(
(

�

�

�
�

"
0

" � � � � � � � �
�

�

�a a y a b e
 
 
 
, ,zr
i

yr
i

yr
i

yr yrk i k( ( )) ( (1
0

11 �
#

$
%
%

&

'
(
(

�

 

!
!!
�

�

�

� i
i

))
0

т
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� � � � � � � � � �a a y y a
 
 
,zf
i

yf yrM k i k i1
1 1 1 21 1( ( ) [ ( )] ) ( )т т

ii
zr
i

21

2

00 �

�

�

�

�� � �( )a

т

� � � � � � � � �a a y e b
 
 
,zf
i

yf yr yrM k i k i1
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i
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2

00 �
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�

�

�� � �( )a

т

� � � � � � � � �a b e y a
 
 
,zf
i

yf yf yrM k i k i1
1 1 1 2 1( ( ) [ ( )] ) ( )т т

ii
zr
i

21

2

00 �

�

�

�

�� � �( )a

т

� � � � � � � �a b e e b
 
 
,zf
i

yf yf yr yrM k i k i1
1 1 1 2( ( ) [ ( )] ) ( )т т

ii
zr
i

21

2

00 �

�

�

�

�� �( ) .a

т

Для построения практически реализуемых алгоритмов вычисле 
ния таких компонент корреляционной матрицы используем приве 
денную ниже теорему, которую докажем с использованием доказан 
ных выше лемм.

Теорема. Для уравнения погрешности оценки вектора состояния
траекторной ИИС вида

D Dz z z y y yk k k k2 2 2 2 2 2� � 2 � � 2 � �( ) ( ( , )) ( ( , )) ( )a a y b e
 6 6

имеют место следующие значения взаимных корреляций компонент
этого уравнения:

M k k
k k

yf f
yf yf

k k

([ ( )] ( ))
[ ]( )

b e y
a

� � �
� ��

1 2
2 1

2 1
т

т приg ;

,0 при k k2 1.

�
�
)

�)
(1.93)

M k k
k k

yf f
yf
k k

yf

( ( ) [ ( )] )
;

( )y b e
0

a
1 2

2 1

2 1
� � �

.

��
т

при

приg k k2 1�

�
�
)

�) ,
(1.94)

M k k
k k

yr r
yr
k k

yr( ( ) [ ( )] )
;( )

y b e
a

0
1 2

1 2
2 1

� � �
� ��

т при

при

g

k k1 2.

�
�
)

�) ,
(1.95)

M k k
k k

yr r
yr
k k

yr( ( ) [ ( )] )
;( )

b e y
a

0
� � �

� ��

1 2
1 2

2 1
т при

при

g

k k1 2.

�
�
)

�) ,
(1.96)

M k k
k k

k k
yf f yf f

yf
( ( ) [ ( )] )

;

,
b e b e

0
� � � �

�

7
1 2

1 2

1 2

т
при

при

g�
�
�

(1.97)
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M k k
k k

k k
yr r yr r

yr
( ( ) [ ( )] )

;

,
b e b e

0
� � � �

�

7
1 2

1 2

1 2

т
при

при

g�
�
�

(1.98)

M k k

k k

yr r yf f yr yf( ( ) [ ( )] )

;

b e b e

0

a� � � �
� �

� �1 2

1 21
т

при

прg и

при

k k

k kyr yf yr
k k

yr

1 2

1 2

1

12 1

� �

� � � � � .

�

�
))

�

;

( ) ,( )I a a a g�
)
)

(1.99)

M k k

k k

yf f yr r yf yr( ( ) [ ( )] )

;

b e b e

0

a� � � �
. �

� �1 2

1 2 1
т

при

прg и

прит т

k k

k kyf yf
k k

yf r

1 2

1 2

1

12 1

� �

� � � � � �

�

�

;

( ) ( ) ,( )
g a I a a

�
))

�
)
)

(1.100)

M k k
k kyf yf

k k

yr
k

( ( ) ( ))
( ) ;( )

(
y y

a

a
1 2

2 1
2 1

2

� �
� ��

�

�
т

т приg

k
yf k k1

2 1
) .� .

�
�
)

�) �g при
(1.101)

Доказательство. Докажем справедливость формулы (1.93), т.е. вы 
ражения

M k k
k k

yf f
yf yf

k k

([ ( )] ( ))
[ ] ;( )

b e y
a

0
� �

� ��
�

1 2
2 1

2 1
т

т приg

при k k2 1.

�
�
)

�) .

Используем выражение (1.88) для прямой фильтрации и прове 
дем следующие преобразования:

M k k M k k kyf f yf([ ( )] ( )) ([ ( ) ( )] (b e y y a y y� � � � � � �1 2 1 1 21т т )) �

� � � � � �M k k M k kyf( ( ) ( )) ( ( ) ( ))y y a y y1 2 1 21т т .

При k k1 2� на основании выражения (1.89) и леммы 4 имеем

M k k M k kyf y yf
k( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )(y y a y y a1 2 1 21� � � � � � ��

т т тg 2 1� �k )

� � � � � � � ��
�

� �a a a a a ayf y yf
k k

yf y yf y yf yfg g g( ) ( ) (( )т т т2 1 т )( )k k2 1� �

� � �g yf yf
k k( )( )a т 2 1 .

При k k1 2� на основании формулы (1.89) можно записать выра 
жение
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M k k M k kyf( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ))y y a y y1 2 1 21� � � � � �т т

� � � � � ��
�

� �
�( ) ( )( ) ( )a a a 0yf

k k
y yf yf

k k
y

2 1 1 21g g .

Докажем справедливость формулы (1.94).
Используем выражение (1.88) для прямой фильтрации и прове 

дем следующие преобразования:

M k k M k k kyf f yf( ( ) [ ( )] ) ([ ( ) ( ) ( )]y b e y y a y1 2 1 2 2 1� � � � � � �т т ) �

� � � � � �M k k M k k yf( ( ) ( )) ( ( ) ( ))y y y y a1 2 1 2 1т т т .

При k k2 1� на основании формулы (1.89) можно записать выра 
жение

M k k M k k yf yf
k k( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )(y y y y a a1 2 1 2 1 2 1� � � � � � �т т т ) � ��g y

� � � � � � � ��
�

�
�( ) ( ) (( ) ( )a a a a ayf

k k
yf y yf yf

k k
y yf

2 1 2 1g g gт
y yf� � �a т )

� ��( )( )a yf
k k

yf
2 1 g .

При k k2 1. на основании формулы (1.89) можно записать выра 
жение

M k k M k k yf( ( ) ( )) ( ( ) ( ))y y y y a1 2 1 2 1� � � � � �т т т

� � � � � ��
�

�
� �g gy yf

k k
y yf

k k
yf( ) ( )( ) ( )a a a 0т т т2 1 2 11 .

Докажем справедливость формулы (1.95).
Используем выражение (1.88) для обратной фильтрации и прове 

дем преобразования

M k k M k k kyr r yr( ( ) [ ( )] ) ( ( ) [ ( ) ( )]y b e y y a y1 2 1 2 2 1� � � � � � �т т ) �

� � � � � �M k k M k k yr( ( ) ( )) ( ( ) ( ))y y y y a1 2 1 2 1т т т .

При k k1 2. на основании формулы (1.89) и леммы 4 можно запи 
сать выражение

M k k M k k yr yr
k k( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )(y y y y a a1 2 1 2 1 2 1� � � � � � �т т т ) � ��g y

� � � � � � �� �
�

�
� �( ) ( ) (( ) ( )a a a ayr

k k
y yr yr

k k
y yr y

2 1 2 11 g g gт � � ��a ayr yr
k k

yr
т ) ( )( )2 1 g .
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При k k1 2� на основании формулы (1.89) можно записать выра 
жение

M k k M k k yr( ( ) ( )) ( ( ) ( ))y y y y a1 2 1 2 1� � � � � �т т т

� � � � � ��
�

�
� �g gy yr

k k
y yr

k k
yr( ) ( ) ( )( ) ( )a a a 0т т т1 2 1 2 1 .

Докажем справедливость формулы (1.96).
Используем выражение (1.88) для обратной фильтрации и прове 

дем преобразования

M k k M k k kyr r yr([ ( )] ( )) ([ ( ) ( )] ( )b e y y a y y� � � � � � �1 2 1 1 21т т ) �

� � � � � �M k k M k k yr( ( ) ( )) ( ( ) ( ))y y y y a1 2 1 21т т т .

При k k1 2� на основании формулы (1.89) и леммы 4 можно запи 
сать выражение

M k k M y k k yr( ( ) ( )) ( ( ) ( ))y y y a1 2 1 21� � � � � �т т т

� � � � � � ��
�

�
�( ) ( )( ) ( )a a a ayr

k k
y yr

k k
yr y yr

2 1 2 1g g т

� � � � � � ��
� �

�( ) ( ) ( )( ) ( )a a a ayr
k k

y yr y yr yr
k k

yr
2 1 2 1g g gт .

При k k1 2. на основании формулы (1.89) можно записать выра 
жение

M k k M k k yr( ( ) ( )) ( ( ) ( ))y y y y a1 2 1 21� � � � � �т т т

� � � � � ��
�

�
� �g gy yr

k k
y yr

k k
yr( ) ( )( ) ( )a a a 0т т т2 1 2 1 1 .

Доказательство справедливости формул (1.97) и (1.98) следует из
свойств случайных гауссовых последовательностей.

Докажем справедливость формулы (1.99).
Используем выражение (1.88) для обратной фильтрации и прове 

дем следующие преобразования:

M k kyr r yf f([ ( )] [ ( )] )b e b e� � � �1 2
т

� � � � � � � � �M k k k kyr yf([ ( ) ( )] [ ( ) ( )] )y a y y a y1 1 2 21 1 т

� � � � � � � �M k k M k k M kyr yr( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ([ (y y y y a a y1 2 1 2 1т т т
1 21� � �)] ( ))y т k

� � � � � �M k kyr yf([ ( )] [ ( )] )a y y a1 21 1т т .
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При k k2 1 1� � на основании формулы (1.89) и леммы 4 можно за 
писать выражение

( ) ( ) ( )( ) ( )a a a a ayf
k k

y yf
k k

y yf yr yf
1 2 1 2 1�

�
� �

�� � � � � �g g т ( )k k
y

1 21� �
�� �g

� � � � � �� � �
�

�
�a a a a ayr yf

k k
y yf yf

k k
y y( ) ( ) (( ) ( )1 2 1 21 1 g gт

f y yf� � ��g a т )

� � � � � � � � �� �
� �a a a a I a ayr yf

k k
y yf y yf yr yf( ) ( ) ( )( )1 21 g g т � "�( )( )a yf

k k1 2

" � � � � � � � �� �
�( ) ( ) ( )( )g g gy yf y yf yr yf yf

k k
yra a I a a aт 1 2 .

При k k2 1 1. � на основании формулы (1.89) можно записать вы 
ражение

g g gy yf
k k

y yf
k k

yf yr y�
�

�
� �

�� � � � � �( ) ( )( ) ( )a a a aт т т2 1 2 11 � � � "� �
�( )( )a ayf

k k
yr y

т 2 1 1 g

" � � � � � �� � �
�

� �( ) [ ( )( ) ( )a a a ayf
k k

yf yr y yf
k kт т т2 1 2 11 1 1g g y yf

k k
�

� �� �( ) ]( )a 0т 2 1 1 .

При k k2 1 1� � на основании формулы (1.89) и леммы 4 можно за 
писать выражение

g g g gy yf y yf yr y yr yf y yf� � � �� � � � � � � � � �( )a a a a a aт т т

� � � � � � � �� �a a a ayr y yf y yf yr yf( )g g gт .

Докажем справедливость формулы (1.100).
Используем выражения (1.88) для прямой и обратной фильтра 

ций и проведем следующие преобразования:

M k k M k kyf f yr r yf([ ( )] [ ( )] ) ([ ( ) ( )b e b e y a y� � � � � � �1 2 1 1 1т ] [ ( )� �y k2

� � � � � � � � �a y y y y yyr k M k k M k k( )] ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))2 1 2 1 21 1т т т a yr
т �

� � � � � � � � �M k k M k kyf yf([ ( )] ( )) ([ ( )] [ ( )a y y a y y1 2 1 21 1 1т т ] )�a yrт .

При k k1 2 1. � на основании формулы (1.89) можно записать вы 
ражение

( ) ( ) ( )( ) ( )a a a a ayf
k k

y yf
k k

y yr yf yf
1 2 1 2 1�

�
� �

�� � � � � �g + т ( )k k
y

1 21� �
�� �g

� � � � � �� � �
�

� �a a a a ayf yf
k k

y yr yf
k k

yf( ) ( ) (( ) ( )1 2 1 21 1 1g т � � � �� �g gy y yra т )

� � � � � �� �
� �( ) ( )( )a a a 0yf

k k
yf y y yr

1 2 1 g g т .
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При k k1 2 1� � на основании формул (1.89) и (1.90) можно запи 
сать выражение

( ) ( ) (( ) ( )a a a a ayr
k k

y y yf
k k

yr yf yr
2 1 2 11�

� �
� �� � � � � �g g т т т )( )k k

y
2 1 1� �

�� �g

� � � � � � � �� �
�

�a a a I a a ayf yr
k k

y yr yf yr yr
k( ) ( ) ( )( ) (2 1 22 g т k

y yr y yr
1) ( )� � � � �� �g ga a т

� � � � � � � �� �( ) ( ) [( ) ]( ) ( )I a a a ayf yr yr
k k

yr yf yf
k k2 1 2 1g g т ( )I a a� �yf yr

т .

При k k1 2 1� � на основании матричной корреляционной функ 
ции (1.89) можно записать выражение

a a a a a ayf y y yr yf y yf y yf yr� � � � � � � � � �� � � �g g g gт т т

� � � � � � � � �� �a a a ayf y yr y yr yf yr( )g g gт .

Докажем справедливость выражения (1.101).
Выражение (1.101) является подтверждением формулы (1.89), т.е.

M k k
yf

k k
y y yr

k k

( ( ) ( ))
( ) ( )( ) ( )

y y
a a

1 2

1 2 1 2

� �
� � ��

� �
�

т
тg g при

прит

k k

k ky yf
k k

yr
k k

y

1 2

1
2 1 2 1

�

� � � .�
� �

�

;

( ) ( )( ) ( )g ga a 2 .

�
�
)

�)

Таким образом, теорему можно считать доказанной.
Доказанная теорема позволяет избавиться от математических

ожиданий в формуле (1.77) для корреляционной функции.
Далее, используя полученные выше результаты, проведем разра 

ботку алгоритма расчета компонент формулы (1.77). При этом будут
использоваться доказанные выше соотношения

D Dzf zf zf yf yf yfk k k k( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � �a a y b e
 
 
1 1 , (1.102)

Dze e ye ye ek k k( ) ( ) ( )� � � � �b b e b y
 
 . (1.103)

В дальнейшем будем рассматривать случай, когда k k1 2. , так как
корреляционная функция стационарных случайных процессов сим 
метричная. Для удобства введем переменную , � �k k2 1.

Построение алгоритма определения компоненты K( ) ( )z ee t

Используя выражение (1.103), получим следующую формулу для
вычисления значений функции K( ) ( )z ee , :

K b b e( ) ( ) ( ( ) [ ( )] ) ( ( ))z ee ze ze e ye yeM k k M k, 
� � � � �D D1 2 1
т � � � �[ ( )]b b e
e ye ye k2

т

� � � � � � � ��b y y b b a b
 
 

,


e e e e yM k k{ ( ( ) [ ( )] )} ( ) ( ) (1 2
т т тg e ) .т
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Построение алгоритма определения компоненты K( ) ( )z ef t

Основываясь на результатах доказательства леммы 1 и формуле
(1.103), свидетельствующих о том, что

Dzf zf
i

yf
i

zf
i

yf yfk k i( ) [ ( )] [ (� � � � � � � �
�

�

�a a y a b e
 
 
 
1
0

k i
i

�
�

�

� )]
0

;

Dze ek k( ) ( )� �b y
 ,

проведем следующие преобразования:

K( ) ( ) ( ( ) [ ( )] )z ef ze zfM k k, � � �D D1 2
т

� � � � � � � � �
�

�

�M k k ie zf
i

yf
i

zf
i

yb y a a y a b
 
 
 
 
( ) [ ( )] [1 2
0

1 f yf
i

k i� �
�

�
�
�

�

 
!
!

�

�

�
��

�

 

!
!!
�

�

�

� e ( )]2
0

т

� � � � � � � �
�
b y y a a
 
 
,e yf zf

i

i

M k k i( ( ( ) [ ( )] )) ( ) ( )1 1
0

1 т т т
�

� �

� � � � � � � �b y b e b a
 
 
,e yf yf yf zf
iM k k i( ( ( ) [ ( )] )) ( ) ( )1 1

т т т

i�

�

�
0

.

Построим алгоритм вычисления первой составляющей приве 
денного соотношения с использованием формулы (1.101) и выводов
леммы 3:

b a a a b

,


 


,


e yf
i

yf zf
i

i
e� � � � � ��

� �

�

�

�gy
т т т( ) ( ) ( ) [(1

0

1

a ayf
i

y yf
i

) ( ),



,

� �
�

�

�

� � "� 1 g т

" � � � � ��
� �

�
( ) ] ( ) ( ) ( )a b a a a
 


,

 
zf

i
e y yf

i
yf zf

i

i

т т т тg 1

0

,




�

� � "
1

b e

" � � � � � � ��
�

�

��( ) ( ) ( ) (a a a a b ayf
j

yf y zf
j

j
zf e y yg g
 


,



т т

0
f

i
yf zf

i

i

т т) ( ),

 


,
� �

�

�

� � �� 1

0

1

a a

� � � ��b a a a a
 
 

,

e yf yf y zf zfSvt ( )т т, , ( ) .g

Построим алгоритм вычисления второй составляющей ком 
поненты K( ) ( )z ef , с использованием формулы (1.94) и выводов
леммы 3:
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b y b e b a� � ��e f yf yf zf
i

i

M k k i� � � � � � �( ( ( ) [ ( )] )) ( ) ( )1 1
т т т

�

�

	 �
0

� � � � � � � ��

�

�

	b a b a b a�
�

�
�

� �e yf
i

yf yf
i

zf
i

e yf
j

yfg g( ) ( )т т � �



�
�
�



�
�
�

�
�

�

	 ( ) ( )b a� �yf zf
i

j

т т

0

� � � � �( ) ( , ( ) , ) ( ) .a b a a b a a�
�

� � � �
�

zf e yf yf yf zf zf
т т т тSvt

Тогда полное выражение для определения рассматриваемой ком�
поненты корреляционной функции примет вид

K b a a a( ) ( ) ( ) ( ) ( )z ef e y yf
i

yf zf
i

i

� �
�

� �

�

� � � � ��
� �

�
g т т т1

0

�

	 �



�
�
�

1

� � � � �


�
��Svt т т т( , [ ( ) ), ) ( )a a b a ayf yf y yf yf zf zfg g � � �

� .

Построение алгоритма определения компоненты K( ) ( )z fe t

С помощью леммы 1 и формулы (1.103) проведем следующие пре�
образования:

K( ) ( ) ( ( ) [ ( )] )z fe zf zeM k k� � � �D D1 2
т

� � � � � � � � �
�

�

	M k i k izf
i

yf
i

zf
i

yf yfa a y a b e� � � �[ ( )] [ (1
0

11 )] [ ( )]
i

e k
�

�

	
�
�
�

��

�
�
�

��
� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�
0

2b y�
т

� � � � � � � � � �a a y y b a b� � � ��zf
i

yf e zf
iM k i k( ( ) [ ( )] ) ( )1 11 т т

�yf
ii

�
�

�

�

�

		
00

� � � � � �{ ([ ( )] [ ( )] )} ( )M k i kf yf eb e y b1 1 � �
т т . (1.104)

Выведем формулу для оценки первого слагаемого соотноше�
ния (1.104), основываясь на результатах доказательства леммы 3
и формуле (1.101):

a a a a a b� �
�

�zf
i

yf y yf yf
i

yf e
i

� � � � � ��
�

�

[ ( )] ( ) ( ) ( )g т т т т

0
	 �

� � � � ��Svt ( )т т т тa a a a a b� �
�

�zf yf y yf yf yf e, , ( ) ( )g .
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Аналогичным образом выведем формулу для оценки второй со 
ставляющей соотношения (1.104)

a b a b a b
 

,


 
 
zf
i

yf yf yf
i

e
i

zf
i

yf� � � � � � ��

�

�

� g g( ) ( ) (т т

0
yf yf

i

i

) ( )�
#

$
%
%

&

'
(
(
"

�

�

� a т

0

" � � � � �( ) ( ) , , ( ) (a b a b a a byf e zf yf yf yf yf
т т т тSvt ( ),


 
 

,g 
e )т .

С учетом проведенных выше преобразований получим следую 
щий результат:

K a b a a a b( ) ( ) ( , , ) ( ) (z fe zf yf y yf yf yf, 
 

,


� � � � ��Svt т т тg e )т �

� � � � �Svt т т т( , , ) ( ) ( )a b a a b
 

,


zf yf yf yf yf eg

� � � � � � ��Svt т т т( , ( ), ) ( ) (a a a b a a
 
 

,

zf yf y yf yf yf yf yfg g b
e )т .

Построение алгоритма определения компоненты K( ) ( )z er t

Для построения алгоритма расчета компоненты K( ) ( )z er , исполь 
зуем соотношения

Dzr zr
i

yr
i

zr
i

yr yrk k i k( ) [ ( )] [ (� � � � � � �
�

�

�a a y a b e
 
 
 
1
0

�
�

�

� i
i

)]
0

;

Dze ye yek k( ) ( )� �b e
 .

Проведем преобразования вида

K( ) ( ) ( ( ) [ ( )] )z er ze zrM k k, � � �D D1 2
т

� � � � � � � � �
�

�

�M k k ie zr
i

yr
i

zr
i

yb y a a y a b
 
 
 
 
( ) [ ( )] [1 2
0

1 r yr
i

k i� �
�
�
)

�)

�
�
)

�)

�

�

�
��

�

 

!
!!
�

�

�

� e ( )]2
0

т

� � � � � � � �
�
b y y a a
 
 
,e yr zr

i

i

M k k i{ ( ( ) [ ( )] )} ( ) ( )1 1
0

1 т т т
�

� �

� � � � � � � �b y b e b a
 
 
,e yr yr yr zr
iM k k i{ ( ( ) [ ( )] )} ( ) ( )1 1

т т т

i�

�

�
0

.

Выведем формулу для оценки первой составляющей приведенно 
го соотношения, основываясь на результатах доказательства леммы
3 и формуле (1.101):
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b a a a a b

,


 
 
e yr yr
i

y yr zr
i

i
e( ) ( ) ( ) ( ) (�

�
�

�

� � � � � �� 1

0

g т т a yr ), "

" � � � � � ��
�

�

�( ) [ ( ) ] ( ) ( )a a a a b ayr
i

yr y yr zr
i

i
e yfg 
 
 


,т т

0

� � ��Svr т т( , , )a a a ayr yr y yr zrg 
 
 .

Вычисление второй составной части компоненты K( ) ( )z er , прово 
дится следующим образом:
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Тогда полное выражение для определения рассматриваемой ком 
поненты примет вид

K b a a a a b( ) ( ) ( , (z er e yf yr yr y yr y yr, 

,
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Построение алгоритма определения компоненты K( ) ( )z re t

Алгоритм определения этой компоненты аналогичен предыдуще 
му. С использованием формул (1.85) и (1.86) выполняются преобра 
зования
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i

M k i k1 1
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� .

Определение первого слагаемого этого выражения проводится по
формуле

a a y y b
 
 
,zr
i
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i
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Определение второго слагаемого компоненты K( ) ( )z re 	 проводит�
ся по формуле

[ ( ) ] ( ) [a b a b a a� �
	

�
	

�
	

�zr
i

yr yr
i

yr e
i

zr zr
j� � � � � ��

�

�

� g т � � � �
�

�

� b a�yr yr
j

yr
j

( ) ]g
0

� � � � �( ) ( , , ) ( ) .b a a b a b� �
	

� � �e zr zr yr yr yr e
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Тогда полное выражение для определения рассматриваемой ком�
поненты примет вид
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i
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Построение алгоритма определения компоненты K( ) ( )z ff t

Известно, что

Dzf zf
i

yf
i

zf
i
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.

Тогда определение компоненты K( ) ( )z ff 	 проводится путем пре�
образований
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� � � �S S S Sff ff ff ff1 2 3 4. (1.105)

Полученное выражение состоит из четырех компонент.
Первая компонента выражения (1.105) состоит из трех слагаемых:

S S S Sff ff ff ff1 11 12 13� � � . (1.106)

Определение первого слагаемого выражения (1.106) проводится
по формуле
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Второе и третье слагаемые выражения (1.106) определяются фор 
мулами
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На основании свойства, что M k kyf f yf
i i( ( ) [ ( )] ) ( )( )y b e a1 2

11 2� � � "� � �т ,

"g yf при k i k i1 1 1 21� � � � �, ; i i1 21� � �, ; i i2 1 1� � �, и M k( ( )y 1 "
" � �[ ( )] )b e 0yf f k2

т при i i2 1 1� � �, , определение второго слагаемого

выражения (1.105) выполняется по формуле
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А на основании свойства, что

M k kyf f yf
i i

yf yf([ ( )] ( )) ( ) (( )b e y a a� � � � � �� � �
1 2

11 2т , g g yf
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i i2 1 1� � �, , третья составляющая выражения (1.105) разбивается на
две части:
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В соответствии с выражением (1.97) определение четвертой со 
ставной части компоненты K( ) ( )z ff , проводится по формуле
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Построение алгоритма определения компоненты K( ) ( )z rr t

Корреляционная функция обратной фильтрации находится ана 
логично корреляционной функции прямой фильтрации.

На основании формулы
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можно записать следующее выражение для корреляционной функ 
ции обратной фильтрации:
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Первая составляющая полученного выражения состоит из трех
частей:
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Используя ранее доказанное свойство, что M k k( ( ) [ ( )] )y y1 2� �т
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ляющей компоненты K( ) )z rr �, :
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g ( )т ( ) ( )a a
 
yr zr
iт т� �2

� � � ��a a a a a a a

,


 
 
 
 
zr zr zr yr y yr yrSvt Svt т т( , ( , , ) ( ) ,g zr
т ).

Выражение для вычисления второй составной части компоненты
имеет вид

S a a y e brr zr
i

yr yrM k i k i2 11
1 1 1 2� � � � � � � � �
 
 
,( ( ) [ ( )] ) (т

yr
ii

zr
i) ( )т т

21

2

00 �

�

�

�

�� � a
 .

Используя доказанное ранее свойство, что M k kyr r( ( ) [ ( )] )y b e1 2� � �т

� �� � �( )( )a yr
i i

yr
, 2 1 1 g при k i k i1 1 1 21� � � � �, ; i i1 21� � �, ; i i1 2 1� � �, и

M k kyr r( ( ) [ ( )] )y b e 01 2� � �т при i i1 2 1� � �, , выведем формулы для

оценки составных частей этой компоненты:

S a a arr zr
i

yr yr
i i

yr
ii

21 1 2 1

21

1

00

1

� � � �� � �

�

�

�

�

�� 
 

,

,
( ) g � � �( ) ( )b a
 
yr zr

iт т2
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1
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i
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1
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,
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1

1
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� � �

�

�
� 
 


,

,
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�
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� �

�

�

�
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,


 
zr zr
l

yr yr
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1
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� � � � � � �
�

�

�

�

��a a a a b
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zr zr
l

yr yr
l
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1 2

21 00
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l

zr zr
l2 1) ( ) ( )т т т� � �

� � � � �a a a a b a a

,


 
 
 
zr zr yr yr yr yr zrSvt Svt т т( , ( , ( ) , ) (g 
 
zr zr) , )т тa .

Выражение для вычисления третьей составной части компонен 
ты K( ) )z rr �, имеет вид

S a b b e yrr zr
i

yr yr yrM k i k i3 11
1 1 1 2� � � � � � � � �
 
 ,( ( ) [ ( )] )т � �

�

�

�

�

�� ( ) ( )a a
 
yr zr
i

ii

т т2

21 00

.

С учетом доказанного ранее свойства, заключающегося в том,
что M k kyr r yr

i i
yr([ ( )] ( )) ( )( )b e y a� � � �� � �

1 2
11 2т , g при k i k i1 1 1 2 1� � � � �, ;

i i1 2 1� � �, и M k kyr r([ ( )] ( ))b e y� � �1 2
т 0 при i i1 2 1. � �, , это выраже 

ние может быть записано в виде

S a a arr zr
i

yr yr yr
i i

i ii

3 1 1 2

1 1

1

1

� � � � � � �

� � �

�

� 
 

,

,
g ( )( )т

2

2

0�

�

� � � �( ) ( )b a
 
yr zr
iт т

� � � � � ��

�

�

�
�a a a a a


,

 
 
zr zr
i

zr
l

yr yr yr
l

li

1

00

2 1 1

12

g ( )т
�

� � � �( ) ( )b a
 
yr zr
iт т2

� � � ��a a a a a b a

,


 
 
 
 
zr zr zr yr yr yr yr
1 Svt Svt т т( , ( , , ) ,g zr

т ).

Выражение для вычисления четвертой части компоненты K( ) ( )z rr ,
имеет вид
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S a b b e b err zr
i

yr yr yr yr yrM k i k i4 1
1 1 1 2� � � � � � � � �� � �( ( ) [ ( )] )т

ii 21 00 �

�

�

�

�� 	

	 �( ) ( )b a� �yr zr
iт т2

и с учетом формулы (1.98) может быть записано в виде

S a b b arr zr
i

yr yr
i

yr zr
i4 1

1

1

0

� � � � � �
�

�
�� � � � �

�
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� � � � � � �
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i
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0

g ( ) ( ) ( )т т т Svt т т( , , ) ( )a a a� � �
�

zr yr zr zrg � .

Построение алгоритма определения компоненты K( ) ( )z fr t

Функция взаимной корреляции K( ) ( )z fr � между прямой и обрат�
ной фильтрациями строится по аналогичной схеме:

K( ) ( ) ( ( ) [ ( )] )z fr zf zrM k k� � � �D D1 2
т

� � � 
 
 � � � 
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�
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�

�
�
�


�

�
�


�
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�

�
�
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�
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�

�
�


�
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�

�
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i
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i

zr
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0
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i
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�

�
�
� �

�

�

� e ( )]1
0

� т
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 � � � � �a a y y a� � ��zf
i
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�
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т
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i
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1 1 1 21( ( ) [ ( )] ) (т
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i) ( )т т

21

2
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�
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�

�� � �a �

� � � � 
 � � � � �a b b e y a� � ��zf
i

yf yf yfM k i k i1
1 1 1 2 1( ( ) [ ( )] ) (т

yr
ii
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i) ( )т т

21

2

00 �

�

�

�

�� � �a �

� � � � 
 � � � �a b b e b e� � �zf
i

yf yf yf yr yrM k i k i1
1 1 1 2( ( ) [ ( )] )т � � �

�
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�

�� ( ) ( )b a� �yr
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2

00

� � � �S S S Sfr fr fr fr1 2 3 4.
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Выражение для первой составной части компоненты K( ) ( )z fr ,

S a a y y afr zf
i

yf M k i k i1 1 11
1 1 1 2� � � � � � � � � �
 
 
,( ( ) [ ( )] ) (т

yr
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i) ( )т т
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2

00 �

�

�

�

�� � a


с учетом формулы (1.101) может быть записано в виде

S a a afr zf
i

yf y yf
i i

ii

1 1 2 1

21

2

00

� � � � ��
� � �
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�� 
 

,g ( ) (т a a
 
yf zf

i) ( )т т� �2

� � � �
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(
(
� ��

�

�
��a a a a
 


,
zf
i

yf y yf
i
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1 0

2g ( ) ( )т т ( ) ( ) ( )a a ayf yf zf
i

i

т т т� �
#

$
%
%

&

'
(
(
�

�

�

� 
 

2

1 0

� � � ��
�Svt Svtт т( , , ) ( , ,a a a a a a a
 


,

 
zf yf y yf yf yf yf zfg 2 т ).

Выражение для второй составной части компоненты

S a a y b efr zf
i

yf yr yrM k i k i2 11
1 1 1 2� � � � � � � � �
 
 ,( ( ) [ ( )] )т � �

�
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�

�� ( ) ( )b a
 
yr zr
i

ii

т т2

21 00

с учетом формулы (1.95) запишется в виде
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yf yf
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yf yf z2 1 1 21� � � � � �� � �
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yf yf yf
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yf yf
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yf y
1 1 21( ) ( ) ( ) (g f zf
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) ( )т т� �
�

�

�

�

�� a
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1 00

� � � �
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� �
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�
��a a a a a a
 


,
zf
i

yf yf yf
i

i
yf

1 1

1 0

1( ) ( ) ( yf
i

yf yf zf
i

i

) ( ) ( )2 2

2 0

� � �
#

$
%
%
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'
(
(
�

�

�

� g b a
 

т т

� � � � ��Svt Svt т( , , ) ( , ,a a a a a a b a
 

,


zf yf yf yf yf yf yf yf
1 g 
zr

т ).

Выражение для третьей составной части компоненты

S a b b e yfr zf
i

yf yf yfM k i k i3 11
1 1 1 2� � � � � � � � �
 
 ,( ( ) [ ( )] )т � �

�

�

�

�

�� ( ) ( )a a
 
yr
ii

zr
iт т

21

2

00

с учетом формулы (1.93) запишется в виде
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#

$
%
%

&

'
(
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� � � � �Svt Svt т т( , , ) ( , ,a b a a a a a
 

, , ,


zf yf yf yf yf yf yf yfg a
zr
т ).

Выражение для четвертой составной части компоненты:

S a b b e b efr zf
i

yf yf yf yr yrM k i k i4 1
1 1 1 2� � � � � � � � �
 
 ,( ( ) [ ( )] )т

ii 21 00 �
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�

�� "

"( ) ( )b a
 
yr zr
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с учетом формулы (1.100) запишется в виде
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i
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i i

ii
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21 0

� � � � � � � �
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�
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i
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yf yf yr yr
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i
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2
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#

$
%
%

&

'
(
(
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� yf yr yr
i
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i
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2 g g т т 2
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) ( ,т Svt
i

zf yf
�

�

�
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$
%
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(
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" � � � � � � ��( ), ) , ( )I a a a a a a ayf yr yr yr yr yst rr y yr
, Svt ( тg g �b a
 
yr zr

т т ), .

Построение алгоритма определения компоненты K( ) ( )z rf t

Наиболее громоздким является алгоритм определения взаим 
ной корреляции между погрешностями обратной и прямой
фильтраций.
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Общее выражение для расчета K( ) ( )z rf � имеет вид

K( ) ( ) ( ( ) [ ( )] )z rf zr zfM k k� � � �D D1 2
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� � � � � � � � �
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i �
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2
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�
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Рассмотрим алгоритм вычисления первой составной части ком�
поненты K( ) ( )z rf � вида

S a a y yrf zr
i
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i
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С учетом свойств, заключающихся в том, что M k( ( )y 1 �
� � � � �� � �

� �
� �[ ( )]) ( ) ( )( ) (y a aт тk yf

i i
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2
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ношения:
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Составные части Srf 21 и Srf 22 этого выражения могут быть оце 
нены по формулам
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Выражение для третьей составной части компоненты K( ) ( )z rf ,
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Составные части этого выражения могут быть оценены по сле 
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Выражение для четвертой составной части компоненты K( ) ( )z rf ,
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Составные части Srf 41 и Srf 42 этого выражения могут быть оце 
нены по формулам
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Выражения для ковариационных матриц вектора оцениваемых
параметров движения ЛА при динамической фильтрации, средней
взвешенной и сглаженной обработке траекторной измерительной
информации могут быть получены из соответствующих соотноше 
ний для корреляционных функций при временн�м интервале между
сечениями , �0.

Таким образом, разработанная обобщенная математическая мо 
дель погрешности траекторной ИИС позволила построить соотно 
шения для оценки ковариационных матриц вектора параметров
движения ЛА и матричных корреляционных функций погрешно 
стей оценки вектора параметров движения ЛА для случаев динами 
ческой фильтрации, средней взвешенной и сглаженной обработки
траекторной измерительной информации. Эти соотношения позво 
ляют проводить глубокий корреляционный анализ структуры по 
грешности оценки вектора параметров движения ЛА существующи 
ми траекторными измерительными комплексами, а также анализ
эффективности проектируемых траекторных ИК и обеспечивающих
их систем.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ È ÌÅÒÎ-
ÄÛ ÄËß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÈÍÔÎÐÌÀ-
ÖÈÎÍÍÎ-ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈß ÈÑÏÛÒÀÍÈÉ ÑÒÊ

2.1. Выбор и обоснование показателей точности
траекторных измерительных комплексов
для обеспечения испытаний сложных

технических систем

2.1.1. Анализ показателей, применяемых для оценки
точности существующих ТИК

При обосновании технических требований к тра 
екторным измерительным комплексам, оценке их
показателей точности, проектировании новых и мо 
дернизации существующих комплексов, а также при
планировании натурных измерительных эксперимен 
тов важное значение имеет правильный выбор пока 
зателей точности ТИК. Анализ литературы 812, 29,
429, посвященной оценке показателей качества ТИК,
показывает, что в настоящее время не существует
достаточно полного показателя точности такого ком 
плекса, который бы с наибольшей достоверностью
отражал его возможности по выполнению основной
функции — высокоточной оценки параметров дви 
жения ЛА.

В работе 8299 в качестве показателей точности ТИК
рассматривается ряд оценок такого комплекса. В этой
работе показано, что в результате оценки вектора пара 
метров движения ЛА �( ) [ ( ) ( )... ( )]q k q k q k q kn� 1 2

т для
момента времени t k� вся информация о векторе �( )q k
заключена в его плотности распределения вероятно 
сти f k( �( ))q .

В случае когда плотность распределения вероят 
ности вектора �( )q k подчинена нормальному закону
распределения, точность оценки вектора �( )q k харак 
теризуется его математическим ожиданием M k( �( ))q

и ковариационной матрицей g � ( ): k [16]. Однако не 
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посредственное использование матрицы g � ( ): k в качестве показа 
теля точности достаточно затруднительно. Поэтому в монографии
8299 предлагается использовать различные скалярные характери 
стики этой матрицы. Так, в качестве показателя точности K k1( )
траекторного измерительного комплекса для момента времени
t k� предлагается использовать значение следа ковариационной
матрицы g � ( ): k , т.е. K k k1( ) ( )��Sp( )g: . Этот показатель характеризу 
ется суммой дисперсий оценок параметров движения ЛА. Однако
показатель точности K k1( ) является слишком обобщенным и не
дает физическую оценку составляющим вектора �( )q k по коорди 
натам, составляющим вектора скорости и ускорения ЛА. При
этом след матрицы g � ( ): k не имеет конкретной физической раз 
мерности и не может сравниваться с требованиями к показателю
точности ИК, выдвигаемыми разработчиками СТК. Кроме того,
этот показатель характеризует только случайную составляющую
погрешности ТИК и не оценивает его систематическую состав 
ляющую.

В качестве другого показателя точности K k2 ( ) траекторного
измерительного комплекса для момента времени t k� предлага 
ется [29] использовать определитель ковариационной матрицы
g � ( ): k , т.е. K k k2 ( ) det ( )�� g: .

Показатель K k2 ( ) точности ТИК тоже характеризует только
случайную составляющую погрешности измерительного ком 
плекса. Кроме того, этот показатель не имеет конкретной
физической размерности, и поэтому его использование в прак 
тике оценки готовности измерительного комплекса к проведе 
нию испытаний конкретных образцов СТК крайне затрудни 
тельно.

В качестве еще одного показателя точности траекторного изме 
рительного комплекса предлагается 8299 показатель K k3 ( ), кото 
рый определяется максимальным собственным числом ковариа 
ционной матрицы g � ( ): k , т.е. K k k3 ( ) ( ( ))max ��; :g . Этот показатель
характеризует максимальную ось корреляционного эллипсоида
рассеяния ошибок ТИК. Однако показатель K k3 ( ) точности тра 
екторного измерительного комплекса тоже характеризует только
случайную составляющую погрешности, и причем только одну
составляющую точности комплекса — максимальную ось корре 
ляционного эллипсоида рассеяния ошибок измерений. Поэтому
он тоже не может полноценно использоваться при оценке точно 
сти ТИК.

Кроме того, в качестве показателя точности K k4 ( ) измерительно 
го комплекса в работе [29] предлагается выбрать значение вероятно 
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сти P нахождения оценки вектора �( )q k в пределах заданной области
пространства, т.е.

K k P k k4 0( ) (| �( ) ( ) | )� � .q q 	 , (2.1)

где 	 — заранее заданная область малого объема; q0 ( )k — истин 
ное значение вектора параметров движения ЛА в момент вре 
мени t k� .

Анализ показателя K k4 ( ) точности ТИК показал, что он пред 
ставляет обобщенную интервальную оценку точности комплекса,
однако характеризует только случайную составляющую погрешно 
сти оценки вектора �( )q k . Кроме того, разработчики СТК не обосно 
вывают такую величину, как допустимое значение вероятности по 
падания вектора �( )q k в заданную область, да и сама эта область, как
правило, не задается. Несмотря на это показатель K k4 ( ) достаточно
часто используется в теории траекторных измерений и практике
проектирования ТИК.

Проведенные исследования 842 78, 909 показали, что рассмот 
ренные показатели точности траекторного измерительного ком 
плекса не удовлетворяют в полном объеме предъявляемым к
ним требованиям. В связи с этим возникла необходимость раз 
работки новых показателей точности ТИК, которые бы полно и
всесторонне характеризовали качество оцениваемого измери 
тельного комплекса и которые можно было бы применять на
практике.

2.1.2. Комплексный показатель точности ТИК

Рассмотрим комплексный показатель точности траекторного из 
мерительного комплекса, который позволяет учитывать как систе 
матическую и случайную составляющие погрешности, так и полную
погрешность этого комплекса, а также правильно сравнивать апри 
орные оценки точности ТИК с требованиями, которые предъявля 
ются к этому комплексу разработчиками СТК.

Известно, что графической иллюстрацией точности ТИК являет 
ся многомерный эллипсоид рассеяния погрешности оценки этим
комплексом вектора параметров движения ЛА, который изменяет
свою ориентацию в пространстве вдоль траектории полета ЛА. Ис 
пользование для сравнения с предъявляемыми требованиями про 
екций полуосей этого эллипсоида рассеяния на оси полигонной
системы координат является неправомерным, поскольку в требова 
ниях на ТИК не задается опорная система координат, к которой и
относятся задаваемые требования.
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Предположим, что вектор q( )k параметров движения ЛА для за 
данной точки траектории его полета имеет нормальное распределе 
ние и задается в виде

q q q q� �[ � � � �� �� ��] [ ]x y z x y z x y z т т
1 2 3 ,

где q1, q2 , q3 — вектор координат ЛА и составляющие вектора ско 
рости и вектора ускорения ЛА в полигонной системе координат со 
ответственно.

Известно, что в случае нормального закона распределения слу 
чайного вектора оценки параметров движения ЛА �q в качестве обоб 
щенного показателя точности ТИК, характеризующего случайную
составляющую погрешности оценки этого вектора, выступает его
ковариационная матрица g �:. При этом рассматриваются три апри 

орно оцениваемые ковариационные матрицы g �:1
, g �:2

и g �:3
соответ 

ствующих векторов q1, q2 и q3, характеризующие случайную состав 
ляющую погрешности оценки вектора q и имеющие следующие
структуры:
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На рис. 2.1 приведено графическое изображение характеристик
случайной и систематической составляющих погрешности оценки
вектора q1, характеризующего координаты ЛА. Так, на рис. 2.1 в
системе координат OXYZ изображен эллипсоид рассеяния погреш 
ности оценки вектора координат ЛА � [ � � �]q1 � x y z т с главными осями
рассеяния X Y Z(эл) (эл) (эл), , , причем система координат ОXYZ не сов 
падает с системой координат ОX Y Z(эл) (эл) (эл) эллипсоида рассеяния.
При этом считается, что летательный аппарат находится в начале
системы координат ОXYZ .

Отрезок прямой линии, соединяющей центр эллипсоида рассея 
ния погрешности оценки вектора q1 с началом системы координат
ОXYZ , имеет проекции на оси полигонной системы координат
M x M y M z( �), ( �), ( �)
 
 
 , которые являются составляющими вектора
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M ( � )�q1 , характеризующего систематическую составляющую по�
грешности оценки вектора q1.
Поскольку требования к точности траекторного измерительного

комплекса, как правило, задаются несколькими показателями, а
именно требуемыми значениями среднего квадратического откло�
нения погрешности оценки координат полета ЛА � x y z, , ( )треб , состав�
ляющих вектора скорости � �, �,�( )x y z треб и ускорения � ��,��,��( )x y z треб ЛА, то в
качестве показателей случайной составляющей погрешности ТИК
вводятся три диагональные ковариационные матрицы вектора �q
оценок параметров движения (~ �g�i

где i �1,2,3): по координатам

( )i �1 , составляющим вектора скорости ( )i � 2 и составляющим век�
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Рис. 2.1. Характеристики случайной и систематической составляющих погрешности
оценки вектора координат полета ЛА � [ � � �]q1 � x y z т в трехмерном пространстве:
X Y Z, , — оси системы координат; M x M y M z( �), ( �), ( �)� � � — проекции вектора

M ( � )�q1 систематической погрешности оценки координат полета ЛА на оси систе�

мы координат ОXYZ ; X Y Z( ) ( ) ( ), ,эл эл эл — оси системы координат, связанной с эл�

липсоидом рассеяния погрешностей оценки координат ЛА; � � �x y z, , — полуоси

эллипсоида рассеяния погрешностей оценки координат ЛА; � � �� � �, ,x y z
2 2 2 — проек�

ции случайной погрешности оценки координат полета ЛА на оси системы коор�

динат OX Y Z(*) (*) (*), которые параллельны соответствующим осям системы коор�

динат ОX Y Z( ) ( ) ( )эл эл эл



тора ускорения ( )i �3 ЛА. При этом в диагоналях данных матриц
стоят собственные значения априорно определяемых ковариацион 
ных матриц g �:1

g �:2
и g �:3

векторов �q1, �q2 , �q3 оценок параметров дви 

жения соответственно по координатам, составляющим вектора ско 
рости и ускорения ЛА.

Оценки искомых диагональных матриц находятся путем приве 
дения соответствующих трех ковариационных матриц g � ( ):i

i �1,2,3
вектора параметров движения ЛА к их каноническому виду соглас 
но выражению

~ �g:

;
;

;
i

i

i

i

x

y

z

�

#

$

%
%
%

&

'

(
(
(
�

0 0

0 0

0 0

� � �[ ] [�
( )

�
( )

�
( )

� �
( )

�
( )

�U U U U U U
: : : : : : :i i i i i i i

1 2 3 1 2т g ( ) ]3 ; i �1 2 3, , ,

где U �
( )
:i
1 , U �

( )
:i
2 и U �

( )
:i
3 — собственные векторы ковариационных матриц

g �:i
; ; ; ;x y zi i i

, , — собственные значения этих матриц.
В этом случае квадраты значений главных средних квадратиче 

ских отклонений ( , ( , (- - -x y zi i i

� � �) ) )2 2 2 погрешности оценки вектора

параметров движения ЛА численно равны собственным значениям
; ; ;x y zi i i

, , ковариационных матриц g �:i
( , , )i �1 2 3 .

Тогда в качестве показателей точности ТИК по оценке случайной
составляющей погрешности могут рассматриваться значения сред 
них квадратических погрешностей оценок векторов q1, q2 и q3, оп 
ределяемые следующим образом:

- - - - - - - - -: : :� � � � � �, , ; , , ;
1 2
� �max{ } max{ }x y z x y z

� � � � � �
3
�max{ }- - -�� �� ��, ,x y z

� � � .

Полученные с помощью такого алгоритма величины -:�1
, -:� 2

и

-:� 3
могут сравниваться с традиционно предъявляемыми требова 

ниями следующим образом:

- - - - - -: : :� , , ( ) � �, �,�( ) � ��,�; ;
1 2 3
� � �x y z x y z xтреб треб �,��( )y z треб .

Однако в связи с возможным наличием неточности юстиров 
ки средств траекторных измерений, несоответствием параметров
выбранной динамической модели движения ЛА ее реальным
свойствам имеет место и систематическая составляющая по 
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грешности оценки вектора параметров движения ЛА. В качестве
показателя точности ТИК, характеризующего систематическую
составляющую погрешности оценки вектора q, может выступать
математическое ожидание M ( �)
q вектора 
� �q q q� � 0, описываю 
щего погрешность оценки вектора q, где q0 — реальное значение
вектора параметров движения ЛА. Тогда рассматриваются сле 
дующие три вектора:

M M x M y M z

M M x M

( � ) [ ( �) ( �) ( �)] ;

( � ) [ ( ��) ( �


 
 
 



 
 


q

q

1

2

�

�

т

�) ( ��)] ;

( � ) [ ( ���) ( ���) ( ���)] ,

y M z

M M x M y M z





 
 
 


т

тq3 �

которые характеризуют систематическую составляющую погрешно 
сти оценки составных частей вектора параметров движения ЛА �q.

В качестве обобщенных показателей систематической состав 
ляющей погрешности оценки вектора параметров движения ЛА мо 
гут рассматриваться математические ожидания M ( � )
q1 , M ( � )
q2 и
M ( � )
q3 , рассчитываемые следующим образом:

M M x M y M z

M M

( � ) [ ( �)] [ ( �)] [ ( �)] ;

( � ) [ (


 
 
 



 


q

q

1
2 2 2

2

� � �

� ��)] [ ( ��)] [ ( ��)] ;

( � ) [ ( ���)] [

x M y M z

M M x

2 2 2

3
2

� �

� �


 



 
q M y M z( ���)] [ ( ���)] .
 
2 2�

Тогда требования к точности траекторного измерительного ком 
плекса в части систематической составляющей погрешности оцен 
ки вектора q могут проверяться путем сравнения значений матема 
тических ожиданий M ( � )
q1 , M ( � )
q2 и M ( � )
q3 с требуемыми значе 
ниями, т.е. должны выполняться соотношения

M M M M M( � ) ( � ); ( � ) ( � ); ( �
( ) ( )
 
 
 
 
q q q q q1 1 2 2 3� �треб треб ) ( � )( )�M 
q3 треб .

Однако часто требуется получать обобщенные оценки точности
траекторного измерительного комплекса с учетом случайной и сис 
тематической составляющих погрешности оценки вектора парамет 
ров движения ЛА.

В качестве показателей полной погрешности ТИК вводятся вели 
чины / / /x y zi i i

i, , ( , , )�1 2 3 , характеризующие суммарную погреш 

ность комплекса по координатам, составляющим векторов скорости
и ускорения соответственно.
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Оценка показателей точности ТИК для характеристики пол 
ной погрешности измерений проводится в соответствии с выра 
жениями [87]

/ 
 ; / 
 ;� �[ ( � )] ; [ ( � )] ;x i x y i y
i i i i

M x M y2
0

2 2
0

2� � � �

/ 
 ;� [ ( � )]z i z
i i

M z2
0

2� � ; i �1 2 3, , ,

где M x i( � )
 0 , M y i( � )
 0 , M z i( � )
 0 — проекции систематической со 
ставляющей погрешности оценки векторов �q1, �q2 и �q3 соответст 
венно в системе координат, образованной главными осями эл 
липсоида рассеяния погрешности оценки вектора параметров
движения ЛА. При этом используется следующее ортогональное
преобразование значений систематической составляющей по 
грешности компонент вектора параметров движения ЛА из сис 
темы координат ОXYZ в систему координат, образованную глав 
ными осями эллипсоида рассеяния погрешности оцениваемого
вектора:

M x

M y

M z

i

i

i

i i

( � )

( � )

( � )

[ �
( )

�
( )








: :

0

0

0

1 2

#

$

%
%
%

&

'

(
(
(
� U U U �

( ) ]

( � )

( � )

( � )
:








i

M x

M y

M z

i

i

i

3 �
#

$

%
%
%

&

'

(
(
(
; i �1 2 3, , ,

где 
 �xi , 
 �yi и 
 �zi — проекции систематической составляющей по 
грешности оценки векторов �q1, �q2 и �q3 в полигонной системе коор 
динат.

Таким образом, разработанный комплексный показатель точно 
сти траекторного измерительного комплекса имеет практическое
значение. Он позволяет достоверно сравнивать возможности иссле 
дуемого ТИК с предъявляемыми к нему требованиями, а также оп 
ределять не только случайную и систематическую составляющие
погрешности оценки вектора параметров движения ЛА, но и сум 
марную погрешность оценки этого вектора.

2.1.3. Соотношения для оценки значений
интервального показателя точности ТИК

В практике проектирования траекторных измерительных ком 
плексов часто используется рассмотренный выше интервальный
показатель точности траекторного измерительного комплекса
K k4 ( ), описываемый выражением (2.1), который дает единую
обобщенную оценку точности ТИК по всему оцениваемому век 
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тору �( )q k параметров движения ЛА для определенной точки тра�
ектории его полета.

Показатель точности K k4 ( ) измерительного комплекса, как пока�
зано выше, определяет значение вероятности P нахождения оценки
вектора параметров движения ЛА �( )q k в заданной области простран�
ства, т.е. K k P k k4 0( ) (| �( ) ( ) | )� � �q q � , где q0 ( )k — истинное значение
вектора параметров движения ЛА; � — заранее заданная область ма�
лого объема.

Однако вычисление значения вероятности P нахождения оценки
вектора параметров движения ЛА в пределах области многомерного
пространства различной конфигурации представляет собой доста�
точно сложную задачу. Поэтому рассмотрим основные математиче�
ские соотношения, позволяющие строить практически реализуемые
алгоритмы вычисления интервального показателя точности траек�
торного измерительного комплекса для некоторых видов довери�
тельных областей многомерного пространства.

Если проведена оценка N�мерного вектора q параметров движе�
ния ЛА для фиксированного момента времени путем статистиче�
ской обработки первичных траекторных измерений и вектор оцен�
ки имеет структуру � [ � � ... � ]q � x x xN1 2

т , то вероятность попадания вер�
шины случайного вектора �q в произвольную область D N�мерного
пространства выражается интегралом по области D [16, 17, 39, 71]:

P D N f x x x dx dx
D

N N{ � } ( ) ( , ,..., ) ...q� � � � 1 2 1 ,

где f x x xN( , ,..., )1 2 — плотность распределения случайного век�
тора �q.

В случае нормального закона распределения случайного вектора
�q размерности N его функция плотности распределения определяет�
ся выражением [16, 30, 94]

f x x x x MN N ij i xi
( , ,..., )

( )
exp ( )

/
( )

�
�

1 2 2
11

2

1

2
� � ��

� 	

D

g ( )�x Mj x
j

n

i

n

j
�

�
�


�

�
�


���
��
11

,

где gij — элементы ковариационной матрицы случайного векто�

ра �q; D	
�
— детерминант ковариационной матрицы случайного

вектора �q; M xi� — математическое ожидание i�й компоненты слу�

чайного вектора �q.
В качестве области D N�мерного пространства может быть вы�

бран N�мерный прямоугольный параллелепипед (в частном случае
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куб) RN или N мерный гиперэллипсоид равной плотности BN , урав 
нение которого можно получить из условия f x x xN( , ,..., )1 2 � const.
Тогда искомое уравнение гиперэллипсоида будет иметь вид

x M
k

i x

xi

N
i

i

��

�
�
�

�

 
!
! �

�
� �

�-

2

1

2 . (2.2)

В выражении (2.2) коэффициент k представляет собой отно 
шение полуосей N�мерного гиперэллипсоида к соответствую 
щим средним квадратическим отклонениям компонентов век 
тора �q.

На рис. 2.2 приведено графическое изображение доверительных
областей R3 и B3 требований к ТИК в трехмерном пространстве
для решения задачи вычисления вероятности попадания вершин
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Рис. 2.2. Графическое изображение доверительных областей R3 и B3 требований
к ТИК в трехмерном пространстве



случайных векторов �q1 и �q2 в области R3 и B3 соответственно. Век 
торы �q1 и �q2 имеют следующую структуру:

� [ � � � ]q1 1 1 1� x y z ; � [ � � � ]q2 2 2 2� x y z .

Поскольку N�мерные области RN и BN являются доверитель 
ными областями требований к траекторному измерительному
комплексу, то разумным будет считать, что соответствующие
грани N�мерного параллелепипеда и оси N�мерного гиперэллип 
соида параллельны осям полигонной декартовой системы коор 
динат. Это вытекает из того факта, что по траектории полета ЛА
оси эллипсоида рассеяния вектора погрешности оценки пара 
метров движения ЛА будут постоянно изменять свою ориента 
цию в полигонной системе координат. Поэтому практически не 
возможно задавать определенные требования к доверительной
области в случае ее различной ориентации в N�мерном про 
странстве.

В случае нормального закона распределения случайного вектора
�q с независимыми компонентами и при наличии доверительной об 
ласти D, представляющей собой N�мерный параллелепипед RN со
сторонами, параллельными координатным осям полигонной систе 
мы координат, вероятность попадания вершины вектора �q в эту об 
ласть выражается через функцию Лапласа [16, 17]:
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, (2.3)

где =( )z — функция Лапласа; � i , �i — координаты границ прямо 
угольного параллелепипеда RN в направлении оси OXi ( )� �i i. .

В выражении (2.3) в качестве величин Mxi� ( , )i N�1 могут быть ис 

пользованы значения компонент вектора �q.
Поскольку требования к точности траекторного измерительного

комплекса задаются в виде средних квадратических погрешностей

для компонент вектора �q, т.е. - � ( )xi треб ( , )i N�1 , то абсолютные разме 

ры области RN могут задаваться выражением

L Cx xi i( ) � ( )треб треб� - ? �i N1, ,

где C — коэффициент, определяющий размер зоны дозволенности
отклонения вершины вектора оценки параметров движения ЛА от
реальной точки для конкретного момента времени.
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Так, для случая оценки координат ЛА и при задании зоны дозво 
ленности в виде куба с размерами ребер, равными 6- � ( )xi треб (правило

«трех сигм»), выражение для подсчета вероятности P R{ � }q5 3 при от 
сутствии систематической погрешности измерений может быть за 
писано в виде

P R
x

x

xi

i

i{ � }
, ,� ( )

�

� (
q5 �

�

�
�
�

�

 
!
!�

�
3

3 0 3 0
Ф Ф

треб треб-

-

- )

�- xi

�

�
�
�

�

 
!
!

#

$
%
%

&

'
(
(

3

.

Поскольку при нормальном законе распределения вектора �q
вектор погрешностей его оценки 
�q равномерно распределен
внутри гиперэллипсоида рассеяния для заданного значения коэф 
фициента k, то интересным случаем является определение веро 
ятности попадания рассматриваемой системы случайных вели 
чин, т.е. вершины вектора �q, в гиперэллипсоид требований про 
странства BN .

Рассмотрим решение такой задачи для случая N�мерного век 
тора �q и N�мерного гиперэллипсоида BN с полуосями, имеющими
размеры

; -i xi k i N� ? �� ,1 .

В предположении, что в векторе �q отсутствует систематическая
составляющая погрешности, на примере трехмерного пространства
проведем перенос начала системы координат ОXYZ из точки O в
точку C, т.е. совместим систему координат ОXYZ с системой коор 
динат С @ @ @X Y Z (см. рис. 2.2). Для N�мерного случая доверительная
область BN опишется уравнением

@�

�
�
�

�

 
!
! �

�
� x

ki

xi

N

i
- �

2

1

2 .

Найдем вероятность попадания случайной точки ( � , � ,..., � )x x xN1 2 в
N мерный гиперэллипсоид BN по формуле [17]

P P x x x B N f x xN N N BN
� 5 � @ @ @�{( � , � ,..., � ) } ( ) ( , ,...,

( )1 2 1 2 x dx dx dxN N) ...@ @ @� 1 2 .

Введем в N мерном пространстве ( , ,..., )@ @ @x x xN1 2 преобразование
координат вида
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@
� �

x
rVi

x
i N

i
2

1 1
-

A A
�

( ,..., ),

где r xi x
i

N

i
� @
#

$
%
%

&

'
(
(�

�1

2
2

1

1 2

( / )�

/

- — расстояние от начала координат до точ 

ки ( , ,..., )@ @ @x x xN1 2 в N мерном пространстве;Vi N( ,..., )A A1 1� — некото 
рая функция углов поворота A A A1 2 1, ,..., N � осей координат
OX OX OXN@ @ @1 2, ,..., .

Этим преобразованием N мерный гиперэллипсоид превращается
в N мерную гиперсферу. Якобиан преобразования

J r N N
x N

i

N

i
� �

�
�
>1

1 2 1
1

2( ) ( , ,..., )�- 1 A A A ,

где 1 A A A( , ,..., )1 2 1N � — некоторая функция углов A A A1 2 1, ,..., N � .
Таким образом, задача нахождения вероятности попадания слу 

чайной точки ( � , � ,..., � )x x xN1 2 в гиперэллипсоид BN сведена к задаче
нахождения вероятности попадания вершины случайного N�мерно 
го вектора �q в пределы гиперсферы, т.е.

P P x x x BN N N� 5 �{( � , � ,..., � ) }1 2

� � �
�
� >� �

�
( ) ( ) ( ,..., ) ...�N r d d

D

N N
x N N

i

N

i
1 21

1 1
1A
- 1 A A A A�

)
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�
)

�)
"�
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2k/

"
#

$
%
%

&

'
(
(

�
�
)

�)

�
�
)

�)
��

�
> �e r N

x
i

N

N

k

i
dr b r

2
2 2

1 0

2

( ) /
�

/

� - N r dr� �1 2
e ,

где DA — область изменения углов поворота осей координат; bN �

� �� >� � �
�

( ) ( ) ( ,..., ) ... (�N d d
D

N
x N N

i

N

i
1 2 21 1 1 1

1A
- 1 A A A A ) /

�
N

x
i

N

i

2
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-
�
>
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.

Если неограниченно увеличивать гиперэллипсоид ( )k�� , то

lim {( � , � ,..., � ) ( )}
k

N NP x x x B k
��

5 �1 2 1.

Следовательно, b r drN
N r� �

�

� �1

0

2
1e , откуда b r drN

N r� � �
�

�1 1

0

2
e .
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Проведем замену переменных в интеграле:

r t2 � ; r t� ; dr t dt� �( ) //1 2 2,

тогда

r dr t t dt t dN r N t
N

t� �
�

� � �
�

� �� �� �1

0

1 2 1 2

0

2
12

2
1

2
e e e[ ]( )/ / t

0

�

� .

Полученный интеграл представляет собой гамма�функцию, по�
этому

b Г NN � 2 2/[ ( / )].

На основании свойств гамма�функции

b

N
N N

N

N

N

�
�

�
�
�

	


� �

�

2
2
1

2 21

! ( );

/[ ( )!!]

при етном 2

п

�

� ри не етном 3� N N( ),�

�

�
�

�
�

где ( )!! ... ( )N N� � � � � � � �2 1 3 5 7 2 ; ( / )! ... ( / )N N2 1 1 2 3 2 1� � � � � � � .
При четном N ( )N � 2 имеем

P x x x B x dx NN N
N x

k

{( � , � ,..., � ) } / ( / )!/
/

1 2
2 1

0

2

2 1

2

� � �� �� e �

� � �1 2 1 22R N k( / ; / ),

где R m a a ii a

i

m

( ; ) / !� �

�
� e
0

— функция, описывающая распределение

вероятностей случайной величины �q, распределенной по закону Пу�
ассона с параметром а.
При нечетном N (N � 3) вероятность попадания в гиперэллип�

соид BN

P x x x B k
k

m
N N

k
m

m

N

{( � , � ,..., � ) } ( )
!!

/
1 2

2

1

2

2
2 2

� � � �

�

�

��
�
e ,

где сумма определяется только для нечетных индексов m �1 3 5, , ,...
...,( )N �2 , а �( )k — функция Лапласа.
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Как и в случае доверительной области RN , задаваемой в виде N�
мерного параллелепипеда, абсолютные размеры области BN опреде 
ляются исходя из требований к точности оценки N�мерного вектора
�q, которые задаются в виде средних квадратических значений ком 

понентов этого вектора ( � ( )
- xi треб

? �i N1, ).

Размеры полуосей ; i ( )i N�1, N�мерного гиперэллипсоида зада 
ются соотношением ; -i xi i N� �3 1� ,(треб) ( ). При этом значение ко 

эффициента k вычисляется по формуле

k
i N

x

x

i

i

�
�
�
�

�
�
��

max
,

�

�

( )

1

3-

-
треб .

Рассмотренный интервальный показатель точности траекторного
измерительного комплекса вида P D{ � }q5 может быть использован
для оценки точности такого комплекса с помощью следующего не 
равенства:

P D P{ � }q5 � 0, (2.4)

где P0 — значение доверительной вероятности, при котором вер 
шина случайного вектора �q оценки параметров движения ЛА с
нулевым математическим ожиданием попадет в доверительную
область D.

Поскольку вероятность попадания вершины случайного вектора
�q в допустимую область ошибокD равносильна вероятности попада 
ния погрешности оценки этого вектора 
�q в данную область, то вы 
ражение (2.4) аналогично неравенству:

P P{ � }
 	 Bq5 �( )треб 0,

где P0 — значение доверительной вероятности, при которой вектор
погрешности 
�q оценки параметров движения ЛА будет лежать
внутри доверительной области 	 B( )треб требований к точности тра 

екторного измерительного комплекса.
Рассмотренный интервальный показатель точности траекторного

измерительного комплекса может широко использоваться в качест 
ве критерия при обосновании рациональных вариантов ТИК, а так 
же в качестве ограничений по точности в оптимизационных задачах
проектирования измерительных систем.
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2.1.4. Интегральный показатель точности ТИК
в задачах выбора рациональных вариантов построения
траекторных информационно�измерительных систем

При проектировании траекторных измерительных комплексов
возникает задача выбора варианта построения измерительной сис 
темы, который бы наилучшим образом удовлетворял требованиям,
предъявляемым к проектируемому комплексу.

Рассмотренные выше показатели точности ТИК характеризуют
его точность в конкретной точке пространства на траектории полета
ЛА. Однако эти показатели не позволяют правильно проводить ко 
личественную оценку точности комплекса по всей траектории поле 
та ЛА, т.е. получать интегральную оценку качества работы ТИК.

Такой интегральный показатель точности может быть постро 
ен на основе рассмотренного выше комплексного показателя
точности ТИК, который позволяет учитывать как систематиче 
скую и случайную составляющие погрешности, так и полную
погрешность этого комплекса. Как было отмечено выше, при
использовании такого комплексного показателя точности появ 
ляется возможность правильно сравнивать оценки показателя
точности ТИК с требованиями, которые предъявляются к нему
разработчиками СТК.

В комплексном показателе точности траекторного измеритель 
ного комплекса в качестве показателей случайной составляющей
погрешности ТИК вводятся три диагональные ковариационные

матрицы ( , где 1,2,3)~ �g:i
i � по положению ( )i �1 , скорости ( )i � 2 и

ускорению ( )i �3 ЛА, которые являются каноническим видом соот 
ветствующих трех ковариационных матриц g � ( ):i

i �1,2,3 вектора па 
раметров движения ЛА, полученных с использованием известных
методик априорной оценки точности ТИК. При этом в диагоналях
матриц ~ �g:i

стоят собственные значения априорно определяемых

ковариационных матриц g �:1
g �:2

и g �:3
векторов �q1, �q2 , �q3 оценок па 

раметров движения по положению, скорости и ускорению ЛА соот 
ветственно.

В качестве показателей полной погрешности ТИК вводятся ве 
личины / / /� � �, , ( , , )x y zi i i

i �1 2 3 , характеризующие суммарную погреш 

ность оценки параметров движения ЛА траекторным измеритель 
ным комплексом по положению, скорости и ускорению соответст 
венно.

Конечно, данный показатель точности может быть успешно при 
менен только для конкретной точки траектории полета ЛА. Однако
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при проектировании траекторных измерительных комплексов на
протяженных испытательных трассах требуется проводить оценки
точности траекторных измерений не только в интересующих точках
траекторий полета ЛА, но и делать интегральные оценки качества
выполнения стоящей перед измерительным комплексом задачи по
всей траектории полета ЛА. При этом необходимо учитывать, что
требования к ТИК могут иметь разные значения для различных уча 
стков траектории полета ЛА. Например, для начального, основного
и конечного участков траектории предъявляются различные требо 
вания по точности оценки координат, составляющих векторов ско 
рости и ускорения ЛА.

В результате проектирования ТИК должен быть выбран такой ва 
риант его построения, который бы наилучшим образом удовлетво 
рял предъявляемым требованиям по всей траектории полета лета 
тельного аппарата.

На рис. 2.3 показан пример задания требований к траекторному
измерительному комплексу по оценке координаты x, предъявляе 
мых в виде среднего квадратического отклонения (СКО) погрешно 
сти оценки этой координаты, вдоль траектории полета ЛА для двух
вариантов построения ТИК, имеющих различную структуру и со 
став измерительных средств. Кроме того, здесь же приведены значе 
ния СКО погрешности оценки координаты x для двух вариантов
построения комплекса.
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Рис. 2.3. Сравнительная оценка возможностей двух вариантов построения тра�
екторного измерительного комплекса с предъявляемыми к ним требованиями по
оценке координаты x



Видно, что ТИК, построенный по первому варианту, не удовле 
творяет требованиям по точности оценки координаты x на началь 
ном и основном участках траектории полета ЛА, а второй вариант
построения комплекса позволяет выполнить предъявляемые к не 
му требования на этих двух участках траектории полета, однако
при этом не выполняются требования на конечном участке траек 
тории полета ЛА.

Для выбора рационального варианта построения ТИК по оценке
координат и составляющих вектора скорости ЛА предлагается инте 
гральный показатель точности такого измерительного комплекса,
суть которого заключается в следующем.

В случае сглаживания результатов траекторных измерений с ис 
пользованием полиномов оценки координат и составляющих векто 
ра скорости полета ЛА x t y t z t x t y t z t( ), ( ), ( ), �( ), �( ), �( ) представляют со 
бой непрерывные функции от времени. При этом в качестве крите 
рия выбора рационального q го варианта построения ТИК по
оценке координат полета ЛА может быть выбран коэффициент
штрафа Pq , определяемый как

P S t T dtq i in

t

t

j

J

n

N

i

i

j

j m j

� �
�

����
���

�

[ � ( ) ]
111

3

, (2.5)

где � ( )S ti — оценки координат полета ЛА ( � ( ) �( )S t x t1 � при i �1;
� ( ) �( )S t y t2 � при i � 2; � ( ) �( )S t z t3 � при i �3) на момент времени t; Tin —

значения требований к оценке i й координаты для n го участка тра 
ектории полета ЛА; t j — момент времени, соответствующий началу
нарушения выполнения требований по оценке координат ЛА;
t j mj� — момент времени, соответствующий концу нарушения вы 

полнения требований по оценке координат полета ЛА; J — число
участков на траектории полета ЛА, где имеют место нарушения тре 
бований по оценке координат испытываемого ЛА; N — число участ 
ков на траектории полета ЛА, на которых имеют место различные
значения требований к точности оценки координат ЛА.

В качестве интегрального показателя точности траекторного из 
мерительного комплекса при выборе рационального варианта по 
строения траекторного ИК по оценке составляющих вектора скоро 
сти ЛА может быть выбран коэффициент штрафа �Pq вида

� ( �� ( ) � )P S t T dtq i in

t

t

j

J

n

N

i

i

j

j m j

� �
�

����
���

�

111

3 11

, (2.6)
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где �� ( )S ti — проекции вектора скорости полета ЛА ( �� ( ) ��( )S t x t1 � при

i �1; �� ( ) ��( )S t y t2 � при i � 2; �� ( ) ��( )S t z t3 � при i �3) на момент времени t;
J1 — число участков на траектории полета ЛА, где имеют место на 
рушения требований по оценке проекций вектора скорости испы 
тываемого ЛА; N1 — число участков на траектории полета ЛА, на
которых имеют место различные значения требований к точности
оценки проекций вектора скорости ЛА.

Существует два случая выбора рационального варианта Qрац по 
строения траекторного измерительного комплекса для обеспечения
испытаний рассматриваемого СТК. В первом случае Qрац( )1 выбира 
ется исходя из условия, что он с минимальным штрафом обеспечи 
вает выполнение требований по оценке координат ЛА и составляю 
щих вектора скорости ЛА, а во втором случае Qрац( )2 выбирается ис 
ходя из условия, что он с минимальным штрафом обеспечивает
выполнение требований или по оценке координат ЛА, или по оцен 
ке составляющих вектора скорости ЛА. Условия выбора рациональ 
ного варианта построения такого траекторного измерительного
комплекса могут быть формализованы в следующем виде:

Q P P
q Q q Q

рац( )
, ,

:min min �
1

1 1� �
Cq q , (2.7)

Q P P
q Q q Q

рац( )
, ,

: min min �
2

1 1� �
Dq q . (2.8)

Условие (2.8) предполагает выбор одного из двух вариантов по 
строения траекторных измерительных комплексов, который наи 
лучшим образом удовлетворяет выполнению требований по точно 
сти оценки координат ЛА или по точности оценки составляющих
вектора скорости ЛА. При этом отдается преимущество тому вари 
анту, который имеет в конкретном случае более высокий приоритет.

При совместной обработке траекторной измерительной ин 
формации с использованием метода динамической фильтрации
оценки координат и составляющих вектора скорости полета ЛА
( ( ), ( ), ( ), �( ), �( ), �( ))x k y k z k x k y k z k представляют собой случайные
последовательности при дискретном времени t k k K� �( , )1 .
В этом случае выражение для коэффициента штрафа по оценке
координат полета ЛА имеет вид

R S k Tq ijp in
p

P

j

J

n

N

i

i

� �
����

�

���� [ � ( ) ]
1111

3

, (2.9)

где � ( )S kijp — p е значение оценки координаты полета ЛА

( � ( ) �( )S k x ki� �1 при i � 1; � ( ) �( )S k y ki� �2 при i � 2; � ( ) �( )S k z ki� �3 при i � 3)
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для j�го участка нарушения требований; Tin — значения требований
к оценке i�й координаты для n�го участка траектории полета ЛА;
J — число участков на траектории полета ЛА, где имеют место нару�
шения требований по оценке координат испытываемого ЛА; N —
число участков на траектории полета ЛА, на которых имеют место
различные значения требований к точности оценки координат ЛА.

В качестве критерия выбора рационального варианта построения
ТИК по оценке проекций вектора скорости ЛА может быть выбран
коэффициент штрафа �Rq , определяемый следующим образом:

� [ �� ( ) � ]R S k Tq ijp in
p

P

j

J

n

N

i

i

� �
����

�

����
1111

3 222

, (2.10)

где �� ( )S kijp — p�е значение оценки проекций вектора скорости ЛА

( �� ( ) ��( )S k x k1 � при i �1; �� ( ) ��( )S k y k2 � при i � 2; �� ( ) ��( )S k z k3 � при i � 3) для
j�го участка нарушения требований; �Tin — значения требований к
оценке i�й проекции вектора скорости для n�го участка траектории
полета ЛА; J 2 — число участков на траектории полета ЛА, где имеют
место нарушения требований по оценке проекции вектора скорости
испытываемого ЛА; N2 — число участков на траектории полета ЛА,
на которых имеют место различные значения требований к точно�
сти оценки проекции вектора скорости ЛА.

Как и при сглаживании результатов траекторных измерений с
использованием полиномов, здесь также существуют два случая
выбора рационального варианта Qрац построения траекторного
измерительного комплекса для обеспечения испытаний рассмат�
риваемого СТК. В первом случае Qрац( )3 выбирается исходя из ус�
ловия, что комплекс с минимальным штрафом обеспечивает вы�
полнение требований по оценке как координат ЛА, так и состав�
ляющих вектора скорости ЛА, а во втором случае Qрац( )4
выбирается исходя из условия, что он с минимальным штрафом
обеспечивает выполнение требований или по оценке координат
ЛА, или по оценке составляющих вектора скорости ЛА. Условия
выбора рационального варианта построения траекторного изме�
рительного комплекса, использующего алгоритмы динамической
фильтрации первичных траекторных измерений, могут быть фор�
мализованы в следующем виде:

Q R R
q Q q Q

рац( )
, ,

: min min �
3

1 1� �
�q q , (2.11)

Q R R
q Q q Q

рац( )
, ,

: min min �
4

1 1� �
�q q . (2.12)
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С использованием коэффициентов штрафа (2.5), (2.6), (2.9)
и (2.10) и условий (2.7), (2.8), (2.11) и (2.12) можно выбрать ра 
циональный вариант построения траекторного измерительного
комплекса на протяженных испытательных трассах при задан 
ных к нему требованиях по точности оценки параметров дви 
жения ЛА.

Таким образом, представленный интегральный показатель точ 
ности траекторного измерительного комплекса позволяет с исполь 
зованием программно алгоритмического комплекса априорной
оценки точности ТИК выбрать рациональный вариант построения
измерительного комплекса, который способен наилучшим образом
решить задачу оценки параметров движения ЛА на заданной протя 
женной траектории его полета.

2.2. Методический подход к оценке потенциальной точности
траекторного измерительного комплекса при динамической

фильтрации результатов траекторных измерений
Задача оценки потенциальной точности вектора состояния сис 

темы траекторных измерений (в нашем случае — вектора парамет 
ров движения ЛА) с использованием динамической фильтрации яв 
ляется достаточно сложной и в практическом плане недостаточно
освещена в научно технической литературе.

Теоретическое исследование асимптотического поведения кова 
риационной матрицы g � ( ): t оценки вектора состояния стохастиче 
ской системы �q при t�� частично проведено в монографии [48].
В ней показано, что при определенных ограничениях, предъявляе 
мых к матричным коэффициентам известного рекуррентного урав 
нения для ковариационной матрицы оцениваемого вектора g � ( ): t ,
предел lim ( )�

t
t

��
��g g: существует и при этом 0 . .��Sp g . Факт суще 

ствования такого предела имеет важные практические приложения,
поскольку в этом случае оптимальная в среднем квадратическом
смысле оценка �q при t � 0 «отслеживает» истинное значение вектора
состояния стохастической системы с конечной ошибкой даже тогда,

когда M tj
j

k

( � ( ))q 2

1�
� �� при t�� [48].

Важным практическим применением знаний об асимптотиче 
ском поведении ковариационной матрицы g � ( ): t оценки вектора со 
стояния стохастической системы является их использование для ре 
шения задачи оценки потенциальной точности траекторного изме 
рительного комплекса при динамической фильтрации результатов
траекторных измерений.
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Так, для априорной оценки точности ТИК использование зна 
чений ковариационной матрицы вектора оценки параметров дви 
жения ЛА, получаемых из рекуррентного уравнения динамиче 
ской фильтрации, не всегда является правильным. Это связано с
тем, что при фильтрации разнообразной траекторной измеритель 
ной информации как в случае отсутствия информации о началь 
ных значениях оцениваемого вектора параметров движения, так и
в случае обработки измерительной информации по высокодина 
мичным ЛА нет полной уверенности в том, что фильтр Калмана
будет работать в стационарном режиме и получаемые с его помо 
щью оценки будут близки к истинным значениям оцениваемых
параметров.

Пояснение методического подхода к оценке потенциальной
точности траекторного измерительного комплекса при динами 
ческой фильтрации результатов траекторных измерений прове 
дем в два этапа. На первом этапе построим алгоритм определе 
ния рекуррентного значения ковариационной матрицы оцени 
ваемого вектора состояния стохастической системы траекторных
измерений, характеризующей текущее значение погрешности
фильтрации результатов траекторных измерений при заданных
параметрах такой системы. На втором этапе построим практиче 
ски реализуемый алгоритм нахождения стационарного значения
ковариационной матрицы оцениваемого вектора состояния сис 
темы траекторных измерений, характеризующей ее потенциаль 
ную точность.

Рекуррентное значение ковариационной матрицы оцениваемо 
го вектора состояния стохастической системы траекторных изме 
рений найдем в результате решения задачи, заключающейся в по 
строении дискретной зависимости, суть которой заключается в
следующем.

Требуется определить для каждой k й точки траектории полета
ЛА дискретную зависимость значений ковариационной матрицы
g � ( ): k вектора оценки параметров движения ЛА �( )q k от значений ве 
роятностных характеристик погрешностей средств траекторных из 
мерений. Искомая дискретная зависимость может быть формализо 
вана в следующем виде:

g t� ( ) { , , }: A Bk kl l� 1 ; k K�1, ,

где B l , tl — N�мерные векторы средних квадратических погрешно 
стей и времени корреляции дискретного случайного процесса пер 
вичных траекторных измерений соответственно; K — общее число
дискретных измерений по летательному аппарату.
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Наблюдаемый векторный процесс x( )k траекторных измерений,
поступающих от всех средств ТИ, может быть представлен в сле 
дующем виде:

x x q h( ) ( , ) ( ) ( ) ( )k k k k k� � � �A H0 ,

где A0 ( , )k x — вектор начального значения наблюдаемого N мерного
векторного процесса траекторных измерений; q( )k — M мерный
вектор оцениваемых параметров движения ЛА; H( )k — матрица ча 
стных производных измеряемых параметров средствами ТИ по оце 
ниваемым параметрам движения ЛА размерностью ( )N M" ; h( )k —
N мерный коррелированный по времени вектор погрешностей из 
мерений средств ТИ.

Модель траектории движения ЛА в пространстве состояний на
ограниченном участке траектории полета может быть описана в
виде

q l( ) ( ) ( )k k k� �U , (2.13)

где U( )k — M мерный вектор детерминированной составляю 
щей динамической модели движения ЛА; l( )k — М мерный
вектор стохастической составляющей динамической модели
движения ЛА, который может быть описан рекуррентным сто 
хастическим уравнением с постоянными матричными коэффи 
циентами вида

� �l l e( ) ( )k k k� � � � �a b1 , (2.14)

где a и b — матрицы постоянных коэффициентов размерностью
( )M M" ; e( )k — М мерный гауссов вектор с независимыми компо 
нентами с параметрами N ( , )0 1 .

Тогда с использованием выражения (2.14) проведем следующие
преобразования:

q l l e( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k� � � � � � � � �U U a b1

� � � � � � � � �U a U b( ) [ ( ) ( )] ( )k k k kq e1 1

� � � � � � � � �U a U a b( ) ( ) ( ) ( )k k k k1 1q e . (2.15)

Модель погрешности средств траекторных измерений можно
представить как сумму двух составляющих: медленноменяющейся
h1( )k и быстроменяющейся (шумовой) h2 ( )k . Поэтому можно запи 
сать следующее выражение:

x x q h h( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k� � � � �A H0 1 2 . (2.16)

115

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÈÈÑ



Составляющие погрешности средств траекторных измерений
можно описать рекуррентными стохастическими уравнениями
вида

h r hi i i i ik k k i( ) ( ) ( ); ,� � � � � �1 1 2r l , (2.17)

где l i k( ) — M мерные гауссовы векторы с независимыми компонен 
тами с параметрами N ( , )0 1 .

Тогда с учетом соотношений (2.15) и (2.17) выражение для на 
блюдаемого процесса траекторных измерений может быть записано
в виде

x x q e( ) ( , ) ( ){[ ( ) ( )] ( ) ( )}k k k k k k k� � � � � � � � � �A H U a U a b0 1 1 �
� � � � � � � � � �r h r h1 1 1 1 2 2 2 21 1( ) ( ) ( ) ( ).k k k kr l r l (2.18)

Используя выражение (2.17), из уравнения (2.16) определим бы 
строменяющуюся составляющую погрешностей измерения средст 
вами ТИ для момента времени t k� �1:

h x x q h2 0 11 1 1 1 1 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )k k k k k k� � � � � � � � � � �A H . (2.19)

Подставив выражение (2.19) в (2.18), получим уравнение для на 
блюдаемого процесса траекторных измерений

x x q e( ) ( , ) ( ){[ ( ) ( )] ( ) ( )}k k k k k k k� � � � � � � � � �A H U a U a b0 1 1 �
� � � � � � � � � � � � �r h r x r1 1 1 1 2 2 2 2 01 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ,k k k k kr l r l A x)�

� � � � � � � �r q r h2 2 11 1 1H( ) ( ) ( )k k k . (2.20)

Введем расширенный оцениваемый вектор состояния стохасти 
ческой системы траекторных измерений в следующем виде:

Q( ) [ ( ) ( )]k k k� q h1
т .

Тогда с использованием выражений (2.15) и (2.17), можно запи 
сать расширенный случайный процесс в виде

Q( )
( )

( )

( ) ( )
k

k

k

k k
�
#

$
%

&

'
( �

� � �#

$
%

&

'
( �

#

$
%

q

h r1 1

1U a U

0

a 0

0

&

'
( �

�
�

#

$
%

&

'
( �

#

$
%

&

'
( �

#

$
%

&

'

q

h

e( )

( )

( )

( )

k

k

k

k

1

11 1 1

b 0

0 r l (.

В обобщенном виде случайный процесс Q( )k можно записать как

Q Q( ) ( ) ( ) ( )k k k k� � � � � �a a b e0 1 11 , (2.21)
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где векторы и матрицы a0 ( )k , e( )k , a1 и b1 имеют следующие струк�
туры:

a
U a U

0
0

1
( )

( ) ( )
k

k k
�

� � ��

�
�

�

	

; e

l
( )

( )

( )
k

k

k
�

�

�
�

�

	



e

1

; a
a 0

0
1

1

�
�

�
�

�

	



r
; b

b 0

0 r
1

1

�
�

�
�

�

	

.

Проведем группирование слагаемых в правой части выражения (2.20)
и с учетом расширенного вектора Q( )k запишем следующую формулу:

x x( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k kn� � � � � � � �A A B e B l1 1 2 21Q , (2.22)

где A A A H U a Un k k k k k( , ) [ ( , ) ( , )] [ ( ) ( )]x x r x r� � � � � � � � � �0 2 0 21 x( )k �1 ;
A H a H1 2 1 2( ) [( ( ) ( )) | ]k k k� � � � �r r r ; B H a | r1 1( ) [ ( ) ]k k� � ; B r2 2� .
Согласно положениям общей теории динамической фильтрации

[48, 105] для частично наблюдаемого процесса (2.21) и (2.22) алго�
ритм оптимальной фильтрации имеет вид

� ( )
�( )
� ( )

( ) � ( )Q Qk
k

k
k k�

�

�
�

�

	

 � � � � �

q

h1
0 1 1a a

� � � � � �K A A( ) [ ( ) ( , ) ( ) � ( )]k k k k knx x 1 1Q , (2.23)

где K( )k — матрица коэффициента усиления фильтра, определяемая
выражением

K b B a A( ) [ ( ) ( ) ( )]�k k k k� � � � � � �1 1 1 11т тg

� � � � � � � � �[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]�B B B B A A1 1 2 2 1 1
11k k k k kт т тg ,

в котором g � ( ) k — ковариационная матрица составного вектора
� ( )Q k , определяемая рекуррентным уравнением вида

g
g g

g g
�

� � ,�

� , � �
( )

( ) ( )

( ) ( )
[

  �

�  �
k

k k

k k
�

�

�
�

�

	

 �1

1 1

1a � � � � � �g � ( ) ] k 1 1 1 1a b bт т

� � � � � � � � � �[ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( )�b B a A B B B B1 1 1 1 1 1 21т т тk k k k kg 2 1
т � �A ( )k

� � � � � � � � ��g g� �( ) ( )] [ ( ) ( ) ( ) ( k k k k k1 11
1

1 1 1 1A b B a Aт т т k)]т . (2.24)

Из выражения (2.23) видно, что рассматриваемая математиче�
ская модель способна оценивать не только вектор параметров дви�
жения ЛА ( �( ))q k , но и вектор оценки медленноменяющейся со�
ставляющей погрешности измерения первичных измерительных
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параметров средствами ТИ (� ( ))h1 k при учете в параметрах фильтра
предполагаемых вероятностных характеристик этих погрешностей.
Программно алгоритмическая реализация данного уравнения оп 
тимальной фильтрации может быть успешно использована для
оценки медленноменяющихся (систематических) погрешностей
реальных средств траекторных измерений при проведении их авто 
номной аттестации.

Далее приведен алгоритм, позволяющий определить стационар 
ное значение ковариационной матрицы оцениваемого вектора со 
стояния стохастической динамической системы траекторных изме 
рений g� для получения оценок потенциальной точности траектор 
ного измерительного комплекса.

Как показано в работе [48], рекуррентное уравнение (2.24) для
ковариационной матрицы оцениваемого вектора состояния стохас 
тической динамической системы траекторных измерений можно за 
писать в следующей форме:

g g g� � �( ) ( ) ( )E E Ek k k� � � � � � � � � � "a a b b a A1 1т т т

" � � � � � � � � ��[ ( ) ] ( )� �B B A A A aт т тg gE Ek k1 11 , (2.25)

где a a b B B B A� � � ��
1

1
1(~ ~) (~ ~)� � ; A A� 1; b b b b B B B� � � "�[(~ ~) (~ ~) (~ ~)� � � 1

"(~ ~) ] /b B� т 1 2 ; B B B� �(~ ~) /� 1 2 .
Здесь приняты следующие обозначения:

~ ~b b b b b b� � � � �1 2 2 2
т т ; ~ ~b B b B b B� � � � �1 1 2 2

т т ; ~ ~B B B B B B� � � � �1 2 1 2
т т .

Используем для (2.25) лемму об обращении матриц [29] вида

C C W W C W R W C C W R W� � � � � � � � � � � �� � � �т т т( ) ( )1 1 1 1,

где C, R — квадратные неособенные матрицы размерностью ( )n n" и
( )m m" соответственно.

Тогда, считая, что в выражении (2.25) g � ( )E k � �1 C, A W� т и

B B R� �т , получим для ковариационной матрицы g � ( )E k выраже 
ние

g g� �( ) [ ( ) ( ) ]E E
k k� � � � � � � � � �� �a A B B A a b b1 11 т т т т .

Если обозначить J A B B Ag � � � �т т( ) , то получим выражение

g g� �( ) [ ( ) ]E E
k k g� � � � � � �� �a J a b b1 11 т т .
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Используя условие, что матрицы a и g �E являются невырожден 
ными, проведем следующие преобразования:

g g g� � �( ) {[ ( )] ( )}E E E
k k kg� � � � � � � � � � �� �a I J a b b1 11 1 т т

� � � � � � � � � � ��a I J a b bg g� �( ) [ ( )]E Ek kg1 1 1 т т

� � � � � � � � � �� � �a a a J b bg g� �( ) [( ) ( ) ( )]E Ek kg1 11 1 1т т т .

Умножив это уравнение справа на матрицу [( ) ( )a a J� �� � "1 1т т
g

" �g � ( )]E k 1 , получим рекуррентное уравнение Риккати в виде

g g� �( ) [( ) ( ) ( )]E Ek kg� � � � � �� �a a J1 1 1т т

� � � � � � � � � �� �a b b a a Jg g� �( ) [( ) ( ) ( )]E Ek kg1 11 1т т т ,

которое легко приводится к формату

g g g g� � � �( ) � ( ) ( ) � � ( ) �
E E E Ek k k k� � � � � � � � � �A B C D1 1 0, (2.26)

где � ( )A a J� ��1
g ; � ( )B a� �1 т ; � ( ) ( )C a b b a J� � � � ��т т1

g ; � ( ) ( )D b b a� � � �т т1 .

Для оценки потенциальной точности траекторного измеритель 
ного комплекса при динамической фильтрации результатов траек 
торных измерений необходимо определить стационарное решение
уравнения Риккати g� , при котором g g� �( ) ( )E Ek k� �1 и уравнение
(2.26) обратится в тождество

g g g g� � � �� � � � � � � �� � � �A B C D 0. (2.27)

Для решения этого уравнения использовался метод преобразова 
ния матрица знак [2], основанный на свойстве, что матрица g�
должна удовлетворять следующим матричным уравнениям:

I 0

I
B A A

0 C A

I 0

Ig

g

g g�

�

� �

#
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&

'
( �

� �
� �

#

$
%

&

'
( � �

#

$
%

&
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&
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� �
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B A

D C
; (2.28)

I Q

0 I
B A A

0 C A
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0 I
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&

'
( �
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�g
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� �
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#
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%

&

'
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� �
� �

A A

0 C A

g

g
, (2.29)

где Q — решение уравнения.
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Делая подстановку (2.29) в (2.28), получаем составную матрицу F,
которая получила название гамильтониана и имеет вид

F
B A

D C
V

B A 0

0 C A
V�

#

$
%

&

'
( � �

� �
� �

#

$
%

&

'
( ��

�

�
� �
� �

� �
� �2 2

1g

g
,

где

V
I 0

I

I Q

0 I

I Q

Q I
2 �

#

$
%

&

'
( �

�#

$
%

&

'
( �

�
� � �

#

$
%

&

'
(

� � �g g g
; (2.30)

V
I 0

0 I

I 0

I

I Q Q

I2
1�

�

�

�
�
#

$
%

&

'
( � �

#

$
%

&

'
( �

� �
�

#

$
%

&

'
(

g

g

g
. (2.31)

Положим, что имеется возможность представить матрицу F
в виде

S F V
I 0

0 0
V

S S

S S
( ) � �

#

$
%

&

'
( � �

#

$
%

&

'
(

�
2 2

1 11 12

21 22

. (2.32)

Тогда с учетом выражений (2.30) и (2.31) матрица S F( ) будет
иметь вид

S F
I Q

Q I

I 0

0 0

I Q Q

I
( ) �

�
� � �

#

$
%

&

'
( �

#

$
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&

'
( �
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&

� �
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�g g

g

g '
( �

�
� �

� � � �
#

$
%

&

'
(

�

� � �

I Q Q

I Q Q

g

g g g( )
. (2.33)

Если матрицу F свести к виду (2.33) путем проведения итераци 
онного процесса, который будет рассмотрен ниже, а также посколь 
ку в матрице будут однозначно вычислены матричные коэффициен 
ты S S S S11 12 21 22, , , , то g� может быть определено из решения сле 
дующей системы уравнений:

S I Q

S I Q
11

21

� � �
� � � �

�

� �

g

g g

;

( ).
(2.34)

Решая систему уравнений (2.34), получим

g�
�� �S S21 11

1( ) . (2.35)
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Матрицу F можно преобразовать к виду (2.33) благодаря ее свой 
ству, которое заключается в том, что в непрерывном случае собст 
венные числа матрицы A C A1 � � ��

� �g являются положительными, а
матрицы B B A1 � � ��

� �g — отрицательными. В дискретном случае у
матрицы A1 корни лежат внутри единичного круга, а у матрицы B1 —
вне этого круга.

Для реализации итерационного процесса преобразования матри 
цы F к матрице S F( ) было использовано конформное преобразова 
ние вида

F F I I Fg � � � � �( ) ( ) 1. (2.36)

Введя обозначение m
g

g
�

� �
� �

#

$
%

&

'
(�

�

� �
� �

B A 0

0 C A
, в первой итерации

конформного преобразования получим выражение

F V V V V V V V Vg n( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � �� � � � � �1 2 2
1

2 2
1 1

2 2
1

2 2
1m m 1 �

� � � � � � � � � � � � � �� � � �V I V V I V V I V V2 2
1

2 2
1 1

2 2
1

2( ) [ ( ) ] ( )m m m ( )I V� � �� �m 1
2

1

� � � � � �� �V I I V2
1

2
1( ) ( )m m .

Из этого выражения видно, что в процессе преобразований мат 
рицы V2 и V2

1� не изменяются, а меняется только внутренняя мат 

рица L I I� � � � �( ) ( )m m 1. Матрица L может быть сведена к матрице

вида
I 0

0 I�
#

$
%

&

'
( путем применения итерационной процедуры алгорит 

ма Робертса [70] вида

F F F( ) [ ( ) ( )]n n ng g� � � ��1

2
1 11 . (2.37)

Из выражения (2.37) видно, что на каком то n м шаге матрица
F( )n будет равна матрице F( )n�1 .

Завершается итерационная процедура (2.37) при выполнении ус 
ловия

| | ( ) ( ) | |F Fn n� � �1 	, (2.38)

где 	 — абсолютно малое число.
Для того чтобы преобразовать матрицу F( )n к виду (2.33) при вы 

полнении условия (2.38), проводится следующая операция:
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Тогда

S F S F V
I 0

0 0
V( ) ( )� @ � �

#

$
%

&

'
( �

�1

2
2 2

1. (2.40)

Определив матрицу S F( ) согласно формуле (2.40), получим асим 
птотическое значение ковариационной матрицы погрешности
фильтрации по формуле g�

�� �S S21 11
1( ) .

Алгоритм решения уравнения Риккати в обобщенном виде со 
стоит в следующем:

из коэффициентов уравнения (2.27) составляется матрица га 
мильтониана H;

находится конформное преобразование в соответствии с соотно 
шением (2.36);

организуется итерационная процедура (2.37) и (2.38) приведения
матрицы H к виду, описываемому выражением (2.32);

определяется матрица @S F( ) в соответствии с выражением (2.39), а
затем и S F( ) по формуле (2.40);

из элементов матрицы S F( ) в соответствии с (2.35) определяется
асимптотическое (стационарное) значение ковариационной матри 
цы погрешности фильтрации траекторных измерений.

Таким образом, рассмотренный методический подход, позволяет
определить стационарное значение ковариационной матрицы оце 
ниваемого вектора состояния стохастической системы траекторных
измерений g� для получения оценок потенциальной точности тра 
екторного измерительного комплекса.

2.3. Структура програмно�алгоритмического комплекса
априорной оценки точности траекторного измерительного
комплекса при динамической фильтрации результатов

траекторных измерений
Необходимо отметить, что организация подготовки к испытани 

ям новых образцов СТК проводится в неразрывной связи с оценкой
возможностей существующих траекторных измерительных ком 
плексов и разработкой предложений по их совершенствованию.
Предложения по совершенствованию траекторных измерительных
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комплексов разрабатываются после установления факта о том, что
возможности существующих комплексов не соответствуют требова�
ниям, предъявляемым со стороны разработчиков образцов СТК,
планируемых к проведению испытаний.
Для проведения априорной оценки возможностей ТИК суще�

ствует соответствующий методический аппарат в виде методик
априорной оценки точности таких комплексов. Рассмотрим ос�
новные положения наиболее часто используемой на практике ме�
тодики априорной оценки точности траекторного измерительного
комплекса [22].
Предположим, что модель измерений средств ТИ имеет вид

x x x( ) ( ) ( )t t t� �ист п ,

где x( )t , xист ( )t — соответственно реальное и истинное значения век�
тора результатов траекторных измерений, поступающих от средств
ТИ на момент времени t, размерностью I ; xп( )t — вектор погрешно�
стей измерений, составляющие компоненты которого не коррели�

рованны по времени и имеют параметры N i I
i

( , ), ,0 12�� � .

Тогда вектор �x( )t погрешностей траекторных измерений опреде�
лится как

�x x( ) ( )t t� п . (2.41)

Так как вектор траекторных измерений x( )t в общем случае свя�
зан нелинейной зависимостью с вектором оцениваемых параметров
движения q( )t , то расчет погрешности оценки вектора параметров
движения ЛА ��( )q t в предположении, что статистическая обработка
траекторной информации проводится с использованием метода
наименьших квадратов, ведется по линеаризованной схеме в соот�
ветствии со следующим алгоритмом [22]:

� ��( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )q xt t t t t� � � � � ��W P W W Pт 1 ,

где W( )t — матрица частных производных измеряемых параметров
средствами ТИ по оцениваемым параметрам движения ЛА; P— «ве�
совая» матрица первичных траекторных измерений.
Введем обозначение [ ( ) ( )] ( ) ( )W P W W P Ht t t t� � � � ��т 1 . Тогда с уче�

том выражения (2.41) ковариационная матрица оцениваемого век�
тора параметров движения ЛА g � ( )	 t будет иметь вид

g q q x x� ( ) ( �( ) � ( )) ([ ( ) ( )] [ ( ) (	 � �t M t t M t t t t� � � � � �т
п пH H )] )т �

� � �H H( ) ( ) ( )t t tg�п
т ,
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где g�п ( )t — ковариационная матрица вектора погрешностей пер�
вичных траекторных измерений.
Анализ рассмотренных математических соотношений методики

априорной оценки точности траекторного измерительного ком�
плекса показывает, что она имеет следующие недостатки:
априорная оценка точности ИК проводится в предположении,

что модель погрешности измерений средств ТИ описывается не
как случайный процесс, а в виде системы случайных величин,
причем эта система случайных величин является некоррелиро�
ванной;
в основе алгоритма совместной обработки траекторной измери�

тельной информации лежит метод наименьших квадратов с получе�
нием средневзвешенных оценок параметров движения ЛА по траек�
ториям их полета, что не охватывает всего спектра математических
методов, используемых при испытаниях СТК;
не учитываются вид и степень используемого при статистической

обработке траекторной информации полинома;
отсутствует учет воздействия на ЛА внешней среды и других

управляющих сил.
Рассмотренный выше методический подход к оценке потен�

циальной точности траекторного измерительного комплекса
при динамической фильтрации результатов траекторных изме�
рений имеет широкий спектр практического применения. В ча�
стности, этот подход может быть положен в основу построения
программно�алгоритмического комплекса априорной оценки
точности ТИК при динамической фильтрации траекторных из�
мерений, имеющего ряд преимуществ перед другими сущест�
вующими аналогичными программно�алгоритмическими ком�
плексами.
На рис. 2.4 приведена структура программно�алгоритмическо�

го комплекса априорной оценки точности траекторной измери�
тельной системы при динамической фильтрации результатов
траекторных измерений, в основе которого лежит рассмотрен�
ный выше методический подход к оценке потенциальной точно�
сти траекторного измерительного комплекса. В состав этого
программно�алгоритмического комплекса входят следующие
блоки:
программный модуль формирования идеальных измерений сред�

ствами траекторных измерений (блок 1);
программный модуль формирования кинематической модели

движения ЛА в полигонной системе координат (блок 2);
модуль исходных данных о дислокации и тактико�технических

характеристиках средств траекторных измерений, а также парамет�
рах динамической модели движения ЛА (блок 3);
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программный модуль формирования зашумленных траектор 
ных измерений средств ТИ с паспортными значениями вероятно 
стных характеристик погрешностей измерений первичных пара 
метров (блок 4);

программный модуль вычисления значений ковариационной
матрицы оценки вектора параметров движения ЛА по рекуррентно 
му уравнению фильтрации (блок 5);

программный модуль вычисления стационарного значения кова 
риационной матрицы оценки вектора параметров движения ЛА пу 
тем решения соответствующего алгебраического уравнения Риккати
(блок 6).

Математическая модель оценки потенциальной точности траек 
торного измерительного комплекса при динамической фильтрации
результатов траекторных измерений реализована в блоках 5 и 6 и
является основой всего программно алгоритмического комплекса.
Однако для ее реализации необходимо иметь данные о траектории
полета летательного аппарата и данные о первичных траекторных
измерениях по ЛА, поступающих от средств ТИ. Для этого в блоке
2 реализуется кинематическая модель движения ЛА. По данным о
кинематической модели движения ЛА и исходным данным о дис 
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Рис. 2.4. Структура программно�алгоритмического комплекса априорной оценки
точности траекторной измерительной системы при динамической фильтрации ре�
зультатов траекторных измерений



локации и тактико технических характеристиках средств траектор 
ных измерений, имеющихся в блоке 3, в блоке 1 формируются
идеальные измерения от средств траекторных измерений. Затем в
блоке 4 из идеальных измерений формируются зашумленные тра 
екторные измерения средств ТИ с паспортными значениями веро 
ятностных характеристик погрешностей измерений, которые затем
поступают в блок 5.

В блоке 5 вычисляются значения ковариационной матрицы
оценки вектора параметров движения ЛА по рекуррентному
уравнению фильтрации, а в блоке 6 — стационарное значение
ковариационной матрицы оценки вектора параметров движения
ЛА путем решения соответствующего алгебраического уравне 
ния Риккати.

На выходе программно алгоритмического комплекса априорной
оценки точности траекторной измерительной системы при динами 
ческой фильтрации результатов траекторных измерений (блок 6)
наблюдается последовательность стационарных значений ковариа 
ционной матрицы вектора оценки параметров движения ЛА g � ( ):ст

k
для конкретных значений времени.

Рассмотренный комплекс априорной оценки точности траектор 
ной измерительной системы при динамической фильтрации резуль 
татов траекторных измерений имеет следующие преимущества по
сравнению с комплексом, реализующим приведенный выше [22]
подход к априорной оценке точности ТИК:

модель погрешности первичных измерений средств ТИ описыва 
ется как случайный процесс с учетом временн�й корреляции изме 
рений;

используется динамическая модель движения ЛА в пространстве
состояний, которая учитывает воздействие на ЛА внешней среды и
других управляющих сил;

в основе алгоритма совместной обработки траекторной измери 
тельной информации лежит метод динамической фильтрации, ко 
торый реально используется при испытаниях ряда СТК, и при этом
исключается неоднозначность получаемых оценок, которая имеет
место в рассмотренной выше методике [22] из за отсутствия учета
вида и степени используемого при статистической обработке траек 
торной информации полинома.

Таким образом, рассмотренный программно алгоритмический
комплекс априорной оценки точности траекторного измеритель 
ного комплекса при динамической фильтрации траекторных из 
мерений имеет ряд преимуществ перед применяемыми в настоя 
щее время на практике соответствующими методиками и может
быть успешно использован при отработке и испытаниях некото 
рых видов СТК.

126

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ ÈÈÑ



2.4. Математическая модель оценки влияния погрешностей
формирования частотно�временной информации средствами

единого времени измерительного комплекса на точность оценки
параметров движения ЛА

2.4.1. Исследование механизма влияния погрешностей формирования
частотно�временной информации средствами единого времени ИК

на точность оценки параметров движения ЛА

Исследование механизма влияния погрешностей формирования
частотно�временн�й информации (ЧВИ) средствами единого вре�
мени (СЕВ) ИК на точность оценки эталонных параметров движе�
ния ЛА показало [8], что существуют два рода погрешностей, вноси�
мых в оценки параметров движения аппаратурой единого времени,
которые имеют различные характеры проявления в эталонных пара�
метрах движения ЛА, получаемых в результате математической об�
работки результатов траекторных измерений.

Первый род ошибок в параметрах движения ЛА возникает за счет
конечных значений стабильности частотной информации, потреб�
ляемой фазометрическими измерительными средствами от аппара�
туры единого времени. Нестабильность частотной информации
приводит к дополнительным погрешностям в измеряемых парамет�
рах фазометрических измерительных средств. Эти погрешности
суммируются с инструментальными погрешностями фазометриче�
ских измерительных средств.

Второй род ошибок в оценке параметров движения ЛА возникает
из�за временн�х сдвигов шкал времени, к которым привязывается
выходная измерительная информация средств траекторных измере�
ний. Эти временн�е погрешности не проявляются непосредственно
в результатах измерений, а трансформируются в дополнительные
погрешности оценки параметров движения ЛА при совместной ста�
тистической обработке результатов измерений.

Механизм проявления второго рода ошибок в оценке параметров
движения ЛА можно показать на следующем простом примере.

Предположим, что имеются три идеальных радиодальномера, на�
ходящихся в одной точке A и проводящих измерения дальности с
идеальной точностью Д ид по одному летательному аппарату B, ко�
торый движется со скоростьюV и имеет радиальную скоростьVR по
отношению к радиодальномерам (рис. 2.5).

На рис. 2.6 изображены три равномерные шкалы времени, при�
чем две последние шкалы имеют временн�е сдвиги �t2 и �t3 по от�
ношению к первой.

Пусть выходная информация о дальности Д1,Д2 и Д3 первого,
второго и третьего радиодальномеров привязывается соответствен�
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но к первой, второй и третьей временн�м шкалам. Тогда три иде�
альных радиодальномера зарегистрируют в момент времени t * сле�
дующие значения дальности:

Д Д1 � ид ;

Д Д V t Д ДR2 2 2� � � �ид ид� � ;

Д Д V t Д ДR3 3 3� � � �ид ид� � .

Проведя простейшую совместную статистическую обработку (оп�
ределение среднего арифметического значения дальности Д ср до
летательного аппарата), получим

Д
Д Д Д

Д Дср ид�
� �

� �1 2 3

3
� ,

где �Д и есть дополнительная погрешность в определении среднего
арифметического значения дальности до ЛА, вызванная времен�
н�ми невязками в привязке отождествленной измерительной ин�
формации к единой шкале времени (здесь под отождествленной ин�
формацией понимается измерительная информация, полученная по
одному и тому же летательному аппарату и отнесенная к одним и
тем же оцифрованным меткам времени).
Факт наличия дополнительных погрешностей в оцениваемых

параметрах движения ЛА за счет временн�х невязок между ото�
ждествленной измерительной информацией является справедли�
вым и для любого другого вида совместной статистической обра�
ботки информации.
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Рис. 2.5. Пример совмещенной дальномерной измерительной системы



Наличие временн�х невязок между отождествленной измери 
тельной информацией, поступающей в совместную статистическую
обработку, в ряде случаев [58, 59, 61] приводит к существенным по 
грешностям в оценке вектора параметров движения ЛА по результа 
там траекторных измерений. Этот факт необходимо учитывать при
проектировании траекторных измерительных комплексов и их сис 
тем единого времени.

2.4.2. Модель оценки показателей точности ТИК с учетом ошибок
привязки измерений к единым моментам времени при дискретной

линейной фильтрации результатов траекторных измерений

Для планирования работы траекторных измерительных средств
и обоснования требований к средствам траекторных измерений
используются математические модели оценки влияния состава и
расположения измерительных средств, их количества и точности
измерений, характеристик используемой модели движения ЛА, а
также других факторов на точность оценки траекторным измери 
тельным комплексом параметров движения ЛА. Однако сущест 
вующие математические модели непригодны для оценки показате 
лей точности ТИК в условиях наличия временн�х погрешностей в
привязке первичных траекторных измерений к единой шкале вре 
мени траекторного измерительного комплекса. Требуется матема 
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Рис. 2.6. Эпюры трех шкал времени, имеющих взаимные временны' е сдвиги



тическая модель, позволяющая получить «отклик» погрешностей
формирования частотно временн�й информации средствами еди 
ного времени ИК в значениях показателей качества траекторного
измерительного комплекса.

Наличие математической модели оценки показателей точно 
сти ТИК, учитывающей влияние погрешностей в привязке пер 
вичных траекторных измерений к единой шкале времени на точ 
ность оцениваемых параметров движения ЛА, требуется при
проектировании траекторных измерительных комплексов, при
обосновании требований к точности формирования местных
шкал времени траекторного измерительного комплекса, а также
при решении других задач планирования измерительных экспе 
риментов.

Как показано в работах 88, 299, при нормальном законе распреде 
ления оцениваемых параметров движения ЛА в качестве показате 
лей точности ТИК для k й точки траектории полета ЛА могут вы 
ступать ковариационная матрица g � ( ): k вектора �( )q k оценок пара 

метров движения ЛА, а также математическое ожидание M k( �( ))Dq

погрешности оценки этого вектора. Поэтому математическая поста 
новка задачи построения модели оценки показателей точности ТИК
при наличии временн�х невязок в привязке N мерных отождеств 
ленных траекторных измерений к единой шкале времени может
быть сформулирована следующим образом: определить для k й точ 
ки траектории полета ЛА дискретные зависимости значений кова 
риационной матрицы g � ( ): k вектора �( )q k и математического ожида 

ния M k( �( ))Dq погрешности оценки этого вектора от вероятностных
характеристик погрешностей средств траекторных измерений и вре 
менн�х невязок в привязке измерительной информации к единой
шкале времени.

Искомые дискретные зависимости могут быть формализованы
следующей записью:

g t t� ( ) { , , , , }: 
 
6 B Bk kl l T T� 1 , (2.42)

M k kl l T T( �( )) { , , , , }
 6 B B
 
q t t� 2 , k K�1, , (2.43)

где B l , tl — N�мерные векторы средних квадратических погрешно 
стей и времен корреляции дискретного случайного процесса пер 
вичных траекторных измерений соответственно; B
T , t
T — соот 
ветственно N�мерные векторы средних квадратических погрешно 
стей и времен корреляции дискретного случайного процесса вре 
менн�х невязок в привязке измерительной информации средств
траекторных измерений к единой шкале времени.
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Построение математической модели оценки показателей точно 
сти траекторного измерительного комплекса при наличии погреш 
ностей в привязке первичных траекторных измерений к единой
шкале времени будем проводить с использованием классического
аппарата динамической фильтрации.

Проведенные исследования механизма влияния временн�х невя 
зок между моментами времени привязки к единой шкале времени
отождествленных измерений на точность оценки вектора парамет 
ров движения ЛА показали [59], что наблюдаемый дискретный N�
мерный векторный случайный процесс траекторных измерений x( )k
можно представить следующей моделью:

x q x h( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k� � � �H1 
 , (2.44)

где H1( )k — матрица частных производных измеряемых парамет 
ров по оцениваемым параметрам движения летательных аппара 
тов; q( )k — оцениваемый вектор параметров движения ЛА; 
x( )k —
дополнительная составляющая в наблюдаемом случайном процес 
се x( )k , обусловленная временн�ми невязками в привязке компо 
нент этого процесса к единой шкале времени; h( )k — N�мерный
случайный процесс погрешностей средств траекторных измерений
(шум измерений).

Дополнительную составляющую 
x( )k в наблюдаемом случайном
процессе x( )k , обусловленную временн�ми невязками в привязке
компонент этого процесса к единой шкале времени, с достаточной
точностью можно описать в виде


 
x( ) ( ) ( )k k kF �H T2 ,

где H2 ( )k — диагональная матрица скоростей изменения первичных
траекторных измерений размерностью ( )N N" , элементы которой
могут быть определены априорно с использованием модели плани 
рования измерительного эксперимента; 
T( )k — N�мерный дис 
кретный случайный процесс временн�х невязок в привязке изме 
рительной информации средств траекторных измерений к единой
шкале времени.

Структура матрицы H2 ( )k может быть следующей:

H2
1 11 1 1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k
k k

t

k k

t

kn n N�
� � � � � �

diag
0 0



0 0



0

… …
0



N k

t

( )#
$%

&
'(
,

где 
t — период повторения дискретной траекторной измеритель 
ной информации.
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Уравнение для наблюдаемого многомерного дискретного про 
цесса траекторных измерений представим линейной моделью
вида [60]

x q h( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k� � � � �H H T1 2 
 . (2.45)

Вектор q( )k оцениваемых параметров движения ЛА на ограни 
ченном интервале траектории полета ЛА может быть описан рекур 
рентным стохастическим уравнением вида

q q e( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b1 1 , (2.46)

где a, b — матричные коэффициенты, структура которых опреде 
ляется выбранной моделью движения ЛА в пространстве состоя 
ний; e1 11 12 1( ) [ ( ), ( ), ..., ( )]k k k kM� 	 	 	 т — векторный процесс бело 
го шума.

Вектор временн�х невязок 
T( )k между моментами времени
привязки к единой шкале времени отождествленных траекторных
измерений на ограниченном интервале проведения измерений яв 
ляется стационарным медленноменяющимся процессом, который
может быть описан следующим рекуррентным стохастическим
уравнением [59, 63]:


 
T T( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b e1 2 , (2.47)

где a, b — матрицы постоянных коэффициентов размерностью
( )N N" ; e2 21 22 2( ) [ ( ), ( ), ..., ( )]k k k kN� 	 	 	 т — векторный процесс бе 
лого шума.

Векторный дискретный процесс h( )k погрешностей измеритель 
ных каналов средств траекторных измерений представим суммой
двух стационарных случайных процессов h1( )k и h2 ( )k , характери 
зующих соответственно медленноменяющуюся и быстроменяю 
щуюся составляющие рассматриваемого процесса.

Составляющие векторного процесса h( )k могут быть описаны ре 
куррентными стохастическими уравнениями вида

h r hi i i i ik k k i( ) ( ) ( ); ,� � � � � �1 1 2r l , (2.48)

где ri , ri — матрицы постоянных коэффициентов размерностью
( )N N" ; l i k( ) — векторный процесс белого шума.

Тогда наблюдаемый процесс траекторных измерений x( )k может
быть представлен в виде

x q h h( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � �H H T1 2 1 2
 (2.49)
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или в развернутой форме с учетом выражений (2.46)…(2.48)

x q e a( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � � � � � � � �H a H b H T1 1 1 21 1�
� � � � � � � � � � � � �H r l r l2 2 1 1 1 1 2 2 21 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kb e r h r h 2 ( ).k (2.50)

Из выражения (2.49) для дискретного момента времени
t k� �1 выразим быстроменяющуюся составляющую h2 ( )k шума
измерений:

h x q h2 1 2 11 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (k k k k k k k� � � � � � � � � � � �H H T� �1).
(2.51)

Введем два расширенных случайных процесса вида

Q( ) [[ ( ) ( )] ( )]k k k k� q h1 �T т ; e e e( ) [[ ( ) ( )] ( )]k k k k� 1 1 2l т . (2.52)

Подставив в формулу (2.50) соотношение (2.51), полу"
чим следующее выражение для наблюдаемого процесса измере"
ний x( )k :

x x e( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k� � � � � � � �A A B B l0 1 1 2 21Q , (2.53)

где

A0 2 1( , ) ( )k k� � � �r x ;

A H a H H H1 1 2 1 1 2 2 2 21 1( ) [[ ( ) ( ) ] ( ) (k k k k k� � � � � � � � � � �r r r a r 1)];

B H b r H1 1 1 2( ) [[ ( ) ] ( ) ]k k k� � �b ;
B r2 2( )k � .

Построим расширенный процесс модели полезного сообщения с
использованием соотношений (2.52):
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В более компактной форме это выражение примет вид

Q Q( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b1 11 e . (2.54)

Для частично наблюдаемого процесса (2.53) и (2.54) в соответст"
вии с теорией стохастического оценивания [48, 105] оптимальная в
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среднем квадратическом смысле оценка вектора Q( )k определяется
уравнением вида

� ( ) � ( ) ( ) [ ( ) ( , ) ( ) � ( )]Q Q Qk k k k k k k� � � � � � � � �a K A A1 0 11 1x x . (2.55)

В уравнении оптимальной фильтрации (2.55) матрица K( )k коэф 
фициента усиления фильтра описывается выражением

K b B a A( ) [ ( ) ( ) ( )]�k k k k� � � � � "1 1 1 1
т тgE

" � � � � � � �[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]�B B B B A A1 1 2 2 1 1
1k k k k k k kт т тgE ,

где g � ( )E k — ковариационная матрица составного вектора � ( )Q k ,
которая определяется соответствующим рекуррентным уравне 
нием [48].

Поскольку в алгоритмах динамической фильтрации, используе 
мых при статистической обработке траекторной измерительной
информации, не учитывается априорная информация о вероятно 
стных характеристиках случайного процесса 
T( )k , то реальный
уровень погрешности фильтрации наблюдаемого процесса траек 
торных измерений будет выше, чем это имеет место при оптималь 
ной фильтрации, когда он определяется значением ковариацион 
ной матрицы g � ( )E k . Сам же фильтр, в параметрах которого отсут 
ствует такая априорная информация, является субоптимальным
при условии фильтрации случайного процесса, описываемого вы 
ражением (2.49).

Для определения элементов ковариационной матрицы вектора
оценки параметров движения ЛА g � ( )E k для случая такого субопти 
мального фильтра необходимо построить уравнение для погрешно 
сти 
Q( )k оценки расширенного вектора Q( )k , вызванной отсутстви 
ем в параметрах фильтра априорной информации о вероятностных
характеристиках случайного процесса 
T( )k временн�х невязок в
привязке первичной траекторной информации к единой шкале вре 
мени, в соответствии с выражением


 � ( ) � ( ) ( )Q Qk k k� �D . (2.56)

Здесь � ( )D k — оценка вектора Q( )k , описываемая формулой вида

� ( ) � ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) � (D a D K G Dk k k k k k k� � � � � � � � � � �1 1 21 1 1x r x )], (2.57)

где

G H a H 0( ) [[ ( ) ( ) ] ]k k k� � � � � �1 2 1 1 21r r r ;
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K b R a G1 1 1( ) [ ( ) ( )]k k k� � � � � "т
ст

тg

" � � � � � � �[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]R R B B Gk k k k k kт т
ст

т
2 2

1g Q . (2.58)

В выражении (2.58) матрица R H b r 0( ) [[ ( ) ] ]k k� �1 1 .
Матрицы G( )k и R( )k отличаются соответственно от матриц A1( )k

и B1( )k тем, что у них внутренняя матрица H2 ( )k имеет все нулевые
элементы. В случае | | ( ) | |H2 0k Е � в параметрах фильтра не будет учи 
тываться априорная информация о вероятностных характеристиках
временн�х невязок в привязке траекторной измерительной инфор 
мации к единой шкале времени.

В выражении (2.58) стационарное значение ковариационной
матрицы gст составного вектора � ( )D k определяется решением соот 
ветствующего алгебраического уравнения Риккати [2], в котором
норма внутренней матрицы H2 ( )k равна нулю (| | ( ) | | )H2 0k Е � .

В соответствии с выражением (2.56) с использованием соотноше 
ний (2.53), (2.54) и (2.57) получим формулу для вычисления вектора

 � ( )Q k погрешности оценки вектора Q( )k :


 
� ( ) [ ( ) ( ) ] � ( ) ( ) [ ( ) ( )]Q Qk k k k k k k� � � � � � � �K G a K A G1 1 1 11 � � �� ( )Q k 1

� � � � � � �[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )K B b K r l1 1 1 1 2 2k k k k k ke .

В более компактной форме эта формула запишется как


 
� ( ) ( ) � ( ) ( ) � ( ) ( ) ( ) ( )Q Q Qk k k k k k k k� � � � � � � � � �V W Q L l1 1 e 2 ( )k , (2.59)

где матрицы V( )k , W( )k , Q( )k и L( )k имеют следующие структуры:

V K G a( ) [ ( ) ( ) ]k k k� � �1 1 ; W K A G( ) ( ) [ ( ) ( )]k k k k� � �1 1 ;

Q K B b( ) [ ( ) ( ) ( )]k k k k� � �1 1 1 ; L K r( ) ( )k k� �1 2 .

Систематическая составляющая погрешности оценки вектора па 
раметров движения ЛА �( )q k будет характеризоваться математиче 
ским ожиданием расширенного вектора погрешности 
 � ( )Q k , опре 
деляемым выражением

M k k k M k( � ( )) [ ( ) ( ) ] ( � ( ))
 
Q Q� � � � � �K G a1 1 1

� � � � �K A G1 1 1( ) [ ( ) ( )] ( � ( ))k k k M kQ . (2.60)

Выражение (2.60) представляет собой неоднородную линейную
систему уравнений, решение которой асимптотически не сходит 
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ся к нулю и позволяет рекуррентно оценить математическое ожи 
дание M k( �( ))
q погрешности оценки вектора параметров движе 
ния ЛА.

В свою очередь, ковариационная матрица g
E� ( )k определяется
соотношением

g
E 
 
� ( ) ( � ( ) � ( ))k M k k� �Q Qт .

С учетом выражения (2.59) можно записать

g g g
E 
E 
E E� � � , �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (k k k k k k� � � � � � � �V V V W1 1т т k)�

� � � � � � � � �W V W W( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� , � �k k k k k kg gE 
E E1 1т т

� � � �Q Q L L( ) ( ) ( ) ( )k k k kт т . (2.61)

Рекуррентное уравнение (2.61) может быть представлено в более
компактной форме:

G G( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k� � � � � �S S P P1 т т , (2.62)

где составные матрицы G( ), ( ), ( )k k kS P имеют следующие струк 
туры:

Г( )
� ( ) � , � ( )

� , � ( ) � ( )

k k k

k k

�
#

$
%

&

'
(

g g

g g

E 
E E


E E 
E
; S W V( ) [ ( ) ( )]k k k� ; P Q L( ) [ ( ) ( )]k k k� .

Уравнение (2.62) представляет собой рекуррентное уравнение
Ляпунова, которое определяет ковариационную матрицу g � ( )E k век 
тора оцениваемых параметров.

Таким образом, могут быть получены зависимости значений ко 
вариационной матрицы g � ( ): k вектора оценки параметров движения
ЛА и математического ожидания M k( �( ))
q погрешности оценки
этого вектора от вероятностных характеристик погрешностей
средств траекторных измерений и временн�х невязок в привязке
измерительной информации к единой шкале времени, т.е. решены
задачи нахождения искомых дискретных зависимостей 6 1( )k и
6 2 ( )k , описываемых выражениями (2.42) и (2.43).

Анализ выражения (2.60) показывает, что систематическая по 
грешность в оценке вектора параметров движения ЛА состоит из
двух составляющих. Первая составляющая определяется значени 
ем математического ожидания M k( � ( ))
Q �1 погрешности оценки
составного вектора, а вторая составляющая — значением матема 
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тического ожидания M k( � ( ))Q �1 самого оцениваемого составного
вектора.
Введя обозначения J K G a( ) [ ( ) ( ) ]k k k� � �1 1 и �U A G( ) [ ( ) ( )]k k k� �1 ,

перепишем выражение (2.60) в виде

M k k M k k k M k( � ( )) ( ) ( � ( )) ( ) ( ) ( � ( ))� � �Q Q Q� � � � � � �J K U1 11 . (2.63)

С использованием соотношения (2.63) выражение для стацио�
нарного значения математического ожидания M k( � ( ))�Qст погреш�
ности оцениваемого составного вектора при t k� �1 имеет вид

M k k k k M k( � ( )) [ ( )] ( ) ( ) ( � ( ))� �Q Qст � � � � ��I J K U1
1 .

Для получения стационарного значения g � ( )� ст k ковариационной
матрицы g � ( )� k вектора оценки параметров движения ЛА рекуррент�
ное уравнение (2.62) необходимо преобразовать в соответствующее
алгебраическое уравнение для случая, когда значение ковариацион�
ной матрицы G( )k не будет изменяться.
Далее проводится решение указанного алгебраического уравне�

ния Ляпунова с использованием алгоритма, приведенного в работе
[8]. В результате может быть получено стационарное значение кова�
риационной матрицы вектора оценки параметров движения ЛА
g � ( )� ст k c учетом влияния временн�х погрешностей в привязке тра�

екторных измерений к единой шкале времени.
Стационарные значения ковариационной матрицы вектора оцен�

ки параметров движения ЛА и математического ожидания погрешно�
сти оценки этого вектора могут быть использованы для определения
других показателей точности исследуемого траекторного измеритель�
ного комплекса.
Для реализации математической модели оценки влияния по�

грешностей формирования частотно�временн�й информации сред�
ствами единого времени измерительного комплекса на точность
оценки вектора параметров движения ЛА используется специаль�
ный программно�алгоритмический комплекс (рис. 2.7).
В состав этого программно�алгоритмического комплекса входят

следующие блоки:
программный модуль формирования идеальных измерений сред�

ствами траекторных измерений (блок 1);
программный модуль формирования кинематической модели

движения ЛА в полигонной системе координат (блок 2);
модуль исходных данных о параметрах частотно�временн�й ин�

формации средств единого времени и параметрах динамической
модели движения ЛА в пространстве состояний (блок 3);
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модуль исходных данных о дислокации и тактико технических
характеристиках средств траекторных измерений (блок 4);

программный модуль формирования зашумленных траекторных
измерений средств ТИ с паспортными значениями вероятностных
характеристик погрешностей измерений (блок 5);

программный модуль оценки точности ТИК с учетом погрешно 
стей формирования ЧВИ (блок 6).

Математическая модель оценки влияния погрешностей форми 
рования частотно временн�й информации средствами единого вре 
мени измерительного комплекса на точность оценки параметров
движения ЛА реализована в блоке 6 и является основой всего про 
граммно алгоритмического комплекса. Однако для ее реализации
необходимо иметь данные о траектории полета ЛА и данные о пер 
вичных траекторных измерениях по летательному аппарату, посту 
пающих со средств ТИ. Для этого в блоке 2 реализуется кинемати 
ческая модель движения ЛА, а в блоке 3 хранятся значения парамет 
ров динамической модели движения ЛА в пространстве состояний.

По данным о кинематической модели движения ЛА и исходным
данным о дислокации и тактико технических характеристиках
средств траекторных измерений, имеющихся в блоке 4, в блоке 1
формируются идеальные измерения, поступающие от средств ТИ.
Затем в блоке 5 из идеальных измерений формируются зашумлен 
ные траекторные измерения средств ТИ с паспортными значениями
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Рис. 2.7. Структура программно�алгоритмического комплекса оценки влияния по�
грешностей формирования частотно�временно' й информации средствами единого
времени на точность оценки параметров движения ЛА



вероятностных характеристик погрешностей измерений, которые
затем поступают в блок 6. Кроме того, в блок 6 поступают данные о
параметрах ЧВИ средств единого времени для формирования мат 
ричных коэффициентов соответствующих рекуррентных стохасти 
ческих уравнений.

На выходе программно алгоритмического комплекса оценки
влияния погрешностей формирования частотно временн�й инфор 
мации средствами единого времени измерительного комплекса на
точность оценки параметров движения ЛА (блок 6) наблюдаются
стационарные значения ковариационной матрицы вектора оценки
параметров движения ЛА и математического ожидания погрешно 
сти оценки этого вектора.

Рассмотренный программно алгоритмический комплекс оцен 
ки влияния погрешностей формирования частотно временн�й
информации средствами единого времени измерительного ком 
плекса на точность оценки параметров движения ЛА может быть
использован как в исследовательских целях, так и для обоснова 
ния требований к техническим характеристикам средств единого
времени, а также в методах синтеза систем единого времени из 
мерительных комплексов по обобщенным технико экономиче 
ским критериям.

2.4.3. Алгоритмы формирования ковариационных матриц вектора
оцениваемых параметров движения ЛА для различных вариантов
обработки траекторной измерительной информации при наличии

погрешностей в привязке первичных измерений
к единой шкале времени

Как показано в разд. 1, погрешность Dzs k( ) сглаженной оцен 
ки составного вектора � ( )Z k состояния стохастической системы
траекторных измерений для случая дискретного поступления
измерительной информации может быть определена соотноше 
нием

D D Dzs zs zf zf zr zr zek k k k k k( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� �g g g g1 1 � �1( ) ( )]k kzeD , (2.64)

где g g gzf zr zek k k( ), ( ), ( ) — ковариационные матрицы вектора � ( )Z k

соответственно при прямой, обратной и единичной оптимальной
фильтрации; D D Dzf zr zek k k( ), ( ), ( ) — погрешности оценок состав 
ного вектора � ( )Z k соответственно при прямой, обратной и единич 
ной фильтрации; g zs k( ) — ковариационная матрица сглаженной оп 
тимальной обработки измерительной информации, которая может
быть определена из соотношения g g g gzs zf zr zek k k k( ) [ ( ) ( ) ( )]� � �� � � �1 1 1 1.
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Тогда с учетом выражения (2.64) ковариационная матрица по�
грешности субоптимальной сглаженной обработки измерительной
информации g z , как показано в разд 1, запишется в виде

g g g g g g gz zs zf z ff zf zsk k k k k k( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )� � � � � �� �1 1 т
zs zfk k( ) ( )� ��g 1

� � � � � �� �g g g g g g( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )z fr zr zs zs zf z fek k k k k1 1т ( ) ( )k kze� ��g 1

� � � � � �� �g g g g g gzs zs zr z rf zf zsk k k k k kт т( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (( )
1 1 ) ( )� �g zs k

� � � � � �� � �g g g g g gzr z rr zr zs zs zrk k k k k1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (( )
т k k kz re ze) ( ) ( )( )� � ��g g 1

� � � � � �� �g g g g g gzs zs ze z ef zf zsk k k k k kт т( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (( )
1 1 ) ( ) ( )� � ��g gzs zek k1

� � � � � �� �g g g g g g( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )z er zr zs zs ze z eek k k k k1 1т ( ) ( ) ( )k k kze zs� ��g g1 т ,

где g( ) , ( ) ( ( ) [ ( )] ), , { , , }z z zM k k f r e� � � �� � � � �
1 2 1 2 1 2	 D D т .

Как показано выше, наблюдаемый процесс траекторных измере�
ний (2.49) с учетом погрешностей, вносимых системой единого вре�
мени ИК, для случая дискретного поступления измерительной ин�
формации можно записать следующим образом:

x q h h( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � �H H T1 2 1 2
 , (2.65)

а расширенный процесс модели сообщения может быть представ�
лен как
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В более компактной форме он может быть записан в виде

Q Q( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b1 11 e . (2.66)

Тогда для частично наблюдаемого процесса (2.65) и (2.66), как
показано выше, имеем следующую формулу для вычисления по�
грешности 
 � ( )Q k оценки вектора Q( )k :


 
� ( ) [ ( ) ( ) ] � ( ) ( ) [ ( ) ( )]Q Qk k k k k k k� � � � � � � �K G a K A G1 1 1 11 � � �� ( )Q k 1

� � � � � � �[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ).K B b K r l1 1 1 1 2 2k k k k k ke (2.67)
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Согласно выражению (1.70) при векторе сообщения Q( ) ( )k k�Z
формула (2.67) для расчета погрешности оценки этого вектора в
случаях фильтрации траекторных измерений, средневзвешенной
обработки и обратной фильтрации измерений имеет вид

D Dz z zk k2 2 2 2 2� � � � 2 �( ) [ ] ( ( , ))a K A 1 6

� � � � � � � � � � 2 �2 2 2 2 2 2 2[( ) ( )] ( ( , ))a a K a H A a H A Zz z k* * 61 1

� � � � 2 � � � � �2 2 2 2 2 2 2[ ( )] ( ( , )) [ ] ( )K a a K B b e* * 6h k kz1 1

� � �2 2 2K B e2 2 ( )k .

В более компактной форме это выражение может быть записано
в виде

D Dz z z y y yk k k k2 2 2 2 2 2� � 2 � � 2 �( ) ( ( , )) ( ( , )) ( )a a y b e
 
 
6 6 , (2.68)

где 2 5{ , , }f r e .
Отсюда видно, что ковариационные матрицы вектора оценивае 

мых параметров движения ЛА для различных вариантов обработки
траекторной измерительной информации при наличии погрешно 
стей в привязке первичных измерений к единой шкале времени мо 
гут быть вычислены с использованием алгоритмов, разработанных в
разд. 1, но при условии, что k k2 1 0� � �, .

Ковариационные матрицы g z k2 ( ), ( { , , })2 5 f r e для случаев прямой
и обратной фильтрации траекторных измерений и средневзвешен 
ной обработки измерений могут быть вычислены с использованием
известной формулы

M k k kz z z(( ( )) ( ( )) ) ( )( ) ,D D2 2 2 2� �
1 2 1 2

т g ,

где 2 5{ , , }f r e .
Ковариационные матрицы взаимной корреляции g( ) ( )z ef , , g( ) ( )z fe , ,

g( ) ( )z er , , g( ) ( )z re , , g( ) ( )z fr , , g( ) ( )z rf , , g( ) ( )z ff , , g( ) ( )z rr , , g( ) ( )z ee , могут быть
вычислены с использованием численных алгоритмов, представлен 
ных в разд. 1, которые использовались для вычисления корреляци 
онных функций взаимной корреляции. В основе этих алгоритмов
лежат уравнения (2.68). Учитывая в выведенных формулах, что
k k2 1 0� � �, , получим следующие выражения для оценки искомых
ковариационных матриц взаимной корреляции:

g g( ) ( ) ( )z ee e y e, 
 
� � ��b b т ;

g g g( ) ( ) , [ ( ) ],z ef e yf yf y yf yf zf, 
 
 
� � � ��b a a b aSvt ( )т т ;
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g g g( ) ( ) , ( ),z fe zf yf y yf yf yf yf, 
 
 
� � � � � ��Svt ( )т тa a a b a ( )b
e
т ;

g g g( ) ( ) ( , ( ),z er e yr yr y yr y yr, 
 
 
 
� � � � � �� �b a a a b aSvt т т
zr yf

т ) �g ;

g g( ) ( ) ( , ( ) , ) ( )z re zr yr y yr yr e, 
 
 
� � � � ��Svt т т тa a a a b

� � �Svt т( , , ) ( )a b a b
 
 
zr yr yr yr eg ;

g g( ) ( ) ( , ( , ,z ff zf zf zf yf y yf yf, 
 
 
 
� � � ��Svt Svt тa a a a a a т т т) ( ) , )� �a a
 
yf zf

� � � ��Svt Svt т т т( , ( , , ), )a a a a a a
 
 
 
 
 
zf yf zf y yf zf zfg

� � � �Svt Svt т т т( , ( , , ),a a a b a a a
 
 
 
 
 
zf yf yf yf yf zf zf zfg т )�

� � � �Svt Svt т т т( , ( , , ) ,a a a b a a a
 
 
 
 
 
zf yf zf yf yf yf zf zfg )�

� �Svt т( , , )a b a
 
 
zf yf yf zfg ;

g g( ) ( ) ( , ( , , ) ( )z rr zr zr yr y yr yr, 
 
 
 
� � ��Svt Svt т тa a a a a , )a
zr
т �

� � � �Svt Svt т т т( , ( , ( ) , ) ( ) ,a a a b a a
 
 
 
 
zr yr yr yr yr zr zrg a
zr
т )�

� � � �Svt Svt Svtт т т( , ( , , ) , )a a a a b a
 
 
 
 
zr zr yr yr yr yr zrg ( , , )a a
 
zr yr zrg т ;

g g( ) ( ) ( , , ) ( , ,z fr zf yf y yf yf yf, 
 
 
 
� � ��Svt Svtт тa a a a a a zf
т )�

� � � � �Svt Svt т т( , , ) ( , , )a a a a a b a
 
 
 
zf yf yf yf yf yf yf zrg

� � � �Svt Svt т т т( , , ) ( , , )a b I a a a
 
 
 
zf yf yf yf yf zrg

� � � � "Svt ( , ( ), )a b I a a a
 
zf yf yf yr yr

" � � � �� �Svt т т т( , ( ) , )a a a b ayr y rr y yr yr zrg g 
 
 ;

g g( ) ( ) ( , , ) ( , ,z rf zr yr yf yf y yf z, 
 
 
 
� � ��Svt Svt тa a a a a a r
т )�

� � � � ��Svt Svt т т( , , ) ( , , )a a a a a b a
 
 
 
zr yr yf yf yf y yf zfg

� � � � �Svt Svt т т( , , ) ( , , )a b a a a a a
 
 
 
zr yr yr yr yr yr yf zfg

� � � � � � ��Svt Svt (( , ( ), ) , (a b I a a a a a
 
zr yr yr yf yr yr y yfg g y yf yf zf�� �a b aт т т) , )
 
 .
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Таким образом, с использованием математического аппарата ди 
намической линейной фильтрации могут быть получены корреля 
ционные матрицы оценки вектора параметров движения ЛА для
всех рассматриваемых вариантов обработки измерительной инфор 
мации с учетом дополнительных погрешностей, обусловленных
ошибками формирования частотно временн�й информации сред 
ствами единого времени.

2.4.4. Результаты моделирования по исследованию влияния
погрешностей формирования частотно�временной информации

средств единого времени ИК на точность определения
вектора параметров движения ЛА

Разработанная математическая модель была использована при
проведении исследований характера влияния рассмотренных по 
грешностей формирования выходной частотно временн�й инфор 
мации средств системы единого времени ИК на точность оценки
вектора параметров движения ЛА. Цель таких исследований — вы 
явить какие виды погрешностей вносят существенный вклад в по 
грешность оценки вектора параметров движения ЛА и тем самым
выявить показатели качества средств единого времени, к которым
следует предъявлять требования при проектировании системы еди 
ного времени ИК.

Поскольку точность оценки параметров движения летательно 
го аппарата с учетом погрешностей, вносимых системой единого
времени ИК, зависит от многих факторов: взаимного расположе 
ния измерительных средств и ЛА, инструментальных погрешно 
стей измерительных средств, величины погрешностей формиро 
вания выходной частотно временн�й информации средствами
единого времени и числа обрабатываемых измерительных кана 
лов, то для наглядности изучения характера такого влияния ис 
пользовались конкретные варианты построения траекторной из 
мерительной системы.

При проведении исследований рассматривались все виды
погрешностей выходной частотно временн�й информации
средств единого времени ИК и варианты проведения измере 
ний, когда наблюдается максимально возможная с точки зре 
ния практической реализации динамика ЛА, а также имеют ме 
сто реальные значения погрешностей формирования выходной
ЧВИ существующими и перспективными средствами единого
времени.

Исследования проводились для трех видов обработки измери 
тельной информации: фильтрации, средних взвешенных и сглажен 
ных оценок вектора параметров движения ЛА.
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На рис. 2.8 представлены два семейства зависимостей погреш�
ности оценки дальности до ЛА ( �)�D для трехканальной дально�
мерной измерительной системы при различных значениях инст�
рументальных средних квадратических погрешностей дальноме�
ров ���ДИК 1,2,3

м
( )

�14 и ��ДИК 1,2,3
м

( )
,�1 2 ) oт двух равных

погрешностей синхронизации шкал времени ��tс( , )1 2 аппаратуры

двух приемных пунктов по эталонным сигналам времени, переда�
ваемым по каналам связи с третьего приемного пункта. Эти зави�
симости построены для случаев фильтрации траекторных измере�
ний, средневзвешенных и сглаженных оценок вектора параметров
движения ЛА.
Из анализа зависимостей, представленных на рис. 2.8, можно

сделать следующие выводы:
зависимости � � �� �� ( , )( )D t�

c 1 2 имеют явно выраженный нелиней�

ный характер и являются монотонными;
из характера представленных зависимостей видно, что при увели�

чении значений погрешностей ��tc( , )1 2 наступает момент, когда про�
исходит резкое увеличение погрешности оценки наклонной дально�
сти до ЛА �� �D ;
резкое увеличение погрешности оценки наклонной дальности до

ЛА �� �D объясняется превышением доли погрешности �� �D , обуслов�
ленной погрешностями синхронизации шкал времени ��tс( , )1 2 аппа�
ратуры двух приемных пунктов, над уровнем доли погрешности в
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Рис. 2.8. Семейства зависимостей s sd d� ( , )( )D t� Y
c 1 2 при sdД ИК(1,2,3)

� 14 м (а)
и sdД ИК(1,2,3)

� 1,2 м (б):
– – – средневзвешенная оценка; ——— фильтрация; –�–�– сглаженная оценка



оценке параметров движения ЛА, вносимой за счет инструменталь�
ных погрешностей дальномеров;
для высокоточных измерительных средств при прочих равных ус�

ловиях резкое увеличение погрешности оценки параметров движе�
ния ЛА происходит при меньших значениях временн�х невязок ме�
жду моментами привязки измерений к единой шкале времени;
при прочих равных условиях более высокий уровень погреш�

ности оценки дальности до ЛА наблюдается при более высоких
значениях скорости изменения первичных измеряемых парамет�
ров VИП 1,2,3( );
различные варианты статистической обработки измерительной

информации при прочих равных условиях дают разную величину
погрешности оценки вектора параметров движения ЛА. Так, вари�
ант сглаженной обработки информации дает наименьший уровень
погрешности в оценке вектора параметров движения (в частности,
дальности до ЛА), а вариант средневзвешенной обработки инфор�
мации — наибольший уровень погрешности;
при обосновании требований к показателям качества средств

единого времени должна учитываться такая паспортная характери�
стика, как погрешность синхронизации шкалы времени аппаратуры
единого времени по эталонным сигналам времени.
На рис. 2.9 представлены зависимости средней квадратической

погрешности оценки дальности до ЛА �� �D для трехканальной даль�
номерной измерительной системы от значений двух равных по�
грешностей ���� ( , )1 2 долговременной относительной нестабильности
выходной частотной информации аппаратуры двух приемных пунк�
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Рис. 2.9. Семейство зависимостей s sd d� ( , )( )D �
�

Y W 1 2 при �dД ИК(1,2,3)
м� 15

и TХШ � 10 �:
– – – средневзвешенная оценка; ——— фильтрация; –�–�– сглаженная оценка



тов при различных значениях скорости изменения измеряемых пер�
вичных параметров VИП 1,2,3( ) . Зависимости построены при средних
квадратических значениях инструментальной погрешности для трех

дальномеров ( )��ДИК(1,2,3) , равных 15 м, и периоде хранения шкалы

времени аппаратуры единого времени ( )TХШ , равном 10 ч.
На рис. 2.10 представлены зависимости средней квадратической

погрешности оценки дальности до ЛА �� �D от периода хранения
шкалы времени TХШ1,2 аппаратурой единого времени для первого и
второго дальномеров при различных значениях погрешности долго�
временной относительной нестабильности выходной частотной ин�
формации этой аппаратуры единого времени ���� ( , )1 2 , а также при

VИП(1,2,3) � �5 103 м/с и ��ДИК(1,2,3) � 15 м. Рассматриваемые зависимо�
сти представлены для случая, когда оценка вектора параметров дви�
жения ЛА проводится путем динамической фильтрации результатов
измерений трех дальномеров.
Из анализа зависимостей, представленных на рис. 2.9 и 2.10,

можно сделать выводы, аналогичные выводам, сделанным в пред�
шествующем случае. Кроме того, можно отметить, что долговре�
менная нестабильность выходной частотной информации средств
единого времени приводит к смещению во времени местных
шкал времени, что в ряде случаев оказывает существенное влия�
ние на точность оценки вектора параметров движения ЛА. По�
этому эта характеристика точности средств единого времени
должна учитываться при обосновании требований к показателям
качества этих средств.
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Рис. 2.10. Семейство зависимостей sd � ( )D Т� Y ХШ при sdД ИК(1,2,3)
м� 15

и VИП (1,2,3) м / с� �5 105



Кроме того, при проектировании систем единого времени изме�
рительных комплексов должна обосновываться и такая характери�
стика аппаратуры, как значение средней квадратической погрешно�
сти хранения шкалы времени на заданном временн�м интервале
��tХШ , обусловленной нестабильностью стандарта частоты аппарату�
ры единого времени.
На рис. 2.11 представлены зависимости средней квадратической

погрешности оценки дальности до ЛА �� �D от двух равных относи�
тельных погрешностей установки действительного значения часто�
ты двух опорных генераторов аппаратуры единого времени первого
и второго дальномеров ��F0 1 2( , ) при ��ДИК м

( . . )
,

1 2 3
1 2� иTХШ �10 �. За�

висимости построены при различных значениях скорости измене�
ния первичных измеряемых параметров VИП 1,2,3( ) .
Из анализа зависимостей, приведенных на рис. 2.11, можно сде�

лать вывод, что погрешность установки действительного значения
частоты опорных генераторов средств единого времени приводит к
смещению во времени местных шкал времени, что в ряде случаев
оказывает существенное влияние на точность оценки вектора пара�
метров движения ЛА. Поэтому эта характеристика средств единого
времени также должна учитываться при обосновании требований к
показателям качества данных средств.
На рис. 2.12 представлены зависимости погрешности оценки ра�

диальной скорости ЛА �� �VR
по измерениям доплеровского измери�

теля от долговременной относительной нестабильности выходной
частотной информации аппаратуры единого времени ��� при ради�
альной скороcти полета ЛА VR, равной 9�103 м/с. Зависимости по�
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Рис. 2.11. Семейство зависимостей s y sd d� ( , )( )D F�
0 1 2 при sdД ИК(1,2,3)

м� 1 2, и
TХШ � 10 �:
– – – средневзвешенная оценка; ——— фильтрация; –�–�– сглаженная оценка



строены при различных значениях средних квадратических погреш�
ностей доплеровского измерителя скорости.
Из анализа зависимостей, приведенных на рис. 2.12, можно сде�

лать вывод о том, что при существующих и перспективных средст�
вах единого времени влиянием долговременной нестабильности их
выходной частотной информации на погрешность оценки скорост�
ных параметров движения ЛА можно пренебречь в связи с незначи�
тельной степенью такого влияния.
На рис. 2.13 и 2.14 представлены зависимости погрешностей

��VR( )З и ��VR( )БЗ соответственно для запросных и беззапросных до�
плеровских систем измерения радиальной скорости ЛА от кратко�
временной относительной нестабильности выходной частотной
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Рис. 2.12. Семейство зависимостей s y sd d� ( )VR
� W0

при VR( )ИК м / с� �9 103

Рис. 2.13. Семейство зависимостей s y sd d� ( ) ( )VR З � W0



информации аппаратуры единого времени -/H0
. Зависимости по 

строены для различных значений погрешности доплеровского из 
мерителя радиальной скорости -/VR( )ИК .

Анализ графиков, приведенных на рис. 2.13 и 2.14, показал,
что кратковременная нестабильность выходной частотной ин 
формации средств единого времени оказывает существенное
влияние на точность оценки скоростных параметров движения
ЛА, получаемых при статистической обработке результатов из 
мерений радиальной скорости с помощью доплеровских систем.
При этом более существенное влияние на точность оценки этих
параметров оказывает кратковременная нестабильность выход 
ной частотной информации средств единого времени для безза 
просных доплеровских измерителей скорости по сравнению с
запросными.

Обобщая результаты анализа исследования влияния погрешно 
стей формирования частотно временн�й информации средствами
единого времени на точность определения вектора параметров дви 
жения ЛА, можно сделать следующие выводы:

все исследованные зависимости имеют нелинейный вид, носят
непрерывный и монотонный характер;

при проектировании систем единого времени измерительных
комплексов необходимо учитывать такие показатели качества аппа 
ратуры единого времени, как средняя квадратическая погрешность
синхронизации шкалы времени аппаратуры по эталонным сигналам
времени, средняя квадратическая погрешность хранения шкалы
времени на заданном временн�м интервале, обусловленная неста 
бильностью стандартов частоты аппаратуры единого времени и по 
грешностью установки номинального значения их частот;
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Рис. 2.14. Семейство зависимостей s y sd d� ( ) ( )VR БЗ � W0



для измерительных комплексов, имеющих в своем составе
доплеровские измерители скорости, при обосновании требова 
ний к показателям качества аппаратуры единого времени необ 
ходимо учитывать такой ее показатель, как кратковременная
относительная нестабильность выходных сигналов образцовых
частот.

Таким образом, результаты проведенных исследований под 
тверждают работоспособность рассмотренной математической
модели оценки показателей точности траекторного измеритель 
ного комплекса в условиях наличия погрешностей в привязке
первичных траекторных измерений к единой шкале времени, что
дает основание рекомендовать ее для оценки возможностей тра 
екторных измерительных комплексов при их аттестации и проек 
тировании, для обоснования требований к средствам единого
времени, а также при решении других задач планирования изме 
рительных экспериментов.

2.5. Метод обоснования требований к точности временной
привязки результатов радиотелеизмерений к единой шкале

времени измерительного комплекса
Для комплексирования в системе статистической обработки

разнородной измерительной информации, а также при синтезе
систем единого времени измерительных комплексов необходимо
решать задачу обоснования требований к точности взаимной при 
вязки к единой шкале времени траекторной измерительной ин 
формации, поступающей от наземных средств траекторных изме 
рений, и данных от бортовых средств измерения перегрузок, пере 
даваемых по каналам радиотелеметрии. Эта задача эквивалентна
задаче обоснования требований к точности временн�й привязки
результатов радиотелеизмерений к единой шкале времени измери 
тельного комплекса.

В настоящее время такие требования предъявляются эмпири 
чески, исходя из обеспечения разумной достоверности сопостав 
ления во времени этих двух видов измерительной информации.
Критериев достоверности сопоставления таких видов информа 
ции не существует, и поэтому требования к взаимной привязке
траекторной информации, полученной от наземных средств и
бортовых измерителей перегрузок, задаются приближенно и науч 
но не обосновываются.

Предлагается новый метод обоснования требований к точности
взаимной привязки двух видов измерительной информации, выте 
кающий из требований обеспечения заданной точности измери 
тельного комплекса при комплексировании траекторной измери 
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тельной информации, поступающей от наземных средств ТИ и по
каналам радиотелеметрии.

Известно [29, 42], что использование в совместной статисти 
ческой обработке высокоточной информации с бортовых аксе 
лерометров о перегрузках по осям скоростной системы коорди 
нат ЛА позволяет повысить точность оценки наземным измери 
тельным комплексом параметров движения ЛА. Однако наличие
временн�х невязок ( )
t между моментами времени привязки
отождествленных траекторных измерений, поступающих от на 
земных средств и бортовых измерителей перегрузок, приводит к
снижению точности оценки измерительным комплексом пара 
метров движения ЛА.

При постановке задачи обоснования требований к точности вза 
имной временн�й привязки траекторной измерительной информа 
ции от наземных средств и бортовых измерителей перегрузок необ 
ходимо ввести показатели точности траекторного измерительного
комплекса.

Так, в качестве показателя точности ТИК можно рассматри 
вать представленный выше комплексный показатель, оцениваю 
щий как случайную составляющую погрешности оценки вектора
параметров движения ЛА, так и ее систематическую составляю 
щую.

В качестве показателей точности ТИК по оценке случайной со 
ставляющей погрешности могут рассматриваться значения средних
квадратических погрешностей оценок вектора координат ЛА -:�1

,
составляющих вектора скорости -:� 2

и составляющих вектора уско 
рения -:� 3

, определяемые следующим образом:

- - - - - - - - -: : :� � � � � �, , ; , , ;
1 2
� �max{ } max{ }x y z x y z

� � � � � �
3
�max{ }- - -�� �� ��, ,x y z

� � � ,

где -i� ( , )i �1 6 — главные средние квадратические отклонения по 
грешности оценки рассмотренных векторов.

Полученные оценки -:�1
, -:� 2

и -:� 3
могут сравниваться с традици 

онно предъявляемыми требованиями, т.е

- - - - - -: : :� , , ( ) � �, �, �( ) � ��,�; ;
1 2 3
� � �x y z x y z xтреб треб �,��( )y z треб . (2.69)

В качестве показателей точности траекторного ИК по оценке
систематической составляющей погрешности могут рассматривать 
ся значения математических ожиданий погрешностей оценок век 
тора координат ЛА M ( � )
qкоорд , составляющих вектора скорости

M ( � )
qскор и составляющих вектора ускорения M ( � )
qускор , вычис 

ляемые следующим образом:
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M M x M y M z( � ) ( �), ( �), ( �) ;
 
 
 
qкоорд max{ }�

M M x M y M z( � ) ( ��), ( ��), ( ��) ;
 
 
 
qскор max{ }�

M M x M y M z( � ) ( ���), ( ���), ( ���)}.
 
 
 
qускор max{�

Тогда требования к точности траекторного измерительного
комплекса в части систематической составляющей погрешности
оценки вектора параметров движения ЛА q могут проверяться пу 
тем сравнения значений математических ожиданий M ( � )
qкоорд ,

M ( � )
qскор и M ( � )
qускор с допустимыми их значениями, т.е.

M M( � ) �
( )


 
q qкоорд коорд
треб

�
�

�
��

�

 
!!; M M( � ) �

( )

 
q qскор скор

треб
�

�

�
��

�

 
!! ;

M M( � ) �
( )


 
q qускор ускор
треб

�
�

�
��

�

 
!! . (2.70)

Для обеспечения проверки выполнения условий неравенств
(2.69) и (2.70) необходимо построить математическую модель оцен 
ки влияния средних квадратических значений временн�х невязок в
привязке радиотелеизмерений к единой шкале времени -
t на зна 
чение ковариационной матрицы g � ( ): k вектора �( )q k , а также на точ 
ность оценки систематической составляющей погрешности оценки
вектора параметров движения ЛА ( ( �( )))M k
q . То есть необходимо
построить функциональные зависимости:

g � ( ) ( , ): 
A -k kt� , (2.71)

M k kt( �( )) ( , )
 6 -
q � , (2.72)

где k — дискретный момент времени.
Построение функциональных зависимостей (2.71) и (2.72) будем

проводить на основе анализа алгоритма оптимальной фильтрации
разнородной траекторной измерительной информации, поступаю 
щей от наземных средств, и бортовых измерителей перегрузок, дей 
ствующих на ЛА.

При решении рассматриваемой задачи наблюдаемый векторный
дискретный процесс разнородных измерений x( )k может быть пред 
ставлен в виде

x q( ) ( ) ( ) ( )k k k k� � �H l (2.73)
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или записан в следующей развернутой форме:

x

x

q

q

н

б

н

б

( )

( )

( )

( )

( )

( )

k

k

k

k

k

k

#

$
%

&

'
( �

#

$
%

&

'
( �

#

$
%

&H 0

0 H
1

2 '
( �

#

$
%

&

'
(

l

l
н

б

( )

( )

k

k
. (2.74)

Здесь xн ( )k , xб ( )k — наблюдаемые векторные процессы первич 
ных измерений, поступающих соответственно от наземных
средств ТИ и от бортовых средств измерения перегрузок;
q1 �[ � � �]x y z x y z т — оцениваемый вектор параметров движения ЛА
по положению и скорости; q2 �[ �� �� ��]x y z т — оцениваемый вектор па 
раметров движения ЛА по ускорению; Hн ( )k — матрица частных
производных измеряемых параметров положения и составляющих
скорости ЛА по компонентам вектора q1( )k ; Hб ( )k — матрица,
имеющая структуру Hб diag[ ]( ) ( ) ( ) ( )k g k g k g k� � � �1 1 1 , где g — ус 
корение свободного падения.

В выражении (2.74) вектор l н ( )k представляет собой многомер 
ный случайный процесс погрешностей измерения наземными сред 
ствами ТИ, а вектор lб ( )k — многомерный случайный процесс по 
грешностей измерения перегрузок бортовыми акселерометрами.

Входящая в выражения (2.73) динамическая модель движения ЛА
в пространстве состояний для ограниченного участка траектории
полета ЛА может быть описана рекуррентным стохастическим урав 
нением вида

q q e( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b1 1 ,

где a, b — матрицы, структура которых определяется выбранной ди 
намической моделью движения ЛА в пространстве состояний;
e1( )k — М мерный гауссов вектор с независимыми компонентами и
с параметрами N ( , )0 1 .

Кроме того, М�мерный коррелированный во времени случайный
процесс погрешностей измерений первичных параметров средства 
ми траекторных измерений l( )k , входящий в выражение (2.73), мо 
жет быть описан рекуррентным стохастическим уравнением

l l r( ) ( ) ( )k k k� � � � �r e1 2 ,

где r, r — матричные постоянные коэффициенты размерностью
( )M M" ; e2 ( )k — М мерный гауссов вектор с независимыми компо 
нентами и с параметрами N ( , )0 1 .

На рис. 2.15 представлены временн�е графики поступления в со 
вместную статистическую обработку разнородной траекторной из 
мерительной информации.
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На графике 1 показана временн�я эпюра поступления случайных
последовательностей xн ( )k и xб ( )k в оптимальный фильтр Калмана,
который поэтапно фильтрует информацию от наземных и бортовых
средств ТИ с временн�м сдвигом между ними, равным 
t1. В таком
фильтре используются две реальные модели полезного сигнала, ка 
ждая из которых осуществляет прогнозирование вектора парамет 
ров движения ЛА на интервал, равный 
t1, и на последующий ин 
тервал 
t2 .

На графике 2 показана временн�я эпюра поступления разнород 
ной траекторной измерительной информации xн ( )k и xб ( )k в фильтр,
в котором динамическая модель полезного сигнала учитывает только
одновременное поступление информации от наземных и бортовых
средств ТИ с периодом, равным 
t0 . Будем считать, что фильтр, рабо 
тающий в таком режиме, имеет расчетную модель полезного сигнала.

Для оптимального фильтра и интервалов прогнозирования 
t1 и

t2 модели полезного сигнала имеют следующий вид:

q q e( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t k� � � � �a b
 
1 1 11 , (2.75)

q q e( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t k� � � � � �1 12 2 1a b
 
 , (2.76)

а уравнения для медленноменяющейся погрешности измеритель 
ных средств на указанных интервалах запишем в виде

l r( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t k� � � � �r h e
 
1 1 21 ;

l r( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t k� � � � �1 2 2 2r h e
 
 .
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Рис. 2.15. Временны' е графики поступления в совместную статистическую обра�
ботку разнородной траекторной измерительной информации



Тогда наблюдаемые процессы измерений для интервалов 
t1 и 
t2
будут описываться следующими уравнениями [48, 105]:

x q e e( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � � � �А А B B01 11 11 11 21 211 ( )k , (2.77)

x q( ) ( ) ( ) ( )k k k k� � � � � � �1 1 102 12А А

+ k k k kB B12 12 22 221 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �e e , (2.78)

где А01 1 1( ) ( ) ( )k t k� � �r x
 ; А H a H11 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k t t k� � � � �
 
r ; B11( )k �
� �H b( ) ( )k t
 1 ; B r21 1( ) ( )k t� 
 ; А02 21( ) ( ) ( )k t k� � �r x
 ; А H12 1 1( ) ( )k k� � � "
" � �a H( ) ( ) ( )
 
t t k2 2r ; B H b12 21 1( ) ( ) ( )k k t� � � � 
 ; B r22 21( ) ( )k t� � 
 ;
e11( )k , e21( )k , e12 ( )k , e22 ( )k — многомерные гауссовы векторы с неза 
висимыми компонентами, имеющие параметры N ( , )0 1 .

Матрицы частных производных измеряемых траекторных пара 
метров по оцениваемым параметрам движения ЛА для фильтра с ре 
альными моделями движения для моментов времени t k� �1, t k� и
t k� �1 имеют следующие структуры:

H H
H

0
( ) ( )k k� � � �

#

$
%

&

'
(1 1 н ; H

0

H
( )k �

#

$
%

&

'
(

б

. (2.79)

Тогда при реальных моделях полезного сигнала уравнения для
оптимальных оценок вектора параметров движения ЛА для интер 
валов 
t1 и 
t2 будут иметь вид

�( ) ( ) �( ) ( ( ), ( ), ( ), (q q rk t k t t t t� � � �a K a b r
 
 
 
 
1 1 1 1 1 11 ), )Hб "

" � � � � � �[ ( ) ( ) ( ) ( ) �( )]x r x qk t k k k
 1 111 1А ;

�( ) ( ) �( ) ( ( ), ( ), ( ), (q q rk t k t t t t� � � �1 2 2 2 2 2 2a K a b r
 
 
 
 
 ), )Hн "

" � � � � � �[ ( ) ( ) ( ) ( ) �( )]x r x qk t k k k1 12 12
 А .

Матрицы частных производных в фильтре с расчетной моделью
полезного сигнала для моментов времени t k� �1, t k� и t k� �1 име 
ют следующую структуру:

H H
H

H
H

0

0
( ) ( ) ; ( )k k k� � � �

#

$
%

&

'
( �

#

$
%

&

'
(1 1 н

б

. (2.80)

Для фильтра с расчетной моделью полезного сигнала уравнения
оценок вектора параметров движения ЛА будут иметь вид

� ( ) ( ) �( )q qрас� k t k� � �a 
 1 1 , (2.81)
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� ( ) ( ) �( ) ( ), ( ), ( ), (q q rрас� k t k t t t� � � �1 2 2 2 2 2a K a b r
 
 
 
 
t2 ),
H

H
н

б

#

$
%

&

'
(

�

�
��

�

 
!!"

" � � � � � �[ ( ) ( ) ( ) ( ) �( )]x r x qk t k k k1 12 12
 А , (2.82)

где А
H

H
a

H

H
12 2 21

1

1
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
k

k

k
t t

k
� �

�
�

#

$
%

&

'
( � � �н

б

н
 
r
б ( )k

#

$
%

&

'
(.

С учетом формул (2.80) и соотношений (2.77) и (2.78) наблюдае 
мые процессы измерений для фильтра с реальными моделями дви 
жения на интервалах 
t1 и 
t2 можно записать в виде

x r x r( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t t� � � �
#

$
%

&

'
( � � �

#

$
%

&

 
 
1 1 11

0

H
a

0

Hб б '
(

�
�
�

�
�
�
� � �q( )k 1

� � � �B B11 11 21 21( ) ( ) ( ) ( )k k k ke e , (2.83)

x r x r( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t t� � � �
#

$
%

&

'
( � � �

#

$
%

&
1 2 2 2
 
 


H

0
a

H

0
н н

'
(

�
�
�

�
�
�
� �q( )k

� � � � � � � �B B12 12 22 221 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )k k k ke e . (2.84)

Тогда с учетом соотношений (2.80) уравнения для оценок вектора
параметров движения ЛА в фильтре с расчетной моделью полезного
сигнала будут иметь вид

� ( ) ( ) �( )q qрас� k t k� � �a 
 1 1 , (2.85)

� ( ) ( ) �( ( ), ( ), ( ), (q q ) rрас� k t k t t t� � � �1 2 2 2 2 2a K a b r
 
 
 
 
t2 ),
H

H
н

б

#

$
%

&

'
(

�

�
��

�

 
!!"

"
#

$
%

&

'
( � � �

#

$
%

&

'
(

�
�
�

�
�
�
� �

H

0
a

H

0
Bн н( ) ( ) ( (
 
t t k2 2 12r q ) k k k� � � � � "

�

�
�
� 1 1 112 22) ( ) ( )e B

" � �
#

$
%

&

'
( � � �

#

$
%

&

'
(

�
�
�

�
�e r22 2 21( ) ( ) ( )k t t

H

H
a

H

H
н

б

н

б


 

�
�

�

 
!
!

�(q )k . (2.86)

Для оценки погрешности алгоритма фильтрации разнородной
траекторной измерительной информации с расчетной моделью по 
лезного сигнала, предполагающей одновременное поступление из 
мерительной траекторной информации от наземных и бортовых
средств ТИ, построим с учетом выражений (2.85) и (2.86) уравнения
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для погрешности ��( )q t оценки вектора q( )k для интервалов �t1 и �t2

следующего вида:

��( ) � ( ) ( )q q qk k k� �рас� ;

��( ) � ( ) ( )q q qk k k� � � � �1 1 1рас� .

Используя соотношения (2.75), (2.76), (2.85), (2.86) и сделав под�
становку �( ) ( ) �( )q q qk k k� �� , получим следующие уравнения для по�
грешностей ��( )q k и ��( )q k �1 :

� � � ��( ) ( ) �( ) ( ) ( )q q ek t k t k� � � � �a b1 1 11 , (2.87)

� � � ��( ) ( ) �( ) ( ) ( ) ( ) ( )q q q q ek t k t k k k� � � � � � � � � �1 1 12 2 3W V

� � �L( ) ( )�t k2 1 1e , (2.88)

где

W a K
H

H
a

H

H
( ) ( ) ( ) ( )� � � �t t t t2 2 2 2 2� � �

�

�
	




�
� � � �

�

�
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�
�



�
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�
��;

V K
H
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H

0
( ) ( ) ( )� � �t t t2 2 2 2� �

�

�
	




�
� � � �
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�
�н н

r ��

� �
�

�
	




�
� � � �

�

�
	




�
�



�
��

�

�
��K

H

H
a

H

H
2 2 2

н

б

н

б

( ) ( )� �t tr ;

Q K B K B( ) [ ( ) ( )]k k k� � � � � �1 1 12 21 2 22 ; L b( ) ( )� �t t2 2� ;

e e e3 12 221 1 1( ) [ ( ) ( )]k k k� � � � т .

Используя уравнения (2.76) и (2.88), запишем уравнение для
расширенного случайного процесса Q( ) [ �( ) ( )]k k k� � � �1 1 1�q q т в
виде

Q( )
�( )
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k
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t t
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.
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Запишем выражение для математического ожидания расширен�
ного процесса Q( )k �1 .

M k M
k

k

t t

t
( ( ))

�( )

( )

( ) ( )

(
Q � �

�
�

�

�
�

�

�
	 �1

1

1

2 2

2


 
 




q

q

W V

0 a )

�( )
( )

�

�
�

�

�
	 �

�

�
�

�

�
	M

k

k


q

q
. (2.89)

Из выражений (2.87) и (2.88) определим систематическую со�
ставляющую погрешности оценки вектора �( )q t параметров дви�
жения ЛА для моментов времени t k� и t k� �1, которые будут
характеризоваться математическим ожиданием процессов 
�( )q k
и 
�( )q k �1 :

M k t M k( �( )) ( ) ( �( ))
 
 
q q� � �a 1 1 , (2.90)

M k t M k t M k( �( )) ( ) ( �( )) ( ) ( ( ))
 
 
 
q q q� � � � �1 2 2W V . (2.91)

Выражение (2.91) представляет собой неоднородную линей�
ную систему уравнений, решение которой асимптотически не
сходится к нулю и позволяет рекуррентно оценивать математи�
ческое ожидание погрешности оценки вектора параметров дви�
жения ЛА M k( �( ))
q �1 .
В свою очередь, ковариационные матрицы g � ( ) k и g � ( ) k �1 векто�

ра �q для моментов времени t k� и t k� �1 определяются соотноше�
ниями

g q q g q q� �( ) ( �( ) � ( )); ( ) ( �( ) � ( 
 
 
 
k M k k k M k� � � � � �т т1 1 k �1)).

С использованием уравнений (2.90) и (2.91) получим следующие
формулы:

g g� �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
 
 
 
k t k t t t� � � � � �a a b b1 1 1 11 т т , (2.92)

g g g� � �, �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
  

 
 
k t k t t k� � � � � � �1 2 2 2W W Vт W т ( )
t2 �

� � � � � � �W V V V( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )�,� �
 
 
 

  t k t t k t2 2 2 2g gт т

� � � � � �Q Q L L( ) ( ) ( ) ( ).k k t t1 1 2 2
т т
 
 (2.93)

Рекуррентное уравнение (2.93) может быть представлено в более
компактной форме:

Г S Г S P P( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t k k� � � � � � � �1 1 12 2
 
т т , (2.94)
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где составные матрицы Г( )k , S( )
t2 и P( )k имеют следующие струк 
туры:

Г( )
( ) ( )

( ) ( )

� �,�

�, � �
k

k k

k k
�
#

$
%

&

'
(

g g

g g

: 
: :

: 
: 
:
;

S W V P Q L( ) [ ( ) ( )]; ( ) [ ( ) ( )]
 
 
t t t k k k2 2 2� � .

Уравнения (2.92) и (2.93) представляют собой рекуррентные
уравнения Ляпунова, которые определяют ковариационную матри 
цу вектора оценки параметров движения ЛА для двух интервалов
обработки разнородной траекторной измерительной информации
при наличии временн�й невязки в привязке к единой шкале време 
ни измерений, полученных от наземных и бортовых измерительных
средств.

Таким образом, были получены зависимости оценок ковариаци 
онных матриц оцениваемого вектора параметров движения ЛА
g � ( ): k и g � ( ): k �1 , а также систематической погрешности оценки этих
параметров M k( �( ))
q и M k[ �( )]
q �1 для двух интервалов обработки
разнородной траекторной измерительной информации от вре 
менн�й невязки в привязке к единой шкале времени измерений с
наземных средств и бортовых измерителей перегрузок, поступаю 
щих в центр обработки по каналам радиотелеметрии. Это дает ре 
шение задачи нахождения искомых дискретных зависимостей
A -
( , )t k и 6 -
( , )t k в следующем виде:

- A - - A - - A -: 
 : 
 : 
� � �( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) (
1 2 31 2 3k k k k kt t t= ; = ; = , )k , (2.95)

M k k M k kt t( � ( )) ( , ); ( � ( )) ( , );
 6 - 
 6 -
 
q qкоорд скор� �1 2

M k kt( � ( )) ( , )
 6 -
qускор � 3 . (2.96)

Далее определяются такие значения требований к точности вза 
имной привязки траекторной измерительной информации от на 
земных средств и бортовых измерителей перегрузок -
ti i( , )�1 6 в

выражениях (2.95) и (2.96), при которых выполняются условия ра 
венства в формулах (2.69) и (2.70).

Тогда требования -
t( )треб к точности взаимной привязки траек 
торной измерительной информации наземных средств и бортовых
измерителей перегрузок определяются из условия

- -
 
t ti i( ) ; ,треб min{ }� �1 6.

Таким образом, может быть проведено обоснование требований
к точности взаимной привязки к единой шкале времени траектор 
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ной измерительной информации, поступающей от наземных
средств траекторных измерений, и данных от бортовых средств из 
мерения перегрузок, принимаемых по каналам радиотелеметрии,
что позволяет обеспечить заданную точность измерительного ком 
плекса при комплексировании таких двух видов измерительной ин 
формации.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÂ ÄÈÍÀÌÈ×Å-
ÑÊÎÉ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ ÄËß ÑÒÀÒÈÑÒÈ-
×ÅÑÊÎÉ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÒÐÀÅÊÒÎÐÍÎÉ

ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ
Â ÐÅÆÈÌÅ ÐÅÀËÜÍÎÃÎ ÂÐÅÌÅÍÈ

При испытаниях сложных технических комплексов
все чаще возникают задачи статистической обработки
траекторной измерительной информации в режиме
реального времени. Как правило, их необходимо ре 
шать при построении автоматизированных систем
управления испытаниями СТК, когда требуется оце 
нивать в режиме реального времени координаты и
вектор скорости сопровождаемых измерительным
комплексом летательных аппаратов для расчета дан 
ных целеуказаний следящим средствам траекторных
измерений, а также для управления испытываемыми
и привлекаемыми к испытаниям ЛА.

Известно, что при создании систем обработки ин 
формации реального времени приходится решать
проблемы цифровой привязки траекторных измере 
ний к местным шкалам времени, своевременного по 
лучения и освобождения вычислительных ресурсов,
синхронизации вычислительных процессов, буфери 
зации потоков данных и т.д. Системы реального вре 
мени обычно используют специализированное обору 
дование (например, аппаратуру единого времени) и
соответствующее общее и специальное программное
обеспечение.

В системах обработки информации реального вре 
мени в качестве общего программного обеспечения
используются операционные системы реального вре 
мени, а в качестве специального программного обес 
печения — программно реализованные алгоритмы, в
основе которых лежат математические методы стати 
стической обработки траекторных измерений в мас 
штабе текущего времени.

Наиболее предпочтительным методом статистиче 
ской обработки траекторной измерительной инфор 
мации в режиме реального времени является динами 
ческая фильтрация, которая в последнее время все
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более широко используется при испытаниях сложных технических
комплексов.
В данном разделе рассмотрены математические методы обработ�

ки траекторной измерительной информации, которые позволяют
проводить совместную статистическую обработку такой информа�
ции при наличии временн�х невязок в привязке первичных измере�
ний к местным шкалам времени измерительных пунктов, а также
получать высокоточные целеуказания следящим средствам траек�
торных измерений при реализации автоматизированных систем
управления измерительными комплексами.

3.1. Метод оптимальной фильтрации многомерных случайных
процессов результатов измерения координат ЛА

с несинхронными во времени компонентами
Существует много разновидностей программно�реализованных

фильтров, которые обеспечивают оптимальную фильтрацию полез�
ных векторных случайных процессов (многоканальных траектор�
ных измерений) на фоне шумов в предположении, что компонен�
ты полезного многомерного процесса не имеют взаимных невязок
между моментами времени привязки его компонент к единой шка�
ле времени.
Однако на практике при проведении натурных экспериментов

возникает задача совместной статистической обработки многока�
нальных траекторных измерений, полученных от разнородных из�
мерителей, которые могут иметь взаимные невязки между момента�
ми времени привязки этих измерений к единой шкале времени.
Наличие рассматриваемых временн�х невязок обусловлено ко�

нечной точностью стандартов частоты и хранителей времени, соз�
дающих местные шкалы времени траекторных измерительных ком�
плексов, а также ошибками персонала, обслуживающего аппаратуру
единого времени. Временн�е невязки между моментами времени
привязки к единой шкале времени траекторного измерительного
комплекса отождествленных измерений приводят к дополнительным
погрешностям в оценке вектора параметров движения испытывае�
мых ЛА при совместной статистической обработке таких измерений.
Исследования показали [58, 61, 63], что влияние временн�х не�

вязок между моментами времени привязки к шкале времени ото�
ждествленных измерений на точность оценки вектора параметров
движения ЛА может быть снижено использованием специально
синтезированного фильтра Калмана, в параметрах которого учиты�
ваются значения вероятностных характеристик законов распределе�
ния рассматриваемых временн�х невязок.
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Тогда задачу оптимальной фильтрации многомерных случайных
процессов траекторных измерений с несинхронными во времени
компонентами можно сформулировать следующим образом.
Требуется определить оптимальную оценку вектора параметров

движения ЛА � ( ) [ � � � ]qopt opt opt optt q q qN� 1 2 … размерностью N при усло"

вии получения минимальной дисперсии этих оцениваемых пара"
метров (min , min , , min )� � �D D Dq q qN1 2

… в случае наличия временн�х

невязок между моментами времени привязки к единой шкале вре"
мени отождествленных траекторных измерений, описываемых слу"
чайным вектором �T( )t .
Математически такая задача запишется следующим образом: оп"

ределить

� ( ):{min ( ), min ( ), , min ( )}� � �qopt t D t D t D tq q qN1 2
… при �T( )t � 0. (3.1)

Решение задачи (3.1) будем искать путем синтеза модифициро"
ванного фильтра Калмана с использованием классических соотно"
шений динамической фильтрации.

3.1.1. Алгоритм оптимальной фильтрации многомерных случайных
процессов результатов измерения координат ЛА с несинхронными

во времени компонентами

Исследования механизма влияния временн�х невязок между мо"
ментами времени привязки к единой шкале времени отождествлен"
ных измерений на точность оценки вектора параметров движения
ЛА показали [8], что наблюдаемый N"мерный векторный случай"
ный процесс траекторных измерений x можно представить в сле"
дующем виде:

x q x h( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t� � � �H1 � , (3.2)

где H1( )t — матрица частных производных измеряемых параметров
по оцениваемым параметрам движения ЛА; q( )t — вектор парамет"
ров движения ЛА; �x( )t — вектор дополнительной составляющей в
наблюдаемом случайном процессе x( )t , обусловленной временн�ми
невязками в привязке компонент этого процесса к единой шкале
времени; h( )t — векторный процесс шума траекторных измерений.
Как известно, погрешность в n�й компоненте наблюдаемого процес"

са �x( )t , вызванная временн�й невязкой �tn, определяется выражением

�� � � �
�

�
�

n n n n
n

n
m n

m

t t t t
t

t
t

m
( ) ( ) ( ) ... ( )( ) ( ) ( )� � � �1 2

2

2 !
,

где � n
m( ) — производная m�го порядка от процесса � n .
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Учитывая в компоненте 
x( )t процесса (3.2) составляющую, обу 
словленную только скоростью изменения наблюдаемого процесса,
представим выражение (3.2) в виде

x q h( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t� � � � �H H T1 2 
 , (3.3)

где H2 ( )t — диагональная матрица скоростей изменения первичных
траекторных измерений размерностью ( )N N" , элементы которой
могут быть определены априорно с использованием модели плани 
рования измерительного эксперимента.

Опишем вектор q( )t интегральным уравнением вида

q q q( ) ( ) ( ) ( )t s ds d s
t t

� � � � �� �0
0

1

0

A B W , (3.4)

где A, B — матричные коэффициенты, структура которых определя 
ется выбранной моделью движения ЛА в пространстве состояний;
W1( )t — векторный винеровский случайный процесс.

В наблюдаемом случайном N мерном процессе траекторных из 
мерений x( )t в качестве векторного случайного процесса h( )t высту 
пают коррелированные во времени погрешности измерений средств
ТИ, которые могут быть описаны стохастическим дифференциаль 
ным уравнением вида

h h r h( ) ( ) ( ) ( )t s ds d s
t t

� � � � �� �0
0

0

0

r W , (3.5)

где r, r — диагональные матрицы с постоянными коэффициентами
размерностью ( )N N" ; W0 ( )t — N мерный векторный винеровский
случайный процесс.

Вектор временн�х невязок 
T( )t между моментами времени
привязки к единой шкале времени отождествленных траекторных
измерений на ограниченном интервале времени проведения из 
мерений является стационарным медленноменяющимся процес 
сом, который может быть описан интегральным стохастическим
уравнением


 
 
T T T W( ) ( ) ( ) ( )t s ds d s
t t

� � � � �� �0
0

2

0

a b , (3.6)

где a, b — матрицы постоянных коэффициентов размерностью
( )N N" ; W2 ( )t — N мерный векторный винеровский процесс.
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При отсутствии корреляции между компонентами вектора 
T( )t с
учетом того, что погрешность в привязке первого измерительного
канала к единой шкале времени равна нулю, выражение (3.6) может
быть представлено в следующем виде [8, 63]:
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d sW( ) ,

где -/tn
2 , T tn/ — соответственно дисперсия и время корреляции слу 

чайного процесса невязок между моментами времени привязки ото 
ждествленных измерений в n м измерительном канале и в опорном,
например, первом по номеру измерительном канале.

Далее получим дифференциал процесса x( )t с учетом процессов,
описанных выражениями (3.3)…(3.6). Для этого используем форму 
лу замены переменных Ито 848, 689, суть которой заключается в сле 
дующем.

Пусть Z( )t — векторный случайный процесс, имеющий стохасти 
ческий дифференциал вида

d t dt d tZ a b W( ) ( )� � � ,

где W( )t — векторный винеровский случайный процесс; a, b — мат 
ричные постоянные коэффициенты.

Тогда имеется взаимосвязь случайных процессов x( ) ( ( ))t t� h Z .
При этом процесс x( , )t Z также имеет дифференциал вида

d t t t dt tx( , ) ( , ) ( , ) ( ,( ) ( ) ( )Z h Z a h Z b h� � � �
#
$%

&
'(

�1 2 2 11

2
Z b W) ( )� �d t . (3.7)
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В нашем случае для построения дифференциала d tx( , )Z наблю 
даемого случайного процесса измерений запишем дифференциалы
процессов q( )t , 
T( )t и h( )t в следующем виде:

d t t dt d tq q( ) ( ) ( )� � � �A B W1 ;

d t t dt d t
 
T T W( ) ( ) ( )� � � �a b 2 ; (3.8)

d t t dt d th r h( ) ( ) ( )� � � �r W0 .

С использованием дифференциалов случайных процессов q( )t ,

T( )t и h( )t , описанных выражениями (3.8), построим дифференциал
расширенного случайного процесса Z( )t следующего вида:

d t t dt d tZ A Z B r W( ) ( ) ( )� � � �diag[ ] diag[ ]a r b , (3.9)

где Z T( ) [[ ( ) ( )] ( )]t t t t� q h
 т ; d t d t d t d tW W W W( ) [[ ( ) ( )] ( )]� 1 2 0
т .

Наблюдаемый случайный процесс траекторных измерений x( )t
выразим через расширенный вектор Z( )t следующим образом:

x( ) [[ ( ) ( )] ] ( )t t t t� �H H I Z1 2 ,

где I — единичная матрица.
Тогда согласно формуле (3.7) с использованием дифференциала

составного процесса Z( )t , описываемого выражением (3.9), постро 
им дифференциал наблюдаемого случайного процесса x( )t в виде

d t t t t dtx ) a r( , [[ ( ) ( )] ] { ( )}Z H H I A Z� � � �1 2 diag[ ]

� � �[[ ( ) ( )] ] { } ( )H H I B r W1 2t t d tdiag[ ]b . (3.10)

Интегрируя дифференциал (3.10) в пределах от 0 до t, получим
следующее выражение для наблюдаемого векторного случайного
процесса x( )t траекторных измерений:

x x q a r( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t s s ds s s ds
t t t

� � � � � � � �� �0 1

0

2

0 0

H A H T
 � � �h( )s ds

� � � � � � � �� � �H B W H W r W1 1

0

2 2

0 0

0( ) ( ) ( ) ( ) ( )s d s s d s d s
t t t

b . (3.11)

Из выражения (3.3) для момента времени t s� выразим случай 
ный процесс шума траекторных измерений h( )t :

h x q( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s s s s� � � � �H H T1 2 


и подставим его в формулу (3.11).

166

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ ÈÈÑ



Введя расширенные векторы Q( ) [ ( ) ( )]t t t� q 
T т и d tW3 ( ) �
�[ ( ) ( )]d t d tW W1 2

т , в результате очевидных преобразований получим
следующее выражение для наблюдаемого процесса x( )t :

x x r x r a r( ) ( ) [ ( )] [ ( ) ( ) ( )t s ds s s s
t

� � � � � � � � � ��0
0

1 1 2H A H H H2

0

( )] ( )s s ds
t

� �� Q

� � � � � �� �[ ( ) ( ) ] ( ) ( )H B H W r W1 2 3

0 0

0s s d s d s
t t

b . (3.12)

Построим с использованием векторов Q( )t и d tW3 ( ) следующую
модель полезного сообщения:

Q Q Q( )
( )

( )
( ) ( )t

t

t
s ds

t

�
#

$
%

&

'
( � �

#

$
%

&

'
( � ��

q

a
T
A 0

0

B 0

0
0

0
b

#

$
%

&

'
( �� d s

t

W3

0

( ). (3.13)

В предположении частично наблюдаемого процесса (3.12) и
(3.13) в соответствии с теорией динамической фильтрации 848,
104, 1059 дифференциал оптимальной оценки вектора состоя 
ния � ( ) [ � ( ) � ( )]Q t t t� qopt

т
T и решение задачи (3.1) определяются

соотношением вида:

d t
d t

d t
t dt� ( )

� ( )
� ( )

� ( )Q Q�
#

$
%

&

'
( �

#

$
%

&

'
( � �

q

a

opt


T

A 0

0
K( ) { ( ) ( )t d t t dt� � � �x r x

� � � � � � � �[ ( ) ( ) ( ) ( )] � ( ) }H A H H H1 1 2 2t t t t t dtr a r Q (3.14)

или в интегральной форме

� ( )
� ( )

� ( )
� ( ) � ( )Q Q Qt

t

t
s�

#

$
%

&

'
( � �

#

$
%

&

'
( � �

q

a

opt


T

A 0

0
0 ds+ t

t

0
� "K( )

" � � � � � � � � �� �d s s ds s s s
t t

x r x r a r( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )
0 0

1 1 2 2H A H H H ( )] � ( )s s ds�
�
�
)

�)

�
�
)

�)
Q ,

(3.15)

где составная матрица K( )t коэффициента усиления фильтра опре 
деляется выражением
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1t t t tт т т т тb b . (3.16)

В выражении (3.16) g � ( )E t представляет собой ковариационную
матрицу оцениваемого составного вектора � ( )Q t , которая определя 

ется дифференциальным уравнением вида 8489
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(3.17)
Согласно выражению (3.14) была построена структурная схема

модифицированного фильтра Калмана [63], реализующего фильт 
рацию многомерного случайного процесса с временн�ми невязка 
ми в привязке его компонент к единой шкале времени, которая по 
казана на рис. 3.1.

Устройство для оптимальной фильтрации многомерных случай 
ных процессов с несинхронными во времени компонентами работа 
ет следующим образом.

Информационный N мерный случайный процесс измерений x( )t
поступает на вход матричного умножителя I, а также на входы блока
дифференцирования (БД).

С выхода матричного умножителя I N мерный сигнал поступает
на вход «уменьшаемое» первого блока вычитателей S1, а на его вто 
рой вход «вычитаемое» поступает с блока дифференцирования про 
цесс d tx( ), являющийся дифференциалом случайного процесса из 
мерений x( )t .

С выхода блока вычитателей S1 сигнал поступает на вход «вы 
читаемое» вычитателей S2 , а на его второй и третий входы
«уменьшаемое» — соответствующие прогнозируемые измерения
Q1( , �( ))t tq и Q T2 ( , � ( ))t t
 , которые образуются на выходе соответст 
венно третьего и четвертого блоков вычитателей и описываются
соотношениями

Q H A H1 1 1( , �( )) ( ) �( ) ( ) �( )t t t t t tq q r q� � � � � � ;

Q T H T H T2 2 2( , � ( )) ( ) � ( ) ( ) � ( )t t t t t t
 
 
� � � � � �a r ,
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где A, a, r — матричные постоянные коэффициенты; �( )q t , 
 � ( )T t — со 
ответственно оценки вектора параметров движения ЛА и вектора
временн�х погрешностей между моментами времени привязки ком 
понент случайного процесса измерений x( )t к единой шкале времени.

На выходе блока вычитателей S2 образуется невязка («обновляю 
щий» процесс) e( )t , которая определяется выражением

e x r x q( ) ( ) ( ) ( , �( )) ( , � ( ))t d t t t t t t� � � � �Q Q T1 2 
 .

«Обновляющий» процесс e( )t поступает параллельно на вход мат 
ричных умножителей K1 и K2 , где он взвешивается соответственно
с весами K1( )t и K2 ( )t .

На блоке сумматоров S5 происходит сложение предсказанной
оценки A � �( )q t , поступающей с выхода матричного умножителя А, с
поправкой R1( , �( ))t tq , поступающей с выхода матричного умножите 
ля K1, которая определяется выражением

R K1 1( , �( )) ( ) ( )t t t tq e� �
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Рис. 3.1. Структурная схема модифицированного фильтра Калмана для фильтра�
ции многомерных случайных процессов траекторных измерений с несинхронными
во времени компонентами



Оценка полезного сигнала �( )q t формируется интегрированием в
первом блоке интеграторов сигнала, поступающего с выхода блока
сумматоров S5.

Прогнозируемое измерение Q1( , �( ))t tq формируется из сигнала �( )q t
с использованием двух матричных умножителей ( )H1 , матричных
умножителей А, I и блока вычитателей S3, а прогнозируемое изме 
рение Q T2 ( , � ( ))t t
 формируется из сигнала 
 � ( )T t с помощью двух
матричных переумножителей H2 , матричных умножителей �, I и
блока вычитателей S4.

Для формирования вектора оценки временн�х погрешностей

 � ( )T t между моментами привязки компонент многомерного процес 
са измерений x( )t к единой шкале времени используется сигнал с
выхода матричного умножителя �, который суммируется на втором
блоке сумматоров S4 с предсказанной оценкой a�
 � ( )T t , поступаю 
щей с выхода матричного умножителя K2 , а затем интегрируется во
втором блоке интеграторов.

Наличие прогнозируемого измерения Q T2 ( , � ( ))t t
 наряду с
прогнозируемым измерением Q1( , �( ))t tq позволяет получить
скорректированное значение «обновляющего» процесса e( )t и
тем самым повысить точность фильтрации многомерного слу 
чайного процесса измерений x( )t при наличии временн�х невя 
зок между моментами привязки его компонент к единой шкале
времени.

Таким образом, на выходе первого блока интеграторов образует 
ся оптимальная в среднем квадратическом смысле оценка полезно 
го сигнала �( )q t при наличии временн�х невязок между моментами
привязки компонент входного многомерного сигнала измерений к
единой шкале времени.

На синтезированный модифицированный фильтр Калмана для
фильтрации многомерных случайных процессов траекторных изме 
рений с несинхронными во времени компонентами выдано автор 
ское свидетельство на изобретение «Устройство для оптимальной
фильтрации многомерных стационарных случайных процессов»
(№ 1699292, 1991 г.).

Поскольку источники траекторной измерительной информа 
ции, как правило, выдают измерения дискретно, то исследова 
ние метода оптимальной фильтрации многомерных случайных
процессов измерения координат ЛА с несинхронными во време 
ни компонентами было проведено с использованием дискретно 
го аналога синтезированного модифицированного фильтра Кал 
мана.
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Как было показано выше, наблюдаемый N мерный векторный
дискретный случайный процесс траекторных измерений x( )k можно
представить аддитивной моделью

x q x h( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k� � � �H1 
 , (3.18)

где H1( )k — матрица частных производных измеряемых пара 
метров по оцениваемым параметрам движения летательных ап 
паратов; q( )k — оцениваемый вектор параметров движения ЛА;

x( )k — дополнительная составляющая в наблюдаемом случай 
ном процессе x( )k , обусловленная временн�ми невязками в
привязке компонент этого процесса к единой шкале времени;
h( )k — случайный процесс коррелированных во времени по 
грешностей средств траекторных измерений (вектор шума из 
мерений).

Дополнительную составляющую 
x( )k с достаточной точностью
можно описать следующим образом:


 
x( ) ( ) ( )k k kF �H T2 ,

где H2 ( )k — диагональная матрица скоростей изменения первич 
ных траекторных измерений размерностью ( )N N" , элементы ко 
торой могут быть определены априорно с использованием модели
планирования измерительного эксперимента; 
T( )k — дискрет 
ный случайный процесс временн�х невязок в привязке измери 
тельной информации средств траекторных измерений к единой
шкале времени.

Тогда наблюдаемый линеаризованный многомерный дискретный
процесс траекторных измерений представим моделью вида

x q h( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k� � � � �H H T1 2 
 . (3.19)

Вектор q( )k оцениваемых параметров движения ЛА на ограни 
ченном участке траектории может быть описан в пространстве со 
стояний рекуррентным стохастическим уравнением вида

q q e( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b1 1 , (3.20)

где a, b — матричные постоянные коэффициенты, структура
которых определяется выбранной моделью движения ЛА в про 
странстве состояний; e1 11 12 1( ) [ ( ), ( ), ..., ( )]k k k kM� 	 	 	 — вектор 
ный процесс белого шума, компоненты которого имеют пара 
метры N ( , )0 1 .

Временн�е невязки 
T( )k между моментами времени привязки к
единой шкале времени отождествленных траекторных измерений
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на ограниченном интервале проведения измерений являются ста 
ционарным медленноменяющимся процессом, который может быть
описан рекуррентным стохастическим уравнением [58, 63]


 
 	T T( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b1 2 , (3.21)

где a, b — матричные постоянные коэффициенты размерностью
( )N N" ; e2 21 22 2( ) [ ( ), ( ), ..., ( )]k k k kN� 	 	 	 — векторный процесс бело 
го шума, компоненты которого имеют параметры N ( , )0 1 .

Векторный дискретный процесс h( )k погрешности измеритель 
ных каналов средств траекторных измерений представим суммой
двух стационарных случайных процессов h1( )k и h2 ( )k , характери 
зующих соответственно медленноменяющуюся и быстроменяю 
щуюся составляющие рассматриваемого процесса.

Составляющие векторного процесса h( )k могут быть описаны ре 
куррентными стохастическими уравнениями вида

h r hi i i i ik k k i( ) ( ) ( ), ,� � � � � �1 1 2r l , (3.22)

где ri , ri — матрицы постоянных коэффициентов размерностью
( )N N" ; l i k( ) — векторный процесс белого шума, компоненты кото 
рого имеют параметры N ( , )0 1 .

Тогда наблюдаемый процесс измерений x( )k может быть пред 
ставлен выражением

x q h h( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � �H H T1 2 1 2
 (3.23)

или в развернутой форме с учетом выражений (3.20)…(3.22) будет
иметь вид

x q e a( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � � � � � � � �H a H b H T1 1 1 21 1

� � � � � � � � � � � � �H r l r l2 2 1 1 1 1 2 2 21 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kb e r h r h 2 ( )k . (3.24)

Используя выражение (3.23) для дискретного момента времени
t k� �1, определим быстроменяющуюся составляющую h2 ( )k шума
измерений:

h x q h2 1 2 11 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (k k k k k k k� � � � � � � � � � � �H H T
 �1).

(3.25)

Введем два расширенных случайных процесса вида

Q( ) [[ ( ) ( )] ( )] ; ( ) [ ( ) ( )] ( )]k k k k k k k k� �q h e e e1 1 1 2
T lт т . (3.26)
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Подставив в формулу (3.24) соотношение (3.25), получим сле�
дующее выражение для наблюдаемого процесса измерений x( )k :

x x e( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k� � � � � � � �A A B B l0 1 1 2 21Q , (3.27)

где

A0 2 1( , ) ( )k kx r x� � � ;

x x e( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k� � � � � � � �A A B B l0 1 1 2 21Q ;

A H a H H H1 1 2 1 1 2 2 2 21 1( ) [[ ( ) ( ) ( )] ( ) (k k k k� � � � � � � � � �r r r a r k �1)];
B H b r H1 1 1 2( ) [[ ( ) ] ( ) ]k k k� � �b ;

B r2 2( )k � .

Используя соотношения (3.26), построим расширенный процесс
модели полезного сообщения вида

Q( )
( )
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k

k
k
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или в более компактной форме

Q Q( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b1 11 e , (3.28)

где a
a 0

0
0

0

b
b 0

0 r
0

0
1 1 1 1

�
�

�
�

	



�

�
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�
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�

�

�

�
�
�

r

a b

;
	




�
�
�
.

Для частично наблюдаемого процесса (3.27) и (3.28) в соответст�
вии с теорией динамической фильтрации [48, 105] оптимальная в
среднем квадратическом смысле оценка вектора Q( )k определяется
уравнением

� ( ) � ( ) ( ) [ ( ) ( , ) ( ) � ( )]Q Q Qk k k k k k k� � � � � � � � �a K A A1 0 11 1x x . (3.29)

В уравнении оптимальной фильтрации (3.29) матрица K( )k коэф�
фициента усиления фильтра определяется выражением

K b B a A( ) [ ( ) ( ) ( )]�k k k k� � � � � 1 1 1 1
т тg�

 � � � � � � �[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]�B B B B A A1 1 2 2 1 1
1k k k k k k kт т тg� ,

где g � ( )� k — ковариационная матрица составного вектора � ( )Q k , кото�
рая определяется соответствующим рекуррентным уравнением вида
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g g g� � �( ) [ ( ) ] [ ( ) (E E Ek k k� � � � � � � � � �а а b b b B a1 1 1 1 1 1 11 т т т k k� � "1 1) ( )]A т

" � � � � � � �[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]�B B B B A A1 1 2 2 1 11k k k k k k kт т тgE
� "1

" � � � � �[ ( ) ( ) ( )]�b B а A1 1 1 11т т тk k kgE . (3.30)

Рекуррентное уравнение (3.30) определяет текущее значение
ковариационной матрицы оцениваемого вектора параметров
движения ЛА, используемой в уравнении оптимальной фильтра 
ции (3.29).

Таким образом, учет в модели наблюдений дополнительной
априорной информации о значениях вероятностных характери 
стик законов распределения временн�х невязок между момента 
ми времени привязки к единой шкале времени отождествленных
траекторных измерений позволил синтезировать модифицирован 
ный дискретный фильтр Калмана с расширенным вектором со 
стояния системы, который способен уменьшить влияние рассмат 
риваемых временн�х невязок на точность оценки вектора пара 
метров движения ЛА. Применение такого фильтра позволит
повысить эффективность системы обработки траекторной изме 
рительной информации в условиях наличия временн�х ошибок в
привязке измерений к единой шкале времени измерительного
комплекса.

3.1.2. Результаты исследования синтезированного
модифицированного фильтра Калмана для фильтрации
результатов измерения координат ЛА с несинхронными

во времени компонентами

Для апробации предложенного метода оптимальной фильтрации
результатов измерения координат ЛА с несинхронными во времени
компонентами был использован дискретный вариант синтезирован 
ного модифицированного фильтра Калмана.

В проводимом модельном эксперименте в качестве исходной ин 
формации использовались первичные траекторные измерения от
трех дальномерных каналов территориально разнесенных радиоло 
кационных станций траекторных измерений (РЛС ТИ).

Результаты исследования потенциальных возможностей разрабо 
танного модифицированного фильтра Калмана приведены на
рис. 3.2…3.4.

На рис. 3.2 представлено семейство зависимостей средней
квадратической погрешности оценки дальности до ЛА -/ �D от
расчетных значений двух равных средних квадратических по 
грешностей -/t pас�( , )2 3 привязки измерений второго и третьего
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дальномеров по отношению к соответствующим измерениям
первого дальномера, заложенных в параметры алгоритма фильт�
рации, при фактических значениях погрешностей временн�х
невязок ��t факт( , )2 3 , равных 10 мс.
Семейство зависимостей построено при изменяющихся, но рав�

ных для всех дальномеров инструментальных погрешностях ��Д ( , , )1 2 3
и значениях скорости изменения дальности до ЛА для трех дально�
меров V Д ( , , )1 2 3 , равных 1 �103 и 8 �103 м/с.
Из анализа приведенных зависимостей видно, что минимальный

уровень погрешности фильтрации наблюдается при равенстве рас�
четной временн�й погрешности ��t pас�( , )2 3 , заложенной в алгоритм
фильтрации, и фактической ��t факт( , )2 3 , т.е. при условии оптималь�
ной фильтрации. При невыполнении указанного условия происхо�
дит увеличение погрешности оценки дальности до ЛА �� �D .
При прочих равных условиях эффективность модифицированно�

го фильтра Калмана возрастает в случае фильтрации более точных
траекторных измерений. Так, при погрешностях дальномеров
��Д ( , , )1 2 3 , равных 2,5 м, использование рассматриваемого оптималь�
ного фильтра дает снижение погрешности фильтрации на 70 % по
сравнению с фильтром, построенным без учета значений вероятно�
стных характеристик погрешностей между моментами времени при�
вязки измерений к единой шкале времени. При погрешностях даль�
номеров ��Д ( , , )1 2 3 , равных 30 м, и прочих равных условиях использо�
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Рис. 3.2. Зависимости погрешности оценки дальности до ЛА от параметра
фильтра sdt pас (2,3)�



вание синтезированного оптимального фильтра дает снижение
погрешности фильтрации на 25 %, что обеспечивает существенный
выигрыш в точности оценки искомых параметров.
На рис. 3.3 приведены зависимости погрешности оценки на�

клонной дальности до ЛА �� �D от априорных значений времен кор�
реляции T it i� рас� , ,� 2 3, рассмотренных выше временн�х невязок.
Предполагается, что значения времен корреляции этих временн�х
невязок одинаковы, а фактические их значенияT it i� факт , ,� 2 3, рав�
ны 1000 с.
Полученные результаты свидетельствуют о том, что минимальный

уровень погрешности фильтрации наблюдается при равенстве апри�
орных (расчетных) значений вероятностных характеристик времен �
н�х невязок ��t iрас� ,T it i� рас� ( , )� 2 3 и их фактических значений, т.е.
при условии оптимальной фильтрации. При невыполнении этого
условия происходит увеличение погрешности фильтрации, особен�
но быстро при � �� �t i t iрас факт� �� или приT T it i t i� �рас факт� �� �( , )2 3 ,
т.е. когда в параметрах фильтра практически не учитывается апри�
орная информация о значениях вероятностных характеристик рас�
сматриваемых временн�х невязок.
Полученные результаты свидетельствуют также о том, что по

сравнению с классическим фильтром при наличии временн�х не�
вязок между моментами привязки компонент векторного процесса
траекторных измерений к единой шкале времени синтезирован�
ный алгоритм дает выигрыш тем больший, чем точнее выполняют�
ся измерения.
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Рис. 3.3. Зависимости погрешности оценки дальности до ЛА от параметра
фильтра sdt i ipас� , ,� 2 3



На рис. 3.4 приведены результаты исследования зависимости
погрешности оценки наклонной дальности до ЛА �� �D , получен�
ной по измерениям от трех дальномеров, от соотношения времен
корреляции случайных процессов погрешностей измерений этих
трех дальномеров T Д� ( , , )1 2 3 и времен корреляции процессов невя�
зок между моментами времени привязки к единой шкале времени
измерений второго и третьего дальномеров по отношению к из�
мерениям первого дальномера T t� рас� ( , )2 3 и при условии равенства
расчетных и фактических значений погрешностей между момен�
тами времени привязки измерений к единой шкале времени
�� �� �t tрас факт� ( , ) ( , ) )2 3 2 3� . Приведенные на рис. 3.4 зависимости
построены при � �� �t tрас факт мс� ( , ) ( , )2 3 2 3 5� � , T Д� ( , , )1 2 3 � �1 10 c3 , зна�

чениях скорости изменения дальности до ЛА для трех дальноме�
ров V Д ( , , )1 2 3 , равных 8 10

3� м/с, и при различных значениях по�
грешностей дальномеров ��Д ( , , )1 2 3 . Из анализа этих зависимостей
видно, что при совпадении значений времен корреляции слу�
чайных процессов погрешностей измерения дальности до ЛА
рассматриваемыми дальномерами и времен корреляции невязок
между моментами времени привязки измерений к единой шкале
времени происходит увеличение погрешности оптимальной
фильтрации значения наклонной дальности до ЛА. Для рассмат�
риваемого случая это увеличение составляет не более чем 10 %.
Поэтому для эффективной работы синтезированного модифици�
рованного фильтра Калмана требуется разнос значений вероят�

177

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ÒÈ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè

Рис. 3.4. Зависимости погрешности оценки дальности до ЛА от соотношения вре�
мен корреляции составляющих наблюдаемого процесса траекторных измерений



ностных характеристик законов распределения оценок погреш 
ностей рассматриваемых компонент наблюдаемого процесса
траекторных измерений.

Таким образом, проведенные исследования синтезированно 
го модифицированного фильтра Калмана подтверждают высо 
кую эффективность предложенного метода оптимальной
фильтрации результатов измерения координат ЛА с несинхрон 
ными во времени компонентами, что дает основание рекомен 
довать его для использования при обработке результатов траек 
торных измерений при испытаниях сложных технических ком 
плексов.

3.2. Метод субоптимальной нелинейной фильтрации
многомерных случайных процессов траекторных измерений

по высокоманевренным ЛА при наличии временных
невязок в привязке компонент таких процессов

к единой шкале времени

Известно, что наличие временн�х невязок между моментами
времени привязки к единой шкале времени траекторного измери 
тельного комплекса результатов отождествленных измерений при 
водит при их совместной статистической обработке к дополнитель 
ным погрешностям в оценке вектора параметров движения испыты 
ваемых летательных аппаратов [8].

Ранее было показано [58, 61], что снижение влияния вре 
менн�х ошибок между моментами времени привязки к единой
шкале времени отождествленных траекторных измерений на точ 
ность оценки вектора параметров движения ЛА может быть обес 
печено использованием специально синтезированного модифи 
цированного фильтра Калмана [63], использующего линейную
модель наблюдаемого процесса. При этом в параметрах синтези 
рованного фильтра содержалась дополнительная априорная ин 
формация о значениях вероятностных характеристик законов
распределения рассматриваемых временн�х невязок. Использо 
вавшаяся модель наблюдаемого процесса учитывала только ско 
рости изменения измеряемых средствами траекторных измерений
первичных параметров.

Однако на практике при испытаниях динамичных и высокома 
невренных ЛА необходимо учитывать также ускорения изменения
измеряемых средствами траекторных параметров. Отсутствие такой
возможности в ряде случаев приводит к дополнительным погреш 
ностям в оценке вектора параметров движения ЛА по результатам
высокоточных измерений.
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Исследования механизма влияния временн�х невязок между мо 
ментами времени привязки к единой шкале времени результатов
отождествленных траекторных измерений на точность оценки век 
тора параметров движения ЛА показали [8, 59], что N мерный на 
блюдаемый случайный процесс траекторных измерений x( )t можно
представить в виде

x x x h( ) ( ) ( ) ( )t t t t� � �ист 
 (3.31)

где xист ( )t — вектор истинных значений наблюдаемого процесса;

x( )t — вектор дополнительных погрешностей в наблюдаемом
процессе, вызванных временн�ми невязками в привязке пер 
вичной измерительной информации к единой шкале времени;
h( )t — вектор коррелированных по времени погрешностей изме 
рений.

Как известно [42, 59], погрешность в i й компоненте непрерыв 
ного наблюдаемого процесса xi t( ), вызванная временн�й невязкой
/ti , определяется выражением
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В выражении (3.32) первое слагаемое в правой части — дополни 
тельная погрешность в i й компоненте наблюдаемого процесса

x( )t , обусловленная скоростью изменения измеряемого средством
ТИ параметра, а второе слагаемое — дополнительная погрешность в
i й компоненте процесса 
x( )t , вызванная ускорением изменения
измеряемого траекторного параметра.

В описанном выше методе оптимальной линейной фильтрации
векторного случайного процесса с несинхронными во времени ком 
понентами в наблюдаемом случайном процессе измерений учиты 
вается только первое слагаемое выражения (3.32). Однако в практи 
ке траекторных измерений по динамичным и высокоманевренным
ЛА, когда наблюдаются высокие скорости и большие ускорения та 
ких объектов, необходимо учитывать и второе слагаемое выражения
(3.32), что особенно важно при оценке скоростных составляющих
вектора параметров движения таких ЛА.

Поскольку в практике испытаний образцов СТК траектор 
ные измерения, как правило, являются дискретными во време 
ни, то будет рассмотрен алгоритм оптимальной фильтрации
векторного N мерного дискретного случайного процесса x( )k , в
модель которого входят дополнительные погрешности измере 
ний, обусловленные временн�ми невязками в привязке компо 
нент этого случайного процесса к единой шкале времени, вы 
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званными скоростями и ускорениями изменений измеряемых
средствами ТИ параметров. Такая модель наблюдаемого слу 
чайного процесса траекторных измерений описывается выра 
жением

x x q( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

k k k k k
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(3.33)

В более компактной форме выражение (3.33) запишется в виде

x x q( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]k k k k k k k k� � � � � � � . �
0 1 2 3

2H H T H T
 
 �h( )k .

(3.34)

Составляющие выражений (3.33) и (3.34) имеют следующий
смысл:

H1( )k — матрица частных производных параметров, измеряемых
средствами ТИ, по оцениваемым параметрам движения ЛА размер 
ностью ( )N M" ;

q( )k — вектор оцениваемых параметров движения ЛА в простран 
стве состояний, который может быть на ограниченном участке тра 
ектории описан рекуррентным стохастическим уравнением вида

q q e( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b1 1 , (3.35)

где a, b — матричные постоянные коэффициенты размерностью
( )M M" ; e1( )k — M мерный вектор с независимыми компонен 
тами, имеющими параметры N ( , )0 1 ; � �
T k — N мерный вектор
вида 
 / / /T( ) [ ( ) ... ( ) ... ( )]k t k t k t kn N� 1

т , обозначающий вре  
менн�е невязки между моментами времени привязки компо 
нент векторного процесса x( )k к единой шкале времени, кото 
рый на интервале проведения траекторных измерений может
быть описан следующим рекуррентным стохастическим уравне 
нием:


 
T T( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b e1 2 , (3.36)

где a, b — диагональные матрицы с постоянными коэффициен 
тами размерностью ( )N N" ; e2 ( )k — N мерный вектор вида
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e2 21 2 2( ) [ ( ) ... ( ) ... ( )]k k k kn N� 	 	 	 т с независимыми компонента 
ми, имеющими параметры N ( , )0 1 .
N мерный дискретный процесс коррелированного по времени

шума измерений h( )k может быть описан следующим рекуррентным
стохастическим уравнением:

h r h( ) ( ) ( )k k k� � � � �1 r l , (3.37)

где r, r — матрицы постоянных коэффициентов размерностью
( )N N" ; l1( )k — N мерный вектор с независимыми компонентами,
имеющими параметры N ( , )0 1 .

Матрицы скоростей H2 ( )k и ускорений H3 ( )k изменения изме 
ряемых параметров средствами ТИ имеют следующую структуру:
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; 
t — период следования траекторной из 

мерительной информации.
Тогда задачу оптимальной фильтрации многомерного случайного

процесса траекторных измерений высокоманевренных ЛА с несин 
хронными во времени отождествленными компонентами можно
сформулировать следующим образом.

Требуется определить оптимальную оценку вектора параметров
движения ЛА вида �( ) [ �( ) �( ) �( ) ��( ) ��( ) ��( )]q k x k y k z k x k y k z k� т при усло 
вии достижения минимальных значений дисперсий оценок компо 
нент этого вектора в случае наличия временн�х невязок между мо 
ментами времени привязки к единой шкале времени отождествлен 
ных измерений, поступающих от территориально разнесенных
средств траекторных измерений, т.е. когда вектор временных оши 
бок 
T( )t не равен нулю.

Математически такая задача запишется следующим образом [60]:
определить

�( ) :{ ( ), ( ), ( ),� � �q k D k D k D kx yopt zmin min min

min min minD k D k D kx y z�� �� ��( ), ( ), ( )} (3.38)

при условии, что вектор временн�х невязок 
T( )t 7 0.
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Решение задачи (3.38) будем искать путем синтеза субоптималь 
ного нелинейного фильтра Калмана с использованием классиче 
ских соотношений динамической фильтрации и с формированием
соответствующих частично наблюдаемых случайных процессов,
описанных в монографии [48].

3.2.1. Алгоритм решения задачи субоптимальной нелинейной
фильтрации многомерных случайных процессов результатов

измерения траекторий высокоманевренных ЛА

Поскольку математическая модель (3.34), описывающая на 
блюдаемый дискретный случайный процесс x( )k , является нели 
нейной по отношению к вектору временн�х невязок 
T( )k , то
задача (3.38) может быть решена путем синтеза алгоритма спе 
циального субоптимального нелинейного дискретного фильтра
Калмана.

Для линеаризации уравнения наблюдаемого процесса (3.34) век 
тор временн�х невязок 
T( )k представим в следующем виде:


 
 /T T T( ) � ( ) ( )k k k� � , (3.39)

где 
 � ( )T k — оценка вектора временн�х невязок 
T( )k ; /T( )k — век 
тор погрешности оценки вектора 
T( )k .

Вектор /T( )k может быть описан рекуррентным стохастическим
уравнением

/ /T T( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b e3 3 31 , (3.40)

где a3, b3 — матричные постоянные коэффициенты размерностью
( )N N" ; e3 ( )k — N мерный вектор вида e3 31 3( ) [ ( ) ... ( ) ...k k kn� 	 	
JJJ 	3N k( )]т с независимыми компонентами, имеющими параметры
N ( , )0 1 .

С учетом выражения (3.39) для вектора 
 � ( )T k можно записать
следующие выражения:


 
 



 


� ( ) ( ( ) ( )) � ( ),

( ) �
T T T

T T

k M k k k

k
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� �

a b e a

a

1 12

( ) ( ).k k� �1 /T
(3.41)

Будем полагать, что компоненты вектора /T( )k являются величи 
нами более высокого порядка малости по сравнению с компонента 
ми вектора 
T( )k . Тогда согласно формуле (3.41) с учетом выраже 
ний (3.33) и (3.34) вектор 
T. �2 ( )k в развернутом виде может быть
представлен соотношением
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В матричной форме выражение (3.42) примет вид


 
 
T T T E. � . �� � � � � � � �2 2
11 2 1( ) [ � ( )] [ � ( )[ ]

(k k kNa adiag �
"N k) ] ( )/T , (3.43)

где E ( )1"N — единичная матрица строка размерностью ( )1"N ;
diag[ ][ ]� Y — диагональная матрица, полученная из квадратной мат 
рицы Y путем удаления всех недиагональных элементов.

С учетом выражений (3.34)…(3.37), (3.39), (3.40) и (3.43) модель
наблюдаемого процесса x( )k может быть представлена в виде

x x q e a( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � � � � � � �0 1 1 1 21H a H b H T
 ( )k � �1

� � � � � � � � �. �H H T H2 2 3
2

31 2( ) ( ) ( ) [ � ( )] [
[ ]

k k k k Nb e a 
 diag
�

( )k � "a

" � � � � � � � � � � �"
 / 
� ( ) ] ( ) ( ) � ( )( )T E T H Tk k k kN1 1 2 11 3 3 3a a b � �e3 ( )k

� � � � �r h( ) ( )k k1 r l . (3.44)

Определим из выражения (3.34) величину h( )k на момент време 
ни t k� �1 и подставим ее в формулу (3.44). Тогда модель наблюдае 
мого процесса может быть представлена выражением

x x q e a( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � � � � � � �0 1 1 1 21H a H b H T
 ( )k � �1

� � � � � � � � �. �H H T H2 2 3
2

31 2( ) ( ) ( ) [ � ( )] [[ ]k k k k Nb e a 
 diag � ( )k � "a

" � � � � � � � � �"
 / 
� ( ) ] ( ) [ ( ) �
( )

[ ]T E T H Tk k kN1 1 21 3 3a adiag � ( ) ]( )k N� � ""1 1E

" � � � � � � � � � � � � �b e x r x r q3 3 0 11 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k kr l H �

� �� � � � � � � � � � � �. �r r aH T H T2 3
21 1 1 2( ) ( ) [ ( )]k k k k N
 


� � � � � � � � � �"diag[ ]
( )[ ( ) � ( ) ] ( )� 2 1 2 13 1r aH T E Tk k kN
 / .

В более компактной форме модель наблюдаемого процесса будет
иметь вид

x e( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k� � � � � � � �A A B B l0 1 1 210 Q . (3.45)
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Здесь

A H T0 0 0 31 1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ � ( )k k k k k k� �� � � � � � � � � � �x r x r x a ]N
� 	 �2

� � � � � � � 	r aH T3
21 2( ) [ ( )]k k N� , (3.46)

A H a H H H1 1 1 2 21 1( ) [[ ( ) ( ) ( ) ( )]k k k k k� � � � � � � � �r a r

diag[ ]
( )[ ( ) � ( ) ]� 2 13 1 3H T Ek k N� � � � � �
a a�

� � � � � � � 
diag[ ]
( )[ ( ) � ( ) ]]� 2 1 23 1r aH T Ek k N� , (3.47)

B H b H H T E1 1 2 32 1( ) [[ ( ) ( ) [ ( ) � ( )[ ]k k k k k� � � � � � �b] adiag � � ( ) ] ]1 3
 �N b ;

B r2 ( )k � , (3.48)
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Модель полезного сигнала запишется в следующей форме:

Q Q( ) ( ) ( )k k k� � � � �а b1 11 e , (3.49)

где а
a 0

0
0

0 3

1 �
�

�


�

�
�

�

�





�

�

�
�
�

a

a

; b
b 0

0
0

0
1

3

�
�

�


�

�
�

�

�





�

�

�
�
�

b

b

.

С использованием полученной модели наблюдаемого процесса
(3.45) и модели полезного сигнала (3.49) выражения для частично
наблюдаемого процесса примут следующий вид:

Q Q( ) ( ) ( )k k k� � � � �а b1 11 e , (3.50)

x x e( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k� � � � � � � �A A B B l0 1 1 21Q . (3.51)

Для частично наблюдаемого процесса (3.50) и (3.51) в соответст"
вии с теорией динамической фильтрации [48, 105] и полученными
выражениями (3.46)…(3.49) решение задачи (3.38) может быть пред"
ставлено уравнением

� ( )

�( )
� ( )
� ( )

Q k
k

k

k

�
�

�


�

�
�

�

�





�

�

�
�
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�
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�

�
�

q

a�
�

T

T

a 0

0
0

0

K

3a

x x r x

�

�





�

�

�
�
�

� � � � � � � �� ( ) ( )[ ( ) { ( ) ( )Q k k k k k1 10 0
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� � � � � � � � � � � �r x a r a( ) [ ( ) [ � ( )] ] ( ) [( )k k k kN1 1 13
2

3H T H T� � ( )] }( )k N� �2 2

� � � � � � �� � �{[ ( ) ( ) ( ) ( )] [[ ]H a H H H H1 1 2 2 31 1 2k k k kr a r diag � ( )k �

� � � � � � � � � � ��a a r a� � ( ) ] [ ( ) � (( )
[ ]T E H Tk k kN1 2 1 21 3 3diag � ) ]} � ( )]( )� � ��E 1 1N kQ .

(3.52)

В уравнении (3.52) составная матрица K( )k коэффициента усиле�
ния фильтра определяется выражением [29, 48].

K
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[[ ( ) ( ) ]H b H1 2k k b

diag т[ ]
( )[ ( ) � ( ) ] ]� 2 13 1 3H T E

a 0

0
0

k k N� � � � � �
�
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�a b aD

0 3a

g
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�

�





� � �( )k 1

� � � � � � � � �{[ ( ) ( ) ( ) ( )] [ ([ ]H a H H H H1 1 2 2 31 1 2k k k kr a r diag � k) � �a

� � � � � � � � � ��� �� ( ) ] [ ( ) � ( )( )
[ ]T E H Tk k kN1 2 1 21 3 3a r adiag � � ��E ( ) ]}1 N

т

� �� � � � � � � ��[[ ( ) ( ) ] [ ( ) � ( ) ][ ]H b H H T E1 2 3 12 1k k k k Nb adiag � � b3 ]�

� �� � � � � � � ��[[ ( ) ( ) ] [ ( ) � ( ) ][ ]H b H H T E1 2 3 12 1k k k k Nb adiag � � b3 ]
т �

� � � � � � � � � � �r r H a H H Hт diag{[ ( ) ( ) ( ) ( )] [ ]
1 1 2 21 1k k k kr a r � [ ( )2 3H k �

� � � � � � � � � � ��a a r aD D� ( ) ] [ ( ) � (( )
[ ]T E H Tk k kN1 2 11 3 3diag � 2 1) ]}( )� ��E N

� � � � � � � � � � �g r a r( ) {[ ( ) ( ) ( ) ( )] [k k k k k1 1 11 1 2 2H a H H H diag �][ ( )2 3H k �

� � � � � � � � � � ��a a r aD D� ( ) ] [ ( ) � (( )
[ ]T E H Tk k kN1 2 11 3 3diag � 2 1

1

) ]}( )�
�

�



�

�

E N
т .

(3.53)

Значение ковариационной матрицы оцениваемого составного век�
тора � ( )Q k определяется из следующего рекуррентного уравнения [48]:

g g g� ( ) [ ( ) ] [ ( ) ]� k k k� � � � � � � � � � �а а b b b B а A1 1 1 11 1т т� �

� � � � � � � � � ��[ ( ) ] [ ( ) ]B B A A b B а A� �1 1
1

1 11 1g gk kт т т , (3.54)
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где

b B
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	 	 	b

b
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3

1 2[[ ( ) ( ) ]k k

diag т[ ]
( )[ ( ) � ( ) ] ]� 2 13 1 3	 	 	 
 	 	�H T Ek k Na b� ;

b b
b b 0

0
0

0

� �
	

	

�

�
�

�

�
�

	

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

т

т

т

b b

b b3 3

;

B B H b H H T E� �� 	 	 	 	 
 	[[ ( ) ( ) ] [ ( ) � ( )[ ]
(1 2 3 12 1k k k kb adiag � � 	 �N ) ] ]b3

� 	 	 	 	 
 	 �[[ ( ) ( ) ] [ ( ) � ( )[ ]
( )H b H H T E1 2 3 12 1k k k k Nb adiag � � ] ]]	  	b3

т тr r .

Таким образом, соотношения (3.52)…(3.54) описывают синтези�
рованный субоптимальный нелинейный дискретный фильтр Кал�
мана и дают решение задачи (3.38).

Поскольку в уравнениях разработанного субоптимального не�
линейного дискретного фильтра Калмана используются предше�
ствующие оценки компонентов составного вектора состояния
стохастической системы на моменты времени t k� 
1 и t k� 
2, то
для устойчивой работы этого фильтра на начальном этапе целе�
сообразно использовать методы априорного расчета начальных
значений вектора оцениваемых параметров в уравнениях фильт�
ра Калмана при обработке траекторной измерительной инфор�
мации.

3.2.2. Результаты исследования алгоритма субоптимальной
нелинейной фильтрации многомерных случайных процессов
результатов измерения траекторий высокоманевренных ЛА

Исследование разработанного метода субоптимальной нелиней�
ной фильтрации многомерных случайных процессов измерений
траекторий высокоманевренных летательных аппаратов при нали�
чии временн�х ошибок в привязке компонент таких процессов к
единой шкале времени было проведено на примере анализа резуль�
татов моделирования двух измерительных экспериментов.

В первом измерительном эксперименте выполнялась совместная
обработка измерений от трех одинаковых территориально разнесен�
ных дальномеров со средней квадратической погрешностью измере�
ний ��Д ( , , )1 2 3 . По результатам, полученным от дальномеров, прово�
дилась оценка средней квадратической погрешности �� �D измерения
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наклонной дальности от начала прямоугольной полигонной систе�
мы координат до ЛА.
При исследовании предполагалось, что измерения первого и вто�

рого дальномеров имеют одинаковые временн�е погрешности
��t( , )1 2 в привязке этих измерений к шкале времени третьего (опор�
ного) дальномера.
Результаты исследования синтезированного субоптимального

нелинейного фильтра для первого измерительного эксперимента
приведены на рис. 3.5.
На этом рисунке представлено семейство зависимостей погреш�

ности оценки дальности до ЛА �� �D от расчетных значений двух рав�
ных средних квадратических погрешностей ��t рас� ( , )1 2 привязки во
времени измерений первого и второго дальномеров по отношению
к соответствующим измерениям третьего дальномера. Принято, что
фактические значения погрешностей этих временн�х невязок
��t факт( , )1 2 � 10 мс.

Зависимости построены при разных, но равных для всех дально�
меров инструментальных погрешностях ��Д ( , , )1 2 3 , значениях скоро�
сти изменения наклонной дальности до ЛА для трех дальномеров
V Д ( , , )1 2 3 , равных 1 �103 и 6 �103 м/с, а также значениях радиального ус�
корения ЛА для трех дальномеров, равных 500 м/с2.
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Рис. 3.5. Зависимости погрешности оценки наклонной дальности до ЛА от пара�
метра фильтра sdt рас� ( , )1 2



Из анализа приведенных зависимостей видно, что минималь 
ный уровень погрешности фильтрации наблюдается при равенст 
ве расчетной временн�й погрешности -/t рас� ( , )1 2 , заложенной в
алгоритм фильтрации, и фактической -/t факт ( , )1 2 , т.е. при условии
оптимальной фильтрации. При невыполнении отмеченного усло 
вия погрешность оценки наклонной дальности до ЛА -/ �D увели 
чивается.

При прочих равных условиях эффективность синтезированного
фильтра Калмана возрастает в случае фильтрации более точных тра 
екторных измерений. Так, при погрешностях дальномеров -/Д ( , , )1 2 3 �
� 2,5 м использование рассматриваемого оптимального фильтра да 
ет снижение погрешности фильтрации на 65 % по сравнению с
фильтром, построенным без учета априорных значений вероятност 
ных характеристик законов распределения погрешностей привязки
во времени измерений к единой шкале времени.

Во втором измерительном эксперименте проводилась совмест 
ная обработка измерений от трех одинаковых территориально
разнесенных измерителей радиальной составляющей скорости,
работающих по одному и тому же объекту, с целью оценки по 
грешности модуля вектора скорости этого объекта. Этот измери 
тельный эксперимент позволяет показать преимущество синтези 
рованного субоптимального нелинейного фильтра для обработки
векторного случайного процесса измерений траекторий высоко 
маневренных летательных аппаратов при наличии погрешностей
в привязке компонент такого процесса к единой шкале времени
по сравнению с приведенным выше аналогичным линейным мо 
дифицированным фильтром Калмана [63]. Именно в условиях
оценки скоростных составляющих вектора параметров движения
ЛА более существенно проявляется влияние временн�х невязок
на точность измерительного комплекса, учитываемых во втором
слагаемом уравнения (3.32).

Результаты исследования синтезированного субоптимального
нелинейного фильтра для второго измерительного эксперимента
приведены на рис. 3.6. На этом рисунке представлено семейство за 
висимостей погрешностей оценки модуля скорости ЛА -/ �V0

от двух

равных расчетных средних квадратических погрешностей -/t рас� ( , )1 2

временн�й привязки измерений первого и второго измерителей ра 
диальной скорости ЛА по отношению к соответствующим измере 
ниям третьего измерителя скорости.

Предполагается, что фактические погрешности этих временн�х
невязок -/t факт ( , )1 2 � 10 мс.

Зависимости построены для разных, но равных для всех измери 
телей радиальной скорости ЛА инструментальных погрешностях
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��VR ( , , )1 2 3 и значениях радиального ускорения ЛА для трех дальноме�
ров �

( , , )V Д 1 2 3 , равных 1200 и 700 м/ с2 .

Из анализа приведенных зависимостей видно, что минимальный
уровень погрешности фильтрации наблюдается при равенстве рас�
четной временн�й погрешности ��t рас� ( , )1 2 , заложенной в алгоритм
фильтрации, и фактической ��t факт ( , )1 2 , т.е. при условии оптималь�
ной фильтрации. При невыполнении этого условия погрешность
оценки модуля вектора скорости ЛА �� �V0

увеличивается.
При прочих равных условиях эффективность разработанного

фильтра возрастает в случае фильтрации более точных измере�
ний радиальной скорости. Так, при погрешностях измерителей
радиальной скорости ��VR ( , , )1 2 3 � 0,5 м/с использование рассмат�
риваемого субоптимального нелинейного фильтра дает сниже�
ние погрешности фильтрации на 70 % по сравнению с фильт�
ром, построенным без учета в его параметрах априорных значе�
ний вероятностных характеристик законов распределения
временн�х погрешностей в привязке измерений, полученных от
территориально разнесенных измерителей скорости, к единой
шкале времени.

Таким образом, проведенные исследования приведенного алго�
ритма подтверждают высокую эффективность предложенного мето�
да субоптимальной нелинейной фильтрации многомерного случай�
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Рис. 3.6. Зависимости погрешности оценки модуля вектора скорости ЛА от пара�
метра фильтра sdt рас� ( , )1 2



ного процесса измерений траекторий высокоманевренных ЛА, в ко 
тором учитывается дополнительная априорная информация о
вероятностных характеристиках законов распределения погрешно 
стей в привязке компонент такого процесса к единой шкале време 
ни, что дает основание рекомендовать его для обработки результа 
тов траекторных измерений при испытаниях сложных технических
комплексов.

3.3. Способ контроля местных шкал времени траекторного
измерительного комплекса и управления ими в процессе

проведения натурных экспериментов
Несмотря на наличие высокоточной аппаратуры единого вре 

мени, используемой в составе траекторных измерительных ком 
плексов, сохраняется необходимость постоянного или периоди 
ческого контроля положения шкал времени периферийных хра 
нителей времени (ХВ) по отношению к шкале времени ведущего
хранителя, создающего шкалу времени измерительного ком 
плекса [3, 106].

Необходимость контроля шкал времени ИК объясняется конеч 
ной стабильностью используемых стандартов частоты, сбоями в ра 
боте аппаратуры единого времени и ее энергопитания, а также
ошибками обслуживающего персонала.

Для решения задачи коррекции местных шкал времени ИК мо 
гут использоваться аппаратные средства синхронизации, которые
позволяют обеспечивать по каналам связи принудительную пе 
риодическую «подбивку» шкал времени периферийных храните 
лей времени. Однако применение таких средств синхронизации
требует специальных каналов связи. Кроме того, они являются
эффективными при ограниченных расстояниях между ведущим и
ведомым хранителями времени (несколько десятков километров)
и практически «не прижились» в составе систем единого времени
измерительных комплексов. Функции контроля местных шкал
времени, создаваемых периферийными хранителями времени из 
мерительного комплекса, в настоящее время практически не реа 
лизуются.

Задача контроля местных шкал времени ИК и управлениями ими
в процессе проведения натурных экспериментов может быть реше 
на с использованием принципиально нового подхода, суть которого
заключается в следующем.

Исследования показали, что в результате совместной статистиче 
ской обработки траекторной измерительной информации могут
быть получены наряду с оптимальными оценками параметров дви 
жения ЛА также и оптимальные оценки вектора временн�х невязок
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в привязке траекторной измерительной информации к единой шка�
ле времени измерительного комплекса.
Такие оценки вектора временн�х невязок могут быть получены с

помощью модифицированного фильтра Калмана, в параметрах ко�
торого учитываются априорные значения вероятностных характери�
стик законов распределения временн�х невязок в привязке траек�
торной измерительной информации к единой шкале времени ИК.
Этот фильтр должен входить в состав специального программного
обеспечения комплекса средств автоматизации (КСА) траекторного
измерительного комплекса.
Для раскрытия сути предлагаемого способа контроля местных

шкал времени траекторного измерительного комплекса и управле�
ния ими в процессе проведения натурных экспериментов проведем
синтез упрощенного варианта модифицированного фильтра Калма�
на, позволяющего решать такие задачи.
Временн�е погрешности привязки траекторной измерительной

информации к единой шкале времени ИК (шкале ведущего храни�
теля времени) на интервале проведения измерений можно считать
медленноменяющимся коррелированным во времени N�мерным
процессом �T( )k , который на ограниченном интервале проведения
измерений можно описать рекуррентным стохастическим уравне�
нием вида

� �T T( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b e1 1 , (3.55)

где a, b — матричные постоянные коэффициенты размерностью
( )N N� ; e1( )k — векторный процесс белого шума, компоненты кото�
рого имеют параметры N ( , )0 1 .
Размерность N случайного дискретного процесса �T( )k опреде�

ляется числом измерительных каналов средств траекторных измере�
ний, информация которых привязывается к шкалам времени пери�
ферийных и ведущего хранителей времени.
Поставим задачу нахождения оценки вектора оптимального

управления � � ( )( )Ty opt k шкалами времени территориально разнесен�

ных хранителей времени в предположении, что векторный случай�
ный процесс временн�х погрешностей в привязке траекторной из�
мерительной информации к шкале времени ведущего ХВ описыва�
ется уравнением (3.55).
Математически такая задача запишется следующим образом: оп�

ределить искомый вектор из условия вида

� ( ) :{min ( ), ( ), , min ( ),� � �Tу(opt) mink D k D k D kq q qN1 2
…

min ( ), min ( ), , min ( )}� � �D k D k D kt t tN� � �1 2
… , (3.56)
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где D kqi� ( ) — дискретные значения дисперсии �qi  й компоненты век 

тора �( )q k оценки параметров движения ЛА; D kti/ � ( ) — дискретные

значения дисперсии погрешности оценки i й компоненты вектора
временных невязок в привязке ТИ на момент времени t k� к единой
шкале времени ИК.

Решение задачи нахождения оптимальной оценки вектора управ 
ления шкалами времени 
 � ( )Ty(opt) k будем искать в предположении,

что наблюдаемый N мерный дискретный процесс траекторных из 
мерений x( )k может быть описан моделью

x q h( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ,k k k k k k k K� � � � � �H H T1 2 1
 , (3.57)

где H1( )k — матрица частных производных первичных параметров,
измеряемых средствами ТИ, по оцениваемым параметрам движения
ЛА; H2 ( )k — матрица скоростей изменения первичных параметров,
измеряемых средствами ТИ; q( )k — вектор состояния динамической
модели движения ЛА в пространстве состояний; h( )k — дискретный
процесс шума траекторных измерений.

Динамическая модель движения ЛА в пространстве состояний
для ограниченного участка траектории, а также стационарный дис 
кретный процесс шума измерений можно описать следующими сто 
хастическими уравнениями с постоянными матричными коэффи 
циентами:

q q e( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b1 2 , (3.58)

h r h( ) ( ) ( )k k k� � � � �1 r l , (3.59)

где a b, — матричные коэффициенты, структура которых опреде 
ляется выбранной моделью движения ЛА; r,r — матрицы посто 
янных коэффициентов размерностью ( )M M" ; e2 ( )k , l( )k — век 
торные процессы белого шума, компоненты которых имеют пара 
метры N ( , )0 1 .

Диагональная матрица H2 ( )k скоростей изменения измеряемых
параметров имеет структуру

H2
1 1 2 21 1

( )
( ) ( )

...
( ) ( )

...
(

k
k k

t

k k

t

kN�
� � � �

diag
0 0



0 0



0 � �#

$%
&
'(

1) ( )0



N k

t
,

где 
t — временной интервал поступления измерительной инфор 
мации.

С учетом выражений (3.55), (3.58) и (3.59) модель наблюдаемого
процесса x( )k может быть представлена в виде
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x q e a( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � � � � � � � �H a H b H T1 1 2 21 1

� � � � � � � �H r l2 1 1( ) ( ) ( ) ( )k k k kb e r h . (3.60)

Выражение (3.60) с использованием соотношений (3.57)…(3.59)
может быть преобразовано к виду

x x e( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k� � � � � � � �A A B B l0 1 1 21Q ,

где

A0 1( , ) ( )x r xk k� � � ;

A H a H H H1 1 1 2 21 1( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]k k k k k� � � � � � � � �r a r ;

B H b H1 1 2( ) [ ( ) ( ) ( ) ]k k k k� � �b ; B k r2 ( ) � ;

Q( )
( )

( )
k

k

k
� �

�
�

#

$
%

&

'
(1

1

1

q


T
; e

e

e
( )

( )

( )
k

k

k
�
#

$
%

&

'
(

2

1

.

Тогда с использованием рекуррентных уравнений (3.55), (3.57)
(3.58)…(3.59) построим следующий частично наблюдаемый про 
цесс:

Q Q( ) ( ) ( )k k k� � � � �a b1 11 e ; (3.61)

x x e( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k� � � � � � � �A A B B l0 1 1 21Q ,

где a
a 0

0
1 �

#

$
%

&

'
(

a
; b

b 0

0
1 �

#

$
%

&

'
(

b
.

Для частично наблюдаемого процесса (3.61) в соответствии с тео 
рией динамической фильтрации [48, 105] оптимальная в среднем
квадратическом смысле оценка составного вектора Q( )k определяет 
ся уравнением

� ( )
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� ( )

� ( ) (Q Qk
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&

'
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'
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a 0

0
K

opt

1 k k k) { ( ) ( )� � � � �x r x 1

� � � � � � � � � � �[ ( ) ( ) ( ) ( )] � ( )}H a H H H1 1 2 21 1 1k k k k kr a r Q . (3.62)

В уравнении оптимальной фильтрации (3.62) составная мат 
рица K( )k коэффициента усиления фильтра определяется выра 
жением
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где g � ( )E k — ковариационная матрица составного вектора � ( )Q k ,

которая определяется соответствующим рекуррентным уравне 
нием [105].

Выражение (3.62) определяет оптимальную оценку вектора по 
грешности привязки траекторной измерительной информации к
единой шкале времени ведущего хранителя времени 
 � ( )( )T opt k , кото 

рая может использоваться в качестве вектора оптимального управ 
ления этими шкалами времени 
 � ( )Ty(opt) k .

Входной информацией для синтезированного модифицирован 
ного фильтра Калмана является траекторная измерительная инфор 
мация, поступающая с территориально разнесенных наземных
средств траекторных измерений по каналам передачи данных в ком 
плекс средств автоматизации траекторного измерительного ком 
плекса. В качестве параметров синтезированного модифицирован 
ного фильтра Калмана используется априорная информация о зна 
чениях вероятностных характеристик законов распределения
погрешностей привязки измерительной информации к единой шка 
ле времени измерительного комплекса, которая может быть получе 
на в процессе аттестации системы единого времени с использовани 
ем транспортируемых квантовых часов. Кроме того, используется
также априорная информация о значениях вероятностных характе 
ристик погрешностей траекторной измерительной информации,
которая может быть получена в процессе аттестации траекторного
измерительного комплекса.

Как видно из выражения (3.62), синтезированный модифициро 
ванный фильтр Калмана содержит расширенный вектор состояния
Q( ) [ ( ) ( )]k k k� q 
T т , что обеспечивает новое качество этого фильт 
ра — способность оценивания вектора невязок в привязке траектор 
ной измерительной информации к единой шкале времени измери 
тельного комплекса.

Использование в составе специального математического обеспе 
чения комплекса средств автоматизации траекторного ИК такого
синтезированного модифицированного фильтра Калмана позволяет
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реализовать новую схему контроля шкал времени периферийных
ХВ и управления ими в процессе проведения натурных испытаний,
которая приведена на рис. 3.7.

Согласно схеме, представленной на рис. 3.7, со средств траектор 
ных измерений (2, 3(1)…3(М)), участвующих в обеспечении натурного
эксперимента, измерительная информация в режиме реального вре 
мени по каналам передачи данных поступает в комплекс средств ав 
томатизации ТИК, где проводится ее совместная обработка синте 
зированным модифицированным фильтром Калмана.

В результате обработки получаются оценки значений вектора
временн�х невязок 
 � ( )( )T opt k в привязке траекторной измеритель 

ной информации к единой шкале времени ИК. На основании этих
оценок формируется кодограмма управления шкалами времени пе 

риферийных ХВ, т.е. информация о векторе 
 � ( )Ty(opt) k , и по кана 

лам передачи данных передается на устройства ввода поправок в пе 
риферийные хранители времени.

В случае если один хранитель времени обеспечивает временн�й
информацией несколько измерительных средств, расположенных
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Рис. 3.7. Схема контроля шкал времени траекторного измерительного комплекса и
управления ими в ходе проведения натурных экспериментов:
1 — ведущий хранитель времени; 2 — средство ТИ, синхронизируемое от ведущего
ХВ; 3(1)…3(М) — средства ТИ, расположенные на измерительных пунктах полиго 
на; 4(1)…4(М) — хранители времени, расположенные на измерительных пунктах
полигона; 5 — комплекс средств автоматизации ТИК; 6(1)…6(М) — устройства для
ввода временн�х поправок в хранители времени



на одном измерительном пункте, то компонента вектора 
 � ( )Ty(opt) k

для m го хранителя времени формируется путем усреднения соот 
ветствующих компонент вектора 
 � ( )Ty(opt) k , которые принадлежат

тем измерительным каналам, которые имеются на m м измеритель 
ном пункте.

Необходимо отметить, что подобный подход используется в спут 
никовой навигационной системе «Навстар» для контроля положе 
ния шкал времени на борту спутников по отношению к шкале вре 
мени системы и периодической их коррекции.

Для апробации предложенного способа контроля местных шкал
времени траекторного измерительного комплекса и управления
ими в процессе проведения натурных экспериментов было прове 
дено моделирование рассмотренного модифицированного фильтра
Калмана.

В частности, было исследовано влияния неточного задания в па 
раметрах фильтра априорных данных о вероятностных характери 
стиках законов распределения временн�х невязок в привязке тра 
екторной измерительной информации к единой шкале времени на
точность оценки фильтром этих временн�х невязок.

На рис. 3.8 приведено семейство зависимостей погрешности оцен 
ки двух временн�х невязок -/ �ti ( , )i �1 2 между моментами времени
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Рис. 3.8. Семейство зависимостей средней квадратической погрешности оценки
временны' х невязок в привязке результатов траекторных измерений к единой шкале
времени от параметра фильтра sdt i iрас� ( , )�1 2



привязки информации первого и второго дальномеров по отношению
к соответствующим измерениям третьего дальномера, синхронизируе�
мого от ведущего хранителя времени, от априорно известных значений
этих временн�х невязок ��t i iрас� , ,�1 2, заложенных в параметры

фильтра. Предполагается, что все три дальномера одинаковы и имеют
инструментальную среднюю квадратическую погрешность измерения
дальности до ЛА ��Д ( , , )1 2 3 � 23 м. Кроме того, при проведении исследо�
ваний учитывалось, что скорости изменения измеряемых дальномера�
ми параметров V iiД , ( , , )�1 2 3 равны 1000 м/с, значения рассматривае�
мых двух временн�х невязок равны между собой, а фактические сред�
ние квадратические значения рассматриваемых временн�х невязок
также одинаковы и равны 0,02, 0,01 и 0,005 с.
Полученные результаты исследования свидетельствуют о том,

что минимальный уровень погрешности оценки двух временн�х
невязок �� � ( )t i i �1,2 наблюдается при равенстве априорных значе�
ний ��t i iрас 1,2� ( )� , заложенных в параметры фильтра, и фактиче�
ских значений ��t i iфакт 1,2( )� , т.е. при условии оптимальной
фильтрации.
Результаты моделирования показали эффективность синтези�

рованного модифицированного фильтра Калмана для оценки
временн�х невязок в привязке траекторной измерительной ин�
формации к единой шкале времени. Данные оценки могут ус�
пешно использоваться для коррекции положения шкал времени
периферийных ХВ по отношению к шкале времени ведущего хра�
нителя времени.
Таким образом, синтезированный модифицированный оптималь�

ный фильтр Калмана и предложенная схема контроля местных шкал
времени ТИК и управления ими в процессе проведения натурных
экспериментов позволяют создавать системы единого времени авто�
матизированных траекторных измерительных комплексов, в которых
с высокой надежностью может обеспечиваться единство местных
шкал времени территориально разнесенных хранителей времени без
применения дополнительных специальных средств контроля и при�
нудительной синхронизации этих хранителей времени.

3.4. Алгоритм фильтрации многомерных разнородных
траекторных измерений от разнотипных измерительных

средств для формирования данных целеуказаний средствам
траекторного измерительного комплекса

Одной из основных задач, решаемых автоматизированной систе�
мой управления траекторным измерительным комплексом, являет�
ся выдача на следящие средства этого комплекса данных целеуказа�
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ний (дальности, азимута и угла места) для поиска и сопровождения
ими летательных аппаратов. Такие данные необходимы для обеспе 
чения бесперебойной работы средств траекторных измерений сле 
дящего типа [42].

В существующих автоматизированных системах управления ТИК
данные целеуказаний вырабатываются путем использования выход 
ной измерительной информации от одной из радиолокационных
станций траекторных измерений, обладающей максимальным уров 
нем приоритета. Как правило, уровень приоритета определяется
наилучшими условиями приема радиосигнала (отсутствие наблюде 
ния ЛА на предельной дальности действия или под малыми углами
места). Однако такой подход к формированию информации целе 
указаний не лишен ряда недостатков, к числу которых можно отне 
сти следующие:

используемая информация от одной РЛС ТИ не позволяет оце 
нить координаты ЛА с точностью, необходимой для получения
данных целеуказаний высокоточным оптико электронным сред 
ствам ТИ;

в случае наличия у выбранного в качестве источника информа 
ции для целеуказаний средства ТИ параметрического отказа (ошиб 
ки измерений превышают паспортные значения) полученная вы 
ходная информация может быть непригодной для формирования
целеуказаний средствам ТИ следящего типа;

внезапные отказы средства ТИ, выбранного в качестве источника
информации для целеуказаний, или сбои в системе сбора траектор 
ной измерительной информации могут привести к кратковремен 
ной потере данных целеуказаний и срыву работы ТИК.

Для устранения этих недостатков предлагается в состав авто 
матизированной системы управления траекторным ИК ввести
программный модуль, реализующий совместную фильтрацию в
режиме реального времени разнородных измерений от всех
средств ТИ, наблюдающих в данный момент времени летатель 
ный аппарат, с получением на выходе этого модуля текущих
оценок вектора параметров движения ЛА, которые используются
далее для формирования целеуказаний средствам ТИ следящего
типа [65, 109].

В теоретическом плане вопросы совместной обработки разно 
родной измерительной информации ранее рассматривались в ря 
де научных работ [19, 81, 93, 103], однако в них не была решена
задача высокоточного расчета в режиме реального времени мат 
ричных коэффициентов динамической модели движения ЛА для
обеспечения правильного предсказания оцениваемых параметров
на моменты времени поступления в обработку последующих из 
мерений.

198

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ ÈÈÑ



На практике же в существующих автоматизированных системах
управления траекторными ИК программные модули совместной
обработки разнородной траекторной измерительной информации
для получения высокоточных целеуказаний следящим средствам
ТИ до настоящего времени реализованы не были.

В основу рассматриваемого программного модуля предлагается
положить алгоритм фильтрации многомерных разнородных траек$
торных измерений от разнотипных измерительных средств для фор$
мирования данных целеуказаний средствам ТИК [115].

Задача оптимальной фильтрации разнородной траекторной изме$
рительной информации от разнотипных средств ТИ измерительно$
го комплекса формулируется следующим образом.

Рассматривается M$мерный гауссов векторный дискретный слу$
чайный процесс x( )k траекторных измерений для моментов време$
ни k K�1, о положении ЛА в пространстве и о векторе его скоро$
сти, поступающих от разнотипных средств ТИ, имеющих в общем
случае различные периоды времени выдачи выходной измеритель$
ной информации � � �t t tm M1, ..., , ..., , где M — число измеритель$
ных каналов ТИК.

Требуется определить оптимальную оценку вектора параметров
движения ЛА � ( ) [ � ( ) � ( ) � ( ) �� ( ) �� (qopt opt opt opt opt optk x k y k z k x k y� k z k) �� ( )]opt

( , )k K�1 по результатам обработки векторного дискретного случай$
ного процесса x( )k , компоненты которого могут иметь различные
временн�е интервалы следования, при условии получения мини$
мальной дисперсии этих оцениваемых параметров, т.е.

� ( ):{min ( ), min ( ), min ( ),� � �qopt k D k D k D kx y z

min ( ), min ( ), min ( )}�� �� ��D k D k D kx y z ; k K�1, , (3.63)

где D kj� ( ) — дисперсия j$й компоненты вектора �( )q k .
Далее по полученным значениям вектора � ( )qopt k должен прово$

диться расчет данных целеуказаний средствам ТИ следящего типа.

3.4.1. Методика решения задачи совместной фильтрации
многомерных разнородных траекторных измерений

Как известно, в существующих автоматизированных системах
управления траекторными ИК вся передаваемая по территориаль$
ной вычислительной сети траекторная измерительная информа$
ция и команды управления сформированы в формате кадра
Ethernet [20]. Такой принцип построения системы сбора траек$
торной измерительной информации позволяет в режиме реально$
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го времени передавать выходную информацию от средств ТИ в
вычислительный центр, где имеется возможность выделить пер 
вичные траекторные измерения с привязкой их к единой шкале
времени. При этом можно установить номер средства ТИ, кото 
рому принадлежат измерения, и номер ЛА, по которому прово 
дятся измерения.

При решении задачи (3.63) М мерный наблюдаемый векторный
дискретный процесс измерений x( )k для дискретного момента вре 
мени t k� может быть представлен в виде

x q( ) ( ) ( ) ( )k k k k� � �H l (3.64)

или в развернутой форме

x
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где x p k( ), xs k( ) — наблюдаемые векторные случайные процессы
первичных измерений координат ЛА и составляющих вектора его
скорости соответственно; q p k( ), q s k( ) — случайные векторы оце 
ниваемых параметров движения ЛА по положению и составляю 
щих вектора его скорости соответственно, имеющие следующую
структуру: q p k x y z( ) [ ]� т , q s k x y z( ) [ � � �]� т ; H p k( ) — матрица част 

ных производных измеряемых средствами ТИ параметров (напри 
мер, наклонной дальности до ЛА, угла места, азимута этого ЛА
и т.д.) по соответствующим компонентам вектора q p k( ); H s k( ) —
матрица частных производных измеряемых скоростных параметров
(например, скорости изменения радиальной дальности до ЛА, ско 
рости изменения направляющих косинусов ЛА) по компонентам
вектора q s k( ); l p k( ), l s k( ) — коррелированные во времени вектор 
ные дискретные случайные процессы погрешностей измерения
средствами траекторных измерений первичных параметров поло 
жения ЛА в пространстве и его скоростных параметров соответст 
венно.

Случайный вектор q( )k оцениваемых параметров движения ЛА,
входящих в выражение (3.64), может быть описан во времени дина 
мической моделью движения ЛА в пространстве состояний в виде
рекуррентного стохастического уравнения вида [85]

q a q e( ) ( ) ( )k k k� � � � �1 1b , (3.65)

где a, b — матричные коэффициенты, структура которых опреде 
ляется выбранной моделью движения ЛА и временн�м интерва 
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лом 
t поступления траекторных измерений; e1( )k — векторный
процесс белого шума с независимыми компонентами, имеющими
параметры N ( , )0 1 .

Кроме того, M мерный случайный процесс коррелированных по
времени погрешностей средств траекторных измерений l( )k в выра 
жении (3.64) может быть описан рекуррентным стохастическим
уравнением вида

l l r( ) ( ) ( )k k k� � � � �r e1 2 , (3.66)

где r, r — матрицы постоянных коэффициентов размерностью
( )M M" ; e2 ( )k — М мерный процесс белого шума с независимыми
компонентами, имеющими параметры N ( , )0 1 .

Решение задачи (3.63) проведем путем синтеза оптимального
дискретного фильтра Калмана для обработки в режиме реального
времени рассматриваемой разнородной траекторной информации
на фоне коррелированных шумов измерений. Для пояснения прин 
ципов построения такого фильтра Калмана проведем вначале син 
тез оптимального фильтра для обработки в режиме реального вре 
мени траекторной измерительной информации в предположении,
что вся информация от средств ТИ поступает в обработку синхрон 
но с одним и тем же временн�м интервалом следования.

Подставив выражения (3.65) и (3.66) в формулу (3.64), получим
выражение для наблюдаемого процесса x( )k вида

x a q e r e( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � � � � � � � �H H b l r1 11 2 . (3.67)

Далее из формулы (3.64) получим выражение для процесса l( )k �1
и подставим его в соотношение (3.67).

В результате таких преобразований получим следующее выраже 
ние для наблюдаемого процесса x( )k :

x x q e e( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k� � � � � � � �A A B B0 1 1 1 2 21 , (3.68)

где A0 1( , ) ( )k kx r x� � � ; A H H1 1( ) ( ) ( )k k k� � � � �a r ; B H b1( ) ( )k k� � ;
B r2 ( )k � .

Тогда для частично наблюдаемого процесса (3.65) и (3.68) алго 
ритм оптимальной фильтрации траекторных измерений будет иметь
вид [29, 48]

�( ) �( ) ( ) { ( ) ( ) [ ( ) (q a q x r x a rk k k k k k k� � � � � � � � � � � � �1 1K H H 1 1)] �( )}� �q k .

(3.69)

В выражении (3.69) коэффициент усиления фильтра K( )k опреде 
ляется следующим образом:
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K b b H H H( ) { ( ) ( ) [ ( ) ( )] }k k k k k� � � � � � � � � � � �т т тa g a r1 1

� � � � � � � � � � � �{ ( ) ( ) [ ( ) ( )]}H b b H r r H Hk k k kт т т a r 1

� � � � � � � �g a r( ) { ( ) ( )] } .k k k1 1 1H H т (3.70)

Ковариационная матрица g( )k вектора �( )q k в выражении (3.70)
определяется рекуррентным уравнением вида

g a g a a g( ) [ ( ) ] { ( ) ( ) [ ( )k k k k k� � � � � � � � � � � � �1 1т т т тb b b b H H � � �a r

� � � � � � � � � � � � �H H b b H r r H H( )] } { ( ) ( ) [ ( ) ( )]k k k k k1 1т т т т a r � � �g( )k 1

� � � � � � � � � � � ��[ ( ) ( )] } { ( ) ( )H H b b Hk k k ka r a g1 11т т т

� � � � �[ ( ) ( )] }H Hk ka r 1 т т . (3.71)

Фильтр Калмана, описываемый соотношениями (3.69)…(3.71), по�
зволяет проводить оптимальную обработку отождествленной по време�
ни измерительной информации от средств ТИ, поступающей в обработ�
ку синхронно с одним и тем же временн�м интервалом следования.
Рассмотрим особенности построения фильтра Калмана в случае

поступления измерительной информации от разнотипных средств
ТИ с разными временн�ми интервалами следования на примере
обработки информации от трех дальномеров. При этом один даль�
номер выдает информацию с частотой повторения, равной 1 Гц, а
два других — с частотой, равной 4 Гц (рис. 3.9).
Для рассматриваемого случая вектор измерений x p k( ) может

иметь следующие две различные структуры:
x x x xp p p pk k k k( ) [ ( ) ( ) ( )]� 1 2 3

т — для значения времени k, равно�

го t1 или t5;
x x xp p pk k k( ) [ ( ) ( )]� 0 2 3

т — для значения времени k, равного t t2 3,

или t4 .
В соответствии с размерностью вектора измерений x p k( ) на ука�

занные дискретные моменты времени матрица частных производ�
ных H p k( ) в уравнениях фильтрации должна иметь следующие две
структуры:
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Матрица H p k1( ), описываемая выражением (3.72), используется в
уравнениях фильтрации при значении времени k, равном t1 или t5, а
матрица H p k2 ( ), описываемая выражением (3.73), используется в
этих уравнениях при значении времени k, равном t t2 3, или t4 .

В общем случае формирование различных структур матрицы ча�
стных производных позволяет изменять размерность синтезирован�
ного фильтра Калмана в зависимости от размерности процесса пер�
вичных траекторных измерений, поступающего на вход фильтра в
данный момент времени.

Важной особенностью фильтрации многомерных траекторных
измерений, поступающих с различными временн�ми интервалами,
является формирование для этих интервалов ( )
t адекватной модели
движения ЛА в пространстве состояний путем расчета матричных
коэффициентов a( )
t и b( )
t для рекуррентного уравнения вида

q a q e( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t k� � �  �
 
1 1b . (3.74)
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Рис. 3.9. Временной график поступления траекторной измерительной информации
от трех дальномеров с разной частотой выдачи измерений:
x x xp i p i p it t t1 2 3( ), ( ), ( ) — измерения от первого, второго и третьего дальномеров со�
ответственно для i�го момента времени; 
t t t0 1 5( , ) — период поступления измери�
тельной информации от первого дальномера; 
t t ti i j( , ) — периоды поступления из�
мерительной информации от второго и третьего дальномеров



Величина интервала времени предсказания 
t оцениваемых па 
раметров на моменты времени поступления последующих измере 
ний определяется разностью между моментами времени прихода
соседних измерений, т.е. 
t t tk k� � �1.

Формирование рекуррентного уравнения (3.74) модели движения
ЛА в пространстве состояний может быть осуществлено с использо 
ванием алгоритма, приведенного в работе [66]. В соответствии с
этим алгоритмом формирование рекуррентного уравнения модели
движения ЛА в пространстве состояний вида (3.74) для текущих
значений интервалов времени 
t t tk k� � �1 проводится исходя из из 
вестной формы непрерывной модели движения, которая может
быть однозначно описана для конкретной точки траектории полета
ЛА стохастическим дифференциальным уравнением вида [13]

q q b( ) ( ) ( )t s ds d s
t t

� � � �� �а W
0 0

, (3.75)

где а, b — матричные коэффициенты, характеризующие детермини 
рованную и стохастическую составляющие модели движения ЛА со 
ответственно, которые могут быть определены с использованием
известных значений дисперсий и времен корреляции случайных
процессов, действующих на ЛА в полете [48]; W( )t — случайный ви 
неровский процесс.

Искомые матрицы a( )
t и b( )
t рекуррентного уравнения (3.74)
определяются через решение следующих двух матричных диффе 
ренциальных уравнений:

� ( ) ( )F a F
 
t t� � при F I( )0 � , (3.76)

�( ) ( ) ( )+ 
 
 
t t t� � � � � �a ag g b bт т при g( )0 �0, (3.77)

компоненты которых непосредственно входят в рекуррентное урав 
нение (3.74) в следующем виде:

a g( ) ( ); ( ) ( ) ( )
 
 
 
 
t t t t t� � �F b b т ,

где g( )t — ковариационная матрица оцениваемого вектора парамет 
ров движения ЛА.

Уравнения (3.76) и (3.77) хорошо известны в линейной алгебре.
Первое уравнение называется уравнением для фундаментальной
матрицы F( )
t линейной системы, а второе получило название мат 
ричного дифференциального уравнения Ляпунова. Эффективные
алгоритмы решения этих уравнений приведены в работе [8].

Исходя из проведенных рассуждений был разработан обобщен 
ный алгоритм, реализующий метод совместной фильтрации много 
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мерных разнородных траекторных измерений от разнотипных изме 
рительных средств для формирования данных целеуказаний средст 
вам траекторного измерительного комплекса в режиме реального
времени, который показан на рис. 3.10.

В блоке 1 алгоритма осуществляется ввод с автоматизированного
рабочего места оператора системы сбора информации данных о тра 
екторных измерениях в формате стека протоколов TCP/IP, а в блоке
3 — выделение из этого стека протоколов информации о траектор 
ных измерениях и моментов времени их совершения tk .

В блоке 4 алгоритма проводятся отождествление выделенной тра 
екторной информации по сопровождаемому ЛА и формирование
вектора траекторных измерений x( )k с привязкой его к единой шка 
ле времени.

В блоке 5 проводится анализ структуры вектора x( )k и в соответ 
ствии с ней формируется структура матрицы частных производных
H( )k , значения которой используются в уравнениях фильтрации.

В блоке 6 вычисляется текущий интервал времени между сосед 
ними измерениями 
t t tk k k� � �1. Затем в блоке 7 решаются уравне 
ние для фундаментальной матрицы (3.76) и алгебраическое уравне 
ние Ляпунова (3.77).

В результате этих действий вычисляются матричные коэффици 
енты a( )
t и b( )
t рекуррентного уравнения (3.74).

Далее, в блоках 8…10, последовательно проводится расчет кова 
риационной матрицы g( )k вектора �( )q k в соответствии с выражени 
ем (3.71), значения коэффициента усиления фильтра K( )k в соответ 
ствии с уравнением (3.70) и оптимальной оценки вектора парамет 
ров движения ЛА �( )q k на момент времени tk в соответствии с
уравнением (3.69).

В блоке 12 алгоритма последовательно для всех J средств ТИ
проводится пересчет значений координат ЛА из полигонной систе 
мы координат в местную систему координат стояния j го средства
ТИ в соответствии выражением

x k

y k

z k
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; k K�1, , (3.78)

где � ( ), � ( ), � ( )x k y k z kp p p — оценки координат ЛА в полигонной систе 
ме координат; x k y k z kj j j( ), ( ), ( ) — оценки координат ЛА в системе
координат стояния j го средства ТИ; M — матрица разворота осей
полигонной системы координат по отношению к местной системе
координат с началом в точке стояния средства ТИ; x y z0 0 0, , — зна 
чения базы между точками начала двух систем координат.
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Рис. 3.10. Обобщенный алгоритм, реализующий метод совместной фильтрации много�
мерных разнородных траекторных измерений от разнотипных измерительных средств



В блоке 13 представленного алгоритма последовательно для всех
J средств траекторных измерений по значениям вектора
q pj j j jk x k y k z k( ) [ ( ) ( ) ( )]� т вычисяются координаты пролонгиро 

ванной траектории полета ЛА q pj t( )рас� на расчетный момент време 
ни tрас� , определяемый по формуле

t k tрас зад� � �
 ,

где 
tзад — суммарное время задержки формирования данных целе 
указаний.

Вычисление значений координат пролонгированной траектории
полета ЛА на момент времени t t� рас� возможно провести с исполь 
зованием метода полиномиального скользящего сглаживания.

Например, по последним пяти дискретным оценкам вектора
q pj k( ) для моментов времени t k k� �4, с использованием полиномов

четвертой степени и метода наименьших квадратов проводится
скользящее сглаживание значений координат ЛА в системе коорди 
нат j го средства ТИ по формулам

x t a a t a t a t a t

y t

j x x x x x

j

j j j j j
( ) � � � � � ;

( ) �

� � � � �

�

0 1 2
2

3
3

4
4

a a t a t a t a t

z t a a

y y y y y

j z

j j j j j

j

0 1 2
2

3
3

4
4

0

� � � �

� �

� � � � ;

( ) � �1 2
2

3
3

4
4

z z z zj j j j
t a t a t a t� � �� � � .

(3.79)

Затем с использованием оценок коэффициентов полиномов � ,a x j0
� , � , � , � , � , � , � , �a a a a a a a ax x y y y z z zj j j j j j j j1 2 0 1 2 0 1 2 вычисляются значения коор 
динат пролонгированной траектории полета ЛА в системе коорди 
нат j го средства ТИ на момент времени t t� рас� согласно формулам

x t t t a a a

y

pj x x x

p

j j j
( ) [ / ] [ � � � ] ;рас зад зад

т
� � �1 2 22

0 1 2
 


j y y y

pj

t t t a a a

z

j j j
( ) [ / ] [ � � � ] ;

(

рас зад зад
т

� � �1 2 22
0 1 2
 


t t t a a az z zj j jрас зад зад
т

� ) [ / ] [ � � � ] .� �1 2 22
0 1 2
 


(3.80)

Тогда вектор q pj t( )рас� координат пролонгированной траектории
полета ЛА на момент времени t t� рас� будет иметь следующую струк 
туру:

q pj pj pj pjt x t y t z t( ) [ ( ) ( ) ( )]рас рас рас рас
т

� � � �� .

Далее рассмотренные операции повторяются для последующих
моментов времени поступления измерений.
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3.4.2. Результаты исследования разработанного алгоритма
фильтрации разнородных траекторных измерений для формирования

данных целеуказаний средствам ТИК

Исследование разработанного метода проведем на примере ана 
лиза погрешностей оценки координат одного и того же ЛА тремя
траекторными измерительными комплексами, имеющими следую 
щие варианты построения:

ИК состоит из одной РЛС ТИ, работающей в режиме с активным
ответом, с частотой выдачи измерений, равной 1 Гц;

ИК состоит из трех РЛС ТИ, причем первая РЛС работает с час 
тотой измерений, равной 1 Гц, а вторая и третья — с частотой изме 
рений, равной 0,5 Гц;

ИК состоит из трех РЛС ТИ, которые работают с одной частотой
измерений, равной 1 Гц.

Все РЛС ТИ одинаковы и имеют следующие технические харак 
теристики:

средняя квадратическая погрешность измерения наклонной
дальности -D � 12 м;

средние квадратические погрешности измерения азимута -� и уг 
ла места -	 ЛА равны 3@;

средняя квадратическая погрешность измерения скорости изме 
нения наклонной дальности - �D � 10 см/с.

На рис. 3.11 показаны погрешности оценок координат ЛА, полу 
ченных как по измерениям одной РЛС ТИ, работающей в режиме с
активным ответом, на дальности от 400 до 1200 км от точки ее стоя 
ния, так и при совместной обработке измерений, полученных от из 
мерительного комплекса, построенного по второму варианту. На
рис. 3.12 показаны аналогичные погрешности оценок координат
ЛА, полученных по измерениям одной РЛС ТИ, а также погрешно 
сти оценки параметров при совместной обработке измерений, полу 
ченных от измерительного комплекса, построенного по третьему
варианту.

Из анализа результатов исследований, приведенных на рис. 3.11
и 3.12, можно сделать следующие выводы:

точность оценки координат ЛА измерительным комплексом, со 
стоящим из трех РЛС ТИ, выше точности измерения одной РЛС
ТИ координат ЛА в азимутальной и угломестной плоскостях прак 
тически на два порядка при дальности до ЛА свыше 400 км и в
1,8…3 раза выше точности измерений РЛС наклонной дальности
до ЛА;

при равных прочих условиях точность оценки координат ЛА тра 
екторным ИК, состоящим из трех РЛС ТИ, выше в случае более вы 
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сокой частоты выдачи станциями выходной измерительной инфор�
мации;
использование программного модуля, реализующего разработан�

ный алгоритм совместной фильтрации многомерных разнородных
траекторных измерений, позволяет получить значительно более
точные оценки параметров движения ЛА, а значит и более высоко�
точные исходные данные для алгоритма формирования целеуказа�
ний средствам ТИ следящего вида.
Таким образом, рассмотренный алгоритм фильтрации многомер�

ных разнородных траекторных измерений от разнотипных измери�
тельных средств для формирования данных целеуказаний средствам
траекторного измерительного комплекса позволяет в значительной
степени повысить точность и надежность оценки ТИК параметров

209

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ÒÈ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè

Рис. 3.11. Результаты оценок координат ЛА траекторными ИК, построенными по
первому и второму вариантам:
1, 2 — СКО погрешностей измерения РЛС ТИ координат ЛА в азимутальной и уг�
ломестной плоскостях соответственно; 3 — СКО погрешности измерения РЛС ТИ
наклонной дальности до ЛА; 4…6 — СКО погрешностей оценки соответственно
большой, средней и малой полуосей эллипсоида рассеяния ошибок измерений
ИК, построенного по второму варианту



движения сопровождаемых ЛА и, как следствие, повысить точность
целеуказаний средствам траекторных измерений следящего типа, а
также надежность функционирования всего траекторного измери�
тельного комплекса.
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Рис. 3.12. Результаты оценок координат ЛА траекторными ИК, построенными по
первому и третьему вариантам:
1, 2 — СКО погрешностей измерения РЛС ТИ координат ЛА в азимутальной и уг�
ломестной плоскостях соответственно; 3 — СКО погрешности измерения РЛС ТИ
наклонной дальности до ЛА; 4…6 — СКО погрешностей оценки соответственно
большой, средней и малой полуосей эллипсоида рассеяния ошибок измерений
ИК, построенного по третьему варианту



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÂ ÄÈÍÀÌÈ×Å-
ÑÊÎÉ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ ÄËß ÏÎÑËÅÏÎ-
ËÅÒÍÎÉ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁÐÀÁÎÒ-
ÊÈ ÒÐÀÅÊÒÎÐÍÎÉ ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÎÉ

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Известно, что основной задачей системы обработ 
ки траекторного измерительного комплекса является
оценка текущего значения вектора параметров дви 
жения ЛА �( )q t по первичной траекторной измери 
тельной информации наземных и бортовых средств
траекторных измерений. Для выполнения данной за 
дачи используются различные методы статистиче 
ской обработки траекторной измерительной инфор 
мации и созданные на их базе программно реализо 
ванные алгоритмы. При этом рассматриваются две
следующие задачи обработки траекторной измери 
тельной информации:

восстановление траекторий полета ЛА по получен 
ной информации в режиме реального времени с це 
лью получения прогноза поведения ЛА и выработки
управляющих воздействий;

послеполетная обработка траекторной измери 
тельной информации для оценки качества испыты 
ваемого ЛА.

Наиболее жесткие требования по качеству полу 
чаемых оценок параметров движения ЛА предъявля 
ются к результатам послеполетной обработки траек 
торной измерительной информации. В этом случае
оценки текущего значения вектора q( )t параметров
движения ЛА могут проводиться с учетом информа 
ции от всей выборки измерений на временн�м ин 
тервале T t tn�[ ... ]1 с получением высокоточных сгла 
женных значений параметров движения летательных
аппаратов. При проведении послеполетной обработ 
ки траекторной измерительной информации возмож 
ны и другие приемы и способы повышения точности
оценки искомого вектора оценки параметров движе 
ния ЛА.
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4.1. Метод получения сглаженных оценок параметров движения
ЛА по информации многоканальных траекторных измерений

с использованием динамической фильтрации

4.1.1. Краткий анализ существующих методов получения сглаженных
оценок параметров движения ЛА с использованием аппарата

динамической фильтрации

Традиционно сглаженные оценки параметров движения ЛА
получают при испытаниях сложных технических комплексов с
использованием подхода, предложенного Гауссом. Согласно
этому подходу считается, что наиболее вероятным значением
оцениваемого параметра является такое, при котором миними 
зируется сумма квадратов разностей между действительно на 
блюдаемыми значениями траекторных измерений и вычисляе 
мыми значениями сглаживающей функции в заданные моменты
времени.

Как правило, существующие алгоритмы сглаживания строятся с
использованием полиномов от второй до шестой степени путем
минимизации функционала невязок между статистической траек 
торной информацией и прогнозируемыми значениями полинома
на основе метода наименьших квадратов. Используются и другие
методы минимизации функционала невязок, например метод мак 
симального правдоподобия и метод наименьших модулей [24, 47,
50, 56, 92].

Методы полиномиального сглаживания имеют ряд преимуществ
по сравнению с другими, к которым относятся простота реализации
и наличие в испытательных организациях большого числа разнооб 
разных реализующих их алгоритмов.

Для высокодинамичных и маневренных ЛА наиболее прием 
лемым методом сглаживания является сплайн аппроксимация с
использованием сплайнов второго и третьего порядков. При
этом кусочными полиномами проводится сглаживание статисти 
ческой информации на ограниченных интервалах времени, а за 
тем она сшивается по условию неизменности второй или треть 
ей производной от функций изменения компонент оцениваемо 
го вектора �( )q t во времени [23, 43].

Однако все эти методы получения сглаженных оценок вектора
параметров движения ЛА не в полной мере учитывают стохастиче 
скую составляющую погрешности получаемой статистической тра 
екторной измерительной информации, а также случайный характер
задания параметров модели движения ЛА.

Как уже было отмечено ранее, проблему учета в методах об 
работки траекторной измерительной информации рассмотрен 
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ных стохастических составляющих решили такие выдающиеся
ученые, как Н. Винер, А.Н. Колмогоров, Боде, К.Э. Шеннон,
Р.Л. Стратонович, Р. Калман и В.С. Пугачев для случая стохас 
тических систем, заданных в пространстве состояний. Однако
работы этих ученых в основном касались алгоритмов построе 
ния условных математических ожиданий законов распределе 
ния оцениваемых параметров при условии минимума диспер 
сии погрешности их оценок на моменты времени поступления
измерительной информации, которые не позволяли получать
сглаженные оценки интересующих исследователя параметров
[35–38, 53].

Дж. Медич, опубликовавший ряд фундаментальных работ по
сглаживанию статистической информации, первый четко опреде 
лил три следующих вида задач сглаживания: сглаживание с фик 
сированным интервалом, с фиксированной точкой, а также с
фиксированной задержкой. Кроме того, он дал для непрерывного
случая непосредственный вывод уравнения для сглаживания с
фиксированной точкой, воспользовавшись уравнением Винера–
Хопфа 81139.

В работах Э. Сейджа и Дж. Мелса 8779 были получены практиче 
ски реализуемые алгоритмы получения сглаженных оценок пара 
метров движения ЛА для трех отмеченных видов сглаживания, ко 
торые позволяют оценивать интересующие параметры в моменты
времени поступления статистической траекторной измерительной
информации.

Наибольший интерес в теории траекторных измерений представ 
ляет дискретный алгоритм сглаживания с фиксированным интерва 
лом для послеполетной обработки траекторной измерительной ин 
формации [77]. В этом алгоритме считается, что модель сообщения
q( )k с вектором состояния размерностью l и наблюдаемый случай 
ный процесс x( )k размерностью N описываются следующими
уравнениями:

q q e( ) ( , ) ( ) ( ) ( )k k k k k k� � � � � �1 1 1F G ;

x q e( ) ( ) ( ) ( )k k k k� � �H 2 ,

где F( , )k k�1 , G( )k — матрицы размерностью ( )l l" ; H( )k — матрица
размерностью ( )N l" ; e1( )k , e2 ( )k — векторные процессы белого шу 
ма с нулевыми средними и единичными дисперсиями.

Тогда дискретный алгоритм сглаживания с фиксированным ин 
тервалом (алгоритм обратного сглаживания) по M наблюдениям
имеет вид
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�( , ) �( ) ( ) [ �( , ) ( , ) �( )]q q q qk M k k k M k k k� � � � � � �K F1 1 ; k M�1, , (4.1)

где коэффициент усиления фильтра определяется выражением

K F( ) ( ) ( , ) ( , )� �k k k k k k� � � � ��g g: :
т 1 11 .

В последнем выражении матрица g � ( ): k представляет собой кова 
риационную матрицу ошибок сглаживания.

Вычисление матрицы дисперсий ошибок сглаживания g � ( ): k про 
водится по формуле

g g g g� � � �( , ) ( ) ( ) [ ( , ) ( , )] ( ): : : :k M k k k M k k k� � � � � � �K K1 1 т . (4.2)

Так как оценка вектора состояния �( )q k используется в уравнении
(4.1), то решение задачи фильтрации наблюдений предварительно
должно быть получено и сохранено в памяти электронной вычисли 
тельной машины (ЭВМ) для использования при сглаживании изме 
рительной информации.

Вычисление дисперсии ошибки сглаживания с фиксированным
интервалом также требует знания дисперсии ошибки фильтрации.
Так как уравнение (4.2) требуется решить в обратном направлении
по времени, то необходимо предварительно вычислить и запомнить
значения дисперсий g � ( ): k и g � ( , ): k k �1 .

Таким образом, рассмотренный алгоритм сложен в реализации и
практически не используется в практике испытаний сложных тех 
нических комплексов.

Аналогичный алгоритм сглаживания приведен и в монографии
И.Н. Синицына [79].

В работах отечественных ученых Р.Ш. Липцера и А.Н. Ширяева
848, 104, 1059 была обобщена теория динамической фильтрации
для получения сглаженных оценок вектора состояния дискретной
стохастической системы на моменты времени поступления измере 
ний. Данные алгоритмы основаны на использовании прямых и об 
ратных уравнений фильтрации и также очень сложны для реализа 
ции на ЭВМ.

Следует отметить, что во всех этих работах не были в достаточ 
ной степени рассмотрены вопросы интерполяции оценок вектора
состояния стохастической системы на произвольный момент вре 
мени внутри интервала регистрации первичной траекторной из 
мерительной информации, что не позволяло получать высокоточ 
ное сглаживание при большом периоде следования траекторных
измерений.
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Таким образом, существующие алгоритмы сглаживания облада 
ют рядом серьезных недостатков, основными из которых являются
следующие:

громоздкость в вычислениях и сложность для практического
применения;

ввод в алгоритмы исходной априорной информации о вероятно 
стных характеристиках исследуемых случайных процессов затруд 
нен в связи с отсутствием эффективных моделей идентификации
параметров рекуррентных стохастических уравнений, описываю 
щих эти процессы;

сохраняется проблема определения начальных значений оце 
ниваемого вектора состояния в уравнениях фильтрации, что при 
водит к неоптимальной работе фильтра Калмана и дополнитель 
ным погрешностям при получении сглаженных оценок парамет 
ров движения ЛА.

Преодолеть отмеченные недостатки позволил предлагаемый ме 
тод оценивания параметров движения ЛА, который основан на раз 
работанных авторами положениях теории оценки точности траек 
торных измерительных систем, идее «встречной» фильтрации и
предлагаемом методе определения начальных значений оценивае 
мого вектора состояния динамической модели движения ЛА в урав 
нениях фильтрации.

Идея «встречной» фильтрации была разработана в трудах
Р. Мехра, А. Вилски, Дж. Волла [114, 117]. Метод «встречной»
фильтрации основан на использовании прямого и обратного
фильтров Калмана, которые фильтруют информацию соответ 
ственно в прямом и обратном направлениях с получением неза 
висимых оценок, которые далее объединяются специальным
образом.

4.1.2. Структура метода получения сглаженных оценок параметров
движения ЛА по информации многоканальных траекторных

измерений

На рис. 4.1 приведена структурная схема, поясняющая предла 
гаемый метод получения сглаженных оценок вектора параметров
движения ЛА. Рассматриваемый метод получения сглаженных
оценок параметров движения ЛА обладает следующими возмож 
ностями:

позволяет учитывать всю априорную информацию о вероятност 
ных характеристиках исследуемых процессов;

имеется возможность рассчитывать начальные значения вектора
состояния в уравнениях фильтра Калмана как при прямой, так и
при обратной фильтрации измерительной информации;
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позволяет получить сглаженные оценки вектора параметров дви 
жения ЛА на моменты времени поступления измерительной инфор 
мации, а также сглаженные интерполированные значения оцени 
ваемого вектора в заданные моменты времени внутри интервала из 
мерений.

В основу рассматриваемого алгоритма оценки условного мате 
матического ожидания вектора параметров движения ЛА на за 
данный момент времени t положена идея «встречной» фильтра 
ции, основанная на известной в математической статистике тео 
реме, рассмотренной в разд. 1. Суть этой теоремы заключается в
том, что если для искомого вектора q( )t имеются две независимые

оценки � ( )q1 t и � ( )q2 t с ковариационными матрицами g � ( ):1
t и g � ( ):2

t

соответственно, то обобщенная оценка этого вектора � ( )q3 t стро 
ится по формуле

� ( ) ( ) [ ( ) � ( ) ( ) � ( )]� � �q g g q g q3
1

1
1

23 1 2
t t t t t t� � � � �� �

: : :
,

где g � ( ):3
t — ковариационная матрица результирующей оценки, оп 

ределяемая по формуле g g g� � �( ) [ ( ) ( )]: : :3 1 2

1 1 1t t t� �� � � .

Весь алгоритм, реализующий метод получения сглаженных
оценок вектора параметров движения ЛА по информации много 
канальных траекторных измерений, можно разделить на следую 
щие семь основных процедур, представленных в виде отдельных
уровней:

ввод исходных данных, в качестве которых используются априор 
ная информация о значениях вероятностных характеристик иссле 
дуемых случайных процессов, вид уравнения наблюдения траектор 
ной измерительной системы, интервалы поступления траекторных
измерений и интерполяции получаемых оценок, а также исходная
траекторная измерительная информация, подлежащая статистиче 
ской обработке;

формирование матриц прямых и обращенных стохастических
дифференциальных уравнений (СДУ) исследуемых случайных про 
цессов по исходной априорной информации о значениях вероятно 
стных характеристик этих процессов;

идентификация параметров прямых и обращенных рекуррентных
стохастических уравнений (РСУ) исследуемых случайных процессов
по сформированным матричным коэффициентам стохастических
дифференциальных уравнений;

построение уравнений фильтров Калмана для прямого и обрат 
ного направлений фильтрации;
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расчет начальных значений оцениваемого вектора параметров
движения ЛА в уравнениях фильтрации для прямого и обратного
направлений фильтрации;

непосредственная фильтрация исходной статистической траек 
торной измерительной информации в прямом и обратном направ 
лениях;

построение условных математических ожиданий оценивае 
мого вектора параметров движения ЛА по всей собранной тра 
екторной измерительной информации с использованием разра 
ботанных соотношений, позволяющих объединять независи 
мые оценки, полученные при прямой и обратной фильтрациях
траекторных измерений, а также проводить интерполяцию оце 
нок вектора параметров движения ЛА внутри интервала изме 
рения.

Рассмотрим предлагаемый метод получения сглаженных оценок
параметров движения ЛА с использованием аппарата динамической
фильтрации, поясняя алгоритмы и процедуры, показанные на
рис. 4.1.

4.1.3. Процедура построения прямых и обращенных
стохастических дифференциальных уравнений, описывающих

непрерывные во времени случайные процессы

Процедура построения прямых и обращенных стохастических
дифференциальных уравнений непрерывных во времени случайных
процессов основывается на подходе, изложенном в разд. 1.

Предложенный выше алгоритм получения сглаженных оце 
нок параметров движения ЛА основывается на возможности
представления реакции линейных формирующих фильтров на
процесс белого шума в виде решения стохастического диффе 
ренциального уравнения, записанного в математически кор 
ректной интегральной форме [13, 44, 68]. При этом рассматри 
ваются два вида уравнений. Первый вид уравнений — это пря 
мые СДУ, описывающие исследуемый случайный векторный
процесс y( )t в прямом направлении времени: от 0 до t, следую 
щего вида:

y y y W( ) ( ) ( ) ( )t s ds dyf

t

yf f s

t

� � � � �� �0
0 0

a b , (4.3)

где y( )0 — начальное значение описываемого случайного процесса;
a yf , byf — квадратные матрицы постоянных коэффициентов;
W f s( ) — векторный винеровский случайный процесс.
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Второй вид уравнений — это система обращенных СДУ исследуе�
мого случайного векторного процесса y( )t в обратном направлении
времени: от T до t T t( )� следующего вида:

y y y W( ) ( ) ( ) ( )t T s ds dyr

T

t

yr r s

T

t

� � � � �� �a b , (4.4)

где y( )T — значение описываемого случайного процесса в момент
времени T ; a yr , byr — квадратные матрицы постоянных коэффици�
ентов; Wr s( ) — обращенный векторный винеровский случайный
процесс.

Уравнение (4.3) определяет статистическую зависимость теку�
щего значения процесса от его предыдущих значений, а уравне�
ние (4.4) — от последующих значений. Для краткости дальнейше�
го изложения будем использовать двойную индексацию компо�
нент этих уравнений. Так, первый индекс будет обозначать сам
случайный процесс, который описывается стохастическим диф�
ференциальным уравнением, а второй индекс — направление
СДУ, в котором описывается случайный процесс (индекс « f » —
случайный процесс описывается в прямом направлении, а «r» — в
обратном направлении). Это позволяет при изложении материала
использовать переменные индексы для направлений интегриро�
вания ( { , })� � f r рассматриваемых случайных процессов. Когда
используется уравнение с индексом «�», то это означает, что нуж�
но рассматривать два уравнения: одно с индексом « f », а другое с
индексом «r». Тогда уравнения (4.3) и (4.4) для N�мерного слу�
чайного процесса можно записать в виде следующей системы
уравнений:

y y y W( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

t s ds dy

t

y s

t

� � � � � ��
�

� �
�

� �	
 �
	 	

a b , (4.5)

где 	
 �� — символьная функция со значениями 	( )f �0 или

	( )r T� ; y( ) { ( )}t y tj
N� — случайный N�мерный векторный про�

цесс; W� ��( ) { ( )}t w tj
N — векторный N�мерный винеровский про�

цесс, состоящий из независимых одномерных винеровских про�
цессов, производные от которых понимаются как белый шум; a y� ,
by� — квадратные матрицы постоянных коэффициентов размерно�
стью ( )N N� .
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При построении прямых и обращенных стохастических диффе 
ренциальных уравнений для непрерывных во времени случайных
процессов необходимо учитывать следующее:

1. Решение уравнений вида (4.5) имеет вид [48]

y F y F W( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t s dy y y s

t

� � 2 � � �
#

$
%
%

&
2 2

�
2 2

2
�6� �

A� �

1 b

'
(
(
, (4.6)

где Fy t2 ( ) — фундаментальная матрица, представляющая собой ре 
шение матричного дифференциального уравнения

d t

dt
t

y
y y

F
F

2
2 2� �

( )
( )a (4.7)

с начальным условием F Iy2 2 �( )A� � . При этом величина 6� �2 � �( )k 1
при 2 � f и 6� �2 � �( )k 1 при 2 � r.

2. Математические ожидания случайных процессов определяют 
ся в соответствии с формулой

M t t My( ( )) ( ) ( ( ))y F y� � 22 6� � . (4.8)

3. Ковариационные матрицы процессов g y t M t t2 � �( ) ( ( ) ( ))y y т оп 

ределяются как решение матричных дифференциальных уравнений
Ляпунова

d t

dt
t t

y
y y y y y y

g
a g g a b b

2
2 2 2 2 2 2� � � � � �

( )
( ) ( ) т т (4.9)

с начальным условием g y2 2 �( )A� � 0.

4. Элементы матриц a y и by в случае независимых компонент
N мерного процесса y( )t определяются следующим образом:

a

b

y y y y

y
y

y

T T T

T

n N
� � � �

�

� � �diag[ ];

diag

1

1

1

1 1 1

22

... ...

.
-

.. ... ,
2 22 2- -y

y

y

y

n

n

N

N
T T

#

$

%
%

&

'

(
(

(4.10)

где - yn
2 , Tyn — дисперсия и время корреляции соответственно n й

компоненты случайного процесса y( )t .
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Как показано в разд. 1, если уравнения (4.3) и (4.4) описывают
один и тот же процесс, то между ними существует взаимосвязь [48] в
виде следующих формул представления матричных коэффициентов
обращенных стохастических дифференциальных уравнений через
матрицы коэффициентов прямых СДУ:

a a b b gyr yf yf yf y� � � � � �
т т ; b byr yf� , (4.11)

где g y� — стационарное значение ковариационной матрицы g y t( ),
которая является решением алгебраического уравнения Ляпунова
вида

a g g a b byf yf yf yf yf yft t� � � � � �( ) ( ) т т 0. (4.12)

Расчет параметров исходных СДУ по априорной статистической
информации проводится в соответствии с выражением (4.10).
Таким образом, исходными данными обобщенного алгорит*

ма построения прямых и обращенных СДУ случайных процес*
сов являются матрицы a y и by постоянных коэффициентов, а
результатом выполнения алгоритма — матрицы a y� и by� урав*
нения (4.5).
На первом шаге алгоритма построения прямых и обращенных

СДУ формируются матрицы прямого СДУ в соответствии с форму*
лами

a ayf y� ; b byf y� . (4.13)

Далее решается алгебраическое матричное уравнение Ляпунова
(4.12) и определяется ковариационная матрица исследуемого про*
цесса g y� .
Известно, что такое уравнение Ляпунова разрешено только в слу*

чаях, когда собственные числа матрицы a yf лежат в отрицательной
полуплоскости [8]. Если это условие не выполняется, то необходи*
мо скорректировать описание исходных стохастических дифферен*
циальных уравнений.
На третьем шаге алгоритма формируются матрицы обращенных

СДУ согласно формулам (4.11).

4.1.4. Процедура построения прямых и обращенных
рекуррентных стохастических уравнений, описывающих

дискретные случайные процессы

Поскольку первичные траекторные измерения представляют со*
бой, как правило, дискретные во времени случайные процессы, то
возникает необходимость их адекватного описания соответствую*
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щими математическими моделями. В качестве таких моделей в
предлагаемом алгоритме использованы рекуррентные стохастиче 
ские уравнения.

Подробный алгоритм перехода от стохастических дифференци 
альных уравнений к рекуррентным стохастическим уравнениям
приведен в разд. 1.

Приведем обобщенный алгоритм такого перехода применитель 
но к двум рассматриваемым стохастическим уравнениям: прямым и
обратным.

Как показано в разд. 1, для случайного процесса имеется воз 
можность описать в рекуррентном виде взаимосвязь значений
процесса в моменты времени, разнесенные на интервал дискре 
тизации 
t:

y a y b e( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t t ky y y� � 2 � �2 2 2
 6� � 
 , (4.14)

где e y k2 ( ) — последовательность гауссовых векторов с нулевым ма 
тематическим ожиданием и единичной дисперсией (векторный
процесс белого шума); a y t2 ( )
 , b y t2 ( )
 — квадратные матрицы с по 
стоянными коэффициентами.

Из решений уравнений (4.7) и (4.9) вытекают следующие форму 
лы для определения матриц рекуррентного стохастического уравне 
ния (4.14):

a Fy yt t2 2�( ) ( )
 
 , (4.15)

b by y yt t t2 2 2� �( ) ( ) ( )
 
 
т g . (4.16)

Таким образом, исходными данными в алгоритме построе 
ния прямых и обращенных рекуррентных стохастических урав 
нений являются матрицы a y2 и by2 уравнения (4.5), а результа 
том выполнения алгоритма — матрицы a y t2 ( )
 и b y t2 ( )
 уравне 
ния (4.14).

На первом шаге алгоритма построения прямых и обращенных
РСУ формируются два типа (прямые и обращенные) матричных
дифференциальных уравнений вида (4.3) и (4.4), матрицы кото 
рых входят в уравнение (4.7) для фундаментальной матрицы
Fy t2 ( ), а также в матричное дифференциальное уравнение Ляпу 
нова (4.9).

На втором шаге алгоритма решаются сформированные на первом
шаге уравнения для заданного интервала дискретизации, т.е. нахо 
дятся матрицы Fy t2 ( )
 и g y t2 ( )
 .

На третьем шаге проводится оценка матрицы a y t2 ( )
 по формуле
(4.15) и матрицы b y t2 ( )
 путем решения уравнения (4.16).
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4.1.5. Процедура построения уравнений экстраполяции,
описывающих случайные процессы траекторных измерений

Из уравнения для математического ожидания случайного про 
цесса (4.8), матричного дифференциального уравнения Ляпунова
(4.9) и формулы (4.16) вытекают формулы экстраполяции значений
условного математического ожидания m yf t

э э( ) и ковариационной

матрицы g yf t
э э( ) оцениваемого случайного процесса от исходного

момента времени tk на произвольный момент времени t э с интерва 
лом экстраполяции 
tэ

m F my y y kt t t2 2 2 2� �э э
э( ) ( ) ( )
 , (4.17)

g g gy y y k y yt t t t t2 2 2 2 2 2� � � �э э
э

т
э э( ) ( ) ( ) ( ) ( )F F
 
 
 , (4.18)

где t t tf k
э

э� �
 ; t t tr k
э

э� �
 ; tk — опорный дискретный момент вре 

мени.
Рассмотрим алгоритм оценки экстраполированных значений ус 

ловного математического ожидания m yf t
э э( ) и ковариационной мат 

рицы g yf t
э э( ) случайного вектора y( )t .

Исходными данными алгоритма построения уравнений экст 
раполяции, описывающих исследуемые случайные процессы
траекторных измерений, являются матрицы a y2 , by2 уравнения
(4.5), а его результатом — матрицы Fy t2 ( )
 э и g y t2 ( )
 э уравнений

(4.17) и (4.18).
На первом шаге алгоритма формируются матричные дифферен 

циальные уравнения (4.7) и (4.9) по матрицам исходных стохастиче 
ских дифференциальных уравнений (4.5).

Второй шаг алгоритма связан с решением сформированных на
первом шаге уравнений для заданного интервала экстраполяции 
tэ
и определением матриц Fy t2 ( )
 э и g y t2 ( )
 э .

Если шаг экстраполяции равен интервалу регистрации измере 
ний 
t, то уравнения экстраполяции можно представить через ком 
поненты дискретного представления процесса в следующем виде
[13, 68]:

m a mp p pk t2 2 2� � 2э ( ) ( ) ( )
 6� � ;

g gp p p p p pk t t t t2 2 2 2 2 2� � 2 � � �э т т( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) (a a b b
 6 � 
 
 
 );

p5{ , }: * .
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Эти уравнения часто называются алгоритмами прямой и обрат 
ной экстраполяции процессов q h( ), ( )k k на один временной интер 
вал измерений 
t.

4.1.6. Процедура построения уравнений фильтров Калмана
в прямом и обратном направлениях фильтрации дискретной

измерительной информации

Построение уравнений фильтров Калмана для прямой и обрат 
ной фильтрации измерительной информации проведем на основе
теоретических выкладок, приведенных в разд. 1.

Для существующих траекторных измерительных систем можно
считать, что каждую компоненту N мерного наблюдаемого случай 
ного процесса измерений 0n t( ) можно описать линеаризованным
уравнением наблюдения вида

0 *n n n nt A t t t n N( ) ( ) ( ) ( ); ,� � � � �0 1H q ,

где A n0 — начальное значение n й компоненты наблюдаемого
процесса траекторных измерений; Hn t( ) — вектор строка, состоя 
щая из частных производных первичных измеряемых параметров
по оцениваемым параметрам движения ЛА, которые можно счи 
тать постоянными на ограниченном участке траектории полета
ЛА; q( )t — оцениваемый вектор параметров движения ЛА; *n t( ) —
погрешность измерения n го измерительного канала средства тра 
екторных измерений.

Дискретный N мерный наблюдаемый векторный процесс изме 
рений x( )k всех средств ТИ, участвующих в натурном эксперименте,
может быть представлен в виде

x q h( ) ( ) ( ) ( )k k k k� � � �A H0 , (4.19)

где A0 — вектор начального значения наблюдаемого векторного
процесса траекторных измерений; H( )k — матрица частных произ 
водных первичных параметров, измеряемых средствами ТИ, по оце 
ниваемым параметрам движения ЛА; q( )k — оцениваемый дискрет 
ный вектор параметров движения ЛА; h( )k — вектор погрешностей
измерения средствами ТИ.

При построении рекуррентных уравнений для условного ма 
тематического ожидания вектора оцениваемых параметров дви 
жения ЛА необходимо иметь уравнения для наблюдаемого про 
цесса x( )k [48, 105]. Уравнение для наблюдаемого процесса x( )k в
соответствии с соотношениями, приведенными в разд. 1, имеет
вид
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x q( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k� � � 2 � � � �2 2 2 2 2 2A A B e B e0 1 6� � : : * * , (4.20)

где

A a02 2� � 2( ) ( )k * 6� �x ;

A H a a H12 2 2� � � �( ) ( ) ( )k k k: * ; (4.21)

B H b: :2 2� �( ) ( )k k ; B b* *2 2� . (4.22)

Отметим, что для компонент уравнения (4.20) имеют место тож 
дества

B B H b b H H H1 12 2 2 2 2� � � � � � � �т т т т( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k t k: : : 
g ;

b B b b H H: : : : : 
2 2 2 2 2� � � � � �т т т т( ) ( ) ( ) ( )k k t kg ;

B B b b* * * * * 
2 2 2 2 2� � � �т т g ( )t ,

где 
t — период повторения измерительной информации.
Согласно соотношениям, полученным в разд. 1, при принятых

обозначениях теорема об условном математическом ожидании оце 
ниваемого вектора искомых параметров формулируется следующим
образом [48]: если уравнения для частично наблюдаемого процесса
( , )q x имеют вид

q q( ) ( ) ( )k k� � 2 � �2 2 2a b e: : :6� � , (4.23)

x q( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (k k k k k k� � � 2 � � � �2 2 2 2 2 2A A B e B e0 1 6� � : : * * ),

где x( )k — наблюдаемая компонента случайного процесса ТИ;
q( )k — ненаблюдаемая компонента случайного процесса, то
уравнения для условных математических ожиданий случайных
процессов q( )k и h( )k , которые определяются по обработан 
ной траекторной измерительной информации, имеют следую 
щий вид:

m a m K A m: : : : :6� � 6� �2 2 2 2 2 2� � 2 � � � � 2( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )k k k kx 1 ];

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( );

m H m

K G S

G

* :

: : :

2 2

2 2 2
�

� � �

� �

k k k k

k k k

x

1

: : : : :

:

6� �2 2 2 2 2 2

2

� � � � 2 �( ) [ ( ) ( , ) ( )];

( )

k k k k

k

b B a A

S

т тg 1

� � � � � � 2 �2 2 2 2 2 2 2[ ( ) ( ) ( ) ( ( , )) (B B B B A A: : * * : 6k k k kт т т
1 1g k

k k k

)];

( ) ( ( , )) ( )g g: : : : : : : :62 2 2 2 2 2 2� � 2 � � � � �a a b b G Sт т
2

�
2�1 ( ) ( ).k kG:

т

(4.24)
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Исходными данными в алгоритме построения уравнений фильт 
ров Калмана в прямом и обратном направлениях являются матрица
H( )k частных производных измеряемых средствами ТИ параметров
по компонентам вектора оцениваемых параметров движения ЛА,
входящая в уравнение (4.19), и матрицы a : 2 , b : 2 , входящие в рекур 
рентное стохастическое уравнение вида (4.14). Результатом выпол 
нения алгоритма является матрица коэффициента усиления фильт 
ра K :2 ( )k , входящая в уравнения (4.24).

На первом шаге алгоритма определения условных математиче 
ских ожиданий случайных процессов q( )k и h( )k формируются ком 
поненты A12 ( )k , B:2 ( )k , B*2 по формулам (4.21) и (4.22) для уравне 
ния (4.20). Далее проводятся расчеты по формулам (4.24).

Если интервал дискретизации 
t устремить в бесконечность,
то из условия устойчивости случайных процессов следует, что
| | | |a :2 �E 0 и система уравнений (4.23) примет вид

q

x

( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ),

k k

k k k k

e e

e e e e

� �

� � � �

b e

B e B e

: :

: : * *

(4.25)

где B H b: :e ek k( ) ( )� � ; B b* *e e� ; B B H b b H: : : :e e e ek k k k( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �т т т

� � ��H H( ) ( )k k�:
т ; b B b b H H: : : : :e e e ek k k� � � � � ��

т т т т( ) ( ) ( )g ; B B* *e e� �т

� � � �b b* * *e e
т g .

Применив к системе уравнений (4.25) формулы для условных ма 
тематических ожиданий оцениваемых процессов (4.24), получим
следующие соотношения:

m K

m H m

K

: :

* :

:

e e

e e

e

k k k

k k k k

k

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( );

( )

� �
� � �

�

x

x

G S

G b B

S B B

: :

: : :

: :

e e

e e e

e e

k k

k k

k k

( ) ( );

( ) ( );

( ) ( )

�

� �

� �

�1

т

: * *

: : : : :

e e e

e e e e

k

k k k k

т т

т

( ) ;

( ) ( ) ( ) ( )

� �

� � � ��
�

B B

G S Gg g 1 .

(4.26)

Система уравнений (4.26) обычно трактуется как алгоритм
оценивания основного и дополнительного процессов для слу 
чая, когда известны только стационарные ковариационные
матрицы этих процессов g:� и g*� , а также результаты измере 
ний в один фиксированный момент времени tk (единичная
фильтрация).
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4.1.7. Методический подход к расчету начальных значений вектора
оцениваемых параметров в уравнениях фильтра Калмана для прямой

и обратной фильтрации траекторных измерений

При построении практически реализуемых алгоритмов оцен�
ки параметров движения летательных аппаратов методами дина�
мической фильтрации важное значение имеет правильный рас�
чет начальных значений вектора состояния динамической моде�
ли исследуемого процесса в уравнениях фильтра Калмана.
Проблема заключается в том, что при обработке траекторных
измерений с произвольно выбранного участка траектории поле�
та ЛА не имеется априорной информации о начальных значени�
ях вектора q0 оцениваемых параметров движения ЛА в уравне�
нии фильтра Калмана, а при использовании в расчетах произ�
вольных начальных значений этого вектора наблюдаются
существенные ошибки фильтрации на достаточно больших на�
чальных интервалах обработки траекторных измерений. Эта
проблема неоднократно отмечалась в научно�технической лите�
ратуре [35, 48, 77] и нередко приводила к сужению области
практического применения алгоритмов динамической фильтра�
ции при обработке статистической траекторной измерительной
информации.
Рассматриваемая проблема еще более усугубляется [64, 77] в

случае реализации алгоритмов сглаживания с использованием
«встречной» фильтрации, когда необходимо проводить фильт�
рацию траекторной информации как в прямом, так и в обрат�
ном направлениях. Отсутствие априорной информации о на�
чальных значениях вектора параметров движения ЛА может
привести к двойным ошибкам в оценке этого вектора как при
прямой, так и при обратной фильтрации исходной измеритель�
ной информации.
Исследования показали [64], что имеется возможность доста�

точно точно оценить начальные значения вектора состояния ди�
намической модели исследуемого процесса по специально разра�
ботанному алгоритму, используя статистическую информацию о
результатах обработки траекторных измерений с произвольным
начальным значением оцениваемого вектора q( )k . В основе разра�
ботанного методического подхода лежит функция правдоподобия,
учитывающая априорную информацию о значениях вероятност�
ных характеристик вектора состояния динамической модели оце�
ниваемого процесса ( )q0 и шума траекторных измерений ( )h0 в
начальный момент времени получения измерений ( )k �0 , учиты�
вающая вектор значений невязок n( ) ( , )k k K�0 между вектором
реальных измерений x( )k , поступивших в моменты времени
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t k k K� �( , )0 , размерностью M и прогнозами измерений на эти
же моменты времени, а также вектор значений невязок
l( ) ( , )k k K�0 между вектором h( )k реальных значений шума изме 
рений, поступивших в моменты времени t k k K� �( , )0 , размерно 
стью M и прогнозами значений шума измерений на эти же мо 
менты времени.

Алгоритм расчета начальных значений вектора оцениваемых пара�
метров в уравнениях фильтра Калмана

Для удобства изложения введем ряд обозначений. Так, если дис 
кретные моменты времени поступления информации ( , )k K�0 обо 
значить 6� �2 , то при прямой фильтрации 6 ( )f k� �1, а при обратной
фильтрации 6 ( )r k� �1. Если для случая «встречной» фильтрации
траекторных измерений начальный момент времени поступления
измерений обозначить через A, то при прямой фильтрации A �0, а
при обратной фильтрации A �K .

Разработанный методический подход к определению начальных
значений оцениваемого вектора qA2 параметров движения ЛА в
уравнениях «встречной» фильтрации по статистической информа 
ции о траекторных измерениях основан на использовании метода
максимального правдоподобия. Функция правдоподобия для ус 
ловного математического ожидания m : 6 �2 2( ( ) оцениваемого век 
тора qA2 размерностью N была построена на основе следующих
свойств вектора невязок n2 ( )k между реальными измерениями x( )k
и прогнозом измерений в уравнениях фильтрации, а также свойств
вектора невязок l2 ( )k между реальными значениями шума измере 
ний h( )k и прогнозом значений шума измерений на одни и те же
моменты времени [48, 64, 77]:

случайные процессы, описывающие изменение векторов n2 ( )k и
l2 ( )k во времени, имеют нормальное распределение;

математические ожидания процессов, описывающих изменение
векторов n2 ( )k и l2 ( )k во времени, равны нулю: M k( ( ))n2 �0,
M k( ( ))l2 �0;

векторы невязок прогноза измерений для различных моментов
времени между собой независимы: M k ki j( ( ) ( ))n n2 2� �т 0 для i j7 ;

векторы невязок между реальным значением шума измерений
h( )k и прогнозом значения шума измерений для различных мо 
ментов времени между собой независимы: M k ki j( ( ) ( ))l l2 2� �т 0
для i j7 .

При разработке алгоритма определения начальных значений оце 
ниваемого вектора параметров движения ЛА учитывалось, что ус 
ловное математическое ожидание m : 2 ( )k исследуемого процесса
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q( )k и вектор невязок прогноза измерений описываются соответст 
венно выражениями

m a m K A m: : : : :6� � 6 �2 2 2 2 2 2 2� � 2 � � � � 2( ) ( ) [ ( ) ( ( )]k kx 1 , (4.27)

n x2 2 2 2� � � 2( ) [ ( ) ( )]k k A m1 : 6� � , (4.28)

где K :2 — матрица коэффициента усиления фильтра размерностью
( )N M" ; A12 — матрица размерностью ( )M N" .

Из отмеченных свойств вектора n2 ( )k невязок прогноза изме 
рений следует, что вероятность p k M( ( ) )n2 5
K попадания отдель 
ных невязок прогноза измерений в M мерный куб с размерами
ребер, позволяющими считать плотность распределения невязки
прогноза измерений внутри куба постоянной, рассчитывается по
формуле

p k M( ( ) )n2 5 F
K

F � � �
2

2 2
�

2
1

2

1

22
1

( ) det( ( ))
exp [ ( )] ( ) [ ( )

/� M k
k k k

g
n g n

n
n

т ]
�
�
�

�
�
�

#

$
%
%

&

'
(
(

n
M , (4.29)

где M — размерность вектора невязок прогноза измерений, равная
размерности наблюдаемого случайного процесса траекторных изме 
рений; gn2 ( )k — ковариационная матрица вектора n2 ( )k невязок
прогноза измерений; 
n

M — объем M мерного куба с размерами ре 
бер, позволяющими считать плотность распределения невязки про 
гноза измерений внутри куба постоянной.

Из независимости векторов невязок прогноза измерений для
различных моментов времени следует, что вероятность
P k M( ( ) )n n2 5
 попадания фиксированной последовательности не 
вязок в объем 
n

M M мерного куба для всех моментов времени
поступления измерений можно представить как произведение ве 
роятностей P k M( ( ) )n n2 5
 попадания отдельных невязок прогноза
измерений для всех k х измерений в такой M мерный куб:

P k p kM

k

K
M( ( ) ) ( ( ) )n nn2

�
25 � 5>
 
K

1

,

где K — полученное количество невязок прогноза измерений.
Исследования показали [64], что по известным величинам векто 

ра невязок n2 ( )k прогноза измерений для k K�0, , а также значению
вектора состояния динамической системы ( )qA2 в начальный дис 
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кретный момент времени можно однозначно восстановить измере 
ния. Аналогично по известным величинам вектора невязок l2 ( )k
между реальными значениями шума измерений и прогнозом значе 
ний шума измерений на одни и те же моменты времени, а также по
значению вектора hA2 шума измерений в начальный дискретный
момент времени k �A можно однозначно восстановить дополни 
тельный процесс h( )k .

Поэтому можно считать, что вероятность получения правиль 
ных оценок вектора состояния стохастической системы траек 
торных измерений P0 равна вероятности появления события, со 
стоящего в получении минимальных невязок между векторами
прогноза измерений и реальных значений измерений на одни и
те же моменты времени, в получении минимальных невязок ме 
жду векторами реальных значений шума измерений и прогнозов
значений шума измерений на одни и те же моменты времени, а
также вероятности правильного задания начального значения
вектора состояния полезного процесса qA2 при известном значе 
нии шума измерений hA2 в начальный дискретный момент вре 
мени k �A. Таким образом, вероятность P0 может быть определе 
на по формуле

P P k P P PM N M M
0 � 5 � 5 � 5 � 52 2 2 2( ( ) ) ( ) ( ) (n q h l
 
 
 
K A : A * A ;A A A

), (4.30)

где P N( )qA :

A2 5 — вероятность правильного задания начального

значения вектора состояния полезного процесса, т.е. события, что
вектор qA2 попадает в N мерный куб объемом 
:A

N с размерами ре 

бер, позволяющими считать плотность распределения внутри этого
куба постоянной; P M( )hA *A
2 5 — вероятность правильного задания

вектора шума измерений hA2 в начальный дискретный момент вре 
мени k �A, т.е. события, что вектор hA2 попадает в M мерный куб
объемом 
*A

M с размерами ребер, позволяющими считать плотность

распределения внутри этого куба постоянной; P M( )lA ;

A2 5 — веро 

ятность попадания значения вектора невязок l2 ( )k между реальны 
ми значениями шума измерений h( )k и прогнозом значений шума
измерений на одни и те же моменты времени в М мерный куб с раз 
мерами ребер, позволяющими считать плотность распределения
внутри этого куба постоянной.

Известно, что фильтр Калмана позволяет оценить и дополни 
тельный процесс шума измерений h( )k по формуле

m H m* :2 2 2 2� � �( ) ( ) ( ) ( )k k k kx , (4.31)
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где H2 ( )k — матрица частных производных измеряемых параметров
по компонентам оцениваемого вектора параметров движения ЛА
размерностью ( )M N" . При этом вектор невязок l2 ( )k между реаль 
ными значениями шума измерений h( )k и прогнозом значений шу 
ма измерений на одни и те же моменты времени оценивается по
формуле

l2 2 2 2� � � 2( ) ( ) ( )k km a m* * * 6� � . (4.32)

Из отмеченных выше свойств вектора l2 ( )k невязок между реаль 
ными значениями шума измерений h( )k и прогнозом значений шу 
ма измерений на одни и те же моменты времени следует, что

p k M( ( ) )l2 5 F
;

F � � �
2

2
�

22

1

2

1

22
1

( ) det( ( ))
exp [ ( )] ( ) [ ( )

/� ;
;M k

k k k
g

l g lт ]
�
�
�

�
�
�

#

$
%
%

&

'
(
(

;
M , (4.33)

где M — размерность вектора невязок между реальными значе 
ниями шума измерений h( )k и прогнозом значений шума измере 
ний, равная размерности наблюдаемого случайного процесса тра 
екторных измерений; g;2 ( )k — ковариационная матрица вектора
l2 ( )k невязок между реальными значениями шума измерений h( )k
и прогнозом значений шума измерений; 
;

M — объем М мерного
куба с размерами ребер, позволяющими считать плотность рас 
пределения вектора невязок между реальными значениями шума
измерений h( )k и прогнозом значений шума измерений внутри
куба постоянной.

Из независимости векторов невязок между реальными значения 
ми шума измерений h( )k и прогнозом значений шума измерений для
различных моментов времени следует, что вероятность
P k M( ( ) )l2 5
; попадания фиксированной последовательности невя 

зок в объем 
;
M M мерного куба для всех моментов времени поступ 

ления измерений можно представить как произведение вероятно 
стей p k M( ( ) )l2 5
; попадания отдельных невязок для всех k х изме 
рений в такой М мерный куб:

P k p kM

k

K
M( ( ) ) ( ( ) )l l2

�
25 � 5>
 
; ;

1

,

где K — число полученных невязок между реальными значениями
шума измерений h( )k и прогнозом значений шума измерений.
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Значения вероятностей P N( )qA :

A2 5 и P M( )hA *A
2 5 могут быть

рассчитаны по формулам

P N
N
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/

q
g

q gA :
:

A :

�A

A
A2 2

�5 F � � �
2

2

1

2

1

22
1т qA :


A2
#
$%

&
'(

�
�
)

�)

�
�
)

�)
) N ,

(4.34)
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H Hт

�
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M , (4.35)

где HA2 — матрица размерностью ( )M N" .
Тогда функция правдоподобия запишется следующим образом:

L( , , , )n q h l2 2 2 2 �A A A

� 5 � 5 � 5 � 52 2 2 22 2 2
P k P P PM N M( ( ) ) ( ) ( ) (n q h ln
 
 
 
A : A * A ;A A A

M ). (4.36)

Поскольку в функции правдоподобия (4.36) основным представ 
ляющим интерес параметром является вектор qA2 , то будем рас 
сматривать следующую запись функции правдоподобия L( )qA2 .

Используя выражения (4.30), (4.33)…(4.35), построим логариф 
мический функционал правдоподобия [96]

J L k k k
k

K

A A A� � � � �2 2
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(4.37)

Видно, что функционал (4.37) состоит из четырех слагаемых:

J J J J JA A: A* ;� � � �2 2n , (4.38)

где

J k k k
k

K

n nn g n2 2
�

2
�

2� � ��1

2 1

1т ( ) ( ) ( );
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J A: A : AA
� � �2

�
22
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2
1( ) ( )q g qт ;

J A* A A A * A A AA
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Анализ функционала (4.38) показал, что он является квадратич 
ным относительно искомого вектора начальных значений qA2 раз 
мерностью N .

Для отыскания оценок максимального правдоподобия (значений
компонентов вектора qA2 ) нужно решить систему однородных урав 
нений вида

2

2
�2

2

ln ( )

( )

L

n

q

q

A

A
0, (4.39)

где n N�1, .
Систему уравнений правдоподобия (4.39) решим с использовани 

ем численного метода Ньютона [15, 54, 55, 87].
Поскольку функционал (4.37) является квадратичным, то соглас 

но методу Ньютона точка экстремума определится за один шаг со 
гласно выражению

q q q qA A A A A A2 2 2
�

2� � �( ) ( )
( ) ( )[ ( )] ( )opt 0
2 1 1J J , (4.40)

где qA2( )0 — произвольно выбранное начальное значение вектора

qA2 ; J A A
( ) ( )1 q 2 — вектор первых частных производных по искомым

компонентам вектора qA2 ; J A A
( ) ( )2 q 2 — матрица вторых частных про 

изводных по искомым компонентам вектора qA2 ; qA2( )opt — вектор
оптимальных значений компонент вектора qA2 .

Для реализации алгоритма, описываемого выражением (4.40),
необходимо вывести ряд формул для вычисления рассматриваемых
частных производных. Для их вывода используются следующие
свойства из матричного анализа.

Свойство 1. Для произвольной квадратной симметричной матри 
цы A и вектора z с размерностями соответственно ( )N N" и ( )N "1
справедливо тождество [97]

z A z A D D Aт Sp Sp� � � � � �( ) ( ),
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где D — симметричная квадратная матрица, элементы которой оп 
ределяются по формуле d z zij i j� .

Свойство 2.Производная от следа матрицы A по параметру ; рав 
на следу матрицы, являющейся производной от исходной матрицы
по тому же параметру, т.е.

d

d

d

d

( )Sp( )
Sp

A A

; ;
�

�
�
�

�
 
!.

Выведем выражения для вектора J A A
( ) ( )1 q 2 первых частных произ 

водных и матрицы J A A
( ) ( )2 q 2 вторых частных производных в выраже 

нии (4.40).
В соответствии с выражением (4.38) такой вектор и такая матри 

ца частных производных определяются по следующим формулам:

2

2
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2
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�
2

2
�
2

2
�
2

22

2

2 2 2 2

J J J J JA

A A

A:
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A;
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2
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2

2 2 2
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2

2

2

2

2

2J J J J JA

A A

A:

A

A*

A

A;

q q q q q

n

A2
2

.

С использованием уравнения (4.27) для условного математи 
ческого ожидания m :2 ( )k исследуемого процесса q( )k и уравне 
ния (4.28) для вектора невязок прогноза измерений строится це 
почка формул, необходимых для вычисления частных производ 

ных J A A
( ) ( )1 q 2 и J A A

( ) ( )2 q 2 .

При выводе формулы для вычисления
2
2

2

2

J

i

n

qA
( , )i N�1 воспользуем 

ся разностным уравнением

J k J k k k kn n n
n g n2 2 2

�
2� � � � � �

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1

2
1т .

Тогда формула для вычисления первых частных производных
2
2

2

2

J k

i

n

q

( )

A
запишется в виде

2
2

�
2
2

2 � � �
22
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2
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�
2

2J k J
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i i
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[ ] ( ) ( )
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q q
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n
Sp 1 k

i

)

2

#

$
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'
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�
�
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�
)

�)2qA

т

? �i N1, , (4.41)
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где на основании выражений (4.27) и (4.28)

�
�

� � �
�
�

�

�
�

�

�

n

q q

( ) ( )
;

k k

i i�

�

�
A

m
1 (4.42)
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.

Выражение для вычисления
�
�

�

�

2

2
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запишется следующим об�
разом:

�
� �

�
� �
� �


�

� �

�

� �

�
�

2 2
1J k J

k
i j i j

n n
nq q q q

g
( ) ( ( )

(
� � � �

� 	
Sp )

( ) ( )
�
�
�

�
�
�

�

�


�

�
�

�
�
�

��

�
�
�

��

�

�

�
��

�

�

��

�

�

�

n

q

n

q

k k

j i� �

т

��
, (4.43)

где i, j N�1, .

Производные
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Выражения для вычисления
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где
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�
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q
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1 при i j� и
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0 при i j .
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При выводе формулы для вычисления
2
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емся разностным уравнением
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Тогда формула для вычисления первых частных производных
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где на основании выражений (4.31) и (4.32)
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Выражение для вычисления
2

2
2

2

2

2

J k

i

;

A

( )

q
запишется в виде

2
2 2

�
2 2
2 2

�2

2 2

2

2 2

�
2

2 2
1J k J
k

i j i j

n n
nq q q q

g
( ) ( ( )

(
A A A A

6 �
Sp )

( ) ( )
�

2
2

�
2
2

#

$
%

&

'
(

�
�
)

�)

�
�
)

�)

�

�

�
��

�

 

!2

2

2

2

n

q

n

q

k k

j iA A

т

!!
, (4.49)

где i j N, ,�1 .
На основе изложенного можно сформировать следующий обоб 

щенный алгоритм определения начальных значений вектора со 
стояния динамической модели исследуемого процесса в алгоритмах
«встречной» фильтрации.

Исходными данными в алгоритме являются уравнения фильтра 
ции (4.27) для частично наблюдаемых процессов с определенными в
них матрицами и набор полученных измерений x( )k ? �k K0, .
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Результатом выполнения алгоритма являются начальные опти�
мальные значения вектора параметров движения ЛА q��( )opt .

На первом шаге определяются ковариационные матрицы gq��
и

g���
вектора состояния полезного процесса q�� и вектора шума из�

мерений h�� соответственно в начальный дискретный момент вре�
мени k � �. Для этого необходимо найти ковариационные матрицы
двух случайных процессов для моментов времени k � �, описывае�
мых стохастическими дифференциальными уравнениями

q q a q b� � � �
�

�
�

�

� � � � � �� �( ) ( ( ) ( )
( (

t s ds d
t

s

t
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� 	



� 	

W ;

h h a h b� � � �
�

�
�

�

� � � � � �� �( ) ( ( ) ( )
( ( )

t s ds d
t

s

t

� 	 �
� 	

�
�

W ,

где матрицы a
 � , a�� , b
� и b�� имеют размерность ( )M M� .
Такие ковариационные матрицы определяются в результате ре�

шения следующих двух дифференциальных уравнений Ляпунова по
алгоритму, приведенному в монографии [8]:

d t

dt
t t

g
a g g a b b



 
 
 
 
 

�

� � � � � �� � � � � �
( )

( ) ( ) т т ;

d t

dt
t t

g
a g g a b b

�
� � � � � �

�
� � � � � �� � � � � �

( )
( ) ( ) т т .

На втором шаге алгоритма проводится расчет значений ковариа�
ционной матрицы вектора невязок прогноза измерений в соответст�
вии с формулой

M k k k( ( ) ( )) ( ) [ (n n g gn� � � � � � � � �� � � � � � � �т т тB B B B A
 
 � � �1  	( ) ]� � �A1
т ,

где матрицы B
� и B�� имеют размерность ( )M M� .
На третьем шаге выполняется расчет значений вектора первых

J � �
( ) ( )1 q � и матрицы вторых частных производных J � �

( ) ( )2 q � по фор�

мулам (4.41)…(4.49).
На четвертом шаге алгоритма рассчитываются величины двух

векторов q��( )opt ( , )� � f r по формуле q q q� � � �� � �
�� � �( ) ( )

( )[ ( )]opt 0
2 1J

� �J � �
( ) ( )1 q , т.е. определяются оптимальные начальные значения оце�

ниваемых векторов q�f и q�r соответственно при прямой и при об�
ратной фильтрации наблюдаемого случайного процесса.
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Результаты исследования разработанного алгоритма расчета
начальных значений вектора оцениваемых параметров

в уравнениях фильтра Калмана
Исследование разработанного метода расчета начальных значений

вектора оцениваемых параметров в уравнениях фильтра Калмана
проведено с использованием модели траекторных измерений, пока 
занной на рис. 4.2. При этом модель траектории ЛА прикрыта слож 
ными шумами, состоящими из шести компонент с максимальной
амплитудой от 50 до 100 м и временем корреляции от 5 до 1000 с.

На рис. 4.3 на фоне модели траектории ЛА показаны результаты
обработки траекторных измерений при фильтрации с нулевым на 
чальным значением вектора состояния ( )q0 0f � и при фильтрации с
заранее рассчитанным значением вектора q q0 0f f� ( )opt с использова 
нием разработанного алгоритма. Анализ результатов исследований,
приведенных на рис. 4.3, показывает, что фильтрация траекторных
измерений с произвольно выбранным начальным значением оцени 
ваемого вектора состояния динамической модели исследуемого
процесса приводит к грубым ошибкам в оценивании искомых пара 
метров. В то же время использование разработанного алгоритма
расчета начальных значений вектора оцениваемых параметров по 
зволяет рассчитать оптимальное начальное значение этого вектора
q0 f ( )opt для момента времени k �0, а использование его в уравнениях
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Рис. 4.2. Зависимости высоты H полета ЛА от времени t для заданной модели
траектории ЛА и имитируемых траекторных измерений:
1 — модель траектории ЛА; 2 — модель траекторных измерений



фильтра Калмана позволяет с достаточно высокой степенью точно�
сти оценить имитируемую модель траектории полета ЛА.

Таким образом, разработанный методический подход к расчету
начальных значений вектора оцениваемых параметров в уравнениях
фильтра Калмана при послеполетной обработке траекторной изме�
рительной информации позволяет с использованием статистиче�
ской информации о траекторных измерениях и априорных данных о
вероятностных характеристиках наблюдаемого процесса и полезно�
го сообщения провести уточнение начальных значений оценивае�
мого вектора состояния динамической системы. Использование
программного модуля, разработанного на базе предложенного алго�
ритма, позволит повысить точность получаемых оценок параметров
движения ЛА и в целом повысить эффективность систем обработки
траекторной измерительной информации.

4.1.8. Процедура получения сглаженных значений условных
математических ожиданий оцениваемых параметров движения ЛА

по всему объему траекторной измерительной информации

В разд. 1 показано, что условное математическое ожидание
m �s k( ) сглаженной оценки случайного процесса q( )k на момент вре�
мени t k� определяется следующими двумя независимыми оценка�

239

Ïîñëåïîëåòíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ÒÈ

Рис. 4.3. Результаты фильтрации ТИ при нулевом значении вектора q0 f и с уточ�
ненным значением этого вектора на фоне модели траектории ЛА:
1 — модель траектории ЛА; 2 — результаты фильтрации ТИ при q0 0f � ; 3 — ре�
зультаты фильтрации ТИ при q0 0f �



ми. Первая оценка — это значение измерений m :э ( )k , экстраполи 
рованное с момента времени t k� �1 на момент времени t k� , а вто 
рая — оценка прямой фильтрации m :f k( ) на этот же момент
времени, что может быть записано выражением

g g g: : : : : :s s f fk k k k k k
r r

� � �� � � � �1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m mэ э . (4.50)

При проведении обратной фильтрации траекторных измерений
на момент времени t k� существуют две независимые оценки. Пер 
вая оценка — это значение измерений m :э ( )k , экстраполированное
с момента времени t k� �1 на момент времени t k� , а вторая — оцен 
ка единичной фильтрации m :e k( ) на этот же момент времени, т.е.
справедливо соотношение

g g g: : : : : :э э
r r
k k k k k kr r e e

� � �� � � � �1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m ,

где m :эr k( ), g:эr k( ) — соответственно условное математическое
ожидание экстраполированного измерения и его ковариационная
матрица.

Тогда реализуется следующий алгоритм определения значений
условных математических ожиданий m :s k( ) и m*s k( ) соответственно
процессов q( )k и h( )k по всей собранной информации на моменты
регистрации измерений t k� :

m m m: : : : : : :s s f f r r ek k k k k k( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� �g g g g1 1 � �1( ) ( )]k kem : , (4.51)

g g g g: : : :s f r ek k k k( ) [ ( ) ( ) ( )]� � �� � � �1 1 1 1, (4.52)

m H m* :s sk k k( ) ( ) ( )� � �x . (4.53)

Для получения характеристик условного распределения процес 
сов q( )t и h( )t внутри интервала измерения (уравнений интерполя 
ции) был использован следующий подход.

Предположим, что внутри интервала измерений (t q tk k. . �1) по 
лучено дополнительное значение измерения x( )q , описываемое вы 
ражением

x q h( ) ( ) ( ) ( )q q q q� � �H , (4.54)

тогда уравнения для сглаженной оценки (4.51) и (4.52) примут вид

m m m: : : : : :s s f f r rq q q q q q( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � � � � �g g g1 1 � �� � �g: :e eq q1( ) ( )]m ;

g g g g: : : :s f r eq q q q( ) [ ( ) ( ) ( )]� � �� � � � � � �1 1 1 1,

240

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ ÈÈÑ



где временн�е интервалы интерполяции в прямом q � и обратном q �

направлениях задаются формулами

q q tk
� � � ; q t qk

�
�� �1 , (4.55)

а значение m �� ( )q определяется выражением

m a m K A m� � � � ��� 	 �� � � � � � �� 
 � � 
 � 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) (q q q k qx 1 � 	� )].

В этом уравнении компоненты a �� ( )q , K �� ( )q , A1� ( )q рассчитывают�
ся по приведенным выше алгоритмам с временн�ми интервалами
интерполяции, задаваемыми формулами (4.55), и матрицей наблю�
дения H( )q .

Если у дополнительного измерения (4.54) значения элемен�
тов матрицы наблюдения H( )q устремить к нулю (процесс q( )t
становится ненаблюдаемым), то матрица K �� ( )q станет нулевой.
Поэтому предельное значение сглаженной оценки для точки q
можно рассматривать как интерполяционную оценку значе�
ния процесса в этой точке, откуда вытекают следующие форму�
лы для интерполяции процесса q( )k внутри интервала измере�
ний:

m m m� � � � � �I I f f r rq q q q q q( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )� 
 
 � 
� � � � � �g g g1 1 ] , (4.56)

g g g g� � � �I f r eq q q q( ) [ ( ) ( ) ( )]� � �� � � � � � �1 1 1 1, (4.57)

где

m a m� � �f f fq q k( ) ( ) ( )� �� 
 ; (4.58)

m a m� � �r r rq q k( ) ( ) ( )� �� 
 �1 ; (4.59)

g g� � � � � �f f f f f fq q k q q q( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� 
 
 � 
a a b bт т ; (4.60)

g g� � � � � �r r r r r rq q k q q q( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� 
 � 
 � 
a a b b1 т т ; (4.61)

g g� �e q( )�
�� . (4.62)

Таким образом, с использованием приведенных математических
соотношений могут быть получены оптимальные сглаженные зна�
чения условных математических ожиданий оцениваемых парамет�
ров движения ЛА по всей собранной траекторной измерительной
информации.
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4.1.9. Обобщенный алгоритм определения сглаженных оценок
вектора параметров движения ЛА с использованием аппарата

динамической фильтрации

Алгоритм построения сглаженных параметров движения ЛА по
всей собранной траекторной измерительной информации с исполь 
зованием динамической фильтрации состоит в следующем.

Исходными данными алгоритма являются матрица частных про 
изводных H( )k , которая имеет постоянные коэффициенты на огра 
ниченном интервале времени, интервал измерения процесса x( )k ,
число точек интерполяции внутри каждого интервала наблюдения и
зарегистрированный набор измерений ( ( ), , )x k k K�1 .

Результатом выполнения алгоритма является последовательность
оценок вектора состояния стохастической системы траекторных из 
мерений m :s k k K( ), ,�1 , для моментов времени измерений и после 
довательность m :s q q Q( ), ,�1 , для заданных точек интерполяции.

На первом шаге алгоритма формируются матрицы прямых и обра 
щенных СДУ процессов q( )t и h( )t по приведенному выше алгоритму.

На втором шаге строятся матрицы прямых и обращенных рекур 
рентных стохастических уравнений (4.14) с использованием соотно 
шений (4.3) и (4.4) для заданного временного интервала регистра 
ции информации 
t по приведенному выше алгоритму.

На третьем шаге алгоритма по формулам (4.21) и (4.22) определя 
ются матрицы A12 , B:2 , B*2 для уравнения наблюдаемого процесса
траекторных измерений.

На четвертом шаге алгоритма рассчитываются матрицы K :2 , g:2
для системы уравнений фильтрации (4.24) в предположении, что
фильтр вышел в стационарный режим (выполняется условие
g g: : 6� �2 2� 2( ) ( ))k . При этом вначале решается алгебраическое урав 
нение Риккати вида

g g: : : : : : : :2 2 2 2 2 2 2 2
�� � � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( )k k k ka a b b G S1 1т т G:2

т ( )k

при g g: :2 2� �( ) ( )k k 1 ,

где

G b B a A: : : : :2 2 2 2 2 2� � � � �( ) [ ( ) ]k kт тg 1 ;

S B B B B A A: : : * * :2 2 2 2 2 2 2 2� � � � � � �( ) [ ( ) ]k kт т т
1 1g .

Затем определяется матрица K:2 коэффициента усиления фильтра
по соответствующей формуле системы уравнений (4.24).

Матрицы K :e k( ) и g:e k( ) рассчитываются непосредственно по
формулам (4.26).
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На пятом шаге алгоритма проводится расчет двух начальных зна 
чений вектора состояния оцениваемого полезного процесса qA2( )opt .

Затем выполняется обработка собранных измерений по рекуррент 
ным алгоритмам прямой, обратной (4.24) и единичной фильтрации
(4.26) с запоминанием последовательностей значений условных мате 
матических ожиданий m fe k( ), m :r k( ) и m :e k( ), а также соответствую 
щих значений ковариационных матриц g fe k( ), g:r k( ) и g:e k( ).

На следующем шаге алгоритма с использованием полученных
матриц g:2 ( )k , g:e k( ) и g:e k( ) рассчитывается матрица g:s k( ) по
формуле (4.52), а затем проводится обработка по алгоритму, описы 
ваемому формулами (4.51) и (4.53), последовательностей значений
условных математических ожиданий m :f k( ), m :r k( ), m :e k( ), полу 
ченных на предыдущем шаге алгоритма для определения сглажен 
ных значений условных математических ожиданий основного и до 
полнительного случайных процессов. Полученные значения после 
довательностей m :s k( ) и m*s k( ) запоминаются как один из
результатов работы алгоритма.

На последнем шаге алгоритма проводится интерполяция значе 
ний параметров движения ЛА на определенный момент времени
t q� . При этом выполняются следующие действия:

определяются границы временн�го интервала tk , tk�1, где выпол 
няется условие q t tk k5 �[ , ]1 ;

по формулам (4.55) определяются значения временн�х интерва 
лов q � и q �;

рассчитываются компоненты рекуррентных уравнений (4.5) в
прямом направлении времени для интервала q � и обращенных для
интервала времени q �;

проводится оценка значений условных математических ожида 
ний m :f q( )� и m :r q( )� по формулам (4.58) и (4.59), а также ковариа 

ционных матриц g:f q( )� , g:r q( )� и g:e q( )� в соответствии с выраже 

ниями (4.60)…(4.62);
вычисляется значение обобщенной ковариационной матрицы в

соответствии с выражением (4.57);
определяются значения вектора параметров движения ЛА m :I q( ) для

заданных временн�х точек интерполяции по формуле (4.56).
Таким образом, разработанный комплексный алгоритм получе 

ния сглаженных оценок параметров движения ЛА по информации
многоканальных траекторных измерений позволяет определить
оценки условного математического ожидания вектора параметров
движения ЛА в любой заданный момент времени t с учетом всей ап 
риорной информации о вероятностных характеристиках исследуе 
мых случайных процессов траекторных измерений.
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4.2. Метод совместной оптимальной фильтрации несинхронных
во времени разнородных траекторных измерений от наземных

средств и бортовых измерителей перегрузок

4.2.1. Алгоритм оптимальной фильтрации несинхронных во времени
разнородных траекторных измерений

При проведении испытаний сложных технических комплексов
возникает задача совместной статистической обработки траектор 
ной измерительной информации о полете летательного аппарата,
поступающей от наземного траекторного измерительного комплек 
са, и информации о бортовых перегрузках, принимаемой с борта
этого ЛА. Известно, что, учитывая высокую точность измерения
бортовых перегрузок ЛА, получаемых с помощью акселерометров,
можно уточнить оценки значений параметров движения ЛА, полу 
чаемые по информации от наземного траекторного измерительного
комплекса [4, 5].

Однако информация о перегрузках на борту ЛА, передавае 
мая по каналам радиотелеметрии на наземный измерительный
пункт, может иметь существенный временной сдвиг в привязке
ее к единой шкале времени измерительного комплекса [18, 51,
52]. Основными составляющими этого временн�го сдвига меж 
ду отождествленными траекторными измерениями и радиотеле 
измерениями бортовых перегрузок являются время преобразо 
вания телеметрической информации на борту ЛА tз.б, время пе 
редачи телеметрического сигнала с борта ЛА на наземную
приемно регистрирующую радиотелеметрическую станцию
(РТС) tз.р, а также время обработки и декодирования телемет 
рического сигнала на наземной станции tз.н. Причем если пер 
вая и третья составляющие рассматриваемого временн�го сдви 
га измеряются десятками микросекунд, то вторая составляю 
щая в зоне прямой видимости ЛА наземных средств
траекторных измерений и радиотелеизмерений может достигать
десяти и более миллисекунд, что является существенной вели 
чиной.

Отсутствие учета такого временн�го сдвига между отождеств 
ленными траекторными измерениями наземного измерительного
комплекса и измерениями перегрузок на борту ЛА при их совмест 
ной статистической обработке может привести к существенным
погрешностям в оценке вектора параметров движения ЛА. Дейст 
вительно при скорости ЛА, равной 3�103 м/с, он пролетит за 10 мс
расстояние в 30 м и в новой точке траектории его полета значения
перегрузок могут существенно отличаться от предполагаемых рас 
четных значений.
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В связи с этим является актуальным построение алгоритма со�
вместной статистической обработки траекторных измерений от на�
земного траекторного ИК и от бортовых измерителей перегрузок
ЛА, оптимально учитывающего временн�й сдвиг между двумя эти�
ми видами информации, обусловленный временем распростране�
ния радиотелеметрического сигнала от ЛА до наземной радиотеле�
метрической приемно�регистрирующей станции, а также фиксиро�
ванными для каждого типа радиотелеметрических систем
задержками по преобразованию и обработке телеметрического сиг�
нала в бортовой и наземной аппаратуре.

На рис. 4.4 показана схема сбора и статистической обработки
разнородной траекторной измерительной информации в типовой
информационно�измерительной системе.
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Рис. 4.4. Схема сбора и статистической обработки разнородной траекторной из�
мерительной информации:
РЛС ТИ — радиолокационная станция траекторных измерений; ОЭС ТИ — опти�
ко�электронная станция ТИ; РТС — наземная радиотелеметрическая станция;
ОX Y Z1 1 1 — полигонная система координат; ОX Y Z2 2 2 — местная система координат,
в начале которой расположена наземная РТС; � � �x y zk k k( ), ( ), ( ) — текущие значе�
ния перегрузок, действующие на ЛА; Д kРТС( ) — текущая дальность от ЛА до РТС



Для решения поставленной задачи предлагается новый алгоритм
послеполетной совместной статистической обработки траекторных
измерений от наземных средств ТИ и информации от бортовых ак 
селерометров, основанный на теории оптимальной динамической
фильтрации случайных процессов [62].

Для пояснения принципов построения такого алгоритма с
использованием теории частично наблюдаемых случайных про 
цессов проведем вначале синтез оптимального дискретного
фильтра Калмана для обработки в масштабе реального времени
рассматриваемой разнородной траекторной измерительной ин 
формации на фоне коррелированных шумов в предположении,
что траекторная информация от наземных средств и бортовые
измерения перегрузок идеально правильно привязаны к единой
шкале времени.

Синтез такого оптимального дискретного фильтра будем прово 
дить для постоянного интервала измерений 
t0 между соседними
моментами времени поступления разнородной траекторной изме 
рительной информации t k� и t k� �1.

При решении такой задачи наблюдаемый векторный дискретный
процесс измерений x( )k для момента времени t k� может быть пред 
ставлен в виде

x q( ) ( ) ( ) ( )k k k k� � �H l (4.63)

или в развернутой форме
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где x1( )k , x2 ( )k , x3 ( )k — наблюдаемые векторные случайные про 
цессы соответственно измерения параметров положения ЛА,
скоростных параметров ЛА, а также перегрузок по осям скорост 
ной системы координат ЛА, пересчитанных в наземную старто 
вую систему координат; q1( )k , q2 ( )k , q3 ( )k — векторы оценивае 
мых параметров движения ЛА по положению, скорости и по ус 
корению ЛА соответственно, имеющие следующие структуры:
q1( ) [ ]k x y z� т ; q2 ( ) [ � � �]k x y z� т ; q3 ( ) [ �� �� ��]k x y z� т ; H1( )k — матрица
частных производных измеряемых параметров положения ЛА
(например, наклонной дальности до ЛА, угла места, азимута
этого ЛА и т.д.) по соответствующим компонентам вектора q1( )k ;
H2 ( )k — матрица частных производных измеряемых скоростных
параметров (например, скорости изменения радиальной дально 
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сти до ЛА) по компонентам вектора q2 ( )k ; H3 ( )k — матрица вида
H3

1 1 1( )k g g g� � � �diag[ ], g — ускорение свободного падения.
Поскольку с одного комплекта акселерометров снимаются значе 

ния перегрузок: 0 0 0X Y Zk k k* * *( ), ( ), ( ) по осям X Y Z* * *, , скоростной
системы координат, то для использования этой информации в со 
вместной статистической обработке требуется пересчитать эти из 
мерения в земную стартовую систему координат в соответствии с
преобразованием
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где L( )k — текущее дискретное значение угла между вектором ско 
рости ЛА и местной горизонтальной плоскостью (угол наклона тра 
ектории); 6 с ( )k — текущее дискретное значение угла между проек 
цией вектора скорости на местную горизонтальную плоскость и
осью Х стартовой системы координат (угол курса).

Значения углов L( )k и 6 с ( )k снимаются с бортовых гироскопов и
передаются по радиотелеметрическим каналам на наземную прием 
но регистрирующую станцию.

Входящий в выражение (4.63) вектор q( )k оцениваемых парамет 
ров движения ЛА на ограниченном участке траектории полета мо 
жет быть описан во времени рекуррентным стохастическим уравне 
нием вида

q a q e( ) ( ) ( )k k k� � � � �1 1b , (4.64)

где a, b — матрицы, структура которых определяется выбранной мо 
делью движения ЛА в пространстве состояний; e1( )k — многомер 
ный гауссов вектор с независимыми компонентами, имеющими па 
раметры N ( , )0 1 .

Кроме того, М мерный случайный процесс коррелированных во
времени погрешностей средств траекторных измерений l( )k , входя 
щий в выражение (4.63), может быть описан рекуррентным стохас 
тическим уравнением вида

l l r( ) ( ) ( )k k k� � � � �r e1 2 , (4.65)

где r, r — матрицы постоянных коэффициентов размерностью
( )M M" ; e2 ( )k — М мерный гауссов вектор с независимыми компо 
нентами, имеющими параметры N ( , )0 1 .
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Подставив выражения (4.64) и (4.65) в формулу (4.63), получим
выражение для наблюдаемого процесса x( )k

x a q e r e( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k� � � � � � � � � � � �H H b l r1 11 2 . (4.66)

Далее выразим l( )k �1 из формулы (4.65) и подставим в выраже 
ние (4.66).

В результате преобразований получим следующее выражение для
наблюдаемого процесса x( )k :

x q e e( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k� � � � � � � �A A B B0 1 1 1 2 210 , (4.67)

где

A

A H H

B H

0

1

1

1

1

( , ) ( );

( ) ( ) ( );

( ) ( )

k k

k k k

k k

0 � � �
� � � � �
� �

r x

a r

b

B r

;

( ) .2 k �

Тогда для частично наблюдаемого процесса (4.64) и (4.67) алго 
ритм оптимальной фильтрации вектора параметров движения ЛА
будет иметь вид [48, 105]

�( ) �( ) ( ) { ( ) ( ) [ ( ) (q a q x r x a rk k k k k k k� � � � � � � � � � � � �1 1K H H 1 1)] �( )}� �q k .

(4.68)

Коэффициент усиления фильтра K( )k в выражении (4.68) опреде 
ляется следующим образом:

K b b H H H H( ) { ( ) ( ) [ ( ) ( )] } { (k k k k k k� � � � � � � � � � � �т т тa g a r1 1 ) � � "b b т

" � � � � � � � � � � � � �H r r H H H Hт т( ) [ ( ) ( )] ( ) [ ( ) (k k k k k ka r g a r1 1 � �1 1)] }т .

(4.69)

В выражении (4.69) ковариационная матрица g( )k вектора �( )q k
определяется рекуррентным уравнением вида

g a g a a g( ) [ ( ) ] { ( ) ( ) [ ( )k k k k k� � � � � � � � � � � � �1 1т т т тb b b b H H � �a

� � � � � � � � � � � � � �r a rH H b b H r r H H( )] } { ( ) ( ) [ ( ) (k k k k k1 1т т т т )]"

" � � � � � � � � � � � ��g a r a g( ) [ ( ) ( )] } { ( ) ( )k k k k k1 1 11H H b b Hт т т "

" � � � �[ ( ) ( )] }H Hk ka r 1 т т . (4.70)
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Фильтр Калмана, описываемый соотношениями (4.68)…(4.70),
позволяет проводить оптимальную обработку отождествленной раз�
нородной измерительной информации при условии ее синхронного
во времени поступления.

Для оптимальной фильтрации несинхронных во времени разно�
родных траекторных измерений предлагается следующий метод их
обработки, суть которого поясним на примере работы обобщенного
алгоритма, представленного на рис. 4.5.

В блоке 1 алгоритма проводится ввод отождествленной траек�
торной измерительной информации от наземного траекторного из�
мерительного комплекса ( ( )x1 k и x2 ( ))k , а также от бортовых изме�
рителей перегрузок ЛА ( ( ))x3 k , привязанной к местным шкалам
времени. Число дискретных поступлений такой разнородной ин�
формации равно K .

В блоке 2 проводится совместная статистическая обработка
измерений от наземных радиотехнических, радиолокационных и
оптико�электронных средств ТИ ( ( ), , )x1 1k k K� с использовани�
ем оптимального фильтра Калмана, описываемого уравнениями
(4.68)…(4.70). В результате такой обработки оцениваются коор�
динаты ЛА ( ( ), ( ), ( ))x k y k z k1 1 1 для k K�1, в полигонной системе
координат.

В блоке 4 алгоритма проводится пересчет полученных координат
ЛА в местную систему координат OX Y Z2 2 2 расположения наземной
приемно�регистрирующей радиотелеметрической станции в соот�
ветствии со следующим преобразованием:

x k

y k

z k

x k

y k

z k

2

2

2

1

1

1

( )

( )

( )

( )

( )

( )

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� 	
�

�

�
�
�

�

�

M �
�
�



�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

x

y

z

0

0

0

; k K�1, ,

где x k y k z k2 2 2( ), ( ), ( ) — координаты ЛА в системе координат
OX Y Z2 2 2 ; M — матрица разворота осей системы координат OX Y Z1 1 1
по отношению к осям систем OX Y Z2 2 2 ; x y z0 0 0, , — значения базы
между началами двух систем координат.

Тогда расчет временн�х невязок tв.н в привязке траекторной ин�
формации от наземных средств и от измерителей бортовых перегру�
зок к единой шкале времени для момента времени t k� проводится в
соответствии с формулой

t k
x k y k z k

С
t tв.н з.б з.н( )

( ) ( ) ( )
�


 


 
2

2
2
2

2
2

,
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Рис. 4.5. Обобщенный алгоритм статистической обработки разнородной траек�
торной измерительной информации



где tз.б, tз.н — временн�я задержка телеметрического сигнала в бор 
товой и наземной аппаратуре радиотелеметрической системы соот 
ветственно; С — скорость света.

В блоке 6 проводится расчет интервалов предсказания (дис 
кретизации) динамической модели движения ЛА. Так, если
предположить, что отождествленная информация от наземных
средств ТИ поступает с периодом 
t0, а информация о борто 
вых перегрузках имеет задержку, равную t kв.н ( ), то при совмест 
ной обработке этой информации должны рассматриваться сле 
дующие два интервала предсказания для динамической модели
движения ЛА в пространстве состояний: 
t k t k1( ) ( )� в.н и

 
t k t t k2 0( ) ( )� � в.н для k K�1, .

Значение интервала дискретизации 
t k1( ) используется для по 
строения в рекуррентной форме динамической модели движения
ЛА, которая обеспечивает правильное предсказание оценки пара 
метров движения ЛА на момент времени поступления очередного
дискретного значения процесса x3 ( )k , а значение интервала дис 
кретизации 
t k2 ( ) — для построения динамической модели дви 
жения ЛА, обеспечивающей правильное предсказание оценки
вектора �( )q k на момент поступления очередных дискретных зна 
чений процессов x1 1( )k � и x2 1( )k � .

На рис. 4.6 показана временн�я эпюра, отображающая картину
несинхронного во времени приема траекторной измерительной ин 
формации от наземного траекторного ИК и от бортового измерите 
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Рис. 4.6. Временной график регистрации разнородной несинхронной во времени тра�
екторной измерительной информации:

t0 — период следования измерительной информации о положении и скорости
движения ЛА; 
t t ti j1( , ), 
t t ti j2 ( , ) — временн�е сдвиги между моментами времени
поступления измерений о перегрузках ЛА и моментами времени поступления из 
мерительной информации о положении и скорости движения ЛА



ля перегрузок, действующих на ЛА, а также расположение текущих
значений интервалов дискретизации 
t k1( ) и 
t k2 ( ).

В блоках 11 и 12 рассматриваемого обобщенного алгоритма про 
водится формирование рекуррентного уравнения модели движения
ЛА в пространстве состояний вида

q a q e( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t k� � � � �
 
1 1b (4.71)

для текущих значений интервалов дискретизации 
t k1( ) и 
t k2 ( ) ис 
ходя из известной непрерывной модели, которая может быть одно 
значно описана стохастическим дифференциальным уравнением в
интегральной форме вида

q q b( ) ( )t s ds d
t

s

t

� � � �� �а W
0 0

, (4.72)

где а, b — матричные постоянные коэффициенты, характеризую 
щие соответственно детерминированную и стохастическую со 
ставляющие модели движения ЛА; Ws — векторный винеров 
ский процесс.

Для преобразования стохастического дифференциального урав 
нения (4.72) модели движения ЛА в рекуррентное (4.71) воспользу 
емся следующим численным алгоритмом, основанным на свойствах
матричной экспоненты [8, 66].

Исходными данными в алгоритме являются матрицы а и b урав 
нения (4.72), а результатом выполнения алгоритма — матрицы a( )
t
и b( )
t рекуррентного стохастического уравнения (4.71).

Искомые матрицы a и b рекуррентного уравнения (4.71) опреде 
ляются через решения следующих двух матричных дифференциаль 
ных уравнений:

d t

dt
t

F
a F

( )
( )� � при F I( )0 � , (4.73)

d t

dt
t t

l
l l b b

( )
( ) ( )� � � � � �a a т т при l( )0 �0, (4.74)

компоненты которых непосредственно входят в формулы для вы 
числения матриц рекуррентного представления описываемых слу 
чайных процессов вида

a( ) ( )
 
t t� F ; b b( ) ( ) ( )
 
 
t t t� �т l .
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Уравнения (4.73) и (4.74) — хорошо известны в линейной ал 
гебре. Первое уравнение называется уравнением для фундамен 
тальной матрицы линейной системы, а второе получило назва 
ние матричного дифференциального уравнения Ляпунова. Эф 
фективные алгоритмы решения этих уравнений приведены в
работе [8].

Имея рекуррентные модели движения ЛА вида

q a q e1 1 1 11( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t k� � � � �
 
b , (4.75)

q a q e2 2 2 11( ) ( ) ( ) ( ) ( )k t k t k� � � � �
 
b , (4.76)

можно организовать совместную обработку несинхронной во вре 
мени отождествленной разнородной траекторной измерительной
информации с использованием оптимального фильтра Калмана,
описываемого выражениями (4.68)…(4.70), в котором поочередно
используются динамические модели полета ЛА вида (4.75) и (4.76).

Такой вычислительный процесс реализуется блоками 9…15 алго 
ритма, изображенного на рис. 4.5.

Для формирования уравнений оптимальной фильтрации в алго 
ритме поочередной обработки информации от наземных средств
ТИ и от бортовых измерителей перегрузок, которая имеет взаимный
временн�й сдвиг, введем следующие два расширенных случайных
процесса:

x

x

x x

x

н.с б с;( )

( )

( ) ( )

( )
.k

k

k k

k

�
#

$

%
%
%

&

'

(
(
(

�
#

$

%
%
%

1

2

30

0

0

&

'

(
(
(
,

где xн с. ( )k , xб.с( )k — векторные дискретные процессы измерений,
получаемых соответственно от наземных средств траекторного ИК
и от бортовых измерителей перегрузок.

При этом будут рассматриваться две блочные матрицы частных
производных Hн с. ( )k и Hб с. ( )k , первая из которых будет использо 
ваться в уравнении фильтрации при обработке информации назем 
ных средств ТИ, а вторая — при обработке информации, поступаю 
щей от бортовых средств измерения перегрузок. Эти матрицы име 
ют следующую структуру:

H

Н 0 0

0 Н 0

0 0 0

H

0 0 0

0 0 0н с б с;. .( )

( )

( ) ( )k

k

k k�
#

$
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&

'

(
(
(

�
1
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0 0 Н3 ( )k
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'
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(
.
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Считая, что в моменты времени t k� 1 и t k� 2 проводится фильт 
рация траекторной информации от наземных средств ТИ, а в мо 
менты времени t k t� �1 1
 и t k t� �1 2
 обработке подвергается ин 
формация от бортовых измерителей перегрузок, построим два урав 
нения оптимальной фильтрации для таких двух видов входной
информации.

При фильтрации информации от бортовых измерителей перегру 
зок уравнение фильтра Калмана имеет вид

�( ) ( ) �( )q a qt k t t t k� � � � � �1 1 1 1
 


� � � � � � � � � �K1 1 1 1 1 1 2( ){ ( ) ( ). .t k t t k t t k t
 
 
x r xб с б с

� � � � � � � � � �[ ( ) ( ) ( )] �( ). .Н Нб с б сt k t t t k t t k1 1 1 1 2 1
 
 
a r q } . (4.77)

Для фильтрации информации от наземных средств траекторных
измерений используется алгоритм, описываемый уравнением

�( ) ( ) �( )q a qt k t t k t� � � � � �2 2 1 1
 


� � � � � � � � �K Н2 2 2 1 2( ){ ( ) ( ) [ ( ) (. . .t k t k t k t k tx r x aн с н с н с 
 2 )�

� � � � � �r qНн с. ( )] �( )}t k t k t1 1 1
 . (4.78)

В уравнениях (4.77) и (4.78) K1( )k и K2 ( )k — соответствующие ко 
эффициенты усиления фильтров.

Блок 16 алгоритма обеспечивает вывод значений оптимальных
оценок вектора параметров движения ЛА �( )q k для дискретных мо 
ментов времени приема траекторных измерений от наземного ИК и
бортовых измерителей перегрузок, имеющих взаимный временной
сдвиг.

Для данного случая погрешность оценки параметров движения
ЛА с использованием синтезированного фильтра определяется
классическими рекуррентными уравнениями для ковариационной
матрицы g:( )k вектора �( )q k .

4.2.2. Результаты исследования метода совместной
оптимальной фильтрации несинхронных во времени
разнородных траекторных измерений от наземных

средств и бортовых измерителей перегрузок

Представленный алгоритм послеполетной совместной стати 
стической обработки траекторных измерений от наземных
средств ТИ и информации от бортовых акселерометров, имею 
щих взаимный временной сдвиг, построенный на основе теории
оптимальной динамической фильтрации случайных процессов,
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был апробирован путем его программной реализации на персо 
нальной ЭВМ.

Исследование разработанного метода было проведено на приме 
ре совместной обработки измерительной информации от РЛС ТИ
типа «Кама Н» ( ( ), ( ), ( ))Д k k k� 	 и информации от трех акселеро 
метров, установленных на сопровождаемом ЛА в трех взаимно пер 
пендикулярных плоскостях с СКО погрешности измерения ускоре 
ний, равным 0,03 м/с2 и временем корреляции, равным 2,5 с.

Наблюдаемые процессы 0i k( ) в измерительных каналах РЛС ТИ
описываются выражением

0 1 *i i i ik x k k k( ) ( ) ( ) ( )� � � ; i �1 3, . (4.79)

При этом считается, что в каждом измерительном канале наблю 
дения за реальным процессом x ki ( ) аддитивно искажены двумя
типами помех: медленноменяющейся 1 i k( ) и быстроменяющей 
ся *i k( ).

Ковариационные функции этих помех имеют вид

K t
i i

i

t

T
1 1- 1( )

| |

�
�

2 e ; K t
i i

i

t

T
* *- *( )

| |

�
�

2 e .

Параметры стохастических дифференциальных уравнений, опи 
сывающих погрешности РЛС ТИ, приведены в табл. 4.1.

Т а б л и ц а 4 . 1

Параметры погрешностей траекторных измерений РЛС ТИ

Измеряемая
величина

Медленноменяющаяся
составляющая

Быстроменяющаяся
составляющая

СКО по 
грешности

Время корреляции
погрешности, с

СКО по 
грешности

Время корреляции
погрешности, с

Дальность Д 15 м 200 10 м 0,2

Азимут� 3 @ 100 2 @ 0,5

Угол места 	 3 @ 80 1 @ 1,2

Кроме того, при моделировании считалось, что временной сдвиг
между измерениями РЛС ТИ и акселерометров постоянный на всем
интервале измерений и равен 10 мс.

Результаты моделирования приведены на рис. 4.7 и 4.8.
При моделировании использовались два типа фильтра. Первый

тип фильтра, описываемый уравнениями (4.68) и (4.69), предназна 
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чен для оптимальной фильтрации рассматриваемых разнородных
траекторных измерений, которые точно привязаны к единым мо 
ментам времени. Второй тип фильтра, описываемый уравнениями
(4.77) и (4.78), имеет возможность оптимально фильтровать такую
информацию в случае наличия временн�х невязок в ее привязке к
единым моментам времени.

На рис. 4.8 на фоне модели траектории полета ЛА показаны ре 
зультаты обработки траекторных измерений при использовании
двух типов фильтров, которые позволяют оценить преимущества
использования фильтра второго типа для обработки несинхронных
во времени разнородных траекторных измерений.

Количественная оценка преимущества использования фильтра
второго типа в сравнении с фильтром первого типа проводилась в
моменты времени t t t1 2 3, , по значениям СКО погрешности оцени 
ваемого параметра, которые вычислялись по соответствующим ре 
куррентным уравнениям для ковариационной матрицы оценивае 
мого вектора параметров движения ЛА.

Так, для момента времени t t� 2 СКО погрешности оценки высо 
ты полета ЛА для фильтра первого типа составило 8 м, а для фильт 
ра второго типа — 2,7 м.

Анализ данных, приведенных на рис. 4.7, показывает высокую
эффективность синтезированного фильтра для совместной стати 
стической обработки траекторных измерений наземного ИК и бор 

256

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ ÈÈÑ

Рис. 4.7. Зависимость высоты полета ЛА от времени его полета:
1 — модель траектории полета ЛА; 2 — модель измерений РЛС ТИ



товых измерений перегрузок ЛА при наличии временн�го сдвига в
привязке этих измерений к единой шкале времени.

Таким образом, рассмотренный метод оптимальной фильтрации
несинхронных во времени отождествленных разнородных траек"
торных измерений позволяет решить проблемную задачу совмест"
ной статистической обработки разнородных потоков траекторной
измерительной информации, имеющих временн�е невязки в их
привязке к единой шкале времени, а также повысить точность
оценки параметров движения ЛА. Этот метод может получить ши"
рокое применение в современных информационно"измерительных
системах.

Ïîñëåïîëåòíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ÒÈ

Рис. 4.8. Результаты совместной фильтрации измерений РЛС ТИ и трех бортовых
акселерометров:
1 — модель траектории полета ЛА; 2 — результаты обработки измерений фильтром
первого типа при наличии временн�х невязок между измерениями РЛС ТИ и аксе"
лерометров; 3 — результаты обработки измерений фильтром второго типа при нали"
чии отмеченных временн�х невязок; t t t1 2 3, , — наблюдаемые моменты времени



ÌÅÒÎÄÛ È ÀËÃÎÐÈÒÌÛ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

ÒÐÀÅÊÒÎÐÍÛÕ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎ-
ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

5.1. Основные сведения о математическом
моделировании траекторных ИИС

Как известно, при испытаниях сложных техниче 
ских комплексов широкое распространение получило
математическое моделирование как составных частей
этих комплексов, так и условий проведения их испы 
таний.

Кроме того, при испытаниях СТК применяется ма 
тематическое моделирование траекторных информа 
ционно измерительных систем, что позволяет обес 
печить комплексное моделирование испытываемых
на полигонах опытных образцов СТК. Такое модели 
рование может проводиться в целях использования
дополнительной траекторной измерительной инфор 
мации от измерительного комплекса для расширения
границ информационного поля испытываемых образ 
цов СТК [57].

При разработке новых и модернизации существую 
щих средств траекторных измерений для правильного
формирования их облика и выбора правильных тех 
нических решений, а также при проектировании тра 
екторных измерительных комплексов (ТИК) для
обеспечения испытаний образцов СТК необходимо
использовать математические модели средств траек 
торных измерений различных типов, а также модели
траекторных измерительных комплексов.

Применение виртуальных траекторных измери 
тельных комплексов позволяет реализовать новый
подход к априорной оценке точности ТИК, заклю 
чающийся в имитации разнотипными измерительны 
ми средствами идеальных траекторных измерений, в
зашумлении их с параметрами, соответствующими их
паспортным значениям, в совместной обработке мо 
делируемых измерений с использованием реальных
алгоритмов обработки информации, а также оценке
погрешностей вектора оцениваемых параметров дви 
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жения ЛА путем сравнения полученных оценок с параметрами иде 
альной траектории полета ЛА.

Такой подход к априорной оценке точности траекторных изме 
рительных комплексов имеет ряд преимуществ по сравнению с су 
ществующими методиками, поскольку он позволяет:

учитывать параметры моделей движения ЛА и сложную структуру
погрешностей средств траекторных измерений;

использовать реальные алгоритмы совместной обработки траек 
торной измерительной информации, применяемые при испытаниях
конкретных СТК;

проводить глубокий корреляционный анализ погрешностей оцен 
ки траекторным измерительным комплексом параметров движения
летательных аппаратов.

Структура виртуальной траекторной информационно измери 
тельной системы (траекторного измерительного комплекса) приве 
дена на рис. 5.1. Видно, что в состав виртуального траекторного из 
мерительного комплекса входят следующие программные модули:

программный модуль имитации модели движения ЛА, который
генерирует координаты летательного аппарата в полигонной декар 
товой системе координат с формированием в требуемые моменты
времени значений вектора параметров движения ЛА q( )t ;

программный модуль имитации работы радиолокационных средств
траекторных измерений;

программный модуль имитации работы радиотехнических средств
траекторных измерений;

программный модуль имитации работы оптико электронных средств
траекторных измерений;

программный модуль имитации работы бортовых средств траек 
торных измерений;

сменный модуль совместной обработки траекторной измеритель 
ной информации, который выбирается в соответствии с тем алго 
ритмом, который используется при испытаниях того или иного
СТК. На выходе этого модуля наблюдаются текущие значения век 
тора оценки параметров движения ЛА �( )q t .

Кроме того, в составе виртуального траекторного измерительно 
го комплекса предусмотрены блоки ввода значений вероятностных
характеристик погрешностей измеряемых параметров средствами
траекторных измерений, а также точек их стояния в географической
системе координат. Имеется также блок ввода значений параметров
траекторий полета ЛА, к которым относятся:

параметры, определяющие запрограммированный характер по 
лета ЛА;

параметры, определяющие случайный характер полета ЛА, обуслов 
ленный возмущениями гравитационного поля Земли и атмосферы.
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Ниже рассмотрен ряд алгоритмов программных модулей, входя 
щих в состав виртуального траекторного измерительного комплек 
са, в том числе алгоритм кинематической модели движения лета 
тельных аппаратов, обобщенный алгоритм формирования резуль 
татов измерений радиолокационными станциями траекторных
измерений и обобщенный алгоритм формирования результатов из 
мерений оптическими и оптико электронными системами ТИ сле 
дящего и патрульного типа.

5.2. Алгоритм кинематической модели движения
летательных аппаратов

Обычно траектории движения летательных аппаратов описыва 
ются системой нелинейных дифференциальных уравнений, со 
держащих параметры, значения которых, как правило, неизвест 
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Рис. 5.1. Структура виртуальной траекторной информационно�измерительной сис�
темы (траекторного измерительного комплекса)



ны. Это создает трудности для адекватного моделирования про�
цесса полета ЛА.

В случае разработки математических моделей формирования ре�
зультатов измерений различными средствами ТИ достаточно ис�
пользовать кинематические модели движения ЛА, которые описы�
вают движения материальных тел в пространстве без учета их инерт�
ности (массы) и действующих на них сил. В то же время для
имитации кинематической модели движения ЛА необходимо ис�
пользовать ряд исходных данных [25].

Рассмотрим набор исходных данных, используемых при разра�
ботке базовой кинематической модели движения ЛА, который со�
держит следующую информацию:

координаты точек r r R( , )�1 траектории полета ЛА, снятые с то�
пографической карты и заданные в географической системе коор�
динат (Br — широта; Lr — долгота; H r — превышение над эллип�
соидом Красовского);

высоты полета ЛА ( )( )H rЛА над поверхностью Земли для точек
r r R( , )�1 ;

моменты времени tr ( , )r R�1 , соответствующие моментам нахож�
дения ЛА в заданных точках траектории;

координаты начала полигонной системы координат ОX Y Z0 0 0 в
географической системе координат ( , , )B L H0 0 0 , где B0 — широта;
L0 — долгота; H0 — превышение над эллипсоидом Красовского.

На рис. 5.2 показаны исходные данные для построения кинема�
тической модели движения летательного аппарата.

Кинематическая модель движения ЛА может быть построена сле�
дующим образом. Сначала необходимо провести пересчет всех за�
данных точек траектории полета ЛА ( , , , )( )B L H Hr r r rЛА в полигон�
ную систему координат ОX Y Z0 0 0 для r R�1, . Пересчет проводится в
соответствии с преобразованием
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, (5.1)

где x y zr r r
0 0 0, , — координаты ЛА в полигонной системе координат

ОX Y Y0 0 0 ( , )r R�1 ; x y zr r r, , — координаты ЛА в местных географи�
ческих системах координат, начала которых находятся в точках
проекций ЛА на поверхность Земли ( , )r R�1 ; m m m m11 12 13 21, , , ,
m m m m m22 23 31 32 33, , , , — коэффициенты матрицы разворота мест�
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ных географических систем координат, начала которых находятся
в точках проекций ЛА на поверхность Земли; x y zr r r0 0 0, , — зна 
чения баз между местными географическими системами коорди 
нат, начала которых находятся в точках проекций ЛА на поверх 
ность Земли, и полигонной системой координат ОX Y Z0 0 0 для то 
чек r R�1, .

Поскольку для нашего случая пересчет координат заданных то 
чек траектории полета ЛА в полигонную систему координат сводит 
ся к определению базы между полигонной системой координат
ОX Y Z0 0 0 и местными географическими системами координат, нача 
ла которых находятся в точках проекций ЛА на поверхность Земли,
то выражение (5.1) примет вид
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где коэффициенты матрицы базы определяются из следующих соот 
ношений:
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Рис. 5.2. Исходные данные для построения кинематической модели движения ЛА
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� � � � �( sin sin ) cos ( ) ;( )ЛА
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Радиусы кривизны Земли N Nr0, определяются следующими фор 
мулами:

N
R

e B
0 2 2

0
1 21

�
�

з

( sin ) /
; N

R

e B
r

r

�
�

з

( sin ) /1 2 2 1 2
,

где Rз — усредненный радиус Земли, Rз � 6378245 м; e — эксцентри 
ситет эллипсоида, e � 0,0066934216.

Поскольку каждой точке траектории полета ЛА с координатами
x y zr r r

0 0 0, , в системе координат ОX Y Z0 0 0 соответствует момент вре 

мени tr ( , )r R�1 , то можно провести аппроксимацию траектории по
времени t для каждой из координат.

Анализ траекторий полета ЛА показал, что для обеспечения вы 
сокой точности аппроксимации траекторий при построении их ма 
тематических моделей достаточно использовать полиномы от треть 
ей до шестой степени. Для упрощения вычислений выберем поли 
ном третьей степени вида

A( )t a tn
n

n

�
�
�

0

3

.

Коэффициенты полинома an определяются из матричного урав 
нения

T T A Tт т� � � � �� ( ); ...Y t r Rr 1 , (5.4)

где �A, Y( )tr — вектор оценок коэффициентов полинома и вектор ко 
ординат точек траектории ЛА в полигонной системе координат со 
ответственно, которые имеют следующий вид:

� � � � � [ ( ) ( ) ( )]A т т[ ];� � �a a a a t t tR0 1 2 3 0 1 1Y 6 6 6… ;
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T — матрица, имеющая структуру
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Введя обозначения B T T� 
т ; D T H� 
т , из выражения (5.4) полу�
чим соотношение

�A B D� 
�1 . (5.5)

При решении матричного уравнения (5.5) для трех координат мо�
гут быть получены следующие аппроксимационные зависимости:

�( ) �x t a tnx
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3

; �( ) �y t a tny
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�

0

3

; �( ) �z t a tnz
n

n

�
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0

3

. (5.6)

Значения проекций вектора скорости ЛА на оси полигонной сис�
темы координат могут быть определены путем дифференцирования
по времени выражений (5.6).

Таким образом, можно получить аналитические зависимости,
определяющие траектории движения рассматриваемых летательных
аппаратов.

На рис. 5.3 представлен обобщенный алгоритм программного
модуля формирования кинематической модели движения ЛА.

В блоке 1 этого алгоритма вводятся следующие исходные данные:
координаты точек r r R( , )�1 траектории полета ЛА, снятые с то�

пографической карты и заданные в географической системе коор�
динат (Br — широта; Lr — долгота; H r — высота превышения над
эллипсоидом Красовского);

высота полета ЛА H rЛА( ) над поверхностью Земли для точек
r r R( , )�1 ;

моменты времени tr ( , )r R�1 , соответствующие моментам нахож�
дения ЛА в заданных точках траектории;

координаты начала полигонной системы координат ОX Y Z0 0 0 в
географической системе координат ( , , )B L H0 0 0 .

В блоке 2 проводится пересчет координат всех точек траектории
полета ЛА ( , , )( )B L H Hr r r r� ЛА в полигонную систему координат.

В блоке 3 проводится аппроксимация координат точек тра�
ектории полета ЛА с использованием математических полино�
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Рис. 5.3. Обобщенный алгоритм программного модуля формирования кинематиче�
ской модели движения ЛА



мов различных степеней с применением метода наименьших
квадратов.

Блоки 4…6 алгоритма обеспечивают генерирование значений ко 
ординат траектории ЛА в любой момент времени t.

В блоке 7 обеспечивается вывод значений координат точек траек 
тории полета ЛА в полигонной системе координат на любой момент
времени в требуемом формате.

5.3. Комплекс алгоритмов формирования результатов измерений
радиолокационными станциями траекторных измерений

5.3.1. Обобщенный алгоритм формирования результатов измерений
радиолокационными станциями траекторных измерений

Составной частью виртуального траекторного измерительного
комплекса является алгоритм формирования результатов измере 
ний радиолокационными станциями траекторных измерений.

Основными функциями РЛС ТИ, которые должны имитировать 
ся алгоритмом формирования результатов измерений этими стан 
циями, являются:

априорная оценка дальности обнаружения ЛА как в режиме ра 
боты с активным ответом, так и в режиме локации объектов без бор 
тового приемоответчика;

априорная оценка зоны наблюдения ЛА радиолокационной стан 
цией для заданной траектории полета этого объекта;

генерирование в цифровом виде идеальной выходной измери 
тельной информации о наклонной дальности до ЛА, азимуте, угле
места этого аппарата, а также о радиальной скорости движения ап 
парата с заданным периодом повторения;

зашумление идеальных измерений РЛС ТИ сигналами с парамет 
рами, соответствующими паспортным значениям вероятностных
характеристик погрешностей измерения станцией траекторных па 
раметров.

Обобщенный алгоритм формирования результатов измерений
радиолокационными станциями ТИ должен реализовываться с по 
мощью следующих программных модулей:

оценки дальности обнаружения и автоматического сопровожде 
ния летательных аппаратов радиолокационными станциями ТИ в
режиме активного запроса, когда на борту испытываемых ЛА уста 
навливаются специальные приемоответчики;

оценки дальности обнаружения и автоматического сопровожде 
ния летательных аппаратов радиолокационными станциями ТИ при
отсутствии бортового приемоответчика;

оценки зоны наблюдения летательных аппаратов РЛС ТИ;

266

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ ÈÈÑ



формирования идеальных траекторных измерений радиолокаци 
онными средствами ТИ;

формирования реальных траекторных измерений радиолокаци 
онными средствами ТИ с паспортными значениями вероятностных
характеристик погрешностей измерений.

Реализующий рассмотренные функции алгоритм работы РЛС
ТИ по формированию результатов траекторных измерений приве 
ден на рис. 5.4.
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Рис. 5.4. Обобщенный алгоритм работы РЛС ТИ по формированию результатов
траекторных измерений



В блоке 1 алгоритма вводятся исходные данные, к числу которых
относятся радиолокационные характеристики ЛА, ряд технических
характеристик РЛС ТИ, а также координаты точки ее стояния в гео 
графической системе координат.

В блоке 2 проводится расчет максимальной дальности обнаруже 
ния конкретного ЛА для режимов наличия и отсутствия бортового
приемоответчика.

В блоке 4 рассчитываются координаты для k й точки траектории
полета ЛА в системе координат точки стояния РЛС ТИ.

В блоках 5…7 проверяются условие нахождения ЛА в зоне наблю 
дения РЛС ТИ по дальности, а также возможность систем автосопро 
вождения летательных аппаратов по углу места, азимуту и дальности.

В блоке 9 алгоритма формируются идеальные траекторные изме 
рения радиолокационным средством траекторных измерений путем
генерирования с заданным темпом данных о дальности до ЛА, ази 
муте и угле места этого аппарата.

В блоке 10 формируются реальные значения измеряемых парамет 
ров с паспортными значениями вероятностных характеристик по 
грешностей измерений этих параметров. Это делается путем сумми 
рования значений идеальных измерений с паспортными значениями
погрешностей измерения первичных выходных параметров РЛС ТИ.

Блок 12 обеспечивает вывод значений измеряемых параметров
РЛС ТИ, таких как наклонная дальность до ЛА, азимут и угол
места этого аппарата, а также радиальная скорость его движения
( , , , � )D DЛА ЛА ЛА ЛА� 	 .

5.3.2. Алгоритм программного модуля оценки максимальной
дальности обнаружения ЛА радиолокационными станциями

траекторных измерений

Под дальностью действия РЛС ТИ понимают максимальное рас 
стояниеD D� max , на котором принимаемый сигнал достигает мини 
мально допустимого (порогового) уровня P Pс сmin

� , еще достаточно 
го для выполнения системами станции основных функций с качест 
венными показателями не хуже заданных.

Поскольку радиолокационные станции траекторных измере 
ний имеют возможность работать в режиме с активным ответом,
а также в режиме без использования бортового приемоответчи 
ка, то рассмотрим расчет максимальной дальности действия ра 
диолиний, применяемых в РЛС ТИ для двух таких режимов [33,
75, 83, 89, 101].

Предположим, что в радиолинию связи излучаются радиоволны
длиной ; и, мощность излучаемых передающей антенной колебаний
равна Ри, коэффициент усиления передающей антенны —Gи, коэф 
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фициент усиления приемной антенны — Gп, а чувствительность
приемника (мощность порогового сигнала) — Рсmin

.
Плотность потока мощности П , создаваемого излучаемым сигна 

лом в месте расположения приемной антенны, на расстоянии D от
передающей антенны находится по формуле [69, 75]

П
Р G

D
� и и

4 2�
,

а мощность сигнала в приемной антенне Рс определяется как

Р ПА
Р G А

D

Р G G

D
с п

и и п и и п и� � �
4 42

2

2 2�
;

�( )
,

где А Gп и п�; �2 4/ ( ) — эффективная площадь приемной антенны.
При увеличении дальности D мощность принимаемого сигнала

падает и достигает порогового уровня P Pc c min
� , ограничивающего

максимальное значение дальности радиолинии, определяемой как

D
Р G G

Р
max

и и п и

сmin

�
;

�

2

24( )
. (5.7)

Мощность Pcmin
должна быть достаточной для извлечения инфор 

мации с заданной достоверностью при наличии помех, включая и
собственный шум приемника, приведенный к его входу.

Рассмотрим структуру радиолинии РЛС ТИ с активным ответом.
Радиолиния с активным ответом (рис. 5.5) состоит из двух радиоли 
ний связи: линии запроса и линии ответа.
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Рис. 5.5. Структура радиолинии с активным ответом



Для каждой радиолинии связи можно найти максимальную
дальность действия по формуле (5.7), присвоив параметрам, от 
носящимся к линиям запроса и ответа, соответствующие индек 
сы [75, 84, 89]:

D
Р G G

Р
з

и з и з п з и з

сзmin

max ( )
�

;

�

2

24
, (5.8)

D
Р G G

Р
о

ио ио по ио

со
max

min

�
;

�

2

24( )
. (5.9)

Результирующая дальность действия системы определяется ра 
диолинией с меньшей дальностью действия. Обычно стремятся
сделать каналы запроса и ответа одинаково надежными, а систе 
му — сбалансированной, т.е. обеспечить D Dз оmax max

� .
Если в запросчике и ответчике для передачи и приема ис 

пользуют одну антенну, а частоты запросного и ответного сиг 
налов близки, т.е. �и з F ;и о, то G Gи з поF и G Gп з иоF и, следова 

тельно, G G G Gи з п з ио по� F � . Отсюда найдем условие баланса сис 
темы:

Р

Р

Р

Р
и з

сз

ио

соmin min

F .

Рассмотрим структуру радиолинии РЛС ТИ без использова 
ния бортовых приемоответчиков. В этом случае ответный сигнал
создается при рассеянии радиоволн облучаемым объектом с
ЭПР, равной -ц, а запросчиком является передатчик РЛС ТИ
или радиовысотомера. Предположим, что РЛС излучает зонди 
рующий сигнал мощностью Pи, коэффициент усиления ее пере 
дающей антенны равен Gи, приемной антенны — Gп, эффектив 
ная площадь приемной антенны определяется соотношением
А Gп и п�; �2 4/ ( ), а чувствительность приемника равна Pcmin

. При

расстоянии от РЛС ТИ до цели, равном D, плотность потока

мощности у цели определяется как П
Р G

D
1 24
� и и

�
, а мощность, пе 

рехватываемая целью, равна [14, 75]

P П
Р G

D
1 1 24
� �-

-
�

ц
и и ц .
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Если вся эта мощность рассеивается целью изотропно, то плот�
ность потока мощности у антенны РЛС на расстоянииD от цели оп�
ределяется как

П
Р

D

Р G

D
2

1
2 2 44 4

� �
�

�
�
и и ц

( )
,

а мощность сигнала в антенне РЛС ТИ определяется соотноше�
нием

Р П А
Р

D

Р G А

D

Р G G

D
с п

и и ц п и и п и ц� � � �2
1
2 2 4

2

3 44 4 4�
�

�
� �

�( ) ( )
.

При увеличении дальностиD мощность сигнала Pc падает, дости�
гая порогового уровня P Pc cmin� при

D D
Р G G

Р
� �max

и и п и ц

сmin

� �
�

2

3
4

4( )
. (5.10)

Выражение (5.10) отражает связь дальности действия РЛС
ТИ с ее основными параметрами и ЭПР цели �ц. Параметры
Pcmin и �ц имеют статистический характер и зависят от многих
факторов.
Необходимо отметить, что в рассмотренном основном уравнении

радиолокации (5.10) не учитываются потери при распространении
сигнала, потери в антенно�фидерном и других устройствах РЛС при
формировании, приеме и обработке сигнала.
Рассмотрим алгоритм программного модуля оценки макси�

мальной дальности обнаружения летательного аппарата радио�
локационными станциями траекторных измерений. Такой алго�
ритм имеет две основные ветви, а его структура представлена на
рис. 5.6.
В блоке 1 алгоритма вводятся исходные данные, в число которых

входят:
Риз — мощность излучения передатчика РЛС ТИ;
Рио — мощность излучения передатчика бортового ответчика;
Gиз — коэффициент усиления антенны РЛС ТИ при излучении

сигнала запроса;
Gпз — коэффициент усиления антенны РЛС ТИ при приеме сиг�

нала от ответчика;
� из — длина волны, излучаемой передатчиком РЛС ТИ;
� ио — длина волны, излучаемой передатчиком бортового ответ�

чика;
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Рис. 5.6. Обобщенный алгоритм программного модуля оценки максимальной дально�
сти обнаружения ЛА радиолокационными станциями траекторных измерений



Gио — коэффициент усиления антенны бортового ответчика при
излучении сигнала;

Gпо — коэффициент усиления антенны бортового ответчика при
приеме сигнала от РЛС ТИ;

Ри — мощность передатчика РЛС ТИ при работе с пассивным от!
ветом;

Gи — коэффициент усиления антенны РЛС ТИ при излучении
сигнала при работе с пассивным ответом;

Gп — коэффициент усиления антенны РЛС ТИ при приеме сиг!
нала при работе с пассивным ответом;

�ц — площадь эффективной отражающей поверхности цели;
hА — высота подъема антенны РЛС над поверхностью Земли;
H ц — высота полета цели;
Рс зmin

— чувствительность приемника РЛС ТИ;
Рc оmin

— чувствительность приемника бортового ответчика.
В случае работы РЛС ТИ с активным ответом включается левая

ветвь алгоритма. При этом в блоке 3 проводится оценка максималь!
ной дальности радиолинии запроса Dз max , а в блоке 4 — оценка мак!
симальной дальности радиолинии ответа Domax .

В блоке 5 алгоритма проводится оценка максимальной дальности
сопровождения ЛА из условия

D D Dmax ( ) min{ , }
max max1 � з o .

В блоке 6 алгоритма проводится проверка условия работы РЛС ТИ
на малых углах места. В случае работы РЛС ТИ на больших углах
места в блоке 8 проводится присвоение D Dmax max( )� 1 , а блок 15 обес!
печивает вывод результатов расчета значений максимальной дально!
сти обнаружения РЛС ТИ летательного аппарата конкретного класса.

При работе РЛС ТИ на малых углах места в блоке 7 алгоритма
проводится оценка дальности прямой видимости ЛА Dr по фор!
муле

D
R

H hr A� �
8

3
з

ц( ), (5.11)

где H ц — высота полета цели; hA — высота подъема антенны; RЗ —
радиус Земли.

В блоке 8 проводится оценка максимальной дальности сопрово!
ждения ЛА из условия D D Drmax max( )min{ , }� 1 .

В случае работы РЛС ТИ с пассивным ответом включается правая
ветвь алгоритма. При этом в блоке 10 алгоритма проводится оценка
максимальной дальности сопровождения ЛА в пассивном режиме
работы Dпmax , а в блоке 12 делается присвоение D Dmax max

� п и далее,
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в блоке 15, обеспечивается вывод результатов расчетов значений
максимальной дальности сопровождения РЛС ТИ летательного ап�
парата.
В случае работы РЛС ТИ на малых углах места в блоке 13 алго�

ритма проводится оценка дальности прямой видимости ЛА Dr . Да�
лее, в блоке 14, проводится оценка максимальной дальности сопро�
вождения ЛА из условия

D D Drmax min{ , }� п ,

а блок 15 обеспечивает вывод результатов расчетов значений макси�
мальной дальности сопровождения РЛС ТИ для рассматриваемого
летательного аппарата.

5.3.3. Алгоритм программного модуля оценки зоны наблюдения
ЛА радиолокационными станциями траекторных измерений

следящего типа

При разработке алгоритма программного модуля оценки зоны
наблюдения ЛА радиолокационными станциями траекторных изме�
рений следящего типа необходимо иметь координаты точек траек�
торий полета этих аппаратов в местных географических системах
координат рассматриваемых РЛС ТИ.
Зону наблюдения РЛС ТИ можно представить в виде полу�

сферы с радиусом Dmax (рис. 5.7). При этом необходимо рас�
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Рис. 5.7. Система координат для оценки зоны сопровождения РЛС ТИ следящего типа



смотреть два варианта прохождения зоны РЛС ТИ летательным
аппаратом.

Первый вариант (траектория № 1) предполагает вход ЛА в зону
наблюдения радиолокационным средством траекторных измерений
и выход из нее на высотах, превышающих высоты закрытия hз , оп 
ределяемые углами закрытия из за кривизны поверхности Земли и
дальней зоной обнаружения РЛС ТИ. В этом случае для каждой i й
точки траектории полета ЛА вычисляется расстояниеDi от этой точ 
ки до точки стояния РЛС ТИ по формуле

D x y zi i i i� � �2 2 2 ; i I�1, , (5.12)

где x y zi i i, , — координаты i й точки траектории полета этого ЛА в
местной географической системе координат рассматриваемой РЛС
ТИ.

Далее проводится сравнение расстоянияDi с максимальной даль 
ностью обнаружения РЛС ТИ Dmax и принимается одно из следую 
щих двух условий:
D Di � max — ЛА не находится в зоне наблюдения РЛС ТИ;
D Di � max — ЛА находится в зоне наблюдения РЛС ТИ.
Второй вариант (траектория № 2) предполагает вход ЛА в зону

наблюдения радиолокационным средством траекторных измере 
ний или выход из нее на высотах, не превышающих высоты за 
крытия hз . Данный вариант соответствует полету целей на малых и
предельно малых высотах. При этом для i й точки траектории по 
лета ЛА и для конкретного средства ТИ проверяется выполнение
условия yi . 0. В случае выполнения такого условия РЛС ТИ не на 
блюдает цель и выдачи траекторной информации с этой станции
не производится.

При выполнении условия yi � 0 и при расстоянии от рассмат 
риваемой точки траектории, меньшем Dmax ( )maxD Di � , ЛА войдет
в зону наблюдения РЛС ТИ. Цель будет оставаться в зоне наблю 
дения РЛС ТИ до тех пор, пока модуль вектора S будет меньше
величины Dmax , а также при выполнении условия yi � 0. При этом
модуль вектора S для траектории № 2 рассчитывается по формуле

| |S x y zi i i i� � �2 2 2 ; i I�1, .
В общем случае при подлете ЛА к зоне обнаружения и сопровож 

дения РЛС ТИ одновременно должны работать два алгоритма,
предполагающих отработку варианта № 1 и варианта № 2 прохож 
дения зоны РЛС летательным аппаратом.

Кроме того, при проверке наблюдаемости ЛА радиолокационной
станцией траекторных измерений следящего типа необходимо срав 
нить потенциальные возможности автоматической системы РЛС
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ТИ по сопровождению ЛА на траектории его полета по углам и по
дальности с реальными значениями скоростей и ускорений измене�
ния угла места и азимута ЛА, а также скорости изменения дальности
до этого аппарата. При этом возможность автоматического сопро�
вождения ЛА определяется следующими условиями:

V V� �РЛС
�

max
; V V� �РЛС

�
max
;

� �
max

V V� �РЛС
� ; � �

max
V V� �РЛС

� ; (5.13)

V VD DРЛС
�

max
,

где V�РЛС , V�РЛС — реальные значения скоростей изменения соот�

ветственно азимута и угла места сопровождаемого РЛС летатель�
ного аппарата; �V�РЛС ,

�V�РЛС — реальные значения ускорений изме�

нения соответственно азимута и угла места сопровождаемого РЛС
летательного аппарата; VD РЛС

, VDmax — соответственно реальное

значение скорости изменения дальности до ЛА и значение ТТХ
по максимальной скорости изменения дальности для автоматиче�
ской системы сопровождения РЛС ТИ; V�max , V�max — значения

ТТХ автоматической системы сопровождения РЛС ТИ по макси�
мальным скоростям сопровождения целей соответственно по ази�
муту и по углу места; �

max
V� , �

max
V� — значения ТТХ автоматической

системы сопровождения РЛС ТИ по максимальным ускорениям
сопровождения целей РЛС ТИ соответственно по азимуту и по
углу места.
При выполнении перечисленных условий будут обеспечиваться

наблюдаемость и осуществляться автоматическое сопровождение
РЛС ТИ летательных аппаратов на траекториях их полета.
На рис. 5.8 представлен обобщенный алгоритм программно�

го модуля оценки зон наблюдения летательных аппаратов ра�
диолокационными средствами траекторных измерений следя�
щего типа.
В блоке 1 алгоритма вводятся следующие исходные данные:
x y z i Ii i iпол пол пол, , ( , )�1 — координаты точек траектории полета

ЛА в полигонной системе координат;
Dmax — максимальная дальность сопровождения РЛС ТИ лета�

тельного аппарата;
V V VD� �, , — скорости изменения измеряемых РЛС ТИ парамет�

ров (азимута, угла места, дальности);
� , �V V� � — ускорения изменения измеряемых РЛС ТИ параметров

(азимута, угла места).
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Рис. 5.8. Обобщенный алгоритм программного модуля оценки зоны наблюдения ЛА
радиолокационными средствами траекторных измерений следящего типа



Далее, в блоке 2, проводится пересчет координат точек траекто�
рии ЛА из полигонной системы координат в местную географиче�
скую систему координат стояния РЛС ТИ (формулы пересчета при�
ведены в следующем подразделе).
Поскольку пролет ЛА через зону сопровождения РЛС ТИ может

проходить по двум основным вариантам, описанным выше, то алго�
ритм оценки зоны наблюдения летательных аппаратов радиолока�
ционными средствами траекторных измерений следящего типа в зо�
не их обзора имеет две основные ветви. Поэтому в блоке 3 алгорит�
ма проводится проверка условия H hЛА з� .
В блоке 4 для каждой точки траектории полета ЛА вычисляется

расстояние от этой точки до точки стояния РЛС ТИ, а в блоке 5
проводится сравнение расстояния Di с максимальной дальностью
обнаружения РЛС ТИ Dmax , т.е. проверяется условие D Di � max .
В случае выполнения этого условия в блоке 6 проводится провер�
ка возможности автоматического сопровождения РЛС ТИ лета�
тельного аппарата по азимуту, углу места и дальности путем про�
верки выполнения условий (5.13). В случае невыполнения усло�
вий, проверяемых в блоке 6, принимается решение о том, что ЛА
не сопровождается РЛС ТИ.
В случае выполнения условий (5.13) управление передается на

блок 8, в котором проводится генерирование выходной измеритель�
ной информации РЛС ТИ.
При невыполнении условия, проверяемого в блоке 3, управление

передается на блок 9, в котором проверяется условие yi � 0. При вы�
полнении этого условия принимается решение о том, что летатель�
ный аппарат не сопровождается РЛС ТИ. В противном случае про�
веряется дополнительное условие D Di � max . При выполнении этого
условия можно констатировать факт попадания ЛА в зону сопрово�
ждения РЛС ТИ.
В блоке 11 алгоритма проводится вычисление для каждой точ�

ки траектории полета ЛА модуля вектора S по формуле

| |S x y zi i i i� � �2 2 2 , i I�1, . При этом, если выполняется условие

| | maxS Di � , то ЛА продолжает полет в зоне наблюдения РЛС ТИ.
В этом случае в блоке 13 проводится проверка возможности ав�
томатического сопровождения РЛС ТИ летательного аппарата
по азимуту, углу места и дальности путем проверки выполнения
условий (5.13). Если в блоке 13 принято положительное реше�
ние, то управление передается на блок 8, в котором проводится
генерирование выходной измерительной информации РЛС ТИ.
На этом обобщенный алгоритм оценки зон наблюдения лета�
тельных аппаратов радиолокационными средствами траекторных
измерений следящего типа заканчивает свою работу.
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5.3.4. Алгоритм программного модуля формирования выходной
траекторной измерительной информации радиолокационной

станции троекторных измерений

Алгоритм программного модуля формирования выходной траек 
торной измерительной информации РЛС ТИ реализует функции ге 
нерирования с заданным темпом идеальных значений параметров,
измеряемых РЛС, а также формирования реальных (зашумленных)
измерений с погрешностями, соответствующими вероятностным
характеристикам погрешностей, записанных в паспорте для кон 
кретного типа РЛС ТИ.

Для разработки алгоритма формирования выходной траекторной
измерительной информации РЛС ТИ используется комплекс сис 
тем координат, приведенный на рис. 5.9. На этом рисунке показана
полигонная система координат ОX Y Z0 0 0, а также три местных сис 
темы координат (ОX Y Z1 1 1, ОX Y Z2 2 2 , ОX Y Z3 3 3 ), начала которых рас 
положены в точках стояния трех РЛС ТИ.

Для построения математической модели формирования идеаль 
ных выходных траекторных измерений средствами ТИ проводится
пересчет координат точек траектории полета ЛА из полигонной
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Рис. 5.9. Комплекс систем координат для построения алгоритма формирования
выходной траекторной измерительной информации РЛС ТИ
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ного средства в соответствии с преобразованием

x t

y t

z t

m m m

m m m

m m

n

n

n

( )

( )

( )

#

$

%
%
%

&

'

(
(
(
�

11 12 13

21 22 23

31 32 m

x t

y t

z t

x

y

z

n

n

n33

0

0

0

#

$

%
%
%

&

'

(
(
(
�
#

$

%
%
%

&

'

(
(
(
�
#�( )

�( )

�( ) $

%
%
%

&

'

(
(
(
, (5.14)

где x y zn n n0 0 0, , — коэффициенты базы между местными географи 
ческими системами координат, начала которых находятся в точках
стояния РЛС ТИ, и полигонной системой координат ОX Y Z0 0 0 .

Коэффициенты матрицы разворота осей n й системы координат
относительно системы координат ОX Y Z0 0 0 в выражении (5.14) опре 
деляются следующим образом [8]:

m B L B L B L B L Bn n n11 0 0 0 0 0� � �sin cos sin cos sin sin sin sin cos n

n n n n

B

m B L B L B L L

cos ;

sin cos cos cos sin sin sin co
0

12 0 0 0� � � s cos sin ;

sin cos sin sin sin cos

B B B

m B L L B L L
n

n n n n

0 0

13 0 0

�
� � ;

m B L B L B L B Ln n n n21 0 0 0 0� � � �cos cos sin cos cos sin sin sin cos B B

m B L B L B L B
n

n n n n

cos ;

cos cos cos cos cos sin cos si
0

22 0 0 0� � n sin sin ;L B Bn0 0�

m B L L B L Ln n n23 0 0 0� � �cos cos sin cos sin cos ; (5.15)
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m L B
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� �
� �

sin cos sin sin sin cos ;

sin cos 0 0 0

33 0 0

cos cos cos sin ;

sin sin cos cos .

L L B L

m L L L L
n n

n n

�
� �

Элементы матрицы базы в выражении (5.14) определяются с по 
мощью формул

x e N B N B B N H m

y e N

n n n n

n n

0
2

0 0 0 0 12

0
2

� � � �

�

( sin sin ) cos ( ) ;

( sin sin ) sin ( ) ( );

( )

B N B B N H m N H

z N H m
n n n n

n

� � � � �
� �

0 0 0 0 22

0 0 0 32 .

(5.16)

Текущие значения азимута, угла места и дальности до ЛА для
n го измерительного средства определяются по формулам

�n
n

n

t
z t

x t
( )

( )

( )
� arctg , (5.17)
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	1( )
( )

[ ( ) ( )] /
t

y t

x t z t
n

n n

�
�

arctg
2 2 1 2

, (5.18)

D t x t y t z tn n n n( ) [ ( ) ( ) ( )] /� � �2 2 2 1 2 . (5.19)

Текущие значения направляющих косинусов для РЛС, имеющих
фазометрические измерительные базы (типа «Вега»), определяются
выражениями

K t x t D t K t z t D tx n n z n n( ) ( )[ ( )] ; ( ) ( )[ ( )]� �� �1 1. (5.20)

Для оценки возможностей РЛС ТИ по автоматическому сопро 
вождению ЛА на траекториях их полета необходимо рассчитать
значения возможных скоростей изменения измеряемых парамет 
ров по углам и по наклонной дальности до ЛА и сравнить их
с тактико техническими характеристиками автоматических сис 
тем слежения РЛС ТИ. Такие оценки находятся путем дифферен 
цирования по времени правых частей соотношений (5.17)…
(5.19). В результате дифференцирования получим следующие вы 
ражения:
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(5.21)

Для оценки значений возможных скоростей изменения направ 
ляющих косинусов воспользуемся формулами
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(5.22)

В этих формулах значения � ( )x tn , � ( )y tn и � ( )z tn определяются в соот 
ветствии с выражениями
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(5.23)

Для создания эффекта работы реальных радиолокационных
средств ТИ при моделировании на идеальную выходную измери 
тельную информацию РЛС должны накладываться помехи, что 
бы создать эффект наличия погрешностей, вносимых в измере 
ния средствами траекторных измерений. При этом должна учи 
тываться следующая информация о погрешностях измерений
средствами ТИ:

дисперсии погрешностей измерений выходных параметров;
времена корреляции выходных измерений как по быстроменяю 

щейся, так и по медленноменяющейся составляющим погрешности
средств траекторных измерений.

Для придания результатам траекторных измерений характера
случайности используется блок зашумления идеальных измере 
ний со значениями вероятностных характеристик погрешно 
стей ТИ, присущих конкретным средствам траекторных изме 
рений.

В практике полигонных испытаний принимается, что погрешно 
сти траекторных измерений могут быть описаны стационарными
случайными процессами. В этом случае случайные процессы по 
грешностей ТИ имеют ковариационную функцию K ( ), следующего
вида [48]:

K T( )
| |

, -
,

�
�

2 e , (5.24)

где -2 — дисперсия стационарного случайного процесса погрешно 
сти траекторных измерений; T — время корреляции случайного
процесса погрешности траекторных измерений.

В этом случае одномерный случайный процесс коррелированно 
го шума измерений *( )t можно описать стохастическим дифферен 
циальным уравнением

d t t dt dWt* � * �* *( ) ( )� � , (5.25)
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где �*, �* — постоянные коэффициенты; dW — дифференциал ви 
неровского процесса.

Как показано в монографии [48], коэффициенты �* и �* уравне 
ния (5.25) определяются выражениями

� �
-

* *� � �
1 2 2

T T
; . (5.26)

Основная часть траекторных измерительных средств в силу спе 
цифики своей работы выдает результаты измерений в дискретные
моменты времени. Это позволяет упростить сбор измерительной
информации в центр обработки и уменьшить объем памяти запоми 
нающих устройств. Поскольку траекторные измерения формируют 
ся на измерительных средствах с дискретностью по времени 
t, то
при моделировании дискретных траекторных измерений необходи 
мо учитывать, что дискретный случайный процесс погрешности
траекторных измерений имеет ту же ковариационную функцию ви 
да (5.24) с теми же параметрами.

Одномерный случайный процесс погрешности траекторных из 
мерений *( )k для дискретных моментов времени k K�1, может быть
описан рекуррентным стохастическим уравнением вида [95]

* * 	* *( ) ( ) ( )k a k b k� � �1 , (5.27)

где a*, b* — постоянные коэффициенты; 	( )k — процесс бело 

го шума.
Коэффициенты a* и b* рекуррентного уравнения (5.27) могут

быть определены по известным значениям дисперсии -2 и времени
корреляции T непрерывного стационарного случайного процесса
погрешности траекторных измерений. Тогда рекуррентное уравне 
ние (5.27) может быть записано в виде [48, 88]

* I* - I 	( ) ( ) ( )k k k� � � �1 1 2 , (5.28)

где I



�
�

e
t

T .
Таким образом, i я компонента векторного дискретного процес 

са измерений x( )k при моделировании может быть представлена в
виде суммы вида

0 0 *i i ik k k( ) ( ) ( )( )� �идеал , (5.29)
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где 0i k( ) ( )идеал — значение i й компоненты многомерных идеальных
траекторных измерений в k й момент времени.

Процесс белого шума 	( )k легко реализовать на ЭВМ путем ге 
нерирования датчиком случайных чисел с нормальным распределе 
нием и параметрами N ( , )0 1 .

В уравнении (5.29) начальное значение процесса шума измере 
ния *i k( ) можно определить следующим образом:

* - 	i i i( ) ( )0 0� ,

где 	 i ( )0 — начальное значение датчика случайных чисел.
Последующие значения процесса измерений 0i k( ) формируются

в соответствии с выражениями (5.28) и (5.29).
Иногда случайный процесс коррелированной по времени по 

грешности траекторных измерений можно описать только в виде
суммы медленноменяющегося и быстроменяющегося случайных
процессов. В такой ситуации случайный процесс погрешности
траекторных измерений *( )k для дискретных моментов времени
k K�1, может быть описан рекуррентным стохастическим урав 
нением вида

* * 	 * 	* * * *( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )k a k b k a k b k� � � � � �м м б б1 11 2 , (5.30)

где a*� �м , b*( )м , a*� �б , b*� �б — постоянные коэффициенты; 	1( )k , 	2 ( )k —

процессы белого шума.
Алгоритм зашумления идеальных измерений с требуемыми зна 

чениями вероятностных характеристик погрешностей траекторных
измерений в целом остается прежним.

На рис. 5.10 представлен обобщенный алгоритм программ 
ного модуля формирования выходной траекторной измеритель 
ной информации радиолокационным средством траекторных
измерений.

В блоке 1 алгоритма вводятся исходные данные, к числу которых
относятся:
k k K( , )�1 — дискретные моменты времени проведения измере 

ний радиолокационной станцией ТИ;
�( ), �( ), �( )x k y k z k — координаты ЛА в дискретные моменты време 

ни проведения измерений в полигонной системе координат;
- - -� 	, , D — средние квадратические погрешности измерения

РЛС ТИ соответственно азимута, угла места и дальности;
T T TD� 	, , — времена корреляции погрешности измерения РЛС

ТИ соответственно азимута, угла места и дальности.
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Рис. 5.10. Обобщенный алгоритм программно�
го модуля формирования выходной траектор�
ной измерительной информации РЛС ТИ



В блоке 3 алгоритма формируется дискретная шкала времени с
интервалом 
t.

Далее, в блоке 4, проводится пересчет координат точек траекто 
рии полета ЛА из полигонной системы в систему координат n го из 
мерительного средства в соответствии с преобразованиями
(5.14)…(5.16) для заданного момента времени k.

В блоках 5…7 выполняется вычисление азимута, угла места и
дальности в соответствии с выражениями (5.17)…(5.19) для момента
времени k.

В блоке 8 проводится зашумление сформированных идеальных
измерений РЛС ТИ для момента времени k с заданными значения 
ми вероятностных характеристик. Для этого используются соотно 
шения (5.27)…(5.30).

Далее формируются измерения РЛС ТИ для всех остальных дис 
кретных моментов времени.

Блок 11 обеспечивает вывод всех значений азимута, угла места,
дальности, полученных с РЛС ТИ, на моменты времени проведения
измерений. На этом заканчивается работа алгоритма программного
модуля формирования выходной траекторной измерительной ин 
формации радиолокационным средством траекторных измерений.

Таким образом, рассмотренный обобщенный алгоритм позволя 
ет имитировать результаты измерений радиолокационных станций
ТИ и отдельных радиотехнических систем траекторных измерений
по различным летательным аппаратам и может использоваться как
составная часть виртуального траекторного измерительного ком 
плекса.

5.4. Комплекс математических моделей и алгоритмов
формирования результатов измерений оптическими
и оптико�электронными средствами траекторных

измерений следящего типа

5.4.1. Математические модели и алгоритм программного модуля
оценки максимальной дальности обнаружения ЛА оптическими
и оптико�электронными системами траекторных измерений

Современные оптико электронные системы траекторных изме 
рений, как правило, имеют несколько измерительных каналов.
В их составе могут быть оптический, инфракрасный, телевизион 
ный и лазерный каналы. В связи с этим для построения алгоритма
оценки максимальной дальности обнаружения ЛА оптическими и
оптико электронными системами ТИ требуется разработка четырех
моделей априорной оценки максимальной дальности обнаружения
ЛА такими измерительными каналами.
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Модель оценки максимальной дальности обнаружения ЛА оптиче�
ским измерительным каналом

Дальность действия оптического измерительного канала в усло 
виях прозрачной атмосферы по летательному аппарату, имеющему
определенные геометрические размеры ( )l l" , можно определить ис 
ходя из разрешающей способности фотоносителя M , фокусного рас 
стояния объектива f , светочувствительности фотоматериала для
фото и кинопленок Sф.м.

Размер фотолинии (пикселя) h можно вычислить по формуле
h �1 /M . Тогда угловой предел разрешения + оптического измери 
тельного канала будет определяться соотношением [31, 32]

+ � 2arctg
h

f
. (5.31)

В этом случае при достаточно больших дальностях до наблюдае 
мого объекта ( )D � 500 м справедливо выражение [31]

D
l

max ( )ОК
tg

�
+

, (5.32)

где Dmax ( )ОК — предельно максимальное расстояние до ЛА, при ко 
тором оптический канал позволит зарегистрировать объект в одном
пикселе фотоносителя.

Выражение (5.32) имеет практическое применение, оно позволя 
ет достаточно точно априорно оценить потенциально максималь 
ную дальность действия используемого оптического измерительно 
го средства ТИ исходя из углового предела разрешения +.

Однако максимальная дальность действия используемого опти 
ческого измерительного средства ТИ зависит не только от углового
предела разрешения +, но и от способности фотоматериала фото и
кинопленок зарегистрировать отметку о цели в размере одного пик 
селя при предельном угловом значении разрешения +.

Учитывая, что освещенность фотоматериала E связана с ярко 

стью летательного аппарата B зависимостью E
Bq

�
2

1 4,
,опт , и прини 

мая ,опт � 0,5, получим [31, 32]

B
q St

min ,� � �2 8 10
14

2
э

, (5.33)

где Bmin — наименьшая яркость летательного аппарата, необходи 
мая для получения его фотографического изображения при задан 
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ных значениях относительного отверстия оптической системы q,
светочувствительности фотоматериала S и времени экспозиции tэ .
Если яркость ЛА, равная Bmin , для расстояния � �Dmax ОК не обеспечи"
вает фотографического изображения объекта, то необходимо умень"
шить зону обнаружения ЛА оптическим измерительным средством
по дальности.

Модель оценки максимальной дальности обнаружения ЛА
лазерным измерительным каналом при равномерном

распределении энергии в сечении пучка лазера

Приведем приемлемые для теории и практики соотношения
для расчета дальности действия активных лазерных измеритель"
ных каналов ОЭС, показанные в работах [1, 45, 91]. Так, приме"
нительно к активным оптико"электронным приборам оптико"
электронных средств (ОЭП) с лазерами, для которых имеет место
равномерное распределение энергии в сечении пучка лазера, мо"
жет быть использовано следующее выражение для максимальной
дальности действия Dmax ( )1 ЛК диф.р при диффузном рассеивании
излучения:

D
А А

m к f
g

max ( )

cos

(1

0
2 2

ЛК диф.р
л вх п 0 c ф

п э.п

Ф

Ф
�

� � � � � �

�	 
 )
4 , (5.34)

где Фл, Фэ.п — мощность лазера и пороговый поток приемника по
излучению эталонного приемника на единицу полосы частот соот"
ветственно; 	 п — телесный угол расходимости лазерного излучения
на выходе передающей части активного ОЭП; �п, �0 — коэффициен"
ты пропускания передающей и приемной частей прибора соответст"
венно; �с — коэффициент пропускания слоя атмосферы между объ"
ектом и прибором; �ф — коэффициент пропускания фильтра; �g —
диффузный коэффициент отражения поверхности лоцируемого
объекта; � — угол между нормалью к поверхности объекта и оптиче"
ской осью приемной части прибора (при выводе выражения (5.34)
считалось, что оптические оси передающей и приемной частей при"
бора совпадают); Авх — площадь входного зрачка прибора, на кото"
рый опирается телесный угол	 п; А0 — площадь поверхности объек"
та, которая полностью освещается лучами лазера передающей части
прибора; к f( )
 — коэффициент, учитывающий изменение частоты
модуляции и ширины полосы пропускания усилителя по сравнению
со значениями при эталонных условиях измерения; m — отношение
сигнал–шум.
В случаях, когда угол 	 п не превышает угловых размеров объек"

та, отраженное от объекта излучение будет поступать на приемник
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излучения не со всей поверхности объекта, а только с его облучае�
мой части. При этом выражение для максимальной дальности дей�
ствия принимает другой вид [45]:

D
А

m к f
g

max ( )

cos

( )2

2

ЛК диф.р
л вх п c ф

э.п

Ф

Ф
�

� � � � �

� �
. (5.35)

Иногда в целях увеличения дальности действия приборов на объ�
ектах устанавливают специальные уголковые отражатели (катафо�
ты). При их использовании дальность действия ОЭП для случая ло�
цирования сферического объекта радиусом R рассчитывается по
формуле [45, 91]

D
R А А

m

max ( )

cos
ЛК катаф

л отр вх от п 0 c ф

э

Ф

Ф

�
�16 102 2 8� � � � � �

.п л� 	



�
� �2 2
1 24

0 05
cos

, ( )
/

d
к f�


�
�

�
�
�

, (5.36)

где � — длина волны лазера; d — линейный размер входной гра�
ни одного элемента отражателя; Аотр — площадь отражающей
поверхности всего блока уголковых отражателей; �от — коэффи�
циент отражения катафота; � — расходимость в секундах отра�
женного пучка из�за неточности изготовления отражателя; 	л —
плоский угол расходимости лазерного пучка предающей части
прибора.
Таким образом можно рассчитать дальность действия оптико�

электронного локатора по объекту, снабженному блоком уголковых
отражателей.

Модель оценки максимальной дальности обнаружения
ЛА телевизионным измерительным каналом

Обнаружение ЛА с использованием телевизионного канала
осуществляется в условиях, когда объект имеет контраст и про�
ецируется на излучающем фоне. Основными факторами, влияю�
щими на расчет максимальной дальности действия телевизион�
ного измерительного канала средства ТИ, являются параметры
фоточувствительной матрицы, характеристики фотообъектива,
коэффициент превышения контраста ЛА по отношению к излу�
чающему фону.
Предельно максимальную дальность действия телевизионного

измерительного канала по ЛА, зарегистрированному в одном
пикселе фоточувствительной матрицы, имеющему геометриче�
ские размеры ( )l l� , по аналогии с фотоканалом возможно опре�
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делить исходя из следующих исходных данных: разрешающей
способности фоточувствительной матрицы ;, фокусного рас 
стояния объектива f .

При этом размер фотопикселя h можно вычислить по форму 
ле h �1 /;.

Тогда угловой предел разрешения + оптического измерительного
канала будет определяться соотношением [31]

+ � 2arctg
h

f
. (5.37)

В случае достаточно больших дальностей до наблюдаемого объ 
екта ( )D � 500 м справедливо выражение

D
l

max ( )ТВ раз
tg

�
+

, (5.38)

где Dmax ( )ТВ раз — предельно максимальное расстояние до ЛА, при
котором телевизионный канал позволит зарегистрировать объект в
одном пикселе фоточувствительной матрицы.

В пределах максимального расстояния до ЛА Dmax ( )ТВ раз можно
определить максимальное расстояние до ЛАDmax ( )ТВ 1

с учетом пара 
метров фоточувствительной матрицы, параметров атмосферы и ко 
эффициента превышения контраста летательного аппарата по отно 
шению к излучающему фону.

Рассмотрим соотношения для расчета порогового потока чув 
ствительного элемента фоточувствительной матрицы (коэффи 
циента превышения контраста ЛА по отношению к излучающе 
му фону).

Если объект и фон находятся в поле зрения телевизионного кана 
ла, то освещенность в изображении объекта и фона на фоточувстви 
тельной матрице, расположенной в фокальной плоскости объекти 
ва, Eо ф( ), лк, связана с яркостью объекта Bо и яркостью фона Bф со 
отношением [31, 91]

E В
K D f

V
o ф о ф( ) ( )

cos ( / )

( )
�

�

�,, ��0
4 2

24 1
, (5.39)

где , — коэффициент пропускания атмосферы; ,0 — коэффициент
пропускания объектива; K� — коэффициент виньетирования опти 
ческой системы; � — угол между оптической осью канала и направ 
лением на объект; V — линейное увеличение оптической системы,
равное отношению заднего отрезка объектива к расстоянию до объ 
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екта; D — диаметр входного зрачка объектива; f — фокусное рас 
стояние объектива.

Для удаленных объектов (дальность более 500 м)V �0 и для упро 
щения формулы примем K� F 1 и cos4 1� F . В итоге формула (5.39)

примет вид [31, 91]

E В
D f

о ф о ф( ) ( )
( / )

�
�,,0

2

4
. (5.40)

С учетом выражения (5.40) для вычисления максимальной даль 
ности действия телевизионного измерительного канала Dmax ( )ТВ 1
получено соотношение [31, 91]

D
B к

B к h
р

max ( )
,1 0 05

ТВ
o

ф зр ф

�
1

, (5.41)

где Bo — яркость объекта; кр — коэффициент прозрачности атмо 
сферы; Bф — яркость фона; 1 зр — угол поля зрения прибора; кф —
коэффициент использования потока от фона; h — глубина модуля 
ции флюктуации потока излучения от фона.

Модель оценки максимальной дальности обнаружения
ЛА инфракрасным (тепловизионным) измерительным каналом

Максимальная дальность обнаружения и распознавания ЛА яв 
ляется одним из важнейших показателей качества работы измери 
тельных приборов с инфракрасным (тепловизионным) измеритель 
ным каналом.

Существует множество методик расчета дальности обнаружения
ЛА инфракрасным измерительным каналом, однако практически
все они носят полуэмпирический характер и дают лишь приближен 
ное решение.

Основными факторами, влияющими на расчет максимальной
дальности действия тепловизионного измерительного канала сред 
ства ТИ, являются параметры фоточувствительной матрицы инфра 
красного (ИК) диапазона, характеристики фотообъектива, инфра 
красные характеристики объекта наблюдения.

Предельно максимальную дальность действия тепловизионного
измерительного канала по ЛА, зарегистрированному в одном пиксе 
ле фоточувствительной матрицы ИК диапазона и имеющему гео 
метрические размеры ( )l l" , возможно определить таким же обра 
зом, как это было сделано для телевизионного канала, исходя из
разрешающей способности фоточувствительной матрицы ИК диа 
пазона и фокусного расстояния объектива.
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Наиболее простыми соотношениями для расчета дальности
действия Dmax ( )1 ИК и пороговой чувствительности Eп на входном
зрачке прибора тепловизионного измерительного канала обнару�
жения и сопровождения для случая работы при отсутствии фона
являются [49, 86, 91]

D
IA к

m к f к
р

max ( )

/

( )1

1 2

ИК
вх

э.п эФ
�

�

�
�

�

�
�	

, (5.42)

Е
m к f к

А кр
п

э.п э

вх

Ф
�

( )	
, (5.43)

где I — интегральная сила излучения объекта в направлении прибо�
ра; кр — коэффициент использования приемником излучения объ�
екта с учетом ослабления средой (атмосферой) и деталями оптиче�
ской системы; кэ — коэффициент использования приемником излу�
чения эталонного источника; Aвх — площадь входного зрачка объ�
ектива ОЭП;Фэ.п — пороговый поток приемника по излучению эта�
лонного источника на единицу полосы частот; m — отношение сиг�
нал–шум; к f( )	 — коэффициент, учитывающий изменение частоты
модуляции и ширины полосы усилителя по сравнению со значения�
ми в эталонных условиях.
При использовании выражений (5.42) и (5.43) следует принять

во внимание, что параметры кр и кэ рассчитываются по форму�
лам [49, 86]

к
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, (5.44)
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1
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, (5.45)

где S( )� — относительная спектральная чувствительность приемни�
ка излучения; �1, �2 — длины волн левой и правой границ спек�
тральной чувствительности приемника излучения соответственно;
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Фо( )� — спектральный поток излучения объекта; Фэ ( )� — спек�
тральный поток излучения эталонного источника; �0, �а — спек�
тральный коэффициент пропускания соответственно оптической
системы ОЭП и слоя атмосферы между объектом наблюдения и
прибором.
Коэффициент к f( )� � �f в случае, когда ширина полосы частот

�f усилителя мала по сравнению с частотой модуляции fм. В тех
случаях, когда частота fм отличается от эталонной частоты модуля�
ции f0 потока излучения, указанный коэффициент вычисляют по
формуле

к f f f f( ) [( / ) ] /� �� 0
1 2

м . (5.46)

В случае наблюдения объекта на равномерно излучающем фоне
для вычисления дальности действия тепловизионного измеритель�
ного канала Dmax ( )2 ИК и пороговой чувствительности Eп на входном
зрачке прибора используются выражения [49, 86]

D
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E
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п

э.п ф э

вх

Ф Ф
�

( ) ( )�
, (5.48)

где Lр , Lф — интегральные яркости излучения объекта и фона соот�
ветственно; кф — коэффициент использования приемником излуче�
ния фона; к( )Фф — коэффициент, характеризующий ухудшение
чувствительности приемника излучения при засветке фоном; Ао —
площадь проекции объекта на направление наблюдения.
Интересным является наблюдение объекта на неравномерно из�

лучающем фоне. Для этого случая получено следующее выражение
для дальности действия тепловизионного измерительного канала
Dmax ( )3 ИК [49, 86]:
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L А к

mnL к
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max ( )
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3
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о

ф ф зр

�
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�
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, (5.49)

где n — глубина модуляции потока излучения от фона;  зр — телес�
ный угол поля зрения оптической системы ОЭП.
Из приведенной формулы видно, что дальность действия ОЭП при

их работе на неравномерном фоне в отличие от дальности при работе
на равномерном фоне не зависит от площади входного зрачка Aвх .
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Алгоритм программного модуля оценки максимальной дальности об�
наружения ЛА оптическими и оптико�электронными системами тра�

екторных измерений

Суть алгоритма программного модуля оценки максимальной
дальности обнаружения летательного аппарата оптическими и оп 
тико электронными системами траекторных измерений заключает 
ся в оценке максимальной дальности обнаружения конкретного
типа ЛА оптическим, телевизионным, инфракрасным или лазер 
ным измерительным каналом выбранной системы траекторных из 
мерений.

Поскольку, как правило, в одной системе траекторных измере 
ний одновременно не существует четырех видов измерительных
каналов, то этот алгоритм должен в качестве исходных данных
включать число и виды имеющихся в выбранной системе измери 
тельных каналов. При задании таких исходных данных алгоритм
поочередно проводит расчет максимальной дальности обнаруже 
ния ЛА каждым измерительным каналом, имеющимся в ОЭС.
Так, для оптических измерительных систем проводится оценка
потенциальной дальности обнаружения ЛА оптическим измери 
тельным каналом Dmax ( )ОК по допустимому разрешению в соот 

ветствии с формулой (5.32). Для ОЭС, имеющих лазерный изме 
рительный канал, проводится оценка максимальной дальности
обнаружения ЛА таким каналом для случая диффузного рассеива 
ния излучения Dmax ( )ЛК диф.р по формулам (5.34) и (5.35), а также

вычисляется максимальная дальность обнаружения ЛА лазерным
измерительным каналом для случая применения на борту катафо 
тов Dmax ( )ЛК катаф по формуле (5.36).

При необходимости в алгоритме проводится оценка максималь 
ной дальности обнаружения ЛА телевизионным измерительным ка 
налом по допустимому разрешению Dmax ( )ТВ раз в соответствии с

формулой (5.38), а также оценка максимальной дальности обнару 
жения ЛА телевизионным измерительным каналом по допустимому
контрасту Dmax ( )ТВ 1

в соответствии с формулой (5.41).

Окончательная оценка максимальной дальности обнаружения
ЛА телевизионным измерительным каналом Dmax ( )ТВ проводится из
условия

D D Dmax ( ) max ( ) max ( )min{ , }ТВ ТВ ТВ раз�
1

.

При наличии в ОЭС инфракрасного измерительного канала в ал 
горитме проводится оценка максимальной дальности обнаружения
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ЛА таким измерительным каналомDmax ( )ИК с учетом заданных усло�
вий проведения измерительного эксперимента в соответствии с вы�
ражениями (5.42)…(5.49).
Таким образом, в результате работы алгоритма может оценивать�

ся следующий набор данных:D D Dmax(ОК) max(ЛК диф.р) max(ЛК катаф), , ,
D Dmax(ТВ) max(ИК), .

5.4.2. Алгоритмы программного модуля оценки зоны
наблюдения ЛА оптическими и оптико�электронными
средствами траекторных измерений следящего типа

Практически все оптические и оптико�электронные средства тра�
екторных измерений следящего типа имеют зону обнаружения и со�
провождения ЛА в виде полусферы. Однако поскольку эти измери�
тельные средства имеют, как правило, несколько измерительных ка�
налов, то одно оптико�электронное средство будет иметь несколько
зон обнаружения ЛА в виде полусфер, но с разными радиусами. Это
объясняется тем, что для одного оптико�электронного средства раз�
личные измерительные каналы имеют разные дальности действия.
Модель оценки зоны обнаружения ЛА любым измерительным

каналом ОЭС в зоне их обзора практически не отличается от анало�
гичной модели для радиолокационных средств ТИ. Однако в связи с
наличием достаточно широкого ряда разнотипных ОЭС, имеющих
различные наборы измерительных каналов, возникает необходи�
мость в разработке нескольких алгоритмов оценки зон обнаружения
ЛА оптико�электронными средствами ТИ.
Для решения этой задачи необходимо рассмотреть несколько ва�

риантов комплектации различных типов оптико�электронных
средств ТИ.
Вариант № 1 — ОЭС имеет фотоканал с дальностью действия

Dфк , ТВ�канал с дальностью действияDТВ и ИК�канал с дальностью
действия DИК, что реализовано в ОЭС типа «Янтарь». При этом со�
блюдается условие D D DИК фк ТВ� � .
Тогда если дальность до ЛА ( )DЛА будет меньше DТВ, т.е.

D DЛA ТВ� , то ОЭС будет сопровождать ЛА в автоматическом режи�
ме и выдавать информацию по ТВ�каналу и фотоканалу.
ЕслиD D D DИК фк ЛA ТВ� � � , то ОЭС будет сопровождать ЛА в ав�

томатическом режиме и выдавать информацию только с фотокана�
ла. При этом будет отсутствовать выдача измерительной информа�
ции в режиме реального времени (РРВ).
Если D D Dфк ЛA ИК� � , то ОЭС будет сопровождать ЛА в автома�

тическом режиме по угловым координатам за счет работы ИК�кана�
ла, однако точность выдачи траекторной информации будет низкой
из�за отсутствия работы высокоточных измерительных каналов.
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При D DИК ЛA. ОЭС не сможет сопровождать ЛА и выдавать ка 
кую либо траекторную информацию.

Вариант № 2 — ОЭС имеет ТВ канал с дальностью действияDТВ,
ИК канал с дальностью действия DИК и канал лазерного дальноме 
ра с дальностью действия DЛД , что реализовано в ОЭС типа «Ве 
реск». При этом соблюдается следующее условие: D D DИК ТВ ЛД� � .

Тогда при D DЛА ЛД. ОЭС такого типа может реализовывать од 
нопунктный метод измерения параметров траекторий полета ЛА с
высокой точностью.

При D D D DИК ТВ ЛА ЛД� � � ОЭС будет сопровождать ЛА в авто 
матическом режиме и выдавать информацию по ТВ каналу.

Если D D D DИК ЛА ТВ ЛД� � � , то данное измерительное средство
сможет сопровождать ЛА в автоматическом режиме за счет работы
ИК канала, но будет выдавать измерения с низкой точностью из за
отсутствия работы высокоточных измерительных каналов.

Вариант № 3 — ОЭС имеет фотоканал с дальностью действия
Dфк и ИК канал с дальностью действия DИК , что реализовано в
ОЭС типа «Висмутин». При этом соблюдается условие D Dфк ИК� .

В этом случае при D DЛА ИК. ОЭС будет работать в режиме авто 
матического сопровождения ЛА по угловым координатам и выда 
вать информацию по фотоканалу в режиме послеполетной обработ 
ки.

Если же D D Dфк ЛА ИК� � , то прибор может работать в режиме
сопровождения ЛА с использованием оптических визиров и вы 
давать информацию по фотоканалу в режиме послеполетной об 
работки.

Возможны также и другие варианты работы ОЭС в зависимости
от их типов и комплектации.

Кроме того, для обеспечения наблюдаемости летательных аппа 
ратов оптическими и оптико электронными средствами ТИ следя 
щего типа необходимо проверить потенциальные возможности их
систем автоматического сопровождения по отслеживанию ЛА на
траекториях его полета.

При этом возможность сопровождения ЛА на траекториях его
полета определяется условиями

V V V V V V V V� � 	 	 � � 	 	ОЭС ОЭС ОЭС ОЭС
� � � �

max max max ma
; ; � � ; � �

x
, (5.50)

где V�ОЭС
, V	ОЭС

— реальные значения скоростей изменения соот 
ветственно азимута и угла места сопровождаемого оптико элек 
тронным средством ЛА; �V�ОЭС

, �V	ОЭС
— реальные значения ускоре 

ний изменения соответственно азимута и угла места сопровождае 
мого оптико электронным средством ЛА; V�max

, V	max
— приведен 

ные в ТТХ автоматической системы сопровождения ОЭС значения
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максимальной скорости сопровождения целей по азимуту и по уг 

лу места соответственно; �
max

V� , �
max

V	 — приведенные в ТТХ автома 

тической системы сопровождения ОЭС значения максимального
ускорения сопровождения целей по азимуту и по углу места соот 
ветственно.

При выполнении перечисленных условий будут осуществляться
наблюдаемость и отслеживание оптическими и оптико электрон 
ными средствами ТИ следящего типа летательных аппаратов на тра 
екториях их полета.

Обобщенные алгоритмы программных модулей оценки зон на 
блюдения ЛА оптико электронными средствами ТИ типа ОЭС «Ян 
тарь», «Вереск» и «Висмутин» приведены на рис. 5.11…5.13.
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Рис. 5.11. Обобщенный алгоритм программного модуля оценки зоны наблюдения ЛА
оптико�электронным средством ТИ типа ОЭС «Янтарь»



Обобщенный алгоритм программного модуля оценки зоны на�
блюдения ЛА оптико�электронным средством ТИ типа ОЭС «Ян�
тарь» (рис. 5.11). В блоке 1 этого алгоритма вводятся исходные
данные:
DЛА — расстояние от ЛА до точки стояния ОЭС;
DТВ — максимальная дальность обнаружения ЛА телевизионным

каналом;
Dфк — максимальная дальность обнаружения ЛА фотоканалом;
DИК — максимальная дальность обнаружения ЛА инфракрасным

каналом;
V�ОЭС

,V	ОЭС
— реальные значения скоростей изменения соответст 

венно азимута и угла места сопровождаемого оптико электронным
средством объекта;

�V�ОЭС
, �V	ОЭС

— реальные значения ускорений изменения соответ 
ственно азимута и угла места сопровождаемого оптико электрон 
ным средством объекта.

В блоке 2 алгоритма проводится проверка возможности сопрово 
ждения ЛА по допустимой динамике автоматической системы сле 
жения средства ТИ. При положительном решении выполняется по 
следовательная проверка возможности сопровождения ОЭС лета 
тельного аппарата телевизионным каналом, фотоканалом или
инфракрасным каналом. В противном случае принимается решение
о невозможности сопровождения ЛА рассматриваемым оптико 
электронным средством.

Далее, в блоке 3, проверяется возможность сопровождения ЛА
телевизионным измерительным каналом. При выполнении условия
D DЛА ТВ� принимается решение о том, что ОЭС проводит автома 
тическое сопровождение ЛА, а блок 9 алгоритма обеспечивает выда 
чу измерительной информации в режиме реального времени. В про 
тивном случае в блоке 5 проводится проверка возможности сопро 
вождения ЛА фотоканалом.

При выполнении условия D DЛА фк� принимается решение о
том, что ОЭС проводит автоматическое сопровождение ЛА те 
левизионным каналом, а блок 9 алгоритма обеспечивает выдачу
измерительной информации для режима послеполетной обра 
ботки. При невыполнении условия, проверяемого в блоке 4, в
блоке 5 алгоритма проводится проверка возможности сопрово 
ждения ЛА инфракрасным каналом оптико электронного сред 
ства.

При выполнении условия D DЛА ИК� принимается решение о
том, что ОЭС проводит автоматическое сопровождение ЛА инфра 
красным каналом, однако измерительное средство будет выдавать
информацию с низкой точностью из за отсутствия поправок на от 
клонение ЛА от оптической оси ОЭС. В противном случае прини 
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мается решение о невозможности сопровождения ЛА рассматривае 
мым оптико электронным средством.

Обобщенный алгоритм программного модуля оценки зоны наблюде�
ния ЛА оптико�электронным средством ТИ типа ОЭС «Вереск»
(рис. 5.12). В блоке 1 этого алгоритма вводятся исходные данные:
DЛА — расстояние от ЛА до точки стояния ОЭС;
DТВ — максимальная дальность обнаружения ЛА телевизионным

каналом;
DЛД — максимальная дальность обнаружения ЛА лазерным изме 

рительным каналом;
DИК — максимальная дальность обнаружения ЛА инфракрасным

каналом;
V�ОЭС

,V	ОЭС
— реальные значения скоростей изменения соответст 

венно азимута и угла места сопровождаемого оптико электронным
средством объекта;

�V�ОЭС
, �V	ОЭС

— реальные значения ускорений изменения соответ 
ственно азимута и угла места сопровождаемого оптико электрон 
ным средством объекта.

В блоке 2 алгоритма проводится проверка возможности сопрово 
ждения ЛА по допустимой динамике автоматической системы сле 
жения средства ТИ. При положительном решении выполняется по 
следовательная проверка возможности сопровождения ОЭС лета 
тельного аппарата лазерным, телевизионным или инфракрасным
измерительным каналом. В противном случае принимается реше 
ние о невозможности сопровождения ЛА рассматриваемым оптико 
электронным средством.

В блоке 3 проверяется возможность сопровождения ЛА лазерным
дальномером. При выполнении условияD DЛА ЛД� принимается ре 
шение о том, что ОЭС проводит автоматическое сопровождение
ЛА; блок 8 обеспечивает выдачу измерительной информации в ре 
жиме реального времени для реализации однопунктного метода из 
мерения координат ЛА. В противном случае в блоке 4 проводится
проверка возможности сопровождения ЛА телевизионным измери 
тельным каналом.

При выполнении условияD DЛА ТВ� принимается решение о том,
что ОЭС проводит автоматическое сопровождение ЛА телевизион 
ным измерительным каналом; блок 8 алгоритма обеспечивает выда 
чу измерительной информации об угловых координатах летательно 
го аппарата в режиме реального времени. При невыполнении усло 
вия, проверяемого в блоке 4, в блоке 5 алгоритма проводится
проверка возможности сопровождения ЛА инфракрасным измери 
тельным каналом оптико электронного средства.

При выполнении условия D DЛА ИК� принимается решение о
том, что ОЭС проводит автоматическое сопровождение ЛА инфра 
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красным каналом, однако измерительное средство будет выдавать
информацию с низкой точностью из за отсутствия поправок на от 
клонение ЛА от оптической оси ОЭС. В противном случае прини 
мается решение о невозможности сопровождения ЛА рассматривае 
мым оптико электронным средством.

Обобщенный алгоритм программного модуля оценки зоны на�
блюдения ЛА оптико�электронным средством ТИ типа ВКТ «Вис�
мутин» (рис. 5.13). В блоке 1 этого алгоритма вводятся исходные
данные:
DЛА — расстояние от ЛА до точки стояния ОЭС;
Dфк — максимальная дальность обнаружения ЛА фотоканалом;
DИК — максимальная дальность обнаружения ЛА инфракрасным

каналом;
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Рис. 5.12. Обобщенный алгоритм программного модуля оценки зоны наблюдения ЛА
оптико�электронным средством ТИ типа ОЭС «Вереск»



V�ОЭС
,V	ОЭС

— реальные значения скоростей изменения соответст 
венно азимута и угла места сопровождаемого оптико электронным
средством объекта;

�V�ОЭС
, �V	ОЭС

— реальные значения ускорений изменения соответ 
ственно азимута и угла места сопровождаемого оптико электрон 
ным средством объекта.

В блоке 2 алгоритма проводится проверка возможности со 
провождения ЛА по допустимой динамике автоматической сис 
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Рис. 5.13. Обобщенный алгоритм программного модуля оценки зоны наблюдения ЛА
оптико�электронным средством ТИ типа ВКТ «Висмутин»



темы слежения средства ТИ. При положительном решении про 
водится последовательная проверка возможности сопровождения
ОЭС летательного аппарата фотоканалом или инфракрасным ка 
налом. В противном случае принимается решение о невозмож 
ности сопровождения ЛА рассматриваемым оптико электрон 
ным средством.

В блоке 3 проверяется возможность автоматизированного сопро 
вождения ЛА инфракрасным каналом. При выполнении условия
D DЛА ИК� принимается решение о том, что ОЭС проводит автома 
тическое сопровождение ЛА; блок 7 обеспечивает выдачу измери 
тельной информации для режима послеполетной обработки инфор 
мации. В случае невыполнения условия, проверяемого в блоке 3, в
блоке 4 проводится проверка возможности сопровождения ЛА фо 
токаналом.

При выполнении условия D DЛА фк� принимается решение о
том, что ОЭС проводит ручное сопровождение ЛА с помощью оп 
тических визиров; блок 7 алгоритма обеспечивает выдачу измери 
тельной информации для режима послеполетной обработки ин 
формации.

При невыполнении условия, проверяемого в блоке 4, принимает 
ся решение о невозможности сопровождения летательного аппарата
рассматриваемым оптико электронным средством.

Обобщенный алгоритм программного модуля формирования выход�
ной информации оптико�электронных средств ТИ. Математическая
модель имитации работы оптико электронных средств ТИ в части
формирования выходной траекторной измерительной информации
аналогична соответствующей модели имитации работы радиолока 
ционных средств ТИ. Однако при испытаниях СТК используются
как ОЭС, которые могут измерять только угловые координаты ЛА,
так и ОЭС, измеряющие еще и наклонную дальность до ЛА. Объ 
ем и вид имитируемой выходной информации ОЭС в этих двух
случаях будет разным. Поэтому на рис. 5.14 представлен обобщен 
ный алгоритм программного модуля имитации формирования вы 
ходной траекторной измерительной информации оптико элек 
тронными средствами траекторных измерений для таких двух
классов ОЭС.

В блоке 1 алгоритма вводятся исходные данные:
t k k K� �( , )1 — дискретные моменты времени проведения изме 

рений ОЭС ТИ;
�( ), �( ), �( )x k y k z k — координаты ЛА в дискретные моменты време 

ни проведения измерений в полигонной системе координат;
- - -� 	, , D — средние квадратические погрешности измерения

конкретным типом ОЭС азимута, угла места и дальности соответ 
ственно;

302

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ ÈÈÑ



303

Ìåòîäû è àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðíûõ ÈÈÑ

Рис. 5.14. Обобщенный алгоритм программного модуля имитации формирования выход�
ной траекторной измерительной информации оптико�электронными средствами ТИ



T T TD� 	, , — времена корреляции погрешности измерения кон 
кретным типом ОЭС азимута, угла места и дальности соответст 
венно.

В блоке 3 алгоритма проводится пересчет координат точек
траектории полета ЛА из полигонной системы в систему коор 
динат n го измерительного средства в соответствии с преобразо 
ваниями (5.14)…(5.16) для заданного дискретного момента вре 
мени t k� .

В блоке 4 выполняется проверка наличия в измерительном сред 
стве канала лазерного дальномера.

В случае наличия лазерного дальномера в блоках 7…9 вычисля 
ются азимут, угол места и дальность в соответствии с выражениями
(5.17)…(5.19) для момента времени t k� .

При отсутствии в ОЭС канала лазерного дальномера в блоках 5 и
6 вычисляются только азимут и угол места в соответствии с выраже 
ниями (5.17) и (5.18) для момента времени t k� .

Затем, в блоке 10 алгоритма, проводится зашумление сформиро 
ванных идеальных измерений оптико электронных средств ТИ для
момента времени t k� погрешностями с заданными значениями ве 
роятностных характеристик.

Далее проводится имитация измерений оптико электронных
средств ТИ для всех остальных дискретных моментов времени, а
блоком 12 обеспечивается вывод всех сгенерированных значений
азимута, угла места и дальности для этих средств на моменты време 
ни проведения измерений. На этом завершается работа алгоритма
программного модуля имитации работы оптико электронных
средств траекторных измерений в части формирования выходной
траекторной измерительной информации.

5.5. Особенности моделирования работы фоторегистрирующих
станций траекторных измерений патрульного типа

При испытаниях сложных технических комплексов широко ис 
пользуются фоторегистрирующие станции траекторных измере 
ний (ФРС ТИ) патрульного типа, которые перед проведением на 
турных экспериментов заранее устанавливают для наблюдения
определенного участка пространства, в пределах которого долж 
ны пролететь интересующие испытателей летательные аппараты.
Зона наблюдения фоторегистрирующей станции траекторных из 
мерений патрульного типа имеет вид рупора с раскрывом в вер 
тикальной и горизонтальной плоскостях. Способ определения па 
раметров движения ЛА в пространстве с помощью таких фоторе 
гистрирующих станций основан на принципе пространственной
засечки положения летательного аппарата, для чего ведется одно 
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временное фотографирование этого аппарата с трех точек мест 
ности, расположенных по углам базисного треугольника. Такое
расположение фоторегистрирующих станций позволяет получать
текущие значения координат перемещающегося в пространстве
ЛА. Для обеспечения синхронной засечки положения ЛА в про 
странстве на фотопленку в момент фотографирования печатаются
кодированное направление визирной оси камеры в пространстве
в момент фотографирования и показания фотохронографа, обес 
печивающие привязку момента фотографирования к шкале еди 
ного времени.

В последнее время проведена частичная модернизация фоторе 
гистрирующих станций с заменой измерительного фотоканала на
телевизионный канал, что позволило автоматизировать процесс
сбора и обработки выходной траекторной измерительной инфор 
мации.

На рис. 5.15 приведена структура математической модели имита 
ции работы фоторегистрирующих станций траекторных измерений.

В соответствии с назначением фоторегистрирующей станции,
принципами функционирования и ее тактико техническими харак 
теристиками в состав математической модели имитации работы
этого средства траекторных измерений должны входить:

программный модуль оценки максимальной дальности обнару 
жения фоторегистрирующей станцией летательных аппаратов опти 
ческим или телевизионным измерительным каналом;

программный модуль оценки попадания летательных аппаратов в
зону наблюдения фоторегистрирующей станции;
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Рис. 5.15. Структура математической модели имитации работы фоторегистри�
рующей станции траекторных измерений



программный модуль формирования идеальных траекторных из 
мерений фоторегистрирующими станциями (в случае наличия теле 
визионного измерительного канала);

программный модуль формирования реальных траекторных из 
мерений фоторегистрирующими станциями ТИ с паспортными зна 
чениями вероятностных характеристик погрешностей измерений (в
случае наличия телевизионного измерительного канала);

программный модуль имитации траекторий полета летательных
аппаратов, который является источником информации о координа 
тах полета ЛА и необходим для функционирования всего комплекса
программных модулей имитации работы фоторегистрирующей
станции траекторных измерений патрульного типа.

Поскольку в различных вариантах исполнения фоторегистри 
рующих станций используется фотоканал или телевизионный изме 
рительный канал, то в состав рассматриваемого комплекса про 
граммных модулей входит модуль оценки дальности обнаружения
летательных аппаратов оптическим или телевизионным измери 
тельным каналом.

В программном модуле математической модели оценки попада 
ния летательных аппаратов в зону наблюдения фоторегистрирую 
щей станции проводится проверка условия наблюдения станцией
ЛА по максимальной дальности обнаружения, а также проверка вы 
полнения условий попадания ЛА в зону наблюдения по минималь 
ным и максимальным значениям азимута и угла места зоны наблю 
дения фоторегистрирующей станции.

Программный модуль математической модели формирования
идеальных траекторных измерений фоторегистрирующими стан 
циями ТИ проводит генерирование с заданным темпом данных об
азимуте и угле места сопровождаемого ЛА, а в программном модуле
формирования реальных траекторных измерений ФРС ТИ прово 
дится зашумление идеальных измерений (азимута и угла места на 
блюдаемого летательного аппарата) с паспортными значениями ве 
роятностных характеристик погрешностей измерений.

ФРС ТИ имеют существенное отличие от оптических и оптико 
электронных средств траекторных измерений следящего типа в по 
строении программного модуля оценки попадания летательных ап 
паратов в зону наблюдения этой станции. Поэтому ниже подробно
рассмотрены математические соотношения, позволяющие реализо 
вать такой программный модуль.

Исходными данными для разработки математической модели
оценки зоны обнаружения фоторегистрирующими станциями тра 
екторных измерений ЛА являются:

дальность действия фотоканала или телевизионного канала фо 
торегистрирующей станции DФРС;
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характеристики зоны наблюдения станции, которая представляет
собой рупор с углами раскрыва �� по углу места и �� по азимуту;

угол места � установки оси фотообъектива фоторегистрирующей
станции в местной географической системе координат;

азимут оси � установки фотообъектива фоторегистрирующей
станции в местной географической системе координат.

Для разработки математической модели оценки зоны обнаруже!
ния ЛА фоторегистрирующими станциями траекторных измерений
необходимо произвести пересчет точек координат рассматриваемой
траектории полета ЛА из полигонной системы координат в местную
географическую систему координат стояния этой станции в соот!
ветствии с выражением (5.1).

Далее необходимо выполнить пересчет точек координат рассмат!
риваемой траектории полета ЛА ( , , )x y zц ц ц из местной географиче!
ской системы координат в систему координат, в которой централь!
ная ось рупора зоны наблюдения имела бы нулевой азимут с осью
�ОZ местной географической системы координат. Такое преобразо!
вание может быть проведено путем поворота исходной системы
координат вокруг оси OY на угол � (рис. 5.16) в соответствии с выра!
жениями
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Рис. 5.16. Графическое пояснение характеристик зоны наблюдения ЛА ФРС траек�
торных измерений для ее верхней и нижней граничных плоскостей



� � � �
� � � �
� � �

x l x m y n z

y l x m y n z

z l x m y

ц ц ц ц

ц ц ц ц

ц ц

1 1 1

2 2 2

3 3

;

;

ц ц�n z3 ,

(5.51)

где l m ni i i, , ( , )i �1 3 — направляющие косинусы между осями двух
систем координат.

Для рассматриваемого случая направляющие косинусы будут
следующими:

l l l

m m
1 2 3

1 2

90 0

90 0 0

� � � � � �
� � � � � �
cos ; cos ; sin ;

cos ; cos

� �
1 90 0

90 0
3

1 2 3

; cos ;

sin ; cos ; cos .

m

n n n

� � �
� � � � �� �

(5.52)

С учетом (5.52) получим систему уравнений для пересчета коор�
динат

x x z

y y

z x z

ц ц ц

ц ц

ц ц ц

*

*

*

cos sin ;

;

sin cos .

� � � �

�

� � � �

� �

� �

(5.53)

Используя рис. 5.16, сформулируем условия попадания цели в
зону наблюдения станции для ее верхней и нижней граничных
плоскостей.

Одним из условий попадания цели в рупор зоны наблюдения
станции является непревышение допустимой дальности DФРС обна�
ружения станцией цели:

0 	 	z Dц ФРС
* .

Условие того, что цель пройдет выше нижней грани рупора зоны
наблюдения станции, запишется в виде

tg tg tgц

ц


 �
�

�



�

�
�
� � 
 � �


�
�


�
�
�

�

�
�

�

�
�� � �

�y

z

*

* min
2

.

Условие того, что цель пройдет ниже верхней грани рупора зоны
наблюдения станции:

tg tg tgц

ц


 �
�

�



�

�
�
� � 
 � �


�
�


�
�
�

�

�
�

�

�
�� � �

�y

z

*

* max
2

.
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Используя рис. 5.17, сформулируем ряд условий попадания цели
в рупор рассматриваемой зоны наблюдения для ее левой и правой
граничных плоскостей.

Условие того, что цель пройдет левее правой грани рупора зоны
наблюдения станции:

tg tgц

ц

N �
�

�
�
�

�

 
!
!�

N
:

Lz

x

*

* 2
.

Условие того, что цель пройдет правее левой грани рупора зоны
наблюдения станции:

tg tgц

ц

N �
�

�
�
�

�

 
!
!. �

N�
�
�

�
 
!:

Lz

x

*

* 2
.

Сформулированные условия позволяют построить матема 
тическую модель оценки зоны обнаружения летательных ап 

309

Ìåòîäû è àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðíûõ ÈÈÑ

Рис. 5.17. Графическое пояснение характеристик зоны наблюдения ЛА ФРС траек�
торных измерений для ее левой и правой граничных плоскостей



паратов фоторегистрирующими станциями траекторных изме 
рений.

На рис. 5.18 представлен обобщенный алгоритм программного
модуля оценки зоны наблюдения летательных аппаратов фотореги 
стрирующими станциями траекторных измерений.

В блоке 1 алгоритма вводятся исходные данные:
DФРС — дальность действия фоторегистрирующей станции;
NA — угол раскрыва зоны наблюдения станции по углу места;
NL — угол раскрыва зоны наблюдения станции по азимуту;
	 — угол места установки оси фотообъектива фоторегистрирую 

щей станции в местной географической системе координат;
� — азимут оси установки фотообъектива фоторегистрирующей

станции в местной географической системе координат;
x y zц ц ц, , — координаты ЛА в местной системе координат с нача 

лом в точке стояния ФРС ТИ.
В блоке 2 выполняются поворот местной системы коорди 

нат с началом в точке стояния ФРС ТИ на угол � и пересчет
в эту систему координат ЛА в соответствии с выражениями
(5.51)…(5.53).

В блоке 3 проверяется выполнение условия 0 � �z Dц ФРС
* , т.е. воз 

можности наблюдения ЛА станцией с учетом максимальной даль 
ности обнаружения цели.

В следующем блоке алгоритма проверяется выполнение условия,
состоящего в том, что ЛА пройдет выше нижней грани рупора зоны
наблюдения станции, т.е. условия

y

z
ц

ц

tg
*

*
� �

N�
�
�

�
 
!	


A
2

.

В блоке 5 проверяется выполнение условия, состоящего в том,
что ЛА пройдет ниже нижней грани рупора зоны наблюдения стан 
ции, т.е. условия

y

z
ц

ц

tg
*

*
. �

N�
�
�

�
 
!	


A
2

.

В блоке 6 проверяется выполнение условия, состоящего в том,
что цель пройдет левее правой грани рупора зоны наблюдения стан 
ции, т.е. условия

z

x
ц

ц

tg
*

*
�

NL
2

.

310

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈ Â ÒÅÎÐÈÈ ÈÈÑ



311

Ìåòîäû è àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðíûõ ÈÈÑ

Рис. 5.18. Обобщенный алгоритм
программного модуля оценки зоны
наблюдения летательных аппара�
тов фоторегистрирующими стан�
циями траекторных измерений



Затем, в блоке 7, проверяется выполнение условия, состоящего в
том, что цель пройдет правее левой грани рупора зоны наблюдения
станции, т.е. условия

z

x
ц

ц

tg
*

*
� �

��
�
�

�
	



�
2

.

При выполнении всех этих условий в блоке 8 алгоритма прини 
мается решение о том, что летательный аппарат наблюдается ФРС
ТИ и станция может выдавать измерительную информацию потре 
бителю. В противном случае, в блоке 9 принимается решение о том,
что ФРС траекторных измерений не наблюдает летательный аппа 
рат. На этом алгоритм заканчивает свою работу.

5.6. Программно	алгоритмический комплекс априорной
оценки точности траекторных информационно	

измерительных систем
Важнейшим показателем эффективности территориально рас 

пределенных траекторных информационно измерительных систем
является точность оценки параметров движения испытываемых ле 
тательных аппаратов. Поэтому при проектировании новых и модер 
низации существующих траекторных измерительных комплексов
важным инструментом являются программно алгоритмические
комплексы априорной оценки их точности [118].

Существующие методики и реализующие их программы априор 
ной оценки точности траекторных измерительных комплексов, как
правило, основаны на простейших унитарных преобразованиях
[22, 29] и имеют следующие недостатки:

затруднительно учесть сложную структуру погрешностей траек 
торных измерительных средств;

в этих методиках предполагается, что совместная обработка тра 
екторной информации проводится, как правило, с использованием
метода наименьших квадратов, при этом не учитываются степень
аппроксимирующего полинома и вид полинома (сплошной поли 
ном, сплайн и т.д.);

невозможно проводить корреляционный анализ погрешностей
оценки траекторным измерительным комплексом параметров дви 
жения летательных аппаратов для проведения подробного изучения
структуры этих погрешностей.

Использование рассмотренных выше математических моделей
и алгоритмов имитации выходной информации от средств траек 
торных измерений позволяет с использованием программных мо 
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дулей совместной обработки координатной информации, реали�
зующих различные методы обработки траекторных измерений,
применяемые для обеспечения испытаний сложных технических
комплексов, создать программно�алгоритмический комплекс,
способный проводить высокоточную априорную оценку точности
проектируемых траекторных измерительных комплексов. Струк�
тура такого программно�алгоритмического комплекса приведена
на рис. 5.19.
В состав программного комплекса оценки точности территори�

ально распределенных траекторных измерительных комплексов
входят:
программный модуль имитации модели движения ЛА в полигон�

ной системе координат;
обобщенный программный модуль имитации результатов функ�

ционирования разнотипных средств траекторных измерений, кото�
рый обеспечивает имитацию работы радиолокационных, радиотех�
нических, оптико�электронных и бортовых средств траекторных из�
мерений в части формирования их выходной измерительной
информации;
сменный модуль совместной обработки траекторной измеритель�

ной информации, который выбирается в соответствии с алгорит�
мом, который используется при испытаниях того или иного СТК;
программный модуль сравнения оценок параметров движения

ЛА с эталонной, заранее заданной траекторией полета ЛА;
программный модуль корреляционного анализа погрешностей

измерения траекторным ИК параметров движения ЛА.
Суть предлагаемого подхода по созданию программно�алгорит�

мического комплекса высокоточной априорной оценки точности
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Рис. 5.19. Структура программного комплекса оценки точности территориально
распределенных траекторных измерительных комплексов



проектируемых траекторных измерительных комплексов заключа 
ется в создании алгоритма виртуального траекторного измеритель 
ного комплекса, который способен имитировать многомерный слу 
чайный процесс координатной измерительной информации от всех
средств ТИ, используемых при обеспечении испытаний конкретно 
го СТК.

Далее эта координатная информация поступает в программный
модуль совместной обработки траекторной измерительной инфор 
мации, в котором реализован математический метод, планируемый
для реализации в алгоритмах при обеспечении испытаний конкрет 
ного образца СТК. На выходе этого модуля получаются оценки век 
тора параметров движения ЛА �( )q t .

Оценки вектора параметров движения ЛА поступают в про 
граммный модуль сравнения оценок параметров движения ЛА с
эталонной траекторией, который используется для определения по 
грешностей оцениваемого вектора 
�( )q t .

Полученные значения погрешностей оцениваемого вектора па 
раметров движения ЛА поступают в программный модуль корреля 
ционного анализа погрешностей измерения траекторным ИК пара 
метров движения ЛА, который и позволяет получить оценки точно 
сти рассматриваемого комплекса.

В программном комплексе оценки точности территориально рас 
пределенных траекторных измерительных комплексов предусмот 
рены также блоки ввода значений вероятностных характеристик по 
грешностей измеряемых параметров средствами траекторных изме 
рений и координат точек стояния этих средств в географической
системе координат.

Программный модуль имитации модели движения ЛА в полигон 
ной системе координат позволяет формировать требуемые траекто 
рии полета ЛА в виде последовательности значений координат то 
чек, в которых находится летательный аппарат с заданными вре 
менн�ми промежутками.

Программные модули имитации работы радиолокационных, ра 
диотехнических, оптико электронных средств траекторных измере 
ний, а также бортовых средств траекторных измерений реализуют
следующие основные функции:

априорную оценку дальности обнаружения ЛА разнотипными
средствами траекторных измерений;

априорную оценку зон наблюдения и сопровождения ЛА средст 
вами ТИ для заданной траектории;

генерирование в цифровом виде идеальной выходной измери 
тельной информации о регистрируемых средством ТИ параметрах
(например, о наклонной дальности до ЛА, азимуте, угле места, на 
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правляющих косинусов этого аппарата, его радиальной скорости
движения и др.) с заданным периодом повторения;

зашумление идеальных измерений средств ТИ сигналами с пара�
метрами, соответствующими паспортным значениям вероятност�
ных характеристик погрешностей измерения этими средствами пер�
вичных траекторных параметров для создания эффекта работы ре�
альных средств траекторных измерений.

Структуры программных модулей имитации результатов функ�
ционирования средств траекторных измерений были подробно рас�
смотрены выше.

На выходе обобщенного программного модуля имитации резуль�
татов функционирования разнотипных средств траекторных изме�
рений наблюдается объединенный векторный случайный процесс
�( )k первичных измерений, поступающих со средств траекторных
измерений со следующей структурой:

�( ) [ ( ) ( ) ... ( ) ... ( )]k k k k kn N� x x x x1 2 ,

где xi k( ) — векторный дискретный случайный процесс измерений,
регистрируемых i�м средством ТИ для дискретных моментов време�
ни k K�1, ; N — число измерительных средств.

Объединенный векторный случайный процесс �( )k первичных
измерений поступает на вход сменного модуля совместной обра�
ботки траекторной измерительной информации, где происходит
его совместная обработка с использованием алгоритмов, реали�
зующих тот или иной метод обработки измерительной информа�
ции. Именно использование сменных модулей совместной обра�
ботки траекторной измерительной информации, реализующих
применяемые на конкретном полигоне методы обработки траек�
торных измерений, позволяет создать программно�алгоритмиче�
ский комплекс, способный проводить высокоточную априорную
оценку точности конкретных проектируемых траекторных изме�
рительных комплексов, который может быть полностью адекват�
ным условиям проведения натурных измерительных экспери�
ментов.

Модуль совместной обработки траекторной измерительной ин�
формации реализует преобразование объединенного векторного
случайного процесса �( )k первичных измерений в оценки вектора
параметров движения ЛА �( )q t в соответствии с преобразованием

�( ) ( ( ))q t k� � � ,

где � �( ( ))k — преобразование, характеризующее тот или иной ме�
тод совместной обработки траекторных измерений.
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На выходе модуля совместной обработки траекторной измери�
тельной информации образуется вектор оценок параметров движе�
ния ЛА вида

�( ) [ �( ) �( ) �( ) ��( ) ��( ) ��( )]q t x t y t z t x t y t z t� т . (5.54)

Составляющие вектора (5.54) представляют собой оценки во вре�
мени координат ЛА и составляющих его вектора скорости в поли�
гонной системе координат.
Далее в программном модуле сравнения оценок параметров дви�

жения ЛА с эталонной траекторией его полета вычисляются теку�
щие значения вектора ��( )q t погрешности оценки параметров движе�
ния ЛА в соответствии с соотношением ��( ) �( ) ( )q q qt t t� � .
На основании текущих значений вектора погрешности оценки

параметров движения ЛА ��( )q t в программном модуле корреляци�
онного анализа погрешностей траекторного ИК проводится по�
строение статистических корреляционных функций по каждому
параметру движения ЛА, которые являются наиболее интегриро�
ванной вероятностной характеристикой случайных процессов по�
грешностей оценки параметров движения ЛА.
Построение статистических корреляционных функций � ( , �)K k qN �

( � , )�q Q�1 погрешностей оценки параметров движения ЛА проводит�
ся в соответствии с выражением [41, 74, 76, 104, 105]

� ( , �) � �| | | |K k q
N k

q qN k n k
n

N k

� � ��
� �

�

� �

�1

0

1

,

где N — количество статистики (число наблюдений); � �qk — значе�
ние погрешности оценки конкретного параметра движения лета�
тельного аппарата (координаты ЛА или составляющих вектора его
скорости в полигонной системе координат) в дискретный момент
времени k; n — дискретные значения по оси абсцисс рассматривае�
мых корреляционных функций.
В целях сжатия информации о значениях статистических кор�

реляционных функций � ( , �)K k qN � ( � , )� ��q Q1 и для оценки их па�
раметров проводится аппроксимация этих корреляционных
функций с использованием линейной комбинации конечного
числа функций. Если случайный процесс погрешности оценки
параметров движения ЛА является стационарным, линейная
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комбинация конечного числа функций может быть записана в
виде [29]

K Cq j j
j

m


 , A ,� ( ) ( )�
�
�

0

,

где A ,j ( ) — выбранная система линейно независимых функций;
C j — некоторые постоянные вещественные числа, определяемые из
условия минимизации суммы квадратов разностей между � ( , �)K k qN 

и K q
 ,� ( ) на всем интервале задания величины ,.

При этом возникает проблема выбора наиболее целесообразного
вида аналитической зависимости, которая должна удовлетворять
следующим требованиям:

аппроксимирующие функции A ,j ( ) по возможности должны
представлять собой семейство ортогональных функций, что обеспе 
чивает простоту контроля ошибки приближения в среднем квадра 
тическом смысле;

аппроксимирующие функции A ,j ( ) должны удовлетворять пре 
дельному соотношению lim ( )

,
A ,

��
�j 0, что вытекает из поведения

корреляционной функции при больших значениях аргумента ,;
в некоторых случаях аппроксимирующие функции должны отра 

жать колебательный характер изменения корреляционной функции.
Для этого случая в качестве аппроксимирующей функции A ,j ( ) вы 
бирают затухающую экспоненту вида [29]

A , � ,� ,
j j

j( ) cos| |� �e ,

где � j , � j — положительные вещественные числа.
При выборе вида аналитической зависимости для аппроксима 

ции значений статистической корреляционной функции � ( , �)K k qN 

ошибок траекторных измерений надо учитывать результаты пред 
шествующих теоретических и экспериментальных исследований.
Результаты таких исследований показали, что в случае использова 
ния в разработанной модели траекторной информационно измери 
тельной системы предложенной кинематической модели движения
ЛА, и если случайный процесс погрешностей оценок параметров
движения ЛА является стационарным, то статистические корреля 
ционные функции погрешностей оценки параметров движения ЛА
можно аппроксимировать выражениями

K C Cq

� , � ,,�

| | | |( ) � �� �
1 2

1 2e e , (5.55)

K Cq

� ,,�

| |( ) � �
1

1e . (5.56)
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Вид корреляционной функции (5.55) свидетельствует о наличии
в погрешности оценки конкретного параметра движения ЛА наря 
ду с быстроменяющейся погрешностью также и медленноменяю 
щейся составляющей погрешности траекторных измерений, а вид
корреляционной функции (5.56) свидетельствует о наличии только
быстроменяющейся составляющей погрешности траекторных из 
мерений.

Рассмотрим методики аппроксимации значений статистиче 
ской корреляционной функции � ( , �)K k qN 
 функциями вида (5.55)
и (5.56).

В качестве исходной информации служат значения статисти 
ческой корреляционной функции � ( , �)K k qN 
 . Параметры C C1 2, ,
� �1 2, выражения (5.55) найдем из условия минимизации функ 
ционала вида

= � � 
 � , � ,( , , , ) [ � ( , �) ]| | | |C C K k q C CN
k k

1 2 1 2 1 2
21 2� � �� �e e

k

K

�
�

1

.

Дифференцируя функцию = � �( , , , )C C1 2 1 2 по C C1 2 1 2, , ,� � и
приравнивая нулю полученные производные, получаем систему
трансцендентных уравнений вида [29]

2
2
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��Ф
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(5.57)

Для численного решения системы трансцендентных уравне 
ний (5.57) может быть с успехом использован метод Ньютона
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или другой метод нелинейного математического программиро 
вания.

Параметры C C1 2 1 2, , ,� � выражения (5.55) имеют следующие зна 
чения:
C C1 2, — дисперсии медленноменяющейся и быстроменяющейся

составляющих оценки погрешности q го параметра движения ЛА
соответственно;

�1, � 2 — соответственно величины, обратные значениям времен
корреляции медленноменяющейся T1 и быстроменяющейся T2 со 
ставляющих оценки погрешности q го параметра движения ЛА, т.е.
T1 1

1� �( )� и T2 2
1� �( )� .

Определение параметров �1 и C1 эмпирической формулы
(5.56) проводится с использованием метода наименьших квад 
ратов. Согласно этому методу наилучшими коэффициентами �1
и C1 считаются те, для которых наблюдается минимум функ 
ционала

= � 
 � ,( , ) [ � ( , �) ]| |
1 1 1

2

1

1C K k q CN
k

K
k� � �

�
� e . (5.58)

Функция (5.56), линеаризованная путем логарифмирования, мо 
жет быть представлена в виде

lnK Cq
 , � ,� ( ) ln | |� �1 1 .

С вводом обозначений lnС1 �B и ln[ ]� ( , �) ( )K k q R kN L
 � функцио 
нал (5.58) примет вид

~( , ) [ ( ) | | ]= � � ,1 1
2

1

C R k BL k
k

K

� � �
�
� .

Из решения системы уравнений

2
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определяются искомые коэффициенты �Q и C1 эмпирической фор 
мулы (5.58):
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При этом параметры C1 и �1 выражения (5.58) имеют следующие
значения:
C1 — значение дисперсии быстроменяющейся составляющей

оценки погрешности q го параметра движения ЛА;
�1 — величина, обратная значению времени корреляцииT1 быст 

роменяющейся составляющей оценки погрешности q го параметра
движения ЛА, т.е. T1 1

1� �( )� .
Анализ статистической корреляционной функции конкретного

оцениваемого параметра движения ЛА позволяет выявить структуру
погрешности оцениваемого параметра (наличие медленноменяю 
щейся и быстроменяющейся составляющих), оценить дисперсии и
времена корреляции этих составляющих погрешности. Кроме того,
при наличии явных колебаний значений ковариационной функции
по отношению к оси абсцисс можно зафиксировать период этих ко 
лебаний и определить их декремент.

Разработанный программно алгоритмический комплекс оценки
точности территориально распределенных траекторных информа 
ционно измерительных систем позволяет провести высокоточную
априорную оценку точности траекторного измерительного ком 
плекса для любых вариантов обработки траекторной измеритель 
ной информации и может быть использован при проведении науч 
ных исследований, а также при проектировании новых и модерни 
зации существующих траекторных измерительных комплексов,
используемых для обеспечения испытаний сложных технических
комплексов.
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Заключение

Основные научные результаты исследований, представленных в
книге:

1. Развита теория анализа точности траекторных информацион 
но измерительных систем для обеспечения испытаний сложных
технических комплексов. Разработаны комплексный и интеграль 
ный показатели точности траекторного измерительного комплекса,
а также теоретические основы построения математической модели
оценки погрешностей траекторного измерительного комплекса для
различных вариантов обработки измерительной информации с ис 
пользованием аппарата «встречной» фильтрации и модели форми 
рования корреляционных функций вектора погрешности оценки
параметров движения летательных аппаратов. Это позволяет с боль 
шей достоверностью оценивать показатели точности таких ком 
плексов и проводить корреляционный анализ погрешностей траек 
торных измерительных комплексов для случая сглаженной обработ 
ки траекторной информации.

2. Разработаны методы оптимальной линейной и субоптималь 
ной нелинейной фильтрации многомерных траекторных измерений
по летательным аппаратам с несинхронными во времени компонен 
тами, позволяющие повысить точность оценки вектора параметров
движения ЛА в условиях наличия ошибок в привязке измерений к
единой шкале времени за счет учета в модели наблюдений дополни 
тельной априорной информации о вероятностных характеристиках
рассматриваемых временн�х ошибок.

3. Предложен метод оптимальной фильтрации несинхронных
во времени разнородных траекторных измерений от наземных
средств и бортовых измерителей перегрузок с использованием
двух синтезированных фильтров Калмана, работающих в двух 
тактном режиме. Метод отличается от ранее известных учетом в
моделях сообщения ошибок в привязке таких измерений к еди 
ной шкале времени ИК и позволяет повысить точность оценки
вектора параметров движения ЛА.

4. Разработан метод расчета начальных значений вектора оцени 
ваемых параметров в уравнениях фильтра Калмана при обработке
траекторной измерительной информации. Метод отличается от ра 
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нее известных возможностью в режиме послеполетной обработки
траекторной измерительной информации с высокой степенью дос 
товерности (вероятностью не менее 0,85) оценить начальное значе 
ние искомого вектора состояния системы траекторных измерений и
в конечном итоге повысить точность получаемых оценок за счет
учета дополнительной априорной информации о вероятностных ха 
рактеристиках погрешностей задания модели движения ЛА и по 
грешностей средств траекторных измерений.

5. Разработаны математическая модель оценки влияния погреш 
ностей выходной частотно временн�й информации СЕВ ИК на
точность определения вектора параметров движения ЛА и осно 
ванный на ее использовании метод обоснования требований к точ 
ности привязки информации радиотелеизмерений к единой шкале
времени ИК.

6. Предложен метод получения сглаженных оценок параметров
движения ЛА по информации многоканальных траекторных изме 
рений, основанный на разработанных положениях теории анализа
точности траекторных информационно измерительных систем,
идее «встречной» фильтрации и разработанном методе расчета на 
чальных значений оцениваемого вектора параметров движения ЛА
в уравнениях фильтра Калмана.

Научная новизна полученных результатов заключается в разра 
ботке комплекса методологически взаимосвязанных новых методов
и моделей, включающего:

математическую модель оценки погрешностей траекторного из 
мерительного комплекса для случая динамической фильтрации тра 
екторных измерений, средневзвешенной и сглаженной обработки
траекторной информации с учетом ошибок в задании априорных
данных о параметрах моделей наблюдаемого сигнала и полезного
сообщения, являющуюся основой для разработки комплекса новых
научных методов;

математическую модель формирования корреляционных функ 
ций погрешностей траекторного измерительного комплекса для
случая сглаженной обработки траекторной информации, позволяю 
щую проводить корреляционный анализ погрешностей оценки тра 
екторным ИК вектора параметров движения ЛА;

методы оптимальной фильтрации многомерных траекторных из 
мерений по ЛА с несинхронными во времени компонентами, а
также метод оптимальной фильтрации несинхронных во времени
разнородных траекторных измерений от наземных средств и бор 
товых измерителей перегрузок, позволяющие решить проблемную
задачу статистической обработки траекторных измерений в усло 
виях наличия временн�х невязок в привязке измерений к единой
шкале времени;
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метод расчета начальных значений вектора оцениваемых пара 
метров в уравнениях фильтра Калмана при обработке траекторной
измерительной информации.

К числу прикладных результатов представленных исследований
следует отнести разработку:

нового способа и схемы контроля местных шкал времени траек 
торного измерительного комплекса и управления ими в процессе
проведения натурных экспериментов. Этот способ позволяет соз 
дать системы единого времени автоматизированных траекторных
измерительных комплексов, обеспечивающие единство территори 
ально разнесенных местных шкал времени без применения допол 
нительных специальных средств;

алгоритма фильтрации многомерных разнородных траекторных
измерений от разнотипных измерительных средств для формирова 
ния данных целеуказаний средствам траекторного измерительного
комплекса, позволяющего повысить точность наведения следящих
средств на ЛА и надежность их сопровождения;

алгоритмов математического моделирования траекторных изме 
рительных средств различного типа, а также программно алгорит 
мического комплекса оценки точности территориально распреде 
ленных траекторных информационно измерительных систем, кото 
рый позволяет провести высокоточную априорную оценку точности
траекторного измерительного комплекса для любых вариантов об 
работки траекторной измерительной информации и может быть ис 
пользован при проведении научных исследований, а также при про 
ектировании новых и модернизации существующих траекторных
измерительных комплексов, применяемых для обеспечения испы 
таний сложных технических комплексов.

Полученные результаты могут быть использованы в научно ис 
следовательских организациях Минобороны РФ и Минпромторга
РФ при создании новых средств ТИ, для проведения анализа воз 
можностей проектируемых траекторных измерительных комплек 
сов, а также на испытательных полигонах этих министерств в авто 
матизированных системах обработки результатов полигонных ис 
пытаний для статистической обработки результатов траекторных
измерений. Кроме того, полученные результаты могут быть исполь 
зованы для обеспечения учебного процесса в вузах Минобороны РФ
и Минобрнауки РФ.
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Список сокращений

БД – блок дифференцирования
ИИС – информационно измерительные системы
ИК – измерительный комплекс; инфракрасный
ИС – измерительное средство
КСА – комплекс средств автоматизации
ЛА – летательный аппарат
ОЭП – оптико электронный прибор
ОЭС ТИ – оптико электронное средство траекторных измерений
РЛС ТИ – радиолокационная станция траекторных измерений
РТИ – радиотелеметрическая информация
РТС – радиотелеметрическая станция
РСУ – рекуррентное стохастическое уравнение
СДУ – стохастическое дифференциальное уравнение
СЕВ – средства единого времени
СИ – средство измерений
СКО – среднее квадратическое отклонение
СТК – сложный технический комплекс
ТВ – телевизионный канал
ТИ – траекторные измерения
ТИК – траекторный измерительный комплекс
ТТХ – тактико технические характеристики
УВП – устройство ввода поправок
ФРС – фоторегистрирующая система
ХВ – хранитель времени
ЦС – центр синхронизации
ЧВИ – частотно временн�я информация
ШВ – шкала времени
ЭВМ – электронно вычислительная машина
ЭПР – эффективная поверхность рассеяния
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