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Кинга состоит из двух частей. Первая часть — «Теория оши-
бок измерений» — включает элементы теории вероятностей и мате-
матической статистики (главы 1 и II), основы теории ошибок из-
мерений (глава III) и вопросы математической обработки много-
кратных измерений одпой величины (глава IV). Вторая часть — 
«Метод наименьших квадратов» — освещает сущность этого метода 
(глава V), основные н видоизменсипые способы уравнивания ре-
зультатов измерений нескольких величин с освещением вопросов 
оценки точности (главы VI—VIII). Рассматриваются вопросы интер-
полирования измеренных значений неизвестной функции (глава IX) 
и уравнительных вычислений при большом числе неизвествых 
(глава X). Приведенные в книге способы и схемы вычислений для 
обработки геодезических измерений иллюстрируются примерами. 
В приложении даны вспомогательные таблицы, необходимые для 
расчетов точности. 
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и I Н Ь Д А К Т О Р О В 
П Е Р В О Г О ИЗДАНИЯ 

Труд П. Л. Гайдаева к 13. Д. Большакова «Теория математиче-
ской обработки геодезических измерении» соответствует дисциплине, 
называвшейся ранее в учебной литературе «Способ наименьших 
квадратов^. Новое пазвание точнее отражает содсржаппе труда и 
учебной дисциплины. 

Книга соответствует современному состоянию данной научиой 
ДИСЦИПЛИНЫ М по содержанию существенно отличается от раиее издан-
ных аналогичных учебников. 

В книге изложепию основного учебного материала предпосланы 
необходимые сведения из теории вероятностей и математической 
статистики, причем эти сведения используются как исходное матема-
тическое основание для изложения теории ошибок измерении и .метода 
наименьших квадратов. 

Вопросы классификации измерений и уравнительных вычислений 
изложены на новой методологической основе, в которой отсутствует 
разделение измерений па «непосредственные», «посредственные» и 
«условные», на чем основывалось изложение способов решения задачи 
уравнивания во многих учебниках п что весьма затрудняло изучение 
столь лажной для ипженера-геодезиста научной дисциплины. Такой 
методологический подход позволил устранить существовавший раз-
рыв в изложении основных способов решения задачи уравнивания* 
трактовавшихся как «способ посредственных измерений» и «снособ 
условных измерений». В книге для обоих способов дастся нх общая 
теория (глава V), базирующаяся на избыточных измерениях, что со-
ответствует действительному порядку вещей при постановке п реше-
нии задачи уравнивания. 

Кроме основных способов уравнивания (главы V—VI), в книге 
излагаются видоизмененные способы — параметрический способ с из-
быточными неизвестными, снособ условий с дополнительными (не-
измеренными) неизвестными и др. (глава VIII). Изложение всех 
способов уравнивания сопровождается тщательно и полно отработан-
ными примерами. 
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Важный для геодезических работ вопрос оценкп точности изме-
рений базируется на принятом авторами положении, что математиче-
ское ожидание для ошибок измсрсплй отличается от дуля, а следова-
тельно. и предельное значеппе среднего арифметического отличается 
от истинного значения измеренной величины по причине влияния 
систематических ошибок. В книге приведены рекомендации но 
борьбе с систематическими ошибками, являющимися в современных 
высокоточных измерениях основным препятствием для существенного 
повышения точности геодезических определении (главы III . IV и др.). 

В отличие от записи алгоритма Гаусса, связанной с порядковым 
номером букв в латинском алфавите, в книге прпмепястся запись, 
в которой коэффициенты уравнений обозначаются только буквами а 
(для пеходион системы) и Лг (для преобразованных систем) с цифро-
выми индексами. 

В книге с достаточной для учебника полнотой освещается вопрос 
уравнительных вычислепин при большом числе неизвестных (глава X), 
имеющий важпое значение для вычисления государственных геоде-
зических сетей высших классов» 

Математические сведения, необходимые для изучення дисциплины, 
пе выходяг за рамки оспов дифференциального п интегрального ис-
числений. В теоретических выводах там, где ото было целесообразно, 
пепользовались элементарные сведепяя из матричного исчисления. 

Б. С. Кузьмин, В. Е. Гмурман 



П Р Е Д И С Л О В И Е 

Но содержанию дашшй учебник соответствует программе курса 
«Теория математической обработки геодезических измерении» для гео-
дезических вузов п факультетов. Программа одобрена на заседаниях 
кафедры геодезии Московского института инженеров геодезии, аэро-
фотосъемки и картографии (МИИГАиК) и кафедры геодезии и астро-
номии Военно-ипжеиерпой Краснознаменной и ордепа Ленина акаде-
мии им. В. В. Куйбышева н утверждена Учсбпо-методнческим упра-
влением по высшим учебным заведениям Министерства высшего и 
среднего специального образования СССР. Учебник предназначен 
для студентов вторых и третьих курсов очного, заочного и вечернего 
обучепия геодезического, аэрофотогеодезического и картографиче-
ского факультетов геодезических вузов и соответствующих^снениаль-
ностей нсгсодезическнх вузов. 

При изложении учебного материала КНИГИ используется мате-
матический аппарат, в основпом известный студенту 2-го курса тех-
нического вуза. Однако то обстоятельство, что данный курс изу-
чается параллельно с курсом высшей математики, создает некоторые 
трудности п должно учитываться лектором. Что касается понятий 
из специальных дисциплин (геодезии и др.), используемых ири из-
ложении учебного материала курса, то они не создадут особых за-
труднений студентам, изучившим первую часть курса геодезии, и 
лишь в незначительной своей части потребуют некоторых дополни-
тельных пояснений. 

Во втором издании киши «Теория математической обработки гео-
дезических измерений» заново наиисаи § 52 «Допуски для результа-
тов измерении и их фупкцпй» с учетом развития взглядов па эти 
важные для геодезии вопросы. В остальном содержание книги под-
верглось коррективам, связанным с устранением неточностей. 

Изложение теоретического материала в книге, как правило, ил-
люстрируется примерами. Можно надеяться, что ото позволит 
использовать учебник не только для обучения студентов, но и в 
тонографо-геодезнческом производстве. 
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Что касается степейи участия авторов в создании учебника, то 
все его главы написаны ири тесиом и полном сотрудничестве ав-
чоров; поэтому оба автора в равной мере ответственны перед чита-
телями за все содержание книги. 

Авторы благодарны коллективам кафедры геодезии МИИГАпЬ* 
и кафедры геодезии п астрономии академии им. В. В. Куйбышева 
за помощь и полезные советы при работе пад программой курса 
и рукописью учебника. 

Отзывы и критические замечания читателей книги авторами бу-
дут восприняты с должным випманпем. 



В В Е Д Е Н И Е 

Измерения играют весьма важную роль во всех областях техники, 
они доставляют исходную информацию для точных наук. 

Измерения составляют основное содержание всех работ, выпол-
няемых с целью картографо-геодезического изучения земной поверх-
ности. Методы и средства измерений, связанных с изучением Земли, 
разрабатываются в геодезии, практической астрономии, гравиметрии, 
фотограмметрии, картометрии, космической геодезии и в других 
науках. 

Измереппе любой величины рассматривают с двух точек зрения: 
количественной, выражающей числовое значение измеренной вели-
чины, н качественной, характеризующей точность измерения. 

С развитием науки и техники, в частности геодезии, повышается 
точность измерений п совершенствуются методы их математической 
обработки. 

В измерениях не должно быть промахов п просчетов, или, как 
говорят, грубых ошибок. Для обнаружения последних в геодечиче-
ской практике всегда делают не менее двух измерений каждой вели-
чины п. кроме того, используют математические зависимости между 
измеренными величинами (например, равенство суммы углов в пло-
ском треугольнике 180°. равенство нулю суммы превышений в зам-
кнутом высотном полигоне н т. п.). 

Из опыта известно, что даже при самой тщательной и аккуратной 
работе многократные (повторные) измерения любой постоянной вели-
чины всегда дают несколько различные результаты, а результаты 
измерений математически связаипых величии образуют иевязкп *. 
Порядок величины невязок и расхождений между результатами по-
вторных измерении должен соответствовать точности измерении, 
что п является признаком отсутствия грубых ошибок в измере-
ниях. 

То обстоятельство, что и при отсутствии грубых ошибок резуль-
таты повторных измерений всегда в известных пределах различаются 
между собой, объясняется тем, что любые измерения всегда сопро-
вождаются неизбежными малыми ошибками, т. е. отклоиепиями 
результатов измерении ог точных значении измеренных величин. 
Источниками этих ошибок являются неточности измерительных оно-

* Если математическую зависимость между измеренными величинами выра-
зить равенством ф(А'„ . . Л'я) = 0, то невязка определится равенством 
И* = • • •» где хп — результаты пзмереппй. 



раций наблюдателя, неточности изготовления и юстировки приборов, 
недостатки учета влияния непрестанно изменяющихся условий из-
мерений п др. 

«Поэтому их (т. е. неизбежные ошибки. — Прим, авт.) прихо-
дится терпеть в наблюдениях, во следует, но возможности, ослабить 
их влияние на полученные результаты путем искусного комбиниро-
вания...» *. 

В вопросе о точности измерений и их математической обработки 
следует обратить внимание на одно важное обстоятельство. Но вда-
ваясь пока в способы числовой оцонкн качества результатов измере-
ний, а риог! можно утьерждать. что результаты, содержащие мень-
шие ошибки, больше импонируют потребителю этих результатов. 
На этом основании иногда предъявляют явно завышенные требова-
ния к точпостн измерении, не соответствующие действительной необ-
ходимости и реальным возможностям. Однако излишняя точность 
измерений столь же нежелательна, как и недостаточная точпость, так 
как это ведет к увеличению объема и сроков работ и к их удорожа-
нию. Поэтому возникает задача определения целесообразной, т. е. 
необходимой и достаточной, точности измерений и обработки их ре-
зультатов. 

Нзучепием качества геодезических измерений, законов возникно-
вения н действия неизбежных малых ошибок, разработкой правил 
оценки и расчетов необходимой точности измерений, а также методов 
н способов вычислении, позволяющих получать при экономных за-
тратах вычислительного труда наилучшие окончательные результаты, 
и занимается теория математической обработки геодезических из-
мерении. 

Логическая структура книги показана на рис. I; она состоит из 
двух частей: теории ошибок измерении и метода наименьших квадра-
тов. Обе части основаны на элементах теории вероятностей; при 
этом ладо иметь в виду, что «Теория вероятностей» как отдельный 
предмет в геодезических вузах не изучается. Небольшой раздел этой 
важной наук», включенный в ирограмму курса высшей математики 
технических вузов, восполняет этот пробел лишь частично. 

Авторы стремились учесть достижения говетской геодезической 
школы в методологии и методике изложения способа на и меньших 
квадратов, опираясь при этом на труды К. Ф. Гаусса (1777—1855). 

Может возникнуть вопрос: почему традиционное название дис-
циплины «Способ наименьших квадратов» замешаю на «Теорию ма-
тематической обработки геодезических измерении»? Для ответа на 
этот вопрос следует обратиться к схеме логической структуры книги, 
откуда вытекает необходимость такой замены. Метод наименьших 
квадратов, предложенный Лежвндром и Гауссом, болев чем за 160-
летний период его примепония всесторонне проверен практикой, 
получил и получает все новое развитие. Тем не менее для подготовки 

* К. Ф. Г а у с с . Избранные сочпнеппн, т. I. М., Геодезпздат, 1957 
с. 18. 
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высококвалифицированных специалистов в области математической: 
обработки геодезических измерений одного метода наименьших квад-
ратов недостаточно. К атому выводу приходят многие геодезисты 

Рис. 1 

Основы метода наименьших квадратов и теории ошибок былп 
разработаны на рубеже XVIII и XIX столетни. К тому времени 
в астрономии и геодезип значительно повысилась точность измерешш 
и накопился обшириый материал наблюдении, который требовалось 
обработать .методами, дающими наилучшие результаты. Задачи 
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теоретической и практической астрономии и геодезии настойчиво 
требовали создания научно обоснованного метода математической 
обработки результатов измерений. 

Отвечая требованиям науки и практики, ученые выдвипулп ряд 
предложений по математической обработке результатов измерений. 
В XVIII в. выдающиеся астрономы и математики того времени — 
член русской Академии наук Леонард Эйлер (1707—1783), II. Ламберт 
(1728—1777), П. Лаплас (1749—1827) и другие —предлагали различ-
ные способы, по все. опи не нашли применения по своей сложности. 

В 1806 I. французский математик А. Лежа ид р (1752—1833) опубли-
ковал работу «Новые методы определеиня комстиых орбпт». в кото-
рой предложил зля математической обработки результатов наблюде-
ний метод наименьших квадратов. проиллюстрировав его примером 
из геодезии (определение размеров Земли на основе градусных из-
мерений). 

В 1809 г. Карл Гаусс (1777—1855) опубликовал свою работу 
«Теория движения небесных тел. обращающихся вокруг Солнца 
во коническим сечениям». В этой работе Гаусс блестяще развивает 
алгебраическую сторопу метода наименьших квадратов. Достаточно 
сказать, чго введенные им обозначения и символика сохраьплпсь и до 
настоящего времени. Это обстоятельство позволяет считать Гаусса 
наряду с Лежандром создателем метода наименьших квадратов. 

В 1810 г. французский .математик н астроном Лаплас, используя 
результаты Муавра (1067—1754), вывел формулу, позволяющую 
определять вероятности числа появлений случайных событий при 
многократных испытаниях. Эта формула значительно расширила 
юзможностп прпмепения теории вероятностей в практик? и. в част-
ности, при обработке результатов паблюденнй. 

Значительное развитие теория вероятностей получила в работах 
русских математиков: академиков II. Л. Чебышева (1821—1894), 
Л. А. Маркова (1850-1922) и А. М. Ляиупова (1857—1918). 

Работы П. Л. Чебышева, А. А. Маркова н А. М. Ляпунова про-
должили и развили советские ученые: С. II. Бсрнштейн, А. Н. Колмо-
горов. А. Я. Хпнчин, II. В. Смнрпов, В. II. Романовский, Ю. В. Лип-
ник. Б. В. Гнеденко п другие, создавшие передовую советскую 
школу теорпи вероятностей и математической статистики. 

Широкое применение в геодезии метод наименьших квадратов 
нашел лишь в середине XIX в. после выхода в свет ряда руководств 
по практическому его применению. Характерно, что впервые прак-
тическое руководство по применению этого метода в геодезии было 
издано в России в 1836—1837 гг. русским военным геодозистом 
А. П. Болотовым. В Германия руководство такого рода было впервые 
издано лпшь в 1843 г. 

Разработкой методов уравнительных вычислений * занимались 
главным образом астрономы п геодезисты. Из зарубежных ученых 

» «У равппте л ьпыми»" называют вычисления, связанные с математической 
обработкой пзмереипй по методу наименьших квадратов. 

г,; 



в ие рву то очефсдь следует упомянуть НОМСЦКИХ V 40 ПЫХ Ф. Гн'ССОЛП 
(1784—1846), Ф. Гельмёрта*(1843—1917), О. Шрейбера, Л. Крюгери. 

Широкое применение в геодезических вычислениях метод нлн-
мепьшпх квадратов получил в России. Академик А. Н. Савнч (1811 — 
1883) издал в 1857 г. книгу «Приложение теории вероятностей к вы-
числению паблюдепий и геодезических измерений». Сразу же после 
выхода этой кпнги в свет она была переведена на немецкий язык и 
издана в Германии. Разработкой методов и нрпемов уравнивания за-
нимались в России также воепные геодезисты: проф. И. II. Померан-
цев (1847—1922). проф. В. В. Вптковский (1956—1924) и др. 

В годы социалистического строительства геодезические работы 
в СССР достигли повиданных до того объема и темпов выполнения. 
Уже к 1940 г. в СССР была создапа грандиозная астрономо-геодези-
ческая сеть с общим протяжением рядов триангуляции 1 класса 
свыше 75 ООО км. Эта сеть покрывала собой площадь, в два рази боль-
шую, чем США. К настоящему времепп объем выполненных работ 
значительно увеличен. 

Перед советскими геодезистами встала прежде, всего задача стро-
гого уравнивания системы полигонов триангуляции 1 класса, покры-
вающих огромные пространства нашей Родины. Кроме зтой задачи, 
перед советскими геодезистами встала и другая, не менее сложная 
задача — уравнпвапне сплошных сетей 2 класса, заполняющих собой 
полигоиы 1 класса. Уравнивание этих обширных сетей требовало 
теоретической и практической разработки повых приемов уравнива-
ния. значительно упрощающих вычисления, без ущерба для стро-
гости решения задачи. 

Все эти задачи с успехом решались и решаются коллективными 
усилиями советских геодезистов. В связи с этим следует в первую 
очередь упомянуть члепа-корреспопдента Академии наук СССР 
проф. Ф. Н. Красовского (1878—1948) и проф. II. А. Урмаева (1895— 
1959), создавших методы обработки астрономо-геодезнческой сети 
СССР. Предложенные Ф. II. Красовским п Н. А. Урмаевым простые 
и в то же время достаточно строгие методы позволили практически 
разрешить задачу создания единой и высококачествеппой геодезиче-
ской основы. В атом деле большие заслуги имеет также доц. Д. \ Ла-
рин. в течение многих лет руководивший вычислительными работами 
по обработке основпых сетей СССР. 

В решении задачи обработки геодезических сетей, заполняющих 
полигоны триангуляции 1 класса, немалая заслуга принадлежит 
военному геодезисту И. М. Герасимову и ппж. II. 10. Прапнс-Пране-
внчу. Совместно с коллективами вычислителей они разработали эф-
фективные способы уравнивания обширных заполняющих сетей и со-
здали фундаментальные руководства ио вычислению триангуляции, 
в которых подытожили многолетний вычислительный опыт русских 
л советских геодезистов. 

Много сделал в области математической обработки результатов 
измерении заслуженный деятель науки и техники проф. А. С. Че-
ботарев, перу которого принадлежат наиболее популярные среди 
советских геодезистов руководства по способу наименьших кпалра-
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тов. Можно отметить также его труды в области уравнивания полп-
гонометрии. Большие заслуги в создаипн различных методов мате-
матической обработки результатов измерений принадлежат профес-
сорам II. II. Пдельсоиу. Н. Г. Келлю н В. В. Попову. 

Широко известны также имена профессоров В В. Данилова, 
А. И. Дурнева. А. А. Изотова. М. М. Машимова, Г. А. Бургшстрова, 
II. II. Шилова, К. Л. Проворова, А. II. Мазмпшвилп, Е. Г. Ларченко, 
A. В. Гордеева, Ю. В. Кемшща, К. К. Скиданенко, II. И. Купчниова, 
B. II. Ганышша, В. Г. Конусова. А. А. Визгнна, II. II. Лебедева, 
Н. Г. Вндуева, докт. техн. паук А. 3. Сазонова, профессоров 
Ю. II. Маркузе, Б. А. Литвинова, 10. А. Гордеева, Е. Г. Бойко, 
Н. Д. Дроздова, доцентов Б. С. Кузьмина. 10. М. Неймана н других 
советских ученых, работающих в области .математической обработки 
результатов геодезических измерении. 

Наличие передовой вычислительной школы позволило советским 
геодезпстам в кратчайшие сроки (за 4—5 лет) выполнить поставлен-
ную перед ними Советским правительством грандиозную задачу по 
перевычислению всех триангуляции Советского Союза на новый ре-
ференц-эллипсоид Красовского. 

Появление современных электронных вычислительных машин 
открывает новые возможности развития методов уравнительных вы-
числсипн п, в частности, обработки обширных геодезических сетей. 

Предлагаемый читателю учебник «Теория математической обра-
ботки геодезических измерении» не претендует на исчерпывающее 
и строгое изложение всех затронутых б нем вопросов. Более того, 
при изложении основ теории вероятностей и математической стати-
стики авторы ограничились лишь самыми элементарными сведепнямп, 
которые, однако, в приложении к геодезии позволяют, по мнению 
авторов, построить достаточно строго теорию математической обра-
ботки геодезических измерений, обеспечивающую заданную точность 
вычислений. Так. например, при вероятностных расчетах в геодезии 
в преобладающем числе случаев достаточно обеспечить две и макси-
мум три значащие цифры, так как эти расчеты относятся, как правило, 
не к результатам измерений, а к их ошибкам. По ьиолне понятным 
соображениям авторы не нашли возможным п нужным останавли-
ваться также на анализе различных трактовок понятий и определений 
теории вероятностей и математической статистики, а привели лишь 
тс из них. которые при элементарном изложении наиболее доход-
чивы и понятны и позволяют решать поставленную задачу. 



Часть первая 
ТЕОРИЯ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИИ 

Г л а в а I 
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

§ 1. ПРЕДМЕТ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Т е о р и я в е р о я т н о с т е й — математическая дисциплина, 
изучающая количественные закономерности массовых случайных яв-
лений. т. е. таких явлений, которые при многократном воспроизведе-
нии одного и того же опыта происходят каждый раз различно. 

Все в мире закономерно, учит диалектический материализм. 
Ф. Эшельс пишет: «..., где па поверхности происходит игра случай-
ности, там сама эта случайность всегда оказывается подчиненной 
внутренппм, скрытым законам. Все дело лишь в том, чтобы открыть 
эти законы» *. Теория вероятностей разрабатывает методы устано-
вления згих законов, скрытых при рассмотрении отдельных случай-
ных событий, путем изучения случайных явлений на оспове большого 
числа наблюдеипй. 

Для нзучеппя разнообразных явлений реального мнра произво-
дятся наблюдения, опыты и измерения. 

Наблюдение — основа всех паучпых исследований; признаки на-
блюдаемого объекта, выявляемые при наблюдении, могут быть как ка-
чественными, так и количественными. Количественные признаки 
определяют либо путем точпого дискретного счета, либо путем измере-
ний, дающих, как правило, приближенные результаты. Так, напри-
мер, число попаданий в мпшепь определяется точно, отклонение же 
пробоин от цептра можно получить лить прпблпяченпо. 

Таким образом, теория вероятностей изучает пе только случай-
ные события, но и случайные величины. Случайной пазывают вели-
чину, которая при опыте прпппмает значение, наперед неизвестное 
и зависящее от Случайных причин, которые заранее не могут быть 
учтены. 

Кроме случайных событпй и случайных величин, теория вероятно-
стей изучает случайные функции. 

* Ф. Э н г е л ь с . Людвпг Фейербах п конец классической немецкой фило-
софия. М., Госполпптздат, 1953, с. 42. 
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И з м е р е н и е м называется количественное сравнение опре-
деляемой физической величины с однородной ей велнчппой, значе-
ние которой пзвестпо. В результате пзмереппя получают число, по-
казывающее, во сколько раз определяемая физическая велпчппа 
больше плн меньше величины, с которой ее сравнивали, и в копечпом 
итоге больше или меньше величины, принятой за меру пзмереппя. 

Нас будут интересовать закономерности тех случайных явлений, 
которые обладают относительной устойчивостью некоторых свойств 
(имеются в виду не единичные случайные события, а их массовое про-
явление). В ЖИЗНИ почти все случайные явления именно такого рода. 
Так, например, процент рождения мальчиков по отношению к общему 
числу рождения детей в больших городах в разные годы сохраняется 
довольно устойчиво (примерно 51,5%); в качестве других примеров 
можно привести число корреспонденций в течение определенных пе-
риодов и даже такие случайные явления, как несчастпые случаи па 
улицах большого города: число таких случаев относительно устой-
чиво в определенные дни разпых недель, в одни и те же месяцы раз-
ных годов. Заметим, кстати, что на изучении закономерностей таких 
случайных явлений, как несчастпые случаи, пожары, град п другие 
стихийные бедствия, основывается страховое дело. Весьма устойчивы 
также средние значения таких случайных величин, как рост людей, 
месячная температура в определенных географических районах и т. п. 

§2 СОБЫТИЯ 

Осуществление каждого отдельного наблюдения, опыта или из-
мерения называют и с п ы т а н и е м . Результат испытания назы-
вают с о б ы т и е м . 

Примеры. 1. При бросашш монеты могут произойти события: «появление 
герба», «появление цифры». 

2. При измерениях трех углов в плоском треугольнике сумма измеренных 
углов в зависимости от качества зреиия наблюдателя, наличия инструменталь-
ных ошибок, влияния внешних условий и других причин будет отличаться от 180® 
либо в сторопу увеличения, либо в сторону уменьшения, либо будет случайно 
совпадать с теоретической суммой. Это соответствует следующим событиям: «по-
явление положительной отппбки (невязки) в сумме измеренных углов», «появле-
ние отрицательной ошибки в сумме измеренных углов», «отсутствие ошибся 
в сумме измеренных углов». 

Совокупность условии, ирп которых производится данное испыта-
ние, называют к о м п л е к с о м у с л о в и й . 

Пример. При пзмерепип углов теодолитом к комплексу условий могут быть 
отнесены: увеличение зрительной трубы инструмента, точность отсчетпого при* 
способденыя, точность цеитрировочного устройства, качество изображения ви-
зирных целей, впешние условия, опытность наблюдателями т. д. 

Событие, которое ири воспроизведении опыта (при осуществлений 
данного комплекса условий) может наступить, а может и пе насту-
пить, называют с л у ч а й н ы м с о б ы т и е м . 

Соответственно этому явлехше, которое при многократиом вос-
произведении одного и того же опыта протекает каждый раз пе-
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сколько по-иному в зависимости от некоторой изменчивости условий, 
в которых производится опыт, называют с л у ч а п и ы м я в л е -
и и е м. 

Пример. Результатами стрельбы из орудия при одной и тон же его устапоьне 
являются случайные события: «попадание в цель» снедолет», «перелета, «откло-
нение влево», «отклонение вправо» и т. д. Этп результаты обусловлены тем, 
что, хотя стрельба производятся и при одной установке орудия, неучтенные 
факторы (отклонение массы снаряда и заряда от расчетного, точность наведения, 
точность введения поправок и т. д.) оказывают свое влияние, и опыт протекает 
каждый раз несколько по-иному. 

Как уже указывалось, при большом числе испытаний, произ-
водимых в одинаковых условиях *, обнаруживаются вполне устой-
чивые закономерности, что является основополагающим при при-
менении методов теории вероятностей и математической статистики 
к обработке массовых наблюдений. 

П р о с т ы м с л у ч а й н ы м с о б ы т и е м пазовем такой ре-
зультат испытания, который полностью описывается одним (и только 
одним) событием. Простое событие не может быть разделепо на со-
ставляющие события. 

С .4 о ж и ы м с л у ч а и и ы м с о б ы т и е м назовем такое, 
которое составляется из двух пли нескольких простых событий. 

Обозначим через А, В, С, ..., IV различные случаппые события; 
в последующем будем писать: (-событие А», «событие В» и т. д. 

Пример. Выпадение герба пли цифры при одном бросания монеты — простое 
событие; результат испытаний нрн десяти бросаниях монеты есть сложное со-
бытие. 

1 Виды событий 
Различают события: достоверные, невозможные и случайные. 
Д о с т о в е р н ы м называют событие, которое непременно про-

изойдет, если осуществится определенный комплекс условий. 
Пример. В урне имеются только белые шары. Событие .1 — появление 

белого шара при взятии одного шара — событие достоверное. 

Достоверное событие принято обозначать буквой II. Следова-
тельно, 

Л=1\ 
Событие, которое при осуществлении определенного комплекса 

условий не может произойти, называют н е в о з м о ж н ы м. 
Пример. В предыдущем случае невозможным событием является событие В — 

появление черного шара (комплекс условии определяется наличием в урве 
только белых шаров). 

Невозможное событие принято обозначать буквой V. Следова-
тельно, 

В = V. 

* Под одинаковыми условиями здесь и далее будем понимать условия, 
которые характеризуются примерно равными показателями^ основных действу-
ющих факторов (температуры, давления, влажности, сплы и'направлення ветра 
при измерениях, географических условий и т. п.). 
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Как уже отмечено выше, с л у ч а й н ы м называют событие, ко-
торое при осуществлении определенного комплекса условии может 
либо произойти, либо не произойти. 

Например, если производится измерение линии, точное зпачение 
которой известно, то ошибка измерения может быть либо со знаком 
плюс, либо со знаком минус, но с каким имеино — заранее сказать 
нельзя, так как случайное событие есть результат действия многих 
причин (условия измерений, точность метода измерений, методика 
измерений и т. п.). учесть которые безошибочно невозможно. 

Пример. При бросании монеты она может упасть кверху либо гербом, либо 
цифрой. Поэтому события: «при бросашш мопеты вьшал герб», «при бросании 
монеты выпала цифра» — события случайные. 

2. Виды случайных событий 
Случайные события различают: совместные, несовместные, един-

ственно возможные, равповозможиые. 
События называют с о в м е с т н ы м и , если прн испытании онп 

могут наступить все. 
Если Л, В. С, ..., И7 — совместные события и известно, что онп 

наверняка произойдут, то пишут 
А-В-С-. • .-1Г=»1Г. (1.1)' 

Пример. Попадание снаряда в цель и разрыв снаряда — события совместные. 
События и е с о в м е с т и ы. еслп при одном испытании появле-

ние одного из нпх исключает появление других. 
Примеры. 1. В урне имеются белые и черные шары. При одпом испытанлп 

(взятии одного шара) событие А (появление белого шара) и событие В (по-
явление черного шара! — несовместные события. 

2. Производится один выстрел из орудия. События «разрыв снаряда» и «не-
разрыв снаряда» — несовместные события. 

Е д и н с т в е н н о в о з м о ж н ы м и называют события, еслп 
появление в результате испытания одного и только одного из ппх 
является достоверным событием. Этп события попарно несовместны. 

Пример. При бросании мопеты единственно возможные события: «появился 
герб», «появилась цифра». 

События р а в н о в о з м о ж п ы, еслп ни одно из нпх не являет-
ся объективно возможным больше, чем любое другое, например вы-
падение герба или цифры при бросаппн монеты, вынимание карты 
любой мастп из колоды. 

3. Полная группа событий 
Систему единственно возможных событий называют п о л п о й 

г р у и и о й с о б ы т и й . Таким образом, при испытании одно 
из событий полной группы обязательно появится. 

* Формулы в книге обозначаются двумя индексами: номером главы п номе-
ром формулы в ней. 
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Пример. Ь урне лежат белые, черные и красные шары. При испытании 
(т. е. ири вьшммашгиодиот шара) может появиться только белым. черный или 
красный шар. Три события: «появление белого тора», «появление черного шара*, 
«появление красного шара* составляют полную группу событий. 

Два единственно возможных события, образующих полную группу 
событии, называют и р о т и в о и о л о ж н ы м п. Событие, про-
тпвоноложное событию Л, обозначается той же буквой, но с чертой 
наверху, т. е. Л — событие, противоположное событию Л (иногда 
говорят «не Л»). 

Промеры. 1. А — появление герба при бросании монеты; 
.-1 — появление цифры при бросании монеты. 

2. В — нона дан не при выстреле; 
В — промах при выстреле. 

3. С — все попадапня при N выстрелах; 
С — хотя бы одии промах при .V выстрелах. 

4. Появление некоторого события п его неиоявлепив. 

Последний пример имеет особое значение, так как к нему можно 
свести рассмотрение любого случайного события. 

$пм образом, при одном испытании 

(и .1 и 7«) .1.7= Г: (1.2) 

(или .1, и.-ш .~1)=. |4- .Г=Г. (1.3) 

§ 3. ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ЧАСТОТА 
И ВЕРОЯТНОСТЬ СОБЫТИЯ 

О т н о с и т е л ь ь о й ч а с т о т е й некоторого события назы-
вают отношение числа появлении агого события к числу всех испыта-
ний при ^данном комплексе условий. 

Пусть () — относительная частота, /г — число появлении собы-
тия. п — число всех испытаний. 

1» соответствии с определением 

е - т г - (ы> 

Пример. Произведено 30 измерении одной и той же величины: нри этом 
число отрицательных ошибок оказалось равным 12. Следовательно, к = 12, 
п = 30, относительная частота появления отрицательной ошибки (> = 0,40. 

На основании самого определения понятия относительной частоты 
легко установить, что она не может быть отрицательной п что ее зна-
чение для любого события удовлетворяет неравенствам 

0 (? I (так мк О ^ Л ^ и ) . (1.5) 

В § 1 отмечено, что при большом числе испытаний в одинаковых 
условиях обнаруживаются вполне устойчивые закономерности. Яркое 
проявление подобных закономерностей — свойство устойчивости от-
носительной частоты однородных случайных событий, т. е. уменьше-
ние разброса ее значений, получаемых в разных сериях испытаний, 
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Из изложенного следует, что для каждого события, исходя из прак-
тических соображении, необходимо установить как бы допустимую 
величину откяоноштя вероятности от единицы или нуля для того, 
чтобы можно было считать событие практически достоверным пли, 
наоборот, практически невозможным. 

Рассмотрим следствия, которые вытекают из определения вероят-
ности. 

1. Вероятность невозможного события равна нулю, т. е. 

/>(Г) = 0, (1.8) 

где 1" — невозможное событие. 
Действительно, если в формуле (1.0) М = 0. то р = 0. 
2. Вероятность достоверного события равна единице, т. е. 

Р(С)=\ , (1.0) 
где V — достоверное событие. 

Действительно, если в формуле (1.6) М — .V Ф 0, то р — 1. 
3. Вероятность случайного события — всегда положительное чис-

ло, заключенное между нулем и единицей, т. е. 

0 < / > < 1 . (1.10) 

Вероятность любого события удовлетворяет неравенствам 
0 1. (1.1!) 

Далее будем обозначать 
р (А) — р — вероятность появления события; 
р ^4) — вероятность непоявления события. 

С учетом принятых обозначении для (1.8) .можем записать 

Л + 9 - 1 . (1-12) 

§ 4. СЛОЖЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Суммой нескольких несовместных событий называют сложное со-
бытие. состоящее в появлении одного нз этих событий, безразлично 
какого. 

Пусть даны несовместные события Л , . Л 2 . . . ., Л„. 
Если событие В — сложное событие, состоящее в появлении од-

иого^нз этих несовместных событии, безразлично какого, то 

Ве=(нли .-1г, или .-!„, . . или .1п). (1-13) 

Более удобной записью выражения (1.13) могут служить равен-
ства 

Лв.1,-1-..!«+. • (1.14) 
или 

(1.15) 
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1. Т е о р е м а сложения вероятностей 
В е р о я т н о с т ь с у м м ы н е с к о л ь к и х п о п а р н о 

н е с о в м е с т н ы х с о б ы т и й , б е з р а з л и ч н о к а к и х, 
р а в н а с у м м е в е р о я т н о с т е й э т и х с о б ы т и й , т . е . 

р{В)=р{А1+Ай + . . . + Л я ) = />(.11) + я(Л2) + . • - + (1.16) 
или 

Л , ) = 2 />(.4,). (1.17) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначения: 
Лг — общее число возможных элементарных исходов испытания; 

— число исходов, благоприятствующих событию А ^ 
Л/2 — число исходов, благоприятствующих событию А „; 

Мп — число исходов, благоприятствующих событию Ап. 
Число элементарных исходов, благоприятствующих появлению 

события 
= +/1- + . . 

равно 
Мв = + + (I >8) 

С л едовате л ы 1 о. 

р{В) — р(Ах А, + . . . Лп) ц = 

_ Мп 
~ N Лг : • • " Л' 

Учтя чго 
М, 

(Г-1У) 

дг = Р Ш (г-1, . . ., «), (I 20) 
получим 

= + • . + Лп)«/>(,11)+/>(/18) + . . •+/>(.<!„), (1.21) 
или 

(1.22 

Пример. В лотерее 1000 билетов, из иих падает выигрышей: на один билет — 
500 р.; на 10 билетов — по 100 р.; на 50 билетов — по 20 р.; на 100билетов — 
по 5 р. Остальные билеты невыигрышные. 

Найти при паличпн одного билета вероятность: 1) выигрыша не менее 20 р. 
и 2) выигрыша любой суммы. 

Р е ш е н и е . Обозначим события: Вг — выигрыш не менее 20 р.; В• 
выигрыш любой суммы; Лг — выигрыш 20 р.; — выигрыш 100 р.; А3 
выптрьпп 500 р.; — выптрыш 5 р. 

Согласно условию, 
В^Ль + .-и + Л з, 
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11 о теореме сдожевпя вероятностей имеем 

Р <«»)=Р Ш+я +/> (Л,) = - Щ ) - + - ^ щ - 4 - 1 5 о о ~ = 0 ' 0 6 1 -

р (Я2) = р (.4 г + И 8 + Л з + А л ) = 

, 100 
= (/> и о + Р Ш +Р (>Ы1 +Р = 0.061 + 1Щ-=0,161. 

2. Теорема о сумме вероятностей 
событий полной группы 

С у м м а в е р о я т н о с т е й , о б р а з у ю щ и х п о л -
н у ю г р у п п у , р а в н а е д и н и ц е . 

Действительно, если события Ах. Л а , . . ., Ап образуют полную 
группу, то появлевне одиого пз этих событий достоверно н, следо-
вательно. 

ИЛН-Л.+. . .+Ап) = 1. 
Поскольку события полной группы попарно несовместны, приме-

нима теорема сложения 

Р Ш + п Ш + . - .+/>(А,)=1. 

§ 5. НЕЗАВИСИМЫЕ И ЗАВИСИМЫЕ СОБЫТИЯ 

Условная вероятность 

Выводы теории вероятностен, касающиеся сложных событий; бу-
дут существенно различными в зависимости от характера связи между 
событиями. Поэтому целесообразно дать определения независимых 
п зависимых событии и понятие об условной вероятности. 

Два события называются н е з а в и с и м ы м и , если вероят-
ность одного пз них не зависит от того, появилось или не появилось 
другое событие. 

Пример. Двумя наблюдателями взято два отсчета по шкале прибора при 
одной установке. Вероятность ошибкп первого наблюдателя пе зависит от 
ошибки второго наблюдателя и наоборот. 

Несколько событий называются п о п а р н о н е з а в п е и -
м и м и , еслп каждые два из них независимы. 

Пример. Молота брошена -1 раза. Пусть В, С, й, Е — события, состоящие в по-
явлении цифры соответственно в первом, втором, третьем л четвертом испыта-
ниях. Очевивдо, что каждые два пз событий, взятые попарно (т. е. Б и С, В и О. 
О и Е. В и V. В и Е. С и О), пезависпмы. Таким образом, события В, С, .0,2? — 
попарно независимые. 

Несколько событий называются н е з а в и с и м ы м и в с о в о -
к у п н о с т и . еслп каждое из них н любое сложное событие (со-
стоящее из комбинации всех остальных ИЛИ какой-либо части) — со-
бытия независимые. Так, например, если Л, , Л, , Л 3 — события, 
независимые в совокупности, то независимыми являются события 
А 1 и А Л г и Л а, А * и Л:1. . 'Ц.4и Л Л и А 2, Л 2Ла и Л 



Независимость в совокупности не является следствием попарной 
независимости, иными словами, несколько событий могут быть по-
парно независимыми, но не быть независимыми в совокупности. 

Два события называются з а в и с и м ы м н, если вероятность по-
явления одного из них зависит от того, появилось плн ис иоявилось 
другое событие. 

Пример. Если поражепио цели достигается двумя попаданиями, то пораже-
ние цели при втором выстреле есть событие зависимое, так как опо может про-
изойти лишь при условии первого попадашш в цель. 

Вероятность, вычисленная в предположении, что одпо или не-
сколько событий уже произошло, называется у с л о в н о й в е -
р о я т н о с т ь ю . 

Введем обозначения: 
р (А/В) — условная вероятность события А. вычисленная в пред-

положении, что произошло событие В; 
р (АШц В о, В3)—условная вероятность события Ау вычисленная 

в предположении, что произошли события В х , /?3, .... 
События А и В зависимы, если выполняются неравенства 

р(Л/В)^р{Л); р{В/Л)Фр(В). (1.23) 

В отличие от условной вероятности вероятность независимого 
события называют иногда безусловной вероятностью (когда эти по-
нятия испольвуются вместе). События А и В независимы, если выпол-
няются условия 

р[А/В) = р(А); р[В/А) = р(В). (1.2-1) 

В приведенном выше приморе условная вероятность поражения целп при 
втором выстрело раппа вероятности попадания в случае, если первый выстрел 
сопровождался попаданием в цель, и равна пулю в случае промаха при первом 
выстреле. 

§ 6. УМНОЖЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Одним и8 примеров сложного события является произведение 
событий. 

П р о и з в е д е н и е м двух плн нескольких событий называется 
сложное событие, состоящее в совместном появлении всех этих со-
бытий. 

Пример. Произведено три пыстрела по цели. Пусть событие В — попадание 
при первом^выстреле, событие С — попаданио при втором выстрело, событие 
О — попадание прп третьем выстреле. Тогда сложное событие — попадание 
всеми тремя выстрелами 

А^В.С.О. 
Таким образом, еслп А — сложное событие, состоящее в совмест-

ном появлении событий В, С, И, . . ., И', то произведение событий 
будет выражено 

А =В- С- / ? • . . . И'. ('.25/ 
Иногда пишут 

Л = (и В, и С, и и . . ., и »'). 

В последующем изложении для обозпачеппя произведения 
тип принята запись (1.25) как более простая. 



Теорема умножения вероятностей 

В е р о я т н о с т ь п р о и з в е д е н и я д в у х и л и н е -
с к о л ь к и х з а в и с и м ы х с о б ы т и й р а в н а п р о и з -
в е д е н и ю б е з у с л о в н о й в е р о я т н о с т и о д н о г о 
и з э т и х с о б ы т и й н а у с л о в н ы е в е р о я т н о с т и 
д р у г и х , т. е. 

^Р{Л1)'Г{Лг1Ах)-р{А31А1-А9)'. . . р { А п / А 1 ' А 2 . . .Лл-х) . 0 -27) 

В более удобном виде формулу (1.27) можно представить так: 

Л ^ = Р ( .10 • /> (Л,/Л О • Р И з М И 2 ) • • . Л | П Л , - у (1.28) 

Для вероятности произведения двух зависимых событий Л и В 
формула (1,28) принимает вид 

Р{АЬ)=Р{Л)'Р{В1А). (1.29) 

Если события, составляющие произведение, независимы, то 
теорема умножения вероятностей упрощается, принимая следующую 
формулировку: в е р о я т н о с т ь п р о и з в е д е н и я д в у х 
н е з а в и с и м ы х п л и н е с к о л ь к и х н е з а в и с и м ы х 
в с о в о к у п н о с т и с о б ы т и й р а в н а п р о и з в е д е -
н и ю в е р о я т н о с т е й э т и х с о б ы т и й . 

Таким образом, еслп в формуле (1.28) 

Р (Л»/Лг) = Р(Л.): р ( Л 3 / Л П « ) = р ( Л 3 ) ; . . . : / > | л „ | П А^ = />(Л „), 

то 
р (Лг • Ал • Л3 • . . . - Л„) = р (Л,) р (Л2) Р (Ла) . . . Р (Л„). (1.30) 

Докажем теорему умножения вероятностей для двух независи-
мых событии А и В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначения: 
.V — число возможных элементарных исходов испытания, в кото-

рых событие Л появляется или не появляется; 
Л ! — число исходов, благоприятствующих событию Л (Л*! ^ Л'); 
Д/ — число возможных элементарных исходов испытания, в ко-

торых событие В появляется или пе появляется; 
Л/1 — число исходов, благоприятствующих событию В (Л/ х М). 

Общее число возможных элементарных исходов испытания (число 
возможных «пар»: и .4 и В. или н /I н В. или и Л и В, или и А и В) 
равно ЛТД/. Число элементарных исходов пепытапия, благоприят-
ствующих совместному появлению Л и В. равно Л^Д/,. 

Таким образом, вероятность совместного появлепня событий Л 
и % равпа 

Л",.и, Л", Л/. 
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1То так как в пропой части (1.31) 
Лгх лл 

1 Г = Р ( Л ) и (1.32) 
то окончательно 

Р{АЯ) = Р{А)Р(В), (1.33) 

что и требовалось доказать. 
Аналогично можно доказать теорему для всех независимых г со-

вокупности событий, а методом математической индукции — для 
произвольного числа событий, т. е. 

р(ГТ . < 1 / ) = П рШ. (1.31) 

Пример. В двух ящиках имеются шары: в первом — ах белых и Ьх черных; 
во втором — Со белых и Ъ« черных. Из каждого ящика паудачу извлекают по 
одному шару. Определить вероятность того, что оба извлеченных шара окажутся 
белыми. 

Р е ш е н и е . Введем обозначения событий: 
-41 — шар, изплечеппый пз первого ящика, белый; 

— шар, извлеченный пз второго ящика, белый; 
.•4 — оба извлеченных шара белые. 

Очевидно, 
А =А1А«. 

Поскольку события Л! и А 2 независимы, применима теорема умножения 

V ( Л ) = р (. Ц Л 2 ) = р И , ) - Р ( Л 2 ) • = ( а 1 - г б " и 1 + б 2 ) • 

В частпом случае, когда вероятности всех событий одинаковы 
и равны р (этот случай часто встречается при решении задач теории 
ошибок), формулу (1.34) можно записать так (для простоты записи 
левая часть этой формулы обозначена через Р) 

Р=Рп. (1-35) 

Примеры. 1. Игральная кость брошена 5 раз. Определить вероятность 
того, что во всех бросаниях выпадет грань с тремя очками. 

Р е ш е н и е . Вероятность выпадеиия грани с тремя очками при одном 
бросании игральной костп равна 

1 
Р = -

Искомая вероятность по формуле (1.35) равна 

\ Ь / 777С> 
2. В ящике имеется 25 белых и 36 черных шаров. Определить вероятность 

последовательного появления двух белых шаров при условии, что первый извле-
ченный из ящика шар обратпо не возвращается. 

Р е ш е н и е . Введем обозначения событий: 
.1, — появление первого белого шара, 
Л. — появление второго белого шара. 

Поскольку вероятность события .42 зависит от того, наступило л.тя не на-
ступило событие А применима теоремл умножения вероятностей записимых 
событий 

РИ1.12) = />(,11)-/>(.!2Л'11). 



Найдем вероятность события Л , 

/хлоН!' 
Найдем условную вероятность события Л г нрп условии, что событие Л | 

наступило, 
, , , , ч 2 5 - 1 _ 24 _ 2 

р и а М » ) ~ "6(Г - Т • 

Искомая вероятность равна 
25-2 

Р ( Л ^ о ) ^ С 1 5 « 0,104. 

3. Вероятность попадания в цель при стрельбе пз орудия равна 0,20. Найти 
вероятность того, что при одном выстреле цель будет поражена, еслп 2% взры-
вателей дают отказы. 

Р е ш е н и е . Введем обозначения событий: 
.4 — цель поражена, 

Л, — попадание в цель, 
Л9 — взрыватель не отказал. 
Очевидно, 

А=А1.и. 

Поскольку события Л, и независимы, применима теорема умножения 

р (Л ,Л, )=р (Лг) • р (Ла) =0.20 (1 - 0,02) =0.20 - 0,98 = 0.196. 

§ 7. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
ПРИ МНОГОКРАТНЫХ ИСПЫТАНИЯХ 
(БИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ) 

При постановке многих экспериментов, например при исследова-
нии новых ипструмептов или при проверке новых методов работ, 
испытания производятся многократно, при сохранении определен 
ного комплекса условий. Испытателя в этом случае интересуют все 
возможные результаты предстоящих опытов и их сравнительная 
вероятностная характеристика. Рассмотрим этот вопрос подробнее. 

Еслп производится серия испытаний, причем вероятность появле-
ния события А в каждом испытании не зависит от исходов других 
испытании, то такие испытания называют независимыми относи-
тельно события А. 

Допустим, что производится п независимых испытаний, в каждом 
пз которых вероятность появления события А известна, а имеппо 
равна р и иостояпиа. Поставим своей задачей оиределить вероят-
ность Рп (к) того, что в п испытаниях событие А появится ровпо к 
раз, безразлично в какой последовательности. С этой целью про-
анализируем результаты испытаний последовательно: после одпого 
испытания, после двух испытании п т. д. и, наконец, после п испы-
таний. 

После одного испытания событие А может появиться либо пе 
появиться, т. е. возможны следующие два события, образующие 
полную группу: 

А. Л. 
г,; 



Так как сумма вероятностей событий, образующих полпую группу, 
равна единице, то 

р(Л) + р(Л) = 1, 
пли 

д+р = 1. 

После двух независимых испытаний возможны следующие слож-
ные события: 

ЛЛ, А А, АЛ, АЛ. 

Так как эти события образуют полную группу, то 

р (АА) + Р (ЛЛ) + Р (ЛЛ) + р (АЛ) = 1. (1.36) 

Поскольку рассматриваемые события независимы, применима 
георема умножения 

р ( Л Л ) + р (.ла)+р ( Л л ) + р ( л л ) = дч + р р - ь др-грд = 

= «72 + 2(7 р + р2 = (? + р ) 2 = 1 . (1-37) 

После трех независимых испытаний возможны следующие слож-
ные события: 

А А А, ААА, АЛА, ААА, АЛЛ, ЛЛЛ, АЛА. Л Л.-Т. 

Эти события образуют полпую группу и независимы, поэтому 
сумма их вероятностей равпа единице и к ним применима теорема 
умпожепия 

р (ЛЛЛ) + р (Л А А) + р (ААА) + р (ААА)+р (ЛЛЛ) + р (ААА) + р (Л Л л ) + 

+ р (ААА) = ?3 4- Р3 4- д2р + д2р + д2р рйд р2д + р2д = 

= ?3+3?2р-|-Зр2<7 + Р3 = (<7+Р) 3 =1. (1-38) 

Аналогично рассуждая, для п испытаний можпо получить, что 

(д+р)п= 1. (Ь39) 

Разложив бином (1.39) па сумму п + 1 слагаемых, получим 

(1.40) 

Здесь С„ (к = 0, 1 . 2 п) — биномиальные коэффициенты, 
причем 

по Гп — I с,„ — ьп— I. 

Первое слагаемое (1.40) определяет вероятность того, что в п 
независимых испытаниях событие Л появится 0 раз, т. е. ни разу 
пе появится; второе слагаемое определяет вероятность того, что 
событие А появится 1 раз п. следовательно, не появится п — 1 раз; 
. . ; последнее слагаемое определяет вероятность того, что собы-
тие Л появится п раз. 

II 



Итак, вероятность того, что в п независимых испытаниях, в каж-
дом нз которых вероятность ноявления события равна р, событие 
появится ровно к раз. определяется формулой 

С И ) 

где Рп (к) — вероятность появления события к раз в п испытаниях; 
Ск— . . , п 1 , , . — число сочетаний из п по к; п к 1 (п —к) 1 

д — вероятность непоявления события в одной ис-
пытании; 

р — вероятность появления события в одном нс-
иыгаипи. 

Совокупность вероятностей Р„ {к) носит название биномиального 
распределения вероятностей (к = 0, 1. . . ., п). 

При больших значениях п и к (больше 10) для упрощения исчисления фак-
ториалов применяют приближенную формулу Сткрлпнга 

я ! « ^ « V я (1 + ЧЙГ + + . . . ) • < М 2 > 

Чаще формула Стирлпнга еще более упрощается и применяется в виде 

п ! я* 1 "2дм ( - 7 - ) " ' ( к 4 3 > 

Абсолютная ошибка вычислений факториалов но формуле (1.43) увеличи-
вается с увеличением п. Относительная же точность (характеризуемая отноше-
нием абсолютной ОТПИСКИ к значеиию факториала п выражаемая обычно в про-
центах) повышается с увеличением п. По этой причине формула Стирлпнга при-
надлежит к числу асимптотических формул. Сравнивая формулы (1.42) н (1.43), 
легко подсчитать, что при п = 10 относительная ошибка вычислений составит 
0,8%, при п = 20 она будет равна 0,4%. 

Иногда для определения биномиальных коэффициентов при вычислениях 
по формуле (1.41) целесообразно воспользоваться треугольником Паскаля 
(табл. 1). 

Т а б л и ц а 1 

п Коэффициенты С„ 

и 1 
1 1 1 
2 1 2 1 
3 1 3 3 1 
4 1 4 С 4 1 
Г» 1 3 10 10 5 1 
Г» 1 С 15 20 15 С 1 

Каждый биномиальный коэффициент в треугольнике Паскаля образуется 
сложением двух стоящих над ним слева и справа коэффициентов. 

Заметим в заключение, что дополнительный контроль вычислений 
по формуле <1.40) может быть получен исходя из свойогв биномпаль-
пых коэффициентов, а именно: коэффициенты членов, равиоотстоя-
щих от начала и конца, равны, а сумма всех коэффициентов в бипоме 
н-й степени равна 2П. 
II 



Пример. Определить вероятность получепил трех пробоин п мишени при 
четырех выстрелах, если вероятность поразить мишень при одиом выстреле 
постоянна и равна 0,4. 

Р е ш е н и е . Обозначим вероятность иоражеипя мишени при одном вы-
стреле через р, а вероятность получепил трех пробоии в мишени при четырех 
выстрелах — через По условию примера 

р (Л) = р=0 .4 ; 9 = 1 — р = 0.6. 

По формуле (1.41) имеем 
Р 4 ( 3 ) = = 4 • (0.С)* • (0.4)3; Л , ( 3 ) = 0 . |53С. 

Этот результат может быть получен также путем применения теорем сложе-
ния и умножения вероятностен. 

Событие «наличие в мишени трех пробоин» может наступить в следующих 
комбинациях (обозначив через Л/ поиаданне при 1-м выстреле): 

1) 3) Д3 = (.'11Ла,Ы|): 

2) Йа = (Л,.-1..Тя.14); 4) / ^ ( Л ^ М ; , , ! , ) . 
Применял теорему умножения для независимых событий, получаем 

1) Р (#0 =Р И , ) Р (- У Р Ш р (Л,) =4.0381; 

2) Р <П«) = Р (• IО Р (Л8) Р Ш р (,14) - 0.0381; 

3) Р («з) = Р (- М Р (Л2) Р (Л3) р (Л,) = 0.0384; 

4) Р (Д.) = Р (Л,) р (.1.,) р (.-Ы р (Л4) -0.0384. 
Напомнпм, что 

Р ( «х) = Р (У = Р Из ) = Р (-1 .) = 0,1. 
По условию примера появление одного из сложных событий — произведе-

ний 1—4 будет озпачать наступление ожидаемого события. Следовательно, по 
теореме сложения имеем 

р I <з>= Р ^ + Р <**>+Р +РШ\ р(П4), 
или 

/>4(3) = 0.1Г..Ж 

Получен тот же результат, что и по формуле (1.41). 

В практических целях полезно уметь вычислять вероятность по-
явления хотя бы одного события из п событий, независимых в сово-
купности. если вероятность появления каждого из событии известна. 

Пусть Л — событие, состоящее в появлении хотя бы одного ил 
событий Л , . Л 2 , . . Л„, независимых в совокупности. 

Сложное событие (Л , • А г • . . . • Л„), когда ни одно из событий не на-
ступило, является противоположным событию Л. 

Сл едо ва те л ь но, 
р( 0+р(.~1,Л 2 . . . Л„)=1. 

или 
р ( I) + Р (Л) Р (Л2) . . . г Оп) = 1- (1.41) 

Из (1.44), обозначив 
/ЧЛ1) 71. />(Л?) = «7г Р(Л«) </„. (Г.45) 

2!) 



получим 
р (-1) = 1-^,72 . - . (1ЛЙ) 

т. е. вероятность появления хотя бы одного события пз п событлн. 
независимых в совокупности, равна разности между единицей п про-
изведением вероятностен противоположных событии. 

В частном случае, когда р (Л,) = р (Л.,) = ...= р (Л„) = р. ве-
роятность появления события, хотя бы один раз. будет равна 

Так, в предыдущем примере 
Р (.-!) = 1—0,04 = 0,87. 

т. е. вероятность поразить мишень хотя бы один раз из четырех вы-
стрелов равна 0.87. 

Использование тон же идеи позволяет получить формулу сложе-
ния вероятностей для совместных событий. 

Пусть имеется п совместных событий Л , Лп с вероятно-
стями р, рп. Вероятности непоявления этих событий раьны 
соответственно = 1 — р г , . . = 1 — рп. Вероятность того, 
что ни одно пз указанных событий пе появится, равна () = 
И. наконец, вероятность того, что появится хотя бы одно из совмест-
ных событий, равна Р = 1 — 0 . 

§ 8. ВЕРОЯТНЕЙШЕЕ ЧИСЛО ПОЯВЛЕНИЙ СОБЫТИЯ 
ПРИ МНОГОКРАТНЫХ ИСПЫТАНИЯХ 

При постановке экспериментов и различных теоретических рас-
четах исследователь, естественно, ставит перед собой вопрос: какое 
число появлений ожидаемого события при многократных испыта-
ниях наиболее возможно, еслп выполнен определенный комплекс 
условий, который в обобщающем виде характеризуется постоян-
ством в процессе опыта вероятности появления события при одпом 
•испытании. Вычисляя все лены разложения в формуле (1.40) и зная 
из определения вероятности, что большая вероятность порождает 
большую уверенность в получении соответствующего результата 
опыта, определяем искомое число появлении события. 

Пример. Произведено 8 независимых измерении одной и топ же велпчшш 
в одинаковых условиях. Вычислить вероятности появления отрицательных оши-
бок Д: одной, двух, трех и т. д., восьми пз восьми, полагая, что 

р ( Л < 0 ) = р ( Д > 0 ) = 4 - ; р ( Д < 0 ) = д; г ( Д > 0 ) = р. 

Р е ш е н и е . Составим табл. 2. 

Из табл. 2 следует, что наибольшая вероятность соответ-
ствует появлению четырех отрицательных ошибок. 

При большом п применение формулы (1.40) очень затруднительно. 
Получим более простое и обще»; решение, пригодное в одинаковой 
степени для любого конечного знлчеипя п. 



Т а б л и ц а 2 

Число 
появлений 0 1 о 3 4 5 0 1 8 Конт-

роль 

Рп (А) 

со » к оо 00 оО 00 X ж 
и 

— ы V 

оос 
о 

— ОС с-»оо л со 
о 

V"» 
«О 

л Ж 
О 

гэао ^ 1- ЭО 
о 

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 25С 8 
256 256 250 256 250 256 256 256 256 256 

Обозначим вероятиейшее число появлении события нри п испы-
таниях через /г0. Для решения поставленной задачи используем фор-
мулу (1.41) бппомнальиого распределения вероятностен. Так как 
это распределение прерывное (дискретное), аппарат математического 
анализа пепригоден для исследования изменения вероятностей Рп{к) 
в зависимости от изменения числа появлений события к. Поэтому ре-
т п м задачу алгебраически. 

По определению вероятнешпего числа появлений события должны 
выполняться неравенства 

Р п ( к а ) ^ Р п (*0-И) | 
Л . ( * о ) ^ п ( * о - 1 ) Г 

Если условие (1.47) выполнено, к 0 — вероятпейшее число появле-
ний события при многократных испытаниях. 

Найдем А-0, отвечающее первому из неравенств (1.47). 
Для этого составим отношение 

• э д и . . 

Пользуясь формулой (1.41), раскрываем числитель и знамена-
тель левой части неравенства (1.48) 

Рп (/тр-г-1) _ ^ • (Аг0 — 1) ! (п — Ау, — 1) ! ' " 
Рг. {к и) •</""*Vе " 1 ' 

к0Цп-к0)\ 

Произведя соответствующие сокращения в (Т.49) и имея в виду 
неравенство (1.48). получаем 

Ад п „ , 

г,; 



Освободившись от знаменателя в левой масти неравенства (1.о0), 
запишем ,, ... 

яр-А<,р^ А-0<7"Н- ^ 
Далее имеем 

Но, так как р -г Я — 1. то 
ир—<7^А0 . (1-53) 

Таким образом, для выполнения первой части условия (1-47) 
достаточно определить А0 под условием (1.53). 

Найдем иравую границу для к0, отвечающую второму неравенству 
(1.47). для чего составим отношение 

Рп (А'о — 1) 

?п<Ь) ^ 

После несложных преобразовании получим 

К(к0-1) А-о . Х с , Рп (А'о) п —А'0 — 1 р 
ИЛИ 

А'оч — А0 (I — р) — А-0 — А0р ^ и р — к0р -}- Р. 
откуда 

А'о < " Р + Р-

Окончательно, объединив неравенства (I .53) п (1.55), получим 

п р - ( 1 - р ) < А-о^пр+р. (1.50) 

Неравенство (1.56) позволяет находить вероятпейшее чпело по-
явлении события при многократных испытаниях, т. е. такое число, 
которое отвечает условиям (1.47), причем, если число (пр — а) —-
дробное, то двойное неравенство (1.56) определяет одно вероятиен-
шее число к0] если же (пр — я) — целое число, то неравенство 
(1.56) определяет два вероятнейших числа: /»-0 и к0 -Ь I. 

При числе испытаний достаточно большом и значении р. не близ-
ком к пулю, неравенство (1.56) можно превратить в равенство и для 
практических целей использовать дли вычисления А*0 приближенную 
формулу 

ко*** «р. (1.-м) 

Из формулы (1.57) найдем — р, чти объясняет свойство устой-
чивости относительной частоты при большом числе испытаний и мо-
жет служить некоторым обоснованием теоремы Я. Бернулли, при-
веден ной в § 3. 

Заметим, что соли произведение пр есть целое число, то прибли-
женное равенство (1.57) становится точным. 
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§ 9. ПРЕДЕЛЬНЫЙ ЗАКОН МУАВРА - ЛАПЛАСА 
(НОРМАЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

ПРИ МНОГОКРАТНЫХ ИСПЫТАНИЯХ) 

Биномиальное распределение вероятностен более или менее при-
годно дли решения практических задач лишь при ср^вннтелыю 
небольшом числе испытании (не более 10—20). С увеличепием числа 
испытании и вероятности отдельных значении числа появлении со-
бытия уменьшаются и при большом п становятся ничтожно малыми. 
У то почти очевидно, если учесть, что число членов биномиального 
распределения равно п 1, а сумма его членов всегда равна еди-
нице. 

При большом числе испытаний практический интерес может пред-
ставить лишь решение следующей задачи: какова вероятность того, 
что событие совершится в пределах от а до Ь раз. т. е. совершится 
или а раз. или а + 1 Р а з - Н 1 П а - раза, или а + 3 раза, и т. д., 
или Ь раз. Согласно теореме сложения, вероятность такого слож-
ной» события (суммы событий) равна сумме вероятностей составля-
ющих событий, т. е. Рп (а) + Рп {а + 1) + Рп (а + 2) + ... + 
-!- Рп (Ь). 

По подсчет такой суммы вероятностей с использованием формулы 
(1.40) црн большом п чрезвычайно сложен. 

Значительно проще указанная задача решается на основе так 
называемого нормального закона распределения вероятностей, пол-
ный вывод которого впервые дан Лапласом, использовавшим для 
этого результаты, полученные ранее Муавром. Поэтому нормальный 
закон называют еще законом Муавра — Лапласа. 

Нормальный закон распределения дает достаточно точные резуль-
таты лишь при большом числе испытаний. Но этой причине его отно-
сят к предельным законам. При п ^ 20 и значениях />. достаточно за-
метно отличающихся от 0 и от 1 (иными словами, не очень сильно 
отличающихся от 0,5). нормальный законо беснечивает результаты, 
практически не отличающиеся от тех, которые дает биномиальный 
закон *. Получим нормальный закон на основе биномиального. При 
этом примем во внимание, что биномиальный закон распределения 
имеет два существенных недостатка. 

Р>о-первых. это закон дискретный, т. е. функции Рп (к) по непре-
рывная. а изменяется дискретно (прерывно). Поэтому сумм}' верояг 

ь 
постой Я, («) + /»« (в-г»)+/»«(«+ 2)+. - . + 1'п {к) нельзя заме-

к—о 
нить интегралом даже при большом числе испытании. Указанную 
сумму можно получить лишь непосредственным вычислением всех 
слагаемых. 

Второй недостаток биномиального распределения заключается 
в том, что ряд распределения (<7 + р)п зависит от двух параметров — 
п и р, что практически лишает возможности табулировать значения 

* При значениях р, сильно отличающихся от Циются другие 
.иконы. 
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вероятностей Р„ (к); для разных значении вероятности испытуемого 
события р и для разных значений числа испытаний п пришлось бы 
составлять множество таблиц. 

Нормальный закон распределения не имеет указаппых недостат-
ков биномиальпого распределения. Кроме того, п это не менее важно, 
нормальный закон,.как увпднм ниже, распространяется на очень 
широкий класс случайных явлений и попользуется пе только для 
подсчета вероятностей попадания в определенные пределы числа со-
вершении события, но и в очень многих других практически важных 
случаях. 

Перейдем к выводу нормального закона. Стремясь как можно 
лучше сохранить положительные свойства биномиального закона, 

учтем следующие его собенностп: 
1) аргумент к биномиального 

распределения изменяется дис-
кретно и равнопромежуточно, че-
рез единицу; 

2) наибольшая вероятность со-
ответствует значению к0 я&пр. 
Изобразим графически некоторое 
биномиальное распределение 
(д + р)«. 

Для этого по оси X последо-
вательно отложим отрезки, равные 
единице. На первом отрезке по-
строим прямоугольник с высотой 
/г0 = Р„ (0). на втором отрезке — 
прямоугольник с высотой А, = 
— Рп (1), на третьем — с 1и = 
= Рп(2) и т. д. до К = Р„(п). 

Площадь, ограниченная снизу осыо X, а сверху—ступенчатой ло-
маной, равна единице (сумма вероятностей полной группы). Харак-
тер распределения иллюстрируется верхней стуленчгтгой ломаной. 
С увеличением п высоты ступенек этой ломаной (т. е. разности ве-
роятностей соседних значений) уменьшаются, а сама ломаная линия 
все более приближается к оси А\ расширяясь вправо. Сказанное 
иллюстрировано па рис. 2 для функции РА {к) и Р в (к) при р -- 0,4. 

В нормальном законе ступенчатая ломаная линия заменяется не-
прерывной плавпой кривой, а выбором аргументов, соответству-
ющих комплексу условий, этой кривой придается стандартный впд. 

Конечная цель первого этана вывода — получение такой функ-
ции / (Н), которая позволила бы вычислять искомую сумму вероят-
ностей как интеграл 

| / ( | ) < К , где & = | г = ф(а), | 2 = Ф ( Ь ) , 

р^Ър-е* 
1 

о 1 г з * 

РМГ-М 

^ н 0 1 г 3 •< 5 6 
Рис. 2 

а соответствует изменепию к па единицу. В качестве аргумента 
функции /(&) возьмем отклонение относительной частоты испытуе-



мого события от его вероятности. Такой выбор аргумента придает 
уже большую общность различным частным случаям. 

В качестве аргумента искомой функции принят 

г-т-р. <158> 
Т о г д а (Iс. с о о т в е т с т в у ю щ е е и з м е н е и ш о /с на е д и н и ц у , б у д е т р а в п о 

ИЛИ 

Учитывая значение Ле, напишем для искомой функции у = / (5) 
У=-пР„(к), (1.60) 

о т к у д а 

Ра (А-)-»-^' 

пли. согласно (1.59), 
Рп(к) = у<1Ъ = ЦЪ)<1Ъ. (1.01) 

Н&пдем вид функции у = / ( | ) . Для этого напишем два равенства 

Ук-пРа(к) Г 1 ' 

Разделив ук+1 на ук, получим 
УЫ __ />п(* + 1) 
V* Рп (к) ' 

или, учитывая (1.41), 
гк+1 „я-А-1 „к-т-1 гк+1 

Ук+1 п Я Р — п Р 
Ук ск

пяп'крк с * ' я ' 
Так как 

(1.63) 

Ф 1 п\ п\ к\Цп-к)\ ^ п-к 
Ск ( А + 1)1 ( л — к — 1 ) ! " А*! («—А-) I (А + 1) I (п-к — 1) 1 А + 1 * п 

ТО 
Ук* 1 _ . Р 

1Тк А + 1 ? * (1'64) 

Обозначая — ук ~г А̂ /л» можем паппсать 

Ук + ЬУк __ А."* _ (д—к) р ^ 
Ук ~ У к (А-г1 ) д ' 

или 

_ (п—к) р — (А--.- 1) д __ пр—кр — кд—д _ пр — д—к{д + р) 
Ук (* +1) д кд+д кд 

3* 35 



Но <7 + Р = 1. поэтому 
Ат/Д, пр—к-
У к 

функ 
вскство (1.65) в впде 

(Г.С5) 

II 
Желая получить функцию аргумента | р. напишем ра-

— - — Ду* » Р"*~ " п й г , 

1Г4-Т 

Так как предполагается, что п достаточно велико, то в числителе 
и знаменателе дроби (1.(56) отбросим величину Тогда можно на-
писать 

Ук Ч(Р + 1) 
(1.67) 

Теперь перейдем от дискретного биномиального закона распре-
деления к непрерывной функции у = ] Для этого, учтя, что 

= [см. (1.59)1. напишем дифференциальное уравнение 

= — ^ Ц - Л . (1.08) У Ч(Р-п) * 

Из решения уравнения (1.6В) получим непрерывную функцию 
= / (Ё), сглаживающую биномиальное распределение. По предва-

рительно выполним некоторые упрощения, используя разложение 
в ряд Тэнлора *: 

,«*? "1 г " ^ п
 Ь Л . & V 1 л-

п п п 
= - « + - I 3 + • 

или 
дц п п п 

" Г — . . (1.69) 

Проинтегрировав уравнение (1.69), получим 

(постоянную интегрирования можно нредстивлять в любом ниде). 

• Уравнение (1.68) можно было бы проинтегрировать и непосредственно, 
не прибегая к разложению в ряд, но тогда мы получили бы функцию, не удоб-
ную для практического применения. 
II 



Если иметь в виду, что значении р не очень сильно отличаются от 
0,5. то в правой части равенства всеми члепами разложения, кроме 
первого, можно пренебречь. Это следует из того, что абсолютные 
значения ^ ПРИ больших п зпачпгельпо меньше единицы, поэтому 
ряд быстро сходится. 

Теперь имеем 

откуда 

Так как величина ^ всегда положительна, то введем обозначения 

п 

^ У р<7 
Итак, 

(1-72) 

- — 

у ^ С - е 2 (1.73) 

(коэффициент 1/« в показателе степени оставлен с учетом использо-
вания в дальнейшем существующих таблиц). 

Кривая, выражаемая формулой (1.73). расположена выше оси абс-
цисс (показательная функция отрицательных значений не принимает) 
и симметрична относительно оси У (функция четная). Ветви этой 
кривой асимптотически приближаются к оси Л*. 

Определим значепие постоянной С. Для этого вспомним, что 
площадь под ступенчатой ломаной линией биномиального распределе-
ния равна единице. Ввиду этого поставим условие, чтобы площадь 
под кривой нормального распределения также была равна единице 

+ СО 1С1 
С С с 2 * 1/6 = 1 (174) 

—со 

(пределы —сю и -г<х> поставлены с учетом асимптотичности кривой). 
Для определения значения интеграла в левой части равенства 

(1.74) введем обозначение 
0.75, 

откуда 

— (1-76) 
Теперь можно написать 

_ +СО 
12 Р С - ^ - ] = 1 (1.77) 

-со 
(пределы интегрирования, очевидно, не изменятся). 

г,; 



Учитывая, что интеграл в левой части этого равенства равеи 
V л (интеграл Пуассопа), получаем 

Отсюда 

С - 7 1 Г ' " ' 7 8 ) 

Принимая во внимание (1.71), (1.72), (1.78), окончательно полу-
чаем искомую функцию у — / (Е) в виде 

и - — лч1 

'"ТЁГ' 1 • 

Для вероятности числа появлении события к и соответствующего 
€му значения § — р пмеем, учитывая (1.61), 

Рп (к) = = Г 1 " * 4 * «*!. (1.80) 

Выражение (1.80) показывает, что вероятности отдельных значе-
ний 2 будут ничтожно малы при п большом [см. (1.59)]. 

Заметим, что ординаты кривой (1.79) называют «плотностью ве-
роятности» нормального распределения. 

Функция (1.79) пеудобна тем, что имеет переменный параметр 

- У - к -
вследствие чего се нельзя изобразить одним графиком или табули-
ровать таблицами с одним входом: фактически это функция двух 
переменных — с, и к, а вид кривой у = / ($•) зависит от параметра Л. 
Поэтому целесообразно ввести новую переменную 

(1.81) 
откуда 

(1.82) 

Теперь выражение (1.80) примет вид 

1 * А 
Р я 1Л)-РК) = Р ( « ) « - р = = - е 2 Л1 . (1.83) 

Кривая распределения становится стандартной, а соответству-
ющая ей функция $ (I) принимает вид 

ш 1 -4 

II 



Кривая (1-84) показана на рис. 3. Таблица значений функции 
(1.84) приведена в прпл. 1. При помощи указанпой таблицы значе-
ние Рп (к) получают следующим образом. 

1. Находят вначеппе I по формулам 

I — - р 

У рч 
(1.85; 

1=к% 

2. По таблице прпл. 1 находят величину 

• М - 7 5 Г * " * " -
3. В соответствии с формулами (1.59) и (1.82) вычисляют 

и 61 — —• л 

4. Получают искомое значение 

Рп (Л) =4» (О Л. 

(1.86) 

(1-87) 
Пример 1. Найтп вероятность появления белого шара С раз при 10 испыта-

ниях, еслп в урне имеется 4 белых гаара п 6 черных (шары в урну возвращаются). 

•Л***' т 

/ - « А 
/ 0.2 \ 

1 » \ 1 
0.1 N. 

1 1-
•з -г -1 о *г *2 *з 

Рпс. з 

Р е ш е п п е . Дано: п = 10; к = 6; р — 0,4; д = 0,6. Применяем формулы 
(1.85), (1.86), (1.87) и таблицу прпл. 1. 

С т / 10 
1. - 0 . 4 - 0 . 2 0 ; Л = у 

/ = 6.4'. -0.20 = 1.283. 
2. Из таблиц прпл. 1 получаем 

г|> (1,288) =0.1740. 
6.44 3. ^ = - ^ - = 0,64'.. 

4. Ответ: 
рп (А-) = 0,174 •0.С/14 = 0,112. 

Биномиальное распределение дает 

Рп (к) = С«0 (0,4)° • (0.0)4=0.112. 



Пример 2. Найти вероятность выиадспии герба 4 раза при 10 бросащ,Нх 
поветы. 

Р е ш е н и е . Дано: 

и = 10; • А*=»4; р — 0.5: <7-̂ 0.5. 
4 

I. — 0.5 — —0.10; 

" | / 10 

/ = /,^=0.632. 
2. ф (0,632) = 0,327 [знак минус прп аргументе / опущен, так как фупк1Шя 

•ф (0 четная, т. е. ф (—4) = ф (01-* 6 32 3. л = — - = 0 , 6 3 2 . 
4. Ответ: 

Рп (к) = ф </) • <П=0,327 • 0.632 = 0,207. 

Биномиальное распределение дает Рп (Щ — 0,205. 
Пример 3. Найти вероятность выпадения четырех очков 2 раза при 10 бро-

сав иях игральной кости. 
Р е ш е н и е . Дано: пг= 10; к = 2; р = ~ - = 0 , 1 6 6 7 ; <у=0.8333. 
1. 5=0,20 — 0.1667 = 0.0333; 

Л Г Ю 
]г~~ V 0,1667 • 0,8333 '» 

/ —8.47 • 0,0333=0.282. 
2. ф (0.282)=0.383. 

8.47 
3. И —0,847. 
4. Рп (А-) =0,383 • 0,847 0,32. 
Биномиальный 

закон дает Рц 0,29. Здесь расхождение оольше, таи как 
вероятность р сильно отличается от 0,5 и п мало. 

Как видим, даже при 10 испытаниях нормальный закон уже 
дает ответы, мало отличающиеся от биномиального распределения. 
При п > 20 и значениях р, пе очень сильно отличающихся от 0,5, 
а также при ^ не очень больших результаты достаточно хорошие. 
Однако, как уже указано, при большом числе испытаний вероят-
ности Рп (к) становятся настолько малыми, что их вычисление те-
ряет практический смысл. 

§ 10. ИНТЕГРАЛ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Как указывалось, при большом числе испытаний практический 
интерес может представить лишь подсчет значения — вероятности 
того, что число совершений события попадет в пределы от а до Ь. 

Преимущество нормального закона перед биномиальным и заклю-
чается в том, что значение Рь

а можио получить как определенный и»-
4о 



теграл,, нс вычисляя значений всех Рп (к) каждое отдельно. Иными ь 
словами, сумма вероятностей ^ Рп (к) заменяется иитегралом 

к -и 

с 
1Ь 1 

с 2 (II. (1.88) 

где пределы (а п 1Ь можно получить как функцию а и Ь по формулам 
(1.85). 

Определенный интеграл, как известно, есть функция пределов 
интегрирования. Чтобы уменьшить число аргументов этой функции 
до одного, один из пределов обычно делают стандартным, что позво-
ляет табулировать зпачеппя интеграла вероятностей как функцию 
одного переменного. 

Наиболее удобен интеграл вероятностен, симметричный относи-
тельно оси У, 

где ± § 0 — заданные пределы отклонения относительной частоты 
от вероятности. 

Выражение (1.89) показывает, что значение увеличивается 

при увеличении абсолютной величины /. По I = У о т к у д а 

видно, что при заданном значении | = р, как бы оно мало 

не было, с увеличением п вероятность может стать как 
угодно близкой к единице. Тем самым доказана приведенная в § 3 
теорема Я. Бернуллн. Ввиду четности подынтегральной функции 
(1.89) .можно написать 

' Л. 
\ <• <// = <!>(*). (1-90) V 9л * о 

Функцию (1.90) называют интегралом вероятностей. Нетрудно 
видеть, что этот интеграл есть функции одного переменного I, т. е. 
Р-Ц = Ф (/), где I = к |60|, - ъ0 -р; - р; ± а -
заданные пределы отклонений к от к0 = пр. 

о ' ~ 
Таблпца значений Ф (() = - 4 = - \ е 2 приведена в и рил. 2. 

1 2л. ^ о 
Иногда удобнее применять таблицы интегралов 

' << 

^ г ~ 41 А'('). (1.91) 
У 2л -со 

и 



где { может принимать как положительные, так п отрицательно 
значения. 

Функцию*/1 (0 называют иногда функцией нормального распреде. 
ленпя. В прил. 3 дается таблица значеппй функции Р (I). 

-И 
Так как функция е 2 в элементарных фуикцпях не пнтегрв. 

рустся, то значения Ф (/) и Р (/) при составлении та^ппц вычисляю; 

путем разложения в ряд функции е 2 . 
Таким образом, все практические задачи можно решать при по. 

мощи таблиц значепий Ф (/) и Р (/) (прил. 2 п 3). Покажем это 
примерах *. 

У У 

Рис. 4 

Пример 1. Средний процент изделий 1-го сорта, выпускаемых заводом, 
равен 73%. Найти вероятность того, что пз 100 наугад взятых изделий первосорт-
ных окажется не менее 69 и не более 77. 

Р е ш е н и е . Дано: п = 100; р = 0,73; ц = 0,27; А, = 0,69; кг — 0,77. 

1. ^=0 .69 - 0,73= - 0 , 0 4 : 

? ;=0,77 —0,73 = -г0,О4. 

Так как | 511 = 1 | = I !о К т 0 можно воспользоваться таблицами зна-
чений Ф (/), 

- \ [ 100 
2* А = У 0.73-0.27 = 2 2 ' 5 ' 

з. 1=22,5.0.04=0,90. 
4. Из таблиц прил. 2^получаем ответ 

Ф (0=0,63. 

Пример 2. По условиям предыдущего примера пайти вероятность того, что 
первосортных изделий будет получено не менео 70, т. е. 70 и более. 

Р е ш е н и е . Найдем вначале вероятность противоположного события — 
вероятность того, что изделпй 1-го сорта окажется менее 70 — от 0 до 69; это бу-
дет интеграл Р (—0,90); аз таблицы прил. 3 получаем 

* При решении примеров надо помнить, что интеграл чпелепно равен пло-
щади, ограниченной сверху кривой, а слева и справа — ординатами пределов 
интегрирования. Графически интегралы Ф (е0) я Е (*©) показаны на рпс. 4. 

II 



/'•(—0.00) =0.184. 
Искомая вероятность равна 1—0,184 = 0,816. 
Пример 3- Найти вероятность того, что при 100 бросаниях монеты число 

выпадении герба будет находиться в пределах 45—60. 
Р е ш е н и е . Здесь также применима функция Р (I): 

45 Л 60 
5 1 а "ТОО 0 , 5 0 = — 1° , 0 5 ; — 0.50 = 4-0.10; 

1 / 100 
к = = V 0.5-0.5 = 2 0 ; '1 = 20. (-0.05) = - 1 ; 

12 = 20-0,10 = 2. 
Ответ 

^45 = •р (2) — •р (1) = °»977 — 0.159 = 0,818. 

Интеграл вероятностей можио получить путем иных рассуждений. При-
ведем соответствующий вывод. 

Б качестве исходной возьмем формулу 
ь 

Р ( а < к < Ъ ) = % />„(*). (1-92> 
к-а 

Значения Рп (к), как известно, можно получить по формуле (1.41) 

Рп (к) = С*хяп-крк, 
РДО 

ь п! гк 

откуда 
I 

Р»Ю=кЦп-к) 1 (1-93) 

Подставив в формулу (1.93) факториалы п!. А!, (га—Л)-', соответствующие 
формуле (1.43), получим 

Р л « ) - к 1 („"! , , I < г у = 

1 ^ Ц - У 

После сокращений имеем _ 

Приняв 
„П „А'О-А п — п 71 , 

перепишем выражение (1.95) 

( * ) = т к У т а Ы ( - г - ) * т У ' к <»•«*> 

В § 8 для вероятнейшего чпслл А-.} появлений события при многократных 
испытаниях была выведена формула (1.57), в соответствии с которой пр. 
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Вместо числа появлений события к будем рассматривать отклонение его от к 
т. е. 

Ак = к—пр. (1.9Г| 
Учитывая (1.97), преобразуем формулу (1.96) 

Рп (*)=-4=- X 
у 2 я 

X 
1 

7 / ( АА' \ / ДА- \ / ДА- \ -пр-Ьк / ДА: \ (1.0?, 

В предположении, что р и ? не близю! пи к нулю, ни к единице, при чвсле 

иены танин достаточно большом дроби и будут малыми величинами ир лу 
а следовательно, 

1 1. (1.99; 

/ ( О О Ч г ) 
Упростом в (1.98) последние два мпожителя, для чего сначала найдем вх 

логарифмы 
/ ДА- / да \ 

/ ДА- / ДА- \ 
(1.1(К9 

Раскладывая в ряды 

ДА- ДА-по степеням и — » получаем 
пр 

/ ДА- АА-2 
V л? / П? 2п*7« " * 

Подставляя (1.101) в (1.100), имеем 
. / , ДА- . / ДА- ДА*2 , \ 

(М№ 

== —ДА-—• 
ДА" 
2пр ' ' ' 

. ( . ДАП-пд+ДЛ / ДА- Д*2 , \ 

ДА-2 

Используя определение логарифма, можно (1.102) записать в виде 

ДА- \ - -дк - + . . . 
= е

 2"Р 

(1.103 

( ' - • н о 
ДА- (пд-ДЛ) 



Подставляя соответствующие значения последпих двух сомножителей 
в (1.98) из (1.03), получаем 

1 л». АЬ* . П I I \ ' - Ь К Н . . . ДЬ Н . . . 
п 1 к ) = = У Ш ^ е 2 п р < 2п* • { 1 т > 

Учитывая, что 
ДА* Д/,-2 — «7АА-2— юАЛ-2 

+ = ь Г п — = («-ад 
_ —(!—;>) \к~—/,Ак* _ А к2 

2прд ~ %прп ' (1-Ю5) 
получаем 

дм 
Рп (А)— / г п р ' • (1.106) 

\ >ппрц 

Подставим в (1.106) вместо ДА2 ишражение (А — пр)-, тогда 
(к-пру 

Рп (А) = — = = = - е ~ . (М07) 
I 2 л «/*/ 

Формула (1.107) может служить для вычисления вероятности появлений 
события А раз при п испытаппях. 

В (1.107) примем 
А — пр 

* = ,, • (1.Ю8) \ прц 

Увеличим число появлений А на едппицу и при этом условии по формуле 
(1.108) определим приращение повои перемоппои х 

. А-ит>4-1 X -у Л X — / 
) прц 

к — п р х = • 

(1.109) 

V а рд 

Вычитая в (1.109) из верхнего выражения нижнее, получаем 

Д^ = "77===~ • (1-1Ю) I пря 
Формула (1.107) с учетом (1.108) п (1.110) примет вид 

1 
Рп(к)=у=-е 2 Д*. (1.111) 

Подставим значение Р„ (А) из (1.111) в (1.02) 
х1 

(1.112) 
к-а 

1 -
Переходя от дискретной функции е - к сглаживающей непрерывной 

функции, можно в (1.112) знак суммы замепить знаком интеграла п написать 

1 Р 
Р ( « < ^ < 1 > ) " ' у щ ) ' 2 <*•••. (1111) 

а 



Если пропять а 
примет вид 

• Л р == -Н. то интеграл вероятностей с учетом ( М ц 

В формуле (1.113) пределы суммы а и Ь, относящиеся к переменной к, за-
менены пределами интегрирования, относящимися к переменной г, 

а = -
а—пр 

УпрЧ 
Ъ-пр 
\ прд 

(1.115) 

Нетрудно показать, что переменная х в формуле (1.113) та же, что и пере-
менная I в (1.8$). 

Если числитель п знаменатель правой части формулы (Г.108) разделим ва 
и. то получим 

к 

т. е., согласно (1.81), I = 
Особенностью нормального закона распределения является асим-

птотичность кривой распределения относительно оси I. Вследствие 
этого полная группа событий соответствует изменению I от — со до 
+оо, в то время как заведомо известно, что значения изменяются 
в копечиых пределах. Действительно, наименьшими и наибольшими 
значениями ^ = р будут 

0 
71 Р= ~Р 
п 

ътах = ~ — Р = 1 — Р = 9 

(1116) 

Однако практически эта особенность нормального закона при до-
статочно больших значениях п и при р, не очень сильно отлича-
ющихся от 0,5, существенного влияния на результаты не оказывает. 
Чтобы убедиться в этом, вычислим интегралы 

у== \ е 2 <Н=Р{Ь<1)-Г{-кр) 
• -Лр 

для некоторых примеров. 
Примеры. I. Дано: я = 20; р — 0,2; щ = 0,8. 
Р е ш е н и е . 

<Ш = >/125; Л = Н.2; 

-Ир=-2,24; р ф) - г (-2,24) = 1 ,000-0 ,013 = 0,987. 
г,; 



2- Дапо: « — 10; />=0,4; </ = 0,0. 

Р е ш е и п е. 

к = 1^7^24 = 6 , 4 ; '"7 = 3,84; —кр= -2,5В; 

У (3,84) - /•' ( - 2 , 5 0 ) =0,995. 
3. Дано: » = 100; р = 0,1; а = 0,9. 
Р е ш е н и е . А = 33; Ну = 30; —Ар = 3,3 п искомая вероятность Р — 

= 0.9995. 

Как видим, при больших п значения р могут заметно отличаться 
от 0.5, а если р близко к 0,5, то нормальпып закон дает точные ре-
зультаты даже при 10 испытаниях. 

§ 11. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

• С л у ч а й н о й в е л и ч и н о й называют переменную вели-
чипу. численно характеризующую случайное явление и отража-
ющую многообразие неучтенных колебаппй условий, нрн которых 
производятся испытания. Таким образом, при проведении опыта при-
ходится иметь дело со случайпой величиной, конкретное значение кото-
рой неизвестно. Совокупность всех возможных значений случайной 
величины составляет полную группу случайных событий (очевпдпо, 
значепнн случайпой величины, получаемые при испытаниях, должны 
рассматриваться как случайные события). 

Примеры случайных величии: 
1. Число появлеппй события или относительная частота при 

многократных испытаниях. 
2. Число зереп в колосьях пшеницы определенного сорта. 
3. Число попаданий при стрельбе по мншеип. 
4. Результаты измерений одной н той же величины в одинаковых 

условиях; при этом точное значение измеряемой величины известно. 
Результаты измерений будут колебаться около точного значения, 
причем заранее нельзя назвать ни одного результата; можно лишь, 
исходя из оныта аналогичных измерений, указать границы измене-
ния наблюдепных значений случайной величины — результатов из-
мерений или их отклонений от точного значения. 

Из приведенных примеров первый занимает особое место и под-
робно рассмотрен выше. Особенность относительной частоты события 
как случайной величины заключается в том, чго ее свойства вполне 
определяются заданной вероятностью события и числом испытаний. 
Для определения свойств любой случайпой величины требуются 
более общие характеристики, о которых пойдет речь ниже. Эти 
обобщенные характеристики будут пригодны п для относительном 
частоты события. Таким образом, введение понятия случайпой вели-
чины целесообразно для дальнейшего обобщепия понятий теории 
вероятностей. 

Среди различных типов случайных величин наибольший интерес 
представляют прерывные (дискретные) и непрерывные случайпые 
величины. 
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11 р е р и в и о и называют случайную величину, которая мо;щ.т 
принимать отдельные, изолированные значения с определенными 
вероятностями. Число возможных значении прерывной случайной 
величины можег быть конечным н бесконечным. Рассмотрим лишь 
прерывные случайные величины с конечным числом возможных зна-
чений. которые можно заранее указать (например, число попаданий 
при трех выстрелах: 0. 1. 2, 3; относительная частота попаданий 
при трех выстрелах: 0. 1.3. 2/3. 1: число появлений отрицательной 
ошибки при пяти измерениях: 0. 1.2. 3, 4, 5: число появлений собы-
тия при многократных испытаниях). 

Н е п р е р ы в н о й называют случайную величину, возможные 
значения которой непрерывно заполняют некоторые конечные или 
бесконечиые и ромежутки. 

Правор. Производится стрельба по цели, представляющей квадрат со сто-
роной о. Начало координат совпадает с центром квадрата. Событию «попадание 
в цель» соответствует условие 

о 

15/1=^4 

Таким образом, если случайное событие «попадайте в цель» произойдет, 
можно утверждать, что координаты точкп попадания х и у заключены в преде-

ч , а 
лах от — д о + но нельзя перечислить возможные зпачепия координат точек 
попадания. 

Разумеется, конкретные значения случайной величины при огра-
ниченном числе испытаний могут заметно отличаться одно от дру-
гого. и в этом смысле она не кажется непрерывной, хотя эти значе-
ния и нельзя перечислить заранее. Однако речь идет о возможных 
значениях случайной величины, т. е. о таких, которые она может 
принимать в процессе опыта. Число иаблюдеипых значений случай-
ной величины всегда конечное. 

§ 12. ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Для полной характеристики прерывной случайной велнчпиы не-
достаточно знать возможные ее значении: необходимо также знать 
вероятности, соответствующие этим значениям. 

Соотношение, прн помощи которого устанавливается связь между 
возможными значениями случайной величины и соответствующими 
им вероятностями, называют з а к о и о м р а с л р е д е л е и и я 
с л у ч а и н о й в е л и ч и н ы. 

Закон распределения прерывной случайной величины может 
быть задан: 1) аналитически. 2) чнеленио и 3) графически. 

1. Примером а н а л и т и ч е с к о г о выражения закона рас-
пределения для прерывных случайных величин может служить 
вероятность появлений событии к раз при п испытаниях, вычисляе-
мая но формуле (1.41). 
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В этой формуле каждому возможиому значению числа появлений 
события к{ (г = 0, 1, 2, 3, . . п) ставится в соответствие вероят-
ность Рп (к). 

2. Закон распределения прерывной случайной ьеличяны можно 
задать ч и с л е н н о в зпде таблицы распределения, в которой 
перечислены возможпые зпачепия случайпой величины и соответству-
ющие им вероятности, 

х 
Р 

Х1 X» 
рГ> *п 

Рп 
Таблицу распределения часто называют также рядом распределе-

ния случайной величины X. 
3. Закон распределения прерывной случайпой величины г р а -

ф и ч е с к и можпо задать в виде многоугольника распределения. 
Для построепия мпогоугольника распре-
деления в прямоугольной системе коор-
динат СТрОЯТ ТОЧКИ (Х[, р 4 ) ( 1 = 1 , . . . , л ) , 
где т{ — возможные значения случай-
ной величипы X, р1 — соответствую-
щие им вероятности. Построенные 
точки соединяют отрезками прямых. 
Полученную фигуру называют много-
угольником распределения. 

Пример. Построить многоугольник рас-
пределения по данным табл. 2. 

Р е га е п п е. Отложим па оси абсцисс 
значепия я,-, приняв масштаб 0,47 см для 
одного появления ошибки; отлояшм на осп 
ординат вероятности р п р и н я в масштаб 

Ю 0,47 см для р = ^гт:. Построив точки (г», р,) и соединив их отрезками пря-
них, получим искомый многоугольник распределения (рис. 5). 

Очевидно, составить таблицу распределения или построить мно-
гоугольник распределенпя для непрерывной случайной величины 
невозможно, поскольку непрерывная величина имеет бесконечное 
(точнее, несчетное) мпожество возможных значений. Следовательно, 
позпикает необходимость получить способ выражения закопа рас-
пределения, который был бы пригоден как для прерывных, так 
и для непрерывных случайных величии. 

С этой целью вводят функцию распределения вероятностей слу-
чайной величины А" (или, в другой терминологии, интегральную фупк-
цшо). До сих пор мы рассматривали вероятность события А' = х. 
Теперь же будем рассматривать вероятность события X ж, т. е. 
вероятность того, что в результате испытания случайная величина X 
примет вначепие, меньшее оиредслепното действительного числа х 
(можно показать, что для непрерывной случайпой величины вероят-
ность события X — х равна нулю, поэтому рассмотрение вероятно-
стей таких событий не представляет интереса). Очевидио, что если х 
изменяется, то изменяется соответственно и вероятность Р (А' < дг)> 
т. е, Р (X < х) есть функция от х; эту фуикцию и называют функ-
цией распределения и обозначают через Р (х). 
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IIгак, фуикцпя распределения определяется равенством 
Г(х)=Р(Х<х). (1.117) 

Исходя пз определения функции распределения, легко доказать, 
что она обладает следующими С В О Й С Т В А М И : 

1) значения функции распределения принадлежат отрезку [0; 1]; 
2) функция распределения неубывающая; 
3) если возможные значения случайной величины принадлежат 

интервалу (я, Ь), то 
/*(х)=0 при ггСя; Г (т) ~ 1 при .с^Ь. 

Функция распределения непрерывной случайпой величины не-
прерывна (и непрерывно дпффереицнруема). поэтому такую функ-
цию распределения можно дифференцировать. 

Плотностью распределения вероятностей непрерывной случайной 
величины * называют производную от ее функции распределения. 
т. е. плотность вероятности определяется равенством 

/<*)«/'(*). 

Можно доказать, что плотность вероятности / (я) обладает следу-
ющими свойствами: 

Плотность вероятности еегь не отрицательная фуикцпя, т. е. 

/(*)> 0. 
2. Несобственный интеграл от плотности вероятности в пределах 

от —оо до +оо равен единице, т. е. 

со 

• со 

В частности, если возможные значения случайной величины при-
надлежат интервалу (я, Ь), то 

ь 
)'/(*) <** = !-
а 

3. Вероятность того, что непрерывная случайная величина в ре-
зультате испытания примет значение, принадлежащее интервалу (я. 
/>). определяется равенством 

ь 
РЪ

и = \П*) <**• 
а 

В данной работе будем рассматривать главным образом случай-
ные величины, подчиняющиеся нормальному закопу распределения. 
Почти все случайные величины, с которыми приходится иметь дело 
геодезисту, распределены нормально. 

* Иногда ее называют «дифференциальная функция распределения», «дпф 
ферешшалъный закон распределения*. 
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§ 13. ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
(ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ) СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Свойства случайной величины могут характеризоваться несколь-
кими параметрами. Важпейшио пз пих — математическое ожидание 
случайной величины, которое обозпачнм через М (X), и дисперсия 
В (X) = сг2 (X), корень квадратный из которой о (X) называют 
с т а н д а р т о м , пли с р е д н и м к в а д р а т и ч е с к и м о т -
к л о н е н и е м . Остальпые параметры случайных величип рассмат-
риваются в главе II . 

1. Математическое ожидание 
М а т е м а т и ч е с к и м о ж и д а н и е м М (X) прерывной 

случайпой величины X называют сумму произведений всех возмож-
ных значений случайной величины на соответствующие им вероят-
ности. 

Таким образом, при наличии таблицы распределения но опрсделе-
ппю математического ожидания и при условии, что число возможных 
зпачешш случайной величины X конечное, можпо записать 

п 
М (X) = адо-Ьх2/>2 +...+хпрп = 2 Х1Р1. (1.118) 

л 
где = 1. поскольку появление одного из возможных значе-

(-1 
ний хс есть достоверное событие. 

Если выражение математического ожидаиия (1.118) распростра-
нить на дискретные величины, имеющие бесконечное число возмож-
ных значений х1, то^ п 

Л / ( Х ) = ] щ У е д , (1.119) 
«-00 

причем предполагается, что ряд (1.119) сходится абсолютно. 
я 

Учитывая, что в (Т.118) и (1.119) 2 р{ = 1, иногда пишут 
« - 1 

п 
2 х<р< 

Л Ц Х ^ - Ц (1.120) 

2 Я 
«-1 

Формула (1.120) позволяет дать механическую пптерпретацпю'ма-
тематического ожидаппя: М (X) — абсцисса центра тяжести системы 
точек, абсциссы которых равпы возможным значениям случайпой 
величины, а массы, помещенные в эти точки, равпы соответствующим 
вероятностям. 
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Математическим ожиданием непрерывной случайной величины 
называется интеграл 

00 

Л/(А') = | х/(*)<!*. (1.121) 
-со 

причем предполагается, что интеграл сходится абсолютно; здесь 
/ (г) — плотность вероятности распределения случайпой величины X. 

Пример. Вероятность попадания в цель при выстреле р — 0,5. Определяя, 
математическое ожидание числа попаданий при четырех выстрелах. 

Р е ш е н и е . Вероятности возможною числа попаданий О, 1, 2, 3, 4 со-
ответственно равны ^ 

Р,(0) = С°у•/><»= 1 . ( 4 - ) ; р4 (0) = 0,0625. 

Р* = 4 • ( т ) 4 ' Рл (1) = 0,2500. 

Ра{= Рл (2) = 0,3750. 

Ра (3) = = 4 • ( у ) ' ; Рл{3) = О,2500. 

Рл (4) = С^°/<« = 1 • ( у ) ' : Р* (4) =0,0625. 

Контроль: V Рп (/,•) = 1.00И0. 
А» О 

Математическое ожидание числа попаданий прп четырех выстрелах 

М (А')=0 - 0,0625 + I - 0,2504 2 - 0.375-}-3 • 0,250 + 4.0,0625 = 2. 

Реальный смысл математического ожидания станет яснее, если 
установить его связь со средним арифметическим. Заметим, что сред-
ним арифметическим называют величину, вычисляемую по формуле 

N 

Покажем, что при неограниченно большом числе испытаний пре-
делом среднего арифметического является математическое ожидание 
случайной величины. Рассуждения будем вести применительно к фор-
муле (1.118), т. е. для прерывных случайных величин, отметив прп 
этом, что все полученные выводы можно распространить и иа ысире-
рывиые случайные величины, пользуясь формулой (1.121). 

Пусть в результате N иснытаний случайная величина х приняла 
следующие зиачения: 

х1 появилось т г раз 
х., ь т, » 
Х3 » Шд 9 

хп ь тп » , 

г,; 



причем 
т 1 -г^гЧ-- • . 4 - т „ = л \ 

На пспованпи формулы П.122) можем записать 
- зуЧ-гУгт2-Ь. . . +хптп 
Х = N 

п:ш 
т 1 т 2 т п х==х1 ~ Т2 + Ну" • 

Здесь дроби 
тг тл тп 

по определению (1.4), есть относительные частоты, т. е. 
т 1 т« т п 
V (?2» • • Ч ~дГ" = 

Следовательно, 
» = • (1-125) 

На основании теоремы Бернулли (§3), заменяя в (1.125) значе-
ния соответствующими значениями р1г получаем 

пер. 11т х-ьМ(Х). (1.126) 
.\'-»-СХ> 

Таким образом, математическое ожидание Л/ (Л') — «теоретиче-
ское среднее значение случайной величппы». 

Учитывая ото, в дальнейшем изложении будем иногда обозначать 

М(Х)=Х*. (1.127) 

Рассмотрим свойства математического ожидания. Эти свойства 
справедливы как для прерывных, ток и для непрерывных величин. 
Для упрощения ограничимся доказательством свойств математиче-
ского ожидания для прерывных велпчип. 

Первое свойство. М а т е м а т и ч е с к о е о ж и д а н и е 
и м е е т т у ж е р а з м е р н о с т ь , ч т о и с а м а с л у ч а й -
н а я в е л и ч и н а . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, возможные значения слу-
чайной величппы имеют размерность, совпадающую с размерностью 
случайной величппы. Как следует пз (1.118), возможные значения 
х1. х„. . . хп умножаются па соответствующие вероятности, кото-
рые являются отвлечеппыми числами. Отсюда и вытекает справедли-
вость доказываемого свойства. 

Второе свойство. М а т е м а т и ч е с к о е о ж и д а н и е м о -
ж е т б ы т ь к а к п о л о ж и т е л ь н ы м, т а к и о т р и ц а -
т е л ь н ы м ч и е л о м. 

* Таким образом, X = х\ обозначение х будем понимать как сроднее ариф-
«->•00 

метпческое при N конечном. В § 17 дано более строгое доказательство рассмот-
ренного свойства (Ы26). Значение X называют еще «генеральным средним». 

(1.123) 

(1.124) 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Свойство следует пз того, что возмож-
ные' значеппя случайной величины могут быть положительными н от-
рпцательпымп числами. 

Третье свойство. М а т е м а т и ч е с к о е о ж и д а н и е п о -
с т о я н н о й в е л н ч н п ы С равно этой п о с т о я п и о й, т. е. 

Л/(С) = С. 
Это свойство очевидно. 
Четвертое свойство, (теорема сложения математических ожида-

ний). М а т е м а т и ч е с к о е о ж и д а п и с с у м м ы н е -
с к о л ь к и х с л у ч а й н ы х в е л и ч и н р а в н о с у м м е 
м а т е м а т и ч е с к и х о ж и д а н и й э т и х в с л и ч ы н, т. е. 

. . + №')= Л/ (А')+л/ (У) + . . . + М ()У). (1.126) 

В частности, для двух случаипых велпчип 
М (АГ+У)=Л/ (Х)-ЬЛ/ (У). (1.129) 

Для упрощения докалюм четвертое свойство для двух случайпых 
величин, т. е. докажем справедливость формулы (1.129). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению математического ожи-
дания выражепие (1.129) можно представить в виде 

п к 
М (Х+У) = 2 2] <*'+»/) РФ (г-13°) 

где рц — вероятность^совместпого появлепия х1 и у/. 
Выражение (1.130) можно нанпсать так: 

п к к п 
М ( Х - И ' ) - У X,- 2 Р^л-У 'Л 2 \РЧ- (1-«1) 

I 
Приняв во виимапие, что 2 Ри есть вероятность /з^того, что 

/=•1 
л 

X примет значение х(, У р^ есть вероятность р/ того, что У примет 
I-1 

значение иол учим 
п к 

М(А'+У) = 2 + Е у'р1- (Г. 132) 
1-1 }Ж1 

Учитывая, что первое слагаемое (1.132) есть Л/ (X), а второе — 
М (У), окончательно получим 

Я {Х-\-У) = М (А')+Д/ (У). (1.133) 

Нетрудно распространить это доказательство на^любие число сла-
гаемых методом математической индукции. 

Прежде чем перейти к пятому свойству, заметим, что две случай-
ные величины называют независимыми, если закон распределения 
одной из них не зависит от тшго, какие значения приняла вторая 
величина. Соответственно несколько случайных величии называют 



взаимно независимыми, если законы распределения любого из них 
пе зависят от того, какие значения приняли остальные величины 

Пятое свойство (теорема умножения математических ожиданий). 
М а т е м а т и ч е с к о е о ж и д а н и е д в у х и л и п е с к о л ь -
н и х в з а и м н о п е з а в и с п м ы х с л у ч а й и и х в с л п -
ч и н р а в н о л р о и з в е д с п п ю м а т е м а т и ч е с к и х 
о ж и д а н и й э т и х в е л и ч и и, т. е. 

М (XV) = . 1 / (X) М (У), • (1.134) 

М (X V . . . И;) (X) М (У) . . . М ( И (1.135) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. На осповашш определении математи-
ческого ожидания можно записать 

п к 
М (АГУ) = 2 2 (1.136) 

где х{ и у! — возможные значения величии \Х и У соответственно; 
р (т(у/) — вероятность произведения ж,-у/. 
Для независимых случайных величин пмеем 

Р (*1У[)=Р (щ) Р (У/)» 
поэтому 

п к и к 
м ( х г ) = 2 2 ^ р = 2 х>'р ̂  2 У 1 Р (и 3 7> 

«-1 ]-1 1-1 7-1 

Пользуясь определением математического ожидания, оконча-
тельно получаем 

М (А*У)=Л/ (X) М (У). (1.138) 

Доказанное свойство легко распространить на любое число 
взаимно пезавнсимых случайных величии методом математической 
индукции. 

Шестое свойство. М а т е м а т и ч е с к о е о ж и д а н и е п р о -
и з в е д е н и я с л у ч а й н о й в е л и ч и н ы п а п о с т о я н -
н у ю С р а в п о п р о и з в е д е н и ю м а т е м а т и ч е с к о г о 
о ж и д а л и я с л у ч а й н о й в е л и ч и н ы н а п о с т о я н -
н у ю в е л и ч и л у, т . е. 

М (СХ)=*СМ (X). (1.139) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На осповаиип пятого свойства 
М (СХ) —М (С) М (X). 

По третьему свойству 

Следовател ыго, 
М (СХ) = СМ (А'). 

На практике в качестве приближенного значения М (X) пршш 
мают х. С увеличением чпсла испытаний значение х все больше 
приближается по вероятности к М (Аг). 



2. Дополнительные характеристики 
случайной величины 

Для полной характеристики распределения случайной величины, 
кроме основных характеристик (X и а2), применяют и другие. К пх 
числу, в частности, относятся асимметрия (мера «скошепности») 
и эксцесс (мера «крутости», т. е. островершинности, пли нлосковер. 
шипности распределения). Все эти характеристики являются част-
ными случаями более общего понятия — моментов. 

Различают начальные п центральные моменты. 
Н а ч а л ь н ы м м о м е н т о м п о р я д к а к случайной ве-

личины X называют математическое ожидапие к-п стенепи этой 
случайной величины, т. е. 

Хк==Хн=м(Хк). (1.440) 

Ц е н т р а л ь н ы м м о м е п т о м п о р я д к а к называют 
математическое ожидание к-й степени отклонения случайном вели-
чины от ее математического ожидания, т. е. 

р*=Д/((Х-Х)л1. (1.141) 

Практически указанные моменты (их называют теоретическими) 
вычисляют по эмпирическим формулам 

п 
V х*! 

- ~ — > (Ы42) 

2 
(1.143) 

где п — число наблюдений, п штрих служит для обозначения эмпири-
ческого момента*. 

В дальнейшее будем иметь в виду главным образом эмпирические 
значения моментов, полученные но формулам (1.142) и (1.143). 

Исходя пз формул (1.140) и (1.141) и используя свойства матема-
тического ожидания, легко установить гоотношелпя 

а) У 0 = 1 
б) Ио = 1 
в) 
г) щ = 0 
д) Но = \-2 —V® 

с) = х 

(1.144) 

* Эмпирические момепты называют ещо с т а т и с т и ч е с к и м и . 



Основные характеристики Л' и О (X) равны соответственно 

А'- . -ГУ, К 

При нормальном законе распределения для центральных четных 
моментов существует общее соотношение 

Щ|Чя = (2* + 1) (1.115) 

Равенства (1.144) и (1.145) теоретические. Если же иметь в виду 
эмпирические значения моментов, получаемые по формулам (1.142) 
и (1.143), то из указанных равенств точно соблюдаются только (1.144, 
а, б, г, д, с). Равенство (1.145) может служить для проверки статисти-
ческих распределений в смысле их соответствия нормальному, прп 
условии очень большого числа наблюдений. 

3. Дисперсия и с р е д н е е 
к в а д р а т и ч е с к о е отклонение (стандарт) 

Дисперсия как одна пз важнейших числовых характеристик слу-
чайной величины дает возможность оценить разброс возможных зна-
чений случайной величины вокруг математического ожидания, вы-
зываемый свойствами случайной величины или наличием прп опыте 
ошибок наблюдепий, колебанием условий опыта и другими фак-
торами. 

Однако частные значения отклонений X — Л/ (X) сами по себе 
мало что характеризуют, а математическое ожидание отклонения 
случайной величины, как легко убедиться, равно нулю вследствие 
взаимной компенсации положительных и отрицательных значений 
откдопеппй. Среднее значение пз абсолютных значений этих откло-
нений также пе всегда дает хороший результат при оценке разброса, 
так как результаты сильно сглаживаются и большие отклонения 
становятся мало ощутимыми, особенно при значительном числе 
испытаний. 

С целью устранения указанных недостатков принято рассматри-
вать не сами отклонения, а их вторые степени. В этом случае боль-
шие отклонения сказываются па конечпом результате оценки зна-
чительно больше, чем малые. Привлечение для этой цели более 
высоких степеней X — М (X), а именно: четвертой, шестой и т. д . 
вызывает необходимость увеличения числа испытаний, в протпвпом 
случае снижается надежность определения числовых характеристик. 

Д и с п е р с н о й В (X) случайной величины X называется ма-
тематическое ожидание квадрата отклонения значения случайной 
величины от ее математического ожидания, т. е. 

Я(Х) = Л/{[.У-Л/(Х)1г). (1.146) 

Для прерывной случайной величины X 

П(Х)-У &-ЛГ [Х))*р,. 

II 



Дисперсию можно получить еще но формуле 

I) (Л") = .1/ (Х*)-[М (Х)Г-. (1-147) 

Действительно, используя свойства математического ожидания, 
получ? ем 

й (X) = л/ ( [Л' -Л/ (X)]2} = ЛГ {Л'2-2Л .1/ (ЛГ) + [М {X)]*) = 

=М (Х*)-2М (А') м (Д-) + [Л/ (Х)]2 = Л/ (А'2) — [Л/ (А)]2, 
т. е. 

О (.V)=Л/ (А2)— [ЛУ (Л )]г. 

Для непрерывной случайной величины А' 

+со 
О (А) = { {А - Л/ (А)}- • / (А) (IX. (1.1',8) 

-со 

В соответствии с (1.147) выражению (1.148) можно придать вид 

+00 

Я (Л) = ]' хЦ (г) Ах—[М (А')1*. (1.М9) 
-со 

Величину о (А) = (X) называют с р е д н и м к в а д р а -
т и ч е с и и м, или с т а н д а р т н ы м , о т к л о п е и и е м, а 
чаще —просто с т а н д а р т о м . Среднее квадратнческое отклонение 
обладает по сравнению с дисперсией одним несомненным преимуще-
ством: оно имеет ту же размерность, что и случайная величина. От-
метим, что дисперсия имеет размерность, равную квадрату размер-
ности случайной величины. 

Иногда пользуются относительной числовой характеристикой разброса плн 
так называемым коэффициентом вариации V, представляющим отношение сре*-
негоАквадратнческого отклонения к математическому ожпдашпо, выраженное 
в процентах, т. с. 

ч,== лТТА) 1 П 0 % ' { 1-Ш ) ) 

исключая, конечно, случай, когда М (X) = 0, или очень малб по сравнению с о. 

Практически дисперсию получают по формуле 

А' 

1 - 1 

Эга формула обоснована в §20. 
Очевидно, что надежность полученного по формуле (1.151) значе-

ния дисперсии находится в зависимости от числа N . 
г* 



4. Математическое ожидание 
относительной частоты появлений события 

Несомненный интерес представляет получение математического 
ожидания относительной частоты, еслп иметь в виду соотношение 
(1.126), которое для рассматриваемого случая примет вид 

где п — число испытаний в многократно повторенных сериях испы-
таний. 

Последнее равенство надо понимать ток: математическое ожида-
ние относительной частоты весьма близко к среднему арифметиче-
скому из множества значений относительной частоты, полученных 
в соответствующих сериях испытаний, в каждой из которых число 
испытаний п конечно б одинаково. 

Для решения поставленной задачи воспользуемся биномиальным 
законом. 

Согласно определению математического ожидания, 
/ к \ 0 1 2 

) = Т р п (°>+ 7Г < О Н Т <2> + • • • 

• • • 4 ~ Рп {к)-+ • • . 4 ~ Рп(п). (1.153) 

Подставляя в выражение (1.153) значения Рп (к) — Ск
пркф~к (ве-

роятность относительном частоты равна вероятности соответству-
ющего числа появлений события), получаем 

" ( т г ) = Т - ^ ' + Т - 4 

+ • • - + 4 • - е т ^ - Ч . . -4Р п . (1.154) 

4. + (п~~*) 1 „л-10(п-1>-(А-1)а. /Г 155) 
' (А-—1) I {(и — 1) — (Л—1)) ! Р 3 Т - - . 4 Р / • И- "®] 

Нетрудно видеть, что в фигурных скобках правой части (1.155) 
представлено разложение бинома (р -4 <})п~1, поэтому сумма чле-
нов в фигурных скобках равна единице и, следовательно, 

(М56) 

Итак, математическое ожидание относительной частоты равно 
вероятности события. 

Пользуясь шестым свойством математического ожидания, полу-
чаем 

II 



отсюда 
Л/(А) = ир«гА0. (1.157) 

где А0 —.всроятнеишее число появлении события (см. §8). 
Таким образом, мы установили, что наибольшей вероятностью 

обладает среднее значение числа появлений события из множества 
серий испытаний. Пз (1.156) следует, что математическое ожидание 
| отклонения относительной частоты от вероятности равно нулю. 
Действительно, лсиользуя свойства математического ожидания, 
можно написать 

М (5>«л/ (4" ~ Р) = -V ( 4 ) ~ Р=0' 

§ 14, НОРМАЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Почти все случайные величины, с которыми приходится иметь 
дело в геодезии, подчиняются нормальному закону распределения 
вероятностей. Для относительной частоты появлений события мы 
получили этот закон в впде 

I г 

п I, 
где 

„ . & I 1 Г П 
• А= у 

Устаповпли также, что р = М поэтому в целях соблюдения 
общности воспользуемся той же формой выражения нормальпого 
закона, что л для относительной частоты, и напишем для любой 
нормально распределенной случайной величины 

(1.160) 

где 

1 
Заметим, что М {§) = М (X) — М (X) = 0, следовательно, 

М (Ь~к'М(1) = о, 
т. е. 

М(1)= 0. (1.161) 

Однако, если для относительной частоты известен параметр к, 
для любой другой нормально распределенной случайной величииы 
параметр к' остается пока неизвестным. 

Таким образом, задача свелась к нахождению формулы для вы-
числения параметра к', позволяющего находить 1( = к' 5 { для лю-
бой нормально распределенной случайной величины. 
6м 



Для решения поставленной задачи получим вначале формулу дис-
персии переменной I. введение которой позволило придать стандарт-
ный вид нормальному закону для любых нормально распределенных 
случайных величии. По определению дисперсии и учитывая (1.161), 

+СО 

ю (0 = 02 ( 0 = м (<2) =у= ^ 1~е~~ 61. (1.162) 
—со 

Заменим переменную интегрирования 

1=гУ2 
<2 = 2г2 

й1 = VI йг 
(1.163) 

Пределы интегрирования не изменятся, и мы получим 

Г- + 0 ° 22* +СО 

-со -оо 

Возьмем интеграл (1.164). Так как дё~г' = —2гё~г*й2, то 
+со +оо 

| 2&е~гг й- » — [ 2йе~г\ (1.165) 
-оо -со 

Иптегрируя по частям, п о л з а е м 

+ ОЭ +00 +00 
- г6е-г : = - г е ' 2 1 | -{- | С * (1.166) 

— СО - 0 0 -оо 

Второе слагаемое правой части (1.166) есть интеграл Пуассона, 
равный у^я. Поэтому 

+ 00 

г - с о г-к-оо е* — со 

По правилу Лопиталя 

-гго 
- Г г йе~г* = — Н т - 4 - 4 П т (1.107) 

V 2 —СО е г-».-т е 

г 1 
Ьш — 1 1 Ш - — Г = 0. 

г—оо е г-*-со ^ге 

То же получим и для 
г-*- — оо. 

Теперь имеем 
+ С О 

- I г ^ " 2 ' - } ^ (1.168) 

-со 

п, наконец, принимая во внимание (1.104), (1 .165» (1.168), получаем 

с Ч О - 1 . < М 6 9 > 
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Согласно шестому свойству математического ожидания, 
02 (О «Л/ « т 2 } = (1 170) 

Если учесть (1.160), то М [V) есть дисперсия случайпой вели, 
чины А', т. е. а2 (X). Поэтому, имея в виду (1.169) и (1.170), полу, 
чаем (Л')202(А) = 1, 
откуда 

1 
А' = о (А) 

0-171) 

Теперь для любой иормалыю распределенной случайпой величины 
можно написать 

<1 л 
е 2 йи (1.172) Р*> 

I* 

где 

{ = с (А) 
(А) 

(1-173) 

Безразмерные величины ^ ^ = 1{ называют нормированными зна-
ченпями'случайной величины I. Ив (1.171) и (1.72) пмеем для дис-
персии пдстаидарта относительной частоты 

О «Я - У Ч 
(1.174) 

Формулы (1.172) н (1.173) имеют исключительно важное значе-
ние для практики, позволяя пользоваться таблицами вероятностей 
при решении задач с любыми нормально распределенными случай-
ными величинами. Для этого надо знать две основпые характери-
стики этих величип: М (X) и о (X). Напоминаем, что практически 
вместо указанных характеристик пользуются их приближенными 
значениями, т. с. 

М (А')яв:ж= "7Г 

XI — т)2> 
1-Х 

где п — конечпое число. 
Надежность полученных характеристик зависит отТчиела п: чем 

больше п, тем надежнее характеристики (см. главу II). 
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Отметим одио свойство случайных величин, подчиняющихся любому сим-
метричному закону распределения, а следовательно, и нормальному закону: 
математическое ожидайне л 106011 нечетной степей» отклопеипя | — X — М (X) 
цаино нулю. Это свойство следует из симметричности кривой распределения 
относительно осп К. Если рассматривать'математпческое^ожлдаипе случайной 
велпчппы как предельное среднее зпачеппе, то каждому положительному зиачо-
ппю -Ь Б/4 + 1 должно соответствовать такое же отрицательное зпачеппе — 1 » 
тан как число их появлений в нределе должно Сыть одинаковым, из-за чего прои-
зойдет полная компенсация. В частности, 

<1.175) 

Несоблюдение отмеченного свойства нечетных степеней ^ служит одним из 
основных признаков отклонения рассматриваемого распределения от нормаль-
ного закона. 

Приведем несколько примеров применения полученных формул 
(1.173) и таблиц значений Р {I) п Ф (/) (см. прпл 2 и 3). 

Пример I. Л/ (X) = 145,3; о (X) = 2,1; найти вероятность попадания зна-
чения случайной величины прп одном испытании в^пределях от 143,2 до 147,4. 

Р е ш е н и е . Вычислим 631 11 *а 

с х = 1 4 3 , 2 - 1 4 5 , 3 = - 2 , 1 ; 

147,4—145,3= + 2 , 1 ; ^ = = ~ 1; ' ^ " Х Т = 1 

Так как =» = 1, то по таблице зоаченпй фупкцпи Ф ( 0 (прпл. 2) 
на идем 

Ф (1) = 0,083. 

Пример 2, Средний процент выпуска брака продукции не заводе, получен-
вый за много дней, равен 1,80%. Стандарт этой величины а == 0,20%. 

Найти вероятность того, что в отдельные дни процент брака будет нахо-
диться в пределах от 1,5 до 2%. 

Р е ш е н_и е. По условию зср — 1,80; о = 0,20, откуда 

1. € 1 = 1 . 5 0 — 1 , 8 0 = - 0 , 3 0 ; 2 , 0 0 - 1 , 8 0 - +0,20; 

0,30 0 Л) , 
о Ж = ~ и 5 0 ; '*= + оЖ = + ь о°-

' I* 

Здесь применим таблицу Для Р {I) = -ут==- ^ « 1 (прпл. 3). 
*"" -со 

2. Р (+1) =0,841; Р{—1,50) = 0,067. 

Ответ: 0 ,841-0 ,067 = 0,774. 
Получеппый ответ означает, что пз каждых 100 дней работы приоллзптелыю 

77 дней процент брака продукции на заводе находится в пределах 1,5—296-
Прнмер 3. Используя исходпые данные предыдущей задачи, найтп тот 

предел, которого пе превысит выпуск брака продукции завода с.вероятностью 
Р * 0,4. 

Дано: 
* с р^1,80; а = 0,20; />=0,40; г г =0; ^ = - 1 , 8 0 . 

Найти: 
.г2 — ? 



1 ЯО Р о ш е в п с . = — = —9. Практически моишо считать, что /а, 
—оо. Поэтому воспользуемся таблицами интегралов Р (/). Потенцируя, нахо. 

дпм /„ соответствующее Р(13) — 0,40. 

и = - 0,254; = а . ь = - 0,20 • 0,254 = —О,05. 
Ответ: 

= т. е. (1,80—0,05). 

Ответ означает, что приблизительно 4 дня из 10 выпуск брака на завом 
ве превысит 1,75%. 

Пример 4. Для установления процентного соотношения размеров выпу-
скаемых обувной промышленностью солдатских ботшгок был произведен обмер 
ступней солдат в одной из частей и подучепы следующие результаты: средняя 
длппа ступня хср = 25,5 см, стандарт а = 2 см. Значению лгср = 25,5 см соот-
ветствует размер ботггаок Лг 41. Изменению размера па один номер соответствует 
лзмеирвпе длины стушги па 1 см. 

Найтп наиболее правильное процентное распределение по померам выпуска-
емых ботинок. Здесь удобно воспользоваться таблицами Ф (/)• 

Р е ш е н и е . Ступени изменения х следующие: 
от 20 см до 21 см — ботинки Лг 36 
» 21 » » 22 » — » К: 37 
» 22 > > 23 » — 0 Л« 38 
» 23 » » 24 » — Л* 39 
» 24 » » 25 » — » № 40 
» 25 » » 26 » — » № 41 
» 26 » » 27 » — > № 42 
» 27 » » 28 » — » Ле 43 
» 28 » » 29 к> — » -\г 44 
» 29 » » 30 » — » Л1» 45 
* 30 » » 31 » — » №46 

Найдем теперь ступени изменения ± 1 = НК _50 
а 

Л? 36 я Л? 46 — от ±2,25 до ±2,75 
Л* 37» Л» 45 — » ±1,75» ±2,25 
Ле 38 » № 44 — » ± 1,25 » ±1,75 
Л5 39 * Л: 43 - » ±0,75 » ±1,25 
Лг 40 » 42 — » ±0,25 » ± 0,75 
*&41» ± 0 ±0,25 

Далее при помощи таблицы Ф(г) (прпл. 2) получим, что необходимо вы-
пускать 

Л« 36 и Л* 46 по 0,9% 
Л<г 37 » № 45 » 2,8% 
X» 38 » ЛГ« 44 » 7,1% 
№39» Лгг 43 » 11,6% 
№ 40 » Л: 42 » 17,4% 
№ 41 19,8% 

Кроме того, 0,6% необходимо выпускать по специальным заказам, поступа-
ющим ЕЗ частей. 

§ 16. О НЕКОТОРЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ, 
ОТЛИЧАЮЩИХСЯ ОТ НОРМАЛЬНОГО 

1. Равномерное распределение 

Прп обработке результатов паблюдешш часто н р и х о д и т с я ^ и м е т ь 

дело со случайными величинами, плотность всроятпостп которых 
имеет иостояппое значение в некотором конечном интервале. 
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Указанное распределение носит название равномерного Плот-
ность равномерного распределения случайной величины X выра-
жается функцией (рис. 6) 

Ы*) \ 2а при а — а ^ зе^а -} •а}, (1.176) 

где а ± а — пределы изменения х, а — абсцисса центра интервала. 
Таким распределением обладают, папример, ошибки округлений. 
График функции / , (х) показан на рпс. 6. Так как график функ-

ции /, (я) изображается прямоугольником, распределение часто на-
зывают прямоугольным. 

Фуикцпя распределения Р, (#) 
имеет вид 

/V (*) = 
0 при эг ^ а — а 
х+а—а ^ — при а — 

1 нрц аО>в + а 

У 1Г Щ 

- » » I 
(1.177) а-а -0,2 а *0,2 

Убедимся в том, что. если воз- Рпс. 6 
можные значения равномерно рас-
пределенной случайной величины X принадлежат интервалу (а — а , 
а + а), то вероятность попадания X в этог интервал равна единице: 

о+а 
Г (а + а) —(а—а) 2а + = ^ ^ = ~ = 

а-а. 

Найдем числовые характеристики равномерного распределения! 
математическое ожидание и стапдарт. По определению математиче-
ского ожидания 

М 

с+сс о+а а+а 
С 8х 1 Г* ж- I 1 

а-а. а-а а-а 
ПЛЫ 

Л/(А•)=«. (1.178) 

Вычислим дисперсию, а затем стандарт равномерного распределе-

П (Х)=М (X2) - [М (.V)]*. (1-179) 

а+а о+а 

ния 

Найдем 

. а -а а - а 

Сделав элементарные выкладки, иолучим 
о ОС-

л/(А' 2 )=— + 

5 Закоа н ю 

(1.180) 
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Принимая во внимание (1.178), (1.179) и (1.180), окончательно 
получаем 

I 
а ' "81) 

<-«>=тг) 
Напомним. что а — наибольшая величина, на которую может 

отклониться зпаченпе случайпой величины от ее математического 
ожидания, т. е. а — абсолютное знячепне предельного отклонения. 

2. Закон распределения Пуассона 
При выводе нормального закона распределения для отклонении частоты 

от вероятности предполагалось, что р — вероятность испытуемого события — 
не очень сильно отличается от 0,5. Для р, близких к нулю или к единице, вор» 
мальвып закон плохо обосновав. В этих случаях лучпю применять закон рас-
пределения Пуассона для событий с малой вероятностью р. Если событие имеет 
вероятность, близкую к единице, то закон Пуассона применяют для противопо-
ложного события с вероятностью д — 1 — р. Очевидно, вероятность числа к 
появлений события равна вероятности числа (п — к) появления противополож-
ного события при числе испытаний л. 

Закон распределения Пуассона выражается формулой 

кк 

Р(к)=].Т«~'в» (1-182) 

где ко = пр, т. е. величина, постоянная при заданном л. 
Величина к может принимать только целочисленные значения, теоретиче-

ски ничем не ограниченные, по, конечно, А-^п. Очевидно, что^вороятность по-
падания числа к в пределы от 0 до а равпа 

№•0 
а 01 Й! до а, 

Ь-С, н 

к-Ог 

Если потребуется получить вероятность 

V *о 
л» П ! 
С+1 

то, разумеется, выгоднее получить вначале 

о 
а затем 

Р(/с>в) = 1 — Р(А^а). 
г,; 



Проверим, удовлетворяет ли заков Пуассона освовпому условию любого 
вакова распределения вероятностей 

^ кк 

= (1.183) 
п—со ' й-0 

Но, как известно, 
^ кк 

1!гп 2 г г = е й о ' 
п~со *** К 1 

к-а поэтому 
Р'*-*™ =е~к'ек' = 1, 

что и требовалось доказать. 
Найдем математическое ожидание п дисперсию случайной величины к 

(числа появлений события прп п испытаниях), подчиняющейся закону распре-
деления Пуассона. 

По определению математического ожидания, 

°° Ьк °° кк °° кк~1 

л/ Ю = 2 = 
к-0 к-1 к-1-0 

= к0е-к°екв = к0, 

*' Л/ (к) = ко —пр. (Ы84) 

Найдем дисперсию. Согласно (1.147), 

П(к) = М (Аг))5. 

Принимая во ввпманпе (1.184), получаем 

0(А) = Д/(А-2)-*2. (1.185) 
Найдем 

л/ (к-) = 2 ** кТ е~к* = 2 * (Т^ТП в 

к-о к-о 

к 60 

^ - о ^ а - ц - . ) ^ 
к - 1 

=А-0 7/Г~п] + 

Й-1 Ь-Х 
Обозначив к — 1 = т , получим 

СО со 

тш о т-о ИЛИ 

Учитывая*теперь! (1.185) п (1.186), имеем 

В (А") — А-0 = пр. 
5 

(1.186) 

([.1Ь7) 
Р7 



Та к гм образом, мы получили для распроделеппя Пуассопа 

ЛГ(к) = *р 

ст (к) = I пр 

Имея в виду (1.188), а также (1.151) п приближенное равенство М(к)^н 
гппотезу о том, что распределение действительно соответствует закону Пуас-* 
соня, можно проверять соблюдением приближенного равенства 

н 

-^ТГ -А)2. (М89) 

Пример Предполагая, что число частиц золота, находящнхся7во взве-
шенном состоявши в растворе, распределяется по закону Пуассона, ваши 
выражение этого закона по распределению частпцволота, наолюдавшемуся через 
2 с в оптически изолированной части пространства (табл. 3). 

Т а б л и ц а 3 

Количество Количество Вычисления 
частиц интервалов Вычисления 

х,—х ( « I - » ) 2 » , 

0 381 -1,42703 -543,7 775,9 
1 568 -0,42703 -242,6 103,6 
2 357 4-0,57297 +204,6 117,2 
3 175 +1,57297 +275,3 433,0 
4 67 4-2,57297 +172.4 443,6 
5 28 +3,57297 +100,0 357,3 
6 5 +4,57297 +22,9 104,7 
7 2 +5,57297 +11,* 61,9 

Итого 1583 Контроль -786 ,3 2397,2 

= 2259 

х = 1,42703 
+786,3 
^ =0.0 

Р е ш е н п е. Вычислим среднее арифметическое и приближенную диспер-
сию случайной величины. В соответствии с данными табл. 3 пмеем 

_ 2 х'"' 2259 
— = 1583 

1 - о 2397,2 
п №)**> " 1583 ^ 1 , 5 

* Пример заимствован из книги А. 11. Карасева «Основы математической 
статистики». Росвузиздат, 1962. 358 с. с ил. 
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Довольно хорошее совпадение х п приближенного значения дисперсии 
л(Л'). равных 1.43 н 1,51 соответственно, подтверждает предположение о нали-
чии распределения „Пуассона. Выражение для закона Пуассона в данном слу-
чае примет вид 

/*(А' = *) = - ^ (1.190) 

где А' =® 0» • • • — возможное количество частиц золотя, находящихся во 
взвешенном состоянии в растворе, наблюдавшееся чорк» 2 с в оптически изолиро-
ванной частп пространства. По формуле (1.190) можно вычислить вероятность 
для заданного числа к. Таблицу распределения Пуассона см. в прял. 4. 

§ 16. ПОНЯТИЕ О МНОГОМЕРНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ 
СИСТЕМ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Систему случайных велпчпн можно понимать как совокупность п случайных 
величин, определяющих собой случайное положение точки в п-мерном про-
странстве. В частности, двухмерная система определяет случайное положение 
точки на плоскости, трехмерная — в пространстве (папример, место разрыва 
сваряда на земле или точка разрыва зенитного снаряда в воздухе). 

Приведем без доказательства следующую теорему: 
П л о т н о с т ь р а с п р е д е л е н и я с п с т е м ы н е з а в и с и м ы х 

с л у ч а й н ы х в е л и ч и н р а в н а п р о и з в е д е н и ю п л о т н о с т е й 
р а с п р е д е л е н и я о т д е л ь н ы х в е л и ч и я , в х о д я щ и х в с и -
стем у. 

Предположим, что плотности распределения (т. е. ординаты кривых рас-
пределения) независимых случайных величин X, У, 2, V есть (х), / 2 (у), /3 (г), 
/, (и). Тогда плотпость распределения спстемы 

/ (г, у. г, и) = Д (х) и (у) /3 (^ / , <«). (1.191) 

Вероятность попадания в окрестность точки К (х, у, и) 

РК=к И /а (У) /з (=) /4 (и) <** Лу й* йи. (1.192) 

Вероятность попадания в область вычисляют по формуле 

Ра = (Ш / , И и (у) Ы (*) и («) ** ду ё: ди. (1.193) 

Для'двухмерного нормального распределения вероятность попадания точка 
в прямоугольник со сторонами, параллельными осям координат, равна 

5, о < _ т , о(г> 
Р*'Л\=ТС } ) 2 - 2 

5./о (А-)ч, с (V) 
где 

л ; щ=У1—У. 

При трехмерном нормальном распределении вероятность попадания точки 
® параллелепипед^ гранями, параллельными координатным плоскостям, равна 

*.. У., г, - л'-'8 3 3 3 « " Л ^ Л у Л г . 
4./О Шт.,. о (Г)5,/о (2) 



где 
; . ч . 

1 Х ^ С ( Х ) ' 'г—а (У)* 1 г - а ( Х ) * 

А'; Ч^'л—У; = — 
Для вычисления вероятности попадания точки в задаииую область произ-

вольной формы па плоскоспг пли в ааданпую прострапственпую область должны 
быть известны грашщы этих областей в виде соответствующих уравнений. 
Тогда придется вычислять кратные пптегралы с переменными границам пзме-
нений пределов интегрирования. 

Прп равномерном законе распределения вероятностей у всех аргументов 
вероятность попадания точки в область пропорциональна площади этой области 
прп двухмерном распределении и пропорциональна объему — прп трехмерном. 

Случай завпагмых случайных величин п комбинации разных распределений 
рассматривать не будем. 

§ 17. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЗАКОНЫ 

1. Закон больших чисел 

Теория вероятностей основывается на .математической интерпре-
тации реальных свойств массовых случай пых явлений или, как гово-
рят, статистических закономерностей. Одним из важнейших математи-
ческих выражений этих закономерностей является закон болыипх 
чисел. Согласно этому закону, среднее значение случайной величины 
с увеличением числа наблюдений сходится по вероятности к матема-
тическому ожиданию. В такой формулировке закоп больших чисел 
называют т е о р е м о й Ч е б ы ш е в а . В виде формулы эта тео-
рема выглядит так: 

Р ( 1 * - * | < е ) > 1 - б , (1.196) Л-+00 

где Е и б — сколь угодно малые положительные числа. 
В частности, имея в виду, что М — Р> получаем теорему 

Бернулли 

Р ^ ( т ) - - Р 1<гМ > 1 - 6 , (М97) Л-»со 4 / I I 
где Л' — число серий испытаний, в каждой пз которых выполнено 
п опытов. 

Теорем}' Чебышева доказывают па основе следующего неравенства Чебы-
шева: 

Р ( 1 * - Х 1 > * ) < ~ ! Г ' (1.198) 

где а — любое положительное копечпое число. 
Докажем справедливость неравенства (1.198) 

Х-О. +СО 
Р (1 *-А' I «)= | / (х) йх + | / (х) (1х, (1.13» 

Хм 

где / (я) — плотность распределения вероятностен случайпой величины. 
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Далее имеем 
+со _ А'-а 

- 0 0 - с о 

+ 00 

+ \х-Х\п-Цх)<1х. (1.200) 
ЛЧа 

Заменяя переменную величину | х — X | ое нижним пределом а, мы усилим 
неравенство (1.200). Поэтому 

О (.V) > «2 | / (г) ах-Ьаг | / (г) <1х = 
Х+а 

1Х-ч +оо | 

I 1(х)(1х+ ^ 1 ( х ) Ц , 
_0° Х+а ) или. принимая во внимание (1.199), 

» ( Х ) > « 2 / > ( | * - А | > С О . 

откуда получается неравенство (1.198). 
Заменяя везде знак интеграла знаком7суммы, а / (х) Ах — соответствую 

щими значениями вероятностен, легко доказать справедливость неравенства 
Чебышева для дискретных случайных величин. Заметим, что неравенство Чебы-
шева указывает лншь верхшою границу вероятностп'отклонения | х — X | на за-
данвую положительную величину а при любом законе распределения. Если же 
«акоп распределения известен, то вероятность отклонения | х — Х | молшо оце-
нить более точно. 

Рассмотрим следующую задачу. 
Известны случайная величина А' и ее основные характеристики: 

М (X) и В (X). Произведено п наблюдений и получено п значений 
х( (* — 1. . . ., п).) Из п значении X взято среднее арифметическое 
х. В свою очередь, полученное значение х .может рассматриваться 
как одно из значений некоторой случайной величины У, причем со-
вокупность значений этой случайной величины есть всевозможные 
средние арифметические значения в разных сериях наблюдении, 
в каждой из которых произведено п наблюдений. Требуется найти 
основные характеристики случайной величины т. е. 

М (У) и О (У). 

Будем рассуждать так: наблюденные значения А* можно рассмат-
ривать как результаты наблюдении п независимых случанпых вели-
чин X,, X.,. Х3, . . Х„, имеющих одинаковые характеристики: X 
и Ю ( X ) . 

Тогда 

У = 4 " (А '* + А'А + - • • + А',..), (1.201) 
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т. е. V можно рассматривать как среднее арифметическое одинаково 
распределенных взаимно независимых случайных величии. Пп основа-
нии (1.201) сразу получаем 

Но по условию Х, = А'г = . . .= А'„ --= А', поэтому 

т. е. 
(1.202) 

Найдем дисперсию В {>") = О (ж), пользуясь тем, что постоян-
ный множитель можно вцнести за знак дисперсии, возведя его в квад-
рат. 

0{У) = 0(х) = 0 
2 * 
1 - 1 

г Н 1 

2 х ' (1.203) 

Учитывая, что рассматриваемые величины одинаково распреде-
лены, т . е . Б (а-,) = /) (г.,) = ... = Б (а:п) = В (;г), а также свойство 
дисперсии 

получаем * 

«-1 

- " [ ( 1 Ч И Т -
Принш1ая во внимание, что X; = X = сопз{, и пользуясь свойствами ма-

тематического ожидания, нашппем 

=л/12; (х,-*>»+ 2 2 & - х) ( ч м $>«]+ 
1»-1 1-1 1-1 I 1-1 

I 2 Л / (И-Х) М (Х]-Х) = 2 7 5 (*). 
«-1 /-1 | -1 

так как М (я, — X) = 0, окончательно получим 

-л/) (А'). 



Итак, 
= (I -204> 

Теперь имеются все предпосылки для доказательства теоремы Чебышева 
в нредположеппи, что рассматриваемые велпчшш попарно независимы и имеют 
равномерно ограниченные (т. е. ограниченные одним и тем же числом) дисперсии, 

Р 3 0 | < е) > 1 - 6 , (1.205) 
11— ОО 

где е и б — сколь угодно малые положительные числа. 
Применим к случайной величине х неравенство Чебышева, полагая е = а» 

Р = (1.206) л-со 6 " " 
Рассматривая неравенство (1.206), убеждаемся, что как^бы малб ни было 

заданное число е, всегда можно подобрать число п столь большим, чтобы соблю-
далось неравенство 

О(А') 

Поэтому можно иаписать 
Р ( | * - Х | > е ) < б , 

л-* оо 
а переходя к противоположному событию, 

Р (|х-Х|<е)>1-6, л—со 
что и требовалось доказать. 

Таким образом, математическое ожидание ириблпженно можно 
заменять средним зиачением пз п наблюдений и с тем бблышш осно-
ванием. чем больше число наблюдений. 

2. Понятие о центральной 
предельной теореме Ляпунова 

Важпость закона больших чисел для практических применений 
теории вероятностей очевидна. Не менее важны для нрактики тео-
ремы, объединенные общим названием «центральная предельная тео-
рема». Еслп закоп больших чисел устанавливает статистические свой-
ства среднего значения случайной величины, то центральная предель-
ная теореди! устанавливает условия, ири которых возникает 
нормальный закон распределения. 

Наибольший вклад в разработку этой теоремы внесли русские 
математики П. Л. Чебышев, А. А. Марков и А. М. Ляпунов. Так как 
строгое доказательство центральной предельной теоремы дано 
А. М. Ляпуновым, то ее чаще всего называют теоремой Ляпунова. 
Строгое доказательство этой теоремы требует значительного расшпре-
иия рамок даипого курса. Поэтому ограничимся лишь изложением 
основной идеи этой теоремы и приведем упрощенное ее доказательство, 
в известной мере иллюстрирующее основную идею строгого доказа-
тельства. 

73 



Сущность центрально» предельной теоремы заключается п следу-
ющем. Если некоторое случайной явление есть результат действия 
достаточно большого числа независимых (пли слабо зависимых) слу-
чайных явлении, каждое из которых оказывает малое воздействие 
на окончательный результат, то закоп распределения вероятностей 
указанного сложного явления близок к нормальному. 

Применительно к случайным величинам теорему Ляпунова можно 
сформулировать так: 

Е с л и н е к о т о р а я с л у ч а й н а я в е л и ч и н а е с т ь 
с у м м а д о с т а т о ч н о б о л ь ш о г о ч и с л а д р у г и х 
с л у ч а й н ы х п с з а в и с н м ы х в е л и ч и н, о т к л о н я -
ю щ и х с я от с в о и х м а т е м а т и ч е с к и х о ж и д а н и й 
на в е с ь м а м а л ы е в е л и ч и н ы п о с р а в н е н и ю 
с о т к л о н е н и я м и с у м м а р н о й в е л и ч п п ы , т о з а -
к о н р а с п р е д е л е н и я э т о й с у м м а р н о й с л у ч а й -
п о й в е л и ч и н ы б у д е т б л и з о к к н о р м а л ь н о м у . 

Приведем упрощенно© доказательство теоремы Ляпунова для случайных 
величин. 

Предположим, что случайная величина Уесть сумма п независимых случай-
ных величин Х( (I = 1. - . -, п), т. е. 

V = .*!+. • . + Хп. <I -207) 
Представим (1.207) так 

Г - И «(* , + §,) + . . . + й „ + ы . 
Так как _ _ _ 

то 
Т|=!,+ . . . + &П, (1.208) 

т. е. случайное отклонение суммы является суммой случайных отклонений сла-
гаемых. 

Представим теперь, что'каждое перелагаемых составлено, в свою очередь, 
пз некоторых элементарных слагаемых^, рапных по абсолютной величине, но 
принимающих с одинаковой вероятностью знаки плюс п минус. Ввиду бесконеч-
ного разнообразия взапмвых^связей в природе такое допущение возможно, так 
как каждое из слагаемых, в свою очередь, является результатом сложения мпо-
гих влиянии, н этот ход рассуждений можно вести сколь угодно долго. 

Как следствие указанного упрощения, величину г| можпо представить как 
сумму большого числа N элементарных слагаемых е с одинаковой вероятностью 
р = 0,5, принимающих знаки плюс пли минус, т. е. 

(1.209) 
х-1 

где |е | = сонз1, а слагаемые е различаются только знаками. 
Конкретное значение случайной величины т) будет зависеть от числа положи-

тельных слагаемых е в данном испытании. Предположим, таких положитель-
ных слагаемых окажется к. Тогда конкретное значенпе г|х- будет 
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(очевидно, что отрнцательпых слагаемых окажется при этом .V — к). Далее 
получим 

Ш = к | е | - Л г | е | + А - 1 е \ = 2к|е|-Лг|е | = 

т. е. 
1 1 4 =2Л ' | е | (4 - -0 .5 ) . (,.211; 

2Л'|е| — величина постоянная, а в скобках правой части равенства (1.211) 
мы получили отклонение относительной частоты события от вероятности. Ио 
так как отклонение относительной частоты от вероятности подчиняется нормаль-
ному закону распределения, то тем самым теорема Ляпунова доказана, разу-
меется, при тех упрощениях, которые нами сделаны в начале рассуждений. 

Теорема Ляиупова л моет важное значение для теории ошибок 
измерений. 

Г л а в а II 

Э Л Е М Е Н Т Ы М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Й С Т А Т И С Т И К И 

§ 18. ВЫБОРОЧНЫЙ МЕТОД 

Прп изложении главы I предполагалось, что законы распределе-
ния случайных величин л параметры этих закопов известны. Однако 
при решении практических задач указанные допущения никогда пол-
ностью ие соблюдаются. Как правило, бывает известен лить закон 
раснределепия, а его параметры определяются по результатам на-
блюдений. Иногда по результатам наблюдений приходится опреде-
лять и закоп распределения. 

Обе задачи — определение закона распределения и определение 
его параметров — можно решить точно, если получены из наблюде-
ний все значения случайной величины, которые называют г е н е -
р а л ь н о й с т а т и с т и ч е с к о й с о в о к у п н о с т ь ю . 
Однако для непрерывных случайных величин это принципиально не-
возможно, а для дискретных величин в большинстве случаев прак-
тически невозможно. Поэтому на практике применяют так называе-
мый выборочный метод. Сущность этого метода заключается в том, 
что из генеральной совокупности получают лишь часть значении 
или, как говорят, делают статистическую выборку и на ее основе 
решают задачу. Разумеется, при этом получают приближенные 
ответы. 

Методами приближенного решепия вероятностных задач па ос-
нове выборки занимается математическая статистика. 

Выборку стараются делать так, чтобы она распределялась равно-
мерно по геперальпой совокупности и, таким образом, паи.чучшим 
образом отражала свойства случайной величниы. Приведем примеры. 

Промер 1. Для определения запаса древесины на некоторой площади леса 
производят выборочный обмер высоты и диаметра ствола (на высото груди) 
некоторых тшигшых или средних деревьев на равномерно расположенных по 
лесу площадках размером 50 X 50 м и, кроме того, подсчитывают число деревьев 
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на этих^площадках. В результате получают «средний» объем дреиссипы па «сред. 
ней» площадке. Умножив полученный результат на где Р га—площаДь 

всего леса, получают приближенное решение задачи. Математическая статистик, 
позволяет прп этом дать и вероятностную ̂ оценку полученного результата. 

Пример 2. Для того чтобы быстро определить распределение роста мобидц. 
зованных солдат п получить па складе обмундирование с правильным соотно-
шением его размеров, выстраивают солдат но росту («по ранжиру») и делают 
обмер каждого десятого в строю. Этих данных оказывается достаточно для уд0. 
влетворптсльного решения вопроса, особепно если учтены еще и возможные 
отклонения полученных статпстпческпхГнарамстров и соответственно получены 
запасные комплекты. 

Аналогично па основе выборок определяют урожайность злаков, 
количество выпавших осадков, точность измерений и т. п. 

Приближенные значения основных характеристик случайпой ве-
личины (математического ожидания и дисперсии) получают по фор-
мулам 

п 
2 х1 

Л/ (А") — « (11.1) 

I) (А") ~ О' (А') = « (11.2) 

где п — число наблюдений. 
Ясно, что полученные статистические (эмпирические) параметры 

распределения тем точпее, чем больше произведено наблюдений и чем 
лучше сделана выборка. 

Приближенная картина характера распределения случайной ве-
личины представляется «эмпирической кривой распределения». Для 
построения этой кривой вычисляют по материалам выборки относи-
тельные частоты наблюденных значений случайной величины в неко-
торых йравнопромежуточных» интервалах. Далее последовательно 
откладывают по оси X равные между собой интервалы изменения X 
и строят на этих интервалах прямоугольники с высотами, численно 
равными соответствующим относительным частотам. В результате 
получают ступенчатую линию («гистограмму»). Сглаживая эту ступен-
чатую линию, получают плавную эмпирическую кривую распре-
деления. 

§ 19. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЫБОРОК 

1. Э к с ц е с с 
Э к с ц е с с о м Е называют величину, вычисляемую по формуле 

с и л 

В случае точного соблюдения нормального закона распределения 
в выборке величина Е должна равняться пулю, что следует из со-
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отношения (1.145). Для эмпирических значений 112 п ^ эксцесс, как 
правило, нулю равен пе будет. 

Отклонение эксцесса эмпирического распределения от его теоре-
тического значения, т. е. от нуля, указывает на отклонение эмпири-
ческого распределения от нормального, причем, если Е > О, рас-
пределение «высоковершшшое», если Е < О — «низковершинное» 
(рис. 7). 

Не требует пояснений утверждение, что эмпирическое распределе-
ние может точно совпасть с нормальным случайно ИЛИ при чпеле 
испытаний, неограниченно большом. Таким образом, исследователь 
практически всегда при вычислении эксцесса эмпирического распре-
деления получит величину, отличную о г нуля. Но можно ли считать 
полученное значение эксцесса несущественным при данных усло-
виях, а следовательно, отклонение вершины кривой эмпирического 
распределения от нормальной ч 
кривой — допустимым? 

Для этой цели применяют 
следующую формулу, позволя-
ющую вычислять среднее квад-
ратпчоское отклонение эксцесса: 

о'(Е)** (И-4) 

паблюдепий Рпс. 7 где п — число 
(испытаний). 

Если число наблюдении не очень велико (20 < » < оО), то экс-
цесс можпо считать несущественным при условии 

(П.5) 

вдесь \ Е\ — абсолютное значепие эксцесса; 
о' {Е) — среднее квадратическое отклонение эксцесса (эмпири-

ческое). 
2 . Асимметрия 

В практике встречаются случаи, когда эмнирическая кривая 
распределения является как бы скошенной. В качестве числовой 
характеристики в этом случае применяют так называемый показа-
тель асимметрии 

8 к ~ (а')з' (И.6) 

где 8к — показатель асимметрии (ЗД — первые буквы слова зкетс-
ПС58 — скошепиость); 

Рз — третий центральный момент; 
(о')а — третья степень среднего квадратпческого отклонения (оче-

®идпо, о3 = (.1; для теоретических значений). 
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Для симметричных распределений, каким является и нормальное, 
очевидно, что теоретическое значение Зк — 0, так как суммы поло-
жительных и отрицательных кубов отклонений при вычислении и3 
по формуле (1.141) взапмпо компенсируются. Когда З к окажется 
больше нуля, кривая будет скошена влево, а когда Зк окажется 
меньше нуля — вправо (рис. 8). 

Для нормального распределения при большом числе испытании п 
среднее квадратическое отклонение показателя асимметрии может 

быть вычислено по эмиириче-
У у ской формуле 

о'(Зк) ъ* / 4 - (И. 7) 

Рис. 8 

1 Если будет выполнено 
условие 

| 5 * К З о ' ( 5 * ) . (Ц.8) 

то эмпирическое распределение можно считать практически симмет-
ричным. 

Иногда вместо показателя асимметрии 8к применяют постоянную Пирсона 
Рп называемую мерой скошенности, равную 

(Из)2 

Нетрудно установить, что 

[о' (М2 4 {Зк)* \о' (Зк)]* С ((5,) т У Ц -

Условию (11.7) аналогично условпе 

|Р, |^Зо'(Р1). 

Недопустимые отклонения Зк от нуля в большинстве случаев 
означают наличие в результатах наблюдений односторонне действу-
ющих ошибок. Понятие одпосторопне действующих ошибок до-
ступно без дополнительных пояснений, однако к ним еще вернемся 
ниже. 

Пример. При исследовании светодальпомсра одна и та же линия была изме-
рена 16 раз. Пользуясь данными, помещенными в табл. 4, вычислить централь-
ные моменты ра. дисперсию В'(Х), среднее квадратическое отклонение 
о', эксцесс Е, среднее квадратическое отклонение эксцесса о' (Е), асимметрию 
8к и среднее квадратическое отклонение асимметрии о' (Зк). В графе «Вычис-
ление» табл. 4 приведен расчет числовых характеристик. 

Как нетрудно видеть из результатов вычислений, эксцесс п 
асимметрию здесь можно считать несущественными, а эмпирическое 
распределение — практически нормальным. 
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Таблица 4 

результаты пз-нерсиий 5,-, м 

0994.911 

890 

879 

895 

882 

898 

885 

883 

902 

901 

895 

894 

896 
883 

895 

902 

-вСр. мм 

+17.8 

-3,2 

-14.2 

+ 1.8 

— 1 1 . 2 

+4,8 
- 8 . 2 

-10 .2 

+8 .8 

+7,8 

+ 1.8 

+ 0 , 8 

+2.8 
—10.2 

+1.8 

+ 8 . 8 

®8? 

5СР=6994.8932 2 = - 0 . 5 

316.84 

10.24 

201.64 

3.24 

125.44 

23.П/, 

67.24 

104,04 

. 77.44 

60.84 

3.24 

0.64 

7.84 
104,04 

3.24 

77.44 

2 = ^86.4 

65? 

+5639.8 

-32 .8 

—2863.3 

+5.8 

-1404.9 

- 110.6 

—551 \ 

-1061.2 

+681,5 

-т 474.6 

+ 5.8 

+0.5 

+22.0 
-1061.2 

+5.8 

+ 6 8 1 5 

Вычислепие 

У = +653.1 

' - ° - 2 пл. 

-
М2 = "Тб~= '4 2 ' 

-1 653 
11з: =40.8; 16 

, _ 199313 „ =124э/; 

в ^ г о : 

о' — !^ '—89 мм; 

Е = 

Г. 
12 '.Я 
5500 

/; = —0.74: 
3: 

V I ' 1 - -

5А- = (О')* 

(5*)' 
<0(5ку 

УбЛ'? = 199313 

§ 20. ОЦЕНКА ПРИБЛИЖЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ 

Рассмотрим способы вероятностных оцепок приближенного зна-
чения математического ожидания, получаемого как средпее. т. е. 
значения х. В оспову решения поставленной задачи положим метод 
«доверительных интервалов». Сущность этого метода состоит в следу-
ющем. 

Задаваясь «довсрительпой вероятностью» (3, определяют дове-
рительные интервалы, укладываемые в обе стороны от х (т. е. 
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в сторону уменьшения и в сторону увеличения), в пределах которых на-
ходится значение А с вероятностью р. 

При этом рассмотрим два случая: 
1-й с л у ч а й : точное значение стандарта а известно. 
Зная точное значение й (Аг) = о2 (X), получаем точное значение 

дпсперсип среднего 

и стандарт среднего 
- , / — ~ о (X) 

= ( Г 1 .9 ) 
г И ' 

Далее рассуждаем так. Случайная величина х имеет параметры 
распределения: М (х) = X и о (аг) = Вероятность того, что 

У п ' 

конкретпое значение случайной величины попадает в интервал от 
(X — 5.-) Д° № + как известно, равна 

СЬ 

где 
§/=1*1—лг|. 

Нам задано = р и известно а (я). Пользуясь таблицами 
Ф (*,) (прпл. 2), по заданному значению р находим 

' ° С*) 
и, накопец. — = 1{а (х). 

Вопрос о том, какой доверительной вероятностью следует зада-
ваться, решается в каждом коикретиом случае, исходя пз тех или 
иных соображений, причем субъективный подход вдесь неизбежен. 
В большинстве случаев будем задаваться значением р = 0,99 и р = 
= 0,68. 

Строго говоря, точное значение стандарта прп обработке резуль-
татов наблюдений — абстракция. Однако оиытом установлено, что 
значение стандарта можно считать практически точным, если оно 
иолучепо по формуле 

* ' ( Х ) = \ п - \ ( » 1 0 > 
где л ^ 20. 

Формула (11.10) вытекает из формулы (П.2). Поэтому в дальней 
шеи изложении будем считать, что стандарт известен практически 
точно, если его значение получено пз 20 наблюдений и более. 

Перейдем теперь к выводу формулы (11.2). 
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Как известно, О (X) = р2. Посмотрим, можно ли вычислять при-
ближенное значение дисперсии по формуле 

Для приближенного значения параметра естествеино поставить 
условие, чтобы его математическое ожидашю равнялось точному 
значению. Поэтому вычислим М (ц'2). 

Па основапии (1.144, д) 

отк>"ДЛ 

= (П .11) 
Но м 

V"» о 
> 

(11-12) 

Получим 
п 

= I" (**) + « ( " -*) (Х)2) {(*)* + » (Х)2-(ХГ-) = 
1 

На основании (1.144, д) можно написать 

т. е. 

Принимая во внимание (11.11), (11.12) и (11.13), получаем 

. о 1>(Х) , О(Х) 
М (Н) = Ч - - — = } и — — » 

(11.13) 

пли 
0(А") « — I , 

Л/ (ц'2) = о (X) = - 7 Г 0 (А')- (11.14) 

Равенство (11.14) показывает, что, вычисляя приближенные дис-
персии по формуле 

допускаем систематическое уменьшение значений 0'{Х). 
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Из (П. 14) следует 

V. (*,— 

лт х ) = ] 

и —1 

Поэтому приближенное значение дисперсии вычисляют но фор-
муле (11.2) 

У (**-*)* 

Пример 1 Случайная величина X наблюдалась 20 раз. Результаты на-
блюдений приведены в табл. 5. 

Т а б л и ц а 5 

1* , 1 *<• 1 1 хг 

1 10,5 6 10,6 И 10.6 16 10,9 
2 10,8 7 10,9 12 11.3 17 10.8 
3 10,9 8 11,0 13 10,5 18 10,7 
4 11,2 9 10,3 14 10,7 19 10.9 
5 .0,4 .0 10,8 15 10,8 20 11,0 

Требуется найти доверительный интервал для^математпческого ожидания, 
соотпетствуклщш доверительной вероятности р = 0,99. 

Решение. 
20 

-

х ~ 2 0 " > 0 , 7 8 ; 

50 
2 ] (Ч-10.78)2 

(ДГ) = ~ ПГ~ =0.004-, а' (X) =0.253, 

V ~20~=0.056. 20 

В прпл. 2 находим по 0 = Ф = о,99 значеппе 

*р=2,57, 
откуда 

(-0 '(5 — 0,050 • 2,57 = 0.14. 

• Пример зашсствован из книги Е . С . Вептцеля «Теория в е р о я т н о с т е й » . 
М., «Наука», 1%9. о76 с. с пл. * г 



донсн»^-" ' """^ 1 ^ ш щ ы : 10,0-4 = 10,78 — 0,14 и 10.02 - 10,78 Ч- 0 ,14. 
е. с вероятностью р = 0,99 можно утверждать, что математическое ожидание 

наблюдаемой случайной величины находится в пределах 10,64 : 10,92. 

2-й с л у ч а и: имеется менее 20 результатов иаблюдеипй а стан-
дарт неизвестен. 

Если известно, что наблюдаемая случайная величина подчинена 
нормальному закону распределения, то в рассматриваемом случае 
используется так называемое «распределение Стьюдепта» для без-
размерной случайной величины 

1 - = = ^ . (11.1» 

где 

2 (*/-*)2 

_1 
(п— 1)« 

Очевидно, что случайная величина I — функция трех случайных 
величин: х, х н о ' (х). Закоп Стьюдента вытекает из нормального-
закона. Плотность вероятности в законе распределения Стьюдента 
выряжается формулой, которую приведем без вывода, 

Г ( 4 - ) / ,1 
, / , , - п Н 7 Г Г (1М«> 

К ( я - 1 ) я у - ) 
со 

где Г (.г) = 3 их~хе~ис1и — «гамма-функция», 
о* 

Таблица значений 
/ 

Ф'(0 = 2 = Ъ (П-1«) 
п 

дана в ирпл. 5-
Пр«ведем примеры использования закона распределения Стью-

дента. 
Пример 2. Используя данные примера 1, получаем доверительные границы 

по закону Стьюдепта. 
Р е ш е н и е . Для Р = 0,99 и г = п — 1 = 19 в таблице Ф' (I) (прпл. 5> 

находим = 2,86, откуда 

//5с' ф = 2.86 - 0.056 = 0.10. 

Доверительные границы 10.62 п 10.94. 
При пепользоваппп нормального закопа доверительные грашщы оказались 

равными 10,64 и 10,92, т. е. оба распределения при п = 20 различаются мало. 
Пример 3. ~х — 23,64: о' (х) = 0,092; п = 7; доверительная вероятность 

3 = 0.99. 
Р е ш е н и е . По таблице прил. 5 получим 

*р=3,71: 1 р о ' Й 0.34. 

Доверительные границы 23,30 и 23.98. 
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Для нормального закона /3 = 2,57 п П а' (х) — 0,24, т. е. доверительный 
интервал значительно меньше. 

Таким образом, мы убедились, что И]щ п < 20 следует пользоваться рас-
пределением Стьюдента. При п ^ 20 можно пользоваться нормальным законом 
распределения. 

Следует, одвако, учитывать, что прп п < 10 н распределение Стьюдента 
не дает падежной оценки средиего. 

Определение доверительных границ 
для неизвестной вероятности события, 

если известна его относительная частота 
Рассмотрим такую задачу. Вероятность некоторого случайного 

события определялась статистическим путем, прпчем было сделано 
более 20 иаблюдеппй. Тогда р' = (>, где () — относительная частота 

события: Ъ {]>')** на основании (1.174). 
Доверительными границами будут 

и (>-Иэо0>')-

Пример. Произведено 100 опытов и испытуемое событие совершилось 42 раза. 
Тогда 

42 л 

= Ж = 0 '42; 

, т/(1.42• 0.58 Л Г 0.244 л л , л 

Задаваясь доверительной вероятностью р = 0,9, чему соответствует ^ «= 
= 1.64, получаем доверительные грапицы: 0,42—1,64 0,049 = 0,42—0,08 = 
= 0,34 и 0,42 — 0,08 = 0,50, т. е. с вероятностью 0,9 точное значение вероят-
ности появления исиытуемого события находится в пределах 0,34-4-0.50. Можно 
нависать 

р ~ 0.4. 

§ 21. ОЦЕНКА ЭМПИРИЧЕСКОГО ЗНАЧЕНИЯ 
ДИСПЕРСИИ 

Здесь, как п в § 20, предполагается, что наблюдаемая случайная 
велпчипа распределена но нормальному закону. 

Приведем без вывода формулу стандарта эмпирической диспер-
сии 

= (N.18) 

При п 20 для решения задачи достаточно формулы (11.18). 
При п < 20 для построения довернтельиого интервала дисперсии 
используют случайную величнпу 
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имеющую так называемое «распределение уЧу плотность которого 
выражается формулой 

п-З 
(11.20) 

1 

т - ( ^ ) 
Из (11.19) следует, что 

•V * е 

С 
и—1 * (11.21) 

К; М 

Так как кривая кп_г (&•), согласно (11.20), иеспмметрична от-
носительно вершины (рис. 9), то пеобходнмо условиться о том, как 
располагать доверительные границы в обе стороны относительно эм-
пирического значения В ' ( Х ) . Принято доверительный интервал 
строить так, чтобы вероятности попада-
ния точной дисперсии за пределы дове-
рительных границ в сторону меньшую 
п в стороиу большую были равиы 
между собой. Для установления соот-
ветствующих доверительных границ 
в прил. 6 дается таблица таких значе-
ний у?, вероятности которых удовле-
творяют условию (11.22), 

(11.22) Рис. 9 

где р{ — некоторая вероятность, о которой будет сказаио ниже. 
Порядок действий при этом следующий. 
Вычисляют значение а = 1 — |3, где (3 — заданная доверительная 

вероятность. Далее в прил. 6 получают х! п соответствующие 
вероятностям рх—-тг и />2= I—тг и числу «степеней свободы» 
г = п — 1, где п — число наблюдений. 

Довернтел ьные границы 
( « - П Р'(п — \) и 

Пример. По даппым примера 1 § 20 пайти доверительные границы для 
О' (X) = 0,064 и а' (X) = 0,253 с использованием: а) пормальпого ^закона; 
6) распределения у\ Доверительная вероятность Р = 0,8. 

Р е ш е н и е , а) по нормальному закону I = 1,28; 

) = Л' У 1 ^ 5 = 0.021, а (V 

в соответствии с (11.18): Ьо(Д') = 0,027. Доверительные траншу 

для И' (X) 0,037 и 0,091; 
для а'(А) о.Ю н 0.30: 
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б) по закону распределения х3 

а 

^ = 1.0-0.1=0.9. 

Далее в прпл. 6 находим у* ~ 27,2 и х | — 11.65 (по аргументам г = п — 1= 
•= 19, с, = 0,1 и рл — 0,9) и вычисляем 

Р'(п-1) 0.064 -И» Р'{п-{) 
г — —гргп——0.04о и з — 0.104. 

хг и 

Доверительные границы: 
для дисперсии 0,045 н 0,104; 
для стандарта 0.21 и 0,32. 
Напоминаем: доверительные границы для'сг (.V) на основашш нормального 

закона 0,19 и 0,30. 
Как видим, при л = 20 доверительные границы для о (А"), полу-

чепные по нормальному закону распределения п по закону распре-
деления х2, практически почти не отличаются. Подводя нтогп всему 
сказанному в § 20 п 21. можно сформулкровать следующие правила. 

Прп П2*20 ДЛЯ оценки эмпирических основных параметров нор-
мального распределения случайной величины .можно пользоваться 
таблицами интегралов вероятностей Ф (I) в при л. 2, не прибегая 
к распределениям Стьюдента и у}, которыми, однако, предпочти-
тельнее пользоваться прп п < 20. Однако нрп п < 10 надежных 
оценок эмпирических параметров получить вообще нельзя. 

§ 22. СРАВНЕНИЕ ЭМПИРИЧЕСКОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
С ТЕОРЕТИЧЕСКИМ 

Заметим прежде всего, что если проверяется нормальное распре-
деление. то в большинстве случаев оказывается достаточным вычисле-
ние эксцесса (11.3) и асимметрии (11.6) и их оценка по формулам 
(11.4) и (11.5). а также (II.7) н (11.8). 

Б общем случае для сравнения эмпирического распределения 
с теоретическим можно использовать таблицу у2 в прил. 6. Исследо-
вание статистического ряда начинается с графического построения 
эмпирической кривой распределения (см. § 18). Из построения по-
лученной кривой выдвигается гпнотеза о возможном теоретическом 
распределении. Затем в равных между собой интервалах изменения 
случайной величины подечнтывается число наблюдавшихся значе-
ний к1 п число значений, соответствующих теоретическому распре-
делению, т. е. пр0 где п — число всех наблюдений, р1 — вероят-
ность попадания значения случайной величины в данный интервал. 

Для получения вероятностей р1 необходимо предварительно вы-
числить г и о' (X) и поставить условие, чтобы = 1, т. с. чтобы 
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крайние интервалы охватывали все оставшиеся значения. Далее 
вычисляют 

тп 

'-1 л «число степеней своооды» г—т — 3, 
где т — число интервалов (разрядов), 3 — число поставленных ус-

т 

ловий (совпадение х с Л\ о' (X) с а (X) и У р = 1). 
1-1 

Степень согласованности эмпирического распределения с теоре-
тическим («критерии согласия») оценивается вероятностью р. шыу-
чеиной из прил. О но аргументу г и табличной величине у} (значе-
ние р — один из входов в таблицу). Если р < 0 , 1 , то согласие счи-
тается неудовлетворительным. В этом случае выдвигается другая 
гипотеза пли проверяется правильность эксперимента. 

Пример Произведено 500 измерении боковой ошибки при стрельбе с само-
лета по наземной цели. Результаты измерении (в тысячных долях радиана) 
сведены в статистический ряд, показаппын в первой п второй строках таол. (1. 

Т а б л и ц а 6 
— 

11 —V. - 3 -3; —2 -2. —1 -1; 0 0; +1 + 1: +2 +2". 4-3 тЗ: +4 

ПР1 
к-: — пр1 

6 
6,2 

- 0 , 2 

25 
26,2 

-1 ,2 

72 
71,2 

+0,8 

133 
122,2 

+10,8 

120 
131,8 

-11,8 

88 
90,5 

- 2 , 5 

46 
38,2 

+ 7 , 8 

10 
10,5 

—0,5 

г=0 ,108; а'(Х)=ШЬ. 
Значения х; разбивают па разряды /, так, чтобы в любой разряд попало 

не менее пяти наблюденных значений, а чпело разрядов было не менее восьми. 
Значение х в примере вычислено по приближенной формуле 

* 500 500 

Значение о' (X) вычислено по формуле 

=0.168. 

о' (А')= Г /)' (.V). 
где 8 

V I I 

Я' (Л) = У 2 ' - ^ ; ) г = — 500 

— (аг)2 = 2,126 —0.028 = 2,098. 

• Заимствовал из книги Е. С. Вептцеля «Теория вероятностей». М., «Наука» 
1969. 576 с. с пл. 



Упрощение заключается с том, что в каждом разряде все значения счи-
таются одинаковыми п равными Уз + *,-»,). 

Далее получаем 

прг 
1 

число степеней свободы 
г = 8—3=5. 

По таблице у- (прпл. б) находим в строке г — 5 для */2 — 3,00 значение 
р = 0.70 и для %• — 4,35 значение р — 0,50. Интерполируя, получаем для 
у~ = 3,75лзпачениё р =* 0,59. 

Так как р > 0,5, то согласие эмпирического распределения 
с нормальным следует признать отличным. Прп 0,3 ^ р < 0,5 со-
гласие признают хорошим, прп 0,1 р < 0,3 — удовлетворитель-
ным. Напоминаем, что прп[р < 0,1 согласие считается неудовлетворп. 
тельным. 

§ 23. ПОНЯТИЕ О СТАТИСТИЧЕСКИХ СВЯЗЯХ 

При математической обработке результатов наблюдении, произ-
водимых прп исследовании новых инструментов и методов работ, 
а также прп решении ряда других научно-технических задач часто 
приходится устанавливать зависимость получепиых результатов от 
какой-либо главной причины (фактора) или от главного источника 
ошпбок. Если зависимость между результатами наблюдении уста-
новлена и выражена формулой, то ее можно использовать прп пред-
вычпеленпп ожидаемой точности исследуемого прибора или для над-
лежащей организации наблюдении и обработки их результатов. При 
атом могут встретиться две формы связи между количественными или 
качественными признаками: функциональная и статистическая. 
Ограничимся рассмотрением связей лишь между двумя величинами. 

Между двумя переменными величипами х н у функциональной 
связью называют такую, прп которой каждому значению х соответ-
ствуетТопределенное значение у. Так. например, между объемом 
шара V и его радиусом II существует функциональная связь 

Сч атпстической связью между двумя переменными х и у называют 
такую связь, при которой каждому значению х соотвотствует распре-
деление значении у. изменяющееся вместе с изменением х. 

Пример. При испытании светодальномера СВВ-1 в 1953 г. были 
получены результаты, приведенные в табл. 7. 

Еслп бы вместо табл. 7 привести все значения ошибок для каж-
дою наблюдения, связь между Ю и Л вообще не усматривалась бы. 
Но данным табл. 7, в которой выписапы средние зиачепня ошпбок, 
можно видеть, что с увеличением О от 0,4 до 2.7 ошибка А рас-
к т п только прп переходе И от 2,7 к 4,5 умепьшается. Следовательно, 
несмотря па имеющееся отклонение от выявленной закономерности, 
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Т а б л и ц а 7 

— 

.\1 серий 
Чпсло наблю-
дений В ССрИП 

Расстояние, 1 
измеренное I 

СВВ-5, О. км 

Средняя ошибка одного 
приема, вычисленная как 

срсдисс арифметическое 
па абсолютных зпачениЛ 
ошибок п серил, А, см 

1 30 0,4 21 
2 106 0,8 31 
3 91 1,0 35 
4 131 2,7 52 
5 36 4,5 40 

можно утверждать, что с увеличением измеряемого расстояния аб-
солютное значение средпеи ошибки имеет тенденцию увеличиваться. 

Выше рассмотрен пример, когда между срединми значениями двух 
переменных величии существует статистическая корреляционная 
связь. Задача хгсследователя сводится к тому, чтобы установить тес-
ноту связи, т. е. оценить степень близости корреляционной связи 
к функциональной и установить форму этой связи, выражаемую 
формулой, позволяющей предвычислять средние значения одпой пере-
менной по заданпмм значепиям другой. Различают линейные и нели-
нейные корреляционные связи; рассмотрим пока только линейпые 
связи; О нелинейных связях будет сказапо в конце второй части 
курса. 

§ 24. КОЭФФИЦИЕНТ КОРРЕЛЯЦИИ 

Коэффициент корреляции является мерой тесноты л и н е ц н о й 
корреляционной связи и вычисляется по формуле 

где 

п 

(ю-»)• 
1 - 1 

г ~ (п— 1) о' (А) о' (У) ' 

х,- 1 х^оТз . . . хп 

У1 I УгУйУя • • -Уп 

(II 24) 

— различные зпачеппя переменных х1 и уь полученные из наолю-
денпц 

п 

х = - ~ 1 среднее арифметическое величины ^Х; 
среднее арифметическое величины ) ; п — число наблюдений 

* Величину ( ц — ж) (у,- — у) | : (п — 1) называют «корреляционным 

моментом». 
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(значений х,, у.); о' (А") — эмпирическое среднее квадратическое откло-
нение Л" (стандарт А'); с ' (У) — эмпирическое среднее квадратическое 
отклонение )" (стандарт )'). 

Величины о' (Л') и о' (К) вычисляют по формуле (11.2) 

1 «»1 
о'(Л') = 

^ (1/1-У)9 

4-1 
«—I 

Таким образом, если предварительные графические построения 
покажут, что связь между А' и У близка к линейной (точки на гра-
фике располагаются вблизи прямой линии), то вычисляют средние 
арифметические х и у, разности х{ — х и у( — у и по ним, пользуясь 
формулой (11.2). вычисляют средппе квадратические отклонения 
а ' (А") и а ' (К) и, накопец, по формуле (11.24) вычисляют коэффи-
циент корреляции. 

§ 26. СВОЙСТВА КОЭФФИЦИЕНТА КОРРЕЛЯЦИИ. 
УРАВНЕНИЕ РЕГРЕССИИ 

Рассмотрим осповпые свойства коэффициента корреляции. 
1. Коэффициент корреляции изменяется в пределах от —1 до т. е. 

- 1 ^ г ̂  -И*. 
2. Когда коэффициент корреляции равен -М пли — 1, между X и У* суще-

ствуют точные прямолинейные связи, т. е. 

У = а . \ + с , 

Х'^ЬУ-Ы. 

* Из (11.24) легко^получить формулу 

где ~ Х{ — х И Т], = у; — у. 
Но в алгебре доказывается неравенство 

откуда следуют неравенства 
—1 - и . 



существует (нелинейная связь может существовать). 
Чем ближе коэффициент корреляции г к - И или —1, тем ближе корреля-

ционная связь между переменными X и V к функциональной; чем ближе коэф-
фициент корреляции к 0, тем соответственно мепсе связаны между собой 
переменные X и У. 

Естестнеиио возникает вопрос, с какой надежностью вычисляется само 
значен не коэффициента корреляции п при каком минимальном абсолютном его 
з н а ч е н и и еще можно считать связь существующей. 

При числе наблюдений п ^ 50 В. И. Романовский [47, с. 184] рекомендует 
для среднего квадратического отклонения коэффициента корреляции применять 
формулу 

в г . (11.25) 
I п 

Связь считается установленной, если выполняется условие 
И ^ З о (г). (11.26) 

Пример. Пусть при вычислениях коэффициент корреляции оказался рав-
ным г = +0 ,26; п = 394. 

Оценим ̂ точность коэффициента корреляции 

1 —(0.26)2 «и—р®—®"7-
так как | г | > За (г) (0,26 > 0,14), тсГиа.ипшс линейной корреляционной связи 
можно считать^ установленным. 

Для оценки надежности коэффициента корреляции нрн п < 50 
пользуются специальной функцией, так называемым критерием Фи-
шера [23, с. 242] 

г = \ {1п(1 + | г | ) - 1 п ( 1 - | г | ) } . (11.27) 

которая подчиняется закону нормального распределения. Среднее 
квадратическоо отклонеипе величины с вычисляют по формуле 

Значения величин г по вычисленным из опыта значениям коэф-
фициента корреляции г могут быть вычислены непосредственно по 
формуле или по таблицам, приведенным в прил. 7. Применение кри-
терия Фишера покажем на примере. 

Пример. В табл. 8 помещены результаты испытания СВВ-1 в 1955 г. Опре-
делить коэффициент корреляции, характеризующий тесноту связп между изме-
ренными длппа.ми линий Ъ и их ошибками | т3о |. и оцетггь точность коэффициента 
корреляции, используя крптерпй Фишера. На основании данных табл. 8 имеем 

о ' (О) = 2 . 2 5 ; о ' ( т ) = 1,85; Г=0 .60 ; ; = 0 . 6 9 

(найдено по таблицам прил. 7) 

' а (г) = -—===- = 0,41. 
' 1 У—3 



Т а б л и ц у § 

Результаты наблюдений 

I». км 

3,0 
3.6 
4.2 
4,6 
5.6 
5.7 
5.8 
8.0 

10,2 

I I, см 

2,0 
5,0 
3,0 
4,0 
6.0 
3,0 
3,0 
4.0 
8,0 

Вычисление 

—2,6 
—2,0 
- 1 , 4 
-1,0 

0,0 
+0,1 
+0,2 
+2,4 
+4,6 

{т=т4—- т бО* бтя* 

-2,2 
+0,8 
-1,2 
-0 ,2 
+1,8 
-1,2 
-1,2 
- 0 , 2 
+3,8 

Суммы 2 вычислены па ариф-
мометре набором результатов 

/> - 5,6 > 1 = 4,2 - 7 , 0 
+7,3 

-6,2 
+6,4 

У , 40.1 27.6 •22.6 

С вероятностью 0,68 ( 1 = 1 ) величина = может принять значения 
0,28 ; ^ 1,10. (11.29) 

По той же таблице (прпл. 7), пользуясь крайними значениями г из (11.29), 
находим соответствующие им значения коэффициента корреляции 

+0,27 г ^ +0,50- (11.30) 

Так как доверительный интервал, равный 0,80—0,27 = 0,53, 
меньше абсолютного значения коэффициента корреляции (0,60), то 
наличие линейной корреляции можно считать установленным. Ра-
зумеется, ири п — 9 вопрос нельзя считать решенным достаточно 
надежно. Вообще прп п < 20 трудно говорить о надежном устано-
влении корреляционных связей. 

Для вывода эмпирической формулы, отражающей прямолиней-
ную корреляционную связь между переменными X п У, применяется 
уравнение 

Ру1х(х{ — х), (11.31) 

гдерЛ. /у —коэффициент регрессии У па А', вычисляемый по формуле 
о'(У) 

Р у I X - т о' (X)* 
Прп прямолинейной корреляционпой связи между переменными 

существует уравнение регрессии, имеющее вид 

Х1—Х = РХ/Г(У1 — У), 
где рА- ;у — коэффициент регрессии X на У, равный 

о' (X) 

(Н-32) 

Р .\- у = о ' (У) 
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Однако во многих случаях урависипс вида (И.32), если исследо-
вались зависимость У от X, не имеет смысла; например, никто не 
станет но ошибкам измерений т 0 (в рассмотренном выше примере) 
определять расстояние О. 

Среднее квадратическое отклонение коэффициентов регрессии при 
большом п вычисляют по формулам 

о (У) " | / 1 —г2 
у ' , 1 I . (11.33) 

ч а (X) ~\[ 1 — г2 

оат V 
Уравнение (II .31) при практическом использовании целесообразно 

привести к виду 
Л = Ру/х*). (П-34) 

Из фор.мулы (11.34) легко видеть, что коэффициент регрессии — 
это тангенс угла наклона прямой, а постоянное слагаемое (у—р у / х х) — 
это отрезок, отсекаемый этой прямой на оси ординат. 

Пример. В табл. 9 приведены расстояния П, измеренные светодальпоме-
ром СВВ-1. и ошибки этих сторон Л. 

По данным табл. 9 вычислить коэффициент корреляции, коэффициент ре-
грессии, оцепить их точность с вероятностью (3 = 0,68 и составить уравнение 
регрессии. 

По данным, полученным при вычислении в табл. 9, имеем 

т/"бГ47 Л - 1 / Ж 2 0 ст У 19—= 1.80; о'(Д)= \ - ^ - = 1,42; 

коэффициент корреляции по (11.30) равен 

+38.54 
Г "19-1,80-1.42-+0 ' '9-

Оценим надежность коэффициента корреляции. Так как число 
наблюдений п сравнительно небольшое, для оценки надежности при-
меним критерий Фишера г. 

По таблице прпл. 7, пользуясь коэффициентом корреляции г = 
= -Ь0.79 как аргументом, находим 

г = 1,071. 

Оценим надежность г по формуле (11.28) 
1 

о (г) = „ =0.243. 

С вероятностью 0,68 (I = 1) величлпа г может принять значения 

1 .071 -а ' (г) ^ г < 1.071 + а' (г); 

0,828 С г ^ 1,314. 



Т а й 

Результаты 
наблюдений 

О, км I ЛI. 

Л а Н а 9 

13 ычяслення 

6И 6А 

8,7 7,0 
3,7 3,0 
6,0 4,0 
3,3 3,0 
5,1 4,0 
6,1 4,0 
2,7 3,0 
4,9 4,0 
3,1 4.0 
3,7 2,0 
5,7 6,0 
4,9 5,0 
5.6 3,0 
7,6 
4,2 

4,0 7,6 
4,2 3.0 
2.0 2;о 
4,0 2,0 
6,5 5,0 
7,2 6,0 
2,7 2,0 

4.9 3,80 

+3,8 
- 1 , 2 
+ 1 , 1 
-1,6 
+0,2 
+1.2 
- 2 , 2 

0,0 
- 1 ,8 
-1 ,2 
+0,8 

0,0 
+0,7 

- 0 , 7 
- 2 . 9 
- 0 , 9 
+1,6 
+2,3 
_•> о 

ЛА» 

+ 3 , 2 
-0 ,8 
+0,2 
-0 ,8 
+0,2 
+0,2 
-0 ,8 
+0,2 
+0,2 
- 1 , 8 
+2,2 
+1,2 
-0 ,8 — 
-0 ,8 
- 1 , 8 
- 1 . 8 
+1,2 
+2,2 
-1 .8 

14,44 
1,44 
1,21 
2.56 
0,04 
1.44 
4,84 
0,0 
3,24 
1,44 
0,64 
0,0 
0,49 
7,29 
0,40 
8,41 
0,81 
2,56 
5,29 
4,84 

10,24 
0,64 
0,04 
0,64 
0,04 
0,04 
0,64 
0,04 
0,04 
3,24 
4,84 
1,44 
0,64 
0,04 
0,64 
3,24 
3,24 
1,44 
4,84 
3.24 

бО-йу 

+12,16 
+0,96 
+0.22 
+1,28 
+0,04 
т0,24 
+1,70 

0,00 
- 0 , 3 6 
+2,16 
+1,76 

0,00 
- 0 , 5 6 
+0,54 
+0,56 
-1-5,22 
+1,62 
+1,92 
-т-5,06 
+3,96 

+14,4 
-14,7 

+11,2 
—11.2 

У = 61,47 39,20 +38.54 

У. = -0 .3 0.0 

Па таблицы прпл. 7 находим соответствующие крайним значениям 2 (0,83 
в 1,31) значения коэффициента корреляции 

-!-0.68 < г < +0,86. (II.35) 
Следовательно, с вероятностью р = 0,68 действительный коэффициент кор-

реляции может быть заключен между +0,68 и +0,86. Так как доверительный 
интервал для г меньше абсолютного значения г (0,86—0,681.< 0,79), то прямо-
линейную корреляционную связь можно считать установленной. 

Составим уравнение регрессии Л 
Л<-А = Рд /1)(Р |-25)> 

= + (П.30) 
Подставляя в (11.36) численные значения г, од, ав% Д, О, получаем 

142 ( Л 142. \ 
Д ^ + 0 , 7 9 - ^ 0.- + ( 3 . 8 - 0 . , 9 - ^ 4 . 9 ) ] 

Дг = (0л»2Л,- + 0.76) см 

Ф, — расстояния в километрах). 
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О ц е п и м приближенно* надежность коэффициента регрессии р Д Г ) = 0,62 

ч / 1.42 т / I—0.79е \ 

Следовательно, 
Рд/1)±о(р^,о)=0.02±0,12 

с вероятностью р = 0,68. 

Г л а в а III 

О С Н О В Ы ТЕОРИИ О Ш И Б О К ИЗМЕРЕНИЙ 

§ 26. ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 

Известно, что любые измерения, как бы тщательно они ни вы-
полнялись. всегда сопровождаются ошибками, т. е. отклонениями 
измеренных значений от истппных. Совершенствование методики из-
мерений и конструкций измерительных инструментов и приборов, 
повышение квалификации наблюдателя может повысить точность 
измерений, т. е. умепыппть отклонения получаемых результатов от 
пх истинных зпачений. Получить же совершенно безошибочные ре-
зультаты пзмереппй невозможно. Поэтому в практике измерения 
производят таким образом, чтобы результаты получились с некоторой 
заданной точностью. Понятие «задапная точность» должно сопрово-
ждаться определенными численными критериями, которые должны 
представлять собой вероятпостную характеристику возможных от-
клонений полученных результатов обработки измерений от пх истин-
ных значении. О с н о в н ы м и з а д а ч а м и т е о р и и о ш и -
б о к и з м е р е н и й я в л я ю т с я : у с т а н о в л е н п е у к а -
з а н н ы х к р и т е р и е в , р а з р а б о т к а с п о с о б о в и х 
п о л у ч е н и я и о ц е н к и . 

Основпые вопросы и ряд частных вопросов, рассматриваемых 
в теории ошибок измерении, можно сформулировать следующим 
образом: 

1) изучение законов возникновения и распределения ошибок из-
мерении и вычислений; 

2) установление допусков, т. е. критериев, указывающих на на-
личие недопустимых отклонений результатов измерений (грубых 
ошибок); 

3) отыскание наиболее точного по вероятности значения опре-
деляемой величины из результатов ее многократных измерений: 

4) предвычпеление ожидаемой точности и оценка точности полу-
ченных результатов измерений; 

5) характеристика точности окончательных значений определяе-
мых величин но результатам математической обработки измерении. 

««. 



§ 27. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ ОБ ИЗМЕРЕНИЯХ 

Все величппы, с которыми имеют дело в геодезии, можно раз-
делить на и з м е р с и н ы е. приближенные значения которых по-
лучают в результате измерений, и в ы ч н с л о п п ы е, т. е. найден-
ные путем вычислении как функции измеренных величин. 

Иод и з м е р е н н о м какой-либо величины чоппмают сравне-
ние ее с однородной с ней величиной, принятой в качестве единицы 
меры. Это сравпепие обычно производится путем выполнения ряда 
операции, зачастую довольно сложиых. К такому ряду операций 
относятся: эталоппрованпе мерного прибора, визирование, совмеще-
ние индексов, производство отсчетов и т. д. П о д р е з у л ь т а -
т о м и з м е р е н и я п о н и м а ю т к о н е ч н ы й р е з у л ь -
т а т , п о л у ч е н н ы й в и т о г е в с е х о п е р а ц и й . 

Для обнаружения промахов, а также повышения точности ре-
зультатов пзмерепия в геодезии всегда бывают многократными. 

По точности результаты измерении разделяют на р а в н о т о ч -
н ы е и н е р а в и о т о ч н ы е. 

Под р а в н о т о ч н ы м и понимают однородные результаты, по-
лученные прп измерениях одним и тем лее инструментом (или раз-
ными инструментами, но одного и того же класса точности), одним 
и тем же пли равноценными методами, одинаковым числом приемов 
и в одинаковых условиях. 

Н е р а в п о т о ч и ы м и называют результаты измерений, если 
указанные условия равноточностн не соблюдепы. 

Примеры равноточных измерений: 1) измерение горизонтальных 
или вертикальных углов теодолитами одинаковой точности, одина-
ковым способом и одним и тем же числом приемов; равпоточно из-
меряют углы в триангуляции одного и того же класса; 2) измерение 
длины линии одним и тем же мерным прибором, одинаковым спосо-
бом; 3) измерение атмосфериого давления барометрами одной и 
тон же конструкции и точности, по одпой и той же программе. 

Заметим, что в последнем примере речь идет об измерепип пере-
менной величины, поэтому результаты измерений должны быть от-
несены к определенным моментам времени. 

Примеры перавноточных измерений: 1) измерение углов одннм 
в тем же способом и числом приемов, по инструментами разной 
точности; 2) измерение углов одинаковым способом, одинаковыми 
инструментами, но разным числом приемов; 3) измерение длпсы 
липни мерными приборами разной точности, например, 20-метровой 
стальной лентой по земле п 48-метровой стальпои подвеспои лентой. 
В более сложных случаях о равноточпости или неравпоточпостп 
измерений судят по получениым из опыта числовым критериям точ-
ности. 

Очевидно, в отпошешш точности сравнивать между собой можно 
измерения только однородных величин, т. е. одинаково имеяовапиых. 

Важное значеппе в вопросах математической обработки измере-
ний имеют понятия н е о б х о д и м ы х и н з б ы т о ч п ы х и з -
м е р е н н ы х в е л и ч и и . 
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Для решения геодезических задач обычно необходимо измочи г ь 
несколько величин. Например, для определения всех шести .момен-
тов плоского треугольника нужпо знать не менее трех его элемен-
тов. в числе которых должна быть хотя бы одна сторона. Подобно 
этому примеру для решения какой-лпбо геодезической задачи иа 
местности нужно измерить некоторый минимум величин. 

Число минимально необходимых для решепия_поставленной за-
дачи измеренных величии будем называть ч и с л о м н е о б х о -
д и м ы х в о л и ч и и; часто его называют «числом необходимых 
измерений», но такое название нельзя признать правильным, если 
учесть, что каждая величнпа всегда измеряется много раз. По-
этому число измерений, как правило, больше числа необходимых 
величии. Заметим, что понятие «необходимые величины» условно, 
так как в качестве таковых в одиой и той же задаче можно выбрать 
различные комбинации измеренных величин. Например, в плоском 
треугольнике можно взять: три стороны или одну сторону и два 
угла и т. д. 

Разность числа всех измеренных и числа необходимых величия 
называют ч и с л о м и з б ы т о ч н ы х в е л н ч и н. По указан-
ной выше причине неправильно называть его «числом избыточных 
измерений». 

В геодезических работах избыточные измеренные величины обя-
зательны: они позволяют обнаруживать промахи в измерениях п вы-
числениях п повышают точность результатов определений искомых 
велпчип. 

При измерения одпоы величины необходимо одно измерение, ос-
тальные — избыточные. 

§ 28. ОШИБКИ ИЗМЕРЕНИЙ 

Как указано выше, любые измерения сопровождаются ошибками, 
т. е. отклонениями результатов измерений от ИСТИННЫХ значений из-
меренных величин. 

В чем причина появлеппя этих ошпбок? 
В процессе измерения, кроме объекта измерения, участвуют на-

блюдатель, инструменты п приборы, внешняя среда. Весь этот ком-
плекс условий пепрестанно изменяется и учесть эти изменения безо-
шибочно не представляется возможным. Поэтому результаты изме-
рений и отклоняются от истиппых значений, прпчем каждый раз 
по-разному. 

Называя совокупность факторов, влняющпх на результаты из-
мерений, т. е. объект намерений, наблюдателя, инструменты и при-
боры, внешнюю среду, у с л о в и я м и п з м с р е п н п. можно 
сказать, что колебания результатов измерений отражают собой непре-
станные изменения условий нзмеренпй. 

Для изучения свойств (закономерностей появления) ошибок из-
мерений целесообразнее всего воспользоваться истинными значени-
ями намеряемых величин. В качестве истинного можем принять из-
вестное нам с высокой точностью, т. е. с пренебрегаемо малой ошибкой 



по (-равнению с ошибками самих измерении, значение измеряе-
мой величины. Некоторые функции измеренных величин могут быть 
нам известны и безошибочно (например, сумма углов в треугольнике). 
Обозначим истинное значение измеряемой величины черех X, резуль-
таI измерения через х(. Разности результатов измерении и истинных 
значении, в смысле «измеренное минус истинное», называют и с т и н-
и ы м и о ш и б к а м и измерении 6/, т. е. 

( 1 1 1 . 1 ) 

Имея истинные ошибки в большом количестве, можно изучать 
закономерности их возннкновеппя. Однако в большинстве случаев 
практики, если не считать редких случаев специальных исследова-
ний. истипное значение измеряемой величины, а следовательно, 
а истинные ошибки остаются неизвестными. Поэтому для изучения 
свойств ошибок измерений чаще применяют косвенпыо методы ис-
следований, например, изучение закопов распределения результа-
тов измерений и законов распределения невязок. 

Причинами возникновения неизбежных ошибок измерений яв-
ляются: влияние внешипх условий, неточности изготовления и юсти-
ровки инструментов и нрпборов. неточности выполнения операции 
наблюдателем и, иакопец. не поддающиеся учету непрестанные из-
менения всех этих условий измерений. Б свою очередь, каждый из 
указанных источников ошибок есть результат воздействия многих 
факторов. Прп этом каждый пз этих факторов оказывает малое влия-
ние на результат измерения по сравнению с суммарпым влиянием 
всех факторов. Так, например, па результат пзмерепня горизонталь-
ного направления со столика геодезического сигпала действуют сле-
дующие источники ошибок: многократное преломление лучей, иду-
щих от визирного цпллпдра к глазу наблюдателя, неравномерное 
освещение объекта визирования, неустойчивость сигнала, вращение 
его вследствие нагревания солпцем («кручение»), неустойчивость 
теодолита ла столике сигнала и в подъемных винтах, температурные 
и другие изменения в инструменте, ошибки юстировки нпструлгента. 
ошибки разделения горизонтального круга, ошибки отсчетиого при 
способлепия, личные ошибки наблюдателя при визировании и от-
ечнтьвдипи по кругу, ошибки определения элементов цептрпровки 
и редакции и т. д. Каждый из указэшшх источников ошибок, как 
правило, оказывает незначительное влияние на окончательный ре-
зультат по сравпеипю с суммарпым влиянием всех источников и из-
меняет свое действие от приема к приему. 

В свою очередь, каждый из перечисленных источников ошибок 
может быть подразделен ла ряд более мелких источников. Напри-
мер, ошибка юстировки инструмента псдразделяется па коллима-
ционную ошибку, ошибку наклона горизонтальной оси, ошибку на-
клона вертикальной осп, ошибку пивелирования инструмента и т. д. 

Аналогичная картина вырисовывается при других геодезических 
измерениях. 

Таким образом, отклонение измеренного значеппя от точпого 
есть результат воздействия большого числа причин, каждая из ко-
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торых. если иметь п виду высокоточные измерения, гказмвиекя нре-
вебрегаемо мало на результате отдельного измерения но сравнению 
с суммарным влиянием всех причин. Поэтому нп основании централь-
ной предельной теоремы Ляпунова можно утверждать, что р е з у л ь -
т а т ы и з м е р е л и ц д о л ж и ы п о д ч и н я т ь с я н о р 
м а л ь н о м у з а к о л у р а с п р е д е л е н и я . Опыт аолностыо 
подтверждает это заключение. 

Итак, результаты измерений одной величины можно рассматри-
вать как отдельные значения некоторой непрерывной случайной ве-
личины, подчиняющейся нормальному закону распределения. 11м»н 
это в виду, для характеристики свойств результатов измерений необ-
ходимо знать основные параметры распределения указа иной лучин-
ной величины: м а т е м а т и ч е с к о е о ж н д а и и е п с т а н -
д а р т . Как известно, приближенные значения и доверительные 
границы для этих параметров с заданной доверительной вероят-
ностью могут быть получены из наблюдении. В этом отношении 
затруднении не возиикает. Однако для оценки точности среднего 
арифметического из результатов многократных измереппй одной 
величины необходимо указать доверительные границы для ее и с -
т и н н о г о з н а ч е н и я . Для получения доверительных границ, 
в пределах которых с заданной доверительной вероятностью нахо-
дится истинное значение определяемой величнпы. требуется знать, 
кроме характеристики возможных отклонепнй результатов измерений 
от их математическою ожидания, еще характеристику возможного 
отклонения математического ожидания от истинпого значепия изме-
ренной величины. Последнее составляет главную трудность решения 
задачи. В связи с этим возникает необходимость более подобного 
рассмотрения характера п свойств различных источников ошибок. 

§ 29. КЛАССИФИКАЦИЯ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 

По источникам возникновения ошибки измерений подразделяют 
на и н с т р у м е п т а л ь н ы е, в н е ш и и е. или о ш и б к п 
с р е д ы , и л и ч н ы с. 

Эта классификация пмеет большое значение для дисциплин, изу-
чающих приборы и методы измереппй. Для теории ошибок она пмеет 
второстепенное значение. Значительная же роль в теории ошпбок 
принадлежит классификации ошпбок по закономерностям нх по-
явления . 

Г р у б ы е о ш и б к и . Теория математической обработки нз 
мерений не рассматривает грубых ошибок, вызванных промахами 
пли нросчот.иш наблюдателя, неисправностями инструментов и при-
боров, резким ухудшением внешних условий и пр. Результаты из-
мерений, содержащие грубые ошибки, необходимо выявлять н отбра-
сывать. Вопросы отбраковки измерений требуют специального рас-
смотрения (см. § 33 и 52). 

С л у ч а й н ы с и с и с т е м а т и ч е с к и е о ш н б к п. Из 
множества элементарных ошибок, составляющих в сумме общую 
ошибку измерения, выделяют две основные категории ошибок: 
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<• л у ч а й и ы е и с и с т е м а т и ч е с к и о. Так как элементар-
ные ошибки при повторении измерений, как правило, изменяют 
свою величину, то, в свою очередь, можпо рассматривать их как 
значения случайных величин, имеющих свои параметры распределе-
ния: математическое ожидание и стандарт. 

Элементарные ошибки, представляющие собой значения случай-
ных величин с математическим ожиданием, прелебрегаемо мало от-
личающимся от нуля, называют с л у ч а й н ы м и. 

Элементарные ошибки, представляющие собой значения случай- | 
пых величин, имеющих математические ожидания, заметно отлича-
ющиеся от нуля, называют с и с т о м а т и ч е с к и лг и. 

Разумеется, указанные признаки случайных и систематических 
ошибок в известпой мере условны и резко разграничить пх невоз-
можно. 

В частности, систематические ошибки могут быть постоянными, 
т. е. такими, которые сохраняют при измерениях и знак (направле-
ние), и величину *. 

С изменением условий некоторые источники систематических оши-
бок могут превращаться в источники случайных ошибок и, наоборот, 
источники ошибок случайных — в источники систематических, вслед-
ствие чего изменяются и параметры распределения элементарных 
ошибок. 

Источников случайных ошибок всегда значительно больше, чем 
систематических, но действие каждого из них, как правило, невелико. 
При высокоточных измерениях главное внимание должно быть уде-
лено борьбе с влиянием систематических ошибок (см. § —39 и гла-
ву IV). Здесь приведем для иллюстрации лишь несколько примеров 
систематических ошибок. 

1. Ошибки в измеренном значении длины ЛИНИИ на местности 
из-за отклонения мерной ленты от створа. 

2. Ошибка в определении длины мерной леиты (ошибка компарн-
ровяиия). Эта ошибка постоянна и действует пролорцлоиалыю из-
меренному расстоянию. 

3. Боковая рефракция, среднее значение которой отклоняет ре-
зультат измерения направления. Однако в геодезической сетп, на-
пример. действие боковой рефракции на разные паправлепия раз-
лично и для сети в целом носит в основном случайный характер. 

4. Систематические ошибки нанесения штрихов лимба теодолита. 
Пря перестановках лимба эти ошибки приобретают периодический 
характер и их влияиие иа среднее значение из приемов измерения 
угла в значительной мере ослабляется. 

5. Ошибки определения поправок за температуру мерной сталь-
ной ленты, расположенной на земле. Обычно измеряют температуру 
воздуха и принимают ее за температуру лепты, допуская тем самым 

* Формально рассуждая, необходимо было бы рассматривать и системати-
ческие ошибки с математическим ожиданием, равным цулю, как ошибки, воз-
никающие ио периодическому закону (например, ошибки диаметров лимба). 
Одпако ошибки такого рода практически можпо относить к категории случай-
пых, тем более что строгой периодичности в них, как правило, нет. 
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^стоматическую но знаку ошибку в поправке за температуру лепты. 
'Гак»0 ошибки называют о д н о с т о р о н н и м и . 

13 качестве примеров случайных ошибок можно привести ошибку 
угсчитывапия по угломерному кругу; часть ошибки визирования, 
обусловленную колебаниями изображения; случайпые ошибки напе-
а.нпя штрихов лимба; влияние вибрации сигнала; ошибки отсчпты-
вапия по нпвелириой репке; ошибки за округление чпеел при вычис-
лениях и при отечнтывашш по шкалам и т. п. 

§ 30. КРИТЕРИИ ТОЧНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ 

Для оценки точности отдельного измерения некоторой величины 
необходимо определить, в вероятностном смысле, возможные откло-
нения результатов измерения этой величины от ее истинного значе-
ния. Отклонение измеренного значения какой-либо величины от ее 
пстипиого значения будем выражать посредством двух величин: 
отклонения пзмереипого значения от математического ожидания 
и отклонения математического ожидания от истинного значения. 
Первое отклонение — следствие действия случайных ошибок, а вто-
рое — систематических. Соответственно для оценки точности получен-
ного результата требуется знать две характеристики. Еслп же изме-
рения содержат только случайные ошибки, достаточно первой харак-
теристики. 

Известно (см. § 28), что результаты измерении, если онп полу-
чепы примерно в равных условиях, подчиняются нормальному за-
кону распределения. Что касается математического ожидания ре-
зультатов измерений, то прп практически неизменном комплексе 
условий оно будет ностояпной величиной, поэтому постоянно и его 
отклонение от истинного значенпя, причем это отклонение обусло-
влено систематическими ошибками. Отсюда следует, что для ослабле-
ния влияния источников систематических ошибок следует изменять 
соответственно условия измерений, папрнмер, выполнять серии из-
мерений разными приборами, в различных внешних условиях, раз-
ными наблюдателями. 

Для установления закономерностей отклонений математических 
ожидании от истинных значении и ослабления влияния этих отклоне-
ний на точность определяемых величин необходимо глубоко знать 
свойства всех факторов, участвующих в измерениях. Эта задача мо-
жет быть успешно решепа лишь специалистом той области науки и 
техники, которая занимается наблюдениями. 

Опыт показывает, что отклонения математических ожиданий из-
меренных значений от нстнпиых при многократном п разнообразном 
изменении условий, как правило, подчиняются нормальному закону 
распределения, п в среднем этп отклонения в значительной стеиенп 
взаимно компенсируются. Поэтому отклонение математического ожи-
дания от истинного значения измеренной величины нри данном 
комплексе условий можно считать конкретным значением случайной 
величины с математическим ожиданием, блпзкпм нулю, если иметь 
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в виду все возможные изменения комплекса условий *. Таким обра-
зом. отклонения результатов измерения от истинного значения можно 
рассматривать как значения суммы двух случайных величин: отклоне-
ния результата измерепия от его математического ожидания п от-
клонения математического ожидания от истинном величины. 

1. Средняя квадратическая ошибка 
измерения 

Введем обозначения: 
б — случайная величина, характеризующая возможпые отклонения 

результата одного измерения от лсглнпого значения Л" измеря-
емой величины (истинная ошибка); 

г—случайная величина, характеризующая возможные результаты 
измерений при некотором комплексе условий; 

^ = .1/ (л) — X — случайная величина, характеризующая возмож-
ные отклонения математического ожидания от ИС-
ТИННОЙ велпчипы; 

I = х — М (а-) — случайная величина, характеризующая отклоне-
ния результатов измерении от математического 
ожидания при неизменном комплексе условий. 

Отсюда 
в=х—Х=х—М + (х)— X, 

или 
0 = 1+6. (111.2) 

В качестве основной характеристики точности измерений в геоде-
зии принята так называемая с р е д н я я к в а д р а т и ч е с к а я 
о ш и б к а т , точное значение которой соответствует формуле 

Т2 = Д/(62). ( И 1.3) 

Принимая во внимание формулу (III.2), .можно написать 

т* = М (02)=Л/ {(^+6)2} =Л/ ( ^ + 62 + 2|5); 

+ ^ (б2)+2.1/ (|) М (6). 
Так как 

Л/(« )=0 . (II 1.4) 
то 

+ (Ш.5) 

Первое слагаемое правой части равенства (111.5) есть дисперсия, 
т. е. квадрат стандарта случайной величины х, второе — квадрат 
стандарта случайной величины 6, поскольку Л[ (б) 0. 

Обозпачпм 
Д/(|®)«л.| ) 

(111-6) 

* При исследовании этого вопроса подвергаются анализу п результаты 
наблюдений разных фпзпчеекпх величин того же рода. 
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а с я с т в о ( Ш . 5 ) п е р е п и ш е м 

т * « т | + т $ (111.7) 

О I о 

С р е д н я я к в а д р а т п ч с с к а я о ш и б к а о д н о г о и з м е р е н и я т ч а р а к т е р и -
с о в м е с т н о е в л и я н и е н а н е г о т д - с л у ч а й н ы х о ш и б о к и в л и я -

це т ~~ с и с т е м а т и ч е с к и х о ш и б о к и з м е р е н и й . 
Н а о с н о в а н и й ф о р м у л ы ( Ш . З ) п р и б л и ж е н н о е з н а ч е н и е с р е д н е й 

1 ч в д а т 1 ч е с к о й о ш и б к и т м о ж н о в ы ч и с л я т ь н о ф о р м у л е 

| *« 
т & | ( I I I . 9 ) 

где V — ч и с л о р а в н о т о ч н ы х измерений величины X . 
П р и б л и ж е н н о е з и а ч е н и е величины т д можно получить ио ф о р м у л а 

™ д = Г ' (111.10} 

где — отдельные измерения , 1 = 1 . 2 , . . . , п: 
п 

- 1-1 
X = /I 

Д л я 7н& о с н о в а н и и выражения ( Ш . 7 ) можно написать 

т. « / ^ - Щ у (III.11; 

Вопросы определения величин т , н т ^ являются одпнмп па 
основных в теории ошибок измерений. 

С р е д н я я и в е р о я т н а я ошибки и их с в я з ь 
с о с р е д н е й к в а д р а т и ч е с к о й ошибкой 

Кроме основной характеристики /и д , характеризующей влпяни<? 
случайных ошибок на результаты измерений, ппогда применяют до-
полнительные характеристики, а именно с р е д н ю ю о ш п б к у 
в в е р о я т н у ю о та п б к у. 

С р е д н е й о ш и б к о й Ф называется математическое ожида-
ние абсолютных значений отклоиений| результатов пзмерелпй какой-
либо величины от математического ожидания для этих результатов. 
т. е. 

Ф =-1/(151). 



Приближенное значение средней ошибки находят как среднее 
арифметическое из абсолютных значений уклонений Ф результатов 
измерений от их среднего арифметического, т. е. 

2 > « 1 
0 = — » (Ш.1.Г, 

где п — число измерений: т.: = х1 —- х. 
Установим связь между величинами д и /нЛ. 
По определению 

#=-1/(15 !)• 
Обозначив 

("М4) 
запишем 

со Iг 

Возьмем интеграл 
о 

со 

/ < • 
- • г " 

со 1 
- / А -

0 0 

со 

1 ' " 
[|»П1 
1/-00 — 

— 1 ш 
<-0 с 

0 1 ! е 2 
I* 

1Д-) ^ , 

- - ( 0 - 1 ) = 1 , т. е. ^1-е 2 Л = -Ы. (III.15) 
о 

Следовательно, 
/ 1 е 1 \ 2 | / Т 

Но 

д = т Л ^ 0.80тд (III. 18) 

1.250. (111.19) 

В е р о я т н о й о ш и б к о й г называют абсолютную величину, 
вероятность которой определяется формулой 

где Ф — интеграл вероятностей, значеппя которого даны в таблице 
прил. 2. 

№ 

откуда получим 
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Потенцированием по величине Ф (/) = 0,5 получаем 

< = —— = 0.6745 . . ., т д 
0ТК}'ЛП 

г 0,67тй. (111.21) 

Приближенно вероятную ошибку можно получить следующим 
образом. 

Уклонение результатов измерений от среднего арифметиче-
ского располагают в ряд по возрастанию абсолютных значеппй 
После этого величина | 1, находящаяся в середине этого ряда, бу-
дет приближенным значением вероятной ошибки г'. Это следует и» 
формулы (111.20), если вероятность заменить относительной часто-
той. Если чпело наблюдений четное, то г' получают как срсдпсе из 
двух величин расположенных в середине ряда. Величину г'т 
полученную указанным эмпирическим путем, называют еще с р е -
д и н н о й о ш и б к о й . 

Соотношения (111.18) и (III.21) чисто теоретические. Степень со-
блюдения этих равепств зависит от числа измерений и является од-
ним из признаков соответствия действительного распределеппя нор-
мальному. так как интеграл вероятностей взят для нормального 
распределения. 

§ 31. АБСОЛЮТНЫЕ И ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ОШИБКИ 

А б с о л ю т н ы м и о ш и б к а м и называют среднюю квадра-
тическую га, среднюю Ф, вероятную г, истинную Ф. 

О т н о с и т е л ь н о й ошибкой называют отношение соответ-
ствующей абсолютной ошибки к полученному значению измеренной 
величшш . О т н о с и т е л ь н у ю ошибку обычно выражают в виде 
дроби с числителем, равным единице. Относительную ошибку опре-
деляют по соответствующей абсолютной ошибке. 

Пусть х — полученное значение некоторой величины. 
Тогда 

Я» 1 „ — — ^ средняя квадратическая отпоептедьиая ошиока этой величины; 

1 ~ — -д? средняя относительная оппюка: 
г 1* ~ — у вероятная о гвосительная оишока; 

пстпнпая отпоептельпая опгпока. х Л4 

Знаменатель относительной ошибки целесообразно округлять до 
Двух зпачащнх цифр с пулями. 
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Примеры. 
тх I . 

= 0.25 я, х—196,0 м; — тзу"» 

тх=ОЛ7 м, х=Ш,5 м; — 2800"' 

тх 1 
т х=0.037 м. а:=810,314 м; ~ 22 ООО'' 

§ 32. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ПРИБЛИЖЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ 
СРЕДНЕЙ КВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ т д 

Рассмотрим вопрос опенки точности приближенного значения 
средней квадратпческой ошибки в зависимости от числа измереппп п 

Обозначим: 
— искомое зпачепие средней квадратпческой ошибки приближен-

ного значения тл; 
т * — псгинпое значение средней квадратической ошпбкп, соответ-

ствующее далным условиям измерений; 
<тд — приближенная средняя квадратическая ошибка, вычисленная 

по дапным результатам п измерений. 
Истпнпая ошибка величины тА 

Д«д=тд—и®. 

Эта ошибка будет случайной, так как 

На основании определения (III.3) напишем 

или 

= и ( т 1 ) - 2 т 1 т 1 + т * * ~ м { т 1 ) - т * * , т. е. 

Предположим, что значения т д вычисляли по формуле 
(111.19) 

2161» 
т Л я* 1.250 1.25 — . 
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ТоПа (П1.22) можно переписать 

т* 1.2523/ (02)_,„о-. 

# о 

(П1.23> 

($2) — М 

Войдем 

т. е. 

- (Б?) + 2 2 (.V I 5 и м Ъ I * И - « • " ' К 
1-1 1-1 \ /-/•! / 

4-2 У ( л / | 6 | | У -V | й 1Л 
.-1 \ ьП-1 ) 

Теперь равепство (111.23) примет вид 

< = * 25= -1 - {пт* + п {п _ 1} #2} _ т о 8 ^ 

= 1.252 и — 1 

а принимая во внпмапие выражение (III.19), 

Заменяя неизвестное нам значение иг® на его приближенное зна-
чение получаем 

о 

«,.1.252 — + т\- т\ = то « п п д <\ 

т: 
= - ( 1 . 2 5 2 - 1 ) , 

т. е. 

Йлц 
т? = 

У.56тд 
т п 

0,75т. 
/Ит (И 1.24) 
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Приближенно 
П1 , 

гпт ' СП.25) » 2я ' 

В практике часто пользуются формулой (111.25). Мы будем иеиоль-
зовать более точпую формулу (III.24). При л ^ 20 формула (III.24) 
позволяет установить доверительные границы сразу для стандарт л, 
не вычисляя их предварительно для дисперсии, как это сделаьо 
в §21. При этом пользуются нормальным законом распределения. 
Д.чя примера, приведенного в § 21, получим 

0.75x0,253 
М в " " Уто ~ 0 , 0 4 2 3 -

Доверптельпыми границами при (5 = 0 , 8 (т. е. I = 1,28) будут 
0,253—1,28X0,0423=0,253—0,054 ««0,20 

и 
0,253+0,054 *»0,31. 

Практически получен тот же ответ, что п в § 21. 
Однако при п < 20 следует пользоваться распределением у-

(см. § 21). 
Формулу (111.25) используют для определения необходимого 

числа значащих цифр в вычисленном значении а ' п т д . Так, напри-
мер, если приближенное значение стандарта от' — 1,66 получено пз 50 

1 7 наблюдений, то т0- -•== = 0,17. Очевидно, что пот смысла для 

о' сохранять сотые доли и следует писать о' = 1,7. Заметим, кстати, 
что почти во всех случаях практики для приближенного значения 
стандарта и для средней квадратпческой ошибки достаточно со-
хранять две значащие цифры. 

§ 33. ИССЛЕДОВАНИЕ РЯДОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

Для определения точности результатов измерений и закономер-
ностей распределения их ошибок, нолучешшх в тех пли ппых усло-
виях, проводят исследования рядов измерепин. Прп этом ставится 
эксперимент пли анализируются результаты производственных 
работ. 

Исследуемый ряд измерений может относиться как к многократ-
ным измерениям одной величины, так и к измерениям нескольких 
однородных величин, выполненных примерно в одинаковых условиях. 

Конкретными задачами исследования ряда измерений являются, 
во-иервых, отбраковка грубых измерений, во-вторых, определение 
точности одного измерения и, если возможпо, характеристик систе-
матических влияний и, наконец, определение критериев согласия 
с иормальиыы распределением. Заметим, что первая и вторая задачи 
тесио связаны между собой. 

Полное исследование рядов измерений имеет смысл лишь при 
наличии достаточно большого числа результатов, во всяком случае, 
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прп их числе п ^ 50. При п < 50 можно решить лишь част лыс задачи 
„^следования. 

Если истинные значения измеренных величии пеизвестиы, то из 
исследования ряда измерений можио вынести суждение о влиянии 
;(ншь случайных ошибок, параметры которых характеризуются укло-
нениями результатов измерений от среднего арифметического. Влия-
ние же систематических ошибок в этом случае полпостью выявить 
нельзя. 

Еслп истинные значения измеренных величин известны, то про-
водят исследование ряда истинных ошпбок измерений, которое рас-
смотрим и первую очередь. 

Для выявления измерений, содержащих грубые ошибки, необхо-
димо знать среднюю квадратическую ошибку т одпого измерения 

где — средняя квадратпческая ошибка, характеризующая влия-
ние случайных ошибок; 

— средняя квадратпческая ошибка, характеризующая влия-
ние систематических ошибок. 

В этом случае применяют правило утроенной средней квадратн-
пеской ошибки (правило «трех сигм»), по которому ошибки, превы-
шающие но абсолютной величине Зт, следует считать грубыми. Зна-
чение З т называют п р е д е л ь н о й д о п у с т и м о й о ш и б -
к о И. Еслп средняя квадратпческая ошибка т пеизвестна. то для 
выявлепия грубых ошпбок поступают следующим образом. 

1. Вычисляют среднее зиачеиие 0 пз ряда истинных ошпбок 0С 

п 
2 О, 

0 = = 2, . . . . п) 
п уклонения 

(111.26) 
Заметил!, что 

^ = X, 
и 

где л:, —результаты измерений, и — . Действительно, обо-
п 

значив через X истинное значение измеренной величины, напишем 

V. .V) * 
0 » - 0 - - - V ) - — — = (г, - Л') - (г - Л) 

2. Вычисляют приближенное зиачеиие средней квадратнческой 
ошибки 

г - 1 

у Ъ <«>* 
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Я. Получают «продольное уклонение», т. е. 

ёпред = З/Пд. 

Уклопошш абсолютные значения которых больше 1Г|рсд. 
указывают на недопустимые ошпбкп; соответствующие результаты 
измерений должны быть проанализированы, а ошибки, превышающее 
1пр<д. отброшены*. 

Далее вычисляют по формуле (III.27) окончательное значение 
пользуясь оставшимися после отбраковки результатами измерений. 
Полученная величина тЛ является характеристикой случайной 
ошибки одного измерения. 

Что касается параметра т а , то для надежного получения его 
значения требуется выполнить достаточно большое число измерений 
при самых разнообразных комплексах условий и получить ряд истин-
ных ошибок. Полученные ошпбкп разбивают на группы с учетом со-
ответствующих- комплексов условий. Для каждой группы ошибок 
вычисляют средние значения 8/ и рассматривают пх как конкрет-
ные значения случайпой величины б. Далее получают 

| (о,Г 

^ о ^ ^ я • (Ш.28) 
где А* — число групп. 

Для суждения о надежности полученной характеристики влияния 
систематических ошибок необходимо еще вычислить общее среднее 
6ср из ошибок, т. е. 

к 
8с? 

>1 
Соблюдение неравенства 

е с р < Т Г (111.29) 

является одним пз признаков того, что разнообразие условии учтено 
достаточно хорошо. 

Разумеется, надежность иараметра та зависит и от числа групп 
(желательно, чтобы К ^ 20). и от правильности учета разнообразия 
условий. 

Прп отсутствии истинных ошибок на группы разбивают результа-
ты измерений, руководствуясь прп этом темп же соображениями, 
что и прп исследовании ряда истниных ошибок. В каждой группе 
получают срсдпее я/. Эти величины х; рассматривают как конкретные 

* Абсолютной велпчпве 5пред ~ Зид соответствует доверительная вероят-
воеть Р = 0,997. 
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Т а б л и ц » 

длина хода 
Ь, ь-м 

22.3 
33.8 
14.0 
42,8 
29,7 
35.6 
9,8 

43.9 
19.1 
10.5 
20,0 
22,1 
21.7 
46.6 
14,6 
34.2 
25.8 
16.4 
29.8 
27.9 
20,9 
21.3 
14,0 

Приведенная «связна 

+10,36 
4-3,10 
- 2 , 1 4 

0,00 
—5,11 

+11,56 
- 7 , 0 3 
- 9 , 5 0 
+0,23 

+19,91 
+10,74 
- 1 1 , 7 0 

+1.07 
-8,20 
—0,79 
+1,02 

+10,83 
- 5 , 2 9 
+3,84 
+2,46 
+5,67 
-2 .60 
- 4 , 8 0 

- 1 4 , 8 5 
+10,85 
- 1 3 , 8 4 
+19,28 
- 1 8 , 8 0 
+14,10 
- 1 5 , 6 0 
+2,33 
- 3 , 6 8 
+4,50 
+3,37 
- 3 , 5 9 
+9,54 
+9,28 
+7,57 
- 6 , 8 9 
- 6 , 8 7 
- 4 , 4 2 

0,0 

- 1 9 , 0 4 
—12,02 
- 4 , 2 9 

М хода 

46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 

Л липа холя г., км 

62,3 
33.2 

6,5 
29.3 
20,6 
30,6 
28,6 
42,0 
46.6 
70,0 
13.6 
36,9 
29,8 
38,3 
61,0 
34,0 
18,3 
31.7 
40,6 

65 23,5 
66 23,9 
67 32,8 
68 13,1 
69 21,3 
70 36,5 
71 35,8 
72 17,6 
73 28,7 
74 19,8 
75 26,4 
76 17,2 
77 29,3 
78 53,3 
79 31,3 
80 20,0 
81 15,0 

82 37,3 
83 30,4 
84 41,3 
85 42,4 
86 23,7 
87 20,0 
88 48,8 
89 24,9 
90 53,3 

Приведенная 
нсвяэкт 

0 = 4 = . * • 
I Ь 

+19,01 
+0,17 
—8,66 

+19,40 
- 1 4 , 7 5 

—8,50 
+19,44 

—8.95 
—6,88 
+1,91 

-1-10,57 
+6,42 
+4.94 

- 1 0 , 1 8 
+8 ,45 
- 1 , 0 3 
—4,91 

—14,39 
+10,06 

- 0 , 2 1 
- 5 , 3 2 
- 5 , 2 4 
+9,67 
- 4 , 7 6 
+7 ,78 
+4 ,01 
- 7 , 8 6 
+0 ,56 
+8,31 
- 3 , 8 9 
- 4 , 3 3 
+9,61 
—1,51 
+1.61 
- 3 , 8 0 
—1,03 

—5,89 
—4,30 
—1,09 

+14,28 
- 6 , 7 8 

+11.41 
+11,44 
- 1 5 , 2 3 

- 4 , 3 5 



П р о д о л ж е н и е т а б л. ад 

Лг хода Длина ходя I., км 

Прнвслспнап невязка 

1/. 
Л: хода 

Длина хода Г„, км 

Припедепнан нешгзка 
л /Л 

Уь 

91 
92 
93 
94 
95 

21.3 
20,2 
18,7 
44,7 
21,0 

-9 ,74 
4-8,02 
НО,69 

+6,13 
-11,13 

98 
99 

100 
101 
102 
103 
104 
105 
106 

37,9 
41.1 
32,9 
32,5 
31,5 
20,7 
24,0 
31,0 
21.2 

+5,36 
-3 ,59 

+11,85 
—6,32 
+5,88 

+15,60 
+2,24 

-12,75 
-1 ,96 96 

97 
15,6 
21,8 

—12,91 1 
—5.57 

98 
99 

100 
101 
102 
103 
104 
105 
106 

37,9 
41.1 
32,9 
32,5 
31,5 
20,7 
24,0 
31,0 
21.2 

+5,36 
-3 ,59 

+11,85 
—6,32 
+5,88 

+15,60 
+2,24 

-12,75 
-1 ,96 

значения некоторой случайной величины. Далее вычисляют общее 
среднее х, затем уклонепня ^ = х; — х и, наконец, 

к 
V -2 

т 1 = 2 Г - = 1 " ( 1 1 Ш > 
где К — число групп. 

Более надежпый способ получения параметра гщ изложен в гла-
ве IV. 

После определепия зпачения и т = Vт\ + т1 проводят 
исследование ряда в/ пли г-/ па нормальное распределение, как из-
ложено в § 22. 

Пример. Даны 106 приведенных * певязок ходов нивелирования IV класса, 
проложенных между реперами п марками нивелирования высших классов 
(табл. 10). Выполннтьисследование ряда невязок па нормальное распределение. 

И с с л е д о в а н и я : 
I. Все невязкп по принципу принадлежности к второклассным полигонам 

были разделены на шесть групп (I группа—с 1 по 23, II группа—с 24 по 42, III 
группа—с 43 по 64, IV группа—с 65 по 81, V группа—с 82 по 95, VI группа—96 по 
406). Для последующих исследований вычислены данные, помещенные в табл. 11. 

II. По данным табл. 10—11 вычислены: общая средняя квадратическая 
ошибка, средняя п вероятная ошибки, коэффициенты их соотношения; эксцесс, 
показатель асимметрии. Результаты вычислении помещены в табл. 12. 

Кроме того, вычислим т 6 п оцепим ее надежность 

I / 1,82 , , 
"'6= у = У 0,364«*0,С мм. 

Так как 8 = 0, то т^ имеет доверительные границы, обусловленные только 
числом групп. 

* Невязки ходов нивелирования IV класса приведены к условным невязкам 
на 1 км в предположении, что их накопление происходит пропорционально корню 
квадратному нз длины хода (в км). 
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Т а б л и п л 11 

Г р у п п а 
[01. 
м м ЮЧ 1Ю11. 

м м ЮМ ЮМ и Ъ1 О'/Г-

I 
11 

III 
IV 
V 

VI 

±? 
- 1 3 

2 

1368 
2109 
2823 

526 
1138 
869 

138 
169 
214 
79 

111 
84 

-9567 
—3710 
+6325 
+818 
+122 
+3126 

250 873 
485 784 
718 854 

32 052 
163 404 
137 931 

23 
19 
22 
17 
14 
11 

+1,0 
- 0 , 4 
—0,6 
+0,2 
- 0 , 5 
- 0 , 1 

1,00 
0,10 
0,36 
0,04 
0,25 
0,01 

рез разделения 
па группы 

2 8833 795 -2886 1 789 498 106 0 1,82 

Т а б л и ц а 12 

Группа 

О
бщ

ая
 с

ре
дн

яя
 

кв
ад

ра
тп

че
ск

ая
 

ош
иб

ка
 т

, 
м

м
 о 

3 о 

В л 

В
ер

оя
тн

ая
 

ош
иб

ка
 г

, 
м

м
 

1 

Коэффици-
енты соотно-

шения 

Эксцесс и ого 
ТОЧНОСТЬ Показатель 

асимметрия и 
его точность 

Группа 

О
бщ

ая
 с

ре
дн

яя
 

кв
ад

ра
тп

че
ск

ая
 

ош
иб

ка
 т

, 
м

м
 о 

3 о 

В л 

В
ер

оя
тн

ая
 

ош
иб

ка
 г

, 
м

м
 

1 

Коэффици-
енты соотно-

шения 

• Е 

Показатель 
асимметрия и 
его точность 

Группа 

О
бщ

ая
 с

ре
дн

яя
 

кв
ад

ра
тп

че
ск

ая
 

ош
иб

ка
 т

, 
м

м
 о 

3 о 

В л 

В
ер

оя
тн

ая
 

ош
иб

ка
 г

, 
м

м
 

1 

т 
О 

т 
г 

• Е 

I 
II 

III 
IV 
V 

VI 

7,7 
10,5 
11,3 
5,0 
9,0 
8,9 

6,0 
8,9 
9,7 
4,7 
7,9 
7,6 

5,3 
7.6 
8.7 
4,3 
6.8 
5,9 

1,28 
1,18 
1,17 
1,19 
1,14 
1,17 

1,45 
1,38 
1,30 
1,30 
1,32 
1,51 

+0,12 
—0,89 
—1,10 
- 2 , 9 8 
—1,23 
- 0 , 9 9 

1,02 
1,12 
1,05 
1,19 
1,31 
1,48 

0,82 
0,03 
0,037 
0,008 
0,0001 
0,17 

0,92 
0,19 
0,20 
0,034 
0,013 
0,61 

Без разде-
ления 

на группы 

9Д 7,5 6,3 1,21 1,44 —0,55 0,48 0,0012 0,17 

Условия \Е\ ^ 3аЕ п З о ^ выполнены во всех группах. 

§ 34. ПАРАМЕТРЫ ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 

Известно, что ошибки измерений подчиняются нормальпому за-
кону распределения, который в этом случае называется законом 
Гаусса, так как им он впервые был установлен для ошпбок изме-
рений. 

Если ряд ошибок получен с учетом возможного разнообразия 
условий, то можно считать, что 

М (в) = 0. 
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Тогда в формуле для плотности вероятности 

1 Ч " 
" • (И1.31) 

значение 

где т — средняя квадратическая ошибка, равная 

величины — называют н о р м п р о в а н н ы м п о щ и б -т 
к а м и. Если в измерениях заметно систематическое влияние, что 
обиаобживается несоблюдением неравенства (III.29). то под I в фор-г. 
\г\Л1- (111.31) следует подразумевать 1{ =• — , нрнчем величины Н, '"д 
вычисляют тю (111.26). Очевидно, такой же смысл переменная I имеет 
в законе распределения результатов измерений. 

При помощи прил. 2 легко установить, что число ошибок от О 
до т (по абсолютной величине) следует ожидать около 68%; от О 
до 2т — около 95%; от 0 до Вт — около 100%. 

Ошибки, превышающие но абсолютной величине 3 т . принято 
считать грубыми. 

Такое же распределение имеет место для уклонений по отно-
шению К 7Ид. 

Б первом приближении указанное процентное соотношение до-
статочно для проверки нормального распределения. 

§ 35. СРЕДНИЕ КВАДРАТИЧЕСКИЕ ОШИБКИ ФУНКЦИЙ 
ИЗМЕРЕННЫХ ВЕЛИЧИН 

13 геодезии искомые величины нередко находят вычислениями 
как функции измеренных величин. Очевидно, что ошибка функции 
зависит от ошибок аргументов, по которым она вычислена, и от вида 
функции. 

Истинные ошибки измеренных аргументов обычно остаются неиз-
вестными, и истинные ошибки функций могут быть найдены лишь 
в случаях, когда известна теоретическая величина функции, напри-
мер: сумма изморенных углов треугольника,сумма превышений в зам-
кнутом высотном полигоне. В этих случаях ошибку функции можно 
получить как разность между величиной функции, вычисленной с из-
меренными значениями аргументов, и ее теоретической велпчппон. 
Эта разность в геодезии называется и е в я з к о и. 

Рассмотрим вопросы вычисления средних квадратпческих оши-
бок функции но известным средним квадратичеекпм ошибкам аргу-
ментов. При решении этой задачи могут встретиться два случая: 
к о р р г л и р о в п п и и с и и о к о р р с л н р о в а и и ы е а р -
Г V М е и т ы. 
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Две «лп несколько случайных величии называют к о р р е л и -
р о в а н » ы м и, если коэффициенты корреляции парной статисти-
ческой связи не равны нулю; в противном случае они н е к о р р е -
л и р о в а и и ы е. Так, например, случайные величины а\ у, г счи-
таюгея некоррелированными, если коэффициенты корреляции гху = 
~ гх2 — гу2 = 0 , и коррелированными, если гху Ф 0 , гх2 ф О, 

. Ф 0. 'и* ^ 

1. С р е д н я я квадратическая ошибка функции 
коррелированных аргументов 

Пусть дана функция 

у. и). ( Ш . 3 2 ) 

где а-. У* 21 • • •» и — коррелированные аргументы, полученные пз 
наблюдении со средними квадратнческимп 
ошибками тх, тг, . . ., ти соответственно. 

Предположим, что X, У, 2 , . . . , ( / — истинные (точные) значе-
ния аргументов. Необходимо определить среднюю квадратическую 
ошибку тр функции Р. 

Пусть 62» • • 6ц — истинные ошибки аргументов, т. е . 

0 у=у-У 

02 = г - г (111.33) 

Тогда истинная < шибка функции будет 

6 р = /(а;, у, г, . . и)—ДА", У", 2, . . ., С7). 

В соответствии с (111.33) 

е ^ = / ( х , У» = и ) - / ( * - 0 * . у-%у, г —62 , . . ., и - в а ) . (Ш.34) 

Так как ошибки измерении — обычно величины малые по срав-
нению с самими измеренными величинами, то, применяя к формуле 
(Ш.34) разложение в ряд Тейлора, получаем 

вг=/(х> У> * «)—/ — У — Оу, : — вг, . . . . и —6Ы) = 

/ дР \ 
= / (Д-, у, г, . . ., м) - / (X, у, 2, . . ., и) + ^ - ^ т Д 6x4* 

где П — остаточный член разложения, раьиый сумме всех нелиней-
ных членов ряда Тейлора. 
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Для подавляющего большинства случаев, встречающихся в гео-
дезической практике, остаточными членами Н в рядах Тэнлора при 
оценке точности можно пренебречь н нанпсать 

По аналогии с определением средней квадратическон ошибки 
намерений определим средпюю квадратпческую ошибку функции 
(III.32) через математическое ожидание квадрата ее истинной ошибки, 
т . е. 

»я|.-Л/(0>). (111.30) 
Найдем М (в?). 

Значения производных по соответствующим аргументам практи-
чески остаются постоянными п могут быть вычислены по приближен-
ным значениям аргументов аг0, у0, 20, . . ., и0, в качестве которых 
можпо взять любые результаты измерений. Для этих производных 
достаточно сохранить в значениях уо, . . ., и0 по две-три 
зпачащпе цифры. 

Определим, чему равны М (0Х-6Г/), М (6х-6г) и т. д. в правой 
части формулы (111.37). Из корреляционного анализа известно, что 
коэффициент корреляции 

М { ( т - Ж У - У ) ) 

с учетом чего, приравняв 

ох = тх, Су — гпу, х — Х — Ъхг у—У~®у> 
нмеем 

М (0квц) 
г*у т х т д 

Теперь формула (111.37) с учетом (Ш.36) и (Ш.38) примет вид 

(111.38) 

2 ( д Р V 2 , / дГ V о , ( 0Г V- а , - Ы ) о т * + Ы ) . ^+• - • 

+ ( • Ж - ) ! л 1 + 2 ( 1 г ) О ( 1 г ) п - - (111.39) 

Окончательно 
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Для практического использования формулы (III 40) коэффи-
циенты корреляции должны быть определены из специальных ис-
следований . 

2. С р е д н я я квадратическая ошибка функции 
некоррелированных аргументов 

При организации наблюдений одно пз основных требовании — 
обеспечение таких условий, при которых результаты многократных 
измерений одиой и тон же величины или разных величин, но возмож-
ности, были бы между собой незавпепмы. Любая методика геодези-
ческих измерений в той илп иной мере рассчитана на выполнение 
этого требования. 

Так как для некоррелированных аргументов коэффициенты корре-
ляции в формуле (III.40) равны нулю, то из формулы как частный 
случай вытекает 

Таким образом, с р е д н я я к в а д р а т и ч е с к а я о ш и б -
ка ф у н к ц и и и е к о р р е л и р о в а и н ы х а р г у м е н т о в 
р а в п а к о р н ю к в а д р а т н о м у и з с у м мы к в а д р а -
т о в п р о и з в е д е п и й ч а с т н ы х п р о и з в о д н ы х 
ф у н к ц н и п о к а ж д о м у и з а р г у м е н т о в п а с р е д -
ине к в а д р а т и ч е с к п о о ш и б к и с о о т в е т с т в у -
ющих а р г у м е н т о в . 

3 . Примеры подсчета средних 
квадратических ошибок функций 

Пример 1. Дапа линейпая функция в общем виде 

/• = А1Г14-/Г2Г2 + . . . +кпгп + к0, (111.42) 

где'коэффпцгошты к{ — пскоторые постоянные числа, а х; — измерошше вели-
чины со средними квадратпчеекпмп ошибками т,- соответственно, к0 — по-
стоянное. 

Р е ш е н и е . Применив формулу (111.41), получим 

/ 4 = * = « * + А - И - ь • • с 1 ••*») 

Еслп в выражении (111.42) = к2 = . . . = кп = 1, т. е. если 

(Ш.44) 
то 

т 1 ? 1 = 1 / т 2 + ,«= + . . . + «=. 0П.45) 

Следовательно, с р е д н я я к в а д р а т и ч е с к а я о ш и б к а а л -
г е б р а и ч е с к о й с у м м ы р а в н а к о р н ю к в а д р а т н о м у и з 
с у м м ы к в а д р а т о в с р е д н и х к в а д р а т и ч е с к и х о ш и б о к 
с л а г а е м ы х п р и л ю б ы х з н а к а х п о с л е д н и х . 

Если в формуле (Ш.44) тг = т2 = . . . = '"п = т> т0 

ю л = т > ' « . (41.46) 
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Пример 2. Сродппя квадратпческая ошибка среднего арифметического. 
Дана функция 

^ 
причем я»! = /п, — . . . =» т п — 

Р е ш е н и е . Так как 

- 1 . 1 . . 1 I 

то по формуле ( П Ы 5 ) найдем 
о I „ 

—— т-п X 
пли 

(111.47) | п 

Следовательно, п р о с т о е с р е д н е е а р и ф м е т и ч е с к о е т о ч -
н е е о д н о г о с л а г а е м о г о в к о р е н ь к в а д р а т н ы й п з 
ч и с л а с л а г а е м ы х . 

Нетрудно видеть, что формула (III. 47) есть частный случай применения 
формулы (1.201). 

Пример X. Дана функция 
Л" • у 

' (111.48) 

где х, у, г — некоррелированные аргументы, получеппые пзмереппямп со сред-
ними квадратпческимп ошибками тх, ту, Требуется определить ту. 

Р е ш е н и е . Прологарифмировав по основанию е, напишем 
!п/' = 1пдг+1п у — 1п 

* 1 1 

Далее, учитывая, что — ш .г = — и т. д . , получаем их х 

т - т + т + т -
т. е. к в а д р а т о т н о с и т е л ь н о й о ш и б к и ф у н к ц и и в и д а 
(111.18) р а в е п с у м м е к в а д р а т о в о т н о с и т е л ь н ы х о ш п -
б о к а р г у м е н т о в . 

Далее имеем 

и, наконец, 

т 

Пример 4. Найти ш г для функции Р = х, где — десятичный логарифм. 
Р е ш е п и е. Напишем 

^'=111пх, 
гДв р = 0,4343 — модуль десяпгпшх логарифмов; 

ч т-О О Л -V 

'"х 
(111.50) 
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Пример 5. Коэффициент К нитяпого дальномера теодолита определяется 
„. базисе длиной 5 = 250,00 м, измеренном со средней квадратпческой ошибкой 
^ = 0,052 и. 

Из многократных измерении получен сродшш дяльпомерный отсчет I = 
240.0 см со средней квадратпческой ошибкой т/ = 0,30 см. 

Определить К = - у (постояниое слагаемое дальномера с = 0) и тк. 

Р е ш е н и е . 
, 25 000 

К "~249~ ~ 100,4°-

Но формуле (111.49) папшпем 

т - т + т -
откуда 

т к 

или 
шк = 0,12. 

Пример 6. Определить среднюю квадратнческую ошибку превышения, 
полученного по формуле 

к = 5 1С ос, 

где горизонтальное проложеиие 5 = 143,5 м; угол наклона а = -{-2° 30'; Н — 
0,27 м, еслп т 5 = 0,5 м; т а = 1,0'. 

Р е ш е н и е . 

'«А 

т н 

\ / « Л*2 "С* 

т н - } 4,8 • И»-^т-17,!«- Иг'. 

от,, = 4,8 • 10 *- м, /»/,=4,8 см. 

Пример 7. Определить среднюю квадратпческую ошибку вычисленной длины 
с — 

:тота 

Р е ш е н и е . Так как 

ТО 

Л Г I ^ о 

гли 

II'.» 



Теперь вычислим 
1 .30 - 0,15 

'"у 0,00045 1 
т к «0.00045 м; — = ' ' оТЩП ' 

С вероятностью 0.05 точиое значение длины волны будет находиться п пре-
делах 29,978 я ? /. ^ 29,980 м. 

Пример 8. Сторона треугольника вычислена по теореме синусоы 
мп А 

где Ь, А, В получены нз независимых измерении со средпими кпадратггческюш 
ошибками га», тл, твсоответстоенио. 

Определить среднюю квадратическую ошибку т а вычисленной стороны о. 
Р е ш е н и е . Но формуле (П1.41) напишем 

1 / /8П1.1 , / СОзЛ т ,1 \2 / Ь 51П/1СР8 В Шц\" 
{7ПГ»-"У + С " 7 ш Г - Т ) + ( 81Ц2и • 

Пример 9. Известна средняя квадратпческая ошибка нзмерепня угла спо-
собом повторений = 6". Определить средпюю квадратпческую ошибку суммы 
двух смежных углов р, н Р;. 

Р е ш е н и е . Составим функцию 

/(Ри Р«) = р1 + Ра-
Известно, что ошибки зиачепнн смежных углов, измеренных способом по-

вторений, коррелятивпо связаны (через систематическую ошибку общего напра-
вления). Коэффициент гр(р4 = —0,25. Применяй для опенки точности фор-
мулу (Ш.39) для функции (Ш.44), записываем 

НЛП 
М{=У2т | -2 .и .25т | = шр 

Без учета корреляции ошпбок получим 

§ 36. ОШИБКИ ОКРУГЛЕНИЙ 

Ошибки округлений возинкаюг при вычислениях и измерениях. 
При вычислениях результаты округляют до удерживаемого и каж-

дой вычислительной операции десятичного знака. Еслп отбрасыва-
емая часть меньше или больше 0,5 единицы удерживаемого (послед-
него) десятичного знака, то округление производят соответственно 
с сохранением нлп увеличением цифры этого знака на единицу. 
Если же отбрасывают точно 0,5 единицы удерживаемого знака, то 
но предложенному Гауссом правилу округление .производят до чет-
ной цифры. Правило Гаусса исключает одностороннее накопление 
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ошибок за округление и позполяст иметь совершенно идентичные 
результаты, когда одни и те же вычислении выполняют разные лица. 
Ошибку округления содержит каждый результат вычислительных 
опсрйцки с дробными числами. 

11 ри измерениях ошибки округлений возникают прп отсчетах 
по мерным шкалам отсчетных приборов в случаях, когда десятые 
доли деления шкалы отбрасываюг и отсчет производят с округле-
нием до ближайшего целого деления шкалы. Но если десятые доли 
редсния шкалы определяют на глаз, т. е. еслп их глазомерно изме-
ряют, то ошибка отсчета будет ошибкой измерения, а но округления. 

Опытом установлено, что ошибки округлений характеризуются 
следующими свойствами: 

1) предельная ошибка одного округления а — 0,5 единицы послед-
вего удеряшваедгого десятичного знака; 

2) положительные и отрицательные ошибки округлений равно-
яозмоншы; 

3) математическое ожидание ошибок округлений Д равно пулю, 
т. е. М (А) = 0; 

4) большие п малые ошибки округлении равновозможны. 
Последнее свойство ошибок округлеппй существенно отличает 

пх от случайных ошибок измерений. Ошибки округлений полностью 
подчиняются за копу равномерного распределения, с центром распре-
деления а = 0. В § 45 установлено, что сгапдарт равномерного рас-
пределения, т. е. в данном случае среднее квадратическое значение 
т 0 ошибки округления, может быть найден по формуле 

а 
= (111.51) 

где а — предельная ошпбка округления. 
Рассмотрим еще один путь вывода соотпошеипя (111.51). 
Очевидно, что ошибки округления могут принимать любые значения от О 

до ± а . Выберем достаточно малый интервал е, чтобы записать возможные значе-
ния ошибок. Пусть 

| а | 

где к — целое число, которое можно выбрать как угодно большим. Напишем 
ряд ошибок округлении от —а до 4-а: —Ы, — (к — 1) е, . . — Зе,—2е, —е, 
О,-{-е, . . ., + ( к — 1) е,Ч-Ае. Написанный ряд — ряд пстиппых зна-
чений ошибок, поэтому среднюю квадратпческую ошибку т 0 одного округле-
нии получим так: 

а 2 [ е 2 + ( 2 . . - Н А ч - У М __ , 
л » - 2А+ 1 ( 1 - г 2 - + 3 - + . . . -Г А-). 

Так как 

то 
0 е2А- (А--Ь 1) 

Но 
а 



1 
Так как число к можно выбрать сколь угодно большим, то — может быть 

сколь угодно малой величиной. Поэтому можно папнсать окончательно 

а 

При округлении результатов вычислительных операций, выпол-
няемых при математической обработке результатов измерений, воз-
никает вопрос о рациональном соотношении между точностью вычис-
лении п точностью измерений. Удержание лишнего числа знаков при 
вычислениях сопряжено с большими затратами средств и времени, 
а при недостаточном количестве знаков можно снизить точность ко-
нечных результатов. Практикой выработано но этому вопросу про-
стое правило: ошибка, привносимая в конечные результаты вычис-
ления мп, должна быть пе более — суммарного В Л И Я Н И Я ошибок из-

О 
мерешш. 

Если, например, влияние ошибок измерении при определении 
пекоторой вельчины характеризуется величиной тп — 0,5 см, то при 
округлениях следует удерживать миллиметры, и предельная ошибка 
округления будет равна 0,5 мм (т. е. 0,5 единицы последнего знака). 
Тогда средняя квадратическая ошибка одного округления 

0,5 мм 
= 0,20 мм. 

I о . 

Совместное влияние ошибок измерений и округлений будет вы-
ражаться величиной 

т , = у У52 + (0,2У)з = V • 5,01 мм, 

где V — коэффициент, зависящий от алгоритма вычислений. 
Как видно; го, не будет существенно отличаться от характери-

стики влияния ошибок измерений. 
Ко всему сказанному выше об ошибках округления следует до-

бавить, что если закон их распространения при обработке измере-
ний одной и той же величины легко проследить, то при совместной 
обработке многих зависимых величин, в частности — по методу наи-
меньших квадратов, законы распространения и накопления ошибок 
округлений изучены слабо вследствие чрезвычайной трудности этой 
задачи. 

Пример. Для иллюстрации свойств ошибок округлении проведено следу-
ющее исследование: из таблиц семизначных логарифмов выбрано 500 значений 
мантисс логарифмов чисел от 1000 до 1Г»00 и все эти мантиссы округлеиы до 
пяти значащих цифр. Составлены разности «округленное мииус точное», т. е. 
получено 500 значений ошибок округлении. 

Результаты исследований приведены н табл. 13. 



число ошибок 

1 — 1 0 
11-20 
'21-30 
31—40 
4 1 - 5 0 

В с о г о 

106 
103 
95 
89 

107 

500 

II. По знакам оишбки округлений распределялись следующем образом: 
положительных (включай и пулевые) . . . . 238 
отрицательных 202 

III. Сумма положительных ошибок . . .+5011 ед. 7-го знака 
Сумма отрицательных ошибок . .—6517 сд. 7-го знака 
Алгебраическая сумма: —606 ед. 7-го знака 

Среднее арифметическое из алгебраической суммы ошибок—1,2 ед. 7-го 
знака. 

IV. Далее все ошибки округлении сгруппированы в 17 групп, в шестнад-
цати во 30 ошибок и н одцой 20 ошибок. Для каждой группы вычислена сред-
няя квадратическая ошибка округления (табл. 14). 

Т а б л и ц а 14 

М группы 
Сумма квадратов 

ошибок по группам 

[Ч] 
Число 

ошибок в 
группе 

Средняя квадратиче-
скаи ошибка 

округлсимл тп0 
Вес групп 

1 21 837 30 27 1,0 
2 24 247 30 28 1,0 
3 23 618 30 28 1,0 
4 31 006 30 32 1,0 
5 30 674 30 32 1,0 
6 20 547 30 30 1,0 
7 29 044 30 31 1,0 
8 22 830 30 28 1,0 
9 22 556 30 28 1.0 

10 21 272 30 27 1.0 
11 32 205 30 33 1,0 
12 21 009 30 27 1,0 
13 25 295 30 29 1,0 
14 26 963 30 30 1.0 
15 24 904 30 29 1.0 
16 24 740 30 29 1,0 
17 12 511 20 25 0.7 

421 258 500 
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Средняя квадратическая ошибка округления, полученная по группам, как 
несение средпее 29,0 од. 7-го знака. 

Теоретическое (точпос) значение средней квпдратяческон ошибки . . . , 
а Г>0 

•р- = т-г — РД- 7-г0 знака. I 3 I 
Средпяя кнадрат!пескаа ошибка округления, иолучепная без подразделе-

ния на группы. 29,0 ед. 7-го знака. 
V. Нетрудно доказать, что копффнцнены А-, и А-2 перехода от средне!! и веро-

ятной ошибок округления к сроднен квадратпческой должны быть равны между 
собой и А-1(оК11)= А-.,(окр)= 1,15. 

В данном примере получена средпяя ошибка округления 2-'«,9 ед. 7-го зпака 
(теоретическое значение ошибки округления равно 25) *. Из опыта коэффициент 

А", ( о к р ) = 5||-«=»1Л7 (должен быть 1,45). 
Для отыскании вероятпой ошибки все ошибки были расположены в ряд 

но возрастанию их абсолютной величины. В середине этого ряда оказалась 
ошибка, равная 25 ед. 7-го зиака. Таким образом, вероятная ошибка округле-
ния из опыта г = 25 ед. 7-го знака (теоретическое зиачеиие также равно 25 ед. 
7-го знака). Соответствующий коэффициент А» из опыта 

(окр) — 

§ 37. ВЛИЯНИЕ ОШИБОК ОКРУГЛЕНИЙ АРГУМЕНТОВ 
НА ТОЧНОСТЬ ФУННЦИЙ 

Пусть имеем функцию 
/ у, г, . . . , «). 

Подсчет ошибки функции обусловленной ошибками округле-
ний аргументов Ах, Дг,. . . . Ды, может быть произведен но изве-
стной формуле Тейлора 

Заметим, что вопроса о коррелнрованности аргументов для оши-
бок округлений не возникает. 

Пример. Дана ф\гикция 
II 

причем / / = 278,53 м, П = 0371,11 км, 5 = 15 785,784 м, 
где Я — средняя высота линии пад уровнем моря, 

Н — средппй радиус Земли, 
•V — расстояние между двумя точками, приведенное к горизонту, 
Р — поправка за приведение длппи линии 5 к уровню моря. 

• Теоретическое значение средней ошибки округления \>0 подсчитаем как 
сумму членов числового ряда О, 1,2, 3, . . ., 50, деленпую на число ошибок, 
равное 51, т. с. 

П « Т - 2 Н - 3 + . • . + 50 (Г)0-г 1) • 50 
О ==• ~ 7751 1=8 25 од. 1-го зпака. 

124 



Определим о ш и б к у функций / \ еслп Я. Я и X округлены до заачеиий: 
// 279 м (Л„ = +0,47 м); П л* С370 км {Дд = —1,11 к и) ; 8 ^ 15 800 м 
- +14,216 м). 

1' о ш о и ц с. Но формуле (111.52) наишлем 

Н / / 

Подставляя зпачеиня II, К, 8 п ошибки округлений, получаем 

0,279 - 15,8 , , . 15,8 0.279 
= —03705—<-111и м ) - - ^ ( + 0И7м)--Ш Г(+14,22 »); 

— —0,12— 1,17 — 0,02= —1,9 мм. 

При помощи расчетов, аналогичных приведенным в примере, 
можно установить необходимое число значащих цифр, что обеспечит 
вычисления конечного результата с заданной точностью. Еслп 
ошибки округлений неизвестны, то расчет по формуле (111.52) можно 
выполнить, задаваясь их средними кьадратнческими ошибками, и 
вычислить среднюю квадратическую ошибку функции но формуле 

где /мх, т у , . . тпи — средине квадратнческие ошибки округлений 
аргументов. 

Рассмотрим влияние ошибок округления аргументов на функции 
для некоторых наиболее часто встречающихся в практике случаев. 

1. Алгебраическое сложение 
Нрц суммировании слагаемых, округленных одинаково (т. о ."до 

одиого итого же десятичного знака), средняя квадратпческая ошибка 
суммы Л/т, обусловленная ошибками округлений слагаемых, полу-
чается 

Л/ г=0,5 (в единицах носледпего удерживаемого знака). (111.54) 

где п — число слагаемых. 
При суммировании слагаемых, округленных до разных десятич-

ных знаков, в большинстве случаев нет смысла сохранять как в сла-
гаемых, так и в сумме больше одного липшего десятичного зпака по 
сравнению с наиболее грубо округленными слагаемыми. Пусть, на-
пример, сумма состоит из двух групп слагаемых: к слагаемых, округ-
ленных до некоторого десятичного зпака, п I слагаемых, округлен-
ных точнее на один знак. Средиюю квадратическую ошибку суммы 
подсчитаем по формуле 



Поставив условие 

1 з ' | < г * ' Гз 1 А' 
ПОЛУЧИМ 

(111.55) 

Следовательно, более точно округленные слагаемые необходимо 
принимать во внимание при подсчете ошибки суммы лишь в то.м слу-
чае, еслп пх количество в четыре раза больше числа менее точных 
слагаемых. 

2. Умножение и деление 
Имеется функция 

Р у 1-*'г • • • ' и 
. . . 2/, 

Прологарифмировав и применив затем (111.49), получим 

Для ошибок округлений формула (111.50) примет вид 

где а обозначает предельные ошибки округлений. 

3. Возвышение в степень 
Имеется функция 

V —X . 

Прологарифмировав, легко найдем 
тР тх 

— = • С П.58) 

Предельная относительная ошибка округления 
( Ьр \ <*х 
У—Упред^"—' I»1-59) 

где ах — предельная ошибка округления х. 
Прп п = 2, т. е. для 
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цОЧУЧаеТ1-Л "Н"1"11" оииИСШЮСТЬ 

^ Г ' п;>ея * 
АР- 2хах. 

Если а х = 0,5 единицы удерживаемого десятичного знака, то 

(Лг)пгсд=* <!".<»> 

в единицах последнего десятичного знака основания степени. 
Например, предельная ошибка округления числа, равного (0,14>2, 

полученного с предельной ошибкой округления <хх — 0.005. равна 
2*0.14-0,005 -= 0,0014, т. е. 0,14-0,01 = 0,0014. Если же Р = то 
(Дг)нрсд — №. 

4. Извлечение корня 
Писем функцию 

4 
По формуле (III.58), учитывая, что п — у , получаем 

{ПР ТПХ 

— = ~ Г - (111.61) 

Предельная ^ошибка округления равна 

( Ы ф ^ п й п 7 * ' <Ш б 2> 

5. Предельная ошибка потенцирования 
Да» х, требуется найти ошибку Дя в чпсле х, еслп х содер-

жит ошибку Л1& х. 
Имеем 

Д . т д т. 
— = > (III.63) 
* 0,43 • 10 

причем Д1ог х выражена в единицах п-го знака мантиссы логарифма. 
Для ошибок округления (Д|о; .г)1|рсд = 0,5 единицы последнего 

знака мантпссы. Следовательно, для ошпбок округления прибли-
женно 

( Д г ) п р С д ^ - ^ г ' (Ш.С1) 

где п — число табличных знаков .мантиссы логарифма. 
Например, предельная ошибка числа х, полученного по шести-

значным таблицам логарифмов, равна х-Ю~е. 



§ 38. СИСТЕМАТИЧЕСКИЕ ОШИБКИ ИЗМЕРЕНИЙ 
1. Влияние систематических ошибок 
на точность результатов измерений 

Закономерности возникновения случайных и енстсматичеекн х 
ошибок измерений существенно различаются между собой. Случайные 
ошибки измерении подчиняются так называемой статистической за-
кономерности. Что касается систематических ошибок измерений, то 
пх закономерности зависят от источников возникновения ошибок 
и могут быть обнаружены из специальных исследований. 

Выяпнть закономерности возникновения систематических ошибок 
непросто, однако существенное повышенно точности измерений воз-
можпо лишь прп соответствующей борьбе с влиянием этих ошибок. 

Следует различать влияние систематических ошибок на точность 
отдельных результатов измерении п иа точность фупкцпй результа-
тов измерений. 

Рассмотрим сначала действие систематических ошибок па отдель-
ные результаты измерений. 

При наличии систематических ошибок общую ошибку измере-
ния 0 можпо представить в виде суммы 

е=Л+6. (111.65) 
где А — случайная часть ошибки 0, б — систематическая часть. 
(Здесь 0, Д н 6 рассматриваются как случайные величины). 

Возведем обе части этого равенства в квадрат и возьмем матема-
тические ожидания 

М (6=)=Л/ (Л-)+Л/ (62)+2Л/ (А - 6). 
Так как Л/[(Д5) = М (Д)-М (б) и М (А) = 0. то для искомой 

общей средней квадратпческой ошибки т получим 
/и2 = т 2 + т 2 ( (Ш.С6) 

где /Пд — средняя квадратическая случайная ошибка; 
— средняя квадратическая систематическая ошибка. 

В геодезии принято считать, что еслп один из двух источников 
ошибок характеризуется средней квадратпческой ошибкой, не пре-
вышающей 1 з средней квадратическон ошибки, характеризующей 
другой источник, то первым источником ошибок можно пренебречь 
при оцеике точности результатов измерений. 

Действительно, положим 

Тогда 
1 [ т^ 

т = у —<р=т д К|,11^1,05тд, 

т. е. значение то, если пренебречь систематической ошибкой, умень-
гп/ п т , 

ннггся на 5%. Прп = — значепне т уменьшится всего лишь 
на 2%. 
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Таким образом, 14ми систематические влияния характеризуются 
„цСй квадратическон величиной,не превышающей 1

 3—1 среднего 
Э т и ч е с к о г о значения случайных ошибок, то такие систематиче-
ъ влияния препебрегаемы для оценки точности о т д е л ь н ы х 
1

 е з у л ь т а т о в и з м е р е н н и. 
рассмотрим совместное действие случайных и систематических 

фрибок на функции результатов измерений. 

2. С р е д н я я квадратическая ошибка 
функции результатов измерений, 

о т я г о щ е н н ы х случайными и систематическими ошибками 
Средняя квадратическая ошибка функции в случае совместного 

действия случайных п систематических ошибок измерений будет 

мр = \ги1+м1 

Для Л/д получена формула (Ш.41). 
Вывести общую формулу для систематической части средней 

квадратпческой ошибки функции, т. е. для невозможно, так как 
закономерности В Л И Я Н И Я систематических ошибок могут быть, в от-
лично от случайных ошибок, самые различные. Поясним эту мысль. 

Истинные ошибки функции Р = / (л\ у м). обусловленные 
систематическими ошибками аргументов, можно выразить так же, 
«К и случайные части ошибок. — в виде дифференциала 

Средняя квадратическая систематическая ошибка функции 

В отлпчпе от действия только случайных ошибок, члены, содер-
я.лщне математические ожидания произведений систематических 
ошибок, т. с. 16,-5*1, отбрасывать нельзя, так как эти суммы свой-
пвом компенсации не обладают. 

Рассмотрим действие систематических: ошибок иа точность не-
которых функций. 

Д е й с т в и е с и с т е м а т и ч е с к и х о ш и б о к н а т о ч -
н о с т ь с р е д н е г о з н а ч е н и я м н о г о к р а т н о и з -

р о ц и о н в е л и ч и н ы. При наличии систематических оши-
бок в отдельных результатах измерений можпо написать 

Д =2-! — — 6 ц 
Л = х 2 — Л г — 6 а , 

Л — Ля—йщ 
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где Л* — точное значение измеренной величины, а х1 — результат 
1-го измерения. 

Сложив левые и правые части этих равенств и разделпв суммы 
на п. получим 

И [Л1 _ КМ 
7Г п ' 

или 
Дер-бег- (И 1.03) 

Порядок- величины Лср характеризуется, как известно, формулой 

л Я л 
ДСр Т~="' 

1 п 

где — среднее квадратическое зпачеппе случайной ошибки од-
пого измерения. Последнее равенство показывает, что случайная 
ошибка простого среднего арифметического уменьшается с увеличе-
нием числа измерений. 

Что касается 6ср, то в каждом конкретном случае структура 
этой величины может быть разная. В частпости. если систематиче-
ская ошпбка постоянна и равна 60, то формула (II Г.68) принимает 
вид 

Х—х— Д С р — 6 0 , 

откуда впдно, что увеличение числа приемов измерений будет давать 
реальпое повышение точности лишь до тех пор, пока значение 

. «А Дср^-ТТ^-) П 

не станет пренсбрегаемо малым но сравнению с 60. Дальпейшее 
увеличение числа приемов не будет иметь смысла. 

С р е д н я я к в а д р а т п ч е с к а я о ш п б к а с у м м ы 
р а в н о т о ч н о и з м е р е н н ы х с л а г а е м ы х п р п с о в -
м е с т н о м д е й с т в и и с л у ч а й н ы х и с и с т е м а т и -
ч е с к и х о ш п б о к . Пусть слагаемые суммы у = хх + х.2 -{-
. . . -г х„ измерены с одинаковой средней квадрагической ошиб-
кой Год и постоянной систематической ошибкой 60. Тогда в формуле 

значения .1/д п будут 
л / д = т л 1 " 

II 

а средняя квадратпческая ошибка суммы у будет 

М у = У «т* + (111.69) 

Сравним влияние случайных и систематических ошибок в рас-
смотренном случае. 

151) 



р современном высокоточном геометрическом нивелировании ги-
сТслатнческая часть общей ошибки нивелирования 1 км составляет 
„рйморпо 1 сродного квадратического значения случайных ошибок. 
ь\-1И э т а систематическая часть будет постоянна, то на основании 
Крмулы (III-69) для средней квадратнческой ошибки .1/ превыше-
ния','полученного из нивелирного хода, можпо написать 

л, = ]/'.' 

— протяженность нивелирного хода в километрах; т д — сред-
няя квадратпческая ошпбка нивелирования 1 км. 

Вычислим случайную и систематическую части квадрата срод-
ней квадратическон ошибки нивелирования ходов разион протяжен-
ности: 
1) па Ю км 5 т = Ю ш ^ . 

„ 
100 - ' " л - " ' ^ 

д па 100 км 5'»%— ШОго^, 

1йо " " л " 100,ИД: 

3) из 300 км 300"»2. 

Из приведенных подсчетов видпо. что если в ходе протяжен-
ностью 10 км систематическая часть нренебрегасма по сравнению 
со случайной, то уже прп нивелирном ходе в 100 км систематическое 
влияние становится равным случайному, а если протяженность хода 
300 км — меньшим становится случайное влияние. 

Значения б остаются постоянными лишь на ограниченных участ-
ках ходов, протяженность которых в среднем 200—300 км. При 
большей длине ходов эти значения будут другими и б могут стать 
случайными для всех ходов такого протяжения в совокупности 

§ 39. НЕКОТОРЫЕ РЕКОМЕНДАЦИИ 
ПО УМЕНЬШЕНИЮ ВЛИЯНИЯ 

СИСТЕМАТИЧЕСКИХ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 

Для уменьшения В Л И Я Н И Я систематических ошибок в практике 
геодезических измерении чаще всего применяют следующие способы: 

1) устанавливают закон появления систематической ошибки, 
после чего ошибку уменьшают введением поправки в результаты 
измерений; 
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2) применяют соответствующую методику измерений, рассчитан-
ную таким образом, чтобы систематические ошибки действовали пе 
односторонне, а изменяли знаки; 

.*•>) используют определенную методику обработки результатов 
измерений. 

В качестве иллюстрации 1-го способа, паправлепного на умень-
шение влияния систематических ошибок, можпо привести следу-
ющие. примеры: 

а) эталонирование мерпого линейного нрпбора и введение затем 
поправок за его длину и температуру прп измерепип длин линий; 

б) исследование отсчетного прибора для отсчптыпаппя по угло-
мерному кругу и введение соответствующих поправок в отсчеты (по-
правок за длину верньера, поправок за рен отсчетпого микроскопа 
н т. п.). 

Примерами 2-го способа ослабления влияния систематических 
ошибок могут служить: 

а) отсчитыванне по диаметрально противоположным штрихам 
лимба при измерении теодолитом горизонтальных направлений, чем 
исключают влияние эксцентриситета алидады; 

180° б) перестановка лимба между приемами на угол ——, где п — 
число приемов; при этом ослабляется влияние систематических оши-
бок штрихов лимба; 

в) распределение программы наблюдений при высокоточных из-
мерениях горизонтальных направлений примерно поровну на днев-
ное и вечернее время и на длительный период, в результате чего 
наблюдения производят в различных атмосферных условиях, чем 
н ослабляется влияние боковой рефракции; 

г) определение прямых и обратных превышений точек при три-
гонометрическом нивелировапии; в результате ослабляется влияние 
систематических ошибок, обусловленных неточным значением коэф-
фициента вертикальной рефракции и систематическими ошибками 
измерения вертикальных углов. 

Приведем пример 3-го способа, также уменьшающего влияние 
систематических ошибок измерений. 

Обычный порядок вычислений, прн котором углы и координаты 
вытянутого теодолитного хода уравппвают раздельно, упрощая вы-
числения, ведет к ослаблению влияния систематических ошибок 
угловых и линейных измерений. Предварительное распределение 
угловой невязки поровну па углы поворота ослабляет влняипо си-
стематических ошибок измерений углов на поперечный сдвиг хода; 
распределение па втором этапе уравнивания продольного сдвига 
пропорционально длинам сторон ослабляет влияпие систематических 
ошибок линейных измерений на точность положения точек хода. 

Рассмотрим еще одни пример борьбы с влиянием систематических 
ошибок. 

Если определяемую величину получают как функцию результа-
тов измерений, можно иногда установить закономерность системати-
ческих ошибок измерений по характеру изменений значений фу и к-



пвй. Широту Парижской обсерватории определяли по многократным 
досрепиям зепитпых расстояний разных звезд в меридиане. Широ-
т}, ф вычисляли по формуле ф = 6 — г, где б — склонение звезды, 
известное из каталога. Из наблюдений разных звезд были опреде-
лим значения шпроты (табл. 15). Полученный разброс значений 
дороты явпо не соответствовал точности измеренных зенитных рас-
стояний г, определенной но внутренней сходимости, и точности 
гонений б. Исходя из этих данных, можно было ожидать зиачи-
л'льио меньшего разброса вычисленных значений широты <р. 

При внимательном рассмотрении результатов было обнаружено, 
<по значения широты находятся в явной зависимости от значений 
кпитвых расстояний звезд: большим 
яачепиям г соответствуют и большие 
значения <р. Для подтверждения агого 
предположения результаты в табл. 16 
(графы 1 и 2) расположим в соответ-
ствующем порядке. 

Зависимость значений <р от величины : 
свидетельствует, что результаты измере-
ний зенитных расстояний имеют систе-
матические ошибки, являющиеся функ-
циями зенитных расстояний. Спецпаль-
П1ми исследованиями была установлена 
^рмуда для вычисления поправок г, 
1зенптпые расстояния 

Т а б л и ц а 15 

г <р 

10° 48°50'11,8" 
63 13.5 
0 10,9 

74 14,3 
40 13,2 
22 11,9 
31 12,1 
53 13,3 

1*2 = — 3 " • 51П 2 . 

После введения соответствующих поправок (см. табл. 16, графу 3) 
значения широт были исправлены и их дисперсия значительно умень-
шилась. 

Гюиросы действия систематических ошибок па функции резуль-
татов измерений редко могут быть разрешены с достаточной полио-
гой методами теории ошпбок пзмерепнй и часто требуют привлечения 
выводов, пзложеппых во второй части данной книги. 

Т а б л и ц а 16 

2 Ф измеренные °г <Г исправленные 

1 2 3 4 

0° 
10 
22 
31 
40 
53 
63 
74 

48° 50' 10,9е 

11,8 
11,9 
12,1 
13.2 
13.3 
13,5 
14,3 

0 
—0,5 
- 1 , 1 
- 1 , 5 
- 1 . 9 
- 2 , 4 
- 2 . 7 
—2.9 

48° 50' 10,9' 
11,3 
10,8 
10,6 
11.3 
10,9 
10.8 
11.4 



Наиболее иадежиыи путь обнаружения и исследовании система-
тических ошибок — получение истинных ошибок, что далеко не 
всегда возможно. Чаще систематические ошибки измерении обнару-
живают посредством истинных ошибок функции результатов из-
мерений (см. §40 н -{б). 

Ошибки систематические при определенных условиях могут ока-
заться случайными при других условиях и наоборот: ошибку, ц0 
своему происхождению случайную, при других обстоятельствах 
можно рассматривать как систематическую. Например, боковая 
рефракция дает систематическую ошибку измеренного направления, 
которая, как правило, сохраняет знак во всех приемах наблюдений. 
Однако при обработке сплошной триангуляции эта ошибка в сово-
купности с такими же ошибками других направлений приобретает 
случайный характер. Определение постоянной поправки барометра 
плн эталонной поправки в длину .мерного линейного прибора со-
провождается случайными ошибками этих определений. Б дальней-
шем при барометрическом нивслпровапип или прп измерении рас-
стоянии :>тн ошибки становятся систематическими. 

Г л а в а IV 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА И З М Е Р Е Н И Й 
ОДНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

§ 40. НАИБОЛЕЕ НАДЕЖНОЕ ЗНАЧЕНИЕ МНОГОКРАТНО 
И РАВНОТОЧНО ИЗМЕРЕННОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

И ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ 

И §27 дано понятие о равноточных и неравпоточиых измерениях. 
С точки зрения числовых оценок точности, под равноточными пони-
мают однородные измереппя, характеризуемые одинаково)'» средней 
квадратической ошибкой; црн различных средних квадратических 
ошибках однородные измерения будут неравно точными, 

В практике нередко возникает необходимость суждения о равно-
точности или неравиоточности измерений, не имея пх средпих квад-
ратических ошибок. В таких случаях решение выносится на основа-
нии сравнения таких условий измерений, о которых можно судить 
вполне онределенно: числа приемов измерений, класса точности ин-
струментов, способов измерении и т. п. 

Пусть некоторая величина, истинное значение которой равно X, 
измерена равноточно п раз и иол учены результаты: ж,, . . хп. 
Требуется найти наиболее падежное значение измеренной величины, 
используя данную совокупность (ряд) измерений. Естественно стре-
мление получить значение, возможно более близкое но вероятности 
к истинному. 

Мы знаем, что точность ИСКОМОЙ величины характеризуется, во-
лервых, отклонением этой величины от .математического ожидания 
результатов измерений; во-вторых, отклонением математического 
13'» 



здания 3 / (х) от истинного значения, обусловленным наличием 
^«тематических ошибок в измерениях. Что касается отклонения 
!/(*) о т т о о п о ПРИ "бработке ряда измерений ие может быть 
Уменьшено. Остается одна задача: получить наилучшее прнблнже-
;',„(.. к математическому ожиданию. Как нам уже известно, этим наи-
1УЧцшм приближением для ряда равноточных результатов является 
[.донес арифметическое этих результатов. Поэтому в качестве 
наиболее надежного значения для ряда равноточных результатов 
принимают среднее арифметическое 

- М 
* = — • (IV. 1) 

В формуле (IV.!) применено обозначение суммы, введенное Га-
нсом, 

И - У 
1 - 1 

При рассмотрении вопросов математической обработки много-
кратных измерений одной величины будем прпмепять следующие 
обозначения сумм произведепий различных значепий этой величины. 

Пусть пмеем два ряда величин 
3 ̂  Хо, . . ., Хц< 

А» Ра» • • •• Рп-

Алгебраическую сумму произведении в гауссовом обозначении 
эдпсыпают так: 

Аналогично 
О , ^ | . О - а 1 

У1У1 | -''гУг | хпУп _ Г ху 1 
г1 -п I г ^ 

Основное свойство сумм в гауссовом обозначении состоит в том, 
тто все упожителп каждого слагаемого имеют одни и тот же значок, 
поэтому суммы произведений вида 

Х1У2 + Х&3+- • • 
в обозначении Гаусса записаны быть не могут. 

Рассмотрим вопрос об оценке точности среднего арифметического. 
Под оценкой или характеристикой точности, строго говоря, но-

•змают установление доверительных границ для интервала, в кото-
ром вероятно истинное значение измеренной величины. Для этого 
требуется знать среднюю квадратнческую ошибку. 

Обозначим через Л/, среднюю квадратическую ошибку среднего 
»'ифметпческого равноточных измерений прп некотором постоянном 

Кмидексе условий и напишем 

I о -



где — среднее квадратическое отклинеиие среднего арифметнче. 
ского от математического ожидания для измеренной вели, 
чины; 

/«а — средняя квадратпческая ошибка математического ожида-
ния. характеризующая влияние на него систематических 

ошибок при данном комплексе условии измерений. 
Если среднее арифметическое получено из п равноточных изме-

рении. то на основания формулы (Ш.47) величину .1/д можно]вы«!нс-
лить по формуле 

« /1 

где ш'д — среднее квадратическое значение влияния случайных оши-
бок на отдельное измерение. Приближенно величину 
можпо подсчитать по формуле (111.10). 

Учитывая выражение (IV.3), равенство (1\*.2) принимает вид 
о т : 

л/!*в-г+т1 <1У-4> 
Из равенства (1\г.-1) следует, что еслп систематические влняпия 

при некотором неизменном комплексе условий измерении характе-
ризуются величиной /ид, то увеличение числа измерений п будет 
эффективно лишь до известного продела. Еслп, например: 

то 
т й = -

М г - г 

т д 

2 « 
т1 т2 

1 - « „ 

и уже прп п = 10 окажется, что 
л 
Л - ,2 - < «I-

т. 
Следовательно, при пц — увеличение числа п сверх 10 при О 

данных условиях измерений будет малоэффективно. 
Из сказанного следует, что при необходимости существенного по-

вышения точности измеряемой величины следует выполнить несколь-
ко рядов измерений прп возможно более разнообразных условиях. 
При надлежаще выбранных комплексах условии .можно ожидать, что 
систематическое влияние на разные ряды измерений будет носить 
случайный характер, п при числе различных комплексов, равном К, 
можно полагать, что среднее квадратическое значение систематиче-
ских влияний па конечный результат прп пекоторых средних усло-
виях измерений будет в А" меньше, т. е. Конечно, па произ-

) А" 
водстве число К не может быть большим. 
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Если и каждом пз К комплексов условии выполнено^- измере-
ний. то для средней квадратпческой ошибки М среднего арифмети-
ческого из^г- А' = п 'равноточных измерений, т. е. для~средиего 
арифметического из результатов измерении во всех К комплексах, 
„авишем л 2 т д ть 

Вопросы выбора различных комплексов условий рассматриваются 
обычно в тех разделах геодезии, в которых изучают соответствующие 
измерения. Здесь же можпо заметить, чго, например, прп высокоточ-
ных угловых геодезических измерениях целесообразно выбирать 
время наблюдений в утренние, вечерние и ночные часы. Для боль-
шего повышения точности полезно измерения выполнять различными 
инструментами и приборами, но одного и того же класса точности, 
разными наблюдателями и т. н. 

Можно заметить еще, что при применении формулы (IV.Г>) число 
измерений п разных комплексах, которое при выводе этой формулы 
полагалось равным-- , может быть равно этому числу лишь при-
близительно. Например, при п = 12 и А" = 2 в группах может быть 
Г| и 7 измерений и даже А н 8. 

Получив величину ЛЛ можно установить доверительные границы 
для истинного значения. По здесь возникает некоторое затруднение. 

Дело в том, что надежность получения величии — п — может 
п Л 

оыгь существенно различной. Еслп величина вычислена на основе 
ряда наблюдений при п < 20, то, устанавливая доверительные гра-
ницы для математического ожидания, следует ирпменять распределе-
ние Стьюдента. С другой стороны, величина ть обычно определяется 
пз большого числа наблюдений и при устаиовлешш доверительных 
интервалов для истинного значения, отсчптапных от математического 
ожидания, должен применяться нормальный закон распределения. 
Однако перекрывающиеся доверительные интервалы практически 
неудобны. Поэтому можно рекомендовать следующее решение. 

1. Если п ^ 20. то доверительные границы для истинного зпа~ 
чеиия устанавливают на основе нормалыюго закона, пользуясь сред-
ней квадратпческой ошибкой 

, 1 / ™д , т1 . 

2. Если п 20, то сначала вычисляют величину 

(.1 Ч . 
тх т : \ 

и при N ^ 20 применяется нормальный закон; при .V < 20 — рас-
пределен не Стьюдента. 



Величина Л/ может быть получена непосредственно по повязкам 
из производственного материала. В этом случае применяется п0р. 
мальный закон пли Стьюдента. в зависимости от чпела невязок 

Пример 1. Зипчмтс х получеио из 20 приемов; т д = 2; т б = о,?(). 
К - 2 . 

т \ 22 0.71-
~ = 2й = С'20' ПГ ~ 

Л/=) у а .20п 0,24^0,06. 

Так как п — 20. то воспользуемся нормальным законом. Доверительные 
границы для истинного зыачешш ирн р = 0,99 : х — 2.57«0,66 = 5 — 1,69 
п 54- 1.69. 

Пример 2. Зпачеппе х получено из 12 приемов 

- ^ - ^ - = 0.33; = —5 ^ 0,25; 

.1/ = ) 0,33 - 0,25 = 0,76. 

Так как п < 20, то получим сиачала .V 

.V = 12 + 12 (0.25: 0,33) = 21. 

Так как .V > 20. то следует применять пормальный закон. 
Доверительные границы прп Р = 0,99 :х — 2,57-0.76 = х — 1,95 и г + 

-г 1.95. 
Пример 3. Значение 2 получено из $ приемов 

21 = с) .0 . ^ о _ 0.Т1- = 0 2_ 

Л/ — I И.5о -0,25 = 0,87. 

Так как п < 20. то получим сначала Л". Л' = 8 - ^ 8 (0,25 : 0,50) = 12. Так 
как .V < 20, то применим распределение Стьюдента. 

Доверительные границы прп р = 0.99: х — 3.11 |-0,87 =х — 2,71 н х --2.Ц-

Таким образом, для оценкп точности среднего арифметического 
недостаточно знать только величину средне!! квадратическоп ошибки, 
необходимо еще знать, как она была нолучека. 

Условимся в следующих обозначениях. 
Число эквивалентных намерений назовем .V. Если .V > 20, то 

среднюю квадратическую ошибку обозначим через .V; если Л" <С 20. 
то через . Н а п р и м е р . означает. что М полнено пз 12 эквн-
валентиыч измерении и для установления доверительных границ не-
обходимо применять распределение Стьюдента. В геодезии применяет-
ся еще обозначение х ± М: в д.ишон книге будем применять его 
лишь при Лг 20. Например, 20 35' 13* ± 7 " означает, что резуль-
тат 20° 35' 13" имеет среднюю квадратическую ошибку М — » 
полученную из .V > 20 измерений. 



§ 41. ПОРЯДОК ОБРАБОТКИ РАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 
ОДНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

13 практике геодезических работ важиое значение имеет падеж-
вый контроль результатов вычислений. 

При вычислении среднего арифметического контроль осущест-
гдяется по уклонениям отдельных^результатов х, от пх среднего 
арифметического х. 1'азности х{: — х в геодезии называют уклонени-
ями от среднего, а х — х — п о н р а в к а м и и обозначают по-
слюню обычно V. С этими обозначениями ианишем 

г , = х — ( / « 1 . 2 л). (IV.6) 

возьмем сумму этих равенств 

Но 
И . . 

Следовательно. 
И = 0 . (IV.7) 

В ирактике вычислении среднее арифметическое обычно получают 
с округлением его до удерживаемого десятичного знака. По зтой 
причине равенство (1У.7) точно не выполняется. 

Обозначим округленное значение среднего арифметического через 
1„, а ошибку округлепня через Д0 и напишем а-0 = х + Д0. 

Величины VI находят с округленным значением х0. т. е. 

»®=я?о—•аг<=*+А0—•*•,- = «',•+ До-

Взяв сумму всех г®, получим Iе01 — [и] + Д0и. 
Так йак [у] = С, то 

[еО] = Д0п. (1\\3) 

Получеппос равенство может служить контролем правильности 
вычислений л:0 и у®. 

Вычисление среднего арифметического можно облегчить следу-
ющим приемом. 

Каждый результат измерений представляют в виде суммы 

(IV.9) 

гдех0—некоторое округленное число, выбираемое с таким (расче-
том, чтобы все г, были малые положительные числа. 

Тогда 
~ М - ^ / I V 1.0 

Получим еще формулу для контролировать вычислении укло-
нений VI И (у-1. 



Имеем 
I'1 - , 

Отсюда 
Ы2 Г?]2 

2 - У -
Е окончательно 

Г г = ] « И — ( П М 1 ) 

Последовательность вычислений при обработке ряда равпоточвыт 
измерений: 

1) выбирают х0 и вычисляют е,- = х1 — (I — 1, 2, . . л); 
2) вычисляют 

, И 
= — 

и ошибку округления 
До=хо— 

Величина Д0 получена тоже с некоторой ошибкой округления, 
которой можпо препебречь: 

3) вычисляют г? = :г0 — XI (г = 1, 2. . . л); 
4) осуществляют контроль 

И = л0п«; 
5) вычисляют 

6) осуществляют контроль 

1**1, И -

Ге12 

7) вычисляют среднюю квгдратпческую ошибку одного изме-
рения 

„ - 1 / Ж 1 . 

8) вычисляют 
т д 

и, если имеются соответствующие данные, то и 

Указанный порядок обработки приведен в табл. 17 и 18-

'Ч 
К 

* В случае обнаружения и отбрасывания грубо опшбочпыг измерений 
(сы. § ЭЗ) пункты 1, 2, 3 и 4 рекомендуемого порядка вычислений повторяют. 
151) 



результаты 
измерений, х( 

>г 23' 44' 
40 
43 
45 
46 
43 
48 / -40 
48 
46 

41 

+ 4 
0 

+ 3 
+ 5 
-гб 
+ 3 
+ 8 
+ 5 
4-8 

т 
4-1 

16 
0 
Я 

25 
36 

9 
6-4 
25 
64 
36 
49 

1 

4-0.7 
4-4.7 
-г 1.7 
-0.3 
- 1 . 3 
4-1.7 
-3.3 
- 0 . 3 
-3.3 
- 1 . 3 
- 2 . 3 
- 3 . 7 

Г1 

0.49 
22.1 
2.89 
0.09 
1.09 
2.89 

10.9 
0.09 

10.9 
1.69 
5.29 

13.7 

Решение 

Контроль-
'>Н=Д0п=0.03^ 12*^.0.4'; 

2) [ ^ [ е г ^ Ё Н п 

О ц е п к а т о ч н о с т и : 

г 11 

2 ) 

т Д Г д =о.15 ' ; 

3) ^=0.85'. - 1 / = 0 . 3 0 " ; 

4) ХГ-У О.56-г0.о6 =0.96*; 
Л = 124-12 (0.36 : 0.56)=20. 

23' 40" 
Ь=»7 23 44.066 

Ь=о7]'23 44,70 
V—0.03" 

4-56 334 -г 12.5 

- 1 2 . 1 
-г0.4" 

Ответ: х=57* 2 3 ' 4 . 7 ' ± 0.%* 

Пример. Даны результаты (табл. 17) равноточных измерений одного 
с того же угла, выполненных в двух комплексах: утром и вечером. л=12. 

Определить х 0 , т Л , Л/ л и М {т6 задано и равно 0,85', К ~ 2). 
Пример *. В табл. 18 приведены результаты равноточных измерений сопро-

"пленпя прп эталоппровашт платинового термометра Лг 318 (ВННН.М) в точке 
«№&пя кислорода (при I = —182,97е С). Бычпслпть окончательный результат 
«сцешггь его точность. л = 4 6 . 

Таким образом, в результате математической обработки получено значение 
«сротпвлешш термометра в точке кипения кислорода 

К = 6 , 2 1 1 4 1 + 1,05-10--» Ом, 

«чтветствующее^условпям опыта. 

* Числовые даппые примера заимствованы пз книги: А. Д. Бродскпй, 
Л. Кап. «Краткий справочлпк по математической обработке результатов 

евреншЬ. М., Стандартгпз, 1960, 167 с. с пл. 
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« 1о 

Сопротпвпснпс 
Л/. Ом 
(Яг=х{) 

о - Решение 

6.2114 

111 
099 
092 
125 
126 
127 
125 
116 
112 
110 
112 
114 
1Л5 
115 
116 
117 
110 
112 
12Г> 
120 
121 
192 
129 
114 
109 

62119 

110 
108 
111 
111 
из 
116 
111 
113 
103 
111 
106 
114 
110 
112 
ИЗ 
ИЗ 

+ 14 \ ' 
Х10ч 
-7-И 
- I 
- 8 
+25 
+26 
+27 
—25 
+16 
-г 12 
-10 
+ 12 
+ 14 
+5 
+15 
+16 
+ 17 
+16 
+12 
+25 
+20 
-1-21 

-Г 29 
+ 14 
+9 
+ 19Х 
Х10-» 
+10 
+8 
+11 
+ 11 
+13 
+ 16 
+ 11 
+13 
- 3 
+ 11 
+6 
-14 
+Ю ' 
+12 
-ИЗ 
+ 13 

-г0.1Х 
X Ю"4 

+3.1 
+ 15.1 

1 
-1<Х9 
—11.9 
— 12.9 
—10.9 
—1.9 
+2.1 
+ И 
+2-1 
+ 0 . 1 
+9.1 
-0.9 
-1.9 
—2.9 
— 1.9 
+2.1 
-10.9 
-5.9 
-6.9 
-7,9 
-14.9 
— 0.1 
+5.1 
—4.9Х 
ХЮ"4 

+4.1 
+6.1 
+3.1 
+3.1 
+ 1.1 
- 1 . 9 
+3.1 
+1.1 
+ 11.1 
+3.1 
+8.1 
-1-0.1 
+4.1 
+2.1 
+ 1.1 
+ 1 . 1 

К о н т р о л ь: 
1) [1,-0] = —304- Ю-8 х 

х 46 =—1. 4- Ю-»; 
о) [ь-о2] = 1.149-Ю-»-

(650»10-*)-
~~ 46 
(гО2] =0.23 • Ю-4. 

О ц е н к а точности: 
1/'0.23-10-* _ 

т д = 7.1 -10~4 Ом; 
7.1 • Ю-4 Ом 

2> 7 " Г 
Л/д = 1.05 • 1С"4 Ом; 

1.05- Ю-4 

3) V ' — • 
0.11-Ю"4 Ом. т М < 

И р п м е ч а п и е. 
Систематическая ошиб-
ка т § не определялась. 
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— — ' • р о д о л ж о п п г . 13 

Сопротивление 
«,. Ом 

—*0 
о 

«Г 
_о -

Рсшсппс 

121 
115 
116 

4-21 
4-15 
4-Ю 

—6.9 
-0 .9 
- 1 . 9 

*0==6.2100 

- У - = 0.00141 
п 

х»=621141 

« —304 • 10-" 
(г-6.211 П 304) 

4-650X 
X 10-4 

1.149^ 
X 10-» 

1 

-г 117.7 
—119.1 

0.230Х 
X10*4 

*0==6.2100 

- У - = 0.00141 
п 

х»=621141 

« —304 • 10-" 
(г-6.211 П 304) 

4-650X 
X 10-4 

1.149^ 
X 10-» 

1 

(го1= 
= - 1 . 4 х 

X 10'1 

0.230Х 
X10*4 

С вероятностью 0,9973 математическое ожидание М (И) заключено в гра-
ницах 

6 . 2 1 1 4 1 - 3 • 1,05 - 1 0 - ^ Л / (Л)^6,211414-3-1,05-10"*, 

6,21110 Ом^Л/(Л)^6,21172 Ом, 

где М (Л) — наиболее вероятное значение сопротивления из имеющейся инфор-
мации ирн доверительной вероятности р=0,997. 

§ 42. НАИБОЛЕЕ НАДЕЖНОЕ ЗНАЧЕНИЕ МНОГОКРАТНО 
И НЕРАВНОТОЧНО ИЗМЕРЕННОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Пусть некоторая величина, истинное зиачеиие которой равно А", 
измерена многократно и неравноточно и получены результаты аг^ 

. . .. хп со средними квадратпческимп ошибками соответственно 
м 2 , . . .. т п . Требуется найтп наиболее надежное зиаченпе .с 

измеренной величины на основе имеющейся информации. 
Выразим искомую величину х в виде линейной функции 

х = А-1хг-ЬАчг4-;- . . . ~Аух„, (IV. 12) 

где коэффициенты к{ являются некоторой функцией соответству-
ющих величии т { и связаны условием 

= (IV. 13) 

Необходимость условии (IV. 12) и (IV. 13) вытекает пз следующих 
соображении: 
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I. Р.1 вноточпые измерения должны рассматриваться как частный 
случай неравноточных. поэтому для случая равноточных измерений 
будем иметь 

Формулу (IV. 13) можно теперь представить так: 

т. е. рапее получепиая формула (IV. 1) для равноточных измерений 
есть частный случай формул (1У.12) п (IV. 13), когда к1 = А-«—... 

2 . ЕСЛИ все результаты измерений случайно окажутся равными 
между собой, т. е. хг = х* = ... = хп = х, то, очевидно, буд^м 
иметь 

это еще раз подтверждает необходимость соблюдения условия (IV. 13). 
Коэффициенты А-,, к», . . кп найдем при условпп, чтобы ве-

личина х была получена с наибольшей точностью, т. е. с возможно 
меньшей средней квадратпческой ошибкой. 

Согласно формулам (1У.12) п (111.43) и принимая результаты х{ 
независимыми, получаем 

Таким образом, задача свелась к задаче па условный экстремум: 
требуется найти минимум функции 

т1 = т2=... =тп — т, откуда А-1=А-г=. . . = кп=к, 

п'формула (IV. 12) примет вид 

х=к КЧ-Ха-Ь . • +*/.). 

а условие (IV. 13) будет пк = 1, откуда 

1 

х —х. 

По формуле (1У.12) для этого случая напишем 

но, учитывая равенство (IV. 14), 

(IV. 14) 

1 2 4 I »5 5 I • * о А т ~ А - т + . . . + к~т-. (IV. 15) 

(IV. 16) 



у.,д.ачу решим по методу Лаграпжа. Напишем функцию Л а -

грани<» 

л — подлежащий определению коэффициент, называемый множи-
м о м Л а г р а п ж а . Д а л е е возьмем частпыс производные фуикции 
по всем переменным /с,- и приравняем их пулю 

ЭФ . 
- щ - = 2 т ? Л , - 2 л = 0 = 2, . . п ) , (IV.П) 

откуда 
= — — ( 1 = 1, 2. . . п ) . (1\\18> в. г 

Возьмем т е п е р ь сумму этих равенств 

Но, согласно (IV. 1ь), сумма 1М = 1, поэтому 

"Ш 
п равенства (IV.18) примут вид \ 

т г 
• (IV. 19) И 

Выразив в линейной функции (IV.12) коэффициенты к1 через-
найденные для ипх значеипя, получим 

2" = ; (IV. 20)-

У 
1 - 1 

т? 

Формула (IV.20) решает поставленную задачу. Однако она может 
оказаться неудобной для вычислений, если величины то,- будут 
сильно отличаться от единицы. Для удобства вычислении выбирают 
безразмерный коэффициент и", на который умножают чпелптепь 
п знаменатель правой части форму:-,ы (IV.20), после чего она примет 
впд 

п 

Ж̂гО 
(-1 * * = » (1У.21) 

V И® 
/ | о 

** т~ 
1 

По 



Величину и5 выбирают с таким расчетом, чтобы отпошеиия 111 
* ' ** 

были возможно блпже к единице. 
Д л я удобства вычислении измеренные величины выражают в та-

ких единицах меры, чтобы величины /и,- также были возможно ближе 
к единице. Так, например, если средние квадратичеекпе ошибки пз, 
моренных расстояний имеют порядок от 5 до 10 см, то расстояния 
н пх средние квадратичеекпе ошпбкп удобиее выражать в децимет-
рах. 

и2 

Величины ~ называют в е с а м и соответствующих результа-
ту 

тов х, и обозначают через т. е. 
и-

(1\\22) тг 

С учетом выражения (ГУ.22) формула (1У.21) прпмет вид 

- [рг] X = • 
\р) 

(IV. 23) 

Величину х, полученную по формуле (1У.23), пазывают в е с о -
в ы м с р е д н и м или о б щ е й а р и ф м е т и ч е с к о й с р е -
д и н о й . Нетрудно видеть, что среднее весовое не изменит своей 
величины, еслп все веса будут умпожены на какое-либо постоян-
ное, не равное нулю, число. Отсюда следует, что для получения 
наиболее надежного значения неравноточно измеренной величины 
достаточно знать соотношения средних квадратических ошибок; 
сами же величины т1 могут оставаться попзвеетнымл. Поясним это 
положение. 

Предположим, нам известны отношения 

тпг тг тг тг 

т , " " = 

где т г — средпяя квадратическая ошибка некоторого результата а:,. 
Величины го, (г = 1, 2 г л) нам неизвестны. Приняв 
р = стг, где с также неизвестно, можно паписать 

д т ; _ с'~тг = 1 р- 1 
&/ — о л о л2 о .о р!. т^ с-т! с тог с 

откуда 

Теперь формуле (IV.23) можпо прпдать вид 

- _ с- [д-т] 
\р) ~ с- (?'-) ' 

т. е. 

(к-1 • 
130 

(IV. 25) 



Таким образом, для вычисления х достаточно знать лишь отноше-
ния средних квадратических ошибок, т. е. , т г 

причем квадраты этих отношении будут играть роль весов. Однако 
останется неизвестным коэффициент и, необходимый, как убедимся 
ниже, для оценки точности. 

ряботке ш 
В §42 

§ 43 . ОБЩИЕ. СВЕДЕНИЯ О ВЕСАХ; 
ОШИБКА ЕДИНИЦЫ ВЕСА 

Веса являются вспомогательными числами при совместной об-
неравноточпых ИЛИ разнородных пзмереппй. 

§ 42 сказано, что еслп — средняя квадратическая ошибка 
результата измерений, то вес р1 этого результата находят по фор-
муле 

ц-
А = • (I \\26) 

т1 

где и- — безразмерный коэффициент. 
Изложенное понятие веса для измеренной величппы принято п 

для любой функции Р измеренных величин: вес Рр функции Р при 
известной ее средней квадратпческой ошибке т Р вычисляют по фор-
муле 

Р р = - ~ г - (П\27) г шр 

Таким образом, в е с а р е з у л ь т а т о в и з м е р е н и й и 
пх ф у н к ц и й я в л я ю т с я п о л о ж и т е л ь н ы м и ч и с -
л а м и , о б р а т н о п р о п о р ц и о н а л ь н ы м п к в а д р а -
т а м п х с р е д н и х к в а д р а т и ч е с к и х о ш и б о к . 

Если = 1. то численно р = т , . На этом осповании велнчпну 
и называют « о ш и б к о й е д и и п ц ы в е с а » . Опа равна числен-
ному значению средней квадратпческой ошибки результата, вес ко-
торого численно равен единице и размерность может быть любой. 

Согласно (1У.27), наппшом 

^ = 7 7 = г <1У-28> 
I г Р 

в 
и = м у У Р } (1У.29> 

В соответствии с формулами (1\\2б)—(1У.28) при вычислениях 
с весами в практике встречаются два тина задач: 

1) установление весов перавноточных или разнородных резуль-
татов с целью совместной обработки этих результатов; 

2) отыскание весов функций перавноточных илп разнородных 
результатов для получения затем но формуле (1У.28) средней 

<п* 1 



квадратпческой ошибки т ? функции Р. т. о. для оценки точности 
ото» функции. 

Как видно из формул (IV.20) и (IV.27), для установления весов 
но известным средним квадратнческим ошибкам достаточно устано-
вить величину р. Так как все веса в каждой конкретной задаче можно 
умножить пли разделить на любое положительное не равное нулю 
число, то, очевидно, выбор величппы р при установлении весов 
ничем не ограничен ни в отношении ее числового значения, ни в от-
ношении размерности. Поэтому величину р проще всего считать без-
размерной (отвлеченной). Отсюда следует еще. на осповании формул 
{IV. 26) и (IV.27). что размерность веса обратна размерности квад-
рата средней квадратпческой ошибки (дисперсии). 

Формула (1У.28) является основной при оценке точности функций 
измеренных величин. Если коэффициент ц известен, то для подсчета 
средней квадратпческой ошибки т ? функции этих результатов нужно 
определить вес этой функции. 

Веса однородных результатов являются относительными числами, 
и в тех случаях, когда неизвестны средние квадратические ошибки 
этих результатов, их веса можпо устанавливать, используя соотно-
шения средних квадратичеекпх ошибок, исходя, например, пз числа 
измерений. В подобпых случаях для получения оценок вычислен-
ных значении функции обычио возникает необходимость определе-
ния ошибки единицы веса р и весов вычисленных значений функции. 
Таким образом, задача оцепкп точности функций измеренных вели-
чин подразделяется на две задачи: определение ошибки единицы 
веса и определение весов функций. 

§ 44. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕСОВ ФУНКЦИЙ 

Задача определения весов функций является одной из основных 
задач теории ошибок. 

Рассмотрим, как определить вес функции Р — / (.г, у, . . . . и) 
по известным весам рх, ру, . . .. ри некоррелированных аргументов. 

Воспользуемся формулой (III.41) для средней квадратпческой 
ошибки гпг функции Р 

Разделив обе части последнего равепства на р-, получим 

= (ЛИУ Щ*-л. (М-УШу. 
V О*/о Ц- "Г" \ ду )о .1- ' • + V О» 

Так как 
» ' , 2 

= (I \".30) 
то окончательно напишем 

7Г 8 8 8 V 1 7 + \ 7 7 + - • • + Ы ) о • <• у-31> 
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Величину, обратную весу, называют о б р а т н ы м в е с о м и 
обозначают обычно буквой <7. 

д ™ с - ' у 1 Ш Я К0РРел1|Рв»«пиых аргументов, в соответствии 
с (111.40), 

± = + , (<>г \ | 
Рр \ их Уо РЛ- V ау )0 Ру т ' • • • ^ 0и )0 

Примеры подсчетов весов функций. 
1. В е с с у м м ы п е р а в н о т о ч н ы х с л а г а е м ы х 

+ . . . т-Хд, 

имеющих обратные веса соответственно . , д„. По формуле (1У.32) 
вапшпем 

+ + . • . + ?п = 1?1. (IV.33) 

Следовательно, о б р а т н ы й в е с с у м м ы п е р а в н о т о ч н ы х 
с л а г а е м ы х р а в е и с у м м е о б р а т н ы х в е с о в с л а г а е м ы х . 

2. В е с и с р е д н я я к в а д р а т и ч е с к а я о ш и б к а с р е д -
н е г о в е с о в о г о . Представим формулу (1У.23) в виде 

Р1 , Ра , , Рп 
Х ~ 1Р1 1Р) Х Я Л ' • + И * Я " 

Теперь применим формулу (IV.30) 

1 Р1 1 . Р1 _1_ , Рц I |р1 1 
^ - 1Р]2 • Р1 + [рГ- ' р: + • • • + 1РГ- • Ри 1р]= [р] ' 

или 
/>.=1Р1. (I \".З») 

т. е. в е с с р е д н е г о в е с о в о г о р а в е н с у м м е в е с о в р е з у л ь -
т а т о в п з м е р е п и н. 

Средпяя квадратическая ошибка М среднего весового, согласно формулам 
(1У.28) п (IV.34), будет равна 

(I \\35) 
I [Р! 

О способах получения ошибки единицы веса }1 сказано в § 46. 
3. В е с а з в е н ь е в с и с т е м ы в ы с о т н ы х х о д о в . 
Под системой высотных ходов будем понимать систему ходов геометриче-

ского или тригонометрического нивелирования, в которых высоты передаются 
через короткие стороны. 

Напишем для звена между узловыми пунктами 

/Л)|=-Ах+ла + . . 

где ( / / . — //1)1- — измеренное зиачепие разности высот концов 1-го звена, 
имеющего щ передач высот, к — измеренное значение превышения по одной 
передаче. 



Считая точность одной передачи высоты по одной стороне'нлп между двумя 
рейками одинаковой по всем звеньям п полагая ее вес равным р, легко найдем 
вес Р; звена, содержащего л,- передач, 

или 

I 
Р{ I р > р 

Р{ — • 

Так как все веса в одной задаче можно умножнть'ваТлгобое положительное 
не равное нулю число, то окончательно получим 

Р, - (П'.Зб) 

Коэффициент с подбирают так, чтобы веса ввеньев Р,- былп близки к еди-
нице. 

Для равнинной местности, когда можно считать, что длины сторон или 
расстояния между рейками приблизительно равны между собой, можно написать 

(IV. 37) 
где Ь( — длина хода. 

4. В е с п р е в ы ш е н и я , п о л у ч е н н о г о т р и г о н о м е т р и -
ч е с к и м н и в е л и р о в а н и е м . 

Решая поставленную задачу, считаем источником ошпбок тригонометриче-
ского нивелирования только ошибку измерения вертикальных углов. Тогда 
для установления весов можно учитывать только главный член формулы триго-
нометрического нивелирования 

к=5 1да. 

Еслп угол а невелик, то можно написать 

И <=» $ • а , 

где угол а выражен в радпанпон мере. 
Сторону 5 будем считать безошибочной. Тогда 

Полагая точность измерения углов наклона одинаковой, полупаем 

Чпсло с подбирают так. чтобы веса Рн оказались близкими к едпвпце. 
5. В е с а с р е д н и х а р и ф м е т и ч е с к и х . В практике геодезиче-

ских работ нередки случаи, когда приходится иметь дело с однородными вели-
чинами каждая из которых получена как среднее арифметическое пз п,-
приемов одинаковой точности, и систематические, влияния не учитываются. 
В таких случаях среднюю квадратическую ошибку Л/,- величивы находят 
по формуле 

т 
М{ = - р = г > (IV. 39) 

где т — средняя квадратпческая ошибка одного приема. 

150 



На основании равенства (1У.39) напишем 

л,* 

Полагая и 2 = ст2. па ходим 

т-
— -

Л/? 

ст- и 2 

ПЛИ 
Л = с п л (IV. 40) 

т . е. вес среднего арифметического пропорционален числу приемов 
при условии , если систематические ошибки измерении отсутствуют *. 
Кяк видно, систему весов в некоторых случаях практики можно 
устанавливать, не з н а я средних квадратических ошибок величин, 
участвующих в обработке . 

При н а л и ч и и систематических ошибок формула (IV.40) непри-
емлема и веса средних арифметических необходимо устанавливать 
пп формуле 

Рг (П*.41) 

где 

М; = X П{ ' А,-

для чего, конечио. необходимо знать характеристики систематических 
влиянии т 6 и А", (см. формулу (1У.5)]. 

Все полученные формулы для весов функций верны лишь прп 
некоррелированных результатах измерений. Еслп же результаты 
измерений коррелпрованы, то веса определяют по формуле 

11= 

где величина Мр должна определяться по формуле (III.40). 

§ 46. ИССЛЕДОВАНИЕ РЯДА 
НЕРАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

Прп исследовании ряда ошибок перавноточных однородных изме-
рений эти ошибки предварительно нормируют, т. е. получают отно-

0' 
шеипя —1 = сохраняя для /,• знаки 6,-. Ряд нормированных оши-
бок исследуют так же, как ряд ошибок равноточных измерений. 

Если средние квадратпческие ошибки иеизвестпы. то нормиро-
вание выполняют по формуле (см. табл. 10) 

и,-=6,-1 />,. 

* Что быпает весьма редко. 



Так как 

и / = 0 ' ] / " Й ' ^ ' ^ Н * 1 " ' (1Уу,2> 

то величины м, - рассматривают в дальнейшем как ошибка 
равноточных измерений. Очевидно, что умножение всех нормирован-
ных ошпбок на некоторый постоянный коэффициент и не изменит 
характера распределения ошпбок. 

§ 46. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОШИБКИ ЕДИНИЦЫ ВЕСА 

Рассмотрим способы вычисления ошибки единицы веса р, при-
меняемые в геодезической практике. 

I. В ы ч и с л е н п е ц п р и у с т а н о в . т е н и и в е с о в 
н о и з в е с т н ы м с р е д н и м к в а д р а т и ч е с к н м о ш и б -
к а м и з м е р е н и й /л,-. В этом случае веса устанавливают по 
формуле 

» ** Рг- тг т-

в которой коэффициент к назначается, и ошибку единицы веса и 
вычисляют по формуле 

М = (IV. 43) 

2. В ы ч и с л е н и е и п о и з в е с т н ы м с р е д н и м 
к в а д р а т и ч е с к и м о ш и б к а м и в е с а м о д н о р о д -
н ы х р е з у л ь т а т о в . Пусть известны средние квадратпческие 
ошибки т 1 однородных результатов и независимо от средних квад-
ратнческпх ошпбок т{ были одинаковым образом установлены веса 
р1 этих результатов, как, например, прп выводе формул (1У.37) 
и (IV.40). 

В этом случае для каждого результата вычисляют ошибку еди-
ницы веса 

М/= т 1 1 (IV.44) 

и окончательное значение и находят по формуле 

~ , (IV. 45) 

где п — число результатов, для которых были установлены т1 и рг 
причем предполагают, что надежность знченпй т{ примерно оди-
накова. 

3. В ы ч и с л е н и е р п о и з в е с т и ы м и с т и н н ы м 
о ш и б к а м 6/ в е л и ч и н , н е з а в и с и м о п о л у ч е н н ы х 
и з м е р е н и я м и , п в е с а м р{ э т п х в е л и ч и и ; 1 = 1. 
2. . . ., п. 



Возьмем математическое ожидание случайной величины рЬ2 

т 

где — нормированная ошибка. 
Поэтому 

М (р82)=р2Л/ 
В § 14 показано, что дисперсия Б (I) 

.и «2)=1. 
Следовательно, 

ц«=Д/(рв«). (1УУ.6) 
Для практического применения напишем 

-1 
( I V . ' .7) 

Формула (IV.47) имеет исключительно важное значение в прак-
тике геодезических работ, так как позволяет наиболее надежно ха-
рактеризовать точность измерений. 

В качестве истинных ошибок 0, чаще всего используют невязки, 
т. е. истинные ошпбкп функций, теоретические значения которых 
известны. 

Пусть х, у, . . ., и — измеренные значения величин, истинные 
значения которых Л', У V функционально связаны между 
собой следующим образом: 

ф(А', Г, . . ., Г ) = 0 . (IV.48) 

Для истинной ошпбкп бд, ;>той же функции с измеренными зпаче-
виямп. т. е. для ср (я, р, . . ., ц), напишем 

Оф=Ф (*• • • . ")—?(-*» I', . . V). 
Как впдпо, если какая-либо функция ф приведена к виду (1У.48), 

т. е. к равенству, в котором все его члены — в левой части, а в пра-
вой частп — нуль, то значение этой функции с измеренными значе-
ниями аргументов будет ее истиппой ошибкой, называемой в геоде-
зии невязкой и обозначаемой обычно буквой т. е. 

ф (*, ") = И'ф. 

Вес Р ф функции <р находят по правилам, изложенным в § 44. 
Если имеется п функций, т. е. п значений невязок 1Р, то по фор-

муле (ТУ.47) можно вычислить среднюю квадратпческую ошибку 
единицы веса и, т. е. 

„ . / . Е Е ! . . „ V , , ) 
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В качестве функций <р необходимо брать такие, которые не содер-
жат исходных данных. В противном случае невязки будут функ-
циями не только результатов измерений, но и исходных данных, 
и на образование невязок будут действовать не только ошибки из-
мерений, но и ошибки исходных данных. Так, например, для оценки 
точности измеренного угла в триангуляции следует использовать 
невязки суммы углов треугольников, но пе рекомепдуется пользо-
ваться азимутными и координатными условными уравнениями. 

В качестве примера использования формулы (IV.49) приведем вы-
вод формулы итальянского геодезиста Ферреро, общепринятой для 
оценки точности измерения углов в триангуляции. 

Обозначив через (5 углы сферического треугольника, иапишем для 
любого /-го треугольника 

И'* = ч*(Р„ Р,, Рз) = (р1-ЬРг-гРз)«— г,—180е, 

где г,-— сферический избыток треугольника ( 1 = 1 . 2 п). 
Счптая углы равпоточными с весом измеренного значения угла 

р = 1, т. е. счптая ошибкой единицы веса значение средней квадра-
тпческой ошибки измеренного угла, находим вес Р{ функции <р,-

- ^ - = 1 + 1 + 1=3, 

Польв\ясь формулой (1У.49), находим 

Р5Г г / Т1«51 
л окончательно 

где тр — искомая средняя квадратпческая ошибка измерения углов. 
Формулу (IV.50) называют ф о р м у л о й Ф е р р е р о . 
Используя формулы (1У.49) и (1У.5), можно получить характери-

стику систематических влияний для тех случаев, когда все из-
меренные величины однородны, измерялись одинаковым числом 
приемов п, делившихся на примерпо одинаковое число групп К. 
В таких случаях значение р, полученное по формуле (IV.49), будет 
в формуле (1У.5) величиной М, э именно 

т\ тг 
Г + - Т -

Зная М. среднюю квадратическую ошибку одного приема т д 
(но внутренней сходимости приемов), п и К, нетрудно получить 
из (1У.5) величину т^. Чаще всего пенользуют именно такой путь 
получения характеристики та . 



4. В ы ч и с л е н и е р н о в н у т р е н н е й с х о д п м о с т и 
р е з у л ь т а т о в и з м е р е н и й . Рассмотрим случаи, когда из-
вестны только результаты измерепий и их веса, полученные косвен-
ным путем; средние квадратичеекпе ошибки измерении неизвестны. 

Напишем два равенства 
8*=XI—Л, 

где Л' — истинное значение измеренной величины, х( — результат 
измерения одним приемом и х — среднее весовое пз п приемов (* = 
= 1, 2 п). 

Сложим эти равенства 

где 0^ — истинная ошибка среднего весового. 
Далее напишем 

X 

р,е! = / > , Е | - З О - Р Л - , - ; 

[рвч - е | [р] + - 2в- [р. ]. (IV.51) 

В последнем равенстве сумма [рг>1 равна нулю. Действительно, 

1'1=Х—Х1, 

Р11Ч = Р1Х—Р{Ц, 

[Р1]=х \р) — [рх] ; 

принимая во внимание (1У.23), получаем 

[рг]=0. (IV. 52) 

Теперь равенство (1У.51) можно написать так: 

[Рв81=,[рг81 + в |[р]. (IV. 53) 

Рассмотрим математическое ожидание левой и правой частей ра-
венства (IV. 53) 

п 
ЛГ (И*] ) = 2 М (р.Вг) - л л / (р62). 

1-1 

На основании (IV.46) напишем 

л/Щ>ег1)«л|А ( ,у-54> 
Далее с учетом (1У.53) 

м ([/»*])+[/>! и (е |)=«л/ (0|). (^'.55) 
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Так как 8; — истинная ошпбка х то, очевидно. 

где Л/ — средняя квадратпческая ошибка весового средиего х. 
Следовательно, на осповашга формулы (IV.35) 

Принимая во внпмапие равенства (1У.53). (1У.54). (IV 55) н (1\Г,5Ь), 
получаем 

или 
и 2 = Л / 

откуда 
« 1 

II 

Величину Л/ ([&-) заменим приближенно на Тогда 

» п [Рг51 _ 1Р"51 

П. наконец. 

Формула (IV.53) решает поставленную задачу. Эту формулу назы-
вают формулой Бссселя. 

Сравнительная характеристика различных способов 
вычисления ошибки единицы веса 

Наиболее просто ошибку едппицы веса можно определить по 
формуле (1\г.43), когда известпы средние квадратические ошибки 
результатов измерений. 

Надежно величину р можно получить по формуле (1У.49). по пе-
вязкям IV, ие отягощенным ошибками неходпых данных, и еслп 
число невязок достаточно большое. 

Сравним формулы (1У.58) и (1\\49). Каждая из них имеет своп 
достоинства и недостатки. Еслп число невязок большое, например 
порядка нескольких сотен, т.о доверительные Гранины для оигабкп 
единицы веса, иолучеппой по формуле (IV.49), будут достаточно 
тесвыми. Однако доверительные интервалы будут относиться к не-
которому средиему комплексу условий п не будут отражать разли-
чие условий, т. е. конкретность разных комплексов. В этом отвоше-



пий формула (IV.58) имеет преимущество, так как она отражает 
конкретные условия измерении. Недостатком этой формулы является 
обычно малый объем используемой информации. Следует учесть еще 
то обстоятельство, что на оценке точности по внутренней сходи-
м о с т и неблагоприятно отражаются односторонне действующие ошиб-
ки измерений, уменьшающие получаемые ошпбкп единицы веса. Но, 
с другой сторопы, указанное обстоятельство позволяет выполиять 
анализ различных источников ошибок. Отсюда следует, что ири 
наличии ошибки едиппцы веса, определенной по формуле (IV.49). 
необходимо применять и формулу (IV.о?) с целью получения материа-
ла для апалпза систематических влияний и влияния ошибок исход-
ных данных. 

§ 47 . УСТАНОВЛЕНИЕ ДОВЕРИТЕЛЬНЫХ ГРАНИЦ 
ПРИ НЕРАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЯХ 

Доверительные границы для истинного значения измеренной ве-
личины и ее средней квадратпческой ошибки устанавливают также 
в зависимости от заданной доверительной вероятности и закона 
распределения ошибок. В свою очередь, закон распределения при-
нимается в зависимости от числа «степеней свободы», использован-
ных при получении ошибки единицы веса. Обозначим это число 
через г. 

При оценке точности по внутренней сходимости г = « — I. 
При оценке точности по формуле (1\г.49) число степеней свободы 

равно числу независимых певязок. Независимыми невязками явля-
ются ошибки независимых функций, т. е. таких функции, ни одна из 
которых не может быть получепа как следствие остальных. Так. на-
пример, в двух смежных замкнутых нивелирных полигонах г = 2. 
Еслп эти полигоны имеют общую границу, то невязка по внешнему 
замкнутому контуру этих полигонов пе является независимой, так 
как может быть получена как сумма двух певязок смежных полиго-
нов. Одпако для вычисления ошпбкп единицы веса следует [Исполь-
зовать все возникающие невязкп. 

§ 48. ПОРЯДОК ОБРАБОТКИ НЕРАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИИ 
ОДНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Рекомендуется следующий порядок вычислений (табл. 19). 
1. В графу 2 выписывают результаты измерений х : и в графу 

3 — пх веса р,-. Вычисляют [р]. 
2. Выбирают пекоторое приближенное значение измеренной ве-

личины л:0 и вычисляют разности х{ — х0 = е{, записывая пх 
в графу 4. Значение аг0 выбпраюг так, чтобы все разности е{ были 
положительными. 

3. В графе б вычисляют произведения и сумму 1ре]. 
4. Вычисляют . № 
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ошибку округления Д , - ? . - * , ^ - т о ч н о е (неокругленное) 
значение. _ 

5. В графе 5 вычисляют у? = лг„ - ** " в гРЛФе 1 ~ п Разводе-
о 

' '"^Вычисляют сумму !/>*/>] и проверяют контрольное равенство 

Д 0 [рЬ Т а б л и ц а 19 
(Форма) 

реппя х / в. и Ч 1 г Р(е2 Р; V?' 

1 2 3 4 5 в 7 8 

[Ре] 
\Р\ 

[ Р ] | Р « ] 
[р) 

[ре2] 
[ре!2 

[Р) 

[р ^О')^ 

\р ер 

*о 
Ао 

М 

7. В графе 8 вычисляют сумму 

п 

1 - 1 л в графе 9 — сумму 

1 - 1 

8. Проверяют контрольное равенство 

но 

Следовательно, 

г® = х 0 - х , = г 0 - Ь - ^ - — х, = (х0 - х , ) + - М 
Ш Г ' 

Далее 

плн 
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<>. Вычисляют ошибку единицы веса 

Пример. На геополнгоно МИНГАнК одна и та же лшпш н ™ ™ ^ л п ^ 
дальномером ИС-2 15 раз (табл. 20) в разное «реия р а з ^ " " З ирпсмов 
!„,). Принимая веса отдельных измерений вропорпвональны^ вд лрпТмГ 
вычисляют сроднее весовое и его среднюю квадратаяеекую ошибку (?нр?дол^ 
характеристику систематических влияний не удалось). * определить 

Т а б л и ц а 20 

М 

736,30 
736.25 
736,37 
736,48 
730.26 
736,48 
736.39 
736,37 
736.36 
736,48 
736,50 
736,52 
736.37 
736.40 
736.50 

•г0 = 
= 736.25 м 

[р*1 
1Р1 

= + 14.5 см 

= 736.395 м 
До = 

-г 0.005 см 

и 
а. 

0,6 
0,6 
1,0 
0,5 
1,0 
1,0 
0,6 
1,0 
1,2 
0,3 
1,2 
0,6 
0,6 
0,6 
0.3 

I к 
И . 
Н н 

+05 

-4-12 
+23 
+1 
-4-23 
+14 
+12 
+11 
+ 2 3 
+25 
+27 
+12 
+15 
+25 

и 
" к О «м | » I 

+9,5 
+14,5 
+2,5 
- 8 , 5 

+13,5 
—8,5 
+0,5 
+2,5 
+3,5 
—8,5 

—10,5 
-12 ,5 
+2,5 
- 0 , 5 

—10.5 

+3,0 
0 

+12,0 
+11,5 
+1,0 

+23,0 
+8,4 

+12,0 
+13,2 
+6,9 

+30,0 
+16,2 
+7,2 
+9,0 

с. 

+5,7 
+8,7 
+2,5 
- 4 , 2 

+13,5 
- 8 . 5 
+0,3 
+2.5 
+4,2 
- 2 , 6 

-12,6 
—7,5 
+1,5 
- 0 , 3 
- 3 . 2 

(/>] = 
= 11.1 = + 160.9 

-38.9 
+38.9 

М = 0 

л 

[ре=} = 
- + 3115.3 
И 2 

ГР! = 

=2332.3 

=783.5 

К о н т р о л ь : 
{р1-о2] = =3 113.3 -2332,3 = 783.0. 

[рг°] => Д0 [р1 = 0.005 см -11,1 

.5 см. У Ф " -
/.О 

М = =2.3 см. 
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§ 49. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ПО РАЗНОСТЯМ ДВОЙНЫХ 
РАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

В практике геодезических измерений нередко приходится изме-
рять большое число однородных величин, причем каждую величину 
измеряют для контроля только два раза. Удовлетворительно оцс-
ивть точность каждой измеренной величины при числе измерений 
п = 2 невозможно. Легко показать, что применение распределения 
Стьюдента при п — 2 для установления доверптсльпых интервалов 
с принятой выше (0,99) надежностью дает лишь формальный ответ. 

Возппкает вопрос, нельзя ли, пользуясь всеми разностями двой-
ных пзмерепин однородных величии, оценить точность измерений? 

Пусть некоторые однородные величины X, , А'2, . . ., А'„ изме-
рены каждая дважды и получено в результате измерений 

* " I * аг2» • • х
п ) 

первого 
(П".59) второго ~ ' 

Пользуясь рядами (1У.59), можно вычислить разности двойных 
измерении 

( Я . б О ) 

и использовать эти разности для опенки точности. 
В практике обычно встречаются два случая: все измерения 

и х" равноточны и случай, когда измерения в парах равноточны, 
по пары между собой перавпоточпы. 

Рассмотрим первый случай. 
Пусть все всличппы х\ н х" в рядах (IV.59) равноточны. Если бы 

измерения были безошибочными, то, очевидно, разности х'{ — х] 
в правой части каждого равенства (IV.60) были бы равны нулю. 
Следовательно, каждая разность есть истинная ошпбка самой 
разности п для средней квадратпческой ошибки та разности с/ можно 
иаиисать 

т* = и {&) 
и приближенно 

где п — число всех разностей. 
Обозначим среднюю квадратическую ошибку одного измерения 

через т д и по правилу для средней квадратпческой ошибки алге-
браической суммы равноточных слагаемых напишем 

т</=тд 1 2. 
Следовательно, 

151) 



откуда 

ь - У ^ Б Г ' (IV.®) 

Наиболее н а д е ж н ы е значения а-, величин Х „ каждая из кото-
рых измерена два р а з а , вычисляют как средине арифметические из 
соответствующих результатов измерений х\ и х"{, т. е. 

-

~ ' 2 ' 

Так как т Х ' = т*» = то на основании формулы (IV.62) для 
средней квадратпческой ошпбкп т- вычисленных значении вели-
чин А', паппшем 

т
г = Т Т = Т > Цг-

Если имеем два равноточных результата измерений одной и той же 
величины, выполненных одинаково, то можно полагать, что пх си-
стематические ошибки близки одна к другой п систематическое 
влияние разности таких результатов будет в значительной мерс по-
гашаться. Поэтому систематические ошибки в разностях двой-
ных результатов измерений называют о с т а т о ч н ы м и с и с т е -
м а т и ч е с к и м и о ш и б к а м и . 

При достаточпо большом числе п двойных нзмереппи среднюю 
величину бср остаточной систематической ошибки в разностях г/,-
па основании компенсационного свойства случайных ошибок нахо-
дят как среднее арифметическое нз этих разпостей, т. е. 

Величину 6ср прп обработке двойных измерений исключают 
из разпостей и находят велпчипы е{ 

. = бср. (П'.Гм) 

По свойству уклонений отдельных чисел от пх средпего ариф-
метического будем иметь 

[е] = 0 , (IV. Г,6) 

в чем на основапип равенства (1\г.64) легко убедиться: 

Так как величины <1( получены из измерений, то уклонения ь{ 
можно рассматривать как уклонение от средней разностей и по 
известной формуле Бесселя (IV.581 для средпей квадратическсй 
ошибки т а любой разпости д; написать 
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для средней квадратпческой ошиокн одного измерения отсюда 
Л«Ч'КО ПОЛУЧИМ 

т<{ -I / |Т2) 
т д г = " ? Г = ' 2 (п — 1) • 

Вычисление суммы (е21 контролируется по формуле 
И = (|\\6с>) 

вывод которой аналогичен выводу формулы (IV. 11). 
Для вычисления средней квадратпческой ошпбкп одного из-

мерения мы получили формулы (1\\62) н (IV.68). Поэтому возникает 
вопрос: прп каком систематическом влиянии бср следует пользо-
ваться формулой (1\т.68)? 

Еслп в качестве условия, прп котором можно не применять фор-
мулы (1\\65) и (1У.63). принять неравенство 

то на оспованин соотношения между средней и средней квадратпче-
ской ошибками напишем 

>< . ^ о - Л Ш -

ллп 
!{<*] | ^ 0.2Г. ([ в Л, (Пг.70) 

где 1 И 1 « | « М + |<7- |+ • • • + К 1 -
Если условие (I\г.70) окажется выполненным, то для получения 

характеристики случайных влиянии на одно измерение следует 
пользоваться формулой (IV.62). 

Заметим, что еслп | б с р | ^4 - та, т. е. если | 1 ^ 0,25 [| 
то причины ноявлепия такого значения систематических влияний 
и способы их учета необходимо специально исследовать. Можно от-
метить также, что но величине 6ср нельзя судить о систематических 
ошибках измерений х и х". так как бср представляет собой среднее 
8вачепие лишь остаточных систематических ошпбок. 

Таким образом, но двойным измерениям можно нолучить оценку 
лишь случайных влияний, т. е. только 

§ 60. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ПО РАЗНОСТЯМ 
ДВОЙНЫХ НЕРАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

Пусть каждая пз однородных величии А\ И — I, . . п) из-
мерена дважды и независимо, причем измерения в каждой паре рав-
ноточны. а пары между собой нсравноточпы. Вычислим разности <7, 
в каждой паре измерений 
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Обозначим через р( веса измерений в г-н паре, т. е. 

Р1 — /' - — Р (IV. 72) 

Веса Р{ разностей легко найдем 

Л -Г"- (Плл:?) 

Величины (1{ являются истинными ошибками каждой г-н раз-
ногти. Следовательно, по формуле (1\Г.47) для средней квадратпче-
ской ошибки единицы веса ц можно нацисать 

ялп 

/
Л 2 о . Р п 

» 
и 

Наиболее надежные значения хискомых величин Л'4- получим, 
очевидно, как простые средние арифметические 

х;-гх1 
-Г, — П 

причем вес Р- каждого нз значений х{ будет 

Р- =2Р|. 

Следовательно, средние квадратичеекпе ошибки значений 
х( паидем по формуле 

= — ( I V . 75) 
*« » 2р,-

Среднее значение 6ср систематических ошибок, влияющих на раз-
ности й1у может быть вычислено по формуле 

Аналогично выражению (IV.70) критерием применимости фор-
мулы (IV.74) может служить неравенство 

(1\7Г7) 
где __ __ 

Если условие (1У.77) не выполнено, то по формуле (IV.76) вычис-
ляют бср, затем 

г* 6е р (1\'.7Ь) 
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я, наконец. 

2(п —1) * 
Заметим, что вычисление е{ по формуле (1У.78) правомерно в том 

случае, когда все разпостп дг содержат примерно одинаковые систе-
матические ошибки, Более сложные случаи будуг рассмотрены во 
второй части данпой кнпги. 

В практике при обработке двойных измерений встречаются также 
случаи, когда измерения в нарах неравноточпы. т. е. когда 

р , + р . ^ = 1, 2, . . ., л). 

В таких случаях веса разностей находят так: 

. « , Р'-гР" 
I 1 . 1 *| *«• 

г Р( Р- Р- Р- - Р> 
I Х1 *« 

ИЛИ 

У . у ; 

Весовые средние значения х1 измеренных величин и пх средние 
квадратпческпе ошибки т - при иеравпоточных измерениях в па-
рах будут 

Р 'Ч-р - (П.81) 

га. = - ' —. (IV. 82) 

где 
_ у 1^-1 (IV. 83) 

§ 51. ПРИМЕРЫ ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ 
ПО РАЗНОСТЯМ ДВОЙНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

Пример 1. Двумя наблюдателями произведены измерения одних п тех же 
ливни топографическим светодальномором СТ-61. Вычислить среднюю квадрати-
ческую ошибку одного измерения одним наблюдателем н среднее пз двух измере-
ний, полагая измерения равноточными*. 

Решение . 
1. Критерий допустимости бср: 0,25 = 0,25-29 = 7,2; 

| ИЛ >0,25x1141 (23,6 > 7 , 2 ) . 
Величиной оср пренебрегать нельзя. 
2. Остаточное влияние систематических ошпбок 

+23.6 б с р=—=— = -г3.4 см. 

* Специальными исследованиями установлено, что абсолютная ошибка све-
«одальиомернш измерений практически одинакова для линий от 0,2 до 3—4 км. 
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Т а б л и ц а 21 
результаты пзмсрснпП 5,, м 

в-лСлюдатсль 

967,480 
752,468 
692,223 

1023,536 
808,457 
612,692 
675,158 

2-П наблюдатель 

967,398 
752,412 
692,250 

1023,536 
808,444 
612,665 
675,082 

Разность см 

+9,1 
+5,6 
•""2,7 

0,0 
+1,3 
+2,7 
+7,6 

в/. см 

+5,7 
+2,2 
-6 ,1 
—3,4 
—2,1 
-0 ,7 
+4,2 

32.5 
4,8 

37,2 
11.6 
4,4 
0,5 

17,6 

+26,3 
- 2 , 7 

- 0 , 2 108,6 

№ 1 = 29,0 
[й] = +23,6 
йер = +3,4 

3. Средняя квадратическая ошибка одного измерения 

[ё*] Л Г Ю8.6 ч п 

4. Средняя квадратическая ошибка средних пз двух измерений 

1 " | / Ж пг_ = — у —-—, = 2,1 см. 

5. Относительные ошибки 
"'л _ 3.0 см т А ^ I 
5ср ~~ 79000 СМ ' бср ~~ 200(10 • 

"»- П Л "»- I Ж _ 2.1 см . .т _ 1 
Л'ср ~ 7У000 см ' ,?Ср ~ 38000 * 

П р и м е ч а н и е . Прп дальнейших исследованиях было обнаружено, что 
величина б с р есть личная ошибка второго наблюдателя при определении постоян-
ной прибора. Она устойчиво держалась па протяжении целого сезона работ 
и оказалась равной бСр = + 3 , 0 см. 

Прпмср 2. Превышения па 10 станциях нивелирного хода определяли прп 
двух горизонтах инструмента. Найти средние квадратичеекпе ошибки превыше-
ния па ставцпп, измеренного при одном горизонте, при двух горизонтах, и от-
счета по рейке (табл. 22). 

Р е ш е н и е . 
1. Критерий допустимости 6 с р : 0,25 [\й\] « 6,2; | Ы Ц < 0,25 ОД], так 

как 1 < 6,2. Систематическими влияниями при оценке точности можно пре-
небречь. 

2. Средняя квадратическая ошибка разности д,-

2.5 мм. 



Т а б л и ц а 22 

.V; ста ИНКИ 
Превышение, мм 

мм п 
.V; ста ИНКИ 

Л' А* 
мм п 

1 —1561 -1564 + 3 
•> -1484 —1482 9 4 
3 -1370 —1373 + 3 9 
4 +102 +105 - 3 9 
о +218-1 +2182 +? 4 
6 +1219 +1222 —3 9 
/ -100 —102 + 2 4 
8 -153 -151 2 4 
9 +1201 + 1198 4-3 9 

10 +157 +159 - 2 4 

3. Средняя квадратпческая ошпбка превышения, измеренного прп одном 
горизонте. 

ид 2.5 мм 
— — " ' Л - 1 ' 8 м м-

4. Средняя квадратпческая ошибка превышения, измеренного прн двух 
горизонтах, 

К-К. 
/»ср — 2 » 

1.8 мм 
"Чр = Т Г ~ ММ' 

5. Средняя квадратическая ошибка отсчета по рейке (Л = а — Ь, где в 
в Ь — отсчеты): = т\ 4- т | ; т., = ть — т 0 , где т0 — средняя квадратп-
ческая ошибка отсчета, 

т/, _ 1.8 мм 
]'2 Г2 

/л0 = 1.3 мм. 

Пример 3. Даны разности суммы превышении в нивелирных ходах в прямом 
в обратном направлениях п число станций но ходам (табл. 23). Определить 
среднюю квадратическую ошибку одиночного хода в 10 станцпй (одшт услов-
ный километров двойного хода той же длины. 

Р е ш е н л е. 
I. Критерии допустимости 

0.25 Ц«П /Я|1«0,25.78,!!^ 19; | [а ] ' ? ! 1 < <>.25 ||(/ I Т 7 ^ 

так как 6,1 < 19. 
Следовательно, систематическими влияниями прп оценке точности можно 

пренебречь. 
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м хода 

3 
4 
5 
6 г» 
I 
8 
9 

10 

разность 
в., мм Число стан-

ций к, 

-ь4 7 
—14 27 
—9 13 
+ 1 5 25 
—12 32 
+ 1 1 15 
- 1 2 19 
-1-13 18 
+ 12 16 
—7 23 

Вес разпостп 

1,43 
0,37 
0,77 
0,40 
0,31 
0,67 
0,53 
0,56 
0.62 
0,43 

6,09 

а, 

+4,8 
- 8 , 5 
- 7 , 9 
+9,5 
- 6 , 7 
+9,0 
-8 .7 
+9,7 
+9,5 
-4 ,6 

+42.5 
-36,4 

Ы = +6Д 
[ |<г 1 / р | ] = +78,9 

Т а б л и ц а 23 

+5,7 
- 5 , 2 
- 6 . 9 
+6,0 
- 3 , 7 
+7,4 
- 6 , 4 
+7.3 
+7,4 
- 3 , 0 

+33,8 
-25,2 

+8,6 

665 

2. Средняя квадратическая ошибка одиночного хода в Ю станции 

I / 
I 2-Ю » Ню=э., мм. 

3. Средняя квадратическая ошибка ц1 0 двойного хода, т. е. среднего 
пз двух ходов, в 10 станции 

1 Г,55 
» 1ю(ср) вТ У 1 ( Г : !1т(сг)=/1° мм-

Пример 4. 37 линий измерены светодальпомером СТ-61 двумя наблюдате-
лями и позднее — проволоками. В результате получевы разности двойных 
измерений н истинные ошибки измерений (табл. 24). Произвести оценку точ-
ности по разностям двойных измерении и по истинным ошибкам. 

Р е т е н п е. 
1. Критерий допустимости для | [<2] | 

0.25 11 в |) = 0.25 • 94,4 24: | [<*] | < 0 25 [| й |], 

так как 22,8 < 24. 
2. Средпяя квадратическая ошибка одного измерения длипы ЛИНИИ свето-

дальномером, подсчитанная по разностям в;, 

I 1 / 35») 
Т з Г : ш д = ~ - см-
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Т а б л п 

Длина лпшш 5,- намерения я. я Истинная ошпОка 0,-. см 

СТ-б I 1-й япблю-датс-зь 

СТ-61 2-й наблю-датель 
прово-локам п {точная) 

1-Й наблю-датель, 
2-П на0пк>-датсль. 

214,951 
231,406 , 
243.041 
247,362 
267,367 
275,792 
276,396 

324',466 
347,336 
350.435 
3158,926 
370,5-43 
370,832 
371.960 
375,196 
399,322 
406,218 I 
411.961 • 
420,154 
440,358 
463,822 
471.420 
509,754 
517,487 
551,85-4 
575,300 
592.042 
593,305 
608,104 
612,675 
675,092 
692,260 
752,422 
808,454 
967,408 , 

1023,540 

214,940 
231,417 
243,006 
247,330 
267,411 
275,786 
276,408 
292,306 
324,503 
347,358 
350,467 
368,943 
370,543 
370,853 
371,963 
375,188 
399,26-4 
406,185 
412,004 
420,175 
440,354 
463,826 
471,474 
509,790 
517,525 
551,849 
575.298 
592,037 
593,315 
608,200 
612,704 
675,116 
692,208 
752.436 
808,-447 
967.437 

1023.528 

+0,5 
- 0 , 9 
+1.5 
+4,0 
- 1 , 7 
- 5 , 4 
- 3 , 3 

2 9 
-б!? 
- 5 , 3 
- 2 , 0 
- 2 , 8 
+0,2 
- 0 , 7 
-2,1 
- 3 , 8 
-1,1 
4 я 

—8,5 
+ 1,7 
+0,4 
- 3 . 2 
- 1 . 6 
- 5 . 2 
- 2 , 4 
+0,8 
- 2 , 5 
- 1 , 4 +2,8 
-1,0 
- 3 . 2 
+2,2 
- 0 , 5 Л-1 *> ' 'Г -1 ,0 
+3,3 
- 1 . 2 

+1,1 
- М 
+3,5 
+3,2 
- 4 , 4 
+0,6 
- 1 , 2 
- 0 , 9 
- 3 , 7 
-2,2 
- 3 , 2 
- 1 , 7 

0,0 
-2 , 1 
- 0 , 3 
+0,8 
+5,8 
+3,3 
- 4 , 3 
- 2 , 1 
+0,4 
—0,4 
- 5 . 4 
- 3 , 6 
- 4 , 1 
+0,5 
+0,2 
+0,5 
-1,0 
- 3 , 6 
- 2 , 9 
—2,4 
+5,2 
- М 
+0,7 
-2 .8 
+1,8 

СО 
II 

С « о 
ге СО 
15 I с. I 

.3 в! 

- 0 , 6 
+0,2 
- 2 , 0 
+0,8 
+2,7 
-6,0 
- 2 , 1 
-2 .0 
- 3 , 0 
- 3 , 1 
+1,2 
-1,1 
+0,2 
+ 1,4 
- 1 , 8 
- 4 , 6 
- 6 , 9 
- 1 , 5 
- 4 , 2 
+3,8 

0,0 
-2,8 
+3,8 
- 1 , 6 
+1,7 
+0,3 
- 2 . 7 
- 1 , 9 
+ 3.8 
+2,6 
—0,3 
+4,0 
- 5 , 7 
+2,6 
- 1 , 7 
+6,1 
- 3 , 0 

-58 ,6 
+35.8 

348 

[<*] = -22,8 
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з Средняя квадратическая ошпбка среднего пз двух измерений Тдлшпг 
дивим, подсчитанная по разностям 

1 Л/ 1<*21 < 
и « - т V — = т V п,зг4-6 

4. Средняя квадратическая ошибка т одного измерения, вычисленная 
во истинным ошибкам обоих наблюдателей, 

т = = У 2л = V ~1Г' 

т = 2,9 см. 

5. Средпяя квадратическая ошибка тср среднего пз двух измерении, под-
считанная по истинным ошибкам, 

т __ 2.9 см 
тср = — ~~рТ~ ' тср = 2,1 см" 

Величина т А . полученная по разностям двойных измерений п 
равная 2,2 см. характеризует влияние случайных ошибок на одно 
измерение. Средняя квадратическая ошибка т, полученная по истин-
ным ошибкам и равная 2,9 см, характеризует совместное влияние-
случайных и систематических ошибок. Следовательно, среднее квад-
рптпческое значение влияния систематических ошибок па одно из-
мерение длппы линии 

1/(2.9)--(2.2)= = 1,У см. 

Заметим, что величина т- = 1,6 см, подсчитанная по разностям 
двойных пзмеренпн, оказалась меньше т с р , подсчитанной по истин-
вым ошибкам и равной 2,1 см. что и следовало ожидать. 

§ 62.УДОПУСКИ ДЛЯ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 
И ИХ ФУНКЦИЙ 

Допуски назначают для определеппя сомнительных результатов 
пзмеренпн. содержащих возможные грубые ошибки. Такие ошибки 
могут возникать из-за незамеченных в процессе измерения нромахов 
наблюдателя (в самих измерениях либо в записях их результатов), 
или аномальных нарушений условий измерении. 

Задача установления допусков решается на основе метода дове-
рительных интервалов. Поэтому прежде всего необходимо условиться 
о доверительной вероятности (5. В геодезической практике общепри-
нята доверительиая вероятность р = 0,90, что соответствует значе-
нию I = 2,6 при пормалыюм законе распределения (т. е. когда из-
вестно достаточно точное значение т). Для распределения Стьюдента 
(т. е. когда приходится пользоваться приближенным значением т') 
величина V будет зависеть от числа результатов измерений: довери-
тельную вероятность н в этом случае будем брать такую же, т. е. 
Р = 6,99. 

Понятие «грубая ошибка», еслп не было своевременно заме-
чено очевпдпого промаха, в известной степени условно и зависит 

1Г»1) 



от принятой доверительной вероятности. АГы приняли р = (^99 
т. е. уровень значимости а = 0.01. Ото означает, что при массовых 
измерениях вместе с грубыми ошибками будет забракован 
доброкачественных результатов, с чем приходится мириться, по-
скольку теория вероятностей других решении не дает. 

Допуски устанавливаются как для внутренней СХОДИМОСТИ резуль-
татов измерений одной величины, так и для невязок, т. е. для 
погрешностей функций измеренных величин. 

1. Допуски для внутренней сходимости 
При многократных измерениях одной величины в геодезической 

практике применяют допуски «па размах» в серии измерений. Разма-
хом называют разиость Яп = хп — з?1, где х„ — ианболыпип ре-
зультат в серпн. X! — наименьший. Если результаты измерений под-
чиняются нормальному закону распределения, то нормированный 
размах ~ = также подчиняется определенному закону 

«распределения размаха», т. е. распределения вероятностей размаха, 
зависящих от п — числа измерении в сериях (см. (501. табл. III 
приложений). Таким образом, распределение размаха можно при-
менять для отбраковки результатов по их впутреиней сходимости, 
когда известно с достаточной точностью значение о = Год. Конечно, 
величина т л должна быть определена, во всяком случае, пе менее 
как пз 20 измерений. 

Применяя для отбраковки распределение размаха, надо учиты-
вать следующие обстоятельства: 

1) это распределение достаточно обосиовано лишь при п ^ 12. 
а прп и > 12 его применять нельзя: 

2) при заметном изменении комплекса условии почти всегда из-
меняется и математическое ожидание результатов измерений: 

3) прп недопустимом размахе (т. е. когда он выходит за пределы 
доверительного интервала) бракуют и бисируют, как правило, 
только один из крайних результатов, а не всю серию результатов. 

Учитывая указанные обстоятельства, отбраковку результатов по 
внутренней сходимости многократных измерении одной величины 
рекомендуется делать следующим образом: 

1) ряд измерений подразделяется иа несколько серий, выполнен-
ных а однородных условиях (утрсиние или вечерние иаблюденпя 
углов, наблюдения в пасмурную, в солнечную, в тихую плн ветре-
ную погоду, измерения расстояния па разиых частотах, астрономи-
ческие определения в разные дни и т. д.); в каждой серии число п ^ 
«с 12; 

2) отбраковку результатов производят в каждой серии отдельно, 
не учитывая результаты других серий; 

2) при пользовании таблицей рас пределе ми я размаха в качестве 
входного аргумента (кроме числа п) берется не заданная доверитель-
ная вероятность Р = 0,99, а рероятность р' =- 1 — 0,01и, т. е. уро-
вень значимости а = 0,01л: в этом случае прп /г сериях по п пзмере-

151) 



„И В каждой будет забраковано в среднем 0,01 кп измерений, т. е. 
^ что тт требуется. 

Ниже приведены значения нормированною размаха Хп ~ *х — 

при вероятности р' = 1 — 0,01п*. Исключение составляет 

сДУЧой, когда и = 2. Тогда — р ~ 0,99. поскольку при недопу-
стимом размахе бракуются оба результата. 

2 3 4 5 6 7 8 0 10 И 12 

3,6 3,8 3,9 4,0 4,0 4,1 4.1 4,1 4,2 4,2 

Кп Получив — , далее вычисляют допустимый размах 

Пример. При измерениях горизоитальиых углов величина /пд Прп 
КЧ1'рвей видимости выполнено 7 приемов. Отсюда допустимый размах (хп— 
-т^доп— • 1,5" = 6". 

2 . С п о с о б последовательного анализа 

Если точность измерении неизвестна, то можно поставить усло-
вие достижения определенной точности для среднего значения]^. 
Однако в основу решения принимается доверительный интервал для 
математического ожидания, т. е. учитывается только влияние слу-
чайных ошибок измерений. При наличии заметных систематических 
влияний предлагаемое ретпенпе требует корректив. 

Предположим, что при измерении величины Л'задано значение Ох. 
которого мы стремимся достичь. Тогда доверительный интервал (при 
Р = 0,99) будет равен 2,СаЛ-. 

Ставим задачу: выполнять измерения до тех пор, пока довери-
тельный интервал по Стыоденту не станет равным или меньшим вели-
чины 2,ПоЛ-. т . е. пока не будет удовлетворено неравенство 

< /* (IV.84) 1 и 

где Год находят но формуле (Г1.16), т. е. 

• п-1 

» получают из п р п л . 5 но аргументам $ — 0,90 и г = п — Ис-
ключение измерений с грубыми ошибками может производиться 

* Прп цалпчии периодических инструментальных ошибок,7которые ком-
пенсируются в зпачеппп х. допуск па размах должен быть соответственно уве-
личен. 
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по размаху лпшь после того, как число измерении станет ие менее 20. 
Необходимо, однако, как уже указывалось, имегь в виду, что точ-
ность полученного результата х будет зависеть в значительной мере 
от систематических ошибок. Поэтому выполнение условия (1У.84) 
недостаточно. Чтобы реально повысить точность среднего значе-
ния х, необходимо еще разнообразить комплекс условии измерений, 
о чем говорилось при выводе формулы (1У.5). 

3. Допуски для невязок 
Как известно, невязкой называется погрешность функции <р (Л',, 

. . ., Л*„) = 0, где Л* — истинные значения аргументов, т. е. вели-
чина И' = ф (аг,, . . ., хп)] здесь л- — измеренные значения аргу-
ментов. 

Еслп известны средине квадратичеекпе ошибки аргументов то, 
что почти всегда бывает в геодезическом производстве, где этп харак-
теристики находят пз обширного статистического материала, то до-
пуски для невязок получают следующим образом: 

1) вычисляют 

2) получают допустимое значение невязки 
И'*доп = 2,бИ'ср. (IV. 86) 

В тех случаях, когда точность аргументов неизвестна (папрпмер, 
прп исследовании новых приборов и инструментов), задачу отбра-
ковки певязок можно решить только для однотипных невязок (на-
пример. для певязок треугольников, все углы которых измерены 
равноточно). В таких случаях используется для отбраковки распре-
деление Стьюдента и задача решается следующим образом: 

1) получают среднее значение невязок 

(.*«> 
2) вычисляют 

3) получаш допустимую невязку 

Идоп = <'-И";?. (IV. 89) 

где величипу I' выбирают пз прил. 5 по аргументам 
Р=0,99 и г - п - 1 » 

Необходимо иметь в виду, однако, что прп малом объеме стати-
стического материала исследований отбраковка результатов требует 

• При отбраковке невязок доверительный интервал откладывается от 
М (IV) = 0. 



обо»о внимания и оолыпоп осторожности, так как ценность каж-
0 результата п р и этом значительно повышается — ои может 

'?сс№ иснпую информацию. 
Ти\ательний а н а л и з результатов измерений общих аргументов 

^допустимых и е в я з о к и сопоставление этих невязок поможет обна-
ружить сомнительные измерения, которые иеобходимо повторить. 

В заключение заметим, что наиболее надежный путь установления 
допусков к а к д л я внутренней сходимости, так и для певязок — до-
статочно о б ш и р н ы й производственный материал и вывод нп ОСНОВА 
этого соответствующих характеристик случайных ц систематических 
влияний. П р и м а л о м опыте применения новых измерительных средств 
установление д о п у с к о в — задача, которую можно выполнить только 
вриближетю. Е с л и процент забракованпых результатов спльио от-
личается от 1 % , т о это признак неудачного установления допусков. 
Последовательным уточнением допусков необходимо добиваться, 
чтобы средний процент отсеянных результатов приближался к 1 % , 
поскольку п р и н я т о Р =± 0 ,99 . 



Часть вторая 
МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Г л а в а V 
ОСНОВЫ МЕТОДА 

НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

§ 63. СУЩНОСТЬ ЗАДАЧИ СОВМЕСТНОГО УРАВНИВАНИЯ 
НЕСКОЛЬКИХ ИЗМЕРЕННЫХ ВЕЛИЧИН 

Теория ошпбок измерений дает правила математической обра-
ботки многократных измерений одной величины. По этим правилам 
задача обработки измерений решалась бы полностью, если бы для 
достижения пели измеряли только необходимые величины (напри-
мер. в треугольнике с одной известной стороной измерены только два 
угла). Однако в геодезической практике, кроме необходимых, изме-
ряют всегда избыточные величины, связанные математическими со-
отношениями с необходимыми (например, в треугольнике измеряют 
трп угла). Избыточные измерения повышают точность определяемых 
величин и позволяют производить наиболее падежную оценку их 
точности иа основании математических связей между измеренными 
величинами. Кроме тою. получаемые невязки обеспечивают надеж-
ный контроль измерении и их отбраковку. 

Правила теорпп ошибок для получения папболее надежных значе-
нии пз многократных измерений отдельных величин не учитывают ма-
тематических связен между этими величинами. Поэтому вычисленные 
по формулам теории ошибок значения измеренных величин прихо-
дится прп совместной их обработке исправлять, учитывая прп этом 
математические связи между шиш. В этом п заключается основная 
задачи второй части данного курса. 

Заметим, что отыскание значении измеренных величин но пра-
вилам второй части курса и называется у р а в н и в а н и е м. 
иногда «уравновешиванием», но этот термин представляется 
веудачпым, так как после «уравновешивания» даже равноточно 
измеренные величины почти всегда становятся перавноточнымп. 

Естественно, возникает вопрос: нельзя ли задачи, решаемые пер-
вой и второй частями курса, объединить? Это сделать можно, но за-
дача значительно усложнится, п выгоды пе получим никакой. Дело 
заключается в том. что принятый раздельный порядок уравнивания. 



весьма существенно упрощающий задачу, дает нрп :>тп.м такие же 
окончательные результаты, как при совместной обработке всех ре-
зультатов измерении (см. § 56 и 77). Учитывая сказанное, во всех 
последующих рассуждениях, кроме указанных § 56 и 77, будем 
предполагать дли каждой измеренной величины только по одному 
результату измерений, в качестве, которого рассматриваются сред-
ние весовые (чаще всего просто средние арифметические) значения 
из многократных измерений. 

Наиболее важно для математической обработки измерении то, 
что между измеренными величинами существуют математические со-
отношения. которые в результате обработки должны быть удовле-
творены. В противном случае избыточные измерения окажутся бес-
полезными. Таким образом, в математическом смысле задача совме-
стного уравнивания нескольких измеренных величин заключается 
ь следующем. 

Пусть для решения некоторой задачи измерено п величии, истин-
ные значения которых обозначим через X,. . . Лг„. Результаты 
измерений хп от их величии получены соответственно с ве-
сами рп . . ., рп. По условию задачи известно, что измеренные 
величины связаны уежду собой уравнениями 

Ф1(Х\ Л*я)«0 | 
(V.!) 

Фг(А'х Л"в)=0 1 

Математические соотношения между измеренными величинами, 
учитывая при этом исходные данные, обычно можно выразить раз-
личных и уравнениями, зависимыми между собой. Пз таких уравне-
нии можно образовать несколько систем, состоящих из независимых 
уравнении. После выбора одной из этих систем остальные уравне-
ния будут следствием уравнений выбранной системы п поэтому не 
должны приниматься во вппмаиие. 

В системе ( \М) предполагаются только независимые между собой 
уравнения, число которых раьпо числу избыточно измеренных вели-
чии г. Заметим, что эти уравпеппя называются «у с л о в н и м п 
у р а в н е и и я м п». Так как число избыточно измеренных величия 
есть только часть числа всех измеренных величии, то всегда 

г<п. 

Следовательно, система условных уравнений (V. I) является не-
определенном, т. е. содержит уравпений меньше, чем неизвестных, 
и поэтому допускает бесконечное множество решений. 

Получив результаты измерений, прежде всего следует проверить, 
нисколько онп удовлетворяют условным уравнениям (У.1). С изме-
ренными значениями величин получим 

<М*1 *л)-— 
} . 

(•*•,. . • И',' 
17". 



Так как измерения содержат ошибки, то в правых пастях ра-
венств (У.2). как правило, будут получены величины, отличающиеся 
от нуля. т. е. н о в я з к и И'.. . . ., IV,. 

Первое, что должно быть выполнено при уравнивании, — окон-
чательиая отбраковка измерении, для чего проверяют допустимость 
всех невязок в соответствии с § 52. Результаты, отягощенные гру-
быми ошибками, выявляют путем сопоставления недопустимых не-
вязок и их бракуют и перепаблюдают. 

Главная задача, которая должна быть решена при уравнива-
нии. — устранение всех невязок, для чего, очевидно, необходимо 
исправить результаты измерении. Другая задача — оценка точности 
но материалам уравнивания. 

Обозначая исправленные результаты измерении через 
г/+17 (|'=»1, . . л), 

где е{ — искомые поправки, получаем 

Заметим, что значения х1 + называют у р а в н е н н ы м и 
з н а ч е н и я м и измеренных величин. Система равенства (У.З) 
так же. как система (\М), содержит п неизвестных п г уравнении 
и, поскольку г < п. она представляет собой неопределенную систему 
уравнений, допускающую множество решений. 

Очевидно, что задачу ликвидации иеьязок можно решить мно-
гими путями. Какому же из всех возможных путей отдать предпоч-
тение? Идеальным решением задачи было бы получение поправок 
равных по абсолютной велпчпис ошибкам измерений и противополож-
ных пм ло знаку. Однако такая задача неразрешима. 

Итак, поправки V̂  должны, во-цервых, устранять невязки н, во-
вторых, по абсолютной величине должны быть возможно ближе 
к истинным ошибкам измерений. Нетрудно понять, что прп выполне-
нии второго требования первое требование обеспечит тенденцию 
поправок иметь знаки, в большинстве своем противоположные зна-
ки м ошибок. 

Сделаем еще некоторые дополнительные замечания. 
У с л о в и е м и п р и ч и н о й в о з н и к н о в е н и я з а -

д а ч и у р а в н и в а н и я является наличие избыточно измерен-
ных величин п неизбежность малых ошибок измерении. Прп отсут-
стьпп избыточно измеренных величин пе было бы надобности в этой 
задаче, так как каждая искомая величина находилась бы однократно, 
нельзя было бы составить условные уравнения (\г.1) и не возника-
ла бы речь о невязках. Однако без избыточно измеренных величин 
нет надежного контроля наблюдений и вычислении, а также одного 
из эффективных путей повышения точиости определений. 

Ц е л ь у р а в и и в а и п я — найти такие поправки к изме-
ренным зиачепиям которые позволили бы ликвидировать пе-
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вязки И'/ в у р а в п е п и я х (У.2). Следствием устрапепня повязок будет 
однозначность, т . е. равенство между собой значении каждой ИСКО-
МОЙ величины, безошибочно вычисляемой различными путями, чем 
объясняется и само название задачи. Кроме ликвидации невязок, 
цель уравнительных вычислении — повышение точности определя-
емых значений всех искомых величии. 

§ Б4. ПРИНЦИП НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Д л я решения поставленной выше задачи выясним некоторые 
вероятностные свойства абсолютных значений ошибок измерении, 
которые можно использовать прп нахождении системы искомых по-
правок . При этом будем учитывать только случайные ошибки из-
мерений. 

Найдем вероятность некоторой совокупности ошибок . . . , Д„. 
Согласно теореме умножения вероятностен, искомая вероятность 
равна 

р/д, Д ) Е 1*0. (V/,) / . . Ьп) - (уГ^П е "<п 

Спрашивается , к а к а я из всего множества возможных совокуп-
ностей ошибок , образующих данную систему иевязок, будет наибо-
лее вероятной? И з равенства (У.4) нетрудно получить ответ на по-
ставленный вопрос: наибольшему значению величины Р (Дг . . Д„) 
соответствует наименьшее абсолютное зиачепие показатели степени 
в правой части равенства (У.4), т . е. соответствует соблюдение ус-
ловия 

П л" 
V д . 
7,—-=ппп. (У.о) 

т г 1-1 1 

Учитывая полуденное условие (У.э), приходим к таколгу реше-
нию: если д л я поправок поставить условие 

Я .2 

(У .6) 

а т< 
то можно ожидать , что совокупность абсолютных значений попра-
вок у, в вероятностном отношении будет паплучшпм образом при-
б л и ж а т ь с я к совокупности абсолютных зпаченнй ошибок. А так как 
по условиям (У.З) поправки должны ликвидировать невязки , я в л я -
ющиеся истинными ошибками функций ф,-. то можно ожидать, что 
и по з н а к у п о п р а в к и в большинстве своем должны быть противопо-
ложны нстипным ошибкам соответствующих результатов измерений. 

Условие (У.6) удобнее представить и следующем виде, умножив 
•» V? 

все величины — па р 2 

,П1 

= (У.7) 
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Умножение функции на постоянную величину не изменит коордп-
нат точки минимума. Как известно, в е л и ч и н ы = ^ называются тт 
в е с а м и и з м е р е п н ы х в е л и ч и н. 

Условие (У.7) является математическим выражением н р и ц . 
д и н а н а и м е н ь ш и х к в а д р а т о в . 

Итак, пз всего множества возможных решений системы уравне-
ний (У.З) мы выбрали решение, удовлетворяющее условию (У.7), 
т. е. удовлетворяющее принципу наименьших квадратов. Принцип 
наименьших квадратов дает однозначное решение уравнений (У.З) 
и обладает рядом преимуществ. К обоснованию этого принципа мы 
вернемся в §60. Здесь же отметпм следующие его достоинства: 

1) паличне в условии минимума вторых степеней I?,- ограничивает 
круппые поправки, поэтому при равноточно измеренных велнчппах 
поправки более пли менее равномерно распределяются между ре-
зультатами измерений; 

2) при нерявноточных результатах измерений веса р{ при у; 
уменьшают поправки к более точным и, наоборот, увеличивают 
поправки к менее точным результатам. 

Оба отмеченных свойства вполне согласуются с требованиями 
здравого смысла, что, несомненно, есть убедительный довод в пользу 
принципа наименьших квадратов. 

Простейшей иллюстрацией того, что отыскание уравненных зна-
чений неизвестных по принципу наименьших квадратов приводит 
к иаилучпшм результатам, может служить следующий вывод фор-
мулы весового среднего, полученной в нервои части книги па оспова-
вии других соображений (см. § 42). 

Пусть пекоторая величина А' измерена п раз п получены резуль-
таты х„ . . ., хп с весами соответственно . . ., р„. Найдем наи-
более надежное зпачепне л- по принципу наименьших квадратов, т. е. 
под условием \риЦ = т т . 

Так как 
VI = х — 27 , 

то условие (У.7) можно представить так: 

II 
/ И =21 Р1 (* —Х/)4 = «11». 

1-1 

Как известно, для выполнения этого услоиня необходимо, чтобы 

или 151) 
п 
V 2М' -*« )*=0 . 
1 - 1 



Теперь нетрудно получить 
Я 11 

2-е V к - 2 V , Ч Х 1 о 

И 

т. е. формулу для весового среднего. 
Как впднм, к преимуществам метода наименьших квадратов 

можно отнести еще его общность. 
Важиое достоинство метода наименьших киидраюв еще в том, 

что задача уравнивания решается на его основе наиболее просто 
по сравнению с другими методами уравнивания. 

§ 65. ОСНОВНЫЕ ПУТИ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ УРАВНИВАНИЯ 

Итак, совместное уравнивание измерении нескольких величин 
по методу наименьших квадратов является задачей иа условный 
экстремум. 

Требуется пайти минимум функции 
(р1-21=Ш1П, 

если переменные связаны независимыми условными уравнениями 
(У.З). 

Для решения этой задачи применяют два основных способа: 
способ Лаграпжа с неопределенными множителями и способ абсолют-
ного экстремума, для применения которого все измеренные величппы 
Х{ представляют в виде функции некоторых независимых неизвест-
ных параметров. 

Существуют и комбинированные способы. 
Первый способ уравнивания, основанный на способе Лаграпжа, 

будем называть к о р р е л а т и ы м. Этот способ ранее называли 
в литературе еще с п о с о б о м у с л о в и й . 

Сущность второго способа заключается в следующем. 
Выбирают такие независимые неизвестные 7\ , . . ., Г* — пара-

метры *, функциями которых могут быть выражены все измеренные 
величины А\- (г = 1, . . .. п). Пусть указанными функциями будут 

Д'/=/|<Л Тк) (» = 1 "). (У.8) 
Тогда можпо паппсать 

('и . - 'а) («= I ")• (у-9) 
где х . — нзмереппое значение величины X,; Л, — уравненные (не 
истинные!) значеппя выбранных параметров (V = 1, 2, . . ., А). 

Далее напишем 
ьч =/.•('! 1к) - и = 1 п). (V. Ю) 

* Независимость неизвестных Тг. . . ., 7* следует понимать в тон смысле, 
что он» по связаны между собой НИКАКИМИ математическими соотношениями. 
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Таким образом, все искомые поправки зависимые между со-
бой. можно злмоншь функциями независимых неизвестных / . Тогда 
условие 1рг г] — п ш . учитывая равенства ( \ \ 1 0 ) , можно записать 
в виде 

п 
Л (Л С1- Ып. 

<-1 

т. е. задачу на условный экстремум сведем к задаче на абсолютный 
экстремум. 

Лторой способ уравнивания будем называть и а р а . м е т р и -
ч е с к и м . Этот снособ в геодезической литературе встречается 
еще под пазванпем « с п о с о б н е о б х о д и м ы х н с и з в е с т-
и ы х» *. Названия «способ условий» и «способ необходимых неизвест-
ных» предложены были Б . С. Кузьминым. 

Так как оба основных способа уравнивания эквивалентны н 
являются лишь двумя вычислительными приемами решения одной 
и тип ж« задачи, то равенства (У.8) должны в ы р а ж а т ь существующие 
между измеренными величинами Л" зависимости (V. 1). Поэтому пз 
равенств (У.8) должны как следствие получаться равенства (V. П. 
Покажем, что для этого должно быть удовлетворено равепство 

и—Л- = г. 

где п — число пзмереиных величин Л": 
к — чпело необходимых неизвестных Т; 
г — число условных уравнений ГУ.1). 

Напишем систему равепств (У.8) в впде двух групп: 
1-я группа 

тк) ] 

-V * = /*('/' 1. тг ' 
2-я группа 

Л'*.1=/АМ Т.з, . . ., Тк)' 

А'я — /я (7*1, Гг, . . ., 'Гц). , 

Все неизвестные Т пз 1-й группы равенств (У.11) можно выра-
зить в виде функций неизвестных Л"|, . . Х* 

I- (>' = 1, 2, . . ., к). (У.12) 

* В геодезической литературе применяли еще следующие пазвапия ука-
занных двух основных способов уравнивания: первым — «способ условных из-
мерений» и второй — «способ посредственных измерении», которые были заим-
ствованы пз переводных трудов немецких геодезистов 150-летней давности. Но 
эти названия нельзя призвать удовлетворительными, так как: 

1) объективно существуют просто измерения, а не «условные» пли «посред-
ственные» нзмерешш; 

2) результаты любых измерений можно уравнивать любым па этих способов, 
поэтому связывать способы уравнивания с «видами измерении» неправильно. 
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Подставляя во 2-ю группу равенств (У.11) вместо Т к . 
найденные в (\т .12) их выражении / \ . . получаем п — к уравнений, 
связывающих между со Поп неизвестные А"г. По в § ЬЗ установлено, 
что число независимых условных уравнений, включаемых г. сислг-му 
(V.!) , должно быть р^вно числу избыточно измеренных величин, 
т . е. г. 

Поэтому 
= (V. 13) 

что и требовалось доказать. 
Вывод, полученный в равенстве (\ ' .13). можно сформулировать 

и таким образом: число необходимых неизвестных Т, независимо 
от того, выбирают их из числа измеренных или неизмеренных вели-
чин, должно быть равно числу величин X. которые необходимо из-
мерить, чтобы однократио найти значения всех искомых величин. 

Пусть, например, требуется определить на плоскости ио.тожеипе 
пункта относительно двух пунктов, зада иных плоскими прямоуголь-
ными координатами х1л </, и х2, у». В этом случае могуг быть изме-
рены п я т ь элементов треугольника — три угла и две стороны, пз 
которых, очевидно, необходимо измерить любые два элемента. В ка-
честве необходимых неизвестных Т можно выбрать любые два эле-
мента треугольника , но можпо выбрать, например, искомые абс-
циссу х3 н ординату у.л определяемой вершины треугольника, т . е . 
т о ж е две величины. 

К а к указывалось в первой частп курса, в измерительной прак-
тике никогда ис ограничиваются измерениями необходимых вели-
чин, а всегда измеряют п избыточные. Так. в геодезических работах 
стремятся в треугольнике измерить три угла, хотя для его решения 
при наличии одной известной стороны достаточно двух: теодолитные, 
высотные и ппвелирные ходы всегда опираются ис менее чем па два 
опорных пункта ; ирямую засечку осуществляют не менео че.ч тремя 
направлениями , хотя достаточно двух; обратная засечка осуще-
ствляется не менее чем четырьмя направлениями, в то время как 
достаточно трех ; в сплошной сети триангуляции выполняют вдвое 
больше необходимых измерении и т. д. 

Разумеется , число необходимых и чпело избыточных величин 
з а в и с я т от условий и постановки задачи, от того, что требуется 
получить в результате уравнивания. 

Многократные измерения отдельных величии, как известно, по-
вышают их точность лишь до известной стеиепи, после чего измере-
ния становятся .малоэффективными из-за того, что влияние некото-
рых источников систематических ошибок полностью исключить или 
компенсировать невозможно. Измерение же избыточных величин 
является следующим существенным шагом в повышении точности 
определяемых величпн, так как оно позволяет использовать для 
определения искомых величин результаты измерений, выполненных 
в других условиях . Например, измерение третьего угла в треуголь-
нике существенно повышает точность всех углов, если учесть, что 
для каждого угла моишо получить два значения: непосредственно 
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измеренное н вычисленное как дополнение до 180° к сумме осталь-
ных двух углов плоского треугольника. Рассмотрим подробнее ос-
новные способы уравнивания. 

§ 66. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СПОСОБ УРАВНИВАНИЯ 

Выбирают необходимые неизвестные 7*,, . . 7'*, через которые 
выражают измеренные величины Л', Хп в виде функции 

Х1=П(Т1, Тк) (1 = 1, 2 «). (V. 14) 

Равенства такого вида называют п а р а м с т р н ч е с к и м и 
у р а в н е н и я м и связи. 

Выбор необходимых неизвестных — важный момент в этом спо-
собе уравнивания, так как от него зависит степень сложности ре-
шаемых уравнений, я следовательно, и объем вычислительных работ. 

Обозначим уравненные значения намеренных величин через х\ = 
— х( + у,, где г,- — поправки к измеренным значениям х{, получен-
ные лз уравнивания, а уравненные значения необходимых неизвест-
ных — через I п напишем 

*1+« ' | -Л( / | . • • <*) 0'.15) 
или 

Щ=П ('!> • • '*)-*« (« = 1. 2 и). (У.1С) 
Теперь условие 

[ /"• ' -] = П1111 
можно предегашпь в виде 

п 
2! Л {/» ('1 «*) -*,}= = пип. (V. 17) 

В левой части выражения (\\17) неизвестны точько величины I 
поэтому его можно написать в впде некоторой функции/* (/, 1к). 
т. с. 

^(/х 1*) = т т . (У.40 

Таким образом, решение задачи уравнивания по способу услов 
ного экстремума свелось путем введения необходимых неизвестных 7 
к задаче иа абсолютный экстремум. Для этого нужно, как известно, 
составить определенную систему уравнений 

дР 
- ^ - = 0 (\"= 1 ,4), (V. 10) 

и« которой могут быть получены неизвестные I 1к. 
Однако, если уравнения (У. 19) имеют нелинейный вид. то реше-

ние их иочти всегда оказывается практически невозможным. По-
этому задачу решают следующим образом. 

Для параметров находят тем или иным путем приближенные 
значения причем с такой точностью, чтобы можно было привести 
функции /, 1к) = х1 к линейному виду путем разло-
жения в ряд Тейлора, в котором ыожио пренебречь членами разло-
1*2 



/Комия второго п высших порядков. Ото, кок увидим дальше, делает 
яадачу уравнивания всегда разрешимой п. кроме того, приводит 
к алгоритму решения, т . с. к определенному, всодл одинаковому 
порядку вычислений. 

Представим неизвестные . . в виде 
= (V = 1 А). (\\20) 

где — приближениые значения, т у — неизвестные поправки к ним. 
Подставив эти значения в равенства (У.1П), получим 

»*=•/!(*; + Тх. • . ^ (; = 1 и). (\\21) 
Разлагая функцию /,- в ряд Тейлора, находим 

М + + - ' • 
где Л — сумма всех членов разложения, кроме линейных *. Прибли-
женные значения /$, . . ., должны быть найдены с такой точно-
стью, чтобы можно было пренебрегать величиной П. Иными сло-
вами, все поправки т%. должны быть настолько малы, чтобы можно 
было пренебречь пелппсипыми членами разложения. 

Заметим, что получить достаточно точные значения иногда 
бывает довольно сложно, например, ирн уравнивании обширных 
сетей т р и а н г у л я ц и и . 

Пренебрегая в равенстве (У\22) величппой /?, получаем 

' •<= (5г )о Т ' + - • • + ( ж ) о Т А + 1 / | М 
Введем обозначеипя 

(•*г)о = в л ' ( ^ г ) о = 0 ' 2 . IV.21) 

Т е п е р ь можем написать систему равенств 

' | = в«1Т1+о , 9 т.+ . . = 1 и). ( \ \25) 

Линейные равенства (У.25) есть параметрические уравнения 
поправок, но мы д л я краткости будем их называть «параме-
трические уравнения поправок», а иногда н просто «уравнения 
поправок» **. 

Е С Л И функции / , ( / , 1к) имеют линейный вид, то прибли-
женные зиачення можно пе вычислять. 

* Рассматривая выражение (У.22), следует учитывать, ч т о • *. 
х(. Напомним также, что коэффициентами при неизвестных т являются при 

блнженные значепия частных производпых. 
** Часто их неудачно называют «уравпепнямн погрешностей». 
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Пусть уравнения (\\9) имеют вид 
х, + г, =./, (/, ^) = л/1/1 + а/./а + - - .+«**** + 

Тогда 
•г,. 

и уравнения поправок примут вед 

л). О". 26) 

Однако в практике уравнительных вычислении ирнблшкепные 
значения часто вычисляют и в тех случаях, когда параметриче-
ские уравнения имеют линейный вид. 

Тогда 
= ^ + + . . . +а1к11 + Ь1—т1г 

и уравнения поправок примут вид (У.25). Это облегчает дальнейшие 
уравнительные вычисления, так как легче вычислять .малые по-
иравки т вместо величин /. 

Учитывая равенства (У.25). условие \ р п н и можно записать 
так: 

л 

• • • + И « Т * Т ' « ' ) Г = ' ' ( Т 1 » • • •• Т Л ) = Ш1П. (У.27) 
1 - 1 

Задача решается определенной системой уравнений 
дР = 0 (\'=1 к). (У.28) 

Возьмем частные производные п приравняем их пулю 
дР . дг{ дип ^ 

- 2|>Л л Г + * ' * + =0- (V 20) 

Учитывая выражение (У.25), находим 
дь'[ 

Теперь, сократив равенство (У.29) на 2, папшнем 

дг 
I 

( - 1 

На основания тех же равенств (\\25) получим 

дг V 

др,- дь'{ д\>1 
С/2 ' " ^ Г " 0 ' 3 = 

п аналогично тому, как было получено выражение (У.ЗО), 
1ра3р] =0 |рлЬ1;]=0. 
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Итак, получены равенства 
1рд,«?) ==о 

[р<1к1-] = 0 

(\\31) 

Подставив в равенства (У.31) вместо правые части уравнений 
поправок (У.25), получим к линейных уравнений с к неизвестными 
•Сх Тй-

Н а пишем еще раз систему параметрических уравнении поправок 
(У.25) 

1>, =в/1т, + й/аТ2-(-в/зТз+ . . . -га;кть+1{ (1 = 1. . . .. л). 
Умножив обе части каждого из этих уравнений па р ,а п соответ-

ственно и просуммировав затем результаты, получим 

Р1в11,'1 + Раа21«,2 + Рзв31РзТ • • - + Рп*п ^п = {Р"^:] = [р^О,] ^ + 
"4" [Ра1а21 Т2"Ь [Яа|аз1 Тз4" • « • -МР01а*] 

Умножая тс же равенства (У.25) на Р/й{«, находим 
[ра2г] _[раха.2] т,4-[ра5а21 т2+(ра2о3] т3+ . . . -г \райак] т*-НрааМ. 

Аналогично получим 
(Ра3'1 [ро^з! тг . . . + (рвзЯз! Тз т . . . + [Рвяв*] ТА Ь [р«з'1 

[РОЛг] = [ра1яЛ] Т, г . - . -НР°А0*1т*+1Р0а1]-
Теперь равенства (У.31) примут вид уравнении 

{/'Л|в11т1-Нрв1вг]т8 + . . . + [ /«^1 тл-}-(рв1/1=0 
[раха2] т1-Н/>аааа1т2+ - • . +[ра2ак]тк+[раг1] = 0 

[ро1а«1т1+(ра2аЛ]т2-г . . . 4-[рв*оА] тА-»-[роА./}-О 

(\'.32) 

Уравнения (У.82) называют н о р м а л ь н ы м и у р а в н е -
и п я м и; они представляют собой определенную систему к линей-
ных уравнений с к неизвестными. Из решения этой системы получают 
поправки к приближенным значениям необходимых неизвестных. 

Линейная система нормальных уравнений отличается следу-
ющими особенностями: 

I. По диагонали, расположенной слева вниз направо, стоят ко-
эффициенты, которые всегда положительны: пх называют к в а д -
р а т и ч н ы м и, а указанную диагональ — к в а д р а т и ч н о и. 

" 2. Остальные, н е к в а д р а т и ч н ы е, к о э ф ф и ц и е и т ы 
располагаются снмметрнчпо относительно квадратичной диагонали. 

Оба свойства системы нормальных уравнений облегчают се реше-
ние. 

Получив поправки т , . . . ., т*. далее при помощи уравнений 
поправок (У.25) находят поправки г, и загем уравненные значения 
измеренных величии — г, н пензвестных = + 



Д л я контроля уравнительных вычислений могут служить урав-
нения (\г .15), а именно 

•Г| + «,,=//(г1 гк) 

0 = 1 л)-
Пользуясь уравнениями (\*.31), докажем, что при независимости много-

кратных измерении отдельных величин Л',- уравнивание можно выполнять двумя 
этапами: сначала получить средине весовые дли каждой многократно измеренной 
величины, а затем уцавштать полученные в первом этгше значепня измереииых 
величин, учитывая веса этих значений и математические связи .между ними. 

Пусть г,- ~ VI г/, где г, — поправки результатов измерений, получен-
ные после первого этапа уравпивапип. V, — вторичные поправки, получаемые 
из совместного уравнивания всех измеренных величин. Очевидно, что поправка 
VI го все результаты измерений одной и той же величипы будет одна и та же. 

Совместное уравнивание всех результатов измерении приведет к уравиенннм 
(\'.31), которые можно представить в виде 

0 = (ра%.г) = [рдуг']-Ь|ро^-| А). 
Но 

|/»уГ'1 = в1» №'11+ • • • + «„у [Р"'1л. 

где суммы \рг')/ — для многократных измерений отдельных величии .V,. Для 
этих измерений каждой величины .V, коэффициенты а,\ будут одипаковы. 

Из теории ошибок (см. формулу (IV,52) известно, что [рг') ( = 0 (» => 
= I, . . .. и), поэтому 1ра^г> ] — 0, и мы получим 

|Р<Ч.Г] = [ Р < У * | - (^"-33) 

Рассмотрим сумму [ре, «>*]. 
Так как коэффициенты и,-„ и поправки и для одних и тех лее многократно 

измеренных величии в уравиеииях поправок будут постоянны, то можем на-
писать 

[р«уг-[ = « п . ^ И х + • • - + апх1'п [р]л. 

Но (р], — веса средних весовых, т. е. веса уравненных в первом этаие 
значении измеренных величии. Поэтому, обозначая [р1/ = Рс п учитывая 
формулу О'.ЗЗ), окончательно получаем 

.V п 

2 1 *>. 
1-х 1-1 

где Л* — число всех измерений, п — число измеренных величин (конечно, 
Л' > «)• 

Таким образом, уравнивание с соблюдением условия \рьг\ — т т , где 
имеются в вшу все результаты пзмеревий, равнозначно уравниванию с соблюде-
нием условий [Ре-] = и ш для предварительно исправленных по правилам тео-
рии оигабок значении измеренных величин, т. е. поправки г = V + е" будут 
удовлетворят!, уравнениям (У.31), вытекающим из условия (рг2) « пй»*. 

Задачу уравнивания параметрическим способом решают в такой последова-
тельности. 

1. Измеренные значения величин х{, х2, . . хн (а следовательно, н вы-
числяемые поправки к ним г,) выражаются в таких мерах, чтобы значеппя сред-
них квадратических ошибок я»,- величин х,- были по возможности близки к еди-
нице. Лписаные величины выражают, например, в дециметрах или и сапти-
метрах, угловые — в секуидах, а малоточные измерения углов — в .минутах. 

* В приведенном доказательстве везде под у подразумеваются правые части 
уравнений (У.2о). 



Коэффициент к для вычисления весов по формуле 
к 

выбирают так, чтобы п веса были по возможности близки к единице. Все это 
облегчает вычисления. 

2. Выбирают необходимые испзпестпые . . ., таким образом, чтобы 
параметрические уравпепия поправок (N'.25) имели паиболее простой «ид. Не-
известные пс должны иметь математических связей между собой, а нее измерен-
ные величины должны выражаться через выбранные пепавестные. 13 качестве 
неизвестных могут быть как измеренные, так и неизмеренные величппы. 

3. Все измеренные величины выражают в виде функции 
= и ('г 'л) ( ' « ! . . - п). 

где х\ — х{ 4-
4. Находят приближенные значения неизвестных . . . . / * п 

выражают их с тем числом десятичных знаков, с которым будут 
выражать их уравненные значения. По формулам (У. 2-4) находят 
коэффициенты н свободные члены уравнении поправок (У.25). Для 
неизвестных / должны быть установлены такие, размерности, при 
которых порядок величии коэффициентов уравнении поирапок был 
бы но возможности близок к единице. 

5. Составляют и решают систему нормальных уравнении (У.32), 
в результате чего получают поправки т, т*. 

6. Вычисляют значения поправок у,- (ё = 1, . . п) прп помощи 
уравнении (У.25). 

7. Получают уравненные значения измереппых величии из ра-
венств х\ — X; -р V/ (|* = 1 п) и уравненные значения ненз-
вестпых / пз равенств = 'у + тУ (V = 1. . • А-). 

8. Контролируют все вычисления равенствами 

*;=/ , ( ' ! (к) ( '=1 я). 
Необходимо иметь в виду, что несоблюдение этих контрольных 

равенств может происходить не только пз-за ошибок вычислении, 
но н вследствие недостаточной точности приближенных значении 
неизвестных . . ., признаком чего будут недопустимо боль-
шие абсолютные зпачеппя поправок т, , . . ., т*, т. е. такие поправки, 
при которых нельзя пренебрегать нелинейными членами разложе-
ния функции и (/? + х1 1к + т*). 

В таком случае полученные после уравнивания величины 
!к следует рассматривать лишь как уточненные приближен-

ные значения и с ними повторить все уравнивание*. 
Иногда с самого начала уравнивания видно, что получить доста-

точно точные значения . . . . невозможно. Тогда при первом 

* Указанный вычислительный нрпем эффективен прп уравнивании на алек-
тропио-счегных машииах методой приближений, тан как позволяет значительно 

. умепьшнть объем промежуточной информации п не требует высокой точности 
для начальных приближенных значеппн пеизвестных, т. е. для 



уравнивании. которое является но существу л и ш ь уточненном вели-
чии /?, . . .. можно допускать различные упрощения и вычисле-
ния выполнять с меньшим числом десятичных знаков по сравнению 
с вычислениями при окончательном уравнивании. 

§ 67. ПРИМЕРЫ УРАВНИВАНИЯ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СПОСОБОМ 

Пример 1. В треугольинке, в котором известим координаты пупкта А, 
сторона с и ее дпрокщюинын угол а ,г>, равноточно измерены углы А',. Хг, Х3 
для определен1"! положения вершины С (рис. 10) и нолучеии результаты изме-
рений х,. х... хя. 

Для решевня треугольника с известной стороной необходимо иметь два 
угла. Так как измерены три угла, которые связаны уравненном 

то возникает задача уравнивания. Ретсппе будем 
выполплть в последовательности, указанной 
в §56. 

1. В качестве необходимых неизвестных вы-
берем днрекцнониые углы направлений АС 
и ВС. Число этих иеизвестпых долишо быть 
к = п - г = 3 - 1 — 2. 

Обозначим 

а ВС — и. 

Очевидио, что дирекциоииые углы ис евлзаим ме;кду собой никакими ма-
тематическими соотношениями. 

2. Выразим измеренные величины в виде функции необходимых неизвест-
ных 

х\ = аАВ"'ь 

К = * 2 - а л в ± 180°, 

х ' я = 

3. В качестве приближенных значений веобходимых неизвестных примем 

'г ~ алв — + х2-

Вычислим коэффициенты и свободные члены уравнений поправок [см. фор-
мулы (У.2-4)] 

дХ* Л 

• Все задачи будем решать па плоскости. 
151) 



'в • ( *1~(аЛВ ± >80°) } —г2 - алв ± 180° - т3-алв 180' 0; 

^ I 

—'а—*8 = аАВ— т\~алв± 1в0°—х,-лгя -=• 180°—аг1—ага— х3 =—1Р, 

где И' — невязка треугольника. 
Напишем теперь параметрические уравнения поправок 

- —Г1*. 
1,г = -гт2: 

«;з = + т , —т5—Н". 
4. Вычислим коэффициенты и свободные члены нормальных уравнений, 

число которых будет равно двум, 
[«,0,1 = 2; [в,П =—1Г; 

[й2О31-2; [«.(] = + »'. 
Напишем нормальные уравиення 

2тх—т3—И'=0; + И 0. 
Сложив уравнения, получим 

т1+т2—0. (У.У,) 
откуда 

То = —т,. (У.35) 

Взяв теперь сумму 1-го нормального уравнения п равеиство (У.34), получим 

Зтх— И" =0 . откуда 

п, учитывая равенство (\г.35), находим 

Н* 

5. Подставив т, и т3 в уравнения ноправок, получим поправки в углы 

И* 

, И" . XV И' 

Таким образом, невязка треугольника в случае равноточных измерений 
должна Сыть распределена на три угла треугольника поровну с обратным знаком. 
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Пример 2. Решим предыдущую и ада чу для случая неравноточных изме-
рений. 

Положим, что углы X}» .V.. А'я измерены с весами р,. р2, р3. 
Уравиеипя поправок будут такие же, как и в предыдущем примере, но 

прп составлении нормальных уравиеинй необходимо учесть веса измерении. 
Получим 

г, = —т, с весом р,; 

г2 = -Ьт, с весом р.: 

гз = +т, — т2— И' с весом р3. 

Коэффициенты иормалмтых уравнепий будут 

[ра,в,1«(р^рэ); [Р«Л] =— Рз5 

[ра^^-РзИ'; 

[раг12] = (р2 + р3); [ряЛ^+Рз»7-

Напишем нормальные уравнения 

(Рх+Рз) П—РзЪ—РзИ'=0; 

—Рз*1-Нр.4-Рз) т2т-р3И'=0. 

Возьмем сумму уравнений Рхт1 т Ргт2 — 0. 
откуда 

т 2 = - ^ т , . (У.ЭД 

Разделяв первое уравнение на р3 п учитывая выражсиис (\г.36), получим 

Введем обозначения 
1 I 1 

Рг 

Величины д называют о б р а т н ы м и в е с а м и . 
Теперь получим 

откуда 

а, согласно выражению (\\36), 

2 VI V , ^ 

1(10 



Вычислим поправки в углы 

"г 

7» II*: V , 

Ча 

х. е. поправки в углы треугольника при перавноточных измерениях распре-
деляются пропорционально обратным весам нзмерепнЯ. 

Пример 3. Кямсренн три угла X,. и Л'я, образованные тремя направле-
ниями (рис. 11). и получены результаты измерении 

с весом />,; 

г 2 » » рг". 

* * Рз-

Для определения взаимного положения трех направлении необходимо 
знать два угла. Поэтому в качестве необходимых неизвестных выберем углы 

— XI и = Параметрические уравнения связи будут 

Приближенные значення пеобходнмых пензвестпмх примем равными их 
нзмерепньш значениям, т. е. 

—г • «1 —М» 

Вычислим свободиые члены уравпеиин поправок 

= ^ + *з-
Напишем уравнения поправок 

= 4- тг с несом р ,̂ 

* * Ра! 
УЗ=+Т1 + Т2 + » > Рз-

Нормальные уравнения будут иметь вид 

(Рх+Рз) т-! + р3та + Ря1з=0; 

Рз^-НРа+Рз) та+р : ,/3 = 0. 
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откуда 

Вычтем второе уравнение из первого 

Р1 Та=' Рз 
т.. (̂ '.37) 

Разделив первое иормальпое уравнение на рз и упитывая выражение (\'.37), 
ПОЛУЧИМ 

Рис. 11 

Далее иаипшем 

\ Р| Р-. 
Вводя обратные веса, получим 

т. = -

Рис. 12 

Я 
Рз 

-"71 

т 2 = — <?1 
9| 

Я 
'з: 

9г 

в, наконец, определим поправки к результатам измсрсини 

<7« 

'/4 
V 13; 

1'Л-
98 

_ я 
где 

/ з Л т ^ - г з , 
Пример 4. В треугольнике дана сторона А В = с = 1000,000 и п измерены 

остальные две стороны и три угла. Требуется найти уравнсииые значения изме-
ренных величин. 

Обозначения исходных и измеренных величин показаны иа рпс. 12. 
Углы измерены со средней квадратпческой ошибкой т" = 10". 

«1*2 



Средние квадратичепсне ошибки измерения сторон соответствуют формуле 

1 \ зоооо п / • 
Получены результаты измерении 

а ^ С 0 25' 13*; 
га=СЗс 01'2л"; 
л"з=65° 33'07*: 
х4 = 795,881 м; 
г 5 = 1018.660 м. 

Вычислю! средние квадратичеекпе ошибки измерения сторон 

см 7 9 585 см т * = 30000 — с м = 4 - 6 с м ; 

см 101 866 си 
т 5 = 30000 + 2 см==5 '4 с м 

Веса вычислим по формуле 

тогда веса углов будут 
р1 = р5 = рз= 1 -^ут . 

Выражая средние квадратичеекпе ошибки сторон в сантиметрах, получаем 

/ 10 _ 1 

„ ( 10 У 3 у 1 
Р5 \ 5 . 4 с м / (см)- ' 

Выражать средние квадратичеекпе ошибки сторон не в сантиметрах, а в дру-
гих единицах, нсныгодио, так как веса ири этом будут ИЛИ очень малы ИЛИ, 
наоборот, очень велики. 

Заметим, что в дальпешннх вычислениях все линейные величины должны 
выражаться также в саигпметрах. 

В качестве необходимых неизвестных удобнее всего выбрать два угла Л'х 
И Х4 (для решения треугольника, в котором известна одна сторова, необходимо 
иметь две измеренные величины). 

Положим 

* 8 « г 

Далее выразим все измеренные величппы в виде функций необходимых 
всизвестных 

К 

агз=180°— Гх—13; 
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«III Л, 
ач-г 

Вычислим нрпблнжеипые значения неизвестных. Для их уточнения цс-
вязку треугольника распределим с обратным знаком на три угла треугольника 
(табл. 23).' Т а б л и ц а 25 

Угол Результат измерения 
Поправка(вспо-

могательная) Исправленный угол 

А', 
Л'а 
Л', 

46° 25' 13" 
63 01 25 
65 33 07 

+5" 
+5 + 5 

46° 25' 18" 
68 01 30 
65 33 12 

у _ 
И'* 

179° 59' 45* 
—15 

+ 13" 180° 00'00" 

Теперь примем = 46° 25' 18*, <!> = 68й 01' 30", откуда, заметим, 

180 е- /®-/® = 65е ЗЗМ2". 

Далее вычислим свободные члены всех уравнений поправок п коэффи-
циенты последних двух уравпсиий (коэффициенты остальных уравнении оче-
видны) в соответствии с формулами (У.24). 

* 1 - / ® - * 1 = 4И425' 18"—16° 25' 13" = +5"; 

1г = -х2 = 68° 0 Г 30" - 68° 01' 25" = +5"; 

1 з = 1 8 0 ° - * ° - / ° - * з = 65о 33' 12"—05° 33' 07" = +5"; 

51П 46° 25' 18" Г|" = 100000 а ! п 65033^2» 79586.1 = 79577.С—79 588.1 — —10.5 см; 

»с>. , ,-тл™ 31И 68° 01 '30" =100 000 5 ; п Ц 5 о 3 у 1 2 . — 1018С6.0 —101 867.5 —101866.0 = -- 1.5 см; 

С05 I, • .41И ( ^ Ч- /А) — 31И ^ • СР5 ИХ -Г (Д) 
° ан2 (/! + /„) в 

_ 51И /А _ В ' П Г 2 1 З:5 
51П2 Гд С 311) Гд » 

Л Г 
—,- —5'П 11 соз(Г|4-/») 81П/1-СОЗ(180° — / 2 ) Л2 51'пЗХз ~С ^ГР 

51ПХ', С05.ГД Х% 

~С в»«» *'а ' я п ^ 8 " 1ёх'3 ' 
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&Х'ь __ — МП /аС05 (/| + <>) 51П иг̂  СОЗХд х',. 
д ~ с .«тггз ~~ с а)пг', ' -?1па-'3 ^ ' 

дХЪ __ СР5 • Й1П (<!+ <а) — ЗП1 13 - С05 + <я) 

Р1П*, 1 ^ 
= С 8111Х3 «1Пх3 

Нашппем топсрь одно пз уравнений попранок для лппсйных измерении 

Так как дифферепцнрованпе производите» только но угловым аргументам, 
выраженным в радианиой морс, а поправка т практически выражаются в секун-
дах, то последнее уравнение следует написать так: 

Теперь получим при поправках т" следующао коэффициенты уравнений 
поправок для линейных измерений: 

а41=-ф- сояее х3 = 2КГ С°5СС б 5° 33"=+0.54; 

„см 
Г 4 79 588 

- Л — Р = - С * ^ 3 = 20^265 С1Е 65Е 33' = + 0 . 1 8 ; 

си 
= « В = 2002С5 с 1 в 6 5° 3 3 ' " + 0 ' 2 2 ; 

см 79 
а Ь 2 =-рг - созес г3 = 20>. .>ц5 со§ес 65° 33' = +0.42. 

ЭТИ коэффициенты вычислены на логарифмической линейке. 
Вычисления коэффициентов нормальных уравнений в соответствии с фор-

мулой (У.32) удобно выполпять при помощи таблицы коэффициентов (табл. 26), 
в верхней части которой выписывают коэффициенты уравненна поправок, а в ниж-
ней, отделенной горизонтальной чертой, вычисляют коэффициенты нормальных 
уравнении. 

Напишем нормальные уравнения 
ЗРГ>/, Т1 + 1.77ТЛ—2Г».М=(| 
1.77^ +2,75т,— 0.78 = 0 

V = 5.31Т,+4,52Т2 - 32.32 = 0. 

Решим нормальные уравнеппя способом определителей па арифмометре. 
Детерминант О = +6,60 

-1-2.У.У| • 2.75—6.78 • 1.77 _ , Д , 
Т Х = + 3 . 8 ; 

З.М • 6 . 7 8 - 1.77 • 25,-У. _ 
т® = б̂ й) -
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Т а б л и ц а 26 

ЛА измерен-
ной ве.чпчиим р ( V 

1 о 
3 
4 
5 

1 
1 
1 
4.7 
3,4 

+1,00 
0 

-1 ,00 
+0,54 
+0,22 

0 
+ 1.00 
-1 ,00 
+0,18 
+0,42 

+5,00* 
+5,00" 
+5,00* 

— 10.50 см 
+1,50 см 

+13,8" 
+ 1,8" 
—0,6" 
—6.3 см 
+2,1 см 

\ро 1 
I Р<*1 

3,54 
+ 1,77 

+ 1.77 
2,75 

—25,54 
-6 ,78 

Для ковтроля правильности вычислении подставим получешше значения 
Т| и т2 в сумму нормальных уравнений 

5.31 • 8.8-4.52 • 3.2 - 32,32 = -0.06. 

Остаточная погрешность прспебрсгасма. 
Для удобства вычислений поправок е значения т выписывают в заголовки 

графы 3 и 4 табл. 26. Перемножая величины т , и т, на коэффициенты а в соответ-
ствующих строках и прибавляя к сумме этих произведений величины I, полу-
чают поправки с. которые выписывают в графу 6. 

Далее получим значения измеренных величии х\ = х. + у,, 

х'г =46° 25' 13"+13.8" = 46° 25' 26.8" 
х'в = 68°01'25'+ 1.8" = 68°01' 26.8" 

= 65° 33' 07"- 0.6" = 65° 33' 06. 

У = 180° 00' 00.0" 

= 79 588.1 см —6.3 см = 795.818 м. 

^5 = 101866.0 см+ 2.1 см = 1018,681 м. 

Для окончательного контроля всех уравнительных вычислепий была нодсчп-
тана сумма углов треугольника, которая оказалась равной в точности 180°, 
и, кроме того, были вычислены стороны ВС и АС но уравненным углам от исход-
ной стороны с- прп этом должны быть получены величины хА + г4 и ,г5 + г6. 

— 811146° 25'26.8" 
ВС= 1000.000 м - ч-п 0-<, $.у [ | 6 4 . = 795.819 м; х1 =705.818 м; 

— 51 и 1>8° 01' 20.8" 
Л6'= 1000,000 м • г,5° 33- 01; /,» "" 1018.081 м; т& = 1018.681 м. 

Коптроль подтверждает правильность уравнительных вычислепий, так как 
несогласия соответствуют точности вычислении. 

Все вычисления былп выполнены на арифмометре с шестизначными та-
блицами п па логарифмической линейке. 

Пример 5. Требуется произвести оценку точности по двойным неравно-
точным измерениям, в которых предполагается наличие остаточных системати-
ческих ошибок, возникающих по закону 

сг/ = А-,Оо. 
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где о,| = сог&1, а коэффициенты А-,, зависящие от условий измерений. известны 
(например, расхождения результатов измерения длин лиши! в тсодолптпом 
ходе двумя лентами, длины которых точпо нсизвестпы. И этом случае коэффи-
циент к] — г5,, где — длина линии). 

Рассматривая разности двойных измерений ф как результаты измерений 
величии с; (при отсутствии систематических ошибок величины й/ будут случай-
ными ошибками разностей дютйпых измерений, так как их истинные значения 
р.-ишы нулю), получаем уравнения поправок V; = А,-Оо — с?,- (» = 1, . . . . п), 
где Оо - - неизвестоое. Ввиду малости этого непзьестиого можно не вводить его 
приближенного значения. Тогда коэффициенты уравнений поправок а/, = к{, 
свободпые члены I, = — в,. 

Величина Сто будет получена пз нормального уравнения 

[Ркк\ Оо—1ЛМ]=П, 
[1>Ы] 

откуда 

где Р — веса разностей двойных измерений. 
Далее, вычислив значение = — А; Оо, получим 

- , / З Е Н П И д - У 2(п — 1) ' 

§ 68. КОРРЕЛАТНЫЙ СПОСОБ УРАВНИВАНИЯ 

Сущность уравнивания коррелатпым способом заключается в том, 
что задачу нахождения минимум» функции зависимых переменных 
[р1'2] решают способом Лпграижл, вводя вспомогательные множи-
тели независимых условиых уравнений. 

Пусть измерено п величин А*д, . . ., А'п. связанных между собой 
независимыми условными уравнениями 

<МЛ"| Л"п)=0 

<Г« (А*1. . . . . л\,)=о 

Ф/(Л-1 Л*„)=0 

(У.38> 

Необходимо представлять уравнения (\\38) всегда в таком виде, 
чтобы в правых частях стояли нули. 

Пусть для величии А",- получены результаты измерений .тА, . . . , хп 
с весами соответственно рх />„. 

Так как значения з : отягощены ошибками измерении. то при 
подстановке птпх результатов в левые «астн условных уравнений 
в правых их частях, как правило, получатся не нули, а невязки 1Г, 
являющиеся истинными ошибками функций ср.,, . . ., ф,. 

Соответствующие равенства имеют пнд 
хп) = И/ (/ = 1 .2 г). (У.ЗО) 

При уравнивании прежде всего ставится требование устранить 
всо невязки. Поэтому исправленные результаты изменении должны 
удовлетворять равенствам 

<р/ + г-! -Ь »л) = 0 (/ = 1. 2. . . .. г). (\\.'40) 



Как известно, из всего множества возможных решений неопре-
деленной системы (У.40) выбирают такое, при котором \ро21 прини-
мает наименьшее значение. 

В математическом смысле решаемую задачу можно сформулиро-
вать так: нантп 

{ру81=ш1П, 

еслп переменные у,, . . гч связаны между собой уравнениями 1 
(У.40). Как указывалось, эту задачу на условный экстремум в кор. 
релатпом способе решают по правилам Лаграпжа при помощи неопре-
деленных множителей условных уравнений. 

Уместно напомнить, что в параметрическом способе эта же задача 
на условный экстремум решается при помощи вспомогательных не-
зависимых неизвестных, позволяющих перейти от условного зксгрс-
мума к абсолютному. 

Функция Лаграпжа будет иметь вид 

Ф(е». • - "п) = [/»'-] -Н1Т!+Я2Ф2 + • • • -ЬМРг. 

ф/=ЧР/(*! + » !+ , . . Ч-Л-П + 1'я) (/ = 1. • • О 

Введение г неопределенных множителей 
позво-

ляет рассматривать функцию Лаграпжа как функцию независимых 
перемепных. Тогда искомые значения поправок V должны удовле-
творять равенствам вида дф 

( / = 1 а). (У.41) 

Присоединяя к равенствам (У.41) равенства (У.40), получаем 
п + г уравнений с п г неизвестными (поправками . . ., ип 
п неопределенными множителями X,. . . Кг). 

Такова схема решения задачи. 
Однако, если условные уравнения будут иметь нелинейный вид, 

то задача станет практически неразрешимой, так как математика 
не дает способов решения систем иелнпенных уравнении произволь-
ного вида. 

Для того чтобы сделать задачу уравнивания разрешимой и полу-
чить алгоритм се решения, приведем равенства (У.40) к линейному 
виду, воспользовавшись тем, что поправки у всегда достаточно малы. 

Пренебрегая нелинейными членами разложения функций <р, 
в ряд Тейлора, можно написать 

• • - + 
Обозначая 
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„ учитывая равенства (У.39), получаем 
• • • х «Я/0Я+ И''/ = 0 у = 2. •. г). 

Т. О. 
• • • +вягря+1У1=0 

или в сокращенной записи 
[а1р] ЬИЧ-0 

<\'.43> 

0-44) 

Равенства (У-43) и (У.44) называют у с л о в н ы м и у р а в н е -
н и я м и п о п р а в о к . Невязки И7, являются спободпыми членами 
этих уравнений. 

Еслп условные уравнения будут с самого начала заданы в ли-
нейном впде, то формулы (\'.42) но потребуются, так как коэффи-
циенты а{х, я,„, . . а{г будут известны. 

Теперь решаемую задачу можно сформулировать тик. Требуется 
найти минимум фупкцпп |/зг21, еслп переменные I' связаны между 
собой уравнениями (У.43). 

Для удобства вычислении множители Лагранжа обозначим так: 
)л = —2к1, Я.2 = — . . .. Кг — ~2кг. Множители А1!, . . кг 
называют к о р р с л а т а м и. 

Фуикцпя Лагранжа теперь примет вид 

ф(1>1 = -ни^)- . . . - 2 М М 1 + И7). 

Далее ваплшем 
дФ 

~ 2р,-У|—2А1а/!—2к«а{ 4 — . . .—2А>а1Г=0, 
откуда 

где 

или 

Щ = <И&1 хА"! + 2А"2 + + Я{а1г*г (« = 1. - • л). 

Р! 

(У.45) 

VI—-
Р1 

(1 = 1, . . ., п). (У-46) 

Равепства (У.45) п (У.46) назовем к о р р е л а т н ы м п у р а в -
н е н и я м и п о п р а в о к . Пз этих равенств могут быть пайдевы 
искомые поправки если будут нзвестпы коррелаты А/. 

Определим коррелаты. 
Иаппшем систему равенств (У.45). 

VI — т а ( + <7,-0,2А"2 - } - • • • + Ч1а1г';г (»1 ")• 
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Умножая все равенства поочередно на я,1т а{», . . а и {[ 
= 1, . . . . п) и каждый раз складывая их, получаем 

[Я1С] = [7а1*11 + Л'*"*" • • • 'V [<1а1аА 

Учитывая теперь равенства (У .44), получаем 

[90^,1 [<7Л|Йг1 А-2+ . . - + 4- = 0 ' 
[уо,^] А-,-{- [9агдг] Л,4- . . . + [<7«2"Г1 А> -Г И'"г = 0 ^у л 

1'/«|"/'М1+[7«»"»Г1 А-3+ . . . -Г\<1"г*г] + И-, = О 

Нетрудно видеть, что равенства (У.47) представляют собой си-
стему нормальных уравнений коррелат, в которой число уравнений 
(г) равно числу неизвестных. 

Получив нз решения уравнении (У.47) корреляты, обращаются 
к равенствам (\'".46), при помощи которых находят искомые поправ-
ки у, в результаты измерении. 

Итак, задачу уравнивания коррелатным снособом рептают в та-
ком порядке. 

1. Устанавливают систему^ результатов измерений л:,, . . ., хп 
и их весов р, , . . рп таким же образом, как и в параметрическом 
способе (см. § 56). 

2. Выбирают и составляют условные уравнения (У .38). 
Необходимо, чтобы условные уравнения удовлетворяли следу 

ющнм требованиям: 
а) уравнения должны быть пезавнеимые. т. е. ни одно нз них 

не должно быть следствием другого; 
б) число условных уравнений г должно равняться — А\ где п — 

число всех измеренных, к — число необходимых величин. Разу-
меется, надо выбирать уравнения более простого вида 

Прп невыполнении первого требования задача станет неопределен-
ной, при г < ге — А- некоторые уравнения не будут учтены, а сле-
довательно. останутся и некоторые невязки после уравнивания. 

3. По формулам (У.39) и (У.42) вычисляют свободные члены и 
коэффициенты условных уравнении поправок. При этом необходимо, 
как н при составлении параметрических уравнении поправок, поза-
ботиться о приведении коэффициентов и поправок в условных урав-
нениях к величинам одного порядка, вводя соответствующие раз-
мерности для функций ф. 

4. Вычисляют коэффициенты нормальных уравнений коррелат 
при помощи таблицы коэффициентов (габл. 27, впизу). 

Различие таблиц коэффициентов при коррелатном и параметри-
ческом способах, во-первых, в том. что коэффициенты условных 
уравнений поправок в первом способе располагают ь графах сверху 
вниз, а коэффициенты параметрических уравнении поправок — но 
горизонтальным строкам. Кроме того, в табл. 27 отсутствует графа 
200 



«/», так кпк свободными членами нормальных уравнении коррелат 
являются свободные члены условных уравнений. 

Значении невязок ТК,. И*,. . . \\'г выписывают в строке под 
коэффициентами, в графе сооттчетвующего условного уравнения. 

Заметим еще. что и пормпльпых уравнениях коррелат фигури-
руют не веса р, а обратные веса 

5. Решают нормальные уравнения, в результате чего получают 
коррелаты к. 

6. Выписав предварительно значения коррелят в заголовки соот-
ветствующих граф таблицы коэффициентов, вычисляют поправки у 
по формулам (У.46). 

7. Вычисляют уравненпые значения измеренных величин х\ = 
= х1 4- после чего выполняют окончательные контрольные вы-
числения. заключающиеся в подстановке уравненных значении 
в условные уравпенпя (У.40); прп отсутствии ошпбок в вычислениях 
эти уравнения должны удовлетворяться. 

Практически важно еще соблюдать следующий порядок заполне-
ния таблицы коэффициентов. В первые слева графы этей таблицы 
нужпо выписывать коэффициенты более простых уравнений с мень-
шим числом члепов и с. коэффициентами, равными ± 1. В правые гра-
фы вынпсывнют коэффициенты более сложных уравнении. Это облег-
чает решение нормальных уравнений. 

Проиллюстрируем выведенные формулы примерами, которые 
были приведены в § 57 (кроме примера 5. который коррелатпым 
способом решать нецелесообразно). 

§ 59. ПРИМЕРЫ УРАВНИВАНИЯ 
КОРРЕЛАТНЫМ СПОСОБОМ 

Пример I. В треугольнике с извсстион стороной с (см. рпс. 10) равноточно 
измерены углы А*,. .V», Хл и получены результаты измерений х1% х2. х3. Требуется 
найти уравненные значения углов.' 

Решение будем выполнять в указанной выше последовательности: 
1) так как л = 3, к = 2 (число необходимых величии), то должно быть со-

ставлено одно условиое уравнение 

2) все коэффициенты условных уравпепнй поправок равны едипице; сво-
бодный член равен И ' ^ ^ + Гз-Ьха—180°; 

3) напишем условное уравнение поправок 

4) едпнетвенная коррелата определится из уравнения 
[аа] А-+И' = 0. 

т. е. 
ЗА--г И"=О, 

откуда ^ 
А-
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>) поправки получим по формулам (\\45), учитывая при этом, что о,, =а 
= йц = п3, = 1 п измерения равноточны. 

П 
г, = — 3 ' 

И- . 
Л 

IV 

Ответ получен такой же, как н в параметрпчсском способе. 
Пример 2. Решим первую задачу для случая неравноточпых пзмереипй. 

Положим, что углы измерены с вссамп р1г рг, ра. Обратные веса обозначим со-
ответственно через и д3. 

Условное уравнспнс поправок будет такое же, как в первом примере, во 
прп составлении уравнения для коррелаты необходимо учесть веса (см. уравне-
ния (У.47)). 

Натпием это уравнение, учитывая, что [<уа1я1 ] = дг + д2 + д3, 
(71 + Уг + ?з)А + ^ = 0. 

откуда 
УУ IV 

ЯгТЯг+Чз У 9 

Поправки получим по формулам (У.45) 

, IV 
" " 2 * ' 

я» «•2 - — 1 Р ; 
ъ* 

Ял ,„ 
Ответ полней такой яге, как и в § 57, т. е. прп решеппи параметрическим 

способом. 
Пример 3. Измерено три угла, образованных тремя направлениями (см. 

рис. 11), и получены результаты измерений 

« , к несом 
г, » » />4; 

» » Рз-
I 

Для определения взаимного положения трех ̂ направлений необходимо 
знать два угла. Поэтому имеется одно избыточное измерение и возникает задача 
уравнивания. 

Условное уравнение можно написать в ппде 

*',+*;—4 = о. 
Свободный член 

Условное уравнение поправок 
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Уравнение коррелаты 

откуда 
+ ЬН*=П. 

1Г 
к — Ч' 

Поправки к результатам иаморетш получим 

Чг 
1 ' / 

<7з IV» 

т. о. те же, что и в примере 3 § 57. 
Пример 4. В треугольнике даиа сторона с = Л В = 1000,000 м п измерены 

остальные две стороиы и три угла. Обозначения изморенных ведичии^показапы 
НА рис. 13. 

В соответствующем примере 4 § 57 была 
установлена система размсриостен и весов. 

Подучены следующие результаты измерепий: 

•«Ч = 4(5° 25' 13' с несом /»,=-!; 
х2 = 68° 01' 25" » » р2-= 1; 
^з = 65* 33'07" » » рз— 1: 

- 79 588.1 см » » Л|= /« .7; 
^5= Ю18015,0 см » » />5 = 3.4. Рис. 13 

Составим условные урависиия. 
Так как число иеобходнмых величин к — 2, й число всех измерений п 

то число условных уранпеппй будет 

г = п — * = 5—2 = 3. 

Выберем условные урависиия наиболее простого впда 

с —-———х, — 0; ЗШ-Гд 4 

51 п аг-
ат х, 

Можно было бы составить и такие уравнения: 

и (с. 

/ • с - * « * ; ) - * 
где функции / — выражения для углов чорез сторопы. Но такие уравнения 
будут иметь вид более сложный но сравнешно^с^уравнениями, выбранными 
нами. 
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Второе н третье уравнения представим в логарифмическом виде. Оконча-
тельно имеем 

Фа Ь,' ~ ~ х\ = ° - (У.48) 
= — = 0 

Подставляя в уравнепня (У.48) результаты измерений, получаем свободные 
члены 

И', «46° 25' 13" 4-68° 01' 25'+ 65° 33' 0 7 ' - 180е = -15,0'; 
1Г,-1$ 100000 +1.?31п46°25' 13*—]?зт05о 33 '07"—79 588.1 = 

=5.000 000+ 9.8.19 988-9.959 202-4.900 848 = —02.0 • 10"С; 
И з = 1р 100 00о-г1? ?>п «8е 01' 2 5 ' — з п » 65° 33' 07*— !в 101 860.0 = 

-г 5.000 000 — 9.967 238 — 9.959 202 —5.008 029 = + 7 . 0 • Ю"6. 
Коэффициенты первого условного уравпепия поправок равны + 1 . 
Найдем коэффициенты второго н третьего уравнении. 
Так как для логарифмов имеются таблицы значений через малые интер-

волы аргументов, то коэффициенты этих условных уравнений поправок иыгодво 
получать как отношение приращении Д* •, где Лг—разность соседних значе-
ний аргументов. Так как Лх в таблицах логарифмов достаточно малы, то можпо 
полагать, что 

Лу .. Ду Лу 

Таким образом, коэффициенты последпцх двух условных уравпешш будут 
получены при помощи таблиц логарифмов как изменение логарифма на еди-
ницу аргумента, т. е. на 1 * для х и на 1 см для п хь. 

Для удобства вычислений свободные члены IV, п И'3, а также коэффициенты 
уравнений ф, = 0 п ф3 = 0 (т. е. перемены логарифмов) будем выражать в еди-
ницах б-го знака мантисс логарифмов (вычисления выполняются с б-значными 
таблицами логарифмов). 

Коэффициенты выписаны в таблицу коэффициентов (табл. 27). Нормальные 
уравнения решены способом кракопянов в табл. 28 (способы решения нормаль-
ных уравнений описаны в главе VI). 

Т а б л и ц а 27 

Помер 1ММСРСП1М -р" 

1 
1 
1 
0,21 
0.2У 

к. •з.п 
>2 5.33 '13 

Л, = -1,67 

+1,0 
+ 1.0 

+2,0 
- 1 , 0 
- 5 . 5 

+0,8 
-1 ,0 

- 4 , 3 

+3 ,0 
+ 1.8 
-1,0 
—5.5 
- 4 , 3 

+13,8" 
+1,8* 
- 0 . 6 * 

—0,2 см 
+2,1 см 

И' -15,0 —62,0 

9дг 
1</<*э 

3,0 
+1,00 
-0 ,20 

+1.00 
11,37 
+1,00 

+7,0 —70,0 

—0.20 
+ 1,00 

7,00 

+3.80 
+13,37 
+7,80 



Т а б л и ц а 2& 

Н а з в а н и я строк к, ь. Ь, | ^ 5=»4-«- ^ Контроль 

А', 
Л'* 
Л', 

3,00 — 1,00 
11,37 

4-0,20 
- 1 . 0 0 

7,00 
+15,00 \ +11,20 \ 
+02.00 \ +43.6:', \ 

—7,00 \ —14,80 1 

/Сх 
к», 
к* 

1,732 —0.577 
3,322 

+0,116 1 +8,601 1 +6,463 \ +6,467 
—0,321 +17.159 \ +13,516 \ +43,515 

2.624 | 4,384 ( -7 ,008 \ —7,008 

к +3,114 +5,327 — 1.671 1 
Подстанпм получешше коррелаты в сумму нормальных урависиин (суммы 

коэффициентов п V IV дапы в графе «8» твбл. 27) 

+3.80 • 3.114 + 13.37 • 5.327 — 7.80 • 1.071 —70.00000 = 0.02. 

Остаточная погрешность препебрегасма. 
Выписав теперь коррелаты в графы «а^*, «а;,*», «а,-3» табл. 27, вычислим 

по формуле (У.4С) поправки г,-. Эти поправки совпадают с томи, которые полу-
чены в прпмере*4 § 57, ввиду чего контрольных вычислении производить по бу-
дем (вычисления см. в примере § 57). 

Все решенные в иастоищом параграфе примеры подтверждают эквивалент' 
П1)сть}двух основных способов уравнивания. 

§ 60. ОБ ОЦЕНКЕ ТОЧНОСТИ 
ПО МАТЕРИАЛАМ УРАВНИВАНИЯ 

Под оценкой точности понимают определение средних квадрлтк-
ческих ошибок измерении н функций измеренных величии после 
уравнивания. 

В общем случае средняя квадрггичоскар ошибка .побои вели 
чпны определяется по формуле 

где |Л — ошибка единицы веса: 
Р{ —в ее оцениваемой величины. 
Таким образом, задача оценки точности распадается на две чи 

ные задачи: определение ошибки единицы веса и определение в 
оцениваемой величины. 

Так как значение р. но материалам уравнивания может о 
чаться от того значения, которое Сило принято до уравицв&иия 
установления системы восьв результатов измерений по фор 

11-
Р» » т г 

то и в е л и ч и н ы в ы ч и с л я е м ы е но ф о р м у л е О* .40) и о с д е у] 
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Возникает вопрос, какое из двух значении и заслуживает пред, 
почтения: прнпятое до уравнивания для формулы (У.50) ИЛИ полу, 
чепиое после уравнивания по формулам, которые будут выведены 
ниже? Этот вопрос должен решаться конкретно в каждом отдель-
ном случае в зависимости от величины доверительного интервала для 
нстннпого значения ошибки едшшиы веса Очевидно, чго предпочте-
ние должно быть отдано значению и с более узким доверитель-
ным интервалом. 

Итак, для решения задачи оценки точности необходимо, во-пер. 
вых, определить ошибку единицы веса п. во-вторых, найти способы 
опредслеппя весов оцениваемых величин. 

Вторая задача решается следующим образом: оцениваемая вели-
чина у представляется в виде функции результатов измерений 

з-я). (У,51) 
после чего применяется известная формула теории ошибок измерений 

к - Ш У - к -
где р( — веса измерений. 

Главная трудность оценки точности при совместном уравнивании 
нескольких величии заключается в получении формулы (У.51). т. е. 
в представлении оцениваемой величины иеиосредствеипо через ре-
зультаты измерений. Во всех способах уравнивания эта задача ре-
шается иосредством обращения матрицы коэффициентов иормаль-
пых уравнений в сочетании с алгоритмами решения этих уравнений. 
Подробное изложение этих вопросов и описание соответствующих 
вычислительных приемов приведено в последующих главах. 

Здесь рассмотрим лишь способы вычисления ошибки единицы 
веса. 

1. Определение ошибки единицы веса 

Для определения ошпбкп единицы веса можно воспользоваться, 
во-первых, формулой теории ошибок 

. . / и а . 

В качестве истинных ошибок измерений 0 берут невязки IV. 
Веса певязок вычисляют по формуле 

М (*)'*]• 
где ф —левые части условных уравнении, выражающих зависимости 
между измеренными величинами. 

Тогда получим формулу для вычпелепия ошибки единицы веса 

(У.53, 

где Лг — число всех возникающих невязок. 
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В формуле (\\Г»Я) используются недязки всех возникающих 
условных урльнешш. а не тол 1-ко независимых условий, поэтому 
дг г. Однако при установлении доверительных границ число «сте-
пеней свободы» должно приниматься равным числу избыточных 
измеренных величин г = п — к. 

Ошибка единицы веса может быть определена также прп помощи 
поправок V в результаты измерении: эти поправки, очевидно, зависят 
от точности измерений. Получим соответствующую формулу. 

Так как уравнивание производят с соблюдением условия 

[Р1--2] = И 1 1 П . 

то мы вправе написать неравенство 

[лА*1 > 

где Д — истинные ошибки измерении. 
Разделив обе части этого неравенства иа число измерении, полу-

чим 
№ 1 1Р"21 

— — 

где р — эмпирическое значение (точное значение н2 = М (рД2)). 
Для того чтобы последнее неравенство превратить в равепство, 

зпамепатель его правой части нужно уменьшить на неизвестную пока 
положительную величину ху после чего можно папнеать равенство 

Задача сводится к нахождению значения аг. При этом можно 
рассуждать так. Во-первых, число измеренных величии п не может 
быть меньше числа необходимых величин к, т. е. г. ^ к. 

Отсюда следует, что 
х к. (\\55) 

Действительно, при х > к знаменатель равенства (\'.54) может 
стать отрицательным, что невозможно, так как н2 и |ру-1 — вели-
чины безусловно положительные, чем и доказывается справедли-
вость неравенства (У.55). 

Но х не может быть и меныно к, что доказывается следующим 
рассуждением от противного. 

Предположим, что л- •< к. Тогда при п = к в знаменателе ра-
венства (У.54) будет некоторое положительное число. Однако, если 
п = к, т. е. если измерены только необходимые величины, то 
невязок результатов измерении не возникает, а следовательно, не 
будет и поправок в эти результаты. Но тогда \ри2\ = 0 и равенство 
(У.54) не будет удовлетворено, так как р- Ф 0. Поэтому х не может 
быть и меньше к. 

Таким образом, формула (У.54) может иметь смысл и отвечать 
требованиям общности в единственном случае, когда х = /г. 
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Учитывая сказанное, получаем формулу ошибки единицы веса 

где п — к = г — число избыточно измеренных величин; 
V—поправки, полученные нз уравнивания; 
р — веса измеренных величин, принятые до уравнива-

ния. 
Пз формулы (У.5Ь) как частный случаи вытекает формула для 

ошибки единицы веса при многократных измерениях одной величины, 
т. е. формула теории ошибок измерений 

1 / Т ^ Г 
!1= V 1П7' 

Очевидно, что в этом случае число необходимых величии /»• — 1. 
Поучительно рассмотреть случаи, когда были измерены только 

необходимые величипы. число которых равно к, т. е. когда п — к. 
В атом случае в результаты измерений поправки не вносят, и мы 
выпуждепы будем принять г,- = 0 и \ри-\ = С; но ц ^ 0, и в дан-
ном случае (при п = к) можно сказать только, что суждение о вели-
чине р вынести невозможно, т. е. величина р неопределенна. Следова-
тельно. в формуле (У.54) должно быть п. — х — 0, т. с. х = к, и мы 

О оудем иметь иеопределеппость вида —. 
Таким образом, формула (Л.54) примет вид выражения (У.56). 
Необходимо иметь в виду еще следующее обстоятельство. 
Формулы (У.53) и (У.56) дают правильпую оцеику точности из-

мерений лишь в тех случаях, когда нгвязкп не зависят от ошибок 
исходных данных, например, высот исходных реперов в ппвелириых 
ходах, плн когда эти ошибки пренебрегаемы. Прп наличии непре-
небрегаемых ошибок исходных данных точность измерепин наиболее 
правильно оценивается формулой (У.53), если в пей использованы 
только те повязки, которые, пе зависят от исходных дапных, напри-
мер, невязки треугольников. Если значение и, вычисленное но фор-
муле (У.лб), существенио больше значения, подсчитапного по фор-
муле (У.53) без участия исходных данных, то это свидетельствует 
о недостаточной; точпости исходных данных но отношению к точ-
ности пзмереиий. Такое заключение можно сделать, если оба значе-
нии и получены с достаточной иадежпостыо. 

Вернемся к вопросу о степени доверия к величине ошибки еди-
ницы веса, полученной после уравнивания по формуле (У.56). При 
этом необходимо учитывать число нспользоваппых независимых не-
вязок, т. е. г = п — к, так как невязки являются истинпыми ошиб-
ками функций. Поэтому при установлении доверительных границ 
должно приниматься во внимание число г (число «степеней свободы»). 

При г 19 вычисляется значение 
0.75ц 

и применяется нормальный закон распределения. 
При / < 19 применяется распределение х2 § 21). 
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2. Способы вычисления (ру=) при уравнивании 
параметрическим способом 

1. 11 р и п о м о щ и т а б л и ц ы к о з ф ф и ц и о и т о в. По-
правки VI вычисляют в таблице коэффициентов, пользуясь уравне-
ниями иоиравок (У.25). Таким способом птп поправки вычислены 
в тнбл. 20. 

Имея все ионравкп г,., нетрудно вычислить \рVг). 
2. П о ф о р м у л е 1рг'2] = [рV^\. Эта формула практически 

почти не применяется, но имеет большое теоретическое зпачеппе. 
Напишем уравнения поправок 

»-7 = 1т1 + °| аТ2+ . . . +а//гт*-И< (8 = 1 и). 

Умножим эти равепства на р1 п сложим их. Тогда 

|рг2] = т,-Ь . . . + [рчг\ т*+ 1РМ. (\\57) 

Но. согласно равенствам (У.31), 
[рчхь-] = = . . . =[рал»-] =0. 

поэтому из равенства (У.57) имеем 

л „ [ргЧ = [рЪ>]. (У.58) 
3. П о ф о р м у л е 

[ри81=[р«1хМ Т ^ . . . +[рпк1\хк+[р11). 

Умпожив все уравнения поправок 
' . = ««^1+ . • • +в«т*+11 (< = ! л) 

па р,7,- и сложив результаты, получим 

[рП ] = [ра11] тг-1- . . . +[Р<1*71 Ч+[р111 

Принимая теперь во впнмлпие равенство (У.58), можем написать 
= ХХ+ • - • - Н Р М ! гк+[рИ1 ( \ \5Э) 

4. В с х е м е р е ш е и п я н о р м а л ь н ы х у р а в ц с -
и п й. Присоединяя равенство (У.59) к системе пормальпых уравне-
ний, полупаем 

[/>0,0^-г,4- . . . = 

Т,+ . . . -НР«А*]Т*-ИрК] = [Р«'2). 

Вновь полученная система уравнении сохрапяет все свойства 
нормальных уравнении, поэтому решение этой спстемы осложнений 
не вызовет. 

После псключепия всех неизвестных т получим значение |ру'-] 
(подробности этого решения см. в главе VI). 
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3. Способы вычисления ( р п р и уравнивании 
коррелатным способом 

1. II р и по м о щ и т а б л и ц ы к о з ф ф и д и о и т о п. ц0 
правки г, вычисляют в таблице коэффициентов (см. табл. 27) 
формуле (\'.40). Получив все поправки, вычисляют \риЦ. 

2. II о ф о р м у л с 
—[ргв^ич*, -НГ2*84 . . , + н />. 

Напишем коррелатные уравнения поправок 

г,= (1 = 1 , . . . . п). 

Умпожим эти уравнения на р{г, н возьмем их сумл.у. Тогда ПО-
ЛУЧИМ 

[ / * • = ] А ] + • • - 1А,Г] А>. (\'.со) 

Принимая во внимание условные уравнения поправок, т. е. ра-
венства (\\44). имеем 

М = -XV г. 

вследствие чего равенство (\\(30) примет вид 
-[/и"-1= И',Ач+ И'а*г + « • • - ""А- (\\13П 

3. П о с х е м е р е ш е н и я >1 о р м а .1 ь н ы х у р а в н е -
н и и к о р р е л а т. 

Присоединив к системе нормальных уравнении 
коррелат равенство (У.(>1), получим . • • 4 [Чп1пг] кг :-11*1 -=0, 

(Я'-ч^ич-Ь . . . 4- [япг"Л п>=о. 

Последняя система уравнений сохраняет нее свойства системы 
нормальиых уравнений, поэтому ее решение не представит труд-
ностей. Исключив И8 этой системы все корреляты, получим значе-
ние Iри2] (решение см. и главе VI). 

4. Алгебраическое обоснование принципа 
наименьших квадратов 

Полученная формула (\\58) позволяет дать еще одно обоснование 
ириицииа наименьших квадратов. При помощи этой формулы можно 
показать, что после уравнивания по методу наименьших квадратов 
точиость измеренных величин в среднем всегда повышается. 
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Напишем равенства 
= а1 — Х{ \ 

' (У.62) 

где 0, — истинные^ошибкп измерений; 
х\ — уравненные по методу паи меньших квадратов значения 

измеренных величин. 
Возьмем сумму^ равенств (У.02) 

О г т ! ' , " ^ ' - Л"». 
Гак как Л",- — истинное значение измеренной величины, то раз-

ность х\ — Л,- — истинная ошибка уравненного зпачеппя. Обозна-
чим, эти ошибки через б,. Тогда можем написать 

б/= 6,-- г, (*=1 «)-
Далее имеем 

[РЬЦ = [Р0*] + [р1-2]+2 [рОг-Ь (У.СЗ) 
Величина [рб2] характеризует точность измерений. Поэтому 

вполне логично считать, что величина 1р62] характеризует точность 
ураннениых зпачепнй измеренных величин. Из равенства (У.63) 
следует, что для получения величины |р6'-) необходимо найти вели-
чину [р0(<'|> Для этого воспользуемся формулами параметрического 
способа уравнивания. 

Предположим, что в качестве приближенных значении неизвест-
ных I взяты их истинные значения Т, т. е. = Т{ {I — 1, . . ., 
А). Тогда свободные члены параметрических уравнений поправок 
л соответствии с формулой (У.24) .можно вычислить по формуле 

11 = !1(Т1 Тк)-х0 
Но, очевидно, 

и(Тх ГЛ) = Л',-. 
поэтому 

= *1 = - 6/. 
Теперь формула (У.58) примет вид 

[рг2] = -[р8г1. (\г.64) 

Так как результаты ураввпвания не завпеяг от принятой системы 
приближенных значений иеизвеетпых. то формула (У.64) имеет уни-
версальное значение. 

Обращаясь теперь к формуле (У.СЗ), получаем, учитывая выра-
жение (У.64), 

[рб2] = [р021 — [ре2]. (N'-65) 

Формула (У.65) позволяет не только утверждать, что после урав-
нивания по методу наименьших квадратов точность измеренных ве-
личин в с е г д а п о в ы ш а е т с я , но и судить о степени этого 
повышения точпости. Для этого разделим обе частп равеиства (У.65) 
на п 

[рЬ-] = [рО2] \ргЧ 
п п п 
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Но ? Поэтому можно написать 

пли 
[рбЧ 

О'.Сб) 

Полагая, что величина ^ ^ = Л/'- — ошибка единицы веса, ха-
рактеризующая точность уравненных значений, а р г — характери-
стика точности измерений, находим 

или 

.1/а ** А- " 

Но так как квадраты средпнх квадратических ошибок обратно 
пропорциональны весам, то окончательно можно написать 

т. е. отпошенпе весов уравпеппых значений измеренных величин 
к весам измеренных значений в среднем равно у . Выражение (Л".в7) 
называется формулой «среднего отношения весов». Опя играет боль-
тую роль в оценке точности уравненных волпчпп *. 

Заметтг, что приведенное выше обоснование метода наименьших 
квадратов не потребовало обязательного нормального распределе-
ния для результатов измерений. Формулы (V. 65) п (У.07) буду г 
верны при любом распределении. Таким образом, ко мпогнм достоин-
ствам метода наименьших квадратов можно еще добавить его пол-
ную универсальность. 

Г л а в а VI 
СОСТАВЛЕНИЕ И РЕШЕНИЕ 
НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

§ 61. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В матричной форме систему нормальных уравнений можно запи-
сать так: 

Х2 = -Ь, (VI.!) 

где А" — квадратная матрица коэффициентов; 
?.— матрпца-столбец неизвестных; 
Ь — матрица-столбец свободных членов. 

* Формула (У.67) получена другим путом в § 76. 
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Н развернутом виде выражение (VI. 1) выглядит тан: 

).(: ' . .)._(. ' : .у 
. . . . Ля» щ/ \ ' \ / щ / 

При уравнивании параметрическим способом число уравпепий 
/я = к, т. е. равно числу необходимых величин, ь коррелатном спо-
собе от — г, т. с. числу избыточных величии. 

Коэффициенты нор.\.альпых уравнений имеют, но сути дела, одну 
и гу же структуру в обоих способах, а именно: 

Л*5/ = |/«75П/]—в параметрическом способе. 

Л*8/«= [(уоцв/) — в коррелатном способе. 
11 (Ра1'1] — в параметрическом способе, 

=/--А-у и 1/ = И'/—в коррелатном способе. 
Обозначим прямоугольную матрицу коэффициентов параметри-

ческих уравнений поправок или коррелптиых уравнений поправок 
через (в11 а1Ш \ 

Ощ, . . . . Опт ' 
где п > от. 

В дальнейшем эту матрицу будем называть и с х о д н о й . Ис-
ходными назовем и с оответствующие уравнения *. 

Обозначив транспонированную матрицу через АТ, а диагональную 
матрицу весов пли обратпых весов —через р или д. можно написать 

Л'=А7рА — для параметрического способа | 
Г- ( 

Л"—/! 7.4—для коррелатпого сиосооа ** ) 

Как установлено, а также следует пз равенств (VI.4). матрица 
Л" — квадратная п симметричная относительно главной, квадратич-
ной диагонали, вследствие чего Л*5/ = Л'/5. Поэтому таблицу ко-
эффициентов нормальных уравнений можно ппсать сокращенно сле-
дующим образом: 

Л Ц. Л 1». Л'хз. . .. Л 1т 
Л\,3. . 
Л'зз- - (VI. 5) 

Л тт • 

* В геодезической литературе элементы разных столбцов исходной матрицы 
часто обозначают разными буквами латппского алфавита; прп этом номер столбца 
обозначается порядковым номером букпы в алфавите, а номер строки — едпн-
ствепнъв! подстрочным индексом. Например, элементы 4-й строки пишутся а4, 

С, II Т . Д . 
** В^транспонпрованной матрице коэффициентов условных уравнений по-

правок в строках будут располагаться коэффициенты коррелатпых уравпенпй 
поправок. 



т. е. н каждой строке писать коэффициенты, начиная с киидрнтичиогг) 
Коэффициенты нормального уравнения с порядковым номером ? Ч1г_" 
таются так: ;-н столбец сверху вниз до квадратичного коэффициента 
п далее вправо по строке, например Л',3> Лг

23. . . Лг
3,„. 

1. Контроль вычислений коэффициентов 
нормальных уравнений 

Контроль вычислений коэффициентов уравнений осуществляют 
так. 

Для каждого параметрического уравнения поправок вычисляют 
сумму 

+ . • -те,-* !•-/,-=*,• (* = 1 "). 

после чего иользуются следующими очевидными контрольными ра-
венствами *: 

|/Й,Д21 -, {(>а.Ог] + . . . -г [/^2^1 -г I/ = [/'а2-4'] 

Г/а1а*1+[№0*1+... -г -г 

В коррелатном способе 

— ( и), 

п контрольные равенства имеют вид 

[<7в|в,14-[7<»1Я2] + . . . + [<1<1хаг\ — [ча^] 

Для контроля в обоих способах в таблицах коэффициентов урав-
нений поправок, при помощи которой вычисляют коэффициенты 
нормальных уравнении, дается графа «5». 

* Напоминаем, что все коэффициенты уравнении поправок обозначают бук-
вой а; они имеют два нпдекса: первый (текущий) индекс I обозначает номер строки. 
в которой расположен коэффициент (помер измеренной величины); второй — но-
мер столбца в таблице коэффициентов. В сокращенной записи сумм произведе-
ний коэффициентов текущий индекс I опускается. Наиримор, третий член во 
«тором из равенств (VI.В) в развернутой записи будет 

п 
/>/0 (̂7,3=- />1а1:Л,з-' /»2Я2СЯгЗ + • • • -г /Л»я„2п„з. 



2. Приведение уравнений 
к равноточному виду 

При равноточных измерениях коэффициенты и свободные члены 
нормальных уравнении имеют вид |л,а,1. 1л,аг1. .. Iя,/) , т. е. 
представляют собой суммы произведений двух множителей Прак-
тически весьма важно, что на вычислительных машинах такие суммы 
произведен и й можно получать без промежуточных записей отдельных 
произведений. Однако суммы произведений вида [ре^я»), 1р«гя21 
|рЛгЛ и т. п. указанным путем получать труднее, что услож-
няет вычисления. В связи с этим и приводят уравнения к рав-
ноточному виду («к весу единица»). Это преобразование заключается 
в том, что все коэффициенты и свободные члены параметрических 
уравнений поправок умножают на где » — индекс соответству-
ющего измерения. 

После умножения на р{ редуцированные уравнения можно рас-
сматривать как уравнения для ривноточных измерений. Действи-
тельно, обозначив 

аи Ур* "п- = )/Рг = ^, 
получим 

= К,вг1«[рв1в21 = 
чго п требовалось доказать. 

Для приведения к равноточному виду коррелатиых уравнений 
поправок коэффициенты этпх уравнений умиожают на 

При редуцировании уравнений к равноточному виду таблицу ко-
эффициентов дополняют вправо графами . . .. п'г. . . V. $'. 
В нижней части этих дополнительных граф выписывают значения 

к « ; ь \ а \ < \ к ч « т . д. 

Если коэффициенты уравнений равны ио абсолютной величине 
единице, то редуцировать их к равноточному виду нецелесообразно. 

Приведем формы таблиц коэффициентов для двух основных спо-
собов уравипвалня (табл. 29 и 30) в наиболее общем виде. Назначе-
ние граф Р в табл. 30 объяснено в главе VII. 

П о я с н е н и я к т а б л. 29 (параметрический способ). 
1. В графу 5' выписывают точные суммы редуцированных коэф-

фициентов и свободных членов уравнений поправок, которые кон-
тролируют равенствами = л,*! 4- - { - . . . + а)* + 1\ \ГР» • 

2. В нижней части таблицы в ту же графу х' также выписывают 
точные значоппя 2 сумм коэффициентов и свободных членов нор-
мальных уравнений, контролируя этп суммы равенствами 

и г. л. 

3. Вычисление поправок V контролируют следующим образом: 
получают I'} — «0*4 -г . . . -г 4- I' и затем проверяют равен-
ство 1)\ 1\ ]/"/>»' 





"•0 . - • • • ч* у \ >1 ; • ; Н | ^ \ 

Я . и - я • * - ' 
> - Л • • -Ч с г . а 
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V 

- • • . ё в Ъ 
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= с . . . - - • « «V а <г ^ 

• 

* « • • С с а 
« ГЧ Су • • • 

<0 . с ч « 
. 1 . - 1 . . . • 1. 
| ^ ^ а _ с 

ь.' •Г - - • 
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• 
• • • 

• 
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Нетрудно убедиться. что |рг21 - (г 'г ' I- Контролен служит щ*, 
числение [ро'г\ в схеме решения нормальных уравнении в графе 
свободных членов. 

П о я с и е н и я к т а б л. 30 (коррелаты и способ) 
1. И сумму .Ч,- входят величины /*, , и И сумму А,- — всмц. 

чины 

» П* ( 'V - ^ г ) ' 

где /•' — некоторая функция переменных .г, хп. 
2. \рг~\ | г ' гЧ. Кроме того. - — |ЛИ']. Третий раз 

1/>г2| получают в схеме решения нормальных уравнений коррелат, 
в графе <>И ». по правилу, которое будет получено ниже. 

И остальном к габл. 30 относятся все за .меча пня. данные в по-
яснениях к табл. 2У. 

Сделаем еще одно важное замечание, касающееся заполнения 
как одной, так н другой таблицы. 

Неизвестные в параметрических уравнениях поправок п условные 
уравнения поправок необходимо нумеровать так, чтобы левые гра-
фы «а» таблиц были заполнены меньше, чем правые, т. е. в этих 
графах должно быть больше нулевых коэффициентов. При прочих 
равных условиях коэффициенты, равные ±1 , также нужно распола-
гать возможно левее. 

Для коэффициентов исходных уравнении, как правило, оказы-
вается достаточно сохранять три значащие цифры, а для свободных 
членов — две-три. Для коэффициентов и свободных членов нормаль-
ных уравнений всегда достаточно иметь три значащие цифры. 

Соблюдение всех рекомендации, которые даются в пояснениях 
к таблицам коэффициентов, существенно облегчает уравнительные 
вычисления. 

Напоминаем, что прн равноточных измерениях, а также в случае, 
если все коэффициенты во абсолютной величине равны единице, 
правые части таблиц (отделенные ДВОЙНОЙ чертой) не нужны. 

§ 62. РЕШЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Алгоритм Гаусса 

Решение системы нормальных уравнений, как правило. — наи-
более трудоемкая часть уравнительных вычислении, поэтому заслу-
живает особого внимания. Осуществить это решение можно разными 
способами. 

К. Гаусс подробно разработал способ решения, основанный на 
методе последовательного исключения неизвестных, и ввел очень 
удобную систему обозначений, облегчающую решение. Этот способ, 
который называют а л г о р и т ..I о м Г а у с с а , подробно рассмо-
трим. Огмпим. что при наиболее эффективных способах решения 
больших систем нормальных уравнений в тон или иной степени ис-
пользуют алгоритм Гаусса. 
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Сиособ определителен, к»к показынаст практика, имеет- несо-
мненные преимущества лишь при решении днух уравнений. При 
решения больших систем способ определителей едва ли сможет кон-
курировать с алгоритмом Гаусса. Го же можно сказать н о многих 
других слое оба х лишенной алгебры дли решения систем нормальных 
уравнении. 

При наличии вычислительной машины тина арифмометра коли-
чество записей при решении системы нормальных уравнении алгорит-
мом Гаусса .можно значительно сократить. 

Еще более эффективен способ крлиовяпоп. в наибольшей степени 
использующий возможности вычислительных машин, особенно элек-
тронно-цифровых. 

При решении очень больших систем, состоящих из многих десят-
ков и даже сотен уравнении, применяют метод приближении: при 
решении большого числа уравнении, распадающихся на частично 
независимые системы, может быть применен способ Праинс-Праие-
внча. Вопросы решения больших систем нормальных уравнении рас 
смотрены в главе X. 

Рассмотрим алгоритм Гаусса. 
Каи указало, в основе алгоритма Гаусса лежит метод последова-

тельною исключения неизвестных. Гаусс ввел удобную систему обо-
значении. облегчающую теоретическое рассмотрение вопросов и за-
поминание порядка действии; однообразие последовательных дейст-
вии и надежный контроль правильности промежуточных результа-
тов вычислений являются большим достоинством этого способа. 

Рассмотрим алгоритм Гаусса на примере решения систем четырех 
нормальных уравнении 

Напоминаем, что система нормальных уравнении обладает сим-
метричностью неквадратнчных коэффициентов относительно главной, 
к в а д р а т и ч н о й. диагонали, т. с. — 

Выразим первое неизвестное через другие из первого уравнения 

Равенство (VI.8) называют э л н м н и а ц и о и и м м у р а в -
и е и н е м (слово «элнминациониып» происходит от латинского 
слова еГпшпо, означающего «выносить за порог», исключать). 

Подставим значение г, из (VI.8) во второе, третье и четвертое 
уравнения системы (VI.7), после чего, учитывая симметричность ко-
эффициентов, получим 

( М . 7 ) 

219 



Преобразованная после нсключепня первого пепзвестпого система 
уравнений сохраняет свойство симметричности пеквадратпчиых ко-
эффициентов (что является следствием симметричности коэффициен-
тов первоначальной системы). 

Введем обозначения 

_ .,(1) 1г — • « 1М1 

Л'гз-

-Уп 

Л 11 

ЛУчАУч 
Л з з ~ ~ л 7 Г ~ ^ 

<1> 
3 3 

: У(1> 23 • 
_ -У^Уц _ (1 ) 

Л 31 л/ — - » 3 , 

Ло| 

I , -

Л '"Л» - .у(П 

У ц А г(1) 
.V — » .1 и 

'31 

Ьз-

Л'44-

ц-

•Уц 

'II 
л 'ил 'и „(О 

~ "44 

= 

Л И 
Л',4^1 
Л'. 11 

(У1.9) 

; 
Зиак обозначает, что исключено первое неизвестное. 
Теперь преобразованная система примет вид 

+ Л'̂ г.ч + Л'^24 -±-4П=0 

+ 44=3 + Л'< \>=4 -Ь ̂  « О 

(VI. 10) 

Исключив из згой системы уравнений второе неизвестное, полу-
чим второе элпминацпонпое уравнение 

уШ Д'(1) •• /у о II о.» 

,у(1) 
П 23 

,у (X) 
24 (VI. И) 

и вторую преобразованную систему уравнений 

) И ' - - ^ Н 1 1 " — я г ) = 

V м л'(Л> ) л-'» / - + Г ' 
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Последняя система уравнений также сохраняет симметричность 
коэффициентов. 

Далее введем обозначения 

Л з з ~ ..(,) ^зз1 Л и " = 
22 22 

у(1)у<>) ЛГ<»>/(1) 
( г ) _ • ,.(8) ( | ) _ л г з / - 2 (2) 
3» дг(1) — л31' з » ' 22 •'*22 

Л. (1)^(1) 

дг(1) * 22 
после чего вторая преобразованная система уравнении примет вид 

1 
л ^ + Л - ^ + ^ - О Г 

Теперь получим третье элимпнацпониое уравнение 

(\ 1.12) 

у(2> /<2> *31 3 
=3 = ""Т?<аГ г4~"лТгГ (VI. 13) и з з зз 

п третью преобразованную систему 
/ Л'(-К\:(2> \ I .у(2) г (2) V 
и < » > - 84 3< 1 / Я - 34 3 и о 
V м / * V 4 / ' 

или применительно к обозначениям Гаусса * 

ЛГ<З;21+1,<3>=ГО, (VI. М) 
откуда 

/(3) 

Вычислив 2.х, обратимся к элиминацнонному уравнению (VI. 13), 
из которого получим 23. Далее, подставляя 23 и гл в уравнение (V 1.11), 
находим г„ и, наконец, при помощи уравнения (У1.8) получим 

Нетрудно видеть, чго для отыскания неизвестных необходимо 
иметь только элпминациоиные уравнения (\71.8), (VI.11), (VI.13) 
и (VI.15), которые получаются из первых уравпешш систем (VI.?), 
(VI.10). (У1.12) и (VI .1-4). 

Решение системы нормальных уравнений рассматриваемым спо-
собом и заключается в получении п е р в ы х уравпешш преобразо-
ванных систем, а из них — элнмлнацпонных уравнений. Остальпые 

* Мы изменили внешний вид обозначешш, впеденвых^Гауссом. У Гаусса: 
л'Й> = • 1 ] ИЛН Л'м - I «ьь •»1; =* 1Рь1 •15 пл". I • 1 Ы^м = •21 
пли Л'5|> = [(}сс • 2]; влнт1' ! ) = \ \\'с 2] н т. д. 
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уравнения преобразованных систем оказываю гея ненужными. Чтобы 
в атом убедиться, выпишем коэффициенты и свободные члены 
первоначальной спстемы нормальных уравнений, а в нижней части 
табл. 3] — коэффициенты н свободные члены первых уравпеплй 
первоначальной н преобразованных систем н элнмпнацнонных урав-
нении. применяя для последних обозначения Е{ (/г1), </»-«>* Ё, 
и т. д. (для /-го уравнения). 

Теперь нетрудно видеть, что любой элемент ппжнон частп табл. 3! 
можно получить, используя данные верхней части табл. 31 и учиты-
вая структуру равенств (VI.8), (VI.! 1), (VI. 13) п (VI. 15). 

Т а б л и ц а 31 

Л | , Л', г 
Уж, 

Л*.» 

л*« 

•V.* 

Л ' » 4 
Л 4 4 

Г., 

и 
1-4 

•V» - V , ! 1*1 
Е |2 Ей 

у О > 
" 22 

у П ) 
' 23 

\-<11 
21 ' 4 ° 

Е-х Ец 

" З З 
\*(2> 
4 3 4 ) 

Ем 
у'{31 

* 1 1 

/ ( 2 ) 
3 

Заметим, что табл. 31, по существу, н лежит в основе вычисли-
тельной схемы решеппя нормальных уравнений алгоритмом Гаусса. 

Первые уравнения всех систем в совокупности образуют э к в и -
в а л е н т н у ю систему, имеющую вид 

+ Л 12-2"Т Л 13-3"Г Л*! 151 - р Л х — О 

У(1Ч,4-Л,(1Ч + А " < | , - 1 .-./СО —О 

81 .9"® г 21"' 1 2 — 

+ - О 

(VI. 16) 

Теперь становится ясна принятая система обозначении. 13 каж-
д о й п р е о б р а з о в а п и о й с и с т е м е к о э ф ф и ц и е н т 
п р и п е р в о м н е и з в е с т н о м в п е р в о м у р а в н е -
н н и и м е е т т е ж е н и ж и и е н и д о к с ы, ч т о и у к в а -
д р а т и ч н о г о к о э ф ф н ц и и и т а и р и т о м ж о н о и з -
в е с т н о м в п о р в и » а ч а л ь н о и с и с т е м с. Н и ж и н с 
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и л д Р к с м у о с т а л ь и ы х к о п ф ф и ц и с пт о в т а к и е 
н; с. к 51 к и 11 Р » с о о т в с т с г в у к» щ и х и о и з в е с т -
н Ы X в V Р а В 11 011 И я X т о г о ж О II О М С р а Т! О р В О II а -
п а Л ь I! о И с II С Т С м 1,1. В I» р X II II О II И Д е К С Ы, В С 1С О б -

к а х. п о к а з ы в а ю т ч и с л о и с к л ю ч с и и ы х н е и з -
в е с т н ы х д о п о л у ч е н и я д а н п о и г и с т с м ы. 

Теперь легко паппсать любую преобразованную систему уравне-
нии. Так, например, после исключения пяти неизвестных из системы 
восьми уравнений будет получено 

Л ' ^ - 7 + - О, 

в6-Г-» 7$ ^ '*88 —О. 

1>ез затруднений можно написать выражение для последнего не-
известного 

/<7> я 

И общем случае 
дЧ?) ' 

(т-1) 

т т 
гдр т — число неизвестных. 

Не составит труда написать остальные элимниацнониые уравне-
ния, например, 

, у (3 ) д ( 3 ) у ( 3 ) дг<3) ; ( 3 ) 
в * 47 л 4 8 _ _ 4 

\ ' < 3 ) \ ( 3 ) „ ( з ) л - ( 3 ) =8 Д Г ( 3 ) 
4 1 I I 4 1 Л 4 4 " 4 4 

В общем случае 

у(Г-1) \г(|-1) у(|'-1) г (1-1) 
_ -Ч('+1) I (Г4-2) ' »тп ^ _ I _ у«-1) ,-(1-1) -«>2— • • • Д-0-1) " т у(|-1) ' 

ИЛИ 
1(1+1) ' ' ' (VI. Ь ) 

Обозначения коэффициентов и свободных членов преобразован-
ных уравнений раскрываются по следующему правилу. 

Коэффициент (свободный член) преобразованной системы равеп 
коэффициенту (свободному члену) предыдущей преобразованной си-
стемы с теми же нижнимп индексами минус дробь, в знаменателе 
которой стоит первый квадратичный коэффициент предыдущей си-
стемы, а в числителе—произведение двух коэффициентов, у которых 
первые индексы такие же, как в зиаменагеле, вторые — повторяют 
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индексы уменьшаемого. Некоторые особенности раскрытия обо-
значения свободного члена покажем па примерах 

д;(4),у<4) 
д- (5>_,у<»)_ . " 4 8 • -в — 75 Л<!> 5 а 

д.-(З) у<0)_ 
48 ~ л 48 л33 

.у(Л>-л!3>-
л I? " . 

у(з) 
4 4 

у ( 3 ) ^ у ( 2 ) _ 3 4 

11 44 ,(2) 
• » а о 

и т. д. 
Свободные члены раскрываются так: 

/Ля>=/Л2>— 3" 

4 2 > = 4 1 ) -

•"а 'зз 

у<1> оп 
В общем случае 

у(р-1) у(?>-1) 
у(р) _ у(Р-1)_ * Р1 

РР 
у(р-1)/(Р-1> 
' Р» "Р 

РР 

(VI. 18) 

причем всегда / ^ I > р. 
Раскрывая по указанным правилам коэффициенты и свободный 

член любого уравнения эквивалептпой системы, убеждаемся, что 
для этого требуется только первоначальная система уравнений и 
предыдущие уравнения эквивалентной системы, т. е. из преобразо-
ванных систем нужпы только первые уравнения. На этом и основан 
алгоритм Гаусса. 

Покажем теперь, что коэффициенты, расположенные на главной 
диагонали любой преобразованной системы, всегда положительны, 
так как представляют собой сумму квадратов. 

Рассмотрим систему исходных уравпеннй 
+ - • + = (1 = 1 , . . . . и). (VI. 19) 

Под «исходной» системой будем понимать редуцированные к рав-
цоточному'впду параметрические уравнения поправок или коррелат-
ные уравнения поправок. Во втором случае щ — 0. 

ИСКЛЮЧИМ из уравнения ( V I . 19) при помощи первого элнмнпа-
цпопного уравнения неизвестное гг. Тогда получим 

4 1 ^ - г - • • + <&>2т+и>}1) = (у 1.20) 
Так как правые части уравнений (VI.20) остаются без изменении, 

то пз этих уравнений, исходя из условпя |рV-] — т т , можно полу-
чить систему нормальных уравнений 

и т. д. 
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раскроем сумму |в21)«21) | . 
Так к а к 

'2 7Гг7 п »• 
Ю 

11 Л а Л и 

Далее имеем 

К ' Ч Ч - [аааг1—21я,а5] -Ь [«,*,] . II 

Учитывая обозначения коэффициентов нормальных уравнений, 
последнее равенство переписываем так: 

Г0(1)0(1Л_ у о Л"'У>3 4- у -Л|;Л"'г-- у ^иА'м 12 2 3 "'22 " ЛГи + Л „ д.ид,ц 

ИЛИ 

а согласно формулам (VI .18) 

т. е. коуффициеит Л1>У — сумма квадратов, что и требовалось дока-
зать. 

Нетрудно убедиться, что 

И т. п . 

Исключив аналогично при помощи второго элпмнпациошюго урав-
нения из системы (VI.20) неизвестное получим 
п т. д. 

Таким образом, установлено, что преобразованные системы нор-
мальных уравнений сохрапяют все свойства первоначальной си-
стемы, а именно: по главной дпагопади стоят квадратичные коэффи-
циенты, остальные коэффициенты располагаются .симметрично от-
носительно квадратичной диагонали. Это обстоятельство — большое 
достоинство метода последовательного исключеппя неизвестных для 
решения системы нормальных уравпешш. 15 Заказ 1140 225 



2. Обусловленность системы 
нормальных уравнений 

Пажненший показатель обусловленности системы лшкч'шых ур)1и, 
нений — определитель системы О. 

Определитель системы нормальных уравнении легко получить 
из системы эквивалентных уравнении. Матрица коэффициентов этоц 
системы треугольная. Из теории матриц известно, что определитель 
треугольной матрицы равен произведению ее диагональных элемен-
тов. Таким образом, 

и—Лц-л.», --»33 •• . - ''»„,„, • 1.Л) 
Отсюда видно, что зпаченне Г) всегда положительно. Для одно-

типных систем одного н того же порядка и одинаковой размерности 
коэффициентов исходных уравнении чем больше О. тем лучше обус-
ловленность системы. 

Для полной характеристики обусловленности системы необхо-
димо произвести весьма громоздкие вычисления «собственных чисел» 
матрицы коэффициентов н нантн «собственные решения». Практи-
чески это неприемлемо. 

Приведем следующие признаки хорошей обусловленности си-
стемы нормальных уравнений: 

1. Квадратичные коэффициенты заметно превосходят по абсолют-
ной величине неквадратичные. Идеальным считается случай, когда 
все неквадратнчные коэффициенты равны пулю, т. е. когда матрица 
коэффициентов диагональная. 

2. Неквадратнчные коэффициенты группируются вблизи главной 
диагонали, остальные элементы матрицы равны нулю. Такая ма-
трица называется б л н з д и а г и н а л ь и о и. 

3. Свободные члепы невелики. 
Указанные признаки очевидцы н не нуждаются в доказатель-

ствах: очевидно также, что при прочих равных условиях * обуслов-
ленность ухудшается с увеличением системы. 

3. Способы контроля решения 
нормальных уравнений 

1. К о п т р о л ь н о в с п о м о г а т е л ь н ы м и с и з в е -
с т н ы м. Введем неизвестные 

= ! (/«=! "О- (VI.22) 
Тогда = и,- -+- 1 {/ = I, . . ., т) п можно написать 

-V/, ("1+1)-Л'/о К + 1Н-. • • + А'/я {ит + I) + ^ = 
л'п"1 Л'/гк2-}-.,.+ Л/т"/»» -г (Л/, . . . 4- Л'/ш - /./) =0. 

По 
Л'д Л'/2-Ь-. + /,/= 

* Обусловленность системы ураппепии характеризует точность ее решения. 
При плохо» обусловленности иеизвестние будут отягощены большими ошибками, 
зависящими от округлении и процессе вычислений. 



поэтому можно написать систему уравнении 
' • • .тА'|т||га-1-21-'»0 1 

1 . (VI. 23) 
Л'^п,-}-. • . + Лгтт«т-: ) 

Получен следующий результат: если повторить реш^ин» уравне-
нии со с во о од I г м ми членами, равными (»' = I иг), то полу-
чим контрольные неизвестны?, отличающиеся от о-лновных на еди-
ницу, согласно равопству (VI.22). 

Заметим, что для этого контроля придется повторять преобразо-
вания только в одной, дополнительной. грлф^. и которую нужно 
выписать суммы коэффициентов и си<юлдиого члена уравнения, 
а также вычислить новые неизвестные. 

2. II р о м е ж у т о ч и ы е к о и г р о л и. Трудности решепия 
системы уравнений заключаются не только к большом объеме, вы-
числений. по н в том, что почти все последующие действия основы-
ваются на результатах предыдущих, из-за чего допущенная в вычис-
лениях ошибка может сделать неверными все послед ующие резуль-
таты. Поэтому в решении нормальных уравнений особую важность 
приобретает контроль промежуточных результатов вычислений. 

Первый контроль в начале очередного преобразования — это 
контроль элпмипационпого уравнения при помощи равенства 

I (й 5) л«» ±1 /Ч-, о/\ 
- 1 - Ш Г " • • — Л Г ~ - < х , 2 4 ) 

где — сумма коэффициентов п свободного члена 1-го урав-
нения эквивалентной системы. 

Заметим, что п графу ^ схемы решения следует выписывать точ-
ное значение левой части равенства (VI.24). Правое, контрольное, 
значение не выписывается нигде. 

Основным промежуточным контролем служит контроль правил ь-
постп вычисления коэффициентов и свободного члена каждого оче-
редного уравнения эквивалентной системы (контроль «по суммарным 
строкам»), осуществляемый равенствами типа 

+ + . . . - Ь А ' Г ^ Ч ^ ' " 0 - (VI.25) 

где — результат преобразования величии 
Для осуществления этого контроля с величинами - выполняют 

такие же преобразования, как н в других графах. Заметим, что 
в графу выписывают точные значения левой части равенства 
(VI.25).' 

Докажем справедливость равенства ^\1.2;>). 
Принимая во внимание (VI.23). можно написать два равенства 

* г ( « ' - 1 ) „ . I \ Г < / - 1 > 1 . у ( | - | ) . I ( 1 - 1 ) ( ) 

Л/(»'-*>,„ _1_ Л ( ' - 1 > и• 4- ! V 1 ' " 1 >м - — *•(*-!) 



Вычитая нз верхнего равенства нижнее н имея в виду равенство 
(VI.22). получаем 

уО-и-уа-г) I 4. = у(/_1> 

что и требовалось доказать. 
При решении пормальных уравнений в параметрическом способе 

уравнивания в схему нынпсывают еще зпачепня |/>Л?! и обо-
значпм их так: 

( 1 ) ( " I . (VI.20) 
Г/'/*] = 2*М I 

Тогда получим з а к л ю ч и т е л ь н о е к о н т р о л ь н о е 
р а в е н с т в о решенпя нормальных уравнении 

Ниже показано, что 

3. К о н т р о л ь п о I ри-\. Присоединим к системе нормальных 
уравнений, образующейся при уравнивании параметрическим спосо-
бом, равенство ("У.бО) с учетом принятых памп общих обозначений для 
коэффициентов и свободных членов нормальпьтх уравпеппй 

Л'и^-Ь. . .-ЬЛ'итл + ^ ^ О , 

+ • • • + Л'а*тд 4- 1,к=0, 

где 
*№«><*«> = ДОИ" 

Вновь полученная система к -{- 1 уравнений с к + 1 неизвест-
пыми сохраняет все свойства нормальных уравпеппй. Поэтому, ис-
ключив нз этой системы все неизвестные т, получим 

Л'(Н1)(Л+1) = [/"-21- (VI.27) 
Так как велпчниа Л'$+о(*+1) = IрИ] стоит на главной диа-

гонали и играет в преобразованиях роль квадратичного коэффи-
циента, то зиачепие Л ^ м х а ю = раскрывается так: 

пли 
А 

= Е ^ У ' Ч (VI.28) 
1-1 

Выражение (VI.28) в впде правила можно сформулировать так: 
в е л п^ч и н а 1ру2] р а в н а | и л ю с с у м м а п р о и з -
в е д е н и й ч и с е л , с т о я щ и х в с х е м е р е ш е п п я н а 
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п ер м " • — н « о н и и х от р с» к с г р а -
ф о й / / . н а в ы ш е с т о я щ и е ч и с л а. 

Заметим, чго но этому же правилу вычисляют все квадратичные 
коэффициенты эквивалентных уравнений, если вместо графы Ь 
пользоваться графой Дг

(1. 
Вычисленное по формуле (VI.28) значение [рьг\ должио в пре-

делах точности вычислений равняться тому значению этой же вели-
чины, которое будет получено в таблице коеффицпеитов. 

Почти такой же контроль осуществляется при уравнивании кор-
релатным способом. 

Присоединим к системе нормальных уравнений, образующейся 
при уравнивании коррелатным способом, ривеиство (^.61) 

где 
Л ' ( Г И ) ( Г + 1 ) = 1 ) -

Вновь полученная система также сохраняет свойства нормаль-
ных уравнений. Поэтому, исключив пз нес все неизвестные А\ полу-
чим 

п;ш 
г 

- ( ^ 1 = 2 (VI.20) 
1 - 1 

т. е. величина [риг\ равна сумме произведений чисел, стоящих 
в схеме решения на пересечениях элнмпнацпонных строк с графой 
И', на вышестоящие числа. Полученное но этому правилу значение 
1р«/-] сравнивается с двумя значениями, полученными затем в гра-
фе «у» таблицы коэффициентов и по формуле (У.61). 

4. К о н т р о л ь п е п з в е с т н ы х. После нахождения всех 
неизвестных выполняют следующий контроль по сумме уравнений: 

. . + ( 2 т - ^ т ) г т + 1Л1»0. (VI.30) 

Однако прн решении больших систем уравнении контроль необ-
ходимо выполнять подстановкой неизвестных в эквивалентные урав-
нения после получепия каждого очередного неизвестного из соот-
ветствующего элиминациопного уравнения либо вычислять кон-
трольные неизвестные и =[г — 1, пользуясь суммами коэффициен-
тов п Ь. 

Для окончательного контроля результатов уравнительных вы-
числений проверяют, ликвидированы ли невязки в математических 
соотношениях между измеренными величинами, для чего составляют 
эти соотношения с уравпенпымн значепнямн измеренных величин. 
Если уравнивание выполнялось параметрическим способом, то, кроме 
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того, проверяют справедливость [шш-т-т. омришиши^ил «юли.-ррцпью 
величины через выбранные при уравнивании необходимые неизве-
стные. 

Кроме этих поверок правильности решения уравнений. получен- I 
иые результаты уравнивания анализируют п отношении качеств,! 
измерении н исходных данных, о чем судя г по величинам поправок 
и нх распределению в геодезической сети. Нормально поправки у 
не должны превышать но абсолютной величине установленных пре-
дельных значений ошибок намерений, а распределение их по абсо-
лютным величинам должно быть более или менее равномерным. Недо-
пустимо большие поправки V являются признаком существенного 
влияния ошибок исходных данных либо систематических ошибок 
измерений. Распределение же крупных ошибок преимущественно 
вблпзп исходных данных также .может свидетельствовать о суще-
ственном влиянии ошибок исходных данных. 

§ 63. ПОЛНАЯ И СОКРАЩЕННАЯ СХЕМЫ РЕШЕНИЯ 
НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ АЛГОРИТМОМ ГАУССА 

1. Полная схема 

Ниже приведена наиболее полная вычислительная схема алго-
ритма Гаусса, которую обычно называют схемой Гаусса — Дуллтля. 
Эту схему можно применять при вычислениях с логарифмической 
линейкой. Заметим, что при работе на арифмометре применяют бо-
лее компактную схему. 

Для того чтобы показать порядок вычислений в схеме, не при-
бегая к подробным пояснениям, дадим сначала эту схему в обозна-
чениях. соответствующих формулам алгоритма Гаусса для решения 
трех уравнении (табл. 32). 

Пояснение к схеме (табл. 32). 
1. Все вычисления производят последовательно сверху вниз. 

Элнминацноиные строки вычисляют следующим образом. Получив 
значение 1 .Уи (или 1 '.Уо^ и т. п.), умножают пто число на осталь-
ные коэффициенты уравнений эквивалентной системы. Так же полу-
чают строки Е|А*, #,3Л\ ДцЛ". /?.>3Л:<1> и т. и., умножая соответ-
ствующий коэффициент элнминацнонного уравнения на коэффи-
циенты вышестоящего уравнения эквивалентной системы. Заметим, 
что числа элимниационной строки имеют всегда знаки, противопо-
ложные знакам вышестоящих чисел (под «вышестоящими» строками 
н числами будем понимать строки и числа, стоящие непосредственно 
выше над данной строкой или числом). 

2. Коэффициенты эквивалентной системы, которые выписывают 
иод горизонтальной чертой, получают как сумму чисел даниой гра-
фы. стоящих ниже ближайшей верхней элиминанноипой строки. 

3. В графу - выписывают точные значения сумм коэффициентов 
и свободных членов соответствующих уравнении. Для основной 
системы уравнений в схеме следует применять сокращенную 
систему записи, т. е. выписывать только коэффициенты, начиная 
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Т а б л и ц а 33 

Действии Т« т» и 

5 

V 

С 

Контроль 

7 
0 

Г1гЛг 

» -

3,00 
—1 

2 

+0.39 
-0,130 

2,53 
-0.05 

л 

-0.28 
+0,093 
+0,20 
+0,04 

-0,26 
+0,087 
-0,17 
+0,03 

+3,36 
-1,120 
+3,34 
-0 ,44 

+0,21 
-2,070 
+0,29 
-0,81 

-2,070 

у*1) 
Е, 
-V* 

2.48 
—1 

+0,24 
-0,097 

1,08 
-0,03 
-0,02 

-0,14 
+0,055 
+0,29 
-0 ,02 
+0,01 

+2,90 
—1,170 
-2 ,62 
+0,31 
-0 ,28 

+5,48 
—2,212 
-1 ,33 
+0,58 
-0 ,53 

+5,48 
—2.210 

я» 
•V* 
Е14Л 

1,03 
- 1 

+0,28 
-0,272 

1,60 
—0.02 
-0,01 
-0 ,08 

-2 ,59 
+2,516 
+2,99 
+0,29 
+0,16 
+0,70 

-1 ,28 
+1,244 
+4,45 
+0,54 
+0,31 
+0,35 

-1 ,28 
+1,244 

\ЧЗ) 
*'-!« 
А 

Б1Х 

Е* Л<2> 
Е*,У(3) 

1,49 
- 1 

+4,14 
—2,780 

35,68 
-3 ,76 
-3 ,39 
—6,50 

-11,51 

+5,63 
—3,780 
42,75 

-6 ,06 
—6,40 
-3 ,23 

-15,05 

+5,65 
-3,780 

у(4) 
Ь 

—0.8.) 
—1,65 
+0,21 

+3.25 
-0,32 
+0,30 

—2,78 
+0,76 
-0,16 
-0,24 

10,52 

+2,52 
-1,17 
-1 ,12 

+10,51 

Л р и и с ч л и и с. ООы-шо графу «Конт]ЮЛЬ-> не делают. В табл. 33 эта грпфа поме-
щена с иелью облегчить читатс.и.>1>сяое»|ис порндк« пычисленнй 
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с |,в;>ДР«Г1|Ч,,0ГО- Контрольные значения З^1*. 2з г \ и т. д. пи-
ЦУДЛ п с ™пнештют. Исключение в эгом отношении составляет 
только величина в параметрическом способе. 

4. Значения неизвестных находят ири помощи элимпнациоииых 
строк Е3, Ео и Е Для выделения этих строк их обычно заполняют 
другими чернилами п ниже этих строк делают пропуск. 

Нижнюю часть схемы, в которой вычисляют значения неизвест-
ных, принято называть «горкой». 

5. В коэффициентах элпминациошшх строк сохраняют обычно 
на одпн-два десятичных знаки больше, чем в остальных строках. 

В табл. 33 приведен пример решения четырех нормальных урав-
нений по схеме Гаусса — Дулитля на логарифмической линейке. 

Задана система уравнений п суммы 2 
3.00т, + 0 39то—0,28тя-0.2Ст4+3.36=0; 2,=+6.21; 

+0.39Т! + 2,г.3та + 0,20т3 - 0.1 Т т . ! + ^ = 0 ; 2, = +6.20: 
—0,28^ + 0,20^+108т3+0,29т,-2 62 - 0; 2з= -133: 
—0.2Ст,—0,17та+0,29тз + +2{9П =»0; «+4.45; 

|^Л = 3568; 25 = 42.75 «*[/>/*]. 
Для окончательного контроля вычислении подставим пайденпые 

неизвестные в суммарное уравпенпе для чего вычпелпм его коэффи-
циенты п свободный член (см. формулу VI.30), 

1 Х = + 6 21 - 3 36=+2.85: 
25 - Ц = + 6 3 - 3.34 = +2,<15; 
2 з - А 3 = - Ш (-2.62=+! 20: 
2 л - Л.1 = +4,45 - 2,09 = +1.46; 

2 5 - [рИ\ = + 4 2 75-35.68= +7.07. 

Теперь получим 
-2 ,85 - 0,85 — 2.05 • 1,65+ 1.29 • 3.28-1.46 • 2.78 + 7.07 = 

= - 2 . 4 2 - 4 . 8 7 + 4 2-3- 4.06 + 7.07=—0.05. 

Остаточная погрешность нрепебрегаемо мала. 

2. Сокращенная схема для вычислений 
на настольной вычислительной машине ЭВМ 

При вычислениях на арифмометре коэффициенты преобразован-
ных уравнений, являющиеся суммами коэффициентов уравпеппй (/V) 
п произведений двух мпожптелей, можно получать сразу на арифмо-
метре без промежуточных записей. Тогда в схему решения пужпо 
выппсывпть только коэффициенты основных, преобразованных^ 
злиминацнонных уравнений. Все произведения чисел элпмннациониых 
строк па чпела вышестоящих строк (т. е. Е12ЛГ* Е^Х, Е23ЛГ<»> и т . п.) 

233 



выннсывлть но сл еду от. Так жо без промежуточных записей можно 
получить п неизвестные. 

Точность вычислении но арифмометре указанным способом зна-
чительно повышается но сравнению с вычислениями па логарифми-
ческой линейке, тлк как. во-иервых. на арифмометре вычисления 
можно производить с большим чне.иом десятичных знаков, и, во-вто-
рых, совсем не будут влиять ошибки округлении промежуточных 
результатов. 

13 табл. 34 показана сокращенная схема решения нормальных 
уравнении на арифмометре, для чего взят решенный ужена линейке 
пример. 13 этой таблице вычислены контрольные неизвестные м = 
= ; — 1. Как видно, сходимость птнх равенств точная. 

Т я б л и ц ж & 

Действия т» X, Т | ь V Контроль 

0 1 2 Я 1 5 0 7 

Уи 
Рп 
ХЦ 

3.000 
- 1 

-г 0.390 

2.530 

-0.280 
+0.0933 
+0.200 

-0.260 
+0.0867 
-0.170 

+3.360 
— 1.1200 
+3.3-10 

+0.2 Ш 
—2.0700 
+6.2УО 

-2.0700 

/> 
2.479 

- 1 
+0.236 
—11.0952 

1.080 

-0.138 
+О.Ц557 
+0.290 

+2,903 
-1.1710 
—2.620 

+5.480 
-2.2105 
— 1.330 

+5.482 
- 2 . 2 ЮС 

Ь'и 

1.031 
- 1 

+0.279 
-0.2706 

1,(ИК> 

-2.583 
+2,5053 
+2.900 

—1.273 
+ 1.2347 
+4.450 

-1.272 
+ 1.2347 

1:1 
Л'з 

1,104 
- 1 

+4.142 
-2.7724 
35.680 

+п,СЗ« 
-3.7724 

+42.7Л0 

4-5,638 
-3.772'. 

л1« о 
Т — -0,844 —1.635 +3,255 -2.772 

10,563 +111.503 
—0,007 

и = —1.844 -2.035 +2.255 -3.772 

Подставляя найденные неизвестные в суммарпое уравнение, по-
лучаем остаточную погрешность, равную —0,007, 

Значительно более точна сходимость контрольных результатов 
при вычислениях па арифмометре но сравнению с вычислениями 
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на логарифмической линейке. Это преимущество арифмометра вы-
является тем больше, чем Польше число уравнений. 

Однако логарифмическая линейна очень часто вполне обеспечи-
вает практически необходимую точность. 

§ 64. СПОСОБ КРАКОВЯНОВ 

Для последовательного исключения неизвестных при работе 
с НСМ аффективен способ крлковииов. разработанный польским 
астрономом Р»апахевичем *. Принтом способе в наибольшей степени 
используют возможности арифмометра; наименьшим образом влияют 
ошибки округлений; вычисления укладываются в весьма компакт-
ную схему. 

Сущность способа заключается в том. чгп на арифмометре или 
другой вычислительной машине такого шна получают без проме-
жуточных записей коэффициенты уравнении эквивалентной системы, 
деленные на корень квадратный из квадратичных коэффициентов 
этих уравнений. Соответствующие строки нчзовем «краковяновыми». 
Нетрудно убедиться в том, что произведения элементов элпмипа-
ннопиых уравнений на элементы эквивалентных уравнении, которые 
(произведения) суммируют в процессе преобразований в алгоритме 
Гаусса, равны произведениям чисел краковяновых строк, стоящих 
в тех же графах. 

Покажем в гауссовых обозначениях решение трех уравнений спо-
собом краковяиов. 

Схема решения приведена в табл. 35, в которой буквами К обо-
значены краковянорые строки. 

Для удобства вычислений все величины строк Д" (т. е. основных 
уравнений), кроме квадратичных коэффициентов, выписывают в схе-
му с обратными знаками. 

Порядок получения строки К и в пояснениях ие нуждается; 
получают на лрифмомегре следующим образом. 

Взяв на логарифмической линейке нчн по таблицам приближен-
ное значение корня (до 3—значащих цифр), ставят его на рычагах 
и делят па него величину Л г

п : искомое значение корня будет равпо 
среднему арифметическому нз полученного частного и делителя. 
Иными словами, корень получаю! но формуле 

- агр-}-а/г,) 
1 «,= 2 ' 

где х0 — приближенное значение корпя. 
Заметим также, что остальные величины строки К и выгоднее 

вычислять на арифмометре по обычным делением, а с п о с о б о м 
у м н о ж е н л я. 

* Советским геодезистам способ краковяиов известен еще как способ 
к в а д р а т н ы х к о р п с й, а также как с и о с о б Х о л о ц к о г о . Прио-
ритет способа принадлежит Холецкому, однако Баиахсштч получил этот сиособ 
как частный случай разработанного нм краковянового исчисления. 



Т а б л и ц а 35 

Дсйствпл 

ДГ-, 
ЛЧ 
-V» 

Л',,-

Неиз-
вестные 

Г Л', 

— ЛГ,2 

У м ? 

Контроль 

3 

—Л' 1 3 

1 Л'п 

У ® 

4 ь 

1 
— / , « — 

-/-Я 
I РЧ) 
-1л 1 к 
VI* п 

"2! 

То 

- / Л » 
Ул^У 

УЛГи 

•"о 
7 Щ 

-а 
' зз 

Величина Л'зУ получается как разность 
-Л*. 

'11 ' " - Ч т М 
или, в обозначениях схемы, Лг

22 — К12 (нрн установке па арифмо-
метре величины Лг„» нужно, конечно, учитывать число десятичных 

г V 

знаков квадрата величины = Нетрудно видеть, что 
V Л'и ) 

в результате будет подучена величина 

Л(Л>=Л\ 
Л"|«ЛГ 12'* К 

Лг и 

Не енпмая полученной величины Л'̂ У с каретки арифмометра 
извлекают из нее корепь описанным выше способом и результа-
выписывают в строку /С2г. 

Числители дробей строки К г х вычисляют по формулам 

— У з ~'—-^23 Ч" 

— Л ае — + К и К ц . 

Величины к, и Ькг получают как сумму влево располож 
пых чисел, придавая крайнему слева числ^ зпак минус. 
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Зпачеппе Л 33 ил ходят по формуле 

Перед извлечением корпя нз нслпчшш ее (а вообще — кввдра-

тнчиын коэффициент последнего уравнения якпивалептпои системы) 

выписывают внизу в графе «Л», я строке «Непзлсстныс». как попа-

за но в табл. 35. Так же поступают п с величиной — общем 

случае с величиной — Л*"1). 

Числители строки А'3/ получают по формулам 

— — 1 > з ~ 1 - А'мА'ц-* Л^з/^о}.' 

—2з2)=- —2)3+Л*|-Л*|.» - Л*8зЛ'85-

В ы ч и с л е н и е всех значений краковяиовых строп, включая и з в л е -
чение к о р п я и деление на , , У АIV " пр.. выполняют 
на арифмометре без промежуточных з и п п с е и . Так. получив но арпф-
мометрс су.мяу — Ч ~ К к К ^ К ^ , п е снимая с каретки, 
сразу делят ее на величину выппсаппую ранее слева в стро-
ке А.*з,-. В схему вычислений выписывают лишь окончательные ре-
зультаты. 

По аналогичным правилам получают величины 

л ^ - Д О - л й - л г ! , - * ! , ; 

= - ! , - { - А'и Л,5+/Г-, А'в -Ь А'3,Л'35-

Заметим следующие различия. При получении первых слепа вели-
чин краковяиовых строк от величин строк N вы ч и т а ю т лвал-
раты чисел краковяиовых строк; /три вычислении же остальных 
величии краксвяпевых строк числа верхней части таблицы а л г е -
б р а и ч е с к п с у м м и р у ю т с произведениями чисел к/лт-
ковяновых строк. 

Контроль но строкам К такой нее, как и гго строкадг эквивалент-
ных уравнений в схеме Гаусса — Дул п тля, если брать первые слева 
числа со зиаком млпус (птмт числа в схеме всегда положительны). 

Последнее неизвестное (в нашелг примере т3) по лучают по обыч-
ной формуле 

- 4 2 ) 

а в общем случае 
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Остальные неизвестные получают на арифмометре без промину, 
точных записей нрн помощи краковяновых строк но формулам 

А*.» + А"«зтз . 

У М ? 
А'ц + ДУчТз-Ь К 12х? 

т. е. почти так же. кик в схеме Гаусса — Дулитля из элиминациом-
ных строк; здесь добавляется лишь деление па корпн из квадратичиых 
коэффициентов. 

В табл. 36 приведен пример решения четырех нормальных урав-
нении способом краковяиов. Взята ранее дважды решенная система 
уравнений. Напомним, что все величины этой системы, кроме квад-
ратичных коэффициентов, выписывают в схему с обратными зна-
ками. 

Т а б л и ц а ЗС 

Действия т» х» Тэ Г V К онтроль 

о I * 8 4 5 С 7 

лг, 
X, 
х, 
Л'4 
А* 

3,00 -0 ,39 
2,53 

+0,28 
-0 ,20 

1,08 

+0,20 
+0,17 
-0 ,29 

1,60 

-3 ,36 
-3 ,34 
+2.62 
-2 ,99 
35,68 

—6,21 
-6 ,29 
+1,33 
-4 ,45 

—42,75 

К, 
к3 
к, 

1,732 -0,225 
1,575 

+0,162 
-0,150 

1,010 

+0,150 
+0,087 
-0,274 

1,223 

-1,940 
-1,843 
+2,542 
-3,383 
10,613 

—3,585 
-3,481 
+1,252 
-4,606 

10,615 

—3,585 
-3,482 
+1,251 
—4,606 

Неиз-
вестные 

| 

-0,844 -1,632 +3,248 -2 ,768= -4,138 
1,495 

-0,001 

При подстановке найденных неизвестных в суммарное уравнение 
получена остаточная погрешность, равняя всего —0,001. 

Несмотря на то что в краковяновых строках сохранено на один 
десятичный зпак меньше, чем в элпминацнонпых строках табл. 34. 
сходимость контрольных результатов при решении способом крако-
вяков, как видим, не хуже, чем при решонип алгоритмом Гаусса 
па арифмометре. При одинаковом числе десятичных знаков ошибки 
округлений в способе краковяиов будут влиять на точность резуль-
татов в среднем меньше, чем в алгоритме Гаусса. Это объясняется 
тем, что числа элиминационпых строк по абсолютной величине, как 
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правило, меньше соответствующих чисел краковяновых строк *, 
а следовательно, и относительные ошибки округлении алимшкщион-
них коэффициентов больше ошибок соответствующих коэффициентов 
краковяновых строк. Поэтому ошибки округлений сумм нронзведе-
внй. которые и являются главным источником ошибок при решении 
нормальных уравнении, в способе краковяиов. как правило, метане 
(при одинаковом числе десятичных знаков). 

Особенно эффективен способ крчкопянон для вычислений на 
ЭВМ. так как в этом способе почти в два раза меиыис промежуточ-
ной информации, чем в алгоритме Гаусса (две строки заменяются 
одной). 

Заметим, что \риг\ в табл. 30 вычислено как \р11] минус сумма 
квадратов краковяновых строк, т. е. 

([/>/*] =35.08). 

Отметим еще, что определитель системы в табл. 36 вычисляют 
но формуле 

Я = А* И • А'Ц2 • А'ЗЗ • А'*,. 

§ 66. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ 
СПОСОБОМ ПРОСТОЙ ИТЕРАЦИИ 

Небольшие и хорошо обусловленные системы уравпешш (до 20— 
30 уравнений) выгодно решат!, способом простой итерации (способ 
Гаусса — Зейделя). 

Последовательность действия в атом способе такова: 
1. Каждое неизвестное выражают через остальные, пользуясь для 

этого тем уравнопнем. в которое определяемое, неизвестное входит 
с квадратичным коэффициентом. Для трех уравнении имеем 

Л',2 Л'|* 1.1 
- » - Л ' „ 2« — V - 3 ~ л и х» 

Л'И Л'ГЗ Л . 
-2 у„„ "1 V ~ 22 Л 22 

•V,* 
= 3 Л ' » 

=1 — 
Л 23 
«^33 Л'зз 

Эти уравнения назовем итерационными. 
2. В процессе итерации (приближений) пил уча ют очередное зна-

чение каждого неизвестного путем подстановки последних значений 
остальных неизвестных в соответствующее итерационное уравнение. 
В первом приближении при нахождении гх значения г., и :3 , а нрп 
нахождении г2 Значение г3 принимают равными нулю. 

Сходимость указанного процесса итерации доказана в § 75. 

* Квадратичные коэффициенты урапнешш почти всегда больше единицы. 
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Схема I 

Е с 0 г-0 
л? 11 

р0 
'-11 
Еп -0.130 

+0,093 

+0.087 

—0.154 

—0.079 

+0,067 

+0.259 

-0.185 

—0.269 

+0.1С2 

+0.106 

-0.181 

* « -1.12000 —1,32000 +2.42600 -1.86900 

—1.070 -1.486 +2.231 -1.782 

Яи -2.070 -2.486 + 1,231 -2,781 

П р и м е ч а н и е . Коптроль вычисления коэффициентов и свободных членов Гитера-
цпонных уравнения осуществляется по формуле — — , где —сумма коэффи-
циентов п свободного члена итерационного уравнения. 

Т а б л и ц а 38 
Схема Ц 

—1.12 -0.98 —0.87 —0,85 —0,85 

-1,15 -1.53 -1.62 -1 .63 —1.63 То 

+2^5 +3.15 +3.24 +3.25 +3,25 Ч 

-2,60 -2.76 -2.77 —2.77 -2.77 • и 

[ре Ц = —3.36-0,85—3.34-1.63—2.62-3.25—2.99-2.77+35.68 = 10,58. 
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Вычисления выполняют при иомощи диух гх»*м. располагаемых на 
двух листах бумаги. 

В первую схему (табл. 37) выписывают коэффициенты и свобод-
ные члены правых частей итерационных уравнений, располлгля их 
в столбцах сверху вниз. Во вторую схему (тнбл. 38) выписывают 
очередное значения неизвестных, располагая их тикже сверху пика. 

При вычислении очередного значения неиявсстиого лопый край 
второй схемы прикладывают к правому краю соответствующей графы 
цервой схемы, после чего суммируют на арифмометре произведения 
соответствующих множителей и свободный член итерационного урав-
нения. По мере заполнения граф второй схемы ее левые графы от-
резают. Приближения продолжаются до тех нор, пока очередные 
знлчонпя пензвестных не будут повторяться. 

В табл. 37 показано решение системы урпвненнй, которая три-
жды решепа рапсе другими методами. Значение \ри~\ вычислено 
по формуле 

[рвЦ = - иХг+ Л:,т3+ + [РШ 

Систем ц у равняй п Л 
3/Ютг + 0 , 3 9 т 2 - 0 . 1 > 8 т з - 0 ^ +3.36=0; +6.21; 

+0,39т1 + 2,53та ! 0.20x3—0,17т,1+ЗгЧ4 = 0: = + 6 3 ; 

-0 ,28т, +0.2ота +1.08тз -ГО,20Т4—2,02 = 0; 2Я = _ ] ,33; 

—ОЛ*,—0,17т, +0,2Ят3+ 1,00X4+2.99=0; 2 , = + 1/.5; 

[р1/) = 35.68. 

Неизвестные, полученные способом простой итерации, оказались 
точнее, чем их значения, полученные но подпой схеме на логариф-
мической линейке. 

Отметим важное преимущество способа итерации в том. что 
ошибки в процессе приближений лишь увеличивают число приближе-
ний. не отражаясь на конечных результатах. Однако этот способ вы-
годен лишь для хорошо обусловленных систем. При плохой обус-
ловленности число приближений велико, и снособ становится нецеле-
сообразным. 

Сделаем еще два замечания по поводу применения способа простой 
итерации. 

1. При большом чпеле уравнений в схеме I их следует распола-
гать так, чтобы левее оказались большие по абсолютной величине 
свободные члены Ьщ. Так, в пашей схеме следовало бы располо-
жить уравнения в такой последовательности: 3-е, 4-е, 2-е, 1-е. Прп 
малом числе уравпеппй порядок расположения практического зна-
чения не имеет. 

2. Неизвестные нужпо подставлять для контроля во все урав-
нения. Мы этого не делали, так как значепия иензвестиых опреде-
лены ранее. 
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Г л а в а VII 

СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ВЕСОВ ФУНКЦИЙ. 
ПРИМЕРЫ УРАВНИВАНИЯ С ОЦЕНКОЙ ТОЧНОСТИ 

§ 66. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕСОВ ФУНКЦИЙ 
ПРИ УРАВНИВАНИИ ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СПОСОБОМ 

Как указано выше, для оценки точности любой вели чипы необ-
ходимо представить ее в виде функции результатов измерений х1% 
после чего можно применить известную формулу теорпи ошибок 

1 Г/ЭД» V 1 "1 
ТУ 

Величина, вес которой требуется найти, может быть по условиям 
задачи выражена явно либо через уравнепные значения необходимых 
неизвестных I. либо через уравненные значения х\ измеренных вели-
чин. Обозначим оцениваемую величину через Г. 

В первом случае это будет 

/*). 
во втором 

*;)• 

Но так как все измеренные величины выражаются через необхо-
димые неизвестные в впдо равенств 

х', = и(к 1к) (» = 1 "). 

то второй случай легко "сводится к первому. Поэтому рассмотрим 
только первый случай. 

Итак, имеем 
Р=ГЦ 1и) 

и требуется найти вес величины К. Величины I — не результаты из-
мерении. Поэтому рассуждаем так: ' = т п величину Рможно 
рассматривать как функцию неизвестных т. т. с. неизвестных си-
стемы пормальпых уравнений. Если эти неизвестные выразим через 
результаты измерений, то задача будет решена: величина Р будет 
представлена в виде функции результатов измерений. 

Для этого поступим следующим образом. Вп;;чале выразим не-
известные т в виде линейных функций свободных членов нормальных 
уравнений. Так как эти свободные члены являются суммами \рау1\* 
[раЛ]. . . то пе составит труда выразить неизвестные в виде 
лшн-Гяшх функций I, т. е. свободных членов уравнении поправок. 
Т.'.ким образом, задача будет решепа, если учесть, чго вес величины 

= /| • • ч 11) — х { = х 1 — х1 равен, очевидно, весу резуль-
тат измерения, т. с. что величины 1{ при оценке точности играют 
роль результатов измерений. 
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Пепзвсетиыо т легки выразить в виде линейных функций сво-
бодных членов иормальных уравнений при помощи обрптпой мат-
рицы. Напишем систему нормальных уравнений в матричной форме 

Д"т=— и 

Отсюда 

Обозначим Л*-1 = <? 
и соответственно элементы обратной матрицы через где у — по-
мер строки, 5 — номер столбца. Тогда 

Для любого неизвестного х;- можно записать 

т/ = . . - ( V I [ . 1) 

Элементы обратной матрицы коэффициентов иормальных урав-
пеппй в параметрическом способе принято еще называть весовыми 
коэффициентами. 

1. Вычисление весовых коэффициентов 
по способу дополнительных граф 

Весовые коэффициенты (),•/. т. е. диагональные элементы обрат-
ной матрицы, называют к в а д р а т и ч н ы м и , Ниже показано, 
что они всегда положительны. Остальные весовые коэффициенты на-
зывают и с к в а д р а т и ч и ы м и. 

Неквадратнчные коэффициенты обладают свойством симметрии 
относительно главной (квадратичной) дпагоналн, т. е. 

<?/, = &/• ^11.2) 
Докажем справедливость этого равепства. 
Из теории матриц пзвестпа теорема для квадратных матриц 

ОТ"1 = (ЛГ-1)т, (VI 1.3) 

т. е. действия трапепонпроваппя п обращения квадратной матрицы 
можно переставлять местами. 

Для матрицы коэффициентов нормальных уравпеппй вследствие 
ее симметричности можно написать 

(\Ч1.4) 

поэтому, имея в виду (УН.З) и (VI 1.4), получим 
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откуда 

нлп 
Л'"1 - (Л'"1)г, 

т. е. обратная матрица также симметрична относительно главной 
дипгопалн. что и требовалось доказать. 

Рассмотрим теперь способы вычисления весовых коэффициентов. 
•Птп способы основаны иа известном соотношении 

где Е — единичная матрица. Для матриц Л' и равенство (VI 1.5) 
в развернутом виде выглядит так: 

В соответствии с правилами перемножения матриц и с учетом 
симметричности неквадратичпых элементов матриц N и () можно 
написать для любой /-и строки (столбца) весовых коэффициентов 
следующую систему уравнений: 

Получена система нормальных уравнений, отличающаяся от ос-
новной системы (для неизвестных т) только свободными членами. 
И системе (VI 1.7) все свободные члены равны нулю, за исключением 
/-го уравнения, имеющего свободный член, равный —1. 

Для того чтобы найти 5-ю строку весовых коэффициентов, нужно 
решить почти такую же систему уравнении, как и система (VII.7), 
но свободный член, равный —1. поставить в х-м уравнении (в осталь-
ных свободные члены будут нули). 

Система уравнений (VII.7) лежит в основе вычисления весовых 
коэффициентов по способу д о п о л н и т е л ь н м х г р а ф. Это!-
способ заключается в следующем. 

Б схеме решения нормальных уравнении для каждой искомой 
у-й строки весовых коэффициентов делается дополнительная графа, 
в которой пишется —1 в строке /-го уравнения основной системы. 
13 дополнительных графах выполняют такие же преобразования, 
как и в графе Л. 

Л'"1ЛГ=Л' .V-1 = /;. (VI 1.3) 

(VI 1.7) 



После завершения всех преобразовании вычисляют весовые ко-
эффициенты так же, как- н исиянесгньн-. ни пользуются для этого 
це графой а соответствующей допил нательной графой. 

Способ вычисления весовых коэффициентов при помощи дополни-
тельных граф применяется в тех случаях, когдп требуется опреде-
лит). лишь некоторые строки обратной матрицы. Если же требуется 
найти все элементы обратпий матрицы, то выгоднее применять с п о -
с о б Г а и з с а а. 

2. Вычисление весовых коэффициентов 
по способу Ганзена 

Если последовательно вычислять все строки обратной матрицы, 
пачиная с последней и кончая первой, то дополнительных граф 
не требуется. Для определения всех весовых коэффициентов доста-
точно иметь элнмннацпоппые уравнения основной системы пормаль-
пых уравнений. Такое решение возможно вследствие свойства сим-
метричности весовых коэффициентов относительно квадратичной 
диагонали. 

Вычисление весовых коэффициентов способом Ганзена покажем 
на примере четырех нормальных уравнений. 

В первую очередь определяем последнюю строку весовых коэф-
фициентов. Напишем соответствующую систему уравнений 

г Л',-? ,я + ЛЧзСАп + !=0 | 
II ; Д"2зС> 13 + л,»^. = о I 

^ 1 3 С и т ^ г з С ? 1 2 Л Г 3 . ч ( ? . | 3 Т Л ' з д ф 1 1 = 0 

.V, 1041 "г Л"*'/» +Л'з.^з-Ь АГ«(?М - 1 = 0 
Так как свободные члены первых трех уравнений равны нулю, 

то свободный член последнего уравнения после исключения первых 
трех неизвестных останется без изменения, в результате чего полу-
чим 

1-1=0. 
откуда 

1 
Л ' ( 3 ) •и 

В общем случае 

Весовые коэффициенты ().,., н (,)4г легко найти прн помощи 
элнмппацнонных строк схемы решения нормальных уравнений. 
В этих строках свободные члены нужно ирнннмпгь равными нулю, 
что следует нз рассмотрения системы (VI 1.8). Таким образом, 

= I. (VII.10) 
#41 = 1̂3043 + Е 



Напишем систему уравнений для третьей строки обратной мат-
рицы 

Л'и0п+ Л^а.+ЛйСв+^нОи =0 
Л'»<?31 + Л';2(?з2 -}-Л'«а<?зз + л*.,<?31 0 

АЪСЫ + Л'й^З!+А'Зз(?зз+ Азк()з1—1 = 0 
Л'| 1<Ь +Л'„ + Л'з^яз + Л4 ;<?31 = 0 

(VII.11) 

Из четырех неизвестных системы (VI 1.11) последнее уже опре-
делено, так как (?34 ~= (>,,3. 

Для определения остальных неизвестных имеем 

<?вз = А$|<?31+-7Д7 

<?31 = + ЯпС>зз + Е и О м 

(VI 1.12) 

Вторая строка весовых коэффициентов определится' следующим 
образом: 

= & 2 

п - р п 4_/<* п • 1 (VI 1.13) 
''л» 

(>,, = Ь\г()с, + Ех3023-Г Р-ХI 

Наконец, для вычисления весовых коэффициентов первой строки 
получим формулы 

<?Н=<?*1 
< ? » 3 = < ? 3 1 

" 11 

(VI!.!'.) 

Контроль осуществляется после получения каждой очередной /-й 
строки обратпон .матрицы по формуле 

( 2 , - ^ , ) + <?/2+. . . + Ьк) <?Д = 1. (VIМЛ) 

Эту формулу легко получить, сложив уравнения любой системы 
уравнений для весовых коэффициентов. 

Все вычисления но способу Ганзена выполняются на настольной 
вычислительной машине без промежуточных записей. 
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3. Вычисление весов неизвестных т 
Па основа КПП (VII.1) можно ниппели. 

т/=—[/«!Л <?/2- . . . - |Лолг] <?/*. 

Раскрывая скобки и группируя члены по свободным членам 
/1 I. 2, . . п), получаем 

*/ = — />1(«иС/1 !"•зС/а . •-Ья,^.); ,- . . 
— Рп (а,ц<?/1 «л^/г-г- • . + <Ы<?/А)г«. 

ИДИ п 
Т/ = - 2 С«.1<?У11-! . . . + а , ( V I I . 1 С ) 

Обовначнм 
(а.гС/! . . . -Г в|4-Сд) - <**/• (V11 -17) 

Тогда п 
= - ^ = —[а/?] (VII. 18) 

1 - 1 

0 = 1 *). 
Итак, мы выразили неизвестные в виде лпнейиых функций сво-

бодных членов I. Ранее мы установили, что при оценке точности 
величины I; играют роль измеренных значений и имеют веса 

Теперь на основании (VII. 18) имеем 

1 - 1 

где Р/ — вес неизвестного Ту. 
Вычисления величин а довольио сложны. Однако дс-ло значи-

тельно упрощается тем, что между величинами а и весовыми коэф-
фициентами () существует простая связь. Установим ее. 

Напшпем систему равенств 
«,/-=/>/(01!Оп". . . . -г 

п). 

Умножим все эти равенства па величины и сложим их 

Найдем суммы (а ,<%,], . . (а.аД . . . . 1, для чего пп-
пяшем систему равенств 

«15 « Л (Я|1<?Я+- • -+«д-0»*) 
<1=1, «)-
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Умножим 31 и равенства вначале на а,затем па а(» и т. д. д0 
а1к (г — I и) и каждый Р«'3 возьмем их сумму после щ-рр. 
множеннн. Н результате получил» 

[л,а,] = [/«!«,] 0*, + . • • + [/ я^*] Озк, 

| «ух41 = [/.«,а,| 0Ц + . . . + [/ в»о*г! 0»А, 

= 0,,-Ь • • + 0«ь 

и.чн в общих обозначениях 

= Л-Ц0„ + . . . + ^1*05* | 

О 11.21) 

Правые части последпнх равенств входят в левые части системы 
уравнений для определения весовых коэффициентов . . 
(),/,. Поэтому, принимая во внимание (ТП.7) и учитывая (VII.21). 
имеем 

[в,а$1=0 I 
1 п у л II 

= 1 

[ола$]=0 } 

(VI 1.22) 

С учетом (VII.22) равенство (VII.20) примет вид 

(VI 1.23) 

Равенство (VII.23) выражает связь между величинами ос н^восо-
кыми коэффициентами 

Теперь формулу (VII.19) можно переписать так: 

-р7-<?//• (VI 1.2'.) 

Как видим, обратные веса необходимых неизвестных "равны квад-
ратичным весовым коэффициентам с соответствующими индексами. 

Из равенства = ^ следует, что диагональные элементы 
матрицы всегда положительны, так как представляют собой суммы 
квадратов, делеипых на положительные величины р. 



4. Веса двух последних неизвестных 
(способ Энке) 

Немецкий геодезист .')ике предложил нроегме формулы для дну 
последних понзшчтнмх в сж:т«4мн норшлыгых уряипешш. п кагору 
используют* прооГ»рлзоплниме коэффициенты. По многих случая, 
практики птих ф о р м у л оказывается тшлне достаточно. 

На осиовлшш формул (VI /.0) п (VI 1.24) имеем 

\ I 

ОТКУДА 
(\П.2п) 

т. е. пес последнею пппвсггпого равен квадратичному коэффициенту 
в последнем уравнении экшшалеитиои системы. 

(формулу для веса предпоследнего неизвестного получи и ни при-
море четырех уравнении. Предпоследним неизвестным здесь будет т3. 

Переставим мегтлми неизвестные т., и т, (конечно. с соответству-
ющими коэффициентами). Тогда, учитывая, что Л"лз и V,., меняются 
ролями, можно написать 

Л - \'<3> = \ ( 2 > - ; и - 33 / . 
* 11 -*ц » "*33 ' 

Но 

у(Д) Л94Л$4 _л.(3), " I I у(3) ~ И 
поэтому 

^ Л'и- (VII-26) 
* л 

или. имея в виду (VI 1.25), 
у<2> 

л 
Величины .Уз!' и легко найтн в любой схеме решения 

нормальных уравпеппй. 
Величину Л'м' вычисляют но формуле 

, у(2)у{*) \ 

Все величины формулы (VI1.28) имеются или их легко ВЫЧИСЛИТЬ 
п любой схеме решения. Заметим, что в полной схеме решения 

(тао.т. 32 и 33) величина ' имеется. Так, например, ,у(2) за 
ь таб.,. 33: Л(Д} ],49 + (1.08 = 1,67. 
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Таким образом, мы получили два способа вычисления весов цс. 
известных: 

1) обратный вес любого неизвестного равен квадратичному весо-
вому коэффициенту с соответствующими индексами, т. е. 

2) веса двух последних неизвестных легко получить по формулам 
(VI 1.25), (VI 1.26) или (\ГН.27), а также (VI 1.28). 

Имеется еще один способ вычисления обратного веса неизвест-
ного, о котором будет сказано ниже. 

5. Вычисление весов функций 
Пусть дана функция /•"(/, I/.) и требуется оценить ее точ-

ность. Так как ошибка единицы веса предполагается известной, то 
задача сводится к определению воса функции. Эту задачу можно, 
решить доствточио просто, если учесть уже полученные результаты. 
Прежде всего приведем функцию к линейному виду 

^('1 /*) = /'О?+Т1 = 

- ' К ' А ° ) + Ш о Т ' + - • -+01йг ) . Т 1+ Л . ( Л , , 2 9 ) 

где Н — сумма всех нелинейных членов разложения. 
Так кяк для приближенных значений . . ., ставится усло-

вие, чтобы их точность была достаточной для линеаризации любых 
функций, с которыми приходится иметь дело в геодезии, то величи-
ной Я можно пренебречь. 

На основании (VI 1.29) и с учетом обозначений 

' К ' аН 'О 
(VII. ПО) 

иолучнм 
(/1 1к)= / о + + - • • +1'кТк. (V11 :-Л) 

Принимая теперь во внимание (VI 1.18), можно написать 

/ й - ^ о - М М — • 
Раскрывая скобки и группируя слагаемые по свободным членам 

I, иолучаем 
п 

/'С. / ' о -У (ап/,-г . . . +а,*/•'*)/,. (VII.32) 
1 - 1 

Напоминаем, что при оценке точности величины 1{ играют рол», 
измеренных значений. Поэтому правую часть равенства (VI 1.32) 
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моиоЮ рассматривать как функцию результатов измерений, т. е. 
р(1х, . . •• = (Л, . . /„). Тогда на основании (VII.32) имеем 

г /-7 14 

п 

/-1 
+ + . . . : а^кГкЫ. 

С.уммнруя почленпо, получаем 

Принимая теперь по внимание соотношения (VII.23), оконча-
тельно получаем 

1 

(VI 1.33) 

• )та формула (VI 1.33) решает поставленную задачу. Однако прак-
шческн ео выгодно применять лишь в тех случаях, когда неизвест-
ных мало, а оцениваемых функций много. Тогда, получив обратную 
матрицу, легко оценить любую функцию. Такие случаи имеют место 
в фотограмметрии. Прп большом числе неизвестных обращение ма-
трицы является задачей довольно сложной и применение формулы 
(VII.33) становится нсвыюдпым. Б этих случаях обратный вес функ-
ции вычисляют в дополнительной графе по способу, описанному 
ниже. 

6. Вычисление веса функции 
в дополнительной графе 

Учитывая симметричность весовых коэффициентов, перепишем 
формулу (VII.33) следующим образом: 

+ I 0=1 -г 'УУЛг + + - . . Ь 

-г ГкГ1 (>*, Г*Г%<?А2 ГьГ-Л'ы V . . . -г ГкГк'М-



Вынося н каждой строке общий множитель за скобки, нМ(м> 

+ + . - - г ГМы), 
11.111 

у - ^ / / + ' ' • • • • + /"*(;/*)• (V11-И) 
М 

Введем обозначение 

/Ч^Л г / ^ « т - • /*(>/*- /./. (VI 1.35) 

Тогдл выражению (VI 1.34) можно придать вид 

— 1—^-а-- - - ( V I I - 4 0 ) ' г 

Из (VI 1.35) следует, что величины X можно получить из решения 
нормальных уравнении, если в графе свободных членов расставить 
величины — /•' (имея в виду, что величины С есть элементы обрат-
ной матрицы). Тогда формула (VI 1.30) в алгебраическом смысле 
становится аналогичной формуле (\".С1), по которой в коррелатном 
способе вычисляется значение — Iрс-\. т. е. формуле 

— = . И'2Лг- . . . тИ 'Л-

По это же значение — \рг>г\ можно получить в графе И' схемы 
решения нормальных уравнений как сумму произведений чисел 
элиминационных строк на вышссгоящне |см. формулу (VI .20) |. От-
сюда вытекает следующее правило вычисления обратного веса функ-
ции. 

В дополнительной графе /•' расставляют с обратными знаками 
частные производные функции в строках тех основных уравнении, 
номер которых равен индексу величины 1» этой графе выпол-
няют такие же преобразования, как в графе После завершения 
всех преобразований обратный вес функции с обратным знаком 
(т. к. со знаком минус) находится как сумма произведений чисел, 
стоящих на пересечениях строк Л'с графой /- , на вышестоящие числа, 
т. е. но формуле 

~ 1 - г А ' л г / ^ Ч . . . + (\'П.Л7) 
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7. Вес уравненного значения 
измеренной величины х\ 

Вес величины х'{ получается как вес функции 

«*)-

Вычисления облегчаются тем, что все частные, производные нам 
уже известны: = а1г 

8. Вычисление веса неизвестного // 
в дополнительной графе 

Ваннсав равенство 
Ч -Г кг Ч /б). 

имеем 
Л, . . . о. 

>'/= 1. 
'/•I =/"1+2= • • • =Рк = 0. 

Отсюда вытекает правн.то: для вычисления обратного веса не-
известного выписывают в дополнительной графе У/ — —1 в строке 
)-го уравнения основной системы и далее действуют так же, как 
при получении обратного веса функции. 

9. Оценка точности 
Получив вес некоторой уравненной величины у. ее среднюю квад-

ратическую ошибку вычисляем по формуле 

где н — ошибка единицы веса. 
Доверительные интервалы для истинного значения величины У 

получаем но формуле 
У—у±1ЛГу, 

где коэффициент / зависит от принятой доверительной вероятности, 
закона распределения п от числа «степенен свободы», т. е. числа 
избыточных измерении, или числа независимых истинных ошибок 
(невязок), использованных для получения ошибки единицы веса. 
Следует учесть, что ошибку единицы веса необязательно брать ту. 
которая получена по результатам уравнивания. (_)на может быть 
определена другим путем, например пз обработки более обширного 
материала ранее выполненных измерении или специально поста-
вленного эксперимента. Анализ производственного материала, если 
он достаточно обширен, даег всегда более надежные результаты. 
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§ 67. ПРИМЕРЫ УРАВНИВАНИЯ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СПОСОБОМ С ОЦЕНКАМИ ТОЧНОСТИ 

Пример I. Ниже выполнено уравнивание системы ннпелнрпых ходов, пока-
заппых на рпс. « котором применены вст полученные вами формулы оценок 
точности. Высоты марок /г>, 22 и 96 являются исходными, высоты грунтовых ре-
перов <$/>. 02,9.3 п 12 — определяемыми. Иа рис. 14 выписаны су.ммы превышений 
в звеньях ходок н исходные высоты; напранленпл зпеньсп показаны стрелками. 
Б кружкях показаны номера звеньев. В табл. 39 приведены длины ходои п кило-
метрах и веса намеренных величии. 

В качестве измеренных величия примем суммы превышений в звеньях. Их 
веса, как известно нз теорш ошибок измерений, можно ирннять обратно нро-

порциопэлышдш дллвам ходов. 
Чтобы получить леса близкими 

к единице, их вычислили по формуле 
р = 15 Д. 

Для удобства вычислении превыше-
ния и высоты будем выражать в милли-
метрах. 

Т р е б у о т с я: 
1) произвести уравнивание пара-

метрическим способом и получить вы-
соты реперов 86, 02, 93 и 12; 

2) иолучить средине квадратнче-
ские ошибки: 

а) высот определяемых реперов; 
б) разностей высот (ЯПз — Яр6) 

и (//12 — Яи); 
в) одиого километра нивелпро-

вапил. 
Для контроля вычислений, а такжо для иллюстрации полученных формул 

веса оцениваемых величин определим по дна раза различными способами. 
В качестве необходимых неизвестных выберем определяемые высоты, ко-

торые обозначим следующим образом: 

Иы — 111 

Яо;— 

Яух - 1-у, 

Очевидно, что необходимых измерений в данном случав будет четыре. На-
иепгм следующий план определения весов неизвестных и лх функций. 

Прежде всего вычислим все весовые коэффициенты. 
Веса всех неизвестных получим как величины, обратные квадратичным 

весовым коэффициентам. Кроме того, веса высот В1г — (4 п IIрп — 13 получим 
как веек двух последних неизвестных, а веса высот Я$« = (л п #02 = — 
в дополнительных графах схемы решения нормальных уравнении. 

Веса функции 
= НуА— Яло — (з— 

в 

будут получены также по два раза: один раз в дополнительных графах и вто-
рой по формуле (VI 1.33). 

М16 
® 16X508 

А. ш м 

Н©—« яр 12 (Н-' 0 I* 

'0,905 

г,ми 
учшг 

191,890 
Рнс. 14 
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Т а б л и ц а 39 

Помер звена Д.ПН1М хода в, ки Вес р » 1 5 / 5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
О 

1.2 
0,9 
1.1 
1,5 
0,9 
0,7 
1,2 
1.1 
1.0 

Выразим теперь измеренные величины, т. е. суммы превышении в звепьях. 
через необходимые неизвестные; при этом измеренной велтиве х\ будет придав 
номер 1-го звена. 

х1 = /п—>8?.506 

'I — 'я 
аГд = /4—102 353 

*4 = *2—'з 

*ь = 'а—«I 

= 191890 

= <1 — 191890 

(VI 1.38) 

Приближенные значения неизвестных, т. е. высот определяемых роиеров, 
получим путем распределения повязок в ходах от марки 96 до марок 18 и 22 

= 186 29"; |° = 159б27; 

190 990; |$ = 197 941. 

Далее вычислим значения свободных членов уравнений поправок, учтивая 
формулы (V.24). Результаты нзмерешш выписаны на.рпс. 14. 

189 627 —183506—С125 = С121 —6123 = —4 мм. 
<2 = 197 941 —189 627 — 8320 - 8314—8320 = - 6 мм. 
*з= 197 941 —192 353 — 5580 = 5588 - 5580 = + 8 мм. 

190 990 — 189 627—1308= 1363—1368 = —3 мм. 
Г&= 190 990 —186297 — 4694 = 4693 - 4694 = —1 мм. 

/ с = 197 941 —186297—11 652=11 644-11 652=—8 мм. 
?7= 100 990 — 191 890 + 905 = —900 + 905 = 4-5 мм. 

' 197 941 - 190990— 6954 = 6951—6944 = 4-7 мм. 
/в = 186 297 —191 890 4- 5585 = —5593 + 5585=—8 ми. 

Составим таблицу коэффициентов (табл. 40) к вычислим коэффициенты 
и свободные члены нормальных уравнений. Так как изморепные величины свя-
заны с необходимыми неизвестными ЛИБСГШЫМН функциями простейшего вида, 
то козффпциенты уравпеппй поправок будем выписывать сразу в таблицу, учи-
тывая равенства (VII.38). 



'Г а о Л II Ц а 40 

1 С- 3! с- — Нос р + 0.62 
О/в 

+ 1.25 "/3 —2.10 -1.17 1 г —1 

1 
2 
3 
4 
5 
С 
7 

8 1 

1,2 
0,9 
1.1 
1,5 
0,9 
0,7 
1,2 
1,1 
1.0 

— 1 
—1 

+1 

Я 
±! 

+1 
- 1 

- 1 
+1 
+ 1 

+1 
+1 

- 4 
- 6 
+8 
—5 
—1 
—8 
+5 
—8 

- 3 
- 6 
±1 
—1 
- 8 
4-7 
—7 

—6,10 
—5,37 
4-6,53 
—1,65 
—0,37 

-10,09 
4-6,25 
+4,28 
-7,38 

6,69 
5,09 
6,85 
2,02 
0,35 
8,43 
6,85 
4,50 
7,38 

\Ра1 
1 Р"2 
IР^ 
1ра* 
1р1 

2,6 -0,9 
4.7 

1 

0 
-1.5 

З.С 

-0,7 
—1,1 
—0,9 

3,8 
1 

—1,5 
—10,1 
4-8,1 
л-5,5 
353,1 

-0.5 
-8,9 
4-9,3 
4-6,6 
355.1 

\р г2] = 314,5 

В графе V* табл. 40 выписаны сопраикп, прнведеппыо к равноточному виду 
по формуле 

г 'вг) '? . 
В пписисй часта таблицы вычислены коэффициенты нормальных уравнений. 
В табл. 41 дано ретеппе нормальных уравнений на логарифмической ли-

нейке с нахождением всех весов и весовых коэффициентов согласно заданию. 
В графу л' выписаны суммы коэффициентов соответствующих уравнений, вклю-
чая и частные производные, необходимые для оценки точности. 

Вес неизпестного /4 равен-У'̂  = 2,61. Вес предпоследнего неизвестного 13 
равен 

3.0!) 
•> —^ ог.) о V) \-(2) 1,1 2.61 - П.1И1 -— 4 I 

Обратимся теперь к таблице коэффициентов (см. табл. 40). Выписал в заго-
ловках граф этой таблицы значеппя поправок т для необходимых неизвестных, 
найдем по формуле (\\25) поправки V и затем |/>«/2] = 314,5. 

Для получения [/>1/-) сразу на арифмометре, без промежуточных записей, 
предварительно пычнеляют значеппя г' = г) р, после чего получают 

|,'г2]=Иг'2|. 
Это значение почти совпадает с тем. которое получено в графе I табл. 41 

внизу, что является о длим из основных контролен правильности уравнительных 
вычислений. 

Необходимо иметь в виду, что вычисления в табл. 41, расположенные ниже 
строыг по контролируются в графе 5, поэтому их нужно выполнять в две 
руки. Вычисления неизпестныж в «горке» коитролируют суммарпым уравнением. 

Получим теперь системы вео.оиых коэффициентов но способу Гаизеиа. 
4-я с и с т е м а 

<рп=1/2.'П 
<?.13 I > '.40 • 0.383 4-0.168. 

<?ц = - 0 . 3 4 2 - 0 . 1 Я 8 - 4 . 0 . 3 0 6 ; 0.118 = 4-0.170. 
0ц = -0,?/,П.0,170-4-0.2СУ-0.38.4= - »>.ОП »>.103=4 0.1С4. 

256 



Контроль 
-,1,0.0.164 ; 1.2-0.170-5- 1.2-0.1С8+1.1 -0.383 0.1М ^0.211 - о202 + 

+ 0.421 ^ 0.998. 
3-я с и с т е м а 

031 = 0ю-иО.11«. 
0эз = ! 0.440 - 0.108 ! ! /3.09 -0.07', - 0.324 -г ..0.3«!8. 

0 а г + 0 , 3 ' | 2 • 0.398+0.306 • 0,!С8 — • 0.136 + 0.051 -+0.187-
0:п =+0,346 - 0.187 + 0.269-0.168-= +0.065 + 0.045 =0.1 К». 

Контроль 
+0.1 Ю 1-0.221 4 0/.78- 0.1«5 +0.997. 

2-я с и с т е м а 
0г«-01з- т".176. 
Сгз — 03з = +0-187. 

а - 0,312 - 0.187 + 0.306 - 0.176 + 1 /4.39 = +0.064+0.054 + 0.228 = -0.346. 
Он г0.346 • 0.346 +0.269.0,176 = +0.120 + 0.047 = +0.167. 

Контроль 
п-0.167 + 0.415 + 0.224 + 0.19'. - +1.000. 

1-я с и с т е м а 
0ц - 0 и - ,-о.1П4. 
013=03, - 0.110. 
012 ^021= ! 0.167. 

(}п 4-0,346 • 0,167 + 0,269 - 0,164 - 1 /2.6» - - 4 0,058 н 0.014 + 0.385 -- -0.487. 
Контроль 

+0И87 + 0,200 + 0,132+0.180 - 0,999. 
Внизу, под строкой «Контроль по суммарному уравнению», вычислена 

система весовых коэффициентов ()1(- ( 4 = 1 , . . ., 4) при номощи дополнитель-
ной графы, и качестве которой послужила графа Результаты сходятся со 
спосооом Гакзеяя. Нетрудио убедиться, что в этой графе выиолшшы точио 
такие же действия, как и для получения указанных весовых коэффициентов. 

Вычисления в «горке» такие же, как и при получении пспзвестпых т. ио 
и качестве графы I при вычислении значений 0ц- служит графа /,. 

Для иолучеиия величии <)2,- могла бы послужить графа 1 г . Получим теперь 
обратные веса функций по формуле 0*11-33). 

Для Рг=1з-^ 
= — 2 0 1 3 + 0:п -0 . ' ,87 - 0.220 + 0.398 = +0.665. 

Для 
Г г =Ц-( г 

7Г = ^ 2 - 2 0 2 4 + 041=0.356 -0.352 + 0.333 = 0.377. 

Сравиим обратпые веса, полученные разными сиособами. 
О б р а т н ы е в е с а н е и з в е с т н ы х : 

в дополпитедыгои графе — 1/Р, = 0,48; 0 ц = 0,487; 
то же - ! / / > - = 0,35; ()2г = 0,346; 
1 /р3 = 1/2,52 = 0,397, где 2,52 — вес предпоследнего неизвестного; <?33 = 
= 0,398; 
1 //>4 = 1/2,61 = 0,383, где 2,61 — вес последнего неизвестного. Эта величина 
явилась исходной для вычисления исох весовых коэффициентов. 
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Урлинс-
>иш | | т« т< 

Л', 
Ь\ 

2.60 —0.90 
+0.346 
+4.70 
—0,31 

0 
0 

—1.50 
0 

-0.70 
+0.269 
- 1 . 1 0 
—0,24 

Л'а 
У» 

4.39 — 1,50 
+0.342 

з.со 
0 

-0,51 

—1,34 
+0.306 
-0.90 

0 
-0,46 

Еъ 
ЛГ4 

3.09 -1,36 
-| 0,440 

3.80 
-0.18 
-0.41 
-0.60 



Т а С л к п л М 

( Г,-<.-<» 1» 5 Контроль 

— 1.50 
+ 0.577 

—10.10 
—0.52 

+ 1.00 
-0.385 

0 
+0.35 

0 
0 

+ 1.00 
0 

-1.00 
+0,385 

0 
-0.35 

0 
0 

— 1.00 
0 

-0.50 
4-0.192 
—8.90 
—0.17 

+0.1*2 

-10.02 
-(-2.420 
+8,10 

0 
-3.62 

+0.35 
-0,080 
-1.00 

0 
4-0,10 

+ 1,00 
-0.228 

0 
0 

4-0, Уд 

-0,35 
+0.080 

0 
0 

-0,10 

-1.00 
+0.228 

0 
0 

-0,34 

—9.07 
+2,068 
+8.30 

0 
-3.10 

—9.07 
+ 2.070 

4-4.48 
— 1,451 
4-5.50 
—0.39 
-3.25 
+ 1.97 

-0,90 
+0,291 

0 
+0,27 
+0.11 
-0,40 

+0.34 
-О.ИО 
-1,00 

0 
+0,31 
+0.15 

-0,10 
+0,032 

0 
-0.27 
-0.11 
-0.04 

-0,34 
+0.110 

0 
0 

—0.31 
-0.15 | 

+5.21 
-1.087 
+5.60' 
—0,/3 | 
—2.77 
+2.9(1 / 

+5,20 
— 1.688 
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О б р а т н ы е в е с а ф у и к н а й: 
Для ?! ~ 13— — 0,065 — по формуле (VI 1.33); у = 0,67 — в донод. 
нптелъиой графе. I 1 
Для Г г = /4 — /2 : — = 0,377 — по формуле (VI 1.33); у = 0,38 — в допол-
нительной графе. 

Найдем теперь средние квидратичеекпе ошибки. 
Вычислим сначала ошибку единицы веса 

.» = V мм. 

где 9 — число измеренных величии, 4 — число необходимых величии. 
Средине квадратичеекпо ошибки неизвестных 

т , = 7.9 К^Г, = 6 мм; 

ни — 7,0) (>22 = о мм; 

/я3 = 7.91 Оуз = 5 мм; 

'«4 = 7,9 К^п = 5 мм. 

Средиве квадратпчсскис ошибки разиостеи высот 

, = ",91 (Л67 = 6.5 мм; 

.1/4_8 = 7,9)/Г«Ш = 4.9 мм. 

Следует иметь в виду, что при пяти избыточных измерениях точность вы-
числения средних квадратичсских ошибок будет характеризоваться ошибкой 
т'У 10 0,3т, т. е. в нашем случае велкчплами порядка 2 мм *. Однако соот-
ношения весов будут сохраняться. 

Средняя квадратпческая ошибка нивелирования одного километра 

///, к „ = 7.9 : I 15 = 2 мм, 

так как вес хода протяжением 5 = 1 км рпвеи 15. 
Внесем поправки в результаты измерений (хе = Х[ + у,-) и п ириближеиные 

значения по известных {ц = I® + т,) и проверим справедливость равенств 

*)=//('! Ы («=» "); 

'1 = <5 + *1 = 186 297+0,6=186 297.6 им; 

и = + та = 190 990+1,2 = 190 991,2 мм; 

г3 = /» + т 3= 189627 - 2,1 = 189 624,9 мм; 

< I + = Н>7 941 - 1.5 = 197 939,5 мм. 

• Прп установлении доверительных граииц здесь удовлетворительных ре-
зультатов получить нельзя, так как ири г — а — к < 6 непригодно и распреде-
ление Стьюдента. Для ошибки едшшцы леса следовало бы получить зиаченне 
на осиопс предыдущего опыта применении нивелирования. Однако получепноо 
значение т1К* - 2 мм согласуется с #тнм опытом, поэтому р мы оставили без 
изменений. 
2<Я« 



далее-, учитывая равенства (VI 1.38), получаем 
— -г0125—6,1 =»+(И 18,0; 624,0— 1^500 -- -6118,'.»: 

г ''в - + 8 3 2 0 - 5 / . = г 8314,6; - 197 9:У.|,Г,_ |Ь'|02'..!! - +8314.Г»; 

хл ••«•3 = Г.580 + 6,5=+5586,5; « 197 УЗй.5—102 353- г 5586.5: 

, , Г4 -= 1368— 1,6 = + 1366,4; «190991.2-189624.'» = ; 1:166.3; 

г:, ; -!- 46У4 — 0.4 + '|0У3.6; х\ -- 190991,2 —186 297.6 = -г41ЯЗ.П; 

;<с г с0 И 652— 10.1 4 11 641,9. ^ ~ 197 93У-5—18(1297.6= + И 641.9: 

г . + г. -= —905 + 6,2 — 898,8; х\- 1<Ю 991,2—191 890 - —898.8; 

.гк+г„ — +6944+4,3-= + 69'.8.3: х^ -- 197 939.5-190 991.2 -- г-6948.3: 

+ '"з — — 5585 — 7,4 — — 5592,V. х\ - 186297.0— 1У1 89й — 5592.4. 
За исключением одного случая, коитрольныо раиенстви удовлетворяются 

точно. Расхождение же в 0,1 мм, конечно, вполне допустимо. 

Рис. 15 

Пример 2. В треугольнике ЛИС (рис. 15) известны координаты вершины А. 
Для определения координат двух других вершин измерены: дирекциоиный угол 
стороны ВС (авс), три угли Л, ^ Н и С) н три сторопы ($лВ, $ о с 
и 5СЛ), всего семь величин. 

Обозначим 

А. А = г2; $д в—.г5; 
/.В — г3; *вс~х 

I. С—з4; хс л =*-„ 

Получены следующие результаты измерений: 
г, 338° 01' 43"; 

46" 25' 15" | 
ха--= 68° 0Г 27" 1 И - -9": 

- 653 33'09" ) 
= 1000,000 м; 

795,881 м; 
1018,660 м. 

Дирскцношшм угол г, нолучеп через азимут Лапласа, определенный двумя 
комплектами гиротеодолитов в прямом и обратном папрппленнях (из этих опре-
делений взято среднее). Точность определения характеризуется средней квадра-
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тлчсской ошибкой т , — 8". Углы измерены со средней квадратпческой ошибкой 
«Мр = /л, — т а — т1 = 5". 

Средние квадратнческне ошибки нзмерепин сторон соответствуют формуле 

Вычислпм7средипе квадратнческне ошибки измерения длин сторон 

«5 
т / / 100000 см V чо 

- V ( 50000 ) ' «0а~3.6 см. 

1 / / 70 5X8 см V- л , , 
т* V ( 50ооо ; '<3 «'• 

7 Г Т 101 866 см У , 
V (—50006—) "Р 

Ввиду весьма малых различий значении /пв, тв , т - примем, что 

Ю 5 - - I V в = 3,5 см. 

Веса вычислим по формуле 
52 

Р\ —Г • 

Тогда получим 

Рг — Рз — Рл = и 

В дальнейших вычислениях длины сторои долиты выражаться в сантиме-
трах. В качестве необходимых неизвестных выберем 

= А С ~ 

/.А ^ „ в ! , . 

Очевидно, что для ретепня поставленном задачи необходимо ио меиее че-
тырех величин, из них не меиее одной стороны и одного дирекциопного угла. 

Напишем выражения измеренных величин через выбраииые необходимые 
неизвестные 

= +180° — /2 — /*; 

х'3 = т°—и - /3; х\ - /3; *з = /4; 

- , Я1П (180° — — 51П </«-1-13) 
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1 Голучим приближенные значении ]необходимых*пенздвоиых 

I* =338' 01' 43"—68й 0Г 27" 0)' 16.0*; 

'!! — ^ Г.^/.б*- 25' 18,0". 

12,0"; 

100ООО.о см. 
Далей вычислим свободные члены всех уравнении иоиравок и коэффи-

циенты носледних двух уравнений. Коэффицпснш остальпых уравнений ввиду 
вх простоты выписаны ернзу в таблицу коэффициентов. 

В соответствии с (У.24) имеем 

+ 180° — - 2 7 0 ' 0 0 ' 16" >С830Г:Ю"-338с0Г43"-= 

= +3'; 

= — 2 5 ' 18*—46° 25' 15" = -гЗ"; 

180° —1\— <§—«3 = 68° 01' 30"—68° 01' 27"^ +3"; 

Ц = - х 4 = 65° 33' 12 ' - 05° 33' ОТ =-- + 3"; 

* 5 ;=/0-х 5 =100000 см—100000 см~0: 

п ч:п /ре лс,« «О» 
/в 1 0 0 0 0 0 65* 33' 12* - 7 9 З ^ 1 СЧ - - 1 0 ' 5 С1,: 

3 

П61 =0"-

(дХ*\ _ / СОЗЛ. \ 1 _{ \ ^ к Л - , 
V 1 Й П ' ? Р ' 

яли 
д г . „ ,о _ '9588 с1-'46° 95' = +0.37: т2 п" 206265 т 

о* /п 

/ д Х б \ ( 51111,-СОЗ / 3 \ I _ / . Л ^ - Ч " ' 
а в з = = \ Ж Л = г ^ ' т ^ Г А / ' Г 1 к Р «И 

или 

( д х ' ч \ / «п \ / в1 п 1-1 1 \ _ - Л Ш г = -г0.80; 

в 1 1 " 1 " 5 г Г Л В = 0 ; в 1 4 в в ' , , ~ ^ и т " 206265 



{ СОЙ (и- <з) -ЯП/а-ат (и4- У. СОР (3 ) 1 __ Г. ~-мп 'а I 1 

• " - Г — 1 1вР'~\" /оР"~ 

_ _ / я'л/о | 1 
1/4 /Я /0 * МП /5 

1 1 79 588 
Р 'з ' 5111 /'• I» 20« 205 • з т 65° 33' 

пли 
/ *11|(л,4-/З) \ _ я|'п 111° 58' _ 

1.02. 

Свободные члены вычнслепы па арифмометре; коэффициенты — па логариф-
мической линейке. 

Все данные выннеянм л таблицу коэффициентов (табл. 42), в которой сде-
липо ириведенпс уравпешш ноправок к равноточному виду и вычислены коэф-
фициенты нормальных уравпеппй. 

Нормальные уравпепня решены в табл. 43 на арифмометре по сокращенной 
схеме Гаусса. В дополнительной гра]ю / ' получен обратный вес площади тре-
угольника, для чего в эту графу выписаны соответствующие частные производ-
ные с обратпыми знаками. Так как- при т . 3,5 см ошибка площади будет иметь 
порядок десятков квадратных метров (3,5 • 100 ООО см2 = 35 м2), то площадь 
удобно выражать в квадратных .метрах. Тогда площадь треугольника как функ-
ция независимых неизвестных примет вял 

/- м2-5сма. 10 4. (VII.39) 
так как 1 мг — 10' см2. 

Но 
1 5|'п Л. мп (180°—1а—*з) ^8«п/,.<чп(180° — /„ — ,3) 5ем== Т / ^ ' в1п /а ' 

Возьмем частные производные от 5" си г 

а? _ _ — 51П/гСО5(180° — л, — Лч)4-С05/г51П (180э — — !3) _ 

<я'п(180°— 2/г — /3) ^ -щ (2га+ 1Я) 
2 ' *»п<з 2 * *|гн3 ' 

при ато»( угол 1г выразим в секундах 

^ _ У1П (21, |- <3) 

дГ2 2р" ^ • (VI 1.41) 

Учитывая (У11.39), получаем 

Ю5'2 яп (2/, 4/3) ' *П1(2/,-г/з) _ , „ ,„ 81II (92° 5 Г -Ц В5° 33*1 
2р"11» ' ~~ + - <.1.05° 33' + 

4 1 = 4 - ^ 1 » (180°—/ ,. 01з 2 ' • ~ зт2 13 

2<И 
- 'У 1 1 ' = - 1 Л - ^ Л ( «»»/.\ 4 
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Й 8 С О чг * 
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О 1-" О — г-) да V-+ + + + + 1 --

§888 — ГО ГО СО О Г1 
-Т-+++ 7 + 

+ + + 

го о о 1-; о 
л о о пл о — — с о 
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7 + 7 V] 

— о «-О о м г — с; —• 
+ + + + + I 4-

ООч-ЧГЯМ МЭ-СС1С я-̂  о — е4 о го 
+ + + + I + 

с •л •л 

1 ст. 

+ 
— 

-

-

•Л тч 
— — 1 1 С| 

— I 

ч * — гч 

»еч >п в 3 С — 

о о 1Я Л 
го го со со с о' 
+ + + + 7 + 

о <м ссо 
—. о —' + + + 

1 1 

СО О] 
•— Ч1 

Х- с о 
+ 1 1 

7 + 7 
го см 
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Т а б л хг и а 43 

Ш 1 П Т1 Та Т а I. Р 5 

* V, 

0,40 - 0 , 4 0 
+1,000 

2.75 

- 0 , 4 0 
4-1.000 
+1,43 

0 
0 

+0,18 

+1,20 
—3,000 
—9,53 

0 

+0 ,98 

+0 ,80 
-2,ООО 
- 4 , 5 9 

л-<«> 
Е\ 
к* 

2,35 + 1 , 0 3 
- 0 , 4 3 8 

2,81 

+0,18 
- 0 , 0 7 7 
- 1 , 1 3 

—8,33 
+3,545 
+1.27 

+0 ,98 
- 0 , 4 1 7 
- 1 , 5 3 

—3,79 
+1,613 
+2 ,45 

Е3 
Л, 

1,96 — 1 , 2 1 

+0,617 
5,34 

+0 ,12 
—3,122 

- 1 3 , 7 6 

- 1 , 9 6 
+1,000 
+7 ,38 

+4,91 
- 2 , 5 0 4 
- 1 , 9 9 

Л<4« 
Е{ 
л» 

4,58 - 9 , 3 4 
+2.039 
256,52 

+6.10 
—1,332 

+1,34 
- 0 , 2 9 3 

| [ри*] = 185,2 1 

10 5 = —— 
Рр 

т - 0 , 6 6 | +4.20 - 1 . 8 6 +2,04 | | 
В грифу .V иы и нежны величины V ! — 

Принимая во внимание (VI 1.39) и выражая угол (3 о секундах, находим 

79 588= _ 7963 
3 ~ 2р".Ю* 413000 1 ,53> 

[ _ 2и ЯП <2 • п (180° —/г — <з) 31Ц/г-5»п(/„ + /а) 

Теперь нолучлм 

Г 100ООО У1П 48°25'-УЖ 68° 02' .чп46° 25' • дщ 68е 02' 
1<н в 65° 33' ~ 1 0 31 п 65° 33' 1 

т. е. 
Г4 = +7,38. 

Контроль но суммарному уровней шо 

( I ; - т, + ( х ; - т 2 + ( х ; - Аз) т3 т ( 2 ; - /.<) *, + 
+ [Ц = (-0.40) • (-0,66) + 3,96 • 4,20 + 2,71 ( -1 ,86)+ 4,39- 2,0'. - 20,82 = -0 ,01. 

Контрол/̂ выполняется хорошо. 
Далее обращаемся^ к табл.42, где вычисляем поправки и знвчеппя 

^контролем V' = юг р. Затеи вычисляем = [у'2] и получается 185,3 что 
почти в точпостп.совпалает со значением [рьл] = 185,2 в графе I схемы решения 
нормальных урашкшп!. 4 



Контролем цравнльпости ирнмененпя нрпнцлиа наименьших квадратов слу-
жат равенства 

К» 1 - К г 1 К ч - К * ] 
Эти равенства п нашем примере хорошо соблюдаются. 
Теперь иолучим уравненные значения необходимых псизпестиых и измерен-

ных величин и выполним зоключительпый контроль вычислений 

/ 1 ^ ^ + т, 270° 00' 16,0' — 0,7° ^270° 00' 15,3'; 

'«6е 25' 18,0" + 4,Г=-'.6° 25' 22,2": 

/3 = 65° 33' 12,0"- 1,9"^65в 33' 10,1"; 

/, •= 100 ООО,0 см +2,0 см = 100002,0 см; 

х\ +1?!« 338° 01' 43,0*; 

*г = * 3 + ~ 40° 25' 15" + 7,2" = 46° 25'22,2": 

х\ « 68° 01' 27"+0,7"=68в 01' 27,7"; 

г^ ~ 65е 33' 00" +1,1" = 65° 33' 10, Г; 

х . = 100 000,0 см-|-2,0 см = 100 002,0 см; 

Хд =в79 588,1 см —7,0 см = 79 581,1 см; 

х'? = 101 806,0 см+ 3,5 см= 101 869,5 см. 

Контроль по сумме углов треугольника 
- 4 6 ° 25' 22,2" 

= (>80127,7" 

- 653310,1 ' 
180' 00' 00.0' 

Контроль по соблюдению равенств, выражающих измеренные величины 
через выбранные необходимые неизвестные, 

= / , ( / , , . . . , |4) =270° 00' 15,3"+68°- 01' 27,7' = 338° 01' 43,0'; 

(«1» - / 0 = 4 0 ° 25'22,2"; 

/.»)—180°—46° 25' 22,2я —65° 33' 10.1" = 

~ 180° - 1 1 1 ° 58' 32,ЗГ-68° 01' 27,7е; 

- -1 /д) = /з-С5°33' 10,1"; 

*5= /б ( /ц • • = /-1-100002.0 см; 

г' - «оп - 25' 22,2" _ 100002,0.0,724 446 
—100 002,0 в 4 п в 5 . 33 , 1 0 л » 0,910 .'МЗ = 79 581.0 см; 

г' - ЮО ОП9 п $ { п 6 8 ° 2 7 ' Г - 100002,0 • 0,927 343 7 ~ 1 0 0 002,0 а 4 п С 5 о оТйО^З = 1 0 1 869.6 см. 



Все равенства соблюдаются практически совершенно точно. 
Вычислим теперь площадь треугольника н оценим точность ее определения 
Обратный вес площадп. выраженной и квадратпых .метрах, равен 10,5 (см" 

графу Л' табл. 13). Ошибку единицы веса примем равной «I 5, поскольку это зна-
чение (чпело секунд средней квадратическон ошибки измерения углов, квадрат 
которого >гы прппялп н качестве коэффициента при вычислении весов по фор. 
мгле />,• = \ нолучеио па основе использования обширного пронаводствец-

"7 ! 
но го опыта *. Тогда 

МР = 5 I 105= .м-'. 
Площадь треугольника равпа 

I I 100002.0 см-7»581.1 см-0.1127 343 
м- = гг *ЛВЬ - у 1 & • г с • 31 п хп ^ — 

• 307 913 м~ - 0,927 313 = 369 002 м«. 
Итак, получеио 

.V = 36у 002 м- ± 16 м2. 

§ 68. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕСОВ ФУНКЦИЙ 
ПРИ УРАВНИВАНИИ КОРРЕЛАТНЫМ СПОСОБОМ 

В коррелатном способе, так же как и в параметрическом, для 
оценки точности любой величины необходимо представить ее в виде 
функции результатов измерений Р = Ф (ху, . . хп), после чего 
применяется формула теории ошибок измерений 

_1 1 Г / _ 1 _ 1 
р Р ' р ^ * 

Последовательность вывода необходимых формул примем такую: 
]) функция линеаризируется; 
2) поправки V выражаются через корролаты, после чего вели-

чина Р представляется как функция результатов измерении п корре-
лат, т. е. 

Р=:Ч>(*1 'п, • • ЬгУ, 

3) при помощи элементов обратной матрицы коэффициентов спе-
циальной системы уравнений фупкцпя преобразуется в функцию 
величина,. . . ., х„ и невязок IV, являющихся, как известно, функ-
циями результатов измерений. 

Таким образом, поставленная задача будет решена. 
Приступим к решению задачи. 
Пусть дана функция уравненных значений измеренных величин, 

т. е. Р (х\, . . хл), п требуется оценить ее точность. 
Так как х\ = х{ -г ^ (г = 1, . . ., п). то 

Р *«) =» Р +«1 Ч- «л). 

* Очевидно, что значение и, вычисленпое по внутренней сходимости при 
7—4 = 3 избыточных величинах, не должно приниматься во ппимапие. 
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1'азлагяя функцию в ряд Тпйлора, гтлучпем 
аг , ОР 

• • • *п + Ъп)=Р{-их* - - ' 1 • 

р ц — сумма всех членов разложения, кроме линейных. 
Пренебрегая величиной Я и вводя обозначения 

дР 
= ">' 

имеем 
х\) = Р{' у, . - *„>+Г,<, : . • - + ГП1>Я, 

пли 
Р Уп) = р (*, */;)'-!- [/V]. (VI Г.42) 

Для нахождения [/''у] возьмем систему коррелатных у ровней и и 
поправок (\'.4о) 

= 1 «)• 
Умножив эти уравнения на Р, (I = 1, . . п) соответственно 

в затем сложив их, получим 
[/*] = [чагР] кх +. ..+ [пагР\ V (VII. 43) 

С учетом (VII .43) напишем систему уравпений 

+ ".". -! [чога,\ / •>+0 ' ( -1 / - \ 1 ) = - И > • (VII / / . ) 

['ШхП + . • • "ИЧ*гП кг 1 (-1М) «Л 

Обозначим элементы последней строки обратной матрицы коэф-
фициентов системы уравнений (VII.44) через р|, . . ., р,+1. Тогда 
неизвестное (—(/^1) определится равенством 

- 1 = ~ . . . - р,И' г + • 1 

[ Ж ^ Р . И ' . + . - . + М ^ Г < П М 5 ) 

Па основании известного равенства из теории матриц 

получим для определения искомых элементов обратной матрицы 
коэффициентов спстемы (VII.44), т. е. для элементов р,. . . о^,, 
систему уравпеппй 

Р1"Ь • • •!• \Ча1аг) [>/• ': ['/«1Л Рг.^О 

1 Р ! + . . . -НЧй г и , \ р , г[Я"гР] »г . | 

о •."! + . . -+0-Р/- + 1 Гг., = 1. 

Нз последнего уравнения имеем 

ргц — 1' 
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поэтому можно написать 
[ Ч ^ р ^ . . . + [яауп,)рг-\-[ча1Г]= 0 ) 

Таким образом, возможно следующее решение задачи. 
Из системы (VI 1.46) находим элементы обратной матрицы 

Рь . . р,. батем при помощи равепства (VI 1.45) выражаем <умЛ,у 
[/V] через невязки и, наконец, из (VI 1.42) получаем искомую фуик. 
дню результатов измерении, учитыпяя. чю И'̂  — ф/ (х1 
(| = 1 г). Однако такой путь решения весьма громоздок и ираь 
тнч<?ски неирпемлем. Имеется более простое решение, применя-
ющееся па практике. Это решение заключается в вычислении обрат-
ного веса функции в дополнительной графе. 

Рассмотрим этот способ. 

1. Вычисление веса функции 
в дополнительной графе 

Имея и виду (VII.45), равенство (VII.42) иерепыием следующим 
образом: 

Р (Х1 х'тг) =Г • • • . » « ) + Р1Т?! + . . . + р ,И ' , , 
пли 

Р(Х\ *я) + р1ф1С»1. • • «!,) + . . .+Р/^Р/-(*1, . • ., *„) = 
= Ф хп). (VI 1.47) 

Теперь имеем 

или, обозначая 
Рр рф А I ах, ) 

дФ 
= ( ' = 1 "> 

и учитывая, что получаем 

(VII.48) 

Найдем частные производные ( .= = 1 п м г я в в п . 
ду (VI 1.47) 

^ = . Ар, 
0X1 6X1 + Р ' Ол, Т ' " * +РГ » 

Ф/ = влР| + - • • (У11.49) 

Для нахождения искомой величины ,„. ^ м = [?Фа1 умножим все 
равенства (УИ.49) па Й Ф , (I == 1. . . ., л ) ' и З а т с м сложим их 

[ г Ф Ч Ч ^ Ф ] Р,+. - • Р г + Г 7 / , ф ] . (VII.50) 
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Найдем коэффициенты при р , . . . . , р, в равенстве (VII.50), 
дли чего опять воспользуемся равенством (VII .49), 

= [ я ^ Л р, . . . +170,1,1 р , + 

1?«,Ф] = [чв,а,I р 1 Ч . . . + {двгаг) + [чагР]. 

Но из равспств (VII.40) следует, что правьте части последних 
равенств равны нулю, поэтому п левые части этих равенств также 
равны пулю, т. с. 

[уП1Ф1 = [7ягФ] = =0, 

в {VI 1.50) примет вид 
[ЯФЦ = [ЧРФ\. (VI 1.51) 

Для определения аеличнп [дРФ] вновь обратимся к равеиствам 
(VI 1.49) 

(7/='Ф] = 17Я1^]р1-г. - . + [«в гЯ + (VI 1.52) 

Принимая теперь во вппманио (VI 1.43), (VII.51) п (VI 1.52), можно 
шшисить 

1 
— = Р1+ - • • г \Ч*гП Р 

Присоединив последнее равенство к системе уравнений (VII.46), 
на пишем 

№а1а11 Р1-Г- • • + [<7я1,31-1 рг + ^ Л - О 

р, - - - т \4"^>г 1 Рг ~ {ч°гР\ = 0 
1 

[Я^Р\ Р, 1 -г Р г - Н ^ ' Л 

(VII.53) 

Система уравнений (VII.53), содержащая г -Ь 1 уравнений с г + 
-1- 1 неизвестными, обладает всеми свойствами системы норм ильных 
уравпеппй *. Поэтому перепишем эту систему так: 

Л'1,Р1 + • • --т^ггГг + ^г -О 

+ . - • + Лг
<г+1) ( г+] , ^ 

(VI 1.54) 

где 

Исключая из спстемы уравпений (VI 1.54) пеизвестпые р1т . . ., р,, 

1 
получаем, наконец, 

== , \ '< г> (г-г1)(г+1)' (VI 1.55) 

* Имеются в виду свойства, используемые при преобразованиях по алго-
ритму Гаусса. Очевидно, что коэффициент при неизвестном — преобразовы-
ваться пе будет. 
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где И-""1- в развернутом виде, 

Т7 = - ЛТГ ^ТГ • • - • ^ Т Г - 4 " - ° . О'П.^ 
г о о ГГ 

Формула (VII.50) показывает, что вес любой функции измерен, 
ных величии после уравинплиия всегда повышается, так как первый 
член пряной ЧАСТИ УТОН формулы есть обратпый вес функции Д 0 

уравнивания, остальные члены, являющиеся произведениями эле> 
ментов элн.чинационных строк в графе Л на вышестоящие числа 
отрицательны. Заметим, кстити, что это есть еще один довод в пользу 
принципа наименьших квлдоатон. Формулу (VI 1.50) можно выразить 
в виде правила следующим образом. 

Для получения обратного веса функции Р (х\ х'п) в таблице 
коэффициентов делаю г дополнительную графу Р, в которую выписы-
вают частные производные 

дг 
( / = = | — и ) 

в строк»х с соответствующими индексами I. Попутно с вычисле-
ниями коэффициентов нормальных уравнений вычисляют значения 
1(70/1, 1Ча.,Р1 . . ., ]дагР\ и [^П 

В схеме решения нормальных урнпнений также делают дополни-
тельную графу Р. в которую выписывают величины \<}алР\> . . 
\(]а,Р\ в строках . . ., Л'г и пнжс — величину [дРР\. В этой 
графе з процессе решения выполняют такие же преобразования, 
как и в графе II". 

После завершения всех преобразований обратный вес функции 
получают как алгебраическую сумму значеппя \дРР] и произведе-
нии чпсел, стоящих иа пересечениях строк Е с графой Р, на выше-
стоящие числа. 

Очевидно, что число дополнительных граф должио равняться 
числу оцениваемых функций. 

Сформулированные выше правила можно получить еще следу-
ющим образом, прибегая к алгебраическим аналогиям. 

Сравнивая равенства (VI 1.49) с параметрическими уравнениями 
иоправок 

" г . *чиЧ-\-и и - 1 ")• 

а нормальные уравнения (VI!.40) — с нормальными уравнениями 
для неизвестных т 

|/><х1а*]т1 + . . -Ч {ряАО^ТА..4-{/7аАЦ=0, 

нетрудно видеть, что значение = [дФ21 имеет такой же алге-
' г 

браический смысл, как и значение (/и ,2|. Огсюда следует, что вели-
чии» — [аФ21 может быть получена но тем правилам, по кото-
рым получают величину [риЦ при помощп графы I таблицы коэф-
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фицпентов и графы Г-, схемы решения нормальных уравпеппй. Для 
этого вводится графа Р в таблице коэффициентов условных урав-
нений и дополнительная графа Р п схеме решепня норма л ьи их урав-
нений коррелят. При этом роль играют частные производные 1'\, 
а всса р! заменяются обратными весами: ^ 

2. Вес уравненного значения 
измеренной величины 

Написав равенство 
ДО-

ПОЛУЧИМ решение. 
Поскольку в данном случае Рл — Р„ — . . . = Р(.х = 0; 

то решение можно сформулировать в виде следующего правила: 
д л я п о л у ч е н и я о б р а т н о г о в е с а у р а в н е н н о й 
в е л и ч и и ы и таблицу коэффициентов вводится дополнитель-
ная графа х{, в которой выписывается -4-1 в 1-й строке. Далее по-
ступают точно так же, как при вычислении обратного веса функции. 

§ 69. ПРИМЕРЫ УРАВНИВАНИЯ КОРРЕЛАТНЫМ СПОСОБОМ 
С ОЦЕНКАМИ ТОЧНОСТИ 

Пример 1. Возьмем тот же пример, который решен в § 67, т. е. систему пиво-
лирных ходов, показанных на рис. 14. 

Напоминаем, что марки 18, 22 и 96 являются исходными, грунтовые ре-
перы 86, 02, 98 и 12 — определяемыми. Па рис. 14 выписаны исходные высоты 
и суммы прсвышепнй, которые считаются измеренными величинами; направле-
ния звеньев показаны стрелками; и кружках обозначены номера звеньев. 
В табл. 44 приведет,! обратные веса измеренных значений, вычисленные по 
формуле 

1 .V 

При уравиивашш высоты и их разности (превышения) будем выражать 
в миллиметрах. 

Требуется произвести уравпивапие системы нивелирных ходов коррелат-
вым способом и получить средние нвадратпческие ошибки уравненного значе-
ния разпостп высот (#яп—//дя) и уравненной высоты реоера 12. 

Т а б л и ц а 44 

Номер Обратный Номер ООцятпый 
звена вес эвена вес 

1 0,8 6 1,4 
2 1,1 7 0,8 
3 0,9 8 0,9 
4 0,7 9 1,0 
5 1,1 
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Составим условные урапвепнл. Число независимых уравнений будет рашво 
г=п —л- = 9—4 = 5 

(необходимых измеренных величин будет четыре). Выберем следующие услов-
ные уравпония: 

2) 

3) < р з — х'6 — х\ = 0; 

4) 4̂ = 191890+^4-^—Гд —192 353 = 0; 

5) Ф9 = 183506+^+Хд-а-з -192 353 = 0. 

Коэффициенты условных уравнений поправок очевидны. Вычислим свобод* 
вые члены втнх уравнений 

И-'»=409-4+905 - 5585 = + 14; 
И'3=4694 + 6944 —11 652= —14; 

=8320 - 6944 -1368 = + 8; 

И'4 = 191890 — 5585 + 11 «52 — 5580—192 353 = + 24: 

IV ь=183 506 + 6125 + 8320 — 5580—192 353= + 18. 
В табл. 45 необходимо предусмотреть графы для частных производных 

функции, точности которых нужно оцепить, т. е. 

/" 1 = — #83 «= •ха ~~ гв' 

Очевидно, что средняя квадратпческая ошибка Я1 2 равна средней квадра-
тпческой ошибке превышения х'3, так как высота Н\% — исходная. 

Напоминаем дальнейший ход действии при оценке точности функций. По-
лученные в таблице коэффициентов (см. табл. 45) значения [дд1/='], ( одЛ, 
. *. ., {<705/̂ 1 и {д^Т] выписывают в дополнительную графу схемы решения нор-
мальных уравнений, после решения которых получают обратный вес функции 
по формуле 

1 х (5) . г г , Г ^ - И . _ п 
7 7 " ' ^ " " Ж Г — д^П " ^ " " ' 

где 

Нормальные уравнения решены способом краковяиов в табл. 4С. 
Выписав полученные значения коррелат в заголовки граф «а,», «а,», . . . , «а&», 

вычислим поправки и величниу —[ЛИ'], которая должиа сходиться со значе-
нием + |р1>8], полученным как сумма графы «(рг2)». Та же величина [рь,а] полу-
чена в графе «IV» схемы решения иормальных ураввеццй. Все три значения 
[ри2] совпадают в пределах точности вычислений, что свидетельствует о правиль-
ности уравнительных вычислений. Значения обратных весов функций^! и Р2 
совпадают с теми, которые получены в способе необходимых неизвестных. Значе-
ние ошибки единицы веса ц = * | / = = 8,0 мм также почти совпадает с тем, 
которое получено ранее. 
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В заключение полупим уравненные значения измеренных величин; нро-
верпм^условиые уравнения 

К\ Х1 "Г 'Ч-0125—0,0 -0119,0 мм; 

х'2 =гг4-12«8320—5,4=8314,6 мм; 

х'3 = х3-}- г3=5580 -{- 0,5 = 558С.5 мм; 

х\ ~хл4- 1Л = 1308— 1,8 = 130(5,2 мм; 

х\ —хъ+1-6=4694—0,4 = 4693,0 мм; 

= * в + = 11 052 —10,0 =11642,0 мм; 

—905—6,2= —898,8 мм; 

х'8 = г„ + г8=6944+4,1=69'18,4 мм; 

*э =л'9 + ''9——5585—7,5= —5592,5 мм; 

= — + * 9 — — 0,1 мм; 

Ф а = Ъ 

Ф з — = 

<р, = 191 890+*д —х'г —192 353=0; 

Фв — ЮЗЭОб+х^-И^—ж,—192353= г 0,1 мм. 

В пределах точности округлений все условные уравнения удовлетворяются, 
а уравненные значения пзмерепных величин совпадают с полученным] пара-
метрическим способом. 

Таким образом, еще раз убеждаемся в эквивалентности двух основных спо-
собов уравнивания: параметрического и коррелатпого. 

Пример 2. Решим пример 2, приведенный в § 67, коррелатпым способом. 
Напомипаем условие задачи п некоторые данные. В треугольнике ЛВС (см. 
рис. 15) известны координаты вер глины А. Для определения положения двух 
других верппш измерено семь величин: 

дирекционныи угол а В с - — 33860 Г43"; 
углы А г.. '»6°25'1.')"; 

* И х^08°И!'27"; 
» С г, =65°33'09*; 

стороны .«4Д г3 = 100000.0 см; 
» 8В С . . . г в = 795^8,1 см; 
» $СА х 7 = 101866,0 см. 

Веса равны 

/>1 = 0,4; 

Ра = Рз = />4 = 1; 

Ошибка единицы песа р =» 5; число измеренных величин п 7; число не-
обходимых велпчип к = 4; число избыточных величин г = 3 . 

о--



Таким образом, независимых условных уравнений должно быть три. в эти* 
условных уравнениях будут фигурировать только величины хг, х3, х4, х,, х 
и х7. в 

Днрекционный угол а в с в математических соотношениях между измерен-
нымп величинами и, следовательно, в условных уравнениях не участвует, по-
этому поправки не получит. Заметим, что в примере 2 § 67 уравнение поправок 
для = а в с было составлено, но поправка оказалась раввой нулю, что соот-
ветствует логике задачи: прп олиом дирекциопном угло никаких невязок в ориен-
тировании возникнуть но может. Если бы в треугольнике была измерена только 
одна сторона, то и она поправки не получила бы. 

Составим условные уравнения 

ф | = + -Г —180° = 0; 

<Г* г —:—г — х. ^ 0; 

. 5М1г' 
Фз = *. 

Вычисляй вевязкн 
зшх4 

— г. «>. 

И', = 179° 59'5Г — -Я"; 

л , .-чпб8°0Г27* 
1Г, - 100000,0 (.5с 101 860,0 см= + 1.0 см; 

„ мп 46° 25' 15" 
Н з - 100000.0 у;п ( ; 5озз/0 9» 79588,1 с м = - 1 1 , 1 см. 

Получим частные производные фикций <р, и ф3 

д̂ п, _ _ ОЦ -! С05 Х3 
дх* ~ агг=°; — ^аГх • 51ПГз 

/ ы у \ •_ 
I а< К р' 

СМ 101900 
с1д х3, т. е. в 3 2 = — - г — с1е 68° 01' = 0.20; 

_ 51 п Х3 С05 Д~4 
&Х4 г-III2"., * 21П Г., 

Т. е. 
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101 900 
й44== - ^ с1в 65° 33' - -0,22; 

д<р2 _ 51пга х7 . 
дх5 ~ ~ *» * а**- 1000 

д(рг = 0, т. е. в6, = 0; 

дфэ гбМ 

•щ- ~ *в • с 18 хг; а2з « -рг- с1# 46° 2о' = + 0, " 7; 

_ л дТГ - йзз = 0, 



дфз 79 600 = — У а • си? * I; а.,3 с Щ 6.33' -0,17; 

<?Фз _ а-в . 796 

щ г = «вз - —1; «л-О. 

Выразим площадь треугольника п виде функции измеренных величин 

Л* м2 = 5 см510-4 4 ' ь • хй • я> в ъ № 4-

Возьмем частные производные функции Р 

'.с -|Г агсм.хсм 
<>Г , Ор х

ь 

1000 • 7% 
/<"з = — — со - 01 ' = "0 72; 

дГ дГ _ 79 600 . 
ИГ, Г 4 = = 0 ; "^Г 20000 • 20000 ' 

т. е. Рь - —3,69; 

= г , = о . 0*1 

Составим таблицу коэффициентов (табл. 47), имея в виду приведение кор-
релатных уравнений поправок к равпоточному виду. Нормальные уравнения 
решены в табл. 48. 

Коитроль по сумме уравнении 

(З.У0 — 0,72) 2.007 (3.56—2,02) (-7,088)+ (0.81+0.83) 14.076 -

+ (-9.00 +1.60— 11.10) = +3,18 • 2.007- 1.54 • 7.088+ 1.64 -14.076-

—18.50 = +18,55 —18.50 = +0.05. 

Остаточная погрешность препебрегаемо мала. Контроль по (р« г] хороший: 
все три зиачения (|г'г"), — [/сцг| и в графе И') с точностью до 0,1 совпадают 
н достаточно близки к тому, что нолучено и иримере 2 § 67. 

Попрании V, получешше в табл. 42 и 47, также сходятся до 0,1. Обратный 
вес функции также оказался одинаковым в обоих примерах. 

Таким образом, мы еще раз убедились в эквивалентности двух основных 
способов уравнивания. 
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Т а б л и ц а 39 

л, А» л. И' р 3 

Л'1 
вг 
лч 

3,00 - 0 , 0 2 
4-0,007 

1,11 

4-0,20 
-0.0С7 
4-0,45 

—0,00 
43,000 
+ 1Д> 

+0,72 
-0,240 
4-2,02 

-5 ,10 
4-1,700 
4-5,16 

л а 
ЕГ 
Аз 

1,11 +0,45 
-0 ,405 

+ 1.54 
-1,387 

-11,10 

42,03 
-1,829 
-0 ,83 

+5,13 
-4,621 

-10,20 

Е9 
к -
N. 

4-2,007 -7 ,088 

+0,79 

4-14,070 
\р*п-) = 

1 

-11,12 
414,076 

= 185,7 

юдз 

-1 ,70 
42,152 

18,02 

-12,03 
4-15,228 

В заключение внесем поправки в результаты пзмеренпй п проверим услов-
ные уравнения 

_ 4 - х^ + х\ —180° = 46° 25' 22,2"-{- 68° 01' 27.6'+ 

+ 65° 33' 10.2'—180е = 0 ; 
51 п 46° 25' 22.2' 

<ра= 100002,0 ^ п 6 5 - З З М 0 . 2 " - 7 9 а 8 < 1 = - 0 1 ' 

5»пС8° 01' 27.6" 
у 3 = 100002.0 ^ п б 5 о 3 у Ш -1018С9.о = 0. 

Все условные уравнения практически удовлетворяются. 

Г л а в а VIII 
В И Д О И З М Е Н Е Н И Я ОСНОВНЫХ СПОСОБОВ 

УРАВНИВАНИЯ 
§ 70. ГРУППОВЫЕ СПОСОБЫ 

РЕШЕНИЯ УСЛОВНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим четыре модификации коррелатного способа уравни-
вания, которые известны под следующими нязваппями: 1) двухгруп-
повои способ Гаусса, 2) способ приближении Гаусса, 3) способ Крю-
гера. 4) способ Больца. 

Из этих четырех способов в практике геодезических работ при-
меняют только второй п третий. Первый нужен лишь для обоснования 
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второго п третьего способов. Что касается четвертого способа 
то он может иметь значение при некоторых исследованиях и эксое' 
рнментах. На производстве этот сиособ в настоящее время не ори-
меняется. 

Учитывая сказанное, приведем примеры только второго и третьего 
способов уравнивания. Что же касается первого и четвертого спосо-
бов, то ограничимся лишь изложением их теории. 

1. Двухгрупповой способ Гаусса 

Этот способ заключается в следующем. Условные уравнения раз-
бивают па две группы и под условием \рг-\ — пип решают сначала 
уравнения I группы, откуда иаходят п е р в и ч н ы е поправки 
и вводят их в пзмерепные величины. Окончательные значения по-
правок получают как суммы 

(VI П.« 

где ^ — в т о р и ч н ы е поправки, для отыскания которых всю 
заданную систему условных уравнений решают совместпо под усло-
вием !р *•>"*) = лип, При этом свободные члены уравнении II группы 
вычисляют с результатами измерений, исправленными первпчнммп 
поправками ь?,'. Очевидно, что с исправленными результатами изме-
рении свободные члены I группы будут все равны нулю. 

Покажем правомерность такого решения па примере четырех ус-
ловных уравнений, разделенных на две груниы, по два уравиеипя: 

(VII 1.2) 

Выразим поправки через коррелаты. т. е. напишем корреллт-
иые уравнения поправок, решив все уравнения (VIII.2) и (VIII.3) 
совместпо. 

а1\к\Т 012^1 + + . . . . /VIII А\ С1 = — (1 = 1, . . . , п). (\ 111.4) 

Решим теперь уравнения I группы отдельно под условием \ри'"\ = 
= тпш п найдем из этого решения первичные поправки Обозна-
чив коррелаты отдельно решаемых уравнений I группы через к\ н 

напишем 
ел*?-' «.»*$ 

= — — = • о-ш.5) 

Выразим коррелаты /с, и к2 через приближенные значения к\. 
к\ н поправки к ним 

Т 
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н подставим эти выражения в формулу (VII 1.4). Получим 

, ЯмЛА-, 4- <чМг -}. а л-, 
«7= г: 1 Г — ' Р1 

или с учетом выражении (VIII.."») 

где 

V 
а/1ЛА'| ОЦ^х 

— (»=* 1 и). (VII 1.6) 

(VII 1.7) 

Отсюда видно, что для получения вторичных поправок и] нужно 
решить нормальные уравнения с неизвестными коррелятами б/г,. 

и Матрица коэффициентов этих нормальных уравнений 
будет та же, что и для уравнений I и II групп, но свободные члены 
будут отличаться, а именно в I группе уравнении это будут нули, 
а во II группе — некоторые неизвестные нам цока значения XV% 
и Таким образом, имеем 

бАг + (да^) 6*2 + [?4,я3] к8~ [ А , + 
+ (1<Г«л1 А? + + О 

А? + [дс2а2] + И',) - О 
6А-!-}- [?«2о3] бА-2+ (?о3оз1 *з-г[уо3а,] А\,+ 
+ + Ао + 1У3) = О 

(дя^^! [<7а4я4] б/с2+ А-з+('?'»1"1-т 
Ч- (1?в10,] А® + А® г И',) —О 

На основании (VIII.5) легко видеть, что свободные члены (в круг-
лых скобках) первых двух уравнений (VIII.?) равны пулю. Рас-
смотрим теперь свободные члены последних двух уравнений (VIII.7). 
Эти свободные члены можно получить как невязки, если пользо-
ваться исправленными после первого уравнивания рсзультатад>и 
измерений. Обозначим новую невязку третьего уравнения через И',' 
и вычислим ее указанным выше путем 

И ' з = ( * 1 К х« + *п)- (VIII .8) 
Разлагая в ряд эту функцию и ограничиваясь линейными членами 

разложения, получаем 
\У'г фз (*! '•; \-*я + г'а) -ч-з('|. 

т. е. 
• <>Ф8 , , . . 

- ' '"» = » 3 - г - « -

Получим значение \али\ из равенств (VI 11.5) 
V'. - </,«„А°-г О^ 1 ")• 

м + 

• Г^пз'',',' 

(VIII.!)) 
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Теперь (У111.9) примет вид 

т е. свободный член третьего уравнения системы (VIII.?) можно 
получить по формуле (VIII.8), что и требовалось доказать. Анало-
гично можно показать, чго 

= (*!+»;, • • + О'ПМО) 

Нгак, в двухгругшовом способе Гаусса поправки нужно вы-
числять как суммы 

*>1 •=»}+*> г 

где первичные поправки щ находят пз решения системы условных 
уравпений (УШ.2), а вторпчные V] — по формуле (VIII.С), где 6/^, 
б к , к3 и находят из системы нормальных уравнений 

[7«»«д! б^-Мдвл! 1?я1яз] А"з + |9Я1«41 *4 = 0 
+ [у2/г3] [-702в4] А, = 0 

[(^яз) 6А-, -+- [7«2«з1 + Г«7°зОз1 Аз + ] + IV 3 = 0 ' 
[едо^&Ч + ^ о д ] бА-а-Ь[дя3й4] Лз + |0л4а|] *4 + = 0 , 

а свободные члепы И з и IV.! — нз условных уравнении (первоначаль-
ных, не приведенных к линейному виду), пользуясь результатами 
измерепий, исправленными первичными поправками, по формулам 
(VIII.8) и (УШЛО). 

Таким образом, правомерность двухгрунпового способа Гаусса 
доказана. Этот способ может дать некоторую выгоду по сравнению 
с обычным способом лишь в том случае, если I группа условных 
уравнений распадается на независимые уравнения л поэтому решается 
просто. Тогда упрощаются действия в графе IV схемы решения иор-
мальных уравнений коррелат. 

Как указано в начале параграфа, двухгрупповой способ Гаусса 
необходим для обоснования изложенных ниже способа приближений 
и способа Крюгера. 

2. Способ приближений Гаусса 
Исходя из рассмотренного выше способа, К. Ф. Гаусс предложил 

способ приближений для решения условпых уравпений. Как уже го-
ворилось, в двухгрупповом способе сначала отдельно решается 
^группа уравнений (УШ.2), откуда походят первичные поправки 
о], а затем вычисляют вторичные поправки и] из совместного реше-
ЕИЯ условных уравиешш: 

I г р у п п а 

ТТ [02^1 = 0 II г р у п п а 

где И'з и IVI вычислены по формулам (VIII.8) и (УШЛО). 
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М1В М22 

•6,125(1 

Рассматривая систему условных уравнений (VIII.11) как исход-
ную. вновь применяем к ней двухгрупновой способ Гаусса. 

Так как в I группе уравнений (VI 11.11) все свободные члены 
равны нулю, то отдельное решение этих уравнений никаких изме-
нении в поправки не внесет. Поэтому сначала отдельно решают II 
группу уравнений (VIII. 11), т. е. уравнения 

М + И ^ О . 
1$ результате получим третьи поправки, после впесепия которых 

появятся невязки И'! и И''», но исчезнут невязки 1У3' и 
Продолжая этот процесс, т. с. 

решая поочередно группы услов-
ных уравнений, постепенно умень-
шаем невязки. После ликвидации 
всех невязок решение заданной 
системы условных уравнений за-
канчивается. Так как каждая ре-
шаемая в процессе прнближеппй 
система уравнений равносильна 
предшествующей н уточняет зна-
чения искомых поправок, то най-
денные в приближепиях по-
правки VI, и'Г и т. д. должны 
дать в сумме для каждой измерен-
ной велпчппы х, искомую по-
правку т. е. 

где 5 — число приближений, при 
котором все невязки окажутся лик-
видированными. В § 1Г) доказана сходимость указанного процесса 
приближении. 

Каждую из двух груин уравнении, в свою очередь, можно под-
разделить для решения еще на две группы и вообще делить условные 
уравнения па любое число групп. Наиболее ъыгодиым разделением 
является такое, при котором групиы распадаются на иезависс.иые 
уравнения. 

Проиллюстрируем способ приближений Гаусса па примере. Для 
этого возь.мем пример 1 § 69. 

П р и м е р. На рис. 1С направления звеньев * выбрапы с таким расчетом, 
чтобы в условных уравнениях все коэффициенты были равны +1. 

Условные уравпенпя разделим на три группы следующим образом: 
1 г р у п п а 

ч>. 

* Стрелка па чортежо указывает на пункт, высота которого является умень-
шаемым в измеренной разности высот (превышении). 
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II г р у п п а , 
Ъ = + + 

Ш г р у п п а 
«Г, - !!»! 890 г 4 + + - 1 8 3 50<; " 

= 192 353 Ч - + + х5 + хв ~ 191 890 = 
Высоты и провышспня бз'дем ныражать в миллиметрах. 
Нетрудио видеть, что каждая группа распадается па независимые услов-

ные уравнения. 
При коэффициентах, равных+ 1, решение одного условного уравнения по 

методу наименьших квадратов сводится просто к распределению невязки с про-
тивоположным знаком пропорционально обратным весам (табл. 49) измеренных 
величин, входящих в уравнение. 

В табл. 50—54 иыполпены уравнительные вычисления. Для удобства вы-
числений в графе получены величины 

где [д] — квадратичный коэффициент нормального уравнения. 
Т а б л и ц а 49 

Номер звепа Обратный вес Номер звена Обратный вес 

1 0,8 6 1 ' 
2 1.1 7 0,5 
3 0,9 8 0,9 
4 0,7 9 1,0 
5 1,1 

1,0 

Т а 0 л и ц а 50 
Уравнивание 
I группа 

Ф1 
Приближения 

1 1 Ч1 V 
1 2 3 4 5 

1 
2+ 
3 1.1 0,41 - 3 —1 0 0 0 —4 
4 
5 

0,7 0,26 - 2 - 1 0 0 0 —3 
6 
7 
8 
9 

0,9 0,33 - 3 —1 0 0 0 - 4 

I 2,7 1,00 +8 П 0 0 0 

+3 
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Т а б л и ц а 39 

Приближения 

1,1 0,38 + 5 - 2 —2 - 1 

0,8 0,28 - 1 - 1 0 

1,0 0,34 + 5 - 2 - 1 —1 

2,9 1,00 - 1 4 —2 
+ 4 
+ 3 
+ 5 

+ 1 
+* 
+ 2 
+4 

+1 

+2 

—1 
О 
О 

+1 

- 1 
+2 
+1 

II группа 
Фз 

Т а б л и ц а 52 

41 
* 

Прпближслпя • 

» 41 Ч1 
1 2 3 4 5 

V 

1 
2 
3 
4 
5 
С4-

1,1 
1,4 

0,32 
0,41 

—5 
—7 

- 1 
—1 

0 
- 1 

0 
0 

0 
0 

- 6 
- 9 

7 
8 0,9 0,27 —4 —1 0 0 0 - 5 

V 3,4 1,00 +14 

+16 

+1 

+ 2 

+1 0 0 

Поправки в приближениях вычисляли по формуле 
= V, (VIII. 12) 

где 1У — последнее значение пенязки, полученное в процессе приближений. 
Вычисления произведены па логарифмической линейке. В табл. 55 вычис-

лены окончательные пои ранки, являющиеся суммами соответствующих вна-
ченнй в табл. 50—54. 



III г р у п п а 
Щ Т а б л ц Ц а 53 

0,8 

0,7 

0,8 

2,3 

0,35 

0,30 

0,35 

Приближения 

+4 

+4 

+4 

+1 

0 

+1 

+1 

О 

О 

О 

о 

о 

1,00 —14 —1 
- 2 —1 

+ 4 - 2 
—12 

О 

О 

О 

+ 6 

+5 

4>ь 
Т а б л и ц а 54 

41 
Приближения 

» 41 
1 2 3 4 5 

и 

1 
2 
3 + 
4 

0,9 0,23 + з + 2 + 1 + 1 + 1 + 8 

5 1,1 0,28 + 3 + 2 + 1 + 1 0 + 7 

7 
8 
9 

0,9 
1,0 

0,23 
0,20 + з 

+ 1 
+ 2 

0 
+ 1 

0 
0 

0 
0 

+ 4 
+ 6 

2 3,9 1,00 - 1 0 
—7 
+ 5 

- 3 
- 2 

—2 
—1 

- 1 
—1 

— 1 

—12 —7 —3 —2 

Вычислим невязки условных уравнений 
И'*1 = +8320 + ( -0944) + ( -1368) = + 8 , 
И ' а = + ( - 4 0 9 4 ) 4 - 5 5 8 5 + ( - 9 0 5 ) = —14, 

И'з = + (—4694) + И 052 + ( - 6 9 4 4 ) = + 1 4 , 
И', = 191890+ ( -905 ) + ( -1368) + (-С125)—183 506 = 

\УЬ = 192 353 + 5580 + ( -6944) + ( -4694) + 5585 - 1 9 1 890 = 
- 1 4 , 
- 1 0 . 
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Т а б лица 55 

1 ' • I 
о 3 4 5 8 

1 — — 4-6 , , 46 
•> — Ч — — —4 
3 — — — 48 48 
4 —3 — — +4 +1 
5 — —1 —6 — +7 0 
С — — — « ) — — —9 
7 — +2 — +5 — +7 
8 —4 — — ; > 44 - 5 
9 + 1 — ал; 47 

П р и м е ч а н и я к табл. 50—54. 
В графе I знаком «плюс» выделетл номера звеньев, входящих только 

в одно уравнение. Поправки в соответствующих строках не изменяют невязок 
других условных уравнении. 

В последних приближениях, когда число миллиметров остаточной непязки 
меньше числа поправок, эти поправки в первую очередь следует впоепть в звепо, 
выделенное «знаком плюс». 

Подставим пацдешше значеппя поправок в условные уравнения попра-
вок Ф, = "г+1'в + -И^! = — - 5-г 1-'г 8=0, 

Фа = «?ь+ « • ' » + И ' 2 = 0 + 7 + 7 —14 = 0. 
Фз = «ъ -Ь "6+ г8 + И'з 0 - 9 - 5 414 - 0, 

Ф>4 = ^7-г '1-Ь1-1+ И'4 + 7 4 I , С - 1 4 = о. 
Фг, = + 1'в + 1'Б + ' 'в + И7л = +8 - 5 + 0+7 -10=0. 

Полученные окончательные попрании в превышения отличаются от попра-
вок в примере 1 § 69 в пределах 1,5 мм. 

Вычислим высоты реперов 
183.506 - (-6.125 + С™) = 189,625 = //83, 

192.353+ ( + Г>.Г>80+8мм) = 197.941 = //„, 
191.890 + (-0.905 + 7ММ) = 190,902=У/0!, 
191.890 + (5.585 + 7ш») = 186.298=Яве 

Высоты также сошлись с томи, которые получены в примерах § С7 и 69, 
в пределах 1,5 мм. 

Таким образом, мы убедились в практически достаточной строгости способа 
приближений Гаусса. 

3. Способ Крюгера 
Способ Крюгера, так же как и способ приближений Гаусса, яв-

ляется развитием двухгруппового способа Гаусса. Сущность способа 
Крюгера заключается в следующем. 

Условные уравнения поправок делят но два группы, после чего 
выполняют уравнивание с учетом уравнений I гр\шш, и результаты 
измерений исправляют первичными поправками. Далее, пользуясь 
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исправленными результатами измерений, вычисляют невязки ц 
группы. 

Попутно с решеппем I группы нормальных уравнений находят 
при помощи донолнптельпых граф так называемые п е р е х о д , 
н ы е м н о ж и т е л и , На этом заканчивается первый этап урпв. 
нивапия. который отличается от первого этапа уравнивания двух, 
групповым способом Гаусса только действиями по нахождению пере-
ходных множителей. 

На втором этапе уравнивания вычисляют прп помощи переходных 
миожптелей новые коэффициенты условных уравнений поправок 
II группы, позволяющие ограничиться решением уравнений толь-
ко II группы и получить окончательные значения вторичных по-
правок. 

Таким обравом, в способе Крюгера вместо общей системы нор-
мальных уравнений приходится решать две системы с меньшим чис-
лом уравпений и в отличие от способа приближений Гаусса только 
но одному разу. 

Рассмотрим теорию способа Крюгера. Имеем пять условных урав-
нений поправок, которые разделены на две группы следующим 
образом. 

I г р у п п а 
М + и ^ о . 
[д2»]-гИ'2=0, 
(о3г'1+И/3=0, 

II г р у и п а 
[«!«>] +И', = О, 

( с ^ + И^-О. 

После первого этапа уравнивания и исправления результатов 
измерений можно запасать, как указывалось выше, следующую си-
стему условных уравнений поправок. 

I г р у п и а 
]0,!»Ч = 0. 
[«^"1=0, 

II г р у п п а 

где [VI и И '̂ вычисляют с исправленными результатами измерений. 
Заменим теперь коэффициенты условных уравнений поправок 

II группы, т. е. а а , а | 8 , новыми коэффициентами Ап, А12 (г = 1, 
. . . , п), подобранными так, чтобы общая система нормальных урав-
пений распалась на две независимые системы. Очевидно, что коэффи-
циенты А должны быть некоторыми линейными функциями коэффи-
циентов а и а . 
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Допустим, что преобразовании сделаны ц получена следующая 
система условных уравнений: 

I г р у п п а 
К»"] о 
[«•,<<•4=0 

II группа (преобразованная) 
('1 4 И", = О 
[Л,»*14 1г; =0 

(VIII. 13) 

На основе системы условных уравнении (VIII. 13) можно написать 
систему нормальных уравнении 

( яаха1\ 6*!-!- (дадОа) 6А-2 + А*а4- 1?в,Л к\ 4 [ ^ Л 8] к'ъ 

[дя^а! Ькх + [?аай2] 6А24- [ ^ « г ! А̂'3 4 [<7 V * к \ г [<7М 2] к'6 - 0 
ДОде) бА14- 1?о2л3] бА-24 [<?«3я3] бА-34(9"аЛх1 А< т [<7Мг] к'ь -0 

,1 6А-, 4 [ Ч ^ А у ] бА-а + ,1<№34 (?Л,Л Е] к\ 4[<И,Л51 к'&+ • (VIII. 14) 
4 - ^ = 0 

[да,Л2] Ьку 4 ко2Лг] бА-24 [4«3.-12] Лк3 4 (<7 Л ̂ 1,1 к\ г 17-Мг] А-̂ 4 

Для того чтобы система (VIII. 14) распалась на две независимые 
системы, поставим следующие условия: 

(7«*Л|1=0 , (VI 11.15) 
\<ЧЬА\\ - 0 . 
1<7а1Лг1=0 
№«Иг)=0 - (VIII. 16) 
[до3Ло]=0 

Отсюда видно, что для решения задачи требуется определить 
шесть переходных множителей, а в общем случае г,-г2 множителей, 
где гг — число уравнений в I группе, г2 — во II группе. 

Из шести переходных множителей три потребуются для вычис-
ления коэффициентов Ап и три — для коэффициентов Ап (г = 
= 1, . . п). Напишем для коэффициентов Л п равенства 

Ац=ац Рп + Я/гРа + в/зРЗц + ал (< = 1, . . ., л), (VIII. 17) 
где р — переходные множители. 

Умножив каждое из равенств (VIII.17) соответственно на % ац 
п сложив их, нолучим 

\цахлх\ = (да^] Рц-Н^с, ) р214-[?а,а3) р31 1ва1а1]. 
Используя аналогично коэффициенты а(г и а,3, получаем 

[да2Л,] = [чауаД ри4- (</«5аг] р214" 1?о2а3) р3,4 (да^], 
19(13-1^ = 1даха3) ри 4 [?а2ая1 (>2,4№«заз] Р314 [9азочЬ 
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Прппимая во шшмапие (VIII.15), составим систему нормальных 
урлииешш для нахождения переходных множителей рХ 1 , р„т ц р 
для вычисления преобразованных коэффициентов А ( 1 * 

( д о ^ , ] ри-{-1</ягв2] Р31+ > 
|>и + 10°2в«1 021-Ь 1Ч"2«а1 РзгЧ" =0 V . (Л'Щл^ 

19°1°з1 р и 1 17«а«з1Рг1 + 1чазаз1(>31-гИвза1.1^=0 ) 

Для коэффициентов . 4 ; напишем равенства 
.-1/2 = «<1р<1-т-в/2р2а4-аезрзг4-а;а (« — I, . . п) ОШДЗ) 

н пз нпх систему нормальных уравнений 

( д а ^ ] р 1 3 + [<7в=в2] ргг + (1а2а3] р32Ц- р;а.га21=0 \ . (V 
[(?а1аз] Р12-Г 1чса

яз1 1'?°заз1 Рзг+ = 0 } 

Найдя пз решения независимых систем (VIII.18) п (VIII.20) СОСУТ-

ветствующне переходные множители и вычислив при помощи ра-
венств (VIII.17) и (VIII.19) нреобразоваииые коэффициенты А. можем 
написать с учетом условий (VII 1.15) и (VIII . 10) следующие две ие-
завпепмые системы нормальных уравнений: 

[<?°1а11 ГГ̂ О^̂ ЙА-О-Г №<ча31 6/сз = 0 А 

[да^з! бА -̂г 1 д а 3 а 3 1 = 0 ) 

Так как однородная система уравнении (VIII.21) имеет очевидное 
решение 

то на втором этапе уравнивания придется решать только систем 
уравнении (VIII.22), что доказывает строгость способа. 

Рассматривая спстемы уравнений (VIII .18) и (VIII.2.0), вид* 
что они отличаются от системы нормальных уравнении корре 
I группы только свободными членами. Поэтому системы переход! 
множителей р п . р21. р.п и р22, р3« можпо вычислить при 
мощи двух дополнительных граф и двух «горок» (в общем случ< 
при помощи Го дополнительных граф и «горок») попутно с реше 
нормальных уравнений коррелат I группы. Отсюда ясно, что 
сои Крюгера выгодно применять лишь тогда, когда I группа ух 
шш решается достаточно просто. Особенно этот способ въ 
тогда, когда условные уравнения I группы независимы между 

Порядок уравнивания по способу Крюгера заключается в 
ющем: 

1) решают I группу условных уравнении, получают ис\: 
поправки V* и исправляют результаты измерений; нонутно 
нпем иормальных уравнений I группы находят при иомощ] 
иителышх граф переходные множители; 
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2) с исправленными результатами измерений вычисляют ие-
„ я з ;„ И группы; при иомощп равенств (VIII.17) и (VIII. 19) вы-
ч и с л я ю т преобразованные коэффициенты условных уравнений II 
группы и затем коэффициенты нормальных уравнений (VIII.22); 

*3) и» решения системы ураыюипй (VIII.22) находят коррелаты 
и затем вторимпые поправки у"; 

4) окончательные поправки V получают как суммы 
V = V'-\- Vя. 

Заметим еще, что обратный пес функции уравнеппых величин 
в способе Крюгера вычисляют по формуле * 

= Ш + Ш ' - <уп ,-2з> 

где выражспис, заключенное в первые фигурные скобки, получают 
црл помощи дополнительных граф I' в процессе решения уравнений 
I групны, а выражоппе, заключенное во вторые фигурные скобки,— 
при решопин уравнений II группы. 

Пря решении любой из групп, в свою очередь, можно примесить 
двухгрупновон способ Крюгера. Потому способ Крюгера, вообще 
говоря, следует считать не двухтрунповым, а многогрупповым. Про-
иллюстрируем способ Крюгера примером. 

Пример. Решим пример 1 § 69. Решепме лачпем с таблицы коэффициептов 
(табл. 56), в которой вычислим коэффициенты II группы. В первую группу от-
весом три уравпешш, во вторую — два. Обозначим а,-4 = а^ и а;ь = а;2. 

В табл. 57 решены сиособом краковяиов нормальные уравнения I группы 
и попутно получены переходные миожителн для вычнелеппя преобразованных 
коэффициентов условных уравнении II группы. 

К о н т р о л ь п о с у м м а р н о м у н о р м а л ь н о м у у р а в н е -
нию I г р у п п ы 

4.0 • (-7,18) + 3.6 • 6.20+ 1,8 • (-0.90)+8.000=-0.02. 
Строки р(1 и р12 вычислены при иоиощи граф [а/а,] п |а;си], используя 

"х как графу IV при вычислении коррелат А*°. 
К о н т р о л ь с т р о к и р/| 

4.0 • (—0.60) + 3.6 • 0.66 +1.8 • 0,22 — 0,400 = -0,03. 
К о н т р о л ь с т р о к и р/в 

4,0 • 0.05 + 3.0 • (-0,14) +• 1.8 • (0.45)+ !. 100=—0.01. 
Далее обращаемся к табл. 56, в которой вычисляем первичные поправки о' 

и (р«>'у')= — I I V ] . При помощи этой же таблицы вычисляем преобразованные 

* В формуле (VIII.23) применены обозначения Гаусса: • 1 ] = 
1да4а2-1] = я т. д. 



1 - _ $6 
X я 
=.5 

ч * 
в с-

г-: 
1 

сч 
в + 

с> 
с 
1 с ' , мм Г С«1 а» я с 

_ с 
ч * 

в с- в • • с 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

0,8 
1,1 
0,9 
0,7 
1,1 
1,4 
0,8 
0,9 
1.0 

+ 1 

—1 

+ 1 
—1 

+1 

+ 1 

—1 

—1 

0 
- 1 , 0 

0 
+0,6 
- 1 , 1 
- 8 . 7 
+5,7 
+6,4 
- 7 . 2 

+ 1 

- 1 

0 

—1 
л_2 • 

2 
— 1 

0 
+ 1 

—1 

+ 1 

+ 1 

+ 1 
+ 1 
- 1 

+1 
+ 3 
- 2 
- 1 
+ 2 
- 1 
- 1 

0 
+ 2 

0 
-0,95 

0 
+0,72 

-7,35 
+6.37 
+6,74 
-7.20 

+14 - 1 4 + 8 —194,5= \к*Щ 1 = 194,4 

2,9 +1,1 0 0 +4 ,0 +1,0 0 +5,0 

М г 3,4 - 0 , 9 +1,4 +5 ,0 - 1 , 4 
° 

+3,6 
1 ' 

2,7 +1,1 +2,9 0 +1,1 +4,0 

1дГ 2,5 +5,0 

коэффициенты Л, которые выписывают в табл. 58. Для вычисления коэффициен-
тов А в заголовки граф а выписывали карандашом переходные множители. 

Контроль по соблюдается хорошо. 
В ы ч и с л е н к с с в о б о д н ы х ч л е н о в \У': 

+ =6125 + 0 = 0125.0; 

.1.1>'г = 8320 - 1 . 0 = 8319,0; 

х3+и'3 = 5580 + 0 = 5580,0; 

.т4 г ^ = 1368 + 0,0 = 1368.0; 

<•- г'ь = '1694 —1.1 = 4692.9; 

хв г ; ., 11652 - 8.7 = 11643.3; 

- 9 0 5 + 5,7 = -899,3; 

% + <"8 - 6944 + 6.4 = 6950,4; 

19-г — —5585—7.2 = —5592.2; 

IV \ =191 890 — 5592,2 + 11643.3—5580.0—192 353= +8,1 мм; 

\У'Ъ - 183 506 + 6125.0 + 8319, 5580.0 - 1 9 2 353 = +17.0 мм. 
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Т л б л к ц а 57 

2.9 

1 * П' 
\*аГ»}\ 

} 
» 

2.9 - 1 . 1 
3.4 

0 
+ 0 . 0 
2.7 

- 1 4 . 0 
+ 14.0 
- 8 . 0 

0 
—1.4 
—1.1 
2.5 

-18 .0 
+9.0 

-10 .9 

- 1 . 0 
+ 1/1 

0 

1 о 
0 

- 1 . 1 

— 19.(1 
+10.4 
- 1 2 0 

Неизве-
стные 

1.703 

- 7 . 1 8 

—0.6461 
1.727 

+ 6.20 

0 
+0.521 
1.558 

—8.221 
+ 11.182 
—1.395 

0 
—0-811 
—0.977 

— 10,570 
+9,105 
-3 ,930 

—0-587 
+1.030 
+0.344 

0 
0 

-0.700 

-11.157 
-г 10.195 
—4.292 

Неизве-
стные 

1.703 

- 7 . 1 8 

—0.6461 
1.727 

+ 6.20 —0.00 
= 194.6 0.89 = 

Ш 
- 0 . 6 0 + 0 . 6 6 -г«.22 

+0.05 - 0 . 1 4 —0.45 

Т а б л и ц а 58 

• с 7 -С С 
Й 

ч д . 
+0,28 

л» 
—7,53 11°, ММ Г » 

0* 
> т 

э ' 
+ а 
Я а 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

0,8 
1,1 
0,9 
0,7 
1,1 
1,4 
0,8 
0,9 
1,0 

о о" «-"о* о" о о*о 
о 

+ 
1

1
+

+
+

+
+

 

+ 1 , 0 0 
+ 0 , 5 5 
- 1 , 0 0 
+ 0 , 4 5 
—0,09 
+ 0 , 1 4 
- 0 , 0 5 
+ 0 , 3 1 
+ 0 , 0 5 

—6,0 
- 4 , 5 
+ 6 , 5 
- 2 , 4 
+ 0 , 8 
- 1 , 3 
+ 0 , 4 
- 2 , 0 
- 0 , 3 

+1 ,00 

- 1 , 0 0 

+1,00 
+1,77 
- 2 , 0 0 
+0 ,23 
- 0 , 0 3 
- 0 , 5 2 
+0,55 
+0,75 
+0,45 

- 6 , 7 1 
- 4 , 2 8 
+6,86 
- 2 , 8 7 
+0,76 
- 1 , 1 0 
+0,45 
- 2 , 1 1 
- 0 , 3 0 

0 
- 1 , 0 

0 
+0,6 
- 1 , 1 
- 8 , 7 
+5,7 
+6,4 
- 7 , 2 

- 6 , 0 
- 5 , 5 
+6 ,5 
- 1 , 8 
- 0 , 3 

- 1 0 , 0 
+6 ,1 
+4 ,4 
- 7 , 5 

+ 8 , 1 + 1 7 , 0 — 125,7 « \к'\У] 1Р»'»"] = -125,2 

Ы , 1,78 *+1,1'» - 0 , 2 3 +2,60 

м * 2,30 +0 ,41 +3,85 
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К о н т р о л ь в ы ч и с л е н ля к о э ф ф и ц и е н т о в А 
1<?о1А1 1 *—0.01, [7й,/1г] = —0.01, 
[<7в2Л,1 = —0.01, [7Л2Л«| — —0.02, 

[ ^ , 1 = 0 . [</в3/У = +0.01. 
Преобразованные пормальпые уравнения решены в табл. 59 алгорид,. 

Гаусса ва логарифмической лписико. 1 

Т а 6 л а Ц а 

Урявпспнн и" $ 

-V, 1.78 | +1.14 +8.10 —0,23 + Ю.79 

—(1.Г,'|() —4.540 +0,120 -6.001 

| 
ЛГ

2 2.30 +17.00 +0.41 + 20.85 

1.57 1 +11,82 +0,56 + 13,95 

е* 1 
—7,530 —0,357 —8.887 

Неизвестные +0.28 -7,53 

— = 125.8 

К о н т р о л ь п о с у м м а р н о м у у р а в н е н и ю 

2.92 -0,28+3,44 • (-7.53) + 25.10 = + 0,01. 

Имеется еще коптроль по рапеистпу = 0. Проверим это равенство, 
пользуясь табл.̂ 56 п 58, 

Согласие вполне удовлетворительное, учитывая округления величин У' И «Л 
Если = 0, то, очевидно, [р«>2] = 1Р»'У'1 + [р1>"1>"]. Наиболее 

точно значение [ри2! получается как — [ЛИ']- Поэтому вычислим (ргг\ по фор-
муле 

1/жЧ» -^ои^—1А'И-']ц=» 194.5 + 125.7 = 320.2. 

В табл. 45'это зпачеппе равно 320,4. Все поправки V совпадают с данными § 69 в пределах 0,1 мм. 
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В вакчючеяпе вычислим обратный вое функции Р ио данный табл. 57 в 50 
с)1. формулу (УШ.23)) 

1 
'V 

Обратный вес иолучеп в точности такой же, как п п табл. 46. 

4. Способ Больца 
Этот способ можно рассматривать как некоторое развитие способа Крюгера, 

возиоляющего при помощи обращении матриц коэффициентов портальных урав-
нении присоединять для совместной обработки вноы, выподпенвыо измерения 
к раяее ураинеииым. В частности, можно присоединять попые геодезические сети 
к ранне "уравненным. Сущность способа Больца поясним па простом примере. 

Пусть измеренные иеличииы связаны условию»! уравнениями 

[а2г;] + Ил,=0 
М-5-1^3=^0 

(VI 11.2'.) 

При этом пзвестио, что число пзмереиных величии, подлежащих совмест-
ному уравниванию с имеющимися, будет увеличиваться, в результате чего воз-
пвквут новые условные уравнения, связывающие между собой старые п повыв 
измерения, причем это может произойти несколько раз. 

Учитывая необходимость последующих переуравпяваипй, можно поступить 
следующим образом. 

При первом уравнивании, учитывающем только условия 1 группы, т. е. 
(VIII.24), вычисляют обратпую матрицу нормальных ураввепш коррелят этой 
группы. 

Затем вычисляют коррелаты I группы по известным формулам 

<?я,ИЧ- ^ И ' г - ^ ' з 
(VI П. 25) 

где (? —- элементы обратной матрицы. 
Если теперь возникнут повыо условные уравнения 

1«5' ] - Н » г , = 0 Г 
(VIII.26) 

то, воспользовавшись получеппыми рапсе элементами обратной матрицы, можно 
вычислить переходные множители крюгеровскнх иреобразоваппй коэффициен-
тов новых условных уравпешш по формулам 

Ры = -
р24 = -
р31 = -

Р25=" 
Р35 ~ ' 

(?21 Ко.11-
(>3! (о^ ! -

-(>11 [ С ^ Ь 
~ (?21 К«бЬ 
-<?31 [п1яь! 

•<?,г[ога,1 — [а3а.,] 

<?«« ( ^ 1 — (>23 (сза«1 
-(>32 1°2°|)~-(?33 [Сза4] 
<?12 [Яг«5] — <?13 1«3«ь! 

- 0а ("гд&1 — (>22 1в3°ь1 
-<Ы'гз"ь1 — (>33(0305] 

(VI 11.27) 



п преобразованные коэффициенты 

Ла — о/,рц + ацрц + й/зРм + "и (1 = \, . . п), 

Ли — о/,рх5-Ь а/2рл 4- алзРзь+"н (' = ' «!• 
Решая преобразованную систему условных уравпеппй 

М^]+«•;--0 | 
Г 

(^11.34 

в свою очередь, получаем элементы соответствующей ооратпои матрицы, пр» 
помощи которых можно вычислить коррелаты 

*Ь* 051» 4 I (VI 11.29) 

и переходные множители для иреооразоваиия тех условных уравнений, которые 
будут возникать в дальнейшем. 

При возникновении новых условных уравнений, например 

, 1 . „• л Г (VI 11.30» 

получают шесть новых переходных множителей, связывающих I группу с III 
* I 

= —Си [в|Я«1 —Си 1«2«в1 — <>13 ^ЗЧв] ) 

Р17 = —<?31 («1"7] — <Л»2 ["2"?] — <?33 I 
(VIII. 31) 

затем находят первично преобразованные коэффициенты и свободные члены 
III группы условных уравнений по формулам 

•!;« = я/1р1в+л/,!>2в+«,-зРзв+о/в (1 = 1, 
"•;=Фв К + >п + г'п), 

—впР17-Г«*вР27-Г"йРЗ» + в/7 ( '= •• 
~Ч1(*\+Г\ 'п 

Далее вычисляют переходные множители 

Р4в = -<?и 1^Мв] — И б ^ У 
Р50 =—С>5« ИИе] — См 1Аьлб1 
Р« =»-Ои - \ЛЬАЦ 
Ро" = -Ы - <?35 I А -̂Ы 

Я). 

(N'111.32) 

и, наконец, находят вторично преобразованные коэффициенты и свободные 
ЧЛеПЫ ПО формул»VI 

= МР47 гЛ<5Рб»-М/7 (1=1, 
и-; и > , + н 

* ) . 
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Репин затем очередную систему нормальных уравнении, находят ое обрат-
^ млтрину, а затем корролаты 

выполняют последующие преобразования. 
Значеппя поправок к измеренным иелпчннпм можно вычислять по формуле 

+ А ц к I + А & к ь 4 . 1 Т - 1 г . . . ( I I . . . л ) . 

Подставляя в последнюю формулу значения коррелят из выражений (VII.25), 
Л'Ш-29) п (VIII.33), получаем формулы для поправок в виде лилейных разложе-
нии по свободным членам условных уравнении. 

Для учета вновь возникающих условных уравпопий (в связи с новыми измере-
ниями) их преобразуют, пользуясь элементами обратных матриц ранее решенных 
нормальных уравнений. Затем в процессе решения повой системы нормальных 
травпевпн получают элементы ее обратной матрицы. После этого вычисляют 
дополнительные члепы разложения поправок и по свободным членам. 

Способ Больца может оказаться пыгодны.ч лишь в некоторых частных и ред-
ких случаях геодезической практики. 

§ 71. КОМБИНИРОВАННЫЕ СПОСОБЫ УРАВНИВАНИЯ 

1. Параметрический способ 
с избыточными неизвестными 

С некоторых случаях удобно выразить измеренные величины пе 
только через выбранные необходимые неизвестные, но п через неиз-
вестные, взятые сверх необходимых, т. е. через и з б ы т о ч н ы е 
н е и з в е с т н ы е. Избыточные иепзвестлые связаны с необходи-
мыми неизвестными математическими соотношениями. В таких слу-
чаях для уравнивания можно применить п а р а м е т р и ч е с к и й 
с и о с о б с и з б ы т о ч н ы м и н е и з в е с т н ы м и , который 
можно рассматривать как видоизменение обычного параметрического 
способа. 

Рассмотрим теорию этого способа. Пусть в качестве неизвестных 
выбраны величины, связанные между собой тремя независимыми 
одно от другого уравнениями 

фд ('х Ы = 0 
<*) = О 

ФС (*! ( к ) = О 

При этом уравненные значения измереппых величин . . х'п 
выражают в виде функций неизвестных 

*; = //(*! 1к) = 1 «)*•• (VI 11.35) 

• Каждое избыточное неизвестное доставит одно независимое условное 
уравнепие вида (VIII.34). 

м Представляются очевидными следующие неравенства в этом способе: 
п > к > п — г, т. е. число неизвестных должно быть меньше числа всех измере-
ний и больше числа необходимых велнчпп; г — число избыточно измеренных ве-
ян чтгн. 
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чттн 
Выбрав прпблткепиые значения неизвестных . . По 
• систему параметрических уравнении поправок ' "'У* 

1 / = а /1т1 + а,-2т2 + . - . + ( / = 1 , . . . , л), (УЦ| 
•чС) 

в которых пепзвестпыо т связаны уравнениями 
М + И ^ - О | 

Разумеется, число необходимых величии здесь равно к — 3 
В]равенствах (VIII.36) я (VII 1.37) имеются в виду следую^ 

обозпаченпя: 

. . .. х/—намеренное значение величины; 

И'д-ФАМ Я). "я=Фв('1в . - • <*)• 

Функция Лагранжа примет вид 

+ 2кА ([Лт] + ЦГАу+2*в ([Ят1 + К+2кс ([Ст] + IVс), 

где к — [лсоиределениые множители. 
Возьмем частиые^пропзводпые функции Ф 

ЯФ 
= 2 [/XV)+2кА ,1 х + 2 к в В , + 2 к с С г , 

Так~как частныеХпропзводные функции Лагранжа должны быть 
равны пулю, то после сокращения на 2 получим 

(Р^хЧ + А хкА-х-В1кв+ Сукс=О 

[/'ОО1'! 4- ЛокА +в2кв + С 2 А С =О 

4- л ккА 4- пк'св + Сккс «= О 

(УШ..Т8) 

Подставив в равенства (VII 1.138) вместо V правые части уравне-
ний поправок (VII 1.36) и присоединив к полученным равенствам 
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Ч10иныо уравнения (VII 1.37), получим систему (к + 3) уравнений 
• д. 3)'неизвестными т и Iс (в общем случае к -[- уравнений 
с д. л- $ иензвестнымн, если $ — число условий, связывающих вы-
брани"0 неизвестные): 

(/«^"Ч-Ь - - + ^ ^ « ^ ^ с МР̂ М -О 

(VI 11.39) 
Л Л + . • .+Лктк 

В системе уравнении (VIII.39) соблюдается симметрия коэффи-
циентов относительно квадратичной диагонали и ее продолжения. 
Поэтому система эта может быть решена .тюбым из способов, кото-
рыми решают обычные системы нормальных уравнений, за исключе-
нием метода приближении, которым в данном случае невыгоден *. 
В частности, может- быть применен рассмотренный ниже способ Бес-
селя. который п был им предложен впервые для решеппя нормальных 
уравнеппп именно для рассматриваемого параметрического способа 
с избыточными неизвестными. 

Получив из решения системы (VIII.39) неизвестные г,, . . т*, 
вычисляют затем значения / = /° + т п поправки у из уравнений 
поправок (VIII.36). 

Значение \риг\ может быть получено в даппом способе по обыч-
ному правилу, как сумма произведений чисел элнмипацпоппыхетрок 
ла вышестоящие числа в графе свободиых членов при решении нор-
мальных уравнении. Покажем ото. 

Умножив равенства (VIII.36) па р̂ V̂  п просуммировав результаты, полу-
чим 

= 1/'^'] [ра^] та-Ь. . . - И / к ^ т л - Н ^ ] -
Учитывая равенства (VII 1.38), находим 

[ргЦ=-(А1кА + В1кв+С1кс)х1-(Л^А+В,кв^Сйкс)хг-

— (АккА +Вькв + Сккс) тк+ [рП]. 

Подставив в [р*у] вместо V правые части уравнений поправок н перегруп-
пировав члены, можно написать 

[рь-Ц = - [Ах] кА — [#т] кв — [Ст\ + {ра21) кг+. . . 

* При решепип системы уравнении типа (VIII.39) после псключеппя всех 
неизвестных т дпагопальпые коэффициенты преобразованной системы уравне-
ний становятся отрицательпымп. Поэтому у всех коэффициентов и свооодпых 
члепов эквивалентных уравнепнй, пачиизя с ЛГ[АД, нужно менять знаки иа об-
ратные. Это облегчает вычисления. 
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Имея п впду (\'Ш.37), получаем 

[/^Л т1 + тг + . . . + [/>«**] т* + IV АкА - \Увкв + юскс 

+ [/>Н1 = 1/»*|. (VI п./, 0) 
Равенство (VIII.40) может пметь некоторое практическое значение 

коитрольпая формула. 
Присоединим это равенство к системе уравнений (VIII.39) в качестве послед, 

него уравнения. Нструдпо видеть, что коэффициенты последнего уравнении По. 
вой системы, равные свободным членам в системе (VIII.39), сохраняют свойство 
симметрии спстемы нормальных уравнений. Поэтому после исключения всех 
вепзпестных т и к будет иолучепо 

что п требовалось доказать (в общем случае 

1/><21 = [/'//1(*+$)). 
Обратный вес функции в рассматриваемом способе может быть 

найден в дополнительной графе по тому же. правилу, по которому 
его находят в параметрическом способе. Напомним ото правило: 
в дополнительной графе /•' схемы решения нормальных уравнении 
выписывают частные производные Р{ со знаком минус (Г1 в строке 
Лг,-); далее в этой графе выполняют такие же преобразования, кик 
в графе свободных члепов, и, наконец, обратный вес функции (со 
знаком минус.) получается как сумма произведепнй чисел элимниа-
ЦИОЦПЫХ строк на вышестоящие числа графы Р. Покажем это. 

Используя элементы обратной матрицы, все неизвестные т можем выразить 
в вцде следующих линейных функций свободных членов: 

т , = —[ра^] 0 , , — \рай1] . — (да!] ()гк — 
IV» 1.41) 

- (кг1- ^вЯт - (*,.3). 

Группируя слагаемые по свободны»! членам уравнении поправок, получаем 

V = - [ М - \УАЯТ {к+1)~ IV(л+2)-\УС(?Г ( л , 3 ) , (VI11.42) где 
«г / = л(в/1С>г1 + вй(>га + . • . + (VII 1.43) 

Покажем, что в данном способе, как п в обычном параметрическом, спра-
ведливы равенства 

Г 
I Р 

в частности, 
- ] = &/, (VI 11.44) 

<?„. (VI 11.45) 

[ 
Умножая равенства (VIII.43) на — и суммируя их после этого, получаем 

14 

= • .+1«/а/10г/-Ь. . . + [«*«/! <?гл- (VI11 40) 

Найдем суммы [адо], . . \ака/|, для чего умножим поочередно на 
°М« - - •. Ш равенства 

<*// = (°/1<?/1 -К • • + «/*<?/*) Р1-
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суммируя их каждый раз дослс умножении, 

. (VII 1.47) 

Принимая во внимание нормальные уравнения для элементов обратпой 
иатрпцы, которые легко иолучить та системы (VIII.49), можно паппсать * 

КОС/] ~ Л <*•> 1) ~ Й1<?/ <*т2)~ С1<?/ (*+з); 

\а1ач) = 1 - л «^-НЩ [Шу 
1 * * • • 

Подставляя в равенство (VIII.40) вместо (а,а/], . . ., (а/а,). . . ., |<ца/| 
правые части равенств (УШ.47) и группируя соответственно члены, получаем 

[ •"Г"] = <?'/-<?/ (*+1) (>«1<?гх+ • • . - Ы < } ц Н и ) { В 1 в п + . . . - в к ( М ) ~ 

Но если принять во вш1маш1е последние три нормальных уравцения системы 
для элементов ( 1 = 1 , . . . , А + 3), то 

ЛДп • • - + .4*С>г*=0: 

+ - • - -1-6*01* = ". поэтому 

что и треоовалось доказать. 
Заметим, что п в данном способе веса неизвестных равны соответству-

ющим квадратичным весовым коэффициентам, т. е. 

если принять во внимание выражеине (VI 11.42) и учесть, что значения I V И ' в 

п \УС не являются функциями результатов измерений. 
Пусть дана функция неизвестных Г (*„ . . <*), обратный пес которой 

требуется найти. 
Приводя функцию к линейному виду, напишем 

ГИг 1к)=Го + *"Л + . • 
где 

Имея в виду равенства (VIII.42), можно написать 

'*) = /• о - ^ М - - • 
На основе известпого соотношения = Е, где Е — единичная матрица. 
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где П — некоторая функция свободных плепов И' 4, 1РД п IV с, по зависящая 
от результатов измерений так же, как н зпачепис /'<>. 

Но если К не является функцией результатов измерений, то для обратного 
веса функции остается справедливой известпая паи уже формули 

= + 2^01= + . - • + 2/^ЛСм" 

- РкРк<?кк- (VII 1.48) 
Следует, однако, иметь в виду, что в формуле (VII 1.48) фигурирует лишь 

часть общей системы весовых коэффициентов, которую определяют при иомощв 
общей системы нормальных уравпений (\ЧП.Л9), учитывающей и условные урав-
пения. 

На основании формулы (VIII.48) напишем 
1 

[/'"*). (VI И.49) 
где 

= Л 0/1+^0.4+. • • + ''*.•<?/*• 
Так как — Рк+ъ — Рк*з — 0» т о можно написать 

+ . • • + Рк0>к - + (УЩ.бО) 
Сравнивая формулы (УШ.50) с (\'Ш.41), а (VIII.49) с (УШ.40), убеждаемся 

в том, что и в данном способе остается справедливым изнестпое правило вычис-
ления обратного всса функции в дополнительной графе. Напоминаем, что в гра-
фе Р последних уравпеинй, начиная с IV/. т , (т. е. рядом с и ;

л , IV и и т. д.), 
всегда будут стоять иулп. 

Таким образом, при уравнивании параметрическим способом 
с избыточными неизвестными остаются в силе правила вычислений 
(ру2] и обратных весов прп уравнивании обычным параметрическим 

способом, Отличаются лишь системы нормальных уравнений. 
Очевидно, что прп уравнивании рассматриваемым способом нор-

мальных уравнений будет всегда больше по сравнению с уравнива-
нием обычным способом на удвоенное число условий, связывающих 
неизвестные. (Каждое добавочное неизвестное сверх числа необхо-
димых дает еще одно условное уравнение). 

Для иллюстрации параметрического способа с избыточными неизвестными 
обратимся к иримеру 4 § 57. В этом примере и качестве необходимых неизвест-
ных взяты два угла. 

Выберем в качестве неизвестных три угла треугольника, т. е. примем 

Это упростит вид уравнений и облегчит вычисление коэффициентов и свобод-
ных члецов уравнении поправок. Но зато число неизвестных увеличится на 
единицу и возникнет еще одпо условное ураппенпе, о результате чего число 
нормальных уравнении увеличится па два. Выражения измеренных величин 
через неизвестные I ирнмут вид 

л аш 
51И / з 

31П / 2 

* 8Ш /3 
= 'з. 
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то 

Проще стлпот и структура частных нроизволпых. 
Напишем условпое уравнение, снизывающее шбрапвые неизвестные г, 

'1 + '» . ':«— Ш 0. Если положить 
«о - Л .0 

/з о; 
» Г м ' п г * 

I г, — С —: — х-.. 

3111 Хз •' 

Нормальные уравнения примут вид 
1#«1в|1т114-[Яв1в11т, + 1/«|в|,|та+* (/'О,М=0, 

[/м^вз] т.4-\/ш»а3] т„4- [/-вэвз] т3-}-А- ' =П, 
Т1 + + тя+ И' =0, 

где IV — невязка треугольника. 

2. Способ Бесселя 
Рассмотрим теорию способа Ф. Бссселя, возникшего в связи с параметри-

ческим способом с избыточными неизвестными. 
Способ Бесселя был предложен дли решения нормальных уравнении. Сущ-

ность этого способа заключается п следующем. 
Систему нормальных у равней и й разбивают на две группы, после чего I 

группу решают отдельно, не учитывая и ней неизвестные Н группы. Получи и 
прпблпжеппые значения неизвестных I группы, подставляют пх в уравнения 
Ц группы, исправляя таким образом в них свободные члены. Попутно с вычис-
лением ириблюкепных значений неизвестных I группы находят элементы обрат-
ной матрицы этой группы нормальных уравпепнм, г. е. «елшгшы 

После указанных действии можпо получить новую систему нормальных урав-
нений с поправками к приблпжешшм зиачеишш неизвестных I грушш и неиз-
вестными II группы, причем в последней системе уравневия I группы будут без 
свободных членов. 

Далее при помощи найденпых элементов исключают в повой системе 
поправки к неизвестным I группы и получают прообразованную систему нормаль-
ных ураииеиий с неизвестными только II группы. 

Решая последпюю систему уравпевий, находит неизвестные II группы и, 
иакопоц, при помощи обратпой матрицы вычисляют поправки к приближенным 
зпачеппям неизвестных I группы. 

Получим формулы иычигденин но способу Бссссля на примере нити урап-
ИРВИЙ, который разобьем на две груипы с тремя и двумя уравнениями. 

Пусть имеем 
[оо] [яЬ] / 2 + И 1 /3 -Ь [<*<?] /, + ц ' | - о 
[ab] [ЬЬ\ /з + М /5-НИ'-=0 
[ac] /,-ИЬс] + И /з + М ' | т И *8+1Уз=П 
М + 1.+ М 1з + \М\ *4 + 1«М И + И-,-0 

[яе] [ И /2-Н<*] /я-»- [«»«] ' Н - И <4+И'я=0 

(МП.ГЙ*) 

* 13 уравнениях (VIII.."И) имеются в штду следующие обозначения п., = 
а(\ "«г = Ь,; Я;3 = с,-; а,I = д1& = 
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Решив уравпспия 

Г«/>]/,°4 <« чад/$+№» = О '̂111.52, 

(VIII.55) 

получим приближеппыо значения пснзвсстпых /р ' 5 " попутно — коэффц. 
циепты <?п, <?13, <?„, <?33. 

Обозначая теперь 
1-6/,- (VII 1.53) 

в прпппмая во внимание уравнения (УШ.52), получаем систему уравнений 

И ) -I- (вЬ} Л/. -:- [ас16/3 + М <4 ! [ И 4 = 0 
РЫБЬИМ + М + '5 = 0 

И 4 [бс1 б/2 4 - И Л/з4- И 1 4- ' л = 0 , (VI п . э д 

И 1 6 / , 4- |ЭД 6 / . 4- М 1 б / 8 + М и + I ' 5 + --= 0 

[<"•] 6/, 4- [&] 6/2 4- (се] 4- [Л) /4 4 - ( « 1 'з + = 0 
где 

Введем обозваченпя 

М л , - Г М / 5 ^ / ; , | 

М / , т И /.1 = ^3 ' 
Тогда первые три уравнения системы (VIП.54) можпо нсреппсать так: 

[во] б/, 4- [аЬ\ -I [ас] 6/3 + 1Х—0 

[ее] 

Теиерь можпо пописать 

6/, = — 0,2^2 — 
б/$ = — — Сгз^з 
6/3= 1 Оза^-Озз^з 

или, принимая во внимание обозначения (VI 11.56), 

(VII 1.56) 

•/.4 И 6/3+^=0 \ 

'а 4- М6/ а + Аз в0 ' 
(VI 11.57) 

(VIII.58) 

= ДО) («1 <;.-<?« [М [ И 
-(>13 М [се] / 5 = - ( М <?и + [!,а] <?Ц-ЬМ <?13) 

- ([«') !• 1Н («1 /6 
д / , = - ( М <?г.4-[М 0 « + М С 2 з ) ' | + ««<] < ? и + [ И 0 м + [се1 <?2а) /:, 
б / 3 = _ ( М '-[Ь,/] ^ з я + и ! <?*з)/»—(1«*1 С ^ - Н М «?з а+[«1;<?3 3) /й 

(VI П.5И) 



(VII 1.60) 

(УШ.61) 

Обозначил 
- ( М С>п + 1М г;и ^ 
—(("«'I (>П . [М Оч - н П1Я) = /,-, 
- ( М +[Ьй) 1с»Л С*) -1а 

- ( М О з г Ь М Сз3 - М (»33)=/13 

—«И е:ц-ИИ Саг [ [«1 <?Э,)=Л3 

равенства (VIII.58) можно переписать в таком впде: 

6/о Яг/5 

Подставпм значения б^ , п б/3, определяемые равенствами (VIII.С1), 
в последние два уравнения спстемы (VI 11.54) 

[««/] А , + [а<1\ /^/ь + [М лг1х + [661 В&+ И + 

+ N1 №<*!«»+Не] VI и?; =0, 
[ае] Л^,-^!^] #1*3-ИМ А214 + [Ъе]В&+ 

+ [се] А-М + [се] В31^[4е] I, + [к] /5+ » 

После приведения подобных членов получим 
([^4-[ас/] И х + ^ Ы г + И | | + ([<№] + 

+ [ей] Ву+[Ы] [са] в3 и-; =0 

([<М + М Лх+ [бе] ,1г+ [се] ,!3) /Ж[«1+ 

+ [ас] Вх + [Ье] В2+ [«] В3) + И^ = 0 

Последняя система уравнении должна быть эквивалента преобразованной 
системе 

+*<?/*+/,?>-о. 
которая может быть получена после исключения из первоначальной системы 
(У'Ш.Г>1) неизвестных 1й п 13. Поэтому должно соблюдаться равенство 

И + М / Л + [ЬЛ] Се-Ь И ] В3 = [(/в1 + [ав] А^Ье] Аа+[«] /13. (VI 11.63) 
Последнее равенство можно использовать для контроля п̂равильности вы-

числений. Справедливость этого равенства ыожно проверить и путем подстановки 
в вето значений А,, Л2 , Л3 , В,, В2 и В3, учитывая ири этом свойство симмет-
ричности неквадратичных коэффициентов. 

Обозначая 

(<**] + [аЛ] В1 + [М] Ва -$- [с<1] В3 = 4- [ле] А, + 
+ 1Ье}Лл + [се)Аг=В 

М + [ае] [М + И В3=и 
получаем, наконец, 

С/4+0/а+И-; =0 ' 
1)11 + Й4+1Г'В=0 

(VIII.62) 

(VI 11.04) 

20* N 

(VIII.65) 
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Таким образом, решение нормальных уравнений по способу Бесселя вц. 
полняется в такой иослсдопатсльпостп: 

1. Решают уравпешш 1 группы (VIII.52), п результате чего колупают 
значения *®, а также коэффициенты 012- <Лз> (;22« <?зэ ("лемопти 
обратной матрицы) 

2. По формулам (VIII.55) вычисляют свободные члены И'д п Ииреобразо. 
ванной II группы уравнений п по формулам (VIII.СО) — значения А,, в и 
А з, В*, Л3, В3. 

3. По формулам (VII 1.64) вычисляют преобразованные коэффициент!, 
II группы С Е, контролируя вычисления но (УШ.ОЗ). 

4." Решают уравнения (VIII.О"»), получая неизвестные II группы /4 и 
5 По формулам (VII 1.61) находят поправки б/,, б/2 и б/3 и затем неизвест-

ные 
'1 = ^1+ &1! 
и = 1г -(- б/>: 

'з = 'з Т й/3. 
Если способ Бссселя применяется в сочетании с параметрическим способом 

с избыточными неизвестными, то в I группу относят уранпепия, содержащие 
неизвестные т (см. формулы (VIII.39)). 

Следует, однако, сказать, что способ Бесселя почти не пашел практическою 
применения из-за своей сложности. 

3. Коррелатный способ с дополнительными 
(неизмеренными) неизвестными 

В некоторых случаях имеется возможность упростить вид услов 
ных уравнений, вводя в них дополнительные неизвестные. Упроще-
ния достигают путем увеличения числа условных уравнении па 
число дополнительных неизвестных, но иногда ото может оказаться 
выгодным (папрпмер. при уравнивании систем рядов триангуляции 
или ходов полигоиомстрии). 

Рассмотрим теорию коррелатного способа с дополнительными 
неизвестными. 

Пусть имеются измеренные величины . . х'п и два дополни-
тельных неизвестных п /2, связанные условными уравнениями 

' 2 )=0 I 
ФьК '1. <=) 0 [ 

Ф1-К <1- и) О 
Число избыточных измерений в данном случае, равно (г — 2). 

Разумеется, число дополнительных неизвестных должно быть меньше 
числа необходимых величин. Если число этих неизвестных равно 
числу необходимых величии, то следует переходить к параметриче-
скому способу. Если число неизвестных равно пли больше числа 
необходимых величин, то рассматриваемым способом задачу решить 
нельзя. 

Задачу можно решить прежде всего путем исключения дополни-
тельных неизвестных из условных уравнений. Тогда будет получено 

• Вычисления коэффициентов () удобпо производить по способу Ганзепа 
(см. § 66, п. 2). 



и — 2) условных уравнении, включающих только изморенные вели-
чины, и задача будет сведена к обычному коррелптному способу. 
Однпко гикоо решение не всегда выгодно. 

Получим другое, решение задичи. 
Приводя обычным путем уравнения (VIИ.СО) к линейному виду, 

„пипшем 

[яг] + л +/ |4т а+ ц'в=о 

I»! +1*л + яат2 Л- И'г=0 
где 1 = 1 о + т , ^ в - ф в ( х 1 А) 

= Ф/-(*1 <«), 

« - ( 4 П - ( $ ) . . 
функция Лаиграижа будет иметь вид 

Ф(»1 "п. ТХ, Т2) = (/;»2)— 2Ла(|ои1+/11т1+И8т| + И'в)-. . . 
. . . —2А>(Н+ Л,*1+Л,т,+ и'г). 

Возьмем частные производные функции ф 
до 

= 2 — 2 А 0 а , — . . . —2А>г, (4 = 1 п); 

ЗФ 
— = —2каА1 —. . .-2А>/?/ 0 = 1- 2). 

Так как частные производные функции Лапгранжа равны нулю, 
то можно написать 

*1 = */«.*«+• • - 4 - 9 / ^ г (*=1 «). (\'Ш.68) 
/1уА*я4*• • .+Л/А>=0 (/ = 1, 2). (VII 1.69) 

Умножая равенства (VI 11.68) поочередно на а{,. . г, и сумми-
руя их каждый раз после умножения, получаем 

[ВУ] = [7АЯ]^-Ь. . .-М?ЙГ]А>: 
[И = [9аЬЦ-и4-. . .-ИПЬг\к,\ 

= . • 4"(9гг1 кг' 

Принимая во внимание последние равенства, уравнения (УНШ) 
можно переписать в виде 

Цаа] Ав + . . .4-[?ог] Л у - М ^ Н " - ^ И'а=0 
. (VII 1.70) 

Цаг)ка + . . . + 17гг]А,+ Л,т| + Л1т,+ И*,в0 

Присоединяя к равенствам (VIII.70) равенства (УПШ). полу-
чаем следующую систему (г + 2) уравнений с (г + 2) неизвестными 

ад 



к и т (в общем случае г + $ уравнений с г -(- <г неизвестными, 
^ — число дополнительных неизвестных): ' 

(?««]*•„ + . - - + [чо>] к, -Ь + .-12т8 -+- \у а=о 

Л^а - г . . . п^кг = 0 
Л2ка + . . . -Ь П2к, «=0 

0*111.71) 

Очевидно, что система уравнении (VIII.71) может быть решена 
любым из способов решения нормальных уравнений, кроме способов 
приближений. Поправки V будут вычисляться по знакомым нам фор-
мулам (VIII.68) *. 

В рассматриваемом способе значение {/>г>21 можно вычислить 
так же, как и в коррелатном способе. Покажем это. 

Умножая вес равенства (VII 1.68) па р,-V,- п суммируя их, получаем 

[/*:>] = [аг-] А-в + . - . + [/г] /,>. 

Учитывая равенства (VIII.07), можем написать 

(Р1'2] = — И а^л — • • . - И гА>-( ,11А-0 + . . . + П1кг)х1-

. .+/?а;,>) т2> 

а'пмея в виду выражение (VIII.69), получаем 
[/>„21 = —И"0А-а—. . . - 1 М > = - [А И'Ь (VI11.72) 

т. е. обычную формулу коррелатного способа. 
Присоединяя равспство 

к системе (V 111.71) в качестве последнего уравнешш, убеждаемся в том, что 
прп уравнивании по данному снособу значение [ре'-) можно получить в графе И' 
схемы решения нормальных уравнений после исключения нсех неизвестны»: к 
и т так же, как и при уравнивании коррелатным способом. 

Обратный вес функции можпо получить в дополнительной графе 
по тем же правилам, что и при уравнивании коррелатным способом. 

Покажем это. 
Для этого прпведем^прежде функцию к линейному виду 

Р К ^о) — Р "Ь' */! + «.•, ,)=Р (Л [ / ' ( ] . (VI 11.73) 

Умножая равенства (VIII.68) поочередно па Р{ и складывая их, получаем 

[ А ] = [даГ] к а - - . . . + [?г/ ] к г . (V111.74) 

Для того чтобы перейти от коррелат к свободным членам IV — функциям 
результатов измерений, иримспим метод неопределенных множителей. 

• При решении спстемы уравпений тина (VIП.71) остается в силе рекомен-
дация, данная в сноске на с. 301. 
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Умножая первое урапнснио (V Ш .71) иа р а , т о р о е — пп рь и т. д., последнее 
из уравнений, содержащих па р „ а остальные уравнении — на р1ш р , и «а-
тем суммируя все уравнении, получаем 

( [ 9 ° а 1 р 0 + - • • • 4 - К « г ) р г + И , р 1 1 + Л 2 р в ) й в I . . .-ЬЦ'/аг] р 0 + . . . 

• • • + [«»'г1рг + /«1р1 + Л ^ 4 , + (/11рв+. . . + + 
+ • . + П г р 2 Ь 2 + и ' 0 р 0 - Ь . . - И Г , р , = 0 . (\'111.75) 

Введение (г ф 2) неопределенных множителей дает право написать (г + 2) 
уравнения 

ра + . . . -И<7гг1 рг+ Р\Рх - . (УП1.76) 

/ » 1 0 в + . - . + ^ Р г =0 1 
Л2ра - . + 0 } 

Учитывая выражеипо (VIII.76), равенство (У111.75) можно перевисать так: 

— [<1<*Р)ка-. • • —М^+Ро^а • 
или 

[чаР\ /Га-Ь- . . + 1 ЧгР\ /г, =р0и'о I-. . .?гу/г. (VI 11.77) 
Сравпивап равепства (VIII.77) п (\ГШ.74), можно написать 

и, наконец, равенство (VIII.73) переписать в виде 

Р {*{ О = Р (*1 *п) + раИ'. + . . . (V111.78) 

Тонерь мы вправо написать Р (х[, . . х,1) = Ф (хх, ..х„), на основа-
нии чего 

(.V111.711) 

где 

• . + I-Рь (VIII.80) 

Далее нолучпм, учитывая (VI 11.79) и (УШ.80), 

-тр- = [^оя] р* + рарЬ + • • • -Н<уаг) ралг -1- [</а/Ч р а + 
' Р 

+ [<1<*Ъ\ ръря + VI +• < • + ЦИ ДО,+ [?№) р&+ 

+ РгРа \ФЛ Р ^ ь ' - . . . + 1<Н р* + [чгр\ Р , + 

I [чаР] р а-I- [ ч Щ РЬ ; • • - т М ' 1 (V ДОЛ. 

Выпося за скобки общие мпожнтсли в каждой строке последнего выраже-, 
нпя п учитывая (VIII.76), получаом 

1 

+ Ра +1чЩ РЬ+ • • • ДОЛ (V + ДОЛ ~ Р | ('11Ри ^рь-\-. . . + ЮА-

-Р*('12р« ! . - И ['/«Л (>0 ДОЛРН-- • -т [<1П\<>г0ЦР*% 
т 



Принимая во ввиыаиио последние два уравнения (VIII .70), можно написать 

1 
+ . •-Ч [ч*Р\ Рг + |<7/'Л = -уг; • (Ущ.в!) 

Присоединяя, наконец, равенство (УН1.81) к системе (VI 11.70) в качестве 
последпего уравнения, убеждаемся в справедливости формулы 

= [<?/</' • (г+2)] = 
1 Р 

для нашего случая и 
-±- = [чрр. {г+,)} Ь 

где 5 — число дополнительных неизвестных — для общего случая. 
Рассмотренный способ применяют для уравнивания систем рядов 

триангуляции (способ Праннс-Праневпча) и систем полигонометрп-
ческпх ходов (способы Праннс-Праневпча и Б . А. Литвинова). Прп 
этом в качестве дополнительных (неизмеренных) пензвсстпых вво-
дят координаты и днрскцпонные углы, а в триангуляции еще н вы-
ходные стороны па пересечениях рядов пли ходов. Благодаря этому 
общая система условных уравпений распадается на весьма слабо 
связанные между собой системы условных уравнений для отдель-
ных звеньев. Общими для соседних звеньев будут только дополни-
тельные неизвестные. 

Для составления и решения нормальных уравнений в коррелат-
иом способе с дополнительными неизвестными чаще всего приме-
няют многогруиповой способ Пранпс-Праневича. При этом в каче-
стве связующих выбирают дополнительные неизвестные (см. § 74). 

Г л а в а IX 
ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ ПО ИЗМЕРЕННЫМ ЗНАЧЕНИЯМ 

ФУНКЦИИ (АППРОКСИМАЦИЯ) 
§ 72. ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ ЗАДАННЫХ ФУНКЦИЙ 

С НЕИЗВЕСТНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

При различных исследованиях, а также при решении некоторых 
практических задач требуется знать зависимость между двумя пере-
менными величинами, т. е. функцию, связывающую эти величины. 
Предметом данного рассмотрения будет случаи, когда единственная 
возможность установить искомую функцию заключается в измере-
ппи ряда соответственных значений зависимых переменных величин. 

При решении поставленной задачи будем предполагать, что одна 
из переменных величин, которую условимся обозначать через х, 
измерена с пренебрегаемымн ошибками, поэтому приходится счи-
таться только с ошибками измерений другой переменной величины 
У = 1 (•*)• Практически почти всегда бывает именпо так. Будем также 
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предполагать, что аргумент измерили приблизительно или точно 
через равные промежутки. 

Зависимости между церемонными величинами могут быть раз-
личными по своему характеру. Они могут быть линейными, парабо-
лическими пли носить периодический характер. Поэтому решение 
задачи должно начинаться всегда с построения графика. Кривая 
зависимости покажет приблизительно вид искомой функции. Зго 
будет либо прямая, лпбо парабола какого-то порядка, либо кривая, 
показывающая периодический характер функции. 

Во мпогих случаях практики графическое решети- задачи, за-
ключающееся в построении с г л а ж н в а ю щ е й (аппроксимирую-
щей) кривой или прямой, оказывается вполне достаточным. 

Яолее строгое решение задачи основывается на методе наимень-
ших квадратов и осуществляется параметрическим способом. 

Задача часто облегчается тем, что вид функции заращу известен 
л требуется определить лишь параметры этой функции. Рассмотрим 
па нескольких примерах такой случай. 

1. Линейная функция 
Пусть известно, что функция имеет вид 

У =А'п"!-А|Х, (IX. 1) 
где к0 и кх требуется определить, для чего измерен ряд значений 
а-, ({'= 1, . . п) и соответственных им значений у(. Как услови-
лись, ошибками измерений значении х будем пренебрегать и учиты-
вать только ошибки измеренных значений у,. Конечно, п > 2. по-
скольку требуется определить два неизвестных. Нз аналитической 
геометрии известно, что величина /г0 есть отрезок на осп Г от начала 
координат до пересечения с прямой, а — тангенс угла, образо-
ванного прямой с осыо X. 

Обозначим результаты измерений функции через у„ а их веса --
через р{. Тогда можем получить следующую систему параметриче-
ских уравнений поправок, в которых в качестве необходимых неиз-
вестных фигурируют величины к0 и к{: 

с,-«*о+«<*!-»< С = 1 ")• 
Так как коэффициенты а п при первом неизвестном в уравнениях 

(IX.2) равны все единице, то 
[ра1с) = [ ^ - ] = 0 (1*3) 

и можпо паписать 

откуда 

Обозначая 

( р Ц г о - И Н * ! - ! / ^ ^ . 

, ШI _ д. С1Х.-4) 
[И {/>) 

1/«] 



(IX.7) 

равенство (1Х.4) можно представить так: 
*о=У.»—эо*,. (IX.С) 

Равенство (IX.6) позволит определить А0, если будет известпо к 
Для нахождения А*! результаты измерений н окончательные зна-

чения переменных целесообразно выразить таким образом: 

У1~Уо+Ч/ 
У'{ = У о+Ч,-

(' = 1 ") 

Тогда система уравнений (IX.2) примет вид 
1 ' / — + —;/о г —»1/ (I = 1 «}; 

имея в внду'выражеппс (IX.6), находим 
— П / (' = 1. • • •• ")• (IX-8) 

Полнив графически приближенное значение к\ неизвестного кх 
(как тангенс угла аппроксимирующей прямой с осью А'), напишем 
окончательно систему уравнений поправок 

«7 «* (« = 1 и), (IX.9) 
где 

= - Л / . (IX. 10) 
Далее получим 

При равноточных измерениях 

N 
*о= „ 

[у\ Уо= „ 
(IX.12) 

[с/1 
б / > 1 = _ [ Й Г ( 1 Х 1 3 ) 

Прп установлении размериостей для переменных х и у руко-
водствуются требованием, чтобы уклонения ^ и т] были меньше 
единицы (цо абсолютной величине). 

Итак, последовательность действий для определения параметров 
к0 и /г, в случае линейной зависимости такова: 

1) по формулам (IX.5) или (IX. 12) вычисляют величины хй и у0, 
а затем уклонения = х{ — и т] / = уй — у0, где ж, н у, — ре-
зультаты измерении (1 = 1, . . . . п); 

2) при помощи графика получают приближенное 8начепие /г? 
и затем по формуле (IX. 10) — свободные члепы (» = 4, . . ., п); 
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3) ПО формуле (IX.11) или (1Х.1Я) вычисляют б/с,, затем 
у, 

4) по формуле (1Х.0) вычисляют к0. 
Точпость углового коэффициента кг будет характеризоваться 

средней квадратпческой ошибкой 

гдо 
V м . 

у получают по формуле (IX.9). 
Практически задачу удобно решать так. 
Из формулы (IX.8) следует 

или 
(IX. 14) 

Далее, согласно (IX.7), получают 
(IX. 15) 

Если пользоваться формулами (IX. 14) и (IX. 15), то вслпчипа 
к0 не нужна. 

В е р о я т и е и т а я п р я м а я . Если поставить условием, 
чтобы в минимум обращалась сумма квадратов расстояний заданных 
точек (аг, у) от искомой прямой, то такая прямая будет называться 
в о р о я т н е й ш е й п р я м о й*. 

Обозначая в случае равноточных измерений 
\х) М 

= ьс=*(—*о'' П1=У1~Уо. 

получаем для определения тангенса угла искомой прямой с осью X 
формулу 

о 21|ч1_ 
1 Е г 2 а = 1 Р Т Ч ? Г -

После определения 1|>а = кх будем вычислять сиачала — 
= затем у\ = у0 

2. Квадратичная фуннция 

(функция имеет вид 
у=к()+к1Х+к%Х* 

и выражается графически параболой 2-го порядка. 

• Выше получена аппроксимирующая прямая под условием мшпмуми 
суммы квадратов отрезков, параллельных оси У п ограниченных этой прямой 
и заданными точками. 



В данном случае неизвестны коэффициенты А0, кх л />•„, чнечо 
измерений должно быть п > 3. 

Для упрощения вычислений перенесем начало координат в точку 
с координатамп 

, _ -М-
(IX. 1С) 

П 
[VI [„] 

где х и у — результаты измерений. 
Тогда функция в повой системе координат примет вид 

(IX. 17) 
Задача свелась к нахождению неизвестных К2 и К3. 
Так же, как и при линейном интерполировании, размерности 

для х и у необходимо выбирать так, чтобы уклонения 
1{ = Т{~-Х0 ) 

(IX. 18) 

0 - 1 п) 

были по абсолютной величине близки к* единице. 
Вводя приближенные зпачения неизвестных и учитывая обозна-

чения 
= ТХ 

А'» = А" 2 т2 

А-3=А'® + т3 

(IX.19) 

а также 

(1 = 1, . . ., п) 
= 

получаем систему уравнений поправок 
= тж + Ь/т,+с<тэ-}- и (1 = 1 п) 

и соответствующую ей систему нормальных уравнений 

+ [рЬс\ та + [рсс] т3 + [рс1] = о ) 
П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь д е й с т в и й . 1. По форму-

лам (IX. 1С) вычисляют л:с, у0, затем получают & = х{ — х0 , — 
~ У( — У о и строят график^ — / ( | ) , сглаживая его плавной кри-
вой. 

2. Находят приближенные значения неизвестных по формулам 
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гАс •»!<> ° Р Л , т а т в т л ч к и пересечении сглпнодающии кривой с осью 
У. « 

к 

а И1.-11» 

.0 -2*? 

где Их — наименьшее значение аргумента, ^ — наибольшее, а 
иг\к — соответствующие измеренные значения ординат. 

3. По формулам (IX.20) вычисляют коэффициенты и свободные 
члены уравнений поправок. 

4. Составляют и решают нормальные уравнения (1Х.22), в ре-
зультате чег о находят поправки к неизвестным, т. е. т2 и т3. 

5. Получают искомые коэффициенты 

Интерполирование выполняют по формуле (IX. 17) и 

3. Периодическая фуннция 
Функция имеет вид 

у = А*! + /г2 51П х + со» аг» 
где х изменяется от 0® до 2 т л через равные промежутки о = где 
п — число четное, причем т —- число целое. Так производят наблю-
дения периодических функций. Очевидно, число наблюдений N 
равно 

X—2т п. (1Х.23) 
Не вводя приближенных значений неизвестных, иаиишем уравне-

ния поправок 
|>/ = * , . - М п *;А-г — соя -г/А'з—^ 

(1=1 Л). (IX.24) 
Измерения будем считать равноточными. Тогда коэффициенты 

нормальных уравпений примут вид 
2 по 

[ее] =»ЛГ =2пт: (сс! = л» У соз" г,-; 
и 

2ЯО Л* 
[аЬ] = тп У з»пх/-, {аП = — 

"о" 1 
2 но Л' 

V Т 
С " С Л" 

[ос] = тп V Созл-4; = — 
Т 1 

[?>с] = т У 51 и Г( • соя У, , 

2). 



Так как значения х изменяются через равные промежутки 
я 

(п — чпсло четное), то значения аргумента х располагаются сим-
метрично относительно осей координат, вследствие чего 

2П0 2 ПО 2»0 
51Па-/= ^ со5х,-= У зтаг,- • соз я-,- = 0. 

О О О 

Нетрудпо убедиться также, что 
2по 2по 

т ^ 51 и"-' Т[ = т соз3 Х{ — 
о и 

V1 X 
— •» СОЗ2 Х{ — — 

Теперь нормальные уравнения примут вид 

Л ' ^ — 0 . 
.V 

к л— [у »>п .г) -- О, 

Л7 

-дГА-3— [.у гоз-г) — О, 
откуда 

Л 
2 [у • 8111X1 

.V 
2 \у • соя г] 

Л' 

(IX.25) 

Таким образом, искомые коэффициенты находят непосредственно 
по формулам (IX.25). 

§ 73. СПОСОБ ЧЕБЫШЕВА 

II. Л. Чебышев предложил замечательное по универсальности и 
простоте решение задачи интерполирования функции в том случае, 
когда вид функции неизвестен. Предполагается лишь, что известен 
характер функции: периодическая она илп пет, что всегда может 
быть установлено путем построения графика. Рассмотрим этот спо-
соб. 

1. Параболическое интерполирование 
Вначале познакомимся с интерполированием непериодической 

функции (параболическое интерполирование). Заметим, что для пери-
одической функции идея решения остается та жо. 
31 ь 



Итак, предположим, что имоетгя ряд измеренных значении 
и Уп весами />,, . . р„ некоторой неизвестной нам функ-
ции у — } {*)- соответствующий ряду безошибочных значений аргу-
мента х,, - . ч Хп. 

Сразу же оговоримся*, задача мо/шт быть решели лишь п том 
случае, если функция разлагается в быстро сходящийся ряд. И 

Прежде всего вычислим х0~ ~ , носло чего можем паписать 

/(*) = / (а'о +1) =* / (*о) + /' (*о>-5+4-/" ('о) 

Для удобства вычислений необходимо аргументы х выразить в та-
кой размерности, при которой все значения ^ били бы по абсолют-
нон величине меньше единицы. 

Так как функция / неизвестна, то будут неизвестны и все коэффи-
циенты разложения, поэтому ианнше.ч 

V «=« А"! + А-,; А-э?2 -Мче3 • . . . (1Х.26) 

Выражение (IX.26) отличатся от рассмотренных выше функции 
тем, что в нем остается неизвестным число членов разложения, т. е. 
число искомых коэффициентов разложения. 

Заметим, что кривые, соответствующие функции (1Х.20), назы-
вают параболами высших порядков (отсюда — «параболическое Ин-
терпол и рова иие»). 

Задачу можно решить последовательным повторением уравни-
тельных вычислении, увеличивая каждый раз число неизвестных 
и новом решении, причем эчо придется продолжать до тех пор, пока 
сумма \рVг\, уменьшаясь в каждом решении, ие станет соответство-
вать но величине точности измерений. 

В способе Чебышева процесс вычислении — своеобразный нро-
неес приближений — выполняют таким образом, что в каждом по-
следующем приближении пепользуюг результаты всех предыдущих. 

Если коэффициенты к{ предполагаются большими по абсолют-
ион величине, то для облегчения уравнительных вычислении следует 
вычислить приближенные значения для некоторых первых коэффи-
циентов. Как правило, достаточно вычислить А-?, к°2, к\для чего 
можно использовать три уравнения, соответствующие наименьшему 
и наибольшему значениям х и значению дгпг=» И- Напишем соответ-
ствующие формулы, которые нетрудно получить, имея в виду, что 
х0 — хиа„и <=« Д*цаиб — поскольку л"п — среднее значение (на-
110МШШ, ЧТО = — Х0)0. 

(IX.27) 

№ 

л Уг+Уо — 2Уо 



В формулах (IX.27) у3, г/о » .Ул соответствуют наименьшему 
среднему п наибольшему значениям аргумента, Бо — наибольшее 
значение разностей х{ — а0. Заметим, что если значения /г» н д-2 
окажутся велики, то размерность для у нужно изменить, чтобы чис-
ленные значеппя уменьшились. 

Обозначая а = 1, Ь1 = с(= с?, = н т. д., получаем 
уравнения поправок в виде 

1'1 — "Г + С1 т3 + Т ' • .-I (IX.28) 
где т — поправки к приближенным значениям коэффициентов /г,, 
к*. к9 (остальные коэффициенты будем находить целиком) 

+ + (IX .29) 

Далее составляем таблицу коэффициентов, которая должна быть 
рассчитана на возможно наибольшее число искомых коэффициентов. 

В табл. СО предусмотрено пять неизвестных. Коэффициенты и сво-
бодные члены уравнений поправок приведены к равноточному виду. 

Вначале в табл. 60 заполняют только графы, «о», «6», «с», «/», 
«$'» (5' = а -+- Ь + с •+- /) и вычисляют соответствующие коэффи-
циенты нормальных уравнений. 

В схеме решения нормальных уравнений, показанной в табл. 61, 
также сначала выписывают только первые три уравнения, заполняя 
соответствующие графы. 

В табл. 61 и в дальнейшем изложепии применяются обозначения 
Гаусса, например: 

Л'<2
з> = [рсс.21 И.1И = [<?сс• 2]; 

Л"<3
6> = [р</е. 31, = [рс1 • 2], или 

4 2 ) = [1Гз-2] и т. д. 

Кроме того, ап = а{; ап = Ь(; а,3 = с( п т. д. 
В отличие 01- обычных схем, в табл. 60 ц 61 имеется несколько 

граф для сумм (5', 8" и 5"), которые заполняют последовательно 
в процессе приближений (8" = а 4- Ь + с + <1 + 1 = 5' + А; 
= 5" + е и т. д.). 

В табл. 61 имеется еще графа для вычисления \рVг\ после каждого 
приближения. 

Процесс приближений в табл. 60 н 61 показан следующим обра-
зом: первое приближение, т. е. решение первых трех уравнений и вы-
числение 1/?уг13, выделено жирной чертой, второе приближение н вы-
числение суммы [р1;2|4, которая укажет, нужно ли продолжать 
приближения. — тонкой чертой; последнее приближение не под-
черкнуто. 

Из табл. 60—61 следует, что в каждом новом приближении почти 
полностью используют результаты предыдущих приближений.*На-
пример: 

[ргз], [р|-*1в -Ь [/> <и • 31 ц4п. 
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После окончания приближений для контроля вычисляют [ро2\ 
рв:г,ьды по формуле 

[ / ^ Ь = [р«2] I + [ре1 - 41 Лг* - ". 51 

И в Графе «уУ>» табл. 60. 
По сравнению с обычным уравниванием в табл. 61 добавляются 

лишь действия в графах «5"» и «5'"». 
Критерием сходимости приближений служат значения \риг 1. 

Сравнивая среднюю квадратическую ошибку единицы веса, которая 
предполагается известной по условиям измерений, со значением 
ц. = / - • где I — число учтепных коэффициентов кх, . . ., к{ 

во всех предыдущих приближениях, судим о степени приближе-
ния параболы к действительной кривой. 

Другим признаком сходимости может служить точность очеред-
ных коэффициентов. Так, средняя квадратическая ошибка коэффи-
циента к3 равиа т = у | - 3 , точность коэффициента к1 харак-
теризуется ошибкой т. , == у . ^ ^ и т. д. 

Ошибку едиппцы веса но результатам уравнивания вычисляют 
по формулам 

7 / М з 1 / 1 р*2Ь 
Из = V V 7=4" " т й-

Но величине средней квадратичсской ошибки очередного коэффи-
циента можно судить о том, есть лп смысл вычислять следующий 
коэффициепт, и, кроме того, эта ошибка покажет число зпачлщнх 
цифр, которые следует удерживать в значении коэффициента. 

В практике применения параболического интерполирования чаще 
всего приходится иметь дело с равноточными измерениями и очень 
часто с равнопромежуточными значениями аргументов. В последнем 
случае коэффициенты нормальных уравнений можно представить как 
фупкцию промежутка изменений аргумента и числа измерении и со-
ставить соответствующие таблицы, чем значительно облегчается ре-
шение задачи. В частпости, таким образом решают некоторые фото-
грамметрические задачи. 

2. Периодическое интерполирование 
Выше, па примере интерполирования функции у = к1 -}- к.. X 

X 8ш х -}- ка соз х показана целесообразность применения равио-
промежуточпых значенпй аргумента при интерполировании перио-
дических функций. Если вид периодической функции точно неизве-
стен, то поступают аналогично тому, как и при параболическом Интер-
пола ровапип. Остановимся на этом вопросе подробнее. 

Еслп функция имеет периодический характер, то, как известно 
из математики, опа может быть разложена в ряд 

. . . + Лт 31 п / л * / ? д с о з с о з 2 * + . . . + Втсо$тх. (1Х.30) 
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Число членов разложения периодической функции остается йена-
постным, к.чк и при параболическом интерполировании. Коиочи., 
число измерений должно быть бо.чыио 2т + 1 . 

Задача и в данном случае может быть решена по способу Чебы-
шева. В отличие от параболического интерполирования, здесь необ-
ходимо присоединять в процессе приближений но два коэффициента 
Л/ и В(, поэтому в конечном счете должно быть получено одинако-
вое число коэффициентов А и коэффициентов В. 

Задача значительно облегчается при равноточных измерениях, 
л 

н если аргумент изменяется через равные промежутки о = — в пре-
делах от 0 до 2лт, где п — четное, число, т — целое число. В этом случае 

[81И Га ] = (СОН Пг] = [31*11 ГЗГ • 81П }х] = 
= [3111 ГХ • соз гх] — [соз гх • СОЗ )х] 

л* 
[&1И2 пг] «= [соз2 гх] — 

Дг = 2 пт 

при Г Ф ] 

(1Х.31) 

Формулы (IX.31) могут быть получоны при помощи известных 
фо]>мул Эйлера, выражающих зш гх и соз гх через егх{ и е~гх{. 

Па основании формул (IX .31) получим для равнопромежу точных 
аргументов 

[У) . 2 [у 81 и х] _ 2[уз1потх1 
"О — ,у ) -""'I1— у I • • •> /1/П ' д' 

2 [у 003 -г] 2 [у соз тх] 
"I — у < • • "т — дг 

( IX. 32) 

Очевидно, что формулы (IX.25) являются частпым случаем фор-
мул (1Х.32). 

При равнопромежуточиых значениях аргумента система нормаль-
ных уравнений распадается на отдельные независимые уравнения, 
откуда и получаются весьма простые формулы (IX.32). 

Получим формулу для вычисления [у21 в рассматриваемом слу-
чае. Так как сумма IV2] равна 1/Л + сумма произведений свободных 
членов нормальных уравнений на неизвестные, то можем написать 

[1'8] = М — *О М — . ^ [ У - З Т Х ] —. . /1Т[У-31ПТДГ] — ̂  [у • созт]—. . .— 

Введем обозначение 
Ы У{ — — = 4 / . Тогда 

32'. 



„ окончательно получим 

1«Ч М - 4 ( ,21 • Ч.) (IX М) 

Но формулам (IX.32) и (IX.33) весьма нропо решить задачу 
интерполирования периодической функции при равноточных измере-
ниях и равиопромежугочных лпачепиях аргумента. Эти формулы 
применяют, например, при исследованиях ошибок диаметров лимба. 

Г л а в а X 

УРАВНИТЕЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
ПРИ Б О Л Ь Ш О М ЧИСЛЕ НЕИЗВЕСТНЫХ 

§ 74. СОСТАВЛЕНИЕ И РЕШЕНИЕ БОЛЬШИХ СИСТЕМ 
НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Общие замечания 

Параметрический и коррелят ими способы, будучи лишь различ-
ными математическими приемами решения задачи уравнивания, 
дают идентичные значении уравниваемых величии. Но в разных 
случаях геодезических вычислений они неодинаковы по сложности 
н объему вычислительных работ. Рассмотрим сравнительные до-
стоинства этих способов. 

При значительном числе необходимых и избыточных измеренных 
величин большую часть объема уравнительных вычислений соста-
вляет решение нормальных уравнений. При этом нужно иметь в виду, 
что количество труда, затрачиваемого на решение нормальиых урав-
нений, увеличивается не пропорционально числу урависиий, а в зна-
чительно большей степени. Как известно, число нормальных урав-
нении в параметрическом способе уравнивания равно числу необ-
ходимых величин к; в коррелатиом способе число нормальных урав-
нении равно числу избыточных величии г = п — к. 

Таким образом, при большом числе измеренных величии выбор 
способа уравнивания, при прочих равных условиях, зависит в пер-
вую очередь от значении к и /•; если к < г, то выгоднее параметри-
ческий снособ; при г < к следует предпочесть корролатныи способ. 
Однако нрн выборе способа уравнивания необходимо принимать 
но внимание еще и вид параметрических п условных уравнений по-
правок. Эффективность решения больших систем иормалышх урав-
нений зависит еще и от характера связей между неизвестными в этх 
уравнениях. Если одни н те же неизвестные входят лишь в некоторые 
уравнения, а не во все, то решение можно значительно упростить. 

Ниже рассмотрены наиболее эффективные методы уравнитель-
ных вычислений, применяющиеся в настоящее время на производстве 
при большом числе необходимых и избыточных измеренных величии. 



2. Решение нормальных уравнений, 
распадающихся на частично независимые системы 

До сих пор мы рассматривали решение нормальных уравнений 
в общем их виде, предполагая, что все неизвестные входят в к а ж д о е 
уравнение. Однако в геодезической практике прп большом числе 
уравнений так не бывает. Обычно неизвестные входят лишь в некото-
рые уравпенпя, вследствие чего нормальные уравнения можно раз-
бить на частично независимые системы, что значительно облегчает 
их решение. 

Прежде всего покажем, что в посдсдпем случае эффективность 
решения иормальных уравнений зависит от порядка расположения 
неизвестных в параметрических или в коррелатных уравнениях по-
правок. На последних местах в этих уравнениях выгодно размещать 
тс неизвестные, которые встречаются в уравнениях чаще, и, наобо-
рот, па первых местах следует помещать редко встречающиеся неиз-
вестные. 

Допустим, чго система параметрических уравнений поправок 
с тремя пеизвестпымн распадается на следующие две частично неза-
висимые системы: 

1) с ^ + с - т з - Н * ^ / 
(1 — 1 «х): 

2) Ь1х2-\-е1^-\-1( = и{ 

(» = «! + ! п). 

Составим систему нормальных уравнений и сделаем последова-
тельные ее преобразования. Для простоты донустпм, что измерения 
равноточны, 

[се] т, [ос] Т 3 [я/] = 0 | 
(йЬ]тя + [6е]т8-?-[Ы]=0 (Х.1) 

М + [Лс] т 2 + [сс] т3 + [с/] = 0 ) 
Получим систему Лг<4> 

[ЬЬ]г9 + [Ьс]т9 + [Ы]=0 

[ И т а + [ с с - 1 ) т 3 + [ с М ] = 0 ( ' 

Нетрудпо убедиться в том, что [66-1) = [66), так как [аЬ] = 0. 
По той же причипе (Ьс• 11 -= [6с] и [ 6 М | = [6/ | . Далее получим 
последнее уравнение эквивалентной системы 

[сс • 2] тз -(- [с1 • 2] = 0. (Х.З) 

Напишем эквивалентную систему уравнений, коэффициенты кото-
рой вычисляют при решении нормальных уравнений, 

[ЬЬ]т ,+ [ М т 8 ' [ И ] = 0 1. (Х.4) 
[сс - 2] т 3 -}- [с? • 2] = 0 ) 

Теперь видно, что практически придется вычислять только два 
коэффициента эквивалентной спстемы — [со 21 и \с1- 21. 
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Раскроем и х п о л н о с т ь ю д л я нашего случая: 

[яс][яс] 
М [ЬЫ 

[сс • 21 = [сс] 

(Х.5) 
[««) I ьь) 

Равенства (Х.5) характеризуют объем работы но исключению не-
известных в даппой задаче. 

Расположим третье неизвестное на первых местах в"уравнениях-
1) с/Т3 Ч в/т1+1/=1г/ 

(' — 1 п,); 
2) с1ХЪ-]ГЪ1Хг,-!г11 = Ь1 

= 

Составим нормальные уравнения 
[сс] т 3 + [ Ь с ] т а + [ас] Т 1 + ( С ! ] = 0 

[ И тз+[ЪЬ)та + 1 « 1 = 0 

[дс]т3 +1оа1т1 + 1аг] = 0 
Система (Лг( , )) будет иметь вид 

[ЬЬ - \ \ т , + и • 11Т1+ [Ы • 1] = 0 
[аЬ • Я т г + [аа • 1] х^Щ • Ц = 0 

Последнее уразиение эквивалентной системы примет вид 
[аа- 2] ̂ + [^ .21=0 . (Х.8) 

Напишем эквивалентную систему 
[«1 т 3 + [ И т 2 +[ос] т , + | с * 1 = 0 

[ЬЬ • 1] т2 + [дЬ • Ц т 1 + ( Ь М ] = 0 
[аа • 2] Т1 + [о2-2]=0 

Объем работы по исключепию неизвестных в этом случае опреде-
лится равенствами 

[ЬЬ .1] = [ЬЬ] 

(Х.О) 

(Х.7) 

(Х.9) 

[ай-1] = 

[Ьс] [Ьс] 
[сс] 

[Ьс] [дс] 
[сс] 

[Ьс] Ш] 

[«с] (дс] 
[сс] 

[дс] [СЛ 
[сс] 

[аа • 2] = [ад] -

[а1-2]=[а1]-

[аЬ-1] [лЬ-1] 
[ЬЬ-,] 

[об • 1] [М • 1] 
[ЬЬ • 1] 

(Х.Ю) 

Сравнивая равенства (Х.5) и (Х.Ю), видим, что расположение 
общего для обеих частично независимых систем неизвестного иа по 
слодпем место уравнений (не считая свободных члеиов) 8аиетцо 



сокращает общий объем уравнительных вычислений по сравнению 
с тем. когда это неизвестное расположено ппачялс. 

Прп уравнивании коррелатным способом роль параметрпческьх 
уравнений поправок в таблице коэффициентов играют равенства 

«чЬа+Ь&ь Ь- • . + Г1к, — рц>1 = 0 (' -= 1 «). (X. 11) 

если условно полагать их веса равными 
1 

Поэтому при уравнивании коррелатным способом в таблице коэф-
фициентов правые графы следует отводить для условных уравнении 
с большим числом поправок 17. При соблюдении этого условии 
нужно еще иметь в виду, что для вычислений в таблице коэффициен-
тов выгодпо левее располагать уравнения с коэффициентамп -{-1 
и —1, а правее — остальные уравнения. 

Напомним, что прп большом числе исходных уравнений их сле-
дует приводит к равноточному виду. 

3. Многогрупповой способ Пранис-Праневича 
Соблюдение указанного выше порядка вычислений не только со-

кращает и \ объем, по и создает возможности привлечения к уравни-
ванию одновременно нескольких вычислителей. Известный советский 
геодезпет И. 10. Пранис-Ираневпч предложил следующий порядок 
решения исходпых уравнений, распадающихся на частично незлвн 
симые спстемы: 

1. Параметрические пли коррелатные уравнения поправок раз-
бивают на частично независимые системы, на каждую пз которых 
выделяют одного вычислителя. 

2. Каждый вычислитель составляет свою систему исходных урав-
нений (т. е. вычисляет соответствующие коэффициенты и свободпыс 
члены) и пз нее получает соответствующую частично независимую 
систему нормальных уравнений. 

3. В каждой системе иормальных уравнений исключаются все не-
известные, не входящие в другие системы, в результате чего каж-
дый вычислитель получает ч а с т н у ю с в я з у ю щ у ю с и -
с т е м у нормальных уравнений, в которую входят только с в я -
з у ю щ и е , т. с. общие для нескольких систем, иеизвестные (по-
правки необходимых пеизвестиых т или коррелаты к). 

Заметим, что в отличие от обычного порядка решения нормаль-
ных уравнений в частных связующих системах вычисляют коэффи-
циенты всех уравпеппй соответствующей преобразованной системы, 
а не только первого уравнения, т. е. не только уравнения эквива-
лентной системы. 

При решении краковяиамп коэффициенты частных связующих 
систем пе делят на корни нз квадратичных коэффициентов. 

Суммируя соответствующие коэффициенты частных связующих 
систем, расположенные одинаково относительно квадратичной диего-
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ляли, п о л у ч а ю т о б щ у ю с и я з у ю щ у ю систему. из решении которой 
иах«;»>!Т с в я з у ю щ и е н е и з в е с т н ы е . 

5. При помощи адимииаиионпм* (пли крлкошнювых) арок слоях 
схся решения вычислители получают остальные ш-извесгиие 

Недостаток способа Праиис-Иращ.шгча в организационном отно-
шении заключается и том, что при решении сииаующей системы мо-
жет быть замята лишь часть вычислигелей. 

Покажем на простом примере полную строгость способа Прапис-Ноаие-
мдо. для чего павторлм д ванцш рейки но оощсц системы: одни поз обычный 
порядком и другой раз — по способу Прапяс-Прмганга. Для этого возьмем 
следующие параметрические ураилсиия поправок, распадающихся иа два ча-
стично независимые системы: 

О в,-т, . ^ г , - . *,тй • 

<' = 1 и,); 
2) Ь - ) • с,т3 + а{Г1 | . « » . х . = 

ОГядая система нормальных уряпгочшй в сокращенной записи будет 
пчеть вид 

[««Ь А - |яг/1,т4 + (И1Т5-| (аГ1, 
{ & Н . Т 1 (БС1А Т, ( 1 И 9 Т » - Ч Ы 1 2 

{ г с ) 2 т , ( с 4 г т , + {<гг-15т5 М г 

[»/<*! т|+1<*«1ть-ИЛ1 
Н Т;,4-'/П 

(Х.12) 

Индексы нри гауссовых су.чмах означают, что эгп суммы произведении 
получены нз соответствующих частных систем. Так как пепзвестпые т4 и т$ 
входят в обе системы, ю очеиидио, что 

1А*| = (ЖГЬ-Н«МЬ 
[*с\ - [ И ! I {^Ъ 

= [ЛЬ (Х.13) 

Напишем п е п о л и у ю аквниалептную спетому, которая будет получена после 
исключения трех неизвестных, 

И Ь Т1 Ь М , Т| + |Д«-], т5Х[я/|,=0 
[Ы]., т 2 - г [Ьс\г Та 4- [МЬ Т4 + (6еЬ *[ЫЬ =0 

[ « • 2[ тз + М • 2] т4Н- [се . 2 | ['/ • 21-0 
[<Ы • 3] т г № • 3 1 « » + [ Л 3} —0 
[</е-3] Т1-Ь[«.3)тй--1е1.3|=0 

(Х.Й) 

Эта система отличается от полиой зкаивалептяои системы лить последе** 
уравнением. 



Раскроем преобразонагшыо коэффициенты паписанной эквивалентной ев-стемы 

[ с г - 2 1 - И . — 1 ^ ^ 

[Ы-2 ]-№„-

[ М ] г 

(НИМ, 

[Из М2 

[ее • 3] = [сс] 

1з 1ЛАЬ 
,, [««1, К 1 , [М12 [ м ъ (с<1 • 2] [Ы' 2] 
] [«0,1 [П|а [сс-2] 
. (««/I» М » (сеГ • 21 [се • 21 
1 [ы>и [сс • 2] 

, М . К 1 . [М], \са • 2 ] [С1.2] 

[«"к [ЬЬ]., [сс-2] 
[ас|, (<ге]1 Мг М* [се . 2] [се . 2] 

[оп]1 [сс • 2] 

М» И1| [Мг [ЬЛг 
[с/г - 2] [с/ • 21 

№ 1 [ььи [сс-2] 

(Х.15) 

Получим теперь коэффициенты п свободпые члены связующей системы, т. е. 
[Ж7-3], [Ж?-3], ЫГЗ), [ее -3], [е1Ъ\ по способу Иранпс-Нрппевича. 

Напитом коэффициенты 1-й частично независимой системы нормальных 
уравнений, получеипые из соответствующей системы уравнений поправок, 

[ас йй]1т4-Ь[ае|1Тб + [аЛ1 
(X. 1Г.) 

Исключив ПЗ системы (Х.16) иеизвостиоо т,. получим частную связующую 
систему 

[<М • I[1 Т| [Зе - 1 | , т.-, + [<//• 1К 
(Х.17) 

где коэффициенты имеют структуру 

(«М •Н1 М 1 . М . 
[да], 

[ёе. Н1 
[д<7], [дс]! 

[дя], 

• < * / • И» М . И 1 . 
[Да], 

[се • н. = ["1, - [И , [ое]| 
[да], 

[е/ П, -- И),— И . 
М , ' 

{X. 18) 
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Пашнпем коэффициенты 2-й частично независимой спстемм нормальных 
урависний 
' Ц М т г + | И 2 т г ; ( М ] а т 4 - . [Ь«1.т3 ; 1бПг 

Нгт3-;-1с(Ц2т, ; И2тГ^, [с1\. 

ИСКЛЮЧИВ ИЗ системы (X .19) неизвестные т2 и тэ, получим 2-ю часто ую свя-
зующую сисгему нормальных ураппсиий 

где коэффициенты имеют структуру 

[Де. 2]2 = [йе)2 

[<Н • 2]2 = [с//]2 

[М121Ь</]2 и-11, [ЕЙ. 11, 
\ ь ь и [«•и. 

[ЬЬ\„ ( « Ч г 
( М 2 [ Ы ] » и 1ЦИ - Ц2 

[ Ы ) ] п [«•11. 
[И 2 (И2 [се- ! ] „ ( « • Ц, 

1СС-1]2 

\ Ь Ь ] . |« • Иг 

(Х.21) 

И-2] г =[гЛ а 

Складывая соответствующие коэффициенты частных связующих систем, 
получаем коэффициенты общей связующей системы. 

Учитывая выражения (Х.18) п (Х.21), можно паппсать, например: 

.1 «1 • М. 91 М » М , №и\Ъе], [С&• 1|а [и • 1). 
I*- 1], Г [Л ' 2Ь = \ае]я ^ щ • 

Учитывая, кроме равепств (Х.18) и (Х.21), еще равенства 

[ей • 11;=|«7 -2], 

[сс- 1]5=[гс-2) 

(первое пепзвестное 2-11 системы является вторым в общей системе), получаем 

И - 2 ] 
рГЩ — 

т. е. убеждаемся в справедливости равенства 

[Ле- 1}1-1-[^<'.2]2=[^-3]. 
что п требовалось д о к а з а т ь . 



Предоставляем читателю возможность самостоятельно убедиться в справед-
ливости остальных ранснстп 

[АМК+ма-гь - гж^з ! ; 
[ с / / • Я 1 + [<Н • 2 ] а = = [ < * ' • 3 1 ; 

[о; - Па Н - - 2Ь«= - 31; 
И - Л5Н-(^-21.= И-31. 

П р и м е р р с И1 е а и я п о р м а ль п ы х у р а п н е п и й м н о г о 
г р у п п о в ы м с п о с о б о м П р а п п с - П р а п с в и п а . 

Требуется решить две частично независимые системы нормальиых уравнений: 
О 4т, : -т 4 -2т- ,+2 

т, + 3х4 + —1 
-2 Т 1 + тН-5тб-2 

2, = 3^ + 5x4 + 4x5—1 
2) /1Та—тз—Т4 + Т5 + З 

—т2+Зтз — т4 — 2тз+2 
-т8—т3 + Зт4 + 2х5—3 
т а -2т 3 +2т4 + 5хБ + 4 

V, = Зт2 _ тэ + зХ4 + 0т5+б. 
Связующими пеизвестпымп являются тл и т5. Остальные неизвестные в каж-

дой системе исключаются. 
Решение первой системы приведено и табл. 62, второй — в табл. 63. Для 

решения применялась сокращенная схема алгоритма Гаусса. 
Копффнциспт [ее • 1]1 =4.00 = 5.00—0,50 • 2,00; 

» [«/• 11! = -1.00 = - 2 . 0 0 + 0.50-2.00; 
> [е.9 • Ц , = '-4.50-= +2.00 + 0.50-5,00. 

Т а б л и ц а 62 

Строка Т| т. т» / Контроль 

Л , 
Ех 
Х< 
'V. 

4,00 + 1 , 0 0 
—0,25 

3,00 

- 2 , 0 0 
+ 0 , 5 0 
+ 1 , 0 0 

5,00 

+ 2 , 0 0 
- 0 , 5 0 
—1,00 
- 2 , 0 0 

+ 5 , 0 0 
- 1 , 2 5 
+ 4 , 0 0 
+ 2 , 0 0 

- 1 , 2 5 

Л'13) 

Л'<3> 

2.75* + 1.50 

4.00 

- 1 . 5 0 

- 1 . 0 0 

+ 2 . 7 5 

+ 4 . 5 0 

+2.75 

+4 .50 

Неизвестные —1,24 + 1 , 0 7 | - 0 , 9 4 

• Коэффициенты строки ,\<3> получены Обычным путем, после исключения т,. 



Т а б л и ц а бЗ 

Отрока т* Тя т« т. 1 5 Контроль 

К2 
Е* 
Л', 

4,00 —1,00 
+ 0 , 2 5 

3,00 

—1,00 
+ 0 , 2 5 
—1,00 

+ 1 , 0 0 
- 0 , 2 5 
- 2 , 0 0 

+3 ,00 
- 0 , 7 5 
+ 2 , 0 0 

+6 ,00 
- 1 , 5 0 
+1 ,00 

- 1 , 5 0 

Е, 
А. 
ЛЬ 

2,75 —1,25 
+ 0 , 4 5 

3,00 

—1,75 
+0 ,64 
+ 2 , 0 0 

5,00 

+2 ,75 
- 1 , 0 0 
- 3 , 0 0 
+ 4 , 0 0 

+2,50 
—0,91 

0 
+10,00 

+2,50 
- 0 . 9 1 

Л'(63) 

2,19 +1,46 

3,63 

- 1 , 0 1 

+5,01 

+2,64 

+10,10 

+2,63 

+10,10 

Неиз-
вестные 

—0,53 —1,12 + 1 , 0 7 —0,94 

Строка иолучеаа обычным способом. Коэффициенты строки 
пол учет,г следующим образом: 

[ее • 2]2 = 5.00 — 0.25 • 1.00—0.64 -1.75 = 3,63; 

[сI • 2]2 = +4.00—0,25 • 3.00 + 0.64 • 2,75=5.01; 

[еб* • 2 ] а = +10,00— 0.25 • 6,00+0.64 - 2,50=+10.10. 

Теперь получим коэффициенты соязукяцой системы, суммируя соответ-
ствующие коэффициенты частных связующпх'спстем, т. е. строк А^3) и 
табл. 62 и 63. 

4/Нт. ,+2 .96Т 5 —2,51=0; «= +5.39; 

+2.96Т4+7.63тг+4.01 - 0; =+14,60. 
Решепие связующей спстемы выполпено в табл. 64. 

Т а б л и ц а 64 

Строки т. т. < в Контроль 

Л'<3> 
Я. 

Л'<*> 

4,94 +2,96 
- 0 , 6 0 

7,63 

-2,51 
+0.51 
+4,01 

+5,39 
-1 ,09 

+14,60 
-1 ,09 

П4> 5,85 +5,52 +11,37 +11,37. 

Неизвестные +1,07 -0 ,94 
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Поастаплял полученные пеизвестпы© т4 = +1,07 и ть = —0,94 п злнмава-
цпогпшс строки табл. 62 и 63, находим остальиые неизвестные т, = 1,24, т» = 
-= -0 .53 и т3 = -1.12. 

Дли контроля правильности решения иодстапим иайдениые пепзвестнио 
к сумму всех нормальных уравпеиий, которую, в свою очередь, получим как 
сумму уравнении и (т. е. сумм 1-й и 2-й систем) 

Зт, + Зт2—тз + 8т4 + 10т5 + 5 = 
— —3 - 1,24-3-0,53+1.12+8- 1.07-Ю-0.04 + 5.00 = - 0 . 0 3 . 

Остаточная погреигаость преиобрегасма. 
Таким обравом, практически убедились в полной строгости способа Пра-

иис-Прапевича. 
Если связующие нормальные уравнения, в свою очередь, распа-

даются на частично независимые системы, то н для пх решеипя можио 
применить способ Нранис-Праиевича. 

Многогруниовой сносоо Пранпс-Праневича чаще всего применяют 
и сочотппшг с коррелатпым способом с дополнительными неизвест-
ными (см §71, н. 3). 

4. Вычислительная схема для решения 
больших систем нормальных уравнений. 

Дополнительный контроль решений 
Для решения больших систем нормальных уравнений (больше 

10—20 уравнений) обычная сокращенная вычислительная схема 
становится неудобной, так как множители, сумму произведений кото-
рых вычисляют при получении преобразованных коэффициентов, 
могут оказаться удаленными одни от других на большое число граф. 
Ото обстоятельство усложняет вычисления и сопряжено с возмож-
ными промахами в них. 

Укавапиын недостаток устраняется применением двух вычисли-
тельных схем. На схеме 1 выписывают коэффициенты уравнений пер-
воначальной системы N и уравнений эквивалентной системы Д'3. 
На схеме 2 выписывают коэффициенты олиминациониых уравнений А'. 

Загибая лист бумаги по левому краю очередной графы схемы 2, 
прикладывают ее к правому краю соответствующей графы схемы, 1, 
в результате чего все пары множителей, которые должны перемно-
жаться, оказываются расположенными рядом. 

Вид схемы 1 и схемы 2 показан в табл. 65. 
Верхние края схем должны быть обозначены жирной чертой, 

чтобы не ошибиться, прикладывая схему 2 к схеме 1. 
Коэффициенты уравнений первоначальной системы (на схеме 1 

выделены полужирным прямым) следует выписывать чернилами дру-
гого цвета по сравнению с коэффициентами эквивалентных и эли-
миианпонных уравнений. Последние коэффициенты должны быть 
вьугасаны одним цветом. 

13 схеме 1 заполпяют все строки; в схеме 2 — через строку. 
Производственным опытом математической обработки большого 

числа геодезических измерений установлено, что в значениях коаф-
фнцпентов первоначальной системы пормальных уравнений и в коэф-
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фициентах уравнении эквивалентной системы достаточно сохранять 
три значащие цифры (как правило, два десятичных знака); в коэф-
фициентах элимипацпошшА- уравнений необходимо сохранять на 
два-три десятичных зпака больше. Напомним еще, что при вычисле-
нии нензвестпых пх иадо подставлять но мерс получения в каждое 
очередное эквивалентное уравнение. 

Хорошим контролем правильности вычисления «горки» может 
служить также вычисление неизвестных и = г — I, для чего ис-
пользуется графа 8/ — А',/ -{- . . . - { - Лг// Аг/А -Ь 

При уравнивании параметрическим способом обязательно прове-
ряют равенства 

[рар] = = |/;а3<;] = . . . = [рвЛ1>]=0. 

В коррелотном способе должны быть выполнены подстановки 
уравненных значений измеренных величин во все условные урав-
нения. 

Если для решения уравнений применяется снособ краковяиов, 
то на месте строк Лг{°\ Л'*1', . . ЛгпТ~1)в схеме 1 и строк Е в схеме 2 
разместятся краковяновып строки, которые придется таким обра-
зом выписывать но два раза. Вследствие этого применение способа 
краковяиов для решения больших систем уравнений на настольных 
механических машинах нерентабельно. Иа ЭВМ этот способ, несом-
ненно. эффективнее алгоритма Гаусса. 

§ 75. МЕТОД ПРИБЛИЖЕНИЙ 

Если при уравнивании число как необходимых, так и избыточ-
ных величин большое (больше 50—100), то наиболее эффективен 
метод приближений Этот метод удобен для вычислений как на на-
стольных механических машинах, так и на электронно-вычислитель-
ных. Сущность метода заключается в следующем. 

Задача уравнивания любым из двух основных «ноеобов в чисто 
математическом смысле есть задача на нахождение а б с о л ю т -
н о г о минимума функции многих переменных. 

При уравнивании параметрическим способом эта функция имеет 
вид 

п 
2 Л ( А Д + « / Л - Ь . . . ТА). (Х.22) 
1-1 

При уравнивании коррелатным способом функция ирнобретпег 
внд 

п 
2 41 Ы у - Н / л * 8 - ь • . . + <ЧГЪГ-Р1Ъ'№ = Ф <*, кг). (X.23) 
/-1 

Поправки VI в выражении (Х.23) должны рассматриваться кок 
величины, не зависящие от коррелат *. 

* Если в таблице коэффициентов на месте I, будут стоять величины — р,1/<, 
то вместо \ра{1] получим —[дра/ы] = — (я/ь]= И7;. 
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Система р а в е н с т в 
дУ 

" ^ 7 = ° А) (Х.21) 

даст систему нормальных уравпешш с неизвестными т/ (/ = 

Снстема р а в е н с т в 
«ф 

(/=-1 о <*25> 
даст систему нормальных уравнен пи коррелат, еслп учесть, что 

(; —1 г). 
Итак, установлено, что задача уравнивания любым основным 

способом есть задача на нахождение абсолютного минимума княдра-
тпческой функции многих переменных. Обозначим эту фупкцию через 
/ (2, , . . 2т). 

Система уравнении 
( / = 1 т ) (Х.26) 

решает задачу. 
Рассмотрим следующий способ решения задачи на отыскание аб-

солютного минимума функции / (г,, . . ., гт). При этом известно, 
что функция (квадратическая) имеет единственную точку экстре-
мума — минимум. 

Для нахождения точки минимума разобьем неизвестные па 
группы, например, следующим образом: I группа—гл. II группа— 

г4, 26; Ш группа — гв, г7. 
Далее будем последовательно в каждом 1-й приближении нахо-

дить минимумы функции 
4(х - Л') АП АО АП - < 0 ) _ * < 0 / - 2Л> —т»п * 

1 МО -<•") - - - -(О -1П\ = ,.Г1) -
г (АП АП АП А() ,0) . -., „.:„ 

III111 IX.27) 

где — последние значения неизвестных, полученные в процессе 
приближении. 

Функции рМ будут изменяться с изменением значении г^ . Для 
решения указанных экстремальных задач необходимо решать системы 
линейных уравнений 

I. - ^ - = 0 (/ = 1,2) 

П. - ^ - 0 (/==3. 4. 5) • (Х.28) 

°< ПГ III. -ЭТТ- =0 (/ = 0. 7) 

Процесс приближений продолжается до тех нор, пока очередные 
зпичепия неизвестных начнут повторяться. 
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Сходимость приближении для квадратичной функции теоретически 
никаких сомнении не вызывает н полностью подтверждена опытом. 

Прп уравнивании основными способами приходится иметь дело 
с квадратичными функциями (Х.22) и (Х.23). Системы равсиств (Х.24) 
п (Х.25) приобретают общпй вид 

Л\т-1 + • • • I-= 0 ) 
(Х.29) 

Например, при т -•= 7 общая система нормальных уравнений 
имеет вид 

.Уи=, + . . .+Л'1 7=7+^ = О ] 
(х.ао) 

У 17=1 . . . + Лг
77г7 -Г Л7 = 0 1 

Системы уравнении (X .28) будут такими: 
I г р у п п а 

где 
Л7

12=, + Л + 7*21 «О ] 

где 
I = ь3 + + Л ' 2 < 4 ' > + + 

1>Ы = Ц+ Угь^ + Л'ввг») + Л-Ь71(/> 

/Л г р у л п а 
^6=64-^07=7 4 - = 0 

где 

0?=7+ =0 | 
7 7 = 7 4 - Г 

(Х.31) 

(Х.32) 

а г,- (/ = 3, 4, 5. С, 7) суть последние значения неизвестных, полу-
ченные в процессе приближении. 

II г р у п п а 
У33-3 + Лт31=4 4- У$ьЧ 4" ̂ 31 — 0 ] 
Л'м*з + Лг««4 + ^4Бг6 + ^ = 0 ! , (X.33) 
-̂ 3523+ЛГ45«4+ЫььН 4~ — 0 ' 

(X .34) 

(Х-35) 

(Х.36) 
= + . . . 4 - ) 

Л7/ = /.7+Л\74') + . . . 4-Лг572Ь/} Г 

4 ° 0 = 1 . 2, 3. 4, 5). 

Таким образом, при решении частных систем уравнении (Х.31), 
(Х.ЗЗ) и (Х.35) в процессе приближений изменяться будут только 
их свободные члены. Поэтому преобразование коэффициентов повто 
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рять не придется. В каждом приближении будут вынолпяться только 
преобразования свободных членов. 

Рассматривая равенства (Х.3'2), (Х.34) и (Х.36), нетрудно видеть, 
что нвмененне свободного члена в очередном приближении равно 
сумме произведений соответствующих коэффициентов полной си-
стемы нормальных уравнений (т. е. системы (X.30) на последние зна-
чения неизвестных других групп. Однако можно избавиться н от пре-
образования свободных членов в каждом приближении, если вклю-
чить в преобразования не только коэффициенты данной группы, но 
и остальные коэффициенты тех же уравнений. Тогда в процессе 
приближений можно пользоваться коэффициентами «полных элими-
национных уравнений» частпых систем и сразу но элимшнщшшным 
строкам получать очередные значения неизвестных. 1$ справедли-
вости сказанного нетрудно убедиться, рассмотрев подробно процесс 
преобразования свободных членов, получаемых по формулам (Х.32). 
(Х.34) и (Х.36) *. 

Итак, при уравнивании методом приближений рекомендуется сле-
д у ю щ и й порядок действий. 

1. Составляют п о л н ы е у р а в н е и и я для каждой группы 
неизвестных и исключают из них неизвестные данной группы, в ре-
зультате чего получают п о л н ы е э л и м и н а ц и о н н ы е у р а в -
н е н и я данной группы. Так, например, полные уравнении 
1 группы 

Л-.Л-ЬА'.Л + А - . ^ + А ' .^ /Ч 1 
+ > ч- лг,сгу> Л'|7=<'> + /,,=0 
АГ|2=1 ; Т А А'о̂ д 

-Ь Лг • V ,2^') / —О | 2П"5 Т*' 2вгб I •'г.г7 ~ — > 

Исключая неизвестные г, н г2 нз системы (X .37). получаем •»лн-
мииацнонпые уравнения 
.('+!)_/? .С+1) I р „„(О .-(О 1 /Г ,-(')_1. /.• „-<')_!_ .-(О..,, . 1 

> . (А..18) 
-(Пл. Р -(« • /•' .-(О I. Г .(Охр.-Ох р 

2. В процессе приближений используют уравнения типа (Х.38). 
которые должны быть составлены для всех групп (конечно, в обрат-
ном норядке). При этом в уравнениях любой группы члены, содер-
жащие неизвестные этой группы, располагают слева, члены с неиз-
вестными других групп — справа. 

При разделении неизвестных на группы общих неизвестных 
должио быть как можно меньше. Заметим, чго в группы уравнений 
включают те уравнения, в которых неизвестные той же группы вхо-
дят с квадратичными коэффициентами. Разумеется, в группах урав-
нений должна быть соблюдена симметричность коэффициентов отно-
сительно квадратичной диагонали. 

(Х.Х7) 

* Вычислительный прием использования элиминацпонных уравнений для 
прнбапжслий предложен Л. Д. Юдиным. 
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В приближениях вычисляют только те неизвестные п группа*, 
которые требуются для других групп. Те же неизвестные, которые 
входят только в одну группу, получают после окончания приближе-
ний по соответствующим элимииациоипьш строкам. 

Описи и вый групповой метод приближений можно рассматривать 
как некоторое обобщение методов исключения и птерацдл. Еслп все 
неизвестные отнести в одну группу, то получим классический алго-
ритм Гаусса (или способ краковяиов): если же в группах оставить 
по одному неизвестному, то групповой метод приближений преври-
тится в способ простой итерации'. 

Проиллюстрируем метод приближений примером, решенным спо-
собом Праннс-Прапсвнч;! в § 74. 

Разобьем неизвестные на группы следующим образом: I группа — т,, т, 
Л группа — т3. т3. 
Соолютстиумщт1 но.шые уравнения 

Плнмииацтяшыс уравнения получены в табл. 0<> н С>7. 
Прп большом числе уравпений в группах следует применять вычислитель-

ные схемы (см. табл. 65) п делать еще одну схему «Приближения». Таким образом, 
для каждой группы придотся составлять три схемы. В пашем примере эти три 
схемы заменены одной, так как число уравнении в группах незначительно. 

С точностью до 0,01 значения неизвестных совпали с результатами реше-
ния тех же уравпеппй способом Пранис-Прапевича. 

Если для окончательных значений неизвестных практически достаточно 
сохранять один десятичный знак, то приближения можно заканчивать, когда 
очередные изменения неизвестных станут меньше 0,05. В нашем примере в этом 
случае можпо было бы накончить вычисления иа третьем приближенна. 

Покажем теперь, что, нримепяя метод приближений прп коррелатном спо-
собе, можно разбивать на группы условные уравпеиия, т. е. применять способ 
приближений Гаусса. При этом сходимость приближении будет обеспечена. 

. Известно, что в способе приближений Гаусса после каждого решения очеред-
ной группы условных уравпеппй шчисляют свободные члены следующей группы 
условных ураниешш по исправленным результатам измерепнй и приближения 
заканчивают после исчезновения невязок. 

Пример. 
О б щ а я с и с т е м а и о р м а л ь н ы х у р а в н е н и й 

4т, •! т , - 2т, 2 0, ?! = —5.00, 

: т 2 - т 3 - т 4 + та-г3=0, -С2=-Н'.00. 

~ г в Г З г з - ц — 2 т ; + 2 = 0 , 53 = 4-1.00, 
т 1 - т . - т л :-(;т,4-Зг-, — 4 = 0 , у, = 4-4.00. 

2т, т2—2г3 Зт ,+ Ют:, 2 = 0. 5., = 4-12.00. 
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Т а б л и ц а № 
УрЯПИГ-

11 Г. Ч 

Л, 

Л, 
У . " 

Л - < Г > 

Е* 

4,00 

I 

+1,00 
-0,280 

0,00 
5,75 

1 + 1 , 2 9 
2 + 1 . 1 2 
3 
4 - 1 , 2 4 

+ 1 , 0 8 3 
4 - 1 , 2 4 + 1 , 0 7 

- 2 . 0 0 

+3.00 
+3,50 
—0^)09 

10,00 
6,87 

Приближения 

Т, [ 
( 7 8 

0 0 ,2,00 г5,00 
0 0 -П.300 -1,250 

- 1 , 0 0 - 4 , 0 0 +4,00 
- 1 , 0 0 - 1 , 0 0 - 4 , 5 0 +2,75 
+0Л74 +0,174 -гО,783 —0,478 
+1.00 - 2 . 0 0 +2,00 + 12,00 
+1,61 - 1 , 3 9 +5,74 +12.83 
—0,234 +0,202 —0,836 —1,868 

- 0 , 8 4 
- 0 , 9 5 
—0,ОД 
—0,94 

- 0 . 4 5 
- 0 , 5 0 
- 0 , 5 2 

- 0 , 9 5 
- 1 , 0 9 
- 1 , 1 1 

Т а б л и ц а 67 

Уравне-
ния т, ! Т4 1. 

I 

I ' 

-V, 4,00 —1,00 — 1.0» - и ,ш> +3.00 •РС.Л> 
+0,250 —0,750 —1,500 

.V* 3,00 -1 ,00 —2,00 +2,00 + 1,00 
V»"!) 2,75 —1,25 —1,75 • п 7=» +2,50 
Е1 +0,455 +0,636 —.1,000 -0 ,909 

И риближения 

1 , - 0 , 4 5 - 0 , 0 5 +1,29 —0,Ь4 
2 - 0 , 5 0 — 1,09 +1,12 -0 ,95 
3 ! —0,52 -1 ,11 +1,08 -0,9'. 
4 ; - 0 , 5 2 -1 ,11 +1,07 -0 ,94 

1 1 

Пусть группа условных уравпешш и я сет впд 
Тз(з*1. . . . Ал) —О, 
<Гл ('., . . • Тп) О 

в всего имеется пять уравнений. Тогда, иапрпмор, во второй ссрпп прпб.тлжб 
пи» очередные изменения свободных членов нормальных уравнении, согласие 
формулам (Х.32), (Х.34) и (Х.36), будут равны 

АН'з— («вз («!*', + «а* > + «а^б)! < 

Д]Гл = |0<в, + т-во*-'ч)!. 
Но 
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где рг — суммарная поправка, полученная иосле всех предыдущих прибли-
жений. Поэтому 

ДИ'з=19взР1~1 = 1яз ,"1 

Те же пыражеиия (Х.39) для ДИ' получим, если значения ДИ' вычислим 
по исправлеппым результатам измерений г/ + V? ( 1 = 4, . • •» ")• Действи-
тельно, пусть Д = И'з — И'3, тдо И з — повое значение свободного члена, 
гычислонное по х,- -г Vг = 1 и). 

Разлагая в ряд 

И'з-Ч'э + • . • > -гп4-уп) = ФзК */»)-Ивз' ~1 = 

убеждаемся а снраведлниостп равенства 

ДИ з = И'з— И"з = 

Таким образом, способ Гаусса вытекает пз общей теории группового метода 
приближении. 

При разбивке неизвестных на группы следует учитывать, что 
с увеличением групп сходимость приближении будет ускоряться. Это 
показывают выражения (Х.27). Очевидно, что чем больше неизвест-
ных окажется в группах, тем больше будут «шаги приближений» 
к точке минимума. 

Вычисления на ЭВМ 

Для вычислений на ЭВМ с ограниченной оперативной памятью 
(2048 ячеек) в группы надо включать такое число неизвестных, чтобы 
составление и преобразования нолпых уравнений одной группы 
можпо было бы выполнить, не обращаясь к впешпей памяти. Приме-
нение способа краковянов позволит существенно увеличить число 
неизвестных (и уравпений) в группах. После завершения преобразо-
вании краковяновые коэффициенты отправляются на внешнюю на-
мять, а вся внутренняя память освобождается для преобразовании 
следующей группы. 

Б процессе приближений необходимые краковяновые коэффициен-
ты и очередные значения неизвестных других групп вызываются из 
внешней памяти на внутреннюю. Возвращаются на внешнюю память 
те же коэффициенты и последние значения неизвестных данной 
группы. 

Таким образом, число обращений к внешней памяти будет при-
близительно равно произведению числа групп на число приближе-
ний. т. е., как показывает опыт уравнивания больших геодезических 
сетей, — не более 30—50. 

При соблюдении пашпх рекомендаций вероятность сбоя машины 
достаточно мала. Как показывает производственный опыт, эта вероят-
ность меньше 0,1. 

Применение ЭВМ позволяет значительно уменьшить требования 
к точности приближенных значений необходимых неизвестных нри 
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уравнивании параметрическим способом. Если эти значения грубы, 
после их уточнения в результате нескольких приближений линеа-

ризацию уравнений связи и все последующие вычисления можпо 
повторить, стерев перед этим всю промежуточную информацию. Ука-
занный вычислительный прием оказался весьма аффективным для 
уравнивания триангуляции способом последовательной вставки пунк-
тов. Ири этом после каждого приближения в оперативной намяти 
оставляют только координаты, все же остальное, кроме первичной 
информации, стирают*. 

§ 76. НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ 

1. Формула среднего отношения весов 
и ее применение 

Во многих случаях оценку точности измеренных величин и их 
функций можно значительно облегчить, применяя полученную в § 60 
формулу среднего отношения весов. Эта формула среднего значения 
отношений весов результатов измерений к весам уравненных зиачс-
пий измеренных величии обычно позволяет получить приближенную, 
по практически достаточно удовлетворительную оценку точности, 
не прибегая к строгим, но гораздо более сложным формулам. 

Проведем еще одни вывод формулы (У.67) 

где р — веса результатоа измерений; 
у — веса уравненных зпачешш измеренных величин; 
п — число" всех измереппых величин; 
к — число необходимых величин. 
Вспомпнм обозначения параметрического способа ур&ввпваипя: 

х' — уравненные зпачешш измереппых величии; 
I — необходимые неизвестные; 

Тогда для обратного веса значения х/, т. е. уравиешюго значения измерен-
ной величины, на осповашш формул (УП.ЗЗ) можно паппсать 

= / * ) ( « = » ! • • . • » " ) ; 

дх( 
-гг--ац (1 = 1 / 1 А). 

= ааа/1<?и + айаЧ<?12 • • + ада,*^,* 
+ а.'2й/1 (?21 -г а1га12Я«г + - - --гв*2в,-/:<>а* -

* Описанный вычислительный прием нредложен М. М. Машимооым. 



« («Д011 I- +•••-!- в/*<?1*) -Г 
+ ««Г ( « Л С П -I-<»12<?22-Г • • • -I"а1к(?ак) + 

IIЛ И 

Принимая во внимание выражение (VII. 17), находим 
I _ о цац | . • а'ка1к . . 

Т Г - - 7 Г + -7Г+----Г Р г <<~1 

"ТТ- = «1|«Л °12 + • • ( ' = 1 П) 

, я 1к̂ 1к 
-Г-7Г (<•=1 ") 

И 
(Х/,0) 

Принимая во внимание формулы (VI 1.22), имеем [аха, 1 = [«•>&« I = . . . 
. . . = = 1, поэтому, учитывая выражение (Х.40), паходим 

где и — число всех измерении, к — число необходимых величин. 
Формулы (Х.41) и (У.67) вдентичиы. 
Приведем несколько примеров применения формулы (Х.41). 
В главе VII приведен пример уравнивания спстемы нивелирных 

ходов, состоящей нз девяти ходов (вернее, звеньев ходов) п четырех 
определяемых точек, с оценкой точности всех определяемых высот 
и двух разностей высот (пример 1). 

Разность высот (14—1п) принята измеренной величиной, поэтому 
п 9 можно ожидать, что ее вес повысится после уравнивания в — 

о 
рази. Вес измерения этого звена ре — 1,1, сгало быть, Рп 1,1 — = 

= 2,Г>, откуда = 0,40. Пз уравнивания получено -^——0,38, т.е. 
"в * * 

практически то же число. 
В отношении определяемых высот будем рассуждать так. До урав-

нивания веей этих высот можно считать равными весам ходов от бли-
жайших исходных марок, т. е. вес 1Гез равен р 1 — 1,2; вес И'ц равеп 
Рз = 1,1; вес //о, равен р7 — 1,2 и вес П'8е равен р9 — 1,0. Веса 
этих же высот после уравнивания получены такими: Рт = 2,1; 

и 

т. е. 
(Х.41) 

"М- —1- = 9 1-



Среднее значение отношений весов равно 

2 . 1 + 2 . 4 + 2 . 1 -г 2,5 
/, = 2 - 3 . 

Но веса уравненных значений измеренных величин должны повтл-
9 

епть^я в среднем в — = 2,25 раза, а если определяемые высоты рас-
положены равпомерно в сети, то и пх веса по сравпеиию с непосред-
ственными передачами от блпжайшлх исходных марок должны 
повыситься приблизительно во столько же раз. 

Найдем теперь, пользуясь формулой (Х.41), вес разности высот 

( / / 9 3 - 7 / 8 , , ) = 

Указанная разность может быть получена до уравнивания наи-
более точно как сумма превышений х. + аг&. Обратный вес этой 

1 1 суммы равен — в е с равен 0,50. 
Можно ожидать, что после уравнивания вес будет 0,56 -2.25 

« 1 , 3 . На самом деле оп оказался равным 1,5. Такое расхождение 
вполне допустимо. 

Как видим, в рассмотренном примере вполне можно воспользо-
ваться формулой (Х.41), по прибегая к громоздким формулам стро-
гой оценки точностей. 

Рассмотрим другой пример. С 1955 по 1901 г. базисные стороны 
в сплошной триангуляции 2 класса располагали не более чем через 
14 треугольников. Найдем точность наиболее слабой стороны в сети, 
которая будет находиться в центре квадрата, образованного четырьмя 
выходными сторонами, полагая базисные стороны безошибочными, 
а треугольники равносторонними. 

Точность передачи от любой базисиой стороны к определяемой 
до уравнивания характеризуется формулой 

где т" — средняя квадратпческая ошибка измерения углов; 
10 — число треугольников передачи. 

В данном случае в качестве результатов измерений будем рас-
сматривать треугольники с предварительно уравпепными углами. 

В квадрате, образованном четырьмя выходными сторонами, 
имеется около 200 треугольников. Все эти треугольники исполь-
зуются для получения определяемой стороны. 

Следовательно, л* = 20, и поэтому после уравнивания 
получим 

т8 т" - | / Т ч / 1 0 т* ч / Т 
2 0 = - р - V ? • 

* От нершипы до центра квадрата расположено 10 треугольников. 



Если прямом т" = 0.9", получим 
*»5 0-9" 7 / Т 1 
5 ^ 20С 265"" Г 3 ** 400000 " 

Такой же результат получен п работе проф. К. Л . Проворова * 
после строгих, но длительных и громоздких выкладок. Такое же со-
гласие результатов получилось для точности дирекцпонпою углл 
слабой стороны сети. 

Следует, однако, иметь в виду, что формула (Х.41) будет давать 
достаточно точные результаты лишь при умелом ее применении, 
когда учитывают только те измерения, которые за лют по влияют на 
точность определяемой величины, п когда в качестве непосредственно 
измеренных величин принимают либо действительно измеренные 
величины, либо их функции, но мало связанные одна с другой. 

2. Учет систематических влияний 
при уравнивании 

Метод наименьших квадратов наиболее эффективен при соблюдении 
следующих условий: 

1) ошибки измерений носят в основном случайный характер и их 
систематические части пренебрегасмы; 

2) невязки условных уравнений являются результатом действия 
только ошибок измерений. 

На практике эти два условия соблюдаются далеко пе всегда. 
В действительности возникающие невязки отягощены очень часто не 
только случайными ошибками измерений, по и систематическими. 
Кроме того, певязкн содержат и ошибки исходных данпых, иногда 
довольно существенные. 

Под с и с т е м а т и ч е с к и м и в л и я п п я м и понимают 
влияния систематических ошибок измерений и ошибок исходных 
данных на невязки в условных уравнениях. 

Систематические влияния могут снижать эффективность приме-
нения метода наименьших квадратов. 

В некоторых случаях влияние систематических ошибок измере-
ний и ошибок исходных данных можно ослабить, учитывая его при 
обработке. В качестве простого примера можно привести вычисление 
превышений по сторонам геодезической сети из прямых и обратных 
наблюдений вертикальных углов. В среднем значении нз прямого 
и обратного нревышений в значительной степени будет ослаблено дей-
ствие вертикальной рсфракцип н систематической ошибки измере-
ния углов наклона. 

При уравнивании результатов измерений нескольких связанных 
условиями величин параметры систематических влияний можно 
учитывать в виде дополнительных неизвестных в параметрических 
пли в условных уравнениях поправок. Для этого, конечно, нужно 

* К. Л. П р о в о р о в. О точности сплошных сетей триангуляции. М., 
Геодезпздат, 1956. 163 с. 
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зиить л о возможности точнее закономерности систематических влия-
ний-

]3 некоторых случаях характер систематических влиянии можно 
установить методами интерполировании функций по измеренным 
значениям, ос л и известны аргументы, функциями которых могут 
рассматриваться систематические ошибки. Таким образом, напри-
,юр, решают задачи уравнивания высот в фотограмметрии пли про-
изводят исследования систематических ошибок диаметров горизон-
тальных кругов теодолитов. В нервом случае нримеияюг параболи-
ческое интерполирование, во втором — периодическое. 

Для иллюстрации используем пример уравнивания треугольника 
с исходной стороной и измеренными остальными пятью ого элемен-
тами. который решен в главе V § 57 (пример 4) и § 59 (пример 4). 

Пусть имеем основания считать, что измерения длин сторон тре-
угольника отягощены постоянной относительной ошибкой. Тогда 
дополнительным неизвестным, которое должно быть определено из 
уравнивания, будет некоторый малый коэффициент к = 1Ш, где О — 
знаменатель относительной ошибки. 

В параметрические уравнения поправок для сторон искомый ко-
эффициент нужно вводить следующим образом. 

Уравненное значение измеренной стороны представляется в виде 

где л — измеренное значение стороны. 
Отсюда 

и, наконец, 
V = 5А-+ 0Т| + 6т г 4- I, 

где а, Ь и I имеют прежние значения. 
Теперь имеем не два неизвестных, как раньше, а три — тх , хг 

и к. 
Конечно, для $ и к в первом члене уравнении поправок нужно 

выбрать соответствующие размерпостп. Так, в рассматриваемом 
примере расстояпия равны 79 600 и 101 900 см и еслп коэффициент 
к можпо предполагать равным около 1/100 000, то 5 выгодно выра-
зить в километрах, а к — в стотысячных долях. Тогда зпаченпя 5 
и к будут близки к единице. 

В условных уравнениях поправок коэффициент к должен учиты-
ваться как дополнительное (неизмеренное) неизвестное. Делается 
это следующим образом. 

Пишем условное уравнение 

51 п « ' 

где с — исходная сторона и ж' — 
величин. 

уравненные значения измеренных 



Далее можно написать 

с 81П + (Х.42) 

где х{ — измеренные значеппя величин. 
Полагая приближенное значение пеизвестного к равным нулю, 

т. е, к0 = 0. получаем для невязки обычную формулу 

Приводя равенство (Х.42) к линейному виду, получаем условное 
уравнение поправок с дополнительным неизвестным 

« Л - ^ з - ' Ч -Ь Ы к м • А - + I V = О , 

В условном уравнении для другой стороны будет фигурировать 
то же дополнительное неизвестное к. 

Копочно, нельзя дать рекомендаций для учета систематических 
влияний па все случаи. Для решения этой сложной задачп необхо-
димо глубокое знание как предмета исследования, так и метода наи-
меньших квадратов. 

Рассмотрим теперь, на к можно выявить наличие систематических 
влияний до уравнивания и установить, хотя бы примерно, их харак-
тер. Для этого необходимо подвергнуть анализу невязки, возника-
ющие в математических соотношениях между результатами измерений 
при наличии избыточно измеренных величин. Результаты анализа 
тем надежнее, чем большее число невязок использовано для иссле-
довании. 

Прежде всего необходимо получить по возможности точнее, сред-
нюю квадратическую ошибку измерений. Для этого можно вос-
пользоваться формулой 

в которой фигурирует п невязок, свободных от систематических 
влияний. Если систематические ошибки являются только ошибками 
неходпых данных, то в формуле (Х.43) следует использовать только 
невязки, на которые совершенно не влияют эти ошибки, например, 
невязки замкнутых полигонов нивелирных ходов или иевязкн сумм 
углов треугольников. 

Далее получают значение 

где фигурируют только те невязки, па которых отражаются ошибки 
исходных даипых, например, невязки ходов между исходными мар-
ками. 
Ш 

(Х.43) 

(Х.44) 



Если /н0 заметно больше т, то предполагаются существенные 
систематические влияния, характеристика которых на измеренные 
величины выражается величиной 

'"о = 1 Л " о - т 2 - (Х.45) 
Дальнейшее исследование вопроса зависит от конкретных усло-

вий задачи. 
§ 77. УРАВНИВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ » 

В геодезической практике часто встречаются случаи, когда вклю-
чение в уравнивание функций результатов измерений позволяет 
упростить уравнительные вычисления. 

Рассмотрим условия, соблюдение которых обеспечивает строгость 
уравнивания функций результатов измерений. 

Предположим, измерено п величин и получены результаты из-
мерений . . хп с весами соответственно^ рх, . . .. рп• Пусть 
далее вычислено I величин 

У1 - - /1 (*1 • • • Хп) | 
, (Х.46) 

уравненные значения которых должны удовлетворять условным урав-
нениям 

ф|(«г1 у,)=о 

. 0 . 

где т < С I < п. 
В равенстве (Х.47) 

(/==1, 2, . . 
но в то же время должно быть 

1 П 
нлн, имея в виду выражение (Х.46), 

Сравнивая формулы (Х.48) и (Х.49) и обозначая 

(Х.47)* 

(Х.48) 

Ок. 
дх( •а/ 

получаем 
б/=а/хг 1+о,у8 + . • --г«/п"п (/ = 1, 2, . . ., I). 

(Х.49) 

(Х.ЭД 

(Х.51) 

* § 77 наппсап докт. техн. наук, профессором Е. Г. Бойко. 
" Разумеется, условные уравнения (Х.47) должны быть эквивалентны 

основным уравнениям, возникающим между измеренными ве.тнчнннмк. 



Приводя условные уравнения (Х.47) к линейному виду, 11аш,Ше 

}' (Х.5>\ . - г'1тА Н'т - 0 ) 
где 

о® у 

= • • • ' и( )- (Х.53) 

13 матричной форме система равенств (Х.51) примет вид 

(Х.54) 

(Х.55) 

Строгое уравнивание должно выполняться под условном [риЦ = 
= вин. Поэтому в уравнении (Х.55) вектор О выразим через век-
тор V при помощи равенства (Х.54) 

ЛЙ + И' = Л а Г + И ' = 0 . (Х.5С) 
Введем обозначение 

Аа = С, (Х.57) 

тогда матричное равенство (Х.50) примет вид 
СУ+1У=О, (Х.5§) где 

Ап • • • Сщ \ /Аи . . . Аи \ /а1, . . . а1П \ 

• • • стп } \Ляц . - . Ат() . . . сс,„ / 
Система условных уравнении (Х.58) является исходной для стро-

гого уравнивания. Как известно, для определения поправок в 
измеренные величины необходимо составить и решить систему нор-
мальных уравнении коррелат 

С«СЧг + И'«=0. (N.59) 
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Здесь д — диагональная матрица обратных весов измеренных 
рслнчнн, 

( 1 
7Г 0 

о - Ь Рг 

Рп 

к — вектор коррелат. С1 — транспонироваиная матрица С. 
Докажем следующую теорему-, у р а в н и в а н и е ф у н к ц и й 

р е з у л ь т а т о в и з м е р е н и й п р и в е д е т к т е м ж е 
к о п е ч п ы м р е з у л ь т а т а м , ч т о и у р а в н и в а и п е н е -
п о с р е д с т в е н н о и з м е р е н н ы х в е л и ч и и, е с л и о б -
р а т н ы е в е с а ф у н к ц и й з а д а т ь м а т р и ц е й 

= 

М^Яг] [7«(аг1 . . . [«а(а(Ь 
(Х.60) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство (Х.СС) в матричном "виде 
можно представить так: 

<)'=а7аГ. (х-61) 
Примем в качестве исходной систему условных уравнений (Х.55) 

и выполним уравнивание под условием 1Р'621 = пап, где Р' зада-
ются матрицей (Х.60). 

Система нормальных уравнений коррелат в этом случае иримет 
вид 

А()'Лтк+\У=0, (Х.62) 

или, учитывая выражепис (Х.61), 

А ад<хтА7к II-*=0. (Х.63) 

По ранее мы установили, что строгое уравнивание под условием 
1 рV-1 = ппп приводит к системе нормальных уравнений (X .59), 
которую с учетом (Х.57) «южно записать так 

(Лсс)</(/1а)тА--ИГ=0. 

Принимая во внимание известное соотношение 

(,1а)т=атЛт, 

А а да1 А 7к -}- 1Г = 0. 

(Х.С4) 

получаем из (Х.64) 
(X .65) 

Совпадение равенств (Х.63) и (Х.65) доказывает теорему. 
Рассмотрим пекоторые следствия доказанной теоремы. 
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Следствие I. Если функции, связанные усланными уравне-
ниям» (Х.47), не имеют общих аргументов, то веса функции должны 
вычисляться по обычной формуле теории ошибок 

~ = —а?! ц т а ; . ' / ! + • • • -г Яп 
(Х.66) 

I 
н прн уравнивании эти функции можно рассматривать как резуль-
таты измерений. 

Действительно, в атом случае все неквадратнчные коэффициенты 
в выражении (Х.60) равны пулю и матрица ()' становится диагональ-
ной, т. е. 

'[да\] 0 . . . О 

<Г--| 0 И ] ' " 0 

о о . . . 

Па основе следствия 1 легко показать правомерность раздель-
ного уравнивания многократных измерении отдельных величин н 
средних весовых, что сделано другим путем в § 56. Из этого же след-
ствия вытекает правомерность раздельного уравнивания станций н 
сети, поскольку уравненные, на разных станциях угловые и линей-
ные величины не имеют общих аргументов. 

Следствие 2. Если уравниваемые фупкцнн взаимно ортогональны, 
го прп равноточных измерениях веса функций можно вообще не учи 
тывать. так как в этом случае 

(>' = а<?ат = аат — /:, 
где Е — единичная .матрица и, следовательно, 

ССТ=ААТ. (Х.07) 

В некоторых случаях может оказаться целесообразным постро-
ение специальной системы взаимно ортогональных функций. 

Стедствпе 3. Пусть имеются две группы измеренных значений 
величин и поправок к ним и} и V]. Предположим далее, что функции, 
входящие в систему (Х.4С), зависят только от аргументов норной 
группы, тогда функции результатов измерений можно уравнивать 
сов.честпо с измеренными значениями величин, относящимися ко 
второй группе, иод условием (/^'б2! -{- \рV"~\ = т т . Это следует 
из доказанной эквивалентности выражений \Р'62| = ннп н = 
= 11111». 

Покажем теперь, что доказанную теорему легко обобщить па слу-
чай с/южных функций (т. е. функций от функций). Пусть имеются 
матричные равенства 

1Х.0Ч 
ру I 



В которых величины 7л связаны системой условных уравнелии 
А2-ИУ«=0, (Х.09) 

или, с учетом выражении (Х.С8), 
драУ-г^-О. (X .70) 

Уравнивание под условием = т"ш приведет к системе нор-
мальных уравнении коррелат 

(Лрсс)'/(Лр а)тА-Ч-И'^0 
пли 

Л радатрЛтк , И = 0 . (Х/П> 

Выполним теперь уравнивание под условием 1Рг6г) = гтп, где 
бг — поправки в сложную функцию г {«/ (г)}. Для ЭТОГО в соответ-
ствии с доказанной теоремой построим весовые матрицы 

(X .72) 
<?*=ШТ \ 

Система нормальных уравнений, соответствующая системе ус-
ловных уравнений (Х.С9), примет вид 

Л<?гЛт*+И7=°. (ХЛЗ) 
Подсгавнм в ])авенство (Х.ТЗ) выражения ()г и (),, из равенств 

(Х.72). Тогда 
Л(?,Лтк + И* = Лр<?̂ ртЛтА: + И' = ЛрадатртЛтА'+И' =0 . (Х.7'.) 

Последнее равенство тождественно совпадает с равенством (Х.71), 
что и требовалось доказать. 
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П р п л о ж е п и е 

е« 
1 _ —5" 

Значения ф у и к п " " 

± / 11><М -а <•<<) -й ± < Ф СО ± 1 Ч=(0 

0,00 

0.10 

0.20 

0,30 

0,399 

397 

391 

381 

2 

6 

10 

1,00 

1,10 

1,20 

1,30 

0,242 

218 

194 

171 

24 

24 

23 

2,00 

2,10 

2,20 

2,30 

0.054 

044 

036 

028 

1 

10 

8 

8 

3,00 

3,10 

3,20 

3,30 

0,004 

003 

002 

002 

1 

1 

0 

0,40 368 
13 

1,40 150 
21 

2,40 022 
6 

3,40 001 
1 

0,50 352 
16 

1,50 130 
20 

2,50 018 
4 

3,50 
] 

001 
0 

0,60 333 
19 

1,60 111 
19 

2,60 014 4 | 3,60 0,001 
0 

0,70 312 
21 

1,70 094 
17 

2,70 010 
4 

1 3,70 с * 0 
1 

0,80 290 
22 

1,80 079 
15 

2,80 008 
2 

0,90 266 
24 

1,90 066 
13 

2,90 ООО 
2 1 

1,00 242 
24 

2,00 054 
12 

3,00 004 
2 ! 
! 

I' (А) = »{> (I) (II, 

4 = « - т - ' - " - - г -
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Вероятности ф(I) 
Р к л о ж е н и с 2 

-I 
% У I» 

= р) , = 4 ' ГУ1 

- ^ - з л д а ш . ы е „редели изменен»» а 

1 ФС) а 1 <мо а | 1 ф<0 а < ф<«) Л 

0,00 0,000 
80 

1,00 0,683 
46 

2,00 0,955 
9 

3,00 0,997 
1 

0,10 0,080 
79 

1,10 0,729 
41 | 2,10 1 0,964 

8 
3,10 0,998 

1 
0,20 0,159 

77 
1,20 0,770 

36 
2,20 0,972 

7 
3,20 0,999 

0 
0,30 0,236 

75 
; 1,30 0,806 

32 
2,30 0,979 

5 
3,30 0,999 

0 
0,40 0,311 

72 
1,40 0,838 

28 
2,40 0,984 

4 
3,40 0,999 

1 
0,50 0,383 

68 
1,50 0,866 

24 
2,50 0,988 

3 
3,50 1,000 

0,60 0,451 
65 

1,60 0,890 
21 

2,60 0,991 
2 

0,70 0,516 
60 

1,70 0,911 
17 

2,70 0,993 
2 

0,80 0,576 
56 

1,80 0,928 
15 

2,80 0,995 
1 

0,90 0,632 
51 

1,90 0,943 
12 

2,90 0,996 
1 

1,00 0.683 

1. 

2,00 0,955 3,00 0,997 
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Значении Рт-= т! 

Приложение 4 

' ° (распределение Нуаесонл) 

и» д а 0,1 а _ 0,2 о «=0.3 а=0,4 а = 0,в о = 0.7 | а = 8,8 а «=0.9 

0 0.9048 0,8187 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 0.4966 0,4493 0,4060 
1 0.0905 0.1638 0.2222 0.2681 0.3033 0.3293 0,3476 0,3595' 0.3659 
? 0.0045 0,0164 0,0333 0,0536 0,0758 0.0988 0.1217 0.1438 0.1647 
3 0,0002 0.0010 0.0033 0.0072 0,0126 0,0108 0.0284 0.0383 0.0494 
4 

0,0002 
0,0001 0,0002 0,0007 0.0016 0,0030 0.0050 0,0077 0.0111 

5 
0,0002 

0.0001 0,0002 0.0004 0.0007 0.0012 0.0020 
е 

0.0001 0,0002 
0.0001 0.0002 0.0003 

т о = 1 о = 2 о = 3 а = 4 о = 5 а - 6 Ое" о = 8 | а = э | о—10 

0 0,3679 0.1353 0.0498 0.0183 0.0067 0.0025 0.0009 0.00031 0,0001 0.0000 
1 0.3679 0,2707 0,1494 0.0733 0.0337 0.0149 0,0004 0.0027 0.0011 0.0005 
2 0,1839 0.2707 0.2240 0,1465 0.0842 0.0446 0.0223 0,0107 0.0050 0.0023 
5 0.0613 0,1804 0.2240 0.1954 0.1404 0.0892 0.0521 0.0286 0.0150 0.0076 
4 0.0153 0.0902 0.1680 0.1954 0.1755 0.1339 0,0912 0.0572 0.0337 0.0189 
5 0.0031 0.0301 0,1008 0.1563 0.1755 0.1606 0.1277 0.0916 0.0607 0,0378 
Г» 0.0005 0.0120 0.0504 0.1042 0.1462 0.1606 0.1490 0.1221 0.0911 0.0631 
7 0.0001 0.0037 0.0216 0.0595 0,1044 0.1377 0,1490 0.1396 0.1171 0.0901 
8 

0.0001 
0.0009 0.0081 0.0298 0,0653 0.1033 0.1304 0,1396 0,1318 0.1126 

9 0,0002 0,0027 0.0132 0.0363 0,0088 0.1014 0.1241 0.1318 0,1251 
10 0.0008 0.0053 0,0181 0.0413 0.0710 0,0993 0.1186 0.1251 
11 0.0002 0.0019 0.0082 0.0225 0.0452 0.0722 0,0970 0,1137 
и 0.0001 0.0006 0.0034 0.0126 0.0263 0,0481 0.0728 0.0948 
13 

0.0001 
0.0002 0.0013 0.0052 0.0142 0.0296 0.0504 0.0729 

14 0.0001 0,0005 0.0022 0,0071 0,0169 0.0324 0.0521 
15 0.0002 0,0009 0,0033 0.0090 0.0194 0.0347 
16 0.0003 О-0014 0.0045 0.0109 0.0217 
17 0.0001 0.0006 0.0021 0.0058 0.0128 
18 0.0002 0.0009 0.0029 0.0071 
19 0,0001 0.0004 0.0014 0,0037 
20 0.0002 0.0006 0.0019 
21 0.0001 0.0003 0.0009 
22 0,0001 0.0004 
23 0.0002 
24 0.0001 

Обозначения в таблице соответствуют следующим обозначениям § 15: 
т = к, с = А0, Рт— Р{к) • 

* Таблица заимствована из книги Е. С. Всптцеиь «Теория вероятностей». М., 
«Наукал, 1964. 576 с. 
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П р п л о ж е п п е 7 
Значении функции 

1 , 1 + г 

г 0 1 | ^ 3 5 с 7 8 9 

0,0 0,0000 0,0100 0,0200 0,0300 0,0400 0,0500 0,0601 0,0701 0,0802 0.0902 
0,1 0 1003 0,1104 0.1206 0,1307 0,1409 0,1511 0,1614 0,1717 0,1820 0.1923 
0,2 0,2027 0,2132 0,2237 0,2342 0,2448 0,2554 0,2661 0,2769 0.2877 0.2986 
0,3 0,3095 0,3205 0,3316 0,3-128 0,35-И 0,3654 0,3769 0,3881 0,4001 0.4118 
о,4 0.4236 0,4356 0,4477 0,4599 0.4722 0,4847 0.4973 0,5101 0,5230 0.5361 
0,5 0,5493 0,5627 0,5763 0,5901 0,6042 0,6184 0!б328 0,6475 0,6625 0.6777 
0,6 0,6931 0,7089 0,7250 0,7414 0,7582 0,7753 0,7928 0,8107 0.8291 0.8480 
0,7 0,8673 0,8872 0,9076 0,9287 0,9505 0,9730 0,9962 1,0203 1,0454 1.071/, 
0,8 1,0986 1,1270 1.1568 1,1881 1,2212 1,2562 1,2933 1,3.331 1,3758 1.4219 
0,9 1,4722 1,5275 1,5890 1.6584 1,7380 1.8318 1,9459 2,0923 2,2976 2.0466 

0,99 2.6466 2,6996 2.7587 2,8257 2.9031 2.9945 3.1063 3.2504 3.4534 З.*002 
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