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Предисловие 
 

 
Это – хорошая книга. В ней представлены основные разделы гидроме-

ханики и газовой динамики, имеющие прямое – непосредственное отно-
шение к главным технологическим областям современной нефтегазовой 
отрасли экономики, имеющим дело с разработкой нефтяных и газовых ме-
сторождений, извлечением из недр земли и транспортировкой на большие 
расстояния нефти и газа. 

Для научно-инженерного «обслуживания» этих действий, в частности 
и их оптимизации, требуется привлечение количественных методов под-
земной гидромеханики, исследующей процессы фильтрации жидкостей 
и газов в пористых средах (в природных коллекторах углеводородного сы-
рья), трубной гидро-газодинамики и гидравлики, исследующих процессы 
транспорта реальных жидкостей и газов по протяженным трубопроводным 
сооружениям, а также методов гидростатики – для количественных оценок 
условий и состояний в хранилищах нефти и газа. Конечно, имеется значи-
тельная учебная и научная литература, в которой детально рассматривают-
ся все эти вопросы и представлены соответствующие инженерные расчет-
ные методики. Однако в них внимание учащихся и практических работни-
ков преимущественно сосредоточивается на «рецептурной» стороне дела, 
т.е. на умении проводить конкретные расчеты и оценки по готовым прави-
лам и алгоритмам. Существенным недостатком и следствием такой мето-
дики обучения специалистов (не только в нефтегазовой отрасли) является 
«жесткость» получающейся квалификации – неумение специалиста пра-
вильно ориентироваться при «встрече» с нестандартной или новой задачей, 
для решения которых он оказывается вовсе не готовым. 

Главное отличие этой книги – ее направленность на обучение фундамен-
тальным вещам – научным началам, на обучение не умению применять ре-
цептуру инженерных расчетов, а пониманию первичной природы изучаемых 
явлений и процессов и правильному выбору методов их исследований. Од-
ним словом, основу идеологии этой учебной книги составляет университет-
ский подход к обучению специалистов, и в этом – ее несомненное и очень 
значительное преимущество по сравнению со «стандартными» учебными по-
собиями. Ее издание и включение в практику преподавания в институтах 
нефтегазового профиля внесет существенное – качественное улучшение в про-
цесс подготовки современных специалистов – нефтяников и газовиков. 

 
Академик      С. С. Григорян 

27.08.2003 



 
 
 

Введение 
 
 

Одной из основных научных дисциплин, объясняющих многие явле-
ния и факты природы, деятельности человека, техники и технологий, явля-
ется гидромеханика – раздел механики, изучающий законы равновесия 
и движения жидкости. Гидромеханика находит свои приложения во мно-
гих областях: в авиации и кораблестроении, атомной энергетике и гидро-
энергетике, гидрогеологии и водоснабжении, теплотехнике, метеорологии 
и химической технологии. Особое значение имеет применение гидромеха-
ники в разнообразных технологических процессах нефтяной и газовой 
промышленности, включая фильтрацию жидкостей и газов в природных 
пластах, их движение в трубопроводах и аппаратах. Для этих применений 
она является базовой научной дисциплиной. 

Гидродинамическое описание процессов в различных областях техни-
ки и технологий определяется специфическим для каждой области классом 
гидромеханических задач. В связи с этим получили развитие такие дисци-
плины, как теоретическая гидромеханика, техническая гидромеханика, аэро-
механика, гидравлика, подземная гидромеханика и др. Каждой из этих 
дисциплин соответствует не только свой круг гидромеханических задач, но 
и свои специфические методы математического описания моделей и реше-
ния конкретных задач. В то же время, все дисциплины объединяет единый 
подход, основанный на гипотезе сплошности и законах сохранения, кото-
рые составляют основу механики сплошных сред. 

В предлагаемом учебном пособии «Нефтегазовая гидромеханика» ав-
торы впервые делают попытку изложить гидромеханические основы раз-
личных технологий нефтяной и газовой промышленности с позиций ос-
новных положений механики сплошной среды, обобщив при этом содер-
жание ныне читающихся  дисциплин гидромеханического цикла, (техниче-
ская и подземная гидромеханика), а также специальных курсов (приклад-
ная газовая динамика гидродинамических задач нефтегазовой экологии 
и др.). Следует отметить, что преподавание гидромеханического цикла 
дисциплин в нефтегазовых вузах имеет прочные основы и разнообразные 
приложения. Начало преподавания гидромеханики при подготовке инже-
неров-нефтяников было заложено выдающимся механиком академиком 
Л.С. Лейбензоном в Московском нефтяном институте им. И.М. Губкина 
(ныне Российский государственный университет нефти и газа им. 
И.М. Губкина) со времени его основания в 1930 году. 
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Известен выдающийся вклад Л.С. Лейбензона в создание теоретичес-
ких основ нефтегазовой гидромеханики и теории фильтрации нефти и газа. 
Созданная им научная школа дала гидродинамическое обоснование новых 
технологий разработки нефтяных и газовых месторождений, что позволило 
вывести отечественную нефтедобычу на ведущие позиции в мире. 

Ученики Л.С. Лейбензона: профессор И.А. Чарный, В.Н. Щелкачев, 
Б.Б. Лапук – создали первые учебники и организовали чтение курса под-
земной гидравлики, охватывающего основы теории фильтрации нефти 
и газа в пластах. Одновременно читался курс технической гидромеханики, 
в прикладном отношении направлений на изучение движения жидкости 
в трубопроводах и аппаратах. Преподавание гидромеханических дисцип-
лин сосредоточено на кафедре нефтегазовой и подземной гидромеханики, 
созданной выпускником МГУ им. М.В. Ломоносова И.А. Чарным в 1946 г. 
Отличительной особенностью организации работы этой кафедры было со-
четание в составе преподавателей выпускников МГУ и РГУ нефти и газа 
им. И.М. Губкина, что позволяло поддерживать на высоком уровне фунда-
ментальность гидромеханического образования инженеров и тесную связь 
с развитием нефтегазовой науки. 

Большое значение при этом имело тесное сотрудничество с кафедрой 
гидромеханики МГУ под руководством академика Л.И. Седова. Выпуск-
ники этой кафедры и МГУ профессора И.М. Астрахан, В.М. Максимов, 
В.И. Марон, М.В. Лурье, Я.И. Хургин, А.В. Колесниченко, доценты 
И.Н. Кочина, В.И. Исаев, М.Н. Кравченко, ст. преп. Е.Г. Разбегина внесли 
существенный вклад в создание научно-методических основ преподавания 
гидромеханических дисциплин в нефтегазовых вузах. Неоценимое вклад 
в развитие гидромеханических исследований и нефтегазового образования 
вносит постоянное сотрудничество с академиком РАН С.С. Григоряном. 
Выпускники РГУ нефти и газа им. И.М. Губкина — профессора Б.Б. Ла-
пук, А.П. Юфин, А.К. Курбанов, М.В. Филинов, В.Н. Николаевский, до-
центы А.Е. Евгеньев, А.М. Власов, В.Г. Иванников успешно решали фун-
даментальные и прикладные задачи нефтегазовой гидромеханики, а также 
создавали оригинальную учебно-лабораторную базу. 

Авторами данного учебного пособия также являются выпускник 
РГУ нефти и газа им. И.М. Губкина К.С. Басниев и выпускники МГУ 
им. М.В. Ломоносова Н.М. Дмитриев, Г.Д. Розенберг. 

Работа над рукописью была завершена после кончины профессора 
Г.Д. Розенберга. Будучи одним из ближайших учеников И.А. Чарного, он 
посвятил свою деятельность развитию идей своего учителя в задачах тру-
бопроводного транспорта нефти и газа, в подготовке инженеров-исследо-
вателей с углубленными знаниями гидромеханики. 
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Предлагаемое изложение курса «Нефтегазовой гидромеханики» осно-
вано на комплексном подходе к изучению гидромеханики в нефтегазовых 
вузах. В трех частях книги излагаются основы механики сплошной среды, 
гидромеханика и нефтегазовая подземная гидромеханика.  

Актуальность подобного кypca возрастает в связи с необходимостью 
«фундаментализации» нефтегазового образования и созданием нефтегазо-
вых университетов, введением в новые учебные планы ряда специальнос-
тей курса механики сплошной среды. 

Учебное пособие «Нефтегазовая гидромеханика» написано в основ-
ном на материале курсов лекций, прочитанных авторами в РГУ нефти и га-
за им. И.М. Губкина, и может быть использовано студентами, магистран-
тами, аспирантами, научными сотрудниками и специалистами нефтегазо-
вой отрасли при изучении цикла гидромеханических дисциплин – 
механики сплошной среды, теоретической  и технической гидромеханики, 
подземной гидромеханики, газовой динамики. В учебном пособии наряду 
с классическим материалом излагаются и некоторые новые результаты, 
полученные совместно с профессором И.М. Астрахан, доцентами 
В.И. Исаевым и М.Н. Кравченко. Содержание отдельных глав и парагра-
фов обсуждалось на научно-методических семинарах кафедры нефтегазовой 
и подземной гидромеханики и кафедры разработки и эксплуатации газовых 
и газоконденсатных месторождений РГУ нефти и газа им. И.М. Губкина. 
Авторы благодарны коллективам этих кафедр, с которыми их связывает 
многолетняя научно-педагогическая работа. Авторы признательны заве-
дующему кафедрой нефтегазовой и подземной гидромеханики профессору 
В.В. Кадету за поддержку и внимание к работе. 

Глубокую благодарность и признательность авторы приносят акаде-
мику РАН С.С. Григоряну, внимательно прочитавшему рукопись и отре-
дактировавшему ее.  

 
 



 

Часть I 
 ОСНОВЫ МЕХАНИКИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

 

Глава I 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ МЕХАНИКИ  
СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

Введение 

Теоретическая механика представляет собой науку об общих законах 
равновесия, движения и взаимодействия материальных тел. При этом рас-
сматриваются не реальные физические тела, а их модели: материальные 
точки, системы материальных точек, абсолютно твердые (недеформируе-
мые) тела. Использование этих моделей позволяет существенно упростить 
описание тех или иных явлений, сохраняя при этом их важнейшие особен-
ности. Однако при рассмотрении многих вопросов существенными явля-
ются не только движения тех или иных тел, но и их деформации, то есть 
изменения их формы и объема. В этих случаях модели, используемые 
в теоретической механике, оказываются непригодными. 

Естественным продолжением и развитием теоретической механики 
является наука, изучающая поведение деформируемых сред. Эта наука – 
механика сплошных сред – рассматривает физические тела как сплошные 
деформируемые среды, то есть так же, как и теоретическая механика, опе-
рирует моделями. 

В ряде случаев, например, при движении газов, процессы, происте-
кающие в деформируемых средах, тесно связаны с термодинамическими 
явлениями в этих средах. Поэтому в основе механики сплошных сред ле-
жат как законы теоретической механики, так и законы термодинамики. 

Механика сплошных сред является теоретической базой таких дисциплин 
как гидромеханика ньютоновских и неньютоновских жидкостей, газовая ди-
намика, подземная гидромеханика, теория упругости, теория пластичности. 

§1. Гипотеза сплошности 

Явления, рассматриваемые в механике сплошных сред, в частности, 
в механике жидкости и газа, носят макроскопический характер. Это позво-
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ляет абстрагироваться от молекулярного строения вещества и рассматри-
вать физические тела как сплошные среды. 

Сплошная среда представляет собой материальный континуум, то 
есть непрерывное множество материальных точек с непрерывным (в об-
щем случае – кусочно-непрерывным) распределением по нему кинемати-
ческих, динамических, термодинамических и иных физико-химических 
характеристик рассматриваемой среды. 

С физической точки зрения принятие модели сплошной среды означает, 
что при макроскопическом описании всякий «бесконечно малый» объем со-
держит достаточно большое число молекул. Например, кубик воздуха с реб-
ром 10–3 мм содержит 27⋅106 молекул. Отсюда видно, что предлагаемая идеа-
лизация не будет применимой лишь при очень больших разрежениях. 

Отметим еще раз, что понятие «сплошная среда» представляет собой 
модель реальных сред. Использование такой модели в механике жидкости 
и газа и ряде других областей оправдывается тем, что полученные на ее 
основе результаты подтверждаются экспериментально и всесторонней ап-
робацией на практике. В качестве примеров можно указать на расчеты те-
чений в трубопроводах различного назначения, истечения жидкостей и га-
зов через сопла, фильтрации через пористые среды и т.д. 

§2. Методы описания движения сплошной среды  

При количественном изучении движения 
всегда подразумевается, что фиксирована не-
которая система координат, относительно ко-
торой это движение рассматривается. Пусть 
в пространстве фиксирована система коорди-
нат 321 xxOx  с ортонормированным базисом* 

321 eee
���

,,  (рис.1.1). Закон движения индиви-
дуализированной материальной точки задает-
ся, как известно, в виде функций ее коорди-
нат от времени  t  в виде  

 )(txx ii = , (1.1) 

или, в векторной форме**, 

 )(txeR ii

�

�

= . (1.2) 

                                           
* é�ÚÓÌÓ�ÏË�Ó‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ - ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ Ú�Âı ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÂ�ÔÂÌ‰ËÍÛÎfl�Ì˚ı Â‰ËÌË˜Ì˚ı ‚ÂÍÚÓ�Ó‚. 
 
** á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ, ÂÒÎË ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ ÌÂ Ó„Ó‚Ó�ÂÌÓ, ·ÛÍ‚ÂÌÌ˚Â ËÌ‰ÂÍÒ˚ Ô�ËÌËÏ‡˛Ú ÁÌ‡˜ÂÌËfl 1, 2, 3 Ë ÔÓ 

ÔÓ‚ÚÓ�fl˛˘ËÏÒfl ËÌ‰ÂÍÒ‡Ï Ô�ÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ÒÛÏÏË�Ó‚‡ÌËÂ, Ú.Â. ∑
=

=
3

1i

iiii
xexe

��

. 

 

Рис. 1.1 
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Величины ix  называются пространственными координатами точки. 
Описание движения сплошной среды означает, по определению, зада-

ние движения всех материальных точек, образующих рассматриваемый 
континуум. В качестве «меток», позволяющих отличать одну материаль-
ную точку от другой, можно использовать пространственные координаты 
этих точек в какой-либо момент времени 0tt = . 

Обозначим пространственные координаты материальных точек 
сплошной среды при 0tt =  через iX . Тогда закон движения сплошной сре-
ды можно представить в виде* 

 ),(),,,( tXxtXXXxx jiii == 321 , (1.3) 
или, в векторной форме, 
 ),( tXxeR jii

�

�

= . (1.4) 

Из правила задания «меток» следует, что соотношения (1.3) и (1.4) 
удовлетворяют равенствам 

),(),( 000  , tXxeRtXxX jiijii

�

�

== . 

Координаты iX  называются материальными координатами. 
Замечание: в качестве «меток» могут быть использованы любые вза-

имно однозначные функции материальных координат )( jii Xqq = . 

Функции (1.3) считаются непрерывными и имеющими непрерывные 
частные производные по всем своим аргументам. Из физических сообра-
жений ясно, что в любой момент времени каждой материальной точке 
сплошной среды соответствует одна и только одна точка пространства 
и обратно – каждой точке пространства соответствует только одна матери-
альная точка. Следовательно, при 0tt ≥  функции (1.3) задают взаимно од-
нозначное соответствие между материальными iX  и пространственны-
ми ix  координатами. Последнее означает, что якобиан 

,
),,(

),,(
0

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

321

321 ≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

==

X

x

X

x

X

x

X

x

X

x

X

x

X

x

X

x

X

x

XXXD

xxxD
J  

и соотношения (1.3) могут быть разрешены относительно материальных 
координат 
 ),( txXX ijj = . (1.5) 

                                           
*
 èÓ‰ ‚˚�‡ÊÂÌËÂÏ ( )tbaa j ,=  ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‚Ò˛‰Û ÔÓ‰�‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ( )tbbbaa ,,, 321= . 
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При описании движения сплошной среды могут быть использованы 
два разных метода. 

В первом методе, методе Лагранжа
**, для описания движения ис-

пользуются в качестве независимых переменных материальные координа-
ты iX  – переменные Лагранжа и время t . Пусть физическая величина A  
(векторная или скалярная) задана как функция переменных Лагранжа 
и времени 
 ),( tXAA j= . (1.6) 

При фиксированных значениях материальных координат jX  зависи-
мость (1.6) описывает изменение во времени величины A  в фиксирован-
ной материальной точке сплошной среды. При фиксированном значении t  
соотношение (1.6) описывает распределение величины A  в материальном 
объеме в фиксированный момент времени. Таким образом, физический 
смысл метода Лагранжа заключается в описании движения сплошной сре-
ды посредством описания движения индивидуализированных материаль-
ных точек. 

Во втором методе, методе Эйлера*, для описания движения исполь-
зуются пространственные координаты ix  – переменные Эйлера и время t . 
В этом случае различные характеристики сплошной среды (например, ско-
рость, температура, давление и т.д.) должны быть заданы как функции Эй-
леровых переменных. Пусть величина A  (векторная или скалярная) задана 
как функция переменных Эйлера: 
 ),( txAA j= . (1.7) 

При фиксированных пространственных координатах jx  зависи-
мость (1.7) описывает изменение во времени величины A  в заданной точ-
ке пространства. При фиксировании значения времени t  соотноше-
ние (1.7) описывает распределение величины A  в пространстве в этот мо-
мент времени. Таким образом, физический смысл метода Эйлера состоит 
в описании поведения сплошной среды в фиксированных точках простран-
ства, а не в точках движущейся сплошной среды. 

Использование того или иного метода зависит от постановки задачи. 
При выводе основных законов движения необходимо пользоваться мето-
дом Лагранжа, так как эти законы формулируются для фиксированных ма-
териальных объектов. В то же время при решении конкретных задач гид-
ромеханики предпочтительным является метод Эйлера, так как в этом слу-

                                           
** ÜÓÁÂÙ ãÛË ã‡„�‡ÌÊ (1736-1813), Ù�‡ÌˆÛÁÒÍËÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ Ë ÏÂı‡ÌËÍ, ËÌÓÒÚ�‡ÌÌ˚È ÔÓ˜ÂÚÌ˚È ˜ÎÂÌ èÂ-

ÚÂ�·Û�„ÒÍÓÈ ÄÍ‡‰ÂÏËË ç‡ÛÍ. 
* ãÂÓÌ‡�‰ ùÈÎÂ� (1707-1783), Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍ, ÏÂı‡ÌËÍ, ÙËÁËÍ Ë ‡ÒÚ�ÓÌÓÏ. èÓ Ô�ÓËÒıÓÊ‰ÂÌË˛ ¯‚ÂÈˆ‡�Âˆ. 

é‰ËÌ ËÁ ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎÓÊÌËÍÓ‚ ÚÂÓ�ÂÚË˜ÂÒÍÓÈ „Ë‰�ÓÏÂı‡ÌËÍË. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚È, ‡ Á‡ÚÂÏ ËÌÓÒÚ�‡ÌÌ˚È ÔÓ˜ÂÚ-

Ì˚È ˜ÎÂÌ èÂÚÂ�·Û�„ÒÍÓÈ ÄÍ‡‰ÂÏËË ç‡ÛÍ. 
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чае, как правило, важно знать распределение характеристик среды в про-
странстве. 

Методы Лагранжа и Эйлера эквивалентны в том смысле, что если за-
дано описание движения по одному из них, то всегда возможен переход 
к описанию движения по другому методу. 

Переход от переменных Лагранжа к переменным Эйлера в случае, ко-
гда величина A  задана как функция лагранжевых координат, то есть зада-
но соотношение (1.6) и известен закон движения (1.3), сводится к разреше-
нию уравнений (1.3) относительно величин jX , то есть к нахождению 

уравнений (1.5) и замене jX  на ),( txX ij . Тогда из соотношений (1.5) 

и (1.6) имеем 
 ),()),,((),( txAttxXAtXA iijj == . (1.8) 

Если известен закон движения (1.3), а величина A  задана как функ-
ция эйлеровых координат, то есть задано соотношение (1.7), то, проделы-
вая преобразования в равенстве (1.8) в обратном порядке, имеем 
 ),()),,((),( tXAttXxAtxA jjii == . (1.9) 

Если закон движения не задан, но известно распределение вектора 
скорости

* ),( txvev jii

��

= , то из равенств (1.3) или (1.4) следует, что 

 
t

x
txv

i
ji ∂

∂=),( . (1.10) 

Интегрируя уравнения (1.10) получим, что ),,,( tCCCxx ii 321= , где jC  

– константы интегрирования, которые представляют значения ix  в некото-
рый момент времени 0t  и могут быть приняты за «метки», индивидуализи-
рующие материальные точки сплошной среды. Следовательно, в результа-
те интегрирования уравнений (1.10) определяется закон движения сплош-
ной среды (1.3) и переход от метода Эйлера к методу Лагранжа выполня-
ется в соответствии с равенством (1.9). 

Таким образом, при переходе от метода Лагранжа к методу Эйлера 
и наоборот могут возникнуть лишь технические трудности при разреше-
нии уравнений (1.1), или интегрировании соотношений (1.8), так как тео-
ретически такой переход возможен всегда. 

§3. Локальная и субстанциональная производная 

Скорость изменения со временем любого свойства A , например, 
скорости, плотности, температуры фиксированной материальной точки 
                                           
*
 ÖÒÎË ÓÔËÒ‡ÌËÂ ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û ùÈÎÂ�‡ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ÚÓ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ �‡ÒÔ�Â‰ÂÎÂÌËÂ ÒÍÓ�ÓÒÚÂÈ, Ú.Â. ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÙÛÌÍ-

ˆËË ),( txv ji . 
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движущейся сплошной среды называется субстанциональной (материаль-
ной, индивидуальной или полной) производной по времени и обознача-

ется символом 
dt

dA
. 

Величина A  может быть скаляром или вектором и задана как функ-
ция лагранжевых или эйлеровых координат, т.е. ),( tXAA i=  или 

),( txAA i= . Так как материальная точка движется по своей траектории, 
то величина A  может быть задана также в виде ),( tsAA = , где s  – длина 
дуги, отсчитываемая вдоль траектории. 

При движении фиксированной точки ее материальные координаты не 
изменяются. Поэтому 

 
t

tXA
tXA

dt

d i

i ∂
∂

=
),(

),( . (1.11) 

Наоборот, ее пространственные координаты являются функциями 
времени и, следовательно,  

 
t

x

x

txA

t

txA
txA

dt

d j

j

ii
i ∂

∂
∂

∂
+

∂
∂

=
),(),(

),( , (1.12) 

или 

 
dt

ds

s

A

t

tsA
tsA

dt

d

∂
∂+

∂
∂= ),(

),( . (1.13) 

Очевидно, что v
dt

ds =  – модуль вектора скорости, а 
t

xi

∂
∂

 – компонен-

ты вектора скорости рассматриваемой точки. Тогда с учетом уравнений 
(1.10) формулы (1.12) и (1.13) могут быть представлены в виде 

 
j

i
j

i
i

x

txA
v

t

txA
txA

dt

d

∂
∂

+
∂

∂
=

),(),(
),( , (1.14) 

 
s

tsA
v

t

tsA
tsA

dt

d

∂
∂+

∂
∂= ),(),(

),( . (1.15) 

Если A  – скалярная величина, то очевидно, что  

 AvAv
x

txA
v

j

i
j ∇==

∂
∂ ��

grad
),(

, (1.16) 

а производная по направлению s  равна 

 AvAsv
s

A
vAs

s

tsA oo ∇=∇=
∂
∂∇=

∂
∂ ���

     и     
),(

, (1.17) 
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где o
s

�

– единичный вектор касательной к траектории, iivev
��

=  – вектор 
скорости. 

С учетом выражений (1.16) и (1.17) формулы (1.14) и (1.15) могут 
быть представлены в виде 

 Av
t

A

dt

dA ∇+
∂
∂=

�

. (1.18) 

Если A  – вектор, т.е. iiAeA
�

�

= , то в соответствии с равенством (1.14) 

j

i
j

ii

x

A
v

t

A
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∂
∂

+
∂

∂
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откуда 
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∂
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∂
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 Av
t

A

dt

Ad �

�

��

)( ∇⋅+
∂
∂= , (1.19) 

где )( ∇⋅v

�

 – символический оператор, равный 

j

j
x

vv

∂
∂=∇⋅ )(

�

. 

Первое слагаемое в формулах (1.12)-(1.15) и (1.18), (1.19) характери-
зует скорость изменения свойства A  в фиксированной точке пространства 
и называется локальной производной. Второе слагаемое в этих формулах 
называется конвективной производной и характеризует изменение A  за 
счет перемещения материальной точки в пространстве. Величина конвек-
тивной производной определяется как движением материальной точки 
( 0≠v

�

), так и неоднородностью распределения величины A  в пространст-

ве ( 0≠
∂
∂

i
x

A
). 

§4. Скалярные и векторные поля 

Если в каждой точке области пространства D  и каждому моменту 
времени t  поставлено в соответствие значение скалярной (векторной) ве-
личины, то говорят, что в области D  задано скалярное (векторное) поле. 
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Таким образом, под полем какой-либо величины понимается совокупность 
ее значений, заданных в каждой точке области D  и в заданном интервале 
времени. Например, если заданы функции скалярных величин 
 ),(),,( txTTtx ii == ρρ , (1.20) 
где ρ  – плотность, T  – температура, то функции (1.20) определяют ска-
лярные поля плотности и температуры. Если же дана векторная функция, 
например, 
 ),(),( txvvtxvv iikk

��

==    или   , (1.21) 
то функции (1.21) задают векторное поле скоростей. 

Очевидно, что понятие поля физической величины применимо при 
описании движения только с помощью метода Эйлера. 

Скалярное (векторное) поле называется непрерывным, если функция, 
его представляющая, непрерывна по ix  и t . Если функция, представляю-
щая поле, не зависит от времени t , то поле называется стационарным. 

Если все поля, описывающие движение сплошной среды, стационар-
ны, то такое движение называется установившимся или стационарным. 
Если же эти поля (или хотя бы одно из них) зависят от времени, то движе-
ние называется неустановившимся или нестационарным. При установив-
шемся движении все локальные производные (частные производные по 
времени) равны нулю, т.е. 

 …,,, 000 =
∂
∂

=
∂
∂=

∂
∂

t

v

t

T

t

iρ
  

Понятия установившегося или неустановившегося движения примени-
мы только при описании движения методом Эйлера и являются относитель-
ными. Одно и то же движение может быть установившимся относительно 
одной системы координат и неустановившимся относительно другой. На-
пример, при движении с постоянной скоро-
стью твердого тела в жидкости движение 
жидкости будет установившимся в системе 
координат, связанной с телом, и неустано-
вившимся в неподвижной системе координат. 

Для любого векторного поля можно 
ввести понятие векторной линии. Векторной 
линией называется линия, касательная в ка-
ждой точке которой в данный момент вре-
мени совпадает с направлением вектора по-
ля в этой точке. Из этого определения следует, что если задано векторное 
поле ),( txA i

�

, то в точках векторной линии в данный момент времени вы-

полняется условие sdA
�

�

, где sd
�

 – бесконечно малый вектор касательной, 

или λdAsd
�

�

= , где λd  – скалярный параметр (рис. 1.2). 

 

Рис. 1.2 
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Векторные линии поля скоростей называются линиями тока. Так как 
для них, по определению, λλ dvedvdxesd iiii

����

=== , то уравнения линий 
тока имеют вид 

 ),( txv
d

dx
ji

i =
λ

. (1.22) 

Заметим, что вдоль траектории движения материальной точки имеет 
место равенство 

 ),( txv
dt

dx
ji

i = . (1.23) 

В соотношении (1.22) время является параметром, а в (1.23) – незави-
симой переменной. 

Решение системы уравнений (1.22) имеет вид ),,( tcxx jii λ= , где jc  – 

константы интегрирования, и линии тока (векторные линии) в разные 
моменты времени могут иметь разный вид. 

При установившемся движении уравнения (1.22) и (1.23) принимают, 
соответственно, вид 

 )( ji
i xv

d

dx =
λ

,   )( ji
i xv

dt

dx = ,  

и отличие сводится к разному обозначению параметра, по которому ведет-
ся дифференцирование. Следовательно, при установившемся движении 
линии тока и траектории материальных точек совпадают. 

Если решение системы уравнений (1.22) существует и единственно, то 
через каждую точку пространства проходит единственная линия тока. Од-
нако в некоторых точках поля скоростей условия существования и единст-
венности могут нарушаться. В частности, условия единственности реше-
ния могут нарушаться в точках, в которых компоненты вектора скорости 
обращаются в нуль или в бесконечность. 

    

  Рис. 1.3 Рис. 1.4 



ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ МЕХАНИКИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 
 

25

Точки, в которых скорость обращается в нуль или в бесконечность, 
называются особыми. На рис.1.3 приведен пример поля скоростей, обра-
зующегося при обтекании жидкостью твердого тела. В точке А скорость 
равна нулю, и линия тока разветвляется. 

Рассмотрим некоторую область поля скоростей, полагая, что в ней от-
сутствуют особые точки. Проведем в этой области кривую АВ, не являю-
щуюся линией тока. В этом случае через каждую точку кривой АВ можно 
провести единственную линию тока. Совокупность этих линий тока обра-
зует поверхность, в каждой точке которой вектор скорости лежит в каса-
тельной плоскости к этой поверхности. Такая поверхность называется по-
верхностью тока. Так как через каждую точку поверхности тока проходит 
единственная линия тока, то эта поверхность непроницаема для частиц 
жидкости. Если линия АВ замкнута (рис.1.4), то поверхность называется 
трубкой тока. 

Пусть 0321 =),,( xxxf  – уравнение поверхности тока. Так как 

i

i
x

f
ef

∂
∂=∇

�

 

есть вектор нормали к этой поверхности, а вектор скорости iivev
��

=  лежит 
в касательной плоскости к поверхности тока, то 

 0=
∂
∂=∇

i

i
x

f
vfv

�

 (1.24) 

представляет собой условие, обязательно выполняющееся на поверхности 
тока. 

Рассечем трубку тока какой-либо поверхностью. Если в каждой точке 
этой поверхности вектор скорости направлен по нормали, то такая поверх-
ность называется живым сечением. Пусть ( ) 0321 =xxx ,,ϕ  – уравнение по-
верхности живого сечения. Так как вектор скорости v

�

 параллелен нормали 
к этому сечению, то v

�ϕ∇ , или 0=∇× ϕv

�

. 
Если длина линии АВ бесконечно мала, то трубка тока называется эле-

ментарной. Понятно, что параметры течения (скорость, плотность и т.д.) 
в элементарной трубке тока равномерно распределены по живому сечению. 

§5. Силы и напряжения в сплошной среде. Тензор напряжений 

Движение сплошной среды, как и абсолютно твердого тела, происхо-
дит под действием сил. Но если в теоретической механике, как правило, 
рассматриваются сосредоточенные силы, то в механике сплошной среды 
главным образом имеют дело с распределенными силами. 

По характеру действия, вне зависимости от конкретной физической 
природы, в механике сплошной среды различают два класса сил: массовые 
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и поверхностные. Массовыми силами называют силы, величина которых 
пропорциональна массе среды, на которую они действуют. Примерами 
массовых сил могут служить гравитационные и электромагнитные силы, 
силы инерции. Поверхностными силами называют силы, величина кото-
рых пропорциональна площади поверхности, на которую они действуют. 
Примерами поверхностных сил могут служить силы давления и трения. 

Однако в механике сплошных 
сред рассматриваются не собственно 
массовые и поверхностные силы, а их 
напряжения (плотности распределе-
ния). 

Напряжение массовых сил в точ-
ке M определяется как предел 
отношения 

)(lim MF
m

R

m

�

�

=
∆
∆

→∆ 0
, 

где R
�

∆  – главный вектор массовых 
сил, действующих на массу m∆ , за-

ключенную в элементарном объеме V∆ , содержащем точку M  (рис. 1.5). 
Напряжение массовой силы имеет размерность ускорения. Для силы тяже-
сти напряжение gF

�

�

= , где g
�

 – вектор ускорения силы тяжести. 
Для определения напряжения поверхностных сил рассмотрим на по-

верхности S , проведенной в сплошной среде, элементарную площад-
ку S∆ , содержащую точку M  (рис.1.6). Напряжение поверхностной силы 
в точке M  определяется как предел отношения 

)(lim Mp
S

P

S

�

�

=
∆
∆

→∆ 0
. 

 

  

Рис. 1.6 Рис. 1.7 
 

 

Рис. 1.5 
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Очевидно, что через точку M  можно провести бесконечно много по-
верхностей S , и в общем случае напряжение в точке M  для разных по-
верхностей может быть различным (рис. 1.7). Следовательно, напряжение 
поверхностной силы является не только функцией точки пространства, но 
и ориентации элементарной площадки S∆ . Это означает, что в отличие от 
напряжения массовых сил, являющегося функцией только точки простран-
ства и, следовательно, образующего векторное поле, напряжение поверх-
ностных сил векторного поля не образует. 

Ориентация в пространстве 
площадки S∆  может быть задана 
единичным вектором нормали n

�

  
к поверхности S  в точке M . По-
этому ),( Mnpp

���

=  или, как это 
обычно принято, зависимость p

�

 
от n

�

 обозначают в виде индек-
са: )(Mpp

n

��

= . 
Однако поверхность S  явля-

ется двусторонней и в точке M  
можно провести две нормали: n

�

 
и –n

�

 (рис. 1.8). Поэтому необхо-
димо принять соглашение о положительном направлении нормали. Будем 
считать, что положительное направление указывает на ту часть сплош-
ной среды, со стороны которой на площадку S∆  воздействуют поверхно-
стные силы. Из этого соглашения следует, что при совпадении направле-
ний n

�

 и 
n
p
�

 поверхностные силы являются растягивающими, а если их на-
правления противоположны – сжимающими. 

Разделим объем сплошной среды V  поверхностью S  на части 1V  и 2V  
(рис. 1.8) и рассмотрим поверхность S  как границу объема 1V . Сила, дей-
ствующая на площадку S∆  со стороны объема 2V , в соответствии с при-
нятым соглашением о положительном направлении нормали, равна 

SMp
n

∆)(
�

, а на всю поверхность S  действует сила 

∫
S

n dSMp )(
�

. 

Если же рассматривать поверхность S  как границу объема 2V , то си-
ла, действующая на площадку S∆  равна SMp

n
∆− )(

�

, а на всю поверхность 
S  действует сила  

∫ −
S

n dSMp )(
�

. 

В соответствии с третьим законом Ньютона 

[ ] 0=+∫ − dSMpMp
S

nn )()(
��

, 

 
Рис. 1.8 
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а так как поверхность S  произвольна, то 
 )()( MpMp

nn −−=
��

. (1.25) 

Напряжение 
n
p
�

 можно разложить на нормальную 
nn
p  и тангенциаль-

ную τp  составляющие: 
 ττppnp

nn

���

+= , (1.26) 

где τ�  – единичный вектор и 0=⋅ τ��

n . 
Возьмем какую-либо точку M  сплош-

ной среды, проведем из этой точки коор-
динатные оси 321 xxx ,,  и построим на них 
бесконечно малый тетраэдр АВСМ (рис. 1.9) 
с ребрами 321 dxdxdx ,, . Так как, по по-
строению, грани тетраэдра ВСМ, АВМ, САМ 
перпендикулярны соответствующим ор-
там базиса, то 332211 enenen

������

−=−=−= ,, . 
Ориентировка грани АВС произвольна и 
задается вектором нормали niien α��

= , где 

ini en
��

⋅=α  – направляющие косинусы 
нормали. Тогда напряжения на соответст-
вующих гранях будут ip−

�

 и np
�

. 
Обозначим площадь грани АВС через dS . Площади остальных граней 

можно вычислить как площади проекций грани АВС на соответствующие 
координатные плоскости: dSdS n11 α=  для грани ВСМ, dSdS n22 α=  – для 
АВМ, dSdS

n33 α=  – для АСМ, или 

 dSdSendS niii α=⋅= )(
��

. (1.27) 

На тетраэдр АВСМ будут действовать поверхностные силы iidSp−
�

 

и dSpn
�

, а также массовая сила hdSFdVFdmFRd
3

1
����

ρρ === , где 

dm  – масса в объеме тетраэдра dV , h  – высота тетраэдра. В соответствии 
со вторым законом Ньютона сумма сил, действующих на тетраэдр АВСМ, 
равна произведению его массы на ускорение, т.е. с учетом равенства (1.27) 

 dS
dt

vd
hdm

dt

vd
dSpdSpdSFh nnii

��

��

�

ραρ
3

1

3

1 ==++ − . (1.28) 

Сокращая все члены равенства (1.28) на dS  и стягивая тетраэдр 
в точку (то есть полагая 0→h ), получим  

0=+− nnii pp
�� α , 

или, с учетом формулы (1.25), 
 niin pp α��

= . (1.29) 

Рис. 1.9 
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Векторы ip
�

 можно представить в виде 
 jiji pep

��

= , (1.30) 
где через jip  обозначена j-я компонента вектора ip

�

. 
Векторное равенство (1.30) эквивалентно следующим соотношениям 

в компонентах 

 

.

,

,

3332231133

3322221122

3312211111

nnnn

nnnn

nnnn

pppp

pppp

pppp

ααα
ααα
ααα

++=
++=

++=

 (1.31) 

Таким образом, напряженное состояние в точке определяется 
совокупностью трех векторов напряжения 

i
p , или их девятью компонен-

тами ijp , определенными на трех взаимно перпендикулярных площадках. 
Соотношение (1.29) является определением тензора (сам термин «тензор» 
происходит от французского слова tension, означающего напряжение). 

Компоненты ijp образуют тензор второго ранга, которому можно по-
ставить в соответствие матрицу 

 
















=

333231

232221

131211

ppp

ppp

ppp

pij . (1.32) 

Первый индекс компоненты ijp  тензора напряжений указывает на на-
правление координатной оси, параллельно которой направлен вектор нор-

мали n
�

, второй – направление координатной 
оси, на которую спроектирован вектор напря-
жения (рис. 1.10). Так, 21p  представляет собой 
проекцию вектора 2p

�

, приложенного к пло-
щадке, перпендикулярной оси 2x , на ось 1x . 

Компоненты с одинаковыми индексами 
iip  называются нормальными напряжениями, 
а компоненты )( kipik ≠  – касательными 
напряжениями, или напряжениями сдвига. 

Тензор напряжений ijp  зависит от коор-
динат ix  и времени t  и образует тензорное поле. 

Заметим, что помимо изложенной классической теории напряженного 
состояния, в которой считается, что моменты поверхностных и массовых 
сил в точке M  равны нулю, существуют и более сложные теории, в кото-
рых рассматриваются сплошные среды с распределенными моментами по-
верхностных и массовых сил. Они рассматриваются в специальных разде-
лах механики сплошной среды, например, при изучении жидких и упругих 
сред с микроструктурой. 

 

Рис



 
 

Глава II 

ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ.  
ИНТЕГРАЛЬНЫЕ  

И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

§1. Интегральные характеристики сплошной среды и законы 
сохранения 

Основные уравнения для сплошной среды выводятся из законов со-
хранения, представляющих собой фундаментальные законы природы. 
В механике сплошных сред основными законами сохранения являются за-
коны сохранения массы, изменения количества движения, изменения мо-
мента количества движения, энергии и баланса энтропии. Для математичес-
кой формулировки законов сохранения рассматривают или материальный 
(подвижный), или контрольный объем. 

Под материальным (подвижным) объемом понимается объем, со-
стоящий во все моменты времени из одних и тех же материальных точек. 

Область пространства, через границы которой могут проходить веще-
ство, энергия, количество движения и т.д., называется контрольным объе-
мом, а поверхность, ограничивающая эту область – контрольной поверх-
ностью. Контрольная поверхность может перемещаться в пространстве, но 
обычно считается неподвижной. 

При рассмотрении материального объема считается, что он представ-
ляет собой единое физическое тело, обладающее 

массой  ∫=
)(tV

dVM ρ , (2.1) 

количеством движения ∫=
)(tV

dVvJ
�

�

ρ , (2.2) 

моментом количества движения  ∫ ×=
)(

)(
tV

dVvrM
��

�

ρ , (2.3) 

энергией ∫ 












+=

)(tV

dV
v

uE
2

2

ρ , (2.4) 



ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 31

которая представляет собой сумму 

кинетической энергии  ∫=
)(tV

dV
v

K
2

2

ρ  (2.5) 

и внутренней энергии ∫=
)(tV

dVuU ρ , (2.6) 

энтропией ∫=
)(tV

dVsS ρ , (2.7) 

где ),( txjρρ =  – плотность, ),( txvv j

��

=  – скорость, ),( txuu j=  – удель-

ная (отнесенная к единице массы) внутренняя энергия, ),( txss j=  – удель-

ная (отнесенная к единице массы) энтропия, r
�

 – радиус-вектор материаль-
ной частицы, отсчитываемый от точки, относительно которой определя-
ется момент количества движения, )(tV  – материальный (подвижный) 
объем. 

Закон сохранения массы утверждает, что масса материального объе-
ма (2.1) остается постоянной. Следовательно, полная производная от вы-
ражения (2.1) равна нулю, то есть 

 0== ∫
)(tV

dV
dt

d

dt

dM ρ . (2.8) 

Согласно второму закону Ньютона, скорость изменения количества 
движения жидкого объема равна сумме всех внешних сил, действующих 
на этот объем. Поэтому материальная производная от величины (2.2) равна 

 )(

)(

e

tV

FdVv
dt

d

dt

Jd �

�

�

== ∫ ρ , (2.9) 

где )(e
F
�

 – сумма всех внешних массовых и поверхностных сил, приложен-
ных к объему )(tV . 

 

Рис. 2.1 

Сумма внешних массовых сил может 
быть представлена в виде (рис. 2.1) 

∫
)(tV

dVF

�

ρ . 

Сумма внешних поверхностных сил, 
очевидно, равна (рис. 2.1) 

∫
)(tS

ndSp
�

, 

где )(tS  – замкнутая поверхность, огра-
ничивающая материальный объем )(tV . 
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С учетом этих замечаний закон изменения количества движения (2.9) 
можно представить в виде 

 
∫∫∫

+==
)()()( tS

n

tVtV

dSpdVFdVv
dt

d

dt

Jd �

�

�

�

ρρ . (2.10) 

Закон изменения момента количества движения утверждает, что ско-
рость изменения момента количества движения материального объема от-
носительно любой точки равна главному моменту всех внешних массовых 
и поверхностных сил относительно той же точки. Так как эти моменты, по 
определению, равны  

( )∫ ∫ ××
)( )(

,,

tV tS

ndSprdVFr
��

�

� ρ  

то закон изменения момента количества движения для материального объ-
ема представляется соотношением 

 ( ) ( )∫ ∫∫ ×+×=×=
)( )()(tV tS

n

tV

dSprdVFrdVvr
dt

d

dt

Md ��

�

���

�

ρρ . (2.11) 

Закон сохранения энергии состоит в утверждении, что скорость изме-
нения энергии материального объема )(tV  равна сумме механической ра-
боты внешних массовых и поверхностных сил W , совершенных в единицу 
времени (мощность внешних сил), и притока в единицу времени прочих 
видов энергии Q . Следовательно, материальная производная от выраже-
ния (2.4) будет связана с величинами W  и Q  соотношением 

 QWdV
v

u
dt

d

dt

dE

tV

+=







+= ∫

)(
2

2

ρ . (2.12) 

В дальнейшем будем считать, что Q  представляет собой только ско-
рость притока тепла. Закон сохранения энергии иначе называется первым 
началом термодинамики.  

Мощность внешних объемных сил 1W  равна, очевидно, 

∫ ⋅=
)(tV

dVvFW
�

�

ρ1 , 

а для мощности поверхностных сил 2W  имеем 

∫ ⋅=
)(tS

n

dSvpW
��

2 . 

Приток тепла в единицу времени Q  можно представить как 

∫=
)(tV

edVqQ ρ , 
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где 
e

q  – удельное по массе количество тепла, подводимое к жидкому объ-
ему )(tV  в единицу времени. 

Тогда закон сохранения энергии (2.12) принимает вид 

 ∫∫∫∫ ++=







+=

)()()()( tV

e

tS

n

tVtV

dVqdSvpdVvFdV
v

u
dt

d

dt

dE ρρρ ���

�

2

2

. (2.13) 

Наряду с законами сохранения массы, изменения количества движе-
ния, момента количества движения и с законом сохранения энергии можно 
сформулировать теорему (закон) об изменении кинетической энергии (тео-
рему живых сил)*. Эта теорема утверждает, что изменение кинетической 
энергии жидкого объема во времени равна сумме работ (мощностей) внеш-
них и внутренних сил, действующих на этот объем. Поэтому материальная 
производная от выражения (2.5) представляется в виде 

 ∫∫∫∫ ++==
)(

)(

)()()( tV

i

tS

n

tVtV

dVNdSvpdVvFdV
v

dt

d

dt

dK ρρρ ���

�

2

2

, (2.14) 

где )(i
N  – удельная по массе мощность внутренних сил, то есть мощность, 

приходящаяся на единицу массы среды. 
Подчеркнем особо, что в соотношение (2.14), в отличие от закона со-

хранения энергии (2.13), входят мощности как внешних, так и внутренних 
сил. 

Закон баланса энтропии представляет собой второй закон термодина-
мики и формулируется следующим образом: скорость изменения энтропии 
жидкого объема )(tV  никогда не может быть меньше, чем сумма притока 
энтропии через его границу )(tS  и энтропии, производимой внутри объема 
внешними источниками. Математическая запись закона баланса энтропии 
в интегральной форме выражается неравенством 

 dS

T

nq

dVedVs

dt

d

tStVtV

∫∫∫

⋅−≥
)()()(

��

ρρ , (2.15) 

которое носит название неравенства Клаузиуса-Дюгема. В неравенстве (2.15) 
приняты следующие обозначения: s  – удельная по массе энтропия, e  – 
мощность локальных внешних источников энтропии, отнесенная 
к единице массы, q

�

 – вектор потока тепла через единицу площади в еди-
ницу времени. Равенство в формуле (2.15) осуществляется для обратимых 
процессов, а неравенство – для необратимых. 

                                           
*
 В отличие от приведенных выше законов теорема об изменении кинетической энергии не является не-
зависимым законом. Как известно из теоретической механики, эта теорема выводится из теоремы (зако-
на) об изменении количества движения. 
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Левые части соотношений (2.8), (2.10), (2.11), (2.13) и (2.14) можно 
записать в общем виде как 

Φ=∫ dVtx
dt

d

tV

j

)(

),(ϕ , 

где ),( txjϕ  может принимать одно из значений ρ , v

�ρ , vr

�� ρ× , ( )22
vu +ρ , 

22
vρ , а Φ  представляет собой правые части указанных выше равенств. 

Поэтому для придания соотношениям (2.8), (2.10), (2.11), (2.13), (2.14) со-
ответствующей математической формулировки, необходимо вычислить 
полную (материальную) производную по времени от интеграла, взятого по 
материальному (подвижному) объему. 

§2. Дифференцирование по времени интеграла,  
взятого по подвижному объему 

Для вывода формулы дифференцирования по времени интеграла, взя-
того по подвижному материальному объему, рассмотрим положение этого 
объема )(tV  в моменты времени t  и t + t∆  (рис. 2.2). По определению 
полной производной, 

 











−∆+

∆
= ∫∫∫

∆+
→∆

)()()(

),(),(lim),(
tV

j

ttV

j

t

tV

j

dVtxdVttx
t

dVtx
dt

d ϕϕϕ 1
0

, (2.16) 

где )( ttV ∆+  – положение, занимаемое жидким объемом )(tV  в момент 
времени t + t∆ . 

Так как 

 ∫∫∫
−∆+∆+

∆++∆+=∆+
)()()()(

),(),(),(
tVttV

j

tV

j

ttV

j dVttxdVttxdVttx ϕϕϕ ,  

то равенство (2.16) можно представить в виде 

 

.
1

0

0

∫

∫∫

−∆+
→∆

→∆

∆+
∆

+

+
∆

−∆+
=

)()(
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),(),(
lim),(

tVttV

j
t

tV

jj

t
tV

j

dVttx
t

dV
t

txttx
dVtx

dt

d

ϕ

ϕϕ
ϕ

 (2.17) 

Первое слагаемое в соотношении (2.17), очевидно, равно 

 
0

( ) ( )

( , ) ( , ) ( , )

lim

j j j

t
V t V t

x t t x t x t

dV dV

t t

ϕ ϕ ∂ϕ
∂∆ →

+ ∆ −
=

∆∫ ∫ . (2.18) 
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Рис. 2.2 

Для вычисления второго сла-
гаемого заметим, что, как это вид-
но из рис. 2.2, )( ttV ∆+ – )(tV  =  
= 121332 VVVVVV −=−−+ , где 

1V  и 2V  – объемы пространства, 
соответственно, освобожденные и 
вновь занятые за время t∆  при 
движении материального объема, 

3V  – общая часть объемов )(tV  
и )( ttV ∆+ . 

Для объема 2V  элемент объема 
dV  может быть вычислен как объем  

цилиндра (рис. 2.2) с основанием dS  и высотой tnvtv

n
∆⋅=∆
��

, где 
n

v  – 
проекция скорости на внешнюю нормаль n

�

 к поверхности 2S , разделяю-
щей объемы 2V  и 3V . 

Тогда 

∫∫ ∆∆+=∆+
22 S

nj

V

j dStvttxdVttx ),(),( ϕϕ . 

Проведя аналогичные рассуждения для объема V  получим, что высо-
та элементарного цилиндра равна tvtnv

n
∆−=∆⋅

��

 и 

1 1

( , ) ( , )j j n
V S

x t t dV x t t v t dSϕ ϕ+ ∆ = − + ∆ ∆∫ ∫ , 

где 1S  – поверхность, разделяющая объемы 1V  и 2V . 
Из приведенных рассуждений следует, что второе слагаемое в правой 

части (2.17) имеет вид 

,),(),(),(lim

),(),(lim),(lim
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)()(
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dVttxdVttx
t

dVttx
t

ϕϕϕ

ϕϕϕ

12

12

0

00

11

(2.19) 

где )(tS  – замкнутая поверхность, ограничивающая объем )(tV . 
Подставив выражения (2.18) и (2.19) в (2.17), получим окончательно 

 =∫
)(

),(
tV

j dVtx
dt

d ϕ
( )

( , )j

V t

x t
dV

t

∂ϕ
∂∫ + ∫

)(

),(
tS

nj dSvtxϕ . (2.20) 

Подчеркнем еще раз, что в соотношении (2.20) нормаль n
�

 считается 
внешней по отношению к замкнутой поверхности )(tS . 
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Для дальнейшего преобразования соотношения (2.20) воспользуемся 
теоремой Гаусса–Остроградского

* в виде 

 ∫∫∫∫∫ ===⋅=
VV i

i

S

nii

SS

n dVadV
x

a
dSadSnadSa

���

div
∂
∂α , (2.21) 

где jjaea

��

= , niα  – направляющие косинусы нормали n
�

, а дивергенция 

вектора a
�

 равна 

i

i

x

a
a

∂
∂=

�

div . 

Полагая в соотношении (2.21) va

�� ϕ= , из (2.20) получим 

 =∫
)(

),(
tV

j dVtx
dt
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+

)(

div

tV

dVv
t

�ϕ
∂
ϕ∂

, (2.22) 

где для краткости записи опущены аргументы функции ),( txjϕ . 

Так как 

i

i

x

vvv

∂
ϕ∂ϕϕ +=

��

divdiv , 

а 

dt

d

x
v

t
i

i

ϕϕϕ =
∂
∂+

∂
∂

, 

то соотношение (2.22) можно переписать в виде 

 =∫
)(tV

dV
dt

d ϕ ∫ 






 +
)(

div

tV

dVv
dt

d �ϕϕ
. (2.23) 

Легко видеть, что соотношения (2.20) и (2.23) сохраняют свой вид и 
в том случае, когда ),( txjϕ  представляет собой векторную функцию сво-

их аргументов
**. 

Полученное выражение для дифференцирования интеграла по време-
ни позволяет вывести единообразным способом математические выраже-
ния законов сохранения массы, изменения количества движения, измене-
ния момента количества движения, энергии и изменения кинетической 
энергии. 

                                           
*

 Карл Фридрих Гаусс (1777–1855), немецкий математик, иностранный почетный член Петербургской 
Академии Наук. 
  Михаил Васильевич Остроградский (1801–1861), русский математик и механик, действительный член 
Петербургской Академии Наук. 
**

 Более строгий вывод соотношения (2.23) приведен в приложении. 
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§3. Уравнение неразрывности (закон сохранения массы) 

Уравнение неразрывности представляет собой дифференциальную 
форму закона сохранения массы сплошной среды. Полагая в равенст-
ве (2.23) ρϕ =  и используя условие постоянства массы жидкого объема 
(2.8), получим 

 0=






 +∫
)(

div

tV

dVv
dt

d �ρρ
. (2.24) 

Так как это равенство справедливо для произвольного жидкого объема, 
то подынтегральное выражение в соотношении (2.24) равно нулю, то есть 

 0=+ v
dt

d �

divρρ
. (2.25) 

Уравнение (2.25) называется уравнением неразрывности. Очевидно, 
что если вместо (2.23) использовать (2.22), то уравнение неразрывности 
можно представить в виде 

 0=+
∂
∂

v
t

�ρρ
div . (2.26) 

Для получения уравнения неразрывности для трубки тока воспользуемся 
соотношениями (2.8) и (2.20), положив в последнем ρϕ = . При этом получим 

 0=+
∂
∂

∫∫ dSvdV
t

tS

n

tV )()(

ρρ
.  (2.27) 

Соотношение (2.27) называется уравнением неразрывности в инте-
гральной форме. 

 

Рис. 2.3 

Применим соотношение (2.27) 
к течению жидкости по трубке тока. 
Проведем живые сечения 1S  и 2S  
(рис. 2.3). Контрольная поверхность 
S  будет состоять из трех частей: жи-
вых сечений 1S  и 2S , через которые 
жидкость втекает и вытекает из рас-
сматриваемого участка трубки тока, и 
ее боковой поверхности 3S . 

В точках боковой поверхности 
3S , по определению трубки тока, 

0=
n

v , и соотношение (2.27) принима- 
ет вид 

 0
21

=++
∂
∂

∫∫∫ dSvdSvdV
t

S

n

S

n

V

ρρρ
. (2.28) 
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Так как в (2.28) берется внешняя нормаль, то в сечении 2S , по опреде-
лению живого сечения, vv

n
= , а в сечении 1S  vv

n
−= , и соотношение 

(2.28) принимает вид 

 dSvdSvdV
t

SSV

∫∫∫ −=
21

ρρ
∂

∂ρ
. (2.29) 

При установившемся движении 0=
∂
∂
t

ρ
, и из уравнения (2.29) имеем 

  const
21

=== ∫∫ m

SS

QdSvdSv ρρ . (2.30) 

Величина dSvQ
S

m ∫= ρ  представляет собой массу жидкости, прохо-

дящей через живое сечение в единицу времени, и называется массовым 
расходом. Таким образом, соотношение (2.30) показывает, что при устано-
вившемся течении массовый расход вдоль трубки тока постоянен. 

Для элементарной трубки тока соотношение (2.30) принимает вид 
 const222111 == SvSv ρρ . (2.31) 

Жидкость называется несжимаемой, если плотность любой ее частицы 

есть величина постоянная, то есть если 0=
dt

dρ
. Из уравнения (2.25) для 

несжимаемой жидкости получается 0=v

�

div
*. Тогда в соответствии 

с теоремой Гаусса–Остроградского 

 0== ∫∫
S

n

V

dSvdVv
�

div . (2.32) 

Повторяя рассуждения, аналогичные предыдущим, из (2.32) получим, 
что для трубки тока несжимаемой жидкости 

 )(tQdSvdSv
SS

== ∫∫
21

. (2.33) 

Величина ∫=
S

dSvQ  представляет собой объем жидкости, проходя-

щей через живое сечение в единицу времени, и называется расходом. Сле-
довательно, соотношение (2.33) показывает, что при течении несжимаемой 
жидкости по трубке тока расход во всех ее живых сечениях будет в данный 

                                           
*
 Если 0=v

�

div , то так как 
i

i

x

v

v

∂
∂

=
�

div , то это условие будет равно справедливо как в слу-

чае )( jxvv
��

= , так и в случае ),( txvv
j

��

= . 
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момент времени одним и тем же вне зависимости от того, является течение 
установившимся или нет. 

В случае элементарной трубки тока соотношение (2.33) принимает вид 

 2211 SvSv = , (2.34) 

откуда видно, что чем меньше площадь живого сечения, тем больше ско-
рость течения и наоборот. 

§4. Уравнения движения в напряжениях 

В формулировку закона изменения количества движения (2.10) входят 
величина v

�ρ , представляющая собой количество движения единицы объ-
ема, и напряжение поверхностных сил 

n

p
�

. Поэтому для вывода уравнений 
движения в напряжениях положим в соотношении (2.23) v

�ρϕ =  и полу-
чим 
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div ,

V V
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 = + = 
 

  = + + =  
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� � �
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� �

 (2.35) 

так как в соответствии с уравнением неразрывности (2.25) выражение в 
круглых скобках равно нулю. Подставив соотношение (2.35) в уравнение 
закона изменения количества движения (2.10), получим 

 ∫∫∫ +=
S

n

VV

dSpdVFdV
dt

vd �

�

�

ρρ , (2.36) 

где по формуле (1.29) 
 niin pp α��

= . (2.37) 

Положим в теореме Гаусса–Остроградского (2.21) 032 == aa . Тогда 

 ∫∫ ∂
∂=

VS

n dV
x

a
dSa

1

1
11α . (2.38) 

Проводя аналогичные рассуждения для компонент 2a  и 3a , получим 

 ∫∫ ∂
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VS

n dV
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a
dSa

1
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�

�α . (2.39) 

Из формул (2.37) и (2.39) следует, что  

 dV
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p
dSpdSp

V i
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S
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�� α . (2.40) 
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Подставив соотношение (2.40) в (2.36), получим 
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∂−−∫ dV
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F

dt

vd

V i

i
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ρρ , (2.41) 

а так как это соотношение справедливо для произвольного материального 
объема, то подынтегральное выражение в нем равно нулю, то есть 
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ρρ , (2.42) 

или в координатной форме 
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ij
j

j

x

p
F

dt
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∂
∂

+= ρρ . (2.43) 

Уравнения (2.42) и (2.43) называются уравнениями движения сплош-
ной среды в напряжениях и выражают собой закон изменения количества 
движения. 

Закон изменения количества движения для трубки тока можно полу-
чить с помощью соотношений (2.10) и (2.20), положив в последнем 

vϕ ρ=
�

. Из них следует, что 
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dSpdVFdSvvdV
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�
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. (2.44) 

Соотношение (2.44) представляет собой уравнение закона изменения 
количества движения в интегральной форме. 

В качестве поверхности S  возьмем замкнутую поверхность, состоя-
щую из живых сечений трубки тока 1S , 2S  и ее боковой поверхности 3S  
(рис. 2.4). Повторяя рассуждения, приведенные при выводе соотношений 
(2.28) и (2.29), из уравнения (2.44) получим 
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ρρρρ

21

)(
. (2.45) 

Массовую силу, действующую на выделенный объем V  трубки тока, 
обозначим через G : 
 GdVF

V

��

=∫ ρ , (2.46) 

а равнодействующую поверхностных сил, действующих со стороны жид-
кости в сечениях 1S  и 2S , через P

�

: 

 PdSp

SS

n

�

�

=∫
+ 21

. (2.47) 

Для определения сил, действующих на поверхность 3S  (в частности, 
поверхность 3S  может быть твердой стенкой), воспользуемся разложени-
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ем (1.26). Обозначим 
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==
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nn dSpTdSpnN ττ�
�
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, , (2.48) 

где N
�

 – равнодействующая нормальных, а T
�

 – тангенциальных сил, при-
ложенных к поверхности 3S . 

Подставив выражения (2.46), (2.47) и (2.48) в уравнение (2.45), полу-
чим математическое выражение закона изменения количества движения 
для трубки тока в виде 
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SSV
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ρρρ )(
. (2.49) 

При установившемся движении 
( )

0=
∂

∂
t

v
�ρ

, и формула (2.49) прини-

мает вид 
 TNPGdSvvdSvv

SS

����

��

+++=− ∫∫
12

ρρ . (2.50) 

Используя теорему о среднем значении в интегральном исчислении, 
имеем 

m

SS

QvdSvvdSvv )()( cpcp ���

==
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ρρ , 

где )(cp
v

�

 – среднее интегральное значение вектора скорости в сечении S . 
Так как при установившемся движении const=

m
Q , то равенство (2.50) 

можно представить в виде 

 ( ) TNPGvvQ
m

����

��

+++=− )()( cp
1

cp
2 , (2.51) 

где ( )ср

1v
�

, ( )ср

2v
�

 – средние значения скорости течения в сечениях 1S  и 2S , со-
ответственно. Подчеркнем особо, что соотношения (2.44), (2.45), (2.49), 
(2.50), (2.51) представляют собой векторные уравнения. Поэтому измене-
ние количества движения может происходить не только при изменении ве-
личины скорости, но и при изменении ее направления. 

Соотношение (2.51) оказывается удобным для решения ряда практи-
ческих задач. Соответствующие примеры приведены в главе VII. 

§5. Закон изменения момента количества движения. 
Закон парности касательных напряжений 

Соотношение (2.11), представляющее собой закон изменения момента 
количества движения, содержит величину vr

�� ρ× . Подставив в соотноше-
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ние (2.23) выражение vr

�� ρϕ ×= , получим 
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Используя уравнение неразрывности (2.25) и учитывая, что v
dt

rd �

�

=  и, 

следовательно, 0=× v
dt

rd �

�

ρ , соотношение (2.52) можно привести к виду 
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��� ρρ . (2.53) 

Из формул (2.37) и (2.39) следует, что 
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Подставив соотношения (2.53) и (2.54) в уравнение (2.11), имеем 
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а так как соотношение (2.53) справедливо для произвольного объема, то 
подынтегральное выражение должно быть равным нулю, то есть 
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Соотношение (2.56) представляет собой уравнение изменения момен-
та количества движения. 

Из этого уравнения вытекает одно весьма важное следствие. Действи-
тельно, умножим уравнение движения (2.42) векторно на радиус-вектор r

�

 
и получим 
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Вычитая (2.57) из (2.56), имеем 
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Так как iixer

��

= , то i

i

e
x

r �

�

=
∂
∂

, и соотношение  (2.58) можно предста-

вить в виде 
 0=×

ii
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. (2.59) 

Используя известную формулу векторного исчисления 
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где ii ba ,  – проекции векторов ba
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и  на координатные оси, получим из ра-
венства (2.59) 
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откуда 

 kiik pppppppp ====   или  322313312112 ,, . (2.60) 

Соотношения (2.60) представляют собой закон парности или взаимно-
сти касательных напряжений. Из этого закона следует, что тензор напря-
жений (1.33) является симметричным. Последнее означает, что тензор на-
пряжений (1.33) содержит только шесть различных компонент. В соответ-
ствии с этим уменьшается число неизвестных в уравнениях движе-
ния (2.43). 

§6. Закон сохранения энергии 

Закон сохранения энергии, как было показано выше, имеет вид (2.13). 
Для преобразования этого соотношения положим в равенстве (2.23) 
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С учетом уравнения неразрывности (2.25) соотношение (2.61) приве-
дем к виду 
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ρρ . (2.62) 

Из формулы (2.37) и теоремы Гаусса-Остроградского (2.39) следует, что 
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Подставив соотношения (2.62) и (2.63) в уравнение (2.13), получаем 
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а так как это соотношение справедливо для произвольного объема, то 
подынтегральное выражение должно быть равным нулю, 
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Соотношение (2.65) представляет собой математическую формулировку 
закона сохранения энергии для термомеханического континуума. Из этого 
уравнения видно, что скорость изменения полной энергии равна сумме мощ-
ностей всех внешних сил и количества тепла, подводимого в единицу време-
ни. При этом необходимо иметь в виду, что в уравнение (2.65) входят удель-
ные по объему, то есть рассчитанные на единицу объема величины. 

Для того, чтобы получить закон сохранения энергии для трубки тока, 

положим в соотношении (2.20) 
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таким образом выражение в уравнение (2.13). Тогда 
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Будем считать, что напряжение массовой силы обладает потенциалом, 
то есть что Π∇=F

�

. Тогда с учетом уравнения неразрывности (2.26) полу-
чим 

t
vvvvvF

∂
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divdivdiv , 

а на основании теоремы Гаусса–Остроградского (2.21)  
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В качестве поверхности S  возьмем замкнутую поверхность, состоя-
щую из живых сечений трубки тока 1S , 2S  и ее боковой поверхности 3S  
(рис.2.4). В живом сечении 1S  vnv

��

−= , в 2S  vnv

��

= , на боковой поверх-
ности 3S  vv 1τ��

= , где 1τ�  – единичный вектор, лежащий в касательной 
плоскости к трубке тока. Тогда с учетом соотношения (1.26) получим 
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Подставив выражения (2.67) и (2.68) в уравнение (2.66) и повторяя рас-
суждения, приведенные при выводе соотношений (2.26) и (2.27), получим 
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Соотношение (2.69) представляет собой выражение закона сохранения 
энергии для трубки тока при наличии потенциала напряжения массовых 
сил. При установившемся движении оно принимает вид 
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Воспользовавшись теоремой о среднем значении в интегральном ис-
числении, имеем 
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а так как при установившемся движении вдоль трубки тока const=
m

Q , то 
уравнение (2.70) можно представить в виде 
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где индексы «1», «2» означают номера соответствующих сечений. 
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§7. Теорема об изменении кинетической энергии 

Для получения математического выражения теоремы об изменении ки-

нетической энергии положим в соотношении (2.23) 
2

2
vρϕ = . Тогда с учетом 

уравнения неразрывности (2.25) получим 
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Подставив в уравнение (2.14) соотношения (2.63) и (2.72), получим 
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а так как это соотношение справедливо для произвольного объема, то 
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Из уравнения (2.74), то есть из теоремы живых сил для сплошной сре-
ды, следует, что скорость изменения кинетической энергии равна мощно-
сти всех внешних и внутренних сил. При этом в уравнение (2.74) так же, 
как и в уравнение (2.75), входят удельные по объему величины. 

Для того, чтобы получить теорему живых сил для трубки тока, положим 

в соотношении (2.20) 
2

2
vρϕ =  и, воспользовавшись уравнением (2.14), по-

лучим соотношение 
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представляющее собой интегральную форму теоремы об изменении кине-
тической энергии. 

Выберем в качестве замкнутой поверхности S  поверхность, ограни-
ченную живыми сечениями трубки тока 1S , 2S  и ее боковой поверхно-
стью 3S  (рис. 2.3), и примем, что напряжение массовых сил обладает по-
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тенциалом, то есть что Π∇=F
�

. Используя соотношения (2.67) и (2.68), 
после рассуждений, аналогичных проведенным при выводе (2.69), из ра-
венства (2.75) получим соотношение 
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 (2.76) 

представляющее собой выражение теоремы об изменении кинетической 
энергии для трубки тока при наличии потенциала для напряжения массовых 
сил. 

При установившемся движении соотношение (2.76) принимает вид 

 

∫∫

∫∫

+=

=







+−Π−−








+−Π−

V

i

mS

n

m

S

nn

S

nn

dVN
Q

dSvp
Q

dSv
vp

dSv
vp

)(ρτ

ρ
ρ

ρ
ρ

11

22

3

12

1

22

��

 (2.77) 

или 
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где осреднение по сечениям 1S  и 2S  имеет тот же смысл, что и в (2.71). 

Для вычисления удельной мощности внутренних сил )(i
N  вернемся 

к рассмотрению соотношения (2.68). 
Умножив уравнения движения в напряжениях (2.42) скалярно на век-

тор скорости v
�

, получим 
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Вычитая почленно соотношение (2.79) из соотношения (2.78), име-
ем 
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или, так как kkijji vevpep
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Из равенства (2.80) следует, что если все точки рассматриваемого объе-
ма сплошной среды движутся с одинаковыми скоростями, то есть ес-
ли ( ) ( )tvtxvv kjkk == , , то )(i

N =0. Следовательно, работа внутренних сил 
может быть отличной от нуля только в пространственно неоднородном по-

ле скоростей, в котором 0≠
∂
∂

i

k

x

v
. 

§8. Уравнение притока тепла 

Для получения уравнения, описывающего изменение внутренней 
энергии, рассмотрим закон сохранения полной энергии (2.65) и вычтем из 
этого уравнения почленно уравнение (2.74). Тогда получим 

 )(i
e Nq

dt

du −= . (2.81) 

Соотношение (2.81) содержит удельные (по массе) внутреннюю энер-
гию u , тепловую мощность 

e

q , мощность внутренних сил ( )i
N  и называ-

ется уравнением притока тепла. Из этого уравнения видно, что при адиа-
батическом процессе, то есть при 

e

q = 0, изменение внутренней энергии 
может происходить только за счет работы внутренних сил. 

С помощью соотношения (2.80) уравнению притока тепла можно при-
дать вид 
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ρ
. (2.82) 

Из уравнения (2.82) следует, что в однородном поле скоростей, т.е. при 
( )tvv ii = , изменение внутренней энергии определяется только внешним 

подводом тепла. 
Заметим, что уравнение притока тепла, как и теорема об изменении 

кинетической энергии, не является независимым уравнением – оно есть 
следствие основных законов сохранения. 

Примеры использования уравнения притока тепла приведены в гл. IV. 

§9. Система уравнений движения сплошной среды 

Из всего вышеизложенного следует, что движения сплошной среды, 
определяемые фундаментальными физическими законами сохранения мас-
сы, изменения количества движения, сохранения энергии, описываются 
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системой уравнений, состоящей из (2.25), (2.42), (2.65) и имеющей вид 
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Таким образом, система уравнений движения любой сплошной среды 
состоит из одного векторного и двух скалярных уравнений или пяти ска-
лярных уравнений. В общем случае система уравнений (2.83) содержит 11 
скалярных неизвестных*: upv iji ,,, ρ . Следовательно, она является незамк-
нутой. Это обстоятельство отражает тот факт, что в законах сохранения не 
содержится никаких параметров, характеризующих свойства конкретных 
сплошных сред. Поэтому к полученным уравнениям необходимо добавить 
соответствующие соотношения (связи), задающие физические свойства той 
или иной сплошной среды. Очевидно, что для разных сплошных сред (таких, 
например, как жидкость, упругое тело, пластическое тело и т.д.) эти связи 
будут иметь различный вид, и полученные, уже замкнутые системы уравне-
ний для разных сплошных сред также будут иметь различный вид. 

Установление необходимых для конкретных сред связей требует предва-
рительного изучения деформаций или скоростей деформаций сплошной среды. 

Связи между напряжениями и деформациями или между напряжения-
ми и скоростями деформаций называются реологическими уравнениями**. 
Таким образом, различным сплошным средам соответствуют различные 
реологические уравнения. 

В заключение заметим, что во всех рассуждениях настоящей главы 
предполагалось, что в классической механике сплошной среды принят по-
стулат, согласно которому основные законы сохранения считаются спра-
ведливыми не только для всего рассматриваемого тела (в нашем случае – 
для материального объема), но и для каждой его части, сколь бы мала она 
ни была. Этот постулат носит название принципа локальности, а диффе-
ренциальные уравнения, являющиеся следствиями интегральных законов 
сохранения, называют локальными формулировками законов сохранения. 

Заметим также, что если система координат, в которой рассматривается 
движение сплошной среды, подвижна, то все уравнения движения в этой сис-
теме координат сохраняют свой вид, только массовые силы будут включать в 
себя также и силы инерции, появляющиеся в относительном движении. 
                                           
*
 Напряжение массовых сил F

�

 и тепловая мощность 
e

q  представляют собой внешние воздействия и 

считаются заданными. 
** Реология (от греческого слова «течение») – наука о деформации материалов. 



 
 
 
 
 

Глава III 

СКОРОСТЬ ДЕФОРМАЦИИ СПЛОШНОЙ 
СРЕДЫ 

 
 

§1. Скорость деформации малой частицы.  
Теорема Гельмгольца 

 

Рис. 3.1 

Рассмотрим малую частицу сплош-
ной среды, изображенную на рис. 3.1, где 
точка O – центр частицы с пространст-
венными координатами xj, точка O′ – 
любая точка внутри частицы, век-

тор ( )jR OOξ ′=
������

 целиком лежит внут-

ри рассматриваемой частицы. 
Распределение скоростей внутри 

частицы в фиксированный момент 
времени t1 определяется полем скоро-
стей, т.е. величинами скоростей точек 
O и O′ , соответственно, ( )1txvv io ,

��

=  
и ( )1txvv

jj

,ξ+=′ ��

, или ( )1txvv jioi ,= , 

( )1txvv
jjii

,ξ+′=′ . Движение в пределах 

частицы предполагается непрерывным и дифференцируемым. 
Разлагая iv

′  в ряд Тейлора, получаем 

 ...... +∇+=+
∂
∂+=′ ii

j

i
joii vRv

x

v

vv

�

ξ   , (3.1) 

где все производные берутся в точке 0. Так как частица предполагается 
малой, т.е. ξ  предполагаются малыми в сравнении с характерным линей-
ным размером в рассматриваемой задаче, то, ограничиваясь в формулах 
(3.1) членами первого порядка малости, имеем 

 ioi
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joii vRv
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v
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ξ  (3.2) 



СКОРОСТЬ ДЕФОРМАЦИИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

 

51

или 

 ( ) RvvRvv oo

������
Φ+=∇⋅+=′ . (3.3) 

Из равенств (3.2) и (3.3) видно, что разность скоростей ovv

��

−′  опреде-
ляется матрицей 
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элементы которой представляют собой коэффициенты при членах первого 
порядка малости в разложении iv

′  в ряд Тейлора. 
Матрица Φ всегда может быть представлена в виде суммы двух мат-

риц, из которых одна симметрична, а другая антисимметрична. Действи-
тельно, введем обозначения 
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Матрицу (3.4) представим в виде 
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Из формул (3.5) видно, что kiik εε = . 
Подставив соотношение (3.6) в формулу (3.3), получаем 

 oo RRDvv
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Ω++=′ . (3.7) 

Переписывая равенство (3.7) в координатном виде, имеем 
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 (3.8) 

Из формул (3.5) следует, что величины ωk представляют собой ком-
поненты вектора kke ωω �� = , который может быть символически записан 
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как 
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∂=ω . (3.9) 

Вектор ω�  называется вихрем скорости*. 
Введем в рассмотрение квадратичную функцию 

 kiikF ξξε
2

1= . (3.10) 

Благодаря тому, что kiik εε = , из формулы (3.10) следует, что  

 kik

i

F ξε
∂ξ

=
∂
∂

. (3.11) 

С помощью формул (3.9) и (3.11) равенства (3.8) можно переписать в виде 

( )
i
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oii R
F

vv
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� ×+
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∂+=′ ω
ξ

 

или 
 FRvv o ∇+×+=′

���� ω . (3.12) 

Если бы рассматриваемая малая частица была абсолютно твердой, то, 
как известно из теоретической механики, распределение скоростей в ней 
имело бы вид 

 
o

v v Rω= + ×
    

, (3.13) 

где 
o

v
�

 – скорость поступательного движения, а ω�  – вектор мгновенной уг-
ловой скорости. Таким образом, из формул (3.12) и (3.13) следует, что 

F v v′∇ = −
  

, 
то есть величина F∇  представляет собой скорость деформации. 

Замечание: совокупность точек O1, окружающих точку O, образует 
частицу жидкости. За время dt точка O получает перемещение, равное dtv

o

�

, 

а точка O1 – равное dtv′� . Из рис. 3.1 видно, что dtvRdtvR
o

�

�

�

�

+′=′+  или, 
с учетом формулы (3.12), 

 ( ) ( )dtFRdtvvRRRd
o

∇+×=−′=−′=
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���

���

ω . (3.14) 

Полагая 
kk

eR ξ ′=′ �

�

, из формул (3.3) и (3.14) получаем 

( ) ( ) dtvRRdtvvReR okk
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∇⋅+=−′+=′=′ ξ  

                                           
*
 Некоторые авторы под вихрем скорости понимают величину ω��

2=vrot . 
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или в координатном виде 

 dt
x

v

k

i

kii ∂
∂+=′ ξξξ . (3.15) 

На равенства (3.15) можно смотреть как на преобразование координат 

точек жидкой частицы за время dt. Так как величины 
k

i

x

v

∂
∂

, как указыва-

лось, вычисляются в точке 0 и, следовательно, от kξ  не зависят, то преоб-
разование (3.15) линейно. Поэтому за время dt этим преобразованием по-
верхности второго порядка переводятся в поверхности второго порядка, 
плоскости – в плоскости, прямые линии – в прямые линии. Например, сфе-
ра переходит в эллипсоид. 

Обозначим 

 ( )
Rdt

dR

RddRRRdR R =≠−′= ε,
�

, (3.16) 

где Rε  – относительное удлинение вектора R
�

 в единицу времени. Из фор-
мул (3.10), (3.11), (3.14) и (3.16) следует, что 
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Так как i

i

R
αξ =  – направляющие косинусы вектора R

�

, то 
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αααεξξεε 2
2

=== , (3.18) 

и относительное удлинение Rε  не зависит от длины вектора R
�

, а зависит  
только от его направления. 

Пусть Rε = 0. Тогда из равенства (3.17) следует, что 
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где kk
o

e
RR

R
R ξ�
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� 1==  – единичный вектор направления R
�

. Так как соот-

ношение (3.19) справедливо при любом o
R
�

, то с учетом формулы (3.11) 
получаем 
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и, следовательно, kikξε = 0, откуда, так как kξ  произвольны, 0=ikε . Об-
ратное утверждение: если все 0=ikε , то 0=ρε , и частица ведет себя как 

абсолютно твердая. 
Из приведенных рассуждений следует, что Fv ∇=*

�

 действительно яв-
ляется скоростью деформации. 

Формула (3.12) может быть теперь переписана в виде 
FRvvvv

om
∇+×+=+=′

�

����� ω*  
и представляет собой содержание первой теоремы Гельмгольца*: движение 
элементарного объема жидкости можно в каждый данный момент времени 
представить разложенным на квазитвердое движение со скоростью 

m
v

�

, рав-

ной сумме поступательной скорости 
o

v

�

 и вращательной R

�

� ×ω , и дефор-

мационное движение со скоростью Fv ∇=*
�

. 

§2. Тензор скоростей деформаций 

Рассмотрим скалярное произведение FR∇
�

. Из формулы (3.11) и оп-
ределения вектора R

�

 следует, что 

kiik

k

kii

F
eeFR ξξε

ξ
ξ =

∂
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��

�

. 

Так как скалярное произведение по своему смыслу инвариантно отно-
сительно преобразования координат, то 

 nmmnkiik ξξεξξε ~~~= , (3.20) 

где iξ  – координаты старой, а iξ~  – новой систем координат. 

Вектор R
�

 в старой и новой системах координат имеет вид 

jjkk eeR ξξ ~~

��

�

== , где je
~
�

 – орты новой системы координат. Умножив это со-

отношение на ke

�

, получим формулы преобразования координат 

 
nknmkmjkjjkjk

ee αξαξαξξξ ~~~ ====
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, (3.21) 

где jkα  – косинусы углов между осями новой и старой систем координат. 

Подставив соотношения (3.21) в формулу (3.20), имеем 

nmmnnknmimikkiik ξξεαξαξεξξε ~~~~~ == , 

а так как это равенство справедливо при любых nm ξξ ~

,

~ , то 

 nkmiikmn ααεε =~ . (3.22) 

                                           
*
 Герман Людвиг Фердинанд Гельмгольц (1821–1894), немецкий ученый, иностранный член-корреспон-
дент Петербургской Академии Наук. 
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Выражение (3.22) представляет собой определение аффинного орто-
гонального тензора второго ранга. Таким образом, скорости деформаций 
представляют собой симметричный ( kiik εε = ) тензор второго ранга, ком-
поненты которого задаются матрицей 

















=

333231

232221

131211

εεε
εεε
εεε

D . 

§3. Физический смысл компонент тензора скоростей деформаций 

Для выяснения физического смысла компонент тензора скоростей де-
формаций ikε  рассмотрим вектор R

�

, параллельный оси Ox1. Для этого век-
тора направляющие косинусы равны α1 = 1, α2 = α3 = 0, и из формулы (3.18) 
в этом случае имеем 11εε =R . Следовательно, 11ε  представляет собой ско-
рость относительного удлинения вектора, параллельного оси Ox1. 
Аналогично можно показать, что kkε  – скорости относительного удлине-
ния вдоль соответствующих координатных осей. 

 

Положим, что поступательная 
и вращательная скорости жидкой час-
тицы отсутствуют. Рассмотрим век-

тор  R
�

, лежащий в плоскости x1Ox2 
(рис. 3.2). За время dt этот вектор пре-

образуется в вектор R
�

′, который мо-
жет и не лежать в плоскости x1Ox2. То-

гда (рис. 3.2) *

1 1
O O v dt Fdt

 
. 

Разложим вектор dtv
*

�

 на векто-

ры   
1 2 2 1

 Ë O O O O  так, чтобы вектор 

1 2

O O  был перпендикулярен R
�

 и ле-

жал в плоскости x1Ox2. Очевидно, что  
Рис. 3.2 

1 2

O O = dtv
*

1
�

, *

1v
�

 – составляющая вектора *
v

�

 в плоскости x1Ox2. 
Так как O1O2 = R dϕ dtv1′= , то 

*

1

2

1 1vd n F F F

dt R R R n R

ϕ ∂
∂ ϕ

∇ ∂= = = =
∂

 
, 

где n
�

 – единичный вектор, направленный по 
1 2

O O

      
. 
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В плоскости x1Ox2 координаты вектора R
�

 равны ,cosϕξ R=1  
032 == ξϕξ ,sinR , и в соответствии с формулой (3.10) 

( )

( ),sinsincos ϕεϕεϕε

ξεξξεξε

2
2212

2
11

2

2
2222112

2
111

2
2

1

2
2

1

++=

=++=

R

F

 

откуда 

 ( ) ϕεϕεεϕ
22

2

1
121122 cossin +−=

dt

d
. (3.23) 

Рассмотрим вектор RR
��

⊥1  и лежащий в плоскости x1Ox2. Тогда 

2
1

πϕϕ +=  и, как следует из формулы (3.23), ϕϕ dd −=1 . Следовательно, 

векторы R
�

 и R
�

1 либо расходятся, либо сходятся, но всегда вращаются 
в противоположные стороны. Скорость γ�  изменения угла между вектора-

ми R
�

 и R
�

1, очевидно, равна 
dt

dϕγ 2=� . При 0=ϕ , как это следует из 

формул (3.23), 122εγ =� . 
Итак, 12ε  представляет собой половину скорости скашивания коорди-

натного угла в плоскости x1Ox2. Аналогичное значение имеют в соответст-
вующих плоскостях компоненты ( )kiik ≠ε . 

 

Рис. 3.3 

Рассмотрим в качестве примера течение 
с  полем скоростей 321 0 kxvv == , , 03 =v . Оче-
видно, что в этом случае бесконечно малый 
квадрат ОАВС (рис. 3.3) за время t  с точно-
стью до малых второго порядка превратится 
в ромб ОА1В1С. В соответствии с формулами (3.5) 
для заданного поля скоростей имеем 

2
0 231312332211

k====== εεεεεε , . 

Следовательно, скорость скашивания прямо-
го угла АОС равна 

23
2 kγ ε= = . 

 

§4. Тензорная поверхность симметричного тензора  
второго ранга 

Рассмотрим поверхность второго порядка с центром в начале коорди-
нат. Ее уравнение, как известно из курса аналитической геометрии, имеет 
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вид 

 jiijjiij aaxxa == ,   1 , (3.24) 

где ix  – декартовы координаты, ija  – коэффициенты поверхности второго 

порядка. При переходе из одной системы координат в другую, декартовы 
координаты преобразуются по правилу 

lljjkkii xxxx ~~ αα ==    ,   , 

и в новой системе координат уравнение (3.24) запишется в виде 

 1== nmmnlkljkiij xxaxxa ~~~~~αα  (3.25) 

где mna~  – коэффициенты поверхности второго порядка в новой системе 
координат. 

Из формулы (3.25) следует, что коэффициенты поверхности второго 
порядка в новой и старой системах координат связаны между собой равен-
ствами 

njmiijmn aa αα=~ , 

то есть коэффициенты ija  поверхности второго порядка (3.24) представ-

ляют собой симметричный тензор второго ранга. 
Итак, каждому симметричному тензору второго ранга можно поста-

вить в соответствие поверхность второго порядка вида (3.24) и, наоборот, 
всякой поверхности второго порядка вида (3.24) можно поставить в соот-
ветствие симметричный тензор второго ранга. Поверхность 1=jiij xxa  на-

зывается характеристической поверхностью тензора второго ранга или 
тензорной поверхностью. 

В курсах аналитической геометрии доказывается, что у всякой поверх-
ности второго порядка вида (3.24) имеется по меньшей мере три таких вза-
имно-ортогональных направления, приняв которые за оси координат, 
квадратичную форму 

jiij

xxa  приводят к каноническому виду. Эти направ-

ления называются главными или собственными направлениями, а коорди-
натные оси – главными осями тензорной поверхности. 

Уравнение тензорной поверхности (3.24) в главных осях имеет вид 

 ( ) 12
33

2
22

2
11 =++ xaxaxa , (3.26) 

матрица тензора ika  –  
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Компоненты тензора ija , записанного в главных осях, называют глав-

ными компонентами и обозначаются одним индексом. 
Главные оси тензорной поверхности в общем случае, как это следует 

из теоремы Гельмгольца, вращаются с мгновенной угловой скоростью ω� . 
Рассмотрим скорости деформаций бесконечно малой сферической 

частицы 

 1
2

2
3

2
2

2
1 =++

R

ξξξ
. (3.27) 

За время dt она преобразуется в эллипсоид вида* 

 1
2

2
3

2

2
2

2

2
1 =

′
+

′
+

′
cba

ξξξ
. (3.28) 

В соответствии с ранее доказанным, полуоси эллипсоида равны ( )dtRa 11 ε+= , 
( )dtRb 21 ε+= , ( )dtRc 31 ε+= . 

Скорость Θ  объемного расширения частицы равна 

v
x

v

R

Rabc

V

VV

i

i

tt

�

divlimlim =
∂
∂=++=

−
=−′

=Θ
→∆→∆

3213
3
4

3
3
4

3
4

00
εεε

π
π

, 

где V ′  – объем эллипсоида (3.28), V – объем шара (3.27). Из определения 
скорости объемного расширения очевидно, что Θ  и v

�

div  являются инва-
риантами относительно преобразования координат. 

§5. Циркуляция скорости. Потенциальное движение жидкости 

 

Рис. 3.4 

Рассмотрим в объеме, занятом движущейся жид-
костью, некоторую линию АВ и в каждой ее точке по-
строим вектор v

�

 (рис. 3.4). Скалярное произведение 
sdv
��

⋅ , где sd
�

 – элемент линии АВ, не зависит, очевид-
но, от выбора координат. Величина 

 ∫∫ ==Γ
AB

s

AB

dsvsdv
��

  (3.29) 

называется линейным интегралом вектора v
�

 вдоль кри-
вой АВ или циркуляцией скорости вдоль этой кривой. 

При интегрировании от В до А или при изменении направления об-
хода при интегрировании по замкнутой кривой, знак циркуляции меня-

                                           
*
 Главные оси эллипсоида могут не совпадать с координатными осями Oxi за счет деформации поворота. 
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ется на обратный. Из этого следует, что циркуляция по замкнутому кон-
туру (рис. 3.5) равна сумме циркуляций по контурам I и II, так как вдоль 
линии АВ интеграл (3.29) вычисляется дважды, причем в противополож-
ных направлениях. 

 

В соответствии с теоремой Стокса* циркуляция 
скорости v

�

 по замкнутому контуру L равна удвоен-
ному потоку вихря ω�  сквозь поверхность S , натяну-
тую на этот контур, то есть 

 ∫∫∫ ===Γ
S

n

SL

dssdsdv ωω 22
����

. (3.30) 

Если существует функция ( )txj,ϕ , удовлетворяю-

щая условию 

 ϕϕ ∇=
∂
∂= v

x

v

i

i

�

, ,   (3.31) 
Рис. 3.5 

то течение называется потенциальным, а функция ϕ – потенциалом скоро-
стей. В курсах математического анализа доказывается, что для существо-
вания потенциала скоростей необходимо и достаточно, чтобы 

 ji
x

v

x

v

i

j

j

i ≠=
∂
∂

−
∂
∂

,0 . (3.32) 

Вихрь скорости ω� , по определению, равен 

 

321

321

321

2

1

vvv

xxx

eee

v

∂
∂

∂
∂

∂
∂==

���

��

rotω , (3.33) 

и из формул (3.36) и (3.37) следует, что если ϕ∇=v

�

, то ω�  = 0, и наоборот, 
если ω�  = 0, то ϕ∇=v

�

. Это значит, что условие ω�  = 0, то есть отсутствие 
вихрей, необходимо и достаточно для существования потенциального те-
чения. 

Так как элемент кривой АВ kkdxesd
��

= , то при потенциальном тече-
нии в соответствии с формулами (3.31) и (3.32), имеем 

 ( ) ( )ABddx
x

dxe
x

esdv

B

A

B

A

i

i

B

A

kk

i

i

AB

ϕϕϕϕϕ −==
∂
∂=

∂
∂==Γ ∫∫∫∫

����

. (3.34) 

Следовательно, в этом случае циркуляция скорости зависит только от 
положения начальной и конечной точек кривой АВ и не зависит от пути 
интегрирования. 
                                           
*
 Джордж Габриэль Стокс (1819–1903), английский физик, математик и гидромеханик. 



ГЛАВА III 

 

60

Если потенциал ϕ неоднозначен, то циркуляция по замкнутому конту-
ру L отлична от нуля. Это может произойти, когда внутри области, ограни-
ченной контуром L, существуют вихри. 

При потенциальном течении циркуляция по замкнутому контуру L не 
равна нулю только в том случае, если контур L не может быть стянут 
в точку непрерывным преобразованием, то есть в том случае, если область 
внутри L многосвязна (рис. 3.6). В многосвязной области потенциал может 
быть неоднозначным. 

В качестве примера рассмотрим течение с потенциалом скоростей 

1

2

22 x

xJJ
arctg

π
θ

π
ϕ == . (3.35) 

На контуре M  функция ϕ однозначна, а на L – многозначна (рис. 3.7). 
После обхода точки O потенциал ϕ получает приращение, равное 2πm, где m – 
число обходов вокруг точки O. Точка O – начало координат – особая. По-
тенциал сохраняет в ней конечное значение, но это значение зависит от пу-
ти, по которому совершается подход к точке O. 

  

Рис. 3.6 Рис. 3.7 

Из формулы для потенциала скоростей имеем 
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Вектор ϕ∇=v

�

 перпендикулярен линии ϕ = const и направлен в сто-
рону возрастания функции ( )θϕϕ = . Линии тока – окружности с центром 
в начале координат (рис. 3.8). 
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При ∞→→ vr 0 , то есть начало координат – особая точка поля ско-

ростей. В этой точке производные 
21 xx ∂

∂
∂
∂ ϕϕ

,  терпят разрыв, и, следователь-

но, нарушаются условия теоремы Стокса. Если же точку r = 0 исключить, 
то область становится многосвязной. Особую точку можно рассматривать 
как концентрированный вихрь. 

Циркуляция по окружности С с центром в точке 0 равна 

Jrvdvrdrv

C

====Γ ∫∫ πϕ
π

2
2

0

. 

Циркуляция по любой замкнутой кривой С1, охватывающей начало ко-
ординат, равна J. Действительно, CABCBAC Γ=Γ+Γ+Γ=Γ

1
, где индексы 

указывают на линии, вдоль которых выполняется интегрирование (рис. 3.9). 

  

Рис. 3.8 Рис. 3.9 

Рассмотрим поле вихря ω� . Для этого поля можно построить вектор-
ные линии* – линии вихря. Аналогично трубке тока можно построить вих-
ревые трубки и их живые сечения (рис. 3.10). 

Из формулы (3.33) следует, что 0=ω�div  и в соответствии с теоре-
мой Гаусса–Остроградского 
 0==⋅= ∫∫∫

S

n

SV

dsdsndV ωωω ���

div , (3.36) 

то есть поток вихря через замкнутую поверхность равен нулю. 
Рассмотрим вихревую трубку, ограниченную поперечными сечения-

ми 1S , 2S  и боковой поверхностью 3S  (рис. 3.10). По определению вихре-
вой трубки, 

n
ω = 0 на 3S , и из формулы (3.36) имеем 

 0
21

=+= ∫∫∫
S

n

S

n

S

n dsdsds ωωω . (3.37) 

                                           
*
 См. гл.I, § 4. 
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Рис. 3.10 

Меняя на 1S  направление нормали на проти-
воположное

* и используя теорему Стокса (3.30), 
из формулы (3.37) получаем 

 Γ=== ∫∫∫ 2

1

2

1

21 CS

n

S

n sdvdsds
��ωω . (3.38)

Из формулы (3.38) следует, что циркуляция 
по любому замкнутому контуру С, охватываю-
щему вихревую трубку, есть величина постоян-
ная. Этот вывод представляет собой вторую тео-
рему Гельмгольца. 

Для элементарной вихревой трубки из равенства (3.38) имеем 
 Γ=∆=∆ 2211 22 SS ωω , (3.39) 

где 1S , 2S  – площади сечений вихревой трубки. Величина S∆ω2  называ-
ется напряжением вихревой трубки. 

Из равенства (3.39) следует, что если величина ω�  во всей области 
жидкости конечна, то и ∆S  в этой области конечна. Следовательно, вихре-
вые трубки не могут кончаться внутри жидкости. Они либо замкнуты, либо 
оканчиваются на поверхности жидкости, либо уходят в бесконечность. 
Очевидно, что этот вывод справедлив и для трубок тока. 

                                           
*
 При использовании теоремы Стокса направление обхода на контурах, ограничивающих сечения 1S  

и 2S , должно быть одинаковым. Поэтому если на 2S  берется нормаль внешняя, то на 1S  необходимо 

взять внутреннюю. 



 
 
 
 
 

Глава IV 

ЖИДКОСТИ 
 
 

§1. Математическая модель идеальной жидкости 

Как уже указывалось в §2.9, система уравнений сплошной среды (2.90) 
является незамкнутой. Для ее замыкания необходимо добавить реологиче-
ское уравнение рассматриваемой сплошной среды или, иначе говоря, за-
дать свойства этой среды. Простейшей моделью сплошной среды является 
идеальная жидкость. 

Идеальной жидкостью (газом) называется изотропная сплошная 
среда, в которой отсутствуют касательные напряжения, то есть 

)( kipik ≠=   0 . При этом нормальные напряжения являются сжимаю-
щими и их величина зависит только от точки сплошной среды и не зави-
сит от направления. Касательные напряжения в жидкости возникают бла-
годаря трению. Поэтому можно сказать, что идеальная жидкость – это 
жидкость, лишенная внутреннего трения. 

Пренебрежение внутренним трением существенно упрощает матема-
тическую постановку задач гидромеханики. Это в ряде случаев помогает 
разобраться в физике рассматриваемых процессов. Кроме того, модель 
идеальной жидкости позволяет достаточно хорошо описать такие важные с 
точки зрения практики, явления как гидравлический удар, возникновение 
ударных волн в газах, возникновение подъемной силы крыла, обтекание 
хорошо обтекаемых тел и многое другое. 

Согласно определению идеальной жидкости имеем 
 ppppp

nn
−==== 321 . (4.1) 

Положительная скалярная величина p называется давлением*. Знак «ми-
нус» перед p  указывает, что в жидкости допускаются только сжимающие 
нормальные напряжения. Напряжения в идеальной жидкости имеют вид: 
в векторной форме 
 npp

nn

��

−= , (4.2) 

                                           
*
 Обычно молчаливо предполагается, что введенная таким образом величина p тождественна давлению, 
используемому в термодинамике. Однако это обстоятельство нуждается в дополнительном обосновании. 
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в тензорной форме 

 ijij pp δ−= , (4.3) 
в матричной форме 
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00
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где ijδ  – дельта Кронекера. Тензор напряжений в идеальной жидкости час-

то называют шаровым или изотропным, так как соответствующая ему тен-
зорная поверхность, как легко видеть, представляет собой сферу, а физиче-
ские свойства, задаваемые подобными тензорами, изотропны. 

В уравнения (2.83) входят величины ( ) iiii xvpxp ∂∂∂∂
���

 , . На основа-
нии равенств (4.1) и (4.3) имеем 
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Подставив соотношения (4.4), (4.5) в уравнения (2.83), получаем мо-
дель идеальной жидкости 
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 (4.6) 

где первое уравнение – уравнение неразрывности, второе – уравнение 
движения Эйлера, а третье представляет собой закон сохранения энергии. 

Система (4.6) содержит пять скалярных уравнений и шесть неизвест-
ных ),,,( upviρ . Для ее замыкания необходимо задать уравнение состояния 

 ( )Tpp ,ρ= , (4.7) 

связывающее между собой давление, температуру и плотность, и калори-
ческое уравнение состояния 
 ( )Tuu ,ρ= . (4.8) 

Система (4.6), (4.7) и (4.8) содержит семь уравнений и семь неизвест-
ных и представляет собой замкнутую систему уравнений, описывающих 
движения идеальной сжимаемой жидкости (газа). 
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Для получения теоремы об изменении кинетической энергии в идеаль-
ной жидкости подставим равенство (4.5) в соотношение (2.74). Тогда имеем 

 )(
div

iNvpvF
v

dt

d ρρρ +−=






 ��

�

2

2

, (4.9) 

где в соответствии с определением идеальной жидкости и формулой (2.87) 
для мощности внутренних сил )(i

Nρ  имеем 
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div
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∂−=ρ  (4.10) 

или, с учетом уравнения неразрывности (2.32), 
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div
)( . (4.11) 

С учетом соотношений (4.10) и (4.11) уравнение притока тепла (2.88) 
может быть представлено в виде 
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dp
q

dt
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e

ρ
ρ2

+= , (4.12) 

или 

 v
p

q
dt

du
e

�

div
ρ

−= . (4.13) 

Таким образом, как это видно из формул (4.12), (4.13), изменение внут-
ренней энергии идеальной жидкости может происходить только за счет 
внешнего подвода тепла 

e
q  и изменения ее плотности (объема). 

§2. Математическая модель идеальной несжимаемой  
жидкости 

При установившемся течении жидкости и при неустановившихся дви-
жениях с нерезкими изменениями скоростей изменение ее плотности на-
столько мало, что им можно пренебречь. Это же относится к установивше-
муся течению газа с малыми скоростями или его течению с плавными из-
менениями скоростей. В этих случаях обычно используется модель не-
сжимаемой жидкости. 

Жидкость называется несжимаемой, если для фиксированной мате-
риальной частицы ρ = const или, в соответствии с определением матери-
альной производной (1.14), если 

 0=
∂
∂+

∂
∂=

i

i

x
v

tdt

d ρρρ
. (4.14) 
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Жидкость называется несжимаемой и однородной, если значение 
плотности постоянно и одинаково для всех материальных точек рассмат-
риваемого объема жидкости. В этом случае, очевидно, 

 0    ,0    ,0 =
∂
∂=

∂
∂=

ixtdt

d ρρρ
, (4.15) 

и плотность является не искомой функцией, а известной величиной, зада-
ваемой при постановке задачи. 

Соотношение (4.14) (или (4.15)) представляет собой уравнение со-
стояния несжимаемой жидкости. 

Вне зависимости от того, является ли несжимаемая жидкость однород-
ной или неоднородной, для нее, как это следует из равенств (4.6), (4.14), 
(4.15), система уравнений движения имеет вид 
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 (4.16) 

В случае однородной несжимаемой жидкости система из четырех 
уравнений (4.16) содержит четыре неизвестных функции координат и вре-
мени ),( ivp  и, следовательно, является замкнутой. В случае неоднородной 
несжимаемой жидкости система (4.16) содержит пять неизвестных и для ее 
замыкания необходимо использовать уравнение (4.14). 

Замкнутая система уравнений, описывающих движение несжимаемой 
жидкости, является чисто механической, то есть не содержит никаких тер-
модинамических характеристик. 

Закон изменения кинетической энергии (4.9) для несжимаемой жид-
кости имеет вид 

 pvvF
v

dt

d ∇−=
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ρρ
2

2

, (4.17) 

так как в соответствии с равенством (4.10) или (4.11) в рассматриваемом 
случае 0=)(i

N . 
Уравнение притока тепла (4.12) или (4.13) принимает вид 

 
e

q
dt

du = . (4.18) 

Умножив второе уравнение (4.6) скалярно на v
�

 и вычитая полученное 
выражение из третьего уравнения (4.6), получим для идеальной несжимае-
мой жидкости 

e
q

dt

du = , 
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что совпадает с уравнением притока тепла (4.18). Таким образом, исполь-
зование закона сохранения энергии или уравнения притока тепла, позволя-
ет судить лишь об изменении внутренней энергии, то есть об изменении ее 
температуры. 

Подчеркнем еще раз, что изменение температуры никак не может по-
влиять на течение несжимаемой идеальной жидкости. 

Граничное условие на твердых стенках для уравнения Эйлера получает-
ся из условия непротекания жидкости через твердую поверхность, то есть 
в точках твердой поверхности должно выполняться условие 

 nVnv
�

�

��

⋅=⋅ , (4.19) 

где V
�

 – скорость движения точек твердой поверхности, n
�

 – нормаль к этой 
поверхности. Если твердая поверхность неподвижна, то 

 0=⋅= nvv
n

��

. (4.20) 

Необходимо отметить, что благодаря наличию нелинейных членов вида  
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div,div, ρ
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∂
∂=  

уравнения (4.6) и (4.16) представляют собой системы нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных. Наличие нелинейностей 
существенно затрудняет получение точных решений уравнений гидроме-
ханики даже для модели идеальной жидкости. 

§3. Вязкая жидкость. Тензор напряжений в вязкой жидкости 

Вязкой жидкостью называется сплошная среда, обладающая сле-
дующими свойствами: 1. жидкость есть изотропная сплошная среда, 
то есть все направления в ней физически равноправны (свойства не за-
висят от направления); 2. тензор напряжений в вязкой жидкости име-
ет вид 
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  или  
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, ,(4.21) 

где ikτ  вязкие напряжения, которые зависят от ikε , ikδ  – дельта Кронекера. 
Если дополнительно положить, что зависимость между тензорами ikτ  и ikε  
линейна, то вязкая жидкость называется ньютоновской вязкой жидко-
стью. Последнее означает, что каждая из девяти компонент тензора вязких 
напряжений должна линейным образом зависеть от всех девяти компонент 
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тензора скоростей деформаций. Указанная линейная связь в самом общем 
случае имеет вид 

,

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .
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или в матричной форме 
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или, используя соглашение о суммировании, 

klijklij a ετ = . 

Для изотропной сплошной среды совокупность компонент ijkla , ко-

торые образуют тензор четвертого ранга, должна быть такой, чтобы на лю-

бом ортогональном преобразовании системы координат матрица ijkla  не 

изменяла свой вид. Это ограничение позволяет установить явный вид тен-
зора ijkla  и определить связь между тензорами ikτ  и ikε . 

Коэффициенты ijkla  должны удовлетворять условиям симметрии, ко-

торые следуют из симметрии тензоров напряжений и скоростей дефор-
маций. Поэтому коэффициенты ijkla  должны удовлетворять условиям 

ijlkjilkjiklijkl aaaa === . Кроме этого, для ijkla  выполняется условие пере-

становочности пар индексов ij  и kl . Поэтому имеем симметрию индек-

сов 

 kljilkjilkijklijijlkjilkjiklijkl aaaaaaaa ======= . (4.22) 
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Условия симметрии (4.22) уменьшают число независимых компонент 
тензора ijkla : 
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Нетрудно видеть, что три последних строки и столбца в матрице совпа-
дают с тремя предыдущими, и матричное представление можно упростить 
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. (4.23) 

 

Таким образом, при выполнении 
условий симметрии (4.22) в общем слу-
чае линейная связь между симметрич-
ными тензорами второго ранга содер-
жит 21 независимый коэффициент 
(константу) ijkla . Пусть матричное ра-

венство (4.23) записано в «старой сис-
теме координат» 

1 2 3
Ox x x  (рис. 4.1). 

Сделаем преобразование координат 
332211 xxxxxx =′−=′=′ ,,  (зеркальное 

отражение в плоскости 31xOx ), которое 
задается матрицей преобразования 

Рис. 4.1 
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Согласно требованию, накладываемому на матрицу коэффициентов ijkla , 

компоненты матрицы не должны изменяться на любом ортогональном 
преобразовании. Поэтому должно выполняться равенство 

 ijkl in jm kt lr nmtr ijkla a aα α α α′ = =   (4.25) 

компонент в новой и старой системах координат. Рассмотрим, какое усло-
вие накладывает на компоненты матрицы ijkla  равенство (4.25) на преоб-

разовании (4.24). Для примера рассмотрим компоненту 1222a . Имеем 

ijkllkji aa 22211222 αααα= . 

После подстановки в последнее равенство компонент матрицы преобразо-
вания (4.24) получим 

12221222 aa −= . 

Поэтому условие (4.25) выполняется только при 01222 =a . Аналогично мож-
но показать, что для выполнения условия (4.25) на преобразовании (4.24) 
должны быть равны нулю все компоненты матрицы ijkla , которые содер-

жат нечетное число индексов 2. Рассмотрев преобразования 
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получим новые ограничения на компоненты матрицы ijkla , которые сведутся 

к тому, что должны быть равны нулю все компоненты, содержащие нечетное 
число индексов 1 и 3. Следовательно, равенство (4.23) примет вид 
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Новые ограничения на компоненты матрицы можно получить, рассмот-
рев матрицы преобразования 
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Выполнение условия (4.25) на этих преобразованиях приведет к тому, 
что должны выполняться равенства 

333322221111 aaa == ,   223311331122 aaa == ,   121213132323 aaa == , 

и матричное равенство принимает вид 
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. (4.26) 

Наконец, рассмотрев преобразование, представляющее поворот на 
угол 120о относительно оси z 
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получим, что должно выполняться равенство 

( )112211111212
2

1
aaa −= . 

Полагая 
1111 1122

2  , a aλ µ λ= + = , получим, что µ=1212a  (коэффи-
циенты λ  и µ  называются константами Ламе). 

Матрица коэффициентов в равенстве (4.26) в индексной форме записи 
представляется в виде 
 ( )jkiljlikklijijkla δδδδµδλδ ++= . (4.27) 

Подстановка тензора (4.27) в равенство (4.21) даст явный вид связи 
между тензорами ikik τε   и  для изотропной вязкой жидкости. Представле-
ние тензора вязких напряжений в матричной форме имеет вид 
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а в индексной форме задается равенством 
 ijijij v µεδλτ 2+=

�

div , vkk

�

div=ε . (4.29) 

Подставив равенство (4.29) в формулу (4.21), получим окончательно 

 ( )[ ] ijkkijijijjkiljlikklijijij ppp µεελδδεδδδδµδλδδ 2++−=+++−= . (4.30) 
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Из формулы (4.29) видно, что вязкие свойства жидкости определяют-
ся двумя коэффициентами λ и µ. Если жидкость несжимаема, то 0=v

�

div , 
и для несжимаемой жидкости имеется только один коэффициент µ. Как 
следует из формулы (4.29), коэффициент µ влияет не только на касатель-
ные, но и на нормальные напряжения. 

Просуммировав выражения (4.30) для нормальных напряжений kkp , 
получим  

 vpvp
ppp ��

divdiv ζµλ +−=






 ++−=++
3

2

3
332211 . (4.31) 

 

Рис. 4.2 

Величина µλζ
3

2+=  называется коэффициен-

том второй, или объемной, вязкости. В кинетической 
теории газов доказывается, что для одноатомных га-
зов 0=ζ , но вообще 0≠ζ . 

Из формулы (4.31) следует, что для несжимае-
мой жидкости давление есть среднее арифметичес-
кое нормальных напряжений. 

Рассмотрим в качестве примера установив-
шееся течение, для которого поле скоростей имеет 
вид (рис. 4.2) 
 03221 === vvkxv , . (4.32) 

Из равенств (4.32) следует, что 
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откуда, в соответствии с формулами (4.29), имеем 
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p ,,µ . 

Таким образом, в рассматриваемом течении происходит только ска-
шивание углов, и это течение называется простым сдвигом. Величина 

2

1
122

x

v

∂
∂=ε , как было ранее доказано, представляет собой скорость скаши-

вания координатного угла и называется скоростью сдвига. 
Из формул (4.32) следует, что линии тока – прямые const2 =x . 
В соответствии с формулой (3.38) имеем 
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то есть рассматриваемое течение, несмотря на наличие прямолинейных 
линий тока, является вихревым. 

Выражение 
2

1
12

x

v
p

∂
∂= µ  представляет собой известный закон трения 

Ньютона, где µ – динамический коэффициент вязкости. 

Для газов коэффициент µ часто определяется формулой 
o

o

T

Tµµ = , 

где Т – абсолютная температура. Более точная формула (формула Сатер-
ленда) имеет вид 

o

o

T

T

TC

TC

+
+=

1

1µµ , 

где С – константа, различная для разных газов. 
Из приведенных формул видно, что с ростом температуры вязкость 

газа возрастает. Для жидкостей, наоборот, с ростом температуры вязкость 
уменьшается. 

Так как при течении жидкостей (газов) температура зависит от коор-
динат и времени, то коэффициенты вязкости также являются функциями 
координат и времени. 

§4. Уравнения движения вязкой жидкости 

Для вывода уравнений движения вязкой жидкости воспользуемся урав-
нениями движения сплошной среды (2.43). 

Учитывая, что µζλ
3

2−= , из формул (4.29) имеем 
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В соответствии с формулами (3.5) имеем 
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где ∆  – оператор Лапласа*. 
                                           
*
 Пьер Симон Лаплас (1749–1827), французский физик, астроном и математик. Иностранный почетный 
член Петербургской Академии Наук. 



ГЛАВА IV 74

Подставив соотношения (4.33) и (4.34) в уравнения (2.43), получим 
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Уравнения (4.35) называются уравнениями Навье–Стокса* для вязкой 
сжимаемой жидкости. При 0== ζµ  они обращаются в уравнения Эйле-
ра (4.6). Уравнения Навье–Стокса, в отличие от уравнений Эйлера, пред-
ставляют собой нелинейные уравнения второго порядка. 

Для вывода уравнения для закона сохранения энергии для вязкой сжи-
маемой жидкости вычислим предварительно величину 

 
( ) ( )

i

ij
j

i

j
ij

i

jij

i

i

x

p
v

x

v
p

x

vp

x

vp

∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂
=

∂
∂

��

. (4.36) 

Из формул (3.5) и (4.29) следует, что 
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На основании формул (4.33) и (4.34) имеем 
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Подставив выражения (4.37) и (4.38) в уравнение (2.65) и используя 
известную форму векторного анализа 
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divdiv , 
получим 

 

( ) .div

divdiv

eijij

j

j

jj

qvvvv
x

v
v

vvvvpvF
v

u
dt

d

ρεµεµµµ

µµζρρ

++∆+∇+
∂
∂∇+

+∇∇+














 −+−+=







+

2

3

2

2

2

����

�

���

�

 (4.39) 

                                           
*
 Анри Навье (1785–1836), французский инженер и ученый. 
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Уравнение (4.39) представляет собой закон сохранения энергии для 
вязкой сжимаемой жидкости. При 0== ζµ  оно обращается в уравнение 
для идеальной жидкости (4.6). 

Система уравнений для вязкой сжимаемой жидкости содержит 9 неиз-
вестных (ρ, µ, ζ, u, p, vi, T) и семь уравнений: уравнение неразрывнос-
ти (2.32), уравнения состояния (4.7) и (4.8), уравнения движения (4.35), за-
кон сохранения энергии (4.39). Для ее замыкания необходимо добавить за-
висимости 

 ( ) ( )TT ζζµµ == , . (4.40) 

§5. Математическая модель вязкой несжимаемой жидкости 

Система уравнений движения вязкой несжимаемой жидкости, как это 
следует из равенств (2.25), (4.8), (4.14), (4.35), (4.39) и (4.40), имеет вид 
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 (4.41) 

Эта система из восьми уравнений содержит восемь неизвестных (ρ, µ, 
u, T, p, vi) и является замкнутой. 

Для однородной несжимаемой жидкости первое из уравнений (4.41) 
обращается в тождество, а плотность, как уже указывалось, является из-
вестной константой. 

В отличие от несжимаемой идеальной жидкости, система уравнений 
(4.41) не является чисто механической. Действительно, так как вязкость 
есть функция температуры, то последняя влияет на характер течения. 

При изотермическом режиме течения вязкой несжимаемой жидкости 
система уравнений (4.41) существенно упрощается и принимает вид 
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Эта система из четырех уравнений содержит четыре неизвестных и яв-
ляется замкнутой*. Таким образом, задача об изотермическом течении не-
сжимаемой жидкости, также как и задача о течении идеальной несжимае-
мой жидкости, является чисто механической. 

Для теоремы об изменении кинетической энергии при изотермичес-
ком движении вязкой несжимаемой жидкости из формул (2.74), (2.80) 
и (4.38) имеем 
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Так как уравнения Навье-Стокса, в отличие от уравнений Эйлера, 
представляют собой уравнения второго порядка, то к граничным условиям 
(4.19) или (4.20) необходимо добавить еще одно условие. В качестве тако-
вого принимается гипотеза прилипания, которая заключается в том, что на 
твердой стенке полагается выполненным условие 

 ττ Vv = , (4.44) 

где ττ Vv ,  – касательные составляющие скорости жидкости и стенки. 
Следовательно, граничные условия для уравнений Навье–Стокса имеют 
вид  ττ VvVv

nn
== ,  (4.45) 

или, если стенка неподвижна, 

 0== τvv
n

. (4.46) 

Различие граничных условий (4.19) и (4.45) для идеальной и вязкой 
жидкостей приводит к весьма важным последствиям. Действительно, при 
вязкости, стремящейся к нулю, уравнения Навье-Стокса в пределе пере-
ходят в уравнения Эйлера. Однако решения уравнений Навье–Стокса 
при 00 == ζµ ,  не переходят в решения уравнений Эйлера, так как они 
получены при разных граничных условиях, а граничные условия (4.45) от 
вязкости не зависят. 

Более подробный анализ указанных обстоятельств показывает, что 
вязкость существенно влияет на характер течения лишь в достаточно тон-
ком слое жидкости, прилегающем к твердой поверхности. Этот слой полу-
чил название пограничного слоя. Вне пограничного слоя вязкостью можно 
пренебречь и рассматривать жидкость как идеальную. 

Данные выше факты привели к созданию целого раздела гидромеха-
ники – теории пограничного слоя. 

                                           
*
 В случае неоднородной несжимаемой жидкости к уравнениям (4.42) добавляется первое из уравнений (4.41). 
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§6. Работа внутренних сил. Уравнение притока тепла 

Как было показано в §2.7, в уравнение для изменения кинетической 
энергии (2.74) входит удельная по массе мощность внутренних сил ( )i

N , 
для которой была получена формула (2.80), справедливая для любой сплош-
ной среды. Подставив в нее выражение (4.37), для сжимаемой вязкой жид-
кости получим 

 WvpvvpN ijij
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где  
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– мощность (удельная по объему) внутренних сил, обусловленных вязко-
стью, или мощность диссипативных сил. 

Используя преобразование 
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перепишем равенство (4.48) в виде 
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Так как 00 >> µζ , , то из формул (4.47) и (4.49) следует, что W > 0 
и работа диссипативных сил всегда отрицательна. Если жидкость движется 
как твердое тело, то есть 0=ikε , то W = 0. 

Подставив в общее уравнение притока тепла (2.88) соотношение (4.47), 
получим уравнение притока тепла для вязкой сжимаемой жидкости в виде 
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Из закона об изменении кинетической энергии (2.14) и формулы (4.47) 
следует, что при отсутствии внешних сил 
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то есть кинетическая энергия в этом случае изменяется только за счет ра-
боты внутренних сил. 

Для вязкой несжимаемой жидкости формула (4.51) на основании ра-
венства (4.49) принимает вид 

dVdVW
dt

dK

V V

ijij∫ ∫−=−= εεµ2 . 

Так как W > 0, то за счет работы внутренних сил кинетическая энергия 
убывает. Предельное значение W = 0 осуществляется при 0=ikε . Следова-
тельно, при отсутствии внешних сил предельным движением вязкой не-

сжимаемой жидкости будет движение твердого тела, при котором 0=
dt

dK
. 

Рассмотрим некоторые частные виды уравнения притока тепла и ра-
боты диссипативных сил. 

1. Жидкость идеальная и несжимаемая, то есть 00 == ζµ , , 0=v
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div . 
Из формул (4.47), (4.48) и (4.50) имеем 
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Следовательно, работа внутренних сил, в том числе диссипативных, 
равна нулю. Внутренняя энергия может изменяться только за счет подвода 
тепла. 

2. Жидкость идеальная, сжимаемая. В соответствии с формулами (4.47), 
(4.48) и (4.50) имеем 
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Если процесс адиабатический, то есть протекает без подвода тепла, то 0=
e

q . 

При сжатии 0>
dt

du
 и происходит нагрев жидкости, при расширении – ох-

лаждение. 
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3. Жидкость вязкая несжимаемая. Из формул (4.47), (4.48) и (4.50) 
получаем 
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Работа внутренних сил обусловлена только диссипацией. При 0=
e

q  
работа диссипативных сил идет на увеличение внутренней энергии, то есть 
на нагревание жидкости. 

Из рассмотренных примеров видно, что анализ работы внутренних сил 
приводит к важным результатам. Так, работа (мощность) равна нулю толь-
ко при движении идеальной несжимаемой жидкости. В случае идеальной 
сжимаемой жидкости эта работа может приводить как к увеличению, так 
и к уменьшению внутренней энергии. При движении вязкой несжимаемой 
жидкости работа внутренних сил сводится к работе сил трения и всегда от-
рицательна. Наличие трения приводит к нагреванию жидкости. 



 
 
 
 

Глава V  

ОСНОВЫ ТЕОРИИ РАЗМЕРНОСТЕЙ  
И ПОДОБИЯ 

 
 

«В теории размерностей и подобия устанавливаются условия, которые 
затем соблюдаются в опытах с моделями, и выделяются характеристики 
и удобные параметры, определяющие основные эффекты и режимы про-
цессов. Вместе с тем, сочетание соображений теории размерностей и подо-
бия с общим качественным анализом механизма физических явлений в ря-
де случаев может служить плодотворным теоретическим методом иссле-
дования». Л.И.Седов*. 

§1. Системы единиц измерения. Размерность 

Для количественного описания какого-либо физического явления не-
обходимо выразить его характеристики при помощи чисел. Эти числа по-
лучаются путем измерения, т.е. сравнения (прямого или косвенного) изме-
ряемой физической величины с соответствующим эталоном, принятым за 
единицу измерения. При этом, очевидно, численное значение измеряемой 
величины зависит от единицы измерения, т.е. от величины принятого эта-
лона. Так, продолжительность суток может быть выражена числами: 1 (сут-
ки), 24 (часа), 1440 (минут), 86400 (секунд). 

Если численное значение физической величины зависит от единиц из-
мерения (величин эталонов), то такая величина называется размерной. При-
мерами размерных величин могут служить скорость, время, длина и т.п. 

Величины, численное значение которых не зависит от единиц измере-
ния, называются безразмерными. Примерами безразмерных величин могут 
служить отношение длины окружности к ее радиусу, отношение плотности 
какого-либо вещества к плотности воды и т.п. Если выбрать независимо 
друг от друга эталоны единиц измерения достаточного количества физичес-

                                           
*
 Леонид Иванович Седов (1907–1999) – крупнейший российский гидромеханик, действительный член 
Российской академии наук. Труды по механике сплошных сред, гидроаэродинамике, газовой динамике, 
теории размерностей и подобия. 
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ких величин, описывающих, например, механические явления, то на их ос-
нове с помощью физических законов и определений можно установить 
единицы измерения всех величин, входящих в описание рассматриваемых 
явлений. Например, в соответствии со вторым законом Ньютона, сила равна 
произведению массы на ускорение, следовательно, единица силы не нужда-
ется во введении своего эталона, а может быть определена через единицы 
длины, массы и времени. 

Единицы измерения, вводимые с помощью эталонов, которым, по оп-
ределению, присваивается числовое значение, равное единице, называются 
основными единицами измерения. 

Единицы измерения величин, которые получаются из основных еди-
ниц измерения с помощью соответствующих физических законов или из 
определений этих величин, называются производными единицами измере-
ния. 

Совокупность основных единиц измерения, достаточная для изме-
рения всех физических величин, используемых для описания некото-
рого класса физических явлений, называется системой единиц измере-
ния. 

Выбор как основных единиц измерения, так и систем единиц измере-
ния достаточно произволен. Например, в механике и ее приложениях ис-
пользуются системы см, г, сек (СГС), м, кг, сек (СИ), м, кгс, сек (МКСС). 
Немецким физиком Г.Герцем была предложена система единиц измерения, 
в основу которой были положены единицы длины, массы и энергии. Мож-
но построить для механики системы единиц, содержащие как больше, так 
и меньше трех основных единиц измерения. Поэтому критерием выбора 
основных единиц измерения и их количества в системе единиц измерения 
является удобство их применения на практике. 

В приведенных примерах системы СИ и СГС в качестве основных еди-
ниц измерения содержат эталоны одной физической природы – длины, 
массы, времени, которые отличаются друг от друга только величиной эта-
лонов. Системы МКСС и Г.Герца имеют другой набор эталонов – длины, 
силы, времени или длины, массы, энергии. 

Совокупность систем единиц измерения, отличающихся между собой 
только величиной эталонов, но не их физической природой, называется 
классом систем единиц измерения. В соответствии с данным определением 
системы СИ и СГС принадлежат к одному классу, а системы СИ и МКСС – 
к разным классам систем единиц измерения. 

Введем для обозначения длины символ L, массы – M, времени – T, си-
лы – F. Тогда класс систем единиц измерения, к которому принадлежат 
системы СИ и СГС, обозначим как LMT, класс, к которому принадлежит 
система МКСС – как LFT. 
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Размерность физической величины ϕ обычно обозначается симво-
лом [ϕ]* и представляет собой выражение производной единицы измерения 
через основные. 

В соответствии со вторым законом Ньютона в классе МКСС размер-

ность массы m  равна [m]=
L

FT

a

F
2

=
][

][
, где F – сила, а – ускорение, а в клас-

се MLT – [m] = M. 
Плотность ρ вещества, по определению, представляет собой отноше-

ние массы m к объему V . Поэтому в классах MLT и МКСС имеем, соответ-
ственно, 
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FT

V
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m ====
][

][
][,

][

][
][ ρρ . 

Из приведенных примеров видно, что в классе MLT единица массы 
является основной, а в классе МКСС – производной. Размерность плотно-
сти в классах MLT и МКСС имеет разный вид. Отсюда следует, что гово-
рить о том, является ли какая-либо единица измерения основной или про-
изводной, а также говорить о ее размерности можно только применитель-
но к рассматриваемому классу единиц измерения. 

Уменьшим единицу измерения массы в α раз, а единицу измерения 
длины – в β раз. Тогда число, выражающее величину массы, увеличится 
в α раз, а длины – в β раз. Следовательно, число, выражающее величину 
плотности, как это вытекает из ее размерности в классе MLT, изменится 
в α⋅β −3 раз. Аналогично можно рассмотреть масштабы пересчета числен-
ных значений и для других физических величин. 

Таким образом, размерность физической величины представляет собой 
функцию, которая определяет, во сколько раз изменится численное значение 
этой величины при переходе от исходной системы единиц измерения к дру-
гой системе внутри данного класса. 

§2. О формуле размерности 

Исходным пунктом для вывода формулы размерности является утвер-
ждение, что внутри заданного класса все системы единиц измерения равно-
правны. Отсюда следует, что отношение двух численных значений какой-
либо производной величины не зависит от выбора масштабов основных 

                                           
*
 ùÚÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ ·˚ÎÓ ‚‚Â‰ÂÌÓ å‡ÍÒ‚ÂÎÎÓÏ. 
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единиц измерения внутри данного класса систем единиц измерения. На-
пример, 
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где 1S , 2S  – площади каких-либо фигур; ρ1, ρ2 – плотности двух различных 
сред. 

Пусть – ( )zyxfu ,,=  некоторая производная размерная величина, 
а x, y, z – численные значения основных единиц измерения, например, 
длины, массы и времени. Пусть u′  – значение величины u, соответст-
вующее значениям аргументов x′ , y′ , z′ . Уменьшим основные единицы 
измерения, соответственно, в α , β, γ  раз. Тогда на основании исходно-
го утверждения 
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Таким образом, отношение численных значений производной вели-
чины, полученных в разных масштабах основных единиц, зависит толь-
ко от отношения этих масштабов. В соответствии с приведенным выше 
определением функция ϕ(α,β,γ) представляет собой размерность вели-
чины u. 

Из формулы (5.1) следует, что 
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Положим zzyyxx ′=′=′= 222 γβα ,, . Тогда из формул (5.1) и (5.2) 
имеем 
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Дифференцируя равенство (5.3) по α1, получаем 
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Пусть теперь α1 = α2 = α, β1 = β2 =β, γ1 = γ2 = γ. Тогда 
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где 
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Интегрируя равенство (5.4) по α, находим 

( )γβαϕ ,lnlnln 1Cm += , 

откуда 

 ( )γβαϕ ,1C
m= . (5.5) 

Подставив соотношение (5.5) в равенство (5.3), имеем 
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т.е. имеем уравнение того же вида, что и соотношение (5.3). Продолжая ана-
логичные рассуждения, т.е. дифференцируя выражение (5.6) по β1 и т.д., по-
лучаем: 

lnm
C γβαϕ = . 

Из формулы (5.1) следует, что при α = β  = γ  = 1 ϕ  = 1. Таким обра-
зом, С=1, и формула размерности приобретает вид 

 lnm γβαϕ = . (5.7) 

Таким образом, доказано, что формула размерности физической вели-
чины имеет вид степенного одночлена. 

Из формулы (5.7) следует, что для безразмерных величин m = n = l = 0 
ϕ =1. 
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§3. Величины с независимыми размерностями 

Рассмотрим две совокупности размерных величин: скорость v, давле-
ние p, плотность ρ и вязкость µ, расход Q , длина l. Их размерности в клас-
се LM T таковы 
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Так как единицы длины, массы и времени взаимно независимы, то 
приравнивая показатели степеней при L, M , T, из равенства (5.8) получим 

2131 −=−−=+−= ββαα ,, , 

откуда α  = 1, β  = 2 и [p] = [ρ][v ]2. 
Запишем теперь аналогично для µ , Q , l  

β
α

βαµ L
T

L

LT

M
lQ 








==

3

   или  ,][][][ . 

Очевидно, что последнее равенство не может соблюдаться ни при ка-
ких α и β. 

Таким образом, размерность давления может быть выражена через раз-
мерности плотности и скорости, а размерность вязкости не может быть вы-
ражена через размерности расхода и длины. 

Введем следующее определение. Пусть дана совокупность k размер-
ных физических величин а1, а2, ... , ак. Если размерность ни одной из этих 
величин не может быть выражена через размерности остальных k – 1 вели-
чин, то совокупность величин а1, а2, ... , ак называется совокупностью па-
раметров с независимыми размерностями. 

Из приведенного определения следует, что µ, Q , l образуют совокуп-
ность параметров с независимыми размерностями, а p, ρ, v  – совокупность 
параметров с зависимыми размерностями. 

Пусть дана система единиц измерения из m основных единиц. Пока-
жем, что в этой системе число k единиц с независимыми размерностями не 
превосходит m, т.е.  k ≤ m. 

Примем для простоты рассуждений, что m = 3 и основными единица-
ми являются L, M , T. Пусть а1, а2 ,а3 ,а4 – размерные величины. Положим 

 zyx
aaaa ][][][][ 3214 = . (5.9) 
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В соответствии с формулой размерности (5.7) iii lnm
i TLMa ][][][][ = , 

и равенство (5.9) можно представить в виде 

( ) ( ) ( )zlnmylnmxlnmlnm
TLMTLMTLMTLM 333222111444 = , 

откуда, приравнивая показатели степеней при L, M , T, имеем 
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По условию α4, β4, γ4 не равны нулю одновременно ([а4] ≠ 1). Поэтому 
равенства (5.10) представляют собой неоднородную систему трех линей-
ных уравнений относительно неизвестных x, y, z. 

Рассмотрим определитель этой системы 
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Если 0≠∆ , то система (5.10) имеет единственное решение, и значит 
справедливо равенство (5.9). Следовательно, величина а4 является размер-
но-зависимой, и k = 3. 

Если ∆=0, то между столбцами детерминанта существует линейная за-
висимость, например, 
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При этом случаи µ =ν  = 0, µ = λ = 0, λ =ν = 0 исключаются, так как, 
по условию, а1, а2, а3 – размерные величины. Таким образом, при ∆=0 ве-
личины а1, а2, а3 размерно-зависимы, и k < 3.  

Очевидно, что изложенные рассуждения могут быть без труда обоб-
щены на случай m >3. 

Из приведенного доказательства следует, что если а1, а2, ... , аk при 
k=m обладают независимыми размерностями, то размерность любой раз-
мерной величины аk+1 может быть выражена в виде 

 km
k

mm
k aaaa ][][][][ ...21

211 =+ . (5.11) 

Из формулы (5.11) следует также, что при k = m величины а1, а2, ... , аk 
могут быть приняты за новую систему единиц измерения. 
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§4. П-теорема* 

П-теорема представляет собой основную теорему теории размернос-
тей. Для ее доказательства рассмотрим предварительно одно вспомога-
тельное утверждение. 

Пусть в системе единиц измерения данного класса имеется совокуп-
ность физических величин а1, а2, ... , аk, обладающая независимыми раз-
мерностями. Покажем, что внутри данного класса можно перейти к такой 
системе единиц измерения, в которой численное значение любой из вели-
чин а1, а2, ... , аk, например, для определенности а1, изменится в произволь-
ное число А раз, а численные значения всех остальных величин останутся 
неизменными. 

Пусть в выбранном классе систем единиц измерения имеется m ос-
новных единиц измерения P, Q , .… Тогда, по ранее доказанному, 

,  ...,  ...,  ... 2211
21

kkQPaQPaQPa k
βαβαβα === ][][][  

где хотя бы одна из величин αi, βi (i =1, 2, ... , m) отлична от нуля. 
Изменим масштабы основных единиц измерения в P, Q , ... раз так, 

чтобы численное значение остальных сохранилось бы без изменения. То-
гда 

 112211 === …………

kkQPQPAQP βαβαβα
,,, . (5.12) 

Логарифмируя равенства (5.12), получим 
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то есть получим систему k линейных алгебраических уравнений для неиз-
вестных переходных множителей P, Q , ...  . 

Выше было доказано, что число параметров с независимыми размер-
ностями k меньше или равно числу основных единиц измерения, то 
есть k ≤ m. Пусть k = m. Детерминант системы (5.13) заведомо отличен от 
нуля, так как в противном случае существовала бы линейная зависимость 
между его столбцами и величины а1, а2, ..., аk обладали бы зависимыми 
размерностями, что противоречит исходному предположению. Следова-
тельно, при k = m система (5.13) обладает единственным решением. 

В случае k < m число уравнений меньше числа неизвестных и систе-
ма (5.13) имеет бесконечное множество решений. 

                                           
*
 В основу изложения настоящего параграфа положены идеи, предложенные Г.И.Баренблаттом. 
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Таким образом, сделанное утверждение доказано. 
Перейдем к доказательству П-теоремы. 
Пусть функция 

 ( )nkk aaaaafa ,,,,,, …… 121 += , (5.14) 

у которой аргументы а1, а2, ... , аk обладают независимыми размерностями, 
представляет собой какую-либо физическую зависимость*. 

Выбирая различные системы единиц измерения, можно, очевидно, 
произвольным образом менять численные значения аргументов функции f. 
Однако ясно, что физическая закономерность, т.е. вид функции f, не может 
зависеть от применяемой системы единиц измерения. Иначе говоря, физи-
ческие закономерности должны быть инвариантны по отношению к при-
меняемым системам единиц измерения. 

Как было показано в §3, размерности величин а, аk+1, ... , аn могут быть 
выражены через размерности величин с независимыми размерностями, то 
есть 

 
.][][][][
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+  (5.15) 

Введем параметры 

 kni
aaa

a

aaa

a

ikikik

k

ik

i

k

−==Π=Π
+++

+
,,,,, …

……

21
2121

γβαγβα . (5.16) 

Из формул (5.15) следует, что величины (5.16) являются безразмер-
ными. 

Подставив значения (5.16) в соотношение (5.14), получаем 

( )nnn

kknkkk
aaaaaaaaafaaa γβαγβαγβα

…………… 212112121
111

−ΠΠ=Π ,,,,,,  
или 
 ( )knkaaa −ΠΠΠΦ=Π ,,,,,,, …… 2121 . (5.17) 

Как было доказано, путем изменения масштабов основных единиц из-
мерения можно численное значение величины 1a  изменить в произвольное 
число раз, причем так, чтобы численные значения величин kaaa ,,, …32  
остались без изменения. Так как параметры kn−ΠΠΠΠ ,,,, …21  являются 
безразмерными, то их численные значения тоже не изменяются. Это озна-
чает, что функция Φ  от аргумента 1a  не зависит и 

 ( )2 3 1 2
, , , , , , ,

k n k
a a a −Π = Φ Π Π Π… … .  

                                           
*
 å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ‚Ë‰ ˝ÚÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË Á‰ÂÒ¸ ÌÂ ËÏÂÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl. 
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Применяя эти же рассуждения последовательно к параметрам а2, а3, ..., 

аk , из формулы (5.17) получим, что 

 ( )kn−ΠΠΠΦ=Π ,,, …21 . (5.18) 

Полученный результат представляет собой содержание Π -теоремы, 
или теоремы Букингама. Пусть существует физическая закономерность, 
выраженная в виде зависимости некоторой, размерной величины от раз-
мерных же определяющих параметров. Эта зависимость всегда может быть 
представлена в виде зависимости некоторой безразмерной величины от 
безразмерных комбинаций определяющих параметров. Количество этих 
безразмерных комбинаций меньше общего числа определяющих парамет-
ров на число размерных определяющих параметров с независимыми раз-
мерностями. 

Иначе говоря, пусть дана физическая зависимость (5.14) и пусть вели-

чины а1, а2, ... , аk обладают независимыми размерностями. Тогда зависи-
мость (5.14) может быть приведена к виду (5.18), где безразмерные пара-
метры kn−ΠΠΠΠ ,,,, …21  вычисляются по формулам (5.16). 

Из формул (5.14) и (5.18) следует, что при переходе от зависимо-
сти (5.14) между размерными величинами к безразмерной зависимости 
(5.18) число аргументов уменьшается на число k  параметров с независи-
мыми размерностями, и соотношение (5.18) является инвариантным отно-
сительно применяемых систем единиц измерения. 

Особый интерес представляет случай nk = . Из формул (5.16) и (5.18) 
следует, что в этом случае 

 γβα
γβα k

k

aaCaaC
aaa

a
…

…

21
21

  или  const ====Π , . (5.19) 

Заметим, что из общего числа параметров а1, а2, ... , аn в формуле (5.14) 

совокупность параметров с независимыми размерностями а1, а2, ... , аk мо-
жет быть выбрана разными способами. Поэтому, как это видно из формул 
(5.16), безразмерные параметры kn−ΠΠΠΠ ,,,, …21  могут иметь различ-
ный вид при одном и том же виде зависимости (5.14). 

Заметим также, что смысл П-теоремы сводится по существу к перехо-

ду к новой системе единиц измерения а1, а2, ... , аk. 

§5. Подобие физических явлений, моделирование 

Рассмотрим описание какого-либо физического явления в заданной сис-
теме единиц измерения, которую обозначим индексом (1). Изменим масшта-
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бы основных единиц измерения и новую систему обозначим индексом (2). 
Тогда, очевидно, 

)()()()(
,

2121 Π=ΠΠ=Π ii . 

По определению немецкого физика Р. Поля, «физическая величина – 
произведение числового значения на единицу этой величины». Иначе го-
воря, Y = y[y], где Y – физическая величина, y – ее числовое значение 
в единице измерения [y]. Очевидно, что изменение параметра Y по тем же 
правилам, по которым изменяется единица измерения [y], приводит к оди-
наковому изменению численного значения y. Действительно, например, 
плотность среды ρ определяется как отношение ее массы m к занимаемому 
объему V , то есть 

3
L

M

V

m == ][, ρρ . 

Уменьшим единицу массы в 10 раз, а единицу измерения длины увели-
чим в 10 раз. Тогда численное значение плотности увеличится в 10/(10 –1)3 =  
= 104 раз. Увеличим теперь массу среды в 10 раз, а линейные размеры за-
нимаемого ею объема уменьшим в 10 раз. Численное значение плотности 
изменится также в 104 раз. 

Рассмотрим теперь два аналогичных физических явления (например, 
течение жидкостей в трубах), одно из которых обозначим (н) – натура, 
другое (м) – модель. Подберем физические параметры модели таким обра-
зом, чтобы выполнялись условия 
 )()( нм

ii Π=Π . (5.20) 

Тогда, как это следует из П-теоремы, то есть из формулы (5.18), 

 )()( нм Π=Π . (5.21) 

При выполнении условий (5.20) модельное и натурное явления назы-
ваются подобными, а величины Πi – критериями подобия. 

«Два явления подобны, если по заданным характеристикам одного мож-
но получить характеристики другого простым пересчетом, который аналоги-
чен переходу от одной системы единиц измерения к другой системе еди-
ниц измерения». Л.И.Седов. 

Из формул (5.16) и (5.21) для подобных явлений имеем 
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Таким образом, при соблюдении подобия экспериментальное иссле-
дование какого-либо физического явления может быть заменено исследо-
ванием его модели, что в ряде случаев является весьма целесообразным 
или даже единственно возможным. 

Требование выполнения условий (5.20) показывает, какие значения па-
раметров процесса должны быть подобраны при модельных исследованиях, 
то есть определяют характеристики модели, обеспечивающие соблюдение 
подобия. 

Формула (5.22) дает правило пересчета результата модельных иссле-
дований а(м) на натуру – а(н). 

§6. Параметры, определяющие класс явлений 

Так как математическая зависимость величины а от величин а1, а2, ..., 
аn в формуле (5.14) может иметь разный вид, то есть описывать различ-
ные физические процессы, то величины а1, а2, ... , аn называются пара-
метрами, определяющими класс явлений. Параметр а называется опре-
деляемым. 

В тех случаях, когда известна математическая модель физическо-
го процесса, таблица параметров, определяющих класс явлений, выпи-
сывается из уравнений, начальных и граничных условий, его опреде-
ляющих, то есть выписывается совокупность размерных и безразмер-
ных величин, задание которых необходимо и достаточно для решения 
задачи. Размерные константы также входят в число определяющих па-
раметров. 

Если математическая модель явления отсутствует, то таблица оп-
ределяющих параметров может быть составлена на основании общих 
качественных соображений и данных эксперимента (если таковые име-
ются). 

Система параметров, определяющих класс явлений, должна обладать 
свойством полноты. Это значит, что она должна содержать параметры, че-
рез размерности которых могут быть выражены размерности определяе-
мых параметров. 

Так, нельзя утверждать, что сила F, действующая на какое-либо тело 
со стороны жидкости, есть функция только ее плотности ρ и скорости те-
чения v, то есть, что F = f(ρ,v). В самом деле, равенство 
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как легко видеть, не может иметь места ни при каких значениях α и β. Од-
нако можно утверждать, что F = f(l,ρ,v), где l – какая-либо величина, 
имеющая размерность длины. Действительно, в этом случае 
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и отсюда сразу получаем α = 1, β  = 2, γ  = 2 и 22
lvF ρ= . 

Аналогично, нельзя сказать, что касательное напряжение τ есть функ-
ция плотности жидкости и градиента скорости, так как 
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В то же время можно утверждать, что τ = f(ρ, l, ∇ v), так как 

][]][[][ vl
LT

M ∇== 2
2

ρτ . 

§7. Примеры на применение П-теоремы 

 

Рис. 5.1 

1. Колебания математического маятника. Математичес-
кий маятник представляет собой материальную точку мас-
сой m, которая подвешена на невесомой и нерастяжимой нити 
длиной l, неподвижно закрепленной в точке O (рис. 5.1). 
Уравнения плоских колебаний такого маятника при отсут-
ствии сопротивления, как известно, имеют вид 

ϕϕϕϕ
cos,sin mgNl

dt

d
m

l

g

dt

d −=






−=
2

2

2

 (5.23) 

с начальными условиями 

 
oo
tt

dt

d ===   при  0
ϕϕϕ , , (5.24)

где ϕ – угол между нитью и вертикалью, N – натяжение нити, g – ускоре-
ние силы тяжести. Из уравнения (5.23) и начальных условий (5.24) следует, 
что система параметров, определяющих класс явлений, такова 

tglm
o

,,,,ϕ  

и, следовательно, 
( ) ( )tglmNNtglm

oo
,,,,,,,,, ϕϕϕϕ == . 
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Примем в качестве параметров с независимыми размерностями вели-
чины m, g, l. Тогда в соответствии с П-теоремой, то есть равенствами (5.16) 
и (5.18), будем иметь 
 ( ) ( )2121 Π′Π′=Π′ΠΠ=Π ,,, Nϕ ,  
где  

   221121
111

Π=Π′Π=Π′=Π′=Π=Π=Π ,,,,, …γβαγβαϕϕ
glm

N

glm

t
o

, (5.25) 

так как ϕ и ϕо – безразмерные величины, а аргументы у функций ϕ и N 
одинаковые. 

Из формул (5.25) имеем 
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откуда, приравнивая показатели степеней при M , L, T, получаем 
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Следовательно, 
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Из опыта известно, что колебания математического маятника имеют 
период τ. Тогда 

( )glm
o

,,,ϕττ = , 

или, после перехода к безразмерным величинам, 
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l

g ϕττ =  

Так как из-за симметрии колебаний ( ) ( )
oo

ϕτϕτ −= , то функция ( )
o

ϕτ  – 
четная, и, разлагая ее в ряд, имеем 
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Пренебрегая для малых колебаний ( 10 <<ϕ ) членами порядка ϕо

2 и выше, 
имеем 

g

l
C1=τ . 

Из теории, то есть из решения уравнений (5.23) при 10 <<ϕ , известно, 

что С1 = 2π. 
2. Уравнение Клапейрона*. Примем в качестве гипотезы, что давление p 

в газе полностью определяется его плотностью ρ, теплоемкостью сv (или 
сp) и абсолютной температурой Θ. Тогда 

( )Θ= ,,
v
cfp ρ . 

Величины Θ,,
v
cρ  обладают размерностями 
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то есть образуют систему параметров с независимыми размерностями. То-
гда в соответствии с формулой (5.19), можем записать 

const=Θ= CcCp
v

,

γβαρ . 

Легко видеть, что α = β  = γ  = 1, и 

vv
CcRRcCp =Θ=Θ= ,ρρ . 

Таким образом, уравнение Клапейрона основано на приведенной ги-
потезе.  

Рассмотренные примеры хорошо иллюстрируют возможности и сла-
бости теории размерностей. Действительно, путем анализа размерностей 
получена структура формул для τ и p, однако численное значение кон-
стант С1 и С с помощью этого анализа определить нельзя. 

3. Закон фильтрации Дарси**. Предположим, что модуль скорости 
фильтрации w  в горизонтальном однородном пласте зависит только от 
модуля градиента давления p∇ , вязкости µ, пористости m и характерного 

размера d. Тогда*** 
 ( )dmpfv ,,,µ∇=

�

. (5.26) 

                                           
*
 Бенуа Поль Эмиль Клапейрон (1799–1864), французский физик и инженер, член-корреспондент Петер-
бургской Академии Наук. 
**

 Анри Дарси (1803–1858), французский гидравлик и инженер. 
*** Плотность жидкости входит в уравнения движения только в виде множителя при ускорении. Ускоре-
ния же при фильтрации обычно пренебрежимо малы. Поэтому возможной зависимостью от плотности 
в соотношении (5.26) можно пренебречь. 



ОСНОВЫ ТЕОРИИ РАЗМЕРНОСТЕЙ И ПОДОБИЯ 95

Величины p∇ , µ, m, d обладают размерностями 

Ldm
LT

M

TL

M
p ====∇ ][,][,][,][ 1

22
µ . 

Следовательно, ∇ p, µ, d образуют систему параметров с независимы-
ми размерностями, и 

( ) ( )mf
dp

w =
∇ γβα µ

. 

Выполняя анализ размерностей аналогично тому, как это было сдела-
но в примере 1, получим 
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откуда α = 1, β  = −1, γ  = 2, и 

( ) pmf
d

w ∇−=
µ

2

 

или в векторной форме 

 ( ) pmf
d

w ∇−=
µ

2
�

. (5.27) 

Знак «минус» введен в уравнение (5.27), так как v
�

 и ∇ p имеют проти-
воположные направления. 

4. Формула Дарси-Вейсбаха. Предположим, что при течении жидко-
сти по горизонтальной круглой цилиндрической трубе перепад давления 
на единицу длины ∆ p/l зависит от средней скорости течения v , вязкости 
жидкости µ, ее плотности ρ, диаметра трубы d и шероховатости ее сте-
нок ∆. 

Тогда 

 ( )vdf
l

p
,,,, µρ∆=∆

. (5.28) 

Величины ρ, v , d представляют собой систему параметров с незави-
симыми размерностями. Следовательно, на основании П-теоремы соотно-
шение (5.28) может быть переписано в виде 

 ),( 21 ΠΠΦ=Π , (5.29) 
где 
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Выполняя анализ размерностей, получим α = 1, β = 2, γ = −1 и, следо-
вательно,  

vdvl

dp

ρ
µ

ρ
=Π⋅∆=Π 22

, . 

Подставляя эти соотношения в равенство (5.29), имеем 








 ∆Φ=






 ∆Φ=∆
µ

ρρ
ρ
µρ vd

d
w

d

l

vdd
v

d

l
p ,, 1

22 . 

Обозначив, как это обычно принято, 

( )
2

1
Re,

,Re,,
ελ

µ
ρ

µ
ρε =







 ∆Φ==∆ vd

d

vd

d
, 

где ε – относительная шероховатость стенок трубы, Re – число Рейнольд-
са, λ – коэффициент гидравлического сопротивления, получим формулу 
Дарси-Вейсбаха в виде 

 
2

2v

d

l
p

ρλ=∆ . (5.30) 

В рассмотренном случае коэффициенты ε и Re являются, очевидно, 
критериями подобия. Следовательно, определив величину λ(ε, Re) при те-
чении какой-либо жидкости, получим, что при течении другой жидкости 
по другой трубе, коэффициент гидравлического сопротивления λ будет 
при условии ε(1)=ε(2), Re(1) =Re(2) иметь то же самое значение. 

При ламинарном режиме движения ускорение равно нулю, и величи-
на ρ несущественна. Из опыта известно, что величина ∆ при этом режиме 
также несущественна. Поэтому при ламинарном режиме соотношение 
(5.28) принимает вид 

( )vdf
l

p
,,µ=∆

. 

Так как параметры vd ,,µ  обладают независимыми размерностями, то 
в соответствии с формулой (5.19) получаем 

γβα µ vCd
l

p =∆
. 

Легко видеть, что α = −2, β  = γ  = 1, и 

 v
d

l
Cp µ

2
=∆ . (5.31) 
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Приравнивая правые части соотношений (5.30) и (5.31), получим, что 
коэффициент гидравлического сопротивления при ламинарном режиме равен 

const
22 === C
C

vd

C
,

Reρ
µλ . 

Теоретический анализ дает значение   
С = 32. 

 

5. Вытеснение из пласта жидкости га-
зом. Рассмотрим однородный горизонталь-
ный пласт, из которого жидкость вытесня-
ется газом (рис. 5.2). Обозначим через α 
коэффициент  вытеснения,  равный  

V

V
г=α , где 

г
V  – объем пор в области I,  

Рис. 5.2 

занятых газом, V – объем всех пор в этой области. 
На основании качественных соображений и результатов эксперимента 

можно написать 

 ( )
г ж

, , , , , , , , , , , , ,k m p l h p c M tα α σ µ µ γ= Θ ∆ ∆ , (5.32) 

где k , m – проницаемость и пористость пласта, σ – поверхностное натяже-
ние жидкости, Θ – угол смачивания, ∆p = (p1–p2) – разность давлений по 
концам пласта длиной l, µг, µж – вязкость газа и жидкости, h – толщина 
пласта, ∆γ = γг –γж – разность удельных весов жидкости и газа, p – абсо-
лютное давление в каком-либо сечении пласта, с – концентрация поверх-
ностно-активного вещества (ПАВ), M – минерализация пластовой воды, t  – 
время. 

Величины, входящие в формулу (5.32), имеют размерности 

.][,][][

,][][,][][,][,][

22ж

22
2

TL

M

LT

M

Lhl
LT

M
pp

T

M
Lk

‹ =∆==

====∆==

γµµ

σ
 

Примем величины l, ∆p, µг за параметры с независимыми размернос-
тями. На основании П-теоремы выражение (5.32) может быть представлено 
в виде 

 






 ∆
∆∆

∆Θ
∆

=
гг

ж

2 µ
γ

µ
µσαα pt

Mc
p

p

p

l

l

h

pl
m

l

k
,,,,,,,,,, . (5.33) 

При моделировании процесса вытеснения на натурных флюидах и по-
ристых средах (физико-химическое подобие) имеем 

 )()()()()()(
,,

мнмнм

г

н

г
σσγγµµ =∆=∆= . (5.34) 
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Для соблюдения подобия должны, в частности, как это видно из фор-
мулы (5.33), выполнятся равенства 

)()()()(

,

мнмн










∆
=









∆








∆
∆=









∆
∆

plplp

l

p

l σσγγ
, 

откуда, при соблюдении условий (5.34) следует, что одновременно должны 
выполняться равенства 

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

,

м

н

н

м

н

м

н

м

l

l

p

p

l

l

p

p =
∆
∆=

∆
∆

. 

Это возможно только при l(м)=l(н). Поэтому при работе с натурными 
средами соблюдение полного подобия модели и натуры невозможно, 
и приходится прибегать к частичному моделированию. 

Под частичным моделированием понимается моделирование, при кото-
ром соблюдается равенство только какой-либо части критериев подобия. 
Влияние несоблюдения равенства остальных критериев подобия оценивается 
различными способами, зависящими от рассматриваемого явления. С пробле-
мами, связанными с частичным моделированием, приходится сталкиваться 
также при исследовании задач авиации, судостроения и в ряде других областей. 

При рассмотрении задач вытеснения в литературе встречаются крите-
рии подобия вида 

1 2 3 4
, , , cos

l

k pk k
p h

m m

σ σ σ

γ
Π = Π = Π = Π = Θ

∆
∆ ∆

. 

Обозначим критерии подобия в формуле (5.33), соответственно, через 

p

l

l

h

pl
m

l

k

∆
∆=Π′=Π′Θ=Π′

∆
=Π′=Π′=Π′ γσ

6543221 ,,,,, . 

Легко видеть, что 

44
1

2

65

3
3

1

3
2

1

2
31 Π′=Π

Π′
Π′

Π′Π′
Π′

=Π
Π′
Π′

=Π
Π′
Π′

Π′=Π cos,,, . 

Этот пример может служить иллюстрацией к замечанию в §4 о том, 
что выбор безразмерных параметров при использовании П-теоремы не яв-
ляется однозначным. 

§8. Приведение уравнений к безразмерному виду 

При выполнении численных расчетов соответствующие уравнения 
или их аналитические решения обычно приводятся к безразмерному виду. 
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Как следует из П-теоремы, это позволяет, с одной стороны, уменьшить 
число аргументов у определяемых функций, а с другой, путем выбора соот-
ветствующих характерных величин процесса подобрать наиболее удобные 
области изменения численных значений безразмерных параметров. 

Действительно, пусть рассматриваемая задача содержит n  определяю-
щих параметров. Для ее полного численного исследования необходимо 
каждый из параметров проварьировать независимо от остальных m  раз. 

Следовательно, необходимо выполнить n
m  вычислений. После приведе-

ния к безразмерному виду число параметров будет равно kn − , где k  – 
число параметров с независимыми размерностями. Поэтому число необхо-

димых вычислений будет равно knm − . 
Рассмотрим другой пример. В задаче о гидравлическом ударе одним 

из параметров является длина трубы l . Продольная координата x  лежит в 
пределах lx ≤≤0 . Полагая lx ξ= , получим, что независимо от длины 

трубы безразмерная координата ξ  меняется в пределах 10 ≤≤ ξ . 

Рассмотрим задачу о приведении уравнений к безразмерному виду на 
примере системы уравнений движения однородной вязкой несжимаемой 
жидкости (4.42). Уравнения движения и граничные условия имеют в этом 
случае вид 

 SVvvpF
dt

vd
v   на  0

�

��

�

�

�

=∆+∇−== ,,div µρρ . (5.35) 

Положим ix =L ix′ , где L – характерный линейный размер в задаче, 
и подразумевается геометрическое подобие в задачах рассматриваемого 
класса. Пусть далее vVv

o

�� ′= , pp ′Π= , t t′= Θ , где 
o

V , Π, Θ – характер-

ные скорость, давление, время в задаче. При течении жидкости по трубе в 
качестве L можно, например, взять ее диаметр, в качестве 

o
V  – среднюю 

скорость в какой-либо момент времени, в качестве Π – разность давлений 
по ее концам, в качестве Θ – время переходного процесса (при неустано-
вившемся движении). Аналогичным образом можно ввести характерные 
параметры L, 

o
V , Π, Θ при рассмотрении любого течения. Примем далее 

для определенности, что gF
�

�

= . Подставляя значения ix , v
�

, p, t  в соот-

ношения (5.35) и развертывая производную 
dt

vd
�

, получим 
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v
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µρρ . (5.36) 
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Из соотношений (5.36) видно, что уравнение неразрывности и гранич-
ное условие при переходе к безразмерным величинам сохраняют свой вид. 
Разделив все члены уравнения Навье–Стокса на LV

o

2ρ , имеем 

 
2

2

22
i

i

i

oi

i

o

o

oi

i

o x

v
e

LVx

p
e

V
g

V

gL
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v
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t

v

V

L

′
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+
′
′Π−=

′
′′+

′
′

Θ ∂
∂

ρ
µ

∂
∂

ρ∂
∂

∂
∂ ���

��

,  

где g
�

о – орт вектора g
�

. 
Введем следующие обозначения: 

Sh=
Θ

o
V

L
 – число Струхаля, Fr=

gL

V
o

2

 – число Фруда*, 

Eu=Π
2
o

Vρ
 – число Эйлера, Re=

µ
ρ LV

o  – число Рейнольдса**. 

С использованием этих обозначений уравнение Навье–Стокса может 
быть переписано в виде 

 
2

21

i

i

i
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x
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e

x
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v
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∂
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���
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Sh .  

Очевидно, что если при рассмотрении двух течений выполняются ус-
ловия геометрического подобия областей течения и соотношения 

,ReRe,FrFr,ShSh 121 212 ===  
то эти течения являются подобными (числа Sh, Fr, Re, как отмечалось вы-
ше, называются критериями подобия). Число Eu при течении несжимае-
мой жидкости часто является несущественным. Это объясняется тем, что 
в уравнение Навье–Стокса для несжимаемой жидкости входит не давление, 
а его градиент. Поэтому изменение давления во всей области течения на 
постоянную величину, или, что то же самое, изменение характерного дав-
ления на постоянную величину, не сказывается на характере течения. По-
этому числу Эйлера можно придать любое значение. В частности, поло-
жив 2

o
Vρ=Π , получим Eu = 1. 

Для выяснения физического смысла критериев подобия рассмотрим 
в жидкости параллелепипед с ребрами d ix  и массой m . На него будут дей-
ствовать: 

сила тяжести 3
321 ~ gLdxdxgdxmgFg ρρ== , 

сила локальной инерции 
Θ∂

∂= oV
L

t

v
mF

3
лок

~ ρ , 

                                           
*
 В литературе под числом Фруда часто понимают величину 

gL

V

2
0 . 

  Вильям Фруд (1810–1879), английский гидромеханик и корабельный инженер. 
** Осборн Рейнольдс (1842–1912), английский физик и инженер. 
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сила конвективной инерции 
L

V
L

x

v
mvF

o

2
3

кон
~ ρ

∂
∂= , 

сила трения 3
22

2

тр ~ L
L

V
dSdx

x

v
dSdx

x
F

oµµτ
∂
∂=

∂
∂= . 

Тогда 

ReFr,Sh =====
Θ

=
µ

ρ LV
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Часть II 
ГИДРОМЕХАНИКА 

 

Глава VI 

ГИДРОСТАТИКА 

§1. Уравнения равновесия жидкости и газа 

В гидростатике рассматриваются законы равновесия жидкости (газа). 
Если жидкость (газ) находится в состоянии покоя относительно стенок со-
суда, в котором она заключена, а сосуд покоится или движется с постоян-
ной скоростью относительно Земли, то покой называется абсолютным. Ес-
ли жидкость покоится относительно стенок сосуда, а сосуд движется отно-
сительно Земли с ускорением, то покой называется относительным. Дви-
жение жидкости в случае относительного покоя можно рассматривать как 
переносное. Из приведенных определений следует, что в случае абсолют-
ного покоя на жидкость действует сила тяжести, а в случае относительного 
покоя – сила тяжести и сила инерции переносного движения. 

Так как в покоящейся жидкости скорость деформации 0=
ik

ε , то из рео-
логического уравнения для вязкой жидкости (4.29) имеем 
 

ikik
pp δ−= , (6.1) 

то есть в покоящейся жидкости действуют только нормальные сжимающие 
напряжения

*. Величина этих напряжений не зависит от направления и на-
зывается давлением. Это давление называется гидростатическим. 

Подставив соотношения (6.1) в уравнения движения сплошной среды 

в напряжениях (2.42), получаем 







= 0

dt

dvj  

 FpF
x

p
j

j

�

ρρ =∇=
∂
∂

  или  , . (6.2) 

Уравнения (6.2) называются уравнениями Эйлера в гидростатике. 

                                           
*
 По Л.Прандтлю «жидкостью называется такое тело, в котором в состоянии равновесия всякое сопро-
тивление деформации равно нулю». Из этого определения следует, что )(, kip

ik
≠= 0  и, в соответст-

вии с (4.29), 0=
ik

ε . 

   Людвиг Прандтль (1875–1953), немецкий ученый, один из основателей современной аэродинамики 
и прикладной гидромеханики. 
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Умножив скалярно векторное уравнение (6.2) на единичный вектор o

s
�

, 
имеем 

 
s

o FsF
S

p ρρ ==
∂
∂ �

�

, (6.3) 

то есть изменение давления в каком-либо направлении s
�

 определяется про-
екцией напряжения массовой силы 

s
F  на это направление. 

Умножим скалярные уравнения (6.2) на jdx . Так как при равнове-

сии ( )jxpp = , то 

 rdFdpdxFdpdx
x

p
jjj

j

�

�

⋅===
∂
∂ ρρ    или    , . (6.4) 

Поверхности, вдоль которых const=p , называются изобарами. 
Из равенств (6.4) следует, что уравнение изобары имеет вид 

 0   или   ,0 =⋅= rdFdxF jj

�

�

, (6.5) 

где вектор rd
�

 лежит в плоскости, касательной к изобаре. Из формул (6.5) 
вытекает, что напряжение массовой силы направлено по нормали к изоба-
ре. Этот же вывод следует непосредственно из равенств (6.2). 

Очевидно, что соотношения (6.2)–(6.5) в равной мере справедливы как 
для сжимаемых, так и для несжимаемых жидкостей. 

Из уравнений (6.4) имеем 

 ∫∫ ⋅=
M

M

p

p
oo

rdF
dp �

�

ρ
, (6.6) 

где MM ,0  – точки, в которых гидростатическое давление равно, соответ-
ственно, 0p  и p . Если напряжение массовой силы обладает потенциалом, 

то есть Π−∇=F
�

, то соотношение (6.6) принимает вид 

 ( ) ( )0MMd
dp

M

M

p

p
oo

Π−Π=Π= ∫∫ ρ
. (6.7) 

§2. Равновесие жидкости в поле силы тяжести 

При рассмотрении равновесия жидкости в поле силы тяжести введем 
систему координат xyz0 , в которой ось z0  направлена против ускорения 

силы тяжести g
�

 (рис. 6.1). В этом случае gz−=Π , gFFF
zyx

−=== ,0 , 

и соотношение (6.4) принимает вид 
 dzgdp ρ−= .  (6.8) 
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В случае однородной несжимаемой жидкости const=ρ  из соотношения (6.8) 
получаем 

 const    , =+−= CCgzp ρ . (6.9) 

Соотношение (6.9) справедливо для любой точки в объеме жидкости. 
Уравнение изобары имеет в рассматриваемом случае вид 

 const   или   0 1 === Czdz , . (6.10) 

 

Рис. 6.1 

Таким образом, при равновесии жид-
кости, находящейся в поле силы тяжести, 
изобара представляет собой горизон-
тальную плоскость. 

Для определения константы C  в соот-
ношении (6.9) необходимо задать гранич-
ные условия. Пусть при 

oo
ppzz ==  

(рис. 6.1). Тогда 
 ( )zzgpp

oo
−=− ρ ,  (6.11) 

или 

 
o

o z
g

p
z

g

p +=+
ρρ

.   (6.12) 

Обозначив hzz =−0 , соотношение (6.11) можно представить в виде 

 ghpp
o

ρ+= , (6.13) 

где ghρ  – давление, создаваемое столбом жидкости высотой h .  
Соотношения (6.8), (6.12) обычно называются основными уравнения-

ми гидростатики. Из формулы (6.13) следует, что сила давления жидкости 
на дно сосуда с площадью основания S  не зависит от его формы (рис. 6.2) 
и равна ( )Sghp

o
ρ+ . Данный результат обычно называется парадоксом 

Паскаля
*. 

 

Рис. 6.2 

                                           
*
 Блез Паскаль (1623–1662), французский физик и математик. 
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Превышение абсолютного давления 
абс

p  над атмосферным 
ат

p , то есть 
разность 

атабси
ppp −= , 

называется избыточным давлением. Величина 

абсатабсатв
  при  ppppp >−=  

называется вакуумом. 
Рассмотрим некоторые примеры на применение уравнений гидроста-

тики. 
1. Сообщающиеся сосуды (рис. 6.3). Давление на свободных поверх-

ностях с координатами 1z  и 2z  одинаково. Следовательно, они представ-
ляют собой участки одной изобарической поверхности и в соответствии 
с соотношением (6.9) 21 zz = . Этот же вывод следует из уравнения изоба-
ры (6.10). 

2. Равновесие разнородных жидкостей. Пусть две несмешивающиеся 
жидкости с плотностями ρ1 и ρ2 находятся в состоянии равновесия. Давле-
ние при переходе через поверхность раздела остается непрерывным. На по-
верхности раздела из соотношения (6.8) имеем dzgdp 1ρ−= , dzgdp 2ρ−=  
или dzgdzg 21 ρρ = . Следовательно, 0=dz , и граница раздела представ-
ляет собой горизонтальную плоскость  z  =const. 

3. Двухжидкостный манометр (рис. 6.4). Для определения разности 
давлений в системе, заполненной жидкостью плотности ρ1, используется 
манометр с рабочей жидкостью плотностью ρ2. В точках 4 и 5, лежащих 
на горизонтальной плоскости в одной и той же жидкости, 54 pp = . В со-
ответствии с соотношением   (6.13) gHpp 115 ρ+= , ghpp 234 ρ+= , 

( )hHgpp −+= 123 ρ , откуда сразу следует, что ( )1221 ρρ −=− ghpp . 

  

Рис. 6.3 Рис. 6.4 
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Рис. 6.5 

4. Пьезометрическая высота (рис. 6.5). 
Давление в несжимаемой жидкости можно 
измерять высотой столба этой же жидко-
сти Hп с помощью трубки А. Такая трубка 
называется пьезометрической. Для точек 1 
и 2 имеем 

1‡·Ò 0
p p= , 

2‡·Ò ‡Ú Ô
p p gHρ= + , 

абс2абс1 pp = . Тогда 

 
g

pp
H o

ρ
ат

п

−
= . (6.14) 

Давление в любой точке сосуда равно 
( )hHgpghpp

o
++=+=

пат
ρρ . 

Высота 
п

H  называется пьезометрической, а поверхность, проходящая 
через уровень в пьезометре – пьезометрической плоскостью. Если 

‡Úo
p p> , то пьезометрическая плоскость лежит выше свободной поверх-
ности в сосуде, если 

‡Úo
p p< , то ниже. 

5. Равновесие тяжелого газа. Для газа, находящегося в равновесии 
в поле силы тяжести, из формулы (6.7) имеем 

 ( )zzg
dp

o

p

p
o

−=∫ ρ
. (6.15) 

Для вычисления интеграла в равенстве (6.15) необходимо задать зависи-
мость ( )ρpp = . 

Ограничимся рассмотрением изотермического равновесия идеального 
газа при температуре 0T . Тогда 

o
RT

p=ρ , 

и из соотношения (6.15) получаем 
( )

o

o

o
RT

zzg

p

p −−=ln , 

или 
( )








 −−=
o

o

o

RT

zzg
pp exp . 

Разлагая это выражение в ряд, имеем 

( ) ( )












−






 −
+

−
−= ... 

2

1
1

2

o

o

o

o

o

RT

zzg

RT

zzg
pp . 
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Если 
( )

1
2

1 <<−

o

o

RT

zzg
, то 

 
( ) ( ) ( )

oooo

o

o

o

o

o

o
zzgpzzg

RT

p
p

RT

zzg
pp −−=−−=







 −−≈ ρ1 , (6.16) 

где 0ρ  – плотность газа при давлении 0p  и температуре 0T . Из формулы 
(6.16) следует, что если 0zz −  мало, то распределение давления в газе бу-
дет практически таким же, как в несжимаемой жидкости. 

Для воздуха газовая постоянная 
Ккг 

Дж
287

о
=R . Пусть 0T = 293°К. То-

гда при 0zz −  ≤ 85 м погрешность, даваемая формулой (6.16), будет мень-
ше 1%. 

§3. Относительный покой жидкости 

 

Как уже указывалось, при рассмотрении 
относительного покоя жидкости под напря-
жением массовой силы в уравнениях (6.2) сле-
дует понимать равнодействующую напряже-
ний силы тяжести и силы инерции перенос-
ного движения. 

Рассмотрим задачу о вращении с посто-
янной угловой скоростью ω сосуда с жидко-
стью вокруг вертикальной оси Oz  (рис. 6.6). 
На элемент жидкости с массой m∆  дейст-
вуют сила тяжести и центробежная сила, на-
пряжения которых равны 

2
ц

, ωrFgF
g

�

�
�

�

== , 

где r
�

 – вектор, направленный по кратчай-
шему расстоянию от оси вращения к рассмат-
риваемому элементу. Проекции этих напря-
жений на выбранные оси координат Oxyz  
равны 

Рис. 6.6 

gFyrFxrF
zyx

−===== ,, 2222 ωϕωωϕω sincos . 

Подставив эти значения в соотношения (6.4) и (6.5), имеем 
( )

.0

,
22

22

=−+

−+=

dzgdyydxx

dzgdyydxxdp

ωω
ωωρ
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Интегрируя эти соотношения, получаем 

 Cgz
r

Cgz
yx

p +−=+








−+= ρωρωρ

22

2222
2 , (6.17) 

 1

2222
2

22
Cgz

r
gz

yx +−=−+ ωω . (6.18) 

Соотношение (6.17) дает закон распределения давления в жидкости, а 
соотношение (6.18) представляет собой уравнение семейства изобар, яв-
ляющихся параболоидами вращения. 

Для определения константы C  в формуле (6.17) и уравнении свобод-
ной поверхности (6.18) рассмотрим точку А пересечения свободной поверх-
ности с осью z0 . Точка А имеет координаты (0, 0, 0z ), а давление в этой точ-
ке равно 0p . Тогда из (6.17) и (6.18) имеем 

ooo
gzCgzpC =+= 1,  и, зна-

чит, 

 ( )
oo

zzg
r

pp −−+=
2

22ωρ , (6.19) 

 ( )
o

zzg
r −=

2

22ω
. (6.20) 

Для определения высоты H  параболоида положим в уравнении (6.20) 
Rr = , где R  – радиус сосуда. Тогда для H  получится выражение 

g

R
H

2

22ω= . 

Уравнение (6.20) можно записать в виде 

 ( )
o

zzg
r −= 1

2
1

2

2

ω
,  

где 1z  – координата точки пересечения вертикальной прямой == 1rr  const 
со свободной поверхностью. Подставив это соотношение в (6.19), получим 
 ( )zzgpp

o
−+= 1ρ . (6.21) 

Таким образом, если отсчитывать координату z от свободной поверх-
ности, то распределение давления по вертикали во вращающемся сосуде 
будет таким же, как и в покоящейся жидкости. Это объясняется тем, что 
проекция силы инерции на ось 0z равна нулю. 

Полученный результат следует также непосредственно из формулы (6.3). 
Действительно, в рассматриваемом случае 

g
z

p ρ−=
∂
∂

, 

откуда после интегрирования сразу получается формула (6.21). 
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Рассмотрим теперь движение замкнутого сосуда, заполненного жид-
костью, по наклонной плоскости с постоянным ускорением a

�

 (рис. 6.7). 

 

Рис. 6.7 

Проекции напряжения массовых сил на координатные оси равны 

,

,0,

gjF

FjF

z

yx

−=

==

α
α
sin

cos
 

где α – угол наклона плоскости к горизонту, aj
�

�

−= . Подставив эти выраже-
ния в (6.4) и (6.5), имеем 

 ( )[ ]dzgjdxjdp −+= ααρ sincos , (6.22) 

 ( ) 0=−+ dzgjdxj αα sincos . (6.23) 

Из соотношения (6.23), представляющего собой уравнение для семейст-
ва изобар, получаем 

 const=
−

==
α

αβ
sin

cos
tg

jg

j

dx

dz
, (6.24) 

то есть изобары представляют собой плоскости, наклоненные под углом β 
к горизонту. 

Интегрируя уравнение (6.22), получаем закон распределения давления 

( )[ ] const    , =+−+= CCgjzxjp ααρ sincos . 

Для определения константы интегрирования C  положим, что в неко-
торой точке ( )

oo
zxH ,,0  известно давление 

o
pp = . Тогда 

 ( ) ( ) ( )[ ]gjzzjxxpp
ooo

−−+−=− ααρ sincos . (6.25) 

Рассмотрим частные случаи. 
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а) Спуск по вертикальной стене, то есть случай / 2α π= . Из форму-
лы (6.24) следует, что β  = 0, z  = const. Изобары представляют собой гори-
зонтальные плоскости. Из формулы (6.25) имеем 

( ) ( )
oo

zzgjpp −−=− . 

При свободном падении 
o

ppgj ==   и  , то есть давление во всех точ-
ках жидкости одинаково.  

б) Скольжение сосуда по плоскости без трения. В этом случае система 
движется («падает») с ускорением αsingj = , и из формулы (6.24) получа-

ем, что tg β  = tg α, то есть эквипотенциали параллельны плоскости скольже-
ния. Из формулы (6.25) имеем 

 ( ) ( )[ ] αααρ coscossin
ooo
zzxxgpp −−−=− .  

§4. Статическое давление жидкости на твердые поверхности 

 

Рис. 6.8 

Рассмотрим в жидкости какую-
либо поверхность АВ площадью S  
(рис. 6.8). Равнодействующая R

�

 сил дав-
ления, действующих на эту поверхность, 
и их момент L

�

 равны 

∫−=
S

dSpnR
�

�

,             (6.26) 

∫ ×−=
S

dSpnrL
��

�

,         (6.27) 

где n
�

 – внешняя к поверхности нор-
маль, направленная внутрь жидкости, 
r

�

 – радиус-вектор точки на АВ. 

В случае несжимаемой жидкости, находящейся в поле сил тяжести, 
давление в точках поверхности АВ в соответствии с формулой (6.13) равно  

 ghpp
o

ρ+= ,  (6.28) 

где 
o

p  – давление на поверхности жидкости. С учетом формулы (6.14) ра-
венство (6.28) может быть представлено в виде 

 ( )
пат

Hhgpp ++= ρ .  (6.29) 

Пусть поверхность АВ представляет собой плоскость, наклоненную 
к горизонту под углом α (рис. 6.9). Все векторы n

�

 параллельны друг дру-
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гу, и из равенств (6.26), (6.28) и (6.29) имеем 

 ( ) ( )[ ]∫∫ ++−=+−=
SS

o
dSHhgpndSghpnR

пат
ρρ ��

�

. (6.30) 

Так как  

ShdSh

S

цт
=∫ , 

где 
цт

h  – расстояние от поверхности жидкости до центра тяжести плоско-

сти АВ, то из формулы (6.30) следует, что 
( ) ( )[ ] SpRSpnSHhgpnSghpnR

o цтцтпцтатцт
=−=++−=+−= ,

���

�

ρρ , (6.31) 

где ( )
пцтатцтцт

Hhgpghpp
o

++=+= ρρ  – давление в центре тяжести 

АВ. 
Если сила R

�

 рассчитывается не по абсолютному давлению, а по из-
быточному, то очевидно, что 
 ( ) ( )SppRSppnR

атцтатцт
−=−−= ,

�

�

. (6.32) 

Определим положение центра давления, то есть точки приложения рав-
нодействующей R

�

. Момент 
x

M  этой силы относительно оси Ox , проходя-
щей через центр тяжести плоскости АВ (рис. 6.9), равен 

 ( )∫∫ +===
S

o

S

x
dSghpldSlpRM ρλ

д
, (6.33) 

где 
д

λ  – расстояние от центра тяжести АВ до центра давления, l  – расстоя-

ние от центра тяжести до элемента dS . 

 

Рис. 6.9 
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Из рис. 6.9 видно, что ( ) αsinllh +=
цт

. Подставив это выражение в 
формулу (6.33), получим 

 ( ) ∫∫ ++=
SS

o
dSlgdSlglpR 2

цтд
αραρλ sinsin . (6.34) 

Имея в виду, что статический момент площади S  относительно оси, 
проходящей через ее центр тяжести, равен нулю, то есть 

0=∫
S

dSl  

и 

JdSl

S

=∫ 2 , 

где J  – момент инерции площади S  относительно той же оси, из форму-
лы (6.34) получаем с учетом равенства (6.31) 

αραρλ sinsin
Sp

gJ

R

gJ

цт

д
== . 

Если расчет силы R  ведется по избыточному давлению, то в соответствии 
с формулой (6.32) 

( ) αρλ sin
Spp

gJ

атцт

д −
= . 

Если 0    то
датцт

>> λ,pp  и центр давления лежит ниже центра тяжести. 
Рассмотрим случай криволинейной поверхности АВ. Проектируя ра-

венство (6.26) на вертикальную ось 0z и какую-либо из горизонтальных 
осей, например, 0x, получим 

 ( )
гв

г

dSpdSznpR

SS

∫∫ −=−= ,cos , (6.35) 

 ( )
вг

dSpdSxnpR

‰SS

∫∫ −=−= ,cos , (6.36) 

где 
вг

dSdS ,  – проекции dS , соответственно, на горизонтальную плоскость, 
перпендикулярную z0 , и вертикальную плоскость, перпендикулярную x0 . 

Подставив в равенства (6.35) и (6.36) значение p  из формулы (6.29), 
имеем 

 ( )[ ] ( )
гпгатгпатв

гг

dSHhgSpdSHhgpR

SS

∫∫ +−−=++−= ρρ , (6.37) 

 ( )[ ] ( )
впватвпатг

вв

dSHhgSpdSHhgpR

SS

∫∫ +−−=++−= ρρ .(6.38) 
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Интеграл  

( )
тдгп

г

VdSHh

S

=+∫  

представляет собой объем тела давления 
тд

V , образованный поверхно-
стью АВ, ее проекцией на пьезометрическую плоскость и вертикальными 
образующими. Формулу (6.37) можно представить в виде 

 ( )
тдгатв

gVSpR ρ+−= . (6.39) 
Интеграл 

 ( ) ( )
впцтвп

в

SHhdSHh

S

+=+∫   

представляет собой статический момент вертикальной проекции 
в

S  отно-
сительно пьезометрической плоскости. Поэтому из формулы (6.38) имеем 
 ( )[ ]

вцтвпцтатг
SpSHhgpR −=++−= ρ , (6.40) 

где 
цт

p  – давление в центре тяжести площади 
в

S . 
Для сил, рассчитанных по избыточному давлению, вместо формул (6.39) 

и (6.40) имеем 
 ( )

впцтгтдв
SHhgRgVR +=−= ρρ , .  

Заметим, что формула (6.31) совпадает с формулой (6.40), если в ней заме-
нить S на 

в
S . 

Примеры построения тел давления приведены на рис. 6.10. На рис. 
6.10а объем тела давления, построенный на поверхности АВ, находится в 
жидкости. На рис. 6.10б объем тела давления лежит вне жидкости. Такое 
тело давления называется фиктивным и ему присваивается знак «–». На 
рис. 6.10в представлен случай, когда вертикальные образующие пересека-
ют поверхность АВС более, чем в одной точке. Поэтому тела давления 
строятся отдельно для участков АВ (тело ABED) и ВС (тело CBED). Верти-
кальная составляющая сил давления на АВС определяется как разность вер-
тикальных составляющих сил, действующих на АВ и ВС. 

Если поверхность S  замкнутая и целиком погруженная в жидкость, то 
в соответствии с формулой (6.26) и теоремой Гаусса–Остроградского 

 ∫∫ ∇−=−=
VS

dVpdSpnR
�

�

, (6.41) 

где V  – объем жидкости, ограниченный поверхностью S . В поле силы 
тяжести в соответствии с уравнением Эйлера (6.2) gp

�

ρ=∇ , и из форму-
лы (6.41) получаем 

 GdVgR

V

�
�

�

−=−= ∫ ρ , (6.42) 
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Рис. 6.10 

где G
�

 – вес жидкости в объеме V . Формула (6.42) выражает закон Архи-
меда: на тело, погруженное в жидкость, действует выталкивающая сила R

�

, 
равная весу жидкости в объеме погруженного тела. Сила R

�

 называется 
также гидростатической подъемной силой. 

Из формулы (6.27) и теоремы Гаусса-Остроградского имеем 

 ( )dVprdSpnrL

VS

∫∫ −=×−=
���

�

rot . (6.43) 

Радиус-вектор zkyjxir
���

�

++=  и, следовательно,  

 ( ) prpr ∇×−=
��

rot .  

Подставив это соотношение в формулу (6.43) и учитывая, что gp
�

ρ=∇ , 

а g
G

G
g

�

�

= , получаем 

 dVgr
G

G
dVg

G

G
rdVgrL

VVV

∫∫∫ ×=×−=×−= ρρρ �

��

���

�

. (6.44) 

Радиус-вектор центра тяжести объема V равен 

 dVgr
G

r

V

∫= ρ�� 1
цт

,  

и формулу (6.44) с учетом равенства (6.42) можно представить в виде 

 RrrGL
�

��

��

×=×=
цтцт

, (6.45) 

откуда следует, что линия действия гидростатической подъемной силы R
�

 
проходит через центр тяжести объема V. 
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§5. Элементы теории плавания 

Рассмотрим какое-либо тело (судно), плавающее в жидкости. 
Объем жидкости, вытесненный телом, называется его объемным во-

доизмещением. Равнодействующая сил давления, действующих на это те-
ло, как было показано в §4, сводится к направленной вертикально вверх 
силе Архимеда, называемой также поддерживающей силой. Линия дейст-
вия поддерживающей силы, как это следует из формулы (6.45), проходит 
через центр тяжести вытесненного объема жидкости, который называется 
центром водоизмещения D. Принято считать, что поддерживающая сила 
приложена в центре водоизмещения. 

В общем случае центр тяжести Т плавающего тела не совпадает с цен-
тром давления D, однако очевидно, что в статическом положении эти точки 
находятся на одной вертикальной прямой, которая называется осью плава-
ния. Очевидно также, что в статическом положении вес тела G  равен по 
величине поддерживающей силе R  и что RG

��

−= . 
Плоскость свободной поверхности жидкости, пересекающая плаваю-

щее тело, называется плоскостью плавания. Периметр сечения плавающего 
тела плоскостью плавания называется ватерлинией. Площадь, ограничен-
ная ватерлинией, называется площадью ватерлинии. 

Плавучестью тела называется его способность плавать при заданном 
весе G . Мерой плавучести является водоизмещение. Запасом плавучести 
называется допустимая перегрузка, при которой тело еще не будет тонуть. 
Поскольку при увеличении погружения тела в жидкость его водоизмеще-
ние растет, то запас плавучести определяется высотой непроницаемой час-
ти надводного борта над плоскостью плавания. 

Под статической устойчивостью плавающего тела подразумевается 
его способность плавать в нормальном положении и в случае статиче-
ского нарушения нормального положения из-за крена возвращаться 
в прежнее положение, как только силы, вызвавшие крен, прекратят свое 
действие. 

Так как при статическом крене вес тела не изменяется, то его водоиз-
мещение и, следовательно, поддерживающая сила R  не изменяются. Од-
нако, центр водоизмещения смещается относительно тела в точку D1, так 
как меняется форма его погруженной части (рис. 6.11). Центр тяжести са-
мого тела при этом сохраняет свое положение на оси плавания*. Поэтому 
при возникновении крена вес тела и поддерживающая сила образуют пару 
сил. В зависимости от взаимного положения центра тяжести тела T  и центра 
водоизмещения D1 эта пара сил может быть как восстанавливающей, так 
и опрокидывающей. 
                                           
*
 Случай незакрепленных грузов, или жидких незапрессованных грузов, здесь не рассматривается. 
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Рис. 6.11 

Линия DD1, по которой при кре-
не перемещается центр водоизмеще-
ния, называется линией центров во-
доизмещения. 

Точка М пересечения поддер-
живающей силы 1R  с осью плавания 

при малых углах крена α называется 
начальным метацентром. Под углом 
крена α понимается угол между 
осью плавания и вертикалью. 

Величина 
M

H  – расстояние ме-
жду центром тяжести T  и началь-
ным метацентром М называется на-
чальной метацентрической высо-
той.  Момент,  создаваемый  парой  

сил G и R1, то есть восстанавливающий момент 
M

M , равен 

 αα sinsin
MMM

RHHRM == 1 , (6.46) 

так как при статическом крене поддерживающая сила не изменяется и рав-
на весу плавающего тела G . 

Из рис. 6.11 видно, что если точка М лежит выше точки T , то мо-
мент 

M
M  стремится вернуть тело в начальное положение. Поэтому, если 

точка М лежит выше точки T , то начальная метацентрическая высота 
M

H  
считается положительной. При 

M
H  < 0 момент 

M
M  будет, очевидно, 

опрокидывающим. Иначе говоря, для статической остойчивости 
плавающего тела необходимо, чтобы начальная метацентрическая высота 
была положительной. 

Расстояние hH
M

+  от начального метацентра до начального центра 
водоизмещения, то есть длина отрезка MD, называется начальным мета-
центрическим радиусом. 

Рассмотрим плавающее тело, накрененное на малый угол α относи-
тельно своего нормального положения. Величина погрузившегося при этом 
объема Оав равна 

 ∫=
1

1

S

dSxV α , (6.47) 

где 1S  – часть площади новой ватерлинии, x  – расстояние от линии пере-
сечения площадей ватерлиний до элемента dS . Так как вес тела G  и вели-
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чина поддерживающей силы R  не изменились, то величина всплывшего 
объема равна 

 1212

2

SSSVdSxV

S

−=−=−= ∫ ,α , (6.48) 

где S  – новая площадь ватерлинии. 
Величина поддерживающей силы возрастает на величину 

11 gVR ρδ =  
и уменьшается на  

122 RgVR δρδ −=−= . 
Моменты, создаваемые этими силами, равны 

 ∫∫ ==
21

2
2

2
1

SS

dSxgMdSxgM αραρ , . (6.49) 

В соответствии с формулами (6.47) и (6.48) 

0

21

=+ ∫∫
SS

dSxdSx , 

то есть статический момент площади новой ватерлинии относительно оси 
пересечения смежных площадей ватерлиний равен нулю, и эта ось прохо-
дит через центр тяжести новой площади ватерлинии (теорема Эйлера). 

Из формул (6.49) имеем, что восстанавливающий момент 
M

M равен 

 JgdSxgMMM

S

M
αραρ ==+= ∫ 2

21 , (6.50) 

где J  – момент инерции новой площади ватерлинии относительно оси, 
проходящей через ее центр тяжести ( 1M  и 2M , как видно из рис. 6.11, на-
правлены в одну сторону). 

Восстанавливающую силу 1R  можно представить в виде 

211 RRRR δδ ++= . 
Ее момент относительно центра давления D равен сумме моментов 

сил 21  RR δδ , , то есть равен М, так как линия действия силы R  проходит 
через D. С другой стороны, момент силы 1R  равен 
 ( ) ( ) αα RhHRhHM

MMM
+≈+= sin , (6.51) 

так как RR =1  и при малых углах sinα  = α. 
Приравнивая выражения (6.50) и (6.51), получим 

 h
W

J
H

M
−= , (6.52) 

где 
g

R
W

ρ
=  – объемное водоизмещение. 
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Если центр тяжести тела T  лежит ниже центра водоизмещения D, 
то h  < 0, а начальная метацентрическая высота 

M
H  всегда больше нуля. 

Подставив соотношение (6.52) в формулу (6.46), получим выражение 
для восстанавливающего момента 

M
M  в виде 

 αsin






 −= h
W

J
RM

M
. (6.53) 

Формула (6.53) называется метацентрической формулой остойчивости. 
Заметим, что формула (6.53) была получена для малых углов крена 

(для высокобортных судов α ≤ 15–20°). При больших углах крена зависи-
мость 

M
M  от α становится более сложной, так как метацентр смещается 

относительно своего первоначального положения. 
Под динамической остойчивостью понимается способность плаваю-

щего тела совершать колебания под действием сил, создающих кренящие 
моменты, в пределах заданных углов крена. Чем больше начальная мета-
центрическая высота, тем короче период этих колебаний. 

Как показывают соответствующие исследования, размах динамичес-
кого крена под действием внезапно приложенной силы равен удвоенному 
статическому крену, возникающему под действием такой же по величине 
силы. 

Вопросы статической остойчивости при больших углах крена и динами-
ческой остойчивости рассматриваются подробно в курсах теории корабля. 



 
 
 
 

Глава VII 

ТЕЧЕНИЯ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ 
 
 

§1. Уравнения Эйлера в форме Громеко–Ламба 

Система уравнений для идеальной жидкости имеет вид 

 0=+ v
dt

d �

divρρ
, (7.1) 

 pF
dt

vd ∇−=
�

�

ρρ , (7.2) 

 
e

qvpvF
v

u
dt

d ρρρ +−=








+

��

�

div
2

2

. (7.3) 

Уравнение притока тепла для идеальной жидкости записывается в виде 

 
dt

dp
qv

p
q

dt

du
ee

ρ
ρρ 2

+=−=
�

div . (7.4) 

Для преобразования уравнения Эйлера (7.2) рассмотрим полную про-

изводную 
dt

vd
�

. В соответствии с (1.19) имеем 

 ( )
j

j
x

v
v

t

v
vv

t

v

dt

vd

∂
∂+

∂
∂=∇⋅+

∂
∂=

��

��

��

. (7.5) 

Проектируя вектор ( )
j

j
x

v
vvv

∂
∂=∇⋅
�

��

 на координатную ось 0x1, получим 

 ( )
1

1 1 1 1
1 2 3

1 2 3

jx
j

v v v v
v v v v v v

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
 ⋅ ∇ = = + +  ∂ ∂ ∂ ∂

  
. (7.6) 

Выражение (7.6) можно переписать в виде 

( ) .
2

1

1

3

3

1
3

1

2

2

1
2

2
3

2
2

2
1

1

3

1
3

2

1
2

1

3
3

1

3
3

1

2
2

1

2
2

1

1
1

1










∂
∂

−
∂
∂+









∂
∂−

∂
∂+++

∂
∂=

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

x

v

x

v

v

x

v

x

v

vvvv

x

x

v

v

x

v

v

x

v

v

x

v

v

x

v

v

x

v

v

x

v

v

x

v

v

j

j

 (7.7) 
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В соответствии с формулой (3.9) 

 

321

321

321

2

vvv

xxx

eee

v

∂
∂

∂
∂

∂
∂==

���

��

rotω , (7.8) 

и равенство (7.7) можно представить в виде 

 2332

2

1

1 22
2

ωω vv
v

xx

v
v

j

j +−









∂
∂=

∂
∂

. (7.9) 

Благодаря изотропности среды все координатные оси равноправны, поэто-
му после циклической перестановки индексов имеем 

 3113

2

2

2 22
2

ωω vv
v

xx

v
v

j

j +−









∂
∂=

∂
∂

, (7.10) 

 1221

2

3

3 22
2

ωω vv
v

xx

v
v

j

j +−









∂
∂=

∂
∂

, (7.11) 

где 
i

ω  проекция вектора ω�  на ось 0xi. Умножив соотношения (7.9), (7.10) 
и (7.11), соответственно, на 321 ,, eee

���

 и складывая с учетом формулы (7.8) 
получим 

 v
v

x

v
v

j

j

��

�

×+∇=
∂
∂ ω2

2

2

. (7.12) 

Подставив соотношения (7.5) и (7.12) в уравнение Эйлера (7.2), имеем 
окончательно 

 pFv
v

t

v ∇−=×−∇+
∂
∂

ρ
ω 1

2
2

2
�

��

�

. (7.13) 

Уравнение (7.13) представляет собой уравнение Эйлера в форме Громеко-
Ламба

*. 

§2. Интеграл Бернулли 

Уравнения движения сплошной среды в напряжениях (2.42) были по-
лучены из второго закона Ньютона. Поэтому уравнения Эйлера, являю-
щиеся частным случаем уравнений (2.42), представляют собой математи-
ческое выражение второго закона Ньютона для идеальной жидкости. Из 

                                           
*
 Ипполит Степанович Громека (1851–1889), русский гидромеханик 

  Горацио Ламб (1849–1934), английский гидромеханик. 
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теоретической механики известно, что уравнения движения при опреде-
ленных условиях имеют первый интеграл, представляющий собой закон 
сохранения механической энергии. Из сказанного следует, что уравнения 
Эйлера при соответствующих условиях также должны иметь первый инте-
грал. Этот интеграл называется интегралом Бернулли*. 

Для вывода интеграла Бернулли, представляющего собой одно из важ-
нейших соотношений гидромеханики, введем следующие предположе-
ния: 

а) течение установившееся, 0=
∂
∂
t

v
�

; 

б) напряжение массовых сил обладает потенциалом, Π∇=F
�

. 
В этих предположениях уравнение (7.13) принимает вид 

 vvp
v ��

rot×=∇+








+Π−∇

ρ
1

2

2

. (7.14) 

При установившемся движении линии тока и линии вихря неподвижны 
в пространстве, причем линии тока совпадают с траекториями частиц жид-
кости. Вдоль линии тока 0

1svv

��

= , а вдоль линии вихря 0
2svv

���

rotrot = , 

где 0
2

0
1 ss

��

,  – орты касательных к линии тока и к линии вихря. Поэтому, 

умножая уравнение (7.14) последовательно на 0
1s
�

 и 0
2s
�

, или, что то же 
самое, проектируя это уравнение на линию тока и линию вихря, получим** 

 0
1

2 1

2

1

=
∂
∂+









+Π−

∂
∂

s

pv

s ρ
, (7.15) 

 0
1

2 2

2

2

=
∂
∂+









+Π−

∂
∂

s

pv

s ρ
. (7.16) 

При установившемся движении все характеристики движения ( )vTp ,,, ρ  
суть, функции координаты s1, отсчитываемой вдоль неподвижной в про-
странстве линии тока. Поэтому ( ) ( )1111 ,,, LsLspp ρρ == , где 1L  – 
метка рассматриваемой линии тока. Исключая из этих соотношений s1, по-
лучим ( )11 , Lfp ρ= . Аналогично для линии вихря получим ( )22 , Lfp ρ= , 
где 2L  – метка соответствующей линии вихря. 

                                           
*
 Даниил Бернулли (1700–1782), швейцарец по национальности, математик и механик. Действительный, 
а затем почетный член Петербургской Академии Наук. 
**

 Смешанное произведение ( ) cba
�

�

�

⋅×  при bc

�

�

||  или ac

��

||  равно нулю. 
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Наличие соотношений вида ( )Lfp ,ρ=  позволяет ввести функцию 
давления 

 
ρ
dp

d =Ρ , или ∫=Ρ
ρ
dp

, (7.17) 

где интеграл берется вдоль линии тока (вихря). Функция давления Ρ опре-
делена с точностью до аддитивной постоянной и в общем случае есть функ-
ция L, то есть функция выбранной линии тока (вихря). Из равенства (7.17) 
следует, что 

 p
x

p

x
ii

∇=Ρ∇
∂
∂=

∂
Ρ∂

ρρ
1

,
1

. (7.18) 

Подставив соотношение (7.18) в равенства (7.15) и (7.16), получим 

 0
2

2

1

=








+Ρ+Π−

∂
∂ v

s

, (7.19) 

 0
2

2

2

=








+Ρ+Π−

∂
∂ v

s

, (7.20) 

откуда, после интегрирования вдоль линии тока (вихря) имеем 

 ( )11

2

2
LC

v =+Ρ+Π− , (7.21) 

 ( )22

2

2
LC

v =+Ρ+Π− . (7.22) 

Интеграл Бернулли утверждает, что при установившемся движении 
и наличии потенциала напряжения массовых сил трехчлен 

 
2

2
v+Ρ+Π−  (7.23) 

сохраняет постоянное значение вдоль линии тока (вихря). Константа ( )21 CC  
на разных линиях тока (вихря) может иметь разные значения. 

Соотношения (7.21) и (7.22), справедливые, соответственно, вдоль 
всякой линии тока и линии вихря, называются интегралом Бернулли. 

Рассмотрим какую-либо линию вихря и проведем через ее точки ли-
нии тока. Эти линии образуют поверхность тока. Так как вдоль фиксиро-
ванной линии вихря ( ) const22 =LC , то вдоль всех линий тока, ее пересе-
кающих, ( ) ( ) const2211 == LCLC . Таким образом, на построенной поверх-
ности тока выполняется условие const1 =C . 

Аналогично, если через какую-либо линию тока провести линии вих-
ря, то на образованной таким способом вихревой поверхности будет вы-
полняться условие const2 =C . В случае потенциального течения, то есть 
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при ϕ∇=v
�

, из формулы (7.8) следует, что 0=v

�

rot , и уравнение (7.14) 
принимает вид 

 0
1

2

2

=∇+








+Π−∇ p
v

ρ
. (7.25) 

Отметим особо, что при ϕ∇=v
�

 равенство (7.25) справедливо во всей 
области течения. Поэтому 

 Ρ∇=∇ p
ρ
1

, (7.26) 

причем функция давления Ρ будет, очевидно, одной и той же во всей об-
ласти течения. Следовательно, как это видно из ее определения (7.18), дав-
ление зависит только от плотности. Процесс, при котором давление зави-
сит только от плотности, называется баротропным. 

Примерами баротропных процессов могут служить течение несжимае-
мой жидкости, изотермические процессы. Ниже будут рассмотрены и дру-
гие примеры баротропных процессов. 

Подставив соотношение (7.26) в уравнение (7.25), получим 

0
2

2

=








+Ρ+Π−∇ v

, 

или 

 C
v =+Ρ+Π−
2

2

, (7.27) 

причем равенство (7.27) справедливо вдоль любой линии, проведенной 
в жидкости, а константа C  имеет одно и то же значение во всей области, 
занятой жидкостью. 

Итак, если течение установившееся и потенциальное, а напряжение 
массовых сил имеет потенциал, то процесс будет баротропным. 

Обратно, из уравнения (7.13) и соотношения (7.26) следует, что если 
течение установившееся, потенциальное и баротропное, то 

F
v �

=








+Ρ∇

2

2

, 

то есть такое течение может существовать только при наличии потенциала 
напряжения массовых сил. 

§3. Частные виды интеграла Бернулли 

Рассмотрим установившееся течение идеальной несжимаемой жидко-
сти в поле сил тяжести. В этом случае gzgF −=Π== ,,

�

�

constρ , где z  – 
вертикальная координата. 
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Из формулы (7.17) имеем для функции давления const+=Ρ
ρ
p

, и инте-

грал Бернулли (7.21) (или (7.22)) принимает вид 

 const
2

2

=++ vp
gz

ρ
, (7.28) 

или 

 const
2

2

==++ H
g

v

g

p
z

ρ
. (7.29) 

Члены равенства (7.29) имеют размерность длины и называются: z  – 

геометрическая (нивеллирная) высота или геометрический напор, 
g

p

ρ
 – 

пьезометрическая высота или пьезометрический напор; 
g

v

2

2

 – скоростная 

высота или скоростной напор; их сумма H  – полный напор. 
Из равенства (7.29) следует, что при установившемся движении иде-

альной несжимаемой жидкости в поле сил тяжести полный напор сохраня-
ет постоянное значение вдоль любой линии тока или вихря. 

В живом сечении элементарной трубки тока все характеристики 
течения, по определению, постоянны. Поэтому можно считать, что 
равен-ство (7.29) справедливо для элементарной трубки тока. Рассмотрим 
горизонтальную трубку тока const=z . Тогда из уравнения (7.29) следует, 
что с ростом скорости давление падает. 

При увеличении скорости течения давление может стать достаточно 
малым и равным давлению насыщенного пара 

y
p . При этом жидкость на-

чинает кипеть, и в ней образуются каверны, заполненные парами жидко-
сти. Это явление называется кавитацией. 

Из равенства (7.28) имеем 

22

22
00

0

*
vp

gz
vp

gz
y ++=++
ρρ

, 

или 

( )
2

2
2
0002 vppzzg

v
y +

−+−
=

ρ
ρ

* , 

где *
v  – скорость, при которой начинается кавитация. 
С кавитацией приходится сталкиваться при расчете насосов, всасы-

вающих линий трубопроводов, сифонов, гребных винтов и т.п. Возникно-
вение кавитации приводит к нарушению нормальной работы перечислен-
ных устройств и в крайних случаях к их разрушению. 
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При установившемся движении расход вдоль трубки тока в соответст-
вии с равенством (2.41) постоянен ( 2211 SvSv = ), и, следовательно, при су-
жении трубки скорость растет, а давление падает. По этому принципу дей-
ствуют водоструйный насос, пульверизатор и другие устройства. 

Перейдем к рассмотрению установившегося движения идеального не-
вязкого газа. Его уравнение состояния – уравнение Клапейрона – имеет 
вид 

 RT
p =
ρ

, (7.30) 

где R  – газовая постоянная, T  – абсолютная температура. 
Из формул (7.17) и (7.30) видно, что для вычисления функции давле-

ния необходимо задать термодинамический процесс. 
Из уравнения притока тепла (7.4) имеем 

 dVpdupddud
p

dudtq
e

+=+=−=
ρ

ρ
ρ

1
2

, (7.31) 

где 
ρ
1=V  – удельный объем. Таким образом, для невязкого газа уравне-

ние притока тепла совпадает с первым началом термодинамики. 
При const=ρ  const=V , и 

 dudTCdtq
Ve

== , (7.32) 
где 

V
C  – теплоемкость при постоянном объеме. При const=p  из фор-

мул (7.30) и (7.32) имеем 

dTRdTC
p

ddudTCdtq
VPe

+=+==
ρ

, 

откуда следует формула Майера
* 

 
VP

CCR −= , (7.33) 
где 

p
C  – теплоемкость при постоянном давлении. 

Подставив в уравнение (7.31) уравнение состояния (7.30) и учитывая 
равенства (7.32) и (7.33), получим 

,
1

1

1

1

1

111

1

1

1

k

k

kk

k

VP
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Ve

p
d
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dp
d
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dkp

k
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d
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ρρρ
ρ
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−
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=

=






 +
−

=+
−

=+=

−

−

−
 (7.34) 

где 
V

P

C

C
k =  – показатель адиабаты. 

                                           
*
 Юлиус Роберт Майер (1814–1878), немецкий естествоиспытатель и врач. Показал эквивалентность ме-
ханической работы и теплоты. 
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При адиабатическом процессе, то есть при отсутствии притока тепла 
извне, 0=

e
q , и  

 
k

k
p

pp









=Θ=

00

   или   
ρ
ρ

ρ
. (7.35) 

Заметим, что при выводе соотношения (7.35), называющегося адиа-
батой Пуассона*, использовалось уравнение притока тепла (7.31) для иде-
альной жидкости. Следовательно, адиабата Пуассона справедлива при адиа-
батическом процессе без трения. 

Покажем, что адиабатический процесс без трения является изэнтро-
пическим, то есть что при этом процессе энтропия сохраняет постоянное 
значение. 

Энтропия s , как известно, определяется соотношением 

 
T

dq
ds = . (7.36) 

Пусть в рассматриваемом объеме жидкости тепло поступает только 
извне, то есть dtqdq

e
= . Тогда в соответствии с уравнением состояния 

(7.30) и формулами (7.33), (7.34) и (7.36) имеем 
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lnln . (7.37) 

При изэнтропическом процессе 12 ss =  и из равенства (7.37) имеем 

 
kk

p

p

p

p
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1
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1

1

2    или   ,0
ρ
ρ

ρ
ρ

ln . (7.38) 

Из формул (7.35) и (7.38) следует, что адиабатический процесс без трения, 
действительно, является изэнтропическим. 

В общем случае неадиабатического процесса уравнение притока те-
пла (7.31) можно с учетом равенств (7.30), (7.32) и (7.33) представить в 
виде 

ρ
1

pddTCdTCdtq
Ve

+== , 

                                           
*
 Симон Дени Пуассон (1781–1840), французский математик и физик. Иностранный почетный член Пе-
тербургской Академии Наук. 
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или 

 0
1 =−

−
−

ρρ
pd

p
d

CC

CC

VP

V , (7.39) 

где C  – теплоемкость при рассматриваемом термодинамическом процессе. 
Обозначив 

1
1

1 ≠
−

=
−
−

n
nCC

CC

VP

V
, , 

из соотношения (7.39) получим 

0
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1 ==
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n
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nn

n
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d
dp

d
npdp

npd
ρ

ρ
ρρρ

ρ
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, 

откуда 
 nAp ρ= . (7.40) 

Соотношение (7.40) представляет собой уравнение политропического 
процесса. В общем случае величины A  и n  (через теплоемкость C ) могут 
меняться от частицы к частице, что определяется характером подвода теп-
ла и свойствами частиц (при неоднородной жидкости). Следовательно, A  
и n  являются функциями лагранжевых координат частицы jX  и t . При 

установившемся движении линия тока совпадает с траекторией, и если бы 
A  и n  зависели от jX , то давление в фиксированной точке линии тока 

(пространства) менялось бы со временем, то есть движение было бы неус-
тановившимся. Следовательно, A  и n  при установившемся движении мо-
гут зависеть только от L .  

Если параметры A  и n  имеют одни и те же значения во всей облас-
ти, занятой жидкостью, то политропический процесс будет баротроп-
ным. 

Воспользовавшись для вычисления функции давления Ρ формула-
ми (7.17), (7.30), (7.33), (7.35) и (7.40), получим для адиабатического про-
цесса с точностью до постоянных интегрирования выражения 
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1 , (7.41) 

а для политропического процесса – выражения 
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− . (7.42) 

Для изотермического процесса 

 const0
0

0 === RT
pp

ρρ
, (7.43) 
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где 00 ρ,p  – давление и плотность при температуре 0T , и из равенств (7.17) 
и (7.43) имеем 

 
00

0

00

0

ρ
ρ

ρρ
lnln

p

p

pp ==Ρ . (7.44) 

Подставив соотношение (7.41) в равенство (7.21) и полагая gz−=Π , 
получим следующие виды интеграла Бернулли для адиабатического процесса: 

 const
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==+
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+ C
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k
gz

ρ
, (7.45) 
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C
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k
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kρ , (7.47) 

 const
2
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==++ C
v

TCgz
p

. (7.48) 

Для политропического процесса из формул (7.21) и (7.42) имеем 
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 1const,
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1 ≠==+

−
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nC
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A
n

n
gz

nρ , (7.51) 

Для изотермического процесса из равенств (7.21) и (7.44) получаем 

 const
2

2

00

0 =++ v

p

pp
gz ln

ρ
, (7.52) 

 const
2

2

00

0 =++ vp
gz

ρ
ρ

ρ
ln . (7.53) 

Из формул (7.45)–(7.51) видно, что при адиабатическом и политропи-

ческом процессах величины 
ρ
p

, ρ,p  с ростом скорости уменьшаются. При 

адиабатическом процессе с ростом скорости уменьшается также абсолют-
ная температура T . При изотермическом процессе, как это следует из фор-
мул (7.43), (7.52) и (7.53), с ростом скорости величины p  и ρ  уменьшают-

ся, а отношение 
ρ
p

 остается постоянным. 
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§4. Простейшие примеры приложения интеграла Бернулли 

Рассмотрим некоторые простейшие примеры приложения интеграла 
Бернулли к течениям идеальной несжимаемой жидкости в поле сил тяжести. 

 

1. Истечение жидкости из ма-
лого отверстия в сосуде. Будем счи-
тать, что SS >>0 , где 0S  – площадь 
свободной поверхности жидкости, 
S  – площадь отверстия в сосуде 
(рис. 7.1). Тогда скоростью измене-
ния уровня в сосуде можно пренеб-
речь и считать, что const0 =z . 

Из формулы (7.28) имеем 

Рис. 7.1 

 
2

2
0

0
vp

gz
p

gz ++=+
ρρ

, (7.54) 

где 
0
p  – давление на свободной поверхности, vpz ,,  – параметры струи 

на выходе из отверстия. Из формулы (7.54) следует, что скорость истече-
ния из отверстия равна 

 
ρ

pp
ghv

−
+= 022 , (7.55) 

где zzh −= 0 . Если pp =0 , то из формулы (7.55) имеем известную фор-
мулу Торричелли 

ghv 2= , 
то есть скорость истечения равна скорости падения тяжелого тела с высоты h . 

Так как на поверхности вытекающей струи constp = , то из интегра-
ла Бернулли следует, что с опусканием струи ее скорость растет. 

 

2. Скоростная трубка (трубка 
Пито). Пусть в жидкости находится 
осесимметричное тело, направление 
оси которого совпадает с направ-
лением скорости течения (рис. 7.2). 
В точке A, расположенной на доста-
точном расстоянии от носика тела В, 
скорость равна 

A
v , а давление – 

A
p . 

В точке В скорость 0=
B

v , линии 
тока разветвляются. Таким образом,  

Рис. 7.2 

точка В является особой. Можно считать, что в точке С, также достаточно 
удаленной от точки В, возмущения потока, вызванные носиком трубки, 
исчезли, так что 

AC
vv = , 

AC
pp =  (для простоты предполагается, что по-

ток направлен горизонтально). 
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Записав уравнение (7.28) для линии тока АВ, имеем 

ρρ
BAA

pvp =+
2

2

, 

откуда 

 
ρρ

CBAB

CA

pppp
vv

−=−== 22 . (7.56) 

Таким образом, измерив разность давлений 
CB
pp − , можно определить 

скорость 
A

v .  
На практике в формулу (7.56) вводится поправочный коэффициент 

скорости ϕ , учитывающий искажение потока и наличие сил трения. Ко-
эффициент ϕ  определяется путем градуировки, и для хороших трубок 
ϕ  = 0,99–1,02. 

 

Рис. 7.3 

3. Водомер Вентури. Выберем в труб-
ке (рис. 7.3) сечения I – I и II – II и бу-
дем считать, что скорости в этих сече-
ниях распределены равномерно, то есть, 

что там 0=
∂
∂

i

j

x

v

. Тогда из уравнения 

Эйлера (7.2) следует, что при устано-
вившемся течении в каждом из этих се-
чений gp

�

ρ=∇ , то есть давления рас-
пределены по гидростатическому зако-
ну

* 

 constgz pρ + = . (7.57) 

Будем обозначать все величины, относящиеся к сечению I – I, индек-
сом 1, а к сечению II – II – индексом 2. Запишем для линии тока, проходя-
щей по оси трубы, интеграл Бернулли (7.28) 

 
22

2
22

2

2
11

1

vp
gz

vp
gz ++=++

ρρ
. (7.58) 

Так как скорости распределены по сечениям равномерно, то в соответст-
вии с уравнением неразрывности (2.41) 

 QSvSv == 2211 . (7.59) 

                                           
*
 Этот же вывод следует из уравнения Навье–Стокса (4.42). 
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Из равенств (7.58) и (7.59) следует, что 
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2 11
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zzg
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− . (7.60) 

С другой стороны, из формулы (7.57) имеем 
 2211 , pgzpgzpgzpgz

BBAA
+=++=+ ρρρρ , (7.61) 

где индексы А и В относятся к отверстиям А и В. 
Подставив соотношения (7.61) в формулу (7.60), получим 
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2
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. (7.62) 

Из формулы (7.62) видно, что, измерив разность давлений 
BA

pp − , 
можно определить расход Q . При практическом использовании формулы 
(7.62) в нее вводится поправочный коэффициент расхода µ , учитывающий 
неравномерность поля скоростей в сечениях и наличие сил трения. 

§5. Интеграл Коши–Лагранжа 

Для вывода интеграла Коши-Лагранжа, представляющего собой ана-
лог интеграла Бернулли для случая неустановившегося движения, примем 
следующие предположения: 

а) течение потенциальное, ϕ∇=v

�

; 

б) напряжение массовых сил обладает потенциалом, Π∇=F
�

; 
в) процесс баротропный, ( )ρpp = . 
Последнее требование обусловлено тем, что при неустановившемся 

движении линии тока не совпадают с траекториями. Следовательно, нельзя 
считать, что ( ) ( )sLsLpp ,,, ρρ ==  и исключать s , как это было сделано 
при выводе интеграла Бернулли. Поэтому для небаротропного движения в 
общем случае не представляется возможным вычислить функцию давления Ρ. 

При сделанных предположениях 0=v

�

rot , и уравнение Эйлера в форме 
Громеко–Ламба (7.13) принимает вид 

 Ρ∇−Π∇=∇+
∂
∂

2

2
v

t

v
�

, (7.63) 

где функция давления Ρ вычисляется по формулам (7.18). 
Так как 

( )
ttt

v

∂
∂∇=∇

∂
∂=

∂
∂ ϕϕ
�

, 

то уравнение (7.63) может быть переписано в виде 

 0
2

2

=








+Ρ+Π−

∂
∂∇ v

t

ϕ
. (7.64) 

Поскольку оператор Гамильтона ∇  содержит только пространствен-
ные производные, а функции, входящие в равенство (7.64), в общем случае 
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зависят от времени, то из равенства (7.64) имеем 

 ( )tf
v

t
=+Ρ+Π−

∂
∂

2

2ϕ
. (7.65) 

Равенство (7.65) называется интегралом Коши-Лагранжа. Из его вы-
вода следует, что функция ( )tf  имеет один и тот же вид во всей области, 
занятой жидкостью. При установившемся движении интеграл Коши–Лагран-
жа переходит в интеграл Бернулли (7.27) для случая баротропного потен-
циального движения. 

Для определения функции ( )tf  необходимо знать движение в какой-
либо одной точке жидкости, например, на границе области. 

Введем вместо потенциала ϕ  функцию 1ϕ , определенную равенством 

( )∫+= dttfϕϕ1 . 

Тогда 

( ) ϕϕϕϕ ∇=∇+
∂
∂=

∂
∂

1
1 ,tf

tt
, 

и интеграл Коши–Лагранжа можно переписать в виде 

0
2

2
1 =+Ρ+Π−

∂
∂ v

t

ϕ
. 

Для несжимаемой жидкости в поле сил тяжести интеграл Коши–Ла-
гранжа имеет вид 

 0
2

2
1 =+++

∂
∂ vp

gz
t ρ
ϕ

. (7.66) 

Для идеальных газов при изэнтропическом процессе в соответствии 
с формулой (7.37) имеем 

 0
21

2
1 =+

−
++

∂
∂ vp

k

k
gz

t ρ
ϕ

.  

 

Рис. 7.4 

В ряде случаев рассматриваемое движе-
ние в неподвижной системе координат удоб-
нее описывать в подвижной системе коорди-
нат. Пусть, кроме неподвижной системы ко-
ординат 

1 2 3
Ox x x , имеется подвижная систе-

ма 
1 2 3

Ox x x′ ′ ′ ′  (рис. 7.4). Фиксирование значе-
ний jx

′  означает фиксирование положения 
точки М относительно подвижной системы. 

Если известен закон движения точки М 
относительно неподвижной системы коор-
динат, то* 
 ( )txxx jii ,′= .  (7.67) 

                                           
* Напомним, что сокращенная запись ( )txx ji ,′  означает ( )txxxxx

ii
,,, 321= , 3. 2, 1,=j  



ТЕЧЕНИЯ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ 133

Тогда при фиксированных значениях jx
′  

 
( )

пер i
jii

v
t

txx

t

x
=

∂
′∂

=
∂
∂ ,

, (7.68) 

где 
пер iv  – проекции скорости переносного движения 

пер
v

�

. По формуле  

Эйлера 

ÔÂ� 0v v rω′= + ×
    

, 

где 
0

v

 
 – скорость начала координат O′ , ω�  – мгновенная угловая скорость 

вращения координатной системы 
1 2 3

Ox x x′ ′ ′ ′ , r
�

 – радиус-вектор точки М 
в этой системе. 

В неподвижной системе 
1 2 3

Ox x x  потенциал скоростей зависит от tx
i

 ,  – 
( )tx

i
,ϕϕ = . Подставив в это выражение закон движения (7.76), получим 

потенциал ( )[ ]txx ji ,ϕϕ =I , выраженный через координаты подвижной 

системы. Тогда 

t

x

xtt

i

i
∂
∂

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ ϕϕϕ I , 

или, с учетом формул (7.68), 

vv
t

v
tt

���

перпер

I +
∂
∂=∇+

∂
∂=

∂
∂ ϕϕϕϕ

. 

Теперь интеграл Коши–Лагранжа (7.65) может быть представлен в виде 

 ( )tf
v

vv
t

=+Ρ+Π−−
∂
∂

2

2

пер

I ��ϕ
. (7.69) 

Положим что система 3210 xxx ′′′′  движется относительно неподвижной 
системы 3210 xxx  со скоростью ( )tVev 1пер

��

= . Тогда равенство (7.69) при-

нимает вид 

 ( ) ( )tf
x

V
t

v
vVe

t
=∇+Ρ+Π−

∂
∂−

∂
∂=+Ρ+Π−−

∂
∂ 2I

2

1
I

2

1

2
ϕϕϕϕ ��

.  

§6. Теорема Томсона 

Возьмем в жидкости некоторую линию АВ и будем считать, что все ее 
точки движутся вместе с жидкостью, то есть что АВ – жидкая линия. Ее 
уравнение можно представить в виде ( )tsrr ,

��

= , где s – некоторый пара-
метр, изменяющийся вдоль линии, например, длина дуги. При const=s  

( )trr
��

=  – закон движения какой-либо точки жидкой линии АВ. 
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Рассмотрим циркуляцию скорости 

 ∫=Γ
AB

rdv
��

, (7.70) 

взятую вдоль АВ и вычислим производную 
dt

dΓ
. При этом необходимо учи-

тывать, что с течением времени меняется на только скорость точек, обра-
зующих линию АВ, но и вид самой линии АВ. 

Вычислим предварительно производную по времени от интеграла, взя-
того вдоль жидкой линии. С учетом определения интеграла имеем 








 ∆
+∆=∆=

→∆

∞

=→∆ ∑∫ dt

rd
r

dt

d
r

dt

d
rd

dt

d i

ii

i

r
i

ii
r

AB

�

���

��

ϕϕϕϕ
0

1
0

limlim . 

Так как ssr
i

∆=∆ 0��

, где 0
s

�

 – единичный вектор касательной к АВ 
(рис. 7.5), то 

 ds
s

v
vv

dt

rd

ii AB

i

∂
∂=−=

∆ �

��

�

 (7.71) 

и 

 ∫∫∫ ∂
∂+=

ABABAB

ds
s

v
rd

dt

d
rd

dt

d
�

�� ϕϕϕ . (7.72) 

 

Рис. 7.5 

Полагая в формуле (7.72) v

�

=ϕ , из формулы (7.70) имеем 

 

( ).
2

1

2

1

22

2

AB

AB

ABABABAB

vvdr
dr

vd

ds
s

v
dr

dt

vd
ds

s

v
vrd

dt

vd

dt

d

−+

=
∂
∂+=

∂
∂+=Γ

∫

∫∫∫∫
�

��

��

�

 (7.73) 
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Заметим, что формула (7.73) чисто кинематическая, то есть справед-
лива при любых движениях любой жидкости. 

Если АВ – замкнутый контур, то второй член в формуле (7.73) пропа-
дает. 

Подставив в формулу (7.73) уравнение Эйлера (7.3), получаем 

 ( )22

2

11
AB

ABAB

vvrdprdF
dt

d −+∇−=Γ
∫∫

��

�

ρ
. (7.74) 

При наличии потенциала напряжения массовых сил, когда Π∇=F
�

, фор-
мула (7.74) приобретает вид 

 ( )22

2

11
AB

ABAB

vvdpd
dt

d −+−Π=Γ
∫∫ ρ

, (7.75) 

где dpd ,Π  – дифференциалы, взятые вдоль дуги кривой АВ. 
Если кривая АВ замкнутая, а потенциал Π  – однозначная функция, то 

из равенства (7.75) получается 

 
1d
dp

dt ρ
Γ = − ∫○ . (7.76) 

В случае баротропного процесса 
1

,  0dp d d
ρ

= Ρ Ρ =∫○ , 

и из формулы (7.76) имеем 

 0=Γ
dt

d
. (7.77) 

Равенство (7.77) выражает собой теорему Томсона*: если жидкость 
идеальная, напряжение массовых сил обладает однозначным потенциалом 
и процесс баротропный, то циркуляция по любому замкнутому жидкому 
контуру не зависит от времени. 

Натянем на замкнутый контур С произвольную поверхность S. По 
теореме Стокса (3.35) будем иметь 

 2
n

C S

v dr dSωΓ = =∫ ∫
� �

○ . (7.78) 

Из формул (7.77) и (7.78) следует, что при выполнении условий тео-
ремы Томсона поток вихря не зависит от времени, или 

 ( ) const2 == ∫∫
S

n

S

n
dSvdS

�

rotω , (7.79) 

                                           
*
 Уильям Томсон, лорд Кельвин (1824–1907), английский физик. Иностранный почетный член Петер-
бургской Академии Наук. 
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причем равенства (7.78) и (7.79) справедливы для любого контура С, кото-
рый может быть непрерывным образом стянут в точку, и любой поверхно-
сти S , натянутой на этот контур. 

Пусть в начальный момент времени 0=t  во всей области, занятой 
жидкостью, нет вихрей – 0=ω� . Тогда в соответствии с равенством (7.79) 

 ( ) 0=∫
S

n
dSv

�

rot ,  

а так как поверхность S  произвольная, то во всей области, занятой жидко-
стью 
 ( ) 0=

n
v

�

rot . (7.80) 

Произвольность выбора поверхности S  означает также произвольность 
выбора направления нормали n

�

. Поэтому из формулы (7.80) получаем 

 02 == ω��

vrot . (7.81) 

Из равенства (7.81) следует теорема Лагранжа: если жидкость идеаль-
ная, процесс баротропный, напряжение массовых сил обладает потенциа-
лом и в некоторый момент времени вихрь скорости во всей области тече-
ния был равен нулю, то движение останется безвихревым и в любой по-
следующий момент времени. 

Условие (7.81) является условием потенциальности течения (гл. III, 
§5). Поэтому в жидкости, отвечающей условиям теоремы Томсона, потен-
циальное движение остается таковым всегда, если оно было потенциаль-
ным в какой-либо момент времени. Совершенно аналогичным образом мож-
но показать, что если движение было вихревым, то оно останется вихревым 
и в дальнейшем. 

Из теоремы Лагранжа следует, что движение, возникшее непрерыв-
ным образом из состояния покоя, будет потенциальным. Подчеркнем еще 
раз, что этот вывод справедлив лишь при выполнении условий теоремы 
Томсона. В частности, это справедливо для однородной идеальной несжи-
маемой жидкости в поле сил тяжести. В вязкой жидкости, а также при на-
рушении баротропности, вихри могут возникать и исчезать. 

§7. Уравнение Гельмгольца 

Уравнение движения идеальной жидкости в форме Громеко–Ламба 
 (7.13) в предположении, что напряжение массовых сил обладает потен-
циалом, а процесс баротропный, имеет вид 

 02
2

2

=×−








+Ρ+Π−∇+

∂
∂ ω��

�

v
v

t

v
, (7.82) 

где F
�

=Π∇ , а P  – функция давления: ∫=Ρ
ρ
dp

. 
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Применяя к уравнению (7.82) операцию rot  и имея в виду, что 
( ) ωϕ ��

2,0 ==∇ vrotrot , получаем 

 ( ) 0=×+
∂
∂

v
t

��

�

ωω
rot . (7.83) 

Проектируя равенство (7.83) на ось 10x , имеем 
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(7.84) 
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Легко проверить прямой подстановкой, что 0=ω�div . Кроме того, из 

уравнения неразрывности (7.1) следует, что 
dt

d
v

ρ
ρ
1−=

�

div . Поэтому урав-

нение (7.84) можно представить в виде 

1
11

v
dt

d

dt

d ∇=− ωρ
ρ
ωω �

, 

или 

12
111

v
dt

d

dt

d ∇=−
ρ
ωρ

ρ
ωω

ρ

�

, 

откуда 

 1
1

v
dt

d ∇=








ρ
ω

ρ
ω �

. (7.85) 

Соотношение (7.85) представляет собой уравнение Гельмгольца в проек-
ции на ось 

1
Ox . Очевидно, что в векторной форме оно имеет вид 

 v
dt

d �

��








 ∇⋅=








ρ
ω

ρ
ω

. (7.86) 
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Уравнение Гельмгольца (7.85) или (7.86) позволяет найти изменение 
поля вихрей во времени. 

Заметим, что уравнения (7.83) и (7.86) представляют собой чисто ки-
нематические соотношения. Для уравнения (7.83) это очевидно. Уравнение 
же (7.86) является прямым следствием уравнения (7.84), которое, с учетом 
равенства 0=ω�div , в векторной форме принимает вид 

( )vv
dt

d ����

�

∇⋅=+ ωωω
div . 

Возьмем в жидкости какую-либо вихревую линию. Рассмотрим ее эле-

мент 
ρ
ωε
�

�

=sd  (по определению вихревой линии, ω��

||sd ), где ε  – малая 

константа. Концы вектора sd
�

 обозначим через А и В (рис. 7.5). Частицы 
жидкости (материальные точки), образовавшие в момент t  элемент sd

�

, 
образуют в момент dtt +  элемент sd ′� . 

Очевидно, что 
 dtvdtvsdsd

AB

����

−+=′ . (7.87) 
Заметим, что формула (7.87) по своему смыслу совпадает с равенст-

вом (7.71). 
В соответствии с формулой (3.3) и определением вектора sd

�

 

( ) vvsdvv
AB

�

�

����








 ∇⋅=∇⋅=−
ρ
ωε , 

и формула (7.87) принимает вид 
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ωε . (7.88) 

Рассмотрим теперь вектор вихря 
ρ
ωε
�

�

=sd . В момент времени t t∆+  

он равен 

 dt
dt

d
dt

dt

sd
sdsd 







+=+=
′
′

=′′
ρ
ωε

ρ
ωε

ρ
ωε

���

�

�

�

. (7.89) 

Так как в формуле (7.89) берется полная производная, то второй член 
в этой формуле (с точностью до членов более высокого порядка малости) 

представляет собой приращение жидкого вихревого элемента 
ρ
ωε
�

�

=sd  за 

время dt . 
Воспользовавшись уравнением Гельмгольца (7.86), формулу (7.89) мож-

но представить в виде 
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ρ
ωε . (7.90) 
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Вектор sd ′�  – элемент жидкой линии, в который перейдет элемент sd
�

 
за время dt . Вектор sd

� ′′  – элемент вихревой линии в момент времени dtt + . 
Из формул (7.88) и (7.90) видно, что sdsd

�� ′′=′ . Следовательно, элементы 
вихревой линии все время совпадают с элементами жидкой линии, из ко-
торых эта вихревая линия составлена. Таким образом, если напряжение 
массовых сил обладает потенциалом, жидкость идеальная и процесс баро-
тропный (условия справедливости уравнения Гельмгольца), то вихри дви-
жутся вместе с частицами жидкости (вторая теорема Гельмгольца). 

Возьмем элементарную вихревую трубку сечением σd . Ее напряже-
ние равно σωd . За время dt  она перейдет в вихревую трубку сечением 
σ′d . Так как, по доказанному, она состоит все время из одних и тех же 

частиц, то из закона сохранения массы имеем 

sdddsd ′′′= σρσρ . 

Заменяя ds  на 
ρ
ωε  и sd ′  на 

ρ
ωε
′
′
, получим 

σωσω ′′= dd , 

или, что напряжение вихревой трубки сохраняется во времени. 
Из уравнения Гельмгольца (7.86) следует, что если в какой-либо мо-

мент времени 0=ω� , то 0=








ρ
ω�

dt

d
, то есть если вихрей не было, то они 

не могут возникнуть. 
Для вязкой жидкости это утверждение неверно. 
Уравнение движения вязкой несжимаемой жидкости при const=µ  

имеет вид (4.42). При наличии потенциала массовых сил это уравнение мож-
но представить в виде 

 vpv
v

t

v

dt

vd ���

��

∆+∇−Π∇=×−∇+
∂
∂=

ρ
µω2

2

2

. (7.91) 

Проделывая с уравнением (7.91) те же операции, что с уравнением 
(7.82), и учитывая, что ( ) aa

��

rotrot ∆∆ = , получаем 

 ( ) ω
ρ
µωω ���

�

∆+∇⋅= v
dt

d
. (7.92) 

Благодаря наличию добавочного члена ω
ρ
µ �∆  вихревые линии не бу-

дут жидкими линиями и вихри могут распространяться от частицы к час-
тице. 
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При малых возмущениях нелинейные члены 
i

i
x

v

∂
∂ω�

 и ( )v�� ∇⋅ω  в урав-

нении (7.92) будут величинами второго порядка малости, и это уравнение 
можно переписать в виде 

 ω
ρ
µω �

�

∆=
∂
∂
t

,  

которое в точности имеет вид уравнения теплопроводности. Следователь-
но, при малых возмущениях завихреность в вязкой жидкости ведет себя, 
также как температура неравномерно нагретого тела. Она имеет тенденцию 
распределяться по всему нагретому телу. Происходит диффузия вихря. 

§8. Потенциальное течение несжимаемой жидкости 

При потенциальном течении однородной несжимаемой жидкости ин-
теграл Коши–Лагранжа (7.66) может быть представлен в виде 

 ( )21
0

2

p

t

ϕ ϕ
ρ

∂ − Π + + ∇ =
∂

, (7.93) 

а из уравнения неразрывности и условия потенциальности течения имеем 

 ( ) 0=∆=∇= ϕϕdivdiv v

�

, (7.94) 

где ∆  – оператор Лапласа. 
Из уравнения (7.94) следует, что ϕ  – гармоническая функция, а уравне-

ние (7.93) при известном ϕ  позволяет найти распределение давления. Огра-
ничений на решение уравнения Лапласа уравнение (7.93) не накладывает. 
Поэтому всякому потенциальному течению несжимаемой жидкости соответ-
ствует своя гармоническая функция ϕ , а всякой гармонической функции со-
ответствует свое потенциальное течение несжимаемой жидкости. 

Таким образом, изучение потенциальных движений однородной не-
сжимаемой жидкости сводится к изучению решений уравнения Лапласа, то 
есть к поиску его решений при заданных краевых условиях. 

Рассмотрим область пространства, в которой задана любая гармони-
ческая функция. На основании теоремы Гаусса–Остроградского и форму-
лы (7.94) имеем 

 ( ) 0=
∂
∂=∇=∇= ∫∫∫∫

SSVV

dS
n

dSndVdVv
ϕϕϕ ��

divdiv . (7.95) 

Пусть гармоническая функция ϕ  достигает максимума во внутренней 
точке М области D. Окружим точку М бесконечно малой поверхностью S . 
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Так как ϕ  достигает максимума в точке М, то в точках поверхности S  

должно быть 0<
∂
∂
n

ϕ
, а равенство (7.95) не может иметь места. Следова-

тельно, функция ϕ  не может иметь максимума во внутренней точке облас-
ти D. Аналогичным образом доказывается, что ϕ  не может иметь миниму-
ма во внутренней точке области. Таким образом, гармоническая функция 
может достигать максимума или минимума только на границе области D. 

Пусть скорость течения достигает максимума во внутренней точке М 
области и равна 

M
v . Выберем в этой точке оси координат так, чтобы 

1x
v
M ∂

∂= ϕ
. Так как ϕ  – гармоническая функция, то 

1x∂
∂ϕ

 также гармониче-

ская функция, а поэтому она не может иметь максимума в точке М. Тогда в 
малой окрестности точки М найдется такая точка N, в которой 

åN
xx










∂
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, 

откуда 
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2
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1

ϕϕϕϕϕ
. (7.96) 

Из неравенства (7.96) видно, что скорость течения не может достигать 
максимума во внутренней точке области. Аналогично доказывается, что 
она не может достигать и минимума во внутренней точке области. Следо-
вательно, скорость потенциального течения несжимаемой жидкости может 
достигать максимума или минимума только на границах области D. 

Рассмотрим некоторые примеры потенциальных течений несжимае-
мой жидкости. 

1. Пусть 

 
( ) ( ) ( ) ( )2303

2
202

2
101,

4
xxxxxxr

r

tQ −+−+−=−=
π

ϕ . (7.97) 

Тогда 

( ) ( ) ( )
5

2
0

2

2

2

3
0 3

4
,

4 r

xxrtQ

xr

xxtQ

x

ii

i

ii

i

−−
⋅=

∂
∂−

⋅=
∂
∂

π
ϕ

π
ϕ

, 

откуда сразу следует, что 

0
2
3

2

2
2

2

2
1

2

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∆

xxx

ϕϕϕϕ . 

Следовательно, ϕ  – гармоническая функция, которая описывает тече-
ние несжимаемой жидкости. 
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Эквипотенциальные поверхности const=ϕ  представляют собой сфе-
ры с центром в точке ( )302010 ,, xxx . Скорость течения ϕ∇=v

�

 направлена 
по нормалям к этим сферам, то есть по радиусам, которые являются ли-
ниями тока. При этом 

 
( )

24 r

tQ

r
v
r π

ϕ =
∂
∂= , (7.98) 

и при constconst ==
r

vr . 
При ∞→→

r
vr 0 , то есть центр сферы является особой точкой, 

в которой пересекается бесконечное множество линий тока. 
Расход через поверхность S сферы произвольного радиуса равен 

( )tQvrdSvdv
r

S

r

S

r
=== ∫∫ 24πσ . 

Если ( ) 0>tQ , то скорости течения направлены от центра сферы, в цент-
ре имеется источник жидкости с интенсивностью ( )tQ ; если ( ) 0<tQ , то там 
имеется сток. 

Из формулы (7.98) видно, что если интенсивность источника (стока) 
меняется во времени, то одновременно меняются скорости во всей облас-
ти, занятой жидкостью, то есть возмущения в несжимаемой жидкости пе-
редаются с бесконечно большой скоростью (мгновенно). 

Итак, формула (7.97) определяет потенциал скорости от источника (сто-
ка) в пространстве. 

Благодаря линейности уравнения Лапласа функция 

( ) ( ) ( ) ( )233
2

22
2

11

1

,
4

1
kkkk

n

k
k

k xxxxxxr
r

tQ
−+−+−=−= ∑

=
π

ϕ  

также является его решением и описывает течение, возникающее при на-
личии n источников (стоков). 

Возьмем некоторый объем 0V  вне области D, занятой движущейся 
жидкостью. Пусть 0ix  соответствуют точкам объема 0V . Тогда функция 

( ) ( ) ( ) ( )2303
2

202
2

1010
0 ,

4

1

0

xxxxxxrdV
r

txq

V

i −+−+−=−= ∫
,

π
ϕ , 

как легко видеть, является гармонической и описывает течение в области 
D от непрерывно распределенных в объеме 0V  источников с плотностью q. 
Аналогично можно определить для поверхности 0S , линии 0l , не принад-
лежащих D, потенциалы 

( ) ( )
∫∫ −=−=
00

0
0

0
0

4

1
,

4

1

l

i

S

i
dl

r

txn
dS

r

txm ,,

π
ϕ

π
ϕ , 

где nm,  – плотности распределения поверхностных и линейных источников. 
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2. Рассмотрим в точке ( )0ixN  сток, а в точке ( )
ii

dxxN +01  источник. 
При этом будем считать, что интенсивности источника и стока Q  по ве-

личине одинаковы. Потенциал в точке ( )jxM , которую считаем неподвиж-

ной (рис. 7.6), от совокупности источника и стока равен 

( ) ( ) ( )2303
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202
2
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11

,
11

444
xxxxxxr

rrs
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r
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r
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−

∆
∆−=+−=
πππ

ϕ . (7.99) 

Пусть теперь точка 1N  неограниченно приближается к точке N , а про-
изведение msQ =∆  остается постоянным. Тогда из формулы (7.99) полу-
чим 








∇−=








∂
∂−=








−

∆
−=

→∆ r

s
m

rs

m

rrs

m
o

s

1

4

1

4

111

4 1
0

�

πππ
ϕ lim , 

 

где o

s

�

 – единичный вектор прямой, 
соединяющей точки N и N1. Величи-

на 






∇
r

1
 вычисляется в точке ( )0ixN , 

причем, так как точка M неподвижна, то 
дифференцирование производится по ко-
ординатам 0ix , и 
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Тогда Рис. 7.6 

 
23 44 r

m

r

srm
o θ

ππ
ϕ cos−=⋅−=

��

. (7.100) 

Такая комбинация источника и стока называется диполем, величина m – 
моментом диполя, а ось, проходящая через точки N и N1 – осью диполя. 

Совместив ось диполя с одной из координатных осей, легко показать, 
что и функция ϕ , определяемая равенством (7.100), является гармоничес-
кой. 

§9. Обтекание сферы 

Рассмотрим движение сферы в бесконечной несжимаемой идеальной 
жидкости. Предположим, что в бесконечности жидкость покоится. Вблизи 
сферы будет существовать некоторая возмущенная область. Если движе-
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ния сферы и жидкости возникли непрерывным образом из состояния по-
коя, то, как это следует из теоремы Томсона, движение жидкости будет по-
тенциальным. 

Составим условия для определения потенциала этого движения. В со-
ответствии с равенством (7.94) внутри жидкости 0=∆ϕ . Так как жидкость 
на бесконечности покоится, там 0=∇ ϕ . На поверхности сферы из усло-
вия непротекания жидкости (4.20) имеем 

nn
uv = , где 

n
u  – нормальная со-

ставляющая скорости сферы u в точках ее поверхности. Так как ϕ∇=v
�

, 

то это условие приобретает вид 
n

u

u

=
∂
∂ϕ

. 

 

Рис. 7.7 

Таким образом, задача об отыскании по-
тенциала скоростей при обтекании сферы 
свелась к решению уравнения Лапласа, ко-
гда на границе задана нормальная произ-
водная. Эта задача представляет собой клас-
сическую задачу Неймана. 

Пусть сфера радиуса а движется по-
ступательно со скоростью U. Введем сис-
тему координат 

1 1 1
Ox y z , жестко связанную 

со сферой, и направим ось Ox 1 параллель-
но скорости U (рис. 7.7). 

Возьмем диполь с осью, параллельной 
оси 

1
Ox , и поместим его в начало координат. 

Из формулы (7.100) имеем* 

 
24 r

m θ
π

ϕ cos−= . (7.101) 

В любой точке пространства M  

32 r

m

r

θ
π

ϕ cos=
∂
∂

, 

и при 0=θ  (рис. 7.7) в точке А сферы 

32 a

m
U

r π
ϕ ==
∂
∂

, 

                                           
*
 Формула (7.101) имеет место и в неподвижной системе координат в момент времени, когда центр сфе-

ры находится в ее начале. В любой другой момент времени 0t  в неподвижной системе координат 

( )204 rr

m

−
−= θ

π
ϕ cos

, 

где 0r  – координата центра сферы при 0tt = . 
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откуда 

 
3

1
3

2

3

22 r

xUa

r

Ua −=−= θϕ cos
. (7.102) 

Легко проверить, что потенциал ϕ , определяемый формулой (7.102), 
отвечает всем поставленным условиям. 

Придадим всей системе скорость, противоположную скорости сферы, 
то есть скорость U− . Это движение имеет потенциал 1Ux− . Потенциал 
относительного движения (сфера покоится, а жидкость на нее набегает 
со скоростью U− ) получим, сложив потенциалы абсолютного и переносного 
движений. Тогда 

 θϕ cos
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. (7.103) 

Из формулы (7.103) следует, что нормальная составляющая скорости 
жидкости 

n
v  на поверхности сферы равна* 

0отн =








∂
∂−=

=ar

n

r

v
ϕ

, 

то есть неподвижная сфера является поверхностью тока. Поэтому скорость 
жидкости 

s
v , направленная по касательной к ней, есть полная величина 

скорости, и 

 θ
θ

ϕϕ
sinU

rs
vv

arar

s 2

3
отнотн =
∂

∂=
∂

∂==
==

. (7.104) 

Как видно из формулы (7.104), в точках А и В (рис. 7.7) 0=v , а при 

2

πθ =  (на экваторе) Uv
2

3= . Следовательно, на экваторе скорость обте-

кания сферы на 50% больше скорости набегающего потока. 
При установившемся движении, пренебрегая массовыми силами, из 

интеграла Бернулли (7.28) имеем 

 
2

22

0
vU

pp
−+= ρ , (7.105) 

где Up ,0  – давление и скорость на бесконечности. Подставив в форму-
лу (7.105) значение скорости на экваторе, получим 

2
0 8

5
Upp ρ−= . 

                                           
*
 На поверхности сферы внешняя нормаль к жидкости и радиус сферы направлены в противоположные 
стороны. 
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Так как скорости распределены симметрично относительно экватора, 
следовательно, и давления также распределены симметрично, то сопротив-
ление движению сферы и подъемная сила равны нулю. Этот результат 
представляет собой частный случай парадокса Даламбера (см. ниже). 

Хотя теория потенциальных непрерывных движений идеальной жид-
кости и приводит к парадоксу Даламбера, благодаря ей можно вычислять 
распределения скоростей для хорошо обтекаемых тел, близкие к действи-
тельности, что позволяет вычислять и силы трения с использованием тео-
рии пограничного слоя, в котором проявляются силы вязкого трения 
(см. гл. XIV). 

Прейдем к рассмотрению неустановившегося движения сферы. Пусть 
сфера радиуса а движется поступательно со скоростью ( )tUU =  парал-

лельно оси Ox . В подвижной системе координат, связанной со сферой, 
потенциал течения имеет вид (7.102). Интеграл Коши–Лагранжа (7.69) 
в предположении, что жидкость несжимаема и что массовыми силами 
можно пренебречь, в рассматриваемом случае имеет вид 

 const
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ρρ
ϕϕ pvp
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, (7.106) 

так как на бесконечности жидкость покоится, давление равно 0p  ( 1ϕ  – по-
тенциал в подвижной системе координат). 

Из формулы (7.102) имеем 
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Следовательно, в точках М и М1, симметрично расположенных отно-
сительно плоскости 110zy  (рис. 7.8), 
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, (7.107) 

поэтому  
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. (7.108) 

На сферу при ее движении будет действовать гидродинамическая сила 

 ∫−=
σ

σdnpR
�

�

, (7.109) 
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где σ  – поверхность сферы. Площадь элементарного шарового пояса 

  θθπσ dad sin
22= , (7.110) 

 02

0

0
2

0 == ∫∫ θθθπσθ
π

σ

dpadp sincoscos . (7.111) 

Проектируя равенство (7.109) на ось x0 , с учетом формул (7.109) 
и (7.111) получим 

 ( )∫ −−=
π

θθθπ
0

0
22 dppaR

x
sincos . (7.112) 

Подставив в соотношение (7.108) разность ( )0pp −  из интеграла Ко-
ши–Лагранжа (7.106), с учетом равенств (7.107) и (7.108) имеем 

 ∫ 








∂
∂−−=

π

θθθϕρπ
0

122 d
t

aR
x

sincos , (7.113) 

где при вычислении интеграла необходимо принять ar = , так как p  – 
давление в точках сферы. 

Из формулы для потенциала в подвижной системе координат (7.98) 
при ar = , θcosrx =1  имеем 

θϕ
cos

dt

dUa

t 2
1 −=

∂
∂

. 

Подставив это соотношение в формулу (7.109), получаем 

dt

dU
ad

dt

dU
aR

x
ρπθθθρπ

π
3

0

23

2

3−=−= ∫ sincos . 

Если 0>
dt

dU
, то сила сопротивления 

x
R  отрицательна, то есть пре-

пятствует увеличению скорости U . При 0<
dt

dU
 сила 

x
R  мешает тормо-

жению. Идеальная жидкость как бы повышает инертность тела. 
Действительно, в идеальной жидкости уравнение движения шара мо-

жет быть записано в виде  

)()(
+,

ee

F
dt

dU
am

dt

dU
aF

dt

dU
m =







−= 33

3

2
  или   

3

2 ρπρπ
, 

а в пустоте 
)(e

F
dt

dU
m = . 
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Величина 3

3

2
aρπ

 называется присоединенной массой и для шара равна 

половине массы жидкости в его объеме. 
При движении тела в вязкой жидкости задачу в общем случае уже 

нельзя свести к расчету присоединенных масс. Однако при движении хо-
рошо обтекаемых тел с большими скоростями свойством вязкости можно 
пренебречь, и эффект действия переменной скорости будет в первом при-
ближении таким же, как и в идеальной жидкости. 

§9. Некоторые примеры применения закона об изменении  
количества движения 

1. Рассмотрим плоскую неподвижную стенку, на которую направлена 
струя (рис. 7.9). Будем считать, что движение установившееся и массовы-
ми силами можно пренебречь. В этих предположениях закон об изменении 
количества движения (2.51) имеет вид 

 ∫∫
ΣΣ

Σ=Σ dpdvv
nn

��ρ , (7.114) 

 

Рис. 7.9 

где Σ  – замкнутая поверхность, огра-
ниченная сечениями 321 ,, SSS , по-
верхностью струи 4S  и поверхно-
стью стенки σ . 

Примем также, что давление 
на поверхности струи 3S  постоянно: 

const0 == pp , и что скорость в се-
чениях 321 ,, SSS  распределена рав-
номерно. Из этих соображений в со-
ответствии с интегралом Бернулли 
следует, что скорость на поверхности 
струи постоянна, а из уравнений Эй- 

лера – что давление в сечениях 321 ,, SSS  тоже постоянно и равно 0pp = . 
Так как для несжимаемой идеальной жидкости npp

n

��

−== const,ρ , 
где n

�

 – нормаль к Σ , то равенство (7.114) можно переписать в виде 

 ( )∫∫
ΣΣ

Σ−−=Σ dnppdvv
n

��

0ρ , (7.115) 
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поскольку для замкнутой поверхности Σ  в соответствии с теоремой Гаус-
са-Остроградского 

 00 =Σ∫
Σ

dnp
�

.  

Так как 0pp ≠  только в точках поверхности σ , то из равенства (7.115) 
имеем 

 ( ) nFFdnppdvv
n

�

�

��

−=−=−−=Σ ∫∫
Σ σ

σρ 0 , (7.116) 

где F
�

 – сила, с которой струя действует на стенку. Благодаря тому, что 
жидкость идеальная, эта сила перпендикулярна стенке. 

Спроектируем равенство (7.116) на ось x0 , перпендикулярную стен-
ке. При этом учтем, что на 4S  и σ  0=

n
v , на 0  и 32 =

x
vSS , а на 

1 0
const

n
S v v= − = , αsin0vv

x
= , где α  – угол между стенкой и направ-

лением струи. Тогда 

αραρ sinsin SvdSvF

S

2
0

2
0

1

== ∫ . 

Так как сила F
�

 возникает из-за изменения количества движения струи, 
то есть из-за поворота вектора скорости, то сечения 32  , SS  надо выбирать 
там, где поверхность струи и, следовательно, ее скорость станут парал-
лельными стенке. 

 

2. Рассмотрим расположенный горизонтально 
участок трубы, изогнутой под 90° (колено), по ко-
торому течет жидкость (газ) (рис. 7.10). Будем счи-
тать, что движение установившееся, и воспользу-
емся законом об изменении количества движе-
ния (2.58) в виде 

( ) RGvvQ
m

���

��

+Ρ+=− )()( cp
1

cp
2 ,          (7.117) 

где TNR
���

+=  – сила, с которой колено действу-
ет на жидкость. 

Полагая npp
n

��

−=  и проектируя равенст-
во (7.117) на оси Ox  и Oy , с учетом формулы 
(2.54) получим 

Рис. 7.10 

 
( )
( ) .

,

11
cp

1
cp

2

22
cp

1
cp

2

yyyyym

xxxxxm

RSpRvvQ

RSpRvvQ

+−=+Ρ=−

+−=+Ρ=−
)()(

)()(

 (7.118) 
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В сечении 1S  )(cp
1xv =0, )()( cp

1
cp

1 vv
y

−= . В сечении 2S  (cp) (cp)
2 2 ,
x

v v=  
(cp)
2 0
y

v = ,  и соотношения (7.118) принимают вид 

,

,

11
cp

1

22
cp

2

SpvQRF

SpvQRF

myy

mxx

−−=−=

−−=−=
)(

)(

 

где 
yx

FF ,  – компоненты силы, с которой жидкость действует на колено. 

Заметим, что из-за наличия члена T
�

 полученный вывод будет спра-
ведлив и для вязкой среды. 

 

Рис. 7.11 

3. Рассмотрим бесконечно длин-
ную трубу, заполненную идеальной 
жидкостью, и пусть в ней движется 
какое-либо тело с постоянной ско-
ростью 0v

�

 (рис.7.11). Примем гипо-
тезу, что далеко впереди тела и дале-
ко за ним жидкость не возмущена, то 
есть ее скорость равна нулю. 

Обратим задачу, сообщив всей системе скорость 0v
�

− . Тогда тело ока-
жется неподвижным, скорость на бесконечности перед и за телом будет рав-
на 0v

�

− , а течение установившимся. 
Из-за закона об изменении количества движения (2.44), пренебрегая 

массовыми силами, имеем 

  ∫∫ =
S

n

S

n
dSpdSvv

��ρ . (7.119) 

Рассматриваемое тело находится внутри трубки тока, ограничен-
ной сечениями 1S  и 2S , причем 21 SS = , и боковой поверхности 3S . 
Поэтому замкнутая поверхность S , ограничивающая жидкость, такова: 

σ+++= 321 SSSS , где σ  – поверхность тела. 
Рассмотрим распределение нормальной составляющей скорости 

n
v  

по поверхности S . На 3S  
n

v = 0, по определению трубки тока. На σ  
n

v = 0 
из условия непроницаемости поверхности тела. В сечении 1S  далеко перед 
телом 0vv

n
= , в сечении 2S  далеко за телом 0vv

n
−= . Кроме того, в сече-

ниях 1S  и 2S  0vv
��

−= . 
Тогда 

 ∫∫∫ +−=

21

000

SSS

n
dSvvdSvvdSvv

��� ρρρ . (7.120) 
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Так как жидкость, по условию, идеальная, то npp
n

��

−= , и 

 RdSnpdSnpdSnpdSp

SSSS

n

�

����

−−−−= ∫∫∫∫
321

, (7.121) 

где  

∫=
σ

σdnpR
�

�

 

– сила, с которой поток действует на тело. 
Будем считать, что жидкость либо несжимаема, либо процесс адиаба-

тический. Так как скорости в сечениях 1S  и 2S  равны по величине, то из 
интеграла Бернулли (7.28), или (7.46) и (7.47), следует, что 021 ppp == , 

021 ρρρ == , а 2121 ,,, ρρpp  – давления и плотности в сечениях 1S  и 2S . 
При этих условиях из равенства (7.120) имеем 

 0=∫
S

n
dSvv

�ρ ,  

и из соотношений (7.119) и (7.121) получаем 

 ∫=
3S

dSnpR
�

�

, (7.122) 

так как 21 SS = , а нормали на этих поверхностях направлены в 
противоположные стороны. 

Нормаль на поверхности 3S  перпендикулярна направлению скоро-
сти 0v

�

. Поэтому, проектируя равенство (7.122) на направление скорости, 
получаем 

0=R . 

Итак, если в идеальной жидкости, не имеющей свободной поверхно-
сти, движется с постоянной скоростью тело произвольной формы, жид-
кость несжимаема или процесс адиабатический, а движение жидкости не-
прерывно, при этом на бесконечности перед и за телом жидкость не воз-
мущена, то сопротивление движению тела равно нулю. Это утверждение 
представляет собой парадокс Даламбера. 

Этот парадокс возник благодаря предположению, что далеко перед те-
лом и далеко за ним жидкость покоится, жидкость идеальна и течение 
жидкости непрерывно. Реально эти условия не соблюдаются, и парадокс 
Даламбера не наблюдается. 



 
 
 

Глава VIII 

ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ТЕЧЕНИЯ 
ИДЕАЛЬНОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 

 
 

§1. Комплексный потенциал течения 

Течение, при котором все его характеристики одинаковы в параллель-
ных плоскостях, то есть зависят только от двух координат и времени, на-
зывается плоскопараллельным. Такое течение обычно рассматривается в плос-

кости xOy. Каждая линия, проведенная в этой плоскости, в действительно-
сти является направляющей цилиндрической поверхности с образующей, 

перпендикулярной к плоскости xOy. Все величины расходов жидкости, сил, 
приложенных к телам, относятся к единице высоты соответствующих ци-
линдрических поверхностей. 

Рассмотрим плоскопараллельное течение несжимаемой жидкости. 
Из уравнения неразрывности (2.25) имеем 

 0=
∂
∂

+
∂
∂=

y

v

x

v
v

yx
�

div . (8.1) 

Положим 

 
x

v
y

v
yx ∂

∂−=
∂
∂= ψψ

, . (8.2) 

Функция ( )tyx ,,ψψ =  удовлетворяет уравнению неразрывности (8.1), и* 

 dxvdyvdy
y

dx
x

d
yx

−=
∂
∂+

∂
∂= ψψψ . (8.3) 

Функция ( )tyx ,,ψψ =  называется функцией тока. Из равенства (8.3) 
при 0=ψd  имеем 

 
yx
v

dy

v

dx = . (8.4) 

Соотношение (8.4), как это видно из формул (1.22), представляет со-
бой уравнение линий тока, на которых constψ = . 

                                           
*
 Время t рассматривается как параметр. 
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Рассмотрим линии тока ( ) 0, ψψ =yx  и ( ) 1, ψψ =yx  (рис. 8.1). Рас-
ход Q  через линию S  равен 

( ) ( )[ ]∫∫ +=⋅=
S

yx

S

dSynvdxxnvdSnvQ ,, coscos

��

. 

Так как ( )
dS

dy
xn =,cos , ( )

dS

dx
yn −=,cos , то в соответствии с форму-

лой (8.3) 

 01 ψψψ −==−= ∫∫
SS

xy ddyvdxvQ , (8.5) 

то есть разность 01 ψψ −  представляет собой расход жидкости между ли-
ниями тока 

0
constψ =  и 

1
constψ = . 

 

Рис. 8.1 

При потенциальном течении 

 
y

v
x

v
yx ∂

∂=
∂
∂= ϕϕ

, . (8.6) 

Из формул (8.2) и (8.6) следует, что при потенциальном течении  

 
xyyx ∂

∂−=
∂
∂

∂
∂=

∂
∂ ψϕψϕ

, . (8.7) 

Соотношения (8.7) представляют собой условия Коши–Римана, при вы-
полнении которых функция комплексного переменного z 

 ( ) ( ) ( ) iyxzyxiyxzW +=+= ,,, ψϕ  (8.8) 

является аналитической. Функция ( )zW  называется комплексным 
потенциалом. 

Из уравнения неразрывности (8.1), соотношений (8.6) и условий Ко-
ши–Римана (8.7) следует, что 00 =∆=∆ ψϕ , , то есть и потенциал скоро-
стей, и функция тока являются гармоническими функциями. 
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Соотношения 
( ) ( ) const,const,, == yxyx ψϕ  

представляют собой, соответственно, уравнения семейств эквипотенциалей 
и линий тока. Из формул (8.2) и (8.6) имеем 

0≡+−=
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=∇∇

xyyx
vvvv

yyxx

ψϕψϕψϕ , 

то есть векторы ϕ∇  и ψ∇  взаимно перпендикулярны. Следовательно, ли-
нии тока и эквипотенциали образуют семейство взаимно ортогональных 
линий. 

Дифференцируя комплексный потенциал (8.7) и учитывая формулы 
(8.2) и (8.7), получим 

 22, yx
i

yx vvvveivv
x

i
xdz

dW +==−=
∂
∂+

∂
∂= − θψϕ

, (8.9) 

откуда 

 θ−==
dz

dW
v

dz

dW
arg, , (8.10) 

где θ  – угол между направлением скорости и осью Oı. 

 

Рис. 8.2 

Таким образом, модуль производной ком-
плексного потенциала равен величине скорости, 
а аргумент – аргументу скорости, взятому с об-
ратным знаком. Иначе говоря, производная ком-
плексного потенциала есть величина, комплекс-
но-сопряженная скорости течения (рис. 8.2). 

Итак, для плоскопараллельного потенциаль-
ного течения можно построить комплексный по-
тенциал, представляющий собой аналитическую 
функцию. Обратно, всякой аналитической функ-
ции соответствует некоторое плоскопараллель-
ное потенциальное течение идеальной несжима- 

емой жидкости. Поэтому для исследования таких течений может быть ис-
пользован весь аппарат теории аналитических функций. 
 

§2. Примеры плоскопараллельных потенциальных течений 

Рассмотрим простейшие аналитические функции комплексного пере-
менного и соответствующие им течения. 

1.  ( ) ( ) ( )( ) 0,0, >>+=++=+= baiiyxibazibazW ψϕ . 
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Из равенств (8.8), (8.9) и (8.10) имеем 

.

,   ,   ,   ,

22 bav

a

b

dz

dW
veiba

dz

dW
aybxbyax i

+=

−===+=+=−= − θψϕ θ
arctgarg

 

Линии тока const=ψ  и эквипотенциали const=ϕ  образуют семей-
ство взаимно ортогональных прямых. Комплексный потенциал W  описы-
вает поступательное движение со скоростью, направленной под углом 

a

b
arctg−=θ  к оси x0  (рис. 8.3). 

2.  ( ) ( ) ψϕ iiyxzzW +=+== 22 . 
В этом случае  

( )

.2,

,22,2,

22

22

yxv
x

y

dz

dW

veiyxz
dz

dW
xyyx i

+=−==

=+===−= −

θ

ψϕ θ

arctgarg

 

Линии тока const=ψ  – равносторонние гиперболы с асимптота-
ми 00 == yx , ; эквипотенциали – равносторонние гиперболы с асимпто-
тами xy =  и xy −= . В начале координат пересекаются линии тока 0=x  
и 0=y , то есть начало координат – особая точка, в которой 0=v . 

Так как при течении идеальной жидкости линии тока можно заменить 
твердыми стенками, то комплексный потенциал можно трактовать как об-
текание прямого угла (рис. 8.4). 

  

Рис. 8.3 Рис. 8.4 
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3. ( ) n

zzW = , где n  – любое вещественное число. По формуле Муавра 

( )ααα
ninrerz

ninnn
sincos +== , 

откуда 

.

sincos

1

,,

−=

==

n

nn

z
dz

dW

nrnr αψαϕ
 

 

Рис. 8.5 

Пусть 0== αψ nr
n

sin . Так как 

0≠r , то 
n

kπα = , где k  – целое 

число, и линии тока представляют 
собой прямые, проходящие через 
начало координат, которое является 
особой точкой. При 0const ≠=ψ  
получим линии тока внутри угла α . 
Это течение (рис. 8.5) можно толко-

вать как обтекание угла 
n

πα = . Ри-

сунок 8.5 соответствует слу-
чаю 3=n . 

Течение, соответствующее функции ( ) n

zzW =  можно рассматривать 

для любых 
2

1≥n . Если рассматривается течение во всей плоскости, то, 

очевидно, должно выполняться условие ππ
2=

n

k
. В противном случае 

внутри жидкости окажутся точки, в которых скорость многозначна, чего 
физически быть не может. Такие точки могут существовать только на гра-
нице области. 

Рассмотрим случай 
2

1=n . Тогда 

2
,

2

1

2

1
,2 2 αθππ α

====
−i

e
rzdz

dW

n
. 

На оси Ox  в точке 1P  (рис. 8.6) 
r

v

2

1
,0,0 === θα , то есть ско-

рость направлена по оси Ox . При ∞→→ vr 0 , при 0→∞→ vr . 
В точке 2P  πα 2= , πθ =  и скорость направлена вдоль оси Ox , но в про-
тивоположную сторону. Вдоль оси скорость терпит разрыв – ее модуль со-
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храняется, а направление меняется на противоположное. Течение пред-
ставляет собой обтекание бесконечно тонкой пластины (рис. 8.6). 

  

Рис. 8.6 Рис. 8.7 

4.  ( ) ( ) ( ) ψϕα
πππ

α
iirrezzW

i +=+Γ=Γ=Γ= lnlnln
222

. 

Значит, 

αθ
πππ

α
π

ψ
π

ϕ α =Γ=Γ=Γ=Γ=Γ= − ,
2

,
22

,
2

,
2 r

ve
rzdz

dW
r

i
ln . 

Линии тока const=ψ  (рис. 8.7) – прямые, проходящие через нача-
ло координат, эквипотенциали const=ϕ  – окружности с центром в на-
чале координат. Начало координат представляет собой особую точку. 
При ∞→→ vr 0 , при 0→∞→ vr . Расход через окружность ра-
диуса const=r  (а также через любую замкнутую кривую, охватывающую 
начало координат) равен Γ== rvQ π2 . При 0>Γ  в начале координат 
имеется источник, при 0<Γ  – сток. 

5. ( ) ( ) ψϕα
πππ

α
irire

i
z

i
zW

i +=−Γ=Γ=Γ= lnlnln
222

. 

Имеем 

2, ln , ,
2 2 2 2

, .
2 2

idW
r e

dz iz r

v
r

πααϕ ψ
π π π π

πθ α
π

 − + 
 Γ Γ Γ Γ= = − = =

Γ= = +

 

Линии тока constψ =  – окружности с центром в начале координат, 
эквипотенциали constϕ =  – прямые, проходящие через начало коорди-
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нат. По сравнению с рис. 8.7 линии тока и эквипотенциали поменялись 
местами

*. 
Циркуляция вдоль линии тока const=r  равна 

Γ=Γ== ∫∫ r
rdvrdrv

π
πϕ

π

2
2

2

0

, 

то есть в начале координат имеется вихрь с интенсивностью Γ . 

6.  
( ) ψϕ i

yx

iyxm

zz

zm

z

m
W +=

+
−−=−=−=

22

222

. 

В этом случае имеем 

( )

.2,

,,,

2

2

2
2

2

2

2

22

2

22

2

παθ

ψϕ πα

+==

+=−=
+

−=
+

= +−

r

m
v

e
r

m

z

m

dz

dW

yx

ym

yx

xm i

 

Полагая 
C2

1=ψ ,  
12

1

C
=ϕ , получаем 

02,02 2
1

22222 =−+=++ xmCyxyCmyx . 

 

Рис. 8.8 

Таким образом, линии тока – окружности 
с центрами на оси Oy  и радиусами 2

mCR = , 

эквипотенциали – окружности с центрами на 
оси Ox  и радиусами 2

11 mCR =  (рис. 8.8). 

Ось Ox  также является линией тока 0=ψ , 
а ось Oy  – эквипотенциалью 0=ϕ . В этом 

примере функция 12 −= zmW  представляет со-
бой комплексный потенциал плоского диполя 
с осью Ox . 

Комбинируя описанные простейшие 
случаи, можно получить более сложные те-
чения. 

 

                                           

*
 Так как ( ) ( ) 21 π

i
ezWzW

i

−
= , а линии тока и эквипотенциали взаимно ортогональны, то всегда линии 

тока для течения ( )zW  переходят в эквипотенциали для течения ( )zW
i

1
, а эквипотенциали – в линии 

тока. 
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Рассмотрим комбинацию поступательного движения параллельно 
оси Ox , диполя и вихря, то есть функцию 

 ( )α
ππ

αα
ir

i
e

r

R
reVz

iz

R
zVW

ii +Γ+








+−=Γ+









+−= −

lnln
22

22

. (8.11) 

Скорость поступательного движения, очевидно, равна V− , момент 
диполя равен 22

VRm −= , а циркуляция равна Γ . 
В соответствии с формулой (8.11) имеем 

 ,
2

,
2

22

rV
r

R
rV

r

R
r lnsincos

π
αψ

π
ααϕ Γ−










−−=Γ+










+−=  (8.12) 

 .
2

1
2

1 22
2

2

2

2 






 +−
− Γ+









−−=Γ+









−−=

πα
α

ππ

i
i

e
r

e
r

R
V

izz

R
V

dz

dW
(8.13) 

Из формулы (8.12) следует, что при const
2

=Γ−== RRr ln
π

ψ , 

то есть окружность радиуса R  с центром в начале координат является ли-

нией тока. Из формулы (8.13) имеем V
dz

dW

z

−=








∞=
. Итак, комплексный 

потенциал (8.11) описывает обтекание окружности (цилиндра с осью, пер-
пендикулярной плоскости xOy ) потоком, имеющим на бесконечности ско-
рость, равную V−  (рис. 8.9). 

 

Рис. 8.9 

В соответствии с формулой (8.13), квадрат скорости v  в точках ок-
ружности Rr =  равен 

2
2

2
2 







 Γ+=







=

=
R

V
dz

dW

dz

dW
v

Rr
π

αsin . 
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Так как скорость, вызванная циркуляцией 






 +=
2

παθ , направлена 

против часовой стрелки, то в верхней полуплоскости 

 ( )πα
π

α <Γ−−= ,
2

2
R

Vv sin , (8.14) 

а в нижней – 

 ( )πα
π

α >Γ+= ,
2

2
R

Vv sin , (8.15) 

При безциркуляционном обтекании скорость в точках ( )0=αA  
и ( )πα =B  равна нулю, и эти точки – особые. При 0≠Γ  скорость в этих 
точках отлична от нуля. Максимальное значение модуля скорости, как 
это видно из формул (8.14) и (8.15), достигается в точке D  и равно 

R
Vv

π2
2

Γ+= . 

Положение критических точек M  и N , как это следует из форму-
лы (8.14), определяется из условия 

 1,
4

или

2
2 −≥Γ−=Γ= *sin*sin*sin α

π
α

π
α

VRR
V . (8.16) 

При VRπ4=Γ  точки M  и N  сливаются с точкой C . При дальней-
шем росте Γ  критическая точка сходит с окружности. 

Интеграл Коши–Лагранжа (7.65) при потенциальном течении несжи-
маемой жидкости имеет вид 

 ( )tf
vp

t
=++Π−

∂
∂

2

2

ρ
ϕ

. (8.17) 

Если ( )tΓ=Γ , то, как это следует из формулы (8.12), в уравнение (8.17) 

войдет член 
dt

dΓ
π
α
2

. Следовательно, при ( )tΓ=Γ  давление перестает быть 

однозначной функцией координат ( α,r ), что физически невозможно. Поэто-
му потенциальное обтекание возможно только при const=Γ . 

При 0const =
∂
∂=
t

V
ϕ

 и давление в потоке вычисляется через его 

скорость и условия на бесконечности (или любые другие условия, позво-
ляющие определить константу в интеграле Бернулли). Из формул (8.14) 
и (8.15) видно, что скорости над цилиндром больше, чем под ним. Поэтому 
давление над цилиндром меньше, чем под ним. Благодаря этому при цир-
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куляционном обтекании цилиндра возникает подъемная сила. Сопротивле-
ние отсутствует, так как поток симметричен относительно оси Oy . 

Таким образом, при циркуляционном обтекании цилиндра модель иде-
альной жидкости позволяет вычислить подъемную силу (и не только ци-
линдра), причем, как показывает эксперимент, с достаточно высокой сте-
пенью точности. 

§3. Конформное отображение потоков 

Рассмотрим функцию комплексного переменного ( )zF=ζ . С помо-
щью этой функции каждой точке в комплексной плоскости z ставится в со-
ответствие точка в комплексной плоскости ζ . Поэтому функцию ( )zF=ζ  
можно рассматривать как отображение некоторой области D  в плоско-
сти z  на некоторую область 1D  в плоскости ζ  (рис. 8.10). 

 

Рис. 8.10 

Отображение, при котором сохраняются углы между кривыми в точ-
ках их пересечения и бесконечно малые элементы преобразуются подоб-
ным образом, называется конформным. Для того, чтобы функция ( )zF  
реализовала конформное отображение области D , необходимо и доста-
точно, чтобы она была взаимно однозначной, аналитической и чтобы в об-
ласти D  производная ( )zF′  была отличной от нуля и бесконечности. Важ-
ное значение конформных отображений в гидромеханике определяется 
тем, что если известны комплексные потенциалы каких-либо простейших 
течений, то можно с помощью этих отображений строить комплексные по-
тенциалы более сложных течений. 

Пусть в плоскости  z  задано течение с комплексным потенциалом W =  
( )W z=  Так как при конформном отображении функция ( )zFi =+= ηξζ  

должна быть взаимно однозначной, то всегда можно найти функцию 
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( )ζfz = . Тогда 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ηξψηξϕζζψϕ ,,,, iWfWyxiyxzW +===+= * . (8.18) 

Из равенства (8.18) сразу следует, что при ( ) const, =yxϕ  име-
ем ( ) const, == ηξϕϕ  и при ( ) const, =yxψ  ( ) const, =ηξψ . Таким обра-
зом, эквипотенциали и линии тока в плоскости z  переходят, соответствен-
но, в эквипотенциали и линии тока в плоскости ζ  (рис. 8.10). 

Рассмотрим выражение 

( ) ( )( ) ∫∫ ∫∫ −++=+−== dxvdyvidyvdxvidydxivvdz
dz

dW
zW

yxyxyx
. (8.19) 

В соответствии с формулами (3.39), (8.3), (8.5) и (8.6) имеем 

Qdxvdyvddyvdxv
yxyx

=−Γ==+ ∫∫∫ ,ϕ , 

то есть действительная часть интеграла (8.19) представляет собой цирку-
ляцию скорости вдоль кривой, а мнимая – расход жидкости через эту кри-
вую и  

 ( ) iQdz
dz

dW
zW +Γ== ∫ . (8.20) 

Выполняя в формуле (8.19) замену переменных ( )ζfz = , имеем 

 ( ) ( )[ ] iQd
d

dW
dz

dz

d

d

dW
fWzW +Γ==== ∫∫ ζ

ζ
ζ

ζ
ζ . (8.21) 

Из формул (8.20) и (8.21) видно, что циркуляция скорости вдоль ка-
кой-либо линии в плоскости z  и вдоль соответствующей линии в плоско-
сти ζ  совпадают. Это же справедливо и для расхода жидкости через 
соответствующие линии. 

Установим связь между скоростями потоков в соответствующих точ-
ках плоскостей z  и ζ . 

Воспользовавшись формулой (8.9), имеем 

 ( )zF
d

dW

dz

d

d

dW
ev

dz

dW
z

i

z
′=== −

ζ
ζ

ζ
θ , (8.22) 

где 
zz

v θ,  – модуль и аргумент скорости в плоскости z . Так как 

ζθ
ζζ

i

ev
d

dW −= , 

то 
 ( ) ( )zFzFvv

zz
′−=′= arg, ζζ θθ . (8.23) 
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Формула (8.23) дает связь между скоростями потока в плоскостях z  
и ζ . Так как, по условию, ( ) 0≠′ zF  и ( ) ∞≠′ zF , то из этого следует, 
что при конформном преобразовании критические точки переходят в 
критические точки и никаких новых критических точек возникнуть не 
может. 

Зависимость ( )zWW =  можно рассматривать как отображение об-
ласти D  в плоскости z  на область *D  в плоскости W  (рис. 8.11). Так как 

функция ( )zW  аналитическая, то всюду, где 0≠
dz

dW
 и ∞≠

dz

dW
, это 

отображение будет конформным. В плоскости W  линии  тока const=ψ  
суть прямые, параллельные оси Oϕ , а эквипотенциали const=ϕ  – пря-
мые, параллельные оси Oψ . Следовательно, ( )zWW =  представляет со-
бой отображение потока в плоскости z  на прямолинейное поступательное 
движение в плоскости W . 

 

Рис. 8.11 

 

Пусть в плоскости z  имеется ли-
ния тока const=ψ  с угловыми точ-
ками А и В (рис. 8.12) и пусть 

( )zW  – комплексный потенциал это-
го течения. В плоскости W  все ли-
нии тока перейдут в прямые линии, 
то есть в точках А и В конформность 
нарушается. 

В примере 3 настоящего пара-
графа было показано, что комплекс-
ный потенциал вида 

Рис. 8.12 

 ( )nzzWW 00 −=−  (8.24) 
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описывает обтекание угла 
n

πα =  с вершиной в точке 0zz = . В точке А 

1   , >< nπα , а в точке В 1  , <> nπα . Тогда из формулы (8.24) следует, 

что 0=
dz

dW
 при 

A
zz = , ∞=

dz

dW
 при 

B
zz = , то есть при обтекании 

вдающегося угла 0=v , а при обтекании острия ∞=v . 
Из интеграла Коши–Лагранжа вытекает, что при ∞=v  −∞=p  и, 

следовательно, потенциальное обтекание острия физически невозможно. 

§4. Преобразование Жуковского 

Рассмотрим комплексный потенциал 

 ψϕ i
z

R
zkW +=










+=

2

, (8.25) 

описывающий симметричное обтекание цилиндра радиуса R  (рис. 8.13). 
Область течения – вся плоскость z , внешняя по отношению к цилиндру. 
Найдем соответствующую ей область в плоскости W . 

Линии тока const=ψ  в плоскости W  суть прямые. Из формулы 
(8.25) имеем 

θψθϕ sincos 









−=










+=

r

R
rk

r

R
rk

22

, . 

Линии тока 0=ψ  в плоскости z  соответствуют окружность радиу-
са R  с центром в начале координат и полусегменты [ )∞<≤ xR  
и ( ]Rx −≤<∞− . 

Точкам А и В с координатами  Rz
A

−= , Rz
B
=  (рис. 8.13) в плос-

кости W  соответствуют точки 11, BA  на оси 0=ψ  с координатами 

kRkR
BA

2,2
11
=−= ϕϕ . Для точки C  с координатами θi

C
Rez =  на 

плоскости W  имеем 
θϕψ coskR2,0 == , 

то есть точка С отображается на плоскости W  во внутренность сегмен-
та [ ]kRkR 22 ,− . 

Итак, функция (8.25) представляет собой отображение плоскости z  на 
плоскость W , при котором внешность цилиндра отображается на внеш-
ность отрезка 11BA , а обтекание цилиндра преобразуется в обтекание от-
резка 11BA . 
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Рис. 8.13 

При Rz ±=  производная  











−=

2

2

1
z

R
k

dz

dW
 

обращается в нуль, то есть в точках А и В конформность отображения на-
рушается. Бесконечно удаленная точка плоскости z  переходит в беско-
нечно удаленную точку плоскости W . Направление скорости в бесконеч-

ности сохраняется, так как k
dz

dW =








∞
, а 0>k  – действительное число. 

Преобразование вида (8.25) называется преобразованием Жуковского*. 
Возьмем в плоскости z  окружность с центом в начале координат и ра-

диусом Rr > . Тогда θi
rez =  и в соответствии с формулой (8.25) 

 
2 2

,cos sin
R R

k r k r
r r

ϕ θ ψ θ   = + = −   
   

, (8.26) 

то есть преобразование Жуковского отображает внешность окружности 
в плоскости z  на внешность эллипса в плоскости W , причем точки 1A  
и 1B  суть фокусы этого эллипса.* 

Можно показать, что окружности с центром в точке ( )0 ,x  соответст-
вует в плоскости W  симметричный крылообразный профиль С – руль Жу-
ковского, окружности с центром в точке ( ), O y  – дуга окружности, ок-

ружности с центром в точке ( )yx  ,  – несимметричный крылообразный 
профиль G  – профиль Жуковского (рис. 8.14). Угол у задней кромки про-
филей Жуковского равен π2 , что и является их отличительной особенно-
стью. 
                                           
* Николай Егорович Жуковский (1847–1921), один из основоположников современной аэромеханики. 
* Формулы (8.26) представляют собой параметрические уравнения эллипса с полуосями 

( ) ( )2 2
,

R R

r r
a k r b k r= + = −  и фокусами в точках 2kRϕ = ± . 
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§5. Обтекание профиля произвольной формы 

Пусть в комплексной плоскости ζ  задан контур С. Требуется постро-
ить его потенциальное обтекание так, чтобы в бесконечности движение 
было поступательным со скоростью ζV , направленной под углом α  к оси 

Oξ . Угол α  называется углом атаки (рис. 8.15). 

  

Рис. 8.14 Рис. 8.15 

Для решения поставленной задачи необходимо найти комплексный 
потенциал ( ) ( ) ( )ηξψηξϕζ ,, iW += . Рассмотрим наряду с плоскостью ζ  
плоскость комплексного переменного z  и возьмем в плоскости z  окруж-
ность радиуса R  (рис. 8.16). Определим функцию ( )zF=ζ , дающую 
отображение внешности окружности S  на внешность профиля С так, 
чтобы точке z = ∞  соответствовала точка ζ = ∞  и чтобы производная 

ds
k

dz ∞

  = 
 

 была вещественной и положительной. При этих условиях 

функция ( )zF=ζ  существует для всякого контура С и определяется един-
ственным образом. 

Будем считать, что функция ( )zF=ζ  известна. Так как контур С 
представляет собой линию тока, то окружность S  – также линия тока. 
В соответствии с формулами (8.20) и (8.21) циркуляция Γ  в плоскостях z  
и ζ  имеет одно и то же значение. 

Из формул (8.22) и (8.23) имеем 

ζζ
ζ

ζ
kVV

d

dW
k

dz

d

d

dW

dz

dW
z
===

∞∞∞∞
, , 



ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ТЕЧЕНИЯ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ 167

а так как k , по условию, вещественно и 0>k , то  

∞∞








=









ζd
dW

dz

dW
argarg . 

Следовательно, на бесконечности скорость 
z

V  составляет с осью Ox  тот 
же угол α . 

 

Рис. 8.16 

Выберем систему координат xOy′ ′  таким образом, чтобы ее начало 
совпадало с центром окружности S , а ось Ox′  была параллельна скоро-
сти 

z
V . Тогда в соответствии с формулой (8.11) для циркуляционного об-

текания окружности S  имеем 

( ) z
iz

R
zVzW

z
′Γ+










′
+′−=′ ln

π2

2

. 

Функция ( )zW ′  описывает обтекание в системе координат yx ′′0 . Пе-
реходя от z′  к z  путем поворота системы координат на угол α , получим 
комплексный потенциал ( )zW . 

Так как функция ( )zF=ζ  взаимно однозначная, то можно найти функ-
цию ( )ζfz =  и 

( ) ( )( ) ( )ζ*WzfWzW == , 

то есть, зная комплексный потенциал ( )zW  и функцию ( )zF=ζ , можно 
построить комплексный потенциал обтекания контура C . 

Предположим, что обтекаемый контур С имеет угловую точку К 
(рис. 8.15). Этой точке на окружности S соответствует точка К1 (рис. 8.16). 
Так как угол в точке К1 равен π , а в точке К больше π , то конформность 
отображения в точке К нарушается, и в этой точке ( ) 0=′=′ zFζ . 



ГЛАВА VIII 168

Модуль скорости в любой точке профиля С в соответствии с форму-
лой (8.22) равен 

( ) ,zFdz

dW

d

dW

′
⋅= 1

ζ
 

откуда видно, что при 0≠
dz

dW
 скорость в точке К обращается в беско-

нечность. Выше было показано, что это характерно для обтекания выступа 
и что это физически невозможно. Следовательно, в точке К1 должно вы-

полняться условие 0=
dz

dW
, то есть точка К1 должна быть критической. 

Выбором величины циркуляции Γ  можно добиться того, чтобы любая 
точка окружности S была критической, а также, чтобы в ней выполнялось 

условие 0=
dz

dW
. Тогда скорость в точке К будет иметь конечное значе-

ние. Это требование было сформулировано в постулате Чаплыгина–Жуков-
ского: циркуляция должна быть определена таким образом, чтобы в уг-
ловой точке К скорость имела конечное значение. 

Из формулы (8.16) видно, что при циркуляционном обтекании окруж-
ности критические точки расположены так, что их стягивающая хорда 
параллельна 

z
V  (рис. 8.17) и 

 ( )( )γαπαπ +==Γ sinsin
*

kz
RVRV 44 . (8.27) 

Величины γ,, Rk  представляют собой константы, определяемые вы-
бранной окружностью и конформным отображением. Угол атаки α  и ско-
рость на бесконечности ζV  могут задаваться произвольным образом*, 

а циркуляция Γ  определяется по формуле (8.27). 

§6. Силы, действующие на профиль при стационарном 
обтекании 

Пусть в плоскости z имеется некоторый контур С (рис. 8.18), обтекае-
мый потоком жидкости, причем комплексный потенциал тече-
ния ( ) ψϕ izW +=  известен, действующее на контур С давление в соответ-
ствии с интегралом Бернулли (7.28) равно (массовыми силами пренебрегаем) 

,
2

2

0
v

pp ρ−=  

где 0p  – давление при 0=v . 

                                           
*
 Для каждого профиля имеется предельное значение угла атаки, при превышении которого происходит 
срыв обтекания. Поэтому угол атаки можно задавать непревышающим этот предел. 
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Рис. 8.17 Рис. 8.18 

Так как  

( )( )
dz

dW

dz

dW
ivvivvv

yxyx
=+−=2 , 

то  

 
dz

dW

dz

dW
pp

20
ρ−= . (8.28) 

На элемент контура dz  действует элементарная сила с проекциями  

dxpddypd =Υ−=Χ ,  

(обход контура С происходит против часовой стрелки, а давление направ-
лено внутрь контура). Тогда с учетом формулы (8.28) будем иметь 

      ( ) zd
dz

dW

dz

dW
pizipdidydxipidYdX
o 










−−=−=−−=−

2

ρ
. (8.29) 

Интегрируя соотношение (8.29) по замкнутому контуру С, получим 

 ∫=Υ−Χ
C

zd
dz

dW

dz

dWi
i

2

ρ
. (8.30) 

Для преобразования формулы (8.30) заметим, что  

( )dyvdxvidyvdxvzd
dz

dW
xyyx

−++= , 

( )dyvdxvidyvdxvdz
dz

dW
xyyx

−−+= . 

Обтекаемый контур С представляет собой линию тока, а вдоль линии 
тока, как известно, 0=− dxvdyv

yx
. Поэтому вдоль контура С 

 dz
dz

dW
zd

dz

dW = , (8.31) 
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и формулу (8.30) можно представить в виде 

 ∫ 






=Υ−Χ
C

dz
dz

dW
ii

2

2

ρ
. (8.32) 

Выражение (8.32) представляет собой первую формулу Чаплыгина*. 
Элементарный момент силы относительно начала координат (рис. 8.18) 

дается выражением 

( )Υ−Χ=Χ−Υ= didizdydxdM Re , 

откуда с учетом равенства (8.29) и (8.31) после интегрирования по замкну-
тому контуру С получаем вторую формулу Чаплыгина 

 ∫ 






−=
C

dz
dz

dW
zM

2

2
Re

ρ
. (8.33) 

Для вычисления интегралов в формулах (8.32) и (8.33) заметим, что 

функция 
dz

dW
 вблизи бесконечно удаленной точки представляет собой од-

нозначную аналитическую функцию. Поэтому она может быть разложена 
в ряд Лорана, а так как при ∞=z  она имеет конечное значение, то это раз-
ложение имеет вид 

 ...
2
21

0 +++=
z

C

z

C
C

dz

dW
 . (8.34) 

Полагая в формуле (8.34) ∞=z , получим 

0C
dz

dW

z

=








∞=
. 

С другой стороны, в соответствии с формулой (8.9) 

θi
z

z

eV
dz

dW −

∞=
=







 , 

где 
z

V  – модуль скорости потока в бесконечности, следовательно, 

 θi
z
eVC
−=0 . (8.35) 

Так как в соответствии с теоремой о вычетах интегралы по замкнуто-
му контуру равны 

102 >== ∫∫ n
z

dz
i

z

dz

C

n

C

,,π , 

                                           
*
 Сергей Алексеевич Чаплыгин (1869–1942), один из основоположников аэромеханики. Действительный 
член АН СССР. 
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то из формул (8.34) и (8.20) имеем 

iQiCdz
dz

dW

C

+Γ==∫ 12π . 

Расход несжимаемой жидкости через замкнутый контур при отсутст-
вии источников равен нулю, и, следовательно, 

 
i

C
π21
Γ= . (8.36) 

Возводя равенство (8.34) в квадрат, получим 

 ( ) ...
1

22
220

2
1

102
0

2

++++=








z
CCC

z

CC
C

dz

dW
,  

или, учитывая формулы (8.35) и (8.36), 

 ...
1

4 222

2
22

2

+









+Γ−+Γ+=







 −−−

z
eCVeV

iz
eV

dz

dW i

z

i

z

i

z

θθθ

ππ
 . (8.37) 

Подставив выражение (8.37) в формулу (8.32), после интегрирования 
по замкнутому контуру С имеем 

θρ i

z
eVii
−Γ=Υ−Χ , 

или 

 







 +
Γ−=Γ−=Υ+Χ 2

πθ
θ ρρ

i

z

i

z
eVeVii . (8.38) 

Равенство (8.38) выражает собой теорему Жуковского: равнодейст-
вующая сил давления равна произведению плотности ρ , циркуляции Γ  
и скорости набегающего потока 

z
V  и направлена под прямым углом к этой 

скорости. Поэтому величина 

 
z

Vi Γ=Υ+Χ=Ρ ρ  (8.39) 

называется подъемной силой. 
При безотрывном обтекании циркуляция в формулах (8.38) и (8.39) 

определяется из соотношения (8.27). 
Подставив ряд (8.37) в формулу (8.33), после соответствующих пре-

образований получаем 

 ( )θπρ i

z
eViCM
−= 22 Re , (8.40) 

то есть получаем формулу для определения момента подъемной силы от-
носительно начала координат. 
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Из формул (8.38) и (8.40) видно, что для вычисления подъемной силы 
и ее момента достаточно знать Γ,

z
V  и 2C , то есть достаточно знать пер-

вые три члена разложения (8.34). 
Заметим, что при циркуляционном обтекании контура, то есть 

при 0≠Γ , модель идеальной жидкости позволяет вычислить величину 
подъемной силы, и результаты расчета достаточно хорошо согласуются 
с экспериментом. При 0 Ë 0Γ = Ρ =  – имеет место парадокс Даламбера. 



 
 

  
 Глава IX 

ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 
ПО ПРИЗМАТИЧЕСКИМ ТРУБАМ 

 

 

Давно известно, что существуют две формы (два режима) течения 
жидкости. Первые фундаментальные исследования в этой области были 
опубликованы немецким ученым Г. Гагеном в 1839 и 1854 гг. Им было 
показано, что при течении воды в трубах существует режим, при кото-
ром частицы жидкости движутся параллельно стенкам трубы, то есть 
жидкость движется несмешивающимися слоями. Для другого режима 
характерно перемешивание частиц жидкости в направлении, попереч-
ном по отношению к оси трубы. Впоследствии указанные режимы те-
чения были названы, соответственно, ламинарным и турбулентным. 

Ламинарным течением называется течение, при котором траектории 
частиц жидкости представляют собой плавные кривые. Вид этих кривых 
определяется геометрией области течения. В частности, при течении по 
призматическим трубам траектории представляют собой прямые линии, 
параллельные образующим трубы. Из сказанного следует, что при лами-
нарном течении жидкости по призматическим трубам вектор скорости 
должен быть направлен параллельно оси трубы. 

Условие существования ламинарного режима течения было установ-
лено Осборном Рейнольдсом в 1883 г. Ламинарный режим имеет место, 
если число Рейнольдса Re  удовлетворяет условию 

кр
ReRe <=

µ
ρwl

, 

где w  – характерная скорость течения, l  – характерный размер, µ  – дина-

мический коэффициент вязкости жидкости, 
кр

Re  – критическое число Рей-

нольдса. Численное значение 
кр

Re  существенно зависит от геометрии об-

ласти течения. 
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§1. Уравнения прямолинейного движения вязкой 
несжимаемой жидкости по призматическим трубам 

Уравнения изотермического движения вязкой несжимаемой жидкости 
в общем случае имеют вид (4.42), или 

 0=∆+∇−= vvpF
dt

vd ��

�

�

div,µρρ . (9.1) 

 

Рис. 9.1 

Введем систему координат Oxyz и направим 
ось Oz по оси рассматриваемой призматической 
трубы (рис. 9.1). Будем считать, что вектор скоро-
сти течения направлен параллельно оси трубы, то 
есть, что 

 ukvuvvv
zyx

�

�

==== ,,0 ,  (9.2) 

где k
�

 – единичный вектор оси Oz. Из уравнения не-
разрывности (9.1) и равенств (9.2) следует, что 

( )tyxuu
z

u
,,,0 ==

∂
∂

. 

Таким образом, в рассматриваемом случае 

t

u
k

t

v

z

v
v

y

v
v

x

v
v

t

v

dt

vd
zyx ∂

∂=
∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

�

������

, 

и уравнение движения может быть записано в виде 

 ukpF
t

u
k ∆+∇−=

∂
∂ µρρ

���

. (9.3) 

Необходимо особо отметить, что из-за отсутствия конвективных чле-
нов уравнение (9.3) является линейным, что существенно упрощает про-
блему его интегрирования. Проектируя уравнение (9.3) на оси координат, 
имеем 

 u
z

p
F

t

u

y

p
F

x

p
F

zyx
∆+

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂= µρρρρ ,, . (9.4) 

Полагая const== gF
�

�

, получаем, что первые два уравнения (9.4) сов-
падают с уравнениями (6.2). Следовательно, в плоскости xOy, перпендику-
лярной оси трубы, имеет место гидростатический закон распределения 
давления. 

Так как ( )tyxuu ,,= , то из последнего уравнения (9.4) следует, что 

 ( )tyxf
z

p
,,=

∂
∂

.  
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Из первых двух равенств (9.4) и последней формулы видно, что в ка-
ждый данный момент времени давление линейно зависит от координат, то 
есть 

 ( ) ( )tDztCyFxFp
yx

+++= ρρ ,    ( )tC
z

p =
∂
∂

. (9.5) 

 

Граничное условие для уравнения 
движения (9.4) имеет вид 

 ( ) ,,, 11 Vtyxu =  (9.6) 

где 11,yx  – координаты точек контура тру-
бы S  (рис. 9.2), а V  – скорость ее движе-
ния вдоль оси Oz . Если труба неподвижна, 
то 0=V . 

Введем функцию 

 ∫ 








∂
∂−−=

t

z
dt

z

p
Fuu

0

1

ρ
~ . (9.7) 

Рис. 9.2 

Так как const=
z

F , а ( )tC
z

p =
∂
∂

, то, подставив соотношение (9.7) в урав-

нение (9.4) и используя граничное условие (9.6), получим 
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, (9.8) 

 ( ) ( )tC
z

p
dt

z

p
FVtyxu

t

z
=

∂
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∂
∂−−= ∫ ,,,~

0

11
1

ρ
. (9.9) 

Следовательно, задача о неустановившемся движении вязкой несжи-
маемой жидкости по призматической трубе может быть сведена к решению 
уравнения (9.8), имеющему вид уравнения теплопроводности при граничных 

условиях (9.9). В случае установившегося движения const=
∂
∂
z

p
, и уравне-

ние (9.4) принимает вид 

 const
1 =







 −
∂
∂=∆

z
F

z

p
u ρ

µ
, (9.10) 

то есть уравнение движения сводится к уравнению Пуассона. 
Введем функцию ψ  с помощью соотношения 

( )22

4

1
yxF

z

p
u

z
+







 −
∂
∂+= ρ

µ
ψ . 
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Подставив это выражение в уравнение (9.10) и граничное условие (9.6), 
имеем 

 ( ) ( )2
1

2
1112

2

2

2

4

1
,0 yxF

z

p
Vyx

yx
z

+






 −
∂
∂−==

∂
∂+

∂
∂ ρ

µ
ψψψ

, . (9.11) 

Таким образом, задача об установившемся течении вязкой несжимае-
мой жидкости по призматической трубе может быть сведена к решению 
уравнения Лапласа, когда на границе области задано значение искомой 
функции, то есть к задаче Дирихле. 

Рассмотрим плоскопараллельное безвихревое движение идеальной не-
сжимаемой жидкости внутри контура S (рис. 9.2), ограничивающего попе-
речное сечение призматической трубы. Пусть этот контур вращается 
с угловой скоростью ω  вокруг оси 0z. Проекции скорости точек контура S 
равны 

 11, xvyv
yx

ωω =−= . (9.12) 

С другой стороны, в соответствии с формулами (8.2) и (8.7) 

 0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

yx

ψψ
, (9.13) 

 
x

v
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v
yx ∂

∂−=
∂
∂= ψψ

, , (9.14) 

где ψ  – функция тока. Из формул (9.12) и (9.14) имеем, что в точках кон-
тура S 

( )dyydxxdyvdxvd
xy 11 +−=+−= ωψ , 

откуда 

 ( ) Cyx ++−= 2
1

2
11 2

ωψ . (9.15) 

Равенства (9.13) и (9.15) при VC =  и 






 −
∂
∂=

z
F

z

p ρ
µ

ω
2

1
 совпада-

ют с соотношениями (9.11). Следовательно, изучение установившегося 
движения вязкой несжимаемой жидкости по призматическим трубам 
может быть заменено рассмотрением плоскопараллельного потенци-
ального течения идеальной несжимаемой жидкости внутри вращающе-
гося контура S и наоборот. Заметим также, что уравнения вида (9.13) 
с граничными условиями (9.15) описывают кручение призматических 
стержней. 
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§2. Прямолинейное течение между двумя параллельными 
стенками 

 

Течение в узких щелях (зазорах) можно 
моделировать как течение между параллель-
ными стенками. 

Рассмотрим установившееся течение ме-
жду двумя неподвижными параллельными 
плоскостями, расположенными на расстоянии 
2h друг от друга (рис. 9.3). Скорость течения, 
как и раньше, принимаем равной uku

�

�

= . Гра-
ничные условия имеют вид: 
при ,0== uhx  при 0=−= uhx . (9.16) 

Рис. 9.3 

Благодаря симметрии движение в плоскостях, параллельных плоско-
сти xOz, одинаково, и, следовательно, ( )xuu = . Тогда уравнение движения 
(9.10) принимает вид 

const
1

2

2

=
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z
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ud ρ
µ

, 

откуда 
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. (9.17) 

Подставив решение (9.17) в граничные условия (9.16), получим 
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Из формулы (9.18) следует, что максимальная скорость течения 
max

u  
равна 
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и 
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,  (9.20) 
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то есть в зазоре между рассматриваемыми плоскостями возникает парабо-

лическое распределение скоростей. В безразмерных координатах 
max

u

u
, 
h

x
 

это распределение имеет универсальный характер (рис. 9.4) и не зависит 
ни от перепада давления, ни от свойств жидкости. Расход жидкости Q  
на единицу ширины канала равен 

 
max

u
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F
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dxuQ
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3
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3

2 3
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. (9.21) 

Средняя скорость течения 
ср

u  равна 
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Q
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z 3
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µ
. (9.22) 

Напряжения трения для несжимаемой жидкости в соответствии с фор-
мулами (4.28) и (3.5) даются формулами 
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2 εµετ , . (9.23) 

В рассматриваемом случае вектор скорости имеет единственную от-
личную от нуля компоненту uvv

z
==3 , и из формулы (9.18) имеем 
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u
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, (9.24) 

а все остальные компоненты тензора скоростей деформаций равны нулю. 
Обозначив через 

h
τ  напряжение трения на стенке, из формул (9.23) и (9.24) 

получаем 

 hF
z

p
zh 






 −
∂
∂= ρτ . (9.25) 

Подставив соотношение (9.25) в формулы (9.18), (9.19), (9.21) и (9.22), 
имеем 
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 (9.26) 

Заметим, что положительное направление оси Oz выбрано так, чтобы 
было 0>u . Поэтому из формул (9.26) следует, что 0<

h
τ . 
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§3. Прямолинейное течение в осесимметричных трубах 

Рассмотрим установившееся незакрученное осесимметричное течение 
несжимаемой вязкой жидкости. Выберем цилиндрическую систему коор-
динат Orzθ  так, чтобы ось Oz совпадала с осью симметрии потока, и 
пусть положительное направление на оси Oz совпадает с направлением 
скорости течения. Тогда ( )ruku

�

�

=  и оператор Лапласа имеет вид 
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. (9.27) 

Подставив равенство (9.27) в уравнение движения (9.10), имеем 
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. 

Интегрируя это соотношение, получаем 
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p
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ρ . (9.28) 

Решение (9.28), очевидно, справедливо для любого незакрученного осе-
симметричного потока в цилиндрических трубах. Для определения кон-
стант интегрирования 1C  и 2C  необходимо задать соответствующие крае-
вые условия. 

Рассмотрим течение в круглой цилиндрической трубе радиуса R . 
При 0=r  величина скорости имеет конечное значение. Отсюда следует, 
что 01 =C . В соответствии с гипотезой прилипания при Rr =   0=u . То-
гда 
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Из формулы (9.29) видно, что максимальное значение скорости 
max

u  
достигается на оси трубы и равно 
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. (9.30) 

В соответствии с этим формула (9.29) может быть представлена в виде 
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, 
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то есть, как и в случае течения между параллельными плоскостями (см. 
формулу (9.20)), имеет место параболический закон распределения скоро-

стей, который в безразмерных координатах 
R

r

u

u
  ,

max

 также имеет универ-

сальный характер. 
Для определения расхода жидкости рассмотрим в поперечном сече-

нии трубы кольцо площадью rdrdS π2= . Тогда расход Q  в соответствии 
с формулами (9.29) и (9.30) будет равен 
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u
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F
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pR
drurdSuQ

z
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S
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24
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ππ =






 −
∂
∂−=== ∫∫ . (9.31) 

Средняя скорость течения 
ср

u  равна 
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∂−== ρ

µπ
. (9.32) 

Формула (9.31) представляет собой известную формулу Пуазейля
* для 

ламинарного режима течения в круглых трубах. 
При ( )ruu =  тензор скоростей деформаций имеет единственную от-

личную от нуля компоненту (см. приложение) 

r

u

rz ∂
∂=

2

1ε , 

и в соответствии с формулой (9.23) для напряжения трения получаем 

 
r

u

rz ∂
∂= µτ . (9.33) 

Подставив в (9.33) выражение (9.29), получаем 
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2

. (9.34) 

Из формулы (9.34) видно, что напряжение трения линейно зависит от 
радиуса. Полагая в формуле (9.34) Rr = , получим напряжение трения на 
стенке трубы 
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zR
F

z

pR ρτ
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. (9.35) 

                                           
*
 Жан Луи Мари Пуазейль (1799–1869), французский врач и физик. 
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Подставив соотношение (9.35) в формулы (9.29)–(9.32), получаем 

.
4

,
4

,
2

,1
2

ср

3

2

2

µ
ττ

µ
π

µ
τ

µ
τ

R

R

RR

R
u

R
Q

R
u

R

rR
u

−=−=

−=









−−=

max

 

В случае горизонтальной трубы 0=
z

F , и из формулы (9.32) имеем 
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. (9.36) 

Рассмотрим участок трубы длиной l. Так как const=
∂
∂
z

p
, то 

 
l
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∂ 2112 , (9.37) 

где 21, pp  – давления в начале и в конце рассматриваемого участка тру-
бы. Подставив соотношения (9.36) и (9.37) в формулу Дарси–Вейсбаха (5.30), 
получаем для коэффициента гидравлического сопротивления λ  формулу 

Rd
du

2,
6464

ср

===
Reρ

µλ . 

 

Заметим, что с помощью теории размерностей и 
подобия было получено 

const,
2 == C
C

Re
λ , 

т.е. точное решение задачи дает значение 64=C . 
Перейдем к рассмотрению течения в канале, об-

разованном двумя круглыми соосными цилиндрами. 
Обозначим радиус внешнего цилиндра через 1R , 
внутреннего – через 2R  (рис. 9.5). 

Рис. 9.5 

Краевые условия в рассматриваемом случае, очевидно, имеют вид: 

 при ,01 == uRr    при 02 == uRr . (9.38) 

Подставив эти условия в решение (9.28), получим 
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и 
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 (9.39) 

Расход Q  через сечение кольцевой трубы равен 
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Рассмотрим течение в узком кольцевом зазоре, когда 12 RR → . Поло-
жим 
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h
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Ограничиваясь членами не выше второго порядка малости, имеем 
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Подставив последнее выражение в формулу (9.39), получаем 

 ( )hyyF
z

p
u

z
−







 −
∂
∂= 2

2

1 ρ
µ

. (9.41) 

Заметим, что если граничные условия (9.16) задать в виде: 

при ,00 == ux    при  02 1 === uhhx , 

то формула (9.18) примет вид 

 ( )xhxF
z

p
u

z 1
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∂
∂= ρ

µ
. (9.42) 

Формула (9.42) с точностью до обозначений совпадает с выражени-
ем (9.41). Следовательно, решение (9.41) представляет собой также реше-
ние о движении вязкой жидкости между двумя неподвижными параллель-
ными плоскостями, расположенными на расстоянии hh 21 =  друг от друга. 



ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ ПО ТРУБАМ 183

§4. Уравнение установившегося кругового движения вязкой 
несжимаемой жидкости 

Уравнения установившегося движения вязкой несжимаемой жидкости 
в цилиндрических координатах zrϕ0  имеют вид (см. приложение) 
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Будем считать, что ось 0z направлена вертикально вверх и что из 
массовых сил действует только сила тяжести. Тогда 

 const,0 =−=== gFFF
zr ϕ . (9.45) 

Примем также, что 

 0,0 ≡≡
zr

vv , (9.46) 

то есть рассмотрим течение, при котором траектории всех частиц пред-
ставляют собой концентрические окружности с центрами на оси z0 . 

Из уравнения неразрывности (9.44) и условий (9.46) следует, что 

 0≡
∂
∂

ϕ
ϕv , (9.47) 

то есть модуль скорости вдоль круговой траектории сохраняет свое значе-
ние. 
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Уравнения движения (9.43) с учетом равенств (9.45), (9.46) и (9.47) 
принимают вид 
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Из первого и третьего равенств (9.48) имеем 
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откуда следует, что 

 0=
∂
∂
z

vϕ . (9.49) 

Таким образом, рассматриваемое круговое движение является плоско-
параллельным, и в соответствии с формулами (9.47) и (9.49) имеем 

 ( )rvv ϕϕ = . (9.50) 

Из формул (9.45) и (9.47) следует, что течение обладает осевой сим-
метрией, благодаря чему 
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На основании равенств (9.50) и (9.51) второе уравнение (9.48) можно 
представить в виде 
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Интегрируя уравнение (9.52) получаем 
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Из первого уравнения (9.48) для давления имеем 
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r

v
p

ϕρ ,    const3 =C . (9.54) 



ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ ПО ТРУБАМ 185

§5. Течение между двумя вращающимися цилиндрами 

 

Рассмотрим установившееся течение вяз-
кой несжимаемой жидкости между двумя 
неограниченными в направлении вертикаль-
ной оси Oz круговыми соосными цилиндра-
ми. 

Пусть внутренний цилиндр имеет радиус 

2R  и вращается с угловой скоростью 2ω , а 

внешний имеет радиус 1R  и вращается с уг-

ловой скоростью 1ω  (рис. 9.6). Граничные ус-

ловия, очевидно, имеют вид: Рис. 9.6 

 при 1Rr =  11ωϕ Rv =  при 2Rr =  22ωϕ Rv = . (9.55) 

Подставив граничные условия (9.55) в равенство (9.53), получаем 
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Следовательно, выражение (9.53) для скорости ϕv  имеет вид 
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Подставив равенство (9.56) в формулу (9.54), после элементарных вы-
числений получаем 

( )
( ) ( )( ) ( )

.
2

2
2 32

2
12

4
2

4
1

122
2
21

2
1

2
2

2
1

2
2

2
2
21

2
1

22
2

2
1

C
r

RR
rRRRR

r
RR

RR
p

+










 −−−−+−×

×
−

=

ωωωωωωωω

ρ

ln

 

При ( )rvvvv
zr ϕϕ ===    ,0  тензор скоростей деформаций имеет един-

ственную отличную от нуля компоненту (см. приложение) 









−

∂
∂

=
r

v

r

v

r

ϕϕ
ϕε

2

1
, 



ГЛАВА IX 186

и в соответствии с формулой (9.23) напряжение трения ϕτ
r

 равно 
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∂
∂

=
r

v

r

v

r

ϕϕ
ϕ µτ . (9.57) 

Подставив в формулу (9.57) выражение (9.56), получаем 
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. (9.58) 

Из формулы (9.58) видно, что с ростом радиуса напряжение трения 

убывает как 
2

const

r
. 

Сила трения на поверхности цилиндра радиуса r  и высотой H  равна, 
очевидно, ϕτπ

r
rH2 , а ее момент относительно оси z0  равен 

 ( ).122
2

2
1

2
2

2
12 42 ωωπµτπ ϕ −
−

−==
RR

RR
HHrM

r
 (9.59) 

Таким образом, момент сил трения не зависит от радиуса цилиндра. 
Так как при вычислении компонент тензора напряжений нормаль счи-

тается внешней по отношению к рассматриваемому объему, то формулы 
(9.58) и (9.59) дают значение напряжения и момента сил трения на поверх-
ности радиуса r при ее трении о поверхность радиуса drr + . При рас-
смотрении трения поверхности радиуса r  о поверхность радиуса drr −  
внешняя нормаль имеет направление –r  и знак в формулах (9.58) и (9.59) 
должен быть изменен на противоположный. 

Из сказанного следует, что момент сил трения на цилиндрах радиу-
сов 1R  и 2R  будет одинаковым по величине, но противоположным по 
знаку. 

Особый интерес представляет случай, когда внутренний цилиндр по-
коится, то есть 02 =ω . При этом из формулы (9.59) имеем 

 12
2

2
1

2
2

2
14 ωπµ

RR

RR
HM

−
= . (9.60) 

Формула (9.60) используется для определения вязкости с помощью 
ротационных вискозиметров с соосными цилиндрами. Действительно, из-
мерив угловую скорость 1ω  вращения внешнего цилиндра и момент M  на 
внутреннем цилиндре, с помощью формулы (9.60) можно вычислить ди-
намический коэффициент вязкости µ . 



 
 
 

Глава X 

ТУРБУЛЕНТНОЕ ТЕЧЕНИЕ ЖИДКОСТИ 
В ТРУБАХ 

 
 

Теория турбулентных течений представляет собой самостоятельный 
раздел гидромеханики. Исследованию турбулентных течений посвящена 
весьма обширная литература. Поэтому в настоящей главе рассматриваются 
лишь наиболее простые и в то же время весьма важные вопросы турбу-
лентных течений в трубах. 

§1. Опыты О. Рейнольдса 

 

Классические исследования течения 
жидкости в круглых трубах были прове-
дены в 1876–1883 годах английским фи-
зиком Осборном Рейнольдсом. Схема его 
экспериментальной установки приведена 
на рис. 10.1. В поток жидкости, выте-
кающей из большого бака А по длинной 
стеклянной трубе В, через сопло подава-
лась из бачка С тонкая струйка краски. 

Наблюдения за окрашенной струй-
кой показали, что при малых скоростях 
течения она вытягивается вдоль оси тру- 

Рис. 10.1 

бы, то есть течение происходит без поперечного перемешивания. Слои 
жидкости движутся параллельно друг другу. Выше указывалось, что такое 
течение называется ламинарным. 

При больших скоростях течения окрашенная струйка размывалась 
в поперечном направлении по всему сечению трубы, то есть наблюдалось 
интенсивное перемешивание потока, имевшее ярко выраженный неустано-
вившийся характер. Такое течение называется турбулентным. Характерной 
особенностью турбулентного течения является наличие беспорядочных 
поперечных составляющих вектора скорости. Таким образом, турбулент-
ное течение является по своей сути неустановившимся. 

Проведенные эксперименты показали, что переход от ламинарного 
режима течения к турбулентному определяется не диаметром трубы d , 
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средней скоростью течения w , вязкостью µ  и плотностью ρ , взятыми по 
отдельности, а безразмерной комбинацией 

µ
ρwd=Re , 

получившей название числа Рейнольдса. С точки зрения теории размернос-
тей и подобия этот вывод представляется очевидным. 

Значение числа Re , при котором происходит переход от ламинар-
ного режима течения к турбулентному, называется критическим – 

кр
Re . 

При 
кр

ReRe <  течение ламинарное, а при 
кр

ReRe >  – турбулентное. 

Рейнольдс предполагал, что и подтвердилось в дальнейшем, что зна-
чение 

кр
Re  тем больше, чем меньше возмущение в потоке. Для труб с хо-

рошо закругленным входом при течении воды им были получены значе-
ния 

кр
Re  порядка 12000–13000. В более поздних исследованиях других ав-

торов в результате ряда мер, принятых с целью уменьшения начальных 
возмущений, было достигнуто значение 

кр
Re  порядка 50000. Однако соз-

дание даже небольших возмущений приводило к немедленной турбулиза-
ции таких потоков. 

В то же время различные опыты показали, что при числах Рейнольдса 
порядка 2200 имеющиеся в потоке (или создаваемые искусственно) воз-
мущения затухают, и течение становится ламинарным. 

В технических устройствах всегда имеются те или иные возмущения. 
Поэтому при расчете течений в круглых цилиндрических трубах принято 
считать, что 

кр
Re  = 2320. 

§2. Осреднение характеристик турбулентного течения 

 

Рис. 10.2 

При измерениях в какой-либо точ-
ке турбулентного потока безинерцион-
ным датчиком получается зависимость 
скорости от времени, представленная на 
рис. 10.2, где 

zyx
vvv ,,  – составляющие 

вектора скорости. Из этих данных видно, 
что величина скорости хаотично пульси-
рует около некоторого среднего значе-
ния. 

Рейнольдсом было предложено 
рассматривать мгновенное значение ско- 
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рости и всех остальных характеристик турбулентного потока в виде 
суммы осредненных во времени значений и пульсационных состав-
ляющих. 

Пусть ( )tzyx ,,,ϕ  – какая-либо характеристика турбулентного потока 
(скорость, давление и т.д.). Тогда ее мгновенное значение записывается в ви-
де 

 ϕϕϕ ′+= , (10.1) 

где ϕ  – значение, осредненное во времени, ϕ ′  – пульсация. 
Осредненное значение ϕ  вычисляется как 

 ( ) ( )∫
+

−

=
2

2

,,,
1

,,,

T
t

T
t

dzyx
T

tzyx ττϕϕ , (10.2) 

где период осреднения Т много больше характерного периода пульсаций, 
но много меньше характерного времени процесса. 

 

Если величина ϕ , вычисленная для раз-
личных значений t , имеет одинаковое значе-
ние, то турбулентное течение называется 
квазистационарным (или стационарным). Ес-
ли ϕ  зависит от времени (рис. 10.3), то про-
цесс нестационарный. 

В случае стационарного течения при 
повторном осреднении параметра ϕ  на 
основании формулы (10.2) имеем 

 ( ) ϕτϕϕ == ∫
+

−

2

2

,,
1

T
t

T
t

dzyx
T

.  (10.3) 

Рис. 10.3 

Для нестационарных процессов соотношение (10.3) постулируется. 
Из формулы (10.2) непосредственно следует, что 

 ψϕψϕ +=+ . (10.4) 

В соответствии с формулами (10.1), (10.3) и (10.4) имеем 

 0, =′′+=′+=′+= ϕϕϕϕϕϕϕϕ , (10.5) 

то есть осредненное значение пульсации равно нулю. 
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В случае квазистационарного течения, как это следует из определения 
осреднения (10.2), 

 ( ) ( ) ψϕττψϕψϕ == ∫
+

−

2

2

1

T
t

T
t

dzyxzyx
T

,,,,, . (10.6) 

Для нестационарных процессов соотношение (10.6) постулируется. 
Из формул (10.5) и (10.6) следует, что 

 0=′=′ ψϕψϕ . (10.7) 

В соответствии с правилом дифференцирования интеграла с перемен-
ными пределами имеем 
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 (10.8) 

то есть производная по времени осредненного значения равна осредненно-
му значению производной. 

Равенство 

 
ii

xx ∂
∂=

∂
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 (10.9) 

очевидно. 

§3. Уравнение Рейнольдса 

Уравнения Рейнольдса представляют собой уравнения движения вяз-
кой несжимаемой жидкости, записанные для осредненных параметров по-
тока. 

Рассмотрим уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости (4.42), 
или 
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Положим в соответствии с гипотезой Рейнольдса, что 

 
iii

vvvppp ′+=′+= , . (10.11) 

Для удобства дальнейших преобразований заметим, что в случае не-
сжимаемой жидкости можно записать 
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Подставив в равенство (10.12) соотношение (10.11) для скорости, на осно-
вании правил осреднения (10.3)–(10.9) с учетом уравнения неразрывности 
получим 
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Далее очевидно, что на основании правил осреднения 
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Из равенств (10.13), (10.14) и уравнений (10.10) имеем окончательно 
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или в векторном виде 
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Таким образом, в результате проведенного осреднения уравнение не-
разрывности сохранило свой вид, а в уравнениях движения появились до-
полнительные члены вида jivv

′′ρ . 

Для понимания полученного результата воспользуемся уравнениями 
движения сплошной среды в напряжениях (2.49) 
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Осредняя уравнения (10.17) и (10.18) по времени, с учетом равенства (10.13) 
получим 
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ρρρ , (10.19) 
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Уравнения (10.15), (10.16), (10.19), (10.20) представляют собой раз-
личные формы записи уравнений Рейнольдса. 

Из уравнений Рейнольдса следует, что при временном осреднении тур-
булентного течения дополнительно к тензору осредненных вязких напряже-
ний 

jijiji pp εµδ 2+−=  

возникает симметричный тензор турбулентных напряжений 
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Таким образом, уравнения Рейнольдса содержат 6 дополнительных 
неизвестных – компонент тензора турбулентных напряжений (10.21) 
и, следовательно, являются незамкнутыми. Вопрос об их замыкании, то 
есть вопрос об отыскании связи между тензором турбулентных напряже-
ний и осредненными характеристиками потока, представляет собой до на-
стоящего времени одну из основных проблем теории турбулентности. 

§4. Полуэмпирическая теория турбулентности Л.Прандтля 

Полуэмпирические теории турбулентности основываются на каких-либо 
гипотезах, связывающих турбулентные напряжения с полем осредненных 
скоростей. Основой для формулирования этих гипотез является обобщение 
экспериментального материала и введение в получающиеся таким образом 
соотношения эмпирических констант. 

При построении полуэмпирических теорий используется изложенная 
выше идея О.Рейнольдса о представлении поля скоростей турбулентного 
потока в виде суммы поля осредненных скоростей v

�

 и поля пульсацион-
ных составляющих v′

�

. При этом вводятся линии тока осредненного дви-
жения, непроницаемые для осредненных скоростей, но проницаемые для 
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пульсационных составляющих, благодаря которым происходит поперечное 
перемешивание в турбулентном потоке. 

Пульсационные составляющие скорости переносят сквозь линии тока 
осредненного течения некоторое количество движения, что приводит в соот-
ветствии со вторым законом Ньютона к возникновению дополнительных – 
турбулентных – напряжений. 

Рассмотрим плоское квазистационарное турбулентное течение между 
неподвижными плоскостями 0=y  и hy =  (рис. 10.4). Очевидно, что 
в этом случае 0=

y
v  из-за непроницаемости стенок, а 0=′=

zz
vv  – по оп-

ределению плоского течения. Линии тока осредненного течения – прямые, 
параллельные оси Ox . Ясно, что отличными от нуля компонентами тензо-
ра турбулентных напряжений будут ,,

yyxx
vvvv ′′−′′− ρρ

xyyx
vvvv ′′−=′′− ρρ . 

Как показывают эксперименты, величинами 
xx

vv ′′ρ  и 
yy
vv ′′ρ  можно пре-

небречь. 

 

Рис. 10.4 

Введем обозначения 
τρ =′′−′=′=

yxyx
vvvvuv ,,  

и будем считать, что трение приложено от верхнего слоя к нижнему, то 
есть будем рассматривать нижний слой жидкости (рис. 10.4). При этом, 
очевидно, перенос количества движения сверху вниз необходимо учиты-
вать со знаком «+», а снизу вверх – со знаком «–». Из-за наличия пульса-
ционной составляющей v′  частица жидкости, находящаяся в точке А с ко-

ординатой 
2

l
y

′
+ , будет перенесена через площадку σd , нормальную 

к оси 
1

Ox  в точку В с координатой 
2

l
y

′
− . 
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В точке А рассматриваемая частица имела осредненную ско-

рость 






 ′
+=

2

l
yuu . В соответствии с гипотезой Л.Прандтля*, скорость 

частицы на пути l′  не меняется, а в точке В становится равной 








 ′
−=

2

l
yuu . Так как поток массы через площадку σd  равен σρ dv′ , то 

изменение осредненного по времени количества движения нижнего слоя 
равно

** 

σρ d
l

yu
l

yuv 














 ′
−−







 ′
+′

22
. 

Следовательно, осредненная во времени сила турбулентного трения στ d  
равна 

 σρστ d
l

yu
l

yuvd 














 ′
−−







 ′
+′=

22
. (10.22) 

Величина l′  называется длиной пути перемешивания. 
Так как величина l′  предполагается малой, то с точностью до членов 

более высокого порядка малости 

 ( )
dy

udl
yu

l
yu

22

′
±=







 ′
± . (10.23) 

Подставив разложение (10.23) в равенство (10.22), получим 

 
dy

ud
A

dy

ud
lv =′′= ρτ , (10.24) 

где lvA ′′= ρ  – динамический коэффициент турбулентной вязкости. 
Выражение для дополнительного турбулентного напряжения в ви-

де 
dy

ud
A=τ  было предложено, по аналогии с законом трения Ньютона 

для ламинарного течения, французским ученым Ж.Буссинеском*** в 1887 г. 
Однако необходимо особо подчеркнуть, что коэффициент турбулентной вяз-
кости А, в отличие от динамического коэффициента вязкости µ , не есть 
константа, характеризующая жидкость, а зависит от координаты y и пара-
метров потока.  

                                           
*
 Людвиг Прандтль (1875–1953), немецкий ученый, один из основателей аэромеханики. 

** В соответствии с законом сохранения массы переход частицы из точки А в точку В сопровождается 
переходом другой частицы из В в А. 
***

 Жозеф Валантен Буссинеск (1842–1929), французский ученый в области механики. 
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В тонком пристенном слое µ<<A . Этот слой называется вязким 
подслоем, и толщина его имеет порядок 1% от поперечного размера кана-
ла. Вне этого подслоя, в так называемом турбулентном ядре, µ>>A . 

Полное, осредненное во времени касательное напряжение 
xy

p  имеет, 

очевидно, вид 

 ( )
dy

ud
Ap

xy
+= µ . (10.25) 

Для определения длины пути перемешивания Л.Прандтлем была пред-
ложена гипотеза, в соответствии с которой 

 
dy

ud
lv ′′ ~ . (10.26) 

Подставив соотношение (10.26) в равенство (10.24), получим 

 
dy

ud

dy

ud
l

dy

ud
lA 22 , ρτρ == , (10.27) 

где знак модуля использован для того, чтобы подчеркнуть, что 0>A , 
а τ  – знакопеременная величина. Коэффициент пропорциональности, ко-
торый должен присутствовать в формуле (10.26), включен в величину l , 
которая также называется длиной пути перемешивания. 

Теория, построенная на идее существования пути перемешивания, 
называется полуэмпирической теорией Л.Прандтля. 

§5. Применение соображений теории размерностей 
к построению полуэмпирических теорий турбулентности 

Л.Прандтль при построении своей теории исходил из естественного 
предположения, что турбулентная вязкость должна зависеть от плотности 
жидкости и закона распределения осредненной скорости u  по сечению 
канала. Так как это распределение в первом приближении определяется 

производной 
dy

ud
, то 

 







=

dy

ud
fA ,ρ . (10.28) 

Поскольку размерности величин, входящих в выражение (10.28), имеют 
вид 

Tdy

ud

L

M

LT

M
A

1
,,

3
=








== ][][ ρ , 
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то система параметров, определяющих класс явлений, то есть ρ  и 
dy

ud
, не 

обладает свойством полноты. Поэтому зависимость вида (10.28) физически 
невозможна. Добавив в число определяющих параметров некоторый ли-
нейный размер l′ , положим 

 






 ′= l
dy

ud
fA ,,ρ . (10.29) 

Легко видеть, что параметры ρ , 
dy

ud
, l′  обладают независимыми раз-

мерностями. Тогда в соответствии с Π -теоремой теории размерностей из 
функциональной зависимости (10.29) имеем 

const, =′







= Cl

dy

ud
CA γ

β
αρ . 

Выполняя необходимые вычисления, ход которых подробно изложен в гл. V, 
получаем 

 
dy

ud

dy

ud
l

dy

ud
A

dy

ud
l

dy

ud
lCA 222 , ρτρρ ===′= , (10.30) 

что в точности совпадает с формулами (10.27). 
Так как форма кривой ( )yuu =  определяется не только первой про-

изводной, но и производными более высокого порядка, то предположим, 
что 











=

2

2

,,
dy

ud

dy

ud
fA ρ . 

Параметры 
2

2

,,
dy

ud

dy

udρ  обладают независимыми размерностями. Поэто-

му на основании Π -теоремы можем записать 
γβ

αρ 
















=
2

2

dy

ud

dy

ud
ëA . 

После соответствующих вычислений имеем 

 
dy

ud

dy

ud

dy

ud

dy

ud

dy

ud

A
2

2

2

3

2
2

2

2

3

2 ,











=











= ρκτρκ , (10.31) 

где const=κ  – некоторая эмпирическая константа. 
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Формулы (10.31) были получены иным, более сложным путем, немец-
ким гидромехаником Т. фон Карманом в 1930 г. 

Как было выше показано, формулы Прандтля (10.30) получены из 
рассмотрения двух точек в турбулентном потоке. Формулы Кармана (10.31) 
не содержат линейного размера и, следовательно, свободны от этого усло-
вия. 

Соотношения (10.30) и (10.31) представляют собой различные реоло-
гические модели для турбулентного течения вязкой жидкости. 

Заметим, что формулы (10.30) и (10.31) получены, исходя из предпо-
ложения, что поле осредненных скоростей зависит только от одной, попе-
речной по отношению к направлению потока, координаты. Поэтому они 
равно справедливы как для плоской, так и для круглой трубы (в предполо-
жении осесимметричности течения). 

§6. Логарифмический закон распределения скоростей 

Рассмотрим, используя схему Прандтля, квазистационарное турбулент-
ное течение по круглой цилиндрической трубе радиуса а. В этом случае 

dr

ud

dy

ud −=  

(y  отсчитывается от стенки трубы к ее оси), и в соответствии с формулами 
(10.25) и (10.27) полное касательное напряжение 

xy
p  равно 

( )
dr

ud

dr

ud
l

dr

ud
Ap

xy







 +−=+−= 2ρµµ �
. 

 

Так как в ядре потока µ>>A , то 
примем, что 

dr

ud

dr

ud
lp

xy

2ρτ −=≈ .    (10.32) 

Будем для простоты считать тру-
бу горизонтальной и рассмотрим в 
ней элемент радиуса r и длиной L 
(рис. 10.5). Так как движение устано-
вившееся, то сумма сил, действующих 
на выделенный элемент, равна нулю, 
то есть 

Рис. 10.5 

( ) 0221
2 =−− τππ rLppr , 
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откуда 

 r
L

p
r

L

pp

22
21 ∆=−=τ . (10.33) 

Тогда напряжение трения на стенке трубы 
a

τ  равно 

 a
L

p
a 2

∆=τ , (10.34) 

или, в соответствии с формулой Дарси–Вейсбаха (5.30), 

 w

w

a 8

λρ
τ −= . (10.35) 

Из равенств (10.33) и (10.34) имеем 

a

r

a
ττ = , 

и формула (10.32) может быть представлена в виде 

 
dr

ud

dr

ud
l

a

r
a 2−=
ρ
τ

. (10.36) 

Соотношение (10.36) представляет собой дифференциальное уравне-
ние для определения осредненной скорости u . 

Очевидно, что длина пути перемешивания l  у стенки трубы и на оси 
потока (из соображений осевой симметрии) должна обращаться в нуль. 
А.А. Саткевичем для ее определения была предложена формула 

 ( )ra
a

r
l −= κ , (10.37) 

где κ  – эмпирическая константа. 
Подставив равенство (10.37) в уравнение (10.36), получим 

 ( )
dr

ud

dr

ud
raa 22 −−= κ

ρ
τ

. (10.38) 

Величина 
ρ
τ
a

v =∗  имеет размерность скорости и называется динами-

ческой скоростью. Так как 0>∗v , 0<
dr

ud
, то из формулы (10.38) имеем 

 ( )
dr

ud
rav

a −−== ∗ κ
ρ
τ

. (10.39) 
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Интегрируя соотношение (10.39) и учитывая при этом, что скорость u  
достигает максимума на оси трубы, то есть при 0=r , получим 

 
a

ra

v

u

v

u −+=
∗∗

ln
max

κ
1

. (10.40) 

Из формулы (10.40) видно, что при сделанных предположениях в тру-
бе имеет место логарифмический закон распределения скоростей. Вблизи 
стенки при ar →  −∞→u , что физически лишено смысла. Этот резуль-
тат объясняется тем, что при выводе формулы (10.40) мы пренебрегли ве-
личиной молекулярной вязкости µ  по сравнению с А, что для пристенного 
слоя неправомерно. 

Обозначив yra =− , представим равенство (10.40) в виде 

νκνκνκν
ν

κ
∗∗∗

∗∗

∗

∗∗
+=+−=+= yv

B
yvav

v

u

va

vy

v

u

v

u
lnlnlnln

maxmax
1111

, (10.41) 

где 
ρ
µν =  – кинематический коэффициент вязкости, а B  = const для рас-

сматриваемого течения, то есть для течения по трубе заданного радиуса r 

и с заданным градиентом давления 
L

p∆
. 

Учитывая малую толщину пристенного слоя, а также то, что при 
0→x  величина 0→xx ln , из формулы (10.41) получим 

( )

.
2

31

12
2

1

0

2
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22

κ
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B

dr
yv

Br
a

drrur
vava

Q

v

w
aa

ln

ln

 (10.42) 

где w  – средняя скорость течения, Q  – расход. 
Из определения динамической скорости ∗v , равенства (10.34) и фор-

мулы Дарси–Вейсбаха (5.30) или непосредственно из формулы (10.35) 
имеем 

 wv
a

8

λ
ρ
τ ==∗ . (10.43) 

Подставив соотношение (10.43) в формулу (10.42), получим 

 
82

11

2

38 λ
κκλ

Reln+−= B , (10.44) 

где число Рейнольдса определяется по формуле 

νν
wdaw == 2

Re , 

d  – диаметр трубы. 
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Из приведенного вывода следует, что закон распределения скорос-
тей (10.41) позволяет получить формулу для определения коэффициента 
гидравлического сопротивления λ . По экспериментальным данным Нику-
радзе 

0,45,5; ≈≈ κB . 

Подставляя эти значения в формулу (10.44) и переходя к десятичным 
логарифмам, получим 

0,9132,035
1 −= λ
λ

Relg . 

Более точно результаты эксперимента описываются формулой 

( )
512

20,82
1

,

Re
lgRelg

λλ
λ

=−= . 

Заметим особо, что при выводе формулы (10.44) не учитывалось влия-
ние шероховатости стенок трубы. Таким образом, эта формула справедли-
ва только для гладких труб. 

Необходимо также заметить, что в настоящее время при выполнении 
технических расчетов для вычисления λ  предпочтение отдается эмпири-
ческим формулам, то есть формулам, полученным при обработке результа-
тов экспериментов. 

§7. Экспериментальные исследования коэффициента 
гидравлического сопротивления 

Экспериментальным определением зависимости падения давления от 
расхода жидкости в трубах и каналах начали заниматься более 200 лет то-
му назад. Почти каждый исследователь получал свой, отличный от других, 
закон сопротивления. Это было связано с тем, что в опытах различных ав-
торов не соблюдался закон подобия, установленный О.Рейнольдсом в кон-
це XIX века. Кроме того, не учитывалось, что в разных опытах стенки 
имели различную шероховатость. 

Первые систематические опыты для выяснения зависимости коэффи-
циента гидравлического сопротивления λ  от Re и шероховатости стенок 
труб были проделаны Никурадзе в конце 20-х – начале 30-х годов XX века 
в Геттингенском университете. Опыты производились на гладких латун-
ных трубах и трубах с искусственной равномерной шероховатостью. Такая 
шероховатость получалась путем наклейки на стенки трубы песчинок оп-
ределенного размера, для чего песок предварительно просеивался через 
специальные сита. Размер зерен песка принимался за размер зерен шеро-
ховатости .∆  
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Результаты опытов Никурадзе в координатах λ100lgRelg −  представ-
лены на рис. 10.6, где d∆=ε . Из этих опытов, проведенных в широком 
диапазоне значений числа Рейнольдса, следует, что существует 5 областей 
для коэффициента гидравлического сопротивления. 

 

Рис. 10.6 

В первой области (прямая I) при Re<2300 режим течения ламинар-
ный и λ  зависит от Re , но не зависит от ε . 

Во второй области имеет место переходный режим от ламинарного 
к турбулентному. Коэффициент λ  возрастает и зависит только от Re. 

Третья область (прямая II) – так называемая область гидравлически 
гладких труб. Трубы с различной шероховатостью ведут себя как гладкие, 
то есть λ  зависит только от Re . При этом границы области зависят от ε . 
Чем больше ε , тем уже эта область. При достаточно больших ε  третья об-
ласть исчезает. 

Четвертая область – область смешанного трения. Коэффициент λ  за-
висит как от Re , так и от ε . 

Пятая область – область квадратичного трения. Коэффициент λ  зави-
сит только отε . 

В конце 40-х годов XX века в Москве Г.А.Муриным были проведены 
опыты, аналогичные опытам Никурадзе. Однако их существенным отличи-
ем было использование стальных труб не с искусственной, а с естествен-
ной шероховатостью, определяемой технологией их изготовления и рядом 
других факторов. 

Результаты опытов Г.А.Мурина представлены на рис. 10.7. Из этих 
опытов следует, что для труб с естественной шероховатостью также име-
ется 5 областей изменения коэффициента гидравлического сопротивления. 
Однако, в отличие от труб с искусственной шероховатостью, коэффициент 
гидравлического сопротивления λ  в турбулентной области с ростом числа 
Рейнольдса монотонно убывает. 
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Рис. 10.7 

Для определения коэффициента гидравлического сопротивления λ  
в круглых трубах существует большое число эмпирических и полуэмпири-
ческих формул. Рассмотрим наиболее употребительные из них. 

Ламинарный режим течения: 

2300,
64 <= Re
Re

λ . 

Формула получена теоретически и подтверждена экспериментально. 
Турбулентный режим течения, область гидравлически гладких труб: 

5

4
10,

100

1 <= Re
Re

λ ,   формула Блазиуса; 

( )21,51,8

1

−
=

Relg
λ ,   формула Конакова. 

Обе формулы получены при обработке результатов экспериментов. Фор-
мула Конакова не имеет ограничений по числу Рейнольдса. 

Область смешанного трения: 

∆
<<

∆







 +∆= dd

d
50010,

68
0,11

250

Re
Re

,

λ , формула Альтшуля. 

Формула Альтшуля получена путем видоизменения эмпирической форму-
лы Колбрука. 
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Область квадратичного трения: 

∆
>







 ∆= d

d
500,0,11

250

Re

,

λ ,   формула Шифринсона. 

Заметим, что при малых 
d

∆
 формула Альтшуля переходит в формулу 

Блазиуса, а при больших Re  – в формулу Шифринсона. 
При выполнении вычислений на ЭВМ удобно использовать формулу 

Черчилля, справедливую во всем диапазоне чисел Рейнольдса, включая ла-
минарный режим течения: 

( )

( ) ( )
.
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Глава XI 

ГИДРАВЛИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ТРУБОПРОВОДОВ 
 
 

§1. Уравнение Бернулли для потока вязкой жидкости 

Уравнение Бернулли для потока вязкой жидкости представляет собой 
одно из основных соотношений, используемых для гидравлического рас-
чета трубопроводов. Для его вывода введем следующие предположения: 

а) движение установившееся; 
б) жидкость несжимаемая, сonst=ρ ; 

в) из массовых сил действует только сила тяжести, gF
�

�

= .  
В этих предположениях закон изменения кинетической энергии (2.82) 

имеет вид 

 ( )∫∫∫∫ ++=
V

i

S

n

VS

n
dVNdSvpdVvgdSv

v ρρρ ����

2

2

, (11.1) 

где для несжимаемой жидкости в соответствии с формулой (4.50) 

 ( )
ikik

i
N εµερ 2−= . (11.2) 

Так как движение установившееся, то 0=v

�ρdiv  и  

vgzvgzgvvg
z

���� ρρρρ divdiv −=−−= . 

Тогда на основании теоремы Гаусса–Остроградского получаем 

 ∫∫∫ −=−=
S

n

VV

dSgzvdVvgzdVvg ρρρ ���

div . (11.3) 

Далее, для несжимаемой жидкости в соответствии с формулами (1.31), 
(4.21), (4.28) имеем 

( )
,2

,

ikik

niikkniikikkniikkn
enppepep

µετ
ατατδα

=
+−=+−==
�����

 

и 

∫∫∫∫∫ +−=+−=
S

niikk

S

n

S

niikk

SS

n
dSvdSpvdSvedSvnpdSvp αεµατ 2

������

. (11.4) 
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Из формул (11.2) и (11.4) следует, что сумма членов 

 ( )
тр

2 NdVNdSv

V

i

S

niikk
−=+ ∫∫ ραεµ  (11.5) 

представляет собой мощность сил трения, а так как эта мощность всегда 
отрицательна, то 0

тр
>N . 

Подставив соотношения (11.3) и (11.4) в уравнение (11.1), с учетом 
равенства (11.5) получим 

 
тр

2

1

2
NdSvg

g

v

g

p
z

S

−=









++∫ ρ

ρ
. (11.6) 

Рассмотрим поток в трубе, ограниченный поперечными сечениями 

21  ,SS  и стенкой трубы 3S . Очевидно, что vv
n

−=  на 1S , vv
n

=  на 2S , 
0=

n
v  на 3S . Тогда для рассматриваемого участка трубы уравнение (11.6) 
принимает вид 

 
тр

22

21

22
NdSvg

g

v

g

p
zdSvg

g

v

g

p
z

SS

+









++=










++ ∫∫ ρ

ρ
ρ

ρ
. (11.7) 

Будем считать, что в сечениях 1S  и 2S  имеется гидростатическое рас-
пределение давления 

 const=+
g

p
z

ρ
. (11.8) 

В § 9.1 показано, что такое распределение давления имеет место при 
ламинарном режиме течения в призматических трубах. Однако прибли-
женно этот закон может быть распространен также на осредненное прямо-
линейное турбулентное течение и на плавно изменяющиеся течения, то 
есть на течения, при которых площадь и форма поперечного сечения мало 
меняются по длине трубы. 

В соответствии с равенством (11.8) имеем 

 
m

SS

gQ
g

p
zdSvg

g

p
zdSvg

g

p
z 







 +=






 +=






 + ∫∫ ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
. (11.9) 

Произведение ускорения силы тяжести на массовый расход 
m

Q  пред-
ставляет собой весовое количество жидкости, протекающей через попе-
речное сечение в единицу времени, и называется весовым расходом. 

Для вычисления интеграла 

∫∫ =
SS

dSv
v

gdSvg
g

v

22

22

ρρ  
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рассмотрим фиктивный поток с тем же массовым расходом 
m

Q , но с рав-
номерным распределением скорости по поперечному сечению трубы. Ско-
рость течения такого потока, очевидно, равна средней скорости течения w , 
то есть 

S

Q
w m

ρ
= . 

Кинетическая энергия K  такого потока, переносимая в единицу вре-
мени через сечение трубы (поток кинетической энергии), равна 

m

S

Q
w

wS
w

dSw
w

K
222

222

=== ∫ ρρ . 

Поток кинетической энергии реального течения равен 

 
m

S

Q
w

KdSv
v

22

22

ααρ ==∫ , (11.10) 

где α  – поправочный коэффициент, возникающий за счет неравномерно-
сти распределения скоростей по поперечному сечению – так называемый 
коэффициент Кориолиса. 

Подставив соотношения (11.9) и (11.10) в уравнение (11.7) и учиты-
вая, что при установившемся движении const=

m
Q , получаем 

 21

2
2

2
2

2

2
1

1
1

1 22 −+++=++ h
g

w

g

p
z

g

w

g

p
z α

ρ
α

ρ
, (11.11) 

где 

m
gQ

N
h

тр

21 =−  

– удельная по весу работа сил трения, совершаемая в единицу времени – 
удельная мощность этих сил, затрачиваемая на участке трубы между се-
чениями 1S  и 2S . 

Уравнение (11.11) представляет собой уравнение Бернулли для потока 
вязкой несжимаемой жидкости.  

Из равенства (11.8) следует, что 21, pp  – давления в произвольно взя-
тых точках сечений 1S  и 2S  с координатами 1z  и 2z , соответственно. Ина-
че говоря, значения p  и z  должны соответствовать одной и той же точке 
сечения S . 

Для ламинарного режима течения в круглой трубе радиуса R  в соответ-
ствии с формулами (9.29), (9.30) и (9.32) имеем 











−=

2

2

12
R

r
wv . 
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Тогда 

32

0

2

2
3

0

22

18
2

2
2

wRdrr
R

r
wdrrv

v
dSv

v
RR

S

ρππρρπρ =









−== ∫∫∫ , 

и из формулы (11.10) следует, что 

2
22

22

32

2

32

===
Rww

wR

Qw

wR

m
πρ
ρπρπα . 

Для турбулентного режима течения 1,21,1 ÷=α . 
Так как в технических трубопроводах различного назначения режим 

течения, как правило, турбулентный, а 
g

p

g

w

ρ
<<

2

2

, то при выполнении 

расчетов обычно принимают 1≈α . 
Члены уравнения Бернулли так же, как и члены интеграла Бернул-

ли (7.29), имеют размерность длины и называются: 
z  – геометрический напор, или геометрическая высота; 

g

p

ρ
 – пьезометрический напор, или пьезометрическая высота; 

g

w

2

2

α  – скоростной напор, или скоростная высота; 

21−h  – потери напора на участке 1–2; 

2

2w

g

p
zH α

ρ
++=  – полный напор. 

 

Уравнение Бернулли допускает 
простую графическую интерпретацию. 
Будем откладывать вдоль оси абсцисс 
расстояние, отсчитываемое вдоль оси 
потока, а вдоль оси ординат – напоры. 
Линия А на рис. 11.1 характеризует 
положение оси потока относительно 
плоскости отсчета 0=z . Расстояние 
от линии В до оси абсцисс равно 

g

p
z

ρ
+ , а от линии С до оси – полно-

му напору Н. Рис. 11.1 
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В зависимости от геометрии потока и его расположения в пространст-

ве сумма 
g

p
z

ρ
+  может как убывать, так и возрастать в направлении дви-

жения жидкости. Полный напор из-за наличия трения всегда убывает. 
Из уравнения (11.11) следует, что если зафиксировать сечение потока 

1–1, а расстояние l  до сечения 2–2 считать переменным, то 

const1 =+= hHH , 
откуда 

 
dl

dH

dl

dh
i −== . (11.12) 

Величина i , определяемая по формуле (11.12), называется гидравлическим 
уклоном. 

§2. Виды потерь напора 

При движении жидкости по трубопроводу различают два вида потерь: 
потери по длине τh  и потери в местных сопротивлениях 

м
h . 

Местными сопротивлениями называются различные устройства малой 
длины (по сравнению с длиной трубы), в которых происходит резкое из-
менение скорости по величине или направлению, или по величине и на-
правлению. К местным сопротивлениям относятся различные запорные 
устройства, повороты, клапаны и т.д. 

Потери по длине, или, как их называют, потери на трение, возникают 
благодаря трению в потоке и линейно зависят от длины трубы. Потери 
в местных сопротивлениях обусловлены усиленным перемешиванием жид-
кости, сопровождаемым вихреобразованием и большими градиентами ско-
рости. 

Рассмотрим горизонтальный участок цилиндрической трубы диамет-
ром d  и длиной l , расположенный между сечениями 1–1 и 2–2. Так как 
сечения одинаковы, то скоростные напоры также одинаковы, и из уравне-
ния Бернулли (11.11) имеем 

τρghppp =−=∆ 21 . 

Тогда в соответствии с формулой (5.30) можно написать 

 
g

w

d

l
h

2

2

λτ = . (11.13) 

Формула (11.13) представляет собой одну из форм записи формулы Дарси–
Вейсбаха. Так как длина местных сопротивлений мала, то перепад давле-
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ния на них не зависит от длины и шероховатости. Поэтому можно напи-
сать 

 ( )wdfp ,,, ρµ=∆ . (11.14) 

Применяя к соотношению (11.14) Π -теорему, после элементарных 
вычислений получим 

 ( )
g

w

g

p
h

w
p

22

2

м

2

ζ
ρ

ρζ =∆==∆ ,Re . (11.15) 

Формула (11.15) называется формулой Вейсбаха, а ( )Reζ  – коэффициен-
том местного сопротивления. 

Суммарные потери в трубопроводе между сечениями 1–1 и 2–2 при-
нято определять на основании принципа наложения потерь, или принципа 
суперпозиции, то есть 

 ∑∑ +=
=

−

m

j

j

n

i

i hhh
м

1

21 τ , (11.16) 

где n  – число прямолинейных участков труб, m  – число местных сопротив-
лений. Однако при использовании принципа суперпозиции необходимо 
иметь в виду, что величина потерь в местных сопротивлениях зависит от расп-
ределения скоростей перед ними. 

Вихреобразование и отрывные течения за местным сопротивлением 
деформируют эпюру скоростей. Ее восстановление до вида, характерного 
для прямого участка длинной трубы, происходит на участке стабилизации, 
длина которого 

ст
l  по опытным данным равна 30–40 диаметрам подводяще-

го трубопровода (при турбулентном режиме течения). Если расстояние 
между соседними местными сопротивлениями меньше 

ст
l , то между ними 

возникает интерференция. При этом коэффициенты местных сопротивле-
ний ζ  и коэффициенты гидравлических сопротивлений λ  соединяющих 
их труб будут отличаться от значений, полученных при местных сопро-
тивлениях, расположенных на значительном расстоянии друг от друга. 
Из сказанного следует, что если расстояние между местными сопротивле-
ниями меньше 

ст
l , то использование принципа суперпозиции (11.16) может 

приводить к погрешностям. 

§3. Расчет простых трубопроводов 

Простым называется трубопровод постоянного диаметра без разветвле-
ний и местных сопротивлений. Все остальные трубопроводы называются 
сложными. Рассмотрим три основных схемы расчета простых трубопроводов. 
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Рис. 11.2 

1. Определение давления 1p  при задан-
ных расходе жидкости Q  и давлении 2p  
(рис. 11.2). 

2. Определение расхода Q  при задан-
ных давлениях 1p  и 2p . 

3. Определение диаметра трубопрово-
да d  при заданных расходе Q  и давлени-
ях 1p  и 2p . 

Во всех трех случаях считается, что гео-
метрические отметки 1z  и 2z , длина l, шерохо-
ватость труб ∆ , плотность ρ  и вязкость жид- 

кости µ  известны. Составим уравнение Бернулли для участка между сече-
ниями 1–1 и 2–2. Так как const=d , то 21 ww = , и уравнение (11.11) с уче-
том формулы (11.13) принимает вид (местных сопротивлений нет) 

 ( ) ( )
g

w

d

l
gzzgpghzzgpp

2

2

1221221 λρρρρ τ +−+=+−+= . (11.17) 

Перейдем к рассмотрению первой схемы расчета. 
Величина средней скорости w  равна 

2

4

d

Q
w

π
= . 

Число Рейнольдса Re  и относительная шероховатость ε  равны 

d

wd ∆== ε
µ

ρ
,Re . 

Вычислив значения числа Рейнольдса и относительной шероховато-
сти, определим режим течения, область течения и выберем соответствую-
щую формулу для вычисления коэффициента гидравлического сопротив-
ления λ . После этого по формуле Дарси–Вейсбаха (11.13) находим потери 

τh  и из уравнения (11.17) – давление 1p . Таким образом, расчетная схема 
сводится к цепочке вычислений, схема которой символически может быть 
представлена в виде 

 1  теченияобласть phwQ →→→→→→ τλRe . (11.18) 

Вторая схема расчета связана с необходимостью разрешения урав-
нения (11.17) относительно скорости w . Так как вид зависимости 

( )Re,ελλ =  заранее неизвестен, то это может быть сделано либо мето-
дом последовательных приближений, либо графоаналитическим мето-
дом. 



ГИДРАВЛИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ТРУБОПРОВОДОВ 211

Для решения поставленной задачи графоаналитическим методом за-
дадимся серией значений расхода 

n
QQQ , ... ,, 21  и для каждого из них, ис-

пользуя схему (11.18), подсчитаем потери напора 
n

hhh τττ , ... ,, 21  и постро-
им расходную характеристику трубопровода (рис. 11.3). Так как значе-
ния 2121 ,,, zzpp  известны, то из уравнения (11.17) можно определить по-
тери τh . Отложив эту величину на оси ординат (рис. 11.3), найдем соот-
ветствующее ей значение искомого расхода жидкости. 

В третьей схеме расчета искомой величиной является диаметр трубо-
провода d . Так как этот диаметр неизвестен, то невозможно вычислить ни 
среднюю скорость w , ни число Re , ни коэффициент λ . Решение уравне-
ния (11.17) может быть получено либо методом последовательных при-
ближений, либо графоаналитическим способом, аналогичным использо-
ванному при рассмотрении второй схемы расчета. Зададимся рядом значе-
ний диаметров трубопровода 

n
ddd , ... ,, 21  и для каждого из них по извест-

ному расходу Q  подсчитаем значения скоростей 
n

www , ... ,, 21 . После 
этого, пользуясь расчетной схемой (11.18), для каждого 

i
d  найдем поте-

ри напора 
i

hτ  и построим зависимость ( )dhh ττ =  (рис. 11.4). Так как зна-
чения 2121 ,,, zzpp  известны, то из уравнения (11.17) можно найти значе-
ние τh . Отложив эту величину на графике рис. 11.4, определим искомый 
диаметр трубопровода d . 

  

Рис. 11.3 Рис. 11.4 

§4. Расчет сложных трубопроводов 

Трубопроводы, в которых имеются местные сопротивления, либо со-
стоящие из труб разного диаметра, либо имеющие разветвления, называ-
ются сложными. 

Рассмотрим схемы расчета наиболее типичных сложных трубопрово-
дов. Начнем с рассмотрения последовательного соединения. Это сложный 
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трубопровод, состоящий из последовательного соединения труб, между ко-
торыми находятся местные сопротивления. При этом трубы могут быть как 
одного, так и разных диаметров (рис. 11.5). 

Трубопровод рассчитывают как систему из простых трубопроводов 
с местными сопротивлениями. Расход жидкости на всех участках одина-
ков. Потери на участке рассчитываются так же, как для простого трубо-
провода, а суммарные потери на участке между сечениями 1–1 и 2–2 – по 
формуле (11.16). При этом предполагается, что все геометрические эле-
менты трубопровода и свойства жидкости известны. 

Для последовательного соединения можно построить расходную харак-
теристику, используя схему вычислений для простого трубопровода. Расход-
ная характеристика позволяет, как и в случае простого трубопровода, найти 
расход жидкости, если заданы давления в начале и конце трубопровода. 

При решении ряда технических задач (увеличение пропускной спо-
собности, повышение надежности перехода через реку и т.д.) используют-
ся параллельные соединения. Параллельное соединение представляет со-
бой трубопровод, состоящий из нескольких труб, имеющих общее начало 
и конец (рис. 11.6). 

  

Рис. 11.5 Рис. 11.6 

Рассмотрим параллельное соединение, состоящее из двух труб, и для 
каждой из них запишем уравнение Бернулли (11.11) между сечениями 1–2 
и 1а–2а, соответственно. Тогда* 
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 (11.19) 

где верхние индексы означают номер трубы. 

                                           
*
 Как уже указывалось, при выполнении технических расчетов обычно принимают 1=α . 
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Так как сечения 1 и 1а, а также сечения 2 и 2а расположены в непо-
средственной близости друг от друга, то можно считать, что 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

1
2

2
1

1
1

2
2

1
2

2
1

1
1 , ppppzzzz ==== ,, . (11.20) 

Кроме того, так как диаметры труб постоянны, можно написать 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
2

2
1

1
2

1
1 , wwww == . (11.21) 

Из соотношений (11.19), (11.20) и (11.21) следует, что 

 ( ) ( )
τττ hhh == 21 . (11.22) 

Перейдем к определению потерь напора на участке А–В (рис. 11.6). 
Применять для этого уравнение Бернулли нельзя, так как на рассматривае-
мом участке имеются разветвления. Однако, можно утверждать, что поте-
ри энергии ù∆  на участке А–В равны 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ÇÄÇÄ
ùùùùù

−−− ∆+∆+∆+∆=∆ 2211 , (11.23) 

где индексы означают соответствующие участки трубопровода. 
Так как τh  – удельные по весу потери, то 

dtgQhù ρτ=∆ , 

и равенство (11.23) можно переписать в виде 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dtgQhdtgQhdtgQhdtgQhdtgQh BABA

0
2

2
2

1
1

0
1

0 ρρρρρ τττττ
−−− +++= . (11.24) 

Расход жидкости до разветвления 0Q  равен сумме расходов в ветвях, то 
есть 

210 QQQ += . 

После подстановки этого соотношения в равенство (11.24) с учетом 
формулы (11.22) получим 

( ) ( ) ( )BABA
hhhh

−−− ++= 21
ττττ . 

Совершенно аналогичные выводы получаются для разветвлений 
с любым числом параллельных ветвей. 

Таким образом, расчет параллельных соединений из n  ветвей сводит-
ся к решению системы уравнений 

 ( ) ( ) ( )n
n

i

i
hhhhQQ ττττ =====∑

=

..., 21

1

0 . (11.25) 

Решение системы (11.25) удобнее всего выполнять графоаналитичес-
ким методом. Рассмотрим в качестве примера случай 2=n . Зададимся  
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Рис. 11.7 

серией значений расхода ( ) ( ) ( )11
2

1
1 , ... ,,

n
QQQ  

в ветви 1, пользуясь расчетной схемой 
(11.18) для каждого из этих значений 
посчитаем потери ( ) ( ) ( )n

hhh τττ , ... ,, 21 . По 
результатам расчетов построим расход-
ную характеристику (на рис. 11.7, кри-
вая 1). Аналогичным образом рассчита-
ем расходную характеристику для ветви 2 
(рис. 11.7, кривая 2). Суммируя абсцис-
сы кривых 1 и 2, построим суммарную 
характеристику (кривая 1+2). Отложив 
на  оси  абсцисс  полный  расход 0Q ,  на  

пересечении с кривой 1+2 найдем потери напора. Из приведенного по-
строения ясно, что ( ) ( )21

ττ hh = , 021 QQQ =+ , то есть система уравне-
ний (11.25) решена. 

Подчеркнем еще раз, что при определении напора на участке А–В 
фактически учитываются потери только в какой-либо одной из труб, обра-
зующей параллельное соединение. 

§5. Трубопроводы, работающие под вакуумом 

Трубопроводы, работающие под вакуумом, то есть такие, в которых 
давление ниже атмосферного, в технике встречаются часто. К ним отно-
сятся всасывающие линии насосов, сифонные трубопроводы и т.п. 

Если в каком-либо сечении такого трубопровода давление становится 
равным давлению насыщенного пара перекачиваемой жидкости, то она на-
чинает кипеть. В результате образуются полости (каверны), заполненные 
паром. Такое явление, как уже отмечалось, называется кавитацией. 

Заметим, что из уравнения Бернулли следует, что при увеличении ско-
рости в каком-либо сечении потока давление в этом сечении падает. Таким 
образом, кавитация может возникнуть в любом сужении потока, например, 
в местных сопротивлениях или в проточных частях гидромашин. 

Образование кавитационных каверн приводит к росту потерь напора 
и, следовательно, к уменьшению расхода. Снижение расхода, в свою оче-
редь, приводит к уменьшению потерь напора, то есть к росту давления 
в месте возникновения кавитации, конденсации пара и схлопыванию ка-
верны. Схлопывание каверны сопровождается ударами (давление в центре 
каверны при ее схлопывании может достигать 50 МПа), вызывающими 
вибрацию трубопровода. Режим течения восстанавливается, давление сно-
ва падает, и вновь возникают кавитационные области. 
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Таким образом, понижение давления в каком-либо сечении трубопро-
вода до значения давления насыщенного пара 

y
p  приводит к неустойчи-

вому режиму течения, вибрациям и, в конечном счете, к разрушению тру-
бопровода. Аналогичные явления могут происходить и в гидромашинах. 
Из сказанного следует, что основным принципом расчета трубопроводов, 
работающих под вакуумом, является соблюдение требования 
 

y
pp >

min
, (11.26) 

 

где 
min

p  – минимальное абсолютное 
давление в трубопроводе. 

Рассмотрим в качестве примера 
применения этого принципа расчет 
сифона постоянного диаметра, схема 
которого представлена на рис. 11.8. 
Очевидно, что наименьшее давление 
будет в сечении kk − . Примем за 
плоскость отсчета 0=z  плоскость се-
чения 0 – 0, совпадающую со свобод-
ной поверхностью жидкости в баке 
слева. Тогда уравнение Бернулли для 
участка между сечениями 0 – 0 и kk −  
примет вид 

Рис. 11.8 

 
g

w

d

l
hh

g

w

g

p
z

g

w

g

p
k

kk

kk

k 2
,

22

2

00

22
0ат 







 +=+++=+ −− ζλ
ρρ

, (11.27) 

где 
ат

p  – атмосферное давление, а под ζ  подразумевается сумма всех ко-
эффициентов местных сопротивлений на участке k−0 . Так как площадь 
свободной поверхности в баке много больше площади поперечного сече-
ния трубы, то 
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w

g

w
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22
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0 << , 

и уравнение (11.27) можно переписать в виде* 
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Длину трубопровода l  от его начала до сечения kk −  можно представить 
как 

k
zLl += , 

                                           
*
 Пусть диаметр бака dD 10= . Так как 
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где L  не изменяется при изменении 
k
z . Тогда из уравнения (11.28) с уче-

том неравенства (11.26) имеем 
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Таким образом, допустимая высота 
k
z  подъема жидкости в сифоне 

заведомо меньше 
g

p

ρ
ат . 

Допустимая высота всасывания для насоса рассчитывается точно та-
ким же образом.  

Запишем уравнение Бернулли для участка между свободными поверх-
ностями жидкости в баках 0 – 0 и 1 – 1. Пренебрегая скоростными напора-

ми 
g

w

g

w

2
,

2

2
1

2
0  и учитывая, что на свободных поверхностях 

ат10 ppp == , 

получим 

 021 =+− −hH . (11.30) 

Таким образом, потери напора в сифоне равны разности геометричес-
ких отметок Н свободных поверхностей в баках. 

Формула (11.30) позволяет рассчитать расход, используя вторую схе-
му расчета простого трубопровода. 



 
 
 

Глава XII 

ИСТЕЧЕНИЕ ЖИДКОСТИ ИЗ ОТВЕРСТИЙ 
И НАСАДКОВ 

 
 

При рассмотрении многих технических вопросов, таких, например, 
как истечение жидкости из резервуаров различного назначения, утечки че-
рез свищи в трубопроводах, распыление жидкости через форсунки котель-
ных агрегатов и двигателей внутреннего сгорания, приходится сталкивать-
ся с истечением жидкости через отверстия и насадки различной формы. 

§1. Истечение из малого отверстия 

Рассмотрим резервуар (рис. 12.1), в днище которого имеется круглое 
отверстие диаметра d . Как известно из теоретической механики, матери-
альные частицы при отсутствии ударных сил не могут двигаться по траек-
ториям, имеющим угловые точки*. Благодаря этому поверхность струи, 
вытекающей из отверстия, примыкает к краю отверстия под нулевым уг-
лом к поверхности дна резервуара, далее струя сжимается и на некотором 
расстоянии l  приобретает площадь сечения 

c
ω , меньшую, чем площадь 

отверстия ω  (рис. 12.2). 

  

Рис. 12.1 Рис. 12.2 

                                           
*
 Предполагается, что в этих точках скорость частицы отлична от нуля. 
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Величина  

 1<=
ω
ωε c  (12.1) 

называется коэффициентом сжатия струи. 
Если стенки резервуара не влияют на формирование струи, то сжатие 

называется совершенным. В противном случае сжатие будет несовершен-
ным. Из эксперимента известно, что для того, чтобы сжатие было совер-
шенным, необходимо, чтобы расстояние от стенки C  было больше, чем 
d3 , то есть должно выполняться условие dC 3>  (рис. 12.1). Если по части 
периметра отверстия имеются направляющие козырьки (рис. 12.2), то сжа-
тие называется неполным. При отсутствии козырьков сжатие называется 
полным. 

Для определения скорости истечения из отверстия проведем сече-
ния OO −  через свободную поверхность жидкости в резервуаре и CC −  – 
в том месте, где заканчивается сжатие струи (рис. 12.1). Запишем теперь 
уравнение Бернулли для участка между этими сечениями, приняв сече-
ние CC −  за плоскость отсчета. Тогда 
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Кроме того, из уравнения неразрывности следует, что 

cccoo
www εωωω == , 

где 0ω  – площадь резервуара в сечении OO − . 
Из эксперимента известно, что расстояние l , на котором завершается 

сжатие струи, примерно равно диаметру отверстия d , то есть dl ≈ . По-
этому в подавляющем большинстве случаев можно принять Hl <<  и пре-
небречь величиной l  в уравнении (12.2). 

Так как скорость течения в отверстии много больше скорости течения 
в резервуаре, то можно принять, что все потери напора сосредоточены в 
отверстии, которое является местным сопротивлением. Поэтому в соответ-
ствии с формулой (11.15) 
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Исключая с помощью равенства (12.3) скорость 
o

w  из уравнения Бер-
нулли (12.2), пренебрегая величиной l  и учитывая формулу (12.4), полу-
чим 
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или 
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Из формулы (12.5) следует, что скорость истечения 
c

w  равна 
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Величина 
ист

H , равная 
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называется напором истечения. 
Величина ϕ , равная 
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ϕ , (12.8) 

называется коэффициентом скорости. 
В приведенных с помощью равенств (12.7) и (12.8) обозначениях фор-

мула (12.6) может быть представлена в виде 

 
ист

2gHw
c

ϕ= . (12.9) 

Величины 
o

α  и 
c

α  отличны от единицы, а величина ζ  больше нуля 
благодаря вязкости жидкости. Величина 1<ε  из-за наличия инерции. По-
этому можно сказать, что коэффициент скорости ϕ  учитывает вязкостные 
и инерционные свойства жидкости. 

Известно (см. §11.1), что 1>
c

α , 1>
o

α . Кроме того, очевидно, что 0>ζ . 
Если отношение площади отверстия ω  к площади свободной поверх-

ности в резервуаре 
o

ω  мало, то есть если 1
2

<<








o
ω
ω

, то отверстие называ-

ется малым. 
Для малого отверстия формула (12.9) сохраняет свой вид, но, в отли-

чие от формулы (12.8), коэффициент скорости ϕ  равен 

ζα
ϕ

+
=

c

1
, 

и так как 1>
c

α , 0>ζ , то 1<ϕ . 
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Для идеальной жидкости из-за отсутствия трения 1=
c

α , 0=ζ . То-
гда 1=ϕ  и формула (12.9) принимает вид 

 
ист

2gHw
T

= . (12.10) 

Скорость, определяемая формулой (12.10), называется теоретиче-
ской скоростью истечения. Следовательно, как это видно из формул (12.9) 
и (12.10), коэффициент скорости представляет собой отношение действи-
тельной скорости истечения и теоретической. 

Расход жидкости Q  через отверстие равен, очевидно, произведению 
скорости струи на площадь ее сечения, то есть 

ccc
wwQ εωω == , 

или, с учетом формулы (12.9), 
 

ист
2gHQ ωεϕ=  (12.11) 

или 
 

ист
2gHQ ωµ= . (12.12) 

Величина εϕµ =  называется коэффициентом расхода. 
Таким образом, коэффициенты сжатия ε , скорости ϕ , расхода µ  не 

являются независимыми, а связаны между собой равенством (12.12). Сле-
довательно, для расчета истечения из отверстия достаточно знать два лю-
бых коэффициента из трех. 

Назовем теоретическим расходом величину 

 
исттт

2gHwQ ωω == . (12.13) 

Из формул (12.11) и (12.13) следует, что коэффициент расхода пред-
ставляет собой отношение действительного расхода к теоретическому. 

Коэффициенты µϕε  , ,  определяются экспериментально и являются 
функциями числа Рейнольдса. Примерный вид этих зависимостей приве-
ден на рис. 12.3. 

С помощью уравнения Бернулли легко показать, что для малого от-
верстия формулы (12.9) и (12.12) будут справедливы и в том случае, если 
отверстие находится в боковой стенке резервуара. При этом под H  следу-
ет понимать расстояние от оси отверстия до свободной поверхности. 

§2. Истечение через насадки 

Короткая трубка, присоединенная к отверстию, называется насадком. 
Длина насадка составляет 3–5 диаметров отверстия. Характер истечения  
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Рис. 12.3 

жидкости через насадок существенно зависит от формы насадка. Из выво-
да формул (12.9) и (12.12) видно, что они будут справедливы и для истече-
ния через насадки. Однако коэффициенты ϕ  и µ  будут иметь для различ-
ных насадков разные значения. 

На рис. 12.4 показаны различные типы насадков: 1 – внешний цилин-
дрический, 2 – внутренний цилиндрический, 3 – конический сходящийся, 4 
– конический расходящийся, 5 – коноидальный. 

Значения коэффициентов скорости ϕ  и расхода µ  при квадратичном* 
законе истечения приведены в таблице 

Таблица 
Тип насадка µ  ϕ  
Круглое отверстие 0,62 0,97 
Внешний цилиндрический 0,82 0,82 
Внутренний цилиндрический 0,71 0,71 
Конический сходящийся (угол конусности 13о24') 0,95 0,96 
Конический расходящийся (угол конусности 5о) 0,48 0,48 
Коноидальный 0,98 0,98 

 
Из приведенной таблицы видно, что для некоторых насадков µϕ = , 

то есть 1=ε . Это объясняется тем, что сжатие струи происходит внутри 
этих насадков, а значения коэффициентов ϕ  и µ  приведены для выходных 
сечений. Из этой таблицы также видно, что при прочих равных условиях 
                                           
* è�Ë ËÒÚÂ˜ÂÌËË ËÁ ÓÚ‚Â�ÒÚËÈ Ë Ì‡Ò‡‰ÍÓ‚ Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í и Ô�Ë ÚÂ˜ÂÌËË ÔÓ Ú�Û·‡Ï, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Í‚‡‰�‡ÚË˜Ì˚È 

�ÂÊËÏ, ÚÓ ÂÒÚ¸ �ÂÊËÏ, Ô�Ë ÍÓÚÓ�ÓÏ ϕ  Ë µ  ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ˜ËÒÎ‡ êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡. 
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расход через внешний цилиндрический насадок на 30% больше, чем че-
рез круглое отверстие того же диаметра. В связи с этим рассмотрим бо-
лее подробно истечение жидкости через внешний цилиндрический наса-
док. 

 

Рис. 12.4 

 

Рис. 12.5 

Для того, чтобы струя после 
расширения могла полностью 
заполнить сечение насадка, его длина, 
как показывают соответствующие 
эксперименты, должна составлять не 
менее трех диаметров. Схема струи 
внутри насадка представлена на 
рис. 12.5. Из этой схемы видно, что 
струя при входе в асадок сжимается, 
а затем расширяется. При этом в облас-
ти сжатия образуется застойная зона, 
заполненная вихрями. 

Проведем внутри насадка сечения 1–1 и 2–2 (рис. 12.5) и запишем 
уравнение Бернулли для участка между этими сечениями, считая для про-
стоты ось насадка горизонтальной. Тогда 

 21

2
22

2
11

22 −++=+ h
g

w

g

p

g

w

g

p

ρρ
. (12.14) 

Ввиду малости расстояния между выбранными сечениями потерями 
по длине можно пренебречь. Следовательно, потери на участке 1–2 опре-
деляются потерями на внезапное расширение струи. Для определения по-
терь напора на такое расширение струи рассмотрим закон изменения коли-
чества движения (2.51), то есть рассмотрим уравнение 

 ( ) ( )( ) TNGvvQ
m

����

��

++Ρ+=− ср

1
ср

2 . (12.15) 

Силы тяжести G
�

, давления Ρ
�

, нормальных реакций N
�

, приложенных 
к боковой поверхности струи, и трения T

�

 определяются, соответственно, 
из соотношений (2.46), (2.47) и (2.48). 
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Проектируя уравнение (12.15) на горизонтальную ось насадка Ox  
и пренебрегая ввиду малости ее длины силой трения T

�

, получим 

 ( )
xxm

NwwQ +Ρ=− 12 . (12.16) 

Принимая распределение давления в сечениях 1 – 1 и 2 – 2 гидроста-
тическим, имеем 

 ( )1212211 ωωωω −=−=Ρ pNpp
xx

, , (12.17) 

где 21 ωω ,  – площади сечения струи в сечениях 1 – 1 и 2 – 2, соответственно. 
Учитывая, что массовый расход 

m
Q  можно представить в виде 22ωρwQ

m
= , 

после подстановки соотношений (12.17) в уравнение (12.16) получим 

 ( ) 21122 ppwww −=−ρ . (12.18) 

Исключая из соотношений (12.14) и (12.18) разность давлений 21 pp − , 
после элементарных преобразований имеем 

 
( )

g

ww
h

2

2
21

21
−=− . (12.19) 

Полученное выражение называется формулой Борда*. 
Из уравнения неразрывности для струи имеем 

 2
вх

2
1

2
1

1
www

εω
ω == , (12.20) 

где 
2

1
вх ω

ωε =  – коэффициент сжатия струи при входе в насадок. 

Подставив соотношения (12.19) и (12.20) в уравнение Бернулли (12.14), 
получим 

 
g
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g
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g

p

2

1 2
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вх

вх21

ε
ε

ρρ
−−= . (12.21) 

Так как 1
вх

<ε , то из формулы (12.21) видно, что 21 pp < , то есть в 
сечении 1–1 имеет место разрежение, что и приводит к увеличению расхо-
да по сравнению с круглым отверстием. 

Воспользовавшись равенством (12.9), формулу (12.21) можно пред-
ставить в виде 

 
ист

вх

вх221 1
2 H

g

p

g

p

ε
εϕ

ρρ
−−= . (12.22) 

                                           
*
 Жан Шарль Борда (1733–1799), французский физик. 
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При истечении в атмосферу 
ат2 pp = , и в сечении 1–1 образуется ва-

куум. Величина этого вакуума ( 1атв
ppp −= ) равна 

 
ист

вх

вх21атв
1

2 H
g

pp

g

p

ε
εϕ

ρρ
−=−=   

 

Рис. 12.6 

и тем больше, чем больше напор истечения 
ист

H . Однако существует предельное зна-
чение 

крист
HH = , выше которого работа 

насадка нарушается, происходит отрыв 
струи от его стенок и расход резко умень-
шается (рис. 12.6). При этом истечение 
происходит так же, как через отверстие. 
Явление отрыва струи от стенок называется 
срывом истечения. Для воды 14,5

кр
≈H  м. 

С увеличением длины насадка начи-
нает  сказываться  увеличение  потерь  на  

трение по его длине. Так как потери на трение τh  в соответствии с форму-
лой Дарси–Вейсбаха равны 

g

w

d

l
h

2

2

λτ = , 

то из уравнения Бернулли (12.5) сразу следует, что для насадка 

 1

c

l

d

ϕ
α ζ λ

=
+ +

. (12.23) 

Из формулы (12.23) можно определить значение l
d

, при котором рас-

ход через насадок равен расходу через отверстие. 

 

Рис. 12.7 

§3. Истечение жидкости при 
переменном уровне 

Рассмотрим истечение жидкости 
через малое отверстие или насадок при 
переменном уровне в резервуаре. Тече-
ние будет при этом неустановившимся, 
так как напор и, следовательно, скорость 
истечения меняются во времени. Будем 
считать, что площадь поперечного сече- 

ния резервуара Ω  зависит от высоты, то есть, что ( )zΩ=Ω  (рис. 12.7). За 
промежуток времени dt  уровень жидкости в резервуаре опустится на ве-
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личину dz . Следовательно, объем вытекшей жидкости будет ра-
вен dzV Ω−= . С другой стороны, за время dt  через отверстие (насадок) 
вытечет объем dtQV = . Приравнивая эти объемы, получим 

 ( )dzzdtQ Ω−= . (12.24) 

Принимая, что формула (12.12) справедлива и при неустановившемся 
движении, равенство (12.24) можно представить в виде 

 
( )

ист
2gH

dzz
dt

ωµ
Ω−=  (12.25) 

или, так как в рассматриваемом случае 

g

pp
zH co

ρ
−+=

ист
, 

в виде 
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pp
zg

dzz
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ωµ 2

. (12.26) 

Из равенства (12.26) следует, что время t  опускания уровня в резер-
вуаре от отметки 1z  до отметки 2z  равно 
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Примем, что коэффициент расхода µ  при истечении с переменным 
уровнем имеет то же значение, что и при истечении с постоянным уров-
нем. Кроме того, будем считать, что constµ = . Опыт показывает, что все 
введенные допущения приводят к весьма незначительным погрешностям. 
В соответствии со сказанным формулу (12.27) можно представить в виде 
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1
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g
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ρ
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. (12.28) 

Рассмотрим некоторые примеры, принимая для простоты, что 
co

pp = . 
1. Истечение из вертикального цилиндра (рис. 12.8). В этом слу-

чае const=Ω , и из формулы (12.28) имеем 

( )
g

zz
t

2

2 21

ωµ
−Ω

= . 
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Рис. 12.8 

2. Истечение из горизонтального кругового цилиндра (рис. 12.9) 
Из рис. 12.9 видно, что 

 ( ) 222 222 zRzRzRb −=−−= , (12.29) 

а площадь свободной поверхности Ω  равна 

222 zRzLbL −==Ω . 

Тогда из формулы (12.28) имеем при 
co

pp =  

( ).12
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Рис. 12.9 Рис. 12.10 

3. Истечение из сферического резервуара (рис. 12.10). В этом случае 

4

2
bπ=Ω , 
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где величина b  определяется по формуле (12.29). Тогда 

( )22 zRz −=Ω π , 

и из формулы (12.28) имеем 

 ( ) ( )
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Глава XIII 

НЕУСТАНОВИВШИЕСЯ ДВИЖЕНИЯ ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТИ В ТРУБАХ 

 
 

Обширный класс инженерных задач, таких как расчет трубопроводов 
различного назначения, связан с необходимостью изучения неустановив-
шегося движения жидкости по трубам. Однако методы, использующие мо-
дель несжимаемой жидкости и недеформируемого трубопровода, приводят 
к существенным расхождениям с результатами эксперимента, особенно 
при рассмотрении длинных линий или быстропротекающих процессов. 
Действительно, из уравнения (2.41) следует, что указанная модель в прин-
ципе не может описывать волновые процессы, возникающие в трубах. Для 
их описания необходимо учитывать упругость жидкости и податливость 
стенок трубопровода. Это привело к выделению теории неустановившихся 
движений жидкости по трубам в более или менее самостоятельный раздел 
гидромеханики. 

Законченная теория неустановившихся движений идеальной сжи-
маемой жидкости по трубам была построена Н.Е.Жуковским. В даль-
нейшем рядом авторов были разработаны различные приближенные ме-
тоды, позволившие учесть влияние сил трения в виде поправок, вводи-
мых в решение для идеальной жидкости. Используя гипотезу квазиста-
ционарности, предложенную С.А.Христиановичем, И.А.Чарный* впер-
вые осуществил учет сил трения непосредственно в уравнениях движе-
ния жидкости. В настоящее время теория, основанная на гипотезе квази-
стационарности, является общепринятой. Однако, как было показано 
в ряде экспериментальных и теоретических работ, гипотеза квазиста-
ционарности представляет собой лишь первое приближение и имеет ог-
раниченную область применений. 

§1. Уравнения неустановившихся движений жидкости 
по трубам 

Для вывода уравнений неустановившихся движений жидкости по тру-
бам воспользуемся уравнением неразрывности (2.27) и законом изменения 

                                           
*  Исаак Абрамович Чарный (1909–1967), ученый в области гидромеханики. 
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количества движения (2.44), то есть уравнениями 

 0=+
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n

V

dSvdV
t

ρρ
, (13.1) 
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Полагая 
nn

npp τ���

+−= , 
где 

n
τ�  – напряжение трения, и используя теорему Гаусса–Остроградского, 

уравнение (13.2) можно представить в виде 
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Рассмотрим в качестве объема V  
участок трубы с прямолинейной осью Ox  
(гидравлическая ось), ограниченный сече-
ниями f  и 1f , расположенными на рас-
стоянии dx  друг от друга (рис. 13.1). Бу-
дем считать, что ( )txff ,= , то есть, что 
площадь поперечного сечения трубы за-
висит от координаты и времени. Так как 
в сечении f  

xn
vv −= , а в сечении 1f  

xn
vv = , то для выделенного элемента V  

уравнение (13.1) может быть представле- 

Рис. 13.1 

но в виде  
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где ω  – боковая поверхность элемента V . 
Уравнение (13.3) в проекции на ось Oх принимает вид 
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 (13.5) 

Очевидно, что для рассматриваемого объема с точностью до членов 
более высокого порядка малости 
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, . (13.6) 
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Будем также считать, что площадь и форма поперечного сечения тру-
бы f  изменяются достаточно плавно, то есть что (рис. 13.1) 

( ) 1,2 <<xncos . 
Тогда 

 ∫∫ =
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χϕωϕ dd
dxdx

1
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lim , (13.7) 

где χ  – периметр сечения потока. 
Используя соотношения (13.6) и (13.7) и переходя в уравнениях (13.4), 

(13.5) к пределу при 0→dx , получим 
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Рис. 13.2 

Для дальнейшего преобразова-
ния уравнений (13.8) и (13.9) вычис-
лим величину 

∫∂
∂

f

df
t
ϕ , 

где ( )tzyx ,,,ϕ  – некоторая диффе-
ренцируемая функция координат и 
времени. 

Так как ( )txff ,= , то df =  
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  на  внешнюю  нормаль  n′
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к плоскому контуру χ  (рис. 13.2). Тогда 
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При течении вязкой жидкости на боковой поверхности ω  касательная со-
ставляющая скорости 0=τv , а нормальная составляющая vv

n

�

±= . Посколь-

ку нормаль n′
�

 лежит в плоскости, перпендикулярной Oх, а ( ) 1,2 <<xncos  
по условию, то 

( ) ( )
nnnn

vxnvnvvv ≈−=′=′ ,1, 2
coscos

��

, 
и формула (13.10) может быть представлена в виде 
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. (13.11) 

Подставив выражение (13.11) в уравнения (13.8) и (13.9), имеем 
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ρρ , (13.12) 
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Примем далее, что единственной действующей массовой силой явля-

ется сила тяжести, то есть 
x

z
gF

x ∂
∂−= 1ρρ , где 1z  – координата точки жид-

кости, отсчитываемая от произвольной горизонтальной плоскости верти-
кально вверх. Тогда 
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1 . 

Как для газа, так и для слабо сжимаемой жидкости величина 
x

gz ∂
∂ρ

1  

мала по сравнению с 
x

p

∂
∂ . Поэтому 
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x ρρρ +
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∂
∂− ∫∫ , (13.14) 

поскольку для плавно изменяющегося потока ( )( )1,2 <<xncos , как это сле-
дует из уравнений Навье-Стокса, в поперечном сечении f   const1 ≈+ gzp ρ . 

Далее, очевидно, можно написать 

 χτχτ χ

χ

=∫ d
nx

, (13.15) 

где χτ  – среднее по периметру сечения потока значение 
nx
τ . Величиной 

∫∂
∂

f

xxdf
x

τ  
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принято при выполнении гидравлических расчетов пренебрегать*. Кроме 
того, будем считать, что плотность жидкости пренебрежимо мало меняется 
по сечению потока. 

Подставляя выражения (13.14) и (13.15) в уравнение (13.13) и учиты-
вая последние замечания, из уравнений (13.12) и (13.13) получим 
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 (13.16) 

где wfdfvM

f

x ρρ == ∫  – массовый расход жидкости, == ∫
f

xdfvJ 2ρ  

Mwfw ββρ == 2  – проекция на ось x0  количества движения массы M , 
w  – средняя в сечении скорость жидкости, β  – поправка Кориолиса на 
неравномерное распределение плотности и скорости в выражении для ко-
личества движения потока**. При выводе уравнений (13.16) не делалось 
никаких предположений о виде закона трения. Поэтому эти уравнения яв-
ляются справедливыми для любого потока газа или жидкости (как ньюто-
новской, так и неньютоновской) при условии, что ( ) 1,2 <<xncos . Уравне-
ния (13.16) содержат в качестве неизвестных пять величин: χτρ ,,,, fwp  

(β  считается известной функцией w , свойств жидкости, вида нестацио-
нарности и геометрии трубы). Для получения замкнутой системы к урав-
нениям (13.16) необходимо добавить зависимость χτ  от w , уравнение со-

стояния жидкости (газа) и связь между площадью сечения трубы и давле-
нием. 

Стенки трубы будем считать упругими, площадь поперечного сечения 
зависящей от давления согласно закону Гука, то есть 

 






 −+=
E

pp
eff 0

0 1 , (13.17) 

где ( )xff 00 =  – площадь поперечного сечения трубы при давлении 0p , Е – 
модуль Юнга материала трубы, e  – безразмерный коэффициент, зависящий 
от формы сечения и толщины стенок трубы. Влиянием продольных сил 

                                           
*
 Последнее вытекает из того, что в соответствии с формулами (4.21) и (4.28) для слабосжимаемой жид-

кости 
x

v
ppp

xxxx ∂
∂+−=+−= µτ , а в обычных условиях p

x

v <<
∂
∂µ . 

**
 При турбулентном режиме движения 1,103,1 −≈β , при ламинарном – 33,1=β . 
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упругости и сил инерции стенок трубы можно пренебречь. В случае слабо-
сжимаемой жидкости будем предполагать, что она также следует закону 
Гука, то есть 
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0
0 1

K

ppρρ , (13.18) 

где 0ρ  – плотность при давлении 0p , 
ж

K  – модуль объемного сжатия 
жидкости. 

Так как выражения (13.17) и (13.18) справедливы лишь при 
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e , (13.19) 

то 
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1 ρρρ , (13.20) 

где 

E

K
e

K
K

ж

ж

1 +
=  

– приведенный модуль объемного сжатия, учитывающий упругость как 
жидкости, так и стенок трубы. Для тонкостенной круглой трубы  

h

d
e = , 

где d  – внутренний диаметр, h  – толщина стенки трубы. По определению, 
скорость звука* в системе «упругая жидкость», текущая по упругой трубе, 
равна 

 
0
ρρ
KKc ≈= . (13.21) 

Из формул (13.20) и (13.21) следует, что 
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С другой стороны, в соответствии с законом Гука (13.18), имеем 
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где 1gzpp ρ+=  – приведенное давление. 

                                           
*
 Под скоростью звука понимается скорость распространения малых возмущений, то есть таких, для ко-
торых выполняются условия (13.19). 
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Подставив соотношения (13.22) и (13.23) в уравнения (13.16), получаем 
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 (13.24) 

Для случая течения газа в трубе можно принять 0=∂
∂
t
f , то есть пре-

небречь изменением площади сечения трубы. Тогда, воспользовавшись из-

вестной формулой 2
o
c

d
dp =ρ , где 

o
c  – скорость звука в газе, получим 
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 (13.25) 

откуда сразу следует, что уравнения (13.24) справедливы и для газа. В даль-
нейшем не будем пользоваться разными обозначениями c  и 

o
c . 

Для установления зависимости χτ  от свойств жидкости и параметров 

течения воспользуемся гипотезой квазистационарности, то есть предполо-
жением, что характеристики сопротивлений, установленные для стацио-
нарных течений, сохраняются и для нестационарных. Тогда, в соответст-
вии с формулой (10.35), будем иметь 

w

w

ρλτ χ 8
−= , 

и уравнения (13.24) примут окончательный вид 
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 (13.26) 

§2. Уравнения неустановившихся движений слабосжимаемой  
жидкости по трубам 

Интегрируя второе уравнение (13.26) по x , имеем 
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где 
ср
f  – среднее значение площади f  на участке [ ]x,0 . Из определения J  

следует, что величина 
2w

f

J βρ=  

представляет собой динамическое давление, соответствующее удвоен-
ному скоростному напору. Очевидно, что при движении слабосжимае-
мой жидкости можно пренебречь изменением этого давления по сравне-
нию с изменением приведенного давления ( ) ( )0pxp − . Последнее эквива-

лентно пренебрежению членом 
x

J

∂
∂

 в уравнениях (13.26). Далее, в соответ-

ствии с формулами (13.20) и (13.21) имеем 
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 (13.27) 

Подставив соотношения (13.27) в уравнения (13.26), пренебрегая чле-

ном 
x

J

∂
∂

 и полагая 0ff ≈ , 0ρρ ≈ , получим уравнения движения вязкой, 

слабосжимаемой жидкости в виде 
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где λδ f=  – гидравлический радиус потока. Для оценки полученного результата 

рассмотрим уравнение Навье-Стокса (9.3), описывающее течение несжимаемой 
жидкости по призматической трубе. Полагая трубу круглой (поток осесиммет-
ричный) и gF

�

�

= , из уравнения (9.3) в проекции на ось Oх имеем 
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Средняя скорость течения в этом случае равна 
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, (13.30) 

где R – радиус трубы. Умножив уравнение (13.29) на drrπ2  и интегрируя 
по радиусу от 0 до R, с учетом равенства (13.30) получим 
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или, так как для круглой трубы 
2

R=δ , 
Rr

r

u

=∂
∂= µτ χ , 

 
δ
τρ k

t

w

x

p −
∂
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∂− . (13.31) 

Уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости имеет, очевид-
но, вид 

 0=
∂
∂
x

w
. (13.32) 

Из сравнения уравнений (13.31) и (13.32) с системой уравнений (13.28) 
следует, что сжимаемость жидкости и упругость стенок трубы учтены в 
уравнениях (13.28) только в том, что в них, в отличие от несжимаемой 
жидкости, ( )txww ,= , и скорость звука c  имеет конечное значение. Од-
нако, указанные отличия имеют принципиальное значение. Действительно, 
система уравнений (13.28) является гиперболической, то есть допускает, 
в отличие от уравнений для несжимаемой жидкости, волновые решения. 
Следовательно, уравнения (13.28) позволяют описывать волновые процес-
сы, возникающие в трубах при неустановившемся движении. Уравнения 

(13.28) содержат в общем случае нелинейный член w
w

δλ 8 , что сущест-

венно затрудняет их интегрирование. Различные способы линеаризации, 
заключающиеся в представлении нелинейного члена в виде 
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рассмотрены в монографиях, представленных в списке литературы. Там же 
приведены некоторые оценки погрешностей, возникающих в результате 

линеаризации. При ламинарном режиме течения 
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A=λ , откуда 
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В случае круглых труб 64=A , 
4

d=δ  и 
2

32
2

d
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ρ
µ= , где d  – диаметр 

трубы. Подставив соотношение (13.33) в уравнения (13.28), получим 
окончательно 
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 (13.34) 

Отметим еще раз, что в этих уравнениях принимается constρ = . 
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§3. Уравнения неустановившихся движений газа по трубам 
с малыми дозвуковыми скоростями 

При рассмотрении течения газа необходимо к уравнениям (13.26) до-
бавить уравнение состояния, например, 

 ZRT
p =
ρ

, (13.35) 

где Z  – коэффициент сверхсжимаемости, R  – газовая постоянная, T  – аб-
солютная температура. 

Подставив равенство (13.35) в выражение 1gzpp ρ+= , имеем 
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1 1ρ , 

откуда видно, что даже при достаточно больших 1z  ( 2001 <z м) можно 
принимать pp ≈ . Как показывают соответствующие оценки, при движе-
нии газа в длинных газопроводах с малыми дозвуковыми скоростями мож-
но пренебрегать динамическим давлением, соответствующим удвоенному 
скоростному напору, и тем более – его изменением, то есть пренебречь 

членом 
x

J

∂
∂

 в уравнениях (13.24). 

Учитывая эти оценки, а также полагая 0ff = , из уравнений (13.26) 
имеем 
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 (13.36) 

Так как коэффициент гидравлического сопротивления зависит от чис-
ла Re , 

( ) 






==
µ
δρλλλ w4

Re , 

а коэффициент вязкости – от температуры, ( )Tµµ = , то система из трех 
уравнений (13.35) и (13.36) содержит четыре неизвестных: Twp ,,, ρ . При 
течении газа в длинных газопроводах обычно предполагают, что режим 
течения является изотермическим, то есть полагают const0 == TT . В этом 
случае рассматриваемая система уравнений (13.35), (13.36) становится 
замкнутой.  
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Для линеаризации второго из уравнений (13.36) может быть использо-
вано соотношение (13.33). Тогда 
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где при малых дозвуковых скоростях течения можно принимать const=c . 
При этой линеаризации уравнения (13.37) совпадают с уравнениями (13.34) 
для жидкости, когда constρ = . Такая линеаризация является более гру-
бой, нежели для жидкости, так как в длинных газопроводах скорость по 
длине может заметно меняться, что не имеет места при течении жидкости.  

Для того, чтобы указать другой способ линеаризации уравнений 
(13.36), воспользуемся следующим приемом. Учитывая (13.25), перепишем 
уравнения (13.36) в виде 
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 (13.38) 

Исключая из второго уравнения (13.38) 
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, получим 
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Выше мы условились рассматривать малые дозвуковые скорости и 
пренебрегать скоростным напором и его производными. Поэтому первое 
из уравнений (13.37) и уравнение (13.39) можно с учетом соотношений 
(13.25) и уравнения состояния (13.35) переписать в виде 
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 (13.40) 

Уравнения (13.40) совпадают с уравнениями (13.28) для жидкости, если 
в последние подставить вместо p   pln , а вместо ρ  – 1 ( )ZRT . Линеаризация 
уравнений (13.40) может быть произведена с помощью соотношения (13.33). 
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§4. Интегрирование уравнений неустановившихся движений  
жидкости и газа методом характеристик 

Системы уравнений – нелинейная 

 

2 ,

8

p w
c

t x

wp w
w

x t

ρ

λρ
δ

∂ ∂− =
∂ ∂
∂ ∂ − = + ∂ ∂ 

 (13.41) 

и линеаризированная 
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 (13.42) 

относятся к гиперболическому типу. В дальнейшем при движении жидкос-
ти, как это следует из уравнений (13.28) и (13.34), под p будем понимать 
приведенное давление 1gzpp ρ+= . При движении газа в соответствии 

с уравнениями (13.40) под p будем понимать pln , а под ρ  – const
1 =

ZRT
. 

Для численного интегрирования нелинейной системы (13.41) наибо-
лее удобным является метод характеристик. Используя стандартные мето-
ды, получим, что уравнения характеристик и соотношения на них имеют вид 
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w
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w
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δ
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δ
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 (13.43) 

 

Заметим, что в рассматриваемом случае 
уравнения характеристик не зависят от 
решения. Поэтому их сетка может быть 
построена до начала решения, что суще-
ственно упрощает процедуру численного 
интегрирования. Характеристика, опи-
сываемая соотношением const=− ctx , 
называется прямой, а соотношением 

const=+ ctx  – обратной. Заменяя в диф-
ференциальных соотношениях (13.43) диф-
ференциалы конечными разностями, чим 
систему уравнений для определения 
приближенных значений p  и w  в точке 7 Рис. 13.3 
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(рис. 13.3), которые обозначим через 77 wp , . Эта система имеет вид 
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 (13.44) 

где 212121 ,,,,, λλwwpp  – значения λ,,wp  в точках 1 и 2, соответственно. 
Для того, чтобы эти значения были известны, необходимо, очевидно, за-
дать начальные условия 

( ) ( ) ( ) ( ) ,0,0,0 21 lxxfxpxfxw ≤≤== ,,  

где l  – длина трубы. Аналогичным образом вычисляются значения p  и 
w  в точках 8, 9, 10 и 11. Найденные из уравнений (13.44) значения 

77 wp ,  представляют собой первое приближение функций p  и w  в точке 
7. Для их уточнения можно прибегнуть к обычным итерационным мето-
дам. Другой способ повышения точности заключается в уменьшении 
шага сетки характеристик. В граничную точку 12 приходит только об-
ратная характеристика. Поэтому из уравнений (11.43) имеем только одно 
соотношение 

( ) ( ) 0,
8 7127

77
712712 =−+−−− xxw

w
wwcpp

δ
λ

ρρ  

содержащее две неизвестные 12p  и 12w . Для получения второго уравнения 
необходимо задать граничное условие при 0=x , то есть одно из соотно-
шений вида 

 ( ) ( ) ( ) 0,, === wpftpptww ,  при 00, >= tx . (13.45) 

Решение в граничной точке 17 получается аналогичным образом. Для 
этого необходимо выписать конечно-разностное соотношение на характе-
ристике и задать граничное условие типа (13.45), но при lx = . Очевидно, 
что метод характеристик может быть использован и для численного интег-
рирования линеаризированной системы уравнений (13.42). 

§5. Интегрирование линеаризированных уравнений  
неустановившегося движения с помощью преобразования 

Лапласа 

Изображение по Лапласу функции двух переменных ( )txu ,  и ее ча-
стных производных по координате и времени имеют, соответственно, 



НЕУСТАНОВИВШИЕСЯ ДВИЖЕНИЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ТРУБАХ 241

вид 
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где ( )0,xu  – начальное условие для функции ( )txu , , s  – комплексный па-
раметр, причем 0>sRe . При этом предполагается, что интегралы в фор-
мулах (13.46) существуют, операции интегрирования и дифференцирова-
ния по координате перестановочны и 
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Переход от изображения к оригиналу выполняется при помощи фор-
мулы обращения 

 ( ) ( )∫
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=
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st
dssxUe

i
txu

γ

γ
π

,,

2

1
, (13.47) 

причем прямая ∞+∞− ii γγ ,  проводится так, чтобы все особые точки 
изображения ( )sxU ,  лежали слева от нее. 

Рассмотрим применение интегрального преобразования Лапласа к ре-
шению системы линеаризированных уравнений (13.42). Предварительно 
сделаем следующее замечание. Пусть при 0≤t  движение является уста-
новившимся. Тогда из уравнений (13.42) следует, что 

( ) ( ) ( ) xwapxppxww 000 20,00,const,0, ρ−==== , 

где 00 , pw  – скорость и давление при установившемся движении. 
Положим 

( ) ( ) ( ) ( )txpptxptxwwtxw ,,,,

** +=+= 00 , , 

где **
pw ,  – возмущения скорости и давления – их отклонения от 

стационарных значений. Легко видеть, что **
pw ,  удовлетворяют 

уравнениям (13.42). Так как всякое неустановившееся движение можно 
рассматривать как возникшее из установившегося, то начальные условия 
для возмущений имеют вид 

 ( ) ( ) ( )lxxpxwt ≤≤==≤ 00,00,00, ,,

** . (13.48) 

Поэтому в дальнейшем будем рассматривать уравнения (13.42) при началь-
ных условиях (13.48) и, опуская индекс *, под ( ) ( )txptxw ,,,  будем пони-
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мать возмущения скорости и давления. Очевидно, что при этом краевые 
условия также должны быть сформулированы для возмущений. 

Применив преобразование Лапласа по переменной t  к уравнени-
ям (13.42), получим с учетом формул (13.46) и начальных условий (13.48) 
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где 
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,,,,, dtetxwsxVdtetxpsx stst  

– изображения по Лапласу давления ( )txp ,  и скорости ( )txw , . Общее реше-
ние системы обыкновенных дифференциальных уравнений (13.49) имеет вид 
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где 
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Полагая в формулах (13.50) последовательно 0=x  и lx = , получим 
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Исключая из равенств (13.52) постоянные интегрирования A  и B , имеем 
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Соотношения (13.53) представляют собой уравнения гидравлического 
четырехполюсника, связывающие между собой изображения давления и ско-
рости по концам трубопровода. Подчеркнем особо, что вид соотноше-
ний (13.53) не зависит от граничных условий рассматриваемой задачи. 

Для получения решения уравнений (13.42) в изображениях, или, что 
то же самое, решения уравнений (13.49), при произвольных граничных усло-
виях необходимо определить константы А и В. Из соотношений (13.52) видно, 
что для этого достаточно знать любую пару величин ( )s,0Ρ , ( )sV ,0 , ( )sl,Ρ , 
( )slV , . Из равенств (13.53) следует, что достаточно иметь еще два независи-

мых соотношения относительно этих величин. Такие соотношения могут быть 
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получены из дополнительных условий, связывающих между собой значения 
давления, скорости и их производных по концам трубопровода. 

Ограничимся в дальнейшем рассмотрением только линейных допол-
нительных условий. Так как, согласно уравнениям (13.42), производные по 
координате могут быть выражены через скорость и производные по време-
ни, то любые линейные дополнительные условия для этих уравнений мож-
но привести к виду 
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 (13.54) 

где ψϕβα ,,, ijij  – известные функции времени. 

Полагая в условиях (13.54) 
4321,012 ,,,=== jjj βα , 

получим общий вид линейной краевой задачи, а принимая 
021 == jj ββ  или 4 3, 2, 1,021 === jjj ,αα , 

получим общий вид линейной задачи Коши при 0=x  или lx = , соответ-
ственно. 

Далее будем рассматривать только стационарные дополнительные ус-
ловия, то есть будем считать коэффициенты ijij βα ,  константами. Приме-

няя к условиям (13.54) преобразование Лапласа по времени, с учетом на-
чальных условий (13.48) получим 
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где 
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Выражения (13.53) и (13.56) образуют замкнутую систему четырех ли-
нейных алгебраических уравнений, из которых имеем 
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Из первого равенства (13.52) с учетом формул (13.57) имеем 
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Подставляя формулы (13.59) в равенства (13.50), получим 
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Переходя в соотношениях (13.60) от изображений ( )sx,Ρ , ( )sxV ,  к их 
оригиналам ( ) ( )txwtxp ,,, , получим искомое решение уравнений (13.42) 
при начальных (13.48) и дополнительных (13.54) условиях. Этот переход 
может быть выполнен либо с помощью таблиц соответствия, либо по фор-
муле обращения (13.47). Помимо таблиц соответствия для преобразования 
Лапласа имеются обширные таблицы для преобразования Лапласа–Кар-
сона. 
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Изображение по Лапласу функции ( )tf , то есть ( )[ ]tfL  и ее изобра-
жение по Лапласу–Карсону ( )[ ]tfK  связаны между собой соотношени-
ем 

( )[ ] ( )[ ]tfsLtfK = . 

Эта формула позволяет находить оригинал ( )tf , если известно его изобра-
жение ( )[ ]tfL , с помощью таблиц обращения для преобразования Лапласа–
Карсона. Рассмотрим некоторые примеры использования формулы обра-
щения (13.47). 

§6. Примеры расчета нестационарных процессов в трубах 

Расчет нестационарных процессов в трубопроводах различного назна-
чения, в частности, расчет гидравлического удара, часто сводится к зада-
чам, когда по концам трубы заданы давление или скорость течения как 
функции времени. 

Рассмотрим следующие случаи: 
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 (13.61) 

Начальные условия во всех четырех случаях принимаются нулевыми, то 
есть определяются по формулам (13.48). 

Очевидно, что случай D сводится к случаю А заменой xly −= , 

( ) ( )tt 12 ϕϕ = , ( ) ( )tt 21 ψψ −= . В дальнейшем будем считать, что граничные 

функции ( ) ( )tt
ii

ψϕ ,  могут иметь разрывы при 0+=t . Из формул (13.54), 

(13.56), (13.61) следует, что 
в случае А    11 41 == βα , , 

в случае В    11 31 == βα , , 

в случае С    11 42 == βα , . 

Остальные 
ii
βα ,  во всех трех случаях равны нулю. 

Вычислив с помощью этих соотношений определители (13.58) из фор-
мул (13.60), получим: 
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случай А 
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случай В 
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случай C  
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Ρ = Ψ − + + + − −  

− Ψ − + + +  

= Ψ − + + + − +  

+ Ψ − + + +  

2

1 1 1 6

2

2 2 2 6

1 1 1 4

2 2 2 4

0 0

0 0

0 0

0 0

 (13.64) 

где 

      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .,,,,,

,,,,,,

2, 1,,,

2654

3221

00
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y
syF

l

y
syF
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y
syF

l

y
syF

ls

y
syF

ls

y
syF

idtetsdtets st

ii

st

ii

λ
λλ

λλ
λ

λ
λ

λλ
λ

λ
λλ

λ
λ

ψϕ

sh

ch

sh

ch

sh

sh

ch

sh

ch

sh

ch

ch

===

===

==Ψ=Φ ∫∫
∞

−
∞

−

 (13.65) 

При выводе формул (13.65) было использовано вытекающее из фор-
мул (13.51) соотношение 

( ) λρ
s

c
sZ

2

= . 
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Так как выражение ( ) ( )0+−Φ ϕss  представляет собой изображение 

функции 
t∂
∂ϕ

, то в соответствии с теоремой о свертке и формулами (13.62), 

(13.63), (13.64) имеем: 

случай А 

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

, , ,

, , ;

t

t

p x t N l x t c N x t d

N l x t c N x t

w x t N l x t N x t d
c

N l x t N x t
c

ϕ θ θ ρ ψ θ θ θ

ϕ ρ ψ

ϕ θ θ ψ θ θ θ
ρ

ϕ ψ
ρ

 ′ ′= − − − − + 

+ + − − +

 
′ ′= − − + − + 

 

+ + − + +

∫

∫

2

1 1 2 2

0

2

1 1 2 2

1 3 2 12

0

1 3 2 12

0 0

1

1
0 0

 (13.66) 

случай В 

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

, , ,

, , ;

t

t

p x t N l x t N x t d

N l x t N x t

w x t N l x t N x t d
c

N l x t N x t
c

ϕ θ θ ϕ θ θ θ

ϕ ϕ

ϕ θ θ ϕ θ θ θ
ρ

ϕ ϕ
ρ

′ ′= − − + − +  

+ + − + +

′ ′= − − − − +  

+ + − − +  

∫

∫

1 4 2 4

0

1 4 2 4

1 5 2 52

0

1 5 2 52

0 0

1

1
0 0

 (13.67) 

случай С 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ),,,

,,,

,,,

,,,

txNtxlN

dtxNtxlNtxw

txNtxlNÒ

dtxNtxlNctxp

t

t

4241

0

4241

6261
2

0

6261
2

00

00

++−++

+−′+−−′=

+−−++

+−′−−−′=

∫

∫

ψψ

θθθψθθψ

ψψρ

θθθψθθψρ

 (13.68) 

где в соответствии с формулой обращения (13.47) 

 ( ) ( ) 6, ...2,1,
2

1 == ∫
∞+

∞−

idsesyF
i

tyN

i

i

st

ii
,,,

γ

γ
π

. (13.69) 
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Функции 321 FFF ,,  обладают простыми полюсами 
n
s , соответствую-

щими корням уравнения 
 0== lil λλ cosch , (13.70) 
а функции 654 FFF ,,  – простыми полюсами 

m
s , соответствующими кор-

ням уравнения 
 0=−= liil λλ sinsh . (13.71) 

Кроме того, функции 421 FFF ,,  обладают простым полюсом 00 =s , 

функция 5F  – простыми полюсами 00 =s  и ( )
as 21

0 −= , функция 6F  – по-
люсом 00 =s  второго порядка. 

Из уравнений (13.70) и (13.71) и первой формулы (13.51) следует, что 
простые полюса 

n
s  и 

m
s  определяются по формулам 

,,
2

1

,...321,...321,,

2
2

2
2

a
l

cm
a

l

cn

mniasias

mn

mmnn

−






=−






 −=

==±−=±−=

πγπν

γν ,,,,,,

 (13.72) 

то есть каждому n  и каждому m  соответствуют два полюса. 
Все корни 

n
s  и 

m
s  отвечают условиям 00 <<

mn
ss Re,Re  и, следо-

вательно, в формуле (13.69) можно положить 0=γ . 
Для замыкания контура интегрирования в формуле (13.69) рассмот-

рим при вычислении функций 321 NNN ,,  последовательность дуг радиуса 

n
l

c
R

n

π= , 

а при вычислении 654 NNN ,,  – радиуса 

2

12 −= m

l

c
R

m

π
 

с центрами в начале координат и лежащих слева от мнимой оси комплекс-
ной плоскости s . Из формул (13.72) видно, что ни один из полюсов 

n
s  не 

лежит на дугах радиуса 
n

R  и ни один из полюсов 
m
s  не лежит на дугах ра-

диуса 
m

R . Покажем, что на дуге радиуса 
n

R  при ∞→n  величина 

l

x
A

λ
λ

ch

ch=  

ограничена. На дуге радиуса 
n

R  

2

3

2

πθπθ ≤≤= ,

i

n
eRs . 

Тогда, в соответствии с формулой (13.51), значение 
n
λ  на этой дуге будет равно 









+=+=

n

iin

nnn
R

a
ee

c

R
i

2θθβαλ , 
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откуда после элементарных преобразований имеем 

 

.coscoscos

,coscoscos
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+−+++=
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R
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 (13.73) 

Из первой формулы (13.73) видно, что при ∞→n  и, следователь-
но, ∞→

n
R   имеем +∞<<∞−

n
α . 

Так как 
( ) ( ) ( ) ( )

,
cossh

cossh
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A
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22 11
 

то при lx <  ±∞→=
nn
αλRe  0→A . При lx =   1=A . При 

n
α  конечном 

A  – конечная величина. Условие 0=
n
α  выполняется, как это видно 

из формулы (13.73), только при 
n

R

a−=θcos . При этом 
c

R
n

n
±=β  

и cos
n
lβ2  12 == nπcos , то есть A  и в этом случае – конечная величина. 

Аналогично можно показать, что на дугах радиуса 
n

R  при ∞→n  величина 

l

x

λ
λ

ch

sh
, 

а на дугах радиуса 
m

R  при ∞→m  величины 

l

x

λ
λ

sh

sh
, 

l

x

λ
λ

sh

ch
 

ограничены. Из доказанного следует, как это видно из формул (13.65), что 
при ∞→

n
R  величины 321 FFF ,,  равномерно стремятся к нулю, а при 

∞→
m

R  равномерно стремятся к нулю величины 654 FFF ,, . Теперь, 

в соответствии с леммой Жордана, для 0>t  интеграл (13.69) на основа-
нии интегральной теоремы Коши можно представить в виде 

( ) ( ) ( )
0

1

2
, , Re ,

n

k

st st
i j j s s

n

N y t F y s e ds s F y s e
iπ

∞

=
=Γ

 = =  ∑∫○ , 
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где ( )mnk
k

,=Γ  – замкнутый контур, образованный дугой радиуса 
k

R  
и мнимой осью комплексной плоскости s . Применяя стандартную про-
цедуру нахождения вычетов, после соответствующих вычислений полу-
чим 
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y
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c
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 (13.74) 
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Формулы (13.66)–(13.68) и (13.74) дают решение задач (13.61). Заметим, 
что при больших длинах трубопровода может иметь место случай, когда 
для малых значений n  

a
l

cn <− π
2

12
. 

Тогда величина 
n
ν  будет мнимой, и  

ttitti
l

cn
ai

nnnnnn

***
chch,shsh, ννννπνν =−=







 −−=−=
2

2

2

12
. 

При  

a
l

cn >− π
2

12
 

n
ν  – вещественная величина, и 

ttititi
nnnn
νννν cosch,sinsh == . 

Аналогичные замечания будут справедливы и для случаев 

a
l

cm <π
   и   a

l

cm >π
. 
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§7. Гидравлический удар 

Резкое изменение скорости в трубопроводе, например, при закры-
тии задвижки, сопровождается соответствующим изменением давле-
ния. Это явление называется гидравлическим ударом. Впервые гидрав-
лический удар в идеальной жидкости был подробно исследован в 1898 г. 
Н.Е. Жуковским. Рассмотрим применение формул, полученных в преды-
дущем параграфе, к классической задаче о гидравлическом ударе. 
При 0=x  расположен резервуар большой емкости, давление в котором 
считается постоянным. При lx =  происходит изменение скорости по за-
данному закону. При мгновенной остановке потока граничные условия для 
возмущений имеют, очевидно, вид 
 ( ) ( ) ( ) ( ) 021 000 wttlwttpt −====≥ ψϕ ,,,, ,  

где 0w  – скорость стационарного течения. 
Подставив граничные условия в формулы (13.65), получим 

 
( ) ( )
( ) ( ).,,

,,,

txNwtxw

txNwctxp

10

20
2

−=
= ρ

 (13.75) 

Из формул (13.74) и (13.75) следует, что решение рассматриваемой 
задачи имеет вид медленно сходящихся рядов. 

При 0=a , то есть для идеальной жидкости, 

titi
l

cn
nnn
ννπν sinsh, =−=

2

12
 

и при lx =  в соответствии с формулами (13.74) 

 ( )
c

l
t

c
t

l

cn

nc
tlN

n

2
0

1

2

12

12

14

1

2 <<=−
−

= ∑
∞

=

,sin,
π

π
, (13.76) 

откуда 

 ( )
c

l
tcwtlp

2
00 <<= ,, ρ . (13.77) 

Соотношение (13.77) представляет собой классическую формулу 
Н.Е. Жуковского для гидравлического удара в идеальной жидкости. Гра-

фик зависимости 
( )

0cw

tlp

ρ
,=Π  от 

l

ct=τ , то есть в безразмерных координа-

тах, представлен на рис. 13.4. Графики зависимостей 
( )

0cw

tlp

ρ
,=Π  от 
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l

ct=τ  при 
l

c
a

l

c
a

l

c
a 502501250 ,,,,, ===  представлены на рис. 13.5, 

13.6 и 13.7. Заметим, что величина 0

0

2a w l

w c

ρ
ρ

 представляет собой отношение 

потерь давления на длине l  к ударному давлению, по Н.Е.Жуковскому. 
Из приведенных графиков видно, что при наличии трения давление в сече-

нии lx =  продолжает возрастать до момента времени 
c

l
t

2= , то есть до 

момента прихода волны, отраженной от сечения 0=x . Этот факт был ус-
тановлен И.А. Чарным. При lca ≥  волновые явления практически исче-
зают. 

Рассмотрим гидравлический удар при граничных условиях 

( ) ( ) ( ) ( )
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,,
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,,,,

Ttw
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T
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ttlwttpt

0

0

21

0
000 ψϕ  (13.78) 

где T  – время торможения потока. 
Из формул (13.66) и (13.78) имеем 

при Tt ≤≤0  

( ) ( ) ( )
2 2

0 0
2 2

0 0

, , ,

t t

c w c w
p l t N l t d N l d

T T

ρ ρθ θ θ θ= − =∫ ∫ , 
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t
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T

dlN
T
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T
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tlp θθρθθρ

,,, 2
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2
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2
0

2

. 

  

Рис. 13.4 Рис. 13.5 
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Рис. 13.6 Рис. 13.7 

Для простоты положим в дальнейших вычислениях 0=a . Тогда, с уче-
том формулы (13.76), получим 
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π
π
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cos, , (13.79) 

где при 01 =≤ tTt , а при TttTt −=≥ 1 . 
Сумма ряда (13.79) известна и равна 
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С учетом периодичности формула (13.80) может быть представлена в 
более удобном виде 
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Теперь формула (13.79) может быть представлена в виде 

 ( ) ( ) ( )[ ]1
0 tFtF

T

lw
tlp −−= ρ
, . (13.82) 
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Для иллюстрации применения формул (13.81) и (13.82) рассмотрим 
случай /T l c= . 

При ( ) ( ) ( ) 101010 1 ==−==≤≤≤ FtF
l

ct
tFk

l

ct
Tt ,,,  и 

T

t
cwp 0ρ= . 

При Tt ≥  область изменения величин 
l

ct
 и ( ) 11 −=−=

l

ct
Tt

l

c

l

ct
 

разобьем на отрезки и получим 
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4 0 4

9 2

, , ,
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k F t
l
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p cw

l
ρ
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 = − − 
   

и т.д. График зависимости 
0

p

cwρ
Π =  от ( )ct lτ =  приведен на рис. 13.8. 

Зависимости Π  от τ  при 
c

l
T

2=  и 
c

l
T

3=  представлены на рис. 13.9 

и рис. 13.10, соответственно.  

  

Рис. 13.8 Рис. 13.9 
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Рис. 13.10 Рис. 13.11 

Особый интерес представляет случай 
c

l
T

4= . При 20 ≤≤
l

ct
 

( )
l

ct
tF −=1 , ( ) ( )1 00 1,

t
F t F p cw

T
ρ= = = . При 42 ≤≤

l

ct
 ( ) 41 −+=

l

ct
tF , 

( ) ( ) 101 −==FtF , 0 4
4

cw ct
p

l

ρ  = − 
 

. При 41 −=>
l

ct
tTt , на отрезке 

64 ≤≤
l

ct
, 1=k , ( )

l

ct
tF −= 5 ; на отрезке ,

ct
k

l
≤ ≤ =10 2 0  и ( )F t =

1
 

ct

l
= −5 , откуда следует, что ( ) 0=tlp , . 

Легко видеть, что и при ( ) 06 =∞≤≤ tlp
l

ct
, . Зависимость 

0

p

cwρ
Π =  от 

l

ct=τ  при 
c

l
T

4=  представлена на рис. 13.11. Можно пока-

зать, что если 
c

l
nT 4= , то при ( ) 0=≥ tlpTt , . Заметим, что величи-

на 
c

l
 представляет собой время пробега волны гидравлического удара по 

трубе длиной l . 

§8. Влияние нестационарности течения на силу трения 

Выведенные в §1 настоящей главы уравнения неустановившегося дви-
жения по трубам, например (13.24), связывают между собой средние в се-
чении скорость w , плотность ρ , давление p  и среднее по периметру тру-
бы касательное напряжение χτ . Для замыкания этой системы уравнений 
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обычно используется гипотеза квазистационарности. Расчеты, выполнен-
ные на базе этой гипотезы, как правило, хорошо подтверждаются экспери-
ментом. Тем не менее, в ряде случаев, особенно при наличии крутых фрон-
тов давления (скорости), а также при течении неньютоновских жидкостей, 
были обнаружены заметные расхождения между экспериментальными и 
теоретическими результатами. Это обстоятельство заставляет обратить 
особое внимание на правомерность гипотезы квазистационарности. Дейст-
вительно, χτ , как известно, есть функция реологических характеристик 

жидкости и распределения местных скоростей по сечению потока. В то же 
время распределение скоростей при нестационарном течении существенно 
отличается от такового при стационарном. Для случая ламинарного неус-
тановившегося течения несжимаемой жидкости этот факт был теоретиче-
ски установлен в работах И.С.Громеки, П.Лямбосси и ряда других авторов 
и экспериментально исследован Е.Ричардсоном и Е. Тайлером. Очевидно, 
что уравнения для осредненных величин в принципе не позволяют оценить 
влияние нестационарности на величину силы трения. Поэтому для уточне-
ния связи χτ  с осредненными параметрами течения необходимо обратить-

ся к рассмотрению соответствующих дифференциальных уравнений для 
местных величин, то есть к уравнениям Навье–Стокса. 

Оставаясь в рамках тех же допущений, что и при выводе уравне-
ний (13.28), то есть пренебрегая сжимаемостью жидкости и упругостью 
трубы в уравнении движения, запишем уравнение Навье–Стокса в виде 

 vpF
dt

vd �

�

�

∆+∇−= µρρ . (13.83) 

Рассмотрим осесимметричное течение по круглой цилиндрической тру-
бе, считая, что из массовых сил действует только сила тяжести. В этом случае 
уравнение (13.83) в проекции на ось трубы Oх имеет вид (13.29), или 

 ( )
x

vu
r

u
r

rr
pgz

xt

u =
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∂

∂
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∂
∂−=

∂
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,

µρρ 1 . (13.84) 

Полагая ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )trxurxutrxutxpxptxp ,,,,,,,,

** +=+= 00 , где 

00 pu ,  – стационарные значения скорости и давления, а **
, pu  – их возму-

щения, перепишем уравнение (13.84) в виде 

 










∂
∂

∂
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∂
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∂
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u
r

rrx

p

t

u
*** µρ . (13.85) 

Начальные условия для возмущений имеют, очевидно, вид 

 ( ) ( ) 0000 ==≤ txprxut ,,,,,

** . (13.86) 
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В дальнейшем индекс * будем опускать и под up,  понимать возму-
щения давления и скорости. 

Применяя к уравнению (13.85) и начальным условиям (13.86) преоб-
разование Лапласа по времени, получим 

 
( ) ( ) ( ) ( )

0
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2

2

=
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∂
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∂
dx

sxd

s
srxU

s
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rr
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,,
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ρν
, (13.87) 

где 

 ( ) ( ) ( ) ( )
ρ
µν ==Ρ= ∫∫

∞
−

∞
−

,,,,,,,,

00

dtetxpsxdtetrxusrxU stst . (13.88) 

Вводя функцию 

 ( ) ( ) ( )
dx

sxd

s
srxUsrx

,

,,,,

Ρ+=Φ
ρ
1

, (13.89) 

из уравнения (13.87) после умножения на 2
r  и замены переменной 

 r
s

z ν= , (13.90) 

получим 

 02
2

2
2 =Φ−

∂
Φ∂+

∂
Φ∂

z

z

z

z

z . (13.91) 

Уравнение (13.91) представляет собой однородное уравнение Бесселя 
нулевого порядка. Его решение, ограниченное при 0== zr , имеет вид 

 ( ) ( ) ( )zIsxCszx 0,,, =Φ , (13.92) 

где ( )zI0  – функция Бесселя от мнимого аргумента нулевого порядка. 
Подставив решение (13.92) в соотношение (13.89), с учетом равенст-

ва (13.90) получаем 

 ( ) ( ) ( )
dx
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s
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IsxCsrxU
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=
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1

0 . (13.93) 

Функция ( )srxU ,,  должна удовлетворять условию прилипания жид-
кости на стенке трубы, то есть при Rr =  

( ) 0=sRxU ,, , 

откуда в соответствии с равенством (13.93) получаем 
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, (13.94) 
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Исключая из формул (13.93) и (13.94) ( )sxC , , получаем 
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Умножая равенство (13.95) на 
2

2

R

rdr

π
π

 и интегрируя полученное 

выражение от 0 до R , то есть осредняя решение по радиусу, получаем* 
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где 2I  – функция Бесселя от мнимого аргумента второго порядка, 

 ( ) ( )
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2

42

R
adrsrxrU

R
sxV

R

ν== ∫ ,,,, . (13.97) 

Из формул (13.30), (13.88) и (13.97) следует, что 
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то есть ( )sxV ,  представляет собой изображение по Лапласу средней ско-
рости ( )txw , . 

Применяя преобразование Лапласа к первому из уравнений (13.41), то 
есть к уравнению неразрывности, с учетом начальных условий (13.86) по-
лучаем 

 
( ) ( )sx

c

s

dx

sxdV
,

, Ρ−=
2ρ

. (13.98) 

Уравнения (13.96) и (13.98) представляют собой записанные в изображе-
ниях по Лапласу уравнения ламинарного неустановившегося движения вязкой 
слабосжимаемой жидкости по круглой цилиндрической трубе для средних 
в сечении величин скорости и давления при начальных условиях (13.86). 

Перейдем к определению связи между средней скоростью w  и каса-
тельным напряжением χτ . Осреднив уравнение (13.85) по сечению трубы, 

                                           
*
 При выводе формулы (13.96) были использованы известные соотношения для функций Бесселя 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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zI
zIzIzIdzzzI 1

0210

2
, −==∫ . 
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получим 
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. (13.99) 

Применив к уравнению (13.99) преобразование Лапласа, с учетом на-
чальных условий (13.86) имеем 
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где 
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Подставив в соотношение (13.100) значение 
( )
dx

sxd ,Ρ  из уравне-

ния (13.96), получаем 
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то есть получаем связь между изображениями касательного напряжения T  
и средней скорости ( )sxV , . Так как 

( ) ∫
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w
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, , 

то в соответствии с теоремой о свертке из равенства (13.101) имеем 
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где 
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В результате получено, что 
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aat expκ , (13.103) 

где ( )0≠kz
k

 – корни уравнения ( ) 0222 =






=
a

s
iJzJ . Подставив соот-

ношения (13.102) и (13.103) в уравнение (13.99) и используя уравнение не-
разрывности из (13.41), или (13.42), которое, очевидно, остается без изме-
нений, имеем 
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где 
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График функции ( )tW  представлен на рис. 13.12. Коэффициент a2 , как 
это видно из формулы (13.33), при ламинарном режиме течения по круглой 
трубе равен  

const
8

8

64

8
2

2
==

⋅
==

R

ww
a

ν
δδ

λ
Re

, 

что совпадает с формулой (13.97). Таким образом, при ламинарном режиме 
течения нет необходимости в линеаризации уравнений (13.41), то есть име-   

 

Рис. 13.12 
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ют место уравнения (13.42). Отказ от гипотезы квазистационарности при-
водит к появлению в уравнении движения интегрального члена 

( ) ( )∫ −
∂

∂
t

dtW
xw

a

0

θθ
θ
θρ ,

, 

учитывающего с определенным весом всю предысторию нестационарного 
процесса. Анализ решений уравнений (13.104) показал, что при периодиче-
ских процессах коэффициент затухания высокочастотных гармоник пропор-
ционален корню квадратному из частоты. Это приводит к сглаживанию 
импульсов давления (скорости) и «размазыванию» крутых фронтов. Дан-
ные факты имеют экспериментальное подтверждение. В то же время из 
решения уравнений (13.42) следует, что коэффициент затухания высоко-
частотных гармоник практически не зависит от частоты. Таким образом, 
использование гипотезы квазистационарности не позволяет учесть указан-
ные выше явления. Позади фронта гидравлического удара кривые повы-
шения давления, рассчитанные по уравнениям (13.42) и (13.104), посте-
пенно сближаются. Поэтому расчет давления позади фронта, в том числе 
и расчет максимального повышения давления, может быть выполнен 
с достаточно высокой точностью по формулам, полученным в предполо-
жении справедливости гипотезы квазистационарности. 



 
 
 

Глава XIV 

ЛАМИНАРНЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ 
 
 

Рассмотрим обтекание потоком жидкости неподвижной стенки С. В слу-
чае идеальной жидкости оно описывается уравнениями Эйлера 

 
i

i

i

x

p
F

dt

dv

∂
∂−= ρρ  (14.1) 

и граничным условием 

 0=
Cn

v . (14.2) 

В случае несжимаемой вязкой жидкости необходимо использовать урав-
нения Навье–Стокса 

 i

i i

i

dv p
F v

dt x
ρ ρ µ∂= − + ∆

∂
 (14.3) 

и граничные условия 

 0=
C

vτ ,    0=
Cn

v . (14.4) 

Очевидно, что при 0→µ  уравнения Навье–Стокса (14.3) в пределе 
совпадают с уравнениями Эйлера (14.1). Однако решение уравнений 
Навье–Стокса не стремится при этом к решению уравнений Эйлера, так 
как граничные условия (14.4), при которых оно было получено, не за-
висят от величины вязкости и не могут стремиться к граничному усло-
вию (14.2). 

Эти соображения, а также некоторые экспериментальные данные при-
вели Л.Прандтля к мысли, что при малой вязкости, или, что то же самое, 
при больших числах Рейнольдса, ее действие проявляется лишь в доста-
точно тонком слое у стенки, получившем название пограничного слоя. Вне 
пограничного слоя вязкость сказывается весьма незначительно, и жидкость 
можно рассматривать как идеальную. 

Уравнения Навье–Стокса для течения в пограничном слое, учитывая 
малую толщину последнего, могут быть существенно упрощены. Теории 
пограничного слоя посвящена весьма обширная литература. 
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§1. Уравнения пограничного слоя 

 

Для вывода уравнений погранично-
го слоя рассмотрим, пренебрегая массо-
выми силами, плоскопараллельное 
обтекание вязкой несжимаемой 
жидкостью тонкого цилиндрического 
тела (рис. 14.1). При этом будем считать, 
что обтекаемая стенка плоская, и напра-
вим ось Oх вдоль стенки, а ось Oу – по 
нормали к ней. 

Рис. 14.1 

Из формул (4.42) следует, что уравнения течения в рассматриваемом 
случае имеют вид 
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 (14.5) 

Для приведения уравнений (14.5) к безразмерному виду положим  
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L
tpVpVvvVuvLyLx
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====== ,,,,,

2ρηξ ,  

где L  – характерная длина обтекаемого тела, V  – характерная скорость по-
тока. Подставив эти соотношения в уравнения (14.5) и опуская для сокраще-
ния записи черточки над безразмерными временем и давлением, получим 
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где 

µ
ρδδ VL

L
== Re, , 

δ  – толщина пограничного слоя, а под членами этих уравнений приведены 
их оценки внутри пограничного слоя по величине δ . 

Перейдем к рассмотрению справедливости этих оценок. Примем, что 
на длине L  скорость 

x
v  изменяется на величину порядка V . Тогда 1~u  и 
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Аналогичным образом можно показать, что 1~
2

2

ξ∂
∂ u

. 

Из уравнения неразрывности (14.8) имеем 
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Далее, очевидно, 
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так как внутри пограничного слоя δη <<0 . Из этого неравенства также 
следует, что  
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Примем также, что 1~
t

u

∂
∂

. Это означает, что внезапные ускорения 

типа гидравлического удара исключаются из рассмотрения. Тогда 

δ~
t

v

∂
∂

. 

Таким образом, подтверждена справедливость выписанных выше оце-
нок отдельных членов в уравнениях (14.6), (14.7), (14.8). 

Из этих оценок следует, что при учете влияния вязкости определяю-

щим в уравнении (14.6) является член 
2

21

η∂
∂ u

Re
. Поэтому отношение сил 
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инерции к силам трения можно представить в виде 

2

21

ηξ ∂
∂

∂
∂ uu

u

Re
: . 

Л. Прандтль предположил, что в пограничном слое отношение сил инер-
ции к силам трения есть величина порядка 1, то есть  

 
2

1
~

δ
Re . (14.9) 

Соотношение (14.9) позволяет дать оценку толщины пограничного слоя 
в виде 

 
Re

1
~δ . (14.10) 

Рассмотрим следующий пример. Пусть характерный размер обтекае-
мого тела 1=L м, характерная скорость потока 1=V м/с, а динамический 

коэффициент вязкости 
см

кг

10 3

⋅
= −µ  (вода, 20ºС), плотность 

3
3

м

кг

10=ρ . 

Тогда 

610==
µ

ρVL
Re , 

и в соответствии с формулой (14.10) 

 310
1

~ −=
Re

δ ,  

или 1~δ мм. В этом тонком слое и происходит изменение скорости 
x

v  от 
нуля до ее значения во внешнем течении. 

Возникает вопрос о характере течения в пограничном слое при таких 
значениях числа Re . Как показывают наблюдения, течение вдоль пласти-

ны остается ламинарным при ( )65 10105 ÷⋅<= µ
ρVL

Re . 

Пренебрегая в уравнениях (14.6), (14.7), (14.8) малыми членами и учи-
тывая при этом формулу (14.9), получаем 
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∂
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ηξη
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,

Re
 (14.11) 

Уравнения (14.11) представляют собой уравнения Л.Прандтля для по-
граничного слоя, записанные в безразмерном виде. Возвращаясь в уравне-
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ниях (14.11) к размерным величинам, имеем 
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 (14.12) 

Из этих уравнений видно, что давление в поперечном направлении по-
граничного слоя можно считать постоянным и равным тому давлению, ко-
торое существует на его внешней границе. Течение, внешнее по отноше-
нию к пограничному слою, как уже указывалось, может быть описано 
с помощью модели идеальной жидкости. 

Как было показано, на внешней границе пограничного слоя δ~v  

или δ
L

V
v
y

~ . Производная 
y

v
x

∂
∂

 из-за пренебрежения вязкостью во 

внешнем сечении на этой границе также мала, и продольная скорость 
x

v  
переходит в скорость внешнего течения ( )txU , . Поэтому на границе по-
граничного слоя уравнение движения можно записать в виде 

 
x

p

x

U
U

t

U

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂

ρ
1

. (14.13) 

В случае установившегося движения из уравнения (14.13) имеем 

 const
2

2 =+ Up
ρ

. (14.14) 

Граничные условия для внешнего течения благодаря малости толщи-

ны пограничного слоя и тому, что δ
L

V
y

v ~ , можно принять такими же, 

как при непосредственном обтекании тела идеальной жидкостью. Иначе 
говоря, для расчета внешнего потока можно рассматривать обтекание 
тела идеальной жидкостью, пренебрегая при этом толщиной погранич-
ного слоя. 

Итак, система уравнений (14.12) сводится к  
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 (14.15) 

где ( )txpp ,=  следует рассматривать как известную функцию. В случае 
установившегося движения оно может быть определено из равенства (14.14). 
Уравнения (14.15) называются уравнениями Прандтля для пограничного 
слоя. 
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Граничные условия для системы уравнений (14.15) имеют вид 
0==

yx
vv  при  ( )txUvy

x
,, == 0   при ∞→y . 

Последнее условие надо понимать в том смысле, что 
x

v  асимптотичес-
ки стремится к функции ( )txU , , которая считается наперед заданной. 

С помощью формулы (14.10) можно получить лишь оценку порядка 
величины толщины пограничного слоя. Так как в действительности грани-
ца между пограничным слоем и внешним течением достаточно условна, то 
для ее уточнения используются различные критерии. Наиболее простым из 
них является условие того, что скорость на внешней границе пограничного 
слоя равна 99% от скорости внешнего течения. 

§2. Задача Блазиуса 

 

Для иллюстрации применения уравне-
ний пограничного слоя (14.15) рассмотрим 
обтекание тонкой неподвижной пластинки 
(рис. 14.2). Начало координат совместим 
с началом пластинки, а ось Oх направим 
вдоль нее параллельно скорости набегаю-
щего потока. Длину пластинки будем счи-
тать бесконечной, а течение – стационар-
ным. Скорость набегающего потока при-
мем равной 0U . Сформулированная таким 
образом задача называется задачей Блазиу-
са. 

Рис. 14.2 

Так как скорость внешнего течения по условию постоянна, то 0=
dx
dp , 

и уравнения (14.15) принимают вид 
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 (14.16) 

где 

ρ
µν =≡≡ ,,

yx
vvvu . 

Граничные условия для уравнений (14.16) имеют вид 

 0== vu   при  00 Uuy == ,   при  ∞→y . (14.17) 
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Обратимся к построению решения задачи Блазиуса. Уравнения (14.16) 
и граничные условия (14.17) содержат систему определяющих параметров 

0Uyx ,,, ν , 

из которых только два обладают независимыми размерностями. Следова-
тельно, из этой системы можно составить две безразмерных комбинации, 
например, 

x

U
y

x

y

ν
0

, . 

Тогда искомые функции ( ) ( )yxvyxu ,,,  можно представить через безраз-
мерные функции f  и Φ  как 
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000

0 ,,, . (14.18) 

Сделаем в уравнениях (14.16) и граничных условиях (14.17) замену 
переменных 

 1
0

101
0

1 v
l

U
vuUuy

U

l
ylxx

νν ==== ,,, , (14.19) 

где l  – некоторый линейный размер. 
Подставив соотношения (14.19) в уравнения (14.16) и граничные ус-

ловия (14.17), получим 
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 ,0
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1

1

1 =
∂
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∂
∂

y

v

x

u
 (14.21) 

 ., ∞→==== 11111    при    10   при   0 yuyvu  (14.22) 

Из формул (14.19) следует, что 
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и равенства (14.18) могут быть представлены в виде 
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В то же время уравнения (14.20), (14.21) и граничные условия (14.22) 
не содержат в себе длины l . Следовательно, решение этих уравнений не 
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может зависеть от l , то есть от аргумента 
0lU

ν
, поэтому 
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Из уравнения неразрывности (14.21) следует, что существует функция 
тока ( )11 yx ,ψ , так что 
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, . 

Положим 
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Тогда 
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Подставив соотношения (14.24) и (14.25) в уравнение (14.20), получим 
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или, после дифференцирования и приведения подобных членов, 

 02 =′′−′′′ ϕϕϕ . (14.26) 

Из граничных условий (14.22) и формул (14.24), (14.25) следует, что 
граничные условия для уравнения (14.26) имеют вид 

 ( ) ( ) ( ) 10000 =∞′=′= ϕϕϕ ,, . (14.27) 

Таким образом, уравнения в частных производных (14.16) с гранич-
ными условиями (14.17) свелись к обыкновенному нелинейному диффе-
ренциальному уравнению (14.26) с краевыми условиями (14.27). Решение 
этой задачи может быть построено численно с высокой точностью, что 
и было сделано давно. 
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Из формул (14.19), (14.23), (14.24) и (14.25) следует, что  
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Графики распределения продольной и поперечной составляющих ско-
рости в пограничном слое представлены на рис. 14.3 и 14.4, соответствен-
но. 

  

Рис. 14.3 Рис. 14.4 

Принимая, что на внешней границе пограничного слоя 990
0

,=
U

u
 из 

первой формулы (14.28) имеем 











′=

x

U
y

ν
ϕ 0990, . 

Тогда из таблицы функции ( )ξϕ ′  следует, что 

0

5
U

x
y

νδ ≈= . 

Подставляя это значение во вторую формулу (14.28) и используя 
таблицы функций ( )ξϕ , ( )ξϕ ′ , получим на внешней границе погранично-
го слоя 
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Полученное решение для распределения скоростей в пограничном слое 
позволяет вычислить напряжение трения 0τ  на пластине. 

Действительно, при ламинарном течении 

0
0

=









∂
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y
y

uµτ . 

Подставив в это соотношение первую из формул (14.28), получаем 
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Обращаясь к таблице численных значений функции ( )ξϕ ′′ , име-
ем ( ) 33200 ,=′′ϕ , и 

 
x

U
3
0

0 3320
νρτ ,= . (14.29) 

Из формулы (14.29) следует, что сила трения W  на одной стороне 
пластины, приходящаяся на единицу ее ширины, равна 

xUdxW

x

3
0

0

0 6640 νρτ ,== ∫ . 

§3. Отрыв пограничного слоя 

В §8.2 было показано, что при стационарном обтекании окружности 
идеальной жидкостью скорость течения вдоль ее дуги сначала возрастает, 
а затем убывает. В соответствии с интегралом Бернулли давление при этом 
также сначала возрастает, а затем убывает. Аналогичное явление имеет ме-
сто при обтекании любого выпуклого контура. Течение жидкости в диффу-
зоре также происходит при положительном градиенте давления. 

При течении идеальной жидкости ее кинетической энергии доста-
точно для преодоления положительного градиента давления. В погра-
ничном слое благодаря вязкости происходит замедление течения. По-
этому кинетической энергии жидкости оказывается недостаточно для 
того, чтобы частицы продвинулись далеко в область повышенного дав-
ления. В результате возникает возвратное течение и связанное с ним 
вихреобразование. Толщина пограничного слоя при этом резко возраста-
ет, и условия, при которых были введены уравнения Прандтля, переста-
ют выполняться. 
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Рис. 14.5 

Рассмотрим обтекание криволинейно-
го контура С и будем вдоль него отсчиты-
вать координату х (рис. 14.5). В соответст-
вии со сказанным существует точка М с ко-
ординатой 

M
x , такая, что при 

M
xx <  

0<
∂
∂
x

p
, а при 

M
x x>  0

p

x

∂ >
∂

. 

Так как в точках контура С, то есть 
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с уравнениями (14.15) 

 

,

,

M

x

M

x

xx
x

p

y

v

xx
x

p

y

v

>>
∂
∂=

∂
∂

<<
∂
∂=

∂
∂

   при   0

   при   0

2

2

2

2

µ

µ
 (14.30) 

и в точке М 
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Так как кривизна k  кривой ( )xly =  равна 
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то из неравенств (14.30) и формулы (14.31) следует, что в точке М 
кривизна эпюры скоростей ( )xvv

xx
=  меняет свой знак (рис. 14.5). 

Поэтому при 
M

xx >  возникает возвратное течение и, как следствие, – 
отрыв пограничного слоя. 

Из приведенных рассуждений ясно, что если всюду в потоке 0≤
∂
∂
x

p
, 

то отрыва пограничного слоя не происходит. 



 
 
 

Глава XV 

ОДНОМЕРНЫЕ ТЕЧЕНИЯ ГАЗА 
 
 

Рассмотрение одномерных течений позволяет изучить основные зако-
номерности, присущие движению газов с большими скоростями. Одно-
мерными течениями газа (жидкости) называются такие течения, характе-
ристика которых (скорость v , плотность ρ , давление p , абсолютная тем-
пература T ) зависят только от одной координаты и времени. Примером 
одномерного течения может служить течение по трубке тока, если ско-
рость, плотность, давление и температура распределены равномерно по ее 
сечению. В этом случае 

( ) ( ) ( ) ( )tlTTtlpptltlvv ,,,,,,, ==== ρρ , 

где l  – координата, отсчитываемая вдоль оси трубки. 
Для простоты и наглядности последующих выводов будем считать, 

что газ совершенный, то есть его уравнение состояния имеет вид 

 RT
p =
ρ

. (15.1) 

§1. Скорость звука 

 

Скорость распространения звука в газе 
является одним из важнейших понятий 
газовой динамики. Для ее определения 
рассмотрим длинную цилиндрическую 
трубу, закрытую с одной стороны поршнем 
и запол-ненную газом (рис. 15.1). При этом 
предполагается, что в начальный момент 
времени газ в трубе покоится, а давление 0p  
и плотность 0ρ  во всех сечениях трубы 
одинаковы. 

Рис. 15.1 

Приведем поршень в движение – начнем вдвигать его в трубу. Газ пе-
ред поршнем начнет сжиматься и двигаться со скоростью v , а возникшее 
возмущение будет распространяться по трубе слева направо с некоторой 
скоростью с. 
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Пусть это возмущение в момент времени t достигло сечения I – I, 
а в момент t dt+  – сечения II – II. За время dt  между указанными сече-
ниями параметры течения газа меняются, то есть рассматриваемое течение 
будет неустановившимся. Для его изучения воспользуемся законом сохра-
нения массы (2.29) и законом изменения количества движения (2.49). 

В течение промежутка времени dt  скорость, давление и плотность га-
за в сечении I – I изменяются и достигают значений 1v , 1p  и 1ρ , а в сече-
нии II – II скорость равна нулю, а давление и плотность постоянны – 00 ρ,p  
(возмущение еще не успело дойти до этого сечения). Поэтому в мо-
мент dtt + , то есть в конце рассматриваемого промежутка времени, 
уравнение (2.29) и уравнение (2.49) в проекции на ось трубы 0х запишутся 
в виде 

 ∫∫ =
∂
∂

1

11

SV

dSvdV
t

ρρ
, (15.2) 

 
( )

xx

SV

TdSvdV
t

v +Ρ=−
∂

∂
∫∫

1

2
11ρρ

, (15.3) 

где 1S  – площадь поперечного сечения трубы. Проекция главного вектора 

N
�

 нормальных составляющих реакций стенок трубы на ее ось, очевидно, 
равна нулю, а весом газа пренебрегаем. 

Сила давления, действующая на объем газа между сечениями I–I и II–
II в момент dtt + , равна 

 ( )∫ −=Ρ
1

101

S

x
dSpp , (15.4) 

а сила трения 
 dtcT

x
χτ

ср
−= , (15.5) 

где 
ср

τ  – среднее за время dt  и на длине dtc  напряжение трения на стенке 

трубы, χ  – ее смоченный периметр. За время dt  плотность газа на рас-
сматриваемом участке трубы меняется в пределах значений 0ρ  до 1ρ , а ско-
рость – от нуля до 1v . Поэтому на интервале dt  
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где значок «ср» также означает среднее значение за время dt  и по объе-
му V . 

Элемент объема dV  можно представить в виде 

 dSdtcdV = . (15.7) 
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Подставив соотношения (15.4) – (15.7) в уравнения (15.2) и (15.3), по-
лучаем приближенно (из-за несовпадения средних и точных величин) 

 ( )[ ]∫ =−−
1

01101

S

dSvc ρρρ , (15.8) 

 ( ) ( ) dtcSppdSvcv

S

χτρρ
ср01

2
1111

1

−−==−∫ . (15.9) 

Учитывая теперь, что рассматриваемое течение одномерное, то есть 
все параметры распределены по сечению трубы равномерно, и считая газ 
идеальным ( 0

ср
== ττ ), переходим к пределу при 0→dt  и из равенств 

(15.8) и (15.9) получаем 
 ( ) 01

2
11111101 ppvcvvc −=−=− ρρρρρ , . (15.10) 

Исключив из соотношений (15.10) скорость 1v , имеем 

 
01

01
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12

ρρρ
ρ

−
−⋅= pp

c . (15.11) 

Скоростью звука а называется скорость бесконечно малых возмуще-
ний, то есть 

ca
pp

01
01

ρρ →
→

= lim , 

поэтому в соответствии с формулой (15.11) получаем 
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pp
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12
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lim . (15.12) 

Заметим, что при выводе формулы (15.12) нигде не использовалось то 
обстоятельство, что рассматриваемая среда является газом. Следовательно, 
эта формула справедлива для любой сжимаемой среды. Так как давление 
p  и плотность газа ρ  связаны между собой уравнением состояния (15.1), 
то для вычисления скорости звука a  необходимо задать вид термодинами-
ческого процесса, связанного с распространением звука. 

Предположим, что этот процесс изотермический, то есть что constT = . 
Обозначив через 

T
a  скорость звука, вычисленную в этом предположении, 

из уравнений (15.1) и (15.12) получаем 

 RT
d

dp
a
T

==
ρ

. (15.13) 

Для воздуха газовая постоянная 
градс

м
287

2

2

=R , и для температу-

ры KT °= 293  имеем 290=
T

a м/с, что заметно отличается от результа-
тов эксперимента, и, следовательно, формула (15.13) непригодна для опре-
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деления скорости звука. Предположим поэтому, что процесс распростра-
нения звука является изэнтропическим, то есть в этом процессе соблюда-
ется уравнение (7.38), или 
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. (15.14) 

Тогда с учетом уравнения состояния (15.1) получаем 
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где 
s

a  – скорость звука, подсчитанная в предположении изэнтропичности 

процесса. Для воздуха показатель адиабаты 41,=k , и при 
градс

м
287

2

2

=R , 

KT °= 293  по формуле (15.15) получаем 343=a м/с, что очень хорошо 
согласуется с результатами измерений. Поэтому в дальнейшем для опреде-
ления скорости звука в газе будем пользоваться формулой (15.15). 

§2. Закон сохранения энергии 

Для вывода закона сохранения энергии при установившемся одномерном 
течении идеального, то есть невязкого, газа воспользуемся уравнением (2.70) 
и соотношением (4.3), в соответствии с которым для идеального газа 

npnpp
nnn

���

−== . В этом случае 01=⋅τ��

n
p , и уравнение (2.70) принимает вид 
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Так как течение, по условию, одномерное, то выражения в скобках 
могут быть вынесены из-под знака интеграла. Кроме того, при установив-
шемся течении 

 
m

SS

QdSvdSv == ∫∫
12

ρρ . (15.17) 

С учетом сказанного и формулы (15.17) уравнение (15.16) может быть 
переписано в виде 
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. (15.18) 

Уравнение (15.18) выражает собой закон сохранения энергии при од-
номерном установившемся движении идеального газа. В дальнейшем при 
изучении движения газа будем пренебрегать влиянием массовых сил, в ча-
стности весом, то есть считать, что 0=Π . 
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При адиабатическом процессе 0=
e

q , и из уравнения (15.18) имеем 

 const
2

2

=++ vp
u

ρ
. (15.19) 

Введем тепловую функцию – энтальпию i , по определению, равную 

 
ρ
p

ui += . (15.20) 

Подставив это соотношение в уравнение (15.19), получим 

 const
2

2

=+ v
i . (15.21) 

Для газа, подчиняющегося уравнению состояния (15.1), удельная внут-
ренняя энергия u  пропорциональна его абсолютной температуре T  
и равна 
 TCu

V
= . (15.22) 

Кроме того, для такого газа имеет место формула Майера (7.33) 
 RCC Vp =− . (15.23) 

Из формул (15.22) и (15.23) следует, что 
 TCRTTCi pV =+= , (15.24) 

и закон сохранения энергии (15.21) может быть представлен в виде 

 const
2

2

=+ v
TC

p
. (15.25) 

Из уравнения Менделеева–Клапейрона (15.1) и формулы Майера (15.23) 
имеем 
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Подставив соотношение (15.26) в уравнение (15.25), получим 

 const
21

2

=+
−

vp

k

k

ρ
. (15.27) 

Заметим, что с точностью до члена gz , которым мы пренебрегаем, 
уравнение (15.27) совпадает с интегралом Бернулли (7.45). Из этого следу-
ет, что интеграл Бернулли представляет собой частный случай закона со-
хранения энергии. 

Введем понятие параметров торможения. Под параметрами торможе-
ния в данном поперечном сечении одномерного потока (трубки тока) под-
разумеваются параметры, которыми будет характеризоваться газ при при-
ведении его мысленно к состоянию покоя изэнтропическим путем, то есть 
с сохранением той энтропии, которую имеет движущийся газ в рассматри-
ваемом поперечном сечении. Температура, давление, энтальпия торможе-
ния, плотность заторможенного газа обозначаются, соответственно, че-
рез 0000 ρ,,, ipT . 
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Уравнения (15.21), (15.25), (15.27), то есть различные виды закона со-
хранения энергии, можно, очевидно, используя параметры торможения, 
записать в виде 
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Из уравнений (15.28), (15.29), (15.30) следует, что при адиабатическом 
течении идеального газа с ростом скорости течения его температура, эн-

тальпия, отношение ρ
p  убывают. Из уравнений (7.46) и (7.47) видно, что 

при этом убывают и p  и ρ  ( 1>k ). Отметим, что если энтропия вдоль по-
тока меняется, то параметры торможения в различных сечениях, вообще 
говоря, будут различными. Отметим также, что адиабатическое течение 
невязкого газа является изэнтропическим. 

§3. Число Маха. Коэффициент скорости 

Из закона сохранения энергии (15.29) видно, что при адиабатическом 
течении изменение скорости потока от сечения к сечению приводит к со-
ответствующему изменению температуры. С другой стороны, как это сле-
дует из формулы (15.15), изменение температуры приводит к изменению 
скорости звука. Таким образом, скорость звука в каком-либо месте по-
тока зависит от скорости течения газа в том же месте. При этом увели-
чение местной скорости течения v  приводит к уменьшению местной 
скорости звука а. 

Отношение скорости v  течения газа в данном месте потока к скорости 
звука в том же месте, то есть величина M , равная 

 
a

v
M = , (15.31) 

называется числом Маха*. 
При av < , или 1<M , режим называется дозвуковым; 
при av > , или 1>M , режим называется сверхзвуковым; 
при av = , или 1=M , режим называется критическим. 
Параметры течения газа при критическом режиме называются крити-

ческими и обозначаются 
кркркркркр

aTpv ,,,, ρ . 

                                           
*
 Эрнст Мах (1838–1916), австрийский физик и философ. 
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Отношение местной скорости течения газа v  к критической скоро-
сти 

кр
v =

кр
a , то есть величина λ , равная 

 
кркр

v

v

a

v ==λ , (15.32) 

называется коэффициентом скорости. 
Из закона сохранения энергии (15.29) следует, что максимально воз-

можная скорость адиабатического потока 
max

v  достигается при 0=T  и 

 02 Tcv
p

=
max

. (15.33) 

Скорость звука, как это видно из формулы (15.15), при 0=T  также 
равна нулю. Таким образом, число Маха может изменяться в пределах 

∞<≤ M0 . 
Подставив в уравнение закона сохранения энергии (15.30) скорость 

звука по формуле (15.31), получаем 
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где 0
0

0
0 kRT

p
ka ==

ρ
 – скорость звука при температуре торможения 

0TT = . 
Полагая в уравнении (15.34) 
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откуда видно, что в адиабатическом потоке с температурой торможения 0T  
критическая скорость есть величина постоянная для всего потока. Полагая 
в уравнении (15.34) 0=a , получим еще одно выражение для 

max
v : 

 01

2
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k
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−
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. (15.36) 

Из определения 
o

a  и формулы Майера (15.23) следует, что выраже-
ния (15.33) и (15.36) идентичны. Из формул (15.32), (15.35) и (15.36) видно, 
что коэффициент скорости λ  может изменяться в пределах 

1

1
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−
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k

kλ . 

Для того, чтобы установить зависимость параметров потока от числа 
Маха и параметров торможения, воспользуемся законом сохранения энер-
гии в виде (15.34). Из этого уравнения имеем 
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ГЛАВА XV 280

или, с учетом формул (15.15) и (15.31), 
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T −+= . (15.37) 

Из уравнения состояния Менделеева–Клапейрона (15.1) и адиабаты 
Пуассона (15.14) следует, что 
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Подставив в формулу (15.37) равенства (15.38), получаем 
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Формулы (15.37), (15.39) и (15.40) представляют собой искомые зависимо-
сти. Заметим, что если величины Tp ,, ρ  и 000 Tp ,, ρ  берутся в одном 
и том же сечении, то, как это следует из определения параметров тормо-
жения, формулы (15.37), (15.39) и (15.40) справедливы и при неадиабати-
ческих процессах. 

Полагая в формулах (15.37), (15.39), (15.40) 1=M , имеем 

 
1

0

кр
1

1

0

кр

0

кр

1

2

1

2

1

2 −−









+
=









+
=

+
=

k

k

k

kp

p

kkT

T
,,

ρ
ρ

. (15.41) 

Для метана 31,=k , для воздуха 41,=k . Поэтому для метана 
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Для воздуха 
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Из приведенного примера видно, что критическое течение возникает 
при относительно небольших перепадах давления. 

Из формул (15.15), (15.31), (15.32), (15.35) и (15.37) следует, что 

 
1

22

0

2
2
кр

2
0

2
0

2

2

2

2
кр

2
2

2

1
1

2

1

2

1
−








 −+⋅+=+=== M
k

M
kk

T

T
M

a

a

a

a

a

v

a

vλ , (15.42) 
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откуда 
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Подставив это выражение в формулы (15.37), (15.39) и (15.40), полу-
чаем 

 ( ) 2

0 1

1
1 λλτ

+
−−==

k

k

T

T
, (15.43) 

 ( ) 1
1

2

0 1

1
1

−









+
−−==

k

k

k λ
ρ
ρλε , (15.44) 

 ( ) 12

0 1

1
1

−









+
−−==

k

k

k

k

p

p λλπ , (15.45) 

то есть зависимости, связывающие между собой параметры потока, парамет-
ры торможения и коэффициент скорости. 

§4. Связь между площадью поперечного сечения трубки тока  
и скоростью течения 

При установившемся одномерном течении газа уравнение неразрыв-
ности (2.30), или (15.17), имеет вид 
 const

m
Q vSρ= = . (15.46) 

Дифференцируя это выражение, получаем 
0=++ dSvdvSdvS ρρρ , 

или 
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Дифференцируя закон сохранения энергии (15.30), имеем 
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а так как в соответствии с формулами (15.12) и (15.15) 

22 1
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то равенство (15.48) можно представить в виде 
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. (15.49) 
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Исключив из выражений (15.47) и (15.49) величину /dρ ρ , получаем 
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Из формулы (15.50) видно, что при 01 == dSM . Следовательно, 
экстремум функции ( )xSS = , где координата х отсчитывается вдоль оси 

трубки тока, соответствует критическому режиму. При 1M <  2
1 0M− > , 

и знаки dv  и dS  противоположны. Это означает, что в дозвуковом режиме 
скорость потока возрастает при уменьшении площади поперечного сечения 
трубки. В сверхзвуковом потоке 011 2 <−> MM , , и знаки dv  и dS  сов-
падают. Следовательно, в этом случае скорость потока возрастает с ростом 
площади сечения. Таким образом, экстремум S  является минимумом*, и крити-
ческий режим ( )1=M  может возникнуть только в самом узком, так называе-
мом критическом сечении трубки тока. Из уравнения (15.46) следует, что 
при 

кр
SSS ==

min
 массовая скорость vρ  достигает максимума. Примерный 

график зависимости 
min

S S  от M  представлен на рис. 15.2. 

  

Рис. 15.2 Рис. 15.3 

Из формулы (15.39) видно, что при сверхзвуковом течении рост числа 
Маха сопровождается резким снижением плотности газа. Поэтому для того, 
чтобы выполнялся закон сохранения массы (15.46), необходимо увеличи-
вать площадь сечения трубки тока. Отметим особо, что при дозвуковом те-
чении зависимость скорости от площади сечения имеет качественно такой 
же вид, что и при течении несжимаемой жидкости. В сверхзвуковом пото-
ке эта зависимость имеет принципиально иной характер. 

                                           
*
 Условие 0=dS  не может соответствовать максимуму S , так как дозвуковой поток при подходе 

к maxS  будет замедляться, то есть число Маха, которое меньше единицы, будет далее уменьшаться. Ес-

ли 1>M , то при подходе к maxS  поток будет ускоряться. Следовательно, критическое тече-

ние ( )1=M  может быть только при minSS = . 
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§5. Истечение газа через сходящийся насадок 

Рассмотрим установившееся адиабатическое истечение газа из резер-
вуара через сходящийся насадок (рис. 15.3). Как уже указывалось, адиаба-
тическое течение невязкого газа является изэнтропическим. Поэтому па-
раметры покоящегося в резервуаре газа – 000 ρ,,Tp  – можно рассматривать 
как параметры торможения. Из закона сохранения энергии (15.30) имеем, 
что скорость газа в любом сечении насадка равна 
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или, с учетом адиабаты Пуассона (15.14), 
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Массовый расход в рассматриваемом сечении в соответствии с фор-
мулами (15.1), (15.14) и (15.51) равен 
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 (15.52) 

Обозначив площадь выходного сечения насадка через 1S , а давление 
вне резервуара через 1p , из формулы (15.52) имеем 
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Для исследования формулы (15.53) положим 
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Очевидно, что 010 pp ≤≤ , или 10 ≤≤ x . Внутри этого промежут-
ка 0>y , так как 1 2( )k k k+ > , а на его концах 0=y . Следовательно, 
функция ( )xy  имеет на отрезке [0,1] максимум. Приравнивая первую 
производную нулю, имеем 

0
12

1
1
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=+−=
−

kk x
k

k
x

kdx

dy
, 
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откуда массовый расход 
m

Q  достигает максимума при 
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Сравнивая формулу (15.54) с соответствующим равенством (15.41), 
видим, что 

0

кр
1
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p

p

k

k

k

=








+
−

. 

Таким образом, при снижении наружного давления 1p  массовый рас-

ход 
m

Q  возрастает от 0=Q  при 01 pp =  до max

m
Q  при 

кр1 pp = . При 
кр

pp =  

скорость газа в выходном сечении насадка равна критической, то 
есть 

кркр
avv == . Такое истечение называется критическим. Дальнейшее 

снижение давления 1p  должно в соответствии с формулой (15.53) приво-
дить к уменьшению массового расхода, что противоречит физическому 
смыслу процесса. Опыт показывает, что при 

кр10 pp ≤≤  массовый расход 

остается постоянным, давление и скорость в выходном сечении остаются 
равными 

кр
pp = , 

кр
vv = , а струя по выходе из насадка расширяется. При 

этом между давлением в выходном сечении 
кр

p  и давлением в окружаю-

щем пространстве 1p  образуется разрыв. 

 

Рис. 15.4 

Итак, массовый расход через 
сходящийся насадок определяется 
при 01кр

ppp ≤≤  по формуле 

(15.53), а при 
кр10 pp ≤≤  – по 

формуле (15.55). График зависимости 

m
Q  от 

0
1
p

p  представлен на рис. 15.4. 

Пунктирная линия на этом графике 
отвечает части решения, даваемого 
формулой (15.53), не имеющей фи-
зического смысла. 

Постоянство расхода в области 

кр10 pp ≤≤  можно объяснить сле- 
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дующим образом. Когда в выходном сечении насадка скорость течения 
газа становится равной скорости звука, изменение давления во внешней 
среде не может проникнуть внутрь насадка. Действительно, это возму-
щение (изменение давления) распространяется со скоростью звука и, 
следовательно, не может пройти через сечение, в котором скорость рав-
на критической. Создается динамический барьер, изолирующий внут-
реннюю часть насадка от внешних возмущений, что и приводит к посто-
янству массового расхода. 

§6. Сопло Лаваля 

Сопло Лаваля* (рис. 15.5) состоит из сужающейся и расширяющейся 
частей и служит для получения сверхзвуковых скоростей течения газа. При 
рассмотрении работы сопла Лаваля будем считать течение установившим-
ся и изэнтропическим. Тогда вдоль сопла выполняется закон сохранения 
массы в виде (15.46), а массовая скорость vρ  в любом сечении сопла в со-
ответствии с формулой (15.52) равна 
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Из формулы (15.56) видно, что 







=

0p

p
fvρ , то есть массовая скорость 

зависит только от распределения давления вдоль сопла (трубки тока) и не 
зависит явно от его геометрии. Иначе говоря, массовая скорость есть уни-
версальная функция давления. На основании проведенного в предыдущем 
параграфе анализа имеем, что ( )vρmax  достигается при 

кр
pp = , то есть 

при критическом режиме, и 

( ) 1
1

0

0
кркр 1

2 −
+
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p
vv ρρmax . 

График зависимости 
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 схематически показан на рис. 15.6. 

                                           
*
 Карл Густав Лаваль (1845–1913), шведский инженер и изобретатель. 
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Рис. 15.5 Рис. 15.6 

Итак, если заданы закон распределения площади ( )xS  и массовый рас-

ход 
m

Q , то с помощью формулы (15.56) можно найти ( )xf
p

p =
0

, то есть 

можно найти распределение давления по длине сопла Лаваля. Для получе-
ния решения удобно воспользоваться графиком рис. 15.6. Будем считать, 
что форма сопла Лаваля, то есть функция ( )xSS =  известна. Массовый 
расход 

m
Q  будем также считать известным. Возьмем какое-либо сечение 

сопла 1x  слева от сечения 
кр

xx =  (рис. 15.5). Тогда в соответствии с фор-

мулой (15.56) величина 

( ) ( )1
1

xS

Q
v m=ρ  

будет известна. На графике (15.6) этому значению массовой скорости со-

ответствуют точки 1 и 1а. В точке 1 имеем 
0

кр

0

1

p

p

p

p > , а в точке 1а – 

0

кр

0

1

p

p

p

p
a < . Следовательно, точка 1 соответствует дозвуковому течению, 

а точка 1а – сверхзвуковому. В сужающейся части сопла происходит раз-
гон потока, а при 

кр
xx =  течение не может быть сверхзвуковым. Поэтому 

при 1xx =  может существовать только дозвуковое течение, котором реа-

лизуется только одно значение давления – 
0

1

p

p
. 

Возьмем теперь сечение 2x  справа от сечения 
кр

xx = . Массовая ско-

рость в этом сечении равна 

( ) ( )2
2

xS

Q
v m=ρ . 
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На графике рис. 15.6 значению ( )2vv ρρ =  соответствуют точки 2 

(
0

кр

0

2

p

p

p

p >  – дозвуковой режим) и 2а (
0

кр

0

2

p

p

p

p
a <  – сверхзвуковой режим). 

В расширяющейся части сопла могут происходить как разгон, так и 
торможение потока, то есть могут существовать как дозвуковой, так и 
сверхзвуковой режимы. Какой из них фактически имеет место, зависит от 
давления на выходе сопла. Проводя указанные построения для различных 
сечений, можно построить кривые распределения давлений по длине сопла 
Лаваля (рис. 15.7). 

Из приведенных рассуждений следует, что при 0pp
e

= , где 
e
p  – дав-

ление во внешнем пространстве, газ в сопле покоится. Снижение 
e
p  при-

водит к возникновению течения, причем в сужающейся части сопла проис-
ходит разгон, а в расширяющейся – торможение потока. Скорость течения 
при этом остается всюду дозвуковой, распределение давлений имеет вид пунк-
тирной кривой на рис. 15.7. По мере дальнейшего снижения 

e
p  (

ce
pp > ) 

скорость во всех сечениях и массовый расход через сопло возрастают. При 
ce

pp =  скорость течения в сечении 
кр

xx =  становится равной скорости 

звука 
кркр

va = , а в расширяющейся части сопла плавно уменьшается. 

Массовый расход достигает максимального значения 
кркркр

SvQ
m

ρ=max , 

давление в расширяющейся части возрастает от 
кр

pp =  до 
c

pp =  (кри-

вая А, рис. 15.7). 

 

Рис. 15.7 

Дальнейшее снижение 
e
p  (

cep
ppp << ) приводит к возникновению 

в расширяющейся части сопла скачков давления (кривая В, рис. 15.7). На 
участке 

c
xxx <<

кр
 течение будет сверхзвуковым, а при lxx

c
<<  – 

дозвуковым. 
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При 
p

pp =  течение всюду в расширяющейся части сопла будет сверх-

звуковым, а распределение давления будет описываться кривой С 
на рис. 15.7. 

При 
pe

pp <  параметры газа ( Tpv ,,, ρ ) в выходном сечении сопла 

будут такими же, как при 
p

pp = , а по выходе из сопла струя газа будет 

расширяться. Выравнивание давления от значения 
p

p  до значения 
e
p  бу-

дет сопровождаться многократными расширениями и сжатиями струи с 
возникновением системы косых скачков. Отметим особо, что из построе-
ния кривых А и С следует, что при max

mm
QQ =  давления на срезе сопла 

c
p  

и 
p

p  определяются только геометрией сопла и не зависят от противодав-

ления 
e
p . 

Режимы, при которых 
ec
pp =  или 

ep
pp = , называются расчетными. 

Первый – режим адиабатического сжатия, второй – адиабатического рас-
ширения. Все прочие режимы работы сопла Лаваля – нерасчетные. 

§7 Газодинамические функции 

Соотношения (15.43), (15.44), (15.45), то есть функции ( ) ( ) ( )λπλελτ ,,  
называются газодинамическими функциями. Для этих функций составле-
ны подробные таблицы, что существенно облегчает выполнение различ-
ных газодинамических расчетов. 

Между газодинамическими функциями ( ) ( ) ( )λπλελτ ,,  существуют 
очевидные связи 

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ]kk

k

k

p

p

T

T λελτλπλτλε
ρ
ρ
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λπλτ ======= −− 1
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00

,, . (15.57) 

Пользуясь газодинамическими функциями, массовый расход можно 
представить в виде 

 ( )λλερρ
ρ
ρρ SaSa

a

v
vSQ

m кр0кр
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0
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=== . (15.58) 

Введем новую газодинамическую функцию 

 ( ) ( )λλελ Cq =  (15.59) 

и определим константу С так, чтобы ( ) 11 =q . Из формул (15.44) и (15.59) 
следует, что 

( )
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и формула (15.59) принимает вид 

 ( ) ( )λλελ
1

1

2

1 −







 +=
kk

q . (15.60) 

Представим функцию ( )λq , учитывая, что ( )
0

кр1
ρ
ρ

ε = , в виде 

 ( ) ( )
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кркр0кр
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кр
1 v
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v
q

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ε
λλελ === . (15.61) 

Из формулы (15.61) видно, что ( )λq  представляет собой отношение 
массовой скорости к критической массовой скорости. 

График ( )λq  представлен на рис. 15.8. Отметим особо, что каждому 
значению ( ) 1≠λq  соответствуют два значения λ : одно в дозвуковом ре-
жиме, другое – в сверхзвуковом. 

 

Рис. 15.8 

С введением функции ( )λq  формулу (15.58) можно представить в виде 

 ( )λq
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k
RT

Sp
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+
= . (15.62) 

При этом значение ( )λq  в формуле (15.62) надо брать в том же сече-
нии, что и S. Например, при работе сопла Лаваля в расчетном режиме при 

кр
xx =  1=λ , и надо принимать 

кр
SS = . Для иллюстрации возможных 
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применений газодинамических функций рассмотрим работу сопла Лаваля 
в расчетном режиме. В этом случае 

 
выхвыхвыхкркркр

SvSvQ
m

ρρ == , (15.63) 

где 
выхвых

v,ρ  – плотность и скорость в выходном сечении сопла, 
вых

S  – 
площадь этого сечения. 

Из формул (15.62) и (15.63) имеем 

 ( )
вых

кр

вых

кркр

выхвых

S

S
q

v

v == λ
ρ

ρ
. (15.64) 

Примем, что 7
0 10=p Па, °= 2930T К, 50

кр
,=S см

2, 2
вых

=S см
2, 

градс

м
287

2

2

=R , показатель адиабаты 41,=k . Требуется определить 

TpM ,,,λ  в выходном сечении сопла. Из формулы (15.64) имеем 
( ) 250

вых
,=λq . По таблицам газодинамических функций для 41,=k  нахо-

дим, что значению ( ) 250,=λq  соответствуют  
( ) ( )

( ) ( ) .02970,3660,942,951

,9850,9960,1460,160
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Так как 11 <λ , а 12 >λ , то первый режим соответствует адиабатичес-
кому сжатию, а второй – адиабатическому расширению. 

В соответствии с формулами (15.57) получаем 

( ) ( ) 6
011011 10859292 ⋅==Κ°== ,, ppTT λπλτ Па; 

( ) ( ) 5
022022 10972107 ⋅==Κ°== ,, ppTT λπλτ Па. 

Из формулы (15.62) имеем 
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§8. Ударные волны 

Ранее рассматривались течения, при которых распределение всех ве-
личин ( Tpv ,,,ρ ) в газе непрерывно. Возможны, однако, и такие движе-
ния, в которых характеристики потока терпят разрыв. Эти разрывы возни-
кают вдоль некоторых поверхностей – поверхностей разрыва. При пересе-
чении поверхности разрыва характеристики течения испытывают скачок. 
Для объяснения причины возникновения скачков, иначе называемых удар-
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ными волнами, рассмотрим трубу, закрытую с одной стороны поршнем и за-
полненную газом (рис. 15.1). В начальный момент времени поршень и газ 
неподвижны. Когда поршень начинает вдвигаться в трубу, перед ним воз-
никает возмущение (сжатие газа). Можно считать, что скорость распро-
странения возмущений в каждом сечении равна местной скорости звука. 
Распространение возмущений, создаваемых поршнем, можно рассматри-
вать как последовательность непрерывно следующих друг за другом зву-
ковых волн, причем каждая последующая волна распространяется по газу, 
возмущенному предыдущими волнами. Сжатие газа сопровождается его на-
гревом, а скорость распространения возмущений возрастает вместе с тем-
пературой. Отсюда следует, что каждая последующая волна будет переме-
щаться относительно стенок трубы быстрее предыдущей. Волны будут до-
гонять друг друга, складываться и образовывать одну сильную волну сжа-
тия – ударную волну.  

При движении поршня внутри трубы за ним образуются волны разре-
жения. Но в этом случае волны уже не будут догонять друг друга, так как 
последующая волна пойдет по газу, охлажденному в результате прохожде-
ния предыдущей, и скорость распространения последующей волны будет 
меньше скорости волны, ей предшествующей. Таким образом, волны раз-
режения не могут образовывать ударных волн. 

Прямой скачок уплотнения 

 

Неподвижная в пространстве удар-
ная волна, фронт которой перпендикуля-
рен скорости потока, называется прямым 
скачком (рис. 15.9). Для расчета прямого 
скачка, то есть установления связи меж-
ду параметрами газа до и после скачка, 
воспользуемся законами сохранения 
массы, изменения количества движения 
и сохранения энергии. Движение будем 
считать установившимся, а процесс ади-
абатическим. Примем площадь попереч-
ного  сечения  трубы  постоянной,  1=S .  

Рис. 15.9 

да получим в соответствии с формулой (15.46) 

 mvv == 2211 ρρ . (15.65) 

Здесь m  – массовый расход на единицу площади трубы, индекс 1 относит-
ся к параметрам газа перед скачком, индекс 2 – за скачком. Закон измене-
ния количества движения (2.58) в рассматриваемом случае, то есть при 
пренебрежении силой тяжести и трением, в проекции на ось потока Oх 
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принимает вид 
 ( ) 2112 ppvvm

x
−=Ρ=− . (15.66) 

Из закона сохранения энергии (15.30) имеем 
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Из уравнения (15.65) имеем 

2
2

1
1 ρρ

m
v

m
v == , . 

Подставив эти соотношения в равенства (15.66) и (15.67), получаем 
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Исключая 2
m  из формул (15.68), имеем 
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Умножив равенство (15.69) на 
2

2

p

ρ
, получаем 
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или, после приведения подобных членов – 
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Разрешив уравнение (15.70) относительно 
1

2

p

p
 имеем 
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или, разрешив относительно 
1

2

ρ
ρ

, – 

 2 2 2

1 11

1 1
1

1 1
p pk k

k p k p

ρ
ρ

   + += + +   − −   
. (15.72) 
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Соотношение (15.71), или (15.72), называется ударной адиабатой, или 
адиабатой Гюгонио. Из (15.71) следует, что 

∞→
1

2

p

p
   при   

1

1

1

2

−
+→

k

k

ρ
ρ

     и    
1

1

1

2

+
−−→

k

k

p

p
   при   0

1

2 →
ρ
ρ

. 

На рис. 15.10 представлены графики адиабаты Гюгонио и адиабаты 
Пуассона. При рассмотрении этих адиабат возникает ряд вопросов. Во-
первых, при 2 1 0ρ ρ =  отношение давлений 2 1p p  в соответствии 
с формулой (15.71) становится отрицательным, что физически бес-
смысленно. Во-вторых, почему в соответствии с адиабатой Пуассона 

2 1ρ ρ → ∞  при 2 1p p → ∞ , а по адиабате Гюгонио предельное сжатие 

ограничено величиной 
1

1

−
+

k

k
? 

 

Рис. 15.10 

Рассмотрим на рис. 15.10 точки 1α  и 2α , отвечающие какому-либо 

значению 1
1

2 >
ρ
ρ

, и 21 ββ , , соответствующие значению 1
1

2 <
ρ
ρ

. В соответ-

ствии с формулой (7.37) изменение энтропии равно 
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Из графика рис. 15.10 видно, что при 1
1

2 >
ρ
ρ
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где 
Г1

2









p

p
 – соотношение давлений, определенное по адиабате Гюгонио, 

а 
П1

2









p

p
 – по адиабате Пуассона. Следовательно, в соответствии с нера-

венством (15.74) 
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Из формул (15.73) и (15.75) имеем, что при 1
1

2 >
ρ
ρ
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Повторив аналогичные рассуждения для точек 1β  и 2β , то есть 

при 1
1

2 <
ρ
ρ

, получаем, что в этом случае 
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ln . (15.77) 

Неравенства (15.76) и (15.77) показывают, что процесс сжатия в адиа-
бате Гюгонио сопровождается ростом энтропии, а процесс разрежения – ее 
уменьшением. Таким образом, в ударной волне сжатия происходят рост 
энтропии и необратимый переход механической энергии в тепло. Это об-

стоятельство препятствует неограниченному росту величины 
1

2

ρ
ρ

. 

В ударной волне разрежения происходит убывание энтропии, что фи-
зически невозможно – это противоречит второму закону термодинамики, 
то есть ударные волны разрежения невозможны, и часть адиабаты Гюго-

нио, соответствующая 1
1

2 <
ρ
ρ

, не имеет физического смысла. 

Вернемся к уравнениям (15.65), (15.66) и (15.67) и исключим из них 
давления и плотности. 



ОДНОМЕРНЫЕ ТЕЧЕНИЯ ГАЗА 295

Из равенства (15.65) имеем 

2
2

1
1

v

m

v

m == ρρ , . 

Подставив эти выражения в соотношение (15.66), получаем 
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Исключая с помощью равенств (15.67) величины 
1

1

ρ
p

 и 
2

2

ρ
p

 из форму-

лы (15.78), после элементарных преобразований получим 
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k

k
vv

+
=  (15.79) 

или с учетом формулы (15.35) – 

 2
кр21 avv = . (15.80) 

Соотношение (15.80), связывающее значения скорости до и после пря-
мого скачка, называется соотношением или формулой Прандтля. 

Формулу Прандтля можно представить в виде 

 121
кр

2

кр

1 ==⋅ λλ
a

v

a

v
. (15.81) 

Из соотношения (15.81) следует, что формально возможны случаи: 
1) 1 21,  1λ λ> < ;     2) 21 λλ = ;     3) 1 21,  1λ λ< > . 
В соответствии с уравнением неразрывности (15.65) и формулой (15.80) 

имеем 

 2
12

кр

2
1

21

2
1

2

1

1

2 λ
ρ
ρ ====

a

v

vv

v

v

v
. (15.82) 

Случай 3) соответствует условию 1
1

2 <ρ
ρ

, то есть скачку разрежения, 

что, как было показано, невозможно. Случай 2) означает, что 21 ρρ =  – нет 

скачка. Случай 1) соответствует условию 1
1

2 >ρ
ρ

, то есть ударной волне 

сжатия. 
Условия 11 21 <> λλ ,  означают, что перед скачком течение сверхзву-

ковое, а позади скачка – дозвуковое. 
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Итак, скачки уплотнения (прямые ударные волны) могут возникать толь-
ко в сверхзвуковом потоке. При прохождении через прямую ударную волну 
сверхзвуковой поток переходит в дозвуковой. Обратное невозможно. 

Рассмотрим, как меняются параметры газа при его прохождении через 
прямой скачок уплотнения. 

Из условия адиабатичности процесса следует, что температура тор-
можения до скачка 01T  равна температуре торможения после скачка 02T , 
то есть 
 00201 TTT == . (15.83) 

Следовательно, 

002020101 akRTakRTa ==== . 

Для определения изменения давления воспользуемся адиабатой Гю-
гонио (15.71) и формулой (15.82). Тогда 
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Заменяя в формуле (15.84) 1λ  с помощью соотношения (15.42), имеем 
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При ∞→M  или 
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−
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kλ  будет ∞→∆
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p
. 

Изменение плотности, как это следует из формулы (15.82), равно 
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. 

Для определения изменения температуры воспользуемся соотношения-
ми (15.43) и (15.83). Тогда, с учетом формулы Прандтля (15.81), получим 
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При 
1

1
1 −

+→
k

kλ , то есть при 
max

vv → , ∞→
1

2

T

T
. Однако это не оз-

начает, что ∞→2T , так как при 
max

vv →  01 →T . Поскольку при прохож-
дении газа через ударную волну энтропия возрастает, этот процесс сопро-
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вождается изменением давления торможения. Так как температура тормо-
жения при этом сохраняется, то в соответствии с уравнением состояния 
Менделеева–Клапейрона 

01
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ρρ
pp = , 
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ρ
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ρ
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p

p
. 

На основании формул (15.44), (15.81), (15.82) последнее равенство мож-
но представить в виде 
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Из формулы (15.86) видно, что при 11 >λ  всегда 1<σ , то 

есть 0102 pp < . Следовательно, механическая энергия необратимо перехо-
дит в тепло, как это и должно быть при росте энтропии.  

Косой скачок уплотнения 

 

При изменении направления пото-
ка газа, например, при обтекании клина 
(рис. 15.11), образуются так называе-
мые косые скачки уплотнения. Фронт 
таких скачков расположен наклонно по 
отношению к направлению набегающе-
го потока. В этом случае массовый рас-
ход через единицу площади фронтовой 
поверхности ОА, очевидно, равен 
 mvv

nn
== 2211 ρρ ,  (15.87) 

где 21 nn
vv ,  – проекции скорости на нор-

маль к плоскости скачка. Рис. 15.11 

Закон изменения количества движения (2.54) запишем в виде 

 ( ) ( )2112 ppnvvm −=−
���

,  (15.88) 

где n
�

 – единичный вектор нормали к ОА. 
Закон сохранения энергии сохраняет свой вид (15.67). 
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Проектируя уравнение (15.88) на плоскость скачка ОА и на нормаль 
к ней, имеем 
 ( ) 211212 0 ppvvmvv

nn
−=−=− ,ττ , (15.89) 

где ττ 21 vv ,  – проекции скорости на плоскость скачка. 
Из первого равенства (15.89) следует, что при переходе через плос-

кость скачка касательная составляющая скорости τv  не терпит разрыва, то 
есть 

τττ vvv == 21 . 
Так как 
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то, подставляя эти соотношения в закон сохранения энергии (15.67), полу-
чим 
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Сравнивая между собой группы уравнений (15.65), (15.66), (15.67) 
и (15.87), (15.89) и (15.90) видим, что эти системы уравнений совпадают 
между собой, если в уравнениях для прямого скачка (15.65), (15.66), 
(15.67) заменить скорости 21 vv , , соответственно, на 

nn
vv 21 , , а величину 
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k
. Следовательно, все формулы, получен-

ные для прямого скачка, остаются в силе, если в них произвести указанную 
замену. 

Адиабата Гюгонио, то есть формулы (15.71) и (15.72), сохраняет свой 
вид, так как эти формулы не содержат скоростей. Формула Прандтля (15.80) 
с учетом равенств (15.79) и (15.89) принимает вид 
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Анализ формулы (15.91) показывает, что на косом скачке всегда 1 2v v> , 
но могут реализовываться случаи 

кр2кр1 avav >> , . Таким образом, в от-

личие от прямого скачка, скорость за косым скачком может оставать-
ся сверхзвуковой. Формула (15.85) для косого скачка принимает вид 
(см. рис. 15.11) 
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то есть изменение давления на косом скачке меньше, чем на прямом. Чем 
меньше β , тем слабее скачок. 
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§9. Расчет газового эжектора 

В газовых эжекторах используется свойство струи газа, движущейся 
в газовой среде, увлекать за собой частицы этой среды. Таким образом, га-
зовый эжектор представляет своего рода насос и находит широкое примене-
ние в технике. В эжекторах поток с большей скоростью (активный газ) и 
поток с меньшей скоростью (пассивный газ) вводятся через отдельные 
входные сопла в смесительную камеру. Смешение происходит до тех пор, 
пока в конце смесительной камеры поток не становится практически одно-
родным. Из смесительной камеры поток попадает в выходной диффузор. В 
простейших случаях активный и пассивный газы представляют собой одно 
и то же (или практически одно и то же) вещество. В других случаях оба га-
зовых потока могут иметь различные физико-химические свойства. Разли-
чие в химической природе газов может приводить при смешении потоков к 
химическим реакциям, например, к горению. Эжектор (рис. 15.12) состоит 
из четырех основных элементов: сопла 1 для газа высокого давления (ак-
тивного газа), сопла 2 для газа низкого давления (пассивного газа), камеры 
смешения 3, диффузора 4. 

 

В дальнейшем отмечены ин-
дексами: 1 – параметры активного 
газа на выходе из сопла, 2 – пас-
сивного газа в том же сечении, 3 – 
параметры смеси на выходе из 
камеры смешения. Индексом 0, 
как и раньше, обозначаются па-
раметры торможения в рассмат-
риваемых сечениях. 

Рис. 15.12 

При истечении высоконапорной струи из сопла 1 во входном сечении 
камеры смешения устанавливается давление 2p , которое всегда ниже дав-
ления торможения низконапорного газа 02p . Под действием разности этих 
давлений низконапорный газ втекает через сопло 2 в камеру смешения. 
Соотношение массовых расходов эжектирующего 1m

Q  и эжектируемого 

2m
Q  газов зависит от соотношения площадей сопел, плотностей газов, ре-
жима работы эжектора. Выбором геометрических размеров эжектора ко-
эффициент эжекции n , 

 
1

2

m

m

Q

Q
n = , (15.92) 

можно варьировать в широких пределах. 
Закон сохранения массы в рассматриваемом случае имеет, очевидно, вид 

213 mmm
QQQ += , 
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или, в соответствии с формулой (15.92), 

 n
Q

Q

m

m += 1
1

3 . (15.93) 

Закон сохранения энергии при пренебрежении теплопередачей через 
стенки эжектора можно записать в виде 

 









+=










++









+

222

2
0

333

2
2

222

2
1

111
v

TcQ
v

TcQ
v

TcQ
pmpmpm

. (15.94) 

Будем здесь и далее считать, что термодинамические параметры ак-
тивного и пассивного газов, а значит и их смеси, имеют одинаковые значе-
ния, то есть 1 2 3 1 2 3,

p p p
Ò c c k k k= = = = . Тогда, переходя в уравнении 

(15.94) к температурам торможения, получаем 
 033022011 TQTQTQ

mmm
=+ . (15.95) 

С учетом равенств (15.92) и (15.93) уравнение (15.95) можно предста-
вить в виде 
 ( ) 030201 1 TnnTT +=+ . (15.96) 

Введем обозначение 

θ=
01

02

T

T
. 

Тогда 

 θ==
01

02

кр1

кр2

T

T

a

a
, (15.97) 

и в соответствии с формулой (15.96) 

 
n

n

T

T

a

a

+
+==

1

1

01

03

кр1

кр3 θ
. (15.98) 

Закон изменения количества движения при пренебрежении трением 
о стенки цилиндрической камеры смешения можно представить в виде 

 332211221133 SpSpSpvQvQvQ
mmm

−+=−− . (15.99) 

Рассмотрим выражение 








 +=+
v

p
vQpSvQ

mm ρ
. 

Используя соотношения (15.1), (15.32), (15.35), (15.43), имеем 

( ) λλλτ
ρ кр

22
кр0 1

1
1

2

1
av

k

k
a

k

k
RTRT

p =








+
−−+=== , . 
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Тогда 

 






 ++=+
λ

λ 1

2

1
кр

k

k
aQpSvQ

mm
. (15.100) 

Из формул (15.99) и (15.100) следует, что 









+=








++








+

3
3кр33

2
2кр22

1
1кр11

111

λ
λ

λ
λ

λ
λ aQaQaQ

mmm
. 

Разделив это равенство на 
кр11aQ

m
, и учитывая формулы (15.92), (15.93), 

(15.97), (15.98), имеем 

  ( )( ) 







+++=








+++

3
3

2
2

1
1

1
11

11

λ
λθ

λ
λθ

λ
λ nnn . (15.101) 

Второе уравнение, которое наряду с равенством (15.101) является ос-
новным в расчете эжектора, получим из условия цилиндричности камеры 
смешения, то есть соотношения 

 213 SSS += . (15.102) 

В соответствии с формулой (15.62) массовый расход газа 
m

Q  равен 

 ( )λq
k

k
RT

Sp
Q

k

k

m

1
1

0

0

1

2 −
+










+
= . (15.103) 

Выразив из этого соотношения площадь S  и подставив результат 
в равенство (15.102), с учетом формул (15.92), (15.93), (15.97) и (15.98) 
получим 

 
( )( )

( ) ( ) ( )202101303

111

λ
θ

λλ
θ

qp

n

qpqp

nn +=++
. (15.104) 

Из формул (15.92), (15.97) и (15.103) следует, что 

 
( )
( )1

2

01

021

λ
λ

θα q

q

p

p
n = , (15.105) 

где 
2

1

S

S=α . 

Пять соотношений (15.97), (15.98), (15.101), (15.104) и (15.105) содер-
жат 12 величин: θαλλλ ,,,,,,,,,,, nTTTppp 321030201030201 . Таким образом, 
если задать параметры потоков на входе в камеру смешения, то есть вели-
чины 2102010201 λλ ,,,,, TTpp  и, кроме того, задать значение n  (или α ), то 
указанные формулы позволят определить параметры смеси на выходе из 
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камеры смешения, то есть величины 30303 λ,,Tp , а также значения θ  и α  
(или n ). По параметрам потока на выходе из камеры смешения можно вы-
числить параметры потока на выходе из диффузора. Для этого необходимо 
знать отношение выходной и входной площадей сечений диффузора 

3

4

S

S=β  и коэффициент потери давления торможения в диффузоре 

03

04

p

p=σ . 

Так как 0304 TT = , то из условия 43 mm
QQ =  и формулы (15.103) имеем 

( ) ( )3304404 λλ qSpqSp = , 
или 

( ) ( )34
1 λ

βσ
λ qq = . 

Определив из этого соотношения величину 4λ  и зная 0404 Tp , , можно 
определить все остальные параметры потока на выходе из диффузора. 

§10. Установившиеся движения газа в трубах* 

Для вывода уравнений, описывающих установившиеся движения газа 
по трубам, воспользуемся законом изменения кинетической энергии (2.75), 
то есть 

 ∫∫∫∫∫ ++⋅=+










∂
∂

V

i

S

n

VS

n

V

dVNdSvpdVvFdSv
v

dV
v

t
ρρρρ ���

�

22

22

,(15.106) 

где в соответствии с формулой (4.43) 
 WvpN

i
−=

�

divρ . (15.107) 

Произведение vp
n

��

⋅  можно представить как 

 ( ) *ττ +−=+−=
nnn

pvvnpvp
�����

. (15.108) 

Величины W  и *τ  представляют собой члены, обусловленные вязко-
стью газа, или, что то же самое, трением. Подставив равенства (15.107) 
и (15.108) в уравнение (15.106) и учитывая, что в соответствии с теоремой 
Гаусса–Остроградского 
получим 

                                           
*
 В этом параграфе для удобства читателя частично повторяются рассуждения и преобразования соотноше-
ний, которые были приведены в главе XI. 

∫∫ =
VS

n
dVvpdSpv

�

div , 

___________________ 
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( )
dt

dA
dVvpvpvFdSv

v
dV

v

t
VS

n

V

−+−=+










∂
∂

∫∫∫
���

�

divdivρρρ
22

22

, (15.109) 

где 

∫∫ −=
SV

dSdVW
dt

dA *τ  

– мощность сил трения. 
Введем функцию 

 
ρ
dp=Ρ  или p∇=Ρ∇

ρ
1

. (15.110) 

Тогда 
Ρ∇−=∇−=− vpvvpvp

���� ρdivdiv , 
и уравнение (15.109) можно представить в виде 

 ( )
dt

dA
dVvvFdSv

v
dV

v

t
VS

n

V

−Ρ∇−=+










∂
∂

∫∫∫
��

�

ρρρρ
22

22

. (15.111) 

Введем следующие предположения: 
1) движение установившееся, то есть 

00 =≡
∂
∂

v
t

�ρdiv, ; 

2) массовая сила обладает потенциалом, Π∇=F
�

. 
На основании этих предположений 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]vvvvvF
�����

�

Ρ−Π=Ρ−Π+Ρ−Π∇=Ρ−Π∇=Ρ∇− ρρρρρ divdiv , 
и уравнение (15.111) принимает вид 

 ( )[ ]
dt

dA
dVvdSv

v

VS

n
−Ρ−Π= ∫∫

�ρρ div
2

2

, (15.112) 

или на основании теоремы Гаусса–Остроградского – 

 ∫ −=









Ρ+Π−

S

n
dt

dA
dSv

v ρ
2

2

. (15.113) 

Рассмотрим участок трубы, ограниченный сечениями 1S  и 2S  (рис. 15.13) 
и боковой поверхностью 3S . Так как 

на 1S   vv
n

−= , на 2S   vv
n

= , на 3S   0=
n

v , 
то уравнение (15.113) можно представить в виде 

 ∫∫ −=−









Ρ+Π−−










Ρ+Π−

12

22

22

S

n

S

n
dt

dA
dSv

v
dSv

v ρρ . (15.114) 
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В соответствии с теоремой о среднем значении 

 
m

S

n

S

n
Q

v
dSv

v
dSv

v

ср

2

ср

22

222 









Ρ+Π−=










Ρ+Π−=










Ρ+Π− ∫∫ ρρ .(15.115) 

Массовый расход 
m

Q  равен 

 
dt

dm
Q

m
= , (15.116) 

где dm  – масса газа, протекшего через сечение за время dt . При устано-
вившемся течении 21 mm

QQ = . 
Из соотношений (15.114), (15.115), (15.116) имеем* 

 21

1

2

2

2 1

22 −−=−=−=









Ρ+Π−−










Ρ+Π− h

dm

dA

dt

dA

Q

vv

m

,(15.117) 

где 21−h  – удельная по массе работа сил трения. 
Пусть расстояние между сечениями 1S  и 2S  равно dx . Тогда при 

0→dx  из равенства (15.117) следует, что 

 0
2

2

=+++Π−=+








Ρ+Π− hddvv

dp
dhd

v
d

ρ
. (15.118) 

Уравнение (15.118) называется уравнением энергии в механической 
форме, или обобщенным уравнением Бернулли. Для применения этого урав-
нения необходимо задать зависимость ( )ρp , то есть необходимо задать вид 
термодинамического процесса, имеющего место при движении газа по 
трубопроводу. Примем в качестве такого процесса политропический 
с постоянным показателем политропы const=n , то есть 

 const=
n

p

ρ
 или 

1 1

n

p

p

ρ
ρ

 
=  
 

. (15.119) 

Потери напора на длине dx  в соответствии с формулой Дарси–Вейс-
баха (11.13) равны 

 
g

v

D

dx
hd

2

2

λ= , (15.120) 

где D  – диаметр трубы. 
Опытами установлено, что зависимости λ  от числа Рейнольдса Re 

и относительной шероховатости ε , установленные для жидкостей, можно 
перенести на движение газа, пренебрегая в первом приближении зави-
симостью λ от числа Маха M . При турбулентном течении можно по-
ложить const≈λ . Действительно, зависимость динамического коэффици-

                                           
*
 Для сокращения записи здесь и далее индекс «ср» опущен. 
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ента вязкости µ  от температуры имеет вид 

0
0

T

Tµµ = , 

где 0µµ =  при 0TT = . Тогда, учитывая, что v
D

Q
m

ρπ
4

2

= , имеем 

T

A

TD

TQ

T

TvDvD
m ====

0

0

0

0 4

µπµ
ρ

µ
ρ

Re , 

причем const=A . 
Наиболее сильно зависимость λ  от Re при турбулентном режиме те-

чения проявляется в зоне гидравлически гладких труб, когда λ  определя-
ется по формуле Блазиуса 

8
18

1

4 100

1
T

A

T ≈==
Re

λ . 

При изменении температуры газа на C30°±  абсолютная температу-
ра изменяется на %10± , следовательно, λ  меняется на %2± . Таким об-
разом, действительно, можно считать const=λ . Подставив равенство 
(15.120) в уравнение (15.118) и пренебрегая, как обычно, массовыми си-
лами, имеем 

 0
2

2

=++ v

D

dx
dvv

dp λ
ρ

. (15.121) 

Умножая уравнение (15.121) на 2ρ  и выражая ρ  через p  с помощью 
соотношения (15.119), получим 

( ) ( )
0

2

2
2

1

1
1 =++







 v

D

dx

v

dv
vdp

p

p n ρλρρ . 

Так как const=vρ  при const=D , то, интегрируя это уравнение в 
полных дифференциалах по х от 0=x  до х, по v  от 1vv =  до v , по p  от 

1p  до p , имеем 

 ( ) ( )
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2
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ln . (15.122) 

Поскольку при const=D  

11vv ρρ = , 
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то  

n

p

p

v

v

1

11

1







==
ρ
ρ

, 

и уравнение (15.122) можно представить в виде 
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ln . (15.123) 

Для магистральных газопроводов 

D

x

p

p

n 2

1 1 λ<<ln . 

Рассмотрим следующий типичный пример. Пусть 1=D м, 510== lx м, 
21051 −⋅= ,λ , 21,=n , 2pp = , 2

2

1 =
p

p
. Тогда 

580
1

10750
2 2

13
,ln,, =⋅=

p

p

nD

lλ . 

Таким образом, в уравнении (15.123) членом с логарифмом можно пре-
небречь по сравнению с остальными членами. Положив ,x l=  

2
p p= , 

из уравнения (15.123) получим 
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ρλρ =













−

+

++

. (15.124) 

Тогда массовый расход будет равен 
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n
vDQ
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1

11
1
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1
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44 λ
ρπρπ

. (15.125) 

Из формулы (15.125) видно, что 52,
~ DQ , то есть массовый расход 

сильно зависит от диаметра трубопровода. Если в формулах (15.124) 
и (15.125) положить kn = , то получим формулы для распределения дав-
ления и расхода для адиабатического течения. В длинных газопроводах 
обычно имеет место изотермический режим течения. В этом случае 1=n , 
и условие для λ  выполняется не приближенно, а точно. 

Подставив значение 1=n  в формулы (15.124) и (15.125), получим 

 

( ) ( )
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1

5

1
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222
1
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 (15.126) 
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Из формулы (15.126) следует, что при изотермическом течении давле-
ние по длине газопровода изменяется по параболическому закону. 

§11. Формула Шухова 

 

Если на входе в газопровод 
температура газа 1T  отличается от 
наружной температуры 

нар
T , то те-

чение газа будет неизотермичес-
ким. Рассмотрим участок трубо-
провода рис. 15.13. Пренебрегая 
массовыми силами и учитывая 
формулы (15.20) и (15.24), из урав-
нения закона сохранения энергии 
(4.18) имеем 

Рис. 15.13 
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22
1

2
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. (15.127) 

Величина 

 ∫
V

e
dVqρ   

представляет собой внешнее тепло, подведенное в единицу времени к газу 
между сечениями 1S  и 2S . Будем считать, пренебрегая теплопроводностью 
газа, что тепло проводится только через боковую поверхность 3S . Тогда 

 ∫∫∫ ==
χ

χρ dxdqdSqdVq
e

S

e

V

e

**

3

, (15.128) 

где *

e
q  – тепло, подведенное в единицу времени через единицу площади 

поверхности 3S , Dπχ =  – периметр газопровода. 
Подставив соотношение (15.127) в уравнение (15.126) и полагая 0→dx , 

получим 

 dxD
Q

qv
TCd

m

e

p
π

*

=









+

2

2

. (15.129) 

Величину *

e
q  можно представить в виде 

 ( )1нар
TTq

e
−= α* , (15.130) 
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где α  – коэффициент теплопередачи, ( )xTT =  – температура газа в газо-
проводе. 

Пренебрегая изменением скоростного напора по длине газопровода, 
из равенств (15.129) и (15.130) имеем 

 ( )dxTT
Q

D
dTC

m

p
−=

нар
απ

. (15.131) 

Интегрируя соотношение (15.130), при условии, что в начале трубо-
провода при 10x T T= = , получим 

 Dx
TT

TT
QC

mp
απ−=

−
−

нар1

нар
ln  (15.132) 

или 

 ( )













−−+= x

QC

D
TTTT

p

απ
exp

нар1нар
. (15.133) 

Формула (15.133) представляет собой известную формулу В.Г. Шу-
хова

*. Эта формула была получена при расчете остывания нагретой нефти, 
перекачиваемой по трубопроводу, без учета тепла, выделяющегося вслед-
ствие наличия гидравлических сопротивлений. Формула Шухова оказыва-
ется вполне точной для идеального газа, движущегося в трубе с дозвуко-
вой скоростью. Из формулы (15.132) следует, что 

нар
TT →  при ∞→x . 

Значение 1xx = , при котором температура газа в трубопроводе отличается 
от 

нар
T  меньше, чем на 1%, определяется из формулы (15.132) в виде 

нар

нар1
1 010 T

TT

D

Qc
x

mp

⋅
−

>
,

ln
απ

. 

Оценки, выполненные по этой формуле, показывают, что величина x  
достаточно мала, то есть течение в магистральном газопроводе можно счи-
тать изотермическим. 

                                           
*
 Владимир Григорьевич Шухов (1853–1939), инженер и изобретатель, почетный член АН СССР. 



 
 
 

Глава XVI 

ЛАМИНАРНЫЕ ТЕЧЕНИЯ НЕНЬЮТОНОВСКИХ 
ЖИДКОСТЕЙ 

 
 

В предыдущих главах рассматривалось течение вязкой жидкости, то 
есть жидкости, у которой связь между тензорами напряжений и скоростей 
деформаций имеет вид 
 ( )

ikikik
vpp µεδλ 2++−=
�

div , (16.1) 

или для несжимаемой жидкости – 
 

ikikik
pp µεδ 2+−= . (16.2) 

Таким образом, одной из основных отличительных особенностей вяз-
кой жидкости является линейная связь между тензорами напряжений 
и скоростей деформаций. В то же время существует широкий класс разно-
образных сред, общим свойством которых является отклонение от обоб-
щенного закона Ньютона (16.1) или (16.2). Такие жидкости называются 
неньютоновскими. 

В нефтегазовой промышленности неньютоновские жидкости весьма 
распространены. К ним относятся многие тяжелые нефти, мазуты, глини-
стые и цементные растворы, растворы полимеров. Многие неньютоновские 
жидкости, например, глинистые растворы, обладают внутренними прост-
ранственными структурами. Они могут быть образованы кристаллами па-
рафина в нефти, частицами глины в глинистых растворах и т.д. При увели-
чении напряжения эти структуры разрушаются. Очевидно, что при этом 
свойства среды будут меняться. Напомним, что математическая зависи-
мость напряжения от характера деформации сплошной среды называется 
реологическим уравнением, а входящие в нее коэффициенты – реологичес-
кими константами. Так, соотношения (16.1) представляют собой реологи-
ческие уравнения для линейно-вязкой сжимаемой жидкости, а величины λ  
и µ  – реологические константы. 

Следует отметить, что одна и та же жидкость может вести себя как 
ньютоновская и как неньютоновская в зависимости от значений темпера-
туры, давления и ряда других параметров. Поэтому выбор модели (реоло-
гического уравнения) для данной среды является важной и достаточно 
сложной проблемой. 
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§1. Простой сдвиг 

Рассмотрим тензор скоростей деформаций 

















=

333231

232221

131211

εεε
εεε
εεε

ε
ik

. 

 

Рис. 16.1 

и пусть 0332211 === εεε , а из величин 

2112 εε = , 3223 εε = , 1331 εε =  только одна 
отлична от нуля. Такая деформация на-
зывается простым сдвигом, а соответст-
вующее течение – течением с простым 
сдвигом. Очевидно, что простой сдвиг 
представляет собой простейший вид де-
формации. В §3.3 было показано, что 
скорость γ�  скашивания прямого угла меж-  

ду осями 
i

x  и 
k

x  равна 
ik
ε2 . Таким образом, при течении с простым сдви-

гом происходит скашивание прямого угла между двумя взаимно ортого-
нальными осями, а объем рассматриваемой частицы жидкости остается без 
изменений, так как 0332211 ==++ v

�

divεεε . Рассмотрим некоторые при-
меры течений с простым сдвигом. 

1. Ламинарное плоскопараллельное течение несжимаемой жидкости 
между двумя параллельными плоскостями (рис. 16.1). В этом случае 

 ( ) 0===
zyxx

vvyvv , . (16.3) 

Из соотношений (16.3) имеем 
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Следовательно, рассматриваемое течение – это течение с простым 
сдвигом. Скорость скашивания прямого угла xOy, или скорость сдвига 

y

v
x

xy ∂
∂== εγ 2� . При этом касательное напряжение в линейно-вязкой жид-

кости будет равно 

 γµµµετ �=
∂
∂==
y

v
x

xy
2 . (16.4) 
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2. Ламинарное течение несжимаемой жидкости по круглой трубе. 
Введем цилиндрическую систему координат ϕOxr  и совместим ось Ox  

с осью трубы. Тогда 
 ( ) 0=== ϕvvrvv

rxx
, . (16.5) 

Компоненты тензора скоростей деформаций в цилиндрической систе-
ме координат имеют вид (см. приложение) 
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 (16.6) 

Подставив соотношения (16.5) в равенства (16.6), имеем 

0
2

1
0 ==

∂
∂====

xr

x

xrrrxx

r

v

ϕϕϕϕ εεεεεε ,, , 

то есть имеем течение с простым сдвигом. Скорость скашивания прямого 

угла xOr равна 

 
r

v
x

xr ∂
∂== εγ 2� , (16.7) 

а касательное напряжение в линейно-вязкой жидкости – 

 γµµµετ �=
∂
∂==
r

v
x

xr
2 . (16.8) 

 

3. Ламинарное плоскопараллельное враща-
тельное течение между двумя соосными цилинд-
рами (рис. 16.2). В цилиндрической системе ко-
ординат ϕOxr  имеем 

 rvvv
rx

ωϕ === ,0 , (16.9) 

где ( )rωω =  – угловая скорость вращательного 
течения. 

Подставив значения скорости (16.9) в фор-
мулы (16.6), получим 

Рис. 16.2 
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 (16.10) 

и, следовательно, опять имеем простой сдвиг. В соответствии с форму-
лой (16.10) скорость скашивания прямого угла ϕrO  равна 

 
r

r
r ∂

∂== ωεγ ϕ2� , (16.11) 
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а касательное напряжение в линейно-вязкой жидкости – 

 γµωµµετ ϕ �=
∂
∂==
r

r
r

2 . (16.12) 

Формулы (16.4), (16.8), (16.12) представляют собой уже отмечавшийся 
ранее закон вязкого трения Ньютона, причем const=µ  при const=T , 

где T  – абсолютная температура. Величина 
µ

ϕ 1=  называется текучестью.  

Как уже указывалось, течения с простым сдвигом представляют собой 
простейшие течения. Поэтому они широко используются для проведения 
вискозиметрических исследований, то есть для экспериментальной про-
верки той или иной модели для рассматриваемой жидкости и для опреде-
ления ее реологических констант. 

§2. Классификация неньютоновских жидкостей 

Классификация неньютоновских жидкостей обычно основывается на 
виде зависимости скорости сдвига γ�  от величины касательного напряже-
ния τ . Все неньютоновские жидкости могут быть разбиты на три класса. 

1. Системы, для которых скорость сдвига зависит только от величины 
касательного напряжения, то есть 
 ( )τγ f=� . (16.13) 

Это – неньютоновские вязкие жидкости, или нелинейно-вязкие жидкости. 
2. Системы, для которых скорость сдвига зависит как от величины ка-

сательного напряжения, так и от времени t , то есть ( )tf ,τγ =� . 
Если с течением времени при заданной величине γ�  напряжение 

в жидкости уменьшается, то такая жидкость называется тиксотропной, 
а если возрастает – реопектической. Соответствующие кривые течения (за-
висимости касательного напряжения от скорости сдвига) представлены на 
рис. 16.3, где стрелками указано направление процесса (нагружения). 

 

Рис. 16.3 
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3. Системы, обладающие свойствами как твердого тела, так и жидкос-
ти, и частично проявляющие упругое восстановление формы после снятия 
напряжения (вязкоупругие жидкости). Для них 

( )( ) ( )( )mn ff ττττγγγγ ,,,,,,,,   ...   ... 21 ′′′=′′′ . 

Неньютоновские вязкие жидкости, в свою очередь, могут быть разде-
лены на две группы: 

а) жидкости, обладающие начальным напряжением сдвига 0τ , то есть 
жидкости, которые начинают течь (деформироваться) лишь после того как 
касательное напряжение превысит некоторый предел 0τ ; 

б) жидкости, не обладающие пороговым (начальным) касательным на-
пряжением 0τ . 

Для неньютоновских вязких жидкостей так же, как для ньютоновских, 
можно формально ввести понятия вязкости и текучести, а именно 

 
a

aa µτ
γϕ

γ
τµ 1===

�

�
, . (16.14) 

 

В отличие от ньютоновской жидкости ве-
личины 

a
µ  и 

a
ϕ  не константы, а функции ка-

сательного напряжения τ . Поэтому будем на-
зывать эти величины кажущейся вязкостью и 
кажущейся текучестью. 

Если известна кривая течения (рис. 16.4), 
то кажущаяся вязкость 

a
µ  легко может быть 

найдена графически. Действительно, в точке А 

α
γ
τµ tg===

OB

AB
a

�
. Рис. 16.4 

Из формул (16.13) и (16.14) следует, что 

 ( ) ( )
τ
ττϕϕ f

aa
== . (16.15) 

Так как при смене знака напряжения должен меняться знак скорости 
сдвига, то есть 

( ) ( )ττ −−= ff , 

то функция ( )τf  – нечетная. Тогда, в соответствии с формулой (16.15) 
функция ( )τϕ

a
 будет четной. 

Примером жидкостей с начальным напряжением сдвига является вяз-
копластичная жидкость, или жидкость Бингама–Шведова. Ее реологичес-
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кое уравнение имеет вид 

 








≥−
≤

=
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0

00
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ττ

ττ
γ

,

,

� , (16.16) 

где 0τ  – начальное напряжение сдвига, η  – коэффициент пластической 
вязкости. Модель вязкопластичной жидкости широко используется для опи-
сания поведения глинистых растворов, буровых шламов и т.д. 

Примерами жидкостей, не обладающих начальным напряжением 
сдвига, могут служить так называемые «степенные» жидкости, то есть жид-
кости, для которых реологическое уравнение имеет вид 

 n

kγτ �= . (16.17) 

Величина k  называется консистентностью, а n  – индексом течения. 

 

Рис. 16.5 

Для жидкостей с разным индексом течения n  
величина k  имеет разную размерность, откуда 
следует, что k  не имеет явно выраженного фи-
зического смысла, а уравнение (16.17) пред-
ставляет собой лишь удобную в инженерном 
отношении аппроксимацию. При n  < 1 жидкость 
называется псевдопластичной, а при n  > 1 – 
дилатантной. При n  = 1 соотношение (16.15) 
переходит в закон трения Ньютона, то есть 
в обычное соотношение для ньютоновской вяз-
кой жидкости, а k  совпадает с динамическим 

коэффициентом вязкости. Кривые течения представлены на рис. 16.5, где 
кривая 1 соответствует ньютоновской жидкости, 2 – дилатантной, 3 – псев-
допластичной, 4 – вязкопластичной.  

В дальнейшем будут рассматриваться только неньютоновские вязкие 
жидкости. 

§3. Вискозиметрия 

Под вискозиметрией понимается совокупность методов определения 
вязкостных свойств жидкости, то есть построение кривой течения. Виско-
зиметрия ньютоновских жидкостей просто сводится к определению вели-
чины коэффициента вязкости. В случае неньютоновской жидкости задачей 
вискозиметрии является определение вида зависимости между скоростью 
сдвига и касательным напряжением, а также численных значений констант 
(реологических параметров), входящих в эту зависимость. Наиболее рас-
пространенными типами вискозиметров, то есть приборов, на которых вы-
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полняются вискозиметрические исследования, являются капиллярные и ро-
тационные вискозиметры. 

 

Принципиальная схема капиллярного 
вискозиметра представлена на рис. 16.6, 
где 1 – резервуар для исследуемой жид-
кости, 2 – калиброванная измерительная 
трубка, 3 – датчик давления. Меняя вы-
соту налива жидкости H  или давление 
над свободной поверхностью 0p  (в слу-
чае герметично замкнутого резервуара), 
можно получить экспериментальную за-
висимость перепада давления 

l
p∆  на 

трубке длиной l  от расхода Q , то есть 
зависимость вида ( )Qfp

l
=∆ . Этот пере- 

Рис. 16.6 

пад складывается из перепада 
м

p∆  на мерном участке 
м
l  и перепада 

вх
p∆  

на входном участке длиной 
вх
l   (

вхм
lll −= ) 

мвх
ppp

l
∆+∆=∆ . 

Повторив эксперимент на трубке того же диаметра, но при длине L , 
получим кривую ( )Qfp

L
=∆ , причем опять 

( ) ( )1
м

1
вх

ppp
L

∆+∆=∆ , 

где ( )1
вх

p∆  – перепад давления на входном участке трубки длиной 
вх
l , а ( )1

м
p∆  

– перепад на длине 
вх
lL − . Так как диаметры обеих трубок и условия вхо-

да в них жидкости одинаковы, то при равных расходах 
вх

p∆ = ( )1
вх

p∆ . Поэто-
му величина 

( )
м

1
м

ppppp
lL

∆−∆=∆−∆=∆  

будет представлять собой перепад давления на участке длиной lL −  для 
условий бесконечно длинной трубы*. 

Принципиальная схема ротационного вискозиметра представлена на 
рис. 16.7. При вращении наружного цилиндра 1 с угловой скоростью Ω  
в жидкости 2 возникают касательные напряжения, создающие на внутрен-
нем цилиндре 3 крутящий момент M . Под действием этого момента ци-
линдр 3 поворачивается на угол θ , величина которого зависит от M  и уп-
ругих характеристик нити 4. Измеряя этот угол, получают значение дейст-
вующего момента M . Проводя эксперимент при различных значениях уг- 

                                           
*
 Участок бесконечно длинной трубы представляет собой участок реальной трубы, на котором не сказы-
ваются концевые эффекты. 



ГЛАВА XVI 316

 

Рис. 16.7 

ловой скорости Ω , можно получить зависи-
мость ( )Ω= fM . Здесь, как и в случае капил-
лярного вискозиметра, возникают концевые 
эффекты вблизи свободной поверхности жид-
кости и дна цилиндра 2. Для их устранения 
можно повторить эксперимент при другом 
уровне жидкости h . Дальнейшие рассужде-
ния аналогичны приведенным при рассмотре-
нии концевых эффектов в капиллярном 
вискозиметре. 

Итак, с помощью капиллярного вискози-
метра можно получить зависимость вида 
 ( )Qfp 1=∆ ,   (16.18) 

а с помощью ротационного – вида 
 ( )Mf2=Ω , (16.19) 
справедливые для бесконечно длинной трубы и зазора бесконечной высо-
ты. Для того, чтобы по соотношениям (16.18) или (16.19) можно было най-
ти реологические параметры исследуемой жидкости, необходимо иметь 
теоретический вид этих выражений для неньютоновских жидкостей раз-
личных типов. 

§4. Течение жидкости по бесконечно длинной круглой трубе 

Рассмотрим установившееся ламинарное течение жидкости по участ-
ку бесконечно длинной трубы длиной l  и радиусом a . Распределение ка-
сательного напряжения по радиусу трубы описывается формулами* (10.33) 
и (10.34), то есть 

 a
l

pp

a

r
aa 2

21 −== τττ , . (16.20) 

Так как в рассматриваемом случае ( )rvvv
x

==  и 0<
dr

dv , то из фор-

мул (16.7) и (16.19) имеем 

 ( )τγ f
dr

dv −==� . (16.21) 

При таком выборе знака ( ) 0>τf . Подставив выражение (16.20) в равенст-
во (16.21), получим 

 






−=
a

r
f

dr

dv
a
τ , (16.22) 

                                           
*
 Из вывода формул (10.33) и (10.34) видно, что результат не зависит от вязкостных характеристик. Сле-
довательно, они справедливы и для неньютоновских жидкостей. 
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то есть получим дифференциальное уравнение для определения скорости 
жидкости ( )rv . 

Для дальнейшего использования уравнения (16.22) необходимо иметь 
в виду следующее. При течении неньютоновских жидкостей наличие стенки 
трубы может приводить к возникновению особых направлений в жид-
кости, изотропной вдали от стенки. Например, возможное распределение 
ориентации коллоидных частиц или длинных полимерных цепей вблизи 
стенки ограничено присутствием самой стенки. Аномалия течения вбли-
зи стенки может также возникать благодаря физико-химическому взаи-
модействию жидкости с материалом стенки трубы. Аномалия течения, 
возникающая вблизи стенки, называется пристенным скольжением. Она 

заключается в резком изменении величины 
dr

dv  в пристенном слое при 

сохранении непрерывности распределения скорости вдоль радиуса. 
При наличии пристенного скольжения уравнение (16.22) будет 

справедливо лишь в области har −≤≤0 , где h  – толщина пристенно-
го слоя, в котором происходит аномальное течение. Так как обычно 

ah << , то вместо того, чтобы рассматривать течение в пристенном 
слое, можно задать на стенке трубы значение ( ) ( )havav −= , то есть 
значение скорости, отличное от нуля и равное скорости на границе при-
стенного слоя. 

Можно показать, что введенная таким образом фиктивная скорость 
есть функция касательного напряжения 

a
τ . Скорость ( ) ( ) ( )

aa
svav ττ ==  

называется скоростью скольжения. Интегрируя выражение (16.22), имеем 

 ( ) ( ) ( )∫∫∫ =






−=−=
a

df
a

dr
a

r
fsrvdv

a

r

a

aa

r

a

τ

τ

ττ
τ

ττ . (16.23) 

Расход жидкости через сечение трубы равен 

( )∫=
a

drrrvQ

0

2π . 

Следуя Олдройду, проинтегрируем это соотношение по частям. Тогда 
с учетом равенств (16.22) и (16.23) получим 
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2
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 (16.24) 
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Формула (16.24) представляет собой основное соотношение для определе-
ния скорости скольжения. Наличие скорости скольжения и вид зависимо-
сти ( )

a
s τ  могут быть установлены с помощью эксперимента на капилляр-

ном вискозиметре. Для этого необходимо получить зависимости ( )Qp∆  на 
нескольких трубках разного диаметра. Полученные результаты представим 

в координатах 
3

a

Q

π
, a

l

p
a 2

∆=τ  (рис. 16.8), где различные кривые соответ-

ствуют экспериментам, проведенным на трубках различных диаметров. 
Из формулы (16.24) следует, что 

 
( ) ( ) ( ) ( )

a

a

a

a F
a

s
df

a

s

a

Q
a

τττττ
τ

τ
π

τ

+=+= ∫
0

2
33

1
. (16.25) 

  

Рис. 16.8 Рис. 16.9 

Если ( ) 0=
a

s τ , то есть скольжение отсутствует, то ( )
a

F
a

Q τ
π

=
3

 и кри-

вые на рис. 16.8, полученные для трубок различных диаметров, должны 

совпадать между собой. Если ( ) 0≠
a

s τ , то 
3

a

Q

π
 зависит от 

a
τ  и а, то есть 

имеет место картина, представленная на рис. 16.8. Проведя на графике 
рис. 16.8 сечения прямыми const=

a
τ , можно построить график, пред-

ставленный на рис. 16.9, где линии 1, 2, 3 соответствуют различным значе-

ниям 
a
τ . Из формулы (16.25) следует, что при const=

a
τ  величина 

3
a

Q

π
 

линейно зависит от 
a

1
, причем ( )

a
s τ  представляет собой тангенс угла на-

клона прямых 1, 2, 3. После того как зависимость ( )
a

s τ  определена, можно 
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с помощью формулы (16.25) вычислить функцию 

( ) ( )∫=
a

dfF
a

a

τ

τττ
τ

τ
0

2
3

1
, 

откуда после дифференцирования имеем 

( ) ( )[ ]
a

aa

a

a

d

Fd
f

τ
ττ

τ
τ

3

2

1= . 

Таким образом, функция ( )τf  может быть найдена с помощью экспе-
риментов на капиллярном вискозиметре. Однако это сопряжено с необхо-
димостью проведения обширных экспериментальных исследований и диф-
ференцирования функции, полученной опытным путем. Как ниже будет 
показано, задача определения коэффициентов функции ( )τf  значительно 
упрощается, если заранее известен ее аналитический вид. 

§5. Вращательное течение жидкости в кольцевом зазоре 

Рассмотрим установившееся ламинарное вращательное движение 
жидкости между двумя соосными цилиндрами бесконечной высоты. При 
этом жидкость движется по круговым траекториям, плоскости которых 
перпендикулярны оси цилиндров (рис. 16.2). В §1 настоящей главы было 
показано, что такое течение представляет собой течение с простым сдви-
гом, причем скорость сдвига определяется по формуле (16.11). Выделим 
в потоке элемент радиуса r , толщиной dr  и высотой h . Сила, приложен-
ная к цилиндрической поверхности радиуса r , равна, очевидно, 

τπrhF 21 = , 

а приложенная к поверхности радиуса drr +  – 

( ) ( )ττπ dhdrrF ++= 22 . 

Так как выделенный элемент вращается с постоянной во времени уг-
ловой скоростью ω , то сумма моментов сил, приложенных к этому эле-
менту, равна нулю, то есть 

 ( ) ( ) ( )2 2
2 1 2 0F r dr Fr h r dr d rπ τ τ τ + − = + + − =

 
. (16.26) 

После элементарных преобразований и перехода к пределу при 0→dr , 
из равенства (16.26) получим 

 
r

drd
2−=

τ
τ

, (16.27) 
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или, после интегрирования, 

 
2

r

C=τ . (16.28) 

Для определения константы интегрирования C  обозначим момент сил 
трения на внутреннем цилиндре радиуса 

i
R  и единичной высоты через M . 

Тогда 
 

iii
RRM τπ2= , (16.29) 

где 
i
τ  – напряжение трения на радиусе 

i
R . 

Из формул (16.28) и (16.29) имеем 

22 2
ii

i
R

M

R

C

π
τ == , 

откуда 
π2
M

C = , и формула (16.28) принимает вид 

 
22 r

M

π
τ = . (16.30) 

Подставив соотношения (16.10), (16.11) и (16.30) в равенство (16.13), 
получаем 

 






=
22 r

M
f

dr

d
r

π
ω

, (16.31) 

то есть получаем дифференциальное уравнение вращательного движения 
жидкости в кольцевом зазоре. 

Для интегрирования уравнения (16.31) примем, что внутренний ци-
линдр покоится, а внешний вращается с угловой скоростью Ω . Тогда, 
с учетом пристенного скольжения, можем для скорости течения на по-
верхности внутреннего цилиндра радиуса 

i
R  записать 

 ( ) ( )
ii

sRv τ= , (16.32) 

а для скорости на поверхности внешнего цилиндра радиуса 
e

R  – 

 ( ) ( )
eee

sRRv τ−Ω= , (16.33) 

где 
e
τ  – напряжение сил трения на поверхности внешнего цилиндра. Так 

как угловая скорость 
r

v=ω , то из уравнения (16.31) имеем 

∫∫ 






=−=
r

R
i

i

R

v

R

v
i

i

i

r

dr

r

M
f

R

v
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v

r

v
d

22π
, 
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или, с учетом формул (16.27), (16.30) и (16.32), 

 
( ) ( )∫+=

i

d
f

R

s

r

v

i

i

τ

τ
τ
τττ

2

1
. (16.34) 

Выражение (16.34) дает закон распределения скоростей по радиусу. 
Из этого закона и формулы (16.33) получаем 

 
( ) ( ) ( )∫++=Ω

i

e

d
f

R

s

R

s

i

i

e

e

τ

τ
τ
ττττ

2

1
. (16.35) 

§6. Интегральный метод в вискозиметрии 

Интегральный метод в вискозиметрии заключается в том, что на осно-
вании тех или иных физических предположений заранее задается вид 
функций ( )τf  и ( )

a
s τ . Это позволяет вычислить интегралы в уравнениях 

(16.24) и (16.35) и получить, с учетом формул (16.20) и (16.30) теоретиче-
ские зависимости вида 
 ( )

n
pQQ ααα ,,,,  ... 21∆=  (16.36) 

для течения в трубе и 
 ( )

n
M ααα ,,,,  ... 21Ω=Ω  (16.37) 

для течения в кольцевом зазоре, где 
n

ααα ,,,  ... 21  – реологические пара-
метры (константы в функциях ( )τf  и ( )

a
s τ ) рассматриваемой жидкости. 

Пусть теперь при эксперименте на капиллярном вискозиметре полу-
чено n  пар значений jj pQ ∆, . Подставив эти значения в формулу (16.36), 

получим n  уравнений для определения численных значений n  реологичес-
ких параметров 

n
ααα ,,,  ... 21 . Аналогично, получив на ротационном виско-

зиметре n  пар значений jj M,Ω  и подставив их в равенство (16.37), полу-

чим опять n  уравнений для определения реологических параметров жид-
кости. Очевидно, что значения реологических параметров, найденных пу-
тем измерений на обоих типах вискозиметров, должны совпадать между со-
бой. Несоблюдение этого условия свидетельствует о том, что принятые зави-
симости ( )τf  и ( )

a
s τ  не описывают поведения рассматриваемой жидкости. 

Перейдем к рассмотрению некоторых простейших примеров. 
I. Вязкая ньютоновская жидкость. Для такой жидкости в соответствии 

с формулой (16.12) имеем 

 ( ) ( ) 0===
a

sf τ
µ
ττγ ,� . (16.38) 
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Подставив эти выражения в равенство (16.23), с учетом соотноше-
ний (16.20) получим 

 ( ) 









−∆=









−== ∫ 2
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1
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1
a

r

l

paa
d

a
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a
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τ

τ

. (16.39) 

Из равенств (16.24), (16.38) и формулы (16.20) имеем 

 p
l

aa
d

a
Q a

a

a

∆=== ∫ µ
π

µ
τπττ

µτ
π

τ

84

43

0

3
3

3

. (16.40) 

Так как при течении по горизонтальной трубе 
l
p

x
p

x
F

∆
∂
∂ −=− ρ , то 

легко видеть, что формулы (16.39) и (16.40) совпадают с полученными ра-
нее выражениями (9.29) и (9.31). Поскольку значения a  и l  для капилляр-
ного вискозиметра известны, то из формулы (16.40) следует, что для опре-
деления величины динамического коэффициента вязкости достаточно сде-
лать одно измерение величин p∆  и Q .  

Для ротационного вискозиметра в соответствии с формулами (16.30), 
(16.34), (16.38) получим закон распределения скоростей в кольцевом зазо-
ре в виде 

 







−=−== ∫ 22

11

422

1

rR

M
d

r

v

i

i

i

πµµ
τττ

µ

τ

τ

. (16.41) 

Используя формулы (16.30), (16.35), (16.38) или полагая в форму-
ле (16.41) 

e
Rr = , находим 









−=Ω=

eie

e

RR

M

R

v 11

4 2πµ
. 

Так как радиусы 
i

R  и 
e

R  известны, то так же, как и в случае капил-
лярного вискозиметра, для определения µ  достаточно сделать одно изме-
рение пары значений M,Ω . 

II. Жидкость Бингама–Шведова. Для такой жидкости в соответствии 
с формулой (16.16) 

 ( ) ( )
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τ  (16.42) 
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Подставив выражение (16.42) в формулу (16.23), получим 
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 (16.43) 

В соответствии с формулой (16.42) 

при   ( ) 0
0

0 =≤ ∫
τ

τ

ττ
τ

ττ df
a

a

,  (16.44) 

при   ( ) ( )
aaa
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a
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τττ

η
ττ
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τ
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τ
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−−=−=≥ ∫∫ . (16.45) 

Из формулы (16.20) следует, что 
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τ
τ

τ
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, , (16.46) 

где 0r  – радиус, на котором 0ττ = . Тогда из формул (16.43), (16.44), (16.45), 
(16.46) имеем 
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Таким образом, при 00 rr ≤≤  
( ) const=rv , то есть в потоке имеется 

«ядро течения», в котором все частицы 
движутся с одинаковой скоростью, то 
есть как твердое тело (рис. 16.10). 

Можно показать, что наличие ядра 
течения присуще любой жидкости с на-
чальным напряжением сдвига, а не 
только жидкости Бингама–Шведова. 
Подставив соотношение (16.42) в фор-
мулу (16.24), получим 

Рис. 16.10 
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или, с учетом формул (16.20) и (16.46), 
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Выражения (16.47) и (16.48) представляют собой различную форму 
записи формулы Букингама. При 000 == rτ  формула переходит в форму-
лу Пуазейля (16.40). Из формул (16.47) и (16.48) видно, что для определе-
ния констант 0τ  и η  необходимо измерить две пары значений Qp,∆ . 

Рассмотрим теперь течение жидкости Бингама–Шведова в кольцевом 
зазоре ротационного вискозиметра. Так как 

ei
RR < , то в соответствии 

с формулой (16.30) всегда 
ie
ττ < . Поэтому до тех пор, пока 0ττ ≤

i
, то 

есть в соответствии с формулой (16.30) 00
22 MRM
i

=≤ τπ , сдвига не про-
исходит, 0=Ω  и жидкость между цилиндрами неподвижна. Пусть теперь 

ei
τττ >> 0 . Так как вдоль радиуса const=M , то из формулы (16.30) сле-

дует, что 

eeii
RrR τττ 2

0
2

0
2 == , 

где 0r  – радиус, на котором 0ττ = . Тогда очевидно, что при 0rrR
i

<<  
имеем 0ττ > , а при 

e
Rrr <<0  – 0ττ < . Следовательно, в интервале 

0rrR
i

<<  будет происходить сдвиговое течение, а при 
e

Rrr <<0  жид-
кость будет вести себя как твердое тело, то есть вращаться с постоянной 
угловой скоростью. Подставив выражение (16.42) в формулу (16.34), с уче-
том равенства (16.30) получим 
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В соответствии с формулой (16.30) 
0

0 2πτ
M

r = , то есть с ростом М ве-

личина 0r  и, следовательно, область, охваченная сдвиговым течением, воз-
растают. При 

e
ττ >0  сдвиговым течением охвачен весь интервал 

ei
RrR << , 

и в соответствии с формулами (16.30) и (16.35) угловая скорость вращения 
внешнего цилиндра равна 
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Из формулы (16.49) видно, что для определения констант η  и 0τ  не-
обходимо измерить две пары значений Ω,M . 

III. Степенная жидкость. Для степенной жидкости в соответствии с фор-
мулой (16.17) 

 ( ) ( ) 0
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k

f τττγ ,� . (16.50) 

Подставив выражение (16.50) в формулы (16.23) и (16.24), с учетом 
равенства (16.20), получим, соответственно, 
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то есть получим формулы для распределения скоростей и расхода при те-
чении по круглой трубе. 

Для ротационного вискозиметра в соответствии с формулами (16.30), 
(16.34), (16.35) имеем 
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IV. Ряд Рейнера. Предполагается, что для жидкости с начальным на-
пряжением сдвига 0τ  функция ( )0ττ −f  может быть разложена в степен-
ной ряд. Так как эта функция нечетная, то ряд может содержать только не-
четные степени 0ττ − . Следовательно, 
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где 0τ,kb  – реологические параметры жидкости. Подставив выраже-
ние (16.52) в формулу (16.23), после рассуждений, совершенно аналогич-
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ных приведенным при рассмотрении жидкости Бингама–Шведова, получа-
ем 
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Из полученных формул видно, что картина распределения скоростей 

по радиусу качественно аналогична представленной на рис. 16.10, то есть 
и в этом случае существует ядро течения радиуса 0r .  

Подставив выражение (16.52) в формулу (16.24), получим 
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При течении в кольцевом зазоре так же, как в случае жидкости Бинга-
ма–Шведова, при 0ττ <

i
 течения не происходит. При 0

2
0 2 τπ

i
RMM =>  

сдвиговое течение происходит в зазоре 

0
0 2πτ

M
rrR

i
=<< , 

а при 
e

Rrr <<0  жидкость вращается с постоянной угловой скоростью, то 

есть как твердое тело. При 0
22 τπ
e

RM ≥  сдвиговое течение охватывает всю 
область 
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RrR << . В соответствии с формулами (16.34) и (16.49) при 
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 (16.54) 

При 0ττ >
e

 распределение скоростей во всем зазоре ( )
ei

RrR <<  
будет определяться формулой (16.54), где интеграл необходимо брать в пре-
делах 

i
ττ ,0 , а угловая скорость вращения внешнего цилиндра Ω  будет 
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равна 
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Реологическое уравнение (16.52) содержит 2+n  реологических па-
раметра: 

n
bbb ,,,,  ... 100τ . Из формул (16.53) и (16.55) видно, что для их 

определения необходимо сделать 2+n  измерения пар значений ,p Q∆  
или Ω,M . 

§7. Коэффициент гидравлического сопротивления 

Рассмотрим жидкость с реологическим уравнением 

 ( )
n

f ααατγ ,,,,  ... 21=� , (16.56) 

где, как и раньше, 
n

ααα ,,,  ... 21  – реологические параметры. По аналогии 
с соображениями, приведенными при выводе формулы Дарси–Вейсбаха 
(5.30), можно утверждать, что перепад давления p∆  на длине l в трубе 
диаметром d представляется соотношением вида 

 ( )
n

wdlp αααρϕ ,,,,,,,  ... 21=∆ . (16.57) 

Приняв величины wd ,, ρ  в качестве параметров с независимыми 
размерностями, после рассуждений, тождественных использованным при 
получении формулы (5.30), из формулы (16.57) получаем 

2

2w

d

l
p

ρλ=∆ , 

где 
 ( )

n
ΠΠΠ= ,,,  ... 21λλ , (16.58) 

причем величины 

δγβ ρ
α

wd

i

i
=Π  

представляют собой критерии подобия. Из формул (16.56) и (16.58) следу-
ет, что число критериев подобия равно числу реологических параметров 
жидкости. 

Рассмотрим в качестве примера жидкость Бингама–Шведова. В этом 
случае формула (16.57) принимает вид 
 ( )wdlp ,,,,, 0τηρϕ=∆ ,  
а выражение (16.58) – 
 ( )21 ΠΠ= ,λλ , (16.59) 
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где 
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ρ =Π=Π , . (16.60) 

Для получения аналитического вида зависимости (16.59) рассмотрим 
формулу (16.47) . С помощью равенства (16.20) ее можно представить 
в виде 
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или 
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Очевидно, что для получения соотношения вида (16.37) необходимо 
соотношение (16.62) разрешить относительно p∆ . Положим 

 z
d

l
p 04 τ=∆  (16.63) 

и подставим это выражение в формулу (16.62). Тогда после элементарных 
преобразований получим 
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4 34 =+− zz α , (16.64) 

где 
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Используя стандартную методику решения уравнений четвертой сте-
пени, получаем выражение для корней уравнения (16.64)  

 ( ) ,
, 









−
−±=

αcc

bc
z

3
11

321  (16.66) 

 ( )( ) ,
, 









−−
−±−−=

αα
α

2

3
11

3

2
43

cc

bc
z  (16.67) 

где 
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3 αα ++= bc  (16.69) 
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Рассмотрим подкоренное выражение в формуле (16.67). В соответст-
вии с равенством (16.69) 

 ( ) 22 223 αα −−= cb ,  

то после элементарных преобразований имеем 

( )( ) α
α
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2

3
1 . 

Так как в соответствии с формулой (16.65) 1>α , то из равенств (16.68) 
и (16.69) следует, что b и с величины вещественные, причем α>> cb ,0 . 
Таким образом, 
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и корни 43,z  – комплексные. 

Перейдем к рассмотрению корней 21,z . Непосредственной проверкой, 

используя равенство (16.68), можно убедиться, что 

 023 23 =−− αbb ,  

и из формулы (16.69) имеем 
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Подставив это выражение в формулу (16.66), получаем 
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Из формул (16.68) и (16.69) следует, что при 1 2 3,b cα = = =  и 
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откуда 0>αd
db  при 1>α . Таким образом, функции ( )αb  и ( )αc  монотон-

но возрастают с ростом α  и 1
2

6 <
bc

. 

Итак, корни 21,z  – вещественные. Для их дальнейшего анализа пере-

пишем, используя формулы (16.63), (16.65), (16.68) и (16.70), соотноше-
ние (16.71) в виде 
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Переходя в равенстве (16.72) к пределу при 00 →τ , получим 
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pd η
. 

Из выражения (16.61) видно, что этот предельный переход должен 
привести к формуле Пуазейля. Следовательно, в формулах (16.71) и (16.72) 
необходимо выбрать знак «+» и окончательно 
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или, с учетом равенства (16.63), 
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Как следует из формул (16.65), (16.68) и (16.69), ( ) ( )AccAbb == , . 

Сравнивая выражение (16.73) с формулой Дарси–Вейсбаха, получаем 

( )ABϕλ
3

8= , 

где 
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w
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τ=  – безразмерный параметр, 
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Таким образом, коэффициент гидравлического сопротивления при 
течении жидкости Бингама–Шведова есть функция двух независимых 
критериев подобия А и В, причем В совпадает с 2Π  в формуле (16.60), 

а 21ΠΠ=A . 

Численные значения функции ( )Aϕ  приведены в таблице. Можно по-

казать, что при 10
1

0

,≥=
d

w

A τ
η

 функция ( )Aϕ  может быть аппроксимиро-

вана с погрешностью менее 2% выражением 
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A
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Таблица 
1/А ( )Aϕ  1/А ( )Aϕ  1/А ( )Aϕ  1/А ( )Aϕ  

0,0000 3,00 0,0060 3,53 0,0250 4,25 0,0700 5,52 
0,0005 3,14 0,0080 3,63 0,0300 4,40 0,0800 5,78 
0,0010 3,20 0,0100 3,71 0,0350 4,55 0,1000 6,29 
0,0020 3,29 0,0120 3,79 0,0400 4.70 0,1500 7,54 
0,0030 3,36 0,0140 3,87 0,0450 4,84 0,2000 8,76 
0,0040 3,42 0,0160 3,94 0,0500 4,98 0,2500 9,97 
0,0050 3,48 0,0200 4,08 0,0600 5,25 0,3000 11,18 

 
В качестве следующего примера рассмотрим степенную жидкость. Для 

такой жидкости формула (16.54) принимает вид 

( )wnkdlp ,,,,, ρϕ=∆ . 

Приняв в качестве параметров с независимыми размерностями вели-
чины wd ,, ρ , используя Π -теорему и учитывая, что в соответствии с фор-

мулой (16.17) [ ] 12 −−= LMTk
n , получаем 
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Безразмерными критериями подобия являются величины 
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, 

где eR ′  – аналог числа Рейнольдса для линейно-вязкой жидкости. Для вы-
яснения вида зависимости ( )eR, ′nλ  рассмотрим выражение (16.51) или 
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Разрешив соотношение (16.74) относительно p∆ , получим 
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Сравнивая это выражение с формулой Дарси–Вейсбаха, получаем 
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§8. Дополнительные замечания к расчету течения 
неньютоновских жидкостей по трубам 

Основными соотношениями, описывающими установившееся движе-
ние вязкой жидкости по трубам являются: 
уравнение неразрывности 

 const== wSQ , (16.75) 

уравнение Бернулли 
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, (16.76) 

формулы Дарси–Вейсбаха и Вейсбаха 
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m 22

22

ζλτ == , . (16.77) 

Так как уравнение неразрывности не содержит вязкостных характерис-
тик жидкости, то оно имеет одинаковый вид как для линейно-вязкой, так 
и для любой неньютоновской жидкости. Уравнение Бернулли, представ-
ляющее собой закон сохранения механической энергии, также, очевидно, 
сохраняет свой вид, однако коэффициенты Кориолиса α  и величины по-
терь 21−h  будут иными, чем в случае линейно-вязкой жидкости. Действи-
тельно, значение величины α  определяется законом распределения скорос-
тей по сечению трубы, а величина потерь 21−h  зависит от вязкостных ха-
рактеристик среды. Формулы Дарси–Вейсбаха и Вейсбаха получены из 
общих соображений теории размерностей. Поэтому их структура сохраняет-
ся и для неньютоновских жидкостей, однако зависимости коэффициента 
гидравлического сопротивления λ  и коэффициента местных сопротивле-
ний ζ  от критериев подобия будут иметь свой вид для каждого типа 
неньютоновской жидкости. Из изложенного следует, что все схемы расче-
та трубопроводов, опирающиеся на соотношения (16.75) – (16.77), с уче-
том приведенных выше оговорок могут быть использованы для расчета 
течения неньютоновских вязких жидкостей. 



 
 
 

Глава XVII 

ДВУХФАЗНОЕ ТЕЧЕНИЕ В ТРУБАХ 
 

 

С течением двухфазных (многофазных) сред в трубах приходится 
сталкиваться почти во всех отраслях нефтегазового производства. При бу-
рении скважин – это течение аэрированных промывочных и тампонажных 
жидкостей и вынос шлама. При эксплуатации нефтяных и газовых место-
рождений – эрлифтная добыча нефти, течение газоконденсатных, водо-
нефтяных и газоводонефтяных смесей в стволе скважины. В сборных сетях 
месторождений также могут иметь место многофазные течения. Этот спи-
сок может быть существенно продолжен. 

Под фазой подразумевается отдельная часть однородной системы, ог-
раниченная поверхностью раздела. Так, смесь нефти и воды представляет 
собой двухфазную систему жидкость-жидкость. Смесь газа и конденсата, 
или газа и нефти – двухфазная система газ–жидкость. Смесь воды, нефти 
и газа – трехфазная система. 

Фаза может состоять из одного вещества, например, воды. Такая фаза 
называется однокомпонентной. Если фаза состоит из нескольких химиче-
ских веществ, например, смеси углеводородных газов, то она называется 
многокомпонентной. 

Истинные растворы (соли в воде, смеси газов и т.д.) представляют со-
бой однофазные многокомпонентные системы. 

При описании движения многофазных сред обычно вводятся следую-
щие предположения. 

1. Размеры включений или неоднородностей в смеси (отдельных час-
тей неоднородной системы) много больше расстояний между молекулами, 
длин свободного пробега молекул и т.д. Иначе говоря, размеры включений 
таковы, что к каждой отдельной части неоднородной системы приложимы 
методы механики сплошной среды. 

2. Размеры указанных включений много меньше расстояний, на кото-
рых макроскопические параметры смеси или фаз меняются существенным 
образом, то есть эти размеры много меньше характерных размеров рас-
сматриваемой системы. 

Указанные ограничения позволяют использовать для описания дви-
жения многофазных сред модель многоскоростного континуума. Много-
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скоростной континуум представляет собой совокупность N континуумов, 
каждый из которых относится к своей составляющей (фазе или компонен-
те) и заполняет один и тот же объем, занятый смесью. Таким образом, 
в каждой точке многоскоростного континуума имеется N плотностей, N 
скоростей и т.д. 

§1. Уравнения законов сохранения 

Исходя из общих принципов, использованных в главе II для получе-
ния уравнений законов сохранения для однофазной среды, и модели мно-
госкоростного континуума, можно выписать уравнения законов сохране-
ния массы, изменения количества движения и энергии для каждой состав-
ляющей смеси. 

В интегральном представлении эти законы имеют вид: 
закон сохранения массы 
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закон изменения количества движения 
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закон сохранения энергии 
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В уравнениях (17.1) – (17.3) i – номер фазы (компоненты), 0≥
i

α  – 
доля объема смеси, занимаемая фазой в данной точке, остальные обозна-
чения имеют тот же смысл, что в гл. II. При этом, очевидно, 

 1
1

=∑
=

N

i

i
α . (17.4) 
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Величина jiJ  представляет собой (благодаря возможности фазовых 

превращений) интенсивность перехода массы из j -й в i-ю составляющую 
в единице объема смеси и в единицу времени. 

jiP
�

 – интенсивность обмена импульсами между j -й и i-й составляю-

щими смеси. jiE  – интенсивность обмена энергией между j -й и i-й состав-

ляющими смеси. 
Из законов сохранения следует, что 

       000 ≡−=≡−=≡−= iiijjiiiijjiiiijji EEEPPPJJJ ,;,;,

���

. (17.5) 

Заметим особо, что i – номер фазы, поэтому суммирование по индексу 
i не производится. 

Суммируя по i уравнения (17.1)–(17.3), с учетом соотношений (17.5) 
получаем 
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Плотность 
m

ρ  смеси определяется как 
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=
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ραρ , (17.9) 

а среднемассовая скорость – из соотношения 
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§2. Уравнения движения двухфазной смеси в трубах 

Для вывода уравнений движения двухфазной смеси в трубах введем 
следующие допущения: 
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а) движение установившееся; 
б) давление и температура в обоих фазах одинаковы и постоянны по 
сечению трубы; 

в) относительным движением компонент внутри фазы можно пренеб-
речь; 

г) в каждом сечении выполняются условия локального термодинами-
ческого равновесия для объема смеси, проходящего через сечение 
в единицу времени; 

д) из массовых сил действует только сила тяжести. 
В этих предположениях уравнения (17.6) – (17.8) с учетом равенств (17.9) 

и (17.10) принимают вид 
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Рассмотрим в качестве поверхности S участок трубы, наклоненный 
к вертикали под углом θ  и ограниченный сечениями 21 SS ,  и боковой по-
верхностью 3S  (рис. 17.1). Для общности вывода будем считать, что по-
верхность 3S  проницаема и через нее в трубу поступает непрерывно рас-
пределенная газожидкостная смесь. В сечениях 21 SS ,  и 3S  в соответствии 
с рис. 17.1 имеем: 

на 1S  2110 3213 ,,,,, =−===−=−= ienvnv
nnnii

ααα����

; 
на 2S  2110 3213 ,,,,, ====== ienvnv

nnnii
ααα����

; (17.14) 
на 3S  43032211 ,,,, ==+=−= ieenvnv

nnnii
ααα �����

. 

Здесь и далее индексы «3», «4» относятся, соответственно, к газовой 
и жидкой фазам смеси, поступающей в трубу через поверхность 3S , 

m
e

�

 – 
орты координатных осей, 

mnm
en

��

⋅=α  – косинусы углов между коорди-
натными осями и нормалью. 

Подставив соотношения (17.14) в уравнение (17.11), получим 

( ) ( ) ( )dSvvdSvvdSvv
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444333222111222111 ραραραραραρα . (17.15) 
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Рис. 17.1 

Для преобразования уравнения (17.12) рассмотрим тензор поверхност-
ных напряжений. Примем, что 
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С учетом равенства (1.31) из формул (17.16) имеем 
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где km

i
τ  – компоненты тензора добавочных напряжений, приложенных к i-й 

фазе. 
Так как по принятому выше условию давление в фазах одинаково, то 

из соотношений (17.17) с учетом равенства (17.4) имеем 
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В формулах (17.18) подразумевается суммирование по повторяющемуся 
индексу. 

Из формул (17.14) и (17.18) имеем: 
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. 
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Спроектировав уравнение (17.12) на ось трубы Oz, с учетом соотно-
шений (17.14) и (17.19) получим 
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где 

2
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nn
αταττ +=  

– проекция добавочных напряжений на ось Oz. 
Для преобразования уравнения (17.13) рассмотрим выражения ви-

да 
ini

vp
��

⋅ . Из формул (17.14) и (17.17) имеем: 
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Подставив соотношения (17.14) и (17.21) в уравнение (17.13) и счи-
тая, что притоком тепла через сечения 21 SS ,  можно пренебречь, получа-
ем 
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Уравнения (17.15) , (17.20), (17.22) содержат интегралы вида 
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Устремляя к нулю расстояние между сечениями ( )zSS =1  и 2S =  

( )S z dz= + , получим 
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где χ  – смоченный периметр сечения трубы S. 
Переходя в уравнениях (17.15), (17.20), (17.22) к пределу при 0→dz , 

с учетом соотношений (17.23) имеем 
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где
* 
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qq
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1 . 

Рассмотрим интегралы, входящие в уравнения (17.24)–(17.26). Оче-
видно, что 

 4321 ,,,,, ==== ∫∫ iJdviGdSv
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где 
i

G  – массовый расход i -й фазы, 
i

J  – массовый  приток i -й фазы через 
поверхность 3S , рассчитанный на единицу длины. 

                                           
*
 При вычислении ( )∫

χ

χdq n  и ∫
χ

χτ d  считается, что χ  – периметр сечения трубы. 
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Далее 
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где 
i

v  – некоторое среднее значение скорости 
i

v . 
Из допущения б) следует, что давление, плотность и внутренняя энер-

гия фазы распределены равномерно по сечению трубы. Поэтому с учетом 
равенств (17.9) и (17.27) получим 
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где 
z

g  – проекция ускорения силы тяжести на ось трубы, 
ср iv  – некоторое 

отличное от 
i

v  осредненное значение скорости 
i

v . 
В соответствии с формулами (17.10) и (17.27) имеем 
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Приток через поверхность 3S  будем считать осесимметричным. Тогда 

с учетом равенства (17.27) получим 
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где R – радиус трубы, γ  – угол между нормалью n
�

 к поверхности 3S  и ор-
том 1e

�

 (рис. 17.2). 
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Очевидно также, что 
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где ( )n
q
срср

,τ  – средние по периметру значения τ  

и ( )n
q . 
Часть площади сечения трубы S , занятую i-й 

фазой, обозначим через 
i

S . Тогда 
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и массовый расход 
i

G  можно представить в виде 

Рис. 17.2 
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где 
ii

Qw ,  – средние по сечению скорость и объемный расход i-й фазы. 
Будем считать, что скорость фазы мало меняется по сечению трубы, 

поэтому можно принять 
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В соответствии с условием б) давление и температура постоянны по 
сечению трубы. Поэтому 
 lglg uuuuuu ======== 42314231 ,,, ρρρρρρ , (17.40) 

где индекс «g» относится к газовой фазе, индекс «l» – к жидкой. Кроме то-
го, обозначим 
 lgllg wwwwJJGGGG ===== 21421 ,,,, . (17.41) 

Из формулы (17.37) имеем 
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Величина ϕ  называется истинным газосодержанием. 
Так как в соответствии с формулой (17.4) 12 1 αα −= , то 
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На основании формул (17.38) и (17.40) – (17.43) средние скорости фаз 
можно представить в виде 
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Из формул (17.29), (17.40), (17.42) и (17.43) следует, что 
 ( ) lgm ρϕϕρρ −+= 1 . (17.45) 

Касательное напряжение на стенке трубы задается в виде* 
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а приток тепла 
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где 
m
λ  – коэффициент гидравлического сопротивления смеси, k  – коэффи-

циент теплопередачи через стенку трубы, T  – температура смеси в трубе, 
н

T  
– наружная температура. Подставив интегралы (17.27) – (17.36) и соотноше-
ния (17.46), (17.47) в уравнения (17.24) – (17.26), учитывая выражения 
(17.39) – (17.41), (17.45), после элементарных преобразований получаем 
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где 

lgmlgm JJJGGG +=+= ,  

– суммарные массовые расход и приток, 
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+=+= ,  (17.49) 

– энтальпии газовой и жидкой фаз. 
Наряду с истинным газосодержанием ϕ , равным в соответствии с фор-

мулой (17.42) 

 
S

S

S

S gl ==ϕ , (17.50) 

                                           
*
 Вид формулы (17.46) определяется тем, что такое соотношение обычно используется при эксперимен-
тальном определении 

mλ . 
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в теории двухфазных течений по трубам используется расходное газосо-
держание β , равное, по определению, 

 
lg

g

QQ

Q

+
=β , (17.51) 

где lg QQ ,  – объемные расходы газовой и жидкой фаз. На основании фор-

мул (17.44) имеем 
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−==== 1, . (17.52) 

Из формул (17.51) и (17.52) следует, что 
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. 

Подставив в равенство (17.51) выражения (17.52), получаем 
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β . 

Так как через боковую поверхность 3S  поступает такой же состав 
смеси, что течет по трубе, то из условия локального термодинамического 
равновесия г) следует, что 
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Учитывая, что lgmlgm JJJGGG +=+= , , из формулы (17.53) по-

сле элементарных преобразований имеем 
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а из формул (17.44) и (17.54) – 
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, . (17.55) 

Плотности газовой и жидкой фаз определяются с помощью уравнений 
состояния 
 ( ) ( )TpTp llgg ,,, ρρρρ == . (17.56) 
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Истинное газосодержание ϕ  и коэффициент гидравлического 
сопротивления 

m
λ  находятся из эмпирических соотношений. Примем, что 

 ( ),,,We,Fr,Re, µρβϕϕ
mmm

=  (17.57) 

 ( ),,,,We,Fr,Re, εµρϕλλ
mmmmm

=  (17.58) 

где 
mmm

We,Fr,Re  – числа Рейнольдса, Фруда и Вебера смеси, вычисляе-
мые по формулам 
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Выше принятые обозначения: отношение плотностей фаз lg ρρρ = , 

lg µµ ,  – динамические коэффициенты вязкости газовой и жидкой фаз, при-

веденная вязкость жидкой фазы 
в

µµµ
l

= , 
в

µ  – вязкость воды, σ  – коэф-
фициент поверхностного натяжения, D – диаметр трубы, ε  – относитель-
ная шероховатость стенок трубы. 

Для определения притока 
m

J  необходимо задать соотношение вида 

 ( )
н

ppJJ
mm

,= , (17.59) 

где 
н

p  – наружное давление. 
Система из 15 уравнений (17.45), (17.48), (17.54) – (17.59), в дальнейшем 

именуемая системой А, содержит 23 неизвестных: ,
m

G ,,,, mlgm JGGG ,
g

J  

,
l

J  ,,,,,,,, 3vwwTp lglgm ρρρ σµµϕβλ ,,,,,,,, lglgm hhv4 . 

Величины σµµβ ,,,,, lglg hh  могут быть вычислены как функции р, Т 

и состава двухфазной смеси с помощью соответствующих термодинамичес-
ких расчетов. Квадраты скоростей 3v  и 4v  обычно много меньше соответ-
ствующих энтальпий и ими можно пренебречь. Поэтому система А являет-
ся замкнутой и содержит 15 уравнений с 15 неизвестными. 

С помощью соотношений (17.45), (17.54)–(17.59) 12 неизвестных 
ϕλρρρ ,,,,,,,,,,, mlglgmlgmlg wwJJJGG , входящих как явным, так и не-

явным образом в уравнения (17.48), могут быть исключены из этих урав-



ДВУХФАЗНОЕ ТЕЧЕНИЕ В ТРУБАХ 345

нений. Следовательно, система А может быть сведена к системе уравнений 
(17.48), содержащей в качестве неизвестных величины 

m
GTp ,, . 

§3. Преобразование уравнений движения двухфазной смеси 
в трубах 

Для преобразования системы уравнений (17.48) введем функции 
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Φ = − −

 (17.60) 

На основании равенств (17.54) – (17.57) формулы (17.60) можно пред-
ставить в виде 
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 (17.61) 

Подставив формулы (17.60) и (17.61) в уравнения (17.48), имеем 
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откуда после дифференцирования и подстановки 
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Решая систему уравнений (17.62) относительно 
dz

dT

dz

dp
,  и учитывая 

первое уравнение (17.48), имеем окончательно 
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 (17.63) 

где 

 
pT

G
Tp

G
mm ∂
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∂
Ψ∂−

∂
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∂
Ψ∂+=∆ 3123121 . (17.64) 

В рамках принятых допущений уравнения (17.63) описывают течение 
двухфазных смесей по перфорированным трубам. Угол наклона трубы 
учитывается в этих уравнениях величиной 

z
g  и видом зависимостей 

(17.57) и (17.58). Если стенка трубы непроницаема, то 0=
m

J , и система 
уравнений (17.63) существенно упрощается. При 0==

ll
JG  уравнения 

(17.63) описывают однофазное движение жидкости, а при 0==
gg

JG  – 

однофазное движение газа. 

§4. Режимы течения 

Как уже указывалось, отличительной особенностью двухфазных (мно-
гофазных) течений является наличие межфазовых границ раздела. Эти 
границы могут иметь самую разнообразную форму. Степень дисперсности 
фазы также может быть весьма различной. Поэтому для классификации 
двухфазных потоков «газ-жидкость» вводится понятие режимов течения. 
При экспериментальном исследовании таких потоков было обнаружено 
множество режимов, для которых были предложены различные названия 
и классификации. Наиболее широкое распространение для вертикальных 
потоков получила следующая классификация. 
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Пузырьковое течение. Пузырьки газа более или менее равномерно 
распределены в жидкости (рис. 17.3, 1). 

Снарядное течение. При высокой концентрации пузырьков происхо-
дит их слияние, диаметр пузырьков приближается к диаметру канала, а са-
ми пузырьки приобретают снарядообразную форму (рис. 17.3, 2). 

Вспененное течение. С ростом скорости течения газовой фазы снаряд-
ное течение становится неустойчивым. На стенках канала образуется жид-
кая пленка, а газожидкостное ядро представляет собой пену (рис. 17.3, 3). 

Кольцевой режим. Жидкость течет по стенке трубы в виде непрерыв-
ной пленки, а газовая фаза движется в центре. Обычно газовое ядро содер-
жит некоторое количество капель жидкости (рис. 17.3, 4). 

Клочковато-кольцевой режим. Газовый поток несет с собой капли жид-
кости (рис. 17.3, 5). 

 

Рис. 17.3 

 

Рис.17.4 

Несколько иная классификация используется для горизонтальных по-
токов. 

Пузырьковое течение. Пузырьки газа движутся у верхней образующей 
трубы (рис. 17.4, 1). 

Пробковое течение. У верхней образующей трубы движутся газовые 
пузыри снарядообразной формы (рис. 17.4, 2). 
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Расслоенное течение. Имеет место гравитационное расслоение потока. 
По дну канала движется жидкость, а над ней – газ (рис. 17.4, 3). 

Волновое течение. С ростом скорости течения газа на свободной по-
верхности жидкости образуются волны (рис. 17.4, 4). 

Снарядное течение. Волны на поверхности жидкости становятся на-
столько велики, что достигают верхней образующей трубы. Газовая фаза 
движется у верхней образующей в виде отдельных включений (рис. 17.4, 5). 

Кольцевое течение. Наблюдается при больших расходах газа. Некото-
рое количество жидкости в виде отдельных капель движется в газовой фа-
зе (рис. 17.4, 6). 

Вид зависимостей (17.57), (17.58), то есть истинное газосодержание ϕ  
и коэффициент гидравлического сопротивления 

m
λ , существенно зависит 

от режима течения. 

§5. Свободный дебит газоконденсатной скважины 

Для глушения аварийного фонтана необходимо знать свободный (ава-
рийный) дебит скважины. При этом весьма важной представляется воз-
можность прогнозирования аварийных дебитов на конкретном месторож-
дении. Наличие таких прогнозных расчетов позволяет заранее разработать 
технологические мероприятия для глушения аварийных фонтанов в случае 
их возникновения. Прогнозный расчет дебита фонтанирующей газокон-
денсатной скважины может быть выполнен с помощью системы уравнений 
(17.63). 

Примем, что вскрытая толщина пласта много меньше глубины сква-
жины, поэтому приток можно считать сосредоточенным. Тогда 0=

m
J , 

и уравнения (17.63) для вертикальной скважины принимают вид 
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 (17.65) 

где ∆  определяется по формуле (17.64). 
Для учета взаимодействия скважины и пласта вместо соотноше-

ния (17.59) используем двучленное уравнение притока флюида к скважине 
в виде 
 22

3
2
пл mm

BQAQpp +=− , (17.66) 
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где 
пл

p  – пластовое давление, 
з

p  – давление на забое скважины, А и В – 
коэффициенты фильтрационного сопротивления, определяемые по данным 
исследования газоконденсатных скважин, 

m
Q  – суммарный объемный рас-

ход, приведенный к стандартным условиям. 
Система уравнений (17.65) совместно с соотношениями (17.45) 

и (17.54) – (17.58) позволяет рассчитывать распределения давления, темпе-
ратуры и других характерных параметров течения по стволу скважины при 
эксплуатационных режимах, то есть в случаях, когда величина массового 
расхода 

m
G  известна. Так как эта система содержит два дифференциаль-

ных уравнения первого порядка, то для ее решения необходимо задать два 
краевых условия. Этими условиями могут быть давление и температура на 
забое, то есть ( ) ( )

зз
00 TTpp == , , либо давление и температура на устье – 

( ) ( )
уу

THTpHp == , , где H  – глубина скважины. Могут быть также за-

даны условия вида ( ) ( )
уз

0 THTpp == ,  или ( ) ( )
зу

0 TTpHp == , . 

В случае аварийного фонтанирования величина 
m

G  неизвестна, и к со-
отношениям (17.45), (17.54)–(17.58) и уравнениям (17.65) необходимо до-
бавить соотношение (17.66), выражающее связь между пластом и скважи-
ной. 

Аварийный режим истечения может быть как критическим (скорость 
потока на устье скважины равна местной скорости звука), так и докритичес-
ким. Это зависит от суммарного сопротивления пласта и скважины. 

При докритическом истечении давление на устье равно атмосферно-
му, то есть 

ату
pp = . Кроме того, необходимо задать либо 

у
T , либо 

з
T . 

При критическом истечении на устье возникает разрыв давления 

и температуры. Математически это означает, что при ∞→→
dz

dp
Hz  

и ∞→
dz

dT
. Из уравнений (17.63) и формулы (17.64) следует, что для этого 

необходимо, чтобы было 
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Кроме условия (17.67), необходимо задать ( ) y0 TT = . 

Дебит, определяемый выполнением условия (17.67), называется кри-
тическим.  

При различных режимах течения двухфазной смеси эмпирические 
соотношения (17.57) и (17.58) имеют различный вид.  

Для расчета истинного газосодержания ϕ  и коэффициента гидравли-
ческого сопротивления 

m
λ  можно использовать результаты эксперимен-
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тальных исследований ВНИИГаза. В соответствии с этими исследования-
ми в зависимости от среднеобъемной скорости движения смеси 

m
w , рав-

ной 
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m ww
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выделяются четыре режима движения смеси: 1 – пузырьковый и снаряд-
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Величина 
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w  принимается равной 5 м/с. Истинное газосодержание для ука-
занных режимов рассчитывается по следующим зависимостям: 
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Коэффициент гидравлического сопротивления 
m
λ  находится по фор-

муле 

( )εψλλ ,Re
mm

= , 
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где ( )ελ ,Re
m

 – коэффициент гидравлического сопротивления, рассчитан-
ный для однофазного потока, ψ  – поправочный коэффициент на двухфаз-
ность, определяемый соотношениями 
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Плотности фаз lg ρρ ,  рассчитываются по уравнениям состояния, на-

пример, уравнению Пенга–Робинсона. Энтальпии, вязкости фаз, расходное 
газосодержание, поверхностное натяжение, то есть величины ,,, glg hh µ  

σβµ ,,
l

, вычисляются с помощью соответствующих термодинамических 
соотношений. 

  

Рис. 17.5 Рис. 17.6 

Для расчета вязкости газовой фазы использовались корреляции Дина 
и Стила. Вязкость жидкой фазы находилась с помощью метода Литтл 
и Кеннеди. Идеально-газовые энтальпии для чистых компонент определя-
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лись с помощью корреляций Пассата и Даннера, а для фракций – Кесслера 
и Ли. Приращение энтальпии в зависимости от p  и T  находилось с помо-
щью известных методов. Для расчета коэффициента межфазного натяже-
ния σ  использовалась корреляция Маклеода–Сагдена. Типичные кривые 
распределения давления и температуры по стволу скважины при критичес-
ком истечении представлены на рис. 17.5, 17.6. 



 
 

Часть III 
НЕФТЕГАЗОВАЯ ПОДЗЕМНАЯ 

ГИДРОМЕХАНИКА 

 

Глава XVIII 

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПОНЯТИЯ 
ФИЛЬТРАЦИИ ЖИДКОСТЕЙ И ГАЗОВ.  

ОПЫТ И ЗАКОН ДАРСИ 
 
 

§1. Особенности движения флюидов в природных пластах 

Нефть и природные газы заключены в недрах Земли. Их скопления 
связаны с вмещающими горными породами – пористыми и проницаемыми 
образованиями, имеющими непроницаемые кровлю и подошву. Горные по-
роды, которые могут служить вместилищами нефти и газа и отдавать их при 
разработке, называются коллекторами. В свою очередь, коллекторы называ-
ют пористыми или трещиноватыми в зависимости от геометрии пустот. 

Природные жидкости: нефть, газ, подземные воды и их смеси – нахо-
дятся в пустотах, т.е. порах и трещинах коллекторов. Часто находящиеся 
в пустотном пространстве коллектора природные жидкости, газы и их сме-
си обозначают общим термином «флюид», подразумевая под этим любой 
из компонентов. Флюид, находящийся в коллекторе, может пребывать в со-
стоянии покоя или двигаться. Движение флюидов через твердые (дефор-
мируемые или недеформируемые) тела по связанным между собой порам 
и/или трещинам называется фильтрацией. Фильтрация может быть обу-
словлена воздействием различных сил: градиентами давления, концентра-
ции, температуры, а также гравитационными, капиллярными, электромо-
лекулярными и другими силами. Например, движение (фильтрация) рас-
плавленного воска в фитиле свечи, или керосина в фитиле керосиновой лам-
пы, обусловлено капиллярными силами. Однако в дальнейшем будут рас-
смотрены течения, вызываемые действием градиента давления и/или силы 
тяжести. 

Теория фильтрации получила большое развитие в связи с потребнос-
тями гидротехники, гидромелиорации, гидрогеологии, горного и нефтега-
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зового дела, химической технологии, аэрокосмической техники и т.п. 
В нефтегазовом деле теория фильтрации является теоретической основой 
разработки месторождений углеводородного сырья и в силу своей специ-
фики носит название «подземная гидромеханика». Подземная гидромеха-
ника является специальным разделом гидромеханики, в котором рассмат-
ривается равновесие и/или движение флюидов в специфической области – 
в твердом скелете, сложенном из частиц (сцементированных или несце-
ментированных) разнообразной формы и различных размеров. Таким обра-
зом, нефтегазовая подземная гидромеханика изучает законы равновесия 
и движения флюидов в нефтегазоносных пластах применительно к техно-
логическим процессам их извлечения из недр. 

Характерные особенности движения флюидов в природных пластах 
обусловлены как спецификой строения коллекторов, так и методами раз-
работки месторождений углеводородного сырья. 

 

Рис. 18.1. Шлиф нефтяного 
песчаника 

Поровое пространство осадочных гор-
ных пород – сложная система сообщающихся 
и не сообщающихся межзернистых пустот, 
в которой трудно выделить отдельные поро-
вые каналы (рис. 18.1). Размеры пор в песча-
ных породах составляют обычно единицы 
или десятки микрометров (мкм).  

Так как движение флюидов в пласте 
происходит с очень малыми скоростями, по-
рядка микрометров в секунду (в гидромеха-
нике движения со столь малыми скоростями 
называются ползущими), и при наличии теп-
лоотводящих поверхностей большого разме- 

ра, процесс фильтрации с высокой степенью точности в большинстве слу-
чаев можно считать изотермическим. В то же время при фильтрации в гор-
ных породах возникает значительная сила трения. При движении флюидов 
в пустотном пространстве коллектора соприкосновение между твердым 
скелетом и жидкостью происходит по огромной поверхности. Например, 
в 1 м3 пористой среды (песчаника) площадь поверхности пустотного про-
странства может достигать порядка 104 м2. Поэтому основным свойством 
флюида, которое влияет на фильтрацию, является его вязкость. В связи 
с этим вязкость учитывается даже при фильтрации газа, а так как сила тре-
ния распределена по всему объему коллектора, то Н.Е.Жуковским было 
предложено при описании фильтрации силу трения считать массовой силой. 

Строение нефтяных и газовых залежей осложняется значительной не-
однородностью и анизотропией свойств пород, слагающих продуктивный 
пласт коллектора, их слоистостью, наличием так называемых тектоничес-
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ких и стратиграфических нарушений (разрывов сплошности горной поро-
ды). Разведка месторождений, исследование пластов, извлечение нефти 
и газа осуществляются через отдельные скважины диаметром 10–20 см 
и более, отстоящие друг от друга на сотни, а иногда и тысячи метров. 

Кроме перечисленных особенностей фильтрации нефти и газа в при-
родных пластах, можно еще отметить следующее: 

– невозможность изучать движение флюидов в пластах прямым при-
менением классических методов гидродинамики, т.е. решением уравнений 
движения вязкой жидкости для области, представляющей собой совокуп-
ность всех пор; 

– сочетание значительно различающихся масштабов фильтрационных 
процессов, определяемых характерными размерами, отличающимися по 
величине на многие порядки: размер пор (единицы и десятки микромет-
ров), диаметр скважин (десятки сантиметров), протяженность месторожде-
ний (десятки километров); масштаб неоднородности пластов вдоль и попе-
рек простирания может иметь практически любые значения; 

– ограниченность и неточность сведений о строении и свойствах пла-
ста и пластовых флюидов, что часто не позволяет построить однозначную 
модель флюидонасыщенной пластовой залежи. 

Перечисленные особенности нефтегазовой подземной гидромеханики 
приводят к формулировке основных модельных представлений и разработ-
ке методов, направленных прежде всего на установление качественных за-
кономерностей процессов и на создание расчетных схем, мало чувстви-
тельных к точности исходных данных. При этом познавательная и практи-
ческая ценность результатов в значительной степени определяется четко-
стью постановки расчетной задачи и глубиной предварительного анализа 
имеющихся данных. 

§2. Исходные модельные представления подземной 
гидромеханики жидкости и газа 

Нефтегазовая подземная гидромеханика, как уже отмечалось, является 
специальным разделом гидромеханики. Это означает, что при определении 
физических величин, характеризующих процесс фильтрации, и написании 
законов сохранения будет использоваться гипотеза сплошности, согласно 
которой изучаемые объекты (например, движущийся флюид) считаются 
заполняющими всю область (пространство, в котором ставится и решается 
задача) непрерывно. Но под пористой средой понимается множество твер-
дых частиц, тесно прилегающих друг к другу, сцементированных или не-
сцементированных, пространство между которыми (поры, трещины) запол- 
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нено жидкостью и/или газом. Таким образом, фильтрационное течение плас-
товых флюидов представляет собой совокупность множества отдельных 
микродвижений в неупорядоченной системе поровых каналов (рис. 18.2). 
Следовательно, истинное фильтрационное течение не является «сплош-
ным», и при определении физических характеристик вводятся эффектив-
ные (фиктивные) величины, которые «размазываются» по всему объему 
непрерывным образом (рис. 18.3). Реальные скорости, давления и т.д., за-
меняются на эффективные, которые представлены на рисунке в виде рав-
номерной сетки из квадратов. 

  

Рис 18.2. Схематическое представле-
ние пористой среды. 1 – поровые ка-
налы, 2 – твердый скелет 

Рис. 18.3. Схематическое представле-
ние эффективного описания 

Из статистической физики известно, что системы типа пористых сред 
могут быть описаны как сплошные среды, эффективные свойства которых 
выражаются не через свойства отдельных составляющих элементов, а яв-
ляются усредненными характеристиками достаточно больших объемов этих 
сред. 

Переход к макроскопическому описанию процессов в подземной гид-
ромеханике означает, что все вводимые характеристики и параметры, ис-
пользуемые в постановке и решении задач, являются в общем случае функ-
циями точек пористой среды. Выделение курсивом данного термина свя-
зано с тем, что далее понятия пористой среды и точек пористой среды бу-
дут употребляться в модельном смысле, то есть в смысле математической 
модели и характеристики математической модели, используемой для опи-
сания физического процесса (в данном случае – фильтрации). 

Понятия точки в математическом и физическом смыслах представля-
ются совершенно разными объектами. Если вырезать объем пористой сре-
ды и ввести систему координат, связанную с образцом, то каждому беско-
нечно малому элементу объема можно приписать упорядоченную тройку 
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чисел, которые и будут задавать «математическую точку» пористой среды. 
Однако, объем «математической точки» настолько мал, что она всегда бу-
дет полностью находиться или в поре (тогда, например, скорость флюида 
отлична от нуля), или в твердом скелете (тогда скорость флюида будет 
равна нулю). Поэтому при вычислении физических модельных характерис-
тик в подземной гидромеханике используется «физическая точка». Под 
«физической точкой» подразумевается такой объем пористой среды, кото-
рый является достаточно большим для того, чтобы вводимая физическая 
характеристика не зависела от объема образца, но достаточно малым по 
сравнению со всей областью, в которой вводится эта характеристика. По-
следнее обстоятельство – малость объема образца по сравнению со всей 
рассматриваемой областью – позволяет говорить о том, что рассматривает-
ся физически бесконечно малый объем – «физическая точка». Объем по-
ристой среды, который можно принять за физическую точку, называется 
элементарным или представительным объемом. Все вводимые далее ха-
рактеристики будут определяться на элементарных объемах и для элемен-
тарных объемов. Рассмотренная ситуация с введением физических и мате-
риальных характеристик в подземной гидромеханике представляется обыч-
ной для всех моделей механики сплошных сред. Например, газ так же, как 
и жидкость, состоит из отдельных молекул и атомов. Поэтому при введе-
нии в гидромеханике и газовой динамике физических характеристик также 
рассматриваются физические точки, но величины элементарных объемов 
много меньше, чем в подземной гидромеханике. В самом деле, в кубике 
воздуха с ребром 10-3 мм при нормальных условиях содержится 27·106 мо-
лекул, и элементарный объем составляет доли миллиметра. В подземной 
гидромеханике вместо молекул, например, в песчанике, выступают пес-
чинки, и элементарный объем может составлять уже кубические сантимет-
ры, а для других типов коллекторов десятки кубических сантиметров и 
даже метров. Однако по сравнению с объемом залежи элементарный объем 
все равно очень мал. Подобное введение характеристик практически все-
гда возможно. 

§3. Фильтрационно-емкостные свойства пористых сред.  
Коэффициенты пористости и просветности. Удельная 

поверхность 

Понятно, что фильтрация определяется свойствами флюида и пустотно-
го пространства (типа грунта или коллектора), в котором она происходит. 
Поэтому перейдем к определению емкостных и фильтрационных характерис-
тик пористой среды. Одной из важнейших характеристик пористой среды яв-
ляется пористость, которую в дальнейшем будем обозначать через m . 
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Под пористостью однородного пустотного пространства понимают от-
ношение объема пустот 

п
V  образца пористой среды ко всему объему об-

разца V : 

 
V

V
m

п= . (18.1) 

Таким образом, определенная пористость постоянна для всех точек 
однородной пористой среды. В случае неоднородной пористой среды со-
отношение (18.1) определяет среднее значение пористости в образце. Зна-
чение пористости в физической точке М для неоднородной пористой сре-
ды будет определяться выражением  

 
dV

dV

V

V
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V

пп

0
=

∆
∆=

→∆
lim)( . (18.2) 

Следовательно, в общем случае пористость является скалярной функ-
цией точки (физической точки). 

В физике нефтегазового пласта различают полную и эффективную 
пористость. При определении эффективной пористости учитываются лишь 
соединенные между собой поры, которые могут быть заполнены жидкос-
тью извне. При изучении процессов фильтрации важна именно эффектив-
ная пористость. Поэтому в дальнейшем под пористостью будем понимать 
активную или эффективную пористость. 

Другой важной характеристикой пористой среды является просвет-
ность или поверхностная пористость, которую в дальнейшем будем обо-
значать через s . Под просветностью плоского сечения однородной порис-
той среды понимают отношение площади просветов в сечении к площа-
ди S  всего сечения:  

 
S

S
s

п=(n)  (18.3) 

 

Рис. 18.4. Изменение ори-
ентации сечения и вектора 
нормали 

В случае неоднородной пористой среды со-
отношение (18.3) определяет среднее значение 
просветности в сечении, а значение просветно-
сти в физической точке М будет определяться 
выражением: 

 
dS

dS

S

S
Ms

S

пп

0
=

∆
∆=

→∆
limn),( .  (18.4) 

Понятно, что значения пористости и про-
светности могут изменяться в пределах от еди-
ницы до нуля. Крайние значения этого интерва-
ла, очевидно, являются чисто модельными. 

В соотношениях (18.3) и (18.4) n– вектор 
нормали к плоскости сечения. Из приведенных  
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определений и соотношений следует, что просветность в точке пористой 
среды зависит не только от точки, но и от ориентации сечения. Сле-
довательно, просветность, в приведенном определении, является скаляр-
ной функцией векторного аргумента. Уже одно это показывает, что порис-
тость и просветность являются различными математическими объектами, 
хотя между ними, очевидно, существует связь, но обычное отождествление 
этих понятий является ошибочным. Понятие просветности является более 
сложным, чем обычно оно трактуется в ряде учебных пособий и монографий. 

В самом деле, обычно после введения с помощью равенства (18.3) по-
нятия просветности следует утверждение о том, что среднее по всем на-
правлениям значение просветности равно пористости, но из этого верного 
утверждения делается неверный вывод: «поэтому в дальнейшем между 
двумя этими понятиями не будет делаться никаких различий». Однако 
данное выше определение просветности имеет более сложный физический 
смысл, чем тот, который обычно вкладывается в это понятие, а то обстоя-
тельство, что среднее по всем направлениям значение просветности равно 
пористости, не является достаточным для отождествления этих понятий. 
Развитие понятия просветности и доказательство невозможности отождест-
вления его с пористостью будет дано далее, при рассмотрении результатов 
опыта Дарси и определении скорости фильтрации. 

Еще одной часто используемой и важной характеристикой пористой 
среды является удельная поверхность пор, приходящаяся на единицу объ-
ема пористой среды. Под удельной поверхностью пор Σ , рассчитанной на 
единицу объема пористой среды, понимают отношение площади поверх-
ности пустотного пространства пористой среды  

п
S  ко всему объему по-

ристой среды V : 

 
V

S
п=Σ . (18.5) 

Как следует из определения (18.5), удельная поверхность пор в отли-
чие от пористости и просветности, которые, по определению, безразмерны, 
является размерной характеристикой с размерностью м–1. 

§4. Опыт и закон Дарси. Проницаемость. Понятие «истинной» 
средней скорости и скорости фильтрации 

Обратимся теперь к описанию движения жидкости в пористой среде. 
Первые экспериментальные наблюдения за движением воды в трубах, за-
полненных песком, произвели А.Дарси (1856 г.) и Ж.Дюпюи (1848–1863 гг.). 
Этими работами было положено начало теории фильтрации. Именем Дар-
си назван линейный закон фильтрации, который он установил будучи мэ-
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ром города и создавая первую совершенную систему водоснабжения 
в г. Дижоне (Франция). 

 

Рис. 18.5. Установка Анри Дар-
си для исследования течения во-
ды через вертикальные песча-
ные фильтры 

Анри Дарси исследовал течение воды 
через вертикальные песчаные фильтры (см. 
рис. 18.5). В результате тщательно прове-
денных экспериментов был установлен по-
лучивший широкую известность закон 

 S
L

H
kS

L

HH
kQ

î

∆=
−

= 21
Ф

, (18.6)

где Q  – объемный расход жидкости через 
песчаный фильтр, длина которогоL , а пло-
щадь сечения S , 21 HHH −=∆  – разность 
гидравлических напоров воды над фильт-
ром и у его основания, 

Ф
k  – коэффициент 

пропорциональности. Коэффициент про-
порциональности в формуле (18.6) перво-
начально был назван коэффициентом водо-
проницаемости, а затем коэффициентом 
фильтрации, который зависит как от при-
роды пористой среды, так и от свойств 
фильтрующейся жидкости. Как уже отмеча- 

лось, скорости фильтрации очень малы (порядка 10–4–10–5 м/с и менее), по-
этому скоростными напорами при вычислении гидравлических напоров 
в равенстве (18.6) пренебрегают: 

 z
g

p
z

g

p

g

v
H +≈++=

ρρ
α
2

2

. (18.7) 

В равенстве (18.7) используются общепринятые в технической гидро-
механике обозначения: αv  – средние скорости в капилляре, 

i
α  – коэффи-

циенты Кориолиса (в нашем случае 221 == αα ), p  – давление, z  – гео-
метрический напор, ρ  – плотность жидкости, g  – ускорение свободного 
падения. 

Коэффициент фильтрации, как следует из равенства (18.6), имеет раз-
мерность скорости и характеризует скорость потока через единицу площа-
ди сечения, перпендикулярного к потоку, под действием единичного гра-
диента напора. 

Коэффициент фильтрации 
î

k  используется обычно в гидротехничес-
ких расчетах, где приходится иметь дело с одной жидкостью – водой. При 
исследовании фильтрации газа, нефти и их смесей необходимо разделить 
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влияние свойств пористой среды и флюида. Поэтому для разделения 
свойств флюида и пористой среды равенство (18.6) представляют в ином 
виде 

 S
L

H
g

k
Q

∆= ρ
µ

 (18.8) 

или 

 S
L

ppk
Q

**

21 −=
µ

, (18.9) 

где µ  – коэффициент динамической вязкости флюида, *p gHρ= =  
p gzρ= +  – приведенное давление, k – коэффициент проницаемости, ко-

торый не зависит от свойств жидкости и является динамической характе-
ристикой только пористой среды. Размерность коэффициента проницаемос-
ти определяется из формулы 

2
2

13

M
ПаM

ПаCMCM ==
Ω∆

=
−

]][[

]][][[
][

*p

LQ
k

µ
 

и равна размерности площади, то есть в системе единиц измерения СИ – 
метр в квадрате. Проницаемость большинства горных пород выражается 
весьма малыми числами. Так, проницаемость крупнозернистых песчаников 
составляет 10–12 –10–13 м2 (1 – 0,1 мкм2), проницаемость плотных песчани-
ков – 10–14 м2 (0,01мкм2). В виду этого в нефтепромысловой практике по-
лучила распространение единица измерения проницаемости 1 Д (Дарси) = 
= 1,02 ⋅10–12 м2. 

Из сравнения равенств (18.6) и (18.8) следует, что коэффициент фильт-
рации и коэффициент проницаемости связаны между собой соотношением 

 k
g

k
µ
ρ=

Ф
. (18.10) 

Коэффициент фильтрации 
Ф

k  или коэффициент проницаемости k  
определяют экспериментально на специальном приборе – пермеаметре, 
содержащем образец исследуемого грунта (рис. 18.6). Общий расход Q  
фильтрационного потока поддерживается постоянным, напоры 1H  и 2H  
измеряются двумя пьезометрами, соединенными с пористой средой в сече-
ниях 1 и 2. Превышение центров сечений над плоскостью сравнения равны 

1z и 2z , а давления – 1p  и 2p ; расстояние между сечениями по оси цилинд-
ра составляет L . 

В соответствии с формулами (18.6) или (18.8) имеем 

( )LHS

Q
kÙ ∆

=    или   
( )LHgS

Q
k

∆
=

ρ
µ , 
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Рис. 18.6. Схема пермеаметра 

где перепад напора, приходящийся на единицу длины (модуль градиента 
давления), можно представить в виде 

gL

pp

gL

pp

L

zz

L

H

ρρ

∗∗ −=−+−=∆ 212121 . 

В промысловых условиях коэффициент проницаемости определяется 
в результате специального исследования скважин, в котором также исполь-
зуется устанавливаемая в опыте связь между изменением давления в сква-
жинах и их дебитом. 

Обычно соотношения (18.6) или (18.9) называют законом Дарси. Од-
нако, эти соотношения представляют собой следствие из закона Дарси – 
решение одной из простейших задач одномерного течения, реализуемого 
в пермеаметре или установке типа установки А.Дарси. Сам же закон Дарси 
связывает между собой вектор скорости фильтрации и градиент фильтра-
ционного давления и будет рассмотрен далее, после введения понятия ско-
рости фильтрации. 

 

Рис. 18.7. Схема к опреде-
лению скорости фильтра-
ции 

Разделим обе части равенства (18.9) на пло-
щадь сечения S  и получим 

                           
L

pk

S

Q
w

∆==
µ

.                  (18.11) 

Выражение SQw =  имеет размерность 
скорости и определяет модуль вектора скорости 
фильтрации. При определении расхода считает-
ся, что вектор скорости фильтрации направлен 
перпендикулярно плоскости (галерее), через ко-
торую фильтруется флюид (рис. 18.7). Поэтому 

если через n
�

обозначить единичный вектор, перпендикулярный этой по-
верхности (или параллельный скорости), то будем иметь nww

��

= . Отличие 
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вектора w
�

 от обычной скорости состоит в том, что скорость фильтрации – 
фиктивная скорость, так как она, по своему смыслу, определена в любой 
точке сечения пористой среды – и в порах, и в твердом скелете, в то время 
как на самом деле течение происходит только по поровым каналам с неко-
торой «истинной средней скоростью» v . Понятно, что между скоростя-
ми w  и v  существует связь, которая следует из равенства расхода, проте-
кающего с истинной средней скоростью через площадь просветов и все се-
чение в целом со скоростью фильтрации 

QvSwS ==
пор

. 

Эта связь, следующая из последнего равенства, такова 

 nsvvsnww

����

=== . (18.12) 

Таким образом, скорость фильтрации равна истинной средней скоро-
сти умноженной на просветность. Но заменять просветность на пористость 
в равенстве (18.12) нельзя. 

Для доказательства сделанного утверждения используем следующие 
рассуждения. Соотношение (18.12) справедливо в предположении, что 
фильтрационные свойства пористой среды изотропны и однородны, то 
есть проницаемость не зависит от направления и постоянна для всех то-
чек. Если предположить, что пористая среда однородна, но анизотропна, 
то можно проделать следующий эксперимент. Вырежем куб, грани ко-
торого будут перпендикулярны главным направлениям проницаемости (то 
есть при приложении градиента давления перпендикулярно граням куба 
векторы скорости фильтрации также будут перпендикулярны граням ку-
ба). Введем декартову систему координат, оси которой направлены вдоль 
ребер куба, и проделаем серию экспериментов, направляя фильтрацию по-
следовательно вдоль каждой оси. В результате для каждого эксперимен-
та получим 
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     ,    , , 

где 
zyx

www ,,  – компоненты вектора скорости фильтрации, 
zyx

QQQ ,,  

и 
zyx

kkk ,,  – значения расходов и проницаемостей вдоль соответствую-

щих координатных осей. Таким образом, при одинаковых перепадах давле-
ния и площади сечения образца (галереи) в общем случае необходимо вво-
дить разные значения просветности при построении связи между скоро-
стями фильтрации и средними истинными скоростями, то есть принять 
соотношения 

порпорпор
  ,   , 

zzzyyyxxx
SvSwSvSwSvSw ===  
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или 
 

zzzyyyxxx
vswvswvsw ===   ,          , , (18.13) 

где 
zyx

vvv ,,  и 
zyx
sss ,,  – значения истинных средних скоростей и про-

светностей вдоль соответствующих координатных осей. В самом деле, 
связь (18.12) задает линейную зависимость между двумя векторами, ко-
торая в наиболее общем виде при записи в главных осях задается форму-
лой 
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Частный случай равенства (18.14) – ssss === 321  приводит к со-
отношению (18.12), а в общем случае имеем матрицу коэффициентов про-
светности. 

Таким образом, при переходе от средних истинных скоростей к ско-
ростям фильтрации необходимо использовать не скалярную функцию 
векторного аргумента, которая выше была определена как просветность, 
а матрицу. 

Переход от экспериментального соотношения (18.9) к равенству 
(18.11) показывает, что в эксперименте А.Дарси была установлена линей-
ная зависимость между двумя векторными характеристиками – вектором 
скорости фильтрации и вектором градиента фильтрационного давления 
в однородном, изотропном, недеформируемом пласте (пористой среде). 
Однако равенство (18.11) представлено в скалярном виде, поэтому нужно 
восстановить его в векторной форме записи. 

В случае изотропных фильтрационных свойств векторы скорости фильт-
рации и градиента фильтрационного давления лежат на одной прямой. По-
этому, если умножим равенство (18.9) на орт n , задающий направление 
фильтрации, получим 

 n
L

pk
nww

���

∗∆==
µ

. (18.15) 

В равенстве (18.15) множитель Lp∗∆  представляет собой модуль 
градиента давления при линейном законе распределения давления. Следо-
вательно, дальнейшее обобщение экспериментального результата приво-
дит к векторному уравнению вида 

 ∗−= p
k

w grad
µ

�

. (18.16) 
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Векторное уравнение (18.16) представляет собой закон Дарси для изо-
тропной пористой среды. Знак минус в правой части равенства появляется 
из-за того, что скорость фильтрации направлена в сторону уменьшения 
давления. Поэтому векторы скорости фильтрации и градиента фильтраци-
онного давления направлены в противоположные стороны (напомним, 
градиент направлен в сторону роста давления, а скорость фильтрации, сле-
довательно, в обратную сторону – от большего давления к меньшему). 

Равенство (18.16) задает закон Дарси в универсальной безиндексной 
форме записи, справедливой для любой системы координат. В декартовой 
системе координат это равенство записывается в виде 
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где kji ,,  – орты декартовой системы координат, при этом ось z направле-
на вертикально вверх. Последнее векторное равенство может быть спроек-
тировано на оси координат и переписано в виде системы соотношений 
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Однако закон Дарси имеет границы применимости, которые рассмот-
рим в следующем параграфе. 

§5. Границы применимости закона Дарси. Анализ 
и интерпретация экспериментальных данных 

Проверке и исследованию применимости закона Дарси посвящено 
значительное число работ отечественных и зарубежных специалистов. 
В процессе исследований было установлено, что закон Дарси имеет верх-
нюю и нижнюю границы применимости. Верхняя граница применимости 
закона Дарси определяется группой причин, связанных с проявлением 
инерционных сил при высоких скоростях фильтрации. Нижняя граница 
определяется проявлением неньютоновских реологических свойств жидкос-
ти, ее взаимодействием с твердым скелетом пористой среды при достаточ-
но малых скоростях фильтрации. 

Рассмотрим каждый из этих предельных случаев, которые приводят 
к появлению нелинейности в законе фильтрации. 

Верхняя граница применимости закона Дарси. Наиболее полно изу-
чены отклонения закона Дарси, вызванные проявлением инерционных сил 
при увеличении скорости фильтрации. Верхнюю границу применимости 
закона Дарси обычно связывают с некоторым критическим (предельным) 
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значением числа Рейнольдса Re : 

ν
wd=Re , 

где d  – некоторый характерный линейный размер пористой среды, ν  – 
кинематический коэффициент вязкости флюида ( )ρµν = . 

Многочисленные экспериментальные исследования, в частности, опыты 
Дж.Фэнчлера, Дж.Льюиса и К.Бернса, Линдквиста, Г.Ф.Требина, Н.М.Жаво-
ронкова, М.Э.Аэрова, А.И.Абдулвагабова и других были направлены на 
построение для пористой среды универсальной зависимости (по аналогии 
с трубной гидравликой) коэффициента гидравлического сопротивления λ  
от числа Рейнольдса. Однако вследствие различной структуры и состава 
пористых сред получить такую универсальную зависимость не удается. 

При обработке результатов экспериментов значительное внимание 
обращалось на такой выбор характерного размера поровой структуры, что-
бы отклонения от закона Дарси возникали при одинаковых значениях чис-
ла Рейнольдса, а закон фильтрации в нелинейной области допускал уни-
версальное представление. 

Первая количественная оценка верхней границы применимости закона 
Дарси была дана более 60-ти лет назад Н.Н.Павловским, который, опира-
ясь на результаты Ч.Слихтера, полученные для модели идеального грунта, 
и полагая характерный линейный размер d  равным эффективному диа-
метру ˝Ùd  частиц, вывел следующую формулу для числа Рейнольдса 

 ( )ν230750 ,,
Re

+
=

m

wd˝Ù . (18.19) 

Используя эту формулу и данные экспериментов, Н.Н.Павловский ус-
тановил, что критическое значение числа Рейнольдса находится в пределах 

957
кр

<< Re, . 

Достаточно узкий диапазон изменения значений 
кр

Re  объясняется 

тем, что в опытах использовались не слишком разнообразные образцы по-
ристых сред. 

Для удобства обработки результатов многочисленных эксперимен-
тальных данных различных авторов В.Н.Щелкачев предложил использо-
вать безразмерный параметр, названный им параметром Дарси и опреде-
ляемый равенством 

 
pk

Lw

Lp

kw

∆
=

∆
= µµ

Da . (18.20) 

Из определения (18.20) видно, что параметр Дарси представляет собой 
отношение силы вязкого трения к силе давления, и при выполнении закона 
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Дарси значение параметра Дарси должно быть равно единице – 

 1=Da . (18.21) 

Таким образом, равенство (18.21) должно выполняться при 
кр

ReRe < . 

Введение параметра Da  упрощает исследование границы применимо-
сти линейного закона фильтрации. Действительно, если на оси абсцисс от-
кладывать Relg , а по оси ординат – lgDa , то поскольку 0=lgDa , 
при 

кр
ReRe <  графиком зависимости Relg  от lgDa  будет прямая линия, 

совпадающая с осью абсцисс до тех пор, пока 
кр

ReRe < . Как только на этом 

графике линия начнет отклоняться от оси абсцисс, сразу же обнаружится и от-
клонение от закона Дарси (это соответствует 0   1 << lgDa,Da ). Значение 
Re , при котором станет заметным отклонение упомянутой линии от оси 
абсцисс, и будет критическим.  

Для иллюстрации сказанного на рис. 18.8 на логарифмической сетке 
показаны зависимости lgDa  от Relg , представляющие результат обра-
ботки опытов по формулам В.Н.Щелкачева (табл. 18.1). Данные на этом 
графике соответствуют области нелинейной фильтрации для различных 
образцов пористых сред. 

 

Рис. 18.8. Зависимости Dalg  от Relg  на логарифмической сетке 

Основываясь на этих соображениях, В.Н.Щелкачев провел критичес-
кий анализ и сравнение формул, полученных разными исследователями, 
для определения Re  в подземной гидромеханике и оценки возможных 
критических значений числа Рейнольдса, соответствующих верхней гра-
нице применимости закона Дарси. Результаты такого сопоставления при-
ведены в таблице 18.1. В первых двух строках таблицы даны, соответст-
венно, формулы для числа Рейнольдса и коэффициента гидравлического 
сопротивления, полученные разными авторами. В четвертой и пятой стро-
ках приведены критические значения числа Рейнольдса, полученные са-
мими авторами, и их уточненные значения. 
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Наличие третьей строки табл. 18.1, в которой приведено произведение 
λRe , объясняется следующим. В области линейного закона фильтрации 

( крReRe < ) справедливо равенство (18.21). Поэтому если произведе-

ние λRe  зависит только от параметра Дарси (см. графы 5–8 табл. 18.1), то 
оно имеет постоянное значение (не зависящее от свойств пористой среды) 
в случае, если крReRe < . И только в этом случае можно получить «уни-

версальный» прямолинейный график в координатах ( λlgRe,lg ), соответ-
ствующий фильтрации разных флюидов через различные по свойствам по-
ристые среды. Результаты обработки опытов подтверждают такой вывод. 

На основании анализа данных, приведенных в таблице 18.1, можно 
сделать следующие выводы. 

1. Несмотря на отмеченные недостатки результатов Н.Н.Павловского, 
есть основания для их сопоставления с соответствующими результатами 
трубной гидравлики. Важно подчеркнуть, что критические значения 
фильтрационного числа Рейнольдса, подсчитанные по формуле (18.19), 
намного меньше тех, которые в трубной гидравлике соответствуют пере-
ходу ламинарного движения в турбулентное. Это служит одним из доводов 
в пользу того, что причины нарушения закона Дарси при высоких скоро-
стях фильтрации (увеличение влияния сил инерции по мере увеличения 
числа Рейнольдса) не следует связывать с турбулизацией течения. Отсут-
ствие турбулентности при нарушении закона Дарси было доказано также 
прямыми опытами, проведенными Г.Шнобели. 

Формулы Фэнчера, Льюиса и Бернса получены формальным введени-
ем в выражение для числа Рейнольдса эффективного диаметра эфd  в каче-

стве характерного внутреннего линейного размера пористой среды. Они не 
сопоставимы с результатами трубной гидравлики, дают слишком узкий 
диапазон изменения значений 

кр
Re  (см. графу 4 табл. 18.1), мало обосно-

ваны. 
2. Во все другие формулы табл. 18.1 (графы 5–8) в качестве характер-

ного линейного размера входят величины, пропорциональные k  (k  – ко-
эффициент проницаемости породы), методы определения которых хорошо 
известны. Формулы этой группы не имеют принципиальных преимуществ 
и одинаково удобны для практического использования. Для этих формул 
характерно то, что все они приводят к очень широким диапазонам измере-
ния 

кр
Re  для различных пористых сред. Это представляется вполне есте-

ственным ввиду разнообразия свойств испытанных пористых сред. Кроме 
того, это свидетельствует о том, что ни в одну из предложенных формул 
для определения Re  не входит полный набор параметров, позволяющий 
характеризовать сложную структуру пористых сред. Использование для 
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этой цели коэффициентов пористости и проницаемости явно недоста-
точно. 

Вместе с тем, широкий диапазон изменения значений 
кр

Re  можно 

разбить на сравнительно узкие интервалы, соответствующие различным 
группам образцов пористых сред. Это означает указание возможной верх-
ней границы справедливости закона Дарси при движении флюида в какой-
либо пористой среде. 

Результаты такого разбиения для формулы В.Н.Щелкачева (см. табл. 18.1, 
первая строка, пятая графа) приведены в табл. 18.2. 

Таблица 18.2. Интервалы критических значений Re  для образцов по-
ристых сред. 
№ 
п/п 

Образец пористой среды 
Диапазон критиче-
ских значений 

1 Однородная дробь 13–14 
2 Однородный крупнозернистый песок 3–10 
3 Неоднородный мелкозернистый песок с 

преобладанием фракций диаметром менее 0,1 мм 
 

0,34–0,23 
4 Сцементированный песчаник 0,05–1,4 

§6. Нелинейные законы фильтрации 

Как было показано в предыдущем параграфе, основное уравнение 
теории фильтрации, закон Дарси, имеет верхнюю и нижнюю границы при-
менимости, поэтому необходимо его обобщение. Первое обобщение закона 
Дарси при крReRe ≥  было предложено Дюпюи, который сформулировал 

двухчленный закон, получивший имя австрийского ученого Ф.Форхгейме-
ра, независимо предложившего этот закон несколько позднее. Двучленный 
закон, разрешенный относительно градиента давления, в векторной форме 
записывается в виде 

 ww
k

w
k

p
�� ρβµ −−=grad , (18.22) 

где w  – модуль вектора скорости фильтрации, β  – константа пористой 

среды, определяемая экспериментально, ρ  – плотность флюида. Для од-
номерного течения, когда модуль градиента давления не изменяется вдоль 
потока (см. §4, формула (18.15)), уравнение можно спроектировать на ко-
ординатную ось и записать в скалярном виде 

 
2

w
k

w
kL

p ρβµ +=∆
. (18.23) 
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Из последнего равенства становится понятно, почему обычно соотно-
шение (18.23) трактуется как разложение в ряд Тейлора закона фильтрации 
по степеням вектора скорости фильтрации. 

Необходимо отметить, что представление нелинейного закона фильт-
рации в виде (18.22) является неединственным. В учебниках и монографиях 
приводится и иное представление коэффициента при квадратичном чле-
не. Например, вместо константы β  и проницаемости фигурирует вве-
денный Е.М.Минским коэффициент макрошероховатости l   

ww
l

w
k

p
�� ρµ −−=grad  

или иной коэффициент проницаемости (коэффициент проницаемости ве-
сомой жидкости) 

ww
k

w
k

p
��

ρµ

ρµ −−=grad , 

где µk  – коэффициент проницаемости для вязкой жидкости, ρk  – 

коэффициент проницаемости весомой жидкости. 
Перечисленные представления нелинейных законов фильтрации лишь 

один из вариантов обобщения закона Дарси при больших скоростях фильт-
рации. Другой распространенный вариант нелинейного закона фильтрации, 
разрешенного относительно скорости фильтрации, имеет вид 

 ppcw n

n

gradgrad
1−

=
�

, (18.24) 

где pgrad  – модуль вектора градиента фильтрационного давления, ,  c n  – 

материальные константы пористой среды, определяемые в результате об-
работки экспериментальных данных. Обычно константа n  лежит в преде-
лах от единицы до двух. При 2=n  формула (18.24) называется формулой 
Краснопольского, предположившего, что зависимость между градиентом 
давления и скоростью фильтрации при отклонении от закона Дарси квад-
ратичная. В самом деле, для одномерного течения уравнение (18.24) мож-
но спроектировать на координатную ось и записать в скалярном виде 

npcw

1

grad= , 

откуда при 2=n  получается 

pcw grad
2 = . 

Соотношение (18.22) представляется более универсальным, чем (18.24), 
и обычно считается, что его можно использовать при любых скоростях 
фильтрации. При малых скоростях фильтрации второе слагаемое имеет 
второй порядок малости (по скорости фильтрации), и им можно пренеб-
речь. В то время как степенной закон фильтрации (18.24), очевидно, можно 
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использовать только при нарушении закона Дарси (то есть при 

кр
ReRe ≥ ). 

Введение в представление множителя при второй степени скорости 
фильтрации в формуле (18.22) в качестве множителя ρ  следует как из тео-
рии размерности, так и по физическому смыслу, вкладываемому в причину 
отклонения закона фильтрации от линейности (плотность ρ  – мера инер-
ции, удельная масса). 

Для изотропных пористых сред несложно получить общий вид нели-
нейного закона фильтрации. Умножим векторное уравнение (18.16) ска-
лярно вначале на орт, направленный вдоль скорости фильтрации. В ре-
зультате получим равенство 

p
k

w grad
µ

= . 

Далее, разрешая последнее равенство относительно k , будем иметь 

 
p

w
k

grad

µ
= . (18.25) 

В эксперименте находится зависимость ( )pFSQw grad== . По-

этому, выбрав класс функций, в которых определяется аппроксимация 
( )pF grad , можно получить выражение того или иного нелинейного за-

кона фильтрации. 
Аналогичные выкладки и рассуждения можно проделать и при опре-

делении закона фильтрации, разрешенного относительно градиента 
фильтрационного давления. Выражение, аналогичное (18.25), для коэффи-
циента фильтрационного сопротивления имеет вид 

w

p
r

µ
grad

= . 

В этом случае полученная экспериментальная зависимость обрабаты-
вается уже как 

( )wp Ψ=grad . 

Обратимся теперь к отмеченному выше отклонению от закона Дарси, 
экспериментально наблюдаемому при малых скоростях фильтрации (так 
как скорости фильтрации очень малы, то это отклонения вблизи нуля). От-
клонения при малых скоростях фильтрации имеют другую физическую 
природу и обусловливаются, как уже отмечалось, неньютоновскими свой-
ствами жидкости и действием значительных поверхностных сил (сил взаи-
модействия между флюидом и твердым скелетом). При очень малых ско-
ростях фильтрации неньютоновскими свойствами в пористой среде могут 
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обладать даже ньютоновские жидкости. Но с ростом скорости этот эффект 
в ньютоновских жидкостях быстро исчезает.  

В нефтегазовом деле к жидкостям, проявляющим неньютоновские 
свойства, относятся так называемые аномальные нефти и буровые растворы. 

Классическим примером выражения закона фильтрации для неньюто-
новской жидкости является закон фильтрации с предельным (начальным) 
градиентом. Этот закон фильтрации выписывается для вязкопластичной 
жидкости Бингама–Шведова и имеет вид 

 
1    при   ,

0      при   .

grad
grad

grad

i

i

i

k p
w p

p x

w p

γ γ
µ

γ

  ∂= − − ≥   ∂ 

= ≤

 (18.26) 

 

Как следует из соотношений 
(18.26), фильтрационное течение 
возможно лишь при градиентах 
давления, превышающих некоторое 
значение γ , которое называется на-
чальным (предельным) градиентом. 
При меньших значениях градиента 
давления фильтрационное течение 
отсутствует. Величина начального 
градиента зависит от начального на-
пряжения сдвига жидкости 0τ  и эф-
фективного диаметра капилляра эфd . 

На рисунке 18.9 приведены графики 
зависимости скорости фильтрации 
от градиента фильтрационного дав-
ления, соответствующие линейным 
и нелинейным законам фильтра-
ции. 

Рис. 18.9. Графики зависимости w  от 
pgrad : 

1 – для вязкопластической жидкости 
с предельным градиентом; 
2 – для реальных неньютоновских неф-
тей; 
3 – для закона Дарси. 

§7. Структурные модели пористых сред 

Как уже отмечалось выше, реальные коллекторы углеводородного 
сырья имеют сложное строение пустотного пространства, которое образу-
ется поровыми каналами с резко изменяющимися диаметрами и направле-
ниями, состоят из частиц различной формы и размеров и т.д. Поэтому по-
строение аналитических решений, учитывающих все перечисленные осо-
бенности реальных пористых сред, практически, невозможно. В связи 
с этим в подземной гидромеханике часто пользуются упрощенными идеа-
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лизированными моделями пористой среды. К таким моделям относятся 
идеальные (капиллярные) и фиктивные (корпускулярные) грунты (среды). 
В корпускулярных моделях пористая среда моделируются шарами, а в ка-
пиллярных – капиллярными трубками. 

Простейшая корпускулярная модель, в которой пористая среда моде-
лируется упаковкой шаров постоянного диаметра, называется фиктивным 
грунтом (или фиктивной пористой средой). Простейшая капиллярная мо-
дель, в которой пористая среда моделируется капиллярными трубками 
постоянного диаметра, уложенными с постоянным периодом, называется 
идеальным грунтом (или идеальной пористой средой). Наиболее популяр- 

  

Рис. 18.10. Слой шаров, плотнейшим 
образом прилегающих друг к другу 

Рис. 18.11. Проекции двух основных 
плотнейших упаковок шаров: 
а – кубическая, б – гексагональная 

ные модели фиктивного грунта соответствуют  наиболее плотным упаков-
кам шаров. Две основные упаковки – кубическая и гексагональная полу-
чаются следующим образом: первый плоский слой уложен так, что каждый 
шар касается шести соседних, каждый шар второго слоя помещается в уг-
лубление между тремя шарами первого слоя (рис. 18.10, 18.11). При нало- 

 

Рис. 18.12. Плотнейшие упаковки ша-
ров по кубической (а) и гексагональной 
(б) схемам 

жении третьего слоя возможны два 
варианта. В первом варианте (куби-
ческая упаковка) каждый шар 
третьего слоя лежит на трех шарах 
второго слоя таким образом, что под 
шаром третьего слоя нет шара пер-
вого слоя (рис. 18.12). Во втором ва-
рианте (гексагональная упаковка) 
каждый шар третьего слоя лежит на 
трех шарах второго, но под каждым 
шаром третьего слоя оказывается 
шар первого слоя. Кроме указанной  
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наиболее плотной упаковки с кубической симметрией рассматривают и та-
кую упаковку, когда в первом слое каждый шар касается только четырех 
шаров, а все последующие слои повторяют первый. Назовем последнюю 
кубическую упаковку шаров рыхлой кубической упаковкой.  

Для капиллярных моделей идеального грунта наиболее простые моде-
ли получаются при взаимно перпендикулярном расположении капилляров. 

Введение в рассмотрение идеальных и фиктивных грунтов и получае-
мое в результате упрощение структуры порового пространства позволяют 
находить аналитические формулы, связывающие между собой фильтрацион-
но-емкостные характеристики таких упрощенных пористых сред, и далее 
обобщать полученные соотношения на реальные пористые среды. Рас-
смотрим в начале основные соотношения для фиктивного грунта. 

Для фиктивного грунта достаточно просто получается соотношение, 
связывающее удельную поверхность с пористостью упаковки m  и диа-
метром шаров D . Возьмем объем, в котором имеется n  шаров. Тогда весь 
объем можно представить как сумму объема пустот и шаров – 

Vn
D

V =+
6

3

пор

π
. 

Отсюда для m  получаем 

 
V

nD
m

6
1

3π−= . (18.27) 

Удельная поверхность, очевидно, равна площади поверхности одного 
шара умноженной на число шаров в упаковке  

 
V

nD
2π=Σ . (18.28) 

 

Из соотношений (18.27) и (18.28) следу-
ет, что 

 
D

m)( −=Σ 16
.   (18.29) 

Более детальное исследование модели 
фиктивного грунта было предпринято С.Слих-
тером, который схематизировал наиболее плот-
ные упаковки шаров, введя элементарную ячей-
ку упаковок шаров (рис. 18.13) и нашел сле-
дующие аналитические формулы для порис-
тости и просветности: 

Рис 18.13. Элементарная 
ячейка упаковки шаров 

 ( ) θθ
π

coscos 2116
1

+−
−=m  (18.30) 
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и 

 
θ

π
sin4

1 −=s , (18.31) 

где θ  – острый угол боковой грани элементарной ячейки ромбоэдра в ук-
ладке шаров. Значение этого угла, по С.Слихтеру, изменяется в пределах 
от 600 до 900, и, следовательно, пористость и просветность изменяются 
в пределах 47602590 ,, ≤≤ m  и 2146009310 ,, ≤≤ s . Как следует из соот-
ношений (18.30) и (18.31), ни пористость, ни просветность не зависят от 
диаметра шаров и определяются только углом θ . Поэтому, исключив из 
соотношений угол, можно найти связь между пористостью и просветно-
стью. К сожалению, система этих уравнений относительно θ  является транс-
цендентной и не решается в явном виде, поэтому связь между пористостью 
и просветностью задается с помощью приближенных формул 

 41610 ,

, ms =    или   0520560 ,, −= ms , (18.32) 

которые на указанном выше диапазоне пористости укладок шаров дает по-
грешность менее 2%. 

Дальнейшее развитие изучение фиктивного грунта получило в рабо-
тах И.Козени и П.Кармана, которые предложили для вычисления прони-
цаемости пористых сред формулу 

 
2

3

Σ
=
c

m
k , (18.33) 

где c  – число Кармана. В результате многочисленных экспериментальных 
исследований было установлено, что для упаковок шаров число Кармана 
приблизительно равно 5. 

Подстановка в равенство (18.33) формулы (18.29) приводит к сле-
дующему выражению для проницаемости фиктивного грунта 

 
( )2

23

136 mc

Dm
k

−
= . (18.34) 

Для идеального грунта структура порового пространства допускает 
аналитическое определение основных фильтрационно-емкостных характе-
ристик. Для представления идеального грунта использовались разные 
схемы элементарных ячеек – одномерные (рис. 18.14) и трехмерные 
(рис. 18.15). 

Вычислим значения пористости, просветности, удельной поверхности 
и проницаемости для идеального грунта, образованного тремя системами 
взаимно перпендикулярных капилляров с диаметрами αα rd 2 =  и периода-
ми укладки αa , 3. 2, 1,=α  
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Рис. 18.14. Схема укладки и элементар-
ная ячейка одномерной модели идеально-
го грунта 

Рис. 18.15. Элементарная ячейка 
трехмерной модели идеального 
грунта 

Все вычисления можно проделать на элементарной ячейке, образован-
ной тремя взаимно перпендикулярными периодами укладки (рис. 18.15). 
Введем декартову систему координат, оси которой параллельны осям сим-
метрии капилляров, которые, в свою очередь, параллельны периодам ук-
ладки. Значение индекса в обозначении диаметров и периодов соответст-
вует номеру оси координат, которой параллельны капилляр и период. То-
гда для пористости, просветности, удельной поверхности и проницаемос-
ти, соответственно, получим следующие значения: 

 α
α

γβ

α
α

γβ

α
α

ππππ
s

d

aa

d
k

aaa
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d
s

aaa

ad
m
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32128
 ,      
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321

2

321

2

===Σ== ,, . (18.35) 

В формулах (18.35) под повторяющимся латинским индексом i  под-
разумевается суммирование, греческие индексы γβα ,,  образуют цикличес-
кую перестановку из чисел 1,2,3. Вычисления пористости, просветности 
и удельной поверхности являются чисто геометрическими и поэтому опус-
каются. Единственное замечание – при вычислении пористости и удельной 
поверхности считалось, что объем «узла» (пересечения капилляров) мал, 
поэтому им можно пренебречь.  

Для вычисления проницаемости рассмотрим движение жидкости в ка-
пилляре и воспользуемся известными гидравлическими соотношениями – 
уравнением Бернулли для потока вязкой жидкости и формулой Дарси–
Вейсбаха для определения потерь напора 
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Здесь использованы обозначения: 21−h  – потеря напора между сече-
ниями 1 и 2, τh  – потеря напора по длине, λ  – коэффициент гидравличес-
кого сопротивления, l  – длина капилляра между сечениями 1 и 2. 

Так как при фильтрации скорости очень малы, то пренебрежем скорост-
ными напорами, для вычисления коэффициента гидравлического сопро-
тивления примем формулу для ламинарного режима течения в круглой 
трубе 

ρ
µλ

vd

6464 ==
Re

. 

Для упрощения выкладок положим, что капилляры расположены го-
ризонтально, то есть 21 zz = . Далее можно принять, что потери напора оп-
ределяются только потерями на трение по длине, поэтому τhh =−21 , и по-
сле несложных преобразований получим 

g

v

d

l

vdg

p

2

64 2

ρ
µ

ρ
=∆

. 

Разрешая формулу относительно средней скорости жидкости в 
капилляре (истинной средней скорости движения флюида), будем иметь 

l

pd
v

∆=
µ32

2

. 

Для того, чтобы перейти к скорости фильтрации w , воспользуемся 
определением (18.12) – подсчитаем расход, соответствующий скорости v , 
а затем «размажем» его по всей площади сечения образца. Умножив v  на 
площадь сечения капилляра 42

dπ , получим объемный расход Q , разделив 

который на площадь элементарной ячейки 2
a , получим уравнение движе-

ния фильтрующейся жидкости 

 
l

p

a

dd
w

∆=
µ

π 1

432 2

22

, (18.36) 

которое, как легко видеть, по форме совпадает с законом Дарси (18.15). 
Структура численного коэффициента в правой части (18.36) сохране-

на для того, чтобы подчеркнуть физический смысл входящих в него со-
множителей. Из закона Дарси в форме (18.15) видно, что результирующий 
коэффициент 24 128adπ  представляет собой проницаемость «одномерно-

го» идеального грунта. При этом первый множитель 322
d  задает «прово-

димость» капилляров, и его вид определяется формой поперечного сечения 
каналов. Если вместо цилиндрических трубок кругового сечения, которые 
использовались в приведенном примере, взять плоские щели или капилля-
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ры эллиптического сечения, то, очевидно, пропорциональность этого мно-
жителя квадрату характерного размера сечения сохранится, но будет со-
держать иной численный коэффициент. Второй множитель – 22 4adπ  за-
дает просветность, которая выступает в качестве масштаба осреднения. 

Следовательно, проницаемость является комплексной характеристи-
кой пористой среды, учитывающей как форму и размеры сечения поровых 
каналов, так и их концентрацию в среде. Часто в расчетные формулы для 
определения проницаемости включают коэффициент извилистости α , ко-
торый равен отношению длины проводящего порового канала или «истин-
ного» пути флюида в образце (траектории меченой частицы) к длине об-
разца (например, керна). В различных модификациях модели одномерного 
идеального грунта α =1−3. 

При получении соотношения (18.36) рассуждения проводились для 
одномерной модели идеального грунта. Очевидно, что они сохранятся 
и при рассмотрении трехмерной модели с той лишь разницей, что необхо-
димо проставить индексы, для того чтобы указать, какому капилляру соот-
ветствует выписанная формула поэтому, равенство (18.36) примет вид 

 
l
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aa

dd
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µ

π
γβ
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1

432

22

, (18.37) 

где индексы γβα ,,  образуют циклическую перестановку. 
Из равенства (18.37) получаем выражение для коэффициента прони-

цаемости в трехмерной модели идеальной пористой среды 

 
γβ

απ
aa

d
k

128

4

= . (18.38) 

Из соотношений (18.35) следует, что 321 sssm ++= , а равенство 
просветности и пористости выполняется лишь при 032 == ss . Таким об-
разом, равенство sm =  выполняется только для одномерной модели иде-
ального грунта. 

При решении прикладных задач часто возникает необходимость опре-
делить характерный линейный размер, который трактуется как эффектив-
ный диаметр пор, или диаметр капилляров в модели идеального грунта. 
В общем виде из (18.38) имеем следующее равенство для определения 
диаметра капилляра 
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α
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32= . (18.39) 
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Обычно в формуле (18.39), из-за отождествления просветности и по-
ристости, используется пористость 

 
m

k
d

32=α . (18.40) 

Однако, как было показано, равенство (18.40) справедливо только для 
одномерной модели, в которой sm = . В трехмерной модели идеального 
грунта равенство (18.40) не выполняется. Для перехода от просветности к по-
ристости можно ввести структурный коэффициент ααϕ sm= . Тогда 
формула (18.39) примет вид 

 
m

k
d

α
α

ϕ32= . (18.41) 

Если в трехмерной модели идеального грунта положить, что выпол-
няются равенства ssssdddd ====== 321321   и   , то будет sm 3=  и, 
следовательно, 3=ϕ , и формула для диаметра капилляра примет вид: 

 
m

k
d

96= . (18.42) 

В общем случае значение ϕ  ограничено только снизу – 1≥ϕ , и зна-
чение структурного коэффициента может изменять значения эффективного 
диаметра капилляра в широком диапазоне. 

В заключение отметим, что выше были рассмотрены лишь простей-
шие структурные модели пористых сред, модели, для которых наиболее 
просто вычислить фильтрационно-емкостные характеристики с помощью 
геометрических и гидравлических соотношений, не привлекая стохастичес-
ких и иных методов. В настоящее время для моделирования пористых сред 
используются разнообразные статистические структурные модели с хао-
тично уложенными сферами, со случайными решетками и со сложной гео-
метрией капиллярных каналов. 

§8. Закон Дарси для анизотропных сред 

Рассмотрим особенности фильтрационных течений в средах, обла-
дающих сложной геометрией порового пространства и анизотропией 
фильтрационных свойств. 

В зависимости от структурных особенностей и геометрии порового 
пространства различают однородные и неоднородные, изотропные и ани-
зотропные среды. Анизотропия свойств (в том числе и фильтрационных) 
означает неодинаковость физических или геометрических свойств по раз-
личным направлениям (термин происходит от двух греческих слов: anisos – 
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неравный и tropos – свойства). В реальных коллекторах нефти и газа ани-
зотропия может быть обусловлена трещиноватостью, слоистостью, нали-
чием различного вида включений в коллекторах, которые приводят к не-
одинаковости свойств по различным направлениям. Например, в слоистых 
пористых средах фильтрационные свойства в плоскости слоев отличаются 
от фильтрационных свойств в направлении, перпендикулярном слоям, 
в трещиновато-пористых средах фильтрационные потоки по трещинам 
значительно превосходят потоки в других направлениях и т.п. 

Для описания фильтрационных течений в анизотропных коллекторах 
углеводородного сырья постулируется обобщенный закон Дарси, справед-
ливость которого подтверждена как многочисленными эксперименталь-
ными, так и теоретическими исследованиями. Обобщение закона Дарси на 
случай анизотропных сред производится с математической точки зрения 
формально. Так как закон Дарси постулирует линейную зависимость меж-
ду двумя векторными полями – вектора скорости фильтрации и вектора 
градиента фильтрационного давления, то соотношения (18.16) – (18.18) за-
дают наиболее простую зависимость, когда оба вектора лежат на одной 
прямой и отличаются друг от друга направлением и длиной. Такая зависи-
мость определяет и задает изотропные фильтрационные свойства. В общем 
случае линейная зависимость между двумя векторными полями определя-
ется таким образом, что каждая компонента одного вектора зависит от всех 
компонент другого. Поэтому в самом общем случае линейная зависимость 
вектора скорости фильтрации и градиента фильтрационного давления (са-
мый общий случай закона Дарси для анизотропных сред) имеет следую-
щий вид: 
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 (18.43) 

где 
i

w  – компоненты вектора скорости фильтрации, 
i

xp ∂∂ ∗  – компоненты 
вектора градиента приведенного давления, ijk  ( 3 2, 1,  3, 2, 1, == ji ) – ком-

поненты симметричной матрицы (тензора), которая называется матрицей 
(тензором) коэффициентов проницаемости. Она определяет и задает 
фильтрационные свойства пористой среды, которые могут быть как изо-
тропными, так и анизотропными, с разными типами анизотропии. Явный 
вид матрицы коэффициентов проницаемости зависит от типа анизотропии 
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и системы координат, в которой записан обобщенный закон Дарси. Всегда 
можно выбрать хотя бы одну систему координат 321 xxOx , в которой за-
пись обобщенного закона Дарси имеет наиболее простой вид 
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Соотношение (18.43) может быть записано и в матричном виде 
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Если принять соглашение о суммировании, согласно которому по по-
вторяющемуся в записи индексу подразумевается суммирование, то соот-
ношение (18.43) можно записать более компактно 
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где i и j принимают значения 1, 2, 3. 
Система координат, в которой матрица коэффициентов проницаемо-

сти имеет диагональный вид и обобщенный закон Дарси записывается 
в виде (18.44), называется главной системой координат, а значения диаго-
нальных коэффициентов проницаемости 

i
k  – главными значениями тензо-

ра проницаемости. В главной системе координат компоненты матрицы 
обозначаются одним индексом, если система координат не главная – дву-
мя. Первый индекс соответствует номеру строки, второй – столбца. 

В соотношении (18.46) выписано самое общее представление закона 
Дарси для анизотропных пористых сред. Уменьшая число отличных от ну-
ля компонент матрицы коэффициентов проницаемости, можно получить 
все возможные типы анизотропии и изотропию. В самом деле, если поло-
жить, что все недиагональные элементы матрицы равны нулю, а все диаго-
нальные равны друг другу, то получим случай изотропных свойств. Все 
остальные варианты будут задавать разные типы анизотропии. Прежде чем 
их классифицировать, определим свойство проницаемости в самом общем 
виде. 

Проницаемостью пористой среды, по определению, (или направленной 
проницаемостью) называется величина )(nk

�

, которая определяется по 
формуле 
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, (18.47) 
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где 
i

n  – единичный вектор, задающий направление в пористой среде, 
вдоль которого определяется направленная проницаемость, ( )n⋅= wnw ii

�

 – 
скалярное произведение вектора скорости фильтрации и единичного век-
тора, pgrad  – модуль градиента фильтрационного давления. Как следует 

из определения, в общем случае проницаемость может зависеть от направ-
ления. 

 

Определение (18.47) имеет прозрачный фи-
зический смысл – проницаемость, по определе-
нию, является скалярной величиной, которая 
вычисляется вдоль некоторого направления. По-
этому для того, чтобы ее вычислить, необходимо 
найти отношение скалярных величин специаль-
ным образом определенных вдоль направления. 
В равенстве (18.47) в качестве направления, 
вдоль которого определяется свойство, рассмат-
ривается направление приложения градиента дав- 

Рис. 18.16 

ления ( pgrad = np
�

grad ), а скалярные величины определяются проекти-

рованием на это направление векторов скорости фильтрации и градиента 
фильтрационного давления. При проектировании на это направление век-
торов w

�

 и pgrad  получаем – 
ii

nw  и pgrad , а их отношение, умножен-

ное на вязкость и взятое с обратным знаком, равно проницаемости. Знак 
минус берется потому, что скалярное произведение 

ii
nw  отрицательно 

(угол между векторами w
�

 и 
i

n  тупой). Иллюстрация определения направ-
ленной проницаемости приведена на рис. 18.16. 

Подставляя запись обобщенного на случай анизотропных сред закона 
Дарси (18.46) в равенство (18.47), получим 
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. (18.48) 

Соотношение (18.48) дает общее правило вычисления проницаемости, 
которое справедливо как для изотропных, так и для анизотропных порис-
тых сред. В самом деле, для изотропных пористых сред, по определению 
(18.47) и правилу (18.48) вычисления проницаемости в линейном законе 
фильтрации, имеем 

knknnk
ii

==)(
�

. 

Следовательно, проницаемость для изотропных сред не зависит от на-
правления (она для всех направлений одинакова и равна k ). 

Равенство (18.48) расшифровывает и смысл утверждения, согласно 
которому матрица коэффициентов проницаемости ijk  определяет и задает 
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фильтрационные свойства пористой среды. В самом деле, матрицы опре-
деляют тип свойств – изотропные или анизотропные, а численные значе-
ния ее элементов – величины, характеризующие их. 

Как было показано, изотропные фильтрационные свойства задаются 
матрицей вида 
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следовательно, все возможные другие типы матриц задают анизотропные 
фильтрационные свойства. С помощью методов линейной алгебры можно 
показать, что все возможные варианты «анизотропных» матриц имеют вид 
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Первый тип матриц (18.50) задает фильтрационные свойства, напри-
мер, слоистых (как правило, осадочных) пористых сред, у которых прони-
цаемость в поверхностях напластований одинакова (плоскость с изотроп-
ными фильтрационными свойствами) и отличается от проницаемости в на-
правлении, перпендикулярном к поверхностям напластований. Так как 
матрица имеет диагональный вид, то главные направления тензора коэф-
фициентов проницаемости у данного типа пористых сред известны априо-
ри – одно главное направление перпендикулярно слоистости, два других – 
лежат в плоскости слоистости. В представлении матрицы коэффициентов 
проницаемости (18.50) направление, перпендикулярное напластованию, 
соответствует координатной оси 3Ox . 

Второй тип анизотропии задает пористую или трещиноватую среду, 
у которой априори, как и в первом случае, известны направления всех 
главных осей матрицы ijk , но проницаемости по всем главным направле-

ниям различны. Подобной анизотропией могут обладать трещиноватые 
коллекторы с тремя взаимно перпендикулярными системами трещин, или 
уже упомянутые осадочные породы, образованные частицами вытянутой 
формы. 

Первые два типа анизотропии имеют специальные названия – первый 
тип называется транверсально-изотропным, второй – ортотропным. 

В оставшихся двух типах анизотропии априори неизвестно положение 
главных осей. В третьем типе неизвестно положение двух главных осей, 
в последнем случае неизвестно положение всех трех главных осей. По-ви-
димому, реальные пористые и трещиноватые среды, как правило, к этим 
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типам и относятся, но при решении задач обычно рассматриваются два 
первых. Специальных названий два последних типа не имеют. Подстанов-
ка матриц (18.50) в равенство (18.45) или (18.46) дает явный вид закона 
Дарси для всех типов анизотропии. 

Равенства (18.43) представляют собой систему линейных алгебраичес-
ких уравнений, которая может быть разрешена относительно компонент 
вектора pgrad  и переписана в виде 

jij

i

wr
x

p µ−=
∂
∂ ∗

. 

В этом случае фильтрационные свойства определяет и задает симмет-
ричная матрица коэффициентов фильтрационного сопротивления ijr . Яв-

ный вид матриц ijr , для всех рассмотренных случаев анизотропии и изо-

тропии, такой же, как и у матриц коэффициентов проницаемости, с точно-
стью до замены αβα kk   ,   на соответствующие компоненты αβα rr  ,  . 

Все соотношения (18.49) и (18.50), представленные в виде матриц, до-
пускают и другую, индексную форму записи. Для индексного представле-
ния законов фильтрации в анизотропных пористых средах введем понятие 
диадного произведения двух векторов (см. приложение П.68) 
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где 
ii
ba ,  – компоненты векторов a

�

 и b
�

. 

Далее в качестве векторов a
�

 и b
�

 возьмем векторы декартова бази-
са 321 eee ,, , координаты которых обозначим через ( ) ( ) ( )321

iii
eee ,, , соответст-

венно. Нетрудно убедиться, что с помощью базисных тензоров можно со-
ставить девять диад, которые будут представлять собой девять специаль-
ных матриц типа (2.9), у которых все компоненты, кроме одной будут рав-
ны нулю, единственная отличная от нуля компонента будет стоять на «ij -й 
позиции» при умножении i -го базисного вектора на j -й базисный вектор. 
В самом деле, рассмотрим для примера диадное произведение 1e  на 2e . 
Тогда имеем ( ) ( ) ( ) ( )010  001 21

,,,,, == ji ee , и, согласно определению (18.51), 

матрица для этой диады будет представляться соотношением 
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Используя диадные произведения базисных векторов, матричное пред-
ставление можно переписать в индексной форме, разложив матрицы по ба-
зису из диад ( ) ( )l

j
k
i ee . Например, для самого общего типа анизотропии такое 

представление будет иметь вид 

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )] .                  

1

2332
23

1331
13

33
33

22
22

1221
12

11
11

j

jijijiji

jijijijijii

x

p
eeeekeeeek

eekeekeeeekeekw

∂
∂++++

+++++−=

∗

µ
 (18.52) 

Уменьшая число отличных от нуля коэффициентов тензора ijk , можно 

получить закон фильтрации для любого типа анизотропных и изотропных 
пористых сред. Например, для ортотропных сред закон фильтрации будет 
иметь вид 
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для трансверсально-изотропных – 
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для изотропных – 
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Последнее выражение можно преобразовать, заметив, что в квадрат-
ных скобках стоят три матрицы, которые в сумме дают единичную матрицу 
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Для обозначения единичной матрицы используется специальный сим-
вол ijδ , который называется дельтой Кронекера. Поэтому последнее равен-

ство (18.55) можно переписать в виде 
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или, после проведения суммирования – 
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Используя правило вычисления направленной проницаемости (18.48), 
несложно вычислить ее для самого общего случая (18.50): 
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где γβα ,,  – углы, которые образует единичный вектор n  с координатны-
ми линиями. 

Уменьшая число отличных от нуля коэффициентов тензора ijk , можно 

поучить выражение для направленной проницаемости для любого типа ани-
зотропных и изотропных пористых сред. 



 
 
 

Глава XIX 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
ОДНОФАЗНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 

 
 

§1. Вводные замечания. Понятие о математической модели 
физического процесса 

Для количественного описания реальных физических процессов ис-
пользуются различные уравнения и методы их решения для конкретных 
задач. Как отмечалось выше, в качестве наиболее используемого и разра-
ботанного метода такого описания процессов в подземной гидромеханике 
применяется макроскопический, в основе которого лежат гипотеза сплош-
ности, законы и методы механики сплошной среды. Поэтому нефтегазо-
вую подземную гидромеханику следует рассматривать как специальный 
раздел механики сплошной среды. 

Повторим основные положения, используемые в механике сплошной 
среды при построении математических моделей, но с учетом специфики 
нефтегазовой подземной гидромеханики. 

В сплошной среде определяются различные по своей физической при-
роде поля, которые формируются под воздействием внешних и внутренних 
факторов и могут изменяться во времени и в пространстве. Изменение по-
лей основных физических величин подчиняется законам сохранения, кото-
рые представляют собой фундаментальные законы природы. В нефтегазо-
вой подземной гидромеханике, как и в других разделах механики сплош-
ной среды, основными законами сохранения являются законы сохранения 
массы, изменения количества движения (импульса) и момента количества 
движения (момента импульса), сохранения энергии и баланса энтропии. 
Однако законы сохранения выполняются для всех сплошных сред, свойст-
ва которых могут быть весьма различными. Поэтому одних законов сохра-
нения для описания физических процессов и решения конкретных задач 
недостаточно для получения замкнутой системы уравнений. Для того что-
бы задать свойства конкретных сплошных сред, к законам сохранения до-
бавляются определяющие уравнения и законы, которые задают особеннос-
ти поведения данной среды. В результате объединения законов сохранения 
и определяющих уравнений получается замкнутая система уравнений, в ко-
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торой число уравнений равно числу неизвестных функций и которая опре-
деляет и задает математическую модель сплошной среды, описывающую 
конкретные физические процессы. 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением только таких процессов, 
для которых температура движущегося в пористой среде флюида равна 
температуре пористой среды и остается неизменной. Действительно, из-за 
того, что фильтрация представляет собой очень медленный процесс, изме-
нение температуры флюида, возникающее в ходе движения вследствие на-
личия сопротивления стенок поровых каналов и трещин, а также из-за рас-
ширения флюида при уменьшении давления, успевает компенсироваться 
теплообменом с окружающими горными породами. Для таких изотермиче-
ских процессов, как было показано Б.Б.Лапуком, уравнение энергии можно 
не рассматривать. 

Однако в ряде случаев при разработке нефтяных и газовых месторож-
дений неизотермичность фильтрации проявляется локально в призабойной 
зоне скважин вследствие значительных перепадов давления. Изучение не-
изотермических процессов имеет важное значение в связи с повышением 
нефтеотдачи путем закачки в пласт теплоносителей (горячей воды, пара), 
разработки газогидратных месторождений и в некоторых других случаях. 
При этом в модель должно быть добавлено уравнение закона сохранения 
энергии. 

Для описания конкретных физических процессов и получения реше-
ний соответствующих задач, необходимо сформулировать постановку за-
дачи, то есть задать условия в начальный момент времени и условия на 
границах области пласта. В результате имеем дифференциальные уравне-
ния с начальными и граничными условиями, интегрируя которые можно 
определить распределение давления и скоростей фильтрации по пласту 
в любой момент времени, т.е. построить функции 

( ) ( )
( ) ( ).,,,,,,,

,,,,,,,,

tzyxwwtzyxww

tzyxwwtzyxpp

zzyy

xx

==
==  

 

Если рассматривается несжимаемая жидкость ( )const=ρ  в недефор-
мируемом пласте ( )constconst == km , , то число искомых функций огра-
ничивается только этими четырьмя. Для описания фильтрации сжимаемого 
флюида в сжимаемой пористой среде, кроме упомянутых функций, нужно 
определить еще плотность флюида ρ . Для более сложных процессов в 
число неизвестных функций включают вязкость µ , пористость m  и про-
ницаемость k . В этом случае необходимо иметь восемь уравнений – диф-
ференциальных и конечных – для определения восьми характеристик 
фильтрационного потока, жидкости и пористой среды. 
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Аналитическое решение системы дифференциальных уравнений уда-
ется получить лишь в ограниченном числе простейших случаев, например, 
в задаче о притоке упругой жидкости к скважине в пласте бесконечной 
протяженности с постоянным дебитом. 

В более сложных случаях система уравнений решается численными 
методами с применением компьютеров. Существуют хорошо разработан-
ные численные методы решения самых разнообразных и очень сложных 
задач подземной гидромеханики. Упомянутые аналитические решения иг-
рают очень важную роль: на них опробуются численные методы.  

Систему дифференциальных уравнений можно использовать также 
для качественного исследования процесса. Если полученные уравнения 
привести к безразмерному виду, то в качестве коэффициентов будут фигу-
рировать безразмерные параметры подобия. Анализируя их строение 
и численные значения, можно судить о том, какие силы играют решающую 
роль в процессе, какие члены в уравнениях можно отбросить и т.д. 

Перейдем теперь к формулировке основных законов сохранения с уче-
том специфики подземной гидромеханики. 

§ 2. Закон сохранения массы в пористой среде 

При написании закона сохранения массы в интегральной формули-
ровке воспользуемся контрольным объемом и вычислим массу флюида 
в контрольном объеме пористой среды. 

Масса жидкости, содержащаяся в бесконечно малом (физическом) 
объеме пористой среды равна m dVρ . В самом деле, объем пор в элемен-
тарном объеме пористой среды, равен mdVdV =

п
. Умножив его на плот-

ность, получим массу флюида в элементарном объеме пористой среды – 

mdVdVdM ρρ ==
п

. 

Проинтегрировав выписанное соотношение по всему контрольному 
объему, получим массу флюида в контрольном объеме 

∫=
V

dVmM ρ . 

Так как через контрольную поверхность флюид может втекать и вы-
текать (см. рис. 19.1), то масса флюида изменяется во времени. Изменение 
массы по времени вычисляется следующим образом 

V

M m dV
t t

ρ∂ ∂=
∂ ∂ ∫ . 
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Рис. 19.1. К выводу закона сохранения массы 

Изменение массы равно притоку массы через контрольную поверх-
ность, который равен 

П

П
ρ ρ=∫ ∫� �i i i i

S S

v n dS wn dS , 

где 
i

n  – внешняя нормаль к контрольной поверхности. 
Действительно, поток массы через элементарную площадку dS , по 

определению, равен 
dSnw
��ρ    или   dSnw

ii
ρ ,  

то есть, равен скалярному произведению вектора массовой скорости и век-
тора нормали к площадке, умноженному на величину площадки. Для вы-
числения потока массы через всю поверхность нужно проинтегрировать 
эти элементарные потоки по всей поверхности. 

Следовательно, можно составить балансовое уравнение 

 ρ ρ∂ = −
∂ ∫ ∫� ,

i i

V S

m dV wn dS
t

 (19.1) 

которое читается следующим образом: изменение массы в контрольном 
объеме равно притоку флюида через контрольную поверхность. Появление 
знака «минус» в правой части уравнения обусловлено ориентацией вектора 
нормали к контрольной поверхности. Так как нормаль внешняя к кон-
трольной поверхности, то «втеканию» флюида в контрольный объем 
должно соответствовать увеличение массы, положительное значение про-
изводной по времени в левой части равенства (19.1) и отрицательное зна-
чение скалярного произведения 

ii
nw  под интегралом в правой части этого 

равенства. Для уравнивания знаков необходимо поставить минус. Анало-
гичное рассуждение справедливо для «вытекания» флюида. 

Уравнение (19.1) представляет собой интегральную формулировку за-
кона сохранения массы флюида в пористой среде. Нетрудно увидеть, что 
по сравнению с интегральной формулировкой закона сохранения массы, 
полученной во второй главе, интегральное уравнение для пористой среды 
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содержит вместо плотности ρ  величину ρm , представляющую собой фик-
тивную плотность флюида – плотность, размазанную по всему объему по-
ристой среды. 

При установившемся движении производная по времени равна нулю, 
и из равенства (19.1) следует 

0ρ =∫ ○ i i

S

wn dS . 

Поэтому если в качестве контрольного объема взять трубку тока для ско-
рости фильтрации, то получим 

 ∫∫ =
21

2211

S

n

S

n
dswdsw ρρ , (19.2) 

где αS  ( 21,=α ) – площади двух сечений трубки тока (на «входе» и на 
«выходе»). При выводе равенства (19.2) было использовано, что скалярное 
произведение вектора скорости фильтрации и вектора нормали равно 

nii
wnw = , где 

n
w  – проекция вектора скорости на нормаль, и что в одном 

случае она положительна (например, в сечении с индексом 2), а в другом – 
отрицательна. Для несжимаемой жидкости ρρρ == 21 , поэтому 

∫ ∫=

1 2

21

S S

nn
dswdsw . 

Если скорости в обоих сечениях по всему сечению постоянны, то по-
лучаем равенство 

2211 SwSw
nn

= . 

Выписанные соотношения по своему физическому смыслу и по форме 
записи аналогичны формулам, полученным ранее в первой части этой книги. 

От интегральной формулировки закона сохранения массы можно пе-
рейти к дифференциальной. Для этого сначала в силу фиксированности 
контрольного объема в пространстве внесем оператор t∂∂  под знак инте-
грала, а затем с помощью теоремы Гаусса–Остроградского преобразуем по-
верхностный интеграл в объемный. В результате преобразований получим 

 0div =






 +
∂

∂
∫ dVw

t

m

V

�ρρ
. (19.3) 

Из условия, что равенство (19.3) выполняется для любого объема V , сле-
дует, что выражение под знаком интеграла равно нулю, то есть 

 0div =+
∂

∂
w

t

m �ρρ
. (19.4) 
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Уравнение (19.4) выражает закон сохранения массы в пористой среде 
в дифференциальной форме или уравнение неразрывности при фильтра-
ции флюида в пористой среде.  

Если пористость m  постоянна, то ее можно вынести за знак произ-
водной и переписать уравнение неразрывности в виде 

0div =+
∂
∂

w
t

m
�ρρ

. 

Для несжимаемого флюида const=ρ , поэтому уравнение неразрыв-
ности принимает еще более простой вид 

0div =w

�

. 

При выводе как интегрального, так и дифференциального законов со-
хранения массы считалось, что в объеме пористой среды нет ни источни-
ков, ни стоков флюида, не происходит химических реакций, фазовых пере-
ходов и так далее. Если же это не так, то в правую часть уравнения (19.4) 
необходимо добавить функцию q , которая будет задавать массу флюида, 
поступающего (уходящего) в единицу времени в единицу объема, то есть 
оно приобретет вид 

qw
t

m =+
∂

∂ �ρρ
div . 

При этом q  будет положительной величиной, если флюид поступает 
в объем, и отрицательной, если флюид уходит из объема. 

§3. Дифференциальное уравнение движения флюида 

Другой универсальный закон сохранения механики – закон изменения 
количества движения (импульса). В механике сплошной среды этот закон, 
записанный в дифференциальной форме, имеет вид уравнения движения 
сплошной среды в напряжениях. Дальнейшая его трансформация опреде-
ляется реологическими (или определяющими) уравнениями среды. 
В нашем случае в качестве определяющих уравнений выступает закон вяз-
кого трения Ньютона, приводящий к уравнениям Навье-Стокса. Но так как 
в подземной гидромеханике изучается движение осредненное по всему 
объему пористой среды, то уравнения необходимо осреднить. В результате 
осреднения получается обсуждавшийся выше закон Дарси. Однако приме-
няемые при подобном выводе закона Дарси математические методы выхо-
дят за рамки курса подземной гидромеханики. В первой главе был рас-
смотрен вывод, основанный на гидравлических соотношениях. Здесь рас-
смотрим еще один вывод, который был сделан Н.Е.Жуковским. 
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В основу рассуждений Н.Е.Жуковский положил уравнение движения 
идеальной жидкости Эйлера. Для упрощения рассуждений рассмотрим 
случай одномерного течения, когда уравнение движения имеет вид 

f
x

p

x

v
v

t

v ρρρ +
∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂

, 

где f  – проекция плотности объемных (массовых) сил на направление 
движения, v  – истинная средняя скорость движения. 

При течении жидкости в пористой среде возникает сила трения на 
границе раздела «среда–жидкость». Поскольку поверхность поровых кана-
лов достаточно велика и при переходе от истинной средней скорости 
фильтрации к скорости фильтрации сила трения «размазывается» по всей 
области, то силу трения можно считать объемной силой. Поэтому плот-
ность объемных сил можно представить в виде 

21 fff += , 

где 1f  – проекция плотности объемной силы тяжести, == αsingf1  
( ) lgzz 21 −= , если ось потока наклонена к горизонтали под углом α  (см. 

рис. 18.6), 2f  – проекция объемной силы вязкого трения, обусловленной 
течением в пористой среде. 

Далее, считая, что среда изотропна и просветность постоянна, перей-
дем от истинной средней скорости к скорости фильтрации 

( )212
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Положим, что изменения скорости во времени малы и пренебрежем 
членом tv ∂∂ . Второе слагаемое в левой части, представляющее инерцион-
ный член, при малых скоростях фильтрации тоже оказывается пренебре-
жимо малым. Тогда получается 

 ( )21 ff
x

p +=
∂
∂ ρ  . (19.5) 

Считая, что сила вязкого трения пропорциональна скорости фильтра-
ции w  в первой степени, то есть принимая wf ρλ=2 , получаем из (19.5) 
соотношение 

g
l

zz
w

x

p 21 −+=
∂
∂ ρρλ . 

Теперь достаточно положить kρµλ −= , тогда получится закон Дар-
си. 
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§4. Замыкающие уравнения. Математические модели 
изотермической фильтрации 

Выпишем полученные законы сохранения: 
для изотропной пористой среды – 
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 (19.6) 

для анизотропной пористой среды – 
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Полученные четыре скалярных уравнения (три уравнения задаются 
законом Дарси, одно выражает закон сохранения массы) содержат шесть 
неизвестных скалярных функций – три компоненты вектора скорости, плот-
ность, давление и пористость (в общем случае в число неизвестных функ-
ций еще можно добавить проницаемость и вязкость). Поэтому ясно, что 
системы (19.6) и (19.7) незамкнуты. Более того, понятно, почему только 
одних законов сохранения недостаточно для получения замкнутой системы 
уравнений. Законы сохранения справедливы при фильтрации вязкой жидко-
сти во всех пористых средах, а сами пористые среды и вязкие жидкости мо-
гут обладать различными свойствами – жидкость может быть сжимаемой и 
несжимаемой, пористая среда – деформируемой и недеформируемой и так 
далее. Следовательно, для задания свойств конкретной пористой среды 
и жидкости необходимо иметь еще уравнения, определяющие эти дополни-
тельные свойства (поэтому уравнения и называются определяющими). 

В рассматриваемых изотермических фильтрационных течениях опре-
деляющие уравнения обычно имеют вид зависимости плотности, пористо-
сти (проницаемости, вязкости) от давления, например, )(pρρ =  и так да-
лее. В этом случае наиболее общий вид замкнутой системы уравнений (ма-
тематической модели) имеет вид 
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Вид функций от давления в (19.8) подразумевается заданным. Ниже 
рассмотрим некоторые варианты задания этих функций и соответствую-
щие математические модели. 

§5. Модель фильтрации несжимаемой вязкой жидкости  
по закону Дарси в недеформируемом пласте 

Наиболее простая модель изотермической фильтрации получается, ко-
гда жидкость считается несжимаемой, вязкость – постоянной, а пласт – не-
деформируемым. В этом случае определяющие уравнения задаются равен-
ствами: 
 const  const  const  const ==== µρ ,,, km , (19.9) 

и замкнутая система уравнений для фильтрации в изотропном пласте при-
обретает вид 

 ( ).grad

,0div

fpkw

w
�

�

�

ρµ +−=

=
 (19.10) 

Система уравнений (19.10) содержит четыре уравнения и четыре не-
известных функции – три компоненты вектора скорости и давление. Плот-
ность перестает быть искомой функцией, так как она не изменяется и зада-
ется, если необходимо, при постановке задачи, так же как и вектор массо-
вых сил. 

Система (19.10) может быть преобразована. Для упрощения рассуж-
дений пренебрежем массовыми силами и подставим закон Дарси в уравне-
ние неразрывности. В результате получим 

 0=∆−=−=






− pkpkpk
µµµ divgradgraddiv ,   или   0=∆p , 

где ∆  – оператор Лапласа. 
Следовательно, систему (19.10) можно переписать в виде 

 
0,

.grad

p

kw pµ

∆ =

= −
�  (19.11) 

Замкнутые системы уравнений (19.10) и (19.11) представляют собой 
математическую модель теории фильтрации вязкой несжимаемой жидко-
сти в недеформируемой изотропной пористой среде. 

Системы уравнений для математической модели теории фильтрации 
вязкой несжимаемой жидкости в недеформируемой анизотропной порис-
той среде выглядят аналогично и получаются заменой в системах (19.10) 
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и (19.11) закона Дарси для изотропных сред на закон Дарси для анизо-
тропных пористых сред (18.46). 

Уравнения в системах (19.10) и (19.11) записаны в универсальной без-
индексной форме, справедливой для любой системы координат. Проектируя 
эти уравнения, например, на декартову систему координат, будем иметь, со-
ответственно, для уравнений (19.10) – 
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 (19.12) 

и для уравнений системы (19.11) – 
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Для сжимаемого флюида математическая модель включает еще урав-
нение состояния. Рассмотрим, к каким особенностям приводит данное об-
стоятельство. 

§6. Модель фильтрации газа по закону Дарси.  
Функция Л.С.Лейбензона 

Как было сказано, при учете сжимаемости жидкости (газа) в процессе 
фильтрации в недеформируемом пласте необходимо задать в явном виде 
уравнение состояния (определяющее уравнение), связывающее между со-
бой плотность и давление. Уравнения состояния могут быть различными, 
однако построение модели и все необходимые при этом математические 
преобразования можно проделать в общем виде. 
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Математическая модель фильтрации сжимаемой жидкости (газа) в не-
деформируемой изотропной пористой среде без учета силы тяжести в об-
щем виде определяется системой уравнений 
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pkw
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grad

0div
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 (19.14) 

Систему (19.14) можно преобразовать к виду, более удобному для ре-
шения задач, когда система приводится к одному уравнению относительно 
одной неизвестной функции. Для вывода такого уравнения подставим за-
кон Дарси в уравнение неразрывности и получим 

( ) 0=−
∂
∂=







−+
∂
∂

pk
t

mpk
t

m graddivgraddiv ρµ
ρ

µρρ
. 

Дальнейшее преобразование связано с введением функции P , позво-
ляющей провести линеаризацию выражения под оператором дивергенции: 

 pP gradgrad ρ= . (19.15) 

Функция P  называется функцией Лейбензона. Из (19.15) с учетом то-
го, что ( )pρρ = , интегрированием получаем 

 ( )∫= dppP ρ . (19.16) 

Равенство (19.16) позволяет определить явный вид функции Лейбен-
зона при заданном уравнении состояния ( )pρρ = , а подстановка уравне-
ния состояния в полученное выше уравнение 

( ) 0=−
∂
∂

P
k

t
m graddivµ

ρ
 

позволяет получить уравнение относительно лишь одной функции – дав-
ления p . Проведенные преобразования в более общем виде далее будут 
использованы при рассмотрении теории упругого режима. 

После введения функции Лейбензона систему (19.14) уравнений мож-
но переписать в виде 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ОДНОФАЗНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 399

Замкнутые системы уравнений (19.14) и (19.17) определяют матема-
тическую модель теории фильтрации вязкой сжимаемой жидкости (газа) 
в недеформируемой изотропной пористой среде. 

Математические модели (19.14) и (19.17), очевидно, эквивалентны 
и описывают неустановившееся фильтрационное течение. Для установив-
шегося процесса системы упрощаются и принимают вид 
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и 
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соответственно. 
Таким образом, при установившейся фильтрации первое уравнение сис-

темы (19.19) представляется уравнением Лапласа для функции Лейбензона, 
интегрируя которое можно найти эту функцию и, далее, определить рас-
пределение скоростей и давлений в пласте. Первое уравнение систе-
мы (19.17) содержит две неизвестных функции – плотность и функцию 
Лейбензона, но при задании уравнения состояния (предпоследнего соот-
ношения в системе), его тоже можно представить в виде дифференциаль-
ного уравнения только для функции Лейбензона. 

Для математической модели (19.8) пласт считается деформируемым, 
так как пористость и проницаемость полагаются функциями давления. При 
этом изменение давления в пласте столь существенно, что и вязкость тоже 
полагается функцией давления. Поэтому подстановка закона Дарси в урав-
нение неразрывности приводит к обобщенной функции Лейбензона. В са-
мом деле, при такой подстановке получаем 

( ) ( )
( ) ( ) 0=
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Поэтому функцию Лейбензона, определенную равенством (18.16), мож-
но обобщить, полагая 

( )
( ) ( ) pp
p

pk
P gradgrad ρ

µ
= . 
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Разрешив последнее равенство относительно обобщенной функции Лей-
бензона, получим формулу для вычисления P  
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µ∫= . (19.20) 

Система уравнений (19.8) после проведенных преобразований приоб-
ретает вид 
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Конкретная реализация модели (19.21) будет рассмотрена в XXI главе 
при выводе основного уравнения теории упругого режима. 

§7. Модели однофазной фильтрации в недеформируемом 
пласте при нелинейных законах фильтрации 

Как уже отмечалось, закон Дарси имеет верхний и нижний пределы 
применимости. Построенные в предыдущих пунктах математические мо-
дели справедливы лишь для фильтрационных потоков при выполнении за-
кона Дарси. Поэтому при нарушении линейного закона фильтрации эти 
модели уже неприменимы, и их необходимо обобщить на случай нелиней-
ных законов фильтрации. Как было показано, закон фильтрации получает-
ся из закона об изменении количества движения. Общий принцип построе-
ния математической модели остается прежним – математическая модель 
представляет собой замкнутую систему уравнений, выражающих законы 
сохранения, к которым добавляются определяющие уравнения. И в нели-
нейном случае закон Дарси необходимо заменить на нелинейный закон 
фильтрации. 

При нелинейной фильтрации несжимаемой жидкости (без учета силы 
тяжести) по закону Форхгеймера система уравнений (19.10) заменяется на  
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а при фильтрации по степенному закону – на 
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Аналогично переписывается и математическая модель при установив-
шейся фильтрации газа: 
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Анализ этих систем и их интегрирование будут рассмотрены в сле-
дующей главе. 

§8. Зависимость параметров флюидов и пористой среды 
от давления 

Понятно, для возможности использования построенных моделей тео-
рии однофазной фильтрации при решении конкретных задач необходимо 
в явном виде задать зависимости ( )pρρ = , ( )pmm = , ( )pkk = , ( )pµµ = . 
Поэтому выпишем основные зависимости параметров флюидов и пористой 
среды от давления. 

В неустановившихся процессах часто большое количество нефти можно 
отобрать за счет расширения ее объема при снижении давления. В этих 
процессах необходим учет сжимаемости жидкости. При движении газа не-
обходимо учитывать зависимость плотности газа от давления. Поэтому 
в качестве основных уравнений состояния рассматривают уравнения со-
стояния упругой жидкости, совершенного и реального газов. 

В дальнейшем будем считать, что давление является функцией только 
плотности. Процессы, в которых ( )ρfp = , называются, как уже ранее от-
мечалось, баротропными. Примерами баротропных процессов могут слу-
жить изотермические фильтрационные течения. 
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По определению, коэффициент объемного сжатия жидкости 
ж

β  равен 
отношению относительного изменения объема жидкости 

жж
VdV  к изме-

нению давления dp  

 
dp

dV

V
ж

ж

ж

1−=β . (19.22) 

Знак минус поставлен для того, чтобы коэффициент объемного сжа-
тия жидкости был положительной величиной. В самом деле, при увеличе-
нии давления )( 0>dp  объем жидкости уменьшается )( 0

ж
<dV  и наобо-

рот, то есть дифференциалы в числителе и знаменателе равенства (19.22) 
имеют разные знаки. Коэффициент объемного сжатия жидкости обычно 
считается универсальной постоянной, то есть считается, что он не зависит 
ни от температуры, ни от давления, но для разных жидкостей он принима-
ет разные значения. 

По данным В.Н.Щелкачева, для нефти отечественных месторождений 
ж

β  

изменяется в диапазоне от 7 ⋅ 10–10 Па–1 до 30 ⋅ 10–10 Па–1, а для пластовых вод 
диапазон изменения лежит в пределах от 2,7 ⋅ 10–10 Па–1 до 5 ⋅ 10–10 Па–1. 

Соотношение (19.22) в неявном виде задает связь между давлением 
и плотностью в упругой жидкости (то есть уравнение состояния). Чтобы 
получить уравнение состояния из равенства (19.22) в явном виде, перейдем 
от объемов к плотности жидкости. Для однородной жидкости масса жид-
кости и объем связаны соотношением 

ж
VM ρ= , поэтому при const=M  

ρ
ρρ

d
MM

ddV
2ж

−== , 

Следовательно, подставляя выписанные выражения в (19.22), получаем 

dp

d

dp

dM

M ρ
ρρ

ρ
ρβ ==  

2ж
, 

откуда 

dp
d

ж
β

ρ
ρ = . 

Проинтегрируем последнее соотношение от заданных значений ρ0,  

0p  до переменных ,  pρ , то есть запишем 
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в результате получим 
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Из этого соотношения найдем 

 ( )0ж

0
pp

e
−= βρρ . (19.23) 

Показатель степени ( )0ж
pp −β  обычно мал, и экспоненту можно раз-

ложить в ряд. Ограничиваясь только линейным членом разложения, будем 
иметь 

( ) ( )0ж
10ж ppe

pp −+≈− ββ , 

Используя проведенные преобразования, получим уравнение состояния 
упругой слабосжимаемой жидкости при небольших перепадах давления 

 ( )[ ]0ж0 1 pp −+= βρρ  . (19.24) 

Для больших значений ( )0ж
pp −β  необходимо использовать уравне-

ние состояния (19.23). Наряду с коэффициентом объемного сжатия часто 
используют обратную величину, 

жж
1 β=K , которая называется модулем 

упругости жидкости. 
Для природных газов в качестве уравнения состояния часто исполь-

зуют уравнение состояния совершенного газа (уравнение состояния Мен-
делеева–Клапейрона) 
 RTp ρ= , (19.25) 

где R  – газовая постоянная, T  – абсолютная температура. Уравнение со-
стояния (19.25) для изотермических процессов принимает вид 

const== RT
p

ρ
. 

Обычно константу в уравнении состояния определяют заданием плот-
ности газа и давления при атмосферных условиях, принимая при этом, что 
температура T  равна температуре в пласте 

пл
T  – 

const
ат

ат =
ρ
p

, 

где 
ат

ρ  – плотность газа при атмосферном давлении 
ат

p . Следовательно, 
уравнение состояния совершенного газа, которым мы будем пользоваться 
в дальнейшем, запишется в виде 

 p
p
ат

ат
ρρ = . (19.26) 

Для газовых месторождений с большими пластовыми давлениями (по-
рядка 40–60 МПа) используется уравнение состояния, которое называется 
уравнением состояния реального газа и имеет вид 
 RTzp ρ= , (19.27) 
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где z – коэффициент сверхсжимаемости газа, равный отношению плотно-
сти совершенного газа к плотности реального при заданных P  и T . Коэф-
фициент сверхсжимаемости учитывает отклонения состояния реального 
газа от предписываемого уравнением состояния для совершенного газа. 
Коэффициент z зависит от приведенных значений давления 

r
p  и темпера-

туры 
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T  
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и может быть определен как аналитически, так и графически с помощью 
графиков, представленных на рис. 19.2. В равенствах (19.28) 

ср.кр.ср.кр.   и Tp  

– среднекритические давление и температура. Как известно, природный газ 
состоит из различных компонентов (метан, этан, пропан и др.), и средне-
критические давление и температура определяются по формулам 
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где nj – содержание j-го компонента в газе, в объемных процентах; jp
кр.  и 

jT
кр.  – критические давление и температура j-го компонента, соответственно. 

Для изотермических фильтрационных течений величина RT  посто-
янна и для уравнения состояния реального газа может быть определена 
при атмосферных условиях 

( )RTpz
p

ат

ат

ат =
ρ

. 

Уравнение состояния реального газа в этом случае примет вид 
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ρρ = . (19.29) 

Используя приведенные уравнения состояния (19.23), (19.24), (19.26) 
и (19.29), нетрудно вычислить функцию Лейбензона для каждого случая. 

Для упругой жидкости с уравнением состояния (19.23) функция Лей-
бензона имеет вид 

 

( ) ( ) ( )

( )
.

жж

0

0ж

ж

0
0

0
ж

0ж0ж

CCe

ppdedpeP

pp

pppp

+=+=

=−==

−

−−

∫ ∫

β
ρ

β
ρ

β
β
ρρ

β

ββ

 (19.30) 
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Рис. 19.2. Зависимость коэффициента сверхсжимаемости от приведенного дав-
ления и температуры для природных газов 

При малых значениях ( )0ж
pp −β  равенство (19.30) можно преобразо-

вать, разложив экспоненту в ряд, так что получится 

 ( )[ ] ∗+=+−+=+−+= CpCppCppP 0000
ж

0
0ж

ж

0 1 ρρρ
β
ρβ

β
ρ

,(19.31) 

где 00ж0 pCC ρβρ −+=∗ . 
Для упругой жидкости с уравнением состояния (19.24) имеем 

( )[ ] Cpp
p

pdpppP +








−+=−+= ∫ 0

2

ж000ж0 2
1 βρρβρ , 
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или, учитывая, что жидкость слабосжимаемая и коэффициент 
ж

β  мал, 
CpP += 0ρ . 

Таким образом, функция Лейбензона для уравнений состояния (19.23) 
и (19.24) при малых изменениях давления в слабосжимаемой жидкости, 
как и следовало ожидать, одинакова и совпадает с функцией Лейбензона 
для несжимаемой жидкости. В самом деле, для несжимаемой жидко-
сти const0 == ρρ  и функция Лейбензона определяется равенством 

∫ +== CpdpP ρρ . 

Для совершенного газа с уравнением состояния (19.25) функция Лей-
бензона имеет вид 

 C
p

p
dp

p

p
P +== ∫

ат

2
ат

ат

ат

2

ρρ
. (19.32) 

Для реального газа в случае изотермической фильтрации функция 
Лейбензона определяется равенством 

( )
( )∫= dp
pz

p

p

pz
P

ат

атат
ρ

. 

Зависимость ( )pz  при постоянной температуре можно считать линей-
ной при малых изменениях давления 
 ( )[ ]ppazz

oz
−−= 10 , (19.33) 

где 0z  – коэффициент сверхсжимаемости при 0pp = ; и экспоненциальной 
при больших изменениях давления 
 ( )ppa

oz
ezz

−−= 0 , (19.34) 
причем константа 

z
a  должна быть подобрана так, чтобы кривая (19.33) 

или (19.34) как можно ближе подходила к соответствующей эмпирической 
кривой на графиках Д.Брауна для ( )pzz = . 

Здесь был приведен простейший способ учета изменения свойств ре-
ального газа при изменении давления и температуры. В сложных термоба-
рических условиях, при фильтрации многокомпонентных газов следует 
пользоваться более совершенными уравнениями состояния. 

Эксперименты показывают, что коэффициенты вязкости нефти (при 
давлениях выше давления насыщения) и газа увеличиваются с повышением 
давления. При изменении давления в значительных пределах (до 100 МПа) 
зависимость вязкости пластовых нефтей и природных газов от давления 
можно принять экспоненциальной: 

 
( )ppa

e
−−= 0

0
µµµ . (19.35) 
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При малых изменениях давления эта зависимость близка к линейной  

 ( )0 01 a p pµµ µ  = − −   , (19.36) 

где 0µ  – вязкость при зафиксированном давлении 0p , µa  – коэффициент, 

определяемый экспериментально и зависящий от состава нефти или газа. 
Чтобы выяснить, как зависит от давления коэффициент пористости, 

рассмотрим вопрос о напряжениях, действующих в пористой среде, запол-
ненной жидкостью. 

Масса горных пород, расположенных над кровлей продуктивного пла-
ста, создает так называемое горное давление горнp , которое обычно можно 

считать неизменным в процессе разработки пласта. Горное давление опре-
деляется по формуле gHp

горнгорн
ρ= , где горнρ  – средняя плотность гор-

ных пород, слагающих вышележащие пласты, H  – глубина залегания пла-
ста. Если предположить, что кровля и подошва пласта абсолютно непро-
ницаемы и полностью воспринимают нагрузку вышележащих пород, то 
горное давление уравновешивается напряжением в скелете пласта σ  
и давлением p  в жидкости, то есть соблюдается соотношение 

 ( ) mpmp +−= σ1горн . (19.37) 

Здесь σ  – истинное напряжение в скелете пористой среды, рассчи-
танное на единицу горизонтальной площади, мысленно выделенной в лю-
бой точке пласта; оно действует на части площади ( )m−1 . Поровое давле-
ние p  действует на остальной части площади m . Удобнее ввести еще так 
называемое эффективное напряжение эфσ , определяемое как разность на-

пряжений в твердом скелете и жидкой фазе и связанное с истинным на-
пряжением соотношением 

 ( )( )pm −−= σσ 1эф . (19.38) 

Тогда из формулы (19.37) следует, что 

 pp += эфгорн σ . (19.39) 

Эффективное напряжение физически интерпретируется как та часть 
истинного напряжения σ  в твердой фазе, которая передается по контакту 
между зернами скелета, не зависит от присутствия жидкости и будет суще-
ствовать также в сухой среде. Понятие эффективного напряжения удобно 
еще и потому, что его можно определить из опыта: можно измерить на-
грузку É , моделирующую горное давление горнp  и поровое давление p , 

и найти pÉ −=эфσ . 
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При разработке залежи пластовое давление p  падает, и напряжение 
в скелете эфσ  возрастает. 

Изменение пористости обусловлено как изменением внутрипорового дав-
ления p , так и изменением эффективного напряжения эфσ : ( )эфσ,pmm = . 

При падении давления уменьшаются усилия, сжимающие каждое из зерен 
породы, поэтому увеличивается объем зерен и уменьшается объем пор. 
Увеличение эфσ  приводит к тому, что зерна породы испытывают дополни-

тельную деформацию – поверхность контактов между зернами увеличива-
ется, происходит уплотнение упаковки зерен (схематично этот процесс по-
казан на рис. 19.3), возможна также перегруппировка зерен, разрушение 
цементирующего вещества и самих зерен, дробление зерен и т.д. 

 

Рис. 19.3. Упрощенная схема деформации зерен пористой среды: а – до дефор-
мации, б – после деформации 

В тех случаях, когда const
горн

=p , обычно принимают, что порис-

тость зависит только от давления ( )pmm = . 
Вследствие малой деформации твердой фазы обычно считают, что из-

менение пористости зависит от изменения давления линейно. Закон сжимае-
мости породы записывают, вводя коэффициент упругости пласта

c
β , в виде 

 
Vdp

dV
c

п=β , (19.40) 

где 
п

dV  – изменение объема пор в элементе пласта, имеющем объем V , 
при изменении давления на величину dp . Если объем элемента пласта 

считается неизменным, то dm
V

V
dVVd ==

п

п

п
, и закон сжимаемости по-

роды примет вид 

 dpdm
c

β= . (19.41) 
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Интегрируя соотношение (19.41), получаем 

 ( )00 ppmm
c

−+= β , (19.42) 

где 0m  – коэффициент пористости при 0pp = . 
Лабораторные эксперименты для разных зернистых пористых сред и 

промысловые исследования показывают, что коэффициент объемной упру-
гости пласта составляет величины порядка ( ) 1010230 −−= ,cβ  Па-1. 

При значительных изменениях давления изменение пористости опи-
сывается уравнением 
 ( )

ooc
mpp

emm
−−= β

0 . (19.43) 

Экспериментами установлено, что не только пористость, но и прони-
цаемость существенно меняется с изменением пластового давления, при-
чем часто проницаемость изменяется в более сильной степени, чем порис-
тость. При малых изменениях давления эта зависимость может быть при-
нята линейной 
 ( )[ ] ( ) 1     , 1 000 <<−−−= ppappakk kk , (19.44) 

а при больших – экспоненциальной 

 ( )ok ppa
ekk

−−= 0 . (19.45) 

Заметим, что выше рассматривались только пористые среды. В тре-
щиноватых пластах проницаемость изменяется в зависимости от давления 
интенсивнее, чем в пористых. 



 
 
 

Глава XX 

ОДНОМЕРНАЯ УСТАНОВИВШАЯСЯ 
ФИЛЬТРАЦИЯ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 
И ГАЗА В ОДНОРОДНОЙ ПОРИСТОЙ СРЕДЕ 

 

 

§1. Схемы одномерных фильтрационных потоков 

Как уже отмечалось, реальные коллекторы углеводородного сырья об-
ладают сложной геометрией, строением, условиями залегания и т.д. По-
этому для моделирования фильтрационных течений часто используют уп-
рощенные постановки краевых задач, которые часто называют модельны-
ми. В наиболее простых модельных задачах рассчитываются одномерные 
установившиеся фильтрационные течения в однородном недеформируе-
мом изотропном пласте (коллекторе). 

К простейшим одномерным задачам относятся такие, в которых над-
лежащим выбором системы координат можно сделать так, что фильтраци-
онные характеристики (скорость, давление) будут функциями только од-
ной координаты. Одномерные фильтрационные потоки обладают различ-
ной симметрией. В зависимости от симметрии фильтрационного потока 
различают прямолинейно-параллельное, плоскорадиальное и радиально-
сферическое течение. 

В прямолинейно-параллельном потоке траектории частиц (линии то-
ка) представляют собой прямые линии, параллельные друг другу. В качес-
тве примеров прямолинейно-параллельных фильтрационных течений 
можно привести следующие: течение жидкости в экспериментальной уста-
новке Дарси, течение жидкости или газа в лабораторных установках по оп-
ределению проницаемости (см. рис. 18.6) и т.д. 

В случае плоскорадиального течения линии тока представляют собой 
лучи, лежащие на плоскости и исходящие из общего центра (полюса). При-
мером подобной схемы фильтрационного течения является приток флюида 
к центральной скважине в круговом пласте (рис. 20.1). 

При радиально-сферической фильтрации траектории частиц направ-
лены к центру (от центра) полусферы. Подобное фильтрационное течение 
можно представить в случае, когда вскрыта кровля пласта и приток флюи-
да направлен к полусфере (рис. 20.2). 



ОДНОМЕРНАЯ УСТАНОВИВШАЯСЯ ФИЛЬТРАЦИЯ 411

  

Рис. 20.1. Линии тока при плоскоради-
альном потоке 

Рис. 20.2. Радиально-сферический фильт-
рационный поток 

Заметим, что при определении схем одномерных потоков использова-
лись такие понятия, как траектории частиц и линии тока. В определениях 
использовались кинематические характеристики фильтрационного тече-
ния, которые отражают не истинную, а осредненную картину течения, т.е. 
истинные траектории частиц и линии тока могут не совпадать со средни-
ми, модельными характеристиками фильтрационного потока. 

§ 2. Прямолинейно-параллельная фильтрация 
несжимаемой жидкости 

Рассмотрим решение задач по определению характеристик одномерных 
фильтрационных течений несжимаемой однородной ньютоновской жидкости 
в изотропном однородном недеформируемом пласте. Математическая мо-
дель в данном случае задается системой уравнений 

 p
k

wp grad0
µ

−==∆
�

    , . (20.1) 

Проектируя уравнения (20.1) на декартову систему координат, получим 
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 (20.2) 

Пусть пласт представляет собой прямоугольный параллелепипед ши-
риной B  и толщиной h , ограниченный сверху и снизу непроницаемыми 
плоскостями, слева – контуром питания, справа – галереей. Выберем сис-
тему координат так, как это показано на рис. 20.3, то есть начало координат  



ГЛАВА XX 
 

412

 

Рис. 20.3. Прямолинейно-параллель-
ный фильтрационный поток 

поместим на плоскость контура пи-
тания. Название – контур питания – 
обусловлено тем, что согласно по-
становке задачи через плоскость 

0=x  происходит приток в пласт 
жидкости, которая далее фильтрует-
ся к галерее Lx = . Ось Ox  напра-
вим параллельно вектору скорости 
фильтрации. Тогда можно принять, 
что искомые функции – давление и 
скорость фильтрации – зависят 
только от координаты x , и уравнения 

 (20.2) запишутся в виде 

 0
2

2

=
dx

pd
, 0   ==−=

zyx
ww

dx

dpk
w ,

µ
. (20.3) 

Проинтегрировав первое уравнение (20.3) получим 

1C
dx

dp = ,  откуда  dxCdp 1= ,  и, далее,  21 CxCp += . 

Для нахождения констант интегрирования 1C  и 2C  необходимо задать 
граничные условия, то есть значения давления в двух точках на линии то-
ка. Обычно известны значения давления на контуре питания 

k
p  и галерее 

г
p  ( гppk > ). Поэтому для нахождения 1C  и 2C  имеем граничные условия 

  
k
pp = при 0=x     и    гpp =   при Lx = . 

Подставив граничные условия в выражение для давления, получим 

21г2      и      CLëpCp
k

+== , 
откуда найдем, что 

k

k pC
L

pp
C =−−= 2

г

1      и      . 

Далее, подставив найденные значения постоянных интегрирования в вы-
ражения для давления и скорости фильтрации, получим решение задачи 
при прямолинейно-параллельной фильтрации 

 

г

г

1

,

.

( ) k

k

k

x

p p
p x p x

L

p pk dp k k
w C

dx Lµ µ µ

−= −

−= − = − =
 (20.4) 

Данный результат можно представить и в несколько ином виде. Ум-
ножив скорость фильтрации на площадь галереи BhS =  (см. рис. 20.3), 
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получим значение расхода Q  

 S
L

ppk
QSw

k

x

г
−==

µ
. (20.5) 

Выразив из равенства (20.5) перепад давления 

kS

Q

L

pp
k

µ=−
г  

и подставив результат в формулу для распределения давления в пласте, 
будем иметь 

 x
kS

Q
pxp
k

µ−=)( . (20.6) 

Проанализируем полученные результаты. Как следует из соотноше-
ний (20.4), давление в пласте при прямолинейно-параллельной фильтрации 
распределено по координате x  по линейному закону, а скорость фильтра-
ции во всем пласте постоянна. Важно отметить также, что соотношение 
(20.5), полученное в результате решения задачи для сформулированной 
выше математической модели фильтрации несжимаемой жидкости, 
в точности соответствует экспериментальному результату, полученному 
А.Дарси. 

Для прикладных исследований (при определении фильтрационных ха-
рактеристик пласта в промысловых условиях) часто используют еще и дру-
гую интерпретацию полученного результата (20.4). При определении фильт-
рационных характеристик пласта по методу установившихся отборов стро-
ится индикаторная линия, которая представляет собой график зависимости 
расхода от разности давлений на контуре питания и галерее (эта разность 
называется депрессией на пласт). Таким образом, индикаторная линия 
представляет собой график зависимости вида 

pCQ ∆= , 
где коэффициент пропорциональности С называется коэффициентом про-
дуктивности. Очевидно, он равен 

.
L

kS
C

µ
=  

Следовательно, при выполнении закона Дарси индикаторная линия пред-
ставляется в виде прямой. 

Еще одна промысловая задача связана с определением времени дви-
жения в пласте «меченых частиц». С целью определения фильтрационных 
и емкостных параметров нефтегазового пласта в фильтрационный поток 
можно закачать изотопы некоторых атомов или другие частицы, которые 
можно идентифицировать в потоке с помощью специальных методов. Время 
движения «меченых частиц» определяется из закона движения с помощью 
определения истинной средней скорости. 
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Вначале приведем вывод формулы, используя стандартный подход, со-
гласно которому пористость равна просветности, а далее внесем корректи-
вы, которые получаются в результате использования при определении свя-
зи между скоростью фильтрации и истинной средней скоростью вместо 
пористости – просветности (см. (18.12)). 

Пусть выражение для истинной средней скорости имеет вид 

 .
m

w

dt

dx

v ==  (20.7А) 

Разделим переменные в равенстве (20.7.A) 

 dx

w

m

dt =   

и подставим в последнее равенство найденное выше выражение для моду-
ля вектора скорости фильтрации (20.4). В результате получим 

 dx

pp

L

k

m

dt

k г
−

= µ
.  

Далее это соотношение можно проинтегрировать и найти время, за 
которое «меченая частица» переместится от контура питания ( 0=x  при 

0=t ) до произвольной точки в пласте ( 1xx =  и 1tt = ): 

 
г

1
1

pp

Lx

k

m

t

k
−

= µ
 . (20.8А) 

Приняв, что Lx =1 , получим время прохождения «меченой частицей» 
всего пласта, от контура питания до галереи – 

 
г

2

pp

L

k

m
T

k

−
= µ

. (20.9А) 

Однако в исходном соотношении вместо пористости необходимо бы-
ло использовать просветность. В результате в качестве исходного будем 
иметь иное соотношение 

 
αs

w

dt

dx
v == . (20.7В) 

Теперь для перехода от пористости к просветности воспользуемся 
структурным коэффициентом, который был введен в первой главе при оп-
ределении диаметра капилляра в идеальной пористой среде 

α
α ϕ

m

s = , 

преобразуем формулу (20.7В) к виду 

m

w

dt

dx
v

αϕ== . 
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Так как αϕ  в однородной пористой среде – постоянная величина, все 
дальнейшие выкладки остаются теми же, что и выше, и конечный резуль-
тат, учитывающий то, что пористость не равна просветности, приводит 
к равенствам 

 
г
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1

pp
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k

m
t

k
−

=
αϕ
µ

 (20.8В) 

и 

 
г

2

pp

L

k

m
T

k
−

=
αϕ
µ

. (20.9.В) 

Формулы (20.8В) и (20.9В) отличаются от обычно используемых (20.8А) 
и (20.9А) на величину структурного коэффициента αϕ , значения которого 
удовлетворяют неравенству 1≥αϕ . Поэтому учет структурного коэффи-
циента приводит к уменьшению времени движения «меченых частиц». 

Еще одной важной характеристикой, используемой при решении при-
кладных задач, является средневзвешенное по объему порового простран-
ства пластовое давление p

�

, которое обычно определяется по формуле 

 ∫=
п

п

п

1

V

pdV
V

p
�

, (20.10) 

где 
п

V – общий объем порового пространства пласта. Однако подобное оп-
ределение является не совсем корректным. В самом деле, согласно опреде-
лению пористости ( dVdVm

П
= ) объем пор представляется функцией 

вида 

∫=
V

mdVV
п

, 

которая определена на том же множестве «физических точек», что и объем 
пласта V , по которому непрерывно «размазаны» пустоты. Поэтому кор-
ректное определение (20.10) должно выглядеть следующим образом 

 ∫=
V

dVmp

V

p

п

1�

, (20.11) 

то есть необходимо изменить область, по которой ведется интегрирование. 
Понятно, что можно ввести и другую характеристику – среднее по пласту 
давление 

 ∫=
V

pdV
V

p
1

пл

�

. (20.12) 
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Введенные характеристики можно сравнить. Для однородного пласта 
( mdVdV =

П
 и const=m ) имеем 

∫∫ ===
VV

dVp
V

pdVpm
mV

p
11

пл

��
. 

Следовательно, для однородного пласта среднее по пласту давление 
равно средневзвешенному по объему пор. Если же пласт не является одно-
родным, то среднее по пласту давление может и не совпадать со средне-
взвешенным по объему пор: 

ÔÎ

V V

V V

pmdV pdV

p p
mdV mdV

= ≠ =
∫ ∫

∫ ∫
� �

. 

Подставим теперь формулу (20.4) для распределения давления в пла-
сте в выражение (20.11) и вычислим средневзвешенное по объему пор 
давление (которое в данном случае равно среднему по пласту давлению) 
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1
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г
pp

dxx

L

pp

pBh

BhL

p

k

L

k

k

+=−−= ∫ )(
�

. (20.13) 

Таким образом, основные фильтрационные характеристики при пря-
молинейно-параллельной фильтрации несжимаемой жидкости определяются 
формулами (20.4). (20.8А), (20.8В) и (20.13). 

§3. Плоскорадиальная фильтрация несжимаемой жидкости 

 

Рис. 20.4. Плоскорадиальный поток в 
круговом пласте 

Определим теперь распределе-
ние давления и скорости фильтрации 
в пласте при плоскорадиальной сим-
метрии задачи. Пусть имеется в кру-
говом пласте толщиной h  и радиуса 

K
R  (см. рис. 20.4) центральная сква-
жина радиуса 

c
r , на забое которой 

поддерживается постоянное давле-
ние. На боковой поверхности 

K
Rr =  

также поддерживается постоянное 
давление 

K
p  (

ck
pp > ), и через нее 

происходит приток флюида, равный 
дебиту скважины. 
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Фильтрация установившаяся. Боковая поверхность, через которую происхо-
дит приток, называется контуром питания. Система уравнений остается 
прежней и в безиндексной форме представляется уравнениями (20.1). При 
проектировании уравнений (20.1) на цилиндрическую систему координат 
(см. приложение П.52) получим 
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µϕµµ
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 (20.14) 

Согласно принятой схеме течения искомые функции не зависят ни 
от ϕ  (течение осесимметричное), ни от z  (течение плоское), поэтому 
в рассматриваемой задаче 0=∂∂=∂∂ zpp ϕ , и, значит, )(rpp =  и 

0==
z

wwϕ , )(rww
r

= . Система уравнений (20.14) при этих условиях 

принимает вид 

 0=








dr

dp
r

dr

d
,     

dr

dpk

w

µ
= . (20.15) 

Обратим внимание на то, что в проекции закона Дарси (второго равенст-
ва (20.15)) на координатную ось r  знаки в левой и правой частях совпада-
ют. Это обусловлено тем, что движение происходит к скважине, и скорость 
фильтрации проектируется со знаком «минус». 

Проинтегрируем первое уравнение C
dr
dp

r = , и далее, разделяя пере-

менные и интегрируя последнее выражение, получим 

 
r

R
Cpp K

K
ln=− . (20.16) 

При интегрировании было использовано граничное условие  

K
pp =    при   

K
Rr = . 

Можно было использовать и другое граничное условие – 

c
pp =    при    

c
rr = , 

тогда получилось бы 

 
c

c

r

r
Cpp ln=− . (20.17) 

Очевидно, что оба выражения (20.16) и (20.17) эквивалентны. 
Для нахождения константы C  можно поступить следующим обра-

зом. Умножим формулу для скорости фильтрации (20.15) на площадь 
боковой поверхности цилиндра произвольного радиуса )(   

KC
Rrrr ≤≤  



ГЛАВА XX 
 

418

и получим 

dr

dpk
rhrhw

µ
ππ 22 = , 

или 

C
k

hQ
µ

π2= . 

Из последнего соотношения следует выражение для C  

kh

Q
C

π
µ

2
= . 

Можно было поступить и иначе: в формуле (20.17) положить 
k

Rr =  
и получить 

c

k

ck
r

R
Cpp ln=− . 

Разрешив это соотношение относительно C , получим 

c

k

ck

r

R

pp
C

ln

−=   . 

Подставляя первое найденное значение постоянной интегрирования 
в (20.16) и (20.17), получаем формулы для распределения давления в пла-
сте 
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2
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+=−= . (20.18) 

Из соотношений (20.18), при 
c
rr =  для первого равенства и при 

k
Rr =  

для второго, можно получить выражение для дебита (объемного расхода) сква-
жины 
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. (20.19) 

Равенство (20.19) называется формулой Дюпюи, по имени ее автора – 
французского инженера гидравлика XIX века. 

С помощью формулы Дюпюи равенства (20.18) для распределения дав-
ления в пласте можно преобразовать к виду 
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Формулы (20.18) и (20.20), очевидно, эквивалентны, и из них следует, 
что давление в пласте распределено по логарифмическому закону. Поэтому  
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при значениях радиуса, близких к ра-
диусу контура питания, значения дав-
ления изменяются незначительно, но 
при приближении к скважине давле-
ние изменяется резко (см. рис. 20.5). 
Формулы (20.18) и (20.20) в простран-
стве определяют поверхности, которые 
получаются вращением образующей 
вокруг оси симметрии скважины. Эта 
поверхность, соответствующая распре-
делению давления, носит название во-
ронки депрессии. 

Понятно, что аналогично ведет се-
бя и градиент давления, а следовательно, 

Рис. 20.5. Распределение давления 
в плоскорадиальном потоке 

и скорость фильтрации (с той лишь разницей, что давление при приближе-
нии к скважине резко уменьшается, а скорость резко возрастает). Подобное 
поведение скорости можно установить при анализе связывающей скорость 
и расход формулы 

 
rh

Q
w

1

2π
= . (20.21) 

 

Из физических соображений подоб-
ное поведение функций, определяющих 
изменение в пласте давления и скорости 
фильтрации, легко объяснимо. В самом 
деле, через любую цилиндрическую по-
верхность, концентрично расположен-
ную относительно скважины, в единицу 
времени протекает один и тот же объем 
несжимаемой жидкости ( const=Q ). По-
скольку вблизи контура питания пло-
щадь боковой поверхности цилиндра 
очень велика, скорости там малы. При 
приближении к скважине площадь по-
верхности  постоянно  уменьшается,  а  

Рис. 20.6. Зависимость скорости 
фильтрации жидкости в плоскора-
диальном потоке от радиуса 

скорость возрастает (см. рис. 20.6). Чтобы скорость возрастала необходимо 
увеличение градиента давления, которое и имеется по построенному решению. 

Как следует из формулы Дюпюи, уравнение индикаторной линии при 
плоскорадиальном потоке так же, как и в случае фильтрации в галерее, за-
дается уравнением прямой (см. рис. 20.7): 

 )(

ln
ck

c

k

pp

r

R

kh
pCQ −=∆=

µ

π2
 (20.22) 

с коэффициентом продуктивности ( )
ck
rRkhC lnµπ2= . 
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Рис. 20.7. Индикаторная линия 
для потока несжимаемой жидко-
сти по закону Дарси 

Получим теперь расчетные соотно-
шения для определения времени движения 
«меченой частицы» в плоскорадиальном 
потоке. Как и в случае прямолинейно-
параллельной фильтрации, рассмотрим 
два варианта. В первом варианте положим, 
что пористость равна просветности, во 
втором внесем коррективы, которые сле-
дуют из уточнения понятия просветности. 
Согласно формулам (20.7А) и (20.21) для 
определения времени движения «меченой 
частицы»  от  контура  питания  до  произ- 

вольной точки пласта имеем уравнение 

rhm

Q

m

w
v

dt

dr

π2
=== . 

Разделив переменные в этом дифференциальном уравнении и проинтегри-
ровав его с пределами интегрирования от 0 до произвольного момента 
времени 1t  и от радиуса контура питания до 1r , получим соотношение 

Q

rRhm
t k

)( 2
1

2

1
−= π

. 

Отсюда после использования формулы Дюпюи (20.19) найдем 
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. (20.23) 

Из равенства (20.23) следует, что «меченая частица» пройдет расстоя-
ние от контура питания до скважины за время T , определяемое формулой 
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Введение вместо пористости просветности, как и в случае прямоли-
нейно-параллельной фильтрации, приводит к появлению в формулах (20.23) 
и (20.24) структурного коэффициента 
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Далее определим средневзвешенное по поровому пространству давле-
ние при плоскорадиальной фильтрации. Для этого подставим в равенство 
(20.10) формулу для распределения давления (20.20) и получим 
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После выполнения интегрирования по z  и ϕ  получаем 
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Первый интеграл в квадратных скобках легко вычисляется, а второй 
интегрируется по частям. В результате получаем 
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Преобразуем полученное выражение, добавляя и вычитая в квадрат-
ных скобках выражение 22

ck
rR ln . В результате очевидных преобразова-

ний получаем 
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Поскольку 1>>
ck
rR  вторым слагаемым в полученном выражении 

можно пренебречь и переписать выражение для среднего по поровому 
пространству давления в виде 
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k
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pp
pp

ln2
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. (20.25) 

§4. Радиально-сферическая фильтрация несжимаемой 
жидкости 

 

Перейдем к рассмотрению радиаль-
но-сферической фильтрации несжимаемой 
жидкости в изотропном недеформируе-
мом пласте. Пусть имеется скважина ра-
диуса 

c
r , вскрывшая кровлю пласта, на 

забое которой поддерживается постоянное 
давление 

C
p . Если предположить, что 

толщина пласта h  достаточно большая, то 
можно выделить полусферу радиуса 

k
R  

(см. рис. 20.8), на поверхности которой 
поддерживается постоянное давление 

k
p  

и через которую происходит приток 
флюида, равный дебиту скважины. Течение 

Рис. 20.8. Радиально-сферический 
фильтрационный поток 
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установившееся, и поверхность полусферы представляет собой контур пи-
тания. Можно еще принять, что вскрытие кровли пласта имеет форму по-
лусферы, вектор скорости фильтрации в любой точке пласта между конту-
ром питания и забоем скважины направлен к центру сферы. В этом случае 
задача имеет сферическую симметрию, и ее удобно решать в сферической 
системе координат. 

Система уравнений для решения задачи остается прежней и в безин-
дексной форме представляется уравнениями (20.1). В сферической системе 
координат (см. приложение П.53) уравнения (20.1) имеют следующий вид 
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При сделанном предположении о сферической симметрии процесса все 
искомые функции зависят только от r . В этом случае система уравне-
ний (20.26) упрощается и принимает вид 
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Интегрирование первого уравнения системы (20.27) приводит к равенству 

C
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r =2 , 

где С – постоянная интегрирования. Разделяя переменные и интегрируя, 
получим 
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Для определения С можно в последнем равенстве положить 
c
rr = . В ре-

зультате будем иметь 
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и формула для распределения давления примет вид 
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Используя второе уравнение (20.27) и соотношение (20.28), получим 
формулу для расчета дебита 

( )
ckcr

ppr
k

dr

dpk
rwrQ −=−==

µ
π

µ
ππ 2

22 22 . 

Остальные параметры радиально-сферического фильтрационного те-
чения могут быть получены аналогично тому, как это сделано в двух пер-
вых случаях рассмотренных одномерных течений. 

В заключение отметим одно обстоятельство. Нетрудно заметить, что 
оператор Лапласа для всех трех рассмотренных случаев одномерных тече-
ний можно записать с помощью единой формулы 

 0=








ξ
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ξ
α

d

dp

d

d
, (20.29) 

где показатель степени 2 1 0 ,,=α  и может быть назван коэффициентом фор-
мы. При 0=α  имеем прямолинейно-параллельное течение ( )x=ξ , при 1=α  
плоскорадиальное течение ( )r=ξ , при 2=α  радиально-сферическое тече-
ние ( )r=ξ . Однако, используя общую для всех трех случаев запись, нельзя 
получить универсальную форму представления решений, потому что инте-
грал, задающий распределение давления, вычисляется неоднозначно: 
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Но представление (20.29) можно использовать как мнемоническое пра-
вило для запоминания вида оператора Лапласа в разных вариантах одно-
мерных течений. 

§5. Аналогия между фильтрацией несжимаемой жидкости и газа 

Решения, которые получены в предыдущем параграфе для одномер-
ных схем течения, справедливы при фильтрации несжимаемой жидкости. 
Обобщим их на случай фильтрации газа. Для этого рассмотрим математи-
ческие модели установившейся фильтрации несжимаемой жидкости и газа 
и установим между ними аналогию. Системы уравнений для моделей не-
сжимаемой жидкости и газа имеют, как было показано в предыдущей главе 
(системы уравнений (19.10) и (19.18) без учета массовых сил, соответст-
венно), следующий вид: 
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Переходя к функции Лейбензона, для чего нужно умножить закон Дарси 
в модели для газа на плотность и вместо pgradρ  записать Pgrad , 
а в уравнение неразрывности подставить закон Дарси, получим системы 
уравнений (19.11) и (19.19) 
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Напомним, что уравнение состояния для газа считается известным. Из 
сравнения первых двух уравнений в моделях (20.30) видно, что они экви-
валентны с точностью до замены искомых функций – давления p  на 

функцию Лейбензона P  и скорости фильтрации w  на массовую скорость 
фильтрации wρ . Поэтому если геометрия пласта и граничные условия в 

постановках задач совпадают, то и решения имеют одинаковый вид. Таким 
образом, если в полученных ранее решениях для одномерных фильтраци-
онных течений несжимаемой жидкости произвести указанную замену 
функций, то получим решения, которые будут справедливы при фильтра-
ции газа. Например, решения для распределения давления в пласте и ско-
рости фильтрации, полученные для прямолинейно-параллельного течения 
(20.4) несжимаемой жидкости, при фильтрации газа преобразуются сле-
дующим образом:  

для несжимаемой жидкости        для газа 
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Однако, чтобы получить явный вид выражений для распределения 
давления и массовой скорости при фильтрации газа, необходимо задать 
уравнение состояния. Понятно, что после подстановки функции Лейбензо-
на, для каждого из уравнений состояния, рассмотренных в третьей главе, 
будем получать различные выражения для распределений давления и ско-
рости, а также формулы для среднего по пласту давления. Поэтому далее 
рассмотрим каждый случай отдельно. 
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§6. Фильтрационное одномерное течение совершенного газа 

После установления аналогии между установившейся фильтрацией 
несжимаемой жидкости и газа и задания уравнений состояния, можно вы-
писать в явном виде решения для каждой из одномерных фильтрационных 
схем. Положим, что фильтруется совершенный газ. 

Прямолинейно-параллельный фильтрационный поток совершен-
ного газа. Для совершенного газа подстановка функции Лейбензона (19.32) 
в равенства (20.31) дает следующее решение для распределений давления 
и скорости фильтрации, соответственно, 
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После очевидных преобразований и умножения скорости фильтрации 
на площадь галереи, получаем 
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Формулы (20.32)–(20.34) позволяют рассчитать основные фильтраци-
онные характеристики при прямолинейно-параллельной фильтрации со-
вершенного газа. Анализируя формулу для массового расхода (20.34), не-
трудно заметить, что и она может быть получена из формулы для дебита 
несжимаемой жидкости путем замены давления на функцию Лейбензона и 
объемного расхода на массовый. Таким образом, полная аналогия между 
фильтрацией несжимаемой жидкости и газа устанавливается с помощью 
следующей замены переменных: 

  для несжимаемых жидкостей    для газа 
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При изучении фильтрации газа, кроме массового дебита, широко ис-
пользуется понятие объемного расхода 

ат
Q , приведенного к атмосферным 

условиям, который определяется равенством 

ат

ат ρ
m

Q

Q = . 

Формула для приведенного к атмосферным условиям объемного де-
бита газа имеет вид 
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Используя полученное решение для массовой скорости фильтрации, 
можно получить формулу для времени движения «меченых частиц» в газо-
вом пласте. Для определения этого времени подставим в формулу (20.7) 
выражение для скорости фильтрации газа (20.33): 
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где использовано выражение (20.32) для ( )xp .  
Выполнив интегрирование в (20.36), будем иметь 
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Полученное выражение можно преобразовать, внеся 3
k
p  в выражение в квад-

ратных скобках. В результате получим 
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Формула (20.37) позволяет определить время движения «меченой части-
цы» до любой точки пласта. В частности, при Lx =  из (20.37) следует 
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Выражение (20.38) можно упростить, используя формулу для средне-
взвешенного пластового давления. Средневзвешенное по объему порового 
пространства пластовое давление при фильтрации совершенного газа оп-
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ределяется формулой 
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в которой необходимо вычислить тот же интеграл, что и в равенстве (20.36). 
Используя полученный выше результат, будем иметь 
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Таким образом, формулу (20.38) можно переписать в виде 
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Как уже отмечалось, функция Лейбензона для упругой жидкости при 
малых изменениях давления совпадает с функцией Лейбензона для не-
сжимаемой жидкости. Поэтому для упругой жидкости при малых изме-
нениях давления решения имеют тот же вид, что и для несжимаемой 
жидкости. 

Представляет интерес сравнение решений, полученных для прямо-
линейно-параллельной фильтрации несжимаемой жидкости и совершен-
ного газа. Из формулы (20.32) следует, что давление в газовом пласте 
изменяется не по линейному закону, как это было при фильтрации не-
сжимаемой жидкости, а пропорционально квадратному корню от коор-
динаты (см. рис. 20.9). При этом градиент давления (угол наклона к ко-
ординатной оси х кривой 2 на рис. 20.9) возрастает по мере продвижения 
газа по пласту и максимальное значение принимает на галерее. Нели-
нейность изменения давления в пласте приводит к изменению значений 
градиента давления и, по закону Дарси, скорости фильтрации. Сравне-
ние скоростей для прямолинейно-параллельной фильтрации при движе-
нии несжимаемой жидкости и совершенного газа приведено на рис. 
20.10. Скорость фильтрации совершенного газа при приближении к га-
лерее возрастает. Поэтому нелинейной становится и формула для време-
ни движения «меченой частицы». Сравнение формул для времени дви-
жения «меченых частиц» при фильтрации несжимаемой жидкости и со-
вершенного газа приведено на рис. 20.11. 
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Рис. 20.9. Кривые распределения давления 
для прямолинейно-параллельной фильтра-
ции: 1 – несжимаемая жидкость, 2 – газ 

 

Рис. 20.10. Графики зависимости скорости от 
координаты для прямолинейно-параллельной 
фильтрации: 1 – несжимаемая жидкость, 2 – 
газ 

 

Рис. 20.11. Графики зависимости времени 
движения «меченой частицы» для прямоли-
нейно-параллельной фильтрации: 1 – несжи-
маемая жидкость, 2 – газ 

 
Плоскорадиальный фильтрационный поток совершенного газа. Ис-

пользуя аналогию между фильтрацией несжимаемой жидкости и газа, пре-
образуем найденные выше решения (20.19), (20.20) и (20.21), заменив дав-
ление на функцию Лейбензона, скорость фильтрации на массовую ско-
рость фильтрации и объемный дебит на массовый. В результате получим 
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Заменяя в равенствах (20.41) функцию Лейбензона на ее представ-
ление для совершенного газа (формула (19.32), из которого следует 
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Следовательно, при плоскорадиальной фильтрации совершенного газа 
распределение давления в пласте определяется формулой  
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2 −−= . (20.42) 

 

Сравнение кривых распреде-
ления давления в пласте при уста-
новившейся фильтрации несжи-
маемой жидкости (20.20) и совер-
шенного газа (20.42) при одинако-
вых граничных условиях и одина-
ковых размерах пласта приведено 
на рис. 20.12. Из графиков видно, 
что в газовом пласте давление мед-
леннее изменяется вблизи контура 
питания и более резко падает вбли-
зи скважины, чем в нефтяном, для 
расчетов которых обычно прини-
мается модель несжимаемой жид-
кости. А так как скорость измене-
ния давления определяет градиент 

Рис. 20.12. Сравнение кривых распреде-
ления давления в пласте при устано-
вившейся фильтрации несжимаемой 
жидкости и совершенного газа 

давления, который, в свою очередь, определяет скорость фильтрации, то 
указанное поведение давления в газовом пласте приводит к нарушению за-
кона Дарси в прискважинной зоне при разработке газовых месторождений. 
Поэтому для прикладных расчетов фильтрационных течений совершенно-
го газа более актуальными являются решения, которые получаются при 
использовании нелинейных законов фильтрации. Решение соответствую-
щих задач и их анализ будут рассмотрены далее. 
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Формулу для массового дебита в газовом пласте обычно преобразуют 
к формуле для объемного дебита, приведенного к атмосферным условиям 
делением на плотность газа при атмосферном давлении, 
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Рис. 20.13. Индикаторная ли-
ния для газовых скважин 

Индикаторная линия для газовых 
скважин строится как график зависимости 
объемного дебита от ( )22
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pp − . Поэтому из 

формулы (20.43) следует, что индикаторная 
линия представляет собой прямую (рис. 
20.13), а коэффициент продуктивности ра-
вен 
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Формулу для массовой скорости при плос-
корадиальной фильтрации совершенного 
газа после подстановки выражения для мас-
сового дебита можно преобразовать к виду 
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ρ . (20.44) 

Формулы для объемного расхода и скорости фильтрации при ради-
альном течении в пласте совершенного газа имеют вид 
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Определим теперь средневзвешенное по поровому пространству дав-
ление при плоскорадиальной фильтрации совершенного газа 
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Проинтегрируем выписанное выражение по ϕ,z  и вынесем из под 

знака интеграла 2
k
p , в результате получим 

 rdr
r

R

rR

pp
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p
p

k

c

R

r
c

k

ck
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ck

k ∫
−−

−
= ln
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22

22

1
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2
. (20.47) 

Интеграл (20.47) не берется в конечном виде, поэтому вычисляется 
приближенно. Для наглядности проведения приближенного вычисления и 
упрощения выкладок введем обозначение 

r

R

rR

pp
y k

ck

kc
ln

ln

221 −= . 

Нетрудно видеть, что при 
kc

Rrr <<  для новой переменной выполня-
ется неравенство 10 << y  (в самом деле, при 

k
Rr =  имеем ln kR r =  

ln1 0= =  и 0=y , при 
kc

Rrr <<  имеем 10 <<
ckk
rRrR lnln  

и 110 22 <−<
kc
pp , поэтому 10 << y ). Разложим радикал в ряд 
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82
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Ограничиваясь только линейным по y  членом, получим 

r
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После проведенного упрощения формула (20.47) примет вид 
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Полученный интеграл вычисляется по частям (см. вычисление средне-
взвешенного по поровому пространству давления при радиальной фильтра-
ции несжимаемой жидкости в §2), и, пренебрегая слагаемым, содержа-
щим 22

kc
Rr , получаем 
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ck
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k
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pp

ln4

1 22

. (20.48) 

Определим теперь время движения «меченых частиц» в газовом пла-
сте при радиальной фильтрации. Подставим в формулу для определения 
этого времени  
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r
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rw
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mt  
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выражение для скорости фильтрации (20.46) и получим 
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( ) ( )∫ −
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Преобразуем выражение, подставив под знак интеграла формулу для 
распределения давления (20.42) при радиальной фильтрации совершенного 
газа, вычислим время движения «меченой частицы» от контура питания до 
скважины 
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Возникший здесь интеграл уже встречался при вычислении средне-
взвешенного по поровому пространству давления (20.47). Поэтому, как и в 
предыдущем случае, проведем приближенное вычисление, раскладывая в 
ряд выражение под знаком интеграла. В результате получим 
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ppk
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. (20.49) 

При выводе формулы (20.49) полагалось, что пористость равна про-
светности. Если отказаться от этого допущения и принять связь между по-
ристостью и просветностью в виде ααϕ sm = , то формула (20.49) перепи-
шется в виде 

( )( )
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ppk

rRrRm
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ck
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µ ln

. 

Введение структурного коэффициента уменьшает время движения «мече-
ных частиц». 

Замечание о радиально-сферическом фильтрационном потоке со-
вершенного газа. Используя соотношения (20.27), (20.28) и аналогию ме-
жду фильтрацией несжимаемой жидкости и газа, можно получить основ-
ные фильтрационные характеристики и для радиально-сферического фильт-
рационного потока совершенного газа. 

§7. Фильтрационное плоскорадиальное течение реального 
газа по закону Дарси 

В главе XIX была введена обобщенная функция Лейбензона посредст-
вом формулы (19.20). Положим теперь, что проницаемость постоянна, 
а плотность связана с давлением уравнения состояния для реального га-
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за (19.27). Тогда функция Лейбензона будет иметь вид 
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атат . (20.50) 

После задания зависимостей (20.33), (20.34) и (20.35), (20.36) функ-
цию Лейбензона (20.50) можно использовать для решения одномерных за-
дач фильтрации сжимаемых флюидов с учетом коэффициента сверхсжи-
маемости и зависимости от вязкости давления. Для примера рассмотрим 
решение задачи по определению дебита скважины при плоскорадиальной 
фильтрации. 

Для расчета дебита нужно воспользоваться аналогией между фильт-
рацией несжимаемой жидкости и сжимаемого флюида и записать формулу 
для массового дебита, используя функцию Лейбензона, 
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Подставив в это соотношение функцию Лейбензона в виде (20.49), полу-
чим 
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Для вычисления интеграла в полученной формуле можно восполь-
зоваться разными методами. Наиболее простой способ состоит в том, 
что по графикам, представленным на рис. 19.2, определяются значения 

( ) ( )
cckk
zpzzpz == ,  и ( ) ( )

cckk
pp µµµµ == , , а переменные ( )pz  и ( )pµ  

под знаком интеграла заменяются постоянными значениями, равными 
средним арифметическим 
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Тогда формула для массового дебита принимает вид 
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Теперь интеграл вычисляется, и для массового дебита реального газа с уче-
том зависимости от давления и вязкости получаем формулу 
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Учет отклонений свойств реального газа от определяемых по уравне-
нию состояния совершенного газа и зависимости вязкости от давления 
приводит к уточнению дебита до 30% . 

Замечание о расчете фильтрационных характеристик для одно-
мерных течений упругой жидкости. Как было отмечено при выводе 
формулы (19.31), при малых изменениях давления функция Лейбензона 
для упругой жидкости совпадает с функцией Лейбензона для несжимаемой 
жидкости. Поэтому при установившихся фильтрационных течениях упру-
гую жидкость можно считать несжимаемой и использовать для вычислений 
и расчетов решения, которые были получены для несжимаемого флюида. 
Однако при больших изменениях давления, например, в пласте с высоким 
пластовым давлением и при большой депрессии, использование уравнения 
состояния для несжимаемого флюида может привести к большим погреш-
ностям. В этом случае нужно пользоваться уравнением состояния (19.23) и 
соответствующей ему функцией Лейбензона (19.30). Но тогда решения будут 
представляться экспонентами и в таком виде они обычно не используются. 
Поэтому рассматриваются модели совершенного или реального газа. Модель 
упругой жидкости в теории фильтрации используется при решении задач для 
неустановившихся течений. 

§8. Плоскорадиальный фильтрационный поток несжимаемой 
жидкости и газа по двухчленному закону фильтрации 

Рассмотрим способы определения основных характеристик фильтраци-
онных потоков при плоскорадиальном движении жидкости и газа с боль-
шими скоростями, когда причиной отклонения от закона Дарси являются 
значительные инерционные составляющие общего фильтрационного со-
противления. 

Математические модели фильтрации несжимаемой жидкости и газа 
в этом случае имеют следующий вид: 
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С помощью введения функции Лейбензона обе модели допускают ус-
тановления аналогии между фильтрацией жидкости и газа и при нелиней-
ном законе фильтрации. В самом деле, умножим на плотность закон 
фильтрации в модели для газа и введем функцию Лейбензона. В результате 
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для первых двух уравнений будем иметь 
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Таким образом, обе модели допускают такую же аналогию, как и при 
линейном законе фильтрации.  

Для общности представления результатов получим решение задачи об 
установившейся плоскорадиальной фильтрации по двучленному закону 
для газа, а решение для несжимаемой жидкости выпишем, как частный 
случай при функции Лейбензона для уравнения состояния const=ρ . 

Спроектируем двучленный закон фильтрации на линию тока (на коорди-
натную ось r  цилиндрической системы координат) и в результате получим 

 ( )2
rr

w
k

w
kdr

dP ρβρµ += . (20.52) 

Чтобы дифференциальное уравнение (20.52) преобразовать к виду, 
удобному для интегрирования, рассмотрим уравнение неразрывности 
и найдем связь между расходом и скоростью фильтрации, интегрируя 
уравнение неразрывности. Уравнение неразрывности для установившегося 
течения в цилиндрической системе координат имеет вид (см. приложе-
ние П.52) 
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Так как течение одномерное, плоскорадиальное, то все искомые функции 
зависят только от r , уравнение неразрывности упрощается – приводится к 
виду 

0=
dr

rwd
r

ρ
 

и после интегрирования дает равенство 

const== Crw
r

ρ . 

Умножим результат на hπ2 , где h  – толщина пласта, и получим 

const2 ==
mr

Qrhwπρ . 

Из последнего соотношения можно выразить массовую скорость 
фильтрации формулой 
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Q
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подставить ее в (20.52) и получить 
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Интегрируя это уравнение в пределах от радиуса контура до произвольной 
точки в пласте, получим 
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Так как 
k

Rr << , то последним выражением в круглых скобках можно пре-
небречь. Положив 

c
rr = , последнее соотношение перепишем в виде 
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Формулы (20.53) и (20.54) дают распределение функции Лейбензона 
в пласте и связь между депрессией на пласт и дебитом, соответственно. 
Переходя от функции Лейбензона к давлению по формулам 

C
p

p
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ат

2
ат

2

ρ
 – для совершенного газа, 

CpP += 0ρ  – для несжимаемой жидкости, 

найдем из (20.53) и (20.54) соотношения, для распределения давления и связи 
между расходом и депрессией при плоскорадиальной фильтрации по дву-
членному закону. Для несжимаемой жидкости распределение давления в 
пласте определяется формулой 
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связь между депрессией на пласт и расходом – формулой 
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Для совершенного газа распределение давления в пласте дается формулой 
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связь между депрессией на пласт и расходом – формулой 
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Из формул (20.56) и (20.58) видно, что индикаторные линии, постро-
енные в координатах pQ ∆ ,  для жидкости и ( )22

ат
 ,

ck
ppQ −  для газа, явля-

ются параболами (рис. 20.14 и 20.15). 

 

 

Рис. 20.14. Индикаторная линия при 
фильтрации жидкости по двучленно-
му закону 

Рис. 20.15. Индикаторная линия при 
фильтрации газа по двучленному за-
кону 

Запишем уравнения притока к скважине в ином виде: 
для несжимаемой жидкости 
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+=− , (20.59) 

для газа 
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Здесь 
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Коэффициенты фильтрационных сопротивлений, постоянные для данной 
скважины. Они определяются опытным путем по данным исследования 
скважин при установившихся режимах. Скважины исследуются на пяти–
шести режимах, на каждом из которых измеряется дебит и определяется 
забойное давление. Затем скважину закрывают, а установившееся давление 
на забое остановленной скважины принимают за контурное давление 

k
p . 

Для интерпретации результатов исследования скважин уравнения (20.59) 
и (20.60) делением на Q  и 

ат
Q , соответственно, приводят к уравнению 



ГЛАВА XX 
 

438

прямой 
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Графики в координатах ( ) QppQ
ck

− ,  и ( )
ат

22
ат

  , QppQ
ck

−  представ-
ляют собой прямые линии, для которых ( )1AA  – отрезок, отсекаемый на 
оси ординат, ( )1BB  – тангенс угла наклона прямой к оси абсцисс (рис. 
20.16). 

 

Рис. 20.16. График зависимости 
( )
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22 Qpp
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−  от 
ат

Q  при фильт-
рации по двучленному закону 

Уравнения притока (20.59) и (20.60) 
с экспериментально определяемыми ко-
эффициентами широко используются 
в расчетах при проектировании разра-
ботки месторождений. Кроме того, по 
значению ( )1AA , найденному в резуль-
тате исследования скважины, можно оп-
ределить коллекторские свойства плас-
та, например, коэффициент гидропро-
водности: 
для нефтяной скважины 
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для газовой скважины 
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Уравнение притока реального газа к скважине по двучленному закону 
фильтрации имеет вид 
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где µ~  и z~  определяются по соотношениям (20.51). 
В заключение параграфа отметим, что в реальных условиях нельзя 

считать, что во всем пласте – от стенки скважины до контура питания – 
справедлив единый нелинейный закон фильтрации. При значительных де-
битах закон Дарси нарушается в некоторой области вблизи забоя скважи-
ны, в то время как в остальной области пласта по-прежнему соблюдается 
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линейный закон. При увеличении дебита область, в которой нарушается 
закон Дарси, увеличивается. 

§9. Плоскорадиальный фильтрационный поток несжимаемой 
жидкости и газа по степенному закону фильтрации 

Спроектируем степенной закон фильтрации (18.45) на цилиндричес-
кую систему координат и для плоскорадиального фильтрационного потока 
получим 

0 ,  
1

==






=
z

n

r
ww

dr

dp
cw ϕ . 

Математическая модель, кроме закона фильтрации, содержит и урав-
нение неразрывности. Интегрирование уравнения неразрывности анало-
гично проведенному выше в §8 данной главы и приводит к тому же ре-
зультату 

const2 ==
mr

Qrhwπρ . 

Поэтому выражение для массового расхода имеет вид 
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Чтобы проинтегрировать полученное дифференциальное уравнение, 
возведем его в степень n  

( ) 






=
dr

dp
rhcQ nnnn

m
ρπ2  

и преобразуем к виду 

dr

dp
rA nnρ= , 

где ( ) const2 == n

m
hcQA π . 

Разделим переменные  

 dp
r

dr
A n

n
ρ=  (20.64) 

и введем функцию давления •
P  

 ∫=• dpP nρ , (20.65) 

так что 

∫ ==• pdpddP nn ρρ . 
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Таким образом, уравнение (20.64) можно переписать в виде 

 •= dP
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n
. (20.66) 

После интегрирования от забоя до контура питания, т.е. используя для 
интегрирования уравнения (20.66) граничные условия 
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получаем 
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Подставив вместо А его представление через параметры пласта и фильтра-
ционного потока, будем иметь из (20.67) 
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Из последнего равенства получаем формулу для дебита 
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Если в равенстве (20.67) в качестве нижнего предела интегрирования 
принять произвольную точку ( •

Pr, ), то получим формулу для распределе-
ния в пласте функции давления 
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или, исключив A  с помощью равенства (20.67),  
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Функция давления, определенная по формуле (20.65), имеет вид: 
для несжимаемой жидкости 

 CpP n +=•
0ρ , (20.71) 

для совершенного газа (при изотермической фильтрации) 
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Подставляя (20.71) и (20.72) в (20.68) и (20.70), получим формулы для 
дебита и распределения давления для жидкости и совершенного газа, соот-
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ветственно; из формулы для дебита получается и формула для скорости 
фильтрации. 

Выпишем теперь все расчетные формулы для плоскорадиальной фильт-
рации по степенному закону для несжимаемой жидкости. 

Для массового дебита 
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для объемного дебита 
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для распределения давления в пласте 
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для скорости фильтрации 
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Если в формулах (20.73)–(20.76) положить 2=n , то получим расчетные 
формулы для закона фильтрации Краснопольского: 
для массового дебита 
 ( )

ckcm
pprchQ −= 02 ρπ , (20.77) 

для распределения давления в пласте 
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для скорости фильтрации 
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Расчетные формулы для плоскорадиальной фильтрации по сте-
пенному закону для совершенного газа: 
для массового дебита 

 
( )
( ) ( ) n

n

c

n

k
n

n

cm
pp

n

n

p
crhQ

1

11

ат

ат

1

0 1

1
2 







 −
+
−= ++

− ρρπ , (20.80) 

для объемного дебита, приведенного к атмосферным условиям, 
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для распределения давления в пласте 
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для скорости фильтрации 

 ( )
( )
( ) ( ) n

n

c

n

k

n

n

c pp
n

n

rrp

cr

rh

Q
w

1

11

1

1

1

2 






 −
+
−== ++

−

π
. (20.83) 

Если в формулах (20.80)–(20.83) положить 2=n , то получим расчет-
ные формулы для закона фильтрации Краснопольского. 

Как следует из формулы (20.75), кривая распределения давления для 
несжимаемой жидкости имеет формулу гиперболы степени 1−n , т.е. во-
ронка депрессии, будет гиперболоидом вращения. Крутизна воронки де-
прессии у стенки скважины будет больше, чем у логарифмической кривой. 
Кривая ( )rp  для газа (формула (20.82)) располагается еще выше, чем для 
жидкости (при тех же значениях 

k
p  и 

c
p ). Расчеты показывают, что для 

любых значений 
kckc

Rrpp  ,,,  на расстоянии одного метра до стенки сква-
жины теряется более 80% от общей депрессии ( )

ck
pp − . Массовый расход 

для жидкости (формула (20.73)) пропорционален депрессии в степени n1 , 
поэтому индикаторная линия ( )pfQ ∆=  при 21 << n  будет иметь вид 
выпуклой к оси дебита степенной кривой с дробным показателем, мень-
шим 2-х. В случае фильтрации по закону Краснопольского, как показывает 
формула (20.76), индикаторная линия является параболой. На рис. 20.17 при- 

 

Рис. 20.17. Индикаторные линии, 
соответствующие различным зако-
нам фильтрации жидкости 

ведены индикаторные линии для течения 
несжимаемой жидкости при линейном 
законе фильтрации ( )1=n  и при нели-
нейных законах фильтрации 21 << n  
и 2=n . Все сказанное относится также 
к индикаторным линиям для газа, если 
их строить в координатах 

m
Q  (или 

ат
Q ) 

и 11 −− − n

c

n

k
pp . Отметим, что и для жидкос-

ти, и для газа величина расхода пропор-
циональна радиусу скважины в степени 
( ) nn 1−  (для закона фильтрации Крас-

нопольского 
c
r ), т.е. эта зависимость 

гораздо более сильная, чем в случае со-
блюдения закона Дарси. 

Скорость фильтрации вдоль линии тока изменяется при нелинейном 
законе фильтрации так же, как и при линейном; для жидкости w  обратно 
пропорциональна радиусу, а для газа – обратно пропорциональна ( )rrp . 



 
 
 

Глава XXI 

ОДНОМЕРНЫЕ ФИЛЬТРАЦИОННЫЕ ПОТОКИ 
ПО ЗАКОНУ ДАРСИ НЕСЖИМАЕМОЙ 

ЖИДКОСТИ И ГАЗА В НЕОДНОРОДНЫХ 
ПЛАСТАХ 

 
 

§1. Основные типы неоднородности пластов 

В природных условиях продуктивные коллекторы углеводородного 
сырья редко бывают однородными, т.е. такими, что их фильтрационно-ем-
костные свойства одинаковы для всего пласта. Если проницаемость, по-
ристость, просветность, удельная поверхность и т.д. изменяются в пласте, 
то такие пласты называются неоднородными. 

Однако часто изменение проницаемости по пласту носит столь хао-
тичный характер, что значительные области пласта можно считать в сред-
нем однородно проницаемыми. Характеристики фильтрационных потоков 
в таких пластах с большой точностью отвечают характеристикам потоков, 
рассмотренных в предыдущих параграфах для однородных пластов. Но 
нередко встречаются такие пласты, значительные области которых сильно 
отличаются друг от друга по своим фильтрационно-емкостным характерис-
тикам. Это, так называемые макронеоднородные пласты, различие в пара-
метрах которых существенно влияет на характеристики фильтрационных 
течений. При расчетах элементарных фильтрационных потоков в макроне-
однородных пластах также бывает удобно прибегнуть к схематизации гео-
метрии движения и найти такие эквивалентные значения коэффициентов 
фильтрационного сопротивления, применив которые, можно использовать 
полученные в предыдущем параграфе формулы для однородного пласта. 

В пластах-коллектрах углеводородного сырья выделяют следующие 
основные типы макронеоднородности. 

1. Слоистая неоднородность. При слоистой неоднородности пласт 
разделяется по толщине на несколько слоев, в каждом из которых фильт-
рационные характеристики считаются однородными, но отличными от 
фильтрационных характеристик соседних слоев. Такие пласты называют 
также неоднородными по толщине. Границы раздела слоев с различными 
проницаемостями считаются плоскими. Таким образом, в модели пласта со 
слоистой неоднородностью предполагается, что проницаемость, порис-
тость и т.д. изменяются только по толщине пласта и являются кусочно-
постоянными функциями вертикальной координаты. При этом можно счи-
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тать, что отдельные слои – пропластки разделены непроницаемыми грани-
цами (случай гидравлически изолированных слоев), либо учитывать пере-
токи между слоями (случай гидродинамически сообщающихся пропласт-
ков). В первом случае возможен расчет характеристик фильтрационных 
потоков по одномерным схемам течения. Во втором случае точный расчет 
требует, вообще говоря, решения двумерных задач фильтрации. 

2. Зональная неоднородность. При зональной неоднородности пласта 
фильтрационные свойства меняются в плоскости залегания, т.е. пласт со-
стоит из нескольких зон (областей пласта). В пределах каждой из зон 
фильтрационные свойства в среднем считаются одинаковыми, но на грани-
це двух зон фильтрационно-емкостные свойства меняются скачкообразно. 

3. Пласты с непрерывной или случайной неоднородностью. На прак-
тике встречаются пласты, в которых фильтрационно-емкостные свойства 
изменяются непрерывным или случайным образом при переходе от одной 
точки пласта к другой. Так как при решении прямых задач подземной гид-
ромеханики фильтрационно-емкостные свойства считаются заданными, то 
для пластов с непрерывной или случайной неоднородностью эти свойства 
считаются заданными известными непрерывными или случайными функ-
циями координат точек области фильтрации. 

Например, при бурении скважин буровой раствор фильтруется в пласт 
с углеводородным сырьем и ухудшает его фильтрационные свойства. Про-
никновение раствора в пласт происходит равномерно при бурении, и фильт-
рационные свойства ухудшаются непрерывно от скважины в глубь пласта. 
Но подобную неоднородность можно моделировать и как зональную, и как 
с непрерывной неоднородностью. 

Таким образом, в результате схематизации фильтрационных потоков 
можно выделить: 

1) прямолинейно-параллельный, плоскорадиальный и радиально-сфе-
рический потоки в слоисто-неоднородном пласте; 

2) прямолинейно-параллельный, плоскорадиальный и радиально-сфе-
рический потоки в зонально-неоднородном пласте; 

3) прямолинейно-параллельный, плоскорадиальный и радиально-сфе-
рический потоки в пластах, в которых проницаемость является непрерыв-
ной или случайной функцией точек области фильтрации. 

Очевидно, что для полноты изучения необходимо рассмотреть фильт-
рацию в неоднородных пластах для различных флюидов: несжимаемой и 
сжимаемой жидкостей и газа, а также для неньютоновской жидкости при 
линейном и нелинейном законах фильтрации. Однако рамки учебника не 
позволяют представить столь детальное рассмотрение, поэтому ограни-
чимся изучением наиболее характерных случаев и отметим, что методоло-
гический подход при этом остается единым. 

Рассмотрим одномерные потоки несжимаемой жидкости и газа в не-
однородных пластах по закону Дарси. 
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§2. Прямолинейно-параллельный поток в слоисто-
неоднородном пласте 

 

Пусть горизонтальный пласт 
толщины h  и ширины B  состоит из 
n  пропластков толщиной 

i
h  с про-

ницаемостью 
i

k  и пористостью 
i

m , 

ni , ... 2, 1,=  (рис. 21.1). Пласт на-
сыщен жидкостью или газом. На 
контуре питания поддерживается 
постоянное давление 

k
p , на другой 

его границе – на галерее, отстоящей 
от контура питания на расстоянии 
L , поддерживается постоянное дав-
ление 

г
p  (при этом 

г
pp

k
> ). Тогда 

при отсутствии перетоков между про-
пластками в каждом из них имеем 
прямолинейно-параллельный фильт-
рационный поток с расчетными фор- 

Рис. 21.1. Прямолинейно неоднород-
ный поток в слоисто неоднородном 
пласте: 1 – ( )xp  для жидкости, 2 – 

( )xp  для газа 

мулами (20.4) и (20.5) для давления, скорости фильтрации и дебита при 
фильтрации несжимаемой жидкости, полученными в предыдущей главе, 
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но с той разницей, что формула для распределения давления будет одина-
ковой для всех пропластков, а скорость фильтрации и дебит будут в каж-
дом пропластке свои: 
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В формулах (21.1)–(21.3) и далее в этой главе индекс i  обозначает номер 
пропластка и изменяется от 1 до n . 

Различие в формулах (21.2) и (21.3)обусловлено, очевидно, тем, что 
несмотря на то, что депрессия на пласт во всех пропластках одинакова, 
фильтрационные свойства и размеры пропластков различны. Понятно, что 
там, где выше проницаемость, будет больше скорость фильтрации, а дебит 
будет больше там, где больше размеры сечения пропластка и выше прони-
цаемость. 

Используя аналогию между фильтрацией несжимаемой жидкости и газа, 
из соотношений (21.1)–(21.3) получим формулы, выраженные через функ-
цию Лейбензона, которые справедливы и при фильтрации газа, 
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Следовательно, если положить, что фильтруется совершенный газ и 
подставить в (21.4)–(21.6) выражение для функции Лейбензона (19.32), то 
получим формулы для расчета фильтрации совершенного газа в слоисто-
неоднородном пласте  
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Для дальнейших рассуждений опять воспользуемся аналогией между 
фильтрацией несжимаемой жидкости и газа и проведем выкладки в общем 
виде и для жидкости, и для газа. 

Массовый расход всего пласта можно вычислить как сумму расходов 
во всех отдельных пропластках 
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Для гидродинамических расчетов удобно заменить формулу для пото-
ка флюида в неоднородном пласте на формулу в однородном пласте тех же 
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размеров, но со средней проницаемостью 
ср

k , величину которой можно 

определить из условия равенства дебитов, то есть из соотношения 
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откуда 
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Следовательно, средняя проницаемость в слоисто-неоднородном пласте 
не зависит от флюида и одинакова как для несжимаемой жидкости, так и для 
газа. 

Подставив в (21.11) значения функции Лейбензона для несжимаемой 
жидкости и совершенного газа, получим формулы для дебита всего слоис-
то-неоднородного пласта: 

для несжимаемой жидкости 
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для газа  
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Время движения частиц флюида для несжимаемой жидкости, без уче-
та разницы между пористостью и просветностью, будет определяться по 
формулам (20.8А) и (20.9А), но в каждом пропластке формула будет со-
держать свое значение пористости и проницаемости  
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Аналогично для газа формулы (20.37) и (20.38) преобразуются с уче-
том фильтрационных свойств каждого пропластка: 
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§3. Прямолинейно-параллельный поток  
в зонально-неоднородном пласте 

Пусть горизонтальный пласт постоянной толщины h  и постоянной 
ширины B  состоит из n  зон различной проницаемости 

i
k , пористости 

i
m ,  
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Рис. 21.2. Прямолинейно-параллель-ный 
поток в зонально-неоднородном пласте. 
Показана кривая )(xp  для жидкости 

длины 
i
l , ni , ... 2, 1,= . На грани-

цах пласта поддерживаются посто-
янные давления 

k
p  и 

É
p  (

Ék
pp > ), 

рис. 21.2. Границы каждой зоны 
пласта перпендикулярны фильт-
рационному потоку, направлен-
ному вдоль оси х. 

В пласте происходит одномер-
ное установившееся фильтрацион-
ное течение однородного флюида. 
Поэтому в каждой из зон зонально-
неоднородного пласта имеем пря-
молинейно-параллельный фильтра-
ционный поток все с теми же рас-
четными формулами для давления, 

скорости фильтрации и дебита. Например, при фильтрации несжимаемой 
жидкости 
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где в качестве давления на контуре питания и галерее принимаются дав-
ления в начале и в конце зоны, соответственно, а длина равна длине зо-
ны. По сравнению со слоисто-неоднородным пластом, в котором форму-
ла для распределения давления была одинаковой для всех пропластков, 
но в разных пропластках были разные скорости фильтрации и дебиты, 
в данном случае в каждой зоне будут одинаковы скорость фильтрации 
и дебит, а формула для распределения давления для каждой зоны будет 
своя. В самом деле, сколько втекает в пласт через контур питания, 
столько и вытекает из пласта через галерею. Такой вывод следует из за-
кона сохранения массы при установившемся течении для трубки тока. 
Следовательно, объемный дебит во всех зонах один и тот же, но сечение 
пласта имеет постоянную площадь, поэтому и скорость фильтрации во 
всех зонах тоже одинакова. Таким образом, формулы для распределения 
давления, скорости фильтрации и дебита при зонально-неоднородной 
прямолинейно-параллельной фильтрации в каждой зоне неоднородности 
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пласта ( ni ≤≤1 ) имеют вид 
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Из равенства (21.15) можно получить значения градиента давления 
в каждой зоне 
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Таким образом, градиент давления в каждой зоне постоянный, но не-
одинаковых в разных зонах. Поэтому график распределения давления 
представляется в виде ломанной линии, состоящей из отрезков прямых, 
наклоненных под разными углами (рис. 21.2). 

Для постановки задачи достаточно задать давления только на контуре 
питания и на галерее. Поэтому известны только 
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1 . Следовательно, чтобы воспользоваться 

для расчета формулами (21.15)–(21.17), необходимо вычислить давления 
на границе всех зон. Для определения этих давлений найдем формулу для 
дебита, выраженную через заданные в задаче параметры. Разрешим отно-
сительно депрессии формулы (21.17) для всех зон 
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Нетрудно видеть, что после сложения равенств (21.18), получим 
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Разрешив это соотношение относительно Q , получим формулу для дебита 
в зонально-неоднородном пласте при прямолинейно-параллельной фильт-
рации несжимаемой жидкости 
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С помощью формул (21.17) и (21.19) можно определить значения дав-
ления на границах зон. Для нахождения 2p  используем формулу (21.17) 
для первой зоны и формулу (21.19). Получим равенство 
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в котором единственной неизвестной величиной является давление на гра-
нице первой и второй зон (все остальные величины заданы в постановке 
задачи). Поэтому разрешив его относительно 2p , получим 
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В случае, когда неоднородный пласт состоит из двух зон неоднородности, 
из полученного соотношения имеем выражение для определения давления 
на границе зон 
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Аналогично можно определить давление и на остальных границах зон 
неоднородности. 

Используя равенство (21.19), определим теперь среднюю проницае-
мость неоднородного пласта 
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Из последнего соотношения следует формула для 
ср

k  

 ∑
=

=
n

i

ii
klLk

1
ср

. (21.20) 

Таким образом, среднее значение проницаемости в зонально-неодно-
родном пласте определяется по иному закону, отличному от закона (21.12) 
для средней проницаемости в слоисто-неоднородном пласте. 

Используя аналогию между фильтрацией несжимаемой жидкости и газа, 
из (21.15) – (21.17) и (21.19) получим формулы, выраженные через функ-
цию Лейбензона, для установившейся прямолинейно-параллельной фильт-
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рации газа в зонально-неоднородном пласте 
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Подставив в равенства (21.21)–(21.24) функцию Лейбензона для со-
вершенного газа, получим формулы для распределения давления, массовой 
скорости, массового расхода и объемного расхода, приведенного к атмо-
сферным условиям, при установившейся прямолинейно-параллельной 
фильтрации совершенного газа в зонально-неоднородном пласте 
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Заметим, что с помощью формулы (21.28) можно определить среднее 
значение проницаемости в зонально-неоднородном пласте при фильтрации 
газа. Нетрудно видеть, что получим то же соотношение (21.20), что и при 
фильтрации несжимаемой жидкости. Такой результат представляется оче-
видным, если вспомнить, что проницаемость является характеристикой по-
ристой среды и не зависит от свойств флюида. 

С помощью формул (21.27) и (21.28) можно определить давления на 
границах зон при фильтрации газа. Для нахождения 2p  приравняем выра-
жения по формулам (21.28) и (21.27) для дебита в первой зоне и получим 
равенство 
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в котором единственной неизвестной величиной является давление на гра-
нице первой и второй зон (все остальные величины заданы в постановке 
задачи). Аналогично можно определить и остальные значения давления на 
границах зон неоднородности. 

Время движения частиц флюида для модели несжимаемой жидкости 
в i -й зоне будет определяться по формулам 
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Аналогично для модели газа имеем 
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Во всех формулах для определения 
i
t  значение x  изменяется в пределах 
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xxx . Общее время движения частиц T  в зонально-неоднород-
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§4. О расчете пластов с непрерывной неоднородностью 

Если установившееся прямолинейное движение флюида происходит 
в пласте, проницаемость которого изменяется непрерывно, то есть ( )xkk = , 
то для расчета дебита такого пласта при фильтрации несжимаемой жидкос-
ти и газа имеем, соответственно, формулы 
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получим формулы для распределения по пласту давления и функции Лей-
бензона, соответственно 
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Таким образом, и в этом случае можно определить все характеристики те-
чения флюидов, если задана функция ( )xk . 

§5. Плоскорадиальный поток в слоисто-неоднородном пласте 

 

Пусть круглый горизонтальный 
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стков толщиной 
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k  и пористостью 
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(рис. 21.3). Пласт насыщен жидкостью 
или газом и в нем происходит устано-
вившийся плоскорадиальный приток к 
центральной скважине. Контур питания 
удален от скважины на расстояние 
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вии перетоков между пропластками, в каж- 

Рис. 21.3. Кривые распределения 
давления для жидкости (1) и для 
газа (2) в плоскорадиальном потоке 
в слоисто-неоднородном пласте 

дом из них имеем плоскорадиальный фильтрационный поток с расчетными 
формулами (20.20)–(20.22): 
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для давления, скорости фильтрации и дебита при фильтрации несжимае-
мой жидкости с той лишь разницей, что формула для распределения дав-
ления будет одинаковой для всех пропластков, а скорость фильтрации и 
дебит будут в каждом пропластке свои: 
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Дебит всего пласта определяется как сумма дебитов всех пропластков 
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Среднее значение проницаемости пласта 
ср

k  определяется из условия 

равенства дебитов в слоисто-неоднородном и однородном пластах 
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и дается выражением hhkk
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 – толщина всего пла-

ста. Формулы для средней проницаемости в слоисто-неоднородном пласте 
оказываются одинаковыми при радиальной фильтрации и при прямоли-
нейно-параллельной. 

Используя аналогию между фильтрацией несжимаемой жидкости 
и газа, из соотношений (21.32) можно получить формулы для фильтрации 
в слоисто-неоднородном пласте совершенного газа 
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§6. Плоскорадиальный поток в зонально-неоднородном 
пласте 

Пусть имеется горизонтальный пласт толщиной h , состоящий из 
n  кольцеобразных зон с различной проницаемостью 

i
k  и пористостью 

i
m  

( )ni , ... 2, 1,= , при этом граница каждой зоны имеет форму боковой по-
верхности цилиндра, соосного скважине. На внешней границе n -й зоны, 
являющейся контуром питания пласта, 

k
Rr =  )(

kn
Rr =+1 , поддерживает-

ся постоянное давление 
k
p  (

kn
pp = ), на внутренней границе пласта, т.е. 

на забое скважины, 
c
rr =  ( )

c
rr =1 , поддерживается постоянное давление 

c
p  ( )1pp

c
=  (рис. 21.4). 

Из постановки задачи следует, что в пласте происходит одномерное уста-
новившееся фильтрационное течение однородного флюида. Поэтому в каж- 
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Рис. 21.4. Распределение давления в плоскорадиальном потоке несжимаемой 
жидкости в зонально-неоднородном пласте 

дой из зон зонально-неоднородного пласта имеем плоскорадиальный фильт-
рационный поток с теми же расчетными формулами для давления, скоро-
сти фильтрации и дебита, что и в случае однородного пласта. Например, 
при фильтрации несжимаемой жидкости 
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где в качестве давлений на контуре питания и на скважине принимаются 
давления в начале и в конце зоны, соответственно, и вместо радиусов кон-
тура питания и скважины принимаются радиусы начала и конца зоны. 

По сравнению со слоисто-неоднородным пластом, в котором формула 
для распределения давления была одинаковой для всех пропластков, но в 
каждом пропластке были разные скорости фильтрации и дебит, в данном 
случае во всех зонах будет одинаков только дебит, а формула для распре-
деления давления и скорости для каждой зоны будет своя. В самом деле, 
сколько втекает в пласт через контур питания, столько и вытекает из пла-
ста через скважину. Такой вывод следует из закона сохранения массы при 
установившемся течении. Следовательно, объемный дебит в каждой зоне 
один и тот же, но сечения пласта имеют различную площадь, поэтому ско-
рость фильтрации в каждой зоне будет изменяться, даже внутри зоны она 
не будет постоянна. Таким образом, формулы для распределения давления, 
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скорости фильтрации и дебита при зонально-неоднородной плоскорадиаль-
ной фильтрации в каждой из зон неоднородности пласта ( ni ≤≤0 ) имеют 
вид (21.35). 

Как и в случае прямолинейно-параллельной фильтрации, формула-
ми (21.35) воспользоваться для вычислений невозможно, так как в поста-
новке задачи заданы давления только на контуре питания и скважины. По-
этому найдем вначале формулу для дебита, выраженную через давления, 
заданные в постановке задачи. Для этого разрешим формулы для дебита 
в каждой зоне относительно разности давлений 
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Сложив все равенства, получим уравнение 
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из которого следует 
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Используя равенство (21.36), выведем формулу для средней прони-
цаемости 
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С помощью формул (21.35) и (21.36) можно определить давления на 
границах зон. Для нахождения ( )2p  приравняем формулу (21.35), записан-
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ную для дебита в первой зоне, и (21.36). Получим равенство 
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в котором единственной неизвестной величиной является давление на гра-
нице первой и второй зон (все остальные величины заданы в постановке 
задачи). Аналогично можно определить и остальные значения давления на 
границах зон неоднородности. 

Используя аналогию между фильтрацией несжимаемой жидкости и газа, 
из соотношений (21.35) можно получить формулы для фильтрации совер-
шенного газа в зонально-неоднородном пласте 
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Для нахождения давлений на границах зон можно воспользоваться рас-
суждениями, аналогичными тем, которое были проведены для несжимае-
мой жидкости: получить формулу для дебита, выраженную через давления 

k
p  и 

c
p , и далее получить выражение типа (21.38). 
Время движения частиц может быть в каждой зоне вычислено по 

формулам (20.23) и (20.24) для несжимаемой жидкости и (20.49) для газа, 
с той лишь разницей, что в качестве контура питания и скважины высту-
пают границы зоны неоднородности. 

Не рассмотренные здесь случаи радиально-сферического притока, а так-
же фильтрация в неоднородных пластах по нелинейным законам могут 
быть изучены студентами самостоятельно. 



 
 
 

Глава XXII 

ПЛОСКИЕ УСТАНОВИВШИЕСЯ  
ФИЛЬТРАЦИОННЫЕ ПОТОКИ 

 
 

§1. Основные определения и понятия 

В предыдущих главах рассматривались модельные задачи, в которых 
описывался приток флюида или к галерее, или к единственной централь-
ной скважине в круговом пласте. Понятно, что реальные месторождения 
разрабатываются не одной скважиной, их количество определяется из ус-
ловия обеспечения заданного отбора из месторождения углеводородного 
сырья. Поэтому в фильтрационных расчетах, связанных с разработкой ме-
сторождений, необходимо рассматривать множество скважин, размещен-
ных определенным образом на площади нефтегазоносности. При этом воз-
никают гидродинамические задачи определения давления на забоях сква-
жин при заданных дебитах, или наоборот, дебитов при заданных давлени-
ях.  

 

Рис. 22.1. Зависимость суммарного 
дебита от числа скважин 

При решении этих задач нужно учи-
тывать, что при работе нескольких сква-
жин наблюдается их взаимное влияние 
друг на друга – интерференция сква-
жин. Это влияние приводит к тому, что 
при вводе в эксплуатацию новых сква-
жин суммарная добыча на месторожде-
нии растет медленнее, чем увеличива-
ется число скважин (рис. 22.1). 

Поэтому, усложняя задачи с целью 
более адекватного описания процессов, 
происходящих на месторождениях уг-
леводородного сырья, необходимо рас- 

смотреть постановки и решения задач, когда одновременно работают не 
одна, а группы скважин. Наиболее простые постановки задач получаются в 
том случае, когда пласт предполагается плоским, а скважины считаются 
точеными источниками или стоками. При решении подобных задач не 
только в подземной гидромеханике, но и в других разделах гидромеханики 
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широко используется предположение о потенциальности течения и метод 
суперпозиции (потенциала). 

Течение называется потенциальным, если существует такая скалярная 
функция Ф , что градиент от нее равен вектору скорости v , т.е. выполня-
ется равенство 
 Фgrad−=v

�

,  
при этом скалярная функция Ф  называется потенциалом.  

Последнее равенство устроено аналогично закону Дарси 
( ) .gradw k pµ= −

�

 

В самом деле, если k  и µ  константы, то  
 ( )µkpw grad−=

�

 (22.1) 
и  
 µkp=Ф . (22.2) 

Поэтому фильтрационные течения в недеформируемых пластах 
( )const=k  жидкостей с постоянной вязкостью потенциальны. 

§2. Потенциал точечного источника и стока на изотропной 
плоскости. Метод суперпозиции 

Назовем точечным стоком на плоскости точку, которая поглощает 
жидкость. В качестве стока можно рассматривать добывающую скважину, 
считая, что ее диаметр бесконечно мал. На плоскости вокруг точечного 
стока линии тока будут представлять собой прямые линии, направленные 
к скважине, а линии равного потенциала будут окружностями (рис. 22.2 а). 
Нагнетательная скважина, из которой жидкость попадает в пласт, пред-
ставляет собой источник (рис. 22.2 б.). 

 

Рис. 22.2. Источник и сток на плоскости 
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Найдем потенциал добывающей скважины (стока). Для этого спроек-
тируем уравнение (22.1) на цилиндрическую систему координат. В резуль-
тате получим 

 
dr

d
w

Ф= . (22.3) 

Заметим, что рассматривается добывающая скважина, поэтому при про-
ектировании скорость, направленная к полюсу полярной системы коорди-
нат, проектируется на ось Or  со знаком «минус», поэтому в равенстве 
(22.3) знак минус отсутствует. Далее, введем удельный дебит q , приходя-
щийся на единицу толщины пласта hQq = , и выразим его через скорость 
фильтрации 

 rw
h

rhw

h

Q
q ππ

2
2 === .  

Следовательно, равенство (22.3) можно переписать в виде 

 
dr

d

r

q Ф=
π2

.  

Разделим переменные в уравнении 

 Фd
r

qdr =
π2

  

и проинтегрируем его. В результате получим 
 ( ) Crq += ln2πФ , (22.4) 

где С – постоянная интегрирования. Очевидно, что аналогичные рассуж-
дения можно повторить и для случая, когда на плоскости находится источ-
ник, в этом случае получим 
 ( ) Crq +−= ln2πФ . (22.5) 

Уравнению Лапласа, очевидно, удовлетворяет не только давление, но 
и введенные равенствами (22.4) и (22.5) потенциалы 

 0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

yx

ФФ
. (22.6) 

Поскольку уравнение Лапласа линейное и однородное, его решения 
обладают очень важным свойством: сумма частных решений уравнения 
и произведение частного решения на константу также являются решением. 
Это свойство позволяет использовать при решении задач метод, который на-
зывается суперпозицией. Математический смысл метода суперпозиции сво-
дится к тому, что если имеется N фильтрационных потоков с потенциалами 
 ( )

iii Crq += ln2πФ ,  где Ni , ... 2, 1,= ,  
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каждый из которых удовлетворяет уравнению Лапласа, то и линейная ком- 

бинация этих потенциалов ∑
=

=
N

i

ii

1

ФcФ , где сi – произвольные постоян-

ные, также удовлетворяет уравнению Лапласа (22.6).  
С гидродинамических позиций данный факт означает, что если най-

ден потенциал i-ой скважины для случая, когда на пласте работает одна 
единственная i-ая скважина, то при совместной работе в пласте всех N 
скважин, решение находится алгебраическим суммированием. Суммар-
ная скорость в пласте определяется как сумма векторов скоростей 
фильтрации, вызванных работой каждой из скважин. Таким образом, 
при совместной работе в пласте N скважин результирующий потенциал 
в произвольной точке М находится как сумма потенциалов всех скважин 
(см. рис. 22.2 а): 

 ( )
М

1

Ф 2     ln

N

i i

i

q r Cπ
=

= +∑ при     ∑
=

=
N

i

iCC

1

 (22.7) 

где ir  – расстояние от точки М до i -ой скважины (i = 1, 2,…, N), Сi – по-
стоянные. 

Вектор скорости фильтрации w
�

 в точке М равен сумме скоростей 
фильтрации к каждой скважине (рис. 22.2 б). 

 
1 2

....

N
w w w w= + + +
� � � �

, (22.8) 

где модуль вектора скорости iw  равен 

 
iii
rqw π2= .  

 

Рис. 22.3. Схема скоростей фильтрации в точке М при работе четырех скважин-
стоков (а) и вычисление результирующей скорости в точке М (б) 
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Метод суперпозиции можно использовать как в случае бесконечного 
пласта, так и в случаях, когда имеется контур питания или непроницаемая 
граница. В последних случаях для решения задач вводятся фиктивные сква-
жины (источники или стоки), с помощью которых удается удовлетворить не-
обходимым граничным условиям. Далее рассматривается работа совокуп-
ности реальных и фиктивных скважин в бесконечном пласте. Такой метод 
называется методом отображения источников и стоков.  

Рассмотрим несколько примеров, решение которых находится с по-
мощью метода суперпозиции и метода отображения источников и стоков, 
которые имеют практическое применение в теории разработки нефтяных 
и газовых месторождений. 

§3. Приток жидкости к группе скважин в пласте с удаленным  
контуром питания 

Используя принцип суперпозиции, рассчитаем дебиты, забойные по-
тенциалы (давления), скорости фильтрации и т.д. для группы скважин, ра-
ботающих в пласте с удаленным контуром питания. 

 

Рис. 22.4. Схема группы скважин с удаленным контуром питания 

Пусть имеется n скважин (рис. 22.4) с радиусами ir , на которых зада-

ны потенциалы 
i

Ф (забойные давления cip ), а также задан радиус контура 

питания 
k

R  и потенциал на нем 
k

Ф (контурное давление kp ), известны и 

все расстояния между скважинами ijr  – расстояние между i -ой до j -ой 
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скважинами (очевидно, jiij rr = ). Требуется определить дебиты скважин (сто-

ков) iq . 
Выражение для потенциала в произвольной точке М задается форму-

лой (22.7). Поместим вначале точку М на забой каждой скважины и полу-
чим n уравнений 

 ( ) Crqrqrq
nnc

++++= 112211 ln...lnln
2

1

πc1Ф ,  

 ( ) Crqrqrq
nnc

++++= 222121 ln...lnln
2

1

πc2Ф , (22.9) 

 ………………………  

 ( ) Crqrqrq
cnnnn

++++= ln...lnln
2

1
2211πcnФ ,  

в которые входит n + 1 неизвестное iq  (i = 1, 2, … , n) и С. Поэтому для за-
мыкания системы уравнений добавим еще одно, которое получается при 
помещении точки М на контур питания: 

 ( )  ....Ф CRqRqRq kNkkk ++++= lnlnln
2

1
21π

 (22.10) 

Очевидно, что при написании уравнения (22.10) расстояние от всех сква-
жин до контура питания считалось одинаковым и равным kR .  

Полученная система уравнений (22.9) и (22.10) содержит n + 1 урав-
нение и может быть разрешена. При нахождении iq  исключим из систе-
мы С. Для этого вычтем последовательно каждое из равенств (22.9) из 
равенства (22.10) и получим n уравнений  
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Система (22.11) , после подстановки численных значений, представ-
ляет собой линейную систему уравнений относительно iq  и может быть 
разрешена с помощью любого известного метода решения линейных сис-
тем (Крамера, Гаусса и т.д.). 

Рассмотрим теперь примеры на метод отображения источников и сто-
ков. 
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§4. Приток жидкости к скважине в пласте  
с прямолинейным контуром питания 

Пусть эксплуатационная скважина находится в пласте с прямолиней-
ным контуром питания, то есть пласт представляет собой полуплоскость, 
через границу которой происходит приток к скважине. Расстояние от 
скважины до контура питания равно a , заданы потенциалы на контуре пи-
тания 

k
Ф  и на скважине Фс (рис.22.5). Требуется определить дебит сква-

жины и потенциал в любой точке пласта. В этом случае реальную скважи-
ну зеркально отображают относительно прямолинейного контура питания, 
но дебиту отображенной скважины приписывается знак, обратный по от-
ношению к знаку дебита у реальной скважины. 

Напишем потенциал для произвольной точки М 

 ( ) Crqrq
M

+−= 212

1
Ф lnln

π
  

а затем поместим точку М сначала на стенку скважины, а потом на контур 
питания. В результате получим систему уравнений 

 ( ) Caqrq
c

+−= 2lnln
2

1

πcФ ,  

 ( ) Crqrq kk +−= lnln
2

1

πkФ .  

 

Рис. 22.5. Схема притока жидкости к скважине, работающей вблизи прямоли-
нейного контура питания 
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Разрешив полученную систему уравнений относительно q, будем 
иметь 

 
( )

c
ra

q
2ln

2
ск

ФФ −= π
. (22.12) 

Формулу (22.12), используя выражения для потенциала (22.4), можно пе-
реписать в виде 

 
( )

c
ra

kh
Q

2ln

2

µ
π

ск
pp −= . (22.13) 

После того, как найден дебит скважины, можно определить потенциал 
в любой точке пласта 

 
кM ФФ += 21ln

2

1
rrq

π
, (22.14) 

где q  – определяется по формуле (22.12). 
Если бы контур питания был окружностью радиуса а, то дебит опре-

делялся бы по формуле Дюпюи 

 
( )

c
ra

kh
Q

ln

2

µ
π

ск
pp −= .  

Рис. 22.6. Схема пласта с 
различными контурами пи-
тания 

 

На практике часто форма контура питания бывает неизвестна, но, оче-
видно, что контур питания MN (рис. 22.6) располагается между окружно-
стью и прямой линией. Следовательно, дебит скважины в этих условиях 
будет находиться в пределах 

 
( ) ( )

c

k

c

ck

ra

ppkh
Q

ra

ppkh

2ln

2

ln

2

µ
π

µ
π

с
−≥≥−

.   

Скорость фильтрации в точке М определяется как геометрическая 
сумма скоростей фильтрации, вызванная работой реальной скважины-
стока и фиктивной скважины-источника (рис. 22.5), т.е. 
 

A A
w w w ′= +
� � �

,  
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где – 1A 2 rqw π=
�

 и направлена к скважине А; 2A 2 rqw π=′
�

 и направ-

лена от скважины А'. На контуре питания, где 21 rr = , очевидно, вектор 
скорости фильтрации перпендикулярен линии контура питания. 

Из формулы (22.14) следует, что уравнение эквипотенциалей имеет 
вид 

 constrr =21       или      crr =2
2

2
1   

 

Рис. 22.7. Семейства линий тока и эквипотенциалей в потоке жидкости к сква-
жине-стоку в пласте с прямолинейным контуром питания (или в бесконечном 
пласте к источнику и стоку). 

Выразив 2
1r  и 2

2r  через координаты точки М(x,y) и координаты центров 

скважин А(0,а) и А'(0,-а), получим ( ) 222
1 yaxr +−=  и ( ) 222

1 yaxr ++= . 
Подставив эти выражения в формулу для эквипотенциалей и произведя 
преобразования, получим: 

 
( )2

2
2

2

1

4

1

1

c

ca
y

c

c
ax

−
=+









−
+−   
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– уравнение окружности с центром в точке 
c

c
ax

−
+=

1

1
0 , 0=y  и с радиу-

сом ( )ccaR −= 12 . 

Изменяя значения константы c , получим семейство эквипотенциа-
лей – окружностей с разными радиусами и центрами, расположенными в 
разных точках оси x . Семейство линий тока представляет собой окруж-
нос–ти, проходящие через центры обеих скважин, центры которых лежат 
на прямолинейном контуре питания. При этом эквипотенциали (изобары) 
всегда ортогональны линиям тока (рис. 22.7). 

§5. Приток жидкости к скважине в пласте вблизи  
прямолинейной непроницаемой границы 

 

Пусть эксплуатационная сква-
жина находится в пласте с непрони-
цаемой границей, то есть пласт 
представляет собой полуплоскость. 
Расстояние от скважины до непро-
ницаемой границы равно a , заданы 
потенциалы на контуре питания 

k
Ф  

и на скважине Фс, радиус контура 
питания

k
R  (рис. 22.8). Требуется 

определить дебит скважины. Такая 
задача на практике может возник-
нуть в случае, когда добывающая 
скважина расположена вблизи сбро-
са или границы выклинивания про-
дуктивного пласта. В этом случае 
реальную скважину зеркально ото-
бражают относительно непроницае-
мой границы, и дебиту отображен-
ной скважины приписывается тот же 

Рис. 22.8. Схема притока жидкости 
к скважине, работающей вблизи не-
проницаемой прямолинейной границы 

знак, что и реальной скважине.  
Тогда потенциал в произвольной точке М определяется по формуле 

 ( ) Crqrq
M

++= 212

1
Ф lnln

π
.  
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Поместим точку М сначала на стенку скважины, а потом на контур 
питания. В результате получим уравнения 

 ( ) Caqrq
c

++= 2
2

1
Фc lnln

π
  и  ( ) CRqRq

kkk
++= lnln

π2

1
Ф .  

Разрешая полученную систему уравнений относительно q, будем иметь 

 
( )

ck arR
q

2ln

2

2

ск
ФФ −= π

. (22.15) 

Формулу (22.15), используя выражения для потенциала (22.4), можно 
переписать в виде 

 
( )

ck arR

kh
Q

2ln

2

2µ
π

ск
pp −= . (22.16) 

§6. Приток жидкости к скважине, эксцентрично   
расположенной в круговом пласте 

Пусть эксплуатационная скважина находится в пласте с круговым 
контуром питания, но расположена на расстоянии δ  от центра круга 
(рис.22.9). Расстояние от центра пласта до контура питания равно 

k
R , зада- 

 

Рис. 22.9. Схема притока жидкости к скважине, эксцентрично расположенной 
в круговом пласте 

даны потенциалы на контуре питания 
k

Ф  и на скважине Фс. Требуется оп-
ределить дебит скважины и потенциал в любой тоске пласта. В этом слу-
чае, как и в предыдущих, реальную скважину-сток А отобразим в фиктив-
ную скважину-источник А', расположенную на расстоянии a  от скважины 
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А и лежащую на продолжении линии ОА. Расстояние a  определим из ус-
ловия постоянства потенциала на контуре и, следовательно, в точках М1 
и М2, лежащих на контуре питания.  

По методу суперпозиции для потенциалов в точках М1 и М2 имеем 
следующие выражения 

 
( )1MФ Ф C ,

2
ln k

k

k

Rq

a R

δ
π δ

−= = +
− −

 (22.17) 

 
( )2MФ Ф C .

2
ln k

k

k

Rq

a R

δ
π δ

+= = +
+ +

 (22.18) 

Из условия равенства потенциалов в точках М1 и М2 получаем уравне-
ние для определения a  

 ( ) ( )δ
δ

δ
δ

++
+

=
−−

−

k

k

k

k

Ra

R

Ra

R
,  

откуда 

 ( ) δδ 22 −= kRa . (22.19) 

Для того, чтобы определить дебит скважины А , определим потенциал 
на ее забое 

 ( )AФ Ф C.
2

ln ln
c c

q
r a

π
= = − +  (22.20) 

Вычитая из равенства (22.17) соотношение (22.20), получим 

 
( )

( )[ ]      ФФ c δ
δ

π −−
−=−
kc

k
k

Rar

Raq
ln

2
  

или, подставив вместо a  его выражение (22.19) 

 
( ) ( )

( )

2 2

c 2 2
Ф Ф .

2
ln

k k

k

k

c k

R Rq

R
r R

δ δ
δπ δ δ

δ

− −
− =

− − − 
 

  

Преобразуя в последнем равенстве выражение под знаком логарифма 
и разрешая его относительно q , найдем формулу для дебита скважины, 
эксцентрично расположенной в круговом пласте 

 
( )














−

−
=

2

2

1ln

2

kc

k

Rr

R
q

δ
π

ск
ФФ

. (22.21) 

Заметим, что если эксцентриситет равен нулю ( 0=δ ), то формула 
(22.21) превращается в формулу Дюпюи. 
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Для того чтобы найти потенциал во всех точках пласта, воспользуемся 
методом суперпозиции и выпишем потенциал в произвольной точке М  

 ( ) 1
M 1 2

2

Ф C  C .
2 2

ln ln ln
q q r

r r
rπ π

= − + = +  (22.22) 

Вычитая из равенства (22.20) соотношение (22.22) и используя равенство 
(22.19), получим 

 
2 2

1
M с

2

Ф Ф .
2

ln k

c

Rq r

r r

δ
π δ

 −= +  
 

 (22.23) 

Формулу для потенциала в произвольной точке пласта можно полу-
чить и вычитая равенство (22.22) из равенства (22.17). В этом случае будем 
иметь 

 2
M k

1

Ф Ф .
2

ln

k

q r

r R

δ
π

 
= −  

 
 (22.24) 

Очевидно, что формулы (22.23) и (22.24) эквивалентны. 

§7. Об использовании метода суперпозиции   
при фильтрации газа 

В рассмотренных выше задачах построены решения для случая уста-
новившейся фильтрации несжимаемой жидкости, а теперь обобщим полу-
ченные результаты на случай установившейся фильтрации газа. 

Напомним, что метод суперпозиции основан на линейности и одно-
родности уравнения Лапласа. Как было показано в предыдущей главе, при 
установившейся фильтрации уравнению Лапласа в случае фильтрации не-
сжимаемой жидкости удовлетворяет распределение давления, а при 
фильтрации сжимаемой жидкости и газа - функция Лейбензона. Поэтому и 
при фильтрации газа можно использовать метод суперпозиции, но для по-
тенциалов, определенных через функцию Лейбензона. 

Напомним, что системы уравнений для моделей несжимаемой жидкос-
ти и сжимаемого флюида имеют, соответственно, вид 

 

0,                            0,

,              ,

 const,                      .

grad grad

( )

p P

k k
w p w P

p

ρ
µ µ

ρ ρ ρ

∆ = ∆ =

= − = −

= =

� �

 

 

Поэтому нужно ввести потенциал не для вектора скорости фильтрации w , 
а для вектора массовой скорости фильтрации wρ , т.е. должно выполнять-
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ся равенство 
 ∗−= Фgradw

�ρ . (22.25) 

Следовательно, при фильтрации газа имеем 

 P
k

w gradgrad
µ

ρ −=−= ∗
Ф

�

,  

откуда 

 P
k

µ
=∗

Ф . (22.26) 

Таким образом, при установившейся фильтрации газа потенциал линейно 
связан с функцией Лейбензона. 

Для нахождения потенциала добывающей газовой скважины (стока) 
спроектируем уравнение (22.25) на цилиндрическую систему координат 

 
dr

d
w

∗
= Фρ . (22.27) 

Далее введем удельный массовый дебит mq , приходящийся на единицу 
толщины пласта hQq

mm
= , и выразим его через массовую скорость фильт-

рации 

 wr
h

wrh

h

Q
q m

m
ρπρπ

2
2 ===   

Тогда равенство (22.27) можно переписать в виде  

 
dr

d

r

q
m

∗
= Ф

π2
.  

Разделив переменные  

 ∗= Фd
r

drq
m

π2
  

и интегрировав последнее равенство, получим 

 Cr
q
m +=∗

ln
2π

Ф , (22.28) 

где С – постоянная интегрирования. 
Очевидно, что аналогичные рассуждения можно повторить для слу-

чая, когда на плоскости находится источник. Тогда будем иметь 

 Cr
q
m +−=∗

ln
2π

Ф .  
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Подобным образом введенный потенциал также как и потенциал, вве-
денный равенством (22.28), удовлетворяет уравнению Лапласа  

 0
2

2

2

2

=
∂

∂+
∂

∂ ∗∗

yx

ФФ
. (22.29) 

Поэтому для построения решений с помощью метода суперпозиции 
при установившейся фильтрации газа можно использовать ранее найден-
ные решения для установившейся фильтрации несжимаемой жидкости. 
Аналогия между фильтрацией несжимаемой жидкости и газа устанавлива-
ется с помощью следующей замены переменных: 

для несжимаемой жидкости   для газа  

 

( )

p
k

q

w

xp

µ
=Ф

                                      

( )

P
k

q

w

xP

m

µ

ρ

=∗
Ф

 (22.30)

 

Следовательно, произведя указанную замену переменных в решениях, 
полученных для установившейся фильтрации несжимаемой жидкости, бу-
дем иметь формулы, описывающие установившуюся фильтрацию газа. 

Система уравнений (22.11) для определения притока жидкости 
к группе скважин, работающих в пласте с удаленным контуром питания, 
для случая газовых скважин, согласно аналогии, определяемой соотноше-
ниями (22.30), преобразуется следующим образом  
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Формула для определения удельного дебита нефтяной скважины, ра-
ботающей в пласте с непроницаемой границей (22.12), в случае работы га-
зовой скважины, преобразуется к виду 

 
( )

ck

m
arR

q
2ln

2

2

∗∗ −= ck ФФπ
. (22.32) 

Формулы (22.15) и (22.16) для определения удельного дебита и дебита 
нефтяной скважины в пласте с прямолинейным контуром питания, для га-
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зовой скважины преобразуются к виду 

 
( )2

2

k c
î î

ln
m

c

q
a r

π ∗ ∗−
= , (22.33) 

 
( )2

2
Í Ò

ln
m

c

kh P P
Q

a r

π
µ

−
= . (22.34) 

Выражение для определения потенциала в любой точке газового пласта с пря-
молинейным контуром питания будет иметь вид 

 1 2
1

2Ï k
î ln î

m
q r r

π
∗ ∗= + ,  

где q  определяется по формуле (22.33). 
Аналогичные изменения необходимо внести и в формулы для дебита 

скважины, эксцентрично расположенной в круговом пласте (22.21), и для 
определения потенциала в произвольной точке пласта (22.23) и (22.24). 
В результате формулы примут вид 
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Формулы (22.35) и (22.36) (также как и (22.21) – (22.24)) при 0→δ  
имеют предельный переход и становятся формулами для потенциала про-
извольной точки в случае центральной скважины. В самом деле, имеем 

                                                        
2
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R
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δ
= −                                             

следовательно, при 0→δ  получаем 
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где r  расстояние от центральной скважины до произвольной точки M . 
Поэтому  
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Глава XXIII 

НЕУСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ УПРУГОЙ 
ЖИДКОСТИ В УПРУГОМ ПЛАСТЕ 

 
 

§1. Упругий режим пласта и его характерные особенности 

При разработке и эксплуатации месторождений углеводородного сы-
рья в пластах часто возникают неустановившиеся процессы, обусловлен-
ные пуском или остановкой скважин, изменением темпов отбора флюида 
из скважин и т.д. Для неустановившихся процессов характерно перерас-
пределение пластового давления, изменение во времени скоростей фильт-
рационных потоков, дебитов скважин. Количественные характеристики 
неустановившихся процессов (величины изменения давления, скоростей, 
дебитов) зависят от упругих свойств пластов и насыщающих их жидкос-
тей. Последнее означает, что основной формой пластовой энергии, обеспе-
чивающей приток жидкости к скважинам в рассматриваемых неустано-
вившихся процессах, является энергия упругой деформации жидкостей 
(нефти и/или воды) и твердого скелета пласта. 

Математическая модель, которая будет сформулирована далее, учи-
тывает проявление упругих сил в однофазном фильтрационном потоке, т.е. 
далее будет считаться, что давление в любой точке потока выше давления 
насыщения жидкости газом. 

При пуске скважины в эксплуатацию в условиях упругого режима 
движение жидкости начинается за счет использования потенциальной 
энергии упругой деформации пласта и жидкости сначала в ближайших ок-
рестностях забоя, затем во все более удаленных областях пласта. В самом 
деле, при снижении пластового давления упругое противодействие пласта 
вышележащему горному массиву уменьшается, и это приводит к уменьше-
нию объема порового пространства, что, в свою очередь, увеличивает сжа-
тие жидкости. Все это способствует вытеснению жидкости из пласта 
в скважину. И несмотря на то, что коэффициенты объемной упругой де-
формации жидкости и твердого скелета пласта очень малы, из-за того, что 
очень велики объемы пласта и насыщающих его флюидов, объемы жидкости, 
извлекаемой из пласта за счет упругости пласта и жидкости, могут быть 
весьма значительными. 

В некоторых случаях приток жидкости к забоям скважин поддержива-
ется и напором воды, поступающей в пласт из области питания. Тогда ре-



НЕУСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ УПРУГОЙ ЖИДКОСТИ 

 

475

жим пласта следует называть упруговодонапорным. Различают и вторую 
разновидность упругого режима – замкнуто-упругий режим. Встречаются 
залежи нефти в закрытых со всех сторон пластовых «ловушках», когда на 
небольших расстояниях от нефтяной залежи продуктивный пласт либо вы-
клинивается, либо экранирован сбросом. В начальной стадии разработки та-
кой залежи, до тех пор, пока пластовое давление не снизилось до давления 
насыщения, имеет место замкнуто-упругий режим движения флюида. 

Характерная особенность проявления упругого режима в процессе 
разработки нефтяных месторождений проявляется в длительности во вре-
мени процесса перераспределения пластового давления после начала рабо-
ты скважины или изменения темпа отбора жидкости из скважины. Это свя-
зано с тем, что при фильтрации вязкой жидкости в пласте возникают очень 
большие силы сопротивления. Неустановившиеся процессы протекают тем 
быстрее, чем больше коэффициент проницаемости k , и тем медленнее, 
чем больше вязкость жидкости µ  и коэффициенты объемной упругости 
жидкости 

ж
β  и твердого скелета пласта 

с
β . 

Первыми исследователями, разрабатывавшими теорию упругого ре-
жима в 30-х годах 20-го века, были Маскет, Шилсуиз, Херст, Тсейс и Дже-
коб. Однако они не учитывали объемную упругость пласта. Наиболее пол-
но теория упругого режима с учетом упругих свойств твердого скелета 
пласта и насыщающих жидкостей была разработана В.Н.Щелкачевым. 

§2. Подсчет упругого запаса жидкости в пласте 

Под упругим запасом жидкости в пласте понимают количество жид-
кости, которое можно извлечь из пласта при снижении давления в нем за 
счет объемной упругости твердого скелета пласта и насыщающих его жид-
костей. Хотя коэффициенты объемной упругой деформации жидкости и 
твердого скелета пласта очень малы (см. гл. XIX), очень велики объемы 
пласта, поэтому упругий запас жидкости в пласте может быть весьма су-
щественным. При снижении давления в пласте упругий запас жидкости ес-
тественно убывает, а при повышении давления происходит накопление уп-
ругого запаса жидкости в нем.  

Упругий запас жидкости в пласте можно подсчитать следующим об-
разом. Выделим мысленно элемент объема пласта 0V . Пусть 

ж0V  есть объ-
ем жидкости, насыщающей этот элемент объема пласта 0V  при начальном 
давлении 0p . Упругий запас жидкости будем определять по ее объему, за-
меряемому при начальном пластовом давлении. Обозначим через 

з
V∆  из-

менение упругого запаса жидкости внутри объема пласта 0V  при измене-
нии давления во всех его точках на величину p∆ . В соответствии с форму-
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лами (19.22) и (19.40), заменив дифференциалы давления и объемов пор и 
жидкости на конечные разности, имеем 

жж0ж
VpV ∆=∆− β    и   

п0 VpV
Ò

∆=∆β . 

Для дальнейшего использования этих формул необходимо внести некото-
рые уточнения. При определении формулы для коэффициента объемного 
сжатия жидкости 

ж
β  считалось, что на жидкость действует только сжи-

мающее гидростатическое давление, поэтому при увеличении давления 
(сжатие) объем жидкости уменьшается и, наоборот, при уменьшении дав-
ления объем возрастает. В результате перед коэффициентом 

ж
β  стоит знак 

«минус». В случае упругого режима при падении давления в пласте объем 
жидкости уменьшается. Такое поведение жидкости обусловливается тем, 
что рассматривается жидкость в порах и, как следует из формулы для cβ , 
при уменьшении давления объем пор уменьшается, а жидкость испытыва-
ет сжимающее воздействие со стороны твердого скелета. Поэтому знак 
минус перед 

ж
β  опускается. Полагая, что изменение упругого запаса скла-

дывается из 
ж

V∆  и 
п

V∆  получаем: 

 pVpVV ∆+∆=∆ 0c0жжз
ββ . (23.1) 

Учтем, что начальный объем жидкости, насыщающей элемент объема 
пласта 0V , равен полному объему пор в этом элементе 

 ,0ж0 mVV =  (23.2) 

m  – пористость пласта. 
Тогда формулу (23.1) с учетом равенства (23.2) можно переписать в 

следующем виде: 
 ( ) pVmV ∆+=∆ 0cжз

ββ , (23.3) 
или 
 ,

* pVV ∆=∆ 0з
β  (23.4) 

где 
 .

*

cж
βββ += m  (23.5) 

Коэффициент *β  называется коэффициентом упругоемкости пласта. 

Из формулы (23.4) следует, что коэффициент упругоемкости пласта *β  
численно равен изменению упругого запаса жидкости в единице объема 
пласта при изменении пластового давления в нем на единицу 

.

*

pV

V

∆
∆=

0

зβ  

Если формулы (23.3) или (23.4) относить к разрабатываемому в усло-
виях замкнуто-упругого режима нефтяному месторождению, то под 0V  сле-
дует понимать объем пласта, в котором к данному моменту времени про-
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изошло изменение давления на величину p∆ , при этом, по определению, 
полагается что 
 ,~ppp −=∆

к
 (23.6) 

где 
к

p  – начальное пластовое давление; p~  – средневзвешенное по объему 
возмущенной части пласта 0V  давление. 

Вычислить средневзвешенное пластовое давление p~  можно, если из-
вестна геометрия возмущенной части пласта и конкретное распределение 
давления в ней. 

Дифференцируя равенство (23.4), получим 

 ( ) ( )[ ] .* ptVdVd ∆=∆ 0з
β   

С другой стороны, изменение упругого запаса жидкости в пласте за 
время dt , равное объему отобранной из пласта нефти, дается выражением 

 ( ) ( ) ,dttQVd =∆
з

  

где ( )tQ  – дебит всех скважин, эксплуатирующих данную нефтяную за-
лежь. 

Приравняв правые части двух последних равенств, получим диффе-
ренциальное уравнение истощения нефтяной залежи в условиях замкнуто-
упругого режима 

 ( )[ ] ( ) .

* dttQptVd =∆0β  (23.7) 

Полученное соотношение далее будет использоваться при построении 
приближенных решений теории упругого режима. 

§3. Математическая модель неустановившейся фильтрации 
упругой жидкости в упругой пористой среде 

Изучение гидродинамики упругого режима фильтрации имеет важ-
нейшее значение как для теории, так и для практики разработки нефтяных 
и газовых месторождений. Знание этих основ позволяет в наиболее полной 
мере использовать упругий запас пластовых флюидов для обеспечения 
притока к скважинам, правильно определять потенциальные возможности 
упругой водонапорной системы для вытеснения флюидов, ставить и ре-
шать так называемые обратные задачи определения коллекторских свойств 
пластов по наблюдениям за изменением дебитов или давлений и т.д. Как 
правило, при естественном упругом режиме добывается незначительная 
часть извлекаемых запасов (до 2–5%). Однако известны случаи, когда уп-
ругий запас настолько велик, что позволяет отобрать гораздо больший 
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процент от извлекаемых запасов. Так, например, на крупнейшем месторож-
дении Тенгиз при упругом режиме будет отобрано до 20% запасов нефти. 

Для вывода основных дифференциальных уравнений фильтрации уп-
ругой жидкости в упругой пористой среде необходимо воспользоваться 
уравнением неразрывности потока, уравнениями движения (законом Дар-
си) и уравнениями состояния пористой среды и насыщающей ее жидкости. 
При этом воспользуемся математической моделью, описанной в главе XIX, 
c системой уравнений (19.8): 

                            ( )
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                 (23.8) 

которая после пренебрежения массовыми силами и введения обобщенной 
функции Лейбензона, преобразуется к виду (19.21) 
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 (23.9) 

В качестве уравнений состояния среды и жидкости воспользуемся урав-
нениями состояния упругой жидкости и упругой пористой среды в ранее 
полученной форме (19.24) и (19.42): 

 ( )[ ]0ж0 1 pp −+= βρρ , (23.10) 

 ( )0c0 ppmm −+= β . (23.11) 

Для проницаемости и вязкости примем const=k   и const=µ , однако 
заметим, что, как показывают результаты лабораторных экспериментов, 
а также опыт разработки месторождений, в ряде случаев наряду с измене-
нием пористости вследствие возникающих деформаций, происходят и из-
менения проницаемости пластов. Особенно это относится к глубоко зале-
гающим месторождениям углеводородов. Понятно, что данное обстоятель-
ство не учитывается в рассматриваемой модели. Однако введение еще од-
ного уравнения состояния ( )( )pmkk =  приведет к существенному услож-
нению модели. Поэтому, несмотря на то, что развитию теории упругого 
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режима с учетом зависимости ( )( )pmkk =  посвящено большое число ис-
следований, изложение этого раздела в более общей постановке заметно 
усложнило бы изложение, и авторы считают целесообразным, сохранив 
традиционный подход, рекомендовать читателям обратиться к посвящен-
ным этому вопросу монографиям самостоятельно. 

§4. Вывод дифференциального уравнения фильтрации 
упругой жидкости в упругой пористой среде по закону Дарси 

Обратимся теперь к математической модели неустановившегося дви-
жения упругого флюида, подчиняющегося закону Дарси, в деформируемой 
пористой среде (23.9) с уравнениями состояния (23.10) и (23.11) и при 
k  = const, µ  = const. Полная система уравнений имеет вид 

( )[ ]
( )

.

,const  const

,

,

,

,

с

ж
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==
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Понятно, что все уравнения системы определяют математическую 
модель, но для постановки и решения задач в рамках модели желательно 
преобразовать уравнения и получить одно дифференциальное уравнение 
для одной искомой функции. Для этой цели рассмотрим первое уравнение 
системы. 

Подставив в него функцию Лейбензона, получим 

 
( )

∫∆=
∂

∂
dp

k

t

m ρ
µ

ρ
. (23.12) 

Теперь преобразуем выражение в левой части уравнения (23.12), для 
чего используем уравнения состояния упругой жидкости и упругой порис-
той среды (23.10) и (23.11) 
 ( )[ ]0ж0 1 pp −+= βρρ ,     ( )0c0 ppmm −+= β ,  

и вычислим произведение ρm  

 ( )( ) ( ) .2
0жc00с0ж0000 ppppmmm −+−++= ββρβρβρρρ   

Последним слагаемым в правой части полученного выражения ввиду его  
малости по сравнению с двумя другими слагаемыми можно пренебречь  
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(напомним, что для нефтей 
ж

β  изменяется в диапазоне от 7·10–10 Па–1  
до 30·10–10 Па–1, а для пластовых вод диапазон изменения лежит в пределах 
от 2,7·10–10 Па–1 до 5·10–10 Па–1, и что коэффициент объемной упругости пла-
ста составляет ( ) 10

c 10230 −⋅−= ,β  Па–1). Тогда, с учетом (23.5), получим 

( )0 0 0 01 *
,m m p p mρ ρ β = + −   

откуда после дифференцирования выражения по времени t  находим 

 
( )

.

*

t

p

t

m

∂
∂=

∂
∂ βρρ

0  (23.13) 

Теперь преобразуем правую часть равенства (23.12) 
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Подставив под знак интеграла уравнение состояния упругой жидкос-
ти (23.10), получим 
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но снова учитывая, что жидкость слабосжимаемая и коэффициент 
ж

β  мал, 
пренебрежем вторым слагаемым и в результате получим 

 p
k

dp
k ∆=







∆ ∫ 0ρ
µ

ρ
µ

. (23.15) 

Подставив (23.13) и (23.15) в исходное дифференциальное уравне-
ние (23.12), получим дифференциальное уравнение относительно давления 

 p
k

t

p ∆=
∂
∂

µ
β * , (23.16) 

или в декартовой системе координат 

 ,
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p κ  (23.17) 

где введено обозначение 

 ( ).*µβκ k=  (23.18) 

Уравнение (23.16) – основное дифференциальное уравнение теории 
упругого режима фильтрации. По предложению В.Н.Щелкачева, оно на-
звано уравнением пьезопроводности. Дифференциальное уравнение пьезо-
проводности относится к уравнениям типа уравнения теплопроводности 
(уравнения Фурье), которое является одним из основных уравнений мате-
матической физики. 

Коэффициент κ , характеризующий скорость перераспределения пла-
стового давления при неустановившейся фильтрации упругой жидкости в 
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упругой пористой среде, В.Н.Щелкачев назвал коэффициентом пьезопро-
водности пласта по аналогии с коэффициентом температуропроводности 
в уравнении теплопроводности. 

Размерность коэффициента пьезопроводности κ  можно установить 
из (23.18): 

[ ] [ ] [ ]
2 2

1 1 1 2
L L ,

TL MT LM T*

kκ µ β − − −= = =  

где L, M, Т – соответственно, размерности длины, массы и времени. Наи-
более часто встречающиеся в нефтепромысловой практике значения коэф-
фициента пьезопроводности заключены в пределах от 0,1 до 5 м2/с. 

Отметим, что уравнение пьезопроводности (23.16) применимо только 
для слабосжимаемой упругой жидкости, для которой ( ) 10ж

<<− ppβ . Ес-
ли же это условие не выполняется, то при переходе от (23.14) к (23.15) 
нельзя пренебрегать слагаемым с 

ж
β . Данное обстоятельство приведет 

к тому, что дифференциальное уравнение значительно усложнится и ста-
нет нелинейным. 

§5. Одномерные фильтрационные потоки упругой жидкости. 
Точные решения уравнения пьезопроводности. Основная 

формула теории упругого режима 

Рассмотрим наиболее простые точные решения уравнения 
пьезопроводности (23.16) для одномерных потоков. 

5.1. Прямолинейно-параллельный фильтрационный поток упругой 
жидкости 

Случай 1. Приток к галерее, на которой поддерживается постоянное 
давление. Пусть в полубесконечном горизонтальном пласте постоянной 
толщины h  и ширины В начальное пластовое давление всюду постоянно 
и равно 

к
p . На галерее (при x  = 0) давление мгновенно снижено до 

г
p  и 

в дальнейшем поддерживается постоянным (т.е. 
г

p  = const). В удаленных 
точках ( ∞→x ) давление в любой момент времени остается равным 

к
p . 

При этих условиях в упругом (деформируемом) пласте образуется не-
установившийся прямолинейно-параллельный поток упругой жидкости. 
Давление в любой точке потока x  и в любой момент времени t  можно оп-
ределить, интегрируя уравнение пьезопроводности (23.17), которое для 
одномерного течения в декартовой системе координат запишется в виде: 

 ∞<<
∂
∂=

∂
∂

x
x

p

t

p
0

2

2

,κ . (23.19) 
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Начальные и граничные условия, сформулированные выше и записан-
ные в виде математических соотношений, будут следующие: 
 ( )

к
ptxp =,    при   0=t ;  

 ( )
г

ptxp =,    при   00 >= tx , ; (23.20) 
 ( )

к
ptxp =,    при   0≥∞= tx , .  

Задача заключается в определении дебита галереи ( )tQ  и давления в 
любой точке потока, в любой момент времени, то есть функции ( )txp , . 

Используя анализ размерностей, покажем, что поставленная задача 
автомодельна, т. е. из аргументов, от которых зависит давление, можно со-
ставить один безразмерный комплекс, от которого будет зависеть искомая 
функция ( )txp , . 

Обозначим через ( ) ( )
гкг

ppppP −−=  безразмерное давление, ко-
торое, как следует из соотношений (23.19) и (23.20), зависит от времени t, 
координаты х и коэффициента пьезопроводности κ , т.е. 
 ( )κ,,txfP = .  

Размерности этих аргументов следующие: [x] = L, [t] = Т, [κ ] = L2 Т–1, 
и из них можно составить безразмерный комплекс tx κ . Приняв за но-

вую переменную безразмерную величину ( )txu κ2= , сведем задачу 
к нахождению безразмерного давления P , зависящего только от u  (авто-
модельной переменной), ( )ufP = . В результате подобного перехода гра-
ничные условия (23.20) запишутся в виде 
 0=P    при  0=u ,  
 1=P     при  ∞=u . (23.21) 

В силу линейности дифференциального уравнения (23.19) для безраз-
мерного давления Р имеем такое же уравнение, как и для размерного p , 

 .

2

2

x

P

t

P

∂
∂=

∂
∂ κ  (23.22) 

Используя правило дифференцирования сложных функций, частные 
производные по координате и времени можно выразить через производные 
по безразмерной (автомодельной) переменной. Выполняя дифференциро-
вания, находим 

 ,
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Подставляя найденные значения производных в уравнение (23.22), 
получим обыкновенное дифференциальное уравнение  

 ,022

2

=+
du

dP
u

du

Pd
 (23.23) 

которое должно быть решено при условиях (23.21). Для решения уравне-
ния (23.23) обозначим ξ=dudP , тогда уравнение (23.23) принимает вид 

 .02 =+ ξξ
u

du

d
 (23.24) 

Разделив переменные в (23.24), будем иметь 

udu
d

2−=
ξ
ξ

 

и далее, проинтегрировав, получим 
2

1ln lnu Cξ = − + , 

потенцируя которое, найдем 

 
2

1
u

eC
du

dP −==ξ , (23.25) 

где 1C  – постоянная интегрирования. 

Проинтегрировав (23.25) с учетом первого из условий (23.21), полу-
чим: 

 ∫
−=

u

u

dueCP

0

1

2

.  

Вторым условием (23.20) воспользуемся для нахождения константы 
интегрирования 1C . Устремим переменный верхний предел u  в интеграле 
к бесконечности и получим 

∫
∞

−=
0

1

2

1 dueC
u . 

Из интегрального исчисления известно, что 2
0

2

π=∫
∞

−
due

u , поэто-

му предыдущее соотношение дает  π21 =C , и окончательно получим 

 .∫ −=
t

x

u
dueP

κ

π

2

0

22
 (23.26) 

Интеграл (23.26) называется интегралом вероятности, является табу-
лированной функцией, изменяющейся в пределах от 0 до 1 и имеет специ-
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альное обозначение 

 .erf 






=∫ −

t

x
due

t

x

u

κπ

κ

2

2
2

0

2

  

Таким образом, 






=
t

x
P

κ2
erf , и закон распределения давления в неус-

тановившемся прямолинейно-параллельном фильтрационном потоке упру-
гой жидкости имеет вид 

 ( ) .erf 






−+=
t

x
pppp

κ2
гкг

 (23.27) 

Типичные кривые распределения давления в различные моменты вре-
мени в неустановившемся прямолинейно-параллельном потоке упругой жид-
кости в галерее, пущенной в эксплуатацию с постоянным забойным 
давлением 

г
p  = const, приведены на рис. 23.1. 

 

Рис. 23.1. Кривые распределения давле-
ния в различные моменты времени в не-
установившемся прямолинейно-парал-
лельном потоке упругой жидкости при 
условии 

г
p  = const 

Найдем дебит галереи Q . Будем считать положительным дебит, отби-
раемый из галереи (x  = 0), когда поток движется против оси x  и 0>∂∂ xp . 
Согласно закону Дарси 

 ,,

00 ==
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µµ
 (23.28) 

где В, h – соответственно, ширина и толщина пласта. Продифференциро-
вав выражение (23.27), получим 

 ( ) .

t

pp

t
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x

p

x
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r

x
πκκπ

κ гк

0

2
к

0 2

12
2
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∂
∂

=








−

=
 (23.29) 

Дебит галереи в любой момент времени найдем, подставив значение 
градиента давления xp ∂∂  из (23.29) в выражение (23.28), 

 .Bh
t

ppk
Q r

πκµ
−= к  (23.30) 
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Из формулы (23.30) следует, что дебит галереи убывает с течением 
времени, как t1 , и при ∞→t  стремится к нулю. В момент време-
ни 0=t  формула (23.30) дает бесконечное значение дебита, и это обстоя-
тельство является следствием скачка давления на галерее (от 

к
p  до 

г
p ) 

в начальный момент времени. 
Накопленная к моменту t  добыча (объем добытой нефти) добV  опре-

деляется по формуле 

 ( ) ( ) ( )
,t

Bhppk

t

dt

t

Bhppk
dttQV

tt

πκµπκµ
гкгк

доб

−=−== ∫∫
2

00

  

 

т.е. сразу после начала отбора из галереи 
она быстро возрастает, а в дальнейшем 
растет очень медленно (рис. 23.2). 

Случай 2. Приток к галерее, на кото-
рой поддерживается постоянный дебит. 
Пусть в таком же полубесконечном пла-
сте, что и в случае 1, в момент времени t =  
= 0 пущена в эксплуатацию галерея, но 
теперь будем считать, что на галерее 
поддерживается постоянный объемный 
дебит Q . Требуется найти давление в лю-
бой точке пласта в любой момент време-
ни. 

Математически задача заключается в 
интегрировании того же уравнения (23.22), 

Рис. 23.2. Зависимости дебита и 
добычи жидкости от времени по-
сле пуска галереи при условии р

г
 = 

= const 

но с иными начальными и граничными условиями: 
 ( )

к
ptxp =,    при   0=t ;  

 ( ) const1 ==
∂
∂= w
x

pk
txw

µ
,    при   0=x , 0>t ;  

 ( )
к

ptxp =,    при 0>t , ∞→x . (23.31) 

Первое условие, как и в первом случае, задает распределение давления 
в пласте до пуска галереи, из него следует, что давление во всех точках 
пласта в начальный момент времени постоянно и равно контурному. Вто-
рое условие задает постоянство дебита на галерее после ее пуска. Из 
третьего условия следует, что граница возмущенной зоны с ростом време-
ни перемещается к бесконечности. 

Для интегрирования уравнения пьезопроводности в данном случае 
умножим обе части уравнения (23.22) на µk  и далее продифференцируем 
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по x. В результате получим 

 ,3

32

x

pk

tx

pk

∂
∂=

∂∂
∂ κ

µµ
  

откуда, поменяв порядок вычисления производных, получим: 
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xx
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µ 2
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 (23.32) 

Так как 

 ( ),,txw
x

pk =
∂
∂

µ
  

то уравнение (23.32) можно переписать в виде 

 
( ) ( )

.

,,

2

2

x

txw

t

txw

∂
∂=

∂
∂ κ  (23.33) 

Уравнение (23.33) по форме также совпадает с уравнением теплопро-
водности (23.22). Следовательно, решением уравнения (23.33) будет реше-
ние, аналогичное (23.26), с заменой давления p  на скорость фильтрации w 

 .erf 21
2

C
t

x
Cw +







=
κ

 (23.34) 

При этом следует иметь в виду, что начальное и граничное условия для w 
имеют вид: 
 ( ) ( ) .,,, 1000 wtwxw ==   
Используя эти условия, найдем константы интегрирования. 
При 0=t  из (23.34) следует 

∫
∞

− +=
0

21

22
0 CdueC

u

π
. 

Так как 2

0

2

π=∫
∞

−
due

u , получаем 

210 CC += . 
Второе условие, при 0=x , дает 

∫ += −
0

0

211

22
CdueCw

u

π
. 

Из этих двух равенств имеем 1112 wCwC −== ,  и, следовательно, 

 ( )
x

pk

t

x
wtxw

∂
∂=















−=
µκ2

11 erf, . (23.35) 
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Чтобы найти распределение давления в потоке, необходимо проинтегриро-
вать уравнение (23.35) по x  при фиксированном времени t . 

 dxduewdx
x

pk
x

t

u

x

∫∫


















−=
∂
∂

∫
−

0

2

1

0

1

0

22
1

κ

πµ
.  

Выполнив интегрирование, получаем 

 ( ) ( ) dxduew
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,, . (23.36) 

Последнее слагаемое в (23.36) интегрируется по частям 
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Поэтому уравнение (23.36) можно записать в виде 
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erf,, . (23.37) 

С учетом того, что ( )tp ,0  есть давление на галерее, т.е. ( ) ( )tptp
г

0 =, , 
из (23.37) запишем выражение для давления в любой точке потока: 

 ( ) ( ) .erf, 
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−+= − txe
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t
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x
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π
κ

κ
µ 41
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1
2

2
1  (23.38) 

Чтобы найти закон изменения давления на галерее ( )tp
г

, подставим 
в (23.38) граничное условие ( )

к
ptxp =,  при ∞→x . Так как при ∞→x  

1
2

→








t

x

κ
erf , то произведение 















−
t

x
x

κ2
1 erf  дает неопределен-

ность вида 0×∞ . Раскрывая ее по правилу Лопиталя, можно показать, что 



ГЛАВА XXIII 

 

488

это произведение стремится к нулю. Учитывая также, что 042

→− tx
e

κ  
при ∞→x , получаем 

 ( ) t
k

w
ptp κ

π
µ 1

кг

2−=   

или 

 ( ) .

π
κµ t

kBh

Q
ptp

2
кг

−=  (23.39) 

Нетрудно видеть, что решение (23.39) при очень больших значениях 
времени теряет физический смысл. В самом деле, так как процесс во времени 
не ограничен, то можно указать такие значения t , при которых ( )tp

г
 < 0. По-

лученный результат означает, что принятое граничное условие – задание 
( ) 1const0 wtw ==,  является слишком «жестким», для его реализации тре-

буются отрицательные давления при больших временах t . Реально эти дав-
ления возникать не будут – возникнет кавитация вблизи галереи. 

5.2. Плоскорадиальный фильтрационный поток упругой жидкости. 
Основная формула теории упругого режима фильтрации 

Пусть в неограниченном горизонтальном пласте постоянной толщины h 
имеется добывающая скважина «нулевого» радиуса (точечный сток). На-
чальное пластовое давление во всем пласте одинаково и равно 

к
p . В мо-

мент времени t = 0 скважина пущена в эксплуатацию с постоянным объем-
ным дебитом 0Q . В результате в пласте образуется неустановившийся 
плоскорадиальный поток упругой жидкости.  

Распределение давления в пласте (в любой его точке в любой момент 
времени) ( )trp ,  определяется интегрированием уравнения (23.16), которое 
для радиального течения в цилиндрической системе координат имеет вид 
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Начальные и граничные условия задачи следующие: 
 ( )

к
ptrp =,    при  0=t ,  

 ( )
к

ptrp =,    при 0>t  и ∞→r , (23.41) 
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Q

r
µ

π
   при  0>t .  

Первое условие означает, что до момента времени 0=t  во всем пла-
сте давление было постоянным и равным контурному. Второе условие по-
казывает, что граница возмущенной зоны (т.е. значение радиуса, на кото-
ром давление равно контурному) перемещается с ростом времени и для 
больших времен стремится к бесконечности. Из третьего условия следует, 
что дебит скважины поддерживается постоянным. 
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Последнее условие запишем в виде 

 .

kh

Q

r

p
r

r
π

µ
2

0

0

=








∂
∂

=
 (23.42) 

Так же, как в предыдущем случае, проведем анализ размерностей. Ис-
комое распределение давления в пласте зависит от пяти определяющих па-
раметров: r , t, κ , 

к
p , ( )khQ πµ 20 , размерности которых следующие: 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ,,,, ppTLTtLr ==== −
к

12κ   

 [ ] ,p
kh

Q =






π
µ

2
0   

где [ ]p  – размерность давления. Из этого следует, что давление, приведен-
ное к безразмерному виду, 

к
ppP = , зависит только от двух безразмер-

ных параметров (так как из пяти параметров три имеют независимые раз-
мерности ( )

к
ptr ,, ), то есть можно записать 

 ,, 







=

к

0

2 khp

Q
fP

π
µξ     .

t

r

κ
ξ

2
=  (23.43) 

Таким образом, задача автомодельна, и уравнение (23.40) можно све-
сти к обыкновенному дифференциальному уравнению. Продифференциру-
ем (23.43) и найдем представление частных производных по независимым 
переменным t  и r  через производные по автомодельной переменной: 

 .,,
2

2

2

2

4

1

2

1

2 ξκκξ
ξ

ξ d

Pd

tr

P

td

dP

r

P

td

dP
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P =
∂
∂=

∂
∂−=

∂
∂

  

Подставив полученные выражения в уравнение (23.40), получим обык-
новенное дифференциальное уравнение  

 ,02
1

2

2

=






 ++
ξ

ξ
ξξ d

dP

d

Pd
 (23.44) 

которое нужно проинтегрировать при условиях, полученных из (23.41) 
преобразованием к безразмерному виду, 

( ) 1=ξP    при  ∞→ξ , 

 .

к

0

0 2 khp

Q

d

dP

π
µ

ξ
ξ

ξ

=








=

 (23.45) 

Воспользуемся подстановкой 

 v
d

dP =
ξ

  

и из уравнения (23.44) получим 

 ,02
1 =







 ++ v
d

dv ξ
ξξ
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или 

 .ξξ
ξ
ξ

d
v

dvd
2−=+  (23.46) 

Проинтегрировав (23.46), получим 

 ,lnlnln 1
2

Cv +−=+ ξξ  (23.47) 
где C1 – постоянная интегрирования. 

Потенцируя (23.47), найдем: 

 
2

1 .
dP e

v C
d

ξ

ξ ξ

−

= =  (23.48) 

Проинтегрируем (23.48) в пределах от   ξ  до бесконечности, учтя первое 
из условий (23.41), и получим 

 ( )
2

1 1.
e

P C d

ξ

ξ

ξ ξ
ξ

∞ −

= − +∫  (23.49) 

Умножая равенство (23.49) на ξ , устремляя 0→ξ  и используя вто-
рое условие (23.45), найдем величину 1C  

 0
1

к

.
2

Q
C

khp

µ
π

=   

Тогда (23.49) преобразуется к виду 

 ( ) ∫
∞ −

−=
ξ

ξ
ξ

ξπ
µξ d

e

khp

Q
P

2

к
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2
1  (23.50) 

Интеграл в последней формуле легко свести к табличному подстановкой 
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t

r
u

κ
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4

2
2 ==       .

u

dud

2
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ξ
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Перейдя также от безразмерного давления P  к размерному 
к

pPp = , бу-
дем иметь окончательно 

 ( )
( )

., ∫
∞ −

−=
tr
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e
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Q
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π
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4

0
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2
2

 (23.51) 

Интеграл в формуле (23.51) называется интегральной показательной 
функцией, которая табулирована и имеет специальное обозначение 
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Таким образом, давление в любой точке плоскорадиального потока в 
условиях упругого режима фильтрации определяется по формуле 

 ( ) .Ei,





















−−−=

t

r

kh

Q
ptrp

κκ
µ

44

2
0

к
 (23.52) 

Формула (23.52) получила название основной формулы теории упру-
гого режима фильтрации. Она имеет широкое практическое применение, 
в частности, используется при интерпретации результатов исследования 
скважин, в расчетах распределения давления при фильтрации упругой жид-
кости и т.д. 

Интегральную показательную функцию можно представить в виде ряда 

 ( ) ( )
,

!
lnEi

n

n

n

x

nnx

x ∑
∞

=

+

⋅
−+−=−−

1

111 γ   

 

который сходится при всех значени-
ях ( )∞<< xx 0 , γ  – постоянная 
Эйлера – иррациональное число, 
приближенное значение которого 
при вычислениях в подземной гид-
ромеханике принимается рав-
ным 0,5772. 

При изменении аргумента x  от 
0 до ∞  функция ( )x−− Ei  быстро 
убывает от ∞  до 0. График этой 
функции приведен на рис. 23.3. При 
малых значениях x  суммой ряда 
можно пренебречь, тогда 

( ) .,lnEi 577201 −=−−
x

x  

Рис. 23.3. График интегральной пока-
зательной функции 

При этом погрешность не превосходит: 

0,25%, если  010
4

2

,≤=
t

r
x

κ
; 

5,7%, если  10,≤x ; 
9,7%, если  140,≤x . 

Следовательно, для значений ( ) 142 ≤tr κ  давление можно определять 
по формуле 

 ( ) .,ln, 






 −−= 57720
4

4 2
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Q
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π

µ
 (23.53) 
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Из (23.52) находим, что расход жидкости через любую цилиндричес-
кую поверхность радиусом r  и скорость фильтрации там определяются, 
соответственно, по формулам 

 ( ) ,,

treQrh
r

pk
trQ κπ

µ
4

0

2

2 −=
∂
∂=  (23.54) 

 .

tr
e

rh

Q
w

κ

π
40

2

2
−=  (23.55) 

Из последней формулы следует, что стационарная скорость 
стац

w =  

( )0 2Q rhπ=  достигается очень быстро на небольших расстояниях от сква-

жины, так как значение коэффициента пьезопроводности обычно велико. 
При теоретическом исследовании неустановившихся процессов пере-

распределения пластового давления удобно пользоваться безразмерными 
параметрами Фурье fo и Fo, играющими роль безразмерного времени и оп-
ределяемыми по формулам: 

 
2

cr

tκ=fo ,   
2
к

R

tκ=Fo . (23.56) 

В зависимости от специфики решаемой задачи удобно пользоваться 
тем или другим из указанных параметров Фурье. 

Строго говоря, основная формула теории упругого режима (23.52) 
справедлива лишь для случая точечного стока (при 

c
r = 0) в неограничен-

ном пласте ( ∞=
к

R ). 
Для оценки влияния конечности радиуса возмущающей скважины 

c
r  

на результаты расчетов давления В.Н.Щелкачев сравнил результаты расче-
тов по формуле (23.52) и по точной формуле (Ван-Эвердинген и Херст), 
учитывающей конечный радиус скважины cr . В.Н.Щелкачев установил, 
что погрешность подсчетов давления по формуле (23.52) составляет 0,6% 
при fo = 100; 2,3% при fo = 25, 5% при fo = 10, 9,4%; при fo = 5 контура пи-
тания или радиус круговой непроницаемой границы пласта. 

Оценим практическое значение этой погрешности. Допустим, что κ = 
= 1 м2/с, 

c
r = 0,1 м. Тогда, полагая fo = 100, найдем 

 c.1
1

10
100

22
c === ,

fo
κ
r

t   

Следовательно, уже через 1 с после пуска скважины расчеты забойного 
давления, выполненные по формуле (23.52), будут иметь погрешность, не 
превышающую 0,6%. Отсюда следует, что для скважин обычных размеров 
формула (23.52) обеспечивает высокую степень точности уже на самой ран-
ней (а тем более на поздней) стадии процесса перераспределения давления. 

Непосредственными расчетами В.Н.Щелкачевым было установлено, 
что в громадном большинстве практически интересных случаев изменение 
давления при работе скважины в конечном открытом пласте можно в тече-
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ние достаточно длительного времени изучать при помощи простой форму-
лы (23.52) для бесконечного пласта. При этом погрешность в подсчетах за-
бойного давления не превзойдет 0,08% при Fo ≤  0,2; 1% при Fo ≤  0,35; 
1,9% при Fo ≤  0,5. 

Для расчетов пластового давления в любой точке открытого кругового 
пласта в случае r ≤  0,1

к
R , можно с высокой степенью точности (до 0,2%) 

пользоваться формулой (23.52) для бесконечного пласта, если при 
этом 

c
rR

5
к

10≥ , Fo ≤  0,2. 
В дополнение к указанным оценкам можно еще отметить, что различие 

в величинах забойных давлений в условиях конечного (открытого и закрыто-
го) и бесконечного пластов не превзойдет 1%, если Fo ≤  0,33, 

к
R ≥50 cr  или 

если Fo ≤  0,35, 
к

R ≥1000 cr . 
Решения дифференциального уравнения Фурье (23.40) для различных 

случаев фильтрации упругой жидкости в ограниченных открытых и закры-
тых пластах представляются бесконечными рядами по специальным функ-
циям Бесселя. 

В заключение покажем, как ведут себя пьезометрические кривые вблизи 
скважины, которая эксплуатируется с постоянным дебитом 0Q  (рис. 23.4). 
Для точек вблизи забоя можно пользоваться формулой (23.53). Продиффе-
ренцировав ее по координате r , найдем градиент давления 

 ( )0 2 .p r Q krµ π∂ ∂ =   

 

Рис. 23.4. Пьезометрические кривые при 
пуске скважины с постоянным дебитом 

0Q ; cr  – радиус скважины; 
к

R  – радиус 
кругового контура питания или радиус 
круговой непроницаемой границы пласта. 

Из этой формулы следует, 
что градиент давления для значе-
ний r , удовлетворяющих нера-
венству tr κ40302 ⋅≤ , , практиче-
ски не зависит от времени и оп-
ределяется по той же формуле, 
что и для установившейся плос-
корадиальной фильтрации не-
сжимаемой жидкости. Для ука-
занных значений r  пьезометри-
ческие кривые представляют со-
бой логарифмические линии 
(рис. 23.4). Давление на забое 
скважины падает с течением вре-
мени, углы наклона касательных 
θ  на забое одинаковы для всех 
кривых. 

 



 
 
 

Глава XXIV 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
ТЕОРИИ УПРУГОГО РЕЖИМА 

 
 

Как было показано в предыдущей главе, решения краевых задач неус-
тановившейся фильтрации упругой жидкости в упругой пористой среде 
в условиях как бесконечного, так и конечного пластов можно получить 
при помощи хорошо известных методов интегрирования дифференциаль-
ного уравнения пьезопроводности (теплопроводности) (23.16). Однако во 
многих случаях эти решения представляются громоздкими формулами 
в виде бесконечного медленно сходящегося ряда или несобственного инте-
грала, содержащего специальные функции. В связи с этим были предпри-
няты поиски приближенных эффективных решений задач неустановив-
шейся фильтрации упругой жидкости в упругой пористой среде. Рассмот-
рим здесь некоторые из разработанных приближенных методов, получив-
ших широкое применение при решении задач теории упругого режима. 

§1. Метод последовательной смены стационарных состояний 

Одним из наиболее простых по своей идее приближенных методов 
решения задач теории упругого режима является метод последовательной 
смены стационарных состояний (ПССС), развитый И.А.Чарным и широко 
применяющийся в практических расчетах. Метод основан на предположе-
нии, что давление в пласте меняется во времени значительно медленнее, 
чем по координатам. Поэтому производную по времени можно в первом 
приближении отбросить, в результате чего для давления получается урав-
нение Лапласа, описывающее стационарный процесс. 

В каждый момент времени весь пласт условно разделяется на две об-
ласти – возмущенную и невозмущенную. При этом предполагается, что 
в возмущенной области пласта, начинающейся от стенки скважины, давле-
ние распределяется так, как будто бы движение жидкости в ней устано-
вившееся и внешняя граница этой области служит в данный момент конту-
ром питания. В невозмущенной области пласта давление всюду постоянно 
и равно начальному контурному давлению. Закон движения подвижной 
границы, разделяющей  возмущенную и невозмущенную области, опреде-
ляется при помощи уравнения материального баланса и граничных условий. 
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Разделение фильтрационного потока на две области – возмущенную и 
невозмущенную – вызывает необходимость рассматривать процесс пере-
распределения пластового давления протекающим в две фазы. В течение 
первой фазы граница возмущенной области непрерывно расширяется. И в 
тот момент, когда она достигает естественной границы пласта, начинается 
вторая фаза. При теоретическом исследовании процесса в условиях беско-
нечного пласта приходится, естественно, иметь дело только с первой фа-
зой, продолжительность которой не ограничивается. 

Рассмотрим теперь расчет неустановившихся одномерных потоков 
упругой жидкости при помощи метода ПССС. 

Прямолинейно-параллельный неустановившийся фильтрационный 
поток упругой жидкости. 

 

Случай 1. Приток к галерее, на 
которой поддерживается постоян-
ный дебит Q. Пусть в момент вре-
мени t = 0 в горизонтальном пласте 
постоянной толщины h и ширины В 
пущена в эксплуатацию прямоли-
нейная галерея, на которой поддер-
живается постоянный дебит Q. До 
пуска галереи давление во всем пла-
сте было одинаковым и равным рк. 

К моменту времени t после пус-
ка галереи граница возмущенной об-
ласти распространится на длину ( )tl   
(рис  24.1).  Распределение давления 

Рис. 24.1. Кривые распределения дав-
ления в прямолинейно-параллельном 
потоке по методу ПССС 

в этой области считается установившимся (см. гл. XX, §2), т.е. описывает-
ся линейной зависимостью: 

 ( ) ( )( ) ( ).,, tlxxtl
kBh

Q
ptxp ≤≤−−= 0
к

µ
 (24.1) 

Требуется найти закон перемещения во времени внешней границы 
возмущенной области ( )tl . 

Воспользуемся соотношением (23.7), которое выражает условие того, что 
количество добытой продукции за время dt равно изменению упругого запаса 
жидкости в возмущенной зоне пласта за тот же промежуток времени, 
 ( )[ ],* ptVddtQ ∆= β  (24.2) 

где ( )tV  – объем возмущенной зоны пласта, 

 ( ) ( );tlhBtV =  (24.3) 

 .~
22

гкгк

кк

pppp
pppp

−=+−=−=∆  (24.4) 
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Приняв во внимание, что ( ) ( )tptxp
г

=,  при х = 0, из (24.1) найдем 

 ( ) Bh
tl

ppk
Q гк

−=
µ

,  

откуда 

 
( )

22
гк

pp

kBh

tlQ −=µ
. (24.5.) 

Подставив равенства (24.3)–(24.5) в соотношение (24.2), получим 

 






=
kBh

lQ
Bhl

dt

d
Q

2

µβ * ,  

или, так как Q  = const, 

( )22 l
dt

d
Q

k
Q

µβ *

= , 

откуда следует 
 ( )( )*µβκκ kdldt == 22 .  

Проинтегрируем полученное соотношение и найдем 

 ( ) .ttl κ2=  (24.6) 

Следовательно, формула для распределения давления в пласте (24.1) 
будет иметь вид 

 
( ) ( )
( ) .2,

,20,2

к

к

txptxp

txxt
kBh

Q
ptxp

κ

κκµ

>=

≤≤−−=

,

,

 (24.7) 

Значения депрессии 
гк

pp −  по приближенной формуле (24.7) значи-
тельно отличаются от данных расчета по точной формуле (24.39): погреш-
ность составляет 25%. 

Случай 2. Приток к галерее, на которой поддерживается постоянное 
забойное давление 

г
p = const. В таком же пласте, как и в случае 1, в момент 

времени t = 0 пущена эксплуатационная галерея с постоянным забойным 
давлением 

г
p = const. До пуска галереи давление во всем пласте было оди-

наковым и равным рк. Требуется найти распределение давления, закон пе-
ремещения границы возмущенной области ( )tl  и изменение дебита галереи 
во времени ( )tQ . 

Дебит галереи в условиях установившегося движения, очевидно, можно 
выразить следующим образом: 

( ) ( )
( )

к г

0

.
x

k p p k p
Q t Bh Bh

l t xµ µ =

− ∂= =
∂
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Задача решается аналогично предыдущему случаю с той лишь разни-
цей, что в уравнение для упругого запаса жидкости (24.2) нужно подста-
вить выражения 

( ) ( )tlhBtV = , 

22
гкгк

кк

pppp
pppp

−=+−=−=∆ ~ , 

( ) ( )
( ) Bh
tl

ppk
tQ

µ
гк

−= . 

Таким образом, в результате получим 

( )
( ) 




 −=−
2

гкгк
pp

BhlddtBh
tl

ppk *β
µ

. 

Проведя арифметические преобразования в этом соотношении, и вы-
полнив интегрирование, найдем закон движения границы возмущенной об-
ласти 

( ) ttl κ2= . 

Следовательно, распределение давления в возмущенной зоне пласта 
определяется соотношением 

 
( ) ( )

( ) ,2,

,20,
2

1

к

гкк

txptxp

tx
t

x
ppptxp

κ

κ
κ

>=

≤<






 −−−=

,

,

 (24.8) 

а дебит галереи – соотношением  

 ( ) ( )
.Bh

t

ppk
tQ

κµ 2
гк

−=  (24.9) 

Погрешность расчета дебита галереи по приближенной формуле (24.8) 
по сравнению с расчетами по точной формуле (23.27) составляет 11%. Сле-
довательно, методом последовательной смены стационарных состояний 
лучше пользоваться в случае неустановившихся прямолинейно-параллель-
ных потоков при заданной постоянной депрессии. 

Плоскорадиальный неустановившийся фильтрационный поток упру-
гой жидкости. 

Случай 1. Приток к скважине, на которой поддерживается постоян-
ный дебит Q. Пусть в неограниченном горизонтальном пласте постоянной 
толщины h в момент времени t = 0 пущена добывающая скважина радиу-
сом cr  с постоянным дебитом Q. До пуска скважины давление во всем пла-
сте было одинаковым и равным 

к
p . 

В соответствии с методом ПССС принимаем, что через время t после 
пуска скважины вокруг нее образуется возмущенная область радиусом ( )tR , 
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в которой давление будет распределено по стационарному закону 

 ( ) ( )
.ln,

r

tR

kh

Q
ptrp

π
µ

2к
−=  (24.10) 

 

Рис. 24.2. Кривые распределения дав-
ления в плоскорадиальном потоке в раз-
ные моменты времени по методу 
ПССС (отбор осуществляется при ус-

ловии Q = const) 

В остальной части пласта со-
храняется начальное пластовое дав-
ление 

к
p . 

Требуется найти закон движения 
границы возмущенной области ( )tR . 

Кривые распределения давления 
в разные моменты времени в таком 
потоке приведены на рис. 24.2. Де-
бит скважины, очевидно, будет 
описываться формулой, аналогич-
ной формуле Дюпюи, 

       
( )( )

( )( ) .
ln c

cк
2

rtR

tppkh
Q

µ
π −=     (24.11) 

Размеры возмущенной области 
найдем из уравнения материального 
баланса (24.2) при 

 ( ) ( )( ) .~, ppphrtRtV −=∆−=
к

2
c

2π  (24.12) 

Средневзвешенное пластовое давление p~  в установившемся плоско-
радиальном потоке (см. гл. XX, §3)определяется по формуле (20.25) 

 ( )( ),ln
~

c

cк

к 2 rtR

pp
pp

−−=   

откуда, учитывая (24.11), находим 

 ( )( ) kh

Q

rtR

pp
ppp

π
µ

42 c

cк

к
=−=−=∆

ln
~ . (24.13) 

Закон движения границы возмущенной области ( )tR  найдем, подста-
вив выражения (24.12) и (24.13) в уравнение материального баланса (24.2), 

 ( )( ),2
c

24 rtRddt −=κ   

откуда после интегрирования в пределах от 0 до t и от cr  до ( )tR  найдем 

 ( ) .trtR κ42
c +=  (24.14) 
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Тогда из равенства (24.10) можно определить давление в любой точке 
пласта в любой момент времени t  

 
( )

( ) .,,

;,ln,

trrptrp

trrr
r

tr

kh

Q
ptrp

κ

κκ
π

µ

4

4
4

2
2

cк

2
cc

2
c

к

+>=

+≤≤
+

−=
 (24.15) 

Депрессия в момент времени t: 

 ( ) .ln

c

2
c

cкc

4

2 r

tr

kh

Q
tppp

κ
π

µ +
=−≡∆  (24.16) 

Сравнивая (24.16) с депрессией, определенной по точной форму-
ле (23.52), можно убедиться, что относительная погрешность уменьшается 
с течением времени и составляет, по вычислениям, 10,6%, если fo = 2

c
rtκ  = 

= 100; 7,5%, если fo = 103; 5,7%, если fo = 104. 

 

Случай 2. Приток к скважине, на ко-
торой поддерживается постоянное дав-
ление 

c
p = const. В случае плоскоради-

ального потока жидкости к скважине, 
пущенной в эксплуатацию с постоянным 
забойным давлением 

c
p = const, закон 

движения границы возмущенной области 
выражается интегралом, представляемым 
в виде медленно сходящегося ряда, по-
этому решение здесь не приводится. Рас-
чет движения границы возмущенной об-
ласти в этом случае можно определить 
по графику (рис. 24.3). 

Дебит скважины определяется по 
формуле Дюпюи (24.11) при 

c
p  = const. 

Сравнение с результатами точных 
расчетов, выполненных К.А.Царевичем и 
И.Ф.Курановым, показывает, что погреш- 

Рис. 24.3. Зависимость безразмер-
ного радиуса возмущенной облас-
ти ( ) crtR  от безразмерного вре-
мени fo при отборе жидкости 
с постоянным забойным давлени-
ем cp = const 

ность определения дебита по методу ПССС составляет около 5%. 
Заметим, что как в случае линейной, так и радиальной фильтрации 

в точке перехода от возмущенной к невозмущенной области градиент дав-
ления терпит разрыв, что служит одной из причин расхождения между ре-
зультатами расчетов по методу ПССС и по точному решению. Однако этот 
метод служит достаточно эффективным расчетным приемом, позволяю-
щим найти решение в простом виде, чем и объясняется его применение в 
некоторых случаях не только для задач фильтрации однофазного флюида, 
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но и для задач о движении газированной жидкости и о перемещении гра-
ницы раздела жидкостей и газов. 

Распределение давления в области фильтрации, получаемое по методу 
ПССС, является довольно грубым приближением; гораздо точнее этим ме-
тодом дается связь между дебитом и депрессией, особенно в случае ради-
альной фильтрации. 

§2. Метод А.М.Пирвердяна 

Этот метод аналогичен методу ПССС и уточняет его. В методе 
А.М.Пирвердяна, как и в методе ПССС, неустановившийся фильтраци-
онный поток в каждый момент времени мысленно разбивается на две 
области – возмущенную и невозмущенную. Граница между этими облас-
тями также определяется из уравнения материального баланса. Но в от-
личие от метода ПССС распределение давления в возмущенной области 
по методу А.М.Пирвердяна задается в виде квадратичной параболы так, 
чтобы пьезометрическая кривая на границе областей касалась горизон-
тальной линии, представляющей давление в невозмущенной области. 
Распределение давления уже не будет стационарным, а градиент давле-
ния на границе областей становится равным нулю, что обеспечивает 
плавное смыкание профиля давления в возмущенной и невозмущенной 
областях. 

 

Рис. 24.4. Кривая распределения давле-
ния в прямолинейно-параллельном по-
токе по методу A.M.Пирвердяна 

Рассмотрим прямолинейно-
параллельный неустановившийся 
фильтрационный поток упругой 
жидкости. 

Случай 1. Приток к галерее, 
на которой поддерживается посто-
янный дебит Q. Пусть в горизон-
тальном пласте постоянной тол-
щины h и ширины В пущена в экс-
плуатацию галерея с постоянным 
дебитом Q. До пуска галереи дав-
ление во всем пласте было одина-
ковым и равным рк. 

К моменту времени t после пуска граница возмущенной области про-
двинется на длину ( )tl , при этом кривая распределения давления в этой 
области будет иметь вид параболы. График распределения давления в пла-
сте ко времени t после пуска галереи представлен на рис. 24.4. Уравнение 
параболы, задающей распределение давления в возмущенной области, оп-
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ределяется равенством 

 ( ) ( ) ( ) ( ).,, tlx
tl

x
ppptxp ≤<







 −−−= 01
2

гкк
 (24.17) 

Дебит галереи определяется по закону Дарси 

 .

0=∂
∂=

x
x

p
Bh

k
Q

µ
 (24.18) 

Значение градиента давления на галерее 
0=∂

∂

x
x

p
 найдем, продиффе-

ренцировав формулу (24.17) и подставив в полученное выражение 0=x . 
В результате будем иметь 

 
( )

( )tl
pp

x

p

x

гк

0

2 −=
∂
∂

=
. (24.19) 

Подставив равенство (24.19) в (24.18), найдем формулу для дебита гале-
реи 

 ( ) .Bh
tl

ppk
Q гк2

−=
µ

 (24.20) 

Закон движения границы возмущенной области определяется из урав-
нения материального баланса (24.2) с учетом (24.3), при ppp

Í
~−=∆ . Зна-

чение средневзвешенного пластового давления в возмущенной области 
к моменту времени t  определим теперь, используя распределение (24.17), 
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3
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гк
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гкк

pp
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x
ppp
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dVtxp
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Следовательно, изменение давления равно 

 
3

гк

к

pp
ppp

−=−=∆ ~ .  

Используя формулу (24.20), преобразуем последнее равенство к виду 

 
( )

kBh

tlQpp
p

63
гк

µ=−=∆  (24.21) 

и далее, подставив (24.3) и (24.21) в уравнение материального баланса 
(24.2), получим 

 ( ) 




=
kBh

Q
tBhldQdt

6
2 µβ* ,  
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откуда 
 ( ),tdldt

26 =κ   

и после интегрирования в пределах от 0 до t и от 0 до l найдем 

 ( ) .ttl κ6=  (24.22) 

Таким образом, формула для распределения давления (24.17) в воз-
мущенной области пласта принимает вид 

 
( )

( ) .6,

,60,
6

16
2

к

2

к

txptxp

tx
t
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t

kBh

Q
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κ

κ
κ
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 −−=

,

,

 (24.23) 

Расчет депрессии 
гк

pp −  по формуле (24.23) дает погрешность по срав-
нению с точным решением примерно 9%, т. е. в 2,5 раза меньше, чем по 
методу ПССС. 

Случай 2. Приток к галерее, на которой поддерживается постоянное 
давление 

г
p = const. Пусть имеем прямолинейно-параллельный фильтраци-

онный поток упругой жидкости к галерее, которая пущена в эксплуатацию 
с постоянным забойным давлением 

г
p  = const. До пуска галереи давление 

во всем пласте было одинаковым и равным рк. 
Для построения приближенного решения по методу А.М.Пирвердяна 

используем ту же методику, что и для случая 1. Подставим в уравнение 
материального баланса (23.2) выражения для расхода, объема и перепада 
давления 

( ) Bh
tl

ppk
Q гк2

−=
µ

,   ( ) ( )tlhBtV = ,   к г

к 3

p p
p p p

−∆ = − =� , 

в результате получим дифференциальное уравнение 

( ) ( )tdltldt =κ6 , 

интегрируя которое получим закон движения границы возмущенной об-
ласти 

 ( ) .ttl κ12=   

Подставляя найденный закон движения границы возмущенной облас-
ти в формулы для распределения давления (24.17) и дебита (24.20), полу-
чим для давления в возмущенной области пласта соотношение 

( ) ( ) ,,

2

гкк

12
1 







 −−−=
t

x
ppptxp

κ
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а для дебита галереи формулу 

 ( ) .Bh
t

ppk
Bh

tl

ppk
Q

κµµ 12
22 гкгк

−=−=  (24.24) 

Погрешность расчета дебита галереи по приближенной формуле 
(24.24) по сравнению с точным решением составляет около 2,5%, т.е. и 
в этом случае расчет по методу А.М.Пирвердяна более, чем в 2 раза 
точнее, чем по методу ПССС. 

§3. Метод интегральных соотношений 

Метод интегральных соотношений, предложенный Г.И.Баренблаттом, 
по аналогии с методами пограничного слоя в потоке вязкой жидкости по-
зволяет получить приближенные решения некоторых задач нестационар-
ной фильтрации упругой жидкости с нужной точностью. 

Метод основан на следующих предпосылках. 
1. В каждый момент времени пласт делится на конечную возмущен-

ную область и невозмущенную область, где движение отсутствует. 
2. В возмущенной области распределение давления представляется 

в виде многочлена по степеням координаты х или r (в случае радиального 
потока добавляется еще логарифмический член) с коэффициентами, зави-
сящими от времени, так что 

для прямолинейно-параллельного потока 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0,10 tlx
tl

x
ta

tl

x
tatatxp

n

n

n
≤≤+++= �,  (24.25) 

для плоскорадиальной фильтрации 
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( ) ( ) ( ),,

ln,

tRrr
tR

r
ta

tR

r
tata

tR

r
tatrp

n

n

n
≤≤++

+++=

+ c1

210

�

 (24.26) 

где число членов n  выбирается в зависимости от желаемой точности решения. 
3. Коэффициенты многочлена 

n
aaaa ,...,,, 210 , а также размер об-

ласти возмущения ( )tl  (или ( )tR ) находятся из условий на галерее (или на 
забое скважины), из условий непрерывности давления и гладкости кривой 
давления на границе области возмущения, а также из особых интегральных 
соотношений, которые получаются следующим образом. 

В случае притока к галерее правая и левая части уравнения пьезопро-
водности (23.19) умножаются на k

x  (где k  = 0, 1, 2, ...) и интегрируются 
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по всей возмущенной области: 
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Для случая притока к скважине берется дифференциальное уравне-
ние (23.40), его правая и левая части умножаются на k

r  (где k  = 1, 2, ...) и 
проводится интегрирование по всей возмущенной области: 
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Если в уравнения (24.27) и (24.28) подставить соответственно выраже-
ния (24.25) и (24.26) и проинтегрировать, то получатся недостающие соотно-
шения для определения коэффициентов ( ) ( ) ...,, tata 10  и ( )tl  (или ( )tR ). 

Первое из этих интегральных соотношений (при k  = 0, если рассмат-
ривается приток к галерее, и при k  = 1 для притока к скважине) представ-
ляет собой уравнение материального баланса, из которого находится коор-
дината границы возмущенной области ( )tl  или ( )tR . 

Если принять в формуле (24.25) n = 1, а в формуле (24.26) n = 0, то 
получатся решения, соответствующие методу ПССС (24.7), (24.8), (24.15) – 
в зависимости от условий на галерее или на забое скважины; если же n = 2 
в (24.25), то из метода интегральных соотношений вытекает, как частный 
случай, метод А.М.Пирвердяна. 

В качестве примера решим методом интегральных соотношений зада-
чу о плоскорадиальной неустановившейся фильтрации упругой жидкости 
к скважине радиусом cr , пущенной в эксплуатацию в момент t  = 0 с по-
стоянным дебитом Q . В начальный момент давление во всем пласте по-
стоянно и равно 

к
p . 

Распределение давления в возмущенной области пласта ( )tRrr ≤≤c  
зададим в виде 

 ( ) ( ) ( ),ln,
tR

r
aa

tR

r
atrp 210 ++=  (24.29) 

т.е. возьмем многочлен первой степени. 
Коэффициенты 10 aa ,  и 2a  определяются из условий на забое скважи-

ны и на границе возмущенной области. 
Условие на забое согласно (23.41) имеет вид 

 
dr

dp
r

kh
Q

µ
π2=    при   crr = . (24.30) 
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На границе возмущенной области имеем: 
 

к
pp =           при   ( ) ,tRr =   

 0=∂∂ rp      при   ( ) ,tRr =  (24.31) 

второе условие представляет собой условие гладкости кривой давления.  
Определенные из этих условий коэффициенты имеют вид 

 
kh

Q
a

kh

Q
pa

kh

Q
a

π
µ

π
µ

π
µ

222 2к10 −=+== ,,  (24.32) 

(слагаемые, пропорциональные cr  или 2
cr , отброшены вследствие их мало-

сти). 
Подставив выражения (24.32) в правую часть формулы (24.28), полу-

чаем 

 ( ) ( ) ( ) .ln, 






 −++=
tR

r

tR

r

kh

Q
ptrp 1

2к π
µ

 (24.33) 

Закон движения границы возмущенной области ( )tR  находится из урав-
нения материального баланса (24.2) с учетом (24.12) (это уравнение можно 
получить из интегрального соотношения (24.28) при k  = 1). 

Значение средневзвешенного пластового давления p~  в возмущенной 
области определяется при использовании распределения давления (24.29) 

 
( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

( ) .21
2

2

11

c

к2
c

2

drhr
tR

r

kh

Q

tR

r

kh

Q
p

rtR
dVtrp

tV
p

tR

rtV

π
π

µ

π
µ

π












 −+

+


 −
−

== ∫∫ ln,~

  

Проведя интегрирование и пренебрегая в полученном выражении чле-
нами, содержащими 2

cr  (вследствие их малости), получаем 

 ,
12к

kh

Q
pp

π
µ−=~   

а тогда согласно (24.12) 

 .
12к

kh

Q
ppp

π
µ=−=∆ ~  (24.34) 

Подставив выражения (24.12) для V(t) и (24.34) в уравнение матери-
ального баланса (24.2), после несложных преобразований найдем: 
 ( )( ),2

c
212 rtRddt −=κ   

откуда после интегрирования получим 

 ( ) .trtR κ122
c +=   
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Следовательно, распределение давления (24.29) в возмущенной об-
ласти будет иметь вид 

 
( )

( ) .1212

,
12

1
12

2

2
cк

2
cc

2
c

2
c

к

trrptrptrrr

tr

r

r

tr

kh

Q
ptrp

κκ

κ
κ

π
µ

+>=+≤≤















+
+−

+
−=

,,,

ln,
 (24.35) 

Относительная погрешность δ  при расчетах депрессии ( )tpp cк
−  по 

формуле (24.35) для различных значений параметра Фурье 2
c
rtκ=fo  со-

ставляет: δ  = –4,9% при fo  = 100; δ  = –4% при fo  = 103; δ  = –3,2% 
при fo  = 104. 

Таким образом, приближенное значение депрессии 
c

p∆ по методу ин-
тегральных соотношений занижено по сравнению c точным. 

§4. Метод «усреднения» 

Суть метода «усреднения», предложенного для решения задач фильт-
рации Ю.Д.Соколовым и Г.И.Гусейновым заключается в том, что в диффе-
ренциальном уравнении упругого режима (23.40) производная от давления 
по времени tp ∂∂  усредняется по всей возмущенной области и заменяется 
некоторой функцией времени 

 ( ) ( )

( )

,∫ ∂
∂

−
=

tR

r

drr
t

p

rtR
tF

c

2
c

2

2
 (24.36) 

значение которой определяется из начальных и граничных условий. Тогда 
уравнение (23.40) принимает вид 

 ( ) .








∂
∂

∂
∂=

r

p
r

rr
tF

1κ  (24.37) 

Эта замена упрощает дифференциальное уравнение и облегчает его 
интегрирование. 

Будем определять распределение давления при неустановившемся при-
токе упругой жидкости к скважине при постоянном дебите Q. При этом 
условия на забое и на границе возмущенной области имеют вид (24.30) 
и (24.31). Интегрируя уравнение (24.37) по r  и учитывая условия (24.30) 
и (24.31), можно получить 

 ( )
( ) ( )( ) ( ) .lnln 







 −−++=
tR

r
rtRr

tF

tR

r

kh

Q
pp 2

c
22

к 2

1

22 κπ
µ

 (24.38) 
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Из второго условия (24.31) определяется функция F (t) в виде 

 ( ) ( )( ).2
c

2
rtRkh

Q
tF

−
−=

π
µκ

 (24.39) 

Подставляя выражение (24.39) в (24.38) и пренебрегая членами с 2
cr , 

найдем 

 ( ) ( ) ( ).,ln tRrr
tR

r

kh

Q

tR

r

kh

Q
pp ≤≤










−++= c2

2

к
1

22 π
µ

π
µ

 (24.40) 

Для определения координаты возмущенной области R(t) надо продиф-
ференцировать по t равенство (24.40), результат подставить в (24.36) и 
учесть выражение (23.53) для F (t). В результате получается 

 ( ) .trtR κ82
c +=  (24.41) 

Сопоставление формулы (24.40) с учетом (24.41) с точным решени-
ем (23.53) показывает, что относительная погрешность определения де-
прессии 

cÍ
pp −  не превосходит 5%. 

В заключение отметим приближенный результат, полученный Э.Б.Че-
калюком. Для скважины, пущенной в эксплуатацию с постоянным забойным 
давлением, он предлагает определять дебит по формуле Дюпюи (24.11), 
в которой радиус возмущенной области задается формулой 

 ( ) .trtR πκ+= c   

Эта формула очень важна для практики, поскольку простого точного 
решения задачи об отборе упругой жидкости при условии 

c
p = const не 

существует. Расчетами показано, что формула Э.Б.Чекалюка очень точна, 
относительная погрешность при определении дебита по этой формуле не 
превышает 1%. 



 
 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
 
 

В настоящем приложении приводятся некоторые важные математичес-
кие формулы. При этом предполагается, что все встречающиеся в тексте 
пределы существуют. Также предполагается, что все функции достаточно 
гладкие, так что все производные и интегралы существуют и все исполь-
зуемые математические операции законны. Во всех формулах, если обрат-
ное не оговорено особо, подразумевается суммирование по повторяюще-
муся индексу. Например, 

321321
3

1

,,;,,, ====∑
=

kibabac

i

ikiikik
. 

Индексы, по которым производится суммирование, называются «немы-
ми». Очевидно, что 

mkmikik
babaс == , 

то есть обозначение немых индексов можно менять произвольным обра-
зом. Индексы, по которым не производится суммирование (например, k 
в предыдущей формуле), называются свободными. 
 

Произведение векторов 
 

Скалярное произведение векторов 
kk

aea

��

=  и 
ii

beb
�

�

= , где единичные 
векторы 

k
e
�

 (k = 1, 2, 3) взаимно перпендикулярны, то есть образуют орто-
нормированный базис, равно 
 ( )

kk
babababa ==⋅

�

�

�

�

�

�

,cos . (П.1) 

Из равенства (П.1) имеем 
,abba
�

��

�

⋅=⋅  

0=⋅ba
�

�

  при  00 ≠≠ ba
�

�

,   только если  ba
�

�

⊥ , 
2

aaa

���

=⋅ , 

ikki
ee δ=⋅
��

. 

Скалярное произведение ba
�

�

⋅ , как это следует из формулы (П.1), 
представляет собой инвариант относительно преобразования координат. 

Векторное произведение векторов 
kk

aea

��

=  и 
ii

beb
�

�

=  равно 

 ( )bababac
�

�

�

�

�

��

,sin=×= . (П.2) 
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Векторное произведение, как это видно из формулы (П.2), обладает 
следующими свойствами: 

abba
�

��

�

×−=× , 
0=×ba

�

�

  при  00 ≠≠ ba
�

�

,   только если  ba

�

�

|| , 

bacacbcba

�

����

�

�

�

�

=×=×=× ,, , 

213132321 eeeeeeeee

���������

=×=×=× ,, . 
В координатном виде векторное произведение может быть представ-

лено как 

( ) ( ) ( )122133113223321

321

321

321

babaebabaebabae

bbb

aaa

eee

ba −+−+−==×
���

���

�

�

. 

 
Производная по направлению 

 
Полем функции ϕ  называется область пространства, в каждой точ-

ке ( )321 xxxM ,,  которого задано значение функции ( )Mϕϕ = . Если ( )Mϕ  – 
скалярная функция, то поле называется скалярным. Если ( )Mϕ  – векторная 
функция, то поле называется векторным. 

Рассмотрим скалярную функцию ( ) ( )321 xxxM ,,ϕϕ =  и точки ( )321 xxxM ,,  
и ( )3020100 xxxM ,, , лежащие на прямой, задаваемой вектором s

�

 (рис. П.1). 
Предел 

( ) ( )
sMM

MM

MM ∂
∂=

−
→

ϕϕϕ
0

0

00

lim  

называется производной функции ϕ  по направлению s. 
Длина s, отсчитываемая вдоль рассматриваемой прямой, есть, очевид-

но, функция координат, то есть ( )321 xxxss ,,= . Поэтому 

ds

dx

xs

k

k
∂
∂=

∂
∂ ϕϕ , 

а так как ( )sx
ds

dx

k

k
�

,cos= , то 

 ( )sx

xs
k

k

�

,cos
∂
∂=

∂
∂ ϕϕ . (П.3) 

Для векторной функции ( ) ( )MaeMa
kk

��

=  имеем 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ).,cos

limlim

sx
x

a

ds

dx

x

a

s

a
e

MM

MaMa
e

MM

MaMa

s

a

k

k

k

k

k

k

kk

MM
k

MM

�

��

�

�

���

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂

=

=
−

=
−

=
∂
∂

→→
0

0

0
0

0

0 00

 (П.4) 

Рассмотрим векторную функцию ( )sa

�

 скалярного аргумента s. Годо-
графом вектора ( )sa

�

 называется геометрическое место концов векторов 
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( )sa

�

, откладываемых от общего начала 0 (рис. П.2). Тогда 

 ( ) ( )
s

sassa

s

a

s ∆
−∆+=

∂
∂

→∆

���

0
lim . (П.5) 

  

Рис. П1 Рис. П2 

Из этого определения следует, что направление вектора 
s

a

∂
∂
�

 совпадает 

с направлением касательной к годографу вектора ( )sa

�

 (рис. П.2). 
 

Градиент, дивергенция, вихрь 
 

Вектор 

 
k

k
x

e

∂
∂= ϕϕ �

grad  (П.6) 

называется градиентом скалярной функции ( )321 xxx ,,ϕ . 
Скаляр 

 
i

i

x

a

a

∂
∂

=
�

div  (П.7) 

называется дивергенцией вектора ( )321 xxxaea
kk

,,

��

= . 
Вектор 
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∂
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x

a

x

a

e

x

a

x

a

e

x

a

x

a

ea

����

rot  (П.8) 

называется вихрем, или ротором, вектора a
�

. Вихрь вектора a
�

 может быть 
представлен в виде символического определителя 

321

321

321

aaa

xxx

eee

a

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

���

�

rot . 
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Символический оператор «набла», или оператор Гамильтона, опреде-
ляется как 

 
k

k
x

e

∂
∂=∇

�

. (П.9) 

С помощью оператора Гамильтона выражения (П.6), (П.7), (П.8) мож-
но представить в виде 

.rot

,div

,grad

aa

aa

��

��

×∇=
⋅∇=
∇= ϕϕ

 

В соответствии с определением оператора Гамильтона 

       ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ ∆=








∂
∂

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=















∂
∂

∂
∂=∇=∇⋅∇

kkj

j
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k
xxxxxx

e

x

e
2
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2

2
2

2

2
1

2
2 ��

, (П.10) 

где ∆  – оператор Лапласа, 

 
2
3

2

2
2

2

2
1

2

xxxxx
kk

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=









∂
∂

∂
∂=∆ . (П.11) 

Так как  
 ( ) °= sxse

kk

���

,cos , (П.12) 

где °s
�

 – единичный вектор оси (направления) s
�

, то с учетом равенства 
(П.1) из формулы (П.3) имеем 

 ( )°∇∇=°∇=
∂
∂

ss

s

��

,cos ϕϕϕϕ . (П.13) 

Из формулы (П.13) видно, что 
s∂

∂ϕ  достигает наибольшего значения, 

когда ϕ∇°||s

�

, и это наибольшее значение равно 
2

3

2

2

2

1









∂
∂+









∂
∂+









∂
∂=∇

xxx

ϕϕϕϕ . 

Поэтому, в соответствии с формулой (П.13), можно дать следующее опре-
деление: градиентом ϕ  называется вектор, имеющий направление быст-
рейшего увеличения функции ϕ  и по величине равный производной по 
этому направлению. 

Рассмотрим поверхность 
 ( ) constxxx =321 ,,ϕ , (П.14) 

или поверхность уровня функции ( )321 xxx ,,ϕ . Вдоль всякого направления, 
лежащего в касательной плоскости к поверхности уровня (П.14), име-

ем 0=
∂
∂
s

ϕ . Из этого, в соответствии с формулой (П.13), следует, что век-
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тор ϕ∇  направлен по нормали n
�

 к этой поверхности в ту сторону, куда ϕ  
возрастает. Тогда 

n

n

∂
∂=∇ ϕϕ �

. 

Так как 

k

k

dx
x

d
∂
∂= ϕϕ , 

а приращение радиус-вектора 
kk

dxerd
��

= , то в соответствии с формулой (П.1) 
 ϕϕ ∇⋅= rdd

�

. (П.15) 
Умножив вектор 

kk
beb

�

�

=  на оператор Гамильтона, получим новый 
оператор 

k

k
x

bb
∂
∂=∇⋅

�

. 

Так как в соответствии с формулой (П.12) ( )sxs
kk

�

,cos=0 , то производную 
вектора по направлению, то есть равенство (П.4), можно представить в виде 

( )as

s

a ��

�

°∇=
∂
∂ . 

 
Теорема Гаусса–Остроградского 

 
Рассмотрим некоторый объем V, ограниченный замкнутой поверхно-

стью S, и пусть ( )321 xxxPP ,,= , ( )321 xxxQQ ,,= , ( )321 xxxRR ,,= . В соот-
ветствии с теоремой Гаусса–Остроградского 

 ∫∫ ++=








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

SV

dxdxRdxdxQdxdxPdxdxdx
x

R

x

Q

x

P
211332321

321

. (П.16) 

Так как 
( ) ( ) ( )dSxndxdxdSxndxdxdSxndxdx 321213132 ,cos,,cos,,cos

���

=== , 

то формулу Гаусса–Остроградского (П.16) можно представить в виде 

   ( ) ( ) ( )[ ] .,cos,cos,cos dSxnRxnQxnPdV
x

R

x

Q

x

P

SV

∫∫ ++=








∂
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∂+

∂
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321
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���

 (П.17) 

Полагая 321 aRaQaP === ,, , получим 

( )∫ ∫=
∂
∂

V S

kk

i

i
dSxnadV

x

a
,cos
�

, 

или, с учетом формул (П.1), (П.7) и (П.12), 

 ∫∫∫∫ =⋅=⋅∇=
S

n

SVV

dSadSnadVadVa
����

div , (П.18) 

где n
�

 – единичный вектор внешней нормали к поверхности S. 
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Интеграл 

 ∫∫ =⋅
S

n

S

dSadSna
��

 (П.19) 

называется потоком вектора a
�

 через поверхность S. 
Из равенства (П.17) следует, что 

 ( )∫∫ =
∂
∂

S

k

V
k

dSxndV
x

,cos
�ϕϕ , (П.20) 

и в соответствии с формулами (П.6) и (П.12) 

 ∫∫ =∇
SV

dSndV
�ϕϕ . (П.21) 

При const=ϕ  на основании этого равенства имеем 

 0== ∫∫
SS

dSndSn
�� ϕϕ .  

Очевидно, что соотношение (П.20) справедливо и для вектора, то есть 

 ( )∫∫ =
∂
∂

S

k

V
k

dSxnadV
x

a
,cos
��

�

. (П.22) 

В соответствии с определением (П.9) оператора Гамильтона 

( ) ( )
k

k

x

ab
ab

∂
∂

=⋅∇
�

�

�

, 

где 
kk

beb
�

�

= . Тогда, с учетом равенств (П.1) и (П.12) из формулы (П.22) 
получим 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ⋅==
∂

∂
=⋅∇

S

k

S

k

V
k

k

V

dSnbadSxnbadV
x

ab
dVab

�

�

��

�

�

�

,cos . (П.23) 

Перейдем к рассмотрению вектора вихря. Из соотношения (П.8) име-
ем 

3

2

2

3
1

x

a

x

a

a

∂
∂

−
∂
∂

=
�

rot , 

и на основании равенств (П.2) и (П.20) 

 ( ) ( )[ ] ( )∫∫∫ ×=−=
SSV

dSandSxnaxnadVa 132231

�����

,cos,cosrot . (П.24) 

Следовательно, 

 ( ) ( )∫∫∫ ×=×∇=
SVV

dSandVadVa
����

rot . (П.25) 

Для оператора Лапласа в соответствии с формулой (П.10) имеем 

dV
xx

dVdV

V
kk

VV

∫∫∫ 








∂
∂

∂
∂=∇⋅∇=∆ ϕϕϕ , 
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откуда на основании формул (П.3), (П.13), (П.20) 

     ( ) ∫∫∫∫∫ ∇=
∂
∂=

∂
∂=∆=∇⋅∇

SS

k

S
k

VV

dSndS
n

dSxn
x

dVdV ϕϕϕϕϕ ��

,cos . (П.26) 

Формулы (П.18), (П.20)–(П.25) представляют собой частные случаи 
теоремы Гаусса–Остроградского 

( ) ( )∫∫ =∇
SV

dSnLdVL
�

, 

где ( )aL
�

 – линейный однородный оператор, то есть 
( ) ( ) ( )bLaLbaL

���� βαβα +=+ ; 
ba

��
,  – какие-либо векторы; βα ,  – какие-нибудь числа. 

Возьмем некоторый малый объем V , ограниченный замкнутой по-
верхностью S. В соответствии с теоремой о среднем значении 

( ) ( )cpcp aVdVadVa

VV

���

divdivdiv == ∫∫ , 

и из формулы (П.18) имеем 

 ( )dSna
V

a

S

V ∫ ⋅=
→

��� 1
0

limdiv , (П.27) 

где 0→V  обозначает, что V стягивается к точке. 
Аналогичным образом из формулы (П.21) получим 

 dSn
V

S

V ∫→
=∇

�ϕϕ 1
0

lim , (П.28) 

 dSn
V

S

V ∫ ∇=∆
→

ϕϕ �1
0

lim , (П.29) 

 ( )dSan
V

a

S

V ∫ ×=
→

��� 1
0

limrot . (П.30) 

Выражения (П.27)–(П.30) можно рассматривать как определения опе-
раций a

�
div , ϕ∇ , ϕ∆ , a

�

rot . Эти определения, очевидно, не зависят от вы-
бора системы координат. Следовательно, выражения (П.6)–(П.8) и (П.11) 
инвариантны по отношению ко всем переходам от одной прямолинейной 
прямоугольной системы координат к другой. 

 
Теорема Стокса 

 
Пусть L  – какая-либо кривая. Интеграл 

∫ ⋅
L

rda
��

 

называется линейным интегралом вектора a
�

 вдоль кривой L . 
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В соответствии с формулой (П.1) 
( )rdardarda

������

,cos=⋅ . 

Вектор rd
�

 направлен по касательной к кривой L и dsrd =
�

, где ds  – 

элемент длины кривой. Произведение ( )
S

ardaa =
���

,cos  представляет собой 

проекцию вектора a
�

 на направление касательной к кривой L. Поэтому 

∫∫ =⋅
L

S

L

dsarda
��

. 

 

Линейный интеграл вектора по замкнутой кри-
вой называется циркуляцией вектора по этой кри-
вой. 

Рассмотрим какую-нибудь поверхность S, 
ограниченную замкнутой кривой С (рис. П.3). 

Теорема Стокса гласит: циркуляция вектора 
a

�
 по замкнутому контуру С равна потоку вихря 

этого вектора через поверхность, ограниченную 
данным контуром, то есть 

∫∫ =
S

n

C

dsarda
���

rot , 

где a
n

�

rot  – проекция вектора a

�

rot  на нормаль 
к поверхности S. 

Рис. П3 

В результате рассуждений, аналогичных проведенным при выводе фор-
мулы (П.27), получим 

 ∫∫ →→
=⋅=

C

S
S

C

S
n

dSa
S

rda
S

a
11

00
limlimrot

���

, (П.31) 

где 0→S  означает, что поверхность стягивается в точку. 
 

Криволинейные координаты 
 

Положение точки М в пространстве может быть определено ее ради-
ус-вектором r

�

 относительно неподвижной точки 0 или тремя числами 

321 xxx ,,  в прямолинейной системе координат. Однако во многих задачах 
удобнее определять положение этой же точки и ее радиус-вектора тремя 
другими числами 321 qqq ,, , которые называются криволинейными коорди-
натами точки М. 

В прямоугольных декартовых координатах 

 kjjkkk eexer δ=⋅=
����

, . (П.32) 
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В криволинейных координатах 
 ( )321 qqqrr ,,

��

= . (П.33) 

Из равенств (П.32) и (П.33) следует, что 
 ( ) ( )321321 xxxqqqqqxx

kkkk
,,,,, == . (П.34) 

 

Рис. П4 

Поверхности уровня 
( ) constxxxq

k
=321 ,,  

образуют три семейства координатных по-
верхностей. Линия пересечения двух коорди-
натных поверхностей представляет собой ко-
ординатную линию. Например, линия пересе-
чения поверхностей constq =2  и constq =3  
представляет собой координатную линию 1q , 
то есть линию, вдоль которой меняется зна-
чение только 1q  (рис. П.4). 

Введем в отличие от единичных векто-
ров 

k
e

�

 прямолинейной прямоугольной системы 
координат единичные векторы *

k
e

�

, направленные по касательным к коорди-
натным линиям в точке М в сторону возрастания переменных 

k
q . Если 

 ijji ee δ=⋅ **
��

, (П.35) 
то такая система криволинейных координат называется ортогональной. 

Ниже рассматриваются только ортогональные системы координат. 
Подчеркнем особо, что в отличие от прямолинейных координат направ-

ление векторов *

k
e

�

 зависит от того, для какой точки М они определяются. 
Вектор a

�

, приложенный в точке М, может быть представлен в виде 
kk

aea
*

��

= . 
Рассмотрим радиус-вектор (П.33). При constq =2 , constq =3  его годо-

графом является координатная линия 1q . Поэтому в соответствии с равен-

ством (П.5) производная 
k

q

r

∂
∂
�

 имеет направление касательной к коорди-

натной линии 
k

q , то есть 

 *

kk

k

eH
q

r �

�

=
∂
∂    (по k не суммировать!). (П.36) 

Так как *

k
e

�
 – единичный вектор, то 

2

2

k

k

H
q

r =








∂
∂
�

. 

Из формул (П.32) и (П.33) имеем 

k

i

i

k
q

x
e

q

r

∂
∂

=
∂
∂ �

�

, 



ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

517

откуда 
2

3

2

2

2

12

2










∂
∂

+








∂
∂

+








∂
∂

==








∂
∂

kkk

k

k
q

x

q

x

q

x
H

q

r
�

. 

Величины 
k

H называются коэффициентами Ламе. 

 

Рассмотрим две бесконечно 
близкие точки М и N. Проведем че-
рез точку М три координатные по-
верхности, которые вместе с тремя 
координатными поверхностями, про-
ходящими через точку N, образуют 
бесконечно малый криволинейный 
параллелепипед (рис. П.5). 

Пусть rdMN
�

= . В соответст-
вии с равенством (П.33) 

i

i

dq
q

r
rd

∂
∂=
�

�

, 

откуда, с учетом формул (П.35) 
и (П.36), 

( ) ( ) ( ) ( )2222

ii
dqHdsrdMN ===

�

. 
Рис. П5 

Вдоль линии 1MM  
2

const,q =  
3

constq =  и, следовательно, 

1111 dqHdsMM == . 
Аналогично 

 
iii

dqHds =   (по i не суммировать!), (П.37) 
то есть формулы (П.37) позволяют определить длины ребер рассматриваемо-
го параллелепипеда. 

Параметрам Ламе можно дать и другое определение. Из рассмотрения 
параллелепипеда на рис. П.5 и формулы (П.36) имеем 

1111
1

dqHedq
q

r *
�

�

=
∂
∂ , 

откуда 
 111 dqHds = . (П.38) 

Площади граней 211321332 NNMMMMMMMNMN ,, , перпендикулярных со-
ответственно осям 321 qqq ,, , равны 

 
.

,

,

2121213

1313132

3232321

dqdqHHdsdsd

dqdqHHdsdsd

dqdqHHdsdsd

==
==
==

σ
σ
σ

 (П.39) 

Объем параллелепипеда равен 
 321321321 dqdqdqHHHdsdsdsdV == . (П.40) 



ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

518

Векторные операции в криволинейных координатах 
 

По определению градиента (П.13) проекция вектора ϕ∇  на коорди-

натную ось 
i

q  равна 
i

s∂
∂ϕ , а так как 

iii
dqHds =  (по i не суммировать), то 

 
iii

qHs ∂
∂=

∂
∂ ϕϕ 1  (по i не суммировать!)  

и 

 
ii

i

i

i
qH

e

s
e

∂
∂=

∂
∂=∇ ϕϕϕ

*

*
�

. (П.41) 

Для вычисления a

�

div  удобно воспользоваться формулой (П.27), при-
няв за объем V объем параллелепипеда, представленного на рис. П.5. 

На грани *

1332 enMNMN
��

−= , и в соответствии с формулами (П.19) 
и (П.38) поток через нее (с точностью до малых более высокого порядка) 
равен 

32321321 dqdqHHadsdsa −=− , 
а через грань 121 NNMM  – 

( )
321

1

321
321 dqdqdq

q

HHa
HHa 









∂
∂

+ . 

Поэтому суммарный поток через грани, перпендикулярные оси 1q , ра-
вен 

 
( )

321
1

321
dqdqdq

q

HHa

∂
∂

. (П.42) 

Для граней, перпендикулярных осям 2q  и 3q , циклической переста-
новкой индексов имеем 

 
( )

321
2

132
dqdqdq

q

HHa

∂
∂

, 
( )

321
3

213
dqdqdq

q

HHa

∂
∂

. (П.43) 

Подставив в формулу (П.27) соотношение (П.40) и сумму выраже-
ний (П.42), (П.43), после перехода к пределу получим 

 
( ) ( ) ( )










∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
3

213

2

132

1

321

321

1

q

HHa

q

HHa

q

HHa

HHH
a
�

div . (П.44) 

Для вычисления a

�

rot  воспользуемся формулой (П.31). 
Чтобы получить a

�
1rot , то есть проекцию вектора a

�

rot  на координат-
ную линию 1q , нужно взять контур, ограничивающий поверхность, нормаль-
ную к 1q , то есть контур 332 MNMN  (рис. П.5), который обозначим через 1C . 

Очевидно, что с точностью до членов более высокого порядка малости 

22222

2

dqHadsarda

MN

==∫
��

, 
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на кривой 32NN  имеем 

32
2

33
332

2

33
33

32

dqdq
q

Ha
Hadq

q

dsa
dsarda

NN












∂
∂

+=
∂

∂
+=∫

��
, 

на 33MN  

23
3

22
223

3

22
22

33

dqdq

q

Ha

Hadq

q

dsa

dsarda

MN










∂
∂

+−=








∂
∂

+−=∫
��

, 

на MM 3  

33333

3

dqHadsarda

MM

=−=∫
��

. 

Суммируя эти выражения, получим 

 32
3

22

2

33

1

dqdq
q

Ha

q

Ha
rda

C










∂
∂

−
∂

∂
=∫

��
. (П.45) 

Подставив соотношение (П.45) и первое из равенств (П.39) в форму-
лу (П.31), после перехода к пределу имеем 

 








∂
∂

−
∂

∂
=

3

22

2

33

32
1

1

q

Ha

q

Ha

HH
a
�

rot , (П.46) 

и далее циклической перестановкой индексов получим 

 








∂
∂

−
∂

∂
=

1

33

3

11

13
2

1

q

Ha

q

Ha

HH
a
�

rot , (П.47) 

 








∂
∂

−
∂

∂
=

2

11

1

22

21
3

1

q

Ha

q

Ha

HH
a
�

rot . (П.48) 

Из формул (П.46)–(П.47) следует, что 

.

rot

***

***

***

332211
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332211
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332211
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21
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13
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1
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e

HH

e

q

Ha

q

Ha

HH

e

q

Ha

q

Ha

HH

e

q

Ha

q

Ha

HH

e
a

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

=








∂
∂

−
∂

∂
+









∂
∂

−
∂

∂
+









∂
∂

−
∂

∂
=

���

���

���

�

 (П.49) 
Для вычисления оператора Лапласа в криволинейных координатах вос-

пользуемся тем, что 
 ( )ϕϕ ∇=∆ div . (П.50) 
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Подставив в формулу (П.50) выражения (П.41) для ϕ∇  и (П.44) 
для a

�

div , получим 
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∂
∂=∆

33

21

322

13

211

32

1321

1
qH

HH
qqH

HH
qqH

HH
qHHH

ϕϕϕϕ . (П.51) 

 
Векторные операции в цилиндрической и сферической 

системах координат 
 

В цилиндрической системе координат (рис. П.6) положение точки оп-
ределяется координатами zqqrq === 321 ,, ϕ . При этом ,∞<≤ r0  

,πϕ 20 <≤  ∞<<∞− z . Формулы (П.33) имеют вид 

zxrxrx === 321 ,sin,cos ϕϕ . 

Очевидно, что 

dzdsdrdsdrds === 321 ,, ϕ , 

и из формул (П.37) имеем 
11 321 === HrHH ,, . 

Обозначив координатные орты через 
zr

eee

���
,, ϕ , а координаты вектора 

a
�

 через 
zr

aaa ,, ϕ , из равенств (П.41), (П.44), (П.49), (П.51) получим 
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  (П.52) 

В сферической системе координат (рис. П.7) положение точки определя-
ется координатами ϕθ === 321 qqrq ,, . Область изменения координат – 

,∞<≤ r0  πθ <≤0 , πϕ 20 <≤ . Формулы (П.33) имеют вид 
,cossin ϕθrx =1  
,sinsin ϕθrx =2  

θcosrx =3 . 
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Рис. П6 Рис. П7 

 
Так как 

ϕθθ drdsdrdsdrds sin,, === 321 , 
то 

θsin,, rHrHH === 321 1 . 
Тогда из формул (П.41), (П.44), (П.49), (П.51) имеем 
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 (П.53) 

 
Производные единичных векторов 

 
Для вычисления производных единичных векторов рассмотрим век-

тор 
21

2

qq

r

∂∂
∂

�

. Из формул (П.36) следует, что 

( ) ( )11
2

22
112

2

21

2

He
q

He
qqq

r

qq

r **
��

∂
∂=

∂
∂=

∂∂
∂=

∂∂
∂ , 



ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

522

или 

 
2

1
1

2

1
1

1

2
2
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2
2

q

e
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q

H
e
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e
H
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∂
∂

+
∂
∂
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∂
∂

+
∂
∂ *
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*
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�

�

. (П.54) 

Очевидно, что годографом для вектора 
1

2

q

e

∂
∂ *
�

 служит координатная ли-

ния 1q , и в соответствии с определением производной вектора по направ-
лению (П.5) 

*

*

11
1

2 eC
q

e �

�

=
∂
∂

. 

Аналогичным образом имеем 

*

*

22
2

1 eC
q

e �

�

=
∂
∂

. 

Подставив эти соотношения в формулу (П.54), получим 

 ****

221
2

1
1112

1

2
2 eCH

q

H
eeCH

q

H
e

����

+
∂
∂

=+
∂
∂

,  

откуда 

2

1
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1

2
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q

H
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q

H
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∂
∂

=
∂
∂

= , . 

Следовательно,  
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*
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1
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. (П.55) 

При циклической перестановке индексов имеем 
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 (П.56) 

Так как ***

321 eee

���

×= , то с учетом формул (П.55) и (П.56) получим 
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и аналогично 
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Преобразование координат 
 

 

Рассмотрим две прямолинейные 
прямоугольные системы координат 

1 2 3
Ox x x  и 

1 2 3
Ox x x′ ′ ′  с координатны-

ми единичными векторами 321 eee

���

,,  
и 321 eee ′′′ ���

,,  соответственно (рис. П.8). 
Назовем систему координат 

1 2 3
Ox x x  

старой, а 
1 2 3

Ox x x′ ′ ′  – новой системой 
координат. 

Поскольку положение точки M 
в пространстве, или величина и на-
правление вектора a

�
, при переходе 

к новой системе координат не изме-
няется, то  

      
( ) ( )

,

,,,,,

kkkk xexea

xxxMxxxM

′′==
′′′=

���
321321       (П.57) Рис. П8 

или, что то же самое, 
 

kkii
xexea ′′==

���

. (П.58) 
Умножив равенство (П.54) на ke

�

, а (П.55) на ke
′� , получим 

 
ikiiikkiikikik

xxeexxxeex αα =′=′′=′′=
����

, , (П.59) 
где 
 ( )

kikiik
xxee ,cos ′=′=

��α . (П.60) 
Для единичных векторов имеем очевидные формулы 

 
ikikiikk

eeee

���� αα =′′= , . (П.61) 
Из формул (П.60) следует, что 

kiik
αα ≠  и что первый индекс в сим-

воле 
mn

α  относится к новым, а второй – к старым координатным осям. 
В соответствии с равенствами (П.61) 

 
,

,

iimkmmkmk

imimkmmkk

eee

eee

′==′
=′=

���

���

ααα
ααα

  

откуда 
 

ikimkmikmimk
δααδαα == , ,  

где 





≠
=

=
.

,

ki

ki

ik   при    

  при

0

1
δ  

Очевидно, что формулы (П.61) справедливы и для компонент векто-
ров. 
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Из формул (П.61) видно, что переход от старой системы координат к 
новой определяется девятью коэффициентами, из которых можно соста-
вить матрицу 

 .

















333231

232221

131211

ααα
ααα
ααα

 (П.62) 

Переход от новой системы координат к старой определяется матрицей 

 .

















332313

322212

312111

ααα
ααα
ααα

 (П.63) 

Матрица, в которой строки заменены столбцами, называется транспо-
нированной. Таким образом, матрицы (П.62) и (П.63) являются взаимно 
транспонированными. 

 
Тензоры 

 
Для описания геометрических, или физических, объектов или процес-

сов, происходящих в природе, используются геометрические или физичес-
кие величины, которые обычно рассматриваются в той или иной произ-
вольно выбранной системе координат. Так как реальные объекты и про-
цессы существуют, очевидно, независимо от выбора системы координат, 
то и геометрические и физические величины, описывающие эти процессы, 
не должны зависеть от выбранной системы координат. Таким образом, 
геометрическая, или физическая, величина, должна быть определена в ка-
ждой системе координат и должна задаваться в виде некоторой совокупно-
сти величин (компонент), но как математический объект должна быть не-
зависима от выбора системы координат. Это возможно в том случае, если 
задан закон преобразования компонент при переходе от одной системы ко-
ординат к другой. В общем случае абстрактные математические объекты, 
инвариантные относительно преобразования координат, называются тен-
зорами. Следовательно, геометрические (физические) величины являются 
тензорами. Простейшие тензоры – скаляр и вектор. Введем понятие тензо-
ра в наиболее простом случае, а именно, в прямоугольной декартовой сис-
теме координат. 

Тензором ранга n называется совокупность n3  компонент 
n
iii

a
...21

, которые 
при переходе от одной системы координат к другой преобразуются по закону 
 

nnnn
iiiijijijjjj aa

......

...

21221121
ααα=′ . (П.64) 

При этом подразумевается, что компоненты 
n
iii

a
...21

 занумерованы индекса-
ми 

n
iii ...,,, 21 , каждый из которых независимо друг от друга пробегает значе-

ния 1, 2, 3, а преобразование координат задается формулами (П.59). 
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Из приведенного определения следует, что тензор нулевого ранга оп-
ределяется одним членом, который сохраняет свое значение во всех систе-
мах координат. Следовательно, тензоры нулевого ранга представляют со-
бой скаляры. Они определяют физические или геометрические величины, 
характеризуемые только численным значением. Примерами скаляров яв-
ляются температура, плотность, расстояние между двумя точками и т.д. 

Тензоры первого ранга имеют три компонента, которые преобразуют-
ся по формулам 
 iijj aa α=′ . (П.65) 

Так как формулы (П.65) совпадают с формулами (П.59) преобразова-
ния координат вектора, то тензоры первого ранга часто называют вектора-
ми. Однако вектор является лишь одним из примеров тензора первого ран-
га. Другим примером может служить плоскость в трехмерном пространст-
ве. Ее положение задается тремя коэффициентами, которые, как легко ви-
деть, преобразуются по закону (П.65). Следовательно, эти три коэффици-
ента образуют тензор первого ранга. 

Тензор второго ранга определяется девятью компонентами, каждая из 
которых имеет два индекса, взятых в определенном порядке. Для тензора 
второго ранга из формулы (П.64) имеем 
 

21221121 iiijijjj aa αα=′ . (П.66) 
Суммирование в формуле (П.65) производится по немым индексам 

21 ii , . Поэтому, полагая jjij == 21 , , эту формулу можно переписать в виде 
 mnjnimij aa αα=′ . (П.67) 

В дальнейшем рассматриваются только тензоры второго ранга. 
В качестве примера тензора второго ранга рассмотрим тензор, постро-

енный с помощью двух векторов. Пусть в системе координат 3210 xxx  зада-

ны векторы 
kk

aea

��

=  и 
ii

beb
�

�

= . Рассмотрим совокупность всех произведе-
ний, содержащих на первом месте компоненту вектора a

�

, а на втором – 
вектора b

�

, то есть совокупность девяти величин 
ki

ba . В соответствии 
с формулами (П.59) имеем 

nmjnimnjnmimji aaaaba αααα ==′′ , 

то есть величины 
ki

ba  действительно являются компонентами тензора вто-
рого ранга. Тензор второго ранга, образованный по указанному правилу 
двумя векторами, называется диадой. 

Тензору A с компонентами 
ik

a  соответствует его матрица, в которой 
первым индексом принято обозначать номер строки матрицы, а вторым – 
номер столбца. Таким образом, матрица тензора A имеет вид 

 
















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A , (П.68) 
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а матрица диады – 

















332313

322212

312111

bababa

bababa

bababa

. 

Тензор *
A , определяемый транспонированной матрицей (П.68), то есть 

матрицей 

 
















=

332313

322212

312111

ααα
ααα
ααα

*
A , (П.69) 

называется тензором, сопряженным с тензором *
A . 

Тензор, компоненты которого удовлетворяют равенствам 
kiik

aa = , на-
зывается симметричным. Если выполняются равенства 

kiik
aa −= , то 

тензор называется антисимметричным. 
Если тензор ija  симметричный, то в соответствии с формулой (П.67) 

 jinmimjnmnjnimij aaaa ′===′ αααα .  

Если тензор ija  антисимметричный, то 

 jinmimjnmnjnimij aaaa ′−=−==′ αααα .  

Таким образом, свойства симметричности и антисимметричности тен-
зоров не зависят от принятой системы координат. 

Из формул (П.68) и (П.69) следует, что для симметричного тензо-
ра AA =* , то есть симметричный тензор является самосопряженным. 
Легко видеть, что для антисимметричного тензора AA −=* . 

 
Алгебраические операции над тензорами 

 
Пусть даны тензоры с компонентами ija  и ijb . Складывая их покомпо-

нентно, имеем 
 ijijij bac += . (П.70) 

В соответствии с формулами (П.67) 

( ) ,mninimmnmninim

mninimmninimijijij

cba

babac

αααα
αααα

=+=

=+=′+′=′
 

то есть сумма тензоров также является тензором. 
Аналогичным образом доказывается, что если умножить все компо-

ненты тензора ija  на скаляр β , то получится новый тензор с компонента-

ми ijij ac β= . 
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Рассмотрим тензор с компонентами ija . В соответствии с правилом 
сложения тензоров (П.70) имеем очевидное тождество 

( ) ( ) ijijjiijjiijij cbaaaaa +=−++=
2

1

2

1 , 

где 

( ) ( ) jijiijijjijiijij caacbaab −=−==+=
2

1

2

1
, . 

Таким образом, всякий тензор второго ранга может быть разложен на 
симметричную и антисимметричную части. 

Умножение тензора А с компонентами 
ik

a  на вектор 
kk

xex

��

=  справа 
определяется как 
 bxaexA

ikik

�

��

==⋅  (П.71) 
или, в координатной форме, 
 

kiki
bxa = . (П.72) 

Переходя к системе координат 3210 xxx ′′′  из равенства (П.72), с учетом 
формул (П.59) и (П.67) имеем 

mkmnmnkmimninkmkiki
bxaxabxa αααα ==′=′=′′ . 

Полученное выражение представляет собой формулу преобразования 
компонент вектора при переходе к новой системе координат, и, следова-
тельно, величина b

�

 действительно является вектором. Таким образом, ум-
ножение тензора на вектор справа представляет собой преобразование од-
ного вектора в другой. 

Так как векторы представляют собой величины, инвариантные отно-
сительно преобразования системы координат, то и тензор есть объект, ин-
вариантный относительно такого преобразования. 

Умножение тензора А на вектор x
�

 слева определяется как 
 

ikik
axeAx

��

=⋅ . (П.73) 
Из равенств (П.71) и (П.73) следует, что 

AxxAAxxA
����

== **
, . 

Рассмотрим тензор с компонентами ija . Операция, при которой пола-
гается ij =  и производится суммирование, то есть 

332211 aaaa
ii

++= , 
называется свертыванием тензора. В результате свертки тензора второго 
ранга образуется скаляр, который называется следом и обозначается ijatr  
или ijaSp . 

Тензор второго ранга, след которого равен нулю, называется девиато-
ром. Например, тензор с компонентами 

ijijij aab δ
3

1−= , 

где ijaa tr=  является девиатором. 
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Тензор второго ранга называется шаровым, или изотропным, если в лю-
бой системе координат его компоненты имеют одни и те же значения, то есть 
если ijij aa =′ . Введем новую систему координат 332211 xxxxxx =′=′−=′ ,, . 

В соответствии с формулами (П.67) получим 13131212 aaaa −=′−=′ , , отку-
да 01312 == aa . Аналогичным образом доказывается равенство нулю ос-
тальных недиагональных компонент. С помощью преобразования ,11 xx =′  

,32 xx =′  23 xx −=′  показывается, что ijija λδ= , где λ  – скаляр. 

 
Линейная векторная функция и тензор второго ранга 

 
Закон L, с помощью которого в пространстве устанавливается соот-

ветствие между векторами, называется векторной функцией. В символичес-
ком обозначении векторная функция имеет вид 

xLu
��

= . 

Если для любых векторов x
�

 и y
�

 и любого скаляра β  выполняется ра-
венство 

 ( ) yLxLyxL
����

+=+ , (П.74) 
 ( ) xLxL

�� ββ = , (П.75) 

то векторная функция L называется линейной, или аффинором. 
Пусть аффинор L ставит в соответствие базисным векторам 

i
e

�

 векто-
ры 

i
u

�

, то есть 

 
ii

eLu
��

= . (П.76) 

Так как рассматривается не преобразование системы координат 3210 xxx , 
а закон, устанавливающий соответствие между векторами в одной и той же 
системе, то любой вектор 

i
u

�

 однозначно разлагается по векторам базиса и 

 jjii eau
��

= . (П.77) 

Рассмотрим произвольный вектор-аргумент x
�

 с компонентами 321 xxx ,, . 
Тогда для линейной векторной функции xLu

��

=  в соответствии с правила-
ми (П.74), (П.75) и формулами (П.76), (П.77) имеем 

( ) jjjjiiiiiiii eueaxuxeLxxeLxLu
�������

====== , 

откуда 

 ijij xau = . (П.78) 

Таким образом, аффинор в базисе 
i

e

�

 представляется в виде матрицы ija . 
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В системе координат 3210 xxx ′′′  векторы u

�

 и x

�

 имеют компоненты 

ii
xu ′′, , а равенство (П.78) принимает вид 

ijij xau ′′=′ , 

где jia ′  – компоненты аффинора в новой системе координат. 

Используя формулы преобразования компонент вектора (П.59) и 
формулы (П.78), из равенств (П.79) имеем 

ijiiinmnjmnmnjmmjmj xaxaxauu ′′=′===′ αααα , 

откуда 
mninjmji aa αα=′ . 

Таким образом, при переходе к новой системе координат компонен-
ты jia  преобразуются по тензорному закону. Следовательно, всякой ли-

нейной векторной функции соответствует тензор второго ранга. 
С другой стороны, из совпадения формул (П.78) и (П.72) вытекает, 

что всякому тензору может быть поставлен в соответствие аффинор. 
 
Главные значения и главные направления симметричного 

тензора второго ранга 
 

Как было показано, тензор второго ранга может быть истолкован как 
аффинор, то есть тензор А ставит в соответствие вектору b

�

 вектор n
�

. Сле-
довательно, на основании формулы (П.78) 
 

ikik
nab = . (П.80) 

Если векторы b
�

 и n
�

 коллинеарны, то есть 
jj

nb λ= , то вектор n
�

 назы-

вается собственным вектором тензора A, а задаваемое им направление – 
главным или собственным направлением тензора А. Если n

�

 – собственный 
вектор тензора А, то любой вектор ( )0≠lnl

�

 также будет собственным. 
Поэтому без ограничения общности можно принять 1=n

�

. 

Для собственного вектора n
�

 соотношение (П.80) принимает вид 
 

ikik
nan =λ . (П.81) 

Число λ  называется главным, или собственным, значением тензора А, 
соответствующим данному собственному вектору n

�

. 
Переписывая покоординатно систему уравнений (П.81), получим 

 
( )

( )
( ) ,

,

,

0

0

0

333232131

323222121

313212111

=−++
=+−+
=++−

nanana

nanana

nanana

λ
λ

λ
 (П.82) 

то есть получим систему из трех линейных однородных уравнений относи-
тельно неизвестных 

i
n . Для того, чтобы получить решение этой системы, 
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кроме тривиального решения 0=n

�

, которое не определяет никакого на-
правления, необходимо, чтобы детерминант системы был равен нулю: 

 0

333231

232221

131211

=
−

−
−

λ
λ

λ

aaa

aaa

aaa

. (П.83) 

Раскрывая определитель (П.83), получим кубическое уравнение отно-
сительно λ  в виде 
 032

2
1

3 =−+− JJJ λλλ , (П.84) 
где 

 ( )
333231

232221

131211

321 2

1

aaa

aaa

aaa

aJaaaaJaJ ijijijjjiiii ==−== det,, . (П.85) 

Уравнение (П.85) называется вековым, или характеристическим 
уравнением тензора А. 

Так как величины 321 JJJ ,,  скаляры, то они представляют собой ин-
варианты относительно преобразования координат и называются первым, 
вторым и третьим инвариантами тензора А. 

Кубическое уравнение с вещественными коэффициентами имеет, как 
известно, по крайней мере один вещественный корень. Обозначим его че-
рез 1λ . Подставив значение 1λ  в систему (П.82) и решив ее, найдем вектор 

( )1
n

�

, определяющий собой собственное направление тензора А, соответст-
вующее собственному значению 1λ . 

Сделаем теперь преобразование координат, при котором новая ось 1x ′  
совместится с собственным направлением ( )1

n

�

. В новой системе с орта-
ми 321 eee ′′′ ���

,,  для любого вектора ( )01 ≠′ lel
�

 из равенства (П.81) имеем 
lalalal 3121111 00 ′=′=′= ,,λ , 

где ija ′  – компоненты тензора А в новой системе координат. Следователь-

но, в этой системе тензор А будет иметь вид 

















3332

2322

13121

0

0

aa

aa

aaλ
, 

а характеристическое уравнение – 
( ) ( ) ( )[ ] 0322333221 =′′−−′−′− aaaa λλλλ . 

Примем теперь, что тензор А симметричный, то есть 3223 aa ′=′ . Тогда 
два других собственных значения тензора равны 

 ( ) ( ) ( )




 ′+′−′±′+′= 2

23
2

3322332232 4
2

1
aaaaa

,

λ . (П.86) 
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Из равенства (П.86) видно, что 32,λ  – вещественные числа. 

Итак, симметричный тензор второго ранга имеет три вещественных 
собственных значения и соответственно этому три собственных направле-
ния. 

Пусть 21 λλ ≠ . Тогда из уравнений (П.82) имеем 
( ) ( ) ( ) ( )2

2
21

1
1

ijijijij nnanna λλ == , , 

где ( )2
n

�

 – собственный вектор, отвечающий собственному значению 2λ . 
Умножив первую из этих систем на ( )2

i
n , а вторую на ( )1

i
n , получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12
2

1221
1

21
iiijijiiijij nnnnannnna λλ == , , 

откуда 
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )21

21
1221

iiijijij nnnnnna λλ −=− . (П.87) 

Так как jiij aa = , то левая часть выражения (П.87) равна нулю, и, 
следовательно, 
 ( ) ( ) 021 =

ii
nn ,  

то есть векторы ( )1
n

�

 и ( )2
n

�

 взаимно перпендикулярны. Аналогичным обра-
зом доказывается ортогональность векторов ( )2

n

�

 и ( )3
n

�

. 
Из доказанного следует, что единичные собственные векторы сим-

метричного тензора второго ранга образуют ортонормированный базис. 
В этом базисе матрица тензора имеет вид 
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1

00

00

00

λ
λ

λ
, 

а формулы (П.85) для инвариантов тензора – 

321313322123211 λλλλλλλλλλλλ =++=++= JJJ ,, . 

Если два собственных значения тензора совпадают, например, 
321 λλλ =≠ , то в этом случае любой вектор, лежащий в плоскости, перпен-

дикулярной собственному вектору ( )1
n

�

, является собственным. Это означа-
ет, что имеется целая плоскость собственных векторов. 

Если 321 λλλ == , то матрица тензора в любой прямолинейной прямо-
угольной системе координат имеет вид 
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1

1

λ
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λ
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, 

а сам тензор ijA δλ1= . Такой тензор называется шаровым, так как соответ-
ствующая ему поверхность второго порядка – сфера (см. гл. III, §4). Из 
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формулы (П.81) следует, что в этом случае iiijiki nnna 11 λδλ == , любое на-
правление и любой вектор являются собственным для тензора. 

 
Некоторые дифференциальные операции 

 
Рассмотрим вектор 

ii
aea

��

= . В соответствии с формулой (П.4) 

( )sx

x

a

s

a

k

k

ii
�

,cos
∂
∂

=
∂
∂

, 

то есть производная вектора по направлению определяется девятью выра-

жениями вида 
k

i

x

a

∂
∂

. 

Переходя от системы координат 3210 xxx  к системе 3210 xxx ′′′ , в соответ-
ствии с формулами (П.59) имеем 

m

j

kmij

k

m

m

j

ij
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j
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i

x
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∂
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=
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∂
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∂
=

′∂
′∂ αααα . 

Следовательно, совокупность величин 
m

j

x

a

∂
∂

 образует тензор второго ранга. 

Дивергенция тензора { }ijaA =  по определению равна 
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x

a
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a
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∂
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div . (П.88) 

В соответствии с формулой (П.22) 

 ∫∫∫ ==
∂
∂

S

ijnij

S

nii

V
i

i
dSaedSadV

x

a αα ��

�

. (П.89) 

С другой стороны, как это следует из соотношения (П.72), 
 

iknikikik
aeaneAn α���

== . (П.90) 

Подставив в соотношение (П.89) равенства (П.85) и (П.90), получим 

∫∫ =
SV

dSAndVA
�

div . 

Пусть компоненты ija  тензора А представляют собой функции скаляр-
ного аргумента t. Тогда величины 

ij

ij

ij a
t

a
b �=

∂
∂

=  

образуют, очевидно, тензор 
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Компоненты симметричного тензора в цилиндрической 

и сферической системах координат 
 

Рассмотрим симметричный тензор с компонентами 
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1 . (П.91) 

В цилиндрической системе координат zrϕ0  (рис. П.6) компоненты это-
го тензора равны 
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В сферической системе координат θϕr0  компоненты тензора (П.91) 
имеют вид 
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Уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости в криволиней-

ных системах координат 
 

В соответствии с формулами (4.41), (7.8), (7.12) уравнения движения 
вязкой несжимаемой жидкости при изотермическом режиме течения мож-
но представить в виде 
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vpFvv
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t
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v
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µρρ
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0
2  (П.92) 

Так как 
,rotrotdiv aaa

���

−∇=∆  

то для несжимаемой жидкости имеем 
aa

��

rotrot−=∆ , 
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и уравнения (П.92) можно представить в виде 
 ,div 0=v

�

 (П.93) 

 .rotrotrot vpFvv
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v �

�

�� µρρ −∇−=
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 (П.94) 

Подставив в уравнение (П.93) вторую формулу (П.51), получим 
уравнение неразрывности в цилиндрической системе координат в виде 
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Выражения для проекций v
�

rotrot  на координатные оси в соответст-
вии с третьей формулой (П.52) равны 
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Вычитая из соответствующих равенств (П.96) выражения v

r

�
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∂
∂ , 

v
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�
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∂1 , v
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�
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∂ , получим 
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где 
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Спроектировав уравнение (П.94) на координатные оси и подставив в 
эти проекции равенства (П.97), с учетом формул (П.52) получим 
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Уравнения (П.98) представляют собой систему уравнений изотерми-
ческого движения вязкой несжимаемой жидкости в цилиндрической сис-
теме координат zrϕ0 . 

В сферической системе координат θϕr0  (рис. П.7) уравнение нераз-
рывности в соответствии со вторым равенством (П.52) имеет вид 
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Выполняя преобразования, аналогичные приведенным для цилиндричес-
кой системы координат, получим 
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где 

θ
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∂
∂=∆

22

2

222

2

22

2 211

rrrrrr

ctg

sin
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Дифференцирование по времени интеграла, взятого по подвижному 

объему (второй способ доказательства) 
 

     В функции Ф, определенной равенством 

( ) ( )
( )
∫=

tV

ii dVtxtx ,,Ф ϕ  

произведем замену переменных. От переменных Эйлера txi , , перейдем к пере-

менным Лагранжа tX i , . Тогда, используя формулу замены переменных в трой-
ном интеграле, получим следующее равенство 

( ) ( )( )
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∫ ∫=

tV V

jii JdVtXxdVtx
0

0,ϕϕ  
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где ji XxJ ∂∂=  - якобиан преобразования переменных (определитель матри-

цы Якоби из производных ji Xx ∂∂ ), 0V  - область интегрирования, которую по-

сле замены переменных переходит ( )tV  (напомним, что ( )00 tVV = ). Поскольку 

в переменных Лагранжа область интегрирования не зависит от времени (интег-
рирование ведется по материальному объему), то операции интегрирования и 
дифференцирования можно поменять местами и написать 
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     Теперь вычислим материальную производную от якобиана dtdJ . Согласно 

правилу дифференцирования определителей, материальная производная от оп-
ределителя третьего порядка равна сумме трех определителей третьего порядка, 
у которых продифференцированы элементы первой, второй и третьей строки со-
ответственно, а две другие строки остаются без изменений. 
     Так как  
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то каждый из трех определителей, полученных после дифференцирования, мо-
жет быть представлен в виде суммы трех определителей, в силу равенства строк, 
равны нулю. В самом деле, рассмотрим для примера результат дифференциро-
вания и один из трех определителей. 
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     Рассмотрим теперь первый определитель. Как следует из равенства (П.99) 
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     Аналогично расписываются и два других определителя. В результате имеем  

                                                     JdivJ
dt

dJ =  

и интеграл можно переписать в виде 
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или, возвращаясь к эйлеровым переменным, получим 
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     Так как полная производная равна сумме локальной и конвективной произ-

водных 
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то выражение в квадратных скобках можно преобразовать 
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