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ПРЕДИСЛОВИЕ

Математические методы исследования проника-
ют во все области человеческой деятельности. Поэто-
му подготовка будущих учителей специальности
«Учитель технологии и предпринимательства» тес-
но связана с получением соответствующих матема-
тических знаний и практических навыков. Основой
этих знаний является курс «Высшей математики»,
читаемый студентам этой специальности.

Настоящая книга является учебником по этому
курсу. Она написана в соответствии с программой
курса высшей математики для специальности «Учи-
тель технологии и предпринимательства» и с учетом
профессиональной направленности будущих учите-
лей этой специальности. В ней изложены аналити-
ческая геометрия, математический анализ и теория
вероятностей; приведено много примеров и задач
как чисто математического характера, так и из фи-
зики, техники и экологии, а также других дисцип-
лин, иллюстрирующих понятия высшей математи-
ки и ее методы.

К каждой главе имеются упражнения для само-
стоятельной работы студентов. Ответы к упражне-
ниям (там, где в этом есть необходимость) приведе-
ны сразу после текста — они указаны в квадратных
скобках.

Авторы
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Раздел I

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

Глава 1. СИСТЕМА КООРДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ
И ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

1.1. ДЕКАРТОВА ПРЯМОУГОЛЬНАЯ И ПОЛЯРНАЯ СИСТЕМЫ
КООРДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ

1. Декартовы прямоугольные координаты. Возьмем на плос-
кости две взаимно перпендикулярные прямые Ох и Оу с указан-
ными на них положительными направлениями (рис. 1). Пря-
мые Ох и Оу называются координатными осями, точка их пе-
ресечения О — началом координат. Обычно полагают, что ось
Ох горизонтальна, а ось Оу вертикальна относительно наблю-
дателя; положительное направление на Ох слева направо, на
Оу — снизу вверх.

Выберем единицу масштаба (будем предполагать, что на обе-
их осях координат выбрана одна и та же единица масштаба). Ко-
ординатные оси Ох, Оу с выбранной единицей масштаба назы-
ваются декартовой прямоугольной (или кратко прямоугольной)
системой координат на плоскости. (Декартова прямоугольная
система координат носит имя французского математика, осно-
вателя аналитической геометрии Рене Декарта (1596–1650).)

Произвольной точке М плоскости поставим в соответствие
два числа (рис. 1):

абсциссу х, равную расстоянию от точки М до оси Оу, взято-
му со знаком «+», если М лежит правее Оу, и со знаком «–»,
если М лежит левее Оу;

ординату у, равную расстоянию от точки М до оси Ох, взя-
тому со знаком «+», если М лежит выше Ох, и со знаком «–»,
если М лежит ниже Ох.

Абсцисса х и ордината у называются декартовыми прямоу-
гольными (или прямоугольными) координатами точки М. За-
пись М(х; у) читают: «Точка М с абсциссой, равной х, и орди-
натой, равной у».

Отметим, что каждой точке плоскости соответствует
одна пара действительных чисел х и у (ее координат). Верно и
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обратное: каждой паре действительных чисел х и у соответ-
ствует одна точка плоскости. Это значит, что положение на
плоскости произвольной точки М полностью определяется ее
координатами х и у.

Координатные оси Ох и Оу разбивают плоскость на I, II, III,
IV квадранты (рис. 2). Знаки координат точек в различных
квадрантах указаны в таблице:

При этом если точка М(х; у) лежит на оси Оу, то х = 0;
если М(х; у) лежит на оси Ох, то у = 0.

На рис. 2 построены точки М1(2; 1), М2(–4; 3), М3(–4; –2)
и М4(0; –2).

2. Полярные координаты. Зафиксируем на плоскости точку
О и выходящую из нее полупрямую Ор, а также выберем еди-
ницу масштаба (рис. 3). Точка О называется полюсом, полупря-
мая Ор — полярной осью.

Произвольной точке М (отличной от О) плоскости поставим
в соответствие два числа:

полярный радиус r, равный расстоянию от точки М до полю-
са О;

полярный угол j, равный углу между полярной осью Ор и по-
лупрямой ОМ.

Полярный угол j измеряется в радианах, отсчет положитель-
ных (отрицательных) значений ведется от Ор против движения

х

у
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(по движению) часовой стрелки. При этом обычно полагают,
что –p < j m p.

Полюсу О соответствует полярный радиус r = 0, полярный
угол для него не определен.

Запись М(r; j) означает: точка М с полярными координата-
ми r и j.

Найдем зависимость между прямоугольными и полярными
координатами. Будем считать начало координат О прямоуголь-
ной системы хОу одновременно полюсом О, а луч Ох примем за
полярную ось Ор (рис. 4).

Из рис. 4 видно, что для точки М(х; у) (М(r; j)) справедливы
соотношения

х = r cos j, у = r sin j (1)
и

r x y
y

x
= + =2 2 , .tgj (2)

Формулы (1) выражают прямоугольные координаты точки
М через ее полярные координаты. Это можно доказать для лю-
бого расположения точки М на координатной плоскости. Фор-
мулы (2) выражают полярные координаты точки М через ее
прямоугольные координаты и тоже верны при любом положе-
нии точки М.

Заметим, что tgj = у/х дает два значения, так как –p <j £ p.
Поэтому для вычисления полярного угла точки М по ее прямо-
угольным координатам х и у предварительно выясняют, в ка-
ком квадранте лежит точка М.

Пример 1. Даны прямоугольные координаты точки А: х = 1, у = 1. Найти ее

полярные координаты. По формулам (2) находим r = + = =1 1 2 12 2 , .tgj  Из двух

значений j = p/4 и j = –3p/4 выбираем j = p/4, так как точка А лежит в первом

квадранте. Итак, полярные координаты данной точки r = =2 4, / .j p

Рис. 3 Рис. 4
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П р и м е р  2. Полярные координаты точки А таковы: r = 2, j = p/2. Тогда по
формулам (1) прямоугольные координаты этой точки будут х = 2 cos (p/2) = 0, у =
2 sin (p/2) = 2.

1.2. ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ НА ПЛОСКОСТИ

1. Расстояние между двумя точками. Найдем расстояние d
между двумя данными точками М1(х1; у1) и М2(х2; у2) (рис. 5).
Из прямоугольного треугольника М1NM2 по теореме Пифаго-
ра имеем

d M M M N NM= = +1 2 1
2

2
2 .

Известно, что расстояние между точками А и В, расположен-
ными на координатной прямой (оси), вычисляется по формуле
d = AB = |xB – xA|, где хА и хВ — координаты точек А и В этой пря-
мой. Но М1N = А1А2 = |x2 – x1|, NM2 = В1В2 = |у2 – у1|. Поэтому

d x x y y= - + -( ) ( ) .2 1
2

2 1
2 (1)

Пример. Найти расстояние между точками А(–1; –2) и В(–4; 2). По формуле
(1) имеем

AB = - + + + = + =( ) ( ) .4 1 2 2 9 16 52 2

2. Деление отрезка в данном отношении. Пусть даны точки
М1(х1; у1) и М2(х2; у2). Требуется найти точку М(х; у), лежащую
на отрезке М1М2 и делящую его в данном отношении:

M M

MM
1

2
= l. (2)

Рис. 5 Рис. 6
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Опустим из точек М1, М и М2 перпендикуляры на ось Ох (рис.
6), получим

M M

MM

A A

AA
1

2

1

2
= .

При выбранном расположении точек имеем
А1А = х – х1, АА2 = х2 – х.

Поэтому заданное отношение (2) принимает вид

x x

x x

-
-

=1

2
l,

откуда
х = (х1 + lх2)/(1 + l). (3)

Аналогично
у = (у1 + lу2)/(1 + l). (4)

В частности, если l = 1, т. е. при делении отрезка М1М2 по-
полам, получаем

x
x x

y
y y= + = +1 2 1 2

2 2
, .

Примечание. Формулы (3) и (4) верны при любом расположении точек М1 и
М2.

Пример. Вычислить координаты точки М(х; у), делящей отрезок М1М2, где
М1(1; 1) и М2(4; 7), в отношении М1М/ММ2 = 2. Согласно формулам (3) и (4) име-
ем

x y= + × = = + × =1 2 4

3
3

1 2 7

3
5, .

1.3. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИСТОЛКОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ
С ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

Прямоугольная и полярная системы координат позволяют
задавать различные линии на плоскости их уравнениями.

Определение. Уравнением линии на плоскости в прямоу-
гольной системе координат хОу называется уравнение f(х, у) =
= 0, которому удовлетворяют координаты каждой точки данной
линии и не удовлетворяют координаты любой точки плоскости,
не лежащей на этой линии.

Переменные х и у уравнения линии называются текущими
координатами.

Покажем, например, что уравнение х – у = 0, или
х = у, (1)

является уравнением биссектрисы I и III координатных углов.
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По определению биссектрисы угла для произвольной точки
М(х; у) (лежащей на биссектрисе) имеем N2M = N1M или ON1 =
=ON2 (рис. 7), и поэтому х = у, т. е. координаты всех точек бис-
сектрисы удовлетворяют уравнению (1). Очевидно также, что у
любой точки, не лежащей на данной биссектрисе, координаты
не равны между собой и не удовлетворяют уравнению (1).

Отметим, что геометрическим образом данного заранее
уравнения не всегда будет линия. Может случиться, что уравнению
соответствует лишь несколько точек (уравнению х2 + у2 = 0, на-
пример, на плоскости соответствует только одна точка (0; 0)).
Встречаются и такие случаи, когда заданному уравнению не
соответствует на плоскости ни одна точка (как, например, урав-
нению х2 + у2 + 1= 0).

1.4. ПРЯМАЯ ЛИНИЯ

1. Уравнение прямой с угловым коэффициентом. Пусть пря-
мая l не параллельна оси Оу (рис. 8). Обозначим точку пересе-
чения l с осью Оу буквой В(0; b), а угол между положительным
направлением оси Ох и l обозначим j. Угол j, отсчитываемый
от оси Ох против часовой стрелки (0 m j < p), называется углом
наклона прямой l к оси Ох.

Выведем уравнение прямой l.
Пусть М(х; у) — произвольная точка прямой l с текущими

координатами х и у. Из прямоугольного треугольника BMN
(рис. 8) имеем:

tgj = -y b

x
. (1)

Рис. 7 Рис. 8
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Эту величину называют угловым коэффициентом прямой и
обозначают k: k = tg j. Тогда из равенства (1) получим

k
y b

x
= -

,

откуда
y = kx + b. (2)

Уравнение (2) называется уравнением прямой с угловым
коэффициентом, число b называется начальной ординатой
(это ордината точки В).

Пример. Если j = p/4, b = –3, то k = tg(p/4) = 1 и уравнение данной прямой
имеет вид у = х – 3.

Если в уравнении (2) k = 0, то имеем уравнение прямой, па-
раллельной оси Ох и проходящей через точку В (0; b):

y = b. (3)
При b = 0 из (3) получаем уравнение координатной оси Ох:

у = 0.
По аналогии с уравнением (3) уравнение

х = а (4)
есть уравнение прямой, параллельной оси Оу и проходящей
через точку А(а; 0). При а = 0 из равенства (4) имеем уравнение
координатной оси Оу: х = 0.

2. Общее уравнение прямой. Уравнением с угловым коэффи-
циентом может быть задана любая прямая на плоскости, не па-
раллельная оси ординат.

Любую прямую без каких-либо ограничений можно задать
уравнением

Ах + Ву + С = 0, (5)
где А и В — коэффициенты, одновременно не равные нулю.

Теорема. Каждая прямая на плоскости с прямоугольной си-
стемой координат определяется уравнением первой степени,
и, наоборот, каждое уравнение первой степени определяет не-
которую прямую на плоскости.

Доказательство. 1) Пусть дана прямая, не параллельная
оси ординат. В этом случае прямая описывается уравнением с
угловым коэффициентом у = kx + b, которое является частным
случаем уравнения (5) при А = k, B = –1, C = b.

Пусть теперь прямая параллельна оси Оу. Тогда ее уравнение
запишется в виде х = а. Это уравнение тоже частный случай
уравнения (5) при А = 1, В = 0, С = –а. Итак, любая прямая
на плоскости определяется уравнением первой степени.
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2) Покажем теперь, что произвольному уравнению первой
степени (5) (А и В одновременно не равны нулю) соответствует
некоторая прямая на плоскости.

Действительно, если В ¹ 0, то уравнение (5) можно преобра-
зовать в уравнение

y
A

B
x

C

A
= - - ,

т. е. в уравнение прямой с угловым коэффициентом k = –A/B
и начальной ординатой b = –C/B. Если В = 0, А ¹ 0, то урав-
нение (5) преобразуется к виду х = –С/А, т. е. в уравнение
прямой, параллельной оси Оу. Теорема доказана.

Уравнение первой степени (5) (А и В одновременно не равны
нулю), описывающее на плоскости любую прямую, называется
общим уравнением прямой.

3. Уравнение прямой в отрезках. Предположим, что в общем
уравнении прямой А ¹ 0, В ¹ 0 и С ¹ 0. Перенесем С в правую
часть и разделим обе части полученного уравнения на –С, полу-

чим 
A

C
x

B

C
y

-
+

-
=1, или

 

x
C

A

y
C

B
-

+
-

=1.  Обозначив - = - =C

A
a

C

A
b, ,

придем к уравнению

x

a

y

b
+ =1. (6)

Уравнение (6) называется уравнением прямой в отрезках.
Это название объясняется тем, что числа а и b определяются от-
резками ОА и ОВ, которые прямая отсекает на осях координат
(рис. 9). Такой вид уравнения удобен для построения прямой.

Заметим, что прямые, параллельные координатным осям, и
прямые, проходящие через начало координат, не могут быть за-
писаны уравнениями в отрезках.

4. Уравнение прямой, проходящей через данную точку в дан-
ном направлении. Выведем уравнение прямой, проходящей че-
рез данную точку М1(х1; у1) и имеющей данный угловой коэф-
фициент k. Уравнение этой прямой имеет вид

y = kx + b. (7)

Так как искомая прямая проходит через точку М1, то

y1 = kx1 + b. (8)
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Вычитая из равенства (7) равенство (8), получаем

у – y1 = k(x – х1). (9)

Это и есть уравнение искомой прямой.

П р и м е р . Уравнение прямой, проходящей через точку М(–1; 8), с угловым
коэффициентом k = 1 согласно (9) есть у – 8 = х + 1, или х – у + 9 = 0.

Примечание 1. В уравнении (9) постоянная k может быть любым действи-
тельным числом. Поэтому в форме (9) может быть записано уравнение всякой
прямой, проходящей через точку М1, не параллельной оси Оу. Уравнение пря-
мой, проходящей через данную точку М1, параллельно оси Оу, будет иметь вид
х = х1 (п. 1).

Примечание 2. Совокупность всех прямых, проходящих через некоторую точ-
ку плоскости, называется пучком прямых, а общая их точка — центром пучка.

5. Угол между прямыми. Рассмотрим на плоскости две пря-
мые l1: y = k1x + b1 — и l2: y = k2x + b2 — с углами наклона к оси
Ох соответственно j1 и j2 (рис. 10).

Углом между прямыми l1 и l2 будем называть угол (l1, l2) = j
— наименьший угол, на который надо повернуть первую пря-
мую l1 вокруг точки пересечения М против часовой стрелки до
совпадения ее со второй прямой l2 (0 m j < p). Из рис. 10 видно,
что j = j2 – j1. Поэтому

tg tg(
tg tg

tg tg
j j j j j

j j
= - = -

+2 1
2 1

2 11
)

или

tgj = -
+

k k

k k
2 1

1 21
. (10)

Формула (10) дает выражение тангенса угла между двумя
прямыми через угловые коэффициенты этих прямых.

Рис. 9 Рис. 10

0
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0

y

xx

l1
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Если прямые l1 и l2 параллельны, то j1 = j2, и, следователь-
но, k1 = k2, т. е. параллельные прямые имеют равные угловые
коэффициенты.

Обратно: если k1 = k2, то tg j1 = tg j2. Следовательно, j1 = j2,
так как 0 m j < p, и прямые l1 и l2 параллельны.

Пусть j = p/2, т. е. l1 и l2 взаимно перпендикулярны. В этом
случае
j2 = j1 + p/2, откуда tg j2 = tg (j1 + p/2) = –ctg j1 = –1/tg j1,

или

k
k2

1

1= - , (11)

т. е. угловые коэффициенты взаимно перпендикулярных пря-
мых обратны по абсолютной величине и противоположны по
знаку.

Справедливо и обратное утверждение.

Пример. Найти две прямые, проходящие через начало координат, одна из ко-
торых параллельна, а другая перпендикулярна прямой у = 2х – 3.

Так как искомые прямые проходят через точку (0; 0), то их уравнения имеют
вид у = k1x, y = k2x. Для данной прямой k = 2. Отсюда и на основании условий па-
раллельности и перпендикулярности прямых получаем k1 = 2 и k2 = –1/2. Поэто-
му искомые прямые запишутся уравнениями у = 2х и у = –х/2.

6. Взаимное расположение двух прямых на плоскости. Если
две прямые l1 и l2 лежат на плоскости, то возможны три различ-
ных случая их взаимного расположения: 1) пересекаются (т. е.
имеют одну общую точку); 2) параллельны и не совпадают; 3)
совпадают.

Выясним, как узнать, какой из этих случаев имеет место,
если эти прямые заданы своими уравнениями в общем виде:

A x B y C

A x B y C
1 1 1

2 2 2

0

0

+ + =
+ + =

ì
í
î

,

. (12)

Если прямые l1 и l2 пересекаются в некоторой точке М(х; у),
то координаты этой точки должны удовлетворять обоим урав-
нениям системы (12). Следовательно, чтобы найти координаты
точки пересечения прямых l1 и l2, надо решить систему уравне-
ний (12). Умножим первое из уравнений (12) на А2, а второе на
А1 и вычтем первое из второго. Имеем

(А1В2 – А2В1)у + С2А1 – С1А2 = 0. (13)

Аналогично получаем

(А1В2 – А2В1)х + С1В2 – С2В1 = 0. (14)
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Если А1В2 – А2В1 ¹ 0, то из (13) и (14) получаем решение си-
стемы уравнений (12):

x
B C B C

A B A B
y

C A C A

A B A B
= -

-
= -

-
1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1
, (15)

— это и есть координаты х и у точки пересечения прямых l1 и
l2.

Итак, если А1В2 – А2В1 ¹ 0, то эти прямые пересекаются.
Если

А1В2 – А2В1 = 0, (16)
то выражения для х и у не имеют смысла. В этом случае прямые
l1 и l2 параллельны. Действительно, из условия (16) следует, что
–А1/В1 – А2/В2, т. е. k1 = k2 (если же В1 = В2 = 0, то прямые l1 и l2
параллельны оси Оу и, следовательно, параллельны между со-
бой). Условие (16) можно записать в виде

A

A

B

B
1

2

1

2
= . (17)

Здесь один из знаменателей может оказаться равным нулю. Что-
бы обойти эту трудность, договоримся всякую пропорцию а/b =
= c/d понимать в смысле равенства ad = bc. Тогда обращение
в нуль одного из знаменателей в (17) означает обращение в нуль
и соответствующего числителя. В самом деле, если, например,
А2 = 0, то, поскольку В2 ¹ 0 (А2 и В2 не нули одновременно), из
равенства А1В2 = А2В1 замечаем, что А1 = 0.

В частности, параллельные прямые могут совпадать. Выяс-
ним, каков аналитический признак совпадения прямых l1 и l2.

Пусть

A

A

B

B

C

C
1

2

1

2

1

2
= = . (18)

Полагая каждое из этих отношений равным q, найдем
А1 = А2q, B1 = B2q, C1 = C2q.

Таким образом, первое уравнение (12) получается из второ-
го умножением всех его членов на некоторое число q, т. е. урав-
нения (12) равносильны. Следовательно, рассматриваемые па-
раллельные прямые совпадают.

Если при выполнении условия (17) хотя бы один из свобод-
ных членов уравнений (13) и (14) будет отличен от нуля (или
С2А1 – С1А2 ¹ 0, или С1В2 – С2В1 ¹ 0), что кратко записывают так:

A

A

B

B

C

C
1

2

1

2

1

2
= ¹ , (19)
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то уравнения (13) и (14), а значит, и уравнения (12) не будут
иметь решений (по крайней мере одно из равенств (13) или (14)
будет невозможным). В этом случае параллельные прямые l1
и l2 не будут совпадать.

Итак, условием совпадения двух прямых является пропор-
циональность соответствующих коэффициентов их уравне-
ний.

Допустим, что ни одна из прямых l1 и l2 не параллельна оси
Оу. Тогда их уравнения можно записать в виде

у = k1x + b1, у = k2x + b2,
где

k
A

B
k

A

B1
1

1
2

2

2
= - = -, . (20)

Условие перпендикулярности таких прямых следует из ра-
венства (11), (20) и имеет вид

А1А2 + В1В2 = 0. (21)
Хотя соотношение (21) получено в предположении, что ни

одна из прямых l1 и l2 не параллельна оси Оу, оно остается вер-
ным, если это условие нарушается.

Пример 1. Прямые 3х + 4у – 1 = 0 и 2х + 3у – 1 = 0 пересекаются, так как
3 × 3 – 2 × 4 ¹ 0. Координаты точки пересечения согласно (15) х = –1, у = 1.

Пример 2. Прямые 2х – у + 2 = 0 и 4х – 2у – 1 = 0 параллельны (они не имеют
общей точки), так как выполнено условие (19).

Пример 3. Прямые х + у + 1 = 0 и 3х + 3у + 3 = 0 совпадают, так как выполне-
но условие (18).

П р и м е р  4 . Прямые 3х – 4у + 8 = 0 и 4х + 3у – 9 = 0 взаимно перпендику-
лярны, так как выполнено условие (21).

7. Нормальное уравнение прямой. Пусть дана какая-нибудь
прямая, не проходящая через полюс О (рис. 11). Проведем че-
рез полюс прямую, перпен-
дикулярную данной, и обо-
значим Р точку ее пересече-
ния с данной прямой (рис.
11). Пусть a — угол между
полярной осью и лучом ОР,
р — длина отрезка ОР. Най-
дем уравнение данной пря-
мой, считая известными a и
р. Пусть М(r; j) — произ-
вольная точка данной пря-
мой. Из прямоугольного
треугольника ОРМ имеем Рис. 11

0

y

x

M(r; j)p

a j

P



16

r cos (a – j) = p. (22)

Это уравнение называется уравнением прямой в полярных
координатах. Перепишем уравнение (22) в виде

r cos j cos a + r sin j sin a – p = 0.

Отсюда, учитывая зависимость между полярными и пря-
моугольными координатами, получим

x cos a + y sin a – p = 0. (23)

Это уравнение называется нормальным уравнением прямой.
Если дано общее уравнение прямой Ах + Ву + С = 0 (А и В не

равны нулю одновременно), то его можно привести к виду (23).
Действительно, умножив обе части этого общего уравнения на
некоторое число m ¹ 0, получим mАх + mВу + mС = 0. Выберем m
так, чтобы выполнялись равенства

mА = cos a, mB = sin a, mC = –p. (24)

Возведя обе части двух первых равенств (24) в квадрат и по-
членно складывая, получим

m2(А2 + В2) = cos2 a + sin2 a = 1.

Так как А2 + В2 ¹ 0 (А и В не равны нулю одновременно), то

m = ±

+

1

2 2A B
.

Число m называется нормирующим множителем. Третье из
уравнений (24) позволяет решить вопрос о выборе знака числа
m. Так как р > 0, то mС < 0, т. е. знак выбирается противополож-
ным знаку С; если С = 0, то для m можно выбрать любой знак.

Итак, общее уравнение прямой приводится к нормальному
виду путем умножения его на нормирующий множитель m.

Пример. Уравнение прямой 3х – 4у – 5 = 0 привести к нормальному виду. Нор-

мирующий множитель m = + + =1 3 4 1 52 2/ / .  Умножая на него обе части данного

уравнения, получим

3

5

4

5
1 0x y- - = .

Для данной прямой, следовательно, р = 1, cos a = 3/5, sin a = –4/5.

8. Расстояние от точки до прямой. Найдем расстояние d от
данной точки М0(х0; у0) до прямой l (рис. 12), заданной уравне-
нием (23) (под расстоянием d от точки М0(х0; у0) до прямой l по-
нимается длина перпендикуляра, опущенного из М0 на l).
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Проведем через точку М0 прямую l1, параллельную l. Запи-
шем нормальное уравнение прямой l1:

x cos a + y sin a – (p + d) = 0.

Прямая l1 проходит через точку М0(х0; у0), поэтому

x0 cos a + y0 sin a – (p + d) = 0.
Отсюда

d = x0 cos a + y0 sin a – p. (25)

Если точка М0(х0; у0) и начало координат лежат по одну сто-
рону от прямой l (рис. 13), то аналогично предыдущему устано-
вим, что

d = –(x0cos a + y0sin a – p). (26)

Из равенства (25) и (26) следует, что

d = |x0cos a + y0sin a – p|. (27)

Если прямая l задана общим уравнением

Ах + Ву + С = 0,

то с учетом вывода, сделанного в конце пункта 7, формула (27)
принимает вид

d
Ax By C

A B
=

+ +

+

0 0

2 2
. (28)

Пример. Найти расстояние от точки М0(–6; 3) до прямой 3х – 4у + 15 = 0. По
формуле (28) получаем

d =
× - - × +

+ -
= =

3 6 4 3 15

3 4

15

5
3

2 2

( )

( )
.

Рис. 12 Рис. 13
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1.5. УРАВНЕНИЕ ЛИНИИ

1. Уравнение окружности. Как известно, окружностью на-
зывается множество точек плоскости, равноудаленных от дан-
ной точки, называемой центром окружности. Выведем урав-
нение окружности.

Пусть М0(х0; у0) — центр окружности, R — ее радиус, а М(х;
у) — произвольная точка окружности с текущими координа-
тами х и у (рис. 14).

По определению окружности М0М = R. Отсюда согласно
формуле расстояния между двумя точками

( ) ( )x x y y R- + - =0
2

0
2 ,

или
(х – х0)2 + (у – у0)2 = R2. (1)

Формула (1) представляет собой уравнение окружности;
это — уравнение второй степени относительно х и у. В главе 5
подробно рассмотрим еще три вида линий (эллипс, гипербола,
парабола), уравнения которых в прямоугольной системе коор-
динат также являются уравнениями второй степени. Эти четы-
ре вида линий называются кривыми второго порядка.

Если центр окружности совпадает с началом координат, то
ее уравнение принимает вид:

х2 + у2 = R2. (2)

В полярных координатах (r, j) окружность радиуса R с цен-
тром в полюсе изображается уравнением r = R.

В тех же координатах (r, j) окружность радиуса R с центром
в точке (R; 0) имеет уравнение r = 2R cos j.

2. Параметрические уравнения линий. Иногда бывает удоб-
но вместо уравнения линии, связывающего прямоугольные ко-

ординаты х и у, рассматривать так назы-
ваемые параметрические уравнения ли-
нии, дающие выражения текущих коор-
динат х и у в виде функций от некото-
рой переменной величины t (параметра).
Параметрические уравнения играют важ-
ную роль, например, в механике, где ко-
ординаты х и у движущейся точки М(х;
у) рассматриваются как функции време-
ни (уравнения движения).

Рис. 14
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З а д а ч а . Определить траекторию
падения груза, сброшенного с самоле-
та, движущегося горизонтально со
скоростью n0 на высоте у0 (сопротив-
лением воздуха можно пренебречь).

Решение. Возьмем систему коор-
динат так, как показано на рисунке
15, предполагая, что самолет сбрасы-
вает груз в тот момент, когда он пере-
секает ось Оу. Очевидно, что горизон-
тальное перемещение груза будет рав-
номерным, с постоянной скоростью n0:

х = n0t.

Вертикальное перемещение падающего груза под влиянием
силы тяжести будет выражаться формулой

s
gt=

2

2
.

Следовательно, расстояние груза от земли в любой момент вре-
мени будет выражаться формулой

y y
gt= -0

2

2
.

Два уравнения

x t= n0 ,

y y
gt= -0

2

2
,

будут параметрическими уравнениями траектории. Чтобы ис-
ключить параметр t, из первого уравнения находим значение
t = x/n0 и подставляем это значение во второе уравнение. Тог-
да получим уравнение траектории в форме

y y
g

x= -0
0
2

2

2n
.

Это — уравнение параболы с вершиной в точке М(0, у0), причем
ось Оу служит осью симметрии параболы.

Пример 1. Установим параметрические уравнения окружности радиуса R c
центром в начале координат.

Пусть М(х; у) — любая точка этой окружности, а t — угол АОМ (рис. 16). Оче-
видно,

х = R cos t, y = R sin t. (3)

Рис. 15
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Это и есть параметрические
уравнения окружности. Параметр t
может принимать любые значения,
но, для того, чтобы точка М(х; у)
один раз обошла окружность, следу-
ет ограничить изменение параметра
t неравенством 0 £ t < 2p/ Заметим,
что для исключения параметра t из
уравнений (3) достаточно возвести
эти уравнения в квадрат и сложить
их; мы получим при этом уравнение
(2) предыдущего пункта.

П р и м е р  2 . Рассмотрим линию,
являющуюся траекторией фиксиро-
ванной точки окружности радиуса R,
катящейся без скольжения по пря-

мой. Линия эта называется циклоидой. Указанную прямую примем за ось Ох
прямоугольной системы координат (рис. 17). Предположим, что фиксированная
точка при начальном положении окружности находилась в начале координат, а
после того как окружность повернулась на угол t, заняла положение М.

Поскольку x = OP = OK – PK, y = MP = CK – CN и OK = È MK = Rt, PK = MN =
= R sin t, CK = R, CN = R cos t, то x = Rt – R sin t, y = R – R cos t, или

x = R (t – sin t), y = R(1 – cos t). (4)

Уравнения (4) называются параметрическими уравнениями циклоиды. При
изменении t от 0 до 2p получается одна арка циклоиды.

3. Примеры кривых, заданных уравнениями в полярных
координатах.

П р и м е р  1 . Рассмотрим уравнение r = aj, где а — положительное число, r
и j — полярные координаты. Обозначим через М точку с полярными координа-
тами (r, j). Если j = 0, то и r = 0; если j возрастает, начиная с нуля, то r будет
возрастать пропорционально j. Точка М (r, j), таким образом, исходя из полю-
са, движется вокруг него с ростом j (в положительном направлении), одновре-
менно удаляясь от него. Множество точек, полярные координаты которых удов-
летворяют уравнению r = аj, называется спиралью Архимеда (рис. 18).

Пример 2. Кривая задаваемая уравнением

r = a(1 + cos j) (a > 0, 0 £ j £ 2p),

называется кардиоидой.

Рис. 16
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Составляя таблицу значений j и r, получим

Построив точки кардиоиды по значениям j и r из этой таблицы, можно соста-
вить приближенное представление о форме этой кривой (рис. 19).

Пример 3. При выводе нормального уравнения прямой (см. 1.4. п. 7) было по-
лучено уравнение прямой в полярных координатах:

r cos (a – j) = p.

Глава 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА

2.1. ПОНЯТИЕ ВЕКТОРА И ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ
НАД ВЕКТОРАМИ

1. Понятие вектора. При изучении различных разделов фи-
зики, механики и технических наук встречаются величины, ко-
торые полностью определяются заданием их числовых значе-
ний. Такие величины называются скалярными или, короче,
скалярами. Скалярными величинами, например, являются
длина, площадь, объем, масса, температура тела и др. Помимо
скалярных величин, в различных задачах встречаются величи-
ны, для определения которых, кроме числового значения, не-
обходимо знать также их направление. Такие величины назы-
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Рис. 20 Рис. 21
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B

B

C

a ¯

ваются векторными. Физическими примерами векторных ве-
личин могут служить смещение материальной точки, двига-
ющейся в пространстве, скорость и ускорение этой точки, а
также действующая на нее сила.

Векторные величины изображаются с помощью векторов.
Вектором называется направленный отрезок, имеющий оп-

ределенную длину, т. е. отрезок определенной длины, у которо-
го одна из ограничивающих его точек принимается за начало,
а вторая — за конец. Если А — начало вектора и В — его конец,

то вектор обозначается символом AB . Вектор можно обозна-

чить и одной малой латинской буквой с чертой над ней (напри-
мер, а ¯). Изображается вектор отрезком со стрелкой на конце
(рис. 20). Начало вектора называют точкой его приложения.
Если точка А является началом вектора а̄, то мы будем говорить,
что вектор а ¯ приложен в точке А.

Длина вектора AB  называется его модулем и обозначается

символом | AB |. Модуль вектора а ¯ обозначается |а ¯|.
Вектор а ¯, для которого |а ¯| = 1, называется единичным.

Вектор называется нулевым (обозначается 0 ), если начало и

конец его совпадают. Нулевой вектор не имеет определенного
направления и имеет длину, равную нулю.

Векторы а ¯ и b , расположенные на одной прямой или на па-

раллельных прямых, называются коллинеарными.

Два вектора a ¯ и b  называются равными, если они коллине-

арны, имеют одинаковую длину и одинаковое направление.

В этом случае пишут: а ¯ = b . Все нулевые векторы счита-

ются равными. Из определения равенства векторов следует,
что вектор можно переносить параллельно самому себе, поме-
щая его начало в любую точку пространства (в частности, плос-
кости). Такой вектор называется свободным.
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П р и м е р . Рассмотрим квадрат ABCD (рис. 21). На основании определения

равенства векторов можем написать AD BC=  и AB DC= ,  но AB AD¹ ,  BC DC¹ ,

хотя AB AD BC DC= = = . .

Два коллинеарных вектора (отличные от нулевых векторов),
имеющие равные модули, но противоположно направленные,
называются противоположными.

Вектор, противоположный вектор а ¯, обозначается –а ¯. Для

вектора AB  противоположным будет вектор BA .

2. Линейные операции над векторами. Линейными операци-
ями называются операции сложения и вычитания векторов и
умножения вектора на число.

Определение. Пусть а ¯ и b — два свободных вектора (рис.
22, а). Возьмем произвольную точку О и построим вектор

OA a= ,  затем от точки А отложим вектор AB b= .  Вектор OB,

соединяющий начало первого слагаемого вектора с концом

второго, называется суммой этих векторов и обозначается a b+
(рис. 22, б).

Ту же самую сумму векторов можно получить иным спосо-

бом. Отложим от точки О векторы OA a OC b= =и .  Построим

на этих векторах, как на сторонах, параллелограмм ОАВС. Век-

тор OB,  служащий диагональю этого параллелограмма, прове-

денной из вершины О, является, очевидно, суммой векторов

a b+  (рис. 22, в). Из рис 22, в непосредственно следует, что

сумма двух векторов обладает переместительным свойством:

a b b a+ = + .

Действительно, каждый из векторов a b b a+ +и  равен од-
ному и тому же вектору OB.

Рис. 22
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Рис. 23
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Понятие суммы векторов, введенное для двух слагаемых
векторов, можно обобщить на случай любого конечного числа
слагаемых векторов.

Пусть, например, даны три вектора a b c, и  (рис. 23, а). По-

строив сначала сумму векторов a b+ ,  а затем прибавив к этой

сумме вектор с ¯, получим вектор ( ) .a b c+ +  На рис. 23, б OA a= ,

AB b OB a b BC c OC OB BC a b c= = + = = + = + +, ( ) .и и

Из рис. 23, б видно, что тот же вектор OC  мы получим, если

к вектору OA a=  прибавим вектор  AC b c= + .  Таким образом,

( ) ( ),a b c a b c+ + = + +
т. е. сумма векторов обладает сочетательным свойством. По-

этому сумму трех векторов a b c, ,  записывают просто a b c+ + .

Итак, сумму трех векторов можно получить следующим об-
разом. Из произвольной точки О откладывается вектор, равный
первому слагаемому вектору. К концу первого вектора присое-
диняется начало второго; к концу второго — начало третьего.
Вектор, соединяющий начало первого вектора с концом после-
днего, является суммой данных векторов. Подобным же обра-
зом строится сумма любого конечного числа векторов.

Если при сложении нескольких векторов конец последнего
слагаемого вектора совпадает с началом первого, то сумма век-
торов равна нулевому вектору. Очевидно, что для любого век-

тора имеет место равенство a a+ =0 .

Определение. Разностью двух векторов a bи  называется

третий вектор c a b= - ,  сумма которого с вычитаемым вектором
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b  дает вектор а.̄ Таким образом,

если c a b c b a= - + =, .то

Из определения суммы двух
векторов вытекает правило пост-
роения вектора-разности (рис.
24). Откладываем векторы

OA a OB b= =и  из общей точки О.

Вектор BA,  соединяющий концы

уменьшаемого вектора а ¯ и вычитаемого вектора b  и направ-

ленный от вычитаемого к уменьшаемому, является разностью

c a b= - .  Действительно, по правилу сложения векторов

OB BA OA b c a+ = + =, .или

Определение. Произведением lа ¯ (или а ¯l) вектора а ̄на дей-

ствительное число l называется вектор b,  коллинеарный век-

тору а ¯, имеющий длину, равную |l| |а ¯|, и то же направление,
что и вектор а ¯, если l > 0, и направление, противоположное
направлению вектора а ¯, если l < 0. Так, например, 2а ¯ есть
вектор, имеющий то же направление, что и вектор а ¯, а дли-
ну, вдвое большую, чем вектор а ¯. В случае, когда l = 0 или

a = 0 , произведение lа ¯ представляет собой нулевой вектор.

Противоположный вектор –а ¯ можно рассматривать как резуль-
тат умножения вектора а ¯ на l = –1:

–а ¯ = (–1)а ¯.

Очевидно, что a a+ - =( ) .0  Пусть дан вектор а ¯. Рассмотрим

единичный вектор а ¯0, коллинеарный вектору а ¯ и одинаково с
ним направленный. Из определения умножения вектора на
число следует, что

а ¯ = |а ¯| а ¯0,

т. е. каждый вектор равен произведению его модуля на еди-
ничный вектор того же направления. Далее из того же опре-

деления следует, что если b a= l ,  где а ¯ — не нулевой вектор,

то векторы a bи  коллинеарны. Очевидно, что и, обратно, из

коллинеарности векторов a bи  следует, что b a= l .

Рис. 24
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b ¯

a ¯

a ¯ + b ¯

Рис. 25

l(a ¯ + b ¯)
lb ¯

la ¯

Таким образом, два вектора a bи  коллинеарны тогда и

только тогда, когда имеет место равенство

b a= l .

Легко убедиться, что умножение вектора на число обладает
распределительным свойством:

l l l( ) ,a b a b+ = + (1)

( )l l l l1 2 1 2+ = +a a a

и сочетательным свойством:

l l l l1 2 1 2( ) ( ) .a a=
Справедливость, например, равенства (1) при l > 0 следует

из того, что при изменении сторон параллелограмма в l раз в
силу свойств подобия его диагональ также изменяется в l раз
(рис. 25).

3. Понятие линейной зависимости векторов. Векторы а̄1, а̄2, ...
..., а ¯n называются линейно зависимыми, если существуют чис-
ло l1, l2,..., ln, не все равные нулю, для которых имеет место ра-
венство

l1а ¯1 + l2а ¯2 + ... + lna ¯n = 0. (2)

Векторы а ¯1, а ¯2, ..., а ¯n называются линейно независимыми,
если равенство (2) имеет место только при l1 = l2 = ... = ln = 0.

Из равенства (2), предполагая, например, что l1 ¹ 0, получим

a a a an
n1

2

1

3

1 1
2 3= - - - -l

l
l
l

l
l

... .

Полагая

- = - = - =l
l

m l
l

m l
l

m2

1
2

3

1
3

1
, , ..., ,n

n

имеем

a a a an n1 2 32 3= + + +m m m... . (3)

Выражение

m m m2 32 3a a an n+ + +...

называется линейной комбина-
цией векторов а ¯2, а ¯3, ..., а ¯n.

Таким образом, если не-
сколько векторов линейно за-
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висимы, то хотя бы один из них всегда можно представить
в виде линейной комбинации остальных.

Справедливо и обратное утверждение: если один из векто-
ров представлен в виде линейной комбинации остальных век-
торов, то все эти векторы линейно зависимы.

В самом деле, пусть, например, вектор а, является линей-
ной комбинацией векторов а2̄, а̄3, ..., а̄n. Тогда имеет место ра-
венство (3). Переписав его в виде — а̄1 + m2а̄2, + m3а̄3 + ... + mnа̄n

= 0,  убеждаемся в том, что один из коэффициентов (именно

коэффициент при а ¯1) отличен от нуля. Отсюда в силу опреде-
ления и вытекает линейная зависимость векторов а̄1, а̄2, ..., а̄n.

4. Линейная зависимость векторов на плоскости.

Теорема 1. Всякие три вектора а ¯, b  и с ¯ на плоскости ли-
нейно зависимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно убедиться в том, что один
из векторов является линейной комбинацией остальных. Воз-
можны два случая:

1. Среди данных векторов имеется пара коллинеарных век-

торов, например а ¯ и b.  Тогда (см. п. 2)

a b a b c= = +l lили 0 ,

т. е. вектор а ¯ есть линейная комбинация векторов b  и с ¯.
2. Среди данных векторов нет ни одной пары коллинеар-

ных. Допустим, что все три вектора имеют общее начало О
(рис. 26). Покажем, что вектор а ¯ можно представить в виде
суммы двух векторов, один из которых коллинеарен вектору

b,  а другой — вектору с ¯.
Для этого через конец М вектора а ¯ проведем прямые, па-

раллельные векторам b  и с¯, до их пересечения в точках В и С
с прямыми, на которых соответственно расположены векто-

ры b  и с ¯. Имеем очевидное равенство

OM OB OC= + .

Так как векторы OB  и OC  коллине-

арны соответственно векторам b  и с̄, то

OB b= l1  и OC c= l . Рис. 26

0 B
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b ¯

C M

c ¯
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(4)

т. е. вектор а ¯ является линейной комбинацией векторов b  и с ¯.
С л е д с т в и е . Если число данных векторов на плоскости

больше трех, то они также линейно зависимы.
В самом деле, пусть даны n векторов а ¯1, а ¯2, ..., а ¯n (n > 3). Так

как три вектора на плоскости всегда линейно зависимы, то для
векторов а̄1, а̄2, а̄3 имеем а̄1 = m2а̄2 + m3а̄3. В таком случае для всех
n векторов можно написать

а ¯1 = m2а ¯2 + m3а ¯3 + 0 × а ¯4 + ... + 0 × а ¯n,
т. е. вектор а ¯1 есть линейная комбинация остальных векторов.

Что касается двух векторов а̄ и b , то, как известно (п. 2), они

коллинеарны тогда и только тогда, когда имеет место равенство

b a= l ,  т. е. когда векторы а ¯ и b  линейно зависимы. Отсюда не-

посредственно вытекает следующая

Теорема 2. Для того чтобы два вектора а̄ и b  на плоскости
были линейно независимы, необходимо и достаточно, чтобы
они были неколлинеарны.

Из теорем 1 и 2 следует, что максимальное число линейно не-
зависимых векторов на плоскости равно двум.

5. Линейная зависимость векторов в пространстве.
Определение. Векторы называются компланарными, если они

лежат в одной плоскости или параллельны одной плоскости.
Заметим, что если компланарные векторы имеют общее на-

чало, то они, очевидно, лежат в одной плоскости.
Аналогично теореме 1 (п. 4) устанавливается теорема 1 это-

го пункта.

Теорема 1. Всякие четыре вектора a b c и d, ,  в простран-

стве линейно зависимы.
Из этой теоремы аналогично следствию из пункта 4 полу-

чим
Следствие. Если число данных векторов в пространстве

больше четырех, то они также линейно зависимы.
Аналогично случаю для коллинеарных векторов устанав-

ливается следующее предложение.
Для того чтобы три вектора в пространстве были комп-

ланарны, необходимо и достаточно, чтобы они были линей-
но зависимы.

Отсюда непосредственно вытекает следующая

Поэтому
a b c= +l l1 2 ,
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Т е о р е м а  2. Для того чтобы три вектора a b и c,  в про-

странстве были линейно независимы, необходимо и достаточ-
но, чтобы они были некомпланарны.

Из теорем 1 и 2 следует, что максимальное число линейно не-
зависимых векторов в пространстве равно трем.

6. Базис на плоскости и в пространстве.
Определение. Базисом на плоскости называются два лю-

бых линейно независимых вектора.
Из теоремы 2 (п. 4) следует, что два любых неколлинеарных

вектора образуют базис. Пусть а ¯ — любой вектор на плоскости,

а векторы b  и с ¯ образуют базис. Так как на плоскости всякие

три вектора линейно зависимы, то вектор а ¯ линейно выража-
ется через векторы базиса, т. е. выполняется соотношение (4).
Поэтому

a b c= +l l1 2 . (5)

Если вектор а ¯ представлен в виде (5), то говорят, что он раз-

ложен по базису, образованному векторами b  и с ¯. Числа l1 и l2

называют координатами вектора а ¯ на плоскости относитель-

но базиса b  и с ¯.

Теорема 1. Разложение вектора а ¯ по базису b  и с ¯ являет-
ся единственным.

Доказательство. Допустим, что наряду с разложением (5)
имеет место разложение

a b c= +n n1 2 . (6)

Покажем, что в этом случае n1 = l1, n2 = l2. Действительно,
вычитая равенство (6) из равенства (5), получим соотношение

0 1 1 2 2= - + -( ) ( ) .l n l nb c

 (Возможность почленного вычитания равенств (6) и (5) и про-
изводимой группировки членов вытекает из свойств линейных

операций над векторами (см. п. 2).) Так как векторы базиса b ,

с ¯ линейно независимы, то l1 – n1 = 0 и l2 – n2 = 0. Отсюда l1 = n1

и l2 = n2, т. е. разложение вектора а ¯ по базису b , с ¯ единственно.

Определение. Базисом в пространстве называются три
любых линейно независимых вектора.

Из теоремы 2 (п. 5) следует, что три любых некомпланар-
ных вектора образуют базис. Как и в случае плоскости, уста-
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навливается, что любой вектор а разлагается по векторам b , c ¯

и d базиса:

a b c d= + +l l l1 2 3 ,

причем это разложение единственное.
Числа l1, l2 и l3 называют координатами вектора а ¯ в про-

странстве относительно базиса b , c ¯ и d .

Основное значение базиса состоит в том, что линейные опе-
рации над векторами при задании базиса становятся обычны-
ми линейными операциями над числами — координатами этих
векторов.

Теорема 2. При сложении двух векторов а ¯1 и а ¯2 их коорди-

наты (относительно любого базиса b , c ¯ и d ) складываются.
При умножении вектора а ¯1 на любое число все его координаты
умножаются на это число.

Доказательство. Пусть

a b c d a b c d1 21 1 1 2 2 2= + + = + +l m n l m n, .

Тогда в силу свойств линейных операций (см. п. 2)

a a b c d1 2 1 2 1 2 1 2+ = + + + + +( ) ( ) ( ) ,l l m m n n

a al am ana b c d1 1 1 1= + +( ) ( ) ( ) .

В силу единственности разложения на базису b , c̄ и d  теорема

доказана.

7. Проекция вектора на ось и ее свойства.

Определение 1. Углом между векторами а ¯ и b  называет-

ся наименьший угол j(0 m j m p), на который надо повернуть
один из векторов до его совпадения со вторым после приведения
этих векторов к общему началу.

Осью называется направленная прямая. Направление пря-
мой на рисунке обычно обозначается стрелкой. Заданное на-
правление оси считается положительным, противоположное —
отрицательным.

Рассмотрим ось l, положительное направление которой со-

впадает с направлением единичного вектора l0 ,  расположенно-

го на оси l. Такой вектор называется ортом оси l.
Определение 2. Углом между вектором а ¯ и осью l называ-

ется угол j между векторами а и l0 (рис. 27).
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Определение 3. Проекцией точки А на ось l (рис. 28) назы-
вается точка А1, в которой пересекается ось l с плоскостью, пер-
пендикулярной к l, проходящей через точку А.

Определение 4. Компонентой (составляющей) вектора

a AB=  на ось l (рис. 29), называется вектор ¢ =a A B1 1,  где А1, В1

соответственно проекции точек А, В на l.
Определение 5. Проекцией вектора а ¯ на ось l (прlа ¯) назы-

вается длина его компоненты а ¯¢ на ось l, взятая со знаком
«плюс», если направление компоненты совпадает с направлени-
ем оси l, и со знаком «минус», если направление компоненты
противоположно направлению оси l.

Если a = 0,  то полагают прlа ¯ = 0.

Теорема 1. Проекция вектора а̄ на ось l равна произведению
его модуля на косинус угла j между этим вектором и осью l:

прlа ¯ = |а ¯| cos j.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как вектор a OA=  свободный, то

можно предположить, что начало его О лежит на оси l (рис. 30).
Если угол j острый (0 m j < p/2), то направление компонен-

ты ¢ =a OA1  вектора а̄ совпадает с направлением оси l (рис. 30, а).

0

a ¯

l

A

A'
l

j

Рис. 27 Рис. 28

l0

a ¯

l

A

A1

Рис. 29

B

B1

а ¯¢
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В этом случае имеем прl a OA a= + =| | | |cos .1 j

Если же угол j тупой (p/2 < j m p) (рис. 30, б), то направле-

ние компоненты ¢ =a OA,  вектора а ¯ противоположно направле-

нию оси l. Тогда получаем прl a OA a a= - = - - =| | | |cos( ) | |cos .1 p j j

Наконец, если j = p/2 (рис. 30, в), то пр иl a = =0 0cos .j  Та-

ким образом, снова имеем соотношение прl a a=| |cos .j
С л е д с т в и е  1. Проекция вектора на ось положительна,

если вектор образует с осью острый угол, отрицательна, если
этот угол тупой, равна нулю, если этот угол прямой.

Следствие 2. Проекции равных векторов на оду и ту же ось
равны между собой.

Теорема 2. Проекции векторов a b,  на данную ось облада-

ют следующими свойствами:

пр пр прl l la b a b( ) ,+ = + (7)

прl(lа ¯) = lпрlа ¯. (8)

Доказательство. Свойство (7) иллюстрируется рис. 31.
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Докажем свойство (8). Считая, что угол между вектором

a OA=  и направлением l равен j, имеем

при l > 0 прl(lа ¯) = |lа ¯| cos j = l|a ¯| cos j = lпрlа ¯;
при l < 0 прl(lа ¯) = |lа ¯| cos (p – j) = –l|a ¯| cos (p – j) =

= l|a ¯| cos j = lпрlа ¯
(при l < 0 вектор lа ¯ направлен в сторону, противоположную

направлению а ¯; если а ¯ образует с l угол j, то lа ¯ образует с l угол
p – j).

При l = 0 левая и правая части (8) обращаются в нуль.

8. Декартова прямоугольная система координат в простран-
стве.

Три взаимно перпендикулярные оси в пространстве (коорди-
натные оси) с общим началом О и одинаковой масштабной еди-
ницей образуют декартову прямоугольную (кратко — прямоу-
гольную) систему координат в пространстве. Оси упорядоче-
ны, т. е. указано, какая из осей считается первой (она называ-
ется осью абсцисс и обозначается Ох), какая — второй (ось ор-
динат Оу) и какая — третьей (ось аппликат Оz).

Различают правую и левую системы декартовых прямоуголь-
ных координат (рис. 32, соответственно а, б). В этой книге при-
нята правая система координат (будем называть ее основной).

Орты осей Ох, Оу, Оz обозначают соответственно через

i j k, , .  Так как векторы i j k, ,  некомпланарны, то они обра-

зуют базис (см. п. 6), который называется декартовым пря-
моугольным базисом.

В силу результатов п. 6 каждый вектор а ¯ может быть, и
притом единственным способом, разложен по декартовому пря-

моугольному базису i j k, , ,  т. е. для каждого вектора найдет-

y

Рис. 32
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a) б)

y x

z



34

ся, и притом единственная, тройка чисел ax, ay, az, такая, что
справедливо равенство

a a i a j a kx y z= + + . (9)

Числа ax, ay, az называются декартовыми прямоугольными
(или прямоугольными) координатами вектора а ¯.

Запись а ¯(ax; ay; az) означает, что вектор а ¯ имеет декартовы
прямоугольные координаты ax, ay, az.

Выясним геометрический смысл чисел ax, ay, az. Используя
теоремы 2 и 1 о проекциях (см. п. 7), имеем

пр пр пр пр
0 0 0 0x x x x

a a i a j a k ax y z x= + + = .

Аналогично устанавливаем пр0уа ¯ = а ¯у, пр0zа ¯ = а ¯z. Следова-

тельно, числа ax, ay, az в формуле (9) являются проекциями век-

тора а ¯ на координатные оси Ох, Оу, Оz соответственно.
Если М — произвольная точка в пространстве, то радиусом-

вектором точки М назовем вектор OM , имеющий своим нача-

лом начало О заданной системы координат, а концом — эту точ-
ку.

Определение. Декартовыми прямоугольными координа-

тами точки М называются проекции ее радиуса-вектора OM

на соответствующие координатные оси; проекция на первую
координатную ось называется абсциссой точки М, на вторую
— ординатой, на третью — аппликатой:

х = пр0х OM , у = пр0у OM , z = пр0z OM .

Символ М(x, y, z) означает, что точка М имеет координаты
x, y, z.

Координатные плоскости (плоскости, проходящие через
пары координатных осей) делят все пространство на восемь ча-
стей, называемых октантами, которые нумеруются следую-
щим образом: октант, лежащий над первой четвертью плоско-
сти хОу, — I; лежащий под ней — V; соответственно октанты,
лежащие над и под второй четвертью плоскости хОу, — II и VI;
над и под третьей четвертью — III и VII; над и под четвертой чет-
вертью — IV и VIII.

Каждому октанту соответствует определенная комбинация
знаков координат (см. таблицу).

Отметим, что каждой точке пространства соответствует одна
упорядоченная тройка действительных чисел (x; y; z) (ее коор-
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динат). Верно и обратное: каждой упорядоченной тройке дей-
ствительных чисел (x; y; z) соответствует одна точка простран-
ства. Это значит, что в пространстве положение произвольной
точки М полностью определяется ее координатами x, y, z.

Пусть задана точка М(x; y; z). Поскольку координаты ра-

диуса-вектора OM  совпадают с проекциями этого вектора на

оси координат, т. е. с координатами точки М, то согласно ра-
венству (9) имеем:

OM xi yj zk= + + .

(Если точка М лежит в плоскости хОу, то OM xi yj= + . )

Пусть теперь заданы две точки: М1(x1; y1; z1) и М2(x2; y2;

z2). Рассмотрим вектор M M1 2.  Имеем M M OM OM1 2 2 1= -  (рис.

33). Отсюда в силу теоремы 2 (п. 6) получаем

M M1 2  (х2 – х1; y2 – y1; z2 – z1).

Итак, чтобы найти координаты некоторого вектора, до-
статочно из координат его конца вычесть одноименные ко-
ординаты его начала.

Пусть два ненулевых вектора

a a i a j a k b b i b j b kx y z x y z= + + = + +и

коллинеарны. В этом случае

(см. п. 2) b a= l  (l — ска-

ляр), что в силу следствия 2
из п. 7 равносильно трем ра-
венствам
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Это есть условие коллинеарности векторов.
Таким образом, векторы коллинеарны тогда и только тог-

да, когда их одноименные координаты пропорциональны.

Примечание. В равенстве (10) некоторые из знаменателей могут оказаться
равными 0. Напомним, что всякую пропорцию а/b = с/d понимаем в смысле ра-
венства ad = bc. Так, например, равенства ах/0 = ау/0 = аz/2 означают, что 2ах
= 0 × аz, 2ау = 0 × аz, 0 × ах = 0 × ау, т. е. что ах = 0, ау = 0.

Задача. Пусть даны точки М1(x1; y1; z1) и М2(x2; y2; z2). Требуется найти точ-
ку М(x; y; z), лежащую на отрезке М1М2 и делящую его в данном отношении:

M M

MM
1

2
= l.

Очевидно, что M M MM1 2= l  или

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .x x i y y j z z k x x i y y j z z k- + - + - = - + - + -1 1 1 2 2 2l
Отсюда х – х1 = l(х2 – х), y – y1 = l(y2 – y), z – z1 = l(z2 – z) и наконец,

x
x x

y
y y

z
z z= +

+
= +

+
= +

+
1 2 1 2 1 2

1 1 1

l
l

l
l

l
l

, , .

2.2. НЕЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ

1. Скалярное произведение двух векторов и его основные
свойства.

Определение. Скалярным произведением двух векторов
называется число, равное произведению модулей этих векторов
на косинус угла между ними.

Скалярное произведение векторов а ̄и b  обозначается симво-
лом ab  или (а ¯, b ). Если угол между векторами а ¯ и b  равен j, то

ab a b=| | | |cos .j (1)

Через прa b  обозначим проекцию вектора b на ось с направ-

лением вектора а ¯.
Так как

| b | cos j = прa b  и |а ¯| cos j = прba ¯

(см. 2.1, п. 7), то можно записать

ab  = |a ¯| прa b  = | b | прba ¯,

т. е. скалярное произведение двух векторов равно модулю од-
ного из них, умноженному на проекцию другого на ось с на-
правлением первого.
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Раскроем физический смысл

скалярного произведения. Пусть

постоянная сила F  обеспечивает

прямолинейное перемещение

s MN=  материальной точки М.

Если сила F  образует угол j с перемещением s ¯ (рис. 34), то,

как известно из физики, работа А силы F  при перемещении

s ¯ равна.
А = | F | |s ¯| cos j,

или согласно формуле (1) A Fs= .  Таким образом, работа по-
стоянной силы при прямолинейном перемещении ее точки
приложения равна скалярному произведению вектора силы на
вектор перемещения.

Скалярное произведение обладает следующими основными
свойствами:

1. ab ba=  (переместительное свойство).

2. а ¯2 = а ¯а ¯ = |а ¯|2 (3)
(а ¯2 называется скалярным квадратом вектора).

3. ( )a b c ac bc+ = +  (распределительное свойство).

4. ( ) ( )l la b ab= (4)

(сочетательное свойство относительно числового множите-
ля).

Свойства 1 и 2 непосредственно вытекают из определения
скалярного произведения.

Докажем свойство 3. На основании формулы (2) и свойства
проекций (2.1, (7)) имеем

(a ¯ + b )c ¯ = |с ¯| прc (a ¯ + b ) = |с ¯| (прсa ¯ + прс b ) =

= |с ¯| прc a  + |с ¯| прc b  = c ¯a ¯ + c ¯ b  = a ¯c ¯ + bc.

При доказательстве свойства 4 ограничимся случаем l > 0. За-

мечая, что при l > 0 угол j между векторами а ¯ и b  равен углу

между векторами lа ¯ и b , получим

l( ab ) = l|a ¯| | b | cos j, (la ¯) b  = |la ¯| | b | cos j = l|a ¯| | b | cos j,

откуда следует равенство (4).

N

Рис. 34

M s ¯

j

F
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Примечание. Из свойств 1, 3, 4 скалярного умножения и свойств линейных
операций над векторами (2.1, п. 2) следует, что векторы можно перемножать ска-
лярно как многочлены.

Из равенства (1) следует, что косинус угла между двумя не-

нулевыми векторами а ¯ и b  равен:

cos
| | | |

.j = ab

a b
(5)

Из формулы (5) получаем, что два вектора а̄ и b  перпендикуляр-
ны (ортогональны), т. е. j = p/2, тогда и только тогда, когда

ab = 0. (6)

Это утверждение справедливо также и в том случае, когда хотя

бы один из векторов а̄ или b  нулевой (нулевой вектор имеет нео-

пределенное направление, и его можно считать ортогональным
любому вектору).

2. Скалярное произведение векторов в координатной форме.
Пусть

a a i a j a kx y z= + +

и

b b i b j b kx y z= + + .

Перемножая эти векторы как многочлены и учитывая вытека-
ющие из равенств (3) и (6) соотношения

ij jk ki ii jj kk= = = = = =0 1, ,

будем иметь

ab  = axbx + ayby + azbz. (7)

Таким образом, скалярное произведение двух векторов рав-
но сумме парных произведений их одноименных координат.

Пример. Если а ¯(1; 3; –1), b (1; 0; 4), то по формуле (7) имеем ab  = –3.

Из равенства (7) с учетом формулы (3) имеем

| | .a a a a a a a a a ax x y y z z x y z= + + = + +2 2 2 (8)

Отсюда с учетом формул (5) и (7) находим угол между вектора-
ми:



39

cos .j =
+ +

+ + + +

a b a b a b

a a a b b b

x x y y z z

x y z x y z
2 2 2 2 2 2 (9)

Задача. Найти расстояние между точками М1(x1; y1; z1) и
М2(x2; y2; z2). Так как (см. 2.1, п. 8).

M M1 2 (х2 – х1; y2 – y1; z2 – z1),

то согласно формуле (8)

| | .M M x x y y z z1 2 2 1
2

2 1
2

2 1
2= - + - + -( ) ( ) ( )

В п. 1. было отмечено необходимое и достаточное условие ор-
тогональности векторов в виде равенства (6). Согласно форму-
ле (7) это условие можно представить в виде

axbx + ayby + azbz = 0. (10)

3. Направляющие косинусы вектора. Пусть дан вектор а ¯(ax,
ay, az). Обозначим углы наклона этого вектора к осям Ох, Оу и
Оz соответственно буквами a, b и g. Три числа cos a, cos b и cos g
принято называть направляющими косинусами вектора а̄. По-

лагая b i= (1; 0; 0), получим из (9)

cos .a =
+ +

a

a a a

x

x y z
2 2 2 (11)

Аналогично

cos .b =
+ +

a

a a a

y

x y z
2 2 2 (12)

cos .g =
+ +

a

a a a

z

x y z
2 2 2 (13)

Из формул (11) — (13) следует

1) cos2a + cos2b + cos2g = 1,

т.е. сумма квадратов направляющих косинусов любого нену-
левого вектора равна единице.

2) 
cos cos cos

,
a b g

a a ax y z
= =

т.е. направляющие косинусы этого вектора пропорциональны
его соответствующим проекциям.
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0

Рис. 35

M

r ¯

F

Рис. 36

A
h

a ¯

c ¯

b ¯

0

Примечание. Из формул (11) — (13) видно, что проекции любого единично-
го вектора а ¯0 на оси координат соответственно совпадают с его направляющими ко-
синусами и, следовательно,

a i j k
0

= + +cos cos cos .a b g

Пример. Найти направляющие косинусы вектора а ¯ (1; 2; 2). По формулам
(11) — (13) имеем

cos ,a =
+ +

= =1

1 2 2

1

9

1

32 2

cos / , cos / .b g= =2 3 2 3

4. Векторное произведение двух векторов и его основные
свойства.

Определение. Векторным произведением двух векторов а̄
и b  называется новый вектор с̄, модуль которого равен площа-
ди параллелограмма, построенного на векторах а̄ и b , приведен-
ных к общему началу, и который перпендикулярен перемножа-
емым векторам (иначе говоря, перпендикулярен плоскости по-
строенного на них параллелограмма) и направлен в такую сто-
рону, чтобы кратчайший поворот от а ¯ к b  вокруг полученного
вектора с¯ представлялся происходящим против часовой стрел-
ки, если смотреть из конца вектора с ¯ (рис. 35).

Если векторы а ¯ и b  коллинеарны, то их векторное произве-

дение считается равным нулевому вектору.
Из этого определения следует, что

|с ¯| = |а ¯| | b | sin j,

где j — угол между векторами а ¯ и b  (0 m j m p). Векторное

произведение векторов а ¯ и b  обозначается символом

а ¯ ç b  или [a ¯ b ] или [a ¯, b ].
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Выясним физический смысл векторного произведения. В физи-

ке момент силы F  относительно точки О изображают вектором OM,

перпендикулярным плоскости, в которой лежит точка О и вектор

F  (рис. 36). Длину вектора OM  определяют как произведение дли-

ны вектора F  на плечо h (h — расстояние от точки О до прямой, на

которой изображен вектор силы F ), т. е. OM F h= ,  или

OM F r F r= sin( , ), где r̄ = OA  — радиус-вектор точки приложения

силы F . Таким образом, момент силы F относительно некоторой

точки О есть F  ç r̄, т. е. векторное произведение силы F  на ради-

ус-вектор r̄ точки приложения силы F .

Свойства векторного произведения
1. При перестановке сомножителей векторное произведе-

ние меняет знак, т. е.

a b b a´ = - ´( ). (14)

В самом деле, площадь параллелограмма, построенного на

векторах а ¯ и b,  а также и его плоскость не меняются при пере-

становке а ¯ и b. Поэтому векторы a b b a´ ´и ( )  имеют одинако-

вые длины и коллинеарны. Направления же этих векторов про-

тивоположны; действительно, если смотреть на плоскость век-

торов а ¯ и b  с конца вектора a b´ ,  то кратчайший поворот от b

к а ¯ будет казаться происходящим по часовой стрелке. Следова-

тельно, вектор b a´  должен быть направлен в противополож-

ную сторону.

Заметим, что в случае коллинеарности векторов а ¯ и b  ра-

венство (14) очевидно, так как тогда a b b a´ ´и  — нулевые

векторы.
Таким образом, векторное произведение не обладает пере-

местительным свойством.

2. ( ) ( ) ( ),l l la b a b a b´ = ´ = ´
где l — скаляр.

Свойство 2 непосредственно вытекает из смысла произве-
дения вектора на скаляр (см. 2.1, п. 2) и определения вектор-
ного произведения.
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3. Векторное произведение подчиняется распределительно-
му закону, т. е.

( ) .a b c a c b c+ ´ = ´ + ´

Доказательство этого свойства здесь не приводится (его мож-
но найти, например, в [4]).

4. Если векторное произведение двух векторов равно нуле-
вому вектору, то либо равен нулевому вектору один из пере-
множаемых векторов, либо равен нулю синус угла между ними,
т. е. векторы коллинеарны.

Обратно, если два ненулевых вектора коллинеарны, то их
векторное произведение равно нулевому вектору.

Таким образом, для того чтобы два ненулевых вектора а̄ и
b  были коллинеарны, необходимо и достаточно, чтобы их век-
торное произведение равнялось нулевому вектору.

Отсюда, в частности, следует, что векторное произведение
вектора на самого себя равно нулевому вектору:

a a´ = 0

(а ¯ ç а ¯ еще называют векторным квадратом вектора а ¯).

5. Смешанное произведение трех векторов и его основные
свойства. Пусть даны три вектора a b c, .и  Представим себе,

что вектор а ¯ умножается векторно на b  и полученный вектор

a b´  умножается скалярно на вектор с ¯, тем самым определяет-

ся число ( ) .a b c´  Оно называется векторно-скалярным или сме-
шанным произведением трех векторов a b c, , .  Для краткости

смешанное произведение ( ) .a b c´  будем обозначать a b c  или
( ).a b c

Выясним геометрический смысл смешанного произведения
a b c.  Пусть рассматриваемые векторы a b c, и  некомпланар-

ны. Построим параллелепипед, на векторах a b c, и  как на

ребрах. Векторное произведение d a b= ´  есть вектор d,  по

длине численно равный площади параллелограмма OADB (ос-

нование построенного параллелепипеда), построенного на век-

торах а ¯ и b,  и направленный перпендикулярно к плоскости

параллелограмма (рис. 37).

Скалярное произведение a b c =  = d c  есть произведение мо-

дуля вектора d  и проекции вектора с ¯ на d  (см. п. 1, (2)).
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Высота построенного паралле-

лепипеда есть абсолютная вели-

чина этой проекции.

Следовательно, произведение

| d | прd ¯с ¯ по абсолютной величине

равно произведению площади ос-

нования параллелепипеда на его

высоту, т. е. объему параллелепи-

педа, построенного на векторах
a b c, .и

При этом важно отметить, что скалярное произведение d c

дает объем параллелепипеда иногда с положительным, а иног-

да с отрицательным знаком. Положительный знак получается,

если угол между векторами d cи  острый; отрицательный —

если тупой. При остром угле между d cи  вектор с расположен

по ту же сторону плоскости OADB, что и вектор d,  и, следова-

тельно, из конца вектора с¯ вращение от a bк  будет видно так

же, как и из конца вектора d,  т. е. в положительном направле-

нии (против часовой стрелки).

При тупом угле между d cи  вектор с¯ расположен по другую

сторону плоскости OADB, чем вектор d,  и, следовательно, из

конца вектора с ¯ вращение от a bк  будет видно в отрицатель-

ном направлении (по часовой стрелке). Иными словами, произ-

ведение a b c  положительно, если векторы a b c, и  образуют

систему, одноименную с основной Oxyz (взаимно расположены

так же, как оси Ох, Оу, Оz), и оно отрицательно, если векто-

ры a b c, и  образуют систему, разноименную с основной.
Таким образом, смешанное произведение a b c  есть число,

абсолютная величина которого выражает объем параллелепи-
педа, построенного на векторах a b и c,  как на ребрах.

Знак произведения положителен, если векторы a b c, и  об-
разуют систему, одноименную с основной, и отрицателен в
противном случае.

Отсюда следует, что абсолютная величина произведения
a b c a b c= ´( )  останется та же, в каком бы порядке мы ни брали
сомножители a b c, , .  Что касается знака, то он будет в одних

Рис. 37
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a ¯

CC1

d

b
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Рис. 38

0

x

y

z случаях положительным, в дру-
гих — отрицательным; это зависит
от того, образуют ли наши три век-
тора, взятые в определенном по-
рядке, систему, одноименную с ос-
новной, или нет. Заметим, что у
нас оси координат расположены
так, что они следуют одна за дру-
гой против часовой стрелки, если

смотреть во внутреннюю часть трехгранного угла (рис. 38).
Порядок следования не нарушается, если мы начнем обход со
второй оси или с третьей, лишь бы он совершался в том же
направлении, т. е. против часовой стрелки. При этом множи-
тели переставляются в круговом порядке. Таким образом, по-
лучаем следующее свойство:

Смешанное произведение не меняется при круговой пере-
становке его сомножителей. Перестановка двух соседних со-
множителей меняет знак произведения:

a b c b c a c a b b a c c b a a c b= = = - = - = -( ) ( ) ( ).

Наконец, из геометрического смысла смешанного произве-
дения непосредственно следует следующее утверждение:

Необходимым и достаточным условием компланарности
векторов a b c, ,  является равенство нулю их смешанного про-
изведения:

a b c = 0. (15)

Упражнения

1. Дан параллелограмм ABCD. Точка М лежит на стороне CD. Найдите сумму

векторов: 1 2 3) ; ) ; ) .AB AD DM AM AB CD+ - +

[ ) ; ) ; ) .]1 2 3 0AC DA

2. Четырехугольник ABCD — параллелограмм, О — точка пересечения диа-

гоналей. Назовите вектор, равный вектору: 1 2 3) ; ) ; ) .AB AO DO CB CO OB- - -

[ ) ; ) ; ) .]1 2 3OB OC CD

3. На материальную точку действуют две силы F1  и F2, направленные под уг-

лом p/2 друг к другу. Найдите модуль равнодействующей, если | F1 | = 3Н, | F2 | = 4Н.

[5H.]
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4. Найти работу силы F  на перемещении s ¯, если ( )F s F s= = = =2 5
3

, , , .j
p

[5.]

5. Найти направляющие косинусы вектора  а ¯(1; 1; 1).

[cos , cos , cos .]a b g= = =
1

3

1

3

1

3

6. Определить и построить вектор c a b= ´ ,  если 1) a i= 3  и b k= 2 ;  2) a i j= +  и

b i j= - .

[ ) ; ) .]1 6 2 2- -j k

7. Построить параллелограмм на векторах a i j b j k= + = +2 3 3 2,  и вычислить

его площадь.

[ .]2 22

8. Раскрыть скобки и упростить выражение i j k j i k k i j k´ + - ´ + + ´ + +( ) ( ) ( ).

[ ( ).]2 k j-
9. Показать, что ( ) [( ) ] ( ).a b a c b a b c+ + ´ = -

10. Показать, что ( ) [( ) ( )] .a b c a b a b c a b c+ - - ´ - - =2 3

Глава 3. МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

3.1. МАТРИЦЫ И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ

1. Понятие о матрице. Таблица чисел аik вида

a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

,

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

(1)

состоящая из m строк и n столбцов, называется матрицей. Чис-
ла аik называются ее элементами. Это прямоугольная матрица.
В частности, когда m = 1, n > 1, мы имеем однострочечную
матрицу (а1, а2, ..., аn), которую называют матрицей-строкой.
Если же m > 1, n = 1, то имеем одностолбцовую матрицу,
которую называют матрицей-столбцом. Матрица, состоящая
из одного числа, отождествляется с этим числом.

Если в матрице число строк равно числу столбцов (m = n), то
такую матрицу называют квадратной, причем число ее строк
или столбцов называют порядком матрицы. Например, мат-

Ù
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рица 
a a

a a
11 12

21 22

æ

è
ç

ö

ø
÷  есть квадратная матрица второго порядка, а

матрица

a a a

a a a

a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

есть квадратная матрица третьего порядка.
Матрицу для краткости будем обозначать одной буквой. На-

пример, буквой А.
Две матрицы А и В называются равными (А = В), если они

одинакового размера (т. е. имеют одинаковое число строк и оди-
наковое число столбцов) и их соответствующие элементы рав-
ны. Так, если

A
a a

a a
=

æ

è
ç

ö

ø
÷11 12

21 22
и B

b b

b b
=

æ

è
ç

ö

ø
÷11 12

21 22
,

то А = В, если а11 = b11, а12 = b12, а21 = b21, а22 = b22.

2. Сложение матриц. Матрицы одинакового размера можно
складывать.

Суммой двух таких матриц А и В называется матрица С, эле-
менты которой равны сумме соответствующих элементов мат-
риц А и В. Символически будем записывать так: А + В = С.

Так, если

A
a a

a a
=

æ

è
ç

ö

ø
÷11 12

21 22
и B

b b

b b
=

æ

è
ç

ö

ø
÷11 12

21 22
,

то их суммой называется матрица

C
a b a b

a b a b
=

+ +
+ +

æ

è
ç

ö

ø
÷11 11 12 12

21 21 22 22
.

Пример .

1 2 3

2 4 5

2 4 1

3 0 5

3 6 4

5 4 10

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

Легко видеть, что сложение матриц подчиняется перемести-
тельному и сочетательному законам:

А + В = В + А
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(А + В) + С = А + (В + С).

Определение. Матрица, все элементы которой равны нулю,
называются нуль-матрицей и обозначается (0) или просто 0.

Нуль-матрица при сложении матриц выполняет роль обыч-
ного нуля при сложении чисел: А + 0 = А.

3. Вычитание матриц. Разностью двух матриц А и В одина-
кового размера называется матрица С, такая, что

С + В = А.
Из этого определения следует, что элементы матрицы С рав-

ны разности соответствующих элементов матриц А и В.
Обозначается разность матриц А и В так: С = А – В.

Пример .

2 3

1 0

1 2

3 1

1 1

2 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ -

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

- -
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

4. Умножение матрицы на число. Произведением матрицы
А на число l называется матрица, элементы которой равны про-
изведению числа l на соответствующие элементы матрицы А.

Отсюда следует, что при умножении матрицы на нуль полу-
чается нуль-матрица.

Пример. Пусть

A B=
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 0 2

2 3 1

2 0 1

2 1 1
, .

Найти матрицу Аl + Вm.
На основании определения суммы матриц и умножения матрицы на число

имеем

A Bl m
l m l m

l m l m l m
+ =

+ +
+ + +

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 0 2

2 2 3
.

5. Умножение матриц. Рассмотрим правило умножения двух
квадратных матриц второго и третьего порядков.

Пусть даны две матрицы

A
a a

a a
B

b b

b b
=

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷11 12

21 22

11 12

21 22
, .

Произведением матрицы А на матрицу В называется мат-
рица С = АВ, элементы которой составляются следующим обра-
зом:

AB
a b a b a b a b

a b a b a b a b
=

+ +
+ +

æ

è
ç

ö

ø
÷11 11 12 21 11 12 12 22

21 11 22 21 21 12 22 22
.
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Как видим, элемент матрицы-произведения, находящийся
на пересечении i-й строки и k-го столбца, представляет собой
сумму парных произведений элементов i-й строки первой мат-
рицы на элементы k-го столбца второй матрицы.

Например, элемент, стоящий во второй строке и первом стол-
бце матрицы произведения АВ, равен сумме парных произведе-
ний элементов второй строки матрицы А на элементы первого
столбца матрицы В.

Это правило сохраняется для умножения квадратных мат-
риц третьего и более высокого порядка, а также для умножения
прямоугольных матриц, в которых число столбцов матрицы-
множимого равно числу строк матрицы-множителя.

Пример 1.

1 2

3 4

5 6

7 8

1 5 2 7 1 6 2 8

3 5 4 7 3 6 4 8

19 22

43 50

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

× + × × + ×
× + × × + ×

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

Пример 2.

2 1 0

3 1 1

1 2

2 1

2 2

2 1 1 2 0 2 2 2 1 1 0 2

3 1 1 2 1 2 3 2 1 1 1 2

4 5

7 9

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

=
× + × + × × + × + ×
× + × + × × + × + ×

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

Пример 3.

a a

a a

x

x

a x a x

a x a x
11 12

21 22

1

2

11 1 12 2

21 1 22 2

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

+
+

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

Видим, что в результате перемножения двух матриц получа-
ется матрица, содержащая столько строк, сколько их имеет
матрица-множимое, и столько столбцов, сколько их имеет мат-
рица-множитель.

Рассмотрим еще пример:

5 6

7 8

1 2

3 4

5 1 6 3 5 2 6 4

7 1 8 3 7 2 8 4

23 34

31 46

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

× + × × + ×
× + × × + ×

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

С другой стороны, как установлено выше

1 2

3 4

5 6

7 8

19 22

43 50

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

Следовательно, произведение двух матриц, вообще говоря, не
подчиняется переместительному закону:

АВ ¹ ВА.

Можно проверить, что умножение матриц подчиняется соче-
тательному закону:

А(ВС) = (АВ)С.
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При умножении матриц второго порядка особое значение
имеет квадратная матрица

E =
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 0

0 1
.

При умножении любой квадратной матрицы A
a a

a a
=

æ

è
ç

ö

ø
÷11 12

21 22

второго порядка на матрицу Е снова получается матрица А.
Действительно,

AE
a a

a a

a a a a

a a a a

a a

a a
=

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

× + × × + ×
× + × × + ×

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
11 12

21 22

11 12 11 12

21 22 21 22

11 12

21 22

1 0

0 1

1 0 0 1

1 0 0 1

Аналогично
ЕА = А.

Матрица Е называется единичной матрицей. Единичная мат-
рица n-го порядка имеет вид

E =

ì

í
ïï

î
ï
ï

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

...

...

... ... ... ... ... ...

...

.

Если в матрице (1), обозначаемой буквой А, сделать все строч-
ки столбцами с тем же номером, то получим матрицу

¢ =

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

A

a a a

a a a

a a a

m

m

n n mn

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

,

называемую транспонированной к матрице А.

3.2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

1. Определители второго порядка. Рассмотрим квадратную
матрицу второго порядка

n
 с

тр
о

к

n столбцов
1 24444 34444
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A
a a

a a
=

æ

è
ç

ö

ø
÷11 12

21 22
.

Определение. Определителем второго порядка, соответ-
ствующим матрице А, называется число, равное а11а22 – а12а21.

Определитель обозначают символом:

a a

a a
11 12

21 22
 (кратко |A|).

Таким образом,

A
a a

a a
a a a a= = -11 12

21 22
11 22 12 21. (1)

Элементы матрицы А называются элементами определите-
ля |А|, элементы а11, а22 образуют главную диагональ, а элемен-
ты а21, а12 — побочную.

Из равенства (1) видно, что для вычисления определителя
второго порядка нужно из произведения элементов, стоящих
на главной диагонали, вычесть произведение элементов, сто-
ящих на побочной диагонали.

Пример 1. Вычислить определитель второго порядка:

2 4

3 7
14 12 2= - = .

Пример 2. Имеем

E = =
1 0

0 1
1,  т. е. определитель единичной матрицы равен единице.

Легко проверяются следующие свойства определителя (с по-
мощью правила вычисления его по формуле (1)).

Величина определителя |А|
1) не меняется, если заменить его строки соответствующими

столбцами;
2) не меняется, если к элементам какой-либо его строки или

столбца прибавить соответствующие элементы другой строки
или столбца, умноженные на одно и то же число;

3) меняет знак, если поменять местами его строки или стол-
бцы;

4) увеличивается в k раз, если элементы какого-либо его
столбца или строки увеличить в k раз, т. е. общий множитель,
имеющийся в строке или столбце, можно выносить за знак оп-
ределителя;
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5) равна нулю, если элементы какого-либо его столбца или
строки равны нулю;

6) равна нулю, если элементы двух строк или столбцов соот-
ветственно равны.

2. Определители третьего порядка. Рассмотрим квадратную
матрицу третьего порядка

A

a a a

a a a

a a a

=
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

11 12 13

21 22 23

31 32 33

.

Определение. Определителем третьего порядка, соответ-
ствующим матрице А, называется число, равное а11а22а33 +
+ а12а23а31 + а13а21а32 – а13а22а31 – а11а23а32 – а12а21а33 и обозна-
чаемое символом

a a a

a a a

a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

 (кратко |A|).

Итак,

| |A

a a a

a a a

a a a

=
11 12 13

21 22 23

31 32 33

= а11а22а33 + а12а23а31 + а13а21а32 –

– а13а22а31 – а11а23а32 – а12а21а33. (2)

Чтобы запомнить, какие произведения в правой части ра-
венства (2) следует брать со знаком «плюс», какие — со зна-
ком «минус», полезно правило, называемое правилом треу-
гольника (см. рис.).

+ –



52

Пример 1. По формуле (2) имеем

1 2 3

2 3 4

3 4 5

15 24 24 27 20 26 0= + + - - - = .

Пример 2. Очевидно, что

E = =
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1.

Все свойства определителей второго порядка (свойства 1–6)
остаются справедливыми и для определителей третьего поряд-
ка (проверка их идет по формуле (2)).

Определение. Минором какого-либо элемента определите-
ля называется определитель, полученный из данного вычерчи-
ванием той строки и того столбца, которым принадлежит этот
элемент.

Например, минором элемента а12 определителя |А| является
определитель второго порядка

a a

a a
21 23

31 33
. (3)

Минор элемента аik определителя |А| обозначается через Мik.
Определение. Алгебраическим дополнением элемента аik

определителя |А| называется его минор, взятый со знаком (–1)i+k.
Например, алгебраическим дополнением элемента а12 опре-

делителя |А| является определитель (3), взятый со знаком «ми-
нус». Алгебраическое дополнение элемента аik будем обозна-
чать через Аik. Следовательно Аik = (–1)i+kMik.

Теорема 1. Определитель равен сумме произведений эле-
ментов какой-либо строки (столбца) на их алгебраические до-
полнения.

Доказательство. Преобразуем правую часть формулы (2).
Так как

а11а22а33 + а12а23а31 + а13а21а32 – а13а22а31 – а11а23а32 – а12а21а33 =
= а11(а22а33 – а23а32) + а12(а23а31 – а21а33) + а13(а21а32 – а22а31) =
= а11А11 + а12А12 + а13А13,

то
|А| = а11А11 + а12А12 + а13А13. (4)

Формула (4) называется разложением определителя |А| по
элементам первой строки. Аналогично получается разложение
по элементам других строк и столбцов.
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Теорема 2 (теорема аннулирования). Сумма произведений
элементов какой-либо строки (столбца) определителя на ал-
гебраические дополнения соответствующих элементов другой
строки (столбца) равна нулю.

Для определителя |А| покажем, например, что

а11А21 + а12А22 + а13А23 = 0. (5)

Раскладывая определитель

~A

a a a

a a a

a a a

=
11 12 13

11 12 13

31 32 33

по элементам второй строки, согласно предыдущей теореме
имеем ~A = а11А21 + а12А22 + а13А23.

Так как определитель 
~A  равен нулю (как содержащий две

одинаковые строки), то получаем искомое равенство (5).

3. Понятие определителя n-го порядка. Свойство определи-
теля третьего порядка, выраженного теоремой 1 (п. 2), допус-
кает обобщение, которое может быть принято за определение
определителя любого порядка.

В общем случае определителем n-го порядка, соответствую-
щим квадратной матрице n-го порядка

A

a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

=

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

,
(6)

можно назвать число, равное сумме парных произведений эле-
ментов какой-либо строки (столбца) на их алгебраические до-
полнения (краткое обозначение |А|).

Заметим, что определители любого порядка n обладают все-
ми полученными выше свойствами (п. 1, 2).

Из свойства 1 (п. 1) определителя следует, что квадратная
матрица А и транспонированная к ней матрица А¢ имеют рав-
ные определители, т. е.

|А| = |А¢|.
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n
 с

тр
о

к

n столбцов
1 24444 34444

Пример 1. Вычислить определитель.

3 0 2 0

2 3 1 4

0 4 2 3

5 2 0 1

3

3 1 4

4 2 3

2 0 1

2

2 3 4

0 4 3

5 2 1

3 8 2 39 54
-
-

=
-
- + = × - × = - .

Заметим, что если в определителе все элементы какой-либо
строки (столбца), кроме одного, равны нулю, то при вычисле-
нии определителя выгодно разложить его по элементам этой
строки (столбца).

Если же такой строки (столбца) нет, то, используя свойство
2 (п. 1) определителя, его можно преобразовать так, чтобы он
имел такую строку (столбец).

Пример 2. Очевидно, что

E =

ì

í
ïï

î
ï
ï

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

=

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

1

...

...

... ... ... ... ... ...

...

.

Отметим еще следующий любопытный факт. Как известно,
произведение двух отличных от нуля чисел не равно нулю. Для
матриц подобное обстоятельство может и не иметь места, т. е.
произведение двух не нулевых матриц, может оказаться рав-
ным нуль-матрице.

П р и м е р  3. Если

A B=
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

- -
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1

1 1

1 1

1 1
и .

то

AB =
æ

è
ç

ö

ø
÷

- -
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

× + × - × + × -
× + × - × + × -

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

0 0

0 0

( ) ( )

( ) ( )
.

4. Обратная матрица. Рассмотрим теперь так называемую об-
ратную матрицу, понятие которой вводится только для квад-
ратной матрицы.

Если А — квадратная матрица, то обратной для нее матри-
цей называется матрица, обозначаемая А–1 и удовлетворяющая
условиям

АА–1 = Е, А–1А = Е,

где Е — единичная матрица.
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Примечание. Из этого определения следует, что если матрица А-1 является
обратной для А, то и А будет обратной для А–1.

Определение. Если определитель |А| матрицы (6), обозна-
ченной через А (п. 3) равен нулю, то матрица А называется вы-
рожденной; в противном случае матрица А называется невы-
рожденной.

Теорема. Матрица

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

n

n

n n nn

11 21 1

12 22 2

1 2

| | | |
...

| |

| | | |
...

| |

... ... ... ...

| | | |
...

| |

,

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(7)

где Аik — алгебраическое дополнение элемента аik невырожден-
ной матрицы А, является обратной для А.

Доказательство ради краткости проведем для случая n = 2. Умножая мат-
рицу А на матрицу (7), мы получим с использованием известных свойств

a
A

A
a

A

A
a

A

A
a

A

A

a
A

A
a

A

A
a

A

A
a

A

A

A

A A

A

A

A

E
11

11
12

12
11

21
12

22

21
11

22
12

21
21

22
22

0

0

1 0

01

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| |

| | | |

| |

| |

| |

.

+ +

+ +

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

=

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

=
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

Аналогично проводится доказательство и для того случая, когда матрица (7)
является первым множителем, а А — вторым.

Из только что установленной теоремы следует, что для того чтобы построить
обратную матрицу для квадратной невырожденной матрицы А, нужно сначала
построить транспонированную матрицу А¢, а затем каждый элемент А¢ заменить
его алгебраическим дополнением, деленным на |А|.

Пример. Найти матрицу, обратную матрице

A =
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 2 0

3 2 1

0 1 2

.

Определитель этой матрицы

A = = -
1 2 0

3 2 1

0 1 2

9.

Так как |А| ¹ 0, то матрица А невырожденная, и, следовательно, существует об-
ратная ей матрица. Вычисляем алгебраические дополнения:
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A11
1 11

2 1

1 2
3= - =+( ) .  Аналогично А12 = –6, А13 = 3, А21 = –4, А22 = 2, А23 = –1,

А31 = 2, А32 = –1, А33 = –4.

Составим матрицу

C =

- -

-

-

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

3

9

6

9

3

9
4

9

2

9

1

9
2

9

1

9

4

9

.

Сделав в этой матрице ее строки столбцами с тем же номером, получим матрицу

A- =

- -

-

-

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

1

1

3

4

9

2

9
2

3

2

9

1

9
1

3

1

9

4

9

.

3.3. ВЫРАЖЕНИЕ ВЕКТОРНОГО И СМЕШАННОГО
ПРОИЗВЕДЕНИЙ ВЕКТОРОВ ЧЕРЕЗ КООРДИНАТЫ

СОМНОЖИТЕЛЕЙ

1. Выражение векторного произведения через координаты
перемножаемых векторов. Пусть

a a i a j a k b b i b j b kx y z x y z= + + = + +, .

Перемножая векторно эти равенства и используя свойства
векторного произведения, получим сумму девяти слагаемых

a b a b i i a b j i a b k i a b i j a b j jx x y x z x x y y y´ = ´ + ´ + ´ + ´ + ´ +( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ ´ + ´ + ´ + ´a b k j a b i k a b j k a b k kz y x z y z z z( ) ( ) ( ) ( ). (1)

Из свойств и определения векторного произведения (2.2, п. 4)

следует, что i i j j k k´ = ´ = ´ =0 0 0, ,

и

i j j i k j k k j i k i i k j´ = - ´ = ´ = - ´ = ´ = - ´ =( ) ( ) ( ), , .

Поэтому из равенства (1) получаем
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a b a b a b i a b a b j a b a b ky z z y z x x z x y y x´ = - + - + -( ) ( ) ( )

или

a b
a a

b b
i

a a

b b
j

a a

b b
k

y z

y z

x z

x z

x y

x y
´ = - + . (2)

Для удобства запоминания формула (2) записывается в виде
определителя третьего порядка (см. 3.2, (4)):

a b

i j k

a a a

b b b

x y z

x y z

´ = .

2. Выражение смешанного произведения через координаты
перемножаемых векторов. Пусть

a a i a j a k b b i b j b k c c i c j c kx y z x y z x y z= + + = + + = + +, , .

Как уже установлено,

a b
a a

b b
i

a a

b b
j

a a

b b
k

y z

y z

x z

x z

x y

x y
´ = - + .

Далее по известной формуле (2.2, (7)) для скалярного про-
изведения получаем:

( )a b c
a a

b b
c

a a

b b
c

a a

b b
c

y z

y z
x

x z

x z
y

x y

x y
z´ = - + ,

или

( )a b c

a a a

b b b

c c c

x y z

x y z

x y z

´ = .

Таким образом, смешанное произведение равно определителю
третьего порядка, в строках которого стоят соответствую-
щие координаты перемножаемых векторов.
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3.4. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

1. Матричная запись и матричное решение системы уравне-
ний первой степени. Покажем, каким образом мы можем ис-
пользовать матричный аппарат для решения систем линейных
уравнений.

Пусть дана система из n линейных уравнений с n неизвест-
ными х1, х2,... , хn:

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

n n

n n

n n nn n n

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

+ + + =
+ + + =

+ + + =

ì

í
ï
ï

î
ï
ï

... ,

... ,

..................................................

... .

(1)

Числа аik называются коэффициентами системы (1), а чис-
ла b1, b2,... , bn — свободными членами. Система линейных урав-
нений (1) называется однородной, если b1 = b2 =... = bn = 0.
Матрица

A

a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

=

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

....................

...

называется матрицей системы (1), а ее определитель |А| — оп-
ределителем системы (1).

Решением системы (1) называется совокупность чисел х1 =
= l1, х2 = l2, ..., хn = ln, которые обращают все уравнения сис-
темы в тождества.

Система, имеющая хотя бы одно решение, называется совме-
стной. Система, не имеющая решений, называется несовмест-
ной.

Пусть определитель системы (1) отличен от нуля.
Обозначим матрицу-столбец из неизвестных через Х и мат-

рицу-столбец из свободных членов через В:

X

x

x

x

B

b

b

bn n

=

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

=

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

1

2

1

2

.

.

.

,
.

.

.

.
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Согласно правилу умножения матриц имеем

AX

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

n n

n n

n n nn n

=

+ + +
+ + +

+ + +

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...

..........................................

...

.

Используя определение равенства матриц, данную систему (1)
можно записать следующим образом:

АХ = В. (2)

Равенство (2) называется матричным уравнением (здесь в роли
неизвестного выступает матрица Х). Так как по условию |А| ¹ 0,
то для матрицы А существует обратная матрица А–1. Умножим
обе части уравнения (2) слева на А–1:

А–1(АХ) = А–1В.

Используя сочетательный закон умножения матриц (3.1, п. 5),
можно написать

(А–1А)Х = А–1В.

Но так как А–1А = Е (3.2, п. 4) и ЕХ = Х (3.1, п. 5), то получа-
ем решение матричного уравнения в виде

Х = А–1В. (3)

Пример. Решить матричным способом систему уравнений

x x

x x x

x x

1 2

1 2 3

2 3

2 10

3 2 23

2 13

+ =
+ + =

+ =

ì

í
ï

î
ï

,

,

.

В матричной форме эта система запишется в виде АХ = В. Здесь

A X

x

x

x

B=
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

=
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

=
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 2 0

3 2 1

0 1 2

10

23

13

1

2

3

, , .

Матрица А–1 была найдена ранее (см. 3.2, п. 4).
Теперь согласно равенству (3) имеем

X =

- -

-

-

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

æ

è

ç
ç
ç
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ø

÷
÷
÷

=
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è
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ç

ö

ø

÷
÷
÷

1

3

4

9

2

9
2

3

2

9

1

9
1

3

1

9

4

9

10

23

13

4

3

5

.

Используя определение равенства матриц, получим
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х1 = 4, х2 = 3, х3 = 5.

Непосредственной проверкой убеждаемся, что эти значения неизвестных удовлет-
воряют данной системе.

2. Формулы Крамера. (Крамер Г. (1704–1752) — швейцарс-
кий математик.) Решение системы (1) n линейных уравнений с
n неизвестными удобно записывать и вычислять с помощью оп-
ределителей.

Из равенства (3) согласно правилу умножения матриц име-
ем

X A B

A

A
b

A

A
b

A

A
b

A

A
b

A

A
b

A

A
b

A

A
b

A

A
b

A

A
b

n
n

n
n

n n nn
n
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+ + +

+ + +

+ + +

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

-1

11
1

21
2

1

12
1

22
2

2

1
1

2
2

| | | |
...

| |

| | | |
...

| |

..............................................

| | | |
...

| |

.

Отсюда

x
A

b A b A b A i ni i i n ni= + + + =
1

1 21 1 2 2| |
... , , , ..., ,( )

или согласно теореме 1 из 3.2 (п. 2) (эта теорема остается вер-
ной и для определителя n-го порядка; 3.2, п. 3)

x
A

a a a b a a

a a a b a a

a a a b a a

i ni

i i n

i i n

n n ni n ni nn

= =

- +

- +

- +

1
1 2

11 12 1 1 1 1 1 1

21 22 2 1 2 2 1 2

1 2 1 1

... ...

... ...

... ... ... ... ...

... ...

, , , ..., .

Запишем короче:

x i ni

i
= =

D
D

( )
, , , ..., .1 2 (4)

Здесь D — определитель системы (1), а D(i) — определитель, по-
лученный из определителя D заменой его i-го столбца столбцом
свободных членов.

Из самого способа решения ясно, что система (1) имеет един-
ственное решение.
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Пример. Система 
x y

x y

+ =
- =

ì
í
î

1

2 , имеет определитель

D =
-

= - ¹
1 1

1 1
2 0

и потому имеет единственное решение, которое можно найти по формулам

x y= =
D
D

D
D

( ) ( )1 2
, ,

где

D( )1 1 1

2 1
1 2 3=

-
= - - = - ,

D( )2 1 1

1 2
2 1 1= = - = ,

т. е.

x y=
-
-

= =
-

= -
3

2

3

2

1

2

1

2
, .

3. Линейная однородная система n уравнений с n неизвест-
ными. Как уже отмечалось (п. 1), система уравнений вида

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

n n

n n

n n nn n

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

+ + + =
+ + + =

+ + + =

ì

í
ï
ï

î
ï
ï

... ,

... ,

................................................

...

(5)

называется однородной. Она является частным случаем систе-
мы (1) при b1 = 0, ..., bn = 0. Ясно, что эта система имеет нулевое
решение х1 = 0, х2 = 0, ..., хn = 0. Это решение называют триви-
альным решением однородной системы. Но может случиться, что
однородная система (5) имеет и не нулевое решение. Его назы-
вают нетривиальным решением однородной системы (5).

Теорема 1. Если определитель D однородной системы (5)
не равен нулю (D ¹ 0), то эта система имеет только триви-
альное решение.

В самом деле, в силу свойства определителей (3.2, п. 1, свой-
ство 5) все определители D(i) = 0, поэтому в силу равенств (4)
хi = 0 (i = 1, ..., n).

Теорема 2. Если система уравнений (5) имеет нетриви-
альное решение, то ее определитель D равен нулю (D = 0).

В самом деле, если бы D ¹ 0, то по теореме 1 система (5) име-
ла бы только одно тривиальное решение.

Справедлива (см., например, [7]) и обратная
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Теорема 3. Если определитель D системы (5) равен нулю,
то эта система имеет нетривиальное решение.

Упражнения

1. Найти сумму матриц:

a) 
3 5

4 1

æ

è
ç

ö

ø
÷  и 

2 3

1 2-
æ

è
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ö

ø
÷ ; б) 

3 5 7
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÷
÷
÷
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2. Найти матрицу а) А + 2В, б) 3А – В, если A B=
æ

è
ç

ö

ø
÷ =
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è
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ø
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3 4
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, .
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ø
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3. Вычислить произведение матриц АВ, если а) A B=
æ

è
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ø
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Вычислить указанные определители.

4
3 2

4 6
5

2 3

6 10
38 6 1 7

105 55

245 154
2695. . . . . . . . . . . .

-
-

-
-

[26 ] [ ]
sin cos

cos sin
[ ] [ ]

a a
a a

8

12 6 4

6 4 4

3 2 8

72 9

2 3 4

5 2 1

1 2 3

10 10

1 1

0 0

0

2 2. . . . . . . . .

-
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-
-[ ] [ ] [ ]

b

b

b b

b

11

4 1 0 3

3 5 2 4

2 3 0 1

5 0 0 5

240 12

1 0 3 2

5 6 0 2

1 3 0 7

0 4 5 3

513. . . . . .
-

-

-
-

-
- -

[ ] [ ]

13. Найти матрицы, обратные данным: a б) ; )
cos sin

sin cos
.

1 2

3 4

æ

è
ç

ö

ø
÷

-æ

è
ç

ö

ø
÷

a a
a a

a б) ; )
cos sin

sin cos
.

-

-
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ø
÷
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æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê
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û
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2 1
3

2

1

2

a a
a a

14. Найти векторное произведение векторов: 1) а ¯(2; 3; 5) и b (1; 2; 1); 2) а ¯(2; 5;

1) и b (1; 2; –3).
[ ) ; ) .]1 7 3 2 17 7- + + - + -i j k i j k
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15. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах а ¯(6; 3;

–2) и b (3; –2; 6).

[49.]
16. Вычислить площадь треугольника с вершинами А(1; 1; 1), В(2; 3; 4), С(4;

3; 2).

[ .]2 6

17. Найти смешанное произведение векторов: 1) а ¯(2; –1; –1), b (1; 3; –1), c ¯(1;

1; 4), 2) а ¯(1; –1; 1), b (1; 1; 1), c ¯(2; 3; 4).

[1) 33; 2) 4.]

18. Показать, что векторы а ¯(2; 5; 7), b (1; 1; –1), c ¯(1; 2; 2) компланарны.

19. Найти объем параллелепипеда, построенного на векторах а ¯(2; 1; 1), b (2;

3; 2), c ¯(3; 3; 4).
[7.]

20. Вычислить объем треугольной пирамиды с вершинами А(0; 0; 1), В(2; 3;
5), С(6; 2; 3), D(3; 7; 2).

[20.]
21. Решить матричным способом систему уравнений

2 1

3 2 2 1

2 5

1 2 3

1 2 3

1 2 3

x x x

x x x

x x x

+ - =
+ - =

- + =

ì

í
ï

î
ï

,

,

.
[х1 = 1, х2 = 2, х3 = 3.]

22. Решить системы уравнений по правилу Крамера:

a)
2 3 1

3 5 4

x y

x y

+ =
+ =

ì
í
î

,

. [х = –7, у = 5.]

б)

3 4 11

5 6 28

2 7

x y

y x

x z

+ =
+ =
+ =

ì

í
ï

î
ï

,

,

.
[х = 1, у = 2, z = 3.]

Глава 4. ПЛОСКОСТЬ И ПРЯМАЯ В ПРОСТРАНСТВЕ

4.1. ПЛОСКОСТЬ

1. Геометрическое истолкование уравнения между коорди-
натами в пространстве. Известно, что уравнение f(х, у) = 0, во-
обще говоря, определяет на плоскости некоторую линию, т. е.
множество всех точек плоскости хОу, координаты которых х и
у удовлетворяют этому уравнению. Подобно этому уравнение

f(х, у, z) = 0, (1)

вообще говоря, определяет в пространстве Oxyz некоторую по-
верхность, т. е. множество всех точек пространства Oxyz, ко-
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Рис. 39

0

M

x

n ¯

y

z

M0

ординаты которых х, у и z удовлетворяют уравнению (1). Урав-
нение (1) называется уравнением этой поверхности, а х, у, z —
ее текущими координатами.

Поверхность называется цилиндрической, если она может
быть образована перемещением прямой параллельно самой себе
вдоль некоторой линии L. Эта линия называется направляющей
цилиндрической поверхности, а всевозможные положения дви-
жущейся прямой — ее образующими.

2. Уравнение плоскости, проходящей через данную точку
перпендикулярно данному вектору. Пусть дана точка М0(x0;
y0; z0) и ненулевой вектор n ¯(А; В; С). Требуется составить урав-
нение плоскости, проходящей через точку М0 перпендикуляр-
но вектору n ¯ (его называют нормальным вектором этой плос-
кости).

Рассмотрим произвольную точку М(x; y; z) этой плоскости.

Так как вектор M M0 (х – х0; y – y0; z – z0) лежит на плоско-

сти, то он перпендикулярен вектору n ¯ (рис. 39).
Следовательно, их скалярное произведение равно нулю:

n M M0 0= , (2)

или в координатной форме

А(х – х0) +В(y – y0) + С(z – z0) = 0. (3)

Уравнение (3) и есть искомое.

3. Общее уравнение плоскости. Введя обозначение D = –(Ах0 +
+ Вy0 + Сz0), уравнение (3) можно переписать в виде

Ах + Вy + Сz + D = 0. (4)

Следовательно, каждая
плоскость в пространстве мо-
жет быть задана уравнением
(4), т. е. уравнением первой
степени относительно текущих
координат.

Обратно: пусть в уравнении
(4) по крайней мере один из ко-
эффициентов А, В, С не равен
нулю. Предположим для опре-
деленности, что С ¹ 0. Тогда
уравнение (4) можно перепи-
сать следующим образом:
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А(х – 0) +В(y – 0) + С(z + D/C) = 0. (5)

Уравнение (5) равносильно уравнению (4). Сравнивая уравнение
(5) с уравнением (3), видим, что оно, а следовательно и равно-
сильное ему уравнение (4), является уравнением плоскости,
проходящей через точку М0(0; 0; –D/C) и перпендикулярной
вектору n ¯(А; В; С).

Итак, всякое уравнение первой степени относительно теку-
щих координат, т. е. всякое уравнение вида (4), определяет
плоскость.

Уравнение (4) называется общим уравнением плоскости.

Пример. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку М0(1; –5;
6) перпендикулярно вектору n ¯(4; 2; –3). Согласно равенству (3) имеем

4(x – 1) + 2(y + 5) – 3(z – 6) = 0, или 4x + 2y –3z + 24 = 0.

4. Неполные уравнения плоскости.
О п р е д е л е н и е . Общее уравнение (4) называется полным,

если все его коэффициенты А, В, С, D отличны от нуля. Если
хотя бы один из указанных коэффициентов равен нулю, то урав-
нение (4) называется неполным.

Рассмотрим все возможные виды неполных уравнений.
1) D = 0; уравнение Ax + By + Cz = 0 определяет плоскость,

проходящую через начало координат (поскольку координаты
начала удовлетворяют этому уравнению).

2) А = 0; уравнение By + Cz + D = 0 определяет плоскость,
параллельную оси Ох (поскольку нормальный вектор этой
плоскости n ¯(0; B; С) перпендикулярен оси Ох).

Аналогично уравнение Ax + Cz + D = 0 (В = 0) определяет
плоскость, параллельную оси Оу, а уравнение Ax + By + D = 0
(С = 0) — плоскость, параллельную оси Оz.

3) А = 0, В = 0; уравнение Cz + D = 0 определяет плоскость,
параллельную координатной плоскости хОу (ибо эта плоскость
параллельна осям Ох и Оу).

Аналогично уравнение By + D = 0 (А = 0, С = 0) определяет
плоскость, параллельную координатной плоскости хОz, а урав-
нение Ax + D = 0 (В = 0, С = 0) — плоскость, параллельную
координатной плоскости уОz.

4) А = 0, В = 0, D = 0; уравнение Cz = 0 определяет коорди-
натную плоскость хОу (ибо плоскость Cz = 0 параллельна ко-
ординатной плоскости хОу и проходит через начало координат).

Аналогично уравнение Ву = 0 (А = 0, С = 0, D = 0) опреде-
ляет координатную плоскость хОz, а уравнение Ах = 0 (В = 0,
С = 0, D = 0) — координатную плоскость уОz.
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5. Уравнение плоскости в отрезках. Рассмотрим полное урав-
нение (4). Так как в таком уравнении ни один из коэффициен-
тов А, В, С, D не равен нулю, то его можно переписать в виде

x
D
A

y
D
B

z
D
C

-
+

-
+

-
=1.

Полагая для краткости

- = - = - =
D

A
a

D

B
b

D

C
c, , ,

получаем

x

a

y

b

z

c
+ + =1. (6)

Уравнение (6) называется уравнением плоскости в «отрез-
ках», так как знаменатели a, b, c есть величины отрезков, отсе-
каемые плоскостью от осей координат (рис. 40). В самом деле,
точка пересечения плоскости с осью Ох определяется из урав-
нения этой плоскости (6) при дополнительном условии у = 0,
z = 0, отсюда х = а, и, таким образом, величина отрезка, отсе-
каемая плоскостью (6) на оси Ох, равна а. Аналогично устанав-
ливается, что отрезки, отсекаемые плоскостью (6) на осях Оу
и Oz, имеют величины, равные соответственно b и с.

6. Расстояние от точки до плоскости. Если в уравнении (2) в
качестве нормального вектора плоскости взять единичный век-
тор

n
n

n
0 = ,

то получим так называемое нормальное уравнение плоскости:

n M M0 0 0= (7)

или в координатах

Ax By Cz D

A B C

+ + +

+ +
=

2 2 2
0, (8)

где D = –(Ax0 + By0 + Cz0). Уравнение (8) удобно при нахожде-
нии расстояния от точки до плоскости.

Задача. Найти расстояние d от точки М1(x1; y1; z1) до плос-
кости Q (рис. 41), заданной уравнением (7).
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Из треугольника М0М1N1 находим:

d п M M n M M
Ax By Cz D

A B C
n= = = =

+ + +

+ +
=р .

0 00 0 1
1 1 1

2 2 2
0 (9)

Следовательно, чтобы найти расстояние от точки до плос-
кости, нужно в левую часть нормального уравнения плоскости
вместо текущих координат подставить координаты данной
точки и взять абсолютную величину полученного результа-
та.

Пример. Найти расстояние от точки М1(1; 0; –2) до плоскости 2х – у + 2z – 4 = 0.
Согласно формуле (9),

d =
× - × + × - -

+ - +
= =

| |
.

2 1 1 0 2 2 4

2 1 2

6

3
2

2 2 2

( )

( )

7. Угол между плоскостями. Условия параллельности и пер-
пендикулярности плоскостей. Пусть уравнения данных плоско-
стей будут

А1х + В1y + С1z + D1 = 0, А2х + В2y + С2z + D = 0. (10)
Углом между плоскостями (10) называется любой из двух

смежных двугранных углов, образованных этими плоскостями.
(Нам достаточно определить один из этих углов, так как их сум-
ма равна p.) Один из них равен углу j между нормальными век-
торами к этим плоскостям n ¯1(А1; В1; С1;) и n ¯2(А2; В2; С2). Поэто-
му

cosj =
+ +

+ + + +

A A B B C C

A B C A B C

1 2 1 2 1 2

1
2

1
2

1
2

2
2

2
2

2
2

.
(11)

Рис. 40

0

a

x

y

z

b

c

n ¯0

M1

Рис. 41

M0

N1

d

Q
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Пример 1. Определить угол между плоскостями x – z = 0 и y – z = 0. Здесь
n ¯1(1; 0; –1), n ¯2(0; 1; –1). По формуле (11) имеем:

cos
( )( )

( ) ( )
j =

× + × + - -

+ + - + + -
= =

1 0 0 1 1 1

1 0 1 0 1 1

1

2 2

1

22 2 2 2 2 2
.

Следовательно, j = p/3. Итак, один из двух смежных двугранных углов равен
p/3.

Условие параллельности плоскостей (10) совпадает с услови-
ем коллинеарности векторов n ¯1 и  n ¯2. Следовательно (2.1. (10)),
оно имеет вид:

A

A

B

B

C

C
1

2

1

2

1

2
= = . (12)

Аналогично случаю совпадения прямых на плоскости (1.4, п. 6)
условие совпадения плоскостей (10) выражается равенствами:

A

A

B

B

C

C

D

D
1

2

1

2

1

2

1

2
= = = . (13)

Условие перпендикулярности плоскостей (10) есть вместе с
тем условие перпендикулярности нормалей n̄1 и n̄2, следователь-
но (2.2, (10)),

А1А2 + В1В2 + С1С2 = 0. (14)

Пример 2. Плоскости 3х + 2у – 7z + 8 = 0 и 3х + 2у – 7z + 32 = 0 параллельны,
но не совпадают, так как выполнено условие (12), но не выполнено условие (13).

Пример 3. Плоскости 2х + 3у – 2z – 4 = 0 и 13х – 8у + z + 44 = 0 перпендику-
лярны, так как выполнено условие (14).

4.2. ПРЯМАЯ В ПРОСТРАНСТВЕ

1. Геометрическое истолкование двух уравнений между ко-
ординатами в пространстве. Пусть имеем два уравнения с тре-
мя переменными

f1(x, y, z) = 0 и f2(x, y, z) = 0.

Каждое из них, вообще говоря, определяет некоторую повер-
хность (см. 4.1, п. 1). Множество точек, общих обеим поверх-
ностям, есть вообще говоря, некоторая линия.

П р и м е р . Уравнения х2 + у2 = R2 и z = а определяют окружность, лежащую в
плоскости z = а, радиуса R с центром на оси Оz в точке (0; 0; а). Заметим, что эту
же линию можно задать параметрически тремя уравнениями х = R cos j, у = R sin j,
z = a.
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В общем случае параметрические уравнения линии имеют
вид:

х = х(t), y = y(t), z = z(t).

2. Общие уравнения прямой. Рассмотрим систему уравнений
первой степени:

A x B y C z D

A x B y C z D
1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

+ + + =
+ + + =

ì
í
î

,

. (1)

Каждое из уравнений системы (1) определяет плоскость. Если
нормальные векторы n ¯1(А1; В1; С1) и n ¯2(А2; В2; С2) этих плоско-
стей не коллинеарны (т. е. плоскости не параллельны и не со-
впадают), то система (1) определяет некоторую прямую l как
линию пересечения двух плоскостей. Уравнения (1) называют-
ся общими уравнениями прямой.

3. Канонические уравнения прямой. Пусть дана точка
М0(x0; y0; z0) и ненулевой вектор s ¯(m; p; q). Требуется соста-
вить уравнение прямой l, проходящей через точку М0 и па-
раллельной вектору s ¯ (этот вектор называют направляющим
вектором прямой). Для этого заметим, что точка М(x; y; z)
лежит на указанной прямой тогда и только тогда, когда век-
торы M M0 (х – х0; y – y0; z – z0) и s ¯(m; p; q) коллинеарны,
т. е. тогда и только тогда, когда координаты этих векторов про-
порциональны (2.1, (10)):

x x

m

y y

p

z z

q

-
=

-
=

-0 0 0 . (2)

Уравнения (2) называются каноническими уравнениями пря-
мой l.

Пример. Написать канонические уравнения прямой, проходящей через точ-
ку М0(–2; –3; –1) и имеющей направляющий вектор s ¯(3; 2; 4). Согласно равенствам
(2) имеем:

x y z+
=

+
=

+2

3

3

2

1

4
.

4. Параметрические уравнения прямой в пространстве.
Пусть прямая l задана каноническими уравнениями (2). При-
мем за параметр t каждое из отношений (2). Так как один из зна-
менателей в (2) отличен от нуля, а соответствующий числи-
тель может принимать какие угодно значения, то областью из-
менения параметра t является вся числовая ось – ¥ < t < + ¥.
Получим:
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х – х0 = mt, y – y0 = pt, z – z0 = qt,
или

х = х0 + mt, y = y0 + pt, z = z0 + qt. (3)

Уравнения (3) и есть искомые параметрические уравнения
прямой.

Пример. Составить параметрические уравнения прямой, проходящей через
точку М0(2; –3; –7) и имеющей направляющий вектор s ¯(4; –6; 5). Согласно равен-
ствам (3) имеем

х = 2 + 4t, у = –3 – 6t, z = –7 + 5t.

5. Угол между прямыми. Пусть в пространстве даны две пря-
мые:

x x

m

y y

p

z z

q

x x

m

y y

p

z z

q

-
=

-
=

- -
=

-
=

-1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2
, . (4)

За угол между двумя прямыми принимают один из двух смеж-
ных углов, которые образуют прямые, проведенные параллель-
но данным через какую-нибудь точку пространства. Один из
этих смежных углов равен углу между направляющими векто-
рами s ¯1(m1; p1; q1), s ¯2(m2; p2; q2) данных прямых. Поэтому

cosj =
+ +

+ + + +

m m p p q q

m p q m p q

1 2 1 2 1 2

1
2

1
2

1
2

2
2

2
2

2
2

.
(5)

Пример 1. Определить угол между прямыми:

x y z x y z-
=

-
=

+
=

+
-

=
-

1

1 4

3

1 2

2

2 1
и .

Здесь s ¯1(1; –4; 1), s ¯2(2; –2; –1). По формуле (5) получим:

cos
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
j =

× + - - + × -

+ - + + - + -
=

1 2 4 2 1 1

1 1 1 2 2 1

1

22 2 2 2 2 2
,

откуда j = p/4. Следовательно, один из двух смежных углов равен p/4.

Условие параллельности прямых (4) совпадает с условием
коллинеарности векторов s ¯1 и s ¯2. Следовательно (2.1, (10)), оно
имеет вид:

m

m

p

p

q

q
1

2

1

2

1

2
= = . (6)

Если при этом точка первой прямой, например М1(x1; y1; z1),
удовлетворяет уравнению второй прямой, т. е. если
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x x

m

y y

p

z z

q
1 2

2

1 2

2

1 2

2

-
=

-
=

-
, (7)

то эти прямые совпадают.
Условие перпендикулярности прямых (4) есть вместе с тем

условие перпендикулярности их направляющих векторов s ¯1 и
s ¯2. Следовательно (2.2, (10)),

m1m2 + p1p2 + q1q2 = 0. (8)

П р и м е р  2. Прямые 
x y z x y z+

=
-

=
+ -

=
-

=
2

3

3

2

1

4

7

3

2

2 4
и  параллельны, но не

совпадают, так как выполняется условие (6), но не выполняется условие (7).

Пример 3. Прямые 
x y z+

=
-

=
+2

3

3

2

1

4
 и 

x y z+
=

-
=

+5

3

1

2

5

4
 совпадают, так как

наряду с выполнением условия (6) выполняется условие (7).

6. Условия параллельности и перпендикулярности прямой
и плоскости. Пусть дана прямая

x x

m

y y

p

z z

q

-
=

-
=

-0 0 0
(9)

и плоскость
Ах + Вy + Сz + D = 0. (10)

Прямая (9) параллельна плоскости (10) в том и только в том
случае, когда направляющий вектор этой прямой s ¯(m; p; q) пер-
пендикулярен к нормальному вектору данной плоскости n̄(A; B;
C) (рис. 42).

Отсюда получаем условие параллельности прямой (9) и плос-
кости (10):

Аm + Вp + Сq = 0. (11)

Прямая (9) перпендикулярна к плоскости (10) в том и толь-
ко в том случае, когда направляющий вектор этой прямой кол-

Рис. 42

s ¯

Рис. 43

s ¯

n ¯
n ¯
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y

Рис. 44

x0 F2F1

B

A1 A

B1

M(x; y)

линеарен нормальному вектору данной плоскости (рис. 43).
Отсюда получаем условие перпендикулярности прямой и плос-
кости:

A

m

B

p

C

q
= = . (12)

Рассмотрим особо случай принадлежности прямой (9) плос-
кости (10). Эти условия выражаются двумя равенствами:

Ах0 + Вy0 + Сz0 + D = 0, (13)

Аm + Вp + Сq = 0,

первое из которых (13) означает, что точка М0(x0; y0; z0), че-
рез которую проходит данная прямая, принадлежит плоско-
сти (10), а второе есть условие параллельности прямой (9) и
плоскости (10).

Глава 5. КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА В
КАНОНИЧЕСКОЙ ФОРМЕ

5.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И КАНОНИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ
ЭЛЛИПСА

Эллипсом называется множество всех точек плоскости, сум-
ма расстояний каждой из которых до двух данных точек F1и
F2 (называемых фокусами эллипса) есть величина постоянная,
равная 2а.

Выведем уравнение эллипса. Для этого выберем прямоуголь-
ную систему координат так, чтобы ось Ох проходила через фо-
кусы F1и F2 (расстояние между фокусами обозначим через 2с),
а начало координат находилось в середине отрезка F1F2 (рис.
44). Тогда фокусы будут иметь координаты F1(–с; 0) и F2(с; 0).

Пусть М(х, у) — произвольная
точка эллипса. Согласно определе-
нию эллипса, имеем:

MF1 + MF2 = 2а

или по формуле расстояния между
двумя точками запишем:

( ) ( )x c y x c y a+ + + - + =2 2 2 2 2 .
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Это и есть уравнение эллипса. Приведем его к каноническому
(т. е. простейшему) виду. Имеем:

( ) ( )x c y a x c y+ + = - - +2 2 2 22 .

Возведем обе части последнего равенства в квадрат:

x xc c y a a x c y x xc c y2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 4 2+ + + = - - + + - + +( ) ,

откуда

a x c y a cx( )- + = -2 2 2 . (1)

Возведем теперь в квадрат обе части равенства (1):

а2х2 – 2а2сх + а2с2 + а2у2 = а4 – 2а2сх + с2х2,

откуда
(а2 – с2)х2 + а2у2 = а2(а2 – с2).

Заметим, что а2 – с2 > 0, так как 2а > 2с, или а > с (сумма
двух сторон треугольника больше третьей его стороны; случай
2а = 2с естественно исключить, так как тогда получаем сово-
купность всех точек М, для которых MF1 + MF2 = F1F2, т. е.
отрезок F1F2). Поэтому, обозначив а2 – с2 через b2, получаем:

b2x2 + a2y2 = a2b2.

Деля обе части последнего равенства на a2b2, получаем ка-
ноническое уравнение эллипса:

x

a

y

b

2

2

2

2
1+ = . (2)

Эллипс, отвечающий уравнению (2), изображен на рис. 44.
Так как уравнение (2) содержит текущие координаты х и у

только в четных степенях, то при замене х на –х, а у на –у
это уравнение не изменится, т. е. эллипс симметричен отно-
сительно обеих осей координат. Из уравнения (2) при у = 0
получаем: х = ± а, т. е. эллипс пересекает ось Ох в двух точ-
ках: А(а; 0) и А1(–а; 0); при х = 0 получаем: у = ± b, т. е. эллипс
пересекает ось Оу в двух точках: В(0; b) и В1(0; –b). Эти четы-
ре точки называются вершинами эллипса. Отрезок А1А назы-
вается большой осью эллипса, а отрезок В1В — его малой осью.
Следовательно, а — длина большой полуоси эллипса, b —
длина его малой полуоси.

В частном случае, когда a = b, уравнение (2) принимает вид
х2 + у2 = а2 и определяет окружность с центром в начале ко-
ординат. В этом случае с = 0.
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Эксцентриситетом эллипса называется отношение рассто-
яния между фокусами к длине его большой оси, т. е.

e = =
2

2

c

a

c

a
. (3)

Так как с < a, то для любого эллипса 0 m e <1 (случай e = 0 соот-
ветствует окружности). Эксцентриситет характеризует степень
сжатия эллипса. Действительно, из (3) и того, что b2 = а2 – с2,
следует:

e2
2

2

2 2

2

2

1= =
-

= - æ
è
ç

ö
ø
÷

c

a

a b

a

b

a
,

и, значит,

b

a
= -1 2e .

Отсюда видно, что чем больше e, тем меньше отношение b/а и
тем больше вытянут эллипс.

Эксцентриситет (e), длина полуосей (а и b), расстояние меж-
ду фокусами (2с) — параметры, которые полностью определя-
ют эллипс с центром в начале координат.

Пример . Найти параметры эллипса, заданного уравнением 
x y2 2

16 9
4+ = .  Для

этого приведем данное уравнение к каноническому виду 
x y2 2

64 36
1+ = .  Отсюда сле-

дует, что a b c= = = - = = =8 6 64 36 28 2 7
7

4
, , , .e

5.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И КАНОНИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ
ГИПЕРБОЛЫ

Гиперболой называется множество всех точек плоскости,
разность расстояний каждой из которых до двух данных точек
F1 и F2 (называемых фокусами гиперболы) есть величина посто-
янная, равная 2а.

Обозначим через 2с расстояние между фокусами F1 и F2
(рис. 45).

Пусть М(х; у) — произвольная точка гиперболы. Тогда, по
определению, МF1 – МF2 = 2а или МF2 – МF1 = 2а. Эти условия,
определяющие гиперболу, можно записать в виде:

МF1 – МF2 = ±2а.



75

Заметим, что а < с, так как
2а < 2c (разность двух сторон
треугольника меньше его тре-
тьей стороны). Если а = с, то
мы получаем точки М, для
которых МF1 – МF2 = F1F2,
или МF2 – МF1 = F1F2, т. е.
совокупность тех точек пря-
мой, проходящей через фоку-
сы, которые лежат вне отрез-
ка F1F2. Поэтому случай 2а =
2с естественно исключить.

Далее вывод канонического уравнения гиперболы проводит-
ся аналогично выводу канонического уравнения эллипса. Ка-
ноническое уравнение гиперболы имеет вид:

x

a

y

b

2

2

2

2
1- = , (1)

где
b2 = с2 – а2.

Гипербола, отвечающая уравнению (1), изображена на
рис. 45. Подобно эллипсу, гипербола симметрична относитель-
но обеих осей координат. Она состоит из двух частей, кото-
рые называются ее ветвями. Из уравнения (1) при у = 0 по-
лучаем х = ±а, т. е. гипербола пересекает ось Ох в двух точ-
ках: А(а; 0) и А1(–а; 0), называемых вершинами гиперболы.
Отрезок А1А называется действительной осью гиперболы.

Прямые у = ±(b/а)х называются асимптотами гиперболы.
При увеличении х по абсолютной величине ветви гиперболы все
ближе прилегают к своим асимптотам. Для построения асимп-
тот гиперболы целесообразно
предварительно построить пря-
моугольник со сторонами 2a и
2b, параллельными координат-
ным осям и с центром в нача-
ле координат (такой прямоу-
гольник называется основным
прямоугольником гиперболы).

Эксцентриситетом гиперболы
называется отношение e = с/а.
Так как а < с, для любой гипер-
болы e > 1. Учитывая, что b2 =
= с2 – а2, имеем

y

Рис. 45

x0 F2F1

M (x; y)

A1 A

B

Рис. 46

y

x0

AC

E

D
M (x; y)

Y

X
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e2
2

2
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2
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1= =
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= + æ
è
ç
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c

a

a b

a

b

a
,

и, значит,

b

a
= -e2 1.

Отсюда видно, что, чем меньше эксцентриситет гиперболы,
т. е. чем ближе он к единице, тем больше вытянут основной пря-
моугольник по оси Ох.

Если у гиперболы (1) а = b, то она называется равносторон-
ней (или равнобочной) и ее уравнение имеет вид:

х2 – у2 = а2. (2)

Асимптотами для равносторонней гиперболы (2) служат вза-
имно перпендикулярные прямые у = ±х. Поэтому их можно
принять за оси прямоугольной системы координат (ОХ — за
ось абсцисс, OY — за ось ординат) и рассматривать эту равно-
стороннюю гиперболу по отношению к этим новым осям. Взяв
на указанной гиперболе произвольную точку М(х; у) (рис. 46),
выразим новые координаты Х и Y точки М через старые х и
у. Из рис. 46 видно, что

X X x x y x yB C A= = = - = -cos ( ) ( )
p
4

2

2

2

2
, (3)

Y Y x x y x yD E A= = = + = +cos ( ) ( ).
p
4

2

2

2

2
(4)

Перемножив равенства (3) и (4) и приняв во внимание равен-
ство (2), получаем:

XY x y a= - =
1

2

1

2
2 2 2( ) ,

или, полагая для краткости а2/2 = m, XY = m.
Следовательно, уравнению ху = а, где а > 0, соответствует

равносторонняя гипербола, имеющая своими асимптотами оси
координат и лежащая в I или III квадрантах (рис. 47). Легко
понять, что при а <0 эта гипербола лежит во II и IV квадран-
тах (рис. 48).

П р и м е р . Найти параметры (a, b, c, e) гиперболы, заданной уравнением х2 –

4у2 = = 36. Для этого приведем данное уравнение к каноническому виду
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x y2 2

36 9
1- = .  Отсюда следует, что a b c= = = + = = =6 3 36 9 45 3 5

5

2
, , , .e

Уравнения асимптот гиперболы: у = ± (1/2)х.

5.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И КАНОНИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ
ПАРАБОЛЫ

Параболой называется множество всех точек плоскости,
равноудаленных от данной точки F (называемой фокусом па-
раболы) и от данной прямой l (называемой директрисой па-
раболы; предполагается, что F не лежит на l).

Для вывода канонического уравнения параболы проведем
ось Ох прямоугольной системы координат через фокус F пер-
пендикулярно директрисе, начало координат О поместим на
равных расстояниях от фокуса и директрисы (рис. 49). Рас-
стояние от фокуса до директрисы
обозначим через р (оно называется
параметром параболы). В этом слу-
чае фокус будет иметь координаты
F(р/2; 0), а уравнение директрисы
будет х = –р/2.

Возьмем произвольную точку
М(х; у) параболы. Согласно опреде-
лению параболы имеем:

MF = MA

(точка А имеет координаты (–р/2; у)),
или по формуле расстояния между
двумя точками

y

Рис. 47

x0

a > 0

Рис. 48

y

x0

a < 0

y

Рис. 49

x0

M
A

F

l
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Рис. 50

y

x0

y2 = –2px

y

Рис. 51

x0

x2 = –2py

x2 = 2py
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y x
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Отсюда
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p

y x
p

-æ
è
ç
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÷ + = +æ
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2 2

2
2

2

,

или

x px
p

y x px
p2

2
2 2

2

4 4
- + + = + + ,

и окончательно

у2 = 2рх. (1)

Формула (1) и есть каноническое уравнение параболы. Па-
рабола, отвечающая уравнению (1), изображена на рис. 49.

Уравнение (1) имеет смысл только для неотрицательных
значений х, т. е. все точки параболы лежат в I и IV квадран-
тах. Так как уравнение (1) содержит у2, то парабола симмет-
рична относительно оси Ох. Вершиной параболы называется
точка пересечения параболы с ее осью симметрии. При возра-
стании х значения у возрастают по абсолютной величине. В
отличие от гиперболы парабола не имеет асимптот. Ось сим-
метрии параболы называется осью параболы. Парабола, опре-
деляемая уравнением (1), имеет ось, совпадающую с осью Ох.

Примечание. Очевидно, что каждому из уравнений у2 = –2рх, х2 = 2ру, х2 =
= –2ру (р > 0) соответствует парабола, по форме тождественная с параболой (1),
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но иначе расположенная. На рис. 50 и 51 изображе-
ны эти параболы.

К параболам, например, симметричным относи-
тельно оси Оу, относятся также кривые, заданные
уравнениями х2 = 2р(у – с), х2 = –2р(у + с), с > 0,
р > 0 (рис. 52).

Пример. Парабола с вершиной в начале коорди-
нат проходит через точку А(9; 3) и симметрична от-
носительно оси Ох. Написать ее каноническое урав-
нение.

Подставляя координаты точки А в уравнение
(1), найдем, что р = 1/2. Значит, уравнение иско-
мой параболы у2 = х.

Упражнения

1. Написать каноническое уравнение эллипса, если даны его полуоси а = 3 и
b = 4.

x y2 2

9 16
1+ =

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
.

2. Проверить, лежат ли на эллипсе 
x y2 2

9 4
1+ =  точки А(0; 2), В(3; 0), С(1; 2).

[А и В лежат, С не лежит.]

3. Дан эллипс 
x y2 2

25 9
1+ = .  Найти его полуоси и расстояние между фокусами.

[а = 5; b = 3; 2с = 8.]

4. Дан эллипс 
x y2 2

36 12
1+ =  и точка на нем с абсциссой, равной 3. Найти ее ор-

динату.
[у1 = 3, у2 = –3.]

5. Найти площадь четырехугольника, две вершины которого лежат в фоку-
сах эллипса х2 + 5у2 = 20, а две другие совпадают с концами его малой оси.

[16 кв. ед.]

6. Дан эллипс 
x y2 2

169 144
1+ = .  Найти длины осей, координаты вершин и фоку-

сов и эксцентриситет.
[2а = 26, 2b = 24, А1(13; 0), А1(–13; 0),

В1(0; 12), В2(0; –12), F1(5; 0), F2(–5; 0), e = 5/13.]

7. Составить уравнение эллипса, если все его вершины находятся в точках
А1(8; 0) и А2(–8; 0), а фокусы — в точках F1(5; 0) и F2(–5; 0).

x y2 2

64 39
1+ =

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
.

Рис. 52

y

x0

c

–c

x2 = –2p(y + c)

x2 = 2p(y – c)
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8. Написать уравнение директрисы и найти координаты фокуса параболы
у2 = 4х.

[х = –1, F(1; 0).]
9. Написать уравнения парабол с вершиной в начале координат, для кото-

рых директрисами служат прямые: а) х = –2; б) х = 3.
[а) у2 = 8х; б) у2 = –12х.]

10. Написать уравнение параболы с вершиной в начале координат, симмет-
ричной относительно оси Ох и проходящей через точку А(4; –2).

[у2 = х.]

Глава 6. ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА
В КАНОНИЧЕСКОЙ ФОРМЕ

6.1. ЭЛЛИПСОИД, ГИПЕРБОЛОИДЫ И ПАРАБОЛОИДЫ

1. Эллипсоид и гиперболоиды. Эллипсоидом (рис. 53) назы-
вается поверхность, определяемая в прямоугольной системе ко-
ординат Охуz уравнением:

x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
1+ + = . (1)

Уравнение (1) называется каноническим уравнением эллип-
соида. Величины a, b, c называются полуосями эллипсоида.

Из уравнения (1) видно, что координатные плоскости яв-
ляются плоскостями симметрии эллипсоида, а начало коор-
динат — центром симметрии. Точки пересечения осей коор-
динат с эллипсоидом называются вершинами эллипсоида.

Рассмотрим сечение эллипсоида плоскостью, параллельной
плоскости хОу; пусть это будет плоскость z = h и пусть при
этом |h|< с. Тогда линия, которая получается в сечении, опре-
деляется двумя уравнениями:

x

a

y

b

h

c
z h

2

2

2

2

2

2
1+ = - =, . (2)

Обозначив через k2 положитель-
ное число 1 –(h2/c2), уравнения (2)
перепишем в виде

x

ak

y

bk
z h

2

2

2

2
1

( ) ( )
+ = =, .

Мы видим, что сечение эллипсо-
ида (1) плоскостью z = h(|h|< с)

b

a

c

Рис. 53

y

x

0

z
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представляет собой эллипс с полуосями ak и bk, уменьшающи-
мися с увеличением |h|; при |h|= с этот эллипс стягивается в точ-
ку — вершину эллипсоида. Совершенно аналогичная картина
выявляется при рассмотрении сечений эллипсоида плоскостя-
ми, параллельными координатным плоскостям хОz и yОz. От-
метим только, что сама плоскость хОz пересекает эллипсоид по
эллипсу, который определяется уравнениями

x

a

z

c
y

2

2

2

2
1 0+ = =, ,

плоскость yOz — по эллипсу, который определяется уравнени-
ями

y

b

z

c
x

2

2

2

2
1 0+ = =, .

Если две полуоси эллипсоида равны, например a = b, то по-
лучаем уравнение:

x

a

y

a

z

c

2

2

2

2

2

2
1+ + = . (3)

Пересекая этот эллипсоид плоскостью z = h, параллельной плос-
кости хОу, получим окружность:

x y
h

c
a z h2 2

2

2
21+ = -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =,

с центром на оси Oz. Поэтому такой эллипсоид может быть по-
лучен вращением эллипса

x

a

z

c

2

2

2

2
1+ = ,

расположенного в плоскости xOz, вокруг оси Oz. Эллипсоид (3)
называется эллипсоидом вращения.

Если же все три полуоси эллипсоида (1) равны a = b = c, то
получаем:

х2 + у2 + z2 = а2,

т. е. сферу, которая, таким образом, оказывается частным слу-
чаем эллипсоида.

Однополостным гиперболоидом (рис. 54) называется повер-
хность, определяемая в прямоугольной системе координат
Oxyz уравнением:
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y

b

z

c
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2

2

2

2

2
1+ - = , (4)
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y

Рис. 54

x

0

Рис. 55

y
x

0

zz

a

b

а двуполостным гиперболоидом (рис. 55) — поверхность, оп-
ределяемая уравнением:

x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
1+ - = - . (5)

Уравнения (4) и (5) называются каноническими уравнениями
гиперболоидов. Величины а, b, с называются полуосями однопо-
лостного (двуполостного) гиперболоида. Оба гиперболоида име-
ют координатные плоскости симметрии, а начало координат —
центр симметрии.

Отметим некоторые сечения гиперболоидов плоскостями,
параллельными координатным плоскостям. Например, одно-
полостный гиперболоид (4) плоскость z = h пересекает по эл-
липсу
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a

y
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h

c
z h
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2
1+ = + =, ,

плоскость y = h (|h| ¹ b) — по гиперболе

x

a

z

c

h

b
y h

2

2

2

2

2

2
1- = - =, ,

плоскость y = b — по двум прямым:

x

a

z

c
y b

2

2

2

2
0- = =, .

По аналогии с эллипсоидом, если полуоси а и b гиперболои-
да (однополостного или двуполостного) равны, то он называ-
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ется гиперболоидом вращения и получается вращением около
оси Oz гиперболы

x

a

z

c
y

2

2

2

2
1 0- = =,

в случае однополостного гиперболоида и гиперболы

x

a

z

c
y

2

2

2

2
1 0- = - =,

в случае двуполостного гиперболоида.

2. Параболоиды. Эллиптическим парабалоидом (рис. 56) на-
зывается поверхность, которая в прямоугольной системе коор-
динат Oxyz определяется уравнением

z
x

a

y

b
= +

2

2

2

2
, (6)

а гиперболическим параболоидом (рис. 57) — поверхность, оп-
ределяемая уравнением

z
x

a

y

b
= -

2

2

2

2
. (7)

Уравнения (6) и (7) называются каноническими уравнения-
ми параболоидов.

Плоскости хОz и yOz являются плоскостями симметрии па-
раболоидов. Пересечение этих плоскостей (ось Oz) называет-
ся осью параболоида, а пересечение оси Оz с поверхностью па-
раболоида — вершиной.

Оба параболоида (эллиптический и гиперболический) плос-
костями, параллельными координатным плоскостям xOz и

y

Рис. 56

x
0

Рис. 57

yx

zz
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yOz, пересекаются по параболам. Так, плоскость х = h пересе-
кает эллиптический параболоид по параболе:

z
h

a

y

b
x h- = =

2

2

2

2
, .

Из уравнения (6) следует, что плоскость z = h (h > 0), парал-
лельная плоскости хОу, пересекает эллиптический параболоид
по эллипсу, а из уравнения (7) следует, что плоскость z = h (h ¹ 0)
пересекает гиперболический параболоид по гиперболе. Плос-
кость хОу пересекает гиперболический параболоид по двум
прямым.

При a = b эллиптический параболоид называется параболои-
дом вращения. Он получается при вращении параболы z = x2/a2,
y = 0, около оси Oz.

6.2. ЦИЛИНДРЫ И КОНУС ВТОРОГО ПОРЯДКА

1. Цилиндры второго порядка. Цилиндры второго порядка
определяются в прямоугольной системе координат Oxyz урав-
нениями:

а) 
x

a

y

b

2

2

2

2
1+ = (1)

(эллиптический цилиндр, в частности при a = b круговой);

б) 
x

a

y

b

2

2

2

2
1- =  (гиперболический цилиндр); (2)

в) у2 = 2px (параболический цилиндр). (3)

Уравнения (1) — (3) называются каноническими уравнения-
ми цилиндров. Уравнения (1) — (3) не содержат переменной z.
На плоскости хОу уравнение (1) определяет эллипс с полуося-
ми а и b. Если точка (х, у) лежит на эллипсе, то при любом z
точка (x; y; z) лежит на поверхности (1). Совокупность таких
точек есть поверхность, описанная прямой, параллельной оси
Oz и пересекающей эллипс

x

a

y

b

2

2

2

2
1+ =

в плоскости хОу.
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Этот эллипс называют направляющей линией данной повер-
хности, а все возможные положения движущейся прямой —
образующими.

Вообще поверхность, описываемая прямой, остающейся па-
раллельной некоторому заданному направлению и пересекаю-
щей данную линию L, называется цилиндрической. Поверх-
ность (1) изображена на рис. 58.

В случае гиперболического и параболического цилиндров
((2) и (3)) направляющими линиями поверхностей являются
гипербола и парабола, а образующими — прямые, параллель-
ные оси Oz и проходящие через гиперболу и параболу в плоско-
сти xOy. Поверхности (2) и (3) изображены на рисунках 59 и 60.

2. Конус второго порядка. Конусом второго порядка или,
кратко, конусом (рис. 61) называется поверхность, определя-
емая в прямоугольной системе координат Oxyz уравнением:

x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
0+ - = . (4)

Уравнение (4) называется каноническим уравнением конуса.
Эта поверхность симметрична относительно координатных
плоскостей. Начало координат, являющееся центром симмет-
рии, принадлежит этой поверхности и называется вершиной
конуса. Сечениями конуса плоскостями х = 0 и у = 0 являются
прямые z = ±(с/b)у и z = ±(с/а)х.

В плоскости z = h (h ¹ 0) имеем эллипс 
x

a

y

b

2

2

2

2
1

* *

+ =  с полуося-

ми а* = а|h|/c, b* = b|h|/c. Если a = b, то конус называется кону-

y

Рис. 58

x

0

Рис. 59

y

x

zz

0b

a
L
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y

Рис. 60

x

Рис. 61

y

x

zz

0

a

b

сом вращения. Для конуса вращения в плоскости z = h (h ¹ 0)

имеем окружность x y a2 2 2+ = * .

Упражнения

1. Составить уравнение поверхности, полученной от вращения прямой линии
у = х вокруг оси Ох.

[х2 = у2 + z2.]

2. Составить уравнение линии пересечения конуса 
x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
0+ - =  с плоско-

стью z = c.

x

a

y

b
z c

2

2

2

2
1+ = =

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

, .

3. Какую поверхность определяет уравнение х2 + у2 + 4z2 – 1 = 0?

[Эллипсоид, полученный от вращения вокруг оси Oz эллипса
 
x

z
y2

2

1

4

1 0+ = =, . ]

4. Какую поверхность представляет уравнение х2 + у2 – z2 – 1 = 0?

[Однополостный гиперболоид, полученный от вращения
вокруг оси Oz гиперболы х2 – z2 = 1, у = 0.]
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Раздел II
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Глава 7. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ

7.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ФУНКЦИИ

1. Действительные числа. Будем считать, что нам известны
основные свойства целых чисел (0, ± 1, ± 2, ...).

Число х называется рациональным, если его можно предста-
вить как частное двух целых чисел m и n (n ¹ 0): х = m/n. Лю-
бое рациональное число х представимо в виде конечной или бес-
конечной периодической десятичной дроби.

Число х называется иррациональным, если оно представимо
в виде бесконечной непериодической десятичной дроби х = а0,
а1а2...аn... (например, 2 3, , p  и т.д.). Каждое иррациональ-
ное число можно с любой заданной степенью точности прибли-
зить рациональными числами; для этого достаточно брать в де-
сятичном разложении этого числа конечное множество знаков
после запятой. Поэтому на практике при различных измерени-
ях оперируют рациональными числами. Но в общих математи-
ческих законах и формулах нельзя обойтись без иррациональ-
ных чисел (например, формула длины окружности l = 2pR
включает иррациональное число p).

Множество (совокупность) всех рациональных и иррацио-
нальных чисел вызывают множеством действительных чисел.
Действительные числа изображаются на числовой оси Ох точка-
ми (рис. 62). При этом каждому действительному числу соответ-
ствует определенная точка числовой оси и каждой точке оси со-
ответствует определенное действительное число. Поэтому вмес-
то слов «действительное число» можно говорить «точка».

Абсолютной величиной (или модулем) действительного чис-
ла х называется неотрицательное число |х|, определяемое соот-
ношением

x–4 –3 –2 –1 0  1  2  3  4

0,5 1,4 5 p

Рис. 62
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Непосредственно из определения абсолютной величины чис-
ла вытекают свойства 1 и 2.

1.|–х| = |х|.
2. –|х| £ х £ |х|.
3. Неравенства |х| £ а и –a £ х £ а равносильны.
Докажем свойство 3. Из |х| £ а и свойства 2 имеем х £ а. В то

же время |х| £ а равносильно –а £ –|х|, откуда с учетом свойства
2 следует –а £ х. Таким образом, получаем –а £ х £ а. Обратно:
из неравенства –а £ х £ а вытекает, что одновременно –х £ а и х £
£ а, т.е. по определению абсолютной величины |х| £ а.

4. Модуль сумма двух действительных чисел меньше или
равен сумме модулей этих чисел: |х + у| £ |х| + |у|.

Действительно, если х + у ³ 0, то по определению абсолют-
ной величины и свойству 2|х + у| = х + у £ |х| + |у|. Если х + у < 0,
то |х + у| = –(х + у) = –х + (–у) £ |х| + |у|.

Примечание 1. Свойство 4 справедливо для любого конечного числа слагаемых.

5. Модуль разности двух действительных чисел больше или
равен разности модулей этих чисел: |х – у| ³ |х| – |у|.

По свойству 4 имеем
|х| = |у + (х – у)| £ |у| + |х – у|,

откуда
|х – у| ³ |х| – |у|.

6. Модуль произведения двух действительных чисел равен
произведению модулей этих чисел: |ху| = |х| |у|.

Примечание 2. Свойство 6 справедливо для любого конечного числа сомножи-
телей.

7. Модуль частного двух действительных чисел (если дели-
тель отличен от нуля) равен частному модулей этих чисел:

x

y

x

y
= | |

| |
.

Свойства 6, 7 непосредственно следуют из определения абсо-
лютной величины числа.

Множество действительных чисел х, удовлетворяющих не-
равенствам а £ х £ b(а < x < b), называется сегментом или отрез-
ком (интервалом) и обозначается[a; b] ((a; b)).
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Полусегментом [a; b) ((a; b]) называют множество действи-
тельных чисел х, удовлетворяющих неравенствам а £ х < b (a <
< x £ b). Множества действительных чисел х, удовлетворяющих
условию x < а(х £ а) или х > b (x ³ b), обозначаются соответствен-
но (–¥; а) ((–¥; а]) или (b; + ¥) ([b; + ¥)). Множество всех дей-
ствительных чисел обозначается символом (–¥, + ¥), или |х| <
< + ¥. Все указанные множества называют промежутками. Ок-
рестностью точки х0 называют любой интервал, содержащий
эту точку. e-окрестностью (e > 0) точки х0 называется интер-
вал (х0 – e, х0 + e), т. е. множество чисел, удовлетворяющих ус-
ловию |х – х0| < e.

2. Погрешности вычисления. Пусть некоторая величина
имеет точное значение а. В результате измерения этой величи-
ны получено ее приближенное значение х. Абсолютной погреш-
ностью D0 приближенного значения х называется модуль раз-
ности между числом х и точным значением а: D0 = |х – а|.

Если число а неизвестно (что бывает в большинстве измере-
ний), то абсолютную погрешность вычислить нельзя. В этом слу-
чае используется предельная абсолютная погрешность — поло-
жительное число D, такое, что D0 £ D. Очевидно, что х – D £ а £ х +
+ D. Кратко последнее неравенство записывают так: а = х ± D.

Пример 1. Если х1 и х2 — приближенные значения точного значения числа а,
причем известно, что х1 £ а £ х2, то а = х ± D, где

x x x x x= + = -1

2

1

21 2 2 1( ); ( )D .

Точность измерения характеризуется с помощью относи-
тельной погрешности. Относительной погрешностью d0 при-
ближенного значения х называется отношение абсолютной по-
грешности этого значения к модулю точного значения а: d0 =
= D0/|а|.

Если точное значение а неизвестно, то используют предель-
ную относительную погрешность — положительное число d,
такое, что d0 £ d.

Для вычисления относительных погрешностей часто исполь-
зуются приближенные формулы:

d d0
0» »D D

| | | |
.

x x
и

Эти формулы тем точнее, чем ближе значение х к точному
значению а, т. е. чем меньше погрешность D0 или D.
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Пример 2. Каковы предельные абсолютная и относительная погрешности числа

1,41 — приближенного значения числа 2?  Так как 1,410 < 2  < 1,415, то D0 =

= 2  – 1,410 < 0,005. Следовательно, можно положить D = 0,005. Далее,

d0
0

2

0 005

1 41
0 0036» < <D ,

,
, ,

откуда d = 0,0036 или d = 0,36%.

Говорят, что приближенное значение х (записанное в виде де-
сятичной дроби) имеет n верных знаков, если абсолютная по-
грешность этого числа меньше или равна половине единицы его
n-го разряда. Например, если 9,263 имеет 3 верных знака 9, 2
и 6, то абсолютная погрешность этого числа D0 £ 0,005.

3. Понятие функции. При изучении природных и техничес-
ких процессов исследователи сталкиваются с величинами,
одни из которых сохраняют одно и то же числовое значение —
они называются постоянными, а другие принимают различ-
ные числовые значения и называются переменными. Приме-
рами постоянных величин могут служить: температура кипе-
ния воды при нормальном давлении, скорость тела, движуще-
гося равномерно и прямолинейно. Скорость камня, брошенно-
го вверх, есть переменная величина: сначала она уменьшает-
ся, и когда камень достигает наивысшей точки полета, ско-
рость его становится равной нулю. Затем начинается свобод-
ное падение под действием силы тяжести, и скорость камня
увеличивается.

В практических задачах изменение переменной величины
обычно связано с изменением одной или нескольких других пе-
ременных величин. Например, путь, пройденный телом с посто-
янной скоростью, прямо пропорционален времени движения:
s = vt. Этой формулой выражена зависимость переменной s —
пути, пройденного телом, от переменной t — времени движе-
ния. Видно, что переменные s и t не могут принимать произ-
вольные значения независимо друг от друга. Придав определен-
ное значение переменной t, мы тем самым единственным обра-
зом определим значение переменной s.

О п р е д е л е н и е . Если каждому значению, которое может
принять переменная х, по некоторому правилу или закону ста-
вится в соответствие одно определенное значение переменной у,
то говорят, что у есть однозначная функция от х; обозначают
у = f(x) (читается: «Игрек равно эф от икс»).

Используются и другие обозначения функции: у = j(х), у =
= y(х), у = у(х) и т. п.
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Переменная х называется независимой переменной, или ар-
гументом.

Совокупность всех значений аргумента х, для которых фун-
кция у = f(x) определена, называется областью определения
этой функции. Совокупность всех значений, принимаемых пе-
ременной у, называют областью значений функции у = f(x).

Пример. Найти область определения функции y x= -4 2 .  Эта функция имеет

смысл, если 4 – х2 ³ 0. Отсюда х2 £ 4, или |х| £ 2. Следовательно, область определе-
ния данной функции есть сегмент [–2; 2]. Множество значений этой функции есть
сегмент [0; 2].

4. Способы задания функции. Аналитический способ — это
способ задания функции при помощи формул. Например, у =
= 2х, у = х + 1, у = lg x, y = sin x, y = x2. Если уравнение, с помо-
щью которого задается функция, не разрешено относительно у,
то функция называется неявной. Когда такое решение возмож-
но, неявная функция может быть приведена к явной форме, т. е.
к виду у = f(x). Например, уравнение 2х + 3у – 5 = 0 можно рас-
сматривать как неявно задающее функцию. Решив его относи-
тельно у, мы получаем ту же функцию, но уже в явном виде:
у = (5 – 2х)/3.

Отметим, что при аналитическом способе задания функции
встречаются случаи, когда функция задана не одной, а несколь-
кими формулами, например:

y
x x

x x
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Табличный способ — это способ задания функции при помо-
щи таблицы. Примерами такого задания являются таблицы
тригонометрических функций, таблицы логарифмов и т. п. Таб-
личный способ задания функции широко используется в раз-
личного рода экспериментах и наблюдениях. Таблицы просты
в обращении, для нахождения значения функции не надо про-
изводить вычисления. Недостатком табличного способа явля-
ется то, что функция задается не для всех значений аргумента.

Графический способ — это способ задания функции при по-
мощи графика. Графиком функции у = f(x) называется множе-
ство точек (х; у) плоскости хОу, координаты которых связаны
соотношением у = f(x). Само равенство у = f(x) называется урав-
нением этого графика.

С построением графиков мы уже встречались в гл. 1. Напри-
мер, графиком функции у = x является прямая (см. рис. 7).
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Заметим, что если имеется
график некоторой функции у =
= f(x), то для нахождения зна-
чения у = f(x), отвечающего ка-
кому-нибудь заданному значе-
нию х, надо отложить это значе-
ние х по оси абсцисс и из полу-
ченной точки восставить пер-
пендикуляр до пересечения с
графиком. Длина этого перпен-

дикуляра, взятая с соответствующим знаком, и равна f(x). На-
пример, на рис. 63 имеем ОА = х, АМ = f(x).

Преимуществом графического способа задания функции по
сравнению с аналитическим и табличным является его нагляд-
ность.

Графический способ задания функции обычно используется
в практике физических измерений, когда соответствие между
переменными х и у задается посредством графика. Во многих
случаях графики чертятся с помощью самопишущих приборов.
Так, например, для измерения атмосферного давления на раз-
личных высотах пользуются специальным самопишущим при-
бором — барографом, который на движущейся ленте записыва-
ет в виде кривой линии изменения давления в зависимости от
высоты.

7.2. ОБЗОР ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ И ИХ ГРАФИКОВ

1. Целая рациональная функция. Многочлен вида
у = а0 + а1х + а2х2 + ... + аmxm

(а0, а1, а2, ..., аm — постоянные числа, называемые коэффици-
ентами многочлена; m — натуральное число, называемое сте-
пенью многочлена) — целая рациональная функция. Эта фун-
кция определена при всех значениях х.

Пример. у = kx + b — линейная функция. Ее график — прямая линия (см. 1.4,
п. 1). При b = 0 линейная функция у = kx выражает прямо пропорциональную за-
висимость у от х. В этом случае ее график проходит через начало координат.

2. Дробно-рациональная функция. Эта функция определяет-
ся как отношение двух многочленов:

y
a a x a x

b b x b x
m

m

n
n

= + + +
+ + +

0 1

0 1

...

...
.

y

M

0 A x

Рис. 63
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Она определена при всех значениях х, кроме тех, при кото-
рых знаменатель обращается в нуль. Дробно-рациональной
функцией является, например, функция у = k/x, выражающая
обратно пропорциональную зависимость между х и у. Ее график
есть равносторонняя гипербола (см. 5.1, п. 2).

3. Степенная функция. Степенная функция — это функция
вида

у = ха, (1)
где а — действительное число. Она определена при всех значе-
ниях х, если а — натуральное число; при всех х, не равных
нулю, если а — целое отрицательное число, и при всех х > 0,
если а — произвольное действительное число.

Пример 1. у = ах2. График этой функции — парабола (см. 5.1, п. 3).

Если а = 1/q, где q — натуральное число, то функция (1) при-
мет вид:

y x
q= (2)

(Символ 
q

 называют корнем степени q, или радикалом.)

Функция (2) определена при всех неотрицательных х, если
q четное, и при всех x, если q нечетное.

Пример 2. y x= .  График этой функции — верхняя ветвь параболы у2 = х

(см. 5.1, п. 3).

4. Показательная функция. Функция вида у = ах, где а > 0 и
а ¹1, называется показательной. Она определена при всех х
(рис. 64).
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Рис. 64
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5. Логарифмическая функция. Функция вида у = logax, где
а > 0 и а ¹ 1, называется логарифмической. Она определена при
х > 0 (рис. 65).

6. Понятие обратной функции. Между степенной функцией
и радикалом, а также между показательной и логарифмической
функциями существует связь, выражаемая через понятие об-
ратной функции.

Пусть
у = f(x) (3)

есть функция независимой переменной х. Это значит, что, за-
давая значения х, мы вполне определяем значения зависимой
переменной у. Поступим наоборот, а именно: будем считать не-
зависимой переменную у, а зависимой переменную х. Тогда х
будет являться функцией переменной у, которая называется
функцией, обратной к данной.

Предполагая, что уравнение (3) разрешимо относительно х,
получим явное выражение обратной функции:

х = j(у). (4)
Обратная функция однозначной функции может быть много-
значной, т. е данному значению у может соответствовать не-
сколько значений переменной х. Иногда удается сделать обрат-
ную функцию однозначной, вводя дополнительные ограниче-
ния на ее значения.

Пример. Двузначная функция x y= ±  является обратной по отношению к фун-

кции у = х2. Если условиться для корня брать лишь его арифметическое значение,
то обратная функция будет однозначной.

Очевидно, что если функция, заданная формулой (4), есть
функция, обратная к (3), то и функция (3) будет обратной по от-

Рис. 65

а) б)
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x

y

a>1
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ношению к функции (4), т. е. эти
функции являются взаимно об-
ратными.

Иногда придерживаются
стандартных обозначений: под х
понимают независимую пере-
менную, а под у — функцию, т. е.
зависимую переменную. В таком
случае обратную функцию сле-
дует писать в виде у = j(х). На-
пример, можно говорить, что
функции у = 2х и у = log2x явля-
ются взаимно обратными.

Чтобы из графика данной
функции у = f(x) получить гра-
фик обратной ей функции у = j(х), очевидно, достаточно график
первой функции симметрично отобразить относительно биссек-
трисы I и III координатных углов (рис. 66).

7. Тригонометрические функции. Функции у = sin x, y = cos x
определены для всех значений x. Они являются периодически-
ми с периодом 2p, т. е. при изменении аргумента на число, крат-
ное 2p, значение функции остается прежним. Кроме того, функ-
ция sin x нечетная (sin (– x) = –sin x), cos x четная cos (–x) = cos x).
Графики этих функций — синусоида и косинусоида (рис. 67).

Функция у = tg x не определена только в точках, где cos x =
= 0, т. е. в точках х = ((2k + 1)/2)p (k = 0, ± 1, ± 2, ...), а функция
у = ctg х не определена только в точках, где sin x = 0, т. е. в точ-
ках х = kp (k = 0, ± 1, ± 2, ...). При этом tg x и ctg x — нечетные
функции. Графики функций у = tg x и y = ctg x, имеющие пе-
риод p, изображены на рис. 68.

Отметим, что в тригонометрических функциях переменная
х обычно выражается в радианах.
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Рис. 66
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8. Обратные тригонометрические функции. Функция у =
= arcsin x. Здесь у — переменная из сегмента –p/2 £ у £ p/2, си-
нус которой равен х, т. е. х = sin y. Область определения этой
функции — сегмент –1 £ х £ 1, а ее график изображен на рис. 69.

Функция у = arccos x, означает, что х = cos y, причем |x| £ 1 и
0 £ у £ p. График у = arccos x изображен на рис. 70.

Функция у = arctg x есть переменная, тангенс которой равен
х, т. е. х = tg y, причем х любое и |у| < p/2 (рис. 71), а функция
у = arcсtg x есть переменная, для которой х = ctg y, где х — лю-
бое и 0 < у < p (рис. 72).

9. Сложная функция. элементарные функции. Пусть пере-
менная у зависит от переменной и, которая в свою очередь за-
висит от переменной х, т. е. у = f(и) и и = j(х). Тогда при изме-
нении х будет меняться и, а потому будет меняться и у. Значит,
у является функцией х: у = f(j(x)). Эта функция называется
сложной функцией (или функцией от функции), переменная и
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Рис. 71

называется промежуточной переменной. Указанную сложную
функцию называют также суперпозицией функций f и j.

Пример. Если у = sin и, а и = х2, то у = sin x2 есть сложная функция независи-
мой переменной х.

Функции: степенная, показательная, логарифмическая,
тригонометрические и обратные тригонометрические функции,
постоянная функция у = f(x) = С, C = const, — называются ос-
новными элементарными функциями.

Всякая функция, которая получается из основных элемен-
тарных функций путем конечного числа суперпозиций и четы-
рех арифметических действий (сложения, вычитания, умноже-
ния и деления), называется элементарной функцией.

Например, элементарными функциями будут рассмотрен-
ные выше целая рациональная и дробно-рациональная функ-
ции.

Важное значение элементарных функций состоит в том, что
в математическом анализе, применяемом в основных задачах
физики и техники, употребляются чаще всего элементарные
функции.

10. Гармонические колебания. В природе и технике часто
происходят явления и процессы, повторяющиеся периодичес-
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Рис. 72
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ки, например, колебания маятника, переменный ток, электро-
магнитные колебания и др.

Рассмотрим простейший вид колебаний, так называемое гар-
моническое колебание:

у = Аsinwt (5)

(А и w — положительные постоянные).
График функции, заданной формулой (5), изображен на

рис. 73.
Коэффициент А, представляющий наибольшую величину,

которую может иметь у, называется амплитудой колебания, а
w — частотой колебания. Функция (5) является периодичес-
кой с периодом 2p/w: значения у в точках t + k(2p/w) (k = 0, ±
1, ±2, ...) одни и те же. Если считать, что t — время, то период
Т = 2p/w показывает время, в течение которого совершается
одно колебание. Поэтому w = 2p/Т — число колебаний за вре-
мя 2p. График гармонического колебания (рис. 73) называется
простой гармоникой.

Однако далеко не всегда периодическое явление описывает-
ся простой гармонией. Многие из таких явлений есть результат
сложения нескольких простых гармоник, который называется
сложным гармоническим колебанием, а его график — сложной
гармоникой.

На рис. 74 изображена сложная гармоника у = sin t + sin
2t — результат сложения двух простых гармоник у = sin t и
у = sin 2t.
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7.3. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ

1. Предел числовой последовательности. Бесконечной число-
вой последовательностью (или просто числовой последователь-
ностью) называется функция аn = f(n), определенная на множе-
стве всех натуральный чисел 1, 2, ..., n, ... . Значения последо-
вательности а1, а2, ..., аn, ... называются ее членами.

Последовательность аn = f(n) иногда обозначают так: {аn}. Это
означает, что задана последовательность с общим членом аn. По
данному общему члену всегда можно найти любой член после-
довательности аk, подставив в аn вместо n число k. Ниже приве-
дены примеры последовательностей, причем сначала приведе-
на форма записи {аn}, а затем записаны первые члены:
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Для числовой последовательности, как и для любой функции,
можно построить график. Он не является линией, а состоит из от-
дельных точек, расположенных справа от оси Оу. На рис. 75, 76
и 77 построены графики последовательностей 1, 2, и 5.
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Числовая последовательность {аn} называется невозрастаю-
щей (неубывающей), если для любого номера n справедливо не-
равенство аn ³ аn + 1(аn £ аn + 1). Если аn > аn + 1 (an < аn + 1), то пос-
ледовательность {аn} — убывающая (возрастающая). Например,
последовательность 3 убывающая, последовательность 2 возра-
стающая. Невозрастающие и неубывающие последовательнос-
ти называются монотонными.

Последовательность {аn} называется ограниченной сверху
(снизу), если существует такое число М, что для любого номе-
ра n выполняется неравенство аn £ М (аn ³ М). Последователь-
ность 3 ограничена сверху, например, числом 1. Последователь-
ности, одновременно ограниченные сверху и снизу, называют-
ся ограниченными. Последовательность 4 ограничена.

По графику последовательности 5 (рис. 77) видно, что орди-
наты точек с увеличением номера n приближаются к единице.
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Члены последовательности 4 с возрастанием номера становят-
ся близкими к нулю.

Определение. Число а называется пределом числовой пос-
ледовательности {аn}, если для любого числа e > 0 существует
такой номер N = N(e), зависящий от e, что для всех n > N выпол-

няется неравенство |аn – а| < e. Это обозначают так: lim
n

na a
®¥

=

или аn ® а при n ® ¥.

Примеры. Доказать, что

)a ;lim
n n®¥

=1
0 )в ;lim

n

n

n®¥ +
=

1
1

) ( )б ;lim
n

n

n®¥
- =1

1
0 )г lim .

n

n

n®¥

+ =1

2

1

2
Ограничимся доказательством первого из этих четырех равенств, так как до-

казательства трех других проводятся аналогично.
Пусть e > 0 — произвольное число. Тогда

1
0

1 1

n n
n- = < >e

e
, .если

Из последнего неравенства следует, что в качестве номера N можно взять це-

лую часть числа 1/e, т. е. N = [1/e]. Итак, ( )lim / .
n

n
®¥

=1 0

Характер стремления последовательности к своему пределу
различен. Последовательности 4 и 6 стремятся к своим преде-
лам убывая; последовательность 5 стремится к единице возра-
стая; последовательность 7 стремится к нулю так, что ее члены
становятся поочередно то больше, то меньше нуля.

Отметим следующие важные свойства пределов последова-
тельностей:

1. Последовательность, имеющая предел, ограничена.
Действительно, из определения предела следует: если после-

довательность {аn} имеет своим пределом число а, то, например,
для e = 1 найдется натуральное число N, такое, что при n > N
|аn – а| < 1, или, что то же, а – 1 < аn < а + 1. Обозначим через m
и М соответственно наименьшее и наибольшее из чисел а1, а2, ...,
аN, а – 1, а + 1. Тогда для всех n = 1, 2, ... m £ аn £ M, т. е. после-
довательность {аn} ограничена.

2. Последовательность может иметь только один предел.
Это следует из более общего свойства (см. 7.5, п. 1, следствие 1).
3. Любая неубывающая (невозрастающая) и ограниченная

сверху (снизу) числовая последовательность имеет предел.
Строгое доказательство этого предложения см. в [8]. Здесь

приведем разъяснение его справедливости. В целях простоты и
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наглядности такого разъяснения ограничимся рассмотрением
возрастающей последовательности у1 < у2 < ... < уn < ...(ее чле-
ны рассматриваем как точки оси Оу), ограниченной сверху:
уn< М (n = 1, 2, ...). Тогда так как точка уn, двигаясь в одном
направлении — вверх по оси Оу, не переходит точку y = M, то
точка уn должна неограниченно приближаться к некоторой точ-
ке у = а, при этом ясно, что а £ М.

2. Число е. Рассмотрим числовую последовательность.

1
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Для доказательства существования предела этой последова-
тельности воспользуемся свойством 3 предыдущего пункта. Для
этого покажем сначала, что последовательность (1) возрастаю-
щая. Разложим общий член последовательности аn = (1 + 1/n)n

по формуле бинома Ньютона (об этой формуле см., например, в
главе 8: 8.9, п. 2; Исаак Ньютон (1643–1727) — английский ма-
тематик и физик):
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Из равенства (2) видно, что с увеличением номера n каждое сла-
гаемое, кроме первого, увеличивается. Возрастает также число
таких слагаемых. Следовательно an < аn + 1 для всех n, и поэто-
му последовательность возрастающая.

Покажем теперь, что последовательность (1) ограничена
сверху. Заменим во всех членах разложения (2) выражения в
круглых скобках единицами. Тогда
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Подставляя вместо множителей 3, 4, ..., n в знаменателях чис-
ло 2, мы еще больше увеличим правую часть:

an n
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1

2 1
... .

Но по формуле суммы членов геометрической прогрессии
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Поэтому an < 3 при любом n.
По свойству 3 предыдущего пункта последовательность (1),

как возрастающая, ограниченная сверху, имеет предел. Этот
предел принято обозначать буквой е (второй замечательный
предел):
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(3)

Число е является иррациональным и приблизительно равно
2,71828.

3. Натуральные логарифмы. Число е принято за основание
системы логарифмов, называемых натуральными логарифма-
ми. Оказалось, что с помощью натуральных логарифмов неко-
торые формулы записываются проще. Для обозначения нату-
рального логарифма числа N пользуются символом lnN.

Для отыскания приближенных значений натуральных лога-
рифмов по таблицам десятичных логарифмов найдем связь
между натуральными и десятичными логарифмами.

Если lnN = а, то N = еа, и логарифмирование обеих частей
последнего равенства по основанию 10 дает lgN = а lg е (lg е »
» 0,43429), или lgN = lnN × lg е, откуда

ln
lg

lg lg
N

N

e e
= »æ

è
ç

ö
ø
÷

1
2 30258, .

4. Предел функции. Выше рассмотрено понятие предела для
частного вида функций — числовых последовательностей.
Обобщим его на произвольные функции.

Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности точ-
ки х = а, кроме, может быть, самой точки а.
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Определение. Число А называется пределом функции f(x)
при стремлении х к а (или в точке а), если для любого числа e >
> 0 существует такое число d = d(e) > 0, что для всех х, удовлет-
воряющих условию 0 < |х – а| < d, имеет место неравенство |f(x) –

– А| < e. Обозначают это так: lim
x

f x A
®¥

=( )  или f(x) ® А при х ® а.

Другими словами, число А есть предел функции f(x) в точке
х = а, если для всех х, достаточно близких к числу а и отлич-
ных от него, соответствующие им значения функции f(x) ока-
зываются сколь угодно близкими к числу А (естественно, в тех
точках х, в которых функция f(x) определена).

Пример 1. Показать, что lim .
x

x
®

=
1

1  Пусть e — произвольное положительное чис-

ло. Выбрав d = e, получим, что |х – 1| < e как только 0 < |х – 1| < d. Следовательно,

согласно определению предела функции, lim .
x

x
®

=
1

1

Пример 2. Показать, что lim .
x

x
®

=
1

2 1  Пусть e — произвольное положительное

число. Найдем такое число d > 0, что для всех х, удовлетворяющих неравенству
0 < |х – 1| < d, выполняется неравенство |х2 – 1| < e.

Если |х – 1| < d, то |х + 1| = |(х – 1) + 2| £ |х – 1| + 2 < d + 2. Следовательно, |х2 – 1|
= |х – 1| |х + 1| < d(d + 2). Для выполнения неравенства |х2 – 1| < e, достаточно потре-

бовать, чтобы d(d + 2) = e, т. е. чтобы d2 + 2d – e = 0. Отсюда d e= - + +1 1  (второй

корень - - +1 1 e  отбрасываем, так как d > 0). По определению предела функции

lim .
x

x
®

=
1

2 1

Примечание. Если в формуле (3) положить 1/n = z, то она примет вид:

e z
z

z= +
®

lim( ) .
0

1

1 (4)

Оказывается, что формула (4) верна не только, когда переменная z пробегает
последовательность значений zn = 1/n, но и при любом другом законе стремления
z к нулю.

При изучении свойств функций приходится рассматривать
и предел функции при стремлении аргумента х к бесконечнос-
ти.

Определение. Число А называется пределом функции f(x)
при стремлении х к бесконечности (или в бесконечности), если
для любого числа e > 0 существует такое положительно число
N = N(e), что для всех х, удовлетворяющих условию |х| > N, име-

ет место неравенство |f(x) – А| < e. При этом пишут: lim .
x

f x A
®¥

=( )

Рассматривают также, как lim ,
x

f x
®+¥

( )  так и lim .
x

f x
®-¥

( )
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Предел функции f(x) при х ® + ¥ (х ® –¥) определяется ана-

логично lim ( ),
x

f x
®¥

 только в самой формулировке определения

lim ( )
x

f x
®¥  условие |х| > N следует заменить на х > N (x < –N).

7.4. БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ И БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИЕ
ВЕЛИЧИНЫ

1. Бесконечно малые и их свойства. При изучении свойств
пределов особую роль играют функции, предел которых при
стремлении аргумента к какой-либо точке равен нулю.

Числовая последовательность {аn} называется бесконечно ма-

лой, если ее предел равен нулю: lim .
n

na
®¥

= 0  Последовательнос-

ти {1/n}, {(–1)n1/n} являются бесконечно малыми: их предела-

ми является нуль (см. 7.3, п. 1). Понятие бесконечно малой

последовательности можно перенести на функции.

Определение. Функция a(х) называется бесконечно малой

при х ® а, если lim ( ) ,
x a

x
®

=a 0  т. е. если для любого числа e > 0 су-

ществует такое число d > 0, что для всех х, удовлетворяющих

неравенству 0 < |х – а| < d, выполняется неравенство |a(х)| < e.
Бесконечно малую функцию a(х) называют также бесконеч-

но малой величиной или просто бесконечно малой.

Пример. Показать, что функция у = х2 – 1 является бесконечно малой при х ®1.
Пусть e — произвольное положительное число. Найдем такое число d > 0, что для
всех х, удовлетворяющих неравенству 0 < |х – 1| < d, выполняется неравенство
|х2 – 1| < e. Как показано ранее (см. 7.3, п. 4, пример 2), таким d является

d e= - + +1 1 .  Следовательно, функция у = х2 – 1 является бесконечно малой при

х ® 1.

В дальнейшем в этом параграфе при рассмотрении бесконеч-
но малых будем иметь в виду, что они являются бесконечно
малыми при х ® а.

Остановимся на основных свойствах бесконечно малых фун-
кций. Эти свойства будут верны также и для бесконечно малых
последовательностей.

1. Если функции a1(х) и a2(х) являются бесконечно малыми,
то функция a1(х) + a2(х) также есть бесконечно малая.

Доказательство. Пусть e — произвольное положительное
число. Так как функции a1(х) и a2(х) бесконечно малые, то най-
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дутся такие числа d1 и d2, что при 0 < |х – а| < d1 и 0 < |х – а| < d2
имеют место соответственно неравенства:

a e a e
1 22 2

( ) ( ) .x x< <и (1)

Обозначим через d наименьшее из двух чисел d1 и d2. Тогда
при 0 < |х – а| < d будут верны неравенства (1), и, следователь-

но, a a a a e e e1 2 1 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) .x x x x+ £ + < + =

Итак, для любого e > 0 существует такое d > 0, что при 0 < |х –
– а| < d выполняется неравенство |a1(х) + a2(х)| < e, а это и озна-
чает, что a1(х) + a2(х) есть функция бесконечно малая.

Примечание 1. Свойство 1 распространяется на случай алгебраической суммы
любого конечного числа бесконечно малых.

Функция f(x) называется ограниченной при х ® а, если су-
ществуют положительные числа М и d, такие, что при условии
0 < |х – а| < d выполняется неравенство |f(x)| £ М. Например,
любая бесконечно малая a(х) является ограниченной функци-
ей при х ® а.

Температура воздуха Т в данной местности — ограниченная
функция времени t. Изменяясь днем и ночью, зимой и летом,
она никогда не достигнет +100°С и –100°С. Таким образом, |Т(t)|<
< 100.

2. Произведение ограниченной при х ® а функции на беско-
нечно малую есть функция бесконечно малая.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть f(x) — ограниченная при х ® а
функция и a(х) — бесконечно малая. Тогда существует такое
число М > 0, что |f(x)| £ М для всех х, достаточно близких к а.
Возьмем любое e > 0. Для e существует такое d > 0, что при ус-
ловии 0 < |х – a| < e одновременно выполняются неравенства |f(x)| £
£ М, |a(х)| < e/М. Поэтому |f(x)a(х)| = |f(x)| × |a(х)| £ М × (e/М) = e.

Непосредственно из свойства 2 следует свойство 3 и 4.
3. Произведение постоянной на бесконечно малую есть бес-

конечно малая.
4. Произведение двух бесконечно малых есть бесконечно ма-

лая.

Примечание 2. Свойство 4 распространяется на любое конечное число беско-
нечно малых.

2. Бесконечно большие. Числовая последовательность {аn}
называется бесконечно большой, если для любого положитель-
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ного числа М найдется такое натуральное число N, что для
любого n > N выполняется неравенство |аn| > М. В этом случае
пишут: lim .

n
na

®¥
= ¥

Последовательности {n}, {(–1)nn}, являются бесконечно боль-
шими.

Понятие бесконечно большой последовательности можно пе-
ренести на функции.

Функция f(x) называется бесконечно большой при х ® а, если
для любого числа М > 0 существует такое число d > 0, что | f(x)| >
> М для всех х, удовлетворяющих неравенству 0 < |х – а| < d.
Обозначается это так: lim ( ) .

x a
f x

®
= ¥

Если при этом f(x) положительна (отрицательна) в 0 < |х – а| <

< d, то пишут: lim ( ) (lim ( ) ).
x a x a

f x f x
® ®

= +¥ = -¥

Примечания 1. Бесконечность (¥) не число, а символ, который употребляется,
например, для того, чтобы указать, что соответствующая функция есть бесконеч-
но большая.

2. Бесконечно большая функция f(x) при х ® а не имеет предела, так как пре-
дел переменной (если он существует) — некоторое число. То же в случае бесконеч-
но большой числовой последовательности.

В дальнейшем всегда под пределом последовательности (функции) будем пони-
мать конечный предел, т. е. число, если не оговорено противное.

Ниже рассматриваются бесконечно большие функции при
х ® а.

Как видно из следующих свойств, которые верны и для пос-
ледовательностей, бесконечно большие и бесконечно малые
функции тесно связаны между собой.

1. Если функция f(x) бесконечно большая, то 1/ f(x) бесконеч-
но малая.

Доказательство. Возьмем любое e > 0 и обозначим 1/e = М.
Так как f(x) бесконечно большая, то числу М соответствует d >
> 0, такое что при 0 < |х – а| < d выполняется неравенство |f(x)| >
> М = 1/e, откуда 1/|f(x)| < e.

2. Если функция a(х) бесконечно малая и не обращается в
нуль, то 1/a(х) бесконечно большая.

Доказательство. Возьмем любое М > 0 и обозначим 1/ М
= e. Так как a(х) бесконечно малая, то числу e > 0 соответству-
ет d > 0, такое, что при 0 < |х – а| < e выполняется неравенство
|a(х)| < e = 1/М, откуда 1/|a(х)| > М.

Пример. Функция 1/( х2 – 1) бесконечно большая при х ® 1, так как функция
у = х2 – 1 является бесконечно малой при х ® 1, (п. 1, пример).
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Замечание. В данном параграфе были рассмотрены функции аргумента х для
случая, когда х ® а. Однако все предложения, установленные здесь, остаются в
силе и для случая, когда х ® ¥. При этом все доказательства аналогичны.

7.5. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О ПРЕДЕЛАХ
И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ

1. Основные теоремы о пределах. Прежде сделаем следую-
щее замечание. Ниже рассматриваются функции аргумента х,
при этом х ® а или х ® ¥. Все устанавливаемые в этом пункте
предложения о пределах имеют место в обоих случаях, они вер-
ны также и для последовательностей. Здесь приводится дока-
зательство для одного из этих случаев (х ® а), так как для дру-
гого доказательство аналогично. Это замечание относится и к
п. 4 этого параграфа.

Теорема 1. Для того, чтобы число А было пределом функции f(x)
при х ® а, необходимо и достаточно, чтобы эта функция была
представима в виде f(x) = А + a(х), где a(х) — бесконечно малая.

Доказательство. 1) Пусть lim ( ) .
x a

f x A
®

=  Это значит, что для

любого e > 0 существует такое d > 0, что для всех х, удовлетво-
ряющих условию 0 < |х – а| < d, имеет место неравенство |f(x) –
– А| < e, т. е. функция a(х) = f(x) – А есть бесконечно малая и f(x) =
= А + a(х).

2) Пусть f(x) = А + a(х), где a(х) — бесконечно малая. Тогда для
любого e > 0 существует такое d > 0, что для х из 0 < |х – а| < d будет
|a(х)| = |f(x) – А| < e, т. е. А — предел функции f(x) при х ® а.

Следствие 1. Функция не может в одной точке иметь два
различных предела.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если lim ( ) , lim ( ) , ( ),
x a x a

f x A f x B A B
® ®

= = ¹

то по теореме 1 f(x) = А + a(х) и f(x) = В + b(х) (a(х) и b(х) — бес-

конечно малые). Отсюда А + a(х) = В + b(х) и А – В = b(х) – a(х),

где b(х) – a(х) — бесконечно малая, а А – В — постоянная. Этой

постоянной может быть только нуль. Поэтому А = В.
Теорема 2. Предел постоянной величины равен самой по-

стоянной.
Это предложение непосредственно вытекает из определения

предела.
Теорема 3. Если функция f(x) ³ 0 (f(x) £ 0) для всех х в неко-

торой окрестности точки а, кроме, быть может, самой точ-
ки а, и в точке а имеет предел, то lim ( ) (lim ( ) ).

x a x a
f x f x

® ®
³ £0 0
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Доказательство. Пусть, например, f(x) ³ 0 и lim ( ) .
x a

f x A
®

=
Если бы было А < 0, то для e = |А|/2 неравенство |f(x) – А| < e при
0 < |х – а| < d было бы невозможно ни при каком d > 0, так как
влекло бы за собой отрицательность f(x).

Примечание 1. Заметим, что при условии, что lim ( )
x a

f x
®

 существует, из f(x) > 0

(f(x) < 0), вообще говоря, не вытекает lim ( ) (lim ( ) ),
x a x a

f x f x
® ®

> <0 0  а вытекает только

lim ( ) (lim ( ) ).
x a x a

f x f x
® ®

³ £0 0  Так, |х| > 0 для всех х ¹ 0, но lim| | .
x

x
®

=
0

0

Теорема 4. Если функции f1(x) и f2(x) имеют пределы при
х ® а, то при х ® а, имеет пределы также их сумма f1(x) +
+ f2(x), произведение f1(x) × f2(x) и при условии lim ( )

x a
f x

®
¹2 0  час-

тное f1(x)/f2(x), причем

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ),
x a x a x a

f x f x f x f x
® ® ®

+ = +1 2 1 2 (1)

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ),
x a x a x a

f x f x f x f x
® ® ®

× = ×1 2 1 2 (2)

lim
( )

( )
lim ( ) / lim ( ).

x a x a x a

f x

f x
f x f x

® ® ®
=1

2
1 2 (3)

Доказательство. Ограничимся рассмотрением случая сум-
мы. Все остальные утверждения доказываются аналогично.

Пусть lim ( ) , lim ( ) .
x a x a

f x A f x A
® ®

= =1 1 2 2  Тогда, согласно теореме 1,

f1(x) = А1 + a1(х), f1(x) = А2+ a2(х),

где a1(х), a2(х) — бесконечно малые. Отсюда

f1(x) + f2(x) = (А1 + А2) + (a1(х) + a2(х)).

По свойству 1 бесконечно малых (7.4, п. 1) сумма a1(х) + a2(х)
бесконечно мала. Следовательно, по теореме 1

lim( ( ) ( )) .
x a

f x f x A A
®

+ = +1 2 1 2

Примечание 1. Формула (1) распространяется на случай алгебраической сум-
мы любого конечного числа слагаемых, а формула (2) — на случай любого конеч-
ного числа сомножителей.

Следствие 2. Если функция f(x) имеет предел при х ® а, то

lim ( ( )) (lim ( )) ,
x a

n

x a

nf x f x
® ®

=

где n — натуральное число.
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Следствие 3. Постоянный множитель можно выносить за
знак предела:

lim ( ) lim ( ),
x a x a

Cf x C f x
® ®

= С — const.

Теорема 5. Если для функций f(x), f1(x), f2(x) в некоторой
окрестности точки а выполняется неравенство

f1(x) £ f(x) £ f2(x) (4)

и lim ( ) lim ( ) , lim ( ) .
x a x a x a

f x f x A то f x A
® ® ®

= = =1 2

Доказательство. Из определения предела вытекает, что
существует окрестность точки а (при х ¹ а), в которой одновре-
менно выполняются следующие неравенства:

|f1(x) – А| < e, |f2(x) – А| < e,

где e — произвольное положительное число. Запишем эти нера-
венства, освободившись от знака абсолютной величины:

А – e < f1(x) < А1 + e, (5)

А – e < f2(x) < А1 + e. (6)

Из неравенств (4) и (5) имеем А – e < f1(x) £ f(x), откуда

А – e < f(x). (7)

Аналогично из неравенств (4) и (6) получим

f(x) < А + e. (8)

Из неравенств (7) и (8) следует, что А – e < f(x) < А + e, или

|f(x) – А| < e, т. е. lim ( ) .
x a

f x A
®

=

2. Примеры нахождения пределов.

Пример 1. Найти lim( ).
x

x
®

+
1

22 1

Используя теоремы 4 и 2 и следствия 3 и 2, последовательно получаем:

lim( ) lim lim (lim ) .
x x x x

x x x
® ® ® ®

+ = + = +
1

2

1

2

1 1

22 1 2 1 2 1  Но, как уже установлено (7.3, п. 4, при-

мер 1), lim .
x

x
®

=
1

1  Поэтому lim( ) .
x

x
®

+ =
1

22 1 3

Пример 2. Найти lim .
x

x x

x®

- +
+1

2

3

5 1

1
 Как и в примере 1, находим, что

lim( ) lim lim (lim ) .
x x x x

x x x
® ® ® ®

+ = + = + = + =
1

3

1

3

1 1

31 1 1 1 1 2  Теперь по теореме 4
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lim
lim( )

lim( )
.

x

x

x

x x

x

x x

x®
®

®

- +
+

=
- +

+1

2

3
1

2

1

3

5 1

1

5 1

1

Но lim( ) lim lim lim (lim ) lim .
x x x x x x

x x x x x x
® ® ® ® ® ®

- + = - + = - + = -
1

2

1

2

1 1 1

2

1
5 1 5 1 5 1 3

Следовательно, lim .
x

x x

x®

- +
+

= -
1

2

3

5 1

1

3

2

Как показывают решения приведенных примеров, в простей-
ших случаях нахождение предела сводится к подстановке в дан-
ное выражение предельного значения аргумента. Однако не все-
гда можно вычислить предел с помощью формул (1), (2), (3).
Так, формулы (1) и (2) утрачивают смысл, если хотя бы одна из
функций f1(x) или f2(x) не имеет предела. Формула (3) неверна,
если знаменатель дроби стремится к нулю. Здесь могут предста-
виться два случая.

а) Предел числителя не равен нулю.

Пример 3. Найти lim .
x

x

x® -1

2

21

Имеем lim( ) .
x

x
®

- =
1

21 0  Поэтому формулу (3) в этом примере использовать нельзя.

Так как

lim
lim( )

lim
,

x

x

x

x

x

x

x®
®

®

- =
-

= =
1

2

2
1

2

1

2

1
1

0

1
0

то функция (1 – х2)/х2 бесконечно малая при х ® 1. Тогда функция х2/(1 – х2) бес-

конечно большая при х ® 1, т. е. lim .
x

x

x® -
= ¥

1

2

21
Можно отметить, что, когда х приближается к 1 слева, т. е. оставаясь все вре-

мя меньше 1 (что записывают: х ® 1 – 0), функция х2/(1 – х2) остается все время
положительной. В этом случае записывают:

lim .
x

x

x® - -
= +¥

1 0

2

21

Если же х приближается к 1 справа, т. е. оставаясь все время больше 1 (что
записывают: х ® 1 + 0), то эта функция остается все время отрицательной. В этом
случае записывают:

lim .
x

x

x® + -
= -¥

1 0

2

21

б) Предел числителя равен нулю.

Пример 4. Найти lim .
x

x x

x x®

+
+0

2

2

3
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Здесь lim( ) , lim( ) .
x x

x x x x
® ®

+ = + × = + = + =
0

2

0

23 0 3 0 0 0 0 0

Говорят, что в этом случае имеем неопределенность вида 0/0. Однако предел

lim
x

x x

x x®

+
+0

2

2

3
 существует и его можно найти. Для его нахождения, т. е. раскрытия

неопределенности вида 0/0, нужно предварительно преобразовать дробь (х2 + 3х)/
/(х2 + х), разделив числитель и знаменатель почленно на х, что возможно, так как
до перехода к предельному значению х ¹ 0. Следовательно, получим:

lim lim .
x x

x x

x x

x

x® ®

+
+

= +
+0

2

2 0

3 3

1

Но lim .
x

x

x®

+
+

=
0

3

1
3  В результате имеем: lim .

x

x x

x x®

+
+

=
0

2

2

3
3

Пример 5. Найти lim .
x

x x

x®

- - +
0

4 4

Так как lim( ) , lim ,
x x

x x
® ®

- - + = =
0 0

4 4 0 0  то здесь также имеем неопределенность

вида 0/0. Для того, чтобы раскрыть эту неопределенность, преобразуем дробь, сто-
ящую под знаком предела, умножив числитель и знаменатель этой дроби на

4 4- + +x x  и сделав после чего необходимые упрощения:

lim lim
( )( )

( )x x

x x

x

x x x x

x x x® ®

- - + = - - + - + +
- + +

=
0 0

4 4 4 4 4 4

4 4

= -
- + +

= -
- + +

= - ×
+

= -
® ®

lim
( )

lim .
x x

x

x x x x x0 0

2

4 4
2

1

4 4
2

1

2 2

1

2

Рассмотрим теперь примеры на вычисление пределов функ-
ций при х ® ¥.

Пример 6. Найти lim .
x x®¥ +

4

3 2

Очевидно, lim ( ) .
x

x
®¥

+ = ¥3 2  Поэтому (7.4) функция 1/(3х + 2), значит, и функция

4/(3х + 2) бесконечно малые при х ® ¥, т. е. lim .
x x®¥ +

=4

3 2
0

Пример 7. Найти lim .
x

x

x®¥

+
+

3 5

4 1

Здесь lim ( ) , lim ( ) .
x x

x x
®¥ ®¥

+ = ¥ + = ¥3 5 4 1  Говорят, что в этом случае имеем неопре-

деленность вида 
¥
¥

.  Для ее раскрытия предварительно числитель и знаменатель

дроби 
3 5

4 1

x

x

+
+

 почленно разделим на х. Следовательно, получим:

lim lim .
x x

x

x
x

x
®¥ ®¥

+
+

=
+

+

3 5

4 1

3
5

4
1
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Но lim , lim .
x xx x®¥ ®¥

= =1
0

5
0и  В результате имеем, что

lim .
x

x

x®¥

+
+

=3 5

4 1

3

4

Аналогично устанавливается, что при х ® ¥,
дробно-рациональная функция стремится либо к
нулю, либо к бесконечности, либо к конечному
числу, отличному от нуля, в зависимости от того,
будет ли степень числителя меньше степени знаме-
нателя, больше ее или равна ей.

3. Первый замечательный предел. Справедливо равенство

lim
sin

,
x

x

x®
=

0
1 (9)

называемое первым замечательным пределом. С его помощью
можно вычислять пределы различных функций, содержащих
тригонометрические функции и степени х.

Перейдем к доказательству равенства (9). Возьмем круг еди-
ничного радиуса и предположим, что угол х, выраженный в ра-
дианах, заключен в интервале (0; p/2) (рис. 78). Обозначим пло-
щади треугольников ОАВ и ОАС соответственно через S1 и S2, а
площадь сектора ОАВ через S. Из рис. 78 видно, что

S1 < S < S2. (10)

Замечая, что АС = ОА × tg x = tg x, имеем S1 = (1/2) × ОА × ОВ ×
× sin x = (1/2)sin х, S = (1/2) × ОА2 × х = (1/2)х, S2 = (1/2) × ОА ×
× АС = (1/2) tg х. Поэтому с учетом неравенств (10) получаем:

1

2

1

2

1

2
sin ,x x x< < tg

откуда после деления на sin х и сокращения на 1/2 находим:

1
1< <x

x xsin cos
,

или

cos
sin

.x
x

x
< <1 (11)

Неравенства (11) получены для 0 < x < p/2. Однако cos x и
(sin x)/x — четные функции: cos (–x) = cos x, (sin (–x))/ (–х) =
= (–sin x)/(–x) (sin x)/x. Тем самым неравенства (11) справедли-

вы в интервале –p/2 < x < 0. Так как lim cos
x

x
®

=
0

1 (это следует из

C

B

ADO

X

Рис. 78

�
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геометрического определения косинуса), то из неравенств (11)
на основании теоремы 5 заключаем, что действительно имеет
место равенство (9).

Пример. Найти lim
sin

sin
.

x

x

x®0

2

5

Имеем 
lim

sin

sin
lim

sin

sin
lim

sin
: lim

sin
.

x x x x

x

x

x
x

x
x

x

x

x

x® ® ® ®
= = =

0 0 0 0

2

5

2 2

2
5 5

5

2

5

2

2

5

5

2

5

4. Сравнение бесконечно малых. Рассмотрим отношение
двух бесконечно малых a(х) и b(х) при х ® а (для компактнос-
ти записи будем обозначать их просто a и b). Выделим три слу-
чая.

1. lim .
x a®

=a
b

0  В этом случае говорят, что a — бесконечно ма-

лая более высокого порядка, чем b.

Пример 1. При х ® 2 функция (х – 2)3 бесконечно малая более высокого поряд-

ка, чем х – 2, так как lim
( )

.
x

x

x®

-
-

=
0

32

2
0

2. lim .
x a

A
®

= ¹a
b

0  В этом случае функции a и b называются беско-
нечно малыми одного порядка.

Пример 2. При х ® 0 функции 5х2 и х2 являются бесконечно малыми одного

порядка, так как lim .
x

x

x®
=

0

2

2

5
5

3. lim .
x a®

= ¥a
b  В этом случае говорят, что a — бесконечно малая

более низкого порядка, чем b. Можно сказать также, что b —
бесконечно малая более высокого порядка, чем a.

Пример 3. При х ® –1 функция х + 1 бесконечно малая более низкого поряд-
ка, чем (х – 1)(х + 1)2, так как

lim
( )( )

.
x

x

x x®-

+
- +

= ¥
1 2

1

1 1

Определение. Если функции a и b бесконечно малые одно-

го порядка, причем lim ,
x a®

=a
b

1  то они называются эквивалент-
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ными бесконечно малыми. Символически это записывается так:

a ~ b.

Из определения, в частности, следует, что если lim ,
x a

A
®

= ¹a
b

0

т. е. если a и b — бесконечно малые одного порядка, то a и Аb
будут являться эквивалентными бесконечно малыми: a ~ Аb.

Пример 4. Как установлено в п. 3, lim
sin

,
x

x

x®
=

0
1  т. е. sin x и х при х ® 0 являют-

ся эквивалентными бесконечно малыми.

Теорема. Если существует предел отношения двух беско-
нечно малых a и b, то он равен пределу отношения соответ-
ствующих им эквивалентных бесконечно малых.

Доказательство. Действительно, если a ~ a1, b ~ b1 и суще-

ствует lim ,
x a®

a
b

 то, перейдя к пределу в равенстве 
a
b

a
a

a
b

b
b

= × ×
1

1

1

1 ,

получим

lim lim lim lim lim
x a x a x a x a x a® ® ® ® ®

= × ×
æ
è
ç

ö
ø
÷ = × × =a

b
a
a

a
b

b
b

a
a

a
b

b
b1

1

1

1

1

1

1

1

= × × =
® ®

1 11

1

1

1
lim lim .
x a x a

a
b

a
b

Доказанная теорема позволяет во многих случаях упрощать
отыскание предела.

Пример 5. lim
sin

lim ,
x x

x

x

x

x® ®
= =

0 0

5

3

5

3

5

3
 так как sin 5х ~ 5х, при х ® 0 (см. пример 4).

7.6. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ

1. Понятие непрерывности. Мы видели, что графиками пос-
ледовательностей являются множества точек. Эти точки всегда
находятся на некотором расстоянии друг от друга. Графиком
же, например, степенной функции является кривая, которая
похожа на сплошную непрерывную линию. Оказывается, эту
разницу характеризует точное математическое понятие непре-
рывности, к введению которого и перейдем.

Пусть функция у = f(x) определена в некотором интервале,
х0 и х — два произвольных значения аргумента из этого интер-
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вала. Обозначим х – х0 = Dх, откуда х = х0 + Dх. Говорят, что для
перехода от значения аргумента х0 к значению х первоначаль-
ному значению придано приращение Dх.

Приращение Dу, функции у = f(x), соответствующим прира-
щению Dх аргумента х в точке х0, называется разность:

Dу = f(x0 + Dх) – f(x0).

Например, приращением функции у = х3, которое соответству-
ет приращению Dх аргумента х в точке х0, будет величина

Dу = (х0 + Dх)3 – х0
3 = 3х0

2Dх + 3х0(Dх)2 + (Dх)3.

Определение. Функция у = f(x) называется непрерывной в
точке х0, если бесконечно малому приращению Dх аргумента
х в точке х0 соответствует бесконечно малое приращение функ-
ции Dу, т. е. lim lim ( ( ) ( )) .

D D
D D

x x
y f x x f x

® ®
= + - =

0 0
0 0 0

Другими словами, функция у = f(x) непрерывна в точке х0,

если lim ( ) ( ),
x x

f x f x
®

=
0

0  т. е. предел функции в точке х0 равен зна-

чению функции в этой точке.

Пример 1. Функция у = х непрерывна при любом значении х = х0. В самом деле,

Dу = х0 + Dх – х0 = Dх, и, значит lim lim .
D D

D D
x x

y x
® ®

= =
0 0

0

Пример 2. Функция у = sin х непрерывна при любом значении х = х0. В самом

деле, D D D D
y x x x x

x x= + - = +æ
èç

ö
ø÷

sin( ) sin cos sin .0 0 02
2 2

 Отсюда lim ,
D

D
x

y
®

=
0

0  так как

cos , lim sin lim
sin

lim .x
x x

x

x
x

x
x x x

0
0 0 02

1
2

2

2
2

1
1

2
0+æ

èç
ö
ø÷

£ = × = × =
® ® ®

D D
D

D
D D

D D D
a

Аналогично доказывается непрерывность функции cos х.
Функция, непрерывная в каждой точке интервала, называ-

ется непрерывной на этом интервале.
Теорема 1. Если функции f2(x) и f2(x) непрерывны в точке

х0, то непрерывны в этой точке также их алгебраическая сум-
ма f1(x) ± f2(x), произведение f1(x)f2(x) и при условии f2(х0) ¹ 0

частное 
f x

f x
1

2

( )

( )
.

Эта теорема вытекает из аналогичной теоремы о пределах.

Примечание. Для алгебраической суммы и произведения теорема 1 распрост-
раняется на любое конечное число функций.
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Теорема 2. Если функция и = j(х) непрерывна в точке х0, а
функция у = f(и) непрерывна в точке и0 = j(х0), то сложная фун-
кция у = f(j(x)) непрерывна в точке х0.

Доказательство. Согласно непрерывности функции и =

= j(х) имеем lim ( ) ( ) ,
x x

x x u
®

= =
0

0 0j j  т. е. при х ® х0 также и и ®

® и0. Поэтому в силу непрерывности функции f(u)

lim ( ( )) lim ( ) ( ) ( ( )),
x x u u

f x f u f u f x
® ®

= = =
0 0

0 0j j  что и доказывает теоре-

му 2.
Таким образом, сложная функция у = f(j(x)), образованная

из двух непрерывных функций f(и) и j(х), является непрерыв-
ной функцией.

Имеет место и следующая теорема.
Теорема 3. Если f(х) — непрерывная функция, имеющая од-

нозначную обратную функцию, то обратная функция также
непрерывна. Вместо доказательства ограничимся следующим
наглядным соображением: если график функции у = f(x) —
непрерывная кривая, то график обратной к ней функции тоже
непрерывная кривая.

Теорема 4. Все основные элементарные функции непрерыв-
ны там, где они определены.

Доказательство. Постоянная функция у = С непрерывна
при любом значении х = х0, так как Dу = С – С = 0, и, следова-

тельно, lim .
D

D
x

y
®

=
0

0  Так как функция у = х непрерывна при лю-

бом х (см. пример 1), то, согласно теореме 1, степенная функция
у = хn, где n — натуральное число, также непрерывна при лю-
бом х.

Непрерывность тригонометрических функций sin х и cos х
имеет место всюду (см. пример 2); tg х и ctg х непрерывны всю-
ду, где они определены как отношения двух непрерывных фун-
кций sin х и cos х.

Можно доказать непрерывность функции у = хa (a — дей-
ствительное число) и других основных элементарных функций
там, где они определены.

Из теорем 1, 2 и 4 вытекает:

Следствие. Всякая элементарная функция непрерывна во
всех точках, принадлежащих ее области определения.

Имеет место (см. например, [8]) следующее предложение.
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Теорема 5. Функция f(x), непрерывная в точке х0, не рав-
ная нулю в этой точке, сохраняет знак f(x0) в некоторой ок-
рестности точки x0.

2. Точки разрыва функции. Если функция f(x) не является
непрерывной в точке x0, то говорят, что в точке x0 функция f(x)
разрывна, а точка x0 называется точкой разрыва функции f(x).

В качестве конкретного примера функции, имеющей точку
разрыва, рассмотрим скорость тела, падающего на землю. Эта
скорость вообще является непрерывной функцией времени, но
для момента удара можно условно считать, что она мгновенно
(скачком) падает до нуля, т. е. скорость терпит разрыв.

Пределом функции f(x) в точке x0 слева (справа) называет-
ся предел, вычисляемый в предположении, что х стремится к
x0, оставаясь все время меньше (больше) значения x0. Пределы
слева и справа, называемые односторонними пределами, соот-
ветственно обозначают:

lim ( ) lim ( ).
x x x x

f x и f x
® - ® +0 00 0

Точка x0 разрыва функции f(x) называется точкой разрыва
первого рода, если существуют односторонние пределы функ-
ции:

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x и f x
® - ® +0 00 0

(при этом функция f(x) необязательно должна быть определе-
на в точке x0).

Все прочие точки разрыва функции f(x) называются ее точ-
ками разрыва второго рода.

Пример 1. Рассмотрим функцию у = f(x), определенную на сегменте [0; 4] сле-
дующим образом:

f x
x x

x x
( )

, ,

, .
=

- £ <
- £ £

ì
í
î

1 0 3

3 3 4

если

если

Эта функция (рис. 79) определена во всех точках сегмента [0; 4] и ее значение
при х = 3 равно 0. Однако в точке х = 3 функция претерпевает разрыв первого рода,
так как при х ® 3

lim ( ) , lim ( ) .
x x

f x f x
® - ® +

= =
3 0 3 0

2 0

Точка x0 разрыва первого рода, в которой

lim ( ) lim ( ),
x x x x

f x f x
® + ® -

=
0 00 0

называется точкой устранимого разрыва.
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Пример 2. Функция (sin x)/х в точке
х = 0 имеет устранимый разрыв, так как

lim
sin

lim
sin

.
x x

x

x

x

x® + ® -
= =

0 0 0 0
1

Пусть x0 — точка разрыва
первого рода.

Скачком функции f(x) в точ-
ке x0 называют разность

lim ( ) lim ( ).
x x x x

f x f x
® + ® -

-
0 00 0

Так, функция, рассмотрен-
ная в примере 1, имеет в точке
х = 3 скачок, равный 0 – 2 = –2.

Пример 3. Функция у = 1/х (см. рис. 47) в точке х = 0 имеет разрыв второго
рода, так как эта функция при х ® 0 не имеет предела ни слева, ни справа.

Функция f(x) называется непрерывной в точке x0 слева

(справа), если 
lim ( ) ( ) (lim ( ) ( ) ).

x x x x
f x f x f x f x

® - ® +
= =

0 0
0

0
0

0

3. Свойства функций, непрерывный на сегменте. Функция
f(x) называется непрерывной на сегменте [a; b], если она непре-
рывна в интервале (a; b) и, кроме того, в точке а непрерывна
справа, а в точке b — слева.

Ниже при рассмотрении свойств функций, непрерывных на
сегменте, ограничимся формулировками и пояснениями, не
проводя доказательств (доказательства см., например, в [6],
т. 1).

Теорема 1 (теорема Вейерштрасса о достижении функцией
своего наибольшего и наименьшего значений. Карл Вейершт-
расс (1815–1897) — немецкий математик). Функция f(x), непре-
рывная на сегменте [a; b], достигает в этом сегменте своего
наибольшего и своего наименьшего значений, т. е. существуют
такие точки х1 и х2 отрезка [a; b], что для всех х из [a; b] вы-
полняются неравенства f1(x) ³ f(x) и f(x) ³ f(x2).

Следствие. Если функция f(x) непрерывна на сегменте [a;
b], то она ограничена на нем, т. е. существует такое положи-
тельное число М, что |f(x)| £ М при а £ x £ b.

Доказательство. Обозначим через m и m ˜ соответственно
наибольшее и наименьшее значения функции f(x) на сегменте
[a; b]. Тогда для любого х, принадлежащего сегменту [a; b],

x

y

0

2

1

–1

1 2 3 4

Рис. 79
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имеют место неравенства т ˜ £ f(x) £ m. Пусть М — наибольшее
из чисел |т ˜|, |т|. Тогда |f(x)| £ М при а £ x £ b.

Теорема 2. Если функция f(x) непрерывна на сегменте [a;
b] и на концах его принимает значения разных знаков, то меж-
ду точками a и b найдется точка с, такая, что f(с) = 0.

Эта теорема имеет простой геометрический смысл (рис. 80):
если непрерывная кривая переходит с одной стороны оси Ох на
другую, то она пересекает ось Ох.

Т е о р е м а  3 (теорема Коши о промежуточных значениях.
Огюстен Коши (1789–1857) — французский математик). Пусть
функция f(x) непрерывна на сегменте [a; b] и f(а) = А, f(b) = В.
Тогда для любого числа С, заключенного между А и В, найдет-
ся внутри этого сегмента такая точка с, что f(с) = С.

Эта теорема геометрически очевидна. Рассмотрим график
функции у = f(x) (рис. 81). Так как f(х) = А, f(b) = В, то прямая
у = С, где С — любое число, заключенное между А и В, пересе-
чет его по крайней мере в одной точке.

Таким образом, непрерывная функция, переходя от одного
значения к другому, обязательно проходит через все промежу-
точные значения.

7.7. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

1. Определение комплексных чисел и основные операции
над ними. К комплексным числам обычно приходят, рассмат-
ривая уравнение х2 + 1 = 0. Очевидно, не существует действи-
тельных чисел, удовлетворяющих этому уравнению. Корнями
его (как и целого ряда других уравнений) оказываются комп-
лексные числа.

x

y

0 a c b

A

B

C

y f x= ( )

f c( )
f b( )

f a( )

y

x0 a bc

y f x= ( )

Рис. 80 Рис. 81
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Под комплексным числом понимается выражение:

z = x + iy, (1)

где х и у — действительные числа, а i — мнимая единица.
Числа х + i0 = х отождествляются с действительными чис-

лами; в частности, 0 + i0 = 0. Числа 0 + iy = iy называются чис-
то мнимыми.

Действительные числа х и у называются соответственно дей-
ствительной и мнимой частями числа z и обозначаются сле-
дующим образом:

х = Re z, y = Im z.

Под модулем комплексного числа z понимается неотрица-

тельное число | | .z x y= +2 2

Сопряженным числом z ¯ к числу (1) называется комплексное
число z ¯ = x – iy.

Два комплексных числа z1 = x1 + iy1 и z2= x2 + iy2 равны тог-
да и только тогда, когда х1 = х2 и у1 = у2.

Сложение, вычитание, умножение и деление комплексных
чисел определяются следующим образом:

I. z1 ± z2 =(х1 ± х2) + i(у1 ± у2).

II. z1z2 = (х1х2 – у1y2) + i(x1y2 + x2y1).

Отсюда, в частности,

i2 =(0 + i1)(0 + i1) = (0 – 1) + i(0 + 0) = –1,

zz ¯ = х2 + у2 = |z|2.

III. 
z

z

z z

z z

x x y y x y x y

x y
z1

2

1 2

2 2

1 2 1 2 2 1 1 2

2
2

2
2 2 0= ×

×
= + + -

+
¹( ) ( )

( ).

2. Геометрическое изображение комплексных чисел. Рас-
смотрим плоскость с прямоугольной системой координат хОу
(рис. 82). Так как комплексное число z = x + iy является парой
(х; у) действительных чисел, каждой паре (х; у) действительных
чисел соответствует одна точка плоскости и наоборот (см. 1.1,
п. 1), то каждую точку (х; у) плоскости можно принять за изоб-
ражение комплексного числа z = x + iy. В этом случае эта плос-
кость называется комплексной плоскостью, а z — точкой этой
плоскости.

На оси Ох расположены действительные числа: z = x + i0 = х;
поэтому она называется действительной осью. На оси Оу распо-
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ложены чисто мнимые числа: z =
= 0 + iy = iy, она называется мни-
мой осью.

Заметим, что r = |z| представля-
ет собой расстояние от точки z до
начала координат (см. 1.2, п. 1).

Удобной является интерпрета-
ция комплексного числа z = x + iy

как радиус-вектора OM  (рис. 82).

Очевидно, каждому радиус-векто-
ру плоскости с концом в точке
М(х; у) соответствует комплекс-

ное число z = x + iy и наоборот. Нулевому вектору соответству-
ет комплексное число 0 + i0.

Положение точки x на плоскости, кроме ее прямоугольных
координат х, у, может быть определено также и полярными ко-
ординатами r, j, при этом (см. 1.1., п. 2):

х = r cos j, у = r sin j. (2)

Число j будем называть аргументом комплексного числа z.
Аргумент считается положительным или отрицательным в за-
висимости от того, ведется ли его отсчет от положительного на-
правления действительной оси против или по часовой стрелке
соответственно.

По заданной точке z ее модуль определяется единственным
образом, а аргумент — с точностью до слагаемого 2kp, k = 0,
± 1, ± 2, ... . Значение аргумента j, удовлетворяющее условию
–p < j £ p, называется главным и обозначается arg z.

Точка z = 0 является единственной точкой комплексной
плоскости, для которой аргумент не определен.

3. Умножение и деление комплексных чисел, записанных в
тригонометрической форме. Из формул (2) получается тригоно-
метрическая форма записи комплексного числа:

z = r (cos j + i sin j). (3)

Пользуясь записью (3) для комплексных чисел

z1 = r1(cos j1 + i sin j1), z2= r2 (cos j2 + i sin j2),

имеем:

z1z2 = r1r2((cos j1cos j2 – sin j1sin j2) + i(sin j1cos j2 +
+ cos j1sin j2)) = r1r2(cos(j1 + j2) + isin (j1 + j2)), (4)

x

y

0

y

x

j

M(x;y)
z x iy= +

Рис. 82
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z

z

r

r

i

i

r

r

i i

i i
1

2

1

2

1 1

2 2

1

2

1 1 2 2

2 2 2 2
= × +

+
= × + - + -

+ -
=cos sin

cos sin

(cos sin )(cos( ) sin( ))

(cos sin )(cos sin )

j j
j j

j j j j
j j j j

= - + - ¹r

r
i r1

2
1 2 1 2 2 0(cos( ) sin( )) ( ).j j j j

Следовательно, при умножении комплексных чисел их моду-
ли перемножаются, а аргументы складываются. При делении ком-
плексных чисел их модули делятся, а аргументы вычитаются.

4. Возведение в степень и извлечение корня. Следствием фор-
мулы (4) является формула

zn = rn (cos nj + i sin nj), (5)

где n — натуральное число.
Пусть

z in = +r y y(cos sin ),

где z = r(cos j + i sin j). Тогда на основании формулы (5) имеем

z = (r(cos y + i sin y))n = rn(cos ny + i sin ny).

Отсюда
rn = r, ny = j + 2kp (k = 0, ± 1, ± 2),

и, следовательно,

r = rn  (под rn  понимается арифметическое значение корня),

y = (j + 2kp)/n.
Здесь в качестве k достаточно брать лишь значения k = 0, 1,

2, ... n – 1, так как при прочих значениях k получаются повто-
рения уже найденных значений корня. Таким образом, оконча-
тельно

z r
k

n
i

k

n
n n= + + +æ

èç
ö
ø÷

cos sin .
j p j p2 2

(6)

k = 0, 1, 2, ... n – 1.

Пример. Найти w = -1.
Так как –1 = cos p + i sin p, то на основании формулы (6) имеем:

- = + + + =1
2

2

2

2
0 1cos sin , , .

p p p pk
i

k
k

Отсюда

w p p w p p
0 12 2

3

2

3

2
= + = = + = -cos sin , cos sin .i i i i
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5. Формула Муавра. Формула Эйлера; выражения тригоно-
метрических функций через показательную функцию. Форму-
ла (5) может быть переписана в виде

rn(cos j + i sin j)n = rn(cos nj + i sin nj).

Полагая здесь r = 1, получим формулу:

(cos j + i sin j)n = cos nj + i sin nj,

называемую формулой Муавра (Авраам Муавр (1667–1754) —
английский математик).

Справедлива и следующая формула:

cos j + i sin j = eij,

называемая формулой Эйлера (Леонард Эйлер (1707–1783) —
великий математик, большую часть своей жизни провел в Рос-
сии, по происхождению швейцарец). Ее справедливость будет
установлена позднее (см. 10.3).

6. Разложение многочленов на множители. Пусть

Pn(x) = A0 + A1x + A2x2 + ... + An – 1xn – 1 + Anxn (7)

многочлен степени n (т. е. Аn ¹ 0) с вещественными коэффици-
ентами Aj, j = 0, 1, 2, ..., n. Число а (действительное или комп-
лексное), такое, что Pn(а) = 0, называется корнем многочле-
на (7).

Из курса алгебры известно, что число а тогда и только тогда
будет корнем многочлена Pn(x), если Pn(x) делится на х – а.

Если Pn(x) делится на (х – а)k (k — натуральное) и не делится
на (х – а)k + 1, то число k называется кратностью корня а.

Известно также, что всякий многочлен (7) степени n можно
представить, и притом единственным образом, в следующем
виде:

P x A x a x a x an n
k k

m
km( ) ( ) ( ) ... ( ) ,= - - -1 2

1 2

где а1, а2, ..., аm — различные корни многочлена (7), а числа k1,
k2, ..., km — кратности соответственно корней а1, а2, ..., аm, при-
чем k1 + k2 + ... + km = n.

Заметим, что если многочлен с действительными коэффици-
ентами имеет корнем комплексное число а = b + ic кратности k,
то (см. [7]) сопряженное комплексное число а ¯ = b – ic также
является корнем многочлена той же кратности.

Имеем:
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(х – а)(х – а ¯) =(х – (b + ic)) (х – (b – ic)) = ((x – b) – ci)((x – b) + ci) =
= x2 – 2bx + b2 + c2 = x2 + px + q,

где р = –2b, q = b2 + c2, причем (р2/4) – q < 0.
Следовательно, произведение линейных множителей, соот-

ветствующих сопряженным корням, можно заменить квадрат-
ным трехчленом с действительными коэффициентами.

Таким образом, многочлен (7) можно представить в следую-
щей форме:

P x A x a x a x a x p x qn n r
lm( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )= - - - + + ´1 2

2
1 1

1 2 1l l l

´ + + + +( ) ... ( ) .x p x q x p x ql
s s

ls2
2 2

22 (8)

Здесь линейные двучлены соответствуют действительным
корням (l1, l2, ..., lr — их кратности), а квадратные трехчлены
— комплексным корням (l1, l2, ..., ls — их кратности) многочле-
на. При этом l1 + l2 + ... lr + 2l1 + 2l1 + ... + 2ls = n,

p
q j sj

j

2

4
0 1 2- < =, , ,..., .

7. Применение комплексных чисел в расчете физических ве-
личин. Так как комплексные числа геометрически представля-
ются векторами на плоскости, то все векторные физические ве-
личины могут быть охарактеризованы при помощи комплекс-
ных чисел. Представление векторных физических величин ком-
плексными числами облегчает выполнение расчетов этих вели-
чин. При этом действия над векторами, которые выполняются
графическим путем, заменяются соответствующими действия-
ми над комплексными числами, что зна-
чительно проще.

Особенно широкое применение комп-
лексные числа получили в электротех-
нике при расчете электрических цепей.

Отметим, что в электротехнике мни-
мая единица i обозначается буквой j, так
как буквой i традиционно обозначается
сила тока в цепи.

Рассмотрим один пример. На рис. 83
дана векторная диаграмма неразветвлен-
ной цепи переменного тока. Пусть век-

тор OM  представляет вектор напряже-

x

y

0

M

N

60O

–90O

U1

–

U2

–

Рис. 83



126

ния U1, модуль которого | U1| = 220 (В); вектор ON  представля-

ет вектор напряжения U2, модуль которого | U2| = 127 (В). Тогда

U1 = 220 (cos 60° + j sin 60°) = 110 + 190,5j. Также

U2 = 127 (cos(–90°) + j sin(–90°)) = –127j.

Если электрическая цепь составлена из двух последователь-

но включенных участков с напряжениями U1 и U2, то на зажи-

мах будем иметь напряжение U = U1 + U2 = 110 + 190,5j – 127j =

= 110 + 63,5j.
Аналогично применяются комплексные числа при выраже-

нии других характеристик электрических цепей.

Заметим, что в электротехнике модуль | U| вектора напряже-

ния называется просто напряжением и обозначается через U, а

соответствующее этому вектору комплексное число называет-

ся комплексом напряжения и обозначается &U (ставится точка
над символом).

Упражнения

1. Дано f x
x

x
( ) .= -

+
2 1

3

2
 Найти f(1).

f( ) .1
1

4
=é

ëê
ù
ûú

2. Дано f(x) = x2 – 5x + 6. Показать, что f(2) = f(3) = 0.

3. Найти значения функции f x
x

x
( ) = +

+
2 1

12
 для значений аргумента, равных –1;

0; 1; 2.

f f f f( ) ; ( ) ; ( ) ; ( ) .- = - = = =é
ëê

ù
ûú

1
1

2
0 1 1

3

2
2 1

4. Полагая f(x) = cos 2x, вычислить f f f f( ); ; ; .0
2 4 12

p p pæ
èç

ö
ø÷

æ
èç

ö
ø÷

æ
èç

ö
ø÷

f f f f( ) ; ; ; .0 1
2

1
4

0
12

3

2
= æ

èç
ö
ø÷

= - æ
èç

ö
ø÷

= æ
èç

ö
ø÷

=
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

p p p

5. Найти области определения функций:

y x= -3 4 2 . [[–2; 2].]
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y
x

=
-

2

25 2
. [(–5; 5).]

y
x

x
= - -

-
5 2

5
. [(2; 5).]

y x x= + + -3 74 . [[–3; 7].]

y x x= - + -1 33 5 . [(–¥; +¥).]

y = x arcsinx. [[–1; 1].]
y = 2x. [(–¥; +¥).]

y
x

x
= +

-
1

1
. [(x ¹ 1).]

6. Построить графики функций:

a) y = 3x + 5; б) y x= +1

2
12 ; в) y = 4 – 4x2;

г) y
x

= 5
; д) y = x3 + 1; е) y = sin 2x;

ж) y = cos 3x; з) y
x= sin ;
2

и) y
x= cos ;
3

к) y = 2tg x; л) y = 4 sin x; м) y = 5 cos x.
7. Изобразить точками на плоскости следующие последовательности, заданные

общими членами:

a) a
nn =

+
1

1
; б) a

nn

n
= + -1 1( )

; в) a
n

n = 1
2

;

г) a
n

nn = +1

2
; д) a

n

nn = +3 1
.

Вычислить указанные пределы.

8. lim ( ).
x

x x
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2 6 8 [0.] 9. lim .
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x x
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2 3
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10. lim .
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x x

x®
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1
[–1.] 11. lim .
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3 1

1
[3.]
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. 13. lim .
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14. lim .
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x x®

- +
- +2

2 2

2

5 6

7 10

1

3
.

é
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ûú

15. lim .
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x x
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é
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16. lim .
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é
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x

x

x®-

+
+1

31

1

1

3
.

é
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22. lim .
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x x
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58. Найти (3 + 5i)(4 – i). [17 + 17i.]
59. Найти (6 + 11i)(7 + 3i). [9 + 95i.]

60. Найти 
3

4 5

-
+

i

i
.

7

41

19

41
-é

ëê
ù
ûú

i.

61. Найти a) (4 – 7i)2, б) i10. [a) –33 – 56i, б) –1.]
62. Представить числа i; –2; –i; 1 + i; 1 – i в тригонометрической форме.

i i

i

i i

i i

i i

= +

- = +

- = -æ
èç

ö
ø÷

+ -æ
èç

ö
ø÷

+ = +æ
èç

ö
ø÷

- = -æ
èç

ö
ø÷

+ -æ
èç

ö
ø÷

é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

cos sin ,

(cos sin ),

cos sin ,

cos sin ,

cos sin .

p p

p p
p p

p p

p p

2 2
2 2

2 2

1 2
4 4

1 2
4 4

Найти все значения для указанных радикалов.

63. 13 .
1

1

2

3

2

1

2

3

2
; ; .- + - -

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

i i

64. 14 . [1; i; –1; –i.]

65. - -5 12i. [2 – 3i; –2 + 3i.]

Глава 8. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

8.1. ПОНЯТИЕ ПРОИЗВОДНОЙ И ЕЕ МЕХАНИЧЕСКИЙ
И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ

1. Задачи, приводящие к понятию производной.
Задача о скорости движущейся точки. Пусть s = s(t)

представляет закон прямолинейного движения материальной
точки. Это уравнение выражает путь s, пройденный точкой, как
функцию времени t. Обозначим через Ds путь, пройденный за
промежуток времени Dt от момента t до t + Dt, т. е. Ds = s(t + Dt) –
– s(t). Отношение Ds/Dt называется средней скоростью точки за
время от t до t + Dt. Чем меньше Dt, т. е. чем короче промежу-
ток времени от t до t + Dt, тем лучше средняя скорость харак-
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теризует движение точки в момент времени t. Поэтому есте-
ственно ввести понятие скорости v в данный момент t, опре-
делив ее как предел средней скорости за промежуток от t до t

+ Dt, когда D D
DD

t v
s

tt
® =

®
0

0
: lim .

Величина v называется мгновенной скоростью точки в дан-
ный момент t.

З а д а ч а  о  к а с а т е л ь н о й  к  д а н н о й  к р и в о й . Пусть на
плоскости хОу дана кривая уравнением у = f(x). Требуется про-
вести касательную к данной кривой в данной точке М0(х0; f(x0)).
Так как точка касания М0 дана, то для решения задачи потре-
буется найти только угловой коэффициент искомой касатель-
ной, т. е. tg j — тангенс угла наклона касательной к положи-
тельному направлению оси Ох (рис. 84).

Через точки М0(х0; f(x0)) и М¢(х0 + Dх; f(x0 + Dх)) проведем
секущую М0М¢. Из рисунка 84 видно, что угловой коэффициент
tg a с секущей М0М¢ равен отношению

tga = D
D

y

x
,

где
Dу = f(x0 +Dх) – f(x0).

Угловой коэффициент касательной М0Т к данной кривой в
точке М0 может быть найден на основании следующего опреде-
ления: касательной к кривой в точке М0 называется прямая
М0Т, угловой коэффициент которой равен пределу углового
коэффициента секущей М0М¢, когда Dх ® 0. Отсюда следует,

что tg tgj a= =
® ®

lim lim .
D D

D
Dx x

y

x0 0

y

x0

MO

M'

T

Dy

Dx
a

xO + Dx

j

xO

Рис. 84

y

x0

y x=

Рис. 85

{

}
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2. Определение производной. Математическая операция,
требуемая для решения рассмотренных выше задач, одна и та
же. Выясним аналитическую сущность этой операции, отвлека-
ясь от вызвавших ее конкретных вопросов.

Пусть функция у = f(x) определена в интервале (a; b).
Возьмем какое-нибудь значение х из (a; b). Затем возьмем но-
вое значение аргумента x +Dх из этого промежутка, придав пер-
воначальному значению х приращение Dх (положительное или
отрицательное). Этому новому значению аргумента соответству-
ет и новое значение функции у +Dу = f(x +Dх), где

Dу = f(x +Dх) – f(x).

Теперь составим отношение:

D
D

D
D

y

x

f x x f x

x
= + -( ) ( )

.

Оно является функцией от Dх.
Если существует предел отношения Dу/Dх приращения фун-

кции Dу к вызвавшему его приращению аргумента Dх, когда Dх
стремится к нулю, то этот предел называется производной фун-
кции у = f(x) в данной точке х и обозначается через у¢ или f¢(x)
(читается: «Игрек штрих» или «Эф штрих от икс»):

¢ = ¢ = = + -
® ®

y f x
y

x

f x x f x

xx x
( ) lim lim

( ) ( )
.

D D

D
D

D
D0 0

(1)

Для обозначения производной принят также и следующий

символ: 
dy

dx
 (читается: «Дэ игрек по дэ икс»). Этот символ надо

рассматривать пока как целый символ, а не как частное.

Если существует предел справа lim
D

D
Dx

y

x® +0 0
 (или предел слева

lim
D

D
Dx

y

x® -0 0
), то он называется правой (или левой) производной

функции f(x) в точке х.
Действие нахождения производной функции называется ее

дифференцированием, а функцию, имеющую производную в
точке х, называют дифференцируемой в этой точке. Функция,
дифференцируемая в каждой точке промежутка, называется
дифференцируемой в этом промежутке. При этом если проме-
жуток от а до b есть отрезок [a; b], то в точке а идет о правой
производной, а в точке b — о левой производной.

Пример 1. Найти производную функции у = С, где С — постоянная.
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Имеем y y C y
y

x

y

xx
+ = = = =

®
D D D

D
D
DD

, , , lim ,0 0 0
0

 т. е. у¢ = 0. Следовательно, про-

изводная постоянной равна нулю: (С)¢ = 0.
Пример 2. Найти производную функции у = х.

Имеем y y x x y x
y

x

y

xx
+ = + = = =

®
D D D D D

D
D
DD

, , , lim ,1 1
0

 т. е. у¢ = 1. Итак, (x)¢ = 1.

Пример 3. Найти производную функции у = sin x.

Имеем y y x x y x x x
x

x
x+ = + = + - = +æ

èç
ö
ø÷

D D D D D D
sin( ), sin( ) sin sin cos ,2

2 2

D
D

D

D
D D

D

D

D
D

D D D

y

x

x

x
x

x y

x

x

x
x

x
x

x x x
= +æ

èç
ö
ø÷

= +æ
èç

ö
ø÷

=
® ® ®

sin
cos , lim lim

sin
lim cos cos2

2
2

2

2
20 0 0  (здесь исполь-

зуется формула (9) из 7.5 и непрерывность функции cos x). Следовательно, (sin x)¢ =

= cos x.

Из рассмотренных выше задач, проводящих к понятию про-
изводной, следует:

1. Скорость v прямолинейного движения есть производная

пути s по времени t: v
ds

dt
= .

В этом состоит механический смысл производной. По анало-
гии с этим производную любой функции часто называют скоро-
стью изменения этой функции.

2. Угловой коэффициент касательной к кривой у = f(x) в
точке с абсциссой х0 есть производная f¢(x0). В этом состоит гео-
метрический смысл производной.

Поэтому с учетом формулы (9) из 1.4 уравнение касательной
к кривой у = f(x) точке М0(х0; у0) примет вид:

у – у0 = f¢(x0)(х – x0)

Нормально к кривой в некоторой ее точке называется пер-
пендикуляр к касательной к этой кривой в той же точке. Сле-
довательно, если f¢(x0) ¹ 0, то, имея в виду формулу (11) из 1.4,
уравнение нормали к кривой у = f(x) в точке М0(х0; у0) можно
записать так:

y y
f x

x x- = -
¢

-0
0

0
1

( )
( ).

Теорема. Если функция у = f(x) дифференцируема в некото-
рой точке х, то она непрерывна в этой точке.

Доказательство. Согласно формуле (1) (8.1) и теореме 1
(7.5, п. 1), имеем:

D
D

Dy

x
y x= ¢ +a( ),



133

где a(Dх) — бесконечно малая. Отсюда Dу = у¢Dх + a(Dх)Dх и

lim ,
D

D
x

y
®

=
0

0  т. е. функция у = f(x) непрерывна в данной точке х.

Примечание. Обратное утверждение уже не имеет места, что видно из следую-
щего примера.

Пример 4. Функция у = |х|, график которой приведен на рис. 85, непрерывна в
точке х = 0, но ясно, что в этой точке в соответствии с геометрическим смыслом
производной функция у = |х| не дифференцируема, так как в ней нет определенной
касательной.

8.2. ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ФУНКЦИЙ И
ПРОИЗВОДНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ

1. Вывод общих правил дифференцирования. Пусть и и v —
две функции аргумента х, имеющие производные и¢ и v¢.

Производная суммы. Пусть у = и + v. Тогда имеем:
у + Dу = (и + Dи) + (v + Dv), Dy = Dи + Dv,

D
D

D
D

D
D

D
D

D
D

D
DD D D

y

x

u

x

v

x

y

x

u

x

v

xx x x
= + = +

® ® ®
, lim lim lim ,

0 0 0
 т. е. y¢ = и¢ + v¢, или

(u + v)¢ = и¢ + v¢.

Примечание 1. Правило дифференцирования суммы двух слагаемых распрос-
траняется на случай алгебраической суммы любого конечного числа слагаемых,
что доказывается аналогично.

Производная произведения. Пусть у = иv. Тогда имеем:

y y u u v v uv v u u v v u+ = + + = + + + ×D D D D D D D( )( ) ,

D D D D D D
D

D
D

D
D

D
D

Dy v u u v u v
y

x
v

u

x
u

v

x

u

x
v= + + × = + +, ,

lim lim lim lim lim ,
D D D D D

D
D

D
D

D
D

D
D

D
x x x x x

y

x
v

u

x
u

v

x

u

x
v vu uv u

® ® ® ® ®
= + + × = ¢ + ¢ + ¢ ×

0 0 0 0 0
0

т. е. y¢ = u¢v + uv¢ или
(uv)¢ = u¢v + uv¢. (1)

При выводе формулы воспользовались тем, что в силу непре-
рывности функции v (ее непрерывность следует из ее дифферен-

цируемости) lim .
D

D
x

v
®

=
0

0

Вынесение постоянного множителя за знак произ-
водной. Так как (С)¢ = 0 (см. 8.1, п. 2, пример 1), то из форму-
лы (1) непосредственно получаем:
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(Cu)¢ = Cu¢.

П р о и з в о д н а я  ч а с т н о г о . Пусть y
u

v
v= ¹, .где 0  Тогда

имеем:

D D
D

D D
D

D D
D

y y
u u

v v
y

u u

v v

u

v

u u v v v u

v v v
+ = +

+
= +

+
- = + - +

+
=,

( ) ( )

( )

= -
+

=
-

+
v u u v

v v v

y

x

u
x

v u
v
x

v v v

D D
D

D
D

D
D

D
D

D( )
,

( )
,

lim
lim lim

( lim ) ( )
,

D
D D

D

D
D

D
D

D
D

Dx

x x

x

y

x

v
u
x

u
v
x

v v v

vu uv

v v®
® ®

®

=
-

+
= ¢ - ¢

+0

0 0

0
0

т. е. ¢ = ¢ - ¢
y

u v uv

v2
,  или

u

v

u v uv

v

æ
èç

ö
ø÷

¢
= ¢ - ¢

2
.

Производная сложной функции. Пусть у = f(и), где и =
= j(х), причем f(и) имеет производную по и, а j(х) — по х. Тре-

буется найти производную у по х. Имеем:
D
D

D
D

D
D

y

x

y

u

u

x
= ×

(предполагается, что Dи при достаточно малых значениях Dх не
обращается в нуль), откуда

lim lim lim ,
D D D

D
D

D
D

D
Dx x x

y

x

y

u

u

x® ® ®
= ×

0 0 0

или

dy

dx

dy

du

du

dx
= × . (2)

Производная обратной функции. Пусть у = f(x) и х =
= j(у) — взаимно обратные функции. Тогда если функция у =
= f(x) имеет не равную нулю производную f¢(x), то обратная фун-
кция имеет производную j¢(у) и

¢ =
¢

j ( )
( )

,y
f x

1

или, короче,
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x
y

y

x

¢ = ¢
1

. (3)

Действительно, так как у = f(x) и х = j(у) — взаимно об-
ратные функции, то х = j(f(х)). Отсюда, используя формулу
(2) дифференцирования сложной функции, получаем:

1 = j¢(у)(f¢(х),

откуда и следует искомая формула (3).

2. Производные элементарных функций. Пусть и, как и
выше, — функция аргумента х, имеющая производную и¢.

Производные тригонометрических функций. Как ус-
тановлено ранее (8.1, п. 2, пример 3),

(sin x)¢ = cos x.

Отсюда, с учетом формулы (2),

(sin и)¢ = и¢ cos и. (4)

На основании формулы (4) имеем:

(cos ) sin cos sin .x x x x x¢ = -æ
èç

ö
ø÷

æ
è
ç

ö
ø
÷

¢
= -æ

èç
ö
ø÷

¢
-æ

èç
ö
ø÷

¢
= -p p p

2 2 2

Отсюда с учетом формулы (2) получаем:

(cos и)¢ = –и¢ sin u.
Далее имеем:

 ( )
sin

cos

(sin ) cos sin (cos )

cos

cos sin

cos cos
.tgx

x

x

x x x x

x

x x

x x
¢ = æ

èç
ö
ø÷

¢
= ¢ - ¢ = + =

2

2 2

2 2

1

Отсюда, с учетом формулы (2),

( )'
'

cos
.tgu

u

u
=

2

Используя формулу (5), находим:

( )

cos sin
.ctg tgx x x

x x
¢ = -æ

èç
ö
ø÷

æ
è
ç

ö
ø
÷

¢
= -æ

èç
ö
ø÷

¢

-æ
èç

ö
ø÷

= -p p
p2 2

1

2

1

2 2

Отсюда, с учетом формулы (2), (ctg u)¢ = –u¢/sin2u.
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Производная логарифма. Пусть у = In x. Тогда имеем:

y y x x y x x x
x x

x

x

x
+ = + = + - = + = +æ

èç
ö
ø÷

D D D D D D
ln( ), ln( ) ln ln ln ,1

D
D

D

D D
D D Dy

x

x
x

x x

x

x

x

x x

x

x

x
x=

+æ
èç

ö
ø÷ = × +æ

èç
ö
ø÷

= +æ
èç

ö
ø÷

ln

ln ln .

1
1

1
1

1

Пользуясь известным пределом e z
z

z= +
®

lim( )
0

1

1  (7.3, примеча-

ние), будем иметь: lim , ,
D

D
Dx

y

x x
y

x®
= ¢ =

0

1 1
т. е.  или

(ln ) .x
x

¢ = 1
(6)

Пусть теперь y = logax (a > 0, a ¹ 1). Тогда ay = x. Отсюда ylna =

= lnx, или y
x

a
= ln

ln
,  откуда, согласно формуле (6),

¢ =y
x a

1

ln
,

или

(log )
ln

.a x
x a

¢ = 1
(7)

Из формул (6), (7) с учетом формулы (2) получаем:

(ln ) ,u
u

u
¢ = ¢

(8)

(log )
ln

.a u
u

u a
¢ = ¢

В частности,

(lg ) (log )
ln

.u u
u

u
¢ = ¢ = ¢

10 10

Пример 1. y x y
x

x

x

x
x= ¢ = ¢ = - = -ln cos ,

(cos )

cos

sin

cos
.tg

Производная степенной функции. Пусть у = хa (a —
действительное число и х > 0. Тогда In y = a In x и, согласно

формуле, (8) 
¢ =y

y x
a 1

.  Отсюда ¢ = = = -y y
x

x
x

xa a aa a1 1 1,  т. е.

(xa)¢ = axa–1. (9)
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Формула (9) верна и в случае, когда функция у = хa опреде-
лена на всей числовой оси (например, когда a — натуральное
число).

Из формулы (9) с учетом формулы (2) получаем:

(ua)¢ = axa–1u¢.

Пример 2. Если y x y
x

x
= ¢ =sin ,

cos

sin
.то

2

Производная показательной функции. Пусть у = аи (0 <
< а < ¹ 1). Тогда In y = u In a и согласно формулам (8), (10)

¢ = ¢
y

y
u aln .  Отсюда

у¢ = уи¢In a = auu¢In a,
т. е.

(аи)¢ = auu¢In a.
В частности,

(еи)¢ = еи и¢.

Пример 3. y y x xx x x= ¢ = × = +2 2 2 2 2 2
2 2 2 1, ln ln .

Произвольные обратных тригонометрических фун-
кций. Функция у = arcsin x является обратной по отношению
к функции х = sin y. Поэтому по правилу дифференцирования
обратной функции получаем:

(arcsin )
(sin ) cos sin

.x
y y y x

y
y

¢ =
¢

= =
+ -

=
-

- < <æ
èç

ö
ø÷

1 1 1

1

1

1 2 22 2

p p

Таким же приемом получаем:

( )(arccos )
(cos ) sin cos

,x
y y y x

y
y

¢ =
¢

= - = -
+ -

= -
-

< <1 1 1

1

1

1
0

2 2
p

( )
( )

cos ,arctg
tg tg

x
y

y
y xy

¢ =
¢

= =
+

=
+

1 1

1

1

1

2
2 2

( )
( )

sin .arcctg
ctg ctg

x
y

y
y xy

¢ =
¢

= - = -
+

= -
+

1 1

1

1

1

2
2 2

Отсюда с учетом формулы (2) получаем:
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( sin ) , ( ) ,arc arctgu
u

u
u

u

u
¢ = ¢

-
¢ = ¢

+1 12 2

( cos ) , ( ) .arc arcctgu
u

u
u

u

u
¢ = - ¢

-
¢ = - ¢

+1 12 2

Пример 4. ( )
( )

( )
.arc tgx

x

x

x

x

2
2

2 2 41

2

1
¢ = ¢

+
=

+

Для удобства нахождения производных различных функций
сведем все правила и формулы дифференцирования в одну таб-
лицу.

Правила дифференцирования и производные основных
элементарных функций

1. (C)¢ = 0. 10. (ln )'
'
.u

u

u
=

2. (u + v)¢ = u¢ + v¢. 11. (sinu)¢ = u¢cosu.

3. (uv)¢ = u¢v + uv¢. 12. (cosu)¢ = –u¢sinu.

4. (Cu)¢ = Cu¢. 13. ( )
cos

.tgu
u

u
¢ = ¢

2

5. 
u

v

u v uv

v

æ
èç

ö
ø÷

¢
= ¢ - ¢

2
. 14. ( )

sin
.ctgu

u

u
¢ = - ¢

2

6. (ua)¢ = aua–1u¢. 15. (arcsin ) .u
u

u
¢ = ¢

-1 2

7. (au)¢ = auu¢lna. 16. (arccos ) .u
u

u
¢ = - ¢

-1 2

8. (eu)¢ = euu¢. 17. ( ) .arctgu
u

u
¢ = ¢

+1 2

9. (log )
ln

.a u
u

u a
¢ = ¢

18. ( ) .arcctgu
u

u
¢ = - ¢

+1 2

Здесь u = u(x) и v = v(x) — дифференцируемые функции.
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8.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ

1. Понятие дифференциала. Из определения производной

lim
D

D
Dx

y

x
y

®
= ¢

0

с учетом теоремы 1 (7.5, п. 1) получаем:

D
D

y

x
y= ¢ +a, (1)

где a = a(Dх) — бесконечно малая при Dх ® 0.
Умножим обе части равенства (1) на Dх:

Dу = у¢Dх + aDх.

Пусть у¢ ¹ 0. Тогда первое слагаемое у¢Dх линейно по Dх,
поскольку у¢ не зависит от Dх. При Dх ® 0 это слагаемое бес-
конечно мало, но порядок его малости ниже порядка малости
второго слагаемого, так как для всех значение у¢ ¹ 0:

lim lim .
D DDx x

x

y x y® ®¢
=

¢
=

0 0
0

aD a

Поэтому слагаемого у¢Dх является главной частью прираще-
ния функции. Это слагаемое называют дифференциалом функ-
ции у = f(x) и обозначают символом dy или df(x). Итак, dy =
= у¢Dх.

2. Геометрический смысл дифференциала. Для выяснения
геометрического смысла дифференциала к графику функции
у = f(x) в точке М(х; у) проведем касательную МТ, обозначив че-
рез j ее угол наклона к положительному направлению оси Ох
(рис. 86).

Так как tg j = f¢ (x), то dy =
= tg j × Dx. Поэтому из треу-
гольника MLN следует, что
дифференциал dy есть прира-
щение ординаты касательной,
соответствующее приращению
аргумента Dх.

Замечая, что dx = x¢Dx =
Dx, т. е. что дифференциал не-
зависимой переменной равен
ее приращению, получаем:

dy = у¢ dx. (2)

y

x0 x + Dxx

j

M' T

Dx

M
dy

N

L

Рис. 86

�
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Таким образом, дифференциал функции равен произведе-
нию ее производной на дифференциал (или приращение) не-
зависимой переменной.

Из формулы (2) имеем:

¢ =y
dy

dx
,

т. е. производная функция равна отношению дифференциала
этой функции к дифференциалу аргумента.

3. Дифференциал сложной функции. Найдем выражение для
дифференциала сложной функции. Пусть у = f(и), где и = j(х),
причем f(и) имеет производную по и, j(х) — по х. Тогда по пра-
вилу дифференцирования сложной функции

dy

dx
f u xu= ¢ ¢( ) ( ).j

Следовательно,

dy f u x dxu= ¢ ¢( ) ( ) .j
Но

¢ =j ( ) .x dx du

Поэтому

dy f u du= ¢( ) .

Таким образом, дифференциал сложной функции имеет тот
же вид, какой он имел бы в том случае, если бы промежуточный
аргумент ее был независимой переменной. Иначе говоря, фор-
ма записи дифференциала не зависит от того, является аргумент
функции независимой переменной или функцией другого аргу-
мента. Это свойство дифференциала называется инвариантно-
стью формы дифференциала.

Пример. Найти dy сложной функции

y u u x= =sin ,

Имеем:

dy u du
x

u dx= =cos cos .
1

2

4. Таблица формул для дифференциалов. Согласно формуле
(2) для получения дифференциала нужно умножить производ-
ную на dx (дифференциал независимой переменной). Это по-
зволяет нам из таблицы формул для производных сразу полу-
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чить соответствующую таблицу формул для дифференциалов.
Например, из формулы (u + v)¢ = u¢ + v¢, умножив обе части
на dx, получим:

(u + v)¢ dx = u¢dx + v¢dx, или d(u + v) = du + dv.

8.4. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

1. Производные высших порядков. Производная у¢ = f¢ (x)
данной дифференцируемой функции у = f(x), называемая про-
изводной первого порядка, представляет собой некоторую новую
функцию. Возможно, что эта функция сама имеет производную.
Тогда производная от производной первого порядка называет-
ся производной второго порядка или второй производной и обо-
значается так: у¢¢ = (у¢)¢ или f¢¢(x). Аналогично если существует
производная от производной второго порядка, то она называет-
ся производной третьего порядка или третьей производной и
обозначается так: у¢¢ = (у¢¢)¢ или f¢¢¢(х) и т. д.

Вообще производная от производной порядка n – 1 называ-
ется производной n порядка и обозначается у(n) = (уn – 1)¢.

Функция у = f(x) называется непрерывно дифференцируемой
n раз, если существуют ее производные до порядка n включи-
тельно, и эти производные непрерывны.

Производные четвертого, пятого и более высоких порядков
обозначаются также с помощью римских цифр: уIV, yV, уVI и т. д.
В таком случае порядок производной можно писать без скобок.

Примеры. 1) y = xk, y¢ = kxk – 1, y¢¢ = k(k – 1)xk – 2, ..., y(n) = k(k – 1)(k – 2) ... (k – n +
+ 1)xk – n; если k — натуральное число, то

y(k) = k! и y(k + 1) = y(k + 2) = ... = 0.

2) y = ekx, y¢ = kekx, y¢¢ = k2ekx, ..., y(n) = knekx.

3) y = ax, y¢ = axlna, y¢¢ = axln2a, ..., y(n) = axlnna.

4) y x y
x

y
x

y
n

x

n

x

n
n

n
n

= ¢ = ¢¢ = - = - × - - + = - --ln , , ,...,
( ) ( )...( )

( )
( )!

.( )1 1 1 2 1
1

1
2

1

5) y x y x x y x x x= ¢ = = +æ
èç

ö
ø÷

¢¢ = - = + = + ×æ
èç

ö
ø÷

sin , cos sin , sin sin( ) sin ,...
p p p
2

2
2

..., sin .( )y x nn = +æ
èç

ö
ø÷

p
2

Совершенно аналогично устанавливается формула:
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(cos ) cos( ).( )x x nn = + × p
2

На случай производных любого порядка легко обобщают-
ся правила дифференцирования суммы и вынесения постоян-
ного множителя за знак производной (8.2, п. 1):

(u + v)(n) = u(n) + v(n), (Cu)(n) = Cu(n).

2. Физический смысл второй производной. Пусть s = s(t) —
уравнение прямолинейного движения материальной точки.
Как установлено ранее (см. 8.1,п. 1, 2), мгновенная скорость v
этого движения есть производная пути s по времени t, т. е. v =
= ds/dt. Если теперь эту скорость рассматривать как функцию
времени, то так же, как и п. 1 (8.1), установим, что dv/dt есть
ускорение а в момент t. Таким образом, получаем, что a = s¢¢,
т. е. вторая производная пути s по времени t есть ускорение а
движущейся точки в момент t. В этом и заключается физичес-
кий смысл второй производной.

Задача. Точка движется по прямой по закону s = t3, где s — путь (см), а t —
время (с). Найти скорость и ускорение движения точки в момент t = 2с.

Решение. Имеем: v = s¢ = 3t2, a = s¢¢ = 6t.

В частности, при t = 2c v = 12 см/с и а = 12 см/с2.

3. Дифференциалы высших порядков. Пусть имеем функ-
цию у = f(x), где х — независимая переменная. Дифференциал
этой функции

dy = у = f¢(x) dx

есть некоторая функция от х, но от х может зависеть только
первый сомножитель f¢(x), второй же сомножитель является
приращением независимой переменной х и от значения этой пе-
ременной не зависит. Так как dy есть функция от х, то мы име-
ем право говорить о дифференциале этой функции.

Дифференциал от дифференциала функции называется диф-
ференциалом второго порядка или вторым дифференциалом
этой функции и обозначается через d2y:

d(dy) = d2y.

Найдем выражение второго дифференциала. В силу определе-
ния дифференциала имеем:

d2y = (f¢(x)dx)¢ dx.
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Так как dx от х не зависит, то dx при дифференцировании вы-
носится за знак производной, и мы получаем:

d2y = f¢¢(x) (dx)2.

Принято, записывая степень дифференциала, опускать скоб-
ки; так, например, вместо (dx)2 принято писать dx2, подразуме-
вая под этим квадрат выражения dx; вместо (dx)3 пишут dx3 и
т. д.

Вообще дифференциалом n-го порядка называется первый
дифференциал от дифференциала (n – 1)-го порядка:

dny = d(dn – 1 y) = (f(n – 1)(x)dxn – 1)¢dx = f(n)(x)dxn.

Отсюда получается другая запись для n-й производной:

f x
d y

dx

n
n

n
( ) ( ) .=

8.5. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ ФУНКЦИИ
И ЕЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ

Будем говорить, что переменная у как функция аргумента х
задана параметрически, если обе переменные х и у заданы как
функции некоторой третьей переменной t: х = j(t), y = y(t). При
этом указанную переменную t обычно называют параметром.

Примеры такого задания функций уже встречались (см. 1.6,
п. 2).

Будем предполагать, что функции j(t) и y(t) имеют нужное
число производных по параметру t в рассматриваемом проме-
жутке изменения этого параметра. Кроме того, будем считать
также, что функция х = j(t) имеет обратную функцию t = Ф(x),
что позволяет рассматривать переменную у как функцию пере-
менной х.

Рассмотрим вопрос о вычислении производных функции у =
= у(x) по аргументу х. Имеем (в силу инвариантности формы
первого дифференциала; 8.3 п. 3)

¢ = = ¢ = ¢y x
dy

dx
dy t dt dx t dt( ) , ( ) , ( ) .y j (1)

Отсюда следует, что

¢ = = ¢
¢

y x
t

t
( )

( )

( )
.

y
j (2)
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Для вычисления второй производной у¢¢(х) представим ее
(в силу инвариантности формы первого дифференциала) в виде

¢¢ = ¢
y x

d y x

dx
( )

( ( ))
. (3)

Теперь, используя в правой части (3) формулу (2), третью из
формул (1) и правило дифференцирования частного, получим:

¢¢ =

¢
¢

æ
è
ç

ö
ø
÷

¢

¢
= ¢ ¢ - ¢¢ ¢

¢
y x

t
t

dt

t dt

t t t t

t
( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ))
.

y
j
j

y j j y
j 3

(4)

По такому же принципу вычисляются производные третье-
го и последующих порядков.

Пример. Вычислить первую и вторую производные функции у(х), заданной па-
раметрически:

х = R(t – sin t), y = R(1 – cos t) (–¥ < t < +¥).
Как известно (1.6, п. 2), кривая, определяемая этими уравнениями, называется

циклоидой. Пользуясь формулами (2) и (4), получим

¢ =
-

=y x
R t

R t

t
( )

sin

( cos )
;

1 2
ctg

¢¢ =

æ
èç

ö
ø÷

¢

-
= -y x

ctg

R t R
t

( )
( cos ) sin

1

2

1

1

4
2

4

(t ¹ 2pk, где k — целое число).

8.6. СВОЙСТВА ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

1. Теорема Ферма. (Пьер Ферма (1601–1665) — французский
математик). Если функция у = f(x), определенная в интервале
(a; b), достигает в некоторой точке с этого интервала наи-
большего (или наименьшего) значения и существует производ-
ная f¢(c), то f¢(c) = 0.

Доказательство. Допустим, что в точке с функция f(х) до-
стигает наибольшего значения. Придадим значению с достаточ-
ное малое приращение Dх. Тогда f(c + Dх) < f(c). Отсюда при

Dх < = + - >0 0
D
D

D
D

y

x

f c x f c

x

( ) ( )
,  и, следовательно,
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lim ( ) .
D

D
Dx

y

x
f c

® -
= ¢ ³

0 0
0 (1)

При Dх > 0 (Dу/Dх) < 0, и, следовательно,

lim '( ) .
D

D
Dx

y

x
f c

® +
= £

0 0
0 (2)

Из неравенства (1) и (2) следует, что f¢(c) = 0.
Геометрический смысл заключения теоремы состоит в том,

что касательная к графику функции у = f(x) в точке с абсцис-
сой с параллельна оси абсцисс (рис. 87).

2. Теорема Ролля (Мишель Ролль (1652–1719) — французс-
кий математик). Если функция у = f(x), непрерывная на сегмен-
те [a; b] и дифференцируемая в интервале (a; b), принимает на
концах этого сегмента равные значения f(a) = f(b), то в интер-
вале (a; b) существует точка с, такая, что f¢(c) = 0.

Доказательство. Так как функция f(x) непрерывна на сег-
менте [a; b], то, как известно (см. 7.6, п. 3, теорема 1), она при-
нимает на этом сегменте как свое наибольшее значение М, так
и свое наименьшее значение m. Возможны только два случая.

1. M = m. Тогда f(x) постоянна на [a; b]: в самом деле, нера-
венство m £ f(x) £ M в этом случае дает f(x) = М для всех х из [a;
b]. Поэтому в любой точке интервала (a; b) f¢(х) = 0.

2. M > m. Так как f(а) = f(b), то хоть одно из значений М и m
достигается в некоторой точке с (а < c < b). Следовательно, со-
гласно теореме Ферма f¢(c) = 0. Теорема доказана.

Геометрически теорема Ролля означает следующее: если
крайние ординаты кривой у = f(x) равны, то на кривой найдет-
ся точка, где касательная параллельна оси абсцисс (рис. 88).

x0 a bc

yy

x0 c

Рис. 87 Рис. 88
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3. Теорема Лагранжа (Жозеф-Луи Лагранж (1736–1813) —
французский математик и механик). Если функция у = f(x)
непрерывна на сегменте [a; b] и дифференцируема в интерва-
ле (a; b), то в интервале (a; b) найдется такая точка с, что

f b f a

b a
f c

( ) ( )
'( ).

-
-

= (3)

Доказательство. Положим:

f b f a

b a

( ) ( )-
-

= l (4)

и рассмотрим вспомогательную функцию j(х) = f(x) – f(а) –
– l(х – а).
Эта функция удовлетворяет первым двум условиям теоремы
Ролля как алгебраическая сумма трех непрерывных и диффе-
ренцируемых функций. При этом j(а) = j(b) = 0. Следователь-
но, к функции j(x) применима теорема Ролля, т. е. существу-
ет точка а < c < b, такая, что j¢(с) = 0. Но j¢(х) = f¢(x) – l.
Поэтому f¢(с) – l = 0, или l = f¢(с). Отсюда с учетом формулы
(4) получаем искомое равенство (3).

Теорема Лагранжа имеет простой геометрический смысл
(рис. 89): на графике функции у = f(x) между точками А и В
есть внутренняя точка С, такая, что касательная к нему в точке
С параллельна хорде АВ. В самом деле, левая часть равенства
(3) — угловой коэффициент хорды АВ, а правая — угловой
коэффициент касательной к графику в точке С.

Примечание 3. Теорема Лагранжа является обобщением теоремы Ролля, так
как если f(а) = f(b), то из равенства (3) следует f¢(с) = 0.

Формула (3) называется формулой Лагранжа или формулой
конечных приращений. Из нее получаем f(b) – f(а) =
= f¢(c)(b – a). Наконец, взяв вместо а и b соответственно х0 и
х и обозначив Dх = х – х0, Dу = f(х) –– f(х0), формулу Лагран-

жа запишем так:

Dу = f¢(с)Dх.

Из теоремы Лагранжа вытекает
С л е д с т в и е : Если f¢(x) = 0 в ин-

тервале (a; b), то в этом интерва-
ле функция f(x) постоянна.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любых
значений х1 и х2 (х1 < х2) из рассмат-
риваемого интервала выполняется

x0 a c b

A

B
C

y

Рис. 89
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теорема Лагранжа, т. е. f(х2) – f(х1) = f¢(c)(х2 – х1), где х1 < c <
< х2. Но f¢(c) = 0, а потому и f(x2) – f(х1) = 0, т. е. f(х2) – f(х2),
а это значит, что f(х) = const в интервале (a; b).

4. Правило Лопиталя. В гл. 7 (см. 7.5; п. 2) мы познакоми-
лись с некоторыми приемами нахождения пределов отношения
двух бесконечно малых или бесконечно больших, т. е. раскры-
тия неопределенности соответственно вида 0/0 или ¥/¥. Здесь
будет рассмотрен новый простой прием для раскрытия этих нео-
пределенностей, называемый правилом Лопиталя (Гильом
Лопиталь (1661–1704) — французский математик).

Рассмотрим отношение

f x

x

( )

( )
,

j
где функции f(x) и j(х) определены и дифференцируемы в не-
которой окрестности точки а, исключая, быть может, саму точ-
ку а. Пусть далее эти функции одновременно являются беско-
нечно малыми или бесконечно большими.

Теорема. Предел отношения двух бесконечно малых или
бесконечно больших функций равен пределу отношения их про-
изводных, если последний существует, т. е.

lim
( )

( )
lim

( )

( )
.

x a x a

f x

x

f x

x® ®
= ¢

¢j j
Доказательство см., например, в [8].

Пример 1. lim
sin

lim
( )

(sin )
lim

ln

cos
ln .

x

x

x

x

x

x

x x x® ® ®

- = - ¢
¢

= =
0 0 0

2 1 2 1 2 2
2

Пример 2. lim lim .
x

x

x

xe

x

e

® ®

- = =
0 0

1

1
1

Иногда правило Лопиталя приходится применять несколь-
ко раз.

Пример 3.
 

lim
sin

lim
cos

lim
sin

.
x x x

x

x

x

x

x

® ® ®

-

-æ
èç

ö
ø÷

=
-

= =
p p pp p
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2
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2

2 2
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2

Примечание. Правило Лопиталя верно и в том случае, когда а — символ ¥.

Пример 4. lim lim .
x x x x

x

e e®+¥ ®+¥
= =1

0
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8.7. ВОЗРАСТАНИЕ И УБЫВАНИЕ ФУНКЦИЙ.
МАКСИМУМ И МИНИМУМ

1. Возрастание и убывание функций. Функция f(х) называ-
ется возрастающей (убывающей) в интервале (a; b), если, како-
вы бы ни были значения х1 и х2 из этого интервала, из неравен-
ства х2 > х1 вытекает неравенство f(х2) > f(х1) (соответственно
f(х2) < f(х1)). Если же для таких х1 и х2 следует неравенство f(х2) ³
³ f(х1) (f(х2) £ f(х1)), то функция f(х) называется неубывающей
(невозрастающей) в интервале (a; b).

Функции всех этих типов носят общее название монотонные.
Монотонные функции часто встречаются в различных иссле-

дованиях. Например, освещенность, меняющаяся по мере уда-
ления от источника света, — монотонно убывающая функция
расстояния.

Теорема 1. Если функция у = f(х), дифференцируемая в ин-
тервале (a; b), неубывающая (невозрастающая) на нем, то ее
производная в этом интервале не отрицательна (не положи-
тельна), т. е.

f¢(x) ³ 0 (f¢(x) £ 0).

Доказательство. Пусть х — произвольное значение из ин-
тервала (a; b). Придадим этому значению х приращение Dх, та-
кое, чтобы точка х + Dх принадлежала интервалу (a; b). Если
f¢(x) — неубывающая функция, то Dу ³ 0 при Dх > 0 и Dу £ 0 при
D < 0. В обоих случаях (Dу/Dх) ³ 0, и, следовательно

¢ = ³
®

f x y x
x

( ) lim ( / ) .
D

D D
0

0  Если же f(x) — невозрастающая функ-

ция, то (Dу /Dх) £ 0 и f¢(x) £ 0.
Теорема 2. Если функция f(x), дифференцируемая в интер-

вале (a; b), удовлетворяет в нем условию f¢(x) > 0 (f¢(x) < 0), то
эта функция возрастает (убывает) в интервале (a; b).

Доказательство. Согласно формуле Лагранжа для произ-
вольных х1 и х2 (х1 < х2) из (a; b) имеем: f(х2) – f(х1) = f¢(c)(х2 –
– х1), где х1 < c < х2. Следовательно, если f¢(x) > 0 в (a; b), то
f(х2) – f(х1) > 0, или f(х2) > f(х1), и заданная функция возраста-
ет в (a; b). Если же f¢(x) < 0 в (a; b), то f(х2) – f(х1) < 0, или f(х2) <
< f(х1), и данная функция убывает.

Приведем несколько примеров исследования функций на
возрастание и убывание.

Пример 1. Функция у = ех всюду возрастает, так как у¢ = ех > 0 для всех х.
Пример 2. Функция у = х2 убывает в промежутке (–¥; 0), так как в этом про-

межутке у¢ = 2х < 0. Эта же функция в промежутке (0; ¥) возрастает, так как в пос-
леднем промежутке у¢ = 2х > 0.
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2. Максимумы и минимумы функций.
Определение 1. Говорят, что функция f(x) имеет в точке х0

максимум (минимум), если существует такая окрестность точ-
ки х0(х0 – d, х0 + d), что для всех х из этой окрестности, отлич-
ных от х0, выполняется неравенство f(х) < f(х0) (f(х0) < f(х)).

Иначе говоря, функция f(х) имеет в точке х0 максимум (ми-
нимум), если для достаточно малого приращения Dх (любого
знака) выполняется неравенство:

f(х0 + Dх) < f(х0) (f(х0 + Dх) > f(х0)).

Максимум или минимум функции называется экстремумом
функции.

По определению максимумов и минимумов функции они мо-
гут достигаться лишь внутри области определения, концы сег-
ментов области определения не могут служить точками, в кото-
рых функция принимает экстремум.

На рис. 90 изображен график функции, которая принимает
в точке х1 максимум, а в точке х2 минимум.

Если исследуемая на экстремум функция дифференцируема,
то изучение свойств ее производной дает возможность находить
точки, в которых функция принимает экстремум.

Теорема 1 (необходимое условие существования экстрему-
ма). Если функция f(x), дифференцируемая в интервале (a; b),
имеет в точке х0, а < х0 < b экстремум, то ее производная в
этой точке равна нулю:

f¢(x0) = 0. (1)

Эта теорема есть непосредственное следствие теоремы Фер-
ма.

Примечание. Условие (1), будучи необходимым условием экстремума, не яв-
ляется достаточным условием экстремума, что показывает следующий пример.

Пример 1. Функция f(х) = х3 не име-
ет экстремума в точке x0 = 0 (разность f(х)
– – f(0) меняет знак при изменении зна-
ка аргумента х), хотя ее производная у¢
= 3х2 обращается в этой точке в нуль.

Т е о р е м а  2 (достаточное ус-
ловие существования экстрему-
ма). Если производная функции
f(х) обращается в точке x0 в
нуль (такие точки называются
стационарными) и при перехо-
де через эту точку в направле-

y

x0 x1 x2

y f x= ( )

Рис. 90
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x

f¢(x)

f(x)

x < –1

+

x1 = –1

0

Максимум
f(x1) = 4

–1 < x < 1

–

x2 = 1

0

Максимум
f(x2) = 0

x > 1

+

нии возрастания х меняет знак «плюс» («минус») на «минус»
(«плюс»), то в точке х0 эта функция имеет максимум (ми-
нимум). Если же при переходе через точку х0 производная фун-
кции f(х) не меняет знака, то в этой точке функция f(х) эк-
стремума не имеет.

Доказательство. Допустим, что f¢(x) меняет знак «плюс»
на «минус». Тогда, согласно теореме 2 п. 1, в достаточно ма-
лой окрестности точки х0 слева от х0 функция f(x) возрастает
и f(x) < < f(x0), а справа от нее функция f(x) убывает и снова
f(x) < f(x0). Следовательно, для всех х из достаточно малой
окрестности точки х0 (кроме самой этой точки) будет выпол-
няться неравенство f(x) < f(x0), т. е. в точке х0 функция f(x)
имеет максимум.

Аналогичное доказательство и в случае обратной смены
знака.

Предположим теперь, что при переходе через точку х0 про-
изводная функция f(x) не меняет знака. Тогда по теореме 2 п. 1
как слева, так и справа от х0, функция f(x) либо возрастает, либо
убывает, следовательно, не может иметь экстремума в точке х0.

Отсюда следует такое правило исследования функции на эк-
стремум с помощью первой производной. Пусть в интервале (a;
b) дана дифференцируемая функция f(х):

1) находим ее производную f¢(x);
2) находим корни уравнения f¢(x) = 0;
3) выясняем знак f¢(x) слева и справа от каждого из этих кор-

ней и согласно теореме 2 выносим заключение об экстремуме;
4) вычисляем значения функции в точках экстремума.

Пример. 2. Исследовать на экстремум функцию f(x) = х3 – 3х + 2. Для этого
вычисляем производную f¢(x) = 3х2 – 3 = 3(х2 – 1) = 3(х + 1)(х – 1) и находим корни
уравнения f¢(x) = 0. Имеем х1 = –1, х2 = 1. Затем согласно полученному правилу
последовательно заполняем строки таблицы.

3. Исследование функций на экстремум с помощью второй
производной. Следующая теорема является вторым достаточ-
ным условием существования экстремума.
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Теорема. Пусть функция f(x) имеет в точке х0 и ее окре-
стности непрерывные первую и вторую производные, причем
f¢(x0) = 0, f¢¢(x0) ¹ 0. Тогда функция f(x) имеет в точке х0 ми-
нимум (максимум), если f¢¢(x0) > 0 (f¢¢(x0) < 0).

Доказательство. Пусть f¢¢(x0) > 0. Так как f¢¢(x) непрерывная
в точке х0, то (см. 7.6, п. 1, теорема 5) f¢¢(x) > 0 и в некоторой
окрестности точки х0. В этой окрестности точки х0 функция z
= f¢(x) возрастает, так как z¢ = f¢¢(x) > 0. Но f¢(x0) = 0. Следова-
тельно, при переходе через точку х0, в направлении возраста-
ния х f¢(x) меняет знак «минус» на «плюс», и потому согласно
теореме 2 п. 2 настоящего параграфа f(x) имеет в точке х0 ми-
нимум. Доказательство в случае f¢¢(x0) < 0 аналогично.

Эта теорема позволяет сформулировать второе правило
отыскания экстремума функции, в котором меняется лишь
пункт 3. Этот пункт заменяется на следующий:

3) находим вторую производную f¢¢(x0), вычисляем ее значе-
ния для каждого из найденных корней уравнения f¢(x0) = 0 и
согласно теореме выносим заключение об экстремуме.

Заметим, что пользоваться вторым правилом обычно проще,
чем первым. Но если вторая производная при значении корня
первой производной обращается в нуль, то используют первое
правило отыскания экстремума.

Пример. Исследовать на экстремум функцию f(x) = х3 – 3х + 2. Имеем f¢(x) =
= 3х2 – 3, f¢¢(x) = 6х. Как уже отмечалось (см. пример 2 предыдущего пункта), кор-
ни уравнения f(x) = 0: х1 = –1, х2 = 1. В точке х1 = –1 функция f(x) имеет макси-
мум, так как f¢¢(–1) = –6 < 0, а в точке х2 = 1 — минимум, так как f¢¢(1) = 6 > 0.

4. Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке.
Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a; b]. Тогда (см.

7.6, п. 3, теорема 1) на этом отрезке функция f(x) достигает
наибольшего и наименьшего значений. Если эта функция до-
стигает наибольшего значения в интервале (a; b), то оно, оче-
видно, будет максимумом функции f(x). Но функция может
достигать своего наибольшего значения также на одном из кон-
цов отрезка [a; b] (см. рис. 80). Таким образом, чтобы найти
наибольшее значение функции f(x) на отрезке [a; b], надо найти
на интервале (a; b) все максимумы этой функции, затем вы-
числить значения функции f(x) на концах отрезка [a; b], т. е.
f(а) и f(b). Наибольшее из всех этих чисел и будет наиболь-
шим значением функции f(x) на отрезке [a; b].

Замечание. Очевидно, что если дифференцируемая на отрезке [a; b] функция
имеет в интервале (a; b) только одну стационарную точку и экстремум в ней, то
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в этой точке она имеет наибольшее значение в случае максимума и наименьшее
в случае минимума.

Задача. Из квадратного листа жести со стороной а, вырезая по углам рав-
ные квадраты и сгибая края (рис. 91), необходимо сделать прямоугольную ко-
робку наибольшего объема.

Решение. Обозначим сторону, вырезаемого квадрата через х. Тогда объем ко-
робки выразится равенством V = х(а – 2х)2, где х изменяется в интервале (0; а/
2). Производная V¢ = (а – 2х)(а – 6х) между 0 и а/2 обращается в нуль в един-
ственной точке х = а/6. При этом значении х объем V имеет максимум, значит,
согласно замечанию, и наибольшее значение, так как при х = (а/6) V¢¢ = –4а < 0.
Таким образом, объем коробки будет наибольшим при стороне вырезаемого квад-
рата х = а/6.

5. Выпуклость и вогнутость графика функции. Точки пере-
гиба.

На рис. 92 построен график дифференцируемой функции
у = f(x). В точках А, В и С построим касательные к графику. Вид-
но, что все точки графика, достаточно близкие к точке А и ле-
жащие по обе стороны от нее, расположены ниже касательной.
В этом случае график функции у = f(x) называется выпуклым в
точке А. Все точки графика, достаточно близкие к точке С и
лежащие по обе стороны от нее, расположены выше касатель-
ной. В таком случае график функции у = f(x) называется вогну-
тым в точке С.

График дифференцируемой функции у = f(x) называется вы-
пуклым (вогнутым) в интервале (a; b), если он является вы-
пуклым (вогнутым) в каждой своей точке с первой координатой
из (a; b). На рис. 92 график между точками А и В является вы-
пуклым, а между точками В и С — вогнутым.

Касательная к графику в точке В (рис. 92) пересекает график.
При этом во всех точках графика, близких к точке В и лежащих
слева от нее, график является выпуклым, а во всех точках гра-
фика, лежащих справа от точки В и близких к ней, график яв-
ляется вогнутым. Точка графика дифференцируемой функции
у = f(x), при переходе через которую он меняет выпуклость
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на вогнутость и наоборот, называется
точкой перегиба. В частности, на рис. 92
точка В — точка перегиба.

Сформулируем без доказательства те-
оремы, позволяющие находить интерва-
лы выпуклости и вогнутости, а также
точки перегиба.

Т е о р е м а  1. Если вторая производ-
ная f¢¢(x) функции у = f(x) положитель-
на (отрицательна) в интервале (a; b),
то график этой функции является вог-
нутым (выпуклым) в этом интервале.

Т е о р е м а  2. Если вторая производ-
ная f¢¢(x) функции у = f(x) обращается
в точке х0 в нуль и при переходе через эту точку меняет знак,
то точка (х0; f(x0)) графика данной функции является точ-
кой перегиба.

Пример. Кривая у = х3 выпукла в промежутке (–¥; 0), так как в этом проме-
жутке у¢¢ = 6 < 0, и вогнута в промежутке (0; +¥), так как в нем у¢¢ = 6х > 0; при
х = 0 у¢¢ = 0, следовательно, точка (0; 0) — точка перегиба (рис. 93).

6. Асимптоты. В 5.2 (п. 2) рассматривались асимптоты гипер-
болы. Многие другие линии также имеют асимптоты, т. е. пря-
мые, к которым неограниченно приближается данная линия,
когда ее точка неограниченно удаляется от начала координат.

Различают асимптоты вертикальные (т. е. параллельные оси
ординат) и наклонные (т. е. непараллельные оси ординат).

Прямая х = а называется вертикальной асимптотой графи-
ка функции у = f(x), если хотя бы одно из предельных значений

lim ( ), lim ( )
x a x a

f x f x
® + ® -0 0

является бесконечным, т. е. равно +¥ или –¥.

Пример. 1. Прямая х = 0 является вертикальной асимптотой графика фун-
кции

y
x

= 1
,  так как lim , lim .

x xx x® + ® -
= +¥ - ¥

0 0 0 0

1 1

Предположим, что функция у = f(x) определена при сколь
угодно больших (по модулю) значениях аргумента.

Прямая
у = kx + b

x

y

0

y x= 3

Рис. 93
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называется наклонной (при k = 0 горизонтальной) асимпто-
той графика функции у = f(x) при х ® +¥, если эта функция
представима в виде

f(x) = kx + b + a(х),
где

lim ( ) .
x

x
®+¥

=a 0

Примечание. Аналогично определяется наклонная асимптота для случая х
® ® –¥.

Пример 2. Прямая у = 0 является горизонтальной асимптотой графика фун-
кции у = 1/х при х ® +¥ и при х ® –¥.

8.8. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ

Наиболее наглядное представление о ходе изменения фун-
кции дает ее график. Поэтому построение графика является
заключительным этапом исследования функции, в котором ис-
пользуются все результаты ее исследования.

Пример 1. Построить график функции y
x

x
= +

-

2 1

1
.

Эта функция определена и непрерывна для всех значений х, кроме х = 1. Фун-
кция не является ни четной, ни нечетной. Ее график не имеет точек пересечения с
осью Ох, так как х2 + 1 > 0 для всех вещественных х. При х = 0 у = –1.
Далее

lim , lim ,
x x

x

x

x

x® - ® +

+
-

= -¥ +
-

= +¥
1 0

2

1 0

21

1

1

1

т. е. прямая х = 1 является вертикальной асимптотой. При х ® +¥ у ® +¥, а при
х ® –¥ у ® –¥. Производная данной функции у¢ = (х2 – 2х – 1)/(х – 1)2 обращается

в нуль в точках х1 = 1 – 2,  х2 = 1 + 2.  Эти точки разбивают всю числовую ось на

три промежутка (–¥; 1 – 2), (1 – 2;  1 + 2), (1 + 2;  + ¥), внутри каждого из ко-

торых производная у¢ сохраняет постоянный знак. Очевидно, что в первом и тре-
тьем промежутках у¢ > 0 и, следовательно, здесь функция у возрастает, во втором
промежутке у¢ < 0 и, следовательно, в этом промежутке данная функция убывает.

Ее вторая производная у¢¢ = 
4

1 3( )x -
 всюду отлична от нуля (значит, точек переги-

ба график рассматриваемой функции не имеет), в промежутке (–¥; 1) у¢¢ < 0 и, сле-

довательно, здесь график данной функции является выпуклым, и в точке х1 эта
функция имеет максимум, в промежутке (1; + ¥) у¢¢ > 0 и, следовательно, в после-
днем промежутке этот график является вогнутым, и в точке х2 данная функция
имеет минимум. Наконец, поскольку

x

x
x

x xx

2 1

1
1

2

1

2

1
0

+
-

= + +
- -

=
®+¥

и lim ,

то график данной функции имеет наклонную асимптоту у = х + 1 и при х ® + ¥ и

при х ® –¥. График функции y
x

x
= +

-

2 1

1
 изображен на рис. 94.



Пример 2. Построить график 

функции у= е-х2 • 
Эта функция определена, не

прерывна, положительна на всей 

числовой оси и является четной. 

Поэтому достаточно построить ее 

график в первом квадранте. При 

Х = О У = 1. При Х ~ +DO У ~ О, 
значит, прямая у = О является го

ризонтальной асимптотой и при Х 

~ +DO, И при Х ~ -DO. Производ-
2 

ная у' = -2хе-Х обращается в нуль 

только в точке ХО = О; при Х > О у' 
< О, т. е. при Х > О данная функ
ция убывает. Ее вторая производ-

2 
ная у" = 2(2х 2 -l)е Х в точке X 1 = 

1/;2 обращается в нуль, в проме

жутке (1/;2; + DO) у" > О. и, сле

довательно, здесь график данной 

функции является вогнутым, а в 

промежутке [Хо; X 1] у" < О, и, сле-

Рис. 94 

довательно, в нем этот же график является выпуклым, X 1 - абсцисса его точки 

перегиба и, наконец, в точке ХО данная функция имеет максимум. График дан
ной функции изображен на рис. 95. Это так называемая кривая Гаусса (Карл 
Гаусс (1777-1855) - немецкий математик). 

х 2 

Пример 3. Построить график функции у =--2 . 
1-х 

График этой функции изображен на рис. 96. 

Рис. 95 Рис. 96 
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8.9. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА

1. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагран-
жа.

Т е о р е м а . Пусть в интервале (a; b) функция f(x) имеет
производные до (n + 1)-го порядка включительно. Тогда для
всякого х из этого интервала и фиксированного а этого ин-
тервала имеет место формула:

f x f a
f a

x a
f a

x a
f a

n
x a

n
n( ) ( )

( )

!
( )

( )

!
( ) ...

( )

!
( )

( )
= + ¢ - + ¢¢ - + + - +

1 2
2

+
+

-
+

+f c

n
x a

n
n

1
1

1

( )

( )!
( ) . (1)

Здесь с находится между х и а, т. е. с = а + Q(х – а), где Q —
число, заключенное между 0 и 1, т. е. 0 < Q < 1.

Формула (1) называется формулой Тейлора (Брук Тейлор
(1685–1731) — английский математик), а последнее слагаемое
в правой части этой формулы — остаточным членом формулы
Тейлора в форме Лагранжа.

Доказательство формулы Тейлора, которое здесь не приво-
дится, можно найти, например, в [12, т. 1].

2. Применение формулы Тейлора к элементарным функци-
ям. Приближенные формулы. Частным случаем формулы Тей-
лора, соответствующим случаю а = 0, является формула:

f x f
f

x
f

x
f

n
x

f c

n
x

n
n

n
n( ) ( )

( )

!

( )

!
...

( )

!

( )

( )!
,

( ) ( )
= + ¢ + ¢¢ + + +

+

+
+0

0

1

0

2

0

1
2

1
1

(2)

где с = Qх. Эту формулу часто называют формулой Маклорена
(Колин Маклорен (1698–1746) — шотландский математик).
Здесь остаточный член

r x
f c

n
xn

n
n( )

( )

( )!
.

( )
=

+

+
+

1
1

1

Разложим по этой формуле некоторые элементарные фун-
кции.

1. Пусть f(x) = ех, тогда f(k)(x) = ех при любом натуральном k
и при любом х. В частности, при х = 0 имеем f(0) = 1 и f(k)(0) = 1.
По формуле (2) получим разложение функции ех:

e x
x x

n

x

n
ex

n n
c= + + + + +

+

+
1

2 1

2 1

!
...

! ( )!
, (3)
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Из равенства (3) получаем приближенную формулу:

e x
x x

n
x

n
» + + + +1

2

2

!
...

!
.

Так как остаточный член здесь

r x
x

n
en

n
c( )

( )!
,=

+

+1

1

то, например, при х > 0 погрешность rn(x) оценивается так:

0
1

1
< <

+

+
r x

x

n
en

n
x( )

( )!
. (4)

В частности, при х = 1 получаем приближенное значение чис-
ла е:

e
n

» + + + +1
1

1

1

2

1

! !
...

!
.

При этом из (4) следует, что 0 < rn(1) < 3/(n + 1)!, так как е < 3.
Если требуется вычислить значение е с точностью до 0,001, то
число n определяется из неравенства 3/(n + 1)! < 0,001 или (n +
+ 1)! > 3000. Следовательно, если взять n = 6, то требуемое не-
равенство верно.

Таким образом, используя формулу Маклорена, можно вы-
числить число е с любой точностью, при этом алгоритм вычис-
ления числа е легко реализуется на ЭВМ.

2. Пусть f(x) = sin x. Тогда f¢(x) = cos x, f¢¢(x) = –sin x, f¢¢¢(x) =
= –cos x, fIV(x) = sin x, fV(x) = cos x, ... . Следовательно, f(0) = 0,
f¢(0) = 1, f¢¢(0) = 0, f¢¢¢(0) = –1, fIV(0) = 0, fV(0) = 1, и далее такое
же чередование значений.

По формуле (2) (если взять n = 2m) имеем:

sin
! ! !

... ( )
( )!

x x
x x x x

m
m

m
= - + - + + -

-
+-

-3 5 7
1

2 1

3 5 7
1

2 1

+ -
+

+
( )

( )!
cos .1

2 1

2 1
m

mx

m
c (5)

Из разложения (5) получим приближенную формулу:

sin
! ! !

... ( )
( )!

x x
x x x x

m
m

m
» - + - + + -

-
-

-3 5 7
1

2 1

3 5 7
1

2 1

с погрешностью rn(x), оцениваемой неравенством
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| ( )|
| |

( )!
r x

x

mn

m
£

+

+2 1

2 1

(так как |cos c| £ 1 при любом с).
В частности, имеем приближенную формулу

sin x » x

с погрешностью, по модулю не превосходящей |х|3/3!.
3. Аналогично при f(x) = cos x имеем:

cos
! !

... ( )
( )!

( )
( )!

cos ,x
x x x

m

x

m
cm

m
m

m
= - + - + - + -

+
+

+
1

2 4
1

2
1

2 2

2 4 2
1

2 2

(6)

откуда получаем приближенную формулу

cos
! ! !

... ( )
( )!

x
x x x x

m
m

m
» - + - + + -1

2 4 6
1

2

2 4 6 2

с погрешностью

| ( )|
( )!

.r x
x

mn

m
£

+

+2 2

2 2

4. Пусть f(x) = (1 + x)n, где n — натуральное число. Последо-
вательно дифференцируя f(x), получим:

f¢(x) = n(1 + x)n – 1, f¢¢(x) = n(n – 1) (1 + x)n – 2, .... f(k)(x) = n(n –
– 1) ... (n – k + 1)(1 + x)n – k, .... f(n)(x) = n! (производные порядка
выше n все равны нулю).

Отсюда f(0) = 1, f¢(0) = n, f¢¢(0) = n(n – 1), ..., f(k)(0) = n(n – 1) ...
... (n – k + 1), ..., f(n)(0) = n!.

По формуле (2) имеем равенство:

( )
( )

!
...

( )...( )

!
... ,1 1

1

2

1 12+ = + + - + + - - + + +x nx
n n

x
n n n k

k
x xn k n (7)

называемое биномом Ньютона.
Очевидно, равенство (3), (5), (6), (7) верны при всех значени-

ях х.

Упражнения

Найти производные функции:
1. y = 3x. [y¢ = 3.]
2. y = 8 – x2. [y¢ = –2x.]
3. y = (4x + 1)2. [y¢ = 8(4x + 1).]
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4. y
x

=
+

5

42
. ¢ = -

+ +

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

y
x

x x

5

4 42 2( )
.
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x
= -

+
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3
. ¢ =

+ + -

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

y
x x x

5

2 3 62( )
.

6. y = sin3x. [y¢ = 3sin2x cos x.]

7. y = sin x2. [y¢ = 2x cos x2.]

8. y
x= cos .2

2
¢ = -é

ëê
ù
ûú

y
xsin

.
2

9. y
x= cos .

3

2
¢ = -

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

y x
x3

2 2
2

3
sin .

10. y = x2 cos x. [y¢ = x(2 cos x – x sin x).]

11. y
x

x
= sin

cos
.

2

3
¢ = -é

ëê
ù
ûú

y
x x

x

5 5

2 32

cos cos

cos
.

12. y = (x2 – 2)sin x + 2x cos x. [y¢ = x2 cos x.]

13. y
x

x
=

-
cos

sin
.

1
¢ =

-
é
ëê

ù
ûú

y
x

1

1 sin
.

14. y x= arctg
3

2
. ¢ =

+
é
ëê

ù
ûú

y
x

6

4 9 2
.

15. y
x

x
=

+
ln .

5
5 ¢ =

+
é
ëê

ù
ûú

y
x x

1

52
.

16. y
x

x
= -

-

1

4

1

12
ln . ¢ =

-

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

y
x

1

4 12( )
.

17. y
x x

x x
= + -

+ +
ln .

2

2

1

1
¢ = -

+

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

y
x

2

1 2
.

18. y x
x

x
= + + + -

+ +
1

1

2

1 1

1 1

2
2

2
ln . ¢ = +é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

y
x

x

1 2
.

19. y x
x

x
x x=

+
-arcsin .

1
arcctg ¢ =

+
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

y
x

x
arcsin .

1

20. y
a

x

x a

x a
= + -

+
arcctg ln . ¢ =

-

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

y
a

x a

2 3

4 4
.

21. y
x= -

arcsin .
2

3
¢ =

+ -

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

y
x x

1

5 4 2
.

22. y
x x x= + -( )

.
1

2

2 arctg
[y¢ = x arctg x.]

23. y x= +4
2 1arctg .

¢ = ×
+ +

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

+y
x

x x

x4 4
2 1

2 1

2 2

arctg ln
( )

.
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Найти с помощью дифференциала приближенные значения для данных вы-
ражений.

24. 1 006, . [ , , .]1 006 1 003»

25. 93 . [ , .]9 2 0833 »

26. (1,03)5. [(1,03)5 » 1,15.]

27. e0,1. [e0,1 » 1,1.]
28. cos 61° [cos 61° » 0,4849.]
Найти производные высших порядков следующих функций:

29. y = x ln x; y¢¢ = ? [y¢¢ = 1/x.]

30. y = e2x; y¢¢¢ = ? [y¢¢¢ = 8e2x.]

31. y = ex + x2; yIV = ? [yIV = ex.]

32. y = ecos x; y¢¢ = ? [y¢¢ = ecos x (sin2x – cos x).]

33. y = sin 2x; y¢¢ = ? [y¢¢ = –4 sin 2x.]

34. y = arcctg x; y¢¢ = ? ¢¢ =
+

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

y
x

x

2

1 2 2( )
.

35. Тело движется прямолинейно по закону s = t2 + 2t + 3(м). Определить
его скорость (v) и ускорение (а) в момент времени t = 1 (с).

[v = 4(м/с), а = 2(м/с2).]
36. Пусть скорость прямолинейного движения некоторой точки изменяется

по закону v = 5 + 3t + 6t2 (м/с). Найти ускорение в момент времени t = 2 (с).
[27 м/с2.]

Используя правило Лопиталя, найти следующие пределы

37. lim
sin

sin
.

x

x

x®0

5

10

1

2
.

é
ëê

ù
ûú

38. 
lim

cos

cos
.

x

x

x® p
2

3

[–3.]

39. lim
cos

.
x

x

x®

-
0 2

1 1

2
.

é
ëê

ù
ûú

40. lim
ln

.
x

x

x® -1 1
[1.]

41. lim
ln

.
x

x

x®+¥
[0.]

42. lim .
x x

x

e®+¥

2

[0.]

43. lim ln ( ).
x

nx x n
® +

>
0 0

0 [0.]

44. lim .
x x x® -

-
-

æ
è
ç

ö
ø
÷

3 2

1

3

6

9

1

6
.

é
ëê

ù
ûú

45. lim
sin

.
x x x®

-æ
èç

ö
ø÷0

1 1
[0.]

46. lim .
x

x

x®0

tg
[1.]

47. lim
sin

.
x

x

x®p

3

5tg
[–3/5.]
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48. lim (cos ) .
x

xx
®0

1

2
2 [ ]e-1 2/ .

49. lim
sin

.
x

xx

x®

æ
èç

ö
ø÷0

1
2

[ ]e-1 6/ .

50. 
lim ( sin ) .cos

x

xx
®

-
p
2

1
[1.]

51. lim ( ) .
x

xx
®¥

+2
1

1 [1.]

Найти интервалы возрастания и убывания следующих функций.
52. у = 3х – х3 [Убывает на (–¥; –1) и (1; +¥) и возрастает на (–1; 1).]
53. у = х2 – 4х. [Убывает на (–¥; 2) и возрастает на (2; +¥).]

54. y x x= - +2

3
2 13 . [Убывает на (–1; 1) и возрастает на (–¥; –1) и (1; +¥).]

55. y x
x

= + +3
3

5.[Убывает на (–1; 0) и (0; 1) и возрастает на (–¥; –1) и (1; +¥).]

56. y = 4x – 3. [Возрастает на (–¥; +¥).]
Исследовать на экстремум следующие функции.
57. y = 2x2 – 8. [Минимум при x = 0.]
58.  y = 2x – x2. [Максимум при x = 1.]
59.  y = x3 – 9x2 + 15x – 3. [Минимум при x = 5; максимум при x = 1.]
60.  y = x ln x. [Минимум при x = 1/e.]

61. y
x

x
=

+2 4
. [Минимум при x = –2; максимум при x = 2.]

62. y
x

x x= - - +
4

3 2

4

2

3

3

2
2.[Минимум при x = –1 и x = 3; максимум при x = 0.]

63. y x x x= - + +1

3

5

2
6 73 2 . [Минимум при x = –3; максимум при x = 2.]

Найти наименьшее и наибольшее значения следующих функций:
64. y = x4 – 8x2 + 3 на отрезке [–2; 2]. [–13 и 3]

65. y x x= - +1

3
2 33 2  на отрезке [–1; 2] [ .]- 7

3
3и

66. y
x

=
-

1

12
 на отрезке -é

ëê
ù
ûú

1

2

1

2
; . [ .]- -4

3
1и

67. y = tg x – x на отрезке -é
ëê

ù
ûú

p p
4 4

; .
p p- -é

ëê
ù
ûú

4

4

4

4
и .

68. Найти положительное число х, чтобы разность х – х2 была наибольшей.
[0,5.]

69. Разложить число 20 на два положительных слагаемых так, чтобы их про-
изведение было наибольшим.

[Искомые слагаемые 10 и 10]
70. Найти число, которое в сумме со своим квадратом дает этой сумме наи-

меньшее значение.
[–0,5.]

71. Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукругом. Каковы
должны быть размеры этого окна, чтобы при данном его периметре 2р оно про-
пускало наибольшее количество света?

[Радиус полукруга должен быть равен высоте прямоугольника R H
p= =

+
2

4 p
. ]
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Глава 9. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

9.1. ПЕРВООБРАЗНАЯ ФУНКЦИЯ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ
ИНТЕГРАЛ

1. Понятие первообразной функции и неопределенного ин-
теграла.

В гл. 8 было введено новое действие — дифференцирование:
нахождение по заданной функции ее производной. Оказывает-
ся, что для дифференцирования существует обратное действие
— интегрирование: отыскание функции по заданной ее произ-
водной. К этому приводят многочисленные задачи из физики и
других областей науки и техники.

Ранее (см. 8.1) было установлено, что если известен закон
s = s(t) прямолинейного движения материальной точки, выра-
жающий зависимость пути s от времени движения t, то скорость
точки выражается производной пути по времени: v = s¢(t). Об-
ратная задача: известна скорость прямолинейного движения
точки v = v(t) как функция времени. Найти закон движения.
Ясно, что искомой функцией s = s(t) будет такая, для которой
s¢(t) = v(t).

Определение. 1. Функция F(x) называется первообразной
функцией для данной функции f(х) (или, короче, первообразной
данной функции f(х)) на данном промежутке, если на этом про-
межутке F¢(х) = f(х).

Пример. Функция F(х) = х3 является первообразной функции f(х) = 3х2 на всей
числовой оси, так как при любом х (х3)¢ = 3х2. Отметим при этом, что вместе с фун-
кцией F(х) = х3 первообразной для f(х) = 3х2 является любая функция F(x) = х3 + С,
где С — произвольное постоянное число (это следует из того, что производная по-
стоянной равна нулю). Это свойство имеет место и в общем случае.

Теорема 1. Если F1(x) и F2(x) — две первообразные для фун-
кции f(х) в некотором промежутке, то разность между ними
в этом промежутке равна постоянному числу.

Доказательство. Пусть, например, указанный промежу-
ток — интервал (a; b). Из определения первообразной имеем
F¢1(x) = f(х) и F¢2(x) = f(х) для любого х из (a; b).

Пусть a(х) = F¢2(x) – F¢1(x). Тогда для любого х из (a; b)

a¢(х) = F¢2(x) – F¢1(x) = f(х) – f(х) = 0,

следовательно (см. следствие из 8,6, п. 3), a(х) = С.
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Из теоремы 1 следует, что если известна какая-нибудь пер-
вообразная F(х) данной функции f(х), то все множество перво-
образных для f(х) исчерпывается функциями F(х) + С.

Подчеркнем важный факт: если производная для функции
одна, т. е. операция дифференцирования однозначна, то нахож-
дение первообразной для функции возможно лишь с точностью
до некоторого постоянного слагаемого.

Определение 2. Выражение F(х) + С, где F(х) — первообраз-
ная функции f(х) и С — произвольная постоянная, называется
неопределенным интегралом от функции f(х) и обозначается
символом òf(х)dx, причем f(х) называется подынтегральной
функцией, f(х)dx — подынтегральным выражением, х — пере-
менной интегрирования; ò— знак неопределенного интеграла.
Таким образом, по определению

òf(х)dx = F(х) + С,
если F¢(x) = f(х).

Возникает вопрос: для всякой ли функции f(х) существует
первообразная, а значит, и неопределенный интеграл? В связи
с этим вопросом приведем без доказательства следующую тео-
рему (см. [6, т. I]);

Теорема 2. Если функция f(х) непрерывна на сегменте [a;
b], то на этом сегменте у функции f(х) существует первооб-
разная.

Ниже мы будем говорить о первообразных лишь для непре-
рывных функций. Поэтому рассматриваемые нами далее в этом
параграфе интегралы существуют.

2. Свойства неопределенного интеграла. Из определения
неопределенного интеграла непосредственно вытекают следую-
щие два свойства:

1. 
d

dx
f x dx f x( ) ( ),=ò

и, значит, dòf(х)dx = f(х)dx.

2. òF¢(x)dx = F(х) + C,

что можно записать так òdF(x) = F(х) + C.
3. Постоянный множитель можно вынести за знак интег-

рала:
òkf(x) dx = kòf(x) dx. (1)

Действительно, имеем:

(kòf(x)dx)¢ = k(òf(x)dx)¢ = kf(x).
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Аналогично доказывается следующее свойство:
4. Интеграл от суммы двух функций равен сумме интегра-

лов от этих функций:

ò(f1(х) + f2(х))dx = òf1(х)dx + òf2(х)dx. (2)

Примечание 1. Равенства (1) и (2) следует понимать с точностью до постоянно-
го слагаемого.

Примечание 2. Свойство 4 распространяется на случай алгебраической суммы
любого конечного числа функций.

3. Таблица основных интегралов. Таблица содержит форму-
лы, легко проверяемые непосредственным дифференцирова-
нием:

I. x dx
x

Cm
m

m
m=

+
+ ¹ -

+

ò
1

1
1( ). VIII. 

dx

ax a
ax C

sin
.

2

1= - +ò ctg

II. 
dx

x
x C= +ò ln| | . IX. 

xdx

x a
x a C

2
21

2+
= + +ò ln| | .

III. a dx
a

a
Cx

x
= +ò ln

. X. 
dx

x a a

x

a
C

2 2

1

+
= +ò arctg .

IV. e dx
e

k
Ckx

kx
= +ò . XI. 

dx

a x

x

a
C

2 2-
= +ò arcsin .

V. sin cos .ax dx
a

ax C= - +ò
1

XII. 
dx

x a
x x a C

2

2

+
= + + +ò ln| | .

VI. cos sin .ax dx
a

ax C= +ò
1

XIII. 
dx

x a a

x a

x a
C

2 2

1

2-
= -

+
+ò ln .

VII. 
dx

ax a
ax C

cos
.

2

1= +ò tg

Проверим, например, формулу II. Если х > 0, то |х|= х и (In|х|)¢ =
= (Inx)¢ = 1/x. Если х < 0, то |х|= –х и (In|х|)¢ = (In(–x))¢ = 1/x.
Следовательно, формула II справедлива как при х > 0, так и при
х < 0.

4. Примеры непосредственного интегрирования. Метод не-
посредственного интегрирования связан с приведением подын-
тегрального выражения к табличной форме путем преобразова-
ний и применения свойств неопределенного интеграла.
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Пример 1. ò(5х4 – 3х2 + 1)dx = 5òx4dx – 3òx2dx + òdx = x5 – x3 + x + C.

Пример 2. 
x x

x
dx x x x dx

x x

x
C

6 5

2
4 3 2

5 41

5 4

1- + = - + = - - +-òò ( ) .

Пример 3.

( ) ( ) .x x dx x x x dx
x

x x C
x

x x x x C- = - + = - + + = - + +ò ò3 2
5

6

2

3
2 11

6

5

3
2

56 232
2

12

11

3

5 2

12

11

3

5

9.2. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

1. Замена переменной интегрирования. Этот способ часто бы-
вает полезным в тех случаях, когда интеграл òf(x)dx (f(x) непре-
рывна) не может быть непосредственно преобразован к виду таб-
личного. Сделаем подстановку х = j(t), где j(t) — функция, име-
ющая непрерывную производную. Тогда

 f(x) = f(j(t)), dx = j¢(t)dt
и

òf(x)dx = òf(j(t))j¢(t)dt. (1)

Формула (1) называется формулой замены переменной в неопре-
деленном интеграле.

Пример 1. 
e x

x
dxò  найдем подстановкой x = t2. Тогда dx = 2tdt и 

e x

x
dxò =

= 2 2 2e dt e C e Ct t x= + = +ò .

Иногда вместо подстановки х = j(t) лучше выполнить заме-
ну переменной вида t = Y(х).

Пример 2. 
dx

e ex x+ -ò .  Полагая t = ex, получаем: dt = exdx = tdx, dx
dt

t
=  и

dx

e e

dx

t t t

dx

t
t C e C

x x x
x

+
=

+
=

+
= + = +

- -ò òò
( )

.
1 1

arctg arctg

Во многих случаях нет необходимости записывать, какое вы-
ражение мы принимаем за новую переменную.

Пример 3. x dx x d x x C x x C+ = + + = + + = + + +òò 3 3 3
2

3
3

2

3
3 3

1

2

3

2( ) ( ) ( ) ( ) .

Пример 4. xe dx e d x e Cx x x2 2 21

2

1

2
2= = +òò ( ) .
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Пример 5. 
ln

ln ln
ln

.
3

3
4

4

x

x
dx x d x

x
C= = +òò

2. Интегрирование по частям. Пусть u = u(x) и v = v(x) — не-
прерывно дифференцируемые функции. Как известно (см. 8.3,
п. 4), d(uv) = vdu + udv, откуда udv = d(uv) — vdu. Интегрируя
последнее соотношение, получим:

 òudv = òd(uv) – òvdu,
или

òudv = uv – òvdu (2)

(произвольная постоянная интегрирования С здесь включена в
слагаемое òvdu). Это и есть формула интегрирования по час-
тям. Применение способа интегрирования по частям целесооб-
разно в том случае, когда интеграл в правой части (2) окажется
более простым для вычисления, чем исходный интеграл.

Пример 1. {{
ln ln ln .xdx x x dx x x x C

u dv
= - = - +òò

Пример 2. {
xe dx xe e dx xe e C
u

x

dv

x x x x
123

= - = - +òò .

Пример 3. {
arctg arctg arctgxdx x x

xdx

x
x x x C

u dv
124 34

= -
+

= - + +òò
1

1

2
1

2
2ln( ) .

Иногда полезно повторное интегрирование по частям.

Пример 4. { {
x xdx x x x xdx x x x x xdx
u dv u dv

2 2 22 2 2cos sin sin sin cos cos
124 34 124 34

= - = + - =ò òò

= + - +x x x x x C2 2 2sin cos sin .

9.3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДРОБНО-РАЦИОНАЛЬНЫХ
ФУНКЦИЙ

1. Выделение правильной рациональной дроби. Как извест-
но (см. 7.2, п. 2), дробно-рациональной функцией (или рацио-
нальной дробью) называется отношение двух многочленов.

Рациональная дробь называется правильной (неправильной),
если степень многочлена, стоящего в числителе, меньше (боль-
ше или равна) степени многочлена, стоящего в знаменателе.

Например, дроби
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3 2

4 12

2

12 2

5

6 1

x

x x

x

x

x

x

+
- +

+
- -, ,  правильные,

а дроби

x

x

x

x

x

x

5

2

3

1

1

1

1

3 1+
-

+
+
-

, ,  неправильные.

Неправильную рациональную дробь всегда можно свести к
правильной, разделив числитель на знаменатель «столбиком»
и выделив из дроби целую часть, т. е многочлен.

Пример. 
x x

x x
x x

x

x x

4 3

2
2

2

1

2
2

4 1

2

- +
+ -

= - + +
- +

( ) .

Поэтому будем рассматривать задачу интегрирования пра-
вильной рациональной дроби, так как интегрирование много-
члена не представляет труда.

Как будет видно ниже (см. п. 3), всякую правильную рацио-
нальную дробь можно представить в виде суммы конечного
числа так называемых простейших дробей следующих четырех
типов:

I. 
A

x a-
. II. 

A

x a
k

k( )
( , ,...).

-
= 2 3

III. 
Mx N

x px q

+
+ +2

. IV. 
Mx N

x px q
l

l

+
+ +

=
( )

( , ,...),
2

2 3

где А, а, р, q, M, N — постоянные действительные числа, а трех-
член х2 + рх + q не имеет действительных корней, т. е. (р2/ 4) –
– q < 0.

2. Интегрирование простейших рациональных дробей. Ин-
тегрирование простейших дробей I и II типов не представляет
труда. В самом деле,

Adx

x a
A

d x a

x a
A x a C

-
= -

-
= - +ò ò

( )
ln| | ,

Adx

x a
A x a d x a

A

k x a
C

k
k

k( )
( ) ( )

( )( )
.

-
= - - =

- -
+ò ò -

-1 1

Перейдем к интегрированию простейшей дроби III типа. Под-
становка t = (1/2) (x2 + px + q)¢, т. е. t = x + (p/2), и обозначение
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q – (p2/4) = a2 дают x2 + px + q = (х + р/2)2 + q – p2/4 = t2 + a2,
Mx + + N = Mt + D, где D = N – (1/2) Mp. Поэтому

Mx N

x px q
dx

Mt D

t
dt

M tdt

t
D

dt

t

+
+ +

= +
+

=
+

+
+

=ò òòò2 2 2 2 2 2 22

2

a a a

= + + +M
t

D t
C

2
2 2ln( ) ,a

a a
arctg

где t = x + p/2.
Рассмотрим, наконец, интегрирование рациональных дро-

бей IV типа. С помощью той же подстановки t = x + p/2 при l >
> 1 и р2/4 – q < 0 получаем:

Mx N

x px q
dx

Mt D

t
dt M

tdt

t
D

dt

tl l l l

+
+ +

= +
+

=
+

+
+

=ò òòò
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2a a a

= + + +
+

- òò
M

t d t D
dt

t

l
l2

2 2 2 2
2 2

( ) ( )
( )

.a a
a

Интеграл ò(t2 + a2)–1d(t2 + a2) табличный.

Для интеграла I
dt

t
l l

=
+

ò
( )2 2a

 получим рекуррентную фор-

мулу, т. е. формулу, сводящую вычисление Il к вычислению
Il–1. С этой целью рассмотрим интеграл

I
dt

t
l l- -=

+
ò1 2 2 1( )a

и применим к нему формулу интегрирования по частям, поло-
жив

u
t

dv dt
l

=
+

=-
1

2 2 1( )
, ,

a
откуда

du
l tdt

t
v t

l
= - -

+
=( )

( )
, .

1 2
2 2a
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I
t

t
l
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t
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+ - - --2 1 2 11
2( ) ( ) .l I l Il la

Отсюда

2 1 2 32
2 2 1 1( )

( )
( ) .l I

t

t
l Il l l- =

+
+ -- -a

a
и, следовательно,

I
t

l t

l

l
Il l l=

- +
+ -

-- -
a a a2 2 2 1 2 1

2 2

1 2 3

2 2( )( )
. (1)

Формула (1) и есть рекуррентная формула. Переходя от l к
l – 1, от l – 1 к l – 2 и т. д., дойдем до табличного интеграла

I
dt

t
1 2 2

=
+

ò
a

.

В результата будет известен и Il.

3. Разложение правильной рациональной дроби на простей-
шие. Пусть дана правильная рациональная дробь:

P x

Q x

( )

( )
. (2)

Без ограничения общности можно считать, что коэффици-
ент у старшего члена многочлена Q(x) равен единице, так как
в случае, когда он равен какому-то другому числу (отличному
от нуля), можно разделить числитель и знаменатель дроби
Р(х)/Q(x) на это число, после чего у получившегося в знамена-
теле многочлена коэффициент у старшего члена окажется рав-
ным единице.

Будем предполагать, что коэффициенты входящих в нее мно-
гочленов — действительные числа. Как установлено в 7.7. (п. 6),
для многочлена с действительными коэффициентами имеет ме-
сто соответствующее разложение на множители (см. 7.7, (8)).
Пусть для определенности знаменатель Q(x) разлагается на
множители следующим образом:

Q(x) = (х – а)k(x2 + px + q)¢, (3)

где (p2/4) – q < 0. Имеет место следующая теорема (см., напри-
мер, [6, т. 1]:

Теорема. Для дроби (2), знаменатель которой имеет вид
(3), справедливо следующее разложение на сумму простейших
дробей:
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P x

Q x
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x a

A

x a

A

x a

M x N

x px q

M x N

x px q
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+ +
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+ +
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1 1

2
2 2

2 2

...
( )

,+ +
+ +

M x N

x px q
l l

l2 (4)

где А1, А2, ..., Аk, M1, N1, M2, N2, ..., Ml, Nl — постоянные дей-
ствительные числа.

Из формулы (4) видно, что линейному множителю х - а зна-
менателя Q(x) соответствуют в разложении (4) простейшие дро-
би I и II типов, а квадратичному множителю x2 + px + q — про-
стейшие дроби III и IV типов. При этом число простейших дро-
бей, соответствующих данному множителю (линейному или
квадратичному), равно показателю степени, с которым этот
множитель входит в разложение знаменателя дроби на множи-
тели. Правило разложения правильной рациональной дроби
остается справедливым ([6]. т. I) и при любом конечном числе
линейных и квадратичных множителей, входящих в разложе-
ние знаменателя Q(x).

4. Метод неопределенных коэффициентов. Одним из наибо-
лее простых методов определения коэффициентов в разложении
правильной дроби на простейшие является метод неопределен-
ных коэффициентов. Поясним применение этого метода на при-
мере.

Пример. Разложить на простейшие дроби правильную дробь

2 3

1 12

x

x x x

+
+ + +( )( )

.

Убедившись, что квадратный трехчлен x2 + x + 1 имеет комплексные корни, ищем
согласно теореме из п. 3 разложение в виде

2 3

1 1 1 12 2

x

x x x

A

x

Mx N

x x

+
+ + +

=
+

+ +
+ +( )( )

, (5)

где коэффициенты А, М, N необходимо определить. Для этого приводим к общему
знаменателю дроби, стоящие в правой части соотношения (5). Приравниваем чис-
лители исходной дроби и той, которая будет получена:

2х + 3 = А(x2 + x + 1) + (Mx + N)(x + 1). (6)

Коэффициенты при одинаковых степенях в правой и левой частях тождества (6)
должны быть равны. Записывая это условие последовательно для коэффициентов
при х2, х и х0, получим:

A M

A M N

A N

+ =
+ + =
+ =

ì
í
ï

î
ï

0

2

3

,

,

.
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Решая эту систему, найдем А = 1, М = –1, N = 2. Наконец, подставляя в равен-
ство (5) найденные значения А, М, N, окончательно получим:

2 3

1 1 1

2

12 2

x

x x x

A

x

x

x x

+
+ + +

=
+

+ - +
+ +( )( )

.

5. Интегрирование правильных рациональных дробей. Для
вычисления интеграла от правильной рациональной дроби надо
эту дробь разложить на простейшие согласно теореме из п. 3 и
найти интеграл от полученной суммы простейших дробей. Сле-
довательно, интеграл от любой правильной рациональной дро-
би есть функция элементарная, потому что представляет сум-
му элементарных функций, которые получаются в результате
интегрирования простейших дробей.

Пример. Найти

5 14 11

3 3 1

2

2 2

x x

x x x
dx

- +
- + -

ò .

Так как х3 – 3х2 + 3х – 1 = (х – 1)3, то, получив разложение дроби 
5 14 11

1
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3

x x

x

- +
-( )

 на

простейшие и проинтегрировав их, получим:
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9.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПРОСТЕЙШИХ
ИРРАЦИОНАЛЬНОСТЕЙ

1. Интегралы с линейной иррациональностью. Если подын-
тегральное выражение содержит лишь линейную иррациональ-

ность ax b an + ¹( ),0  то полезна подставка

t ax bn= + .

Пример. Найти 
dx

x +ò
13

.

Полагаем t x= +13 ,  отсюда

х = t3 – 1, dx = 3t2dt.
Имеем:

dx

x

t dt

t
tdt t C x C

+
= = = + = + +ò òò

1

3
3

3

2

3

2
1

3

2
2

2

3( ) .
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2. Интегралы с квадратичной иррациональностью.
1. Интеграл

dx

Ax Bx C2 + +
ò (1)

с помощью дополнения квадратного трехчлена Ах2 + Вх + С до
полного квадрата приводится в зависимости от знака А к одно-
му из двух табличных интегралов XI, XII (см. таблицу основных
интегралов).

2. Интеграл
Mx N

Ax Bx C
dx

+

+ +
ò

2

приводится к интегралу (1) следующим путем:

( ) ( )Mx N dx

Ax Bx C

Mx
MB

A
MB

A
N

Ax Bx C
dx

M

A

Ax B dx
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+

+ +
=

+æ
èç

ö
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- +

+ +
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+ +
+ò òò

2 2 2

2 2

2

2

+ -æ
èç

ö
ø÷ + +

= + + +òN
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A

dx

Ax Bx C

M

A
Ax Bx C

2 2

2

+ -æ
èç

ö
ø÷ + +
òN

MB

A

dx

Ax Bx C2 2
.

3. Найдем интегралы

x b dx2 +ò , (2)

a x dx2 2-ò . (3)

Имеем:

x b dx
x b

x b
dx

x dx

x b
b

dx

x b

2
2

2

2

2 2
+ = +

+
=

+
+

+
ò ò òò . (4)

Для вычисления интеграла 
x dx

x b

2

2 +
ò  применим метод интег-

рирования по частям, полагая  u x dv
xdx

x b
= =

+
, ,

2
 тогда du =

= dx, v x b= +2 .  Следовательно,
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x dx

x b
x x b x bdx

2

2

2 2

+
= + - +òò .

Подставляя это выражение в равенство (4), получим

x b dx x x b x b dx b
dx

x b

2 2 2

2
+ = + - + +

+
ò ò ò ,

или

2 2 2

2
x b dx x x b b

dx

x b
+ = + +

+
ò ò ,

откуда

x b dx x x b b x x b C2 2 21

2
+ = + + + + +ò ( ln| |) .

Аналогично можно показать, что

a x dx x a x a
x

a
C2 2 2 2 21

2
- = - +æ

èç
ö
ø÷

+ò arcsin .

4. Интеграл Ax Bx C dx2 + +ò  в зависимости от знака А при-

водится к одному из интегралов вида (2), (3).

9.5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ
ВЫРАЖЕНИЙ

1. Интегралы вида òòòòòsin ax sin bxdx, òòòòòcos ax cos bxdx,
òòòòòsin ax cos bxdx. Эти интегралы с помощью известных тригоно-
метрических формул (приложение 1, тригонометрия: 8) приво-
дятся к интегралам

cos sin , sin cos .g
g

g g
g

gxdx x C xdx x C= + = - +ò ò
1 1

Пример. Найти òcos 8x cos 6xdx.
Так как cos 8x cos 6xdx. = (1/2) (cos 2x + cos 14x), то

cos cos (cos cos )
sin sin

.8 6
1

2
2 14

2

4

14

28
x xdx x x dx

x x
C= + = + +òò

2. Интегралы вида In,m = òòòòòsinn x cosm xdx, где n и m — нату-
ральные числа. Если n и m четные, то интегралы In,m находят-
ся с помощью тригонометрических формул
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sin ( cos ), cos ( cos ), sin cos sin .2 21

2
1 2

1

2
1 2

1

2
2x x x x x x x= - = + =

Если хотя бы одно из чисел n и m нечетное, то от нечетной
степени отделяется множитель первой степени и вводится
новая переменная.

Пример. Найти òsin8 x cos5 xdx. Имеем:

sin cos sin ( sin ) sin
sin sin sin

.8 5 8 2 2
9 11 13

1
9

2

11 13
x xdx x x d x

x x x
C= - = - + +òò

3. Интегралы вида òòòòòR (sin x, cos x)dx, где R(u, v) — рацио-
нальная функция двух аргументов u и v. Заметим, что рацио-
нальная функция двух аргументов — это отношение двух мно-
гочленов двух переменных, а многочленом двух переменных u
и v называется сумма произведений вида аmnumvn (m, n — целые
неотрицательные числа, аmn — постоянные числа). Покажем, то
интеграл òR (sin x cos x)dx может быть сведен к интегралу от
рациональной функции аргумента t подстановкой t = tg (x/2).
Действительно,

sin
sin cos

sin cos
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x x
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1
2

1
2

1
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Из подстановки t = tg(x/2) следует, что х = 2 arctg t, dx = 2dt/(1 +
+ t2). Таким образом,

R x x dx R
t

t

t

t

dt

t
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+
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2 2 1

где R1(t) — рациональная функция t.

Пример. 
dx

x

t

t

dt

t

dt

t
t C

x
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ln| | ln .= + ×

+
= = + = +òòò

1

2

2

1 2

2

2
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Примечание. Заканчивая методы интегрирования, заметим, что хотя для вся-
кой непрерывной функции существует первообразная (9.1. п. 1, теорема 2), но эта
первообразная не для всякой функции является элементарной функцией. Напри-
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мер, для функции e x- 2
 первообразная не выражается в элементарных функци-

ях. В этом случае говорят, что интеграл e dxx-ò
2

 не берется в элементарных

функциях.

9.6. ПОНЯТИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

1. Задачи, приводящие к понятию определенного интегра-
ла.

Задача о пройденном пути. Требуется найти путь, прой-
денный движущейся по прямой точкой за отрезок времени [t0;
T], если известен закон изменения мгновенной скорости v = v(t).
Разобьем отрезок времени [t0; T] моментами времени (точками
t0 < t1 < t2 < ... < tn = T на n отрезков времени (частичных отрез-
ков) и положим Dtk = tk – tk–1, k = 1, 2, ..., n. Наибольшую из этих
разностей обозначим через l; l = maxDtk. Если эти отрезки дос-
таточно малы, то без большой ошибки на каждом из них движе-
ние можно считать равномерным, что дает приближенное вы-
ражение для пути

s v t v t v tn n» + + +( ) ( ) ... ( ) ,t t t1 1 2 2D D D

где tk — одна из точек сегмента [tk–1; tk]. Эта сумма (ее кратко

будет обозначать v tk k
k

n
( ) )t D

=
å

1

 будет тем точнее выражать иско-

мый путь s, чем меньше будет каждый из временных отрезков
[tk–1; tk], k = 1, 2, ..., n. Поэтому за путь s, пройденный точкой
за время Т-t0 со скоростью v = v(t), естественно принять:

s v t
k

n

k k=
® -

ålim ( ) .
l

t
0 1

D (1)

Работа переменной силы. Пусть материальная точка под
действием постоянной силы F перемещается по направлению
этой силы. Если пройденный путь равен s, то, как известно из
курса физики, работа А силы F вычисляется по формуле

А = Fs.

Пусть теперь материальная точка движется по оси Ох от точ-
ки А(а) до точки B(b) (b > a) под действием переменной силы, на-
правленной по оси Ох и являющейся функцией от х:

F = f(х).
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Для нахождения работы А в этом случае разобьем отрезок [a;
b] точками а = х0 < х1 < х2 < ... < хn = b на n частичных отрез-
ков и положим Dхk = xk – xk–1, k = 1, 2, ..., n. Наибольшую из
этих разностей обозначим через l = maxDtk. Если эти отрезки
достаточно малы, то без большой ошибки на каждом из них
силу F можно считать постоянной (равной f(tk)), что дает при-
ближенное выражение для работы

A f xk k
k

n
»

=
å ( ) ,t D

1

где tk — одна из точек сегмента [хk–1; хk]. Отсюда

A f xk k
k

n
=

® =
ålim ( ) .

l
t

0 1

D (2)

Задача о площади криволинейной трапеции. Пусть
требуется найти площадь плоской фигуры aABb (рис. 97), огра-
ниченной графиком функции у = f(x), непрерывной и неотри-
цательной на сегменте [a; b], и отрезками прямых у = 0, х = а,
х = b. Эта фигура называется криволинейной трапецией. Разо-
бьем отрезок [a; b] точками а = х0 < х1 < х2 < ... < хn = b на n ча-
стичных отрезков и положим Dхk = xk – xk–1, k = 1, 2, ..., n. Наи-
большую из этих разностей обозначим через l: l = maxDtk. На
каждом частичном сегменте [хk–1; хk], k = 1, 2, ..., n, выберем
произвольную точку tk(xk-1 £ tk £ хk). Произведение f(tk)Dхk даст
площадь прямоугольника, имеющего основание Dхk и высоту

f(tk), а сумма f xk k
k

n
( )t D

=
å

1

 — приближенно площадь S криволи-

нейной трапеции aABb. Отсюда, как и в предыдущих задачах,

S f xk k
k

n
=

® =
ålim ( ) .

l
t

0 1

D (3)

2. Понятие опреде-
ленного интеграла. Из
решения приведенных
трех задач мы видим,
что хотя они имеют раз-
личный смысл, но мате-
матический аппарат для
их решения один и тот

0

y

A

B

a=xO x1 xk–1 tk xk xn=b

f k( )t

x

Рис. 97
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же. Во всех этих задачах мы получаем выражение одного и
того же вида.

lim ( ) .
l

t
® =

å
0 1

f xk k
k

n
D (4)

Если существует предел (4), не зависящий от способа разби-
ения отрезка [a; b] и выбора точек tk, то этот предел будем на-
зывать определенным интегралом функции f(x) на отрезке [a;
b] и обозначать символом

f x dx f x
a

b

k k
k

n
( ) lim ( ) .=ò å

® =l
t

0 1

D

Функция f(x) в этом случае называется интегрируемой на от-
резке [a; b]. При этом f(x) называется подынтегральной функ-
цией, f(x)dx — подынтегральным выражением, числа а и b —
пределами интегрирования (а — нижний предел, b — верхний

предел), а сумма f xk k
k

n
( )t D

=
å

1

 — интегральной суммой.

Очевидно, если функция f(x) интегрируема на отрезке [a; b],
то она на нем ограничена.

Справедлива следующая теорема (она доказывается в более
полных курсах математического анализа — см., например, [8]):

Теорема. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a; b],
то она интегрируема на этом отрезке.

В условиях рассмотренных выше задач, приведших к поня-
тию определенного интеграла, выражения вида (1) — (3) (пре-
делы сумм) являются определенными интегралами. Рассмот-
рим это подробнее.

1. Путь s, пройденный точкой за время T – t0 со скоростью

v = v(t) (v(t) непрерывна на [t0; T]), есть v t dt
t

( ) .

0

t

ò
2. Если переменная сила F = f(х) действует в направлении оси

Ох (f(х) непрерывна на [a; b]), то работа этой силы на отрезке [a;
b] оси Ох равна

f x dt
a

b

( ) .ò

При решении задач на вычисление работы силы часто ис-
пользуется закон Гука
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F = kx,

где F — сила (Н), х — величина растяжения или сжатия (м),
вызванного силой F, а k — коэффициент пропорциональности.

3. Если функция f(x) непрерывна и неотрицательна на от-

резке [a; b], то f x dx
a

b

( )ò  геометрически представляет собой пло-

щадь криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком
функции у = f(x), снизу отрезком [a; b] оси Ох, с боков отрез-
ками прямых х = а, х = b.

9.7. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО
ИНТЕГРАЛА

1. Свойство определенного интеграла. Ниже рассматриваем
функции, непрерывные на отрезке [a; b]. По определению пола-
гают, что определенный интеграл от функции с равными верх-
ним и нижним пределами интегрирования равен нулю:

f x dx
a

a

( ) .=ò 0

1. Постоянный множитель можно выносить за знак опре-
деленного интеграла:

Af x dx A f x dx
a

b

a

b

( ) ( ) .= òò

Действительно, по определению определенного интеграла
как предела интегральной суммы имеем:

Af x dx Af x A f xk k
k

n

k k
k

n

a

b

( ) lim ( ) lim ( )= = =
® = ® =

å åò l l
t t

0 1 0 1

D D

= =
® =

å òA f x A f x xk k
k

n

a

b

lim ( ) ( ) .
l

t
0 1

D

Аналогично устанавливается свойство:
2. Определенный интеграл от суммы двух функций равен

сумме определенных интегралов от этих функций:

( ( ) ( )) ( ) ( ) .f x f x dx f x dx f x dx
a

b

a

b

a

b

1 2 1 2+ = +ò òò
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Примечание. Свойство 2 распространяется на случай алгебраической суммы
любого конечного числа функций.

3. При перестановке пределов интегрирования определен-
ный интеграл меняет знак на противоположный:

f x dx f x dx
a

b

b

a

( ) ( ) .= -ò ò

Действительно, здесь соответствующие интегральные суммы
различаются по знаку, ибо в одной из них все Dхk = xk – xk–1 по-
ложительны, а в другой аналогичные разности все отрицатель-
ны.

4. Интеграл по отрезку равен сумме интегралов по его час-
тям:

f x dx f x dx f x dx
a

b

c

b

a

c

( ) ( ) ( ) ,= +ò òò где a < c < b.

Это свойство вытекает из определения определенного интег-
рала.

5. Если функция f(х) > 0 на отрезке [a; b], то

f x dx
a

b

( ) .>ò 0

Последнее свойство непосредственно следует из геометричес-
кого смысла определенного интеграла.

2. Формула Ньютона — Лейбница.
Теорема. Если функция f(х) непрерывна на сегменте [a; b]

и F(х) — первообразная функции f(х) на этом отрезке, то

f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( ).= -ò (1)

Формула (1) называется формулой Ньютона — Лейбница.
(Ньютон и Лейбниц — создатели дифференциального и интег-
рального исчислений). Эта формула дает удобное правило вы-
числения определенного интеграла. Кроме того, она устанавли-
вает связь между определенным интегралом и неопределенным
интегралом.

Доказательство. Разобьем сегмент [a; b] на n частичных
отрезков точками а = х0 < х1 < х2 < ... < хn = b. В силу формулы
Лагранжа (8.6. п. 3) и формулы F¢(x) = f(х), имеем:
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F(x1) – F(a) = F¢(c1)(x1 – a) = f(c1)Dх1, a < c1 < x1,

F(х2) – F(x1) = F¢(c2)(x2 – x1) = f(c2)Dх2, x1 < c2 < x2,

............................................................

F(b) – F(хn–1) = F¢(cn)(b – xn–1) = f(cn)Dхn, xn–1 < cn < b.

Суммируя эти равенства, получим:

F b F a f c xk k
k

n
( ) ( ) ( ) .- =

=
å D

1
(2)

Так как функция f(x) непрерывна на сегменте [a; b], то

lim ( ) ( ) .
l® =

= òå
0 1

f c x f x dxk k
a

b

k

n
D

Поэтому, переходя в равенстве (2) к пределу при l ® 0, получим
искомую формулу (1).

Примечание. Для краткости записи употребляется обозначение

F x F b F aa
b( ) ( ) ( )= -  или [ ]F x F b F a

a
b

( ) ( ) ( ).= - Поэтому формула Ньютона — Лейбница

принимает вид:

[ ]f x dx F x f x dx F xa
b

a

b

a
b

a

b

( ) ( ) ( ) ( ) .= =ò òили

Заметим, что в формуле (1) можно взять любую из первооб-
разных для f(х), так как

[ ]F x C F b C F a C F b F a
a
b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).+ = + - - = -

Пример 1. 2
1

0
12

0

1

xdx x= =ò .

Пример 2. cos sin sin sin .xdx x= = - =ò
p p

p

2
0 2

0 1
0

2

Пример 3. ( )3 2 5 3 2 5
3

5

2

1

2

3

2

1
5

2

1
4 2

1

2
4 2 5 3

1

2

1

2

1

2

x x dx x dx x dx dx x x x+ - = + - = + - =ò òòò

= - + - - - =3

5
2 1

2

3
2 1 5 2 1

274

15
5 3( ) ( ) ( ) .

Задача. Определить работу А, необходимую для запуска ра-
кеты массой mp с поверхности Земли вертикально вверх на вы-
соту h (рис. 98).
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Решение. Обозначим через F величину
силы притяжения ракеты Землей. Пусть mз
— масса Земли, Согласно закону Ньютона,

F k
m m

x

p з=
2

,

где х — расстояние от ракеты до центра Зем-
ли. Полагая kmpmз = g, получим F(х) = g/х2,
R £ x £ h + R, R — радиус Земли. При x = R
сила F(R) = g/R2 равна весу Р ракеты, поэто-
му g = PR2 и F(х) = PR2/х2. Значит (9.6, п. 2),

A F x dx PR
dx

x
PR

x

R h

R

PRh

R h
R

R h

R

R h

= = = -
+

=
+

++

òò ( ) .2
2

2 1

3. Определенный интеграл с переменным верхним преде-
лом. Пусть функция f(х) непрерывна на отрезке [a; b]. Рассмот-
рим интеграл

f t dt
a

x

( ) ,ò
где х — любая точка из [a; b].

Если F(х) — первообразная функции f(х), т. е. F¢(х) = f(х),
то согласно формуле Ньютона — Лейбница имеем:

f t dt F x F a
a

x

( ) ( ) ( ).= -ò
Отсюда

d

dx
f t dt

d

dx
F x F a f x

a

x

( ) ( ( ) ( )) ( ).= - =ò

Таким образом, производная определенного интеграла с пере-
менным верхним пределом по этому пределу равна значению
подынтегральной функции для этого предела.

4. Теорема о среднем.
Теорема. Если функция f(х) непрерывна на сегменте [a;

b], то в интервале (a; b) найдется такая точка с, что

f x dt b a f c
a

b

( ) ( ) ( ).= -ò (3)

Доказательство. По формуле Ньютона — Лейбница име-
ем:

mp

h

x

R

m3

Рис. 98
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f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( ),= -ò

где F¢(x) = f(х). Но в силу формулы Лагранжа (8.6, п. 3)

F(b) – F(a) = (b – a)F¢(c) = (b – a)f(c), a < c < b,

что и приводит к искомой формуле (3).
Формула (3) при f(х) ³ 0 имеет простое геометрическое истол-

кование. Площадь криволинейной трапеции aABb равна площа-
ди прямоугольника с тем же основанием и высотой, равной f(с)
(рис. 99).

5. Замена переменной в определенном интеграле. Предполо-
жим, что функция f(х) непрерывна на сегменте [a; b], функция
х = j(t) имеет на сегменте [a, b] непрерывную производную, при
этом a £ j(t) £ b и j(a) = а, j(b) = b.

Пусть F(х) — одна из первообразных функции f(х). Тогда
F¢(x) = f(х), и в силу формулы производной сложной функции
(см. 8.2,п. 1)

(F(j(t)))¢ = F¢(j(t)) × j¢(t) = f(j(t)) × j¢(t).

Теперь воспользуемся дважды формулой Ньютона — Лейбни-
ца:

f t t dt F F F b F a f x dx
a

b

( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ) .j j j b j a
a

b
¢ = - = - = òò

Тем самым доказана формула замены переменной в определен-
ном интеграле:

f x dx f t t dt
a

b

( ) ( ( )) ( ) .= ¢ò ò j j
a

b

y

0 x

B

f c( )

y f x= ( )

c ba

A

Рис. 99
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Пример. Подстановка х = sin t дает

1 1
1

2
1 2

1

2

2

2 4
2

0

1
2

0

2
2

0

2

0

2

0

2- = - = = + = +é
ëê

ù
ûú

=ò ò òòx dx t tdt tdt t dt t
t

sin cos cos ( cos )
sin

.

p pp p
p

6. Интегрирование по частям. Пусть и = и(х), v = v(x) — не-
прерывно дифференцируемые на сегменте [a; b] функции.
Пользуясь формулой Ньютона — Лейбница, имеем:

[ ]u x v x u x v x dx u x v x v x u x dx
a
b

a

b

a

b

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ))= ¢ = ¢ + ¢ =ò ò

= ¢ + ¢ò òu x v x dx v x u x dx
a

b

a

b

( ) ( ) ( ) ( ) ,

откуда

[ ]u x v x dx u x v x v x u x dx
a
b

a

b

a

b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .¢ = - ¢ò ò

Эта формула называется формулой интегрирования по частям
для определенного интеграла.

Так как v¢(x)dx = dv и и¢(х)dx = du, то эту формулу записы-
вают еще в следующем, более компактном виде:

[ ]udv uv vdu
a
b

a

b

a

b

= - òò . (4)

При этом следует иметь в виду, что пределы интегрирования
в формуле (4) относятся к независимой переменной х.

Пример: { [ ]x xdx x x xdx x
u dv

cos sin sin cos .
124 34

= - = = -òò 0 0
00

2
p p

pp

9.8. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННЫХ
ИНТЕГРАЛОВ

Пусть речь идет о вычислении интеграла

f x dx
a

b

( ) ,ò (1)

где f(х) — функция, непрерывная на сегменте [a; b]. Формула
Ньютона — Лейбница не всегда позволяет вычислить интеграл
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(1), так как далеко не всегда мы знаем первообразную для по-
дынтегральной функции. Здесь на помощь приходит прибли-
женное вычисление определенных интегралов. Кстати, на прак-
тике часто и не требуется знать точное значение данного интег-
рала. Рассмотрим три способа приближенного вычисления оп-
ределенных интегралов: метод прямоугольников, метод трапе-
ций и метод параболических трапеций, или метод Симпсона
(Томас Симпсон (1710–1761) — английский математик).

Если f(х) ³ 0 на сегменте [a; b], то, как известно (см. 9.6), ин-
теграл (1) представляет собой площадь криволинейной трапе-
ции aABb, ограниченной сверху графиком функции у = f(x),
снизу отрезком [a; b] оси Ох, с боков отрезками прямых х = а,
х = b. Составим интегральную сумму, соответствующую деле-
нию сегмента [a; b] на n равных частей точками а = х0 < х1 < х2 <
< ... < хk–1 < xk < ... < xn = b и выбору точек tk = хk–1 (k = 1, 2, ..., n):

f x xk k
k

n
( ) .-

=
å 1

1

D  Но Dхk = (b – a)/n. Значит,

f x x
b a

n
f xk k k

k

n

k

n
( ) ( ).- -

==
= - åå 1 1

11

D

Сумма f x xk k
k

n
( )-

=
å 1

1

D  есть площадь ступенчатой фигуры, изобра-

женной на рис. 100. Поэтому площадь указанной криволиней-
ной трапеции приближенно равна площади этой ступенчатой
фигуры, т. е.

y

x0

A

B

( )f x0 ( )f kx -1 ( )f nx( )f kx( )f x2( )f x1 ( )f kx -1

x ao = x1 x2 xk-1 xk xn-1 b xn=

Рис. 100
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f x dx
b a

n
f xk

k

n

a

b

( ) ( ).» -
-

=
åò 1

1
(2)

Если tk = хk (k = 1, 2, ..., n), то аналогично получим прибли-
женную формулу:

f x dx
b a

n
f xk

k

n

a

b

( ) ( ).» -

=
åò

1
(3)

Формулы (2) и (3) называются формулами прямоугольников.
Если функция f(х) возрастает на [a; b], то формула (2) дает

значение интеграла (1) по недостатку, а формула (3) — по избыт-
ку. Поэтому для повышения точности естественно взять сред-
нее арифметическое этих формул:

f x dx
b a

n

f a f b
f xk

k

n

a

b

( )
( ) ( )

( ) .» - + +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

=

-
åò 2 1

1

(4)

Эту формулу называют формулой трапеций, так как ее гео-
метрический смысл связан с заменой площади каждой прямо-
угольной полоски, на которые разбивается криволинейная тра-
пеция, на площадь прямолинейной трапеции.

Пример. Вычислим значение интеграла

e dxx-ò
2

0

2

: (5)

а) по формулам прямоугольников (2) и (3) при n = 10 и n = 20; б) по формуле трапе-
ций при n = 10 и n = 20.

При рассмотрении этого примера будем использовать, например, микрокаль-
кулятор «Электроника Б3-36».

Вычислим сначала приближенное значение интеграла (5) по формуле прямоу-
гольников (2) при n = 10. В этом случае х0 = 0, х1 = 0,2, х2 = 0,4, х3 = 0,6, х4 = 0,8,
х5 = 1, х6 = 1,2, х7 = 1,4, х8 = 1,6, х9 = 1,8 и поэтому

e dx e e ex- - - -» - + + +ò
2 2 2 22 0

10
0 0 2 1 8

0

2

( ... )., ,

Значение подынтегральной функции в точке х вычисляется по программе х ½ = /–
–/ Fex. Следовательно, программа вычисления интеграла имеет вид:

0 ½ = /—/ FexFП+.

0,2 ½ = /—/ FexFП+.

....................

1,8 ½ = /—/ FexFП+.

2 + 10 ½ F ИП =

Ответ: 0,98.
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Вычисление по формуле (3) при n = 10 производится по аналогичной про-
грамме с той лишь разницей, что начальным значением аргумента является 0,2
а конечным значением число 2. Получаем ответ: 0,78. Среднее арифметическое
этих ответов 0,88 дает приближенное значение интеграла по формуле трапеций.

Аналогично производятся подсчеты при n = 20. Ответ по формуле трапеций
0,882.

Метод Симпсона дает более точную приближенную формулу
вычисления интеграла (1).

Предположим сначала, что пределы интегрирования имеют
вид а = –h, b = h, т. е. расположены симметрично относительно
точки О. Если h мало, то кривую у = f(x) приближенно можно
заменить параболой

у = aх2 + bх + g º F(х), (6)

проходящей через точки А(–h); f(–h)), B(0; f(0)) и С(h; f(h)) (рис.
101).
Тогда

f x dx
h

h

( )
-
ò

приближенно будет равен

F x dx
x x

x h h h h

h

h

h

h

( ) ( ).= + +
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

= + = +
-

-
ò

a b g a g a g
3 2

3 2

3 2

2

3
2

2

3
3

Полагая в выражении (6) последовательно х = –h, 0, h, получа-
ем:

F(–h) = ah2 – bh + g, F(0) = g, F(h) = ah2 + bh + g.

Отсюда

F(–h) + 4F(0) + F(h) = 2 (ah2 + 3g).

y

x0

A

B
y x x= + +a b g2y f x= ( )

- h h

y

x0

y f x= ( )

a

Рис. 101 Рис. 102
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Поэтому

F x dx
h

F h F F h
h

h

( ) ( ( ) ( ) ( )).= - + +
-
ò 3

4 0

Но
F(–h) = f(–h), F(0) = f(0), F(h) = f(h).

И значит,

F x dx
h

f h f f h
h

h

( ) ( ( ) ( ) ( ))» - + +
-
ò 3

4 0

(формула Симпсона).
Случай общего расположения пределов интегрирования сво-

дится к рассмотренному, если перенести начало координат в
точку х = (a + b)/2 оси абсцисс. Тогда будем иметь:

f x dx
b a

f a f
a b

f b
a

b

( ) ( ( ) ( )).» - + +æ
èç

ö
ø÷

+ò 6
4

2 (7)

Для увеличения точности вычисления интеграла (1) разобьем
отрезок [a; b] точками а = х0, х1, х2n–1, x2n = b на 2n равных час-
тей (f(xk) = yk). Применяя к отрезку [х2k–2; х2k] (k = 1, 2, ..., n)
формулу (7), получим:

f x dx
b a

n
y y yk k k

x

x

k

k

( ) ( ).» - + +- -
-

ò 6
42 2 2 1 2

2 2

2

Отсюда с использованием свойства 4 (см. 9.7, п. 1) получим:

f x dx
b a

n
y y y

b a

n
y yk k k n

k

n

a

b

( ) ( ) (( )» - + + = - + +- -
=
åò 6

4
62 2 2 1 2 0 2

1

+ + + + + + + +- -4 21 3 2 1 2 4 2 2( ... ) ( ... )).y y y y y yn n (8)

Заметим, что все четыре формулы (2), (3), (4), (8) тем точнее,
чем больше n.

Наконец, отметим, что каждый из изложенных методов со-
держит четкий алгоритм их нахождения. Это позволяет широ-
ко применять эти методы для вычислений на ЭВМ.

9.9. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, ИХ СХОДИМОСТЬ

При введении понятия определенного интеграла мы исходи-
ли из условий ограниченности подынтегральной функции и ко-
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нечности пределов интегрирования. Такой интеграл называ-
ется собственным (слово «собственный» обычно опускается).
Если хотя бы одно из этих двух условий не выполнено, то ин-
теграл называется несобственным.

1. Интегралы с бесконечными пределами. Пусть функция
f(х) непрерывна при а £ х < ¥, т. е. для х ³ а. Тогда по определе-
нию полагают

f x dx f x dx
b

a a

b

( ) lim ( ) .=
®+¥

+¥

ò ò (1)

Если последний предел существует, то говорят, что интеграл

f x dx
a

( )
+¥

ò (2)

сходится, а если этот предел не существует, то интеграл (2)
называется расходящимся. Такому интегралу не приписывают
никакого значения.

Геометрически для неотрицательной при х ³ а функции f(х)
несобственный интеграл (2) по аналогии с собственным интег-
ралом (9.6, п. 2) представляет собой площадь фигуры, ограни-
ченной сверху графиком функции у = f(x), слева отрезком пря-
мой х= а, снизу осью Ох (рис. 102).

Пример 1. e dx e dx ex

b

x

b

b
b

-
®+¥

+¥
-

®+¥
-= = - =ò òlim lim ( ) .

0 0

1 1

Заданный несобственный интеграл сходится.

Пример 2. 
dx

x

dx

x
b

b b

b

= = = +¥
®+¥

+¥

®+¥ò òlim lim ln .
1 1

Следовательно, данный интеграл расходится

Пример 3. cos lim cos lim sin .xdx xdx b
b b

b

= =
®+¥

+¥

®+¥ò ò
0 0

Последний предел не существует, т. е. несобственный интеграл расходится.

Пример 4. Установить, при каких значениях a сходится интеграл 
dx

xa
1

+¥

ò .  Слу-

чай a = 1 рассмотрен в примере 2. При a ¹ 1 имеем:

dx

x

b

ba

a

a
a

a
a

= -
-

=
ì
í
ï

îï
®+¥

+¥ -

-
>

+¥ <ò lim
.

,

1

1

1

1
1

11

1 при

при

Значит, данный интеграл сходится при a > 1и расходится при a £ 1.
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На несобственные интегралы вида (2) непосредственно рас-
пространяются многие свойства собственных интегралов.

Пусть F(х) первообразная функция для подынтегральной
функции f(х) сходящегося интеграла (2). На основании форму-
лы (1) и формулы Ньютона — Лейбница имеем:

f x F b F a
b

a

( ) lim ( ( ) ( )).= -
®+¥

+¥

ò

Если ввести условное обозначение

F F b
b

( ) lim ( ),+¥ =
®+¥

то получим для сходящегося несобственного интеграла (2) обоб-
щенную формулу Ньютона — Лейбница

f x dx F F a
a

( ) ( ) ( ),= +¥ -
+¥

ò

которую записывают также в виде

[ ]f x dx F x f x dx F xa a
aa

( ) ( ) ( ) ( ) .= =+¥ +¥
+¥+¥

òò или

Заметим еще, что для вычисления сходящихся интегралов
вида (2) сохраняются методы подстановки и интегрирования по
частям.

Самым простым признаком сходимости несобственных ин-
тегралов вида (2) является признак сравнения. Рассмотрим его
для случая неотрицательной подынтегральной функции.

Теорема сравнения. Если в промежутке (a; +¥) функции
f(х), g(х) непрерывны и удовлетворяют неравенствам 0 £ g(х) £
£ f(х), то из сходимости интеграла

f x dx
a

( )
+¥

ò (3)

следует сходимость интеграла

g x dx
a

( ) .
+¥

ò (4)

Этот признак вытекает из геометрического смысла интегра-
ла (2).

Из этого признака следует, что при том же условии из расхо-
димости интеграла (4) следует расходимость интеграла (3).
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Пример 5. 
dx

x1 53
1 +

+¥

ò  сходится, так как при х ³ 1

1

1

1

53 5

3+
<

x
x

интеграл
 

dx

x
5

31

+¥

ò  сходится (см. пример 4).

Пример 6. 
x

x x
dx

++¥

ò
2

1

 расходится, так как при x
x

x x x
³ + >1

2 1
 и интеграл 

dx

x
1

21

+¥

ò

расходятся (см. пример 4).

9.10. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО
ИНТЕГРАЛА

1. Вычисление площадей плоских фигур. Пусть функция f(х)
непрерывна на сегменте [a; b]. Известно (см. 9.6), что если f(х) ³
³ 0 на [a; b], то площадь S криволинейной трапеции, ограничен-
ной линиями у = f(x), у = 0, х = а, х = b, равна интегралу

S f x dx
a

b

= ò ( ) . (1)

(О понятии площади произвольной плоской фигуры, а также
объеме тела и площади поверхности см., например, в [6].)
Если же f(х) £ 0 на [a; b], то –f(х) ³ 0 на [a; b]. Поэтому пло-
щадь S соответствующей криволинейной трапеции выразит-
ся формулой

S f x dx
a

b

= -ò ( ) ,  или S f x dx
a

b

= ò| ( ) |. (2)

Если, наконец, линия у = f(x) пересекает ось Ох, то сегмент
[a; b] надо разбить на части, в пределах которых f(х) не меня-
ет знака, и к каждой части применить ту из формул (1) или
(2), которая ей соответствует.

Пример 1. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной параболой у = х2,
прямыми х =1, х = 3 и осью Ох (рис. 103).

Пользуясь формулой (1), находим искомую площадь:

S x dx x= = = - =ò 2 2
1
3

1

3 1

3

1

3
27 1 8

2

3
| ( ) .
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Пример 2. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной графиком функ-
ции у = sin x и осью абсцисс при условии 0 £ х £ 2p (рис. 104). Разбиваем сег-
мент [0; 2p] на два сегмента [0; p] и [p; 2p]. На первом из них sin х ³ 0, на вто-
ром sin x £ 0. Следовательно, используя формулы (1) и (2), имеем, что искомая
площадь

S xdx xdx x x= + = - + - =òòsin | sin | cos | cos | | .0
2

2

0

4p
p

p

p

pp

2. Вычисление площади в полярных координатах. Пусть
требуется определить площадь сектора ОАВ (рис. 105), огра-
ниченного лучами j = a, j = b и кривой АВ, заданной в по-
лярной системе координат уравнением r = r(j), где r (j) —
функция, непрерывная на отрезке [a; b].

Разобьем отрезок [a; b] на n
частей точками a = j0 < j1 < ...
... < jk < ... < jn–1 < jn = b и
положим Djk = jk – jk–1, k = 1,
..., n. Наибольшую из этих раз-
ностей обозначим через l: l =
= maxDjk. Разобьем данный
сектор на n частей лучами j =
= jk (k = 1, ..., n – 1). Заменим
k-й элементарный сектор кру-
говым сектором радиуса r(xk),

y

x0

1

–1

p 2p

y

x0

y x= 2

9

1 3

Рис. 103 Рис. 104

A

B

0

b
(
)

r kx

xk

a

p

Рис. 105
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y

x0

A Mo=

a xo= x1 xk-1 xk b xn=

M1

Mx-5
Mx

B Mn=

p
0

Рис. 106 Рис. 107

где xk ° [jk–1; jk]. Тогда сумма 
1

2
2

1

r k k
k

n
( )x Dj

=
å  — это приближен-

но площадь сектора ОАВ. Отсюда

S r r dk k
k

n
= =

® =
òå1

2

1

20

2 2

1

lim ( ) ( ) .
l a

b
x j jDj (3)

Пример. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной кардиоидной r = a(1 +
+ cos j) (рис. 106). Учитывая симметричность кривой относительно полярной оси,
по формуле (3) получаем

S a d a d a= + = + + = + +ò ò2 2

0

2 2 2
0

2
0

0

1 1 2 2( cos ) ( cos cos ) | sin |j j j j j a j j
p

p p
p

+ + = + + =ò
a

d a
a a

a
2

2
2

0

2

0
2

0
2

1 2
2 4

2
3

2
( cos ) | sin | .j j p j j pp p

p

3. Вычисление длины дуги. Пусть дуга АВ (рис. 107) задана
уравнением у = f(x), х ° [a; b], где f(х) — функция, имеющая на
отрезке [a; b] непрерывную производную.

Длиной дуги АВ называется предел, к которому стремится
длина ломаной линии, вписанной в эту дугу, когда длина наи-
большего звена стремится к нулю.

Найдем длину дуги АВ. Впишем в дугу АВ ломаную линию
М0М1...Мn (рис. 107). Пусть абсциссы точек М0, М1, М2, ..., Мn
соответственно а = х0, х1, х2, ..., хn = b (ординаты этих точек обо-
значим соответственно через у0, у1, ..., уn). Имеем разбиение от-
резка [a; b] на частичные отрезки [хk–1; хk], k = 1, 2, ..., n. Длина
отрезка [хk–1; хk] равна Dхk = хk – хk–1. Пусть l = maxDхk. Через
Dуk обозначим приращение функции у = f(x) на отрезке [хk–1; хk].



193

По теореме Пифагора M M x yk k k k- = +1
2 2D D .  Но в силу формулы

Лагранжа (8.6,п. 3) Dуk = f¢(xk) Dхk, где xk — некоторая проме-
жуточная точка отрезка [хk–1; хk]. Отсюда

M M f xk k k k- = + ¢1
21 ( ) ,x D  и, следовательно, длина ломаной ли-

нии М0М1...Мn

1 2

1

+ ¢
=
å f xk
k

n

k( ) .x D

Переходя здесь к пределу при l ® 0, получим

l f x dx
a

b

= + ¢ò 1 2( ) ,

или

l f dx
a

b

= + ¢ò 1 2
(4)

(l — длина дуги АВ).
Отсюда длина дуги АМ, где М(х; у) — переменная точка дуги
АВ,

l l x f dx
a

x

= = + ¢ò( ) .1 2

Поэтому (см. 9.7, п. 3)

dl

dx
y= + ¢1 2 ,

откуда получаем формулу дифференциала дуги

dl y dx= + ¢1 2 , (5)

или

dl dx dy= +2 2 .

Если кривая АВ задана параметрическими уравнениями

х = х(t), у = у(t) (a £ t £ b), (6)

причем функции х(t) и у(t) имеют непрерывные производные
х¢(t) и у¢(t) в [a; b], то путем замены переменной х = х(t) в (4) по-
лучим

l x y dt= ¢ + ¢ò 2 2 .
a

b

(7)
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y

x0 x xo + Dxo

Mo

My f x= ( )

y

x0

1

1

( )y e ex x= + -1

2

l

Рис. 108 Рис. 109

Формула дифференциала дуги вместо (5) будет l x y dt= ¢ + ¢2 2 .

Если же кривая АВ задана в полярных координатах урав-
нением

r = r(j) (a £ j £ b), (8)

то, учитывая связь между прямоугольными и полярными ко-
ординатами (см. 1.1, п. 2), параметрические уравнения этой
кривой будут

х = r cos j, y = r sin j (a £ j £ b).

Поэтому

х¢ = r¢ cos j – r sin j, y¢ = r¢ sin j + r cos j

и по формуле (7) получим

l r r d= + ¢ò 2 2 j
a

b
. (9)

Формула дифференциала дуги будет dl r r d= + ¢2 2 j.

Пример 1. Найти длину дуги линии

y e e xx x= + £ £-1

2
0 1( ),  (рис. 108).

Имеем ¢ = - -y e ex x1

2
( )  и по формуле (4) находим

l e e dx e e dx e e e
e

x x x x x x= + - + = + = - = -æ
èç

ö
ø÷

- - -òò 1
1

4
2

1

2

1

2

1

0

1

2

12 2

0

1

0

1

( ) ( ) ( ) .
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Пример 2. Вычислить длину окружности радиуса R. Запишем уравнение ок-
ружности в полярных координатах: r = R при 0 £ j £ 2p — и по формуле (9) по-
лучим:

l Rd R= =ò j p
p

2
0

2

.

Примечание. Если задана пространственная кривая параметрическими урав-
нениями (см. 4.2)

х = х(t), у = у(t), z = z(t) (a £ t £ b),

где функции х(t), у(t), z(t) имеют непрерывные производные, то ее длина (длина
дуги для пространственной кривой определяется так же, как и для плоской) вы-
числяется по формуле

l x y z dt= ¢ + ¢ + ¢ò 2 2 2 ,
a

b

являющейся обобщением формулы (7). При этом длина дуги, отвечающая произ-
вольному значению параметра t из [a; b], выразится формулой

l x y z dt
t

= ¢ + ¢ + ¢ò 2 2 2 ,
a

откуда дифференциал дуги есть

dl x y z dt= ¢ + ¢ + ¢2 2 2 .

Укажем еще на одно применение формулы (4).
Теорема. Пусть дуга М0М (рис. 109) задана уравнением

у = f(x) (х0 £ x £ х0 + Dх), причем f(х) и f¢(х) — непрерывные фун-
кции. Тогда предел отношения длины этой дуги к длине стя-
гивающей ее хорды при стремлении длины хорды к нулю равен
единице.

Доказательство. Имеем:

M M x y
y

x
x0

2 2
2

1= + = + æ
èç

ö
ø÷

×( ) ( ) ,D D D
D

D

l f x dx
x

x x

= + ¢
+

ò 1 2

0

0

( )
D

 (l — длина дуги М0М), или в силу теоре-

мы о среднем (см. 9.7, п. 4) l f c x= + ¢ ×1 2( ) ,D  где х0 < с < х0 +

Dх. Отсюда, замечая, что если Dх ® 0, то с ® х0, получим:

lim lim
( ) ( )

( )
.

M M x

l

MM

f c x

y
x

x

f x

f x0 0 0 0

2

2

2
0

2
0

1

1

1

1
1

® ®
=

+ ¢ ×

+ æ
èç

ö
ø÷

×

=
+ ¢

+ ¢
=

D

D

D
D

D
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Следствие. lim .
l

MM

l®
=

0

0 1

4. Площадь поверхности вращения. Переходя к площади
поверхности вращения, предположим, что, как и в п. 3, дуга
АВ задана уравнением у = f(x), х ° [a; b], где f(х) — функция,
имеющая на [a; b] непрерывную производную. Поверхность,
образованная вращением k-го звена ломаной М0 М1 ... Мn
вокруг оси Ох, есть боковая поверхность усеченного конуса с
площадью

p(уk–1 + yk) × Mk–1Mk,
или

2 1 2p h xf f xk k k( ) ( ) ,+ ¢ D
где

f
f x f x

k
k k( )

( ) ( )
.h = +-1

2
Следовательно, площадь поверхности вращения ломаной

М0 М1 ... Мn вокруг оси Ох равна

S f f xn k k k
k

n
= + ¢

=
å2 1 2

1

p h x( ) ( ) .D (10)

Площадь S поверхности вращения дуги АВ вокруг оси Ох оп-

ределим как lim
l®0

Sn  (l = maxDхk). Заметим при этом, что сумма

(10) не является интегральной суммой для функции

2 1 2pf x f x( ) ( ),+ ¢  так как в слагаемом, соответствующем отрез-

ку [хk–1; хk], значения функций f(х) и [f¢(x)]2 взяты в разных
точках этого отрезка. Но можно доказать (см. например, в [5]),
что предел суммы (10) равняется пределу интегральной суммы

для функции 2 1 2pf x f x( ) ( ),+ ¢  т. е

lim lim ( ) ( ) .
l l

p x x
® ® =

= + ¢å
0 0

2

1

2 1S f f xn k k k
k

n
D

Поэтому

S y y dx
a

b

= + ¢ò2 1 2p . (11)
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Если данная кривая АВ задана параметрическими уравне-
ниями (6) или уравнением (8) в полярных координатах, то со-
ответственно получим:

S y x y dt= ¢ + ¢ò2 2 2p
a

b
,

S r r r d= + ¢ò2 2 2p j j
a

b
sin .

Пример. Найти площадь поверхности шарового пояса, образованного враще-

нием вокруг оси Ох дуги окружности х2 + у2 = R2, соответствующей изменению х

от а до b (–R £ а < 0, 0 < b £ R). Здесь y R x= -2 2 ,  у¢ = –х/у, 1 + у¢2 = R2/у2 и по фор-

муле (11) S R dx R b a
a

b

= = -ò2 2p p ( ).  В частности, при а = –R, b = R получаем площадь

сферы S = 4pR2.

5. Вычисление объема. Рассмотрим тело В, содержащееся
между плоскостями х = а и х = b (рис. 110). Пусть для каждого
х из сегмента [a; b] дана площадь сечения этого тела Q(x), пер-
пендикулярного оси Ох. Найдем объем V данного тела при ус-
ловии непрерывности Q(x) в [a; b]. Разделим сегмент [a; b] на n
частей и через точки деления проведем плоскости, перпендику-
лярные оси Ох. Эти плоскости разобьют В на слои. Выделим k-
й слой, ограниченный плоскостями х = хk–1 и х = хk. Объем это-
го слоя приближенно равен Q (хk–1) Dхk. Образуем сумму:

V Q x xn k k
k

n
= -

=
å ( ) .1

1

D

Объем V тела В определим как lim .
l®0

Vn  (l = maxDхk). Этот пре-

дел существует в силу непрерывности Q(x) на [a; b] и равен

Q x dx
a

b

( ) .ò  Итак,

V Q x dx
a

b

= ò ( ) .

В частности, если тело ограничено поверхностью вращения
линии у = f(x) вокруг оси Ох в пределах изменения х от а до b,

то Q(x) = pf 2(x) и V f x dx
a

b

= òp 2( ) ,  или, более кратко,
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Рис. 111
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( )Q x

Рис. 110

V y dx
a

b

= òp 2 . (12)

Пример. Найти объем тела, образованного вращением плоской фигуры, ог-
раниченной линиями у2 = х и х = 1, вокруг оси Ох. Это тело называется сегмен-
том параболоида вращения (рис. 111). Согласно формуле (12) имеем:

V xdx
x

a

b

= = =òp p p2

2

1

0 2
.

9.11. ФИЗИЧЕСКИЕ И ЭКОЛОГИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

1. Центр тяжести.
Статическим моментом материальной точки, находящей-

ся в плоскости хОу, относительно координатной оси Ох (или
Оу) называется произведение массы этой точки на ее ордина-
ту (соответственно абсциссу). Статическим моментом системы
таких точек М1,М2,...,Мn относительно координатной оси на-
зывается сумма статических моментов всех точек системы от-
носительно этой оси.

Центром тяжести системы ма-
териальных точек с массами m1,
m2, ..., mn называется точка С, об-
ладающая тем свойством, что если
в ней сосредоточить всю массу си-
стемы m = m1+ m2 + ... + mn, то ее
статический момент по отношению
к любой оси равен статическому
моменту системы точек относи-
тельно той же оси. Поэтому если
обозначить через Мх

(n) и Мy
(n) ста-
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тические моменты системы точек относительно координатных
осей Ох и Оу, то координаты хс и ус центра тяжести С удов-
летворяют соотношениям

mxc = Мy
(n) = m1x1 + ... + mnxn,

myc = Мx
(n) = m1y1 + ... + mnyn,

где хk, yk — декартовы координаты точки массой mk. Следова-
тельно, центр тяжести данной системы материальных точек
имеет координаты:

x

m x

m
y

m y

mC

k k
k

n

C

k k
k

n

= == =
å å

1 1, .

Статические моменты и координаты центра тяжести дуги
плоской линии можно выразить через определенные интегра-
лы. Пусть дуга АВ задана уравнением у = f(x), х ° [a; b], где
f(х) — функция, имеющая на [a; b] непрерывную производную,
и на этой же дуге распределено вещество с плотностью r = r(х).
Разделим дугу АВ на n частичных дуг Мk–1Мk (k = 1, 2, ..., n).
Сосредоточим массу каждого из элементов Мk–1Мk в одной его
точке Nk(xk; ул). Тогда получим приближенные выражения эле-
мента массы Dmk » r(xk)Мk–1Мk и элементарных статических мо-
ментов относительно координатных осей (DМх)k » ykDmk,(Dmу)k »
» xkDmk. Суммируя и переходя к пределу при l ® 0, l = maxDхk,
получим выражение массы материальной дуги

m y dx
a

b

= + ¢òr 1 2

и ее статических моментов относительно координатных осей

M y y dx M x y dxx
a

b

y
a

b

= + ¢ = + ¢ò òr r1 12 2, .

Для нахождения центра тяжести С(хс; ус) материальной дуги
АВ в соответствии с определением этого понятия составим ра-
венства

mxc = My и myc = Mx,

из которых следует, что

x
M

m
y

M

mC
y

C
x= =, . (1)



200

Из формул (1) при r(х) = const следует y y dx y lC
a

b

1 2+ ¢ =ò .

Умножив обе части последнего равенства на 2p, получим

2 1 22p py y dx y lC
a

b

+ ¢ =ò .

или
S = l × 2pyC, (2)

где S — площадь поверхности, образуемой вращением дуги АВ
вокруг оси Ох. В правой части (2) 2pyC — длина окружности,
описываемой точкой С(хC; уC) при вращении вокруг оси Ох.

Это приводит к следующей теореме.
Первая теорема Гульдина (Пауль Гульдин (1577–1643)

— швейцарский математик). Площадь поверхности, образуе-
мой вращением дуги плоской кривой вокруг не пересекающей ее
оси, лежащей в плоскости дуги, равна произведению длины вра-
щающейся дуги на длину окружности, которую при этом вра-
щении описывает центр тяжести дуги.

Пример 1. Найти центр тяжести массы, распространенной вдоль полуокруж-

ности y R x= -2 2  при условии r = 1. Из соображений симметрии заключаем, что

хC = 0. Далее, согласно формуле (2) 4pR2 = pR × 2pyC, откуда уC = 2R/p » 0,637R (здесь
можно использовать калькулятор).

Остановимся еще на статических моментах и координатах
центра тяжести плоской фигуры. Пусть дана криволинейная
трапеция, ограниченная линиями х = а, х = b, у = f(x) (f(х) не-
прерывна на [a; b]), у = 0, и на ней распределено вещество с плот-
ностью r = 1. Разделим отрезок [a; b] на n частичных отрезков,
а криволинейную трапецию на n соответствующих частей. За-
меним каждую частичную трапецию прямоугольником с осно-
ванием Dхk и высотой уk–1 = f(хk–1). Тогда получим приближен-
ные выражения элемента массы Dmk » уk–1Dхk и элементарных
статических моментов относительно координатных осей (DМх)k »
» (1/2) уk–1Dmk, (DМy)k » xk–1Dmk. Отсюда, суммируя и переходя
к пределу l ® 0, получим выражения массы и статических мо-
ментов всей фигуры:

m ydx M y dx M xydx
a

b

x
a

b

y
a

b

= = =ò ò ò, , .
1

2
2

(3)
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Координаты центра тяжести хс и yс определяются так же,
как и для материальной дуги, формулами (1), в которых m,
Mx, My определяются по формулам (3).

Из равенства ус = Мх/m, согласно формуле, (3) имеем:

1

2
2y dx y ydx

a

b

C
a

b

=ò ò ,

откуда

p py dx y ydx
a

b

C
a

b
2 2=ò ò .

Левая часть последнего равенства есть объем V тела, получае-
мого от вращения данной плоской фигуры около оси Ох, правая
— произведение площади S вращающейся фигуры на 2pyc —
длину окружности, описываемой при этом вращении центром
тяжести фигуры. Итак,

V = S × 2pyC. (4)

Это приводит ко второй теореме Гульдина.
Вторая теорема Гульдина. Объем тела, образованного

вращением данной плоской фигуры вокруг не пересекающей ее
оси, лежащей в ее плоскости, равен произведению площади вра-
щающейся фигуры на длину окружности, которую при этом
вращении описывает центр тяжести этой фигуры.

Пример 2. Найти центр тяжести полукруга, ограниченного осью Ох и полуок-

ружностью y R x= -2 2  (при условии r = 1). Из соображений симметрии следует,

что хC = 0. Далее, согласно формуле (4) (4/3)pR3 = (1/2)pR22 pyC, откуда

y
R

RC = »4

3
0 424

p
,

(здесь также для вычислений можно использовать калькулятор).

2. Средняя длина пролета. В некоторых исследованиях необ-
ходимо знать среднюю длину пробега или среднюю длину пути
при прохождении животным некоторого фиксированного уча-
стка. Приведем соответствующий расчет для птиц. Пусть учас-
тком будет круг радиуса R (рис. 112). Будем считать, что R не
слишком велико, так что большинство птиц изучаемого вида
пересекает этот круг по прямой.

Птица может под любым углом в любой точке пересечь ок-
ружность. В зависимости от этого длина ее пролета над кру-
гом может быть равной любой величине от 0 до 2R. Нас инте-
ресует средняя длина пролета. Обозначим ее через l.
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Рис. 112

Так как круг симметричен относи-
тельно любого своего диаметра, нам
достаточно ограничиться лишь теми
птицами, которые летят в каком-ни-
будь одном направлении, параллель-
ном оси Оу (см. рис. 112). Тогда сред-
няя длина пролета — это среднее рас-
стояние между дугами АСВ и АС1В.
Иными словами, это среднее значение
функции f1(х) – f2(х), где у = f1(x) —
уравнение верхней дуги, а у = f2(x) —
уравнение нижней дуги, т. е.

l

f x f x dx

b a
a

b

=

-

-

ò[ ( ) ( )]1 2

или

l

f x dx f x dx

b a
a

b

a

b

=

-

-

òò 1 2( ) ( )

.
(5)

Так как

f x dx
a

b

1( )ò

равен площади криволинейной трапеции аАСВb (см. 2.6), а

f x dx
a

b

2( )ò

равен площади криволинейной трапеции аАС1Вb, то их раз-
ность равна площади круга, т. е. pR2. Разность b – a равна, оче-
видно, 2R. Подставив это в (5), получим:

l
R

R
R= =p p2

2 2
.

9.12. ВЕКТОР-ФУНКЦИЯ СКАЛЯРНОГО АРГУМЕНТА

1. Векторная функция скалярного аргумента, ее годограф.
До сих пор мы изучали функциональную зависимость между ве-
личинами, принимающими только числовые значения. Други-
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ми словами, если переменная величина х есть функция пере-
менной величины t, т. е. х = х(t), то как значения независи-
мой переменной t, так и значения самой функции х суть чис-
ла. Таким образом, t и х являются в этом случае скалярными
величинами, или просто скалярами; иными словами, мы имеем
скалярную функцию скалярного аргумента. По аналогии со
скалярной функцией можно ввести понятие векторной функ-
ции скалярного аргумента.

Определение. Если каждому значению параметра t из не-
которого промежутка отвечает определенный вектор r ¯ (зави-
сящий от t), то вектор r ¯ называется векторной функцией (крат-
ко — вектор-функция) от скалярного аргумента t и в этом слу-
чае пишут:

r ¯ = r ¯(t). (1)

При изменении аргумента t вектор r̄(t) изменяется, вообще
говоря, как по величине, так и по направлению. В дальней-
шем предполагается, что t изменяется в промежутке, конеч-
ном или бесконечном.

Как и в векторной алгебре (гл. 2), мы здесь рассматрива-
ем свободные векторы, т.е. такие векторы, которые считаются
равными, если они равны по величине и одинаково направ-
лены или, иначе говоря, если они имеют равные проекции
на оси координат. Свободные векторы могут быть отложены
от какой угодно точки. Будем считать, что вектор r ¯(t) исхо-
дит из начала координат, т. е вектор r ¯ — радиус-вектор не-
которой точки М. В этом случае при изменении параметра t
конец вектора r ¯(t) опишет некоторую линию L, называемую
годографом векторной функции r ¯(t) (рис. 113). При этом на-
чало координат называют по-
люсом годографа. Уравнение
(1) называют векторным
уравнением этой кривой.

Если у вектора r ¯(t) меняет-
ся только модуль, то годогра-
фом его будет луч, исходящий
из полюса. Если модуль век-
тора r ¯(t) постоянен (|r ¯(t)| =
const) и меняется только его
направление, то годограф есть
линия, лежащая на сфере с
центром в полюсе и радиусом,
равным модулю вектора r ¯(t).

x

y
0

z

L

( )r t

M

Рис. 113
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С векторной функцией скалярного аргумента особенно ча-
сто приходится встречаться в кинематике при изучении дви-
жения точки, когда радиус-вектор r ¯(t) движущейся точки яв-
ляется функцией времени t. Годографом такой функции яв-
ляется траектория движения точки. При этом уравнение r¯ =
r ¯(t) называют уравнением движения.

Если через х, у и z обозначить проекции вектора r ¯(t) на оси
прямоугольной системы координат в пространстве, то эти ве-
личины для каждого значения параметра t в свою очередь при-
нимают определенные числовые значения и потому являются
скалярными функциями скалярного аргумента t:

х = х(t), y = y(t), x = z(t). (2)

В силу известного (2.1, п 8) разложения вектора по ортам
прямоугольной системы координат имеем:

r t x t i y t j z t k( ) ( ) ( ) ( ) .= + +
Таким образом, задание векторной функции скалярного ар-

гумента (т. е. функции (1)) равносильно заданию трех скаляр-
ных функций того же аргумента (т. е. функций (2)).

Так как уравнение (1) является уравнением некоторой кри-
вой в пространстве, то ту же кривую задают и уравнения (2).
Уравнения (2) — обычные параметрические уравнения кривой
в пространстве (4.2, п. 1). С помощью этих уравнений для каж-
дого значения t определяются координаты х, у, и z соответству-
ющей точки кривой, а по координатам можно определить и ра-
диус-вектор этой точки.

Рассмотрим кривую, заданную параметрически с помощью
уравнений:

х = а cos t, y = a sin t, z = bt.

Эта кривая называется винтовой ли-
нией (рис. 114). Ее векторное урав-
нение

r a t i a t j btk= × + × +cos sin .

При любом значении параметра t

х2 + у2 = а2 (cos2 t + sin2 t) = а2.

Это означает, что винтовая линия рас-
положена на цилиндре х2 + у2 = а2.
Отсюда следует, что, когда точка М
движется по винтовой линии, ее про-
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екция N на плоскости xOy перемещается по окружности с ради-
усом а и центром в начале координат, причем t является поляр-
ным углом точки N. Когда точка N описывает полную окруж-
ность, аппликата z точки М винтовой линии увеличивается на
h = 2pb. Эта величина называется шагом винтовой линии.

2. Предел, непрерывность и производная вектор-функция.
Пусть функция r¯(t) определена в окрестности точки t0, кроме,
быть может, самой точки t0.

Вектор r ¯0 называется пределом векторной функции r ¯(t) при
стремлении t к t0 (или, короче, в точке t0), если

lim | ( ) | .
t t

r t r
®

- =
0

0 0 (3)

Если r ¯0 есть предел функции r ¯(t) при t ® t0, то это записыва-
ется так:

lim ( ) .
t t

r t r
®

=
0

0 (4)

Итак, когда мы пишем соотношение (4), то подразумеваем
под этим соотношение (3).

Если мы запишем векторную функцию r ¯(t) и вектор r¯0 в про-
екциях (п. 1)

r t x t i y t j z t k( ) ( ) ( ) ( ) ,= + +

r x i y j z k0 0 0 0= + + ,

то получим

| ( ) | ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ) .r t r x t x y t y z t z- = - + - + -0 0
2

0
2

0
2 (5)

Тогда из условия (3) следует, что

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) .
t t t t t t

x t x y t y z t z
® ® ®

= = =
0 0 0

0 0 0 (6)

Обратно: из формул (6) с помощью (5) сразу вытекает соотно-
шение (3). Таким образом, соотношения (3) и (6) равносильны.

Из определения предела векторной функции с учетом оче-
видного неравенства ||r ¯(t)| – |r̄0|| £ |r̄(t) – r ¯0| непосредственно сле-
дует следующее свойство:

1. Если lim ( ) ,
t t

r t r
®

=
0

0  то и lim | ( )| | |.
t t

r t r
®

=
0

0

Отметим еще четыре свойства:
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2. lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ).
t t t t t t

r t r t r t r t
® ® ®

+ = +
0

1 2
0

1
0

2

3. lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
t t t t t t

f t r t f t r t
® ® ®

=
0 0 0

(f(t) — скалярная функция).

4. lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ).
t t t t t t

r t r t r t r t
® ® ®

=
0

1 2
0

1
0

2

5. lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ).
t t t t t t

r t r t r t r t
® ® ®

´ = ´
0

1 2
0

1
0

2

(Предполагается, что пределы в правых частях последних четы-
рех равенств существуют.)

Свойства 2–5 с помощью формул (6) легко следуют из соот-
ветствующих свойств скалярных функций, если перейти к ко-
ординатной записи векторов и их скалярных и векторных про-
изведений.

Вектор-функция r̄(t), определенная в некоторой окрестности

точки t0, называется непрерывной в точке t0, если lim ( ) .
t t

r t r
®

=
0

0

Из равносильности условий (3) и (6) следует, что, для того,
чтобы вектор-функция r ¯(t) была непрерывной в точке t0, необ-
ходимо и достаточно, чтобы в этой точке были непрерывны
функции х, у, z.

Из свойств пределов векторных функций следует, что сумма,
скалярное и векторное произведения векторных функций, про-
изведение скалярных функций на векторные будут непрерыв-
ны в точке t0, если в этой точке были непрерывны все слагаемые,
соответственно сомножители. В дальнейшем мы будем рассмат-
ривать только непрерывные функции.

Перейдем теперь к вопросу о производной векторной функ-
ции скалярного аргумента.

r t x t i y t j z t k( ) ( ) ( ) ( ) ,= + + (7)

предполагая, что начало вектора r ¯(t) находится в начале коор-
динат. Как уже отмечалось (п. 1), последнее уравнение являет-
ся уравнением некоторой пространственной кривой.

Возьмем какое-нибудь фиксированное значение t, соответ-
ствующее какой-нибудь определенной точке М на кривой, за-
данной уравнением (7), и дадим t приращение Dt. Тогда полу-
чим вектор:

r t t x t t i y t t j z t t k( ) ( ) ( ) ( ) ,+ = + + + + +D D D D
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который определяет на кривой некоторую точку М¢ (рис. 115).
Найдем приращение вектора:

D D D Dr r t t r t x t t x t i y t t y t j= + - = + - + + - +( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )

+ + -( ( ) ( )) .z t t z t kD (8)

На рис. 115, где OM r t OM r t t= ¢ = +( ), ( ),D  это приращение

изображается вектором MM r t¢ = D ( ).
Рассмотрим отношение Dr ¯(t)/Dt приращения вектор-функ-

ции к приращению скалярного аргумента; это есть вектор, кол-
линеарный с вектором Dr ¯(t), так как получается из него умно-
жением на скалярный множитель 1/Dt. При этом вектор Dr̄(t)/Dt
направлен в сторону, соответствующую возрастанию t (направ-
ление от М к М¢ на рис. 115).

Действительно, если Dt > 0, то вектор Dr̄(t)/Dt = MQ¢ имеет
то же направление, что и вектор Dr t MM( ) ,= ¢  т. е. направлен в
ту сторону годографа, которая соответствует возрастанию пара-
метра t. Если же Dt < 0, то вектор Dr t MM( ) = ¢¢  направлен в про-
тивоположную сторону и при делении на отрицательное Dt мы
получим вектор MQ¢¢,  направленный снова в сторону возраста-
ния t.

Далее с учетом выражения (8) вектор Dr̄(t)/Dt можно предста-
вить в виде

D
D

D
D

D
D

D
D

r t

t

x t t x t

t
i

y t t y t

t
j

z t t z t

t
k

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.= + - + + - + + -

(9)

Если функции х(t), y(t), z(t)
имеют производные при выб-
ранном значении t, то множи-

тели при i j k, ,  в равенстве (9)

в пределе при Dt ® 0 обратят-
ся в производные х¢ (t), y¢ (t),
z¢ (t). Следовательно, в этом
случае существует предел

lim ( ) ( ) ( ) .
D

D
Dt

r

t
x t i y t j z t k

®
= ¢ + ¢ + ¢

0

Вектор, определяемый
последним равенством, назы-

x

y
0

z

L

( )r t

( )r t t+ D

(
)

r t
t

+ D

T

¢¢M

¢M

M

¢¢Q¢Q

Рис. 115
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вается производной от вектора r ¯(t) по скалярному

аргументу t; ее обозначают символом 
dr

dt
 или r ¯¢. Итак,

dr

dt
r x t i y t j z t k= ¢ = ¢ + ¢ + ¢( ) ( ) ( ) , (10)

или
dr

dt

dx

dt
i

dy

dt
j

dz

dt
k= + + .

Выясним направление вектора r ¯¢(t). Для этого заметим, что
при Dt ® 0 точка М¢(М¢¢) стремится к точке М, и поэтому секу-
щая ММ¢ (ММ¢¢) стремится к касательной в точке М. Отсюда
производная r̄¢(t) является вектором MT,  касательным к годог-
рафу вектор-функции r ¯(t), направленным в сторону, соответ-
ствующую возрастанию параметра t.

Из разложения (10) следует, что

| ( )| ( ) ( ) ( ).¢ = ¢ + ¢ + ¢r t x t y t z t2 2 2 (11)

Но, как известно (9.10, п. 3, примечание), дифференциал
дуги

dl x t y t z t dt= ¢ + ¢ + ¢2 2 2( ) ( ) ( ) ,

откуда
dl

dt
x t y t z t= ¢ + ¢ + ¢2 2 2( ) ( ) ( ). (12)

Из сопоставления формул (11) и (12) имеем:

| ( )| .¢ =r t
dl

dt
(13)

Таким образом, модуль производной векторной функции
|r ¯¢(t)| равен производной от длины годографа по аргументу t.

Если вектор-функция r¯(t) имеет постоянный модуль, но пе-
ременное направление, то ее производная r ¯¢(t) является век-
тором, перпендикулярным к вектору r̄(t). В самом деле, в этом
случае годограф лежит на сфере, и поэтому производная r ¯¢(t)
как вектор, касательный к годографу, перпендикулярна к
вектору r ¯(t).

Приведем правила дифференцирования вектор-функций (ар-
гумент для краткости записи опустим):

1. (r ¯1 + r ¯2)¢ = r¯¢1 + r ¯¢2. 2. (fr ¯)¢ = f¢r ¯ + fr ¯¢.
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(f — скалярная функция, в частности (cr ¯)¢ = cr ¯¢, где с — ска-
лярная постоянная).

3. (r ¯1r ¯2)¢ = r ¯¢1r ¯2 + r ¯1r ¯¢2. 4. (r ¯1 × r ¯2)¢ = r ¯¢1 ½ r ¯2 + r ¯¢1 ½ r ¯¢2.

Все эти формулы доказываются аналогично формулам диф-
ференцирования скалярных функций (см. 8.2, п. 1), они могут
быть получены и иначе — с использованием выражения (10).

Последовательным дифференцированием можно найти про-
изводные высших порядков от векторных функций. Так,

¢¢ = ¢¢ + ¢¢ + ¢¢r t x t i y t j z t k( ) ( ) ( ) ( )  и т. д.

3. Касательная к пространственной кривой. Нормальная
плоскость. Пусть точка М(x; y; z) описывает некоторую про-
странственную кривую L (рис. 116). Параметром, определяю-
щим положение точки М на кривой, будем считать длину l
дуги АМ кривой, отсчитываемую от определенной точки А
кривой до точки М. Так как положение точки М(x; y; z) на
кривой определяется значением дуги l, то координаты x, y и
z, а также радиус-вектор r ¯ этой точки можно рассматривать
как функции длины дуги l:

х = х(l), y = y(l), z = z(t), r ¯ = r ¯(l)

или в проекциях

r x l i y l j z l k= + +( ) ( ) ( ) . (14)

 Продифференцируем вектор r(l) по l. Получим новый вектор:

t = r ¯¢l,

направленный, как мы знаем (см. п. 2), по касательной к кри-
вой в сторону возрастания параметра l (см. рис. 116). Модуль
этого вектора

| | | | lim .t = ¢ =
®

r
r

ll
lD

D
D0

(Равенство | | lim¢ =
®

r
r

ll
lD

D
D0

 за-

писано на основе свойства 1
пределов (п. 2).)

Но, как ранее установлено
(9.10, п. 3), последний пре- x

y

z

M
¢M

( )r l l+ D

( )r l

( )t l

L
A

Рис. 116

0
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M

Норм. плоск.

Касательная

Рис. 117

дел равен единице (он равен единице и в случае пространствен-
ной кривой).

Таким образом, вектор t ¯ есть единичный вектор, направ-
ленный по касательной к кривой в точке М в сторону возра-
стания l. Если вектор r ¯ задан в проекциях (14), то, согласно
формуле (10), имеем:

t( ) .l r x i y j z kl l l l= = ¢ + ¢ + ¢
На основе полученных результатов легко написать уравне-

ния касательной к кривой L в точке М(x; y; z). Так как век-
тор t ¯  на искомой касательной, то (4.2, п. 3) ее уравнения будут

X x

x

Y y

y

Z z

zl l l

-
¢

= -
¢

= -
¢

, (15)

где X, Y, Z — текущие координаты точки касательной, а зна-
чения производных x¢l, y¢l, z¢l вычисляются в точке касания
М. Если в уравнениях кривой вместо длины дуги l взять лю-
бой другой параметр t, то, рассматривая длину дуги l как
функцию параметра t, получим:

x¢t = x¢l × l¢t, y¢t = y¢l × l¢t, z¢t = z¢l × l¢t.

Следовательно, в уравнениях (15) производные x¢l, y¢l, z¢l
можно заменить производными x¢t, y¢t, z¢t соответственно. Тем
самым приходим и к такой форме уравнений касательной:

X x

x

Y y

y

Z z

zt t t

-
¢

= -
¢

= -
¢

. (16)

Плоскость, перпендикулярная касательной (16) и проходя-
щая через точку касания, называется нормальной плоскостью
к кривой L в точке М (рис. 117). Найдем уравнение нормаль-
ной плоскости к кривой L в точке М(x; y; z).

Так как искомая плоскость
перпендикулярна к касатель-
ной (16), то вектор (10) явля-
ется нормальным этой плоско-
сти, и потому (4.1, п. 2) ее
уравнение имеет вид:

(X – x)x¢t + (Y – y)y¢t +
+ (Z – z)z¢t = 0

(значения производных взяты
в точке М(x; y; z)).
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Упражнения

Непосредственным интегрированием или методом замены переменной вычис-
лить интегралы.
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При нахождении интегралов (№ 17–19) следует предварительно в подынтег-
ральной функции выделить целую часть.
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При вычислении следующих интегралов использовать метод интегрирования
по частям.
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x

x
dx

sin
.

2ò [ ]- + +x x x Cctg ln|sin | .

38. ( ) .2 3x e dxx+ò [ ]( ) .2 1x e Cx+ +

39. x e dxx2 .ò [ ]( ) .x x e Cx2 2 2- + +

40. 
ln

.
x

x
dx

5ò
5

16
4 545 x x C( ln ) .- +é

ëê
ù
ûú

41. arccos .2xdxò x x x Carccos .2
1

2
1 4 2- - +é

ëê
ù
ûú

42. x xdxcos .2ò
x

x x C
2

2
1

4
2sin cos .+ +é

ëê
ù
ûú

43. arcctg3xdx.ò x x x Carcctg3
1

6
1 9 2+ + +é

ëê
ù
ûú

ln( ) .

Вычислить интегралы от дробно-рациональных функций

44. 
x

x
dx

+ò 2
. [ ]x x C- + +2 2ln| | .

45. 
dx

x( )
.

+
ò

1 4
-

+
+

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1

3 1 3( )
.

x
C

46. 
dx

x x2 2 5+ +
ò .

1

2

1

2
arctg

x
C

+ +é
ëê

ù
ûú

.

47. 
dx

x x2 6 5- +
ò .

1

4

5

1
ln .

x

x
C

-
-

+
é

ë
ê

ù

û
ú

48. 
xdx

x x2 2 5+ +
ò .

1

2
2 5

1

2

1

2
2ln| | .x x

x
C+ + - + +é

ëê
ù
ûú

arctg

49. 
dx

x x( )( )
.

- -ò 2 3
ln .

x

x
C

-
-

+
é

ë
ê

ù

û
ú

3

2

50. 
x

x x
dx

-
-

ò
3

3
. ln

( )( )
.

x

x x
C

3

21 1- +
+

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

51. 
x

x x
dx

+
+

ò
1

13( )
. arcsin ln

| |
.x

x

x
C+

+
+

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú2 1

52. 
dx

x( )
.

2 21+
ò 1

2 12
arctgx

x

x
C+

+
æ
è
ç

ö
ø
÷ +

é

ë
ê

ù

û
ú.
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Найти интегралы от иррациональных функций

53. 
dx

x1+ò . [ ]2 1( ln| |) .x x C- + +

54. 
x

x
dx

+
ò

4
. 2 4 2

4 2

4 2
x

x

x
C+ + + -

+ +
+

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ln .

55. 
1

2

-
-ò

x

x x
dx. [ ]- + - +2 2( ln| ||) .x x C

56. 
dx

x x2 6 10- +
ò . ln| | .x x x C- + - + +é

ëê
ù
ûú

3 6 102

57. 
x

x x
dx

-

- +
ò

2

10 292
. x x x x x C2 210 29 3 5 10 29- + + - + - + +é

ëê
ù
ûú

ln| | .

58. 1 2-ò x dx.
1

2
1 2( arcsin ) .x x x C- + +é

ëê
ù
ûú

Применяя формулу Ньютона — Лейбница, вычислить определенные интегра-
лы.

59. x dx4

0

1

.ò 1

5
.

é
ëê

ù
ûú

60. ( ) .x dx2

1

1

1+
-
ò 2

2

3
.

é
ëê

ù
ûú

61. xdx.
1

4

ò 4
2

3
.

é
ëê

ù
ûú

62. 
dx

x
.

1

2

ò [ln 2.]

63. e dxx-

-
ò 2

1

0

.
e2 1

2

-é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

.

64. sin .4
0

2
xdx

p

ò [0.]

Вычислить интегралы от следующих трагонометрических функций:

65. ( sin ) .1 2-ò x dx
1

2

1

4
2x x C+ +é

ëê
ù
ûú

sin .

66. ( cos ) .1 2-ò x dx
1

2

1

4
2x x C- +é

ëê
ù
ûú

sin .

67. sin cos .2 2x xdxò - +é
ëê

ù
ûú

1

8
4cos .x C
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68. cos cos .3
4

3
x xdxò

3

26

13

3

3

10

5

3
sin sin .x x C+ +é

ëê
ù
ûú

69. sin .5 xdxò - + - +é
ëê

ù
ûú

1

5

2

3
5 3cos cos cos .x x x C

70. cos .5 xdxò
1

5

2

3
5 3sin sin sin .x x x C- + +é

ëê
ù
ûú

71. sin sin .x xdx5ò
1

8
4

1

12
6sin sin .x x C- +é

ëê
ù
ûú

72. sin cos .3 2x xdxò
1

5

1

3
5 3cos cos .x x C- +é

ëê
ù
ûú

73. sin cos .2 4x xdxò
1

16

1

64
4

1

48
23x x x C- + +é

ëê
ù
ûú

sin sin .

74. 
dx

x xsin cos
.

4 2ò tg ctg ctgx x x C- - +é
ëê

ù
ûú

2
1

3
3 .

75. 
dx

x5 3-ò cos
.

1

2
2

2
arctg tg

x
C

æ
èç

ö
ø÷

+
é

ë
ê

ù

û
ú.

76. 
dx

x2 3+ò cos
.

1

5
2

5

2
5

ln .
tg

tg

x

x
C

+

-
+

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

77. 
( sin )

( cos )sin
.

1

1

+
+ò

x dx

x x
tg tg tg

x x x
C

2

1

4 2

1

2 2
2+ + +

é

ë
ê

ù

û
úln .

Вычислить определенные интегралы методом подстановки.

78. 
2

16 2
0

3 xdx

x+
ò . [2.]

79. 
2

2 12 2
1

2 xdx

x( )
.

+-
ò 1

9
.

é
ëê

ù
ûú

80. x x dx2

2 2

4

7-ò . 8
2

3
.

é
ëê

ù
ûú

81. 

sin

( cos )
.

xdx

x1 2

2

-
ò
p

p

[0,5.]

82. 
cos

sin
.

xdx

x3

4

2

p

p

ò [0,5.]
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83. 
sin

cos
.

xdx

x4
0

3

p

ò 2
1

3
.

é
ëê

ù
ûú

Вычислить определенные интегралы, используя формулу интегрирования по
частям.

84. ln .2

1

xdx
e

ò [e–2.]

85. 
xdx

x3 11

8

+ò . [8.]

86. x xdx
e

2

1

ln .ò
2 1

9

3e +é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

.

87. ( ) .3 2 3

0

2

- -ò x e dxx 5 7

9

6e- +é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

.

Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость).

88. 
dx

x4
1

.
+¥

ò 1

3
.

é
ëê

ù
ûú

89. 
dx

x2
0 9+

+¥

ò .
p
6

.
é
ëê

ù
ûú

90. e dxx-
+¥

ò 5

0
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1

5
.

é
ëê

ù
ûú

91. 
x

x x
dx

++¥

ò
5

3
1

. [Расходится.]

92. 
dx

x xe ln
.

3

+¥

ò 1

2
.

é
ëê

ù
ûú

93. 
arcctgx

x
dx

1 2
0 +

+¥

ò . -
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

p2

8
.

94. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной параболой y = x2 + 1, осью
Ох и прямыми х = 1 и х = 4.

[24.]
95. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной линиями у = 1nx, у = 0,

х = 1. х = е.
[1.]

96. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной полукубической парабо-
лой у2 = х3 и прямой х = 4.

[25,6]
97. Переходя к полярным координатам, вычислить площадь круга, ограни-

ченного окружностью х2 + у2 = 4.
[4p.]
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98. Найти длину кривой r = 1 – cos Q.
[8.]

99. Найти длину арки циклоиды х = а(t – sin t), y = a(1 – cos t), 0 £ t £ 2p,
[8а.]

100. Найти длину кривой r = а sin Q.
[аp.]

101. Найти площадь поверхности сферического сегмента, образованного вра-
щением вокруг оси Ох дуги окружности х2 + у2 = R2, соответствующей изменению
х от а до R (0 < а < R).

[2pR(R – a).]
102. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох

первой арки циклоиды х = а(t – sin t), y = a(1 – cos t), 0 £ t £ 2p.

64

3
2pa .

é
ëê

ù
ûú

103. Найти площадь поверхности, образованной вращением кардиоиды r = a(1 –
– cos j) вокруг полярной оси.

32

5
2pa .

é
ëê

ù
ûú

104. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох плоской фи-

гуры, ограниченной линиями: y e e y x xx x= - = = =-1

2
0 0 1( ), , , .

p p
8 2

2 2( ) .e e- +é
ëê

ù
ûú

-

105. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох плоской фигу-

ры, ограниченной линиями 
x

a

y

b
y

2

2

2

2
1 0+ = =,  и расположенной в I и II квадрантах.

4

3
2pab .

é
ëê

ù
ûú

106. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох плоской фи-

гуры, ограниченной аркой циклоиды х = а(t – sin t), y = a(1 – cos t), 0 £ t £ 2p, и

осью Ох.

[5p2а3]

107. Найти координаты центра тяжести той четверти окружности х2 + у2 =

1 (с плотностью r = 1), которая расположена в первом квадранте.

[хс = 2/p, ус = 2/p.]

108. Найти координаты центра тяжести плоской фигуры, ограниченной ли-

ниями 
x

a

y

b
x y

2

2

2

2
1 0 0+ = = =, ,  и расположенной в I квадранте (плотность r = 1).

[хс = 4а/3p, ус = 4b/3p.]

109. Найти координаты центра тяжести плоской фигуры, ограниченной ли-

ниями у = sin x (0 £ x £ p), y = 0 (r = 1).

[хс = p/2, ус = 1p/8.]
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Глава 10. РЯДЫ

10.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

1. Основные понятия. Пусть дана бесконечная последова-
тельность чисел а1, а2, ..., аn, .....

Определение 1. Символ

а1 + а2 + ... + аn + ... (1)

называется числовым рядом или просто рядом, а числа а1, а2, ...,
аn, ... называются членами ряда. Вместо (1), пользуясь знаком
суммы, пишут

an
n

.
=

¥
å

1

Суммы конечного числа членов ряда (1) S1 = a1, S2 = a1 + a2,
S3 = a1 +a2 + a3, ..., Sn = a1 +a2 + a3 + ... + an, ... называются ча-
стными суммами (или отрезками) ряда (1).

Рассмотрим последовательность

S1, S2, S3 ..., Sn, ..... (2)

Определение 2. Если существует предел S S
n

n=
®¥

lim ,  то ряд

(1) называют сходящимся, а число S — суммой этого ряда. В
этом случае пишут:

S a a a an n
n

= + + + + =
=

¥
å1 2

1

... ... .

Если последовательность (2) не имеет предела, то ряд (1) назы-
вается расходящимся. Расходящийся ряд суммы не имеет.

Пример 1. Рассмотрим ряд, составленный из членов геометрической прогрес-
сии 1, q, q2, ..., qn–1, ....

1 + q + q2 + ... + qn–1 + ... . (3)
Если q ¹ 1, то, как известно,

S q q q
q q

qn
n

n
= + + + + = × -

-
-

-
1

1

1
2 1

1
...

или

S
q

q q

q

qn

n n
= -

-
=

-
-

-
1

1

1

1 1
.

При | | lim ,q S
qn

n< =
-®¥

1
1

1
 т. е. ряд (3) при |q| < 1 сходится и сумма его равна 

1

1- q
.

При q = 1 получаем ряд
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1 + 1 + 1 + ... + 1 + ... .

Следовательно, Sn = n и lim ,
n

nS
®¥

= ¥  т. е. ряд (3) при q = 1 расходится.

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд

1

11n nn ( )
.

+=

¥
å (4)

Очевидно,
1

1

1 1

1
1 2 3

n n n n
n

( )
( , , ,...).

+
= -

+
=

Поэтому

S
n n nn = -æ

èç
ö
ø÷

+ -æ
èç

ö
ø÷

+ -æ
èç

ö
ø÷

+ + -
+

æ
èç

ö
ø÷

= -
+

1
1

2

1

2

1

3

1

3

1

4

1 1

1
1

1

1
... .

Отсюда

lim lim .
n

n
n

S
n®¥ ®¥

= -
+

æ
èç

ö
ø÷

=1
1

1
1

Следовательно, ряд (4) сходится и его сумма равна 1.

2. Основные свойства рядов. Если в ряде (1) отбросить конеч-
ное число первых членов, например m членов, то получим ряд

аm+1 + аm+2 + ... + аm+k + ..., (5)

который называется m-ым остатком ряда (1).
Теорема 1. Ряд (5) сходится (или расходится) одновремен-

но с рядом (1).
Доказательство. Обозначим

Sk¢ = аm+1 + аm+2 + ... + аm+k,
Имеем

Sk¢ = Sm+k – Sm. (6)

Отсюда видно, что существование или отсутствие предела при
k ® ¥ частичной суммы одного ряда влечет за собой существо-
вание или отсутствие предела частичной суммы другого ряда.
Теорема доказана.

Следствие 1. При исследовании ряда на сходимость мож-
но игнорировать конечное число его первых членов.

Пусть ряд (1) сходится. Тогда, согласно теореме 1, сходится
и ряд (5), значит, существует его сумма. Обозначим ее через rm.
Перейдя к пределу в (6) при k ® ¥, получим:

rm = S – Sm;

rm есть та погрешность, которую мы допускаем, если вместо
суммы S сходящегося ряда (1) берем сумму m первых его чле-
нов. Так как

lim lim ( ) ,
m

m
m

mr S S S S
®¥ ®¥

= - = - = 0 (7)
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то погрешность уменьшается с ростом m. Следовательно, аб-
солютная величина остатка

|rm| = |S – Sm|

будет как угодно мала, если только число m взято достаточно
большим. Таким образом, мы всегда имеем возможность под-
считать приближенно сумму сходящегося ряда, взяв достаточ-
но большое число первых его членов.

Однако большую трудность представляет выяснение величи-
ны возникающей ошибки, т. е. оценки |rm|. Задача состоит в том,
чтобы по данному e > 0 найти такое (наименьшее) m, чтобы вы-
полнялось неравенство |rm| < e. В дальнейшем (см. п. 4) мы по-
кажем, как иногда можно оценить величину ошибки и тем са-
мым устанавливать, сколько нужно брать первых членов ряда
для получения его суммы с требуемой точностью.

Заметим, что полученное выше соотношение (7) выражает
следующая теорема.

Т е о р е м а  2. Предел суммы rm m-го остатка сходящегося
ряда (1) при m ® ¥ равен нулю.

Теорема 3 (необходимый признак сходимости ряда). Общий
член an сходящегося ряда (1) стремится к нулю при неограни-
ченном возрастании n, т. е.

lim .
n

na
®¥

= 0 (8)

Доказательство. Пусть ряд (1) сходится. Имеем an = Sn –
– Sn–1, откуда

lim lim lim .
n

n
n

n
n

na S S S S
®¥ ®¥ ®¥

-= - = - =1 0

Следствие 2. Если общий член an ряда (1) при n ® ¥ не стре-
мится к нулю, то этот ряд расходится.

Пример 1. Для ряда (3), у которого |q| ³ 1, имеем |q|n–1 ³ 1 для n = 1, 2, ..., т. е.
qn–1 не стремится к нулю при n ® ¥. Поэтому такой ряд расходится.

Примечание. 1. Отметим, что условие (8) не является достаточным для сходи-
мости ряда. Действительно, для ряда

1
1

2

1

3

1+ + + + +... ...,
n

(9)

называемого гармоническим рядом,

lim lim .
n

n
n

a
n®¥ ®¥

= =1
0

Однако этот ряд расходится, что можно установить рассуждениями от против-
ного. Предположим, что ряд (9) сходится и его сумма равна S. Тогда
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lim ( ) lim lim ,
n

n n
n

n
n

nS S S S S S
®¥ ®¥ ®¥

- = - = - =2 2 0

что противоречит неравенству

S S
n n

n
nn n2

1

1

1

2

1

2

1

2
- =

+
+ + > × =... .

Следовательно, гармонический ряд расходится.

Теорема 4. Если ряд (1) сходится и его сумма равна S, то ряд

can
n

,
=

¥
å

1
(10)

где с — произвольное число, также сходится и его сумма рав-
на сS.

Доказательство. Пусть Sn и s n — частичные суммы соот-
ветственно рядов (1) и (10). Тогда

sn = са1 + са2 + ... + саn = c(а1 + а2 + ... + аn) = cSn.

Отсюда

lim lim lim .
n

n
n

n
n

ncS c S cS
®¥ ®¥ ®¥

= = =s

Теорема доказана.

Пример 2. С учетом примера 1 (п. 1) на основании теоремы 4 заключаем, что
при |q| < 1 ряд

c + cq + cq2 + ... + cqn–1 + ...,

где с — любое число, сходится.

Теорема 5. Если ряд (1) и ряд

b1 + b2 + ... + bn + ... (11)

сходятся и их суммы соответственно равны S и s, то и ряд

( )a bn n
n

+
=

¥
å

1
(12)

сходится и его сумма равна S + s.
Доказательство. Пусть Sn, sn и tn — частичные суммы соот-

ветственно рядов (1), (11) и (12). Тогда

tn =(а1 + b1) + (а2 + b2) + ... + (аn + bn) =

= (а1 + а2 + ... + аn) + (b1 + b2 + ... + bn) = Sn + sn.

Отсюда с учетом теоремы 4 о пределах (7.5, п. 1)

lim lim ( ) lim lim .
n

n
n

n n
n

n
n

nS S S
®¥ ®¥ ®¥ ®¥

= + = + = +t s s s
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Примечание 2. При условии теоремы 5 ряд

( )a bn n
n

-
=

¥
å

1

также сходится и его сумма равна S – s.

Наконец, заметим (см. [8]), что если ряд (1) сходится и име-
ет сумму S, то члены его можно любым образом сгруппировать
скобками (однако не переставляя их), например,

а1 + (а2 + а3) + (а4 + а5 + а6) + ... ,

образуя новый ряд, члены которого равны суммам чисел, сто-
ящих в скобках. Новый ряд будет сходящимся, и притом к S.

Однако раскрытие скобок в сходящемся ряде не всегда воз-
можно. Так, ряд

(1 – 1) + (1 – 1) + ... + (1 – 1) + ...

сходится, а ряд

1 – 1 + 1 – 1 + ... + 1 – 1 + ... (13)

расходится (общий член ряда (13) не стремится к нулю).

3. Положительные ряды.
О п р е д е л е н и е . Положительным рядом называется ряд,

члены которого неотрицательны.
Пусть дан положительный ряд

а1 + а2 + ... + аn +..., (14)

т. е. аn ³ 0 (n = 1, 2, ...). Тогда, очевидно,

Sn+1 = Sn + an+1 ³ Sn (n = 1, 2, ...),

т. е. последовательность S1, S2, ..., Sn, ... является неубываю-
щей.

Это с учетом приведенного в 7.3 (п. 1) свойства 3 позволяет
сформулировать следующее утверждение:

Теорема 1. Для того, чтобы положительный ряд (14) схо-
дился, необходимо и достаточно, чтобы последовательность
частичных сумм этого ряда была ограничена сверху.

Теорема 2 (признак сравнения рядов). Пусть даны два по-
ложительных ряда

b1 + b2 + ... + bn +... (В)

c1 + c2 + ... + cn +... (С)
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Если члены ряда (В) не превосходят соответствующих чле-
нов ряда (С):

bn £ cn (n = 1, 2, ...), (15)

то из сходимости ряда (С) следует сходимость ряда (В), а из
расходимости ряда (В) следует расходимость ряда (С).

Доказательство. Обозначив через Вn и Сn соответственно
частичные суммы рядов (В) и (С), в силу неравенства (15), бу-
дем иметь:

Bn £ Cn, n = 1, 2, 3, ... . (16)

Если ряд (С) сходится, то, по теореме 1, частичные суммы Сn ог-
раничены сверху:

Cn £ L (L = const) n = 1, 2, 3, ... . (17)

Из неравенств (16) и (17) имеем: Bn £ L, n = 1, 2, 3, ..., и, значит,
согласно той же теореме, 1 ряд (В) сходится.

Пусть теперь ряд (В) расходится. Тогда расходится и ряд (С).
В противном случае, согласно только что доказанному, сходил-
ся бы и ряд (В).

Примечание 1. Ввиду следствия 1 (п. 2), теорема 2 остается справедливой, если
условие (15) выполняется не для всех n, а лишь начиная с некоторого n.

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд

1

1 2
1 ( )

.
nn +=

¥
å (18)

Сравниваем данный ряд со сходящимся рядом (см. п. 1) 
1

11n nn ( )
.

+=

¥
å

Имеем:
1

1

1

1
1 2 3

2( ) ( )
( , , ,...).

n n n
n

+
<

+
=

Отсюда, согласно теореме 2, получаем, что ряд (18) сходится. Попутно отметим,
что тогда в силу следствия 1 (п. 2), сходится и ряд

1
2

1nn

.
=

¥
å (19)

Т е о р е м а  3 (признак Даламбера; Жан де Рон Даламбер
(1717–1783) — французский математик). Если члены положи-
тельного ряда (14) таковы, что существует предел

lim ,
n

n

n

a

a®¥

+ =1 r

то при r < 1 ряд (14) сходится, а при r > 1 ряд (14) расходится.



224

Доказательство. В силу определения предела последова-
тельности для любого e > 0 существует такое натуральное число
N = N(e), что для всех n > N выполняется неравенство:

r e r e- < + < +a

a
n

n

1
. (20)

Если r < 1, то выберем e столь малым, чтобы r + e было меньше
единицы. Полагая r + e = q, на основании правого неравенства
(20) имеем:

a

a
q a a qn

n
n n

+
+< <1

1, ,или

для n = N + 1, N + 2, ... Давая n эти значения, из последнего
неравенства получаем:

аN+2 < аN+1 + q,
аN+3 < аN+2 < аN+1 q2,
аN+4 < аN+3 < аN+1 q3,

т. е. члены ряда

аN+2 + аN+3 + аN+4 +... (21)

меньше соответствующих членов сходящегося ряда
аN+1q + аN+1q2 + аN+1q3 +... (см. п. 2, пример 2).
Тогда по признаку сравнения ряд (21) сходится, и, следователь-
но, согласно теореме 1 (п. 2), сходится и ряд (14).

Пусть теперь r > 1. Возьмем e столь малым, чтобы r – e > 1.
Тогда при n > N, в силу левой части неравенства (20), будет вы-
полняться неравенство (аn+1/аn) > 1, или аn+1 > аn. Таким обра-
зом, члены ряда (14), начиная с номера n = N + 1, возрастают с
увеличением их номеров, т. е. общий член ряда (14) аn не стре-
мится к нулю при n ® ¥. Следовательно, согласно следствию
2 (п. 2), ряд (14) расходится.

Примечание 2. При r = 1 признак Даламбера на вопрос о том, сходится или
расходится ряд, ответа не дает. В самом деле, для гармонического ряда r = 1, при-
чем этот ряд расходится (см. п. 2, примечание 1). Вместе с тем для ряда (19) также
r = 1, но этот ряд сходится (см. пример 1).

Примечание 3. Из доказательства признака Даламбера следует, что при r > 1
общий член аn ряда (14) не стремится к нулю при n ® ¥.

Примечание 4. Ряд (14) будет расходиться и в том случае, когда lim ,
n

n

n

a

a®¥

+ = ¥1

так как тогда, начиная с некоторого номера n = N, будет 
a

a
n

n

+ >1
1,  и, значит, аn не

стремится к нулю при n ® ¥.
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Пример 2. Ряд 
1

1nn !=

¥
å  сходится, так как

lim lim
!

( )!
lim .

n

n

n n n

a

a

n

n n®¥ ®¥ ®¥

+ =
+

=
+

= <1

1

1

1
0 1

Пример 3. Ряд 
n

n

n

n !=

¥
å

1

 расходится, так как

lim lim
( ) !

( )!
lim lim .

n

n

n n

n

n n

n

n

n
a

a

n n

n n

n

n n
e

®¥ ®¥

+

®¥ ®¥

+ = +
+

= +æ
èç

ö
ø÷

= +æ
èç

ö
ø÷

= >1 1

1

1
1

1
1

1

Теорема 4 (интегральный признак Коши). Пусть члены по-
ложительного ряда (14) такие, что

a1 = f(1), a2 = f(2), an = f(n), ...,

где функция f(x) при х ³ 1 непрерывна, положительна и убыва-
ет. Тогда ряд (14) и несобственный интеграл

f x dx( )
1

+¥

ò (22)

сходятся или расходятся одновременно.
Доказательство. Из рисунка 118 (имея в виду геометри-

ческий смысл определенного интеграла) видно, что

I f x dx f f f n a a a Sn n n

n

= < × + × + + × = + + + =
+

ò ( ) ( ) ( ) ... ( ) ... .1 1 2 1 1 1 2
1

1

Отсюда, учитывая, что последовательности {In} и {Sn} моно-
тонно возрастающие (f(x) > 0 и аn > 0, n = 1, 2, ...), с учетом те-
оремы 1 и свойства 3 из 7.3 (п. 1) следует, что если ряд (14) схо-
дится, то сходится и интеграл (22).

y

x0

( )y f x=

1 2 3 4 n n+1

y

x0

( )y f x=

1 2 3 4 n n+1

Рис. 118 Рис. 119
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Точно так же из рис. 119 ясно, что Sn+1 – а1 < In откуда,
подобно предыдущему, следует, что если интеграл (22) сходит-
ся, то сходится и ряд (14).

Наконец, если ряд (14) расходится, то расходится и интеграл
(22), ибо в противном случае, в силу только что доказанного,
сходился бы ряд (14). Аналогично, если расходится интеграл
(22), то расходится и ряд (14).

Примечание 5. В интеграле (22) в качестве нижнего предела может быть фик-
сированное по произволу натуральное число k > 1. Это равносильно отбрасыванию
k – 1 первых членов ряда (14), что на сходимость этого ряда не влияет (см. п. 2, след-
ствие 1).

Пример 4. Рассмотрим ряд

1
0

1nn
a

a( ).>
=

¥
å (23)

Функция f(x) = 1/хa, х ³ 1 удовлетворяет условиям теоремы 4. Члены ряда (23)
равны значениям этой функции при х = 1, 2, 3, ... . Как установлено ранее (см. 9.9,

п. 1), несобственный интеграл 
dx

xa
1

+¥

ò  при a > 1 сходится, а при a £ 1 расходится.

Следовательно, данный ряд сходится при a > 1 и расходится при 0 < a £ 1.

В частности, при a = 2 получим сходящийся ряд (19), при a = 1 — расходящий-

ся гармонический ряд (9) (см. п. 2), при a = 1/2 расходящийся ряд 
1

1 nn=

¥
å  и т. д.

4. Знакочередующиеся ряды. Знакочередующимся рядом на-
зывается ряд вида

а1 – а2 – а3 – а4 + ... + (–1)n–1аn +..., (24)

где
аn > 0 (n = 1, 2, ...).

Теорема 1 (теорема Лейбница). Если члены ряда (24) по аб-
солютной величине монотонно убывают:

аn+1 < аn (n = 1, 2, ...) — (25)

и общий член стремится к нулю:

lim ,
n

na
®¥

= 0 (26)

то ряд (24) сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Частичную сумму S2m можно предста-

вить двояко:

S2m = (а1 – а2) + (а3 – а4) + ... + (а2m–1 – а2m), (27)

S2m = а1 – (а2 – а3) – (а4 – а5) – ... – (а2m–2 – а2m–1) – а2m (28)
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Здесь в каждой круглой скобке разность положительна, в силу
условия (25). Из (27) следует, что S2m > 0 и последовательность
{S2m} монотонно возрастающая. Из (28) видно, что S2m < a1, т. е.
{S2m} ограничена. Следовательно (7.3, п. 1, свойство 3), эта пос-
ледовательность имеет предел

lim ,
m

mS S
®¥

=2 (29)

причем
0 < S < a1.

Далее с учетом (29) и (26) имеем:

lim lim lim .
m

m
m

m
m

mS S a S
®¥

+
®¥ ®¥

+= + =2 1 2 2 1 (30)

Из (29) и (30) следует, что lim ,
n

nS S
®¥

=  т. е. ряд (24) сходится,

причем
0 < S < a1. (31)

Пример 1. Ряд

1
1

2

1

3

1

4
1

11- + - + + - +-... ( ) ...n

n
сходится, так как условия теоремы Лейбница здесь выполнены.

Теорема 2. Остаток rn знакочередующегося ряда (24), удов-
летворяющего условиям теоремы Лейбница, имеет знак свое-
го первого члена и меньше его по абсолютной величине.

Доказательство. Если n четное, то

rn = an+1 – an+2 + ....

Так как этот ряд удовлетворяет теореме Лейбница, то, соглас-
но неравенству (31),

0 < rn < an+1.

Если n нечетное, то

rn = –an+1 + an+2 – ...,

Отсюда

–rn = an+1 – an+2 + ...,

и согласно (31)

0 < – rn < an+1.

Отсюда

rn < 0 и |rn| < an+1.

Теорема доказана.
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Пример 2. Вычислить с точностью до 0,1 сумму сходящегося ряда

1
1

2

1

3

1

4

1 1
- + - + + - +

-
...

( )
...

n

n
(32)

В качестве приближенного значения S ряда (32) мы должны взять ту частич-
ную сумму Sn, для которой |rn| < 0,1. Согласно теореме 2, |rn| <1/(n + 1). Следова-
тельно, достаточно положить n + 1 = 10, т. е. n = 9. Тогда

S9 1
1

2

1

3

1

4

1

5

1

6

1

7

1

8

1

9
0 74= - + - + - + - + » , .

Отсюда S » 0,7 с точностью до 0,1.

5. Абсолютная и условная сходимость. Перейдем теперь к
рядам с членами, имеющими любой знак. С каждым таким
рядом

an
n=

¥
å

1
(33)

связан ряд с неотрицательными членами, составленный из мо-
дулей членов данного ряда, т. е. ряд

| |.an
n=

¥
å

1
(34)

Имеет место следующая
Теорема 1. Если сходится ряд (34), то сходится и ряд (33).
Доказательство. Составим два положительных ряда:

p p q qn
n

n
n

, ( ) , ( ),
=

¥

=

¥
å å

1 1

и

где

{ {p qn a
a a

n a a
a

n

n n

n n

n= =£
>

<
³

0 0
0

0
0 0

, .
, ,

| |, .
, ,

если
если

если
если

Так как при n = 1, 2, ... pn £ |an| и qn £ |an|, то по теореме 2
(п. 3) ряды (р) и (q) сходятся. Обозначим их суммы соответ-
ственно через Р и Q. Частичную сумму Sn данного ряда (33)
можно с помощью обозначений для pn и qn переписать в виде

Sn = (p1 + p2 + ... + pn) – (q1 + q2 + ... + qn).

Переходя здесь к пределу при n ® ¥, получим:

lim .
n

nS P Q
®¥

= -

Следовательно, ряд (33) сходится.



229

Определение. Ряд (33) называется абсолютно сходящим-
ся, если ряд (34) сходится. Если же ряд (33) сходится, а ряд
(34) расходится, то ряд (33) называется неабсолютно сходя-
щимся или условно сходящимся.

Пример. Ряд 
( )- -

=

¥
å 1 1

1

n

n na
(35)

абсолютно сходится при а > 1 и условно сходится при 0 < a £ 1.
В самом деле, как установлено ранее (см. п.3, пример 4), если a > 1, то ряд (23)

сходится, если же 0 < a £ 1, то ряд (23) расходится, хотя сам ряд (35) сходится по
теореме Лейбница.

Переместительное свойство абсолютно сходящихся
рядов.

Пусть дан сходящийся ряд:

S = а1 + а2 + ... + аn + ... . (36)

Произвольным образом переставим в нем местами члены ряда,
образовав ряд

а1¢ + а2¢ + ... + аk¢ + ... . (37)

причем члены ряда (37) связаны с членами ряда (36) следующим
образом:

а1¢ = аn1
, а2¢ = аn2

, ... + аk¢ = аnk
, ... .

Теорема 2. Если ряд (36) абсолютно сходится, то ряд (37)
также абсолютно сходится и сумма его равна сумме ряда (36),
т. е. абсолютно сходящийся ряд (36) обладает переместитель-
ным свойством.

Доказательство см., например, в [8].
Условно сходящиеся ряды переместительным свойством не

обладают (см., например, [5]).
Абсолютно сходящиеся ряды обладают еще одним важным

свойством: их можно перемножать.
Пусть даны два абсолютно сходящихся ряда:

А = а1 + а2 + а3 + ... + аn + ... , (38)

В = b1 + b2 + b3 + ... + bn + ... . (39)

Образуем новый ряд

а1b1 + (а1b2 + а2b1) + (а1b3 + а2b2 + а3b1) + ... , (40)

называемый произведением рядов (38) и (39). Оказывается (см.
[6], т. 1), что ряд (40) также сходится абсолютно и имеет своей
суммой число S = AB.
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6. Ряды с комплексными членами. Рассмотрим числовой
ряд с комплексными членами, т. е. ряд

un
n

,
=

¥
å

1
(41)

где un = an + ibn (n = 1, 2, 3...).
Для этого ряда, как и для ряда с действительными членами

(п. 1), вводится понятие n-й частичной суммы:

S = u1 + u2 + ... + un.

Ряд с комплексными членами (41) называется сходящимся,

если существует предел lim ,
n

nS S
®¥

=  при этом число S называет-

ся суммой ряда (41). Здесь пользуемся понятием предела после-
довательности комплексных чисел и понимаем его в следую-
щем смысле: число S называется пределом последовательнос-
ти {Sn}, если для любого e > 0 существует такой номер N, зави-
сящий от e, что для всех n > N выполняется неравенство

|Sn – S| < e, (42)

или, что то же, lim | | .
n

nS S
®¥

- = 0

Так же, как в случае с действительными членами (п. 2), ус-
танавливается необходимый признак сходимости ряда (41):
общий член un сходящегося ряда (41) стремится к нулю при

неограниченном возрастании n, т. е. lim .
n

nu
®¥

= 0

Пример. Для ряда

1 + q + q2 + ... + qn–1 + ... (43)

(q — комплексное число, отличное от единицы) частичная сумма

S
q

qn

n
= -

-
1

1
, (44)

так как (1 – q)(1 + q + q2 + ... + qn–1) = 1 – qn.
Из равенства (44) имеем:

S
q

q

qn

n
-

-
=

-
1

1 1

| |

| |
.

Отсюда при |q| < 1

lim .
n

nS
q®¥

-
-

=1

1
0

Значит, при |q| < 1 ряд (43) сходится и его сумма S равна 1/(1 – q).
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При |q| ³ 1 ряд (43) расходится, так как в этом случае его общий член qn–1
 не

стремится к нулю при неограниченном возрастании n.

Следующая теорема позволяет свести изучение ряда (41) с
комплексными членами к исследованию таких рядов с действи-
тельными членами:

a bn
n

n
n=

¥

=

¥
å å

1 1

и . (45)

Теорема 1. Ряд (41) сходится тогда и только тогда, когда
сходятся ряды (45).

Доказательство. Пусть ряд (41) сходится. представим его
частичную сумму Sn и сумму S в алгебраической форме Sn = an +
+ ibn. S + a + ib, где an и bn — частичные суммы рядов (45). Тог-
да условие (42) примет вид:

| | | ( )| ( ) ( ) ( ).S S a a i b b a a b b n Nn n n n n- = - + - = - + - < >2 2 e (46)

Из неравенства (46) следуют неравенства

|an – a| < e, |bn – b| < e (n > N), (47)

и поэтому сходятся ряды (45) соответственно к а и b. Если же
ряды (45) сходятся соответственно к а и b, то выполняются не-
равенства (47), а вместе с ними и неравенство |Sn – S| < e 2,  по-
казывающее сходимость ряда (41).

Теорема 2. Если сходится ряд

| |,un
n=

¥
å

1
(48)

то сходится и ряд (41).
Доказательство. Имеем:

| | | | | |, | | | |.u i un n n n n n n n= + = + ³ ³a b a b a b2 2

На основании признака сравнения рядов (п. 3, теорема 2),

заключаем, что сходятся ряды | | | |,a bn
n

n
n

и
=

¥

=

¥
å å

1 1

 значит, и ряды

(45). Следовательно, по теореме 1, сходится ряд (41).

Как и в случае рядов с действительными членами, ряд (41)
называется абсолютно сходящимся, если ряд (48) сходится.
Если же ряд (41) сходится, а ряд (48) расходится, то ряд (41) на-
зывается условно сходящимся.
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На абсолютно сходящиеся ряды с комплексными членами
распространяются имеющие место для абсолютно сходящих-
ся рядов с действительными членами переместительное свой-
ство и свойство перемножения рядов (п. 5).

10.2. СТЕПЕННОЙ РЯД В ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ОБЛАСТИ

1. Область сходимости функционального ряда. Перейдем к
рассмотрению рядов, членами которых являются не числа, а
функции:

u1(x) + u2(x) + ... un(x) +... . (1)

Такие ряды называются функциональными.
Например, ряд

1 + х + х2 + ... + хn
 + ...

является функциональным.
Если в ряде (1) придать х какое-либо значение х0 из области

определения функций un(x), n = 1, 2, ..., то получим числовой
ряд:

u1(x0) + u2(x0) + ... un(x0) + ... . (2)

Этот ряд может сходиться или расходиться. Если он сходится,
то точка х0 называется точкой сходимости функционального
ряда (1). Если ряд (2) расходится, то точка х0 называется точ-
кой расходимости функционального ряда (1). Для одних точек,
взятых из области определения функций un(x), ряд (1) может
сходиться, а для других — расходиться.

Определение. Совокупность все точек сходимости функци-
онального ряда называется областью его сходимости.

Пример. Ряд 
x

n

n 30

æ
èç

ö
ø÷=

¥
å  сходится в промежутке –3 < x < 3, так как в этом проме-

жутке q = |х/3| < 1. При |х| ³ 3 данный ряд расходится.

2. Степенной ряд и его область сходимости.
О п р е д е л е н и е . Степенным рядом называется функцио-

нальный ряд вида

а0 + а1х + а2х2 + ... + аnхn + ..., (3)

где а0,а1,а2,...,аn, ... — постоянные вещественные числа, назы-
ваемые коэффициентами степенного ряда.

Любой степенной ряд (3) сходится при х = 0, так как в этой
точке все члены ряда (3), кроме, может быть, первого, — нули.
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Есть степенные ряды вида (3), которые сходятся лишь в точ-
ке х = 0; такие ряды относят к рядам первого класса.

Например, ряд

1 + х + 1!x2 + ... + n!xn
 + ...

сходится лишь в точке х = 0; в любой другой точке х ¹ 0 этот ряд
расходится. Действительно, при каждом х ¹ 0 из числовой оси
имеем числовой ряд. Исследуем его на сходимость. Образуем
ряд:

1 + |х| + 2!|х|2 + n!|х|n + ... .

Применив к последнему ряду признак Даламбера (10.1, п. 3),
получим

lim
( )!| |

!| |
| | lim ( )

n

n

n n

n x

n x
x n

®¥

+

®¥

+ = + = ¥1
1

1

при всех х ¹ 0. Следовательно (см. 10.1, п. 3, примечание 4), этот
ряд, значит, и данный ряд расходятся при всех х ¹ 0.

Есть степенные ряды вида (3), которые сходятся на всей чис-
ловой оси (такие ряды относят к рядам второго класса). Напри-
мер, ряд

1
1 2

2
+ + + + +x x x

n

n

! !
...

!
...

сходится (притом абсолютно) на всей числовой оси, так как при
каждом х из (–¥; + ¥)

lim
!| |

( )!| |
| | lim .

n

n

n n

n x

n x
x

n®¥

+

®¥+
=

+
= <

1

1

1

1
0 1

Ряды вида (3), не принадлежащие первому и второму клас-
сам, относят к рядам третьего класса.

Т е о р е м а  1 (теорема Абеля; Нильс Генрих Абель (1802–
1829) — норвежский математик). Если степенный ряд (3) схо-
дится при х = х0 ¹ 0, то он абсолютно сходится для любого х,
удовлетворяющего условию

|х| < |х0|;

если же при х = х0 степенной ряд (3) расходится, то он расхо-
дится и при любом х, удовлетворяющем условию |х| > |х0|.

Доказательство. Пусть при х = х0 ¹ 0 степенной ряд (3) схо-
дится, т. е. сходится числовой ряд

а0+ а1х 0 + а2х0
2 + ... + аnх0

n +... (4)
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Тогда (см. 10.1, п. 2, теорема 3)

lim ,
n

n
na x

®¥
=0 0

откуда следует, что члены ряда (4) ограничены по модулю:

|аnх0
n| £ М, n = 0, 1, 2, ... (5)

(М — постоянное положительное число).
Возьмем теперь любое х, для которого |х| < |х0|, и рассмотрим

ряд:
|а0| + |а1х| + |а2х2| + |аnхn| + ... (6)

Имеем тождество: |аnхn| = |аnхn
0| |х/х0|n (n = 0, 1, 2, ...).

Отсюда, в силу (5), |аnхn| £ М |х/х0|n (n = 0, 1, 2, ...),

или
|аnхn| £ Мqn (n = 0, 1, 2, ...), (7)

где q = |х/х0| < 1, так как |х| < |х0|.

Ряд
М + Mq + Mq2 + ... + Mqn + ...

сходится (см. 10.1, п. 2, пример 2). Поэтому, имея в виду нера-
венства (7), согласно признаку сравнения рядов (см. 10.1, п. 3)
сходится ряд (6) для любого х, для которого |х| < |х0|, а ряд (3),
значит, для этого х сходится абсолютно.

Пусть теперь ряд (3) при х = х0 расходится. Докажем, что он
расходится и при любом х, удовлетворяющем неравенству |х| >
> |х0|. Действительно, если бы при некотором значении х = х1,
удовлетворяющем неравенству |х1| > |х0|, ряд (3) был бы сходя-
щимся, то по доказанному в первой части он был бы сходящим-
ся и при х = х0, что противоречит условию.

Теорема доказана.
Следствие 1. Ряд второго класса (3) сходится абсолютно

в интервале (–¥; +¥).
Следствие 2. Для каждого степенного ряда (3) третьего

класса существует число R > 0, называемое радиусом сходимо-
сти этого ряда и обладающее следующими свойствами: при |х| <
< R ряд (3) сходится абсолютно, при |х| > R ряд (3) расходится.

Промежуток (–R; R) называется интервалом сходимости
степенного ряда (3).

Согласно следствию 1 для ряда (3) второго класса интервал
сходимости (–¥; +¥).

Областью сходимости степенного ряда (3) третьего класса
является интервал (–R; R), к которому в отдельных случаях
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добавляются один или оба конца этого интервала (это зависит
от конкретного исследуемого ряда).

Примечание 1. Для ряда (3) первого класса полагают R = 0, для ряда (3) второ-
го класса R = ¥.

Теорема 2. Пусть для ряда (3) существует и отличен от
нуля предел

lim .
n

n

n

a

a
L

®¥

+ =1

Тогда

R
L

= 1
.

Доказательство. Рассмотрим ряд, составленный из абсо-
лютных величин членов ряда (3):

|а0| + |а1| |х| + |а2| |х|2 + ... + |аn| |x|n + ... (8)

Применим признак Даламбера (10.1, п. 3):

lim lim | | | |.
n

n
n

n
n n

n

n

a x

a x

a

a
x L x

®¥
+

+

®¥
+= =1

1
1

В соответствии с этим признаком ряд (8) сходится, если |x|L <
< 1, т. е, если |x| < 1/L, и расходится, если |x|L > 1, т. е. если |x| >
> 1/L (в последнем случае общий член ряда (8), значит, и ряда
(3) не стремится к нулю при n ® ¥).

Следовательно, ряд (3) сходится абсолютно при |x| < 1/L и
расходится при |x| > 1/L. Значит, радиусом сходимости ряда (3)
является число

R
L

a

an

n

n
= =

®¥ +

1

1
lim .

Примечание 2. Если L = 0, то при любом х из числовой оси |x|L = 0 < 1, т. е. ряд
(8) сходится на всей числовой оси. Значит, ряд (3) абсолютно сходится на этой оси.
Следовательно, R = ¥. Если L = ¥, то при любом х ¹ 0 из числовой оси |x|L = ¥, и,
значит, ряд (3) при любом х ¹ 0 (10.1, п. 3, примечание 4) расходится, т. е. R = 0.

Пример. Ряд 
1

31n

x
n

n

æ
èç

ö
ø÷=

¥
å  имеет радиус сходимости R = 3, так как

L
n

nn

n

n
=

+
=

®¥ +
lim

( )
.

3

1 3

1

31

Областью сходимости данного ряда является промежуток –3 £ х < 3.
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3. Свойства степенных рядов.
Сформулируем эти свойства (доказательство см., например,

в [12], т. 1):
Теорема. Сумма степенного ряда (3) есть функция, непре-

рывная в каждой точке интервала сходимости ряда. Степен-
ной ряд внутри его интервала сходимости можно почленно
дифференцировать и интегрировать сколько угодно раз, при-
чем в результате этих операций получаются степенные ряды,
имеющие тот же радиус сходимости, что и исходный ряд.

4. Ряды по степеням разности х – а. Степенным рядом на-
зывается также функциональный ряд вида:

а0 + а1(х – а) + а2(х – а)2 + ... + аn(х – а) + ... (9)

Интервалом сходимости степенного ряда (9) является интер-
вал длиной 2R с центром в точке а.

Свойства степенных рядов по степеням х (п. 3) сохраняются
и для рядов по степеням х – а.

5. Разложение функций в степенные ряды. Ряд Тейлора.
Если функция f(x) является суммой ряда (9), то в этом случае
говорят, что функция f(x) разлагается в ряд по степеням х – а.

Важность такого разложения видна хотя бы из того, что мы
получаем возможность приближенно заменить функцию суммой
нескольких первых членов степенного ряда, т. е. многочленом.

Теорема 1. Если функция f(x) на интервале (х0 – R; х0 + R)
разлагается в степенной ряд

f(x) = а0 + а1(х – х1) + а2(х – х2)2 + ... + аn(х – х0)n + ... , (10)

то это разложение единственно.
Доказательство. Согласно теореме п. 3, имеем:

f¢(x) = 1 × a1 + 2a2(х – х0) + 3a(х – х0)2 + ... + nan(х – х0)n–1 + ...,

f¢¢(x) = 1 × 2 × a2 + 2 × 3a3(х – х0) + ... + n(n – 1)an(х – х0)n–2 + ...,

f¢¢¢(x) = 1 × 2 × 3а3 + 2 × 3 × 4а4(х – х0)+ ... + (n – 2)(n – 1)nan(х – х0)n–3 + ...,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(x) = 1 × 2 × 3...(n – 1)nan + 2 × 3...n(n + 1)an+1(х – х0) + ...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Полагая в этих равенствах и в равенстве (10) х = х0, получим:
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Из (11) следует, что все коэффициенты ряда (10) определяют-
ся единственным образом формулами (11), что и доказывает
теорему.

Подставляя полученные выражения коэффициентов в ра-
венство (10), получим ряд

f x f x
f x

x x
f x

x x( ) ( )
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+ - +f x

n
x x

n
n

( ) ( )

!
( ) ...,0

0 (12)

который называется рядом Тейлора функции f(x); коэффициен-
ты этого ряда

a f x a
f x

a
f x

a
f x

nn

n

0 0 1
0

2
0 0

1 2
= = ¢ = ¢¢ =( ),

( )

!
,

( )

!
,...,

( )

!
,...

( )

называются коэффициентами Тейлора функции f(x) в точке х0.
Таким образом, если функция f(x) разлагается в степен-

ной ряд по степеням х – х0, то этот ряд обязательно явля-
ется рядом Тейлора этой функции.

Если в ряде Тейлора положим х0 = 0, то получим частный
случай ряда Тейлора, который называют рядом Маклорена:
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Отметим, что все рассуждения были сделаны в предположе-
нии, что функция f(x) может быть разложена в степенной ряд.

Если заранее этого не предполагать, а просто считать функ-
цию f(x), бесконечное число раз дифференцируемой, и соста-
вить для нее ряд Тейлора, то ниоткуда не следует, что этот ряд
сходится при значениях х, отличных от х0. Более того, могут
быть даже такие случаи, что ряд Тейлора, составленный для
функции f(x), сходится, а сумма его вовсе не равна f(x).

Пусть функция f(x) в интервале (х0 – R; х0 + R) имеет произ-
водные любого порядка. Тогда для любого х из этого интервала
и любого n будет справедлива формула Тейлора (см. 8.9, п. 1):
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где
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r x
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Перейдем теперь к выяснению условий, при которых мож-
но утверждать, что ряд Тейлора, составленный для функции
f(x),
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сходится в интервале (х0 – R; х0 + R) и что его сумма равна f(x).
Так как разность между f(x) и суммой (n + 1) первых членов

ряда (15) есть как раз rn(x), что видно из (13), то, очевидно, для
того, чтобы ряд Тейлора (15) сходился к функции f(x) (для ко-
торой он составлен) в интервале (х0 – R; х0 + R), необходимо и
достаточно, чтобы остаточный член в формуле Тейлора rn(x) для
функции f(x) в каждой точке этого интервала стремился к нулю
при n ® ¥.

Установим теперь достаточное условие сходимости ряда Тей-
лора функции f(x) к этой функции.

Теорема 2. Если в интервале (х0 – R; х0 + R) функция f(x)
имеет производные любого порядка и все они по абсолютной ве-
личине ограничены одним и тем же числом

|f(n)(x)| £ M (n = 1, 2, ...), (16)

то в этом интервале имеет место разложение (12).
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (14) и (16) в интервале (х0 – R;

х0 + R) имеем:
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Так как ряд
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сходится при любом х по признаку Даламбера (10.1, п. 3), то при
любом х (10.1, п. 2, теорема 3)
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Отсюда с учетом (17) lim ( )
n

nr x
®¥

= 0  в интервале (х0 – R; х0 + R).
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6. Разложение в степенные ряды основных элементарных
функций.

1. f(x) = ех. Здесь f(n)(x) = ех и f(n)(0) =1. Условие (16) для
данной функции выполнено в любом интервале |х| < r, так как
f(n)(x) = = ех < еr. Поэтому, согласно теореме 2 (п. 5), формула

e x
x x

n
x

n
= + + + + +1

2

2

!
...

!
... (18)

верна при всех х.
2. f(x) = sin x. Здесь f(k)(x) = sin (x + kp/2), f(k)(0) = sin kp/2 = 0

при k = 2p, f(k)(0) = (–1)n
 при k = 2n + 1. При этом |f(n)(x)| £ 1 на

всей числовой оси. Поэтому, согласно теореме 2 (п. 5), формула

sin
!

... ( )
( )!

...x x
x x

n
n

n
= - + + -

+
+

+3 2 1

3
1

2 1

верна при всех х из (–¥; ¥).
Аналогично формула

cos
!

... ( )
( )!

...x
x x

n
n

n
= - + + - +1

2
1

2

2 2

верна при всех х из (–¥; ¥).
3. Рассмотрим функцию f(x) = (1 + х)a, где a — любое веще-

ственное число. Здесь

f(n)(x) = a(a – 1) ... (a – n + 1)(1 + x)a–n

f(n)(0) = a(a – 1) ... (a – n + 1).

Можно доказать (см., например, в [6, т. 1]), что равенство

( )
( )

!
...

( )...( )...

!
...1 1

1

2

1 12+ = + + - + + - - + +x x x
n

n
xna a a a a a a

(19)

верно при |х| < 1.
Ряд (19) называется биномиальным.
Если a = m, где m — натуральное число, то равенство (19) об-

ращается в формулу бинома Ньютона (см. 8.9, п. 2):

( )
( )( )...( )

!
.1 1

1 2 1

1

+ = + - - - +

=
åx

m m m m n

n
xm n

n

m

Выделим следующие частные случаи биномиального ряда:
1) при a = –1.

1

1
1

0+
= -

=

¥
å

x
xn n

n

( ) ; (20)
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2) при a = 1/2

1 1
1

2
1

1 3 5 2 3

2

1

2

+ = + + - × × × × -
×

-

=

¥
åx x

n

n
xn

n
n

n

( )
... ( )

!
;

3) при a = –1/2 имеем:

1

1
1 1

1 3 5 2 1

21+
= + - × × × × -

×=

¥
å

x

n

n
xn

n
n

n

( )
... ( )

!
;

4. Разложение f(x) = In(1 + x) получим путем интегрирова-
ния ряда (21) в промежутке от 0 до х (при |х| < 1):

ln( ) ( ) ( ).1 1
1

1 1
1

0

+ = -
+

- < £
+

=

¥
åx

x

n
xn

n

n
(21)

5. Разложение f(x) = arctg x получим путем интегрирования
ряда (21), если в нем предварительно заменить х на х2:

arctgx
x

n
xn

n

n

= -
+

- £ £
+

=

¥
å ( ) ( ).1

2 1
1 1

2 1

0
(22)

Области сходимости рядов (21), (22) указаны в скобках.

7. Приложения степенных рядов к приближенных вычисле-
ниям.

Степенные ряды являются мощным вычислительным сред-
ством. С их помощью можно, например, вычислять приближен-
ные значения функций, приближенно вычислять некоторые
«неберущиеся» определенные интегралы.

Пример 1. Вычислить значение е0,2 с точностью до 0,0001. Согласно формуле
(18) имеем:

e0 2
2 3 4

1 0 2
0 2

2

0 2

3

0 2

4
, ,

,

!

,

!

,

!
...= + + + + + .

Оценим погрешность, получаемую при отбрасывании всех членов этого ряда, на-
чиная с пятого:

r4

4 5 6 40 2

4

0 2
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0 2
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0 2

4
1

0 2

5

0 2

5 6
= + + + = + +

×
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èç
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,
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,

!
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,
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< + + æ
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ö
ø÷

+
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è
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ø
÷
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-
<0 2

4
1

0 2

5

0 2

5

0 0016

24

1

1
0 2

5

0 0001
4 2

,

!

, ,
...

,
,

, .

Значит, с точностью до 0,0001 имеем:

e0 2
2 3

1 0 2
0 2

2

0 2

3
1 2

0 04

2

0 008

6
1 2213, ,

,

!

,

!
,

, ,
,» + + + = + + »

(здесь можно использовать калькулятор).
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Пример 2. Вычислить интеграл e dxx-ò
2

0

1 4/

 с точностью до 0,0001. Заменяя х

на –х2 в формуле (14), получим:

e
x x xx- = - + - +

2
1

1 2 3

2 4 6

! ! !
...

Подставим этот ряд под знак данного интеграла и произведем почленное интег-
рирование, получаем:

e dx dx x dx x dx x dxx- = - + - + =ò ò ò ò ò
2

0

1 4

0

1 4
2

0

1 4
4

0

1 4
6

0

1 41

2

1

3

/ / / / /

!
...

= -
×

+
×

-
×

+0 25
1

3 4

1

10 4

1

42 43 5 7
, ... (23)

Это знакочередующийся ряд, удовлетворяющий теореме Лейбница (см. 10.1, п. 4).
Так как

1

10 4

1

10240

1

10000
0 0001

5×
= < = , ,

то для получения нужной точности достаточно взять первые два члена ряда (23):

e dxx- » -
×

» - =ò
2

0 25
1

3 4
0 25 0 0052 0 2448

3
0

1 4

, , , ,
/

(здесь также можно использовать калькулятор).

10.3. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ

1. Круг сходимости степенного ряда. Пусть z = х + iy — пе-
ременная комплексная величина. Так как действие возвыше-
ния комплексного числа в целую положительную степень изве-
стно (см. 7.7, п. 4), то можно рассматривать степенные функции
комплексной переменной w = zn, где n — натуральное число.
Здесь и независимая переменная, и функция принимают ком-
плексные значения. Изучение функций комплексной перемен-
ной специально не рассматривается в настоящей книге (такое
рассмотрение имеется, например, в книге [10]). Приведем толь-
ко определения простейших функций, основанные на свойствах
степенных рядов.

Определение. Ряд вида

а0 + а1z + а2z2
 + ... + аnzn + ... (1)

где а0, а1, а2, ..., аn, ... — постоянные, вообще говоря, комп-
лексные числа, а z — комплексная переменная, называется
степенным рядом с коэффициентами а0, а1, а2, ..., аn, ...

Теорема Абеля. Если степенной ряд (1) сходится при z = z0 ¹
¹ 0, то он сходится абсолютно при всяком z, для которого |z| <
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< |z0|; если же при z = z0 степенной ряд расходится, то он
расходится и при любом значении z, удовлетворяющем усло-
вию |z| > |z0|.

Доказательство точно такое же, как и доказательство тео-
ремы Абеля для случая действительной переменной.

Рассмотрим случай, когда ряд (1) для одних значений z, от-
личных от нуля, сходится и для других — расходится (ряд тре-
тьего класса). Из теоремы Абеля следует, что существует такое
положительное число R (оно называется радиусом сходимости
ряда (1)), что ряд (1) сходится абсолютно при |z| < R и расходит-
ся при |z| > R. Круг |z| < R называется кругом сходимости сте-

пенного ряда (1) (|z| < R есть круг, так как | | ,z x y= +2 2  7.7,п. 1).

Если ряд (1) сходится при всех значениях z (ряд второго клас-
са), то принято говорить, что его радиус сходимости R = +¥. При
z = 0 сходятся все степенные ряды рассматриваемого вида (1).
Если ряд (1) сходится только при z = 0 (ряд первого класса), то
полагают, что его радиус сходимости R = 0.

Пример. Ряды

1
1 2

2
+ + + + +z z z

n

n

! !
...

!
..., (2)

z z z z z

n
n

n

1 3 5 7
1

2 1

3 5 7 2 1

! ! ! !
... ( )

( )!
...,+ + + + + -

+
+

+
(3)

1
2 4 6

1
2

2 4 6 2
- + - + + - +z z z z

n
n

n

! ! !
... ( )

( )!
... (4)

сходятся абсолютно при любом значении z. Действительно, так как соответству-
ющие степенные ряды (см. 10.2, п. 5) были сходящимися на всей числовой оси, то,
в силу теоремы Абеля, они будут сходиться абсолютно для любого комплексного z.
Следовательно, для рядов (2) — (4) R = +¥.

2. Показательная и тригонометрическая функции комплек-
сной переменной. Функция еz комплексной переменной z опре-
деляется как сумма ряда

e
z z z

n
z

n
= + + + + +1

1 2

2

! !
...

!
... (5)

Для любых комплексных чисел z1 и z2 имеет место формула

еzеw = еz+w. (6)

В самом деле, так как ряд (2) абсолютно сходится при всех
значениях z, то можно применить свойство об умножении абсо-
лютно сходящихся рядов (см. 10.1, п. 6). Получаем, что
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e e z
z z

n n
z

n n
w w w w= + + + + +

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ × + + + + +

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =1

2
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2

2 2

!
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!
...

!
...

!
...

= + + + + + + + + = +1
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2
( )

( )

!
...

( )

!
... .z

z z

n
e

n
zw w w w

Из доказанной формулы (6) следует, что еzе–z = еz–z = e0 = 1, и
потому е–z = 1/еz. Значит, функция еz ни при каком z не обра-
щается в нуль. В самом деле, если бы имело место равенство

ez0  = = 0, то мы получили бы, что

1 0 00 0 0 0 0= = = × =- - -e e e ez z z z z .
Функции sin z и cos z комплексной переменной z определя-

ются как суммы степенных рядов:

sin
! ! !

... ( )
( )!

...,z z
z z z z

n
n

n
= - + - + + -

+
+

+3 5 7 2 1

3 5 7
1

2 1
(7)

cos
! ! !

... ( )
( )!

...z
z z z z

n
n

n
= - + - + + - +1

2 4 6
1

2

2 4 6 2

(8)

Очевидно,
sin (–z) = –sin z, cos (–z) = cos z. (9)

На основе формул (5), (7) и (8), учитывая, что в абсолютно
сходящемся ряде имеет место переместительное свойство (10.1,
п. 6), имеем:

e iz
i z i z i z i z i z i ziz = + + + + + + + + =1

2 3 4 5 6 7

2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7

! ! ! ! ! !
...

= - + - +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ + - + - +

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = +1

2 4 6 3 5 7

2 4 6 3 5 7z z z
i z

z z z
z i z

! ! !
...

! ! !
... cos sin .

Итак,
eiz = cos z + i sin z. (10)

Отсюда с учетом равенств (9)

e–iz = cos z – i sin z. (11)

Складывая равенства (10) и (11) и деля на 2, получаем, что

cos .z
e eiz iz

= + -

2
(12)

Аналогично
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sin .z
e e

i

iz iz
= - -

2
(13)

Формулы (10, (12), (13) называют формулами Эйлера. Пользу-
ясь формулами (6) и (10), имеем:

еz+2pi = еzе2pi = ez(cos 2p + i sin2p) = ez,

т. е. показательная функция еz имеет период 2pi.
Наконец, пользуясь формулой (10), из тригонометрической

формы записи комплексного числа z = r(cos j + i sin j) (7.7, п.
3) получаем так называемую показательную форму записи ком-
плексного числа z = reij.

10.4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ

1. Тригонометрическая система функций, ее ортогональ-
ность. Функции j(х) и y(х) называются ортогональными друг

другу на отрезке [a; b], если j y( ) ( ) .x x dx
a

b

=ò 0

Система функций называется ортогональной на отрезке [a;
b], если каждые две функции из этой системы ортогональны
друг другу на этом отрезке.

Пример. Тригонометрическая система функций

1. sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, ..., sin nx, cos nx, ... (1)

ортогональна на стрезке [–p; p].
В самом деле, если k ¹ 0 и целое, то

cos sin ,kxdx
k

kx= =-
-
ò

1
0p

p

p

p

(2)

sin cos .kxdx
k

kx= =-
-
ò

1
0p

p

p

p

(3)

Это значит, что единица ортогональна ко всем остальным функциям системы (1).
Заметим теперь, что при натуральных m, n произведения sin nx sin mx (m

¹ n), cos nx cos mx (m ¹ n), sin x cos mx всегда можно представить суммой фун-
кций вида sin kx или cos kx. Поэтому интеграл от –p до p от этих произведений
также равен нулю.

Укажем еще на одно свойство системы (1), заключающееся в том, что при лю-
бом натуральном n

cos sin .2 2nxdx nxdx= =
--
òò p p
p

p

p

p
и (4)
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2. Ряд Фурье. Тригонометрическим рядом называется фун-
кциональный ряд вида:

a
a x b x a x b x0

1 1 2 22
2 2+ + + + + +cos sin cos sin ...

+ + +a nx b nxn ncos sin ...,

или, более кратко, ряд вида

a
a nx b nxn n

n

0

12
+ +

=

¥
å cos sin , (5)

где а0, аn, bn (n = 1, 2, ...,) — постоянные числа, называемые
коэффициентами тригонометрического ряда.

Свободный член ряда записан в виде а0/2 для единообразия
получающихся в дальнейшем формул.

Так как члены ряда (5) имеют общий период Т = 2p, то и сум-
ма ряда, если он сходится, также является периодической фун-
кцией с периодом 2p.

Пусть периодическая функция f(x) с периодом 2p является
суммой ряда (5):

f x
a

a nx b nxn n
n

( ) cos sin .= + +
=

¥
å0

12 (6)

В таком случае говорят, что функция f(x) разлагается в триго-
нометрический ряд. Предположим также, что f(x) — интегри-
руема на отрезке [–p; p], а ряд (6) можно почленно интегриро-
вать на этом отрезке. Интегрируя ряд (6), с учетом формул (2) и
(3) получим:

f x dx
a

dx a( ) .= =
--
òò 0

02
p

p

p

p

p

Отсюда

a f x dx0
1=

-
òp p

p
( ) .

Умножим теперь ряд (6) на cos kx (k — фиксированное на-
туральное число), а затем проинтегрируем полученный ряд на
отрезке [–p; p]. Принимая во внимание ортогональность триго-
нометрической системы функций (1) на отрезке [–p; p], будем
иметь

f x kxdx a kxdxk( )cos cos=
--
òò 2

p

p

p

p

или, согласно формуле (4),
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f x kxdx ak( )cos ,=
-
ò p
p

p

 откуда a f x kxdxk =
-
ò

1

p p

p
( )cos .

Аналогично, умножая обе части равенства (6) на sin kx и ин-

тегрируя в пределах от –p до p, получим: b f x kxdxn =
-
ò

1

p p

p
( )sin .

Таким образом, коэффициенты ряда (6) определяются по
формулам:

a f x dx a f x nxdx b f x nxdxn n0
1 1 1= = =

- - -
ò ò òp p pp

p

p

p

p

p
( ) , ( )cos , ( )sin (7)

(n = 1, 2, ...) и называются коэффициентами Фурье функции
f(x), а ряд (5) с этими коэффициентами называется рядом Фурье
(Жан Батист Жозеф Фурье (1768–1830) — французский мате-
матик и физик) функции f(x).

3. Комплексная форма ряда Фурье. По формулам Эйлера (см.
10.3, п. 2, формулы (12), (13))

cos , sin .nx
e e

nx i
e einx inx inx inx

= + = - -- -

2 2
Подставляя эти выражения в ряд (6), получаем:
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Введем обозначения

a
c

a ib
c

a ib
cn n n n

n
0

0 02 2 2
= - = + = -, , . (8)

Тогда
f x c c e c en

inx
n
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n

( ) ( ),= + + -
-

=

¥
å0

1

или, более компактно,

f x c en
inx

n

( ) .=
=-¥

¥
å

Это и есть комплексная форма ряда Фурье.
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Выразим коэффициенты сn и c–n через интегралы. Пользу-
ясь формулами (7), можем формулы (8) переписать так:

c f x nx i nx dx f x e dx nn
inx= - = =-

--
òò

1

2

1

2
0 1 2

p p p

p

p

p
( )(cos sin ) ( ) ( , , ,...),

(9)

c f x e dx nn
inx

-
-

= =ò
1

2
1 2

p p

p
( ) ( , ,...). (10)

Формулы (9) и (10) можно объединить в одну формулу:

c f x e dx nn
inx= = ± ±-

-
ò

1

2
0 1 2

p p

p
( ) ( , , ,...).

4. Сходимость ряда Фурье. Если для функции f(x) существу-
ют все интегралы, стоящие в правых частях формул (7), то по
этим формулам можно вычислить коэффициенты а0, аn, bn и со-
ставить тригонометрический ряд (5), который представляет
собой ряд Фурье, соответствующий данной функции.

Является ли построенный таким образом ряд Фурье сходя-
щимся и если он сходится, то имеем ли мы право утверждать,
что он сходится именно к функции f(x), с помощью которой вы-
числялись коэффициенты ряда?

Оказывается, что сходимость ряда Фурье к заданной функ-
ции имеет место для довольно широкого класса функций.

Сформулируем достаточные условия представимости функ-
ции рядом Фурье. Пусть функция f(x) на отрезке [–p; p] удов-
летворяет условиям Дирихле (Петер Дирихле (1805–1859) — не-
мецкий математик). Это значит, что она на этом отрезке непре-
рывна или кусочно-непрерывна (т. е. имеет конечное число то-
чек разрыва первого рода) и монотонна или кусочно-монотон-
на (т. е. отрезок можно разделить на конечное число отрез-
ков, внутри каждого из которых функция либо только возра-
стает, либо только убывает, либо постоянна).

Теорема Дирихле. Если функция f(x) удовлетворяет ус-
ловиям Дирихле на отрезке [–p; p], то ряд Фурье этой функции
сходится на всем отрезке [–p; p] и сумма этого ряда равна f(x)
в точках непрерывности функции, (f(x0 – 0) + (f(x0 + 0))/2 в
точке х0 разрыва функции, (f(p – 0) + f(–p + 0))/2 на концах
отрезка [–p; p].

Доказательство см. в книге [12, т. II].
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Сделаем некоторые замечания по поводу сформированной те-
оремы Дирихле. Члены ряда (5) — периодические функции с пе-
риодом 2p. Поэтому если ряд (5) сходится на отрезке [–p; p], то
он сходится и при всех вещественных значениях х и сумма ряда
(5) периодически повторяет с периодом 2p те значения, которые
она давала на отрезке [–p; p]. Таким образом, если мы пользу-
емся рядом Фурье вне отрезка [–p; p], то мы должны считать,
что функция f(x) продолжена вовне этого отрезка периодичес-
ки с периодом 2p (рис. 120). С этой точки зрения его концы х =
= –p, х = p явятся для продолженной таким образом функции
точками разрыва, если f(–p + 0) ¹ f(p – 0).

На рис. 120 изображена функция, непрерывная на отрезке
[–p; p], которая при периодическом продолжении дает разры-
вы в силу несовпадения значений f(x) на концах отрезка [–p; p].

Пример. Функция f(x) = х удовлетворяет условиям теоремы Дирихле и, следо-
вательно, может быть разложена в ряд Фурье. По формулам (7), имеем:
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Следовательно, согласно теореме Дирихле, при –p < x < p

x x
x x x nx

n
n= - + - + + - +æ

èç
ö
ø÷

+2
2

2

3

3

4

4
1 1sin

sin sin sin
... ( )

sin
... .

В точках х = –p и х = p сумма ряда Фурье по теореме Дирихле не совпадает со зна-
чениями функции f(x) = х, а равна

f f( ) ( )
.

- + + - = - + =p p p p0 0

2 2
0

В силу периодичности суммы ряда график этой суммы имеет вид, изображенный
на рисунке 121.

y

x0 3p2pp- p-2p-3p

Рис. 120
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5. Ряды по косинусам и синусам. Если f(x) — четная фун-
кция на отрезке [–p; p], т. е. если f(–x) = f(x), x°[–p; p], то ее
коэффициенты Фурье bn, равны нулю. В самом деле,

b f x nxdx f x nxdx f x nxdxn = = +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷òòò

--

1 1

0

0

p p

p

pp

p
( )sin ( )sin ( )sin .

В первом интеграле сделаем замену переменной х = –t. Тогда,
пользуясь четностью f(x) и нечетностью синуса, получим:

f x nxdx f t n t dt f t ntdt( )sin ( )sin ( ) ( )sin .= - - - = -
-
ò ò ò
p p

p0 0

0

Отсюда и из предыдущего равенства следует, что bn = 0 (n =
1, 2, ...).

Коэффициенты аn, в этом случае (это тоже легко показать)
можно подсчитать по формулам:

a f x dx a f x nxdx nn0
0 0

2 2
1 2= = =ò òp p

p p
( ) , ( )cos ( , ,...).

Аналогично показывается, что если f(x) — нечетная функция,

то аn = 0 (n = 1, 2, ...) и b f x nxdx nn = =ò
2

1 2
0

p

p
( )sin ( , ,...).  Таким об-

разом, если функция четная, то ее ряд Фурье содержит только

косинусы (неполный ряд по косинусам), а если нечетная — толь-

ко синусы (неполный ряд по синусам).
Пример. Рассмотрим функцию f(x) = х2. Эта функция удовлетворяет услови-

ям теоремы Дирихле и, следовательно, может быть разложена в ряд Фурье. Так как
она четная, то

b n a x dxn = = = =ò0 1 2
2 2

30
2

2
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( , ,...), ,
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pp
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0 x-3p -2p -p p 2p 3p
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Рис. 121 Рис. 122
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Значит, согласно теореме Дирихле, при –p < x < p
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Это равенство остается верным и на всем отрезке [–p; p], так как в точках х = –p и
х = p сумма ряда по Теореме Дирихле равна (f(–p + 0) + f(p – 0))/2 = (p2 + p2)/2 = p2.
Благодаря периодичности суммы ряда график ее имеет вид, изображенный на рис.
122.

6. Разложение функции, заданной в промежутке, в коси-
нус и синус ряд Фурье. Часто возникает задача о разложении
в ряд по косинусам или в ряд по синусам функции f(x), за-
данной на отрезке [0; p].

Для разложения f(x) в ряд по косинусам можно рассуждать
следующим образом. Дополним определение данной функции
f(x) так, чтобы при –p £ x < 0 было f(x) = f(–x). В результате по-
лучится четная функция (в этом случае говорят: функция f(x)
продолжена с отрезка [0; p] на отрезке [–p; 0] четным образом;
рис. 123). Тогда для «продолженной» четной функции спра-
ведливы все предыдущие рассуждения (п. 5), и, следователь-
но, коэффициенты Фурье могут быть вычислены по формулам:

a f x nxdx n b nn n= = = =ò
2

0 1 2 0 1 2
0

p

p
( )cos ( , , ,...), ( , ,...).

В этих формулах фигурируют лишь заданные на [0; p] зна-
чения f(x). Следовательно, при практических вычислениях
фактически можно и не осуществлять указанное четное про-
должение.

y

0 x-p p

y

0 x-p p

Рис. 123 Рис. 124
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Если мы хотим разложить функцию f(x) в ряд по синусам,
то продолжаем ее с отрезка [0; p] на отрезок [–p; 0] нечетным
образом (рис. 124).

Если мы дополним определение функции f(x) так: f(x) = –f(–x)
при –p £ x < 0, то получим нечетную функцию (говорят: f(x) про-
должена нечетным образом). При этом по смыслу нечетности
должны принять f(0) = 0. К «продолженной» нечетной функции
опять применимы соображения, приведенные в п. 5, и, следо-
вательно, для коэффициентов Фурье справедливы формулы:

a n b f x nxdx nn n= = = =ò0 0 1 2
2

1 2
0

( , , ,...), ( )sin ( , ,...).
p

p

Поскольку здесь участвуют лишь значения f(x) на [0; p],
то, как и в случае ряда по косинусам, фактически продолже-
ние функции f(x) с отрезка [0; p] на отрезок [–p; 0] можно и
не осуществлять.

7. Ряд Фурье с произвольным промежутком. Если надо раз-
ложить в тригонометрический ряд функцию f(x) периода 2l, ко-
торая на отрезке [–l; l] удовлетворяет условиям Дирихле, то мы
полагаем х = lt/p и получаем функцию j(t) = f(lt/p) периода 2p:
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которая на отрезке [–p; p] удовлетворяет условиям Дирихле.
Поэтому в интервале (–p; p)
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Возвратившись к прежней переменной х, получим, что в интер-
вале (–l; l)
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a
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где



252

a
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Коэффициенты а0, аn, ..., bn, (n = 1, 2, ...) и здесь называют-
ся коэффициентами Фурье для f(x), а ряд (11) — рядом Фурье
для f(x).

Если х — точка разрыва функции f(x), то вместо f(x) в ра-

венстве (11) будет 
f x f x( ) ( )

.
- + +0 0

2

Упражнения

Найти сумму ряда:
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Исследовать сходимость ряда:
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Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд:
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Найти область сходимости ряда:
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Разложить в ряд по степеням х следующие функции:
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Пользуясь соответствующими разложениями, вычислить с точностью до 0,001

30. e. [1,649.]

31. sin 18°, [0,309.]

32. e dxx-ò
2

0

1

. [0,747.]

33. Разложить в ряд Фурье функцию j(х) = |х| в промежутке [–p; p].
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34. Разложить в ряд Фурье функцию j(х) = p +х в промежутке [–p; p].
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35. Вычислить: а) epi; б) e–2pi; в) 
e

i- p
2 .

[а) –1; б) 1; в) –i]

Глава 11. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

11.1. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ.
ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ

1. Определение функции нескольких переменных. Понятие
функции одной переменной не охватывает все зависимости, су-
ществующие в природе. Даже в самых простых задачах встре-
чаются величины, значения которых определяются совокупно-
стью значений нескольких величин.

Пример 1. Площадь S прямоугольника со сторонами, длины которых равны х
и у, выражается формулой S = xy, т. е. значения S определяются совокупностью
значений х и у.

Пример 2. Объем V прямоугольного параллелепипеда с ребрами, длины кото-
рых равны х, у и z, выражается формулой V = xyz, т. е. значения V определяется
совокупностью значений х, у и z.
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Пример 3. Абсолютная температура Т, давление р и объем V данной массы
газа связаны формулой Менделеева-Клапейрона pV = RT, где R — некоторая по-
стоянная. Отсюда, например, V = RT/р, т. е. значения V определяются совокуп-
ностью значений Т и р.

Пример 4. Количество тепла Q, выделяемое электрическим током, зависит
от напряжения U, силы тока I и времени t, причем Q = 0,24UIt, т. е. значения
Q определяются совокупностью значений U, I и t.

Для изучения подобных зависимостей вводится понятие
функций нескольких переменных.

Переменная z называется функцией двух независимых пе-
ременных х и у, если некоторым парам значений х и у по ка-
кому-либо правилу или закону ставится в соответствие опре-
деленное значение z.

Множество G пар значений х и у, которые могут принимать
переменные х и у, называется областью определения или обла-
стью существования функции, а множество всех значений,
принимаемых z в области определения, — областью значений
функции z. Переменные х и у называются аргументами функ-
ции z. Символически функция двух переменных обозначается
так: z = f(х , у), z = F(х , у), z = j(х , у), z = z(х , у) и т. д.

Как известно (1.1, п. 1), пара чисел х и у, определяет поло-
жение точки М на плоскости хОу с координатами х и у (и, зна-

чит, радиус-вектор r OM=  (2.1, п. 8)) и наоборот. Поэтому фун-

кцию двух переменных z = f(х , у) можно рассматривать либо
как функцию точки М и писать z = f(М), либо как скалярную
функцию векторного аргумента r̄ и писать z = f(r ¯).

Способы задания функции двух переменных, как и в случае
одной переменной, могут быть различными. В этой книге наи-
более важным является аналитический способ задания, когда
функция задается с помощью формулы. Областью определения
функции в этом случае считается множество всех точек плоско-
сти, для которых эта формула имеет смысл.

Пример 5. Областью определения функции z = 1 – x – y является множество
всех пар чисел (х , у), т. е. плоскость хОу, а областью значений этой функции —
промежуток (–¥; +¥).

Пример 6. Для функции z
x y= +

2 2

4 9
 область определения — вся плоскость хОу,

а область значений — промежуток [0; +¥].

Пример 7. Областью определения функции z x y= - -1 2 2  является множество

точек плоскости, координаты которых удовлетворяют неравенству 1 – х2 – у2 ³ 0
(здесь речь идет лишь о действительных значениях z) или неравенству х2 + у2 £ 1,
т. е. круг, ограниченный окружностью х2 + у2 = 1, включая эту окружность (зам-
кнутый круг). Область значений этой функции — отрезок [0; 1].
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Пример 8. Область определения функции z x y= - -1 1 2 2/  есть круг, огра-

ниченный окружностью х2 + у2 = 1, исключая эту окружность (открытый круг),

а область значений — промежуток [1; +¥).

Из рассмотренных примеров видно, что областью опреде-
ления функции двух переменных может быть вся плоскость
хОу или ее часть.

Известно (см. 2.1, п. 8), что каждой тройке чисел (x, y, z) в
пространстве Оxyz соответствует точка М(x, y, z) (и значит,

радиус-вектор r OM= ) и наоборот. Совершенно аналогично слу-

чаю двух переменных можно дать определение функции трех
переменных u = f(x, y, z) = f(M) = f(r ¯). Областью определения
функции трех переменных будет уже все пространство или его
часть.

Аналогично можно дать определение функции четырех и бо-
лее числа переменных.

В дальнейшем будем подробно рассматривать функции двух
переменных, так как все важнейшие факты теории функций не-
скольких переменных наблюдаются уже на функциях двух пе-
ременных. Распространение определений и полученных резуль-
татов на функции трех или более переменных представляет со-
бой, как правило, лишь технические трудности.

2. Геометрическое изображение функции двух переменных.
Функции двух переменных допускают графическую иллюстра-
цию. Графиком функции z = f(x, y), определенной в области G,
называется множество точек (x; y; z) пространства, у которых
(x, y) принадлежит G и z = f(x, y). В наиболее простых случаях
такой график представляет собой некоторую поверхность (см.
также главу 4). Например, графиком функции из примера 5 (п.
1) является плоскость, проходящая через точки (1; 0; 0), (0; 1;
0) и (0; 0; 1) (4.1, п. 5); графиком из примера 6 (п. 1) — эллип-
тический параболоид (6.1, п. 2).

Однако построение графиков функций двух переменных в
большинстве случаев представляет значительные трудности.
В связи с этим оказывается удобным геометрически описывать
функции двух переменных, не выходя в трехмерное простран-
ство. Средством такого описания являются линии уровня. От-
метим на плоскости хОy все те точки (x, y), в которых функция
f(x, y) принимает одно и то же значение, например, значение,
равное с. Иначе говоря, отмечаем те точки (x, y), для которых

f(x, y) = с. (1)
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Множество этих точек и на-
зывается линией уровня функ-
ции f(x, y). Понятно, что урав-
нение (1) есть уравнение этой
линии. Придавая с различные
значения и каждый раз строя
линию с уравнением (1), полу-
чим семейство линий уровня.
Это семейство наглядно описы-
вает функцию f(x, y). Обычно
рядом с линией уровня ставят
то значение с, которому она со-
ответствует.

Пример. Построить линии уровня функции

z = х2 + у2. (2)

Пересечем поверхность (2) плоскостью z = c (0 £ c < +¥). Задавая с различные
значения, например с = 0, 1, 2, 3, ..., получим семейство линий уровня, пред-
ставляющих собой окружности. При с = 0 окружность вырождается в точку (0;
0) (рис. 125). Из того, что линиями уровня оказались окружности с центрами в
начале координат, следует, что графиком данной функции должна быть повер-
хность вращения вокруг оси Ox. Действительно, как известно из аналитичес-
кой геометрии (5.2, п. 2), уравнение (2) определяет параболоид вращения.

Линиями уровня обозначают глубину морей и высоту гор на
географических картах. Аналогичные линии описывают рас-
пределение тех или иных веществ в почве, распределение сред-
несуточной температуры и т. д.

3. Предел функции двух переменных. Множество точек М(x,
y), координаты которых x и y удовлетворяют неравенству

( ) ( ) ,x x y y- + - <0
2

0
2 d  или, короче, ММ0 < d, называются d-ок-

рестностью точки М0(х0; у0). Другими словами, d-окрестность
точки М0 — это все точки, лежащие внутри круга с центром М0
радиуса d.

Определение. Число А называется пределом функции z =
= f(x, y) = f(M) при стремлении точки М к точке М0(х0; у0), что
кратко записывается М ® М0, если для любого числа e > 0 су-
ществует такое число d > 0, что для всех точек М из области
определения этой функции, удовлетворяющих условию 0 <
< ММ0 < d, имеет место неравенство |f(M) – A| < e. Обознача-
ют это так:

y

x

C=0

C3

C2

C1

Рис. 125
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lim ( ) lim ( , ) .
M M x x

y y

f M A f x y A
® ®

®

= =
0 0

0

или

Функция z = f(M) называется бесконечно малой при М ®

М0, если lim ( ) .
M M

f M
®

=
0

0

Все основные свойства о бесконечно малых и о пределах,
установленные в гл. 7 (7.4, 7.5) для функций одной перемен-
ной, обобщаются и на случай функций двух и большего чис-
ла переменных.

4. Непрерывность функции двух переменных. Пусть точка
М0(х0; у0) принадлежит области определения функции z = f(x,
y) = f(M).

Определение. Функция z = f(x, y) = f(M) называется непре-
рывной в точке М0, если

lim ( ) ( ) lim ( , ) ( , ),
M M x x

y y

f M f M f x y f x y
® ®

®

= =
0 0

0

0 0 0или
(3)

причем точка М стремится к точке М0 произвольным образом,
оставаясь в области определения функции.

Обозначим х – х0 = Dх, у – у0 = Dу. Полным приращением фун-
кции z = f(x, y) = f(M) при переходе от точки М0 к точке М на-
зывается разность значений функции в этих точках, а именно:
Dz = f(М) = f(M0), т. е. Dz = f(x, y) – f(х0; у0).

Условие (3) непрерывности функции в точке М0 равносиль-
но условию:

lim lim .
M M x x

y y

z z
® ®

®

= =
0 0

0

0 0D Dили

Пример. Функция z = х2 + у2 непрерывна в любой точке плоскости хОy, так как
при любых значениях х и у величина Dz = 2хDх + 2уDу + (Dх)2 + (Dу)2 стремится к
нулю при Dх ® 0, Dу ® 0.

Арифметические операции над непрерывными в точке фун-
кциями приводят к непрерывным функциям в той же точке
(при условии, что деление производится на функцию, не обра-
щающуюся в этой точке в нуль). Это устанавливается так же,
как для функций одной переменной (7.6, п. 1).

5. Понятие области. Областью, или открытой областью,
называется множество точек плоскости, обладающее следую-
щими двумя свойствами:
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1) каждая точка области принадлежит ей вместе с некото-
рой окрестностью этой точки (свойство открытости);

2) всякие две точки области можно соединить непрерывной
линией (непрерывная линия — множество точек М(x, y) плос-
кости, координаты которых заданы как непрерывные функции
х = j(t), у = y(t), а £ t £ b), целиком лежащей в этой области
(свойство связности).

Часть плоскости, лежащая внутри замкнутого контура L
(рис. 126), является областью, так как, во-первых, для любой
точки М, лежащей внутри L, существует окрестность, также
лежащая внутри L; во-вторых, две любые точки М и N, лежа-
щие внутри L, можно соединить непрерывной линией, также
лежащей внутри L.

Точка М0 называется граничной точкой области G, если лю-
бая окрестность этой точки содержит как точки области G, так
и точки, ей не принадлежащие (см. рис. 126).

Множество всех граничных точек области называется ее гра-
ницей. На рис. 126 любая точка контура L, очевидно, является
граничной.

Если к открытой области присоединить ее границу, то полу-
ченное множество точек называется замкнутой областью. Так,
область определения функции в примере 7 (п. 1) является зам-
кнутой.

Если для данной области можно подобрать круг, полностью
ее покрывающий, то такая область называется ограниченной.
Например, области определения функций в примерах 7, 8 (п. 1)
являются ограниченными.

Область G (открытая или замкнутая) называется односвяз-
ной, если для любого замкнутого контура, лежащего в этой об-
ласти, ограниченная им часть плоскости целиком принадлежит
области G. Например, области определения функций в приме-
рах 5–8 (п. 1) являются односвязными. Область же, заключен-
ная между окружностями х2 + у2 =
2 и х2 + у2 = 4, не является одно-
связной, так как окружность х2 +
у2 = 3, лежащая в этой области, со-
держит внутри себя и точки, не
принадлежащие области (напри-
мер, начало координат).

Примечание. Все введенные в этом пунк-
те понятия почти без изменения переносятся
на пространство трех и большего числа изме-
рений.

Mo

M

L

N

Рис. 126
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6. Основные свойства непрерывных функций двух перемен-
ных. В 7.6 (п. 3) были рассмотрены свойства функций, непре-
рывных на отрезке. Эти свойства распространяются и на слу-
чай функций двух и большего числа переменных, непрерыв-
ных в ограниченной замкнутой области.

Функция z = f(x, y) = f(M) называется непрерывной в откры-
той или замкнутой области, если она непрерывна в каждой точке

этой области. При этом функции f(M) считается непрерывной

в граничной точке М0, если в равенстве lim ( ) ( )
M M

f M f M
®

=
0

0  точ-

ка М стремится к точке М0 вдоль любого пути, принадлежа-
щего данной области.

Имеет место следующее предложение:
Если функция z = f(М) непрерывна в ограниченной замк-

нутой области, то она в этой области:
1) имеет наибольшее и наименьшее значения;
2) ограничена |f(М)| £ К (К — положительное число);
3) принимает все промежуточные значения между любыми

двумя своими значениями, т. е. если А < C < В, где А и В — ка-
кие-то значения функции f(М) в данной области, то в этой об-
ласти существует точка М0, в которой f(М0) = С.

Из свойства 3, в частности, следует, что если М1 и М2 — точ-
ки данной области в f(М1) < 0, а f(М2) > 0, то в этой области су-
ществует точка М0, в которой f(М0) = 0.

Примечание. Заметим, что на случай функций двух и большего числа перемен-
ных распространяется (см. [7]) теорема 5 из п. 1 (7.6).

11.2. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ.
ПОЛНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ

1. Частные производные. Частной производной функции не-
скольких переменных по какой-нибудь переменной в рассмат-
риваемой точке называется обычная производная по этой пере-
менной, считая другие переменные фиксированными (постоян-
ными). Например, для функции двух переменных z = f(x, y) в
точке М0(х0; у0) частные производные определяются так:

¶
¶

z

x

z

x

f x x y f x y

xx

x

x
= = + -

® ®
lim lim

( , ) ( , )
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D D

D
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D
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0 0 0 0



261

если эти пределы существуют. Величина Dхz = f(x0 + Dх, y0) –
– f(х0; у0) (Dуz = f(x0, y0+ Dу) – f(х0; у0)) называется частным
приращением функции z в точке М0 по аргументу х(у). Исполь-
зуются и другие обозначения частных производных:

¢ ¢ ¢z
f x y

x x
f x y f x y z

f x y

yx x y,
( , )

, ( , ), ( , ), ,
( , )

,
¶

¶
¶

¶
¶

¶
0 0

0 0 0 0
0 0

¶
¶y

f x y f x yy( , ), ( , ).0 0 0 0¢  Символы ¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

z

x

f x y

x

z

y

f x y

y
,

( , )
, ,

( , )0 0 0 0

как дроби трактовать нельзя (в этом отличие от случая одной
переменной).

Из определения следует геометрический смысл частной про-
изводной функции двух переменных: частная производная
fx¢(х0, у0) (fy¢(хy, у0)) есть угловой коэффициент касательной к
линии пересечения поверхности z = f(x, y) и плоскости у = у0
(х = х0) в соответствующей точке (рис. 127).

Пользуясь понятием скорости изменения переменной (см.
8.1, п. 2), можно сказать, что частная производная fx¢(х0, у0)
(fy¢(хy, у0)) есть скорость изменения функции f(x, y) относитель-
но х (у) при постоянном у (х).

Из определения частных производных следует, что правила
вычисления их остаются теми же, что и для функций одной пе-
ременной (8.2), и только требуется помнить, по какой перемен-
ной ищется производная.

Пример 1. Если z = х2 + у2, то z¢x = 2х, z¢у = 2у.

Пример 2. Если р = RT/V, то рТ =R/V, p¢V = –RT/V2. Величина р¢V называется
изометрическим коэффициентом упругости идеального газа.

Аналогично определяются и
обозначаются частные произ-
водные функции трех и больше-
го числа независимых перемен-
ных.

2. Полный дифференциал.
Как уже отмечалось (11.1, п. 4),
полным приращением функции
z = f(x, y) в точке (х0, у0), соот-
ветствующим приращениям Dх,
Dу, переменных х и у, называ-
ется выражение

y
0

x

z

Mo
xo

yo

Рис. 127
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Dz = Df(х0, у0) = f(х0 + Dх, у0 + Dy) – f(х0, у0). (1)

Если приращение (1) можно представить в виде

Dz = АDх + ВDу + a(Dх, Dу)Dх + b(Dх, Dу)Dу, (2)

где А и В не зависят от Dх и Dу, а a(Dх, Dу) и b(Dх, Dу) стре-
мятся к нулю при стремлении к нулю Dх и Dу, то функция
z = f(x; y) называется дифференцируемой в точке (х0; у0), а ли-
нейная часть АDх + ВDу приращения функции (т. е. часть Dz,
которая зависит от Dх и Dу линейно) называется полным диф-
ференциалом (или просто дифференциалом) этой функции в
точке (х0; у0) и обозначается символом dz:

dz = АDх + ВDу. (3)

Из определения дифференцируемости функции следует, что
если данная функция дифференцируема в точке (х0; у0), то она
в этой точке непрерывна.

Действительно, если в точке (х0; у0) функция z = f(x, y) диф-
ференцируема, то для этой точки Dz представимо в форме (2),
откуда следует, что

lim ,
D
D

D
x
y

z
®
®

=
0
0

0

а это и означает, что в точке (х0, у0) функция z = f(x, y) непре-
рывна.

Из дифференцируемости функции в данной точке следует су-
ществование ее частных производных в этой точке (необходимое
условие дифференцируемости).

В самом деле, пусть функция z = f(x, y) в точке (х0; у0) диф-
ференцируема. Тогда имеет место соотношение (2). Полагая в
нем Dу = 0, имеем:

Dхz = АDх + a(Dх, 0) Dх.

Деля на Dх ¹ 0 и переходя к пределу при Dх ® 0, получаем:

lim lim ( ( , )) .
D D

D
D

D
x

x

x

z

x
A x A

® ®
= + =

0 0
0a

Это означает, что в точке (х0; у0) существует частная про-
изводная функция z = f(x, y) по х и

¶
¶

z

x
A= . (4)

Аналогично доказывается, что в точке (х0; у0) существует
частная производная
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¶
¶

z

y
B= . (5)

Используя формулы (4) и (5), можно переписать выраже-
ние (3) в виде:

dz
z

x
x

z

y
y= +¶

¶
¶
¶

D D .

Если положить z = x, то dz = dx = 1 × Dx + 0 × Dy = Dx, т. е.
dx = = Dx. Аналогично, полагая z = у, получим dу = Dу. Зна-
чит, дифференциалы независимых переменных совпадают с
приращениями этих переменных, и мы можем записать диф-
ференциал (3) в следующем виде: dz= fx¢(х0, у0)dx + fy¢(хy, у0)dy.

Теорема (достаточное условие дифференцируемости). Если
функция z = f(x, y) имеет частные производные в некоторой ок-
рестности точки М0(х0; у0) и эти производные непрерывны в са-
мой точке М0, то эта функция дифференцируема в точке М0.

Доказательство. Дадим переменным х0 и у0 столь малые
приращения Dх и Dу, чтобы точка М(х0 + Dх, у0 + Dy) не вышла
за пределы указанной окрестности точки М0. Полное прираще-
ние Dz = f(х0 +Dх, у0 + Dy) – f(х0, у0) можно записать в виде:

Dz = (f(х0 + Dх, у0 + Dу) – f(х0, у0 + Dу)) +
+ (f(х0, у0 + Dу) – f(х0, у0)).

Каждая из этих разностей представляет частное прираще-
ние функции. Преобразуем каждую из этих разностей по фор-
муле Лагранжа (см. 8.6, п. 3). Получим:
Dz = fx¢( х0 + QDх, у0 + Dу)Dх + fy¢(х0, у0 + Q1Dу)Dу (0 < Q, Q1 < 1) (6)

Так как производные fx¢ и fу¢ непрерывны в точке М0, то

lim ( , ) ( , ),
D
D

QD D
x
y

x xf x x y y f x y
®
®

¢ + + = ¢
0
0

0 0 0 0

lim ( , ) ( , ).
D
D

Q D
x
y

y yf x y y f x y
®
®

¢ + = ¢
0
0

0 0 1 0 0

Отсюда (см. 11.1, п. 3; 7.5, п. 1)

fx¢(х0 + QDх, у0 + Dу) = fx¢(х0, у0) + a, fy¢(х0, у0 + Q1Dу) =

= fy¢(х0, у0) + b,

где a = a(Dх, Dу) и b = b(Dх, Dу) — бесконечно малые при Dх ® 0,
Dу ® 0. Подставляя эти значения в равенство (6), находим:

Dz = fx¢(х0, у0)Dx + fy¢(хy, у0)Dy + aDх + bDу,
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а это и означает, что функция z = f(x, y) дифференцируема в
точке М0.

3. Производные и дифференциал сложной функции. Пусть
z = f(x, y), где х = j(t), y = y(t). Тогда в конечном итоге z будет
функцией одной переменной t; предположим, что zx¢, zy¢ не-
прерывны и dx/dt, dy/dt существуют. Найдем dz/dt. Дадим
переменной t приращение Dt. Тогда х, у, а следовательно, и z
получат свои приращения Dх, Dу и Dz. В силу достаточного
условия дифференцируемости

Dz = fx¢(х, у)Dx + fy¢(х, у0)Dy + aDх + bDу,
откуда

D
D

D
D

D
D

D
D

D
D

z

t
f x y

x

t
f x y

y

t

x

t

y

tx y= ¢ + ¢ + +( , ) ( , ) .a b

Устремим теперь Dt к нулю. Тогда Dх и Dу будут стремиться
к нулю, так как функции х и у непрерывны (мы предположили
существование производных xt¢ и yt¢), а потому a и b также бу-
дут стремиться к нулю. В пределе получим:

dz

dt
f x y

dx

dt
f x y

dy

dtx y= ¢ + ¢( , ) ( , ) ,

или, короче,

dz

dt

z

x

dx

dt

z

y

dy

dt
= +¶

¶
¶
¶

. (7)

Формула (7) называется формулой производной сложной
функции.

Пример 1. Пусть z = f(x, y), х = t3 + 3, y = 2t4 + 4. По формуле (7) имеем:

dz

dt

z

x
t

z

y
t= × + ×¶

¶
¶
¶

3 82 3.

Предположим, в частности, что роль независимой перемен-
ной играет х, т. е. рассмотрим функцию z = f(x, y), где у =
j(х). Согласно формуле (7), будем иметь:

dz

dx

z

x

z

y

dy

dx
= +¶

¶
¶
¶

, (8)

так как dx/dx = 1. В формуле (8) zx¢ — частная производная по
первому аргументу функции двух переменных f(x, y), а dz/dx —
обычная производная сложной функции одной переменной х:
z = f(x, y(х)). Последнюю производную будем называть полной
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производной функции. В случае, когда z = f(x, y), где х = j(у),
аналогично получаем:

dz

dy

z

x

dx

dy

z

y
= +¶

¶
¶
¶

(zy¢ — частная производная по второму аргументу функции f(x,
y), dz/dу — полная производная функции одной переменной у:
z = f(j(у), y)).

Пусть теперь х = j(t, t), y = y(t, t) (здесь предполагается
существование первых производных функций х и у по t и t).
В этом случае z будет функцией двух независимых перемен-
ных t и t. Следовательно, для этого случая формулу (7) нуж-
но переписать в виде:

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

z

t

z

x

x

y

z

y

y

t
= + . (9)

Аналогично

¶
¶t

¶
¶

¶
¶t

¶
¶

¶
¶t

z z

x

x z

y

y= + . (10)

Пример 2. Если z = xy, где x = t cos 2t, y = t2
t, то zt¢ = y cos 2t + 2xt t, zt¢ =

= –2yt sin2x + xt2.

Из формул (9) и (10) видно, что символ частной производной,
как уже отмечалось выше, нельзя трактовать как дробь. В са-
мом деле, если бы можно было сократить на dx и dy, то из фор-
мул (9) и (10) получили бы, что

¶
¶

¶
¶

¶
¶t

¶
¶t

z

t

z

t

z z= =2 2и .

4. Неявные функции и их дифференцирование. Как уже от-
мечалось (см. 7.1, п. 4), если уравнение, с помощью которого
задается функция одной переменной х, не разрешено относи-
тельно у, то эта функция называется неявной. Разрешая это
уравнение относительно у, мы получаем ту же функцию, но
уже заданную в явной форме. Однако часто бывает, что раз-
решить такое уравнение относительно у невозможно (напри-
мер, 2у – 2у + х2 – 1 = 0) или нецелесообразно; в этом случае
уравнение так и оставляют неразрешенным, в общем виде
(когда все его члены перенесены в левую часть):

F(x, y) = 0. (11)
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В связи с этим встает вопрос о том, как найти производную
неявной функции, не разрешая уравнения (11) относительно у.

Если в уравнении (11), определяющем неявную функцию
у = f(x), задавать значения независимой переменной х, то для
нахождения соответствующего значения у надо решать уравне-
ние. Теперь, если в это уравнение подставить его решение, то
получится тождество. Поэтому можно сказать также, что неяв-
ная функция у = f(x), определенная уравнением (11), — это
такая функция, которая, будучи подставлена в уравнение (11),
обращает его в тождество. Дифференцируя это тождество по х
(предполагаем, что F(x, y) — дифференцируемая функция) со-
гласно правилу дифференцирования сложной функции, полу-
чим:

¢ + ¢ =F x y F x y
dy

dxx y( , ) ( , ) .0

Отсюда при Fy¢ (x, y) ¹ 0 вытекает формула для производной
неявной функции:

dy

dx

F x y

F x y
x

y
= - ¢

¢
( , )

( , )
. (12)

Пример 1. Пусть у как функция от х задана соотношением еху – х – у = 0. Най-
ти dy/dх.

Для F(x, y) = еху – х – у имеем Fx¢ = уеху – 1, Fу¢ = хеху – 1 и, согласно формуле
(12),

dy

dx

ye

xe

xy

xy
= -

-
1

1
.

Пусть уравнение

F(x, y, z) = 0. (13)

определяет z как неявную функцию z = j(x, y) независимых
переменных х и у.

Пользуясь формулой (12), из равенства (13) имеем:

¶
¶

¶
¶

z

x

F

F

z

y

F

F
x

z

y

z
= - ¢

¢
= -

¢
¢

, . (14)

Пример 2. Найти частные производные неявной функции z, заданной уравне-
нием х2 + у2 + z2 – 1 = 0.

Согласно формулам (14),

¶
¶

¶
¶

z

x

x

z

z

y

y

z
= - = -, .



267

5. Касательная плоскость и
нормаль к поверхности. Рассмот-
рим некоторую поверхность

F(x, y, z) = 0 (15)

и на ней точку М0(х0; у0, z0). Про-
ведем через точку М0 какую-ни-
будь линию L, целиком лежащую
на поверхности (15) (рис. 128).

Пусть параметрические урав-
нения линии L

х = j(t), y = y(t), z = w(t),

причем при t = t0 получаем коор-
динаты точки М0. Так как каж-
дая точка линии L лежит на данной поверхности (15), то при
любом значении параметра t будет:

F(j(t), y(t), w(t)) = 0.

Но тогда это соотношение есть тождество относительно t. Диф-
ференцируя его (предполагается, что j, y, w — непрерывно
дифференцируемы, причем j¢(t0), y¢(t0), w¢(t0) не все равны
нулю; F дифференцируема и в точке М0 не все Fx¢, Fy¢, Fz¢ равны
нулю), находим:

Fx¢(j(t), y(t), w(t))j¢(t) + Fy¢(...)y¢(t) + Fz¢(...)w¢(t) = 0.

Полагая здесь t = t0, получим:

Fx¢(М0)j¢(t0) + Fy¢(М0)y¢(t0) + Fz¢(М0)w¢(t0) = 0. (16)

Касательная к линии L в точке М0 определяется уравнением:

x x

t

y y

t

z z

t

-
¢

= -
¢

= -
¢

0

0

0

0

0

0j y w( ) ( ) ( )
. (17)

Введем в рассмотрение прямую, определив ее уравнениями:

x x
F M

x

y y
F M

y

z z
F M

z

- = - = -0

0

0

0

0

0¶
¶

¶
¶

¶
¶

( ) ( ) ( )
.

(18)

Соотношение (16) показывает (см. 4.2, п. 5), что прямые (17),
(18) перпендикулярны. Из уравнения (18) видно, что прямая

( )F x y z, , = 0

y
0

x

z
Касательная
плоскость

Норм
аль

Mo

Рис. 128
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(18) вполне определяется данной поверхностью (15) и выбран-
ной на этой поверхности точкой М0, но не зависит от кривой
L, которую мы провели на поверхности (15) через точку М0
произвольно. Следовательно, касательные, проведенные в точ-
ке М0 по всевозможным кривым, лежащим на поверхности (15)
и проходящим через точку М0, перпендикулярны к одной и
той же прямой (18) и потому лежат в одной плоскости, кото-
рую мы будем называть касательной плоскостью к данной по-
верхности в точке М0, а прямую (18) — нормалью к данной
поверхности в точке М0.

Уравнение этой касательной плоскости как уравнение плос-
кости, проходящей через точку М0 и перпендикулярной к пря-
мой (18), есть (см. 4.1,п. 2)

¶
¶

¶
¶

¶
¶

F M

x
x x

F M

y
y y

F M

z
z z

( )
( )

( )
( )

( )
( ) .0

0
0

0
0

0 0- + - + - = (19)

Если поверхность задана уравнением z = f(x, y), то уравнение
касательной плоскости будет получено как частный случай
уравнения (19) при F(x, y, z) = z – f(x, y). Тогда Fx¢ = –fx¢, Fy¢ =
= –fy¢, Fz¢ = 1 и уравнение (19) примет вид:

z – z0 – fx¢(х0, у0)( x – x0) – fy¢(х0, у0)(y – y0) = 0

Обозначив здесь x – x0 = Dx, y – y0 = Dy, z – z0 = Dz, получим:

Dz = fx¢(х0, у0)Dx + fy¢(х0, у0)Dy,

или

df(х0, у0) = Dz,

т. е. полный дифференциал функции двух переменных равен
приращению аппликаты касательной плоскости. Таково гео-
метрическое истолкование полного дифференциала функции
f(x, y).

Пример. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к поверх-
ности, заданной уравнением z = х2 + у2 в точке М(1; 1; 2).

Здесь z – x2 – y2, Fx¢ = –2x, Fy¢ = –2y, Fz¢ = 1. В точке М0 имеем Fx¢ = Fy¢ = –2,
Fz¢ = 1. Поэтому согласно формулам (19) и (18) получим уравнение касательной
плоскости 2х + 2у – z – 2 = 0 и уравнение нормали:

x y z- = - = -
-

1

2

1

2

2

1
.
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11.3. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

1. Частные производные высших порядков. Частные произ-
водные функции нескольких переменных сами являются функ-
циями этих переменных и могут иметь частные производные.
Для исходной функции эти последние производные будут част-
ными производными второго порядка. Так, для функции z = f(x,
y) двух независимых переменных можно определить (предпола-
гается, что все производные существуют) четыре частные про-
изводные второго порядка, которые обозначаются символами:

¢¢ = = æ
èç
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ø÷

¢¢ = = æ
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ö
ø÷

z
z
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2 2

22, .

Частные производные ¢¢zxy  и ¢¢zxz, отличающиеся порядком диф-

ференцирования, называются смешанными частными произ-
водными второго порядка.

Аналогично определяются частные производные третьего,
четвертого и старших порядков.

Пример. Найти частные производные второго порядка функции z = ex–2y. Име-
ем:

z¢x = ex–2y, z¢y = –2ex–2y,

¢¢ = ¢¢ = - = - ¢¢ =- - - -z e z e z e z e
x

x y
xy

x y
xy

x y
y

x y
2 2

2 2 2 22 2 4, , , .

Здесь ¢¢ = ¢¢z zxy yz.  Оказывается, имеет место следующая (см.,

например, [8])
Теорема. Смешанные производные второго порядка равны,

если они непрерывны: f¢xy(x, y) = f¢yz(x, y).
Следствие. Смешанные производные высших порядков рав-

ны, если они непрерывны и получены в результате дифферен-
цирования по одним и тем же переменным одинаковое число
раз, но может быть в разной последовательности.

Покажем это на примере:

¢¢¢ = ¢ ¢ ¢ = ¢ ¢ ¢ = ¢ ¢ ¢z z z z
x y x x y x y x y x x2 (( ) ) (( ) ) (( ) ) ,

т. е.

¢¢¢ = ¢¢¢ = ¢¢¢z z z
x y xyx yx2 2 .
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Здесь мы дважды пользовались только что отмеченной теоремой:
первый раз применительно к функции zx (мы изменили поря-
док ее дифференцирования), второй раз использовали равенство

¢¢ = ¢¢z zxy yx.  В общем случае схема рассуждений аналогична.

2. Дифференциалы высших порядков. Заметим прежде все-
го, что для функции нескольких переменных справедливы те
же общие правила дифференцирования, что и для функции
одной переменной (8.3, п. 4):

I. d(u + v) = du + dv(u = u(x, y), v = v(x, y)).

II. d(uv) = vdu + udv.

III. d(Cu) = Cdu(C – const).

IV. d
u

v

vdu udv

v
v

æ
èç

ö
ø÷

= - ¹
2

0).

Например, имеем:

d(u + v) = (u + v)x¢dx + (u + v)y¢dy = ux¢dx + vx¢dx + uy¢dy + vy¢dy =
=(ux¢dx + uy¢dy) + (vx¢dx + vy¢dy) = du + dv.

Пусть имеется функция z = f(x, y) независимых переменных
х и у, обладающая непрерывными частными производными
второго порядка. Рассмотрим ее полный дифференциал

dz
z

x
dx

z

y
dy= +¶

¶
¶
¶

(dx и dy — произвольные приращения), который назовем пол-
ным дифференциалом первого порядка (или, кратко, первым
дифференциалом).

Так как zx¢ и zy¢ по предположению имеют непрерывные час-
тные производные первого порядка, то от функции dz, в свою
очередь, можно взять полный дифференциал d(dz). Так полу-
чим полный дифференциал второго порядка (или, кратко, вто-
рой дифференциал), который обозначается d2z.

Аналогично, потребовав существование непрерывных час-
тных произвольных третьего, четвертого, n-го порядков, мож-
но получить полные дифференциалы соответственно третьего.
четвертого, n-го порядков.

Найдем выражение для второго дифференциала через час-
тные производные. Пользуясь правилами I, III (dx и dy не за-
висят от х и у, т. е. рассматриваются как постоянные) и при-
веденной в п. 1 теоремой, можно записать:
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z

x
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z

x y
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z

y
dy (1)

(здесь dx2 = (dx)2, dy2 = (dy)2).
Формула (1) обобщается на случай дифференциала n-го по-

рядка.

3. Формула Тейлора для функции двух переменных. Пусть
дана функция z = f(x, y), имеющая непрерывные частные про-
изводные всех порядков до (n + 1)-го включительно в некоторой
окрестности точки М0(х0; у0;). Пусть точка М0(х0 + Dх; у0 + Dу)
принадлежит этой окрестности. Вспомогательную функцию
F(t) определим на отрезке 0 £ t £ 1 равенством

F(t) = f(x, y), (2)

где х = х0 + tDх, y = y0 + tDy. Согласно формуле Тейлора (см.
8.9, п. 2), имеем:

F t F F t
F

n
t

F t

n
t

n
n

n
n( ) ( ) ( ) ...

( )

!

( )

( )!
( ).

( ) ( )
= + ¢ + + +

+
< <

+
0 0

0

1
0 1

1 Q Q (3)

Вычислим коэффициенты формулы (3) с помощью равенства
(2). При t = 0 имеем F(0) = f(х0, у0). Дифференцируя сложную
функцию F(t) по t, получим:

F¢(t) = f¢x(х, у)Dх + f¢y( х, у)Dу = df(х, у),

F¢¢(t) = f¢¢x2(х, у)(Dх)2 + 2f¢¢xy( х, у)DхDу + f¢¢y2(х, у)(Dy)2 =

= d2f(х, у),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F(n)(t) = dnf(x, y),

F(n+1)(t) = dn+1f(x, y).

Заменив в последнем равенстве t на Qt, а в остальных поло-
жив t = 0, найдем:

F(k)(0) = dkf(x0, y0) (k = 1, 2, ..., n),

F(n+1)(Qt) = dn+1f(x0 + QtDх, y0 + QtDy).
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Если подставить найденные выражения в равенство (3) и затем
положить в нем t = 1, то получим для f(x, y) формулу Тейлора:

f x x y y f x y df x y
d f x y

( , ) ( , ) ( , )
( , )

!
...0 0 0 0 0 0

2
0 0

2
+ + = + + +D D

...
( , )

!

( , )

( )!
.+ + + +

+

+d f x y

n

d f x x y y

n

n n
0 0

1
0 0

1

QD QD

Такой же вид формула Тейлора имеет и в случае большего
числа переменных.

11.4. ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

1. Необходимые условия существования экстремума.
Понятие максимума и минимума можно распространить и на

функции нескольких переменных (здесь для случая двух пере-
менных).

Говорят, что функция z = f(x, y) имеет в точке М0(х0; у0) мак-
симум (минимум), если существует такая окрестность точки
М0, что для всех точек М(x, y) из этой окрестности и отличных
от М0 выполняется неравенство:

f(х0; у0) > f(x, y) (f(х0; у0) < f(x, y)),
или

Dz = f(x, y) – (f(х0; у0) < 0 (Dz = f(x, y) – (f(х0; у0) > 0).

Теорема (необходимые условия существования экстремума).
Если функция z = f(x, y) имеет в точке М0(х0; у0) экстремум и в
этой точке существуют частные производные zx¢ и zy¢, то

fx¢(х0, у0) = 0, fy¢(х0, у0) = 0. (1)

Доказательство. Из определения экстремума следует, что
функция f(x, y0), рассматриваемая как функция одной пере-
менной х, при х = х0 также имеет экстремум. Поэтому (см.
8.7, п. 2. теорема 1) fx¢(х0, у0) = 0. Аналогично получаем ра-
венство: fy¢(х0, у0) = 0.

Примечание. Приведенные условия существования экстремума не являются
достаточными, о чем свидетельствует следующий

Пример. z = x3 + y3, zx¢ = 3x2, zy¢ = 3y2.

Частные производные равны нулю в точке (0; 0), но экстремума эта функ-
ция в точке (0; 0) не имеет, так как в любой окрестности этой точки она прини-
мает значения разных знаков, а в самой точке (0; 0) z = 0.
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2. Достаточные условия существования экстремума.
Теорема (достаточные условия существования экстрему-

ма). Пусть функция f(x, y), непрерывная вместе со своими ча-
стными производными первого и второго порядков, в некото-
рой окрестности точки М0(х0; у0) удовлетворяет условиям (1).

Обозначим А = f¢¢x2(M0), B = f¢¢xy(M0), C = f¢¢y2(M0), D = AC – B2.

Тогда в точке М0 функция f(x, y): 1) имеет минимум, если D > 0

и А > 0; 2) имеет максимум, если D > 0 и А < 0; 3) не имеет эк-

стремума, если D < 0.
Доказательство. Ради краткости доказательство приведем

для случаев 1 и 2. Согласно формуле Тейлора, взятой для n = 1,
с учетом условий (1) имеем:

D D D D Df x y A x B x y C y( ) ( ( ) ( ) ),0 0
2 21

2
2= ¢ + ¢ + ¢ (2)

где

¢ = ¢¢ ¢ = ¢¢ ¢ = ¢¢A f M B f M C f M
x xy y2 2( *), ( *), ( *)

M x x y y* ( , ), .0 0 0 1+ + < <QD QD Q

В силу непрерывности вторых частных производных в точ-
ке М0 следует, что

lim , lim ( ( ) ) .
D
D

D
D

x
y

x
y

A A A C B AC B D
®
®

®
®

= ¢ = ¢ ¢ - ¢ = - =
0
0

0
0

2 2

Поэтому (11.1, п. 6., примечание) для достаточно малых по
модулю Dх, Dу, имеем:

А¢ > 0 (если А > 0) (3)

А¢ < 0 (если А < 0) (4)

А¢C¢ – (B¢)2 > 0 (если D > 0). (5)

В силу неравенств (3) и (4) равенство (2) можно представить
в виде:

D D D D Df x y
A

A x A B x y A C y( , )
'
(( ) ( ) ( ) )0 0

2 2 21

2
2= ¢ + ¢ ¢ + ¢ ¢

или, дополняя до полного квадрата, в виде:

D D D Df x y
A

A x B y A C B y( , ) (( ) ( ( ) )( ) ).0 0
2 2 21

2
=

¢
¢ + ¢ + ¢ ¢ - ¢

Выражение во внешних скобках в силу неравенства (5) положи-
тельно. Поэтому: 1) если А > 0 (а тогда в силу неравенства (3) и
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А¢ > 0), то Df(х0; у0) > 0, и, следовательно, в точке М0 минимум;
2) если А < 0 (а тогда в силу неравенства (4) и А¢ < 0), то Df(х0;
у0) < 0 и, следовательно, в точке М0 максимум.

Пример 1. Исследовать на экстремум функцию z = x3 + y3 – 3xy.
Ее частные производные zx¢ = 3x2 – 3y, zy¢ = 3y2 – 3x обращаются в нуль в точ-

ках М0(0; 0) и М1(1; 1). Ее вторые производные равны z¢¢x2 = 6x, z¢¢xу = –3, z¢¢у2 = 6у.
В точке М0 имеем D = –9 < 0, следовательно, экстремума в этой точке нет. В точке
М1 D = 27 > 0, причем А = 6 > 0, следовательно, в точке М1 минимум.

Примечание. Покажем на примерах, что в случае D = 0 экстремум может быть,
но его может и не быть.

Пример 2. Функция z = x3 + y3 в точке (0; 0), где D = 0, как показано выше (см.
п. 1) экстремума не имеет.

Пример 3. Функция z = x4 + y4 в точке (0; 0), где D = 0, имеет минимум, потому
что в любой окрестности этой точки данная функция положительна, в самой точ-
ке (0; 0) равна нулю.

11.5. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

В естествознании приходится пользоваться эмпирическими
формулами, составленными на основе опыта и наблюдений.
Один из наилучших методов получения таких формул — это
способ наименьших квадратов. Изложим идею этого способа,
ограничиваясь случаем линейной зависимости двух величин.

Пусть требуется установить зависимость между двумя вели-
чинами х и у (например, температурой и удлинением металли-
ческого стержня). Производим соответствующие измерения
(например, n измерений) и результаты измерений сводим в таб-
лицу:

(1)

Будем рассматривать х и у как прямоугольные координаты то-
чек на плоскости. Предположим, что точки (xk; yk), k = 1, ...,
n, группируются вдоль некоторой прямой линии (рис. 129).
Естественно в этом случае считать, что между х и у существу-
ет приближенная линейная зависимость, т. е.

у = ax + b. (2)

Назовем уклонением (или отклонением) разность между точ-
ным значением функции (2) в точке xk и соответствующим зна-
чением уk из таблицы (1): ek = axk + b – yk. Сумма квадратов ук-
лонений — функция величин а и b:

х

y

х1

y1

х2

y2

х2

y2

хn

yn

...

...
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u a b ax b yk k k
k

n

k

n
( , ) ( ) .= = + -

==
ååe2 2
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В методе наименьших квадратов лежит
следующий принцип: искомыми значе-
ниями а и b являются те, при которых
функция u(а, b) имеет минимум.

Для этого (см. 11.4, п. 1) необходи-
мо, чтобы
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(3)

Это окончательный вид так называемой нормальной систе-
мы способа наименьших квадратов. Пусть а = а0, b = b0 — реше-
ние системы (3). Можно доказать, что а0 и b0 доставляют вели-
чине u(а, b) минимум. Функция (2) при а = а0, и b = b0 дает эм-
пирическую формулу у = ах0 + b0.

Пример. Результаты измерения величин х и у даны в таблице:

Предполагая, что между х и у существует линейная зависимость у = ах + b, спосо-
бом наименьших квадратов определить коэффициенты а и b. Здесь n = 5,

x x x y yk
k

k
k

k k
k

k
k

2

1

5

1

5

1

5

1

5
25 5 16 5 8= = = =

= = = =
å å å å, , , , ,

и нормальная система (3) принимает вид:

х

y

–2

0,5

0

1

1

1,5

4

3

2

2

x0

y

Рис. 129
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25 5 16 5

5 5 8

a b

a b

+ =
+ =

ì
í
î

, ,
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Решая эту систему, получим а = 0,425, b = 1,175. Поэтому у = 0,425 х + 1,175.

Упражнения

Найти области существования функций
1. u = 4 – x + 2y. [Вся плоскость хОу]

2. u
x y

=
+
3

2 2
. [Вся плоскость хОу, кроме точки (0; 0).]

3. u
xy

= 1
. [I и III квадранты: х > 0, у > 0 и х < 0, у < 0.]

4. u = arccos (x + y). [Полоса –1 £ х + у £ 1]
5. u = ln (x + y) + x – y + 1. [Полуплоскость х + у > 0]

6. 
u

x y
=

- -

1

4 2 2
. [Круг х2 + у2 < 4]

7. u = arccos (x2 + y2). [Круг х2 + у2 £ 1]

8. u
xy

x y
=

-
. [Вся плоскость хОу, кроме прямой у = х]

9. u
x y

= +1 1
. [Вся плоскость хОу, кроме осей Ох и Оу]

10. u = lnx × lny. [I квадрант х > 0, у > 0]

11. u
x y

= +1 1
. [I квадрант х > 0, у > 0]

Найти частные производные первого порядка от следующих функций:

12. u = x3 + 3x2y – y3. [u¢x = 3x2 + 6xy, u¢y = 3x2 – 3y2.].

13. u x y= + 3 . ¢ =
+

¢ =
+

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

u
x y

u
x y

x y
1

2 3

3

2 3
, .

14. u
y

x
= arctg . ¢ = -

+
¢ =

+

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

u
y

x y
u

x

x y
x y2 2 2 2

, .

15. u = arctg (2x – y). ¢ =
+ -

¢ = -
+ -

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

u
x y

u
x y

x y
2

1 2

1

1 22 2( )
,

( )
.

16. u x y= -( ) .1
2 ¢ = - - ¢ = - -é

ëê
ù
ûú

-u y x u y x xx
y

y
y2 11 2 1 1

2 2
( ) , ( ) ln( ).

17. u = (1 + xy)y. ¢ =
+

¢ = + +
+

é

ë
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û
ú

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

u
y u
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u u xy
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xyx y

2

1
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1
, ln( ) .

18. u = x3y2 + 2x ln y + xy. ¢ = + + ¢ = + +
é

ë
ê

ù

û
ú

-u x y y yx u x y
x

y
x xx

y
y

y3 2 2
22 2 1 3ln , ln .
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Найти частные производные второго порядка от функций.

19. a) u = x3 – 4x2y + 5y2. [ ]¢¢ = - ¢¢ = - ¢¢ =u x y u x u
x xy y2 26 8 8 10; ; .

б) u = exlny. ¢¢ = ¢¢ = ¢¢ = -
é
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ú
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u e y u
e
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e

yx
x

xy
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y
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2 2 2
ln ; ; .

20. u = sin(x + y). [ ]¢¢ = ¢¢ = ¢¢ = - +u u u x y
x xy y2 2 sin( ).

21. u = x arctg y. ¢¢ = ¢¢ =
+

¢¢ = -
+
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22. 
u e
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-
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2 23 2 2
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23. u = 1 + x + y. [ ]¢¢ = ¢¢ = ¢¢ =u u u
x xy y2 2 0.

Найти указанные частные производные третьего порядка от функций.

24. u x y x y
u

x

u

y
= + + - = =5 3

3
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3
3 2 . ? ?
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В следующих упражнениях считать, что х = х(t), y = y(t), и найти du/dt:

27. u = yex + 1.
du

dt
e y

dx

dt

dy

dt
x= +æ
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28. u
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= cos .
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29. u = ln(4 + x2 + y2).
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31. u = x tg y.
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Полагая, что рост производительности труда следует линейной зависимости
у = ax + b, найти по этим данным параметры а и b, применив способ наимень-
ших квадратов.

[а = 17,2, b = 217,8.]

Глава 12. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

12.1. ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

1. Задачи, приводящие к понятию двойного интеграла.
Задача о массе неоднородной пластины. Пусть плос-

кая область G заполнена веществом с известной плотностью
r(М) = r(х, у). Найти массу (количество вещества) всей матери-
альной области — «пластины». Под плотностью вещества в точ-
ке М понимается предел средней плотности бесконечно малой
части G, содержащей точку М. Разобьем область G произволь-
ным образом (рис. 130) на n частичных областей D1, D2, ..., Dn без
общих внутренних точек, площади которых обозначим соответ-
ственно через Dw1, Dw2, ..., Dwn. Предположим, что в пределах
каждой частичной области плотность постоянна и равна r(Nk)
для Dk, где Nk (xk; hk) — произвольная точка частичной области
Dk. Тогда масса Dk приближенно равна

Dmk » r(xk, hk)Dwk.

Для массы всей пластины получим приближенное выраже-
ние:

m m wk k k k
k

n

k

n
= »

==
ååD Dr x h( , ) .

11
(1)

Пусть l — наибольший из диаметров частичных областей.
Заметим, что диаметром области называется наибольшее из
расстояний между точками ее границы. Например, диаметр
прямоугольника равен его диагонали, диаметр эллипса — его
большой оси. Для круга это определение диаметра совпадает с
обычным. Сумма (1) будет тем точнее выражать искомую мас-
су m, чем меньше будет каждый из диаметров частичных обла-
стей D1, D2, ..., Dn.

Поэтому за массу m естественно принять

m wk k k
k

n
=

® =
ålim ( , ) .

l
r x h

0 1

D
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Примечание. Точно так же, как эта задача, решаются задачи о суммарном
заряде, распределенном в области G с заданной плотностью r(М), о давлении жид-
кости на дно сосуда, о количестве световой энергии, падающей на площадку G, и
многие другие.

Задача об  объеме цилиндроида. Пусть дана функция
f(x, y), непрерывная и неотрицательная в области G. Найти
объем тела, ограниченного сверху поверхностью z = f(x, y), сни-
зу областью G и с боков прямой цилиндрической поверхностью,
направляющей которой служит замкнутый контур, ограничи-
вающий область G (рис. 131). Такое тело для краткости будем
называть цилиндроидом. В частности, когда верхнее основание
цилиндроида есть плоскость, параллельная нижнему основа-
нию, то цилиндроид называется цилиндром. Примером цилин-
дроида служит круговой цилиндр.

Для нахождения объема V данного цилиндроида разобьем об-
ласть G произвольным образом на n частичных областей D1, D2, ...
..., Dn без общих внутренних точек, площади которых обозна-
чим соответственно через Dw1, Dw2, ..., Dwn. В каждой из этих
частичных областей D1, D2, ..., Dn выберем произвольную точку
Nk(xk; hk) и построим прямой цилиндрический столбик с осно-
ванием Dk и высотой f(xk; hk). Объем такого столбика равен f(xk;
hk)Dwk. Сумма объемов этих цилиндрических столбиков пред-
ставляет собой объем ступенчатого тела, приближенно заменя-
ющего объем данного цилиндроида. Следовательно,

V f wk k k
k

n
»

=
å ( , ) .x h D

1

0

x

z

G

Dk

Nk

( )z f x y= ,

D k

Рис. 130 Рис. 131
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Эта сумма будет тем точнее выражать искомый объем V, чем
меньше будет каждый из диаметров частичных областей D1, D2, ...
..., Dn. Поэтому за объем V естественно принять

V f wk k k
k

n
=

® =
ålim ( , ) ,

l
x h

0 1

D

где l — наибольший из диаметров частичных областей D1, D2, ...
..., Dn.

2. Определение двойного интеграла. Из решения приведен-
ных выше задач (п. 1) видим, что, хотя эти задачи имеют раз-
личный смысл, математический аппарат для их решения один
и тот же. Во всех этих задачах получаем выражение одного и
того же вида:

lim ( , ) ,
l

x h
® =

å
0 1

f wk k k
k

n
D (2)

где f(x, y) — функция, заданная в области G.
Определение. Если существует предел (2), не зависящий от

способа разбиения области G на частичные области Dk и выбора
точек Nk(xk; hk) в них, то он называется двойным интегралом от
функции f(x, y) по области G и обозначается символом:

f x y dw f w
G

k k k
k

n
( , ) lim ( , ) .=

® =
òò å

l
x h

0 1

D (3)

Функция f(x, y) в этом случае называется интегрируемой в об-
ласти G. При этом f(x, y) называется подынтегральной функци-
ей, dw — элементом площади, G — областью интегрирования,

х и у — переменными интегрирования, сумма f wk k k
k

n
( , )x h D

=
å

1

 —

интегральной суммой.

Примечание. Для двойного интеграла используется также обозначение

f x y dxdy
G

( , ) .òò

Определение. Кривая называется гладкой, если в каждой
ее точке существует касательная и при переходе от точки к точ-
ке положение этой касательной меняется непрерывно. Поэто-
му кривая, заданная уравнениями х = j(t), y = y(t), a £ t £ b,
будет гладкой, если функции j(t) и y(t) непрерывны и имеют
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непрерывные производные j¢(t) и y¢(t), не обращающиеся в
нуль одновременно (тем самым кривая в каждой точке имеет
касательную). Непрерывная кривая, составленная из конеч-
ного числа гладких кусков, называется кусочно-гладкой.

Справедлива следующая теорема (она следует из более об-
щей теоремы, устанавливаемой в полных курсах математичес-
кого анализа; см., например, [6. т. 2]).

Теорема существования двойного интеграла.

Если область G с кусочно-гладкой границей Г ограничена и
замкнута, а функция f(x, y) непрерывна в области G, то эта
функция интегрируема в области G.

В дальнейшем будем предполагать, что условия этой теоре-
мы выполнены.

Из рассмотренных выше задач (п. 1) и определения двойно-
го интеграла следует, что: 1) двойной интеграл (3) с положитель-
ной подынтегральной функцией может быть истолкован физи-
чески, например, как масса соответствующей пластины; 2) тот
же интеграл с неотрицательной подынтегральной функцией
может быть истолкован геометрически как объем соответству-
ющего цилиндроида. В частности, двойной интеграл от единич-

ной функции (f(x, y) º 1) по области G, т. е. интеграл 
dw

G

,òò  чис-

ленно равен площади области интегрирования 
S dwG

G

= òò .

3. Свойства двойного интеграла. Эти свойства, как и их до-
казательства, аналогичны соответствующим свойствам опреде-
ленного интеграла. Поэтому приведем их без доказательства.

1. Постоянный множитель можно выносить за знак двойно-
го интеграла.

2. Двойной интеграл от суммы двух функций равен сумме
двойных интегралов от этих функций.

Примечание. Свойство 2 распространяется на случай алгебраической суммы
любого конечного числа функций.

3. Пусть область G разбита на две области G1 и G2. Тогда

f x y dw f x y dw f x y dw
G GG

( , ) ( , ) ( , ) .= +òò òòòò
21

4. Если функция f(x, y) > 0 в области G, то
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f x y dw
G

( , ) .>òò 0

5. Двойной интеграл равен
произведению значения по-
дынтегральной функции в не-
которой точке области интег-
рирования на площадь этой
области (теорема о среднем).

4. Вычисление двойных
интегралов. Пусть требуется
вычислить двойной интеграл

f x y dw
G

( , ) .òò
С л у ч а й  п р я м о у г о л ь н о й  о б л а с т и . Пусть область G —

прямоугольник а £ х £ b, с £ y £ d (кратко [a, b; c, d]). Разобьем
область G на частичные области прямыми, параллельными ко-
ординатным осям (рис. 132) и проходящими через точки х0 = а,
х1, ..., хm–1, хm = b оси Ох и точки у0 = с, у1 ..., ур–1, ур = d оси Оу.
Тогда область G разобьется на прямоугольники, наибольший из
диаметров которых обозначим через l. Пусть Dnj — прямоуголь-
ник, являющийся пересечением n столбца и j горизонтальной
полосы. Площадь его будет Dwnj = Dxn Dyj, где Dxn = хn –
– хn–1, Dyj = yj – yj–1. Выберем точку (xnj; hnj) ° Dnj так, чтобы xnj =
= хn–1, j = 1, 2, ..., р. Тогда интегральная сумма будет:

s hn n n
n

= -åf x x yj j
j

( , ) ,
,

1 D D
(4)

где сумма распространена по всем прямоугольникам, т. е. по
всем значениям n и j; n = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., р.

Сумма вида (4) с двумя индексами суммирования называ-
ется двойной интегральной суммой. Для ее вычисления мож-
но сначала произвести суммирование по j при фиксированном
n, т. е. сложить слагаемые, отвечающие одному (любому) стол-
бцу, а затем результаты просуммировать по n. Тогда получим:

s h hn n n
n

n n n
n

=
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ =

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷-

==
-

==
åå ååf x x y f x y xj j
j

pm

j j
j

pm
( , ) ( , ) .1

11
1

11

D D D D

Разумеется, такой переход от двойной суммы к повторной мож-
но было бы осуществить и вторым способом: первое, внутрен-
нее, суммирование произвести по n, а второе, внешнее, — по j.

0 x

y

12345
12345
12345
12345
12345

d

yj

yj-1

c

a xn-1 xn b

D nj

Рис. 132



283

Используя одно из свойств определенного интеграла (9.7.
п. 1, свойство 4) и теорему о среднем (9.7, п. 4), будем иметь:

f x y dy f x y dy f x y
y

y

j

p

c

d

j j
j

p

j

j

( , ) ( , ) ( , ) .n n n nh- -
=

-
=

= =
-

òåò å1 1
1

1
11

D

Следовательно,

s n n
n

= -
=
åF D( ) ,x x
m

1
1

(5)

где

F( ) ( , ) .x f x y dy
c

d

n n- -= ò1 1 (6)

Перейдя в равенстве (5) к пределу при l ® 0 (при l ® 0 max
Dхn ® 0; как и прежде, l — наибольший из диаметров частич-
ных областей), будем иметь:

f x y dw x dx
G a

d

( , ) ( ) ,=òò òF

или с учетом равенства (6)

f x y dw f x y dy dx
c

d

a

b

G

( , ) ( ( , ) ) .= òòòò (7)

Обычно формулу (7) записывают в виде:

f x y dw dx f x y dy
G c

d

a

b

( , ) ( , ) .=òò òò (8)

Выражение, стоящее в правой части последней формулы, на-
зывается повторным интегралом. Для его вычисления надо
последовательно взять два обычных определенных интеграла:
сначала внутренний интеграл

f x y dy
c

d

( , ) ,ò
в котором х считается постоянной, а затем полученное выра-
жение (оно зависит от х) проинтегрировать по х от а до b —
внешний интеграл.

Аналогично при втором способе перехода от двойной интег-
ральной суммы к повторной получили бы:

f x y dw dy f x y dx
G a

b

c

d

( , ) ( , ) .=òò òò (9)
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Пример. Вычислить двойной интеграл

I x y dw
G

= +òò( ) ,2 2

где G — квадрат 0 £ х £ 1, 0 £ у £ 1.
По формуле (8) имеем

I dx x y dy x y
y

dx x dx
x

x= + = +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = +æ

èç
ö
ø÷

= +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = + =òòòò ( ) .2 2 2

3
2

3

0

1

0

1

0

1

0

1

3

1

0

1

3 3

1

3

1

0

1

3

1

3

2

3

Это же двойной интеграл можно вычислить и по формуле (9).

Случай произвольной области. Пусть теперь G — об-
ласть на плоскости хОу, изображенная на рис. 133. Тогда вме-
сто интеграла (случай прямоугольной области)

f x y dy
c

d

( , )T-ò 1

будем иметь интеграл:

f x y dy
x

x

( , ) .
( )

( )

T
T

T

-
-

-

ò 1

1 1

2 1

j

j

Здесь у = j1(х) и у = j2(х) — уравнения нижней и верхней час-
тей контура области G, на которые он делится точками А и В.
Соответственно и окончательный результат взамен формулы (8)
запишется в виде:

f x y dw dx f x y dy
G x

x

a

b

( , ) ( , ) .
( )

( )

=òò òò
j

j

1

2

(10)

Можно интегрировать и в другом порядке — сначала по х, а
затем по у. Тогда получается формула

f x y dw dy f x y dx
G y

y

c

d

( , ) ( , ) ,
( )

( )

=òò òò
y

y

1

2

(11)
где х = y1(у) и х = y2(у) —
уравнения левой и правой ча-
стей контура области G (см.
рис. 133), на которые он де-
лится точками С и D.

Формулы (10) ((11)) получе-
ны при условии, что область
G пересекается прямыми, па-

0 x

y

a b

d

c

xn-1 xn

( )x y= y1 ( )x y= y2

( )y x= j2

( )y x= j1

D

C

B
GA

Рис. 133
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раллельными оси Оу (Ох), не более чем в двух точках. Если
это условие нарушено, то область G разбивают на части.

Пример. Найти

( )x y dxdy
G

+òò

по области G, ограниченной линиями у = х, у = х2 (рис. 134). Интегрируя снача-
ла по у, а потом по х, получаем:

( ) ( )x y dxdy dx x y dy
G x

x

+ = + =òò òò
20

1

= +
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

= + - -
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = - -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =òò xy
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dx x
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202

.

Проверить результат можно, изменив порядок интегрирования.

5. Двойной интеграл в полярных координатах. Пусть рас-
сматривается двойной интеграл:

f x y dw
G

( , ) ,òò
где G — область на плоскости хОу, изображенная на рис. 135.
Как известно, х = r cos j, y = r sin j. Разобьем область G на час-
тичные области посредством координатных линий полярной си-
стемы, т. е. линий r = const и j = const (рис. 135). Выделим ча-
стичную область Dw, для которой центральный угол Dj и боко-
вая сторона Dr, а радиус, соответствующий нижнему основанию
этой области, r (значит, нижнее основание rDj). Эту частичную
область, представляющую собой криволинейный четырех-

0 x
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y x= 2

1

1 0 x

y
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r
f

=
1 j

Dr

Dw

(
)

r
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2 j

Рис. 134 Рис. 135
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угольник, можно принять приближенно за прямоугольник со
сторонами Dr и rDj. (Это замена с точностью до малых выс-
шего порядка, так как площадь криволинейного четырехуголь-
ника будет:

( ) ( )
.

r r r
r r

r+ - = +D Dj Dj D Dj D Dj2 2 2

2 2 2
Тогда Dw = rDrDj, и мы будем иметь:

lim ( , ) lim ( cos , sin ,)
l l

j j
® ®

=å å
0 0

f x y w f r r r rk k k
G

k k k k k k k
G

D D Dj

( f x y wk k k
G

( , )Då  — интегральная сумма для f(x, y) по области G)

или
f x y dw f r r rdrd

GG

( , ) ( cos , sin ) .= òòòò j j j
(12)

Переходя к повторному интегралу, получим:

f r r rdrd d f r r rdr
f

f

G

( cos , sin ) ( cos , sin ) ,
( )

( )

j j j j j j
j

j

a

b
= òòòò

1

2

(13)

где смысл пределов интегрирования показан на рис. 135.

Замечание. Если подынтегральная функция или уравнение границы облас-
ти интегрирования содержит сумму х2 + у2, то в большинстве случаев упроще-
ние интеграла достигается преобразованием его к полярным координатам, так
как данная сумма в полярных координатах получает весьма простой вид:

(r cos j)2 + (r sin j)2 = r2.

Пример. Переходя к полярным координатам, вычислить двойной интеграл

I
dxdy

x yG

=
+

òò
2 2

,

где G — первая четверть круга радиуса R = 1 с центром в начале координат (рис.
136).

Имеем:

x y r2 2+ = .

В области G r меняется в пределах от 0 до 1, а j — от 0 до p/2. Таким образом, по
формулам (12) и (13) получаем:

I d dr= =òò j p
p

2
0

1

0

2
.

6. Интеграл Эйлера-Пуассона. (Симеон Дени Пуассон (1781–
1840) — французский математик и физик). Так называется сле-
дующий интеграл:
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e dx e dxx

R

x
R

-
®+¥

-
+¥

= òò
2 2

00

lim . (14)

Он встречается, например, в теории вероятностей и статистичес-
кой физике. Докажем, что он сходится, и найдем его величину.

Пусть А — четверть круга радиуса R, B — квадрат со сторо-

ной R, содержащий А, и С — четверть круга радиуса R 2,  со-

держащая В (рис. 137). Согласно свойствам двойного интегра-
ла имеем:

e dw e dw e dwx y x y x y

CBA

- - - - - -< < òòòòòò
2 2 2 2 2 2

. (15)

Интегралы по областям А и С вычислим в полярных координа-
тах:

e dw d e rdr e e dw ex y

A

r R
R

x y R

C

- - - - - - -= = -æ
èç

ö
ø÷

= -æ
èç

ö
ø÷òò ò ò òò

2 2 2 2 2 2 2

0

2

0

2

4
1

4
1j p p

p

, .

Интеграл по области В сведем к квадрату определенного ин-
теграла:

e dw e dx e dy e dxx y

B

x
R

y x
RR

- - - - -= =
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷òò ò òò

2 2 2 2 2

0 0

2

0

.

Соотношение (15) теперь примет вид:

p p
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R

R ,
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Рис. 136 Рис. 137
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p p
2

1
2

1
2 2 2

0

2- < < -- - -òe e dx eR x
R

R .

Крайние члены этого неравенства при R ® + ¥ стремятся к

p / .2  Поэтому, в силу известной теоремы (см. 7.5, п. 1, тео-

рема 5), lim / .
R

x
R

e dx
®¥

- =ò
2

2
0

p

Следовательно, интеграл (14) сходится, и он равен

e dxx-
+¥

=ò
2

2
0

p / .

7. Вычисление площади кривой поверхности. Пусть s — уча-
сток поверхности z = f(x, y), а область G — его проекция на ко-
ординатную плоскость хОу (рис. 138). Предположим, что фун-
кция f(x, y) и ее первые частные производные непрерывны в G
вплоть до границы. Требуется найти площадь S поверхности s
(здесь и в 12.4 так кратко называем участок поверхности).

Разобьем область G на n частичных областей D1, D2, ..., Dn без
общих внутренних точек, площади которых обозначим соответ-
ственно через Dw1, Dw2, ..., Dwn. В каждой из этих частичных
областей Dk выберем произвольную точку Nk(xk; hk). Этой точ-
ке будет соответствовать на поверхности s точка Мk(xk; hk; qk),
где qk = f(xk; hk). Построим в точке Мk касательную плоскость
к поверхности s и нормаль к этой поверхности (рис. 139).
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x
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s

( )z f x y= ,

Nk

Mk

z

Dk

Nk

Mk

¢Dkgk
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Рис. 138 Рис. 139
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На касательной плоскости рассмотрим фигуру D¢k (площадь
ее обозначим через Dw¢k), которую вырезает из этой плоско-
сти прямой цилиндр с основанием Dk. Таким образом, повер-
хность s покроется плоскими пластинками D¢k, сумма площа-
дей которых дает приближенное значение площади S поверх-
ности s, т. е.

S wk
k

n
» ¢

=
åD .

1
Известно, что

Dwk = Dw¢k cosgk

(для многоугольников это соотношение доказывается в элемен-
тарной геометрии; оно остается верным и для произвольной
плоской фигуры; [12, т. II]), или

D D
¢ =w

w
k

k

kcos
,

g
где gk — острый угол между касательной плоскостью и плос-
костью хОу. Этот угол равен углу между перпендикулярами
к ним, т. е. углу между нормалью к поверхности s в точке Мk
и осью Oz. Поэтому (см. 2.2, п. 3; 11.2, п. 5)

cos
( , ) ( , )

.g
x h x h

k

x k k y k kf f
=

+ ¢ + ¢
1

1 2 2

Следовательно,

D D¢ = + ¢ + ¢w f f wk x k k y k k k1 2 2( , ) ( , ) ,x h x h

и потому

D D¢ = + ¢ + ¢
= =
å åw f f wk
k

n

x k k x k k k
k

n

1 1

1 2 2( , ) ( , ) .x h x h (16)

По определению, площадью S поверхности s называется предел
последней суммы, когда наибольший из диаметров частичных
областей Dk стремится к нулю. Так как в правой части равен-
ства (16) стоит интегральная сумма для непрерывной функции

1 2 2+ ¢ + ¢f x y f x y
x y

( , ) ( , ),

то предел суммы (16) существует, и

S f x y f x y dw
x y

G

= + ¢ + ¢òò 1 2 2( , ) ( , ) , (17)
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Пример. Вычислить площадь поверхности сферы

х2 + у2 + z2 = R2.

Уравнение верхней половины сферы

z R x y= - -2 2 2 .

В этом случае

¢ = -
- -

¢ = -
- -

z
x

R x y
z

y

R x y
x y

2 2 2 2 2 2
, .

Следовательно,

1 2 2
2 2 2

+ ¢ + ¢ =
- -

z z
R

R x y
x y

.

Учитывая формулу (17), имеем

1

2 2 2 2
S

Rdxdy

R x yG

=
- -

òò ,

где область интегрирования определяется условием х2 + у2 £ R2. Перейдя в этом
интеграле к полярным координатам, получим:

S d
Rrdr

R r
R R r

R
d R Rd R

R

=
-

= - - = =òò òò2 2
0

2 4
2 2

00

2
2 2 2

0

2

0

2

j j j p
p pp

.

8. Приложения двойного интеграла в механике. Выше (см.
п. 1) уже отмечались приложения двойного интеграла в гео-
метрии и некоторых разделах физики, укажем еще на его при-
ложения в механике.

Статические моменты и центр тяжести пластинки.
Начнем с вычисления статических моментов рассматривавшей-
ся выше пластинки G (см. п. 1) относительно осей координат.
Для этого сосредоточим в точках Nk(xk; hk) массы соответству-
ющих частичных областей и найдем статические моменты по-
лученной системы материальных точек (см. 9.12).

M w M wx
n

k k k k
k

n

y
n

k k k k
k

n
( ) ( )( , ) , ( , ) .= =

= =
å åh r x h x r x hD D

1 1

Переходя здесь к пределу при обычных условиях, получим
подобно случаю, рассмотренному в 9.12,

M y x y dw M x x y dwx
G

y
G

= =òò òòr r( , ) , ( , ) .

Наконец, по определению центра тяжести имеем

x
M

m
y

M

mc
y

c
x= =, ,
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где m — масса пластинки. Отсюда в случае однородной плас-
тинки

x
S

xdw y
S

ydwc
G

c
G

= =òò òò
1 1

, .

Пример 1. Найти центр тяжести однородного (р = 1) полукруга, ограниченно-

го осью Ох и полуокружностью y R x= -2 2 .

Из соображений симметрии заключаем, что хс = 0. Далее имеем:

S
R= p 2

2
.

M ydw r drd d r drx
G

R

G

= = = =òò òòòò 2 2

00

sin sinj j j j
p

= = = - =ò ò
r R

d
R

d
R

R
3 3

0

3
3

0
3 0 3 3 0

2

3
sin sin cos .j j j j j

pp p

Поэтому

y
R

Rc = »4

3
0 424

p
, .

Этот же результат был получен ранее (9.12, пример 2) с помощью второй тео-
ремы Гульдена.

Моменты инерции пластины. Моментом инерции мате-
риальной точки Р с массой m относительно какой-либо оси на-
зывается произведение массы на квадрат расстояния от точки
Р до этой оси.

Метод составления выражений для моментов инерции плас-
тины относительно осей координат такой же, какой применял-
ся для вычисления статических моментов. Поэтому приведем
лишь окончательные результаты:

J y x y dw J x x y dwx
G

y
G

= =òò òò2 2r r( , ) , ( , ) .

Отметим еще, что интеграл 
xy x y dw

G

r( , )òò  называется цент-

робежным моментом инерции и обозначается Jxy.
В механике часто рассматривают полярный момент инерции

точки, равный произведению массы точки на квадрат расстоя-
ния от нее до данной точки — полюса. Полярный момент инер-
ции пластины относительно начала координат будет равен

J x y x y dw J J
G

x y0
2 2= + = +òò( ) ( , ) .r
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Пример 2. Для однородного (r = 1) полукруга х2 + у2 £ R2, у ³ 0 имеем:

J x dw d r rdr Ry
G

R

= = =òò òò2 2 4

00

1

8
j j p

p
( cos ) .

12.2. ТРОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Тройной интеграл является полным аналогом двойного ин-
теграла. Поэтому изложение этого параграфа будем вести по
возможности кратко.

1. Задача о массе неоднородного тела. Тройной интеграл.
Пусть пространственная (трехмерная) область W заполнена

веществом с известной плотностью r(М) = r(x, y, z). Найти мас-
су всей материальной области — «тела». Разобьем область W
произвольным образом на n частичных областей D1, D2, ..., Dn,
без общих внутренних точек, объемы которых обозначим соот-
ветственно Dv1, Dv2, ..., Dvn. Предположим, что в пределах каж-
дой частичной области плотность постоянна и равна r(Nk) для
частичной области Dk, где Nk(xk; hk; qk) — произвольная точка
этой частичной области. Тогда масса Dk приближенно равна r(xk;
hk; qk) Dvk. Для массы всего тела получим приближенное выра-
жение:

m vk k k k
k

n
»

=
år x h q( , , ) .D

1

Эта сумма будет тем точнее выражать искомую массу m, чем
меньше будет каждый из диаметров частичных областей D1, D2, ...
..., Dn. (Определение диаметра трехмерной области такое же,
как и определение диаметра плоской области (см. 12.1, п. 1).)
За массу m естественно принять

m vk k k k
k

n
»

® =
ålim ( , , ) ,

l
r x h q

0 1

D (1)

где l — наибольший из диаметров частичных областей D1, D2, ...
..., Dn.

К вычислению подобного рода пределов приводят и другие
задачи. Поэтому будем рассматривать выражение

lim ( , , ) ,
l

x h q
® =

å
0 1

f vk k k k
k

n
D (1)

где f(x, y, z) — функция, заданная в области W.
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Определение. Если существует предел (1), не зависящий
от способа разбиения области W на частичные области Dk и вы-
бора точек Nk(xk; hk; qk) в них, то он называется тройным ин-
тегралом от функции f(x, y, z) по области W и обозначается
символом:

f x y z dv f vk k k k
k

n
( , , ) lim ( , , ) .=òòò å

® =W
D

l
x h q

0 1
(2)

Функция f(x, y, z) в этом случае называется интегрируемой в
области W.

Терминология для тройных интегралов аналогична соответ-
ствующей терминологии для двойных интегралов. Так же фор-
мулируется и теорема существования тройного интеграла.

Из рассмотренной выше задачи о массе неоднородного тела
и определения тройного интеграла следует, что тройной интег-
рал (2) с положительной подынтегральной функцией может
быть истолкован физически как масса соответствующего тела.
В частности, тройной интеграл от единичной функции(f(x, y, z) º
º 1) численно равен объему области интегрирования:

dv V=òòò W
W

.
(3)

Свойства двойных интегралов, перечисленные в п. 3 (12.1),
полностью переносятся на тройные интегралы. Заметим лишь,
что
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1
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Рис. 140 Рис. 141
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f x y z dv f Vk k k( , , ) ( , , ) ,=òòò
W

Wx h q

где (x, h, q) — некоторая точка области W (теорема о среднем).

2. Вычисление тройных интегралов. Вычисление тройного
интеграла, так же, как и двойного, может быть сведено к ряду
однократных интегрирований. Пусть для простоты область W
есть тело, ограниченное сверху поверхностью z = z2(x, y), снизу
поверхностью z = z1(x, y), а с боков цилиндрической поверхно-
стью с образующими, параллельными оси Oz (рис. 140). Тогда,
подобно формуле (8) (для двойного интеграла) из 12.1, имеем
следующую формулу:

f x y z dv f x y z dz dw
z x y

z x y

G

( , , ) ( , , ) ,
( , )

( , )

=
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷òòò òòò

W 1

2

где G — проекция области W на плоскость хОу. Здесь во внут-
реннем определенном интеграле х и у считаются постоянны-
ми. После того, как этот внутренний интеграл будет вычис-
лен, получим выражение, зависящее от х и у. Эту функцию
от двух переменных надо затем проинтегрировать по плоской
области G. Двойной же интеграл, как установлено в 12.1 (п.
4), сводится к двум определенным интегралам.

Пример. Вычислим тройной интеграл

I x y z dv= + +òòò ( ) ,
W

где W — область, ограниченная плоскостями х = 0, у = 0, z = 0, x + y + z = 1(рис.
141).

Интегрирование по z совершается от z = 0, до z = 1 – х – у. Поэтому, обозначая
проекцию области W на плоскость хОу через G, получим:

I x y z dz dw x y z
z x y

dw
x y

GG

= + +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ = + +

æ

è
çç
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0

= + - + + - -æ

è
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ö

ø
÷÷òò ( ) ( )
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.x y x y

x y
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G

2
21

2

Теперь, учитывая, что G — треугольник, ограниченный прямыми х = 0, у =
0, x + y = 1, имеем:

I dx x y x y
x y

dy
x

= + - + + - -æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

-

òò ( ) ( )
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.2
2
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1

0

1 1

2
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3. Тройной интеграл в цилиндрических и сферических ко-
ординатах. Как и в двумерном случае, для тройных интегра-
лов имеют место формулы преобразования интеграла от пря-
моугольных координат к новым системам координат. Наибо-
лее употребительные из них цилиндрические и сферические
координаты.

Цилиндрические координаты. В этой системе коорди-
нат положение точки М пространства определяется полярны-
ми координатами r и j точки М¢ — проекции точки М на плос-
кость хОу — и аппликатой z самой точки М (рис. 142). Числа r,
j и z называются цилиндрическими координатами точки М,
причем r ³ 0, 0 £ j < 2p и z — любое действительное число. Из
рис. 142 видно, что цилиндрические координаты r, j и z связа-
ны с прямоугольными соотношениями:

x = r cos j, y = r sin j, z = z.

Вопрос о преобразовании тройного интеграла к цилиндричес-
ким координатам решается таким же путем, как и преобразо-
вание двойного интеграла к полярным координатам. Форму-
ла перехода для тройного интеграла от прямоугольных коор-
динат к цилиндрическим координатам имеет вид:

f x y z dv f r r z rdrd dz( , , ) ( cos , sin , ) .=òòò òòò
W W

j j j

Вычисление тройного интеграла в цилиндрических коорди-
натах приводится к трем однократным интегрированиями по z,
r, и j на основании тех же принципов, что и в случае прямоу-
гольных координат.
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Рис. 142 Рис. 143
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Пример 1. Найти объем кругового цилиндра высотой Н с радиусом основа-
ния R.

Используя формулу (3), получим: V d rdr dz R H
HR

= =òòò j p
p

2

000

2

.

Сферические координаты. В этом случае положение точ-
ки М в пространстве определяется ее расстоянием r от начала
О, углом j между положительным направлением оси Ох и про-
екцией отрезка ОМ на плоскость хОу, углом q между поло-
жительным направлением оси Oz и отрезком ОМ (рис. 143).
Числа r, j и q называются сферическими координатами точ-
ки М, или полярными координатами в пространстве, при этом
r ³ 0, 0 £ j < 2p, 0 £ q £ p. Из рис. 143 видно, что сферические
координаты r, j и q связаны с прямоугольными координата-
ми соотношениями:

х = r sin q cos j, y = r sin q sin j, z = r cos q.

Подобно тому, как была установлена формула перехода в
двойном интеграле от прямоугольных координат к полярным,
устанавливается формула перехода в тройном интеграле от пря-
моугольных координат к сферическим:

f x y z dv f r r r r drd d( , , ) ( sin cos , sin sin , cos ) sin .=òòò òòò
W W

q j q j q q q j2
(4)

Вычисление последнего интеграла также приводится к трем
однократным интегрированиям по r, j и q.

Если в формуле (4) f(x, y, z) º 1, то, в силу (3), получаем фор-
мулу для объема тела W в сферических координатах:

V r drd dW
W

= òòò 2 sin .q q j (5)

При этом выражение r2 sin q drdqdj называется элементом объе-
ма в сферических координатах.

Пример 2. Найти объем шара радиуса R.

Используя формулу (5), получим: V d d r dr
R

R
R

= = × × =òòò j q q p p
pp

sin .2
3

3

000

2

2 2
3

4

3

4. Приложения тройного интеграла в механике. Выше (см.
п. 1) уже отмечались применения тройного интеграла в геомет-
рии и физике. Укажем еще на его приложения в механике.

Для вычисления координат центра тяжести тела нужны ста-
тические моменты относительно координатных плоскостей
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хОу, хОz, yОz (обозначим их соответственно через Мху, Мxz,
Myz). Повторяя рассуждения п. 8 (12.1), получим следующие
формулы для координат хс, ус, zc центра тяжести тела, занима-
ющего область W:

x
M

m
y

M

m
z

M

mc
yz

c
xz

c
xy= = =, , ,

где

M x dv M y dv M z dvyz xz xy= = =òòò òòò òòòr r r, , ,
W W W

m — масса тела, r = r(x, y, z) — плотность тела.
Отсюда в случае однородного тела

x
V

xdv y
V

ydv z
V

zdvc c c= = =òòò òòò òòò
1 1 1

, , ,
W W W

где V — объем тела.

Пример 1. Найти центр тяжести однородного (r = 1) полушара W:

х2 + у2 + z2 £ R2, z ³ 0.

В силу симметрии заключаем, что xc = yc = 0. Далее,

m R zdv d d r dr
R

R
R

= = = × =òòòòòò
2

3

1

2
2

4

1

4
3 3

4
4

00

2

0

2
p q q q j p p

p
p

, sin cos .
W

Поэтому

z Rc = 3

8
.

Перейдем к вычислению моментов инерции тела относитель-
но координатных осей. Так как квадраты расстояний от точки
М(x, y, z) до осей Ох, Оу, Oz соответственно равны у2 + z2, х2 +
+ z2, х2 + у2, то получим следующие формулы:

J y z dv J x z dv J x y dvx y z= + = + = +òòò òòò òòò( ) , ( ) , ( ) .2 2 2 2 2 2r r r
W W W

Аналогично плоскому случаю интегралы

J xy dv J yz dv J zx dvxy yz zx= = =òòò òòò òòòr r r, ,
W W W

называются центробежными моментами инерции.
Для полярного момента инерции формула имеет вид:

J x y z dv0
2 2 2= + +òòò ( ) .r

W
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Следовательно,
2J0 = Jх + Jy + Jz.

Пример 2. Для однородного (r = 1) шара х2 + у2 + z2 £ R2 имеем:

J d d r dr
RR

0
0

2
2

5

00

4

5
= × =ò òòj q q pp p

sin .

12.3. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

1. Задачи, приводящие к криволинейным интегралам.
Задача о массе материальной линии. Пусть вдоль не-

которой гладкой кривой АВ распределена масса с переменной
линейной плотностью r(М), где М — любая точка кривой АВ
(r(М) — предел средней плотности распределения вещества на
бесконечно малой дуге, содержащей точку М). Требуется оп-
ределить массу m дуги АВ.

Для решения задачи раздробим дугу АВ на n произвольных
частей и вычислим приближенно массу каждой части, предпо-
лагая, что на каждой из них плотность постоянна и равна r(Nk)
для k-й части, где Nk — одна из точек этой части, безразлично
какая. Тогда масса k-й части приближенно равна Dmk » r(Nk) Dlk
(k = 1, 2, ... n), а масса всей дуги приближенно равна

m N lk k
k

n
»

=
år( ) ,D

1
 где Dlk — длина k-й части.

В пределе при l ® 0 (l = max Dlk) получим точное значение
массы всей дуги АВ, т. е.

m N lk k
k

n
=

® =
ålim ( ) .

l
r

0 1

D

Задача о площади цилиндрической поверхности.
Пусть в плоскости хОу дана некоторая гладкая кривая АВ

и на этой кривой определена непрерывная функция f(M) = f(x,
y) ³ 0. (Непрерывность f(M) вдоль кривой АВ означает, что в лю-

бой точке М0 этой кривой lim ( ) ( ),
M M

f M f M
®

=
0

0  где М также точ-

ка этой кривой). Тогда точки пространства (х, у, f(x, y)) в со-
вокупности составят некоторую кривую, лежащую на цилин-
дрической поверхности, для которой кривая АВ — направля-
ющая, а образующая перпендикулярна к плоскости хОу. Тре-
буется определить площадь части поверхности, которая огра-
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ничена сверху кривой z = f(x, y), снизу кривой АВ, а с боков
прямыми АА¢ и ВВ¢ (рис. 144).

Произвольным образом разобьем дугу АВ на n частей точ-
ками А = М0, М1, М2, ..., Мn = В.

Из каждой точки дробления Мk (k = 1, 2, ..., n – 1) проведем
перпендикуляры к плоскости хОу высотой f(Mk). В результате
вся цилиндрическая поверхность разобьется на n полосок.

Каждую такую полоску заменим прямоугольником с основа-
нием Dlk, где Dlk — длина дуги Мk–1Мk (k = 1, 2, ..., n), и высо-
той, равной значению функции f(Nk), где Nk — одна из точек
дуги Мk–1Мk, безразлично какая. На рис. 144 в целях его упро-
щения в качестве такой точки взята точка Мk–1. Тогда площадь
k-й плоскости будет приближенно равна Sk » f(Nk)Dlk, а площадь
всей поверхности АА¢В¢В

S f N lk k
k

n
»

=
å ( ) .D

1

При l ® 0 в пределе получим точное значение искомой пло-
щади:

S f N lk k
k

n
=

® =
ålim ( ) .

l 0 1

D

Задача о  работе  силы. В 9.6 была рассмотрена задача о
работе переменной силы при движении материальной точки по
прямой линии, причем направление силы совпадало с направ-
лением движения. Сейчас мы рассмотрим более общую задачу.

Пусть материальная точка под действием силы F  переме-

щается вдоль непрерывной плоской кривой АВ в направлении

0

y

x

Mk-1

Mk

A

B

( )F Mk-1

M2

M1

Dxk

xnxkxk-1x2xo

Dyk

yo

y1

y2

yk-1

yk

yn

¢A

z

0
y

x Mk-1 Mk
A

¢B

B

Dlk

Рис. 144 Рис. 145
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от А к В. Сила F  предполагается переменной, зависящей от по-

ложения точки на кривой АВ. Вычислим работу силы F , зат-

раченную на перемещение точки из А в В. С этой целью разо-

бьем произвольно точками А = М0, М1, М2, ..., Мn = В дугу АВ
на n частичных дуг М0М1, М1М2, ..., Мn–1Мn с длинами Dl1,

Dl2, ..., Dln (рис. 145). Наибольшую из длин Dlk (k = 1, 2, ..., n)

обозначим l. Ввиду малости Dlk можно приближенно принять,

что: а) вектор силы F  сохраняет на дуге Мk–1Мk постоянное зна-

чение, равное F (Nk), где Nk — одна из точек элемента Мk–1Мk

безразлично какая (на рис. 145 в целях его упрощения в каче-

стве такой точки взята точка Мk–1); б) дуга Мk–1Мk может быть

заменена хордой Мk–1Мk, стягивающей концы этого элемента.

Вектор M Mk k-1  равен приращению радиус-вектора r̄(М): Dr̄k =

= r̄(Mk) – r̄(Mk–1)(Dr̄k(xk – xk–1; yk – yk–1)). Тогда на элементе дуги

Мk–1Мk работа силы F  приближенно равна

F N rk k( ) .D

Пусть вектор F M( )  имеет проекции Р(М), Q(M) на соответ-

ствующие оси. Тогда работа силы F  вдоль всей дуги АВ будет

приближенно равна F N rk k
k

n
( ) ,D

=
å

1
или

( ( ) ( ) ),P N x Q N yk k k k
k

n
D D+

=
å

1
(1)

где Dхk = xk – xk–1; Dуk = yk – yk–1.
Перейдя в сумме (1) к пределу при l ® 0, получим точное

выражение работы силы F  вдоль всей дуги АВ:

lim ( ( ) ( ) ).
l® =

+å
0 1

P N x Q N yk k k k
k

n
D D (2)

2. Определение криволинейных интегралов, их свойства. Из
решения первых двух задач (п. 1) видно, что хотя они имеют
различный смысл, но математический аппарат для их реше-
ния один и тот же. В этих двух задачах получаем выражение
одного и того же вида
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lim ( ) .
l® =

å
0 1

f N lk k
k

n
D (3)

Определение. Если существует предел (3), не зависящий от
способа деления дуги АВ на частичные дуги и выбора точек Nk,
то он называется криволинейным интегралом первого рода от
функции f(M) по дуге АВ и обозначается так:

f M dl f x y dl
AB AB

( ) , ( , ) .илиò ò

Дуга АВ называется путем интегрирования, точка А — на-
чальной, а точка В — конечной точками интегрирования, сум-

ма f N lk k
k

n
( )D

=
å

1
 — интегральной суммой.

Рассмотренные в п. 1 первые две задачи показывают: 1) кри-
волинейный интеграл первого рода при f(M) ³ 0 (f(M) на дуге АВ
непрерывна) численно равен площади участка цилиндрической
поверхности с образующей, параллельной оси Oz. Снизу этот
участок ограничен дугой АВ, а сверху — кривой, изображаю-
щей подынтегральную функцию z = f(M). В этом состоит геомет-
рический смысл криволинейного интеграла первого рода; 2)
криволинейный интеграл

r( )M dl
AB
ò

(r(М) — линейная плотность) равен массе m материальной дуги
АВ. В этом состоит его физический смысл. Отсюда следует, что

dl
AB
ò  численно равен длине дуги АВ.

Хотя, как будет показано в п. 3, криволинейный интеграл
первого рода непосредственно сводится к определенному, меж-
ду этими понятиями есть и следующее различие. В выражении
(3) величины Dlk обязательно положительны независимо от
того, какую точку кривой АВ считать начальной, а какую —
конечной. Поэтому

f x y dl f x y dl
AB BA

( , ) ( , ) .=ò ò

Как установлено в п. 1, решение задачи о работе силы сво-
дится к вычислению предела вида (2). К вычислению подоб-
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ного рода пределов приводят и другие задачи. Поэтому будем
рассматривать выражение:

lim ( ( ) ( ) ).
l® =

+å
0 1

P N x Q N yk k k k
k

n
D D (4)

(Здесь Р(М) и Q(М) — проекции вектор-функции а ¯(М), опреде-
ленной на дуге АВ, на оси координат).

Определение. Если существует предел (4), не зависящий от
способа деления дуги АВ на частичные дуги и выбора точек Nk,
то он называется криволинейным интегралом второго рода от
векторной функции a M P M i Q M j( ) ( ) ( )= +  по дуге АВ и обознача-
ется символом:

adr Pdx Qdy
ABAB

или +òò .

Сумма

( ( ) ( ) )P N x Q N yk k k k
k

n
D D+

=
å

1
(5)

называется интегральной суммой.
Физическое истолкование криволинейного интеграла второ-

го рода, например, как следует из рассмотренной задачи в пре-
дыдущем пункте, — это работа силы а ¯(М) вдоль дуги АВ.

Если Q(x, y) º 0 (P(x, y) º 0), то интеграл второго рода имеет
вид:

P x y dx Q x y dy
AB AB

( , ) ( ( , ) )ò ò (6)

и называется криволинейным интегралом по координате х (у).
В отличие от криволинейного интеграла первого рода криво-

линейный интеграл второго рода (как непосредственно следу-
ет из его определения) зависит от того, в каком направлении (от
А к В или от В к А) пробегается кривая АВ (кратко L), и меняет
знак при изменении направления обхода кривой.

В случае, когда L — замкнутая кривая, т. е. когда точка В со-
впадает с точкой А, из двух возможных направлений обхода
замкнутого контура L условимся называть положительным то,
при котором область, лежащая внутри этого контура, остается
слева по отношению к точке, совершающей обход. Противопо-
ложное направление обхода контура L условимся называть от-
рицательным.
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Криволинейный интеграл второго рода по замкнутому кон-
туру L, пробегаемому в положительном направлении, часто
обозначают символом

P x y dx Q x y dy
L

( , ) ( , ) .+ò

Рассмотрим радиус-вектор точки М: r M xi yj( ) .= +  Для обще-

го члена суммы (5) имеем:

Р(Nk)Dхk + Q(Nk)Dyk = a ¯(Nk)Dr ¯k, где D D Dr x i y jk k k= × + × .

Но a ¯(Nk)Dr ¯k = |a ¯(Nk)| |Dr ¯k|cos(a ¯, Dr ¯k). Поэтому Р(Nk)Dхk +

+ Q(Nk)× Dyk = |a ¯(Nk)| |Dr ¯k|cos(a ¯, Dr ¯k). Пользуясь последним соот-
ношением, можно доказать (см. [2]), что имеет место следующая
зависимость между криволинейными интегралами первого и
второго рода:

a M dr a M dl
AB AB

( ) ( ) ,=ò ò t

t ¯ = t ¯(М) — единичный вектор касательной к дуге АВ в точке М
и соответствующий направлению дуги от А к В: at(M) =

= | а(̄М)| × cos (ā, t)̄ — проекция вектора а̄(М) на эту касательную.
Так же, как в случае определенных интегралов, из определе-

ния криволинейных интегралов двух родов устанавливаются
следующие три свойства, общие криволинейным интегралам
первого и второго рода.

1. Постоянный множитель можно выносить за знак криво-
линейного интеграла.

2. Криволинейный интеграл от алгебраической суммы ко-
нечного числа функций равен такой же сумме криволинейных
интегралов от слагаемых.

3. Если путь интегрирования разбит на конечное число час-
тей, то криволинейный интеграл по всему пути равен сумме
криволинейных интегралов по всем его частям.

Заметим, что кривая АВ может быть и замкнутой.
Справедливо и еще одно свойство, общее для криволинейных

интегралов первого и второго рода.
Криволинейный интеграл вдоль замкнутого контура не зави-

сит от выбора начальной точки на этом контуре.
Действительно, если принять за начальную точку А, то, в

силу свойства 3 (рис. 146), получим:

Ù

Ù

Ù
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= + òòò
CDAABCABCDA

(7)

(ради краткости здесь и иногда в даль-
нейшем подынтегральное выражение не
пишем).

Если же за начальную точку принять
С, то получим:

= + òòò .
ABCCDACDABC

(8)

Из равенств (7) и (8) следует, что

= òò .
CDABCABCDA

3. Вычисление криволинейных интегралов первого и вто-
рого рода. Пусть гладкая дуга АВ задана параметрически урав-
нениями х = х(t), у = у(t), (a £ х £ b) и функции f(x, y), P(x, y),
Q(x, y) определены и непрерывны на этой дуге.

Для вычисления криволинейного интеграла первого рода
представим приращение длины дуги Dlk в виде интеграла (см.
9.11, п. 3, формула (7)) и с помощью теоремы о среднем (9.7,
п. 4) получим:

D Dl x t y t dt x t y t tk k k k
t

t

k

k

= ¢ + ¢ = ¢ + ¢
-

ò 2 2 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ,* *

где среднее значение аргумента t*
k принадлежит промежутку

[tk–1; tk]. Выберем в качестве точки Nk дуги Мk–1Мk точку N*
k,

соответствующую значению параметра t*
k. Получим:

f N l f x t y t x t y t tk k
k

n

k k k k
k

n
( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) .* * * * *D D= ¢ + ¢

= =
å å

1

2 2

1

Правая часть этого равенства есть интегральная сумма для фун-

кции f x t y t x t y t( ( ), ( )) ( ) ( )¢ + ¢2 2  на сегменте [a; b] (9.6, п. 2). По-

этому в результате предельного перехода при l ® 0 получим:

f x y dl f x t y t x t y t dt
AB

( , ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) .= ¢ + ¢òò 2 2

a

b

(9)

Эта формула одновременно доказывает существование криволи-
нейного интеграла первого рода от непрерывной функции f(x, y)

D

A
C

B

Рис. 146
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по гладкой дуге АВ, если считать существование определенного
интеграла от непрерывной функции известным (см. 9.6, п. 2).

В частности, если дуга АВ задана уравнением у = у(х) на
отрезке [a; b] (роль параметра t играет величина х), то, согласно
формуле (9),

f x y dl f x y x y dx
a

b

AB

( , ) ( , ( )) .= + ¢òò 1 2
(10)

Для вычисления криволинейного интеграла второго рода (6)
представим величину Dхk с помощью формулы Лагранжа (8.6,
п. 3) в виде произведения Dхk = х¢(t*

k)Dtk, где t*
k принадлежит

интервалу (tk–1; tk). Выберем в качестве точки Nk дуги Мk–1Мk
точку N*

k, соответствующую значению t*
k. Интегралу (6) соот-

ветствует интегральная сумма:

P N x P x t y t x t tk k k k k k
k

n

k

n
( ) ( ( ), ( ) ( ) .* * * *D D= ¢

==
åå

11

Правая часть этого равенства есть вместе с тем интегральная
сумма для функции Р(х(t), y(t)) x¢(t) на отрезке [a; b] (см. 9.6,
п. 2). Поэтому в результате предельного перехода при l ® 0
получим:

P x y dx P x t y t x t dt
AB

( , ) ( ( ), ( )) '( ) .=ò ò
a

b

(11)

Эта формула одновременно доказывает существование криволи-
нейного интеграла второго рода (6) от непрерывной функции
f(x, y) по гладкой дуге АВ.

Аналогично выводится формула:

Q x y dy Q x t y t y t dt
AB

( , ) ( ( ), ( )) ( ) .= ¢ò ò
a

b

(12)

Сложив почленно равенства (11) и (12), получим:

Pdx Qdy Px Qy dt
AB

+ = ¢ + ¢ò ò( ) .
a

b

(13)

В частности, если дуга АВ задана уравнением у = у(х) на от-
резке [a; b], то аналогично формуле (10) из формулы (13) имеем:

P x y dx Q x y dy P x y x Q x y x y x dx
AB a

b

( , ) ( , ) ( ( , ( )) ( , ( )) ( )) .+ = + ¢ò ò (14)
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Пример. 1. Найти массу четверти окружности х2 +
+ у2 = R2, х ³ 0, у ³ 0, если плотность в каждой точке
равна ее ординате.

Параметрические уравнения окружности х2 + у2 =
R2. х = R cos t, y = R sin t.
Следовательно, х¢2 + у¢2 = R2 и в силу формулы (9)

m dl ydl R tdl R t R
ABAB

= = = = - =òòò r
p

p

2 2 2

0

2

2
0

sin cos .

Пример 2. Вычислить работу силы F xyi xj= +2  при перемещении точки М

из положения А(2; 0) в положение В (–1; 3): 1) вдоль прямой АВ; 2) вдоль лома-
ной АСВ (рис. 147).

Задача сводится к вычислению криволинейного интеграла

I xydx xdy
AB

= +ò2 .

1) Вдоль прямой АВ имеем у = 2 – х, dy = –dx, и потому

I x x x dx= - - =
-

ò ( ( ) ) .2 2
3

2
2

1

2) Вдоль ломаной АСВ на участке АС имеем у = 0 и dy = 0; на участке СВ имеем
х = –1, dx = 0. Поэтому

I dy
CBAC

= + = - = -òòò 0 3
0

3

.

В заключение заметим, что мы рассмотрели криволиней-
ные интегралы для плоских кривых. Однако все сказанное о
них может быть перенесено и на пространственные кривые.

По аналогии со случаем плоской кривой можно определить
криволинейный интеграл первого рода

f x y z dl
AB

( , , )ò

и криволинейные интегралы второго рода:

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz
AB AB AB

( , , ) , ( , , ) , ( , , ) ,ò ò ò

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz
AB

( , , ) ( , , ) ( , , ) .+ +ò
Техника вычисления таких интегралов, по существу, ничем
не отличается от техники вычисления соответствующих ин-
тегралов по плоской кривой.

0

y

xAC

B

1

Рис. 147



307

4. Формула Римана — Грина (Георг Риман (1826–1866) —
немецкий математик, Джордж Грин (1793–1841) — английс-
кий математик и физик).

Пусть функции P(x, y,) Q(x, y,) (кратко P, Q) непрерывны вме-
сте со своими частными производными Py¢, Qx¢ в замкнутой об-
ласти G, граница L которой пересекается прямыми, параллель-
ными осям координат, не более чем в двух точках (для кратко-
сти такие области будем называть простыми). Предположим,
что контур L гладкий или кусочно-гладкий и может быть задан
как уравнениями у = у1(х), у = у2(х) (a £ х £ b), так как уравне-
ниями х = х1(у), х = х2(у), (c £ х £ d) (рис. 148).

Рассмотрим интеграл:

¶
¶
P

y
dxdy

G

.òò

Представляя его в виде повторного, выполним во внутреннем
интеграле по формуле Ньютона-Лейбница (9.7, п. 2) интегриро-
вание по у. Получим:

¶
¶

¶
¶

P

y
dxdy dx

P

y
dy P x y x P x y x dx

G a

b

y x

y x

a

b

= = -òò òòò ( ( , ( ))) ( , ( ))) .
( )

( )

2 1

1

2

С другой стороны, используя свойство 3 для криволинейного
интеграла (п. 2) и формулу (14), имеем:

P x y dx P x y x P x y x dx
a

b

L

( , ) ( ( , ( )) ( , ( ))) .= -òò 1 2

Таким образом,

G2

G1

G

0

y

x

D

A

C

B

0

y

x

G

( )x x y= 1 ( )x x y= 2

( )y y x= 1

( )y y x= 2

ba

c

d

Рис. 149Рис. 148



308

¶
¶
P

y
dxdy P x y dx

LG

= -òòò ( , ) . (15)

Аналогично устанавливается формула:

¶
¶
Q

x
dxdy Q x y dy

LG

= òòò ( , ) . (16)

Вычитая равенство (15) из равенства (16), получим формулу:

¶
¶

¶
¶

Q

x

P

y
dxdy P x y dx Q x y dy

LG

-
æ
è
ç

ö
ø
÷ = +òòò ( , ) ( , ) , (17)

называемую формулой Римана — Грина.
Эта формула устанавливает связь между двойным и криво-

линейным интегралами. Она имеет широкое применение в ма-
тематическом анализе и его приложениях.

Примечание. Формула Римана—Грина остается справедливой и для замкну-
той области G, которую можно разбить на конечное число простых областей про-
ведением дополнительных линий (рис. 149).

Пример. С помощью формулы Грина вычислить криволинейный интеграл

�(x – y)dx + (x + y)dу, где L окружность х2 + у2 + = R2.
Решение. Функции P(x, y) = х – у, Q(x, y) = х + у и Ру¢ = –1, Qx¢ = 1 непре-

рывны в замкнутом круге х2 + у2 = R2.
Следовательно, формула (17) применима к данному интегралу. Имеем:

( ) ( ) [ ( )] .x y dx x y dy dxdy dxdy R
GGL

- + + = - - = =òòòòò 1 1 2 2 2p

Заметим, что полученный результат легко проверять непосредственно вычислени-
ем данного интеграла.

5. Приложения криволинейных интегралов. Ранее (см. п. 2)
уже отмечался геометрический смысл криволинейного интег-
рала первого рода. Кроме того, криволинейный интеграл пер-
вого рода имеет широкое применение в физике. Так (см. п. 2),
уже был отмечен физический смысл криволинейного интег-
рала первого рода. С помощью криволинейного интеграла пер-
вого рода можно, как это делалось для двойных интегралов
(см. 12.1, п. 8), найти координаты центра тяжести материаль-
ной плоской кривой, найти ее моменты инерции относитель-
но координатных осей.

Криволинейные интегралы второго рода так же, как и пер-
вого, имеют широкое применение в геометрии, физике, техни-
ке. Нами уже была рассмотрена задача о вычислении работы
силы (п. 1).
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12.4. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

1. Определение поверхностного интеграла первого рода.
Задача о массе изогнутой пластины. Пусть на поверх-

ности s непрерывно распределено вещество с известной плотно-
стью r(М). При этом под плотностью вещества в точке М повер-
хности s понимается предел средней плотности на бесконечно
малом элементе, содержащем точку М. Требуется определить
всю массу материальной поверхности s.

Разделим поверхность s (рис. 150) произвольными гладки-
ми линиями на n частей s1, s2, ..., sn без общих внутренних то-
чек с площадями Ds1, Ds2, ..., Dsn; наибольшую из этих площа-
дей обозначим через l. Предположим, что в каждой части sk
плотность постоянна и равна r(Nk), где Nk — одна из точек sk,
безразлично какая. Тогда масса k-го элемента будет приближен-
но равна Dmk » r(Nk) Dsk. Для массы всей поверхности получим
приближенное выражение:

m N sk k
k

n
»

=
år( ) .D

1

За массу материальной поверхности (изогнутой пластины) ес-
тественно принять предел полученной суммы при стремлении
l к нулю:

m N sk k
k

n
=

® =
ålim ( ) .

l
r

0 1

D

Сформулируем определение поверхностного интеграла пер-
вого рода в общем случае. Пусть функция f(M) = f(x, y, z) опре-
делена на гладкой или кусочно-гладкой поверхности s. (Повер-
хность называется гладкой, если в каждой ее точке существует
касательная плоскость и при переходе от точки к точке положе-
ние этой касательной плоскости меняется непрерывно; повер-
хность, состоящая из конечного числа гладких кусков, которые
соединены непрерывно, называется кусочно-гладкой). Разде-
лим, как и выше, s на n частей. Выберем на каждой частичной
поверхности произвольную точку Nk
и составим интегральную сумму:

f N sk k
k

n
( ) .D

=
å

1
(1)

О п р е д е л е н и е . Предел интег-
ральной суммы (1) при стремлении
l к нулю (если он существует и не за-

Nk

Рис. 150
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висит от способа деления s
на частичные поверхности
и от выбора точек Nk) на-
зывается поверхностным
интегралом первого рода
от функции f(M) по повер-
хности s и обозначается
символом

f M ds( )
s
òò

или

f x y z ds( , , ) .
s
òò

Его физическое истолкование: например, это масса матери-
альной поверхности с плотностью распределения вещества f(M).

Данное определение, по сути дела, аналогично определению
двойного интеграла. Поэтому теорема существования двойно-
го интеграла и его свойства (12.1, п. 2 и 3) без особых измене-
ний переносятся на поверхностные интегралы первого рода.

В частности, если на поверхности sf(x, y, z) º 1, то

ds s Sk
k

n
= =

® =
åòò lim

l
s

s 0 1

D  (Ss — площадь поверхности s).

2. Вычисление поверхностных интегралов первого рода.
Пусть поверхность s задана уравнением z = z(x, y), где функ-
ция z(x, y) вместе с производными zх¢(x, y), zy¢(x, y) непрерыв-
на в замкнутой области G — проекции s на плоскость хОу,
(рис. 151), и пусть функция f(x, y, z) непрерывна на поверх-
ности s и, следовательно, интегрируема по поверхности s.

Как и выше (п. 1), разобьем поверхность s произвольно на n
частей s1, s2, ..., sn, не имеющих общих внутренних точек, с
площадями Ds1, Ds2, ..., Dsn и спроектируем это разбиение на
плоскость хОу. Получим соответственно разбиение области G
на части D1, D2, ..., Dn, площади которых обозначим через Dw1,
Dw2, ..., Dwn.

Площадь Dsk каждой части поверхности может быть пред-
ставлена в виде (см. 12.1, п. 7):

D
D

s z x y z x y dwk k y

k

= + ¢ + ¢òò 1 2 2( , ) ( , ) .

0
y

x

z

( )x hk k;

DkG

s

sk
Nk

Рис. 151
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Применяя здесь теорему о среднем (12.1, п. 3, свойство 5),
получим:

D Ds z z wk k k k y k k k= + ¢ + ¢1 2 2( , ) ( , ) .x h x h (2)

Обозначим через Nk точку на k-й части поверхности sk с
координатами(xk; hk; qk), где qk = z(xk; hk). Составим интеграль-
ную сумму:

f s
k

n

k k k k
=
å =

1

( , , )x h q D

= + ¢ + ¢
=
åf z z z w
k

n

k k k k x k k y k k k
1

2 21( , , ( , )) ( , ) ( , ) .x h x h x h x h D

Переходя здесь к пределу при l ® 0 (очевидно max Dwk ® 0), по-
лучим (в силу определений двойного и поверхностного интегра-
ла первого рода) формулу:

f x y z ds f x y z x y z x y z x y dxdyx y
G

( , , ) ( , , ( , )) ( , ) ( , ) .= + ¢ + ¢òòòò 1 2 2

s
(3)

Аналогично получаются формулы, выражающие поверхно-
стный интеграл первого рода по поверхности s через двойные
по ее проекциям на плоскости yOz и xOz.

Пример. Вычислить интеграл

I x y ds= + +òò 1 4 42 2 ,
s

где s — часть поверхности параболоида вращения z = 1 – х2 – у2, отсеченная плос-
костью z = 0 (рис. 152).

Поверхность s, заданная уравнением z = 1 – х2 – у2, проектируется на плоскость
xOу в область G, ограниченную окружностью х2 + у2 = 1. Следовательно, областью
G является круг х2 + у2 £ 1. В нем функции

z = 1 – х2 – у2, zх¢(x, y) = –2x, zy¢(x, y) = –2y

непрерывны. По формуле (3) получаем:

I x y x y dxdy x y dxdy
G

= + + + + = + +òòòò 1 4 4 1 4 4 1 4 42 2 2 2 2 2( ) .
s

Переходя в последнем интеграле к полярным координатам, находим:

I d r rdr= + =òò j p
p

( ) .1 4 32

0

1

0

2

3. Определение поверхностного интеграла второго рода. Для
того, чтобы определить поверхностный интеграл второго рода,
необходимо сначала ввести понятие стороны поверхности.
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Возьмем на гладкой поверхности s произвольную точку М,
проведем через нее нормаль к поверхности (вектор n ¯). Прове-
дем теперь на поверхности s через точку М какой-нибудь зам-
кнутый контур, не имеющий общих точек с границей повер-
хности s, и начнем перемещать точку М по замкнутому кон-
туру так, чтобы вектор n ¯ все время оставался нормальным к
s и чтобы его направление менялось при этом непрерывно (рис.
153). В прежнее положение точка М вернется либо с тем же
направлением нормали, либо с прямо противоположным.

Если обход по любому замкнутому контуру, лежащему на по-
верхности s и не пересекающему ее границы, при возвращении
в исходную точку не меняет направления нормали к поверхно-
сти, то поверхность называется двусторонней (в противном
случае — односторонней).

Примерами двусторонних поверхностей могут служить плос-
кость, сфера и т. д.

Мы будем рассматривать лишь двусторонние поверхности.
Для двусторонней поверхности совокупность всех ее точек с

выбранным в них направлением нормали, изменяющимся не-
прерывно при переходе от точки к точке, называется стороной
поверхности, а выбор определенной ее стороны — ориентаци-
ей поверхности. Двустороннюю поверхность называют также
ориентируемой, а одностороннюю — неориентируемой.

С понятием стороны поверхности тесно связано понятие ори-
ентации ее границы.

Пусть s — ориентированная (сторона уже выбрана) поверх-
ность, ограниченная контуром L, не имеющим точек самопере-
сечения. Будем считать положительным направление обхода
контура L (согласованным с ориентацией s) то, при движении
по которому сама поверхность остается слева по отношению к

0
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z

s

M

Рис. 153
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1

z

Рис. 152
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точке, совершающей обход (рис.
154). Противоположное направ-
ление будем считать отрица-
тельным. Если изменить ориен-
тацию поверхности, то положи-
тельное и отрицательное на-
правления обхода контура L по-
меняются ролями.

З а д а ч а  о  п о т о к е  ж и д к о -
сти. Пусть пространство запол-
нено движущейся жидкостью,
скорость которой в каждой точ-
ке М(x, y, z) задана вектором

v M P x y z i Q x y z j R x y z k( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ,= + +

где P, Q, R — проекции скорости на координатные оси. (В 9.12
рассматривалась векторная функция одного скалярного аргу-
мента.)

Пусть P, Q, R — непрерывные функции координат. Вычис-
лим количество жидкости П, протекающей за единицу време-
ни через некоторую ориентированную поверхность s (в потоке
жидкости s надо мыслить как воображаемую поверхность, не
препятствующую течению), ограниченную пространственной
кривой L, считая плотность жидкости r = 1.

Пусть n n M i j k= = + +( ) cos cos cosa b g  — единичный вектор

нормали к поверхности s в текущей точке М, и пусть его направ-
ляющие косинусы являются непрерывными функциями коор-
динат x, y, z точек данной поверхности.

Разобьем поверхность s произвольно на n частей, не имею-
щих общих внутренних точек с площадями Ds1, Ds2, ..., Dsn, и
в каждой из них выберем произ-
вольную точку Мk(xk; hk; qk). Под-
считаем количество жидкости
DПk, протекающей за единицу вре-
мени через k-ю часть поверхности
(рис. 155).

Обозначим через jk угол меж-
ду векторами n ¯k = n ¯(Mk) и
v ¯k = v ¯(Mk). Приближенно можно
считать, что при достаточно мел-
ком разбиении поверхности s ско-
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рость v ¯ во всех точках k-й части постоянна и равна v ¯(Мk), а
частичные поверхности плоские. Тогда количество DПk жид-
кости, протекающей через k-ю часть за единицу времени в на-
правлении нормали n ¯k, приближенно равно объему цилиндра
с основанием Dsk и высотой hk, равной проекции вектора v¯k на
нормаль n ¯k, т. е. DПk » Dsk × hk. А так как

hk = |v ¯k| cos jk = |v ¯k| | n ¯k| cos jk =
= (v ¯k, n ¯k),

то
DПk » (v¯k, n ¯k)Dsk.

Для количества жидкости, протекающей через поверхность
s за единицу времени, получим приближенное выражение:

= » =ÕÕåÕ åÕ
= =

D Dk n
k

n

n k k k
k

n
v n s, ( , )где

1 1
или

k k k k k k k k
k

n
P M Q M R M s= + +

=
åÕ ( ( )cos ( )cos ( )cos ) .a b g D

1
(4)

Точное значение этого количества получаем при переходе к
пределу в (4) при l ® 0, где l — наибольший из диаметров час-
тей поверхности s:

= + +
® =

åÕ lim ( ( )cos ( )cos ( )cos ) .
l

a b g
0 1

P M Q M R M sk k k k k k k
k

n
D (5)

Преобразуем сумму (4). Пусть (Dwk)yz — площадь проекции k-й
части поверхности на плоскость yOz, взятая со знаком «плюс»
или «минус» в зависимости от того, образует нормаль n ¯k с осью
Ох острый или тупой угол. Имеем (см. 12.1, п. 7):

(Dwk)yz = Dsk cos ak. (6)

Аналогично
(Dwk)хz = Dsk cos bk (7)

(Dwk)ху = Dsk cos gk. (8)

С учетом равенств (6), (7) (8) сумма (4) и предел (5) принимают
соответственно вид:

n k k yz k k xz k k xy
k

n
P M w Q M w R M w= + +

=
åÕ ( ( )( ) ( )( ) ( )( ) ),D D D

1
(9)

= + +
® =

åÕ lim ( ( )( ) ( )( ) ( )( ) ).
l 0 1

P M w Q M w R M wk k yz k k xz k k xy
k

n
D D D (10)
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Примечание. Отметим, что пределы в правых частях равенств (5) и (10) рав-
ны (предполагается, что эти пределы существуют), так как формулы (4) и (9)
выражают одну и ту же сумму, но записанную в разных формах.

Перейдем теперь к определению поверхностного интеграла
второго рода.

Пусть s — некоторая ориентируемая поверхность, заданная
уравнением z = f(x, y), и пусть R(x, y, z) — функция, определен-
ная в точках поверхности s. Выберем одну из двух сторон повер-
хности, т. е. выберем одно из двух возможных направлений
векторов нормали в точках поверхности (тем самым мы ориен-
тировали поверхность). Если векторы нормалей составляют
острые углы с осью Oz, то будем говорить, что выбрана верхняя
сторона поверхности z = f(x, y), если тупые углы, то нижняя
сторона поверхности. Разобьем поверхность s произвольно на
n частей, не имеющих общих внутренних точек. Обозначим
через Dk проекцию k-й части поверхности на плоскость хОу.
Выбрав на каждой частичной поверхности произвольную точ-
ку Мk(xk; hk; qk), составим сумму:

R wk k k k
k

n
( , , ) ,x h q D

=
å

1
(11)

где Dwk — площадь Dk, взятая со знаком «плюс», если выбрана
верхняя сторона поверхности s, и со знаком «минус», если выб-
рана нижняя сторона поверхности s.

Обозначим через l наибольший из диаметров частей повер-
хности s и дадим следующее.

Определение. Предел интегральной суммы (11) при l ® 0
(если он существует и не зависит от способа деления s на частич-
ные поверхности и выбора точек Nk) называется поверхност-
ным интегралом второго рода от функции R(x, y, z) по выбран-
ной стороне поверхности s и обозначается одним из символов:

R M dxdy R x y z dxdy( ) ( , , ) .или
ss
òòòò

Аналогичным образом определяется поверхностный интег-
рал второго рода:

P x y z dydz Q x y z dzdx( , , ) ( ( , , ) ).
ss
òòòò

Сумму

P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy( , , ) ( , , ) ( , , ) .+ + òòòòòò
sss
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принято называть общим поверхностным интегралом второ-
го рода и обозначать символом:

P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy( , , ) ( , , ) ( , , ) .+ +òò
s

(12)

Поверхностный интеграл второго рода обладает всеми свой-
ствами поверхностного интеграла первого рода, за исключени-
ем одного: при изменении стороны поверхности (переориента-
ции) интеграл меняет знак.

Из рассмотренной выше задачи о потоке жидкости следует
(см. (10)), что в этой задаче поверхностный интеграл (12) может
быть истолкован физически как количество жидкости, проте-
кающее за единицу времени через указанную в этой задаче по-
верхность s.

4. Вычисление поверхностных интегралов второго рода.
Пусть ориентированная (выберем верхнюю сторону) гладкая по-
верхность s задана уравнением z = f(x, y), где f(x, y) — функция,
определенная в замкнутой области G — проекции поверхности
s на плоскость хОу, а R(x, y, z) — непрерывная функция на по-
верхности s.

Разобьем произвольно поверхность s на n частей, не имею-
щих общих внутренних точек, и спроектируем это разбиение на
плоскость хОу (рис. 156).

Составим интегральную сумму R wk k k k
k

n
( , ) ,,x h q D

=
å

1

 где Dwk —

площадь Dk.

Так как qk = f(xk; hk), то

R w R f wk k k k
k

n

k k k k k
k

n
( , ) ( , ( )) ., , ,x h q x h x hD D=

= =
å å

1 1
(13)

В правой части равенства (13) стоит интегральная сумма для
двойного интеграла от непрерывной в области G функции R(x,
y, f(x, y)). Переходя к пределу в (13) при l ® 0, получаем:

R x y z dxdy R x y f x y dxdy
G

( , , ) ( , , ( , )) .= òòòò
s

(14)

Если выбрать нижнюю сторону поверхности, то перед интегра-
лом в правой части (14) появится знак «минус».

Аналогично вычисляются интегралы:

P x y z dydz Q x y z dzdx( , , ) ( , , ) .
ss
òòòò
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Рис. 156 Рис. 157 

Для вычисления интеграла общего вида (12) используются 
формулы у:казанных трех интегралов, если поверхность С од

нозначно прое:ктируется на все три :координатные плос:кости. 

Пример 1. Вычислить интеграл 

f f (у2 + г2 )dxdy, 

где cr - верхняя сторона поверхности z = ~1- х 2 , отсеченная плоскостями у = О, 
У = 1 (рис. 157). 

Проекцией данной поверхности на плоскость хОу является прямоугольник а: 

-1 ~ х ~ 1, О ~ У ~ 1. По формуле (14) находим: 

1 1 

55 (у2 + z2)dxdy = 55 (у2 + (~1- х 2 )2)dxdy= f dx f (у2 +1- x 2)dy = 2. 
Q G -1 О 

Пример 2. Вычислить интеграл 55xdydz+ydzdx+zdxdy, 
Q 

где cr - верхняя сторона части плоскости х + z - 1 = О, отсеченной плоскостями 

у = О, У = 4 и лежащей в первом октанте (рис. 158). 

Так как плоскость s параллельна оси Оу, то 55 ydzdx = О. Поэтому 

55xdydZ+ ydzdx + zdxdy = 55 (l-z)dydz+ 55 (l-x)dxdy = 
Q ~ ~ 

4 1 4 1 

= f dy f (1- z)dz + f dy f (1- x)dx = 2 + 2 = 4. 
о о о о 

5. Связь между поверхностными интегралами первого и вто
рого рода. Из примечания, отмеченного в п. 3, и определений 
поверхностных интегралов первого и второго рода следует, что 
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( ( , , )cos ( , , )cosP x y z Q x y za b
s

+ +òò

+ =R x y z ds( , , )cos )g

= + +òò P x y z dydz Q x y z dzdx( , , ) ( , , )
s

+R x y z dxdy( , , ) . (15)

6. Приложения поверхностных интегралов. Ранее (см. п. 1,3)
уже отмечался физический смысл поверхностных интегралов
первого и второго рода, а также была получена (п. 1) формула
для площади поверхности через поверхностный интеграл пер-
вого рода. С помощью поверхностного интеграла первого рода
можно, как это делалось для двойных интегралов (12.1, п. 8),
найти координаты центра тяжести материальной поверхности,
найти ее моменты инерции относительно координатных осей.

Глава 13. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

13.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЯХ

1. Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям.
В различных областях науки и техники встречаются задачи,

для решения которых требуется решить одно или несколько
уравнений, содержащих производные искомых функций. Эти
уравнения называются дифференциальными. Рассмотрим не-
сколько таких задач.

Задача 1. На плоскости хОу найти кривую, проходящую че-
рез точку О(0; 0), у которой угловой коэффициент касательной,
проведенной в любой точке кривой, равен удвоенной абсциссе
точки касания.

Решение. Пусть у = f(x) — уравнение искомой кривой. По
условию задачи в каждой точке М(х; f(x)) есть касательная к
этой кривой, угловой коэффициент которой, т. е. f(x), равняет-
ся 2х. Таким образом, имеем:

dy

dx
x= 2 . (1)

y

x

z

1

1

0

G2

G1
s

Рис. 158
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Это дифференциальное уравнение,
так как оно содержит производную ис-
комой функции. Из уравнения (1) сле-
дует, что функция у есть первообразная
функции 2х. Следовательно,

y xdx= ò2

или
у = х2 + С, (2)

где С — произвольная постоянная.
Из формулы (2) следует, что диффе-

ренциальное уравнение (1) имеет беско-
нечное множество решений, т. е. урав-
нению (1) удовлетворяет не одна кри-
вая, а бесконечное множество кри-
вых — парабол (рис. 159). Чтобы из
этого множества кривых выбрать нужную нам кривую, надо
воспользоваться тем, что искомая кривая проходит через точ-
ку О(0; 0). Следовательно, координаты этой точки должны удов-
летворять уравнению (2). Поэтому 0 = 0 + С, т. е. С = 0. Значит,
искомая кривая будет у = х2.

Задача 2. Найти закон движения свободно падающего в пу-
стоте тела, если пройденный путь начинает отсчитываться от
момента времени t = 0 и начальная скорость падения равна
нулю. Скорость в этом случае выражается, как известно, фор-
мулой v = gt.

Решение. Как уже отмечалось (см. 8.1, п. 2), скорость пря-
молинейного движения есть производная пути по времени.

Поэтому

v
ds

dt
gt= = .

Из этого уравнения следует, что функция s есть первообраз-
ная функции gt. Следовательно,

s gtdt= ò
или

s
gt

C= +
2

2
. (4)

Для определения произвольной постоянной С используем то
условие, что начало отсчета пути совпадает с началом отсчета
времени, т. е. при t = 0 s = 0. Подставляя эти значения в равен-

0

y

x1

1

Рис. 159
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ство (4), находим: 0 = 0 + С, т. е. С = 0, и, следовательно, окон-
чательно получаем:

s
gt=

2

2
.

В рассмотренных двух задачах мы приходим к дифференци-
альному уравнению вида dy/dx = j(x). Это уравнение является
простейшим дифференциальным уравнением. Однако в боль-
шинстве случаев естественные и технические процессы описы-
ваются гораздо общими и сложными дифференциальными
уравнениями.

2. Определение дифференциального уравнения, его порядок
и решение. Дифференциальным уравнением называется соотно-
шение, связывающее независимую переменную х, искомую
функцию у = f(x) и ее производные. Если искомая функция есть
функция одной независимой переменной, то дифференциальное
уравнение называется обыкновенным. В этой главе мы будем за-
ниматься только обыкновенными дифференциальными уравне-
ниями. Порядок старшей производной, входящей в дифферен-
циальное уравнение, называется порядком данного уравнения.
Следовательно, общий вид дифференциального уравнения n-го
порядка следующий:

F(x, y, y¢, ..., у(n)) = 0, (5)

причем в частных случаях в это уравнение могут и не входить
х, у и отдельные производные порядка ниже, чем n. Например,
уравнения у¢ – у/х = х, у¢¢ + у¢ = 1 имеют соответственно первый
и второй порядок.

Всякая функция у = f(x), которая, будучи подставлена в
уравнение (5), обращает его в тождество, называется решением
этого уравнения.

Пример. Функция y e
x

=
3

3  является решением уравнения у¢ – х2у = 0, так

как она обращает это уравнение в тождество.

13.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА
И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ В ФИЗИКЕ, ТЕХНИКЕ И ЭКОЛОГИИ

1. Дифференциальное уравнение первого порядка, его гео-
метрическое истолкование, общее решение и начальные усло-
вия. Дифференциальное уравнение первого порядка имеет об-
щий вид:
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F(x, y, y¢) = 0,

или (если это уравнение можно разрешить относительно у¢) вид:

у¢ = f(x, y). (1)

Будем рассматривать в уравнении (1) переменные х и у как
прямоугольные координаты точки на плоскости хОу. Пусть
у = j(х) — решение уравнения (1); тогда кривая, определяемая
уравнением у = j(х), называется интегральной кривой диффе-
ренциального уравнения (1). Рассмотрим касательную к интег-
ральной кривой в произвольной точке М(х; у). Согласно геомет-
рическому смыслу производной в этой точке, имеем:

dy

dx
= tga,

где a — угол наклона этой касательной к оси Ох. Из последне-
го равенства и из (1) получаем:

tg a = f(x, y),

где x, y — координаты точки М. Таким образом, угловой коэф-
фициент касательной к интегральной кривой в каждой ее точ-
ке равен значению в этой точке правой части уравнения (1).
Итак, уравнение (1) определяет в каждой точке интегральной
кривой направление касательной к этой кривой.

Каждой точке М(х; у) той области, где определена функция
f(x, y) (правая часть уравнения (1)), сопоставим отрезок с угло-
вым коэффициентом k = f(x, y), где (x, y) — это координаты точ-
ки М. Мы получаем совокупность направлений, или, как гово-
рят, поле направлений данного дифференциального уравнения.

Таким образом, уравнению (1) соответствует его поле направ-
лений. В этом состоит геометрический смысл дифференциаль-
ного уравнения первого порядка (1). Проведя указанные выше
отрезки для достаточно большого числа точек области, полу-
чим наглядное изображение поля направлений. Так как ка-
сательная в точке интегральной кривой имеет то же направ-
ление, что и отрезок в этой точке, то задачу решения (интег-
рирования) уравнения (1) геометрически можно истолковать
следующим образом: найти такую кривую, чтобы ее касатель-
ная в каждой точке имела направление, совпадающее с направ-
лением поля в этой точке.

Приведенные рассуждения хорошо иллюстрировать на изве-
стном опыте с железными опилками, помещенными в магнит-
ное поле. Сами опилки образуют поле направлений, а интег-
ральной кривой служит одна из магнитных силовых линий.
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В задачах, приводящих к дифференциальным уравнениям,
точнее в их решения (см. (2) и (4) 13.1), входит произвольная по-
стоянная С. Такие решения называются общими решениями
этих уравнений. Аналогично решение уравнения (1), содержа-
щее произвольную постоянную С, т. е. имеющее вид:

у = j( х, С), (2)

называется общим решением этого уравнения. Иногда, впрочем,
это решение получается в неявной форме Ф(х, у, С) = 0 или y( x,
y) = С. В этом случае соотношение Ф(х, у, С) = 0 (или y( x, y) = С)
называется общим интегралом уравнения (1).

Решить, или проинтегрировать, данное дифференциальное
уравнение — значит найти его общее решение в той или иной
форме.

Решение, которое получается из общего решения при неко-
тором фиксированном значении произвольной постоянной С,
называется частным решением. Например, функции у = х2,
s = gt2/2 — частные решения соответственно уравнений (1), (3),
рассмотренных в 13.1.

Для уравнения (1) справедлива следующая теорема, называ-
емая теоремой о существовании и единственности решения диф-
ференциального уравнения (1):

Теорема. Если в уравнении (1) функция f(x, y) и ее частная
производная fy¢(x, y) непрерывны в некоторой области D на
плоскости хОу, содержащей некоторую точку (х0, у0), то су-
ществует единственное решение этого уравнения у = j(х),
удовлетворяющее условию: при х = х0, у = у0.

Геометрический смысл этой теоремы состоит в том, что суще-
ствует и притом единственная, функция у = j(х), график кото-
рой проходит через точку (х0, у0). (Доказательство ее выходит
за рамки настоящей книги (читатель может найти его, напри-
мер, в книге [9].)

Условие, что при х = х0 функция у должна равняться за-
данному числу у0, называется начальным условием. Началь-
ное условие дает возможность выделить из общего решения
(2) частное решение.

2. Уравнения с разделяющимися переменными. Запишем
уравнение (1) в виде:

dy

dx
f x y dy f x y dx= =( , ), ( , ) .или

Такому уравнению можно придать следующую форму:
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М(х; у)dx + N(х; у)dy = 0 (3)

Форма (3) удобна тем, что здесь переменные х и у равноправны,
т. е. каждую из них можно рассматривать как функцию другой.
Предположим, что функции М(х; у) и N(х; у) можно предста-
вить произведениями

М(х; у) = М1(х)М2(у), N(х; у) = N1(х)N2(у),

в которых сомножители зависят только от одной переменной.
Тогда уравнение (3) можно переписать в виде:

М1(х)М2(у) dx + N1(х)N2(у)dy = 0, (4)

откуда, деля почленно на произведение М2(у)N1(х) (предпола-
гаем, что оно не равно нулю), имеем:

M x

N x
dx

N y

M y
dy1

1

2

2
0

( )

( )

( )

( )
.+ = (5)

Заметим, что в уравнении (5) множитель перед dx — функ-
ция только одной переменной х, а множитель перед dy — фун-
кция только одной переменной у.

Уравнение (5) называется уравнением с разделенными пере-
менными, а уравнение (4) — уравнением с разделяющимися пе-
ременными. Итак, уравнение с разделяющимися переменными
(4) сводится к уравнению с разделенными переменными путем
деления обеих частей уравнения (4) на произведение
М2(у)N1(х). Эта операция называется разделением переменных.

Покажем, что соотношение

F(x, y) = С, (6)
где

F x y
M x

N x
dx

N y

M y
dy( , )

( )

( )

( )

( )
,= + òò 1

1

2

2

есть общий интеграл уравнения (5) и уравнения (4). Действи-
тельно, пусть у = j(х, С) (или, кратко, у = j) — функция, оп-
ределяемая уравнением (6). Тогда имеем тождество:

F(x, j) º С.

Дифференцируя это тождество по х, получим тождество:

¢ + ¢ ¢ º + ºF x F x
M x

N x
dx

N y

M y
dyx y( , ) ( , ) ,

( )

( )

( )

( )
.j j j 0 01

1

2

2
или
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Следовательно, функция у = j(х, С) оказывается общим (по-
скольку зависит от С) решением уравнения (5), а следователь-
но, и уравнения (4). Значит, соотношение (6) или соотношение

M x

N x
dx

N y

M y
dy C1

1

2

2

( )

( )

( )

( )
+ =òò

есть общий интеграл уравнения (5) и уравнения (4).

Примечание. В общем случае, деля на произведение М2(у)N1(х), мы рискуем
потерять те решения уравнения (4), которые обращают это произведение в нуль.
Непосредственной подстановкой легко убедиться, что функция у = b, где b — ко-
рень уравнения М2(у) = 0, есть решение уравнения (4). Аналогично функция х = а,
где а — корень уравнения N1(х) = 0, также является решением уравнения (4).

Пример 1. Решить уравнение xdx + ydy = 0.

Интегрируя, находим: 
x y

C
2 2

12 2
+ = .  Так как левая часть последнего равенства

неотрицательна, то и правая часть тоже неотрицательна. Обозначив 2С1 через
С2, будем иметь х2 + у2 = С2. Это уравнение семейства концентрических окруж-
ностей (рис. 160) с центром в начале координат и радиусом С.

Пример 2. Решить уравнение xdу = ydх. Разделяя переменные, получим:

dy

y

dx

x
= .  Интегрируя последнее уравнение, будем иметь:

In y = In x + In C. (7)

Строго говоря, мы должны писать In |у| = In |x| + InC, где С > 0. Однако допу-
щенная в (7) вольность не отразится на окончательном результате, если после по-
тенцирования произвольную постоянную С считать действительным числом. Это
следует иметь в виду и для дальнейшего.

В равенстве (7) произвольная постоянная взята в логарифмической форме, что
законно, так как всякое положительное или отрицательное число С1 может быть
представлено как логарифм другого числа: С1 = InC, где С = еС1.

Потенцируя равенство (7), получим общее решение данного дифференциаль-
ного уравнения: у = Сх. Это семейство прямых, проходящих через начало коорди-
нат (рис. 161).

y

x0

y

x0

Рис. 160 Рис. 161
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3. Однородные уравнения. Функция f(x, y) называется одно-
родной измерения m, если имеет место тождество:

f(tx, ty) = tmf(x, y).

Пример 1. Функция f(x, y) = х2 + 2у2 – ху является однородной функцией из-
мерения 2, так как (tx)2 + 2(ty)2 – (txty) = t2(х2 + 2у2 – ху).

С понятием однородной функции связано понятие однород-
ного дифференциального уравнения.

Уравнение
М(х, у)dx + N(х, у)dу = 0 (8)

называется однородным дифференциальным уравнением перво-
го порядка, если функция М(х, у) и N(х, у) являются однород-
ными функциями одного и того же измерения.

Можно показать, что с помощью подстановки у = ux, где u —
новая искомая функция от х, однородное уравнение (8) легко
приводится к уравнению с разделяющимися переменными. За-
метим, что dy = udx + xdu.

Иногда целесообразно вместо подстановки у = ux использо-
вать подстановки х = uy.

Пример 2. Решить уравнение (у2 – 3х2)dx + 2xydy = 0, если у = 0 при х = 0.
Применяя подстановку у = ux, имеем: (u2x2 – 3x2)dx + 2x2u(udx + xdu) = 0, откуда
3(u2 – 1)dx + 2xudu = 0. Разделяя переменные и интегрируя, получаем:

3 2

1
0 3 1

2
2

x
dx

udu

u
x u C+

-
= + - =, ln ln( ) ln ,

что после потенцирования дает равенство х3(u2 – 1) = С. Так как u = y/x, то

x
y

x
C3

2

2
1-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =  и общий интеграл имеет вид: х(у2 – х2) = С. Используя начальное ус-

ловие, имеем: С = 0. Поэтому искомыми частными решениями являются у = ± х.

4. Линейные дифференциальные уравнения первого поряд-
ка. Уравнение

у¢ + ру = q, (9)

где р = р(х) и q = q(x) — заданные непрерывные в интервале (a;
b) функции, называется линейным дифференциальным уравне-
нием первого порядка. Для решения уравнения (9) применим
подстановку у = uv, причем функцию u = u(x) будем считать
новой неизвестной функцией, а функцию v = v(x) мы выбираем
произвольно. Эта подстановка дает u¢v + uv¢ + puv = q, или

v
du

dx

dv

dx
pv u q+ +æ

èç
ö
ø÷

= .  Используя произвольный выбор функции

v, подчиним ее условию 
dv

dx
pv+ = 0.
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Разделяя переменные и интегрируя, получаем:
dv

v
pdx v pdx= - = -ò, ln ,

откуда

v e pdx= -ò .

Поэтому имеем уравнение:

e
du

dx
qpdx-ò = .

Решая его, получаем:

u C qe dxpdx= + òò .

Возвращаясь к переменной у, находим общее решение уравне-
ния (9):

y e C qe dxpdx pdx= +-ò òò( ). (10)

Примечание. Если в уравнении (9) q(x) º 0, то оно называется линейным одно-
родным уравнением первого порядка, в противном случае — линейные неоднород-
ным уравнением первого порядка. Следовательно, линейное однородное уравнение
первого порядка имеет вид:

у¢ + ру = 0. (11)

Из формулы (10) следует формула общего решения уравнения (11):

y Ce pdx= -ò .

Пример. Решить уравнение ¢ - =y
y

x
x.

Согласно формуле (10), имеем:

y e C xe dx e C xe dx x C dx Cx x
dx
x

dx
x x x= + = + = + = +

ò ò- -ò òò( ) ( ) ( ) .ln ln 2

5. Задачи из физики, техники и экологии.
Задача о законе движения. Скорость v, путь s и время t свя-

заны уравнением v cos t + s sin t = 1. Найти закон движения,
если при t = 0 s = 2.

Решение. Так как v = ds/dt, то, подставляя это значение v
в данное уравнение, получаем дифференциальное уравнение
движения:

ds

dt
t s tcos sin+ =1

или
ds

dt
s

t

t t
+ =sin

cos cos
.

1
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Теперь, согласно формуле (10), имеем:

s e C
t

e dt
t
t

dt
t
t

dt
= +

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ =

-ò ò
ò

sin

cos

sin

cos
cos

1

= +
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ = +æ

èç
ö
ø÷

=
ò ò- -ò òe C

t
e dt e C

t
e dt

d t
t

d t
t t t

cos

cos

cos

cos lncos lncos

cos cos

1 1

( )= × +æ
è
ç

ö
ø
÷ = × + = +òcos

cos
cos cos sin .t C

dt

t
t C t C t t

2
tg

По условию при t = 0 s = 2 и потому С = 2. Таким образом, иско-
мый закон движения s = sin t + 2cos t.

Задача о заряде конденсатора. Конденсатор емкостью Q
включается в цепь с напряжением U и сопротивлением R. Оп-
ределить заряд q конденсатора в момент t после включения.

Решение. Сила I электрического тока представляет произ-
водную от количества электричества q, прошедшего через про-
водник, по времени t:

I
dq

dt
= .

В момент t заряд конденсатора q и сила тока I = dq/dt; в цепи
действует электродвижущая сила Е, равная разности между
напряжением цепи U и напряжением конденсатора q/Q, т. е.

E U
q

Q
= - .

Согласно закону Ома

I
E

R
= .

Поэтому

dq

dt

U
q
Q

R
=

-
.

Отсюда

dq

dt

q

QR

U

R
+ = .

Теперь, согласно формуле (10), имеем:
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q e C
U

R
e dt e C

U

R
e dt

dt
QR

dt
QR

t
QR

t
QR= +

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

= +
æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

=
- -ò ò

ò ò

= +
æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

= +
- -

e C
UQR

R
e dt Ce UQ

t
QR

t
QR

t
QR .

По условию при t = 0 q = 0, и потому 0 = С + UQ и С = –UQ.
Таким образом, в момент времени t q = UQ(1 – е–t/QR).

Задача о радиоактивном распаде. Скорость распада радия в
каждый момент времени пропорциональна его наличной мас-
се. Найти закон распада радия, если известно, что в начальный
момент t = 0 имелось m0 г радия и период полураспада радия
(период времени, по истечении которого распадается половина
наличной массы радия) равен 1590 лет.

Решение. Пусть в момент времени t масса радия составля-
ет х г. Тогда скорость распада радия равна

d m x

dt

dx

dt

( )
.0 - = -

По условию задачи

- =dx

dt
kx, (12)

где k — коэффициент пропорциональности. Разделяя в уравне-
нии (12) переменные и затем интегрируя, получаем:

dx

x
kdt= - ,

In x = –k t + In C,

что после потенцирования дает:

x = Ce–kt.

Для определения С используем начальное условие: при t = 0
x = m0. Имеем С = т0, и, значит,

x = m0e–kt
.

Коэффициент пропорциональности k определяем из дополни-
тельного условия: при t = 1590х = m0/2. Имеем:

m
m e ek k0

0
1590 1590

2
2= =- или ,

и, следовательно, еk
 = 21/1590. Поэтому искомая функция
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x = m02–t/1590.

Задача об охлаждении тела. Скорость охлаждения тела в
воздухе пропорциональна разности между температурой тела и
температурой воздуха. Температура воздуха равна 20°С. Изве-
стно, что в течение 20 мин тело охлаждается от 100 до 60°С.
Определить закон изменения температуры Q тела в зависимос-
ти от времени t.

Решение. Согласно условию задачи имеем:

d

dt
k

Q Q= -( ),20

где k — коэффициент пропорциональности. Разделяя перемен-
ные и интегрируя, получаем:

d
kdt

Q
Q -

=
20

,

In(Q – 20) = kt + InC,

что после потенцирования дает

Q – 20 = Сеkt

и, следовательно,
Q = 20 + Сеkt.

Для определения С используем начальное условие: при t = 0
Q = 100. Отсюда: С = 80. Поэтому

Q = 20 + 80еkt
.

Коэффициент пропорциональности k определяем из дополни-
тельного условия: при t = 20 Q = 60. Отсюда

60 = 20 + 80 е20k или е20k = 1/2

и, следовательно,

ek = æ
èç

ö
ø÷

1

2

1 20/

.

Итак, искомая функция

Q = + æ
èç

ö
ø÷

20 80
1

2

1 20/

.

Задача о прожекторе. Определить форму зеркала, представ-
ляющего собой поверхность вращения и обладающего тем свой-
ством, что все лучи, выходящие из источника света, помещен-
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ного в точке О на оси вращения, отражаются зеркалом парал-
лельно этой оси.

Решение. Для решения задачи рассмотрим плоское сечение
зеркала, проходящее через ось вращения. Поместим источник
света в начале координат, и пусть ось вращения совпадает с осью
Ох (рис. 162). Обозначим через a угол, образованный осью Ох и
касательной AS в произвольной точке сечения М(х; у). Наша
цель — найти форму сечения, т. е. зависимость координаты у
от координаты х у = у(x). Ломаная ОМТ изображает путь луча,
исходящего из источника света в точке О и отражающегося в
точке М от поверхности зеркала параллельно оси Ох. Проведем
нормаль MN и опустим из точки М на ось Ох перпендикуляр
МР. Так как ÐАМО = ÐTMS (угол падения равен углу отраже-
ния), то ÐOMN = ÐNMT = ÐONM. Следовательно, DNOM рав-
нобедренный и OM = ON. Кроме того, по построению ÐPNM =
= a. Используя равенства ON = PN – PO, PN = y tg a, PO = –x,

ON OM x y= = +2 2 ,  приходим к соотношению

ON y x x y= + = +tga 2 2 .

Отсюда, учитывая геометрический смысл производной, для
определения зависимости у от х получаем дифференциальное
уравнение первого порядка:

x
dy

dx
y x y+ = +2 2 .

Преобразуем это уравнение следующим образом. Умножим обе
его части на 2dx:

2 2 2 22 2 2 2 2 2xdx ydy x y dx d x y x y dx+ = + + = +или ( ) .
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Используя подстановку z = х2 + у2, получаем уравнение с раз-
деляющимися переменными:

dz zdx= 2 ,

которое можно преобразовать к виду:

z–1/2dz = 2dx, откуда z x C= + .

Заменяя переменную z ее выражением через х и у, получаем:

x y x C2 2+ = + .

Возводя в квадрат обе части этого уравнения, получаем:

у2 = 2С(х + С/2).

Таким образом, искомая кривая — парабола с параметром
р = С и вершиной, лежащей на отрицательной полуоси Ох на
расстоянии С/2 от начала координат (рис. 163). Следовательно,
искомая отражательная поверхность — параболоид вращения.

Задача о концентрации раствора. В резервуар, содержащий
10 кг соли на 100 л смеси, каждую минуту поступает 30 л воды
и вытекает 20 л смеси. Определить, какое количество соли ос-
танется в резервуаре через t мин, предполагая, что смесь мгно-
венно перемешивается.

Решение. Пусть х — количество соли в резервуаре в момент
времени t, –dx — количество соли, выходящее из резервуара за
время dt (знак минус обусловлен тем, что х — убывающая фун-
кция времени). Объем смеси в резервуаре в момент времени t,
очевидно, равен:

v = 100 + 30t – 20t = 100 + 10t,

поэтому концентрация соли (т. е. количество соли, содержа-
щейся в одном литре смеси) в момент времени t будет равна

x

t100 10+
.

Следовательно, за короткий промежуток времени dt количество
соли уменьшится на

x

t
dt

100 10
20

+
× .

Отсюда имеем дифференциальное уравнение:

- =
+

dx
xdt

t

20

100 10
,

или
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- =
+

dt
xdt

t

2

10
.

Разделяя переменные и интегрируя, получаем:

dx

x

dt

t
= -

+
2

10
,

ln x = –2ln(10 + t) + lnC

и, следовательно,
x

C

t
=

+( )
.

10 2

При t = 0 x = 10. Поэтому С = 1000. Итак, закон изменения ко-
личества соли в кг, находящейся в резервуаре, в зависимости от
прошедшего времени t в мин дается формулой:

x
t

=
+

1000

10 2( )
.

Заметим, что из последней формулы, зная количество соли,
оставшейся в резервуаре (последнее легко установить, измеряя
объем резервуара и концентрацию соли в нем), можно опреде-
лить, сколько времени прошло от начала процесса. На этой идее
основано вычисление возраста морей и океанов.

Задача о законе «естественного роста». Закон «естествен-
ного роста» — это закон, при котором скорость роста веще-
ства прямо пропорциональна его количеству. Найдем форму-
лу для определения изменения количества вещества х в зави-
симости от времени t, считая, что в начальный момент при
t = 0 количество вещества было х0.

Решение. Используя физический смысл производной, мож-
но записать закон «естественного роста» следующим образом:

dx

dt
kx= , (13)

где k — коэффициент пропорциональности. Уравнение (13) (оно
отличается от уравнения (12) лишь знаком левой части) описы-
вает многие процессы «размножения».

Решение уравнения (13), удовлетворяющее начальному ус-
ловию х = х0 при t = 0, имеет вид:

х = х0еkt. (14)

Формула (14) является формулой, выражающей закон «ес-
тественного роста». По этому закону, например, происходит



333

«размножение» числа нейтронов в ядерных реакциях, размно-
жение числа бактерий, рост кристаллов, населения и т. п.

Задача о скорости размножения бактерий. Скорость раз-
множения бактерий пропорциональна их количеству. В началь-
ный момент t = 0 имелось 100 бактерий, а в течение 3 ч их чис-
ло удвоилось. Найти зависимость количества бактерий от вре-
мени. Во сколько раз увеличится количество бактерий в тече-
ние 9 ч?

Решение. Пусть х - количество бактерий, имеющихся в дан-
ный момент. Тогда согласно условию дифференциальное урав-
нение задачи

dx

dt
kx= ,

где k — коэффициент пропорциональности. Как и при решении
уравнения (12), находим:

х = Сеkt.

Для определения С используем начальное условие: при t = 0
x = 100. Имеем С = 100, и, значит,

х = 100еkt.

Коэффициент пропорциональности k определяем из дополни-
тельного условия: при t = 3 х = 200. Имеем:

200 = 100е3k или 2 = е3k,

и, следовательно, еk = 21/3. Поэтому искомая функция

х = 100 × 2t/3,

откуда при t = 9 x = 800. Следовательно, в течение 9 ч коли-
чество бактерий увеличится в 8 раз.

13.3. УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

1. Основные понятия. Общий вид дифференциального урав-
нения n-го порядка есть:

F(x, y, y¢, ..., у(n)) = 0. (1)

Здесь F(x, y, y¢, ..., у(n)) может не зависеть от некоторых из вели-
чин x, y, y¢, ..., Однако если (1) есть уравнение именно n-го поряд-
ка, то от у(n) функция F обязательно зависит. Наиболее простым
дифференциальное уравнение (1) оказывается тогда, когда оно
имеет вид:
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у(n) = f(x), (2)

где f(x) — заданная функция.
Примером такого простейшего уравнения служит хотя бы

дифференциальное уравнение

¢¢ = -y
x

1
2

. (3)

Из этого уравнения сразу видно, что

¢ = - + = +òy
dx

x
C

x
C

2 1 1
1

,

где С1 — произвольная постоянная. В свою очередь из уравне-
ния (4) следует, что

y
x

C dx C x C x C= +æ
èç

ö
ø÷

+ = + +ò
1

1 2 1 2ln| | ,

где С2 — произвольная постоянная, никак не связанная с посто-
янной С1.

Найденное решение зависит от двух произвольных постоян-
ных, при этом исходное дифференциальное уравнение (3) было
уравнением второго порядка. Такое решение называется общим
решением этого уравнения.

Аналогично посредством n последовательных интегрирова-
ний решается любое уравнение вида (2). В связи с этим вво-
дится

Определение. Общим решением дифференциального урав-
нения n-го порядка (1) называется функция

у = j(С1, С2 ..., Сn),

существенно зависящая от n произвольных постоянных и обра-
щающая уравнение (1) в тождество при любых значениях этих
постоянных. Решения, получаемые из общего при закреплении
постоянных С1, С2 ..., Сn, называются частными.

13.4. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

1. Общие сведения о линейных дифференциальных уравне-
ниях второго порядка. Уравнение

у¢¢ + py¢ + qy = f(x), (1)

где p = p(x), q = q(x) и f(x) — непрерывные функции в интервале
(a; b), называется неоднородным линейным дифференциальным
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уравнением второго порядка, функции p, q — его коэффициен-
тами. Если f(x) º 0 в этом интервале, то уравнение принимает
вид

у¢¢ + py¢ + qy = 0 (2)

и называется однородным линейным дифференциальным урав-
нением второго порядка. Если уравнение (2) имеет те же коэф-
фициенты, как (1), то оно называется однородным уравнением,
соответствующим неоднородному уравнению (1).

Функции у1 = у1(х), у2 = у2(х), определенные и непрерыв-
ные в интервале (a; b), называются линейно зависимыми в этом
интервале, если существуют постоянные числа a1 и a2 (при-
чем по крайней мере одно из них не равно нулю), такие, что
для всех значений х в рассматриваемом интервале выполня-
ется тождество:

a1у1 + a2у2 = 0. (3)

Функции у1 и у2 называются линейно независимыми в интер-
вале (a; b), если тождество (3) может иметь место только при
a1 = a2 = 0.

Теорема 1. Если у1 и у2 — линейно независимые частные
решения линейного однородного уравнения второго порядка (2),
то общее решение этого уравнения имеет вид:

у = С1у1 + С2у2. (4)

где С1 и С2 — произвольные постоянные.
Доказательство. Так как у1 и у2 — решения уравнения (2),

то имеем тождества у¢¢1 + py¢1 + qy1 = 0, у¢¢2 + py¢2 + qy2 = 0.
Используя их, получаем тождество:

(С1у1 + С2у2)¢¢ + р(С1у1 + С2у2)¢ + q(С1у1 + С2у2) =

= С1(у¢¢1 + py¢1 + qy1) + С2(у¢¢2 + py¢2 + qy2) = 0.

Следовательно, выражение (4) является решением уравнения
(2), и поскольку это решение содержит две произвольные посто-
янные, то оно является общим решением однородного уравне-
ния (2). Теорема доказана.

Пусть у1 и у2 — два линейно зависимых решения уравнения
(2). Тогда выполняется тождество (3), где либо a1 ¹ 0, либо
a2 ¹ 0. Предположим для определенности, что a2 ¹ 0. Тогда из
тождества (3) имеем у2 = –(a1/a2)у1 или у2 = ay1(a =–a1/a2). Под-
ставляя это выражение в равенство (4), получаем:

у = С1у1 + С2ау1 = (С1 + аС2)у1 = Су1,
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где С = С + аС2. Отсюда видно, что если у1 и у2 — линейно зави-
симые решения однородного уравнения (2), то решение (4) со-
держит только одну произвольную постоянную С и, следова-
тельно, не является общим.

Для общего решения неоднородного уравнения (1) справед-
лива следующая теорема.

Теорема 2. Общее решение неоднородного уравнения (1) рав-
но сумме общего решения соответствующего однородного урав-
нения (2) и любого частного решения данного неоднородного
уравнения.

Доказательство. Пусть Y = С1у1 + С2у2 — общее решение
уравнения (2), соответствующего уравнению (1), и z — любое
частное решение уравнения (1). Имеем тождества Y¢¢ + pY¢ + qY =
= 0, z¢¢ + pz¢ + qz = f(x). Складывая почленно эти два тождества,
получим тождество (Y + z)¢¢ + p(Y + z)¢ + q(Y + z) = f(x). Следова-
тельно, функция у = Y + z = С1у1 + С2у2 + z — решение уравне-
ния (1) и при этом общее, так как в эту функцию входят две
произвольные постоянные С1 и С2.

2. Линейные однородные уравнения второго порядка с по-
стоянными коэффициентами. Пусть в линейном уравнении

у¢¢ + py¢ + qy = 0 (5)

p и q — постоянные действительные числа.
Частное решение уравнения (5) будем искать в виде функции

у = еkx, (6)

где k — действительное или комплексное число, подлежащее
определению. Дифференцируя по х выражение (6), получим:

у¢ = kеkx, y¢¢ = k2еkx. (7)

Подставляя выражения (6) и (7) в уравнение (5), будем иметь:

еkx(k2 + pk + q) = 0.

Отсюда, учитывая, что еkx ¹ 0, имеем:

k2 + pk + q = 0. (8)

Алгебраическое уравнение (8) называется характеристичес-
ким уравнением однородного уравнения (5). Характеристичес-
кое уравнение и дает возможность найти k. Уравнение (8) есть
уравнение второй степени и потому имеет два корня. Обозначим
их через k1 и k2. Возможны три случая.
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1) Корни k1 и k2 действительные и разные (k1 ¹ k2). В этом слу-
чае по формуле (6) получим два частных решения уравнения (5)
у1 = еk1x, y2 = еk2x, которые являются линейно независимыми.
Действительно, если бы эти решения были линейно зависимы,
то в интервале (a; b) должно было бы выполняться тождество
a1еk1x + a2

еk2x = 0, где a1 и a2 одновременно не нули, или тожде-
ство a1еk1x = –a2еk2x. Отсюда a1е(k1–k2)x = –a2, что невозможно, так
как справа в последнем тождестве постоянное число, а слева
функция от х. По теореме 1 (п. 1) следует, что общее решение
уравнения (5) будет

у = С1еk1x + С2е k2x.

Пример 1. Решить уравнение у¢¢ – 3у¢ + 2у = 0.
Его характеристическое уравнение k2 – 3k + 2 = 0 имеет два различных действи-

тельных корня k1 = 1 и k2 = 2. Поэтому общее решение есть: у = С1еx + С2
2x.

2) Корни k1 и k2 действительные и равные (k1 = k2). В этом слу-
чае одно частное решение уравнения (5) выразится функцией
у1 = еk1x. Частным решением уравнения (5) в этом случае будет
также функция у2 = хеk1x. Действительно, у¢¢2 + py2¢ + qy2 = (2 +
+ k1x) k1еk1x + p(1 + k1x)еk1x

 + qxеk1x = еk1x × ((k2
1 + pk1 + q)x + 2k1 +

+ p) = еk1x(–p + p) = 0.
Заметим, что решения еk1x

 и хеk1x линейно независимы, так
как если бы функции еk1x и хеk1x были линейно зависимы, то в
интервале (a; b) выполнялось бы тождество a1еk1x + a2xеk1x = 0
(a1 и a2 одновременно не нули) и, значит, тождество a1 + a2х = 0,
что невозможно. Следовательно, общее решение уравнения (5)
в данном случае

у = С1еk1x + С2xе k1x = еk1x(С1 + С2х).

Пример 2. Уравнению у¢¢ – 6у¢ + 9у = 0 соответствует характеристическое урав-
нение k2 – 6k + 9 = 0, имеющее равные корни k1 = k2 = 3. Поэтому общее решение
будет

у = (С1 + С2х)е3х.

3) Корни k1 = a + bi и k2 = a – bi комплексные. Можно пока-
зать (см. [13]), что общее решение уравнения (5) в этом случае
есть

у = еaх(С1 cos bx + C2 sin bx).

Пример 3. Уравнению у¢¢ – 2у + 2у = 0 соответствует характеристическое урав-
нение k2 – 2k + 2 = 0, имеющее комплексные корни k1 = 1 + i, k2 = 1 – i. Следова-
тельно, общим решением будет функция у = ех(С1 cos x + C2 sin x).
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3. Линейные неоднородные уравнения второго порядка с по-
стоянными коэффициентами. Рассмотрим теперь решение не-
которых типов линейного неоднородного уравнения второго по-
рядка с постоянными коэффициентами:

у¢¢ + py¢ + qy = f(x), (9)

где p, q — постоянные действительные числа, f(x) — известная
непрерывная функция в интервале (a; b). По теореме 2 (п. 1) для
нахождения общего решения уравнения (9) надо знать общее ре-
шение Y соответствующего однородного уравнения у¢¢ + py¢ + qy =
= 0 (для этого используются результаты п. 2 настоящего пара-
графа) и частное решение z уравнения (9).

Вид частного решения уравнения (9) зависит от вида правой
части этого уравнения. Рассмотрим некоторые случаи.

а) f(x) = а2х2 + а1х + а0 (а2 ¹ 0). Если q ¹ 0, то частное решение
уравнения (9) ищем также в форме квадратного трехчлена:
z = A2х2 + A1х + A0, где A2, A1, и A0 — неопределенные коэф-
фициенты. Отсюда z¢ = 2А2х + А1,z¢¢ = 2A2. подставляя эти вы-
ражения в уравнение (9), в котором f(x) = а2х2 + а1х + а0, по-
лучим тождество:

А2qx2 + (2A2p + A1q)x + 2A2 + A1p + A0q = a2x2 + a1x + a0,

откуда

А2q = a2, 2A2p + A1q = a1, 2A2 + A1p + A0q = a0. (10)

Так как q ¹ 0, то из равенства (10) для коэффициентов A2, A1 и A0
получаются определенные числовые значения. Тем самым частное
решение z будет вполне определено. Если q = 0, то частное реше-
ние z уравнения (9) ищем в виде z = x(A2х2 + A1х + A0), когда 0 —
однократный корень характеристического уравнения (8), и в виде
z = x2(A2х2 + A1х + A0), когда 0 — двукратный корень характерис-
тического уравнения (8). Аналогично обстоит дело, если f(x) —
многочлен Р(х) произвольной степени.

Пример 1. Решить уравнение у¢¢ + у¢ = 2х + 1. Имеем:

k2 + k = 0, k1= 0, k2= –1,Y = C1 + C2e–x.

Так как 0 — однократный корень характеристического уравнения, то частное ре-
шение данного уравнения ищем в виде z = x(A1x + A0). Далее решаем, как и в слу-
чае а): z¢ = 2A1х + A0, z¢¢ = 2A1, 2A1 + 2A1x + A0 = 2x + 1, A1 = 1,

A0 = –1, z = x2 – x, y = C1 + C2e–x + x2 – x.
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б) f(x) = аеbx (а ¹ 0). Частное решение ищем в виде z = Aebx, где
А — неопределенный коэффициент. Отсюда z¢ = Аbebx, z¢¢ =
= Ab2ebx. Подставляя эти выражения в уравнение (9), в котором
f(x) = аеbx, после сокращения на еbx будем иметь А(b2 + pb + q) = a.
Отсюда видно, что если b не является корнем характеристичес-
кого уравнения, то

z
ae

b pb q

bx
=

+ +2
.

Если b — корень характеристического уравнения, то частное
решение уравнения (9) ищем в виде z = Ахebx, когда b — одно-
кратный корень, и в виде z = Ах2ebx, когда b — двукратный ко-
рень. Аналогично будет, если f(x) = Р(х)еbx.

Пример. 2. Решить уравнение у¢¢ - 2у¢ + у = 2ех. Имеем: k2 – 2k + 1 = 0, k1 = k2 = 1,
Y = (С1 + С2х)ех. Так как в данном уравнении b = 1 — корень кратности 2 характе-
ристического уравнения, то частное решение данного уравнения ищем в виде z =
= Ах2ex. Далее имеем:

z¢ = Ax(x + 2)ex, z¢¢ = A(x2 + 4x + 2)ex,

Aex(x2 + 4x + 2) – 2 Ахex(x + 2) + А х2ex = 2ex, A = 1,

z = х2ex, y = (С1 + С2х)ех + х2ex.

в) f(x) = а cos wx + b sin wx (a и b не нули одновременно). В
этом случае частное решение z ищем также в форме тригономет-
рического двучлена

z = A cos wx + B sin wx,

где А и В — неопределенные коэффициенты. Отсюда z¢ = –Aw sin wx +
+ Bw cos wx, z¢¢ = –Aw2 cоs wx – Bw2 sin wx. Подставляя эти вы-
ражения в уравнение (9), в котором f(x) = а cos wx + b sin wx,
получим:

(–Aw2 + Bpw + Aq)cos wx + (–Bw2 – Apw + Bq)sin wx =

= а cos wx + b sin wx.

Так как последнее равенство представляет собой тождество,
то коэффициенты при cos wx и sin wx в левой и правой час-
тях этого равенства должны быть соответственно равны друг
другу. Поэтому

А(q – w2) + Bpw = a, –Apw + B(q – w2) = b.

Эти уравнения определяют коэффициенты А и В, кроме слу-
чая, когда р = 0, q = w2 (или когда ±wi — корни характеристи-
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ческого уравнения). В последнем случае частное решение урав-
нения (9) ищем в виде z = x (A cos wx + B sin wx).

Пример 3. Решить уравнение у¢¢ + у = cos x. Имеем: k2 + 1 = 0, k1 = i, k2 = –i,
Y= C1 cos x + C2 sin x. Так как ±i — корни характеристического уравнения, то част-
ное решение данного уравнения ищем в виде z = x (A cos x + B sin x). Далее имеем:

z¢ = Acos x + Bsin x + x(–Asin x + Bcos x,)

z¢¢ = –2Asin x + Bcos x – x(Acos x + Bsin x),

–2Asin x + Bcos x = cos x, A = 0, B = 1/2, z = (x/2) sin x,

y = C1 cos x + C2 sin x + (x/2) sin x.

4. Гармонический осциллятор. Резонанс. Пусть на идеально
гладком столе лежит шарик массы m, прикрепленный к пружи-
не с коэффициентом жесткости l > 0 (рис. 165). Направим ось
Ох вдоль пружины, а за начало координат примем ту точку, в
которой шарик находится в положении равновесия (пружина не
растянута). Отведем теперь шарик от положения равновесия на
расстояние х0, и отпустим его. Тогда со стороны пружины на
шарик будет действовать сила F, стремящаяся вернуть его в
положение равновесия. Из физики известно, что эта сила рав-
на (для малых х)

F(x) = –lx (11)

(знак минус поставлен потому, что направление действующей
силы обратно по знаку смещению х).
Запишем второй закон Ньютона для шарика

F = ma, (12)

где ускорение a = d2x/dt2 (см. 8.4, п. 2).
Из (11), (12) имеем:

ma = –lx
или

m
d x

dt
x

2

2
= -l .

Отсюда
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d x

dt
x

2

2
2 0+ =w , (13)

где

w l=
m

.

Для уравнения (13) запишем характеристическое уравнение:

k2 + w2 = 0.

Его корнями будут

k1 = wi, k2 = –wi.

Поэтому общее решение уравнение (13) имеет вид:

х = C1 cos wx + C2 sin wx, (14)

где С1 и С2 — произвольные постоянные.
Выясним теперь, каковы начальные условия. В момент вре-

мени t = 0 х = х0, а скорость равна нулю; значит,

{ x
x x

'(0) .
(0) ,

=
=

0
0 (15)

Но из (14) следует, что

dx

dt
C t C t= - +1 2w w w wsin cos .

Поэтому (15) перепишется в виде

{ 0 0
0

2

1 0
+ =
+ =
C

C x
w .

,

Отсюда С1 = х0, С2 = 0
и

х = х0 cos wt. (16)

Другими словами, шарик будет совершать гармонические ко-
лебания с амплитудой |х0| и периодом

T
m= =2

2
p

w
p

l
(w называется частотой колебаний; период Т находим из фор-
мулы w(t + T) = wt + 2p, где 2p — период косинуса).

Как говорят в физике, мы имеем здесь гармонический осцил-
лятор.

В действительности мы знаем, что шарик не может колебать-
ся бесконечно долго, и амплитуда колебаний стремится к нулю.
Это происходит потому, что в любом реальном опыте присут-
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ствует сила трения, которой мы пренебрегли при выводе урав-
нения (13).

Однако если сила трения очень мала, а промежуток времени
не слишком большой, то (13) и (16) описывают процесс с хоро-
шим приближением.

Пусть теперь на шарик действует еще одна сила F1, направ-
ленная вдоль оси Ох и изменяющаяся по закону:

F1 = F0 sin pt

(F0 и p — положительные постоянные).
Тогда второй закон Ньютона примет вид:

m
d x

dt
x F pt

2

2 0= - +l sin

или

d x

dt
x pt

2

2
2

0+ =w a sin , (17)

где

a0
0= F

m
.

Уравнение (17) называется уравнением вынужденных коле-
баний, а уравнение (13) — уравнением свободных колебаний.

Найдем частное решение неоднородного уравнения (17).
1) Пусть р ¹ w, т. е. частота внешней силы не совпадает с ча-

стотой свободных колебаний. Частное решение ищем в виде:

z = A cos pt + B sin pt,
откуда

z¢ = –p A sin pt + p B cos pt,

z¢¢ = –p2 A cos pt – p2 B sin pt.

Подставляя эти выражения в уравнение (17), получим:

–p2 (A cos pt + B sin pt) + w2 (A cos pt + B sin pt) =

= a0 sin pt, A(w2 – p2) cos pt + B(w2 – p2)sin pt = a0 sin pt.

Отсюда
A(w2 – p2) = 0, В(w2 – p2) = a0.

и, следовательно,

A B
p

= =
-

0 0
2 2

, .
a

w
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Поэтому

z
p

pt=
-

a
w

0
2 2

sin .

и общее решение уравнения (17) для случая р ¹ w будет

x C t C t
p

pt= + +
-

1 2
0

2 2
cos sin sin .w w a

w
Это решение представляет собой наложение двух гармони-

ческих колебаний с частотами w и р, причем колебания огра-
ничены.

2) р = w, т. е. частота внешней силы совпадает с частотой сво-
бодных колебаний. В этом случае частное решение уравнения
(17) ищем в виде

z = t(A cos wt + B sin wt).

Отсюда

z¢ = A cos wt + B sin wt + wt(–A sin wt + B cos wt),

z¢¢ = 2(–Aw sin wt + Bw cos wt) – tw2(A cos wt + B sin wt).

Подставляя эти выражения в уравнение (17), получим:

2(–Aw sin wt + Bw cos wt) = a0 sin wt,

откуда
–2Аw = a0, 2Bw = 0

или

A B= - =a
w
0

2
0, .

Поэтому

z
t

t= - a
w

w0

2
cos

и общее решение уравнения (17) в случае р = w будет

x C t C
t

t= + -1 2
0

2
cos sin cos .w w a

w
w

Последняя формула показывает, что размах колебаний х нео-
граниченно растет вместе со временем t (рис. 166). Это явление
носит название резонанса. При работе многих механизмов ре-
зонанс крайне нежелателен, так как он приводит к нарушению
их правильной работы и даже к разрушению.
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0

z

z
to=

a
w2

z
to= -

a
w2

z
t

to= -
a

w
w

2
cos

t

Рис. 166

Упражнения

Решить уравнения.

1. (1 + y)dx – (1 – x)dy = 0. [(1 + y) (1 – x) = C.]

2. (1 + y2)dx + (1 + x2)dy = 0. [arctg x + arctg y = C.]

3. (1 + ex)yy¢¢= ex.
y

e Cx
2

2
1= + +

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ln( ) .

4. x y yy x1 1 02 2+ + ¢ + = . 1 12 2+ + + =é
ëê

ù
ûú

x y C.

5. e–y(1 + y¢) = 1. [ex = C(1 – e–y).]

6. y¢ = 2x+y. [2x + 2–y = C.]

7. ey(1 + x2)dy – 2x(1 + ey)dx = 0. [1 + ey = C(1 + x2).]

8. 2xyy¢ = x2 + y2. [x2 – y2 – Cx = 0.]

9. (x + y)dx + xdy = 0. y
x C

x
= - +é

ëê
ù
ûú2

.

10. x(x + 2y)dx + (x2 – y2)dy = 0. [x3 + 3x2y – y = C.]

11. ¢ = -
-

y
x y

x y2
. [x2 – 2xy + 2y2 = C.]
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Глава 14. ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ

Понятие поля лежит в основе многих представлений совре-
менной физики. Векторный анализ является средством изуче-
ния полей.

14.1. СКАЛЯРНЫЕ ПОЛЯ

1. Понятие скалярного поля. Пусть W — область в простран-
стве.

Если каждой точке М из W ставится в соответствие по изве-
стному закону число и = и(М), то говорят, что в области W зада-
но скалярное поле и. Иными словами, задать скалярное поле —
это означает задать скалярную функцию и = и(М), называемую
функцией поля. Запись и(М) означает, что величина и являет-
ся, как говорят (11.1, п. 1), функцией точки. Заметим, что об-
ласть W может быть и все пространство.

Если величина и = и(М) не зависит от времени t, то скаляр-
ное поле и называется стационарным (или установившимся).
В противном случае поле называется нестационарным (или не-
установившимся).

Поле температуры внутри нагретого тела, поле плотности
массы, поле распределения потенциала в электрическом поле —
примеры скалярных полей.

Запись и = и(М) не предполагает введения в пространстве ни-
какой системы координат. Если же пространство отнесено к не-
которой системе координат, например, к прямоугольной систе-
ме координат Oxyz, то задание точки М равносильно заданию
ее координат x, y, z в этой системе и функция поля и(М) превра-
щается в обычную функцию трех переменных и(x, y, z). Мы все-
гда будем предполагать, что эта функция имеет непрерывные
частные производные.

Можно ввести в пространстве и другие системы координат,
например, цилиндрическую и сферическую (12.2, п. 3). В ци-
линдрической системе координат функция поля и = и(r, j, z), в
сферической и = и(r, j, q).

2. Поверхности уровня. Скалярные поля часто изображают-
ся геометрически с помощью так называемых поверхностей
уровня.

Поверхностью уровня скалярного поля и(М) называется
множество точек пространства, в которых функция поля и име-
ет постоянное значение.
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n M1M

Рис. 167

Уравнение поверхности уровня в прямоугольной системе ко-
ординат Oxyz имеет вид и(x, y, z) = С, где С — некоторая посто-
янная.

Заметим, что в курсе физики при рассмотрении поля потен-
циала поверхности уровня называют обычно эквипотенциаль-
ными поверхностями (т. е. поверхностями равного потенциала).

Придавая С различные значения, получим семейство повер-
хностей уровня.

Указанный способ изображения скалярного поля удобен,
если речь идет о плоском поле, т. е. о поле, заданном в плоской
области. Функция и этого поля зависит только от двух перемен-
ных: х и у. Поэтому плоские скалярные поля геометрически
изображают с помощью линий уровня (см. 11.1, п. 2).

В случае поля температур на плоскости линии уровня назы-
ваются изотермами, в случае поля давлений — изобарами и
т. д.

3. Производная поля по направлению.
Определение. Производной скалярного поля и(М) в точке

М по направлению n̄ называется предел (если он существует) от-
ношения приращения Dи функции и(М) при смещении точки М
в направлении вектора n ¯ (рис. 167) к величине этого смещения
d = MM1, когда последнее стремится к нулю; она обозначается

символом 
¶
¶

u

n
:

¶
¶

u

n

u

d

u M u M

dd d
= = -

® ®
lim lim

( ) ( )
.

0 0

1D
(1)

Выведем для 
¶
¶

u

n
 формулу, удобную в вычислительном отно-

шении. Пусть x, y, z — координаты фиксированной точки М, а
cos a, cos b, cos g — направляющие косинусы вектора n ¯. Тогда
точка М1 будет иметь координаты х + d cos a, y + d cos b, z +
+ d cos g. Величины x, y, z, cos a, cos b, cos g фиксированы, по-
этому и(М1) является функцией только смещения d. Обозначим
эту функцию через

y(d) = u(x + d cos a, y + d cos b, z + d cos g).

Имеем y(0) = и(x, y, z). Следователь-
но, в силу равенства (1),
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¶
¶

y y yu

n

d

dd
= - = ¢

®
lim

( ) ( )
( ).

0

0
0

Формула производной сложной функции (11.2, п. 4) дает

y¢(d) = u¢x(M1)cos a + u¢у(M1)cos b + u¢z(M1)cos g,

откуда

y¢(0) = u¢x(M)cos a + u¢у(M)cos b + u¢z(M)cos g,

или

¶
¶

¶
¶

a ¶
¶

b ¶
¶

gu

n

u

x

u

y

u

z
= + +cos cos cos . (2)

Из формулы (2) видно, что если направление n ̄совпадает с по-

ложительным направлением оси Ох, т. е. a = 0, b = g = p/2, то
¶
¶

¶
¶

u

n

u

x
= .  Аналогично, если направление n ¯ будет совпадать с на-

правлением оси Оу (Оz).

Подобно тому, как частные производные u¢x, u¢у, u¢z характе-

ризуют скорость изменения функции и в направлении осей ко-

ординат (11.2, п. 1), так и производная по направлению 
¶
¶

u

n
будет являться скоростью изменения функции и(x, y, z) в точ-

ке М по направлению n̄. Абсолютная величина производной 
¶
¶

u

n
по направлению n ¯ определяет величину скорости, а знак произ-

водной — характер изменения функции и (возрастание или убы-

вание). В этом состоит физический смысл производной по на-

правлению.
Из формулы (2) следует, что производная по направлению n¢̄,

противоположному направлению n ¯, равна производной по на-
правлению n ¯, взятой с обратным знаком. Действительно, при
перемене направления углы a, b, g изменяется на p.

Если поле и плоское, то направление n̄ вполне определено уг-
лом a его наклона к оси абсцисс. Формулу для производной по
направлению в случае такого поля можно получить из общей
формулы (2), положив g = p/2 и b = (p/2) – a.

При этом если a = 0, то 
¶
¶

¶
¶

u

n

u

x
= ,  а если a = p/2, то 

¶
¶

¶
¶

u

n

u

y
= .
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4. Градиент скалярного поля. Пусть дано скалярное поле
и = и(М) и(x, y, z).

Определение. Вектор 
¶
¶

¶
¶

¶
¶

u

x
i

u

y
j

u

z
k+ +  называется градиен-

том скалярного поля и = и(М) в точке М и обозначается

gradu
u

x
i

u

y
j

u

z
k= + +¶

¶
¶
¶

¶
¶

. (3)

Обозначим через n ¯0 (cos a, cos b, cos g) единичный вектор на-
правления n ¯. Тогда

¶
¶

ju

n
u n u un= × = =grad grad np grad0 | |cos ,

где j — угол между векторами grad и и n ¯.
Значит, производная скалярного поля и (М) в точке М в дан-

ном направлении равна проекции градиента поля в точке М на

это направление. Отсюда следует, что 
¶
¶

u

n
 в точке М имеет наи-

большее значение в направлении градиента (для этого направ-

ления j = 0 и cos 0 = 1). В этом случае

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

u

n
u

u

x

u

y

u

z
= = æ

èç
ö
ø÷

+
æ
è
ç

ö
ø
÷ + æ

èç
ö
ø÷

| | .grad
2 2 2

Таким образом, grad и есть вектор, указывающий направ-
ление наибольшего возрастания скалярного поля и в данной
точке и имеющий модуль, равный скорости этого возраста-
ния. В этом состоит физический смысл градиента.

В плоском скалярном поле и = и(М) = и(x, y) градиент опре-
деляется равенством:

gradu
u

x
i

u

y
j= +¶

¶
¶
¶

.

Пример. Определить градиент скалярного поля потенциала электростатичес-
кого поля, образованного точечным зарядом величины q, помещенным в начало
координат.

Из электростатики известно, что упомянутый потенциал в точке М(x, y, z) ра-

вен u = q/r, где r x y z= + +2 2 2 .  По формуле (3) находим:

gradu
q

r

x

r
i

q

r

y

r
j

q

r

z

r
k

q

r

r

r

q

r
r= - - - = - = -

2 2 2 2 2 0,
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где r xi yj zk= + +  — радиус-вектор точки М, а r r r0 = /  единичный вектор в направ-

лении радиус-вектора. Вектор E q r r= ( / )2
0  называется вектором напряженности

рассматриваемого электростатического поля в точке М. Таким образом, gradu E= - .

5. Оператор набла и исчисление градиентов. Английским ма-
тематиком У. Гамильтоном (1805–1865) был введен векторный
дифференциальный оператор

Ñ = + +i
x

j
y

k
z

¶
¶

¶
¶

¶
¶

,

называемый оператором набла. (Набла — греческое слово, оз-
начающее «арфа» — музыкальный инструмент, по форме напо-
минающий перевернутый  треугольник.) В этой формуле ве-
личина, к которой прилагается оператор Ñ, должна быть постав-
лена под знаком частных производственных (оператором диф-

ференцирования) 
¶

¶x
 и т. д. При этом существенно отметить,

что единичные векторы следует писать до операторов дифферен-
цирования, так как эти операторы действуют на выражения,
стоящие справа от них.

Поэтому

Ñ = + + Ñ =u i
u

x
j

u

y
k

u

z
u u

¶
¶

¶
¶

¶
¶

или grad .

Из известных (см. 11.2) правил дифференциального исчис-
ления функций нескольких переменных вытекают следующие
простые правила:

1. Ñ(С1и + С2v) = С1Ñи + С2Ñv

(С1 + С2 — постоянные, и, v — функции переменных x, y, z), т. е.

grad (С1и + С2v) = С1 grad и + С2 grad v.

2. Ñ(uv) = vÑu + uÑv,

т. е.
grad (uv) = v grad u + u grad v.

3. Ñf(u) = f¢(u)Ñu,

т. е.
grad f(u) = f¢(u) grad u.

4. Ñf(u, v) = f¢uÑu + f¢vÑv,

т. е.



350

grad f(u, v) = f¢u grad u + f¢v grad v.

Аналогично в случае f(u, v, w).

14.2. ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ

1. Векторное поле. Векторные линии. Пусть W — область в
пространстве.

Если каждой точке М из W сопоставлен вполне определен-
ный вектор а ¯(М), то говорят, что в области W задано векторное
поле а ¯.

Заметим, что областью W может быть и все пространство. Мы
будем рассматривать стационарные векторные поля, в которых
вектор а ¯(М) зависит от точки M и не зависит от времени.

Поле силы тяжести, поле скорости частиц текущей жидко-
сти, поле электрической и магнитной индукции, поле плотнос-
ти электрического тока — примеры векторных полей.

В прямоугольной системе координат Oxyz вектор а ¯(М) запи-
шется в виде (2.1, п. 8)

a M a x y z i a x y z j a x y z kx y z( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ,= + +

где aх(x, y, z), ay(x, y, z), az(x, y, z) (кратко aх, ay, az) — проекции
вектора, заданного в точке М(x, y, z), соответственно на оси ко-
ординат Ох, Оу, Oz. В 9.13 рассматривалась векторная функция
одного скалярного аргумента. Здесь изучаем векторную функ-
цию трех скалярных аргументов.

Дальше всюду предполагается, что функции aх, ay, az непре-
рывны вместе со своими частными производными.

Укажем на частные случаи векторных полей.
Векторное поле называется однородным, если а ¯(М) — посто-

янный вектор, т. е. aх, ay, az — постоянные величины. Приме-
ром однородного поля может служить, например, поле силы тя-
жести.

Векторное поле называется плоским, если проекции векто-
ра а ¯(М) не зависят от одной из трех переменных x, y, z и одна из
проекций равна нулю, например:

a M a x y i a x y jx y( ) ( , ,) ( , ) .= +

С плоскими полями очень часто приходится встречаться в
гидродинамике при изучении плоских течений жидкости, т. е.
таких течений, когда все частицы жидкости движутся парал-
лельно некоторой плоскости, причем скорости частиц, распо-
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ложенных на одной и той же пря-
мой, перпендикулярной к этой
плоскости, одинаковы.

Векторной линией векторного
поля называется линия, в каждой
точке которой касательная совпа-
дает с вектором, соответствующим
этой точке (рис. 168).

Векторные линии в конкретных
полях имеют ясный физический
смысл. Так, если мы рассматриваем поле скоростей текущей
жидкости, то векторные линии суть линии тока этой жидкости,
т. е. линии, по которым движутся частицы жидкости.

В электрическом поле векторные линии — это силовые линии
этого поля. Например, в поле точечного заряда такими линия-
ми будут лучи, выходящие из заряда. Для магнитного поля век-
торными (силовыми) линиями будут линии, выходящие из се-
верного полюса и оканчивающиеся в южном.

2. Поток векторного поля через поверхность. Как уже отме-
чалось (см. 12.4, п. 3), количество жидкости, протекающей в
единицу времени через поверхность s, выражается формулой:

= + +òòÕ P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy( , , ) ( , , ) ( , , )
s

или в силу формулы (15) из 12.4 формулой:

= + +òòÕ ( ( , , )cos ( , , )cos ( , , )cos ) .P x y z Q x y z R x y z dsa b g
s

(1)

Величина П называется потоком жидкости через поверх-
ность s. Поскольку P, Q, R — координаты вектор-скорости v ¯,
cos a, cos b, cos g — координаты единичного вектора n ¯0 нор-
мали n ¯ к поверхности s, то Р cos a + Q cos b + R cos g = v ¯n ¯0,
и формулу (1) можно записать в виде:

= =òòÕ òòÕvn ds v dsn0 , ,
s s

или

где vn — проекция вектора v ¯ на нормаль n ¯.
Определение. Потоком П вектора а ¯(М) или потоком век-

торного поля а¯(М) через поверхность s называется поверхно-
стный интеграл:

= òòÕ a M n ds( ) ,0

s
(2)

Рис. 168
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где n ¯0 — единичный вектор нормали к поверхности s в ее теку-
щей точке М. Поверхность должна быть ориентированной, это
означает, что в каждой ее точке выбрано одно из двух направ-
лений нормали так, чтобы n ¯(М) непрерывно менялся по повер-
хности s. В случае замкнутой поверхности s в качестве n(̄М) вы-
бирается вектор внешней нормали.

Пусть

a M a i a j a k n i j kx y z( ) , cos cos cos .= + + = + +0 a b g

Тогда
= + +òòÕ ( cos cos cos ) .a a a dsx y za b g

s

Отсюда, согласно формуле (15) из 12.4 (п. 5), интеграл (2)
можно представить в виде:

= + +òòÕ a dydz a dzdx a dxdyx y z .
s

Таким образом, вычисление потока вектора сводится к вычис-
лению интегралов по поверхности. Из самого определения сле-
дует, что поток вектора П — величина скалярная. Если изме-
нить направление нормали n ¯ на противоположное, т. е. переме-
нить сторону поверхности s, то (12.4, п. 3) поток П изменит
знак. Так как скалярное произведение вектора а(̄М) на единич-
ный вектор нормали n̄ равно аn(М) — проекции вектора а̄(М) на
направление n ¯ (2.2, п. 1), то поток П можно представить в виде

= òòÕ a M dsn ( ) .
s

(3)

Отсюда, в частности, следует, что
если на некотором участке поверх-
ности проекция вектора а ¯(М) на
нормаль постоянна, т. е. аn(М) = С
= const, то поток через такой учас-
ток просто равен СQ, где Q — пло-
щадь этого участка поверхности.

Пример. Найти поток радиус-вектора r ¯
через боковую поверхность s1, верхнее осно-
вание s2 и нижнее основание s3 прямого ци-
линдра радиуса R и высотой Н, если начало
координат лежит в центре нижнего основа-
ния цилиндра, а ось цилиндра совпадает с
осью Oz (рис. 169).

z
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r

r
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n
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Рис. 169
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На всех поверхностях n̄ имеет направление внешней нормали. На боковой повер-

хности s1 внешняя нормаль n̄ параллельна плоскости хОу и проекция rn равна R.

Поэтому, используя формулу (3) и формулу 
ds S=òò s

s
 (12.4, п. 1), получаем:

1

1

2 2 2= = × =Õ òòRds R RH R Hp p
s

.

На верхнем основании s2 нормаль n ¯ направлена параллельно оси Oz и rn = H.
Следовательно,

2

2

2 2= = =òòÕ Hds H R R Hp p
s

.

Наконец, на нижнем основании s3 проекции rn = 0 и П3 = 0.

Особый интерес представляет случай, когда s — замкнутая
поверхность. Если берется внешняя нормаль, то мы будем гово-
рить о потоке изнутри поверхности s. Он обозначается так:

= òòÕ a M dsn ( ) .
s

(В векторном анализе интегралы по замкнутым поверхностям

обозначаются обычно 
;

s
òò  часто также употребляют и символ

.
s
ò ) Область, которую ограничивает поверхность s, будем обо-

значать W.

Когда векторное поле а̄(М) представляет поле скоростей жид-
кости, величина потока П дает разность между количеством
жидкости, вытекающей из области W, и количеством жидкости,
втекающей в эту область. (Действительно, так как интеграл

a dsn
s
òò  берется по внешней стороне поверхности, то если вектор

скорости v ¯ в данной точке поверхности s направлен наружу, то

v ¯n ¯0 > 0; если же вектор v¯ направлен внутрь, то v ¯n ¯0 < 0.)
Если П = 0, то в область W жидкости втекает столько же,

сколько и вытекает. Так, например, будет для любой области,
расположенной в потоке воды, текущей в реке.

Если же величина П отлична от нуля, например, положи-
тельна, то из области W жидкости вытекает больше, чем втека-
ет. Это означает, что в области W имеются источники, питаю-
щие поток жидкости. Наоборот, если величина П отрицатель-
на, то это указывает на наличие стоков — мест, где жидкость
удаляется из потока.

Равенство нулю потока П может означать либо отсутствие ис-
точников и стоков, либо, по крайней мере, наличие такого рас-



354

z

0

x

y

n

n

( )z z x y= 1 ,

( )z z x y= 2 ,

G

s2

s1

W

Рис. 170

пределения источников и
стоков, что их общая
мощность равна нулю.

3. Формула Остроград-
ского—Гаусса. Диверген-
ция. Формула Остроградс-
кого—Гаусса (М. В. Ост-
роградский (1801–1861)
— русский математик)
связывает поверхностный
интеграл по замкнутой
поверхности и тройной
интеграл по простран-
ственной области, ограни-
ченной этой поверхнос-
тью. Эта формула являет-

ся аналогом формулы Римана—Грина (12.3, п. 4), связывающей
криволинейный интеграл по замкнутой кривой с двойным интег-
ралом по плоской области, ограниченной этой кривой.

Пусть функции Р(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) кратко (P, Q, R)
непрерывны вместе со своими частными производными Р¢x, Q¢y,
R¢z в замкнутой пространственной области W, граница которой
пересекается в любой прямой, параллельной осям координат,
не более чем в двух точках. Назовем для краткости такие обла-
сти простыми. При этом будем рассматривать внешнюю сторо-
ну поверхности s, ограничивающей эту область. Предполагает-
ся, что поверхность гладкая или кусочно-гладкая (12.4, п. 1).

Пусть область G есть проекция поверхности s (и области W)
на плоскость хОу (рис. 170), а z = z1(x, y) и z = z2(x, y) — уравне-
ния соответствующих частей s — нижней части s1 и верхней s2,
где z1(x, y) и z2(x, y) непрерывны в области G. Преобразуем, как

указано ниже, интеграл 
¶
¶
R

z
dxdydz:

W
òòò

¶
¶

¶
¶

R

z
dxdydz dxdy

R

z
dz

I
z x y

z x y

G

= =òòòòòò
1

2

( , )

( , )

W

= - =òò
II

G

R x y z x y R x y z x y dxdy( ( , , ( , )) ( , , ( , )))2 1

= -òò òò
III

R x y z dxdy R x y z dxdy( , , ) ( , , ) .
s s2 1
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Преобразование I основано на правиле вычисления тройного
интеграла (12.2), II — на формуле Ньютона—Лейбница (9.7,
п. 2), III — на формуле (14) из п. 4 12.4. В результате получают-
ся интегралы по верхним сторонам поверхностей s1 и s2. Меняя
в интеграле по s1 сторону поверхности, с учетом свойств повер-
хностного интеграла второго рода (12.4, п. 3), получаем:

¶
¶ s

R

z
dxdydz R x y z dxdy= òòòòò ( , , ) ,

W
(4)

где интеграл справа берется по внешней стороне поверхности s.
Аналогичным образом устанавливаются формулы:

¶
¶ s

P

x
dxdydz Pdydz= òòòòò ,

W
(5)

¶
¶ s

Q

y
dxdydz Qdzdx= òòòòò .

W
(6)

Складывая почленно равенства (4), (5), (6), приходим к фор-
муле

¶
¶

¶
¶

¶
¶ s

P

x

Q

y

R

z
dxdydz Pdydz Qdzdx Rdxdy+ +

æ
è
ç

ö
ø
÷ = + +òòòòò ,

W
(7)

называемой формулой Остроградского—Гаусса (в координат-
ной форме), где поверхностный интеграл берется по внешней
стороне поверхности s.

Замечание. Формула Остроградского—Гаусса остается верной и для любой
замкнутой пространственной области W, которую можно разбить на конечное чис-
ло простых областей.

Укажем теперь на векторную запись формулы Остроградско-
го—Гаусса. Если в формуле (7) функции P, Q, R рассматривать
как проекции некоторого вектора а ¯(М), то правая часть ее рав-
на потоку вектора а ¯(М) (п. 2) через замкнутую поверхность s (в
направлении внешней нормали к s), а выражение

¶
¶

¶
¶

¶
¶

P

x

Q

y

R

z
+ + ,

называемое дивергенцией векторного поля а̄(М) (ее обозначение

div а ¯(М), т. е. div а ¯(М) = 
¶
¶

¶
¶

¶
¶

P

x

Q

y

R

z
+ +  ), равно div а ¯(М) и фор-

мула Остроградского—Гаусса может быть переписана в виде
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a M ds a M dvn ( ) ( ) .= òòòòò div
ss

(8)

Она выражает следующий результат: поток векторного поля
через замкнутую поверхность (в направлении внешней норма-
ли к ней) равен тройному интегралу от дивергенции этого
поля, взятому по области, ограниченной этой поверхностью.

Предположим, что в некоторой точке М дивергенция скоро-
сти v ¯ положительна: div v ¯ > 0. В силу непрерывности частных
производных она является положительной и в точках достаточ-
но малого шара w, ограниченного сферой s с центром в точке М.

Но тогда divvdxdydz
w

>òòò 0,  следовательно, на основании форму-

лы (8) 
v dsn >òò 0,

s
 т. е. из области w через ее границу s жидкости

вытекает больше, чем втекает. По этой причине точку М назы-
вают источником. Если же div v̄ < 0 в точке М, то через достаточ-
но малую сферу с центром в этой точке втекает жидкости боль-
ше, чем вытекает. Поэтому точку М в этом случае называют
стоком (то же и в случае произвольного векторного поля а̄(М)).

Векторная форма формулы Остроградского—Гаусса выража-
ет в поле текущей жидкости тот факт, что поток жидкости че-
рез поверхность равен суммарной мощности всех источников и
стоков, т. е. количеству жидкости, возникающей в рассматри-
ваемой области за единицу времени. (Если мощность стоков
больше, чем источников, то жидкость в области исчезает.) Если,
в частности, дивергенция во всех точках равна нулю, то равен
нулю и поток через любую замкнутую поверхность.

Пример 1. Вычислить дивергенцию поля скоростей жидкости v ai bj ck= + + ,  где

a, b и с — постоянные. Это однородное векторное поле. Ясно, что div v ¯ = 0.
Таким образом, в данном поле нет ни источников, ни стоков. Все частицы

жидкости имеют одну и ту же скорость, жидкость движется поступательно как
твердое тело. Поток такой жидкости через любую замкнутую поверхность равен
нулю.

Пример 2. Вычислить поток вектора a r xi yj zk= = + +  через замкнутую повер-

хность. Так как div v ¯ = 3, то по формуле (8) получаем, что 
= =òòòÕ 3 3dv VW

W
.  Таким

образом, поток радиус-вектора r ¯ через замкнутую поверхность равен утроенному

объему области, ограниченной этой поверхностью.

Примечание 1. Заметим, что формулу для дивергенции можно записать в виде

dina a= Ñ( , ),
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если под (Ñ, a ¯) понимать формально образованное скалярное произведение векто-
ров

Ñ = + + = = + +i
x

j
y

k
z

a a M a i a j a kx y z
¶

¶
¶

¶
¶
¶

и ( ) ,

обращаясь с операторами дифференцирования 
¶

¶
¶

¶
¶
¶x y z

, ,  как со скалярными ве-

личинами.
Примечание 2. Рассмотрим некоторые формулы, облегчающие вычисление

дивергенции более сложных векторных полей.
1. Если C1 и C2 — скалярные постоянные, то, согласно известным свойствам

скалярного произведения (см. 2.2, п. 1), имеем:

( , ) ( , ) ( , ), ( ) .Ñ + = Ñ + Ñ + = +C a C a C a C a C a C a C a C a1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2т. е. div div div

2. Если а ¯ — векторное поле постоянного направления, а ¯ = u(M)c ¯, где

c c i c j c kx y z= + +  — постоянный вектор, а и = и(М) — скалярное поле, то

( , ) ( , ) ( , ),Ñ = Ñ = + + = Ña uc c
u

x
c

u

y
c

u

z
c ux y z

¶
¶

¶
¶

¶
¶

т. е.
div (uc ¯) = (grad u, c ¯).

3. Если c ¯ = c ¯(М) — переменный вектор, и = и(М) — скалярное поле, то

( , ) ( , ) ( , ),Ñ = + + + + +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = Ñ + Ñuc c

u

x
c

u

y
c

u

z
u

c

x

c

y

c

z
c u u cx y z

x y z¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

т. е.
div (uc ¯) = (grad u, c ¯) + u div c ¯.

4. Циркуляция и ротор векторного поля. Под циркуляцией
векторного поля  а ¯(М) по контуру L понимается следующий
интеграл по замкнутому пути L, снабженному направлением
обхода:

ЦL
L

a dl= ò t ,

где аt — проекция вектора поля  а ¯(М) на касательную к пути
L в точке М, причем на этой касательной положительным счи-
тается то направление, которое совпадает с направлением об-
хода контура (рис. 171).

Очевидно, что циркуляция тем больше, чем ближе направ-
ление вектора а ¯(М) в каждой точке М пути L к направлению
указанной касательной. Очевидно, что изменение направления
обхода контура L влечет за собой изменение знака циркуляции
на обратный.

Определение. Ротором векторного поля

a a M a i a j a kx y z= = + +( )  называется вектор
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Г
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Его обозначение rot а ¯.
Таким образом,

rota
a

y

a

z
i

a

z

a

x
j

a

x

a

y
kz y x z y x= -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ + -æ

è
ç

ö
ø
÷ + -
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или для удобства запоминания
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Следовательно (см. 3.3, п. 1), rot a ¯ = [Ñ, a ¯].
Точно так же, как для градиента и дивергенции,

rot (С1a ¯1 + С2a ¯2) = С1rot a ¯1 + С2rot a ¯2.

Для ротора поля постоянного направления а ¯ = uc ¯, где

c c i c j c kx y z= + +  — постоянный вектор, а и = и(М) — скалярное

поле, имеем:
rot(uc ¯) = –[c¯, grad u]. (9)

Формула (9) является частным случаем более общей форму-
лы. Если с̄ = с̄(М) — переменный вектор, то [Ñ, uc]̄ = –[c̄, Ñu] +
+ u[Ñ, c̄].
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Пример 1. Если с ¯ — постоянный вектор, то rot c ¯ = 0.
Пример 2. Если а ¯ = r ¯ — радиус-вектор, то
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5. Формула Стокса (Джордж Габриэль Стокс (1819–1903) —
английский физик и математик). Для поверхностных интегра-
лов имеет место формула, аналогичная формуле Римана—Гри-
на (12.3, п. 4), позволяющая свести вычисление интеграла по
поверхности s к вычислению криволинейного интеграла по кон-
туру L, ограничивающему эту поверхность (рис. 172). Будем
считать, что поверхность s пересекается с любой прямой, парал-
лельной оси Oz, не более чем в одной точке. Пусть z = z(x, y) —
уравнение поверхности s, где функции z(x, y), z¢x(x, y), z¢у(x, y)
непрерывны в замкнутой области G — проекции s на плоскость
хОу, L — контур, ограничиваюший s, а Г — его проекция на
плоскость хОу, являющаяся контуром, ограничивающим об-
ласть G. Выберем для ориентации верхнюю сторону поверхно-
сти s (рис. 172).

Пусть функция P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) (кратко P, Q, R)
непрерывны вместе со своими частными производными перво-
го порядка на поверхности s.

Рассмотрим интеграл

P x y z dx
L

( , , ) ,ò
где направление обхода контура L согласовано с выбором сто-
роны поверхности (см. рис. 172). В случае выбора нижней сто-
роны поверхности s направление обхода контура L также дол-
жно быть согласовано с таким выбором.

Так как контур L лежит на поверхности s, то координаты его
точек удовлетворяют уравнению z = z(x, y), и поэтому значения
функции Р в точках контура L равны значениям функции P(x,
y, z(х, у)) в соответствующих точках контура Г. Проекции же со-
ответствующих участков разбиения контуров L и Г на ось Ох со-
впадают. Значит, совпадают интегральные суммы для криволи-
нейных интегралов второго рода от функции Р по контурам L и
Г, а значит, равны и интегралы

P x y z dx P x y z x y dx
ГL

( , , ) ( , , ( , )) .= òò
Далее, применяя формулу Римана—Грина (12.3, п. 4), пе-

рейдем к двойному интегралу по области G. Получаем:



360

P x y z x y dx
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z
z dxdyy
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Так как выбрана верхняя сторона поверхности s (см. 12.4, п. 3),
то направляющие косинусы нормали n ¯ к ней выражаются фор-
мулами (2.2, п. 3; 11.2, п. 5):
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Теперь, воспользовавшись формулами (14) и (15) из 12.4, мож-
но этот двойной интеграл преобразовать в поверхностный. По-
лучаем:
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Итак,
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(Можно показать, что формула (10) верна и для поверхностей
более сложного вида.)

Аналогично доказывается при соответствующих условиях
справедливость еще двух формул:
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Складывая почленно равенства (10), (11), (12), получаем фор-
мулу
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называемую формулой Стокса.

Интеграл в левой части формулы (13) равен 
a dl

L
tò  (см. 12.3) —

циркуляция вектора a Pi Qj Rk= + +  вдоль контура L. Интеграл

в правой части представляет поток вектора rot a ¯ через поверх-
ность s, ограниченную контуром L.

Следовательно, формулу Стокса в векторной форме можно
записать так:

a dl ads
L

nt
s

ò òò= rot . (14)

Таким образом, циркуляция вектора а̄ вдоль замкнутого кон-
тура L равна потоку вихря этого вектора а ¯ через поверхность s,
лежащую в поле вектора а ¯ и ограниченную контуром L.

Формулу Стокса с помощью формулы связи поверхностных
интегралов (12.4, п. 5, формула (15)) можно переписать в виде
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Формулу (15) легко запомнить, заметив, что первое слагае-
мое в правой ее части — это то же выражение, которое стоит под
знаком двойного интеграла в формуле Римана—Грина, а второе
и третье получаются из него циклической перестановкой коор-
динат x, y, z и функций P, Q, R.

В частности, если поверхность s — область плоскости хОу,
ограниченная контуром L, то интегралы по dzdx и dydz обраща-
ются в нуль и формула Стокса переходит в формулу Римана—
Грина.

Примечание. Из теоремы Стокса следует, что циркуляция постоянного векто-
ра вдоль любого контура равна нулю, так как rot c ¯ = 0 (п. 5, пример 1), и по форму-
ле (14)

a dl
L

tò = 0.
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Раздел III
ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Глава 15. СОБЫТИЕ И ВЕРОЯТНОСТЬ

15.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ

1. Понятие о случайном событии. Опыт, эксперимент, на�
блюдение явления называются испытанием. Испытаниями, на�
пример, являются: бросание монеты, выстрел из винтовки, бро�
сание игральной кости (кубика с нанесенным на каждую грань
числом очков — от одного до шести).

Результат (исход) испытания называется событием. Событи�
ями являются: выпадение герба или выпадение цифры, попа�
дание в цель или промах, появление того или иного числа оч�
ков на брошенной игральной кости.

Для обозначения событий используются большие буквы ла�
тинского алфавита: А, В, С и т. д.

Определение 1. Два события называются совместимыми,
если появление одного из них не исключает появления другого
в одном и том же испытании.

Пример 1. Испытание: однократное бросание игральной кости. Событие А —
появление четырех очков, событие В — появление четного числа очков. События
А и В совместимые.

Определение 2. Два события называются несовместимы�
ми, если появление одного из них исключает появление друго�
го в одном и том же испытании.

Пример 2. Испытание: однократное бросание монеты. Событие А — выпадение
герба, событие В — выпадение цифры. Эти события несовместимы, так как появ�
ление одного из них исключает появление другого.

Несовместимость более чем двух событий означает их попар�
ную несовместимость.

Пример 3. Испытание: однократное бросание игральной кости. Пусть события
А1, А2, А3, А4, А5, А6 — соответственно выпадение одного очка, двух, трех и т. д. Эти
события являются несовместимыми.

Определение 3. Два события А и В называются противопо�
ложными, если в данном испытании они несовместимы и одно
из них обязательно происходит.
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Событие, противоположное событию А, обозначают через A.

Пример 4. Испытание: бросание монеты. Событие А — выпадение герба, собы�
тие В — выпадение цифры. Эти события противоположны, так как исходами бро�
сания могут быть лишь они и появление одного из них исключает появление дру�
гого, т. е. А = B  или A  = В.

Определение. 4. Событие называется достоверным, если в
данном испытании оно является единственно возможным его
исходом, и невозможным, если в данном испытании оно заве�
домо не может произойти.

Пример 5. Испытание: извлечение шара из урны, в которой все шары белые.
Событие А — вынут белый шар — достоверное событие; событие В — вынут чер�
ный шар — невозможное событие.

Заметим, что достоверное и невозможное события в данном
испытании являются противоположными.

Определение 5. Событие А называется случайным, если
оно объективно может наступить или не наступить в данном ис�
пытании.

Пример 6. Событие А6 — выпадение шести очков при бросании игральной ко�
сти — случайное. Оно может наступить, но оно может и не наступить в данном
испытании.

2. Алгебра событий.
Определение 1. Суммой событий А и В называется событие

С = А + В, состоящее в наступлении по крайней мере одного из
событий А или В.

Пример. Испытание: стрельба двух стрелков (каждый делает по выстрелу).
Событие А — попадание в мишень первым стрелком, событие В — попадание в
мишень вторым стрелком. Суммой событий А и В будет событие С = А + В, состоя�
щее в попадании в мишень по крайней мере одним стрелком.

Аналогично суммой конечного числа событий А1, А2, ..., Аk —
называется событие А = А1 + А2 + ... + Аk, состоящее в наступле�
нии хотя бы одного из событий Аi (i = 1, 2, ..., k).

Из определения 1 непосредственно следует, что А + В = В + А.
Справедливо также и сочетательное свойство. Однако А+ А = А
(а не 2А, как в алгебре).

Определение 2. Произведением событий А и В называется
событие С = АВ, состоящее в том, что в результате испытания
произошли и событие А, и событие В.

Аналогично произведением конечного числа событий А1, А2,
..., Аk называется событие А = А1А2...Аk, состоящее в том, что в ре�
зультате испытания произошли все указанные события.
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В условиях предыдущего примера произведением событий А
и В будет событие С = АВ, состоящее в попадании в мишень двух
стрелков.

Из определения 2 непосредственно следует, что АВ = ВА.
Справедливы также сочетательный и дистрибутивный законы.
Однако АА = А (а не А2).

3. Классическое определение вероятности. Можно ли как�то
измерить возможность появления некоторого случайного собы�
тия? Другими словами, можно ли охарактеризовать эту воз�
можность некоторым числом?

Всякое испытание влечет за собой некоторую совокупность
исходов — результатов испытания, т. е. событий. Во многих
случаях возможно перечислить все события, которые могут
быть исходами данного испытания.

Определение 1. Говорят, что совокупность событий обра�
зует полную группу событий для данного испытания, если его
результатом обязательно становится хотя бы одно из них.

Приведем примеры полных групп событий: выпадение герба и
выпадение цифры при одном бросании монеты; попадание в цель
и промах при одном выстреле; выпадение одного, двух, трех, че�
тырех, пяти, шести очков при одном бросании игральной кости.

Рассмотрим полную группу попарно несовместимых собы�
тий U1, U2, ..., Un, связанную с некоторым испытанием. Пред�
положим, что в этом испытании осуществление каждого из со�
бытий U1, U2, ..., Un равновозможно, т. е. условия испытания
не создают преимущества в появлении какого�либо события пе�
ред другими возможными.

Определение 2. События U1, U2, ..., Un, образующие пол�
ную группу попарно несовместимых и равновозможных собы�
тий, будем называть элементарными событиями.

Пример 1. Вернемся к опыту с подбрасыванием игральной кости. Пусть Ui —
событие, состоящее в том, что кость выпала гранью с цифрой i. Как уже отмеча�
лось, события U1, U2, ..., U6 образуют полную группу попарно несовместимых со�
бытий. Так как кость предполагается однородной и симметричной, то события U1,
U2, ..., U6 являются и равновозможными, т. е. являются элементарными.

Определение 3. Событие А называется благоприятствую�
щим событию В, если наступление события А влечет за собой на�
ступление события В.

Пример 2. Пусть при бросании игральной кости события U2, U4, U6 — появле�
ние соответственно двух, четырех, шести очков и А — событие, состоящее в появ�
лении четного очка; события U2, U4, U6 благоприятствуют событию А.
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Определение 4 (классическое определение вероят�
ности).  Вероятностью Р(А) события А называется отношение
m/n числа элементарных событий, благоприятствующих собы�
тию А, к числу всех элементарных событий, т. е. Р(А) = m/n.

Пример 3. Вычислим вероятность выпадения герба при одном бросании моне�
ты. Очевидно, событие А — выпадение герба — и событие В — выпадение цифры
— образуют полную группу несовместимых и равновозможных событий для дан�
ного испытания. Значит, здесь n = 2. Событию А благоприятствует лишь одно со�
бытие — само А, т. е. здесь m = 1. Поэтому Р(А) = 1/2.

Пример 4. Очевидно, что в опыте с игральной костью (пример 1) P(Ui) = 1/6,
i = 1, ..., 6.

Пример 5. Найти вероятность того, что при бросании игральной кости выпа�
дет число очков, делящееся на 2 (событие А).

Число элементарных событий здесь 6. Число благоприятствующих элементар�
ных событий 3 (выпадение 2, 4 или 6). Поэтому Р(А) = 3/6 = 1/2.

Из приведенного классического определения вероятности
вытекают следующие ее свойства.

1. Вероятность достоверного события равна единице.
Действительно, достоверному событию должны благоприят�

ствовать все n элементарных событий, т. е. m = n, и, следова�
тельно,

P A
m

n

n

n
( ) .= = = 1

2. Вероятность невозможного события равна нулю.
В самом деле, невозможному событию не может благоприят�

ствовать ни одно из элементарных событий, т. е. m = 0, откуда

P A
m

n

o

n
( ) .= = = 0

3. Вероятность случайного события есть положительное
число, заключенное между нулем и единицей.

Действительно, случайному событию благоприятствует
лишь часть из общего числа n элементарных событий. Поэтому
в этом случае 0 < m/n < 1. Следовательно, 0 < Р(А) < 1.

Итак, вероятность любого события удовлетворяет двойному
неравенству 0 ≤ Р(А) ≤ 1.

4. Относительная частота. Статистическое определение ве,
роятности. Классическое определение вероятности не является
пригодным для изучения произвольных случайных событий.
Так, оно неприемлемо, если результаты испытания не равновоз�
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можны. Например, при бросании неправильной игральной ко�
сти выпадение ее различных граней не равновозможно.

В таких случаях используется так называемое статистичес�
кое определение вероятности.

Пусть произведено n испытаний, при этом некоторое собы�
тие А наступило m раз.

Определение 1. Число m называется абсолютной часто�
той (или просто частотой) события А, а отношение Р*(А) = m/n
называется относительной частотой события А.

Пример 1. При транспортировке из 10 000 арбузов испортилось 26. Здесь
m = 26 — абсолютная частота испорченных арбузов, а Р*(А) = 26/10 000 = 0,0026
относительная.

Результаты многочисленных опытов и наблюдений помога�
ют заключить: при проведении серий из n испытаний, когда
число n сравнительно мало, относительная частота Р*(А) при�
нимает значения, которые могут довольно сильно отличаться
друг от друга. Но с увеличением n — числа испытаний в сери�
ях — относительная частота

P A
m

n
* ( ) =

приближается к некоторому числа Р(А), стабилизируясь возле
него и принимая все более устойчивые значения.

Пример 2. Было проведено 10 серий бросаний монеты, по 1000 бросаний в каж�
дой. Относительные частоты выпадения герба оказались равными 0,501; 0,485;
0,509; 0,536; 0,485; 0,500; 0,497; 0,494; 0,484. (Данные взяты из книги [14].) Эти
частоты группируются около числа 0,5.

Определение 2 (статистическое определение вероят�
ности). Вероятностью события А в данном испытании называ�
ется число Р(А), около которого группируются значения отно�
сительной частоты при больших n.

В примере 2 вероятность в статистическом смысле равна 0,5.
Таким образом, относительная частота события приближен�

но совпадает с его вероятностью в статистическом смысле, если
число испытаний достаточно велико (имеется огромный опыт�
ный материал по проверке последнего утверждения).

С этой точки зрения величина m = nP(A) представляет собой
среднее значение числа появления события А при n испытаниях.

Статистическое определение вероятности, использующее
статистическую обработку данных, находит широкое примене�
ние.
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При широких предположениях доказывается, что вероятно�
сти события в классическом и статистическом смыслах совпа�
дают между собой.

15.2. СВОЙСТВА ВЕРОЯТНОСТИ

1. Теорема сложения вероятностей несовместимых событий.
Теорема. Вероятность суммы двух несовместимых собы�

тий А и В равна сумме вероятностей этих событий:

Р(А + В) = Р(А) + Р(В) (1)

Доказательство. Используем классическое определение
вероятности. Предположим, что в данном испытании число
всех элементарных событий равно n, событию А благоприят�
ствуют k элементарных событий, событию В — l элементарных
событий. Так как А и В — несовместимые события, то ни одно
из элементарных событий U1, U2, ..., Un не может одновремен�
но благоприятствовать и событию А, и событию В. Следователь�
но, событию А + В будет благоприятствовать k + l элементарных
событий. По определению вероятности имеем:

P A
k

n
P B

l

n
P A B

k l

n
( ) , ( ) , ( ) ,= = + = +

откуда и следует утверждение теоремы.
Совершенно так же теорема формулируется и доказывается

для любого конечного числа попарно несовместимых событий.
Следствие. Сумма вероятностей противоположных собы�

тий А и A  равна единице:

P A P A( ) ( ) .+ =1 (2)

Так как события А и A  несовместимы, то по доказанной те�
ореме P A P A P A A( ) ( ) ( ).+ = +  Событие A A+  есть достоверное со�
бытие (ибо одно из событий А или A  произойдет). Поэтому
P A A( ) ,+ = 1  что и приводит к искомому соотношению (2).

Пример. В урне 10 шаров: 3 красных, 5 синих, 2 белых. Какова вероятность
вынуть цветной шар, если вынимается один шар? Вероятность вынуть красный
шар Р(А) = 3/10, синий Р(В) = 5/10. Так как события А и В несовместимы, то по
доказанной выше теореме Р(А + В) = Р(А) + Р(В) = 3/10 + 5/10 = 0,8.

2. Теорема умножения вероятностей.
Определение 1. Два события А и В называются независи�

мыми, если вероятность появления каждого из них не зависит
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от того, появилось другое событие или нет. В противном случае
события А и В называют зависимыми. (Несколько событий А1,
..., Аk называются независимыми в совокупности, если вероят�
ность появления любого из них не зависит от того, произошли
ли какие�либо другие рассматриваемые события или нет).

Пример 1. Пусть в урне находятся 2 белых и 2 черных шара. Пусть событие А —
вынут белый шар. Очевидно, Р(А) = 1/2. После первого испытания вынутый шар
кладется обратно в урну, шары перемешиваются и снова вынимается шар. Собы�
тие В — во втором испытании вынут белый шар — также имеет вероятность Р(В) =
= 1/2, т. е. события А и В независимые.

Предположим теперь, что вынутый шар в первом испытании не кладется об�
ратно в урну. Тогда если произошло событие А, т. е. в первом испытании вынут
белый шар, то вероятность события В уменьшается (Р(В) = 1/3); если в первом
испытании был вынут черный шар, то вероятность события В увеличивается (Р(В) =
= 2/3). Здесь вероятность события В зависит от появления или непоявления собы�
тия А, т. е. события А и В зависимые.

Определение 2. Пусть А и В — зависимые события. Услов�
ной вероятностью РА(В) события В называется вероятность
события В, найденная в предположении, что событие А уже на�
ступило. Так, в примере 1 РА(В) = 1/3.

Заметим, что если события А и В независимые, то

РА(В) = Р(В).

Теорема 1. Вероятность произведения двух зависимых со�
бытий А и В равна произведению вероятности одного из них на
условную вероятность другого, найденную в предположении,
что первое событие уже наступило:

Р(АВ) = Р(А)РА(В) (3)

Доказательство. Пусть из всего числа n элементарных со�
бытий k благоприятствуют событию А, и пусть из этих k собы�
тий l благоприятствуют событию В, а значит, и событию АВ.
Тогда

P AB
l

n

k

n

l

k
P A P BA( ) ( ) ( ),= = ⋅ =

что и доказывает искомое равенство (3).

Замечание. Применив формулу (3) к событию ВА, получим:

Р(ВА) = Р(В)РВ(А).

Так как АВ = ВА (см. 15.1, п. 2), то получаем, что

Р(А)РА(В) = Р(В)РВ(А).
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Пример 2. В условиях примера 1 берем тот случай, когда вынутый шар в пер�
вом испытании не кладется обратно в урну. Поставим следующий вопрос: какова
вероятность вынуть первый и второй раз белый шар! По формуле (3) имеем:

P AB( ) .= ⋅ =1
2

1
3

1
6

Теорема 2. Вероятность произведения двух независимых
событий А и В равна произведению вероятностей этих собы�
тий:

Р(АВ) = Р(А)Р(В). (5)

Действительно, если А и В — независимые события, то РА(В) =
= Р(В) и формула (3) превращается в формулу (5).

Отметим, что в случае независимости событий эта теорема
распространяется на любое конечное их число.

Пример 3. Найти вероятность одновременного поражения цели двумя оруди�
ями, если вероятность поражения цели первым орудием (событие А) равна 0,8, а
вторым (событие В) — 0,7.

События А и В независимы, поэтому по теореме 2 искомая вероятность

Р(АВ) =0,7 ⋅ 0,8 = 0,56.

3. Теорема сложения вероятностей совместимых событий.
Теорема. Вероятность суммы двух совместимых событий

А и В равна сумме вероятностей этих событий без вероятно�
сти их произведения:

Р(А + В) = Р(А) + Р(В) – Р(АВ). (6)

Доказательство. Пусть из всего числа n элементарных со�
бытий k благоприятствуют событию А, l — событию В и m — од�
новременно событиям А и В. Отсюда событию А + В благопри�
ятствуют k + l – m элементарных событий. Тогда

P A B
k l m

n

k

n

l

n

m

n
P A P B P AB( ) ( ) ( ) ( ).+ = + − = + − = + −

Замечание. Если события А и В несовместимы, то их произведение АВ есть
невозможное событие, и, следовательно, Р(АВ) = 0, т. е. формула (1) является ча�
стным случаем формулы (6).

Пример. Вероятности попадания в цель при стрельбе первого и второго орудий
соответственно равны Р(А) = 0,7 и Р(В) = 0,8. Найти вероятность попадания при
одном залпе (из обоих орудий) хотя бы одним из орудий.

Очевидно, события А и В совместимы и независимы. Поэтому

Р(А + В) = Р(А) + Р(В) – Р(АВ) = 0,7 + 0,8 – 0,7 ⋅ 0,8 = 0,94.
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4. Формула полной вероятности. Пусть событие А может про�
изойти лишь при условии появления одного из n попарно несов�
местимых событий В1, В2, ..., Вn, образующих полную группу
событий. События В1, В2, ..., Вn будем называть гипотезами для
события А. Тогда

Р(А) = Р(В1)РВ1
(А) + Р(В2)РВ2

(А) + ... + Р(Вn)РВn
(А). (7)

Это формула полной вероятности.
В самом деле, событие А может наступить только при усло�

вии наступления одного из событий В1, В2, ..., Вn, т. е.

А = В1А + В2А + ... + ВnА,

причем, ввиду несовместимости событий В1, В2, ..., Вn, события
В1А, В2А, ... ВnА также несовместимы. Поэтому на основании те�
орем сложения и умножения вероятностей имеем:

Р(А) = Р(В1А) + Р(В2А) + ... + Р(ВnА) = Р(В1)РВ1
(А) +

+ Р(В2)РВ2
(А) + ... + Р(Вn)РВn

(А).

5. Формула Бейеса. Пусть в условиях рассуждения, относя�
щегося к формуле полной вероятности, произведено одно испы�
тание, в результате которого произошло событие А. Спрашива�
ется: как изменились (в связи с тем, что событие А уже произош�
ло) вероятности гипотез, т. е. величины Р(Вk), k = 1, ..., n?

Найдем условную вероятность РА(Вk).
По теореме умножения вероятностей и формуле (4) (см. п. 2)

имеем:

РА(АВk) = Р(А) РА(Вk) = Р(Вk) РВk
(А).

Отсюда

P B
P B P A

P AA k
k Bk( )

( ) ( )

( )
.=

Наконец, используя формулу полной вероятности, находим:

P B
P B P A

P B P A

k nA k
k B

j B
j

n
k

j

( )
( ) ( )

( ) ( )

( , ,..., ).= =

=
∑

1

1 2
(8)

Формулы (8) называются формулами Бейеса (Томас Бейес, или
Байес, (1702–1761) — английский математик).
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15.3. ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ КОМБИНАТОРИКИ

Комбинаторикой называется раздел математики, изучаю�
щей вопрос о том, сколько комбинаций определенного типа
можно составить из данных предметов (элементов).

Как при решении задач с использованием классического оп�
ределения вероятности, так и в дальнейшем нам понадобятся
некоторые формулы комбинаторики. Приведем наиболее упот�
ребительные из них.

Определение 1. Размещениями из n различных элементов
по m элементов (m ≤ n) называются комбинации, составленные
из данных n элементов по m элементов, которые отличаются
либо самими элементами, либо порядком элементов.

Например, из трех элементов a, b, c можно составить по два
элемента следующие размещения: ab, ac, bc, ba, ca, cb.

Число различных размещений из n элементов по m элемен�
тов определяется с помощью формулы An

m  = n(n – 1)(n – 2) ...
... (n – m + 1).

Определение 2. Перестановками из n различных элемен�
тов называются размещения из этих n элементов по n.

Как видно из определений 1 и 2, перестановки можно считать
частным случаем размещений при m = n. Следовательно, чис�
ло всех перестановок из n элементов вычисляется по формуле:

Pu = n(n – 1)(n – 2) ... 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = n!

Определение 3. Сочетаниями из n различных элементов
по m элементов называются комбинации, составленные из дан�
ных n элементов по m элементов, которые отличаются хотя бы
одним элементом.

Отметим разницу между сочетаниями и размещениями: в
первых не учитывается порядок элементов.

Число сочетаний из n элементов по m элементов вычисляет�
ся по формуле:

C
n

m n mn
m =

−
!

!( )!
.

Приведем, наконец, один из примеров применения формул
комбинаторики к нахождению вероятности события.

Пример. Набирая номер телефона, абонент забыл две последние цифры и, по�
мня лишь, что эти цифры различны, набрал их наудачу. Какова вероятность того,
что номер набран правильно?

Две последние цифры можно набрать A10
2  способами, а благоприятствовать

событию М (цифры набраны правильно) будет только один способ. Поэтому
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Глава 16. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

16.1. ДИСКРЕТНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

1. Понятие случайной величины.
Определение 1. Случайной величиной называется перемен�

ная величина, которая в зависимости от исхода испытания слу�
чайно принимает одно значение из множества возможных зна�
чений.

Примеры. 1) Число очков, выпавших при однократном бросании игральной
кости, есть случайная величина, она может принять одно из значений: 1, 2, 3, 4,
5, 6.

2) Прирост веса домашнего животного за месяц есть случайная величина, ко�
торая может принять значение из некоторого промежутка.

3) Число родившихся мальчиков среди пяти новорожденных есть случайная
величина, которая может принять значение: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

4) Расстояние между эпицентром взрыва бомбы и целью, на которую она сбро�
шена, есть случайная величина, которая может принять любое неотрицательное
значение.

Случайные величины будем обозначать прописными буква�
ми Х, Y, Z, а их возможные значения — соответствующими
строчными буквами x, y, z. Например, если случайная величи�
на Х имеет три возможных значения, то они будут обозначены
так: х1, х2, х3.

Определение 2. Случайная величина, принимающая раз�
личные значения, которые можно записать в виде конечной или
бесконечной последовательности, называется дискретной слу�
чайной величиной.

Случайные величины из примеров 1 и 3 дискретные.
Определение 3. Случайная величина, которая может при�

нимать все значения из некоторого промежутка, называется не�
прерывной случайной величиной.

Случайные величины из примеров 2 и 4 являются непрерыв�
ными.

Определение 4. Под суммой (произведением) случайных
величин X и Y понимают случайную величину Z = X + Y (Z =
= XY), возможные значения которой состоят из сумм (произве�
дений) каждого возможного значения величины Х и каждого
возможного значения величины Y.
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2. Законы распределения дискретных случайных величин.
Рассмотрим дискретную случайную величину Х с конечным
множеством возможных значений. Величина Х считается за�
данной, если перечислены все ее возможные значения, а также
вероятности, с которыми величина Х может принять эти значе�
ния. Указанный перечень всех ее возможных значений и их
вероятностей называется законом распределения дискретной
случайной величины. Закон распределения дискретной случай�
ной величины может быть задан с помощью таблицы:

В верхней строке выписываются все возможные значения х1, х2, ...
..., xn величины Х, в нижней строке выписываются вероятнос�
ти р1, р2, ..., рn значений х1, х2, ..., xn. Читается таблица следу�
ющим образом: случайная величина Х может принять значение
хi с вероятностью рi(i = 1, 2, ..., n).

Так как в результате испытания величина х всегда примет
одно из значений х1, х2, ..., xn, то р1 + р2 + ... + рn = 1.

Пример. В денежной лотерее разыгрывается 1 выигрыш в 1000 р., 10 выигры�
шей по 100 р. и 100 выигрышей по 1 р. при общем числе билетов 10 000. Найти
закон распределения случайного выигрыша Х для владельца одного лотерейного
билета.

Здесь возможные значения для Х есть х1 = 0, х2 = 1, х3 = 100, х4 = 1000. Веро�
ятности их соответственно будут р2 = 0,01, р3 = 0,001, р4 = 0,0001, р1 = 1 – 0,01 –
– 0,001 – 0,0001 = 0,9889.

Следовательно, закон распределения выигрыша х может быть задан таблицей:

16.2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ ДИСКРЕТНОЙ
СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

1. Понятие математического ожидания. Закон распределе�
ния полностью задает дискретную случайную величину. Одна�
ко часто встречаются случаи, когда закон распределения слу�
чайной величины неизвестен. В таких случаях случайную ве�
личину изучают по ее числовым характеристикам. Одной из
таких характеристик является математическое ожидание.

X

p

х1

p1

х2

p2

х3

p3

хn–1

pn–1

...

...

xn

pn

X

p

0

0,9889

1

0,01

100

0,001

1000

0,0001
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Пусть некоторая дискретная случайная величина Х с конеч�
ным числом своих значений задана законом распределения с
помощью таблицы, приведенной на с. 411.

Определение 1. Математическим ожиданием М(Х) дис�
кретной случайной величины Х называется сумма произведе�
ний всех возможных значений величины Х на соответствующие
вероятности:

М(Х) = х1р1 + х2р2 + ... + хnрn. (1)

Пример. Найти математическое ожидание выигрыша Х в примере из 16.1
(п. 2).

Используя полученную там таблицу, имеем:

М(Х) = 0 ⋅ 0,9889 + 1 ⋅ 0,01 + 100 ⋅ 0,001 + 1000 ⋅ 0,0001 = 0,21.

Очевидно, М(Х) = 0,21 р., т. е. 21 к. есть справедливая цена одного лотерейно�
го билета.

Теорема. Математическое ожидание дискретной случай�
ной величины Х приближенного ровно среднему арифметичес�
кому всех ее значений (при достаточно большом числе испыта�
ний).

Доказательство. Предположим, что произведено n испы�
таний, в которых дискретная случайная величина Х приняла
значения х1, ..., xk соответственно m1, ..., mk раз, так что m1 + ...
... + mk = n. Тогда среднее арифметическое всех значений, при�
нятых величиной Х, выразится равенством:

x
x m x m x m

n
x x

m
n

x
m
n

x
m
n

k k
k

k
cp cpили= + + + = + + +1 1 2 2

1
1

2
2...

, ... .

Так как коэффициент mi/n является относительной частотой
события «величина Х приняла значение хi» (i = 1, 2, ..., k), то

хср = х1р1
* + х2р2

* + ... + хkрk
*.

Из статистического определения вероятности следует, что
при достаточно большом числе испытаний рi* ≈ рi (i = 1, 2, ...
..., k). Поэтому

хср ≈ х1р1
* + х2р2

* + ... + хkрk
*, или хср ≈ М(Х).

Примечание. В связи с только что установленной теоремой математическое
ожидание случайной величины называют также ее средним значением.

2. Свойства математического ожидания дискретной случай,
ной величины. 1. Математическое ожидание постоянной ве�
личины С равно этой величине.
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Постоянную С можно рассматривать как дискретную случай�
ную величину, принимающую лишь одно значение С с вероят�
ностью р = 1. Поэтому М(С) = С ⋅ 1 = С.

2. Постоянный множитель можно выносить за знак мате�
матического ожидания, т. е. М(СХ) = СМ(Х).

Используя соотношение (1), имеем:

М(СХ) = Сх1р1+ Сх2р2 + ... + Схnрn = C(х1р1 + х2р2 + ...

... + хnрn) = СМ(Х).

В дальнейшем часто ради краткости вместо слов «математи�
ческое ожидание» будем писать МО.

Следующие два свойства (3–4) примем без доказательства
(доказательства см. в [1]).

3. МО суммы двух случайных величин Х и Y равно сумме их
МО:

М(Х + Y) = М(Х) + М(Y).

Определение. Случайные величины Х и Y называются не�
зависимыми, если закон распределения каждой из них не за�
висит от того, какое возможное значение приняла другая ве�
личина.

Примером двух независимых случайных величин могут слу�
жить суммы выигрышей по каждому из двух билетов по двум
различным денежно�вещевым лотереям. Здесь ставший извес�
тным размер выигрыша по билету одной лотереи не влияет на
ожидаемый размер выигрыша и соответствующую ему вероят�
ность по билету другой лотереи. Несколько случайных величин
называются независимыми, если закон распределения любой из
них не зависит от того, какие возможные значения приняли
остальные случайные величины.

4. МО произведения двух независимых случайных величин
равно произведению их математических ожиданий: М(XY) =
M(X)M(Y).

Следствием свойств 2 и 3 является свойство 5.
5. МО разности двух случайных величин Х и Y равно разно�

сти их математических ожиданий: М(X – Y) = M(X) – M(Y).

Примечание 1. Свойства 3 и 4 имеют место и для любого конечного числа слу�
чайных величин.

Примечание 2. Если множество возможных значений дискретной случайной
величины Х бесконечно, то математическое ожидание M(X) определяется суммой

числового ряда M X x pk k
k

( ) =
=

∞
∑

1
 при условии, что этот ряд абсолютно сходится (в про�

тивном случае говорят, что математическое ожидание M(X) не существует). Пе�
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речисленные свойства МО остаются в силе (см. [3]) и для таких случайных вели�

чин.
Пример. Найти математическое ожидание случайной величины Z = X + 2Y,

если известны математические ожидания случайных величин Х и Y: М(Х) = 5,
М(Y) = 3. Используя свойства 3 и 2 математического ожидания, получим:

М(Z) = М(X + 2Y) = М(Х) + М(2Y) = М(Х) + 2М(Y) = 5 + 2 ⋅ 3 = 11.

16.3. ДИСПЕРСИЯ ДИСКРЕТНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

1. Понятие дисперсии. Математическое ожидание не дает
полной характеристики закона распределения случайной вели�
чины. Покажем это на примере. Пусть заданы две дискретные
случайные величины Х и Y своими законами распределения:

Несмотря на то, что МО случайных величин Х и Y одинако�
вы, возможные значения величин Х и Y «разбросаны» или «рас�
сеяны» около своих МО по�разному: возможные значения вели�
чины Х расположены гораздо ближе к своему МО, чем значения
величины Y.

Из сказанного вытекает необходимость введения новой чис�
ловой характеристики случайной величины, по которой мож�
но судить о «рассеянии» возможных значений этой случайной
величины.

Пусть задана дискретная случайная величина Х с помощью
таблицы (см. с. 411).

Определение 1. Отклонением случайной величины Х от ее
математического ожидания (или просто отклонением случай�
ной величины Х) называется случайная величина Х � М(Х).

Вычислим теперь МО отклонения Х – М(Х). Пользуясь свой�
ствами 5 и 1 (16.2, п. 2), получим М(Х – М(Х)) = М(Х) – М(Х) =
= 0.

Следовательно, справедлива следующая
Т е о р е м а . Математическое ожидание отклонения Х –

– М(Х) равно нулю: М(Х – М(Х)) = 0.
Из теоремы видно, что с помощью отклонения Х – М(Х) не

удается определить среднее отклонение возможных значений
величины Х от ее МО, т. е. степень рассеяния величины Х. Од�
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нако можно освободиться от этого недостатка, если рассматри�
вать квадрат отклонения случайной величины Х.

Запишем закон распределения случайной величины (Х –
– М(Х))2:

Определение 2. Дисперсией D(X) дискретной случайной
величины Х называется МО квадрата отклонения случайной ве�
личины Х от ее МО: D(X) = М((Х – М(Х))2).

Из закона распределения величины (Х � М(Х))2 следует, что

D(X) =(х1 – М(Х))2р1 + (х2 – М(Х))2р2 + ... + (хn – М(Х))2рn.

2. Свойства дисперсии дискретной величины.
1. Дисперсия дискретной случайной величины Х равна раз�

ности между МО квадрата величины Х и квадратом ее МО:

D(X) = М(Х2) – М2(Х).

Действительно, используя свойства МО, имеем:

D(X) = М((Х – М(Х))2) = М(Х2 – 2ХМ(Х) + М2(Х)) =
= М(Х2) – 2М(Х)М(Х) + М2(Х) = М(Х2) – 2 М2(Х) + М2(Х) =

= М(Х2) – М2(Х).

С помощью этого свойства и свойств МО устанавливаются сле�
дующие свойства:

2. Дисперсия постоянной величины С равна нулю.
3. Постоянный множитель можно выносить за знак диспер�

сии, возводить его в квадрат: D(СХ) = С2D(Х).
4. Дисперсия суммы двух независимых случайных величин

равна сумме дисперсий этих величин: D(X + Y) = D(X) + D(Y).
Методом математической индукции это свойство распрост�

раняется и на случай любого конечного числа слагаемых.
Следствие свойств 3 и 4 является свойство 5.
5. Дисперсия разности двух независимых случайных вели�

чин Х и Y равна сумме их дисперсий D(X – Y) = D(X) + D(Y).

Пример. Дисперсия случайной величины Х равна 3. Найти дисперсию следу�
ющих величин: а) –3Х; б) 4Х + 3.

Согласно свойствам 2, 3 и 4 дисперсии, имеем:
a) D(–3X) = (–3)2D(X) = 9D(X) = 9 ⋅ 3 = 27;
а) D(4X + 3) = D(4X) + D(3) = 16D(X) + 0 = 16 ⋅ 3 = 48.

(Х – М(Х))2

p

(х1 – М(Х))2

p1

(х2 – М(Х))2

p2

...

...

(хn – М(Х))2

pn
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3. Среднее квадратическое отклонение.
Определение 1. Средним квадратическим отклонением

σ(Х) случайной величины Х называется корень квадратный из

ее дисперсии: σ( ) ( ).X D X=

Пример. Случайная величина Х — число очков, выпавших при однократном
бросании игральной кости. Определить σ(Х).

Имеем:

M X( ) , ;= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =1
1
6

2
1
6

3
1
6

4
1
6

5
1
6

6
1
6

3 5

D X( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +1 3 5
1
6

2 3 5
1
6

3 3 5
1
6

4 3 5
1
6

2 2 2 2

+ − ⋅ + − ⋅ = = ≈( , ) ( , ) ; ( ) , .5 3 5
1
6

6 3 5
1
6

35
12

35
12

1712 2 σ X

4. Нормированные случайные величины.
Определение. Случайная величина Y называется нормиро�

ванной, если ее математическое ожидание равно 0, а дисперсия 1:

М(Y) = 0, D(Y) = 1.

От любой случайной величины Х можно перейти к нормиро�
ванной случайной величине Y с помощью линейного преобра�
зования:

Y
X m= −

σ
,

где m — математическое ожидание величины Х, а σ — ее сред�
нее квадратическое отклонение.

В самом деле, в силу свойств математического ожидания
(16.2, п. 2) и дисперсии (16.3, п. 2) имеем:

M Y M X m M X m m m( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ,= − = − = − =1 1 1
0

σ σ σ

D Y D X m D X D m( ) ( ) ( ( ) ( )) .= − = + = ⋅ =1 1 1
1

2 2 2
2

σ σ σ
σ

16.4. ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДИСКРЕТНЫХ
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

1. Биномиальное распределение. Пусть производится n ис�
пытаний, причем вероятность появления события А в каждом
испытании равна р и не зависит от исхода других испытаний
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(независимые испытания). Такая последовательность испыта�
ний называется схемой Бернулли. Так как вероятность наступ�
ления события А в одном испытании равна р, то вероятность его
ненаступления равна q = 1 – р.

В условиях схемы Бернулли найдем вероятность того, что
при n испытаниях событие А наступит m раз (m ≤ n).

Предположим, что событие А наступило в первых m испыта�
ниях m раз и не наступило во всех последующих испытаниях.
Это сложное событие можно записать в виде произведения:

AA A A A A
m n m

.... .... .
раз раз

��� ��
� �� ��

−

Общее число сложных событий, в которых событие А наступа�
ет m раз, равно числу сочетаний из n элементов по m элементов.
При этом вероятность каждого сложного события равна pmqn–m.
Так как эти сложные события являются несовместимыми, то ве�
роятность их суммы равна сумме их вероятностей (15.2, п. 1).
Итак, если Рn(m) есть вероятность появления события А в n ис�
пытаниях m раз, то

Рn(m) = Сn
mpmqn–m. (1)

или

P m
n

m n m
p qn

m n m( )
!

!( )!
.=

−
−

(1′)

Формула (1) ((1′)) называется формулой Бернулли.

Пример. Пусть всхожесть семян данного растения составляет 90%. Найти ве�
роятность того, что из четырех посеянных семян взойдут: а) три; б) не менее трех.

а) В данном случае n = 4, m = 3, р = 0,9, q = 1– р = 0,1. Применяя формулу Бер�
нулли (1′), получим Р4(3) = (4!/3!1!)(0,9)3 ⋅ 0,1 = 0,2916.

б) Искомое событие А состоит в том, что из четырех семян взойдут или три, или
четыре. По теореме сложения вероятностей: Р(А) = Р4(3) + Р4(4). Но Р4(4) = (0,9)3 =
= 0,6561. Поэтому Р(А) = 0,2916 + 0,6561 = 0,9477.

Снова рассмотрим n независимых испытаний, в каждом из
которых наступает событие А с вероятностью р. Обозначим че�
рез Х случайную величину, равную числу появлений события
А в n испытаниях.

Понятно, что событие А может вообще не наступить, насту�
пить один раз, два раза и т. д. и, наконец, наступить n раз. Сле�
довательно, возможными значениями величины Х будут числа
0, 1, 2, ..., n – 1, n. По формуле Бернулли (1) можно найти веро�
ятности этих значений:

Pn(0) = qn,
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X
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qn

1
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n pqn–1

...

...

n

pn

m

Сn
mpmqn–m

...

...

Xi

pi

0

q

1

p

Pn(1) = C1
n q

n–1p,
.............................

Pn(n) = pn.

Запишем полученные данные в виде таблицы распределе�
ния:

Построенный закон распределения дискретной случайной
величины Х называется законом биномиального распределе�
ния.

Найдем М(Х). Очевидно, что Хi — число появлений события
А в каждом испытании — представляет собой случайную вели�
чину со следующим распределением:

Поэтому М(Хi) = 0 ⋅ q + 1 ⋅ p = p. Но так как Х = Х1 + Х2 + ...
... + Хn, то М(Х) = np.

Найдем далее D(X) и σ (Х). Так как величина Хi
2 имеет рас�

пределение

то М(Хi
2) = 02 ⋅ q + 12 ⋅ p = p. Поэтому

D(Xi) = М(Хi
2) – M2(Xi) = p – p2 = p(1 – p) = pq.

Наконец, в силу независимости величин Х1, Х2, ..., Хn

D(X) = D(X1) + D(X2) + ... + D(Xn) = npq.

Отсюда

σ( ) .X npq=

Хi
2

pi

02

q

12

p ,
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2. Распределение Пуассона. Пусть производится серия n не�
зависимых испытаний (n = 1, 2, 3,...), причем вероятность по�
явления данного события А в этой серии Р(А) = рn > 0 зависит
от ее номера n и стремится к нулю при n → ∞(последователь�
ность «редких событий»). Предположим, что для каждой серии
среднее значение числа появлений события А постоянно, т. е.
npn = µ = const. Отсюда рn = µ/n.

Исходя из формулы Бернулли (1), для вероятности появле�
ния события А в n�й серии ровно m раз имеем выражение:

P m C p p C
n nn n

m
n
m

n
n m

n
m

m n m

( ) ( ) .= − = 





−





−
−

1 1
µ µ

Пусть m фиксировано. Тогда

lim lim
( )( ) ... ( ( ))

!n
n
m

m

n m
mC

n

n n n n m

m n→∞ →∞







= − − − − =µ µ1 2 1

= −
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− −
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lim ...

!
;1 1

1
1

2
1

1
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n

n m

n
e

→∞

−
−−





=1
µ µ

(здесь использован второй замечательный предел: 7.3, п. 2).
Поэтому

( )lim
!

.
n

n

m
P m

m
e

→∞
−= µ µ

Если n велико, то в силу определения предела (7.3, п. 1), веро�
ятность Рn(m) сколь угодно мало отличается от (µm/m!)e–µ. От�
сюда при больших n для искомой вероятности Рn(m) имеем при�
ближенную формулу Пуассона (для простоты знак приближен�
ного равенства опущен):

P m
m

e npn

m

n( )
!

, .= =−µ µµ где

Пример. Завод отправил на базу 500 доброкачественных изделий. Вероятность
того, что в пути изделие повредится, равна 0,002. Найти вероятность того, что на
базу прибудут 3 негодных изделия.

По условию n = 500, pn = 0,002, m = 3. Поэтому m = 500 ⋅ 0,002 = 1 и искомая
вероятность
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X

p

0

e–µ

1

µe–µ

2

µ µ
2

2!
e−

...

...

3

µ µ
3

3!
e− ,

P e500
13

1
3

0 06( )
!

, .= ≈−

Определение. Говорят, что случайная величина Х распре�
делена по закону Пуассона, если эта величина задана таблицей:

где µ — фиксированное положительное число (разным значени�
ям µ отвечают разные распределения Пуассона).

Найдем математическое ожидание дискретной величины Х,
распределенной по закону Пуассона. Согласно определению ма�
тематического ожидания (16.2, п. 2, примечание 2), имеем:

M X k
k

e e
k

e e
k

k

k

k

( )
! ( )!

.= =
−

= =− −

=

∞ −
−

=

∞
∑ ∑µ µ µ µ µµ µ µ µ

0

1

1 1

Найдем далее D(X). Сначала найдем М(Х2):

M X k
k

e e k
k

k

k

k

k

( )
! ( )!

2 2

0

1

1 1
= =

−
=− −

=

∞ −

=

∞
∑ ∑µ µ µµ µ

=
−

+








 = + = +−

−
−

=

∞
−∑µ µ µ µ µ µ µµ µ µ µ µe

k
e e e e

k

k

2

2

2

2( )!
( ) .

Теперь по известной формуле (16.3, п. 2)

D(X) = М(Х2) – М2(Х) = µ2 + µ – µ2 = µ.

3. Локальная и интегральная предельные теоремы Лап,
ласа.

Если число испытаний n велико, то вычисления по формуле
Бернулли становятся затруднительными. Лаплас получил важ�
ную приближенную формулу для вероятности Рn(m) появления
события А точно m раз, если n достаточно большое число. Им же

получена приближенная формула и для суммы вида P mn
m k

l
( ).

=
∑

Локальная предельная теорема Лапласа (доказатель�
ство см. в [1]). Пусть р = Р(А) — вероятность события А, при�
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чем 0 < p < 1. Тогда вероятность того, что в условиях схемы
Бернулли событие А при n испытаниях появится точно m раз,
выражается приближенной формулой Лапласса:

P m
npq

m np

npq
n ( ) ,≈ −











1 ϕ (2)

где q p x e
x

= − =
−

1 1 2
2

2, ( ) ( / ) .ϕ π

Для функции ϕ(х) имеется таблица (см. [1] приложение) ее
значений для положительных значений х (функция ϕ(х) чет�
ная).

Пример 1. Вероятность поражения цели стрелком при одиночном выстреле
равна р = 0,2. Какова вероятность того, что при 100 выстрелах цель будет пораже�
на ровно 20 раз?

Здесь р = 0,2, q = 0,8, n = 100 и m = 20. Отсюда npq = ⋅ ⋅ =100 0 2 0 8 4, , ,  и, следо�

вательно, ( ) / ( , ) / .m np npq− = − ⋅ =20 100 0 2 4 0  Учитывая, что ϕ π( ) / , ,0 1 2 0 40= ≈  из

формулы (2) получаем: Р100(20) ≈ 0,40 ⋅ (1/4) = 0,10 (для получения приближенно�

го равенства 1 2 0 40/ ,π ≈  можно использовать калькулятор).

Перейдем к интегральной предельной теореме Лапласа. По�
ставим следующий вопрос: какова вероятность того, что в усло�
виях схемы Бернулли событие А, имеющее вероятность Р(А) =
= р (0 < p < 1), при n испытаниях (как и прежде число испыта�
ний велико) появится не менее k раз и не более l раз? Эту иско�
мую вероятность обозначим через Pn(k, l).

На основании теоремы сложения вероятностей для несовме�
стимых событий (15.2, п. 1) получим:

P k l P mn n
m k

l
( , ) ( ).=

=
∑ (3)

Установим приближенную формулу Лапласа для подсчета
суммы (3) при больших m и n. Используя локальную теорему
Лапласа, с учетом (3) приближенно будем иметь:

P k l
npq

xn m
m k

l
( , ) ( ),≈

=
∑ 1 ϕ

где

x
m np

npq
m k k lm = − = +, , ,..., .1 (4)

и
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ϕ
π

( ) .x e
x

=
−1

2

2
2

Далее в силу (4) имеем:

∆x x x
m np

npq

m nq

npq npq
m m m= − = + − − − =+1

1 1( )
, (5)

и потому

P k l x xn m m
m k

l
( , ) ( ) .≈

=
∑ϕ ∆

Здесь сумма справа является интегральной суммой для функ�
ции ϕ(х) на отрезке xk ≤ х ≤ xl причем, как следует из (5), при
n → ∞ ∆xm → 0. Следовательно, при n → ∞ предел указанной

интегральной суммы есть определенный интеграл ϕ( ) .x dx
x

x

k

l

∫
Поэтому

P k l x dx e dxn
x

x

x

x

x

k

l

k

l

( , ) ( ) ,≈ =
−

∫∫ ϕ
π

1

2

2
2

(6)

где

x
k np

npq
x

l np

npq
k l= − = −

, . (7)

Это составляет содержание интегральной предельной теоремы
Лапласа.

Введем функцию

Φ( ) ,x e dt
tx

=
−

∫
1

2

2
2

0π (8)

называемую функцией Лапласа или интегралом вероятнос�
тей. Очевидно, Ф(х) есть первообразная для функции ϕ(х) (так
как ϕ(х) > 0 в (–∞; +∞), то Ф(х) — возрастающая функция в этом
интервале; 8.7. теорема 2). Поэтому на основании формулы
Ньютона—Лейбница (9.7, п. 2) из формулы (6) будем иметь:

Pn(k, l) ≈ Ф(хl) – Ф(хk). (9)

Это интегральная формула Лапласа.

Как известно (см. 9.5, примечание), интеграл 
1

2

2
2

π
e dx

x−
∫

не берется в элементарных функциях. Поэтому для функции (8)
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составлена таблица (см. [1] приложение) ее значений для поло�
жительных значений х, так как Ф(0) = 0 и функция Ф(х) нечет�
ная:

Φ Φ( ) ( ); ( , ).− = = − = − = − = −
−− −

∫ ∫x e dx e dz x t z dt dz
tx zx1

2

1

2

2
2

0

2
2

0π π

Пример 2. Вероятность того, что изделие не прошло проверку ОТК, равна 0,2.
Найти вероятность того, что среди 400 случайно отобранных изделий окажутся
непроверенными от 70 до 100 изделий.

Здесь n = 400, k = 70, l = 100, p = 0,2, q = 0,8. Поэтому в силу равенств (7) xk =
= –1,25, xl = 2,5 и согласно формуле (9),

Р400 (70,100) ≈ Ф(2,5) – Ф(–1,25) = Ф(2,5) + Ф(1,25) ≈ 0,4938 + 0,3944 = 0,8882.

16.5. НЕПРЕРЫВНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

1. Интегральная функция распределения. Для непрерывной
случайной величины, в отличие от дискретной, нельзя постро�
ить таблицу распределения. Поэтому непрерывные случайные
величины изучаются другим способом, который мы сейчас рас�
смотрим.

Пусть Х — непрерывная случайная величина с возможными
значениями из некоторого интервала (a; b) и х — действитель�
ное число. Под выражением Х < х понимается событие «случай�
ная величина Х приняла значение, меньшее х». Вероятность
этого события Р(Х < х) есть некоторая функция переменной х:

F(x) = Р(Х < х).

Определение. Интегральной функцией распределения или
интегральным законом распределения непрерывной случайной
величины Х называется функция F(x), равная вероятности
того, что Х приняла значение, меньшее х:

F(x) = Р(Х < х). (1)

Отметим, что интегральная функция распределения совер�
шенно так же определяется и для дискретных случайных вели�
чин.

Укажем свойства, которыми обладает функция F(x).
1. 0 ≤ F(x) ≤ 1.
Это свойство следует из того, что F(x) есть вероятность.
2. F(x) — неубывающая функция, т. е. если х1 < х2, то

F(x1) ≤ F(x2).
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Доказательство. Предположим, что х1 < х2. Событие «Х
примет значение, меньшее х2» можно представить в виде сум�
мы двух несовместимых событий: «Х примет значение, мень�
шее х1» и «Х примет значение, удовлетворяющее неравенствам
х1 ≤ Х < х2». Обозначим вероятности последних двух событий
соответственно через Р(Х < х1) и Р(х1 ≤ Х < х2). По теореме о ве�
роятности суммы двух несовместимых событий имеем:

Р(Х < х2) = Р(Х < х1) + Р(х1 ≤ Х < х2),

откуда с учетом (1)

Р(х1 ≤ Х < х2) = F(x2) – F(x1). (2)

Так как вероятность любого события есть число неотрица�
тельное, то Р(х1 ≤ Х < х2) ≥ 0, и, значит F(x2) ≥ F(x1).

Формула (2) утверждает свойство 3.
3. Вероятность попадания случайной величины Х в полуинтер�

вал [а; b) равна разности между значениями интегральной функ�
ции распределения в правом и левом концах интервала (a; b):

Р(a ≤ Х < b) = F(a) – F(b). (3)

Пример. Случайная величина Х задана интегральной функцией распределе�
ния:

F x

x
x

x

x

( )

,

,

.

=

≤ −

+ − < ≤

>










0 1

4
1
4

1 3

1 3

при

при

при

Найти вероятность того, что в результате испытания Х примет значение, при�
надлежащее полуинтервалу [0; 2). Так как на полуинтервале [0; 2) F(x) = х/4 + 1/4,
то Р(0 ≤ Х < 2) = F(2) – F(0) = 1/2 + 1/4 – 1/4 = 1/2.

В дальнейшем случайную величину Х будем называть непре�
рывной, если непрерывна ее интегральная функция распреде�
ления F(x).

4. Вероятность того, что непрерывная случайная величи�
на Х примет какое�либо заранее заданное значение, равна
нулю:

Р(Х = х1) = 0. (4)

Доказательство. Положив в формуле (2) х2 = х1 + ∆х, бу�
дем иметь:

Р(х1 ≤ Х < х1 + ∆х) = F(x1 + ∆х) – F(x1). (5)

Так как F(x) — непрерывная функция, то, перейдя в (5) к пре�
делу при ∆х → 0, получим искомое равенство (4).

Из свойства 4 следует свойство 5.
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5. Вероятности попадания непрерывной случайной величи�
ны в интервал, сегмент и полуинтеграл с одними и теми же
концами одинаковы:

Р(a < Х < b) = Р(a ≤ Х ≤ b) = Р(a ≤ Х < b) = Р(a < Х ≤ b) (6)

6. Если возможные значения случайной величины Х принадлежат
интервалу (a; b), то: 1) F(x) = 0 при х ≤ а; 2) F(x) = 1 при x ≥ b.

Доказательство . Пусть х1 ≤ а. Тогда событие Х < х1 не�
возможно и, следовательно, вероятность его равна нулю. 2)
Пусть x2 ≥ b. Тогда событие Х < х2 достоверно и, следователь�
но, вероятность его равна 1.

Следствие. Если возможные значения непрерывной случай�
ной величины расположены на всей числовой оси, то справед�
ливы следующие предельные соотношения:

F F x F F x
x x

( ) lim ( ) , ( ) lim ( ) .−∞ = = +∞ = =
→−∞ →+∞

0 1

2. Дифференциальная функция распределения. Дифферен�
циальной функцией распределения непрерывной случайной ве�
личины Х (или ее плотностью вероятности) называется фун�
кция f(x), равная производной интегральной функции распре�
деления: f(x) = F′(x).

Так как F(x) — неубывающая функция (п. 1), то f(x) ≥ 0 (см.
8.7, п. 1).

Теорема. Вероятность попадания непрерывной случайной
величины Х в интервал (a; b) равна определенному интегралу
от ее плотности вероятности, взятому в пределах от а до b:

P a X b f x dx
a

b
( ) ( ) .< < = ∫ (7)

Доказательство. Так как F(x) является первообразной для
f(x), то на основании формулы Ньютона — Лейбница (9.7, п. 2)
имеем:

f x dx F b F a
a

b
( ) ( ) ( ).= −∫ (8)

Теперь с учетом соотношений (3), (6), (8) получим искомое ра�
венство.

Из равенства (7) следует, что геометрически (см. 9.6, п. 2) ве�
роятность Р(a < Х < b) представляет собой площадь криволиней�
ной трапеции, ограниченной графиком плотности вероятнос�
ти у = f(x) и отрезками прямых у = 0, х = а и x = b.
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Следствие. В частности, если f(x) — четная функция и
концы интервала симметричны относительно начала коорди�
нат, то

P a X a P X a f x dx
a

( ) (| | ) ( ) .− < < = < = ∫2
0

(9)

Действительно, в этом случае аналогично случаю коэффици�

ентов Фурье для четной функции (10.4, п. 5) f x dx f x dx
a

a

a
( ) ( ) ,= ∫∫

−
2

0
что и доказывает (9).

Пример. Задана плотность вероятности случайной величины Х:

f x

x

x x

x

( )

, ,

, ,

, .

=
<
≤ ≤
>








0 0

2 0 1

0 1

Найти вероятность того, что в результате испытания Х примет значение, принад�
лежащее интервалу (0,5; 1).

Согласно формуле (7) искомая вероятность

P X xdx x( , )
,

, .
,

0 5 1 2
1

0 5
0 752

0 5

1

< < = = =∫

Заменяя в формуле (8) а на –∞ и b на х, получим:

F x F f x dx
x

( ) ( ) ( ) ,− −∞ =
−∞
∫

откуда в силу найденного выше следствия (п. 1)

F x f x dx
x

( ) ( ) .=
−∞
∫ (10)

Формула (10) дает возможность отыскать интегральную фун�
кцию распределения F(x) по ее плотности вероятности.

Отметим, что из формулы (10) и из только что отмеченного
следствия вытекает, что

f x dx( ) .=
−∞

+∞

∫ 1 (11)

3. Математическое ожидание и дисперсия непрерывной слу,
чайной величины.

Определение 1. Математическим ожиданием (МО) не�
прерывной случайной величины Х с плотностью вероятности
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f(x) называется величина несобственного интеграла (если он
сходится):

M X xf x dx( ) ( ) .=
−∞

+∞

∫ (12)

Определение 2. Дисперсией непрерывной случайной вели�
чины Х, математическое ожидание которой М(Х) = а и функ�
ция f(x) является ее плотностью вероятности, называется вели�
чина несобственного интеграла (если он сходится):

D X x a f x dx( ) ( ) ( ) .= −
−∞

+∞

∫ 2
(13)

Можно показать (см. [13]), что МО и дисперсия непрерывной
случайной величины имеют те же свойства, что и МО, и диспер�
сия дискретной случайной величины.

Для непрерывной случайной величины Х среднее квадрати�
ческое отклонение σ(Х) определяется, как и для дискретной ве�

личины, формулой σ( ) ( ).X D X=

Пример. Случайная величина Х задана плотностью вероятности:

f x

x
x

x

x

( )

, ,

, ,

, .

=

<

≤ ≤

>










0 0

2
0 2

0 2

Определить математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое
отклонение величины Х.

Согласно формулам (12) и (13) имеем:

M X xf x dx x dx
x

( ) ( ) ;= = = =∫∫
−∞

+∞ 1
2 6

2

0
4
3

2
3

0

2

D X x f x dx x xdx( ) ( )= −





= −





=∫∫
−∞

+∞ 4
3

4
3

1
2

2 2

0

2

= − +





=∫
1
2

8
3

16
9

2
9

3 2

0

2
x x x dx

и, наконец,

σ( ) ( ) ,X D X= = ≈2
3

0 47

(для получения последнего приближенного равенства можно использовать каль�
кулятор).
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0 x

1
b a−

ba

( )f x

0 x

1

ba

( )f x

Рис. 173 Рис. 174

4. Равномерное распределение. Распределение вероятностей
непрерывной случайной величины Х, принимающей все свои
значения из отрезка [a; b], называется равномерным, если ее
плотность вероятности f(x) на этом отрезке постоянна, а вне его
равна нулю, т. е.

f x
x a

c a x b
x b

( )
, ,
, ,
, .

=
<
≤ ≤
>








0

0

Отсюда

f x dx cdx c b a
a

b
( ) ( ).= = −∫∫

−∞

+∞

(14)

Но, как известно (см. (11)),

f x dx( ) .=
−∞

+∞

∫ 1 (15)

Из сравнения равенств (14), (15) получаем: с = 1/(b – a). Гра�
фик функции f(x) изображен на рис. 173. Определим интеграль�

ную функцию распределения: F x f x dx
x

( ) ( ) .=
−∞
∫

Если х < а, то f(x) = 0, и, следовательно, F(x) = 0, если а ≤ х ≤ b,
то f(x) = 1/(b – а), и, следовательно,

F x
b a

dx
x a
b aa

x
( ) .=

−
= −

−∫
1

Если b < x, то f(x) = 0, и, следовательно,

F x f x dx
b a

dx
a

bx
( ) ( ) .= =

−
=∫∫

−∞

1
1
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График функции F(x) показан на рис. 174. Наконец,

M x f x xdx
b a

xdx a b
a

b
( ) ( ) ( ),= =

−
= +∫∫

−∞

+∞ 1 1
2

D X x M X f x dx
b a

x a b dx
b a

a

b

( ) ( ( )) ( ) ( )
( )

.= − =
−

− +





= −
∫∫

−∞

+∞
2

2 21 1

2 12

Пример. На отрезке [a; b] наугад указывают точку. Какова вероятность того,
что эта точка окажется в левой половине отрезка?

Обозначим через Х случайную величину, равную координате выбранной точ�
ки. Х распределена равномерно (в этом и состоит точный смысл слов «наугад ука�
зывают точку»), а так как середина отрезка [a; b] имеет координату (а + b)/2, то
искомая вероятность равна (см. п. 2):

P a X
a b

f x dx
b a

dx
a

a b

a

a b

< < +





= =
−

=

++

∫∫2
1 1

2

22
( ) .

Впрочем, этот результат был ясен с самого начала.

5. Нормальный закон распределения. Закон распределения
вероятностей непрерывной случайной величины Х называется
нормальным или законом Гаусса, если ее плотность вероятно�
сти есть

f x e

x a

( ) ,

( )

=
− −

1

2

2

22

σ π
σ (16)

где σ и а — постоянные, причем σ > 0.
Убедимся, что функция (16) удовлетворяет условию (11) (п.

2). Действительно, перейдя в интеграле

1

2

2

22
σ π

σe dx
x a− −

−∞

+∞

∫
( )

(17)

к новой переменной

t
x a= −
σ 2

, (18)

получим интеграл:

1 22 2

0π π
e dt e dtt t−

−∞

+∞
−

+∞
=∫ ∫ .
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0 xa

( )f x

1

2σ π

Рис. 175

Но e dtt−
+∞

=∫
2

0 2
π

.  (12.1, п. 6) Следовательно,

1
1

2

π
e dtt−

−∞

+∞
=∫ . (19)

Значит, интеграл (17) тоже равен единице.

Покажем, что М(Х) = а, σ = D X( ),  или σ2 = D(X).

Согласно формуле (12), получаем:

M X xe dx
x a

( ) .
( )

=
− −

−∞

+∞

∫
1

2

2

22
σ π

σ

Введя новую переменную t по формуле (18), с учетом равенства
(19) получим:

M X a t e dtt( ) ( )= + =−

−∞

+∞

∫
1

2
2 2

2

σ π
σ σ

= + = − =− −

−∞

+∞

−∞

+∞
−

−∞

+∞

∫∫
a

e dt te dt a e at t t

π
σ

π
σ

π

2 2 22

2
| .

Аналогично устанавливается, что

D(X) = σ2.

Отсюда

σ = D X( ).

В 8.8. (пример 2) был построен график функции у = e–х2 (кри�
вая Гаусса). С учетом графика этой функции график функции
(16) будет иметь вид, изображенный на рис. 175.

Нормальное распределение с
параметрами а = 0 и σ = 1 назы�
вается нормальным. Плотность
вероятности в случае такого рас�
пределения будет

ϕ
π

( ) .x e
x

=
−1

2

2
2

Пусть случайная величина Х
распределена по нормальному
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закону. Тогда вероятность того, что Х примет значение, принад�
лежащее интервалу (α; β), согласно теореме из п. 2 будет:

P X e dx
x a

( ) .
( )

α β
σ π

σ

α

β
< < =

− −

∫
1

2

2

22

Сделав в этом интервале замену переменной по формуле

t
x a= −

σ
,  получим:

P X e dt
t

a

a

( ) ,α β
π α

σ

β
σ

< < =
−

−

−

∫
1

2

2
2

откуда с учетом того, что функция Φ( )x e dt
tx

=
−

∫
1

2

2
2

0π
 являет�

ся первообразной для ϕ(х) (16.4,п. 3), и формулы Ньютона—
Лейбница (9.7, п. 2) будем иметь:

P X
a a

( ) .α β β
σ

α
σ

< < = −





− −





Φ Φ (20)

Пример 1. Пусть случайная величина Х распределена по нормальному закону
с параметрами а = 30 и σ = 10. Найти вероятность того, что Х примет значение, при�
надлежащее интервалу (10; 50).

Пользуясь формулой (20), получим:

P X( ) ( ) ( ) ( ).10 50
50 30

10
10 30

10
2 2 2 2< < = −





− −





= − − =Φ Φ Φ Φ Φ

По таблице приложения из [1] находим Ф(2) = 0,4772. Отсюда искомая вероятность

Р(10 < Х < 50) = 2 ⋅ 0,4772 = 0,9544.

Часто требуется вычислить вероятность того, что отклонение
нормально распределенной случайной величины Х от ее мате�
матического ожидания по абсолютной величине меньше задан�
ного положительного числа δ, т. е. найти Р(|Х – а| < δ). Исполь�
зуя формулу (20) и нечетность функции Ф(х), имеем:

P X a P a X a(| | ) ( )− < = − < < + = 





− −





= 





δ δ δ δ
σ

δ
σ

δ
σ

Φ Φ Φ2

т. е.

P X a(| | ) .− < = 





δ δ
σ

2Φ (21)
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Пример 2. Пусть случайная величина Х распределена по нормальному закону
с параметрами а = 20 и σ = 10. Найти Р(|Х – 20| < 3).

Используя формулу (21), имеем:

Р(|Х – 20| < 3) = 2Ф(3/10).

По таблице приложения из [1] находим Ф(0,3) = 0,1179. Поэтому Р(|Х – 20| < 3) =
= 0,2358.

Нормальное распределение вероятностей имеет в теории ве�
роятностей большое значение. Нормальному закону подчиня�
ется вероятность при стрельбе по цели, в измерениях и т. п. В
частности, оказывается, что закон распределения суммы доста�
точно большого числа независимых случайных величин, влия�
ние каждой из которых на всю сумму ничтожно мало, близок
к нормальному распределению. Этот факт, называемый цент�
ральной предельной теоремой, был доказан русским математи�
ком А. М. Ляпуновым (1857–1918).

16.6. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

1. Неравенство Чебышева (П. Л. Чебышев (1821–1894) —
русский математик).

Л е м м а . Пусть Х — случайная величина, принимающая
только неотрицательные значения. Тогда

Р(Х ≥ 1) ≤ М(Х). (1)

Доказательство. Для простоты докажем это утверждение
для дискретной случайной величины Х, принимающей значе�
ния х1, х2, ..., хn, при условии хi ≥ 0. По теореме сложения веро�
ятностей для несовместимых событий (15.2, п. 1) имеем:

P X P X xi
xi

( ) ( ),≥ = =
≥

∑1
1

где суммирование распространено на все значения хi, большие
единицы или равные ей. Но для хi ≥ 1, очевидно,

Р(Х = хi) ≤ xiР(Х = хi).

Поэтому

P X P X x x P X xi i i
xx ii

( ) ( ) ( ).≥ = = ≤ =
≥≥

∑∑1
11

(2)

Добавим к правой части неравенства (2) сумму 
x P X xi i

xi

( ),=
<

∑
1
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где хi < 1. Эта сумма неотрицательна, так как хi ³ 0 по условию,
а вероятность Р(Х = хi) ³ 0. Поэтому

x P X x x P X x x P X x x P X xi i i i i i i i
i

n

xxx iii

( ) ( ) ( ) ( ).= £ = + = = =
=<³³
åååå

1111
(3)

Последняя сумма распространена на все значения хi, принима-
емые случайной величиной Х. Следовательно (см. 16.2, п. 1),

x P X x M Xi i
i

n
( ) ( ).= =

=
å

1

Отсюда, сопоставляя соотношения (2) и (3), имеем искомое не-
равенство (1).

Теорема. Для любой случайной величины Х при каждом по-
ложительном числе e имеет место неравенство:

P X M X
D X

(| ( )| )
( )

.- ³ £e
e2 (4)

Неравенство (4) называется неравенством Чебышева.
Доказательство. Так как событие |Х – М(Х)| ³ e равносиль-

но событию

( ( ))
,

X M X- ³
2

2
1

e
то

P X M X P
X M X

(| ( )| )
( ( ))

.- ³ = - ³
æ

è
çç

ö

ø
÷÷e

e

2

2
1

Случайная величина (Х – М(Х))2/e2 неотрицательна, и, значит,
согласно лемме, свойству 2 математического ожидания (16.2,
п. 2) и определению дисперсии (16.3, п. 1),

P
X M X

M
X M X

M X M X
( ( )) ( ( ))

(( ( )) )
- ³

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ £ -æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = - =

2

2

2

2 2
21

1

e e e

Поэтому

P X M X
D X

(| ( )| )
( )

.- ³ £e
e2

Пример. Пусть случайная величина Х имеет D(X) = 0,001. Какова вероятность
того, что Х отличается от М(Х) более чем на 0,1?

По неравенству Чебышева

P X M X
D X

(| ( )| , )
( )

,

,

,
, .- ³ £ = =0 1

0 1

0 001

0 01
0 1

2

D X( )
.

2e
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Примечание. Отметим другую форму неравенства Чебышева. Так как событие,
выражаемое неравенством |Х – М(Х)| < ε, противоположно событию, выражаемо�
му неравенством |Х – М(Х)| ≥ ε, то (15.2, п. 1, следствие)

Р(|Х – М(Х)| < ε) + P(|Х – М(Х)| ≥ ε) = 1.

Отсюда с учетом неравенства (4) получаем такую форму неравенства Чебыше�
ва:

P X M X
D X

(| ( )| )
( )

.− < ≥ −ε
ε

1
2 (5)

2. Закон больших чисел Чебышева. Докажем закон больших
чисел в широкой и удобной для практики форме, полученной
П.Л. Чебышевым.

Теорема (теорема Чебышева; закон больших чисел).
Если дисперсии независимых случайных величин Х1, Х2, ..., Хn
ограничены одной и той же постоянной С, D(Xi) ≤ С(i = 1, 2, ..., n),
то, каково бы ни было ε > 0, вероятность выполнения неравен�

ства | ( )| , ( ... ),X M X X
n

X X Xn− < = + + +ε где
1

1 2  будет сколь

угодно близкая к единице, если число случайных величин n до�
статочно велико, т. е.

lim (| ( )| ) .
n

P X M X
→∞

− < =ε 1 (6)

Доказательство. Применяя неравенство Чебышева в фор�

ме (5) к величине X, имеем:

P X M X
D X

(| ( )| )
( )

.− < ≥ −ε
ε

1
2 (7)

Пользуясь свойствами дисперсии (19.3, п. 2) и условием теоре�
мы, получим:

D X
n

D X D X
nC

n

C
nn( ) ( ( ) ... ( )) .= + + ≤ =1

2 1 2

Отсюда с учетом неравенства (7) и того, что вероятность любого
события не превосходит единицы (15.1, п. 3), получим:

1 1
2

≥ − < ≥ −P X M X
C

n
(| ( )| )ε

ε
(8)

Наконец, переходя в неравенстве (8) к пределу при n → ∞, при�
ходим к искомому соотношению (6).

Частный случай теоремы Чебышева. Если все Хk име�
ют одинаковые математические ожидания М(Х1) = ... = М(Хn) =
= а и D(Хk) < С (k = 1, 2, ..., n), то
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lim (| | ) .
n

P X a
→∞

− < =ε 1 (9)

Действительно, в условиях рассматриваемого частного слу�
чая равенство (6) имеет вид (9).

Сущность теоремы Чебышева состоит в следующем. Несмот�
ря на то, что каждая из независимых случайных величин Хk мо�
жет принять значение, далекое от математического ожидания

М(Хk), среднее арифметическое X  достаточно большого числа
случайных величин с большой вероятностью весьма близко к
среднему арифметическому их математических ожиданий.

Теорема Чебышева имеет большое практическое значение.
Пусть, например, измеряется некоторая физическая величина.
Обычно принимают в качестве искомого значения измеряемой
величины среднее арифметическое результатов нескольких из�
мерений. Можно ли считать такой подход верным? Теорема
Чебышева (ее частный случай) отвечает на этот вопрос положи�
тельно.

Из теоремы Чебышева следует теорема Бернулли, являюща�
яся простейшей формой закона больших чисел:

Теорема Бернулли. Пусть m — число наступлений собы�
тия А в n независимых испытаниях и р есть вероятность на�
ступления события А в каждом из испытаний. Тогда, каково
бы ни было положительное число ε,

lim .
n

P
m

n
p

→∞
− <







 =ε 1 (10)

Доказательство. Обозначим через Xk случайную величи�
ну, равную числу наступлений события А в k�м испытании, где
k = 1, 2, ..., n. Тогда имеем (16.4, п. 1):

m = Х1, Х2, ..., Хn,

М(Хk) = р, D(Хk) = pq ≤ 1/4,

и все условия частного случая теоремы Чебышева выполнены.
Равенство (9) превращается в (10).

Практический смысл теоремы Бернулли следующий: при по�
стоянстве вероятности случайного события А во всех испытани�
ях, при неограниченном возрастании числа испытаний можно
с вероятностью, как угодно близкой к единице (т. е. как угодно
близкой к достоверности), утверждать, что наблюдаемая отно�
сительная частота случайного события будет как угодно мало
отклоняться от его вероятности.
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