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nРЕДИСЛОВИЕ 

В документах декабрьского (1983 г.) Пленума ЦК КПСС 
отмечалось: «Многое будет зависеть от того, как мы мобили
зуем на ускорение научно-технического прогресса коллекти

вы предприятий, научно-исследовательских и конструк
торских организаций, инженерно-технические и научные 
кадры. Эrо задача первостепенной важности». 

Для внедрения в технику новых технологических про
цессов и разработки новых аппаратов необходимо уметь 
прогнозировать поведение материалов и веществ в условиях 

повыuiенных температур, давлений и скоростей. В связи 
с этим за последние годы на стыке наук, таких, как, напри

мер, кинетическая теория газов, химическая кинетика, га

зовая· динамика, сложилась новая наука-механика реаги

рующих газов (другое употребляющееся название - аэро
термохимия), занимающаяся изучением течений газов в 
условиях повышенных температур, при которых оказыва

ется необходимым учет физико-химических процессов, при
водящих к изменению состава газа и внутреннего состояния 

его атомов и молекул. 

Разв.итие аэротермохимии стимулировали проблемы, воз
никающие в современной технике, в частности проблема 
тепловой защиты аппаратов, работающих при весьма высо
ких температурах. Действительно, при входе летательных 
аппаратов в атмосферу температура за ударной волной на 
внешней границе пограничного слоя достигает 10 ООО К и: 
более. В этом случае эффективная тепловая защита может 
быть осуществлена только при условии частичного разру
шения материала поверхности. Процесс абляции вещества 
теплозащитного покрытия оказывается весьма сложным. 

Этот процесс може1' быть связан с оплавлением и с испаре
нием жидкой пленки, сублимацией, поверхностным горе
нием, механической и тепловой эрозией обтекаемой поверх
ности. Строгая математическая постановка упомянутых за
дач приводит к необходимости решать нелинейные уравне
ния гиперзвукового .... пограничного слоя или вязкого удар
ного слоя с краевыми условиями на подвижных поверх

ностях, которых, вообще говоря, может быть несколько. 
При высоких температурах в газе происходят такие про

цессы, как возбуждение вращательных и колебательных 
степеней свободы молекул, химические реакции, возQужде-
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itнe электронных уровней атомов, ионизация, изЛуЧеtНtе it 
поглощение лучистой энергии. 

Таким образом, исследователь, работающий в области 
аэротермохимии, должен быть специалистом не только в га
зовой динамике, но и ориентироваться в смежных областях 
знаний, например, химической кинетике, кинетической тео
рии газов, теории излучения и т. д. 

В предлагаемой книге изложены те разделы физики, ко
торые в·ходят необходимой составной частью в механику 
реагирующих газов. 

Как~ в механике сплошных сред, в аэротермохимии су
ществуют два пути вывода основных уравнений аэротермо
химии: феноменологический и кинетический. Мы будем 
в основном использовать кинетический подход, так как пpJJ 
использовании первого пути неизбежно приходится привле
кать сведения из кинетической теории газов, т. е. последо
вательно первый подход никогда не удается реализовать. 

Материал книги условно можно разбить на две части. 
В первой из них (гл. 1-4) изложены основы процессов 

u 

молекулярного переноса и излучения в газах, а во второи 

(гл. 5-7) даны основные уравнения аэротермохимии, све
дения из теории процессов переноса в реагирующем пористом 

твердом теле и приложения этих фундаментальных понятий 
к теории горения, физической газовой динамики, теории 
многокомпонентного пограничного слоя и вязкого ударного 

споя. 

В настоящее время в аэротермохимии, как и в любой 
другой научной дисциплине, наблюдаются две тенденции 
развития. Первая из них связана с использованием относи
тельно простых по структуре уравнений и граничных усло
вий (математических моделей процесса) и наиболее полном 
учете пространственных эффектов явления. В рамках вто
рого направления рассматриваются достаточно сложные 

математические модели, которые наиболее полно описы
вают физические процессы исследуемого явления, и в то 
же время используются допущения об одномерности или 
двумерности этого явления. Одновременный учет трехмер
ности и реальных физических процессов явлений аэротер
мохимии затруднителен из-за ограниченности возможностей 
современных электронно-вычислительных машин. 

В данном учебном пособии основное внимание уделено 
физической полноте и корректности используемых в аэро
термохимии математических моделей. С этой целью в книге 
дано понятие о сопряженных задачах механики реагирую-
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щих газов и приведень1 nекоторые коnкретные nостановки 

сопряженных задач, что позволяет наиболее полно учесть 
взаимное влияние реагирующего потока и обтекаемого тела 
друг на друга. 

Библиография никоим образом не претендует на полноту. 
Ссылки даны только на книги и наиболее важные работы, 
опубликованные в периодической печати, хотя в тексте кни
ги и упоминаются фамилии авторов тех или иных постановок 
задач и результаты их анализа. Сколько-нибудь подробный 
обзор литературы по каждому из разделов намного бы уве
личил объем книги. 

Авторы благодарят сотрудников кафедры физической 
механики Томского университета доц. А. Н. Субботина и 
ст. науч. сотр. В. Д. Гольдина, а также рецензентов книги 

акад. IH. Н. Яненкоl, д-ра физ.-мат. наук В. М. Фомина 
и проф. Ю. И. Яламова за обсуждение работы и ценные 
замечания. 

АвторЬl 



Глава t. КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ГАЗОВ 

§ 1.1. Фазовая точка, фазовая траектория, 
фазовое пространство. Понятие о функции 
распределения 

Механика жидкости и газа, изучающая течения жидкостей 
·и газов, основана на понятии сплошной среды. Это означает, 
что физическое пространство здесь считают непрерывным 
образом заполненным частицами жидкости (газа), а тот факт, 
что любое- вещество состоит из молекул, а последние - из 
атомов, игнорируют. 

В кинетической теории газов, напротив, считают, что 
газ представляет собой совокупность частиц (молекул, 
атомов, ионов). 

В этой теории часто используют допущение, что газ яв
ляется одноатомным, и, таким образом, не учитывают внут
ренней структуры молекул. В рамках такого допущения мо
лекулу заменяют эквивалентным по массе шаром, который, 
как известно из классической механики, может иметь три 
поступательные степени свободы. Если газ двухатомный, то 
его молекулу можно схематически представить в виде «ган

тели». В этом случае молекула имеет пять степеней свободы 
(три поступательные и две вращательные - за счет вра
щения относительно двух взаимно ортогональных осей, 
проходящих через центр масс). 

Рассмотрим динамическое поведение системы одноатом
ных молекул. Допустим, что силы, действующие на систему 
молекул, консервативны, а связи отсутствуют. Тогда, как 
известно из классической механики, движение системы, 
имеющей п степеней свободы, определяется совокупностью 
уравнений Лагранжа 

d дL дL -- =О, v = 1, 2, ... , п, 
дqv 

(1.1.1) 
dt 

с соответствующими начальными условиями. Здесь L = Т -
- U- функция Лагранжа, Т- кинетическая, И - по
тенциальна.п энергии системы, q, - обобщенная коорди-

ната, Qv -~обобщенная скорость. 
Вместо п уравнений второго порядка (1.1.1) для описания 

динамического поведения системы молекул можно исполь

зовать 2п канонических уравнений Гамильтона (Е - пол
ная энергия рассматриваемой системы) 
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дЕ дqv дЕ - - ; - = д ' 'V = 1, 2' ... ' п' ( 1.1. 2) 
дqv дt Pv 

с начальными условиями 

Pv ft= О= Pv0 , qv f t= О= qv,. (1.1.3) 

Таким образом, динамическое поведение системы мате
риальных точек определено пол~остью, если будет решена 
задача Коши ( 1.1.2), (1.1.3). 

Оценим величину п. В нормальных условиях (давление 
101 325 Па, температура Т = 273,15 К) в 1 см3 воздуха 
содержится N = 2,687 · 1019 молекул. В этом случае дан
ная система имеет п = 3N = 3 · 2,687 · 1019 степеней сво
боды и придется решать 6N уравнений (1.1.2), что невоз
можно и сейчас, и в будущем, даже при использовании са
мой совершенной вычислительной техники. 

Таким образом, с помощью методов классической ме-
u 

ханики динамическое поведение рассматриваемои системы 

описать невозможно. 

Не следует, однако, думать, что методы, основанные на 
исследовании динамического описания физических систем 
с помощью описания эволюции отдельных частиц, входя

щих в упомянутые системы, являются бесплодными. Более 
того, методы молекулярной динамики и методы Монте-Кар
ло являются одним из наиболее мощных инструментов тео
ретического описания физических систем. Однако число 
наблюдаемых в системе частиц относительно невелико и 
редко превышает 103 частиц. 

Динамическое состояние системы проще определить, если 
ввести понятие фазового пространства. 

Очевидно, что задание величин (q1 , ••. , qзN; Р1, ... , Рзн) 
определяет динамическое состояние системы в момент t. 
Точку 6N-мерного пространства (q1 , ••• , qзн; Р1, ... , Рзн)* 
называют фазовой точкой, а само пространство - фазо-
вым. 

Легко видеть, что обыкновенное пространство конфигу· 
раций (геометрическое пространство) и пространство им
пульсов являются частными случаями общего фазового про
странства. Фазовое пространство - совокупность геомет
рического пространства и пространства импульсов. 

• 5опее кратко фазовую точку обозна~ают (р, q). 
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Фазовой траекторией называют кривую, описываемую 
фазовой точкой. Таким образом, изучая поведение фазовой 
точки, мы получаем полную информацию о динамическом 
состоянии системы. Следует иметь в виду, что через каждую 
точку фазового пространства проходит только одна фазо
вая траектория, так как уравнение Гамильтона однознач
но определяет динамическое состояние системы. Фазовая 
траектория, очевидно, не может пересечь себя, поскольку 
в противном случае имела бы место двузначность в точке 
пересечения. 

Рассмотрим теперь не одну систему, а весьма большое 
число тождественных с нею систем, которые отличаются друг 

от друга только начальными условиями (р 0 , q0). В этом слу
чае мы, очевидно, имеем не одну, а совокупность точек в 

фазовом пространстве, изображающих набор всевозможных 
состояний систем. Такую совокупность фазовых точек назы
вают ансамблем. Поведение ансамбля точек фазового про-

, u 

странства исследуют методами статистическои механики. 

Одни~ из основных в статистической vеханике и кинети
ческой теории газов является понятие о функции распреде
ления. Здесь и всюду ниже будем рассматривать газ, состоя
щий изµ компонентов. Каждому компоненту отвечает свой 
набор так называемых ортонормированны,х собственных вол
новых функций. В кинетической теории нереагирующего 
газа, состоящего из бесструктурных частиц, достаточно счи
тать, что компоненты различаются по массам" 

Функцией распределения *для а-компонента будем на
зывать ФУ.нкцию f a. аргументов r, v~, t, удовлетворяющую 
равенству , 

d па = f а. ( r, v ~ , t) d rd v '%, а = 1 , . . . , J.'. (1.1.4) 

Здесь dт = d rdv а. - объемный элемент фазового про
странства, dr = dx1dx2dx 3 - объемный элемент геомет
рического пространства, 1 dva. = dva 1dva, 1dva., - объемный 
элемент пространства скоростей, Va - скорость молекулы 
а-компонента. Величина dпа. в равенстве (1.1.4) представ
ляет собой для момента [времени t математическое ожида
ние числа~молекул комn.онента а, имеющих координаты ~f 
и проекции скорости Afa., удовлетворяющие неравенствам 

Xt ~ ~f ~ х, + d х,, Vta ~ Aia. ~ Vta. + d Vta.· (1.1.5) 

• Эдесь и всюду ниже "сцоt11ьэуется по Jtятие oд11oчactnfl.ЧHOa 
функции pacnpeдeдettfllf, 
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Ина11е rotJopя, dna. ~ число молекул 8 окрестности точки, 
определяемой первым неравенством ( 1.1.5), проекции ско
ростгй которых к моменту времени t удовлетворяют второму 
пер авенству ( 1.1.5). 

Очевидно, набор одночастичных функций f а. достаточен 
для описания динамического состояния многокомпонент

ного газа, свойства которого не зависят от взаимного по
ложения двух частиц или более.· 

§ 1.2. Уравнение Больцмана 
для функции распределения 

Предположим, что выполняются следующие допущения: 
1) газ достаточно разрежен и диаметр молекул da. < l -

средней длины свободного пробега; 
2) время соударения молекул малб по сравнению с вре· 

менем движения молекул между столкновениями; 

3) вклад тройных столкновений мал и не влияет на вид 
функций распределения; 

4) массовая сила rna.F а. (п1а. - масса молекулы, F а -
сила, приходящаяся на ециничную массу молекулы сорта 

а,) мала по сравнению с силами, возникающими при столк
новенип двух молекул. 

Считаем также, что из-за молекулярного хаоса характе· 
ристики сталкивающихся молекул до сто;1кновения статис

тически не связаны. 

Имея в виду сделанные выше допущения, получим урав
нение для функции распределения. 

Рассмотрим многокомпонентную смесь газов. По опре· 
делению функции распределения в момент времени t в 
элементе объема dr около точки r, если скорости молекул 
находятся в интервале* Va., Va. + dva., имеется f a.(r, Va, t) Х 
Х drdva. молекул. Если бы соударения отсутствовали, то 
8 момент времени t + dt эта же группа молекул оказалась 
бы в объеме dr около точки r + vadt со скоростями в диапа
зоне Va. + Fa.dt, dva.. Однако из-за столкновений часть мо
лекул первой группы не попадает во вторую, с другой сто
роны, во вторую группу может попасть часть молекул, не 

находившихся в момент времени t в первой группе. 
В многокомпонентном газе могут происходить химические 

реакции, изменяющие исходный состав смеси. В связи с 

• Часто . используют краткую запись v~. dva• 
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~тьм все столt<новения молекул целесообразно разбить на 
упругие и неупругие. 

llpи у11ру1·ил t:uударениях обмена энергий между внуr
ренними и поступательными степенями свободы не происхо
дит, т. е. в этом случае изменяется не сорт молекулы, а 

только ее скорость. 

При неупругих столкновениях происходит обмен энер
гией между внутренними и поступательными степенями сво
боды; в этом случае могут измениться не только скорости, 
но и cop:r сталкивающихся молекул. 

Следовательно, прирост молекул во второй группе 

{f (va+Fa dt, r+va dt, t+dt)-f (va, r, t)} dva dr= 

= drdvadt+ dvadrdt,cx=l, ... ,µ. 
( 

де f а ) ( де f a ) 
дt el дt r 

(1.2.1) 

Здесь (д8 f ,,_lдt)8z - скорость, с которой функция рас
пределения изменяется вследствие упругих, а (д8f ,,_/дt), -
скорость, с которой эта же функция изменяется вследствие 
неупругих соударений. 

Разлагая левую часть уравнения (1.2.1) в ряд Тейлора, 
мы получаем для f а _у р а в н е н и е Б о л ь ц м а ~ а 

дf а- ~ дfа 3 дfа 
дt + ~ Va,l д + ~ F a.l д = 

l = 1 Х i l = 1 Val 

= + , а = 1, ... , J.'. ( 
де f а ) ( де f a ) 

дt el дt r 

Используя оператор (i, j, k - единичные орты) 

~=i__o_+J~+k~, 
д r дх ду дz 

уравнение (1.2.2) можно записать в виде 

(1.2.2) 

дf а. +v
11

• дf 11 + р11 • д/11 = (де f а ) +(де fa) , а= 
дt д r д v а дt el дt r 

= 1, ... ' 1-'· (1.2.3) 
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Уравнение свободномолекулярного течения записывают 

в виде 

дf а дf а дf а 
--+va• +Fa· =0. 

dt д r д v8 

§ 1.3. Молекулярные столкновения. 
Межмолекулярные силы и потенциалы 
межмолекулярного взаимодействия 

(1.2.4) 

Для того чтобы получить выражения для правых частей 
(1.2.2) и (1.2.3), которые называют столкновительными 
членами, необходимо знать механизм столкновения моле
кул. 

Теоретическое описание столкновений многоатомных мо
лекул встречает большие затруднения. Поэтому обычно вво-

u 

дят законы взаимодеиствия частиц как допущения, после 

чего пригодность закона может быть установлена сравне
нием результатов, выведенных из него, и эксперименталь" 

ных. 

Межмолекулярные силы разделяют на два типа: корот
кодействующие (или валентные) и дальнодействующие. 

Короткодействующие силы называют также химическими, 
они возникают тогда, когда молекулы сближаются настоль
ко, что их электронные оболочки переплетаются. Эrи силы 
проявляются при неупругих соударениях и обладают двойст
венной природой. До образования молекул нового сорта 
короткодействующие силы являются силами отталкивания. 
Однако после образования молекул нового сорта они пред
ставляют собой силы химической связи, которые, очевидно, 
являются силами притяжения. 

Дальнодействующие силы разделяют на электростати
ческие, индуцированньее, дисперсионные. Дальнодействую
щие силы обычно характеризуют потенциалом, зависящим 
степенным образом от межмолекулярного расстояния r. 

Электростатическая сила обусловлена кулоновским вза
имодействием заряженных частиц. Индуцированная состав
ляющая появляется при взаимодействии заряженной ч~с
тицы с нейтральной, которая превращается вследствие 
поляризации в диполь. Диполь характеризуют дипольным 
моментом,- произведением заряда на расстояние между 

центрами зарядов диполя. Существуют молекулы, назы
ваемые полярными; они обладают постоянным дипольным 
моментом в отсутствие внешнего поля. Дисперсионные 
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силы возникают при взаимодействии неполярных молекул 
вследствие притяжения взаимно поляризованных молекул. 

Источником информации о межмолекулярных силах слу
жат эксперимент и квантово-механические расчеты. Су
ществует возможность косвенного определения потенциалов 

сил межмолекулярного взаимодействия путем сопоставле

Рве. 1.3.1. Столкновение моле
кул (модель абсолютно твер· 

дых сфер): 
da, и d ~ - диаметры сфер а. и Р; 
ф - yron между направлением ли
нии центров и вектором относи

те.nьноА скорости; Ь - прицельное 
расстояние 

ния коэффициентов переноса 
(вязкости, теплопроводности, 
диффузии), рассчитанных при 
различных потенциалах вза

имодействия, с величинами, 
u 

наиденными эксперимен-

тально. 

Приведем потенциалы, за
висящие только от межмоле

кулярных расстояний. Они 
справедливы для неполярных 

частиц, так как в этом слу

чае силы взаимодействия мо
лекул не зависят от ориен

тации частиц. 

Если молекулы а и Р моделировать абсолютно твердыми 
сферами (рис. 1.3.1), то 

U ар (r) = { 00
' r < dap, (1.3.1) 

О, r > dap, 

где постоянная dap = (da + dr,)/2. 
В модели Сюзерленда молекулы считают абсолютно твер-

u 

дыми шарами, притягивающимися друг к другу с силои, 

обратно пропорциональной некоторой степени расстояния 
r между молекулами: 

U at\ (r) = { 
00

' r < da.fJ, (1.3.2) 
- cr-v, r > da.fi. 

Здесь с и у - положительные постоянные. 
Широкое распространение получил п о т е н ц и а л 

Леннарда-Джонса 

[ ( 
d 8 ) 12 ( d р ) 8] Ua.p (r) = 4еа.р ~ - ~ • (1.3.3) 

Первый член (1.3.3) соответствует силам отталкивания• 
а второй - силам притяжения. Легко видеть, что, согласно 
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(1.3.3), на больших расстояниях доминируют силы притяже
ния (второй член), или силы Ван-дер-Ваальса, а на малых
силы отталкивания (первый член). Величина еа~ - макси-

мальное значение функпии llarн дnrтиrаемое при r = lf2x 
Х daP· : 

Функция (1.3.3) дает достаточно простое и реальное пред-
ставление о взаимодействии сферических неполярных моле
кул. 

Для описания взаимодействия заряженных частиц или 
частиц несферической формы употребляют потенциалы, зави
сящие от угловых координат, в частности потенциап Шток
майера. Наглядное и доступное изложение теории сил взаи
модействия содержится в учебном пособии [5]. 

§ 1.4. Законы сохранения массы, импупьса, 
энергии, момента импупьса в спучае 

парных столкновений и спедствия 
из этих законов 

Условимся здесь и в дальнейшем величины, характеризую
щие состояние молекул после стол1<новения. помечать штри

хами. 

При нерелятивистском взаимодействии (ядерные реакции 
не рассматриваем) молекул сумма их масс остается неизмен
ной и дЛя соударений типа Аа + А13 -+А, + Аб имеем 

т~ + mr. = т, + тб, (1.4.1) 

где та,~.,,б - соответственно массы молекул а, ~, У. б. 
Если столкновение упругое, то, очевидно, масса любой 

u 

из взаимодеиствующих молекул сохраняется, т.е. 

(1.4.2) 

Если ввести суммарную массу т, + mt, = m0 , то 
соотношение (1.4.1) можно переписать в безразмерном виде:· 

(1.4.3) 

Так как силы взаимодействия пары молекул для данной 
механической системы являются внутренними, то. имеет· 
место закон сохранения импульса: 

та. Ve1 + mts Vб = m?-v~ + тб-v~ . (1.4.4) 
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Рассмотрим упругое столкновение двух молекул, массы 
которых та. и тв. Пусть Va,, vp - скорости частиц перед 
столкновением, когда еще нет заметного влияния их друг 

на Jtpyгa: v~, v~ - -скорости после столкновения. Выпи111ем 
уравнение сохранения импульсов: 

(1.4.5) 

Здесь использовано условие сохранения массы частиц та.= 
= т~, тр = тр, так как рассматривается часть столкно
вений, не приводящая к химическим реакциям. Из уравне
ния (1.4.5~следует, что во время столкновения центр масс 
движется с постоянной скоростью 

G=Mava+M~vp. (1.4.6) 

Скорости движения частиц а и р могут быть выражены че
рез rкорость движения центра масс и относительные ско

рости ga.p: 
Va, = G-t-Mp gap, Vp = G + Ма gJЬ, 
v~ = G +Мр g~B' Vp =о+ Ма gra· 

Используя соотношения (1.4.6) - (1.4.8), получим 

та v~ + тр v~ = т0 (G' + Мр Ма 'g~p), 
~та V~1 +mp v'p

1
= т0 (й'+Мр Ма g~p). 

(1.4.7) 
(1.4.8) 

(1.4.9) 

Так как сила взаимодействия между молекулами явля
ется внутренней для данной пары молекул, то кинетическая 
энергия в результате упругого столкновения не изменяется, 

т. е. 

2 + ~ .1 + .1 
та Va mp Vp = таVа m~ Vp • ..... - (1.4.1 О) 

Из (1.4.9), (1.4.10) спедует, что при упругом столкновении 
модупь относительной скорости не изменяется: 

(1.4.11). 

Таким образом, динамический эффект упругого столк
новения известен, если определено изменение направления 

gpa,. 
Выберем в качестве начала отсчета~rпентр,..молекуль('а. 

В результате упругого столкновения молекула Р описывает 
кривую в плоскости. проходящей через начало отсчета и 
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молекулу~· Эта плоскость перпендикулярна вектору момен
та импульса молекул. 

Так 1<ак сила взаимодействия для пары молекул являет
ся внутренней, тu нu теuреме uб 11J.ме11е111111 момента импуль
са получим 

d 
mf3 - (rf3 х gf\a) =О, 

dt 
(1.4.12) 

где rfJ - радиус-вектор молекулы р. Из (1.4.12) получаем 

rб х g~ = r~ х g~~- (1.4.13) 

Следовательно, движение молекулы ~ происходит в 
плоскости, проходящей через начало отсчета и перпенди

кулярной r13 Х gPa· 
При неупругом столкновении частиц возможно изменение 

кинетической энергии взаимодействующих частиц и их 

внутреннего состояния. Для реакции Аа + Af! ~А...,+ А" 
сохранение импульса приводит к соотношению (1.4.4). 
Если G- скорость центра инерции, а gap, gv"-относитель
ные скорости частиц до и после столкновения, то Vci и v~ 
можно определить по формулам (1.4.7), а 

v~ =G+м" g~; V~=G+M..., g~...,. 

Есл11 Ва, ер, в,, в" - внутренние энергии частиц, не 
связанные с поступательными степенями свободы, то в 
системе центра инерции уравнение энергии имеет вид 

еа+е~+ 1/2 там~ g~p,+ 112 тр м~ g~p= 

=в..,+е"+ 111 т,МВ g~: + 1J2 mr, М~ g~r,· 
Отсюда 

f.'ap g~p/2 = ftvr, g~~ /2 + e~g, 
где в~3 _ Ву+ в"-вс~-ер, а µар= тат~/(та- + тр) иµ," = 
= m..,mtJl(m..., + rrч,) - приведенные массы. 

Сохранение момента импульса для бесструктурных р~а
rирующих частиц приводит к соотношению 

JtaP (ra-rp) Х gap= f.Lyб (r~ -r~) Х g~б~ 

из которого следует, что при парном ~толкновении бесструк
турных реагирующих частиц столкновение также протекает 

в одной плоскости. 
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§ 1.5. Столкновительные члены 
в уравнении Больцмана 

Получим выражения для столкновительных членов в урав

нении Больцмана прИ условии молекулярного хаоса, когда 
взаимные положения и скuрости двух молекул до столкнове

ния не связаны статистической зависимостью и такая зави
симость возникает только после столкновения. 

-
в Рассмотрим дви-

Р {rnJ жение центра В мо-
' лекулы т11 относи

тельно центра А 
молекулы та (рис. 
1.5.1). В системе ко-

u 

ординат, движущеися 

вместе с та, частица 

mr,, описывает кривую 
PON, лежащую в 
плоскости Q. Через 
точку А проводят 
плоскость Z "(перпен
дикулярную линии 

ОР) и линию АР' 11· 

Рис. 1.5.1. Пространственная картина ·11· ОР · Поскольку 
силовое поле моле

столкновения молекул 

ку лы та считается 

сферически-симметричным,~-линии АР', ОР, ON лежат в 
одной плоскости Q. Можно видеть, что столкновение пол
ностью определено, если помимо относительной скорости 
gpa заданы два геометрических параметра - прицельное 

расстояние Ь и угол в между линией пересечения плоскостей 
Z и Q произвольным направлени·ем в плоскости Z. Введем 
единичный вектор k, направленный, как показано на рис. 
1.5.1, вдоль ОА. Заметим, что линия центров ОА (соединяю
щая центры молекул в момент наибольшего сближения) 
является биссектрисоfl угла PON. Тогда модуль и направ-
ление g6a определяются векторами k и g~a: 

g~a -g~ = 2 (gpa k) k. (1.5.1) 

Используя (1.4.7)-(1.4.8), получим 

v~ -va = 2М13 (gва k) k = -2М13 (gва k) k, (1.5.2) 
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Найдем число часtиц, выбывающих за время dt в резуль
тате столкновений с молекулами сорта~ из группы молекул 
а, находящихся в элементе объема (r, dr) со скоростями 
в диапазоне (va., dva)· Рассмотрим движение центра В мо
лекулы сорта ~ относительно центра А молекулы сорта а. 
Пусть скорость молекулы В принадлежит диапазону (vp, 
dv~), а геометрические параметры столкновения находятся 
в интервале (в, de); (Ь, db). Тогда, для того чтобы за время 
dt произошло столкновение рассматриваемого типа, моле
кула В должна находиться в элементарном цилиндре с 
площадью основания bdbde и высотой gpadt. Очевидно, что 

u u u 

каждои молекуле а первои группы соответствует такои ци-

линдр, и если db, dв, dva достаточно малы, то можно счи
тать, что объемы этих цилиндров не перекрываются. Итак, 
полный объем всех цилиндров составляет 

dc = /a.R'pabdbdedva.drdt. 
Общее число рассматрив·аемых молекул р в этом объеме 

f~dv~dc = glkif a.fpbdbdedrdtdva.dvp. 
Пусть P~g - плотность вероятности упругого столк • 

новения молекул сорта а и ~'тогда число упругих столк
новений молекул а и Р есть fpP~Gdvadc. Полное число столк-
новений, а вместе с ним и общее число (дJa.<e,>/дt)e1dva.drdt 
молекул сорта а, покидающих первую группу в результате 

u 

упругих соударении, находится интегрированием по всем 

возможным значениям Ь, в, vp и суммированием по всем 
видам молекул: 

( де/~->) dvadrdt==dvadrdtx 
дt ,, 

Х ~ J f a- fr, gpa, ~g Ь d Ь d в d v~. 
/ 

Найдем количество молекул сорта а, которые в резупь· 
тате столкновений в элементе объема r, dr получают ско
рости (va, dvci)· Такие столкновения называют обрат
ными. Повторяя вышеприведенные рассуждения, можно 
показать, что 

( де :;+i )., dva.drdt=dv~ drdt ~=S f~ fpg~a. х 
х~gь' db' ded vP, 

где f~ = /;,,(r, v~P, t), f р = f p(r, vr:P, t). 
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nри расчете объема цИлиндрой И ЧИсла Частиц В НЙХ. Не 
учитывается возможность ухода частиц из рассматриваемого 

объема в процеt:t:е L:Тuлкновения, поэтому кинетическое урав
нение не описывает явления переноса на времени порядка 

времени столкновения. 

Можно показать, что скорости v0б~. vrP, представляющие 
собой начальные скорости молекул при обратных столкновениях. 
равны конечным скоростям моле~л при прямых столкновениях. 

Действительно, по аналогии с (1.5.2). (1.5.3) можно написать 

- v;,_обр -v~бр :::::1 -2М~ (gр~бр ·kобр) kобр • 

v,обр vобр 2М (g ,обр kобр) kебр 
~ - ~ = а r.a, • . 

Но как легко видеть kобр = - k а g'обр = 11 v106P = v ' • • ~а &~сх· а а, 
v~обр= v~ по условию. Тогда имеем 

va,-v~6P==-2Mp (fpa·k) k. 

v ~ -v~бр :::::12Ма (lpa, · k) k. 

Отсюда и следуют равенства v~P = v~. vrP = vj. 
Покажем далее справедливость соотношения 

dva dv~ =dv~ dvp. 

Действительно, из теорни якобианов известно, что 11' ~ 1, 

dv~ dv~=l 11 dva dva, dv~ dvp f /'I =dva dvp. 
rде 

д (v~. v~) 
1= . 

д (va, v~) 

(1.5.4) 

Но v~, v~ линейно выражаются через Va• v~. Произведя соответст· 
вующие дифференцирования при вычислении якобианов и учитывая, 
что при вычиСJiении частных производных k считается постоянным, 
легко убедиться, что / = /'. откуда и следует соотношение (1.5.4). 
Учитывая еще, что g~ = gtь и Ь' = Ь, получаем окончательно 

( д~~а. )", ='!i J (f~Л-f a. f ti) P~Bga.p ЬdЬdвdор. 
Таким образом, уравнение Больцмана, учитывающее 

v 
химические реакции в µ-компонентнои смеси газов, запи-

шем в виде 

_ддf_tа, +'Va. _ддf_аr + Fa. • дfа. = ~ J(f~ f~ -
д Уа, . ~ -
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-f ~ ff3) Р~В g~p Ь d Ь d ! d Vp + ( де f ~ ) , а= 1, ... , JI. 
дt r 

(1.5.5) 

Запись скорости образования молекул (дJa/дt)r через 
функции распределения молекул компонентов газовой смеси 
рассмотрена в ( 1 ] . 

Приведенный вывод интегродифференциального урав
нения Больцмана дает .... наглядную физическую интерпре
тацию членов уравнения. 

§ 1.8. Перенос молекулярных характеристик 

При движении молекул происходит перенос механических 
величин, характеризующих эти молекулы (массы, импульса, 
энергии и т.д.). ~" 

Скалярную или векторную-функцию 'Фа= 'i'a(r, Va, t), 
характеризующую свойства молекул а, будем называть 
момкулярным признаком. Средним значением функции 'l'a 
называют 

<'l'a> = _!__ J"l'a (r, v~, t) f а (r, v~, t) d Va· 
па 

(1.6.1) 

Пусть Фа = Va, где Va - скорость а-молекулы. Приме
няя формулу (1.6.1), получим выражение для средней ско
рости молекуш а: 

<va> = __!__ J v~ f ~ (r, v~, t) d Усе. 
п~ 

(1.6.2) 

Здесь, так же как и в (1.6.1), па-. число молекул а в еди
ничном объеме (плотность числа молекул). Если 'Фа = 1, то 
из (1.6.1), по определению f «• получим 

п~ = J f а (r, v~, t) d v~. (1.6.З) 

СреднемllСсовоiJ, называют такую скороСть v0 , двигаясь 
с которой газ данной массы и данного объема имел бы им
пульс, равный импульсу такого же объема смеси: 

(1. 6.4) 
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Тепловой скоростью V а. называют скорость движения 
u 

молекулы а относительно системы координат, дв~жущеися 

со среднемассовой скоростью: 

( 1.6.5) 

Среднюю тепловую скорость называют диффузионной 
скоростью: 

<Va>=<v~>-vo. (1.6.6) 

Плотностью диффузионного потока или удельным диф
фузионным потоком а-компонента назовем вектор ...., 

ja= та па. <Va>· (1.6.7) 

Следует отметить, что полная плотность диффузионного 
потока равна нулю: 

µ µ 

~ Ja= ~tna па (<vci>-v0)= ~ tna, па. <va.>-
ci=l а ci~I 

-PVo = 0. (1.6.8) 

Рассмотрим площадку площадью ds с нормалью n; на 
площадку натянута некоторая цилиндрическая поверхность. 

Пусть эта площадка движется со среднемассовой скоростью 
v0 • Тогда относительно площадки ds молекулы а-компонента 
движутся со скоростью <Va.>· За промежуток времени 
dt вследствие движения площадки молекулы, первоначаль
но находившиеся в объеме 

dra. = Vandsdt =- :f;Va.dsdtcos8, (1.6.9) 

покинут этот объем, а другие молекулы, наоборот, попадут в 
него. В результате через площадку ds осуществляется пере
нос массы, импульса и энергии, т.е. перенос молекулярного 

признака (8 - угол между нормалью к площадке ds и 
направлением скорости V а.). 

Знак«+» или«-» в (1.6.9) выбирают из условия положи
тельности объема dra. в зависимости от знака cos0. 

Определим поток скалярного молекулярного признака 
для молекул, у которых Van > О (молекулы пересекают 
ds, двигаясь с отрицательной стороны ds к положительной). 
Для этого просуммируем поток молекулярного признака по 
всем скоростным группам с V a.n > О: 

(1.6.10) 
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Аналогично, поток в отрицательном направлении опре
деляется формулой 

(1.6.11) 

В положительном направлении п полный поток 

г'i'а = r•(t - г•а = d s d t s •h f v d v ( 1 6 12) п п+ п- . 't'(t tt cxn tt' • • 

где интегрирование осуществляется по всем значениям V а.. 
По .определению Va. имеем dVa = dva. 

Удельным потоком молекулярного признака называют 
величину 

г•а 
у~а = d 

5 
~ t = 5 'Фа f а V ап d Va= па <'Фа Vап>· (1.6.13) 

Размерность удельного потока зависит от размерности 
молекулярного признака. В частности, при'Фа =та получаем 

(1.6.14) 

Таким образом, формула (1.6.14) определяет проекцию 
вектора плотности диффузионного потока на нормаль п. 

В случае векторного молекулярного признака 'Фа удобно 
рассматривать удельный поток признака для каждого ком
понента а. 

Импульс а-молекулы 'Фа.=та. Va. Тогда, согласно (1.6.13), 
удельный поток импульса 

Y';:a.Va=maJfa. Va VandVa=m~na<Va. Van>· (1.6.15) 

Для единичных площадок, ортогональных ортам i, 
j, k, имеем: 

у~сх Уа= та па <Va Va1>, 

У~'а Уа= та па <V сх V а2>, 

у~сх Уа= та па <Va V с~з>· 

(1.6.16) 

( 1.6.17) 

(1.6.18) 

ту 

Здесь векторы У; а. а (i = 1, 2, 3) характеризуют удель-
ный поток импульса для трех взаимно ортогональных пло
щадок. 
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mv 
Легко видеть, что три вектора У i 1 а полностью опре-

деляются, если задан тензор 

<Vai Va1><Va2 Va1><Vcxз Vcxi> 
Pcx=mcxncx <Va1Va2><Vcx2Va2><VcxзVcx2> (1.6.19) 

<V cxl V схз> <V сх2 Уаз> <Vаз V схз> 

Возьмем теперь в качестве ds элемент непроницаемой 
твердой поверхности. Молекулы, движущиеся в направле· 
нии внутренней нормали п, отражаются от поверхности, 
причем для молекул до удара V cxn > О, а для отраженных 
молекул Van <О. Отражаясь при ударе о поверхность, каж" 

" дая молекула передает стенке импульс, равныи разности 

между импульсами молекулы до и после удара. В результа· 
те таких ударов возникает непрерывно действующая на 
ds сила, равная по модулю и направлению вектору скорости 
передачи импульса стенке за счет ударов. Поверхность, в 
свою очередь, действует на газ с равной по модулю и проти-

u u 

воположнои по направлению силои. 

Вектором парциального д(]IJления а·компонента Pncx 
называют отношение силы, возникающей при передаче по
верхности импульсов молекул сорта а, к площади этой по
верхности. 

Следует отметить, что вектор давления Pn не обязательно 
совпадает по направлению с внутренней нормалью к поверх· 
ноети в рассматриваемой точке. 

По направлению Pncx' импульс, сообщаемый элементу ds 
за время dt, равен Pncxdsdt. С другой стороны, он равен 

dsdt1na ~ f а. <V а. V аЛ> dV а. = та. па. dsdt <V а. V а.п> = 

=dsdtYn·~ (1.6.20) 
Сравнивая эти выражения для импульсов, находим 

Рпа = у=а Уа. (1.6.21) 

Таким образом, вектор давления а· компонента на поверх· 
ность с внутренней нормалью n однозначно выражается через 
удельный поток импульса. Тензор Рсх называют тензором 
парциальных давлений. 

Легко видеть, что вектор парциального давления а-ком
понента 

Рпа = Ра <Va'V ал>= Ра <Va. (Va·n)> = 

= П·Ра <(V~Va)> = n·Pa. (1.6.22) 
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Таким образом, давление на Пойерхность с нормалью 
n однозначно выражается через тензор Р а. 

Сумму тензоров парциальных давлений называют тензо
ром д(JlJлений многокомпонентной смеси (тензор давлений 
отличается от тензора напряжений, используемого в меха
нике сплошных сред, только знаком): 

( 1.6.23) 

Очевидно, что вектор давления в случае многокомпонентной 
смеси определяется формулой 

µ µ. 
~ ~ yma,Va, 

Pn = ~ Рпа = ."-1 п J • 

а= 1 а.= 1 

( 1. 6.24) 

Нормальная компонента вектора давления (нормальное 
давление) существенно положительна: 

µ. µ 1 

Рn·П= ~ Pa.(Va.·Va.n)·n= ~ Pa.Va.n>O. (1.6.25) 
а.=1 a~I 

Среднее арифметическое значение нормальных давлений 
а-компонента на три взаимно ортогональные площадки на

зывают гидростатическим парциальным давлением или прос
то парциальным д(]IJлением 

3 

Ра.·= 1/s Ра. ~ V~l = 1/з Ра.: U, (1.6.26) 
l=I 

где:u - единичный тензор, а двоеточие означает двойное 
тензорное произведение*. Полное гидростатическое давле
ние p(JlJHO сумме парциальных гидростатических д(JlJлений. 
Сформулированное утверждение носит название закона 
Д8J1Ьтона: 

... µ з 

р= ~rРа.= 1/з ~ ~ Pa.<V~>= 1/зP:U (1.6.27) 
а= 1 а.==- 1 1::::21 

Определим плотность кинетической энергии молекул 
смеси в момент времени t: 

µ µ 

еии11= ~ J 1/2та vMadVa = ~ 1/2mana <v~>. (l.6_.28) 
а.=1 a=I 

• Сжатое изложение необходимых сведений из тензорного нс· 
числения соАержится в [З), см. также Приложение. 
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Так как Va = v 0 + Va, то 11з (1.6.28) получаем 

µ . 

енив= ~ 1/2tltana<(v~+2v0·Va+V~)>= 
а== 1 

2 µ 2 
~pvo/2 + ~ Pa<Va>/2. (1.6.29) 

а== 1 

Таким образом, плотность кинетической энергии много
компонентной смеси представляет собой сумму кинетичес
кой энергии видимого массового движения (иманр = pv3/2) 
и кинетической энергии хаотического движения молекул 

µ 

(иминр = ~ Pa<V~>/2), причем 
Q,== 1 

(1. 6.30) 

Это отношение велико, если скорость виднмого движения 
v0 сравнительно мала. Так, для азота при нормальных ус
ловиях и v0 = 1 см/с это отношение равно 2,43 · 105 , т. е. 
практически вся энергия равна энергии иминр· Если ско
рость v0 увеличивается, то иманр - энергия видимого дви

жения - мvжет превышать иминр· 

Для дальнейшего анализа необходимо ввести понятие 
температуры. 

Кинетической температурой а-компонента в молеку
лярной теории газов называют функцию, характеризующую 
значение средней кинетической энергии теплового движе
ния молекулы и определяемую равенством 

(1.6.31) 

где k = 1,38 · 10-23 Дж/К -- постоянная Больцмана. Ки
нетическая температура сwеси компонентов определяется 

формулой [ 1] 
µ 

Т = ~ naTa/n, ( 1.6.32) 
a=I 

где п - общее число молекул в единичном объеме. 
Кинетическое определение температуры является более 

общим, чем термодинамическое, так как оно справедливо 
независимо от того, находится ли газ в состоянии термоди

намического равновесия или нет. 
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§ 1.7. Гидродинамические уравнения 
в кинетической теории 

Суммарными или аддитивными инвариантами парных 
столкновений на3ывают н ели чины, длн кuтuрых выпол
няется равенство 

(1.7.1) 

Таким образом, если молекулярный признак 'Фа. - адди
тивный инвариант столкновений, то сумма молекулярных 
признаков для взаимодействующих молекул инвариантна при 
спzолкновении. 

В частности, если молекулы обладают только энергией 
поступательного движения, то аддитивные инварианты мож

но выбрать в виде 

11'1 =та,_ '112 =та Va, 'Фз = 1
/2 та v~. (1 .7.2) 

Эти величины, очевидно, удовлетворяют законам сохра
нения массы, импульса и энергии 

1 

(1.7.3) 

(1.7.4) 

и по определению являются аддитивными инвариантами 

Следует отметить, что линейная комбинация аддитивных 
инвариантов также является аддитивным инвариантом. 

Для неупругих бимолекулярных столкновений 

'i'a + 1J'p = 11,~ + 'i'б 
и в качестве инвариантов столкновений могут быть исполь
зованы величины 

( 1. 7 .5) 

где Еа - внутренняя энергия молекулы сорта а. 

Если имеется совокупность суммарных инвариантов, 
каждый из которых не может быть выражен с помощью 
линейной комбинации других инвариантов, то данные сум
марные инварианты называют независимыми. Если сум
марный инвариант может быть представлен в виде линей
ной комбинации независимых инвариантов, то его называют 
зависимым. Число независимых~инвариантов столкновения 
совпадает с числом соотношений, выражающих математичес
кую формулировку законов сохранения для рзацмодейст
РfЮЩИХ частцц, 



Выведем уравнение, которому должна удовлетворять 
функция 'Фа. С этой целью обе части уравнения Больцмана 
умножим на 'Фadva и проинтегрируем по всем скоростям 
Va (Jl: 

dna. ('Фа) д д 
--- +па. <'Фа.> -·V0 + - ·<'Фа. Va na:>-

dt ~ ~ 

-п { d ('Фа.> + V . дWа. + (F - dvo ) . д <wa.> -
а. dt а. дr а. dt дVа 

_,'""'д'Фа. V :~ v }=J ( деfа.) 1111, dV + 
дV а. дr о дt та. а. 

а. r 

( 1. 7 .6) 

Эrо соотношение называют уравнением Энскоrа. 
Если функцию распределения f a. выразить через пере

менные V а, r, t, то получим уравнение Больцмана для систе· 
мы координат, движущейся со среднемассовой скоростью: 

df a. дf а. ( dv0 ) дfа. дf а. д 
-+V · + F - - · -v -

dt а. дr а dt · дV а. дVа • дr 0 
-

-f>f 
1 

f (f~f~-fafr.)ear.P~f bdbedVr.+( д~;а )r· ( 1. 7. 7) 

Подставим в уравнение ( 1. 7 .6) та вместо 'Фа.. В резу ль
тате получим уравнение сохранения а-компонента: 

дта. па. а 
--+-·(mana.<Va>)=Ra., a=I, ... , µ. (1.7.8) 

дt дr 

Здесь 

S ( 
деfа. ) 

Ra== та дt r dVa ( 1. 7 .9) 

- массовая скорость образования компонента а в резуль
тате химических реакций. При этом 

~Ra.=0. ( 1. 7 .1 О) 
а 
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Имея в виду, что 1nalia = Ра ~ nлоtность а-компонента, 
используя формулы (1.6.6) и (1.6.7), получим уравнение 
сохранения а-компонента в виде 

дра• д . 
+-д ·[Pa(Vo+Ja)]=Ra, а= 1, ... , µ. (1.7.11) 

дt r 

Если просуммировать урав1:1ения ( 1. 7 .11) по а от 1 до 

" µ,то с учетом р а.~Ра.• (1.6.8) и (1.7.10) получаем уравнение 
v • 

неразрывности для всеи смеси: 

др д - +- ·(PVo) =О. (1.7.12) 
дt дr 

Напомним, что здесь v0 - среднемассовая, или гидроди
намическая, скорость, а р - плотность многокомпонентной 
смеси. 

Вместоµ уравнений вида (1.7.11) можно использовать 
уравнение ( 1 . 7 .12) и µ - 1 уравнений ( 1. 7 .11). Для исполь
зования уравнений вида ( 1. 7 .11) необходимо знать R а. 

Подставим в уравнение ( 1. 7 .6) вместо величины 'Фа им
пульс а-молекулы та Va в системе отсчета, движущейся со 
среднемассовой скоростью, и просуммируем результат под
становки по а от 1 до µ. Используя закон сохранения им
пульса при упругих и неупругих столкновениях, получим 

уравнение движения многокомпонентной смеси в виде 

dv µ д µ 
Р 0 = ~ Pafa- -. ~ Pa<VaVa>· (1.7.13) 

dt ~ дr ~ 
а= 1 а= 1 

Введем силу F, действующую на единичную массу: 
µ 

pF = ~ PaFa, (1.7.14) 
a=l 

и используем определение тензора давлений Р. В резуль
тате получим уравнение движения многокомпонентной 
смеси: 

_d_v0_ = F-J_ _о_ .р. 
dt р дr 

(J .7.15) 

Полной внутренней энергией молекулы сорта а называют 
сумму 

(1.7.16) 
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rде 1/2та. V~ - внутр.енняя энерrия одной молекулы сорта 
а, отвечающая поступательным степеням свободы, а еа. пред
ставляет собой сумму внутренней 'iНергии, соответствующей 
непоступательным степеням свободы, и потенциальной (хи
мической) энергии молекулы, связанной с определенным 
расположением атомов в молекуле сорта а. 

Из определения еа. следует, что 

два. два. два. 
--=0, ==0, =0. 
дt дr дV а. 

....... 

Введем термодинамическую внутреннюю энерги10 и, 
приходящуюся на единичную массу, 

,,.... 1 ,"J 1 ~ и=-~ EaпfadVa.=- ~nа<Ва.п>= 
Р а Р а 

=_!__[~ Pa(V~) +~пава], (1.7.17) 
р а. 2 а. 

u 

и тепловои поток 

q = ~ 1
/ 2 ma.na.<V~ Va.>+ ~па.еа <Va>. (1.7.18) 

а. а 

Подставляя в уравнение Энскога (1.7.б):вместо 'Фа пол-
u . 

ную внутреннюю энергию еа.п однои молекулы сорта а и 

суммируя результат подстановки поа от 1 до µ, получаем 
ур~внение сохранения энергии многокомпонентной смеси: 

µ [ dna. ( 8а.0 } д 
~ +nа<Вап> -·Vo+ 
~ dt дr 

а.= 1 

+_Е._ ·nа<еап Va:>-na.{ (Fa.- dvo) ·та Va.-
дr dt 

-та <Va Va> : : Vo}] = О. 
Следует отметить, что при выводе этого уравнения первые 

два члена в фигурной скобке, расположенной в левой части 
уравнения Энскога (1.7.6), обратились в нуль, поскольку 
V rt, r, t - независимые переменные, а столкновительные 
члены обратились в нуль вследствие того, что должны быть 
выполнены законы сохранения энергии для упругих и не

упругих столкновений. 
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Используя оnре;tелемие fettэof>a давлениft и то, чtо пол
ная плотность диффузионного потока равна нулю, получаем 
из предыдущего уравнения 

Р. ( dnci (Вап> д д ) 
----+па <еап>-·V0 +-.па <еап Va> = 

dt дr дr 
a=I 

µ. д 

= ~па Fa.·ma.Va.>-P: - V0 • 
~ дr 

( 1. 7 .19) 
а.=1 

Плотностью полного потока энергии будем называть век
тор 

µ. µ. 1 2 

q0 = ~ na.<BanVa> = ~ -mana<VaVa>+ 
~ .- 2 
a=I a=I 

µ. 

+ ~ na<Va>Ea. ( 1.7 .20) 
a=I 

Вводя вектор q
0 

в уравнение (1.7.19), запишем его в 
окончательном виде: 

:, }~1 nа<Вап>+(}~. na<Ban>) ~ ·Vo+ 

д µ. д +-·Q0 = ~ maпaFa·<Va>-P:-v0 • (1.7.21) 
дr ~ дr 

a=I 

В полученные rиАро.цинамические уравнения неразрыв
ности для компонентов, движения и энергии входят усред

ненные величины, которые еще необходимо выразить через 
параметры, характеризующие макросостояние вещества. 

К таким величинам относятся, например, средняя полная 
внутренняя энергия компонентов, массовая скорость обра
зования компонентов за счет всех химических реакций. Ус
тановление упомянутых связей требует привлечения сведе
ний иэ термодинамики и химической кинетики, к их изложе
ни,о мы сейчас и переходим. 



Глава 2. ЭЛЕМЕНТЫ Т~РМОДИНАМИКИ 
И ХИМИЧЕСКОЯ КИНЕТИКИ 

§ 2.1. Основные понитии и ооред.uев11• 
• 

равновеснои термодинамики 

Предметом и~следования в классической термодинамике 
являются законом~рности превращения энергии в равно

весных системах и при переходе макроскопических систем 

в состояние равновесия. 

В термодинамике стационарных необратимых процессов 
соотношения, полученные классической термодинамикой, 
обобщаются на неравновесные системы. Термодинамика 
необратимых процессов начала интенсивно развиваться на
чиная с 30-х годов, после известных работ Онзаrера, и в 
настоящее время неравновесную термодинамику можно рас

сматривать как вполне сложившуюся физическую теорию. 
Однако неравновесной термодинамике свойственны те же 
недостатки, что и всякой феноменологической теории, в 
которой не рассматриваются конкретные модели взаимодей
ствия частиц - соотношения термодинамики необратимых 
процессов содержат некоторые величины (кинетические ко
эффициенты), нахождение которых связано с использова
нием либо кинетических уравнений, либо эксперимента. 
Поэтому далее мы кратко изложим лишь основы класси
ческой термодинамики. Более подробно термодинамика 
изложена, например, в книге [6]. 

Как уже упоминалось, термодинамика является наукой 
феноменологической. Основу термодинамического метода 
составляют постулаты и три закона (или_ начала) термодина
мики. Оказывается возможным, исходя из небольшого числа 
общих законов, получить в термодинамике весьма глубокие 
результаты. В этом смысле изложение термодинамики можно 
построить таким же образом, как это делается, скажем, в 
евклидовой геометрии. Перейдем к изложению основных 
понятий и определений термодинамики. 

Термодинамической системой называют любую совокуп
ность материальных тел (состоящих из большого числа час
тиц), заключенную внутри заданных границ. 

Систему называют изолированной, если она не обменива
ется энергией и веществом с другими системами, в противном 
случае систему называют неизолированной. Если система 
не может обмениваться теплотой с окружающ(\й средой, ее 
считают адиабатной (или теплоизолированной). 

' 
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Говорят, что термодинамическая система заключена в 
адиабатную оболочку, если некая идеальная теплоизоли
рующая поверхность полностью исключает теплообмен с 

u u 

окружающеи средои. 

Очевидно, система изолирована, если nпа заключРна в 
адиабатную и абсолютно жесткую оболочку, которая делает 
невозможным ни тепловое, ни механическое взаимодейст
вие с окружающей средой. 

Систему, имеющую во всех ~воих частях одинаковые 
.свойства, называют однородной. 

Если система состоит из нескольких однородных, но 
различных частей, отделенных друг от друга поверхностя
ми раздела, то такую систему называют гетерогенной, а 
различные части, их которых она состоит, называют фаза
ми. В соответствии с тремя возможными видами агрегатного 
состояния вещества существуют жидкая, твердая и газооб
разная фазы. Систему, состоящую из одной фазы, называют 
гомогенной. 

Макроскопические величины, характеризующие состоя
ние системы, называют термодинамическими параметрами. 
Параметры разделяют на ·Внешние (определяемые положе
нием не входящих в систему внешних тел) и внутренние 
(определяемые положением и совокупным движением вхо
дящих в систему частиц). НаприIVер, объем системы V 
является внешним параметром, а внутренняя энергия И -
внутренним. Очевидно, значение внутренних параметров 
зависит от значения внешних параметров системы. 

Иногда говорят об экстенсивных и интенсивных пара
метрах. Экстенсивными называют параметры системь1, про
порциональные массе или числу частиц в системе; в противо

положном случае параметры считаются интенсивными. На
пример, давление р является интенсивным параметром, а 

удельный объем v, энтропия S, энергия системы Е - па
раметры экстенсивные. 

Состояние системы называют стационарным, если пара
метры системы с течением ·времени не изменяются. 

Если при постоянных внешних условиях неизменны не 
только параметры системы, но и отсутствуют какие-либо 
стационарные потоки вещества и энергии, так что макроско-

v 
пические своиства системы, сравниваемые в два различных 

момента времени, одинаковы, то говорят, что система нахо

дится в состоянии термодинамического равновесия. 
Сформулируем теперь первый постулат термодинамики: 

люб(ЦI, система, находящаяся при фиксированнtJ~Х внешних па" 
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ра.метрах, со временем приходит в состояние термодинами
ческого рШJновесия и самопроизвольно выйти из него не может. 

Из первого постулата следует: 
а) малыми отклонениями от состояния равновесия (флук

туациями) в термодинамике пренебрегают; 
б) понятие термодинамического равновесия применимо 

лишь к термодинамическим системам (состоящим из весьма 
большого, но конечного числа молекул) и неприменимо к 
нетермодинамическим системам (Вселенная). Поэтому не
правомерен вывод из первого постулата термодинамики о 

возможности термодинамического равновесия во Вселенной 
u 

и ее «тепловои смерти». 

Если привеети в тепловой контакт две системы ,порознь 
находящиеся в состоянии термодинамического равновесия, 

то возможно нарушение равновесия в объединенной системе 
даже при равенстве внешних параметров систем. Из приве
денного опытного факта следует: 

а) существует еще один термодинамический параметр, 
называемый температурой, который не является функцией 
внешних параметров, а определяется внутренним состоянием 

системы; 

б) температура определена только для состояния термо
динамического равновесия или состояний, близких к нему; 

в) для состояний, далеких от_ состояния термодинамичес
кого равновесия, понятие температуры, вообще говоря, 
лишено смысла. 

Любой рШJновесн,ы,й внутренний параметр системы, 
является функцией ее внешних пара.метров и темпе
ратуры. 

Указанное утверждение носит название второго посту" 
пата термодинамики. 

Нас в этой главе будут интересовать такие процессы, 
в которых изменение внутренних термодинамических пара

метров происходит не спонтанным образом, а полностью 
контролируется изменением внешних~ термодинамических 
параметров и температуры. Как следует из второго постулата 
термодинамики, для этого достаточно, чтобы во время эво
люции системы она в каждый момент времени находилась в 
состоянии термодинамического равновесия. 

Термодинамический процесс называют равновесным или 
квазистатическим, если все параметры системы меняются 

столь медленно, что система при ее эволюции все- время на

ходится в термодинамически равновесных состо~пц1я~ ~ 

~2 



Если изолированная система выведена из состояния рав
новесия, то через некоторое время т, называемое временем 

релаксации, она вернется к равновесному состоянию. Сам 
пpoцrrr пгрРхnла системы к равнnвРснnму сnстоянию назы

вают релаксацией. Если за время процесса некоторый пара
метр системы ai меняется на Лаi, то скорость изменения этого 
параметра во время равновесного процесса должна, очевид

но, У!{ОВлетворять неравенству 

da, < rr ла, 
dt ~ • 

(2.1.1) 

Из опыта известно, что л1обой реальный самопроизволь
ный процесс является необратимым. Однако можно предста
вить себе гипотетический, но тем не менее полезный для ана-

u v 
лиза многих явлении процесс, допускающии возможность 

возвращения системы в первоначальное состояние без того, 
чтобы в окружающей ·среде остались какие-либо изменения. 
Процесс, который можно провести в обратном направлении 
так, чтобы система и окружающая среда пришли в первона
чальное состояние через те же промежуточные состояния, 

что и в прямом процессе, называют обратимым. 

§ 2.2. Первый закон термодинамики 
и уравнение состояния 

Первый закон термодинамики представляет собой приложе
ние закона сохранения и превращения энергии к тепловым 

явлениям. В классическqй термодинамике принято считать 
работу W системы положительной (W >О), если работа 
производится системой над внешними телами. Количество 
теплоты Q > О, если теплота передается системе*. 

Термодинамические параметры, не зависящие от эволю
ции системы и полностью определяемые состоянием системы 

в данный момент времени, называют функциями состоя-
ния. · ~ · pt:. 

Очевидно, для квазистатических процессов любая функ
ция состояния системы зависит лишь от температуры и 

набора независимых внешних параметров, соответствующих 
данному моменту времени. 

• В химической термодинамике, наоборот, количество теплоты 
часто считается положительным, если теплота передается от термо

динамической системы окружающим телам. 
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Пусть термодинамическая система обладает п внешними 
параметрами. Тогда элементарная работа системы может 
быть представлена в виде 

n 
cSW = ~ Aidai. (2.2.1) 

l= 1 

Здесь Ai - обобщенная сила, соответствующая внешнему 
параметру ai (обобщенной координа1е), i = 1, ... , п. В ква
зистатических процессах А i = А i ( ai, ... , an, Т). 

Термодинамическую систему называют простой, если она 
обладает-- лишь одним независцмым внешним параметром. 

Для простой термодинамической системы 

cSW = Ada. (2.2.2) 

Если таким внешним параметром является объем V системы, 
то 

cSW = pdV (2.2.3) 

и, следовательно, давление р является обобщенной силой, 
сопряженной обобщенной координате V. При термодинами
ческом исследовании явлений, связанных с поверхностным 
натяжением в жидкости, работа сил поверхностного натя
жения при изменении площади пов~рхности на d~ записы
вается так: 

cSW = - ad~, (2.2.4) 

где а - поверхностное натяжение. Знак минус в формуле 
(2.2.4) появляется в соответствии с приведенным выше пра
вилом знаков для элементарной работы. 

Обратим внимание на разницу в употреблении знаков d 
и б-элементарных приращений переменных величин. Знак. 
cS употребляют в том случае, если соответствующее выраже
ние не является полным дифференциалом. Величина cSW не 
представляет собой полного дифференциала, поскольку ра
бота W не является функцией состояния. Эго утверждение 
следует также из того факта, что в общее выражение (2.2.1) 
для элементарной работы дифференциал температуры не 
входит. 

По аналогии с соотношением (2.2.2) элементарное коли
чество теплоты, полученное ·системой, можно представить 
в форме 

бQ = TdS, (2.2.5) 
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сопоставив обобщенной силе Т неко:rорую обобщенную ко
ординату S - энтропию. Естественно, такое введение энт
ропии не может считаться строгим. 

Отнесем к внутренней ~неv1·ии И L:ИL:l'tмы ,:jHtlJ1 ию, не 
связанную с движением системы как целого и не являющую

ся потенциальной энергией системы в поле внешних сил. 
Тогда закон .сохранения энергии (первое начало термодина
мики) имеет вид 

бQ = dlJ + бW. (2.2.6) 

Из первого начала термодинамики следует, что внутренняя 
энергия И системы является функцией состояния. Действи
тельно, в противном случае при круговом процессе оказа

лось бы возможным получить работу от некоторого устройст
ва (вечного двигателя первого рода), не заимствуя энергии 
извне. Итак, возможны две формулировки первого начала 
термодинамики: 

1) внутренняя энергия системы есть функция состояния; 
2) невозможен вечный двигатель первого рода, совершаю
щий работу в круговом процессе, не заимствуя энергии 
извне. 

Используя соотно111ение (2.2.1), получим следующую 
запись первого закона термодинамики: 

п 

бQ=dl1+ ~ Aidai. (2.2.7) 
i= 1 

В соответствии со вторым постулатом термодинамики для 
равновесных процессов можно записать: 

(2.2.8) 

(2.2.9) 

Уравнения вида (2.2.8) называют термическими урав
нениями состояния. 

Уравнения вида (2.2.9) называют калорическими уравне
ниями состояния. 

Для простой термодинамической системы, для которой 
А' = р, а = V, термическое уравнение состояния имеет вид 

р = RTIV. (2.2.10) 

Уравнение (2.2.10) может быть получено также из соображе
ний размерности. В самом деле, размерность давления мож
но выразить через размерности температуры, плотности и 

молярной теплоемкости См. Тогда р/(смрТ) = l, где l - неко-
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торая безразмерная постоянная. В результате имеем урав
нение (2.2.10), причемсмl=R. Впрочем, впервые уравне~ие 
(2.2.10), так же как и калорическое уравнение состояния 

( :~ )т =О, (2.2.11) 

было получено экспериментальным путем (Клапейрон, 
Джоуль). Газ, подчиняющийся уравнециям (2.2.10), (2.2.11), 
называют идеальным. 

§. ,2.3. Основные термодинамические процессы 

Во всякой термодинамической системе (простой или слож
ной) всегда возможны процессы: --

1) изотермический (Т = const); 
2) адиабатный (бQ = О); 
3) политропный (теплоемкость С = бQldT = const); 
4) ai = const, i= 1, ... , п; 
5) А i = с ons t , i = 1 , ... , п. 
Для простой термодинамической системы (а = V, А = 

= р) четвертый процесс носит название изохорного, пя
тый - изобарного. 

Воспользуемся первым законом термодинамики для про
стой термодинамической системы - реального газа 

бQ = dU + Ada, И= U(a, Т), бQ = CdT (2.3.1) 

и определением теплоемкости С в форме (2.3.1). Получим 

С=(!!!__) +[(!!:!..) +А]~. 
дТ а да т dT 

(2.3.2) 

Отсюда 

СА=(~) + [(~) + л]( да_) 1 
дТ а да т дТ .4 

(2.3.3) 

(2.3.4) 

(2.3.5) 

Уравнение (2.3.5) носит название обобщенноrо соотноше
ния Майера. 

Для простой термодинамической системы идеального га
за в силу соотношений (2.2.10), (2.2.11) имеем 

Срм - Сvм = R. (2.3.6) 
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Из формул (2.3.2)-(2.3.4) следует 

(С-Сд)dТ= Сд-Са da. 
(да/дТ)А . 

и если С =F С0 , то 

dT-f- СА-Са ( дТ) da=O. 
Са-С да А 

(2.3.7) 

(2.3.8) 

Соотношение (2.3.8) есть дифференциальное уравнение по
литропы в ·переменных Т, а. Подставим величину 

dT = (Е...) dA + (!!__) da 
дА а да А 

в уравнение (2.3.8). Найдем, что 

( 
дТ ) dA + С д- С ( дТ ) da = О. 
дА а Са-С да А 

(2.3.9) 

-Соотношение (2.3.9) есть дифференциальное уравнение 
политропы в переменных А, а. Для идеального газа уравне
ние (2.3.9) приводится к виду 

Vdp+ Ср-С pdV=O, (2.3.10) 
Су-С 

где п = (Ср- C)/(Cv - С) - показатель полиmропы, а 
"? = Cp!Cv - показаiпель адиабаты. 

Интегрируя соотношение (2.3.10), получим уравнение 
политропы: 

pVn = const. (2.3.11) 

Если процесс адиабатный, то С = О; следовательно, 

р vv = const, (2.3.12) 

'Что представляет собой уравнение адиабаты Пуассона. 
Функциональная связь, возникающая между термодина

мическими параметрами в том или ином процессе, носит 

название уравнения процесса. 

Найдем работу, совершаемую газом в политропном 
процессе, при переходе системы из состояния 1 в состояние 
2: 

2 2 

W12=JpdV=p1V1S dV =Cv v-t (Т1-Т2). (2.3.13) vn n--1 
1 1 
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Но бQ :;; CdT и, следовательно, 

п-у 
Q12 ~C(T2-T1)=Cv (Т2 -Т,). (2.З.14) 

/&-1 

Из уравнений (2.3.13), (2.3.14) следует, что 

у-п 

у-1 
(2.3.15) 

Пусть газ, первоначально находившийся в состоянии 1, 
перешел в""Иное состояние в результате изотермического, 

р 

n-= О 

1 

v 
Рис. 2.3.1. Р-V-диаграммы 
для изотермического, изо

хорного и изобарного про-
цессов 

политропного, изохорного, изо

барного процессов. Тогда вся 
плоскость р - У-диаграммы 
(рис. 2.3.1) будет разбита на 
области 1 (где п < 1), 2 (где 
l<n<y) и 3 (гдеn>у). 

Нетрудно найти характер 
изменения основных термоди-

u 

наtvfических величин в каждои 

из отмеченных областей. Для 
этого достаточно воспользовать

ся уравнением первого закона 

термодинамики (2.2.6) и соот
ношением (2.3.15). В качестве 
~римера рассмотрим эволюцию 

основных термодинамических 

величин для области 1 в случае 
расширения газа. Имеем б W>O, 
поскольку dV>O. Из формулы 
(2.3.15) следует, что Q12 >О 
(п < 1); Q12/W1 2 > 1. Нако-
нец, из первого закона термо

Рис. 2.3.2. Схема распреде- динамики заключаем, что d И = 
ления энергии в термодина- = бQ _ {) W > О. Построим те

мическом процессе 
перь схему распределения энер-

гии (рис. 2.3 .2). 
Исследование в остальных областях проводится совер

шенно аналогично. В качестве полезного упражнения реко
мендуется построить схемы распределения энергии для ос

тальных областей и убедиться в том, что в каждой из облас
тей переход от случая расширения газа к случаю сжатия 
(и наоборот) равносилен изменению направления стрелок 
на схеме распределения теплоты на обратное. 
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Результаты иссле
дования сведены в 

табл. 2.3.1. Значения 
rnnтnРтrтвую1цнх НР

личин, большие ну
ля, здесь обозначены 
знаком «+», меньшие 
нуля - знаком «-». 
Из таблицы вид~о, 
что: 

1) если политро
па проходит выше 

Т а б л и ц а 2.3.1 

IL 

Расширение 
газа 

l n<l + + + + 
2 l<n<-y - + - + 
3 n>y - - + + 

Сжатие газа 

-+-+ --
+ ++-

(ниже) изотермы, то для этого процесса ЛИ> О (ЛИ <0); 
2) если политропа проходит выше (ниже) адиабаты, то 

для этого процесса ЛQ > О ( ЛQ < О). 

§ 2.4. Второй закон термодинамики. 
Принцип адиабатной недостижимости. 
Энтропия 

Второй закон термодинамики: 
невозможно создать циклически действующее уст
ройство, производящее механическую ра,боту на ос
нове теплообмена только с одним источником теп
лоты. 

Такое гипотетическое циклически действующее устрой
ство, способное производить работу на основе теплообмена 
с одним источником теплоты, назовем вечным двигателем 
второго рода. Итак, возможна еще одна формулировка вто
рого начала термодинамики: 

невозможен вечный двигатель вrпорого рода. 
В результате действие всякого циклически работающе

го двигателя связано с отдачей части теплоты рабочим телом 
окружающим телам (холодильнику). Передача части тепло
ты рабочим телом холодильнику в круговом процессе прев
ращения теплоты в работу носит название компенсации. 

Таким образом, если к термодинамической системе при 
круговом процессе была подведена теплота Q, в результате 
чего системой была совершена работа W, то всегда 

Q > w. (2.4.1) 

Если же работа W термодинамической системы превраща
ется в 1еплоту, то возможно равенство 

w = Q. (2.4.2) 
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Соотношения (2.4.1), (2.4.2) устанавливают качествен
ную неэквивалентность теплоты и работы. 

Можно убедиться в том, что из второго закона термо
дннамнкн следует нсобходнмость сущсt:твовання еще одной 
функции состояния, называемой энтропией. Заметим, что 
существует возможность введения термодинамических функ
ций состояния путем использования некоторых принципов 
недостижимости. Например, из утверждения, что вблизи 
каждого соt:тояния равновесной системы существуют со
стояния, недостижимые изобарным путем, следует сущест
вование у каждой равновесной системы давления р. 

Систему, все части которой имеют одинаковую темпера
туру, называют п1ермически однородной. 

Вблизи каждого состояния термически однородной сис
темы существуют состояния, недостижимые адиабатным 
путем. Это утверждение носит название принципа адиабат
ной недостижимости Каратеодори. 

Действительно, пусть термодинамическая система пере
шла из состояния 1 в состояние 2 в результате некоторого 
равновесного процесса 

Q = И2 - И1 -1- W1 (2.4.3) 

и вернулась затем в первоначальное состояние в результа

те адиабатного процесса, совер1пив работу W 2: 

О= И1 - И2 + W2 • (2.4.4) 

Тогда, суммируя равенства (2.5.3), (2.5.4), получим 

Q = W1 + W2. (2.4.5) 
Уравнение (2.4.5) противоречит второму закону термодина
мики [см. уравнение (2.4.1)], поскольку оказалось возмож
ным превратить теплоту в работу без компенсации. Полу
ченное противоречие доказывает сформулированное в прин
ципе утверждение. 

Из принципа адиабатной недостижимости следует, что 

бQ = kdS, (2.4.6) 

где k - коэффициент пропорциональности, значение кото
рого еще должно быть установлено, S - новая функция 
состояния, называемая энтропией. 

Напомним некоторые сведения из теории пфаффовых 
форм. Пфаффову форму 
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назь1ьаюt голономной, если она имеет инtегрируюtций мно
житель, в противном случае ее считают неголономной. 

Пфаффова форма от двух независимых переменных всегда 
имеет интегрирующий множитель. Uтсюда следует, что 

u u 

для простои термодинамическои системы - идеального га-

за, состояние которого описывается с помощью обобщенной 
координаты V и температуры Т, всегда возможна. запись 
(2.4.6). 

Рассмотрим теперь пфаффову форму 

бП = X 1dx1 + X 2dx2 + X 3dx 3 • (2.4.7) 

Если бП голономна, то 

з дФ 
µбП= ~ dxi=dФ, 

l= 1 дх~ 
(2.4.8) 

т.е. является полным диффер~нциалом некоторой функции 
Ф. Отсюда 

дФ =µXl, i=I, 2, 3. (2.4.9) 
дхi 

Но смешанные производные по любым двум парам пере
менных должны быть равны (д2Ф/(дхiдхi) = д2Ф/(дхiдхi)), 
поэтому 

д 
(µХ1) = д 

(µХ2), 
дх2 дх1 

д 
(µХ2) = 

д 
(µХз), (2.4.1 О) 

дха дх2 

д 
(µХз) = 

д 
(µХ1)· 

дх1 дха 

Исключим µ из системы уравнений (2.4.10), для чего первое 
уравнение умножим на Х 3 , второе - на Х1 , третье - на 
Х2 и сложим. В результате получим необходимое и достаточ
ное условие голономности пфаффовой формы при т = 3: 

Х1(дХа - дХ2 )+х2( дХ1 -- дХа )+ 
дх~ дх8 дх8 дх1 

+хз( ах2 
- ах1 )=о. (2.4.11) 

дх1 дх2 

Заметим, что предположение о термической однород
ности_ системы являлось принципиальным при доказатель-
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ttвe nрннципа Каратеодори. Действительно, рассмотрим 
следующую термическую неоднородную систему (пример 
Афанаrьевnй-ЭрРнфРrт). состоящую из лвух идеальных га
зов (теплоемкости которых Cv1 и Cv2), находящихся в 
~амкнутой оболочке, разделенной поршнем, не пропускаю
щим теплоту·. 

Для целой системы 

бQ = бQ1 -t·бQ2 = cv: dT1 + pdV1 +cv. dT2 + pdV2 =-
" 

R 
= Ср1 dT1 + СР:а dT2 -- (Т1 + Т2) dp, 

~ р 

а независимыми параметрами являются температуры Т1 и Т 2 
и общее давление р. Нетрудно видеть, чтq левая часть (2 .4 .11) 
в этом случае равна (Cv 1 - Cv 1 )Rlp и обращается в 
нуль только при Cv 1 = Cv •. 

Таким образом, для термически неоднородной системы 
понятие энтропии требует особого определения. 

Пусть система состоит из термически однородных под
систем, номер которых i = 1, ... , п. Тогда под энтропией 
системы S понимают сумму энтропий подсистем: 

п 

s = ~ si. 
l= 1 

Необходимо еще определить величину k. С этой целью 
в термодинамике используют два пути: а) либо исследуют 
интегрирующие множители для пфаффовых форм, возникаю
щих в термодинамике (Каратеодори); б) либо устанавливают 
значение k с помощью некоторых идеальных циклов (Клау
зиус). 

Следуя первому методу, дuкажем теорему: 
среди интегрирующих делителей элемента теплотьt 
бQ имеется такой, который за,висит только от тем
пературы и одинаков для произвольных систем, на
ходящихся в тепловом ра,вновесии. 

Действительно, пусть имеется система, состояние кота· 
рой определяется некоторой эмпирической температурой t 
и набором внешних параметров а1 , •.. ,ат, ат+1 , ••• , an. Сис
тема состоит из двух подсистем, находящихся в тепловом 

u 

равновесии; а1 , ••• ,ат-внешние параметры первои, am+1 .. ,, 
... , ап - второй системы. К подсистемам подводится теп
лота бQ1 и бQ2 , ко всей системе - теплота бQ = бQ1 + -
+ бQ2 • Используя (2.4.6), получим " 

бQ1 = k1dS1 , бQ2 = k2dS 2 , бQ = kdS, (2.4.12) 
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rде kl = k2(t, а1. . .. ' ат); k2 = k2(t' aт+lt ... ' ап); k = 
= k(t, а1, ... , ап)·. 

Энтропии S 1 , S 2 возьмем в качестве новых независимых 
nРременных, исключив r их помощью независимые перемен
ные а1 , ат+~· В результате имеем 

k1 = k1 (t, S1 , а2, ••• , ат), 

k2 = k2 (t, S2, ат+2' ···, ап), 
k = k (t, S1, S2, а2 , .· .. , ат, ат+2 , ... , ап), 

dS = дS dt + as dS + дS dS + 
дt дS1 1 дS2 2 

(2.4.13) 

Но из (2.4 .12) следует, что 

dS = ~ dS1 + ~ dS2• (2.4.14) 
k k 

Сравнивая (2.4.13) и (2.4.14), находим 

дS = J!L дS = ~ дS = О дS = О 
дS1 k ' дS2 k ' дt ' да·i ' 

i=2j ... , п, i=Fm+l. (2.4.15) 

Из соотношений (2.4.15) видим, что 

д дS _- _д_ дS = _д_ (l!L.) ==О. 
дS1 дt дt дS1 дt k 

Аналогично, 

_а (~)-о а (~)= а (~)=о, (2.4.16) 
дt k - ' даi k даi k 

i = 2, ... , п, i * т + 1. 

Следовательно, в общем виде 

k i = (f>(t)f 1(S1, а2, ... , ат), 

k2= ff>(t)f2(S2, ат+2' ... , an), 

k = ff>(t)f з (S1, S2, а2, ... , ат, ат+2, ... ,ап)-

Но k1 не зависит от йт+ 2 , ••• , a,i; k 2 не зависит от а1 , ... , ат, 
по.qтому из соотношения (2.4.16) закJiючаем что k не зависит 
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от а2, ... ' ат, ат+2' ... ' an; следовательно, и k1_ не зависит 
от а2, ... , ат, а k2 не зависит от ат+2t ... , an, т. е. 

k 1 - {r (t) t 1 ( s 1) , k i -== (r < t) t 2 ( s 2) , k === (r (t) t ( s 1 , s 2) . 
(2.4.17) 

Пфаффовы формы бQ1 = k1dS1 , бQ2 = k2dS 2 , имеющие 
интегрирующие делители <p(t)f1(S1), <p(t)f 2(S2), имеют их 
бесконечное множество·. Нетрудно видеть, что и k1 = <p(t), 
k2 = <p(t) также являются интегрирующими делителями. 
Действительно, например, бQ1 == <p(t) f1(S1)dS1 = <p(t)dS, 
где S = f fз.,(S 1)dS1 • Если k1 = <p(t), k2 = <p(t), то k = <p(t). 
Чтобы убедиться в этом, достаточно представить себе три 
системы, находящиеся в тепловом равновесии. Для каждой 
пары выполняются соотношения k1 = k 2 = <p(t), k1 = k = 
= <p(t), где k относится к системе 1 + 2. Итак, 

бQ1 ~ <p(t)dS1 , бQ2 === ~(t)dS 2 , бQ =--= <p(t)dS. 

Выберем в качестве термодинамической температуры Т = 
= <p(t). 
Тогда 

(2.4.18) 

Из соотношений (2.4 .18) следует, что энтропия системы равна 
сумме энтропий ее термически равновесных подсистем (ер.с 
примером Афанасьевой-Эренфест). Теорема доказана. 

Нетрудно видеть, что для некоторого цикла, состоящего 
из равновесных процессов, 

(2.4.19) 

поскольку энтропия есть функция состояния. Соотношение 
(2.4.19) носит название интеграла Клаузиуса. 

Для необратимых процессов термодинамика позволяет 
получить систему неравенств, показывающих направление 

неравновесных процессов. Например, можно убедиться, что 
для цикла, содержащего неравновесные процессы, интеграл 

Клаузиуса меньше нуля. 
Действительно, пусть система переходит из состояния 1 

в состояние 2 с помощью неравновесного процесса 1 и стати
ческого процесса 2. Тогда в первом процессе бQн = dU + 
+ бWн, а во втором процессе бQс = dU + бWс, откуда 

(2.4.20) 
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Но разность 6Qн-бQс может быть только отрицательной, 
в противном случае равенство (2.4.20) вступает в противо
речие со вторым законом термодинамики. Итак, бQс > бQн, 
бWu > бWн 11, следовательпn, 

(2.4.21) 

Из неравенства (2.4.21) следует, ·что в изолированной систе-
u 

ме, в которои протекают неравновесные процессы, энтро-

пия возрастает. 

§ 2.5. В-функция и В-теорема Больцмана 

Рассмотрим некоторую совокупность молекул, заключен
ных в определенной части пространства; газ считается нереа· 
гирующим. 

Допустим, что в рамках изучаемой термодинамической 
системы реализуется однородное состояние, при котором 

функции распределения не зависят от положения молекул. 
Считаем также, что массовые силы отсутствуют. 

В связи со сделанными допущениями уравнение Больц
мана значительно упрощается и принимает вид 

дf а = S (f ~ ff,--f afr,) ga.p Ьdbdedvr,.
дt 

Введем В-функцию Больцмана: 

Н=~ s fa.lПfa.dVa.. 

(2.5.1) 

Вычислим величину дН/дt. В силу независимости пере
менных t и v а получим 

дН s дf дt = ~ (1 + lnfa.) д; dva.. 
а 

(2.5.2) 

Подставляя в (2.5.2) выражение для дf aJдt, имеем 

~~ = ~ S (f~ff,-f afr,) (1 + ln f а) gap Х 
а 

Х Ьdbdedvadvp. (2.5.3) 
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Если воспользоваться приемом симметризации, описан
ным в [ 1], то выражение для дН !дt можно переписать в виде 

ан=__!_. ~so +1nfrx-t-1+ Infв-1-lnf~-t-Infp) х ut 4 ..-.. 
а 

Х (f~ f~-f a.fp) ga.13 bdbdedva.dvp = 

=-
1 ~S ln 

1~ 1~ (f~fP-fa.fp)ga.pЬdbdedvadvp. 
4 а. la.fr,. 

(2.5.4) 

Рассмотрим два случая: 1) f~f~ > f аf в; 2) f~f~ < fof r,· 
В первом случае первый сомножитель подынтегрального 

выражения отрицателен, а второй - положителен. В целом 
подынтегральное выражение всегда отрицательно и, сле

довательно, дН/дt <О. 
Во втором случае первый сомножитель подынтегрального 

выражения положителен, а второй - отрицателен. В целом 
подынтегральное выражение также отрицательно и, следо

вательно, дН!дt <О. 
Таким образом, производная от Н-функции Больцмана 

отрицательна и, следовательно, Я-функция с ростом време
ни убывает. 

Покажем, что, убывая, И-функция, однако, остается 
ограниченной по модулю. Иначе говоря, необходимо пока
зать, что интеграл S f alnf adva. не стремится к -. оо, т. е. 
сходится. 

Рассмотрим наряду с И-функцией интеграл 

J f a. 1 
/2 та. v~ dva. = 1 

/2 та. па. <v~>. (2.5.5) 

который представляет собой значение кинетической энер
гии единичного объема и поэтому конечен. 

Допустим, ЧТО функция f а убывает при Va-+ оо быстрее, 
чем exp[-mav~/(2kT)J, т. е. 

-та. v~/ ( 2kT) 2 fa.<e , lnfa.<-ma.Va./(2kT). 

Тогда 

-J f a. ln f a. dva. <оо. 

Если же f а убывает при Va-+ оо медленнее, чем ехр[-та Х 
Х Val (2kT)], т .е. 

- ln f" < та. v~/(2kТ), 
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то конечность интеграла устанавливается с помощью со

отношения (2.5.5). Действительно, в этом случае 

-falnfa< 1 
- mav~fa 

2kT 
(2.5.6) 

и интеграл от этой величины должен быть конечен в силу 
(2.5.5), поскольку конечной должна быть полная кинетичес
кая энергия системы. Таким образом, И-функция ограничена 
при v а. -+ оо, что и требовалось доказать. 

Ограниченность И при t-+ оо означает, что Н-функция 
имеет минимум при t-+ оо. Необходимое условие экстремума 
дН!дt == О, тогда из выражения для дН!дt заключаем, что 

f ~f~ = f afp,. (2.5.7) 

Из уравнения Больцмана (2.5.1) и (2.5.7) следует, что 
дf alдt = 9. 

Таким образом, видим, что минимум И-функции дости
гается в том случае, если реализуется стационарное одно

. родное состояние нашей термодинамической системы, и 
наоборот. 

Запишем число молекул, которые в результате столк
новений в объеме dr за время dtтеряют скорость из диапазона 
(va, dva.): 

а drdva dt = drdva dt f а f p, gap, bdbdedvp,. (2.5.8) деf<-> s 
дt 

Число молекул, которые в объеме dr за время dt приоб
ретают скорость из диапазон~ Vа,dvа,определяется формулой 

е а drdva dt :=::; drdva dt f ~f6 g~p, Ь' db~ de' dv~. (2.5.9) д f< +) s 
дt \ 

Ранее было показано, что g~f3 = gaf3' Ь' = Ь, dv~dvЬ = 
dvadvf3, е' = е, а f~f~ = f af f3, поскольку реализуется 

стационарное однородное состояние. 

Таким образом, правые части равенств (2.5.8) и (2.5.9) 
равны, а значит равны и левые. Это означает, что число 
молекул, теряющих в объеме dr за время dt скорость из 
диапазона (va, dva), в соответствии с принципом детального 
баланса компенсируется числом молекул, приобретающих 
скорость из этого же диапазона. 
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Полученные результаты составляют содержание В-тео-
ремы Больцмана*: 

с ростом времени Н-функция убывает и npu t ~со 
достига,ет своего минимального значения, причем 
одновременно в изуча,емой термодинамической сис
теме реализуется стационарное однородное состоя
ние, при котором выполняется принцип детального 
равновесия. 

§ 2.6. Свойства максвелловскоrо .... , 
состояния газа 

Получим функцию распределения в случае максвелловского 
состояния газа, т. е. его стационарного однородного состоя

ния. Для такого состояния выполняется равенство (2.5.7), 
которое можно переписать в виде 

ln f a + ln f~ = ln f ~ + ln f~. (2.6.1) 

Таким образом, lnf a. представляет собой аддитивный 
инвариант столкновений. Тогда Inf а. можно представить в 
виде линейной комбинации независимых инвариантов: 

(2.6.2) 

где а1 , а 3 - неизвестные скалярные постоянные а а2 -

неизвестная векторная постоянная. 

Используя выражения для числа частиц (1.6.3), средней 
скорости (1.6.2) и температуры через функцию распределе
ния (1.6.31), можно определить постоянные и получить 
следующую формулу для функции распределения Максвел
ла в случае стационарного однородного состояния [ 1]: 

(2.6.3) 

Важность полученного выражения состоит в том, что 
оно представляет собой одно из немногих точных решений 
уравнения Больцмана. 

Число молекул, которые в единичном объеме обладают 
скоростями из интервала (v,и dva.), равно f a.dva. или f a.dVa.x Х 
Х dvay Х dva.z. 

* Обобщение теоремы Больцмана для реагирующего газа содер
жится в [ 1]. 
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Следовательно, чисJiо молекул в единичном объеме, у 
которых в максвелловском состоянии компоненты скоростей 
заключены между пределами (va т' t'a х + dva :r), (v~ и, 
Va.y + dva.y), (Va.z, Va.z + dva.z), соответственно составляет 

(2.6.4) 

(2.6.5) 

(2.6.6) 

Из выражений (2.6.4)-(2.6.6) следует, что распределение 
Va.x не зависит от компонент Va.y, Va.z· 

Таким образом, вероятность того, что компонента Va.x 
заключена между заданными пределами, не зависит от зна. 

чения компонент, перпенди

кулярных оси Ох. 
Это свойство функций рас

пределения отдельных ком

понент скорости априори бы
ло положено Максвеллом в 
основу вывода функции рас- S 
пределения для стационар- Рис. 2.6.1. Графики функций 

ного однородного состояния У1 (s) и Y2(s) 
газа. 

Этот вывод априори не является очевидным. Вследствие 
этого Максвелл не был удовлетворен своим выводом функции 
распределения и поэтому дал другой вывод функции рас~ 
пределения f a.~ который также был небезупречен. 

Вывод функции f a., приведенный здесь, принадлежит 
Лоренцу. Обозначим 

2 1 dnax 
S == - ma.(Va.x-Vox)2

, У1 = г • (2.6.7) 
2 1/ v т па • 2nk~ а dv= 

График функции y1(S) приведен на рис. 2.6.1. 
Определим число молекул, модуль тепловой скорости 

которых лежит в интервале ( V а., d V а.). 
Полагая 

dV а.= V~ sin 0dV а. d0dq> 
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и интегрируй вь1ражение f a.dva. по е и ер, получим 

dna=-.f2 пa( та )"'·v~exp(-- т~V~)dVa. (2.6.8) V П ~а ~а 
Введем величины 

( 
т~ v~) dna 

s = и У2 = ~=====-----
2kT ~ V тa/(2nkT а) па dVa. 

Тогда 

У2 (s) = s2 e-s•. (2.6.9) 

График функции y 2(s) дан на рис. 2.6.1. 
Зная функцию распределения f а.' можно найти среднее 

значение 

2 

<Фа>= ( та )
1

'

1 J'fae ;;:: dVa (2.6.10) 
2пkТа 

любой функции 'Фа., характеризующей состояние газа. 
Если 'Фа. является нечетной функцией одной из компонент 

Va.i' где i = 1, 2, 3, то, как следует из результатов преды
дущего параграфа, <'Фа.> = О. 

В связи с этим недиагональные элементы тензора давле-
u 

нии равны нулю и он примет вид 

Ра. = kna.TU, (2.6.11) 

где knaT- любой из диагональных элементов. 
Среднее значение тепловой скорости 

2 

( 
та )•/1 s т~:а <Va>= Vae а. dva= 

2пkТа 

( 
т ) • / • ~ soo - та. v ~ ( BkT ) • / 1 

=4n а V~e kTa dVa= ~ · (2.6.12) 
2пkТ а пта, 

о 

Средний квар.рат скорости 

(2.6.13) 
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Следует отметить, что 

V <V~> =<Va.> V 3
8
n = 1,086<va.>· (2.6.14) 

В заключение отметим, что максвелловская форма для 
f а имеет место также для стаци<?нарного состояния газа в 
замкнутом сосуде с гладкими стенками в случае отсутствия 

массовых сил. 

§ 2.7. Связь между В-функцией 
и энтропией 

Рассмотрим стационарное 9днородное состояние газа в 
замкнутом сосуде с гладкими стенками в отсутствие массо

вых сил. 

Как следует из § 2.5, Я-функция Больцмана имеет вид 

Н = ~ JfalnfadVa = ~na<lnfa>= ~naHa, 
а CJ а 

(2.7.1) 

где* 

3 та 
Ha=lnna+- ln--

2 2пkТ 
(2.7.2) 

как следует из соотношения (2.6.3). 
Используя выражеие (2.6.13) для среднего квадрата 

скорости, получим вместо (2.7.2) 
3 та 3 

Ha=lnna+-ln --
2 2пkТ 2 ' 

(2.7.3) 

или 

Ha=lnna/T1
l 1 +const. (2.7.4) 

Постоянная в правой части равенства (2.7.4) не зависит 
от состояния газа и может быть опущена. 

Установим связь между функцией На и энтропией Sa. 
С этой целью запишем Sa для одноатомного газа, находя
щегося в том же сосуде с абсолютно гладкими стенками в 
отсутствие массовых сил, через величины, характеризующие 

состояние газа на молекулярном уровне. 

• В стационарном однородном состоянии Та == idem == Т, 
где Т - термодинамическая температура. 

51 



Используя первый закон термодинамики и определение 
энтропии, получаем 

. dU +Р dv cv dT+Pa dva 
dSa.= а а rx = rx , (2.7.5) 

т т 

где Va. - удельный объем, приходящийся на частицу сорта 
а, а cv == 3/ 2 k. После простых преобразований получим 

а. 

Sa = k(3/ 2 InT - Inпa.)· (2.7.6) 

Сравнивая выражения (2.7.4) и (2.7.6), заключаем, что 
с точностЬК> до несущественного постоянного слагаемого 
выполняется .равенство 

Sa = -kHa.. (2.7.7) 

Равенство (2. 7. 7) можно рассматривать как статистичес
кое определение энтропии системы. Используя очевидные 
равенства 

S = ~па. Sa., Н =~па. На, (2.7.8) 
а. а. 

находим, что 

s = -kli. 

§ 2.8. Основные понятия и определения 
химической кинетики 

(2.7.9) 

Все явления аэротермохимии тесно связаны с химическим 
взаимодействием вещества. В некоторых случаях химичес
кое взаимодействие _определяет характер явления целиком. 
К таким явлениям, в частности, можно отнести самовоспла
менение, которое является итогом прогрессирующего само

ускорения реакции. В связи с этим возникает необходимость 
u u 

в использовании некоторых законов и понятии химическои 

кинетики. До сих пор аналитические методы теоретической 
химии не позволяют рассчитывать константы скоростей 
химических реакций, поэтому в данном курсе будут изла
гаться лишь самые необходимые сведения из феноменологи
ческой химической кинетики. Более подробную информа
цию можно почерпнуть из [7-9]. 

Химической кинетикой называют науку, изучающую 
закономерности протекания химических реакций. 

Одним из основных понятий химической кинетики яв
ляется понятие скорости химической реакции. 
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Массовой скоростью гомогенной химической реакции 
называют скорость изменения количества вещества, участ

вующего в реакции в единичном объеме реагирующей сме
си. 

Величина, характеризующая относительное содержание 
данного компонента в смеси газов, носит название концент

рации. В химии часто используют следующие определения 
концентраций в смеси газов .. Массовой концентрацией 
компонента а (а = 1, ... , µ) называют величину 

Ра. Ра. т~ па 
Са,= --= -µ.-- - __ µ. ___ _ 

р ~ Ра. ~ та.па 
(2.8.1) 

а.=1 а.=1 

Молярно-объемной концентрацией называют величину, 
равную числу молей компонента а, приходящемуся на еди
ничный объем: 

W а= Ра.1 Ма.. (2.8.2) 
Следовательно, 

W а= Са р/Ма. =Са, р, (2.8.3) 
где Са = са}Ма. Общее число молей вс~k компонентов в 
единичном объеме 

µ. µ. -
·w= ~ w~= р ~ са· (2.8.4) 

a=I а.=1 

Молекулярной массой смеси назовем величину 

1 
µ. -

м = p/W = 1 а.~1 Са.· (2.8.5) 

Молярной концентрацией или молярной долей компонен
та а (числом молей компонента а на моль смеси) назовем 
велич~ну , 

Са, 
Ха= Wa.!W= ---

, 

(2.8.6) 

В дальнейшем мы в основном будем польз9ваться кон-
центрацl!ями Са· Очевидно, для Са и Ха выполняются равен
ства 

µ. µ. 

~ Са= 1, ~ Ха= 1. (2.8.7) 
~= 1 (&с:= 1 
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Наконец, уравнение состояния в концентрациях са запи
шем так: 

(2.8.8) 

µ µ -

Р= ~ Pa=pRT ~ Сrм (2.8.9) 
а= 1 а= 1 

где R = kN = 8,31 Дж · К-1 
• моль-1 - молярная га

зовая постоянная. 

Скорость химической реакции математически может быть 
записана через производную по времени от любых из ука
занных выше концентраций. 

Наряду с гомогенными химическими реакциями, проте
кающими в объеме, в химической кинетике вводят понятия 
гетерогенных реакций. Гетерогенной называют химическую 
реакцию, протекающую на границе раздела различных фаз. 

Массовой скоростью гетерогенной химической реакции 
называют скорость изменения количества вещества, участ

вующего в реакции, на единичной площади поверхности 
раздела фаз. 

К гетерогенным относят также реакции, протекающие в 
узких по сравнению с объемом, занимаемым газом, зонах 
при горении, например неперемешанных газов, если ско

рость реакции значительно превышает скорость подвода 

реагентов к зоне реакции. В этом случае зону реакции мож
но рассматривать как 'математическую поверхность. 

Все реакции делят на простые и сложные. Простыми 
называют химические реакции, скорости которых зависят 

только от концентрации исходных веществ и не зависят от 

концентрации продуктов реакции и промежуточных продук

тов. Сложными называют реакции, скорости которых зави
сят как от концентрации исходных веществ, так и от кон ... 
центрации образующихся конечных или промежуточных 
продуктов реакции. 

Реакции бывают обрапzимыми и необратимыми. Необра
тимая реакция протекает только в одном направлении, обра
тимая - как в одном, так и в противоположном направле

ниях. 

Следует сказать, что одно вещество соединяется с другим 
в строго определенных количествах. Эти количества регла
ментируются стехиометрическим соотношением, которое 
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для необратимой и обратимой реАкций, протекающих rs один 
этап, имеет соответственно вид 

t• t• 
~ 'V ar Аа -+ ~ 'V~r А~, r = 1 , ..• , l, (2.8.1 О) 
а.=1 а.=1 

µ. µ. ' ' 
~ 'Var Аа. +:Z ~ 'Var Аа. (2.8.11) 
а= 1 а= 1 

Здесь Аа - химические символы исходных реагирующих 
веществ, va - стехиометрические коэффициенты, штрих 
относится к продуктам реакции, индекс r обозначает номер 
реакции, l - число реакций. 

Если химический компонент, символ которого Аа, не 
является исходным продуктом (продуктом реакции), то 

va =О (v~ =О). 

Соотношения (2.8~ 10) и (2.8.11) позволяют провести даль
нейшую классификацию реакций. 

Реакцию, идущую слева направо в соответствии с соот
ношением (2.8.10), называют прямой, а реакцию, протекаю
щую справа налево, - обратной. 

Следует отметить, что наличие стехиометрического соот
ношения (2.8.10) позволяет однозначным образом ввести 
понятие скорости реакции, хотя реагирующих веществ, 

участвующих в реакции, может быть сколько угодно. В са
мом деле, так как справедливо соотношение (2.8.1 О), одно
временно выполняются и соотношения 

---,- = 1dem, а= 1, ... , µ; r = 1, ... , l. (2.8.12) 1 ( dW а ) . 

'Var-'Var dt r 

Химическая реакция имеет место вследствие неупругих 
соударений молекул. Число этиJF столкновений пропорцио
нально концентрациям реагирующих веществ. В связи 
с этим м~лярно-объемную (молярную) скорость прямой реак
ции можно записать в виде 

- µ. 
Rar = (v~,- va,) k1r (Т) П W~a.r • (2.8.13) 

а.=1 

а скорость обратной реакции - в виде 

- µ. v' 
Rar = -(v~r--Var)kьr (Т) П W aar· (2.8.14) 

а.=1 
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Здесь k1r, kьr - консrанtы скоростей прямой 1:f обратной 
химических реакций, зависящие от температуры, индекс 
r характеризует номер рРакпии, скор()rть химической реак
ции выражают. в молях на метр кубический на секунду, а 
черта обозначает, что величина отнесена к Ма.. 

Таким образом, молярно-объемная скорость образования 
u . 

а-компонента в r-и реакции 

- [ µ. µ. , ] Rar=('Var-V~,) k1r п w:a'-kьr п w;ar . (2.8.15) 
a=I a=I 

Посколвку скорости химических, реакций ·выражают 
также через производную от концентраций, можно получить 
уравнения химической кинетики, одно из которых имеет 
вид 

dWa - - ~---= Ra, Cl = 1, ... , µ, Ra = Ra.r• 
dt 

r=I 

(2.8. 16) 

Для дальнейшего анализа целесообразно ввести понятие 
порядка реакции. Порядком прямой реакции по компонен
ту а называют величину 'Va.r' а обратной -v~ Общим (сум
марным) порядком прямой r-й реакции называют величину 

mr = ~Var• а обратной - mr = ~'V~r· Следует отметить, 
a=l a==l 

что для сложных реакций суммарный порядок v может 
быть дробным. 

В связй с тем, что порядок реакций различен, размерно
ность констант скоростей химических реакций также изме
няется. 

Так как молярно-объемную скорость Ra. образования 
а-компонента выражают "в моль/(см3 • с), то, как следует 
из (2.8.13), размерность константы скорости прямой хими
ческой реакции 

[k1,] = N l -m (L8)m-l Т-1 • (2.8.17) 

В частности, для реакции первого порядка размерность 
k1r есть частота, т. е. т-1 • 

Влияние температуры на скорость химической реакции 
учитывают в формуле для скорости "реакции множителем k, 
где k - скорость реакции, отнесенная к концентрации. 

На основании экспериментальных данных Аррениус 
(1889) установил, что константу скорости реакции можно 
определить по формуле 

k = k0 exp[-E/(RT)]. {2.8.18) 
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Здесь R - универсальная· газо
вая постоянная, Т- термодина
мическая температура, k0 -

u 

предэкrпnпенп1н1л1)11ыи множи-

тель, Е - энергия активации. 
Размерность k0 совпадает с раз
мерностью константы скорости 

химической реакции. 
Для мономолекулярных реак·

ций * значения k0 в большом 
числе случаев имеют порядок 

1012-1014 с- 1 • Представление о 
том, насколько часто величина А 
имеет указанный порядок, мож- · 
но получить из [8]. Согласно 
этим данным (рис. 2.8.1), поря
док 1012-1014 наблюдают в боль
шинстве случаев (60 из 100). 

Остановимся несколько под
робнее на понятии энергии ак
тивации. Пусть в газе проте
кает реакция АВ +С-+ А + 
+ ВС. На рис. 2.8.2 представ
лено взаимное расположение 

молекулы А В и атома С. 
При больших расстояниях r2 

атом С не взаимодействует с мо
лекулой АВ и потенциальная 
энергия системы АВ + С равна 
потенциальной энергии молеку
лы АВ. Кривая зависимостИ по
тенциальной энергии И1 молеку
лы АВ от расстояния r1 между 

. ее атомами имеет вид, изобра
женный на рис. 2.8.3. В начале 
координат находится атом А, 
ядро другого атома может нахо

диться на любом расстоянии, 
лишь бы r1 << r2 • Кривая потенци
альной энергии, как обычно, име-

30 
~ Q 

" 
t:s 
~ 
с--, ', 
~ i.U 
t...;) 

t::3 
~ 

()::: 
c:::t 
::r:: 10 -Q 

~ 
е::: 
~ 
c:::::i 
::r:: 
с§ о 

ko 

Рис. 2.8.1. Относительная 
частота того или иного 

значения Ко для мономо" 
лекулярной реакции 

~с 
/ 

Рис. 2.8.2. Взаимное распо
ложение мо~екулы АВ и 

атома С 

o~~~~~~~~-

F1 

' 
Рис. 2.8.3. Квантовые коле· 
бательные уровни для моле" 

кулы АВ 

• Мономолекулярными называют реакции типа А ~ В + С +
+ D + .... 
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ет глубокий минимум, которому соответствует равновесное 
расстояние между атомами в АВ. Примем этот минимум за 
нуль потенциальной энергии. С помощью потенциальной 
кривой по форму.пр F1 == -<i lf 1/<ir1 .nPrкn ппrтроить кривую 
зависимости силы F 1 от расстояния между атомами (рис. 

· 2.8.3). Вид кривой F1(r1) отражает известный факт, что на 
больших расстояниях атомы притягиваются, а на близких -
и отталкиваются. Атомы в двухатом" 

u 

пои молекуле могут совершать ко-

лебания с определенными частота
ми, значения которых определяют 

в квантовой механике. 
На рис. 2.8.3 изображены кван-

r;~ 12i r товые колебательные уровни для 

Рис. 2.8.4. Гипотетические молекулы АВ начиная с нулевого 
кривые зависимостей по

тенциальных энергий 

и о 

Е, 

' 
АВ+С r 

Рис. 2.8.5. Изменение по
тенциальной энергии U 
системы атомов А, В, С 
вдоль координаты реак-

ции r 

колебательного уровня энергии, 
находящегося на расстоянии 1/ 2hv 
от минимального уровня потенци

альной энергии. Для нулевого 
уровня, например, только при рас

стояниях r1 == ОК и r1 = OL пол
ная энергия системы является по

тенциальной, при других расстоя
ниях она складывается из потен

циальной и кинетической энергий 
системы (кроме расстояния rн, где 
вся энергия системы - кинетиче

ская). 
Пусть реакция прошла и атом 

А удалился от своего первона-
чального положения на рассстояние r1~ r2 • Тогда потен
циальную энергию И 2 составляет потенциальная энергия 
молекулы ВС. На рис. 2.8.4 нанесены две гипотетические 
кривые зависимостей потенциальных энергий И 1 и И 2 от 
расстояния r между атомами. Пусть переход осуществляет
ся с нулевого колебательного уровня одной кривой на ну
левой уровень другой кривой. На рис. 2.8.4 видно, что для 
осуществления перехода через потенциальный барьер атом 
С должен обладать энергией не ниже энергии активации Е. 

Реакции, сопровождающиеся выдел е н и ем теплоты, 
называют экзотермическими, а реакции, сопровождающиеся 

поглощением теплоты, - эндотермическими. 
На рис. 2.8.5 представлено изменение потенциальной 

энергии системы атомов А, В, С вдоль координаты реакции 



r; область б соответствует переходному состоянию. Видно, 
что переход от состояния АВ + С в состояние ВС + А 
возмnжен при ~нерrии F 1 , nnратный перех пл - при энер
гии Е2 • При осуществлении реакции в индивидуальном акте 
неупругого взаимодействия в прямом направлении выделя-
ется энергия · 

{2.8.19) 
АВ С 

В данном случае Евс:л < О, энергия поглощается и, сле-
довательно, прямая реакция носит эндотермический харак

тер. 

В заключение заметим, U 
что в технике большое зна
чение имеют реакции ка

талитического типа. Ка
тализом называют измене

ние скорости химической 
реакции под действием ве
ществ (катализаторов), 
которые не появляются 

АК 

в конечных продуктах этой Рис. 2.8.6. Зависимость потенци-
реакции. альной энергии U системы от ко-

Отсюда следует, что го- ординаты реакции ' 

могенная каталитическая 

реакция идет через несколько элементарных реакций, в 
которых катализатор вступает в реакцию и регенерируется. 

Если катализатор ускоряет реакцию, то это значит, что ре
акция в отсутствие катализатора требует большей энер
гии активации (Ененат на рис. 2.8.6). 

Пусть имеется бимолекулярная реакция, идущая в отсут
ствие катализатора по схеме 

А+ В-+ С. 

В присутствии ускоряющего катализатора К реакция идет 
через ·промежуточные этапы: 

А+ к~Ак, 

АК-+ С+ К. 

На рис. 2.8.6 показана зависимость потенциальной энер
гии системы от координаты реакции в отсутствие катализа

тора (кривая 1) и с катализатором (кривая 2). 
Таким образом, для получения правильных результатов 

при рассмотрении сложных реакций уравнение (2.8.16) 
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необходимо применять к каждому из элемент~рных этапов, 
через которые идет реакция в системе. 

Отметим, что существует тесная связь между законом 
Максвелла раснределения мuJ1~кyJ1 нu t.:кupucr.им и dahuнuм 
Аррениуса. На молекулярном уровне энерrиЯ. активации 
представляет собой не что иное, как некоторое пороговое 
значение кинетической энергии сталкивающихся молекул. 
Подробное изложение газокинеtических теорий скоростей 
химических реакций дано в [1, 7). · 

§-2.9. Кинетика некоторых гомогенных 
химических реакций 

НаибольшийJ интерес .для - аэродинамики представляет, 
есте~твенно, кинетика реакций в воздухе. В диапазоне тем
ператур (2-;-10) · 103 К основной считается схема Зельдо-

u 

вича иэ пяти реакции: . 
1(/ 

(1) 0 2 + М + 5,1 эВ :+± 20 + М 
кь 

(2) N 2 + М + 9 ,8 эВ :+± 2N + М 
(3) NO + М + 6,5 эВ :+± N + О + М 
(4) N + 0 2 - 1,4 эВ :+± NO + О 
(5) О+ N2 + 3,3 эВ:+± NO + N 

К ним добавляют еще реакцию 

(6) N 2 + 0 2 + 1,9 эВ+% 2NO 

Схема содержит три реакции диссоциации (1), (2), (3) и 
две обм.енные реакции (4), (5). Влияние реакции (6) оказа" 
лось более сущестnенным, чем считалось ранее. Вклад реак
ции (6) может быть значительным при расчете скорости 
образования NO за ударной волной. 1\инетИка реакций (1)
(6) продолжает оставаться предметом интенсивных исследо-

u 

вании. 

В табл. 2.9.1 приведены система реакций и константы 
скоростей реакций для воздуха. Система реакций дополне-

. на реакциями ионизации. Помимо реакций между компонен
тами земной атмосферы представляют интерес и реакции 
газов, входящих в атмосферы Венеры и Марса, - это 
СО2 , N2 , 0 2 (табл. 2.9.2). 
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Реакция 

02+м~2о+м 

N~+M~N+M 

NO+M~N+o+м 

N+o2~No+o 

N2+o~No+N 

N2+02~2NO 
No++e-+N+o 

Каталитнчес
кnе тPnn М 

02 
о 

N2 ,NO,·N 

N2 
N 

0 2 , О, NO 
N2 , 0 2 , О, 
N, NO, Ar 

Та б ли ц а 2.9.1 

Константа скорости kf, 
м 1 -мола,- 1 с 1 

3, 6· 101~ т-З/2 е-59300/Т 

2, 1·1012 т-1 /2 е-59300 /Т 

l ,2· 1Qtli т-З/2 e--.fi9300/T 

3, 0· lOl& т-З/2 е-113200/Т 

1 , 5 • 1 oi o т-З / 2 е - 1 1 3 2 О О/ Т 

9, g . 1 Ql4 т-З / 2 е -11 3 2 О О/ Т 

Б, 2. lQl~ т-З/2 е-754 00/Т 

l,O.lQBTl/2 е-3120/Т 

5,0· l07 е-38000/Т 

9, l • lOЗO т-5/2 е-65000/Т 

l ,8· lOlli т-3 1 2 

В отличие от аэродинамики, где имеют место, как прави
ло, эндотермические реакции, в явлениях горения реакции 

экзотермичJ-JЫ. 

Ввиду того что с помощью методов теоретической химии 
кинетические постоянные определяются с большой погреш
ностью, их, как правило, определяют экспериментально. 

Для определения k0 и Е используют зависимость (2.8.18) 
константы скорости химической реакции от температуры. 
Для этого задаются определенной кинетической схемой изу
чаемого химического явления (задают набор реакций и их 
последовательность). Как правило, вначале предполагают 
существование одной реакции. Логарифмируя выражение 
(2.8.18), получаем 

Ink = 1nk0 - El(RT). (2.9.1) 

Обозначим у = Ink, а 1/Т = х, тогда в случае, если 
а = EIR не зависит от температуры, в системе координат 
х, у будем иметь прямую линию (кривая 1 на рис. 2.9.1) 
и для определения углового коэффициента этой прямой а 
достаточно знать два значения К, получаемых с помощью 
измерений. 

Часто при обработке экспериментальных данных оказы
вается, что график зависимости у(х) имеет вид ломаной, 
состоящей из двух (или более) прямых отрезков (кривая 2 
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tj) 
ю 

Реакция 

C02+M;teo+o+N 

N2+~N+N+M 

o+N2~N+~o 

со+м-;Zс+о+м 

Н20 + M!;~tf-OH +М 
со2+н~о+он 

N2+~Nt+e+M 

N+M;!"№+e+M 

СО2+м~о~ + е+М 

kf [k1]· 
м 3 ·моль - 1 . с-1 

l · lQ-14 е-8640 О/Т 

5 , 11 . i 0-1 2 т-112 ~-11 з о о о 1т 

l,17-10-18 Т~ е-38500/Т 

1·10-14 е-125000/Т 

1·10-17 е-50300/Т 

5· 10-18 е-16·780/Т 

2 .10-26 ТЗ/2 ( 1+2· 105 ~) е-18100 /Т 

2.10-26 ТЗ/2 ( 1+2·105 ~) е-15800/Т 

2. 10-25 тз12 ( 1+2. 105. ~) е-1600001т 

Та блиц а 2.9.2 

kь 

( 1. 1 о-зе 

з,31.10-31 т-112 

2 , 22 . 10-1 3 т 112 

1·1 о-зо 

1 • 1 оз1 

3 '83 . 1 о-1 4 е - 5 1 9о1 т 

5.10-26 

1·10-21 

5.10-28 



Реакция 

со+м~о++е+м 

о+м~о++е+м 

N+O;!No++e 

N+N~Nt+e 

o+o~ot+e 

о+со2~со+о2 

О1+М;!о+о+м 

он+м~+н+м 

co+N~N+o 

~ 

kf [kt1• м 1 ·мопь-1·с-1 

1 

2 .10-26 ТЗ/2 ( 1+2 • 1011 ~) е-169500/Т 

2.10-26 ТЗ/2 (1+2. 106 :е) е-140000/Т 

1 ,2 .10-18 е-32000/Т 

l ,87· 10-20 Т е-67700/Т 

2, 79.10-11 ТО, 65 е-80800/Т 

l • 10-18 е-29500/Т 

9, l8·10-1 З е-59800 /Т 

l · l0-14 е-50000/Т 

4 .10-18 ТУ. е-46000/Т 

ПродоАжен.ие табА. 2.9.2 

kъ 

5.10-26 

1-10-21 

1·10-8 

1- lO-! т-У. 

9.10-~ т-1 

l · lO-l~ е-25000/Т 

б ,09.10-32 т- 1 1 2 

l · l0-32 

2· 10-13 тУt е-5300/Т 



на рис. 2 9.1). Это означает, что принятая кинетическая схе
ма неверна, реакция сложна и состоит из двух (или более) 
простых реакций, имеющих разные энергии активации. 

В первом случае, определив тангенс угла наклона пря

мuй и µасстояниt OAI ;:.;:::: lнk0 , мы находим энергию актива
ции и предэкспоненциальный множитель. Эти величины 
иногда называют эффективными значениями энергии актива· 
ции и предэкспонента, так: как сложную химическую реак-

~~ цию на рассматриваемом тем

Рис. 2.9.1. «Спрямление» эк
спериментальных данных по 

химической кинетике в по
лу логарифмических коорди-

пературном интервале заменя

ют эквивалентной простой реак
цией. 

Кинетические постоянные, 
полученные на определенном 

температурном интервале путем 
u u 

замены сложном химическом 

реакции эквивалентной ей про
стой реакцией, называют эф
фективными. 

натах Во втором случае . необхо
димо учитывать кинетическую. 

схему, взяв не одну простую реакцию, а совокупность про

стых реакций. 
Следует отметить, что для определения эффективных 

значений-k0 и Е вместо значений константы скорости хими
ческой реакции можно использовать значение любого пара
метра, характеризующего макросостояние_ реагирующей 
системы и однозначно связанного с величинами k0 и Е. 

Порядок скоростей химических реакций 'Va по а-компо
ненту также может быть определен по любой известной из 
эксперимента величине, которая однозначно связана с 'Va· 

Полученные таким образом порядки реакций, как пра
вило, не являются целыми числами и носят название эф
фективных значений порядка реакций, так как кинетическая 
схема в этом случае задается априори. 

Например, в присутствии паров Н 20 (10] молярно-объ
емная скорость горения оксида углерода 

- 1/4 
R=Pk,Xc0Xco1 Т-

2 • 25 ехр_(-23000/{RТ)], (2.9.2) 
где Pko = 1, 1-2,5 · 109 

- предэкспоненциальный множитель, 
а индексы у молярных концентраций (молярных долей) со-
ответствуют символам химических компонентов. r;-· 

Недостатком эффективных кинетических постоянных 
является их неоднозначность: их значения зависят как от 
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априори принятой кинетической схемы, так и от вида макро
скопической величины, положенной в основу их определе
ния. Эти величины не всегда однозначным образом связаны 
с механизмом реакции. 

Тем не менее ввиду простоты определения эффективных 
кинетических констант их часто употребляют в макро
кинетике и особенно в теории горения и воспламенения. 

Число работ, так или иначе ~вязанных с определением 
• u 

констант скоростеи реакции, насчитывает не одну тысячу 

наименований, и этот поток литературы все увеличивается. 
Аналогичное положение существует во многих областях 
науки, не только в химической кинетике. За последние го
ды под эгидой СОДА ТА (Международного комитета по сбору 
и оценке числовых данных для науки и техники) и соответ
ствующих Национальных комитетов ведется большая работа 
по сбору и, что особенно важно, оценке достоверности чис
ловых данных. Подобная оценка проводится специалиста
ми очень высокой квалификации. Справочник акад. В. Н. 
Кондратьева [11] содержит оцененные данные. Выпуски 
cHigh Temperature Reacfion Rate Date» издаются в Англии. 
К сожалению, пока даже в таких изданиях для многих реак
ций приводится цеJIЬiй набор существенно отличающихся 
констант скоростей, что связано с недостаточностью сведе-

u • 

нии о соответствующеи кинетике и вытекающим отсюда 

отсутствием определенного значения константы, которое 

можно было"7бы рекомендовать для использования. rt·'"""~ 
Рассмотренные выше~методы обработки кинетических 

- о u 
данных основаны на аррениусовои химическои кинетике, 

для которой справедлива запись константы скорости реак
ций в форме (2.8.18). Формула (2.8.18) несправедлива для 
сильно неравновесных реагирующих систем (1]. 

При определенных условиях в газах помимо диссоциации 
и реакций горения имеет место ионизация атомов и молекул. 
Реакцией ионизации называют эндотермическую реакцию, - . 
в ходе которои происходит расщепление молекул и атомов 

на положительно заряженные частицы - ионы и на элек

троны. Ионизация в газах при высоких температурах воз
можна в результате следующих процессов: 

1) фотоионизации, 
2) ионизации ударом, 
3) ионизации в результате химических реакций. 
О константах скоростей реакций типа ионизации извест

но еще меньше, чем о скоростях химических реакций. 
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§ 2.10. Понятие внутренней энергии 
" и энтальпии в химическом термодинамике. 

Закон Гесса. Уравнение Кирхгофа 

Химической термодинамикой называют термодинамику ре
акционноспособных систем. 

Понятие внутренней энергии в химической термодина
мике приобретает расширенный смысл. Действительно, при 
отсутствии химических превращений внутренняя энергия 
равна сумме энергий, причем одно слагаемое характеризует 
энергию хаотического движения молекул, а второе - энер

гию непаtтупательных степеней свободы. Реагирующие ве
щества обладают, кроме того, потенциальной химической 
энергией, значение которой зависит от химического сродства 
реагирующих веществ. Таким образом, для реагирующей 
системы 

.,,,......... 

U = иtr + и<вв), 
u u 

где и 1r - часть внутреннеи энергии, отвечающеи хаоти-

ческому движению молекул, u<вн> - часть внутренней энер
гии, отвечающей непоступательным степеням свободы и 
потенциальной химической энергии. 

Энтальпия реагирующей системы, приходящаяся на 
единичную массу смеси, определяется так: 

µ µ (вн) µ. 
h= ~ Caha= ~ Саиа + ~ СаРа Va+ 

а.=1 a=I а.=1 

µ. 
+ ~ Са Uatr = u<вн) + pv + иtr· 

a=l 

Так как во все термодинамические формулы входит толь-
ко приращение внутренней энер~ии, то очевидно, что до
бавление постоянной для каждого газа величины и<вн> не 
отражается на правильности написания всех термодинами

ческих формул. 
Тепловым эффектом химической реакции называют сум

му теплоты, поглощенной системой, и всех видов работы над 
ней, кроме работы внешнего давления, причем величины 
отнесены к одинаковой температуре начального и конечного 
состояний системы. 

Пусть Qv и Qp - тепловые эффекты реакций соответ
ственно при постоянных объеме и давлении. Если система, 
состоящая из а компонентов (а == 1, ... , µ), в результате 
химических реакций перешла при постоянном объеме из со-
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стояния 1 (суммарная внутренняя энергия UJ в сосtоя
ние 2 (U2), то 

(2.10.1) 

При записи уравнения (2.10.1) учтено правило знаков 
для теплот реакций, принятое в термохимии. Для процесса 
при постоянном давлении 

Qp = (U1 + pV1) - (U 2 + pV2) = W т (h1 - h2). (2.10.2) 
Здесь W т - масса смеси газов в термодинамической си
стеме: 

µ 

Wт= ~ Wam• 
a=l 

Из (2.10.1) и (2.10.2) вытекает закон Гесса: 
элеме1-tтарны,й тепловой эффект в изохорном и изо
барном процессах является полны,м дифференци
алом и, следовательно, Qv и Qp не зависят omt> пу
ти перехода системы из одного состояния в другое. 

Из уравнений (2.10.1) (2.10.2) следует связь между 
соответствующими тепловыми эффектами: 

Qv = Qp + рдV, {2.10.3) 

где ЛV = V2 - V1 • Но из уравнения состояния для со
вершенного газа 

рдV = RТЛХ, (2.10.4) 

где R - молярная газовая постоянная, ЛХ - изменение 
числа молей в системе при переходе из состояния 1 в состоя
ние 2, при этом 

Тогда 
Qv = Qp + RТЛХ. (2.10.5) 

Если при реакции число молей не изме11:51ется, то 

Qp = Qv. 

Для многих реакций, в том числе для всех реакций меж
ду жидкими и твердыми телами, изменением объема системы 
можно пренебречь и закон Гесса можно применять без огра
ничительных условий р = const, v = const. Для химичес
ких реакций между газами это может оказаться неверным. 
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Обратим внимание на тот факт, qто ~ nомо~цыо Аакона tec~a 
можно вычислять теплоты реакций, практическая реализация ко· 
торых затруднительна. Например, горение углерода в кислороде 
всегда сопровождается помимо образования СО образованием неко
торого количества t.:02• По~тuму экспериментально определить теп
ловой эффект реакции 2С + 0 1 -.. 2СО + Ор невозможно. Но, 
пользуясь законом Гесса и зная теплоты практически реализуемых 
реакций, получим: 

..... ; 

С+ 02~0 + 407372 кДж. кr-1. моль-1 

СО2+С-+2СО-162220 кдж.кг-1.моль-1 

2С+О1-+2СО+245152 кдж.кг-1.моль-1 

Теплота химической реакции зависит от температуры. 
Эта зависимость определяется формулой Кирхгофа. Пусть в 
системе при постоянном давлении или объеме протекает 
реакция 

µ µ. 

~ VaAa~ ~ v~Aa. 
a=I a=I i 

В результате система переходит из состояния 1 при темпера
туре Т в состояние 2 при температуре (Т + dT). Процесс 
можно провести двумя способами. 

1. Провести процесс при постоянной температуре Т степ
ловым эффектом Qt и затем нагреть конечные продукты реак
ции до температуры т+ dT. Суммарный тепловой эффект 
первого способа есть 

µ. 

- ~ v~ Сlам:dт + Q1 (i = р, V). (2.10.6) 
a=I 

Здесь сiам - молярная теплоемкость (при постоянном дав
лении или объеме) компонента а. 

2. Нагреть исходные продукты до температуры Т + d Т и 
затем провести реакцию при этой температуре с тепловым 
эффектом Qt + dQt. Суммарный тепловой эффект составит 

(2.10. 7) 

Так как при обоих способах суммарные тепловые эффек
ты равны, то, приравнивая (2.10.6) и (2.10.7), получим 

µ. 

= ~ (va -v~) Сlам· (2.10.8) 
a=l 
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Интегрируя (2.10.8), получим формулы Кирхгофа: 

'~ µ. 
Q.t=Qio+ j ~ tVa.-v~)Cta.мdT (i=p, V), (2.10.9) 

u a=I 

где Q, 0 - тепловой эффект реакции при Т = О К. 
Из закона Гесса следует, что если из двух разных систем 

в результате различных процессов образуются одинаковые 
продукты, то разность тепловых эффектов этих процессов 
равна теплоте перехода первой системы во вторую. Таким 
образом, 

тепловой эффект реакции ра,вен алгебраической сумме 
теплот образования реагентов из простых ве~цеств. 

Стандартное соспzояние для каждого элемента есть со
стояние, в котором он наиболее устойчив при 298,15 К и 
Р = 101 325 Па, например: 
газообразное - для водоро
да, кислорода, азота, жид

кое - для ртути Hg, кри
сталлический графит - для 
с и т. д. 

Теплотой образования ком-
v 

понента называют тепловои 

эффект реакции, имеющий 
место при образовании дан
ного соединения из свобод
ных элементов в стандартных 

условиях. 

Часто удобно рассматри
вать энтальпии образования 
при О К (табл. 2.10.1). 

Компонент 

с 
со 
СО2 
о 
02 
с+ 
со+ 
о+ 
02+ 

Т а б л и ц а 2.10.1 

Эвтальпа 

h& обраа0е 
вания при О К, 

кДж/моль 

1105 
279 
о 

247 
о 

2190 
1635 
1560 
1180 

В заключение заметим, что в химически~реагирующем 
многокомпонентном идеальном газе удельные теплоем

кости 
µ. 

Ср= ~ СраСа, cv=cp-R/M. 
а.=1 

L(2.10.10) 

Удельная энтальпия, внутренняя энергия и энтропия в 
силу их определения имеют вид 

µ. ........... µ. .......... :.21 µ. 

h= ~ Caha, и= ~ Саиа, S = ~ CaSa, (2.10.11) 
a=l а=1 a=l 

,,......... 

где h~ и и~ - удельные энтальпия и внутренняя энергия 
а-компонента. 
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Если оавление в реагирующей системе не сАишком 
велико (меньше 10 7 Па), то смеси реагирующих 
идеальных газов характеризуются аддитивностью 
парциальных давлений (закон Дальтона): 

Ра. = РХа.· (2.10.12) 

При высоких давлениях свойство аддитивности не вы
полняется. 

§ 2.11. Химическое равновесие 
о 

и ~акон деиствующих масс 

По мере протекания химической реакции количество исход
ных веществ уменьшается, а количество продуктов реакции 

увеличивается. В конце концов в реагирующей системе 
наступает состояние химического равновесия. Состояние, 
при котором количество исходных продуктов, потребляемых 
в ходе прямой реакции, полностью компенсируется точно 
таким же количеством исходных продуктов, генерируемых 

в ходе обратной реакции. 
Положение химического равновесия не зависит от того, 

с какой стороны оно достигается, со стороны низких или 
высоких температур. Эго состояние не зависит также от 
механизма и промежуточных этапов химических реакций. 
В то же время положение равновесия зависит, очевидно, от 
равновесных значений температуры и давления, так как, 
по определению, химическое равновесие является динами

ческим равновесием. 

С изменением равновесной температуры положение равно
весия смещается в направлении, которое можно предсказать 

с помощью принципа Ле-Шателье: 
при изменении вследствие внешнего воздействия ка
кого-либо параметра состояния термодинамической 
системы (например, температуры) в ней разви
вшотся процессы,, препятствующие этому..._измене

нию и тем самым как бы противодействующие 
внешнему воздействию. 

Рассмотрим, например, экзотермическую реакцию обра
зования аммиака: 

N2 + ЗН 2 = 2NH 3 

Предположим, что мы подогреваем смесь, находящуюся 
в равновесном состоянии. В соответствии с принципом Ле
Шателье в этой смеси должны развиваться процессы. про-
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тиводействующие ее нагреванию; следовательно, некоторое 
количество аммиака должно разложиться, в результате чего 

произойдет поглощение теплоты и понижение температуры. 
Эrо 3Н(1ЧИТ, что химическое равновесие смещается в сторону 
уменьшения количества аммиака. · 

Таким образом, «выход» э~зотермических реакций умень
шается при повышении температуры, а у эндотермических, 

наоборот, при повышении температуры «выход» увеличи-
вается. · 

Аналогичным образом можно получить, что повышение 
v . 

давления понижает «выход» реакции, связанных с увеличе-

н.нем объема реагирующей смеси, и повышает «выход» реак
ций, связанных с уменьшением объема. 

Представляет интерес количественная формулировка по
нятия химического равновесия. Из определения следует, 
что в положении химического равновесия Rar = О и для 
r-й реакции из (2.8.16) имеем математическую формулировку 
необходимого условия химического равновесия: 

k - ktr ,__ пµ wv,;-vp (2 11 1) 
1ir - k - р, ' • · 

Ьr tJ= 1 

где индексе приписывают равновесной концентрации. Урав
нение (2.11.1) одновременно представляет собой математи
ческую формулировку закона действующих масс. 

Величину kп.,. называют константой рооновесия. 
Иногда удобнее пользоваться константой равновесия, 

u 

выраженнои через парциальные давления компонентов. 

Поскольку Ра = RTWa, из (2.11.1) получаем 

µ \'' -v -n -п 
kпr = П р Pr Pr (RT) r = kpr (RT) r 1 (2.11.2) 

P=t 

где п.,. = mr - mr - общий порядок r-й реакции. 
В числовых расчетах при умеренных давлениях обычно 

используют аппроксимации kp(T). Аппроксимирующее вы
ражение для Jgkp(T) имеет вид 

lg kpr= k0 +k ln x+k2 x-2+k-1 x-1 +k1 x+k2 х
2 + 

+ k3 х3 + k4 х'+ k6 х1 + k8 х8 + k7 х7 + 5,0057, 

где х = Т · IO-•; 293,1 К~ Т ~ 6000 К. 
В табл. 2.11.1 приведены соответствующие коэффициен

ты, выраженные в Па. 
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Вид реакции 
и константы 

равновесия 

k, 
k 

Т а б п и ц а 2.11.t 

k 1 о• -2 

9,11264 -2,67848 -29,6389 -24,562 
1,04532 -6,67363 29,0916 14,941 
О , 2073 15 , 8290 -О , 4219 

N~2N 8, 87033 -4, 90397 -9, 7634 -7, 551 
2 

kp = PN ... ~ 1 , 07605 --4, 78573 5, 5720 2, 923 
PN1 -О, 8883 7, 7988 4, 0956 

NO~N+08,53274 

PN Ро 1 , 13077 
kp= -0,633 PN0 

СО.._!.С+О 9,23656 
kp= РсРо 1,06736 

Рсо -0,5046 

со~со+о 19, 1101 
kp=PcoPo 1,7524 

Рсо. 1,345 

CN~C+N 9,0450 
PcPN 1 2192 kp= , 

PcN -0,932 

-3 ,26674 -21'9805 
--6,51362 18,8564 

13,6333 1,4339 

-5,58272 -7,0747 
-4,86254 0,6576 

7,3986 7,2612 

-8,35985 -34,186 
-11,8812 25,550 

-15,983 
8,812 

-7 ,846 

2,686 

-27,32 
14,27 

33,217 6,886 

-4,22685 -38,223 -26,81 
-7,6806 

19,010 
40,334 

-5, 150 
16,68 

Зная k1r и kp.,. и используя концентрацию Са в окрест
ности положения равновесия, имеем 

(2.11.3) 

Следует отметить, что вдали от химического равновесия 

выражение (2.11.3) не!имеет места, так как в этом случае 
термодинамическая и газокинетическая константы равноnе

сия, вообще говоря, не совпадают (1]. 
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В настоящее время есть два способа определения кон
стант равновесия: экспериментальный и расчетный. При 
экспериментальном способе определения констант равнове
сия эти величины вычисляют с помо1цью формул (2.11.1) и 
(2.11.2), а W ае и Ре измеряют. 

Константу равновесия можно получить также в рамках 
квантовой и статистической механики.Изложение этого 
способа расчета констант равновесия выходит за рамки дан
ного пособия. Однако температурную зависимость констан
ты равновесия (с точностью до постоянных величин) можно 
определить методами химической термодинамики. 

С этой целью рассмотрим открытые термодинамические 
системы, в которых массы компонентов, а следовательно, 

и числа молей Ха (а= 1, ... ,µ)из-за массообмена термоди-
u u u 

намическои системы с окружающеи средои могут изме-

няться произвольным образом. Первый закон термодина
мики для закрытых термодинамических систем (закрытые 
системы не обмениваются веществом с внешней средой) уста
навливает существование функции состояния - внутрен
ней энергии И, из второго закона термодинамики следует 
существование для закрытых систем функции состояния 
энтропии S. Предположим, что эти функции состояния су-

" ществуют и для открытых систем, когда количества молеи 

компонент меняются в системе произвольным образом: 

И= U(T, V, Х1 , ••• , Хµ), 

S = S(T, V, Х1 , ••• , Хµ). 

(2.11.4) 

(2.11.5) 

13 этом случае изменение внутренней энергии открытой 
термодинамической системы может быть записано в виде 

dU =TdS-pdV + ~ ( :~ ) dXa.. 
а.-1 а. 

Следуя Гиббсу, назовем величины 

дU 
1-'а. = ах 

а 

химическими потенциалами. 

(2.11.6) 

(2.11. 7) 

Пусть энтропия системы при постоянном объеме и энер
гии имеет максимальное значение, тогда система находится 
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n раьновесии и, следовательно, для любого отклонениst o'r 
равновесия dS == О. Из (2.11.6) в таком случае следует, что 

(2.11.8) 

Любое уравнение химической реакции можно записать 
в виде 

(2.11.9) 

где"~ (а= 1, ... , µ) - стехиометрические коэффициентьt. 
Изменение числа молей dX~ связано со стехиометричес

кими коэффициентами va. равенством 
dXa. == Va,dЛ, (2.11.10) 

где Л - степень превращения вещества. Используя уравне
ние (2.11.10), получим условие равновесия в формуле 

{2.11.11) 

Система в состоянии термодинамического равновесия 
характеризуется термодинамическими функциями (или, как 
их еще называют, пот~нциалами). Каждая термодинамичес
кая функция зависит от своего набора «естественных» пе
ременных, в которых состояние системы определяется пол

ностью. В табл. 2.11.2 приведены основные термодинами
ческие функции, выраженные через естественные перемен
ные. Вывод указанных соотношений не представляет тру
да и предоставляется читателю. 

Найдем для случая смеси совершенных газов представле
ние потенциала Гиббса G как функции заданных величин -
температуры и давления: 

G = И+ pV - TS. (2.11.12) 

Для этого заметим, что полный объем системы 

(2.11.13) 

где Vм - объем одного моля газа при данных р и Т, а внут
ренняя энергия системы 

47 

µ 

U = ~ Ха. Uа.м, 
a=l 

(2.11.14) 



~ 
С11 

Термо.~tивамические функции 
(опреде.ленве) 

Энтальпия Н = U + р V 

Свободная энергия Гельмrопьца F-= 
=V-TS 

Внутренняя энергия U 

Потенциал Гиббса (термодинамиче
ский потенциал) G=F+pV= 

µ. 

=~Ха µа 
а.=-1 

Есr~nеввые 
переменные 

S, р, Ха 

Т, V, Ха 

S, V, Ха.. 

Т, р, Ха.. 

Т а б п в ц а 2.11.2 

Полный .~tвфферевцвал для одвородвой системы 

µ. 

dH = TdS + Vdp+ ~ J.La. dXa. 
a==l 

µ. 

dF=-SdT-pdV+ ~ J.La,dXa. 
a=l 

µ. 

dU=TdS-pdV+ ~ J.La.dXa 
а 1 

µ. 

dG= -SdT + Vdp + ~ µ~ dXa 
а.=1 



~ П родоАжение mабА. 2 .11.2 

ТермОА11В&11вческие функции 
(определение) 

Большой потенциал l=-PV=F- G 

Энтропия S 

F 
Функция Массье 'У= - -

т 

G 
Функция Планка Ф = - -

т 

J 
Функция Крамерса Q=-т 

Естественно1е 
переменные 

Т, V, µ«i 

U, V, Ха 

1 
Т' V, Ха 

1 
Т' р, Ха. 

1 - V µа 
т' 'т 

Полный дифференциал для ОАНОРОАной системы 

µ. 

dJ=-SdT-pdV- ~ Xadµa 
CX==l 

dU р ~Ji µа 
dS=---dV- - dX 

т т т (1 
a==l 

Ji 

(1) р ~µа 
d1f'=-Vd Т +7 dV-~ TdXa 

a=:l 

( 1) v µ. µ 
dФ=-Hd Т -у dp- ~ ; dXci 

а 1 

dq= -Vd ( + )+ ; dV+ i X11 d (µ; )· 
а О 



где Ua. = J cva.мdT + Uоа.м· Энтропия системы 
µ. 

S = ~ Ха Sам 1 (2.11.15) 
а.== 1 

rде Sам - энтропия одного моля компонента а: 

Sa.11 = J Сра.11 ~ --:-R)n Ра. + Sоа.м· t2.l l .16) 

Используя соотношение (2.11.16) и определение свобод· 
ной энергии Гиббса, получим 

µ. [J • dT G= ~Ха. Cva.11dT+иoa.11-T j Срам т+ 
a=l 

+ RТ ln Ра. + Тsоа.м] + pV. 

Введем обозначение 

ha." - т S сра.11 d; = еа. (Т). (2.11.17) 

Тогда 
µ. 

G = ~ Ха, (ga. (Т) + RT ln Ра.-Тsоам], (2.11.18) 
а.= 1 

Найдем теперь химический потенциал µа компонента а: 

J.La. = ga. (Т) + RT ln Ра.-Тsоам· (2.11.19) 

Следовательно, условие равновесия 
µ. 

~ [ga, (Т) + RT ln Ра-ТSоам] Va. =О, (2.11.20) 

ИJIИ 

а.= 1 

a.'t 
1 

va. ln Ра. = - а.~ 
1 

va. еа. (Т) j ( RT) + 

+ a.tl 'Va: Sоа.м / R. 

Обозначив 
µ. 

lna= ~ Va.Soaм/R, 
а,-= 1 

(2.11.21) 

(2.11.22) 
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получим 
J.I. J.I. 
~ Va ln Ра = ln а- ~ Va ga (Т)/(RТ) {2.11.23) 

a=I а=1 

или 

а.п 
1 
р:а. =а ехр [-~t1 va. ga. (Т)!(RТ) ]- (2.11.24) 

. 
Уравнение (2.11.24) представляет собой одну из форм 

закона действующих масс. Правая часть равенства (2.11.24) 
(константа равновесия kp) является функцией темпера
туры Т. 

Зная kp, нетрудно найти зависимость константы kn 
от давления. Действительно, из (2.11.23) и (2.11.24) следует, 
что 

µ 

( 
д ln kп ) = _ ~ ~ • 

др т ~, р 
а-

(2.11.25) 

Очевидно, возможны следующие три случая. 
р. 

1. ~ Va >О -реакция идет с увеличением числа молекул. 
а-= 1 

Пример такой реакции 2Н 20-+ 2Н2 + 0 2 • В этом случае 

( 
д ln kn ) <О. (2.11.26) 

др т 
J& 

2. Iiva < О - реакция идет с уменьшением числа моле-
Ф=I . . 

кул (например, 2Н2 + 0 2 -+ 2Н20). С увеличением дав-
ления константа равновесия увеличивается: 

( 
д tn k,,, ) >О. (2.11.27) 

др т 
J.I. 

3. ~"а== О-число молекул в результате реакции не 
a=l 

изменяется: 

( 
д 1n kn ) =О. 

др т 
(2.11.28) 

Константа равновесия не зависит от давления (пример: 

2HJ-+ Н2 + J2). 
Исследуем влияние температуры на константу равнове-

сия k,,,. Из уравнения (2.11.23) 

( дl;:п )P="R~• a.~l [ ga.-T d:; ]- (2.11.29) 
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Но 

dga = - \ Сра.м d7' . 
dT J Т 

(2.11.30) 

Иснuль~уя ~ще (2.11.17), найдем, что 

( 
д ln kn ) = _i "а. hа.м • 

дТ р a.=l RT2 
(2.11.31) 

Но 
µ 

~ 'Va, hам = -Qp. (2.11.32) 
а.== 1 

Окончательно 

( 
д ln kп ) = _ Qp • 
дТ р RT2 

(2.11.33) 

Здесь возможны два случая. 
1. Qp < О - эндотермическая реакция 

( 
д ln kn ) >О. (2.11.34) 
дТ Р 

Константа равновесия увеличивается с ростом температуры. 
2. Qp > О - экзотермическая реакция 

· ( д ln kn ) <О. (2.11.35) 
дТ Р 

Константа равновесия убывает с ростом температуры, 
что вызывает обратный ход реакции. Эти реэу.льтаты сог
ласуются со сформулированным выше принципом Ле-Ша
телье для динамически реагирующих систем вблизи со
стояния равновесия. 

Если константа равновесия известна, можно рассчитать 
и равновесные значения концентрации. В частности, зная 
константу ионизации (для реакций ионизации также су
ществуют равновесное состояние и константа равновесия), 
можно рассчитать степень ионизации а (отношение числа 
заряженных к полному числу частиц) по формуле Саха: для 
инертных газов 

а= {1 + pha ~ ехр т ион }-112' (2.11.36) 
(2пµ)З/2 (kT)5/2 Zi Т 

где р - давление, Т ион - первый потенциал ионизации, 
µ - приведенная масса электронов и ионов, h, k - постоян
ные Планка и Больцмана, z8 , zi - соответственно статисти
ческие суммы атома и иона. 
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§ 2.12. Механизм гетерогенных химических 
реакций. Адсорбция и изотерма 
Лэнгмюра 

, 

В зависимости от характера участия вещества поверхности 
в гетерогенной~реакции эти реакции могут быть в основном 

1:1" 

двух типов:~ реакции горения~ и каталитические. 

Гетерогенной реакцией горения называют реакцию, при 
которой вещество поверхности принимает непосредственное 

" u 
участие в"химическои реакции окисления, причем продукты 

реакции содержат элементы, входящие в состав вещества 

поверхности. 

В качестве примера можно указать на горение углеродистой 
поверхности, обтекаемой высокотемпературным многокомпонентным 
потоком, некоторые из компонентов которого, например 0 2, реа
гируют с материалом поверхности. В процессе такой реакции фор
ма обтекаемой поверхности может изменяться. 

Каталитической гетерогенной реакцией называют гетеро
генную реакцию, при которой продукты реакции не содер
жат элементов, входящих в состав материала поверхности. 

В качестве примера такой реакции можно привести реакцию ре
комбинации атомов на «Холодной» поверхности обтекаемого твердо· 
го тела. В ходе такой реакции ни форма обтекаемого типа, ни его 
каталитические свойства не изменяются. 

Любая гетерогенная реакция является сложной, т.е. 
многостадийной, так как ее условно можно разделить на 
следующие стадии: 

1) перенос репгирующих веществ к поверхности; 
2) химическая адсорбция реагирующих веществ материа· 

лом поверхности; 

3) химическая реакция между реагентами, адсорбиро
ванными поверхностью, и материалом поверхности или меж· 

ду адсорбированнным веществом и компонентами газовой 
фазы; 

4) десорбция продуктов реакции с поверхности; 
5) отвод продуктов реакции от поверхности. 
Например, один из возможных механизмов рекомбинации и 

диссоциации кислорода, носящий имя Л9нгмюра-Хиншепьвуда, 
может быть описан следующей системой уравнений: 

o+W-;;5JW 
ow +ow~os+ w + w 

(2. 12. l) 

(2.12.2) 

Уравнение (2.12. l) описывает прямую реакцию·адсорбцию и 
обратную реакцию-десорбцию атома кислорода, W обозначает так 
называемый активный участок поверхности, а OW - адсорби· 
рованный атом кислорода. 
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Уравнение (2.12.~) описывает реакцию между соседними адсор
бированными атомами, в результате которой выделяется (десор
бируется) молекула кислорода, а активные участки W становятся 
свободными. 

Таким образом, для понимания мРхани1ма гетерогенных 
химических реакций необходимо подробнее обсудить поня
тия адсорбции и десорбции . 

. Отметим, что существует два предельных режима проте
кания гетерогенных химических реакций: кинетический и 
диффузионный. . 

Кинетическим называют режим гетерогенной химичес-
u u 

кои реакции, при котором скорость протекания первои ста-

дии превышает скорость протекания совокупности всех 

остальных стадий. 
Диффузионным называют режим гетерогенной химичес-

u u 

кои реакции, при котором скорость протекания первои 

стадии меньше скорости протекания совокупности остальных 

стадий. 
Так как скорость всех стадий, за исключением первой, 

сильно возрастает с ростом температуры, то кинетический 
режим реализуется при сравнительно низких температу

рах, а диффузионный, наоборот, при высоких температу
рах поверхности. 

Различают физическую и химическую адсорбции. Физи
ческой адсорбцией называют явление, при котором молеку
лы адсорбируемого газа удерживаются (на расстоянии по
рядка 0,3 нм) у поверхности силами Ван-дер-Ваальса -
силами притяжения между молекулами газа и молекулами 

адсорбирующего твердого тела, в результате чего происхо
дит обмен энергией между твердым телом ис· _газом. 

Вообще молекула, ударяющаяся о поверхность твердо
. го тела, некоторое время находится на ней, и именно с по
мощью механизма физической адсорбции происходит на
гревание твердого тела газом и наоборот. 

Химической адсорбцией или хемосорбцией называют 
явление, при котором адсорбированные молекулы удержи
ваются (на расстоянии порядка 0,1 нм) у поверхности си
лами химического сродства, аналогичными силам валентной 
связи между атомами в молекуле адсорбируемого газа, в 
результате чего происходит распад молекул на атомы и 

радикалы и обмен электронами с атомами поверхности. 
В даль11ейшем целесообразно использовать понятия 

адсорбента и адсорбата. Адсорбентом называют вещество 
твердого тела, поглощающего газ, а адсорбатом - газ, по
глощаемый адсорбентом. 

81 



Рассмотрим энергетические cooтнoilleitust nри адсорб
ции на примере адсорбции гипотетической двухатомной 
молекулы АВ. С этой целью рассмотрим график потенциаль
ной энергии ll в зависимости от r - расстояния от молекулы 
до поверхности в случае физической и химической адсорб
ции (рис. 2.12.1 ). Потенциальная кривая 1 характеризует 
потенциальную энергию комплекса АВ + К, где символ 

lJ 

2 

К обозначает вещество по
верхности. 

Совокупность молекул из 
газового облака и некоторого 

А+В+К количества молекул твердого 

=.::.;;=.;~-----1'2" тела называют адсорбцион-
АВ+К ным комплексом. Если адсорб

ционный комплекс не пере
мещается по поверхности 

твердого тела, то его называ

ют локальным. 
~~ м u L ~: инимум потенциальнои 

Рис. 2.12.1. Энергетика адсорб- энергии (точка М1 на рис. 
ции 2.12.l)_отвечает устойчивому 

состоянию комплекса АВ + 
+К-физической адсорбции. 

При хемосорбции происходит диссоциация молекул 
на атомы. Поэтому:кривая 2 представляет собой потенци
альную энергию комплекса А + В + К, причем минимум 
этой энергии:(точка М 2) соответствует другому устойчивому 
состоянию - хемосорбции. ~·· 

Пересечение кривых 1 и 2 (точка А) определяет энергию 
хемосорбции~едес~= U(A) - U(M 2), так как для того, чтобы 
комплекс;А + В + К десорбировал с поверхностью твер
дого тела, необходимо, чтобы он обладал энергией, доста
точной для .преодоления потенциального барьера U(A) -
- U(M2)· 

Величины U(N1oo) и U(N 200) характеризуют потенциаль
ную энергию комплексов АВ и А +В +К на бесконеч
ности, т .е. в газовой фазе. В связи с этим разность U(N 200) -
- U(N1oo) = ЧАв представляет энергию диссоциации мо
лекулы АВ на атомы. Разность U(N1oo) - U(M2oo) == 
= Чхим представляет собой количество теплоты, возникаю
щее при хемосорбции одной молекулы. 

Как правило, хемосорбция сопровождается выделением 
теплоты. Вместе с тем возможна и эндотермическая хемо
сорбция. 
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Разность U (N 100) - U (М1) = Qфиз представляет со
бой количество теплоты, выделяющейся при физической 
адсорбции молекулы, а разность Еа = U(A) - U(N1oo) 
представляет собой энергию активации хемосорбции для 
одной молекулы. 

Из определения Еа и Едес следует, что 

{2.12.3) 

Если Еа и Едес умножить на постоянную Авогадро N л, 
то мы получим Еа и Е дес- энергии активации хемосорбции 
и десорбции одного моля молекул АВ. 

Например, энергия хемосорбции атомов кислорода на 
вольфраме Еа = 617, 4кДж · моль-1 , а энергия физичес
кой адсорбции ЕФ обычно равна нескольким килоджоулям 
на моль. 

Поскольку скорости хемосорбции и физической адсорб
ции экспоненциально зависят от температуры, влияние 

физической адсорбции на гетерогенный процесс пренебрежи
мо мало при достаточно высоких температурах, так как 

ЕФ< Еа. 
Пусть а - количество адсорбата, содержащегося в еди-

ничной массе адсорбента. Обозначим Ро поверхностную плот
ность свободных центров адсорбции на поверхности раздела 
сред, Ра. - поверхностную плотность центров адсорбции, 
занятых молекулами а-компонента. Очевидно, что полное 

µ 

число центров адсорбции Рп = Ро + ~ Ра.-полная поверх-
а.=1 

постная плотность центров адсорбции. 

Таким образом, если за 1 с na.w молекул сорта а уда
µ 

ряются о поверхнос!ь единичной площади, то na.w ~ (Pa.IPJ 
a~I 

их возвращается в газовую фазу и, следовательно, naw[l -
µ 

- ~ (Pa.IPJJ адсорбируется. Пусть Та. - среднее время, 
а.= 1 

в течение которого адсорбированная молекула сорта а ос-
тается на поверхности. 

Тогда, очевидно, 

(2.12.4) 
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Обозначим · 6а. = ~а./~п долю мест поверхности, заня
тых молекулами компонента а, 00 - долю мест поверх
ности, свободных для адсорбции. Тогда 

(2.12.5) 

Представляет интерес определить концентрацию адсор
бированного при данной температуре газа. С этой целью 
раасмотрим однокомпонентную реагирующую систему, в 

которой имеется только один газообразный комдонент, 
способный- к хемосорбции. 

Обратимый процесс хемосорбции можно моделировать 
следующим образом: 

молекула газа + свободное место на поверхности раздела ~за
нятое место на поверхности раздела. (2.12.6) 

В качестве прямой реакции здесь следует понимать про
цесс хемосорбции, а под обратной - процесс десорбции. 

К гипотетической реакции с химическим уравнением 
(2.12.6) можно применить закон действующих масс. Так 
как количество газообразного реагента определяется его 
парциальным давлением р1 , то на основании закона дейст
вующих масс находим 

Р1 0о/0 =КР (Т). (2.12.7) 

После простых преобразований получаем 

-
0/(00Р1)=Кр(Т), Кр= l/Kp, (2.12.8) 

где Кр(Т) - константа равновесия хемосорбции при по
стоянном давлении. 

При выводе (2.12. 7) считалось, что каждое свободное мес
то порождает один локализованный адсорбционный комп
лекс. Заметим, что 00 = 1 - 0, и из (2.12.8) найдем 

0 = Kpp1l(l + КрР1). .(2.12.9) 

Константа равновесия хемосорбции КР может быть· вы
числена с помощью методов квантовой механики и имеет вид 

КР= g ехр [Qxимl(RT)], 

где g - энтропийный множитель, а Qхим - теплота хемо
сорбции для одного моля газообразного компонента. 
~Уравнение (2.12.9) - уравнениеiизотермы Лэнгмюра 

для адсорбции. В соответствии с допущениями, сделанцыми 
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при его выводе, оно представляет собой уравнение локали
зованной адсорбции на однородной поверхности в отсутст
вие сил притяжения между молекулами адсорбата. Силы 
О'палкивания учитываются тем, что одно место поверхности 

адсорбента может быть заполнено лишь одной молекулой 
адсорбата, т.е. их принимают не зависящими от 0 и дейст
вующими только при соударении молекул адсорбата. 

В области малых концентраций р1 < 1 из закона Лэнг
мюра получаем закон" Генри: 

При Кр)) 1 из закона Лэнгмюра получаем 

8 ~ 1. 

(2.12.10) 

(2.12.11) 

Таким образом, вначале количество адсорбата растет про
порционально давлению, но постепенно рост замедляется 

и при достаточно больших концентрациях наступает насы
щение поверхности мономолекулярным слоем адсорбата. 

В том случае, когда происходит адсорбция газа из их 
смеси, например при адсорбции бинарной смеси, имеются 
как бы две параллельные реакции взаимодействия газов А 
и В со свободной поверхностью адсорбента по схеме Лэнг
мюра: 

молекула А газа + свободное место на поверхности~ адсорб· 
ционный комплекс А; 

молекула В газа + свободное 'место на поверхности ~ адсорб
ционный комплекс В. 

В случае адсорбции многокомпонентной смеси по анало
гии с (2.12.9) можно записать выражение для относительно
го заполнения поверхности: 

КаРа 
0а,=------· 

µ 
(2.12.12) 

l+ ~ КаРа 
a=l 

где Ка - константа равновесия, а Ра - парциальные дав-
ления. (![· 

Выражение (2.12.12) представляет собой математичес
кую формулировку закона действующих поверхностей, 
аналогичного закону действующих масс. 
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§ 2.13. Гетерогенный катализ и выраженне 
о о 

дJlя скоростеи гетерогенных химических реакции 

Каталитическое действие поверхнuсти твtрдu1 u 1~JIC:t C:tHC:tJIU

гичнo действию катализатора при объемных реакциях. При
сутствие катализатора открывает для реакции новый путь, 
представляющий собой совокупность элементарных реак
ций, энергия активации которых существенно меньше, чем 
в отсутствие катализатора. 

Для наглядности предположим, что реакция типа А~ В 
заключаете.}! в переходе одного атома молекулы А в моле

и 

,, 

кулу В. Потенциальная 
энергия атома зависит от 

его расположения относи-

fгон тельно обеих молекул. 
На рис. 2.13.1 приведен 

-~ график зависимости потен
q~- циальной энергии от «ко-

~рдинаты» реакции, имею

щей смысл расстояния ме-
r жду молекулами А и В, в 

Рис. 2.13.1. Потенциальная энер- случае гомогенной (кривая 
гия как функция от «координаты::. J) 

о 

реакции для гомогенной (кривая 1) реакции, протекающей 
и гетерогенной реакции на ката- в отсутствие катализатора, 

питической поверхности (кривая 2) и в случае гетерогенной 

каталитической реакции 
(кривая 2 для катализатора К). На этом рисункеqадс' qдес' 
q - теплоты адсорбции, десорбции и общая теплота реак-
ции, Еадс' Едес' Ег0м, Егн и Еги - соответственно энергии 
активации адсорбции, десорбции, гомогенной реакции, 
кажущаяся и истинная энергии активации гетерогенной 
реакции. Смысл этих понятий вытекает из рис. 2.13.1. 

Минимумы энергии А и В отвечают устойчивым поло
жениям атома в молекулах А и В. 

Гетерогенный каталитический процесс не может смес
тwrь равновесия в газовой фазе,так как это противоречило 
бы закону Гесса и второму закону термодинамики. Катали
затор не может вызывать реакции, которая в данных усло

виях термодинамически невозможна. Катализатор ускоряет 
процесс химического превращения и оказывает ориенти

рующее действие в тех случаях, когда химический процесс 
u u 

в изучаемои термодинамическои системе может развивать-

ся по нескольким термодинамически возможным направле

ниям. 
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Как правило, kаталитичесkим действием обладаю1' 
твердые тела с большой энергией связи между атомами. 
Обычно это металлы (например, платина) или соли металлов. 
В об1цем случае для гетерогенных реакций типа 

µ k fr J.L , 
~ Var Аа ;::! ~ 'Var Аа, r = 1, ... , s, 
а.= 1 kьr а.= 1 

(2.13.1) 

количество а-компонента, реагирующее за 1 с на площади 
единичной поверхности, составляет 

• 
Ra=!~ (v~r-'Var) Х 

r= 1 

[ 

µ J.L V' ] 
х k п e'Var_k п 0 ar enr 

/r а br а о • 
a=l а.==1 

(2.13.2) 

Здесь Ra - массовая скорость образования а-компонента, 
k1r, kьr - константы скоростей адсорбции и десорбции со
ответственно, 00 - доля свободных мест поверхности, а 

µ 

nr ~ ~ (v~r -'Va.r). 
а.= 1 

Если имеет место состояние химического равновесия, 
то Ra. = О и константа равновесия r - реакции имеет вид 

к k/r 
pr= 

kьr 

J.L .., , 
П О ar 

ае 

a=l 
µ 
п o"ar 

ае 

a=l 

(2.13.3) 

где ее - концентрация занятых мест в состоянии равнове
сия. 

· В силу способа получения соотношения (2.13.3) это вы
ражение справедливо, вообще говоря, только для реаги
рующей системы, находящейся вблизи химического равно
весия. 

В заключение заметим, что если теплозащитное покры
тие или материал любой реагирующей поверхности имеет 
пористую структуру, то реагирующая поверхность увели

чивается за счет внутренней поверхности пор и т~орию иде
ального адсорбированного слоя Лэнгмюра, изложенную в 
§ 2.12, применять нельзя. 
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§ 2.14. Условия фазового равновесиst. 
Фазовые равновесия в однокомпонентных 
системах 

Если термодинамическая А система_ состоит из нескольких 
термодинамически однородных систем, то каждую из этих 

подсистем принято называть фазой. Рассмотрим условия 
фазового равновесия на простейшем примере однокомпонент
ной системы, состоящей из двух фаз. Пусть т1 и т2 - массы 
вещества первой и второй фаз. Тогда в соответствии с уравне-
нием (2.11.8) условие фазового равновесия запишется так: 

(2 .14.1) 

Если поверхность всей системы является непроницае
мой для вещества, то dm1 == -dm2 и,следовательно, 

µ1 == µ2. (2.14 .2) 

Очевидно, в общем случае Лµ-компонентной системы, 
состоящей из k фаз, условия равновесия выглядят так: 

JJ.P> = 11~1 > = ... = 1111>, 

1'~2) = µ~2) == ... = µ~2>' 
. . . . . . . . . (2.14.3) 

µ~µ) = µ~µ) = ... = 1'~). 
T1=T2·= ... =Tk, P1=P2=···=Pk· 

Найдем ч и ело степеней свободы или, что то~ же самое .... 
число независимых параметров многокомпонентной много-
фазной системы в условиях равновесия. Для определения 
химического состава системы достаточно k(µ - 1) условий, 
поскольку для химического состава каждой фазы r выполне
но условие 

µ 

~ Xir = 1, Г = 1, ... , k. 
i= 1 

(2.14.4) 

Полное число термодинамических параметров N1 есть 
k(µ - 1) + 2, два дополнительных параметра определя
ют внешние условия, в которых находится термодинамичес

кая система (как правило, это р и Т). Итак, 

N1 = k(µ - 1) + 2. (2.14.5) 
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Число связей между переменными N 2 может быть найде
но из (2.14.3). Очевидно, 

N2 -- ti(k 1). (2.14.6) 
\ 

Итак, число независимых параметров 

f=N1-N2=µ-k+2. (2.14.7) 

Различают фазовые переходы первого и второго рода. 
Фазовые переходы первого рода в отличие от фазовых пере
ходов второго рода сопровождаются изменением удельного 

объема и энтропии системы: 
следовательно, фазовые пере
ходы первого рода характе- Р 
ризуются определенной теп
лотой перехода. 

Рассмотрим подробнее фа
зовые переходы и фазовое рав-

u 1 
новесие в однокомпонентнои 1 

системе. Число степеней сво- \ 
г 

боды f однокомпонентной си- 7~ _____ _._1 _т ___ _ 

стемы определяется формулой 

f = 3 - k, (2.14.8) .Рис. 2.1'4.l. Тройная точка фа
зовой диаграммы 

где k - число фаз. Таким об
разом, система, состоящая из 

одной фазы, может иметь две степени свобода (например, 
давление и температуру), система из двух фаз - одну сте
пень свободы (или давление, или объем, или температуру), 
наконец, если система состоит из трех фаз, то число сте
пеней свободы равно пулю. Это значит, что все три фазы: 
жидкая, газообразная и твердая - могут сосуществовать 
только при одном строго определенном давлении и темпера

туре. Типичная диаграмма состояния для такой системы 
изображена на рис. 2.14.1. 

Точка N, называемая тройной точкой фазовой диаграммы, 
отвечает тем значениям р и Т, при которых одновременно 
существуют три фазы. Области, обозначенные Тв, Ж, Г, 
соответствуют значениям давления и температуры, при ко

торых существуют соответственно только твердая, жидкая 

или газообразная фазы. Линии раздела определяются зави
симостью р(Т), при которой возможно существование двух 
фаз одновременно. В соответствии с этим линию ON назы
еают кривой сублимации, линию CN - кривой плооления, 
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линию ND - кривой испарения. Линия ND заканчивается в 
критической точке D. Заметим, что при правом наклоне ли
нии NC объемы тел, переходяrцих и~ твердой фазы в жид
кую, увеличиваются. Для аномальных веществ (галлий, во
да) объемы при фазовом переходе, наоборот, уменьшаются 
и кривая NC имеет левый наклон. Пунктирные кривые AN 
и BN отвечают метастабильным состояниям. 

Пусть давление и температура соответствуют точке а фа
зовой диаграммы. В этом случае вещество находится только 
в газообразной фазе. Если при фиксированном давлении 
уменьшать· .... температуру, двигаясь влево по прямой ау, то 
мы придем в точку ~, где появится жидкая фаза. Если ли
ния ау проведена при давлении р = const, то точку ~ назы
вают точкой кипения, а соответствующую ей температуру 
Т f3 - температурой кипения; точку у - точкой плавле
ния, а Ту - температурой плавления. Например для гра
фита (р = 1 атм) р = 1-;-2,2 г/см3 при Т = 293, 15 К, Ср = 
= 21,6 Дж/(г · К) при Т = 1000 К и Ср =33,1 Дж/(г · К) 
при Т = 2000 К, коэффициент тецлопроводности Л = 
=337 Дж/(м · с · К), Ту= 3772 К, Tr, = 3927 К, теплота 
сублимации составляет 59,3 кДж/г. В случае когда тело 
обтекается смесью газов, парциальное давление паров в 
которой меньше, чем давление насыщенных паров при тем
пературе, соответствующей температуре тела, то, если тем
пература тела меньше, чем температура в тройной точке 
фазовой диаграммы, тело начинает сублимировать. 

Рассмотрим скорость неравновесного испарения с поверх
ности вещества, находящегося в твердом или жидком со

стоянии. 

Если газ у поверхности имеет температуру Т и давление 
р, то число молекул, ударяющихся о поверхность единич

ной площади, определяется формулой: 

п = N А р 1-V 2 л:М RT. (2.14.9) 

Если А-я часть молекул конденсируется (а (1 - А)-я 
часть отражается), то число конденсированных молекул 

АNлР 
' п1юнд= . 

1f2nMRT 
(2.14.1 О) 

Здесь р - давление, R - газовая постоянная, N л - по
стоянная Авогадро, М - масса молекулы. Если поверх
ность находится_ в равновесии со своим паром (пар насы-
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щенный), то за одно и то же время испаряется столько же 
молекул, сколько конденсируется, т.е. 

АNдР* 
nис =-----

D V2nMRT ' 
(2.14.11) 

где р* - давление насыщенных паров материала поверх-
ности. . 

Несмотря на внешнее сходство формул для nнонд и 
flисп' эти величины, в сущности, не имеют между собо~ ни
чего общего: nнонд определяется свойствами газа, nисп за
висит от энергии, необходимой для преодоления сил меж
молекулярного сцепления в материале поверхности. Если 
давление р =1= р*, то испарение является неравновесным и 
массовая скорость уноса материала поверхности R1 опреде
ляется формулой Герца-Кнудсена 

Ri = АМ (р*-р) . 

V2nMRT 
(2.14.12) 

При испарении в вакуум массовая скорость уноса 

АМр* 
Riь= , 

V2nMRT 
(2.14.13) 

что, как и следовало ожидать, является следствием уравне

ния (2.14.11). Коэффициент А называют коэффициентом 
прилипания. Он оказывает существенное влияние на ско
рость испарения. Для многих веществ, в частности для слу
чая испарения с поверхности графита, значение А извест
но с весьма невысокой степенью точности. 

Можно получить дифференциальное уравнение кривой 
фазового равновесия. В отсутствие гравитационных, элек
трических и поверхностных эффектов справедливо уравне
ние Максвелла 

( :~ )v = ( :~ )т· (2.14.14) 

где V и S - соответственно объем и энтропия системы. Из 
опыта известно, что в процессах плавления, испарения и 

сублимации изменение равновесного давления с температу
рой не зависит от полного объема системы. По второму за-



кону термодинамики, изменение энтропии при фазовом пе· 
реходе 

ЛS = Лh/Т = LмlT, (2.14 .15) 

где Lм - теплота фазового перехода. Итак, 

dp 
-= 
dT 

-2--

Рис. 2.14.2. Графики давления 
насыщенных паров, полученные 

по методу Лэнгмюра (1) и 
Кнудсена (2) 

Поэтому 

Lм 

ТЛVм ' 
(2.14.16) 

где Л V м - разность мольных 
объемов вещества в двух фа
зах. Соотношение (2.14.16) 
называется уравнением Кла
пейрона - КJ1аузиуса. Для 
случаев процессов испарения 

и сублимации уравнение 
(2.14.16) легко проинтегри· 
ровать. Действительно, в 
этих процессах молярный 
объем пара существенно 
больше молярного объема 
конденсированной фазы (при 
умеренных давлениях): 

V м.пар )) V м.нонд· 

ЛV м = V м.пар-V м.конд ~ V м.пар = RT/p. (2.14.17) 
Кроме того, 

т 

Lм=Lом+ J (Лсрм)dТ. (2.14.18) 
о 

Здесь L0м - теплота фазового перехода при О К, соответ
ствующая работе, которую нужно затратить для того, чтобы 
оторвать молекулы от их соседей в конденсированной фазе 
и перевести их в газовую фазу. Второй член в выражении 
(2.14.18) соответствует энергии, которую нужно сообщить 
системе, с тем чтобы компенсировать различие в энергиях 
теплового движения в конденсированной фазе и газе. В слу
чае испарения основная часть скрытой теплоты перехода 
обычно отвечает первому члену в (2.14.18). Тогда уравне
ние (2.14.16) преобразуется к виду 

d tn р 
-

dT 
(2.14.19) 
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и легко интегрируеtся~. 

р* = const e-Loм/<RT). (2.14.20) 

Таким образом, в этом приближении достаточно знать 
значение равновесного давления паров р* при какой-либо 
одной фиксированной температуре, чтобы знать его во всем 
диапазоне температур. 

Более точные способы аппроксимации (например, с помощью 
уравнений Нернста lg р• = А - В/Т + СТ + D Jg Т) часто не 
имеет смысла употреблять из-за большого разброса эксперимен
тальных данных по давлениям насыщенных паров. НапрРмер, в 
1952-1955 гг. Голдфингер и др. [12) провели измерения давления 
насыщенного пара углерода методом испарения с открытой поверх
ности (метод Лэнrмюра) и эффузионным методом Кнудсена. Полу
ченные данные отличались. между собой примерно в 100 раз (рис. 
2.14.2). 



Глава З. КОЭФФИЦИЕНТЫ ПЕРtНОСА И 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ТЕЧЕНИЯ ГАЗОВ 

§ 3.1. Дпина свободного пробега 

Найдем число столкновений Zap молекул сорта а и р (функ
ция распределения которых отвечает максвелловскому со

стоянию) в единичном объеме за 1 с. Число таких столк
новений (геометрические параметры столкновения е, de, 
Ь, db, скорости молекул лежат в диапазоне Va, dva и vp, 
dv р) определяется величиной 

f af r.Ла pbdbdedv a.dv 13· (3.1.1). 

Пусть '1' есть угол между направлен.нем относительной ско
рости ga р и линией центров в момент соприкосновения мо
лекул, dap есть сумма радиусов молекул а и р. Тогда 

Ь = da р sin'I', (3.1.2) 

откуда db = da pcos'i'd'i' и, следовательно, 

bdb = d2a.psin1J'cos'i'd'i'. (3.1.3) 

Учитывая симметрию по азимутальному углу, в приня
том приближении выражение (3.1.1) можно сразу проинтег
рировать (от О до 2n). Используя еще соотношение (3.1.3), 
приведем (3.1.1) к виду 

(т т )3/2 
2nna nf\ а. t} d~в ехр {[ - 1/2ma v~ -

(2ztkT)З 

- 1/2тt} v~]/{kT)} sin 'Ф cos 'Фgав d11Юva dvp. (3.1.4) 

Перейдем к системе координат, движущейся со средне
массовой скоростью. Для этого заметим, что 
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dva. dvt} = dGdga.~; (3.1.5) 

та v~-т'3 v! =(та +m13)G2 + 
+[та тt}/(та +тв)] g~p. 

Тогда выражение (3.1.4) принимает вид 

(3.1.6) 

(т т )
3

1
2 

{ l [ 
2nnanp а 13 d~r,exp -- (ma+mr.)G2 + 

(2ztkT)s 2 

+ та тв g~t} ] / (kT)} eaf3 sin 1j) cos 'ФdфdGdgaf\· (3.1. 7) 
та+ тв 



Наша цепь - найти число столкновений Z~~в молекул 
сортов а и р, относительная скорость которых лежит в пре
делах g а 6 , dgap, а геометрический параметр столкновения
в пределах 'iJ, d'iJ. Для этого перейде~ к сферическим поляр
ным координатам с полярными осями вдоль векторов G, ga Р· 
Тогда (3.1. 7) приводится к виду • 

(3.1.8) 

Интегрируя по всем возможным направления скорос
тей G и gap, получим 

( т т ) з / 2 { 1 r· 4na. nl\ а. 1\ d~p ехр -- (та+ mp) G2 + 
(kT)a 2 

+ та. тр g~p ] / (kT)} g~fJ G2 sin 11' cos 'Фd'ФdGdgaP· (3.1.9) 
ma.+mf} 

Наконец, интегрируя по всем возможным значениям 
G от нуля до бесконечности, найдем 

Z~pg=na.np( та.тр )з12 ехр{-~ татр g~~} Х 
ma.+mf} 2 (ma.+mf')kT. 

вп2 d2 s . •h "1vt"hrt (3 1 1 О) Х ар gap SIП 'У COS 'f~нyuga,p. • • 
(2пkТ)3 1 2 

Найдем общее число столкновений Zafi молекул сортов 
а и Р в нашем приближении. После первого интегрирова
ния (O~w~n/2) 

4п2 µЗ/2 1 zR а.Р d 2 { 2 2 } а d а.Р =па nr. (2пkТ)З/2 аР ехр - 2kT f.ta.B ga.f; gap gaf'· 

(3.1.11) 
Интегрируя по ga.~ (в пределах O~ga~~oo), найдем 

( 
2nkT) 

1
1

2 
Zap = 2na пр d~p. (3.1.12) 

µар 
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Вычислим среднюю длину свободного пробега la частиц 
сорта а. Для этого достаточно разделить расстояние, прой
денное молекулами сорта а за время t (очевидно, эта величи
на равна па.< Va > t), на полное число столкновений 
t~Zap· .Тогда 
в 

la. = па. Va. / ~ Za.~· 

Подставляя соответствующие выражения·· для <va>, 
Zaf3' сразу же находим среднюю длину свободного пробега 
молекуль~'" сорта а (среднее расстояние, которое проходи~ 
эта молекула между двумя последовательными столкнове· 

ниями): 

(3.1.13) 

Для средней длины свободного пробега l в однородном 
газе из (3 .1.13) получим 

1 
l=----V2 :nnd2 

{3.1.14) 

§ 3.2. Коэффициенты переноса в элементарной 
кинетической теории газов 

При движении молекул имеет место перенос массы, импуль
са и энергии. Этот перенос происходит как при тепловом, 
так и при направленном движении молекул в направлении, 

совпада1ощем с направлением среднемассовой скорости. 
Физическое явление, при котором в результате движения 

молекул наблюдается перенос массы, импульса или энер
гии, называют явлением переноса. 

Явление переноса, обусловленное макродвижением мо
лекул в направлении, совпадающем с направлением средне

массовой скорости, называется конвекцией. Явление пере
носа, обусловленное тепловым движением молекул, назы
вается молекулярным переносом. 

Молекулярный перенос в свою очередь разделяют на 
явления диффузии, вязкости и теплопроводности. 

Концентрационной диффузией называют перенос массы 
некоторого компонента из одной части пространства в дру
гую, обусловленный градиентом концентрациц. 
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Термической диффузией (термодиффузией) называют пе
ренос массы компонента из одной части пространства в дру
гую, обусловленный градиентом температуры. Явление тер
модиффузии не было известно в элементарной кинетической 
теории газов и было обнаружено впервые теоретически в 
строгой кинетической теории. Результаты теории были под
тверждены в эксперименте. 

Теплопроводностью называют перенос тепловой энергии 
из одной части пространства в другую, обусловленный гра
диентом темцературы. 

Вязкостью называют перенос 
импульса из одной части простран
ства в другую, обусловленный гра
диентом скорости 

z 

Дадим количественное описание r--..::i 

у 
явления переноса с помощью эле-

u ~ 

ментарнои кинетическои теории. 

Такая теория является приближен
ной, однако она довольно проста и 
более ясна с точки зрения физи
ческого смысла по сравнению с 

любыми другими теориями явлений 
переноса. 

В любом реальном газе мо
лекулы движутся во всех направ

Рис. 3.2.1. Плоскости, 
перпендикулярные на

правлению движения мо-

лекулы газа 

лениях и их скорости изменяются в широком диапазоне 

значений. При сближении молекул друг с другом происходит 
сложное взаимодействие молекул, так как они притягива
ются друг к другу на достаточно больших расстояниях и от- · 
талкиваются при достаточно малых расстояниях. Будем 

v 

считать, что взаимодеиствие молекул друг с другом и их 

движение происходят в соответствии со следующими допу

щениями: 

1) молекулы газа - идеально гладкие твердые сферы; 
2) все молекулы движутся с одинаковой по модулю ско

ростью, которая равна средней тепловой (среднеарифмети
ческой) скорости: <v> = Q; 

3) молекулы движутся в шести равновероятных направ
лениях +х, ±у, ±z так, что 1/ 6 молекул движется в направ
лении +х, 1/ 6 - в направлении -х, и т.д., где х, у, z - оси 
произвольной декартовой системы координат, движущейся 
со среднемассовой скоростью. 

Рассмотрим однокомпонентный газ. Введем три плоско
сти А, О и В, перпендикулярные оси z (рис. 3.2.1), и обозна-
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чим молекулярные признаки для этих плоскостей 'ФАа, 'Фоа, 
'l'ва.· Будем считать, что кратчайшее расстояние между 
плоскостями О, В и А равно l-длине свободного пробега, 
а величины 11' Аа, '\J'oa, '1' Rrx. не равны друг другу. 

Предполагая, что функция 'Фа дифференцируема, полу
чаем с точностью до величины, пропорциональной 12

, 

d'Фа 
'Ф Аа = 'Фоа + l + О ( l2

), ( 3. 2. 1) 
dz 

d'Фа 2 
Фва= 'Фоа- l +о (l ). 

dz 
(3.2~2) 

Вычитая из (3.2.2) выражение (3.2.1) и отбрасывая ма
лую второго порядка о (l2

), получим 

d'Фа 
'Фва-'ФАа= -2 -- l. 

dz z=O 
(3 .. 2.3) 

Если умножить обе части (3.2.2) на единичную площадь, 
на число молекул, движущихся в положительном направле

нии оси z, и на среднеарифметическую скорость, то мы полу
чим удельный поток молекулярного признака 'i'a: 

УФа. n п - Qп d'Фа 
z =('Фва-'ФАа)~'-6 ==-

3 
l. 

dz z=O 
(3.2.4) 

Изучим подробнее явление диффузии. Следует отметить, 
что даже в случае однокомпонентного газа его молекулы 

обладают определенными индивидуальными особенностями. 
В частности, молекулярные веса одного и того же компонен
та могут отличаться друг от друга в силу того, что одно и 

то же вещество может иметь различный изотопный состав. 
Обозначим па. число молекул одного компонента, обладаю
щих общей особенностью в единичном объеме. Если в ка
честве 'l'a. взять величину manaln, то из формулыr(3.2.4) 
получим!выражение для плотности диффузионного потока: 

. Qтa. lna. d ( па ) 
/ai= - - - · 

3 dz п 
(3.2.5) 

С другой стороны, выражения для ia.z можно получить на 
основании закона Фи ка, установленного экспериментально: 

/а.2= -paD- - , d (па) 
dz п 

(3.2.6) 

где D - коэффициент самодиффузии. 
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~ Самодиффузией называют диффузию в однокомпокенt
ном газе. 

Коэффициент самодиффузии равен-jа,1/ Ра при единичном 
градиенте числовой плотности.~"Эrот коэффициент характе
ризует велич.ину iaz и, t:J!~ДUHC:t'l~lЫiU, ИНТ~t:ИВНОСТЬ нрu
цесса самодиффузии. 

Из соотношений (3.2.5), (3.2.6) и (3.1.4) находим значе
ние коэффициента самодиффузии: 

1 2 1 v k3T3 
D=-'2l= - • 

3 3 пd2 Р. ят 
(3.2.7) 

Таким образом, коэффициент самодиффузии растет с 
ростом температуры и убывает с ростом давления и пло
щади эффективного сечения. Коэффициент самодиффузии 
выражают в м2/с. 

Если в качестве 'Фа, выбрать внутреннюю энергию одной 
молекулы mcvT, где mcv - теплоемкость, приходящаяся 
на одну молекулу, то из формулы (3.2.4) получим выра
жение для плотности потока энергии: 

тсvт Qптсv l dT 
у =qz.=- ~-. (3.2.8) 

2 3 dz 

С другой стороны, величину qz можно определить с по
мощью закона Фурье, установленного экспериментально: 

dT 
qz= -Л~, {3.2.9) 

где Л - теплопроводность, а знак минус взят по_:гому, что 
теплота распространяется в направлении, противополож

ном градиенту температуры. Теплопроводность характери
зует удельный тепловой поток, а следовательно, и интен
сивность процесса теплопроводности. 

Сопоставляя формулы (3.2.8) и (3.2.9), находим 

gnmcv l 2cv v mkT 
~- - . flv- -

3 Зпd2 я 
(3.2.10) 

Таким образом, теплопроводность зависит от темпера· 
туры и с ее ростом возрастает. Как следует из (3.2.10), 
единица теплопроводности - 1 Дж/(м · с · К). 

Определим вязкость. С этой целью будем считать, что 
молекулы в плоскости А движутся в направлении -у, в 
плоскости В - в направлении у, а в плоскости О не пере-
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мещаются вдоль у. Такая картина tеЧення характер1-1зуеrс.я 
импульсом mvy. Выберем в качестве 'Фа эту величину. Тогда 
из формулы (3.2.4) получим проекцию удельного потока 
импульса: 

утоу _ _ _ Onml dvy 
-'tyz- • 

z З dz 
(3.2.11) 

С другой стороны, величину т yz можно определить на 
основании закона Ньютона: 

dv 
.... - -Т) у •yz-

dz 
(3.2.12) 

где 11 - динамическая вязкость, характеризующая касатель
ное напряжение т yz· 

qопоставляя выражения (3.2.11) и (3.2.12), находим 

""' = Qптl = 2 v mkT . .• (3.2.13) 
3 Зпd2 л; 

Единица динамической вязкости - 1 кr/(м · с). 
Из формул (3.2.7), (3.2.10) и (3.2.13) следует, что 

11 = pD, 'Л = !}Cv, (3.2.14) 

т.е. коэффициент самодиффузии, вязкость и теплопровод
ность однозначно связаны друг с другом. . 

Рассмотрим теперь бинарную смесь газов, состоящую из 
молекул сортов а и ~· Будем считать, что температура каж
дого компонента одинакова, давление однородно по рассмат

риваемому объему. 
Поток молекул сорта а, проходящих через поверхность 

О снизу вверх, составит 

- па la <Va>- la , 1 ( дпа ) ( д (Va) ) 
6 дz дz 

а сверху вниз -

- па+ la <Vci>+ la . 1 ( дпа ) ( д (V а> ) 
6 дz дz 

Итак, диффузионный поток компонента а через поверх
ность О в направлении оси z 

laz = - -- la <V а> -f- па , (3.2.15) . та ( дпа д ( V а> ) 
3 дz дz 
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rде <Va> = VЗkTlma - средняя тепJiовая скорость мо
лекул сорта а. 

Диффузионную скорость компоненты а находим из соот
ношения 

<V az> = iaz/{ma па). 
Поэтому разность диффузионных скоростей приобре

тает вид 

<V >-<V~z>= -- - <Va>-1 · [ la дпа 
3 па дz 

- - < f\> + la lf) . 
lf} дпв V д(Vа) д(VJ\) ] 

nf} дz дz дz 

Уравнение состояния для совершенного газа запишем 
в виде 

Ра =па kT = (naln) р, (3.2.16) 

где n=na+n13. 
Найдем теперь производные дпа/дz, дnр/дz, исходя из 

соотношения (3.2.16): 

дпа = __!!_ [ д (па/n) _ па дТ ] . 
дz kT дz пТ дz 

Следовательно, 

<V az> -<V f\z> __.:.. 

= -Daf3 ~ ( па )-Dат .J_ дТ , (3.2.17) 
дz п т дz 

где Dар-коэффициент бинарной диффузии, Dат-коЭФ
фициент термодиффузии: 

Da.p= .!!.... -. / ЗkТ (la.np-vm;+Lpna. Vm:J, (3.2.18) 
З V mamt\ 

Dа.т=J_-./_зkт [lr.Vm:-ta~]. (3.2.19) 
6 V mamt.' 

При выводе этих выражений использовано соотношение 

~ (_!!!=...) = -~ (~). 
дz п дz п 

(3.2.20) 
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Таким образом, под воздействием градиента температуры 
происходит диффузия частиц. Отметим, что даже если массы 
молекул равны, но различны их газокинетические сечения 

взаимодействия, то коэффициент термодиффузии отличен от 
нуля и в холодную область, как и следует из соотношений 
(3.2.17), (3.2.19), диффундируют молекулы с большим се
чением взаимодействия. Строгие расчеты этого эффекта со
держатся в [ 1 ] . 

Элементарный вывод коэффициентов переноса дает зави
симость этих величин от р, Т, та., па и nd2

, которая в точ
ности согласуется с более строгой теорией Чепмена-Энс
кога для ~олекул, рассматриваемых как упругие жесткие 

сферы. Однако числовой множитель 2/ 3 в формулах (3.2.7), 
(3.2.1 О) и (3.2.13) следует заменить на величины Зл/8, 25л/32 
и 5л/16 соответственно. 

Если использовать потенциал межмолекулярного взаи
модействия Леннарда-Джонса, то оказывается, что лd2 

является функцией температуры и, следовательно, fl, Л и 
D в зависимости от Т изменяются сильнее, чем это пред
сказывает элементарная кинетическая теория, основанная 

на модели жестких сфер. 
При решении кОНl\ретных задач наиболее часто исполь

зуют следующие безразмерные комбинации этих коэффици
ентов: 

Pr = 1}Ср Sc = _.!l_ Le = pDcp (3 2 21) 
А. ' pD ' А. ' • • 

где Pr, Sc и Le - числа Прандтля, Шмидта и Льюиса 
соответственно, которые, как мы увидим в дальнейшем, 
являются критериями подобия. Легко видеть, что число 
Льюиса 

Le = Pr/Sc. (3.2.22) 

Используя формулы (3.2.7), (3.2.10) и (3.2.13), находим 
Sc = 1, а число Прандтля для двухатомного газа Pr = 1,4. 

Газ 
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В табл. 3.2.1 приведены экспе
т а б пи ц а 3.2.1 риментальные значения чисел Pr и 

Sc 

0,74 
0,74 
0,71 
0,74 

Pr 

0,71 
0,72 
0,75 
0,71 

Sc для различных газов при О 0С. 
Таким образом эксперименталь-

ные значения чисел Sc и Pr для 
различных газов довольно суще

ственно отличаются от данных, по

лученных с помощью элементарной 
кинетической теории. Следует так
же отметить, что эксперименталь-



ные значения чисел Sc и Pr в соответствии с результатами 
элементарной кинетической теории относительно слабо за
висят от температуры. 

Несмотря на такие достоинства элементарной кинетичес
кuй т~ории коэффицнснтun переноса, как пrnrтnтa и физи
ческая наглядность, эта теория внутренне противоречива. 

Действительно, функция распределения Максвелла имеет 
место только в случае стационарного и однородного состоя

ния газа, для которого градие~ты всех параметров состоя

ния должны быть равны нулю в силу однородности состоя
ния. В элементарной кинетической теории используют функ
цию распределения Максвелла, с помощью которой опреде
ляют среднеарифметическую скорость, и одновременно счи
тают, что dT/dz, dvyldz, d(na.ln)/dz не равны нулю. Неявно 
используемое в элемеuтарной теории допущение о том, что 
скорость молекул не изменяет в результате столкновения 

своего направления, не выполняется на практике. · 
В связи с этим для многокомпонентных реакционноспо

собных систем элементарная кинетическая теория дает весь
ма грубые значения коэффициентов переноса. В рамках этой 
теории невозможно строго описать термодиффузию (эффект 
Соре), диффузионный термоэффект (эффект Дюфура), а 
также ряд других эффектов. Диффузионным термоэффектом 
называют перенос энергии, возникающий вследствие на
личия градиентов концентрации компонентов. 

Для корректного описания термодиффузии и термоэффек
та, а также для более точного определения коффициентов 
переноса для многокомпонентных реакционноспособных 
систем были развиты более точные математические модели 
процессов переноса, основанные на решении уравнения 

Больцмана. 
Поскольку интегродифференциальное уравнение Больц

мана является нелинейным, для его решения развиты при
ближенные методы. 

§ 3.3. Метод Чепмена - Энскога решения 
уравнения Больцмана 

Наиболее часто для решения уравнения Больцмана с целью 
получения коэффициентов переноса применяют метод Чеп
мена- Энскога. 

Рассмотрим многокомпонентный реагирующий газ. Урав
нение Больцмана в этом случае примет вид (см. (1.6.5)) 
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дf а дf а дfа ~ - +vи· + Fa· = ~ (f~fp-fafr,) Х 
дt дr дvа t'=I 

Х gap Р~С bd bd вd Vp + ( д~: а ) r · (~.3.1) 
Изучим метод Чепмена-Энскога на примере решения 

этого уравнения. Введем характерные масштабы процес
сов. Пусть 'tг - характерное гидродинамическое время те
чения; Lг - характерная длина; del, dr - характерные ли
нейные размеры упругого и неупругого столкновения соот
ветст.венltо. Вообще говоря, скорости упругих и неупругих 
процессов могут различаться, что приводит к целому спект

ру характерных масштабов dr. Однако мы будем предпола
гать здесь, что неупругим процессам можно сопоставить один 

характерный линейный масштаб dr. Если частицы не слиш
ком сильно различаются по массам и отсутствуют сильные 

внешние поля, влияющие на движение заряженных частиц 

в смеси газов, то можно использовать и один масштаб ско
рости v - среднюю тепловую скорость молекул. 

Обезразмерим величины, входящие в уравнение (3.3.1). 
Опустив знак обезразмеривания, получим 

Sb-1 дfа +va• дfа + _..!..__ Fa· дf а = 
дt дr Fr дvа 

= пdе1 Lг + пd, Lг . 2 ( де f а ) 2 ( де f а ) 
дt el дt r 

(3.3.2) 

В уравнение (3.3.2) введены числа Струхаля и Фруда: 
Sh = Lг/(Vг'tг), Fr = V~/(FLг). Средние длины пробегов 
для упругих и неупругих столкновений могут быть оцене
ны как lez = (ndez>-1 , lr = (пd~)-1 • Введем теперь числа 
Кнудсена для упругих и неупругих процессов: Knez = 
=-~ lezl Lr, Knr = lrl Lг. Тогда уравнение Больцмана при
нимает вид 

D f а 1 ( де f а ) 1 ( де f а ) 
Dt = K11ei дt el + I<nr дt ; 

(3.3.3) 

Здесь мы рассмотрим случай, когда число неупругих 
столкновений существенно меньше числа упругих столкно
вений: Knez << 1. Разложим функцию распределения в ряд 
по параметру б = Kne/Kn7 : 

f _,(О)+ ~,(1) _ ~2 /(2) + 
а - а u а, u а • • • • (3.3.4) 
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Подставляя в (3.З.3) разложение (3.3.4) и собирая члены 
с соответственными степенями б, получаем для определения 
t<~>, t<~> rлrдую1цие интегральные уравнения*: 

t s (/~О)' f ь0>' -/~О) /~0)) p~g gap bd Ьd ed Vp =О; (3.3.5) 
P=l 

а +v . а +F . а. _ е а. _ 
дf (О) д/(О) ·а/(0) (д /(О) ) 

дt а дr а, дv а дt r -

µ 
= ~ (J (f ~O)' f~l)) + J (t~l)' f ~O>)]; (3.3.6) 

P=l 

J (tJ0>, tЬ1» = s (tJ0>' /~ 1.>' -/~01 tЬ1 » Р~В gap bd bd ed Vp. 

а +~ а +F а. е а. __ 
д/(t) дf(t) д/(t) (.д fP>) 
дt а. дr а. дvа - дt r 

µ 
= ~ (J(/~0),f~2>)+J(t~1),f~l))+J(f~2),f~O)J). (3.3.7) 

~=1 ' 

Полученные уравнения являются линейными интеграль
ными уравнениями, т.е. они значительно проще, чем исход

ное нелинейное интегродифференциальное уравнение Больц
мана. 

В методе Энскоrа предполагается, что гидродинамические 
величины (плотность, число частиц па, среднемассовая ско
рость и температура) определяются уже первым членом 
разложения. При решении уравнений (3.3.5)-(3.3.7) долж
ны быть выполнены следующие условия 

(3.3.8) 

(3.3.9) 

µ 

1 ~ s ' <О> d з kT - ~ та Va,fa Vri= -n . 
2 a=l 2 

(3.3.10) 

• Далее интегральные уравнения записываются в размерном 
виде. 
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Решение иnтеrрального уравнения (3.3.5), удовлетворsно· 
щее условиям (3.3.8)-(3.3.1 О), получено в§ 2.6 и имеет вид 

f ~0> =па ( 2::т) 
312 

ехр ( 
111

;k~ ) . (3.3.11) 

Поскольку функция t<?x.) удовлетворяет условиям (3.3.8)
(3.3.10) при решении линейных интегральных уравнений 
(3.3.5)-(3.3. 7), необходимо использовать условия 

§ 3.4. Решение уравнения Больцмана 
в первом приближении 

(3.3.12) 

(З.3.13) 

(3.3.14) 

Выражения t<&>, t<&> + f <~>, f <~> + t<i> + t<~> являются после
довательными приближениями к функции f а.· Так как величи
на t<~) известна, то для определения t<~> + t<fi.>, т. е. для реше
ния уравнения Больцмана в первом приближении, достаточ
но найти величину /&1 >. Получим сначала систему интеграль
ных уравнений Чепмена-Энскога для нереагирующеrо газа. 

Введем безразмерные возмущения первого порядка Фа.: 
1 

/~1 > (r, Vu., t) = f~0 > (r, Va, t) Фа (r, Va, t), а= 1, ... , µ. (3.4.1) 

Подставляя (3.4.1) в уравнение (3.3.6), получаем линей· 
ное интегральное уравнение для определения Фа: 

дf(О) дf(О) д/(О) 
а +va,· а, +Fa.· а, = 
дt дr дvа, 

µ. 
= ~ 5 ио>' f~O)' Ф~-f~О> f~O> Фа+f~О>' fЬ0)' Ф~-

13= 1 

-1~0> fрФ~] ea.r, Ьd Ьd ed vf). (3.4.2) 

Для функций распределения МаксвеJiла справедливо 
равенство 

(3.4.3) 
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С учетом (3.4.3) уравнение (3.4.2) можно переписать в 
виде 

µ 

= ~ S f~O) f~O) [Ф~ +ФР-Фа -.Фf3] gaf3 bd bd ed Vf3. (3.4.4) 
P=l 

Уравнение (3.4.4) решаем при дополнительных условиях 

(3.4.5) 

(3.4.6) 

µ. 

+~та. f vн~O)Фa.dVa.=0. 
а,= 1 

(3.4.7) 

Уравнение (3.4.4) представляет собой линейное интег
ральное уравнение для определяния Фа.. 

Для конкретного определения функции Фа. необходимо 
вычислить производные от f<g>, входящие в левую часть урав
нения (3.4.2). Поскольку f<~> = f<&>(na., v0 , Т), левая часть 
уравнения (3.4.2) может быть выражена через производные 
от па., v0 и Т по времени и пространственной переменной 
r, причем производные по времени могут быть исключены 
с помощью гидродинамических уравнений сохранения. 

На каждом этапе-вычислений тензор давления Р и векто
ры плотности потоков энергии q и·вещества la. не могут быть 
полностью-вычислены, так как f а."известно только прибли
женно. Применим для вычисления Р, q, и la. метод возму
щений: 

00 00 00 

Р= ~ Рт, q= ~ qr, Ja,= ~ )a.r· (3.4.8) 
r=O r=O r=O 

Здесь, в частности, 

Р,= ~ S та. Va. Va.f~' dva. 1 
а 

(3.4.9) 

(3.4.10) 
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Из свойств максвелловского состояния газа, изученных 
в § 2.6, следует, что при f a = f<g) 

(3.4.11) 

Векторы q0 и Joa обращаются в нуль как интегралы от 
нечетных функций по всему пространству скоростей. Этот 
результат вполне понятен физически, так как в противном 
случае существовало бы различие в значениях температур 
и концентраций компонентов для разных точек термодинами
ческой си.._стемы, что невозможно по определению равновес
ного однородного состояния. 

Из уравнений неразрывности (1.7.11), движения (1.7.15) 
в случае нереагирующей многокомпонентной смеси имеем 

dna. д 
--=-na.-·V0 , (3.4.12) 

dt дr 

dvo = F _ _..!_ др . 
dt р дr 

(3.4.13) 

В случае нереагирующей смеси одноатомных бесструк
турных частиц Ban = 1/2(та V~), а 

{-, па та (V~) = ~ ~ kTna = 2._ kTn. (3.4.14) 
~ 2 ~ 2 2 

CX=l а.=1 

С учетом qn = О, ja. = О и соотношения (3.4.14) из уравне
ния энергии находим для одноатомного газа 

~(2-kтп)= -2-kтn_i_·v0 -p_i_·v0 • (3.4.15) 
dt 2 2 дr дr 

Используя уравнение неразрывности для всей смеси, 
получаем после некоторых преобразований 

dT 2 д 2Т д 
-= - p-·Vo= -- - ·V0 • (3.4.16) 
dt Зпk дr 3 дr 

В дальнейшем будем использовать уравнение Больц
мана (1.7.7), записанное для системы координат, движущей
ся со среднемассовой скоростью. Левую часть уравнения 
(3.4.4) можно переписать в виде 

Df<O> = t<O> { d ln /~о) + V . д ln 1~01 + 
а. а. dt а. дr 

о а а, V • dV ) дlnf(O) дf(О) д } 
-dt- . дV,,, - дVа а.• -a;-·Vo . (3.4.17) 
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Тогда интегральное уравнение для определения Фа 
принимает окончательный вид 

tJ0
> [ __.!._ (Va·da) + Ьа: ~ Vo-(~ -w~) (vа·д lп т) ]-=-

ха · дr 2 , дr 

= ± J /~0> /~0 > (Ф~ + ф~ -Фа.-Ф(\) ga,p Ьdbdedv11. (3.4.18) 
~=1 

В уравнении (3.4.18) введены обозначения: Ха = na,ln - мо· 
лярные концентрации компонентов, 

дхrх. са ( ~ ) д ln р da= -- Fa,p- ~ p~F~ +(ха-Са) (3.4.19) 
дr р 1'= 1 дr 

-безразмерная тепловая скорость, а также бездивергент
ный тензор согласно формулам 

Wa=[tna/(2kT)]11 2 Va, ba=2W~Wa. (3.4.20) 

дlnT д 
Так как независимые выражения а;-, da, дr • v0 вхо-

дят в левую часть (3.4. Н~) линейно, а уравнение (3.4.18) 
является линейным интегральным уравнением, для которо
го справедлив принцип суперпозиции, то частное решение 

этого уравнения можно записать в виде 

Фа= -(Аа. · д 10 т ) -Ва : _а_ v о + п ~ cft> · d~. 
дr дr а+~ 

(3.4.21~ 

Оказывается [1 ], и общее решение интегрального уравнения 
(3.4.18) может быть записано в форме (3.4.21). · 

Дополнительные условия (3.3.12)-(3.3.14) будут удов
летворены, если выполнены соотношения 

(3.4.22) 

(З.4.23) 

Если смесь состоит из µ компонентов, то из определения 
da следует, что ~: 

(3.4.24) 
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и независимыми являются µ - 1 векторов da. Поскольку 
в (3.4.21) должны входить только независимые величины, 
можно использовать условие 

с <а> -О 
а - • (3.4.25) 

Подставляя (3.4.21) в уравнение (3.4.18) и приравнивая 
коэффициенты при градиентах д1nТ/дr,дv 01дr и векторах 
da, по.лучим интегральные уравнения для функций Аа, Ва 
и с<:): 

'- µ 

/~О) с: -W;i) Va = PII f (А~+ Ai,-Aa-A~) Х 
Х f ~0> f~0 > gap bdЬdedvp; (3.4.26) 

JJ, 

-/~0> Ьа= ~ j (В~+ВР-Ва-Вр) Х 
P=t 

х f~0> f~0> gap bd bd ed vв; (3.4.27) 

-
1-f J0> v \);·da = I J(c~h') + сь11 ') -C~h) -Сь11>) х 
па p,h 

Х dh f~0 > f~0 > gap ЬdЬdedvp. (~.4.28) 

Используя (3.4.24), (3.4.25), уравнение (3.4.20) преобразу
ем, исключая векторы da, к виду 

1 (О) ~ ~ ~ s ( (h)' С (h) ' -;;-fci (uah-Uak)Va= ~ Са + р -
(}., ~=1 

-- с~>' -C~k>' -C~h> -C~h> + C~k> + сьk>] х 
Х f ~0 > f~0> gar, bdЬdedvp. (3.4.29) 

Вектор Аа, зависящий от W а, па и Т, коллинеарен 
вектору Wa· Таким образом, справедливо равенство 

Аа. = Wa Аа (W а, па.. Т), (3.4.30) 

где Аа - скалярная функция. На основании подобных рас
суждений заключаем 

(3.4.31) 
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Эти же результаты можно получить на том основании, 
что для линейных интегральных уравнений структура част
ного решения уравнения должна быть аналогична структу
ре неоднородной левой чаt:1·и. 

В силу последних соображений тензоры Bc:i должны 
быть бездивергетными тензорами вида 

(3.4.32) 

В соответствии с известной теоремой ФредгоJiьма из тео-
рии интегральных уравнений 

для разрешимости неоднородного интегрального ураs
нения Фредгольма второго рода необходимо и до
статочно, чтобы неоднородный член (в нашем слу
чае ненулевая левая часть любого из уравнений) 
был ортогонален ко всем решениям соответствую-
щего однородного интегрального уравнения. "' 

Нетрудно убедиться в том, что условия разрешимости 
для уравнений (3.4.26), (3.4.27), (3.4.29) выполнены. 

Поскольку интегральные уравнения (3.4.26), (3.4.27), 
(3.4.29) имеют одинаковый вид, можно написать одно общее 
интегральное уравнение для тензора T~h,1l>, эквивалентное 

указанным выше уравнениям: 

R~h,k> = ± s [T~ta,k> • + тьь,k> • -T~h,k> -T~h,k>] х 
f3= 1 

Х f ~0> f ~0> ga,p, bdbdedvp,. (3.4.33) 

Тензоры R<~k> и T<':;,k> для рассматриваемых уравнений 

имеют значения, указанные в табл. 3.4.1. 

Т а б л и ц а 3.4.1 

Уравнение 

(3.4.26) 

(3.4.27) 

(3 .4 .29) 
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Условие (3.4.23) с учетом (3.4.24) можно переписать 
в виде 

~ -V та J (С~' 1 -C~k>). Wa/~0> dVa.-- О. (3.4.34) 
a=l 

В связи с введением новых обозначений условия 
3.4.22), (3.4.34) удается записать в эквивалентном виде: 

± -V та. J (Т gi.k) • W a.)f ~0) dV а.= О. 
a=l 

(3.4.35) 

Уравнение (3.4.33) и условие (3.4.35) являются универ
сальными интегральным уравнением и дополнительным ус

ловием соответственно. 

Если в смеси реагирующих газов число неупругих столк
новений много меньше числа упругих взаимодействий час
тиц, то левая часть уравнения (3.4.4) изменяется и в (3.4.18) 
входят еще члены, пропорциональные к<~> - скорости об
разования частиц сорта а в результате гомогенных реакций 
при максвелловском распределении частиц реагирующих 

компонентов. Появляющийся в (3.4.18) аддитивный член, 
пропорциональный к<~>' приводит к еще одному интеграль
ному уравнению, решение которого позволяет определить 

возмущение максвелловской функции распределения в pe-
u u u 

зультате химических реакции, наити константы скоростеи 

реакций для полученной функции распределения и рассчи
тать температуры компонентов смеси. Подробное исследо
вание уравнения Больцмана с неупругими столкновитель
ными членами содержится в [IJ. 

Коэффициенты вязкости, диффузии, теплопроводности 
и термодиффузии для реагирующих газов в указанном при
ближении могут быть найдены из уравнения (3.4.33). Од
нако в правую часть этого уравнения входит еще плотность 

u 

вероятности упругого взаимодеиствия при столкновении 

частиц а и ~. 
Искомые функции представляются в виде линейных 

комбинаций из полиномов Сонина, удобных в силу условий 
их ортогональности [1-3]: 

i-1 
T~h,k> (Wa.)= Wa. ~ t~~k> t~)S~(W~). (З.4.36) 

m=O 

Значения индекса п и тензора W а. приведены в табл. 3.4.2. 
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Т а б л и ц а 3.4.2 

Коэффициенты t<h, k) 
т<h, k> ат 

а 
п Wa. разложения функций Т (h, k) 

а 

по полиномам Соннна 

3 
Аа. 

2 
Wa. йа.m(~) 

Ба. 5 1 . 
bam(~) 

2 
Wa..Wa-3W~U 

с"- k 3 
wa. c<~mk> (~) 

а. -а. 2 

Умножим левую и правую части уравнений (3.4.33) на 
S';: (W&) и проинтегрируем полученные уравнения по V а.. 
Введем обозначения 

R~mk> = ~ (R~·k> : Wa) S': (W~) dVa. (З.4.37) 

Для дальнейшего анализа удобно использовать некото
рые сокращенные обозначения. Обозначим, в частности, Ga.p 
и Нар два любых тензора, являющихся функциями W а. и W Р· 
Введем также следующее выражение, называемое скобочным 
выражением или скобочным интегралом: 

где 

[Ga.f., На.р]а.в = - 1 s Ga~: (Н~р-На(3) х 
па.пр 

Х Р~8 f ~0> f Ь0> gap ЬdbdedVa. dV Р· 

Уравнения для определения t<~~> можно записать в виде 

J.L ;-1 
~ ~ Q~pi' t~~~> (s) = -R~li,nk>, а= 1, ... , µ, (3.4.38) 
Р= 1 m'==O 

Q~{( = ~ na.n 1 (бa.11lWa.S':(W~). WaS':' (W~)]a.1+ 
а.= 1 

(3.4.39) 

Если поп T<h.k> понимать В,., а поп t<h.k> - величины 
~ а. ~' ~ ат 

ь<~~>, то уравнения (3.4.38) лин'ейно независимы и все ьи:.;~> 
могут быть определены из этих уравнений. 
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13:сли T<h.k) есть Аа. или C<h> - C<k> при т == О то одно 
а . сх. а ' 

из уравнений системы (3.6.17) представляет собой линей-
ную комбинацию всех остальных. R rвязи с этим опреде
литель системы равен нулю и система однозначно неразре

шима. В этих случаях необходимо использовать дополни
тельные условия (3.4.35), которые через величины t<':i:a> мож-
но записать в виде 

Учитывая условия ортогональности, заключаем, что 
члены этой суммы ст =1= О равны нулю. Тогда дополнитель
ные условия приобретают вид (Г - гамма-функция) 

~ -Vm t <h.k) 2na Г (--°--) = о 
~ а. сх..о -v- 2 ' 
а=О n 

(3.4.41) 

Таким образом, когда T<hak> является Аа. или с<~> - с<~>, 
пробные функции должны удовлетворять условию 

.± па -v та. tlhok) = о. (3.4.42) 
<X=l 

В случае когда T<ha.ll> есть Ба., условие (3.4.42) удовлет
воряется тождественно. Используя (3.4.42), можно преобра
зовать уравнение (3.4.38), в результате чего оно принимает 
вид 

~3.4.43) 

где 

r 
Qa,p, 

mm' nt' -V~ mm' 
Q~' = 1 Qa,p -- -v- Qcx.rx. дто дm'Ot 

па. тех. 

~ t~~k) =арт, или с f!,m,. 

(3.4.44) 

Используя скобочные выражения, расчет которых дан 
в [1-3], из уравнений (3.4.43) находим t<g;;>(s), через кото-
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рые определяются функции ·да, Ба, с:. Определив Аа, Bc:i 
и С~, можно найти Фа и функцию распределения с учетом 
поправочного члена первого порядка, после чего определить 

коэффициенты переноса. 

§ 3.5. Скобочные выражения 
и интегралы столкновений 

Вычисление скобочных выражений в общем случае представ
ляет достаточно сложную задачу, решение которой для 
упругих скобочных выражений содержится в (1-3), для 
неупругих скобочных выражений - в [1 ]. Однако для про
стейших скобочных выражений возможно их прямое вычис
ление. Приведем пример такого вычисления. 

. rпо определению 

[Wa,, w,Jc:iz= 
1 s1~0> 1J0

> (Wi-Wi]W~x 
пс~ n1 . 

~....6J 

(3.5.1) 

Проведем вычисление (3.5.1) в системе центра инер
ции, для которой 

Vc:i=G0 -Mlg,a., Vl=Go+Mc:igla· 

Введем безразмерные скорости движения центра инерции 

и относительную скорость частиц а, и l 

g-;_, = ga.1 11 то М ci М l/(2kT). 

Тогда 

(3.5.2) 

(3.5.3) 

Wc:i= -V Ма Go--VМii1a., Wl= 11MlGo+11 Ma.ila• 

Перейдем к переменным Go, gta, в интегральном ско
бочном выражении (3.5.1). Можно показать прямым вычис
лением, что якобиан преобразования 

д (о, i,a,) 

д(Уа, v1) • (3.5.4) 
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В резу ль тате имеем (Х = glc;gia) 

li а l -G -i1a-2 !м м) -2 -2 

[W~, Wz)az= у . nз е 0 gz~[cosx,-1] Х 

al - -Х Paz ga.1 bdbdedG0 dgza. 
~ 

Интегрируя по G0 , получим 

-. ( Ма. Mz r _:g2 -4 
[Wa,, WiJa1=4 V lf;t J е at ga1 (cos Х-1) Х 

al -
Х Р al ga.1 bdbdedgz~. 

Считаем, что подынтегральное выражение не зависит от 
азимутального угла е, тогда, интегрируя еще поев преде

лах от нуля до 2л, находим 

. ,, 1 s -79 
-2 

(Wa., W1]ai= -8 v МаМ1 -V:i е atga1 Х 

~l -х (1-cosx)P~z gaz bdЬdgia,. {3.5.5) 

Интеграл (3.5.5) существенно зависит от модели упруго
го взаимодействия частиц. Для некоторых моделей взаимо
действия, например для модели твердых упругих сфер, ин
теграл (3.5.5) может быть вычислен аналитически, в других 
случаях (например, для модели Леннарда-Джонса) это 
достигается численным интегрированием, а результаты 

табу лируются. 

По определению, интеграл столкновений Qm> (r) вводят 
следующим образом: 

00 -2 

Q~> (r) = -V л: J е - gat g~z+ 2 Фf:,> dia1, (3.5.6) 
о 

где 

Ф~1 = 5(1-cosPx)gazP~~bdb. (3.5.7) 

Используя (3.5.6), (3.5.7), записываем скобочное выра
жение (3.5.5) в компактном виде: 

[Wa, Wz]ai = -8-V М~М1 '1&1
( (1). (З.5.8) 

Таким образом, с помощью интегралов столкновений 
(З.5.8) в конечном счете можно учесть влияние динамики мо-

лекулярных столкновений на величины t<~k), а через них, 
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как мы увидим в дальнейшем, - на коэффициенты пере
носа. 

Значения величин х (g. Ь) и Q(l> (S) для потенциала взаи
модействия Леннарда-Джонса приведены, в частности, 
в [2]. 

Потенциал Леннарда-Джонса, хорошо описывающий 
взаимодействие между сферическими неполяряными моле
кулами i и j, содержит две постоянныеdiJ и eiJ, которые вве
дены в § 1.3. 

Силовые постоянные dii' eiJ должны быть получены, 
вообще говоря, из эксперимента. Однако такого рода изме~ 
рения взаимодействий между двумя неодинаковыми моле
кулами отсутствуют и на практике приходится пользовать

ся эмпирическими «комбинационными правилами», которые 
связывают силовые постоянные одинаковых молекул. Эrи 
правила имеют вид 

1 v-dij = 2 (di + dj), Bij = Bi Bj. 

К сожалению, силовые постоянные атомов в настоящее 
время изучены слабо. Эмпирически Гиршфельдер и Эльязон 
установили, что диаметр соударения атома равен удвоен-

u 

ному среднем радиусу r электрона, находящегося на самои 
крайней орбите, плюс О, 18 нм: 

d = 2r + 0,18 нм. (3.5.9) 
Значение r вычисляют на основании констант экрани

рования Слейтера: 

r = 112п*(2п* + l)(z-s)a0 , (3.5.10) 
где z - зарядовое число атома, п* - эффективное главное 
квантовое число самой крайней оболочки, s - константа 
экранирования, а0 - радиус орбиты Бора. 

§ 3.6. Коэффициенты переноса в строгой 
кинетической теории газов 

По определению средней тепловой (диффузионной) скорости 
имеем 

<V~> =-
1
- r Va.fa.dVa.= -

1-s Va (1 +Фа.) !&0
> dVa= 

п~ J n~ 

= __!__ Jv~ Ф~f~0 > dV~. 
п~ 

(З.6.1) 
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Подставляя в (3.6.1) выражение для Фа., получим 

< v == 1 v 2/?Т д ln т s f(O) А (W ) w2 dV + а> Зп т д а. а а, а. а, cz а r 

+ з: -. / 2~Т ~ dh sc~h> W~f~0 >dVa. (3.6.2) 
а. v а. h=l 

При выводе (3.6.2) интеграл от члена содержащего Ва., 
обратился в нуль из-за нечетности подынтегральной функ
ции. Введем, следуя Гиршфельдеру, обозначения 

Da.11= Р -. j 2
kT s С~~> (Wa) W~f~0 > dVa, .(3.6.3) 

Зтhп V та 

D~=. :о: v 2~: I Аа. (W а.) W&Щ> dVa.· (3.6.4) 

Тогда формула (3.6.2) принимает вид 

<V а.>= п2 ~ mh Da.h dh --
1 D~ д ln Т • (3.6.5) 

pncz h = 1 та. па дr 

Величины Dah и D~ называют соответственно коэффици
ентами обобщенной диффузии и коэффициентами термодиф
фузии. 

Воспользуемся представлением функции Acz и с<;> в 
виде рядов по полиномам Санина. Тогда 

D ~ рпа, v 2kT c<h.ti) 
ah 2пт т ао • 

а а 

~3.6.6) 

Из условия симметризации с~а) =О следует D а.а. = О и 

DT та па, ·v 2kT 
а,= llaO• 2 та, 

(3.6.7) 

Все остальные члены разложения в формулах (3.6.5), 
(3.6.7) исчезают в силу ортогональности полиномов Санина. 
Для того чтобы найти явные выражения коэффициентов 

Da.1a' D~ через интегралы столкновений, необходимо найти 
С~~•), а йао из соответствующих систем линейных алгебраи-
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Ческих уравнений (3.4.43). Рассмотрим, например, систему 
уравнений для определения коэффициентов с~~ а): 

~ Q<oo> c<h.k> _ i_R<h.k> 
~ la ао - to • (3.6.8) 
а= 1 

Но 

Rl
<h
0

,k) __ ~ v 2kT (~ ~ ) 
u1h-ulk' 

2 ~mi 
(3.6.9) 

Q~~o> = _t ni п1 {б1а [Wi, Wl)il ·t баz [Wi• W1]ц -
z с:: 1 

па Vma . 
- _ [W1, W1Jн+бц[Wi, W1]н 

niVmi 
(З.6.10) 

В частном случае бинарной смеси (компоненты а, i) 

где величина Q~~)• (1) = Q&~) (1)/Q&~)тв. сФ (1) характеризует 
степень отличия какой-либо модели молекулы от модели 
твердых сфер, а µai = 1/mi + 11та. 

В СИ выражение для D1a записывают в виде (единица 
Dta - м2 

• с-1) 

D _ о,262во.10-svта(мi+Ма)/(2М1Ма) 
3 12 

la - pd i g < t ) * { l) (Т * ) . ( . 6. ) 
ta ta ta 

Величину D~a называют коэффициентом бинарной диф· 
фузии. Из определения этой величины следует, что Dia = 
= Dat· 

При вычислении коэффициента термодиффузии следует 
использовать по крайней мере два члена в разложении по 
полиномам Сонина: 

µ 1 -'mm' 
~ ~ Qap afrm = -Ram, rL= 1, ... , µ; m=O, 1. (3.6.13) 
б=l m'=O 

Действительно, можно убедиться в том, что Rao = О И, 
спедова1ельно, использование одного члена разложения 
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nриеодит к трийиальному решению. Для бинарной смеси 
вводят иногда термодиффузионное отношение 

(3.6.14) 

Плотности диффузионного потока можно записать в виде 

где dh определяется формулой (3.4.19). 
Для бинарной смеси выражения (3.6.15) значительно 

упрощаются: 

J1= -m1m2D12 d2-kr , • п2 ( д ln т) 
р дr 

(3.6.16) 

J2= -m1m2D12 di-kr · п2 ( д ln т) 
р дr 

(3.6.17) 

Подставляя в (3.6.15) выражение (3.4.19), находим 

j" = та. п2 [ i mh Da.11 ( дхh + (xh -ch)) д ln Р -
р h=l ~ ~ 

- ~ (Fh p-pii рр Fp) ]-D~ д ~; Т • (3.6.18) 

Из выражения (3.6.18) для бинарной смеси получаем 
в частности, 

• m1 m2 n2 D [ дх1 + ( ) д ln р J1= 12 - Х2-С2 -
р дr дr 

--1(p1F2-P2F1)-kr дlnT]· (3.6.19) 
р дr 

Формула (3.6.19) позволяет заключить, что существует 
четыре механизма переноса массы: концентрационная диф
фузия, бародиффузия, динодиффузия и термодиффузия. 

Определение термодиффузии было дано в § 3.2. Из вида 
последнего члена формулы (3.6.19) следует, что для бинар
ной смеси удельный поток первого компонента, возникаю
щий вследствие термодиффузии, направлен при kт > О 
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в область пониженных, а при kт <О-в область повышен
ных температур. Обычно удельный диффузионный поток, 
возникающий вследствие термодиффузии, учитывают лишь 
при наличии болыпих ра1ностей ТРМПРратур. 

Определение явления концентрационной диффузии было 
дано в § 3.2. Анализируя первый член формулы (3.6.19), 
заключаем, что вектор плотности потока молекул в случаР 

концентрационной диффузии направлен в сторону, проти
воположную градиенту концентрации, т. е. молекулы, дан
ного компонента перемещаются в область, где концентра
ция этого компонента понижена. 

Анализ второго члена формулы (3.6.19) показывает, что 
диффузия может возникать и при наличии градиента давле
ния. Такое явление и называют бародиффузией. 

Второй член формулы (3.6.19) можно преобразовать к 
виду 

nD12 Р1 Р2 (т1-т2) (д ln р/дr) = 
р2 

(3.6.20) 

Из этой формулы следует, что вектор плотности потока 
молекул первого компонента бинарной смеси в случае баро
диффузии направлен в сторону градиента давления при m1> 
> т2 и в противоположную сторону при т1 < m2 • Таким 
образом, компонент с большей молекулярной массой вследст
вие бародиффузии перемещается в область повышенных 
давлений. 

Как правило, вторым членом в формуле (3.6.18) при рас
смотрении процессов в пограничны)\ слоях пренебрегают по 
сравнению с первым, так как при течении газов в погранич

ных слоях давление поперек пограничного слоя изменяет

ся незначительно. 

Наконец, анализ третьего члена формулы (3.6.19) поз
воляет заключить, что диффузия может возникать вследст
вие действия массовых сил. Такое явление называют дино-
диффузией. . 

Направление вектора плотности потока молекул, воз
никающего в бинарной смеси вследствие динодиффузии, 
определяется разностью 

(3.6.21) 
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где F1 и F2 - силы действующие на единичную массу пер
вого и второго компонентов соответственно. 

В случае многокомпонентной смеси, как следует из фор
мулы (3.6.18), явления кпнп~нтрапионной диффузии, баро
диффузии, термодиффузии и динодиффузии также имеют 
место, однако определить направление векторов плотности 

соответствующих диффузионных потоков до определения по
лей концентраций, температуры и давления в общем случае 
не удается. 

В случае многокомпонентной смеси между векторами 
плотности диффузионных потоков компонентов Jci имеют 
место так-- называемые соотношения Стефана - Максвелла 

д ln Т Х 
дr 

Х ~ Ха Хр ( D~ _ D~ ) ' 
~= 1 pDaf3 С13 Са 

(3.6.22) 

,Цля многокомпонентной смеси тензор давления по оп
ределению записывают следующим образом: 

~µ µ 
Р= ~ тana<Va Va>= ~ та J Va. VafadVa= 

a=l а.=1 

µ 

= ~ та (S Va. Vaf&0
> dVa + J Va Vaf&0

> ФadVa)· (3.6.23) 
a=l 

Подставляя в (3.6.23) выражение (3.4.21) для функции 
Фа, находим 

Члены содержащие Аа и C~h>, обращаются в нуль в силу 
нечетности подынтегральных функций. 

Используя выражение (3.4.32) для тензора Bci и учиты
вая нечетность подынтегральных функций, получим для 
теэора давления следующее выражение: 
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где Ва- скалярная функция, а S - тензор скорости сдвига, 
компоненты которого определяются выражением 

Sa~~- + --&u~-Vo, 1 ( дv О р дv Оа ) 1 д 
2 дха дх~ 3 дr 

а= 1, 2, 3; р = 1, 2, 3. (3.6.26) 

Таким образом, тензор давлений можно записать в виде 

Р = pU - 211S, (3.6.27) 

где f1 - так называемый коэффициент сдвиговой вязкости. 
Вычисляя интегралы в (3.6.25) с учетом условий ортогональ
ности, находим 

µ 

fJ (s) = 1 l2kT ~ па Ьао (~), (3.6.28) 
r.r.=1 

где Ьао - коэффициенты разложения Ва в ряд по полино
мам Сонина. Будденбергом и Уилке [2] была получена фор
мула 

~=~ 
Q.cz 1 

-
Са. 

----------. (3.6.29) 
С µ CJi '1&~)* (1) Mk 
~+2.зоs I--------
11a k= 1 'kk Q~\>*(2) ма +мk 

где 1la - вязкость соответствующего однокомпонентного 

газа, Са = Са!Ма и 

(3.6.30) 

Здесь Q~V· (2) = Q&2,l (2)/Q&V (2)тв.сФ - величина, харак
теризующая степень отличия принятой модели взаимодей
ствия молекул от модели твердых сфер, T~k = kTleak -
приведенная (безразмерная) температура, da1i, Bak - си
ловые постоянные. Заметим, что в случае модели твердых 
сфер 

g<l> (s) = "" ( kT (s+ 1)1 nd2 [ 1 _ _!_ 1 + (-1)']. (3.6.31) 
ak У 2nµ.ak 2 ak 2 1 +l 
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Если вязкость вь1ражать в пуазах, то 

Если Ма = Mk, то из формулы (3.5.32) получим вязкость 
для однокомпонентного газа, отличающуюся от значения, 

приведенног~ в § 3.2, лишь числовым множителем: 

= 266 93 .10-7 . -vмт . 
f) ' d2Q(2)(2)*(T*) 

(3.6.33) 

Здесь индекс ak у Q опущен (обычно нижние индексы для 
' u 

интегралов столкновении в случае « чистых» газов не упо-
требляют). Заметим, что тензор давлений для многоатом
ных газов, для плотных газов и жидкостей содержит не два, 
а три члена: гидростатическое давление, член, включающий 
сдвиговую вязкость f), и член, включающий объемную вяз
кость х [1-3]. 

Для нереагирующего газа вектор плотности потока энер
гии можно записать следующим образом: 

(3.6.34) 

При выводе выражения (3.6.34) было учтено, что для ета
ционарного однородного состояния, определяемого макс

велловской функцией распределения, вектор плотности по-
r 

тока энергии 

qo= 1
/2 }:~ 1 та sv~Vaf&°>dVa=O. 

Подставляя в (3.6.34) выражения для Фа и учитывая, что 
интегралы от нечетных функций обращаются в нуль, полу
чим 
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ПодстаЬJlЯЯ вь1ра>Кения для Аа и c~k)' получим После h~· 
которых преобразований следующее выражение для век
тора плотности потока энергии одноатомного газа: 

Q= -А. дТ +~ kT ~ na<Va>+ 
дr 2 а= 1 

kT µ. µ. п Dт 
+--;;- ~ ~ т ~ a(l) ~(<Va>-<Vp>). (3.6.35) 

a=l P=l а аВ 
Р+а 

Здесь Л - теплопроводность, определяемая по формуле 

А= Л' _ _!!..__ ~ ~ папв [ D~ - D~ ]11· (3.6.36) 
2n ~f Daf}(l) тапа твпf3 

Р+а 

Из условия ортогональности полиномов Сонина находим 

5 µ 

л~ = -4k~паf2kT/maaai· (3.6.37) 
a=l 

Первый член формулы (3.6.35) характеризует обычный 
v u 

тепловои поток, возникающии вследствие неоднородности 

температуры в газе, второй член, - поток, обусловленный 
диффузионным переносом энергии молекулами. Последний 
член формулы (3.6.35) связан с диффузионным термоэффек
том. 

Для расчета теплопроводности смеси газов Мейсоном и 
Саксеной получена сравнительно простая формула, анало
гичная формуле Буденберга и Уилке для вязкости: 

А.= ~ А.а 1 [ l + ~ G,_т.k ;k ] , 
a=l k+~ а 

где 

Ga.k = 1,06~ ( l + Ма )-112 [ l -t- ( Лао ) 112 ( ма) t /4]. 
2-V2 Mk Лkо Mk 

Здесь Лао - теплопроводность чистого газа с заморожен
ными степенями свободы, а 

Аа= Аао (0,115 + 0,354cpa/R). 

Величина Ла - теплопроводность компонента с учетом 
по Эйкену (см. § 3.7) внутренних сrепеней свободы. 
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1 

Теплопроводность чистого газа с замороженными йliYT· 
ренними степенями свободы может быть получена из форму
лы (3.6.37), она отличается лишь числовым множителем от 
приближенной формулы (3.2.10). 

Если использовать в качестве единицы теплопроводности 
Вт/(см· К). то 

VTIM· 
Л =О 832796° lО-з i • 
а ' d~ Q2 (2)* 

§ 3.7. Влияние химических реакций 
и внутренних степеней свободы на 
процессы переноса 

Известно, что молекулярные столкновения могут быть уп
ругими и неупругими. В результате последних происходят 
химические реакции, в ходе которых выделяется (экзо
термические реакчии) или поглощается (эндотермические 
реакции) определенное количество теплоты. Чем выше тем
пература, тем вероятнее, что столкновения будут неупру
гими. Теплота, выделяющаяся при химических превраще
ниях, влияет на число неупругих соударений и вместе с 
тем на функцию распределения и скорость химических реак-

u 

ции. 

Очевидно, что непосредственное влияние неупругих со
ударений на функцию распределения можно не учитывать, 
если 

Е ,1 ( R Т) > 1, r = 1, ... , l, (3.7.1) 

где Er - энергия активации r-й реакций. В этом случае 
константа скорости химической реакции kr l"ftJ exp[-Er/ 
/(RT)] ~ 1 и непосредственным влиянием неупругих столк
новений можно пренебречь. Неравенство (3.7.1) выполняет
ся при Er ~ 1 или при достаточно низких температурах. 

В случае если неравенство (3.7.1) не выполняется, а сте
рический, или ориентационный, фактор не слишком мал, 
необходимо учитывать прямое воздействие неупругих столк
новений на скорости химических реакций и коэффициенты 
переноса. Уравнение Больцмана в безразмерной форме 
(3.3.3) имеет вид 

_D_f а. __ 1 _ ( дедtf а. )r + 1 ( де f а. ) 
Dt l\Пel I<nr дt el. 

(3.7.2) 
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Как уже отмечалось, в реальной физической системе - pea-
u u 

гирующеи смеси газов - может существовать широкии 

спектр чисел Кнудсена. Однако для анализа удобно исполь-
1nnат1) уrн1n1н'НИР н фnрмf\ (3.7.2). J{.пя уравпРния (3.7.2) 
можно развить методы возмущений, используя разложение 
функции распределения f а в ряд по малому параметру, ко
торый может быть выбран следующим образом. 

1. Число упругих столкновений - порядка числа не
упругих столкновений, иначе говоря, lez ~ lr. Смесь реа
гирующих газов находится вблизи состояния детального 
химического равновесия. Малый параметр Knel ~ Knr < 
< 1. 

2. Число неупругих столкновений много больше 
числа упругих столкновений, lez > lr. Малый параметр 
Knr!Knel < 1. 

3. Число неупругих соударений много меньше чис-
ла упругих столкновений, lez <: lr. Малый параметр 
Knez/Knr ~ 1. 

Для каждого из этих предельных случаев главным чле
ном разложения функции распределения в ряд является 
максвелловская функция распределения (1 ]. В общем слу
чае можно попытаться построить интерполяционные форму
лы для расчета кинетических коэффициентов, используя 
их представление для каждого из предельных случаев. 

Однако гораздо удобнее прибегнуть к решению интерполя-
u 

ционного линеиного интегрального уравнения, в этом 

случае интерполяционные формулы для кинетических ко
эффициентов получают как естественное следствие решения 
упомянутого линейного интегрального уравнения. Изло
жение указанного подхода (обобщенного метода Энскога), 
предложенного Б. В. Алексеевым, а также методов возмуще
ний для уравнения Больцмана с неупругими столкновения
ми можно найти в (1 ]. 

Важно отметить, что оценка (3.7.1) слишком груоа и не 
дает полного представления о вкладе неупругих столкнове

ний в коэффициенты переноса. Естественно, что исследова
ние процессов переноса в реагирующем газе с помощью урав

нения Больцмана приводит к новым скобочным выражени
ям и интегралам столкновений, существующим только для 
реагирующего газа. Вычисление этих интегралов возмож
но, если детализирована динамика неупругого взаимодей
ствия частиц. Одна из возможных моделей (можно показать, 
что при некоторых дополнительных связях между сечениями 

она отвечает и принципу микроскопической обратимости) 
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заключается в следующем. Пусть плотность вероятности 

неупругого взаимодействия P~i равна некоторой постоянной 
величине p~g, если проекция относительной скорости стал
кнnа1uщ11хся частиц на л11111нu центров больше некоторого 
заданного значения, в противном случае плотность вероят

ности неупругого взаимодействия равна нулю. Оказывается, 
что интегралы столкновений в этом случае имеют своеобраз
ную структуру. Интегралы упругих столкновений пропор-

циональны 1 - ехр(-Е) · f(E), а интегралы неупругих 
- - -

столкновений пропорциональны ехр(-Е) · f(E), где f(E) -
полином, вообще говоря, высокой степени от безразмерной 
энергии активации. Поэтому часто оказывается, что наи
больший вклад в коэффициенты переноса неупругих столк
новений происходит при достаточно больших значениях 

безразмерной энергии активации Е ,..... 5. Подробно влияние 
неупругих столкновений на коэффициенты переноса иссле
довано в [1]. 

Более простым и частным случаем указанной теории 
является исследование процессов переноса в смеси газов из 

возбужденных частиц, столкновения которых приводят к 
обмену их внутренними энергиями без химических реакций. 
Подробное изложение содержится в [ 1], здесь ограничимся 
кратким рассмотрением. 

Если функция распределения и отличалась от максвел-
ловской, то при стремлении системы к равновесному состоя
нию в конце концов устанавливается функция распреде
ления Максвелла. Процесс формирования максвелловской 
функции распределения называют релаксацией. 

Процесс релаксации описывается так называемыми ре
лаксационными уравнениями. Например, для поступатель
ных степеней свободы 

Utr-Utro 

't' 
" 

(3.7.3) 

где иtr - энергия поступательных степеней свободы еди-
ничного объема (Ра < v~ > /2); иtr о - равновесное зна
чение этой энергии, 't - время релаксации. Интегрируя 
(3.7.3), получаем 

иtг = иtro +с ехр ( -t /'t), (3.7.4) 

где с - постоянная интегрирования. 

Временем релаксации называют время, в течение которо
го отклонение внутренней энергии от ее равновесного значе-
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ния уменьшается в е раз (е - основание натуральных ло
гарифмов). Время релаксации можно определить из урав
нения 

Utro 
't= • 

(dUtrf dt) "tr=O 
(3.7.5) 

Уравнение (3.7.5) применимо только для состояний, 
близких к равновесному, поэтому формул~ (3.7.5) определя
ет 't лишь по порядку величины. 

Приближение релаксирующего газа к своему оконча
тельному термодинамически равновесному состоянию вклю

чает в себя релаксацию поступательных, вращательных и 
колебательных степеней свободы молекул и состава газа. 
Каждый из перечисленных процессов протекает со своим 
характерным временем релаксации. 

Для внутренних степеней свободы могут быть записаны 
свои релаксационные уравнения, аналогичные уравнению 

(3.7.3), однако вместо энергии поступательных степеней 
свободы следует взять энергию внутренних степеней свобо-

u 

ды, а вместо времени релаксации поступательных степенен 

свободы 't следует ввести время релаксации внутренних 
степеней свободы: 't'вращ' 't'нопеб· По аналогии с определе
нием (3.7.3) вводят понятие вращательной и колебательной 
релаксации. 

Механизмом, с помощью которого осуществляется любой 
релаксационный процесс, является обмен различными вида
ми энергии при столкновении молекул друг с другом и 

обмен атомами при элементарных химико-кинетических 
актах. Продолжительность" релаксации каждой ·степени сво
боды оценивается с точки зрения эффективности обмена со
ответствующим видом энергии при соударениях. 

Обмен импульсами, преобразующий некоторое перво
начальное распределение молекул по скоростям поетупа

тельного движения к максвелловскому распределению, 

требует в однородном газе или в смеси молекул с несильно 
различающимися массами 3-4 столкновений, в результате 
чего толщина ударной волны имеет порядок длины свобод
ного пробега. 

Таким образом, время релаксации поступательного дви
жения no порядку величины равно среднему времени сво
бодного пробега, приблизительно 10-15 столкновений тре
буется большинству газов для завершения процесса враща-
тельной релаксации. Исключение составляют легкие газы 
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(водород, дейтерий), в которых равновесное возбуждение 
вращений достигается после 200-300 столкновений. 

Максвелловское распределение в энергетическом спек
тре колебательных степеней свободы устанавливается,,. за 
большее число соударений (до 5000). Это связано с тем, что 
большинство столкновений происходит в условиях, когда 
время взаимодействия сталкивающихся частиц много боль
ше периода колебаний (адиабатичные столкновения), что 
затрудняет передачу энергии поступательного движения ко

лебательным степеням свободы. Поэтому при рассмотрении 
колебательной релаксации вращения можно считать равно

весным (tпост ,....., 't'вращ~ < 'tнопеб). 
При теоретическом определении времени колебательной 

релаксации наиболее последовательным является такой 
путь. Вначале необходимо рассмотреть динамическую зада
чу о столкновениях молекул данного сорта с другими моле

кулами или атомами и найти вероятности всевозможных 
квантовых переходов при этих элементарных актах. На ос
нове полученных результатов необходимо сформулировать 
систему газокинетических уравнений баланса числа частиц 
на различных возбужденных уровнях, решение которой и 
определит время установления колебательного равновесия. 
Соответственно решение задач аэротермохимии сводится 
к интегрированию системы уравнений, состоящей из урав
нения движения, энергии и µуравнений неразрывности для 
компонентов, где µ-общее количество сортов частиц, раз-

u u 
личающихся как своеи структурои, так и внутренними энер-

гиями. Кинетические коэффициенты могут быть определены, 
например, путем использования обобщенного метода Эн-
скога. ~ · 

Наконец, для того чтобы колебательные степени свободы 
энергетически уравновешивались с поступательными степе

нями свободы, требуется 104-5· 104 столкновений. 
Физически нералновесными называют такие течения мно

гокомпонентных сред, при которых отсутствует энергетиче

ское равновесие между поступательными и внутренними 

степенями свободы. 
Дадим классификацию физически неравновесных тече

ний. С этой целью заметим, что по аналогии с временем ре
лаксации можно ввести так называемые длины релаксаций, 
которые примерно..,.равныТQ't - произведению среднеариф
метической скорости на соответствующее время релаксации. 
Если L - характерная длина обтекаемого тела, lt, 11 -

длины релаксац!iи поступательных и внутренних степеней 

130 



свободы, а t,,-дпина установления равновесия между n~ 
ступательными и внутренними степенями свободы, то мож
но выделить физически замороженные, квазиравновесные од
ноrемнераrурные течения и течения с двухтемнературной 
релаксацией. 

Физически замороженными называют течения, для ко
торых 

(3.7.~) 

т. е. внутренние степени свободы на расстояниях порядка 
характерной макродлины не возбуждаются. Физически 
квазиравновесными называют течения, для которых 

(3.7.7) 

Для квазиравновесных течений релаксационные явления 
проявляются через механизм объемной вязкости, а энерге
тическое равновесие между поступательными и внутренни

ми степенями свободы достигается на расстояниях, значи
тельно меньших характерной макродлины. 

С учетом внутренних степеней свободы и энергии меж
атомных связей в молекуле для энтальпии maha молекулы 
сорта а имеем 

(3.7.8) 

С учетом, (3.7.8) получаем формулу для вектора плотнd
сти энергии реакционноспособного многокомпонентного 
многоатомного газа: 

дТ µ 

q= -A.~+r~ tnana.ha.<Va.>+ 
a==l 

kT n DT + - ~ ll а. (<V (О> -<V ii>). 
п та DaA. (1) 

а~ " 

(3.7.9) 

Легко учесть вклад внутренних степеней свободы в теп -
лопередачу, если скорость перехода энергии от внутренних 

к поступательным степеням свободы молекул так велика, 
что устанавливаются равновесные распределения энергии 

по степеням свобоДЬI молекул, соответствующие локальной 
температуре. 

Пусть имеем газ, молекулы которого могут находиться в 
различных квантовых состояниях. Будем рассматривать все 
квантовые состояния молекул как отдельные химические ве-
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щества. Вектор плотности потоkа энергии оnределяется фор· 
мулой 

µ 

t..Q= -А.101 ~: + ~ nвhвмк:<Vr,>. 
P=l 

(3.7.10) 

где л<0 > - теплопроводность газа в случае, когда молеку
лы не обладают внутренними степенями свободы, hрмк -
энтальпия, приходящаяся на одну молекулу сорта ~, а 
термоэффект не учитывается. При записи формулы (3.7.10) 
учтено, что в хорошем приближении внутренняя энергия 
молекулJ (не связанная с поступательным движением) не 
зависит от скорости. ·~ it:(~. 

Предположим, что для возбужденных молекул коэффи
циенты диффузии одинаковы независимо от квантового со
стояния, тогда из формулы (3.6.5) находим 

<Vp>=-D- - , п а ( п~ ) 
пр ar п 

(3.7.11) 

где D - коэффициент самодиффузии. 
Вводя молярную концентрацию х~ = np/n и исполь

зуя (3.7.11), уравнение (3.7.10) можно переписать в виде 

Q = -(А,(О) + nD i hf.мк дхр ) аТ • 
P=l дТ ar 

(3.7.12) 

Итак, с учетом внутренних степеней свободы теплопровод
ность 

µ ах 
Л= А.<0> + nD ~ hрмк Р • 

P=l ат 
(3.7.13) 

Средняя энтальпия смеси, приходящаяся на одну моле
кулу, определяется соотношением 

( 3_. 7.14) 

теплоемкость, приходящаяся на молекулу, 

d ~µ }: dhвмк ~µ ах13 l 5 Срмк = - Х~ h13мк = Х~ ' + hрмк · (3. 7. ) 
dt dT дТ 

P=l ~=1 ~=1 
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Первый член в (З.7.IБ):представляет теплоемкость, при
ходящуюся на одну молекулу газа, если молекулы не обла
дают внутренними степенями свободы, т. е. 5/ 2k. Итак, 

Л= Л< 0> -t nD (срмк- 6/1k). 

Введем безразмерный параметр б1 = 5/ 2k (пD/Л<0>), тогда 
'Л 2 

'J.v(O) == (1 -б1) + 5k Срмк б1• (3.7.16) 

Правая часть уравнения (3.7.16) представляет собой так 
называемую поправку Эйкена на внутренние степени сво
боды молекул. Гиршфельдером было найдено, что для по
тенциала Леннарда-Джонса и по!енциала Букингема б1 = 
= 0,885 в пределах 2о/о (сам Эйкен нашел для б1 значение 
2/ 3 из весьма упрощенных представлений). Таким образом, 
теплопроводность с учетом внутренних степеней свободы 
имеет вид 

А=А.<0) (о.115+0,З54 ср;к )= 
=А<О>(О,115+0,354 ; )- (3.7.17) 

§ 3.8. Математические модели течений rаза 

Решение уравнения Больцмана по методу Энскога отыски
вается в виде ряда 

f =f< 0 >+t<•> +f< 2
> + ct а а а · · · • (3.8.1) 

Если ограничиться одним членом ряда, то в качестве f a. 
получаем /&0

) - функцию распределения Максвелла, в этом 
случае, как следует из результатов § 3.4, 

q(O) - Q J•(O) - Q п<~> - Q 
-,~-,а"-, (3.8.2) 

и в качестве системы уравнений - уравнения Эйлера. Урав· 
пения неразрывности и движения для невязкого многоком

понентного реагирующего газа имеют вид 

дра д 
--+-·PaVo=Ra, СХ= 1, •.. , µ, 
дt дr 

(3.8.З) 

(3.8.4) 
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_d_v_o =f--1 др , f=-1 _IpaFa. 
dt р дr р а. 

(3.8.5) 

Для вывода уравнения сохранения энергии невязкого 
1·а~а ис11uJ1ыуем уµавнение 

_d_ ~ па. <вап> + (~па. <ва.п>) _i_ •Vo = 
dt а. а. дr 

д ~ v 
= -р -•vo+ ~Pa.Fa.< а>· 

дr а. 

Преоб~азуем выражение 

~ na<Ban >: 
а 

µ µ. ( т (V2) ) 
ll~~I na<Ban>= а~ па а 2 а +ва = 

(3.8.6) 

µ 'з в) µ µ ...-.. 

-?~, Ра l 2 kT+ т: =а}! PaUa=P a~I CaUa=PU, 

(3.8.7) 

где и - термодинамическая внутренняя энергия, отне

сенная к единичной массе смеси газов. 
Пренебрегая в уравнении (3.8.6) работой массовых сил 

и учитывая (3.8.7), получим 
,,,....... 

dpu +P;_!__·Vo=-p_!___·Vo. (3.8.8) 
dt дr дr 

Из уравнения неразрывности для всей смеси (3.8.4) находим 
dp д 3 8 9 -=-P-·Vo. ( .. ) 
dt дr 

Учитывая (3.8.9), преобразуем уравнение (3.8.8) к виду 
,,,....... 

du д 
р -= -p-·Vo. 

dt дr 
(3.8.1 О) 

Вводя энтальпию единичной массы, после простых пре
образований с учетом 

.,,....... 
dи dh 1 dp р д 
-=--------·Vo 
dt dt р dt р дr 

получаем уравнение сохранения энергии в виде 

dh dp 
pdt=dt· (3.8.11) 
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Таким образом, имеем систему уравнений Эйлера 
(3.8.3)-(3.8.5), (3.8.11). Для замыкания этой системы урав
нений необходимо использовать уравнение состояния для 
многокомпонентного идеальнnгn ra:1a 

µ 

P=PRT/M, l/M= ~ Са/Ма.. 
а.= 1 

(З.8.12) 

Полученную систему урав~ений при решении конкрет
ных задач необходимо интегрировать с учетом конкретных 
граничных и начальных условий. Система уравнений Эйле
ра представляет собой систему квазилинейных уравнений 
первого порядка. В случае Ra = О получим основную си
стему уравнений классической газодинамики. В курсе га
зовой динамики показано, что эта система гиперболическо
го типа. Поскольку при решении уравнений Эйлера с соот
ветствующими начальными и граничными условиями мы по

лучаем с определенной степенью точности информацию о 
реальных течениях сжимаемых газовых сред, уместно вве

сти понятие о математической модели реального явления. 
Математической моделью некоторого физического явле

ния называют совокупность соответствующ~ уравнений 
(дифференциальных, интегральных, интегродифференциаль
ных), граничных и начальных условий. 

Из определения следует связь между соответствующей 
системой уравнений (с граничными и н·ачальными условия
ми) и реальным явлением и неединственность подобных си
стем. В частности, в рамках модели Эйлера ввиду способа 

u v 
получения основнои системы уравнении принципиально не-

возможно учесть такие явления, как диффузия и молеку
лярная теплопроводность. 

Модель явления считается корректной с физической точ· 
ки зрения, если: 

1) усложнение математической модели за счет первона
чально не учтенных процессов не приводит к I(ачествен

ному изменению исследуемых характеристик физического 
явления; _ 

2) полная система исходных допущений, использованных 
при построении математической модели, состоит из непро-

v 
тиворечивых утверждении. 

Модель явлений можно назвать:«минимальной», если ис
ключение из модели каких-либо ранее учтенных процессов, 
приводит к качественному изменению рассчитываемых ха

рактеристик и, следовательно, к неадекватности модели 

опись~ваемому явлению. 

135 



В связи с развитием науки возникли математические моде
ли (например, модель Эйл~ра или обсуждаемая далее модель 
Навье-Стокса), которые описывают разнообразные физиче
ские явления 11 соответственно позволяют решить обширный 
класс практически важных задач. Однако описание сложных 
физических явлений часто не укладывается в рамки клас
сических, установившихся математических моделей. Если 
изучение таких явлений требует привлечения разнородных 
математических моделей для описания состояния отдельных 
физических подсистем исследуемой сложной системы, то 
соответствующую исходную физическую задачу целесооб
разно назвать сопряженной*. 

Если в ряде (3.8.1) удержать два члена, то с помощью 
метода Энскога получим систему уравнений Навье-Стокса 
для химически реагирующего многокомпонентного газа. 

Запишем систему уравнений Навье-Стокса. Уравнение 
неразрывности (3.8.4) для всей смеси остается неизмен
ным, а уравнение неразрывности отдельных компонентов 

в этом случае принимает вид 

дрrх. + ~ · (Prx. Vo + bl · R,,., а= 1,"" 11. (3.8.13) 
дt дr 

где вектор плотности диффузионного потока ja. определяет
ся формулой (3.6.15). 

Вводя массовую концентрацию компонентов Са. = Pa.lp, 
вместо уравнения (3.8.13) получаем 

дса др д 
р +са- +p-•{Ca.Vo)+ 

дt дt дr 

+div j(I +с~ v0 ·-д- р = Ra. 
дr 

Из уравнения (3.8.4) имеем 

~+Vo•~ Р= -р~ ·Vo. 
дt дr дr 

(3.8.14) 

(3.8.15) 

Преобразуем третий член в левой части уравнения (3.8.14): 

р - ·(Cci v0) = pca-vo+ Р V0·- Са· д . д ( д) 
дr дr дr 

(3.8.16) 

* Более подробно вопрос о сопряженных задачах механики реа
гирующих газов обсуждается в § 5.5 а также J5 rл. 6, 7 (см. также 
( 4)). 
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С учетом (3.8.15) и (З.8.16) уравнение (3.8.14) удается пере• 
писать в виде 

р [ д;; + ( V0 • ; ) Са]= Ra-div ia. (3.8.17) 

Имея в виду выражение (3.6.15) для Jci, заключаем, что 
уравнение неразрывности отдельного компонента а есть не

линейное уравнение второгq порядка относительно Са.. 

Уравнение движения во втором приближении по Энскогу 
имеет вид 

(3.8.18) dv0 =F-_!_~.P. 
dt р дr 

Дивергенция тензора Р 

д з д з д з д 
-·Р = 11 ~ Р111. + ia ~ Р21& + iз ~ Рзl!. 
дr k = 1 дх11. k = 1 дх"' k = 1 дх11. 

(3.8.19) 

где 

Pki == р-2ТJ sk}t sk} = __!_ ( дvok + дVoJ )· k =F j, 
2 дх1 дх1~ 

- компоненты тензора давлений Р и тензора скоростей 
сдвига S. 

Если k = j, то компоненты тензора давлений выражают· 
ся через объемную вязкость х следующим образом: 

р,,,,._=р-211 дv11. -(x-~f))divv0• 
дх1~ 3 

(3.8.20) 

(3.8.21) 

• u 

где •li - орты соответствующеи системы координат. 

В итоге уравнение движения удается записать в виде 

dvo =F-_!..gradp+__!_ f, 
dt р р 

1 µ µ 

f = р ~ Ра Fa = ~ Fa са. (3.8.22) 
а.==1 а.=1 

Анализируя компоненты вектора f, характеризующего 
силу внутреннего трения, заключаем, что они выражаются 
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через вторые производные от компоненt скорости и, следv

вательно, для них имеем нелинейные уравнения второго 
порядка. 

Уравнение сохранения энергии имеет вид 

р dh = dp +pdivv0 -P:_o_·V0 -l-
dt dt дr 

µ д 

+ ~ Ра Fa,·<Va,> --·q. 
a=l дr 

где вектор плотности потока энергии q . определяется по 
формуле (З-. 7 .9). Вводя вектор плотности диффузионного 
потока, получаем 

р dh = dp +pdivv0 -P: _o_·v0 + 
dt dt дr 

µ д 

+. ~ Fa·J11-д;""·q. 
a=l 

Преобразуем отдельные члены 
, 

з 

d. р д d' + ~ дvо 
р lVVo- : - •Vo=P 1VVo ~ Sk• -

дr k-=l дх~ 

з 

d. ~ дvо 
-р lVVo= ~ Sk• • 

k=l дх~ 

Здесь sk - вектор, определяемый по формуле 

з 

Sk=2f) ~ ijSk;=ikp-pk, 
/=1 

где Pk - вектор, проекции которого на координатные оси 

совпадают с соответствующими компонентами тензора Р. 
Таким образом, уравнение энергии принимает вид 

з µ 

р dh = dp + ~ Sk• дvо + ~ f11 ·J11 -~·q. (3.8.23) 
d t dt k = 1 дх k а= 1 дr 

Следует отметить, что для обеих моделей в качестве за
мыкающего уравнения употребляется уравнение состоя
ния. 
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Имея в виду выражение (3.7.9) для q, заключаем, что 
уравнение энергии является нелинейным уравнением вто
рого порядка в частных производных относительно Т. 

Таким образом, система уравнений Наnье - Стокса яв
ляется системой нелинейных уравнений в частных произ
водных второго порядка. В курсе гидромеханики для--част
ного случая несжимаемого газа показано, что эта система 

параболического типа. Этот выв9д сохраняет свою силу и для 
многокомпонентной реакционноспособной смеси. 

На двух примерах обнаруживается уд·ивительное совпа
дение между порядком уравнений систем Эйлера и Навье
Стокса и числом членов в ряде (3.8.1). Взяв один член ря
да, получим систему Эйлера, уравнения которого имеют 
первый порядок, а взяв два, - уравнения системы На
вье-Стокса, имеющие второй порядок. Если с помощью 
метода Энскога получить уравнения сохранения в третьем 
приближении, то мы получим систему Барнетта, уравнения 
которой имеют третий порядок. Эта система уравнений име
ет довольно громоздкий вид, и ее вывод лежит за рамками 
данного курса. 

Возникает вопрос о точности математических моделей 
Эйлера, Навье-Стокса, Барнетта. Причины неточного опи
сания реальных течений с помощью указанных выше мето
дов могут быть разбиты на три категории. 

К первой категории относят причины, связанные с кор
ректностью использования уравнения Больцмана. В ча
стности, допущение j о молекулярном хаосе нуждается 

в обосновании. 
Ко второй категории относят причины, связанные с ре

шением уравнения Больцмана с помощью различных ме
тодов. Точность соответствующей модели оценивают путем 
определения относительного веса отброшенных членов co-

u 
ответствующих уравнении и сопоставления конечных ре-

зультатов, получаемых на основании соответствующих мо-
u 

делен, с экспериментальными данными. 

Точность рассмотренных выше моделей течения про
веряют, например, с помощью экспериментов, поставлен

ных для изучения структуры ударных волн или для изу

чения явлений затухания и дисперсии звуковых волн в реа
гирующих средах (13, 14]. 

Современные экспериментальные результаты лучше все
го:согласуются с результатами, полученными на основании 
модели Навье-Стокса, хотя и было обнаружено, что урав-
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пения Навье-Стокса не остаются справедливыми при очень 
низких плотностях. 

Следует отметить также, что при использовании урав
нений Барнетта необходимо заново формулировать гранич
ные условия, так как порядок уравнений Барнетга выше, 
чем порядок уравнений Навье-Стокса, и обычно задавае
мых в модели Навье-Стокса условий недостаточно. 

Следует также отметить, что уравнения Эйлера, Навье
Стокса и Барнетта становятся, как показал В. В. Стру
минский [ 15), применимыми лишь при времени, превышаю
щем врем~ формирования функции распределения, близкой 

u u 

к локальнои максвелловскои, так как в основу решения 

уравнения Больцмана по методу Энскога положена функ
ция Максвелла, характеризующая равновесное состояние 
(см. также [1]). 

Наконец, к третьей категории причин неточного опи-
u u 

сания реальных течении с помощью математических моделеи 

относят погрешности в определении коэффициентов пере
носа. 



Глава 4. ПРОЦЕССЫ ПЕРЕНОСА В ИЗЛУЧАЮЩЕМ 
ГАЗЕ 

§ 4.1. Основные понятия и определения 

До недавнего времени явления переноса в излучающих сре
дах интересовали r лавным образом астрофизиков в связи с 
исследованием процессов, происходящих в звездах. Однако 
в последние годы теория лучистого переноса энергии при

обрела большое значение в новых областях науки и тех
ники, в частности при разработке методов тепловой защи
ты поверхности гиперзвуковых летательных аппаратов. 

Как известно, температура газа за ударной волной при 
входе космических объектов в атмосферы планет может до
стигать 10 ООО К и выше. В этом случае вклад лучистого 
теплового потока в общий поток теплоты в газе оказывает
ся значительным. 

При прохождении через пространство тепловые лучи 
обнаруживают все свойства, присущие электромагнитным 
волнам. Например, тепловые лучи обладают способностью 
·К интерференции, когда лучи, исходящие из одного источ
ника и движущиеся по разным направлениям, соединяются 

вновь. Вообще говоря, возможна поляризация тепловых 
v 

лучеи, откуда следует, что эти лучи носят характер попе-

речных волн; однако, как правило, термическое излучение 

не является поляризованным. Таким образом, природа теп
лового излучения та же, что и ~других электромагнитных 
волн. 

Скорость с0 электромагнитных волн в вакууме прибли
зительно равна 3· 108 м·с-1 • В других средах скорость све
та cv меньше и может быть определена, если известен по
казатель преломления nv: 

(4.1.1) 

Электромагнитные волны характеризуют длиной волны 
Л или частотой колебаний v электромагнитного поля 

Л = c"lv. (4.1.2) 

С высокой степенью точности можно считать, что для га
зов nv ~ 1, поэтому 

(4.1.3) 

141 



С квантовой точки зрения излучение есть поток частиц 
фотонов), энергия которых 

е = hv, (4.1.4) 

где h = 6,625-10-84 Дж· с - постоянная Планка. 
Вся шка.ла длин электромагнитных волн может быть 

ориентировочно разбита на следующие диапазоны. Опти
ческому диапазону принадлежит электромагнитное излуче

ние с длинами волн от 10-11 до 10-1 м. Длины волн, большие 
10-1 м, соответствуют радиодиапа,зону, а меньшие I0-11 м
гамма-иэлуЧению. В свою очередь, оптический диапазон 
разделяют на области рентгеновского (10-11 -5· I0-9 м), 
ультрафиолетового (5· 10-1-4 · 10-1 м), видимого (4· IO-&
- 7,б· 10-1 м) и инфракрасного (7,6· 10-1 - I0-1 м) излуче
ний. Фотоны, энергия которых равна hv, обладают им
пульсом hvc". 

Введем величину f (v, r, Q, t) dvdrdQ, характеризующую 
число фотонов в момент времени t в объеме r, d r, обладаю
щих частотами в диапазоне v, dv и .имеющих направление 
движения в элементе телесного угла Q, dQ; ее называют 
функцией распреде.ления фотонов. Линейные размеры эле
мента объема dr предполагаем существенно большими, чем 
длина волны Л. 

Энергетической яркостью LR называют отношение по
тока излучения, распространяющегося в данном направле

нии, к элементарному телесному углу, осью которого явля

ется выбранное ·направление, и к площади поверхности, 
расположенной в данной точке перпендикулярно этому на
правлению. 

Спектральной плотностью энергетической яркости L"" 
называют отношение энергетическоА яркости, взятой в бес
конечно малом -интервале ... частот (длин --волн), включающем 
данную частоту (длину волны), к этому интервалу. Задание 
функции распределения или энергетической яркости излу
чения полностью определяет поле излучения: 

Lv ( v, r, Q , t) = hvc..,f ( v, r, Q, t) . (4.1.5) 

Энергетическая яркость и ее спектральная плотность связа
ны между собой соотношением 
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LR (r;o, l) = f i~·(v, r, о; t) dv. 
о 

(4.1.6) 



Объемная плотность энергии излучения иR (r, t) харак
теризует количество энергии излучения, заключенное в 

единичном объеме. Спектральную объемную плотность энер· 
гtlll излучения UvR (v, r, t) определяют как nтно111Рпие 
объемной плотности энергии излучения, соответствующей 
бесконечно малому интервалу частот (длин волн), включаю
щему заданную частоту (длину волны), к этому интервалу: 

UvR(v,r,t)=hv St{v.r.t.!J)dQ=+ SLvdQ. (4.1.7) 
4R V 4n 

Найдем спектральную плот
ность облученности Sv (v, r, n, t) 
в направлении n (составляющем 
угол v с направлением движения 
фотонов Q, рис. 4.1.1). Спект
ральная плотность облученности 
s; через правую полусферу (вы
ходящее излучение, если считать 

нормаль n внешней) 

n/22n . 
S;t =nF~ = S S Lv cos '(} sin i} d '(} dcp. 

о о 

(4.1.8) 

Рис. 4.1.1. Схема распо
ложения нормали n к 

единичной площадке и 
направления движения 

фотонов g 

Спектральная плотность облученности S; через левую по
лусферу (входящее излучение) 

,R 21С 

S:; = nF; = - S f Lv cos '(} sin '(} d '(} d-r. (4.1.9) 
. fl/2 ~ 

Знак минус в формуле (4.1.9) поставлен потому, что cos 'У 
отрицателен в левой полусфере. Таким образом, 

Sv = s: -S:; = S Lv cos '(} dQ. (4.1.10) 
4n 

Легко заметить, что вывод формулы (4.1.10) совершенно 
аналогичен выводу формулы для потока молекулярного при· 
знака 'Фа. в кинетической теории газов (см. гл .1). Величинам 

143 



Ft, F; можно дать наглядную физическую интерпретацию. 
Напишем 

Л/ 2 2Л 

J t J l v rns '(} sin i}d6dт 
о :о 

F~ = ---------- ' 
:r./2 2п 
J J cos 1' sin 1'd'6dq> 
о о 

n 2п 
J J Lv cos 6 sin '6d6dq> 

F; = _п_12_0 _______ _ 
п. 2n 

J J cos 1' sin 1'd'6dfP 
n/2 о 

(4.1.11) 

(4.1.12) 

Из формул (4.1.11), (4.1.12) следует, что F~ (Fv) есть 
u u 

среднее значение спектральнои плотности энергетическои 

яркости излучения, идущего вправо (влево). Для объемной 
плотности энергии излучения и облученности в заданном на
правлении справедливы соотношения 

00 

UR (r, t) = J UvR (v, r, t) dv, 
о 

00 

SR (r, t, п) = J Sv (v, r, t, п) dv. 
о 

(4.1.13) 

(4.1.14) 

Рассмотрим, что происходит с лучистой энергией Lv, 
попадающей на поверхность раздела между двумя фазами. 
Некоторое количество энергии п о г л о щ а е т с я , что 
связано с процессом превращения во внутреннюю энергию 

части лучистой энергии, попавшей на тело.Твердые и жид
кие тела поглощают практически все инфракрасное излуче
ние в пределах весьма тонкого поверхностного слоя (для 
проводников толщина этого слоя порядка 1 мкм, для не
проводников ~ 1,27 мкм). Часть лучистой· энергии п р о
х од и т сквозь тело; таким образом~ те"1а, вообще гово
ря, обладают способностью к пропусканию. Наконец, часть 
лучистой энергии о т р а ж а е т с я от поверхности раз
дела двух сред. Поток эффективного излучения складывает
ся из потоков собственного и отраженного излучений. 

Различают два предельных случая: диффузное и зер
кальное отражения. Отражение называют диффузным, если 
распределение лучистой энергии при отражении равномер-

144 



но no всем направлениstм в пределах полусферы. ЗеркаJiь
ным называют такое отражение потока лучистой энергии, 
при котором выполняется закон геометрической оптики: 
угол падения равен углу отражения. 

Пусть из потока излучения ФR, падающего на тело, 
ФRа, поглощается, ФRр отражается и ФR't' пропускается. 
Тогда уравнение баланса энергии имеет вид 

ФR=Фяа+ФRр+ФRт, (4.1.15) 

или в безразмерной форме 

ФяаJФя+Фяр/ФR+ФRт:IФR=а+р+т= 1. (4.1.16) 

Величины а, р, 't называют коэффициентами. поглоще
ния, отражения, пропускания тела. Теоретически возможны 
три предельных случая: 1) а= 1, р =О, 't =О - абсо
лютно черное тело, поглощающее все падающее на него 

излучение независимо от направления падающего излуче

ния, его спектрального-состава и поляризации; 2) а = О, 
р = 1, 't = О - абсолютно белое тело, отражающее все из
лучение полностью; 3) а= О, р =О, 't = 1-абсолютно про
зрачное тело, пропускающее лучистую энергию без потерь. 
В природе отсутствуют тела с такими предельными свойст
вами. Однако абсолютно черное тело может быть реализова
но в виде полости с малым отверстием. Попавшее в эту по
лость излучение практически полностью поглощается из-за 

u 

многократных отражении. 

§ 4.2. Испускание, поглощение 
и рассеяние излучения 

Имея в виду изложение феноменологической теории пере
носа излучения, мы не будем излагать методы расчета эф
фективных сечений реакций, представляющих интерес в те
ории лучистого переноса энергии. Подробные сведения о 
методах расчета эффективных сечений реакций и их значе
ниях, а также обширную библиографию работ по теории 
переноса излучения можно найти в работах [16-20). 

Отметим, что переход электрона в атомах или молекулах 
с одного дискретного уровня на другой называют связан
но-связанным, а переход электрона с одного из дискретных 

u 

уровнен атома или молекулы в состояние с непрерывным 

энергетическим спектром - связанно-свободным. Наконец, 
переход между свободными состояниями, осуществляющий-
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ей в резуJiьтаrе торможения в поле иона, называют сво

бодно-свободным*. 
Перенос энергии фотонами может быть связан также с 

процессом рассеяния фотонов на фотонах, электронах, ато
мах, молекулах. 

Итак, при прохождении потока лучистой энергии через 
вещество возможны следующие типы реакций (табл. 4.2.1). 

В реакции резонансного рассеяния (5) в результате 
столкновения с фотоном и поглощения его атом переходит из 
состояния с энергией Ei в состояние с энергией Е1. Затем 
в результате обратного процесса фотон той же энергии ис
пускается атомом в произвольном направлении. Таким об
разом, при этом когерентном рассеянии фотона изменяется 
направление движения фотона, но не его частота. 

Очевидно, в результате реакций (1)-(5) свободные 
электроны не появляются, а фотонный спектр является дис
кретным. 

Излучение, появляющееся в результате реакций (10), 
(11), носит название тормозного (поскольку в результате 
этих реакций электрон теряет свою кинетическую энергию, 
«тормозится» в поле атома или иона). 

Эффективное сечение реакции (13) 

а- - Го 
973 а2 ( hv )s 1 

- 10125 n 2 2яmсВ • 

Здесь а · 2ne2/(cJi) = 1/137 - постоянная тонкой 
структуры, те~ = 0,511·106 эВ - энергия покоя электро
на, r 0 = e2/(mc~) = 2,82· I0-16 м - классический радиус 
электрона. Порядок величины этого сечения ,...., l0-60 м2 и, 
как правило, указанным процессом пренебрегают. 

Реакция рассеяния фотона на электроне (14) при условии 
hv << тс8 носит название томпсоновского рассеяния. Для 
этого случая 

от= Bnr~/3, ат,..., 6,65205·10-27 м2• 

Реакцию рассеяния фотона на электроне при условии 
hv ,.., те~ называют комптоновским рассеянием. 

Если энергия фотона много больше энергии связи элек
трона в атоме, то теория комптоновского рассеяния может 

быть применима и для расчета эффективного сечения реак· 
ций рассеяния фотонов на атомах. 

• В соответствии с английской терминологией иноrда говорят 
о Ь-Ь-переходах (bound-bound), Ь-/-переходах, (bound-free), f-f, 
переходах (free-free). 
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Механизм 
возникновения 

фотона 

Ь-Ь-переходы 

b-f-переходы 

f-f-переходы 

Рассеяние фо
тонов 

Название реакции 

Спонтанное испускание 

Поглощение 

Вынужденное испуска-
ние 

Неупругое рассеяние 
фотона на атоме 

Резонансное рассеяние 

Поглощение фотона с 
выбросом электрона 

Захват электрона с ис
пусканием кванта ( ра
диационный захват) 

Вынужденное испускание 

Свободно-свободное по
г пощение 

Испускание в купонов
ском попе иона 

Испускание в попе нейт
рального атома 

Вынужденное испускание 

Рассеяние фотона на фо
тоне 

Рассеяние фотона на 
электроне 

Упругое рассеяние фото
на на атоме (релеев
ское рассеяние) 

Неупругое рассеяние фо-
тона на молекуле 

(ко мб инаt{ионное рас
сеяние) 

, Та б п и ц а 4.2.1 

Реакция 

• • 1. Al -+А/ +hv; 
hv=Et-EJ 

* 2. • A1+hv--+Ai 
* • 3. hv+Al--+-A1 +hv+ 
+hv 

4а. hv+A--+A*+hv' 
4б. hv+A*--+A+hv' 

• • • 5. hv + Al -+А1 -+Al + 
+hv; hv=E1-Ei 

6** hv+A-+A++e 

7а. e+A+--+A+hv 
7б. e+A--+A-+hv 

8а. hv+e+A+--+hv+ 
+hv+A 

8б. hv+e+A--..A-+ 
+hv+hv 

9. hv+e+A+-+e' +А+ 

10. e+A+--+e'+hv+A+ 

11. e+A--+e'+A+hv 

12. hv+e+A+--+hv+ 
+hv+A++e' 

13. hv1 +hv2-+hvi +hv; 

14. hv+e-+hv' +е' 

15. hv+A--+hv' +А 

16а. hv+м--..м•+hv' 
16б. hv+M*--+M+hv' 

• Реакция 2 является обратной по отношению к реакции 1. 
•• Реакция 6 возможна только при условии hv ~ tf, rде С - энергия нопвза~ 

ции. 
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В реакции (15) внутренняя энергия атома А не меняет
ся. Поскольку масса атома много больше массы электрона, 
из сравнения реакций (14) и (15) видно, что рассеянный 
фотон будет в случае реакции (15) иметь сдвиг энергии мно
го меньший, чем в случае реакции (14). 

Явление комбинационного рассеяния света было откры
то Л. И. Мандельштамом и Г. С. Ландсбергом. Оказывается, 
при прохождении пучка монохроматического света через 

u 

чистое вещество рассеянныи свет содержит помимо основ-

ной частоты и ряд измененных частот "номб, причем разность 
v - "номб характерна для исследуемого в~ества. Итак, 

"номб = " + Лvt. (4.2.1) 

Постоянные Лvi не зависят от частоты падающего излу
чения и зависят только от сорта вещества, их можно отож

дествить с величиной "инфр-частотой инфракрасных коле
баний молекул изучаемого вещества. Фотоны типа "номб = 
= v - Лvi носят название крflСНЫХ спутников, фотоны типа 
"номб = v + Лvi - фиолетовых спутников. 

Соотношение (4.2.1) представляет следствие закона со
хранения энергии. Чтобы убедиться в этом, достаточно ум
ножить левую и правую части уравнения (4.2.1) на постоян
ную Планка h. 

Когда поток электромагнитного излучения проходит че
рез вещество, то он ослабляется в результате реакций погло
щения и рассеяния. Определим относительное ослабление 
параллельного пучка на элементе dx уравнением 

dLv/L,,= -k~dx. (4.2.2) 

Коэффициент k~ носит название спектрального коэффи
циента ослабления, он складывается из эффективного спек
трального коэффициента поглощения а~ среды и спектраль
ного коэффициента рflСсеяния р;: 

(4.2.3) 

Из уравнения (4.2.2) следует, что спектральная плот
ность энергетической яркости излучения на отрезке (О, х) 
падает по экспоненциальному закону: 

% 

-J k~dx 
Lv = Lvo е 0 (4.2.4) 
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Если расстояние dx выражается в м, то k9 - в м- 1 • Ве
личина 

)~= l/k~ (4.2.5) 

(имеющая размерность длины) носит название длины про
бега излучения, а tv = l~lcv есть среднее время жизни фото
на. Таким образом, l~ - среднее расстояние, которое про
ходит квант света, прежде чем Qн поглотится атомом, ионом, 

молекулой или будет рассеян. 
Величины l~v = 1 /а~, l ~v = 1 IPv носят название 

длин пробега света по отношению к поглощению и ра,ссеянию 
соответственно. При анализе задач радиационного тепло
обмена полезно введение радиационных чисел Кнудсена как 
отношений соответствующих средних длин пробега излуче
ния к характерному размеру области. 

х 

Величину 'tv = f k~dx, характеризующую ослабление 
о 

пучка света на расстоянии х, называют оптической толщи-
ной слоя х по отношению к фотонам частоты v. Используя 
определение 'tv, уравнение (4.2.4) можно написать в виде 

Lv = Lvo е -"'"· · (4.2.6) 

Наряду с ослаблением пучка фQтонов, проходящих че
рез вещество, существует процесс испускания фотонов воз
бужденными атомами вещества. 

Количество энергии, самопроизвольно испускаемой еди
ничным объемом вещества за 1 с, пропорционально интерва
лу частот фотонов dv, телесному углу dO и равно ivdvdO, 
где коэффициент пропорциональности iv носит название 
спектрального коэффициента излучения. 

Очевидно, самопроизвольное --испускание (спонтанное 
излучение), а следовательно, и коэффициент излучения iv 
не зависят от наличия излучения в веществе. Однако поми
мо спонтанного излучения присутствует еще индуцированное 
излучение в результате реакций 3, 8, 12 (табл. 4.2.1). Най-

u 

дем спектральную плотность энергетическои яркости для 

состояния термодинамического равновесия. Для этого вос
пользуемся трактовкой индуцированного излучения по Эйн-

u 

штеину. 

Пусть в-результате поглощения и испускания фотонов 
частоты 'Vfn = (E1-En)I h >О между атомами и излучением 
установилось состояние термодинамического равновесия. 
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Скорость, с которой атомы совершают переходы п -+ f 
(поглощение), составляет 

dNn~f ~ BnJ N n lJv ('YraJ)· 
dt 

(4.2.7) 

Скорость обратных переходов f-+ п, в результате ко
торых испускаются фотоны частоты "Jп, складывается из 
скоростей спонтанного и индуцированного излучения, при
чем скорость индуцированного испускания зависит от 

L" (vn1). Итак, 
. , 

dNf-+n = Afn Nf + Bfn Nf Lv ('llп1) • 
dt 

{4.2.8) 

В соотношениях (4.2.7), (4.2.8) Nn, N1 - числа атомов 
в состояниях п и f. Величины А 111 , B1n называют эйнштей
новскими вероятностями спонтанных и индуцированных 
переходов. 

Согласно принципу микроскопической обратимости в 
условиях равновесия, 

Bjn = Bnf• (4.2.9) 

Кроме того, при термодинамическом равновесии 

dN f-+n = dN n~t • 
dt dt 

(4.2.10) 

Итак, 

Отсюда 

L ( ) А1п 
v v,.,,f = B1n(Nn/N1-l). 

(4.2.12) 

В состоянии термодинамического равновесия для ста
тиутики Максвелла-Больцмана* 

(4.2.13) 

• Следует подчеркнуть, что формулы (4.2.9) и (4.2.13) спра· 
ведпивы только для невырожденных энергетических УЕ._Овней. В об
щем случае имеем etBtn',= eпBnf, Nпet ехр (-Е1/(kТ)] = NteпX 
Х ехр [-En/(kТ)], где еп и е1-статистические веса п-го и /-го знер
rетвческих уровней. 
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Следовательно, 

(4.2.14) 

В области весьма малых частот, когда hv < kT, пока
зательную функцию в правой части уравнения (4.2.14) 
можно разложить в ряд по степеням hvl(kT). Удерживая два 
члена разложения, получим 

L ( ) - А1п kT 
'V 'Y/n ---

Btn h'Vjn 

UАR'ДЖ /1 
Но формула (4.2.~) дол- / lf 

жна совпадать с рму- -- 11оок -
.пой Релея-Джинса, ко
торую можно получить 2~ 

u 

методами классическои 160 
электродинамики: 

L" = 2v2 kT /с~. (4.2.16) 120 -

Следовательно, 60 

(4.2.15) 

Kpu~aii Рс'лея 
1

1 

при Т = 1000 К _
1 

A1n/B1n = 2hvfn/C~. 
(4.2.17) 

О · 1,5 3,0 4,5 · 6,0 7,S 9,0Л,10-3м 

Итак, 
Рис. 4.2.1·. Кривые спектральной плот-

2h'V3 } 
Lv=-------

c~ ehv / (kT> _ 1 

ности равновесного излучения 

Кривая, проходящая через каксв11у11ы, 
соответствует максимумам спектральной 
плотности энергетической яркости равно
весного из.пучения при раз.nичвых темпе-

(4.2.18) 
ра турах 

Уравнение (4.2.18), определяющее спектральную плот· 
u 

ность энерrетическои яркости равновесного поля излучения, 

называют законом иЗJJучения Ппанка. Соответствующие кри
вые для спектральной объемной .~плотности энергии излуче
ния UAR при различных температурах приведены на рис. 4.2.1. 

Если hv >> kT, то из уравнения (4.2.18) следует закон 
ИЗJJучення Вина 

L - 2hv3 -hv/(kT) v- е . 
с' '\1 

(4.2.19) 

Формулу (4.2.19) можно записать, используя функцию 
распределения для фотонов, в виде 

f v = 2v2 e-hv/(kT). 

с~ 
( 4.2.20) 
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Как и следовало ожидать, в том случа~, когда hv >> kt, 
зависимость равновесной функции распределения от темпе 
ратуры аналогична максвелловскому распределению для 

атомов. 

Заметим еще, что уравнение (4.2.11) можно записать в 
иной форме, если ввести спектральные коэффициен/11ЬI, 
погло~цения av = Bn1N n и излучения среды iv = А fnN 1 
(ер. с (4.2.2), (4.2.3)): 

CXv Lv = iv + iv Lv (В1n!А1п)· 

Используя еще (4.2.14), получим 

а L - . (1 + 1 
) v v-/v ehv/(kT)_l • 

Итак, 

§ 4.3. Термодинамика изпучения 

(4.2.21) 

{4.2.22) 

(4.2.23) 

Излучение, находящееся в термодинамическом равновесии 
с окружающей средой, называют рШJновесным тепловым 
или черfl,Ь/,М. 

Излучение системы, находящейся вблизи состояния тер
модинамического равновесия, характеризуется интенсивным 

термодинамическим параметром - температурой. Темпе
ратура излучения может быть введена обычным для термо
динамики способом: при равенстве внешних параметров и 
температуре двух равновесных термодинамических систем 

в случае теплового контакта этих систем состояние их тер· 

модинамического равновесия не нарушается, переноса энер

гии не существует. 

Пусть излучение находится в некоторой полости, стен
ки полости теплоизолированы. Тогда спустя некоторое вре
мя излучение придет в равновесное состояние. Нетрудно 
убедиться, что спектральная плотность энергетической яр
кости излучения Lv в этой полости не зависит от индивиду
альных свойств полости, являясь функцией только частоты 
v и температуры Т. Действительно, в противном случае, 
выполняя стенки полостей А и В (рис. 4.3.1) из разнород
ного материала и устанавливая в перегородке между эти

ми полостями светофильтр, пропускающий только излуче· 
ние, интенсивность которого зависит от свойств полости, 
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можно создать вечный двигатель второго рода, что противо
речит второму закону термодинамики. Аналогичным образом 
убеждаемся, что равновесное излучение не поляризовано 
(николь в перегnрnдке мrжду полостями А и В) и изотропно 
(соединительные каналы могут иметь между полостями А 
и В разные конфигурации). 

В состоянии термодинамического равновесия излучение 
iv dvdQdr элементом объема dr энергии частоты v, dv 
внутри элементарного телесного· угла О, dQ компенсирует
ся поглощением энергии a~.LvdvdQdr 
той же частоты. Приравняв выраже-
ния для излучения и поглощения, А б 

получим 

(4.3.1) 

Соотношение (4.3.1), связывающее Рис. 4.3.1. Схема 
спектральные коэффициенты пог ло
щения и излучения среды в состоянии 

лучистого термодина~ического р01Jно
весия (или локального лучистого тер
модинамического равновесия - ЛТР), 

вечного двигателя 

второго рода, ис-, 
пользующего излу-

чение 

о 

когда для каждои частоты излучения плотность потока 

результирующего объемного излучения равна нулю, назы
вают законом Кирхгофа. 

Уравнение (4.3.l) может быть получено и из формулы 
(4.2.23), если учесть, что 

а~= CXv (1 -e-hv/(kT>). (4.3.2) 

Поскольку равновесное излучение изотропно, нетрудно 

найти плотность энергии излучения (см. (4.1.7)): 

(4.3.3) 

и спектральную плотность потока s~ равновесного излу
чения, выходящего через единичную площадь в полусферу 
(см. (4.1.8) и рис. 4.3.2): 

1t/2 

S~ = 2:rtL,. S cos -6' sin -6'd-6' = :rtLv. 
о 

Из формул (4.3.3), (4.3.4) следует 

S~ == Cv иvR/4. 

(4.3.4) 

(4.3.5) 
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Если использовать уравнение (4.2. 18), то получим 

8л.hvЗ 
UvR = (ehV/(kT) -1)-1, (4.3.6) 

сЗ 
\' 

s~ = 2л.hvЗ ( eh'V / (kТ) - } )-1. 
с' 
" 

(4.3.7) 

Пусть объем dr поглощает все падающее на него излуче
ние. Тогда а~. = 1 и в состоянии термодинамического рав

/ /' /// "_// 

Рис. 4.3.2. К рас
чету спектраль

ного потока 

равновесного 

излучения, вы

ходящего в по

лусферу 

новесия jv = Lv (v, Т). Интегрируя 
по всем частотам и считая скорость 

распространения фотонов не завися
щей от частоты, найдем, что объем
ная плотность энергии излучения 

00 

S d 
4асв Т4 

UR = UvR V = с ' (4.3.8) 
о 

а для излучения, выходящего в по

лусферу, 

CUR s+ = =Осв Т4 • (4.3.9) 
4 

В формулах (4.3.8), (4.3.9) <Jсв = 6,7032· I0-8 Вт/ 
/ (м2 • К4) - постоянная Стефана- Больцмана. Соотноше
ние (4.3.9), определяющее плотность потока равновесного 
излучения, носит) название закона Стефана-Бо.пьцмана. 
Дал~е уравнение (4.3.8) будет получено термодинамическим 
путем. 

Пусть теперь эффективный коэффициент поглощения 
а~ отличен от единицы; но не зависит от частоты v. В этом 
случае (при с~ = с = const) 

(4.3.10) 

Излучение с распределением энергии в спектре, подоб 
ным распределению энергии (4.3.6) равновесного теплово
го излучения при той же температуре, называют серым. 
Формула (4.3.10) соответствует серому излучению. 

Рассмотрим теперь баланс энергии на поверхности не-
u u 

которои полости, внутри которои uаходится равновесuое 
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излучение. Явления рассеяния и флуоресценции вначале 
исключим из рассмотрения. Поверхность считаем непро
зрачной; следовательно, все неотраженное излучение по
г пощаетс я. Пусть Srvg - спектральная плотность энерге
тической яркости .i"собственного излучения поверхности, 
av - доля спектральной плотности энергетической ярко
сти излучения, поглощающаяся на поверхности. При лу
чистом равновесии 

Sтvlav = Lv (v, Т). (4.З.11) 

Это соотношение выражает закон Кирхгофа цля излучения 
поверхности. Если существует рассеяние, то верно лишь 
интегральное соотношение 

J SтvgcosMQ= s a,..Lvcos'I)' dQ'. (4.3.12) 

Наконец, если поверхность флуоресцирует. то при записи 
уравнения сохранения энергии необходимо произвести еще 
и интегрирование по всем частотам: 

JSтygcosikIOdv= S avLvcos'(}' dQ' dv. (4.3.13) 

Если тело прозрачно для излучения, то интегрировать 
необходимо и по поверхности тела. Нетрудно установить 
связь между коэффициентом поглощения тела и величи-

u 

пои а": 

а= S avLv cos 16' dQdvds/J Lv cos 16' dQdvds. (4.3.14) 

Для абсолютно черного тела из уравнения (4.3.11) следует, 
что 

(4.3.15) 

Плотность потока излучения, выходящего в полусферу, 
с поверхности (излучательность) абсолютно черного тела 
при термодинамическом равновесии 

оо П/2 

Sт= J Lv (v, Т) dv J 2л: cos '(} sin '(}d'(} = асв Т". (4.3.16) 
о о 

Для серого излучения 

Sтг = ВО'св Т4 , (4.3.17) 

где коэффициент е, не зависящий от частоты, называют 
интегральной полусферической степенью черноты, поверх-
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ности. Аналогично можно ввести спектральную степень 
черноты для нормального излучения ('6- = О) 

Sтvo = Ev,o Lv, 

спектральную полусферическую степень чернотьt 

Sтv= &v S LvdQ 
2я 

е , 

-:,; F~ ~~-:.~ ~t-· -~-1: J 
ео а) 

:,:~~: n~p~нrt~--f-J 
ti о) 

;,:1 д 1 : ·~·о 01~~ 1 ·f • I • 1 
1000 1*00 1800 t 0 С . 

о) 

Рис. 4.3.3. Излучательные свойства мо
либдена в зависимости от температуры: 
а - интегральная полусферическая степень 
qерноты, б - интегральная нормальная степень 
черноты, в - спектральная д;~я Л.-0,65 мкм 
степень черноты (0 - опыты в вакууме, 8 -
опыты в аргоне, д - первоначальный нагрев) 

(4.3.18) 

(4.3.19) 

и интегральную степень черноты для нормального излуче

ния 
00 

Sто = е0 ~ Lvdv. 
о 

(4.3.20) 

Заметим, что из уравнения (4.3.4) для изотропного из
лучения следует 

ev, f) / Bv, о = 1. ( 4. 3. 21 ) 

Однако для больших углов '6- соотношение (4.3.21) не вы
полняется. На рис. 4.3.3-4.3.6 приведены (по литератур-
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ным данным) излучательные свойства молибдена, графита, 
ниобия и карбида ниобия в зависимости от температуры по
верхности, длины волны, направления и поверхности. 

Термодинамика позволяет установить существuвание 
светового давления (Бартоли, 1876). В самом деле, пусть 
между двумя абсолютно черными телами А и В (рис. 4.3.7) 
помещены поршни 11 и 12 , вы.nолняющие роль экранов; для 
определенности Т 1 > Т 2 • Вынимая поршень /2 , заполним 

Ео 
7,0 l -

1 
г - -- т - ~-~ -- -J 

•. о 1 • 1il * ~ J . • • ·~ . ·--~!··- .. , ' 1 1 

оя ~.. . ~·о~~. о 1:) J) u_ • • • • • ...... - J . " . . . . - -+-- -

' 
-- -- __ j 

О,б 
а) 

1,П 
1 

-, 
1 
1 

j ~ 

D,8 1 1 

- ---1 - - --4 
1 

1 

1 1 . -

1 
-

1 

D,б 

0,5 

о, 4 
1 

-~ 
1 

- - - -- . ~ 
о,з 

1000 1400 1800 2200 2600 t 0С . 
Ь) 

Рис. 4.3.4. Интегральная нормальная степень черноты в за
висимости от температуры: 

а - реакторный графит, 6 - электродный графит, в - карбид нио
бия (0 - опыты в вакууме, 8 - опыты в аргоне) 

полость между телами А и В излучением тела В. Вставляя 
затем поршень 12 на место, вынимая поршень /1 и перемещая 
поршень /2 в положение /1 , переведем часть лучистой энер
гии от тела В к телу А. Повторяя процедуру, можно перево
дить любое количество энергии от тела В к телу А, в резуль
тате чего нагревалось бы тело с более высокой первоначаль
ной температурой. Если бы при этом не производилось ра
боты против сил давления излучения, то это противоречило 
бы второму закону термодинамики. Давление света термо
динамическими методами рассчитать невозможно. Его мож
но определить с помощью те}lзора напряжений MaкcвeJIJJa: 
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(4.3.22) 

5 A,_Ml<H 

Рис. 4.3.5. Спектральная степень черноты в зависимости от длины 
волны: 

а - реакторный rрафнт (0 - метод эталонного источника, Т== 1584°С, 8 -
метод интегрального из.пучения, Т=-1584°С, Л-Т-20400С, О - измерения опти
ческим пирометром): б - электродный графит (О - измерение спектрометром, 
Т=-1188°С, LI - измерения оптическим пирометром): в - карбид ниобия (0 -
измерения спектрометром, Т== 1520°С, 8- измерения спектрометром, т-

-221rс, О - измерения оптическим пирометром) 
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Как и в гидродинамике, 

р R = - __!__ (Т хх + ту у + т zz) = ....!__ _!.__ ( Н1 + Е2) = 
3 3 Sn 

(4.3.23) 

поскольку uR = (8n)-1 (Н2 + Е2) для вакуума есть плот
ность энергии электромагнитного поля, Е и Н - его элек
трическая и магнитная: напряженности. 

12°
0 09 

1,2 } 

c:J 0,8 
" 

f;)0,8 
u 

~ ~ 
" ti.J "<.а ~-<о 't ......... ,4 '-...... , ~ 

&- ,.,,~ 
~-<. ... 

goo f] goo о 

а) о) 

Рис. 4.3.6. Излучательные свойства графита в 
зависимости от направления к поверхности: 

а - Л=-0,655 МКМ, т- t408°С; б - Л-0,655 МКМ, т
-16200С 

Рис. 4.3.7. Схема мыслен
ного эксперимента по об
наружению светового 

давления 

v, т 

Рис. 4.;i.8. Схема мыслен
ного эксперимента по об
наружению закона Сте-

фана - Больцмана 

Пусть равновесное излучение заполняет некоторый ци
линдр, в котором находится поршень (рис. 4.3.8) Тогда в 
соответствии с первым законом термодинамики 

dQ= d~(Vuя) + PR dV, (4.3.24) 

здесь VuR - полная внутренняя энергия излучения, за
нимающего объем V, или 

dS= l\Q = !._du~+ uR+PR dV. 
т т т 

159 



Условие полного дифференциала приводит к равенству 
(см. также гл. 2) 

Т ( duR ) = Т2 _d_ ( PR+uR ) . 
d1' dT Т 

Если еще учесть, что PR = иR 13, то из уравнения получим 
duR 

Т = 4иR (4.3.25) 
dT 

или 

UR =а' Т4 , а'= 4асв/с. (4.3.26) 

Уравнение (4.3.26), связывающее плотность энергии равно
весного излучения с температурой, носит название закона 
Стефана - Больцмана. Методами статистической физики, 
а также экспериментально найдено, что постоянная 
а'= 7,56· I0-18 Вт/(К4 ·м2).' 

Термодинамическими методами можно установить и за
висимость длины волны, соответствующей максимуму спек
тральной плотности энергетической яркости, от температу
ры: 

ЛmахТ = const (const = 2,898· I0-3 м· К). (4.3.27) 

Соотношение (4.3.27), утверждающее, что максимум 
спектральной плотности энергетической яркости р(JIJНО
весного излучения с увеличением температуры смещается в 

сторону более коротких волн, носит название закона сме
щения Вина. 

Формула (4.3.27) может быть легко выведена и из урав
нения Планка (4.2.18), если продифференцировать его пра
вую часть и приравнять нулю полученное выражение. 

-
§ 4.4. Уравнение переноса излучения 

Выведем уравнение переноса излучения, описывающее из
менение спектральной плотности энергетической яркости 
во времени и в пространстве. Рассмотрим процесс распро
странения излучения частоты v в единичном интервале час
тот и некотором направлении О. Для этого выделим в среде 
элементарный цилиндр с площадью основания, равной dS, 
и образующей длиной dl; образующая цилиндра параллель
на вектору U (рис. 4.4.1 ). Изменение спектральной плотности 
энергетической яркости излучения при переходе от основа-
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ния с координатой l к основанию с координатой l + dl 
может быть найдено из соотношения 

дL,. dl дLv 
dLv= -+ dl, (4.4.1) 

дt Cv дl 

где Cv = c01nv -· скорость распространения фотонов ча
стоты v в среде. Изменение Lv на единичной длине 

dLv 1 дLv 
- =- + 0-grad Lv. (4.4.2) 

dl Су дt 

С другой стороны, это изменение 
Lv излучения связано с физичес
кими процессами: 

а) спонтанного излучения 

(dLv/dl)cп = iv; (4.4.3) 

б) ослабления лучистого потока 
из-за рассеяния и поглощения. 

Если обозначить kv = av + ~v, то 
(dLv/dl)ocn = -kv Lv (О); (4.4.4) 

Рис. 4.4.1. Элементарный 
цилиндр с образующей, 
параллельной направле
нию распространения из-

лучения 

в) усиление лучистого потока за счет попадания фото
нов в единичный телесный угол около направления О в ре
зультате процесса рассеяния: 

( 
dLv) s 1 n1 d ' - = ~" Lv (О ) '\'v (О, ~~ ) О . 
dl ус 

(4.4.5) 

Введем '\'v = '\'v (r, t, v, О, О') - спектральную инди
катрису рассеяния, представляющую собой долю рассеян
ной лучистой энергии, попадающей за единичное время в 
единичный телесный угол около направления О из-за рас
сеяния фотонов, первоначально движущихся вдоль вектора 
О'. Для спектральной индикатрисы рассеяния можно 
написать условие нормировки: 

J'\'v (О, Q') dO = 1; (4.4.6) 
г) усиления лучистого потока в результате процесса 

вынужденного испускания 

(dLv/dl)в.иcп = civ Lv e-hv 1 <kТ>. (4.4. 7) 

При записи соотношения (4.4.7) использовано уравнение 
(4.2.23), которое справедливо вблизи состояния термодина
мического равновесия 
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Итак, 
жет быть 

1 

\ 

кинетич~ское уравнение переноса иЗJJучения мо· 

записано в виде 

дLv + O·grad l.v= /v+av Lve-hv/(kT) -
dt 

-kvLv+~v J Lv (О') Yv(O, O')dO'. (4.4.8) 

Второй и третий члены интегродифференциального урав
нения (4.4.8) можно объединить, если ввести спектральный 
коэффициент ослабления 

k~ =а~+~"= av (1 -ehv l<kТ>) + ~..,. (4.4.9) 

Тем самым устанавли~ается физический смысл спектраль
ного коэффициента поглощения, который был определен 
уравнением (4.2.3). Вынужденное испускание можно рас
сматривать как некоторое уменьшение поглощения: после 

захвата атомом фотонов происходит испускание фотонов 
той же энергии в том же направлении. Таким образом, 

1 дL\, 
- +o.gradLv= 

CV дt 

= jv -k~ Lv + ~v J Lv (О') Yv (О, О') dO'. (4.4.10) 

Нетрудно записать уравнение (4.4.10) через функцию рас
пределения фотонов. Для этого следует воспользоваться 
уравнением (4.1.5): 

!L+ Cv О ·grad f =J::._-k~ Cv f + 
дt hv 

+ ~v Cv J f (0') 'Vv (О, О') dO'. (4.4.11) 

Сформулируем начальные и граничн~1е условия для урав
нения переноса излучения (4.4.10). В начальный момент 
времени необходимо знать поле спектральной плотности 
энергетической яркости: 

Lv ( r , t, ", !! ) 1 t = 0 = q>1 ( r, ", !! ) . ( 4. 4 .12) 

Введем следующие обозначения: 
Lv,-n (М, !! , t, v) - спектральная плотность энергети-

u u 

ческои яркости излучения, исходящего от граничном поверх-

ности с координатами М; n - внешняя нормаль по отноше
нию к полю излучения (рис. 4.4.2); 
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е'". (М, О, '', t) - спектральная степень черноты по
верхности; 

2hv3 

Lт,v ·(М, Т, v) = п~ L~,v = п~СЗ (ehv/(kT>-1)- спект-
о 

ральная плотность энергетической яркости абсолютно 
u u u 

чернои поверхности, для которои спектральныи показа-

тель преломления nv; 
Lv,+n (М, Q', v, t) - спектральная плотность энерге

тической яркости излучення, падающего на выделенный эле
мент поверхности; 

Sv (М, Q', т, v) - спектральный коэффициент отражения 
лучистого потока частоты v в момент временит для элемента 
граничной поверхности М и на
правления Q'. 

Спектральный коэффициент от
ражения выделяет количество лу

чистого потока энергии, отражен

ного от элемента поверхности. На
конец, введем еще индикатрису 
отражения Pv (1\\, Q, Q', т, v) так, 
чтобы произведение Lv,+n (М, Q') х 

" 
п 

xcos(Q', n) Sv (М, Q') Pv (М, Q, Q') Х Рис. 4.4.2. Схема взаимо
х dQ' представляло собой количе- действия излучения с 
ство лучистой энергии, заключен- криволинейной поверх-

ностью 
ной в единичном интервале частот в 
единичном телесном угле около на-

правления Q и проходящей в единичное время через единич
ную площадку, расположенную перпендикулярно направ

лению О, dQ, в результате отражения от поверхности фо
тонов, первоначально двигающихся в телесном угле Q', 
dO'. Очевидно, индикатриса отражения обладает следую
щим свойством замыкаемости: 

S Pv(O', O)jcos(O, п)/d!!= 1. {4.4.13) 
2Я 

Тогда уравнение баланса энергии для непрозрачной поверх
ности запишем так: 

Lv;-n (М, О)= Bv (Q, М) Lт,v (М) + 
+ S Lv, +n (М, О') cos (О"; n) Sv (М, О') Х 

(2n, +n> 
(4.4.14) 
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Уравнение (4.4.14) представляет собой необходимое 
граничное условие для выделения однозначного решения 

уравнения лучистого переноса (4.4.10). 

§ 4.5. Некоторые приближенные методы 
описания поля излучения 

Уравнение лучистого переноса энергии (4.4.10) является 
интегродифференциальным. Найти его решение для практи
чески интересных задач чрезвычайно сложно, даже если ис
пользовдть современные ЭВМ. Поэтому на практике часто 
используют приближенные методы описания поля излуче
ния; к изложению некоторых из них мы сейчас и переходим. 

Приб.пижение «вперед-назад» (метод Шустера-Шварц
шильда). Впервые метод был применен к исследованию про
цессов радиационного переноса в плотных слоях атмосферы. 
Идея метода заключается в представлении вектора потока 
излучения в виде разности двух встречных потоков. Введем 
в излучающей среде координатную ось и рассмотрим про
цесс переноса излучения в положительном и отрицательном 

направлениях оси xi. С этой целью введем следующие обо
значения: 

00 

S±xi= J dv J ( 4.5.1) 
'V= О (2л:,±хi) 

Очевидно, S+xi и s_Xi - это полусферические плот
ности потоков излучения, проходящего соответственно в по

ложительном и отрицательном направлениях оси xi. Далее, 

00 

s dv s дLv (О) 
---dO 

дD 
* О (2л:,±х~) m±x-=--------------------------------i 

00 

J dv J 
О (2л:,±хi) 

дLv (О) 
--- 1 cos (О, Xt) 1 dO 

дх, 

(4~5.2) 

- коэффициенты, учитывающие изменение спектральной 
плотности энергетической яркости излучения по различным 
направлениям для всех частот в телесных углах 

(2п, + х1), (2п, - х,); 
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00 

J dv J Lv(O) dO 
О (2n,±xi) 

т±х, = -------------
00 

(4.5.3) 

J dv J Lv(O)lcos(O, xi)ldO 
О (2n,±xi) 

- коэффициенты, учитывающие распределение спектраль-
u u 

нон плотности энергетическои яркости по частотам и направ-

лениям; 

00 

) dv J Lv (О, d О) 
О (23t,±xi) 

С±х·= 
& 00 

(4.5.4) 

S Cd.~ s • Lv (О) dl! 
0 (23t,±Xi) 

- средние по всем частотам скорости распространения из

лучения в положительном + xi и отрицательном -xi на
правлениях оси xi; 

00 

J а~ d v J Lv (О) dO 
, О (211,±xi) 

(X:l:X• = ---------- t 
& 

(4.5.5) 
00 

J dv J Lv (О) dO 
О (23t,±xi) 

(4.5.6) 
00 

J dv J Lv (О) dO 
О (2Я,±хi) 

- средние по всем частотам соответственно коэффициенты 
эффективного поглощения а,' и рассеяния ~ в направлениях 
+xi и -xi; 

00 

J Pv dv J Lv (О') dO' 
О (2Я, +xt) 
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/ >- Х· 
1 - ..- l 

J.- --

- усредненные по всем частотам 

коэффициенты, учитывающие по-
u 

ступление лучистои энергии в ре-

зу лLтате процесса рассеяния нз 

правой полусферы в левую (б+хt) 
и из левой - в правую (б-х;) 
(рис. 4.5.1 ). 

Рис. 4.5.1. ,Схема вычис
ления коэффициентов 6, 
характеризующих рас

пространение излучения 

в приближении Андриа-

Проинтегрируем теперь урав· 
нение переноса ( 4 .4 .1 О) по всем 
частотам от О до оо и в пределах 
полусферического телесного угла, 
когда вектор спектральной плот
ности энергетической яркости на
правлен в правую полусферу (л, 
+xi)· Используя обозначения 
(4.5.1)-(4.5.7), получим 

нова 

т+х. _дS~+_x_i_ +-д-( m+xi S+xi ) = 
z дхi дt с+х 

l 

= 2пj + а+х. т+х. S+x. -Р+х· т+х· S+x· + 
1 z z 1 1 1 

+ б-х. Р-х· т-Х· S-x. + 1 1 z 1 

00 

+J~vdv S dO S Lv(O')yv(O,O')dO'. 
О (21', +xi) (21', +xt) 

(4.5.8) 

Но, как можно видеть. 

00 

S ~,. dv S dO S · Lv (О') '\'v (0 1 О') dO' -
О (21t, +xi) (2n, +xi) 
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_R+x· т+х· S+x. = -б+х· Р+х· т+х· S+x·· (4.5.9) t' 1 z 1 z 1 1 i 

Следовательно, 

т* дS+х1 + д ( m+xt S+xi ) 
+х - = 

l дхi дt c+xt 

= 21tj-(a+xi + P+xi б+хi) т+х, s +xt + 
+ б_х1 ~-х, т-х1 S-x1• ( 4.5.1 О) 



Аналогичное уравнение переноса можно написать и 
для левой полусферы: 

(4.5.11) 

Система уравнений (4.5.10), (4.5.11), представляющая со
бой обобщение известного дифференциально-разностного 

приближения Ш~стера-Швар- tP л/2 
цшильда на случаи селективно

го излучения при произвольных 

индикатрисах рассеяния, была 
получена В. Н. Андриановым _:--;;x~i т--~f--..1=--J.+_.x_· -z-. 
[20]. Пусть теперь выполняются r. ' 

следующие допущения: 

а) процесс распространения 
излучения является стационар

ным; 

б) угловые распределения L 
(Q) в каждой из двух полусфер 
считаем изотропными (рис. 4.5.2.); 

Рис. 4.5.2. Схема распреде
ления излучения в прибли
жении Шустера - Швар-

цильда 

в) процессом рассеяния пренебрегаем. 
Тогда из уравнений (4.5. 10) и (4.5. 11) получаем урав

нения переноса излучения в форме Шустера-Шварц
шильда: 

_1 dL1 _ , (L _ L ) - сх р 1 ' 
2 dx 

(4.5.12) 

(4.5.13) 

В уравнениях (4.5.12), (4.5.13) L1 , L 2 - энергетические 
яркости излучения «вперед» и «назад», множитель 1 /2 по
является после усреднения cos v по всем значениям угла 
v: <cos '6' > = ± 1/2. При записи уравнений использова
но также соотношение (4.2.23). 

Пусть внешняя (по отношению к полю излучения) нор
маль на поверхности тела совпадает с направлением оси xi. 
Нетрудно написать в этом случае граничные условия для 
системы уравнений (4.5.10), (4.5.11). Действительно, инте-
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грируя уравнение (4.4.14) по всем частотам и телесным уг
лам, лежащим в соответствующих полусферах, получим: 

s __ xl (М) == р, (М) ST (М) + s (М) S+xl (М), 

S +xi (М) ~ 8 (М) Sт (М) + S (М) S _xl (М). 

В уравнениях (4.5.14), (4.5.15) s (М) -

(4.5.14) 

(4.5.15) 

коэффициент отражения поверхности в граничной точке: 

s(M)= 
00 

.f dv J Lv, +xi (М, О') cos (О', хд) sv (М, О') dO' 

_О (
2

3t, +xi) • (4.5.16) 
00 

J dv f Lv.+xi (М, О') cos (О', Xi) dO' 
О (23t, +xi) 

Диффузионное приближение. Дальнейшее развитие диф
ференциальных методов расчета процесса переноса излуче
ния привело к созданию диффузионного приближения 
(В. А. Фок, С. Росселанд). В рамках указанного приближе
ния можно показать, что связь вектора лучистого потока 

энергии qR с полной объемной плотностью энергии излуче
ния аналогична известному соотношению между диффузи
онным потоком и градиентом концентрации. Далее сформу
лирован метод расчета поля излучения в рамках диффузион
ного приближения с учетом селективности излучения и про
извольной формы индикатрис рассеяния [20]. 

Проинтегрируем уравнение переноса излучения (4.4.10) 
по всем частотам v от О до оо и всевозможным направлени
ям вектора направления распространения излучения О. 
В результате получим уравнени~ энергии дпя попного 
нэп учения 

(4.5.17) 

В уравнении (4.5.17) вектор плотности потока излучения 

00 

qR= 5 dv s Lv(O)OdO, 
о 41' 
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объемная плотносtь иэлуttениst 
00 

UR= S :" S f,v(O)dO, 
о v 41' 

/-объемная плотность спонтанного излучения. Для теп
лового излучения в равновесных условиях (см. (4.3.1) 

00 . 

' . s . d ат 2 Т4 1 = /v V= -;:-n Оо. • 

о 

Далее, средняя по частотам скорость распространения излу
чения в данной точке 

00 

J dv J L" (О) dO 
о 41' 

С=--------

осредненный по всем частотам эффективный коэффициент 
поглощения 

00 

f а~ dv f L..., (О) dO 
а'= о 4n: 

00 

J dv J L..., (О) dO 
о 41' 

Как и следовало ожидать, при интегрировании (4.4.10) 
по всевозможным направлениям вектора О исчезают чле
ны, связанные с рассеянием лучистой энергии. Найдем те
перь явное выражение для составляющих вектора плот

ности потока лучистой энергии qR: 
00 

QRl = J dv J Lv (О) cos (О, Х;) dO. (4.5.18) 
о 41' 

С этой целью умножим почленно уравнение переноса излу
чения на cos (О, Xt) и проинтегрируем по всем значениям 
частоты v и всевозможным ориентациям вектора О. Имеем 

00 ~00 

S 5 дLу (О) ·s dv 5 дLv (О) 
dv дО cos (О, Х;) dO + -;- дt Х 

о 41' о v 41' 
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&> 

Х cos(O, xi)dO= -S k~dv S Lv(O)cos(O,xi)dO+ 
о 4n 

00 

+ 
4
1
"' SPvdvf cos(O,x;)dO SLv(O')yv(O,O')d0'.(4.5.19) 

о 4n 4n 

После интегрирования обратился в нуль (в силу нечетно
сти на интервале О, п функции cos (О, хд член, связанный 
со спонта}Jным излучением. После простых преобразований, 
возвращаясь к векторной форме, получим 

дqR 
qR= -LэФ•grad(cuR)-'t·дt, (4.5.20) 

где LэФ - тензор эффективной длины свободного пробега 
фотонов. Его компоненты 

L1k= 

Гоо оо дL (О) s dv s Lv(O) cos (О, х;) dO s dv s дvО cos (О, х;) dO 

•о 4n о 4n • k -------------------------------------,t= ' 
- оо оо дL (О) s (а~+ бv,i~v)dv s Lv(O) cos (О, xi) dO s dv s д:~ dO 

о 4Л: о 4л: 

о i::/=k; 

компоненты тензора времени свободного пробега -фотонов ,; 

'ttk = 

oos s soo dv JдLv(O) 
dv Lv (О) cos (О, х;) dO ~ дt cos (О, х;) dO 

о 4n о 4n i· _ k 
' - ' 

оо оо дLv (0) - S(a~+ бv,i~v) dv S Lv(O) cos (О, х;) dO S dv S дt Х 
о 4n о 4n 

х cos (О, Xi) dO 

о i =1= k. 
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Коэффициенты бv,i учитывают вид индикатрисы рассеяния: 

J cos (О, Xi) dO J Lv (О' )у,, (О, О') dO' 
cSv i = l ___ I_ 4n 4n 

, 4n J Lv (О) cos (О, xi) dO 
4n 

(i = 1, 2, 3). (4.5.21) 

Нетрудно убедиться в том, что для симметричных ин
дикатрис рассеяния, удовлетворяющих условию 'Vv (О, Oi)= 
= 'Vv ('6'), для всех значений i .. 
коэффициенты cSv.i равны между 

· собой: 

(4.5.22) 

х' 
' 

Действительно, пусть система ко
ординат х1, х2, х3 выбрана так, 
что направление падающего луча 

О' совпадает с направлением хЗ, 
положение остальных осей про
извольно (рис. 4.5.3): 

1 х~ 
........ 1 

....... 1 ............ 

,,....... ,,....... 

Рис. 4.5.3. Систем а коор
динат х;, х~, хЗ и на
правление распростране-

'6' =(О', О)= (О, хЗ). ния излучения 

Рассматривая скалярное произведение единичных векто
ров О и xi, найдем, что 

........... ,,....... ,,....... ,,....... ........... 

cos (О, х,) =cos (О, xi) cos (х1 xi) + cos (Oi, х2) cos (xi, х2) + 
........... ........... 

+ cos (О, хЗ) cos (xi, хЗ). 
Заметим, что 

S 'Yv (О', О) cos (0-:хд dO = cos (х;:О') S yv(O, О') х 
4n 4n 

........... ,,....... п 

Х cos (О, О') dO = 2n cos (х 1 , О') J '\'v ('l't) s in 'l't cos 'l'td'l't, 
о 

(4.5.23) 

поскольку из-за осесимметричности индикатрисы рассея

ния 

S '\'v (О, xi) cos (О-:' xi) dO = 5 '\'v (О, xi) cos (О:'х2) dO =О. 
4n 4n 
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Используя уравнение (4.5.23), получим 
~ 

бv = 1 -1 /4 J '\'v (,'}-) sin 2,'}od{)o. 
о 

(4.5.24) 

Для осесимметричных индикатрис рассеяния выражения 
для компонент L, 't несколько упрощаются: 

Lik= 

S
oo s ............. soo rдLv (О) ............. 
d~ Lv(O)cos(O, xi)dO dv J дО cos (О, xi) dO-

o 4л: о 4Л: ; - k 
t ·- ' 

S
oo s ............, soo s дLv (О) 
k~ dv Lv (О) cos (О, хд dO dv дх~ dO 

о 4л: о 4n 

о ' i =1= k, 
'tik = 

5
00 s ............. soo dv 5дLv (О) ............. 

dv L,,(O)cos(O, xi)dO cv дt cos (О, xt) dO 

о 4Л: о 4л: ' i = k, 
't'tk = 

S
oo s ............. r 5дLv(O) ............. 
k~dv Lv(O)cos(O, Xi)dO.J dv дt cos (О, xi) dO 

о 4л: о 4Л: 

о. i =1= k. 

Здесь k~ = а~ + бv~v - коэффициент ослабления среды. 
Для серой среды, для которой, по определению, k~ = k' = 
= const, Cv = с= const, выражения для компонент тензо
ра L, 't еще более упрощаются: 

1
1 500 5 дLv (О) 17 dv дО cos(O, x1)dO 

L J о 4л: 
ik =) l f dv 4~ дL;х~О) dO 

О, 

' i= k, 

Тензор 't в этом случае вырождается в скаляр: 

't = 1/(ck'). 
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Для стационарных процессов, а также для большинства 
реальных процессов нестационарным членом в уравнении 

(4.5.20) можно пренебречь и, следовательно, в этом случае 

QR ~ -Lэф·grad CUN. (4.5.27) 

Уравнения (4.5.17), (4.5.20) образуют систему дифферен
циальных уравнений диффузионного приближения. Полу
чим граничные условия для это~ системы уравнений. Для 

.,,,,,....,., 

этого умножим почленно уравнения (4.4.14) на (cos (O,n)I и 
проинтегрируем по всем частотам v от О до оо и всевоз" 
можным направлениям вектора О в пределах телесного 

.,,,,,....,., 

угла (2n,-n). Получим 

00 

f dv S Lv, -п (М, О) 1 cos (О, п) 1 dO = 
~ (2n, -n) 

00 

= J Lт,v(M)dv S гv(М, Q)lcos(O, n)/dO+ 
о (2n, -п) 

00 

+ J dv J Lv, +n {М, О'} cos (О', n) Sv (М, О') dQ'. (4.5.28) 
о (2п,+п> 

При записи уравнений (4.5.28) использовано еще условие 
нормировки для индикатрисы отражения (4.4.13). Уравне
ние (4.5.28) устанавливает связь между полусферическими 

u 

потоками на граничнои поверхности: 

83 (М) =е (М) Sт (М) +s (M)Sn (М). (4.5.29) 

-Здесь S3 {М) = J dv J Lv,-n (М, 0)1 cos (О, n)f dO -
о (2n,-n) 

- энергетическая светимость поверхности, 

08 

J Sт, v (М) dv J в (v) (М, О) (cos (О, n) 1 dO 

8 (М) = О (2n, -n) -n J Мт, v(M) dv 
о 

- интегральная полусферическая степень черноты гранич
ной поверхности в точке М; Sт (М) = Lт n ::;: п2а0 Т' (М)-
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поверхностная плотность потока энергии равновесного чер

ного излучения (см. (4.3.9)); 
00 

J dv J Lv, +п(М, O')cos (О', п) sv(M, O)dO' 

5 (М) == О (2n, +п> 
00 

J dv J Lv, +п (М, 0') cos (О', п) dO 
О (2п, +n> 

- коэффициент отражения поверхности в точке М; 

00 

Sn (М) = _\ dv S L," +п (М, О') 1 cos (О', n) / dO' 
О (2n, +n) 

- поверхностная плотность потока падающего излучения. 

Очевидно, возможна и следующая запись: 

Sp (М) = Sп (M)-S3 (М) =а (М) Sn (М)-е (М) Sт (М). (4.5.30) 

Здесь а (М) == 1 - s (М) - коэффициент поглощения в точ
ке М поверхности. Отметим существование следующего 
тождества: 

(4.5.31) 

где 

т = j dv S L(O) dO / j dv S L (О) 1 cos (О, n) 1 dn. 
о 41' о 41' 

Из уравнений (4.5.30), (4.5.31) следует 

Sp=qп=- --Sт , 1 ( CUR е ) 
у 2т а 

(4.5.32) 

где 'V = 1/а - 1/2. 
Уравнение (4.5.32) представляет собой граничное условие 
для системы дифференциальных уравнений (4.5.17), (4.5.20) 
диффузионного приближения. Коэффициенты в указанной 
·системе уравнений являются функuиями температуры, дав
ления, концентраций поглощающих и излучающих компо
нентов, Lv (Q) и должны быть заданы. Если эти коэффициен
ты известны (с увеличением оптической толщины среды эти 
коэффициенты быстро приближаются к своим асимптоти
ческим значениям), то для однозначного решения задачи 
лучистого переноса в рамках диффузионного приближения 
достаточно задания на границе величин Sт или Sp. 
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hриближение лучистой теплопроводности (прибли.же
ьие РоссеJJанда). Приближение Росселанда является ча" 
стным случаем диффуз~онного приближения. Здесь принима
ют, что излучен и~ нахnдитrя в локалhно-равновесном состоя

нии. Из уравнения (4.5.17) следует (см. также (4.3.10)): 

CUR= 4nj/a' = (4af/a') п'асв Т4 • (4.5.33) 

Вектор потока излучения для стационарного процесса пере
носа излучения 

а' 
QR = -lбасв _I_ п'Т3 L·grad Т-4асв Т4 L·grad (п2 а' /ат). 

а' 

(4.5.34) 
Для «серой» среды (ат= а'), когда коэффициент прелом
ления nv = const, 

Qn = - !баев n2 тз L.grad Т. (4.5.35) 

Из уравнения (4.5.17) следует уравнение переноса изJJу
чения в рамках стационарного прибJJижения радиацион
ной тепJJопроводности (см. также (5.1.26)): 

div (Л· grad Т) = О. (4.5.36) 
Уравнение (4.5.36) аналогично известному уравнению ани
зотропной теплопроводности. Тензор 

Л = 16п2 асв тз Lаф• (4.5.37) 
Применение метода сферических гармоник при рас

четах тепJJообмена изJJучением в диффузионном прибJJи
жении. Эффективным средством решения уравнения пе
реноса является метод сферических гармоник. Этот метод 
достаточно хорошо разработан в приложении к решению ки
нетического уравнения переноса нейтронов. Запишем урав· 
пение переноса излучения в предположении, что процесс яв

ляется стационарным и рассеянием можно пренебречь, излу
чение серое. Кроме того, предположим, что излучение нахо
дится в локальном термодинамическом равновесии* и, сле
довательно, спонтанное испускание излучения зависит толь

ко от локальной температуры Т. Тогда 

O·grad L + k' L = (a/n) k' Т4• (4.5.38) 

• В локальном термодинамическом равновесии индуцированное 
испускание и поглощение излучения зависят от энергетической яр
кости излучения, которое, вообще, говоря, отличается от излуче• 
ния черного тела. 
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Уравнение (4.5.38) совпадает с односкоростным уравнением 
Больцмана для нейтронного газа, находящегося в нерас
сеивающей и неделящейся среде с изотропным источником 
нейтронов. Как известно, всякая дважды непрерывно диф
ференцируемая функция, определенная на поверхности сфе
ры любого радиуса, может быть разложена в ряд (аналогич
ный ряду Фурье) по сферическим функциям. Тогда 

00 п 

L (r, О)= ~ ~ (Апт (r) cos'm ч>+ 
n=Om=O 

+ Вnт (r) sin n1q>) P~m> (cos 0). (4.5.39) 
Здесь Pr;: (cos 0) - присоединенные сферические функции, 

0, <р - сферические координаты, Anm' Впт- коэффициенты 
Фурье; определяемые формулами 

2n п 

Аnт (r) = J J L(r, 0, q>) Р~ (cos 0) cos mq> sin 0d0d<p/// y~m>//2 

о о 

2nn 
(4.5.40) 

Вnт (r) = J ~ L (r, 0, q>) Р:' (cos 0) sin mq> sin 0d0dq> 11/ У:' /12
, 

о о 

(4.5.41) 
lf у~ 112 ~ 2пвт (п+т) 1 , Вт= {2 при т =О, 

(2n+ 1) (n-/ m) 1 1 при т >О. 
Подставляя разложение (4.5.39) функции Р (r, О) в урав

нение (4.5.38), получим бесконечную систему дифферен
циальных уравнений для моментов Аnт (r). В Р0-прибли
жении L (r, О) = А 00 (r) и из уравнения (4.5.38) следует 

L (r, О)= (a/n) Т4• (4.5..42) 
Таким образом, в Р 0-приближении энергетическая яркость 
излучения не зависит от направления О и соответствует 
энергетической яркости излучения черного тела. Далее, 
в Р1-приближении 

L (r, О)= А00 (r) + А10 (r) cos 0 + А11 (r) cos q> sin 0 + 
+ В11 (r) sin q> sin 0, (4.5.43) 

поскольку р<у> = cos 0, р<р = sin 0. Из условия (4.5.40) 
следует, что А 00 = cuR/(4n). Таким образом, возможно сле
дующее представление: 

L(r, О)= cuR(r) +A(r)-0, 
4п 

(4.5.44) 
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где вектор А (r) имеет составляющие (А11 (r), 8 11 (r), 
А10 (r)). Используя уравнение (4.5.44), из формулы (4.5.38) 
получим 

А (r) = - с grad uR (r). 
4зtk' 

(4.5.45) 

Итак, в Р1-приближении 

L (r, О)= _с_ [иR (r) - 1 0-grad UR (r)]. (4.5.46) 
4зt · k' (r) 

Учитывая (4.5.46), из уравнения (4.5.38) легко получить 
путем интегрирования по О уравнение, содержащее только 
объемную плотность энергии излучения ия (r): 

div с graduя-k!cиR=-40'cвk'T4• (4.5.47) 
3k' 

Аналогичным образом может быть получено уравнение 
диффузии фотонного газа в Р2-приближении и т. д. Точность 
получаемого решения возрастает вместе с увеличением числа 

оставленных членов в разложении энергетической яркости 
излучения L по сферическим гармоникам. Уравнения в раз
личных приближениях получают рекуррентным образом. 
Сравним уравнение (4.5.47) с уравнением (4.5.20), опреде
ляющим радиационный поток q в диффузионном приближе
нии. Легко видеть, что в Р1-приближении при перечислен
ных выше предположениях компоненты тензора L1A = 
= (3k')-1 при i = k; Lik = О при i =/= k. 

Рассмотрим еще вопрос о постановке граничных условий 
в Р1-приближении для некоторой границы v, которую мож-

u 

но считать непрозрачнои, так что оказывается возможным 

пренебречь потоком излучения извне (n - единичный век
тор внешней нормали к области, занятой фотонным газом). 
Приравнивая нулю поток падающего извне излучения и 
пользуясь представлением (4.5.46), получим на у 

ия (r) S (O·n) dU-
1 f [0-grad uR (r)] х 

~' (r) 
g.n<O O·n<O 

X[O·n]d0=0. (4.5.48) 

При вычислении интегралов в уравнении (4.5.48) удоб
но использовать сферическую систему координат. Начало 
координат для отсчета О поместим в рассматриваемую точ
ку, ось х 3 совпадает с направлением внешней нормали п. 
Орты '1'1 , '1'2 осей х1 , х2 расположены в плоскости, касатель
ной к поверхности 'V и нормальной к вектору n. Полярный 
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угол 0, как обычно, отсчить1в3ют от положиtеJiьноtо направ· 
u u 

ления внешнеи нормали п; меридиональныи угол q> есть угол 
между проекцией вектора О на плоскость х1 , х2 и положи
тел~ным направлением вектора t 1 • Тоrда 

2л: п 2n п ди 

UR(r)S dq> S cos0sin0d0-
1 5 dq> 5 ( R cos0+ 

k' (r) дп 
о rr./2 о n/2 

+ диR sin 0 cos q> + диR sin 0 sin q>) cos 0 sin 0d0=-0. (4.5.49) 
дх1 дха 

Отсюда 
2 диR (r) 

UR(r) + = 0. 
Зk' (r) дп 

(4.5.50) 

Нетрудно написать и граничное условие для неизлучаю· 
щей поверхности, когда полный поток лучистой энергии 
через стенку равен нулю. Это означает, что выполняется со· 
отношение 

S L(r)[O·n]dO + S L(r)[O·n]dO= 
O·n<O O·n>O 

= S L (r) [O·r] dO =О, (4.5.51) 
4л: 

откуда диR (r)/дп = О. 
Приближение объемного вьrсвечивания. Уравнение пе

реноса излучения допускает существенные упрощения и в 

том случае, когда длина среднего пробега фотонов много 
больше характерного размера рассматриваемой области. 
Эrо означает, что для достаточно прозрачного объема еле" 
дует учитывать лишь член, соответствующий излучению 
газа: членами, учитывающими поглощение газа и рассея· 

ние, можно пренебречь. 
Уравнение переноса излучения в приближении об'Ьем· 

ноrо высвечивания записывают так: 

1 дLv~ 
- +Q·gradLv=/v• 
Су дt 

Примеры упрощения задач теории переноса излучения 
при помощи теории размерностей приведены в § 5.4, а роль 
излучения при анализе процессов переноса в пограничном 

слое у поверхности тела, обтекаемого с гиперзвуковой ско
ростью потоком воздуха, показана в § 7.10. 
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Глава 5. СИСТЕМА УРАВНЕНИЯ АЭРОТЕРМОХИМИИ. 
КРИТЕРИИ ПОДОБИЯ И КЛАССИФИКАЦИЯ 

ЯВЛЕНИЯ АЭРОТЕРМОХИМИИ 

§ 5.1. Система уравнений механики 
реагирующих газов 

Ввиду важности газодинамических уравнений реагирующей 
смеси газов мы дадим их вывод путем составления урав

нений балансов, как это обычно делают в гидродинамике. 
Выделим в газе некоторый объем V, движущийся со сред
ней массовой скоростью v 0. Поток массы компонента а 
через поверхность объема за счет диффузии ja = та.па. Х 

µ 
Х < V а.>. Но в силу (1.9.8) ~ ja. =О; следовательно, и при 

a=l 
наличии диффузии масса выделенного объема сохраняет

µ 
ся. Заметим еще, что ~ Ra. = О, так как при химических 

a=l 
реакциях общая масса сохраняется. Следовательно, 

_d_spdV=O, (5.1.1) 
. dt 

v 

откуда следует уравнение неразрывности 

~ +div pv0 =О. 
дt 

(5.1.2) 

Получим уравнение неразрывности для компонента а. 
Для этого запишем в интегральной форме уравнение сохра
нения массы компонента а в объеме V: 

d~ S PadV= -Jjands+ S RadV. (5.1.3) 
v s v 

Здесь n - внешняя нормаль к поверхности S объема V. 
Используя теорему Гаусса-Остроградского, получим 

дра +div(pavo+bl=Ra. а.=1,2,".,µ. (5.1.4) 
дt 

Суммируя уравнения (5.1.4) по а от 1 до µ, получаем, как 
и следовало ожидать, уравнение неразрывности (3.3.14), 
которое совпадает с уравнением (5.1.2). 

При обычных предположениях относительно связи тен· 
зора напряжений и тензора скоростей деформации получим 
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для смеси реагирующих газов уравнение движения в фор
ме Навье-Стокса. Следует лишь подчеркнуть 1 что в 
уравнение движения аэротермохимии входит средняя мас

сова я rкnрость потока: 

µ з 

р dvo = I Pa.Fa.-gradp+f, f = I д-r11., (5.1.5) 
dt ~=I k= 1 дхh 

T1tk = 211 дvok + 11° div V0, k = 1, 2, 3, 
дхk 

Tkj = _1_ 11 ( дvok + дvoJ ), k =F j. 
' 2 дх1 дх1~ 

(5.1.6) 

Здесь 11°=-21311 при х =0. 
Таким образом, уравнение движения (5.1.5) совпадает 

с ранее полученным уравнением (3.8.22). 
Рассмотрим уравнение энергии для объема V, движуще· 

гося со средней массовой скоростью: 

Тt S[v( ~i +-;;)] dV = J I Ра. Fa.·<va.>dV-
v V a=I 

3 -s PUonds+ S I т~·v0 cos(;;; X11.)ds + 
s 5 k= 1 

µ 

+ S q·nds-S I ia.пha.ds. (5.1.7) 
s s Ct= 1 

Уравнение энергии записано в форме, аналогичной пер
вому закону термодинамики. Левая часть уравнения соот
ветствует изменению со временем кинетической и внутрен- · 
ней энергии движущегося объема. Первый член правой ча
сти учитывает работу массовых сил, второй - работу сил 
давления, третий - работу сил трения, четвертый - по
ступление энергии в объем за счет теплопроводности, пя
тый- за счет диффузии. Поскольку, как уже упоминалось, 
масса М объема V, движущегося со средней массовой ско-. 
ростью, сохраняется, возможно обычное преобразование: 

d s ( v2 
,.......,,) d r ( v2 

,.......,,) dt р -f"- + и dV = dt J --:- + и dm = _ 
v м 

S 
d (,.......,, у2 ) 

= pdt и+-:- dV. (5.1.8) 
v 
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Преобразуя с помощью теоремы Гаусса-Остроградского 
интегралы по поверхности S в интегралы по объему V и 
учитывая произвольность значения V, получим 

р ~( v3 + U)= t Pafa<va>-divpvo+ 
dt 2 ... 

CX=I 

з д µ 
+ ~ (тk·v0)+<J.ipq-div ~ Jaha. (5.1.9) 

k=I дхk CX=I 

Умножая уравнение движения скалярно на v0 , получим 

µ µ 

pv0 dvo = ," Pa.Fa·V0-V0 ·gradp+ ~ v0 • дtk . (5.1.10) 
dt ~ ~ дхk 

СХ= 1 i=O 

Уравнение (5.1.9) с учетом (5.1.10) упрощается и при
водится к виду 

,........,, з 

dи ~ дv0 d. +d· 
Р = ~ 'ti -р 1vv0 1vq-

dt i=l дхi 
µ µ 

-div ~ jaha+ ~ Pafa<Va>· (5.1.11) 
CX=I а.=1 

Внутренняя энергия единичной массы реагирующего газа 
(см. § 2.10, знак Л здесь означает, что величина отнесена 
к единичной массе) 

,........,, 

U=h-p/p. (5.1.12) 
Взяв полную производную от (5. 1 .12) и используя урав

нение неразрывности, получаем 

,........,, 

dи = dh --1 dp _..Е._ divv
0

• (5.1.13) 
dt dt р dt р 

Используя (5. 1 .13) и определение плотности диффузион
ного потока, получим 

3 

р dh =~+ ~ 't'1i· дvо +divq-
dt dt k = 1 дх11. 

µ J..L 

-div ~ jaha + ~ fo:·Jo:. (5.1.14) 
а=-1 а=-1 
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Нетрудно установить тождественность гидродинамиче
ских уравнений, полученных из кинетической теории газов, 
с уравнениями, выведенными феноменологическим путем 
( rравнитf' ураnнrни я (З. R. 2З) и (fi. 1 .14)). Мnжет пn1< а1ать
ся, что уравнения, полученные феноменологическим путем, 
свободны от некоторых ограничений (так, например, от 
учета только двойных столкновений), наложенных на урав
нение Больцмана. Однако на самом деле коэффициенты 
переноса смеси газов получают из решения уравнения 

Больцмана, поэтому соответствующие ограничения имеют 
место и в этом случае. 

При химических реакциях существенными оказываются 
тройные соударения. В дальнейшем всюду будем считать, что 
выписанные уравнения справедливы и в случае, когда в сме

си газов реакции проходят через тройные столкновения 
(см. § 2.9). 

Преобразуем уравнения сохранения массы отдельных 
компонентов. Известно, что Ра = СаР· Подставляя это выра
жение в уравнение (5.1.4) и используя уравнение нераз-

u 

рывности для всеи смеси в целом, получим уравнения не-

разрывности для отдельных компонентов в следующей фор
ме: 

р [ ~ta +(vo·; )са ]=Ra-div ja., 

µ 

а = 1 , .•• , µ - 1 , ~ Са. = 1 , 
a=l 

(5.1.15) 

(5.1.16) 

l [ µ ( с ) "(3r Ra.= Ма. ~ (v~,-Var) k1r pmr П Mfl -
r=l P=l ~ 

т' µ ( С13 )"~'] -kьrP 'П М 1 

Р= 1 ' Р 
(5.1.17) 

где l - полное число реакций, в их число входят однотип
ные реакции, идущие на различных каталитических те-
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лах, а индекс у среднемассовой скоросtи здесь и nсюду да· 
лее в уравнениях механики реагирующих газов опущен. 

При записи уравнений (5.1.15) учтен тот факт, что не все 
µ уравнений (5.1.15) независимы, так как 110 определению 
массовых концентраций выполняется алгебраическое соот
ношение (5.1.15). 

Скорости образования а-компонентов за счет всех хи
мических реакций, вообще гов<?ря, зависят от концентраций 
Са. (см. §2.9 и (5.1.16)). Таким образом, уравнения нераз
рывности для компонентов, записанные через массовые кон

центрации отдельных компонентов смеси, неоднородны из-за 

наличия гомогенных химических реакций в потоке газа. 
Иногда удобно оперировать с однородными уравнениями. 
При отсутствии внутриядерных реакций из µ, уравнений не
разрывности могут быть получены v однородных уравне
ний диффузии для элементов, где v - число элементов в 
смеси газов. Действительно, так как элемент в химических 
реакциях не образуется и не исчезает, то 

µ. . 
~ n,;MczM-i ~ ---Ra=O. 

а::а 1 а 

(5.1.18) 

Здесь n-r:a. M-iRa.IMa. представляет собой массовую скорость 
перехода элемента т в состав вещества а за счет всех хими

ческих реакций; n-r:a. - число атомов элемента т в составе 
а-компонента, M-i - масса атома элемента 't. Таким обра
зом, умножая (5.1.15) на nia.M-i1Ma. и суммируя пот от 
1 до µ, получим уравнение неразрывности для элементов: 

а( µ.пс) µ.п 
дt Р a~I :а а + div a~I ;: (РСа vo+ 

+Ja) =О, 't= 1, 2, ... , v. (5.1.19) 

Впервые концентрации элементов при изучении процессов 
горения ввел в рассмотрение Я. Б. Зельдович. 

При решении задач механики реагирующих газов обыч
но используют µ - v - 1 уравнений неразрывности для 
компонентов, v уравнений неразрывности для элементов и 
уравнение неразрывности для смеси газов. Часто для рас
чета диффузионных потоков оказывается удобным исполь
зовать соотношения Стефана-Максвелла (3.6.22). В этом 
случае ja представляют собой дополнительные искомые 
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фу~кции, оnределяемые из µ - 1 линейно независимых 
уравнений (3.6.22) и дополнительного уравнения 

(5.1.20) 

Получим еще одну форму записи уравнения сохранения 
энергии. 

Уравнение сохранения энергии (3.8.23) можно преобра
зовать, вводя явно температуру в качестве искомой функции: 

dh d µ. µ d.h dT µ 
---' ~ch-~c a-+~ha 

dt - dt ~ а а - ~ а dT dt ~ 
а= 1 а= 1 а= 1 

=С dT {, h dca 
Р dt + ~ а dt · 

a=l 

(5.1.21) 

Следует отметить, что формула (5.1.21) справедлива 
только для таких аэротермохимических явлений, при кото-

u 

рых энтальпия излучения мала по сравнению с энтальпиеи 

компонентов. В противном случае необходимо учитывать 
и энтальпию излучения. 

Из уравнения неразрывности (5.1.15) после умножения 
на ha и суммирования по а имеем 

а~ ha ~а =+ c~I Raha -а~ hadivja} (5.1.22) 

Заметим, что 

-div С ~1 ha Ja) + )
1 
ha div Ja = - а ~1 Сра Ja-grad Т. 

(5.1.23) 
С учетом (5.1.21):-:(5.1.23) уравнение (5.1.14) принимает 
вид 

dT dp 
3 дv µ 

рср - =- + ~ 't1i· + ~ Fa·Ja+div(A.grad Т)-
dt dt k = 1 дх11, а= 1 

µ µ 

-grad Т • ~ Cpa,ja- ~ Raha-
a= l a=l 

-div [ RT ~ .f xr, D~ (~-~) ]· (5.1.24) 
р (Х:а 1~=1 м~ Da~ Са, Ср 
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Шестой член правой части уравнения (5.1.24) представ
ляет собой приток энергии в единичный объем за 1 с вследст
вие химических реакций, протекающих в изучаемой термо-

u 

динамичсrкои системе. 

Используя понятие независимых химических реакций, 
этот член можно преобразовать: 

(5.1.25) 

где qk - тепловой эффект k-й независимой реакции, число 
которых Nr. 

При математическом описании некоторых задач механи
ки реагирующих сред существенную роль играет перенос 

энергии излучением (см.§ 5.3, 5.4 и 7.12). Поэтому выпишем 
. u 

полную систему уравнении азротермохимии еще раз с уче-

том переноса энергии излучением с использованием обозна
чений, принятых в механике реагирующих газов: 

др d. о at+ lVpV= , 

р( д:еа +v·gradca)=Ra-divJa., a=l, 2 ... µ--v-1, 

~ (р at~ п"а~:М") +div }:
1 
М~:"а (pcav+Ja)=O, 

't= 1, 2, ... , v, 

dv 
р -=pF-gradp+f, 

dt 

з 
dT dp . ~ дv рср- = - + d1v(Лgrad Т) + T1t + 
dt dt k= 1 дхk 

µ . µ Nr 

+ ~ Fa.Jci+divqR-gradT ~ cpa,Ja,+ ~ q1tR1t-
a.=l a.=l k=l 

-div [ RT ~ ~ ;р~~ ( ;а - :Р )], (5.1.26) 
р а.= 1 а.== 1 а. а.Р а. а. 
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u µ pRT 
~ Са= 1, ~ Ja =О, р = М , 

a=l а-1 

1 
-= 
м 

1 

Cv 

дLv . ' --+O·gradLv=Jv-kvLv + 
дt 

+ ~v s Lv (О') у (00') dO', 
4n 

j: Xa.XI\ (-2-i)=da.-
a.= 1 pDa,p Ср Са, 

-[.f ХаХр ( D~ - D~ )]grad(lnT), ct=l, ... µ-1, 
Р= 1 pDa.f} с~ са, 

da.=gradca.+(xu-Ca.)grad(lnp)- са (.faP-j: P11f11). 
р t'=I 

Здесь iv - объемная спектральная плотность спонтан
ного излучения частоты v, k~-спектральный коэффициент 
ослабления излучения, ~v - спектральный коэффициент 
рассеяния, Yv - спектральная индикатриса рассеяния лу

чистой энергии, попадающей за 1 с в единичный телесный 
-угол около направления О из-за рассеяния фотонов, перво
начально двигавшихся вдоль вектора О'. 

Таким образом, в общем случае течений излучающего 
многокомпонентного химически реагирующего газа необхо
димо решать одно скалярное уравнение неразрывности для 

всей смеси в целом, µ - v - 1 скалярных уравнений со
хранения массы компонентов, v уравнений для концентра
ций химических элементов, одно векторное уравнение (или 
три скалярных) для определения компонент скорости, одно 
скалярное уравнение сохранения энергии, интегродиффе
ренциальное уравнение для определения спектральной 
плотности энергетической яркости, µ - 1 векторных урав- -
нений (или 3µ - 3 скалярных) для определения плотности 
диффузионного потока компонентов с учетом двух алге
браических соотношений для Са и Ja, уравнение состояния 
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и формулы, определяющей лучистый тепловой поток через 
спектральную энергетическую яркость. 

Поскольку число неизвестных функций совпадает с чис
лом уравнений (нмсем 4µ 1 7 Сl{алярных уравнений и не· 
известных), система замкнута. 

Если использовать явное выражение для вектора плот· 
ности диффузионного потока, то будем иметь µ + 7 не· 
известных и уравнений. . 

Как уже отмечалось ранее, уравнения неразрывности 
для всей смеси и соотношения Стефана-Максвелла имеют 
первый порядок, а уравнения сохранения массы компонен· 
тов, импульса и энергии - второй порядок по пространст
венным независимым переменным. 

Если не учитывать излучеН}1я, то система уравнений 
аэротермохимии имеет смешанный тип - уравнение нераз· 
рывности для всей смеси в целом гиперболического типа, а 
остальные уравнения являются параболическими. 

В связи с тем что основная система уравнений п~едстав· 
ляет собой сложную совокупность нелинейных дифферен
циальных уравнений в частных производных и интегродиф· 
ференциального уравнения для спектральной плотности 
энергетической яркости излучения, обычно для ее решения 
используют численные методы и современные электронно

вычислительные машины. 

§ 5.2. Приведение основной системы уравнений 
к безразмерному виду и критерии подобия 

Приведение основной системы уравнений к безразмерному 
виду связано~ с понятием физического подобия. Термин 
«подобие» заимствован из геометрии: 

два физических явления подобны, если отношения 
сходственных (ризических величин одинаковы в сход· 
ственные моменп~ы времена в сходственных точках 
пространства. 

Иными словами, физические явления подобны, если все 
физические характеристики одного явления могут быть 
получены из характеристик другого явления путем умноже· 

ния последних на постоянный множитель. Если индексом 1 
помечать характеристики одного явления, а индексом 2 -
другого, то из предыдущего утверждения следует 
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Первое из соотношений (5.2.1) представляет собой коли
чественную формулировку понятия сходственных точек Та
ким образом, можно дать еще одно определение физическо
го ..... подобия: 

два физических явления подобны, если по заданным 
характеристикам одного явления можно получить 
характеристики другого явления умножением на 
переходные множители, что аналогично переходу 
01п одной системы единиtf к другой. 

Из последнего определения физического подобия следу
ет, что для всякой совокупности подобных явлений все безраз
мерные характеристики (безразмерные комбинации размер
ных величин) имеют одинаковые числовые значения. Спра
ведливо и обратное заключение: если безразмерные характе
ристики одинаковы, то явления подобны. Для подобныхяв
лений вид уравнений и граничных условий не будет зави
сеть от выбора единиц, если величины, определяющие физи
ческое явление, выразить в безразмерной форме, т. е. отнести 
данную величину к характерному масштабу. 

Приведем к безразмерному виду основную систему урав
нений аэротермохимии, взятую для простоты без учета чле
нов, характеризующих излучение. Примем за масштаб пере
менных величин какое-либо определенное значение этих ве
личин в фиксированный момент времени в фиксированной 
точке пространства. 

Предполагая физическое подобие аэротермохимических 
процессов, будем обозначать безразмерные величины теми же 
буквами, что и размерные, масштабам переменных величин 
припишем индекс О, а размерным величинам - индекс '. 
Таким образом, имеем, например, 

' ' ' ~' ~ ~ Т) = ТJо Т), р = Ро р, v = v 0 v, Л1 = д0 д. 

С учетом (5.2.2) система уравнений примет вид 

k_ ~ + Polovo div (pv) = О, 
t 0 дt 

(5.2.2) 

(5.2.3) 

[ 
1 дса 

РРо t; дt + ~(v·~)ca] = k_ Ra __ D_a_o_Po_VJa, 
~ дr t0 lB 
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(5.2.4) 
v0 дv + vi (v. ~) v = 1!.!L grad р + F 

0 
F + Т)о Vo f, 

to дt lo дr Polo Р Ро pl~ 

(5.2.5) 



р - V·- = [ 
РоСро То дh + РоСро Tovo ( д ) h] 

t0 дt 10 дr 

_ Ро np + Ро r'o ( n )' + ----- V·- р 
t0 дt 10 дr 

+ 1Jo v~ ~з дv Ло то d" + Ро ~µ F j F D 'tt - lV q - а· а ао ао, 
li дхi lб lo 

i=l CG=l 

µ 
Ро RTo ~ Са. РоР=-- рТ. 
М0 п 

a=l Ма 

(5.2.6) 

(5.2.7) 

При записи уравнений (5.2.4)-(5.2.6) предполагалось, 
что процессы диффузии и молекулярной теплопроводности 
следуют законам Фика и Фурье с эффективными значения
ми коэффициентов диффузии и теплопроводности. 

В качестве характерной молекулярной массы М0 можно 
взять, например, молекулярную массу компонента, концен

трация которого в смеси газов является наибольшей, тогда 
для него nма = 1 . 

Поделим во всех уравнениях все члены на размерные 
множители при вторых членах соответствующих левых ча

стей. В ·результате после простых преобразований получим 
систему уравнений аэротермохимии в безразмерном виде: 

_!__ д Р + div (pv) =О, (5.2.8) 
Sh дt 

1 дса ( д ) (1 > 1 - + v - Ca=Dam1 Ra- S R VJci, Sh дt дr · са. е 
(5.2.9) 

_!__ дv +(v·_!_) v = - _1_ grad Р +Fr-1 F + _f_ 
Sh дt дr Eu р pRe' 

(5.2.1 О) 

р - -+ V·- h = --(у-1) V·- Р+ [ 
1 дh ( д ) ] 'У-1 др ( д ) 

Sh дt дr Sh дt дr 

з 

+ Ма2(у-1) ~ t'· дv 

R ~ i д 
е l= I х, 

1 
divq + 

Re·Pr 

µ 

+ (у-1) ма2 ~ Fa:Ja:/(Fra:·Sea), 
Re ~ 

С1 :::а 1 

(5.2.11) 
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(5.2.12) 

где Sh = v0t01l0 - число Струхаля, Sca. = Da.01v0 - число 
Шмидта, соответствующее компоненту а, Re = v0v0/l0 -

число Рейнольдса,. Eu = p0v~lp0 - число Эйлера, Fra. = 
= v~/(Fa 0l0) - число Фруда, "( =-= Cp 01cv0 - отношение 
характерных теплоемкостей; Ма == v0/а0 -число Маха, 
где а0 - характерная скорость звука; Pr = v0ср 0р0/Л0 -

число Прандтля, Dam?>= l0/(tiv0 ) - первый критерий 
Дамкеллерсi для наиболее характерной j-й реакции* (от
ношение характерного «механического» tм == l 0/v0 и «хи
мического» ti времен),а ti - характерное время этой реак
ции (например, полупериод реакции). Иногда вводят 
числа Льюиса Lea = Sca · Pr. 

При выводе системы уравнений (5.2.8)-(5.2.12) пред-
полагалось, что 

Ро == Ро RTof Mo, (5.2.13) 

а индекс j у числа Дамкеллера появился вследствие того, 
что число независимых реакций j == 1, ... , k не совпадает 
с числом компонентов а = 1, ... , µ. 

Для подобных аэротермохимических явлений основная 
система уравнений, записанная в безразмерном виде (5.2.8)
(5.2.12), должна быть одной и той же. 

Таким образом, для подобных явлений числа Sh, Sca., 
Re, Eu, Fra, у, Ма, Pr, Dam<}>, определяемые по заданным 
параметрам, должны быть одинаковы, поэтому эти числа 
называют также критериями подобия. 

Выше выписаны наиболее распространенные критерии 
подобия. Если, в частности, явно ввести теплоты химиче
ских реакций, то при приведении системы уравнений к без
размерному виду появится второй критерий Дамкеллера 
Dam<'> = qil(cp 0 Т0), равный отношению характерной теп-

• ,, u u 

лоты 1-и реакции к характерном термодинамическом энталь-

пии. 

* Выражение для скорости образования (исчезновения) а-ком
понента представляет собой линейную комбинацию скоростей реак
ций, в которых он участвует. Поэтому в выражение для безразмер
ной скорости Ra входят отношения характерных химических вре-
мен этих реакций к характерному времени j-й реакции. В качестве 
наиболее характерной удобно выбирать так называемую лими
тирующую реакцию, скорость которой определяет скорость всех 
других химических превращений. 
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Следует отметить, что выражения для ряда критериев 
не являются общепринятыми. В частности, Т. Карман счи
тает более показательным сопоставлять в первом критерии 
Дамкеллера характерное химическпе время с характерным 
механическим временем, относящимся к процессам перено

са в газах. Это время можно вычислить, например, в слу-
u 

чае газа или газовои смеси с помощью равенства 

1
14 

= Ао _!_, а3 = '\'Ро , (5.2.14) 
Сро Ро а~ Ро 

rде а0 - характерная скорость звука. Используя выраже
ние для скорости звука и вторую из формул (3.2.14), выра
жение для tм можно переписать в виде 

t _ АоРо 
м-

Сро 'VPo. Ро 

_ 11о Pr-1 
• 

'V Ро 
(5.2.15) 

Имея в виду, что р0 = n0kT 0 , а Тlо определяется форму
лой (3.2.13) вместо (5.2.14), получаем 

2Pr-1 const 
iм= - ,,, - Го • Зл:а2 cvo п0 V kT0/(пma) 

(5.2.16) 

где Г 0 - характерное число упругих столкновений моле
кул. Таким образом, Iltм представляет собой характерную 

u u 

частоту молекулярных столкновении, дающих механическии 

эффект, связанный с молекулярными процессами переноса 
массы, импульса и энергии. 

Если t1 >> tм, то реакцию считают медленной, если же 
эти величины одного порядка, то говорят о быстрой ре
акции. 

Следует отметить, что приведение основной системы урав
нений к безразмерному виду - не единственный способ по
лучения безразмерных критериев. Вторым способом полу
чения безразмерных критериев является прием, основанный 
на применении хе-теоремы Виши-Бэкинrема-Фурье -
Рябушинского-Релея, которая формулируется следую
щим образом: 

пусть Q1 , Q2 , ••• , Qn - параметры, которые играют 
определенную роль в некоторой задаче, а т - число 
основных единиц измерения в этой задаче, тогда пол
ное решение этой задачи может быть записано в 
виде размерной функциональной зависимости 

(5.2.17) 
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которой соответствует безразмерная функциональ
ная зависимость 

f (л1, ~' ... , Лn-m) =О, ( 5.2.18) 
где безразмерные числа л1 , n 2 , ••• , Лn-m образова
ны из размерных величин Q. 

Основой n-теоремы является положение о том, что 
формулировка .физических закономерностей не зависит от 
выбора единиц и поэтому всякое соотношение между размер
ными величинами можно привести к соотношению безраз
мерных величин. 

Поскольку по теории размерности и подобия имеется 
обширная литература (см. [23]), мы не будем доказывать 
эту теорему, а только поясним, что здесь понимается под 

основными неза.висимыми единицами. Основной единицей 
называют единицу первичной величины. 

Первичная величина вводится для данного класса явле
ний безотносительно к другим величинам, и ее числовое зна
чение определяется посредством прямого измерения. 

Совокупность т единиц называют совокупностью не
зависимых единиц, если размерность любой единицы из этой 
совокупности не может быть выражена в виде одночлена от 

u 
размерности других величин этои совокупности. 

Единицу, размерность которой может быть представле
на в виде степенного одночлена от размерностей независимых 
величин, называют производной. Наиболее представитель
ную совокупность независимых единиц называют совокуп

ностью основных единиц. 
Таким образом, число основных единиц т равно макси

мальному числу независимых единиц, в конечном счете оно 

определяется всей совокупностью законов природы. 
Рассмотрим поле течения за отошедшей ударной волной, 

возникающей при обтекании с гиперзвуковой скоростью 
тела вращен~я, при условии, когда непосредственно за 

ударной волной влияние излучения на течение существенно, 
а влиянием вязкости и теплопроводности газа можно пре

небречь. Решение поставленной задачи, очевидно, будут 
определять следующие параметры: 

Q1 = lo - характерная макродлина (характерный размер обте
каемого тела), 

Q2 = Vo - характерная скорость (скорость потока на бесконеч
ности или за ударной волной), 

Q3 = р0 - характерная плотность (плотность потока на оо или 
за ударной волной), · 
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Q4 = То - характерная температура (температура на бесконечном 
удалении от тела или за ударной волной), 

Q5 = р0 - характерное давление (давление на бесконечном у дале-
нии от тела или за ударной волной), 

Q8 = R - газовая постоянная, 
Q7 = to - характерное время, 
Q8 = lR - средняя длина свободного пробега излучения, кот орая 

характеризует теплообмен излучением, 
Q8 = с - скорость света, являющаяся скоростью фотонов, 
Q10 = а' - постоянная, которая х арактеризует плотность энер

гии излучения. 

В качестве основных можно взять единицы длины, ско
рости, плотности и температуры. Появление последней еди
ницы связано с законом Стефана-Больцмана. 

На основании n -теоремы заключаем, что п = 10, т = 4 
и решению задачи соответствует функциональная зависи
мость 

f (n1, n2, ... , n6) = О, (5.2.19) 

где n1 , ••• , n6 - критерии подобия. 
Определим вид критерия n1 , связанного с постоянной 

Стефана-Больцмана. В силу того, что а' может быть пред
ставлена в виде одночлена от размерностей основных вели
чин, имеем 

3t1 =а' l~· v~· р~· т~'. (5.2 .20) 

Так как размерность а' известна, а величина n1 должна быть 
безразмерной, то для определения Ь1 , Ь 2 , Ь 3 , Ь4 получаем 

u u 

следующую систему линеиных уравнении: 

{Ь1 +Ь2 -ЗЬ8 =1, 
Ь2 = -2, Ь8 = -1, Ь4 = 4 

(5.2.21) 

Таким образом, первый критерий подобия 
1 /3а' Tt давление излучения 

1t1 == - ----------
1/2Ро v~ динамическое давление 

(5.2.22) 

Аналогичным образом можно получить следующие кри
терии: 

1 /2Ро v~ динамическое давление 
~= = ' 

Ро давление газа 

л3 = Ро RTo -фактор сжимаемости, 
Ро 

to Vo n(t = = Sh- критерий гомохронности, 
lo 

7 Зак. 404 

(5.2.23) 

(5.2 .24) 

(5.2.25) 
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lR 
n6 = -- = KnR- радиационное число Кнудсена, 

lo 

n8 = ио = Rr-релятивистский параметр. 
с 

(5.2.26) 

(5.2.27) 

Из полученных критериев подобия можно образовывать 
другие безразмерные параметры путем различных комбина
цйй выписанных выше параметров. В частности, комбини
руя n 2 и n 3 , получим n 2/n 3 = уМа2/2. Часто критерии по
добия обозначают начальными буквами фамилии ученого, 
внесшего крупный вклад в развитие науки. в t1:астности, 
выше были введены критерии Струхаля (Sh) и Маха (Ма). 

§ 5.3. Классификация критериев подобия 
и физическое моделирование 

о 

аэротермохимических явлении 

Критерии подобия часто классифицируют по способу их 
конструирования. 

Критерием подобия комплексного типа называют без
размерную совокупность разных по физической природе 
характерных величин. К критериям комплексного типа от
носят, в частности, числа Рейнольдса, Шмидта, Струхаля. 

Критерием параметрического типа называют безразмер
ную совокупность одинаковых по физической природе по
стоянных размерных величин. К критериям параметриче
ского типа относят, например, критерий п1 = l01/l02 , кото
рый возникает в задачах, где имеют место не менее двух 
характерных длин, а также отношения характерных времен 

химических реакций (см. сноску в § 5.2). 
Безразмерной переменной называют безразмерный пара

метр, сконструированный из непостоянных физических 
величин. 

Безразмерные переменные могут быть зооисимыми (без
размерная функция) и неза.аисимыми. К безразмерным 
функциям относят, в частности, безразмерную температуру 
Т = Т' /Т 0 , а к безразмерным независимым переменным -
безразмерное время t = t' lt0 • 

Из способа получения безразмерных критериев подобия, 
основанного на приведении основной системы уравнений к 
безразмерному виду, следует, что безразмерные критерии 
характеризуют вес каждого члена уравнения по отношению 
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к априори выбранному члену. В частности, число Рейнольд
са показывает, во сколько раз член, характер}'fзующий силы 
трения, меньше члена, характеризующего силы инерции. 

Сравни.ван знач~нин нt:~х ЧJI~нuн у !Jаtlн~нин ,jн~р1 ии LU зна· 
д 

чением члена р (v дr) h, можно аналогично установить и 

энергетический смысл критериев подобия. Таким образом, 
каждый критерий подобия хараJ!,теризует относительный 
вес того члена уравнения, при котором он стоит в качествt, 

множителя. 

Приведенные выше рассуждения справедливы только 
в том случае, если порядки всех безразмерных членов урав· 
нения можно считать одинаковыми. 

При конкретной оценке веса членов возникают труд· 
ности, связанные с неоднозначным выбором характерных 
величин. Например, при исследовании проблемы входа тела 
в плотные слои атмосферы при оценке числа Sh == v0t0/l0 

в качестве характерного времени t0 можно выбирать время 
спуска на активном участке (порядка минуты), механиче· 
ское время tм, определяемое формулой (5.2.15) и характери· 
зующее процессы переноса в газах, а также характерное 

химическое время ti. Поскольку характерная длина 10 

(например, радиус для гиперзвукового аппарата сфериче· 
ской формы) и характерная скорость v0 (скорость аппарата 
до входа на активный участок спуска) известны, порядок 
числа Sh зависит от того, какое из времен мы выбираем в 
качестве характерного. Если за t0 взять время спуска и при
нять Vo == 1,2· 104 м/с, а lo = 1 М, ТО 

(5.3.1) 

Из оценки (5.3.1) следует, что членами, содержащими 
Sh-1 , можно пренебречь, т. е. процесс входа тел в плотные 
слои атмосферы можно считать квазистационарным, так 
как выпадают члены, содержащие производные д!дt. 

В то же время, если за t0 взять характерное химическое 
время t1, которое в зависимости от температуры может иметь 
разный порядок (порядок ti уменьшается с ростом температу
ры), величина Sh может стать порядка единицы. 

Для полного подобия аэротермохимических явлений 
безразмерные формы уравнений и граничных условий для 
натуры и модели должны быть тождественными, т. е., ина· 
че говоря, должны быть тождественными безразмерные фор· 
мы математических моделей этих явлений. Для этого, оче
видно, необходимо, чтобы критерии подобия были одина-
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ковыми. Это требование приводит, в частности, к необхо-
u 

димости удовлетворения следующих условии: 

Sh = idem, Eu= idem, Pr = idem, 
Sca = idem, Re= idem, Ма= idem, 
Fra= idem, Dam}1> = idem, '\'= idem, (5.3.2) 
nмa=idem, Dam} 2

> = idem, KnR=idem, 

a=l, ... , µ i=l, ... , l, Rr ~ idem. 
'-

Здесь символ idem означает «одинаковый». 
В систему условий (5.3.2) должны входить также усло

вия, накладываемые на критерии подобия, которые полу
чают при приведении конкретных граничных условий к без
размерному виду. Наоборот, если выполняются условия 
(5.3.2), можно утверждать, что безразмерные формы pac-

u 

сматриваемых математических уравнении натурного явления 

и его модели тождественны; следовательно, эти явления по

добны. Таким образом, мы приходим к следующему утвер
ждению: 

необходимым и достаточным условиями полного фи
зического подобия двух аэротермохимических явлений 
являются их геометрическое подобие, равенство числа 
компонентов и химических реакций и одинаковость 
критериев подобия. 

Следует отметить, что требование равенства числа ком~ 
понентов и числа химических реакций вытекает из второго, 
третьего, четвертого, седьмого и восьмого условий (5.3.2), а 
условия геометрического подобия фиксируются в гранич
ных условиях и структуре уравнений (плоская, цилиндриче
ская, сферическая симметрия). 

В отдельных случаях на ряд критериев условия (5.3.2) 
накладывать не нужно, так как они удовлетворяются тож

дественно. В частности, если течение установившееся, то 
локальная производная д!дt = О и условие Sh = idem 
удовлетворяется тождественно. 

Если смесь бинарна, то необходимо выполнить только 
одно условие, накладываемое на число Шмидта, а если име
ет место только одна химическая реакция, то накладывает

ся только по одному условию на числа Дамкеллера. Если 
движение происходит в объеме, где нет свободной поверх-
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ности или отсутствует массоtJая сила, то выпадает число 

Фруда, и т. д. 
В случае если в задаче не присутствует характерная 

длина или время, мnжно путРм введения «внутренних» 

масштабов длины или времени, присущих только данной 
задаче, обратить в единицу какой-либо из критериев подо
бия (например, Sh или Re) и тем самым уменьшить их коли-
чество. · 

Во многих даже простых ·случаях, несмотря на выпаде
ние ряда критериев подобия, всем условиям подобия пол
ностью удовлетворить не удается. Рассмотрим, например, 
нестационарное обтекание однородным нереагирующим вяз
ким газом двух тел с геометрическим подобием. В этом слу
чае условия подобия имеют вид 

l01 /l02 = лl = idem, Sh = idem, Re = idem, Ма = idem, (5.3.3) 

Vo1 io1 _ Vo2 to2 

lo1 102 

1)0 

Ро Vo1 101 

1)0 

(5.3.4) 

Используя первое из условий (5.3.4), все остальные ус
ловия подобия приведем к виду 

(5.3.5) 

Удовлетворить условиям (5.3.5) при лl =f=. 1, t01 =1= t02 
невозможно, а при л~ = 1 и t01 = t02 имеем полное совпа
дение натуры и модели. 

При рассмотрении более сложных аэротермохимиче
ских явлений трудности, связанные с полным физическим 
моделированием, только возрастают. Обсудим, например, 
возможности полного физического моделирования процес
сов в химическом реакторе. 

Химическим реактором называют техническое устройст
во, в котором с помощью контролируемой подачи исходных 
веществ, подвода (отвода) энергии извне и катализаторов 
из исходных продуктов получают необходимые продукты 

u 

реакции. 

Так как законы элементарных актов химических превра
щений не зависят от масштабов эксперимента, то, казалось 
бы, это дает основание переносить результаты измерений 
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в лабораторных условиях на химические реакторы любых 
масштабов. Однако при изменении масштабов изменяется 
гидродинамический режим работы, а также режим процес
сов тепломассообмена, вследствие чегu и~м~ннкн~н ~кuрu~1и 
химических превращений в реакторе и его температурный 
режим. В свою очередь, из-за изменения скоростей химиче
ских превращений изменяются коэффициенты переноса. 
В связи с вь1111еизложенным возникает опасность изменения 
механизма химических реакций, вследствие че·го можно 
не получить желаемых продуктов химических реакций. 

Таким образом, в большинстве случаев вследствие не
совместности гидродинамических, тепловых и химических 

условий подобия нельзя обеспечить условия, при которых 
физические факторы оказывают одинаковое влияние на ско
рости и механизм химических реакций в реакторах разного 
масштаба. Неслучайно, например, отладка технологии, раз
работанной в лабораторных условиях, занимает на химиче
ск~х заводах долгие месяцы, а в некоторых случаях и годы. 

Вышеизложенные соображения справедливы и для лю
бых аэротермохимических процессов. Поскольку полное 
физическое моделирование аэротермохимических явлений 
невозможно, на практике условия подобия соблюдаются 
приближенно: выполняются те условия подобия, которые 
существенны для данной задачи. При этом имеют место ис
кажения при переносе результатов исследования модели на 

натурный объект. Искажения, возникающие при прибли
женном подобии, называют масштабным эффектом; их 
устраняют, используя эмпирические формулы пересчета.· 

В связи с проблемой приближенного моделирования 
аэротермохимических явлений [80, 81] необходимо вы
явить существенные и вырожденные критерии подобия. 
Критерий подобия называют вырожденным или несуществен" 
ным, если пр~ изменении критерия подобия результаты из" 
мерения или вычисления аэротермохимических характер

стик в пределах заданной точности не изменяются. 
Вырожден11е критерия подобия, следовательно, связа

но с ослаблением его влияния на характеристики явления. 
Для вырожденности критерия необходимо, чтобы его зна
чение было достаточно мало или достаточно велико. Дейст
вительно, пусть реагирующий газ заключен в цилиндр ко
нечной высоты. В этом случае критерий параметрического 
типа n1 === h0/r0 , где h0 - высота цилиндра, r0 - радиус 
его основания. Если Пz >> 1, то цилиндр можно считать 
бесконечным и вместо пространственной термохимической 
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задачи решать плоскую. В другом предельном случае 
n1 << 1 можно считать, что термохимическое явление имеет 
место в пространстве, ограниченном двумя бесконечными 
пластинами, и задача также станоnнтся 11лоской. 

Отметим, что подобие по числу Струхаля существенно 
для неустановившихся течений, по числу Прандтля - для 
течений с учетом теплообмена, по числу Дамкеллера - для 
течений с химическими реакдиями, по числам Маха и Рей
нольдса - для течений с учетом сжимаемости и вязкости 
соответственно. 

Однако признак вырожденности критерия достаточно 
условен, а суждения, основанные на нем, зависят от степени 

точности экспериментальных ипи расчетных данных. 

Таким образом, определение вырожденности критерия 
в конечном счете связано с вопросом о требуемой степени 
точности решения поставленной задачи. 

§ 5.4. О классификации явлений в механике 
реагирующих газов 

В связи с многообразием явлений в механике реагирующих 
газов возникает проблема их классификации. Классифика
ция явлений целиком основана на числовых значениях кри
териев подобия и представляет собой не что иное, как вы
деление таких режимов течений, при которых существенной 
является та или иная группа критериев подобия. 

Обсудим прежде всего вопрос о том, когда поля скорости, 
давления, плотностей температур и концентраций компо
нентов стационарны. Решение этого вопроса позволяет су
щественно упростить постановку и последующее решение 

задачи, так как для стационарного течения все газодинами

ческие параметры не зависят от времени. 

С практической точки зрения вопрос о квазистационар
ности процессов переноса в газовой фазе сводится к оценке 
членов с локальной производной д!дt в системе уравнений 
аэротермохимии (см. § 5.1) т. е., иначе говоря, к оценке 
числа Струхаля Sh = tкv0/l0 , значение которого сильно 
зависит от того, какое из времен f и, характеризующих про
цессы переноса, принимают в качестве определяющего. На
пример, при течении газа в пограничном слое могут быть 
выбраны либо время полета обтекаемого тела tп, либо ха
рактерные времена гомогенных и гетерогенных химических 

реакций t1, либо характерное аэродинамическое время 
tм = l01v0 , которое по порядку величины может совпадать 
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со значениями времен процессов релаксации (диффузии и 
теплопроводности) в пограничном слое. 

Jl.nя rтапнпнарнnrти течения R пограничном слое доста
точно, чтобы выполнялось неравенство 

Shп == fн V0 /l0 ~ 1. (5.4.1) 

Иначе говоря, стационарность процессов переноса име
ет место только в том случае, когда любое из перечисленных 
выше времен значительно больше характерного аэродинами
ческого вре~ени. Если считать, что в твердом теле могут 
иметь место химические реакции, в ходе которых появляют

ся градиенты концентраций и температур, время возникно
вения которых ~ tjs, для существования квазистационар
ного режима тепломаt.:сообмена должны выполняться нера
венства ts << tjs, где ts - характерное время процессов пе
реноса в твердом теле. 

Таким образом, в общем случае для квазистационарно
сти процесса тепломассообмена достаточно, чтобы одновре
менно выполнялись следующие неравенства: 

fм << fп; fм ~ tj; fм ~ tэ; f8 < tjs· (5.4.2) 

Из условий (5.4.2) как частный случай следует условие ква
эис.тационарности для тепломассообмена инертных сред. 

Если в реакционноспособной системе 

(5.4.3) 
u u 

то скорость возникновения неоднородностеи полеи темпера-

тур и концентраций выще скоростей их исчезновения (вы
равнивания, релаксации) и вопрос о квазистационарности 
состояния газовой фазы требует дополнительного исследо
вания. Иными словами, неравенства (5.4.3) можно рассма
тривать как необходимое условие нестационарности процес
сов переноса в реакционноспособных системах. В случае 
если в реакционноспособной системе отсутствует течение 
реагента, вместо iм следует использовать характерное вре
мя наиболее медленного процесса релаксации (диффузии 
или теплопроводности). В связи с вышеизложенным можно 
говорить о том, что нестационарность процесса порождает

ся внешними и внутренними причинами. В первом случае 
нестационарность обусловлена изменением граничных ус
ловий (например, на внешней границе пограничного слоя) 
с течением времени (нестационарность первого типа), а во 
втором случае - неравновесными химическими реакциями 
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(нестациDнарность второго nzuna). Нестационарность nep· 
вого типа может возникнуть при нарушении первого из не

равенств (5.4.2), а второго - при выполнении неравенст
ва (5.4.3). 

l-Iaдo сказать, что нсстациuнарность нсрвого тнпа ма" 
жет порождать нестационарность второго типа, и наоборот. 
Например, при решении задачи о горении падающих уголь
ных частиц нестационарность процесса горения может вы

звать быстрое изменение раз~ера частицы, что, в свою оче
редь, приводит к изменению условий обтекания частицы и 
граничных условий на внешней границе пограничного слоя. 
Аналогичная ситуация может иметь место и при термо
химическом разрушении тела, входящего в атмосферу 
планеты с большой скоростью. 

Существование нестационарных процессов переноса вто
рого типа тесно связано с вопросом о существовании и един

ственности условий химического равновесия в открытых 
реакционноспособных системах. Как показано Я. Б. Зель
довичем, такое равновесие существует и единственно для 

изолированных термодинамических систем, для открытых 

же систем эта проблема остается не решенной. 
Для более подробной классификации аэротермохимиче

ских явлений необходимо привлекать дополнительно и дру
гие определяющие критерии. 

В настоящее время применяют различныеприемы кJJac" 
сификации аэротермохимических явлений: Цянь-Сюэ-Сэ
ня-Пробстина [24, 25], Бай-ши-и, а также способ Т. Кар
мана классификации явлений горения, который мы изло
жим в следующей главе. 

Цянь-Сю~-Сэнь выделяет различные режимы течений, 
основываясь на значениях числа Кнудсена Kn = lll0 , 

где l - длина свободного пробега молекул, а 10 - харак
терный размер области течения. Используя выражение 
(2.6.12) для средней тепловой скорости и (3.2.13) для 11, 
получаем следующее выражение для числа Кнудсена: 

l Зvо Зvо Kn=-= -= -
lo Do lo v 8 aolo ny 

3 у '\'1t Ма = ~ v 2: Ма -V '\' (5.4.4) -
2-V2 Re 2 2 Re 
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Для течения в пограничном слое харакtернь1м размером, 
как известно из теории пограничного слоя (см. также гл. 7), 
является толщина пограничного слоя 

(5.4.5) 

Число Кнудсена для подобных течений имеет вид 

Kn=Ma/-VRe. (5.4.6) 

С помощью числа Кнудсена можно выделить следующие 
типы аэротер~охимических течений: течение сплошной сре
ды, течение со скольжением, переходный режим течения и 
свободно-молекулярное течение. Течением сплошной среды 
называют аэротермохимическое течение, при котором выпол

няются неравенства 

Re< 1, Ма 
Re 

Ма 
~ 1, или Re~ 1; < 1, или Re~ 1, 

Re 

.;!..._ ~ 10-2• (5.4.7) 
Re 

Следует отметить, что течение сплошной среды, в свою 
очередь, имеет несколько режимов. В частности, при вы
полнении первых двух неравенств (5.4.7) реализуется «мед
ленное» течение типа Стокса, а при выполнении третьего и 
~етвертого, пятого и шестого неравенств (5.4.7) реализуются 
течения с большими числами Рейнольдса. Эти течения раз
биваются на течения в пограничном слое, для которого вы
полняются пятое и шестое неравенства (5.4.7), и течение 
вне пограничного слоя, для которого выполняются третье и 

четвертое неравенства (5.4.7). 
Дальнейшая классификация течений с большими члена

ми Рейнольдса производится по числу Маха. Если Ма < 1, 
то течение называют дозвуковым, если Ма > 1, - сверх
звуковым и, наконец, если скорость течения существенно 

·превосходит скорость звука, - гиперзвуковым. 

Течением со скольжением называют аэротермохимиче
ское течение, при котором выполняются неравенства 

R Ма e<l;0,01< <0,1,илиRе>l; 
Re 

0,01 < 
Ма < v- <0,1. Re 

(5.4.8) 
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Одним из наиболее примечательных эффектов такого 
1ечения является то, что слой газа, непосредственно примы
кающий к твердой поверхности, не находится в покое, как 
это было для течения сплошной среды, а имеет конечную 
~кuрос1ъ, на11µанJ1~нную нu Каl:атеJ1ьной к поверхности 
твердого тела. Этот эффект называют скольжением, и в свя
зи с этим эффектом второй режим течения назван течением 
со скольжением. 

10 лярное me'leнue -+--t--• 

1 . 

9 -- ма/ Rc: 3..--.---+--+---+--

Б t-. -t---+--++---+--1--~ 

4t----+--+----+--Н--+-~-

2r--r---r--rt--lt----j~~-+--:i'-+--l---I 

о '--:-__._........-:;;......__~-~~'---......s::::;.1111!::......L.-........e:~-L----I 

10-3 10-1. 10·1 1 10 102 10J 10" 10s 10 6 Re 

Рис. 5.4.1. Режимы течений в аэротермохимии 

Переходным режимом течения называют аэротермохи
мическое течение, при котором выполняется условие 

Kn < 1, или Ma/Re ~ 3, Ma/VRe ~ О, 1. (5.4.9) 

В случае переходного режима течения длина свободно
го пробега молекул имеет порядок характерного размера 
обтекаемого тела и столкновения молекул между собой столь 
же существенны, как и столкновения молекул с обтекае
мой поверхностью. 

Свободно-молекулярным течением называют аэротермо
химическое явление, при котором выполняется неравенство 

Kn = Ma/Re ~ 3. (5.4.10) 

В случае свободно-молекулярного течения l )) 10 и 
молекулы, отраженные обтекаемой поверхностыо, не стал
киваются с молекулами в невозмущенном потоке до тех пор, 

пока не оказываются достаточно далеко от тела. 

Режимы течений в механике реагирующих газов удачно 
иллюстрируются графиками (рис. 5 .4.1) [ 14], 
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Приведенная выше классификация течений является 
весьма общей. При изучении конкретных задач может быть 
дана более подробная классификация течений. Рассмотрим, 
в частности, гип~r~нуконое -оnтекание осесимметричного 
затупленного тела радиуса 'ь в окрестности лобовой кри
тической точки (рис. 5.4.2) и дадим классификацию режимов 
течений· по Пробстину. 

В качестве характерной макроскопической длины здесь 
удобно выбрать Л - расстояние от затупленного тела до 

!Jоарна1;1 
Оолна 

-· 
головной ударной волны, 

/ ~ . возникающей перед телом. 
/ / , 

Для гиперзвукового тече-
/ 

ния, применяя закон сохра

рmуп1енное тело/ нения массы при переходе че-
/ / ~ рез ударную волну и опреде-

ление длины свободного про
Рис. 5.4.2. Схемы обтекания за- бега молекул, получаем 
тупленного твердого тела ги- Л К 1 1 1 

перзвуковым потоком газа r ь ~ Р = Р 00 / Ps ~ sl 00 <: ' 
(5.4.11) 

где l 00 и р00 - длина свободного пробега и плотность газа 
на бесконечном удалении от тела, ls и Ps - длина свобод
ного пробега и плотность газа за ударной волной. Обычно 
величина КР при переходе через гиперзвуковую ударную 
волну имеет порядок от 0,1 до 0,07 или меньше. 

Пробстин выделяет следующие шесть режимов течения 
в окрестности лобовой критической точки: режим вихрево
го взаимодействия, режим вязкого слоя, режим частично 
смыкающихся слоев, режим полностью сомкнувшихся слоев, 

режим переходного слоя и режим однократных столкнове-
... 

нии. 

Режимом вихревого взаимодействия называют режим 
обтекания, при котором 

Kn==l8/Л~KP. (5.4.12) 

Этот режим - частный случай режима течения сплошной 
среды. Толщина ударной волны пренебрежимо мала. Сразу 
за ударной волной течение с хорошей точностью можно 
рассматривать как невязкое и завихренное, а к поверхно

сти тела прилегает очень тонкий пограничный слой. 
Режимом вязкого слоя называют такой режим обтека

ния, при котором 

Kn = l,/.Л ~ V Кр· (5.4.13) 
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Число Рейнольдса для этого режима течения меньше, 
u 

чем для первого, толщина ударном волны мала, однако те-

чение в непосредственной окрестности волны должно рас

сматриваться с учетом вязкости и теплопроводности. 

Ргжнмnм по,ТJноrтью rомкнувтпихrя r лnен на1ынают ре
жим, при котором 

Kn = 18/Л = 1. (5.4.14) 

В этом режиме ударная волна не может моделироваться по
верхностью разрыва, и строгое исследование этого режима 

требует использования кинетической теории газов. 
Режимом переходного слоя называют режим обтекания, 

при котором · 
Kn=l0/Л>l. (5.4.15) 

Этот случай полностью соответствует третьему режиму те
чения по классификации Цянь-Сюэ-Сэня (23). 

Последний режим по классификации Пробстина-режим 
однократных столкновений - соответствует свободно-мо
лекулярному режиму течения по классификации Цяня. 

Удобно ввести следующую классификацию свойств из
лучающей среды, различая оптически толстую среду, 
промежуточный случай и оптически тонкую среду (18). 

Оптически толстой называется среда, для которой 
радиационное число Кнудсена 

KnR = lR/10 < 1. (5.4.16) 

Длина свободного пробега излучения характеризует по
глощение излучения, т. е. представляет собой средний путь, 
который проходит фотон, прежде чем он будет поглощен: 

lRv = 1 /kv, (5.4.17) 

где kv - спектральный коэффициент поглощения. Сред
ней длиной свободного пробега излучения называют величину 

1 soo 1 дLv d / oos дL...,. lR= = - 'V dv 
pKR kv дТ дТ ' 

о о . 
(5.4.18) 

где KR - средний коэффициент поглощения. Следует от
метить, что lR и KR - функции термодинамических пара
метров р, Т. 

Оптически тонкой называют среду, для которой радиа
ционное число Кнудсена 

KnR=lR!l0~ 1" (5.4.19) 
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Промежуточному случаю соответствует равенство 

KnR = lR!lo ~ 1. (5.4.20) 

В этом случае для описания переноса излучения необхо
мо н~нuлLзовать 1111тегрод11фферс11ц11альнос кннетичrскnг 
уравнение (4.4.8) для определения спектральной плотности 
энергетической яркости излучения Lv. Примеры таких рас
четов содержатся в [ 1]. 

В случае оптически тонкой и толстой сред уравнения 
переноса энергии излучения удается существенно упро

стить. В частности, оптически тонкую среду можно считать 
прозраЧJ!ОЙ, т. е. в этом случае фотоны перемещаются в га
зе без поглощения и испускания, так как они не испыты
вают столкновений. Поэтому в уравнении баланса энергии 
(5.1.18) величину QR следует считать равной нулю. Выра
жение для лучистого теплового потока на непрозрачной се
рой поверхности твердого тела имеет вид 

QRw =во (Т ~-Т:), (5.4.21) 

где е - коэффициент черноты поверхности, Т w - темпе
ратура поверхности тела, Те - температура газовой среды. 

Для оптически толстого слоя хорошую точность имеет 
рассмотренное в гл. 4 приближение лучистой теплопровод
ности, т. е. в этом случае также нет необходимости решать 
сложное интегродифференциальное уравнение (4.4.8). 

В заключение заметим, что в зависимости от значений 
чисел Дамкеллера система уравнений механики реагирую
щих газов допускает существенные упрощения в двух пре

дельных случаях. Рассмотрим уравнения неразрывности 
для компонентов. В них входят члены, учитывающие пере
нос компонента а через поверхность элементарного объема 
V в газовой фазе _и образование в нем компонента а за счет 
химических реакций. В случае если макроскопический и 
микроскопический перенос вещества существенно больше 
образования компонента за счет химических реакций, правы
ми частями уравнений неразрывности по сравнению с левы
ми можно пренебречь и мы приходим к уравнению химиче
ски замороженного течения. Химически замороженным те
чение называют в том случае, если за время пребывания 
жидкой частицы многокомпонентной реакционноспособной 
смеси в окрестности обтекаемого твердого тела концентра
ции компонентов жидкой частицы изменяются только вслед
ствие коllвекции и диффузии компоllентов. Это может про
изойти. когда чисJiа Дамкеллера Dam1 < 1, что характер· 
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нй для низких температур или очень высоких энергий акти
вации. 

Итак, уравнение диффузии для химически заморожен
ного течения 

~pcci+div(pca.v+Ja)=O, CG= 1, ... , µ. (5.4.22) 
дt 

Одно из этих соотношений можно заменить уравнением 

др . -+ div (pv)= О. 
дt 

(5.4.23) 

При высоких температурах или при низких энергиях 
u u u 

активации реализуется второи предельныи случаи - хи-

мически равновесные течения, для которых Dam1 ~ 1. Те
чение называют химически равновесным, если во время 

пребывания жидкой частицы в окрестности обтекаемого те
ла состав этой частицы практически мгновенно подстраи
вается под локальное значение температуры частицы . 

. Из определения химически равновесных течений следует, 
что конвективный и диффузионный перенос вещества 
практически не влияет на состав жидкой частицы и концен
трации компонентов жидкой частицы следует вычислять на 
основании закона действующих масс. 

Таким образом, мы приходим к системе уравнений 

Ra. = О, а = 1, 2, ... , µ. (5.4.24) 

Использование методов линейной алгебры в химиче
ской кинетике позволяеr найти инварианты химических ре
акций, т. е. линейные комбинации концентраций компо
нентов, которые не меняются в ходе той или иной совокуп
ности химических реакций. К инвариантам химических 
реакций можно, в частности, отнести концентрацию атомов. 
Использование того факта, что концентрации элементов 
не меняются при химических превращениях, позволяет уп

ростить некоторую часть уравнений диффузии, используя 
систему уравнений сохранения для отдельных элементов 
(5.1.19). 

Помимо уравнений (5.1.19) для равновесных течений 
из (5.5.1) подучаем µ-v независимых соотношений для 
определения равновесных концентраций: 

µ 

П ё;f.r, ёа. = Са./ Ма., 
P=I 

(5.4.25) 
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где п" = т" - т;. Если равновесные концентрации из
вестны, то соотношения (5.4.25) могут служить для опреде
ления констант равновесия. 

Надо сказать, что понятия заморож~нных и равновес
ных течений являются одними из основных в механике реа
гирующих газов. Для этих течений могут быть сформули
рованы понятия замороженной и равновесной скоростей 
звука. 

Равновесной скоростью звука называют величину, оп
ределяемую по формуле 

, ае = -. 1( др ) , сх = 1, 2, ... , µ, v др s, Са,=Са,е 
(5.4.26) 

где Са.е - равновесные значения концентраций компонен
тов. 

Замороженной скоростью звука называют скорость га-
u u 

зовои смеси, состав которои остается неизменным, т. е. 

аоо == " 1( др ) t а= 1, 2, ... , µ. (5.4.27) V др s, са=сао 

Равновесная и замороженная скорости звука являются 
основными понятиями физической газодинамики. В связи 
с этим определением зависимости скорости звука от скорости 

релаксационных процессов занимались такие выдающие

ся ученые, как А. Эйнштейн, Л. И. Мандельштам, М. А. Ле
онтович, которые заложили основы феноменологической 
релаксационной теории, пригодной для описания любых 
неравновесных Процессов в любых веществах. Основы этой 
теории изложены в книге И. Г. Михайлова и др.* В этой 
книге, а также в (2) показ~но, что скорость звука зависит 

u u 

от скоростеи неравновесных химических реакции, однако 

при проведении оценок можно использовать ае или аоо, 

как это сделано, например, в §5.2, где под характерной ско
ростью звука а0 понимается ае или аоо в зависимости от того, 
к какому типу течения ближе всего подходит рассматривае
мое аэротермохимическое явление. 

* ми х а Ал о в и. r., с о л о в ь ев в. А., сыр н И
К о в Ю. П. Основы молекулярной акустики. М., 1964. 
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§ 5.5. Основные начальные и граничные условия. 
Понятие о сопряженных задачах механики 
реагирующих сред 

Для математического моделирования конкретных течений 
многокомпонентного реагирующего газа необходимо по
ставить соответствующие начальные и граничные услqвия 

Все задачи аэротермохимии можно разбить на внешние и 
внутренние. В первом случае газовый поток полностью ох
ватывает обтекаемое тело (типичный пример - полет ле
тательного аппарата в атмосфере), а во втором случае, на
оборот, поток газа ограничен твердыми стенками (типичный 
пример - течение газа в трубах). Поэтому граничные и 
начальные условия различают в зависимости от типа за

дачи. 

Начальные условия в общем случае имеют вид 

V ft= О = V11 (х, у, z); Са ft·= О= Сан (х, у, z); 

Т /t= о=== Т н (х, у, z); (5.5.1) 

Р /t= о= Рн (х, У, z), Lv lt= о= Lvн (х, у, z), 

где индексом н помечены функции, определяющие парамет
ры аэротермохимического течения в начальный момент вре
мени. Конкретный вид этих функций определяется для каж
дой конкретной задачи в отдельности. 

Если, например, твердое тело приводится в движение 
в покоящейся реагирующей жидкости, то течение жидкости 
вначале будет безвихревым, затем в жидкости в окрестности 
твердого тела возникнет вихревая пелена, которая будет 
диффундировать во внешний поток, в результате чего вбли
зи тела образуется пограничный слой газа. Для описания 
течения в пограничном слое при обтекании тела вязкой не
сжимаемой жидкостью начальные условия записываются в 
виде (5.5.1), но вместо индекса н следует использовать ин-

u u 

деке е, которыи означает, что в качестве начальных условии 

принимаются параметры для безвихревого течения не
вязкой жидкости. 

Если твердое тело внезапно приводится в движение в 
покоящемся многокомпонентном газе и движется затем в 

нем с постоянной сверхзвуковой скоростью, то впереди те
ла сразу образуется ударная волна (тело действует как 
поршень). Если тело движется из состояния покоя ускорен
но, то оно генерирует в газе волны сжатия, которые затем 

также образуют криволинейную ударную волну вследствие 

209 



toro, Чtо nоследующие волньt сЖаfий Доrоняюt nреды4 

дущие. 

Начальные условия в этом случае можно также записать 
в виде (5.5.1), однако индекс н следует пrиписывать значе
ниям аэротермохимических параметров, характеризующих 

невязкое (но не безвихревое) течение за ударной волной: 
Если интенсивность ударной волны мала, то начальные ус
ловия в первом и во втором случаях совпадают. 

Следует подчеркнуть, что если нас интересуют все этапы 
развития течения при движении тела в вязком газе, в том 

числе и этаQ формирования ударной волны, то в (5.5.1) в 
качестве функций, характеризующих начальное состояние 
газа, надо брать параметры, соответствующие покоящему
ся газу. Обычно систему координат связывают с твердым 
телом, поэтому в последнем случае v 0 (х, у, z) = -vн, где 
Vн - скорость тела в начальный момент времени. 

Наряду с начальными условиями для решения системы 
уравнений (5.1.27)-(5.1.32) необходимо поставить и гра
ничные условия. 

Для типичной внутренней задачи (течения газа в трубе) 
начальные условия имеют вид (5.5.1), а функции, помечен
ные индексом О характеризуют состояние покоящегося газа. 

Если жидкость вязкая, то на поверхности тела скорости 
жидкости (или достаточно плотного газа) и тела равны 
друг другу и в системе координат, связанной с телом, как 
для внешних, так и для внутренних задач имеем известное 

условие прилиnания 

v lг= О, (5.5.2) 

где Г- непроницаемая поверхность обтекаемого тела. Век· 
торное условие (5.5.2) эквивалентно трем скалярным, т. е. 
оно справедливо для любой проекции скорости при обте· 
кании тела потоком вязкой жидкости. 

Если рассматривается течение разреженного газа, то 
вместо условия прилипания (5.5.2) используют условие 
скольжения, которое имеет вид 

(5.5.3) 

где х0 - коэффициент пропорциональности, который по· 
ложителен или равен нулю; v~ - проекция скорости на 

направление касательной к обтекаемой поверхности, д!дп -
производная по нормали к обтекаемой поверхности. 
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Величина xv пропорциональна длине свободного про
бега. Если х0 = О, то из (5.5.3) получаем условие прили-

u u 

пания для касательнои составляющеи скорости. 

Для течения невязкого газа (модель Эйлера) условие 
прилипания не выполняется и для непроницаемой поверх
ности используют условие непротекания 

Vn lг =О. ( 5.5.4) 

Если поверхность обтекаемого тела проницаема, то для 
определения нормальной компоненты скорости задают рас
ход газа на его поверхности: 

(5.5.5) 

где s - координата по обводу обтекаемого тела, а f (s, t) 
- функция, характеризующая массовую скорость вдува 
или отсоса газа. Если обтекаемое пористое тело горит и 
сублимирует в потоке газа, то условие (5.5.5) вырабатывает
ся в процессе решения задачи не только для газовой фазы, 
но и для твердого тела, т. е. в результате решения сопряжен

ной задачи [ 27]. 
Количество и тип граничных условий зависят от приня

той для математического описания газа модели течения. 
В частности, для течений невязкого газа для скорости на 
обтекаемой поверхности используют только одно условие 
- (5.5.4) или (5.5.5). Для течений вязкого газа применяют 
условия прилипания при обтекании непроницаемой поверх
ности или же условие прилипания для касательной состав
ляющей скорости и условие (5.5.5), если через поверхность 
обтекаемого тела вдувают или отсасывают газ. Наконец, 
при использовании модели Барнетта на обтекаемой поверх
ности приходится дополнительно накладывать условие на 

градиент скорости. 

В настоящее время используют четыре граничных ус
ловия для температуры - условия первого, второго, третье

го и четвертого рода: 

где Т,-температура в твердом телеt а-так называемый 
ко8l/Jфициент теплоотдачи ~ 
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Граничное условие первого рода используют, если те.по 
обладает настолько большой теплопроводностью, что вну
три его нет пространственных градиентов температуры. 

Условия второго рода реализуются в том случае, если 
тепловой поток из газовой фа3ы - и.::Hj~LIHa}I функция 
времени. 

Условия третьего рода широко используют при решении 
задач конвективного теплообмена. 

Наконец, условия четвертого рода используют при ма
тематическом описании кондуктивного и конвективного 

теплообмена в инертных средах [26]. На границе раздела 
двух сред nри интегрировании уравнения энергии записы

вают условия равенства температур* и тепловых потоков. 
Иными словами, при использовании граничных условий 
четвертого рода температура внутри твердого тела являет

ся неизвестной функцией времени и координат. Условия 
четвертого рода являются условиями сшивки, или сопря

жения. Поэтому задачи теплообмена, при решении которых 
используют эти условия, также приводят к сопряженным 

задачам [26]. Существенно, что при использовании упомя
нутых условий сопряжения необходимо определять поля 
температур в газовом потоке (Т) и обтекаемом твердом те
ле (Тв). 

В этом случае наиболее полно учитывается изменение 
температуры потока и тела в ходе процесса теплообмена. 
Заметим, что условие равенства тепловых потоков представ
ляет собой математическую формулировку закона сохра
нения энергии на границе раздела инертных сред. Поэтому 
в общем случае реагирующих сред под сопряженной будет 
пониматься такая задача, при анализе которой одновре
менно решаются уравнения сохранения массы, импульса 

и энергии в газовом потоке и обтекаемом твердом теле с ис
пользованием энергетического и материа-lJьного баланса 
на границе раздела сред**. Например, соответствующие 
граничные условия при осесимметричном обтекании высоко
энтальпийным потоком газа при достаточно больших чис
лах Рейнольдса реагирующего монолитного твердого неиз-

* Если нет необходимости учитывать скачок температуры на 
поверхности, обтекаемой разреженным газом. 

• * Легко видеть, что это определение вытекает из более общего 
определения сопряженных задач механики реагирующих газов, при

веденного в § 3.8. 
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лучающего тела и системы координат, связанной с поверх
ностью тела, имеют вид 

= As дТs 
ду 

. 
' у=О 

Ja+(pv)wCa=Ra ДЛЯ а= 1, 2, ... , µ-1 

(5.5.7) 

при у= О, t >О; (5.5.8) 

µ. 
(pv) fи= о , (pv)w = Ps V8 = ~ Ras при У= О, t >О; (5.5.9) 

Ct=l 

U=Ue; v=O, Са=Сае; Т=Те при у~оо, t>O; (5.5.10) 

ат 
Т8 Jи=-Л =Т811 ИЛИ А8- =0. (5.5.11) 

s дп у=-д 
8 

Здесь использована естественная система координат, оси 
которой х и у направлены по касательной и по нормали к 
обтекаемой поверхности, Ris и qis - соответственно массо
вая скорость образования компонентов и тепловой эффект 
i-й независимой гетерогенной химической реакции; Ns -
число независимых гетерогенных реакций, J а - плотность 
диффузионного потока а-компонента, Ra. - массовая ско
рость образования а-компонента в результате гетерогенных 
химических реакций и сублимации, (pv)w - массовая ско
рость термохимического разрушения тела, Л8 - толщина 
слоя теплозащитного материала, индексы w и е приписы
вают параметрам на границе раздела сред и на внешней 
границе пограничного слоя, и, v - компоненты скорости. 

Условия (5.5.7) представляют собой условие равенства 
температур и запись закона сохранения энергии на границе 

раздела сред соответственно, (5.5.8) - условия сохранения 
массы а-компонента, (5.5.9) - условие сохранения массы 
всех компонентов, а (5.5.10) - условия, характеризующие 
состояние реагирующего газа на внешней границе погранич
ного слоя. Наконец, условия (5.5.11) характеризуют теп
ЛQВое состояние материала на границе слоя теплозащит

ного материала. Следует подчеркнуть, что при записи ус
ловий (5.5.11) молчаливо предполагалось, что в теплозащит-
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ном слое перетеканием теплоты по образующей тела прене
брегают по сравнению с ее переносом по нормали к обтекае
мой поверхности. Иначе для описания поля температур в 
твердом теле пришлось бы привлечь двумерное нестацио
нарное урав11с1111с тсплопроводностн, что снльно усложни.по 

бы решение задачи. Вывод условий (5.5.7)-(5.5.11) как 
частный случай следует из более общих условий, получен
ных в § 6.3. 

По существу, все задачи механики реагирующих газов 
являются сопряженными, так как при динамическом и теп

ловом взаимодействии материальных тел и сред имеет место 
влияние взаимодействия на состояние этих тел и сред. Про
водя аналогию, можно сказать, что в динамике, части клас
сической механики, этот эффект взаимодействия материаль
ных тел описывается третьим законом Ньютона, а в меха
нике реагирующих газов учет взаимодействия приводит к 
сопряженной постановке задачи. 

При решении сопряженных задач механики -реагирую
щих газов приходится преодолевать многочисленные мате

матические трудности. В частности, уравнения описываю
щие состояние газовой и конденсированной фаз, имеют 
различную структуру, а иногда применяется и другой тип 
уравнений. Например, уравнения пограничного слоя имеют 
параболический тип, а уравнения теплопроводности в твер
дом теле для стационарного случая - эллиптический тип. 
Поэтому при решении задач конвективного теплообмена 
часто используют понятие коэффициента теплообмена а 
и граничные условия третьего рода. При этом используют 
следующую схему решения задач конвективного теплооб
мена: 

а) решают уравнения сохран~ния массы, энергии и им
пульса, описывающие состояние газового потока отдельно 

от уравнений сохранения в обтекаемом твердом теле, и по 
формуле* определяют а: 

а=- (5.5.12) 

• Коэффициент теплообмена может быть определен и опытным 
путем. Во nсяком случае, а положителен по оnределению, так как 
граничные условия третьего рода фиксируют nри 3аданной раано· 
с ти Т w -Т 8 направление тепловоrg потока. 
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б) решают уравнения сохранения, оnисываюЩее coctO.st· 
ние твердого тела при граничном условии третьего рода. 

Аналогичный алгоритм применяют и для решения задач 
тепло- и массообмена при наличии химических превращений 
во взаимодействующих средах. Ilриведем, например, одну 
из первых формул для расчета конвективного теплового 
потока в точке торможения: 

[ 
. h ] Qw = 0,94(Pw1lw)o' 1(Ре1le)o' t 1-(Leo' 52 - 1) h: Х 

(5.5.13) 

При записи (5.5.13) использована естественная система 
координат, связанная с образующей тела вращения, индек
сы е и w приписывают параметрам на внешней границе по
граничного слоя и на поверхности твердого тела соответст

венно, h0 - энтальпия образования смеси газов при О К. 
Формула (5.5.13) была получена в результате интерпо

ляции числовых значений теплового потока, найденных пу-
u 

тем численного интегрирования уравнении гиперзвуково-

го равновесного пограничного слоя. Она, в сущности, не 
отличается по структуре от граничных условий третьего 
рода, но вместо разности температур использована разность 

энтальпий газа на внешней границе пограничного слоя и на 
поверхности твердого тела. 

В работах А. В. Лыкова (см. (25]) показано, что в ряде 
случаев применение граничных условий третьего рода для 
задач конвективного теплообмена инертных тел с инертны
ми газовыми потоками приводит к отрицательности ко

эффициента а, что противоречит физическому смыслу этой 
величины. Иными словами, в этих случаях задачу конвек
тивного теплообмена недопустимо решать в раздельной 
простановке, так как это приводит к парадоксальным ре

зультатам. Аналогичный вывод на основании анализа ряда 
задач механики реагирующих газов содержится в книгах 

[4, 26, 27]. Поэтому любую задачу механики реагирующих 
газов целесообразно первоначально ставить как сопряжен
ную. 

Сопряженная постановка задачи позволяет наиболее 
полно описать динамическое и тепловое взаимодействия 
материальных тел и сред и избежать ошибок при математиче
ском описании этого процесса. Современные вычислитель· 
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ные средства позволяют решать такие сложные сопряжен

ные задачи механики реагирующих газов, как вход тел в 

плотные слои атмосферы [27, 28). Такой подход не отменяет 
обоснованного упро1цения задачи, в том числе и использо
вания в тех случаях, когда это возможно, простейших гра
ничных условий первого, второго и третьего рода. Напри
мер, из простейшего балансового соотношения (5.5.7) в 
том случае, если отсутствуют гетерогенные реакции, а твер

дым телом является термостат, следует граничное условие 

первого рода для температуры. Если нет гетерогенных ре
акций, а тепловой поток из газовой фазы можно представить 
в виде'" а (Т w - Те), то из второго соотношения (5.5.7) по
лучим граничное условие третьего рода. 

Наиболее простые граничные условия для концентраций 
комп<;>нентов на поверхности обтекаемого реагирующего 
твердого тела, имеющие вид 

Са lг= Ca,w, 
дса 

=0 
дп г 

(5.5.14) 

(где Ca.w - известцая функция времени и координат точек 
цоверхности обтекаемого тела), также могут быть получе
ны, как предельные случаи из балансовых соотношений 
(5.5.8). 

Первое условие (5.5.14) справедливо для так называе
мого идеально каталитического твердого тела, которое 
характеризуется тем, что на его поверхности выполняются 

условия химического равновесия: 

µ. 

Ras=O; a=l, 2, ... , µ-1; ~ Ca,=l. (5.5.15) 
a=l 

Условия (5.5.15) справедливы, если скорости гетерогенных 
реакций настолько велики, что величинами в левой части 
(5.5.8) можно пренебречь по сравнению с Ra.s· 

На поверхности идеально каталитического тела ско
рости гетерогенных реакций настолько велики, что концен
трации компонентов определяются в основном химической 
кинетикой, причем выполняются условия детального хими
ческого равновесия. 

Что касается второго условия (5.5.14), то оно справедли
во для идеально инертного тела, на поверхности которого 

не происходит никаких гетерогенных химических реакций 
и сублимации (испарения). 
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Глава 6. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ГОРЕНИЯ 
И ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА 

В ПОРИСТОМ РЕАГИРУЮЩЕМ ТЕЛЕ 

§ 6.1. Основные понятия и уравнения 

Явления воспламенения и горения неразрывно связаны 
с реакциями окисления или разложения реагентов, они 

представляют собой сложные физико-химические процессы 
взаимодействия горючего и окислителя и сопровождаются 
выделением теплоты и света. 

Следует отметить, что воспламенение и горение возмож
ны не только в атмосфере, содержащей кислород. Многие 
металлы «горят» в атмосфере, содержащей хлор, пары серы 
и т. д. Кроме того, значительным тепловым эффектом обла-
дают некоторые экзотермические реакции разложения как 

газообразных, так и конденсированных реагентов. 

Классификацию явлений горения и воспламенения про
изводят по той роли, которую играет тепло- и массообмен 
в этих процессах. 

Воспламенением называют процесс, в рамках которого 
u 

скорость химическои реакции возрастает практически от 

нуля до конечных значений. При воспламенении тепловые 
потери от реакционноспособной системы всегда затрудняют 
развитие этого процесса. 

--.-
Если же процесс обусловлен тепло- и массообменом зоны 

экзотермических реакций со свежей горючей смесью, то 
говорят о распространении пламени. 

Дадим классификацию явлений воспламенения. 
Воспламенение, при котором скорость реакций возра

стает вследствие роста температуры реагирующей системы, 
называют тепловым. Такой процесс имеет тепловую природу. 
Если скорость реакции возрастает вследствие роста числа 
активных центров, воспламенение имеет цепную природу. 

Иногда" оба механизма реализуются одновременно. В этом 
случае говорят о цепочечно-тепловом воспламенении. 

~ Воспламенение в гомогенной термодинамической систе
ме -называют гомогенным. Воспламенение на границе разде
ла сред гетерогенной термодинамической системы называют 
гетерогенным. wr··· 

111 Явления воспламенения различают также по способу 
инициирования и характеру протекания процесса. 
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Самовоспламенением называют процесс, при котором 
начальная температура реагента и температура внешней 

среды мало отличаются друг от друга и реагирующая систе

ма отдаст теплоту внешней среде нрактнческн в течение все1 u 
времени процесса воспламенения. Тепловое самовоспламе
нение иногда называют тепловым взрывом. 

Процесс, в котором воспламенению предшествует ввод 
энергии (активных центров) в реагирующую систему извне, 
называют вынужденным воспламенением, или зажига
нием. 

Слеflует также отметить, что при самовоспламенении, как 
правило, градиенты температур внутри реагирующей систе
мы невелики, т. е. вся масса реагента воспламеняется прак

тически одновременно без внешнего воздействия. При за
жигании воспламеняется только незначительная часть мас

сы реагента реагирующей системы, после чего горение рас
пространяется по всей массе реагента. Таким образом, са
мовоспламенение и зажигание представляют собой п р е
де льны е режимы явления воспламенения. 

Явление воспламенения характерно тем, что для него 
существует скрытый период протекания реакции, во время 
которого происходит накапливание теплоты (или активных 
центров, если воспламенение имеет цепную природу). Это 
связано с конечностью скорости химической реакции при 
любой температуре. Период накапливания теплоты (актив
ных центров) называют периодом индукции данной реакци
онноспособной системы для явления самовоспламенения и 
временем зажигания для явления зажигания. 

Следует отметить, что процесс воспламенения является 
существенно не р а в н о в е с н ы м процессом, поэтому 

при его изучении скоростями обратных химических реак
ций обычно пренебрегают. 

Явление воспламенения играет значительную роль в 
природе и технике. Оно обеспечивает процесс стационарно
го горения в различных топках, двигателях внутреннего 

сгорания и ракетных двигателях. Основная задача теории 
воспламенения - определить условия, при которых 1 оно 
имеет место, а также время воспламенения. 

Помимо воспламенения в теории горения изучают проб
лему гашения и стабилизации пламен. В теории гашения 
изучают влияние «холодных» стенок на фронт пламени, а 
теорию стабилизации используют для предсказания скоро-

u 

стен потока, при которых еще может существовать стацио-

нарное пламя. 
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Основная система уравнений аэротермохимии является 
одновременно основной системой уравнений теории воспла
менения, горения, стабилизации и гашения в случае, если 
исходные продукты и продукты горения газообразны. 

Очень часто для изучения механизма явления исполь
зуют предположение о том, что все параметры состояния 

реакционноспособной термодинамической системы зависят 
только от времени и одной независимой переменной. 

Одномерное аэротермохимическое явление имеет место, 
если векторы среднемассовой скорости, массовых сил и пол
ного потока излучения направлены вдоль одной из трех 
взаимноортогональных координатный осей, а все термоди
намические параметры потока остаются постоянными на 

поверхностях, ортогональных этой оси. · 
Используя это допущение и основные уравнения аэро

термохимии, приведенные в пятой главе, получим следую
щую систему уравнений: 

др 1 д -+ - - (purm) =О, 
дt ,т дr 

(6.1.1) 

р + = Ra.--- -- (rmJa,). 
( 

дса. дса. ') 1 д 
дr дr ,т дr 

µ 

CI = 1 , ... , JJt - 1 ; ~ Са = 1 ; (6.1.2) 
a=l 

(~+и ~) = -~ +-д [ (..!. ~ + 2ти )] + Р дt дr дr дr 11 3 дr r 

µ 

+ 2т11 ( ди и ) + ,---, F . - --- р , а Са,, 

' дг ' ....... a=l 

(6.1.3) 

рср -+и- =-+и-+211 - +т - -( 
дТ дТ ) др др [( ди )2 ( u )2] 
дt дr дt дг дг r 

2 ( ди и )2 ~µ., --11 - +т - + FaJa.+ 
3 дr r а.= 1 

1 а ( ат) ат ~µ +-- Л,гm- --- CpaJa.+ 
,т дr дr · дr 

а=-= 1 
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00 

QR= s dv s Lv(O)OdO; 
о 4Л: 

1 дLv дLv . 
--+Qr =Jv-kvLv+ 
дt дr 

+ ~v S Lv (О') '\'v (О', О) dO'; 
4Л: 

_ах_а +(ха.-Са) дtnp - рса (Fa-~ cpFp)= 
дг дr р Р= 1 

µ 
,,, J о 
~ а.= ' 

a=l 

µ 

p=pRT ~ (са/Ма)· 
a=l 

(6.1.4). 

(6.1.5) 

(6.1.6) 

(6.1. 7) 

(6.1.8) 

Выражение (6.1.1) представляет собой уравнение нераз
рывности для всей смеси в целом. Его получают из урав
нения (5.1.14) с учетом того, что 

div (pv) = -
1
- _i_ (purm), 
,т дr 

(6.1.9) 

где и = Vr - проекция скорости на ту ось, направление 

которой параллельно вектору v, и т =О, 1, 2 для плоско
го, цилиндрического и сферического одномерных течений со
ответственно. 
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Выражения (6.1.2) представляют собой уравt~ения ьераэ
рывности отдельных компонентов. Их легко получить из 
уравнений (5.1 .15) с учетом того, что в нашем случае 

(v ·__!.__)Са= и дса , div Jrт. == - 1
- __!.__ (rm J а), (6.1.1 О) 

дr дг ,т дr 

где J а = J а· r 0 -- проекция. вектора плотности диффу
зионного потока. 

Следует отметить, что из µ уравнений (6.1.2) только 
µ - 1 независимы, так как система этих уравнений имеет 
алгебраический интеграл (6. 1 .2), вытекающий их определе
ния массовых концентраций са.. Поэтому при определении 
Са. можно решать µ -- 1 уравнений (6.1.2) и использовать 
алгебраический интеграл (6.1.3)~ 

Выражение (6.1.3) представляет собой уравнение движе
ния. Оно получено из уравнения (5.1.5) умножением на 
орт r0 , направление которого параллельно направлению век-

u 

тора v, с учетом очевидных соотношении 

д [ ' 4 ди 2т )" f·ro=т, 11 (зт,+-,-и} 

µ 

f·r0 =F:= ~ FaCw 
a=l 

d др 
r0 -gra р =а;- , 

(6.1.11) 

где F а = F а • r 0 , а 1') - коэффициент сдвиговой вязкости 
(считалось, что коэффициент объемной вязкости )( = О). 

Выражение (6.1.4), представляющее собой уравнение 
сохранения энергии, получено из уравнения (5.1.26) с 
учетом одномерности аэротермохимического явления. Фи
зический смысл каждого члена правой части этого уравне
ния такой же, как и у соответствующих членов уравнения 
(5. 1 .26), причем 

µ 

Ср= ~ Са,Сра, qR=QR·ro. 
a=l 

(6.1.12) 

Выражение (6.1.5) представляет собой вектор плотности 
радиационного потока энергии. В этом выражении v -
частота, Lv - спектральная плотность энергетической яр
кости излучения, Q - ориентированный телесный угол. 
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Так как Qя определяется через Lv , то выражение (6.1.5) 
необходимо дополнить кинетическим уравнением переноса 
излучения (6.1.6), кnтnpnP nчевндным образом следует из 
уравнения ( 4 .4 .1 О). В этом уравнении k~ - спектральный 
коэффициент ослабления, iv - объемная спектральная 
плотность спонтанного излучения, ~v-спектральный ко
эффициен1п рассеяния. 

Выражения (6.1.7), полученные из уравнений (5.1.15), 
11редставля1от собой уравнение Стефана-Максвелла для 
определения J а - проекций диффузионного потока на на
правление kоординатной оси. Из этих соотношений только 
µ - 1 независимы, так как, по определению J а' существует 
связь (6.1.8). 

Наконец, второе уравнение (6.1.8) - это уравнение со
стояния газа, представляющего собой µ-компонентную смесь 
идеальных газов. 

Таким образом, имеем замкнутую систему 2µ + 6 урав
нений (6.1.1)-(6.1.8) для определения 2µ + 6 неизвестных: 
Са, р, Т, р, и, Ja, Lv, qR. 

Следует отметить, что два уравнения этой системы -
(6.1.5) и (6.1.6) - являются интегродифференциальными. 
Все остальные уравнения, за исключением конечных соот
ношений, представляют собой нелинейные уравнения в 
частных производных. В связи с этим решение системы одно
мерных уравнений даже с использованием современных 
ЭВМ представляет собой трудную задачу. Ввиду сложности 

u u 
основнои системы уравнении при рассмотрении различных 

классов задач теории горения вводят те или иные упрощаю

щие допущения. 

Как правило, при зажигании и горении газообразных 
реагентов переносом энергии излучением пренебl_)егают по 
сравнению, например, с переносом энергии молекулярной 
теплопроводностью. Однако при горении запыленных газов 
и частиц металлов вклад излучения может оказаться сущест

венным. Если в основной системе уравнений (6.1.1)-(6.1.8) 
опустить члены, характеризующие перенос энергии излуче

нием, то эта система значительно упрощается, так как 

уравнение сохранения энергии станет не интегродифферен
циальным уравнением, а уравнением в частных производных. 

В случае отсутствия сильных гравитационных или элек
тромагнитных полей в уравнении (6.1.3) опускают член, 
характеризующий массовые силы, вместе с ним и член, ха
рактеризующий работу массовых сил в уравнении энергии 
(6 .1.4), а также соответствующее слагаемое в левой части 
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соотношений (6.1 .7). В уравнении (6.1 .4) обычно не учиты
вают член, характеризующий приток теплоты вследствие 
термодиффузии.' -В:большинстве ранних работ- по воспламе
нению и горению принималось также допущение Сра. = idem 
(теплоемкости компонентов одинаковы), тогда ~ CpaJ а = о 

00 

и уравнение сохранения энергии упрощается еще больше. 
Часто используют предположение, что имеет место лишь од
на независимая гомогенная ·реакция. 

Очень серьезные допущения:принимаются при рассмо
трении диффузии компонентов. В большинстве работ по 
горению используют один эффективный коэффициент диф
фузии, который зависит от температуры и давления так же, 
как бинарный~коэффициент диффузии, что согласно данным 
Г. А. Тирского, необоснованно, так как эффективный коэф
фициент диффузии может принимать любые, в том числе и 
отрицательные, значения, а бинарный коэффициент диффу
зии всегда больше нуля. 

Рассмотрим одномерную плоскую задачу в случае, когда 
процесс можно считать изобарным, а дино- и термодиффу
зия не имеют места. В этом случае соотношение Стефана
м аксвелла существенно упрощается: 

Переходя в (6.1 .13) от дхаlдr к дса.lдг, получим 

дса 
=-р 

дr 

Представим формально J а. в виде 

(6.1.13) 

(6.1.14) 

( 6.1.15) 
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где Da - эффективный коэффициент диффузии. Подстав
ляя (6.1.15) в (6.1.14), получим 

___!_= ~ ;р + ~ [ ~ (~ -; ) Ch 

Da P=l af\ 13=1 k=l Mf3 k Dkf3 

м 1 ] Jf3 
- Мр Dap Ja Си,. (6.1.16) 

Из соотношения (6.1.16), впервые полученного Г. А. 
Тирским, ...следует, что Da зависит от концентраций всех 
компонентов Са и J а. 

Если концентрация компонента а мала, то из (6.1.16) 
находим 

µ 
1 = ~ xf\ 

Da Р= 1 Da.f1 

Более точной является формула Уилке 

J.L 
согласно которой ~ Da =О. 

a=l 

(6.1.17) 

(6.1.18) 

Следует отметить, однако, что при применении формулы 
Уилке, согласно данным Н. А. Анфимова, не удовлетворя

J.L 
ется алгебраическое соотношение ~ Са = 1. 

a=l 

§ 6.2. Математическая модель процессов 
переноса в пористом реагирующем твердом теле 

Проблема построения корректной математической модели 
процессов тепло- и массопереносG1 в конденсированной фазе 
(k-фазе) связана с рассмотрением многообразных физико
химических процессов. К таким процессам относят: 

1) фазовые превращения, высокотемпературное плавле
ние, испарение или сублимация твердого реагента; 

2) химические превращения в k-фазе с выделением ак
тивных газообразных или жидких продуктов реакций, спо
собных к дальнейшим физико-химическим превращениям; 
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3) диспергирование твердого реагента, возникающее 
вследствие быстрого выделения газообразных продуктов ре
акции в реакционном слое конденсированной фазы; 

4) истечение nбразовав1пихся ra1nnnrя~п1.1x прnдуктов pe-
u u u u 

акции через твердым «скелет» пористои среды,возникающеи 

в результате перечисленных выше высокотемпературных 

явлений; 
5) пиролитическое осаждение продуктов газофазных ре

акций и гетерогенные реакции н·а поверхности образующих
ся пор; 

6) изменение длины полимерных цепей и материала 
«скелета» в результате воздействия давления образующихся 
газообразных продуктов и температуры (усадка исходного 
материала и «скелета»). 

Надо отметить, что перечисленные выше явления на
блюдают как в теплозащитных покрытиях при воздействии 
высоких температур, так и при горении смесевых твердых 

топлив. При тепловом воздействии в силу перечисленных 
выше явлений развивается процесс нарушения первоначаль
ной структуры этих материалов - процесс деструкции. 

Всюду ниже будем предполагать, что процесс деструк
ции является о д н о м е р н ы м. Это допущение является 

u 

достаточно точным, если размер реакционнои зоны и тол-

" щина прогретого слоя значительно меньше характернои дли-

ны, а размер частиц твердого остатка меньше толщины ре

акционной зоны. Даже при таком допущении тепло
и массоперенос в теплозащитных покрытиях и при горе

нии описывается сложными нелинейными системами урав
нений в частных производных, которые выводятся ниже. 

В настоящее время для тепловой защить(гиперзвуковых 
аппаратов применяют углеродистые и коксующиеся, пла

вящиеся, сублимирующиеся материалы. 
К первой группе материалов относятсЯ графит, различ" 

ные текстолиты с высоким содержанием смолы и терморе

активные пластмассы, ко второй - стеклопластик, кварце
вое стекло и различные силикаты, а к третьей - вещества 
с достаточно высокими теплотой сублимации!и~массовой:ско
ростью уноса. 

Процесс термохимического разрушения этих материа
лов является совокупностью многообразных физико"хими
ческих явлений, которые были перечислены выше. 
~Условно механизмы термохимического разрушения мож

но разбить на объемные и поверхностные. 
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В первом случае материал покрытия разрушается при 
тепловом воздействии газового потока в некотором слое, 

примыкающем к поверхности. Механизм разрушения свя
зан с объемными химическими реакпиями раз,ТJnжРния 
(пиролиза), полиморфными превращениями в исходном кон
денсированном веществе: иI последующим истечением газо
образных продуктов разложения через макропоры образую-

щегося твердого коксового 

остатка. 

Во втором случае меха-
fдлоОноя !JOOpHOR ~ОЛН(J 

~-_____ низм разрушения обусловлен 
Ударный слой гетерогенными реакциями и 

1"' ~пограничный слой сублимацией материала по-
/~ Слор К!КСа и 

(j!_ец дqзмженш1 крыт я· 
~Ис!оiJный пластик Ниже u выводится система 
~оержиное аппарата уравнении в частных про

, изводных, учитывающая спе-
цифику механизмов термо

Рис. 6.2.1. Схема обтекания rи- химического разрушения и 
перзвуковоrо аппар~та в плот-
ных слоях атмосферы с учетом горения пористых реагирую-
характерных зон тепло-и масса- щих материалов. К ним, в 

обмена частности, относят коксую-
щиеся теплозащитные мате

риалы. Эти материалы являются одним из наиболее 
перспективных теплозащитных покрытий. Тепловой за" 
щиты гиперзвукового аппарата достигают кондуктив

ным и конвективным теплоотводом, разложением пластика 

и эндотермическими химическими реакциями, и~парением и 

сублимацией, излучением от поверхности коксового слоя и 
утолщением пограничного слоя вследствие вдува продуктов 

пиролиза в пограничный слой. На рис. 6.2.1 изображены 
различные зоны, образующиеся при входе гиперзвукового 
аппарата в плотные слои атмосферы. 

В состав коксующихся пластиков, которые употребляют 
в качестве теплозащитных покрытий,обычно входят элемен
ты Н, С, N, О. Исследование гетерогенных процессов на 
поверхности таких покрытий в силу многокомпонентности 
и пористости материала покрытия оказывается весьма 

сложным. Известно, что в результате разрушения коксую
щихся пластиков происходит: 

1) пиролиз материала, выделение газообразных продук
тов реакции и образование коксового остатка, состоящего 
из углерода, 

2) разрушение кокса. 
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Исследованию пиролиза пластиков ь разрушения кок
сового остатка посвящены многочисленные работы (см. [4, 
27-29], где даны ·соответствующие ссылки). К этой группе 
работ нримьн\.аЮ1' блиJки~ нu тематике работы, посвящен
ные горению натуральных углей и графитов [30-32]. 

Анализ результатов этих исследований позволяет счи
тать, что термохимическое разрушение кокса происходит 

по одному из следующих режимов: 

кинетическому режиму, при котором скорость разруше

ния определяется скоростью протекания гетерогенных хими

ческих реакций окисления (обычно этот режим реализует
ся, если температура поверхности покрытия Т w< Т1 "tV 

,....., 1400 К); 
диффузионному режиму, при котором скорость разру

шения материала теплозащитного покрытия определяется 

скоростью диффузии окислителя (обычно этот режим реали
зуется при Т1 < Т w < Т2 ,....., 2800 К); 

режиму сублимации, при котором скорость разрушения 
определяется скоростью испарения материала покрытия 

(обычно этот режим реализуется при т 2 < т w>· 
Наряду с термохимическим разрушением коксового ос

татка, как правило, при определенных физических усло-
u ~ 

виях реализуется так называемыи механическии унос ма-

териала [4, 27], когда макроскопические частицы материала 
по тем или иным причинам попадают в газовый поток. 

При выводе системы уравнений тепло- и массообмена 
будем считать, что: 

1) конденсированная фаза состоит из двух компонентов: 
исходного материала и конденсированных продуктов раз

ложения; 

2) в системе протекает гомогенная необратимая реакция 
разложения вида 

N 

v1 А1 ~ v2 А2 + ~ vЗа Аза, 
a=l 

где А 1 - символ исходного конденсированного вещества, 
А 2 - символ конденсированного продукта реакции, А за. -
символы газообразных продуктов реакции, v1, v2, vЗci -
стехиометрические коэффициенты*; 

* В дальнейшем индексы 1, 2, 3 мы будем употреблять для обо
значения термодинамических параметров исходного компонента, кон

денсированного продукта реакции и газовой фазы соответственно. 

227 



3) в результате гомогенной реакции разложения в теn· 
позащитном покрытии образуются поры, радиус которых 
одинаков; 

3) газовая фаза состоит из N газообразных продуктов 
реакций, протекающих на стенках и внутри пор; 

5) среда (материал теплозащитного покрытия в процес
се тепло- и массообмена) Является однотемпературной; 

6) скорость усадки материала покрытия мала по срав
нению с линейной скоростью термохимического и механиче
ского разрушения; 

7) ИС1:_инная плотность конденсированных компонентов 
постоянна; 

8) число выходов пор на единичную площадь границы 
раздела сред остается постоянным; 

9) действие объемных сил не учитывается. 
Следует отметить, что истинная кинетика разложения, 

как правидо, не известна, поэтому в дальнейшем для про
стоты будем считать, что реакция разложения является ре
акцией первого порядка и следует закону Аррениуса с эф
фективными значениями энергии активации и предэкспонен
та, которые определяют с помощью экспериментальных 

данных. 

Пятое допущение справедливо в том случае, если вре
мена релаксации тепло- и массообмена газовой и твердой 
фаз малы по сравнению с характерным временем тепло
и массообмена. Так как времена релаксации тем меньше, 
чем меньше размер пор, то четвертое допущение справедли

во, если среднестатистический размер пор достаточно мал. 
От этого допущения можно было бы вообще отказаться, если 
ввести коэффициенты объемной теплоотдачи av и уравнения 
сохранения энергии для газа и компонентов твердой фазы 
в отдельности. Следует отметить, однако, что коэффициент 
теплоотдачи для химически реагирующих сред при нали

чии гомогенных экзотермических реакций теряет физиче
ский смысл (см.§ 6.4). Кроме того, как правило, коэффициент 
объемной теплоотдачи определяется со значительной по
грешностью, а разность температур твердой и газовой фаз 
при наиболее реальных значениях av = 103 

-;- 106 кВт/ 
1 (м2 • К) не превышает 50-100 К, если температура коксо
вого остатка составляет !000-2000 К. Поэтому в данном 
случае учитывать многотемпературность среды, как прави

ло, не имеет смысла, так как этот учет осложняет анализ 

явлений тепло- и массообмена, не приводя к существенным 
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колячес1венным и качественным уточнениямiрезультатов 
численного анализа. 

Получим, следуя (1, 27, 74], систему уравнений тепло- и 
мас~uuбм~на н нuри~тuй н~~фuрмируемой реагирующей 
среде. 

Для получения уравнений сохранения введем, следуя 
[33], понятия парциальной плотности и объемной доли ком
понента, а также некоторые общие понятия механики двух
фазных реагирующих пористых сред. 

Парциальной (эффективной) плотностью i-го компонен
та называют предел отношения массы тi i-го компонента в 
объеме V к значению этого объема: 

о 1· mi 
р; = 1m-, 

v-..o v~ 
i = 1, 2, 3. (6.2.1) 

Эффективной плотностью многофазной многокомпонент
ной среды р0 называют сумму всех парциальных плотностей: 

(6.2.2) 

Очевидно, что ма,ссовьее концентрации компонентов 
з 

Ct = pf/pO И ЧТО ~ Ci = 1. 
. . ~ i= 1 
[.Объемной долей i-го компонента <pi называют;отношение 

парциальной плотности этого компонента к истинной: 

<J>i = pf /Pi· (6.2.3) 

Здесь р1 = lim (mi/Vt) - истинная плотность i-го ком
v .-..о 

l 

понента, V1 - объем, занимаемый этим компонентом. 
з 

Из этого определения следует, что ~ <pi = 1, а q> 3 -

l= 1 
объемная доля газовой фазы - пористость* реагирующей 
коцденсированной среды. 

В дальнейшем пористость реагента будем считать актив
ной, т. е" все поры могут сообщаться между собой и с по
верхностью •. границы раздела сред Г (рис. 6.2.2). Кроме 
того, будем_.полагать, что поры имеют форму цилиндров с 

~ ... 
• Объем сообщающихся (активных) пор в единичном объеме 

пористого материала (пористость материала) можно определить 
экспериментально, используя метод ртутной порометрии. 
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nеременной площадью поперечного сечения. В этом случае 
часть <р 3 поверхности единичной площади пористого мате
риала занимают отверстия пор и часть ( 1 - <р а) - твердый 
материал. 

Cor ласно второму допущению, все поры имеют одинако
вый среднестатический радиус, который, однако,может из
меняться с течением времени вследствие гетерогенных реак-

ций. Среднестатический 
радиус пор (r) может быть 
выражен через пористость 

и число выходов пор N Р 
(размерность этой величи
ны - м-2) на единичную 
площадь Г раздела газовой 

u 

и конденсированнои сред. 

о Очевидно, что 

Рис. 6.2.2. Элемент пористой среды 
с цилиндрическими порами и абсо
лютная система координат, свя

занная с первоначальным положе-

нием границы раздела сред Г 

(r) = -V q>8/(nN р). (6.2.4) 

Из определения вели
чин Pi, pf, р0 вытекают сле
дующие соотношения: 

3 

р° Ci=Pt <р,, 1 /р0= ~ (сi/Рд· 
i= 1 

(6.2.5) 

Используя выражения (6.2.5), наход~м связь между 
объемной долей i-го компонента и его массовой концентра-

u 

циеи: 

<J>t = ci / ( Pt l±, c1f Pt) · (6.2.6) 

В дальнейшем будут использованы и другие характери
стики пористого тела: среднестатистическая длина пор lp, 
площадь _поверхности пор в единичном объеме пористого 
тела Sp = 2л <r>lpNp* и удельная поверхность пор (зна
чение S, отнесенное к объему пор в единичном объеме пори
стого тела): 

s = 2n.(r) lp N Р = _!_ . (6.2. 7) 
п. (r)2lpNp (r) 

* Число цилиндрических пор в единичном объеме пористого 
тела совпадает с N Р· 
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Вывод уравнений неразрывности компонентов. Для вы
вода уравнений неразрывности выделим в пористом теле 

элементарный объем Л V. Ось у направим вправо (рис. 6.2.2), 
а кuuрдинату у буд~м uтt:читывать от н~рвuначальной гра
ницы раздела газовой и конденсированной сред. 

Масса исходного компонента в выделенном объеме равна 

(pf)t Лу в момент времени t и (р~) t+лtЛУ в момент t + Лt. 
Значит, убывание массы исходного компонента с точностью 

до малых третьего порядка малости равно дрf//дt(ЛtЛу). 
Так как исходный компонент - твердое вещество, то 

убывание массы этого компонента обусловлено только 
реакцией разложения и гетерогенными реакциями. Та
ким образом, уравнение сохранения массы исходного ком
понента имеет вид 

др У /дt =· -(R1 -t- sR81). (6.2.8) 
Если считать, что истинная плотность исходного компо

нента постоянна, а массовая скорость его разложения 

R1 = pf k0 ехр (- :т) = р1 ср1 k0 ехр ( - :т} (6.2.9) 

то уравнеIJие (6.2.8) примет вид 

д<р1 k ( Е ) = -ч>1 оехр --
~ RT 

sRв1 

Р1 
• (6.2.1 О) 

Здесь Е, k 0 - энергия активации и предэкспонент реак-
u 

ции разложения, а вид выражения для массовои скорости 

Rв1 определяется механизмом гетерогенных реакций. 
Аналогичным образом получим уравнение сохранения 

конденсированного продукта реакции разложения*: 

дср2 _ v~M2P1 k (-~)- sRs1 (6 2 11) - ч>1 о ехр . • .. 
дt ,., "1 М1 Р2 R.T Р2 

где М1 , М2 - молекулярные веса конденсированных ком
понентов, а Rs 2 - массовая скорость исчезновения конден
сированного продукта реакции разложения в ходе гетеро

генных реакций. 

Выведем уравнение неразрывности для а-компонента 
газовой фазы. С этой целью заметим, что в момент времени 

* Уравнения сохранения для А1 и А 1 представляют собой, в 
сущности, уравнения химической кинетики. Поэтому эти уравнения 
можно было бы записать иначе, используя концентрации компо
пенто~. 
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t масса а-компонента в элементарном объеме равна Рза.<JJз 11 Лу 
а в момент t + Л t 

- [ дРза <J>з ] -(Рза ч>а)t +л~ Лу = Рза ЧJ:t f t -1- Лt дt t . •• Лу. 

Следовательно, приращение массы а-компонента в эле
ментарном объеме за промежуток времени Лt с точностью до 

малых третьего порядка равно (др 3q> 3/дt) ЛtЛу. Это прира
щение обусловлено, в частности, втеканием массы Рза.Ч'з Х 

Х (v + V а.) у Лt через левую границу элементарного 
объема вследствие конвективного течения со среднемассовой 
скоростью v и молекулярной диффузии (Va - средняя диф
фузионная скорость а-компонента). 

В то же время через правую границу слоя вытекает масса 

Рза <i>s (v+ Va) l.11+л.11 Лt = { Рза <J>s (v+ Va) 111 + 

+ д_ [pзa<JJз(v+Va)]liЛy+ ... }лt. 
ду 

Следовательно, внутри слоя зад~ржится масса, равная 

- "~ [Рзач>з(v+Vа)1ЛUЛt. 
ду 

Изменение массы а-компонента связано также с проте
канием различных химических реакций. Если обозначить 
R за. и R за.в массовые скорости образования (исчезновения) 
а-компонента в результате различных гомогенных и гете

рогенных химических реакций, то уравнение баланса мас
сы компонента газовой фазы принимает вид~ 

дрза <J>з д · . --~ ---+--=- [Рза Q>з (v+ Уа)]= Rза +sRзas, 
дt ду 

а= 1, ... , N. (6.2.12) 

Используем определение J а. = Рза V а. - проекции плот
ности диффузионного потока а-компонента. Тогда урав
нение (6.2.12) примет вид 

дРза <J>з д 
дt + ду f Рза Ч>s V + J а <i>s1 = Rза + sRзa.a. 

~:;:::: 1, ... , N. (б.2.13) 
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Величины J а опредеЛяют с помощью соотношений Сте
фана-Максвелла (6.1.7). 

Если просуммировать уравнения (6.2.13) по а от 1 до 
N, то с учетом равенств 

N NJ N 

~ la=O; ~ Рза=Ра; ~ Rзas=Rз1 ; 
a=I a=I a~I 

N 
~ Rзa=Ra (6.2.14) 

a==l 

получим уравнение неразрывности для всей газовой фазы 
в целом: 

(6.2.15) 

Введем массовые концентрации газообразных компонен
тов Сза = Рза1Рз в уравнение (6.2.13). В результате имеем 

Ч'з Рз +v _ -f" _ =Rзa+sRзas-( 
дсза дсза ) дJ а ч>з 
дt ду ду 

[дРз ч>з + д ( . >] -Сза --=- Рз q>3 V • 
дt ду 

Используя уравнение (6.2.15), преобразуем полученное 
уравнение к виду 

( 
дсза" v дсза ) дJа, ч>з _ 

(f)з Рз дt + _ + . _ -
ду ду 

==Rзa+sRaзs-Cзa(Rз+sR3,), а= 1, ... , N-1. (6.2.16) 

Таким образом, вместо N уравнений (6.2.13) можно ис" 
пользовать N - 1 уравнений (6.2.13) и уравнение (6.2.15) 
или N - 1 уравнений (6.2.16) и соотношение 

N 

~ Сз(J, = 1. (6.2.17) 
a=I 

Вывод уравнения сохранения импульса газовой фа
зы. Для вывода искомого уравнения сохранения импульса 
газовой фазы рассмотрим элемент отдельной поры между 

сечениями у и у + Лу-_ Пору можно рассматривать как ци
пиндр с переменной площадью поперечного сечения F = 
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= n <r>2 (рис. 6.2.3). В1 момент времени t масса газа в 
выделенном элементарном объеме поры обладает импульсом 

(p 8Fv), Лу, а в момент t + Лt - импульсом 

- [ драvFл ]л-(р8 vF)t+лt Лу = (Ра vF)1 + дt t + ··· У· 

Таким образом, с точностью до малых более высокого поряд
ка малости приращение импульса газа в выделенном объе

11 

F 

pr§J!_ Лу
ау 

ме равно 

~ дрз vF ЛtЛ-: 
~ ~'дt у 

Это приращение обусловлено 
v 

втеканием некотором массы газа 

через левую границу элементар

=----~~· -=----· наго объема, которая внесет с 
У У т/Jу !1 собой эа время Лt следующий 

Рис. 6.2.3. Распределение 
давления на границах выде

ленного контрольного объе-
ма типичной поры 

импульс: (p 8v2F)1дt. Через про-
тивоположную границу из объе
ма вытечет масса с импульсом 

(p 3v2F)'ii+лi Лt. Используя раз
ложение импульса в ряд Тей

лора, находим, что:Ус точностью до малых более вы
сокого порядка малости внутри элементарного объема за-

д -
держится следующий импульс:- ----=-(Рз v2 F) ЛtЛу. Так как 

- ду 

изменение импульса обусловлено импульсом действующих 
сил, то определим вначале импульс силы давления. Очевид
но, что (рис. 6.2.3) на левой границе выделенного объема 
действует импульс силы давления pFЛt, а на противополож-

ной границе - (р + ;; Лу) (F + ЛF) Лt. С боко~ой по
верхности стенок поры на газ в направлении оси у дейст

вует импульс (р + д~ лу ) 2n <r> Лy-sin сх. Так как с 
ду 2 

точностью до малых более высокого порядка sin сх ~ 
~ д<r>lдУ, имПульс сил давления принимает вид 

pFЛt+(P+ др Лу) 2n<r>Лy д(~) Лt-
ду 2 ду 

-(p-t- :; Лу) (F+ЛF)Лt. 
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д (r) дF 
Имея в виду, что 2л <r> _ = --=-- , приводя подобные 

ду ду 

и отбрасывая малые третьего и более высокого порядков, 
получаем импульс сил давления в виде 

др л др -----=- FЛt У= ---=- п <r>2 ЛtЛу. (6.2.18) 
ду ду 

Изменение импульса га~а .в выделенном элементарном 
объеме поры обусловлено также импульсом сил трения. Бу
дем считать, что импульс сил трения пропорционален ско

рости течения газа и равен (F11vlk) ЛtЛу*, где 11 - коэф· 
.фициент динамической вязкости газа, а k - коэффициент 
проницаемости, зависящий от пористости и скорости тече
ния v. 

В результате уравнение сохранения количества движе
ния принимает вид 

дрз vn (r)2 -+- дрз v2 ~ (r)2 = -n <r>2 ( ~р - 'l}V )· (6.2.19) 
дt ду ду k 

Используя формулу (6.2.4), получим уравнение движе· 
ния в дивергентном виде: 

др~~з + дрзд~\Рз = -q>з ( :~ +ТJ : )· (6.2.20) 

• 
Используя уравнение неразрывности (6.2.15), можно 

записать уравнение движения' следующим образом: 
.,,. 

Рз <JJз (~ + V дv ) =- <JJз ( д~ + 11 ~) - (Rз +sRзs) V. 
дt ду ду k 

(6.2.21) 

Вывод уравнения сохранения энергии. Выделим элемен· 
тарный объем реагирующей среды (см. рис. 6.2.2) и полу· 
чим вначале уравнение сохранения энергии для компонен

тов конденсированной фазы. Так как конденсированная 
фаза ~неподвижна, то полная энергия этих компонентов 
совпадает с их внутренней энергией. В момент времени t 

- "' 
вещество в выделенном объеме обладает энергией (pf и1+ 

• Вид формулы для импульса сил трения следует из эмпириче
ского закона Дарен [34, 35,]. Эту формулу можно получить также те
оретически, если использовать закон Пуаэейля для течения вязких 
жидкостей (36). 

235 



,,,...... -+ р~ и2) lt Лу, а в момент t + Лt эта энергия равна 
.,.,...... .,.,...... 

(рУ и1 + р~ и2)t+лt Лу. В результате изменение энергии 

за время Лt равно ~ ( f pf Тt'1 ) ЛtЛу. Это изменение обус-
дt l =:а 1 

v 
ловлено молекулярнои теплопроводностью компонентов. 

Через левую границу объема за счет молекулярной теп
лопроводности исходного компонента и конденсированного 

продукта реакции поступает (л1 <р1 ат.! + Л2 <р2 дТ_1) /- Лt 
ду ду g 

количества ... теплоты, в то время как через правую границу вы-

ходит (-л1 <р1 д~1 -Л2 <р2 д1'_2 ) Лt количества теплоты, 
ду ду i+ли 

так что внутри объема останется следующее количество 
теплоты: 

..!.__ (л дТ1 + Л дТ" ) Лt. 
- 1 <1'1 - 2 <1'2 -
ду ду ду 

Считая, что температуры конденсированных компонентов 
одинаковы, получим уравнение сохранения энергии ~он

денсированной фазы*: 

- ~ pf ui =-::- ~ Лi<J>i~ • 
д 2 .,,,....... д ( 2 дТ) 
дt l = 1 ду l = 1 ду 

(6.2.22) 

Так как для твердых тел с достаточной степенью точно-
.,.,...... .,,,....... 

сти c'Oi = Cpi, то и1 = h1, и 2 = h2• Имея это в виду и рас-

крывая производную по t в левой части уравнения (6.2.22), 
получим 

др~ h + дрg h + 0 dh1 дТ +· 0 dh2 дТ 
дt 1 дt 2 Р1 dT дt Р2 dT дt = 

а ( 
2 

ат) = ~ ~ л, <J>i ---=- . 
ду l=l ду 

• Если температура конденсированноlСфазы Т отличается от 
температуры газовой фазы Т 8 , то в правую часть (6.2.22) необходимо 
добавить член ау (Т - Т 3), где ау - коэффициент объемной теп-
лоотдачи. 
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Используя уравнения химической кинетики и определе
ние теплоемкости, получим уравнение сохранения анергии 

твердой фазы в виде 

( 

2 )-rдТ д ( 2 дТ) ~ pf Cpf дГ = -=- ~ Л1 <р1 ----=- -
l==l ду l==l ду 

2 

- ~ (Ri +·sRвд hi. (6.2.23) 
1=1 

Для вывода уравнения сохранения энергии в газовой 
фазе рассмотрим элемент пбры (см. рис. 6.2.3). С помощью 

u 

рассуждении, аналогичных приведенным вьппе, установим, 

что изменение полной "энергии в элементе поры равно 
r д ............ . -
- [n <r>2 Рз (и 3 + v1/2)] ЛуЛt. Это изменение обуслов-
дt 

.лено конвекцией и диффузией газообразных продуктов го
могенных и гетерогенных реакций, молекулярной теплопро
~одностью, работой сил давления и теплотой трения. 

Через левую границу элементарного объема -поступает 
• • • 

вследствие конвекции следующее количество полнои энергии: 
............ 

п <r>1 р 3v(и 3 + v1/2) Лt. В то же время выходящая мас-
са газа вынесет следующее количество энергии: [n <r>1 Х 

............ 

Х p3v (и 3 + v9/2)] ~лу Лt. Следовательно, с точностью до 
членов более высокого порядка малости внутри объема з а-

д ............ -
держится--=- [n <r>9 p3v (и 3 +..-v9/2)] ЛуЛt полной энер

ду 

гни. 

В результате молекулярной диффузии газообразных-ком-

понентов через левую границу объема· поступает ( л: <r>1 х 

Х ~ J а ha.) _ Лt энергии, где ha -энтальпия газообразно-
а = t g 

го а-компонента, а через пр.авую границу уносится 

( n <r>11 ~ J а ha.)_ _ Лt энергии, т. е. внутри объема ос-
а,= 1 и+лу 

тается количество энергии, равное- д_ (n<r> 2 ~ ia.ha.)x 
ду a=l 

~ ЛуЛt. Анал~гичным образом, имея в виду, что через ле
вую границуiза __ счет молекулярной_ теплопроводности посту-
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пает -n <r>2 (
0

А.3 дТ_• )- Лt, а через правую выходит 
ду 11 

-(Л8 ~ )- _п <r>2 Лt энергии, находим, что янутри 
ду 11+л11 

объема остается следующее количество энергии:· 

д (1t<r>2 Л3 д~з ) ЛуЛt. 
ду ду 

Определим работу сил давления. Имея в виду рис. 6.2.3, 
легко получить выражение 

[ (рvтс( r)2
)

11 
+ 

+(pv}gнg12 2тс<r> д~) Л"'У-(п. <r>2 рv)11 +л11 ] Лt. (6.2.24) 
ду 

При записи этого выражения было учтено, что синус уг
ла между направлениями скорости и давления в точке А с 
точностью до малых величин второго порядка малости ра-

вен д <r>lдy. _ 
Используя ряд Тейлора в окрестности точки у и отбра

сывая малые более высокого порядка, чем второй,получим 
из (6.2.24) для работы сил давления простое выражение 

дро -
-п <r>2 

_ ЛуЛt. (6.2.25) 
ду 

Таким образом, уравнение баланса энергии газовой фа
зы при Т1 = Т 2 = Т 3 = Т можно записать в следующем 
виде: 

д . (""' v2 )) at(п.<r>2Pa из+т + 

д ( (""' v2 ) ) д ( ~ дТ) \ + -::- 1t <r>2 Рз и8 + - v = --::- Л3 1t <r>~ --:. - · 
ду 2 1 ду ду 
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Умножая обе части этого уравнения на N JJ, полуttаем с 
учетом формулы (6.2.4) уравнение сохранения энергии в ди-
вергентном виде:* 1 

( 
N ) д дТ д дрv 

:::::= ---=- (лз fРз ----=-)- --::- ч>з ~ J а ha - ч>з _ · (6.2.26) 
ду ду ду a=l ду 

Раскрывая производные в левой части и во втором чле
не правой части уравнения (6.2.26) с учетом уравнений 
(6.2.15) и (6.2.21), получим вместо (6.2.26) 

(Rз + sRзs)-;;; + р§ d-;;; -q>з v ( д~ + 11 ~)-
dt .J ду k 

vl д ( дТ ) ~ дJ а fPa -(Rз -+- sRз,) -2- =--=- Аз <J>a--:::- ~ ~ ha- - -
ду ду «=1 ду 

~ дhа. J дТ дрv 
- ~ дТ а- <J>a---=- -q>a _ 1 • 

a=I ду дуJ 
(6.2.27) 

Здесь и ниже оператор d/dt = д!дt + vд!ду . ··~ 

........... 

Заметим, что по определению и 3 с учетом выражения 
для теhлоемкостей при постоянном давлении имеем 

N ........... <р 

Uз=hз-Р/Рз= ~ Сзаhа--Р-7, 
a-=l Рз J 

...-... N 
dи3 _ С dT ~ h dсза _ 
dt - РЗ dt + ~ За dt / 

а-= 1 

_ _!__ dр<рз + РfРз 
РВ dt pg 2 

dpg 

dt 
• 

(6.2.28) 

(6.2.29) 

• Если Т 3 =1= Т, то к правой части (6.2.26) необходимо доба
вить член ау (Т - Та), характеризующий теплообмен с конденси-

рованной фазой~ u-av (Т-Т3) к правой части (6.2.23) . 
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Подставляя эти выражения в (6.2.27), после простых 
преобразований получаем с учетом уравнения (6.2.15) 

Pi Сра ~- == д (л3 q>3 дТ )-(Ra -t- sRзs) ha --
dt ду ду 

N 
о ~ h dсза. + dp<p3 + v2 

m + (Rз+sRзa) v2 

- Рз ~ За, dt dt 1] k та 2 -
а.= 1 

N д дТ N 
- ~ ha.-;-:;-(qi3 1a.)--::- ~ Cpa.la.f:J'a· (6.2.30) 

... а.== 1 ду ду а.с: 1 

Умножая уравнения (6.2.16) на h~ и суммируя резуль
таты умножения от 1 до N, находим .... 

N дJ q> N 

~ ha. а._ 3
= ~ (Rзa.+sRзa1)ha.-(Rз+sRзs)hз-

a.=I ду a=I 

ро }~ h dcзc:i - з а. • 
dt 

а.== 1 

(6.2.31) 

Подставляя (6.2.31) в уравнение (6.2.30), получаем пос
ле простых преобразований уравнение сохранения энергии 
·в газовой фазе: 

с dT _ _!__ (л дТ) + dPCJ>з + 11v2 СJ>з + 
Рз ч>з рЗ dt - ду в ~а ду dt k 

N 

+ (Rз+sRзs) v
2 дТ ~ J 

2 -q>3 ---=- ~ Ср~ а -
ду а.= 1 

N 

- ~ (Rза. + sRзa.s) ha.. (6.2.32) 
а.= 1 

Складывая уравнения (6.2.23) и (6.2.32), получим 
уравнение сохранения анергии многокомпонентной двух
фазной реагирующей среды: 

( 
~ с ) Е_ - _!_ ( ~ л . Е_) + dpq>3 + ~ Pi cpt Pt дt - - ~ t ч>~ ~ - dt 
l= 1 ду l= 1 ду 

+ f)V
2 <р3 дТ + (Rз + sRзs) V2 

k -Рз ч>з VCpa--=- 2 -
ду 



дТ N ~ 
-ч>з--=- ~ Cpa.Ja-~ (Ri+sRia)ht-

дy a=l l=l 

N 

- ~ (Rза + sRзas) ha. (6.2.33) 
a=l 

Два последних члена правой части (6.2.33) можно вы
разить через скорости и теплоты независимых химических 

u 

реакции: 

2 N 

- ~ (Ri+sRis)hi- ~ (Rзa+sRзa.s)ha.= 
l= 1 а= 1 

11 k 

= ~ q, Ri + s ~ q,, Riв• (6.2.34) 
1=1 /==1 

где Ri, Qt - скорости и теплоты независимых гомогенных, 
а Ris и q1, - скорости и теплоты независимых гетероген
ных химических реакций. 

В частности, если имеет место только реакция разложе
ния, то 

2 N 

- ~ Rihi- ~ Rзaha= 
1= 1 а= 1 

= -(-h1 + vi Ми fis + i vЗа. Мза. ha.) ko pf Х 
"1 М1 а= 1 "1 М1 

Х ехр (- :т ) = q1 k0 рУ ехр (- :Г ) , (6.2.35) 

где q1 - тепловой эффект гомогенной реакции разложе
ния. 

Для того чтобы система уравнений сохранения механи
ки реагирующих сред была замкнута, необходимо записать 
термическое уравнение состояния газовой среды: 

(6.2.36) 

В результате получаем систему N + 5 уравнений 
(6.2.10), (6~2.11), (6.2.12), (6.2.20), (6.2.33), (6.2.36) для 
определения N + 5 неизвестных функций: ср1 , q> 2 , Раа., v, 
р, Т. При этом надо иметь в виду, что неизвестные pf, р3, 

241 



ф 3 , Р~а, с за могут быть найдены из соответствующих соот
ношений, вытекающих из определения этих величин. 

Замечание 6.2. 1. Система уравнений сохранения массы, 
импульса 11 э11ерг1111 легкn ооnn1цается на случай бoлhJJJ~
ro' количества компонентов в конденсированной фазе. Для 
этого достаточно: а) ввести дополнительные уравнения со
хранения массы типа (6.2.10), число которых совпадает с 
числом дополнительных компонентов в конденсированной 

фазе; б) в левой части, первом и пятом членах уравнения 

т 

сохранения энергии (6.2.33) 
осуществлять суммирование до 

µ8 + 1 и f.ts соответственно, 
где µ8 - число компонентов 

. 70 
2 

з конденсированной фазы. 
о _ Замечание 6.2.2. Получен-
~- U ные выше уравнения могут 

Рис. 6.2.4. Структура фрон- применяться не только для опи
та пламени при горении сания процесса rепло- и мас-
смесевых твердых топлив сообмена в теплозащитных 

покрытиях, но и для моделиро

вания на ЭВМ горения смесевых твердых топлив (СТТ) [37]. 
Типичные составы СТТ содержат по массе до 70-80о/о твер
дого окислителя (обычно это перхлорат аммония (ПХА) · 
NH, С104) и 10-17% горючего (обычно битум, бутадиеновый 
каучук, фенолоформальдегидная смола). Для повышения 
теплоты сгорания в стт~ как правило, вводят металлы 
(алюминий, бор, магний, бериллий, цинк и др.) в порошко
образном состоянии, а также пластификаторы (для улучше
ния механических свойств), катализаторы и различные тех
нологические добавки. Роль связующего в такой много
компонентной гетерогенной системе играет полимерное го
рючее, которое поэтому называют также связкой. 

Горение СТТ представляет собой сложный многостадий
ный процесс. Схема температурных зон при горении смесе
вого твердого топлива показана на рис. 6.2.4. 

В зоне 1, толщина которой не превь1шает (0,2 ~ 0,5) Х 
Х 10-3 м, температура СТТ повышается от начальной 
Т н до Т w- температуры на поверхности раздела конден
сированной и газовой сред. Обычно Т н ~ 300 К, а темпе
ратура поверхности Т w не превышает 600-900 К. При 
повышении температуры топлива на 300-600 К в первой 
зоне происходит частичное разложение ПХА и связки и 
экзотермическое химическое взаимодействие между продук
тами разложения. Согласно данным В. М. Мальцева, в 
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первой зоне может выделиться довольно значительное ко
личество теплоты и происходит диспергирование реагирую

щего вещества. Наиболее вероятные механизмы дисперги
рования описаны в § 6.3. 

В зоне 2 прuиt.:хuдит газификация диснерrированных ча
стиц и протекают предпламенные реакции между газифици
рованными продуктами разложения СТТ, в результате че
го температура двухфазной смеси несколько повышается. 

В зоне 3 протекают так называемые пламенные реакции 
между продуктами газификации СТТ и продуктами непол
ного окисления, в результате чего температура продуктов 

реакций повышается до ралновесной температуры горения 
Т1 , которая составляет 2600-3000 К для типичных СТТ. 

Записанную выше систему уравнений можно использо
вать для моделирования физико-химических явлений, проте
кающих в первой зоне. Анализируя результаты работы[З7], 
можно считать, что реагирующая среда в первой зоне со
стоит из 3-4 компонентов конденсированной фазы (пер
хлората аммония NH4CI04 , металла, например алюминия 
AI, его оксида* и полимерного связующего) и восьми га
зообразных компонентqв (аммиака NH 3 , паров хлорной кис
лоты НС104, хлора Cl 2 , закиси азота N20, оксида азота 
N20" кислорода 0 2 , паров воды Н2О, мономера в газооб
разном состоянии и двуоксида углерода СО2). Если учиты
вать состав так называемых технологических добавок и·ката-

- . u 

лизаторов, то число компонентов в конденсированно~ и га-

зовой .... фазах ... будет еще больше. Выше выписаны компонен
ты, которые составляют преобладающую долю массы ти
пичного СТТ в первой зоне. 

Одним из основных р~ультатов теории горения смесе
вых твердых топлив является зависимо~ть линейной скор~ 
сти горения от размеров частиц окислителя и металла. 

Так как коэффициент проницаемости k, согласно [34. 
35), зависит от размеров твердых частиц~конденсированной 
сплошной среды, то скорость горения, получаемая при ре

. шении записанной"'выше системы уравнений, также зависит -от размера частиц. 

Замечание 6.2.3. При выводе уравнений сохранения 
импульса, массы и энергии, полученных выше в § 6.2, 

• Оксиды металла можно не учитывать практически nпп всех 
металлов, кроме лития и бора, так как температура в первой зоне 
сравнительно мала и воспламенение частиц9металла, как правило, 
происходит в rазовой фазе (зоны 2 и 8 на рис. 6.2.4). 
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использована так называемая истинная средняя скорость 
фильтрации [35, 38), представляющая собой, в сущности, 
среднюю скорость одномерного течения газообразных про
дуктов реакции в поре среднестатического радиуса <r> 
(< r >называют также гидравлическим радиусом nupиcfftuй 
среды [35)). Обычно [35) под скоростью фильтрации и 
понимают объемный расход газа (жидкости) через единичную 
площадь среды, поверхность которой перпендикулярна на
правлению потока. Очевидно, что: 

v = и/~ 8 , (6.2.37) 

откуда следует, что v > и. Так как при выводе уравнения 
сохранения импульса был использован так называемый за
кон сопротивления Дарен, cor ласно которому принималось 
что сила сопротивления течению газа в канале 

Rcoa = Т)V/ko, (6.2.38) 

то значение коэффициента проницаемости k0 связано с об~ч
но употребляемым коэффициентом проницаемости k (35) 
соотношением 

k0 = k/~ 8 • (6.2.39) 

В частности, если k определяется по известной форму
ле Козени-Кармана [35, 38), то 

k0 = ч>I • (6.2.40) 
582 (l -q>3)2 

Из определения (6.2.7) получаем 

Sp 2 S= - 1 (6 .. 41) 
Vp 

где S Р - полная поверхность всех пор в пористом теле. 
Обычно Sp измеряют экспериментально с помощью фи

зико-химических методов, основанных, например, на ис

пользовании адсорбции паров, а объем -пор V Р - методом 
u'W 

ртутнои порометрии. 

Если-сделать дополнительное допущение о геометриче
ском строении пор, то из (6.2.41) определим среднестати
стический радиус пор. В частн~сти, из (6.2.41) имеем 

<r> = 2Vp/Sp и <r> = ЗVplSp (6.2.42) 

для цилиндрических и сферических пор соответственно. 
Если считать, что s = const, то-из (6.2.40) следует,rчто k0 , 

как и следовало-ожидать, растет с ростом пористости. Для 
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реагирующего твердого тела с ростом ер 3 растет и средне

статистический радиус по <r>, в результате чего k0 еще бо
лее возрастает. Из результатов работы [30) следует, что 
число микропор N Р при реагировании уг леграфитовых ма
териалuв малu изменяется. Тогда, используя формулы 
(6.2.4), (6.2.7), (6.2.40), получаем для k0 следующее выра
жение: 

q>a 
ko == а • 

20пN р ( 1-· q>3)1 
(6.2.43) 

Величина k (а следовательно, и k0) имеет размерность м2 • 
Единицей проницаемости k является проницаемость пори
стой .среды, в которой единичный объемный расход газа 
(см3/с) имеет место при площади сечения 1 см2 и перепаде 
давления в 105 Па при толщине образца 1 см и кинематиче
ской вязкости, равной 1 сП. Эту единицу проницаемости 
называют дарси (1 Д = 1,02· 10-12 м2). Экспериментально 
установлен так называемый закон Дарен: 

k др 
и= --- • (6.2.44) 

11 ду 

Закон Дарен (6.2.44) представляет собой так называе
мый линейный закон фнJJьтрации, так как он устанавлива
ет линейную зависимость между скоростью фильтрации ... и 

u 

производнои от давления по направлению, совпадающему 

с направлением скорости фильтрации. Этот закон справед
лив при сравнительно небольших значениях скорости филь
трации. Предельные значения скоростей и* , при которых 
еще справедлив закон Дарси, можно определить из соот
ношения 

Re*== lO (u-Vii) = 1 -7 i2. (6.2.45) 
q>~. 8 'У * 

Введя величины v и k0 , перепи1пем (6.2.45) в виде 

Re* = lO (v -Vi;.) :z:= 1 -7 12. (6.2.46) 
mO, 8 'У 
'f'З * 

Если и> и* (v > v.), то линейный закон фильтрации 
не выполняется и считают, что справедлив так называе

мый квадратичный (или двучленный) закон фильтрации: 

·~· др и+Ьи2 = --- • 
1) ~ду 

(6.2.4 7) 
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где Ь - характерный для данной пористой среды параметр, 
определяемый экспериментально. 

Иногда считают, что при и> и* реализуется турбулент
ный режим фильтрации, однако, согласно [351, это сообра
жение является ошибочным, так как член Ьи2 становится 
существенным задолго до того, как поток в порах турбули
зуется. 

Замечание 6.2.4. Обычно считают, что течение газов и 
жидкостей в порах является ламинарным. Ламинарный ре
жим течения обусловлен тем, что скорости газа в порах и 
сами размеры пор (в том числе и макропор) достаточно ма
лы. В частности, скорость течения газа в порах не превыша
ет десятков сантиметров в секунду, а радиус пор составляет 

доли миллиметра. Поэтому при расчете течения газообраз
ных продуктов реакций в макропорах следует брать обыч
ные коэффициенты переноса из кинетической теории газов 
(см. гл. 3), причем в случае многокомпонентности смеси для 
определения плотностей диффузионных потоков целесооб
разно использовать~ соотношения Стефана - Максвелла 
(6.1.7). • 

Если реализуется турбу лентны{I режим фильтрации, то 
цеобходимо использовать так назыйаемые конвективные ко
эффициенты переноса. В частности, коэффициент диффузии 
а-компонента, согласно [35], можно записать в виде 

Dak = Da +Ха и, (6.2.48) 

где Ха. - эмпирическая постоянная, а Da. - эффективный 
коэффициент молекулярной диффузии а-компонента. 

§ 6.3. Вывод граничных и начальных условий 

При конкретном решении полученной в § 6.2 системы урав
нений необходимо задать граничные и начальные условия. 

Начальные и граничные условия на бесконечности име
ют вид [27] 

Tlt=O = Tli 00 = Тн, V ft=O =О, <l't ft=O = <l'io' 

i=l,2;3; (6.3.1) 

Са f t =о = Са о, а = 1, ... , N. 

Вообще говоря, начальная концентрация газообразно
го компонента, а вместе с ней и•начальная пористость не 
равны нулю, однако, как правило, они весьма малы. 
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Необходимо также выставиtь граничные условия ttA 
границе раздела твердой и газообразной фаз: У= S (t)~ 
Эти условия удобнее всего записать в системе координат, 
свя:\анной с rранипей раздела сред. Для этого введем новые 

переменные t' = t, Ys =у - S (t) и заменим производные 
в исходных уравнениях по формулам 

д д д д д 
-= (J) -=--
дt дt' дув ' ду· дув 

dS 
(J)--- . 

dt 
(6.3.2) 

На границе раздела сред должны выполняться законы 
сохранения массы и энергии. Получим эти законы, следуя 
[27]. С этой целью рассмот-
рим контур, охватывающий у 

--------·-------
Газоdоя фаза 

поверхность раздела сред 

единичной площади (рис. 
6.3.1). Унос массы а-ком
понента из контура вслед-

0 ствие конвекции и диффу- ~"77~rr7"-1-r.r-rrr-~---....i-

зии компенсируется по

ступлением массы вслед

ствие диспергирования и 

деструкции твердого тела, Ys 

КонденсироОанная фаза --------------
а также гетерогенных хи- Рис. б.3.1. Схема баланса энергии 
мических реакций, т. е. на границе раздела сред 

(pv)aw = q>l (pv)~~t + ч>а (pv)awз + q>2 (pv)~~2 + 
+ ч>1 Rasl + q>2 Ras2. (6.3.3) 

Здесь (pv)a.w - массовая скорость уноса вследствие 

· конвекции и диффузии; q>1 (pv)~., q>; (pv)~~. - массовые 
скорости поступления вследствие диспергирования исход· 

ного вещества и материала скелета; Ra.81q>1 , Rа.82q>'А-массо
вая скорость поступления а-компонента вследствие гетеро

генных реакций, протекающих при взаимодействии молекул 
газового потока с исходным веществом и конденсированным 

продуктом реакции; q> 3 (pv)a.wa - массовая скорость по-

ступления а-компонента вследствие фильтрации; р~~ и Р~! 
- количество граммов а-компонента в единичном объеме 
исходного вещества и конденсированного продукта реакции 

соответственно. 

При записи (6.3.3) предполагалось, что диспергированные 
частицы реагента испаряются (сублимируют) вблизи по-
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Ье~хностИ раздела сред. В противном случае для описания 
состояния газовой фазы необходимо привлекать законы со
хранения массы, импульса и энергии в дисперсных средах, 

а не уравнения Навье-Стокса. 
Механизм диспергирования частиц реагирующего мате

риала не однозначен. Он может быть связан с «вымыванием» 
частиц в результате фильтрации газообразных продуктов 
разложения и выдувом их навстречу высокоэнтальпийно
му потоку газа, «выстреливанием» частиц, которые закупори

вают макропоры в образце реагента, температурными напря
жениями и сдвигающими (срезающими) сила~и, которые 
действуют со стороны потока газа на выступы шероховатой 
поверхности реагирующего материала. 

3 (s) (s) ( ) ( S) ( ) (s) 
аметим, что величины р01 , р01 , pv ае111 , pv aw., можно 

переписать в виде 

P(S) _ p(S) C(S) p(S) _ p(S) C(S) (pV)(S) _ C(S) (р V )(S) 
al - 1 cxl, а,2 - 2 а2, awl - al 1 w 1 

(6.3.4) 

где с~~ и с<:~ - массовые концентрации а-компонента в ис
ходном веществе и конденсированных продуктах реакции 

соответственно, v~) -- скорость диспергируемых частиц. 
_Скорость диспергируемых частиц зависит от многих фак

торов. Используя теорию размерности и физические со
ображения относительно механизма диспергирования, кото
рые были даны ранее, для среднестатистической скорости 
диспергируемых частиц по нормали к обтекаемой поверх
ности имеем следующее выражение: 

(s) ki R ( 1'ю)k' ~ Ф ди (6 3 5) V" = q>llD q>2W 81 - -"'1 v., 't'w = Т) - 8 • • 

Рвw Ре ду g= о 

Здесь k1 , k2 и k3 - эмпирические коэффициенты дисперги
рования, которые зависят от формы частиц, температуры и 
напряженно-деформированного состояния приповерхност" 

наго слоя реагирующего материала; t•: - скорость филь
трации в системе координат, связанной с границей раздела 
фаз; 'tw-напряжение трения на поверхности обтекаемого 

2 

тела; р~> = ~ Pi<l't• - плотность конденсированной фа-
l=-1 

зы на поверхности раздела сред, индекс w приписывается 
параметрам при у = О. 
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Первый член в формуле (6.3.5) характеризует массовую 
скорость диспергиQования вследствие действия касатель
ных (срезывающих) сил со стороны газового потока и тем
пературных напряжений, а второй -- определяет скорость 
диспергирования вследствие механизмов «выстреливания» 

и «вымывания» (4, 27). Безразмерные коэффициенты k1 , 

k2 и k 8 необходимо определять опытным путем. Заметим, что, 
по определению, 

(pv)am = (рса V)w + J am, 

где Jaw - диффузионный поток а-компонента при Ys = О. 
Поэтому величину (pv)awз можно представить в подвижной 
системе координат в виде 

pv)awз = (РСа V)wз + J азm = -"Ч'зw(РСа)wа v!-ч>з J азs, (6.3.6) 

где J а зs - плотность диффузионного потока а-компонента 
u 

из твердого реагирующего тела в газовыи поток. 

Таким образом, уравнение баланса массы а-компонента 
в подвижной системе координат имеет вид 

(pv)w Caw + J am = ч>1 (Rats + c::l p(s) V~)) + 

+ ч>2w (Ra2s +С~~ p<s> v~)-ч>з Рз v! Саз-Ч'з J азs • (6.3. 7) 

Если просуммировать соотношение (6.3.7) по а, то по
лучим 

N N () ф 
(pv)w = Ч'1 ~ Rats ·+ ч>2 ~ Ra2s + р<•> v,: -Ч'з Рз v.. (6.3.8) 

a=I e&=I 

Заметим, что если в исходном веществе отсутствуют объем
ная деструкция и диспергирование, то Ч'з = О, V8 = О и 
вместо -- (6.3.7), 7 (6.3.8) получаем балансовые соотношения 

(pv)w Cam + J a.m = R as = Rai s + Ra2s, 

/+1 (s) 
а==], ... , N, (pv)w = ~ Ras = Pm ro, 

а.= 1 

которые совпадают с баJiансовыми соотношениями, дан
!IЬIМ!I !3 ! ( 1 ] . 



Одной из важных характеристик является линейная 
скорость разрушения ю == dS/dt. Очевидно, что эту величи
ну можно определить по формуле 

dS · - = (1) = (Р1 Ч'1w + Р2 <J>2w)-l Х 
dt 

+ ( Р!.:> v~> + <J>1w a.~i Ra.1s + «1>2w a.~i Ra.2s). (6.3.9) 

Если массовая скорость вдуваемого в результате филь
трации га~а достаточно мала, то на границе раздела сред 

Ре == Pw, (6.3.10) 
где Pw - давление газообразных продуктов фильтрации 
на границе раздела сред. В противном случае на границе раз
дела сред необходимо использовать граничное условие 

Pw v~-Рз (v:)
2 
Q)зw = (Pw -Ре), (6.3.11) 

которое представляет собой закон сохранения импульса. 
Получим уравнение баланса энергии на границе раздела 

сред. Из контура, охватывающего единичную площадь раз
дела сред ·(см. рис. 6.3.1), энергия уносится за счет -конвек
тивного потока в газовую фазу q_= h (pv)w, диффузии ком-

N 
понентов QдиФ = ~ J aha, кондуктивного потока тепло-

а.:а: 1 
ты в твердую фазу q8 и лучистого потока в газовую фазу 
QR_ = еаТ:, (при записи этого члена предполагается су-

ществование на границе раздела сред локального термоди

намического равновесия). в то же время в выделенный кон
тур поступает энергия за счет конвективного потока, воз

никающего вследствие термокинетического разрушения 

твердого тела: 

N (s) 
q+ = ~ { <J>1w [(pv)a.wl + Ra.1] ha.sw + 

<X=l 

+ <1'2w [(pv)~~~2 + Ra.2] hasw+ (f)зw (pv)a.wз ha.w}, (6.З.12) 

кондуктивного qw и лучистого qR+ == еаТ:О ·потоков тепло
ты* из газовой фазы. 

• Под кондуктивными понимаются потоки теплоты вследствие 
мопекупярной теплопроводности, а при записи qR+,qR- предполага-

пось, что газовая и твердая фазы находятся в состоянии радиацион
ноrо равновесия. 
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Здесь Т ео - температура газовой фазьt при у ~ оо, 
has - энтальпия а-компонента, содержащегося в конден
сированной фазе, е - коэффициент черноты. 

Таким образом, условие теплового баланса на rранице 
раздела сред принимает вид 

Qw + q_ + Qдиф +ват:,= Qs + Q+ +ват~. (6.3.13) 

Легко видеть, что, по определен.ню h и (pv)aw' 
N 

q_ + qдиф = ~ ha (pv)aw· (6.3.14) 
<L=J 

Подставляя в (6.З._13) выражения (6.3.12) и (6.3.14), полу-
чаем 

N 

Qw + ~ ha(pv)aw+вa(T:,-T:)= 
а.= 1 

N () 
= Qs + ~ { Ч'1 [(pv),:wl + Ra.1 s] ha.s + 

<X=I 

+ <1'2 [(pv)~~2 + Ra2s] has + <rз (pv)awЗ ha.}. (6.3.15) 

,Используя выражение (6.3.3) для (pv)aw, после простых 
преобразований находим 

N 

Qw + ~ (Ra.1 s Ч'1w + Ra.2s <r2w) (ha.flJ -hasw) + ЕО" (Т:,-Т~) = 
а.= 1 

N 

= Qв + ~ [ <r1w (pv)~~l + Ч'2ш (pv)~~2] (ha.sr1J-ha.r1J)· (6.3.16) 
а.= 1 

Пусть на доле поверхности раздела сред, занятой исход
ным веществом, протекает s1 независимых гетерогенных ре

акций вида 

N N 
~ Vatl Аа. + В1 +:Z ~ "~ll Аа~ 11 = 1, ... , Sн (6.3.17) 

a=l а.=1 

а на доле поверхности, занятой конденсированными продук
тами пиролиза, - реакции вида 

N N 

~ Va.t2 Аа. + В2 +:Z ~ "~12 Аа,, 12 = 1, ... , S2. (6.3.18) 
а.=1 a=I 
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Тогда 
N ~ 1 N 
~ Rats(ha-ha.s)= ~ ~ Raisz(ha-ha.s)= 
а.= 1 t = 1 а= 1 

s1 N 

= ~ Risz ~ (v~11-Va.11)(ha,-ha.s)= 
l= 1 а.-1 

•• 
= - ~ R1al q11.· 

li= 1 

Аналогиuным образом получаем 

N . S. 

~ Ra2s (ha -ha,s) = - ~ R2sl1 q2l• 

а.=1 '·=• 

(6.3.19) 

(6.3.20) 

Здесь и выше Ro1s11 - скорость образования а-компо
нента в 11-й реакции, протекающей на доле поверхности, 
занятой исходным веществом; Rtsl - скорость сгорания 
исходного вещества (компонента В1) в 11-й гетерогенной ре
акции; qle - теплота сгорания исходного вещества в 11-

реакции; Ra.2sz. - скорость образования а-компонента в 
12-й реакции, протекающей на доле поверхности раздела, 
занятой конденсированными продуктами пиролиза; R211

1 
-

скорость сгорания продукта пиролиза (компонента В2) 
в 12-й гетерогенной реакции; q21 - теплота сгорания этого 
компонента. По определению кондуктивных потоков имеем 

дТ дТ8 qw = -Л - , q, = -Л, (6.3.21) 
ду ду 

з 

где Л, = ~ Л1Q)1. 
l:::a 1 

Имея в виду (6.3.4), (6.3.5), (6.3.19)-(6.3.21), получим 
условие баланса энергии по границе раздела сред в виде 

дТ S1 51 

А. ду + 11'110 ~ qiz Ri.z. + IРаш ~ q'jz R2al1 - еа (Т :,-т:) = 
'11=0 11=1 11==1 

N 

=А.а д~а 1 - ~ (haslD-hCUll) v~> [q;1w Р1 Cg~t + <f'2w Р2С~2]. 
r=O а.== 1 

(6.3.22) 

Это уравнение легко обобщить на случай любого числа 
конденсированных компонентов. 
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Так каk (см. рмс. в.з.t) оси у и Уз наnраnлены й противо· 
положные стороны, то д!ду = -д!ду8 и уравнение (6.3.22) 
можно переписать следующим образом: 

дТ 

1 

St S1 

1 ду +<J>iw ~ qнR1.1+<J>2w ~ q21R2s1-ea(T:,-т:)= 
1=0 l==I l=l _ 

N 

= -Л, ат., - ~ (ha.s• -haw) v~> х 
дув 1,=О а.= 1 

Х [Q)1w Р1 с~~1 + Ч'2w Р2 с~~2]. (6.3.23) 

Если при горении или в процессе тепло- и массообмена 
объемной деструкции и диспергирования не происходит, 
вещество тела содержит один компонент и является сплош

ным (нет пор), то v<s> = О, Ч't == 1, <р 2 == О, <р 3 = О и урав
нение сохранения энергии принимает вид 

где Лs = Л1 • 
Если дополнительно предположить, что реагирующее 

с поверхностью тело - термостат, то дТ8/ду8 =О и из (6.3.24) 
получаем известное [ 1] балансовое соотношение 

дТ s1 t 4 
Л-+ ~ QiiR18 z1 -ea(Tg,-Te)=O. (6.3.25) 

ду ~ '·= 1 

Следует отметить, что балансовые соотношения (6.3.23)
(6LЗ.25) остаются справедливыми и при сублимации (испа
рении) конденсированного вещества. Для этого достаточно 
считать, что на поверхности протекает эндотермическая ре

акция В1 +:t: А1 , скорость и тепловой эффект которой опре
деляются выражением 

Х РТ -Ре __ c_iw __ _ 
N с 

М1 ~ Ма. 
<X=J а. 

(6.3.26) 
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_ где Lм - теплота субл1:1мации, а pt - давление насыщен
ных паров вещества поверхности. 

К уравнениям баланса массы и энергии необходимо до
бавить также условия непрерывности концентраций и 
температур: 

Ca. lu= О= Саз Ju
8

= О= Ca,m, Т fи== о= T,f у8 = о= Т w· (6.3.27) 

§ 6.4. Математическая модель процессов 
переноса в твердом теле при наличии микропор 

В практике тепловой защиты часто применяют углероди
стые материалы, в частности графит [27-29]. Это объясня
ется высокой термостойкостью углеродистых материалов. 
В частности, графит имеет температуру плавления 3770 К 
и сублимации 4100 К, а для того чтобы нагреть 1 кг графита 
до температуры плавления, необходимо затратить ,9535 кДж. 
Следует отметить также, что при разложении коксующихся 
теплозащитных покрытий образуется твердый углеродистый 
остаток. Если учесть еще, что натуральные (ископаемые) 
угли в настоящее время - один из основных видов топлива 

u 

для тепловых электростанции, а для повышения теплового 

эффекта смесевых твердых топлив применяют металлы, то 
u u u 

становится яснои важность корректном математическои мо-

дели теплофизических и химических процессов, возникаю
щих при нагревании или гетерогенном горении пористых 

реагирующих материалов. 

Анализ результатов исследований по гетерогенному го
рению графита и углей позволяет считать, что пористость 
графита и углей (внутреннее реагирование) оказывает влия
_ние на скорость горения в случае частиц средних размеров 

(диаметр порядка сантиметров) при высоких температурах 
т > 1500 к. 

1 В данном параграфе выводятся уравнения сохранения 
энергии, массы и импульса с соответствующими граничными 

и начальными условиями для тел, обладающих внешней и 
внутренней реакционной поверхностью .. Учитываются двух
компонентность реагирующего тела и диффузия атомов 
твердого тела при достаточно вы~оких температурах. 

Очевидно, что диаметр пор является одним из основных 
параметров, определяющих характер тепло- и массообмена 
в реагирующем пористом твердом теле. Различают микро
н макропоры. 
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Если диаметр поры 2 <r> значительно меньше длины 
свободного пробега молекулы газа, вычисленной при зна-

u 

чениях термодинамических параметров на внешнеи границе 

(rранипг rа1дгла rред) t тn пnry rчита1nт микроскопической. 
Из этого определения следует, что для микропор выполня
ется неравенство 

(6.4.1) 

где k - постоянная Больцмана, l - длина свободного про
бега, а d - диаметр молекулы. 

Если выполняется неравенство 

l kTw 2 =----- < <r>, -V2 npw d~ 
(6.4.2) 

u 

то пору считают макроскопическом. 

Выведем уравнение сохранения энергии, импульса и 
массы для сплошного реагирующего твердого тела, реаги

рующего тела при наличии микропор и реагирующего твер

дого тела при наличии макропор. 

Уравнение сохранения для сплошного реагирующего 
твердого тела.Если твердое тело не имеет пор, то химиче-

u 

ские реакции протекают только на границе раздела газовои 

и конденсированной сред. Тогда уравнение сохранения мас
сы и импульса не имеет смысла выписывать, а уравнение 

сохранения энергии принимает вид 

CsPs дТ = а_ (лs дТ ). 
дt ду ду 

(6.4.3) 

2 2 

где CsPs = ~ PiCsi' А8 = ~ Ai<J>i, <J>i = const, Csi - теп-
l= 1 l= 1 

лоемкости компонентов твердого тела*. 
Уравнение (6.4.3) получается как частный случай из 

уравнения сохранения энергии (6.2.23) с учетом того, что 
гомогенные и гетерогенные реакции внутри твердого тела 

* Коэффициент теплопроводности зависит не только от объем
ных долей, но и от геометрии включений различных фаз [39]. Ис
пользованная выше формула для Л8 соответствует параллельному 
расположению включ~ний. 

255 



отсутствуют. В системе координат, связанной с подвижной 
границей раздела сред, уравнение (6.4.3) примет вид 

с р (JT -w дТ ) = д (л дТ ) (6.4.4) 8 8 дt дув дув а дув , 

где ro - линейная скорость перемещения границы раздела 
сред. 

Следует отметить, что естественные теплозащитные мате
риалы, например графит, в той или иной степени обладают 
пористостью. Поэтому уравнение переноса теплоты (6.4.4) 
для этих,материалов можно рассматривать как приближен
ное уравнение баланса энергии. В последнее время созданы 
непроницаемые по отноше1:1ию к жидкостям и газам тепло

защитные углеграфитовые покрытия. Для их изготовления 
используют различные методы, в частности метод пиролити

ческого осаждения углерода. Для таких искусственных уг
леграфитовых материалов уравнение (6.4.4) можно считать 
точным. 

Граничные условия для уравнения (6.4.4) при Ys = О 
совпадают с условиями (6.3.25), (6.3.27). 

Граничное условие на бесконечности и начальное усло
вие имеют вид 

(6.4.5) 

Поскольку в выражение для R1sl входят величины 
Caw, для их определения следует использовать граничное 
условие (6.3.13). 

Уравнения сохранения массы, импупьса и анергии дпя 
реагирующего тела при напичии микропор. Углеrрафито
вые теплозащитные материалы и угли обладают микроопора
ми. Если размеры пор малы по сравнению со средней длиной 
l свободного пробега молекул, то ПRИ ихfдвижении внутри 
поры будут происходить более частые соударения со стен
ками и более редкие соударения-молекул друг с другом, 
т. е. в порах реализуется свободномолекулярное течение 
газа. Считая, например, что Т = 2000 К и среднестатисти
ческий размер <r> = 1 нм, находим, что неравенство 
(6.4.1) будет выполняться вплоть до давлений в несколько 
сотен атмосфер и, следовательно, в порах будет иметь место 
свободномолекулярное течение газа*. 

• При термодинамических условиях р = lОЪ Па, Т = 288 К 
длина свободного пробега молекул воздуха l = IО-7м и, следова
тельцо, свободномолекулярное течение реализуется при <r>~I0-7м. 
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Заменяя длину свободного пробега l величиной 2 <r>, 
получим с помощью формул для коэффициентов переноса, 

u u 
известных в элементарнои кинетическои теории, следующие 

выражения для коэффициента диффузии а-компонента и 
T~HJ1UH!JUHUДHUCTИ смеси: 

D = 2 (r) " / BRT А= 2 (r) Су -. / SM . 
а 3 V пМа ' 3 V nRT р (6.4.6) 

Представляет интерес механизм образования и роста мик
ропор. Если углеграфитовый теплозащитный материал пред
ставляет собой кристаллическое твердое тело, то микропору 
можно считать объемным дефектом кристаллической ре
шетки [40]. Объемными дефектами кристаллической решет
ки называют области, в которых нарушено правильное рас
положение или порядок расположения атомов в кристалли-

ческой решетке. -
Объемные дефекты образуются в результате слияния 

линейных и поверхн~стных дефектов, которые, в свою оче
редь, возникают при высокоскоростном нагреве из-за не

равномерного нагрева. Дальнейший рост пор (объемных де
фектов) обусловлен гетерогенными химическими реакциями 
вещества теплозащитного покрытия с молекулами газа, по

падающими в пору из набегающего потока газа. 
Согласно данным ряда работ, при высоких температурах 

в углеграфитовых материалах большое значение приобре
тает диффузионный перенос атомов углерода. Механизм диф
фузии в твердом теле тесно связан с наличием вакансий 
кристаллической решетки, не заполненных атомами. Если 
нет вакансий, то диффузии в твердом теле не происходит. 
При математическом описании диффузии обычно делают 
следующие модельные допущения [40-42]: 

1) в процессе диффузии все параметры состояния систе
мы, за исключением концентраций атомов, принимают квази
равновесные значения, а концентрация атомов соответст

вует данному текущему моменту времени; 

2) занятие атомом вакансии определяется вероятно
стью того, что атом преодолевает потенциальный барьер, 
и вероятностью нахождения вакансии (дырки) в окрестно
сти атома. 

В силу первого допущения эти вероятности определяют
ся равновесными параметрами состояния. В частности, 
вероятность нахождения дырок в окрестности атома равна 

Рд ~ ехр [-Ед/(RТ)], (6.4.7) 
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где Ед - так называемая энергия активации образования 
дырок. Из (6.4.7)' следует, что каждой температуре соот
ветствует определенное равновесное число дырок. 

С помощью молекулярно-кинетической теории с учетом 
выписанных выше основополагающих дuнущ~ний мuж~т 
быть получено следующее выражение для коэффициента 
диффузии элемента А в многокомпонентном твердом теле 
[40-42]: 

(6.4.8) 

где DAo - предэкспоненциальный множитель, а Ed - так 
называемая энергия активации диффузии. Значения величин 
DAo и Ed приведены для некоторых веществ (углерода и 
металлов) в работах [40-42]. 

После образования пор наряду с описанным выше (ды
рочным) механизмом диффузии может реализоваться так на
зываемый механизм «перекати-поле». В этом случае диффун
дирующие атомы перемещаются по поверхности поры в на

правлении меньшей концентрации атомов. Несмотря на то 
что механизмы «дырочной» и поверхностной диффузии су
щественно различаются, коэффициент поверхностной диф
фузии DsA элемента А определяется по формуле 

DsA = Dsлo ехр ( -Edsl(RT)], (6.4.9) 

которая аналогична формуле (6.4.8). 
Здесь DsAo - предэкспоненциальный множитель, а Eds 

- так называемая энергия активации поверхностной диф
фузии. 

Следует отметить, что участки поверхности реальных 
пор вследствие дефектов кристаллической решетки неравно
ценны и в энергетическом отношении. В связи с этим на по
верхности пор имеет место перемещение молекул газа, столк

нувшихся со стенкой поры. Эго перемещение молекулы про
должается до тех пор, пока не обеспечивается наиболее ус
тойчивое положение молекулы при данном энергетическом 
уровне процесса или пока не осуществляется десорбция 
этой молекулы. Десорбция молекулы происходит вследствие 
флуктуаций теплового движения. Период времени, необ-

u u 
ходимыи для получения дополнительнои энергии, в случае 

идеальной кристаллической структуры, согласно Френ
келю (43], составляет 

Та= Тоа ехр [Qaa/(RT)], (6.4.1 О) 
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где t'oa - период колебания а-молекулы в направлении, 
перпендикулярном направлению новерхности стенки поры, 

Qaa - теплота десорбции. Для графита и активированного 
уr.пя НРлнчина т оа, cor ляrно опенкам И. А. Яворского, рав
на 5 · I0-14 с. 

В случае реальных пор адсорбированная молекула пере
мещается как за счет энергии тепловых флуктуаций, так и 
вследствие разности энергий отдельных участков поверхно
сти поры. В связи с этим время 
пребывания молекулы в окрестно- rя .--.--.,...--....---т------
сти реального фикr,ированного <d> 

центра адсорбции 

~~ = 'toa ехр [ЛQa/(RT)]. (6.4.11) 10 5 ~~--+-ir-----t----t 

Здесь ~оа - период поверхностных 
колебаний атомов, а ЛQа - раз
ность энергий между двумя энерге
тически неравноценными участка

ми поверхности, которая обычно 
изменяется в пределах (0,3 --;
--;- 0,7) Qa. 

Рис~ 6.4.1. Относительное 
время пребывания моле
кулы в окрестности цент-

ра адсорбции: 
кривая 1 соответствует Qa
... 20,9 кДж/моль, 2 -
41,8 кДж/моль, 3- 82,6 кДж/ 
моль, 4 - 165,2 кДж/моль 

[30] 

Величина таlт~ характеризует 
число перемещений молекулы по 
поверхности поры из одного Цен

тра адсорбции в другой. Она силь
но зависит от значений Qa и темпе
ратуры. Например, при физичес
кой адсорбции молекул кислорода 
на поверхности графита Qa = 4,19 кДж/моль и при Т < 
< 500 К, согласно данным И. А. Яворского, имеем таlт~ < 
< 1,5, а при Qa = 167,6 кДж/моль (хемосорбция) и Т = 
= 500 К имеем 'tа/т~ = 2,3· 10-4

• Если Т = 2500 К, ве
личина 'ta./t~ соответственно равны 1,01 и 7 ,5. 

Представляет интерес отношение 'ta к характерному вре
мени движения молекул между последовательными отраже

ниями от стенок пор, которое равно 2 <r>IQa, где Qa -
средняя скорость теплового движения молекулы сорта а 

в объеме поры. Графики тaQ/(2<r> )в функции от темпера
туры для различных значений Qa приведены при <d> = 
=2<r> =-== I0-9 м на рис. 6.4.1. Анализ этих графиков позво
ляет утверждать, что в случае хемосорбции 'ta значительно 
превышает Qa/(2 <r>). Поскольку Qa/(2 <r>) определяет 
коэффициент диффузии а-компонента газа в поре (см. (6.4.7)), 
необходимо вновь обсудить вопрос о значении коэффициента 

259 



диффузии и учесть эффект задержки молекулы в окрестно
сти центра адсорбции. В случае идеальной кристаллической 
структуры поверхности коэффициент диффузии а-компонен-
та зап11сыва1от в виде , 

Da = (4/3 <r>2/т:о~) ехр ( -Qa~/(RT)]. (6.4.12) 

Эту формулу можно получить, используя определение 
коэффициента диффузии в элементарной кинетической те
ории с учетом того, что характерная длина в данном случае 

равна 2 <r>, а время между двумя последовательными 
столкновениями совпадает со значением 't'a· 

Представляет интерес учесть также перемещения ад
сорбированной молекулы по поверхности стенки пбры. Эrи 
перемещения всегда имеют место при столкновении с по

верхностью стенки поры молекул, обладающих энергией, 
меньшей энергии десорбции (диссоциации), и молекул, век
тор скорости которых составляет с нормалью к поверхно

сти некоторый угол. В результате на поверхности стенки 
поры реализуется хаотическое двумерное движение адсор

бированных молекул с некоторой длиной свободного про
бега. Коэффициент поверхностной диффузии адсорбирован
ных молекул определяется формулой 

D~s= -1 Qc:islas=_!_ l~s (6.4.13) 
2 2 i' 

~ 

где las - средняя длина свободного пробега молекулы сор
та сх при ее двумерном движении по поверхности, Qas -
средняя скорость двумерного хаотического движения мо

лекулы. Формулу (6.4.13) легко получить, используя из-
u u 

вестные положения элементарном кинетическом теории и 

двумерность хаотического движения адсорбированных мо
лекул. 

Отношение Das к Da, определяемой формулой (6.4.12), 
составляет 

Das 3 gcu т«Z 
=- -. 

D~ 8 (r)2 -i-~ 
(6.4.14) 

Анализируя соотношение (6.4.14), заключаем, что в слу
чае микропор при <r> << 1 коэффициент поверхностной диф
фузии адсорбированных молекул может значительно пре
вышать коэффициент объемной диффузии Da. Аналогичная 
ситуа.uия реализуется и в случае, когда 't'а/т:~ >> 1, т. е. 
при достаточно больших значениях температуры и Q8 • 
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И. Я. Яворскому, используя формулу (6.4.14), удалось 
получить следующее выражение для эффективного* (сум
марного) коэффициента диффузии а-компонента: 

~ 't(l Qrt!I 

Dа.эф= 2 (r) Qa. 1+8 ~ (r)2 
З 1 + Qa. та./(2 (r) ), 

n____ р v ВлМа • 
~'~ (6.4.15) 

пр~ RT 

Сравнивая это выражение для коэффициента диффузии с 
полученным ранее выражением (6.4.7), заключаем, что при 
учете времени задержки 't'a и перемещения адсорбированных 
молекул по поверхности стенок пор изменяется средняя ско

рость теплового движения молекул. Формулы (6.4.15) и 
(6.4.7) становятся одинаковыми по форме, если в (6.4.15) 
ввести эффективную скорость хаотического движения 

n 1 +зта. Qas/(18-r~ (r)2) 
Qа.эФ =В-~,,.., Ва. = . (6.4.16) 

"" "" 1 + Qa 't'a,/(2 (r)) 

Если Ва = 1, Что реализуется при Та= О, то формулы 
(6.4.6) и (6.4.15) идентичны друг другу. 

Используя эффективную скорость хаотического движе
ния молекул, перепишем полученное ранее выражение для 

коэффициента теплопроводности газа следующим образом: 

А. = 2 (r) С "1 / 8М В В= 1 +З-rQs/(8-r' (r)2) , (6.4.17) 
эф 3 v Р V п.RТ ' 1 + Qт/(2 (r)) 

Здесь 't', 't'
1 

- средние для многокомпонентной смеси значе
ния времен пребывания молекулы в окрестности центра ад
сорбции, а Qs и Q - средние значения скоростей хаотиче
ских движений молекул в случае многокомпонентной смеси**. 

Если В = 1, что имеет место при 't' == О, то ЛэФ совпадает 
с Л (см. (6.4.6)). 

Величины 't' и т' можно определить по формулам 
N N 

't = ~ (та. na/n), 't'
1 = ~ ('t'~ na./n). (6.4.18) 

a=l а.=1 

• Эффективный коэффициент диффузии D аэф позволяет учесть 
как гетерогенную, так и объемную диффузию молекул газа. 

••При вычислении '2
8 
и Q вместо т~ следует употреблять т -

среднюю массу молекулы многокомпонентной смеси. 
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Если считать, что двумерное хаотическое движение моле
кул по поверхности определяется только столкновениями мо-

u u 
лекул, то на основании элементарнои кинетическои теории 

получим 

V RT 1 
Qas == 0,91 , las = _ , (6.4.19) 

2Ма лапаs ( 1 -t- -V 2/2) 

где nas - число а-молекул на поверхности поры единичной 
площади. 

Однако фактически las пропорциональна расстоянию 
между ценtрами адсорбции, а Q.as = lа81т:~. Поэтому эти 
величины необходимо определять из данных эксперимента. 

Получим уравнение сохранения массы газообразных ком
понентов. Заметим, что в общем случае образующая поры на
клонена под некоторым углом к нормали поверхности разде

ла сред, направленной в сторону конденсированного вещест
ва. Поэтому введем ось z3 , направленную под углом к оси 

у. Тогда с учетом равенства Za = y/cos (п, Za) и (6.2.16) 
получим следующие уравнения сохранения массы газооб
разных компонентов: 

де за дJ За fРз .,,,....... 
q>3 Рз дt + ду COS (п, Z8 ) = S (Rза.s-Сза Rз8), 

а= 1, ... , N-1. (6.4.20) 

Уравнения (6.4.20) получаются с учетом сделанных вы
ше- замечаний как частный случай из уравнений (6.2.16) 
при R 3 = R за. = О и v = О (объемные реакции и направлен
ное макродвижение м9лекул в микропорах отсутствуют). 
Эти уравнения необходимо решать, учитывая соотношение 
(6.2.17). 

Уравнение (6.4.20) необходимо решать совместно с урав
нением неразрывности для газовой фазы (6.2.15), которое 
в данном случае упрощается, так как v = О и R 3 == О. 

В системе координат, связанной с фронтом термохимиче
ского разрушения, уравнения (6.4.20) принимают вид 

<J>з Рз -ю + · cos (п, Za) ~ 
( 

дс2а дсза ) дJ аз fРз .,,,....... 

дt дуs дуs 

=S(Rзas-CзaRs8), а= 1, ... , N-1. (6.4.21) 

262 



В той же системе координат уравнения сохранения конден
сированных компонентов имеют вид 

р i ( а<р1 . - (1) _ifPt -) . ~ 
at ays 

(6.4.22) 

( 
д<р2 -ro аср2 )- _aJ2sfP2+ д<р2Ип_ 8R Р2 at а - а Р2 д .s2 • 

Ув . Ys Ув 
(6.4.23) 

Здесь Ji.~ - плотности диффузионных потоков конден
сированной фазы, а Ии - скорость пластического течения 
сплошной конденсировзнной среды. 

Уравнения (6.4.22), (6.4.23) записаны с учетом так назы
ваемого эффекта Киркендолла [40-42]. Сущность этого 
эффекта заключается в том, что при не равных друг другу 
коэффициентах диффузии компонентов конденсированной фа
зы более подвижные атомы быстрее покидают зону соприкос
новения разных компонентов, в результате чего возникает 

большое число вакансий, которые могут объединяться в 
пустоты. Эти пустоты заполняются в результате пластиче
ских течений (течение Киркендолла) конденсированного 
вещества, которое сопровождает диффузию компонентов 
конденсированной фазы. Скорость Ип пластического тече
ния обычно определяется экспериментально [40-42]. 

Если направленное макродвижение молекул отсутст
вует, то уравнение сохранения импульса удовлетворяется 

тождественно, а уравнение сохранения энергии получает

ся как частный случай из уравнения (6.2.33): 
3 

( ат ат ) а ( 
3 

1: (Pi <pi срд дt -ro а = а 1: лi (j}j 
i=l Ys Ys i=l 

ат)+ 
ays 

2 ,.., ат ат + _..,. Pi<picpiUп д дуs Х 
i= 1 Ys 

Х ( (jJ3af
1 
Сра Ja + ~1 Cpsi (jJi Jsi) +s ~1 Qj8 Rjs· (6.4.24) 

При записи уравнения (6.4.24) использовалась система 
координат, связанная с фронтом термокинетического раз
рушения, считалось, что Ra == О и v = О, быЛи опущены 
пренебрежимо малые члены, характеризующие работу сил 
сжатия, теплоту трения, кинетическую энергию газообраз
ных продуктов гетерогенных реакций и введен член, учиты-
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вающий перенос энергии вследствиедиффузии компонентов 
конденсированной фазы. 

Выписанная выше система уравнений замыкается тер
мическим vrанненнем cnrтnЯHTHT (6.2.Зn). 

При конкретном решении выписанной выше системы 
уравнений необходимо задать граничные и начальные усло
вия. Эти условия получаются как частный случай из усло
вий, данных в § 6.3. В частности, начальные условия игра
ничные условия на бесконечности совпадают с условиями 
(6.3.1). Уравнение материального баланса газообразных 
компонентов получается из (6.3.7) при v~== О и имеет вид 

' 

J aw + (pv)w Caw = Rзaw--Cf>з J азs, а= 1, ... , N. (6.4.25) 

Диффузионные потоки J aw могут быть найдены из соот
ношений Стефана-Максвелла (6.1.7), а J аз - согласно 
формулам 

дсза "" 
J аз== - Рз Dа.эф COS (n, Z8 ), СХ = 1, ... , N. (6.4.26) 

дуs 
~ 

В дальнейшем будем считать cos (п, Z8 ) постоянной, 

равной v212, так как наиболее вероятный угол наклона 
образующей пор с нормалью к поверхности раздела сред 
равен 45°. 

Уравнения материального баланса компонентов кон
денсированной фазы записываются следующим образом: 

J iw + (pv)w С iw =-:: -R isw - ((>iw J isw' i = 1, 2. ( 6.4 .27) 

Это уравнение выводится аналогично тому, как получено 
уравнение (6.3.9). Величины J iw, как обычно, определяются 
из соотношений Стефана-Максвелла, а J isw - диффузион
ные потоки компонентов конденсированной фазы - здесь 
и выше определяются по формулам 

Jis= -piDis д<рt , i= 1,2, 16.4.28) 
дуs 

где Dis - эффективные коэффициенты диффузии компонен
тов конденсированной фазы, учитывающие как гетероген
ную, так и объемную диффузию этих компонентов. Эти 
коэффициенты, так же как и величины DA и DAs, экспо
ненциальным образом зависят от температуры, причем 
DA < D18 < DAs· Введение эффективных коэффициентов 
диффузии оправдывается тем, что величины D А и D Аз 
определяются с довольно большой погрешностью. Кроме 
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того, tеtероtенная диффузия реализуеtсst е тоtiком слое ма· 
териала у поверхности стенок поры, толщина которых так

же известна с достаточно большой погрешностью. В связи 
r ~тнм пргдrтавляrтrя ПРЛrrnnnrазным не раздельный, а 
совместный учет гетерогенной и объемной диффузии компо
нентов конденсированной фазы: следовательно, введение 
эффективных коэффициентов диффузии вполне оправдано. 

Таким образом, число компонентов в газовом потоке 
равно N + 2, причем компон·енты конденсированной фазы 
попадают в пограничный слой вследствие сублимации 
(Risw - массовые скорости сублимации компонентов кон
денсированной фазы). 

На границе раздела сред должно выполняться также ус
.ловие баланса энергии. Это уравнение получается из (6.4.21) 
как частный случай при (pv) ~~ = О и записывается сле-
дующим образом: 

Аw(дТ) + ± QjsR1s= -Лs( дТs) · (6.4.29) 
ду to /= 1 дув w 

Кроме того, на границе раздела сред, очевидно, должны 
выполняться условия непрерывности концентраций и 
температур, которые имеют вид 

Ciw = ci8W' i = 1, 2; Caw == Сазw, а= 1 .... , N; 
Т w = Tsw• (6.4.30) 

Таким образом, получена полная система уравнений, 
граничных и начальных условий, описывающих тепло
и массообмен в конденсированной среде при наличии мик
ропор. В заключение этого пункта отметим, что, не~мотря на 
малый диаметр микропор, они составляют 97-99% от об
щей пористости реальных углеграфитовых материалов и, 
следовательно, определяют механизм тепло- и массообмена 
в конденсированной фазе. 

§ 6.5. Твердофазная модель воспламенения 
и горения реагирующих веществ 

Многие практически важные реагирующие вещества выде
ляют основное количество теплоты при химическом взаимо

действии в твердой фазе. К таким веществам относятся сме
севы.е твердые топлива, коллоидные твердые топлива и да
же натуральный уголь в случае его высокой пористости. 
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Смесевым твердым раке1Гным tопJiивом (CPt't) называюt 
гетерогенное реакционноспособное тело, состоящее из дис
кретных твердых частиц окислителя, помещенных в массу 

нuлимернuгu свяJу1ощсгu, I\uтupuc играет роль горючего. 

Обычно роль твердого окислителя выполняет перхло
рат аммония, а роль связующего (связки)-каучуки, смолы, 
пластмассы. Иногда для повышения теплового эффекта го
рения добавляют металлы (алюминий, бериллий, литий) 
[37]. Коллоидными твердыми топливами называют гомоген
ные органические соединения, молекулы которых содержат 

богатые ки~лородом нитро(N02)- или нитратные (ON02) 

группы, слабо связанные с атомами углерода. 
При производстве смесевых ракетных топлив употреб

ляют очень мелкие частицы окислителя и металлов, размер 

которых значительно меньше толщины реакционной зоны 
(зоны наиболее сильного изменения скорости реакции при · 
воспламенении или горении СРТТ). Поэтому гетерогенное 
по существу СРТТ, как правило, считаютгомогеннымреаги
рующим веществом (п р и ем г ом о г е н и з а ц и и). 

Коллоидные топлива являются гомогенными по опре
делению. 

Следует отметить, что в настоящее время методы теоре
тической химии не позволяют рассчитывать энергии актива
ции и предэкспоненты реакций, протекающих в твердой фа
зе, и их обычно определяют из данных эксперимента. · 

Одной из самых разработанных математических моделей 
воспламенения и горения СРТТ является так называемая 
твердофазная модель. 

Основные допущения, положенные в основу твердофаз
ной модели воспламенения, таковы: 

передача энергии внутри реагирующей системы осущест
вляется только путем молекулярной теплопроводности; 

реагент не претерпевает никаких фазовых превращений, 
и газообразные продукты реакции отсутствуют; 

в системе протекает одна экзотермическая гомогенная ре

акция, следующая закону Аррениуса с эффективными 
значениями энергии активации и предэкспонента; 

все теплофизические коэффициенты (коэффициент тепло
проводности Л, теплоемкоеть cv, плотность р), а также 
энергия активации Е и предэкспонент k0 постоянны; 

действие источника нагрева можно однозначно выразить 
в виде граничных условий, причем длительность действия 
источника больu1е времени воспламенения; 

процессы диффузии не учитываются. 
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Следует отметить, что не все физико-механические явле
ния, на основе которых записана система уравнений, полу
ченная в § 6.2-6.4, имеют место при воспламенении и горе-
111111 рrаг11рую1ц11х nг1пгrтn. R rnя1н с ~тнм пrелстанляет 
интерес данная А. Г. Мержановым классификация конден
сированных реагирующих веществ (рис. 6.5.1 ). Классифи
кация проведена в соответствии с теми или иными процес

сами, протекающими в конденсированном веществе. Соглас-

Безrазuuьн: 

Мало газовые 

Труднолстуч!tС' 

KOIIДEHCИPOfiAHHЫE 

ВЕЩЕСТВА (КВ) 

Летучи~ 

испзряющиссн 

в жидкой 

фазе 

---- г~-~;1фицv.рующисся 

l lc;1c rучие 
ра1.Н3ГdЮ1UИССЯ 

__ J 

13 твердой 
фазе 

~--~----

Рис. 6.5.1. Классификация конденсированных реагирующих веществ 

но этой классификации, все конденсированные вещества 
можно разделить на безгазовые и газифицирующиеся при вос
пламенении и горении. 

Безгазовыми называют такие конденсированные вещест
ва, при горении которых отсутствуют газообразные продук
ты реакций. Это достаточно узкий класс конденсированных 
веществ, к которому можно ·отнести, в частности, железо

алюминиевые термиты. При горении этих составов разви
ваются высокие температуры (до 3000 К), а эффективные 
значения k 0 и Е также велики. В частности, для состава 
25 % Al + 75 %Fe20 3 получено k 0 = 1015 с- 1 , а Е == 543 кДж/ 
/моль. Математическая модель воспламенения и горения 
безгазовых составов получается как частный и самый про
стой случай из приведенной в § 6.2 системы уравнений. 
Для этого достаточно положить ср 3 =О и Rs =О, в ре
зультате чего имеем следующую систему уравнений с на
чальными условиями: 

Р1 ~~1 = -Ri; Ri = Р1 <J>1 ko ехр (- R~j 
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(6.5.1) 

где q - тепловой эффект гомогенной реакции, протекаю
щей в конденсированной фазе, р1 - истинная плотность ре
агента. 

Если дополнительно предположить, что на границе раз
дела газ-твердое тело отсутствуют гетерогенные реакции, 

то граничные условия на границе раздела сред и на беско
нечности также упрощаются и имеют вид 

"' ат = -"'s ат s Т l Т 
l'w l'w ; s g = оо = sв· 

ду g=O ду8 U8 =0 в 
(6.5.3) 

Если при горении конденсированного вещества вследст
вие химического разложения или испарения образуются 
газообразные продукты реакций, то это вещество называют 
газифицирующимся. 

К этому классу принадлежит подавляющее большинст
во реагирующих веществ. В этом случае реакции протекают 
и в газовой фазе, т. е. явления воспламенения и горения ста-

u 

новятся многостадииными. 

В связи с этим уместно ввести понятие ведущей стадии 
химического процесса. Ведущей химической реакцией (ста
дией) следует называть реакцию (стадию), тепловыделение 
от которой обеспечивает воспламенение и дальнейшее горе
ние реагента. 

Например, для летучих взрывчатых веществ, температу
ра кипения (сублим-ации) которых меньше температуры го
рения паров в газовой фазе, ведущая химическая реакция 
имеет место в- газовой фазе, в то время как для ряда смесе
вых ракетных топлив, согласно данным в § 6.2, основное 
количество теплоты выделяется в твердой фазе и, следо
вательно, там же протекает и ведущая реакция. 

Следует отметить, что с ростом времени и изменением 
физических условий ведущая стадия может стать подчинен
ной, и наоборот. 

Таким образом, с учетом введенных выше понятий можно 
утверждать, что твердофазную модель воспламенения и го-
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рения следует употреблять для описания термокинетических 
процессов в конденсированном веществе, если при химиче

ском реагировании практически не выделяются газообраз
ные продукты реакций и ведущая стадия химического про
цесса находится в конденсированной фазе. 

§ 6.6. О тепловом взрыве реагирующих 
веществ 

В соответствии с принципом Вант-Гоффа 

воспламенение происходит в той точке реагирующей 
системы и в тот момент времени, когда тепловы
деление от химической реакции в окрестности этой 
точки превышает теплоотвод. 

Академику Н. Н. Семенuву впервые удалось дать мате
матическую формулировку условий воспламенения [44, 45]. 

Пусть некоторый объем газообразного реагента заклю
чен в сосуд, стенки которого поддерживаются при неизмен

ной температуре Т 0 • Предположим, что при протекании одной 
гомогенной реакции, следующей закону Аррениуса, внутри 
сосуда устанавливается (например, вследствие сильного пе
ремешивания) одинаковая температура Т. Ввиду принято
го допущения весь объем газа V реагирует одинаково во 
всех точках и нет надобности использовать систему уравне
ний в частных производных. 

Если тепловой эффект реакции равен q, то скорость теп
ловыделен_ия в сосуде (количество теплоты, выделяющееся 
за 1 с) 

Q+ = qVk0 (рс)п ехр [-Е/(RТ)], (6.6.1) 

где k0 , Е и п - предэкспонент, энергия активации и по
рядок эффективной реакции* соответственно, р и с - плот
ность и концентрация недостающего компонента, которые 
для простоты считаем постоянными**. 

• Порядок реакций для эффективных (итоговых) химических 
реакций, обычно используемых в теории горения, как правило, не 
совпадает ни с одним из стехиометрических коэффициентов (см. гл. 2). 
Поэтому здесь и в других случаях, когда используется понятие ито
говой реакции, ее порядок будем обозначать п в соответствии с обо
значениями, принятыми в теории горения. 

* * Как правило, предвзрывные разогревы невелики, а выгора
ние реагента к моменту воспламенения мало, поэтому допущение о 

постоянстве р и с не вносит большой погрешности в последующий 
анализ. 
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Теплота, генерируемая химической реакцией, частично 
идет на нагревание реагента, а частично теряется через стен

ки сосуда. 

Предположение о том, что внутри сосу.Да температура 
однородна, означает, что скорость выравнивания темпера

тур очень велика, так что основное термическое сопротивле

ние оказывает тонкий слой газа у поверхности сосуда. В ре

Q +..-------- -------::::::;;;;_..., 
Q_ 1А3 

зультате количество теплоты, 

отданной стенкам сосуда, 
можно записать в виде 1 

1 
1 
1 

Q_ = aS (Т- Т0), (6.6.2) 

i где S - площадь поверхно-
1 сти стенок сосуда, сх - коэф-
1 фициент теплоотдачи, кото-

о ........... __.___..._ _ __.____.L--__ ·r-~ рый будем считать постоян-
fи, Т, Таи- т* Тz 'J т ным. 

Рассмотрим графически 
Рис. 16.6.1. диаграмма Семенова соотношение между тепловы-

делением и теплоотводом при 

различных температурах стенки Т 0 (рис. 6.6.1). При 
Т 01 < Т 0* существуют три точки Т 1 < Т 2 < Т 3 пере
сечен и я кривой тепловыделения Q+ и прямой теплоот
вода Q_. 

Легко видеть, что реализуется только точка А 1 с абсцис
сой Т1 • Действительно, температура реагирующей системы 
достигнет точки А 1 и дальше не увеличивается, так как при 
Т > Т1 имеем Q-> Q+ и рост температуры прекращается. 
Если за счет неболыпого случайного изменения Т повы
сится и станет больше Т1 , то в силу того, что Q_ > Q+, она 
вновь опустится до значения Т1 , т. е. А 1 - точка устой
чивого равновесия реагирующей системы. 

Состояние системы, отвечающее точке А 2 , не реализует
ся, так как при малых возмущениях температуры эта точ

ка стремится к А 1 , если Q_ > Q+, или к точке А 3 , если 
Q+ > Q_. 

Следует отметить, что эти же результаты можно было бы 
получить более строго, исследуя известным методом малых 
возмущений устойчивость стационарных решений уравнения 

dT 
Сур-= Q+-Q-. 

dt 
(6.6.3) 

Состояние, отвечающее точке А 3 , также не реализуется, 
так как абсцисса этой точки Т 3 очень велика (даже в от-
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u u 
сутствие теплоотвода всеи выделившеися в результате ре-

акции теплоты недостаточно до_ повышения температуры си

стемы до Т 3). Кроме того, с ростом температуры вначале 
достигастl:я точка Л 1 , которая, как было Показано выше, 
является точкой устойчивого теплового равновесия этой 
системы. 

Увеличивая Т 0 можно получить такую прямую тепло
отвода, которая лежит при умеренных температурах ниже 

кривой теплоприхода. В этом случае стационарное распре-
u 

деление температуры в реагирующеи системе невозможно 

и имеет место взрыв реагента. Предельное значение Т 0 = 
= Т 0*, при котором еще имеет место стационарное значение . 

u 

температуры, определяется из условия касания кривои теп-
u 

лоприхода и прямои теплоотвода. 

Температуру стенок сосуда Т0 = Т0*, при которой осу
ществляется предельное равновесное состояние реагирующей 
системы, называют температурой самовоспламенения. Эту 

u 

величину можно определить из системы уравнении 

qk0 (рсJп V ехр [ -E/(RT*)] = aS lT* -Т0*); 

qVk0 (pc)n Е ехр [ -Е /(RT .)l 
-----------= aS, 

RT~ 
(6.6.4) 

где Т * - предельная стационарная температура реаген
та в реакционном сосуде. Поделив первое из равенств (6.6.4) 
на второе, получим 

~~ -Т*+то*с::О, Т*= 2~ (1-Jf 1-4~0• )· (6.6.5) 

Заметим, что обычно Е >> 1, а температура Т 0* принима
ет умеренные значения, поэтому ~ = RT0*/E << 1 (эта ве
личина изменяется, как правило, в пределах 0,001-0,05); 
используя разложение по малой величине ~ с точностью до 
~3 , получаем следующее выражение для предвзрывного ра
зогрева: 

ЛТ* = Т*-Т0* = RT~./E. (6.6.6) 

При Е = 209,5 кДж/моль и Т0* = 1000 К имеем 
ЛТ* = 40 К, что является типичным значением для взрыв
чатых газовых смесей. 

Выражение (6.6.6) можно привести к безразмерному ви
ду, введя 0* - безразмерную температуру: 

0*=(T*-T0*)E/(RT~.)= 1. (6.6.7) 

271 



Если известна Т * как функция от Т 0., то, используя 
одно из уравнений системы (6.6.4), можно найти температу
ру самовоспламенения т0 •• Для этого подставим (6.6.7) 
во nторое уравнение (6.6.4) и, преооразооаn ре1у.11ьтат пnд 
становки с учетом приближенных равенств 

RT: = RTB* (l + RTo. ) ~ RTB* 
Е Е Е Е ' 

ехр (- :Т, • ) = ехр [ - RT '• (~ + Р> ] ~ 
~ ехр(- Е ). (6.6.8) 

RTo. 

получим условие воспламенения Семенова: 

----ехр - ~ . qVko(pc)nE (" Е )........_l 
aSRTИ* RT0• 

(6.6.9) 

Из равенства (6.6.9) можно определить температуру 
самовоспламенения т0•• Если известна т0., то можно 
найти значение энергии активации. Для этого подставим 
(6.6.6) во второе уравнение (6.6.4). Логарифмируя резуль
тат подстановки, получим с учетом (pc)n ,.ypn соотношение 
Семенова: 

(6.6.1 О) 

где р* - давление в реагиру1ощей системе при Т = Т *• 
Из (6.6.10) следует, что в координатах In (рп/тВ.) и (1/Т0*) 
мы имеем прямую линию, угловой коэффициент которой ра
вен EIR. 

В обычных координатах (6.6.10) представляет собой кри
вую, отделяющую значения Т 0 , р, соответствующие взрывно-

u 
му превращению реагента, от значении этих величин, отве-

чающих стационарному состоянию системы. . 
Следует отметить, что допущения, положенные в основу 

теории Семенова, значительно влияют на точность характе
ристик воспламенения (предвзрывного разогрева, темпера
туры самовоспламенения), однако при а << 1 _точность оп
ределения характеристик воспламенения становится удов

летворительной. 
Дальнейший шаг в развитии теории теплового взрыва 

был сделан О. М. Тодесом. В его работах была учтена за
висимость температуры в реакционном объеме от времени и 
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было устранено допущение Семенова об отсутствии выгора
ния реагента. 

Математически задача о тепловом взрыве в этом случае 
сводится к рсшснн1u ураnнсвнi't теплового баланса и химиче
~кой кинетики (для простоты будем считать, что имеет место 
реакция первого порядка), записанных в безразмерном 
виде 

d0 . 0 -
d'( = (1-ri) ехр 1 +1Ю -а0; 

d11 = '\' (1-f)) ехр в ' 
d't 1 + ~0 (6.6.11) 

с начальными условиями 

8 (О) = О, fJ (О) = О. (6.6.12) 

Здесь 8 = (Т- Т0) El(RT~) - безразмерная температура, 
"С = tlt* - безразмерное время, t* = [CpRT~l(qEk0cв)J Х 
х ехр [E/RT0] - масштаб времени,~= RT0/E- безразмер
ный параметр, fJ = 1 - с/св - глубина превращения ре
агента, Св - начальная концентрация реагента, Т0- тем
пература стенок реакционного сосуда и начальная темпе-· 

ратура реагента, '\' = cpRT~I (qE) - безразмерный пара-
метр, характеризующий скорость выгорания реагента, а
безразмерный коэффициент теплоотдачи. 

Систему уравнений (6.6.11) можно свести к решению 
одного дифференциального уравнения второго порядка. С 
этой целью из первого и второго уравнений (6.6.11) нахо
дим 

't 

ln(l-тJ)=-yJexp 8 di-, 
1+~8 

о 

ln (1-ri) = ln (0.+ii0)-
1

: ре . (6.6.13) 

Приравнивая правые части равенств (6.6.13) и дифферен
цируя полученное выражение по т, находим (для удобства 
записи и последую~цих преобразований точкой обозначено 
дифференцирование. по т) 

d
28 +а~+У (~ +ае)ехр 0 

-
d't2 d't d't 1 + ~0 

е(е+ае> + ре(е+ав)0 =О. 
1+~0 (t+P0>' . 

(6.6.14) 
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Это уравнение необходимо реша·rь с учетом условий 

е· (О) = 1, е (О) = о. (6.6.15) 
-

Допустим для простоты, что а == U, ~ == U (рассматри-
вается протекание реакции в адиабатическом реакторе при 
условии, что q >> 1 и Е >> 1), тогда уравнение (6.6.14) мож
но проинтегрировать: 

о= (1 - 178) ехр е. (6.6.16) 

Из (6.6.16) следует, что максимальная температура реа
гирующей системы 0m = l/17, и, интегрируя (6.6.16), на
ходим 

Т= +ехр(-~) [ Ei ( ~ )-Ei с ~уО )]. (6.6.17) 

где Ei - интегральная показательная функция. Если пре
небречь выгоранием реагента, т. е. положить 17 = О, то по
лучим более простое решение: 

0 = In (1 - т). (6.6.18) 

Выражения (6.6.17) и (6.6.18) позволяют определить пе
риод индукции, что представляет собой значительный шаг 
вперед по сравнению с теорией Семенова. _ 

Из анализа (6.6.18) следует, что для 17 = ~ = а = О 
действительное решение задачи существует при О < "С ~ 1 
и в этом случае безразмерным периодом индукции следует 

считать "'• = 1. 
В случае 17 = О для определения периода индукции не-

обходимо дать априорный критерий воспламенения. В ка
честве такого условия удобно принимать условие Тодеса. 

(6.6.19) 

Таким образом, период индукции отождествляется с 
первой точкой перегиба кинетической кривой 0 ('t) (вторая 
точка перегиба связана с теплоотводом от реагирующей си
стемы), т. е. период индукции есть значение времени"'= т., 
при котором достига,ется максимальная скорость разогре
ва реагирующей системы (одновременно при "' = т* дости
га,ется и максимальная скорость реакции). 

Дифференцируя (6.6.16) по т, находим 

е (т.) = (1 - 17)/17, (6.6.20) 
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после чего из (6.6.17) определяем время индукции: 

(6.6.21) 

При у << 1 формула для времени индукции существен
но упрощается: 

(6.6.22) 

Поскольку, по определению, т* >О, из (6.6.21) следует, 
что критерий воспламенения (6.6.19) выполняется только 
при 

1' <у* == 1. (6.6.23) 

Таким образом, при у ;:::: у* скорость реакции d0/dт 
плавно уменьшается с течением времени и воспламенения 

не происходит. Физически это может быть связано, напри
мер, с малым тепловым эффектом реакции. 

В связи с изложенным целесообразно ввести понятие 
термокинетического предела воспламенения. Термокинети
ческим пределом воспламенения у* будем называть такое 
значение безразмерного критерия подобия, что при у ~у* 
условие воспламенения не может быть удовлетворено. 

Величина у* позволяет из класса реагирующих материа
лов выделить подкласс воспламеняющихся при данных фи
зических условиях веществ. 

Одним из основных допущений теории Семенова и То
деса является предположение об однородности поля темпе
ратур. Впервые это допущение·. попытались устранить. 
О. М. Тодес и Т. А. Конторова. В дальнейшем, используя 
метод преобразования экспоненты, Д. А. Франк-Каменец
кий [ 46] довел решение этой задачи до числовых значений
При решении задачи о тепловом взрыве он использовал сле
дующие допущения: 

t 1) термодинамические параметры реагирующей систе
мы не зависят от времени: 

2) предвзрывной разогрев мал по сравнению с темпера
турой стенок реакционного сосуда, т. е. ЛТIТ << 1; 

3) выгорание и изменение давления и плотности реаген
та отсутствуют, в результате чего скорость реакции зависит 

от температуры как ехр [-El(RT)]; 
4) теплопроводность и теплоемкость стенки предпола

гаются бесконечно большими. 
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Второе допущение позволяет применять преобразование 
Франк-Каменецкоrо: 

ехр(- - :т) = ехр [- Е Лт-] 1'.1 

RTo( t+т;-) 
~ехр(- Е )еО 0= (Т-То)Е 

RT0 ' RTB ' 
(6.6.24) 

где Т 0 - температура стенок сосуда. 
Четвертое предположение позволяет считать температу

ру Т0 стенок сосуда постоянной. 
В связи с принятыми допущениями основная система 

уравнений (6.1.1)-(6.1.10) значительно упрощается и за
дача сводится к решению уравнения 

ЛV2 T+qk0 p~c:exp(- R~ )=0 

с граничными условиями 

(6.6.25) 

Тfг=Т0 или [л дТ +а(Т-Т0)] ==:О, (6.6.26) 
дп г 

-
где Г - граница области, заполненной реагентом, п -

u 
нормаль к этои границе. 

Применяя преобразование (6.6.24) и безразмерные пере
менные, вместо краевой задачи (6.6.25)-(6.6.26) имеем, счи
тая явление теплового взрыва одномерным, уравнение 

- - хт- +бе8 =0 1 d ( d0 ) 
х,т . dx dx 

(6.6.27) 

с граничными и начальными условиями 

~1 =0; 0fx=l = 1 или (~+Bie) =0, (6.6.28) 
dx х=О dx x=l 

где х ~ rlr0 - безразмерная координата, r0 - радиус сосу_ 
да, Bi = аr0/Л - критерий Био, характеризующий интен. 
сивность теплообмена, б = [qlг0Erбp~ с~/(ЛRТб)] ехр [-Е/ 
1(RT0)] - критерий Франк-Каменецкого, т - показатель 
формы в операторе Лапласа, равный О, 1, 2 для бесконечной 
пластины, цилИндра и сферы соответственно. Заметим, что 
при Bi ~ оо из третьего условия (6.6.28) следует второе. 
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Франк-Каменецкий получил аналитическое решение за
дачи (6.6.27), (6.6.28) при т = О (использовалось граничное 
условие первого рода), т = 1 и числовое решение при 
1п -= 2. 

Получим решение задачи (6.2.25)-(6.2.26) при т;;:;. 1. 
Вводя новые переменные 

z = и -~ е, и = ln (х2б/2), 

получим вместо уравнения (6.6.27) при т = 1 

2 d2z +ez= О. 
du2 

(6.6.29) 

r (6.6.зо) 

Введем новую функцию p=dz/du, а z будем считать 
независимой переменной, тогда уравнение (6.6.30) при
мет вид 

2рр' +е2 =0. (6.6.31) 

Интегрируя это уравнение, получим 

dz = +du 
-V а-ехр z - ' 

(6.6.32) 

где а - произвольная постоянная. Общий интеграл вто
рого из уравнений (6.6.32) имеет вид 

1 In Va--V a-t =+и - 1 In с, t= ez, (6.6.33) 
-Va -v а+ -v a-t - -Va 

где С - вторая произвольная постоянная. 
Возвращаясь к переменным х, 0 и вводя новую произ-

:1:'Уа 
вольную постоянную Ь = 2 С, получим вместо (6.6.33) 
после простых преобразований общее решение уравнения 
(6.6.27) при т = 1: 

BabfxVб)± 2 -Va 
0=ln--~~~------~~ 

бх2 [ь+ (х Vб )± 2 fi] 2 
(6.6.34) 

Если положить а == 1, то из общего решения (6.6.34) 
получим частное решение, не имеющее особенности при 

х = О при любом выборе знака перед Va, которое удовлет
воряет первому из граничных условий (6.6.28) - условию 
симметрии. 
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Выбрав для определенности знак плюс перед -V а, по
лучаем* 

8Ь 
о ;:__ 111 --- -

(Ь+х2 б) 2 
(6.G.ЗG) 

Для определения Ь получаем уравнение 

ь2 +2ь (б-4) +б2 =о; 

Ь1,2=-=4-б± -V(4-б)2 -б2 • (6.6.26) 

Из второго выражения (6.6.36) следует, что для сущест
вования'действительных решений краевой задачи (6.6.27), 
(6.6.28) необходимо и достаточно, чтобы 

(4-б)2 --б2 ~О; б ~ б* = 2. (6.6.37) 

Критический профиль температуры и максимальный 
безразмерный предвзрывной разогрев, отвечающие б == б*, 
имеют соответственно вид 

8==-21п-1 (1-t-x2
), 80*=2ln2=1,386. (6.6.38) 

2 

·величину б* называют взрывным пределом, и задачей 
стационарной теории теплового взрыва является определе
ние этой величины. 

Зная б*, радиус цилиндра r0 (характерный размер ре
акционного сосуда) и термокинетические постоянные, мож
но определить предельную температуру стенок сосуда Т 0* 
(температуру самовоспламенения), при которой в сосуде 
еще реализуется стационарное распределение температуры. 

Если известна температура Т0*, то можно определить ха-
рактерный размер сосуда. 511 

В связи с вышеизложенным задачу о тепловом взрыве 
реагента можно ставить двояким образом: найти при извест
ной температуре Т 0 характерный размер реакционного со
суда или найти при известном характерном размере темпе
ратуру стенок сосуда, при которых происходит взрыв реа

гента. 

Поскольку температура в центре симметрии 80 == 8Ь, 
из второго соотношения (6.6.36) следует, что при б < 2 
существуют два значения температуры в центре симметрии 

сосуда: 801ir и~ 002 .: Первое из них отвечает знаку минус (ре
шение первог~ типа) а второе - знаку плюс перед корнем 

* Если выбрать знак минус, а вместо Ь - новую произвольную 
постоянную 1/Ь, вновь получим выражение (6.6.35). 
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(решение вtoporo типа). Jiегко видеть, чtо при б == б* = 2 
оба решения сливаются в одно и то же решение краевой 
задачи (6.6.27), (6.6.28). 

Таким uбразuм, б* 2 - особая точ1<а б-оrн: при 
б > б* == 2, действительное решение краевой задачи 
(6.6.26), (6.6.27) отсутствует , а при б < ()* существуют два 
действительных решения этой задачи. Такие точки носят 
специальное название пzочек бифуркации. Точкой бифурка
ции б-оси называют точку' при переходе через которую чис
ло решений нелинейной краевой задачи изменяется на ко
нечную величину 

Анализ устойчивости решений первого и второго типа 
методом малых возмущений показал, что решения первого 

u u 

типа устоичивы, а решения второго типа неустоичивы и, 

следовательно, не реализуются. 

Результаты стационарной теории теплового взрыва мо
гут быть использованы для анализа самовоспламенения как 
реагирующих газов, так и взрывчатых конденсированных 

веществ. Некоторые данные по экспериментальной провер-
u 

ке стационарнои теории теплового взрыва приведены в 

[ 46]. Более полный обзор исследований по стационарной 
теории теплового взрыва имеется в [46-48]. 

§ 6.7. Самовоспламенение и зажигание 
конденсированных реагирующих веществ 

В р~мках твердофазной модели зажигания рассмотрим вос
пламенение реагирующего тела. Тогда в силу принятых вы
ше допущений задача сводится к решению системы урав
нений 

д0 1 д ( д0 ) 0 
д-т: = бхт -дх- хт дх +ехр 1 +РО ; 

а" == y(l -'r))n ехр _о -
а-т: 1 +ре ' 

су RT~ ( Е ) 
t * = _E_q_k_o _c~-p-n- ех Р - RT о 

с граничными и начальными условиями 

~ =0; (~+Bi0)1 =0; 
дх Х= 0 дх Х= 1 

0 l-r=O ==О; 1) l-r=O =о. 

(6. 7 .1) 

(6.7.2) 

(6.7.3) 
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Здесь 't = tlt. - безразмерное время, t. - масшtаб 
времени, а остальные переменные были введены в § 6.6. 

В отличие от моделей теплового взрыва, приведенных в 
§ 6.fi, n тnf'рдnфа1ной мnлРли вnспламенения учитывнетrя 
изменение температуры и глубины превращения как от вре
мени, так и от пространственной координаты х, что позволя

ет определить как взрывной предел б., так 11 время индук
ции 't' •• 

Поскольку аналитически систему уравнений решить 
нельзя, взрывной предел б* и время индукции т* были оп
ределены А. Г. Мержановым с сотрудниками как функции 
от п, Bi,'"y, ~численно с использованием неявной разностной 
схемы. 

Под периодом индукции при проведении расчетов пони
малось время достижения максимальной скорости химиче
ской реакции, поэтому т* - это корень уравнения 

(6. 7.4) 

где индекс О приписан величинам, соответствующим 
х =о. 

Практически при расчетах за период индукции выбира
лось время достижения 00 = 5. Наряду с условием (6.7.3) 
можно применять для определения 't'* условие 

(6.7.5) 

которое является более удобным, так как с его помощью 
проще обрабатывать результаты числового эксперимента. 

Условие (6.7.5) при наличии теплоотвода не идентично 
условию (6.7.4). Поэтому понятие времени индукции явля
ется в некотором смысле условным, однако для реального 

диапазона изменения п, Bi, у,~ в силу экспоненциальной за
висимости скорости реакции от температуры величины т*, 

определяемые согласно (6.7.4) и (6.7.5), практически не 
отличаются. 

Математические эксперименты на ЭВМ показали, что 
основным критерием подобия является критерий б Франк
Каменецкого. При б < б*, где б* - взрывной предел, в 
отсутствие выгорания (б = О) наблюдается небольшое уве
личение температуры и довольно быстро устанавливается 
стационарное распределение температуры (кривая на 
рис. 6.7.1 ). При б > б* наблюдается прогрессивное тепло-
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вое самоускорение реакции, 

приводящее к взрыву (кри
вая 1 на рис. 6.7.1). Смена 
режимов протекания химиче

ской реакции при у = О про
исходит скачком при 6 = 6*. 

При наличии выгорания 
реагента (у =1= О) переход от 
одного режима к другому при 

изменении б или других пара
метров происходит непрерыв

но, причем чем больше у, 
тем менее четко происходит 

этот переход («размазанность» 
критических условий воспла
менения). Как правило, у 
изменяется в пределах 10-3< 
<у< 10-2

, что обеспечивает 
достаточно узкую переход

ную зону. 

На рис. 6.7.2 приведен 
график 00 (т) с учетом выго
рания. 

Глубина превращения 
сравнительно мало изменяет

ся за период индукции, если 

6 > 6*, однако при б-+ 6* 
величина 11 = 11• может до

стигать сравнительно боль
ших значений (рис. 6.7.3). 

Для определения взрыв
ного предела Мержановым 
использовалось условие 

d2 00 
б2 =о. (6.7.6) 

d б=б. 

Физически более нагляд
ным было бы определение 6* 
ИЗ УСЛОВИЯ ОТСУТСТВИЯ деЙ
СТВИТелЬНОГО решения урав

нения (6.7.5) или (6.7.4), т.е. 
из условия т0 -+ оо при 

6 ~ 6*, что приводит к ус
ловию [d't0/dб]б=б• = О. 

б 

Рис. 6.7.1. Зависимость 00 при 
m=O, v=O, ~=О, Bi= оо (1-

б = 1,2; 2- i>=0,5) 

\ 

в 0 1,5 1,2 о-= 1 

2 
1 

б 8 

Рис. 6.7.2. Зависимость 0о ( -r) 
при m=O, Bi= оо, Р=О, v= 
= 5 · 1 о-з и различных значени-

ях б 

Т/ 
о, 15г---.г----т------. 

~g 1 1,1 л 

Рис. 6.7.3. Зависимость глубины 
превращения Т) от Л=б/б *при 
различных температурах (штри
ховая кривая - значения Т)= 

= Т) •, соответствующие макси

муму температуры) 
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Как следует из уравнений (6.7.5) или (6.7 .4) и (6.7.6) 
и анализа размерностей, т* = т* (п, Bi, у, ~), б• == б* х 
Х (п, Bi, у, ~). 

1 1нсловые расчеты) пrnnгдгнныг прн н1мrнrнии (}р~ра1-
мерных критериев в пределах О,5б* ~ б ~ lОб*, О~ у~ 
~ 0,01, О~~ ~ 0,05, 0,001 ~ Bi ~ оо, позволили Мер
жанову с сотрудниками подобрать с точностью + 10% 
следующие интерполяционные формулы для взрывного 
предела б* и периода индукции т*: 

б* =бот ({)1 (Bi) q>2 (у) ({)3 (~); бот== 0,88; 2; 3,32; 
..... 

Bi (-Vв·2 + 4 в·) -VBi
2
+4-Bi-2 

({)1 = -2- 1 - t ехр Bi 

({)2 ('\') =: 1+2,4у2 1 3 ; ({)3 (~) = } + ~; 
т* =та (р) f 1 (Л, у) f 2 (т, Bi, Л); 

• 1-4Л-2 -Vу 
Та== 1 +2~, f1 (Л, у)= 1 +О,62---

(Л-О,95)о ,в 

Bi [1+1,5 (1-0, lЛ) m] f2 (m, Bi, Л)= 1 , 
16 (1 + Bi) 

(6.7.7) 

l,l<Л<lO. (6.7.8) 

Здесь Л = б/б*, бот - значения взрывного предела, 
полученные Франк-Каменецким в рамках стационарной тео
рии теплового взрыва для пластины, цилиндра и шара со

ответственно. 

Анализ формулы для взрывного предела показывает, что 
с ростом Bi (увеличением теплоотдачи) б* увеличивается 
и при Bi-+ оо достигает значения бот (1 + ~). При 
Bi-+ О значение б*-+ О, т. е. при адиабатных условиях 
взрыв реагирующей системы наблюдается при любом харак
терном размере. 

Из анализа формулы (6.7.8) следует, что с возрастанием 
т и Л период индукции уменьшается, а с ростом у и Bi, 
наоборот, увеличивается, что очевидно с физической точки 
зрения. 

Качественно иными являются закономерности теплово
го взрыва реагирующего вещества при граничных условиях 

четвертого рода. Реагирующие пластина и цилиндр в слу
чае реакции нулевого порядка воспламеняются при любом 
характерном размере. Предел самовоспламенения принци
пиально связан с выгоранием реагента. Если попытаться 
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вычислить дпя этого спучай коэффициент теплоотдачи, то 
он оказывается сильно изменяющейся функцией времени, 
вид которой зависит от кинетики тепловыделения, тепло
фи1ичРrких свойств реагента и внетпней среды и не может 
быть предсказан заранее. Поэтому в данном случае исполь
зовать понятие коэффициента теплоотдачи нецелесообраз
~-: о. Для реагирующего 111ара взрывной предел существует 
и для реакции нулевого порядка, а коэффициент теплоотда
чи представляет собой функцию времени, которая в случае 
невоспламенения реагента стремится при t-+ оо к конеч
ному пределу. Поэтому взрывной предел может быть найден 
с использованием граничных условий третьего рода. 

Представляет интерес решение задачи о воспламенении 

в случае, когда начальная температура Т н реагента и темпе
ратура Т 0 стенки реакционного сосуда различаются. Рас
смотрим для определенности, следуя Мержанову, воспламе
нение реагента в бесконечном цилиндре в отсутствие выгора
ния реагента. Задача сводится к решению уравнения 
(6.7.1) при т == 1 и п == О 

_ае_ = _!__ _д_ (х _a0_)-t- ехр-0-
д-с бх дх дх 1 + ~0 ' 

(6.7.9) 

с начальными и граничными условиями 

0f-r=o= -0н, 0(1,-r)=O, - =0. а0 1 

дх х=О 
(6.7.10) 

Здесь 0н = (Т 0 - Т н) El(RTб) - безразмерная началь
ная температура. 

Числовые расчеты показали, что реализуются два раз
личных режима воспламенения: режим самовоспламенения 

и режим зажигания. 

Режим самовоспламенения реализуется при 2,07 = 

= б* < б < б* == 12,5 (смысл обозначений _б* и б* 
будет объяснен ниже). Максимум температуры возникает 
и развивается в этом случае при х === О, и развитие процес
са самовоспламенения во времени и nространстве не отли

чается от картины, рассмотренной выше (см. рис. -6.7.1 и 
6.7.2). Режим зажигания реализуется при б > б*. 

При б > б* картина процесса воспламенения резко 
изменяется. Максимум температуры впервые зарождается 
у нагретой поверхности и перемещается затем к центру, 
причем значение максимальной температуры также увели
чивается (рис. 6.7.4). 
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Полученные результаты позволяют ввести понятие о 
нижнем и верхнем пределах самовоспламенения. Нижним 
пределом самовоспламенения называют такое значение в., 

для которого при б > б* имеет место тeп.nnnnP rамоускnре
ние химической реакции и взрыв в реакционноспособной 
системе, а при б < б* взрывное превращение отсутствует. 

Ранее например при рассмотрении задач стационарной 
теории теплового взрыва, использовалось, в сущности, по

нятие нижнего предела самовоспламенения. 

() 

6.90. 1 ,90. 
о 

l ~ 
20 J 1 20 ~ 

~ 

6,90 ~ 
~ 

20 

10 б,88 10 
б,б 

10 

б, 't 8,9 
о о 

х х 

б,04 х 

1,22 3,Ч 
0,59 -10 2.1 -10 
о, ~5 !,2 

о 

-10 

а) о) 

Рис. 6.7.4. Профили температур при 0в= 11,7 (цифры 
около кривых указывают соответствующие значения 't): 

а - б-2,5; б - 12,О; в - 20,0 

Верхним пределом самовоспламенения называют такое 
- -

значение в., что при б > в. происходит воспламенение pea-
u 

гирующеи системы, причем максимум температуры впервые 

образуется у нагретой поверхности, т. е. реализуется вто-
u 

рои режим воспламенения - зажигание. 

Согласно расчетам, нижний предел самовоспламенения 

не зависит от 0н. Верхний предел самовоспламенения i>* 
слабо зависит от 0н. В основном эта зависимость реализует· 
ся при О < 0 я < 1,8 и колеблется в пределах 12-12,5. В ча-
стности, при 0н ~О значение 6* ~ оо, т.е. в этом случае 
реализуется только нижний предел самовоспламенения. 

Режим зажигания характеризуется значительными гра
диентами температуры и в особенности перемещением мак
симума температуры, чего не наблюдают при самовоспла
менении реагента. Перемещение максимума осуществляется 
в сторону меньшего градиента и к центру симметрии (ма1<· 

284 



симум «симметризуется»). При Bi = 0,01 величина 6. 
носит формальный характер, так как максимум температу
ры удается различить только при больших значениях 6, 
т. е. в конце процесса нuснJ1ам~н~нин. 

Если температура внешней среды достаточно велика, то 
воспламенение происходит при х == х* тем ближе к поверх
ности, чем больше Bi и б, так что при х* << 1 можно изу
чать явление зажигания с помощью более простой матема
тической модели: 

д0 д2 0 о - - + ( 1 - n) ехр · 
д't а~ ·• 1+ро· 

дТ) 0 
~=y(l-'l'))exp I+~0 ; (6.7.11) 

- :: = о0 <
00 ~8) при 6 =О; 0-+- -0н при ;-э- О; 

(6.7.12) 

Здесь т = 'Atl(pcr:) - безразмерное время, ~ = rlr. -
безразмерная пространственная координата, величина 

1 

'* = [ RT~ '},. п ехр Е ]2 
Eqko (рс8) RT • 

- масштаб зоны химической реакции; cr0 = 4,2; 00 = 
= [E/(RT;)]-1 (Т0 - Т.) - безразмерная температура по
верхности, Т .- характерная температура, а остальные обо
значения были введены ранее. 

Характерная температура Т * выбиралась исходя из 
определенного соотношения между скоростями подвода 

теплоты от внешнего источника и от химической реакции 

qpk0 [ ехр ( R;. )-ехр ( - R~я )] О"о '• = 

-{ Qo (6.7.13) 
а(Т0 -Т.), 

где Т0 - температура окружающей среды, q0 - тепловой 
поток из окружающей среды в реагирующее тело. Как по
казали расчеты, Т * близка к температуре поверхности 
Т w = Т1 , отвечающей точке перегиба температурной кри
вой Т w (t), т. е. при Т w> т. реагент нагревается в основ
ном за счет реакции, а при Т w < Т * - за счет внешнего 
источника. 
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Следует отметить, что при удачном выборе характерной 
температуры Т * все характеристики зажигания слабо за
висят от параметра ~' что существенно облегчает задачу по
луч~ния приближенных фuрмул для характеристйки вос
пламенения путем интерполирования результатов число

вого расчета. Впервые на важность выбора характерной 
температуры Т* обратил внимание Франк-Каменецкий. 

в --- -- _ _ _ __ _ _ __ _ __ Граничные условия 

5,0 

2,5 

о 

-2 5 
} 

-50 
} 

-75 
) 

-10 
о 

/2 
1 

5 

о 

-5 

- 7D ...___ __ __.___--1 

о 2 ч 

.) 

10 

Рис. 6.7.5. Распределение температу
ры 0 в веществе при <1о=4,2 (0в= 10, 
Р=О) в различные моменты вре-

(6.7.12) являются уни
версальными. В частно
сти, при_ 00 -+ О вместо 
первого граничного по

лучаем граничное ус

ловие первого рода 

0 (О, т)=== О (в этом слу
чае т. = Т w = Т0), при 
80 -+ оо получаем гра
ничные условия второго 

рода, а в общем слу-
чае - граничные усло

вия третьего рода. 

При 00-+ О механизм 
зажигания не отличает

ся от описанного ранее: 

при некотором значении 

т = -r* (до момента т* те
ло можно считать инерт

ным), которое целесооб-
мени т: 

1 - 't=0,22; 2 - 0,80; з - 1,60; 
5 - 3,84; 6 - 4,64; 7 - 5,40; 

9 - 5,896 

4 _ 3 04. разно назвать временем 

в - s:14; прогрева, зарождается 
максимум температуры, 

который, увеличиваясь, 
продвигается в глубь непрореагировавшего вещества. 
Спустя время т == т 3 происходит зажигание реагента. 

Величина т* характерна тем, что при этом значении 
't тепловой поток на поверхности меняет знак и нагретая 
поверхность из источника теплоты превращается в сток. 

В случае граничных условий второго рода (зажигание 
при постоянном тепловом потоке) или граничных условий 
третьего рода (теплообмен с внешней средой по закону 
Ньютона) с ростом времени возрастает температура поверх
ности реагента (рис. 6.7.5) и функция 0w ('t) при некотором 
значении т = т., которое тоже целесообразно назвать вре
менем прогрева, имеет точку перегиба. 
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Как показали математические эксперименты на ЭВМ, 
время зажигания, т. е. время достижения достаточно высо

ких значений 0 (при у = О, ~ = О, 0w -+ оо ), при у << 1, 
~ << 1 мало отличается от времени прогрева. 

llаряду с «нор.малLнымн» рс}кнмамн заж11rа1111я, нри ко
торых выгорание реагента незначительно и практически не 

влияет на время зажигания, существуют так называемые 

вырожденные режимы зажигания, при которых выгорание 
реагента играет существенную. роль. 

~ 1 

о 

в --
1 

о 

-1 

-2 
-J 
-4 

о .. 5· 

") 

Е 

о го 40 t; о 20 ~о ~ 

Ь) д) 

Рис. 6.7.6. Распределение температуры 8 и глубины превращения 11: 
а -'\'=-0,05; 8и-5, ~-о,оз (/ - -с-4,2; 2 - 8,4; з - 10,9; 4 - 12,6; 5 - 14,7; 
6 - 15,1): б - '\'==О,15: 8и-5, ~-О,03 (1 - -.:=8,4; 2 - 23; з - 34; 4 - 50: s - 67; 
6 - 84); В - '\'==0,28; 8и-4,63; ~Z80,2 (1 - 't=-8,4; 2 - 25; 3 - 76: 4 - 143; 5 -

210; 6 - 295) 

На рис. 6.7.6 показаны динамика развития процесса рас
пространения теплоты и выгорание реагента в случае «нор

мального» (рис. 6.7.6, а) и вырожденного режимов зажига
ния нагретой поверхностью. Последний режим реализуется 
в случае, когда температура поверхности близка к адиабат
ной температуре горения Тг = Т н -1- qlcv или превышает 
ее. Корректное описание вырожденных режимов зажигания 
выходит за рамки твердофазной модели воспламенения, так 
как в этом случае необходимо учитывать процессы газооб
разования и удаления газообразных продуктов реакции из 
конденсированной фазы. Границей, разделяющей нормаль
ные и вырожденные режимы, является значение у = 0,5/08 • 
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А. Э. Аверсоном подобрана интерполяционная зависи
мость для времени зажигания 

't's= {а(011)+[Ь(0н)-а(08)]/(1+1,10~)} (1 +Р00), (6.7.14) 

где а (0 8 ) = 0,0260 11/(0н + 12); Ь (t:Jн) = U,20н (0н + 8). 
Погрешность этой формулы не превышает 10%, если 00 = 
= О - оо; 0н = 5 - 50; 'V = О - 0,005, ~ = О - 1/0н. 

Примеры использования более сложных моделей процес
сов переноса в конденсированных средах с учетом газообра
зования и фильтрации газообразных продуктов (см. § 6.2) 
для решения задач воспламенения и горения конденсиро

ванных веществ даны в [4, 27, 48]. 

§ 6.8. О пределах зажигания 
Из физических соображений ясно, что если наряду с подво
дом определенного количества энергии в реакционноспособ
ную систему из этой системы одновременно отводить энер
гию, то зажигание системы происходит далеко не всегда и 

появляются критические условия зажигания. 

Критическими называют такие условия зажигания, при 
которых время зажигания резко возрастает до значений по
рядка времени самовоспламенения реагента при начальной 
температуре, или же условия, при которых воспламенение 

реагирующей системы вообще не имеет места. 
Рассмотрим в рамках твердофазной модели зажигание 

реагирующего цилиндра с торца при наличии теплоотвода 

с его боковой поверхности (на боковой поверхности цилиндра 
поддерживается постоянная температура). 

Задача сводится к решению уравнения теплопроводно-
u 

сти и уравнения химическом кинетики 

д0 - а1 в + _1 _д_ ( ав ) + (1- )п ех в (6 8 1) 
иr - дх2 у ду у ду 11 р 1 + ~в ' · · 

д11 = Le а1 11 + Le _а_ (у дТJ ) + 
д,; дхl бу ду ду 

0 
+'V(l -ri)exp i+~e (6.8.2) 

с граничными и начальными условиями 

0 (х=О = 0; 0 fx=oo = -0н, 0 l-r=O = -0н; 

0 (т:, 1, z) = -0н; f1 l -r~o =0. (6.8.3) 

Здесь х = х'/т:0 - безразмерная осевая координата, r0 -

радиус реагирующего цилиндра; Le = Dpcpl'A - число 
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Льюиса - Семенова, кота" В r----------.---.---r-
poe для конденсированных 5 _ ------
веществ равно нулю*; за 
хаrактРрную тrмnepaтvrv Ч 
Т* принята максимальная 2 
температура нагревателя. 

Краевая задача (6.8.1)- О 
(6.8.3) решалась численно ... 2 

12 

с помощью итерационно

интерполяционного метода ·Ч 
[49] и метода расщепле" -б 
ния [50]. 

l _/ ___ : _L. ___________ _ 

Расчеты показали, что 

зажигание наступает лишь 

при б > б*. На рис. 6.8.1 
приведены графики 0 (т, 
О, х) при б == 100, 0н=5, 
у = О, ~ == О для различ
ных значений времени. Из 
них следует, что при дан

ном б зажигание реагента 
действительно имеет ме

сто. На рис. 6.8.2 для этих 
же моментов времени при

ведены графики 0 ('t, у, 1). 
При б = 50 и прежних 
значениях других безраз
мерных параметров, как 

следует из графиков рис. 
6.8.3 и 6.8.4, аналогичных 
предыдущим, зажигания 

реагента не происходит и 

устанавливается динами

ческое равновесие между 

теплоприходом от химиче

ской реакции и теплоотво
дом с боковой поверхности. 

Рис. 6.8.1. Зависимость температу
ры е на оси симметрии реагирую
щего цилиндра от продольной ко
ординаты х при б= 100 для раз
личных моментов времени ( 1-'t ~ 

=6,4; 2 - 12,6; 3- 16,5) 

8 -------~- - -- ---

2 

-2 ---

-ч 

Рис. 6.8.2. Зависимость температу
ры 8 реагирующего цилиндра в 
сечении х= 1,25 от у при б=1100 
для различных моментов времени 

(1--r=б,4; 2 - 12,8; 3 - 16.5) 

Таким образом, в данном случае существуют критиче
ские условия зажигания, которые целесообразно назвать 
критическими условиями первого рода, а величину б* -

* В связи с тем что в данном параграфе рассматривается зажи
гание конденсированных веществ, граничные условие для глубины 
превращения не ставятся. 



пределом аажигания первого рода. Эги условия всегда выпол
няются, если наряду с .поступлением энергии в реакционно

QПОСобную среду извне происходит постоянный теплоотвод. 
Так как li• "" r8., то по известному в. можно опреде

лить радиус реагирующего цилиндра, при котором устанав

ливается динамическое paв

~ir--+---5~--+7_5_~__,'0 x новесие ·между теплоприхо

' дом и теплоотводом. 

Если предположить, что 
в реагирующем веществе в 

u . 

каждыи момент времени про-

гревается только слой конеч
ной толщины, и считать, что 
на торце реагирующего ци

линдра температура изменяет-

Рис. 6.8.3. Зависимость температу-СЯ по параболическому эако
ры 0 на оси симметрии реагирую-ну, то граничные и началь
щего цилиндра от продольной ко-ные условия (6.8.3) можно 
ординаты х при ~=50 для раз-переписать в виде 
личных моментов времени (1-'t= 

=6,4; 2 - 12,8; 3 - 89,6) 
0 (-r, х, О) = -0н112 ; 0 (-r, у, 

о 0,25 0,75 1,0 у 
s F=:;;::::j:-------:;т-----т-----, Л) = -0 н; 8 ( -r, 1, z) = -8 н; 

Рис. 6.8.4. Зависимость темпе
ратуры 0 реагирующего ци
линдра от у в сечении х=О,5 
при б=50 для различных мо
ментов времени (1- 't=6,4; 

2- 12,8; 3- 89,6) 

Л (О) = О. (6.8.4) 

Здесь Л (-r) - толщина 
прогретого слоя, которая дол

жна быть определена в ре
зу ль тате решения задачи. 

Предполагая для просто
ты, что у = Р=О, применим 
для решения задачи (6.8.1)
(6.8.4) комбинацию методов 

u 

интегральных соотношении и 

метода Швеца. Предположим, 
что 

8 ~ w (~, х) (1-у2)-0н у2 ; ев~ (1-у2) ew +еу2 ; 

w = 8 (-r, О, х}; е = е- 8н(( 1. (6.8.5) 

Подставляя выражение (6.8.5) в уравнение (6.8.1) и ин
тегрируя результат подстановки по у от нуля до единицы, 

получим уравнение 
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дtw =б дw +8(w+0и)-б(i•+а) 
дх2 д't 

(6.8.6) 

с граничными и начальными условиями 

w (t"), х) == О, w (Л, -r) = -0н, Л (О) = О. (6.8.7) 

Краевую задачу (6.8.6), (6.8.7) решаем методом Швеца. 
В качестве первого приближения получаем 

W1 = - е~х/Л. (6.8.8) 

Подставляя w1 в правую часть (6.8.6) и интегрируя ре
зультат подстановки два раза по х, находим с учетом пер

вого и второго из условий (6.8.7) 

W2= 60нЛх8 _40нх3 
+40 xs+ М2 [1-ехр(-8нх)]_:_ 

6Л2 ЗЛ н 02 д 
и 

_2_ (е + 80нЛ2 + мz + 60нЛЛ )· 
л н 3 08 6 

и 

(6.8.9) 

Здесь точка над Л означает дифференцирование по вре-

дw/ мени. Удовлетворяя (6.8.9) условию Швеца ах х-=д = О, 

получаем уравнение 

(6.8.1 О) 

Интегрируя (6.8.10) с учетом последнего из условий 
(6.8.7), находим 

't= - In (1 +ЬЛ2J, Л2 =- ехр б 1 ( 
бЬ Ь 

б 4 
Ь=---. 

03 3 
в 

6Ьт 

б 

(6.8.11) 

Из выражения (6.8.9) и уравнения (6.8.1 О) следует, что 
возмущения профиля температуры и толщины пограничного 
слоя малы при умеренных значениях -r. В отсутствие тепло
ты реакции градиент температуры при х = О, найденный с 
помощью метода Швеца, отличается от соответствующих 
точных значений на 8% при малых 't и на 22% при i- >> 1. 
С помощью решения задачи о тепловом взрыве в бесконеч
ном цилиндре установлено, что аппроксимация (6.8.5) к 
осреднение всех величин по у вносят погрешность "' 11 % 
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Таким образом, opиeнtиpotJoчito можно считать, что наи
бмьшая ошибка, которую можно ожидать при решении кра
евой задачи (6.8.1), (6.8.4) комбинацией методов Швеца и 
интегральных соотношений, не превосходит 22~~. 

Используя условие Я. Б. Зельдовича д0/дхl z .... o: -r==-r* = 
= О, получаем с учетом первого из уравнений (6.8.11) вре
мя прогрева: 

б0: 
1 

б (20н -3) -40~ 
т - n------* - 2 (40:-Зб) 20н (б-40~) ' 

(6.8.12) 

а учитыв-ая второе выражение (6.8.11), находим толщину 
прогретого слоя: 

л - е (' 30н б ) 1 /2. 

* - 11 б (20н-3)-40: 
(6.8.13) 

Из (6.8.12) легко видеть, что при 

б-+ б* = 48: (6.8.14) 

время т-+ оо, т. е. зажигания не происходит. Согласно [4], 
погрешность формулы (6.8.14) не превосходит 10%. 

Если теплоотдача с боковой поверхности реагирующего 
цилиндра осуществляется по закону Ньютона, то аналогич
ным образом находим: 

80~ (4 + Bi) 
't* = - - - х 

6т (4+Bi) [1 + ()'-E-en0н)n-2]-4Bi0~ 

20н {m (4+Bi) [1 +()'-Е) п-1]-4Вi0~} 
xln--------------------

m (4+ Bi) {20н-з+ [п0н (2у+в)-+З (е-)')] п-2}-4Вi0~ 

(6.8.15) 

Время прогрева стремится к бесконечности, если 

~ 8Bi0~ 
u-+ б* = _ 

( 2 -t- В i ) [ 2 + (у - е )( 2 + В i)] ' 

- б (2 -+ в i) - 2 - -в i 0 / ( 2 + в 1) 6 
m= 4+Bi , n= 2+Bi, у=е н • ( .8.16) 

Здесь Bi = аг01"л критерий Био, характеризующий теп
лообмен реагента с окружающей средой. При Bi--+ оо из 

(6.8.16) следует условие (6.8.14), а при Bi-+ О или т-+ оо 
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иэ выражения (6.8.15) получим время прогрева для зажига
ния реагирующего вещества нагретой пластиной: 

в: 200 (1-е) т* = ln ------------~ 
6 {1-в-г0н) i {2+в) 08 -3 (1-в) 

~ е: + 30я . 
4 . 16 j 

Этот же результат может быть получен из выражения 
(6.8.12) при б-+ оо. Время прогрева 't* при 08 > 10 мало 
отличается от времени 't'8 • 

Таким образом, для того чтобы имело место зажигание 
реагирующего цилиндра с торца при теплоотдаче по закону 

Ньютона с боковой поверхности, необходимо, чтобы б 
было больше б*, где в. определяется формулой (6.8.16). 

Введем в реакционноспособную систему ограниченное 
количество энергии. В том случа,е, если эта энергия ниже 
некоторого порогового значения, зажигания также не про

исходит и реализуются критические условия зажигания вто
рого рода. Эги условия реализуются, например, при зажи
гании реагента нагретыми частицами, искрой, тепловым по
током, который действует в течение ограниченного времени. 

Рассмотрим для определенности зажигание реагента те
лами конечной теплоемкости. 

Отвлекаясь от предыстории внедрения частицы, счита
ем, что нагретая частица внезапно оказывается в бесконеч
ном пространстве, заполненном реагентом. Считаем также, 
что скорость частицы весьма мала и конвективным тепло

обменом можно пренебречь по сравнению с кондуктивным, 
теплофизические коэффициенты частицы и реагента постоян
ны, теплоемкости исходных продуктов и продуктов реакции 

одинаковы, а смесь бинарна. 
Таким образом, задача о зажигании бинарной реагирую-
u u 

щеи системы сводится к решению уравнении теплопровод-

ности и диффузии, записанных в безразмерном виде: 

_а_в = _I_ ~ (хт ав) + (1 --'r))nexp в ' (6.8.17) 
д~ бхт дх дх 1 + ~0 

д11 = Le ~ (хт де ) + y(l -f])nexp е (6.8.18) 
д~: бхт дх дх 1 + ~в 
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с граничными и начальными условиями 

d0o - ь (m+ 1) ~ 1 е - е 1 
- t 0 - Х= 1 t 

d't б дх x=l 

д6 
(fJx=oo = 8н, =О, 

дх Х=оо 
(6.8.19) 

V 'ЛRТ! Е r * =-= ехр , 
qpn k0 Ее~ RT * 

(6.8.20) 

80 l-r=O = 80.tн 8 fr=O = -0н, 'YJ f-r=O = Q, 

t - Ср RT! Е 
* - ехр . 

qpko Е (рсн)п RT * 
(6.8.21) 

Здесь 80 - безразмерная температура тела, х = rlr0 -

безразмерная пространственная координата, Le = Dcpp/'A -
число Льюиса-Семенова, б = х~, х0 = r 0/r * - безраз
мерный радиус частицы, Ь = срр/(с0р 0) - безразмерная 
объемная теплоемкость реагента, t* -· масштаб времени, 
r * - характерная «химическая» длина, Т * - характер
ная температура, Т н, ер, р, Л - начальная температура, 
теплоемкость, плотность и коэффициент теплопроводности 
реагента, Т0 , с0 , р 0 , r 0 - начальная температура, теплоем
кость, плотность и радиус частицы, q - тепловой эффект 
реакции; п- порядок реакции, Сн- начальная концентра

ция реагента, D - эффективный коэффициент диффузии 
реагирующей смеси. 

При Ь ~ 1, Le =О и т =О, 1, 2 основная система 
уравнений описывает зажигание твердых реагирующих 
веществ нагретой соответственно пластиной, цилиндром, 
шаром, а при Ь ~ 1 и Le =:/= О - зажигание реагирующих 
газов. 

Для решения поставленной задачи необходимо сформу
лировать критерий зажигания. В качестве критерия зажи
гания будем считать условие [27, 48]. 

d00 1 =О, 
dt' 't='t. 

(6.8.22) 

где т* - время прогрева. 

Физический смысл условия (6.8.22) состоит в том, что 
для режимов зажигания температура частицы вначале убы-
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вает вследствие теплоотдачи в топливо, а затем топливо за 

счет теплоты реакции нагревает частицу. 

В отсутствие зажигания температура частицы монотон
но убывает со временем, условие (6.8.22) не выполняется ни 
для какurо момента времени. 

Математически задача сводится к определению того 
значения х0*, при котором в некоторый момент воемени вы-
полняется условие 

(6.8.22). Значение х0*, В ---------~-~-~-т---~__, 
при котором еще вы-

полняется условие z5 ~_._-+-a------+------+--.---f.--~ 
(6.8.22), назовем пре- 1 

делом зажигания вто-
5 рого рода. .....__~-+.----+------+-------+----__, 

Система уравнений 
(6 .8 .17), (6 .8 .18) с гр а- 2,5~-1-Н---+-----+---+-----+----1 
ничными и начальны-

ми условиями (6 .8 .19) о ~--+-++--+----+----+---t----; 
-(6.8.21) интегриро-
валась с помощью 

итерационно-интерпо- -2,5 
ляционного метода 

[49]. 
Предварите л ь н о 

х 

u 

вместо переменнои х _ z 5 .___.....i..----+---~-+----+----+---1 была введена пере- , 
менная 6 = 1- 1/х, 
в результате чего об- -10 L__J__J_ _ _l_ _ _L_~~..J 

ластью определения 
u 

независимом перемен-
u 

нон стал интервал 

0<6~1. 
Числовые расче-

ты показали, что су

ществуют ниэкотем-

Рис. 6.8.5. Распределение тем
пературы 0 для низкотемпера
турного режима зажигания в 

различные моменты вре\f ени 

(1--r=700; 2-'t=900; 3-
910; 4 - 910,3) 

перату рный (индукционный) и высокотемпературный режи
мызажигания реагента частицей. Первый режим реализует

ся при 0он =О, Т* = Тон< Тг, где Тг - адиабатная 
температура горения, а второй режим - при Тон > 
> Тг. 

Расчеты показали, что в первом случае имеет место под
поверхностнЬiй режим зажигания. Динамика изменения тем
пературы для Хо= 7,5; 00 н =О, 0н = 10, Le = 1, п = 1, 
Р = 0,058, 1' = 0,0109, Ь === 0,0001 указана на рис. 6.8.5. 
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·11 ' ) 

о. 75 ---- --
' 

1 -- 1 
1 

4 

0,25 -· --·-- --+--
1 1 

Рис. 6.8.6. Распределение глу· 
бины превращения 11 для низ· 
котемпературного режима за· 

жиrания в различные моменты 

времени: 

1- t'-700; 2 - 900; 3 - 910; 4 -
910,3 

15 

10 --

5 
J 2 

ft.00 J 80~ 1200 1500 2 '00 
<С 

о 

1 --
-5 

Рис. 6.8.7. Распределение тем· 
пературы 00 для высокотемпс" 
ратурного режима зажигания 

в различные моменты времени 

(1- -r==200; 2- 1500; 3-
3000) 

Динамика изменения глубины 
превращения для того же слу

чая приведена на рис. 6.8.6. 
Устанnвленn, чтn пrп 

х0 > х0* к моменту зажига
ния глубина превращения 
ниже, чем при зажигании 

u 
нагретом поверхностью. 

В результате числовых 
экспериментов подтверждена 

правильность априорного ус

ловия зажигания (6.8.22). 
На рис. 6.8. 7 приведены гра
фики изменения 00 (т) - без
размерной температуры ча
стицы для различных значе-

u 

нии х0 и тех же, что и на 

рис. 6.8.5 и 6.8.6, значений 
других параметров. 

Таким образом, зажига
ние реагента происходит толь

ко при х0 > х0*, т. е. в слу
чае, когда размер частицы r0 
более чем в х0* раз превы
шает характерную длину, так 

как только в этом случае 

первоначальный запас тепло
ты частицы достаточен для 

зажигания реагента. 

Установлено в сог ласин с 
априорными физическими со
ображениями, что в случае 
низкотемпературного (индук

ционного) режима, для которого Тон< Тг, где Tr - тем
пература горения, выгорание и диффузия реагента мало 
влияют на значение предела зажигания х0*. 

При 5 ~ 0н ~ 30, 0,1 ~ Ь ~ 1, О~~~ 0,06, п = 1, 
О~ у ~ 0,012 по результатам числового расчета для твер
дых реагирующих веществ удается подобрать интерполя
ционную формулу 

Хо*= О,5Ь (т + 1) е= [1 + __!__ ( Sn -4) х 
0н ЗЬ (т+ 1) 

Х (1 +О,41~0н)(l +О,44у08). (6.8.23) 
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Точность формулЫ (6.8.23) для т = 2 (зажигание на
гретым шаром) - не ниже 10%, а при остальных значениях 
параметров - не ниже 20%. 

При т == О, 1 с помощью (6.8.23) получим значения 
х0* для зажигания реагента нагретой пластиной и цилин
дром соответственно. 

При выполнении числовых расчетов в качестве критерия 
зажигания употреблялось условие (6.8.22), а невоспламе
нением считался случай, когда· 00 убывает до - 0в. Время 
прогрева i-* при х0 > х0* мало отличается от времени за
жигания и для х0 > х0* время зажигания можно вычислить 
по формуле (6.7.14) для времени зажигания плоской нагре
той поверхности с погрешностью, не превышающей 5-8%. 
--- В случае зажигания газообразного реагента нагретыми 
сферическими частицами при а~ 0,001 и 5 ~ 0в ~ 30 
удалось подобрать интерполяционную формулу 

(6.8.24) 

Погрешность этой формулы не превосходит 20%. Пара
метры у, Le, р, пне входят в эту формулу. так как в коли
чественном отношении их влияние на величину х0* мень
ше, чем погрешность интерполяции. 

В случае зажигания реагирующих газов за время вос
пламенения значительно изменяются плотность (р ,..., 1/Т), 
коэффициент теплопроводности (Л,..., VТ) и коэффициент 
диффузии (D ,..., Vfi). Однако в случае индукционного 
режима зажигания время прогрева мало изменяется при 

изменении р и Л, а изменение коэффициента диффузии вооб
ще слабо влияет на время зажигания*. 

При высокотемпературном зажигании за характерную 
температуру принимают т. = Тв+ qc8 /cp. В этом случае 
в окрестности нагретой частицы довольно быстро образует
ся очаг полностью сгоревшего реагента. Динамика изме
нения температуры при 00в = 2, 0в = 6, а= 0,001; Р = 
== 0,15; Le = 1; п = 1; у= 1/08 ; х0* = 3,85 показана на 
рис. 6.8.8. Динамика изменения глубины превращения для 
тех же случаев представлена на рис. 6.8.9. 

В случае высокотемпературного зажигания реагента 
частицей при Ь = I0-1-IO-' было установлено, что условие 
воспламенения (6.8.22) не удовлетворяется и единственным 

• В § 6.10 приведены результаты числового анализа, которые 
подтверждают вышесказанное. 
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kритерием воспламенения является выход на режим горе
ния. 

Выход на режим горения фиксировался по поведению 
величины у* (t), определяемой из уравнений 

!1 (i-, У* (,;) = 0,95, у = ХХо• (6.8.25) 

8 _.......,----,.--т---т----т-г--1 

1 ~--+-----+-+---t---t--t----1 

OL--'-~-+-~4-----+---+--+--
5 20 25 30 х 

-1 L-.:U----\.--+.--A--+---+-+--1 

-2L--A----\l---++--t---+--+---1 

-JL-~~~f-+--+--t---1"-

-51--~-+---.::!~П---~-~ 

-6 [_.l__L_L__l_:::t:~--1 

Рис. 6.8.8. Распределение температу
ры 0 по безразмерной координате х 

для различных моментов времени -r 
(1--r=200; 2-1500; 3-3000) 

0,5 

D,25 

о 5 10 15 20 25 30 :с 

Рис. 6.8.9. Распределение глубины 
превращения 11 для высокотемпера

турного режима зажигания в различ

ные моменты времени (1-'t'=200; 
2- 1500; з - 3000) 

В случае зажигания 
реагента наступает ре

жим равномерного рас

пространения фронта 
пламени, если под фрон
том пламени понимать 

поверхность, на которой 
Глубина превращения 
реагента 11 = 0,95. 

Интересно отметить, 
что за «фронтом» горе
ния при ь,..., 10-2 + 10-' 
и Le = 1 температура 
0 =О, при Le< 1 тем
пература 0 < О, а при 
Le > 1 температура 
0> о. 

В результате число
вых расчетов установ

лено, что основными 

критериями подобия яв-

ляются п, Le, Ь, 0он, 
0я, т. С ростом 00н, Ь 
и Le величина х0* убы
вает, а с ростом 0н, т, 
п - возрастает. 

При 00н-+ оо значе
ние х0• стремится к ну
лю. Однако безразмер· 
ная предельная энергия 

зажигания остается от· 

Представляет интерес 
личной от нуля. 

зависимость числа Нуссельта от 
безразмерного времени 

Nu - ar0 _ _ б00а - - ' А, а(п+ 1) (0ов+8и) 

где а - коэффициент теплоотдачи. 
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На рис. 6.8.1 О показана зависимость числа N и от без
размерного времени при 8н = 6, 8 0 н = О, у = 0,0109, 
п = 1, р = 0,058, Le = 1, т = 2, Ь = 0,001 для индук· 
ц1101111ого режима зажигания (1<р11вая 1, х0 - 3,5), для ре
жима невоспламенения (кривая 2, х0 = 3, 4) и для тепло· 
обмена с инертной средой (кривая 3, х0 = 3,5). 

1,0 

-1- ---, - --~-
3 1 ' 1 

~-;----...:..__ 

2 
05 -
' 
01------~....__--~-~--:---==~ 

100 200 300 4Cf. _ .150}!_ 2~00 !"

1 

-О,5 r - t ~ : ; --

-lO . - ; / 1 -- 1 , 

Рис. 6.8.1 О. Зависимость числа Нус
сельта N u от времени 't для различ
ных режимов низкотемпературного 

зажигания 

На рис. 6.8.11 изоб
ражены зависимости 

Nu ('t) для высокотемпе
ратурного (вырожденно
го) режима зажигания 

при 8н = 6, 8 0н = 5, 
у = 1/8н, Ь = 0,001, 
~ =0,15, n=1, Le=l, 
т .:_ 2 в случае зажи

гания реагента (кривая 
1, х0 = 2,5), невоспла
менения реагента (кри
вая 2, х0 = 2, 3) и для 
теплообмена частицы с 
инертной средой (кри-
вая 3, х0 = 2, 5). Nи 

~ Обращает на себя 
внимание качественное t,o 

J 

v ~ различие графиков для 
N ~5 

числа u, свидетель-

~ / 
- 1 

ствующее о том, что для 

различных режимов вос

пламенения реализуют· 

ся принципиально раз

личные режимы теплооб
мена между частицами 

и реагирующей средой. 

-
о 500 1500 2500 

Рис. 6.8.11. Зависимость числа Нус
сельта Nu от времени 't для различ
ных режимов высокотемпературного 

зажигания 

Поскольку число Nu является заранее неизвестной функ
цией времени и даже может быть отрицательным, для за· 
дач рассмотренного класса нецелесообразно использовать 
само понятие коэффициента теплоотдачи. 

Следует отметить, что чем больше Т0 н, тем менее точной 
становится постановка задачи о высокотемпературном ·за

жигании реагента, так как в этом случае необходимо учи
тывать сжимаемость реагирующего газа и зависимость теп· 

лофизических коэффициентов от температуры, а также дис
социацию реагента. Если r0 < r0*, то зажигания реагента 
не происходит. 
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Принимая во внимание выражение для r * в случае низ
котемпературного (индукционного) режима зажигания, мож
но решить и обратную задачу: при известном размере ча
t:тицы (цилиндра,пластины) определить се начальную тем 
пературу, при которой еще возможно зажигание реагента. 
При решении обратной задачи необходимо решить транс
цендентное уравнение (6.8.23) относительно Тон· 

Из формулы (6.8.23) следует, что с ростом начальной тем
пературы нагретой частицы Тон предельный радиус, при ко
тором еще наступает зажигание реагента, экспоненциально 

убывает. ... 
Представленные выше результаты удовлетворительно 

согласуются с известными в литературе экспериментальны

ми данными по зажиганию реагирующих газов и конденси

рованных веществ нагретыми частицами [48]. 
Таким образом, твердофазная модель зажигания реаги

рующих веществ может использоваться в ряде случаев и 

для определения некоторых характеристик воспламенения 

горючих газов. 

§ 6.9. Математические модели, характеристики 
и пределы гетерогенного воспламенения 

реагирующих веществ 

При контакте твердого горючего и газообразного окислителя 
на / поверхности раздела сред возникают экзотермические 
гетерогенные реакции. Если тепловые эффекты этих реак
ций достаточно велики, то происходит воспламенение, ко
торое характеризуется появлением светящейся зоны с до
статочно высокой температурой. Процесс воспламенения 
можно представить в виде двух стадий: подвода окислителя 
к поверхности раздела; реакции окислителя и горючего на 

границе раздела сред. 

Предположим, что перенос окисляющего компонента к 
реагирующей поверхности, не имеющей пор, осуществля
ется в основном диффузией, а на поверхности происходит 
одна гетерогенная химическая реакция. Предположим так
же, что процесс переноса квазистационарен. Тогда диффу
зионный поток J а можно представить в виде 

Ja= -~a(Caw-Cae), (6.9.1) 

где ~а - так называемый коэффициент массоотдачи, раз
мерность которого кг/(м2 ·с). 
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С учетом (б.9.1) и сделанных выше допущений граничное 
условие (6.4.25) принимает при наличии гетерогенной реак
ции первого порядка вид 

(б.9.2) 

где ka - константа скорости исчезновения а-компонента. 
Из (6.9.2) легко находим концентрацию окисляющего 

компонента Ca.w на границе раздела сред: 

Caw = Ра Cae/(ka + Ра)• (6.9.3) 

Зная Caw, можно определить видимую (макроскопичес
кую) скорость исчезновения а-компонента: 

(6.9.4) 

Анализируя (6.9.4), заключаем, что если ka ~~а, то 
макроскопическая скорость реакции определяется в основ

ном значением величины ka и мало отличается от истинной 
скорости реакции. 

Если ka >> ~а' то Raf1 определяется в основном значе
нием ~а и сильно отличается от истинной скорости Ra· 

Поскольку ka экспоненциально зависит от температуры 
поверхности, первый случай реализуется при достаточно 
низкой температуре поверхности. 

Полученные качественные выводы справедливы и при 
(pv)w =:/= О для реакции любого порядка, а также для неста
ционарного массообмена. В последнем случае следует ввести 
коэффициент массообмена по формуле 

~а= J а/(Са.е -Caw). (6.9.5) 

В связи с вышеизложенным уместно ввести следующие 
определения. 

Кинепzическим называют низкотемпературный режим 
протекания гетерогенной реакции, при котором ka << ~а, а 
макроскопическая скорость исчезновения окисляющего 

компонента Rae мало отличается от истинной скорости ис" 
чезновения Ra· 

Диффузионным называют высокотемпературный режим 
протекания гетерогенной реакции, при котором ka >> ~а, 
а макроскопическая скорость исчезновения окисляющего 

к9мпонента Я.ае значительно отличается от истинной ско
рости Ra· 

Если на поверхности раздела протекают экзотермичес
кие гетерогенные реакции, то в связи с ростом температуры 
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поверхности возможен переход от кинетического режим 

протекания гетерогенных реакций к диффузионному. 
Гетерогенным воспламенением называют переход от кн· 

нетического режима протекания гетерогенных зкзотермн· 

ческих реакций к диффузионному. 
Впервые гетерогенное воспламенение анализировалось 

Франк-Каменецким [46] с помощью диаграммы Семенова. 
В дальнейшем для решения ряда задач теории гетерогенного 
воспламенения аналогичный подход использовался Л. А. Ву
лисом с сотрудниками [51 ]. 

Пусть в момент t = О полубесконечное пространство 
(у< О), заполненное горючим, соприкасается с полубеско
t~ечным пространством (у> О), заполненным окислителем. 
Начальная температура горючего Т2 н, а окислителя - Т1 н. 
Из области у> О на границу раздела сред падает постоян
ный тепловой поток Q. Считаем, что гомогенные реакции от" 
сутствуют, реагирующий газ - эффективная бинарная 
смесь, а на поверхности раздела сред, которая остается не" 

подвижной, протекает гетерогенная химическая реакция, 
скорость которой определяется законом Аррениуса. Пред
положим также, что перенос окислителя . осуществляется в 
основном диффузией, процесс является изобарным, поры в 
твердом горючем отсутствуют, теплофизические коэффици
енты газообразного окислителя удовлетворяют соотноше
ниям 

(6.9.6) 

где D - эффективный коэффициент диффузии, а индекс 
«Н» приписываем начальным значениям. 

Поставим своей задачей определение времени воспламе
нения в зависимости от начального состояния и теплокине

тических свойств реагирующей системы. 
Задача сводится к решению уравнения теплопроводно

сти для твердой фазы (6.4.3), уравнения неразрывности 
(6.1.1) при т =О, уравнения диффузии и сохранения энер· 
гни для газообразного окислителя 

1 де де ) д ( де ) р l-+v- =- pD- , 
дt дr дr дr 

(6.9.7) 

ре --+·v- =- Л-( 
дТ дТ ) д ( дТ ) 

Р дt дr дr дr 
(6.9.8) 

·при соответствующих начальных и граничных условиях" 
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При выводе уравнения (6.9.7) был введен эффективный 
коэффициент диффузии D, а при выводе уравнения энерrви 
считалось, что коэффициенты теплоемкости компонентов 
постоянны и одинаковы, а молекулярные веса компонентов 

одинаковы. 

Уравнение движения опущено вследствие допущения об 
иэобарности процесса. Вводя в качестве новых независимых 
переменных переменные Лагранжа 1j.J, t 

r 

:: = р; :: = -pv; 'Ф = J pdr, (6.9.9) 
о 

и приводя преобразованную систему уравнений к безразмер
ному виду' получим 

-°О_= дl О >0· 0= (Т-Т.) Е = ф • (6.9~10) 
д д 1 ' у ' RTI ' у ' 
't У • r • Ря 

д0, 

дr 

Xs д2 Os У Аи =- , у,=--<0, Х= , 
х ду: '• Ря Ср 

Лs 
~i= Ли ; (6.9.11) 

де д2 с ер RT: х 
-=Le , у>О, у=-------, :tx= _!_ (6.9.12) 
д't ду2 qЕся х 

при начальных и граничных условиях 

0 fu=oo = 0 f't~O = 0и; 0в fи~ -оо = 0s f't~O = 8,в; (6.9.13) 

01lи-=О=0s lu=O, (n"' дОs -~) 1 == 
дув ду g=za о 

- ~ ехр [0w/(l + P0w)] 
=Q+ ' (6.9.14) 

(1 +~Ow) 

с lи = оо = с l't = о = 1, 

~ 1 = J_ с:, ехр [0w/(l + POw)] • 

ду g=O Le (l+~Ow)ra 
(6.9.15) 

Здесь и ниже 0 - безразмерная температура, 't = tlt. -
безразмерное время, t* = г:сррнlЛн - масштаб времени, '* = RT: ЛиТ~ ехр [E/(RT.)]/(Eqk 0 (СнРяТ в)n) - масштаб 
длины, Ср, с, - темплоемкости, Q = [QTl(qk 0 (СиРиТ 11)п J Х 
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Х exp[(E/(RT *)1 - безразмер1-1ыi1 tеплово1~ поток*, с11 -На· 
чальная концентрация, с - текущая концентрация, С == 
= сlсн - относительная текущая концентрация, Кг= 

~ J/)"sРзСs/(ЛнРнL·р). - относительный кn~ипиент тепло" 
вой активности, ~ = RT*IE - безразмерный параметр, 
Le = D/x - число Льюиса - Семенова, nx, у, n"' - без
размерные параметры, индекс s отвечает параметрам твер
дой фазы. 

При введении безразмерных переменных в качестве ха
рактерной температуры Т * взята температура раздела сред 
в началЬНt>IЙ момент, в силу чего Вsн = - ВнlКг. 

Применяя для решения краевой задачи (6.9.10) - (6.9.15) 
nреобразования Лапласа (52), получим формулы для изоб-- - -
ражений 81 (р1у1); 8 (р, у), С (р, у). Поскольку воспламене-
ние происходит на границе раздела сред, для изучения ме

ханизма воспламенения достаточно знать Bw (-r) - темпера
туру раздела сред и Cw (-r) - концентрацию газообразного 
компонента на границе раздела сред. Используя теорему о 
свертке [52], получим для определения 0w и Cw систему 
нелинейных интегральных уравнений Вольтерра: 

2 Q v:r + 0w=-----
v-; (l+Кг) 

't 

++S 
о 

п 0w (t) 
С,,, (t) ехр 1 + PBw (t) d t . 

' v 't-t (6.9.16) 

't С" t 0w (t) 

S 
w ( ) е х Р 1 + ~0w ( t) 

Сш == 1 - Va-:;;- ---V----~ ; а= у • 
"" 't-t VLe 

о 

(6.9.17) 

0 
Определив 0w и Cw, найдем интенсивность С~ ехр 1 +~ew 

источника и затем легко определим 0 (у, i-), С (у, -r) по из
вестным формулам (52]. 

• В да пьнейшем черта над Q для простоты опущена. 



Из интегральных ураэнений (6 .9.10), (6.9.17) легко ви" 
деть, что 

Сш (т)~ 1-а [ll +К1) t\u (т)-2Q-V~/n]. (6.9.18) 

Тогда система уравнений (6.9.10), (6.9.17) сводится к реше
нию одного нелинейного уравнения типа Вольтерра: 

Bw = 2 [Q-V-:t + _!_ J't ер (Ош, t) d t]; (6.9.19) 
-Va(l+Ka) 2 

0 
-V"-t 

q> (0w, t) = ( 1 - а [ (1 +Кв) e;,,--2Q v: лn~ехр 
1 
:~в· 

Из формулы (6.9.18) следует, что температура 0w при 
Q = О в силу положительности Cw не может превышать 
значения 

е. = 1/[а (1 +Кг)]. (6.9.20) 

Интегральное уравнение (6.9.19) решалось численно с 
помощью метода двусторонних приближений (27, 48]. Этим 
методом с помощью ЭВМ бы-
ла проделана серия расчетов в"',__--.~._.....---,-----

с погрешностью, не превы-

шающей 5%. Было установле- з г----1t-t-t~--+-~=----t 
но, что при а << а* происхо-
дит резкое увеличение темпе- 2 t---------il-+-+-l'----+-----+-----+----1 

ратуры, после чего при а=О 
температура достигает высо-

u u 
кои горизонтальнои асимпто-

ты 8w = 000 • Предельное зна- o----='~~.--~~--L...---"' 
чение температуры 8

00
, полу- soo 103 1,s10 210 

ченное численным интегриро

ванием, полностью соответ

ствует значениям, следующим 

из формулы (6.9.20). 

Рис. 6.9.1. Зависимость темпе
ратуры раздела Ою сред от вре
мени 1' для различных значений 

параметра а 

На рис. 6.9.1 приведена се
рия кривых 0w (i') при Q = О, 
~ = 0,03, Кг = 40, п = 1 и а = 0,0014; 0,0028; 0,0042; 
0,0141(кривые1, 2, 3, 4 соответственно). Видно, что в зави
симости от значения а существует два типа кривых. При 
а << а* в кривых первого типа 1-3-значение 0w (i') нарас
тает быстро и температурная кривая имеет две точки пере-
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tиоа. Условию а> а* отвечает кривая второrо тиnа 4. В 
этом случае точки перегиба температурной кривой отсут
ствуют и кривая довольно быстро достигает низкой гори
эонтальнuй асимптоты. 

В соответствии с ранее сформулированными определе
ниями воспламенением будем считать резкий переход от ки
нетического (низкотемпературного) режима к диффузионно
му (высокотемпературному) режиму протекания гетероген-

u u 

~ пои химическои реакции. 

11 Следовательно, воспламене

200 400 600 800 1000 '!.., 

ние будет иметь место, если 

d2 в 
__ w =О, (6.9.21) 

d 't2 't'= 't' •2 

где 't*2 - вторая точка пе

региба кривой 8w (-r) [27, 48]. 
Момент времени t*, соот-

u u 

ветствующии второи точке 

Рис. 6.9.2. Связь параметра а перегиба температурной кри
н времени тw, соответствующего вой т * (t), назовем временем 
rочкам перегиба кривой Ow (-r) 

гетерогенного воспламенения 

или периодом индукции. 
r Следовательно, кривая первого типа отвечает воспламе
няющимся, а кривая второго типа - невоспламеняющим

ся гетерогенным системам. 

В результате числовых расчетов обнаружено, что если 
а-+ а*, то rr*1 (время достижения первой точки перегиба 
кривой 8w (-r)) стремится к 't*2 (времени достижения второй 
точки перегиба). При а= а* обе точки сливаются, а при а> 
>а. - исчезают. В связи с этим целесообразно дать сле
дующее определение. 

Термокинетическим пределом гетерогенного воспламене
ния а. назовем такое значение а, при котором если а< а11о 
то гетерогенная система воспламеняется, а если а> а*, 

то система не воспламеняется. 

На рис. 6.9.2 даны графики величин а ('t.1) (кривая 1) 
и а ('t. 2) (кривая 2) при Кг = 40, а = О, ~ = 0,03, из 
которых следует, что -r*1 как функция а все время возраста
ет, а rr. 2 сначала возрастает, а затем убывает. 

Физически термокинетический предел гетерогенного вос
пламенения а* аналогичен термокинетическому пределу го

могенного воспламенения 1'•· Величина а* позволяет выде
пить из множества гетерогенных реагирующих систем класс 
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воспламеняющихся при данных физических условиях гете
рогенных систем. 

Из рис. 6.9.2 следует, что кривые т*1 (а) и т. 2 (а), при 
Q < а< (),fia* '3КВИЛИСТаНТНЫ друг другу. В СВЯЗИ С ЭТИМ 
можно получить приближенное выражение безразмерного 
времени воспламенения. С этой целью будем искать прибли
женное решение уравнения (6.9.19) при~ = О (обычно~ <<I 
так как Е >> 1) в виде 

V- 3/2 
8w = Ь1 т +· Ь2 '"'+ Ь8 '"' + ... (6.9.22) 

Подставляя (6.9.22) в уравнение (6.9.19), методом неоп
ределенных коэффициентов найдем 

Ь1 = 2 (Q + l} ' Ь2 = l ( Q + 1 - па) . 
VnO+K8 ) l+Кв l+Ke 

(6.9.23) 
4 {а2 (1 +К8)2 [л;n2 +2п (п-1)]-

Ьз = --+··· 
зл:з12 (1+к~)з 

-2па (l+Ke) [(л:+4) (Q+ 1)+ л:]+2(Q+ 1) [л:+2(Q+1)]} 
···~ . 

ЗnЗ/2 ( 1 +Ке )з 
(6.9.24) 

Таким образом, значение 8w определяется с точностью 
до величины о ('t2

). Используя условие (6.9.21), получим 

л: (Q + 1) (1 + К8 )2 
Т*= ~ ... 

2а2 (1 + К8 )2 .. [л;п2 ·-f- 2п (п-1 )j-2na ( l + К8 ) [л; + 
л: (Q + 1) (1 + Ке )2 

···--+ (6.9.25) + 4) ( Q -{- 1 ) + л;] + 2 ( Q + l ) [ л; + 2 ( Q + l ) ] 
Зависимость т* (а) для п = 1, ~ = О, Кв == 40, Q = О 

можно проследить на рис. 6.9.2 (кривая 3). Видно, что кри
вая 3 практически совпадает с кривой 2 и эквидистантна 
кривой 1 при О< а< О,7а*. При а-+ О формула (6.9.25) 
существенно упрощается: 

л(I+Ке)2 
т* == • (6.9.26) 

2 [ л; --t- 2 ( Q + l ) ] 
Анализ формулы (6.9.26) показывает, что, как и следо

вало ожидать, т* растет с ростом Ке и убывает с ростом без-

размерного теплового потока Q. 
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Как следует из числовых данных, полученных с помощью 

ЭВМ, при - 0,1 ~ Q ~ 0,1; 40 ~Кг ~ 1000; О~~~ 
~ 0,05, О ~а ~ 0,7 а*; п = 1,2 формула (6.9.25) аппрок
симирует значения 't* 2 t: нu1 решностью, нс превышающей 
15%. Если 0< а~ 0,1 а*, то для тех же значений осталь-
ных параметров с погрешностью, не превышающей !0%, 
значения т* 2 можно определить по формуле (6.9.26), при
чем при Q = О погрешность этой формулы не превышает 6%. 

Таким образом, точность формул (6.9.25), (6.9.26) тем 
выше, чем меньше а по сравнению с а*. 

При а ~ а* значения т* 2 с погрешностью, не превышаю
щей 20 о/о, можно определить по формуле 

1,5л (1+К8 )2 
Т*2= - • (6.9.27) 

2 [ 1t -~ 2 ( Q + 1 ) (1 - 2 ~) J 

если Q, ~, Ке меняются в тех же пределах. Заметим, что при 

- п [(л:+4J (Q+ l)+л:J -V n2 [(л:+ 4) (Q+ I)+л:J2"* ··· 
а--+ а*== ~ 

2 ( 1 + К 8 ) [ л:п 2 + 2п ( п - 1 ) ] · · · 
... ~ - -

-4 (Q + 1) [л:п2 +2п (n-1)] [л:+2(Q+1)] 
.. ·~ 2 (1 +Ке) [лп2 +2п (n-1)] (6·9·28) 

имеем т*-+ оо и, следовательно, гетерогенная система не 

воспламеняется. 

Таким образом, величина а* представляет собой прибли
женное значение термокинетического предела гетероген

ного воспламенения а*. 

Если Q, ~, Ке изменяются в определенных выше преде
лах, а п = 1, то из анализа числовых данных следует, что 

(6.9. 29) 

с погрешностью, не превышающей 6%. При п :::::: 2 для до
стижения этой же точности вместо 0,54 в формуле (6.9.29) 
следует поставить 0,61. 

Как и следовало ожидать, при Кг-+ оо получаем а*-+ О 
и гетерогенная система не воспламеняется, так как теплота 

реакции почти полностью отводится в твердое горючее. 

С ростом п величина а* убывает. 
Формулы для а* и т* могут быь полезны для выбора быс

тровоспламеняющихся гетерогенных систем. 

Если теплофизические коэффициенты реагирующей сис
темы известны, то можно найти предельную начальную кон-
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цен.трацию газообразного компонента, при которой еще про
исходит воспламенение гетерогенной системы: 

с:= ер RT; VLi(qEa*). 

В зависимости от различных физических причин могут 
существовать различные пределы воспламенения. В част-

u u 

ности, если в даннои реагирующем системе имеются тепло-

вые стоки, то предел воспламен~ния будет тепловым. 
Покажем существование тепл9вого предела гетероген

ного воспламенения на примере решения задачи о гетеро

генном воспламенении слоя горючего толщины l и полубес
конечного пространства, заполненного газообразным окис
лителем. 

Пусть в момент t = О полубесконечное пространство 
(r > О), заполненное окислителем, соприкасается со слоем 
твердого горючего (- l < r < О). Начальная температура 
окислителя Т8, а горючего - Тsн· Температура на внешней 
границе слоя поддерживается равной Тsн· Считаем также, 
что выполнены допущения, принятые при решении преды

дущей задачи. 
Необходимо при известных начальных температурах и 

теплофизических коэффициентах определить минимальное 
значение l = l*, при котором еще возможно воспламенение 
данной реакционноспособной системы. Возможна и такая 
постановка задачи: найти при известных l и теплофизичес
ких коэффициентах значение Тiн или Т2н, при котором про
исходит воспламенение реакционноспособной системы. На
ряду с величинами l*, Тiн, Т2н определим также характер
ное время процесса воспламенения - время индукции. 

После введения переменных Лагранжа и безразмерных 
переменных поставленная задача сводится к решению сис

темы уравнений (6.9.10) - (6.9.12) с начальными и гранич
ными условиями 

0 l't'=O = 0 lи=- оо = 0н; 0s f't' =0 = 0s lu= -д = 0вн; С f't' =0 =}. 

(6.9.30) 

Здесь Л = llr * - безразмерный характерный раз
мер, а в качестве характерной взята температура раздела 
сред в начальный момент времени. 
- Начальные и граничные условия для концентрации окис
лителя и условия для температуры на границе раздела сред 

совпадают с соответствующими условиями предыдущей за
дачи. 
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Применяя для решения уравнений (6.9.10) - (6.9.12) 
с граничными и начальными условиями (6.9.30), (6.9.14), 
(6.9.15) преобразование Лапласа, с помощью теоремы о 
свертке получим систему нелинейных интегральных урав
нений Вольтерра: 

е -f + i 
w - w -vп (1 +к в ) х 

х [1-+(h-· 1) ~ hf- 1 ехр (- i
2 л2 

)] dt; (6.9.31) 
1=1 пе ('t- t) 

f 2Q fv-~ h-1 ;,["Гr1t,,_ ~л:_ 
w = --- ) - + ' v- е х 

1 + К 8 l л; -v Лх j ~ 1 Л: 

-ЛjФ*( jЛ )]h1-il_ -v 1t,,_ 't J 

-0° (1 +Ке )- 1! Ф* 1 
hi- 1 • ~ ( ·л ) 

i= 1 -v Л:Х 't 
х 

Здесь Ф* == 1-Ф (х), Ф (х) == (2/ V n)S e-t 2 dt-функ
о 

ция Крампа, h == (1 - Ке)/(1 -t- Ке). 
Если Л-+ оо, то из системы (6.9.31), (6.9.32) как част

ный случай получим систему уравнений (6.9.16)·, (6.9.17). 
Система уравнений (6.9.31), (6.9.32), решена численно 

методом двусторонних приближений [27, 48] с погрешно
стью, не превышающей 5%. 

На рис. 6.9.3. приведена серия кривых еш (т) при Ке = 
= 40, Лх = 10-3, ~ = 0,03, а == О, 0sн === о для л == 0,2; 
0,4; 0,6; 0,8 (кривые 1, 2, 3, 4 соответственно). 

Из графиков следует, что возможны кривые двух типов. 
Кривые первого типа.(1 и 2) соответствуют Л < Л*. Для этих 
кривых характерно медленное возрастание значения ew (т), 
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кривые ew ('t) не имеют точек nерегиба и обладают доволь
но низкой горизонтальной асимптотой. 

Кривые второго типа (3 и 4) имеют две точки перегиба, а 
0w ('t) быстро нярастает и достигает достаточно больших 
значений. 

Е ~ 
стественно считать, что вос-

пламенению отвечают кривые вто

рого типа, т. е. воспламенение про

исходит при д ~ л., если в каче
стве условия гетерогенного вос

пламенения по-прежнему прини

мать условие (6.9.21). 2 

Поскольку в данном случае 
выгорание активного компонента 

f 
o-=:-~----L--=--~~~---J 

10 1 210 3 с-
u 

отсутствует, единственнои причи- Рис. 6.9.3. Зависимостгь 
температуры 010 раздела 
сред от времени ,; для 
различных значений кри-

терия д 

ной возникновения критических 
условий гетерогенного воспламене
ния является наличие постоянной 
низкой температуры при у= - д, 
обусловленной действием тепло:цого 
диполя [52]. В связи с этим целесообразно ввести сле
дующее определение. 

Величину л. при фиксированном достаточно низком зна-
• u 

чении температуры на 1 внешнеи границе твердого реагента 

или при теплообмене на 
внешней границе с «холод
ной» внешней средой будем 
называть тепловым преде-

0 k~=:::t::::±=~~,_.i.....:;;_J лом гетерогенного воспла
r---+--_J~ менения, если при д >Л• 

l 1 ----- \ 

воспламенение имеет место, 

er: а при Л < л. - нет. 
На рис. 6.9.4 приведе

ны зависимости 0w ('t) lf 
Cw ('t) при Л =0,55, а= 
= 0,005 для значений п = 
= 0,5; 1; 2 (кривые 1, 2, 

1 
......... 

~ 2 з 

1' 
\ 

, 
\,,. 

Рис. 6.9.4. Зависимость темпера· 3 соответственно). Значе
туры 01D и концентрации ctD от вре· ния остальных параметров 
мени ,; для различных значений п такие же, как и на рис. 

6.9.3. Из графиков следует, 
что л. возрастает с ростом порядка реакции, так как 
температурные кривые с ростом порядка реакции ста

новятся более пологими при фиксированном д и пос-
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леднйst кривая 0w (i') представляет собой кривую первого 
типа. 

Получим приближенное аналитическое выражение для 
теплового ПJ1f'Дf'Ла rетгроrепного воспламенения. С этой 
целью к решению краевой задачи (6.9.10)-(6.9.12), (6.9.30), 
(6.9.15) применим комбинацию методов интегральных 
соотношений и преобразования Лапласа (48]. 

Профиль температуры в твердом реагенте приближенно 
представим в виде 

01 = А ( 1 у+ В ( t) +С'. (6.9.33) 

Считая, что функция 88 при Уа = О; - Л/2; -д должна 
принимать значения 8 w' 0112 и 088 , находим величины А, В, 
С'; 

А=2е: +20w-48112; В=8,н+38w-48112; C~==ew. 
(6.9.34) 

Подставляя (6.9 .33) в уравнение (6.9 .11) и интегрируя 
результат подстановки по у, от - д до нуля, получаем с 
учетом (6.9.34) для определения неизвестных Bw и 8112 сле
дующее дифференциальное уравнение: 

• • 24 . во 5 
0w+48112=-( sв-20112+8w)• (6.9.3) 

ДI 

' 
Это уравнение необходимо решать с учетом начальНЪiх уело· 
вий 

0112 (О)= 0,в, 0w (О)= О. (6.9.36) 

Второе уравнение для 8w и 0112 получим с помощью пре
образования Лапласа и теоремы о свертке, так же как и 
уравнение (6.9.31), считая, что выгорание газообразного 
реагента отсутствует, а производная 

д0, 1 - 0вв+З0w-401 /2 
д - • (6.9.37) 
Уа и,~ о д 

Это уравнение имеет вид 

"r - elD я,_ 

J 
Q+exp l+~ew --д-(Оsя+ЗОю-40112) 

8w = dt -v я ('(-t) • 

(6.9.38) 
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Если воспламенение реакционноспособной системы от
сутствует, то теплота, генерируемая на поверхности раздела 

сред, полностью отводится за пределы системы. В результа
те в твердом горючем и на rранипе ра:1лР.11а сред устанавли

вается стационарная температура. Необходимые матема
тические условия стационарности температуры 

1 1t" (0 н+з0 -40 ) 
в - - (0 + 0 ) л ·- ,..,, 8 w 1 / 2 1/2- ан w И - _ 

2 Q +0+~0w)-nexp [0w/(l + ~0w)] 
(6.9.39) 

получены из (6.9.35) и (6.9.38) соответственно. Уравнения 
(6.9.39) при известном Л определяют стационарные значе
ния 8112 И 0w. 

Исключая из уравнений (6.9.39) величину 0112 , получим 
трансцендентное уравнение для определения 0w: 

л == пл (0w - е,н) 

·Q+(l + ~0w)-n ехр [0w/O + ~0w)Jl 
• (6.9.40) 

Функция Л = Л (0w) немонотонна и при некотором 
0w = 0* достигается максимум* Л = л.. Если взять 
Л > л., то уравнение (6.9.40) не имеет действительных кор
ней 0w и стационарное состояние в реакционноспособной 
системе не реализуется, т. е. происходит воспламенение. 

Используя необходимое условие существования макси
мума dЛ/d0w = О, получаем уравнение для определения 0*: 

Q+(l+~e )-п ех 0* _ 0.-0sн I+n~ 0+~0w) Х 
w р 1+~0. -(1+~0*)2 o+~0w)n 

х ехр 0
• 
0 

. (6. 9.41) 
1+~ * 

При Q = О и ~ = О из (6.9.41) находим 8* = 1 + 08d, а 

Л* =Пл ехр- (1+08н). (6.9.42) 

Как показывают разультаты числового расчета, погреш
ности формулы (6.9.42) не превышают 10%. 

Если ~ << 1, а IQI << ехр [0*/(1 + ~8*)], то получен
ное значение 0* можно уточнить, используя разложение этой 
величины в ряд по малым ~ и Q. В первом приближении 0* 
можно и в этом случае считать равным 1+088 , тогда приб-

• Наряду с максимумом функция Л = Л (0w) имеет мини
мум при весьма больших значениях 0w, недостижимых вследствие 
ограниченности тепповоrо эффекта rетерогенной реакции. 



лиженное значение теплового предела воспламенения Л• 

имеет вид 

Л* = n1 (1 +Р (\ + 0,п~n 
ехр {(1 +0sн)/[1 + Р (J + 0sи)]} +Q [ 1 +Р (1 +0sи)]п 

(6.9.43) 

Как следует из числовых данных, погрешность получен

ной формулы при 1 <п,_ < 100, О< р < 0,04, Q << 
<< ехр [0.1(1 + ре*)], -3 ~ 0sн ~О не превышает 15%. 

Величина Л* зависит также от 'V· Очевидно, что при 'V-+ 
-+'V* величина Л* должна стремиться к бесконечности, так 
как гетерогенное воспламенение не имеет места. Из этих со
ображений и результатов числового расчета можно вывести 
следующую формулу, определяющую Л *: 

Л* = _ пл (l + Р (l + 0sн)]n (1-yfr.) 
112 

• 

Q [l+P (1+0sн)]п+ехр {(1+0sц)/[I+P (1+0вп)]} 

(6.9.44) 

Используя выражение для времени воспламенения, по
лученное ранее (см. (6.9.25) и (6.9.26)), удается подобрать 
приближенную формулу для времени индукции данной ре
акционноспособной системы. С этой целью обозначим здесь 
т.00 найденное ранее время индукции, подчеркивая тем са
мым, что эта величина получена при Л-+ оо, и заметим, 
что при Л ~ Л* время индукции, очевидно, должно стре
миться к бесконечности. В результате приходим к следую
щей формуле для времени индукции: 

i-* = т.оо (I -Л/Л*)- 1 , (6.9.45J 

где т.00 определяется по формулам (6.9.25) или (6.9.26). 
Зная л., можно легко определить предельную толи~ину 
горючего 

Rт2 +п Л д Е 
l • п • ( ) •= ехр - , 

qk0 Е (Ри Тн Сц)п RT* 

при которой еще возможно гетерогенное воспламенение, 
или предельную начальную концентрацию газообразного 
активного компонента: 

( 

ЛRТ2 Лн Т~ Е ) l /n 
с = • exp--.t1* п RT* q k0 Е г * (Ри Т ц) , 

(6.9.46) 
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Можно показать, что невоспламенение реакционноспо
собной системы может иметь место и вследствие быстрого по
требления активного газообразного компонента в ходе ге
терогенной химической реакции. С этой целью рассмотрим 
~ада чу u гет~рu1 tHHuм uuLl1JietMtHtt1нн 11uJ1yo~t:кuнeчнuru 
пространства, заполненного твердым горючим, и слоя (О< 
< х < l) газообразного окислителя. Пусть в момент t = О 
конечный слой (О < х < l) активного компонента с началь
ной температурой Т и соприкасается с полубесконеч
ным пространством, заполненным твердым горючим 

(х > l) с начальной температурой Т sн· Из области О < х < 
< 10 на границу раздела сред падает постоянный тепловой 
поток Q, который, как и в предыдущих задачах, может мо
делировать лучистый поток или теплоту деструкции. 

Считаем, что выполнены все допущения, принятые при 
решении двух предыдущих задач, а также что все теплофи
зические коэффициенты реакционноспособной системы по
стоянны. Поставим своей задачей определение условий и 
времени индукции. 

Задача сводится к решенljю системы уравнений (6.9.10)
(6.9.12) с начальными (6.9.30) и граничными условиями: 

(6.9.4 7) 

--nл.- = п ехр ; .. ( ае д0s ) . Q + с 0w (6 9 48) 
ду ду У= д w 1 + ~0w 

ас 1 = _:!__ Cri ехр 0w 
ду g=д L 01 1+~0w 

(6.9.49) 

Применяя для решения системы уравнений преобразова
ние Лапласа, как и ранее, получаем систему интегральных 
уравнений Вольтерра для определения безразмерных тем
пературы 0w и концентрации Cw на границе раздела сред: 

0w=fw+ 
1 s't <p(t) \1+(1+h) ~ hi-l ехр х 

I+Кг 
0 

f n ('t-t) l= 1 

х (- ~~; )j d t; (6.9.50) 
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t 

Cw = 1-а \ ч> (t) 
~ -v п ('t-t) ( 

• [ 12 л2 J) 1+2 ~ ехр - d t. 
~ L ('t-t) 
l== 1 

(б.9.51) 

Здесь 

2Q 

·2 л2) 1 
• -ЛiФ* х 

Если Л -+ оо , то из этой системы как частный случай 
получаем систему интегральных уравнений (6.9.16), (6.9.17). 

Система уравнений (6.9.50), (6.9.51) решалась так же, как 
и предыдущие. Расчеты показали, что существуют два ре
жима протекания гетерогенной химической реакции. При 
малых значениях разогрев поверхности невелик и темпера

тура поверхности растет довольно медленно, в то время как 

концентрация активного газообразного компонента падает 
до значений, близких к нулю. На рис. 6.9.5 приведены за
висимости еш ('t) и Cw ('t) при eg = О, а = О, Кг = 1000, 
а= 10-4 , р = 0,01 для значений Л = 300, 250, 50 (кри
вые 1, 2, 3 соответственно). Из графиков следует, что сущест
вует такое л*' что при л < л* реализуется первый режим 
(кривые 2, 3) и воспламенение системы не имеет места, а 
при л > л* реализуется второй режим протекания гетеро-

u u 

геннои реакции, соответствующии воспламенению системы. 

Числовые расчеты показали также, ч·то при воспламене
нии реакционноспособной системы восходящая ветвь темпе
ратурной кривой 0w (t) имеет две точки перегиба, т. е. и в 
этом случае в качестве условия воспламенения выполняется 

(6.9.21). 
Так как при ен = О начальные температуры Т8 и Т8н 

равны друг другу и совпадают с температурой раздела сред 
Т* в начальный момент, принятый в качестве характерной 
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температуры, то медлен

ный рост, а затем убыва
ние 0w ('t) можно объяс
нить тольt<n выгоранием 

активного газообразного 
компонента (значение "? 
выбиралось на порядок 

меньшим термокинетичес

кого предела "?*). 
Таким образом, в этом 

случае величину л* целе
сообразно назвать концен

трационным пределом ге
терогенного воспламенения. 

Числовые расчеты позво
ляют сделать вывод о том, 

что с ростом а величина б* 
убывает, так как с ростом 

1 

1-с "---__ _..... __ __..____.__ _____ _, 
111' 

Рис. 6.9.5. Зависимость температу
ры 0w и концентрации Cw на гра
нице раздела сред от времени 't 

для различных значений Л 

а теплоприход в данной реагирующей системе возрастает. 
На рис. 6.9.6 приведены зависимости ew (t) и Cw ('t) при 
0~ === О, "? = 10-4, Ке === 200, ~ === 0,01, п == 1, Le = 1, 
б === 9 для значений Q =О, 1, 5 (кривые 1, 2, 3 соответствен
но). Величина а может принимать и отрицательные значе
ния, если ее истолковывать как безразмерную теплоту де
струкции или теплоту газификации. Получено, что в слу-

чае eg = О, -Q < О и "? = О (выгорание активного газооб
разного компонента отсутствует) величина б* существует. 
В этом случае б* целесообразно назвать тепловым преде

BIV ......----.------.---------. 
1 

лом воспламенения источникового 

типа. 

При "? === О и Q < О также су
ществует предел воспламенения, 

однако его следует назвать преде- . 
о ~--+-----+10--r--4 лом воспламенения комбинирован-

Рис. 6.9.6. Зависимость 
температуры 0w и кон
центрации Cw на границе 

раздела сред от време

ни 't для различных зна-
чений Q 

ного типа, так как он обусловлен 
как выгоранием активного газооб
разного компонента, так и дей

ствием стока теплоты. 

Если критические условия гете
рогенного воспламенения обуслов
лены действием нескольких физи
ческих причин, то величину Л* 
такую, что при Л > Л* имеет ме
сто воспламенение, а при Л < Л* 
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его нет, целесообразно назвать пределом воспламенения ком
бинированного типа. 

Результаты вычислений при Q = О, у = 10-4, р = 10-2 

и разл!JЧllЫХ значениях Ке, A,11t п показывают, что с ростом 
Кг величина Л* возрастает. Это объясняется тем, что уве
личивается отвод теплоты от зоны гетерогенной химической 
реакции в твердую фазу. С ростом порядка реакции тепловы
деление от химической реакции при прочих равных услови
ях уменьшается, что приводит к увеличению Л*. С ростом 
88 н предел воспламенения убывает, поскольку Тsн < Т* 
при 8sн < О и от границы раздела сред в твердую фазу про
исходит теплоотвод. При 8sн >О величина Тsн > Т * и 
возникает тепловой поток из твердой фазы в зону гетероген
ной химической реакции. 

Заметим, что данная математическая модель воспламене-
u 

ния в силу допущении, положенных в ее основу, дает пра-

вильное представление о зависимости 8w (т) при О < -r < -r~, 
где -r~ - безразмерное время достижения безразмерной тем
пературы 8* газификации твердого компонента, а 8* -
безразмерная температура газификации твердого компо
нента гетерогенной системы. 

В рамках рассматриваемой математической модели гете
рогенного воспламенения, согласно данным предыдущего 

анализа, нельзя получить режим равномерного распростра

нения фронта пламени. Реал~ная последовательность собы
тий при воспламенении полимерных горючих такова. Пос
ле саморазогрева (разогрева) поверхности раздела сред 
твердый компонент системы начинает газифицироваться, 
если достигается температура газификации. Затем возника
ет диффузионный фронт пламени и осуществляется выход на 

u 
стационарныи режим горения. 

§ 6.10. Выход на режим равномерного горения 
и термокинетические колебания при горении 
реальных реагирующих газов 

Стационарному горению любого реагирующего вещества 
u 

предшествует комплекс нестационарных состоянии реагента. 

Эго замечание справедливо в одинаковой степени и для го
могенного и для гетерогенного горения. 

Рассмотрим, следуя А. Г. ·Мержанову (см. также [48]), 
выход на режим нормального распространения фронта пла
мени при зажигании газообразного реагента нагретой по
верхностью. Мы примем следующие допущения: 
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1) газообразный реагент - эффективная бинарная смесь, 
коэффициенты ~ереноса которой равны Л =Ли (Т/Т н)k, 
pD = РнDн (TITн)k, где 0,5 < k < 1; . 

2) скорость химической реакции определяется законом 
Аррениуса и зависит только от концентрации недостаю
щего компонента; 

3) теплоемкости исходных продуктов и продуктов реак
ции одинаковы; 

4) действием массовых сил· пренебрегаем; 
5) давление в реагирующей системе принимается по

стоянным и равным начальному, что эквивалентно допуще

нию о малости скорости движения, вызванного химически

ми превращениями и тепловым расширением, по сравнению 

со скоростью звука; 

6) перенос энергии излучением мал по сравнению с теп
лопроводностью. 

Целью решения задачи является изучение закономер
ностей выхода на режим нормального распространения фрон
та пламени. Математически задача о выходе на режим горе-

u 

ния с учетом сделанных выше допущении сводится к реше-

нию системы уравнений 

др д 
дt + т,(ри) =О; (6.10.1) 

ер Р ( ат +и ат ) = 3-(л ат ) + qp (1 -f)) ko ехр (-_Е_); 
дt дr дr дr RT 

(6.10.2) 

р ( дТ] +и дТJ ) =_а_ (pD дТJ ) + р (1 -f)) k0 ехр ( - ~)· 
дt дr дr дr RT ' 

(6.10.3) 

RpT ( l-fl - __!!_) = Рн 
М1 М2 

(6.10.4) 

с начальными и граничными условиями 

Tlt=O =Tlr=oo=Tи; Uft= о=О; fJlt=l =0; Pft=o=pн; 
(6.10.5) 

Т lr-=O = Т w = const; и lr=O =О; д1] = дТ) j =О. 
дr r =о дr r= оо 

(6.10.6) 

Система уравнений (6.10.1) - (6.10.4) получена из сис
темы уравнений (6.1.1)- (6.1.10) при т =О с учетом сде-
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" ланных выше допущении, причем уравнение движения опу. 

щено в силу допущения 5. При выводе граничного условия 
для глубины превращения считалось, что поверхность не
каталнт11чРr1<а я и нrрrаrирую111ая. 

Из априорных физических соображений и данных § 6.7 
- весь переходный процесс можно разделить на две стадии: 
процесс образования нестационарного фронта горения, дли
тельность которого t1 , и процесс распространения нестацио
нарного фронта горения, длительность которого t 2 • Послед
няя стадия заканчивается выходом на режим нормального 

распространения фронта пламени, так что полное время 
выхода на режим t0 = t1 + t2 • Под фронтом пламени, как 
и в § 6.7, будет пониматься поверхность, на которой ri ~ 1. 
Следует отметить, что t2 как характеристика процесса до
вольно условна ввиду того, что выход на режим стацио

нарного горения носит асимптотический характер. 
Временем образования нестационарного фронта пламе

ни назовем время, при котором в какой-либо части реаги
рующей системы глубина превращения близка к единице 
(например, равна 0,9 или 0,95), а распространение фронта 
пламени будем считать установившимся, если скорость рас
пространения отличается от своего стационарного значе

ния не более чем на 1 % . 
Надо сказать, что эти определения условны, так как, 

строго говоря, стационарная скорость горения, как следует 

из ее названия и результатов § 6.7, достигается при t-+oo, 
поэтому и /2 = оо. Величина 11 будет стремиться к еди~ице 
также только при t-:,.. оо. Таким образом, величины t1 

и t2 , а вместе с ними и /0 в количественном отношении силь
но зависят от степени близости ri и нестационарной скоро
сти горения к предельным стационарным значениям. 

Следует ожидать, однако, что на качественную зависи
мость величин t1 и t2 от физических условий протекания про
цесса мало влияет степень близости нестационарных вели
чин к стационарным и введенные выше определения вполне 

пригодны для качественного анализа проблемы выхода на 
u 

стационарныи режим горения. 

Краевая задача (6.10.1) - (6.10.6) решалась численно на 
ЭВМ с помощью неявной конечно-разностной схемы. При 
числовом решении задачи использовались сJJедующие без
размерные пространственно-временнЬ1е величины*: 

* 8 Д3ЛЬНСЙШСМ ДЛЯ проСТОТЫ черту над U И р будем опус кат Ь. 
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(6.10.8) 

0 =(Т*-Тн)Е . 0 =(Tw-T.)E, "'== cpRT; 
н RT~ ' w RT'; r qE ' 

Le= cvDaP*;z= (Тw-Тн)ср ; О'= М2; (6.10.9) 
Л* q М1 

q> = (1 -ri) ехр ( 
1 

: ~0 ) . ( 6.1 О .1 О) 

Здесь Т * - характерная температура, индексы «*» и 
«И» приписываются величинам, вычисленным при Т = Т * и 
Т == Т н соответственно, где Т н - начальная температура; 
0* - безразмерная температура поверхности; z - без
размерный параметр; а - отношение масс молекул, а ос
тальные обозначения применялись ранее в§ 6.7 и§ 6.8. 

Расчеты показали, что, если температура поверхности 
существенно меньше стационарной температуры горения 
Тг = Т н + q/cp (при z < 0,5), реализуется низкотемператур
ный режим зажигания, который называют также нормаль
ным или индукционным (см. § 6.7). Для этого режима зажи
гания в качестве Т * выбиралась температура нагретой по-
верхности. . 

На рис. 6.10.1. изображена пространственно-временная 
картина низкотемпературного режима зажигания. Из при
веденных графиков следует, что введенное ранее время про
грева tп (см. § 6.7) меньше, чем время образования нестаци
онарного фронта горения t1 , тогда как время зажигания 
(воспламенения) t3 совпадает с t1 • Из ан~лиза графиков сле
дует также, что в результате резкого ускорения реакции в 

моменты времени, близкие к t1 , образовавшийся ранее мак
симум температуры растет весьма быстро и на некотором рас
стоянии от поверхности достигает наибольшего значения, 
превышающего температуру стационарного горения. За
тем рост максимума прекращается ввиду полного выгора

ния реагента в ~оне максимума. После этого, так же как и 
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при низкотемпературном зажигании частицей (см. § 6.8), 
начинается процесс расширения области высокой температу
ры и выгорания реагента по обе стороны от максимума, так 
как,вне зоны максимума глубина превращения еще остается 
н~вы~uкuй. В р~3улыа1t uбразуюн . .:я два н~стациuнарных 
фронта горения, один из которых движется к поверхности и 
прекращает свое движение с выгоранием реагента, а второй 
движется в сторону непрореагировавшей смеси. Скорость 
движения оо принимает в конце концов стационарное значе

ние. 

Вместе с появлением максимума температуры возникает 
быстрое.. расширение газа, в результате чего график для без
размерной скорости течения имеет две «ступеньки» (см. 
кривую 5), отвечающие двум фронтам распространения пла
мени. В дальнейшем первая из «ступенек» исчезает вследст
вие выгорания реагента и остается только одна «ступенька», 

10 --1------- - - -1---+--....._____._ _ _.___~ 

7 8 g 10 11 12 13 

о 

-10L__~__;;:~::lli-=:~~..._~ ...... ~--~~~~~..:.-__::~__, 

"/ g 10 11 12 13 

о~~~=---~~=--~..____;.._~~~~~~~---.а------

с.р ------1.__---i-~ 

1 _ 

5 б 7 8 g 1(1 11 13 

o~~------L.~--J.-J~'"--L._-'--~--~...__~.....L~-U.--~~ 

и - 1 
ч( r5 

- ! -
- -- __J r 

б 7 '8 r 
1 

10 

1 1 --- -- --....... -- ->-- ---
J g !~ 11 f'J 13 L.. 

~ ~ ,J .... , 

5 

о 40 80 

Рис. 6.10.1. Пространственно-временная картина режима индукцион
ного зажигания (0в= 10; v=0,04; Р=О,03; cr=0,5; k=0,6): 

1-'t=-4.1; 2-38,3; 3-48; 4-48,2; 5-48,3; 6-49,3; 7-50.3; 8-51,3; 
9 - 52,3; 10 - 53,3; 11 - 54,3; 12 - 55.3; 13 - 56,3 
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Рис. 6.10.2. Пространственно-временная картина режима индукцион
ного зажигания в лагранжевой системе координат (8п = 1 О, у= 0,04; 

~=0,03; а=О,5; k=0,6): 
1 - 't'-8,7; 2 - 38,3; 3 - 48,4; 4 - 48,22; 5 - 48,3; 6 - 49,3; 7 - 50,3; 8 - 51,3; 

9 - 52,3; 10 - 53,З; 11 - 54,3; 12 - 55,3; 13 - 56,3 

распространяющаяся в свежую смесь со скоростью горе

ния. 

Представляют интерес зависимости температуры от ла
~ 

гранжевой переменной '1' = J pd~. На рис. 6.10.2 при тех 
о 

же значениях безразмерных параметров, что и на рис. 6.10.1, 
приведены графики 0 ('J', r), причем кривые 1-13 даны 
для тех же значений времени, что и на рис. 6.10.1. На 
рис. 6.10.2 изображены:также графики безразмерной линей
ной скорости фронта горения ro и безразмерной массовой 
скорости фронта rо'Ф в моменты времени, соответствующие 
прохождению фронта через плоскость с координатой 'J'. 
Из рисунка видно, что при нестационарном распростране
нии фронта рас'пределение температуры, образовавшееся 
в реагенте перед фронтом к моменту t = t1 , практически не 
изменяется, а стационарная скорость распространения прак

тически достигается к моменту сгорания массы газа 'J'1 , 

прогретой за время t1 • Величину '1'1 легко определить, сде
лав допущение об инертности газа за время прогрева. Тогда 
уравнение теплопроводности (6.10.2) в лагранжевых пере
менных принимает вид 
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1 ав "at е --= (6.10.11) 
д-r: дф2 

Это уравнение,необходимо решать при начальных и гра
ничных )'~J!UНИЯЛ 

01-r=O = 0 f11'=oo = -0н; 0 '11'=0 = 0. (6.10.12) 

Если ввести новую переменную в уравнение~== 'Ф1(2V r), 
то уравнение (6.10.11) и граничные условия (6.10.12) при
мут вид 

d2 0 d 0 
dt;'2 +2~df =0; 0/t=o=O; 0/t=oo= -08 • (6.10.13) 

Решение краевой задачи (6.10.13) имеет вид 
t 

0 == -0н Ф (~)= -
28~ S e-t• d t. 

Vn 
0 

(6.10.14) 

В силу свойств интеграла ошибок Ф (~) основное изме
нение этой величины имеет место при О< ~ < 1, т. е. тол
щина прогретого слоя в новых переменных равна единице. 

Переходя к размерным величинам, находим массу прогре
того вещества за t == t1 : 

1\'1= J' pdr=2 v Ан~= t1 ' 

где величину t1 в силу ее совпадения с временем зажигания 

следует определять из формулы (6.7.14), положив в ней 00 ==0 
и приведя ее к размерному виду. 

Для оценки t2 достаточно 'Ф1 разделить на среднюю мас
совую скорость нестационарного распространения фронта 
пламени при t1 < t< t2 • Из анализа рис. 6.10.2 следует, что 
эта скорость мало отличается от массовой скорости стацио
нарного горения и поэтому справедлива оценка 

(6. l 0.15) 

Здесь т00 - стационарная массовая скорость горения. 
Формулу (6.10.15) можно преобразовать, если ввести 

характерное время стационарного горения tг (время сгора
ния прогретого слоя при стационарном горении): 
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t = Лг Рг 
г • ' (6.10.16) 

Ср m 00 

где индекс «Г» приписывается величинам, найденным при 

11 

= Tr. Исключая ,;t
00 

И;j (б.10.15) и (6.10.16), находим 

t2 ~ 2 "1 j Ли Рп 11 tr, 
V Аг Рг 

где VЛнРнl(ЛrРr) ~ 1 в силу- изобарности процесса горения и 
свойств коэФРициента теплопроводности. Таким образом, 
окончательно получаем 

/2 ~ 2 -V i1 tr• (6.10.17) 

В силу выбора характерной температуры /1 ~ 
""ехр [El(RT w)], где Т w< Tr. В то же время если вычис-
лить iп00 с помощью известной формулы Зельдовича -
Франк-Каменецкого [46]*, то из (6.10.16) получим tr ~ 
~ ехр [E/(RTr)]. 

Таким образом, в случае низкотемпературного зажига
ния реагирующего газа справедливо неравенство /1 >> t2 > 
>tг и полное время выхода на режим стационарного горе
ния мало отличается от времени зажигания t1• 

Если температура поверхности значительно превышает 
адиабатную температуру горения (z > 1,7), то реализуется 
режим высокотемпературного зажигания реагента, при ко

тором картина выхода на режим стационарного горения су

щественно отличается от описанной выше. В качестве ха
рактерной температуры здесь удобно принимать температу
ру горения Tr, в результате чего безразмерный параметр 
'V = 1/08 • На рис. 6.10.3 дана пространственно-временная 
характеристика процесса при 08 = 5; у = 0,2; 0w = 5; 
~ == О, 1; а = 0,5; k = 0,6. Из анализа этого рисунка сле
дует, что в противоположность низкотемпературному ре

жиму при высокотемпературном режиме время образования 
нестационарного фронта пламени (время задержки зажига
ния) весьма мало и полное время переходного процесса прак
тически совпадает с временем нестационарного горения. 

Максимум температуры в силу того, что Т w > Т г' не по
является и наибольшей температурой во все время процес
са остается температура нагретой поверхности, в результа· 

1 

* Эта формула получена в § 6.12. 
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Рис. 6.10.3. Пространственно-времен
ная картина сжигания (0в=5; v=0,2; 

0о=5, ~=0,5; k=0,6): 
1 - 't-32; 2 - 94; 3 - 196; 4 - 340; 5 - 505 

0-:~1 

Рис. 6.10.4. Пространст
венно-временная картина 
промежуточного режима: 

1- 't= 14,5; 2 - 71; 3 - 199; 
4 - 344; 5 - 481 

те чего график безразмерной скорости и имеет только одну 
ступеньку. 

При данном режиме нестационарность процесса распро
странения фронта горения обусловлена дополнительным по
током теплоты от нагретой поверхности. В связи с этим рас
пространение фронта горения можно считать установившим
ся, если поток теплоТ-ЬI qw от нагретой поверхности к продук
там реакции мал по сравнению со скоростью тепловыделе

ния за счет химической реакции (для определенности qw == 

= о, 1 qmoo). 
Найдем qw, решая уравнение (6.10.13) при граничных ус

ловиях 

0ft=o=0w; 0ft=oo=0. (6.10.18) 

Это решение имеет вид 

0= -0w ф (~)+ ew. (6.10.19) 

Дифференцируя (6.10.19) по~ и переходя затем к размер
ным переменным, находим 

V Ср Аг Рг ( Ср m2 ) Qw==(Tw-Tг) ехр - , (6.10.20) 
пt2 4Лг Рг t2 
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'• 
где т2 = S pdr - масса газа, сгоревшего к моменту време

о 

ни t. = t2. . 
ВРличину m~ можно прибли~енно считать равной т.t1 • 

Используя условие qw = O,lm00 и выражение (6.10.20), 
получим приближенное трансцендентное уравнение для оп
ределения t2 : 

-./ь_ехр(_ь__). lO (Tw-Tr) (6.10.21) 
V tг 4tг VП (Т w-Тн) 

Из уравнения (6.10.21) следует, что с ростом Tw при про
чих равных условиях величина t 2 " и, следовательно, пол
ное время выхода tп на стационарный режим горения растут, 
в то время как при низкотемпературном режиме зажигания 

эти величины с ростом Т w уменьшаются. В связи с этим сле-
u 

дует ожидать, что при некоторои температуре поверхности 

Т w величина t2 имеет минимум. 
Если температура поверхности близка к температуре го

рения Тг (при z ~ 1), то реализуется промежуточный ре
жим выхода на стационарный режим. Этот режим можно 
назвать также вырожденным в том смысле, что при прибли
жении к Тг снизу теряются характерные особенности низко
температурного режима. В частности, возрастает глубина 
превращения, направленный к стенке фронт горения ста
новится менее выраженным, убывает доля t1 и возрастает до-

Рис. 6.10.5. Зависимость отношения массо
вой нестационарной скорости горения rh =
== w'Ф к своему стационарному значению 

rhoo от безразмерного времени i-
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ля t2 в общем времени выхода на режим горения fг. При стре
млении Т w к Тг сверху теряются основные закономерности 
высокотемпературного режима. В частности, уменьшается 
глубина превращения и возрастает доля f 1 в об1цем време
ни выхода на режим горения tп. 

При Т w = Тг имеет место наибольшая степень вырож
денности обоих режимов. На рис. 6.10.4 приведена прост-, 
ранственно-временная картина протекания процесса при 

0w = О; у = 0,2; 0н = 5; ~ = О, 1; а = 0,5; k = 0,6. В ка
честве характерной температуры Т * взята Т г· Из рисунка 
видно, что ~тационарный фронт горения формируется на 
расстояниях порядка толщины прогретого слоя для стацио

нарного горения, а из числовых расчетов вытекает, что tп ~ 

~ iг. 

Как и следовало ожидать на основании предыдущих 
данных, числовые расчеты показали, что при Т w = Tr 
величина tн принимает минимальное значение. 

Интересно отметить, что, как правило, и для низкотем
пературных и для высокотемпературных режимов нестацио

нарная скорость распространения превышает стационарную, 

однако при Т w ~ Tr скорость горения приближается к св.о
ему стационарному значению со стороны более низких зна
чений. 

На рис. 6.10.5 при 0н = 14,7; у = 0,047; ~ = 0,05; 
k = 0,5 приведены графики отношения nilm~ в функции 
от 't для различных значений z (различных значений темпера
туры поверхности), которые указаны цифрами у соответст
вующих кривых. Эти графики подтверждают сказанное вы
ше. 

Следует подчеркнуть, что представленные выше резуль-
u u 

таты носят скорее качественныи, чем количественныи, ха-

рактер. Дело в том, что на характеристики воспламенения 
и на закономерности выхода сильное влияние оказывает 

многокомпонентная диффузия. В работе [27] численно 
было исследовано воспламенение и горение трехкомпонент
ной СО+ 0 2 + СО2 и пятнкомпонентной СО+О2 + СО2 + 
+ Н20 + N 2 горючей смеси с точным учетом многокомпо
нентной диффузии. В результате расчетов было установле
но, что время выхода на режим стационарного горения, по

лученное при использовании понятия эффективной бинарной* 

* Прием сЕеде1-1ия к бинарной сt1еси состоит в том, что сово
купность Есех кс:мnс1-1ентсв разбиЕают на дЕе группы. в рамках кото
рых массы моJiекул раsличаются мало, в то время как масса моле-
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смеси, более чем в два раза отлйчается ot tочноrо значе" 
ния этой величины, полученной численно с точным учетом 
многокомпонентной диффузии. 

Скорости горения, вычисленные для бинарной и много
компонентной смеси при малых значениях времеци, разли
чаются так же сильно, как и значения времени воспламене

ния. Например, если для трехкомпонентной горючей смеси 
начальная концентрация оксида углерода с1 н === 0,2658, 
кислорода с2н == 0,3038, а температура нагретой стенки рав
на 2010 К, то при начальной температуре смеси 300 К вре
мя выхода на режим горения с учетом многокомпонентной 
диффузии равно 3,31·10-3 с, а для бинарной смеси, свойства 
которой описываются одним бинарным коэффициентом * 
D13 , эта величина равна 1,55· I0-3 с. Кроме того, при учете 
многокомпонентной диффузии выход на режим нормального 
горения сопровождался затухающими колебаниями ско
рости горения. В то же время следует отметить, что стацио
нарные значения скоростей отличались для эффективной би-

u u u 
нарнои и многокомпонентнои смесеи относительно мало 

(см. § 6.13). 
Числа Льюиса - Семенова, соответствующие эффектив

ным коэффициентам диффузии (см. формулу (6 .1.16)), для 
инертных компонентов Н20 и N2 могут принимать отрица
тельные значения, а концентрации этих компонентов изме

няются немонотонно, их максимум-впереди фронта горения. 
Как показали расчеты, время выхода на стационар

ный режим горения сильно зависит от концентрации и типа 
инертных компонентов, даже если концентрации компонен

тов, от которых зависит скорость реакции (так называемые 
«активные>> компоненты), не меняются. Например, при с1н = 
== 0,2658, С2 н === 0,3038, С 3н === 0,4304 имеем Un = 0,2277 м/с, 
а tвых === 3,31 · I0-3 с в то время как при С1н = 0,2658, 
С2н = 0,3038, Сзн === 0,2, С4н === 0,015 И С5н = 0,2154 по
лучаем ип = 0,284 м/с, а tвых = 2,03· 10-3 с. 

Выход на режим равномерного стационарного горения 
наблюдается не при всех значениях параметров, определяю
щих состояние реакционноспособной смеси газов. В частно-

кул типичных компонентов, взятых из разных групп, различаются 

сильно. В данном случае, например, СО и 0 1 составляли одну груп
пу молекул, а С02 - другую. 

* Коэффициент D13 характеризует диффузию оксида угле
рода СО в диоксид углерода СО2 , а индексы у концентраций компо
нентов соответствуют номерам компонентов в формуле горючей сме
си. 
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С'ГИ, в результате маtематическоrо эксперимента на ЭВМ бы
ли обнаружены термокинетические колебания скорости го
рения и концентраций компонентов для бромоводородных 
пламен. При решении l{ОIIкрстной нсстацнuнарнuй uднuмср
ной задачи считалось, что во все время процесса р = const= 
= Рн и протекают следующие обратимые химические реак
ции: 

Br2 + М ~ Br + Br + М; Н 2 + М ~ Н + Н + М 
Br + Н 2 ~ НВт + Н; Н + Br2 +± HBr + Br (6.10.22) 
HBr + М ~ Н + Br + М 
где в качестве каталитической частицы М выступает молеку
ла произвольного компонента смеси. 

В результате числового решения соответствующей сис
темы уравнений было обнаружено, что при х111 === 0,6; Х2 н== 
, = 0,4; Т11 === 483 К и р 11 == 5· 103 Па (индексы а приписыва
ют компоненту: 1 - Н 2 , 2 - Br2 , 3 - HBr, 4 - Н, 5 -
Br) имеют место колебания скорости горения и концентра
ций компонентов. 

На рис. 6.10.6 представлены графики для нестационар
ной скорости распространения пламени (кривая 2 на 
рис. 6.10. 6, а) и кривые для концентраций Н 2 (кривая 2 на 
рис. 6.10. 6, б), Br2 (кривая 1 на рис. 6.10. 6, 6) и HBr 
(рис 6.10. 6, а, кривая 1) во фронте горения. Из анализа 
этих графиков следует, что в данном случае скорость рас-
пространения пламени и концентрации компонентов явля

ются периодическими функциями времени. Этот результат 
имеет важное значение, так как он существенно уточняет 

известный вывод о том, что скорость распространения явля
ется физико-химической постоянной горючей смеси [10, 46]] 
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На самом же деле эта величина, как показывают графики 
рис. 6.10.6 является функцией процесса. Ввиду важности 
этого результата представляет интерес более подробный ана
лиз вопроса о термокинетических колебаниях и связанного 
с ним вопроса о диффузионно-тепловой неустойчивости ла
минарных пламен. 

§ 6.11. Диффузионно-тепловая неустойчивость 
ламинарных пламен· 

Физическая постановка задачи о диффузионно-тепловой не
устойчивости (в дальнейшем ДТН) ламинарных пламен впер
вые была дана в работе Льюиса и Эльбе [53], где на основе 
представлений об избытке энтальпии за фронтом пламени 
предсказывалась неустойчивость фронта при числе Льюи
са-. Семенова Le = Dpcp/'A < 1 (в дальнейшем ДТН-1), 
в то время как при Le ~ 1 считалось, что фронт пла
мени устойчив. Противоположная гипотеза была высказана 
в [54]: диффузионно-тепловая неустойчивость пламен воз
можна только при Le > 1 (в дальнейшем ДТН-2). Меха
низм неустойчивости, предложенный Зельдовичем, прин
ципиально отличается от механизма Льюиса и Эльбе и со
стоит в том, что при Le > 1 участки фронта ламинарного 
пламени, выпуклые в сторону несгоревшей горючей смеси, 
ускоряются вследствие превышения притока энергии (в ре
зультате диффузии горючего) над стоком теплоты в резуль
тате процесса молекулярной теплопроводности. Вогнутые 
же участки по аналогичной причине имеют отток энергии, 
что в конечном счете замедляет их распространение. В ре
зультате фронт пламени становится неустойчивым. 

Таким образом, механизмы зарождения неустойчивости 
фронта пламени, пр~дложенные в работах [53, 54], принци
пиально различны, в результате чего по этому вопросу ве

лась длительнаt1 дискуссия. Достаточно полный обзор ра
бот, посвященных диффузионно-тепловой неустойчивости 
ламинарных пламен, дан в (4, 47, 55]. 

В данном параграфе обсудим проблему ДТН, следуя 
{ 4, 47]. Предположим, что справедливы следу1ощие допуще
ния: 

1) процесс распространения фронта пламени целиком 
определяется концентрацией одного лимитирующего компо
нента; 

2) фронт химического превращения представляет собой 
бесконечно тонкую поверхность слабого разрыва, на которой 
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• 
непрерывны температура и концентрация и терпят разрывы 

тепловой и диффузионный потоки; 
3) скорость распространения фронта пламени кваз~ста

циuнарна и определяется температурой во фронте в данный 
момент времени; 

4) плотность и теплофизические коэффициенты горючей 
смеси не зависят от температуры среды и концентраций ком
понентов; 

5) процесс диффузии характеризуется одним эффектив
ным коэффициентом D. 

Первое ц_ пятое допущения справедливы, например, для 
бедных горючих смесей. Второе, третье и четвертое допуще
ния правомерны потому, что скорость химической реакции 
очень сильно (экспоненциально) зависит от температуры. 
Поэтому толщина зоны химического превращения мала по 
сравнению с толщиной зоны прогрева, скорость распростра
нения фронта пламени определяется температурой фронта 
пламени в данный момент времени, а коэффициенты перено-
са можно считать константами. ' 

Математически задача о ДТН ламинарных пламен сво
дится к анализу системы уравнений 

дТ + ro д2 Т = к а2 Т + к а2 Т ; к = Л, ; ( 6. 11 . 1 ) 
дt дх2 дх2 ду2 рср 

~ + ,.~ ~ = D а2 с +· D а2 с 
u.I (6.11.2) 

дt дх · дх2 ду2 

с учетом следующих граничных условий*: 

clx.+o=clx.-0 ; Tlx.+o=Tx.-o=T*; (6.11.3) 

Л (~ _!!__ ) + qpD (~ _ _!f_ ) =О· 
дп х. + о дп х. - о дп х. +о дп х. - о ' 

(6.11.4) 

Т fx-+-oo = Тг, Т fx-+--oo = Т н; С lx-+oo =О, С lx-+-- оо =Си· (6.11.5) 

Здесь система декартовых координат ху, связана с положе
нием !fевозмущенного фронта пламени, поэтому в этой систе
ме координат реагирующее вещество движется с постоянной 
скоростью в направлении оси х; кроме того, х* - коорди

ната фронта химического превращения, Тг - адиабатная 

* Начальные условия для данной задачи не нужны, так как в 
дальнейшем рассматривается вопрос об устойчивости распростра
нения фронта пламени. 
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температура горения невозмущенного пламени, ю - ско

рость распространения фронта пламени, п - нормаль к по
верхности химического превращения, q - тепловой эф
фект реакпии, Т11 , с" - температура и концентрация све
жей горючей смеси, индексы «+0» и «-0» характеризуют 
состояния за фронтом химического превращения и перед 
ним. 

Так как с - концентрация недостающего компонента, то 
очевидно, что за фронтом химического превращения кон
центрация тождественно равна О. Тогда имеем 

• де 
clx.+o=cl~.-o=O,- =0. 

дп х.+о 
(6.11.6) 

Для того чтобы скорость химического превращения была 
конечна, необходимо сделать допущение о том, что при 
стремлении к нулю концентрации в зоне химического пре

вращения одновременно растет множитель, характеризую-
u u 

щии температурную зависимость скорости химическои реак-

ции, в результате чего имеем 

-pD - =m. де 1 . 
дп х.-о 

(6.11.7) 

Здесь т - количество компонента, лимитирующего про
цесс распространения пламени, сгорающего на единичной 
площади фронта химического превращения за единичное 
время. На основании теории распространения стационар
ного фронта пламе~и (см.§ 6.12) можно считать, что 

m ~ ехр [-Е/(2 RT.)J. (6.11.8) 

Определим невозмущенное стационарное решение по
ставленной выше задачи, которое нам понадобится при даль
нейшем анал1:1зе. Так как система координат связана с не
возмущенным фронтом пламени, то положению фронта со
ответствует х = О. За фронтом пламени температура равна 
адиабатной температуре горения, а концентрация равна 
нулю: 

Tg = Тг = Тн + ~;. cg "--'О (х> О). (6.11.9) 

Здесь и ниже индекс «0» приписывается невозмущенным ве
личинам. 

Перед фронтом ·пламени для температуры и кон центра
ции имеем профИJJи Михельсона 

Tf = Т8-(Т.-Ти) ехр ( ~:), х <О. (6.11.10) 
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с0 = Сн t 1 - ехр (xro/D)J, х < О. (6.11.11) 
Подставляя (6.11.9) - (6.11.11) в соотношение (6.11.4) 

для баланса энергии во фронте химического превращения, 
получим выражение для Т1., которое было использовано при 
записи первого из выражений (6.11.9). Выражения (6.11.10), 
(6.11"1) можно получить, решая уравнения 

дТО д2 ТО дсО д2 со 
ro = х и ro - = D (6.11.12) 

дх дх2 дх дх2 

с учетом граничных условий (6.11.3) - (6.11.5) и того фак
та, что х~ = О. Для профилей температуры и концентрации 
в соответствии с методом малых возмущений имеем выра
жения 

Т1 =ТУ+ т:; с= с0 +с'; х < О; Т2 =1,3 + Т'; х >О. 
(6.11.13) 

Здесь штрих приписывается малым возмущениям стационар-
ных профилей. , 

Подставляя (6.11.13) в (6.11.1) и (6.11.2) и линеаризуя * 
их, имеем уравнения для определения возмущений темпера-

туры и концентрации: , , 
дТ t 

00 
ат 1 == х ( д2 т' д2 т, ) . 

дt + д д 2 + д 2 ' х х у " 
(6.11.14) 

-+ro =D + . де' де' ( д2 е' д2 е' ) 
дt дх дх2 ду2 

(6.11.15) 

Граничные условия для уравнений (6.11.14), (6.11.15) 
могут быть полученьr из условий (6.11.3) - (6.11.5) в ре
зультате их линеаризации с учетом того, что поверхность 

пламени определяется в виде 

х* (у, t) = в ехр (Qt+iKy). (6 .11.16) 

Здесь в - малая величина, Q = fP + iф - инкремент за
тухания возмущения фронта, fP - действительная часть 
инкремента, 'Ф - мнимая часть инкремента затухания, К
волновое число, а i - мнимая единица. Будем отыскивать 

. u 

решения для возмущении температуры и концентрации в 

виде 

·т~ =g (Тr-Тн)=ехр (r1 х+ i Ky+Qt); 6.11.17) 

• При линеаризации отбрасывают чпены уравнений, содержа
щие квадраты, кубы и более высокие степени малых величин. 
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Т~ = h (Тг-Тн) ехр (-r2 x-f-i Ky+(U); (6.11.18) 

а~ =fc8 exp(r8 x+iKy+Qt), (6.11.19) 

где g, h, r1 , r2 и r 3 - постоянные, подлежащие определению. 
Подставляя (б.11.17)- (6.11.lY) в уравн~нин (6.11.14), 

(6.11.15), получим следующие выражения: 

ГJ ,2 = ± ~ +-. / ооз + К2+ -°._, 
2х V .4~2 х 

's=2~+i/ 4~а+к2+%· 
(6.11.20) 

Знаки в выражениях (6.11.20) выбраны так, чтобы соот
ветствующие возмущения затухали на ± оо. 

Для определения е, g, h, f используем линеаризованные 
граничные условия и еще одно дополнительное условие, по

лучаемое в результате линеаризации условия (6.11.7) с уче
том (6.11.8). В результате имеем следующую систему линей
ных алгебраических уравнений: 

008 f о· оов h о· v- = ' х +g- = ' (6.11.21) 

:: (1 - ~)в+r1 (~)f+r1 g+r2 h=O; (6.11.22) 

008 D v-rs--;;; f-zh =о. 

где z = (Tr - Т н)Е/(2RТ~) - безразмерный параметр, ко
торый по своему определению всегда больше нуля. 

Система уравнений (6.11.21), (6.11.22) однородна, и не
тривиальное решение этой системы имеет место только в том 
случае, когда ее определитель равен нулю. В результате 
удается получить характеристическое уравнение для оп

ределения безразмерного инкремента затухания Х в за· 
висимости от безразмерного волнового числа k и безраз
мерных критериев Le = D/к и z; 

Q (Х)= а (zLe-1) -Vl +х -bz-V1 + d Х + 
+аь -V(l +Х) (1 +d X)-Z (Le-1)= О; х = ф + 

+ i '1' _ 4х<р + i 4xw 
- 002 (l + k2) . 00 21 (1 + k2) ' 

Ь = -V_1 _+_k_2 _L-e2 , d = Le а2 /Ь2 , k = 2кК/и, а= -V 1 + k2 • 

(6.11.23) 
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Рис. 6.11.1. Le, z-диаграмма устойчи· 
вости ламинарных пламен 

Здесь а, Ь, с, d - безразмерные постоянные, Ф и Ч! -дейст
вительная и мнимая части безразмерного характеристичес
кого числа Х. 

При заданном безразмерном волновом числе k - значе
ния и количество корней уравнений (6.11.23) зависят от по
ложения точки (z, Le) на плоскости параметров z, Le. Оче
видно, что точка (z, Le) принадлежит области устойчивости 
тогда и только тогда, когда все комплексные решения урав

нения (6.11.23) имеют отрицательную действительную часть 
(Ф <О), а действительные корни отрицательны. Границам 
устойчивости соответствуют точки плоскости z, Le, для ко
торых уравнение (6.11.23) имеет либо чисто мнимый корень 
Х = i'I.' (причем '1'2 > О) либо Х =О. Легко видеть, что при 
Le = 1 уравнение (6.11.23) имеет только корни Х1 = -1, 
Х2 = - k2/(1 + k2

). Поэтому для любого k =:/=О прямая 
Le = 1 целиком принадлежит области устойчивости и поте
ря устойчивости (возникновение ДТН) реализуется только 
при Le = 1 при переходе через границу устойчивости. 

Рассмотрим случай чисто мнимого корня уравнения 
(6.11.23). С этой целью преобразуем его в уравнение чет
вертой степени путем двукратного возведения в квадрат: 

4 

~ а1 Х1 =О; (6.11.24) 
1=0 

а0 =А f- 4а2 Ь2 z2 Le2 (z-1)2
, а1 = 2А1 А2 -4а2 Ь2 z2 (z-

-1)2 (1 + d) Le2
; а2 =А~+ 2А1 А3 -4а2 ·ь2 z2 (z-

-1 )2 Le2 d;j а3 = 2А2 Аа; 
а4 =А~; A1 =(z Le-1)2 а2 +Ь2 z2 -z2 (Le-1)2 -a2 Ь2 ; 

A2 =(z Le-1)2 а2 +Ь2 z2 d-a2 Ь2 (1 +d); Аз= -а2 Ь2 d. 
Полагая Х = i'I' и подставляя это значение в (6.11.24), 
получим условие, при выполнении которого уравнение 

(6.11.24) имеет чисто мнимые корни: 
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tX4 rxY -т-а2 tX1 а3 + а0 а~= О; 
'1'2 = rx1/rx2 > О. (6.11. 25) 

В результате числового решения уравнения (6.11.25) с 
одновременной проверкой неравенства ·'112 > О при различ
ных значениях z, k и Le удалось установить, что граница 
устойчивости Le = Le1 (z, k), соответствующая чисто мни
мому корню уравнения (6.11.24), который одновременно яв
ляется и корнем уравнения (6.11.23), имеет для любого k 
единственную ветвь, целиком расположенную в области Le< 
< 1 плоскости Le, z(см. кривые 1, 2, 3, 4, 5 на рис. 6.11.1, 
которые получены соответственно при k == 10-5 , 1, 4, 8 и 
12). Анализ этих кривых показывает, что они начиная с 
k > k* === 1,65 целиком располагаются под кривой Le = 
~Le1 (z,0), соответствующей k=O. С ростом k кривые Le= 
= Le1 (z, k) монотонно сдвигаются вправо, в результате че
го при k > 12 области неустойчивости соответствуют нере
ально большим* z > 15. Иными словами, коротковолновьrе 
возмущения не опасны для реальных пламен с точки зрения 
возникновения колебательной неустойчивости, которая по
являепiся при Le = Le1 (z, k) < 1. 

Любопытно, что кривые Le = Le1 (z, k), соответствую
щие значениям О < k < k* = 1,65, пересекают кривую 
Le = Le1 (z, О) при малых значениях Le (см. кривые 1 и 2 

-на рис. 6.11.1). Этот результат свидетельствует о том, что 
одномерные возмущения фронта пламени при Le << 1 менее 
опасны, чем двумерные, так как потеря устойчивости по от
ношению к двумерным возмущениям (k#=O) происходит при 
Le << 1 для меньших значений z = z*, чем для одномерных. 
В частности, при Le~ О имеем z = 4,24 и 4 при k =О и 1 
соответственно, что подтверждает вышесказанное. В даль
нейшем будем называть часть плоскости L, z под кривыми 
Le = Le1 (z, k) областью ДТН-1. Из способа определения 
границы устойчивости Le = Le1 (z, k) следует, что воз
никновение ДТН-1(зона1 на рис. 6.11.1) носит колебатель
ный характер. Вместе с тем следует подчеркнуть, что при 
удалении точек Le, z от границы устойчивости Le = Le1 Х 
Х (z, k) в глубь области ДТН-1 можно достичь кривой Le= 
= Lei · (z, k), точки которой соответствуют значениям Ф>О 
и '1' =О. Очевидно, что в этом случае малые возмущения с 
ростом времени будут нарастать не колебательно, а монотон-

* Обычно в теории горения имеют место такие значения Е и Т r. 
что 2 ~ z ~ 15. 
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но. В частности при k = О и rx 0 = О уравнение (6.11.24) 
превращается в кубическое. Зависимость Le == Lei (z, k) 
можно получить с помощью формул Кардана: 

~ (а2 - ~~ )

8 ++ [2( ~·)'-·- ai3rxa + a1J2 =0. (б.11.26) 

Уравнение (6.11.26) решалось численно при k = О и 
различных значениях Le относительно z. На рис. 6.11.1 
пунктирной кривой изображен] характерный график функ
ции Le =Lei (z, k). 

Определим теперь область ДТН-2 в плоскости Le, z. 
С этой целью проанализируем, когда уравнение (6.11.23) 
имеет нулевой корень Х :::::: О. Если k == О, то границы ус
тойчивости, соответствующей Х == О, нет, так как уравнение 
(6.11.23) имеет в этом случае корень Х = О, при любых зна
чениях Le и z. Если же k ::/=- О, то уравнение (6.11.23) име
ет корень Х == О при выполнении соотношения 

_ (L k)- -V1+k2 (-V1+k2 Le2
- 1) 

Z-Z* е, - -----------. (6.11.27) 
-V1+k2 Le2 -Le -V1+k'+Le-l 

Для любого k это соотношение определяет в плоскости 
Le, z ·единственную монотонную кривую Le = Le2 (z, k). 
Единственность и монотонность этой кривой следует из того, 
что dz*/dLe <О. Кривая Le = Le2 (z, k) расположена в об
ласти Le > 1, так как при любых z < оо имеем очевидное 
неравенство Le2 (z, k) < Le2 (оо, k) = 1, вытекающее из 
анализа (6.11.27). Часть плоскости Le, z над кривой Le = 
= Le2 (z, k) назовем областью ДТН-2. 

Из способа определения границы этой области следует, 
что область ДТН-2 соответствует монотонной неустойчиво
сти ламинарных пламен, которая характеризуется монотон

ным (экспоненциальным) ростом первоначально малых воз
мущений. При k == О для любых z и Le имеем Q (х, z, Le, О)= 
=0, а dQ/dX>O при Le > 1 и Х ~ О. Поэтому при k = О по
ложительные корни уравнения (6.11.23) не имеют места. 
Если k =f= О, то при переходе с ростом z (Le > 1 фиксиро
вано) через кривую Le = Le2 (z, k) возникает положитель
ный действительный корень Х >О. В частности, при k= 1, 
Le == 2, z == 4,4 получаем Х = 0,01. Для некоторой ок
рестности кривой Le = Le2 (z, k) существование корня Х > 
> О при z > z* следует из теоремы о существовании неяв
ной функции Х = Х (z, Le, k), которая определяется урав
нением (fi.11.23) и удовлетворяет условиям 
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Х (z*, Le, k) == О, Х~ = -Q~/Q~, (6.11.28) 

где Qx lx~o > О, Q~ lz~z* <О (Q~ lz-+oo == О). 
При k == О из (6.11.27) получаем более простые соотноше
ния: 

г == Le/(Le - 1) или Le == zl(z - 1). (6.11.29) 
Так как k >О, а число Льюиса - Семенова в связи с выше
изложенным меняется в пределах 1 < Le < оо, то легко 
видеть, что 

k-V 1 +k2 ..... 
z* (Le, k) > z* (оо, k)= -> 1 

1 +k- -V1+k2 
и с ростом волнового числа k имеем 

lim z* (оо, k)= оо. 
k-+C/.) 

Таким образом, с ростом k кривые Le == Le2 (z, k) 
сдвигаются вправо и покидают область физич~ски реаль
ных значений величины z (2 ~ z ~ 15). В частности, при 
k ~ 4 имеем z* > 18,8. Иными словами, коротковолновые 
возмущения, для которых k >> 1 (например, k ~ 4), не опас
ны для реальных пламен с точки зрения ДТН-2. 

Из анализа соотношений (6.11,.29) следует, что положи
тельный корень Х, появившийся при переходе через грани
цу устойчивости Le = Le2 (z, k), по мере удаления от этой 
границы с ростом z монотонно возрастает в области своего 
существования. Для любого положительного корня спра
ведлива оценка 

2k 
х ~ х* (k)-== , 

1 +k2 
(6.11.30) 

где Х* - функция, определяемая уравнением Q~ = О, а 
знак равенства достигается только при z-+ оо. 

Из неравенства (6.11.30) вытекает следующая оценка для 
действительных положительных корней уравнения (6.11.23) 
в области Le > Le2 (z, k): 

ер ~ kro. (6.11.31) 

С помощью (6.11.31) можно оценить скорость монотонного 
возрастания возмущения в области ДТН-2. 

Результаты этих исследований изображены на рис. 6.11.1. 
Область/// представляет собой·зону ДТН-2. Кривые 6 и 7 
являются графиками функции Le = Le2 (z, k) при k << 1 и 
k = 1 соответственно. Зона 11 представляет собой область 
устойч~вости ламинарных пламен (она заштрихована). 
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При Le = О (горение конденсированных веществ) зона 

ДТН-1 вырождается в луч z > 2 + V5. На этом же ри
сунке наряду с зонами устойчивости и неустойчивости оп
ределена область () < z < 2 в плоскости l"e. z. rле вооб1дР 
не имеет смысла анализировать вопрос об устойчивости, так 
как при z < 2 краевая задача для определения нормальной 
скорости горения (см. § 6.10) становится некорректной: в 
этом случае уже нельзя пренебрегать тепловыделением при 
начальной температуре. 

Для реальных пламен фронт пламени имеет конечную 
толщину, а сам процесс распространения фронта пламени 

u 

определяется нелинеиными уравнениями в частных произ-

водных. Поэтому представляют интерес результаты числово
го анализа нестационарного распространения пламени, ко

торые позволяют оценить степень достоверности результа

тов, полученных методом малых возмущений, и выяснить 
характер поведения возмущений с ростом времени. С этой 
целью рассмотрим распространение фронта пламени в по
лубесконечном цилиндре радиуса r0 • Так же как и в § 6.8, 
предполагается, что начальная температура горючей сме
си равна Т н' а некаталитический торец циллиндра в момент 
времени t = О мгновенно нагревается до температуры Т0~ 
~тг, которая при t > О делается постоянной. Будем пред
полагать, что имеет место реакция первого порядка и спра

ведливы четвертое и пятое допущения, сформулированные в 
начале этого параграфа. Определим условия, при которых 
возможно устойчивое и неустойчивое распространение фрон
та пламени. 

Решение поставленной задачи сводится ~ решению урав
нений (6.8.1), (6.8.2) с учетом следующих начальных игра
ничных условий: 

0 l't=O = -811' fl f,;=0 = 0, - = 0, - = 0, . д01 . д11 • 
ду У=О ду у=О 

(6.11.32) 

ао- +(1 -ао) о = (ао -1) ен; - =о; [ 
д0 ] д11 1 
ду У= 1 ду У= 1 

(6.11.33) 

0 . а11 0. ае • аТJ fx=O =0,- ~ , - =0, - =0. 
• дХ Х = 0 дХ Х-+ОО дх Х-+ОО 

(6.11.34) 
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Здесь а0 = О или 1, а остальные обозначения введены в 
§ 6.6-6.8. 

При а0 = 1 на боковой поверхности цилиндра отсутст
вует тrплnnбмrн С BHClllHf'Й Сf1ГДnЙ, а Пf1И а0 - - () 118 НеЙ ПОД
дерЖИВаеТСЯ ПОСТОЯННаЯ температура 0 = - 0н. 

При рассмотрении режимов горения в качестве характер
ной температуры Т * удобно выбирать адиабатную темпера
туру горения Tr. В этом случае количество определяющих 
критериев уменьшается, так как справедливы следующие 
соотношения: 

(6.11.35) 

При б-+ оо (см. уравнения (6.8.1), (6.8.2)) из данной по
становки задачи при определенных выше допущениях как 

частный случай следует задача о зажигании горючей смеси 
накаленной поверхностью и одномерном распространении 
фронта пламени (см.§ 6.10). 

Поставленная вьпне задача решалась с помощью итера
ционно-интерполяционного метода [49] и метода расщепле
ния [50]. 

На рис. 6.11.2, а, б показано изменение скорости горе
ния и максимальной температуры газа с ростом времени 
при б-+ оо, 0н === 8 при значениях L = 0,07, 0,15, 0,25 
(кривые 1-3 на рис. 6.11.2, а и кривые 1, 2 на рис. 6.11.2, б 
соответственно). Анализ этих кривых показывает, что с 
ростом числа Льюиса - Семенова (по мере приближения к 
зоне устойчивости) амплитуда колебаний безразмерных ско
рости горения и максимальной температуры 0т и их частота 
уменьшаются. Максимумы кривых ю ('t) и 0т ('t) соответст
вуют почти одному и тому же моменту времени. Поскольку 
точка с координатами Le = 0,07, z = 4 принадлежит облас
ти ДТН-1, полученные результаты позволяют считать, что 
для реакционноспособных смесей, параметры которых при
надлежат области ДТН-1, характерен автоколебательный 
режим горения. 

Из анализа кривых рис. 6.11.2, б следует, что причиной 
автоколебательного режима горения является наличие двух 
четко выраженных стадий процесса: «медленной» стадии 
прогрева с характерным временем te и «быстрой» стадии 
химической реакции с характерным временем tP. В резуль
тате того, что 

(6.11.36) 
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Рис. 6.11.2. Зависимости скоро
сти горения оо (а) и максималь
ной безразмерной температуры 
горения 8m (б) от времени 't 
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Рис. 6. 11 .3. Последовательные по
ложения фронта горения 

образуется избыток энтальпии во фронте времени, что подт
верждает представления Льюиса и Эльбе о связи неустойчи
вости горения с избытком энтальпии. 

Как показали расчеты для параметров, соответствующих 
зоне неустойчивости 1 (см. рис. 6.11.1), с ростом 0н амплиту
ды и периоды колебаний безразмерных скорости и макси
мальной температуры возрастают. Этот эффект объясняется 
тем, что с ростом 0н время прогрева очередной порции горю
чей смеси возрастает. 

При 0н < 4 сказывается тепловыделение при Т = Т н и 
процесс начинает терять автоколебательный характер. 
В этом случае, строго говоря, уже нельзя говорить о рас
пространении фронта горения, поскольку его толщина силь-

. но увеличивается (фронт размазывается). 
При Le = 1, б-+ оо и 0н > 4 реализуется режим рав

номерного распространения фронта пламени, а температура 
за фронтом соответствует адиабатной температуре горения. 
При б -+ оо и Le > 1 термокинетические колебания отсут
ствуют, а температура за фронтом пламени превышает адиа
батную температуру горения (наблюдается избыток энталь
пии за фронтом горения). Этот результат согласуется с дан
ными аналитического исследования, в рамках которого пока

зано, что при k = О ДТН-2 не имеет места. 
Таким образом, несмотря на то что при Le > 1 появляет

ся избыток энтальпии за одномерным фронтом горения, тер
мокинетических колебаний не происходит, так как в этом 
случае не выполняется условие (6.11.36). 
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Т а б п и ц а 6.11.1 

е х.; У• е в 

8,2;~0,6 1 7, 8; О, 1 0,66 11 '6; о' 3 0,87 
8,6; 0,5 0,91 7 ,8; о 0,66 11,2; 0,2 О, 79 
8,2; 0,4 0,77 9,6; O,G 0,83 11,2; 0,1 О, 74 
7 ,8; 0,3 0,69 11,5; 0,5 1,02 11 ,2; о 0,73 
7,8; 0,2 0,67 12,0; 0,4 0,97 
~ ~ .... 

Интересно, что при учете конечности толщины фронта 
пламени зона неустойчивости ДТН-1 в плоскости Le, z 
расширяется. На рис. 6.11.1 нанесены точки, соответствую
щие переходу «раскачивающихся»* колебаний в затухаю
щие. с ростом ен толщина фронта горения уменьшается и 
точки, полученные расчетным путем, приближаются к кри
вой Le = Le1 (z, k), полученной с помощью метода малых 
возмущений для бесконечно тонкого фронта пламени. 

При математическом моделировании двумерного неста
ционарного горения фиксировались поля температур и глу
бины превращения, поверхность фронта горения и скорость 
горения в различные моменты времени. Координаты точек 
поверхности горения определялись из условия 

f1 (х*, у*, -r) = 0,95. (6.11.37) 

На рис. 6.11.3, а, б показаны последовательные положе
ния фронта пламени в моменты 't = 105, 120, 135, 150, 
165, 180, 195, 210, 225, 240, 255, 270 (соответственно 
кривые 1 - 12) для Он = 8, б = 5000, Le = 2 при а0 = О 
(рис. 6 .11.3, а) и а0 = 1 (рис. 6.11.3, б). Из анализа кривых, 
представленных на этих рисунках, следует, что фронт пла
менц искривляется как при наличии теплоотдачи в стенку 

цилиндра (а0 =О, рис. 6.11.3, а), так и при ее отсутствии 
(а0 = 1, рис. 6.11.3, 6). Следует отметить, что скорости го
рения на оси трубы для этих двух случаев практически не 
различаются, но вблизи холодной стенки существует «мерт
вое» пространство, где фронт пламени не распространяется. 

В табл. 6.11.1 представлены координаты фронта пламени 
и соответствующие им значения безразмерной температуры 

* При достаточно больших значениях 't амплитуда таких копе· 
банн:А становится постоянной и возникает автоколебательный про· 
цесс распространения пламени. 
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nри 0н = 8, ft = 5000, а0 == О, Le == 2 для двух моментов 
времени: 't == 180 и 't == 270. Из анализа данных этой табли
цы следует, что температура во фронте пламени превышает 
адиабатную температуру горения, причем на выпуклых 
участках uна выш~, ч~м на нur нутых ИJIИ 11J1ul:киx учаl:тках 

фронта пламени. Аналогичный эффект наблюдается и при 
отсутствии тепловых потерь в стенку трубы (а0 = 1). 

Таким образом, в данном случае реализуется тот тип диф
фузионно-тепловой неустойчивости пламен, который был 
предсказан в работе Я. Б. Зельдовича [541. Так как точка 
Le= 2, z = 4 принадлежит области ДТН-2 (см. рис. 6.11.1), 
то неустойчивость, предсказанную в той работе, следует 
отождествлять с монотонной неустойчивостью. 

Обращает на себя внимание неупорядоченность чередо
вания выпуклостей и вогнутостей фронта пламени, что объ
ясняется характером возмущений, которые не задавались, 
а возникали при числовом решении вследствие того, что соот

ветствующая разностная схема аппроксимирует решаемую 

краевую задачу с погрешностью О (Л't; hf; h~), где Л't, 
h1: и h2 - шаги разностной сетки по времени и пространст
венным переменным. 

Полученные результаты подтверждают прогноз, сделан
ный в § 5.4 на основании анализа размерностей, относи
тельно возможности существенно нестационарных процес

сов в газовой фазе при выполнении неравенства (5.4.3) 
(в нашем случае оно имеет вид (6 .11.36) *). 

§ 6.12. Классификация стационарных явлений 
распространения фронта экзотермических 
реакций по Карману и определение нормальной 
скорости горения 

Рассмотрим волну горения, движущуюся в горючей смеси 
газов справа налево со скоростью Un = const. Если среда 
движется навстречу пламени со скоростью и = Un, то мы 

должны получить неподвижный в пространстве фронт горе
ния ... В системе координат, связанной с фронтом пламени, 
структуру волны горения описывают следующие уравне

ния: 

* Из условия (6.11.36) с помощью теории размерностей и соот
ношений, характеризующих структуру стационарного фронта пла
мени, можно получить необходимое условие термокинетических ко
лебаний при горении в виде неравенства Le < 1 (см. [ 4, 27)). 
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d 
-(ри)=О, 
dr 

(6.12.1) 

d~ d µ 
fJU - Ra- -- J а; а - 1, ... , µ - 1; ~ Са - 1; 

d r d r а= 1 

(6.12.2) 

ри~= -iL+_d_(_!_~ ~) · 
d' d' d" 3 .• d' ' <

6· 12·3> 

d Т = и .iE_ + _!_ 1l l' d ц )2 + _d_ (л dT_ )-
p Ср и d r d r 3 d r d r d r (6.12.4) 

N 
d Т µ r 

-т, ~ СРа. Ja. + ~ qk Rh; 
а= 1 k= 1 

-+(xa-Ca)-(lnp) = ~ --- , а= d Ха d ~ Ха х~ ( J а J 13 ) 

d r d r f3= 1 pDa~ са с13 
= 1,2 ... µ-1; (6.12.5) 

µ µ 

~ Ja=O; Р= pRT ~ (са!Ма)· (6.12.6) 
a=l a=l 

Эта система уравнений следует как частный случай из 
общей системы одномерных уравнений (6.1.1) - (6.1.8) при 
условии, что процесс стационарен, показатель формы т =0, 
термодиффузия и массовые силы отсутствуют. 

Заметим, что уравнение сохранения энергии (6.12.4) 
можно записать и в виде 

Р и d h =и d Р + ~ "1 ( ~)2 + _d_ -(л d т )-
d r d r 3 \ d r (1 r d r 

- _d ( .± ha. J !Z) ' (6.12. 7) 
d' a=l 

преставляющем собой частный случай уравнения сохране
ния энергии в форме (5.1.14). Из уравнения (6.12.l) следует, 
что 

ри === т"° = const, (6.12.8) 
т .е. поток массы через площадку единичной площади любого 
поперечного сечения остается постоянным. 

Преобразуем сумму двух членов уравнения (6.12.2): 

dca dJ а d ( · 
ри + = - тоо ca+Ja)= 

dr dr dr 



=-риса 1+- . d ( Уа) 
dr и 

(6.12.9) 

Введем ВРличину Fa ==Са (1 + Valu), представляющую со
бой долю общего потока массы, связанную с а-кuмпон~н
том. Из определения Еа следует, что 

µ 

~ Ва= 1. (6.12.10) 
a=I 

С учетом (6.12.9) и определения Eci вместо (6.12.2) полу
чаем 

dEa 
moo == R а; а = 1 , ... , µ -1, 

dr 

µ 

~ Са== 1. (6.12.11) 
a=l 

Легко видеть, что 

(6.12.12) 
' 

С учетом (6.12.1'2) соотношение Стефана - Максвелла 
(6.12.5) принимает вид 

dxa + ( ) d ln р _ 1 ~ l Х 
Ха-Са -- ~ 

dr dr W ~=l Da~ 

Х - а = 1, ... , µ --1 , 
( 

ЕаХ~ ЕрХа) 

Ма М~ 
(6.12.13) 

µ 

где W = р~ (cj!Mj) - общее число молей в единичном объ
/=1 

еме. 

Уравнение сохранения импульса (6.12.3) с учетом того, 
что т == const, удается один раз проинтегрировать: 

+ 2 4 dи t р ри --11 - = cons . - (6.12.14) 
3 dr 

Для дальнейшего изложения введем критерий Дамкел
аера, так же как это сделано Карманом (56]: 

а также характерное механическое время 
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Суо 

(6.12.15) 

' (6.12.16) 



где индекс «0» приписыйается характерным величцнам. При 
выводе формулы (6.12.16) использовались соотношения, вы
текающие из элементарной кинетической теории, и выраже
ние для СI{орости звука в идеальном газе а3 - 1'р 0/р 0 . 

Из определения tмех следует, что величина t~~ с точ
ностью до порядка величин представляет собой частоту со
ударений молекул, не приводящих к химической реакции 
(частоту упругих соударений). 

В качестве tхим можно выбир·ать, например, полупериод 
химического превращения, т. е. время, в течение которого 

количество исходного вещества уменьшается, вдвое, а t;;.~ 
представляет собой частоту неупругих соударений. 

Если Dam )). 1, то реакция считается быстрой, а если 
Dam << 1, то, наоборот, медленной. Во втором случае час
тота упругих соударений значительно больше частоты не
упругих столкновений частиц. 

Приведем уравнение (6.12.14) к безразмерному виду: 

- - - 4 - dи 
р + ру0 Ма2 и2 +- Dam Pr '\'о 11-=- = const, (6.12.17) 

3 dr 

где черта сверху означает, что величина безразмерная, ха
рактерная длина 10 = и0tхим, а Ма = и 0/а0 - число Маха. 

Если Dam << 1, то при Ма2 << 1 из (6.12.17) заключаем, 
что р == const, а значит, и 

р =. const. (6.12.18) 

Наоборот, при Ма ~ 1 давление не является постоянным 
и изменяется в основном в соответствии с законом сохране

ния импульса для стационарных течений невязкого газа: 

р + ри2 = const. (6.12.19) 

Приведем к безразмерному виду уравнение сохранения 
энергии. С этой целью вначале выразим Ja в (6.12.7) через 
еа, в результате чего уравнение сохранения энергии примет 

более простой вид: 

( 
µ ) · d dp d dT тоо- ~ haEa =и-+-(л-)+ 

dr ~ dr dr dr 
a=I 

+-11 - . 4 ( dи )2 
3 dr 

(6.12.20) 
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, Приводst это уравнение к безразмерному виду, получаем 

...:.. d ( 5~ - ) - dp тоо ""dr . а= 
1 

ha. Ва. =у;• (у0 -1) U dr + 

+ Dam ~(л dT )+(y0 -l)PrDam11 ( dи )
2

• (6.12.21) 
ма2 dr dr dr 

Если Ма2 << 1 и Dam << 1, то из (6.12.17) следует, что 
dp/ldr ~О. Оставляя наибольшие по порядку члены уравне
ния, получаем более простое уравнение 

m _d ( ~ h в \ = Dam _d_ (/ Л dT) (6.12.22) 
оо dr ~ а. а} ма2 dr dr ' 

a=l 

или в размерном виде 

-=- d ( µ ) d ( dT ) moo - ~ ha Ва === - А - · 
dr .-..i dr dr 

a=l 

(6.12.23) 

Таким образом, изменение энергии в единичном объеме 
обусловлено в данном случае притоком теплоты из-за моле
кулярной диффузии, теплопроводности и тепловыделения 
вследствие химических реакций. Если Ма2 ~ 1 и Dam << 1, 
то из (6.12.21), удерживая наибольшие по порядку члены, 
находим 

( 

µ ) -...: d ~ - - dp 
moo--:::- ~ ha. Еа = U ('\'о-1)---=-, 

dr a=l dr 
(6.12.24) 

или в размерном виде 

m00 - ha Еа, == U - • 
. µ. ) 

. d ( ~ dp 
dr dr 

a=l 

(6.12.25) 

Таким образом, во втором случае изменение энергии в 
единичном объеме сбусловлено изменением давления (работа 
сжатия) и притоком теплоты вследствие химических реак
ций. 

Вышеизложенное показывает, что имеют место два су-
" 

щественно различающихся процесса стационарного распро-

странения фронта пламени экзотермических реакций. 
1) распространение фронта экзотермических реакций с 

малой дозвуковой скоростью относительно свежей массы 
вследствие передачи в свежую смесь энергии путем молеку-
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лярной теплопроводности и диффузии (норма.llьное распро
странение фронта пламени); 

2) распространение фронта пламени экзотермических 
u u u 

реакции со сверхэвуковои скоростью относительно свежеи 

смеси вследствие повышения давления в ней за счет теплu
выделения от реакций (детонация). 

Исследованию детонации посвящена об1пирная литера
тура (см., например, [10, 54, 57. 58]). Поэтому вопрос о де
тонации в рамках данной книги не рассматривается. 

Общепринятой теорией нормального распространения 
фронта пламени в реагирующих газах считается теория 

Зельдовича - Франк-Каменецкоrо. 
Для математического анализа явления стационарного 

распространения фронта пламени необходимо использовать 
уравнен и я ( 6 .12. 8) , ( 6 .12. 1 О) , ( 6 .12. 11) , ( 6. 12. 13) , ( 6. 12. 23) и 
условие р == const. Следует отметить, что в силу этого допу
щения бародиффузия не учитывается и уравнения (6.12.13) 
упрощаются: 

dxa = _!__ ~ 1 ( Еа. xt\ _ et\ ха ) 
dr W f\=l Dat\ Ма М~ ' 

J.L 
а = 1 , ... , J.L - 1 , ~ Ха. = 1 . (6.12.26) 

а.= 1 

Уравнение (6.12.23) удается один раз проинтегрировать: 

· µ dT 
тоо ~ hа.ва.-Л- =const. 
~ dr 

(6.12.27) 
а.= 1 

Для определенности будем считать, что фронт химичес
ких превращений распространяется по неподвижной горю
чей смеси справа налево (обратная волна горения). Тогда дJiя 
стационарности основной системы уравнений необходимо, 

. чтобы система отсчета двигалась вместе с фронтом горения. 
В результате горения исходное газообразное вещество 

превращается в газообразные продукты реакции, температу
ра которых равна равновесной температуре горения, а 

• 
компонентныи состав определяется условиями химического 

равновесия, которые реализуются при r -+ оо. Так как в 
условиях химического равновесия dT/dr-===O, то, определяя 
правую часть (6.12.27) пр~ r-+ оо вместо (6.12.27), имеем 

· µ dT · µ 
тоо ~ ha.Ba-A-=moo ~ ha.ooBa.oo, (6.12.28) 
~ dr ~ 

a=l a=l 
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rде индеkсом оо помечены раnноnесньtе велиttины. Как 
следует из результатов гл. 2, 

т 

ha = ltao + 5 Сра dT, (6.12.29) 
тн 

где hao - энтальпия образования а-компонента. 
Если предположить, что теплоемкости компонентов не 

зависят от Т, то уравнение (6.12.28) упрощается и принима
ет вид 

. µ 
dT тоо Ср ~ { 

- - '7. hao (ва -Ваоо) + 
dr Л ~ 

a=l 

(6.12.30) 

Вводя в качестве независимой переменной безразмерную 

температуру ё == Т/Т 00 , окончательно получаем систему 
дифференциальных уравнений 

х 

µ. 

dea л, 

х -
d0 riz2 

00 

Ra 

а= 1, ... , µ-1; 

dxa - 'ЛRТ Х 
d0 Р 

~ D;_k1 (xaek/Mk-XkBa1Ma) 
k=l 

а= 1, ... , µ-1, 

(6.12.31) 

(6.12.32) 

которая использовалась Т. Карманом для расчета массовой 
скорости горения. К уравнениям (6.12.31), (6.12.32) необхо_ 
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димо добавить условия 
µ 

~ Ва= 1; 
a=I 

µ 

~ Ха== 1, (6. 12.33) 
a=l 

вытекающие из определения величин Еа и Са. При выводе 
уравнения (6.12.32) было учтено, что W == RT/p. 

Выписанную выше систему дифq:еренuиальных уравне
ний необходимо решать при следующих граничных услови
ях: 

- -
Ва =Ван; Ха== Хан при 0 == 0н = Т н/Т оо; 

Ва = Воо; Ха= Хаоо при 0 = 1. (6.12.34) 

Поскольку этим граничным условиям нельзя удовлетво-
• 

рить при произвольном т00 , задача об определении массо-
вой скорссти сводится к определению собственного значе
ния нелинейной краевой задачи (6.12.31) - (6.12.34) (роль 
собственного значения играет безразмерная массовая ско
рость горения). Как правило, считают, что скорости хими
ческих реакций равны нулю при Т = Тн. 

Для определения в00 , х00 и Т 00 необходимо решить сис-
u u 

тему трансцендентных уравнении, вытекающих из условии 

химического равновесия. Определив moo, Ва и Ха, с помощью 
уравнения (6.12.30) можно найти поле температур. 

Дадим теперь постановку и решение задачи об определе
нии массовой скорости горения, следуя Зельдовичу и Франк
Каменецкому [46). Воспользуемся предположением о том, 
что реагирующий газ - эффективная бинарная смесь. Тогда 
имеем 

Введем переменную Лагранжа 

r 

11> = S Р dr 
Роо 

о 

и сделаем допущение о том, что 

(6.12.35) 

р2 Da = р~ Dooa; Лр = Аоо Роо• (6.11.36) 
\ 

Тогда уравнения (6.12.2) и (6.12.4) принимают вид 

dca d2 Са Роо 
тоо d'ф = Роо D ооа d1jJll + R а р 
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J.L 
а= 1, ... , µ-1, ~ Са= 1; (6.12 .37) 

a=I 

dT dl Т dT '\ 
тоо Ср - = Аоо + - ) Сра, Роо Dooa Х 

d'I' d'l'2 d'I' a~I 

d N" 
Са Роо ~ 

х + ~qkRk. 
d'I' р k= 1 . 

(6.12.38) 

При выводе уравнения (6.12.38) опущены в соответствии с 
предыдущим анализом члены, характеризующие работу сил 
давления и сил вязкости. 

Если Сра = Ср = idem = const и имеет место одна не
зависимая гомогенная реакция, уравнение (6.12.38) стано
вится проще: 

· dT d2 T Роо 
тоо Ср - = Аоо + Q1 Ri• (6.12.39) 

d1J' d'Ф2 р 

Уравнения (6.12.37), (6.12.39) необходимо решать с учетом 
u 

следующих граничных условии: 

dca dT 
Са= Са.оо; Т = Т оо; d1J> = d'Ф = 0 при 'l\J = оо; (6.12.40) 

dT dca 
Са== Сан· Т = Тн· - = = 0 при "1" = -оо. (6.12.41) 

' ' d'I' d-ф '1' 

Предположи~ дополнительно, что горючая смесь состо
ит только из иtходных продуктов и продуктов реакции, 
т. е. в реагирующей системе протекает реакция вида А ~в. 
Тогда из уравнений (6.12.37) остается только одно уравне
ние, причем Ra = -R1• Умножим это' уравнение на 
q1 и сложим почленно с уравнением (6.12.39). В результате 
получим. 

dc1 ° d7' d2 С1 
тоо ql "+ тоо Ср - == Роо Doo Q1 + 

d"' d'I' d1P2 

+ Л"" ~~: . (6.12.42) 

Интегрируя (6.12.42) с учетом граничных условий 
(6.12.41), (6.12.42), находим 

. ,,....... 

тоо (q1 С1 + Ср т ---ч~ С111-Ср т н) = Роо DOQ х 
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(6.12.43) 

Fr ли сделать ynpouia1n11ire Прf'дnnлnжение лl)О l(rJ'p) = 
........... 

= D00 и ввести функцию и == cpT+q1c1 , то вместо (6.12.43) 
получим уравнение с соответствующим граничным усло

вием, вытекающим из условия (6.12.40): 

............ 

u(oo)=Q1C1oo+cp Тоо, (6.12. 44) 
........... 

Где Ин == Q1 С1н + Ср Т w 
Функция и представляет собой полную энергию единич

ной массы реакционноспособной смеси. Так как полная 
............ .......... 

энергия горючей смеси сохраняется, то и (оо) · ин. Тогда 

и = ин является единственным решением уравнения 

(6.12.44), удовлетворяющим условию (6.12.44). Из условия 
.......... ........... 

и (оо) = ин легко находим температуру горения Тг == Т 00 : 

т -- Т -Т + q (С1н-С100) 
г- оо- н 1 . (6.12.45) 

Ср 

Легко видеть, что и при любом значении 'Ф существует 
соотношение 

............ 

т + ........., . Ср Т Uн 6 6 
ер Q1C1=UmC1==- +-· (.12"4) 

ql ql 

Формулы (6.12.46) имеют простой физический емысл: 
полное теплосодержание единичной массы смеси для адиабат
ного горения при Le = 1 сохраняет. постоянное значение. 

Таким образом, вместо системы двух уравнений второго 
порядка достаточно решить одно уравнение сохранения энер

гии, которое для необратимой реакции первого порядка, 
следующей закону Аррениуса, имеет вид 

d2 Т · dT ........... 
Лоо d'\'2 -тоо Ср dф +Роо(Uи -Ср Т) Х 

хехр(- R~)=o. (6.12.47) 

Это уравнение необходимо решать с учетом следующих 
граничных условий: 
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Tft--oo=Tи; dT 1 =0; Tlt-oo==tToo; 
dф •=- -оо 
dT 1 == 0. (6.12.48) d. •==оо 

Для определения в~ичины moo, которая, в сущности, 
является собственным значением нелинейной краевой зада
чи (6.12.47), (6.12.48), Зельдовичем и Франк-Каменецким 
предложен простой метод, основанный на физических со
ображениях. Обозначим Q интенсивность химических источ
ников теплоты в уравнении (6.12.47). Если температура Т 

" достаточно мала, то в силу экспоненциальнои зависимости 

Q от температуры этот член мал по сравнению с другими чле
нами уравнения, характеризующими кондуктивный и кон-

u 

вективныи перенос теплоты, и уравнение существенно уп-

рощается: 

dl Т · dT 
АооРоо -mooCp-=0. (6.12.49) 

d4фl dф 

Интегрируя (6.12.49) один раз с учетом двух первых гра-
ничных условий (6.12.48), находим 

( 
dT) = m00 Ср (Т-Т8) • 

d4ф 1 Аоо Роо 
(6.12.50) 

При Т ~ Т 00 , наоборот, величина Q в силу экспонен
циальной зависимости от температуры значительно бопьше 

величины пi00 cpdT/d'tJ', характеризующей конвективный 
перенос, и уравнение (6.12.47) та:кже упр_ощается: 

(6.12.51) 

Это уравнение не содержит явно переменной ф, поэтому, 
вводя в качестве искомой функции у= dT/dф, а в качестве 
независимой переменной - Т, удается понизить порядок 
уравнения: 

(6.12.52) 

Интегрируя уравнение (6.12.52) с учетом двух послед
них граничных условий (6.12.48), находим 

(6.12.53) 



Для определения moo достаточно на-границе между зона
ми приравнять производные: 

( :~ )1 = ( :~ ).· (6.12.54) 

Положение этой границы принципиально неопределен
но. Ввиду резкого возрастания Q с температурой основной 
вклад в значение интеграла от Q вносят значения этой вели
чины при достаточно больших т· ~ т 00 , ПОЭТОМУ На границе 

• 
между зонами с хорошеи степенью точности можно считать, 

что 

т 00 

( dT ) s::r: 2 s Q dT 1 (6.12.55) 
dф 1 Л.оо Роо 

тв 

так как при низких знач~ниях Т я значение интеграла пере
стает зависеть от нижнего предела. По той же причине на 
границе зон 

( 
dT ) = m00 Ср (Т 00 -Т я) • 
dф 1 Аоо Роо 

(6.12.56) 

Используя условие сопряжения (6.12.54) и выражения 
(6.12.55), (6.12.56), находим выражение для массовой ско
рости горения: 

{ 

Т00 
• 100 р 00 s Q d ( 2 тоо=---- 2 --- Т· 6.1 .57) 

Ср (Т 00 -Т в) Аоо Роо 
тв 

В заключение отметим, что при сильном различии моле" 
купярных масс компонентов необходимо корректно учиты
вать процессы переноса и теплофизические свойства реаген
тов. В этом случае нельзя игнорировать перенос энергии в 
ходе многокомпонентной диффузии, т. е. приближение Cpf'L= 

= idem и Le = 1 приводит к существе._ной погрешности 
(до 100%)" 
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Глава 7. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ФИЗИЧtСКОй 
ГАЗОВОЯ ДИНАМИКИ И ТЕОРИИ 

ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ 

§ 7.1. Основные понятия и определения. 
Система уравнений физической газовой 
динамики 

При исследовании проблемы входа тел в плотные слои ат
мосферы, как правило, течение в окрестности обтекаемого 
тела разделяют на невязкое и нетеплопроводное внешнее те
чение и на течение внутри пограничного слоя в непосредствен
ной окрестности тела. При этом предполагают, что изме
нение массы, импульса и энергии во внешнем течении про

исходит только вследствие конвекции и излучения. В то же 
время считают, что во внешнем течении может происходить 

изменение компонентного состава потока вследствие хими

ческих реакций, возбуждения внутренних степеней свободы, 
диссоциации и ионизации. 

Внутри пограничного слоя изменение плотности, импуль
са и энергии происходит как вследствие конвекции и химиче

ских процессов, так и вследствие молекулярных процессов 

переноса, т. е. диффузии, теплопроводности. Для решения 
задачи о течении внутри пограничного слоя необходимо вы
ставлять граничные условия на внешней границе погранич
ного слоя - их получают обычно решением задачи о внеш
нем невязком обтекании тела. 

Таким образом, определение полей термодинамических 
u 

величин для невязких течении газа с учетом химических ре-

акций диссоциации и ионизации представляет собой весьма 
важную задачу. Аналогичные задачи возникают при иссле
довании высокоэнтальпийных течений газа в реактивных 

u 

двигателях, при решении некоторых задач ядернои энер-

гетики (диссоциирующие теплоносители) и химической тех
нологии. 

В сложившейся за псследние годы новой области 
науки -физической газодинамике- обычно рассматривают 
течения нетеплопроводного, невязкого, но сжимаемого и 

химически реагирующего газа. 

Подробное изложение основ физической газодинамики и 
аэродинамики дается в [61-64). Из определения предмета 
фи~ической газодинамики следует, .что классическая газо· 
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динамика* представляет собой один иэ разделов физической 
газодинамики. 

Основная система уравнений физической газодинамики, 
как следует из ее определения, вытекает из основной системы 
уравнений аэротермохимии (5.2.8) - (5.2.12) в случае 
Re ~ оо, вследствие чего 

1 div Ра. v 1>>1 div-pa. Va. f; 1vgradh1~1 div grad q f. (7.1.1) 

По определению, 

divpav=lim [J PavdЩV], 
V-+0 1: 

или приближенно 

divpav ~ J PaVd~/V. (7.1.2) 
~ 

где V - сколь угодно малый объем, а ~ - охватывающая 
его поверхность. 

Имея в виду последнее равенство, заключаем, что пере
нос термодинамических параметров через поверхность ~; 
ограничивающую любой сколь угодно малый объем, осуще
ствляется при выполнении неравенств (Т.1.1) только вслед
ствие конвекции, а перенос молекулярных признаков через 

поверхность ~ вследствие диффузии, термодиффузии и 
тепловодности пренебрежимо мал. 

Рассмотрим, например, уравнения сохранения отдельных 
компонентов, которые напишем в виде 

дра. . -
-+d1vpa(v+Va.)=Ra.. а= 1, ... , µ-1. (7.1.3) 
дt 

С учетом соотношения (7 .1.1) вместо уравнений (7 .1.3) 
получаем 

дра. . 
--+d1v р~ v=Ra., ct= 1, ... , µ,-1. 
дt 

(7.1.4) 

Вводя массовую концентрацию Са и используя уравнение 
неразрывности (5.1.2) для всей смеси в целом, из (7.1.4) 
после простых преобразований находим 

* В классической гаэодинамике не учитываются излучение, 
возбуждение внутренних степеней свободы и химические реакции. 
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dc µ 
р а = Ra, а= 1, ... , µ-1, ~Са= 1. (7.1.5) 

dt ~ 
а== 1 

Опуская в rиrт~м~ уравнений (n. 2 .R) -(!1. 2 .12) члены, 
характеризующие процессы молекулярного переноса, по

лучаем основную систему уравнений физической газоди
намики: 

dc µ 
р а = R а; а= 1, ... , µ. -1; ~ Са = 1; 

dt ~ 
a=I 

др . dv 1 -+d1v (pv) ~о· -= -- gradp· 
дt ' dt р ' 

00 

р ~= dp -divqR; QR =S dv S Lv(O) OdO, 
dt dt 

о 4Л: 

1 дLv • , 
--+O-gradLv=/0 -kv Lv+ 

Cv дt 

+Pv 5 Lv(O)y(O, O')dO'; 

p=pRT/M. 

(7.1.6) 

При выводе уравнения движения предполагалось, что 
массовая сила F значительно меньше сил инерции и давле
ния. В связи с этим в уравнении сохранения энергии опу
щен также член, характеризующий работу объемных сил~ 

Если в качестве исходного уравнения энергии выбрать 
уравнение (5.1.12), то уравнение сохранения энергии в фи-

u u 
зическои газовои динамике принимает вид 

µ 

рср dT =~- ~ Raha-divqR; Ср=~СраСо.. (7.1.7) 
dt dt ~ 

a=I 

Если ввести полную энтальпию h + v2/2, то, преобразуя 
уравнения движения и энергии, в системе (7 .1.6) получим 
уравнение энергии в виде 

d (h+ v2 /2) др d. 
р =-- 1VQR· 

dt дt 
(7.1.8) 

Система уравнений (7 .1.6) в отсутствие членов, характе
ризующих излучение, является гиперболической системой 

. u 
уравнении первого порядка в частных производных. 
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Если течение газа установившееся, то тип системы опре
деляется значением скорости. Если скорость v больше ско· 
рости звука, то получаем систему гиперболического типа. 
Если же rкnрnсть м~ньше скорости звука, то имеем систему 
эллиптического типа. 

§ 7.2. Течение реагирующего газа 
в трубе постоянного сечения. 
Тепловой кризис 

Рассмотрим одномерное стационарное сечение невязкого, 
нетеплопроводного, сжимаемого двухкомпонентного, реа

гирующего газа в трубе постоянного сечения с притоком 
э·нергии за счет необратимой химической реакции типа А ~ 
-+В. Систему координат помещаем таким образом, чтобы 
ось х была направлена по оси трубы. 

Требуется выявить влияние на течение реагирующего 
газа притока теплоты за счет химической реакции. Инте
ресно рассмотреть вопрос о переходе через критическую ско

рость звука в газовом потоке и выяснить условия, при кото

рых этот переход возможен. Известно, что в сопле Лаваля 
переход через скорость звука достигается за счет геометрии 

сопла. Поток сначала разгоняется за счет сужения сопла, а 
u 

затем, после достижения звуковои скорости, за счет рас·" 

ширения сопла достигается сверхзвуковая скорость. Такое 
сопло называют геометрическим, а достижение скорости 

звука в критическом сечении - аэродинамическим кризи
сом. Выясним, как влияет приток энергии за счет химичес· 
ких реакций на газовый поток в круглой трубе с постоянной 
площадью поперечного сечения, когда геометрия сопла не 

играет никакой роли, и как меняются основные физические 
величины, характеризующие поток, при переходе через ско

рость звука. 

Математически задача сводится к решению системы обык
новенных дифференциальных уравнений, состоящей из урав· 

u u 

нении неразрывности, движения, энергии, химическои ки-

нетики и уравнения состояния: 

d ~~и) =О; (7.2.1) 

d 
dx (р + ри2) = о; (7 .2.2) 

Ср ри -=и - +qk0 pn (1-ТJ)n ехр - ; dT dp ( Е ) 
dx dx RT 

(7.2.3) 
1 
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ри ~~ = k0 р11 (1-11)11 ехр ( :т } 
р= pRT =pR, Т. 

м 

(7.2.4) 

(7.2.5) 

где f]- концентрация продукта реакции, а массовая ско

рость химической реакции 'R1 = k0 pn (1 - 1l)n ехр (-Е/х 
xl(RT)). 

Известны также скорость и0 , температура Т 0 , плотность 
р0 и глубина превращения f1o в некотором сечении трубы х= 
=О: 

(7.2.6) 
Допустим для простоты, что теплоемкость исходных про

дуктов, продуктов реакции и их молекулярные массы одина

ковы, и проинтегрируем основную систему дифференциаль
ных уравнений (7.2.1) - (7.2.5). Из уравнения (7.2.1) не
посредственно следует 

ри = m = const, (7.2.7) 
а из (7 .2.2) получаем 

р + ри2 = i0 = const. (7.2.8) . 
Здесь постоянные интегрирования т и i 0 определяются из 
начальных условий (7 .2.6). Из уравнения (7 .2.2) с учетом 
соотношения (7.2.7) получим 

dp · du -=-m-. 
dx dx 

(7.2.9) 

Тогда с учетом (7.2.7) и (7.2.9) уравнение (7.2.3) перепишем 
в виде 

d(cPT+~11 )= ~ qk0 p11 (l-ТJ)11 exp( :т )dx.(7.2.10) 

Из уравнения химической кинетики (7 .2.4) с использова
нием (7 .2.7) находим 

d1J= ~ k0 p11 (l-11)11 exp(-:т )dx. (7.2.11) 

Тогда из (7.2.11), применяя последнее выражение, по
лучаем 

(7.2.12) 
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Интегрируя это выражение, имеем 

Ср Т ( 1 + y-;l Ма2) = q1] +ho = СР t + и; , (7.2.13) 

где h0 - постоянная интегрирования, которая определяет
ся из начального условия. 

Найдем температуру Т как функцию скорости ·и. Для 
этого в выражении (7 .2.8) заменяем р из уравнения состоя
ния и используем соотношен:не (7.2.7). В результате полу
чаем 

Т =и (i0 -inи)t(R, r7i). (7.2.14) 
Выразим 1) из (7.2.13) и учтем (7.2.14): 

_ 1 [ u(i0 /m-u) + и2 h ] ')-- с -- о • 
q Р R1 2 

Из (7.2.15) следует 

(7.2.15) 

dfJ = __!_ (2-(~ -2и) +и]~ . 
dx q R1 т dx 

(7.2.16) 

Тогда (7.2.12) примет вид 

[ i: ( ~ -2и) +и] du = : k0 pn (1-11)n ехр ( - :т )dx. 
Отсюда находим х как функцию скорости: 

" ..EJ!_ (_!_о__ 2и ) +и 
Х= s Rg ,n du. (7.2.17) 

"• : ko pn [1-'] (u)]n ехр [ - RTE(u) ] 

Здесь f1 (и) и Т (и) находят из формул (7.2.15) и (7.2.14). 
Таким образом, после интегрирования системы диффе

ренциальных уравнений (7.2.1) - (7.2.5) получаем замкну
тую систему конечных уравнений для определения р, р, 
Т, 11 в зависимости от х: . 

ри = т; р + ри2 = i0; 

~ + " ..!!... -qf] = ho = ~ + у -1!!_ -Qt)o; 
2 у-1 р 2 у-1 Ро 

Ср ( io ) 
х= s" ~ -;;;-2и +и 

q ( т )п "• -;;;ko 7 (l-f)(u)]nexp-

du· 
' Е 

RT (и) 

(7.2.18) 

P= pR1 T, R,=R/M. 
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Определим особенности течения с притоком теплоты за 
счет химических реакций. Найдем и = и (lfY)) и исследуем 
поведение скорости газового потока в зависимости от при

тока тенлоты. llJ (7.2.13) следует 

р -('2 + ) у-1 у-1 и' 
- - '"О Q'YJ - - • 
р . у у 2 

(7.2.19) 

Выражая u2 из (7 .2.8) и подставляя в (7 .2.19), получим 

и2 (у+1) _ l 0 у-1 (h + ) - --:-- и - о Q'YJ • 
2у т ' 

(7.2.20) 

Приведем (7 .2.20) к безразмерному виду, вводя в качестве 
безразмерной переменной величину у= иlи., где и. - не
которая характерная скорость, пока еще не определенная. 

В результате (7.2.20) преобразуется к виду 

yl и, ( '\' + 1) пi - у- 1 ( + h ) пi (7 2 21) 
-у- q11 о -.- • • •. 

2yl0 у •о"• 

В~бираем и. таким образом, чтобы выполнялось соотноше
ние 

откуда получаем 

и.(y+l)riz/(yl0)= 1, 

' 
le 

и -.-,+1--;;;· 
Введем обозначение 

• 
v-1 (Q11 + ho) т 
у lи. 

_f: 
-~· 

(7.2.22) 

(7.2.23) 

С -учетом (7 .2.22) и введенного выше обозначения выраже
ние (7.2.20), перепишем в виде 

у2 
- 2у + 2; = о. - (7.2.24) 

Эго уравнение определяет безразмерную скорость у· как 
функцию безразмерного притока теплоты ;. Решая его, по
лучим два корня: 

Y1,s = 1 ± V1-2;. (7.2.25) 
Легко видеть, что оба корня являются монотонными 

функциями ;, а при ; = ;. = 1/2 они совпадают друг 
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с другом. При 6 > 112 корни у -..,...--r----т-----т--~-
уравнений (7 .2.23) комплексные, 8 

ях 1)6 
т. е. не при всех эначени прито-

ка 11~еплоm.Ь1 скорость газового по

тока действительна. Иначе гово
ря-, в условиях одномерного ста

ционарного течения нельзя подве-
u 

сти к единичнои массе газа не-

ограниченное количество теплоты. 

На рис. 7.2.1 показаны зави

о,в 

о~-+-_._ __ .._~-+~ 
O,'t 0,5 l. 

симости безразмерной скорости 0,21----+-----+'~+--~--+-1 
газового потока от притока теп

лоты 6. Здесь ветвь ОА соответ
ствует одному корню, ветвь АВ- ~" 1----+---+--+-----+--'.........-0----1 

другому. Первая ветвь достигает 
максимума, вторая - минимума 

скорости. 

Выражение для безразмерной 
скорости у с использованием соот

ношений (7 .2.22), (7 .2.9) и (7 .2. 7) 
преобразуем к виду 

' 
у=_!!:_= u(y+I)m _ 

и" Yio 

(y+l)u2 p 

у (Р+ ри2) 

с 
9.__---L-__._~~_.___..__. 

Рис. 7 .2.1. Зависимости 
безразмерной скорости у 
газового потока и безраз
мерной температуры 0 
от безразмерного прито
ка теплоты 6 при v = 1,4 -

(у+ 1) и,2 

: ( \ + : u2) 
(7.2.26) 

Последнее соотношение можно переписать в виде 

ма2= __ У __ (7.2.27) 
(у+ 1)-уу 

Из этой формулы видно, что Ма = 1 при у= 1, Ма <1 
при у< 1 и, наконец, Ма > 1приу>1. 

Таким образом, ветви ОА отвечают дозвуковые режимы 
течения, а ветви АВ - сверхзвуковые режимы течения 
в трубе постоянного поперечного сечения. Следовательно, 
для получения сверхзвуковой скорости в трубе постоянно
го сечения теплоту необходимо вначале подводить, а затем 
отводить, т.е. односторонним воздействием теплоты на газо
вый поток нельзя перевести его из дозвуковой области те
чения в сверхзвуковую. 

Сопло, в котором достижение сверхзвуковой скорости 
осуществляется посредством подвода и отвода теплоты, на-
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зывают тепловым, а достижение скорости звука в крити

ческом сечении сопла вследствие подвода теплоты - теп

ловым кризисом. 

На практике, как правило, достижение сверхзвуково1u1 
скорости осуществляют сочетанием теплового и механичес

ких сопл. Звуковая скорость здесь достигается за счет при
тока теплоты, а сверхзвуковая - геометрическими разме

рами сопла. 

Из формулы (7.2.2) видно, что максимальная скорость, 
соответствующая числу Ма == оо, достигается при Ут = 
== (у+ 1)/у. На графике рис. 7.2.1 этому случаю соответ
ствует точка В. Точки параболы, отвечающие значениям 
У> Ут, не реализуются. 

Рассмотрим влияние притока теплоты на температуру. 
Введем безразмерную температуру 0 == TIT *' где Т * - не
которая характерная температура, подлежащая определе

нию. 

Из (7.2.23) находим q1] + -h0 и подставляем в (7.2.13). 
Тогда это соотношение удается переписать следующим об
разом: 

с р т * ( у2 - 1) tiz2 0 - s 2 у-1 
y2i2 - -у 2(y+l). 

Если масrвтаб температуры выбран в виде 

i'V2 
Т*=----

с р ,;,,2 ( у2-1) 

(7 .2.28) 

(7.2.29) 

получаем следующую зависимость безразмерной темпера
туры от притока теплоты вследствие химической реакции: 

e=s v- 1 (1-s±-V1-2s). (1.2.30) 
y+l 

Из (7.2.30) заключаем, что кривая 0 == 0 (s) имеет, 
так же как и кривая и == и (s), две ветви. Если выбрать 
знак минус перед корнем, то из (7 .2.30) следует, что 0 ==0 
при s === О. 

Из (7.2.30) следует также, что значению 0 = О отвечают 
два значения s1 == О и s2 == (у2 - 1)/(21'2), в то время как 
0 == 1/ (у + 1) отвечает одно значение s = 1/2. 

Так как у и 0 являются функциями s, то 0 как функция 
у имеет вид 

0 == у-у2 у . 
~y+l 

(7.2.31) 
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Исследуя функцию 0 (у), легко находим, что при у = 
- у. = (у + 1)/(2у) достигается максимум этой функции 

0m = (у + 1)/(4у) ~ 0,43, которому отвечает значение~ = 
= ~. ~ 0,47. 

Найдем, при каких значениях числа Ма достигается этот 
максимум. С этой целью в формулу, определяющую безраз
мерную температуру 0, подставим т. из (7.2.29) и испо"т~ь
зуем (7.2.7) и (7.2.8). Тогда, вводя число Маха Ма, получим 

0=.(у+1) ма2 _. (7.2.32) 
( 1 +у ма2):1 

Легко убедиться, что максимальное значение 0m :::::: 
= (у + 1)/(4у) достигается при ма; = 1/у. 

На рис. 7.2.1 изображена зависимость 0 = 0 (~). Точка 
u u u 

этои кривои соответствует температуре, отвечающеи звуко-

вой скорости. В точке С достигается максимум температу
ры. Таким образом, при газодинамических течениях с прито
ком теплоты температура газового потока не может пре

вьииать определенного значения. 
Участок ОСА' соответствует температуре дозвукового 

течения, а А' D - сверхзвукового течения. Участок СА' 
примечателен тем, что здесь, хотя скорость увеличивается 
с притоком теплоты, температура уменьшается. Это можно 
объяснить тем, что на данном участке увеличение кинети
ческой энергии рабочего тела превышает увеличение тепло-
содержания. · 

Исследуем зависимость давления и плотности от скоро
сти в тепловом сопле. Для этого воспользуемся уравнением 
сохранения импульса, выразив i 0 через известные величины: 

р+ри2 =р0 +р0 иб. (7.2.33) 
Преобразуем данное выражение, введя число Маха: 

_!!__ = 1 +У Маб (7.2.34) 
Ро l+yMa2 

Из (7 .3.34) следует, что если Ма растет, то давление р в теп
ловом сопле падает, и наоборот. Используя для простоты 
определение замороженной ско_рости звука (5.4.27), запишем 

~= РРо 
2 

ао Ро Р 

Отсюда, используя (7.2.34), получим 
_g__ ~ 1 +У Maj 
Ро а2 l+y~a2 ' 

т. е. с ростом Ма плотность р убыва,епz, 



§ 7.3. Основные закономерности обтекания тела 
вращения сверхзвуковым потоком газа при вдуве 

газа с дозвуковой и звуковой скоростями 

Р.~сс~отрим~задачу_ об обтекании тела~.сверхзвуковым пото
_ком газа при налич.ии сильноrQ вдува на его поверхности. 

Эта 3адача возникает, например, при расчете аэродинами
ческих характеристик тела вращения с учетом вдува, ·воз

никающего при термохимическом разрушении теплозащит

ного покрытия*. Математи~~ски задача об обтекании тела 
вращения сверхзвуковым потоком газа сводится к решению 

уравнений физической газовой динамики 

дF +· дР + дQ +~=0; ';i= р ; (7.3.1) 
дt дх дr r (y-l)p 

р 

ри 

pv 
ре 

,,........ 

. ,Р= 
' 

_ри· 

pu2+P 
puv 

ри(е+ р/р) 

pv 

; Q=· 

R= puv 
pv2 

pv (в+ р/р) 

ри 

puv 
p+pv2 

pv (в +р/р) 

Здесь в = и + (и2 + v2)/2 - полная энергия газа единич
ной массы, вк.tп6Чающая в себя кинетическую энергию нап-

. ,,........ 

равленного движения; и - внутренняя энергия газа еди

ничной массы; и, v - компоненты скорости; t - время; 
х, r- координаты цилиндрической системы; оси х, r свя
заны с телом и направлены противоположно скорости не

возмущенного потока и перпендикулярно ей; F, F, Q и R-
~9ответствующие матрицы. _ 

}'равнения (7 .3'.1) записаны в матричной форме для со
,вершенного газа (у = const), так как при относительно не
'больших сверхзвуковых скоростях газового потока темпера
тура торможения относительно невелика, можно пренеб
речь химическими реакциями в потоке, а у = cplcv можно 
считать известной постоянной величиной. 

• Вдув газа может быть создан и искусственно. В этом случае 
говорит об активной теnАовой защите аппарата. 
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СистеЬlу уравненнй -·(l-.3. t) кеоо~одимо ·решзтъ-·с учеtgм 
с~едующих начальных условий: '· · 

!v ft-o:.::: Voo;lT ft-o ·-~ Т oo·j·· Р ltz=O = Роо··- · ·(7~3.2) 

На rоJiовной ударной волне, которая· возникает при обтека
нии затупленного тела вращения,- выс.тавлялись- обычные 
условия сохранения массы, импульса и энергии Ренкина-
Гюгонио: · 

р, (vn,-Dn) = Роо (voo sin a-Dn); (7.3.З) 

р,+р, Vn,(Vna-Dn) = Роо +Роо Voo ~ii:ia(voo sin a-Dn); (7.3.4) 

;;; _;
00

= _ Ра+Роо (__!__- 1 ); 
2 Ра . Роо 

V'ls = V00 COS О', 

(7.3.5) 

(7.3.6) 

где Vn8 , V'ls - нормальные и тангенциальные скорости пото

ка за ударной волной; Dn - скорость движения ударной 
волны по нормали к ее поверхности, а-угол между каса-

. тельной к ударной волне и осью х, а индексы оо и s при
писывают соответственно параметрам невозмущенного по-

u u 
тока и параметрам газового потока за ударнои волнои. 

Кроме того, на боковой поверхности затуп~енного тел~ 
использовали следующие условия: 

(pv),iw = f 1 (s), Q < s < So, (7.3. 7) 
v' 

УюРw +~ =how, Vnw=Vw C0S ер, 
(Vш-1) Рш 2 

(7~3.8) 

Vnw =О, S > So• (7.3.9) 
Здесь s0 - длина дуги проницаемого участка контур~ 

тела в фиксированном меридиональном сечении, отсчитыва
емаJ1 от лобовой _критической т~чки, ер - угол между нор
малью, к поверхности тела и вектором скорости v~ вдувае

мого газа, индекс f]J приписывают параметрам вдува_е:м:ого 

газа, hor.o - полная энтальпия вдуваемого газа.. . 
Если скорость вдува сверхзвуковая, то услов.ий (7.3.7)., 

(7.3.8) недостаточно для коррект1tого решения сформулИ-
u u 

рованнои выше краевои задачи и на проницаемом участке 

поверхности необходимо задавать число Маха: · " 

Maw = f 1 -(s). (7 .3.10) 

Кроме того, на контактной поверхности, разделяющей 
зону течения вдуваемоrо газа от набегающего ·потока газа, 
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.---.....,.а.---..,._--...--- r 

о -D.8 , -Q4 
1 

-х 

Рис. 7.3.1. Картина стационар
ного обтекания затупленного 
тела сверхзвуковым потоком 

совершенного газа при наличии 

дозвукового вдува с его по-

верхности 

0,8 

-х -16 
1 

о -12 , -08 , -04 
1 

Рис. 7.3.2. Картина стационар
ного обтекания затупленного 
тела сверхзвуковым потоком 

совершенного rаза при наличик 

звукового вдува с его поверх-

но~:ти 

требовалось выполнение непрерывности давления и нор· 
u u 

мальнои составляющеи скорости. 

Постановленная выше задача решалась численно с по
мощью метода С. К. Годунова с явным выделением головной 
ударной волны и поверхности контактного разрыва. 

На рис. 7.3.1 1 и 7.3.2 представлены картины установив· 
шегося течения он;оло затупленного по сфере тела при его 
обтекании сверзвуковым потоком совершенного газа (Ма00 = 
= 4, )'00 = 1,4) в случае дозвукового и звукового вдува с 
его поверхности. 

К$н' показывает анализ линий тока, построенных на 
рис. "8З.1 (сплошные кривые со стрелками), при дозвуко
вом вдуве газа с параметрами* (pvn)w = 1; Н = h0wl(2h00Q) = 
= 0,5; '\'w = )'00 , s0 = 0,279 поток вдуваемого газа разво-

u 

рачивается так, что за точкои прекращения вдува цет отры· 
u • 

ва потока, а между ударнои волнои и поверхностью тела име-

ется поверхность контактного разрыва. Штриховой линией 
на этом рисунке нанесена звуковая линия. Таким образом, 

* На рис. 7.3.1 и всех других рисунках этого параграфа нс· 
nольэуются безразмерные функции; скорость отнесена к максималь· 
ноА скорости набегающего nотока Vтоо, плотность - к величине 
роо, давление - к значению рсюv~оо, а линейные размеры - к ра· 

диусу затупления или миделева сечения r8 •. 
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при дозвуковом вдуве при аостаточно больших временах р2-
ализуется безотрьюное стационарное обтекание тела вра
~цения сверхзвуковым потоком газа. 

Другая картина течения возникает при t ~ оо в ·случае 
вдува газа со звуковой скоростью при следующих парамет
рах внешнего потока и вдуваемого газа*: Ма00 = 4, (pvn)w= 
= 2,9; Н = howf(2ho00) = 0,5; Yw = '\'00 = 1,4; So = 0,225. 
Анализ линий тока, изображенных на рис. 7 .3 .2 сплошными 
кривыми со стрелками, показывает, что .,за точкой прекра
щения вдува возникает зона рециркуляционного течения. 

Появление этой зоны связано с эжектирующим действием 
потока вдуваемого газа. Любопытно, что в зоне вдува меж
ду поверхностью контактного разрыва (сплошная кривая 
справа от ударной волны) и поверхностью обтекаемого те
ла реализуется внутренняя ударная волна (сплошная кри
вая, замыкающаяся на рециркуляционную зону). Появле
ние внутреннего скачка обусловлено тем, что вблизи по
верхности тела скорость вдуваемого газа становится сверх

звуковой вследствие расширения звуковой струи, а затем 
сверхзвуковой поток резко тормозится в результате взаимо
действия с внешним потоком. Штриховой кривой, как и 
раньше, изображена звуковая линия. Видно, что в отличие 
от первого случая она имеет более сложную форму и сдвину
та вниз по внешнему потоку. 

Решив задачу об обтекании тела потоком невязкого газа, 
можно найти коэффициент лобового сопротивления: 

(7.3.11) 

Здесь Схь и Схр представляют собой соответственно коэффи
циенты. волнового и реактивного сопротивлений: 

-
Сжь=4 [1 + 

- ] 
r, 

ro 1 s pfdf-
(Y00 -l)Ma~ rг 

о 

2 
(7.З.12) 

j'00.Ma~ 
-

Сжр = 4 [ 1 + 
- '• 
Го 1 f Kfdf. (7.3.13) 

(i'oo -1) Ма:О ги 
о 

• Реактивное сопротивление вызвано реактивным действием 
струи вдуваемого rаза. 
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о, 4 
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Рис. 7.3.3. Зависимости коэффициента 
лобового сопротивления Сж и толщи
ны Л ударного CJIOЯ от массовой ско-

рости вдува (pvn) 10 

1 
1, 4 

1,2 

1,0 

0,8 

О,б 

O,*------~_._~---~--'-J 
0,2 0,lf 0,б .0,8 1,05

0 

Рис. 7.3.4. Графики измене
ния волнового сопротивле

ния в зависимости от длины 

прон}!цаемого участка so 

Здесь r 0 - безразмерный радиус максимального по пло
щади сечения тела в~ащения (для сферы r 0 = 1, а для за--тупленного конуса r 0 = 1,2), К == Pwv:,/(poo v:O) - безраз-
мерный импульс вдуваемого газа. 

На рис. 7.3.3. представлены результаты расчетов коэф
фициентов сопротивления (кривая 3 - с~ь' кривая 4 -
- Сжр), толщины ударного слоя д (кривая 5) и отхода кон
тактного разрыва Л1 от тела (кривая 6). Исследовалось об
'l'екание конуса с углом полураствора 10°, затупленного по 
телу вращения с уравнением образующей х10 + r10 = 1, 
сверхзвуковым потоком при Ма00 = 4, Yw = Уоо -:- 1,4, 
Н = 0,5, So = 0,7; 

Видно, что реактивное сопротивление резко возрастает 
с ростом (pvn)w, что в конечном счете приводит к увеличе
нию общего лобового сопротивления, которое может стать 
намного больше сопротивления для непроницаемого тела. 
Из анализа кривых 5 и 6 следует, что Л и Л1 почти линей
ным образом зависят от расхода вдуваемого газа. 

На этом же рисунке кривые 1 и 2 изобр~ают поведение 
с% для сферы и для тела торцового з~тупления, уравнение 
образующей для которого· х1° + r10 = 1. Из анализа этих 
кривых следует, что при прочих раJJных условиях, в том чис

~ и при одинаковых значениях s0 = 0,7, с точки зрения 
~уменьшения сопротивления вдув газа более эффективен для 
тела с торцовым затуплением. В частности, если для сфе-
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ры при (pvn)w = 0,7 коэффи~иент еж начинает увеличи
ваться, то для тела торцового затупления еж уменьшается 

вплоть до значений (pun)w == 1,0. 
· Для дозвукового вдува значение Сх может быть меньше, 

чем для непроницаемого тела. На рис. 7.3.4 нанесены при 
у00 = Yw = 1,4, Ма00 === 4, Н = 0,5 графики изменения 
волнового сопротивления Схь' отнесенные к соответствую

щим значениям Схь для непроницаемого тела в зависимости 

от s0 для трех значений (pvn)w = 1; 0,5 и 0,25 (сплошные 
кривые 1, 2, 3 соответственно), а также суммарные значе
ния коэффициента лобового сопротивления, отнесенные к 
значению этого коэффициента для непроницаемого тела 
(штриховые кривые 4, 5, б) соответственно. Анализ этих 
кривых показывает, что при каждом значении (pvn)w су~цест
вует оптимальная длина проницаемого участка s0 , при ко
торой лобовое сопротивление me(la минимально. 

§ 7.4. Понятие о пограничном слое и система 
. уравнений Прандтля для реагирующих газовых 
смесей. Начальн·ые и граничные условия 

Интегрирование основной системы уравнений аэротермо
химии (см. гл. 5) даже с помощью современных ЭВМ пред
ставляет собой весьма сложную задачу~ связанную с боль
шими затратами машинного времени. Поэтому представля
ет интерес разумное упрощение этой системы, которое ана
логично известному упрощению системы уравнений Навье
Стокса для В.SJзкой несжимаемой нереагирующей жидкости, 
сделанному впервые Л. Прандтлем (1904). 

Для того чтобы понять сущность этого упрощения, ре
шим вначале обыкновенное дифференциальное уравнение 
с постоянными коэффициентами 

в2у"-у + 1 ==О (7.4.1) 

с граничными условиями 

у (О) == О, у ( оо) = 1. (7.4.2) 

Легко видеть, что краевая задача (7 .4 .1), (7 .4 .2) имеет 
такое решение: 

у=1-е-х/е. (7 .4.3) 

Из (7 .4.3) следует, что у-+ 1 при х -+ оо, причем чем 
меньше е, тем меньше при заданном х значение у отличается 

от 1. 
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у..----т-------.--- Рис. 7.4.1. Графики решения 
модельной задачи погранично

го слоя 

l 

Рис. 7 .4.2. Схема обтекания 
контура потоком газа и естест

венная система координат 

Если е << 1, то, как следует из рис. 7 .4.1 (кривым 1, 2, 3 
соответствуют значения е = О, 1; 0,01; 0,001), основное из
менение функции происходит в узком пограничном слое 
у плоскости х = о. 

Если е = О, то уравнение (7 .4 .1) вырождается в линей
ное алгебраическое уравнение, решение которого Уь = 1 в 
соответствии с терминологией работы [65) назовем внеш
ним. 

Можно вычислить толщину пограничного слоя. С этой 
целью зададим е и степень приближения к внешнему реше
нию Уь === 1. В частности, требуя, чтобы на внешней грани
це пограничного слоя при х = б выполнялось соотношение 

, 

где k - известное число, характеризующее степень при
ближения, находим толщину пограничного слоя б = ke. 
Таким образом, толщина пограничного слоя пропорциональ
на малому параметру е. 

Результаты, полученные при решении модельной крае
вой задачи (7.4.1), (7.4.2), позволяют предполагать, что во 
всех случаях, когда в уравнении некоторой краевой задачи 
имеется малый параметр при старшей производной, реше
ние этой краевой задачи быстро· изменяется в тонком по
граничном слое, толщина которого пропорциональна зна

чению малого параметра. 

Запишем, например, уравнение для компоненты скоро
сти в случае неустановившегося, плоскопараллельного те

чения газа. Это уравнение очевидным образом следует из 
уравнения (5.2.10): 
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_1_ ди + U ди + v д'ii = _ 1 др + Fr F- + 
Sh дt дх ду pEu дх х 

+ 1 {~ l(x - 2. fl ) ( ~ + дv )' + 21') д11 ] + 
р Re дх 3 дх ду дх 

+_Ё_ [~ ( дu + дv ) ]}· (7.4.4) 
ду ду дх 

Уравнение (7.4.4) записано в естественной ортогональной 
системе координат, связанной с обтекаемым контуром Г 
(рис. 7.4.2), где r0 - радиус затупления; х, у-координаты; 
х - отсчитывается от лобовой критической точки по обра
зующей тела, а у - по нормали к контуру от поверхности 
тела, а черта сверху введена для обозначения безразмерных 
величин. 

Если некоторый неподвижный контур обтекается одно
родным поступательным потоком, направление которого 

совпадает с осью х, то для и имеем следующие граничные ус

ловия: 

и lu-+oo = V оо cos а; и fг ==О. (7.4.5) 

Второе граничное условие вытекает из известного физи
ческого условия прилипания частиц газа к -~:вердой поверх
ности. 

Если Re )) 1, то в уравнении (7 .4.4) при старших (вто
рых) производных от и по переменным х, у стоит малый мно
житель Re-1 и в этом случае краевая задача (7.4.4), (7.4.5) 
аналогична краевой задаче (7.4.1), (7.4.2). 

Легко видеть, что при Re-+ оо уравнение (7.4.4) пере
ходит в уравнение для компоненты и в случае течения не

вязкого газа, которое называют внешним. Следовательно, 
внешнее решение иа краевой задачи (7.4.4), (7.4.5) представ
ляет собой решение уравнения Эйлера и может быть най
цено в рамках физической или классической газодинамики. 

Таким образом можно утверждать, что величина и резко 
изменяется внутри тонкого пограничного слоя, который це
лесообразно назвать динамическим пограничным слоем. 
Толщина б пограничного слоя, очевидно, значительно мень
ше характерного размера l. В связи с этим становится по
нятным, почему течение при Re >> 1 и Ma/Re << 1 наз
вано в§ 5.4 течением в пограничном слое. Теория погранич
ного слоя для течений вязких сжимаемых жидкостей под
робно изложена в [66-68). 
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Постулируя существование пограничного слоя, упро
стим систему уравнений аэротермохимии для плоских не
установившихся течений реагирующих газов. Эта система, 
записанная в естественной ортогона,пьнnй сиrтrмr коnrлн -
пат, представляет собой совокупность уравнений: 
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~ +и аи -f-· v ди = --1 др + F х + 
дt дх ду р дх 

+~ [(х-~ f)) (~ +~) + 2f) ~] + 
дх 3 дх ду дх 

+~ [f) (~ +~)]. (7.4.6) 
ду ду дх 

~+и~+v~= --1 др +Fu+ 
дt дх ду р ду 

+~ [f)(~+~)]+ 
дх дх ду 

+- x--f) -+- +211-, д [( 2 ) ( ди дv ) дv ] 
ду 3 дх ду ду 

(7.4.7) 

~ + дри + дрv =О, 
дt дх ду 

(7.4.8) 

р +и +v = Ra---( 
дса дса дса ) дiах 
дt дх ду дх 

дia.g 

ду ' 

a=l, ... ,µ-1, (7.4.9) 

ре ( ат +и ат i- v ат ) = др +и др + v др + 
р дt дх ду дt дх iJy 

+ 211 [(~)2 + (~)2 + _l (~ + ~)2] + 
дх ду 2 ду дх 

µ 

+(~f)-x)(~+~)
3

+ ~ (Fa.xiax+Fa.uiau)+ 
3 дх ду а= 1 

а ( ат ) а ( ат ) ат ~.., . +- Л- +- Л- --- 7 Сра/ах-
дх дх ду ду дх ~ 

a=l 

N 
ат µ r 

- ду ,I Cpa.iau+ ~ Rkqh-
a= 1 k= 1 

дАх дАу дqRx дqRg 

дх ду дх ду 
(7.4.10) 



pRT kT µ µ ·nT 
р= •Ас: ~~ 

XIJ а 
>< 

м р Ма Da.e. а== 1 ~=-1 
а+Р 

х (~-~)· 
Са се. 

(7.4.11) 

Здесь индексы х и у приписывают-проекциям векторных ве
личин на оси х и у, а вектор j а, оriределен формулой (5.1.16). 

Получим систему уравнений, описывающих течение мно
гокомпонентной реагирующей смеси в пограничном CJioe. 
С этой целью оценим каждый член в уравнения (7 .4.6)
(7 .4.11). 

Заметим, что и может иметь различные значения на внеш
ней границе пограничного слоя, которые, однако, имеют тот· 
же порядок, что и и00 • Внутри пограничного споя эта компо
нента скорости изменяется от О до величины порядка и00 " 
Тогда duldy имеет порядок и00/б, так как О < у < б. В то 
же время, поскольку координата х, отсчитываемая по об ... 
воду контура, изменяется от нуля до величины порядка l, 
должно быть du/dx,...., u00! l. Иначе говоря, при смещении по 
координате х на величину порядка l значение и изменяется 
на величину порядка и00 • Тогда из уравнения (7.4.7) нераз
рывности для всей смеси заключаем, что dv/dy ,,.,,,, u01/l. 
Из этой оценки и равенства 

11 д 
v=s~dy 

ду 
о 

сразу вытекаеt, что v ,....,fJu00/ l внутри пограничного слоя. 
Оценим теперь члены уравнения (7.4.6). Так как харак

терное механическое время t0 = llu00 , то ди/дt ~ u00/t0 ,..,,, 

,,..,, и:ll. Используя оценки, сделанные ранее, находим, что 
второй и третий члены левой части уравнения (7.4.6) также 
имеют порядок и:JL. Из предыдущего вытекают также оцен
ки 

- х--11 -+- +211- ,...., Хо-- ТJо Х д [( 2 ) ( ди дv ) ди ] ( 2 ) 
дх 3 дх ду дх з 

(7.4.12) 

д [ ( ди дv ) ] ( иоо иоо ) иоо ду fl ду + дх "' flo ~ + 11 "'"' 'Jo ~ • (7 .4.13) 
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Здесь и ниже иnдекс «0» приписывают характерным зна
чениям коэффициентов переноса. 

Из (7.4.12) и (7.4.13) заключаем, что четвертый член в 
правой части уравнения (7.4.6) значительно превышает 
третий, так как отношение третьего члена к четвертому 
имеет порядок (б/1)2 << 1. Таким образом, отношение сил 
вязкости к силам инерции равно 

(7.4.14) 

Следуя Прандтлю, будем считать, что внутри погранич
ного слоя силы вязкости и силы инерции имеют одинаковый 
порядок. Тогда из (7.5.4) находим порядок толщины дина
мического слоя: 

(7.4.15) 

Формула (7 .4.15) представляет собой первый результат 
теории пограничного слоя: толщина пограничного слоя, об
разующегося при течениях газов с большими числами Рей-

нольдса Re, имеет порядок lГVRe. 
Следует отметить, что толщина пограничного слоя есть, 

вообще говоря, функциях и t, однако порядок этой величи
ны определяется выражением (7.4.15). Величина б доста
точно мала. В частности, для течения нереагирующей 
смеси (воздух при Т = 288 К) при l = 1 м, и00 = 10 м/с, v = 
= 1,45· 10-6 м2/с имеем б ,..., 10-3 м. 

Оценивая порядки членов уравнения (7 .4.7), аналогич
ным образом убеждаемся, что для сил инерции это и';б/12 , 
а для сил вязкости - 11и00/(lб). В силу сформулированного 
выше допущения Прандтля порядок этих величин одинаков, 
в чем легко убедиться, подставляя в них порядок величины б. 
Поскольку порядки членов уравнения должны быть одинако
вы, из (7.4.7) вытекает, что 

1 др и:, б -- ,..., . 
р ду l2 

В то же время из анализа порядков членов уравнения (7 .4.6) 
следует, что 

1 др и~ 
--~-. 
р дх l 

Таким образом, градиент давления в направлении нор
мали к поверхности мал по сравнению с градиентом давле-

376 



ния по обводу контура, поэтому с большой степенью точно
сти уравнение (7.4.7) можно переписать в виде 

др/ду = О. (7 .4.16) 
Из (7.4.16) вытекает второй результат теории погранич

ного слоя: внутри пограничного слоя давление не изменяется 
вдоль нормали к контуру тела и, следовательно, равно соот
ветственному давлению на внешней границе пограничного 
слоя. 

Оценим порядок слагаемых, входящих в уравнение 
сохранения отдельных компонентов (7 .4 .9). Очевидно, 
что порядок членов, входящих в левую часть уравнения 

(7.4.9) и характеризующих изменение концентраций ком
понентов вследствие конвекции и изменения времени, ра-

\вен ри00с~0/l, где Са-о - характерное значение концентрации 
а-компонента. Проекции вектора диффузионного переноса 
составляют 

• пса 1 ~µ [ дхh д ln р /а.х= тh Dah -(х1~ -c1J -
х~ дх дх 

v.. h=I 

- ~ (pFhx-P}:
1 

ppFxp)]J-D~ д~:т, (7.4.17) 

. пса { ~µ [ дхh д ln р ]аи= тhDah --(xh-ch) -
х~ ду ду 

\А1 h= 1 

/-с; (pFhY-P~ pFpy )]lt~D~ д~:т. (7.4.18) 

Сопоставляя порядки производных от этих величин 
дi~хlдх и дjа-у! ду, заключаем, что 

дiах : дiау ~ 1 ба )
2 

дх ду ~ l ' 

где ба - толщина диффузионного пограничного слоя а
компонента, порядок величины которого совпадает с толщи

ной динамического пограничного слоя. 
Таким образом, членом дiахlдх можно пренебречь по 

сравнению с дjау!ду, а в iay в силу (7.4.16) можно опустить 
член, характеризующий бародиффузию. 

Несколько видоизменяя допущение Прандтля, считаем, 
что внутри пограничного слоя члены уравнения (7 .4.9), ха-
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рактеризующие изменение концентрации вследствие кон

векции и изменения времени, имеют один порядок с членами, 

характеризующими молекулярный перенос. 
Из этого допущения можно определить то.rпцины диффу

зионных пограничных слоев. В частности, для бинарной 
смеси в отсутствие термодиффузии необходимо определить 
концентрацию только одного компонента (концентрация 
второго компонента с2 = 1 - с1). Толщина диффузионного 
пограничного слоя в этом случае 

б1 = 
1 

, Sc = "0 
• (7.4.19) 

-VRe Sc (D12)0 

Рассмотрим порядки членов уравнения сохранения энер
гии (7.4.10). Порядок членов, стоящих в левой части, ра
вен р0ср0Т 0и00/ l. В силу (7 .4 .16) шестой член уравнения 
(7.4.10) можно опустить, его порядок значительно меньше 
порядка величины и (dp/dx). 

В силу предыдущих оценок величина (ди!ду)2 значитель
но больше всех других членов, характеризующих работу 
сил вязкости, а Fayiay )) Faxiax· 
·Постулируя существование температурного погранич

ного слоя бт, находим отношение порядков производных от 
тепловых потоков по обводу и по нормали к обтекаемой по
верхности: 

Ао То : ,_,о То = ( бт ) 
2 
< l . 

(А бJ. l j 

(7.4.20) 

Кроме того, имеем очевидные неравенства 

дТ µ. дТ µ. 
- ~ Сра. f a.x <- ~ Сра. f a.11; 
дх a=l ду a=l 

(7.4.21) 

дАж дАу дqRx дqRy -< . <--
дх ду ' дх ду 

(7.4.22) 

Считая, что внутри температурного пограничного слоя 
члены, характеризующие изменение энергии вследствие 

конвекции и изменения времени, должны быть одного по
рядка с членами, характеризующими изменение энергии 

вследствие молекулярной теплопроводности, можно опре
делить толщину температурного пограничного слоя: 

Вт= ll-VRe Pr. (7.4.23) 
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Подводя итог всем сделанным выше оценкам, заключаем, 
• 

что система уравнении, описывающих плоское течение 

многокомпонентного реагирующего газа, имеет такой 
вмд: 

_!.!!:__ + и ди -t- v _!.!!:__ = - _!__ др + 
дt дх ду р дх 

+ F х+ :у ( fl :; ). (7.4.24) 

~ + дри + дрv =О, (7 .4.25) 
дt дх ду 

( 
дса. дса. дса, ) дJ а 

р at +и + v = Ra- , 
дх ду ду 

µ 

~ Са= 1, а= 1, ... , µ-1, (7.4.26) 
a=l 

с ( дТ + и ат + v ат ) = дре +и аре + 2 ( ди )' + 
р Р дt дх ду дt е дх f1 ду 

µ. а ( ат ) ат µ. + ~FagJa+т Л. д -д ~ cpa.Ja+ 
а-= 1 у у у а= 1 

Nr 

+ ~ R дАу дqRg 
~ h qk- д - д ' 

k=l у у 
(7.4.27) 

где 

00 

'IR = S dv S Lv (О) OdO. 
о 4n 

К выписанным выше уравнениям следует добавить урав
нение для спектральной энергетической яркости. 

379 



1 д Lv дLv n дLv . , 
дt +Ох дх +:.f.y ду =Jv-kv Lv+ 

1 S Lv (О') у (О, О') dO, (7.4.28) 

и уравнение состояния (7 .4.11), которое принимает вид 

(7.4.29) 

u 

где Ре - давление на внешнеи границе пограничного слоя. 

Довольно часто вместо диффузионного потока, записан
ного через обобщенные коэффициенты диффузии, употреб
ляют соотношения Стефана - Максвелла (3.6.22). Оцени
вая порядки членов этих уравнений, находим, что для тече
ния многокомпонентного газа в отсутствие терма- и динодиф

фузии эти соотношения принимают вид 

] XaXI\ ( Jf) - Ja)= дха' СХ.=1, ... ,µ.--1. (7.4.30) 
~= 1 pDaf3 cf3 Са ду 

Эти уравнения необходимо решать совместно с уравнением 

(7.4.31) 

вытекающим из определения диффузионного потока. 
Следует отметить, что при получении системы уравнений 

(7 .4.24) - (7 .4.30) неявно использовалось также допущение 
о малости толщины пограничного слоя по сравнению с ра

диусом кривизны обтекаемого контура. Иначе говоря, полу
ченная выше система уравнений справедлива только для об
текания контуров, лишенных угловых точек. Равномерно 
точные уравнения для плоского ламинарного пограничного 

слоя для тела с резким локальным изменением профиля по
лучены Б. М. Булахом. 

Аналогичным образом выводятся уравнения погранич
ного слоя и при обтекании тела вращения потоком газа при 
нулевом угле атаки. Система координат в этом случае вво
дится так, как показано на рис. 7.4.2 На этом рисунке изоб
ражена картина течения в одной из меридиональных плос-

u 

костеи. 

Уравнения пограничного слоя на теле вращения, записан
ные во введенной выше системе координат, совпадают с соот
ветствующими"уравнениями системы (7.4.24) - (7. 4. 30), за 
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исkJiюЧением ураnнениst неразрывности (7.4.25). Уравнение 
неразрывности для осесимметричных течений имеет вид 

( 7 .4 .32) 

где r (х) - радиус окружности, ограничивающий площадь 
поперечного сечения тела вращения. 

Если не учитывать излучения, то система уравнений 
(7.4.24) - (7.4.27) представляет собой систему уравнений в 
частных производных параболического типа. 

Возникает вопрос о пределах применимости системы 
уравнений пограничного слоя, т. е., иначе говоря, о физи
ческой корректности математической модели течения в по
граничном слое. 

Поскольку система уравнений пограничного слоя полу
чена из системы уравнений Навье - Стокса для многоком
понентного реагирующего газа, эту систему уравнений, так 
же как и систему уравнений Навье - Стокса, нельзя при
менять для течений со скольжением и для свободномолеку
лярных течений. 

Следует отметить также, что выписанные выше системы 
уравнений справедливы только для ламинарных течений, 
т. е. при Re < Re*, где Re* - верхнее критическое число 
Рейнольдса, такое, что при Re > Re* реализуется турбу
лентный режим течения. Этот режим течения характеризу
ется неупорядоченностью траекторий частиц, в результате 
чего для установившихся турбулентных течений, вообще 
говоря, невозможно ввести понятие линии тока. Для турбу
лентных течений уже нельзя использовать обычные коэффи
циенты переноса молекулярных признаков, так как меха

низм переноса импульса и энергии здесь принципиально 

иной (см.§ 7.9). 
Наконец, при определенных условиях реализуется так 

называемое вязкое взаимодействие внешнего течения и тече
ния в пограничном слое, так что разделение течения на внеш

ний поток и пограничный слой становится сомнительным. 
По Хейзу и Пробстину (24], все взаимодействия между 

внеruним потоком и пограничным слоем можно условно раз

делить на три группы явлений: 
1) взаимодействие через давление; 
2) вихревое взаимодействие; 
3) эффекпш, связанные с поперечной кривизной обтекае

мого тела. 
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у 

М_>>1 
" Роо 

Тоо 
о 

Роо .Х 

Рис. 7.4.З. Взаимодейств11е между го
ловной ударной волной и погранич

ным слоем на плоской пластинке 

Взаимодействием че
рез давление называют 

эффект изменения кон
фи1 урацми ударной вол
ны и поля давления в 

потоке, возникающий 

вследствие сравнитель

но большого отклоне
ния внешних линий то
ка, которое вызывается 

сравнительно толстым 

пограничным слоем. 

Известно, что пограничный слой обладает эффектом вы
теснения - так называют увеличение эффективных разме
ров тела, возникающее из-за уменьшения потока массы внут

ри пограничного слоя. Увеличение эффективных размеров 
определяется так называемой толщиной вытеснения б*. Из 
соотношения 

при б-+- оо имеем 

~ 

Реие(б-б*)= J pudy 
о 

(7.4.33) 

(7.4.34) 

Обычно б* очень мала, однако если скорость внешнего 
u u 

течения велика и реализуется гиперзвуковои пограничныи 

слой, то внутри пограничного слоя температура велика, а 
плотность мала, так чтоб* почти достигает толщины погра
ничного слоя. 

На рис. 7.4.3 приведена схема поля течения, индуци
рованного пограничным слоем на плоской пластинке. Здесь 
у, (х) - волна, а б (х) - граница пограничного слоя. Ско
рость внешнего течения и00 не совпадает со скоростью одно· 
родного поступательного потока и00 и определяется формой 
эквивалентного тела, которое представляет собой первона
чальное тело, поперечный размер которого увеличен на 
толщину вытеснения. В связи с этим взаимодействие через 
давление называют также взаимодействием, индуцирован· 
ным пограничным слоем. 

Согласно [24), имеют место ·слабое и сильное взаимодей
СfJ18UЯ внешнего течения и пограничного слоя через давле

ние. 
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Слабые взаимодействия имеют место при k ~ 1 или dб*/ 
ldx < 1'w и произвольном значении Ma00'6'w, где k = 
=-Ма80 (1'w + dб*/dх)-местный параметр гиперзвукового 
подобия, а 1'w - местный угол наклона поверхности тела 
к оси. Таким образом, слабые взаимодействия реализуются 
при обтекании тонких клиньев с малыми углами атаки при 
больших числах Рейнольдса и Маха или при умеренных сверх
звуковых числах Маха и малых числах Рейнольдса. В част
ности, слабое взаимодействие реализуется для достаточно 
больших значений х при гиперзвуковом обтекании плас
тинки. 

В результате приближенного анализа проблемы слабого 
взаимодействия при обтекании теплоизолированной пла
стинки гиперзвуковым пото~ом в работе [24] получено вы
ражение для давления на внешней границе пограничного 
слоя при Pr = 0,725 и у = 1,4: 

-РгlР"° = 1+0,31 i + О,5х!; Х = Маперв -V Сперв/-VRехперв• 
, (7.4.35) 

- u u 

где х - гиперзвуковои параметр взаимодеиствия 

Сперв = flю (Т перв ), 
flперв Тю 

Rежперв - местное число Рейнольдса, индекс «перв» при
писывается величинам, характеризующим течение без вяз
ких эффектов. 

Из (7.4.36) следует, что давление на внешней границе по
граничного слоя в индуцированном течении отличается от 
давления в однородном поступательном потоке р00 , тем силь-

нее, чем больше Х. . 
Сильное взаимодействие через давление Имеет место при 

dб• ldx > 0w и k2 >> 1. В частности, при обтекании плас-
u 

тинки сильное взаимодеиствие реализуется в окрестности 

ее передней кромки. В результате приближенного анализа 
в работе· [24] при Pr = 1 и у = 1,4 для гиперзвукового об
текания теплоизолированной пластинки получена следую
щая формула для давления, индуцированного при силь
ном взаимодействии: 

(7.4.36) 

При выводе системы уравнений пограничного слоя счи
·Талось, что внешнее течение влияет на его структуру толь

ко посредством величин Ре и u6 • Однако если завихренность 
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во внешнем течении достаточно велика, то она также может 

влиять на структуру пограничного слоя. В частности, такая 
ситуация реализуется при гиперзвуковых обтеканиях тел, 
сопровождаюrцихся появлением криволинейных скачков 
уплотнения. 

При рассмотрении вихревого взаимодействня обычно 
считают (24, 69), что соотношение между скоростью и лини-

u u 

еи тока, на которои она измеряется, не зависит от наличия 

пограничного слоя. Основным критерием подобия вихре-
" вого вэаимодеиствия является величина 

Q= Спев 
Uиев/б • 

(7.4.37) 

где ~ - вихрь скорости *, а индекс «нев» относится к пара
метрам на границе эквивалентного течения невязкой жидко
сти. 

Приближенный анализ проблемы вязкого взаимодейст
вия [ 24] показал, что в окрестности точки торможения на 
осесимметричном затупленном теле, поверхность которого 

сильно охлаждается, напряжение трения на поверхности 

увеличивается вследствие вихревого взаимодействия в 1 + 
+О,49 Q раза, а плотность теплового потока-в 1 +О,19Х 
Х Q раза. 

В заключение заметим, что согласно (24] затупленность 
передней кромки обтекаемого тела создает в ее окрестности 
область повышенного давления. В этой зоне изменение дав
ления вследствие затупленности преобладает над измене
нием дав1ления вследствие эффектов вязкого взаимодейст
вия. Область изменения параметров, где существенно влия
ние затупленности, ограничивается неравенством 

- 3/2 v-'X >> Моо / Re,, Ret == Роо иоо Го/f1оо, (7.4.38) 

где индекс оо приписывают параметрам невозмущенного по

тока, r0 - радиус кривизны. 

Таким образом, при ре~шнии конкретных практических 
задач гиперзвукового обтекания тел необходимо, как прави
ло, учитывать эффекты. вязкого взаимодействия внешнего 
течения и течения в пограничном слое. 

Для математического моделирования конкретных тече
ний многокомпонентного реагирующего газа в пограничном 

• Вихрь скорости ~ = (rot v)z, где z - ось, перпендикуляр
ная плоскости течения. согласно [24], считается положительным, 
если скорость возрастает при удалении от тела, 



слое необходимо поставить дополнительно начальные и 
граничные условия. Начальные условия в общем случае 
имеют вид 

11 r J - о --= f 1 ( r J у); r С1. 1 t ~ о ~ (f>ix ( х' !1); т 1 t : _: n ~ f 1 ( х' у); 

р==fз(Х, у), L,,ft=O === Fv(X, у). (7.4.39) 

Конкретный вид функций f1 , f 2 , f 3 , q>~, F v определяется для 
каждой конкретной задачи в отдельности (см. § 5.6). 

Как правило, пограничный сЛой считают асимптотичес
ки тонким и внешняя граница пограничного слоя реализует

ся при у~ оо. У слови я на внешней границе пограничного 
слоя имеют вид 

и lu=oo == Ие (х, t); Са lи=оо-== Сае (х, t); Ту=оо =те. (7.4.40) 

Из физического смысла величин Ре' те, Са.е и Ре следует
что они представляют собой плотность, температуру, кон
центрации компонентов и давление на поверхности твердо, 

го тела при обтекании его потоком невязкого, но реагирую
щего газа. Следовательно, для определения этих величин 
необходимо решать систему уравнений физической газоди
намики с соответствующими граничными и начальными ус

ловиями. 

Если давление Ре== Ре (х, t) известно, например, из 
эксперимента, то величины ие, Сае, Те, р,? как функции от 
х могут быть легко определены из достаточно простой систе
мы уравнений: 

дие + U дие == __ I_ дре . 
дt d дх Ре дх ' 

( 
дса.е 1 дсае ) 

Ре · дt -r-· ис дх = Ra.e; а== 1, ... , µ,--1; 

i (7.4.41) 

1 

µ 

Ре= Ре RTe ~ (сш/Л1а.). 
С(= 1 

J 

13 Э~к. 40~ зв~ 



Система уравнений (7.4.41) может быть получена из системы 
уравнений пограничного слоя при у -+ оо. 

Обсудим в связи с системой уравнений (7.4.41) вопрос о 
распространении возмущений в пограничном слое. Если не 
учитывать излучения, то система уравнений пограничного 

- . 
слоя, как уже отмечалось выше, является системои уравне-

ний параболического типа. Тогда, как известно из матема
тической физики (70], если течение в пограничном слое по
лучит малое возмущение в точке х0 , у0 в момент t0 , то мгно
венно оно станет возмущенным всюду вдоль линии х = х0 , 

хотя это возмущение экспоненциально мало ( ,__,ехр {-(у -
- y 0) 2/[4v00 (t - t0)]}, где v00 - кинематическая вязкость). 
Достигнув внешней границы пограничного слоя, это воз
мущение будет распространяться вверх по потоку со ско
ростью Ue + йе И ВНИЗ ПО ПОТОКУ СО СКОрОСТЬЮ U8 - йе, где 

u 

а8 - скорость звука на внешнеи границе пограничного слоя. 

Таким образом, только в том случае, если и"> а., со
стояние в пограничном слое при х > х0 не влияет на состоя
ние пограничного слоя при х < х0 • Обычно этот эффект не 
учитывают, так как возмущение на внешней границе погра
ничного слоя экспоненциально мало. Однако в том случае, 
если имеет место отрыв пограничного слоя (см. §7.10) при 
ие < ае, возмущение внешнего течения нельзя считать малым 

u u 
и происходит перестроика всего течения на внешнеи грани-

це, а вместе с ним и течения внутри пограничного слоя. 

В заключение отметим, что наряду с условиями на внеш
ней границе пограничного слоя необходимо использовать 
полученные в§ 5.5 и 6.3 граничные условия на поверхности 
обтекаемого тела. 

§ 7.5. Система уравнений для установившихся 
течений в пограничном слое 
и преобразование Дородницына 

Если газа- и термодинамические параметры, определяющие 
течение в пограничном слое, не зависят явно от времени, то 

такое течение называют установившимся или стационар

ным. Для установившихся течений в основной системе урав
нений пограничного слоя члены с оператором д!дt равны, 
по определению, нулю. 

С практической точки зрения воспрос о стационарности 
течения сводится к оценке веса членов с локальной произ

водной д!дt, т. е., иначе говоря, к оценке числа Струхаля Sh. 
В § 5.4 показано, что значение Sh весьма сильно зависит от 
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того, какое из времен принимается за характерное. В общем 
случае этот вопрос с точки зрения теорий подобия и раз
мерности обсуждается в§ 5.4. 

Основная система уравнений AJJЯ стационарных тече
ний химически неравновесного газа в пограничном слое 
в отсутствие термодиффузии и диффузионного термозф
фекта имеет вид 

д д -purm+- pvrm=O (уравнение неразрывности), (7.5.1) 
дх ~ ду 

ри аи +pv аи = _ dp +_!____ (fJ ~) 
дх ду dx ду ду 

(7.5.2) 

(уравнение сохранения импульса), 
- - - е 

дса дса дj a.v ~ , 
ри + pv + = (va.r -'Var) Х 

дх ду ду 
r== 1 

Х [к1rPmr П c;Jr-kьrPm; П ё;i'] (7.5.3 
/= 1 /= 1 

(уравнение неразрывности для компонентов), 

c;IU :х ( f Са Ма ha) + pv :у. ( ~ Са Мех ha) = 
a=l а,=1 

=и ~+ТJ (~)
1 

+~(л .!!_)-
dx ду ду ду 

- : ( f JaMa.ha.) д;: 
у a=l 

(7.5.4) 

(уравнение энергии), 

µ. -
р = pRT ~ са (уравнение состояния), (7.5.5) 

а,=1 

где черта означает, что соответствующая величина, характе-
u 

ризующая компонент а в смеси газов, отнесена к молярнои 

массе Ма. При выводе уравнения энергии (7.5.4) не учи
тывались диффузионный термоэффект и работа объемных сил 
и использовалось уравнение энергии в форме (5.1.14). 

Иногда вместоµ уравнений неразрывности для компонен
тов~ удобно использовать v уравнений неразрывности для 
элемента 
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µ µ 
а~ - а,...,"" ри - nta. Са. + pv -- / n-r:a Са f 
дх . ду ~ 

a~I a~I 

(7.5.6) 

't = 1, ... , 'V, 

µ - v - 1 уравнений (7.5.3) для концентрации компонентов 
и соотношение 

µ. -
~ Са Л1а = 1. (7.5.7) 
а= 1 

Здесь п"'а. - число атомов элемента 1' в молекуле а-компо
нента. 

Для выписанной выше системы уравнений граничные ус
ловия на внешней границе пограничного слоя определяются 
из системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
(7.4.41). В частности, для стационарных адиабатных тече
ний совершенного газа соответствующая система уравнений 
ДЛЯ Ue И Те 

due dpe dTe 
Ре tle dx === - ; рсре d dx х dx 

(7.5.8) 

имеет точное решение 

r-~~~~~~~~~---

ll е = 1 / 2у Рео [ l -( Ре ( Х) ) '1' '1' 
1 
] ; _ 

V у-1 Рео Рео 
(7.5.9) 

v-1 

Т = Т [ Ре (х)] V • 
е еО ' 

Рео 
(7.5.10) 

если известны распределение давления Ре (х) по обводу об
текаемого тела, давление Рео и температура Тео в точке тор
можения потока. 

С точки зрения простоты получен.ия конкретных число
вых результатов представляет интерес отыскание решений 

u u u u 
только от однои независимои переменнои, являющеися ком-

бинацией переменных х, у. Эти решения называют автомо
дельными. 

Перейдем к отысканию автомодельных решений приве
денных выше уравнений пограничного слоя. С этой целью 
введем функцию тока 

purm = : , pvrm = - ~~ . (7.5.11) 
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Тогда уравнение движения примет вид-

дф ~- д'i> ~ = -·гт dpe +rm__!._ (Т) ~)· (7.5.12) 
ду дх дх ду dx ду ду 

Будем искать автомодельные решения уравнения (7.5.12) 
в виде 

11' (х, tl) = N (х) f (Т)), и (х, 11) =Ue (х) f ~ { 11). (7.5.13) 

Тогда 

д'i> дф д~ , , (-) д11 -=--=--=N(x)f- 11 - . 
ду дt] ду Т) ду 

(7.5.14) 

Штрих здесь и в дальнейшем означает дифференцирование*. 
Индекс е относится к параметрам пограничного слоя на его 
внешней границе. Из уравнений (7.5.8), (7.5.11), (7.5.12) 
следует 

purm=N(x)ff1'(~) дtJ =prmue(x)f~(ТJ), 
ду 

и 

- и ,т s Т) = е pdy. 
N (х) 

о 

(7.5.15) 

Запишем дифференциальное уравнение движения в пере

менных Т), х. Для этого заметим, что 

дф = ри rmf!-
дy е 11' 

дф = f dN +Nf!.. д11' 
дх дх Т) дх 

~ = f!.. due +иеf!!__ дfJ ~=и: f!!.- ргт • 
дх Т1 dx 11Т1 дх ' ду 11Т1 N 

Подставим вышеприведенные соотношения в уравне-
ние (7.5.14): · 

ри гmf!.. [ f!... due +и f!!..... д~ ]-и2 f!!..- prm [t дN + 
е Т1 Т1 dx е Т111 дх е '111 N дх 

+ Nf!... дТJ ] = т due + (lf!__)!.. ТJw Pw и~ рrзт (7 5 16) 
11 дх r Рг Ue dx '111 11 N2 ' • • 

r де l = Pril(Pw ТJw)· Уравнение (7 .5.16) запишем в виде 

' "аг• 

* Исключение составляют стехиометрические коэффициенты 
µ. 

а также т; = ~ "~r· 
a=l 
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1 

(lf ~-)!.. 'lw Pw Ue rtm + ff!!- + due (-2.!_-f!..) N =О. 
11'1 11 N (dN /dx) 1111 dx р 11 Ue (dN /dx) 

Фунhцию N (х) выберем из условия обращения в еди
ницу множителя при первом члене уравнения. В резуль
тате имеем 

где 

(7.5.17) 

Т or да уравнение примет вид 

, ( р ) d ln Ue (lf~11)Тi-t-//~Т)+2 _ре-{~ =0, {7.5.18) 
d ln; 

% 

S = s ТJw Pw Ue r2mdx. 
о 

(7.5.19) 

Таким образом, автомодельными переменными в данном слу
чае будут* 

g % 

~= Ue'::. S pdy, S= S ТJwPwUer2mdx. 
V2~ о о 

(7.5.20) 

Переменные 'У],~ были впервые введены А. А. Дородницыным 
[71]. Заметим, что в этом случае 

(7.5.21) 

Соотношения (7.5.20) содержат как частный случай все 
известные автомодельные переменные, использовавшиеся 

в гидродинамике: 

1) u8 = const, р = const, 1') = const, т = О. Преобра
зование Блазиуса: 

~ = flPUe Х, Т) = У;-. j 2
'1 х ; V PUe 

• Иногда беэраэмерну~ величину l определяют иначе: l = 
х 

== рТ)/(Ре11е). В этом случае ~ = J 11ePeUet1m dx. 
о 
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2) и11 = const, р = const, 'У] = const, т = 1. Преобра" 
зование Степанова- Манглера: 

;-i.r.'!' ~ W· х 

S=fJP"• S r1 dx, fJ = -----'--х--; 
о 2~ s 

puer2 
r' dx 

о 
. ,"'\. 

ЗJ m=O. Преобразование Иллингворса-Леви: 
х g 

S= S Pw 'llw и.dх, 1j= и:_ S pdg. 
о -V2; о 

Нетрудно теперь получить уравнения энергии и нераз
рывности для компонентов, если предположить, что 

где 

g = G ('Yl) hг (6), 

ёс~ = Su-(ТJ) ёа, (~), 
(7.5.22) 

(7.5.23) 

Заметим, что уравнение энергии можно представить в 
виде 

[ 

д~ 
ри дg + pv дg =_а_ 'У1 (i- _!__) 2 + --2L дg _ 

дх ду ду Pr ду Pr ду 

-t Ja.flMa.ha.-_.!.!_ t ё~vMa.ha.-qR], (7.5.24) 
Pr 

(1=1 a=l 

для этого уравнение движения (7 .5.2) следует умножить на 
и и сложить почленно с уравнением энергии в форме (7.5.4). 

Итак, с учетом (7 .5.22) и (7 .5.24) уравнение сохранения 
энергии принимает вид 

( _!__a!..)~+fG.!.-[_!_ ~ lia.Ma.C'-]' -
Pr 11 11 11 Pr ~ <1'1 -

а= 1 Т) 

[ 

J.I. - ] 
1 

li' 6 - L На. Ма. Jа.т. _-Q~fi = 2S/~ G htJ + 
a~J '1 е 
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+~ [1 (__!__ -1) f!. ,~ -] ' 
h . р 1') 1') " _, 
е r ~ 

(7.5.25) 

где введены обозначения 

н- ha - qR ·v2; J _ lа.Т) Р 
CI=-, QR= -----, a.11-

he Pw 'lw Ue rhe f); Pw ТJw 

Число Pr = Т)Ср/'А определено через замороженную тепло
емкость смеси 

µ. - µ. -
Ср= ~ СрссСаМа.; h= ~ Ca.Ma.ha.. 

а.== 1 а.= 1 

Приведем еще автомодельное уравнение неразрывно-
сти для компонентов: 

( - )' - - 2~ -Jа.Та :q-fCa.fi= Ra. 2 эk -26Sa.f; с~;. (7.5.26) 
рие r Pw ТJw .• 

Проекция плотности диффузионного потока iau связана с 
градиентами концентрации соотношениями (см. гл. 3) 

iau== Р _t Da.f3Ma Mf3 [ё~и ~ ck -ёf3 ~ ёkи] (7.5.27) 
~=1 k=l k= 1 

или 

Ja;,= ~r ~ M'3Leaf3 [сР11 f C1,-Cf3 .f c~iiJ· (7.5.28) 
~=1 k= 1 k=l 

В уравнении (7.5.28) Leap - обобщенные числа Льюиса: 

Lecx~ = рDа.в с р/'А. (7 .5. 29) 

Для бинарной смеси газов, состоящей из компонентов а и~' 
обобщенный коэффициент диффузии Dap совпадает с бинар
ным коэффициентом диффузии Dap и, следовательно, урав
нение (7.5.28) принимает форму известного закона Фика: 

/ а,у = - pDa,p М а С~у' 
- - l _, 
J а11 = - - Lесхв Ccxti· 

Pr 

В общем случае для неавтомодельных решений 

(7.5.30) 

(7.5.31) 

11' = V 26 f (~, ~); g = G ( fJ, 6) he (~); Са= Sa (11, ~) Сае (s). 
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Уравнения стационарного и многокомnонептного погра· 
ничного слоя в переменных 'r), ~ имеют вид 

pv = -fm-[(V~ fi+ 1-1!2~) ~; + V2~f~ii;). (7.5.32) 

(lf !!. - \!.. + ff !.- + 2 (~ -f .!.') d In ие = 2s [/!.. 1~ -! 'f !!._] 
11 11111 1111 р 11 d ln ~ 11 ТJi 1 1111 ' 

(7.5.33) 

Уравнения неразрывности для элементов 

1 .... -, ] 1 2 -fт. ~ fi.rci Cci[ , ~ = ' , ••• 'V. 
ci=l 

(7.5.36) 

Часто бывает удобным записывать уравнение энергии 
через безразмерную температуру 0 =Т/Т8: 

Nr 

2 ~ QJRJ 
~ ( с" __!___ д6 ) + ер f дО + 1=1 ( d ln ; )-1 + 
д~ Cpw Pr д1J Cpw ~ pcpw Те Ue dg 

+ и: l ( ~ )1 +l д! t ер Ja.ijMa.== 
Cpw Тв Uq д1) 

1 
Cpw cz-

= i)~ [ 2ср О d ln Те + 2и: Ре d ln Ue ] + 
д1) Cpw d ln ~ Cpr.o Тер d ln ; 
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+ 2ср s ( д~ дО _ _Ё1_ д~ ) . 
Cpw д1) д' д; дt) 

(7 .5.37) 

При использовании безразмерной функции тока и пере
менных Дородницына граничные условия для скорости 
должны быть заменены на граничные условия для f: 

f~ 111-+оо = 1; f~ f11-.o = О; f 111-= о =О. (7.5.38) 

Второе условие (7.5.38) вытекает из условия прилипания, 
а третье - из усповия непроницаемости поверхности тела. 

Если стационарное течение невязкого газа вихревое, то 
первое граничное условие (7.5.38) согласно [24] следует за
писать в виде 

( df )'=1+20/, ~~ =~. 
dtJ dtJ Ue 

(7.5.39) 

где Q определяется формулой (7.4.37). Что касается гранич
ных условий на поверхности обтекаемого тела, то они даны 
в§ 5.5 и 6.3. 

В заключение этого параграфа отметим, что в последнее 
время переменные Дородницына используют и при решении 
уравнений нестационарного пограничного слоя со стацио
нарными граничными условиями при у~ оо, в результа

те чего уравнения для осесимметри11ных нестационарных 
u . • 

течении принимают следующии вид: 
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~ f!!.o.[1- ( Ре ) V·:,i ]; 
у-1 Рео Рео 

(7.5.41) 

д ( l 
д~ Sc«i 

д~ ) +f д~~ =2S (u дса _!!_ дс(L ) 
дfJ д11 а; а; (}ij + 

µ. aRa 
--; а= 1, 2, .. ", µ-1; 
РРх 

L Ca=l; (7.5.42) 
a=l 

- и дf l [ l v 2 ( дf ) д~ U=-=--=-, pV=-- - - f+2s- -+ 
Ue дfJ f 2 ~ д~ дх ... -

+ ~ а1 дt] -Sg дрr d ] 
дт~ дх дt у (7.5.43) 

о 

Здесь а - безразмерная функция, 't = t~x - безраз-

(dие) -
мерное время; ~х = -d • и--безразмерная проекция 

х х=о, 

скорости на ось х; Sca = 'Y]/p(Da) - число Шмидта для 
а-компонента; D~ - эффективный коэффициент диффузии; 
0~ - безразмерная температура на внешней границе погра
ничного слоя; индекс еО приписывается параметрам на 
внешней границе пограничного слоя в точке торможения. 

При выводе уравнений (7 .5.40) - (7 .5.42) использова
лись пер~менные Дородницына в той форме, при которой 
l = p11/(Pe'tle), поэтому граничные условия (7 .5.38) для f 
сохраняют свой вид. , 

Из уравнений (7.5.40)-(7.5.42) как частный случай сле
дуют выписанные выше уравнения для стационарного по

граничного слоя, если в последних в качестве характерной 
температуры на внешней граниuе пограничного слоя выби
рать значение температуры в точке торможения. 

§ 7.6. Течение в вязком ударном слое 

Уравнения пограничного слоя нельзя использовать прима
тематическом описании течений в окрестности гиперзвуко
вых аппаратов, если высота полета достаточно велика, так 
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как в этом случае из-за малой плотности воздуха числа Рей
нольдса становятся меньше тех значений, которые обеспечи
вают точность этих уравнений. В то же время использование 
полных уравнений Навье - Стокса представляет собой 
большие математические- трудности. 1 lоэтому в последнее 
время для математического описания ~иперзвуковых тече

ний на больших высотах используют уравнения вязкого 
ударного слоя [72]: 

~ (purm) +~ (pvrm Н1) =О; Н1 = 1 +Ку; (7.6.1) 
дх ду 

и ди + ди + риvК + l др 
р-- pv- --= 
Н1 дх ду Н1 Н1 дх 

= -3_ [ТJ (~ -.!!!5...)] + ТJ [~ + -1 
cos cv] (~ -!!!5.. ); 

ду ду Н1 Н1 r ду Н1 
(7.6.2) 

~ !!!....+v~- и2 К = __ l ~; 
Н1 дх ду Н 1 р ду 

(7.6.3) 

-+ pvcp-------v-=- 'Л- + ат ат и др др а ( ат ) 
дх ду Н1 дх ду ду ду 

Nr 

+ ~ q i R i + ( _!5_ + cos q> ) 'Л ат _ 
l= 1 Н1 r ду 

(7.6.4) 

(7.6.5) 

Здесь и на рис. 7.6.1 Н1 -коэффициент Лямэ, К - кривиз
на контура тела, r 0 - радиус затупления тела, <р - угол 

между осью симметрии и касательной к контуру, а - угол 
между осью симметрии течения и касательной к ударной 
волне, Л (х) - расстояние по нормали к контуру от конту
ра обтекаемого тела до ударной волны, r = у cos ер_" 
кратчайшее расстояние между любой точкой М в области 
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определения G системы 
уравнений (7 .6.1) 
(7 .6.6) и осью симмет
рии 001 , rw -кратчай-
1пее расстояние между 

u 

точкои контура и осью 

симметрии, l - толщи
на оболочки обтекаемо
го тела, а остальные 

обозначения те же, что 
и в теории пограничного 

слоя. 

Уравнения (7.6.1)
(7 .6.6) описывают квази
стационарное ламинар

ное течение в вязком 

ударном слое в отсутст

вие переноса энергии 

излучением и термодиф
фузии при условии, что 

8н_11mpeHHRR 
по6'ерхность 
о6олочки 

ВнутренннR 
полость 

А 

Рис. 7 .6.1. Схема обтекания затуплен
ного тела гиперзвуковым потоком га

за с указанием положения ударной 
волны, поверхности обтекаемого тела 

и системы координат 

внутренние степени свободы молекул возбуждены рав
новесно. 

Легко видеть, что из системы уравнений (7.6.1) - (7.6.6) 
u u u 

как частныи случаи следует система уравнении многоком-

понентного пограничного слоя. В отличие от последней гра
диент давления поперек вязкого ударного слоя dpldy +о 
и для его определения необходимо решать уравнение (7.6.3). 

На больших высотах реализуется так называемый ре
жим разм{J,Занного слоя и на ударной волне при у = Ys 
необходимо использовать модифицированные соотноше
ния Ренкина - Гюrонио: 

t ~ sin а 
V8 =U8 g~8 -u8 ttoo , 

cos Ps 
(7.6.7) 

µ8 - - = (u*-U. 8 ) Роо Voo , ( 
да Ки8 ) sin а 

ду Н1 cos Ps cos 2Р8 
(7.6.8) 

Ps = Роо v:O (1-б8) sin2 а+ роо, (7.6.9) 

дТ [ µ и: (и.-и8) и, ] . · А-= Ноо- ~ Саоо has--- Х· 
ду ~ 2 COS 2Ао 

a==I t'-, 

sin а 
Х Роо Voo А. , 

COS l-IS 
(7.6.10) 
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р 

J 1 ) sin о l 1 ~ Jcz = О. fl = \Ca-1-Ccz• р. v. ; а== • •.. , µ- ; 
cos р, 

fZ-1 

(7.6.11) 

Здесь б, == Роо/р,; н. == v:.12 + Сроо т ., Ра = 

= а-<р, и.!:::: Uoo (cos а cos р, + б, sin 't si~ р,), индексы оо 

и s приписывают параметрам невозмущенного потока и за 
ударной волной соответственно. Оси координат, углы а, <р, 
положение ударной волны и поверхность обтекаемого тела 
изображены на рис. 7 .6.1. Легко видеть, что при стремле
нии тепловых и диффузионных потоков к нулю из соотноше
ний (7.6.7) - (7.6.11) следуют обычные соотношения Ренки
на - Гюгонио, приведенные в § 7.3. 

Помимо условий на ударной волне необходимо запи
сать условия на оси симметрии 001: 

U:lx=o=O;~'"дp' =0; 2!__1 =0; 
дх х=о дх х=О 

г дса. ~ =О; !!!_1 --~О. 
дх ', x::s о дх X=zO 

На замыкающем луче х=х0 для параметров, харак
теризующих состояние газовой фазы, необходимо ста
вить так называемые «мягкие» граничные условия, ко

торые с математической точки зрения представляют со

бой условия, гладкости соответствующих функций. 
При у=О и х>О, т. е. на поверхности обтекаемого 

тела, необходимо ставить те из граничных условий, по
лученных в § 5.5 и 6.3, которые соответствуют физиче-

• v 
скоп постановке конкретнои задачи. 

При решении задач теории вязкого ударного слоя удоб
но использовать также переменные типа переменных До
родницына. Достоинство этих переменных, так же как в 
пер~ых Дородницына, заключается в том, что зоны об
ласти G, 'Где имеются большие градиенты, в новых перемен
.ных растяг'Цваются, в результате чего градиенты уменьша
ются. Последнее значительно облегчает числовое решение 
зал:ачи. 

Решать задачи вязкого ударного слоя обычно сложнее, 
чем задачи теории пограничного слоя. Дело в том, что поло
жение у, (х) и кривизна ударной волны заранее не известны 
и их приходится определять в процессе решения. Кроме то-
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го, уравнения стационарного вязкого ударного слоя носят 

существенно эллиптический характер. Эллиптичность зада
чи означает, что на газодинамические параметры вверх по 

потоку влияют характеристики течения вниз по потоку. Для 
преодоления математических трудностей, возникающих при 
числовом решении задач вязкого ударного слоя, приходится 

использовать специальные математические методы; некото

рые из них предложены в работах Дэвиса, Майнера и Льюи-
са. · 

§ 7.7. Нестационарный теплообмен холодной· 
rорючей смеси с нагретой поверхностью 

В§ 5.4~_было сформулировано необходимое условие:существо
вания нестационарности процессов переноса в открытых ре

акционноспособных системах (5.4.3). Представляет интерес 
проверка этого условия. С этой целью рассмотрим обтека
ние лобовой критической точки инертного тела вращения, 
которое во все время процесса тепломассообмена сохраняет 
постоянную достаточно высокую температуру, «холодным» 

потоком реакционноспособного газа, состоящего из СО, 0 1 , 

N 2 *. В газовой фазе протекает гомогенная химическая реак
ция 2 СО + 0 2 = 2 С02 • Возникаеr вопрос о ква_зиста
ционарности состояния газовой фазы. С физической точки 

u 

зрения, очевидно, что если характерное время гомогеннои 

реакции tP значительно меньше характерного аэродинами
ческого времени и времен релаксации молекулярных про

цессов переноса (теплопроводности, диффузии компонеитов 
и диффузии импульса), то состояние газа нельзя считать ква
зистационарным. Действительно, в этом случае скорость 
возникновения неоднородностей полей температур и концен-

u u u 

трации вследствие химическои реакции выше скоростеи их 

исчезновения вследствие процессов молекулярного перено

са и состояние газа нельзя считать квазистационарным. По
скольку внутренняя энергия и концентрации компонентов 

единичной массы ограничены, могут иметь место колеба-
u u 

ния полеи температур и концентрации. 

Определим характерные времена процессов теплопро
водности, диффузии компонентов, перекоса импульса в по
граничном слое. Используя подобие процессов тепло- и мае· 

• Термодинамические параметры этих компоневтов будем в 
Аальнейшем отмечать индексами 1, 2, З, 4. 
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сообмена (73], легко находвм, что все времена релаксации 
имеют один порядок: 

t,e~ ie--б~/Ve, (7.7.1) 
где 611 - толщина динамического пограничного слоя, а vе
кинематическая вязкость, индекс е приписывается парамет

рам на внешней границе пограничного слоя. 
Используя определение толщины пограничного слоя 

(611 ~ l.1-VRe, где /* - характерная длина, а Re - число 
Рейнольдса), заключаем, что tie,....,, 1.1v., т. е. времена релак
сации в пограничном слое одного порядка с характерным 
аэродинамическим временем, что подтверждает соображения, 
сформулированные в § 5.4. 

В качестве характерного химического времени в данной 
задаче выступает величина 

(7.7.2) 

где Un - нормальная скорость горения, Xr - коэффициент 
температуропроводности, вычисленной при температуре го

рения Tr = т. + qc1icp. 
Основываясь на определении числа Дамкеллера (Dam = 

= tt/tp) и физическом условии существования термокинети
ческих колебаний tp < te (см.§ 5.4), приходим к следующе
му необходимому условию существования колебаний *: 

te u~l. 2и~ Dam=-= = >1. (7.7.3) 
lp Xr v. Зкr ~ж 

Представляет интерес проверка полученного выше кри
терия. С этой целью с помощью ЭВМ решалась следующая 
система уравнений, записанная в безразмерном виде: 

~(1 d~f) +f d~f = _!_ [( d! )2 
-~]; l = рµ ; 

dТ) dТ)2 dТJ2 2 dТ) Р Ре JA.e 

(7.7.4) 
~ (__!__ д6 ) +f д8 =_!__-°.О_ _б Ма W· 
дТ) Pr дТJ дТJ 2б д-t М 1 ' 

6 = * ехр - · Т- з • 21 Е qko ( Е ) 

2~жРе Ср RT* ' 
(7.7.5) 

* При дозвуковом обтекании сферы в окрестности лобовой кри
тической точки ~ж = 3/ 2uoolr0, где Uoo - невозмущенная скорость 
потока, r0 - радиус сферы. При гиперзвуковом обтекании ~ж опре
деляется по формуле Ньютона (64]. 
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~(-l- uc1 )+t де~=-•- дс1+vбW, 
дч Sc д11 д11 26 д'f 

4 

~ Са= l; (7.7.6) 
a=I 

де, 

д't 
_!___ (_!__ де! ) + f дса = _1_ 
д1) Sc д11 д1) 2 б 

~ м. w Ср RT: 
-yu М1 ' У= qE ; (7.7.7) 

д_ (_!_ де~ )+f де! =__!_ дсt , Ре = 
д1) Sc дt) д1) 2б д-r р 

- r+f'O ~ [са/Ма/ ~ (Crи/MrJ ]; 
~+~ве a=I а.=1 

(7.7.8) 

0,25 0 
(1 +P0)-1,2s ехр--

1+ре 4 

М1 ~ (са./Ма.) 
С&= 1 

~= RT • . t -== Ре Tl' sa 

Е ' * ko 
ехр Е . 0 = (Т - т .> Е • 

RT.' RT: ' 
g 

- Uerm s 11= 11~ pdu. 
о 

Здесь б - 2-е число Дамкеллера; 't = tlt* - безразмерное 
время; t* - характерное «химическое» время; Е, q, k0 -

u 

энергия активации, теплота химическои реакции и пред-

экспоненциальный множитель для гомогенной реакции окис
ления оксида углерода; '\', р - безразмерные"числовые па
раметры, физический смысл которых очевидным образом вы
текает из формул для этих величин, приведенных выш~; 
Pr, Sc - числа Прандтля и Шмидта; ин~ксы w, • при-
писывают соответственно параметрам при 1') = О и харак-
терным величинам, остальные обозначения введены ранее. 

Система (7.7.4) - (7.7.8) представляет собой совокуп
ность уравнений сохранения импульса, энергии и неразрыв
ности для компонентов, а также уравнение состояния газа 

в пограничном слое. Для конкретного решения этой системы 
уравнений необходимо записать начальные и граничные ус
ловия. Для поставленной выше задачи эти условия имеют 
вид 

f' (оо) = 1, 0 l't=O = 0 ('t, оо) = 08 ; Ca. l't=O =Ca.('t, оо) =Саг; 

(7.7.9) 
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==о. (7.7.10) 

Система уравнrннй (7.7.4) (7.7.8) следует как частны1u1 
случай из уравнений (7.5.40) - (7.5.42). При записи систе
мы уравнений (7.7.4),- (7.7.8) предполагалось, что функ
ция тока зависит,,..от времени параметрически*, удельные 
теплоемкости компонентов считались постоянными и оди

наковыми. Предполагалось также, что четырехкомпонент
ная смесь:.газов является эффективной бинарной смесью, 
так как вследствие близости молекулярных масс СО, 0 2 , 

N 2 эти компоненты можно объединить в одну группу, а 
компонент СО2 представляет собой вторую группу частиц. 

При проведении расчетов термокинетические постоян
ные (энергия активации и предэкспонент) выбирались из 
~работы (10] и принималось, что l == 1. 

Выясним вначале, при каких условиях реализуются 
стационарные режимы горения в газовой фазе, и дадим 
классификацию этих режимов. С этой целью решим анали
тически задачу об обтекании смесью газов со+о2 + СО2+ + N 2 инертного нагретого тела с постоянной температурой 
поверхности Т w (термостата). Температура газовой смеси 
на бесконечности Т8 << Т w' в результате чего гомогенная 
химическая реакция горения оксида углерода протекает 

только вблизи нагретой поверхности. Для получения ана
литического решения поставленной задачи сделаем ряд уп
рощающих допущений. Будем считать дополнительно, что 
числа Прандтля и Шмидта постоянны, l = 1, кислород на
ходится в избытке, а 

р,/р = (1 + ре)/ (1 + рев)· (7. 7 .11) 

Последнее допущение эквивалентно допущению о постоян
стве молекулярной массы смеси. 

Задача сводится к решению системы обыкновенных диф
ференциальных уравнений 

d8 f +f d2 f __ _!_ (t~2_ 1 +~в ) (7.7.12) 
d1J8 d1}1 2 1 + ~0е ' 

( 

1 d2 в +f _оо._ ;=: -б м. w, (7.7.13) 
Pr d~2 d1) М1 

• Это допущение будет обосновано в конце параграфа. 



с граничными условиями 

(7.7.14) 

(7. 7.15) 

f(O)=O; f' (0)=0; 0(0)=0w; с~(О)=О; (7.7.16) 

f~ (оо) = 1; Са (оо) = Сае; 0 (оо).= 08 , а= 1, 2, 3, 4. (7.7.17) 

При решении краевой задачи (7. 7.12)- (7. 7.17) имелось 
в виду, что концентрация азота с5 = const. 

Известно, что химическая реакция может протекать как 
в кинетическом, так и в диффузионном (квазир011новесном) 
режимах. Если газ не воспламеняется, то реализуется кине-

u u 
тическии, а при горении газа - квазиравновесныи режим. 

В связи с этим для определения критического числа Дамкел
лера б*, разделяющего эти два режима, применим извест
ное условие зажигания Зельдовича (см.§ 6.8), которое в на
шем случае имеет вид 

~, -О 
дТ) 11=0 - • 

(7.7.18) 

Физический смысл этого условия· состоит в том, что на пре
деле зажигания тело не отдает те~лоту реагирующему газу, 

так как его температура вследствие тепловыделения от хи-
u 

мическои реакции в окрестности тела достаточно высока. 

Выберем в качестве характерной температуры величину Т w, 
тогда 0w =О и из уравнения (7.7.14) с учетом граничных 
условий (7.7.16), (7.7.17) и условия (7.7.18) получим сле
дующее выражение для критического числа Дамкеллера: 

Для вычисления интеграла / используем метод Мексина. 
С этой целью представим функцию тока в виде степенного 
ряда 

f = 1/2/" (О) 112 + 1 /6/"' (О) 113 + ... 
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u 

и удержим в показателе экспоненты только первыи член 

этого ряда. Внутренний интеграл с переменным верхним 
пределом также представим в виде ряда 

I ехр [ Pr ~ fdч] Wldri = \\7(О)1'\ 1 . " 

и учтем только первый член этого ряда. В результате значе
ние / легко определить и удается получить приближенное 
аналитическое выражение для величины 

u* (7.7.20) ~ = _ 200е М1 ( Pr f" (О) )2/3. 
9M3 Pr W(O) 6 

В силу допущения об избытке окислителя W (О) = dc1w, 
причем числовой параметр d изменяется в довольно узких 
пределах. В частности, если 0,75 ~ с2е ~ 0,95, то 0,8 ~ 
~ d < 1. Таким образом, для вычисления критического зна
чения числа Дамкеллера необходимо найти c1w и f" (О). 

Используя записанное в виде квадратур решение урав
нения (7.7.14), можно определить c1w при б = б*: 

C1w-C1e= --Scy&*dC1w . (7.7.21) 9 . ( Sc /" (О) ) 2 / з 
20 6 

Из (7.7.21) находим концентрацию оксида углерода на 
поверхности твердого тела: 

C1w = Cie 
213 

(7.7.22) 
1 + О,45у Sc б* d (Sc f" (0)/6- . 

Для вычисления f" (О) также используем прием, указанный 
выше. С этой целью вводим <р == f', в результате чего урав
нение (7. 7 .15) становится уравнением второго порядка отно
сительно ер. Формально считая _это уравнение линейным 
уравнением относительно ер', легко получаем после некото
рых простых преобразований 

[ 1"<
0>] 2

'
3
=0,093[1+ vгI+ 4

•
84 

]· (7.7.23) 
6 1-+ ~6е 

Подставляя (7.7.21) и (7.7.23) в формулу (7.7.20), получаем 
критическое значение числа Дамкеллера через заранее из
вестные величины: 

б О,210еМ1 [t + /t * = - -С-1 е-. P_r_I _/ 3-М-з +_M_i_S_c_1 ,-3-у_е_е i + 4,84 

1 +~ее ]· 
(7 .7.24) 
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Полученное число Дамкеллера соответствует положению 
максимума температуры на границе раздела сред газ -
твердое тело. Если числа Дамкеллера превосходят критичес
кое, то максимум температуры находится в пограничном 

слu~, и р~ализуется квазиравновесный режим нротекания 
гомогенной реакции, при котором вследствие большой ско
рости реакции теплота поступает из газовой фазы в твердое 
тело. В противном случае максимум температуры в погра" 
ничном слое не имеет места, так как скорость реакции до" 

статочно мала, вследствие чего теплота постуnает от нагре" 

той поверхности в газовую фазу. 
Для детального исследования закономерностей неста

ционарного тепло" и массообмена при горении оксида угле
рода система уравнений (7. 7 .4) - (7. 7 .8) с граничными и 
начальными условиями (7. 7 .9), (7. 7 .1 О) решалась численно 
с помощью итерационно-интерполяционного метода (49]. 
Расчеты проводились до выхода на стационарный режим про· 
текания процесса и в зависимости от значения используемо" 

го числа б в стационарном режиме наблюдалось либо нали
чие максимума температуры в пограничном слое, либо от-
сутствие его. \ 

Рассмотрим результаты числового решения данной зада" 
чи в случае чисел Дамкеллера, малых по сравнению с б*. 
На рис. 7.7.t изображено распределение безразмерной тем
пературы в пограничном слое в различные моменты време

ни. Поскольку рассматривается обтекание холодным пото
ком газа горячей стенки, при большой скорости подачи хо
лодной смеси события развиваются в такой последователь
ности. Вначале горячая стенка подогревает набегающий по-

. u u 

ток и инициирует протекание гомогеннои химическои реак-

ции (рис. 7.7.1). При протекании реакции происходит ин
тенсивное тепловыделение и образование углекислого газа, 
в результате чего распределение температуры поперек по

граничного слоя описывается кривой 3, которая отвечает мо
менту времени 't = 1,774. Кривая 2 отвечает 't = 0,696, а 
кривая 1 соответствует начальному распределению темпера
туры*. С течением времени максимум температуры умень-

u • 

шается, так как скорость химическои реакции уменьшается 

• В данном расчете начальное распределение температуры оп
ределялось из решения системы уравнений (7. 7.4)-(7. 7.8) с гранич
ными условиями (7. 7. 9), (7. 7.1 О) в приближении «заморожен ног~» 
пограничного слоя, а в остальных расчетах начальное распределе

ние температуры задавалось в соответствии с условием (7. 7.9). 
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вследствие появления значительного количества СО2 и 
уменьшения концентраций активных компонентов СО и 0 2• 

Был прослежен выход на стационарный режим протекания 
v 

процесса, которыи характеризуется распределением темпе-

ратуры по пространству, соответствующему кривой 4. Та
ким образом, в данном случае при достаточно больших зна
чениях времени реализуется кинетический режим гомоген
ной химической реакции. Эгот результат согласуется с ре
зультатами аналитических оценок в., так как для данного 
варианта число Дамкеллера б = 142, что меньше соответст
вующего критического значения б* = 150. Обращает на се
бя внимание тот факт, что в моменты времени, ·близкие 
к начальным, тепловые потоки из газовой фазы в твердое 
тело могут существенно превышать стационарное значение 

теплового потока. 

На рис. 7.7.2 показано распределение безразмерной 
температуры в пограничном слое в различные моменты вре

мени для числа б = 380, превосходящего критическое зна
чение б* = 150. Кривая 1 соответствует распределению тем-

v 
пературы в начальныи момент времени, затем происходит 

прогревание холо,цного потока газа вследствие подвода теп

лоты от горячей стенки и за счет начинающейся экзотер
мической химической реакции в пограничном слое (кривая 
2). Быстрый рост скорости химической реакции и связанное 
с ним·значительное тепловыделение приводят в дальнейшем 
к образованию максимума температуры в пограничном слое 
(см. кривую 3). Как и в предыдущем случае, расчет прово-

u u 

дился до выхода на стационарным режим, которыи здесь ха-

в 

о 7i 
-2 

-4 

-б 

Рис. 7 .7.1. Распределение без
размерной температуры 8 го
рючей смеси в пограничном 
слое в различные моменты вре· 

мени при б<б*, 
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Рис. 7.7.2. Распределение без
размерной температуры 8 горю
чей смеси в пограничном слое в 
различные моменты времени 

при б>б.., 



с ос 
~8 

0,6 
). 

0,4 

0,2 

о 
~2 2,~ 

-
~ 

Рис. 7.7.3. Графики распределе
ния концентраций с а компо-

нентов поперек пограничного 

слоя 

(,~ w-- -т--
0,8 ;- -

з 

О,б 

о, ч 
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4- 8 12 16 20 t' 

Рис. 7.7.4. Зависимости концен
траций с а• компонентов на об-

текаемой поверхности от без-
размерного времени 't 

рактериэуется распределением температуры, показанным 

на кривой 4. Таким образом, в данном случае для достаточ
но больших значений времени в согласии с приведенными 
выше результатами реализуется кваэнравновесный режим 
протекания гомогенной реакции. 

Представляют интерес поля концентраций компонентов 
в пограничном слое для различных моментов времени. На 
рис. 7. 7 .3 приведены графики концентраций поперек погра
ничного слоя для С02 (кривые 1, 2, З) и для кислорода (кри
вые 1', 2', З') в различные моменты времени. Здесь кривые 
1, 1'; 2, 2'; З, З' отвечают тем же моментам времени и тем 
же значениям безразмерных параметров, что и кривые 2, З, 4 
на рис. 7.7.2 соответственно. Видно, что химическая реак· 
ция локализуется в узкой зоне внутри пограничного слоя
во фронте горения (кривые 2, З), который вначале про
двигается в сторону «свежей» смеси, а затем стабилизирует
ся на некотором фиксированном расстоянии от нагретой по
верхности. На рис. 7.7.4 приведены зависимости концентра
ций компонентов на поверхности от времени протекания про
цесса. Кривая 1 эдесь соответствует концентрации СО, 2-
концентрации углекислого газа СО2 , З - концентрации кис
лорода. Видно, что концентрации компонентов на поверх
ности довольно быстро выходят на свои асимптотические 
значения. Этот результат подтверждает сделанный ранее вы
вод о том, что при б = 380 реализуется кваэиравновесный 
режим протекания гомогенной химической реакции. 

Представляют интерес исследование состояния газовой 
фазы при весьма больших значениях числа Дамкеппера и 
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nроверка гипотезы о термокинетических колебаниях прп го
рении, которая была сформулирована выше. 

Используя уравнение состояния и вычисляя скорость 
нормального горения по формуле Зельдовича - Фран1< 
Каменецкого [46), получим следующее приближенное вы
ражение: 

2qk0 
Dam=Л=--

PжPecpTr 

Р: ( 1 + 4 , 5 Р r) kr ( 1 ) 
------ ехр --

(1-kг)а Pr ' 

где kг = Т JТг, ~r = RTгlE. 
(7.7.25) 
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Рис. 7.7.5. Поля температур (а), кон
центраций (б, в) и скорости (г) для 

различных моментов времени т: 

1 - '(-0; J - 7 ,75; 3 - 9.87: 4 - 20,25; 6 -
21,07: 6 - 31,16: 7 - 32,66; 8 - 89,66; 9 -
100,81; 10 - 101,66, 11 - 112.82; 12 - 113,39; 
11 - 124,88; 14 - 125.88; 16 - 137,45: 16 -

138,39 
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Рис. 1.7.6. Изменение максимума безразмер
ной температуры 0 и его координаты t')m 
внутри пограничного слоя с ростом време

ни 't' 

При те = 300 к, С1е = 0,2, с2е = 0,8, ~х = 1 по фор
муле (7.7.25) находим Л = 22, т. е. в данном случае могут 
иметь место термокинетические колебания. В связи с этим 
при Т w = Т * = 1500 К, б = 5,7 · 104 и прежних значениях 
остальных параметров* был проведен расчет полей темпера" 
туры, концентраций и скорости для различных моментов 
времени (рис. 7. 7.5). 

Из рис. 7.7.5 видно, что в первые моменты времени про
исходит прогрев набегающего холодного потока газа. Эrой 
ситуации отвечает кривая 2 на рис. 7.7.5. При достаточном 
прогреве газа наблюдается быстрый рост температуры, обус
ловленный очень большой скоростью гомогенной химичес
кой реакции. Так как в узкой зоне вблизи стенки активный 
компонент СО выгорает, то реакция прекращается и начи
нается затем медленное рассасывание пика температуры. 

В результате действия процесса теплопроводности вновь 
поступившая порция «холодного» горючего газа прогрева" 

ется и затем быстро сгорает. Таким образом, процесс повто
ряется и приобретает колебательный характер, как следует 
из анализа кривых 3-16 на рис. 7.7.5. 

* Число б = 5, 7 · 104, полученное при Т • = 1500 К, соот
ветствует значению Л = 22, полученному при Т = т1 •• 
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Спустя некоторое время фронт горения перемещается 
u 

внутрь пограничного слоя и влияние горячеи стенки на ха-

рактеристики ослабевает. Поэтому можно заключить, что 
колебания носят периодический характер. Эго можно видеть 
из rрафика (рис. 7. 7 .6, а), на котором нuказанu изменение 
максимума температуры в пограничном слое с течением вре

мени. Видно, как в зависимости от ,; резкие всплески макси
мума температуры, отвечающие быстрому протеканию хими
ческой реакции, сменяются постепенным уменьшением 8m, 
соответствующим прогреву холодного газа. 

Период колебания складывается из времени химическо
го превращения т Р и времени релаксации Т8 , необходимого 
для рассасывания пика температуры. Из графика на 
рис. 7.7.6, а можно видеть, что Тр ~ 0,1 те. Этот результат 
подтверждает правильность приведенного выше физическо
го критерия возникновения термокинетических колебаний 
в пограничном слое. 

Следует отметить, что вблизи нагретой стенки скорость по
тока газа в силу условия· прилипания мала. Поэтому ско
рость горения превышает скорость потока газа и фронт го
рения смещается к внешней границе пограничного слоя 
(рис. 7. 7 .6, б). Следует отметить, что в моменты, соответст-

u 

вующие минимуму максимальнои температуры в погранич-

ном слое, скорость горения уменьшается и продвижение 

фронта горения к внешней границе пограничного слоя_..за-

медляется. Поэтому кривая flm (т), характеризующая поло
жение максимума температуры в любой момент времени т, 
носит колебательный характер. С течением времени огиба-

ющая максимумов кривой flm ('t) стремится к горизонталь
ной асимптоте, что свидетельствует о замедлении продвиже
ния фронта горения к внешней границе пограничного слоя. 
Например, при т = 10 безразмерная скорость распростра
нения фронта горения* ro = 0,014, а при т = 350 (t === 
= 0,07 с) ro = 0,008, т. е. скорость распространения умень
шается почти в два раза. В дальнейшем при достаточно боль
ших временах скорость распространения пламени в погра

ничном слое обращается в нуль, так как-скорость нормаль
ного горения сравнивается в некоторой области погранич-

ного слоя при 1) = 11* со скоростью поступления свежей сме-

• Под фронтом горения здесь понимается поверхность 11 = 
= 11• ('t) такая, что с1 (11. ('t), 't] = 0,001. Функции 11• ('t) и 1lm(t) 
отличаются друr от друга незначительно. 
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сн ~ фронт пламени начинает колебаться в окресrности !i = 
= '!)*. 

Надо сказать, что термокипетические колебания обус-
ловлены конкретным физическим механизмом, указанным 
выше, а не процедурой вычислений, так как при изменении 
шага сетки по пространству и варьировании точности счета 

по времени картина полей температуры в качественном от-
клонении не изменяется. · 

По-видимому, указанного выше типа термокинетичес
кие колебания можно наблюдать в эксперименте, так как 
частота этих колебаний ~ 1000 Гц, а амплитуда~ 200 К, 
что, очевидно, можно зафиксировать с помощью современ
ной измерительной техники. Максимальная температура 
при этих колебаниях не выше адиабатной температуры горе
ния горючей смеси (Т m = 1800, а Tr = 2000 К). 

Полученные выше термокинетические колебания сле
дует отнести к классу так называемых «тривиально-релак

сационных» колебаний, понятие о которых введено в [46]. 
Согласно [46], они возможны в любой открытой термодина
мической системе при наличии критических условий. 

В заключение этого параграфа обсудим справедливость 
допущения о том, что дf/дt << ff". Вследствие этого допуще
ния функция тока зависит от времени параметрически. Эга 
зависимость обусловлена тем, что отношение р,)р, являясь 
функцией температуры и концентраций компонентов, за
висит от времени. Поскольку амплитуда колебаний безраз
мерной температуры Л8 "' 1 (рис. 7.7.6), изменение величи
ны Ре! р обусловленное этими колебаниями, мало. Действи
тельно, используя уравнение состояния (7 .7 .8), · находим 

~Ре 1+~0ср+~ле 1+~8ср+~ - ~ ~ (7.7.26) 
р 1 +Р6е 1 +РОе 

Таким образом, изменение р81р, обусловленное термокине
тическими колебаниями, мало, так как 1 + Р8ср )) Р 
по определению безразмерного критерия подобия р. 

§ 7 .8. Некоторые сопряженные задачи горения 
углеграфитового тела в потоке окислителя 

В ряде случаев при исследовании горения одиночных до
статочно крупных частиц числа Рейнольдса Re > 10 и для 
описани.Я явлений воспламенения и горения угольных час-

" тиц можно использовать систему уравнении пограничного 
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слоя для нестационарных осесимметричных или плоских 

течений химически реагирующего газа в отсутствие мас

совых сил: 

дрr + дриr + dpvr =О; (7.8.l) 
дt дх ду 

~+иди +v~=-_!_ дре +-1 ~(t)~); 
дt дх ду р дх р ду ду 

Ре= Ре (t, х); (7 .8.2) 

( 
дса дса дса ) R дJ а . 

р дt + U дх + V ду = а - ду , 

µ 

СХ = 1, 2, ... , µ - 1 ; ~ Са = 1 ; ..... 
СХ.=1 

(7.8.3) 

( 
дТ + ат + дТ) дре + дре + 2 ( au \

2 
• ре - и- v - = и У) - J -r· 

р at дх ау дt дх ау 1 

(7.8.4) 

(7.8.5) 

µ. 

Pe=pRT ~ (са/Ма). (7.8.6) 
a=l 

Уравнения (7.8.1) - (7.8.6) необходимо решать совместно 
с уравнением 

с (ат, +v дТs)-3-(л iJT) Ps ps дt s ду - ду s ау , (7.8.7) 

представляющим собой закон сохранения энергии в сплош
ном твердом теле. При записи уравнения (7.8.7) предпола
галось, что толщина прогретого слоя сферической частицы в 
течение всего времени процесса тепло- и массообмена значи
тельно меньше радиуса частицы и поэтому 

дТ sfдx < дТ8/ду. 
Уравнения (7.8.1) - (7.8.7) необходимо решать с. уче

том следующих граничных и начальных условий: 
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Tl11=o=Tвl11=0=Tw; (.л :т + ~ R8 ;Qw;') ~ 
у i= 1 у=О 

- , дТв 
-дв при х~О; 

ду у=О 
(7.8.8) 

Ja.+ (pv)wca.=Rsa. при у==О, t>O, х~О; (7.8.9) 
µ 

(pv)=(pv)w==PsVs= ~ Rsa. при и=О, t>O, х~О; 
а.= 1 

= Т н при у~ оо или t == О; 

Tsft=o=Tsfu=- 00 =Тsн· 

Здесь приняты те же обозначения, что в§ 6.4 и 7.5. 

(7.8.10) 

(7.8.11) 

(7 .8.12) 

Конкретный вид функции Ra. и Ra.s зависит от сорта ком
понента и принятой схемы гомогенных и гетерогенных ре
акций. В данной работе считается, что газовой поток состо
ит из пяти компонентов (СО, 0 2 , С02 , N2 , Н 20; в обозначе
ниях величин им будут соответствовать индексы 1,2, 3, 4, 
5), и используются кинетические схемы Л. А. Вулиса [46] 

С + 0 2 == СО2 ; С + СО2 == 2СО; 2СО + 0 2 == 2СО2 
(7.8.13) 

и С.В. Бухмана [31] 

С + 0 2 == СО2 ; 2С + 0 2 = 2СО; С + 0 2 = 2СО; 2СО + 
+ 0 2 = 2СО2 • (7.8.14) 

Здесь и выше последняя реакция является газофазной, а ос
тальные реакции имеют место на поверхности горящей час
тицы. 

Краевая задача (7.8.1) - (7.8.12) описывает воспламе
нение и горение достаточно крупных сферических уг легра
фитовых частиц в потоке нагретого кислорода. Эта задача 
решалась численно с помощью итерационно-интерполяци

онного метода [49], причем априори считалось, что гетеро
генное воспламенение имеет место, если температура на гра

нице раздела сред Т w при t :;;:: t* (где t* - время гетеро
генного воспламенения) резко возрастает. Иначе говоря, 
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время гетерогенного воспламенения математически опреде· 

ляется из условия 

При проведении расчетов варьировались скорость, со
став и температура набегающего потока газа, термокинети
ческие постоянные гомогенной и гетерогенной физических 
реакций, а также числа Прандтля и Jlьюиса. Давление для 
всех вариантов принималось равным~_105 Па, плотность и 
теплопроводность электродного угля считались равными 

Ав= 419 Дж/мс, р8 :а:: 1,2·103 кг/м3 • Рассмотрим вначале 
воспламенение уг леграфитового шара в окрестности лобо
вой критической точки четырехкомпонентным (СО + 0 2 + 
+ СО2 + N J потоком газа с учетом кинетической схемы 
Л. А. Вулиса при с'l.в = 0,3; сЗе = 0,7; ~х = (dи81dx)z-o = 
= 1,5 и00/ r 0 , где и00 - скорос~ь однородного потока, а 
r 0 - радиус шара. 

На рис. 7.8.1 приведена серия кривых Т w (t), которые 
получены при Твн = 1000 К, Те= 900 К, ~х = 1406,25 и 
750 с-1 (кривые 3 и 4 соответственно)t Т8 = 1500 К, Рж = 
= 7500 с-1 и. 1875 с-1 (кривые 2 и 1), т. = 500 К, Pz = 
= 1,5· 104 с-1 (кривая 5). Из сопоставления кривых 3 и 4 
видно, что при увеличении скорости подачи окислителя вре

мя воспламенения существенно возрастает, так как при низ

кой температуре окислителя затрудняется рост скоростей 
первичной экзотермической гетерогенной реакции. Такой ре
жим воспламенения целесообразно назвать гетерогенны,м 
самовоспламенением [4, 27]. 

Наряду с режимом самовоспламенения существует ре
жим зажигания [4, 27] (кривые 1,~2 на рис. 7.8.1), при кото
ром увеличение скорости подачи горячего окислителя вызы

вает~ уменьшение времени воспламенения. Таким ооразом, 
для режима зажигания горячий поток окислителя способ-

u u 

ствует росту скорости экзотермическои rетерогеннои реак-

ции С + 0 2 = СО2 • 
Если условия для протекания гетерогенной экзотерми

ческой реакции крайне неблагоприятны - очень низкие 
температуры и высокая скорость набегающего потока, то 
диффузионный режим протекания химических реакций не 
реализуется и происходит остывание образца (кривая 5 на 
рис. 7.8.1). 

Качественное различие между режимами самовоспламе
нения и зажигания следует из анализа кривых зависимости 
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Рис. 7.8.1. Зависимости темпе
ратуры поверхности Т 10 в ок
рестности лобовой критической 
точки углеграфитовоrо шара 
от времени t для различных 

условий обтекания 
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Рис. 7 .8.2. Зависимо
сти времени воспламе

нения t. для режи
мов гетерогенного за

жигания и самовос

пламенения от гради

ента скорости потока 

Рх в окрестности лобо
вой критической точки 

" 

времени воспламенения t* от Рх при начальной температу
ре тела Т вн = 1 ООО К для двух значений; Т 8 = 900 К и Те = 
= 1500 К (рис. 7.8.1, кривые 1 и 2). ' 

Анализируя поведение кривой 2 данного рисунка, мож-
u 

но предположить существование такои температуры внеш· 

него потока Те, при которой время воспламенения t* небу
дет зависеть от скорости набегающего потока газа. Как по· 
казали р~счеты, время воспламенения t* в режиме зажига" 
ния сильно зависит от значения концентрации кислорода 

с2е. С уменьшением концентрации кислорода время· воспла· 
менения значительно увеличивается, так как сниж~ние 

концентрации Т- кислорода уменьшает скорость первичной 
экзотермической реакции и одновременно с ростом концен
трации углекислого газа увеличивается скорость: вторич-

u u 

нои эндотермическои реакции. 

Как показали расчеты на ЭВМ, в рамках кинетической 
схемы Л. А. Вулиса температура поверхности и скорость 
массового уноса (pv)w при наличии гомогенной химической 
реакции незначительно отличаются от соответствующих зна" 

u 
чении этих характеристик, полученных для замороженного 

течения. 

В табл. 7.8.1 при ~х = 1875 с-1 и прежних значениях ос
тальных параметров (Тsн = 1000 К, TtJ = 1500 К, с2• = 
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Та б л и ц а 7.8.1 

t, с Tw вам, К Т w пер, К 
1 os (pv)w зам, 10' (pv)w пер, 
КГ·М-2 ·с-l кг·м-2 .с-1 

о 1000 1000 1,56 1,56 
0,221 о 1130 llЗO 5,19 5,17 
0,4421 1249 1249 9,57 9,55 
0,6632 1383 1385 13,76 13,73 
0,8843 1490 1501 17,26 16,87 

= 0,3; Сзе = 0,7) приведены результаты численного инте
грирования, которые подтверждают сделанное выше заме

чание. 

Из анализа данных этой таблицы следует, что массовая 
скорость уноса в случае замороженного течения больше мас
совой скорости уноса для неравновесного течения. Физичес
ки этот факт объясняется тем, что в результате горения об
разующегося оксида углерода к поверхности раздела сред 

поступает меньше кислорода и больше углекислого газа. 
В случае неравновесного течения качественно изменяется 

характер поведения распределения температуры и концент

рации внутри пограничного слоя. Если для замороженных 
течений профили температуры и концентрации - монотон
ные кривые, то для неравновесного течения профили тем
пературы и концентраций углекислого газа при t = t*, 
где t* - время воспламенения, имеют максимум. На 
рис. 7.8.З приведены графики безразмерной температуры 
0 (кривые 1, 2, 3) и массовые концентрации с 3 углекислого 
газа (кривые 1', 2', 3') для различных моментов времени 
(1 - t = О, 2 - 0,685, 3 - 1,625 с) при Рх = 1406, 25 с-1 , 
Тsн = 1000 К, Те= 1500 К, С2е = 0,3; Сзе = 0,7. Видно, 
ЧТQ в некоторый момент времени, когда в результате вторич
ной гетерогенной реакции выделяется достаточное количе· 
ство оксида углерода, служащего исходным продуктом го

могенной реакции, вблизи границы раздела сред зарожда
ется максимум температуры и концентрации углекислого 

газа. 

По рис. 7.8.3 нетрудно проследить поведение Сзw на гра
нице раздела сред, обусловленное механизмом протекания 
гетерогенных химических реакций. Вначале в силу соотно
шения Е1 < Е2 (Е1 , Е 2 - энергии активации первой и вто
рой реакций (7.8.13)) в основном протекает первичная ре
акция, в результате которой концентрация углекислого га-
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Рис. 7.8.3. Безразмерная 
температура 0 и концен
трация Сз углекислого га
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Рис. 7 .8.4. Температура Т 1D на 
границе раздела сред в окрест

ности лобовой критической точ
ки уг леграфитового тела при 
его обтекании трех- и пятиком· 

понентным потоками гаэа 

за на поверхности возрастает. После выхода на диффузион
ный режим скорость первичной реакции практически не воз· 
растает, а так как температура поверхности становится зна· 

чительной, то начинает увеличиваться скорость вторичной 
гетерогенной реакции. в результате чего концентрация 
оксида углерода растет. 

Одновременно с использованием схемы Вулиса исследо
вался тепло- и массообмен при протекании гетерогенных 
реакций (7.8.14), которые имеют место на границе раздела 
сред согласно исследованиям Бухмана. 

Часть расчетов была выполнена при тех же данных, что 
и для прежней кинетической схемы. Сравнение результатов 
показало, что различия для температуры Т w в одинаковые 
моменты времени могут достигать 10-15%, причем значе
ние Т w для замороженных течений существенно отличает-

ся от соответствующих значений Т w, вычисленных с учетом 
гомогенной реакции. В частности, при t = 0,08, Т,н = 
= 1000 К, Те = 1500 К, С2е = 0,2; Сзе = 0,8; Рх = 
= 7500 с-1 имеем Т w - Т w = 180 К, что объясняется 
Зflачительным выделением теплоты в газовой фазе вследст
вие большой скорости экзотермической гомогенной реакции. 

Таким образом, при решении задач с учетом сложных фи
зико-химических превращений на поверхности и неравно
весных гомоген1:1ых реакций очень большое значение имеют 
достоверность сведений о кинетической схеме процесса и 
точность определения термокинетических констант. 
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Рис. 7.8.5. Зависимости безраз
мерных ICllJIOBLIЛ llU l'OKUB Ц ш~ 

для трех- и пятикомпонентной 

горючих смесей от времени t 

В теории горения при расчете времени воспламенения и 
массовой скорости горения, как правило, учитывают толь
ко влияние так называемых активных компонентов. Под 
последними понимают компоненты, уч а ст в у ю щи е в 

химических реакциях. Инертные компоненты (компоненты, 
н е у ч а с т в у ю щ и е в химических реакциях) при ма
тематическом описании процесса горения, как правило, иг

норируют или учитывают косвенно через формулы коэффи
циентов переноса. 

На. рис. 7.8.4 приведены графики температуры раздела 
сред в функции от времени при Ср8 = 167,6Дж/(кг·К), 
Ps = 2000 кг/м3 , Л8 ;:::: 2095Дж/(м·с·К) (электродный уголь) 
т. = 1500 к, Твн = 1000 к, Ra = О, Рх = 1406 с-1 для 
трехкомпонентной среды СО, 0 2 , СО2 (сплошная кривая) 
и дпя пятикомпонентной среды при с1е = О, с2е = 0,3; 
Сае = О, Сн = 0,699; с5е = 0,001 (пунктирная кривая). 

Обращает на себя внимание тот факт, что сплошная кри
вая растет быстрее пунктирной. Расчеты показали, что без-

размерный тепловой поток в твердую фазу * qw, для трех
компонентной смеси также растет быстрее, чем при обтека
нии тела пятикомпонентным потоком (рис. 7.8.5, кривые 
на котором получены при тех же данных и обозначены так
же, как и соответствующие кривые на рис. 7.8.4). Дальней
ший анализ показал, что более быстрый рост первой кривой 
(при t = 10 с различие в значениях температур равно 200 
К) обусловлен большим значением коэффициента теплопро-

• Так называют величину qws = (дО,!ду)-;-о, где 08 = (Тв -
-Т •) El(RT:) - безразмерная температура в твердом теле, 
Т • = 1000 К, у= (ylr.) VЛ~,сJ(РеСреАв) - безразмерная коор-

Л RT2 Е 
АНната, '• = е * ехр __!_ - масштаб длины в твердом теле, 

Peko1Q1E1 RT * 
Ei, q1 и koi - энергия активации, тепловой эффект и предэкспо-
ненцнальныА множитель реакции окисления углерода. 
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водности смеси при у = О. Этот эффект обусловлен толь
ко зависимостью коэффициента теплопроводности смеси от 
концентраций и молекулярных масс компонентов. 

Действительно, как показывают оценки, коэффициент 
теплопроводности при замене углекислого газа на азот ста

новится меньше, причем вначале это отлиЧие составляет 4%, 
а к моменту воспламенения - уже 15%. 

Обычно при решении задачи теории горения с учетом 
процессов тепломассообмена считают, что числа Льюиса Le~ 
близки к 1. На рис. 7.8.6 приведены поля эффективных чи
сел Льюиса для соответствующих компонентов в зависимо• 

сти от Т) при t = 0,67 и тех же значениях других параметров, 
что и для пунктирной кривой (см. рис. 7.8.4). Видно, что 
числа Льюиса изменяются в весьма широких пределах и мо
гут быть даже отрицательными (см. кривую для LeJ. Этот 
результат целиком обусловлен многокомпонентной диффу-

u u 

зиеи и вдувом продуктов гетерогенных реакции. 

На рис. 7.8.7 и 7.8.8 представлены поля концентраций 
u u 

для трех- и пятикомпонентнои смесеи в различные моменты 

времени. Из анализа этих рисунков видно, что азот, не 
участвующий в реакциях (инертный компонент), отторгает-

u 

ся за счет вдува продуктов гетерогеннои реакции от поверх-

ности раздела сред и поэтому, а также вследствие д~iффузии 
других активных компонентов, его концентрация не оста-

ется постоянной в зависимости от времени и 11· В результа
те эффективное число Льюиса Lea становится отрицатель
ным. 
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Таким образом, так называемые инертные компоненты 
активно уча,ствуют в процессе тепло- и массообмена и игно-

v 

рирование этих компонентов приводит к существеннои ко-

личественной погрешности в определении характеристик 
гетерогенного воспламенения и горения, в частности тем

пературы раздела сред. 

В результате расчетов удалось установить также, что 
приближение Ср~ = idem и Lea. = 1 приводит к существен
ной погрешности (до 5 %) в определении времени гетеро
генного воспламенения и массовой скорости горения. 

Если же компоненты смеси можно разбить на группы 1 и 2, 
внутри которых молекулярные массы различаются слабо, 
то диффузионные свойства такой смеси можно описать од
ним коэффициентом диффузии D1, 2 и прибли?Кение Lea. = 
=idem= 1 в согласии с результатами работ (4, 27] не приво
дит к существенной погрешности. Такая ситуация реализу
ется, например, при обтекании углеграфитового тела трех
компонентной смесью (СО+О2+СО2). В этом случае мо
лекулы СО+О2 можно объединить в группу 1, а молекулы 
СО2 следует отнести к группе 2. 

Представляет интерес изменение теплового потока Qw = 
= - Лw (дТ/ду)w с течением времени (рис. 7.8.9, на кото
ром показано изменение теплового потока qw (t) со сторо
ны газовой фазы с течением времени). Кривая 1 соответству
ет случаю «замороженного» пограничного слоя, а кривая 2 
от еечает ~ неравновесномv течению в пограничном слое. Эти 

Са. 

~ 8 ...__~:;:=~-!12~,8~с -+--...J 
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Рис. 7 .8. 7. Концентрации трех
компонентной реагирующей 
смеси поперек пограничного 

слоя для различных моментов 

времени 
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Рис. 7.8.8. Концентрации пяти-
компонентной реагирующей 
смеси поперек пограничного 

слоя для t=23 с (пунктирная 
кривая) и t = 5 с (сплошная 

кривая) 



Рис. 7.8.9. Изменение теплового 
потока со временем 

- 41, 9 >----+--

-83 8 
' 

1 - - _!_ --~--~--

кривые получены при Т88 = 1000 К, Те= 1500 К, с28 = 
= 0,3; Сзв = 0,7. 

Анализ результатов численного интегрирования показы
вает что для замороженных течений коэффициент теплоот
дачи а, который определяется при известных тепловом по
токе qw и температуре поверхности из закона Ньютона, сла
бо изменяется с течением времени. Так, пользуясь значения
ми теплового потока Qw, соответствующими точками кри
вой 1 на рис. 7.8.9, можно найти а= 1865 Дж/(м2 ·с· К) для 
t = О с и а= 1809 Дж/(м2 ·с· К) для t = 0,8843 с. В связи 
с этим решение основной системы уравнений с соответствую
щими граничными и начальными условиями можно разбить 
на два этапа (см.§ 5.6, где описан так называемый раздель
ный способ решения задач теплообмена). 

В рамках первого этапа теоретически или эксперимен· 
тально находят коэффициент теплоотдачи а, а на втором 
этапе по известному а определяют характеристики воспла

менения. 

В то же время, как следует из анализа кривой 2 на рис. 
7.8.9, понятие коэффициента теплоотдачи цельзя применять 
в случае химически неравновесных течений в пограничном 
слое, поскольку коэффициент теплоотдачи а теряет физичес
кий смысл; например, для моментов времени t ~ 0,8843 ста
новится отрицательной величиной (по определению, коэффи
циент теплоотдачи а - величина положительная [52])~ 

Представляет интерес сравнение полученных выше теоре
тических данных и известных экспериментальных резуль

татов [31]. Обращает на себя внимание тот факт, что макси
мумы температуры внутри пограничного слоя были зафикси
рованы и в результате термопарных измерений [31 ]. В то же 
время в согласии с теоретическими результатами при доста-
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'tottнo низких значениях температур т w и те профили тем" 
пературы, полученные экспериментально, представляют со

бой монотонные кривые. На рис. 7.8.10 дано сопоставление 
теоретических и экспериментальных данных по распределе

нию температуры в пограничном слое. 

Таким образом, при более высоких значениях Те разли
чие между теоретическими и экспериментальными значени

ями становится более существенным. Это различие, вероят
но, обусловлено неточностью используемых значений энер
гии активации и предэкспонента гомогенной реакции. Кро
ме того, как следует из вида температурной кривой 2, тол
щина пограничного слоя сравнима с диаметром обтекаемого 
потоком углеродного шара и здесь, по-видимому, необходи
мо использовать уравнения Навье - Стокса. 

Отметим также, что специальные эксперименты подтвер
дили существование двух режимов гетерогенного воспламе

нения при обтекании углеграфитовых материалов потоком 
окислителя: режима зажигания и режима самовоспламене

ния. Было установлено, что теоретические и эксперимен
тальные значения времени воспламенения хорошо согласу

ются друг с другом. 

На рис. 7 .8.11 сопоставлены экспериментальные и теоре
тические значения времени воспламенения полусферическо
го образЦа, выполненного из электродного графита марки 
ЭГ-0. 

о 

о,ов 

0,9't 
1,0 2,0 у, мм 

Рис. 7.8.10. Теоретические кри
вые и соответствующие экспе

риментальные данные (О и Л) 
распределения стационарной 
температуры поперек погранич

ного слоя при C2z=0,23; Сзz= 
=0,77; ~ж=45 с- 1 : 

1 - Ti= 1200 К. Тш-1294 К; 2 -
Tz=l543 1(, Тю=-1556 1( 
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от характерной температуры Т * 
при Uoo.=2 м/с, rw =0,005 м, 
Те= 1020 К, Твя=ЗОО К, С2е= 1 



Что касается термокннетических колебаний при горении 
угольных частиц, то они были замечены в экспериментах 

, Б. Д. Кацнельсона при горении угольных частиц, падаю
п~их в атмосфере, содержащей окислитель. Количественное 
сравнение экспериментальных и теоретических данных не 

представляется возможным, однако отмеченные Кацнельсо
ном термокинетические колебания можно объяснить тем, 
что характерные времена гомогенных и гетерогенных экзо

термических необратимых реакций значительно меньше ха
рактерного аэродинамического времени, которое по порядку 

величин совпадает с временем тепловой релаксации в погра
ничном слое (см.§ 5.4 и§ 7.8). 

§ 7.9. Оттеснение и отрыв пограничного сло11. 
Понятие о многокомпонентном турбулентном 
пограничном слое 

Как следует· из результатов § 7.8, чем больше массоная ско· 
рость вдува продуктов термохимического разрушения, тем: 

ниже температура поверхности и меньше тепловой поток. 
попадающий в твердую фазу. В связи с этим предстаsляет 
интерес решение задач тепло- и массообмена при больших 
вдувах. · 

Большим называют вдув, при котором Vw > и81VRe, 
где Vw - значение нормальной компоненты скорости, взя
тое на обтекаемой поверхности, а ие - скорость внешнего 
потока. 

Из этого определения следует, что при большом вдуве 

не выполняется условие Vw < uel VRe, которое является 
одним из основополагающих в теории пограничного слоя 

(см. § 7 .4). 
Следовательно, для решения задач тепло- и массообмена 

с большими вдувами нельзя применять обычную теорию по
граничного слоя и необходимо использовать полные урав
нения Навье - Стокса. Поскольку эти уравнения весьма 
сложны, возникает проблема разработки методики решения 
задач с большими вдувами с помощью относительно про
стых уравнений. 

Рассмотрим для простоты обтекание пластинки устано· 
вившимся потоком несжимаемой вязкой жидкости с плот
ностью р1 == р00 и вязкостью v1 = v00 при сильном вдуве 

через поры в пластине другой жидкости· с плотностью р2= 
= Pw и кинематической вязкостью v2 = Vw· 
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Задача сводится к решению уравнений Навье - Стокса 
• u 

для вязкои несжимаемои жидкости: 

ди1 + дv1 ==О; 
дх ду 

Ut дui + V1· дUt -- - _!__ др~ --+vtЛи1 • i= 1. 2; 
дх ду Pt дх 

и' дv, + v, дv, = _ _!__ др, + л . 1 2 v, v,, i = ' . 
дх ду Pl ду 

(7.9.1) 

(7.9.2) 

(7.9.3) 

Дифференцируя (7.9.2) по у, а (7.9.3) -по х, можно ис
ключить давление и вместо двух уравнений получить одно 
уравнение третьего порядка для определения и 1 и Vt. 

В дальнейшем удобно ввести функцию тока 

(7.9.4) 

в результате чего уравнение неразрывности тождественно 

удовлетворяется, а уравнение третьего порядка для опреде

ления функиии ui и vi превращается в уравнение четверто
го порядка для определения функции 'l'i. Это уравнение, 
записанное в безразмерных переменных, имеет вид 

( 
дфt д - д'Фt д ) V2 1J'i = 1 V4 1J'i, i = 1. 2. (7.9.5) 
ду' дх' дх' дg' Rei 

где Re1 = u00l, lv00 , Re2 = Vwl01vw - числа Рейнольдса, 
\1'1='1'1l(uool), 'Ф 2 = Ч! 2/(vw0l)-безразмерные функции тока, 
х' = x/l, у' = yll - безразмерные координаты, Vwo - ха
рактерное значение линейной скорости вдува, а l - харак
терная длина. 

Уравнение (7.9.5) необходимо решать с учетом следую· 
щих граничных условий: 

11'1-+ У~ при х' ~ - 00 ; Ф1 lи'= и~ <х> :с: 'ф2 l11'==и~<х>, (7.9.6) 

P11v·=u0 =P2lv•=g~; :;~ =-Vw(x'); ~~ =Оприу'=О, 
(7.9.7) 

rде V w (х1 ) = VwlVwo - безразмерная линейная скорость 
вдува. 

Условия (7.9.6), (7.9.7) однозначно определяют безраз
мерные функции тока ф1 и ф2 , где ф1 соответствует течению 
во внешнем потоке, а 'Ф 2 - течению вдуваемого газа. 

Из физических соображений следует, что при боль· 
ших вдувах (например, при 0,1~k~1, где k :::а: 
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у Ьязки!l пограничныil 
' ело а 

Граница 
Внешнее течение раздела Ус (х) 

-Ти Пlll/ 11 а ,l ЛIА //Jй 
тока 

11 
Ооласть не8язкого 

uu хре8ого течения 
lJ' ut' р l).)' 

Рис. 7.9.1. Схема обтекания пластинки при 
наличии сильного вдува 

= Vw 0lи00) картина течения должна иметь вид, изображен
ный на рис. 7.9.1. Из анализа схемы течения следует, что 
вязкий~пограничный слой вследствие большой массовой ско
рости вдува оттесняется от поверхности пластины и реа
лизуется на границе раздела двух жидкостей, а вблизи пла
стины имеет место невязкое течение. 

Действительно, когда число Рейнольдса Re1 для внеш
него потока достаточно велико (например, Re1 = 106), то 

lиоо 'V оо Vwo V оо 
R~ == = Re1 k ~ 104

, (7.9.8) 
V оо 'Vwo и°"' 'Vw 

если v 00/ v w ,.,.,,, 1 . 
Таким образом, в уравнениях (7.9t5) можно пренебречь 

членами с множителями Re1112 и Re-;112 , а вопрос о физи
ческой корректности картины течения, изображенной на 
рис. 7.9.1, сводится к вопросу об удовлетворении условия 
отсутствия скольжения жидкости (второго условия (7.9.7)) 
с помощью функции тока 1j)2 при Re2 -+ оо (функция тока 1j)2 
в этом случае описывает течение невязкой жидкости). 

Положительный ответ на этот вопрос не является оче
видным, поскольку, как правило [36), условие отсутствия 
скольжения в рамках модели Эйлера (модели течения не
вязкой жидкости) не может быть удовлетворено. Однако 
Лайтхилом, [75) было установлено, что образовавшаяся на 
поверхности завихренность не исчезает при предельном пере

ходе 'Vw -+ О (этот переход эквивалентен предельному пере
ходу Re2 -+ оо) и условие отсутствия скольжения сохраня
ется. 

В связи с этим функции тока как для внешнего, так и для 
внутреннего течений можно искать в виде асимптотическо
го разложения 
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;.t" "i, ( ; ; ) + R- - i 12 "1, ( 1 1 \ + Ч'i = 'fiO Х ' у el 'Yli Х ' у J • • ., (7.7.9) 
tде первый член ряда - функции тока для невязкого тече
ния. 

11оверхность раздела сред у~(х) в нулевом приближении 
представляет собой контактную поверхность разрыва, дав
ление на которой остается непрерывным. 

Возвращаясь к размерным переменным в нулевом приб
лижении, имеем систему двух нелинейных уравнений в 
частных производных 

( 
д'Voi _!__ _ д'Уоi _!____) V2 'l'oi =О, i = 1, 2 (7.9.10) 
ду дх дх ду 

с граничными условиями 

д'I' 02 ( ) д'I' 02 о о =-=Vw Х, = ПрИ У= ; 
дх ду 

(7.9.11) 

Р1 == Р2; 'У 1==='У2 при У= Ус (х). (7. 9.12) 

Уравнение для 'У 02 при наличии вдува (V2'1' 02 *О), когда 
лйнии тока начинаются на твердой поверхности, является 
уравнением третьего порядка. 

Уравнение для 'У 01 в силу того, что во внешнем течении 
расход через любую замкнутую поверхность равен нулю 
(источники и стоки во внешнем течении отсутствуют), сво
дится к обычному уравнению Лапласа 

v2 
'1'01 =о. (7.9.13) 

Если функции тока определены, то давление можно вы· 
числить с помощью уравнения Бернулли, записанного для 
фиксированной линии тока [36]: 

J!j_ + ..!_<и: + vn-S v2 w i d'Yi == const. (7 .9.14) 
Pi 2 

При i = 1 в силу (7.9.13) интегральный член в уравнении 
(7.9.14) обращается в нуль. 

Таким образом, исходную нелинейную краевую задачу 
удалось упростить, так как вместо уравнений четвертого 
порядка получены уравнения (7.9.10), которые имеют тре· 
тий и второй порядок. 

Однако даже для упрощенной краевоfl задачи довольно 
трудно получить точное решение, так как вследствие нели· 

нейности уравнений неизвестны общие решения этих урав
нений, выраженные через функцию Грина. В связи с этим 
точные решения краевой задачи (7.9.10) - (7.9.12) извест-
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ьы только для течения й ok!)ecfttoeти n.fiocкofl и осеенммет" 
ричной лобовых критических точек и для обтекания к.пино
видных тел. 

Рассмотрим течение в окрестности плоской критической 
тuчки при сильном вдуве. Картина такого течения изобра
жена на рис. 7.9.2. Она напоминает структуру течения, рас
смотренную в § 7 .3. 

Для решения уравнений (7.9.10) - (7.9.13) применим 
известный метод разделения переменных [70]. Используя 
граничные условия (7.9.1), (7.9.12) и (7.9.13), получим: 

'1'1=--= и..,х(у-d), Рс-Р1 =-1 u;.[ х: + (y~d)2 ], (7.9.15) 
Го Р1 2 Го Го 

'1' == -v xcos( лу ) Рс-Р2 = _!_v2 х 
2 w 2d ' Р2 2 w 

х [( ;; )2 +cos2
( :: )]. (7.9.16) 

где r 0 - радиус кривизны тела, Vw = const, а Ре - давле
ние на контактной поверхности при х ~ О, Ус _ d. 

При выводе первых выражений (7.9.15), (7.9.16) было уч
тено, что при х = О, у = d компоненты СJ<оростей и1 =v1= 
= и2 = v2 = О в силу того, что эта точка является точкой 
разветвления линий тока. Поскольку на поверхности у ==d 
давления р1 и р2 должны быть одинаковыми, легко находим 
уравнение этой поверхности: 

-d- п.rо v P2v:, 
Ус- - 9 • 

2 Р1 иоо 
(7.9.17) 

Таким образом, расстояние от поверхности обтекаемого те" 
ла до разделяющей линии тока пропорционально корню квад
ратному из отноurения потоков импульсов. 

у 

КонтактнаR 
поВерхность lf= О 

Рис. 7.9.2. Схема обтекания тела в 
окрестности лобовой критической точ

ки при наличии сильного вдува 
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, 

Профиль безразмерной тангенциальной скорости для 
вдуваемого газа имеет с учетом (7.9.16), (7.9.17) вид 

= ~-v ::- (7.9.18) 

Профиль безразмерной тангенциальной скорости для 
внешнего течения с учетом (7 .9.15), (7 .9.17) определяется 
формулой 

U1/Uoo=X/Гo. (7.9.19) 

Сравнивая вторую из формул (7.9.18) с формулой (7 .9.19), 
заключаем, что при р1 = р2 , т. е. при вдуве жидкости, плот
ность которой рШJна плотности жидкости во внешнем пото
ке, контактный разрыв при у = d не имеет места, так как 
и1 1У==d = и2 1У-=d· В том случа,е, когда р1 + р2 , поверх
ность у = d в соответствии с априорными физическими со
ображениями предстШJяяет собой поверхность контактного 
разрыва, так как и1 fy"d =/= и21u==d· 

Введем безразмерную переменную и функцию тока сог
ласно формулам 

- у '1" иоо 'о 11= -Re-t/2; f= ; Re= ; 
'о V иоо х' 'V/Го 'V 

(7.9.20) 

Тогда в случае отсутствия контактного разрыва (р1 =р2) 
течение в окрестности лобовой критической точки описыва
ется обыкновенным дифференциальным уравнением, выте
кающим из уравнения Навье - Стокса (7.9.5) 

1:~Тi+ft~11 +l-f~
1

=0, (7.9.21) 

которое необходимо решать с учетом следующих граничных 
условий: 

f (О)= -f w; f~ (О)= О; f~ (оо) = 1. (7.9.22) 

Краевая задача" (7.9.21), (7.9.22) полностью описывает 
обтекание плоского тела в окрестности лобовой критической 
точки с учетом сильного вдува газа, плотность которого 

Р1 = Р2· 
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Рис. 7 .9.З. Графики точ · 
наго числового ( сплош
ные кривые) и прибли
женного аналитического 

(пунктир) решений урав
нений Навье - Стокса в 
окрестности лобовой кри-

тической точки 

о ' 
0,2 0,4 ~б o,в t,01r?1 

Ввиду нелинейности краевой задачи (7.9.21), (7.9.22) ее 
решение было найдено численно. На рис. 7.9.3 приведены 
профили безразмерной тангенциальной скорости f' (11) = 
= ur0/(u 00 х) В функции ОТ безразмерной переменной J1 (спло
шные кривые) для различных значений критерия вдува f w. 
Найденная ранее аналитически тангенциальная составляю
щая скорости для невязкого вдуваемого газа в новых пере

менных принимает вид 

"'
0 =f2(ТJ)=sin( "1 ), так как f2 (ТJ)=-fwcos( ~ )· 

U00 Х fw f w 
(7.9.23) 

Из рис. 7.9.3 видно, что полученное аналитически решение 
дает хорошее приближение для относительно высоких зна
чений критерия вдува f w = 5. Отклонение от точного ре
шения (пунктирные кривые) не превышает 5%. Малое от
личие приближенного и точного решения при умеренных - -
значениях n связано с тем, что при этих значениях rt вели-,,, 
чина f ,,.,,.:q мала по сравнению с другими членами уравне-

ния (7.9.21), а уравнение 

f f~Т} + 1-f~· =о 
тождественно удовлетворяется при подстановке (7.9.23). 

Для внешнего невязкого течения, используя (7.9.19), 
имеем в. новых переменных 

- / f 1=1], f 1 r.;:;;; 1. (7. 9.24) 
Функция f1 при подстановке в (7.9.21) обращает это урав

нение в тождество, т. е. является точным решением этого 
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уравнения, удовлетворяющим гранично~у условию на оо, 

но не удовлетворяющим условиям при fJ = О. 
Таким образом, приближенное решение краевой задачи 

(7.9.21), (7.9.22) можно записать в виде совокупности функ
ций (7.9.23), (7.9.24), аппроксимирующих точное решение 
при малых и больших значениях Т) соответственно. 

Аналогичная ситуация имеет место и при обтекании осе
симметричного тела вращения под нулевым углом атаки 

потоком несжимаемой жидкости с учетом сильного вдува. 
Как следует из анализа кривых рис. 7.9.3, чем больше 

параметр вдува f w, тем для больших значений~ справедли
во «внутреннее» решение (7. 9 .23). Поэтому для отыскания 
приближенного решения можно использовать также метод 
внешних и внутренних разложений [65]. С этой целью для 
внутренней области введем переменные 

~=ВТ), q>=fв, В= 1/fw· (7.9.25) 

В результате уравнение (7 .9.21) и граничные условия (7.9.22) 
примут вид 

е2 q>"' + q>cp" + l-q>'
1 

=О, 
q>(0)=-1, ер' (0)=0, q>' (оо)= 1. 

(7.9.26) 

Поскольку уравнение (7.9.26) содержит малый параметр 
при старшей производной, будем искать решение краевой 
задачи (7 .9 .26) в виде 

q> = q>0 +в
2 ср2 +в4 «р4 + ... . (7.9.27) 

Подставляя (7.9.27) в (7.9.26), получим с помощью мето
да неопределенных коэффициентов краевые задачи для оп
ределения <р0 , q> 2 и т. д. В частности, для определения q>0 
получаем уравнение 

" 1 11 о fJ>oЧ>o + -q>o = (7.9.28) 
с граничными условиями 

q> (О) = - 1, q/ (О) = О. (7.9.29) 

При выводе условий (7.9.29) было учтено, что уравнение 
(7 .9.28) - обыкновенное дифференциальное уравнение вто
рого порядка, поэтому условие при ~ = оо опущено. 

Ура13нение (7.9.28) не содержит явно независимой пере
менной ~. Поэтому, вводя q> в качестве нового независимого 
переменного, можно понизить порядок этого уравнения. 
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Уравнение первого порядка с учетом условий (7.9.29) легко 
интегрируется и в согласии с (7.9.23) имеем 

(f)o = - cos ~. (7.9.30) 
Обращает на себя внимание тот факт, чтu нрuи..1нuльные 

постоянные интегрирования легко определяются из (7.9.29) 
и нет необходимости знать внешнее разложение для того, 
чтобы определить в нулевом приближении такую важную 
характеристику пограничного слоя, как напряжение тре

ния, которое пропорционально f' (О). 
Описанный выше прием был использован для определе

ния характеристик замороженного многокомпонентного по

граничного слоя (напряжения, трения, плотности теплово
го и диффузионного потоков, концентрации компонентов) 
на границе раздела сред при наличии сильного вдува или от

соса в работах Э. А. Гершбейна. Показано, что в нулевом 
приближении эти характеристики с достаточной степенью 
точности могут быть получены из простых алгебраических 
уравнений. Установлено, что конвективный тепловой поток 
на поверхности твердого тела экспоненциально убыва,ет с 
ростом массовой скорости уноса. В ряде случаев вычислен
ные эффективные коэффициенты диффузии изменяются с 
ростом массовой скорости уноса от + оо до - оо. Этот 
факт свидетельствует о том, что эффективные коэффициен
ты диффузии являются вспомогательными коэффициен
тами, которые, аналогично коэффициенту теплоотдачи, в ря
де случаев не имеют никакого физического смысла. 

Дадим физический анализ явления отрыва пограничного 
слоя. Для простоты и определенности рассмотрим попереч
ное обтекание цилиндра вязкой несжимаемой жидкостью в 
случае, когда он внезапно начинает двигаться с постоянной 
скоростью из состояния покоя. 

В моменты времени, близкие к t = О, течение, как сле
дует из данных§ 5.5, является безвихревым *,а v << и, т. е. 
граничная линия тока совпадает с поверхностью тела так 

же, как и при обтекании тела идеальной жидкостью. Эпюра 
давления в этом случае имеет вид, изображенный на 
рис. 7.9.4. Видно, что давление симметрично относительно 
плоскости " = n/2, причем с ростом -6' давление падает (ско
рость, согласно уравнению Бернулли **, увеличивается) 

• Для развития завихренности и последующего возникновения 
nоrраничного слоя необходимо некоторое время. 

•* Уравнение Бернулли для данного случая имеет вид 
и2/2+ р/р =const. 
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Рис. 7.9.4. Распределение 
давления при обтекании ци
линдра идеальной жид-

костью 

при О< '6' < n/2, и, наоборот, давление возрастает (ско
рость падает) при n/2 < '6' < n. Эти эффекты связаны с тем, 
что через поверхность цилиндра жидкость не протекает и 

и свободная площадь, через которую проходит жидкость, 
непрерывно уменьшается при О< tti < n/2 и увеличивается 
при n/2 < tti < n. 

С течением времени начинают сказываться силы вязко
сти. Течение жидкости у поверхности тела замедляется. 
Наиболее сильно уменьшается скорость частиц у поверх
ности цилиндра (и = v = О в силу условия прилипания), 
в то время как при у = оо скорость не уменьшается 

(иlu=oo = и00). Поэтому из-за необратимой потери энергии 
давление в кормовой точке (у = О, tti = n) не восстанавли
вается до значения р0 , где р0 - давление в лобовой крити
ческой точке. Более того, за точкой минимума давления пере
мещение жидкости вниз по потоку становится невозможным, 

так как в этой области под действием противодавления воз
никает обратное течение." В результате в зоне встречи пря
мого и обратного течений возникает искажение безотрыв
ного обтекания. Пограничный слой раздувается* и, нако
нец, отрывается. 

Специфический эффект, возникающий при обтекании тел 
большой кривизны потоком жидкости с достаточно боль
шой скоростью, при котором наблюдается возвратное тече
ние жидкости и линии тока выходят из пристенного слоя в 

глубь жидкости, называют отрывом пограничного слоя. 
Если число Рейнольдса Re = u00dlv достаточно мало 

(скорость потока достаточно мала), то явления отрыва не 
происходит даже при достаточно больших значениях вре
мени, так как в этом случае не образуется пограничного 
слоя и имеет место медленное (стоксовское) обтекание ци-
линдра. ~. ~ ~ 

Точка отрыва возникает вначале при ~ = п, а затем до
вольно быстро перемещается в точке с координатами у = О, 

• На практике путем отсоса определенного количества жид
кости осуществляют безотрывное обтекание тела. Этот результат 
подтверждает изложенный выше механизм отрыва пограничного 
слоя. 
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Рис. 7 .9.5. Зависимость коэффициента со
противления с, от числа Рейнольдса Re 

iti = 82°. Время возникновения точки отрыва, согласно [66] 
в первом приближении составляет 

· t. = 0)5 (r0/и.). (7.9.31) . 
Из этой формулы следует, что время отрыва не зависит от 
вязкости, растет с ростом радиуса цилиндра и убывает.с ~ 
ростом скорости потока. . 

Обращает на себя внимание тот факт, что при ламинар
ном режиме теч~ния в погра~tичном слое положение точки 

отрыв~ стабилизируется при 1' = 82°, т. е. отрыв происхо
дит до миделева сечения. Эго объясняется тем, что распреде· 
пение давления по поверхности тела в действительности 
·определяется не геометрической формой тела, а формой те-
па вместе с пограничным слоем. · 

С механизмом отрыва связан- характер поведения силы 
сопротивления F с ростом числа Рейнольдса: 

ри:О 
F=Cp Q,. (7.9~32) 

2 

Здесь Q, - площадь миделева сечения, а Ср - так называ
емЬlй коэффициент сопротивления. Зависимость коэффици
ента сопротивления от числа Рейнольдса приведена на 
рис •. 7.9.5 (см. также [73]). Участок 1 - 2 кривой ср (Re), 
полученной экспериментально, соответствует установивше-

. муся обтеканию цилиндра с зоной отрыва при '6' = 82°. 
Сформулируем (см. также [76]) условия отрыва погра

ничного слоя в случае установившегося течения жидкости. 

Если v << и. то это означает, что жидкость течет вдолц 
-v 

поверхности т.вердого тела, практически не отклоняясь от 

нее. Следовательно, отрывJпограничного слоя ВО;iможен 
пишь тогда, когда обе компоненты скорости имеют одинако-
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вый порядок. Так как при выводе уравнений погранслоя 

считалось, что v ,...., ul-VRe, где Re >> 1, то при отрыве v
компонента скорости должна увеличитьсЯ в -VRe раз, т. е. 
отрыв пограничного сдоя возможен AUtllЬ на Аинии, п~очки 

которой являются особыми для сиqтемы уравнений погра-

ничного слоя. Поскольку Re )) 1, увеличение v в VRe раз 
_ приближенно можно истолковать как обращение v в беско
нечность всюду, в области отрыва, кроме точек поверхности 
у = О, где v =0. Таким образом, имеем 

v (х., у)= оо при у=:/= О, (7.9.33) 

где х. - координат~ точки отрыва. 

Из (7.9.33) заключаем, чтodv/dy.= оо, а из уравнения не
разрывности находим 

- =-00 или - =0. ди 1 дх 
дх х=х• _ ди и=и. 

(7.9.34) 

в последнем из равенств (7 .. 9.34) х считается функцией 
и и у, а и* - значение функции и (х, у) при х = х*. 

В окрестности точк" х* значение и мало отличается от и*, 
поэтому, используя ряд Тейлора и второе }IЗ условий (7 .9.34) 
полу~аем 

(7.9.35) 
или -

и= и. + V (-x.---x)-lf-, (7.9.36) 
где f- некоторая функция у. 

Используя уравнение неразрывности и (7.9.36), находим 
в окрестности х =· х* 

дv ди. 1 
-= ---= (7 9 37) -.r . . . 
ду дх 2 r f {х.-х) 

Интегрируя уравнение (7.9.37) с учетом условия v (х, О) =0 
получаем 

g 

v = l. St (y)- 1' 2 dy. (7.9.38) 
2 Vx.-x 

(} 

Запишем уравнение движения Прандтля для установив-
u u 

шегося плоского течения вязкои несжимаемои жидкости: 

U ди + V ди = V д2 и __ 1 dpe • (7.9.39) 
дх дg дv2 р dx 
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Как следует из (7.9.36), d2uldy2 не обращается в оо при х= 
=== х*, очевидно, что и dpeldx не обращаете~ в оо, так как этот 
член не изменяется поперек пограничного слоя и, следова

тельно, определя&ся внешним течением. Таким образом, 
в первом приближении в окрестности точки отрыва уравн~
н ие движения принимает вид 

и ди +v~ =0. (7.9.40) 
дх ду 

Используя первое из равенств (7.9.37), преобразуем урав
нение (7.9.40) к виду 

дv ди 2 д v u--V-=U --=0. 
ду ду ду и 

(7.9.41) 

Так как при· х = х* компонента скорости .и не обращает-
ся в нуль, то ' 

д v ---0 
ду и - . (7.9.42) 

Из (7. 9. 42) заключаем, что в окрестности х · х* отноше
ние v/u не зависит от у, т. е. 

v . 
- =ер (х). 
и 

(7.9.43) 

В то же время ~з (7.9.36) и (7.9.38) находим с точностью до 
членов высших пор~дков· 

j/ . s ,-1/2 dy 

~ = Q -v . (7.9.44) 
и 2и. х.-х 

Таким 'образом, для того чтобы отношение (7.9.44) не 
зависело от у; должно выполняться соотношение 

g 

_!__ J. f_:_ 112,dy =А, (7.9.45) 
и. 

о 

где А - числовая постоянная. В результате v -компонента 
скорости с точностью до членов высших порядков в 9крес1'
ности _х = х* сос~авила 

15• 

v = Аи*/(2 V х~_:._х ). (7.9.46) 

Из (7.9.45) наход~м 

f-112 ==А dи. 
d • . У 

(7.9.47) 
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Тогда выражение (7.9.36) для и-компоненты скорости 
принимает вид 

+А d11. v 
U=U* Х*-Х. 

. dy . 
(7.9.48) 

Из (7.9.46) и (7.9.48) следует, что эти выражения пред
ставляют собой главные члены разложения компонент ско-

рости по степеням V х* - х. Интересно, что при х > х* 
обе компоненты скорости становятся комплексными вели
чинами, что свидетельствует о бессмысленности использо
вания уравнений Прандтля за точкой отрыва. 

Так как при у= О в силу услов1'й прилипания и =v=O, 
то _из (7.9~46),- (7.9.48) получаем, что в точке отрыва при 

и.= и (х0, у)= О; dи. =~1 =0. (7.9.49) 
dy ду х=х8 , g=O 

Таким образом, в точке отрыва· обращается .в нуль не 
только и-компонента скорости, но и ее производная по у. 

- Второе из условий (7 .9.49), впервые полученное tlрандт
лем, является искомым математическим условием для опре-

деления. положения точки отрыва. . . -
Следует отметить, что так как при выводе второ~о из ус

ловий (7.9.49) нигде не ис;пользовались конкретные значе
ния числа Re, то положение точки отрыва не меняепzся с из
менением· числа Рейнольдса, если только течение внутри по
граничного слоя остается ламинарным., 

На рис. 7.9.6 показаны линии тока в окрестности точки 
отрыва А и приведены графики и (у) для различных значе-

u 

нии х, которые иллюстрируют условия отрыва и проведен-

_ные выше рассуждения о возникновении обратного течени~. 
Представляет интерес распределение ·давления на по

верхности тела в окрестности точки отрыва. В силу условий 
при-l!ипания из условия (7.9.39) при у = О получаем 

d2 U 1 dpe 
'V ----

dy1 - р dx • 
(7.9.50) 

Из (7.9.50) заключаем, что d2иldy2 и dp8 /dx имеют один 
и тот же знак. Так как с ростом у при х =. х* продольная 
компонента скорости возрастает, то с учетом условий (7 .9.49) 
заключаем, что при х = х. и у = О 
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' . iJ) 
Рис. 7.9.6. Схема отрыва по-

граничного слоя: " 
Рис. 7 .9. 7. Схемы течений 

с отрывом 

а - обтекание тела -с отрь1вом, 
б - линии тока вблизи точки от
рыва, в - распред~ление скоро

сти вблизи точки отрыва 

Следователь:но, 

(7.9.52) 

т. е. для реализации отрыва необходимо, чтобы давление в ок
рестности отрыва возрастало. Таким образом; в окрестно
сти точки О!Jlрыва. (в согласии с рис. 7.9.6) жидкость дви
жется от более низкого давления к более высокому. Из урав
нения ~ернулли имеем 

due 1 dpe 
Ue = -- . 

dx р dx· 
(7 .. 9.53) 

Следовательно, вблизи точки отрыва скорость внешнего 
. течения и8 падаеТ в направлении течения, так как· из 
(7.9.53) следует, что dиeldx <О. " _ 

Обратимся вновь к рис •. 7.9.5. Как следует нз rр,афика, 
изображенного на этом рисунке, коэффиц11~нт сопротивле
ния резко падает с ростом числа Рейнольдса при Re > 101 

(участок 2-3). Резкое падение .коэффициента сопротивле-· 
ния с ростом Re начиная с некоторого числа Рейнольдса на
зывают кризисом сопр6тивления, ИJIИ кризисом обтекания. 
Это явление возникает вследствие турбулизации погранич-
ного слоя. . . 

Турбулентным называют течение, при котором происхо
дит быстрая, но неупорядоченная изменяемость полей ско-



ростей, температур, давлений, сопровождаемая сильным 
перемешиванием жидких частиц. 

Как показывают экспериментальные данные, если nри 
дuкри3иснuм (дuкритическом) обтекании существует разви
тая кормовая область· (рис. 7. 9. 7, а), то при закризисном 
(надкритическом) обтекании кормовая область ~ильно су
жается и точке отрыва , соответствует угол t} == 120° 
(рис. 7. 9. 7,. 6) . -

Как показывают экспериментальные данные [ 67, 731' 
при докритическом обтекании теttение вплоть до точки от
рыва остается ламинарным. Затем с _ростом числа Re точка 
перехода ламинарной формы течения в турбулентную вхо
дит в пределы зоны безотрывного обтекания, после чего те
чение в некоторой части пограничного слоя, которая тем 
больше, чем больше Re, становится турбулентным. В ре
зультате кормовая область сужается, что и приводит ·к 
уменьшению коэффициента- сопротивления. 

При турбулентном режиме течения изменяется не толь
ко коэффициент сопротивления, но и существенно интенси
фицируются процессы переноса массы, импульса и энергии. 

Причиньй возникновения развитого турбулентного т,ече
н·и~ является рост при Re )) 1 малых вначале возмущений 
гидро- и термодинамических величин. В результате лами
нарный режим, при котором имеет место упорядоченное рас
положение линий тока (как правило, они параллельны друг 
другу)" сменяется турбулентным, при котором траектории 

- u u 
частиц отличаются чрезвычаинои перепутанностью. 

Проблема гидродинамич~ской устойчивост~, течений ц 
возникновения турбулентности освещена в работе [77]. 

Установлено, что переход ламинарной формы· течения в 
турбулентную осуществляется, если число Рейнольдса пре
вышает некоторое значение Re*, называемое критическим. 

· Более тщательные экспериментальные исследования по
казали, что существуют так называемые верхние и нижние 

числа Рейнольдса. Если при Re < Re* реализуется ламп-- - . 
парный режим течения, то величину Re* называют нижним 
числом Рейнольдса. Если при Re > Re* реализуется тур
булентный режим течения, то величину Re. называют верх
ним числом Рейнольдса. 

Например, при обтекании пластинки Re. = 2000, а 
- -Re* = 5000. Сильное отличие Re* от Re* связано с тем, что, 
вообще говоря, явление перехода зависит не только от числа 
Re, но и от степени шероховатос'I_'и поверхностей, их те.мпе-
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ратуры, химиче~кой природы и т. д. В связи с этим значен~е 

Re. может сильно изменяться. : 
Если число Рейнольдса в потоке уменьшилось и стало 

меньше Re*, то наблюдается явление обратного перехода 
турбуленТнОй формы течения в ламинарную, которое носит 
название вырождения турбулентности . . Вырождение тур
булентности происходит также при трансзвуковых течени-
ях газа (73]. . 

Так как уравнения, описывающие турбулентное течение, 
незамкнуты (36], то основными в теории турбулентности яв
ляются полуэмпирические методы.~-В связи с этим изложе
ние теории турбулентности выходит за рамки данн·ой книги. 
Обсуждение. проблем турбулентного пограничного слоя, 
в том числ~ и многокомпонентноrо, можно найти в работах 
[36, 67, 77, 78, 79]. 

§ 7.10. Вязкий ударный слой 
с учетом излуч_ения и поглощения газа 

С ростом температуры доля потока излучения в общем пото
ке энергии, падающем на поверхность тела, неуклонно воз

растает. В связи с этим лучистый тепловой поток необходи-
. мо учитывать при решении зада~и о тепловой защите гипер
звукового аппарата,- так как в окрестности лобовой крити
ческой точки аппарата образуется слой ударно-сжатого га
за, температура которого очень велика (выше 10 ООО К, 
если тело летит <: первой космической скоростью; т. е. со 
скоростью 11,8 км/с). 

На рис. 7 .10.1 сравниваются конвективный и лучистый 
тепловые потоки. во время возвращения на Землю межкон
тинентальной баллистической ракеты.· Из анализа графи
ков этого рисунка следует, ч~о в этом случае плотность лу-:. 

чистого теплового потока мала по сравнению с плотнос:ью 

конвективного потока, возникающего вследствие аэродина

мического нагрева. 

На рис. 7 .10.2 сравниваются конвективный и лучистый 
тепловые потоки во время возвращ~ния на Землю гиперзву
кового аппарата дJJЯ полета на Марс. Из анализа графиков 
этого рисунка следует., что плотность лучистого потока, па

дающего на поверхность гиперзвукового аппарата, значи

тельно выше плотности конвективного. потока. 

~, из:анализа этих рисунко~ и оценок работы [18] следует, 
u u 

что лучистым и конвективныи потоки становятся сравнимы-

ми при и°" = 12,2 км/с, т. е. во всяком случае, при и00 > 
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Рис. 7·.10.2. Сравнение конвек
тивного ( 1) и пучйстого (2) 
тепловых потоков доllЯ гипер· 

звукового аппарата, который 
входит в атмосферу Земли 
со второй космической скоро
стью при радусе затупления 

Гw=О,3048 М (18] 

::> 12,2 км/с игнорирование лучистого теплового потока 
дол:щно приводить к существенной ошибке в определении 
полного теплового потока, падающего на поверхность. 

Следует отметить также, что мощное излучение, пронизы-
. u u u 

вающее гиперзвуковом пограничным слои, согласно .оценка~ 

С. Я. Брон~на и А. Н. Лагарькова, усиливает неравновес
ность процессов, протекающих в пограничном слое. В ре
зультате известное в литературе представление [69] о том, 
что при интенсивном нагреве объекта, кру-то входящего в 
атмосферу, процессы в ударном и пограничном слоях равно
весны вследствие большого давления и плотности, становит
ся сомнительным. В самом деле, скор-ости бимолекулярных 
химических реакций, преобладающих в вязком ударном 
слое, пропорциональны р2 , в то время как скорость диффу
зионного переноса пропорциональна р11 2 , и, ~азалось бы, 
процессы в этом cJ1oe должны быть равновесными. Однако 
этот вывод становится неверным, е'сли учесть фотореакции*. 

* Например, для кислорода .имеет место реакция 0 2 + hv ~ 
;!О+ О. 
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На молекулярном уровне qисло фотореакций, приводящих~ 
например, к распаду молекулы 0 2 , - пропорционально 
div [qR/(hv)l, где hv- средняя энергия кванта света, приво
дящая к распаду молекулы u 2 • 

По порядку величины div [qR/(hv)] ~ .kqRl(hv), где k -
коэффициент поглощения излучения в вязком ударном слое. 
Как показывают расчеты, поток лучистой энергии, погло
щаемый молекулами 0 2 , .приносится из невязкой части 
ударно-сжатого слоя в основном спектральными линиями, 

для которых QR ~ pl/ 2
, а коэффициент поглощения k ~ 

~ pn, где п ~ 1. Следовательно, число фотореакций дис
социации пропорционально pn+112 и скорость фотопроцесса 
может быть сравнима со скоростями химических реакций 
вплоть до достаточно высоких давлений. 

Итак, предварительный анализ проблемы излучения в 
вязком ударном слое показывает необходимость более г лубо
кого исследования этого явления. Следуя работам 
.ю. Д. Шмыглевского и А. Б. Карасева, рассмотрИм течение 

. - u 

в пограничном слое в окрестности критическои точки тела 

вращения. При изучении этого явления приняты модель 
тонкого вязкого ударного слоя и следующие допуще~ия: 

1) обтекаемое тело, выполненное из графита, считается 
термостатом; -

2) ·течение в вязком ударном слое является заморожен
ным; 

3) вдув и концентрация продуктов термохимического 
разрушения извест!fы априори; 

4) газ считается эффективной бинарной смесью ~, т. е. 
полагается, что смесь с9стоит из двух компонентов: набега
ющего воздуха и продуктов разрушения; 

5) излучение считается п.Лоскопараллельным; 
6) термо- и ·бародиффузия не учитывается; 
7)/ процессы рассея-ния излучения не рассматриваются. 
Математически задача сводится к решению системы 

уравнений, которая в автомодельных переменных Лиэа-До
родницына имеет вид 

(lf~ -t:. +tt~-- J_ [t!._1 

- ..P!-J =О· 
. 11 11/11 11"1 2 - 11 р ' (7 .10.1) 

• Использование эффективной бинарной смеси как следует иэ 
резуль:атов § 7. 7-7.11, может привести к существенному изменению 
конвективного теплового потока, падающего н.а поверхность, однако 

согласно предварительным оценкам эта величина мала по сравнению 
с лучистым rеп.ловым потоком. 
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( 
lCp' т')} +t Т' l ( ) / , fi - Ср 1i + - Ср2-Ср1 С:;:;= 
Pr 11 Sc ·.• 

. l ' 
Q R11; 

-. / dae 
V 2 dx 

-с2'1'\ _ +fc2'r\ =О; с1 +с2 =1; ( 
l ' ) . 

Sc .• fl .• 

(Lt)-cos 0 = ki ( Pw 1lw )112 Вл-Ч ; 
fl , 2due/ dx р 

(L~)-·cos 0 = k~ ( Pw ТJw )1 /2 L'); -БА ; 
11 2due/dx р 

Ре= pRT ( ~1 + ;;
2 

); 

~ 2hcf 1 • 
Вл =-- ------

12 ехр [hc,J('AkT]-1 ' 

'Jt/2 

Qя.А = 2л: S (Ц: -U) sin_ 0 cos 0d0; 
о 

(7.10.2) 

(7.10.3) 

(7.10.4) 

(7.10.5) 

(7.10.6) 

[ 

'Jt/2 ] 
(qя.л)1i=2nk\ 2ВА- J (Ц: -Ц:") sin 0 cos 0d0 ; 

Qя. = s QR.A dЛ; 
Л 

(qR)Тj = s (qя.л);jdЛ. 
)., 

Здесь Lt, L~ - односторонние спектральные энергети
ческие яркости излучения,- Вл - функция Планка для рав
новесного излучения, k~ - спектральный коэффициент по
глощения, Qя = qRy - проекции вектора плотности излу

чения на нормаль, h - постоянная Планка, С)., - спект
ральная скорость света, k - постоянная Больцмана, Л -
длина волны. • 

Уравнение (7.10.4) представляет собой уравuение пере
носа излучения для направлений от тела к ударной волне 
(спектральная энерrетическая яркость Lt), а (7 .1 О .5) -
уравнение переноса от ударной волны к телу (спектральная 
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энергетическая яркость Lf )"При выводе этих ур~внений счи-
талось, что , 

дqR11 дqRr 
ду ~ дх • 

т. е. излучение считалось плоскопараллельным,-в результа

те- чего QR = QRg· Это допущение позвол~ет при расчете по
тока лучистой энергии считать задачу одномерной. Система 
уравнений, описывающая течения вязкого излучающего га
за в рамках теории тонкого вязкого ударного cJioя, остава
ясь интегродифференциальной, приобретает свойства урав
нений параболического типа. Поэтому разработанные для 
решения уравнений параболического типа численные мето
ды оказываются применимыми и· в_ этом случае. Однако воз
никает вопрос; при каких условиях существует возмож

ность использования упомянутого упрощения, если допус

тимой считать погрешность в вычислении дqR/ду, не пре
восходящую погрешности в уравне!{ии пограничного слоя 

или вязкого ударного слоя по сравнению с уравнениями На
вье - Стокса? 

Было получено следующее условие применимости выше
приведенного упрощения для пограничного слоя в прозр~ч

ном газе: 

F(K. L)==(L-K) (l+L-K)2 e-K-l <0, (7.10.7) 

, где К= In [u~бpm/(4oT:Пl)],L = ln2k:Пl - безразмерные па
раметры, и* - характерная скорость течения, б - харак· 
терная толщина пограничного ~лоя, Рт, Т m - соответст
венно максимальные плотность и температура в потоке газа, 

l - характерная длина обтекаемого тела, k:П - макси
мально допустимое значение интегрального коэффициента 
ослабления при заданных условиях полета, о-· постоянная 
Стефана - Больцмана. · · 

Уравнение (7.10.7) при фиксированном L имеет единст
венное· решение. Точки, соответствующие этим решениям, 
изображены кривой на рис. 7.10.3. На этом же рисунке За
штрихована область, в которой неравенство (7 .1. 7) не вы
qолняется. Для иллюстрации использования оценки.(7.10.7) 
получим допустимые значения коэффициента ослабления 
k:n при типичных условиях полета тела вращения с затуп
ленной -головной частью. Пусть тело с характерной длиной 
l = 1 м летит в атмосфере на высоте Н со скоростью, кото
рая соответствует определенн6му числу М-аха (Ма). ·харак-
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Табпица 7.10.1 

Н, км Ма т к р кr Uo• м/с 
, -1 

i'. "-. m. •m• km• м 

о 6 2150 l ,46 790 1,34 о,~ 
о 10 4350 1,33 1160 0,23 0,068 

20 20 7420 2,06 1730 0,84 - О, 146 
20 30 10270 2,63 2450 0,81 21,4 

терную толщину вязкого пограничного слоя б считаем рав
ной 0,01 м. В качестве максимальной температуры Т m при
нимаем температуру торможен1iя за прямым скачком уплот

нения. при равновесном течении воздуха без излучения, а в 
качестве максимальной плотности Pm - удвоенную плот
ность торможения прИ. те){ же условиях. Характерную ско
рость и* считаем равной критической скорости на поверх
ности тела. Результаты расчетов представлены в табл.' 7.10.1. 
Здесь же приведены значения коэффициента поглощения 
для воздуха k' при Т = Tm и р = Pm· . _ · 

Из анализа данных табл. 7.lQ.1 следует, что при полете 
аппарата на больших высотах с большими скоростями не
равенство (7.10.7) может не выполн~ться. 

СистеМа уравнений (7 .1 О .1) - (7 .1 О .6) была решена мето
до~ итераций с учетом 55 значений- длин волн из спектраль
ного диапазона 0,05-1,2 мкм при граничных условиях 

(pv)oo 
f= .; f'i=l; Т==Т8; Cz=O, Lt=O; (7.10.8) 

f 2Pw fJw (du/ dx)8 

f - - PID Vr.o • f- - о. 
- -V2Pw1lw(du/dx)8 ' '11- ~' 

(7.10.9) 

записанных з~ударной волной (при n = fu>. и на поверхно-
сти тела (при 11 = О) соответственно. · 

Здесь индек~_s приписывается величинам·· непосредствен
IIО за ударной волной, индекс оо - характеристикам невоз
мущенного ·потока, а «лишнее» условие для безразмерной· 
функции тока (для f имеем уравнение третьего порядка, и 
·четыре граничных условия) используется для определения 
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Рис. 7.10.3. Область· 
.нарушения неравен-

ства (7.10.7l в плос- · 
кости К, L 

Л,мкм 

0,8 

о .___--L.. _ _.___...._~ 3 

12 16 'л,10 к 

Рис. 7.10.4. Зависимость спект
радьноrб интервала, в котором 

переносится 8Б% энергии излу
чения, от температуры тор" 

можения и давления 

~ 

. безразмерного расстояния от тела до ударной во"Тf-
ны r}*. 

Если температура' тела заранее не известна, то в качест
. ве д<;>полнительного грани~ого условия в расчетах исцоль
зовалось условие баланса энергии на границе раздела сред 

при !1 ,=О 

Л дТ + де" pD12 (h2 -hJ+QRw-eaT:,-(pv)wh=0. 
ду ду - . 

(7.10.10) 

Вообще говоря, вместо условий (7.10.9) для определения 
c2w следовало бы задавать условие материального баланса, 
однако для простоты принято условие (7.10.9). 

При выводе граничных условий (7.10.8), (7.10.9) для ве
пичин L~ и L'i считалось, что ни набегающий поток газа, ни 
·сама ударная в·олна не излучают (L~= О), а на поверХJ!ОСти 
тела, которое считается абсолютно черным, выполняются . 
условия. локального термодинамического равновесия, !3 си
пу чеrо L'i · 8_1 . Расчеты проведены для сферы радиуса 1 м. 

В результате числовых расчетов для термичесt<и неразру
шающегося (PwVw, = О) абсолютно черного тела удалось 
показать,что значение спектрального интервала, в котором 
переносится 85% суммарног~ лучистого потока, сравнитель-

. но мало. На. рис. 7.10.4 приведена зависимость-указанного 

• В физических переменных толщина тонкого ударного ·слоя 
{о.:rход ударной волны от тела) составляет· 

-л-{'1-wP-w -( d-Ue -) 511

' _S,_ ~ 
Ув- - · • 2 dx 8 р . , о 
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выше спектрального интервала от температуры и давления 

торможения. Пункт~р}{ые кривые соответствуют внешней 
границе пограничного слоя, а сплош1:)ъ1е - поверхности 

тела. Кривые 1 соответствуют Ps =--- 105 Па. а 2-104 Па. l1з 
рисунка следует, что с ростом температуры торможения при 

фиксированном давлении спектральный интервал,· в кото
ром переносится 85% суммарного лучистого потока, резко 
сужается. При этом нижняя «ультрафиолетовая» граница не
значительно сдвигается в облас.ть более коротких длин волн, 
в то время как сдвиг верхней видимой границы в область 
более коротких длин волн более значите.пен .. 

На рис. 7 .10.5 приведены графики отношения величины 
q1 = (q)vЛЛ)wl (q)vЛ Л)8- Спектрального потока излучения, 
падающего на поверхность, к спектральному потоку излу

~ения на внешней границе пограничного слоя в зависимости 
от длины волны. На этом рисунке сплошные кривь~е соот
ветствуют давленищ р = 105 Па, пунктирные р = 104 Па, 
кривые 1, 2 отвечают температурам торможения.соответст
венно 1,1·104 и 1,7·104 К. Масштаб по оси абсцисс на 
рис. 7.10.5 и всех последующих начи~ая_с точки оси, поме-
ченной стрелкой, укрупняется. . · 

Из рисунка следует, что при Л > 0,115 мкм пограничный 
слой увелиЧивает· лучистый поток, падающий на поверх~ 
ность, а при ~ < 0,085 мкм наблюдается заметная экрани
ровка этого потока. Эффект экранировки возрастает с рос
том давления и уменьшается с ростом температуры Т8 • 
Эrо объясняется изменением коэффициента поглощения 
воздуха, в результате чего оптическая толщина погранично

го слоя при Л > 0,115 мкм значительно меньше единицы, а 
при Л < 0,085 - больше единицы, причем эти толщины 
монотонно изменяются с ростом р8 и Т8 • Однако суммарное 
изменение потока лучистой энерrии мало, так как увеличе
ние лучистого потока в диапазоне 0,085 мкм < 'Л < 
< 0,115 мкм компенсируется уменьшением этой величины 
в экранирующей области длин волн при Л < 0,085 мкм. 
Из анализа кривых рис. 7.10.5 следует также, что суммар
ный лучистый.тепловой поток, проходящий через заморожен
ный пограничный слой в отсутствие разрушения, мало изме
няется количественно: например, при .'Л > 0,115 мкм и 
Т8 = 17 ООО К лучистый поток к .поверхности может превы
шать поток на внешней границе пограничн6го слоя· не более 
чем в 1,5 раза. . 

Числовой анализ поставленной выше задачи показал, что 
характер изменения конвективных потоков для нераэруша-
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~~ 
1, 5 

1,0 

0,05 0,255 0,595 А.,нкм 

Рис. 7.10.5. Зависимость безраз
. мерного потока лучистой энер

гии qt от длины волны л, 

1 

q; 

1, о 

Рис. 7.10.6. Зависи-
мость безразмерного 
потока лучистой энер
гии q:, от безразмер-

ной: . массовой: скоро
сти вдува /';,, 

v - . 
ющеися поверхности остается .таким же, как и для неизлу-

чающего газа. На рис. 7.10.6 приведены графики отноше
ния q:, = qwlq~ (суммарной плотности теплового потока, па
дающего" на поверхность раздела) к суммарной плотности 
теплового ПО'I'ОКа при скорости вдува (ptr)w ::::; О в зависи
мости от относительного рас-хода массы f:, = f wlf. на по
верхности. Кривые 1, 2, 3 получены при р, = 105 Па и Тв= 
= 1,1·104, 1,4·104, 1,7·104 Ксоответственно,сплошныекри
вые изображают лучистые тепловые,. пунктирные - сум
марные конвективно-лучистые тепловые потоки. Кривые 4 
получена при _ '(р v)w = О, Ps = 105 Па и Тв = 1,4 · 104 К, 
а кривая 5 соответствует вдуву црозрачных паров (q:, ~ 1). 
Из представленных на рис. 7.10.6 графиков следует, что 
р ростом масс,овой скорости вдува непрозрачных паров лу
чистые тепловые потоки к поверхности увеличившотся. 

Наибольшее увеличение лучистого потока наблюдается при 
наименьшей из рассмотренных температур тормQжения Тв = 
= 1,1·104 К. Последующее возрастание безразмерной мас
совой скорости вдува приводит к тому, что при f:, > 0,05 
наблюдается падение радиации, а при f:, > 0,07 - экра
нировка излучения, которая наиболее существенна при боль
ших вдувах для наибольшей из рассмотренных температур 
Тв = 1,7·104 К. Несмотря на некоторое увеличение лучис
того теплового потока при малых вдувах (f:, < 0,05); сум
марный конвективно-лучистый поток при вдуве непрозрач
ных продуктов разрушения графита монотонно падает с рос-
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том f:,. Это связано с тем, что эффект уноса массы значитель
но более сильно уменьшает конвект~вный тепловой поток, в 
результате чего ум~ньшается и суммарный поток. Качест
в~инu нuв~дени~ кривых суммарного теплового потока в 

функции от скорости вдува мало отличается от кривой 4, по
лученной без у~ета излучения. Однако в количественном от
ношении суммарный поток может значительно отличаться 
от потока, рассчитанного без учета излучения. В част.ности, 
при больших вдувах это отличие может достигать 1,5 по
рядка. 

-Представляет интерес спектральное распределение лу
чистых потоков, падающих на тело q'Лw и на внешнюю гра

ницу пограничного слоя q'A.e (соответственно сплошная и 
пунктирная кривые на рис. 7.10.7). Эти кривые получены 
при Т8 = 1,~· 104 К и Рв = 105 Па и большом вдуве. Обра-

"~:7·-.;..: t. rq ---~--t-----..----.----,.----. 

о ..----.-.-.. .......... ~--+-....,_~__;..--+----' 
0,1 qz 

1 
, 

,л / 1 
.-30-· --12s ' r 

1 ' ' \ 1 

-100~\...-.... -25---~' ......... ~ -' -----
11!"'· l './ . 

Рис. 7.10.7. Спектральное распределе
ние _ручистых потоков, падающих на 

тело и внешнюю границу вязкого 

ударного слоя 

щает На себя ВНИМанне ТОТ факт; ЧТО ХОТЯ при А < 0; 115 МКМ 
величины Ч'А.е и q'Ле имеют одинаковые знаки, значение Q'J..w << 
<< qiлe, т. е. в это~ спектральном интервале основную роль 
играет экранировка внешнего излучения продуктами вдува. 

В то же вре~я в видимой части спектра кривые q'A.w (Л) и 
Ч'А.е (Л) качественно различаются. Из рис. 7.10. 7 следует, 
что потоки имеют разные знаки при 0,3 мкм < Л < 0,57 мкм, 
а их графи.кн симметричны относительно оси абсцисс. Сле
довательно, внутри пограничного слоя существует подслой, -
в котором содержание прЬдукто~ разрушения *, достав-

• В Данном случае CN и С 8• Вообще же в качестве nродуктов 
вдув а в данной задаче брались следующие компоненты: СО, CN, 
С8, С2 , С. В режиме сильного вдува массовые концентрации компо-
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ленных в подслой диффузией, Достаточно велико и для кото
рого области с повышенной темп~ратурой и с существенно 
меньшей концентрацией этих компонентов, близкие к внеш
ней границе пограничного слоя, и области с- пониженной 
температурой, близкие к поверхности раздела сред, являют
ся_ оптически тонкими. В результате спектральный харак
тер Q'Лw и Q'Ae оказывается одинаковым, а направление по
токов - разным, так что суммарный лучистый поток оказы
вается незначительным. В силу закона смещения Вина (см. · 
формулу (4.5.2)) роль излучения в видимой области падает 
с ·ростом Т8 • Поэтому· из двух кон-курирующих процессов: 
экранировка лучистой энергии при 'Л < 0,115 мкм и увели
чение радиации в видимой области (увеличение ·лучистого· 
потока Q'Лw в видимой области следует из анализа графиков 
на рис. 7.10.5 и 7.10.7) - основную роль при высоких тем
пературах играет первый nроцесс. 

Таким образом, можно сделать вы~од о том, что вдув в по.
граничный слой продуктов -рilзрушения, способных погло
щать и излучать лучистую энергию, увеличивает суммар

ный лучисть~й тепловой поток к поверхности, если вдувае-_ 
мые компоненты, непрозрачны в видимой части спектра, и 
уменьшает его, если компоненты непрозрачны при Л < 
< 0,115 мкм. И~енно поэтому при fi,, > 0,06 и~еет место 
снижение суммарного по спектру лучистого потока при Т,= 
= 1,4·104 К и в особенности при Т,= 1,7·104 К(см. 
рис. 7.10.5). · 

Нарйду с эффектом экранировки лучистоrо потока к по
верхности рЗ:здела сред для 'Л < 0,115 мкм При вдуве, в ре-

0 ' 

зультате которого Q'Лw уменьшается, в видимои части спект-

ра имеет место противоположный эффект: с увеличением 
скорости вдува лучистый поток увеличивается. Этот эф-

-фект связан с высвечиванием энергии компонентами., продиф
фундировавшими во внешние, более нагретые слои погра
ничного слоя. Высвечивание энергии объясняется увеличе
нием коэффициента излучения-смеси в этих условиях. 

В связи с наличием конкурирующих эффектов экрани
ровки лучистого потока и высвечивания энергии, которые в 
известной степени комп~нсируют друг друга, вдув паров, не
про~рачных в.о всем спектре, приводит к уменьшению ин

тегрального по спектру потока не более чем на 30 % . Специ
альные чиеловые эксперименты на ЭВМ показали, что для 

нентов таковы: с (С) = 0,4-10-1, с (С1) = О, 13, с (С 3) = 0,68; 
с (CN) = О, 1, с (СО) = О,З· IО-1. _ 
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Рис. 7.10.8. Зависимость тем
пературы поверхности Т 10 и 
скорости массового уноса 

rh"= (pv)" от температуры 
Т д на внешней границе вяз-

кого ударного слоя 

о -~---=~~-..!..--....... 
0,2 ~ч , О,б о,~ 71 

Рис. 7.10.9. Профили темпера
туры Т и концентрации с2 по
перек вязкого у дар но го слоя 

эффективного снижения суммарных лучистых потоков, па-· 
дающих на поверхность тела, необходимо, чтобы продукты 
разрушения имели в области спектра Л < 0,115 мкм доста
точно большие коэффициенты поглощения, а в видимой об
ласти были прозрачны. 

При использовании условия теплового баланса (7 .11.1 О) 
р,ассчитывались температура поверхности и массовая ско

рость уноса. На рис. 7.10.8 прив~дены графики температуры 
поверхности (кривые 1) и массовой· скорости уноса . (кри
вые 2). Сплошные кривые полученъ1 для паров с реальными 
оптическими свойствами, пунктирные получены в отсутствие 
излучения, а кружками помечены точки, полученные для 

паров, прозрачных во всем интервале. Из графиков следует, 
что излучение в большей степени влияет на массовую скорость 
уноса, чем на температуру поверхности раздела сред. 

Изменение оптических свойств продуктов вдува от пр~-
u 

зрачных во всем спектре до реальных значени~ приводит к 

слабому изменению Т w и (pv)w, что подтверждает сделан
ный выше вывод о том, что эффекты высвечивания и экра
нировки взаимно компенсируют друг друга. 

В заключение приведем профили температуры Т w и 
концентрации С2 поперек ударно-сжатого слоя при Т = 
= 1,4· 104 К для режима большого вдува. На рис. 7.10.9 
кривая 1 соответствует сечениям поглощения продуктов раз
ложения, прозрачным при Л < 0,115 мкм; кривая 2 - сече-
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ниям поглощения, прозрачным при Л > 0,115 мкм; кривая 
3 - реальн:Ь1м сечениям поглощения; кривая 4 отвечает не
излучающему газу и кривая 5 представляет собой пр9филь , 
концентрацпп. 

Представленные выше результаты носят в основном ка
чественный характер, так как при их получении использо
вались довольно обременИтельное допущение о заморожен
ности течения в вязком ударном слое (на самом деле оно хи
мически неравновесное, но все же ближе к равновесному 
типу течения [19]) и спорные граничные условия для (pv)w 
и ~w· В результате этого задаваемые значения этих величин 
могут быть не согласованы со значениями тепловых потоков, 
которые получаются в результате решенИя задачи. Оче
видно, что массовая скорость термохимического разрушения 

(pv)w и C2w должны· определяться из за~онов сохранения. 
массы нз границе раздела сред в результате решения соот

ветствующей задачи тепло- и массообмена в сопряженной µо
становке. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

В физической газодинамике реагирующих сред широко исполь
зуют математический аппарат векторного и тензорного анализа. 
В связи с этим целесообразно привести сводку наиболее часто упо
требляемых формул тензорного и векторного анализа. При записи 
последующих формул использованы обозначения: f, g - скаляры; 
А, 8, С, D - векторы; Т - тензор; V - оператор Гамильтона 
(набла), символический вектор, выражение которого в декартовой 

. д д д 
сист~ме координат V= д- е1 + д- е2 + -д е3 , где е1 , е2 , е 3-вза-

х1 Х2 Х 
имно ортогональные единичные векторы. Опер~тор Гамильтона за
меняет символы ·градиента, дивергенции и ротора, при этом соо1·вет

ственно Vf = grad f, V · А= div А, V Х А= rot А. Использо
вание оператора Гамильтона приводит к следующей записи формул: , 

А· 8хС= Ах 8 ·С= 8·СХА= 8Х·С·А= С·АХ 8 =СХА· В; 

Ах(8ХС)=(А·С) 8-(А·8) С; 

АХ(8ХС) +8х (СХА) +сх (АХ8) =0; 

(АХ 8) · (СХ D) =(А· С) (8· D)-(A· D) (В. С); 

(АХВ)Х (CXD) = (АХ8· D) С-(Ах8.С) D; 

V(/g). V(g/)=/Vg+gVf; V·(fA)=fV·A+A·Vf; 

Vx(/A)=fVxA+V/xA; V·~AX8)=8·VXA-· л .. vхв; 
Vx(AX8)=A (~·8)-8 (V·A)+(B·V) A-(A·V) 8; \ 

v (А·В) =Ах (VXB) +Bx(VXA)+ (А· V) в+ (В· V) А; 

Vlf=V·V/; V2 A=V(V·A)-VxVxA; VxV/=0; V·VXA=O. 
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Диада является специальным классом тензоров с компонентами 
А iB J' (i, j" • 1, 2, 3), образованном с помощью векторов А и В. Про
изв~ение Т • А тензора Т на вектор А определяется как вектор, 
компоненты которого (Т • А)1 = ~ T_tJAJ. Поэтому ~ (V • Т)1 = 
= ~дТ1j/дхi, V · (/Т) -- Т · V/ + /V · Т и, в частности, 

1 - . 
V·AB =А (V · В)+ (В · V)A. 

Приведем формулы.перехода от интегрирования по поверхности 
S к интегрированию по объему V, ограниченному этой поверхностью. 
Направление внешней к поверхности нормали· n считается положи
тельным, dS = ndS: 

f VfdV = J fdS; 
v s 

.fV·AdV= J Л·dS; 
v s 

JV·TdV=fT·dS; 
v -s 

J VXAdV= J dSXA; 
v s 

i (A·Vxvxв-IJ.vxvxA) dV= ~ (BxVxA-AxVxB)-dS. 

Формулы перехода от интегрирования по некот<?рому контуру 
L, элемент которого dl, к интегрированию по поверхности, натянутой 
на этот контур, имеют вид: 

J dSxV/ = ~ fdl; 
s . i 

f dS·VXA=f A·dl; 
S L . 

! (dSXV)XЛ= i dlxA;_ i dS·(VfXVg) = i fdg= -1 idf. 

Простое произведение Т · Т' двух- тензоров Т и Т' по опредеJiению 
, 3 -

есть тензор с компонентами (Т · Т') iJ = ~ Т ii T k/• Двойное произ· 
k~l . 

ведение Т : Т' тензоров Т и Т' по определению есть скаляр Т : Т' = 
= Т' : Т = 1-: TiJTJl· 

1/ 
В сферической системе координат: . 

дивергенция 

·1 д l д 1 
V·A=-;sт,<rsA,)+ rsin8 д8 (t1esin8)+,sin8 

. 
• 

rрадиент 

. дf l· дf 1 дf 
(V/)r = д, • (V/)e =--;:- д8 ' (V/)Ф = r sin 8 д1J' • 

1 д 1 дАв 
(VX A)r = r sln 8 д8 (АФ sin О) r sin 8 дер ротор 

1 дАr _. _1 ~- (rA , (VXA)8 ) 
r s in 8 дq> r дr Ф 
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1 д , 1 дАr 
(VXA) =--(rA )-- ; 

ф r дr. в ,_ ав 

лапласиан скяляrя 

v2 f =]_ _!_(,2~)+ 1 ~ (sin o.!L)+ ,2 дr дr ,2 sin 0 д8 ав 

1 д2 f 
+ r2 sin2 ft р<р2 ; 

лапласиан в~ктора 

- 2Ar 2 дАв 
(V2 A)r=V2Ar- ----,2 ,2 ао 

,2 sin1 О 

2 cos 8 д~ф 
r 2 sin2 0 д<р ' 

АФ 2 дАr 2 cos 0 дАв 
,2 sin2 0 + r2 sin 0 д<р +. r2 sin2 0 дq> ; 

компоненты вектора (А • V) В 

дВr Ав дВr АФ дВr 
[(A·V)B]r=Ar дr .+7 д0 +rsin0 д<р r 

дВв Ав дВв . . Аф дВв 
-[(A·V)BJe=Ar iJ + ав + . в'а + . r . r _ r s 1n <р. 

r 

' Ав Br А В + Ф Ф ctg 0, 
· r r ~ 

дВ А дВ А 
-HA·V)B] =Ar Ф+_о_ Ф+ .Ф 

Ф дr r д0 f s 1n 0 

АФ Br АФ Вв ctg 0 
+ r + r 

дивергенция тензора 

1 д 1 д 
(V·T)r=-;-д (r2 T77)+ . & -д0 (T,0 sin8)+ r r r s1n 

+ 1 дТ,ф Твв+ТФФ 
r sin 0 д<р r ' 

1 д 1 д . 
(V·T)e= ;;т, (r2T er)+ rsin 0 до (Т вв s1_n 0)+ 

t дТвФ Т,в _ ctg0 Т 
+-,-si_n_0 дq> + r r <РСР' 

• 
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1 д 1 а 
(V. T)q> =--;;: д, (r2 Т Ф,) + r sin 0 дО (Т вq> sin 0) + 

1 ат фq1 т rф ctg 0 
+ . 0 а + + Т Oq>· r s1n q> r r 

В цилиндрической системе координат: 
диверrенци я / , 

V·A=J_ _!__ (rArH_!_ дАв + дАz ; 
r ar r ав дz 

градиент \ 
1 ~ 

af 1 af дf 
(V/)r) =-а;- , (V/)в = 7 ав· , (V/)z = дz ! 

ротор 

, , 1 aAz аАв aAr aAz 
(VXA)r=-;- а0 - az ·' (VХА)в=. az дr ' 

1 а 1 дАr 
(VXA)z=7~(rA0)-7 ав ; 

лапласиан скаляра 

v2 f = _1 ~ (r _Е!_) + _1 д2 f + а2 f . 
r ar ar r2 д02 дz2 ' 

лапласиан вектора 

· 2 аАв Ar 
(V2A)r=V2 Ar-7 дО ----;;- , 

· 2 дАr Ав 
(V2А)в=V2 Ав+- -- ' " ,2 ав ,2 

(V2 A)z = V2 Az; 
компоненты вектора (А · V) В 

ав" Ав aBr дВ" 
[(A·V) B]r=Ar +- +Az --

а1 r д0 az r 

ав8 Ав дВв авв Ав Br 
[SA· V) В]в=Аr ar ~7 ав +Az az + r 

· авz · Ав дВz 
[(A·V) B]z=Ar +- +Az 

ar r ав az 
дивергенция тензора 

1 д 1 ат rв ат rz 1 
(V·T)r=-;a, (rTrr)+7 ав +·- za -7 Твв• 

· 1 а 1 дТ вв дТ вz 1 
(V·Т)в=-;-а,(rТв,)+-;- ав + az +-;-Тrв• 

1 а 1 ат zв ат zz 
(V·T)z=7 Т, (rTir)+7 дS + дz 
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