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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта книга посвящена методам решения так называемых об­
ратных задач. Многочисленные обратные задачи можно найти 
в различных областях естествознания -физике, химии, био­
логии. Если экспериментатор не и.меет возможности непосред­
ственного измерения характеристик исследуеr.1ого объекта, ему 
приходится проводить обработку и интерпретацию всех до­
ступных экспериментальных данных, решая при этом обрат­
ные задачи. Так, астрофизик не может активно воздействовать 
на процессы, происходнщие на далеких звездах и галактиках, 
ему приходится делать заключения о физических характери­
стиках весьма удаленных объектов по их косвенныr.1 пронвле­
ниям, доступным измерениям на Земле или вблизи Земли (на 
космических станциях). Прекрасные примеры обратных задач 
можно найти в медицине, прежде всего нужно отметить вы­
числительную (или компьютерную) томографию. Хорошо из­
вестны приложения обратных задач в геофизике (на самоr.1 де­
ле, легче и дешевле судить о том, что деJiается под поверхно­
стыо Земли, решая обратные задачи, чеr.1 заниматьсн бурениеr.1 
глубоких скважин), радиоастрономии, спектроскопии, ядерной 
физике и т. д., и т. п. В последнее время интенсивно развива-
1отся методы исследования обратных задач в эконоr.1ике. 

Многие обратные задачи относятся к чисJiу так называе­
мых некорректно поставленных -при обработке приближен­
ных данных, полученных, например, из эксперимента, малым 
изменениям входных данных могут соответствовать как угод­
но большие измененин решения. Современнан теория реше­
ния некорректно поставленных задач, основанная на рабо­
тах российских математиков - А. Н. Тихонова, В. К. Иванова, 
NI. t-.tl. Лаврентьева и их научных школ, позволяет преодолеть 
возника1ощие трудности. ЦеJiь настоящей книги - познакомить 
читателей с основаr.1и этой теории. 

Книга написана на основе курса лекций, читавшихся ДJIЯ 
студентов физического факультета МГУ им. М. В. Ломоносо-



6 Предисловие 

ва. В качестве основных приложений рассматривались обрат­
иые задачи геофизики. Nlатематический аппарат, описанный 
в первой главе, с успехом применялся для решения обрат­
ных задач астрофизики, обработки изображений, колебатель­
иой спектроскопии, электронной микроскопии, акустики и мио­
гих других. Поэтому книга может быть полезна для студентов, 
аспирантов, научных сотрудников, интересу1ощихся современ­
ными методами решения обратных, в том •1иСJ1е некорректно 
поставленных, задач. 

Авторы благодарят Российский фонд фундаментальных ис­
следований и Государственный фонд наук Китая за части•1-
иу10 поддержку их совместиых научных исследований, резуль­
таты которых отражены в данной книге (грант 12-01-91153-
ГФЕН_а). 



Глава 1 

НЕКОРРЕКТНО ПОСТАВЛЕННЫЕ ЗАДАЧИ 

§ 1 . ВВЕДЕНИЕ 

В этой книге мы познакомимся с основными понятиями тео­
рии так называемых некорректных (или некорректно постав­
ленных) задач и численными методами их решения. Основате­
лем этой теории является выдающийся российский математик 
АидРей Николаевич Тихоиов, столетие со дня рождеиия ко­
торого мы отметили в 2006 г. АндРей Николаевич в течеиие 
многих лет заведовал кафедрой математики физического фа­
культета МГУ, а в 1970 г. стал создателем и первым декаио�1 
факультета вычислительной математики и кибернетики МГУ. 
Важно знать, что значительная часть жизни АндРея Никола­
евича была связана с геофизикой. 

В 1937 г. по инициативе Отто Юльевича Шмидта был орга­
низоваи Институт теоретической геофизики (ИТГ) АН СССР, 
директором которого он был до 1949 г. Институт создава.11-
ся с целью объединения усилий физиков, математиков, гео­
физиков, механиков для исследования Земли современными 
физико-математическими методами. Сложность и практиче­
ская важность изучаемых геофизикой процессов всегда при­
влекали у•1еных разных специа.11ьностей. О. Ю. Шмидту уда­
лось собрать в этом институте целый ряд крупных ученых: 
акадеr.1иков А. Н. I<рылова, А. Н. I<олмогорова, П. П. Лазаре­
ва, Л. С. Лейбензона и в дальнейшем ставших академиками 
А. Н. Тихонова, Г. А. Гамбурцева, В. В. Шулейкина и др. По 
приглашени10 Отто Юльевича АндРей Николаевич с 1937 г., 
оставаясь в МГУ, начал работать в новом институте научным 
сотрудником, а затеr.1 заведу1ощим отделом r.1атеr.1атической 
геофизики. После реорганизации ИТГ в 1946 г. Андрей Нико­
лаевич стал сотрудником Геофизического института АН СССР. 
В 1939 г. в возрасте 33 лет Андрей Николаевич был избран чле­
ном-корреспондентом Академии наук СССР по отделению ма­
тематических и естествеиных наук по специальиости «геолого-
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географические науки». (В послевоенные годы в справочниках 
указывалась специальность «геофизика».) 

Посде нa•1a.ria Великой Отечественной войны Институт тео­
рети•1еской геофизики, вместе с другими у•1реждениями Ака­
демии наук, был эвакуирован в I<азань, а затем частично 
в Уфу. Часть эксплуатируемых нефтяных месторождений ока­
залась на территории, занятой немцаr.1и или под угрозой их 
захвата. Поэтому был развернут поиск нефти между Волгой 
и Уралом. Андрей Николаевич был привлечен к работам по сей­
сморазведке и электроразведке. Он работал в составе группы, 
занимавшейся расшифровкой результатов электрозондирова­
ния земной коры в районе г. Ишm1бай в Башкирии. Иногда ему 
удава.11ось быть в Казани с се�1ьей, но большу10 часть времени 
он проводил в разъездах. Именно в это время (1943 г.) им была 
опубликована в Докладах АН СССР знаменитая работа «Об 
устойчивости обратных задач», положившая нa•1a.rio современ­
ной теории некорректных задач. Андрей Николаевич всегда 
с•1ита.r�, что эта теория и возникла из-за необходимости ре­
шать важные прикладные (в том числе геофизические) задачи, 
и развитие теории теснейшm1 образом связано с приложениями. 

§ 2. КОРРЕКТНОСТЬ ПОСТАНОВКИ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 

В качестве основного объекта наших исследований в этой кни­
ге мы будем рассматривать операторное уравнение вида: 

Az =и, (2.1) 

где А- линейный оператор, действу1ощий из нормированного 
пространства Z в нормированное пространство И. 

Французским ��а.тема.тиком Адамаром -------
Жак Адамар (Jacques были сформулированы следующие условия Нadamard), 186s-1963 

корректности постановки матеr.1атических 
задач, которые мы рассмотрим на примере 
записанного операторного уравнения. Задача решения опера­
торного уравнения называется корректно поставленной (по 
Адамару), если выполнены следующие три условия: 

1) решение существует \:/и Е И; 
2) решение единственно; 
3) если Un � и, Azn = Un, Az = и, ТО Zn � z. 
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Условие 2) обеспечивается тогда и только тогда, когда опе­
ратор А является взаимно однозиачным. Условия 1) и 2) озна­
ча1от, что существует обратный оператор А-1, причем его об­
ласть определения D(A-1) (или область значений операто­
ра R(A)) совпадает с И. В этоr.1 случае говорят, что оператор А 
есть биекция Z на И. Условие 3) означает, что обратный опе­
ратор является иепрерывным, т. е. «t.1алым» изменениям пра­
вой •1асти и соответству1от «малые» изменения решения z. Бо­
лее того, Адамар считал, что только корректные задачи долж­
иы рассматриваться при решеиии прикладных задач. Однако 
хорошо известны примеры некорректно поставленных задач, 
к рассмотрению и численному решению которых приходится 
прибегать при рассмотрении много•1иСJ1енных прикладных за­
дач. Хочется сразу отметить, что в дальнейшем мы будем рас­
сматривать случай, когда не выполняется условие 3). Ниже r.1ы 
увидим, •1то в некоторых СJ1учаях удается добиться выполне­
ния условий 1) и 2) с помощью уточнения понятия решения 
и введения различных обобщенных решений. Нужно отметить, 
что устойчивость и неустойчивость решения связаны с тем, как 
определяется пространство решений Z. Выбор пространства 
решений (в том чиСJ1е и нормы в нем) обычно определяется 
требованиями прикладной задачи. 

Поэтому снача.11а мы должны определить пространства, 
с которы�1и мы буде�� встречаться в да.11ьнейшем. Напомним 
также некоторые основные определения. 

§ 3. МЕТРИЧЕСКИЕ, НОРМИРОВАННЫЕ 
И ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА 

l\ilножество L называется (вещественным) линейным про­
странством, если для любых двух его элементов х, у определен 
элеr.1еит х+у Е L (иазываемый суммой элементов х и у), и для 
л1обого элементах Е L и л1обого (вещественного) •1иСJ1а а опре­
делен элемент ах Е L (называемый произведением элемента 
х иа число а), причеr.1 выполиеиы следу1ощие условия: 

1) для любых элементов х, у Е L: х + у - у + х 
(коммутативность сложения); 

2) для Juобых элементов х, у, z Е L: (х +у)+ z = х +(у+ z) 
(ассоциативность сложения); 
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3) существует элемент О Е L (называемый нулевым эле­
ментом, или нулем пространства L), такой, что для л10-
бого элемента х Е L: х + О = х (существование нулевого 
элемента); 

4) для л1обого элемента х Е L существует элемент -х Е L 
(называемый обратным к х), такой, что х + (-х) = О 
(существование обратного элемента); 

5) для л1обых элементов х,у Е L и Jнобого (вещественного) 
числа а: а(х + у)= ах + ау (дистрибутивность умно­
жения суммы элементов на число); 

6) для Jнобых (вещественных) чисел а и f3 и л1обого эле­
мента х Е L: (а + fЗ)х = ах + fЗх (дистрибутивность 
умножения сум�1ы чисел на элемент); 

7) для любых (вещественных) чисел а, f3 и любого элемен­
та х Е L: (о:· fЗ)х = а(/Зх) (ассоциативность умножения 
на число) ; 

8) для любого элемента х Е L: 1 ·х = х (свойство единицы) . 
Элементы линейного пространства называ1отся векторами, 

поэтому линейное пространство иногда называется вектор­
ным. 

Пусть даны элементы х1, . . . , Xn Е L. Всякая сумма вида 
<Х1Х1 + . . .  + anXn, где а1, • . •  , an - числа, называется линейной 
комбинацией элементов х1, . . . , Хп- Элементы х1, . . .  , Хп назы­
ва1отся линейно зависимыми, если существует их линейная 
комбинация, равная нулевому элементу, где не все числа ak 
равны нул10. Если же равенство о:1х1 + . . .  + <ХпХп = О возможно 
только при а1 = ... = <Xn = О, то элементы х1, . • . , Xn называют­
ся линейно независимыми. Линейное пространство называ­
ется n-мерным, если в нем существует n линейно независимых 
векторов, а всякий п + 1 вектор линейно зависим. Набор лю­
бых n линейно независимых векторов в n-мерном пространстве 
называется базисом. 

Пример 3.1 (линейные пространства). 
1) Конечномерное векторное пространство IR", изучаемое в кур­

се линейиой алгебры. 
2) ПростраиС'rво (веществениых) функций, оnределен�ь1х на от­

резке [а, Ь]. Это проС'rранс-rво можио рассмаrrривать как ли­
нейное, если определить сумму элементов и умножение на 
вещес-rвеииое число обычиым образом. Нулевым элемеитом 
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этого пространства является функция, тождественно равиая 
1rул10. Заметим, что это nроС'rранство бесконечномерное. 

Множество М называется метрическим пространством, 
если для любых двух его элементов х, у Е М определено веще­
ственное число р(х, у) (называемое метрикой, или расстояни­
ем), причеr-1 выполнены следующие условия: 

1) для л1обых элеr-1ентов х, у Е NI: р(х, у) � О, причеr-1 
р(х, у) = О тогда и только тогда, когда элементы х и у 
совпадают (х =у) (неотрицательность метрики); 

2) для л1обых элеr-1ентов х,у Е М: р(х,у) р(у,х) 
(симметричность метрики); 

3) для л1обых элементов х, у, z ЕМ: р(х, у)� р(х, z) + р(у, z) 
(неравенство треугольника). 

Можно дать определение открытого и замкнутого множе­
ства. Для этого введем понятие открытого (замкнутого) шара. 
Открытым шаром с центром в точке хо Е М и радиусом 
r > О называется r-1ножество 81.(хо) = {х Е М: р(х,х0) < r}. 
Замкнутым шаром с центе_ом в точке ха Е JVJ и радиусоr-1 
r· > О называется множество Sr(xo) = { х Е М: р(х, ха) � r·}. 

Множество А С М называется ограниченным, если оно 
содержится цеJiиком в некотором шаре. Множество А с М на­
зывается открытым, если для любой точки х0 Е М существует 
радиус r > О, такой, что Sr(xo) С А. 

Точка х0 Е М называется точкой прикосновения множе­
ства А С М, если л1обой шар Sr(xo) содержит хотя бы одну 
то•1ку х Е А. Совокупность всех то•1ек прикосновения множе­
ства А называется замыканием этого множества и обознача­
ется как А. Множество А С М называется замкнутым, если 
А= А. 

Заметиr-1, что r-1етрическое пространство не обязательно яв­
ляется линейным. Дадим определение нор�1ированного про­
странства. 

Определение 3.1. Линейное пространство N называется нор­

мированным, если для л1обого элемента х Е N определено 
вещественное число llxll (называемое нормой), причем выпол­
нены следующие условия: 

1) для л1обого элемента х Е N: llxll � О, а llxll = О тогда 
и только тогда, когда х = О; 
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2) для любого элементах Е N любого (вещественного) чис­
ла а: ll axll = lall lxll (неотрицательная однородность нор­
N1ы); 

3) для любых элементов х,  у Е N: ll x + Yll � ll xll + llYll 
(неравенство треугольника). 

Нормированное пространство является метрическим, ecJiи 
определить расстояние как р(х ,у) = ll x -Yll · 

Пусть имеется некоторое норr.1ированное пространство N, 
в котором двумя способами введены нормы ll xll1 и ll xll2- Нор­
ма ll xll 1 подчинена норме llxll2, если существует постоянная 
f3 >О, такая, что для л1обого элементах Е N: 

(3.1) 

Нормы l lxll1 и ll xll2 называ1отся эквивалентными, если су­
ществуют числа о: > О, f3 > О, такие, что для любых х Е N: 

(3.2) 

Эквивалентность норм является отношением эквивалентно­
сти, т. е. обладает следу1ощими свойстваr.1и: 

1) рефлексивность: ll xll "-' ll xll , 
2) симметричность: если l lxll1 "" ll xll 2, то ll xll 2 "" l lxll1 , 
3) транзитивность: ecJiи ll xll1 "" ll xll2 и ll xll2 "" ll xl lз, то 

ll xll 1 "" llхllз-
Знак «�» означает эквивалентность норм. 
Теорема 3.1. Во всяко111 коне<fНОN1ерно111 линейно111 пространстве 
все нор111ы эквивЭJ1ентны. 

В нормированном пространстве легко определить понятие 
сходимости последовательностей. 
Определение 3.2. Последовательность элементов х,,, Е N, 
п = 1, 2, . . . , сходится по норме пространства N к элемен­
ту х Е N (обозначается х,,, --+ х при п --+ оо, х называется 
пределом последовательности {х,,,}), если ll xn - xll -+ О при 
п--+ оо. 

Докажем теперь, что из сходимости по норме следует схо­
димость норr-1 элементов последовательности к норr.1е предель­
ного элемента. Обратное, очевидно, неверно. 

Лемма 3.1. Если х"--+ х при п--+ оо, то ll xnll --+ ll xll-
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О Докажем сначала неравенство, тривиально сле,цующее из 
иеравенства треугольиика: для л1обых элементов х, у Е N: 

l llxll - llYll I � llx - Yll · (3.3) 

На самом деле, из неравенства треугольника сле,цует 
llxll = llx -у+ Yll � llx -yll + llYll · Отс1ода llxll -llYll � llx -yll · Ме­
няя х и у местами, получаем llYll = llY - х + xll � llx - Yll + llxll, 
или llYll - llxll � llx - Yll· Из этих двух неравеиств сле,цует 
написанное выше. Пусть теперь х" -t х при п -t оо. Тогда 
l llx"11 - llxll I � llx" - xll -t О, из чего и сле,цует утверждение 
леммы. • 

Определение 3.3. Последовательность х", п = 1, 2, . . . , эле­
ментов нормированного пространства N называется фунда­
ментальной, если для л1обого е > О найдется иомер К, такой, 
что для л1обого п;;::: J( и любого натурального р: llx"+7>-x"11 � е. 
Утверждение 3.1. Л1обая последовательность, сходящаяся 
в норлтрованном простра.истве N, является фуидал1ентальиой. 
Пример 3.2 (нормированное пространство). 

1) Конечномерное евкл11дово nространство JRn. 
2) Пространство С[а, Ь] функций, непрерывных на отрезке (а, Ь]. 

Норма в пространстве С[а, Ь] определяется как 

llYllc1a,ЬJ = max{ly(s)I, s Е [а, Ь]}. (3.4) 
Сходимость по норме пространства С(а, Ь] называется рав-
номерной сходимостью. 

Свойства равноr.1ерио сходящих­
ся последовательностей непрерывных 
функций изучались в курсе математи­
ческого анализа. В частности, был до­
казан критерий Коши для равномерной 

Оrюстен Луи Коwм 
(Augustin Louis Cauchy), 
1789-1857 

сходимости, а иr.1еиио, необходимыr-1 и достаточныr-1 условиеr-1 
равномерной сходимости функциональной последовательности 
является ее фундаментальность. 

Нормированное пространство на­
зывается полным, если в нем любая 
фундаментальная последовательность 
сходится. Полное нормированное про-
странство называется банаховым. 

Стефан Баках (Stefan 
Вanach), 1892-1945 
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В курсе математического анализа было доказано, что кри­
терий I<оши является не только необходимым, но и достаточ­
ным усJiовием равномерной сходимости. Поэтому пространство 
С[а, Ь] является банаховым. Очевидно, свойством полноты об­
ладает и пространство Rn. 

В да.пьнейшем нам потребуется и пространство функций, 
непрерывных с производиыми до р-го порядка вкл1очителы10 
на интерва.пе [а, Ь], сходимость в котором является равномер­
ной со всеr-1и производными до р-го порядка (р � 0- целое). 
Такое пространство обозначается С(Р) /а, Ь] ( с<0> [а, Ь] = С/а, Ь]). 
l\iloжнo ввести много различных норм в этом пространстве, по­

рожда1ощих указанный выше тип сходиr-1ости. Из всех таких 
(эквива.пентных) нор�1 для нас удобнее всего будет сдеду1ощая: 

р 
llYllc<vJ(a,Ь) = L max {IY(k)(s)I, s Е [а, Ь]}. (3.5) 

k=O 

Линейное пространство Е называется ев­
клидовым, есди для JIIOбыx двух элемен­
тов х, у Е Е определено вещественное чис­
ло (х, у), называеr-1ое скалярным произве-

Евммд (Е vк).1oqu], 
()1(0J10 300 Г. ДОН. Э. 

дением, причем выполнены следу1ощие условия: 
1) для л1обых элементов х, у Е Е: (х, у) 

(симметричность); 
(у,х) 

2) для любых элементов х1,х2,у Е Е: (х1 +х2,у) = (х1,у) + 
+ (х2, у) (аддитивность по первому аргументу); 

3) для Jнобых элементов х, у Е Е и Jнобого вещественного 
числа о:: (о:х,у) = о:(х,у) (однородность по первому ар­
гументу) (в силу условий 2) и 3) и си�1метричности ска­
лярное произведение является линейным как по первому, 
так и по второму аргументу); 

4) для л106ого х Е Е: (х,х) � О, причем (х,х) = О тогда 
и только тогда, когда х = О (свойство скалярного квад­
рата). 

Скалярное произведение порождает нор-
му: llxllв = J(x, х). Справедливо неравен- :�����:�евмч 
ство Коши-Буняковского: 1804-1889 

Теорема 3.2. В евклидовод1 пространстве выполняется неравен-
С'ГВО: 

l(x, Y)I � llxll · llYll- (3.6) 



§ 3. Метрические, нормированные и евклидовы пространства 15 

О Рассмотрим функцию /(а) = (ах+у, ах+у). В силу свойства 
скалярного квадрата получаем, что f(a) ;;::: О. В то же время 

f(a) = а2(х,х) + 2а(х,у) + (у,у), (3.7) 

т. е. функция является квадратным трехчленом относительно 
переменной а. Для того чтобы f(a) ;;::: О при л1обоr.1 а:, дис­
криминант должен быть меньше или равен нулю. Поэтому 
4(х, у)2 - 4(х, х)(у, у) � О, откуда и следует неравенство (3.6). • 

Равенство в (3.6) выполняется тогда и только тогда, когда 
элеr.1енты х и у линейно завист1ы. Векторы х и у называ1отся 
ортогональными, ecJiи (х,у) =О, и обозна•1а1отся как х ..L у. 
Пример 3.3 (конечномерное ев11:.1tuдово пространство). 

Пространство n-мерных векторов IR", изучавшееся в курсе ли­
нейной алгебры. Это пространство состоит из векторов-столб­
цов, а скалярное nроизведепие в этом проС'rранстве опреде­
ляется как (х, у) = хС1>уС1> + ... + x(n)y(n) , rде x(l), . . .  , x<n > 
и y(l), ... , уС•'> - компоненты векторов х и у соответсrвенно. От­
метим, что просrранство IR" является полным. 

Пример 3.4 (бесконечномерное евклидово пространство). 
Пространство фу1о�кций, непрерь1виых иа отрезке [а, Ь], rде для 

ЛJОбых непрерывных на [а,Ь] функций у1(х) и у2(х) положим 

(у1, У2) = J: У1(х)у2(х) dx. (3.8) 
Пространство непрерывных функций с норr.1ой, порожден­

ной ска.пярным произведением (3.8), обозна•1им L2 [а, Ь]. Тем са-
мым, { ь } 1/2 

llYll = f а у2(х) dx (3.9) 

Сходимость по норме L2[a, Ь] называется сходимостью в сред­

нем. В курсе математического анализа было доказано следу10-
щее утверждение: 

Утверждение 3.2. Из равно1V1ерной сходи�1ости следует сходи­
л1ость в среднел1. 

Из сходимости же в среднем не следует не только равномер­
ная, но даже поточечная сходимость. 

Утверждение 3.3. Евклидово пространство L2[a, Ь] является 
бесконечнол1ерныл1. 
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К сожалению, это пространство не является полным. На са­
мом деле, рассмотриr-1 отрезок [-1, lJ, на котором определиr-1 
последовательность функций 

-1 при t Е [-1-l] ' n ' 

x"(t) = nt при t Е [-� '�]' (3.10) 

1 при t Е [� '1] ' 

непрерывных на отрезке [-1, lJ, которая сходится в среднеr-1 
к разрывной функции: 

-1 при t Е /-1,0), 
x(t) = О при t =О, 

1 при t Е (O,lj. 
(3.11) 

Такая функционаJiьная последовательность является фунда­
ментальной в L2[-l,1J, но не имеет в L2/-1,1] предела. 

В курсе функционального анализа 
доказывается, что Juoбoe неполное нор­
мированное пространство можно попол­
нить. Полное бесконечномерное евкли­
дово пространство называется гиль­
бертовым. Если пополнить простран­
ство L2/a, bJ, то мы получим гильбертово 
пространство L2 /a, bJ. Однако для того, 
чтобы описать, из каких элементов со­
стоит это пространство, нужно знать не 

Давид Гильберт (David 
HilЬert), 1862-1943 

Георг Фрмдрих Бернхард 
Риман 
(Georg-Friedrich-Вernhard 
Riemann), 182D-1866 

Анри Леон Лебег (Henri 
Leon LeЬesgue), 1875-1941 

только интеграл Риr.1ана, который изучался в курсе матеr.1ати­
ческого анализа, но и интеграл Лебега. 

Нам потребуется еще пространство WJ[a,bJ. Скалярное про-
изведение в этоr-1 пространстве определяется 

(у1,у2) = J: У1(х)у2(х) dx+ J: у�(х)у�(х) dx, 
а норма равна 

llvll = { J: у2(х) dx + J:(y'(x))2dx}
112 

(3.12) 

(3.13) 

Если производные рассматривать как обобщенные ( совпада10-
щие с классическими, если последние существуют), а интеграл 
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как интеграл Лебега, то пространство Wi [а, Ь] является гиль­
бертовым. Если же ограничиться кусочно-гла,цкиr.1и функция­
�1и, то такое пространство будет бесконечномерным евклидо­
вым. 

Вопросы и задачи 

1) Докажите, что в произвольном метрическом простран­
стве (Х, р): 
а) lp(x, z) - p(y,z)I:::;; р(х,у), Vx,y,z Е Х (второе нера­

венство треугольника); 
б) lp(x, z)-p(y,u)I:::;; p(x,y)+p(z,u), \fx,y,z,u Е Х (нера­

венство четырехугольника). 
2) Покажите, что на множестве N натуральных чисел функ-

ции определяют метрику. 
о, т = п, 

б) p(m,n) = 1 1 + 
т + n , т :f; п, · 

3) Пусть на прямой R расстояние опреде.11яется формулой 

р(х, у) = lx -yl , Vx, у Е JR. Проверьте, что рдей-
v'l + x2J1 + у2 

ствительно является r.1етрикой. 
4) Пусть р(х,у) -метрика на множестве Х. Докажите, что 

функции Р1(х,у) = р(х(у) ) ' р2(х,у) = ln(l + р(х,у)), 1 + р х, у 
рз(х,у) = min{l,p(x,y)} , р4(х,у) = р°'(х,у), а Е (О, 1), 
также явля1отся метриками. 

5) Являются ли метриками на прямой IR след.Ующие функ-
ции: 
а) р(х,у) = lx - yl, б) р(х,у) = х3 -у3, 
в) р(х,у) = lx2 - у21, г) р(х,у) = lai·ctgx -al'ctgyl, 
д) р(х,у) = lsin(x - y) I ?  

6) Пусть функция f(t) определена для t Е \0,+оо) и обла­
дает сле,ду1ощими свойствами: 
а) /(0) =О, б) f(t) возрастает на [О, +оо), 
в) f(t + s):::;; f(t) + f(s). 

Покажите, что если р(х, у) -метрика в каком-то про­
странстве 1VJ, то Р1(х,у) = f(p(x,y)) также является мет­
рикой в этом пространстве. 
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7) Можно ли на множестве отрезков на прямой ввести рас­
стояние по форr.1уле р([а, Ь], [с, dJ) = la - cl + lb - dl? 

8) Какие из следу1ощих функций зада1от норму на пря­
мой JR: 
а) /Х, б) /jXj, в) lx - 11, г) х2? 

9) Какие из следу1ощих функций зада1от норму на плоско­
сти JR2, (х,у) Е JR.2: 
а) JiXYf, lxl + IYI, 6) max{lxl, IYI}, 
в) Jx2 + у2 + JiXyf? 

10) Для линейного пространства непрерывно дифференци­
руемых функций на отрезке [О, lJ определите, какие из 
перечисленных ниже функций явлmотся нормаr.1и, и упо­
рядочите эти нормы: 
а) llxll1 = maxte[o,1) lx(t)I, 
6) llxll2 = maxte[o,1) lx'(t)I, 
в) llxllз = maxie[o,1) lx(t)I + maxie[o,1) lx'(t)I, 
г) llxll4 = maxie[o,1) lx'(t)I + f� lx(t)I dx. 

11) Проверьте, является функция ( n ) 1/р 
llxllP = � lx(k)IP (3.14) 

норr.1ой при р Е (О, 1) в п-мерном линейном пространстве. 
12) Пусть а = (а",ау), Ь = (Ь", Ьу)-два вектора на плоско­

сти JR2. Можно ли задать скалярное произведение (а, Ь) 
по формулам: 
а) а"Ь", 6) а"Ь" - ауЬу, в) а"Ь" + 2ауЬу, 

г) а"Ь" + 2ауЬу - а"Ьу - ауЬх, д) (а� + а;)(Ь� + ь;)? 

13) Пусть заданы два замкнутых шара Sr1 (х1) и Sr2 (х2) в ли­
нейном нормированноr-1 пространстве N. Докажите, что 
если Sr1 (х1) С Sr2(x2), то r1�1·2. 

14) Дайте определение открытого и замкнутого множества. 
15) Nlожет ли некоторое r.1ножество А метрического про­

странства М быть и открытым, и замкнутым одновре­
менно? 

16) Докажите, что формула (3.4) действительно определяет 
норму в пространстве С/а, bJ. 
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17) Докажите, что в евклидовом пространстве норма может 
быть введена по формуле llxlls = J(x, x). 

18) Постройте пример, когда из сходимости в среднем не сле­
дует не только равномерная, но даже поточечная сходи­
мость. 

19) Докажите, что в евклидовом пространстве для Jнобых 
элементов х, у, z имеет место тождество Аполлония 

20) 

21) 

22) 

23) 

24) 
25) 
26) 

2 
llz-xll2+llz-yll2= ; 11x-yll2+2 z-x;y . (3.15) 

Докажите, что в евклидовоr.1 пространстве для л1обых 
элементов х,  у, z, v имеет место неравенство Птолемея 

llx -zll · lly-vll � llx -yll · llz -vll + llY-zll · llx -vll- (3.16) 
Докажите теорему Пифагора в евклидовом простран­
стве Е: х ..L у тогда и только тогда, когда llx + У112 = 
= llxll2 + llYll2· 
Докажите, что множество функций из С/а, Ь], удовлетво­
ря1ощих на отрезке [а, Ь] неравенству v < f (х) < и, где v 
и и - некоторые фиксированные числа, открыто. 
Проверьте, сходится ли последовательность функций 
f,,.(x) = nx2 2 

к функции f(x) = О в пространствах 
1+n х 

С[О, 1], L1/0, 1]. 
Докажите утверждение 3.1. 
Докажите полноту пространства an. 
Докажите, что (3.5) определяет иорму, а пространство 
c<vJ [а, Ь] является банаховым. 

§ 4. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Пусть имеются два множества Х и У произвольной природы. 
Тогда оператором А, действующим из множества Х в множе­
ство У, называется соответствие, ставящее каждому элементу 
�1ножества Х некий элемент множества У. Обозначается это 
соответствие как А: Х � У. Элемент у Е У, соответствующий 
задаииому элементу х Е Х, называется образом х, в то время 
как х является прообразом у. 

Оператор А называется инъективным, если для любого 
у Е У его прообраз есть или пустое множество, или единствен­
ный элемент х Е Х. Оператор А называется сюръективным, 
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если для любого у Е У его прообраз есть непустое множество. 
В случае, когда оператор А является и инъективным, и с1оръ­
ективным одновременно, он называется биективным. Таким 
образом, биективный оператор А осуществляет взаимно одно­
значное соответствие между элементаr.1и множеств Х и У. 

Оператор А, действу1ощий из линейного пространства L1 
в линейное пространство L2, называется линейным, если для 
Jнобых элементов у1 и У2 из L1 и Jнобых вещественных •1исел 
а1 и а-2 выполнено равенство 

А(а1у1 + а2у2) = а1АУ1 + а2Ау2. (4.1) 
Будем обозначать область определения оператора А как 

D(A). Дпя простоты будем считать D(A) = L1. Множе­
ство значений оператора А обозначим R(A). В данном случае 
R(A) с L2 - линейное подпространство L2. 

EcJiи оператор А взаимно однозна•1ный, то можно ввести об­
ратный оператор А-1 с областыо определения D(A-1) = R(A) 
и множеством значений R(A-1) = D(A) = L1. Для линейного 
оператора вопрос о существовании обратного решается следую­
щим образом: будем называть нуль-пространством оператора 
А множество 

Ker А= {х Е Ll: Ах= О}. (4.2) 
Очевидно, что Ker А - линейное подпространство L1, причем 
О Е Ке1· А. Если Ker А i- {О} (в этоr.1 случае говорят, что нуль­
пространство нетривиально), то оператор А называется вы­
рожденным. 

Утверждение 4.1. Обратный оператор существует тогда 
и только тогда, когда оператор А не является вырожденныл1. 

В качестве одного из примеров линей­
ных операторов мы будем рассматривать 
интегральный оператор Фредгольма 

Эрик Ивар Фредrольм 
(E!ik lvar Fredholm), 1866-1927 

Ау= J: K(x, s)y(s) ds, х, s Е [а, Ь]. (4.3) 

Если ядро I<(x, s) непрерывно по совокупности аргументов, то 
в соответствии с теоремой о непрерывной зависимости от пара­
метра собственного интеграла, доказанной в курсе математиче­
ского анализа, оператор А действует в линейном пространстве 
функций, непрерывных на отрезке [а, ЬJ, и, очевидно, является 
линейным. 
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Мы будем рассматривать линейные операторы, действую­
щие в нормированных пространствах. Пусть оператор А отоб­
ражает нормированное пространство N1 в нормированное про­
странство N2 (для простоты будем считать, что D(A) = N1). 
Определение 4.1. Оператор А называется непрерывным 
в точке у0 Е D(A), если для любого е > О найдется такое 
б > О, что для всех у Е D(A) и удовлетворя1ощих неравенству 
llY - Yoll � б выполняется неравенство llAy - Ау011 � е. 

Как и в курсе математи•1еского анализа, можно дать экви­
ва.лентное определение непрерывности оператора в точке. 
Определение 4.2. Оператор А называется непрерывным 
в точке Уо Е D(A), если для любой последовательности Yn, 
п = 1, 2, . . .  , Yn Е D(A), Yn -+ уо, последовательность Ayn схо­
дится к Ауо. 

Оператор А называется непрерывным на D(A) (на N1 ), если 
он непрерывен в каждой точке. 
Теорема 4.1. Лииейный оператор иепрерывеи тогда и только 
тогда, когда он непрерывен в нуле. 
О На само�� деле, если Yn -+ Уо, то Yn - Уо -+ О, а из линейно­
сти оператора вытекает, что Ау" -+ Ау0 тогда и только тогда, 
когда A(yn - Уо) -+ О  (завершите доказательство!). • 

Нормой оператора А называется 
llAllN1 ->N2 = Sllp llAYllN2 · 

l lYllN1 =1 
(4.4) 

Если это не будет вызывать разночтений, то для сокращения 
записи будем обозначать llAllN1-tN2 = llAll· Если llAll < +оо, то 
оператор А называется ограниченным. 
Утверждение 4.2. В конечнол1ериых простраиствах тобой ли­
нейный оператор является ограниченныл1. 

Пример 4.1 (линейный неограни-ч.енн-ый оператор). Про­
странство С[О, 1] является бескоиечномериым простраиством. 

Рассмотрим оператор диффереицирования А = :s , опреде­

леиный иа лииейном подпространстве иепрерывио дифферен­
цируемых функций из С[О, 1]. Покажем, что А- неограничеи­
иый линейиый оператор. Возьмем последовательиость функ­
ций у" = cos ns. Тогда: llY"11 = max•E(O,l) 1 cos nsl = 1, но 
llAyn(s)ll = lln · sin nsll -t оо при п -t оо. 
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Теорема 4.2. Для л1обого у Е N1 выполнено неравенство 
llAYll � llAll · llYll, где А-линейнъ1й ограниченный оператор, дей­
ству1ощий из норлfированного пространства N1 в норл1ирова.нное 
пространство N2. 
О Для у = О теорема верна: О = О. 

Рассмотрим теперь случай у 'f:. О. Возьr.1ем элемент z 
= llYll -единичный вектор: llzll = 1 .  Тогда llAzll = А llYll � 
� llAll, из чего и следует утверждение теоремы. • 

Теорема 4.3. Линейный оператор А:  N1 -t N2 является непре­
рывным тогда и только тогда, когда он ограничен. 
О Поскольку оператор А линейный, мы будем исследовать 
непрерывность только в точке О. 

Докажеr.1, что из ограниченности следует непрерывность. 
Возьмем последовательность Уп -t О при n -t оо. Тогда 
llAYnll � llAll llYnll -t О, а следовательно, оператор А непрерыв­
ный. 

Докажем, что из непрерывности следует ограниченность. 
Предположиr.1, что оператор А неограниченный. Тогда суще­
ствует последовательность Уп, n = 1, 2, . . .  , такая, что llYnll = 1, 
llAYnll ;;::: п. Но при n -t оо llAYn/nll ;;::: 1, а Yпfn -t О, что проти­
воречит непрерывности оператора А. • 

Последовательность Yn, n = 1, 2, . . . , элементов нормирован­
ного пространства N называется ограниченной, если суще­
ствует константа С, такая, что llYnll � С для всех n = 1, 2, . . .. 

Утверждение 4.3. Любая сходящаяся последовательность яв­
ляется ограниченной. 

Утверждение 4.4. Л1обая фундаN1ентальная последователь­
ность является ограничеfmой. 

Последовательность у", n = 1, 2, . . . , элементов нормирован­
ного пространства 1V, облада1ощая тем свойством, что из Jнобой 
ее подпоследовательности можно выделить сходящу1ося, назы­
вается компактной. Множество М линейного нормированного 
пространства N называется компактным, если из каждой по­
следовательности Уп Е М можно выделить фундаr.1ентальну10 
подпоСJ1едовательность. 
Утверждение 4.5. Лтобая компактная последовательность яв­
ляется ограниченной. 
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О Легко доказать, что компактная последовательность явля­
ется ограниченной. На самом деле, если последовательность Yn, 
п = 1, 2, . . . , не является ограниченной, то найдется подпосле­
довательность Ynk такая, что llYnk 11 � k, k = 1, 2, . . .  , из которой 
нельзя выделить сходящу1ося подпоследовательность. • 

В пространстве JR 1 критерий компактно-
сти последовательности определяется теоре­
мой Больцано-Вейерштрасса. 

Теорема 4.4 ( Волъцаио-Вейершmрасс). 
Из любой ограниченной последовательности 
вещественных чисел 111ожно выделить сходя­
щу1ося подпоследовательиость. 

Бернард Больцано 
(Вernard Bolzano), 
1781-1848 

Карл Вейерштрасс 
(Кart Weiers1r�). 
1815-1897 

Аналогичное утверждение имеет место и в JR". Для беско-
нечномерных пространств это не так. 
Пример 4.2. Приведем пример некомпактной последовательно­

сти вещеС'rвеннь1х чисел: 1, 2, 3, . . .. Очевидно, что из этой по­
следоваrrельноС'rи нельзя выдели'rь сходящу1ося подпоследова­
тельность. Рассмотрим теперь следующую последовательность: 
1, 1, 2, 1, 3, 1, . .  " Эта последовательиость также иекомпактна­
из нее можно выделить сходящу1ося подпоследовательность, но 
иеJlЬЗя выделить сходящуюся подпоследовательиость из любой 
ее подпоследовательности. 

Пример 4.3. Рассмотрим пространство L2[a, Ь]. В '9'РСе математи­
ческого анализа доказывалось существование в L2 [а, Ь] ортонор­
мированной системы, состоящей из бесконечного числа элемен­
тов (например, с помоu�ыо тригонометрической системы функ­
ций) : 

п = 1, 2, . . .  ' 
i =f j, 
. . 

i = J· 
(4.5) 

Покажем, что из последовательности членов ортонормирован­
ной системы (эта последовательиость, очевидио, является огра­
ниченной) нельзя выделить сходящуюся подпоследовательность. 
На самом деле: llei -ejll2 = (ei -ej, ei-ej) = 2, i =f j => llei-ej 11 = 
= \/'2, если i =f j. Поэтому никакая подпоследовательность этой 
последовательности не может быть фундаментальной, а следо­
вательно, сходящейся. Рассмотрим теперь последовательноС'rь 
е1, с, е2, с, ез, с, . . .  (с -фиксированный вектор из L2[a, Ь]). Эта по­
следовательность также некомпактна- из нее можно выделить 
сходящу1ося подпоследовательность, но нельзя выделить сходя-
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щуюся подпоследовательность из любой ее подпоследовательио­
сти. 

Дадим теперь определение вполне непрерывности линейно­
го оператора, действующего из нормированного пространства 
N1 в нормированное пространство N2. 
Определение 4.3. Линейный оператор А называется вполне 
непрерывным (компактным), если для Jнобой ограниченной 
последовательности элементов Yn из N1 последовательность 
Zn = Ayn элементов N2 такова, что из л106ой ее подпоследо­
вательности можно выделить сходящуюся подпоследователь­
ность. 

Таким образоr.1, вполне непрерывный оператор преобразует 
л1обу10 ограни•1енну10 последовательность в компактну10. 
Теорема 4.5. Вполне непрерывный оператор является ограни­
ченныл1 (а следовательно, непрерывныл1). 
О Предположим, что вполне непрерывный оператор А не яв­
ляется ограниченным. Тогда найдется последовательность Yn, 
n = 1, 2, . . .  , Yn Е N1, llYnll = 1, такая, что llAYnll � n. Но тогда 
из последовательности Zn = Ау" нельзя выделить сходящу-
1ося подпоследовательность, •1то противоречит тому, •1то А -
вполне непрерывный оператор. • 

Теорема 4.6. Если оператор А: N1 --+ N2 вполне непрерывен, то 
любое ограниченное Ntножество Х С N1 он переводит в кол1пакт­
ное Ntножество в 1V2. 

Заметим, что не л106ой непрерывный линейный оператор 
является вполне непрерывным. 
Пример 4.4. Рассмотрим единичиый оператор J: L2[a, Ь] --+ L2[a, Ь], 

Iy = у для л1обого у. Он, очевидно, является ограничеиным, 
но не является вполне неnрерывиь1м. Для доказательства этого 
утверждеиия достаточио рассмотреть последовательность чле­
иов ортоиормированной системы из предыдущего примера и за­
Ме'l'ить, Ч'ГО I en = en. 
В курсе интегральных уравнений или курсе функциональ­

ного анализа доказывается следу1ощая теорема. 
Теорема 4. 7. Пусть А - оператор Фредгольма, действу1ощий из 
L2 [а, Ь] в L2 [а, bJ. Тогда А - вполне непрерывный оператор. 

Здесь предполагается, что ядро интегрального операто­
ра К(х, s) либо непрерывно по совокупности аргументов на 
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\а, bJ х [а, bJ, либо, no крайней мере, интегрируемо с квадратом 
на [а, Ь] х \а, bJ. 

На�1 потребуется понятие самосопряженного (или симмет­
рического) оnератора. Пусть оператор А: Е � Е (В- беско­
нечномерное евклидово nространство). 

Оператор А*: Е � Е будем называть сопряженным к опе­
ратору А, если Vy1,Y2 Е Е: (Ау1,у2) = (у1,А*у2). Если А =  А*, 
то оператор А называется самосопряженным. 

Вопросы и задачи 

1) Пусть А: Х � У и Х = У = IR. Явля1отся ли следу1ощие 
отображения инъективными, сюръективными, биектив­
ными: 
а) у =  sin(x), б) у =  2"', в) у =  х3 - Зх? 

2) Пусть Х - множество всех квадратов, У - �1ножество 
всех окружностей на плоскости, а А: Х � У соnостав­
ляет каждому квадрату вписанную в него окружность. 
Является ли данное отображение инъективным, сюръек­
тивным, биективным? 

3) Пусть Х = У -множество функций, бесконечно диффе­
ренцируемых на \-1, 1], а А: Х � У каждой функции 
x(t) сопоставляет ее производную x'(t). Является ли дан­
ное отображение инъективным, сюръективным, биектив­
иым? 

4) Сформулируйте аналог теоре�1ы 4.4 для простран­
ства !Rn. 

5) Постройте пример ограниченной, но некоr.1пактной по­
следовате.11ьности элементов С[а, Ь]. 

6) Пусть Е -бесконечномерное евклидово пространство, 
а А: Е � Е. Докажите, что оператор А•, сопряженный 
к А, является линейным. 

7) Задано отображение F(y) = J� ly'(x)I dx подпространства 
А непрерывно-диффереицируе�1ых функций простран­
ства С[О, lJ в nространство IR. Является ли это отобра­
жение неnрерывиым на А? 

8) Задано отображение F(y) = y(l) пространства некото­
рого пространства Р в JR. Является ли это отображение 
непрерывиым, если 
а) P = C[O,lJ, б) P = C(1>[0,1J, в) P=L1[0,1J? 
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9) Верно ли, что при непрерывном отображении образ от­
крытого (замкнутого) множества является открытыr-1 
(за�1кнутым) множеством? 

10) Докажите, что отображения непрерывны. 
а) Ах = llxll, б) Ах = (а, х). 

11) Докажите, что оператор Ax(t) = d��t) непрерывен при 

отображении с<1> [а, Ь] -+ С[а, Ь]. 
12) Является ли фундаr.1ентальной последовательность 

функций 

а) fп(х) = х 2 2 пространства С\О, 1], 
1 + n  х 

б) fn(x) = sin nx пространства с<1>[0, 1]? n 

13) Докажите, что указанные функционалы являются ли­
нейными и непрерывными на заданных множествах: 
а) f(x) = х(1) - х(-1) на С\-1, 1], 
б) f(x) = f�1 tx(t) dt на L1[-1, 1], 
в) f(x) = f�1 tx(t) dt - х(О) на С[-1, 1]. 

14) Найдите оператор, сопряженный к оператору 
А: L2[0,1] -+ L2\0, 1], если 
а) (Ax)(t) = f� tx(s) ds, б) (Ax)(t) = f� sx(s) ds. 

15) Пусть А -самосопряженный оператор в гильбертовом 
пространстве. Докажите, что 
а) llAll = sup{l(Ax,x)I: llxll � 1}, 
б) llAll = sup{l(Ax, y)I: llxll � 1 ,  llYll � 1} . 

16) Является ли вполне непрерывным оператор 
А: С[О, 1] -+ С\0, 1], есди 

а) (Ax)(t) = J� x(s) ds, 
J(t - s)2 

б) (Ax)(t) = х( J(t)), 

в) (Ax)(t) = f0
1 • ((s) ) ds, 

S lll t - S 
г) (Ax)(t) = J� x(t:) ds, 

s 

д) (Ax)(t) = J� x(s2) ds? 
Будет ли этот же оператор вполне непрерывным, если 

А: L2[0, 1] -+ L2[0,1]? 
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§ 5. ПРИМЕРЫ НЕКОРРЕКТНО ПОСТАВЛЕННЫХ ЗАДАЧ 

Хорошо известным примером некорректно поставленной зада­
чи является интегральное уравнение Фредгольма I рода, если 
пространства, в которых действует оператор, выбраны так, как 
указано ниже. Напо�1ним классификаци10 интегра.пьных урав­
нений, изучаемых на предыдущих курсах. Пусть функция z(s) 
задана на отрезке [а, ЬJ, функция и(х) - на отрезке [с, d], ядро 
I<(x, s) - на прямоугольнике [с, dJ х [а, ЬJ, а .>.-некоторое число. 
Тогда 

• интегральное уравнение Фредгольма 11 рода имеет вид 

z(x) = .>. I: I<(x, s)z(s) ds + и(х), (5.1) 

• уравнение Фредгольма 1 рода 

I: I<(x, s )z(s) ds = и(х ), 

• уравнение Вольтерра 11 рода 

(5.2) 

z(x) = .>. J: I<(x, s)z(s) ds + и(х), (5.3) 

• уравнение Вольтерра 1 рода 

J: I<(x, s)z(s) ds = и(х). 

Понятно, что уравнение Вольтерра ямя­
ется частным случаем уравнения Фредголь­
ма, ядро которого можно определить как 

'( 
( ) - { Квоп(х,s), s � x, 

l' Фред Х, S - Q > ' s х. 

(5.4) 

Вито Волыерра 
(WoVonerra), 1860-1940 

(5.5) 

Но свойства этих уравнений разные, в тоr-1 числе корректность 
постановок задач на основе этих уравнений. 

Ядро I<(x, s) называется замкнутым, если из равенства 

Az = I: J((x, s)z(s) ds = О  

следует, что z(s) = О. 
(5.6) 
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Рассмотрим теnерь уравнение Фредгольма 1 рода 

Az = J: К(х, s)z(s) ds = и(х), (5.7) 

где ядро I<(x, s) - функция, непрерывная по совокупности ар­
гументов (х, s) Е [с, d] х /а, bJ, а решение z(s) - непрерывная 
на отрезке [а, Ь] функция. Таки�� образом, мы рассматрива­
ем оператор А как действующий в следующих пространствах: 
А :  С[а, Ь] � С[с, dJ.  Покажеr.1, что эта задача является некор­
ректно поставленной. Напомним условия корректной постанов­
ки задачи: 

1) Существование решения. Это озна•1ает, •1то решение 
должно существовать для любой непрерывной на [с, d] 
функции и(х). 

2) Единственность решения. Данное условие эквивалент­
но требованию замкнутости ядра. В этом случае если ре­
шение есть, то оно единственно. 

3) Устойчивость решения. Это означает, что для любой 
последовательности Un � u, Azn = Un, Az = u, последо­
вательность Zn -t z. 

Первые два условия корректности эквивалентны условию 
существования обратного оператора А-1 с областыо опреде­
ления D(A-1) = С[с, dj. Условие устой•1ивости эквивалентно 
неnрерывности обратного оператора А-1 при условии, что об­
ратный оператор существует. 

Посмотрим, в каких случаях нарушается каждое из трех 
условий корректности. Пусть ядро К(х, s) такое, что для л10-
бого s Е [а, ЬJ существует непрерывная первая производная 
Кх(х, s) в точке х0 Е (с, d). Тогда для любой неnрерывной 
функции z(s) существует и непрерывная производная уравне­
ния (5.7) в точке х0: 

(J: К(х, s)z(s) ds) / х
=

х
о 

= J: I<x(xo, s)z(s) ds = и'(х0). (5.8) 

Поэтому если производная и'(х) терnит разрыв в точке х0, то 
решения уравнения (5.7) не существует. 

Понятно, •1то единственность решения нарушается, если яд­
ро К(х, s) не является замкнутым. 
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Пример 5.1. Пусть I<(x,s) = siпx · siпs и x,s Е [0,7r]. &­
л11 и( х) = sin х, то в качестве решения nодходи'r функция 
z(s) = ; siпs + 2::� 1 G", cos(ms}, т. е. реu1ение не единствен­
но. Если же положить и(х) = cosx, то реu1еиия уравнения (5.7} 
не сущеС'rвуе'l', так как 

J: K(x,s)z(s) ds = Bsinx, {5.9} 

где в =  s; sinsz(s}ds- иeкoтopaя константа, и нельзя подобрать 
В таким образом, чтобы В siп х = cos х на всем отрезке [О, 7r]. 
Отметиt-1, что если ядро К(х, s) интегрального оператора за-

мкнуто, то обратный оператор существует, однако область его 
опредеJiения не совпадает с С[с, d]. Перейдем теперь к вопросу 
устойчивости решения. 
Пример 5.2. Пусть имеется последовательность непрерывных 

функций zn(s), п = 1, 2, . .  " такая, что zn(s) # О  на промежутке [а t Ь - бn, а t Ь + бп] , бn > О, и обращается в нуль вне данного 

интервала, maxlzn(s)I = 1, s Е [а, Ь], а последовательность чи­
сел бn -+ О. В качестве таких функций можно взять, например, 
функции 

Zп(s) = 1 - min ( 1, о� s - а� ь ) . 
Тогда для любого х Е [с, d] 

lтмi(x)I = J: K(x,s)Zп(s) ds 

atь+on 
= f I<(x, s)Zп(s) ds � I<o · 1 · 28n -+ О  

atb-On 

{5.10} 

{5.11) 

при n -+  оо, где Ко = max{IJ<(x,s)I: х Е [c,d],s Е [а,Ь]}. После­
довательность функций иn(х) равномерно, т. е. по норме С[с, d], 
сходится к ii(x) = О. Хотя решение уравнения Az = ii в этом слу­
чае z{s) = О, последовательность zn(s) не стремится к z(s}, так 
как llZп(s) - z(s)llc(a,Ь] = 1. Таким образом, решепие задачи не 
устойчиво. 

Интегральный оператор А является вполне непрерывным 
при действии из L2[a, Ь] в L2[c, d], при действии из С[а, Ь] 
в L2/c, d] и при действии из С/а, Ь] в С[с, d] . Это означает, что 
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любую ограниченную последовательность этот оператор пре­
образует в компактну10. Компактная последовательность по 
опредеJ1ени10 обладает тем свойством, что из л1обой ее подпо­
следовательности можно выделить сходящуюся. 
Пример 5.3. РассмО'l'рим последовательность Zr,(s), llzпllL2(a,Ь] = 1, 

из которой нельзя выделить сходящуюся в С(а, Ь] подпоследо­
вательность. Б качестве такой последовательиости можно вы­
брать, например, 

( ) _ ( 2 ) 112 . nn(s - а) Zr, S - Ь SIП Ь , - а - а n = l, 2, . . . .  (5.12) 

Нормы всех членов этой 11оследовательноС'rи равнь1 1 в Lz[a, Ь], 
ио из ЛJОбой 11од11оследовательиости этой rrоследоваrrельнОС'rи 
нельзя выделить сходящуюся, поскольку llzi(s) - z; (s)ll = J2, 
i i' j. Последовательиость z.. ( s) состоит из непрерывных иа [а, Ь] 
функций, равномерно (rro норме С(а, Ь]) ограничена, но из этой 
последовательности нельзя выделить сходящуюся в С(а, Ь] под­
последовательность. 

Лемма 5.1. Тождественный линейнъ1й оператор I:  JV --+ N, где 
N - нормированное пространство не является вполне непрерыв­
нъ1л1, если N не конечнол1ерное. 

О Заr.1кнутый единичный шар не является компактом в беско­
не•1номерном пространстве. 8 

Лемма 5.2. Пусть А: Ni --+ Nz, В :  N2 --+ Nз -линейные 
непрерывные операторы, N1, Nz, Nз -норл1ированные прос1ран­
ства. Если А или В является вполне непрерывныл1, то оператор 
ВА: N1 --+ N3 тоже являе-гся вполне непрерывныл1. 
О Рассr.1отриr.1 заr.1кнутый едини•1ный шар .5\ (О). Пусть 
А вполне непрерывен, тогда множество AS\ (О) - компакт­
ное. А если есть некоторая компактная последовательность 
х" Е Nz, то в силу непрерывности В последовательность Bxn 
тоже будет компактной в N3. Поэтому �1ножество BAS1 (О) 
компактное. 

Пусть теперь В вполне непрерывен. Множество AS1 (О) -
ограниченное, тогда в силу теоремы 4.6, множество BAS1(0) 
компактное. 8 

Теорема 5.1. Пусть вполне непрерывный оператор А действуе-г 
из бесконечно1'1ерного норлшроваЕmого пространства 1V1 в норл1и­
рованное пространство Nz и на области его зна•1ений R(A) суще-
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ствуе-г обратный оператор л-1 . ТогАа оператор л-1 неограни<1ен 

на R(A). 
О Предположим, что л-1 ограничен, тогда тождественный 
оператор I = л-1 А является вполне непрерывным как про­
изведение вполне непрерывного А и ограниченного л -1 опера­
торов. Но это возможно, только если Х - конечномерное про­
странство. Противоречие. • 

Итак, поскольку задача решения интегрального уравнения 
Фредгольма I рода некорректно поставлена, то даже при очень 
малых ошибках в задании и(х) решение может либо отсутство­
вать, либо очень сильно отличаться от искомого точного реше­
ния. 

Некорректно поставленные задачи очень часто встреча1отся 
при обработке результатов физического эксперимента, в част­
ности при решении так называемых обратных задач в астро­
физике, геофизике, ядерной физике, компыотерной томогра­
фии и т. д. Функция и(х) находится в результате эксперимен­
та, поэтому неизбежно содержит ошибки. К обратныr-1 задачам 
приводит необходимость изучать характеристики исследуемо­
го объекта z, которые недоступны непосредственным измере­
нияr-1, по их косвенныr-1 проявлениям и, связанным посредствоr-1 
операторного уравнения 

Az = и. (5.13) 
Некорректность постановки матеr.1атической задачи может 

быть связана с ошибкой в задании оператора. Простейший при­
мер отыскания норма.ньного псевдорешения системы линейных 
алгебраических уравнений и возникающая при этом неустойчи­
вость, связанная с ошибками задания матрицы, рассмотреиы 
подробно в дальнейшем, см. псевдорешение системы ((15.1)). 

Задачу решеиия операторного уравнения (5.13) ииогда удоб­
но рассматривать как зада'IУ вы 'IИСJ1ения значений неограни­
ченного и не всюду определенного оператора л-1 : z = л-1u. 
В таком виде обычно рассматривается задача дифференциро­
вания. 
Пример 5.4. Пусть надо найти первую производную z(x) = ��. 

Если оператор дифференцирования рассматривать как дейС'rву­
ющий из пространства С(О, 1] в С[О, 1], то задача вычисления 
значений этого оператора является некорректно поставленной, 
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поскольку не выполняются первое и третье условия корректио­
сти. Дейс·rвительно, оператор можно рассматриваrrь только на 
миожестве непрерывно дифференцируемых функций, а не на 
всем простраистве непрерывиых фуикций . Поэтому не выпол­
няется условие корректности 1}. Но и на своей области опреде­
ления этот оператор не ограничен, а следовательно, не является 
непрерывным (теорема 4.3). Возьмем последовательность функ­
ций ип(х) = cosnx. Тогда: llиnll = maxxe(O,l) 1 cosnxl = 1, но 
llAиn 11 = lln · sin nxll -+ оо rrpи п -+ оо. 

Заметим, что корректность задачи зависит от выбора про­
странств И и Z. Так, если рассмотренный выше оператор А 
рассматривать как действу1ощий из пространства C(l)/O, 1] 
в С[О, 1], то задача становится корректно поставленной. 

Если оператор А является инъективным, элемент и принад­
лежит R(A), а норму llzll в пространстве Z ввести как 

llzllz = llAzllu, (5.14) 

то зада•1а (5.13) становится корректно поставленной. К сожа­
лению, при решении практических задач выбор пространств 
Z и И жестко привязан к самой задаче и не может быть изме­
нен произвольным образом. Главной же зада•1ей иссJiедовате­
ля является не создание «искусственных» пространств Z и И, 
в которых будет удобно решать задачу, а нахождение допол­
нительных ограничений на элементы этих пространств, кото­
рые бы позволили сделать данную задачу корректной. Боль­
шинство этих дополнительных (так называемых априорных) 
ограничений являются прямым следствием прямой постановки 
задачи или дополнительных (вспоr.1огателыtых) задач, которые 
могут решаться совместно с основной задачей. 

Часто при решении задач геофизики или томографии тре­
буется найти распределение плотности (или какого-то другого 
параметра, имеющего смысл плотности, например коэффици­
ента поглощения оптических, звуковых волн) . При этом зада­
ча записывается в виде интегрального уравнения, формально 
допускающего математическое решение, имеющее в том чис­
ле отрицательные или очень большие положительные вели­
чины. Но это противоречит требованиям об ограниченности 
и неотрицательности физической, химической или биологи­
ческой ве.11и•1ины, котору10 требуется найти. В других зада­
чах исследуеr.1ый процесс проходит с какой-то известной ско-
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ростью, что дает нам оценить значение первой производной 
какой-то величины. Вся эта инфорr.1ация для определениых 
задач может позволить улучшить постановку задачи, напри­
мер задача становится корректной или появляется возмож­
ность оцеиить скорость сходимости приближениого решеиия 
к точному. 

§ 6. ПОНЯТИЕ РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩЕГО АЛГОРИТМА 

Вернемся к рассмотрению операторного уравнения: 

Az = и, (6.1) 

где А - взаимно одиозиачиый оператор, действу1ощий из нор­
мированного пространства Z в нормированное пространство И. 
В 1963 г. А. Н. Тихонов дал знаменитое определение регуляри­
зиру1ощего алгоритr.1а (РА), которое лежит в основе современ­
ной теории некорректно поставленных зада•�. 

Определение 6.1. Регуляризирующим алгоритмом 
(регуляризирующим оператором) R(8, u0) R0(u0) назы-
вается оператор, обладающий двумя следующиr.1и свойствами: 

1) R0(u0) определен для любых и0 Е И, 8 > О, и отображает 
(О,+оо) х И в Z; 

2) для любых z Е Z и и0 Е И, таких, что и =  Az, llи-uoll ::;; 8, 
8 > О, элеr.1ент z0 = R0( и0) -+ z при 8 -+ О. 

Задача решения уравнения первого рода называется регу­
ляризируемой, если существует хотя бы один регуляризиру-
1ощий алгоритм. Непосредственно из определеиия следует, что 
если существует хотя бы один РА, то их существует бесконеч­
ное множество. 

В настоящее время все математические зада•1и можно раз-
делить на следующие классы: 

1) корректно поставленные задачи; 
2) некорректно поставленные регуляризируемые задачи; 
3) некорректно поставленные нерегуляризируемые 

задачи. 
Понятно, что корректно поставленные задачи являются 

регуляризируемыми, поскольку можно положить R0(u0) = 
= л-1u0. Отметим, что знание 8 > О в этом слу•1ае необяза­
тельно. 
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Далеко не все некорректно поставленные задачи можно ре­
гуляризовать, приче:м это часто зависит от выбора пространств 
Z, И. Л. Д. Менихес построил пример интеграJiьного оператора 
с непрерывным замкнутым ядром, действующего из простран­
ства С[О, lJ в L2/0, 1], обратная задача для которого (т. е. ре­
шение интегрЭJ1ьного уравнения Фредгольма I рода) является 
нерегуляризируемой. Это связано со свойствами пространства 
С[О, 1]. Ниже �1ы покажем, •1то ecJiи пространство Z гильбер­
тово, а оператор А ограни•1енный и инъективный, то задача 
решения уравнения Фредгольr.1а I рода является регуляризи­
руемой. К сожЭJ1еншо, пространство С[О, lJ не обладает рядом 
свойств, которыми обладает гильбертово пространство. 

Можно дать эквивЭJ1ентное опредеJiение регуJ1яризиру1още­
го алгоритма и регуляризируемости операторного уравнения. 
Пусть задан оператор (отображение) Rб(иб), причем Rб(иб) 
опредеJiен для л1обых Uб Е И, б > О, и отображает (О, +оо) х И 
в Z. Определим погрешность решения операторного уравнения 
первого рода в точке z Е Z с помощыо оператора Rб(иб) при 
условии, что правая часть и задана с погрешностью б > О  как 

L:.(Rб, б, z) = sup{llRб(uб) - zll : Uб Е И, llиб - иll � б, Az = и}. 
(6.2) 

Определение 6.2. Оператор Rб(иб) называется регуляризи­
рующим оператором, если для л1обого z Е Z погрешность 
решения L:.(Rб, б, z) � О при б � О. 

Легко видеть, что данное определение эквивалентно опре­
делени10 в начале параграфа. 

Сформулируем теперь опредеJiение регуляризиру1ощего аJI­
горитма для задачи вычисления значений оператора, т. е. для 
задачи вычисJiения значений отображения G:  D(G) � Z, 
D(G) с И при условии, что аргумент задан с погрешностью. 
Здесь будем считать, что Z и И -метрические пространства. 
Разумеется, зада•1а решения операторного уравнения при усло­
вии, что А -инъективный оператор, может рассматриваться 
как задача вычисления значений оператора G = л-1 . 

Итак, рассмотрим задачу: найти значение оператора G на 
элементе и: Gu = z, и Е D(G) С И, z Е Z, при условии что вме­
сто и мы знаем его приближенное значение Uб Е И, такое, что 
ри(иб,и) � б, б > О. Здесь ри -метрика в пространстве И. 
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Определение 6.3. Оператор R0: (О, +оо) х И --+ Z называется 
регуляризиру1ощим алгоритмом вычисления значений опе­
ратора G на множестве D(G) с И, если 

1) R0(u0) определен для любых и0 Е И, б > О, т. е. 
D(R0) = (О,+оо) х И; 

2) д.пя .111обого и Е D(G) и J11обого u0 Е И, такого, что 
Ри(ио,и) � б, б > О, z0 = R0(и0) --+ z = Gu при б --+  О. 

Дадим теперь эквивалентное определение регуляризирую­
щего алгоритма с использованием понятия погрешности. 
Определение 6.4. Оператор R0: (О, +оо) х И --+ Z называется 
регуляризирующим алгоритмом вычисления значений опе­
ратора G на множестве D(G) с И, если для Jнобых и Е D(G), 
б > О и и0 Е И, такого, что ри ( и0, и) � б, погрешность при­
ближенного вычисления зна•1ения опера.тора. G в точке и по 
приближенным данным и0 

Л(R0, б, z) = sнp{pz(R0( и0), z) : и0 Е И, Ри( и0, и) � б, z = Gu} 
(6.3) 

стремится к нулю при б --+ О. 
Ее.пи хотя бы один регу.11яризиру1ощий оператор существует, 

то задача вычисления значений оператора называется регуля­
ризируемой. 

Ответим теперь на очень важный вопрос: можно ли решить 
некорректну10 задачу, т. е. построить регуляризиру1ощий алго­
ритм, не зная погрешности б? 

Если задача корректна, то устой•1ивый метод, очевидно, 
можно построить и без знания б. Так будет в слу•1а.е решения 
ОПераТОрНОГО уравнения Zo = A-1Uo --+ Z = A-1u При б --+ Q. 
В случае некорректных задач это невозможно. Приведем дока­
зательство соответству1ощей теоремы в том виде, как она бы.па 
доказана ее автором А. Б. Бакушинским, т. е. для вычисления 
значений оператора G. Форr.1улировка и доказательство анало­
ги •�ной теоремы д.пя решения опера.торного уравнения предо­
ставляются читателю. 
Теорема 6.1. Если для вычислений значений оператора G иа 
д1ножестве D( G) С И существует регуляризиру1ощий оператор 
R0, ие зависящий явно от б, то существует продолжеиие G иа И, 
которое непрерывно на. D(G) С И. 
О Пусть существует регу.11яризиру1ощий алгоритм 
R0(u) = R(u), т. е. не зависящий явно от б. Фиксируем про-
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извольный элемент и Е D(G) и выберем u0 = и. Тогда 
Ри(и0,и) � о для л1обого о > О. Из определения регуляри­
зиру1ощего а.пгоритма имеем R(z0) -t Gu при о -t О, или, 
поскольку регуляризирующий алгоритм явно не зависит от 
о, то R(u0) = Gu для л1обого и Е D(G). Возьмеr.1 теперь 
и0 Е D(G): Ри(и0,и) � о. Тогда по определени10 регуляри­
зиру1ощего алгоритr.1а R(u0) = Gu0 -t Gu при о -t О, т. е. 
оператор G непрерывен на �1ножестве D(G) с И. Пусть теперь 
и0 Е И: Ри(и0,и) � о. Тогда по определению регуляризиру-
1ощего алгоритма R( и) определен в точке и0, и R( и0) -t Gu 
при о -t О. Итак, R есть искомое продолжение G на все И, 
непрерывное на D(G). 8 

Следующим свойством некорректно поставленных задач яв­
ляется невозr.1ожность оценить погрешность решения, даже ес­
ли известна погрешность задания правой части операторного 
уравнения или погрешность задания аргумента в задаче вычис­
ления значений оператора. Следу1ощая теореr.1а была впервые 
доказана А. Б. Бакушинским. Приводим ее для решения опе­
раторного уравнения. 
Теорема 6.2. Пусть 

6(R0,o,z) = 

= sup{llRo(uo) - zll: ио Е И, llиo - иll � о, Az = и} � €(о) -t О 
(6.4) 

при о -t о ДЛЯ любого z Е w с z. Тогда. сужение л-11Аwси 
обратного опера.тора. л-1 на. л1ножество AW непрерывно на. AW. 
О Возьмем произвольные два элемента z1, z2 Е W, такие, что 
llAz1 - Az2ll � о. Тогда по определени10 регуляризиру1ощего ал­
горитма llz1 -z2ll � llz1 -Ro(Az1)ll+llz2-Ro(Az1)ll � €(0)+€(0) = 
= 2е(о) -t О при о -t О. 8 

Таким образом, равномерная оценка погрешности решения 
операторного уравнения (6.1) на r.1ножестве W С Z возr.1ожна 
только в том слу•1ае, когда обратный оператор непрерывен на 
AW. Данная теорема справедлива и для нелинейных оператор­
ных уравнений, причеr.1 в метрических пространствах. Иr.1енно 
в таком виде она и была доказана А. Б. Бакушинским. 

Из определения регуляризирующего алгоритr.1а легко сле­
дует, что если есть хотя бы один регуляризиру1ощий а.пrоритм, 
то их может быть сколько угодно. Выбрать же тот, который 
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дает наименьшую ошибку, или сравнивать алгоритмы, срав­
нивая ошибки полученных приближенных решений, при реше­
нии некорректных задач, невозможно при отсутствии априор­
ной информации, которая факти•1ески преобразует такие зада­
чи в корректные. Примеры будут рассмотрены ниже. 

Отметим, •1то термин «априорное знание» произоше.11 от ла­
тинского «а priori» («от предшеству1ощего») и означает зна­
ние, полу•1енное до или вне зависимости от опыта. Противо­
положный смысл имеет термин «апостериорное знание», про­
изошедший от латинского «а posteriori» («ОТ поСJ1еду1ощего») 
и подразумева1ощий знание, полу•1енное из опыта. Таким обра­
зом, априорная информация или выбор какого-то параметра не 
зависят от конкретных входных данных, а апостериорный вы­
бор уже подразумевает явное использование имеющихся вход­
ных данных. 

Оказывается, что регуляризиру1ощие а.нгоритмы не.11ьзя 
сравнивать и по скорости сходи�1ости приближенного решения 
к точному при стремлении погрешности входных данных к ну­
лю. Имеет место СJ1едующая очень важная теорема, доказанная 
В. А. Винокуровым, которую мы приведем без доказательства. 
Теорема 6.3. Пусть А - ограниченный инъективный оператор, 
А :  Z � И, Z - бесконечнол1ерное банахово, а И -норл1ирован­
ное пространства, приче1'r llA-1 ll = +оо. Считаем, что оператор 
R0: (О, 60] х И � Z, а функция 1Р(б) > О для любого б Е (О, 60], 
причел1 lim lf'(б) = О. Тогда 

6--t+O 

lim Л(Rо,б,z) = +оо (6.5) 
6--t+O <р(б) 

для л1обого z Е Z, кроме, быть ,wожет, дшожества первой ка­
тегории, т. е. неравенство д(R0,б,z) � G(z) · iр(б) для любого 
б Е (О, 60] Nrожет выполняться только на л1ножестве первой кате­
гории. 

Напомниr.1, что такое r.1ножество первой категории в банахо­
вом пространстве В. Множество W называется счетным, эле­
менты которого можно биективно сопоставить множеству на­
туральных чисел. (или, все элементы которого можно зануr.1е­
ровать в бесконечную последовательность). Множество W с В 
называется нигде не плотным, еСJ1и его замыкание не содер­
жит ни одного шара. Множество W с В называется множе­
ством первой категории, если оно представимо в виде объ-
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единения не больше, чем счетного числа нигде не плотных мно­
жеств. Множество W С В называется множеством второй 
категории, если его дополнение в банаховом пространстве есть 
множество первой категории. Само банахово пространство яв­
ляется множеством второй категории. 

Если рассматривать функци10 <р(8) как скорость сходимо­
сти регуляризованных приближений к точноr.1у решени10 при 
стре�1лении погрешности правой •1асти к нул10, то из теоре�1ы 
сле,цует, что оценка скорости сходимости C(z) ·<р(8) может быть 
осуществлена только на множестве первой категории. Тем са­
мым, нельзя сравнивать регуляризиру1ощие алгоритмы по ско­
рости сходимости на всем банаховом пространстве. Приведем 
типичные примеры множеств первой категории. 

Пример 6.1. Компакт в бесконечномерном банаховом простран­
стве является примером нигде не плотного множества (тем са­
мым, множества первой категории}. Счетное объединение ком­
nактов Wi, Ur' 1 Wi, есть множество первой категории. 

Пример 6.2. ПуС'rь А: Z --+ И, А -вполие непрерывный опера­
тор, Z - бесконечномерное гильбертово, И -бесконечномерное 
банахово пространство, Sn(O) = {z: llzll � п} -шар радиуса 
п в пространстве Z, п = 1, 2, . . . . Рассмотрим образ шара при 
действии на него оператором А. Получим компакт ASn(O). По­
скольку множество значений вполне непрерывного оператора 
R(A) = U� 1ASn(O), оно является множеством первой катего­
рии в пространстве И. Если рассматривать R(A) как нормиро­
ванное проС'rранство с нормой пространства И, то это rrростраи­
ство является счетным объединением компактов и называется 
и-компактным. 

Из последних результатов следует, что регуляризиру1ощие 
алгоритr.1ы без дополнительных априорных ограничений на ре­
шение некорректно поставленной задачи не могут сравнивать­
ся по уровням погрешности решения и даже по скорости схо­
димости регуляризованиых приближеиий к точному решени10. 

В заю110•1ение параграфа вернемся к рассмотрени10 опера­
торного уравнения первого рода и дадим определение регу­
ляризиру1ощего алгоритма в случае, если и оператор может 
быть задан с ошибкой, т. е. вместо оператора А нам задан ли­
нейный ограниченный оператор А11: А1, : Z --+ И, такой, что 
llAh - All � h, h � О. Обозна•1им пару погрешностей 8, h как 
r1 = (8, h). 
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Определение 6.5. Регуляризирующим алгоритмом 
(регуляризирующим оператором) R(71, и0, А1,) = R,1(ио, Ah) 
называется опера.тор, облада.1ощий двумя следу1ощи�1и свой­
ства.ми: 

1) R.i(u0, А1,) определен для л1обых и0 Е И, б > О, 
Ah Е L( Z, И), h � О, и отображает (О, +оо) х [О, +оо) х 
х И х L(Z, И) в Z; 

2) для Jнобого z Е Z, ДJJЯ Jнобого u0 Е И, та.кого, что Az = и, 
llи - uoll � б, б > О, и ДJJЯ любого Ah Е L(Z, И), та.кого, 
что llAh - All � li, h ;;::: О, справеДJJиво z,1 = R.i( и0, Ah) --+ z 
при 1/ --+ О. 

Здесь L(Z, И)- пространство линейных ограниченных 
операторов, действу1ощих из Z в И, с нормой, определяемой 
обы •1ным образо�1. 

Нетрудно дать определение регуляризирующего а.лгорит.ма. 
и в случае, когда операторное уравнение рассматривается толь­
ко на множестве W с Z, т. е. имеется априорная информация 
о том, что точное решение z Е W С Z. 

Вопросы и задачи 

Проверьте, яw1я1отся ли СJ1еду1ощие �1ножества. с•1етны­
ми: а) множество всех целых чисел, б) множество 
простых чисел, не превыша1ощих 1000 (простое чис­
ло -это натуральное число, которое имеет ровно два. 
различных натуральных делителя: единицу и самого се­
бя), в) множество всех рациональных чисел. 

§ 7. НЕКОРРЕКТНЫЕ ЗАДАЧИ НА КОМПАКТ АХ 

Выше было показано, что если даже некорректная задача регу­
ляризируема, т. е. существует устойчивый метод решения та.кой 
за.дачи, то, тем не менее, многие ее свойства. вынужда1от иссле­
дователя перед решением поду�1ать, нельзя ли использовать 
априорну10 физическу10 информаци10, все знаиия об иско�1оt.1 
решении для того, чтобы задачу переформулировать и преоб­
разовать в корректную. 

Вернемся к рассмотреншо опера.торного уравнения 

Az = и, (7.1) 
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где А - линейный ограниченный оператор, действующий из 
норr.1ированного пространства Z в нормированное простран­
ство И. Пусть z -то•1ное решение операторного уравнения 
(7.1), Az = и - точная правая часть, и задана приближенная 
правая часть и0, такая, что llu - и0ll � б, б > О. 

Пусть оператор А инъективен. Рассмотрим множество при­
ближенных решений 

(7.2) 
Заметим, •1то ДJIЯ Jiинейных некорректных задач диаметр этого 
множества 

diam Zo = sup{llz1 - z2ll: z1, z2 Е Zo} = оо (7.3) 

ДJIЯ J11обого б > О, поскоJiьку обратный оператор А-1 не огра­
ничен. 

Мы уже отмеча.11и ранее (теорема 5.1), •1то оператор, обрат­
ный к вполне непрерывному оператору, действующему в беско­
нечномерных гиJiьбертовых пространствах, не является огра­
ни •1енным. 

Возникает вопрос: нельзя ли испоJiьзовать дополнительну10 
( априорну10) информаци10 для того, чтобы сузить множество 
приближенных решений, а еще лучше получить корректну10 за­
дачу? А. Н. Тихонову принадлежит следу1ощая идея: если наr.1 
известно, что множество решений является компактом, то за­
дача решения операторного уравнения корректна при условии, 
что приближенная правая часть операторного уравнения так­
же принадJiежит образу компакта. В статье «Об устойчиво­
сти обратных задач», опубJiикованной в Докладах АН СССР 
в 1943 г., А. Н. Тихонов для исследования обратной зада•1и тео­
рии потенциала в геофизике применил следующую теорему. 

Теорема 7.1. Пусть инъективный непрерывный оператор А дей­
ствует А: W С Z --+ А W С И, где Z, И - норл1ированные про­
странства, W -кол1пакт. Тогда обратный оператор А-1 непреры­
вен на AW. 

Теорема верна и для нелинейных операторов. Таким обра­
зоr.1, решение операторного уравнения на компакте является 
корректной задачей при условии, что приближенная правая 
часть принадлежит AW. Эта идея позволила М. М. Лаврентье­
ву ввести понятие задачи, корректной по Тихонову (предпо­
лагается существование множества корректности, на котором 
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задача становится корректной), а В. К. Иванову дать опреде­
ление квазирешения некорректной задачи. 

Мы не будем приводить доказательство этой теоремы, по­
скольку ниже мы рассмотрим более сложный случай, когда 
приближенная правая часть может и не принадлежать А W. 
На самом деле, приведенная выше теорема неприменима, если 
и0 ;f. R(A). Поэтоr.1у необходимо ее обобщить. 

Элемент z0 Е W, такой, •1то 

zo = агg min {llAz - uoll: z Е W} (7.4) 
(т. е. элемент, на котором достигается минимум llAz - uoll 
на множестве W), называется квазирешением операторного 
уравнения на компакте W. 

Квазирешение существует, но, возможно, не единственно. 
Тем не менее для л1обого квазирешения имеет место сходимость 
к точному решению: z0 � z при б � О. При этом знание по­
грешности б не обязательно. 

Теорема 7.2 (В. К. Иванов).  Пусть А -инъективнъ1й непре­
рывный оператор, действу1ощий из нор111ирова.нного простран­
ства Z в нор1'1ированное простра.нство И. Пусть z Е W -точное 
решение операторного уравнения, W С Z -ко111пакт, Az = ii. -
точная правая часть, и зада.на приближенная правая часть u0, 
такая, что llii. - u0ll � б, б > О. Тогда квазирешение z0 � z при 
б � О. 
О Заметим прежде всего, что квазирешение существу­
ет, поскольку функционал llAz - u.sll непрерывен по z, 
и по теореме Вейерштрасса (см. теорему 9.1) достига­
ет своей точной нижней грани на компакте W. Далее 
llAzo - иoll � llAz - иoll � б, поскольку z Е W. Поэтому 
llAzo - Azll = llAzo - ио + ио - ii.ll � llAzo - uoll + б � 26. 
Далее проведем доказательство теоремы от противного. 

Пусть утверждение теоремы неверно, тогда существуют 
е > О и последовательность б1с � О, такие, что llzok - zll � е > О, 
где z0k Е W - последовательность квазирешений. В силу ком­
пактности W найдутся подпоследовательность последователь­
ности квазирешений и элемент z* Е W, к которому эта подпо­
следовательность сходится. Не ограничивая общности (исклю­
чив лишние члены последовательности квазирешений и пере­
нумеровав оставшиеся), будем считать, что z0k � z*. Но тогда, 
переходя к пределу в неравенстве llAz0k - Azll � 2б1с, получим 
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llAz• - Azll = О. В силу инъективности оператора А получа­
ем, что z* = z, но это равенство противоречит неравенству 
llzok - zll � f; > о, что и требова.пось доказать. • 

Ее.пи же погрешность 8 известна, то 
1) в качестве приближенного решения r.1ожет быть взят 

Juобой элемент z6 Е D, удовлетворя1ощий неравенству: 
11Az0 -и011 � 8 (8-квазирешение). Преды,цущая теорема, 
очевидно, остается справедливой и в этоr.1 случае; 

2) можно найти погрешность приближенного решения, ре­
шив экстремальную задачу: найти max llz - z.sll по всем 
z Е D, удовлетворя1ощи�1 неравенству: llAz-u.sll � 8 (0•1е­
видно, что точное решение удовлетворяет данному нера­
венству, а задача разрешима по теореr.1е Вейерштрасса); 

3) теорема доказана для нелинейных непрерывных опера.то­
ров. Естественно, она справедлива для линейных ограни­
ченных опера.торов. 

Таким образом, задача отыскания квазирешения практиче­
ски не отличается от корректной. Не выполняется, вообще го­
воря, только ус.повие единственности квазирешения. 

Если же и оператор А - линейный ограниченный и за­
дан с погрешностыо, то понятие квазирешения вводится, как 
и выше, заменой опера.тора А на оператор Ah. Пусть вме­
сто оператора А нам задан линейный ограниченный оператор 
А1, : Z -+  И, такой, что llA1, - All � h, h � О. Обозна•1им пару 
погрешностей 8, h как 'Т/ = ( 8, li). 

Определение 7.1. Элемент z,1 Е 
= aгgminzeD llA1,z - u.sll, называется 
торного уравнения на компакте W. 

W, такой, что z.,, -
квазирешением опера-

В качестве же приближенного решения может быть вы­
бран любой элемент z.,, Е W, удовлетворя1ощий неравенству: 
llAhz.,, - иoll � 8 + hllz.,, 11 (rу-квазирешение). 

Teoper.1a о сходимости к точному решени10 может быть до­
казана, как и выше. 

Хорошо известны множества корректности, которые часто 
встреча1отся в прикладных задачах. Прежде всего, если извест­
но, что точное решение принадлежит конечно-параметрическо­
му семейству функций, то ставится задача отыскания парамет­
ров, которая может быть корректной и в то�1 с.пучае, если за­
дача без этой априорной информации является некорректной. 
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Если Z и И - гильбертовы пространства, то многие чис­
ленные методы отыскания квазирешений для линейных опе­
раторных уравнений основаны на том, что функциона.11 невяз­
ки llAhz - u0ll2 является выпуклым и дифференцируеr-1ым. Ес­
ли W -выпуклый компакт, то нахождение квазирешения -за­
дача выпуклого программирования. Записанные выше нера­
венства, определя1ощие приближенные решения на компактах, 
могут быть использованы в качестве критериев остановки ми­
нимизации функционала невязки. Задача отыскания погреш­
ности найденного приближенного решения является нестан­
дартной зада•1ей выпуклого программирования, поскольку при 
решении этой задачи требуется найти максимум, а не минимум 
выпуклого функционала. Для понимания сказанного в дан­
ном абзаце необходимо познакомиться с основными понятиями 
и численныr-1и методаr-1и решения экстремальных задач, к че­
му мы и приступаем, временно прервав рассмотрение теории 
некорректных задач. 
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Глава 2 

ЗАДАЧИ МИНИМИЗАЦИИ 

§ 8. ПОСТАНОВКА ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ 

В ка•1естве основной зада•1и в следу1ощих параграфах будет 
рассматриваться следующая задача: 

Требуется найти min f (х) при условии, •1то 
х Е Х с Н, а также элемент х* Е Х, на котором (8.1) 
r.1инимуr.1 достигается. 

Здесь Н -гильбертово пространство (возможно, конечно­
мерное евклидово пространство !Rn), Х - его подr.1ножество, 
а f(x) -определенный на Х вещественный функциона.11. Обыч­
но f(x) называется целевым функционалом, а задача (8.1) -
экстремальной задачей, или задачей оптимизации. Оче­
видно, •1то достато•1но рассматривать только задачи мини­
мизации, поскольку задача отыскания шах f (х) при условии, 
что х Е Х с Н, эквивалентна зада•1е отыскания min(-f(x)) 
на том же множестве. Заметим, что, в отличие от термина 
«функция», явлmощеrося синонимоr-1 терr.1инам «отображение» 
и «оператор», функционал -это числовая функция, т. е. за­
частую множество его значений принадлежит пространству IR. 
Хотя если область значений некоторой функции принадлежит 
IR, то мы будеr-1 приr.1енять оба этих термина. 

Множество Х называется допустимым множеством, или 
множеством ограничений. Л1обой элемент х Е Х называется 
допустимой точкой. Если Х = Н, то задача (8.1) называет­
ся задачей без ограничений, в противном слу•1ае - задачей 
с ограничениями. 

Введем следующие обозначения: 

х* = a1·g min{f(x) : х Е Х}, f(x*) = f* = min{f(x): х Е Х}. 
(8.2) 

Если точка мииимума ие единствеииа, то множество точек ми­
нимума обозна•1им как 

Х* = Aig min{f(x): х Е Х}. (8.3) 
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Хочется обратить вни�1ание на то, что мы считаем простран­
ство Н гильбертовым, даже если пространство конечномер­
но. Де.по в том, •1то многие результаты, которые мы полу­
чим ниже, не отличаются для конечномерных и бесконечно­
мерных пространств. Если же �1ы будеt-1 использовать конеч­
номерность (или бесконечномерность) пространства, то это бу­
дет специально оговариваться. В конечномерном случае вектор 
х = (х(1), . . .  , x<n>). 

Напомним, что точка х* называется точкой глобального 
минимума функционала f(x) на множестве Х, если для л10-
бого х Е Х выполнено неравенство f(x) � f(x*), и точкой 
строгого глобального минимума, если для любого х Е Х, 
х =1 х*, выполнено неравенство f(x) > f(x*). 

Точка х* называется точкой локального минимума функ­
ционала f ( х) на �1ножестве Х, если существует r > О, такое, что 
для любого х Е XnSr(x*) выполнено неравенство f(x) � f(x*), 
и точкой строгого локального минимума, если существует 
r > О, такое, что для J1106oro х Е Х n Sr(x*), х =1 х*, выполнено 
неравенство f (х) > f (х*). 

§ 9. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ 

Фундаментальное зна•1ение для исследования разрешимости 
экстремальных задач имеет сле,цующая теорема. 
Теорема 9.1 (Вейерштрасс). Пусть Х - компакт в Н, f(х)­
непрерывный на Х функционал. Тогда существуе-г точка глобаль­
ного дiИНИдQ'NJа f(x) на Х. 
О Докажем, что функционал f(x) ограничен снизу на Х. 
Предположим, что это не так. Тогда найдется последователь­
ность Xn Е Х, n = 1, 2, . . . , такая, •1то f (xn) :::;; -n. По­
скольку Х - компакт, из последовательности Xn можно выде­
лить подпоследовательность, сходящу1ося к некоторому эле­
менту х* Е Х. Не оrрани•1ивая общности, будем считать, что 
Xn � х*. В силу непрерывности f(x): f(xn) � f(x*), что проти­
воречит предположени10 о неограни•1енности снизу f(x). Итак, 
f* = inf{f(x): х Е Х} > -оо. 

По определени10 точной нижней грани найдется последова-

тельность Xn Е Х, п = 1, 2, . . . , такая, что f* :::;; f(xn) :::;; f* + l. п 
Поскольку Х - компакт, из последовательности х" можно вы-
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делить подпоследовательность, сходящуюся к некоторому эле­
менту х* Е Х. Не ограничивая общности, буде:м считать, что 
Xn -t х•. В силу непрерывности f(x) и записанного выше нера­
венства: f(xn) -t f(x*) = f* = min{f(x): х Е Х}. Итак, зада­
ча (8.1) разрешима. • 

Пусть функционал f(x) полунепрерьmен снизу 
жестве Х, т. е. Vxo Е Х, Vxn Е Х, п 

на мно-
1, 2, . . .  : 

Xn -t хо,=> lim f(xn) ;;::: f(xo). n-+oo 
Следствие 9.1. TeopeN1a 9.1 справедлива и в слу<1ае лолунепре­
рывного снизу функционала. 

Рассмотрим теперь экстремальную задачу без ограничений: 
Х = Н. Напомним следу1ощие определения. 

ФункционаJ1 f(x) называется дифференцируемым в точ­
ке х0 гильбертова пространства Н, если для любого х Е Н 

f(x) = !(хо) + (!'(хо), х - хо) + o(llx - xall), (9.1) 
где !'(хо) Е Х называется производной 
Фреше, сильной производной, или гра­
диентом функционала f(x) в точке х0. 
.Nlы будем использовать ниже последнее на-
звание. 

Морис Рене Фреше 
(Maurice Rene Frechet), 
1878-1973 

Как хорошо известно из курса математи•1еского анализа, 
в конечномерном случае (Н = Rn) градиент - это вектор, ком­
понентами которого явля1отся частные производные функцио­
нала (функции п переr.1енных). 

ФункционаJ1 f(x) называется дважды дифференцируе­
мым в точке х0 гильбертова пространства Н, если для любого 
х Е Х  
f (х) = f (хо)+(!' (хо), х-хо)+; (!"(хо)(х-хо), x-xo)+o(llx-xall2), 

(9.2) 
где линейный ограниченный оператор 
!"(хо) : Н -t Н называется второй про­
изводной Фреше функционала f(x) 
в точке хо. В конечноr.1ерноr.1 случае 
f"(x0) задается матрицей Гесса (мат-

Людвиг Оrто Гессе 
(ludwig Otto Hesse), 
1 8 1 1- 1874 

рицей, которая состоит из вторых смешанных производных 
а21 �--=--- в точке ха). 

дхiдХj 
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Линейный ограниченный оператор А :  Н -+ Н называется 
неотрицательно определенным, если для л1обого h Е Н: 
(Ah, h) ;;<: О, положительно определенным, если для л1обо­
го h Е Н: !i i: О, (Ah,h) > О. 

Напомниr.1 следу1ощие тривиальные результаты, которые 
доказыва1отся в курсе математического анализа. 

Теорема 9.2 (необходимое условие Э'Ксmре.му.ма). Пусть 
функционал f(x) дифференцируед1 в х* Е Н. Если х* - точка 
локального минид1уд1а, то f'(x*) = О. 

Теорема 9.3. Пусть f(х)-дважды дифференцируед1 в точке 
х* Е Н. Если х* -точка локального д1инид1уд1а, то оператор 
f"(x*) ;;<: О  (неотрицательно определен) . 

Теорема 9.4 ( досmаmО'Чиое условие ло'Калъиого .миниму­
ма). Пусть f(х) -дважды дифференцируед1 в точке х* . Если 
градиент f'(x*) = О, оператор f"(x*) > О  (положительно опреде­
лен), то х* - точка локального Ntинид1ума. 

Эти результаты могут быть обобщены и на бесконечномер­
ный случай - необходимые условия сохраня1отся, а достаточ­
ное условие требуется усилить. 

Теоремы иr.1е1от место и в случае экстреr.1альной задачи 
с ограничениями, если х* - внутренняя то•1ка Х. 

§ 1 О. ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА 

В данном параграфе будем рассr.1атривать п-мерное линейное 
пространство JR" векторов х = (х<1> , х<2>, . . .  , х<">), п - конеч­
ное натуральное число. Как известно, скалярное произведение 
двух векторов х и у задается формулой 

(х, у) = х(1>у<1> + х(2>у<2> + . . .  + х(»)у(") . {10.1) 
Пусть х и у -две различные точки в JR", рассмотрим сово­

купность точек, определенных формулой 

Тогда 
(1 - >.)х + Лу. (10.2) 

• если >. Е [О, lJ, то полученное множество называется от­
резком, соединяющим точки х и у; 

• если ).. Е [О, оо), то - лучом с началом в точке х, прохо­
дящи"'1 •1ерез то•1ку у; 

• если ).. Е JR, то - прямой, проходящей через точки х и у. 
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Множество М Е IR" называется выпуклым, если для лю­
бых двух точек х, у Е М множеству М принадлежит и отрезок, 
соединя1ощий эти две то•1ки. АнаJiогичное опредеJiение спра­
ведливо и для бесконечномерных пространств. Если же мно­
жество М содержит и все прямые, проходящие через л1обые, 
но разли•1ные точки х и у данного множества, то данное мно­
жество называется аффинным. 

Пустое множество 121, точка х и все пространство IR" явля­
ются при.мерами аффинных множеств. 

Для множества JVJ С JR" и вектора а Е IR" можно определить 
сдвиг множества М на вектор а как 

М + а =  {х + а :  х Е М}. (10.3) 
Можно проверить, что сдвиг любого аффинного множества 
также является аффинным множеством. 

Аффинное множество 1VJ называется параллельным аф­
финному множеству Р, если существует вектор а, такой, что 
М = Р +а. Заметим, что для обычного трехмерного простран­
ства введенное понятие параллельности двух множеств отлича­
ется от классического представления: так две плоскости могут 
быть параллеJiъными, а прямая и плоскость -нет. Отметим, 
что отношение параллельности двух аффинных множеств яв­
ляется отношением эквивалентности, т. е. обладает следу10-
щими свойствами: 

1) рефлексивность: м11м, 
2) симметричность: если MllP, то PllM, 
3) транзитивность: если NillP и PllS, ТО м11s. 

Лемма 10.1. Подпространства в JR" яплтотся аффинными АfНО­
жествал1и, проходящил1и <1ерез нуль. 
Теорема 10.1. Любое непустое аффинное л1ножество М парал­
лельно единственнол1у подпространству L. 
О Докажем единственность. Пусть множество М параллель­
но двуr-1 подпространствам L1 и L2. Тогда в силу отношения 
эквива.11ентности, Li l IL2, т. е. существует вектор а, такой, что 
L2 = L1 + а. В силу линейности подпространства L2 оно со­
держит О, а в силу линейности L1 существует элемент -а Е L1 
и элемент -(-а) = а Е L1• Поэтому L1 + а  с L1, т. е. L2 с L1. 
Аналогично получаем, что L1 с L2. Тогда L1 = L2. 

Докажем существование. Для произвольного элемента 
х Е М рассмотрим сдвиг множества М на вектор -х. В си-
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лу леммы 10.1 множество L = М - х - подпространство 
которое, как показано выше, единственно. 

Замечание 10.1. Подпространство L = М - х не зависит от 
выбора х, поэтому можно записать, что 

L = M - M = {x - y : x, y E M}. (10.4) 
Размерность dim М непустого аффинного множества М 

опреде.пяется как размерность подпространства, пара.11лельно­
го ему. Для пустого множества размерность полагается равной 
-1 .  Точка, пряr.1ая и плоскость име1от размерность О, 1 и 2 со­
ответственно. Аффинное множество размерности п - 1 называ­
ется гиперплоскостью. Отметим, что любая гиперплоскость 
Н может быть задана по формуле 

Н = {х Е IRn: (х, Ь) = ,В}, (10.5) 
где Ь Е Rn -ненулевой вектор, а .В Е R. 
Теорема 10.2. l(аждое аффинное �tножество в Rn есть пересе­
чение конечного <1исла гиперплоскостей. 

Пересечение л1обого числа аффинных r.1ножеств образу­
ет аффинное множество. Для всякого аффинного множе­
ства М С Rn существует единственное аффинное r.1ини­
мальное множество, содержащее NI и называемое аффин­
ной оболочкой aff 1VJ. l\ilножество, состоящее из m + 1 то-
чек х1 ,х2, . . .  ,Xrn+1 , называется аффинно независимым, если 
dimaff {х1, . . .  , Xm+i} = m. 

Перейдем теперь к рассмотрению выпуклых множеств. Как 
и в случае аффинных множеств, пересечение л1обого числа вы­
пуклых множеств образует выпуклое множество. 

Пример 10.1 (въinynлtite мно:ж:ества). 
1) Любое аффинное множество (пустое множество, точка, пря­

мая, плоскость, гиперплоскость, все пространство). 
2) Замкнутое (открытое) полупространство, определяе­

мое для любого ненулевого вектора Ь Е IRn и числа f3 Е IR 
как 

({х Е IRn: (х,Ь) < /3}). (10.6) 
3) Множество решений произвольной системы линейнь1х нера­

венств и уравнений с п переменными. 
4) Замкнутый шар с центром в точке хо и радиуса R > О: 

Sя(хо) = {х: llx - xoll ::;;; R}. (10.7) 
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Пересечение конечного числа nолупространств в JR"' назы­
вается полиэдральным множеством, или выпуклым поли­
эдром. 

Вектор х = Л1Х1 + . . . + Лmxm, Лi � 0, Л1 + . . .  + Лm = 1, 
называется выпуклой комбинацией векторов х1, х2, . . .  , Xm. 

Теорема 10.3. 1\!fножество М выпукло в пространстве JRn тогда 
и только тогда, когда оно содержит все выпуклые комбинации 
своих элеN1ентов. 

Пересечение всех выпуклых множеств, содержащих данное 
множество М, называется выпуклой оболочкой conv М мно­
жества 1VJ. 

Множество, явля1ощееся выnуклой оболочкой конечного 
числа то•1ек, называется выпуклым многогранником. Если 
точки х1, х2, . . .  , Xm+I аффинно независи�1ы, то их выпуклая 
оболочка называется m-мерным симплексом. 

Размерностью выпуклого множества М называ1от размер­
ность его аффинной оболочки aff М. 

Пусть 1VJ1 , 1VJ2, . . . , 1V!m - выпуклые множества, тогда множе­
ство 

(10.8) 

называется выпуклой комбинацией множеств М1, . . . , Mm, 
если Л1 � О, . . .  , Лm � О, Л1 + . . .  + Лm = 1. 

Пусть f(x) - функционал, значения которого либо действи­
тельные числа, либо символы ±оо, а область определения есть 
подмножество S пространства !Rn. Заметим, что понятия веще­
ственной функции и вещественного фуикционала совnада1от. 
l\ilножество 

{(x, v ) :  х Е S,v Е JR,v � f(x)} (10.9) 

называется надграфиком (или эпиграфом) функционала 
f ( х) и обозиачается через epi f. Фуикциоиал f ( х) - выпук­
лый, если надграфик epi f есть выпуклое множество в JR"+1 . 
Функционал f(x) называется вогнутым, если функционал 
-f(x) выпуклый. 

Эффективным множеством dom f выпуклого функцио­
нала f(x) на S называется проекция иа !Rn надграфика фуик­
циона.па f(x): 

dom f = { х Е !Rn: 3v, (х, v) Е epi /} (10.10) 
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или, используя эквивалентную запись, 

domf = {х Е IRn: f(x) < оо}. (10.11) 

Пример 10.2. Рассмотрим функци10 f(x) = - log x. Да:иная функ­
ция определена для х Е (О, +оо) и является выпуклой. Но эту 
функцию можно «доопределить» как 

f(x) = { - logx, х > О, (10.12) +оо, х � О. 
Таким образом, эта функция является выпуклой иа всей пря­
мой IR. Поэтому под выпуклым функционалом будем подразу­
мевать выпуклый функционал, принимающий, возможно, бес­
конечные значеиия, но определенный на всем пространстве IR". 

Выпуклый функциона.JI называется собственным, ecJiи его 
надграфик не пуст и не содержит вертикальных прямых. 
В этом CJIYЧae хотя бы для одного значения х: f(x) < +оо, 
а для всех х выполняется f (х) > -оо. 

Вопросы и задачи 

1) Что представля1от собой m-r.1ериые симплексы при 
1п = О, 1, 2, З? 

2) Докажите, что если М - выпуклое множество, то лю­
бой его сдвиг JVJ + а, а Е IR", и скалярное кратное 
ЛМ = { Лх: х Е JR"}, Л Е JR, также явJ1я1отся выпукJiы­
ми r.1ножествами. 

3) Дока.жите, что ecJiи С - открытое множество в IRn, то 
conv С - тоже открытое множество. 

4) Приведите пример в JRn того, что выпуклая оболочка за­
мкнутого множества не обязана быть замкнутой. 

5) Что представляет собой выпуклая комбинация 
а) двух кругов, б) круга и треугольника, 

в) треугольиика и квадрата? 
6) Докажите, что единичный шар { х: llxll � 1} в произ­

вольном линейном норr.1ироваином пространстве являет­
ся выпуклы�� �1ножеством. 

7) «доопределите» сле,цующие функции до выпуклых на 
всей прямой JR: 

а) x", p � l, б) 1 , а > 0  . ...Ja2 - х2 
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§ 1 1 .  ВЫПУКЛЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ 

Определение выпуклого функционала. (см. (10.9) и ниже) мож­
но переписать в несколько ином виде. Функционал f(x), опре­
делениый иа выпуклом множестве Х гильбертова простран­
ства., называется выпуклым, если 'v'x1, х2 Е Х и 'v'>. Е [О, 1] 
имеет место неравенство: 

(11.1) 

Приведем некоторые операции, позволяющие построить вы­
пуклые функционалы. 

1) Пусть f(х) - выпуклый функционЭJ1 на JR" со значения­
ми в (-оо, +оо], а g(v) -неубывающий выпуклый функ­
ционал, определеиный иа JR, со значеиияr.1и в (-оо, +ooJ. 
Тогда функционал h(x) = g(f(x)) является выпуклым на 
JRn. 

2) Поточечная верхняя грань произвольиого семейства вы­
пуклых функционалов является выпуклым функциона­
лоr.1, т. е. f(x) = sup{fi(x): i Е J} выпуклый, если fi(x) 
выпуклые. 

3) Лииейиая коr.1бинация >.1f1 (x) + . . .  + Arnfm(x) собствеи­
иых выпуклых функциоиалов с иеотрицательными коэф­
фициентами является выпуклым функционалом. 

4) Пусть А -линейное преобразование из JR" в Rm. Тогда 
для J11обого выпуклого функционала. g(y) на JRm функци­
онал f(x) = g(Ax) тоже выпуклый. 

Геометрический смысл неравеиства (11.1): отрезок, соединя-
1ощий л1обые две точки на графике выпуклого функционала, 
лежит не ниже самого графика. 
Определение 11.1. ФункционЭJ1 f(x), определенный на вы­
пуклом множестве Х, называется строго выпуклым, если для 
'v'x1,X2 Е Х, Х1 # х2: 'v'). Е (0, 1) 

f(Лх1 + ( 1 - Л)х2) < Лf(х1 + (1 - Л)х2). (11.2) 
Определение 11.2. Функционал f(x), определенный на вы­
пуклом множестве Х, называется сильно выпуклым, если су­
ществует константа () > О (называеr.1ая константой сильной 
выпуклости), такая, •1то для 'v'x1, х2 Е Х и >. Е [О, lJ: 

f(Лх1 + (1 - Л)х2) � Лf(х1) + (1- Л)f(х2) - В>.(1 - Л)llx1 - x2ll2. 
(11.3) 
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Очевидно, что из сильной выпуклости следУет строгая вы­
пуклость, а из строгой выпуклости следУет выпуклость (обрат­
ное неверно). 

Аналогично определению сильной выпуклости можно вве­
сти определение равномерной выпуклости, если в форr.1уле 
(11.3) вместо квадратичной функции Ollx1 - х2112 задать неко­
тору10 строго монотонно возраста1ощу10 функци10 r(llx1 - x2 ll), 
таку10, •1то r(O) = О, r( +оо) = +оо. Это определение, однако, 
не будет использоваться в дальнейшем. 

Пример 11.1. Функция одной переменной /(х) = х2 сильно вы­
пуклая, а функция f(x) = х4 не является сильно вылуклой, но 
является строго выпуклой. 

Пример 11.2. Функционал f(x) = llxll, определенный на всем 
гильбертовом nроС'rранстве Н, является выпуклым, но не яв­
ляется строго выпуклым. Функционал /(х) = llxll2 = (х,х) яв­
ляется простейшим примером сильно выпуклого фуикциоиала. 

Ниже мы сформулируем легко проверяемые критерии вы-
пуклости и сильной выпуклости дифференцируемых функци­
оналов. 

Утверждение 11.1 (неравенство Йенсена). Пусть функ­
ционал f(x) выпуклый на выпуклоN1 �1ножестве Х. ТогАа АЛЯ 
Vx1, . . . , Xn Е Х и "i/0:1, . . .  , etn: О � O:i � 1 и L;� 1 Cti = 1 ИNiеет Nte­
cтo неравенство: f(et1X1 + . . . + CtnXn) � et1f(x1) + . . . + etnf(xn)· 

Доказательство неравенства Йенсе-
на проводится по индукции, исходя из 
неравенства (11.1), и предоставляется 
читателяr.1. 

Дадим некотору10 классификаци10 
экстремальных задач. 

Иоrан Людвиг Вмллмам 
Вальдемар Йенсен (Johan 
Ludvig William Valdemar 
Jensen), 1859-1925 

1) EcJiи Х - выпуклое множество, а f(x) - выпуклый 
функционал, то (8.1) - задача выпуклого програм­
мирования. 

2) Часто Х задается системой неравенств и равенств: 
Х = {ХЕР: 9i(X) � 0, i = 1, . . .  , k, 9i(X) = 0, i = k + 1, . . .  , m)}, 
где Р - множество прямых ограничений. Задача отыс­
кания минимума функционала f(x) на таком множестве 
называется задачей математического программиро­
вания. Она становится задачей выпуклого программи­
рования, если Р- выпуклое множество, функционалы 
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9i(x) в ограничениях типа неравенств выпуклы, а в огра­
ничениях типа равенств аффинны. Это следует из того, 
что 1) если g(х) - выпуклый функционал, то Iv1ножество 
{х: g(x) � .В} (.В- константа) выпукло (или пусто); 2) пе­
ресечение выпуклых множеств выпукло или пусто. Эти 
утверждения легко следу1от из опредеJiения выпуклости 
и предоставля1отся читателям. 

3) Задача линейного программирования получится, ес­
ли Н = !Rn, f(x) = а +  (Ь,х)-линейный (точнее, аффин­
ный, но мы будем называть его линейныr.1) функционал, 
а все ограничения да1от многогранник (т. е. Р-много­
гранник, и все функционалы 9i(x) линейны). Задача ли­
нейного програмiv1ирования - •1астный СJiучай зада•1и вы­
пуклого программирования. Легко показать, используя 
необходимое условие экстреr.1ума, что f(x) достигает r.1и­
нимума ( ecJiи задача линейного программирования имеет 
решение) в вершинах многогранника. 

4) Если Н = !Rn, а f(x) имеет вид: f(x) = а+(Ь, х)+; (Сх, х), 

а ограничения линейны, то это задача квадратичного 
программирования. Здесь С -симметричная матрица. 
Если С неотрицательно определена, то задача квадра­
тичного программирования будет частным случаем за­
дачи выпуклого программирования. 

Определение 11.3. Функционал f(x) называется вогнутым 
(строго вогнутым, сильно вогнутым), если -f(х) -выпук­
лый (строго выпуклый, сильно выпуклый) функционал. 
Теорема 11.1. Если (8.1) -задача выпуклого проград1Iv1ирова­
ния, то тобая точка локального минил1ул1а является точкой гло­
бального л1инил1уiv1а. 

О Пусть х* -то•1ка локального минимума J(x 2 на Х, т. е. это 
минимум f(x) на XnS"(x*), с: >  О, то \fx Е XnS"(x*) имеет ме­
сто неравенство: f(x) � f(x*). Фиксируеr.1 произволы1у10 точку 
х Е Х, х � XnS"(x*), и покажем, что для нее справедливо нера­
венство: f(x) � f(x*) (будем рассматривать х f. х*). Рассr.1от-

рим Л = min ( llx � x*ll , 1) . Очевидно, что О < Л � 1. Рассмот­

рим выпуклу10 комбинаци10: Лх + (1 - Л)х*. Легко проверить, 
что Лх + (1  - >.)х* Е Х n S"(x*). Поскольку в точке х* локаль-
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ный минимум, f(Лх+ (1-Л)х*) � f(x*). Применим неравенство 
выпуклости: f(x*) :::;; f(Лх + (1  - Л)х*) :::;; Лf(х) + (1  - Л)f(х*). 
Отс1ода (поскольку Л > О) f(x) � f(x*). Теорема доказана. • 

Эта важная теорема опредеJiяет интерес к зада'1ам выпук­
лого программироваиия -выпуклые фуикциоиалы ие иr.1е1от 
ЛОКа.l!ЬНЫХ МИНИМУМОВ. 

Теорема 11.2. Пусть функционал f(x) выпуклый на всем про­
с1ранстве Н и  дифферен11ируе111 в то<1ке х• Е Н. Если f'(x*) = О, 
то х* -точка JVIИНИJ\11y111a f(x) на Н. 
О Vx Е Н и \:/Л Е (О, lJ запишем неравенство выпуклости: 
f(Лх + (1 - Л)х*) :::;; Лf(х) + (1 - Л)f(х*). Поделив на Л и ис­
пользуя дифференцируеr.1ость функциоиала f (х) в точке х•, 
получаем 

!( ) - !( ·*) � 
f(х*+Л(х-х*))-f(x*) = (f'(x*), Л(х-х*))+О(Л) = О(Л) х х ,... л л л · 

(11 .4) 

Левая <1асть не зависит от Л, поэтому, переходя к пределу при 
Л � О +  О, получаем, что х* - точка миниr.1ума. Teoper.1a дока­
зана. • 

Таким образоr.1, для задачи выпуклого программироваиия 
без ограничений поиск точки минимума эквивалентен поиску 
стационарной точки, т. е. обращеиие градиента в нуль является 
не только необходи�1ым, но и достаточным условием �1иниму­
ма. 

Теорема 11.3. Пусть (8.1) -задача выпуклого проrра111JV1ирова­
ния, приче111 она ИJ\IIeeт решение. Тогда JV1ножество ее решений: 
Х* = Arg min{/(x) : х Е Х} -выпукло. Если f(х) -строго вы­
пуклая функция, то Х* состоит из единственной точки х*. 
О Пусть х1, х2 Е Х*,т.е. f(x1 ) = f(x2) = f* = min{f(x): х Е Х}. 
Пусть Л Е [О, lJ. Покажем, что весь отрезок /х1,х2] Е х•, т. е. 
Х* - выпуклое миожество. На car.1or.1 деле: f (Лх1 + (1- Л)х2) :::;; 
:::;; Лf (х1) + (1  - Л)f (х2) = f*. Отс1ода f (Лх1 + (1 - Л)х2) = f*, 
т. е. Х* выпукло. Если f(x) строго выпуклый функционал, 
и х1 #- х2, то мы приходим к противоречи10 записаниого выше 
неравенства и неравенства строгой выпуклости. Тем самым, 
Х* состоит из единственной точки. Teoper.1a доказана. • 
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Эта теорема позволяет легко получать доказательство един­
ственности точки минимума в задаче выпуклого программи­
рования. Достаточно доказать, что функционаJI строго выпук­
лый. В частности, ниже мы будем не раз использовать этот 
результат для сильно выпуклых функционалов. 

Вопросы и задачи 

Докажите, что сумма выпуклого и сильно выпуклого 
функционалов с непустой областыо определения явля­
ется сильно выпуклым функционалом. 

§ 12. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ 
ВЫПУКЛОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

В этом параграфе обсудим вопрос разрешимости задачи вы­
пуклого программирования. Для этих целей введем дополни­
тельные определения сходимости эле:ментов. Сходиr.1ость по­
сдедовате.11ьности элементов метри•1еского или нормированно­
го пространства рассматривалась в § 3. Иногда такую сходи­
мость называ1от сильной, для того •1тобы отли•1ить от так на­
зываемой слабой сходимости. 

Последовательность х1" n = 1, 2, . . . , элементов нормирован­
ного пространства 1V слабо сходится к элементу х, ecJiи для 
любого линейного непрерывного функционала r,o(x) имеет ме­
сто сходимость r,o(xn) --+ r,o(x). Обозначается такая сходимость 
как Xn __.. х. В случае гильбертова пространства Н условие 
слабой сходиr.1ости записывается в виде: Xn __.. х Е Н, если для 
J11обого вектора а Е Н: (a,xn) --+ (а,х). 

Множество Х называется слабым компактом, если из лю­
бой слабо сходящейся последовательности его элементов r.1ож­
но выделить слабо сходящуюся к элементу Х подпоследова­
тельность. 

Для того чтобы лучше понять различие между обыч­
ным (сильным) и слабым компактом, рассмотрим замкнутый 
шар единичного радиуса в гильбертовоr.1 пространстве Н, где 
норма соответству1ощего нормированного пространства равна 
llxll = J(x, х). Будем рассматривать только бесконечномерные 
пространства, так как в CJiyчae конечномерных пространств 
справедлива следующая теореr.1а. 
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Теорема 12.1. Пусть Х - N1ножество конечно111ерного нор111иро­
ванного пространства N. Л!fножество Х является ко11такто111 то­
гда и только тогда, когда оно за111к1Iуто и ограничено. 

Согласно этой теореме, замкнутый единичный шар в конеч­
номерном пространстве является компактом. 
Пример 12.1 (ишр в беск01-tе-ч,номерном гильбертовом про­

странстве). Рассмотрим бесконечную ортонормированную 
систему (систему ортов) е1,е2, . . .  , которая существует в л1обом 
бесконечномерном гильбертовом пространстве. Поскольку ска­
лярное произведение ортов 

(ei,e;) = Б•j = { 0
1·

, 
i .J. j, (12.1) i ..,_ j, 

то 11 в. -ej 11 = J2, i ::fi j. Отс1ода следует, что из последовательно­
сти ортов нельзя вьщелить сходящу1ося nодпоследовательность. 
Поэтому едиJ1ичный шар не является компактом. 

Теорема 12.2. Лтобая ограниченная последовательность элемен­
тов Xn гильбертова пространства Н содержит слабо сходящуюся 
подпоследовательность. 

Теорема 12.3. Замкнутый единичный шар в гильбертово111 про­
странстве слабо компактен. 

Следствие 12.1. За111кнутое выпуклое ограни<1енное 111ножество 
гильбертова пространства Н является слабы111 компактом. 

От условия выпуклости, вообще говоря, отказаться нельзя. 
Пример 12.2 (сфера в гильбертовом пространстве). Еди­

ничная сфера гильбертова пространства { х:  llxll = 1} замкну­
та, ио не является слабо замкнутой. Как и выше, рассмО'l'рим 
счетну10 систему ортов е1, е2, . . . . Л�обой вектор а Е Н можно 
представить в виде ряда Фурье а =  :L:;" 1 akek, где ak = (a,ek), 
причем :Lf 1 а% = llall2 < +оо. Согласио неравеиству Коши­
Буняковского l(a, е")1 � llall · llenll = llall, так как llenll = 1 для 
точек сферы. Согласно теореме 4.4 (Больцано-Вейерштрасса) 
из (а, en) можно выделить сходящуюся подпоследовательность, 
следоваrrельно, и из е" можно выделить nодnоследовательноС'rь 
e.i.m, для которой (а, enm) = a"m --+ с. Так как :L:=l a�m � llall2, 
то a"m --+ О, т. е. с =  О. В то же время с =  О =  (а, О), т. е. enm -' О, 
а нулевой элемент ие принадлежит едииичной сфере. 
Во всех гильбертовых и некоторых банаховых простран­

ствах имеет место так называемое И-свойство: из слабой схо­
димости и сходимости норм следует сильная сходимость. 



§ 12. Разрешимость задачи выпуклого программирования 59 

Теорема 12.4. Пусть дана последовательность элел1ентов Xn 
гильбертова пространства Н. Если Хп _. х и llxпll --+ llxll, то 
Хп --+ Х. 
О Из условий теоремы llx"-xll2= llxпll2+ llxll2-2(xп,x)--+0. 8 

Гильбертово пространство обладает также свойствоr.1 стро­
гой нормированности: неравенство треугольника выполняется 
как строгое неравенство для любых линейно независи�1ых х 
и у, т. е. llx + Yll < llxll + llYll, если ах+ (Зу =1= О для Juобых а и /3, 
таких, что а2 + (32 =1= О. 
Определение 12.1. Функционал f(x) называется слабо полу­
непрерывным снизу на r.1ножестве Х, если Vxo Е Х, Vxn Е Х, 
п = 1, 2, . . .  : Хп _. хо => lim f (хп) � f (хо). 

Теорема 12.5 (теорема Вейерштрасса). Слабо полунепре­
рывный снизу функционал на слабоtv1 кол1пакте достигает своей 
точной нижлей грани. 

Данный вариант теореr.1ы Вейерштрасса не требует специ­
ального доказательства, поскольку доказательство, приведен­
ное для теоремы 9.1, полностью может быть применено и в этом 
случае путеr.1 перехода к слабо сходящиr.1ся последовательно­
стям. 
Теорема 12.6. Выпуклый непрерывный (или полунепрерывный 
снизу) функционал слабо полунепрерывен снизу. 

Перейдем к вопросу разрешимости задачи (8.1) выпуклого 
программирования. 
Теорема 12.7. Выпуклый непрерывнъ1й (полунепрерывнъ1й сни­
зу) функционал на замкнутол1 выпуклол1 ограннченнол1 множе­
стве гильбертова пространства Н достигае-г своей точной нижней 
грани. 
О Полное 
некоторых 
опущено. 

доказательство данной теоремы требует знания 
конструкций из функционального анализа и здесь 

• 

К сожалению, перенести результат о разреши�1ости задачи 
выпуклого программирования на л1обое банахово пространство 
нельзя. 
Пример 12.3. Рассмотрим пространство С[-1, 1] и единичный шар 

в этом пространстве S\(O) = {z(t), -1 � z(t) � 1, t Е (-1, 1]}, 
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который является ограниченным выпуклым и замкну­
тым множеС'rвом. Рассмотрим линейнь1й фу1о�кциона.11: 
f(z) = J0 1 z(s) ds - J� z(s) ds. Этот линейный ограниченный 
функциона.п является непрерывиым, одиако ои ие досrигает 
своей точной иижией граии, равиой -2, иа едииичиом шаре 
прОС'Гранства С[-1, 1]. Отс1ода сразу следует, что единJ1чный 
шар в этом просrранстве не является слабым компактом. 

На самом деле, теорема о разрешимости задачи выпуклого 
программирования справедлива не только для гильбертовых 
пространств, но и для банаховых пространств, облада1ощих 
определенными свойствами, на которых мы останавливаться 
не будем. 

Попытаемся теперь ослабить условия теоре:мы о разреши­
мости задачи выпуклого программирования, отказавшись от 
условия ограниченности множества Х. Тривиальные приr.1е­
ры для функций одной переменной показыва1от, что теорема 
в этом случае, вообще говоря, не верна. Если же потребовать, 
чтобы функционал f(x) обладал свойствоr.1 сильной выпукло­
сти, то справедливо следующее утверждение. 
Теорема 12.8. Пусть f(х) -непрерывный сильно выпуклый 
функционал, определенный на за111кнутоN1 выпуклом 111ножестве 
Х гильбер'гова. прос1ра.нства. Н. Тогда. f(x) достигает своего 111и­
ни111)1?.1а. на Х, приче111 в единственной точке. 

О Обозначим х* = al'gmin{f(x) : х Е Х}. Единственность х* 

следует из того, что сильно выпуклый функционал является 
строго выпуклыr.1. Если Х ограничено, то теорема доказана. 

Рассмотрим слу•1ай, когда Х не ограничено (в частности, 
Х = Н). Введем множество Хр = {х Е Х :  f(x) � ,8}. Если !­
выпуклый функционал, Х - выпуклое множество, то Хrз также 
является выпуклым (если только Хр не пусто). Так как f(х)­
непрерывный функционал, то Хр заr.1кнуто. 

Возьмем ,8 = f(xo), где хо Е Х - некоторая фиксированная 
точка. Заметим, что рассматриваеr.1ая нами задача и задача на­
хождения minxexp f(x) эквивалентны. Поэтому если доказать, 
что Хр ограничено, то теорема будет доказана. Рассмотрим 
замкнутый шар: S = S1 (xo). В силу непрерывности f(x) и за­
N1кнутости Х существует константа а, такая, •1то f(x) � а  для 
всех х Е Х n S. Так как хо Е Х n $, то f(xo) � а. 
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Покажем, что 

( 12.2) 

где х Е Хр - произвольная фиксированная точка, О - констан­
та сильной выпуклости, f3 = f(x0). Это неравенство означает, 
что множество Х/3 ограничено. 

Если х Е Хр n S, то (12.2) выполнено, так как llx - xoll � 1, 
а fJ 0 °' � О. Возьr.1ем теперь произвольный фиксирован-

ный элемент х Е Х/3 \S и положим Л = llx � x
ol

l . Очевид­

но, •1то О < >. < 1. Рассмотрим выпуклу10 комбинаци10 
х = >. · х + (1 - >.) · хо. О•1евидно, что х Е Х n S (llx - xoll = 1). 
Тогда 

а �  f(x) � Л · f(x) + ( 1 - >.) · /(хо) - О ·  Л · ( 1 - >.) · llx - xoll2 � 
� f3 - О ·  Л · (1  - Л) · llx - xoll2 = f3 - О ·  (llx - xoll - 1) . (12.3) 

Отсюда получаем llx -xoll � 1 + fJ0 °' ,  т. е. множество Хр огра­

ни•1ено. • 

Пусть f* = min{/(x): х Е Х}, а х* =  aгgmin{/(x): х Е Х}, 
т. е. f* = f(x*). Последовательность х1" п = 1, 2, . . .  , элеr.1ен­
тов множества Х называется сходящейся по функционалу 
к точке минимуr.1а, если f (х") --t f (х*) = f* при п --t оо. По­
следовательность х", п = 1, 2, . . . , элементов множества Х на­
зывается сходящейся по аргументу к точке минимума, если 
х" --t х* при п --t оо. 

Для непрерывного функционала из сходимости по аргумен­
ту к точке минимума следует сходимость по функционалу. Об­
ратное, очевидно, не верно. 

Теорема 12.9. Для сильно выпуклых непрерывных функциона­
лов из сходи111ости по функционалу к точке 111ини111ума следует 
СХОДИNJОСТЬ по аргументу. 

О Пусть х* = aгgmin{/(x): х Е Х}, f(х)-сильно выпуклый 
функционал, Х -замкнутое выпуклое множество. Рассмотри�� 
произвольный элеr.1ент х Е Х. Тогда f(x) � f(x*). 
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Пусть Л Е (О, 1], тогда применим неравенство сильной вы­
пуклости и получим 
О �  f (Лх + (1 - Л)х*)-f(х*) � Л(f(x)-f(x*))-Л(1-Л)Bllx-x*ll2. 

(12.4) 
Откуда Л(l - Л)Bllx-x*ll2 � Л(f(x )-f(x*)) или, сокращая на Л, 

( 1 - Л)Bllx - x*ll2 � f(x) - f(x*). (12.5) 
Правая часть неравенства не зависит от Л, поэтому мож­

но совершить предельный переход при Л --+ О + О. Получаем 
неравенство 

f(x) - f(x*) � Bllx - x*ll2 - (12.6) 
Из этого неравенства следует результат теоремы: из сходимо­
сти по функционалу f(xn) --+ f(x*) при п --+  оо следует сходи­
мость по аргументу Xn --+ х* при п --+ оо. • 

§ 13. КРИТЕРИИ ВЫПУКЛОСТИ И СИЛЬНОЙ ВЫПУКЛОСТИ 

I<ак отr.1ечалось ранее, из сильной выпуклости следует стро­
гая выпуклость, а из строгой выпуклости следует выпуклость. 
Таким образом, сильно выпуклый функционал является част­
ным случаем выпуклого функционала. В этом же параграфе 
и только в этом параграфе для сокращения формулировок мы 
будем считать выпуклый функционал частным случаеr.1 сильно 
выпуклого функционала с константой выпуклости (j = О. 
Теорема 13.1. Пусть f(x) -дифференцируел1ый на выпуклол1 
л1ножестве Х С Н функционал, Н -гильбертово пространство. 
Тогда f(x) -сильно выпуклый с константой (j � О  в тол1 и только 
тол1 случае, если ил1еют л1есто неравенства: 

'ix, x E X  f(x) � f(x) + (!'(x), x - x) + Ollx- xll2 • (13.1) 
Перед тем, как перейти к доказательству, заr.1етим, что 

fp(x) = f(x) + (!'(х), х-х) -уравнение плоскости, касательной 
к графику функционала f(x) в точке с координатами (х, f(x)). 
Таким образом, необходимым и достаточныr.1 условиеr.1 выпук­
лости (О = О) является условие того, что график выпуклого 
функционала лежит не ниже касательной плоскости в каждой 
то•1ке графика. 
О Докажем сначала необходимость. Пусть /(х) -сильно вы­
пуклый с константой (j � О функционал. Тогда 'ix, х Е Х 
и 'iЛ Е (О, 1]: 
f(Лх + ( 1 - Л)х) � Лf(х) + ( 1 - Л)f(х) - ОЛ(l - Л)llx -xll2 (13.2) 
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- неравенство сильной выпуклости. Отсюда следует неравен­
ство 

f(x) - f(x) - 8(1 - Л)llx - xll2 ;;:: 

;;:: f(x + Л(х � х)) - f(x) = (!'(х), Л(х � х)) + о(Л) . (l3_3) 

Переходя к пределу при Л -7 0+0, получаем результат теоремы. 
Докажем теперь достаточность сформулированного выше 

ус.повия. Для л1обых точек х1 , х2 Е Х и Л Е (О, 1] положим 
х = Лх1 + (1  - Л)х2. Тогда по услови10 теоремы: 

f(x1) - f(x) ;;:: (!'(х), х1 - х) + Bllx1 - xll2, 
f(x2) - f(x) ;;:: (!'(х), х2 - х) + Bllx2 - xll2-

(13.4) 
(13.5) 

Умножим первое неравенство на .>., а второе - на ( 1 - Л) и с.по­
жиr.1. Учитывая, что 

llx1 - xll2 = (1 - Л)2llx1 - х2112, 
llx2 - xll2 = л211х2 - x1ll2, 
(!'(х), Лх1 - лх + (1  - >.)х2 - (1 - >.)х) = о, 

после сложения получаем 

(13.6) 
(13.7) 
(13.8) 

Лf(х1) + ( 1 - Л)f(х2) - f(x) - ВЛ(1 - Л)llx2 - x1ll2 ;;:: О. (13.9) 
Это и есть неравенство сильной выпуклости. • 

Теорема 13.2. Пусть f(x) -непрерывно диффереицируемый 
футщионал, определенный на выпуклод1 д1ножестве Х С Н. То­
гда f(x) -сильно выпуклый с константой В ;;:: О тогда и только 
тогда, когда Vx, х Е Х 

(!'(х) - !'(х),х - х) ;;:: 2Bllx - xll2 (13.10) 
(при В =  О это неравенство означает N1онотонность градиента как 
оператора, действу1ощего из Н в Н). 
О Докажем сначала необходимость. Для любых х, х Е Х за­
пишеr.1, а затем сложиr.1 два неравенства, которые явля1отся 
необходимыми условиями сильной выпуклости в соответствии 
с предыдущей теоремой: 

+ { f(x) - f(x) ;;:: (!'(х) ,х - х) + В ·  llx - xll2, (l3.11) f(x) - f(x) ;;:: (!'(х), х  - х) + в ·  llx - х112. 
Отс1ода (!'(х) - !'(х),х - х) ;;:: 2Bllx - х112, '!ТО и требовалось 
доказать. 
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Теперь докажем достаточность. Фиксируем произвольные 
х,х Е Х и рассмотрим F(a) = f(x + а(х - х)), а Е [О, 1]. Легко 
найти производну10 

F'(a) = lim F(a+дa)- F(a:) 
= 

дсr-->0 да 

Отсюда 

= lim f(x + (а+ да)(х -х)) - f(x + а(х - х)) = 
дсr-->0 да 

= lim !'((х + а(х - х)), да(х - х)) + о(да) = 
дсr-->0 да 

= (!'(х + а(х - х)),х - х). 

F(1)-F(O) = J: F'(a) da = J: (!'(х+а(х-х)),х-х) da, (13.12) 
где F(l) = f(x), F(O) = f(x), и 
f(x) - f(x) - (!'(х), х - х) = 

= J: (!'(х + а(х -х)),х - х) da - (!'(х),х - х) = 

= 11 .!.(t'(x + а(х - х)) - f'(x), а(х - х)) da � 
о а 

� 11 .!.2Blla(x - x)ll2 da = Bllx - xll2-
o Cf 

Теорема доказана. • 

Сначала докажеr-1 следу1ощу10 вспомогательиу10 лer.1r.1y. 
Лемма 13.1. Если л1ножество Х выпукло и int X :j:. {121}, то 
Х = int X. 

О Пусть х Е int Х, у Е Х. Тогда достаточно показать, что 
Лу + (1 - Л)х Е int X для л1обых Л Е (О, 1]. Таким образом, 
нужно доказать, что \fЛ Е (О, lJ 3€ > О Лу + (1 - Л)х + €S Е Х, 
где S = {х: llxll � 1}. Так как у Е Х, то у Е Х + €8 для всех 
€ > О. Поэтому '<1€ > О имеет место следу1ощее вкл10•1ение: 
Лу + (1 - Л)х + €S с (1 - Л)х + (х + €S)Л + €S = 

= (1 - л) [x +€���s] +лх. (13.13) 
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Но х Е int Х. Поэтому при достаточно малых е > О 

Лу + (1 - Л)х + eS с (1  - Л) + (х + еS)Л + eS = 

= (1 - Л) [х + е � = � s] + ЛХ с (1 - Л)Х + ЛХ = Х. (13.14) 

Лемма доказана. 8 

Заметим, что для невыпуклых множеств лемма 13.1 заведо­
мо не верна. 
Теорема 13.3. Пусть f(x) -дважды непрерывно дифференци­
руе111ый функционал на выпуклом 111ножестве Х гильбертова про­
странства Н, приче111 Х и111еет внутренние точки: int X # {0}. 
Тогдаf(х) -сильно выпуклый с константой () � О в тол1 и только 
то111 случае, если Vx Е Х, Vh Е Н 

(f"(x) · h, h) � 2в111�112. (13.15) 
В конечноJ11ерном случае (Н = IR") это означает, что J11ини111аль­
ное собственное значение N1атрицы Гесса Лmin(x) � 2(). 
О Сначала докажеr-1 необходиr.1ость. Пусть х Е int Х. Тогда, 
так как f(х) -дважды дифференцируемая функция в х, то для 
V/i Е Н (Н - гильбертово пространство) и (достаточно малого) 
такого, что х + ah Е Х: 

f(x + ah) = f(x) + (f'(x), ah) + ; (f"(x)ali, ah) + о(а2) (13.16) 
или 

2 � (f"(x)h,!i) + о(а2) = f(x + a!i) - f(x) - (J'(x), ah) � Ba2lllill2 
(13.17) 

(по теореме 13.1), из чего следует (f"(x)h, h) � 2Bllhll2. 
Пусть теперь х (j. int Х. Исполь­

зуя лемму 13.1, находим, что суще­
ствует последовательность Xk Е int Х: 
Xk � х Е Х. Для каждого Xk утвер­
ждеиие теоремы верно и, учитывая, что 
f(х) -дважды непрерывно дифферен­
цируемый функционал, можно сделать 
предельный переход и получить требу-
емое неравенство. 

Брук Тейлор (Brook Taytor), 
1685-1731 
Жозеф Луи Лarpaiac 
(Joseph L.ouis Lagrange (фр.), 
Guiseppe l.odovico Lagrangia 
(итал.)), 1736-1813 

Докажем теперь достаточность. Рассмотрим Vx, х Е Х и обо­
зна•1им h = х - х. Раскладывая в ряд Тейлора с остаточны�� 
членом в форме Лагранжа и используя формулировку теоре-
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мы, легко получаем: 
f(x + h) - f(x) - (f'(x), li) = ; (f"(x + ah)li, h) ;::: 0111i112, (13. 18) 

т. е. функционал сильно выпуклый по теореме 13.1, а Е (О, 1) . 
• 

Дадим три определения сходимости последовательности 
операторов An --+ А, действу1ощих в гильбертовом простран­
стве Н: 

1) llAn - All --+ 0 - сходимость в равномерной оператор-
ной топологии; 

2) \:/х Е Н: Anx --+ Ах - сильная сходимость; 
3) \:/х, у Е Н: (А,,х, у) --+ (Ах, у) - слабая сходимость. 
Из сходимости в равномерной операторной топологии сле­

дует сильная сходимость, а из сильной сходимости следует сла­
бая сходимость. При доказательстве теореr.1ы 13.3 по сути дела 
использовалась только слабая сходимость. 

Пусть А-симметрическая матрица (Aij = Aji для всех 
i,j Е 1 ,п), опреде.1ш1ощая оператор А: Rn --+ Rn. Рассмотрим 
квадратичный функционал: 

f(x) = ;(Ах,х) + (Ь,х) + с. (13.19) 

Легко видеть, что f'(x) = Ах+  Ь, f"(x) = А. 
Если А строго положите.11ьно опреде.11ен, то наименьшее соб­

ственное значение Лmi11(A) > О, а квадратичный функционал 
f(x) является сильно выпуклым. Если же Лш;п(А) = О, то квад­
ратичный функционал является выпуклым, но не сильно вы­
пуклым. Если же Лmi11 (A) < О, то f(x) не является выпуклыr-1. 

Если А: Н --+ Н -самосопряженный оператор, то такой же 
квадратичный функционал можно рассматривать в гильбер­
товом пространстве. Если А положите.11ьно опреде.11ен ( стро­
го), то для любого х :/; О: (Ах,х) > О, что, однако, не озна­
чает Лin;"(A) > О. I<вадратичный функционал в этом случае 
является строго выпуклым, но, вообще говоря, может не быть 
сильно выпуклым. Например, самосопряженный вполне непре­
рывный положительно определенный оператор, действу1ощий 
в бесконечномерном гильбертовом пространстве, может иметь 
бесконечную последовательность положительных собственных 
зна•1ений {Лi}, которая сходится к О. Соответству1ощий квад­
ратичный функционал не является сильно выпуклым. 
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§ 14. СВЕДЕНИЯ О МАТРИЦАХ 

В этом параграфе приведем некоторые сведения из теории мат­
риц. Рассмотрим вещественную матрицу А размера т х п, т. е. 
А Е Rmxn. Область значений матрицы А определяется как 

R(A) = {у Е Rm: у =  Ах,х Е Rn}. (14.1) 
Рангом матрицы А называется •1иСJ10 

1·ank (А) = dim (R(A)). (14.2) 
Пусть п = т, а1, . . .  , O'n - некоторые чиСJiа, тогда диаго­

нальную матрицу, все элементы которой равны нулю, кро­
ме диагональных, равных а1, . . .  , O'n соответственно, обозначим 
как diag (a1" . " un)· Единичная матрица I = diag (l" . " 1) 
является примером диагональной матрицы. ECJiи задана неко­
торая квадратная матрица А Е Rnxn и существует матрица 
В Е Rnxn, такая, что ВА = !, то матрица В называется об­
ратной к матрице А и обозначается как л -1 . Тогда матрица А 
невырожденная, в противном СJ1учае А вырожденная. 

Пусть А Е R1x1 , тогда определитель матрицы вводится как 
detA = А11 .  Для квадратной матрицы А Е Rnxn определитель 
вводи.м как 

n 
detA = L(-l)i+1Ai1 det(Ai1), (14.3) 

i=l 

где матрицы Ai1 Е R(n-l)x(n-l) получены путеr-1 вычеркивания 
i-й строки и первого столбца из матрицы А. Заr-1етим, что если 
А В Е Rnxn ТО 

' ' 

det(AB) = detA·detB, det(aA) = а" detA, det(Aт) = detA, 
(14.4) 

где Ат озна•1ает транспонированную матрицу, когда столбцы 
и строки меняются местами. Матрица А является невырожден­
ной тогда и только тогда, когда det А f. О. 

Норму для матрицы А Е Rmxn можно ввести нескольки­
ми способами, мы же будем использовать норму, порожденную 
нормой в пространстве Rm, т. е. 

llAll = sup{llAxl l : llxll = 1}. ( 14.5) 
l\ilатрица Q Е Rnxn ортогональна, если QTQ = Е. 

Рассмотрим систему 
Ах = и  (14.6) 
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с квадратной матрицей А. В реальных задачах и сама матрица 
А, и правая часть и заданы с некоторыми ошибками. Поэтому 
надо решать систему вида 

(А + еВ)х(е) = и +  ew (14.7) 
с начальным условием х(О) = х, где В Е Rnxn - некоторая 
квадратная матрица, а и Е Rn - вектор. Если матрица А невы­
рождена, то функция х(е) дифференцируема в окрестности ну­
ля и решение можно представить в виде ряда Тейлора 

х(е) = х + ех(О) + о(е). (14.8) 
Продифференцируем уравнение (14.7) по е, получаем, что 

или 
Вх(е) + (А +  е)х(е) = w, 

х(е) = (А +  ев)-1(w - Вх(е)), 
х(О) = л-1(w - Вх). 

(14.9) 

(14.10) 
(14.11) 

Тогда относитеJiьная погрешность решения системы (14.7) мо­
жет быть записана как 

llx(e) -xll = ех(О) + о(е) � llA-1 ll ( llwll + l lBll) + ( ) = llxll llxll "' е llxll 0 е 

= llAll · llA-1 ll (е М + llBll ) + о(е) (14 12) llull llAll ' . 

где было у•1тено, что llиll :::;; llAll · llxll· Таким образом, ecJiи опре­
делить число обусловленности х(А) как 

(14.13) 
а относительные погрешности возмущенной матрицы А и пра­
вой части и как 

_ llBll еА -е llAll ' 
_ llwll eu - е llull ' (14.14) 

то относительная погрешность решения возмущенной системы 
равна 

llx(e) - xll ( )( ) ( 2) ( ) llxll :::;; х А еА + е" + о  е . 14.15 
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Если матрица А вырождена, то det А = О. Поэтому иногда 
ошибочно считается, что матрица плохо обусловлена, если ее 
опредеJiитеJiь близок к нул10. На самом деле это не так. 
Пример 14.1. ПуС'rь имеется диагональная матрица 

А =  

Q о о 
о Q о 

о о Q 

(14.16) 

Тогда ее определитель det А = an и при малых значениях а 
может быть близок иул10. В то же время х(А) = 1, т. е. система 
является хорошо обусловленной. 

Таким образом, конечиое значение определителя матрицы не 
может гарантировать хорошу10 обусловлениость задачи. 

Пример 14.2. Пусть имеется верхияя треугольиая матрица 

А =  

1 -1 -1 
о 1 -1 

о о 1 

(14.17) 

где все элементы выше диагоиали равны -1, а все диагональные 
элемеи'rы равны 1. Определи'rель det А =  1, а обратная матрица 
А-1 также является верхней треугольной матрицей, все диаrо­
иальные элементы которой равны 1, а элемеиты k-й наддиаго­
нали равны 2k-l . Если использовать следующую норму: 

n 
llAlloo = max L laij l :  i = 1, . . .  , n (14.18) 

j=l 

ТО llAlloo = n, llA-1 lloo = 1 + L,j'-1
1 2j-l = 2n-l, х(А) = n2n-l, 

поэтому сиС'rема становится плохо обусловлен�ой при боль-
ших п. 

Теорема 14.1. Если А - вещественная Ntатрица разл1ера т х п, 
то существу1от ортогональные матрицы И Е Rmxm и V Е Rnxn, 
такие, <1то 

ИТ AV = diag (0"1, . . . , О"р) Е !Rrnxn, 
где 0"1 � 0"2 � . . .  � О"р � О. 

р = min(m, п), (14.19) 

1-fиcJia о-1, . . . , О"р называ1отся сингулярными значениями 
матрицы А. Отметим, что llAll = 0"1, т. е. норма матрицы равна 
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максимальному собственному значению, а саму матрицу мож­
но записать в виде произведения 

А =  И:ЕVт, (14.20) 
которое называется сингулярным разложением матрицы А. 
Теорема 14.2. Если л1атри�а А Е !Rnxn является сиN1л1етри<1е­
ской положительно определенной, то существует единственная 
нижняя треугольная л1атри�а L Е IR"xn с положительныл1и диа­
гональныл1и элементал1и, такая, что А = LLт. 

Такое представление J111атрицы А называется разложением 
Холецкого. 

§ 15. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ. 
МЕТОД ПСЕВДООБРАЩЕНИЯ 

Пусть А -прямоугольная матрица размера т х п, а векторы 
z Е !Rn, и Е JR•n. Рассмотрим систему линейных алгебраиче­
ских уравнений (СЛАУ): 

Az = и. (15.1) 
Система (15.1) может и не иметь решений. Гаусс и Лежандр 
в начале XIX века ввели так называеr.1ый метод наименьших 
квадратов, а именно, вместо решения СЛАУ предложили ми­
нимизировать квадратичный функционал (невязку): 

Ф(z) = llAz - и112 = (А* Az, z) - 2(А*и, z) + (и, и). (15.2) 
Поскольку матрица А* А -симметрическая и неотрицатель­
но определена, Ф(z)- выпуклый функционал. Для выпукло­
го функционала задача отыскания min{Ф(z): z Е Rn} экви­
валентна отысканию стационарной точки. Легко видеть, что 
Ф'(z) = 2-(А* Аz-А*и), Ф"(z) = 2·А* А �  О. Приравняв градиент 
нулю (Ф'(z) = О) , получаем систему линейных алгебраических 
уравнений (система нормальных уравнений): 

А* Az = А*и. (15.3) 
В конечномерном случае можно доказать, •1то для л1обого век­
тора и система нормальных уравнений всегда имеет решение 
(для исходного же уравнения это не так), которое называ­
ется псевдорешением системы (15.1). Псевдорешение может 
быть неединственным, например, если минимальное собствен­
ное значение Лm;n(A* А) = О. Если же Лm;n(A* А) > О, то псев­
дорешение единственно. Множество псевдорешений образует 
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аффинное подпространство и, следовательно, является выпук­
лым и замкнутым. 

Пусть min{Ф(z): z Е JR"'} = µ, в силу определения функции 
Ф(z) число µ � О. Если система (15.1) имеет решение, то оно 
совпадает с решением системы А* Az = А*и и в этом случае 
µ = О. Если же µ > О, система (15.1) не имеет решений, но, 
как уже указывалось выше, имеет псевдорешение (возможно, 
неединственное). Число µ обычно называется мерой несов­
местности системы (15.1). 

Нормальное псевдорешение системы (15.1) - это псевдо­
решение с минима.пьной нормой, для его нахождения решаем 
задачу отыскания минимума min{llzll: А* Az = А*и}. Послед­
няя задача эквивалентна min{llzll2: А* Az = А*и}. Функцион8.11 
f (z) = llzll2 является сильно выпуклым (!" = 21, 1- едини•1-
ный оператор). Отс1ода и из выпуклости и замкнутости r.1но­
жества псевдорешений следует, что норм8.11ьное псевдорешение 
существует и единственно. Поэтому можно поставить задачу: 
дан вектор и и будем сопоставлять вектору и нормальное псев­
дорешение Zn = al"g min{ llzll2: А* Az = А*и}. Оператор, кото­
рый сопоставляет вектору и нормальное псевдорешение, явля­
ется линейным и называется псевдообратным к оператору А: 
zп = л+и (А+ -псевдообратный оператор). 

Если существует единственное решение исходной систе�1ы 
(15.1) для JilOбoгo вектора и, то л+ = л-1 . Если существует 
единственное решение задачи А* Az = А*и для любого вектора 
и (т. е. оператор А* А -обратим), то А+ = (А*А)-1 · А*. Вооб­
ще выражение для л+ имеет вид: л+ = lim (А* А +  al)-1 ·А*. 

<>--+0+0 
Этот результат r.1ы получиr.1 ниже, когда будем заниr.1аться тео­
рией некорректно поставленных задач. 

Докажеr.1 теперь, что существует решеиие уравнения 
А* Az = А*и. Для этого нужио доказать, что множества зна­
чений А* и А* А совпадают. 

Рассмотрим оператор, действу1ощий в конечномер­
ном евклидовом пространстве: Bz = у, В :  Rk -t ап. 
Имеет место разложение !Rn - (R(B) ЕJЭ Kel" В*), при­
чем R(B) R(B) -линейное многообразие, всегда за­
мкнутое в конечномериом линейном пространстве. Тогда 
IR" = R(А*)ЕJЭКег А =  R(A* A)EJЭKeI"(A* А)* = R(A* А)ЕJЭКег(А* А). 
Но (Az,Az) = (A*Az,z). Отсюда Az = О  тогда и только тогда, 
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Рис. 2.1. Множества решений (а) вырожденной (15.4) и (6) невы-
рожденной (15.5) систем 

когда А* Az = О, или Кег А =  Кег(А* А). Из разложения выше 

сле,цует теперь, что R(A*) = R(A* А), т. е. псевдорешение z 

всегда существует. Итак, в коне•1номерном евклидовом про­
странстве уравнение А* Az = А*и всегда имеет решения. 

Отметиt-1 некорректность построения псевдообратноrо опе­
ратора л+. Если вместо вектора и задан вектор ii.: llii. - иll � о, 
о �  о, Zn = л+и, Zn = л+и, ТО llz"-z"11 � 11л+110 (это доказывает 

устойчивость решения по правой части). Однако зада•1а отыс­
кания zn = л+и неустойчива по отношению к ошибка.м л+ . 

Пример 15.1. Пусть Az = и, z =Е IR.n
, и Е IR.m. Покажем, что отыс­

кание нормального псевдорешения - это некорректная задача, 
где некорректность связана с ошибкой в задании оператора А. 
Пусть система имеет вид: 

{ х + у =  1, 
х + у =  1 ,  

z = (�) . 
Очевидно, что сущеС'rвует бесконечно много 
(см. рис. 2.1), а (� ,  �)т- нормалъное решение, где 
означает трансnонироваиие. 

В данном случае 

А = ( � �) . и = ( �) · 

(15.4) 

решеиий 

символ т 

(15.5) 
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' 
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о 

Нормальное псевдорешение 
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1 ' 

Рис. 2.2. Множество псевдорешений системы (15.7) 

Пусть имеется ошибка в матрице { (l +c)x + y = l, с #; О, (15.6) х + у =  1, 
Xg = О, у" = 1 и не зависят от Е. Более того, пусть при Е -t О нет 
сходимости к нормальному псевдорешению (; , ; )т. Таким обра­

зом, задача отыскания иормально1'0 псевдорешения неуС'rойч_ива 
к ошибкам матрицы. Предполагая наличие ошибок во всех че­
тырех элементах матрицы, легко построить примеры сходимости 
«Приближенных» решений к различным векторам при стремле­
н}tи погрешностей задаН}tЯ элементов к нул10. 

Пример 15.2. РассмО'l'рим wropy10 сиС'rему 
1 х+ у= 2 ,  
3 х + у = 2 · 

(15. 7) 

Здесь решения нет вообще, хотя нормальное псевдорешение по­

лучается таким же: (; , ; )т, см. рис. 2.2. Легко построить при­

мерь� иеус'l·ойчивости его о'l·ыскаиия. Так, например, сиС'rема 

(l + c)x + y = ; ,  
€ # о, (15.8} 
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Прекратить 
рас,1еты 

Полож"т ь k = О 
Задать хо 

Вычислить hk 

Выч11сmIТЬ Ok 

Вычисл11ть Xk+l 

Положить k = k + 1 

Рис. 2.3. Процедура построения минимизирующих последовательностей 

всегда имеет единственное решение (- � , � + � )т, которое не 

стремится к нормальному псевдорешению системы (15.7) при 
Е: -t о. 

§ 16. МИНИМИЗИРУЮЩИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

Рассмотри�� зада•1у: найти х* = ai-gmin{f(x): х Е Х}. Мы 
будем рассматривать методы решения этой задачи, основан­
ные на следу1ощем итерационном процессе: Xk+l = Xk + aklik, 
k = О, 1, 2, . . .  , где х0 - начальное приближение, lik - направле­
ние миниr.1изации, ak -шаг вдоль направления r.1инимизации. 
Процесс построения последовательности Xk производится в со­
ответствии с алгоритr.1ом, изображенным на рис. 2.3. 

Если hk и Ctk вычисля1отся без вычисления градиента функ­
ции f(x), то такие методы называются методами нулевого 
порядка. Если же вычисляется первая производная, то метод 
называется методом первого порядка, при вычислении вто­
рых производных - второго порядка, и так далее. 
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Мы будем называть nоследовательность Xk минимизирую­
щей, если 

f(xk) --+ f* = min{f(x): х Е Х} (сходимость по функциона.11у). 
(16.1) 

Желательно, •1тобы 

Xk --+ х* = argmin{f(x): х Е Х} (сходимость no аргументу). 
(16.2) 

В этом случае можно оценивать скорость сходимости. Будеr-1 
говорить, что nоСJiедовате.льность Xk сходится к х* линейно, 
или со скоростыо геометрической прогрессии, ее.пи 

о � q < 1. (16.3) 

Ее.пи же 

Qk --+ о, k --+  00 ' (16.4) 

то говорят о сверхлинейной сходимости. ECJiи же 

С =  const, (16.5) 

то скорость сходимости квадратичная. 
Обычно применяются следующие критерии остановки про-

цесса построения минимизирующей последовательности: 
1) llxk+1 - xkll � е1; 
2) lf(xk+1) - f(xk)I � е2; 
3) llf'(xк)ll � ез, 

где е1, е2, е3 - заданные ма.11ые положительные числа. Приме­
нение критерия 1)  может nривести к остановке там, где функ­
циона.11 меняется очень быстро, применение критерия 2) мо­
жет nривести к остановке на «nологом сnуске». Поэтому кри­
терии 1)  и 2) обычно исnользу1отся совместно. Критерий 3) 
применяется обы•1но в градиентных методах. 

Многие методы минимизации относятся к методам сnус­
ка. Будем говорить, что h- направление убывания функ­
ции f(x), если для достаточно малых nоложительных о: > О: 
f(x + o:li) < f(x). Множество наnравлений убывания есть 
V(x, f). Метод минимизации называется методом спуска, ес­
ли ltк Е V(xk, f). 
Лемма 16.1. Пусть функционал f(x) Аифференцируел-1 в точке 
х Е Н. Если (f'(x), h) < О, то h Е V(x, f). Если же h Е V(x, f), 
то (f'(x),h) � О. 
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О Доказательство и необходи�1ости, и достаточности следует 
из следу1ощего равенства: 

(f(x + ah) - f(x)) = (f'(x), ah) + о(а) = а  [ (f'(x), h) + о�) ] . 
(16.6) 

В частности, если hk = -f'(xk), то это метод спуска, который 
называется методом градиентного спуска. 8 

Предположим, что Xk и hk заданы. Возникает вопрос о том, 
как выбирать Ctk- 1-fаще всего для этого находится решение од­
номерной экстреt-1алы1ой задачи 

f(xk + Ctklik) = min{f(xk + alik): а Е JR1 }. (16.7) 
Если lik -направление спуска, то 

f(xk + Ctkhk) = min{f(xk + ahk): а �  О}. ( 16.8) 
Таки�� образом, Ctk = ai·gmin{f(xk + ahk): а � О}. В отдель­
ных случаях решение одномерной экстремальной задачи мо­
жет быть найдено аналитически. Например, для квадРатично-

го функциона.на f(x) = ; (Ах,х) + (Ь,х), где А >  О -симмет­

ричная матрица, это решение легко находится. Минимум 

f(xk+alik) = ; (A!ik , lik)a2+(Axk+b, hk)a+; (Ахk+Ь, xk) (16.9) 
достигается в точке 

(Axk + Ь, ltk) ( !' (xk), ltk) Ct k = - = - -'=---"--""""--=-( Ahk, hk) (Ahk, hk) 
. (16.10) 

Если lik -направление спуска, то (!' (xk), lik) � О и Ctk � О. 
В следу1ощем параграфе мы рассмотрим некоторые са�1ые рас­
пространенные методы решения одномерных экстрема.пьных 
задач. 

§ 17. НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ОДНОМЕРНЫХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ 

Рассмотрим задачу отыскания минимума функции одной ве­
щественной переменной f(x) на заданноt-1 отрезке [а, Ь] в пред­
положении, что f (х) -унимодальная функция (т. е. имеет 
единственный минимум на [а, Ь]). Рассмотрим два наиболее по­
пулярных метода решения одномерной экстремальной зада­
чи. Заметим, что при рассмотрении конкретных одномерных 



§ 17. f\1етоды решения одномерных экстремальных задач 77 

экстремальных за.дач могут быть предложены другие, более 
эффективные r.1етоды, учитыва1ощие особенности решаемых 
задач. 

17. 1 . Метод золотого сечения 

Разделим отрезок [а, bJ в среднем и крайнем отношениях. Для 
этого найдеr-1 числа F1 и F2, такие, что: 

Fl - F2 F "' - 1 F - З- j5 �О 38 "' - J5-1 � 0 62 р2 - т, 1 + г 2- => 1 - 2 � , , г 2 - 2 � , . 

(17.1) 
Вводим следующие точки: а* = а + F1д, Ь* = а + F2д, где 
/::, = Ь-а. Далее сравнива1отся f(a*) и f(b*). Если f(a*) < f(b*), 
то точку Ь переносим в Ь*, есди же f (а*) > f ( Ь*), то точку а 
переносим в а*, см. рис. 2.4. В случае равенства f (а*) = f (Ь*) 
выполняем л1обой из переносов. При дедении нового интерва­
ла таким же образом получим, что одна из точек уже найдена 
на предыдущем шаге. Критерием остановки является /::, � е, 
е > О. l\tleтoд позволяет сэкономить на чисде вычисJiений зна­
чений функции. Тем не менее рекомендуется после большого 
коли•1ества уменьшений интерва.па вычисдить обе точки на по­
лученном интервале, поскольку могут накопиться погрешности 
их вычисления. 

17 .2. Метод квадратичной аппроксимации 

Пусть есть точки: а < с < Ь. Известно, что 

f(c) � f(a) и f(c) � f(b). (17.2) 

Через эти три точки проводится парабола g( х) = ах2 + {Зх + 1, 
см. рис. 2.5. Для этих целей на.до решить систеr.1у линейных 
уравнений 

а2 а 1 
ь2 ь 1 

с 1 с2 

f (a) 
f(b) 
f(c) 

(1 7.3) 
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f(x) Шаг k 

а* ь· ь х 

f(x) Шаг k + l  

а* ь· ь х 

Рис. 2.4. Применение метода золотого сечения для минимизации у�mмо­
дальной функции. Штриховой лиияей обозначены точю•, которые будут 

использоваться в качестве а* или Ь* на новом шаге 

f(x) 
Шar k 

f(x) 
Шаг k +  1 

с ь х с х ь х 

Рис. 2.5. Применение метода ква.цратичной аппроксимация при мин:ими­
зации унимодальной функцн:и 
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Отмети.м, что определитель матрицы 
равен D = -(а-Ь)(Ь-с)(с-а), а так как 
а < с < Ь, определитель не равен нулю 
(точнее он положителен). Следователь-

Габриэль Крамер 
(Gabriel Cramer), 1704-1752 

но, всегда существует решение данной системы. Отметим, •1то, 
по правилу Крамера, 

1 a = -
D 

f (a) 
f(b) 
f(c) 

а 1 
ь 1 
с 1 

= Ь (f(a)(b - с) + f(b)(c - а) - f(c)(b - а)) , 

(17.4) 
а с учетом (17.2) получаеr-1, что а > О, т. е. параболу всегда 
можно построить. Аналогичным образом находим, что 

/3 = 1 (f(a)(c2 - Ь2) + f(b)(a2 - с2) - f(c)(a2 - Ь2)) . (17.5) 

Поэтоr.1у точка минимума параболы есть 

х = _ .!}_ = _ .!. /(а)(с2 - Ь2) + f(b)(a2 - с2) - f(c)(a2 - Ь2) (l 7.б) 2а 2 f(a)(b - с)+ f(Ь)(с - а) - /(с)(Ь - а) 
· 

.Nlожно получить, что 

х -а= 2� [(!(а) -f (с))(Ь- с)(Ь+с -2а) + (! (Ь) -f (с))(с- а)2] >О, 

Ь-х ={а [(!(а) -f (с))(Ь- с)2 + (! (Ь) -f (с))(2Ь-а-с)(с- а)] >О. 

Из этого следует, что точка х Е (а,Ь). Если f(x) < f(c), то на 
следу1ощем шаге береr-1 тройку (с, х, Ь) при х > с или (а, х, с) при 
х < с. Если же точка х совпадает и.пи 0•1ень близка к точке с, 
то надо уменьшить исходный отрезок и повторить процедуру. 
Например, рассмотреть то•1ку а"' = (1 - а)а + ас, а Е (О, 1) 
и сравнить значения f(a0) и f(c): 

1) при f(a0) > f(c) берем нову10 тройку (аа, с, Ь), 
2) при f(aa) < f(с) -тройку (а,аа,с), 
3) при f(aa) = f(c) уменьшить а и найти новую точку а0 

или рассмотреть точку Ьр = (1- /З)Ь+/Зс и сравнить f(bp) 
и f(c) аналогичным образом. 

Отметим, что такую же процедуру уменьшения исходного от­
резка [а, Ь] нужно проводить, когда f(x) � f(c). После этого вся 
процедура повторяется. 
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Если же требуется найти решение одномерной экстремаль­
ной задачи для унимода.льной функции на луче (полупрямой) 
[а, +оо), то снача.па отыскивается отрезок, на котором нахо­
дится локальный минимум. Задается начальный шаг 6.х. Если 
6.х взято в направлении убывания (т. е. f(a) > f(a + 6.х)), 
то дальше рассматрива1от то•1ку: а + 6.х + 26.х, далее 
а +  6.х + 26.х + 46.х, . . . . И так до тех пор, пока функция не 
начнет расти, т. е. пока точка минимума не будет пройдена. По­
сле чего для отыскания точки миниму.ма на найденном отрезке 
может быть приr.1енен, например, r.1етод квадратичной аппрок­
симации. Если же шаг 6.х с.пишком веJiик (!(а) :::;; f(a+6.x)), то 
шаг уменьшается в два раза. Если после уменьшения шаг ста­
новится меньше заданного ма.поrо чисJiа, то минимум достига­
ется в а. При решении одномерной задачи на всей вещественной 
прямой, начиная с точки а, сначала определяется направление 
убывания функции, и зада•1а сводится к отыскани10 минимума 
на луче. 

Отметим, что сделанные рекомендации ЯВJIЯ1отся общими 
и должны быть конкретизированы при разработке алгоритмов 
и программ. 

Вопросы и задачи 

Пусть g(х)-выпуклая функция и g(a) < g(c), g(b) < g(c), 
а < с < Ь. Докажите, что точка минимума х функции g(x) 
будет принадлежать интервалу (а,Ь). Если g(a) > g(b), то 
можно ли считать, что х Е [с, Ь)? 

§ 18. МЕТОД СКОРЕЙШЕГО СПУСКА 

Метод скорейшего спуска является старейшим градиентныr.1 
методом. Он был предложен Коши в начале XIX века. В этом 
методе направление минимизации и шаг вдоль направления 
минимизации выбира1отся как 

(18.1) 

т. е. ak -решение одномерной экстремальной задачи на луче. 
Если линии уровня f(x) вытянуты (так называемая овраж­
ная структура линий уровня минимизируемого функционала) 
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Рис. 2.6. •Овражная• структура функции Розенброка 

и начальное приближение угадано плохо, то минимум можно 
искать очень долго. 
Пример 18.1. Рассмотрим Ф(х,у) = х2 + 10у2 и хо = -1, Уо = 1. 

ПО'l'ребуется 10 итераций для нахожден11я минимума (0,215· 10-5, 
0,215 . 10-5). 

Пример 18.2. Для оценки скорости сходимости различных ал­
горитмов часто использу1от функци10 Розеиброка (Ho,va1·d 
Н. Rosenbrock) 

f(x,y) = (1 - х)2 + 100(у - х2)2, {18.2) 
лииии уровия которой имеют сильио выражеииу10 «овражиу10» 
структуру, см. рис. 2.6. Глобальный минимум данной функции 
достигается в точке (1, 1). 
Это одна из причин, почему метод скорейшего спуска в по­

следнее время применяется достаточно редко. Метод же сопря­
женных градиентов, например, приводит к минимуму за два 
шага. 
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Теорема 18.1. Пусть функционал f(x) удовлетворяе-г следую­
щиzv1 условиял1: 

1) он определен, ограничен снизу и дифференцируел1 на гиль­
бертовол1 пространстве Н; 

2) его градиент удовлетворяет условmо Липшица: Vx,x Е Н: 
llf'(x) - !' (x)ll � Mllx - xll, где 1VJ > О - константа. 

Тогда для тобого начального приближения хо последователь­
ность Xk, которая строится по л1етоду скорейшего спуска, обла­
дает следу1ощим свойствоN1: lim llf'(xk)ll = О. 

k-+oo 
О По теореме Лагранжа о среднем для Jнобого х из Н и л1обого 
элеr.1еита Xk последовательиости, которая строится по методу 
скорейшего спуска, имеет место равенство 

х� = Xk + .Х(х - Xk), Л Е /0, 1]. Пред-
положим теперь, что х лежит иа дуче, 
исходящем из точки Xk с направлением 
hk, т. е. х = Xk - аf'(хк), а � О. То­
гда, подставляя выражеиие ДJIЯ х - Xk 
в (18.3) и приr.1еняя неравенство Коши-

Рудольф Опо Сиrизмунд 
Липшиц (Rudolf Otto 
Sigismund Upschitz), 
1832-1903 

Буняковского и условие Липшица ДJIЯ градиеита, получаем: 

f(x) - f(xk) � -all!'(xk)ll2 + Mllx� - xkll · 11 - af'(xk)ll � 
[lmmJ � -all!' (xk)ll2 + aMllx - xkll · ll!'(xk)ll � 

� allf'(xk)ll2(-l + a1VI) = ер( а). (18.4) 

Функция ер( а) достигает минимального значения при а* = 21r, 

ср(а*) = _ llJ'(xk)ll2 
4М 

(18.5) 

Заметим, что по формулам метода скорейшего спуска: 
f(xk+1) = min{f(xk - af'(xk) ) :  а: � О} = f(xk - akf'(xk)). От-
сюда 

(18.6) 

Если при некотором значении k (в то•1ке Xk) градиент обра­
тился в нуль, то теорема доказана. Поэтому будем предпола-
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гать, что f'(xk) :/; О, 'ik. Поэтому f(xk+1) - f(xk) < О, и после­
довательность f(xk) r.1онотонно убывает и при этоr.1, по усло­
вшо теоремы, она ограничена снизу и, СJiедоватеJiьно, имеет 
предел. Отсюда f (xk+1) - f (xk) � О при k � оо, а поэтому 
и llf'(xk)ll2 � О при k � оо, что и требовалось доказать. • 

Замечание 18.1. Л1обая предельная точка последовательно­
сти {xk} является стационарной точкой функции f(x). Для 
сильно выпуклого функционала метод скорейшего спуска при­
водит к точке минимума. 

Посдедовате.пьность ak можно находить не только как ре­
шение одномерной экспериментальной задачи, но и други­
ми способами, и получить различные варианты градиентно-
го метода. Например, можно просто по.пожить O:k = 2� , 
если известна константа Липшица. В этом случае резуль­
тат теоремы останется справед.пивыr.1 (cr.1. доказательство тео­
ремы). Или, задав О < е < 1, выбирать O:k из условия: 
f(xk - o:f'(xk) - f(xk)) � -eo:kllf'(xk)ll2-
Теорема 18.2. Метод скорейшего спуска для сильно выпуклого 
функционала f(x) сходится со скоростыо гео�1етрической про­
грессии. 

О Заr.1етим, что у выпуклых функционалов не всегда суще­
ствует точка минимума, а у сильно выпуклых функционалов 
точка минимуr.1а есть всегда. 

Пусть х* = argmin{f(x): х Е Н}. Для сильно выпуклого 
функционала имеют место следующие два доказанных ранее 
неравенства (см. теоремы 13.2 и 13.1): 

(f'(x)-f'(x*),x-x*) � 2Bllx-x*ll2, f(x)-f(x*) � (!'(х), х-х*). 
(18.7) 

Здесь х - произвольный элемент Н, () > О -константа сильной 
выпуклости. Из первого неравенства следует, что М � 28, М -
константа Липшица для градиента. 

Так как рассматривается задача без ограничений, то 
f'(x*) = О. Тогда, применив в первом неравенстве неравенство 
Коши-Буняковского, получим llf'(x)ll · llx - x*ll � 2Bllx - х*ll2-
Отс1ода СJiедует, •1то llf'(x)ll � 2Bllx - x*ll· Введем обозначение: 
fk = f (xk) -f*. Тогда из второго неравенства можно получить 
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оценку: 

(18.8) 
При доказатедьстве теоремы данного параграфа мы получили 
неравенство 

(18.9) 
Из поСJiедних двух неравенств сразу же следует, что 

fk - fk+l � 28 fk, (18.10) 4М 

или !k+1 :::;; (1 - :)fk, т. е. fk :::;; foqk, q = 1 - 4� Е (О, 1), так 

как М � 28. 
Таким образом, имеет место линейная скорость сходимости 

по функционалу. Нам же нужно получить скорость сходимо­
сти по аргументу. Ддя сильно выпуклых функционалов ранее 

было доказано неравенство (12.6): llx - х*112 :::;; � (f(x) - f(x*)). 
Поэтому 

llxk - x*ll2 :::;; � (f(xk) - f(x*)) = � :::;; q'lo , (18.11) 
СJiедовательно, 

llxk - x*ll :::;; Jfi-qkl2, (18.12) 

где fo = f(xo) - f(x*). Тем car.1ыr.1 r.1ы доказали, что метод 
скорейшего спуска для сильно выпуклого функционаJiа, удо­
влетворяющего уСJiовиям теореr.1ы, характеризуется линейной 
скоростыо сходимости. • 

§ 19. МЕТОД СОПРЯЖЕННЫХ ГРАДИЕНТОВ 

Сначала метод разрабатывался для минимизации квадратич­
ных функциона.пов: f(x) = ; (Ах,х) + (Ь,х), где А- положи­
тельно определенная симметрическая матрица в конечномер­
ном евклидовоr-1 пространстве JRn. 

Рассмотрим сперва следующую задачу: требуется найти на­
правления (векторы) в JRn: lto, . . . , ltп-l Е JRn, минимизация 
вдоль которых позволяет найти минимум f(x) за не более чем n 
шагов. Пусть имеется произвольная начальная точка хо Е JRn. 
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Тогда Xk+1 = Xk + O'.khk, O'.k = ai-gmin{/(xk + Лlik), Л Е JR}. В ре­
зультате мы ожидаем, что f(x.,,) = min{f(x): х Е JRn} для л10-
бой нача.11ьной точки х0 Е JR". 

Простейшие подходы к решению такой задачи хоро­
шо известны. Пусть сначала А-диагональная матрица: 
А = diag { ai}. Тогда 

n 
f(x) = � L(aix'f + biXi)· (19.1) 

i=l 
В ка•1естве направлений минимизации, 0•1евидно, можно взять 
орты. В данном случае /(х) -сумма п одноr.1ериых парабол: 
aix'f + bixi, которые можно просто посдедоватедьно пронуме­
ровать. Заметим, что если А не является диагональной, то ее 
можио привести к диагональиому виду, решив задачу на соб­
ственные зна•1ения и собственные векторы. Перейдя к базису, 
состоящему из собственных векторов положительно определен­
ной симметрической матрицы А, мы получим тривиальну10 за­
дачу последовательной минимизации п одномерных парабол. 
Однако при такоr.1 подходе требуется предварительно решить 
полну10 задачу на собственные значения и собственные векто­
ры, что обычно сопряжено с большими вычислительными за­
тратами. Ниже будет предложен другой подХод к построени10 
направлений минимизации. 
Определение 19.1. Векторы h1 , h2 f. О называ1отся сопря­
женными относительно матрицы А, если (Ah1, h2) = О. 

Понятие сопряженности относительно матрицы А являет­
ся обобщениеr.1 поиятия ортогональности, причем если ввести 
ска.11ярное произведение (х,у)1 = (Ах, у) (напомним, что А­
положительно определенная симметрическая матрица) , то со­
пряженность относительно матрицы А в евклидовом простран­
стве JRn и ортогональность в том же пространстве, но с новым 
скаляриым произведеииеr.1, -это одно и то же. 

Ненулевые векторы ho, . . .  , hk-l Е JR" называ1отся вза­
имно сопряженными относительно матрицы А, если 
(Ahi, h;) = О, Vi f. j; i,j = О, . . . , k - 1 . Если векторы сопря­
жены относительно матрицы А, то они линейно независимы. 
Теорема 19.1. Если в пространстве JRn имеется систел1а нену­
левых векторов ho, . . .  , hn-l Е Rn, взаимно сопряженных относи­
тельно А, то эта сис1'еN1а- базис в JRn. 
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О Если !tk взаи�1но сопряжены относительно матрицы А, 
k = О, . . . , т - 1 (т � п), и CXk находятся, как указано выше, то 
f(xm) = min{f(x): х Е Xm}, 

m-
1 Xm = х: Х = Хо +  L Ajhj (19.2) 

j=O 
- аффинное многообразие. Здесь >.; - произвольные веще­
ственные числа. 

Если т = п, то f(xn) = min{f(x) : х Е Rn}. С учетом того, 
что А - симметри<1еский оператор, а направления hk взаимно 
сопряжены относительно матрицы А, получаеr-1 

f (хо + "t1 >.khk) = ; [л (хо + "t1 >.khk) , хо + "t1 >.khk] + k=O k=O k=O 
+ (ь, хо+ ''f:1 >.khk) = k=O 

= f (хо) + :Е: [ >.k(Axo + Ь, !tk) + ; >.�(A!tk, !tk)] . (19.3) 
Легко видеть, что это cyr-1r-1a одноr-1ерных парабол, поэтому 

min f (х) = min f (хо + Е1 >.khk) = xEXm Л1" .. ,Лm k=O 

= f (хо) + 't1 min [лk(Ахо + Ь, hk) + ; >.�(Ahk, hk)] . 
>.k k=O 

(19.4) 

Про�1инимизировав отдеJiьно кажду10 из одномерных парабол, 
получим 

>.k .,,;" = _ (Ахо + Ь, hk) = _ (А(хо + L:J:J Лjhj) + Ь, hk) ' (Ahk, hk) (Ahk, hk) 
(19.5) 

>.j здесь любые числа, так как hj и !tk взаимно сопряжены, 
и скалярное произведение не меняется, а ak - найденное нами 
ранее решение одномерной задачи минимизации квадратично­
го функционала вдоль hk. 8 

Этот метод называется методом сопряженных направле­
ний. Он обеспечивает сходимость за п шагов процесса мини­
мизации квадрати•1ного функционала с А > О. 
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Перейдем теперь к описанию метода сопряженных гради­
ентов. Направления r.1инимизации строятся следу1ощим обра­
зом. Задади�1 нулевое приближение х0. На•1альное направление 
задается, как и в методе скорейшего спуска: 

ho = -!'(хо), (19.6) 
hk = -f'(xk) + f3k-1hk-1, k ;;:: 1, (19.7) 

где градиент f'(x) = Ах + Ь, а /Зk-l выбира1отся из усJiовия 
сопряженности векторов lik и !tk-I· Считается, что f'(xk) :/; О, 
в противном случае процесс минимизации можно прекратить. 

Из условия сопряженности получаем, что 
О =  (hk,Ahk-1) = (-J'(xk), Ahk-1) + /3k-1(hk-1 ,Ahk-1). (19.8) 

Отс1ода 
(19.9) 

Минимизирующая последовательность строится так, как 
описано в начаJiе параграфа: Xk+l Xk + cxkhk, 
ak = aI"gmin{f(xk + ahk): ,а Е JR}. Теперь мы докажем, что 
метод сопряженных градиентов является частным случаеr-1 
метода сопряженных направлений. 
Лемма 19.1. (f'(xk), f'(xk+1)) = О, k = О, п - 1, где последова­
тельность Xk строится л1етодоN1 сопряженных грмиентов. 
О Поскольку Axk+1 = Axk + akAhk, f'(x) = Ах + Ь, то 
f'(xk+1) = f'(хк) + aкAlik, где CXk = aI"g min{f(xk + altк) : сх Е IR}. 
I<ак было показано ранее, 

CXk = _ (Axk + Ь, ltk) = _ (!' (xk), ltk) (l9. lO) (Ahk,hk) (Ahk,hk) . 
Подставим в f'(xk+i) выражение для cxk: 

f'(xk+1) = J'(xk) - (f'(xk),hk) · Altk. (Аhк, hk) (19.11) 
Умножим обе части этого выражения скалярно на f'(xk) и по­
лучим: 

(f'(xk+1), f'(xk)) = (f'(xk), f'(xk)) - ({1�:�/i�)) · (Ahk, f'(xk)). 
(19.12) 

Преобразуем выражение в правой части равенства и докажеr-1, 
что оно равно нулю. Прежде всего заметим, что, по определе­
нию hk, 

(f'(xk+1), hk) = -(f'(xk), !'(хк)) + !Зк-1 · (!'(хк), hk-1), (19.13) 
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и докажем, что (f'(xk), !ik-1) = О. Рассмотрим одномерную 
функци10 F(a) = f(Xk-1 + Ctk-1hk-1), где а выбирается из 
условия минимума F(a) на прямой, поэтому F'(ak-i) = О. 
Заметим, что F'(ak-1)  = (f'(xk-1 + Ctk-1lik-1), hk-1). Отсюда 
(f'(xk), hk-1) = О. 

Из равенства (f'(xk+1), hk) = -(f'(xk), f'(xk)) очевидно СJiе­
дует, что hk является направлением спуска, и одномерная экс­
тремаJiьная задача может решаться не вдоль всей прямой, 
а вдоль луча а � О. Далее 

(Alik, lik) = -(Alik, J'(xk)) + /Зk-1 · (Ahk, hk-1) = -(Alik, J'(xk)), 
=0 

(19.14) 
поскольку hk сопряжено с lik-1 · Тогда (f'(xk+1), f'(xk)) = О. 8 

Лемма 19.2. Пусть хо Е IR" -тобое начальное приближение 
в N1е-годе сопряженных градиентов, а ho, . . . , hn-l построены по 
формулад1 д1етода сопряженных градиентов, причед1 f'(xi) f. О, 
i = О, n - 1 . Тогда векторы ho, . . .  , hп-1 пзаидmо сопряжены от­
носительно д1атрицы А, а. векторы !'(хо), . . .  , f'(xn_1) взаид1но 
ортогональны (в совокупности). 
О Ортогональность !'(хо), f'(x1) уже доказана. По услови10, 
ho f. О, а hl = -f'(x1) + /Зоf(хо), отс1ода hl f. О, так как 
(f'(x1), !'(хо)) = О. Доказательство проведем r.1етодом мате­
матической индукции. Предположим, что для k � n - 1: 
ho, . . .  , !ik-l взаимно сопряжены, а !'(хо), . . .  , f'(xk-i) взаимно 
ортогональны. ДaJiee, (f'(xk), f'(xk-1)) = О  по лer.1r.1e 19.1. При 
i � k - 2, используя предположения индукции и определение 
направления /i;, получаем: 

(f'(xk),f'(xi)) = (f'(xk-1), f'(xi)) + Ctk-1(A!ik-1, f'(xi)) = 
= ak-1 (Alik-1, f'(xi)) = ak-1 (Ahk-1 ,  -hi + /Зi-1hi-1) = О. 

(19.15) 
Докажем теперь взаимну10 сопряженность ho, . . .  , hk· Заме­

тим, что hk f. О, иначе градиенты !'(хо), . . .  , f'(xk) были бы ли­
нейно зависиr.1ы, а они ортогональны (lik можно выразить через 
J1инейну10 комбинацшо f'(xi)). По построени10 (hk, Ahk-1) = О, 
f'(x) = Ах + Ь. Далее, f'(xi+i) = f'(xi) + aiAlii, отс1ода 

Ahi = !' (xi+1) - !' (xi) . Oli (19.16) 
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Заметим, что ai ':f; О, поскольку f'(xi) и f'(xi+1) ортогональны. 
Пусть i :::;; k - 2. Тогда 

(hk, Ahi) = (-J'(xk) + fJk-1hk-1, Ahi) = -(J'(xk), Ah;) = 
= - (!'(xk), !'(xi+l�: !'(xi)) = О. (19.17) 

Здесь использовалось предположение индукции о сопряженно­
сти направлений /ii и доказанная ранее ортогональность гра­
диентов. • 

Таким образом, метод сопряженных градиентов является 
методом сопряженных направлений и имеет место следу1ощая 
теорема. 
Теорема 19.2. МетОА сопряженных градиентов позволяет най­

ти 111ини,v1у111 кваАРатичного функционала f(x) = ; (Ах, х) + (Ь, х) 
в коне<1но111ернол1 евклиАОВО111 пространстве !Rn, ГАе А >  О -сим-
111етрическая матрица, ие более че111 за n шагов. 
Замечание 19.1. Если А ;;::: О и f(x) имеет миниr.1ум, то метод 
сопряженных направлений обеспечивает нахождение �1иниму­
�1а не более, •1ем за n шагов. Если же минимум не достигается, 
то r.1етод позволяет это выяснить не более, чем за n шагов. 
Замечание 19.2. Метод не учитывает неустойчивости задачи 
по отношеии10 к ошибкам задания матрицы (для А ;;::: О). 
Замечание 19.3. Можно получить еще выражения для fJk-l :  

fJk 1 = (f'(xk), Ahk-1) = (f'(xk), f'(xk) - J'(xk_1)) - (lik-1,Alik-1) (hk-1,f1(xk) - !1(xk-1)) 
(!' (xk), !' (xk) - !' (xk-1)) 

(-f'(xk-1) - l3k-2f1(xk-2) . . .  , !'(xk) - !'(xk-1)) 

_ (f1(xk),f1(xk) - !'(xk-1)) _ ll!'(xk)ll2 (19.18) 
ll!'(xk-1)112 ll!'(xk-1)112 . 

Два последних выражения для fJk-l не будут совпадающи­
ми, если r.1инимизируемый функционал не является квадратич­
ным. 

Метод сопряжениых градиентов может приr.1еияться для 
минимизации неквадратичных дифференцируемых функцио­
налов в конечномерных евклидовых пространствах при усло­
вии, что градиент удовлетворяет услови10 Липшица. Сходи­
мость за п шагов здесь не гарантируется. 
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Напомним еще раз формулы для построения минимизиру-
1ощей последовательности: 

Если 

fЗk-1 = 

х0 Е IR", 
Xk+1 = Xk + CJ.1ch1c, 

ak = ai·g min{f(xk + alik): а ;;:: О}, 
ho = -!'(хо), 
h1c = -f'(x1c) + f3k-1h1c-1-

11!' (xk)ll2 
ll!'(xk-1)1 12'  
о, 

k ':f=  1 ,n + 1, 2n + 1, . . .  , 
k = 1 ,  п + 1 ,  2п + 1 ,  . . . , 

(19.19) 
(19.20) 

(19.21) 

(19.22) 

(19.23) 

(19.24) 

то метод называется методом Флетчера-Ривза (Роджер 
Флетчер (Roge1· Fletcl1e1·), Колин Ривз (Colin М. Reeves)). Если 
же 

fЗk-1 = 
(f'(xk),f'(xk) - f�(xk-1))

' k ':/= 1, п + 1, 2п + 1 ,  . . .  ' 
11/' (Xk-1)11 

О, k = 1, п + 1, 2п + 1 ,  . . .  , 
(19.25) 

то это метод Полака-Рибьера (Элайджа Полак (Elijal1 
Polak), Г. Рибьер (G. R.iЬiel'e)). Для квадратичных функциона­
лов, как показано выше, оба метода совпадают. Если f(x) -
сильно выпуклый функционал и выполнены некоторые допол­
нительные требования, то метод сопряженных градиентов га­
рантирует сверхлинейну10 сходиr.1ость. 

§ 20. МЕТОД НЬЮТОНА 

Вернемся к рассмотреншо зада•1и (8.1) в гильбертово�� 
пространстве Н. Пусть f(х) -дважды дифференцируемый 
функционал, такой, что существует 
l!"(x)]-1 для любого х Е Н. Рас­
смотрим следующий метод постро­
ения минимизиру1ощей последова­

Исаак Ньютон (lsaac Newton), 
1643-1727 

тельности, который называется методом Ньютона: пусть 
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хо Е Н - начальное приближение, 
строится по формуле 

а последовательность Xn 

Xn+1 = Xn - [f11(xn)]-1 · J'(x"), п = о, 1, . . . .  (20.1) 
Последовательность {х"} в r.1етоде Ныотона может быть по­
строена следу1ощим образом: 

1) хо Е Н; 
2) х"+1 = a1·gmin{f"(x) : х Е Н}, где 

f n(X) = f (xn) + (f' (xn), Х - Xn) + ; (f" (xn)(x - Xn), Х - Xn) 
(20.2) 

- квадратичная аппроксимация по формуле Тейлора 
функционала f(x) в то•1ке х". Таким образом, после­
довательно отыскивается минимум аппроксиr.1ирующего 
квадратичного функционала. 

Докажем теорему о сходимости метода Ныотона. 
Теорема 20.1. Пусть выполнены сле,оутощие условия: 

1) f(х) -дважды дифференцируел1ый, сильно выпуклый 
функционал на Н; 

2) вторая производная f11(x) удовлетворяет услови10 Липши­
ца с константой L, т. е. для любых х1 , х2 Е Н 

(20.3) 
3) на•1альное приближение выбрано так, что выполнено усло­

вие q = ;о llx1 - xoll < 1, rде () > О -константа сильной 
выпуклости. 

Тогда: 
1) Xn -+ х* Е Н сильно; 

2) llxn - x*ll :::;; � f q2k
, где х* -решение задачи (8.1). k=n 

О В соответствии с доказанныr.1 ранее решение задачи (8.1) 
существует и единственно, поскольку f (х) -сильно выпуклый 
функционал. Также в теореr.1е 13.3 было доказано, что, по­
скольку f (х) -сильно выпуклый, для л1обых х, li Е Н выпол­
нено неравенство 

(f"(x)h,h) � 2Blllill2- (20.4) 
Поскольку в методе Ныотона f'(x") = -f11(xn)(x"+1 - Xn), то 

(-f'(xn), Xn+I - Xn) = (f"(xп)(xn+I - Xn), Xn+1 - х"). (20.5) 
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Из (20.5) и (20.4), применяя неравенство Коши-Буняковского, 
получаем: 

Отс1ода 
2811хп+l - Xnll2 :s:;; llJ'(xn)ll · llxn+l - Xпll­

llxri+l - х"11 :s:;; ;0 11!' (х") 11 -
Далее, найдется такое число 1 Е (О, 1], что 

(20.6) 

(20.7) 

f'(хп) = f'(хп-1) + f"(xri-l + 'Y(Xn - Хп-1))(хn - Х"-1) = 

= J'(Xn-1) + f11(Xn-1)(xn - Xn-1) + 
+ [f"(Xn-l + 'Y(Xn - Xn-1)) - J"(Xn-1)] (xn - Хп-1) . (20.8) 

Из (20.1) следует, •1то сумма двух первых •1ленов в пра­
вой части последнего равенства равна иул10, поэтому 
llf'(xn)ll :s:;; Lllxn - Xn-1112. Из данного неравенства и нера­
венства (20. 7) получаем 

llxn+l - Xnll :s:;; 2� llJ'(xn)ll :s:;; :О llxn - Xn-111 2, (20.9) 
а для п = 1 

llx2 - х11 1  :s:;; :О llx1 - хо 112 = � q2, 

где q = :О llx1 - xoll · Докажем, •1то 

20 2k llxk+l - xkll :s:;; Lq , k = О, 1 ,  . . . .  

(20.10) 

(20.11) 
Воспользуемся методом математической индукции. При k = 1 
получаеr.1 (20.9), т. е. формула уже доказана. Предполо­
жим, •1то при k = п - 1 неравенство (20.11) верно, т. е. 
llxn - Xri-1 ll :s:;; � q2n

-i . Тогда из (20.9) следует, что 

11 11 L 11 112 L ( 28 )2( 2п-1 )2 _ 28 2" Xn+l - Xn :s:;; 20 Хп - Хп-l :s:;; 20 L q - Lq · (20.12) 
При т > п имеем: 

rn-1 m-1 оо 
llxm - Xnll :s:;; L llxk+l - Xkll :s:;; L � q2k :s:;; L � q2k 

-t О 
k=n k=n k=n (20.13) 

при п -t оо, так как q < 1. Отсюда следует, что последователь­
ность { Xn} является фундамента.11ьной. В силу полноты гиль­
бертова пространства существует элемент х* Е Н, такой, что 
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Xn � х• сильно. Переходя к пределу при т � оо, получаем: 
00 

llxn - x*ll � L � q2k · 
k=n 

В силу непрерывности f'(x): llf'(x*)ll = 

� L lim llxn - Xn-111 - О, т. е. J'(x*) n-+oo 
= al·g n1in{f (х) : х Е Н}. 

(20.14) 

lim llf'(xn)ll � n-++oo 
О, и х• 

• 

Итак, метод Ныотона характеризуется очень высокой ско­
ростью сходимости. Однако сходимость метода с произвольно­
го начального приближения не гарантируется даже для силь­
но выпуклых функционалов. Поэтому чаще всего применяется 
в коr.1бинации с какиr.1-нибудь градиентныr.1 r.1етодоr.1, напри­
мер с методом скорейшего спуска или сопряженных градиен­
тов. С помощью градиентного метода отыскивается начальное 
приближение, начиная с которого будет сходиться r.1етод Ныо­
тона. Следующая модификация метода Ньютона позволяет из­
бавиться от данного недостатка. Предлагается строить r.1ини­
мизиру1ощу10 последовательность следу1ощим образом: пусть 
хо Е Н -начальное приближение, 

Xn+1 = Xn - a"[f"(x")]-1 · J'(xn), n = 0, 1, . . .  , (20.15) 

а" = argmin {! (х" - a[f"(x")]-1 · J'(xn)) : а Е \О, 1]} . 
(20.16) 

Метод становится методом Ньютона, когда а =  1 .  
Еще одиим недостаткоr.1 метода Ныотона является необ­

ходимость обращать матрицу Гессе на 
каждом шаге. Известен вариант метода, 
называемый методом Ныотона-Кан­
торовича, в котором матрица обраща­
ется, а затем полученная обратная мат-

Леонид Витальевич 
Канторович, 1912-1986 

рица не изменяется для некоторого заданного •1иСJ1а шагов ми­
нимизации: 

п = О, 1, . . .  , (20.17) 

Ctn = ai·g min {f (xп - a[f"(xk)]-1 · f'(xn)) : а: Е  [0,+оо)} . 
(20.18) 
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Здесь индекс k = О, когда п = О, 1, . . . , N - 1, k = N, когда 
п = N, N + 1, . . .  , 21V - 1 , и т. д. Разумеется, квадратичная схо­
димость для такого метода не гарантируется. 

Интересно отметить, что для минимизации квадратичных 

функционалов: f ( х) = � (Ах, х) + ( Ь, х), А -положительно 
опредеJiенная си�1метрическая матрица, в конечномерно�1 ев­
клидовом пространстве: х Е ll"-n, метод Ныотона позволяет, на­
чиная с л1обого начального приближения, найти точку мини­
мума не более, чем за один шаг. Это предоставляется проверить 
читател10. 

§ 21 . МЕТОДЫ НУЛЕВОГО ПОРЯДКА 

В случаях, когда вычисление градиента затруднительно или 
невозможно, приходится применять методы, не требующие вы­
числения производных, или методы нулевого порядка. Ни­
же, не занимаясь теоретическими исследованиями данных ме­
тодов, мы кратко опише�1 наиболее популярные. Разумеется, 
речь идет о минимизации в конечномерных евклидовых про­
странствах. Поэтоr.1у в данном случае функционал f(х) -это 
функция п переменных. 

21.  1 .  Метод координатного спуска 

Рассмотрим функцию двух переменных. Пусть ее минимум ле­
жит в точке ( xt, х2). Из начальной точки А мы проводиr.1 поиск 
�1инимума вдоль направления оси х1 и, таким образо�1, находим 
точку В, в которой касательная к линии постоянного уровня 
параллельна оси х1 . Затем, производя поиск из точки В в на­
правлении оси х2, получаем точку С, производя поиск парал­
лельно оси х1 , получаем точку D и т. д., см. рис. 2.7. Такиr.1 
образом, мы приходим к оптимальной точке. Для поиска ми­
нимума вдоль оси используется любой из методов решения од­
номерных экстреr.1алы1ых задач. Очевидным образом эту иде10 
можно применить для случая п переменных. 

Теоретически этот метод применим в случае единственного 
�1инимума функции. Но на практике он оказывается СJ1ишко�1 
медленным. 
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о 1 Х ! 

Рис. 2. 7. 1\1етод коордииатного спуска для функции 
f(x,, х2) = (х, + х2)2 + 10(х, - х2)2 

21 .2. Метод Хука-Дживса 

Этот метод был разработан в 1961 г. Р. Хуком и Т. А. Дживсоr-·1 
(Robert Hooke, Т. А. Jeeves), но до сих пор применяется доста­
точно часто. Поиск состоит из последовательности шагов проб­
ного поиска вокруг базисной точки, который ведется последо­
вательно вдоль каждой из координат. При нахождении мини­
мума функции в новой точке, перебор координат продолжает­
ся уже с нее. После выполнения поиска по всем координатам 
и в случае успеха выполняют «Поиск по образцу». Поиск по об­
разцу - это поиск мини1'·1ума функции по направленшо вектора 
последнего успешного пере1'1ещения после пробного поиска, ко-
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торый может быть представлен в виде следующего алгоритма, 
см. рис. 2.8: 
Шаг 1 . Пусть каким-то образом задана начаJiьная точка х0. 

Полагаеr-1 i = 1. 
Шаг 2. Вычисляем значения фуикции 1(х) в точках х = Xi-l, 

х+ = Xi+hiei, х+ = Xi-1-hiei, где е• - единичный век­
тор в направлеиии оси х" а hi -некоторый шаг. Такиr-1 
образом находи�� 1 = 1(х), 1+ = 1(х+), 1- = 1(х-). 

Шаг 3. Сравниваем значения 1, 1+, 1- и в качестве xi берем 
одну из трех точек (х, х+, х-), в которой достигается 
наименьшее значение. При этом может оказаться, что 
xi совпадает с Xi-1· 

Шаг 4. EcJiи i < п, то полагае�1 i = i + 1 и переходи�� на шаг 2, 
в противном случае получаем базисную точку Ь = Xn 
и прекращаем работу. 

Сам метод Хука-Дживса может быть представлен в ви­
де алгоритма, описаииого ииже и приведенного также 
на рис. 2.8: 

Шаг 1 . Выбираем каким-то образом (например, СJiучайным) 
начальную базисную точку Ь0, задаем шаги h;, 
i = 1, . . .  , п, коэффициент а > 1 и параметр е > О, 
полагае�1 k = О. 

Шаг 2. Осуществляем пробный поиск, описанный выше, где 
в качестве начальной точки используется то•1ка Ьk· 
Пусть Ь -точка, найденная в результате пробного по­
иска. Если Ь = Ьk, то переходим иа шаг 3, в противиоr-1 
CJiyчae - на шаг 4. 

Шаг 3. Обозначим через Л величину, характеризующую раз­
мер шагов hi в пробном поиске. Например, можно опре­
делить Л как J!ii + . . . + li�. Проверяем, выполняется 
ли неравенство Л < е. Если оно выполияется, то ал­
горит�1 заканчивает сво10 работу (результат работы -
точка Ьk), в противном случае масштабируем шаги lii 
по форr-1уле /i; = li;/a, i = 1, . . . , п и  переходиr-1 иа шаг 2. 
На практике часто используется значение а = 10. 

Шаг 4. Полагаем Ьk+l = Ь и k = k + 1. 
Шаг 5. Осуществляем поиск по образцу, т. е. двигаемся 

от точки Ьk вдоль последнего удачного направле-
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Задаем точку жо 
11 шаг11 h i , i = 1, . . . ,1i 

Полагаем i = 1 

Н аход11�1 1

•

0\.1ки 
Ж = Жi-11  

ж+ = Жi-1 + hiei, 
Ж- = Жi-1 - hiei 

Полагаем 
ж; = argmin{/(ж) : а: Е  {ж,ж+,ж-}} 

Базисная точка r-<Е--д_а_< 
Ь = Жtt . 

условие 
i = n 

11ет 
i = i + l  

Рис. 2.8. Пробный поиск для нахождения базисной точки 

ния (Ь1с - bk_1 ). Такиr-1 образоr-1 получаем точку 
Р1с = bk + (Ьk - Ьk-1). 

Шаг 6. Осуществляем пробный поиск (начальная точка -точ­
ка Pk• результат -точка p"i;). 

Шаг 7. Проверяем, выполняется ли неравенство f(p"i;) < f(xk), 
т. е. произошло ли уменьшение значения функции по­
сле поиска по образцу и последу1ощего пробного поис­
ка. Если да, то Ьk+l = Pk и k = k + 1 и переходим на 
шаг 5, в противном случае переходим на шаг 3. 

Невозможность уменьшить f(x), когда Л достаточно мало, 
указывает на то, что достигнут локальный минимум. Описан­
ная последовательность поисков заканчивается, если оказыва­
ются удовлетворенными условия трех основных тестов. 
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Первый тест проводится после каждого пробного поиска по­
сле поиска по образцу: изr.1енение целевой функции сравнива­
ется с ранее установленной малой величиной. EcJiи значение 
функции не отличается на величину, большую чем это чис­
ло, от предыдущего основного значения функции, пробный по­
иск или поиск по образцу считается неуда•1ным. В противном 
случае проводится тест для определения, увеличилась целевая 
функция (неуда•1а) или уменьшилась (удачный поиск). Этот 
второй тест нужен для того, чтобы быть уверенным, что значе­
ние целевой функции все вреr.1я улучшается. Третий тест про­
водится после удачи в пробном поиске на стадии уменьшения 
изменения h. 
Пример 21.1. Д.ля проверки сходимости различных алгоритмов 

часто используется функция Химмельблау (Давид Химмель­
блау, David Hi=e!Ыau): 

f(x,y) = (х2 +у - 11)2 + (х + у2 - 7)2. (21.1) 
Д.ля нахождения точек возможного экстремума необходимо ре­
шить систему 

g; = 4х3 + 2у2 + 4ух - 42х - 14 = О, 

� = 4у3 + 2х2 + 4ух - 26у - 22 = О. 

Решения этой системы име1от вид: 

(21.2) 

1) (х, у) = (3, 2); 
2) три решения вида (х, у) = (-и2 + 7, и), где и- корни уравне­

ния z3 + 2z2 - 10z - 19 = О; 
3) rrя'rь решений вида (х, у) = (-v4 f2 + 13v2 + 21v, v/2), где v-

корни уравнения z5 - 26z3 - 42z2 + 1 = О. 
Д.ля того чтобы функция f(x, у) имела в некоторой точке локаль­
ный миJ1имум (максимум), достаточJ'IО, чтобы соответству1ощая 
матрица Гесса была положительно (отрицательно) определен­
ной. Сама матрица Гесса имеет вид 

Н =  [12х2 +4у - 42 4х +4у ] . (2l.3) 4х + 4у 12у2 + 4х - 26 
Отметим, что матрица Н положительно определена, если 
81 = Н11 > О и 82 = det Н > О, и отрицательно определена, 
есл11 81 < О, 82 > О. Находим, что функция f (х, у) имеет че'l'ыре 
точки минимума (глобального), одну точку максимума и четыре 
седловые точки, см. табл. 2.1 и рис. 2.9. 
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Таблица 2.1 
Точки возможного экстремума функции Химмельблау 

'V и х у 

3,0000 2,0000 
-3,2832 -3,7793 -3,2832 
-1,8481 3,5844 -1,8481 

3,1313 -2,8051 3,1313 
-3,9074 -0,1280 -1,9537 
-1,8461 -0,2708 -0,9230 
-0,1627 -3,0730 -0,0814 

0,1477 3,3852 0,0739 
5,7685 0,0867 2,8843 

- 1  

-2 

-3 

-4 
-4 -3 -2 -1 

J б1 

0,0000 74,0000 
0,0000 116,2655 
0,0000 3104,7850 
0,0000 64,9495 

178,3372 -49,6184 
181,6165 -44,8119 
104,0152 70,9964 

13,31 19 95,8066 
67,7192 -30,3728 

• 

• 

о 1 2 

б2 

2116,0000 
9460,5635 
3024,5399 
5222,8967 

-1026,5806 
732,6945 

-2672,1660 
-1378,8567 
-2394,0913 

3 

Тип 
ТОЧЮI 

А·1ИНИ�·t у�t 
A·1ИliИAty�t 
А·1 J.I LI l·l"A 1 y�t 
А1 И Ul,I Aty�t 
седлооая 

А·13КСИА1У1t.1 
седлова.я 
седлова.я 
седлооая 

4 

Рис. 2.9. Линии уровня функции Химмельблау (жирные точки обозна­
чают точки максимума, минимума и седловые точки) 
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21 .З. Метод Нелдера-Мида 

Нелдер и Мид (Джон Нелдер (John Neldeг), Роджер l\ilид 
(Rogeг Mead)) предложили метод поиска, несколько более 
с.пожный по сравнени10 с пряr.1ыr.1 поиском, но оказавшийся 
весьма эффективным и легко осуществляемым на ЭВМ. Этот 
метод Нелдера-Мида является развитием симплексного ме­
тода Спендли, Хекста и Химсворта (W. Spendley, G. R. Hext, 
F. R. Himswoгth). 

Множество из (п + 1)-й равноудаленной точки в п-мерном 
пространстве называется регулярным симплексом. Напри­
мер, как видно из рис. 2.10, в двуr.1ерном пространстве сим­
плексом является равносторонний треугольник, а в трехr.1ер­
ном пространстве - правильный тетраэдр. 

При поиске минимума целевой функции f(x) пробные век­
торы х могут быть выбраны в точках Rn, находящихся в верши­
нах симплекса, как было первоначально предложено Спендли, 
Хекстом и Химсвортоr-1. Для нахождения всех вершин регуляр­
ного симплекса можно использовать следу1ощу10 формулу: 

n 

Xj = хо + pej + L qek, 
k=1,kf;j 

Правильны:й 
треугольник 

Правильны:й 
тетраэдр 

-

(21.4) 

- -

Рис. 2.10. Регулярные симплексы в двумерном и трехмерном простран­
ствах 
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где ek - орты, х0 -произвольная точка, а числа р и q опреде­
ля1отся как 

р =  :Л(Jп+ l +п - 1), 
n 2 

q = :Л ( Jп + 1 - 1), 
n 2 

(21.5) 
здесь а -длина ребра симплекса (расстояние между дву.мя вер­
шинаr.1и). Так, в двумерном случае при а = 1 вершины сим­
плекса можно определить как 

(о о) х = ( v'з + 1 v'з - 1 ) Хо = ' > 1 м ' м ' 2v2 2v2 
х - ( v'з - 1 v'з + l ) 2 - 2../2 ' 2./2 ' 

а в трехмерном - как 

хо = (О, О, О), х = (2../2 ./2 ./2) 1 3 ' 6 ' 6 ' 

х = (./2 2../2 ../2) х = ( ../2 ../2 2../2) 2 б ' З ' б ' 3 б ' б ' з · 

(21.6) 

(21.7) 

Конечно, путем вращения симплекса можио полу•1ить и другие 
координаты его вершин. 

Метод Спеидли, Хекста и Химсворта состоит в так на­
зываемой операции отражения, где одна вершина симплекса 
заменяется другой, симметричной относительно центра тяже­
сти оставшихся точек. Так, для точки Xm можно найти центр 
тяжести оставшихся точек как 

n 
-

i 2: Xm = - Xi, п 
i=O,i;6m 

тогда при операции отражения получаеr.1 точку 

(21.8) 

Xm = Xm + (xm - Xm) = 2Xrn - Xm· (21.9) 
Замети��, что при такой операции форма симплекса остается 
неизменной. Определенные практические трудности, встреча-
1ощиеся при использовании регулярных симплексов, а именно 
отсутствие ускорения поиска и трудности при проведении по­
иска на искривленных «Оврагах» и «хребтах», привели к необ­
ходимости поиска некоторых улу•1шенных методов. 

В методе Нелдера и Мида к операции отражения еще добав­
ля1отся операции растяжения, сжатия и редукции. В этом 
случае симплекс может изменять свою форму и, таким обра­
зом, уже не будет оставаться регулярным симплексом. Именно 
поэтому здесь использовано более подходящее название «де­
формируемый многогранник». 
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Задв'n. nер111н111>1 жо,:�:1, ...  ,Жn 

'У IJ()J:»щOЧ.ltТh IJC1)Ш ltJJl;ol /(хо)"/("')" . . . "!(...,") 
... 

f-lnAт11 ЦCLn'p 
ТЯ:ЖССТll 1 r:n-1 

Xg•- i•O Zi n 

1' :с"=ж,9 +о.(ж"-жn) 1 
... . нет /, </о -} .... 11(.'Т 1 х..,•zн+'У(ж"-х9) 1 /"</n- 1 � .... �" ... 1 .Xn - Xr 1 /r</n •-д • � нет /e </r__.--

ж"=ж.., 1 1 Ж11=Жr 1 1 Ж11=Жr 1 1 Жc:=:i:g +Ji(:r" -жr1 ) 1 
.... н ет /e </n ф -

1 ж"=же 1 l:i-1 =х-1 + �(ж1 -:со} 
1 

.... К рн'f'С1>11А нет 1 ВыхQ;.1. 1< OC'J'3,I J ()OKIJ 

Рис. 2.11. Схема Нелдера-fv!ида 

Расс111отри111 операции преобразования симплекса непосред­
ственно на самой процедуре нахождения миниму111а функции 
f(x), cr.1. рис. 2.11. 
Шаг 1 .  Пусть в пространстве Rn построен симплекс и в каж­

дой из его п+ 1 вершин хо, х1, . . . , Xn найдены значения 
функции f(x). Пepe1tyr.1epyer.1 вершины сиr.1плекса та­
ки111 образом, что 

(21.10) 

Обозначим fi = f(xi), i = О, 1, . . .  , п. 
Шаг 2. Найдем центр тяжести всех то•1ек, за исключени­

ем точки х1" в которой достигается наибольшее зна-
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чение функции f(x). Пусть центром тяжести будет 
х9 = � I;�-01 Xi· Вычислим /9 = f (х9). 

Шаг 3. Удобнее всего начать перемещение от то•1ки Xn· Отра­
зим точку Xn относитеJiьно точки х9, получим точку 

Xr = Xg + о:(х9 - Xn) = (1 + о:)х9 - O:Xn, (21.11) 
где о: > О - коэффициент отражения. Вычислим 
fr = f(x"). 

Шаг 4. Сравним значения функций /" и /о. &ли fr < fo, 
то r.1ы получили наименьшее значение функции. На­
правление из то•1ки Хе в точку Xr наиболее удоб­
но для перемещения. Таким образом, мы произво­
дим растяжение в этом направлении и находиr.1 точку 
Хе = Xg + -y(xr - х9) = (1  - -у)х9 + 'YXr, где 'У > 1 -
коэффициент растяжения, /е = f(xe)· 
(а) Если fe < fo, то заменяеr.1 точку Xn на точку Хе 

и переходим на шаг 9. 
(Ь) Если fe � fo, то отбрасываем точку Хе· Очевид­

но, мы переместились слишком даJiеко от точки х9 
к точке х". Поэтому следует заменить точку Xn на 
точку Xr и перейти на шаг 9. 

Шаг 5. Сравниваем fr и fn-l· 
(а) Если /" < fп-1, то Xn = х,. и переходим на шаг 9. 
(Ь) &ли fr < fn, ТО Xn = Xr· 

Шаг 6. Сжимаем многоугольник, т. е. находим точку 
Хе = х9+,В(хп-х9) = (1-.В)х9+.Вхп, где .В (О < .В <  1)­
коэффициент сжатия. 

Шаг 7. Сравним значения функций fп и /е = f(xc)· 
А. Если fe < fn, то заменяем точку Xn на точку Хе 

и переходим на шаг 9. 
В. Если f с � /1" то очевидно, что все наши попытки 

найти зна•1ение, меньшее f n, закончились неуда•1ей, 
поэтому мы переходим на шаг 8. 

Шаг 8. На этом шаге r.1ы уменьшаем разr.1ерность симплекса 
делением пополам расстояния от каждой то•1ки сим­
плекса до точки, определяющей наименьшее значение 
функции. 

Таким образом, точка Xi заменяется на точку 
xi +  � (xi -xo), i = O, . . .  ,n. 
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Шаг 9. Проверка сходимости основана на том, чтобы стан­
дартное отклонение (n + 1)-го значения функции бы­
ло меньше некоторого заданного ма.11ого значения €. 
В этом случае вычисляется 

n 

2 1 " - 2  
t7 = n + 1 L.., (fi - J) ' 

i=O 

n 

где J = L n� 1 .  (21.12) 
i=O 

Критерий окончания поиска состоит в проверк� усло­
вия t7 < €, где € -произвольное малое число, а f- зна­
чение функции в центре тяжести. Для продолжения 
поиска переходим на шаг 1. 

Коэффициенты а, (3 и 'У явлruотся соответственно коэффи­
циентами отражения, сжатия и растяжения. После того как де­
формируемый многогранник подходящиr.1 образом промасшта­
бирован, его размеры должны оставаться неизменными, пока 
изменения топологии задачи не потребуют применения мно­
гогранника дРугой фор�1ы. Это возможно реа.11изовать только 
при а =  1 .  Кроме того, Нелдер и Мид показали, что при реше­
нии задачи с а = 1 требуется меньшее количество вычислений 
функции, •1ем при а < 1.  В то же время а не должно быть 
много больше единицы, поскольку: 1) деформируемый много­
гранник легче адаптируется к топологии зада•1и при меньших 
зна•1ениях а, особенно когда необходимо изменять направле­
ние поиска, столкнувшись с изогнутой впадиной; 2) в области 
лока.11ьного минимума размеры многогранника должны умень­
шаться, а большое а в этих условиях замедлит сходимость, Та­
ким образом, значение а = 1 выбирается как компромисс. 

1-fтобы выяснить, какое влияние на процедуру поиска име­
ет выбор (3 и 7, Нелдер и Мид (а также Павиани, D. Paviani) 
провели решение нескольких тестовых зада•�, используя боль­
шое число различных комбинаций значений (3 и 'У· В качестве 
удовлетворительных значений этих параметров при оптими­
зации без ограни•1ений Нелдер и Мид рекомендова.11и а = 1, 
(3 = 0,5 и 'У = 2. Размеры и ориентация исходного многогран­
ника в некоторой степени влияли на вреr.1я решения, а значе­
ния а, (3 и 'У оказывали значительно большее влияние. Павиани 
отмечает, что нельзя четко решить вопрос относительно выбо­
ра (3 и 'У и •1то влияние выбора (3 на эффективность поиска 
несколько более заметно, чем влияние 'У· Павиани рекомендует 
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сле,цующие диапазоны значений для этих параметров: 
0,4 � f3 � 0,6, 
2,8 � 'У � 3,0. (21.13) 

При О < f3 < 0,4 существует вероятность того, что из-за 
уплощения многогранника будет иметь место преждевремен­
ное окончание процесса. При f3 > 0,6 может потребоваться из­
быточное число шагов и больше r.1ашинного времени для до­
стижения окончательного решения. 

21 .4. Методы случайного поиска 

l\ilетоды сдучайного поиска закл1оча1отся в сдучайно�1 отклоне­
нии от начальной точки в заданной окрестности и затем выбора 
точки, лучше минимизиру1ощей функци10. 

Рассмотрим для примера функцию двух переменных. Для 
нее выбирается некоторая е-окрестность начальной точки А 
(в данно�1 случае - окружность радиуса е с центром в точ­
ке А). На этой окружности случайным образом генерируются 
несколько точек. В них счита1отся значения функции и выбира­
ется точка В, в которой значение функции минимально. Затем 
строится луч из точки А через точку В, и на этом луче от­
кладывается то•1ка С (например, чтобы расстояние АС было 
равно 5 · АВ). В точке С опять строят окружность радиуса е, 
и опять на ней случайным образом генериру1от точки. После 
каждого шага зна•1ение функции в найденной то•1ке проверя1от 
на сходи�1ость. Если она удовлетворяется, то поиск завершает­
ся. Если функция снова начинает увеличиваться, то возвра­
ща1отся к преды,цущей точке и уменьша1от е. Таким образом, 
находится оптимальная точка. 

Как видно из изложенного выше, методы первого порядка 
являются, в основном эвристическими. Их строгое обоснова­
ние и формулирование условий на функци10 f(x), при которых 
методы сходятся, за•1асту10 просто невозможно. 

21 .5. Генетические алгоритмы 

В настоящее время большой популярностью пользуются так 
называемые генетические алгорит1'1ы. Генетические алгорит­
мы - класс методов поиска решения задачи, которые имитиру­
ют эволюционные процессы, важнейшим результатом действия 
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которых может считаться появление на Земле организмов вы­
сокого уровня. Следует сразу же отr.1етить, что подобные мето­
ды ЯВJIЯ1отся эвристически�1и, их �1атемати•1еское обоснование 
отсутствует. Приведеr.1 только некоторые определения и при­
меры. 
Определение 21.1. Генетическим алгоритмом поиска на­
зывается алгоритм, облада1ощий следу1ощими свойстваr.1и. 

1) Выбирается «на•1альное поколение» -фиксированный 
набор кандидатов в решение. 

2) С помощыо процедуры измерения, соответству1ощей рас­
сматриваемой задаче, определяется соответствие каждо­
го члена поколения данной задаче. 

3) Наиболее адекватные члены текущего поколения ( «ро­
дители») выбираются для воспроизведения членов сле­
ду1ощей попуJIЯции. При этом использу1отся механиз�1ы 
скрещивания (cгossing-oveг) , мутаций (mutation), де­
формаций ( с1·еер), элитизма ( elitism - власть в руках 
элиты) . 

4) Процедура воспроизведения продолжается до тех пор, 
пока не будет проделано заданное число генераций сле­
ду1ощих поколений. 

Выбор начального поколения -генерация набора на­
чальных приближений решения задачи слу•1айным образо�1 
(при этом подразумевается, что известны какие-либо априор­
ные оценки). 

Выбор «родителей» - выбор фиксированного числа наи­
более соответству1ощих решени10 задачи членов текущего по­
коления. 

Процесс получения следующего поколения основан на по­
нятиях воспроизведения: скрещивание, мутация, деформация, 
элитизм. Так, скрещивание-объединение характеристик ро­
дителей. Мутации - внесение в члены текущего поколения но­
вой информации, которая не может быть получена при помо­
щи «родителей», например генерация членов нового поколения 
с помощыо внесения в члены поколения «родителей» случай­
ных величин. Деформация - с помощью заранее выбранного 
порога деформации С Е (О, 1) величина каждого члена поко­
ления �1асштабируется с помощыо веса а Е (1 - С, 1 + С), ко­
торый выбирается случайным образом. Элитизм -фиксиро-
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ванное число Nelite наиболее соответствующих решению задачи 
членов текущего поколеиия оста1отся в следу1ощеr.1 поколении 
наряду с новыми членами. 

Понятно, что никаких строгих правил и теоретических обос­
нований для подобиых алгоритr.1ов попросту нет. Столь же 
неубедитеJiьны претензии сторонников «генетических алгорит­
мов» на то, что эти методы могут, в отJiичие от градиентных, 
СJiужить способом отыскания глобального, а не лока.11ьного ми­
нимума. По сути дела, речь идет о новых вариантах метода 
случайиого поиска. 

Применение методов нулевого порядка не рекомендует­
ся. Лучше постараться и изучить свойства минимизируемого 
функционала с тем, чтобы применить методы первого или бо­
лее высоких порядков. В этом случае, по крайней мере, извест­
ны их свойства и границы примениr.1ости. 

§ 22. МЕТОД УСЛОВНОГО ГРАДИЕНТА 

Пусть необходимо �1инимизировать дифференцируемый функ­
ционал f(x) на замкнутом выпуклом ограниченном множестве 
Х гильбертова пространства Н. В методе условного гради­
ента ДJIЯ этого строятся две посJiедовательности { xn} с Х 
и {xn} С Х. Начальное приближение х0 Е Х выбирается про­
извольным образом, пос.пе чего строится точка (она находится 
на границе Х) х0 по формуле 

(f'(xn),xn) = min{(f'(xn),x): х Е Х} (22.1) 
при n = О, а затем по форr.1уле 

(22.2) 
находим Xn+1 при условии, что параметр О � Ctn � 1. Далее 
процесс повторяется. 

Точка Xn Е Х заведомо существует и лежит на границе Х, 
так как линейный непрерывный функционал (f'(xn),x) дости­
гает своего минима.11ьного значения на границе области Х. 

Числа Ctn - «Параметрические шаги» можно выбирать раз­
ными способами. Мы рассмотрим только один вариант - ме­
тод Демьянова (Владимир Федорович Демьянов (род. 1938)). 
Теорема 22.1. Пусть функционал f(x) за.дан на за.мкнутол1 
ограниченнол1 выпуклоN1 л1ножестве Х С Н и его градиент 



108 Глава 2. Задачи минимизации 

f'(x) удовлетворяет условию Липшица, т. е. существует констан­
та L > О, такая, что для л1обых х, у Е Х справедливо неравенство 
llf'(x) - f'(y)ll � Lllx - Yll· Пусть далее параА1етрические шаги 
а Е [О, lJ выбира1отся из условия 
f(Xn+1) = f(xn+an(Xn-Xп)) = min f(xn+a(xn-Xn)). (22.3) о.;;о.;;1 

Тогда. для последовательностей {х"} С Х и {х"} С Х, опреде­
ленных выше, справедливы следующие утверждения: 

1) lim (f'(x"),xn - Xn) = О; n->+oo 
2) если функционал f(x) выпуклый, то lim f(xn) = f* n->+oo 

= minf(x); 
хЕХ 

3) если функционал f ( х) сильно выпуклый, то последователь­
ность { Xn} С Х сильно сходится к точке х* Е Х абсол1отно­
го мниимуА1а функционала f(x) на Х, причем иА1еет место 
оценка скорости сходид1ости: llxn - х* 11 � С .  

n 

Теорема приводится без доказательства. 
Очень просто r.1етод условного градиента реализуется в тоr.1 

случае, когда Н = JRn, множество Х- выпуклый ограничен­
ный многогранник, а функционал f(x) является квадратич­
ным. В этом случае зада•1а отыскания �1инимума (!' (хп), х) 
и получение Хп -задача линейного программирования. В слу­
чае, если вершины многогранника Х известны, эта задача r.10-
жет быть решена с помощыо их перебора. В противном CJiyчae 
может быть применен, например, симплекс-метод, эффективно 
применяеr.1ый для решения задач линейного програr.1r.1ирова­
ния. Отыскание параметрического шага а" в этом случае три­
виально: требуется найти минимум одномерной квадратичной 
функции одной переменной (параболы), зависящей от а Е [О, lJ. 
Примеры применения этого метода для решения некорректных 
задач на коr.1пактах будут даны ниже. 

§ 23. МЕТОД ПРОЕКЦИИ СОПРЯЖЕННЫХ ГРДДИЕНТОВ 

В данном параграфе r.1ы рассr.1отриr.1 метод проекции сопря­
женных градиентов, который позволяет за конечное число 
шагов решать задачу мини�1изации квадратичного функцио­
наJiа на множестве в JRn, задаваемом линейными ограничения­
ми. Прежде всего, введем понятие оператора проектирования 
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на линейное подпространство. Пусть J - множество индексов, 
AJ - (т х n)-матрица, строками которой служат векторы а;, 
j Е J. 
Лемма 23.1. Если векторы aj, j Е J линейно независил1ы, то 
д1атрица AJAj невырожденная. 
О Пусть у Е JR" - ненулевой вектор, такой, что AJAjy = О. 
Тогда (AJAjy, у) = (Ajy, Ajy) = 11Ajyll2 = О, что противоречит 
линейной независимости aj, j Е J. • 

Положим Р = Aj(AJAj)-1AJ. Легко видеть, что РР = Р, 
Р* = Р, P(I - Р) = (I - Р)Р = О. 

Оператор Р: JR" -t JR", такой, что Р2 = РР = Р, назы­
вается оператором проектирования, или проектором. Оче­
видно, что оператор I - Р тоже проектор. Из записанного вы­
ше для случая, когда Р -линейный оператор, ясно, что PJR" 
и (/ - P)JR" - взаимно ортогональные линейные подпростран­
ства. Таким образом, Р есть оператор ортогонального проекти­
рования на подпространство, натянутое на векторы aj, j Е J. 

Рассмотрим теперь задачу миниr.1изации квадратичного 
функционала на подпространстве, заданном системой ра­
венств, а именно, задачу минимизации квадратичного функ-
ционала 

при ограничениях 

f(x) = ;(x, Cx) + (d,x) (23.1) 

(а;,х) -Ь; = О, j E J. (23.2) 
Здесь х, d, aj Е JRn, Ьj - числа, матрица С размерности п х n -
симметрическая положительно определеиная, J - конечное 
�1ножество индексов. 

Предполагаеr.1, что векторы а;, j Е J линейно иезави­
симы. Пусть х0 - какая-либо то<1ка, удовлетворя1ощая систе­
ме равенств (23.2). Введем новую переменную у по формуле 
х = хо+ ( I -Р)у. Рассr.1отрим фуикци10 <р(у) = f (хо + ( I -Р)у). 
Замети��, что ср'(у) = (I - P)f'(x). 
Лемма 23.2. Пусть у - точка безусловного минимул1а функции 
ср(у). Тогда соответствутощая ей точка х = хо + (I - Р)у есть 
то<1ка л1инил1ул1а функции f(x) при записанных линейных огра­
ничениях. 

Доказательство очевидно. Из лем�1ы 23.2 следует, что зада­
ча минимизации квадратичной функции с линейными ограни-
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чениями может быть сведена к задаче без ограничений. Для 
функции ip(y) приr.1еним метод сопряженных градиентов: 

Уо = О, Ро = -ip'(O), (23.3) 
Yk+1 = Yk + DikPk, 

Pk = -ip'(yk) + 11;
'(yk)ll2 

2 Pk-1 ,  
ll'P (Yk-1)11 

(23.4) 

(23.5) 

(23.6) 

Теперь удобно вернуться к переменным х. Используя свой­
ства оператора Р, можно показать, что (! - P)Pk = Pk· Таким 
образом, справедлива 
Теорема 23.1. Задача л1инил1изации квадра:ги<1ного функциона­
ла при наличии линейных ограничений типа равенств, если из­
вестно начальное приближение хо, удовлетворя1ощее заданныл1 
ограничениям, решается за коне<1ное <1исло шагов с ПОN1ощью 
итерационного процесса (д1етода проекции сопряженных гради­
ентов): 

Ро = -(! - P)f'(xo), 

k = о, 1, . . . . 

(23. 7) 
(23.8) 

(23.9) 

(23.10) 

Теперь мы рассмотрим задачу квадратичного программиро­
вания с линейными ограничениями типа неравенств. Мы огра­
ни<1имся только так называе�1ыми простыми ограничениями. 
Итак, рассмотрим задачу о миниr.1изации квадратичного функ-
ционала 

f(x) = ;(х, Сх) + (d,x) (23.11) 
при тех же условиях на функционал, что и в начале параграфа, 
и при наличии ограничений типа неравенств вида: x<j) � О, 
j Е J. 

Пусть х0 - произвольная точка, удовлетворя1ощая ограни­
чениям x<j) � О, j Е J. ОпредеJiим индексное множество 
J(x) = {j: x(j) = O,j Е J}. Возможны два случая. 

1) (!'(хо))И> = О, j rt J(xo). В этом случае точка хо явля­
ется точкой минимума f(x) при ограничениях xU> = О, 
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j Е J(xo). Если при этом (f'(xo))(j) � О, j Е J(xo), то Хо -
решение задачи. Пусть теперь (f'(xo))<j) < О, j Е J(xo). 
Положи�� 

J' = {j Е J(xo) : (f'(xo))(j) � О}. (23.12) 
Применим метод сопряженных градиентов для миними­
зации f (х) по переr.1енным x(j), j f/: J', оставляя x(j) = О, 
j Е J'. При этом все время вычисляем величину 

- . 1- . d J' (j) о { ( (j) ) } ak = m1n - Р�) : J 'F , Pk < (23.13) 

и производим сравнение ak и iik· Если ak < iik, то 
x�l1 = х�) + akp�>, j f/: J', (23.14) 

x�l1 = х�) = О, j Е J'. (23.15) 
Если ak � ёtk, то 

(j) - j + - (j) Xk+l - Xk ClkPk ' 
x(j) = x(j) = О • k+l k ' 

. d J' J 'F ' 
j Е J' . 

(23.16) 

(23.17) 
Процесс вычислений оборвется после конечного числа 
шагов. При этом либо будет найдена то•1ка Xk+i, такая, 
что в ней f(x) достигает минимуr.1а при условиях xU> = О, 
j Е J', либо такая, что Clk � iik. В этоr.1 случае J(xk) ::> J', 
причем вкл1очение таково, что существует j Е J(xk), но 
j f/: J'. В обоих случаях точка Xk+I принимается за на­
ча.11ьну10, и процесс повторяется. 

2) Существуют такие индексы j, что (f'(x0))U> :f: О, 
j f/: J(xo). В этом случае применяется минимизация по 
переменным x(j), j f/: J(x0), методом сопряженных гра­
диентов. При этом компоненты x<j), j Е J(xo), оста1отся 
все время равными нул10. На каждом шаге вычисляется 
величина 

- - . xk . . . (j) { ( (j)) } ak - m1n - Р�) . J f/: J(xo), Pk+I < О . (23.18) 

Окончание процесса такое же, как и в случае 1). При 
этом метод сходится за конечное число шагов. 

Алгоритм r.1етода проекции сопряженных градиентов в бо­
лее сложных случаях хорошо описан в учебниках. 



112 Глава 2. Задачи минимизации 

Литература 

1. Гилл Ф., Мюррей У., Райт М. Пракrnи'l.еская оnтилtизация. -М.: 
Мир, 1985. -509 с. 

2. Васильев Ф. П. Методw решения эксп�ремм'ЬН'ЫХ зада'/.. - М.: На­
ука, 1981. -400 с. 

3. Васильев Ф. П. Числе1111wе методw реше11ия экстре.А«1J1'Ь11wх за­
да'/.. - М.: Наука, 1988. - 549 с. 

4. Голуб Дж" Лоун Ч. Ван. Ма1причнш 6'Ь/.чuсления. -М.: Мир, 
1999. -548 с. 

5. Поляк Б. Т. Введение в оnтилtизацию. - М.: Наука, 1983. -384 с. 
6. Пшеничный Б. Н., Данилин Ю. М. Числе1111wе .м.етодw в экс-

1nре.АtМ'ЬН'ЫХ задачах. -М.: Наука, 1975. -319 с. 
7. Полак Э. Численпwе .методw оn1пимизации. Един-ый подход. -М.: 

Мир, 1974. -376 с. 
8. Рокафеллар Р. В-ыnуклwй апмиз. - М.: Мир, 1973. -470 с. 
9. Бренстед А. Введение в теори10 в-ыnук.л.wх лtиогограи11иков. - f\1.: 

f\/Iиp, 1988. -240 с. 
10. Половинкин Е. С., Балашов М. В. Эле"нентw в-ыnуклого и CU./l'Ьno 

вwnуК.11Ого аимиза. - М.: Физматлит, 2004. -416 с. 
11. Kelley С. Т. Iterative methods for optiniization. - Philadelpl1ia, РА: 

SIAM, 1999. - 180 Р. 
12. Conn А. R., Scheinberg К., Vicente L. N. lntroduction to derivative­

free optimization. - Philadelphia, РА: SIAM, 2009. - 295 Р. 
13. Химмельблау Д. Прикладпое нелинейное nрогра.млtировапие. - М.: 

Мир, 1975. -536 с. 



Глава З 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ 

§ 24. КОМПАКТНЫЕ МНОЖЕСТВА ФУНКЦИЙ 
СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 

Вернемся к рассмотрени10 операторного уравнения: 
Az = и, (24.1) 

где А - линейный ограниченный инъективный оператор, дей­
ствующий из нормированного пространства Z в нормирован­
ное пространство И. Пусть z - точное решение операторного 
уравнения (24.1), Az = u -то•1ная правая часть, и задана при­
ближенная правая часть u0, такая, что llu - u.sll ::;; б, б > О. 
Пусть вместо оператора А наr.1 задан линейный ограниченный 
оператор Ah: Z � И, такой, что llAh -All ::;; fi, h � О. Обозначим 
пару погрешностей б, li, как и ранее, через 1J = (б, h). 

Пусть да.пее, как и в разд. 7, z Е D -точное решение опе­
раторного уравнения, D с Z - компакт. Тогда в качестве при­
ближенного решения r.1ожет быть взят л1обой элемент z11 Е D, 
удовлетворяющий неравенству: 11Ahz11 -u.sll ::;; б + /illz"ll (r1-ква­
зирешение) , причеr.1 z,1 � z при 'f/ � О. В настоящем разделе мы 
рассмотриr.1 численные методы решения операторных уравне­
ний на компактных множествах функций, имеющих специаль­
ный вид. 

Пусть априори известно, что точное решение операторно­
го уравнения (24.1) есть функция, монотонная на отрезке [а, Ь] 
(для определенности будем считать ее невозраста1ощей) и огра­
ниченная сверху и снизу константами С1 и С2 соответственно. 
Не уменьшая общности, будеr.1 считать, что С1 = С > О, С2 = О. 
Введе�1 в рассмотрение множество Z.(.c невозраста1ощих функ­
ций z(s), ограниченных константами С и О, т. е. 

Z.(.c = {z(s): z(s) � z(s*), С �  z(s) � О, Vs, s* Е [а, Ь], s < s*}. 
(24.2) 

Можно доказать, что множество Z.\.c является компактом 
в L2[a, Ь], а тем самым z0 � z при б � О  в среднем. Одиако этот 
результат может быть усилен, если предположить, что точное 
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решение непрерывно на [a,bJ, т. е. z(s) Е Z-1.c n C[a,bJ. В этом 
случае приближенные решения сходятся к точному равномер­
но на л1обом отрезке ['У, и] с (а, Ь). Если же точное решение ку­
сочно-непрерывно, то имеет место равномерная сходимость на 
л1обом замкнутом отрезке, не содержаще:м точек разрыва точ­
ного решения и концов отрезка -точек а и Ь. Очевидна также 
выпуклость множества Z,1.0. 

Наряд.У с �1ножеством Z-1.c будем рассматривать следу1ощие 
v 

множества: множество Zc выпуклых вверх (т. е. вогнутых) на 
отрезке [а, Ь] функций, ограниченных сверху и снизу констан-

v 
тами С и О, и множество Z-1-c выпуклых вверх на отрезке [а, Ь] 
монотонных (для определенности невозрастающих) функций, 
ограниченных сверху и снизу константаr.1и С и О. Оба этих мно­
жества явлЯiотся выпуклыми компактами в L2[a, bJ, но резуль­
тат о сходимости 7)-квазирешений к точному решению может 

v 
быть усилен. Для множества Zc имеет место равноr.1ерная cxo-

v 
димость на л1обом отрезке [-y,uJ с (а,Ь). Для множества Z-1.c 
равномерная сходимость приближенных решений к точному 
имеет место на л1обом отрезке /-у,и] С (a,bJ. 

1-fисленные методы отыскания 17-квазирешений для указан­
ных выше множеств функций могут быть основаны на гради­
ентных методах минимизации с ограничениями, например на 
методе условного градиента и проекции сопряженных градиен­
тов. Ограиичиr.1ся описаииеr.1 применения первого из методов. 

Пусть Z и И - гильбертовы пространства. Рассмотри�� 
квадратичный функционал и его производную Фреше: 

(24.3) 
где Aj.: И -+ Z -оператор, сопряженный к оператору А11• За­
метим, что Ф'(z) удовлетворяет услови10 Липшица: 

llФ'(z1) - Ф'(z2)ll = 2llAi,Ah(z1 - z2)ll � 2llAhll2llz1 - z2ll- (24.4) 
Для нахождения решения достаточно найти z"I, такое, что 

Ф(z"I) � (б+hllz"lll)2. Используем для этого метод условного гра­
диента. Задав начальное приближение z0 Е D, наряду с мини­
�1изиру1ощей последовательностыо Zk построим вспомогатель­
ную последовательность zk, элементы которой находятся как 
решения задачи минимизации линейного функционала: 

(Ф'(zk), zk) = min {(Ф'(zk), z): z Е D} . (24.5) 
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Зная zk, построим zk+l по схеме: 

Zk+1 = Zk + Лk(Zk - Zk), (24.6) 
где Лk Е [О, lJ и является решением одномерной задачи мини­
мизации: 

Ф(zk+1) = Ф(zk + Лk(zk - zk)) = min Ф(zk + Л(zk - zk)). (24.7) 
ЛЕ(О,1) 

Повтори�� эту операци10 необходимое количество раз до тех, 
пока не будет построено решение с требуеr-1ой точностью. 

При конечно-разностной аппроксимации r-1ножества Z.J..c, 
v v v v 
Z.J..c, Zc переходят во �1ножества D.J..c, D.J..c, Dc соответствен-
но: 

z{i+i) _z(iJ :=;; o, i= l, . . .  , n - 1 } 
О ::;; z< iJ ::;; С, i = 1 ,  . . .  , п ' (24.8) D.J..c= { z : z E IRn, 

Dc = { z : z Е Rn, z(i-l) -2z(i) + z(i+l) ::;; О, i = 2, . . .  , п - 1  } , Q ::;; Zi ::;; С, i = 1, . . .  , rt 
(24.9) 

z{i-l ) -2z{i) + z(i+l) ::;; О, i = 2, . . . , п- 1 
D.J..c =  z: zEJRn, z{i+l ) _z{i) :=;; O, i=l, . . .  , n - 1  

O::;; z(i) :=;; C, i=l, . . . , n  
(24.10) 

где z(i) = z(si), {sj}j 1 - равномерная сетка на отрезке [а,Ь] 
с шагом li8• v v 

Множества D.J..c, D.J..c, Dc представляют собой замкнутые, 
ограниченные и выпуклые r-1ногогранники в Rn, вершины ко­
торых T(j), (1 ::;; j ::;; п) можно выписать в явном виде. 

Вершины D.J..c: 

v 
Вершины D.J..c: 

т<0> = о, 
T(j) _ { С, i ::;; j, 

i - о 1 ' i > j' j = ' . . .  'п. 

т<0> = о, 

т,<j) = { �' n -� 
п -J ' 

i ::;; j, 
i > j, j = 1, . . .  'п. 

(24.11) 

(24.12) 
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v 
Вершины Dc: 

у(О,О) = 0, 

T(i,j) -
k -

2С k - 1 . l , J -
c, 

c n - k  
n - j ' 

k < j, 
i � k � j, 
k > j, 1 � i � j � п. 

v 

(24.13) 

Поскольку множество Dc содержит слишком много вершин, 
v 

то удобнее рассматривать множество D'2c, которое содержит 
v 

в себе Dc. Это множество имеет следующие вершины: 
у(О) = 0, 

т.<j> = • 

2c i - l " < " 
. 

1 
, i J, J -

2C, 
2С n - i 

n - j ' 

. . 
i = J, 

i > j, j = 1, . . .  , п. 
(24.14) 

Рассмотрим конечно-разностну10 аппроксимаци10 оператор­
ного уравнения и функционала невязки на примере уравнения 
Фредгольма I рода: 

Az = 1: J((x,s)z(s) ds = и(х), (24.15) 

где ядро интегрального оператора К ( х, s) не вырождено и яв­
ляется действительной, непрерывной функцией в области 
П = {(x,s) : а �  х � Ь,с � s � d}. Пусть вместо точной правой 
части Az = u известно иб: 

llu - Uб 11 L2(c,d) � б 
и вместо J((x, s) известно J(h(x, s): 

llK(x, s) - Kh(x, s)llL2(п) � h 

(24.16) 

(24.17) 
соответственно. Теперь выберем для простоты равномерные 
сетки с шагами lix и h8 соответственно - на отрезке [а, Ь] сетку 
{sj !J 1 , на отрезке [c,d] сетку {xi}f'1. 

·1ьгда функционал невязки 

d [ ь ] 2 

Ф(z) = llA1,z - u.slli21a,Ь) = J
c 
J
a 

I<1,(x, s)z(s) ds - Uб(х) dx 

(24.18) 
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аппроксимируется квадратичным функционалом 
2 

m n 
Ф(z) = L L: a;;z(i)li8 - и; hx, 

i=l j=l 

где aij = к,,(хi, s;), z  = {zUJ}j 1 . 

(24.19) 

Таким образом, мы осуществляем конечно-разностную аппрок­
симаци10 интегрального опера.тора. Фредгольма.. За.тем исполь­
зуем выписанные ранее выражения для вершин многогранни­
ков и строим миииr.1изиру1ощу10 последовательность для функ­
циона.па. невязки на. соответству1ощем множестве. 

§ 25. ИСТОКОПРЕДСТАВИМОСТЬ РЕШЕНИЯ 

Обратиr.1ся сиова к рассмотреии10 операториого уравнеиия: 
Az = и, (25.1) 

где А -линейный ограниченный инъективный опера.тор, дей­
ствующий из нормироваиного пространства Z в нормироваиное 
простраиство И. Пусть z-точное решение операторного урав­
нения (25. 1), Az = и-точная правая часть, и за.дана прибли­
женная правая часть и0, такая, что llii. - и011 � б, б > О. Пусть 
имеется следу1ощая априорная информация: известно, что точ­
ное решение z представимо в виде Bv = z, v Е V; В: V � Z; 
В -ииъективиый, вполне иепрерывный оператор, действу10-
щий из гильбертова. пространства V в пространство Z. Такое 
представление решеиия называется истокопредставимостыо 
с помощыо вполне непрерывного оператора. 

Рассмотрим теперь метод расширяющихся компактов, 
идея и обоснование которого прииадлежат В. I<. Иваиову 
и И. Н. Домбровской. Снача.на. номер итерации положим п = 1 
и определим заr.1кнутый шар в простраистве V: 

S"(O) = {v: llvll � п}. (25.2) 
Его образ при действии оператора BZ" = BS"(O) является ком­
пактом, поскольку В - вполне непрерывный оператор, а. V -
гильбертово пространство. Далее найдем 

min { llAz - u.sll : z Е B(Sn(O))} . (25.3) 
Существование миииr.1ума гараитируется постаиовкой зада­
чи - компа.ктностыо Zn и непрерывностыо А. Если 

min { llAz - uoll : z Е B(Sn(O))} � б, (25.4) 
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Рис. 3.1. Пример работы метода расширяющихся компактов 

то процесс прекращается, полагаем п(б) = п, а в качестве при­
ближенного решения выбираем Jнобой элемент z Е Zn(o)> где 

Если же 
Zn(o) = {z Е B(Sn(o)(O)): llAz - uoll � б} . (25.5) 

min { llAz - uoll: z Е B(Sn(O))} > б, (25.6) 
то нужно расширять компакт, для чего п увеличим на единицу 
и повторим процесс, см. рис. 3.1. 
Теорема 25.1. Описа,нный выше процесс схоАится: п(б) < +оо. 
Существует бо > О  (которое, вообще говоря, зависит от z), такое, 
что п(б) = п(бо) 1:/б Е (О, бо]. Приближенное решение z Е Zn(o) 
СХОАИТСЯ к TO'IHONIY решению z при б � о. 
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Из сказанного выше понятно название метода. Оказывает­
ся, что этот метод допускает возможность построения так на­
зываемой апостериорной оценки погрешности, т. е. суще­
ствует функция х( и0, б), такая, что х( u.s, б) -+ О при б -+ О, 
и х(и.s, б) � llzn(o) - zll по крайней мере при достаточно r.1алых 
б > О. В качестве апостериорной оценки погрешности можно 
взять 

x(u.s, б) = max{llz"(.s) - zl l :  z Е Zri(.S), llAz - uoll � б}. (25. 7) 
Апостериорная оценка погрешности не является оценкой по­

грешности в полном смысле слова: как было сказано на с. 37, 
построение оценки погрешности решений некорректно постав­
ленных задач невозможно. Однако при достаточно r.1алых б > О 
(а именно 'Vб Е (О, 80]) апостериорная оценка погрешности явля­
ется оценкой погрешности решения некорректной задачи при 
наличии априорной информации об истокопредставимости. 

Данный подход легко обобщается на случаи, когда опера­
торы А и В заданы с погрешностями, а также на нелинейные 
некорректные задачи с условием истокопредставимости. 

Разработаны численные методы решения линейных некор­
ректных задач при усJiовии истокопредставимости, в том числе 
и построения апостериорной оценки погрешности. Использо­
вание последоватмьности натуральных числе в качестве ра­
диусов шаров в пространстве V не обязательно. Может быть 
взята л1обая монотонно возраста1ощая неограниченная после­
довате.11ьность положительных чисел. 

§ 26. РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИЙ АЛГОРИТМ А. Н. ТИХОНОВА 

А. Н. Тихонов впервые предложил вариационный подход к по­
строенюо регуляризиру1ощих алгоритr.1ов. Ниже r.1ы опишеr.1 
регуляризиру1ощий алгоритм А. Н. Тихонова, основанный на 
мюtимизации сглажива1ощего функционала (или функциона­
ла А. Н. Тихонова). 

Пусть дано операторное уравнение 

Az = и, (26.1) 
где А - линейный ограниченный инъективный оператор, дей­
ству1ощий из гильбертова пространства Z в гильбертово про­
странство И. Предполагается, что точное решение z Е D с Z, 
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где D -замкнутое выпуклое множество, такое, что О Е D. Мно­
жество D определяется известиыми априориыr.1и ограиичеии­
ями; если ограничений нет, то D = z. В этом параграфе огра­
ничеиия могут быть не столь сильиыми, как в предыдущих па­
раграфах, и примеиеиие метода квазирешеиий или r.1етода рас­
ширя1ощихся компактов, вообще говоря, невозможно. Тем не 
меиее рекомеидуется при решеиии практических задач вкл10-
чать все известные ограни•1ения в постановку обратной задачи. 
К таким ограниченияr-1 относятся типичное для очень многих 
физических задач условие иеотрицательиости, ограничеииости 
сверху и снизу заданными константами и многие другие. 

Пусть точное значение правой части уравнения (26.1) 
й = Az неизвестно, а заданы погрешность 6 > О и приближение 
и0, такие, что 

llй - Uoll � 6. 
Пусть оператор А также известен 
ны погрешность h ;;::: О и линейный 
Ah: Z � И, 

(26.2) 
с ошибкой, т. е. зада­

ограниченный оператор 

(26.3) 
Для краткости пара погрешиостей обозиачается 'Г/ = (6, h). За­
дача построения регуляризиру1ощего алгорит�1а состоит в сле­
ду1ощеr.1: требуется по набору даииых { и0, А11, 'Г/} построить при­
ближенное решение zч Е D, такое, что zч � z при 17 � О, или 
zч = Rry(u0, Ah) Е D, z11 � z при 'f/ � О, где R.i( и0, Ah) -регуля­
ризиру1ощий алгоритм. 

А. Н. Тихонов предложил следу1ощий подход к построе­
нию регуляризирующих алгоритмов. Он ввел сглаживающий 
функционал (который в настоящее время также называ1от 
функционалом А. Н. Тихонова): 

M"'[zJ = llA1,z - иoll2 + allzll2, (26.4) 
а > О - параметр регуляризации, и поставил экстремальну10 
задачу: 

найти min {M"'[z] :  z Е D} . 
Иr.1еет r.1есто следу1ощая лer.1r.1a. 

Лемма 26.1. При условиях, сформулироваиных в начале па­
раграфа, существует и притол1 единственный элел1ент z� Е D: 
z� = argmin{M"'[zJ : z Е D}. 
О Невязка llAhz -u0112 - выпуклый функционаJI; allzll2 -силь­
но выпуклый функционал, а сумма выпуклого и сильно вы-
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пуклого функционалов является сильно выпуклым функцио­
налоr.1. Таким образом, функционал M"/zJ является сильно вы­
пуклым непрерывны�� функционалом, а следовательно, дости­
гает минимума на выпуклом замкнутом множестве D в един­
ственной точке. • 

1-fисленные методы отыскания элемента, на котором функ­
ционал А. Н. Тихонова достигает r.1инимального значения при 
фиксированном значении параметра регуляризации, базиру1от­
ся в основном на двух следующих подходах: 

• Если ограничений нет ( D = Z), то необходиr.1ым и доста­
точным условием минимума является обращение в нуль 
градиента. Таким образом, получается уравнение Эйле­
ра для функционала А. Н. Тихонова: (1Vf"[zJ)' = О. По­
сле перехода к конечно-разностной аппроксимации по­
лученная СЛАУ решается на коr.1пыотере. Для ряда за­
да•� специального вида возможно применение разли•1-
ных преобразований, упрощающих решение получившей­
ся СЛАУ. Так, для уравнений типа свертки (задача, ча­
сто встреча1ощаяся при обработке изображений), в том 
числе и многомерных, успешно приr.1еняется быстрое дис­
кретное преобразование Фурье. 

• При наличии ограничений и при их отсутствии могут 
примеияться прямые r.1етоды r.1ииимизации фуикционала 
А. Н. Тихонова (метод сопряженных градиентов с огра­
ничениями или без, Ньютона и др.). 

Если ограничения отсутству1от, то задача отыскания экстре­
мали функционала А. Н. Тихонова сводится к решению урав-
нения 

(26.5) 
В случае, когда самосопряженный оператор А положительно 
определен, а пространства Z и И совпада1от, регуляризирован­
ное приближение может находиться из уравнения 

Az + az = и0 (26.6) 
(метод М. М. Лаврентьева). 

А. Н. Тихоиов предложил искать приближениое решеиие 
операторного уравнения как экстремаль сглаживающего функ­
ционала, выбирая параметр регуляризации так, чтобы при­
ближенное решение сходилось к точному при стремлении по­
грешностей к нулю. Параметр регуляризации при решении 
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некорректно поставленных задач должен явно зависеть от по­
грешностей. В противном случае в соответствии с теореr.1аr.1и 
А. Б. Бакушинского и А. Н. Тихонова могут решаться только 
корректные задачи. Как показывают простые примеры, из­
вестные r.1етоды выбора параr.1етра регуляризации L-кривой 
и обобщенной перекрестной проверки ( GCV, gene1·alized 
c1·oss-validatio11), в которых параметр регуляризации не зави­
сит явно от погрешностей задания правой •1асти и оператора, 
не только не могут быть применены для решения некоррект­
но поставленных задач, но и да1от неверные результаты при 
решении простейших корректных задач. 

Методы выбора параметра регуляризации условно подраз­
де.1ш1отся на априорные и апостериорные. Первый априор­
ный способ выбора был предложен А. Н. Тихоновым. Некото­
рое обобщение приведено ниже. Пусть задана скорость убыва­
ния параметра регуляризации: 

1)  а(11) � О  при 1) � О; 

2) (о+ h)2 � О при Т/ � О, 
0:(71) 

т. е. a(r1) � О  медленнее, чем (8 + /t)2. В этом случае можно до­
казать, •1то z�(ц) � z при 1/ � О. Если оператор А не является 
инъективным, то имеет место сходиr.1ость к решению с мини­
мальной норr.1ой (нормальному решени10). 

Практическое применение априорных способов выбора па­
раметра регуляризации вызывает большие затруднения, по­
скольку при решении прикладных задач необходимо найти 
приближенное решение при фиксированном уровне погрешно­
стей. В качестве примера апостериорного способа ниже мы опи­
шем обобщенный принцип невязки (ОПН), предложенный 
и обоснованный А. В. Гончарскиr.1, А. С. Леоновым, А. Г. Яго­
лой. ОПН является обобщением принципа невязки В. А. Мо­
розова, разработанным для СJiучая точного заданного операто­
ра (h = О). 

§ 27. ОБОБЩЕННЫЙ ПРИНЦИП НЕВЯЗКИ 

В этом параграфе мы рассмотрим апостериорный способ вы­
бора параметра регуляризации, который называется обобщен­
ным принципом невязки (ОПН) . Дадим снача.па с.педу1ощее 
определение. 
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Мера несовместности операторного уравнения с прибли­
женными данными иа r.1ножестве D С Z определяется как 

(27.1) 

Лемма 27.1. Если llи,s - ii.ll � д, u = Az, z Е D, llA - A11ll � fi, 
то µ71(и0, Ah) -+ О при 17 -+ О. 
О µ71(u,s,Ah) = inf{llA1,z-ибll : z Е D} � llA1,z-uoll � д + hllzll -+ О 
при Т/-+ О, что и требовалось доказать. 8 

В дальнейшем будем полагать, что мера несовместности вы­
числяется с погрешностыо к �  О, т. е. вr.1есто µ71( u,s, А1,) известна 
ее оценка µ�(иб, Ah), такая, •1то 

(27.2) 

Погрешность определения меры несовместности будем считать 
согласованной с погрешностыо входиых данных 17 таким обра­
зом, что к =  к(r1) -+ О при 1J-+ О. 

Обобщенной невязкой называется функция параr.1етра ре­
гуляризации а > О: 

(27.3) 

Свойства этой функции мы изучим ниже. Сформулируем 
так называемый обобщенный принцип невязки (ОПН) ДJIЯ 
выбора параr.1етра регуляризации. 

• Пусть условие 

(27.4) 

не выполнено: тогда в качестве приближенного решения 
операторного уравнения выберем z71 = О. 

• Если же неравенство (27.4) выполнено, то можио дока­
зать, что обобщенная невязка имеет положительный ко­
рень а* > О, т. е. 

(27.5) 

В этоr.1 случае приближенное решение операторного 
• 

уравнения выбирается как z11 = z:: , причем оно опре-
деляется единственным образом. 

Имеет место сходимость z71 -+ z при Т/ -+ О. Если оператор 
не является инъективным, то иr.1еет место сходимость к нор-
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мальному решению. Можно доказать, что обобщенная невязка 
р�(а) обладает следу1ощими свойствами: 

1) р�(а) непрерывна и монотонно не убывает при а >  О; 

2) lin1 р�(а) = llиoll2 - о2 - (µ�(ио, А1,))2; 
а--++оо 

3) lin1 р�(а) � -о2. 
<>--+0+0 

Из этих свойств следует существование положительного корня 
обобщенной невязки в случае, если llиoll2 > о2 + (µ�(и0, А11))2. 

1-fисленные методы решения некорректных задач с помощыо 
ОПН основаны: 

• на методах отыскания экстре:мали функционала 
А. Н. Тихонова z:: при фиксированных значениях па­
раr.1етра регуляризации -решении уравнения Эйлера 
(26.5) или методах минимизации функционала А. Н. Ти­
хонова; 

• на отыскании корня обобщенной невязки -непрерывной 
монотонно неубыва1ощей функции одной переменной, на­
приr.1ер, с помощью метода хорд. 

Разумеется, эти методы име1от много различных модификаций. 
Ранее уже говорилось, •1то существует много различных ме­

тодов регуляризации. Существует также очень много способов 
выбора параметра регуляризации. 1-fe�1 характеризуется ОПН 
и почему этот метод можно рекомендовать для решения прак­
тических задач? 

Рассмотрим СJ1еду1ощую экстремальну10 задачу с ограниче­
ниями: обобщенный метод невязки (ОМН): 

найти inf { llzll : z Е D, llA1,z -ио 112 � (о+ hllzll )2 + (µ�( Uo, А1,) )2} . 
(27.6) 

Имеет место СJ1еду1ощая теорема. 

Теорема 27.1. Пусть А, А1, -линейные огра.ниченные операто­
ры из Z в И; D - зал1кнутое выпуклое л1ножество, содержащее 
точку О, D С Z, llA - Ahll � h, llиo - ull � о, u = Az, z Е D. То­
гда обобщенный принцип невязки и обобщеfmый л1етод невязки 
эквивалентны, т. е. решение операторного уравнения, выбранное 
в соответствии с ОПН, и решение экстрел1альной задачи ОМН 
совпадают. 

Итак, решение экстремальной задачи ОМН с невыпуклыми 
ограничениями можно свести к задаче выпуклого программи-
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рования - минимизации функционала M"[z] с выбором пара­
метра регуляризации по обобщенному принципу невязки. 

Если рассматривать множество 

как множество приближенных решений операторного уравне­
ния с приближенными данными (точное решение z является 
элементом этого множества в силу условий теоремы), то в со­
ответствии с ОПН выбирается приближенное решение с мини­
мальной нормой. В частности, если в качестве пространства 
Z рассматривается пространство WJ [а, Ь] (норма в этом про­
странстве определяется 

llzll = 1: [z2(s) + (z'(s))2J ds, (27.8) 

в определение нормы входит производная), то говорят, что вы­
бирается наиболее гладкое решение. 

В случая наличия априорной информации о решении в ви­
де заданного элемента z0 ОПН легко адаптировать на случай 
отыскания приближенного решения, ближайшего (по норме) 
к заданному элеr-1енту z0. Для этого достаточно заменить иско­
мое решение на z - zo, преобразовав соответству1ощим образоr-1 
праву10 часть уравнения. 

Существу1от r-1ногочисленные модификации ОПН. Так, 
можно отказаться от вычисления r-1еры несовместности и рас­
сматривать обобщенную невязку в виде: 

(27.9) 

В этом случае, однако, не гарантируется существование поло­
жите.11ьного корня обобщенной невязки. В слу•1ае его отсут­
ствия приближенное решение находится как z11 = lim z�. При 

а�о+о 
этоr-1 ОПН и соответству1ощий ОМН не эквивалентны. 

ОПН не может быть применен непосредственно к решению 
несовместных задач (отыскания их псевдорешений или нор­
�1альных псевдорешений). Те�1 не менее его можно модифици­
ровать и для этого слу•1ая. Этот вопрос мы рассмотрим ниже. 
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§ 28. НЕСОВМЕСТНЫЕ НЕКОРРЕКТНЫЕ ЗАДАЧИ 

Рассмотрим теперь СJ1едУющу10 задачу. Пусть дано оператор-
ное уравнение: 

Az = и, (28.1) 
где z Е D С Z - выпуклое замкнутое r.1ножество, и Е И, Z 
и И -гильбертовы пространства, А-линейный ограниченный 
оператор. Решение операторного уравнения при и = u r.1ожет 
не существовать, однако существует z Е D, на котором дости-
гается минимум невязки: 

µ = inf{llAz - ull: z Е D} � О. (28.2) 
Число µ называется мерой несовместности операторного урав­
нения с точныr.1и данныr.1и u и А. Если µ > О, то 

z = агg min{llAz - ull : z Е D} (28.3) 
(или llAz - ull = µ, z Е D) называ1от псевдорешением. Если 

Z = {z: z Е D, llAz - ull = Р,} (28.4) 
состоит не из одного элемента, то Z в�1пукло и замкнуто, а 
следовательно, существует элемент z Е Z: 

z = aI"g min { llzll : z Е Z}, (28.5) 
называемый нормальным псевдорешением. Если µ = О, то 
псевдорешение будет решением операторного уравнения, а нор­
�1а.пьное псевдорешение будет нор�1а.11ьным решением. 

Будем рассматривать задачу построения приближений 
к норма.11ьному псевдорешеншо, вообще говоря, несовместного 
операторного уравнения по приближенным данным: { Ah, u.s, Т/}, 
где Т/ = (б, h), б > О, li � О, llи.s - ull :::;; б, llA1. - All :::;; h (µ = О 
будем рассматривать как частный СJiучай). 

Рассмотрим следУющую оценку сверху для меры несовмест­
ности приближенного уравнения: 

jj,11(u.s, А1,) = inf{б + hllzll + llA1,z - u.sll: z Е D}. (28.6) 
Лемма 28.1. При сфорN1улированных выше условиях 
jj,,1(u0, А1,) � µ, причем 

lim jj,11(u0, А1,) = µ. (28.7) 
11--+О 

О µ = inf{llAz-ull: z Е D} :::;; ll (A-A1,)zll+llu-u.sll+llA1,z-u.sll :::;; :::;; hllzll + б + llAhz - u.sll· Следовательно, µ :::;; 
:::;; inf{б + lillzll + llA1,z - u.sll: z Е D} = jj,11(u.s, A1,). Поскольку 
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z Е D: µ = llAz -ull ,  ТО µ �  jj,'l(u.s, Ah) � 8 + hllzll + llAhz -u.sll � 
� /illzll+8+ll(A-A1,)zll+llи.s-ull+llAz-ull � 2(8+hllzll)+µ --+ µ 
при ТJ --+ О. 

Обозначим экстремаль функционала А. Н. Тихонова ма[z] 
через z� и введем обобщенну10 невязку: 

(28.8) 
Если jj,"(u0, Ah) вы•1иСJшется с погрешностыо к ;;::: О, то .О;(а) = 
= llA1,z� - и.sll2 - (8 + hllz�ll + jj,�(u.s,A1,))2, где Д,1(и.s,Аh) � 
� д;(ио,Аh) � jj,"(u.s,Ah) +к. • 

В соответствии с доказанной выше леммой µ;( и0, А1,) ;;::: µ, 
так как к ;;::: О, и д;(и6, А1,) --+ µ при 17 --+ О, еСJ1и к согласовано 
с ТJ так, что к = к( ТJ) --+ О при ТJ --+ О. 

Обобщенная невязка обладает следующими свойствами: 
1) р�(а) непрерывна и монотонно не убывает при а: > О; 
2) lim р�(а) = llиoll2 - (8 + д;(и,s, А1,))2; 

а -++оо 
3) lim р�(а) � (µ'l(u0, A1,))2 - (8 + д;(и0, А1,))2 < О; а-+0+0 
4) пусть выполнено условие: llи0ll > (8 + µ,;(и0, А1,)), тогда 

3а:* > О: ,о;(а:*) = О, что эквивалентно уравнени10 

(28.9) 
• причем элемент z� не равен О и определяется единствен-

ным образом. 
Модификация обобщенного принципа невязки выглядит 

следующим образом: по заданным {A1" u0,r1} находим 

iL�( u,s, А1,) = inf { 8 + hllz ll + llAhz -u,sll: z Е D} +к = Д,1(и,s, А1,) +к, 

к ;;::: О, к = к(ТJ) 
llи.sll > (8 + it;(u,s, А1,)) 

(28.10) 
--+ О при ТJ --+ О. Если условие 
не выполняется, то полагаем z,1 = О, 

• 
в противном случае находим а* и полагаеr-1 z71 = z� . 
Теорема 28.1. lim z,1 = z, где z -нор,wальное псевдорешение 

11-+О 
уравнения (28.1), т. е. построеннъ1й алгорит1v1 является регуля­
ризирутощим алгоритл1ол1 отыскания норл1альиого псевдореше­
ния (28.1). 

Доказательство мы опустим. 
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Замечание 28.1. Модификация обобщенного принципа невяз­
ки является регуляризиру1ощиr.1 алгоритмом независимо от 
совместности исходного уравнения. 
Замечание 28.2. Можно показать, что модификация обоб­
щенного принципа невязки эквивалентна обобщенному методу 
невязки, который в данном случае состоит в решении экстре­
мальной задачи с ограни•1ениями: 

найти inf {llzll : z Е D, llA1,z - и,sll :::;; 8 + hllzll + ji�(u,s,A1,)} . 
(28.11) 

§ 29. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА 1 РОДА 

При решении некорректных задач обы•1но необходимо аппрок­
симировать исходную, чаще всего бесконечномерную задачу 
некоторой конечномерной задачей, для которой и будут разра­
батываться вычислительные алгоритмы и компыотерные про­
граr.1r.1ы. 

Мы рассмотрим вопрос о переходе к коне•1но-разностной ап­
проксимации на при�1ере одномерного интегрального уравне­
ния Фредгольма 1 рода на отрезке. Мы не будеr.1 останавли­
ваться на том, какие условия должны быть на.11ожены, •1то­
бы гарантировать сходимость конечноr.1ериых аппроксимаций 
регуляризированных решений к самому регуляризированному 
решеншо. В принципе, переход к коне•1но-разностной аппрок­
симации может быть рассr.1отреи как внесение дополнительной 
погрешности в оператор. В дальнейшем будем с•1итать, что 
размерность конечномерной задачи выбрана настолько боль­
шой, что погрешность аппроксиr.1ации оператора А значитель­
но меньше погрешностей 8 и /i. 

Рассмотрим конечно-разностну10 аппроксимаци10 инте­
грального уравнения Фредгольма I рода, функциона.11а невяз­
ки и функционала А. Н. Тихонова. Пусть дано интегральное 
уравнение Фредголы1а 1 рода: 

Az = J: J((x,s)z(s) ds = и(х), (29.1) 

где ядро интегрального оператора К(х, s) не вырождено и яв­
ляется действительной, непрерывной функцией в области 
П = {(x,s): а :::;; х :::;; Ь,с :::;; s :::;; d}. Будем предполагать, что 
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И = L2 [с, dj и Z = Wi [а, Ь]. В этом случае при правильном вы­
боре параr.1етра регуляризации гарантируется сходимость ре­
гуJiяризированных приближений к то•1ному решени10 по норме 
Wi /а, ЬJ, а из сходимости по норме Wi [а, ЬJ следует равномерная 
сходимость, т. е. сходимость по норме С/а, ЬJ. Пусть вr.1есто точ­
ной правой •1асти Az = u известно ио: l lй- uollL2(c,d) :::;; б, и вме­
сто J((x, s) известно J(1,(x, s): llK(x, s) - К1,(х, s)llL2(п) :::;; /i со­
ответственно. Теперь выберем для простоты равномерные сет­
ки с шагами hx и fi8 соответственно -на отрезке [а, ЬJ сетку 
{ Sj !J' 1, на отрезке [с, d] сетку { Xi}in 1. 

·1ьгда функционал невязки 

d [ ь 
] 2 

Ф(z) = llAhz - uolli21a,b) = 1с 1а f(h(x, s)z(s)ds- uo(x) dx 

аппроксимируется квадратичным функционалом 

m n 2 

Ф(i) = L L aijZjlt8 - Ui hx, 
i=l j=l 

(29.2) 

(29.3) 

где ai; = J(h(Xi, s;), z; = z(sj), Ui = u(xi)· Некоторые методы 
минимизации функционала невязки при наличии априорной 
информации о принадлежности точного решения компактно­
му множеству были рассмотрены в предыдущих параграфах. 

Конечно-разностная аппроксимация функционала А. Н. Ти­
хонова 

Ma[zj = llA1,z - Uolli2(a,b) + etllzll�j(a,Ь] = 

= 1: [1: f(11(x, s)z(s) ds - u0(x)] 2 
dx+a 1: [z2(s) + (z'(s))2] ds 

(29.4) 
может быть записана в виде: 

2 
"n "t 

.лJa[.zJ = L L aijZifis - Ui 
i=l j=l 

ft ft 

hx+a L z]lis+a L(zj-Zj-1)2 /fi8 • 
j=l j=2 

(29.5) 
Легко видеть, •1то этот функциона.п является квадратичны�� 
в пространстве JRn. В случае, если имеются априорные огра-
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ничения (задано множество D С Z), задача минимизации ко­
нечно-разностной аппроксимации функционала А. Н. Тихоно­
ва может быть обеспечена методами �1инимизации квадрати•1-
ных функционалов с ограничениями. Например, если извест­
но, что решение интегрального уравнения -неотрицательная 
функция, может быть применен метод проекции сопряжен­
ных градиентов для минимизации квадратичного функциона­
ла с простыми ограничениями. 

Если ограничений нет, то легко посчитать градиент функ-
• 

ционала JVI0[.Z] и приравнять его иул10. Получится система ли-
нейных алгебраических уравнеиий (MO'/z])' = О. Для ее ре­
шения при.меняются известные методы численного решения 
систем линейных алгебраических уравнений. Для повышения 
скорости счета может быть использоваи тот факт, что матри­
ца полученной системы симметрическая и положительно опре­
деленная. В этом случае может быть приr.1енеи метод реше­
ния СЛАУ, который называется методом квадратного корня 
(или методом Холесского) , основанным на разложении сим­
метрической положительно определеиной матрицы в произве­
дение трех матриц: нижней треугольной, диагональной и верх­
ней треугольной. 

§ 30. РЯД, ИНТЕГРАЛ И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

Пусть иr.1еется некоторое евклидово пространство Е. Напом­
ним, что два элемента f и g евклидова пространства Е на­
зыва1отся ортогональными, если их скалярное произведение 
(f, g) = О. Пусть в конечно- или бескоиечноr.1ерноr.1 евклидовоr-1 
пространстве Е имеется некоторая последовательность элемен­
тов 1f;1,1f;2, . . . . Последовательность {'Фn} иазывается ортонор­
мированной системой, если входящие в эту систему элемен-
ты попарно ортогональны и имеют норму, равную единице, т. е. 
(фi,фj) = бi;, где 

J: { 1, i = j, Uij = Q, i # j. 
Пример 30.1 (Ортонормированная система). 

1} Тригонометрическая система 
1 cosx sin х 

2п ' ..fiГ ' ..fiГ ' 
в простраистве L2(-тr11r]. 

cosnx ..;:;г ' 
sin nx ..;:;г ' . . .  

(30.1) 

(30.2) 
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2) Функции Хаара на отрезке [О, 1] 

(k) -Хп -

JF, Е [2k - 2 2k - 1 ) Х 2n+l ' 2n+l ' 

-JF, Е ( 2k - 1 2k ] 
Х 2n+l ' 2n+l ' 

О, в остальных точках, 
где п = О, 1, . . .  , k = 1, 2, 4, . . .  , 2n. 

(30.3} 

Рядом Фурье элемента 1 Е Е по 
ортонормированной системе {Фп} на- Жан Батист Жозеф Фурье 

(Jean Вaptiste Joseph Fourier), 
1768-1830 зывается ряд вида 

(30.4) 
n=l 

где коэффициенты Фурье 1 n определяется по формуле 
1 n = (1, 'Фn)· (30.5) 

Теорема 30.1. Для л1обого элел1ента 1 
евклидова пространства Е и л1обой ор­
тонормированной систел1ы { Фn} спра­
ведливо неравенство Бесселя: 

00 

Е 1.� � 111112 . 
n=l 

Фридрих Вильгельм Бессель 
(Friedrich Wilhelm Вesset), 
1784-1846 

(30.6) 

О Рассr.1отрим конечну10 сумr.1у вида �� 1 cn'Фn· Учитывая ор­
тонормированность функций {Фn}, получаем, •1то 

2 N N 

= L с;.(Фп, Фп) - 2 L Cr,(1, Фп) + (1, 1) = 

n=l n=l n=l 
N N оо N 

= L С� - 2LCri1n + 111112 = L(cn - 1n)2 - L 1,� + 111112· 
n=l n=I n=l n=l 

(30.7) 
Поэтоr.1у наиr.1еньшее отклонение от элемента 1 имеет сумма 
с Сп = 1n· Подставляя данные коэффициенты в последнее нера­
венство и учитывая, что норма -неотрицательное число, полу-
чаеr-1 

N 

-Е 1.� + 111112 ;:: о, (30.8) 
n=l 

а переходя к пределу N � оо, находим искомое неравенство. • 
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Ортонормированная система { 'Фn} называется полной, если 
для л1обого элеr.1ента f Е Е и л1обого положительного числа е 
существует конечный ряд 

00 

LCn'Фn = f. (30.9) 
1\=l 

Для того чтобы ортонормированная 
система {'Фn} была полной, необходиr-10 
и достаточно, •1тобы выполнялось ра­
венство Парсеваля 

Марк-Антуан Парсеваль 
(Marc-Antoine Parseval), 
1755-1836 

N L: t� = 111112. (30.10) 
n=l 

Пусть f(x) -функция, заданная на JR и кусочно-гладкая на 
каждом конечном отрезке [-Т, Т]. Тогда на каждом таком от­
резке она может быть разложена в ряд Фурье 

f(x) = а� + [� ( an cos ?r;x + Ьп sin 7r';) (30.11) 

(в точках разрыва вместо f(x) подставляется f(x +О)� f(x -О) ), 
где 

an = � J�
I 
f (Е,) COS 7r;{ df,, 

Ьn = � J1 f (Е,) sin 7r;� df,, 
-! 

п = о, 1, 2, . . .  ' (30.12) 

n = l, 2, . . . . (30.13) 

При предельном переходе Т --+ оо получаем интеграл Фурье 

f(x) = .!. roo dлf00 f(E,)cosЛ(E, -x) df,. 
7r J o -оо 

(30.14) 

Полученное интегральное представление функции f(x) приво­
дит к поняти10 преобразования Фурье. 

Пусть задана функция f(x), тогда функцию 

F(w) = 1 
J
oo f(x)e-iwx dx j2; -00 

(30.15) 
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называют преобразованием Фурье функции f(x). Обратное 
преобразование Фурье иr.1еет вид 

f(x) = 1 Joo F(w)eiwж dw. J2; -оо 
(30.16) 

Очень часто преобразование Фурье функции f обознача1от так 
же, как j или F(f). 

Отметим некоторые свойства преобразования Фурье: 
1)  Линейность, т. е. для Jнобых чисел а, (3 и функций f(x) 

и g(x ): 
F(af + (Зg) = aF(f) + (ЗF(g). (30.17) 

2) Если f(x) Е L1 (1R) n L2(1R), то выполняется равенство 
Парсеваля 

(30.18) 

3) Дифференцирование. Если f(x), f'(x) Е Li(IR), то 

4) Сдвиг 

F(J') = iwF(f). (30.19) 

F(f(x - хо)) = e-i"'"'°F(f(x)) = e-iwж°F(f)(w). (30.20) 
5) Растяжение 

F(f(ax)) = l�I F(f)(w/a). (30.21) 

6) Свертка двух функций f(x), g(x) Е L1 (JR) определяется 
по формуле 

(! * g)(�) = J�00 !(� - x)g(x) dx. (30.22) 

Справедлива формула 

F(f * g) = F(f) · F(g). (30.23) 

Вопросы и задачи 

1)  Разложите в тригонометри•1еский ряд Фурье функции: 
а) f(x) = lxl, б) f(x) = lsinxl, в) f(x) = shax, 
г) f(x) = chax, д) f(x) = sin(ax), а - не целое число, 
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2 ж) f(x) ={ U1,x E /-1Г,OJ, е) f(x) =ах +Ьх+с, И2, х Е (О, 1Г), 
з) f(x) = { х,х Е [-1Г,О], на отрезке [-7Г,7ГJ, име1ощие О,х Е (0,7Г) 

период 27Г. 
2) Найдите преобразования Фурье следующих функций: 

а) f(x) = sinax (а > О), б) f(x) = �ах (lal < 1Г), 
Х 11ГХ 

2 в) f(x) = e-at . 

§ 31 . ВЕЙВЛЕТЫ 

Термин вейвлет возник от английского слова «\vavelet» ( «ма­
ленькая волна»). Таким образом, под вейвлета�1и надо подра­
зумевать функции, локальные по времени и частоте. Для луч­
шего понимания будем сравнивать вейвлеты и ряды Фурье. 

Рассмотрим пространство L2[0, 27ГJ квадратично интегриру­
емых комплекснозначных функций с норt.1ой 11 · 11, такой, что 

r2,,. 
111112 = 2� J o llf(t)l2 dt. (31.1) 

Функция f (t) рассt.1атривается на конечноt.1 отрезке /О, 27ГJ, 
но может быть доопределена на всей вещественной оси JR: 
f(t + 27Гn) = f(t), n-произвольное целое число, t Е /О, 27ГJ. 
Функци10 f(t) можно разложить в ряд Фурье, который мы за­
пишем в следующем виде: 

(31.2) 
n=-oo 

где коэффициенты Фурье 

Сп = _!_ r 2,,. j(t)e-i"t dt. (31.3) 27Г J o 
При этом полученный ряд Фурье (31.2) сходится равномерно 
к функции f(t) на отрезке /О, 27ГJ: 

N2 
2 

f(t) - L Cnei"t dt =о. (31.4) 
n=-N1 
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Видно, что базисом являются функции <pn(t) = eint , кото­
рые явля1отся линейныr.1 преобразованием (масштабировани­
ем) всего одной функции <p(t) = eit, т. е. <рп(t) = <p(nt). 

Перейдем теперь к пространству L2(IR). Ясно, что функции 
<рп(t) не могут образовывать базис данного пространства. По­
стараемся построить некоторые базисные функции (вейвлеты), 
локализованные на некоторых конечных отрезках. Таким обра­
зом, эти функции должны быстро стремиться к нул10 вне рас­
сматриваемых отрезков. При этом все функции предлагаемого 
базиса надо построить с помощыо одной функции 1/J(t). 

Для этих целей используем преобразования вида 1/J(2;t - k), 
где j, k - целые числа. Добавляя требование единичности нор­
�1ы всех вейвлетов, опредеJiим семейство вейвлетов { 1/J;k} вида 

111/Jjkll = 111/Jll = 1. (31.5) 

Назовем вейвлет 1/J Е L2(JR) ортогональным, если скалярное 
произведение 

(31.6) 

где Oij - сиr.1вол Кроиекера, а л1обая функция f(t) Е L2(JR) r.10-
жет быть разложена в равномерно сходящийся ряд 

+оо 
L Cjk'l/Jjk(t). (31.7) 

j,k=-oo 
Пример 31.1 (вейвлеm Ха.ара). Простейшим примером является 

вейвлет, предложенный Хааром (Альфред Хаар (Alfred Haar), 
1885-1933-венгерский математик): 

1, t E [O, �), 
'Фн (t) = [ 1 ) -1, t Е 2 , 1 , 

О, t Е (-оо, О) U [1, +оо). 

(31.8) 

Функция 1/J Е L2(JR) называется R-функцией, если ба­
зис {1/Jjk}, определенный по формуле (31.5), является базисом 
Рисса, т. е. существуют два числа А и В (О < А ::;; В < +оо), 
такие, что соотношение 

2 
+оо 

L Cjk'l/Jjk ::;; Bll { Cjk} 112 (31.9) 
j,k=-oo 
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выполняется для любой последовательности {cjk} Е 12, где нор­
ма определена так, что 

+оо 
11 { c;k} 112 = L lc;kl2 · j,k=-oo 

(31.10) 

Для л1обой R-функции существует базис { фjk} - «двойник» 
базиса {'Ф;k}, lm (Фjк,Ф ) = 8j18km, (31.11) 
с помощыо которого r.1ожно записать 

+оо 
f(t) = L (f, Фjk)Фj"(t). (31.12) 

j,k=-oo 
Если ф - ортогональный вейвлет и { Фjk} - ортонормирован­
ный базис, то {Ф;k} совпадает с {'Фjk}· 

Приведем некоторые признаки, которыми должна обладать 
функция ф(t), •1тобы быть вейвлетом: 

1) локализация по времени и частоте; 
2) нулевое среднее значение 

f0000 ф(t) dt = О; (31.13) 

3) ограниченность 

f+oo _00 IФ(t)12 ctt < оо. (31.14) 

Пример 31.2 ( вейвлеm «Ф1ю:н:и,узская шляпа»). Визуально 
вейвлет похож на цилиидР: 

ф(t) = 

Образ Фурье имеет вид 

1, ltl � � ' 
� < ltl � 1, 

ltl > 1. 

3 (k) sin -

.i.(t) = 4 3 
'f' ...п; k 

(31.15) 

(31.16) 

Пример 31.3. '-Iасто вейвлеты строятся на осиове производных от 
функции Гаусса: 

Фm(t) = (-l)'n :t: [e-t212] ,  (31.17) 

(31.18) 
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При m = 1 вейвлет называется wаvе-вейвлет, а при m = 2-
«мексиканская шляпа» (сомбреро). 

Пример 31.4 (комплексный вейвлеm). Вейвлет Морле (Жан 
Морле (Jean Morlet), 1931-2007- французский геофизик): 

-ф(t) = eikQte-t2/2
, 

- (k-ko) 2 
-ф(t) = е- 2 

(31.19) 

(31.20) 
Перейдем теперь к описанию вейвлет-преобразования. Для 

чисел а,Ь Е IR и фуикции -ф(t) определим фуикци10 

1 ( t - ь) 'Фаь = Jjaj 'Ф а · (31.21) 

Тогда иитегральиое вейвлет-преобразование вводится как 

W[I] = F.µ(a, Ь) = f�00 l(t)'Ф:ь(t) dt, (31.22) 

где символ «*» озна•1ает комплексное сопряженное. Обратное 
же преобразование имеет вид 

1 f 00 f"" l - db da l(t) = С.µ -оо -оо а2 F.µ(а,Ь)-ф(а,Ь) а2 , 

где коэффициент С.µ определяется как 

С.µ = IФ(""')I dw. f +оо 
- 2 

-оо 1""'1 
Некоторые свойства вейвлет-преобразоваиия: 
1) линейность 

W[al(t) + ,Вg(t)J = aW/IJ + ,ВW[gJ; 

(31.23) 

(31.24) 

(31.25) 
2) инвариантность относительно сдвига, т. е. если 

W(a, Ь) = W[I], то 

W[l(t - bo)J = W(a, Ь - Ьо); (31.26) 
3) иивариаитность отиосительио растяжения (сжатия) 

w [1 (J....)] = ...!.._ w (.!!.... ' ..!!....) ; ао ао ао ао 

4) дифференцирование 

W [ :t: 1] = (-l)m J:: l(t) :t: 'Ф:ь(t) dt; 

(31.27) 

(31.28) 
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5) аналог теоремы Парсеваля 

J !1 (t)f2 (t) dt = С,µ 1 J�00 J�00 W1 (а, b)W2 (а, Ь) dadb 
а2 

§ 32. УРАВНЕНИЕ ТИПА СВЕРТКИ 

(31.29) 

Рассмотрим теперь регуляризирующий алгоритм для решения 
уравнений типа свертки. Одномерное уравнение имеет вид: 

J
+
oo 

Az = -
оо 

I<(x - s)z(s) ds = и(х), -оо < х < +оо. (32.1) 

Уравнение типа свертки является общепринятой математиче­
ской моделыо для очень многих физических задач, в частно­
сти при обработке изображений, повышении разрешающей спо­
собности измерительных приборов и многих других. Ядро ин­
тегрального оператора -функция К ( х, у) -называется аппа­
ратной функцией измерительного прибора, функцией разма­
зывания точки и т. д. 

Буде�� предполагать, что выполнены следу1ощие условия: 
1)  К(у) Е L1(JR) n L2(IR), и(х) Е L2(JR),z(s) Е W.j (JR); 
2) А- взаимно однозначный (инъективный) оператор, т. е. 

ядро интегрального оператора К замкнуто; 
3) задача без ограничений (D = Z); 
4) некоторому u из рассматриваемого класса функций со­

ответствует единственное решение Az = u из W:} (JR). 
Пусть известны функция u0, и интегральный оператор типа 

свертки Ah (с ядром I<h), 8 > О, h � О, такие, •1то: 
llиo-ii.llL2 :::;; 8, llA-A1.llwJ-+L2 :::;; l lA-A1.llL2-+L2 :::;; h. (32.2) 

Рассмотрим функциона.11 А. Н. Тихонова: 
M"'[zJ = llA1,z - иollL2 + allzll�1- (32.3) 2 

Если для выбора параметра регуляризации а воспользоваться 
способаr.1и, описаиными выше (например, обобщенныr.1 принци­
пом невязки), то можно доказать сходимость приближенных 
регуляризированных решений к точному по норме простран­
ства W:} (IR), из чего следует равиомерная сходимость на каж­
дом замкнутом отрезке \а, bJ вещественной оси к решению z 
уравнения типа свертки: 

llz�(S)llc[a,ЬJ � llz(s)llc[a,ЬJ при Т/ � О. (32.4) 
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Найдем решение z�(s). Введем прямое и обратное преобра­
зования Фурье, например, для функции f(x) Е L2(R): 

J
+oo 

J
+oo f(w) = -оо f(x)eiwx dx, f(x) = 2� -оо f(w)e-iwx dw. 

(32.5) 
Воспользовавшись теоремой План­

шереля, теоремой о преобразовании 
Фурье свертки и проварьировав функ­
ционал ма на Wi (R), получиr-1: 

Мишель Планшерель 
(Michet Plancherel), 
1885-1�7 

"( ) _ 1 f +оо J(J:.(w)й0(w)e-iw• 
d z11 s - 27r _00 к1:(w)/(1,(w) + a(w2 + 1) 
w, (32.6) 

где J(1,(w), u0 - преобразования Фурье функций K1,(s), u0, 
а Kj.(w) = J(h(-w). 

Подставляя преобразование Фурье для u0(x) в выражение 
для z�(s), полу•1аем: 

где 

z�(s) = 2� J+: К"(х -s)u0(x) dx, (32.7) 

I<a(t) = ...!... J+oo - _
k;(w)eiwt 

dw. 
211" 

-
оо I<j;(w)I<h(w) + a(w2 + 1) 

(32.8) 

Таким образом, решение уравнения типа свертки сводится 
к нахоЖденшо z�(s) после построения ядра I<"(t) для каждого 
фиксированного значения параметра регуляризации и последу-
1ощего выбора значения параметра регуляризации, например, 
в соответствии с обобщенны�� принципом невязки. 

Решение двумерных уравнений типа свертки требует при­
менения двумерного преобразования Фурье. 

Перейдем теперь к рассмотрению уравнения типа свертки 
на конечном интервале. К такому виду может быть преобра­
зовано записанное выше уравнение типа свертки при условии, 
что его решение и ядро име1от локальные носители. Напомним, 
что носителем функции f(x) называется множество точек 

suppf = {х Е IR: f(x) i= О}. (32.9) 
Носитель называется локальным (и.пи ограниченным), ее.пи 
существует интервал, его содержащий. 
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В этом случае уравнение типа свертки имеет вид 

r2a 
Az = J o К(х - s)z(s) ds = и(х) , О �  х � 2а. 

Предполагается, что выполнены следу1ощие условия: 

(32.10) 

А: Wi[O, 2a] -tL2[0, 2а], suppJ((y) с [-;, ;], z(x) с [а- 1;, a+ 1;J, 
(32.11) 

где lz -длина носителя z(s): a,l > О, lz � О, 2l + lz � 2а. В си­
лу условий на носители доопределенные нуляr.1и функции К(у) 
на [-а, а] и z(  s) на [О, 2а] периодически продолжаются с пери­
одом Т = 2а на JR. В этом случае и правая часть и(х) имеет 
носитедь, принадлежащий [О, 2а], а также периодически про­
должается с периодом Т = 2а на JR. 

Введем сетку: Xk = Sk = k6.x, 6.х = 2°', k = О,п - 1, где n-
n 

четное. Аппроксимируя интеграл по формуле прямоугольни­
ков, получим конечно-разностну10 аппроксиr.1аци10 уравнения 
типа свертки: 

n-1 L K(xk - sj)z(sj)6.x = u(xk)· 
j=O 

(32.12) 

Обозначим K(xk - sj) = Kk-j, z(sj) = Zj, u(xk) = uk· Опре­
делим дискретное преобразование Фурье для функций (векто­
ров) дискретной переменной k, периодических с периодом п 
(fk+n = fk) : 

n-1 !- - � f e-iOJmXk m - L__, k ' 
k=O 

n-1 
f - 1 L !- eiOJmXk k - - m ' n m=O 

(32.13) 

где Wm = т 2;, k, т = О, п - 1. 
Легко проверить теоремы Планшереля и теореr.1ы о свертке 

для дискретного преобразования Фурье: 

n-1 n-1 � 2 1 � - 2 
L... f k = п L... l/,nl ; 
k=O k=O 

n-ln-1 
L L Kk-jZj6.xe""m"'k = Kmzm6.x. 
k=Oj=O 

(32.14) 
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Аппроксимируем функционал А. Н. Тихонова: 
n-ln-1 n-1 n-1 

M"[z] = L L(J(k-jZjдx-uk)2дx+a L z�дх+а L z'(xk)2дx. 
k=O j=O k=O k=O 

(32.15) 
Используя равенство Планшереля, теорему о свертке и легко 
проверяемое равенство z'(xk) = iwkz(xk) (слева дискретное пре­
образование Фурье производной функции z(x)) , аппроксима­
цшо функциона.11а А. Н. Тихонова можем записать в виде: 

1Vl"[z]= 
n-1 

= �х L (1Kml2 z;.zmдx2 -2ЛxJ(;,z;. Um + lйml2 +a(l +w2)z;.Zm ). 
m=l 

(32.16) 
l\ilиниму�1 этого функционала достигается на элементе: pt 

_ I(:Т.umдx Zm = 
����������� 
1к;,.1дх2 +а ( (1Т;�)2+ 1) 

' (32.17) m = O, n - 1. 

Отс1ода, приr.1еияя обратное преобразование Фурье, находиr-1 
решение исходной задачи. Быстрее всего дискретное преобра­
зование Фурье вы•1исляется, если п = 2k. 

В двуr.1ерном случае уравнение типа свертки решается аиа­
логично с применением двумерного дискретного преобразова­
ния Фурье. 
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Глава 4 

ЗАДАЧИ ГРАВИМЕТРИИ 

§ 33. ВВЕДЕНИЕ 

В данной главе мы рассмотрим прямые и обратные задачи гра­
виметрии и способы их решения с точки зрения теории об­
ратных и некорректных зада•�, основные положения которых 
были изложены в первой главе настоящего пособия. При изу­
чении строения недр, физических полей Зеr.1ли, сейсмических 
сигналов неизбежно приходится интерпретировать разли•1ные 
экспериментальные данные. 

Интерпретация, как специфическая область •1е.повеческой 
деятельности, обладает рядом особенностей. Они сводятся 
к след,ующему: 

1) интерпретация -это процесс познания; 
2) интерпретация невозможна без модельных представле­

ний; количественные оценки r.1огут быть сделаны при на­
коплении определенного опыта и развитой системе мо­
дельных представлений; 

3) при интерпретации использу1отся достижения теории 
и современные технические средства; 

4) с одной стороны, существу1от алгоритмы интерпретации, 
критерии оценки точности и надежности ее некоторых 
процед,ур, с другой - при интерпретации производится 
принятие решений по неформализованным критерияr.1; 

5) при интерпретации происходит переход от более низкого 
уровня модельных представлений к более высокоr.1у. 

Этап обработки и интерпретации данных полевых набл1оде­
ний всегда был и остается важнейшим этапом любого геофизи­
ческого исследования. За последние 20-30 лет его содержание 
и существо используемых приемов и методов заметно измени­
лись. Связано это со след,ующими обстоятельствами: 

1) резко увеличился объеr.1 подлежащих обработке и интер­
претации данных наблюдений, повысилось их качество; 

2) резко возрос объем априорной информации о строении 
среды, находящийся в распоряжении интерпретатора; 
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3) существенно повысились требования со стороны геоло­
гов к точности и разреша1ощей способности геофизиче­
ской интерпретации, к тем итоговым материа.11ам геофи­
зических работ, на основании которых создаются проек­
ты геологической разведки; 

4) значитеJiъно возросли возможности вычислительной тех­
иики, все чаще стали использоваться многопроцессориые 
компыотеры и кластеры, составленные из подобных ком­
пьютеров, что позволило при.менить методы параллель­
иых вычислений; 

5) были разработаны новые, высокоэффективные методы 
интерпретации геофизических данных и на их основе со-
зданы компыотерные технологии. 

В связи с вышеизложенным к этапу интерпретации дан­
ных гравимагииторазведки предъявля1отся теперь повышен­
ные требования. Этот этап должен осуществляться только на 
ЭВМ и только с помощью оптимальных строго формализован­
ных процедур. Поэтому необходимо на более высоко�� уровне 
прорабатывать вопросы методологии, теории и создания чис­
ленных методов извлечения информации из данных наблюде­
ний. 

Гравиразведка, магниторазведка, электроразведка, сейсмо­
разведка входят в комплекс геофизи •1еских методов реше­
ния разли •1ных геологических зада•� - от изучения глубинного 
строения земной коры на континентах и в океанах до поис­
ков и разведки полезных ископаемых как рудного типа, так 
и структурного (к последним относится поиск нефти и газа). 

Повышение точности измереиий приводит к увеличеии10 
�1ножества объектов и ситуаций, изучаемых с помощыо гео­
физических методов исследования. 

Как известно, между уровнем развития теории и практиче­
ским внедрением ее результатов -совокупностей методов (тех­
нологий) интерпретации -существует разрыв во времеии (за­
паздывание внедрений), по территории (постепенное расшире­
ние территорий, где используются достижения теории) и по 
полноте использования. Основная проблеr.1а в настоящее вре­
мя заключается в наиболее полном применении в реальной гео­
логической практике результатов, полученных специалистами 
в теории интерпретации. 
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Использование существующих разработанных методов ин­
терпретации без учета конкретных условий получения экспе­
римента.пьного �1атериа.11а и особенностей изу•1аемых объектов 
может привести к грубым погрешностям, Например, приме­
нение аналитического продолжения поля в нижнее полупро­
странство в открытых районах сопряжено с опредеJiенными 
трудностями, так как могут быть нарушеиы исходиые модель­
ные положения этого продолжения (часть исто•1ников анома.пь­
ноrо магнитного поля выходит на дневную поверхность). В то 
же вре:мя пересечеииый рельеф существенно изr.1еияет подход 
к концепции преобразования полей: не все трансформации ока­
зываются возможными, а пересчет, т. е. редуцирование, поля 
на один уровень (обычно уровень наивысшей точки на участ­
ке работ) существенно уменьшает амплитуду полезных анома­
лий и, в коиечном счете, значительио понижает отношение сиг­
на.11/помеха вплоть до того, •1то от редуцирования в ряде СJiу­
чаев приходится отказываться. Новые методы теории интер­
претации геофизических полей, разработанные с у•1етом дости­
жений в теории некорректных задач, позволяют существенно 
повысить точность и надежность получаемых результатов. 

§ 34. ПРЯМЫЕ ЗАДАЧИ ГРАВИМЕТРИИ 

Напомниr.1 сначала осиовные принципы теории потенциала. 
Поскольку мы рассматриваем задачи гравиметрии, речь пой­
дет о силе тяжести. В общеr.1 случае, как известно, силовое поле 
называется консервативным, или потенциальным, ее.пи 

F(x,y,z) = grad ip(x,y,z), (34.1) 
где градиент ска.11ярного поля ip( х, у, z) в декартовой системе 
координат определяется как 

gr·ad 1п = (� � �) . (34.2) у дх ' f}y ' дz 
Определение 34.1. Гравитационным потенциалом в неко­
торой точке Р(х, у, z) называется функция, •1астные производ­
ные которой по осяr.1 координат равны проекциям силы притя­
жения, действу1ощей на точечное тело единичной массы в точ­
ке Р, на соответствующие оси. 

Ее.пи Fx, Ру, Fz - проекции силы тяготения F на оси коор­
динат, то потенциал (потенциальная функция) V этой силы, 
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согласно определению, будет удовлетворять следующим уело-
вияr.1: 

(34.3) 

где М - масса точечного тела, помещенного в точку Р(х, у, z ) , 
на которое действует сила F = (Fx, Fy, Fz) .  Учитывая таку10 
связь между потенциа.110�1 V и составля1ощими силы тяготения 
F, можно сказать, что потенциал V полностью характеризует 
силовое поле F. 

Определим потенциа.11 V(x, у, z) силы тяготения для различ­
ных силовых полей. Для точечной массы m, находящейся в точ­
ке N(�, 17, (), создавае�1ый е10 потенциал определяется форму­
лой 

V(x, y,z) = 'У  т ,  r (34.4) 

где r = (х-�, у-17, z-(), r = lrl = у'(х - �)2 + (у - 77)2 + (z - ()2, 
а число 'У =  (6,67 ± 0,003) · 10-11 н, · .м.2 · кг-2 - гравитационная 
постоянная. Для доказательства необходиr.10 проверить, что 
функция (34.4) будет удовлетворять уравнени10 (34.3). Част­
ная производная функции V(x,y,z) по переr.1енной х равна 

дV = дV . дr = -'"( !!!. . дr 
дх дr дх r2 дх · (34.5) 

Аналогично получаем частные производные V по переменныr.1 
у, z. Но 

дr _ х - �  
дх - r 

Следовательно, 

дV = -"' т х - � 
дх ' rз ' 

дr _ у - 17  
ду - r 

&r _ z -( 
дz - r (34.6) 

дV _ m z - (  -д - -'"( 3 . z r 
(34.7) 

Но по закону всеr.1ирного тяготения точечное тело r.1ассой m, 
находящееся в точке N(�, 17, (), действует на точечное тело мас­
сой М, находящееся в точке P(x,y,z), с силой 

F = - "" mMr 
1 3 ' r 

F = IFI = 'У тМ . .,.2 (34.8) 



§ 34. Прямые задачи гравиметрии 147 

Проекции силы F на оси х, у, z равны соответственно 

Fx = Fcos(F,Ox) = -Fcos(r, Ox) = _р х - Е.  = -1rnм x - E, , r rз 
(34.9) 

Fy = F cos(F, Оу) = -F cos(r, Оу) = -F 11 - Т/ = -1тМ 11 -9 , 
r rз 

(34.10) 

Fz = Fcos(F,Oz) = -Fcos(r,Oz) = -F z�(. = -1mM z�(. , 
r 

(34.11) 
где Ох, Оу, Oz - направляющие векторы осей коорди­
нат. Поэтому мы убеждаемся, что действительно функция 

V(x, у, z) = 'У т является потенциалом точечной массы m. 
r 

В то�1 CJiyчae, когда силовое поле создается несколькими 
точечными r.1accar.1и m1, m2, . . .  , mn, потенциал будет иметь вид 

n 

V(x,y,z) = 1 L mk . 
rk k=l 

(34.12) 

Если разбить притягивающую массу на бесконечно большое 
число элементарных масс dm, которые будем расс�1атривать 
как точечные масс, то получим 

dV(x, y,z) = 1 pdт , r (34.13) 

здесь p(E,'fJ,() dт = dm, dт- элементарный объем, зани�1ае­
мый массой dm. 

Проинтегрировав по объему, зани�1аемому притягива1ощей 
массой, получим значение потенциала тела в точке Р 

V(x,y,z) = / JJJ p;r .  (34.14) 
т 

Земл10 можно рассматривать как эллипсоид вращения со 
сжатием (разность между экваториальным и полярным ра-

диусами, деленная на экваториальный радиус) :::::: 2�7 . Поверх­

ность эллипсоида вращения является эквипотенциальной по­
верхностью, т. е. поверхностью, на которой скалярный потен­
циа.11 V гравитационного поля Земли принимает постоянное 
значение. Как следствие градиент g (ускорение свободного 
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падения) гравитационного потенциала V и сила тяжести М g 
перпендикулярны этой поверхности. Изr.1енение ускорения сво­
бодного падения с земной широтой ер на уровне моря может 
быть очень близко аппроксиr.1ировано формулой 

g = 191 = 9,78049(1 + 0,0052884 siп2 ер - 0,000005siп2 2ер) м/с2. 
(34.15) 

Отметиr.1, что знание абсол1отной величины силы тяжести 
для прикладной геофизики не представляет интереса. Вместо 
этого, как и в магнитных методах, о которых речь будет ид­
ти ниже, мы имеем дело с относительныr.1и измеренияr.1и. Они 
да1от разницу в силе тяжести 6.g между то•1кой набл1одения 
и базовой точкой. А в величины 6.g, по-
лученные в предеJiах какого-либо райо­
на, вводятся соответствующие поправки 
для приведения их к некоторым стан­
дартным условиями. Исправленные ве-

Галилео Галилей 
(Galileo Gailei), 1564-1642 

личины 6.g, называемые аномалиями, содержат информацию 
об изменениях плотности в Земле, а также о поверхностях, 
ограни•1ива1ощих области с измененной плотностыо. Однако 
этой информации присуща некоторая неопределенность, свой­
ственная теории ныотоновского потенциала. Поэтому возника­
ют обратные задачи гравиr.1етрии, которые являются некор­
ректно поставленными. Измеряется аномальное гравитацион­
ное поле в мГа.л (миллига.пах): 

(34.16) 

Данная единица (1  Г) была названа в честь итальянского уче­
ного Г. Га.11илея. 

Распределение тяготе1ощих масс 
в пространстве JRn (в геофизике n = 2 
или 3) описывается плотностыо р(�), 
где � = (Е1,Е2, . . . ,En)· Носитель масс 
(замкнутое множество) обозначается 

Пьер-Симон Ламас 
(Pierre-Simon Laplace), 
1749-1827 

через suppp. Если х = (х1, х2, . . .  , xn), х i suppp, то потенциа.11 
поля V(x) = Vвнеш(х) удовлетворяет в точке х уравнени10 
Лапласа: 

6.V(x) = О, (34.17) 
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Если же точка х Е int supp р, то по­
тенциаJ1 гравитационного поля V ( х) 
= V011ут(х) удовлетворяет в точке х 
уравнению Пуассона: 

Л V(x) = -Сп'УР(х), (34.18) 

Симеон Дени Пуассон (Simeon Denis Poisson), 
1781-1840 

где Сп -абсол1отная константа. В случае п = 2 константа 
С2 = 27Т, а при п = З имееr-1 Сз = 41Т. Очевидно, что уравне­
ния (34.17) и (34.18) -это по-разному записанное одно и то же 
определя1ощее уравнение поля, так как при х rt supp p р(х) = О  
и (34.18) переходит в (34.17). 1-fто же касается выражения кон­
стант Сп, то при п � 3 они представляют собой площади по­
верхности единичной сферы в Rп. Следует подчеркнуть, что 
в точках границы носителя уравнение для потенциала поля 
не определено. Функции, удовлетворя1ощие уравнени10 (34.17) 
в некоторой области D, носят название гармонических. Гар­
монические функции играют важную роль при изучении раз­
личных физических полей Земли. 

В точках х, в которых потенциал гравитационного поля 
удовлетворяет определя1ощему уравнени10, имеет r.1есто инте­
гральное представление 

V(x) = 'YJ p(�)n"(� - х) d�, (34.19) 
suppp 

где nп(х) -так называемое фундаментальное решение 
уравнения Лапласа (или Пуассона) в безграничном простран­
стве, которое удовлетворяет уравнени10 

Лr2п(х) = -Спб(х), 

где б ( х) -так называемая дельта­
функция Дирака (обобщенная функ­
ция), а при п � 2 -услови10: 

lim lr2п(x)I = О. 
lжl�oo 

(34.21) 

(34.20) 

ПольАдриен МормсДирак 
(Paul Adrien МаuгХ:е Oirac), 
1902-1984 

При п � 3 фундаментальное решение принимает вид 

а при п = 2 имеем 

n"(x) = lж -�1п-2 ' (34.22) 

(34.23) 
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Таким образом, фундаментальное решение уравнения Лапласа 
представляет собой поле точечного источника, расположенного 
в точке с координатами �-

34. 1 . Постановка прямой задачи гравиразведки 

Под пряr.1ыr.1и задачами гравиразведки понима1от задачи на­
хождения пространственного распредеJiения элементов грави­
тационного поля, если задан носитель масс, т. е. область про­
странства, по которой производится интегрироваиие, и распре­
деJiение тяготе1ощих масс р(�) в этой области, в соответствии 
с (34.19). При этом левая часть уравнения (34.19) может быть 
как потенциа.11ом гравитационного поля, так и производной по­
тенциала (6.g или высшиr.1и производными потенциала) . Тогда 
и в правой части вr.1есто фуидаr.1еитальиого решения уравнеиия 
Лапласа будут стоять соответству1ощие производные. 

34.2. Примеры прямых задач геофизики 

Как известно, нахождение путем вычислений значений анома­
лий силы тяжести или зна•1ений вторых производных возмуща­
ющего потенциала от находящегося в недрах Земли тела любой 
фор�1ы и с J11обы�1 распределением плотности в нем для то•1ек, 
расположенных на земной поверхности, носит название прямой 
задачи гравиметри•1еской разведки. 

При этом поверхность Земли принимается либо за плос­
кость (когда вычисляются локальные аномалии), либо за сфе­
ру (когда необходимо рассчитать региональные или глобаль­
ные аНОМаJIИИ). В CJ1y•1ae ПЛОСКОЙ 3е�IЛИ ОСИ КООрдинат ПРИНЯ­
ТО располагать следующим образом: оси Ох и Оу помещают­
ся в плоскости горизонта, а ось Oz направляется вертика.11ьно 
вниз. 

Прямая задача, в противоположность обратной, всегда име­
ет однозначное решение. Однако вы•1иСJ1ения, которые необхо­
димо произвести при этом, отличаются большой сложностью. 
Сложность эта связаиа с тем, что всякое аиоr.1альное тело явля­
ется трехмерным и потому при определении параметров гра­
витационного поля приходится выполнять трехкратное инте­
грирование. Раньше популярны были двумерные модели гра­
витирующих тел, поскольку компьютеры были маломощными, 
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и геофизики испытывали большие трудности с при�1енением 
вычислительной техники для решения пря�1ых и обратных за­
дач. В настоящее время нет необходимости вводить принятые 
ранее упрощения. Однако целесообразно расс�1отреть на при­
мере двумерных тел некоторые прямые задачи гравиразведки, 
поскольку многие вытянутые по простирани10 геологические 
объекты можно аппрокси�1ировать дву�1ериыми телами. 

Погрешности, вызванные заменой трехмерных тел двумер­
ными, обычно невелики, и для вытянутых тел, длина которых 
в пять и более раз превосходит их поперечник, можио считать, 
что гравитационное поле над серединой их такое же, как если 
бы эти тела простирались в бесконечность. 

Только для очень ограни•1енного числа тел, име1ощих про­
стейшую форму, удается получить удобные для практического 
использования фор�1улы. Обычно фор�1ула�1и для тел простой 
геометрической формы пользу1отся лишь для первоначальной 
приблизительной оценки основных параметров тела, после чего 
переходят к постепенному подбору таких параметров, которые 
наилучшим образом соответствовали бы данным, полученным 
из наблюдений. Этот подбор осуществляется с помощью куба­
турных формул. 

Кривые gz = Vz, Vxz, Vzz и Vд = Vyy - Vxx часто обладают 
некоторы�1и особенностями, позволя1ощими определить форму 
созда1ощих их тел. В декартовой системе координат производ­
ные гравитационного потенциала в точке Р(х, у, z) можно за­
писать в виде: 

_ fff (( - z) d� d11d( g. - 7p 3/2 ' 
[<� - х)2 + (11- у)2 + (( - z)2] 

V. 
_ 3 

ff f (� - х}(( - z) d� d11 d( xz - 7Р 5;2 ' [<� -х)2 + (11- у)2 + (( - z)2] 

_ fff [<11-у)2 -(� - х)2] d� d11 d( 
Vд - 37р 5/2 ' 

[<� - х)2 + (11- у)2 + (( - z)2] 

_ fff [2(( - z}2 - (� - х)2 - (11- у)2] d� d11 d( 
�. - 7р 5/2 . 

[<� - х)2 + (11-у)2 + (( - z)2] 

(34.24) 

(34.25) 

(34.26) 

(34.27) 
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Рис. 4.1. Производные гравита.циоиного потенциала шара 

1)  Шар. Центр шара находится на глубине Н, радиус шара 
равен R. Тогда расстояиие от точки Р(х, О, О) до цеитра 
шара равио L = Jx2 + Н2 и величина ускорения равна 

IYI = 'У ;; ' (34.28) 

где М = � 1ТрR3 - масса шара. Поэтому вертика.пьная со­
ставляющая ускорения равна 

9z = lgl 1 = -уМ (х2 + :2)312 (34.29) 

Также r.1ожно получить, что 
v; _ дgz _ 3 М Нх 

xz - д - - 'У 2 2 5/2 ' х (х + Н ) 
х2 Vд = -3-уМ 2 2 s/2 ' (х +н ) 

_ _  дgz _ 2Н2 -х2 Vzz - дН - -ylVI 2 2 "/2 ' (х + Н )" 

(34.30) 

(34.31) 

(34.32) 

см. рис. 4.1. Заметим, что полуширина профиля 9z рав­
на дх = J W- 1Н :::::: О,7664Н, т. е. в этом с.пучае 

9zlx=6x = ; 9z 11'18.J< = ; 9zlx=O· 
2) Тонкий горизонтальный стержень. Считаем, что 

стержень пара.11ле.пен оси у, находится на глубине Н, име­
ет радиус R и длину L. Для определенности помести.м 
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центр стержня в точку (О, О, Н). Расстояние от элемен­
тарного объема dт = 1ГR2 dL до точки Р(х, у, О) равно 

r = Jx2 + (у - L)2 + Н2. (34.33) 
Вертикальная компонента ускорения равна 

9z = "fprrR Н dL= J
L/2 2 
-L/2 r2 r 

L у - -2 

Для производных гравитационного потенциала можно 
полу•1ить формуJiы 

y+L/2 
V _ "fprrR2xH 11(З(х2+Н2)+2112)  

(34.35) xz- (х2+н2)2 (х2+112+н2)з12 ' 
y-L/2 

Vд= 'Y(J1ГR2 [ з - х217(З(х2+Н2)+2172) ] y+L/2 

х2+н2 (х2+112+н2)з12 (х2+н2)(х2+112+н2)з12 ' 
y-L/2 

В случае бесконечного стержня (рис. 4.2) 
_ 27(J1ГR2H 9z - 2 н2 ' х + 

V _ _  4"fprr R2xH 
xz -

(х2 + н2)2 ' 

(34.36) 

(34.38) 

(34.39) 

V: - V - 27prrR2(H2 - х2) 
д - zz -

(х2 + Н2)2 , (34.40) 

полуширина профиля 9z равна 6.х = Н. 
3) Полубесконечный вертикальный цилиндр. Пусть ци­

Jiиндр имеет плотность р, радиус R, находится на ГJiубине 
Н от поверхности, ось цилиндра совпадает с осью Oz. 
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Рис. 4.2. Производные гравитационного потенциала бесконечного гори­
зонтального стержня 

Перейдем в цилиидРическу10 систе:му коордииат (r, <р, z ) . 
Расстояние от точки начала коордииат до произвольной 
точки виутри цилиидра равио 

L = )1·2 cos2 ip + r-2 sin2 ip + z2 = Jr2 + z2. (34.41) 

Элементариый объем можно записать как dr=rd1·dipdz. 
Поэтому ускореиие, создаваеr.1ое цилиидРОМ в иачале ко­
ординат, имеет только вертикальиу10 компоиеиту, рав­
ную 

Yz =foo f2" JR 'У� .=. тdтdipdz =21Т'YPfoo fR 
zdzr·dr 

lf О О L L Jf о (r2 +z2)312 
= 27r'YP( V н2 + R2 - Н). (34.42) 

В случае вертикальиого цилиидра коиечиой высоты li по­
лучаем 

Yz = 27r'YP(li + V Н2 + R2 - j (Н + h)2 + R2). (34.43) 

4) Тонкий вертикальный стержень. Пусть мы хотим иай­
ти ускореиие в точке Р(х, О, О). Прииимая, •1то радиус 
стержня R << lxl, получаем, что расстояние от точки Р 
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до точки внутри стержня равно 

L = ../х2 + z2. (34.44) 

Вертикальная компонента ускорения равна 

5) Тонкая горизонтальная полоса. Считаем, что полоса 
бесконечна вдоль оси у (ось симметрии пара.11ле.пьна оси 
у), L1 и L2 -координаты правой и левой границ, µ­
плотность на единицу длины (рис. 4.3). В силу сиr.1r.1ет­
рии можно записать, что 

(34.46) 

где r ../(� - х)2 + Н2. Если обозначить через 
81 = L1;; х , 82 = L2;; х углы, под которыми видны 

границы полосы из точки (х, О), то можно записать, что 

f L2 2 Н 9z = 'У� 2 d� = 2'"(µ (arctg 82 - al·ctg 81) .  
Li (� - х) + н  

(34.47) 
Если ось симметрии полосы лежит в плоскости yOz, то 
L1 = -L2 = L, где 2L-ширина полосы, и 

9z = 2'"(µ [ aI"ctg L � х + aI"ctg L � х) , 
Vxz = -2'"(µН [ 1 - 1 ] , 

(L -x)2 + н2 (L + x)2 + н2 

Vzz = 2'У µ [ х + L - х - L ] . 
(х + L)2 + Н2 (х - L)2 + Н2 

Полуширина профиля 9z равна 6х = J L2 + н2. 

(34.48) 

(34.49) 

(34.50) 
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х 

Рис. 4.3. Горизонтальная тонкая полоса 

В случае полуплоскости (L1 = О, L2 --+ оо), r.1ожно 
записать, что 

9z = 2"(µ [; + a1·ctg �] , 
н Vxz = 2"(µ 2 2 , х + н  

(34.51) 

(34.52) 

Vzz = 2"(µ 2 Х 2 , (34.53) 
х +н 

!:::.х = Н, см. рис. 4.4. 
6) Прямоугольный параллелепипед. Пусть грани па­

раллелепипеда параллельны координатныr.1 плоскостяr.1, 
а сам параллеJiепипед определяется неравенствами 

L1 � х � L2, D1 � у �  D2, Н1 � z � Н2. (34.54) 
Тогда ускорение, создаваемое параллелепипедом в точ­
ках оси х, имеет вид 

9z = -'УР[(� - х) ln(77 + 1·) + 1] ln[(� - х) + r·J + 

(t: х) ] L2 D2 Н2 
+ ( aI"ctg !Z - ( aI"ctg "' - 11 , 

( (r �=L1 11=D1 (=Н1 

где r = J(� - х)2 + 772 + (2. 

Вопросы и задачи 

(34.55) 

1) Дайте определение функции, гармонической в некоторой 
области. Приведите примеры таких функций в слу•1ае JR2 

И JRЗ. 
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Рис. 4.4. Производные потенциала, создаваемого горизонтальной конеч­
ной и полубесконечной тонкими полосами 

2) Что такое аномалия силы тяжести? 
3) Сформулируйте пряму10 задачу гравиметрии. 
4) Рассчитайте гравитационный эффект, создаваемый одно­

родной пряr.1ой призмой высотой li, в основании которой 
лежит равносторонний треугольник со стороной а. 

5) Полу•1ите формулу для производной 9z гравитационного 
потенциала, создаваеr.1ого бесконечной полосой, накло­
ненной под углом а к поверхности Земли. 

6) Получите выражения для производных Vxz и Vzz гра­
витационного потенциа.11а, создаваемого прямоугольны�� 
параллелепипедом. 
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7) Вычислите гравитационную аномалию для бесконечного 
цилиндрического кольца. 

8) Найдите гравитационное поле, создаваемое наклонны�� 
цилиндром радиуса R, угол между вертикалью и осью 
цилиндра равен а. 

§ 35. ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ГРАВИМЕТРИИ 

Обратные задачи гравиметрии бывают как линейными, так 
и нелинейными. К линейным обратным задачам гравимет­
рии относится проблема нахождения плотности р(�) в уравне­
нии (34.19) по известному гравитационному полю V(x) и (или) 
его производным. Обычно счита1от, что плотность гравитиру-
1ощих масс р(�) Е L2(D), где D -носитеJiь масс. Если же нам 
необходимо определить носитель масс, то мы получаем нели­
нейную обратную задачу. 

Обратная задача гравиметрии традиционно решается по 
данным наблюдений силы тяжести. Существует достаточно 
много способов ее решения. Одной из практических реализа­
ций решения обратной задачи является подбор в нижнем полу­
пространстве эквивалентных распределений избыточных плот­
ностей. Затем с помощыо метода регуляризации, изложенного 
в гл. 3, ищется наиболее оптимальное решение. При определен­
ных сочетаниях распределения избыто•1ных плотностей реше­
ние получается устойчивым и близким к истинному распреде­
лени10 плотностей исходных r.1оделей. I<ак правило, наиболее 
устойчивое решение получается для ано�1а.11ьных тeJI с одно­
родной плотностью или для геологических разрезов с субвер­
тика.11ьной слоистостыо и переменной плотностыо. Результаты 
решения начинают резко ухудшаться, как только в моделях 
появлmотся избыточные плотности разного знака. В этих слу­
чаях лока.11ьные поля ко�1пенсиру1от друг друга, и суммарное 
поле по амплитуде может быть меньше среднеквадратической 
ошибки набл1одений. Следовательно, результаты решения об­
ратной задачи в этих условиях не имеют физического смысла. 
Также необходимо отметить, что теоретически распределение 
избыточных плотностей разных знаков может создавать нуле­
вое распределение поля, и тогда решение вообще не существует. 
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Из основной формулы Грина для гармонических функций 
в некоторой области D пространства JR3 следует, что 

V(M) = }1Г JJE [r�p �� - V � (r�p)] dcrp, (35.1) 

где Е - граница области D, n- внешняя нормаль, М -точка 
набл1одения, Р-точка на поверхности Е, по которой произво­
дится интегрирование. Таким образом, любая гармоническая 
функция может быть представлена с помощыо интегралов, яв­
ля1ощихся поверхностными потенциалами. 

Если известны компоненты магнитного или гравитационно­
го поля (например, первая производная потенциала по z на 
некотором рельефе над физической поверхностыо Земли), то 
мы можем представить потенциал поля в виде су�1мы потенци­
алов простого и двойного слоев, создаваемых горизонтальной 
плоскостыо, расположенной ниже заданного рельефа: 

+оо+оо 
V(M) = J J 

Р1(�1,�2) d�1 d�2 + _00 _00 J<x1 - �1)2 + (х2 - �2)2 + х� 
+оо +оо 

+ J J 
Р2(�1, �2)хз d�1 d�2 

_ 00 _00 [ J<x1 - �1)2 + (х2 - �2)2 + x5J3 
' 

М = (х1,х2,хз), х = (х1,х2), � = (�1,�2,�з), € = (�1,�2). 

(35.2) 

Мы выбрали систему координат так, чтобы плоскость про­
стого и двойного слоев задавалась уравнеииеt.1 х3 = О. Тогда 
производная по х3 потенциала V, взятая с обратным знаком, 
будет иметь вид: 

+оо +оо 
_ дV (М) = J J 

Р1(€)хз d€ + дхз -оо -оо [ J<x1 - �1)2 + (х2 - �2)2 + х5Jз 
+оо+оо 

+ J J Р2(�)(2х5 - (х1 - �1)2 - (х2 - �2)2)2 d€ . 
_00 _00 [ J<x1 - �1)2 + (х2 - �2)2 + x5J5 

(35.3) 
Функции р1 ,  р2 неизвестны. Пусть компоненты поля заданы 

в конечном множестве точек М;, i = 1, 2, . . . , N; Mi = (xi, Yi, zi)· 
Обозначим подынтегральную функцию в первом слагаемом 
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в точке Mi через Q�i), а во втором слагаемом - через Q�i). Тогда 
получим: 

+оо +оо 

- дix�i) = fi = J J [Р1 (€)Q�i) (€) + P2(€)Q�i) (€)] d€, (35.4) 
-00-00 

i = 1,2, . . .  ,N. 
На практике компоненты поля быва1от заданы с некоторой 

погрешностью, поэтому входной информацией являются зна­
чения fi,o· С поr.1ощыо решения вариационной задачи: 

+оо+оо 

fl(p) = J J (Pi(€) + р�(€)) d€ -+ min (35.5) 
-00 -00 

при уСJIОВИИ 

+оо+оо 

fi,o - J J [Р1 (€)Q�i) (€) + P2(€)Q�i) (€)] d€ = О, (35.6) 
-00-00 

i = 1 ,  2, . . .  , N, получим, что искомые функции должны иr.1еть 
вид 

N 
Р2(€,Л) = LЛiQ�i)(€). 

i=l i=l 
Для получения функций такого вида нам необходиr.10 продиф­
ференцировать функционал fl(p) по р1 , Р2· Отr.1етим, что дан­
ный функционаJI является сильно выпуклым. 

Приходим к следующей системе линейных уравнений: 

элеr.1еиты матрицы которой в нашем случае иr.1е1от вид: 

+оо+оо 
°'ij = J J [Q�i)(€)Q�j)(€) + Q�i)(€)Q�'(€)] d€, 

-00-00 

1 :::;; i :::;; N, 1 :::;; j :::;; N. 

(35. 7) 

(35.8) 



§ 36. Численные методы 161 

В нашем случае коэффициенты aij могут быть вычислены явно 
с помощыо интеграла Пуассона в виде: 

а · ·  - 27Г •' •1 + { Х3 . + Х3 

. '1 -
( J(xз,i + хз,J)2 + (x1,i - x1,j )2 + (x2,i - х2,1)2)3 

+ (хз,i + xз,j)(9[(x1,i -x1,j)2 + (x2,i -x2,j)2] - б(хз,i + хз,j)2) } 
( J(xз,i + хз,J)2 + (x1,i - x1,J)2 + (x2,i - x2,j)2) 7 

' 

(35.9) 
1 ::;; i ::;; 1V, 1 ::;; j ::;; N. Как известно, интегра.11 Пуассона да­
ет решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа и области 
в форме верхнего полупространства хз > хзо: 

и(х1,х2,хз - хзо) = 

_ хз - хзо i и(�1.�2.хзо) d�1 d�2 (35.10) 
211" 2 ( 2 2 2) 3/2 IR (х1 - �1) + (х2 - �2) + (хз - хзо) 

По найденным из решения системы множителям л" 
i = 1, 2, . . . , N, можно далее определить величины вторых 
производных потенциа.11а гравитационного поля. 

Вопросы и задачи 

Приведите пример обратной задачи гравиметрии. 

§ 36. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 

Как было показано выше, в рамках вариационного метода 
задача построения аппроксимации источников поля сводится 
к решени10 системы линейных уравнений. Для решения та­
ких систем необходимо применять различные методы регуля­
ризации. Приведем описание двух таких методов нахождения 
устойчивых приближенных решений СЛАУ. 

Особениостыо предлагае:мых r.1етодов является применение 
принципа усреднения пробных решений, который закл1очает­
ся в следующем. Основная стратегия нахождения устойчивых 
приближенных решений состоит в генерации последовательно­
сти приближенных решений x(k)' k = 1, 2, . . . и далее a;(k)' где 

_ (fo. Ax(k>) _ 1 + (Ax<k>, fo - Ax<k>) 'Гk - - ' (36.1) 
llAxkll� llAx<k>ll: 
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и в нахождении набора значений k, таких, что 

1 ::;; kmin ::;; k ::;; kmax < +оо, 
для которых 

O�in ::;; 
причем 

•(k) 2 r 
Е 

r•( kmnx + 1) 2 
< J:2 Иmах· Е 

(36.2) 

(36.3) 

(36.4) 

Приближенные решения :J;(k), для которых номер k удовле­
творяет приведенным выше неравенствам, именуются проб­
ными решениями. Если множество пробных решений доста­
точно велико, а также имеется дополнительная информация 
об искомоr.1 решении, то множество пробных решений :J;(k), 
k = km;11, kmin+l, . . .  , kmax, может быть сокращено до множества 
допустимых решений �(r) , r = 1, 2, . . .  , Rмакс· Окончательное 
(искомое, опти�1а"пьное) приближенное решение системы урав­
нений находится по принципу усреднения допустимых реше­
ний: 

где 

А -х = тх, т = (fй, Ах) = l + (Ах,/6 - Ах) 
llAxll� llAxll� ' 

R�1акс R"1акс 
Х = L Pr&(r) ,  Pr > О, L Pr = 1. 

r=l т·=l 

36.1. МетодЛаврентьева 

(36.5) 

(36.6) 

Классический метод регуляризации для систем с симметриче­
скими положительно полуопределеиными матрицами - метод 
l\11. М. Лаврентьева. Пусть матрица А =  Ат ;;::: О. В этом случае 
происходит переход от систеr.1ы 

Ах = fй = f + бf (36. 7) 
к систеr.1е 

(36.8) 
где а = а(б) > 0 -параметр регуляризации, а R есть 
(М х М)-матрица со свойством R = Rт > О, достаточно хо­
рошо обусловленная. 
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36.2. Метод Холесского 

Пусть матрица А - симметрическая и положительно опреде­
ленная (А = Ат > О), тогда алгоритм Холесского обеспечивает 
представление А в форме А = LLт, где L - нижняя треуголь­
ная матрица с элементами lij, i � j. Процедура построения 
матрицы L описывается соотношениями: 

i-1 
lii = aii - L l'fv, 

а ·1 l;1 = ::::..z=..l ' j > 1, 
ll 

"'i-1 l l 
l . . _ aji - L...p=l ip jp 
J• - ' lii j > i. 

1>=1 
Регуляризованный же алгоритм 

пользовании соотношений 
Холесского состоит в ис-

i - 1 
l . (R) = (l - {3)ajl . l 31 ,., 111(!3) ' J > ' 

li;([3) = aii + f3 - L l'fv, 
p=l 

где {3- параметр регуляризации, О < {3 < 1. 
Таким образом находятся элементы lij(f3) нижней треуголь­

ной матрицы L(f3) и составляется регуляризованная система 
L(f3)Lт(f3)xб = fб, (36.9) 

которая и решается. Необходиr.10 отr.1етить простоту и эконо­
ми чность алгоритма. 

Заметим, что регуляризованный алгоритм Холесского есть 
одновременно обы•1ный аJiгоритм Холесского, примененный 
к матрице системы 

[(Dл + {31) + (1 - [3)(А - Dл)] XfJ = fб, о <  {3 < 1, (36.10) 
где I - единичная матрица, D А -диагональная матрица, глав­
ная диагональ которой совпадает с главной диагоналыо r.1ат­
рицы А. 
Вопросы и задачи 

1) Какие •1иСJ1енные методы можно применять при реше­
нии систем линейных алгебраических уравнений с при­
ближенно заданной правой частыо? 

2) Что такое «Пробное решение»? 
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§ 37. ПРИМЕРЫ 

Рассмотрим два модеJiъных примера, когда гравитационное 
поле создается группой тел простой геометрической формы. 
При решении этих задач элемент гравитационного поля пред­
ставляется в виде су�1мы потенциалов простого и двойного 
слоев. Такое представление мы назовеr-1 В-аппроксимацией 
поля. 

Модельный участок No 1. Общее количество рас•1етных 
гравиметрических пунктов составляет 6000, сеть нерегулярная 
(рис. 4.5). Рельеф зеr-1ной поверхности относительно спокой­
ный, перепад высот составляет около 3 км. Для данного мо­
дельного участка было рассчитано аномальное гравитацион­
ное поле без выхода на нормальное поле (рис. 4.6). Для данной 
сети было также рассчитано модельное гравитационное поле, 
обусловленное 14 пряr-1оуголы1ыми призмами, расположенны­
�1и двумя группами по семь призм в каждой. 

Модельный участок No 2. Данный модельный участок 
аналогичен предыдущему. Расчетное аномальное гравитацион­
ное поле отличается от поля на модельном у•1астке № 1 выхо­
дом на нормальное поле (рис. 4. 7). 

Для модельного участка № 1 применялся регуляризованный 
метод Холесского. Были полу•1ены СJ1еду1ощие данные: 

1) N = 6000- число исходных точек, N1 = 4352- число 
точек без контрольных точек I типа, N2 = 4689 - •1ис­
ло точек без контрольных точек II типа; контрольные 
точки I типа строятся следу1ощим образом: из всей вы­
борки искл1оча1отся 20% точек с наименьшими зна•1ения­
ми поля, по остальным точкам строится аппроксимация; 
контрольные точки II типа -это приблизитеJiьно 10% от 
числа контрольных точек I типа, в которых наблюдается 
наибольшее отклонение от исходного поля; 

2) Н1 = 2 км и Н2 = 7 км -координаты z-плоскостей, на 
которых распределены простой и двойной слои соответ­
ственно; 

3) 17 
llAx ;J•llв -среднеквадратическое отклонение, 

!С {б[;; l7rniri = у N = 0,036 мГал, l7rnax = V Т = 0,041 мГал; 
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Рис. 4.5. Модельный участок Nt 1. 
Схема размещения гравиметри<1еских пунктов 

4) и0 = 0,041 мГал -среднеквадратическое отклонеиие, по­
лученное с помощыо а[u1рокси�·1ации по исходным точ­
кам· ' 

5) и1 0,043 мГал-среднеквадратическое отклонение, по-
лученное с помощью аппроксимации по точка.м рельефа 
без контрольных точек I типа; 

6) О'ко11тр 1 0,052 мГал - среднеквадрати<1еское отклоне-
ние, полученное в контрольных точка,...с I типа; 
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Рис. 4.6. Модельный участок Nt 1. 

I<арта аномального гравитационного поля 

7) u2 = 0,041 .мГал - среднеквадрати•1еское отклонение, по­
лучениое с помощыо аппроксиt.1ации по точкаt.1 рельефа 
без контрольных точек II типа; 

8) l7ко11тр 2 = 0,048 .мГал -среднеквадратическое отклоне­
иие, полученное в коитрольных точках II типа; 

9) диапазон зна•1ений параметра регуляризации - 1,62-
5,5 · 10-3; 

10) коэффициент корреляции 

v =  llб/точн - (Ах - /.s}llE = 0,31; 
llo fто•т 11 

11) n =  17- количество пробных решений; 

(37.1) 
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Рис. 4.7. Модельный участок Nt 2. 
Карта аномального гравитацвонноrо поля 
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12) Л = llAx - follв = О 01 - показа.тель качества. решения· 
11/ollв 

' ' 

13) время решения СЛАУ - 12 часов 3 минуты. 
Для модельного у•1а.стка. № 2 использовался метод Лаврен-

тьева и были полученные следующие данные: 
1) N = 6000, 1V1 = 4551, N2 = 5009; 
2) Н1 = 19 км и Н2 = 22 км; 
3) O'min = 0,018 мГал, O'me.x = 0,019 мГал; 
4) сто = 0,019 мГал, ст1 = 0,020 мГал, О'контр 1 = 0,024 мГал, 

ст2 = 0,019 мГал, О'ко11тр 2 = 0,021 мГал; 
5) диапазон значений параметра регуляризации -0,925-

5,500 . 10-5; 
6) // = 0,213; 
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Рис. 4.8. Модельный участок Nt 1. 
J(арта разностного гравитационного поля 

7) п = 16- количество пробных решений, Л = 0,01; 
8) врем�я решения СЛАУ - 14 часов 17 минут. 
Из полученных данных и рис. 4.8, 4.9 следует, что с помо­

щью S-аппрокси�1ации можно достато•1но хорошо аппроксими­
ровать гравитационные поля. Среднеквадратическое отклоне­
ние О"о полученного решения СЛАУ лежит в заданном диа­
пазоне [€7111i11, O"max] . Среднеквадрати •1еское отклонение О"ко11тр 1 
больше О"о, поскольку контрольные точки первого типа выби­
ра1отся так, чтобы заданное поле в них имело r.1инимальиые 
по модулю значения. Если рельеф задан с выходом на нор­
мальное поле, то различие между О"контр 1 и О"о будет не слиш­
ко�1 большим (это видно на втором примере). Если же выхода 
на нормальное поле нет, то среднеквадратическое отклонение 
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х. км 

Рис. 4.9. Модельный участок Nt 2. 
Карта разностного гравитационного поля 

в контрольных то•1ках I типа может на порядок отличаться от 
сто (первый пример). 
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Глава 5 

ЗАДАЧИ МАГНИТОРАЗВЕДКИ 

§ 38. ВВЕДЕНИЕ 

Магниторазведка является одним из наиболее эффективных 
методов интерпретации геофизических данных. Высокочув­
ствите.11ьные приборы позволя1от выявлять 0•1ень слабые маг­
нитные аномалии районов развития осадочных пород, что дает 
возr.1ожность применять этот метод для решения задач поис­
ка нефти и газа. Однако с увеJiичением точности измерений 
возрастает влияние помех и осложнений, затрудняющих гео­
логическое истолкование результатов магнитной съемки. 

Напомним некоторые понятия, известные из курса общей 
физики. Магнитное поле обнаруживается по действию на элек­
три•1еские токи и постоянные магниты. В свою очередь, про­
водники с током создают в окружающем пространстве магнит­
ное поле. 1tlагнитное поле r.1ожно характеризовать вектором 
�1агнитной индукции В или вектором напряженности �1агнит­
ного поля Н. В системе СИ магнитная индукция и напряжен­
ность магнитного поля связаны соотношением 

В =  µ,оµН, (38.1) 

где µ0 -магнитная постоянная, µ- магнитная проницаемость 
среды. 

Но, как известно, всякое вещество является магнетиком, т. е. 
способно под действиеr.1 магнитного поля приобретать магнит­
ный момент (намагничиваться). Намагниченное вещество со­
здает магнитное поле В', которое налагается на обусловленное 
токами поле В0. Оба поля да1от в сумме результиру1ощее поле 

В = В' + Во. (38.2) 

На�1агничение магнетика естественно характеризовать маг­
нитным моментом единицы объема. Эту вели•1ину называют 
намагниченностью. Мы будем обозначать ее через !. Маг­
нитный момент контура с током выражается по формуле 

j = S · in, (38.3) 
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где S - площадь фигуры, ограниченной контуром с током, i­
сила тока в контуре, п -единичиый вектор норr.1али к плоско­
сти контура. Понятно, что для одной и той же плоскости мож­
но выбрать два противоположных вектора, нормальных к этой 
плоскости. Для контура с токоr.1 направлеиие норr.1али находит­
ся по правилу буравчика (винта): при вращении бурав•1ика 
в направлении тока вектор п совпадает с направлением посту­
пательного движения буравчика. 

В прикладной геофизике обычно имеют дело с относитель­
ными r.1агнитными измерениями. При этом значеиия одного 
или более элементов магнитного поля в л1обой то•1ке выража­
ются в виде их разностей со значениями в опорных точках, 
выбранных подходящим образо�1. 

Для определения аномалии зеr.1ного магнитного поля необ­
ходимо знать его характер в невозr.1ущенном состояиии. С весь­
ма хорошим приближением регулярное геомагнитное поле 
можно представить как поле диполя, расположенного в центре 
Земли и име1ощего �1агнитный момент, направленный в сторо­
ну Южного географического полюса. В настоящее время счи­
тается, что магнитное поле Зеr.1ли вызывается токами в жид­
ком ядРе Земли. Зна•1ения магнитного поля измеря1отся в А/ м 
(2000 · 10-6 ед. СГС). На поверхности Земли напряженность 
�1агнитного поля составляет 40 А/ м, но сильно зависит от 
географического положения и на.11ичия разли•1ных магнитных 
аномалий, которые могут в разы изменять силу поля. Проек­
ции силовых линий геомагнитного поля на поверхность Земли 
образуют магнитные меридианы. В любой точке на земной 
поверхности вектор магнитного поля, как л1обой трехмериый 
вектор, полностыо определяется своей длиной и двумя угла�1и. 
Конечно, эти два угла можно ввести различными способами. 
Обычно испо.пьзу1отся склонение D (угол между магнитным 
и географическим меридианами) и наклонение I (угол между 
вектороr.1 и его горизонтальной проекцией). Такиr.1 образоr.1, ее­
.пи вектор F в декартовой системе координат может быть запи­
сан как (Х, У, Z), то горизонтальная компонента Н, склонение 
D и наклонеиие I таковы: 

н = Jx2 + у2, D = ai·ctg (�) , I = ai·ctg (i) . (38.4) 

Вертика.11ьная ко�111онента Z с•1итается положительной, если 
направлена вниз, как в Северном полушарии, и отрицатель-
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ной, если направлена вверх, как в Южном полушарии. Точки 
на земной поверхности, в которых I = ±90°, называ1отся Се­
верным и Южным магнитными полюсами. 

§ 39. ТЕОРИЯ МАГНИТНОГО ПОТЕНЦИАЛА 

Приведем основные положения классической теории магнит­
ного потенциала. Все рассмотрения проводятся в евклидово�� 
пространстве п измерений. 

Распределение намагниченных масс в пространстве JRn опи­
сывается вектором намагниченности 1(�), � = ({1 , {2, . . . , {n), 1({) = (J1(�),I2(�), . . .  , In(�))т. Носитель наr.1агниченности обо­
зна•1ается через supp 1 и представляет собой объединение ко­
нечного числа замкнутых областей. 

По аналогии с гравиметрией можно ввести магнитный по­
тенциал. Если х = (x1,x2, . . .  ,xn), х � suppl, то потенциал 
магнитного поля И(х) = Ие(х) удовлетворяет в точке х урав-
нени10 Лапласа: 

Л __ � 02 
ЛИ(х) = О, � 2 ,  (39.1) 

k=l дхk 
если же х Е int suppl, то потенциал магнитного поля 
И(х) = Ui(x) удовлетворяет в точке х уравнени10 Пуассона: 

ЛИ(х) = -Cпdiv l(x), (39.2) 
где С" - абсол1отная константа; в случае п = 3 иr.1еем Сз = 41Т. 
Обратим внимание на тот факт, что в то•1ке х вектор-функ­
ция l(x) должна иметь соответствующие частные производ­
ные компонент по координатам. Из (39.2) следует, что можно 
ввести объемну10 плотность µ(х) = div l(x). 

В точках х, в которых потенциал магнитного поля И(х) удо­
влетворяет опреде.пя1ощему уравнени10 (39.1) или (39.2), спра­

ведливо интегральное представление: 

И(х) = J t (1k({) дП"(� - ж)) d� = 
I дхk supp k=l 

= - J  (t Ik({) дnn(� - ж)) d�. 
I д�k supp k=l 

(39.3) 

в последнем уравнении n,..(x) есть, как обычно, фундаменталь­
ное решение уравнения Лапласа, т. е. решение уравнения 

лn"(х) = -С,..б(х), (39.4) 
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при п � 3 удовлетворяющее условию: 

lim /r2n(x )] = О. 
lжl�oo 

(39.5) 

В уравнении (39.4) о(х) -де.11ьта-функция Дирака. Из (39.3) 
сле,цует, что 

И(х) = J div I({)r2n({ - х) d{ + J дlv({)r2п({ - х) d{, 
suppJ дsuppJ (39.6) 

где дsupp I - граница носителя намагни•1енных масс, 
а дlv({) -компонента вектора намагниченности по внутренней 
норr.1ми к границе носитмя. Из уравнеиия (39.6) сле,цует, что 
магнитный потенциал намагниченных масс при определенных 
условиях представим в виде суr.1мы потенциалов объемных 

(с плотностыо div !(�) ) и поверхностиых (с плотиостыо дlv(�) ) 
7 7 

масс ('У - универсальная гравитационная постоянная). 

Вопросы и задачи 

1) Дайте опредмение r.1агиитного потеицима. 
2) Вы•1иСJ1ите втору10 производную магнитного потенциала. 

В каком случае это возможно? 

§ 40. ПРЯМЫЕ ЗАДАЧИ МАГНИТОРАЗВЕДКИ 

Под прямой задачей магниторазведки понимается задача вычис­
ления магнитного потенциала И(х) и его производных в инте­
грмьном уравнеиии (39.6), если известен носитмь намагничен­
ных масс suppJ и намагниченность I. В большинстве слу•1аев 
намагниченность J({) Е L2(T), где Т- носитель магнитных масс. 

Решеиие основного уравнения прямой задачи магнитораз­
ведки в трехмерном пространстве имеет вид 

И =  - f т ( Ig1:ad �) dт, (40.1) 

где И - магнитный потеициал тела объеr.1ом Т; 1- магнитный 
момент единицы объема, намагниченность (имеется в ви,цу из­
быточная намагниченность); R= ,/(Е,-х)2 + (?J-y)2 + ((- z)2 -
расстояние от точки М ( х, у, z) расчета магнитного эффекта до 
элеr.1ентарного объема dт с центром P(f,, ?), () . 
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Обычно решение выполняется в предположении I = const 
и имеет вид 

( 40.2) 

Умножая и деJiя праву10 часть соотношения (40.2) на -ур, где 
'У - гравитационная постоянная, р -плотность тела, принима­
емого однородиым, получаем известну10 форr.1улу Пуассона 

и =  - (�Р gI"ad v) , (40.З) 

связыва1ощу10 r.1агиитный И и гравитационный V потенциалы, 
так как последний выражается формулой 

V = 'УР f т � dr. (40.4) 

Разлагая скалярное произведение в последней формуле по про­
екция�� намагни•1енности и градиента на оси координат, полу-
чаем 

( 40.5) 

Если положить 'УР = 1, то составляющие напряженности 
магнитного поля по осяr-1 координат примут вид 

Z = - �� = (lx Vxz + fy Vyz + fz Vzz), (40.6) 

Х = - �� = (IxVxx + lyVxy + lzVxz), (40.7) 

У = - а:: = (lxVxy + fyVyy + fzVyz). (40.8) 

Здесь система координат произвольна. Для вы •1иСJ1ения компо­
нентов напряженности магнитного поля необходимо знать ве­
личину и направлеиие вектора намагниченности в выбранной 
системе координат и r1Ять вторых производных гравитацион­
ного потенциала в этой системе. Шестая производная является 
зависимой согласно уравнени10 Лапласа 

Vxx = -(Vyy + Vzz). (40.9) 
Если тело двуr.1ерное и рассматривается в нормальной систе­
ме координат (ось Оу направлена по простирани10 тела), то 
Vy = Vxy = Vyy = Vyz = О. При этом формулы ( 40.5)-( 40.8) 
упроща1отся и приниr.1а1от вид 

U = - (lxVx + lzVz),  Vxx = -Vzz· 
Z = lxVxz + lzVzz, Х = lxVxx + lzVxz, У =  О. 

( 40.10) 
(40.11) 
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Таким образом, для дву�1ерных тел с горизонтальной длинной 
осыо необходимо знать всего две производные гравитационного 
потенциала Vxz и Vzz и два компонента вектора намагни •1енно­
сти lx и ly. Магнитное поле создается величиной lxz (лежащей 
в плоскости xOz), называемой эффективной намагниченно­
стью. 

Для простейших тел, ограниченных по раз�1ерам, можно по­
лучить следу1ощие ана.11итические выражения: 

1) Мощный пласт: 
Z=2l [aгctg (х+Ь . ....!:....) -aгctg (х-Ь . ....!:....)] (40.12) h R1 h R2 ' 

Х = -21 [1n J(x+Ь)2+1t2 - ln Ri+l] (40.13) J(x-b)2+/t2 R2+l ' 
У =-21 [aгctg х+Ь -arctg х-Ь -arctg (х+Ь . ...!!:....) -l l l R1 

- arctg ( х�Ь · ;2)] . (40.14) 

Здесь х - абсцисса расчетной точки (начало координат 
расположено в эпицентре пласта), h - глубина верхней 
кромки пласта, Ь и l -полуширина и полудлина пласта, 
R1 = J(x+ь)2+1i2+12, R2= J(x -b)2+1i2+12. 

2) l\ilа.11омощный пласт: 

Z = 21 ·2Ь h 1 
x2+h2 . R '  

Х= -21·2Ь х x2+h2 R '  
l 

Y = -2l-2b 1 . ( 1-�) , 
х2+12 R 

где R= Jx2+ h2+ l2. 

3) Круговой цилиндр: Z-2IS [ h2-x2 + h . ...!!:....] . ..!... - (x2+/t2)2 x2+/t2 R2 R ' 
Х = -2IS [ 2xh + х 

. ...!!:....] . ..!... 
(x2+h2)2 x2+h2 R2 R '  

У =  -2IS ...!.. · ..!... R2 R '  

( 40.15) 

( 40.16) 

( 40.17) 

( 40.18) 

( 40.19) 

( 40.20) 

где h - глубина центра цилиндра, S -площадь его сече­
ния. 
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Приведенные выше аналитические выражения записаны для 
профиля, одинаково удаленного от торцов. 

Если l --+ оо, то R1 --+ оо, R2 --+ оо, (l/ R1) --+ (l/ R2) --+ 1 
и в этом случае У --+ О для каждой модели. Мы получаем ана­
литические выражения полей для неограниченных по разме­
рам тел. 

Вопросы и задачи 

1) Докажите, что решение основного уравнения магнито­
разведки имеет вид (40.1). 

2) Вычислите компоненты магнитного поля, создаваемого 
трехмерным однородно намагниченным телом, имеющи.м 
форму кругового цилиндра радиуса R и высоты h. 

3) Найти значения Х, У, Z для бесконечного кругового ци­
линдра (l --+ оо) . 

§ 41 . ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ МАГНИТОРАЗВЕДКИ 

Под обратными задачами магниторазведки понима1отся за­

дачи нахождения объе�1ных div I{�) и поверхностных 
дlv(�) 

7 7 
магнитных потенциЭJ1ов в уравнении (39.6) по известному маг­
нитному пол10 и (или) его производным (линейные обратные 
задачи) , а также зада•1и локализации источников магнитного 
поля (нелинейные обратные задачи) . 

Как и в случае обратных задач гравиразведки, представим 
компоненты аномального магнитного поля в виде суммы по­
тенциалов простого и двойного слоев. Введем аномальный r.1аг­
нитный потенциал: 

+оо+оо 

ЛФа(М) = f f Р1(�1.�2) d�1 d€2 + _00 _00 J<x 1 - €1)2 + (х2 - €2)2 + х� 
+оо +оо 

+ f f Р2(�1.€2)хз d�1 d€2 (4l.l) _ 00 _00 [ J (х1 - €1)2 + (х2 - €2)2 + x§J3 ' 

где М = (х1,х2,хз), х = (х1 , х2), � = (�1 ,�2,�з), € = (�1 , �2). 
Мы выбрали систему координат так, чтобы плоскость про­

стого и двойного слоев задавалась уравнениеr.1 х3 = О. Тогда 
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производная по х3 потенциала h.Фа, взятая с обратным зна­
ком, будет иметь вид: 

_ ддФа (1'1) = J+oo f 
+оо Р1(�)хз d� + дхз _00 _00 [ .,/(х _ €)2 + (у _  ТJ)2 + z2)3 

+ Р2(€){2х3 - (х1 - €1) - (х2 -�2) ) d� . ( 41 .2) f +оо f +оо • 
2 2 2 2 • 

-оо -оо [ j(x
1 
- �1)2 + (х2 - �2)2 + x5J5 

Искомы�1и явля1отся функции р1(�1 ,�2), Р2
(�1 , �2), называ­

емые соответственно плотностью простого и двойного слоев. 
Затеr.1 по найденным из решения вариационной задачи плот­
ностям простого и двойного слоев вычиСJ1я1отся зна•1ения ано­
мального магнитного поля (строятся аналитические аппрокси­
�1ации поля) и сравнива1отся с данны�1и набл1одений. 

Вопросы и задачи 
1) Приведите пример обратной зада•1и магниторазведки. 
2) Как связаны магнитный и гравитационный потенциалы? 

§ 42. ПРИМЕРЫ 

Была проведена обработка материалов детальной магнитной 
съемки, выполненной на титан-магнетитовом месторождении 
на одном из у•1астков БAJ\tla. Съемка выполнена на небольшо�1 
участке с высокой густотой сети (расстояние между профиля­
ми 20 м, расстояние между точками по профил10 5 м). Схема 
расположения пунктов (всего 3588) магнитных измерений при­
ведена на рис. 5.1. 

У часто к магнитной съемки имеет достаточно СJ1ожный ре­
льеф, высотные отr.1етки изменяются от 650 м на севере у•1аст­
ка до 770 м на �ожном окон•1ании участка (рис. 5.2). 

По результатам магнитной съемки на участке закартирова­
на интенсивная магнитная аноr.1алия меридиональной ориен­
тировки, ОСJ1ожненная серией локальных максимумов с макси­
мальным значением более 70000 'НТл (рис. 5.3). 

По результатам S-аппроксиr.1ации была получена карта r.1аг­
нитного поля, близкая к измеренному полю. Разность магнит­
ных полей, измеренного и восстановленного по результатам 
S-аппроксимации, показана на рис. 5.4. В то же время в се­
веро-западном углу отr.1ечается значительное отклонение (до 
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Рис. 5.1. Схема расположения пунктов магнитных измерений 
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о 100 200 300 400 
Х,м 

Рис. 5.2. Карта рельефа земной поверхности участка магнитной съемки 
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700 

о 100 200 300 400 
Х, м 

Рис. 5.3. l(арта измеренного магнитного поля 
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Рис. 5.4. Карта разностного магнитного поля 
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250 пТл) восстановленного магнитного поля от исходного. Ана­
лиз исходного магнитного материала позволил установить при­
чину столь зна•1ите.11ьного расхождения: несколько десятков то­
чек магнитных измерений имели ошибочные горизонтальные 
координаты, совпада1ощие с координатаr.1и соседнего профи­
ля. Эти то•1ки были исключены из расчетов, и был выполнен 
расчет для 3550 точек. Это позволило существенно уменьшить 
зна•1ение среднеквадРати•1еской погрешности -до 4-10 tiTл. 
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Глава 6 

ЗАДАЧИ СЕЙСМОРАЗВЕДКИ 

§ 43. ВВЕДЕНИЕ 

Сейсмология изу•1ает строение Земли с помощыо упругих ко­
лебаний (сейсмических волн), вызываемых как естествен­
ными (землетрясения, вулканическая деятельность), так и ис­
кусственными (взрывы) источниками. В основе сейсмических 
методов лежит теория упругости. Ес.пи к некоторому объему 
вещества приложить силу, то он будет изменять свои объем 
и форму. При этом вещество стремится восстановить свой объ­
ем и/и.пи форму пос.пе прекращения действия внешних сил, 
такая способность называется упругостью. Простейшими эле­
ментарными деформациями элемента среды являются растя­
жение/сжатие и сдвиг. В первом случае деформация продольна 
по отношению к приложенной силе, во втором - поперечна. 

В сейсмологии использу1отся несколько коэффициентов, ха­
рактеризу1ощих упругие свойства среды. 

• Модуль Юнга Е. Пусть и.меется вертикальный цилиндр 
с площадыо поперечного се•1ения S и длиной l, к которо­
му приложена вертикальная сила F. В результате прило­
жения силы длина цилиндра стала l + 6.l. Тогда модуль 
Юнга определяется по формуле 

_ F/S ( ) Е - дl/l 
. 

43.1 

• Модуль всестороннего (объемного) сжатия К равен 

}( - р - дV/V ' ( 43.2) 

где V - исходный объем тела, 6. V - изменеиие объема 
в результате приложения всестороннего давления р. 

• Коэффициент Пуассона сг, 

_ дw/w ( ) (J - дl/l 
' 

43.3 

где l и w - исходные длина и ширина стержня, а 6.l 
и 6.w - их абсолютные изменения. В основном попереч-
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ное сечение материалов уменьшается при их растяжении, 
т. е. а > О, но существу1от также материалы, у которых 
сечение уве.11и•1ивается и а < О. 

• Для изотропного тела связь между компонентами тензо­
ра напряжений Pij (первый индекс обозначает направле­
ние силы, а второй - плоскость, к которой она приложе-

на) и тензора деформаций ei; = � (g�; + :�) (g�j -от-
ношение сr.1ещения тела вдоль оси Xi к длине тела вдоль 
оси Xj) может быть представлена в виде 

3 
Pij = Л L ekk6ij + 2µeij, ( 43.4) 

k=1 
где 6ij - символ Кронекера, а Л и µ - коэффициенты 
Ламэ. 

_ F/S µ - дх/L ' (43.5) 

где F- действующая сила (перпендикулярна длине L), 
S-сечение тела, 6.х - сдвиг тела (параллельно прило­
женной силе). 

Для изотропной среды имеются следующие зависимости меж­
ду приведенными коэффициентами: 

f( _ Е _ 2µ(1 +и) _ Л + 2 
-

3(1 - 2и) - 3(1 - 2и) - 3 µ, 

= Е = 31<(1 - 2и) = 3 (К _ Л) = Л(1 - 2и) µ 2(1+и) 2(1+и) 2 2и ' 
Л = иЕ = 3/(и = f( _ 2 µ = 2иµ . (l+u)(l - 2u) l+и 3 l - 2u 

Пусть имеется однородная идеально упругая среда. Тогда 
уравнение движения можно записать в виде 

(Л + 2µ)graddivu - µ1·otrotu = р 82� , 
дt 

(43.6) 

где и - вектор смещения частиц среды, а р -ее плотность. 
Данное уравнение описывает распространение двух типов 
волн - продольной и поперечной. 

1) Продольная волна (Р-волна, волна сжатия, 
см. рис. 6.1). Отсутствует вихревое смещение частиц, 
поэтому можно записать, что 

rotup = О. (43.7) 



186 Глава 6. Задачи сейсморазведки 

Р-волна Напраолеuие распростра11е1н�я оолпь1 

v 

Рис. 6.1. РаспространенJ!е Р-волны 

У•1итывая это условие, уравнение (43.6) переписываем 
в виде л - р 82ие (43 8) Up - ). + 2µ дt2 ' . 

из которого получаем скорость продольных волн 

v - / >. + 2µ р - у р . ( 43.9) 

2) Поперечная волна (S-волна, волна сдвига, 
см. рис. 6.2). Объеr.1 элеr.1еита не меняется, поэтоr.1у 

divus = О. (43.10) 
Тогда уравнение ( 43.6) переписывается в виде 

Лиs = Р.. а2и 
µ дt2 ' (43.11) 

а скорость поперечных вош1 равна 

vs = fii· (43.12) 

Попере•1ные волны могут быть поляризованными, и то­
гда частицы колеблrотся вдоль определенных линий, пер­
nендикудярных направлени10 распространения волны. 

Заметим, что справедливо отношение скоростей попере•1ной 
и проДОJlЬНОЙ волн 

У читывая, что 
� Vp vs "' -12 '  т. е. 

!!§._ =  / µ = � Vp У >. + 2µ v � · ( 43.13) 

коэффициент Пуассона а ;;::: О, получаем, что 

скорость поперечных волн меньше скорости 
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В-волна Напраоление распространен>Jя оолнь� 

Рис. 6.2. РаспространенУ!е S-волны 

продольных. Поэтому r�родольные волны от зе�·1летрясений 
регистрируются раньше rioriepeчныx, из-за чего волны r�олу­
чили свои альтернативные на.звания Р- и S-волн (от англ. 
«primary» !первичныйJ и «Secondary» !вторичныйJ). 

Если среда, в которой распространя1отся волны, неоднород­
на., например, в случае свободной r�оверхности Земли, то обра­
зуются плоские волны. Так, вдоль плоской свободной поверх­
ности распространяется волна Рэлея, cr-1. рис. 6.3, представ-
ляющая суперпозицию плоских неоднородных волн, 
vn которых можно найти как корень уравнения 

( )2 пп v2 v2 v2 
2 + ...11 - 4 1 - ...11 1 - ...11 = о. 

v� v� v� 

скорость 

(43.14) 

Отметим, •1то данное уравнение имеет несколько различных 
корней. В качестве решения выбираем наибольший веществен­
иый кореиь: 

4(1 - ')') vn = vs 
2 - j'"Y+ VR+ v'D+ VR-v'D' 

V2· 1 2 где 'У = � = µ - u 
v� >. + 2µ 2(1 - u) ' 

R = i7 (27 - 90'У + 99'"(2 - 32'У3), 

D = iт (1  - 'У)2(11 - 62'У + 107'У2 - 64'Уз). 

( 43.15) 
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Волна Рэлея Налраоле1111е распростра11е1н�я волuь1 

Рис. 6.3. Раслростраиевие волны Рэлея 

От111етим, что q ;;::: О, а так как 'У ;;::: О, рассматриваем отрезок 

[О, 21 ], на котором :!!.& является возраста1ощей функцией apгy-
vs 

мента q (при q = О :: = Л5; Л. � 0,8740, а при q = � от­

ношение равно � 0,9553). Амплитуда волн Рэлея уr.1еньшается 
с глубиной по экспоненциальному закону. Во время прохож­
дения волн Рэлея частицы среды движутся по эллиптическим 
траекториям, при•1ем а) в верхней части траектории дви­
жение происходит в направлении, противоположном направ­
лению распространения волны, б) большая ось эллипса пер-
11ендикулярна поверхности. 

Другим типом поверхностных волн 
явля1отся волны Лява, см. рис. 6.4, 
образующиеся на границе двух сред 
в случае, когда скорость В-волн для 

Ав1)'СТ Эдвард Хэф ЛАВ 
(Augustus fOward Hough l.ove), 
1863-1940 

верхней среды меньше скорости В-волн для нижней среды. 
Движение частиц происходит перпендикулярно направлению 
движения волны, ио параллельно поверхности раздела сред. 
Таки11·1 образом, волны Лява по своему существу поперечные. 
Скорость их при малых длинах волн равна скорости попереч­
иых волн в верхнем слое, а в случае больших длин воли - ско­
рости поперечных волн в нижней среде. 

Скорости распространения волн Рэлея и Лява зависят от ча­
стоты волн, поэтому профиль волны меняет свою форму при 
движении. Отметим также, что поверхностные волны распро-
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Волна Лява Наnраоление распростра11е1н1я волuы 

/О', - �� 
. 

,,,,. ., / ./' .}1 ' ' J .>-. ' ' , , J ' 6 ' ' J ' ' ' ' / / ' ' ' ' ' ' '• v / v , / ,,.v , ...- ,,.v , 
...- /v � 
, ...-" v� '-' , � -� 

Рис. 6.4. Раслростра1:1ение вол1:1ы Лява 

страня1отся только около границы раздела двух сред, поэто­
му их можно считать двумерными волнами в отли•1ие от объ­
емных Р- и В-волн, распространя1ощихся в трехмерной среде. 
Так как энергия волны пропорциона.ньна квадрату амплитуды 
колебания, то, учитывая закон сохранения энергии, получаем, 
что амплитуда объеr-1ных волн убывает как !. , а поверхиост-r 
иых - как )r, где 1· - расстояиие до источника воли. Поэтому 

поверхностные волны явля1отся более разрушительными при 
землетрясениях. Спектр частот объемных волн в Зеr-1ле охва­
тывает диапазон от 15 до 100 Гц. Поверхностные волны име1от 
частоты ниже 15 Гц. В прикладной сейсмологии основное зна­
чение имеrот только Р-волиы. 

Для обнаружения и регистрации сейсмических волн исполь­
зуются специальные приборы - сейсмографы. Принцип рабо­
ты сейс�·1ографа основан на относительном движении •1астей 
прибора. Например, может использоваться тяжелый груз, под­
вешеш1ый на системе пружин, который остается неподвижныr-1, 
в то время как оста.ньные части прибора движутся под дей­
ствием сейсмических волн. Обычно используются сейсмогра­
фы разных конструкций для регистрации вертикальных и го­
ризонтальных колебаний. В основном сейсмографы использу­
ют инерцию тела, но бывают инструменты, измеряющие из­
менение расстояния между двумя то•1ками пространства с по­
мощью лазеров. В сейсморазведке используются компактные 
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переносные приборы, которые получили название геофонов. 
Для регистрации волн использу1отся сразу несколько геофо­
нов, которые в зависимости от задач могут представлять одно-, 
дву- или трехмерную структуру. Трехмерные структуры часто 
использу1отся в r.1орской сейсr.1ологии. 

§ 44. ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛОМЛЕНИЕ ВОЛН 

Пусть имеется плоская Р-волна, пада1ощая под углом (} на гра­
ницу раздела двух сред (рис. 6.5). Эта волна создает отражен­
ные и преломленные Р- и SV-волны. Под SV-волной подРа­
зумевается поперечная S-волна, поляризованная в плоскости 
падения, т. е. сr.1ещения частиц среды происходят в плоскости 
падения, в отличие от SН-волны, у которой смещения перпен­
дикулярны плоскости падения. Для углов преломления ар, as 
и углов отражения fjp, fЗs справедлив закон Снеллиуса: 

sinO _ sinap _ sinas _ sinf3p _ sinf3s 
' 

V1P V2P V2S VJP v1s 
( 44.1) 

где v1p, v1s, v2p, v2s -скорости распространения Р- и S-волн 
в первой и второй средах. Ясно, что углы падения и отражения 
Р-волны совпадают, т. е. (} = fJ1p. Видно, что при распростра­
нении колебания в различных средах сохраняется так называ­
емый лучевой параметр, равный 

р = sinO 
v ' (44.2) 

где v -скорость распространения Р-волны в среде, при этом 
волна остается в одной и той же плоскости. 

При падении SV-волны на границу раздела двух сред обра­
зу1отся отраженные и преломленные SV- и Р-волны. Если же 
на границу падает SН-волна, то формируются только SН-вол­
ны (отраженная и преломленная). В обоих случаях для волн 
справедлив закон СнеJiлиуса. 

Вернемся к рассмотрению падающей Р-волны. Из формулы 
( 44.1) следует, что угол преломления равен 

ар = a1·csin (sin8 v2p) . (44.3) 
VIP 

При v2p > v1p существует так называемый критический угол 8крит = arcsin vip , 
V2P 

при котором угол преломления ар = 90°. 
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Падающая Р-оолuа 

Среда 1 

� Отражеuная Р-оолна 
1 

1 
: / 
: f3p 1 

О·1·раженная SV-вoJ1нa 

Otp \ 
\ 

\ 
\ 

\ 
� 

Преломле1шая SV-noл11a 

Рис. 6.5. Отражение и преломление Р-воллы иа границе раздела двух 
сред 

Поэтому при В � Вкр11т преломленная волна не может войти 
во вторую среду и начинает двигаться вдоль границы раздела 
двух сред. При этом сама граница становится источником вто­
ри •1ных волн, в результате которых формируется волна, дви­
жущаяся в первую среду, причем эта волна ориентирована под 
критическиN1 углом (см. рис. 6.6). Отметим также, •1то при пол­
ном внутреннем отражении Р-волны SV-волна может прони­
кать во втору10 среду, так как скорость v2s < v1p. Конечно, 

в случае v2s > v1p и В > arcsin VJ.P будет отсутствовать и пре-
112s 

ломлеииая SV-волиа во второй среде. 
Выше было показано, что при распространении Р-волны 

в среде сохраняется лучевой параr.1етр 

p = siпO _ 
v 

(44.4) 

Заметим, что эта формула справедлива только в так называ­
емой модели плоской Земли, когда среда предстамяет со­
бой множество r�лоских горизонтальных слоев. Расс111отри111 те­
перь модель сферической Земли, которая используется ripи 
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, Волновой фронт 

Среда 1 

' ' ' 

' ' 

Рис. 6.6. Распространение Р-волнь1 при критическом угле падения 

изучении структуры Земли на большой глубине. 
(см. рис. 6.7) справедлив закон Снеллиуса 

sin 81 _ sin сч 
V1 V2 

В точке В 

(44.5) 

Пусть в то•1ке С скорость Р-волн меняется с v2 на v3. �rе­
рез точки В и С проведем пря�1ую и найдем точку А, 
таку10, что вектор ОА ортогонален пряr.1ой ВС. Так как 
L.BAO = L.CAO = 90°, IOAI = IOBlsina1 = IOClsin82. Таким 
образом, уравнение (44.5) может быть переписано в виде 

ИJlИ 

1ос1 sin82 

sin 81 _ IOBI ----

V} V2 

(44.6) 

(44.7) 

Из данного соотношения видно, что в качестве лучевого пара­
метра можно ввести функци10 

rsin8 р =  ' v 
где r - расстояние до центра Зеr.1ли. 

(44.8) 

В сейсмологии используют разлиЧ!iые физические явления, 
возникающие при распространении упругих волн: метод отра­
женных волн (отражение волн), метод преломленных волн 
(волны, образующиеся при полном внутреннем отражении) ,  
методы сейсмической томографии (преломленные проходя­
щие волны), методы, основанные на использовании поверхност­
нь1х волн. 
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Рис. 6. 7. Распространение Р-волны в модели сферической Земли 

Геофоны 

Исто•1ник _ / '"" _ 
. Q. .А J ;.f- � � .А J_o_ � �о_ Q. .А J_o_ Q. .А \ ! Прямая оол1Jа 

о о 

. . . . \ :· Оrражеш•ая\ ooлrra 

. ' . . \ : 
Среда 1 

Среда 2 1 
1 1 

Волна 
пр11 кр11т11ческо�t 

отраже11111:1 

Рис. 6.8. Распространение Р-волю,1 в двуслойяой среде 

Для применения r-1етода отраженных волн требуется, чтобы 
границы раздела сред бы.пи достаточно протяженными (раз­
мер не меньше первой зоны Френеля для заданной длины вол­
ны). Ее.пи это условие нарушено, то �'ео111етрическое приближе­
ние нельзя применять, так как происходит сильное рассеяние 
волн. Заметим также, что при больших углах наклоиа граииц 
раздела сред возникают допо.пнительнь1е трудности. Отмети111 
также, что при наличии нескольких сред могут возникать мно­
гократно отраженные или дифрагированиые волны, которые 
зачастую рассматриваются как помехи. 

Для r-1етода преломленных волн требования к модели среды 
более жесткие, так как существу1от явление проницания волны 
во вторую среду и рефракция прелоr-1ленньпс волн. При этоr-1 
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возможно nоявления «мертвых зон», недостуnных для изуче­
ния. 

Пример 44.1. Рассмотрим распространение волны в двуслойной 
среде (см. рис. 6.8). Пусть источник и приемник (геофон) наr 
ходятся на высоте Н от горизонтальной границы раздела двух 
сред, а расстоян11е между иС'rочником и приемником - L. Волна 
до приемника может дойти тремя способами. 
1) Прямая волна. Время распространения равно Т1 = L/v1, где 

v1 - скорость волны в верхней среде. 
2) Отраженная волна. Путь, проходимый волной, равен 

S2 = 2 J Н2 + (;) 
2 = ,,/ 4Н2 + L2. Поэтому время распро­

С'rранения волны равно 

Т2 = J4H2 + L2 (44.9) V\ 

3) Волна, образующаяся при полном внутреннем отражении. 
Это возможно только в случае, когда v2 > v1 и угол падения 

() = arctg ( 2t) = arcsin L/2 на границу разде-

ла больше критического угла 8крит = arcsin(v1 ). Д.Т1ина пути, V2 
проходимого волной в верхJ1ей среде, равна 

н Sз1 = 2 8 , COS крит 
а в  нижней 

Sз2 = L - 2Htg 8кр11т· 
,, · () v1 "читывая, что s1n кр11т = - , получаем, что v2 

Jv� - vr cos 8кр11т = ' tg 8кр11т = vi . v2 Jv� - vr 

( 44.10) 

(44. 11) 

( 44.12) 

Тогда время распространения волны до приемника равно 

S S 2Hv2 L 2Hv1 L 2Н fv� -v[ Тз = .....3.1.+ з2 = +-- =- + --V'----v1 v2 v1Jv�-vr v2 v2Jv�-vr v2 v1v2 
( 44.13) 

Ясно, ч'rО прямая волна всегда доходит быстрее до 11риемниJ<а, 
чем отражеииая. Но волна, образу1ощаяся при полном отраже­
нии, может быть зарегистрирована геофоиом раньше за счет то-
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V2 + V1 / 
V2 - V1 / 

/ 

1 
tg<,P1 = -Vt 

tg</>2 = ..!... v2 

Рис. 6.9. Годограф волны в двуслойной среде 
L 

го, что скорость распространения во второй среде выше. Это 
происходит в случае, когда 

L � 2H v2 + v1 
v 2 - v1 (44.14) 

На рис. 6.9 показан годограф - график зависимости времени 
прихода волны от расстояния до приемника. Годограф представ­
ляет собой кусочно-линейну10 фуикци10, чьи тангенсы углов на-
клона равиы ..!... и ..!.... Таким образом, из годографа можио сразу v1 v2 
иайти скорость волны в первой и второй средах, а из коордииаты 
точки пересечеиия -глубину залегания гра:иицы раздела. 

Пусть скорость распространения воли является функцией 
ГJiубины z, т. е. v = v(z). В модеJiи плоской Земли рассмотрим 
волну, определяемую лучевым параметром р. Ясно, что за счет 
преломления в среде волна опускается вниз до тех пор, пока 
угол преломления не станет крити•1еским. В посJiеднем CJiyчae 
волна отражается вверх и движется по траектории, сиr.1r.1ет­
ри •1ной относитеJiьно вертикальной прямой, проходящей •1ерез 
«Точку поворота». Обозначим глубину, на которой достигает-

ся полное внутреннее отражение, через zp, v(z1>) 

записать, что в Juобой точке траектории 

dx = tg() dz, 

1 Можно 
р 

( 44.15) 



196 Глава 6. Задачи сейсморазведки 

а следовательно, источник и приемник волны находятся на рас-
стоянии 

Х(р) = 2 I:" tg8 dz. 

Элемент пути, проходимый волной, равен 

ds = dz cosO ' 
а время, затрачиваемое на этот путь, равно 

dt = ds = dz v vcosO ' 
поэтому время распространения сигнала равно 

Т(р) = 2 fz " dz . J0 vcosiJ 

( 44.16) 

(44.17) 

( 44.18) 

( 44.19) 

Принимая во внимание, что sin 8 = pv, cos 8 = J1 - p2v2, 

tg8 = pv , формулы (44.16) и (44.19) можно записать J1 - p2v2 как 

Х(р) = 2 rZp pv dz ' Т(р) = 2 rZp dz (44.20) Jo J1 -p2v2 Jo vJ1-p2v2 
Так как sin8 = pv, то d(sin8) = cos 8 d8 = pv' dz, dz = cosB,diJ 

pv и последние выражения r.1ожно переписать в виде 

Х(р) = 2 J"/2 sinO dO '  Т(р) = 2f"/2 dlJ . (44.21) 
Р Оо v' (z) Оо v' (z) sin 0 

Пример 44.2. Пусть скорость в среде изменяется линейно с глу­
биной, т. е. v(z) = vo(l + -yz), 'У >  О. Тогда v' (z) = vo'Y и 

Х(р) = 2 f"12 sin В dB = 2 cos Во = 2c?51Jo = 2ctg1Jo . pvo-y J80 'PVO'Y -ys1nlJo 'У 
Введем обозначение q = ctgBo, тогда 

Отметим, что 

q - 1}S;_ - 2 . 

sinBo = -;::==1== J1 + ctg2Bo 
cos Во = -;::=1==;;:= J1 + tg2Bo 

1 J1 + q2 ' 

q 

( 44.22) 

( 44.23) 
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Время распространения сигнала равно 

т = ..1.... d8 = _1_ ln cos 80 + 1 = 
f1'/2 ( ) (р) vo1' 110 sin 8 vo1' sin 80 

2 = -ln 
V01' 

q + 1  
J1 +q2 

1 

(44.24) 

где arshq -гиперболический арксинус. Следовательно, годограф 
волны имеет вид 

Вопросы и задачи 

Т(Х) = _1_ arsh 1'Х . 
')'VQ 2 ( 44.25) 

1) Постройте годограф волны в сдучае наклонного раздеда 
двух сред ('Ф-угол наклона, Н - расстояние от источни­
ка до его вертикальной проекции на плоскость раздела). 

2) Постройте годограф волны для трехслойной среды (каж­
дый слой параллелен поверхности Зе:мли). В каких слу­

чаях годограф не будет содержать в себе информаци10 
о скоростях волн и.пи глубине залегания слоев? 

3) Найдите аналитическу10 формулу для годографа пре­
ломленной волны, если скорость волны зависит от глу­
бины как v(z) = voe'Yz, 'У >  О. 

§ 45. СЕЙСМОКАРОТАЖ 

Сведения о скоростях распространения волн в среде можно по­
лучать разными путями. Например, можно измерять годогра­
фы воли на поверхности Земли (косвеиный подход) или реги­
стрировать волны во внутренних точках среды (прямой под­
ход). Понятно, что прямой подход, с одной стороны, дает наи­
более точные данные, ио с другой -требует больших затрат. 
При сейсмическом каротаже измеряются времена пробега пря­
мых волн от источника, часто находящегося на поверхности, 
до приемников (геофонов), опущенных в скважину на разну10 
глубину. 
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В случае нормального падения плоской Р-волны на границу 
раздела двух сред коэффициенты отражения R и прелом­
ления Т волны записыва1отся в виде 

R = V2P2 - v1P1 , 
Т 

= 2v1P1 (45.1) v2p2 + v1p1 V2P2 + V1P1 
Для удобства часто используется понятие акустической 
жесткости среды 

Z = vp. ( 45.2) 

Тогда коэффициенты отражения и преломления могут быть 
переписаны в виде 

R - Z2 -Z1 - ' Z2 + Z1 
( 45.3) 

При этом доли энергий отраженной и преломленной волн 
таковы: 

Ея
= (Z2 - Z1) 2 = R2

, Z2 +Z1 

Ясно, что Ея+Ет = 1. Заметим, что коэффициенты отражения 
и предомления не менruотся от того, в какой среде находится 
падающая волна. 

В задачах сейсr.1ического (акустического) каротажа в среду 
подается некоторый сигнал g(t), излучаемый источником сей­
смических волн, при этом регистрируется некоторый сигнал 
S(t). Этот сигнал представляет собой суперпозицюо всех сей­
смических сигналов, отраженных от всех границ слоистой сре­
ды. Тогда связь r.1ежду сигналаr.1и g(t) и S(t) можно записать 
в виде уравнения типа свертки 

S(t) = k(t) * g(t) = J+: k(т) · g(t - т) dт, (45.5) 

где k(t) - некоторая иr.1пульсная функция, определяеr.1ая свой­
ствами среды и не зависящая от зондиру1ощего сигнала. Счи­
таем, что сдоистая среда является кусочно-постоянной с коне•1-
ным числом слоев, т. е. акустическая жесткость среды может 
быть записана в виде 

Z1, z Е (z1,z2] ,  
Z2, z Е (z2,zз] , 

Z(z) = Zз, z Е (zз, z4] ,  ( 45.6) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
ZN-1 , Z Е (ZN-1 , ZN] ·  
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Для решения уравнения (45.5) необходимо понять, какой вид 
имеет импульсная функция K(t). В первом приближении счи­
та1от, что и�1пульсная функция определяется только коэффи­
циентами отражения среды, а вторичные отражения от границ 
раздела однородных слоев игнориру1отся. 

Зная скорость распространения сейсмической волны в каж­
дом слое, акустическу10 жесткость среды Z, определенну10 
в уравнении (45.6) как функци10 вертика.J1ьной координаты, 
можно записать как функцию вреr-1ени t, т. е. Z(t). Тогда ко­
эффициент отражения R из ( 45.3) можно тоже записать как 
функци10 времени 

_ . дZ _ Z'(t) _ д ( 1  ( 
)
) R - 2��0 Z(t + дt) + Z(t) - 2Z(t) - дt 2 ln z t . (45.7) 

В рамках принятой модели счита1от, что импульсная функция 
равна коэффициенту отражения, т. е. 

k(t) = R = � :t (ln Z(t) ) .  (45.8) 

Определенну10 таким образом функцию k(t) также называ­
ют плотностью акустической жесткости. Следует отметить 
СJ1еду1ощее обстоятельство: если функция Z(t) имеет конечный 
скачок 6.Z в точке t0, то соответствующее значение k(t0) плот­
ности акустической жесткости k(t) в точке t0 будет иметь вид 

k(  ) _ дZ · б(t - to) 
to 

-
-

Z(to - О)+ Z(to +О) ' 
( 45.9) 

где 8(t-t0) - дельта-функция Дирака. Введем обобщенную ин­
тегральну10 характеристику K(t) акустической жесткости сре­
ды: 

-
J
t -

J
t Z'(т) K(t) = - -т k(т) dт = 
-т 2Z(т) dт. (45.10) 

Перейдем в уравнении (45.5) к интегральной жесткости. Ис­
пользуя формулу интегрирования по частям, получаем 

AJ( = J

т

т 
J'(t - т)J((т) dт = S(t), ltl � т. (45.11) 

Таким образом, мы получаем интегральное уравнение Фред­
гольма 1 рода относительно неизвестной функции g'(t) при из­
вестном ядре К(т) и правой части S(t). 
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Вопросы и задачи 

1) Что такое акустическая жесткость? 
2) Сформулируйте обратную задачу no оnределению аку­

стической жесткости. 
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Глава 7 

СПЕКТРАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ АЭРОЗОЛЯ 

§ 46. ВВЕДЕНИЕ 

Аэрозоль - это взвесь мелких твердых или жидких •1астиц 
в газовой среде (обычно в воздУхе). Пыли состоят из твердых 
частиц, полученных путем механического измельчения твер­
дых тел, например при взрывах или горных работах. В боль­
шинстве случаев пыли содержат больше крупных частиц, чеr.1 
туманы и.пи дымы, хотя размеры частиц пыли могут менять­
ся в широких пределах -от субмикронных (0,01 мкм) до мик­
роскопических (100 мкм). Дымы образу1отся при горении и.пи 
возгонке летучих веществ, а также в результате хиr.1ических ре­
акций. Размеры частиц меняются от субмикронных до 10 мкм. 
Туманы состоят из капелек жидкости, образующихся при кон­
денсации пара или распылении жидкости. Туманы также мо­
гут содержать r.1елкие частицы или растворенные вещества. 
В природе туманы состоят из капе.пек больше 10 мкм. 

В зависимости от природы аэрозоли подразделяют на есте­
ственные и искусственные. 

1) Естественные аэрозоли образуются вследствие при­
родных сил: деятельность вулканов; форr.1ирование об­
.паков; распространение спор, пыльцы, бактерий, виру­
сов; космическая пыль; разбрызгивание капелек воды 
над водными поверхностями; пылевые бури. 

2) Искусственные аэрозоли образуются в результате хо­
зяйственной деятельности человека. К их источникам 
относятся промышленное производство (выбросы из до­
мовых труб, использование фреонов в холодильных 
установках), пожары, земледелие (выветривание почвы, 
борьба с вредителями, засев облаков ядрами конденса­
ции для вызова дождей), добыча полезных ископаемых, 
автомобили, аварии на атомных объектах. 

Мощные или регулярные воздействия аэрозолей часто име-
1от и глобальные последствия: разрушение озонового слоя, ак­
тивное формирование осадков вокруг некоторых территорий, 
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кислотные осадки, повышение или понижение (в результате из­
вержений вулканов) температуры окружа1ощей среды. 

Отдельные •1астицы аэрозолей характеризу1отся следу1ощи­
ми параметрами: форма, размер, структура, плотность, хими­
ческий состав. 

По форме частицы аэрозолей можно условно разделить на 
три типа: изометрические (разr.1еры вдоль трех взаимно пер­
пендикулярных направлений по•1ти одинаковы), пластинки 
(один из размеров существенно меньше, чем два других) и во­
локна (один из размеров существенно больше, чем два дру­
гих). 

Для практических целей могут применяться различные раз­
меры частиц: ситовый диаметр (максимальный размер квад­
ратного отверстия, через который проходит частица), диаметр 
площади проекции (диаметр сферы, име1ощей ту же площадь 
проекции, что и •1астица), диаметр свободного падения (диа­
метр сферы, имеющей ту же плотность и скорость свободного 
падения в жидкости/газе, что и частица), диаметр удельной 
поверхности (диаметр сферы, иr.1еющей то же отношение пло­
щади поверхности к объему, что и частица), диаметр Ферета 
(максимальное расстояние между краями проекции частицы), 
диаметр Мартина (длина линии, которая делит проекцию ча­
стицы на две равные по площади •1асти). Отметим, что для 
измерения диаметров Ферета и l\tlартина выбирается какое-то 
направление, вдоль которого и производят измерения, поэтому 
результаты зависят от ориентации частиц. 

Химический состав частиц определяется не только исходны­
ми материалами, но и способами создания. Часто частицы со­
стоят из нескольких хими•1еских веществ, например облака со­
стоят не только из воды, но и из различных растворов кислот. 

§ 47. ФУНКЦИИ СПЕКТРАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Как было сказано выше, частицы аэрозоля име1от разли •1ные 
параr.1етры. Поэтому для более полной характеристики дис­
персности аэрозоля вводится функция распределения частиц 
по каком-нибудь параметру. В качестве примера рассмотрим 
распределение частиц по размеру (радиусу). Введем функцию 
распределения f(r) по радиусу r частиц. Тогда плотность ве­
роятности f (1·) имеет следующий смысл: доля частиц, радиус 
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которых лежит в интерва.ле [r, r· + .6.r·], равна 

f(r-).6.r·. (47.1) 
Иr.1еется естественное условие норr.1ировки 

f� f (т) dr = 1, ( 47.2) 

т. е. доля частиц, имеющих всевозможные радиусы, равна еди­
нице. 

Понятно, что пользоваться кривы�1и распределения •1астиц 
для характеристики аэрозолей при решении различных тео­
ретических или прикладных задач не очень удобно. Поэтому 
желательно аппроксимировать реальные кривые некоторыми 
функциями с минимальиым числом коэффициеитов. Конечно, 
уве.пи•1ение числа параметров, характеризу1ощих такие функ­
ции, приводит, с одной стороны, к повышению точности расче­
тов реальных задач, но, с дРУГОЙ стороны, сужает область при­
менимости данной функции. Поэтому за•1астую применя1отся 
распределения, имеющие пару параметров. Приведем некото­
рые из известных формул. 

1) Нормальное (гауссово) распределение 

f(r) = 1 ехр [- (r - ro)2] ' 
../21Г а 2а 2 

среднее значение равно т - J: т f (r·) 
а среднеквадратическое отклонение D = 

(47.3) 

dr -
(r· - т)2 -

= J:(т - ro)2 f(т) dr = и2. 

2) К сожалению, для многих аэрозолей кривые распределе­
ния имеют несимметричную форму с более крутым на­
к.поно�1 в сторону ма.11ых радиусов. Ее.пи же взять за абс­
циссу логарифм радиуса, то кривые распределения боль­
ше соответству1от реальиыr.1. В этом случае получаем ло­
гарифмически-нормальное распределение 

!( ) 1 [ (Jn r - lnro)2 ] т = ехр - . 
../21Г ln а 2 ln 2 а 

(47.4) 

3) Для частиц аэрозоля, радиусы которых меняются от 0,1 
до 1,0 мкм, справедливо распределение Юнге (Juпge): 

f(т) = ar-a, (47.5) 
где а - нормирово•1ная константа, а параметр а меняется 
от трех до шести для разли•1ных условий измерения. 
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4) При моделировании грубодисперсных пылей и туманов, 
полученных механическим распылениеr-1, применяется 
распределение Розена-Раммлера (Rosin-Rammleг) 

f(1·) = ае-ьr<> . (47.6) 
5) Нукияма (Nukiyaina) и Танасава (Tanasawa) вывеJiи рас­

пределение для капелек, образовавшихся при распыле­
нии жидкости (распределение Нукиямы-Танасавы), 

f(1-) = аr1>е-ьх•, (47.7) 
где константы а, Ь, р и q определшотся для каждого рас­
пылителя экспериментально. Частными случаями данно­
го распределения явля1отся распределение Хргиана­
Мазина 

( 47.8) 
которое хорошо описывает аэрозоли конденсационно­
го происхождения, и распределение Дейрменджиана 
(Deiгmendjian) 

(47.9) 
6) Г-распределение применялось для капелек облаков 

и тумана 
f(r) = 1 1·ae-.-ffJ. 

Г(а + 1),8°+1 (47.10) 

l\iloжнo получить моменты и дисперси10 для данного рас­
пределения: 

rn = f3n(a + l)(a + 2) · (а +  п), 
D = {32(а + 1). 

7) Была также предложена двухчленная формула 

f (7·) = aQe-ar + /3(1 - Q)e-fJr, 
где коэффициенты а, /3, Q зависят от рода пыли. 

(47.11) 
(47.12) 

(47.13) 

Распределения Юнге, Розена-Раммлера, Нукияr.1ы-Танаса­
вы, Хргиана-Мазина, Дейрменджиаиа построены на основе 
анализа набл1одаемых данных об аэрозолях, поэтому �1ате­
матические методы, в которых применяются названные рас­
пределения, обычно явля1отся приближенными -численными. 
В случае Г-распределения, нормального и логарифмически­
нормального распределения, наоборот, математическая модель 
строится с помощыо то•1ных методов, но согласование с реаль­
ными данными происходит хуже. 
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Вопросы и задачи 

Для логарифми •1ески-норма.пьного распреде.пения ( 4 7 .4) 
получите центральные моменты r'', т. е. для r·0 = О. 

§ 48. РЭЛЕЕВСКОЕ РАССЕЯНИЕ 

Рассеяние, отражение и поглощение света, проходящего через 
аэрозоль, зависят от размера, формы, химического состава ча­
стиц этого аэрозоля, а также от длины волны света. Именно 
рассеянием света объясняется голубой цвет неба и красный 
цвет солнца на закате. 

Рассеяние света происходит из-за взаимодействия электро­
магнитного излучения с электронаr.1и рассеива1ощего аэрозоля, 
при котором электроны испуска1от вторичные волны, форми­
рующие рассеянное излучение. Для описания рассеяния бы­
ли использованы два подхода: электроны вещества заr.1еня1от­
ся линейным диполем (подход Рэлея, Джон Уильям Стратr, 
лорд Рэлей, John William St1·utt, Lo1·d Rayleigl1, 1842-1919) или 
сразу используется электромагнитная теория пОJlЯ (подход Ми, 
Густав Ми, Gustav Mie, 1869-1957) . 

Рэлеевское рассеяние (упругое рассеяние) - рассеяние 
света без изменения длины волны на частицах в случае, когда 
частота рассеиваемого света существенно меньше собственной 
частоты рассеива1ощего объекта. Таким образом, рэлеевское 
рассеяние происходит на объектах, чьи размеры меньше длины 
волны пада1ощего света. 

Пусть на частицу радиуса т падает неполяризованный свет 
с длиной волны Л и  интенсивностыо 10, а показатель прелом­
ления для частицы равен n. Тогда интенсивность света, рассе­
янного частицей, на расстоянии R от частицы и под углом В 
к пада1ощему излучени10 равна: 

I = Io 
1 +cos20 (27r)4т6 (n2 - 1 ) 2 2R2 Л п2 + 2 ( 48.1) 

Из теории Рэлея следует, что свет, рассеянный частицей, состо­
ит из двух некогерентных взаимно перпендикулярных плоско 
поляризованных компонент. При рассеянии на сферических ча­
стицах (неоднородностях) степень поляризации р для неполя-
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ризованного падающего света равна: 

р = sin2 В . 
1 + cos2 В ( 48.2) 

Для рассеяния на удлиненных частицах на степень поляриза­
ции влияет и их ориентация. Угловое распределение интенсив­
ности рассеянного света симметрично относительно плоскости, 
перпендикулярной к пада1ощему свету. Таки�� образом, одина­
ковое количество света рассеивается как вперед, так и назад. 

§ 49. РАССЕЯНИЕ МИ 

Рассеяние Ми - это классическое упругое рассеяние, проис­
ходящее на длине волны падающего излучения, когда размеры 
рассеива1ощих частиц сравнимы с длиной волны оптического 
излучения или больше ее. При этом рассеиваемый свет скон­
центрирован в основном в направлеиии «вперед» и имеет зиа­
чите.пьно меньшу10 интенсивность в направлении «назад». 

При прохождении света через вещество происходит его 
ослабление. Считаем, что ослабление связано только с рассея­
нием и поглощением света веществом. Для энергии ослабления, 
рассеяния и поглощения введем обозначения W0сл, Wpac и Wriorл 
соответственно. Закон сохранения энергии требует выполнеиия 
равенства 

( 49.1) 

Ее.пи Io - сила пада1ощего света, то сечения ослабления, рассе­
яния и поглощения таковы: 

Uосл = Wocл/Io, Upac = Wpac/Io, Unorл = Wnorл/Io. 
( 49.2) 

"Liacтo в качестве рассеива1ощих частиц рассr.1атрива1отся ша­
рообразные частицы, для которых попере•1ное сечение равно 
S = 1Тr2, где r - радиус •1астицы. Тогда для характеристики 
эффективности того или иного физического процесса вводим 
переменные 

Q _ аосл 
осп - 2 ' '/ГТ 

Q Upac 
рас - 2 , '/ГТ 

Q _ O"norn поrл - 2 , '/ГТ 
(49.3) 

называемые факторами эффективности ослабления, рассе­
яния и поглощения света. 
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В задаче Ми (рассеяние плоской волны однородным шаром) 
необходимо решать скалярное волновое уравнение. Из найден­
ного решения можно получить следу1ощие формулы для фак­
торов эффективности ослабления и рассеяния: 

00 

Qосл = 22 L(2n + 1)Re(an + Ьп), 
х n=l 

(49.4) 

00 

Qpac = 22 L (2n + l)(lanl2 + lbnl2), 
Х n=l 

( 49.5) 

где х = 2�r , а an и bn -коэффициенты рассеяния Ми, можно 
записать в виде 

an = 1пф,�(1пх)ф�,(х)- ф,�(х)ф�,(mх) , (49.б) m'Фп(mх)��.(х) - �n(x)ф�(mx) 
Ь _ 'Фп(mх)ф�(х) - mф,i(x)ф�(mx) (49.7) n - 'Фп (�пх)��, (х) - /Щn(х)ф�(mх) ' 

где т = 1i -относительный показатель преломления, Р1 

и Р - показатели преломления частицы и среды соответствен­
но. Функции 'Фп(х) и {n(х)-так называемые функции Рик­
кати-Бесселя: 

'Фп(х) = �Jn+,(x), (49.8) 

{п(х) = � (ln+,(x) - iNn+,(x)) , (49.9) 

а Jn+' (х) и Nn+' (х) -функции Бесселя и Неймана. 

§ 50. ОПТИЧЕСКАЯ ТОЛЩИНА 

Оптическая толщина - безразмерная вели •1ина, характери­
зу1ощая степень непрозрачности среды для проходящего сквозь 
нее излучения. Обычно оптическая толщина опредеJiяется по 
отношени10 к конкретному процессу взаимодействия излу•1ения 
с веществом (например: оптическая толщина по томсоновско­
му рассеяни10 или опти •1еская толщина по тормозно�1у ног.по­
щению). Оптическая толщина среды между точками z1 и z2 
равна (50.1) 
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где k - коэффициент ослабления/поглощения/рассеяния (раз­
мерность k -м-1 ) . 

Опти•1еская толщина атмосферы состоит из оптической 
толщины тмол молекулярного рассеяния (рэлеевского рассея­
ния), оптической толщины Тrаз ослабления в газах (наприr.1ер, 
в озоне, водяном паре и т. д.) и опти •1еской толщины т аэро рас­
сеяния аэрозоля. Таким образом, 

Т = Тмол + т,"Э.Э + Таэро· (50.2) 
Предполагаем, что частицы в атмосфере представляют со­

бой шары различных радиусов, а показатели преломления та­
ких шаров известны. Тогда соотношение между оптической 
толщиной атмосферы т и функцией n(r, z) распределения ча­
стиц по разr.1ерам можно описать в интегральном виде 

т(.А) = J� J� ·11т2Qосп(r, .А, m)n(r, z) dz dr, (50.3) 

где r -радиус частицы аэрозоля, .А-длина волны, rn - ком­
плексный показатель преломления, n(r, z) - плотность частиц 
аэрозоля на высоте, име1ощих радиусы в интервале между т 
и 1· + dr·. Если обозначить п(1·) = J: п(т, z) dz, то последнее 
уравнение можно переписать как 

т(.А) = J� 1Тт2Qосп(r, .А, m)n(r) dт, (50.4) 

таким образом r.1ы получили интегральное уравнение Фред­
гольма I рода, решение которого описывалось в гл. 3. 
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нормальное 71, 126 
пыль 201 

Равенство 

Парсеваля 132, 133 
радиус 

шара 11 
разложение 

сингулярное 70 
размерность 

аффинного множества 50 
выпуклого множества 51 

pacn ределение 
Г-распределение 204 
Гаусса 203 
Дейрменджна11а 204 
логарифмически-нормальное 

203 
нормальное 203 
Нукиямы-Танасавы 204 
Розена-Раммлера 204 
Хргиана-l\1азина 204 
Юнге 203 

рассеяние 
Мв 206 
рэлеевское 205 
упругое 205 

расстояние 11 
рефлексивность 12, 49 
решение 

пробное 162 
фундаментальное 149 

ряд 
Фурье 131 

Свертка 133 
СВОЙСТВО 

скалярного квадрата. 14 
сдвиг множества 49 
сейсмограф 189 

Предметtrый указатель 213 

сейсмология 184 
сжатие 147 
символ 

Кро11екера 185 
симметричность 12, 14, 49 

метрики 11  
симплекс 51 

регулярный 100 
система 

ортонормированная 130 
полная 132 

склонение 172 
скрещивание 106 
слабый компакт 57 
СЛАУ 70 
сложение 

ассоциативность 9 
коммутативиость 9 

структура 
овражиая 80 

сумма 9 
сходимость 

в среднем 15 
ква,цра:rичt1ая 75 
линейиая 75 
по норме 12 
равномерная 13 
сверХJiинейная 75 
сильиая 57 
слабая 57 
со скоростью геометрической 

прогрессии 75 

Теорема 
Болъцано-Вейершрасса 23 

теорема Планшереля 140 
тождество Аполлония 19 
толщина 

оптическая 207 
томография 

сейсмическая 193 
точка 

глобального минимума 46 
допустимая 45 
локального минимума 46 
прикосновения 11 
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строгого глобального мииимума 
46 

локального мииимума 46 
транзитивность 12, 49 
туман 201 

Угол 
критический 191 

умножение 
ассоциативность 10 
дистрибутивность 10 

уравнение 
Вольтерра 

1 рода 27 
11 рода 27 

Лапласа 148 
Пуассона 149 
Фредгольма 

1 рода 27, 128 
11 рода 27 

типа свертки 138 
ускорение 

свободного падения 148 

Фактор 
эффективности 206 

форма частиц 
волокно 202 
изометрическая 202 
пластинка 202 

функционал 45 
Тихонова 121 
вогнутый 51, 55 
выпуклый 51, 52 
дважды дифференцируемый 47 
дифференцируемый в точке 47 
полунепрерывный сиизу 47 
сглаживающий 120 
сильно вогнутый 55 

сильно выпуклый 53 
слабо полунепрерывньrй снизу 

59 
собственный 52 
строго вогнутый 55 
строго выпуклый 53 
целевой 45 

функция 
Риккати-Бесселя 207 
аппаратная 138 
гармоническая 149 
унимодальная 76 

Центр 
шара 11 

Число 
простое 39 

Шар 
замкнутьrй 11 
открытый 11 
радиус 11 
центр 11 

Элемент 
нулевой 10 
обратный 10 

элементы 
линейно зависимые 10 
линейно независимые 10 
ортогональные 130 

элитизм 106 
эпиграф 51 

Ядро 
замкнутое 28 
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Адамар Жак (Jacques Hadamard), 1865-1963 - французский математик, 
работавuп1й в области функ1�.ионального анализа, топологии, теории ве­

роятностей, физике. 

Ванах Стефан (Stefan Banacl1), 1892-1945 - польский математик, один 
из создателей современного функционального аналнза. 

Бессель Фридрих Вильгельм (Friedricb \�il.helm Bessel), 1784-1846 -
немецкий математик и астроном. 

Больцано Берt1ард (Bernard Bolzano), 1781-1848 - чешский математик 

и философ. 
Буняковский Виктор Яковлевич, 1804-1889- российский математик, 

педагог, работавший JJ осноJJном JJ области теории чисел и практических 

приложений теории JJероятностей. 
Вейерштрасс Карл (Karl WeierstraВ), 1815-1897- немецкий матема­

тик, создатель ocнoJJ математического анализа. 

Волътерра Вито (Vito Volterra), 1860-1940 - итальянский физик и ма­
тематик, осно1Jнъ1е работы JJ области интегральнъ�х и дифференциальнь�х 
уравнений. 

Галилей Галилео (Galileo Galilei), 1564-1642 - итальяиский физик, аст­
роном, математик и философ, оказавший зна<rительное влияние иа иауку 
cJJoeгo JJремени. 

Гессе Людвнг Отто (Lud,vig Otto Hesse), 1811-1874- немецкий мате­
матик, работавший в геометрии, линейной алгебре и в области вариаци­

онного исчисления. 

Гильберт Давид (David Hilbert), 1862-1943- немецкий математик, ра­
ботаJJший JJ области теории чисел, математической физики, интегральнь�х 
и дифференциальных уравнений. 

Дирак Поль Адриен Морис (Paul Adrien Maurice Dirac), 1902-1984-
а.иглийский физик теоретик. 

Евклид (EvкJ.16q11), около 300 г. до н. э. -древнегреческий математик, 
автор с Начал» - перJJого из дошедших до нас математических трактатоJJ. 

Йенсен Иоган ЛюдJJиг Виллиам Вальдемар (Johan Ludvig Williaп1 
Va.ldemar Jensen), 1859-1925 -датский математик и инженер. 

Канторович Леоиид Витальевич, 1912-1986- сове-1'Ский математик 

и экономист, один из создателей линейного программирования. 
Коши Огюстен Луи ( Augustin Louis Cauchy), 1789-185 7 -французский 

математик, разработавший основы математического анализа и внесший 

большой вклад в развитие алгебры и математической физики. 
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Крамер Габриэль (Gabriel Cramer), 1704-1752-швейцарский матема­

тик, один из создателей лииейиой алгебры. 
Лагранж )l(озеф Луи (Joseph Louis Lagrange (фр.), Guiseppe Lodovico 

Lagrangia (umaл.)), 1736-1813-французски:й математик, механик и аст­
роиом итальянского происхождения. 

Лаплас Пьер-Симон (Pierre-Simon Laplace), 1749-1827-фраицуз­
ский математик, физик и астроиом. 

Лебег Анри Леон (Henri Leon Lebesgue), 1875-1941 -французский ма­
тематик, обобщивший понятие интеграла 

Липшиц Рудольф Отго Сигизмунд (Rudolf Otto Sigismund Lipschitz), 
1832-1903 - немецкий математик, работавший в области математического 
анализа, дифференциальных уравнений, механики. 

Ляв Август Эдвард Хаф (Augustus Edward Hough Love), 1863-1940-
англи:йский математик, разработавший теорию поверхностных волн. 

Ньютон Исаак (Isaac Ne\vton), 1643-1727-аиглийский физик, астро­
иом и математик, одиt1 из создателей классической физики. 

Парсеваль Niарк-Антуан (Marc-Antoine Parseval), 1755-1836-фран­
цузский математик. 

Планшерель Мишель (Michel Plancherel), 1885-1967 - швейцарский 
математик. 

Пуассон Симеоt1 Деии (Simeon Denis Poisson), 1781-1840-фраицуз­
ски:й физик и математик. 

Риман Георг Фридµих Бернхард (Georg Friedrich Bernhard Riemann), 
1826-1866 - иемецкий математик, обобщивший евклидову геометри10, раз­

работавший теорию многозначных комплексньrх функций 
Тейлор Брук (Brook Taylor), 1685-1731-английский математик. 
Фреше Морис Рене (Maurice Rene Frecl1et), 1878-1973-фраицузский 

математик, работавший в области теории вероятностей, функционального 
анализа и топологии. 

Фурье Жан Батист Жозеф (Jean Baptiste Joseph Fourier), 1768-1830-
французский математик и физик. 
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