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— Çíàåòå ÷òî, ìèëûé Àðàìèñ? — ñêàçàë ä’Àðòàíüÿí, íåíàâèäåâøèé ñòèõè
ïî÷òè òàê æå ñèëüíî, êàê ëàòûíü. — Äîáàâüòå ê äîñòîèíñòâó òðóäíîñòè
äîñòîèíñòâî êðàòêîñòè, è âû ñìîæåòå áûòü óâåðåíû â òîì, ÷òî âàøà ïîýìà
áóäåò èìåòü íèêàê íå ìåíåå äâóõ äîñòîèíñòâ.

Ðàçäåë 1. Êëàññè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ñõåìà

1.1 Îñíîâíûå ôîðìóëû êîìáèíàòîðèêè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû çàéìåìñÿ ïîäñ÷åòîì ÷èñëà «øàíñîâ». Î ÷èñëå øàíñîâ ãîâîðÿò,
êîãäà âîçìîæíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ êàêîãî-ëèáî äåéñòâèÿ (èçâëå÷åíèå
êàðòû èç êîëîäû, ïîäáðàñûâàíèå êóáèêà èëè ìîíåòêè, äâóõ êóáèêîâ è ò.ä.). ×èñëî
øàíñîâ — ýòî ÷èñëî òàêèõ âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ÷èñëî ñïîñîáîâ
ïðîäåëàòü ýòî äåéñòâèå.

Òåîðåìà î ïåðåìíîæåíèè øàíñîâ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü èìååòñÿ k, k ∈ N, ãðóïï ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì i-ÿ ãðóïïà ñîäåðæèò
ni ýëåìåíòîâ, 1 6 i 6 k. Âûáåðåì èç êàæäîé ãðóïïû ïî îäíîìó ýëåìåíòó. Òîãäà îáùåå
÷èñëî N ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ïðîèçâåñòè òàêîé âûáîð, ðàâíÿåòñÿ

N = n1 · n2 · . . . · nk.

Çàìå÷àíèå 1. Â òåîðåìå 1 ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äàæå åñëè âñå ýëåìåíòû â i-é ãðóïïå íåðàç-
ëè÷èìû, âûáðàòü îäèí èç íèõ ìîæíî ni ñïîñîáàìè. Ïðåäñòàâèì результат âûáîðà,
îïèñàííîãî â òåîðåìå 1, â âèäå íàáîðà (a1, . . . , ak), â êîòîðîì ai — âûáðàííûé èç i-é
ãðóïïû ýëåìåíò. Òîãäà îáùåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ (a1, . . . , ak) òàêæå ðàâíÿåòñÿ
N = n1 · n2 · . . . · nk.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
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Çàíóìåðóåì ýëåìåíòû i-é ãðóïïû ÷èñëàìè îò 1 äî
ni. Ýëåìåíò èç ïåðâîé ãðóïïû ìîæíî âûáðàòü n1

ñïîñîáàìè. Åñëè ìû âûáðàëè ýëåìåíò j, 1 6 j 6
n1, òî âûáðàòü ýëåìåíò èç âòîðîé ãðóïïû ìû ìîæåì
n2 ñïîñîáàìè. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì j
âîçìîæíî ñîñòàâèòü n2 ïàð (j, l), ãäå 1 6 l 6 n2.
Íî ñòîëüêî æå ïàð ìîæíî ñîñòàâèòü è ñ ëþáûì äðó-
ãèì ýëåìåíòîì ïåðâîé ãðóïïû. Òîãäà âñåãî ïàð, â
êîòîðûõ ïåðâûé ýëåìåíò âûáðàí èç ïåðâîé ãðóïïû,
à âòîðîé — èç âòîðîé, ñóùåñòâóåò ðîâíî n1 · n2.

Èíà÷å ãîâîðÿ, åñòü n1 · n2 ñïîñîáîâ âûáðàòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç ïåðâûõ äâóõ
ãðóïï. Âîçüìåì îäíó òàêóþ ïàðó (j, l). Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò èç òðåòüåé ãðóïïû ìîæíî
âûáðàòü n3 ñïîñîáàìè, òî åñòü âîçìîæíî ñîñòàâèòü ðîâíî n3 òðîåê (j, l,m), äîáàâëÿÿ ê
äàííîé ïàðå (j, l) ëþáîé èç n3 ýëåìåíòîâ òðåòüåé ãðóïïû.

Íî ñòîëüêî æå òðîåê ìîæíî ñîñòàâèòü è ñ ëþáîé äðóãîé ïàðîé (j, l). Òîãäà âñåãî
òðîåê, â êîòîðûõ ïåðâûé ýëåìåíò âûáðàí èç ïåðâîé ãðóïïû, âòîðîé — èç âòîðîé, à
òðåòèé — èç òðåòüåé, ñóùåñòâóåò ðîâíî n1 · n2 · n3.

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåì ñïðàâåäëè-
âîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Óïðàæíåíèå 1. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è äîêàçàòü èíäóêöèîí-
íûé ïåðåõîä îò k − 1 ê k.
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Óðíû è øàðèêè

Åñòü óðíà (òî åñòü ÿùèê), ñîäåðæàùàÿ n çàíóìåðîâàííûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå ìû
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü øàðèêàìè. Ìû âûáèðàåì èç ýòîé óðíû k
øàðèêîâ. Íàñ èíòåðåñóåò, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü k øàðèêîâ èç n, èëè
сколько различных результатов (òî åñòü íàáîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç k øàðèêîâ) ïîëó÷èòñÿ.

Íà ýòîò âîïðîñ íåëüçÿ äàòü îäíîçíà÷íûé îòâåò, ïîêà ìû íå îïðåäåëèìñÿ
à) ñ òåì, êàê îðãàíèçîâàí âûáîð (ñêàæåì, ìîæíî ëè øàðèêè âîçâðàùàòü â óðíó), è
á) ñ òåì, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä различными ðåçóëüòàòàìè âûáîðà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ñõåìû âûáîðà:

1. Âûáîð ñ âîçâðàùåíèåì: êàæäûé âûáðàííûé øàðèê âîçâðàùàåòñÿ â óðíó, òî åñòü
êàæäûé èç k øàðèêîâ âûáèðàåòñÿ èç ïîëíîé óðíû. Â ïîëó÷åííîì íàáîðå, ñîñòî-
ÿùåì èç k íîìåðîâ øàðèêîâ, ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ îäíè è òå æå íîìåðà (выборка с

повторениями).

2. Âûáîð áåç âîçâðàùåíèÿ: âûáðàííûå øàðèêè â óðíó íå âîçâðàùàþòñÿ, è â ïîëó-
÷åííîì íàáîðå íå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ îäíè è òå æå íîìåðà (выборка без повторений).

È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòîì âûáîðà ÿâëÿåòñÿ íàáîð èç k íîìåðîâ øà-
ðèêîâ. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî øàðèêè âñåãäà âûáèðàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïî îäíîìó (ñ
âîçâðàùåíèåì èëè áåç). Óñëîâèìñÿ, êàêèå ðåçóëüòàòû ìû áóäåì ñ÷èòàòü различными.
Åñòü ðîâíî äâå âîçìîæíîñòè.

1. Âûáîð ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà: äâà íàáîðà íîìåðîâ øàðèêîâ ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè,
åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ñîñòàâîì èëè ïîðÿäêîì íîìåðîâ. Òàê, ïðè âûáîðå òðåõ øà-
ðèêîâ èç óðíû, ñîäåðæàùåé 5 øàðèêîâ, íàáîðû (1, 5, 2), (2, 5, 1) è (4, 4, 5) ðàçëè÷íû,
åñëè ïðîèçâîäèòñÿ выбор с учетом порядка.

2. Âûáîð áåç ó÷åòà ïîðÿäêà: äâà íàáîðà íîìåðîâ øàðèêîâ ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè,
åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ñîñòàâîì. Íàáîðû, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ
íîìåðîâ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Òàê, â ïðèìåðå âûøå ïåðâûå äâà íàáîðà (1, 5, 2)
è (2, 5, 1) åñòü îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò âûáîðà, à íàáîð (4, 4, 5) — äðóãîé ðåçóëüòàò
âûáîðà.

Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü, ñêîëüêî æå âîçìîæíî ðàçëè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè êàæäîé èç
÷åòûðåõ ñõåì (âûáîð ñ âîçâðàùåíèåì è áåç, è â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ó÷èòûâàåì ëè
ìû ïîðÿäîê èëè íåò).

Óðíîâàÿ ñõåìà: âûáîð áåç âîçâðàùåíèÿ, ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà

Òåîðåìà 2. Îáùåå êîëè÷åñòâî âûáîðîê â ñõåìå âûáîðà k ýëåìåíòîâ èç n áåç âîçâðà-
ùåíèÿ è ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Akn = n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)︸ ︷︷ ︸
k

=
n!

(n− k)!

è íàçûâàåòñÿ числом размещений из n элементов по k элементов.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé øàðèê ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè. Ïðè êàæäîì èç ýòèõ
ñïîñîáîâ âòîðîé øàðèê ìîæíî âûáðàòü n − 1 ñïîñîáîì, è ò.ä. Ïîñëåäíèé k-é øàðèê
ìîæíî âûáðàòü n− k + 1 ñïîñîáîì. Ïî òåîðåìå 1, îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà ðàâíî
n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 1. ×èñëî âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ åñòü n!

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
ðåçóëüòàò âûáîðà áåç âîçâðàùåíèÿ è ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà âñåõ n ýëåìåíòîâ èç n. Òàê ÷òî
îáùåå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ðàâíî Ann = n!
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Óðíîâàÿ ñõåìà: âûáîð áåç âîçâðàùåíèÿ è áåç ó÷åòà ïîðÿäêà

Òåîðåìà 3. Îáùåå êîëè÷åñòâî âûáîðîê â ñõåìå âûáîðà k ýëåìåíòîâ èç n áåç âîçâðà-
ùåíèÿ è áåç ó÷åòà ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Ckn =
Akn
k!

=
n!

k!(n− k)!

è íàçûâàåòñÿ числом сочетаний из n элементов по k элементов.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, èç êàæäîé âûáîðêè äàííîãî
ñîñòàâà (ñîñòîÿùåé èç k ýëåìåíòîâ) ìîæíî îáðàçîâàòü k! âûáîðîê, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã
îò äðóãà òîëüêî ïîðÿäêîì ýëåìåíòîâ.

Òî åñòü ÷èñëî âûáîðîê, ðàçëè÷àþùèõñÿ åùå è ïîðÿäêîì, â k! ðàç áîëüøå, ÷åì ÷èñëî
âûáîðîê, ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ñîñòàâîì. Ïîäåëèâ Akn íà k!, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

Óðíîâàÿ ñõåìà: âûáîð ñ âîçâðàùåíèåì è ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà

Òåîðåìà 4. Îáùåå êîëè÷åñòâî âûáîðîê â ñõåìå âûáîðà k ýëåìåíòîâ èç n ñ âîçâðà-
ùåíèåì è ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

nk = n · n · . . . · n︸ ︷︷ ︸
k

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé øàðèê ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè. Ïðè êàæäîì èç ýòèõ
ñïîñîáîâ âòîðîé øàðèê ìîæíî âûáðàòü òàêæå n ñïîñîáàìè, è òàê k ðàç.

Óðíîâàÿ ñõåìà: âûáîð ñ âîçâðàùåíèåì è áåç ó÷åòà ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì óðíó ñ äâóìÿ øàðèêàìè è ïåðå÷èñëèì ðåçóëüòàòû âûáîðà äâóõ øàðèêîâ èç
ýòîé óðíû ïðè âûáîðå ñ âîçâðàùåíèåì:

ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà áåç ó÷åòà ïîðÿäêà

(1,1) (1,1)
(2,2) (2,2)
(1,2)
(2,1)

}
(1,2)

Çàìåòèì, ÷òî â ñõåìå «áåç ó÷åòà ïîðÿäêà»
ïîëó÷èëîñü 3 ðàçëè÷íûõ ðåçóëüòàòà â îòëè-
÷èå îò ÷åòûðåõ â ñõåìå «ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà»
(÷èñëî 4 âîçíèêàåò è ñîãëàñíî òåîðåìå 4);
è ÷òî íèêàêèì äåëåíèåì íà «÷èñëî êàêèõ-
íèáóäü ïåðåñòàíîâîê» ÷èñëî 3 èç 4 ïîëó÷èòü
íå óäàñòñÿ.

Òåîðåìà 5. Îáùåå êîëè÷åñòâî âûáîðîê â ñõåìå âûáîðà k ýëåìåíòîâ èç n ñ âîçâðà-
ùåíèåì è áåç ó÷åòà ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Ckn+k−1 = Cn−1
n+k−1.

Óïðàæíåíèå 2. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n = 2 è k = 2 ïîëó÷àåòñÿ ðîâíî 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî, ÷åì îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà äâà ðàçíûõ
ðåçóëüòàòà òàêîé ñõåìû âûáîðà.

Íàì íå âàæåí ïîðÿäîê íîìåðîâ, òî åñòü ìû ó÷èòûâàåì òîëüêî, ñêîëüêî ðàç â íàøåì
íàáîðå èç k íîìåðîâ øàðèêîâ ïîÿâèëñÿ øàðèê íîìåð 1, øàðèê íîìåð 2, . . . , øàðèê
íîìåð n. Òî åñòü ðåçóëüòàò âûáîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü íàáîðîì ÷èñåë k1, k2, . . . , kn, â
êîòîðîì ki — ÷èñëî ïîÿâëåíèé øàðèêà íîìåð i â âûáîðêå, è k1 + . . . + kn = k. ×èñëà
ki ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç N ∪ {0}. Ïðè ýòîì äâà ðåçóëüòàòà ýêñïåðèìåíòà ðàçëè÷íû,
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åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàáîðû k1, k2, . . . , kn íå ñîâïàäàþò (ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ è
ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ).

Ïðåäñòàâèì ñåáå äðóãîé ýêñïåðèìåíò, èìåþùèé òî÷íî òàêèå æå ðåçóëüòàòû (è, ñëå-
äîâàòåëüíî, èõ ñòîëüêî æå). Åñòü n ÿùèêîâ, â êîòîðûõ ðàçìåùàåòñÿ k øàðèêîâ. Íàñ
èíòåðåñóåò òîëüêî êîëè÷åñòâî øàðèêîâ â êàæäîì ÿùèêå. Òî åñòü ðåçóëüòàòîì ýêñïåðè-
ìåíòà ñíîâà ÿâëÿåòñÿ íàáîð ÷èñåë k1, k2, . . . , kn, â êîòîðîì ki — ÷èñëî øàðèêîâ â ÿùèêå
ñ íîìåðîì i, è k1 + . . .+kn = k. ×èñëà ki ïî-ïðåæíåìó ïðèíèìàþò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ
èëè ðàâíû 0.

À òåïåðü èçîáðàçèì ðåçóëüòàò òàêîãî ðàçìåùåíèÿ â âèäå ñõåìû, â êîòîðîé âåðòè-
êàëüíûå ëèíèè îáîçíà÷àþò ïåðåãîðîäêè ìåæäó ÿùèêàìè, à êðóæêè — íàõîäÿùèåñÿ â
ÿùèêàõ øàðèêè: ∣∣∣∣∣ • • •

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ • ∣∣∣∣ • • ∣∣∣∣ • • ∣∣∣∣ ∣∣∣∣ •
∣∣∣∣∣

Ìû âèäèì ðåçóëüòàò ðàçìåùåíèÿ 9 øàðèêîâ ïî 7 ÿùèêàì. Çäåñü 1-é ÿùèê ñîäåðæèò 3
øàðèêà, 2-é è 6-é ÿùèêè ïóñòû, 3-é ÿùèê ñîäåðæèò 1 øàðèê, è â 4-ì è 5-ì ÿùèêàõ åñòü
ïî 2 øàðèêà. Ïåðåëîæèì îäèí øàðèê èç ïåðâîãî ÿùèêà âî âòîðîé è èçîáðàçèì òàêèì
æå îáðàçîì åùå îäèí ðåçóëüòàò ðàçìåùåíèÿ:∣∣∣∣∣ • •

∣∣∣∣ • ∣∣∣∣ • ∣∣∣∣ • • ∣∣∣∣ • • ∣∣∣∣ ∣∣∣∣ •
∣∣∣∣∣ . È åùå îäèí:

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∣∣∣∣ • • • • • • • • •

∣∣∣∣∣
Âèäèì, ÷òî âñå ðàçìåùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ìåíÿÿ ìåæäó ñîáîé øàðèêè è ïåðå-

ãîðîäêè, èëè ðàññòàâëÿÿ k øàðèêîâ íà n−1+k ìåñòå. ×èñëî n−1+k ïîëó÷àåòñÿ òàê: ó
n ÿùèêîâ åñòü ðîâíî n+1 ïåðåãîðîäêà, ñ÷èòàÿ êðàéíèå, èëè n−1 ïåðåãîðîäêà, åñëè íå
ñ÷èòàòü êðàéíèå, êîòîðûå äâèãàòü íåëüçÿ. È åñòü k øàðèêîâ. Ïåðåáðàâ âñå âîçìîæíûå
ñïîñîáû ðàññòàâèòü k øàðèêîâ íà ýòèõ n−1+k ìåñòàõ (è ñòàâÿ íà îñòàâøèåñÿ ìåñòà
ïåðåãîðîäêè), ïåðåáåðåì âñå íóæíûå ðàçìåùåíèÿ.

Íî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü k øàðèêîâ íà n−1+k ìåñòàõ ðîâíî Ckn−1+k — ýòî â òî÷íîñòè
÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n−1+k íîìåðîâ ìåñò k íîìåðîâ ìåñò (áåç ó÷åòà ïîðÿäêà
è áåç âîçâðàùåíèÿ), íà êîòîðûå íóæíî ïîìåñòèòü øàðèêè. Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî
Ckn+k−1 = Cn−1

n+k−1 âåðíî êàê ïî îïðåäåëåíèþ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ èëè ñâîé-
ñòâàì òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ, òàê è â ñèëó òîãî, ÷òî ìîæíî âìåñòî âûáîðà k ìåñò äëÿ
øàðèêîâ âûáèðàòü n−1 ìåñòî äëÿ ïåðåãîðîäîê ÿùèêîâ, çàïîëíÿÿ øàðèêàìè îñòàâøèåñÿ
ìåñòà.
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1.2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ïðåäìåò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò çàêîíîìåðíîñòè, âîçíèêàþùèå â ñëó÷àéíûõ ýêñïå-
ðèìåíòàõ (ÿâëåíèÿõ). Ñëó÷àéíûì íàçûâàþò ýêñïåðèìåíò, ðåçóëüòàò êîòîðîãî íåëüçÿ
ïðåäñêàçàòü çàðàíåå. Íåâîçìîæíîñòü ïðåäñêàçàòü çàðàíåå — îñíîâíîå, ÷òî îòëè÷àåò
случайное ÿâëåíèå îò детерминированного.

Íå âñå ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ (ýêñïåðèìåíòû) ìîæíî èçó÷àòü ìåòîäàìè òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé, à ëèøü òå, êîòîðûå ìîãóò áûòü âîñïðîèçâåäåíû â îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ è
îáëàäàþò (íåïîíÿòíî êàê ïðîâåðÿåìûì çàðàíåå) ñâîéñòâîì «ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè»: åñëè A — íåêîòîðîå ñîáûòèå, ìîãóùåå ïðîèçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè â ðåçóëüòàòå
ýêñïåðèìåíòà, òî äîëÿ n(A)/n ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ äàííîå ñîáûòèå ïðî-
èçîøëî, èìååò òåíäåíöèþ ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ ñ ðîñòîì îáùåãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ n,
ïðèáëèæàÿñü ê íåêîòîðîìó ÷èñëó P(A). Ýòî ÷èñëî ñëóæèò îáúåêòèâíîé õàðàêòåðèñòè-
êîé «ñòåïåíè âîçìîæíîñòè» ñîáûòèþ A ïðîèçîéòè.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü ëèøü î ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, îáëàäàþùèõ
äàííûìè ñâîéñòâàìè, à ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äîêàæåì â óòâåðæäåíèè,
èçâåñòíîì êàê çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ß. Áåðíóëëè.

Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè

Îïðåäåëåíèå 1. Пространством элементарных исходов Ω («î́ìåãà») íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû äàííîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, èç
êîòîðûõ â ýêñïåðèìåíòå ïðîèñõîäèò ðîâíî îäèí. Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþò
элементарными исходами è îáîçíà÷àþò áóêâîé ω («î́ìåãà») ñ èíäåêñàìè èëè áåç.

Îïðåäåëåíèå 2. Событиями ìû áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Ω. Ãîâî-
ðÿò, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà произошло событие A ⊆ Ω, åñëè â ýêñïåðèìåíòå
ïðîèçîøåë îäèí èç ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî A.

Çàìå÷àíèå 2. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî íàçâàòü ñîáûòèÿìè íå îáÿçàòåëüíî âñå ïîä-
ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Ω, à ëèøü ìíîæåñòâà èç íåêîòîðîãî íàáîðà ïîäìíîæåñòâ. Î
ñìûñëå òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ ìû ïîãîâîðèì ïîçäíåå.

Ïðèìåð 1. Îäèí ðàç ïîäáðàñûâàåòñÿ îäíà èãðàëüíàÿ êîñòü (êóáèê). Ñàìûé ðàçóì-
íûé ñïîñîá çàäàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ òàêîâ: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, ýëå-
ìåíòàðíûå èñõîäû çäåñü ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëó âûïàâøèõ î÷êîâ.

Ïðèìåðû ñîáûòèé: A = {1, 2} — âûïàëî îäíî èëè äâà î÷êà; A = {1, 3, 5} — âûïàëî
íå÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ.

Ïðèìåð 2. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàåòñÿ îäíà èãðàëüíàÿ êîñòü (êóáèê). Èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, îäèí ðàç ïîäáðàñûâàþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì,
çäåñü ñàìûé ðàçóìíûé ñïîñîá çàäàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ — ñ÷èòàòü
ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ÷èñåë (i, j), â êîòîðîé 1 6 i, j 6 6 è i (j)
åñòü ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè ïåðâîì (âòîðîì) ïîäáðàñûâàíèè: Ω = {(i, j), ãäå 1 6
i, j 6 6}.

Ïðèìåðû ñîáûòèé:
A = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6)} — ïðè ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè âûïàëî îäíî î÷êî;
A = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)} — ïðè äâóõ ïîäáðàñûâàíèÿõ âûïàëî îäèíàêîâîå
÷èñëî î÷êîâ.

Ïðèìåð 3. Íà ïîâåðõíîñòü ñòîëà áðîñàåòñÿ ìîíåòà. Ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà ìîæ-
íî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòó öåíòðà ìîíåòû (à åñëè íàì íå áåçðàçëè÷åí óãîë ïîâîðîòà ìîíå-
òû, òî ìîæíî äîáàâèòü è âåëè÷èíó ýòîãî óãëà). Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ —
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ìíîæåñòâî òî÷åê ñòîëà (â âòîðîì ñëó÷àå — ìíîæåñòâî ïàð {(x, ϕ)}, ãäå x ∈ R2 — òî÷êà
ñòîëà è ϕ ∈ [0, 2π) — óãîë ïîâîðîòà). ×èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ òàêîãî ýêñïåðèìåíòà
íåñ÷åòíî.

Ïðèìåð 4. Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïàäåò ââåðõ ãåðáîì. Ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî, íî ñ÷åòíîãî ÷èñëà èñõîäîâ:
Ω = {ã, ðã, ððã, ðððã, ððððã, ðððððã, . . . , }, ãäå ð è ã îáîçíà÷àþò âûïàäåíèå ðåøêè è
ãåðáà ïðè îäíîì ïîäáðàñûâàíèè, ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 3.

1. Достоверным íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå îáÿçàòåëüíî ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå
ýêñïåðèìåíòà, òî åñòü åäèíñòâåííîå ñîáûòèå, âêëþ÷àþùåå âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ
ýëåìåíòàðíûå èñõîäû — ñîáûòèå Ω.

2. Невозможным íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå íå ìîæåò ïðîèçîéòè â ðåçóëüòàòå
ýêñïåðèìåíòà, òî åñòü ñîáûòèå, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà
(«ïóñòîå ìíîæåñòâî» ∅). Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà ∅ ⊂ Ω.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü A è B — ñîáûòèÿ.

1. Объединением A ∪ B ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî
ïðîèçîøëî ëèáî A, ëèáî B, ëèáî îáà ñîáûòèÿ îäíîâðåìåííî. Íà ÿçûêå òåîðèè
ìíîæåñòâ A∪B åñòü ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå êàê ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, âõîäÿùèå
â A, òàê è ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, âõîäÿùèå â B.

2. Пересечением A ∩ B ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî
ïðîèçîøëè îáà ñîáûòèÿ A è B îäíîâðåìåííî. Òî åñòü A ∩ B åñòü ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, âõîäÿùèå îäíîâðåìåííî â A è â B.

3. Дополнением A\B ñîáûòèÿ B äî A íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðî-
èçîøëî ñîáûòèå A, íî íå ïðîèçîøëî B. Òî åñòü A\B åñòü ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå
ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, âõîäÿùèå â A, íî íå âõîäÿùèå â B.

4. Противоположным (èëè дополнительным) ê ñîáûòèþ A íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå A = Ω\A,
ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñîáûòèå A â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà íå ïðîèçîøëî. Èíà÷å
ãîâîðÿ, A åñòü ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, íå âõîäÿùèå â A.

Îïðåäåëåíèå 5.

1. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ несовместными, åñëè A ∩B = ∅.

2. Ñîáûòèÿ A1, . . . , An íàçûâàþòñÿ попарно несовместными, åñëè äëÿ ëþáûõ i 6= j,
1 6 i, j 6 n, ñîáûòèÿ Ai è Aj íåñîâìåñòíû.

3. Ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå A влечет ñîáûòèå B, è ïèøóò A ⊆ B, åñëè âñåãäà, êàê òîëü-
êî ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A, ïðîèñõîäèò è ñîáûòèå B. Íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíòàðíûé èñõîä, âõîäÿùèé â A, îäíîâðåìåííî âõîäèò
è â ñîáûòèå B.

Âåðîÿòíîñòü íà äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ дискретным ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ, òî åñòü ïðîñòðàíñòâîì, ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ:
Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn, . . . }.
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Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñòàâèì êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ωi ∈ Ω â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî p(ωi) ∈ [0, 1] òàê, ÷òî ∑

ωi∈Ω

p(ωi) = 1.

Íàçîâåì ÷èñëî p(ωi) вероятностью ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ωi. Вероятностью ñîáûòèÿ
A ⊆ Ω íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

P(A) =
∑
ωi∈A

p(ωi),

ðàâíîå ñóììå âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî A.

Çàìå÷àíèå 3. Ïîçäíåå, ïîçíàêîìèâøèñü ñ àêñèîìàòèêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìû
çàäàäèì âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé íåïîñðåäñòâåííî, à íå ÷åðåç âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ. Òåì áîëåå, ÷òî ñëîæåíèåì âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìîæíî ïîëó-
÷èòü ëèøü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî íå áîëåå ÷åì èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ (èíà÷å ñàìî ïîíÿòèå ñóììèðîâàíèÿ íå îïðåäåëåíî). Íî íà äèñêðåòíîì
ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé òàê, êàê ýòî ñäå-
ëàíî â îïðåäåëåíèè 6, âñåãäà âîçìîæíî.

Ïåðå÷èñëèì î÷åâèäíûå â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ
ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå ìû ñêîðî äîêàæåì ñðàçó â îáùåì ñëó÷àå.

1. 0 6 P(A) 6 1; 2. P(Ω) = 1; 3. P(∅) = 0; 4. P(A) = 1− P(A);

5. åñëè A è B íåñîâìåñòíû, òî P(A ∪B) = P(A) + P(B);

6. â îáùåì æå ñëó÷àå P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B);

7. åñëè A ⊆ B, òî P(A) 6 P(B).

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàçàòü ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 6.

Êàê âèäíî, âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò áûòü íàçâàíà ñîâåðøåííî àáñòðàêòíàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåñêîëüêèì íåîáðåìåíèòåëüíûì òðåáîâàíèÿì. Îäíàêî î íåîáõîäè-
ìîñòè «ñîîòâåòñòâèÿ òåîðèè ïðàêòèêå» òîæå íàäî ïîäóìàòü.

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ñîñòîÿ-
ùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N ýëåìåíòîâ: Ω = {ω1, ω2, . . . , ωN}. Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî èç êàêèõ-ëèáî ñîîáðàæåíèé ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ýëåìåíòàðíûå èñõîäû равновозмож-

ными. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþáîãî èç íèõ ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé 1/N .
Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ÷àùå âñåãî íå èìåþò îòíîøåíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è îñíî-

âàíû íà êàêîé-ëèáî ñèììåòðèè â ýêñïåðèìåíòå (ñèììåòðè÷íàÿ ìîíåòà, õîðîøî ïåðå-
ìåøàííàÿ êîëîäà êàðò, ïðàâèëüíàÿ êîñòü). Ëèáî ìû ìîæåì çàðàíåå ñ÷èòàòü èñõîäû
ýêñïåðèìåíòà ðàâíîâîçìîæíûìè, íî òîãäà ðàíî èëè ïîçäíî âñå ðàâíî âîçíèêíåò âî-
ïðîñ î ñîîòâåòñòâèè òàêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàëüíîìó ýêñïåðèìåíòó.

Åñëè ñîáûòèå A = {ωi1 , . . . , ωik} ñîñòîèò èç k ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, òî âåðîÿòíîñòü
ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíÿåòñÿ îòíîøåíèþ k/N :

P(A) = p(ωi1) + . . .+ p(ωik) = k · 1
N

=
|A|
|Ω|

,

ãäå ñèìâîëîì |A| îáîçíà÷åíî ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A.

7



Îïðåäåëåíèå 7.

Ãîâîðÿò, ÷òî ýêñïåðèìåíò óäîâëåòâîðÿåò классическому определению вероятно-

сти (èëè êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòíîé ñõåìå), åñëè ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà |Ω| = N ðàâíîâîçìîæíûõ èñõîäîâ.
Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

P(A) =
|A|
|Ω|

,

íàçûâàåìîé классическим определением вероятности. Ýòà ôîðìóëà ÷èòàåòñÿ
òàê: «âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà èñõîäîâ, благоприят-
ствующих ñîáûòèþ A, ê îáùåìó ÷èñëó èñõîäîâ».

Çàìå÷àíèå 4. Ïîëåçíî ïîìíèòü êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó ßêîáà Áåðíóëëè: «Ве-
роятность есть степень достоверности и отличается от нее как часть от целого»

(Ars Conjectandi, 1713 ã.)

Çàìå÷àíèå 5. Ìû âèäèì òåïåðü, ÷òî ïîäñ÷åò âåðîÿòíîñòè â êëàññè÷åñêîé ñõåìå ñâî-
äèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà «øàíñîâ» (ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ), áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ êàêîìó-
ëèáî ñîáûòèþ, è îáùåãî ÷èñëà øàíñîâ. Êàê ïðàâèëî, ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë
êîìáèíàòîðèêè.

Ðàññìîòðèì îïèñàííûå â ïàðàãðàôå 1.1 óðíîâûå ñõåìû. Íàïîìíèì, ÷òî ðå÷ü èäåò
îá èçâëå÷åíèè k øàðèêîâ èç óðíû, ñîäåðæàùåé n øàðèêîâ. Ïðè ýòîì òðè ñõåìû: ñ
âîçâðàùåíèåì è ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà, áåç âîçâðàùåíèÿ è ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà, à òàêæå áåç
âîçâðàùåíèÿ è áåç ó÷åòà ïîðÿäêà óäîâëåòâîðÿþò êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ âåðîÿò-
íîñòè. Îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ýòèõ ñõåìàõ ïîäñ÷èòàíî â òåîðåìàõ 4, 2,
3 è ðàâíî, ñîîòâåòñòâåííî, nk, Akn, C

k
n.

×åòâåðòàÿ æå ñõåìà — ñõåìà âûáîðà ñ âîçâðàùåíèåì è áåç ó÷åòà ïîðÿäêà — èìååò
çàâåäîìî неравновозможные èñõîäû.

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì, ñêàæåì, âûáîð äâóõ øàðèêîâ èç äâóõ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
äâàæäû ïîäáðîñèì ìîíåòó. Åñëè ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê, òî èñõîäîâ ïîëó÷èòñÿ 4, è âñå îíè
ðàâíîâîçìîæíû, òî åñòü èìåþò âåðîÿòíîñòü ïî 1/4:

(ãåðá,ãåðá), (ðåøêà,ðåøêà), (ðåøêà,ãåðá), (ãåðá,ðåøêà).
Åñëè ïîðÿäîê íå ó÷èòûâàòü, òî ñëåäóåò îáúÿâèòü äâà ïîñëåäíèõ èñõîäà îäíèì è òåì

æå ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà, è ïîëó÷èòü òðè èñõîäà âìåñòî ÷åòûðåõ: âûïàëî
äâà ãåðáà, ëèáî äâå ðåøêè, ëèáî îäèí ãåðá è îäíà ðåøêà.
Ïðè ýòîì ïåðâûå äâà èñõîäà èìåþò âåðîÿòíîñòü 1/4, à ïîñëåäíèé — âåðîÿòíîñòü

1/4+1/4=1/2.

Óïðàæíåíèå 4. Ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ïðèìåðå 2 (ïðè ïîäáðà-
ñûâàíèè äâóõ èãðàëüíûõ êîñòåé). Êàêèì ñòàíåò ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,
åñëè ïîðÿäîê êîñòåé íå ó÷èòûâàòü? Ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â òàêîì
ïðîñòðàíñòâå (ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 5 èëè ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì). Óáåäèòüñÿ, ÷òî èõ ðîâíî
C2

7 = 21. Ðàâíîâîçìîæíû ëè ýòè èñõîäû? Ïîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èñõîäà.
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Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïðèìåð 6.

Èç óðíû, â êîòîðîé n1 áåëûõ è n − n1 ÷åðíûõ øàðîâ, íàóäà÷ó, áåç
âîçâðàùåíèÿ âûíèìàþò k øàðîâ, k 6 n. Òåðìèí «íàóäà÷ó» îçíà÷à-
åò, ÷òî ïîÿâëåíèå ëþáîãî íàáîðà èç k øàðîâ ðàâíîâîçìîæíî. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò âûáðàíî ðîâíî k1 áåëûõ è k−k1 ÷åðíûõ
øàðîâ.

n1 | n− n1

⇓
k1 | k − k1

Р е ш е н и е. Çàìåòèì, ÷òî ïðè k1 > n1 èëè k − k1 > n − n1 èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü
ðàâíà 0, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáûòèå íåâîçìîæíî. Ïóñòü k1 6 n1 è k− k1 6 n− n1.

Ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ íàáîð èç k øàðîâ. Ïðè ýòîì ìîæíî íå ó÷èòû-
âàòü èëè ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ øàðîâ.

1. Âûáîð áåç ó÷åòà ïîðÿäêà. Îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ åñòü ÷èñëî k-
ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ, òî åñòü |Ω| = Ckn (ïî
òåîðåìå 3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî òðåáóåòñÿ íàéòè. Ñîáûòèþ A
áëàãîïðèÿòñòâóåò ïîÿâëåíèå ëþáîãî íàáîðà, ñîäåðæàùåãî k1 áåëûõ øàðîâ è k − k1 ÷åð-
íûõ. ×èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ (ïî òåîðåìå 1) ÷èñëà ñïîñîáîâ
âûáðàòü k1 áåëûõ øàðîâ èç n1 è ÷èñëà ñïîñîáîâ âûáðàòü k− k1 ÷åðíûõ øàðîâ èç n− n1:
|A| = Ck1

n1
· Ck−k1

n−n1
. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà

P(A) =
Ck1
n1
· Ck−k1

n−n1

Ckn
. (1)

2. Âûáîð ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà. Îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ
ðàçìåñòèòü n ýëåìåíòîâ íà k ìåñòàõ: |Ω| = Akn = n(n− 1) . . . (n− k + 1) (ïî òåîðåìå 2).

Ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ íóæíî ó÷åñòü êàê ÷èñëî ñïîñîáîâ âû-
áðàòü íóæíîå ÷èñëî øàðîâ, òàê è ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñïîëîæèòü ýòè øàðû ñðåäè k. Ìîæ-
íî, ñêàæåì, ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü k1 ìåñò ñðåäè k (ðàâíîå C

k1
k ), çàòåì ÷èñëî

ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü íà ýòèõ k1 ìåñòàõ n1 áåëûõ øàðîâ (ðàâíîå Ak1
n1
— íå çàáûâàéòå ïðî

ó÷åò ïîðÿäêà!), è çàòåì ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü íà îñòàâøèõñÿ k − k1 ìåñòàõ n − n1

÷åðíûõ øàðîâ (ðàâíîå Ak−k1
n−n1

). Ïåðåìíîæèâ (ïî÷åìó?) ýòè ÷èñëà, ïîëó÷èì

|A| = Ck1
k ·A

k1
n1
·Ak−k1

n−n1
, P(A) =

Ck1
k ·A

k1
n1
·Ak−k1

n−n1

Akn
=
Ck1
n1
· Ck−k1

n−n1

Ckn
.

Â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å ìû ñîïîñòàâèëè êàæäîìó íàáîðó èç k1 áåëûõ è k−k1 ÷åðíûõ
øàðîâ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ýòîò íàáîð ïðè âûáîðå k øàðîâ èç óðíû, ñîäåðæàùåé n1

áåëûõ è n− n1 ÷åðíûõ øàðîâ:

P(A) =
Ck1
n1
· Ck−k1

n−n1

Ckn
.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñîîòâåòñòâèå k1 7→ P(A) =
Ck1
n1
· Ck−k1

n−n1

Ckn
, èëè ñëåäóþùèé íàáîð

âåðîÿòíîñòåé {
Ck1
n1
· Ck−k1

n−n1

Ckn
, ãäå 0 6 k1 6 min(k, n1), k − k1 6 n− n1

}
íàçûâàåòñÿ гипергеометрическим распределением.
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Ðàçäåë 2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

2.1 ×òî ýòî òàêîå

'
&

$
%����A Ω

�
�
�	

q Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü îáëàñòü Ω â Rm (íà ïðÿìîé, íà
ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî «ìåðà» Ω (äëè-
íà, ïëîùàäü, îáúåì, ñîîòâåòñòâåííî) êîíå÷íà. Ïóñòü ñëó÷àé-
íûé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû íàóäà÷ó áðîñàåì â
ýòó îáëàñòü òî÷êó. Òåðìèí «íàóäà÷ó» çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî

âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ òî÷êè â ëþáóþ ÷àñòü A ⊂ Ω íå çàâèñèò îò ôîðìû èëè ðàñïîëîæå-
íèÿ A âíóòðè Ω, à çàâèñèò ëèøü îò «ìåðû» îáëàñòè A (åñëè A èçìåðèìî, ñì. çàìå÷àíèå
6).

Îïðåäåëåíèå 9. Ýêñïåðèìåíò óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì «ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòè», åñëè åãî èñõîäû можно èçîáðàçèòü òî÷êàìè íåêîòîðîé îáëàñòè Ω â
R
m òàê, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ òî÷êè â ëþáóþ ÷àñòü A ⊂ Ω íå çàâèñèò îò ôîðìû

èëè ðàñïîëîæåíèÿ A âíóòðè Ω, à çàâèñèò ëèøü îò ìåðû îáëàñòè A (è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðîïîðöèîíàëüíà ýòîé ìåðå):

P(· ∈ A) =
µ(A)
µ(Ω)

, ãäå µ(A) îáîçíà÷àåò ìåðó îáëàñòè A.

«Ìåðîé» ìû ïîêà áóäåì íàçûâàòü äëèíó, ïëîùàäü, îáúåì è ò.ä.
Åñëè äëÿ òî÷êè, áðîøåííîé â îáëàñòü Ω, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðå-

äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, òî ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà равномерно распределена в области Ω.

Ïðèìåð 7. Òî÷êà íàóäà÷ó áðîñàåòñÿ íà îòðåçîê [0,1]. Âåðîÿòíîñòü òî÷êå ïîïàñòü
â òî÷êó {0.5} ðàâíà íóëþ, òàê êàê ìåðà ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç îäíîé òî÷êè («äëè-
íà òî÷êè»), åñòü 0. Âìåñòå ñ òåì ïîïàäàíèå â òî÷êó {0.5} íå ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì
ñîáûòèåì — ýòî îäèí èç ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà.

2.2 Çàäà÷à î âñòðå÷å

Ïðèìåð 8. Äâà ëèöà X è Y óñëîâèëèñü âñòðåòèòüñÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå ìåæäó
äâóìÿ è òðåìÿ ÷àñàìè äíÿ. Ïðèøåäøèé ïåðâûì æäåò äðóãîãî â òå÷åíèè 10 ìèíóò, ïîñëå
÷åãî óõîäèò. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è ýòèõ ëèö, åñëè êàæäûé èç íèõ ìîæåò
ïðèéòè â ëþáîå âðåìÿ â òå÷åíèå óêàçàííîãî ÷àñà íåçàâèñèìî îò äðóãîãî?

Р е ш е н и е. Áóäåì ñ÷èòàòü èíòåðâàë ñ 14 äî 15 ÷àñîâ äíÿ îòðåçêîì [0,1] äëèíîé
1 ÷àñ. Ïóñòü ξ («êñè») è η («ý́òà») — ìîìåíòû ïðèõîäà X è Y (òî÷êè îòðåçêà [0,1]).
Âñå âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà — ìíîæåñòâî òî÷åê êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1:
Ω = {(ξ, η) : 0 6 ξ 6 1, 0 6 η 6 1} = [0, 1]× [0, 1].

-
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Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýêñïåðèìåíò ñâîäèòñÿ ê áðîñàíèþ òî÷êè
íàóäà÷ó â êâàäðàò. Ïðè ýòîì áëàãîïðèÿòíûìè èñõîäàìè
ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâà A = {(ξ, η) : |ξ − η| 6 1/6} (10
ìèíóò = 1/6 ÷àñà). Òî åñòü ïîïàäàíèå â ìíîæåñòâî A íàóäà÷ó
áðîøåííîé â êâàäðàò òî÷êè îçíà÷àåò, ÷òî X è Y âñòðåòÿòñÿ.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è ðàâíà

P(A) =
µ(A)
µ(Ω)

=
1−

(
5
6

)2
1

=
11
36
.

2.3 Çàäà÷à Áþôôîíà

Ïðèìåð 9. Íà ïëîñêîñòè íà÷åð÷åíû ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, íàõîäÿùèåñÿ äðóã îò
äðóãà íà ðàññòîÿíèè 2a. Íà ïëîñêîñòü íàóäà÷ó áðîøåíà èãëà äëèíû 2l < 2a. Êàêîâà
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âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãëà ïåðåñå÷åò îäíó èç ïðÿìûõ?
Р е ш е н и е. Ïîéìåì, ÷òî îçíà÷àåò çäåñü «íàóäà÷ó áðîøåíà èãëà». Âîçìîæíûå ïî-

ëîæåíèÿ èãëû (îòðåçêà) íà ïëîñêîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæåíèåì ñåðåäèíû
èãëû è óãëîì ïîâîðîòà èãëû îòíîñèòåëüíî êàêîãî-ëèáî íàïðàâëåíèÿ. Ïðè÷åì äâå ýòè
ïåðåìåííûå (ïîëîæåíèå öåíòðà è óãîë ïîâîðîòà) ìåíÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

-

-

�
�
�
�
��

�
�
�
�
��

x
l ϕ

2a

l

?

6

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ∈ [0, a] ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû
èãëû äî áëèæàéøåé ïðÿìîé, à ÷åðåç ϕ ∈ [0, π] —
óãîë ìåæäó êàêèì-òî íàïðàâëåíèåì ïðÿìûõ è èãëîé.
Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé èãëû öåëèêîì
îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì íàóäà÷ó òî÷êè èç ïðÿìîóãîëü-
íèêà Ω = [0, π]× [0, a].
Èãëà ïåðåñåêàåò áëèæàéøóþ ïðÿìóþ, åñëè êîîðäè-
íàòû âûáðàííîé íàóäà÷ó òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó: x 6 l · sinϕ.

-

6
x = l · sinϕ

0 π ϕ

x

a

Ïëîùàäü îáëàñòè A ⊂ Ω, òî÷êè êîòîðîé óäîâëåòâîðÿ-
þò òàêîìó íåðàâåíñòâó, ðàâíà

µ(A) =
∫ π

0
l · sinϕ dϕ = −l · cosϕ

∣∣∣∣π
0

= 2l.

È òàê êàê µ(Ω) = aπ, òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P(A) =
2l
aπ

.

2.4 Ïàðàäîêñ Áåðòðàíà

Ïðèìåð 10 ( Josef Bertrand, “Calcul des Probabilites", 1888).
Â êðóãå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ õîðäà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åå
äëèíà áóäåò áîëüøå, ÷åì äëèíà ñòîðîíû âïèñàííîãî â êðóã ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà?

«Р е ш е н и е». Åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè ñïîñîáà «âûáðàòü íàóäà÷ó õîðäó â êðóãå».

�
�
�
�
�
�
�

A
A
A
A
A
A
A

s
s

�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
��

E
E
E
E
E
E
E
EE

L
L
L
L
L
L
L
L

1. Çàôèêñèðóåì îäíó òî÷êó (êîíåö õîðäû) íà îêðóæíîñòè
è âûáåðåì íàóäà÷ó íà îêðóæíîñòè äðóãóþ òî÷êó (âòîðîé
êîíåö õîðäû). Çäåñü Ω = [0, 2π], à áëàãîïðèÿòíûìè ÿâëÿ-
þòñÿ ïîëîæåíèÿ âòîðîé òî÷êè íà èíòåðâàëå [2π/3, 4π/3]
(õîðäû, ïîìå÷åííûå íà ðèñóíêå êðàñíûì öâåòîì). Âå-

ðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü «äëèííóþ» õîðäó ðàâíà
1
3
.

T
T
T
T
T
TT

�
�
�
�
�
��

r
r
�
�
�
�
�
�
��

2. Ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà õîðäà, äëÿ êîòîðîé äàííàÿ òî÷-
êà â êðóãå ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé1. Ìîæíî ïîýòîìó âû-
áèðàòü íàóäà÷ó õîðäó, áðîñàÿ íàóäà÷ó òî÷êó (ñåðåäèíó
õîðäû) â êðóã. Çäåñü Ω — êðóã ðàäèóñà 1, µ(Ω) = π, à
áëàãîïðèÿòíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿ ñåðåäèíû õîðäû
âíóòðè âïèñàííîãî â òðåóãîëüíèê êðóãà (ðàäèóñîì 1/2).
Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü «äëèííóþ» õîðäó ðàâíà îòíîøå-

íèþ ïëîùàäåé êðóãîâ, òî åñòü
1
4
.

1Êðîìå òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà áðîøåííàÿ íàóäà÷ó òî÷êà ïîïàäåò â öåíòð êðóãà. Íî ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü
ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà íóëþ, òî ó÷åò èëè íåó÷åò òàêîãî ñîáûòèÿ íå âëèÿåò íà èòîãîâóþ âåðîÿòíîñòü
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b
b
b
b
b
bb

"
"
"
"
"
""

t
3. Íàêîíåö, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî

õîðä, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ êàêîìó-ëèáî äèàìåòðó (îñòàëü-
íûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïîâîðîòîì). Òî åñòü ýêñïåðè-
ìåíò ìîæåò ñîñòîÿòü â âûáîðå ñåðåäèíû õîðäû íàóäà÷ó
íà äèàìåòðå êðóãà — îòðåçêå äëèíîé 2. Áëàãîïðèÿòíûìè
ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿ ñåðåäèíû õîðäû íà îòðåçêå äëèíîé
1. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü äëÿ òàêîãî ýêñïåðèìåíòà ðàâíà
1
2
.

Â ÷åì ïðè÷èíà ðàçíèöû â îòâåòàõ íà, êàçàëîñü áû, îäèí è òîò æå âîïðîñ? Íà
ñàìîì äåëå ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è íå êîððåêòíà ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. «Âûáîð
íàóäà÷ó õîðäû â êðóãå» ìîæåò áûòü ïî-ðàçíîìó îïèñàí ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîãî
îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (÷òî ìû è ñäåëàëè). Òî åñòü ýòîò «ýêñïåðèìåíò» ìîæíî ïî-
ðàçíîìó îïèñàòü ñ ïîìîùüþ âûáîðà íàóäà÷ó òî÷êè â íåêîòîðîé îáëàñòè.

Ñëîâî «ýêñïåðèìåíò» âçÿòî â êàâû÷êè íå íàïðàñíî: ñêàçàâ «â êðóãå íàóäà÷ó âûáè-
ðàåòñÿ õîðäà», ìû åùå íå îïèñàëè ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìó
èç òðåõ ïðåäëîæåííûõ ñïîñîáîâ âûáîðà õîðä ìîæíî ñîïîñòàâèòü êîíêðåòíûé ôèçè÷å-
ñêèé ýêñïåðèìåíò (âñÿêèé ðàç äðóãîé).

Òàê ÷òî ïàðàäîêñ èñ÷åçàåò ñðàçó, êàê òîëüêî ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ: ÷òî çíà÷èò «â
êðóãå íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ õîðäà»?

Çàêàí÷èâàÿ îáñóæäåíèå ïîíÿòèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè, ñäåëàåì î÷åíü âàæíîå
äëÿ äàëüíåéøåãî çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè äàæå ýêñïåðèìåíò óäîâëåòâîðÿåò ãåîìåòðè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ
âåðîÿòíîñòè, äàëåêî íå äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ A ⊂ Ω âåðîÿòíîñòü ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê
îòíîøåíèå ìåðû A ê ìåðå Ω. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ
«íåèçìåðèìûõ» ìíîæåñòâ, òî åñòü ìíîæåñòâ, ìåðà êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò.

À åñëè íå äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω ìû ìîæåì îïðåäåëèòü èõ âåðîÿòíîñòè, ñëåäó-
åò ñóçèòü êëàññ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ «ñîáûòèÿìè», îñòàâèâ â ýòîì êëàññå òîëüêî òå
ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü.

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû çàéìåìñÿ ïîñòðîåíèåì (âñëåä çà Àíäðååì Íèêîëàåâè÷åì Êîë-
ìîãîðîâûì) àêñèîìàòèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé: ïîçíàêîìèìñÿ ñ ïîíÿòèÿìè σ-àëãåáðû
(èëè ïîëÿ) ñîáûòèé, âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå äîêà-
æåì ñôîðìóëèðîâàííûå â ïàðàãðàôå 1.2 ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè.
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Ðàçäåë 3. Àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

3.1 σ-àëãåáðà ñîáûòèé

Ïóñòü Ω — ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà (òî åñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû). Ìû ñîáèðàåìñÿ
îïðåäåëèòü íàáîð ïîäìíîæåñòâ Ω, êîòîðûå áóäóò íàçûâàòüñÿ ñîáûòèÿìè, è çàòåì çàäàòü
âåðîÿòíîñòü êàê ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ òîëüêî íà ìíîæåñòâå ñîáûòèé.

Òî åñòü ñîáûòèÿìè ìû áóäåì íàçûâàòü íå ëþáûå ïîäìíîæåñòâà Ω, à ëèøü ïîäìíîæå-
ñòâà èç íåêîòîðîãî «ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ» F. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïîçàáîòèòüñÿ,
÷òîáû ýòî ìíîæåñòâî F ïîäìíîæåñòâ Ω áûëî «çàìêíóòî» îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ â
ïàðàãðàôå 1.2 îïåðàöèé íàä ñîáûòèÿìè, òî åñòü ÷òîáû îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, äî-
ïîëíåíèå ñîáûòèé (òî åñòü ýëåìåíòîâ F) ñíîâà äàâàëî ñîáûòèå (òî åñòü ýëåìåíò F).

Îïðåäåëåíèå 10. Ìíîæåñòâî F, ñîñòîÿùåå èç ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω (íå îáÿ-
çàòåëüíî âñåõ!) íàçûâàåòñÿ σ-алгеброй событий, èëè σ-алгеброй подмножеств Ω, åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(A1) Ω ∈ F (σ-àëãåáðà ñîáûòèé ñîäåðæèò äîñòîâåðíîå ñîáûòèå);

(A2) åñëè A ∈ F, òî A ∈ F (âìåñòå ñ ëþáûì ñîáûòèåì σ-àëãåáðà ñîäåðæèò
ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå);

(A3) åñëè A1, A2, . . . ∈ F, òî
∞⋃
i=1

Ai ∈ F (âìåñòå ñ ëþáûì êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì

íàáîðîì ñîáûòèé σ-àëãåáðà ñîäåðæèò èõ îáúåäèíåíèå).

Óñëîâèÿ (A1)–(A3) ÷àñòî íàçûâàþò «àêñèîìàìè σ-àëãåáðû».
Ïðîâåðèì, ÷òî ýòîãî íàáîðà àêñèîì äîñòàòî÷íî äëÿ çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà F îòíî-

ñèòåëüíî äðóãèõ îïåðàöèé íàä ñîáûòèÿìè.

Вместо первой аксиомы достаточно предположить, что F не пусто, то есть содер-

жит хотя бы один элемент.

Ñâîéñòâî 1. ∅ ∈ F (σ-àëãåáðà ñîáûòèé ñîäåðæèò íåâîçìîæíîå ñîáûòèå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî (A1), Ω ∈ F, íî ∅ = Ω\Ω = Ω ∈ F â ñèëó (A2).

Ñâîéñòâî 2. Ïðè âûïîëíåíèè (A1),(A2) ñâîéñòâî (A3) ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó (A4)

(A4) åñëè A1, A2, . . . ∈ F, òî
∞⋂
i=1

Ai ∈ F (âìåñòå ñ ëþáûì êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì

íàáîðîì ñîáûòèé σ-àëãåáðà ñîäåðæèò èõ ïåðåñå÷åíèå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (A1),(A2) èç (A3) ñëåäóåò (A4).

Åñëè A1, A2, . . . ∈ F, òî ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . ïî ñâîéñòâó (A2) âûïîëíåíî Ai ∈ F.

Òîãäà èç (A3) ñëåäóåò, ÷òî
∞⋃
i=1

Ai ∈ F, è, ïî (A2), äîïîëíåíèå ê ýòîìó ìíîæåñòâó òàêæå

ïðèíàäëåæèò F, òî åñòü
∞⋃
i=1

Ai ∈ F. Íî, â ñèëó ôîðìóë äâîéñòâåííîñòè,
∞⋃
i=1

Ai =
∞⋂
i=1

Ai, ÷òî

è ò.ä.
Äîêàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó âûãëÿäèò ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.

Ñâîéñòâî 3. Åñëè A,B ∈ F, òî A\B ∈ F.
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Äîêàçàòåëüñòâî. A\B = A ∩ B ∈ F, òàê êàê A ∈ F, B ∈ F, è ïî (A4) èõ ïåðåñå÷åíèå
òîæå ïðèíàäëåæèò F.

Ïðèìåð 11. Ïóñòü Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}— ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ (íàïðè-
ìåð, ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîãî êóáèêà). Ñëåäóþùèå íàáîðû ïîäìíîæåñòâ Ω ÿâëÿþòñÿ
σ-àëãåáðàìè (доказать! ):

1. F = {Ω,∅} = {{1, 2, 3, 4, 5, 6},∅} — òðèâèàëüíàÿ σ-àëãåáðà.

2. F = {Ω,∅, {1}, {1}} = {{1, 2, 3, 4, 5, 6},∅, {1}, {2, 3, 4, 5, 6}}.

3. F = {Ω,∅, A,A} =
{
{1, 2, 3, 4, 5, 6},∅, A,A

}
, ãäå A — ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Ω

(â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå A = {1}).

4. F — ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω. Доказать, что если Ω состоит из n элемен-

тов, то в множестве всех его подмножеств ровно 2n элементов.

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè ñïåöèàëüíûé êëàññ F ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ Ω, íàçâàííûé σ-àëãåáðîé ñîáûòèé, ïðè÷åì ïðèìåíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ëþáûõ
îïåðàöèé (òàêèõ, êàê îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, äîïîëíåíèå) ê ìíîæåñòâàì èç F ñíîâà
äàåò ìíîæåñòâî èç F (íå âûâîäèò çà ðàìêè ýòîãî êëàññà). Ìíîæåñòâà A ∈ F ìû è íàçâà-
ëè «ñîáûòèÿìè».

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå «âåðîÿòíîñòè» êàê ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå
ñîáûòèé (òî åñòü ôóíêöèè, êîòîðàÿ êàæäîìó событию ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî).
À ÷òîáû ÷èòàòåëþ ñðàçó ñòàëî ïîíÿòíî, î ÷åì ïîéäåò ðå÷ü, äîáàâèì: âåðîÿòíîñòü ìû
îïðåäåëèì êàê неотрицательную нормированную меру, çàäàííóþ íà σ-àëãåáðå F ïîä-
ìíîæåñòâ Ω.

3.2 Âåðîÿòíîñòü êàê íîðìèðîâàííàÿ ìåðà

Îïðåäåëåíèå 11.

Ïóñòü Ω — íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è F — σ-àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ. Ôóíêöèÿ
µ : F → R ∪ {∞} íàçûâàåòñÿ мерой íà (Ω,F), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

(M1) Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ F åãî ìåðà íåîòðèöàòåëüíà: µ(A) > 0.

(M2) Äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî íàáîðà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
A1, A2, A3, . . . ∈ F (òî åñòü òàêîãî, ÷òî Ai ∩ Aj = ∅ ïðè âñåõ i 6= j) ìåðà

èõ îáúåäèíåíèÿ ðàâíà ñóììå èõ ìåð: µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai) («ñ÷åòíàÿ

àääèòèâíîñòü» èëè «σ-àääèòèâíîñòü» )

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìåðà åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ, ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü Ω — íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è F — σ-àëãåáðà åãî ïîäìíî-
æåñòâ. Ìåðà µ : F → R íàçûâàåòñÿ нормированной, åñëè µ(Ω) = 1. Äðóãîå íàçâàíèå
íîðìèðîâàííîé ìåðû — «вероятность» èëè «вероятностная мера».

Òî æå ñàìîå åùå ðàç è ïîäðîáíî:
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Îïðåäåëåíèå 13.

Ïóñòü Ω — ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ è F — σ-àëãåáðà åãî ïîäìíî-
æåñòâ (ñîáûòèé). Вероятностью èëè вероятностной мерой íà (Ω,F) íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ P : F → R, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:

(P1) Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ∈ F âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî P(A) > 0;

(P2) Äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî íàáîðà ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé
A1, A2, A3, . . . ∈ F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P(Ai);

(P3) Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà åäèíèöå: P(Ω) = 1.

Ñâîéñòâà (P1)–(P3) ÷àñòî íàçûâàþò «àêñèîìàìè âåðîÿòíîñòè».

Îïðåäåëåíèå 14. Òðîéêà 〈Ω,F,P〉, â êîòîðîé Ω — ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ, F — σ-àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ è P — âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà F, íàçûâàåòñÿ
вероятностным пространством.

Äîêàæåì ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè, âûòåêàþùèå èç àêñèîì. Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïîä
çíàêîì âåðîÿòíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñîáûòèÿ!

0. P(∅) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáûòèÿ Ai = ∅, i = 1, 2, . . . , ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, è èõ îáúåäè-
íåíèå åñòü òàêæå ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïî àêñèîìå (P2),

P(∅) =
∞∑
i=1

P(Ai) =
∞∑
i=1

P(∅). Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå P(∅) = 0.

1. Äëÿ ëþáîãî конечного íàáîðà ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A1, . . . , An ∈ F èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

P

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ai = ∅ ïðè ëþáîì i > n. Âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé, ïî
ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó, ðàâíû íóëþ. Ñîáûòèÿ A1, . . . , An,∅,∅,∅,∅, . . . ïîïàðíî
íåñîâìåñòíû, è, ïî àêñèîìå (P2),

P

(
n⋃
i=1

Ai

)
= P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P(Ai) =
n∑
i=1

P(Ai).

2. P(A) = 1− P(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. A ∪ A = Ω, è ñîáûòèÿ A, A íåñîâìåñòíû. Ïî àêñèîìå (P3) è
ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó, 1 = P(Ω) = P(A) + P(A).

3. Åñëè A ⊆ B, òî P(B\A) = P(B)− P(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. B = A ∪ (B\A), è ñîáûòèÿ A, B\A íåñîâìåñòíû. Ïî àêñèîìå (P2),
P(B) = P(A) + P(B\A).

15



4. Åñëè A ⊆ B, òî P(A) 6 P(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó, P(A) = P(B)− P(B\A) 6 P(B). Ïîñëåä-
íåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (P1), ò.ê. P(B\A) > 0.

5. 0 6 P(A) 6 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. P(A) > 0 ïî (P1), è ò.ê. A ⊆ Ω, òî ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó
P(A) 6 P(Ω) = 1.

6. P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

Äîêàçàòåëüñòâî. A∩B ⊆ B, ïîýòîìó P(B\(A∩B)) = P(B)− P(A∩B). Íî ñîáûòèÿ A
è B\(A ∩B) íåñîâìåñòíû, ïîýòîìó

P(A ∪B) = P(A ∪ B\(A ∩B)) = P(A) + P(B\(A ∩B)) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

7. P(A ∪B) 6 P(A) + P(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà è àêñèîìû (P1).

8. P(A1 ∪ . . . ∪An) 6
n∑
i=1

P(Ai). Доказать методом математической индукции.

9.
P(A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) =

n∑
i=1

P(Ai)−
∑
i<j

P(Ai ∩Aj) +

+
∑

i<j<m

P(Ai ∩Aj ∩Am)− . . .+ (−1)n−1
P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Áàçèñ èíäóê-
öèè ïðè n = 2 — ñâîéñòâî 6 âûøå. Ïóñòü ñâîéñòâî 9 âåðíî ïðè n = k−1. Äîêàæåì,
÷òî òîãäà îíî âåðíî ïðè n = k.

P

(
k⋃
i=1

Ai

)
= P

(
k−1⋃
i=1

Ai ∪ Ak

)
= P

(
k−1⋃
i=1

Ai

)
+ P (Ak)− P

(
Ak ∩

k−1⋃
i=1

Ai

)
(3)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3) ðàâíî

P

(
k−1⋃
i=1

Ai

)
=

k−1∑
i=1

P(Ai)−
∑

16i<j6k−1

P(Ai ∩Aj) +

+
∑

16i<j<m6k−1

P(Ai ∩Aj ∩Am)− . . .+ (−1)k−2
P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩Ak−1). (4)

Âû÷èòàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3) ðàâíî

P

(
Ak ∩

k−1⋃
i=1

Ai

)
= P

(
k−1⋃
i=1

(Ai ∩Ak)

)
=

k−1∑
i=1

P(Ai ∩Ak)−
∑

16i<j6k−1

P(Ai ∩Aj ∩Ak)+

+
∑

16i<j<m6k−1

P(Ai ∩Aj ∩Am ∩Ak)− . . .+ (−1)k−2
P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩Ak−1 ∩Ak). (5)

Подставить (4),(5) в (3) и довести до конца шаг индукции.
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Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäà÷è, â êîòîðîé èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà 9 — ñàìûé ïðîñòîé
ïóòü ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 12. Åñòü n ïèñåì è n ïîäïèñàííûõ êîíâåðòîâ. Ïèñüìà ðàñêëàäûâàþòñÿ â
êîíâåðòû íàóäà÷ó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíî ïèñüìî ïîïàäåò â ïðåäíà-
çíà÷åííûé åìó êîíâåðò è ïðåäåë ýòîé âåðîÿòíîñòè ïðè n→∞.

Р е ш е н и е. Ïóñòü ñîáûòèå Ai, i = 1, . . . , n îçíà÷àåò, ÷òî i-å ïèñüìî ïîïàëî â ñâîé
êîíâåðò. Òîãäà

A = {õîòÿ áû îäíî ïèñüìî ïîïàäåò â ñâîé êîíâåðò} = A1∪ . . .∪An.

È òàê êàê ñîáûòèÿ A1, . . . , An ñîâìåñòíû, ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (2). Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî

P(Ai) =
1
n

äëÿ âñåõ i,

P(Ai ∩Aj) =
(n− 2)!
n!

=
1

n(n− 1)
äëÿ âñåõ i 6= j,

P(Ai ∩Aj ∩Am) =
(n− 3)!
n!

=
1

n(n− 1)(n− 2)
äëÿ âñåõ i 6= j 6= m, . . . ,

P(A1 ∩ . . . ∩An) =
1
n!

Âû÷èñëèì êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â êàæäîé ñóììå â ôîðìóëå (2). Íàïðèìåð, â ñóì-

ìå
∑

16i<j<m6n

ðîâíî C3
n ñëàãàåìûõ — ðîâíî ñòîëüêî òðåõ-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî

îáðàçîâàòü èç n ýëåìåíòîâ, è êàæäîå òàêîå ìíîæåñòâî {i, j,m} âñòðå÷àåòñÿ â èíäåêñàõ
äàííîé ñóììû åäèíàæäû.

Ïîäñòàâëÿÿ âñå âåðîÿòíîñòè â ôîðìóëó (2), ïîëó÷èì:

P(A) = n · 1
n
− C2

n ·
1

n(n− 1)
+ C3

n ·
1

n(n− 1)(n− 2)
− . . .+ (−1)n−1 1

n!
=

= 1− 1
2!

+
1
3!
− . . .+ (−1)n−1 1

n!

Выписать разложение e−1 в ряд Тейлора и убедиться, что P(A) −→ 1− e−1 при n→∞.

3.3 Î áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðå è ìåðå Ëåáåãà

Ñëåäóþùèé ïàðàãðàô ïðåäíàçíà÷åí òîëüêî äëÿ òåõ, êòî íå èñïóãàëñÿ âñåãî ñêàçàí-
íîãî âûøå è õî÷åò ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïîíÿòèÿìè «σ-алгебра борелевских множеств» è
«мера Лебега».

Áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà íà ïðÿìîé

Ïðèìåð 13. Ïóñòü Ω = R — âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå íàáîðû
ìíîæåñòâ, íå ÿâëÿþùèåñÿ σ-àëãåáðàìè, è óâèäèì, êàê èõ ìîæíî äîïîëíèòü äî σ-àëãåáð.

1. Ìíîæåñòâî A = {Ω, ∅, [0, 1], {0}} = {R, ∅, [0, 1], {0}} íå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé, òàê
êàê, íàïðèìåð, [0, 1] = R\[0, 1] = (−∞, 0)∪(1,∞) 6∈ A. Ìèíèìàëüíûé íàáîð ìíîæåñòâ,
ñîäåðæàùèé A è ÿâëÿþùèéñÿ σ-àëãåáðîé (ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà), ïîëó÷èòñÿ, åñëè
âêëþ÷èòü â íåãî âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâ

17



èç A:

F = { R, ∅, [0, 1], {0}, (−∞, 0)∪(1,∞), (0, 1], (−∞, 0]∪(1,∞), (−∞, 0)∪(0,∞) }

Áîëåå òî÷íî, ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé íàáîð ìíîæåñòâ A, íàçûâàåòñÿ
ïåðåñå÷åíèå âñåõ σ-àëãåáð, ñîäåðæàùèõ A.

2. Íàéòè ìèíèìàëüíóþ σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ A = {R, ∅, [0, 1], {3}}

3. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ïîäìíîæåñòâ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ñîñòîèò èç âñåâîçìîæ-
íûõ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ (a, b), ãäå a < b: A = {(a, b) : −∞ < a < b <∞}.

(a) Ïðîâåðèòü, ÷òî A íè â êîåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé!

Óêàçàíèå: ïðèâåñòè ïðèìåðû äâàäöàòè ìíîæåñòâ èç A, äîïîëíåíèÿ ê êîòîðûì
íå ïðèíàäëåæàò A; ïðèâåñòè ïðèìåðû ïÿòè ìíîæåñòâ èç A, ëþáûå îáúåäèíåíèÿ
êîòîðûõ íå ïðèíàäëåæàò A.

(b) Ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ìíîæåñòâî A âñåõ èíòåðâàëîâ íà âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ борелевской σ-алгеброй â R (Felix Edouard Justin
Emile Borel) è îáîçíà÷àåòñÿ B èëè B(R).

(c) Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùèåñÿ â B. Òàêîâû âñå
ïðèâû÷íûå íàì ìíîæåñòâà. ×òîáû ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùååñÿ â
B, òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïîñòðîåíèÿ. Èòàê, ìû çíàåì, ÷òî âñå èíòåðâàëû íà
ïðÿìîé ïðèíàäëåæàò B, è B — σ-àëãåáðà.

• R принадлежит B. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (A1) σ-àëãåáðû, íî ìîæåò
áûòü äîêàçàíî èñõîäÿ èç ñâîéñòâ (A2), (A3).

Äåéñòâèòåëüíî, R =
∞⋃
n=1

(−n, n). Òàê êàê âñå ýòè èíòåðâàëû ëåæàò â A, à

A ⊂ B, òî âñå ýòè èíòåðâàëû ïðèíàäëåæàò B. Íî B — σ-àëãåáðà, ïîýòî-
ìó îíà ñîäåðæèò ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ëþáûõ ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó

R =
∞⋃
n=1

(−n, n) ∈ B.

• Любой интервал вида (a, b ] ( или [a, b), или [a, b ] ), где a < b, принадлежит B.

Äåéñòâèòåëüíî, (a, b ] =
∞⋂
n=1

(
a, b+ 1

n

)
, è òàê êàê âñå ýòè èíòåðâàëû ëåæàò â B, òî èõ

ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå äîëæíî ïî ñâîéñòâó (A4) ïðèíàäëåæàòü B.

• Любое одноточечное подмножество {b} ⊂ R принадлежит B.

Äåéñòâèòåëüíî, {b} = (a, b ]\(a, b), à ðàçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ èç σ-àëãåáðû ñíîâà
ïðèíàäëåæèò σ-àëãåáðå.

• Äîêàæèòå, ÷òî, íàïðèìåð, любые множества вида (a1, b1)∪(a2, b2) принадлежит
B, множество натуральных чисел N принадлежит B, множество рациональных

чисел Q принадлежит B.

4. Áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà â Rn ñòðîèòñÿ ñîâåðøåííî òàê æå, êàê â R. Ýòî äîëæíà
áûòü ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå ìíîæåñòâà âèäà (a1, b1)× . . .× (an, bn)
(óæå íå èíòåðâàëû, êàê â R, à «ïðÿìîóãîëüíèêè» â R2, «ïàðàëëåëåïèïåäû» â R3

è ò. ä.).
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Ìåðà Ëåáåãà

Êîãäà ìû ãîâîðèëè î ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè, ìû èñïîëüçîâàëè òåðìèí «ìåðà
îáëàñòè A â Rm», èìåÿ ââèäó «äëèíó» íà ïðÿìîé, «ïëîùàäü» íà ïëîñêîñòè, «îáúåì» â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. ßâëÿþòñÿ ëè âñå ýòè «äëèíû-ïëîùàäè-îáúåìû» íàñòîÿùè-
ìè ìåðàìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 11? Ìû ðåøèì ýòîò âîïðîñ äëÿ ïðÿìîé, îñòàâëÿÿ
ïëîñêîñòü è ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ÷èòàòåëþ.

Если вам уже расхотелось читать дальше, сообщаем: мерой Лебега в задачниках и

учебниках называют как раз «длину-площадь-объем», так что все в порядке.

Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ ñ σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Ýòà σ-
àëãåáðà, ïî îïðåäåëåíèþ, åñòü íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ëþáûå èíòåðâàëû.
Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà (a, b) ⊂ R ÷èñëî b− a íàçîâåì «äëèíîé èíòåðâàëà (a, b)». Ìû íå
ñòàíåì äîêàçûâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ мера (òî åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ è
σ-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ) λ íà (R,B), çíà÷åíèå êîòîðîé íà ëþáîì èíòåðâàëå ðàâíî åãî
äëèíå: λ

(
(a, b)

)
= b− a. Ýòà ìåðà íàçûâàåòñÿ мерой Лебега.

Это утверждение является следствием теоремы Каратеодори о продолжении меры с

алгебры на σ-алгебру, применительно к (R,B). См. А.Н.Колмогоров, С.В.Фомин, Функци-
ональный анализ или А.А.Боровков, Теория вероятностей.

Èòàê, ìû îãðàíè÷èëè íàáîð ñîáûòèé òîëüêî ìíîæåñòâàìè èç êàêîé-íèáóäü σ-àëãåáðû
ñîáûòèé. Ìû ïîòðåáîâàëè, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü áûëà ôóíêöèåé только íà ìíîæåñòâå ñî-
áûòèé. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåîáõîäèìî: ïîñòðîèì ïðèìåð ìíîæåñòâà íà îòðåçêå, ìåðà
Ëåáåãà êîòîðîãî («äëèíà») ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò (ìíîæåñòâî Âèòàëè).

То есть: если рассмотреть бросание точки наудачу на отрезок, то вычислить веро-

ятность попадания точки в указанное множество в соответствии с геометрической

вероятностью нельзя. Значит, это множество нельзя считать событием — мы не

умеем вычислить его вероятность!

Ïðèìåð 14. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (ðåàëüíî ýòî òîò æå îòðå-
çîê [0, 2π]). Âîçüìåì ëþáîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α. Ïîñêîëüêó îíî èððàöèîíàëüíî,
÷èñëî nα íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì íè ïðè êàêîì öåëîì n 6= 0 (òî åñòü ÷èñëî 2πnα ðàâíî 2πkα
ëèøü ïðè n = k).

Ïîýòîìó åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ [0, 2π], òî åñòü òî÷êó íà îêðóæíîñòè,
è ïåðå÷èñëèòü âñå òî÷êè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîâîðîòîì òî÷êè x íà óãîë 2πnα, n =
±1,±2, . . . , òî ìû íè ðàçó íå âåðíåìñÿ â òî÷êó x. Òî÷åê, ïîëó÷èâøèõñÿ èç òî÷êè x òà-
êèìè ïîâîðîòàìè, ñ÷åòíîå ÷èñëî. Îáúåäèíèì èõ â îäèí êëàññ. Ñ ëþáîé äðóãîé òî÷êîé
îêðóæíîñòè ìîæíî òîæå ñâÿçàòü êëàññ òî÷åê, ïîëó÷àþùèõñÿ èç íåå ïîâîðîòîì íà óãîë
2πnα ïðè êàêîì-òî n ∈ Z.

То есть вся окружность разбивается на классы точек. В каждом классе счетное число

точек, и все точки в одном классе получаются друг из друга такими поворотами. Причем

эти классы не пересекаются.

Ìíîæåñòâî A0 îïðåäåëèì òàê: âîçüìåì èç êàæäîãî òàêîãî êëàññà ðîâíî ïî îäíîé
òî÷êå. Ïóñòü ìíîæåñòâî An ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîòîì âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà A0 íà óãîë
2πnα, n = ±1,±2, . . . .

Так как все точки одного класса можно получить, поворачивая любую из них на угол

2πnα, n = ±1,±2, . . . , а в множестве A0 собрано по одной точке из каждого класса, то

поворачивая это множество, получим все точки окружности.
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Î÷åâèäíî, ÷òî
∞⋃

n=−∞
An = [0, 2π]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåáåãîâà ìåðà («äëèíà») ìíîæå-

ñòâà A0 ñóùåñòâóåò. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà âñå ìíîæåñòâà An èìåþò òó æå ëåáåãîâó ìåðó,
òàê êàê ïîëó÷åíû èç A0 ïîâîðîòîì. È òàê êàê âñå ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî
ìåðà èõ îáúåäèíåíèÿ ðàâíà ñóììå èõ ìåð:

2π = λ

( ∞⋃
n=−∞

An

)
=

∞∑
n=−∞

λ(An) =
∞∑

n=−∞
λ(A0) =∞.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî ëåáåãîâà ìåðà, èëè äëèíà ìíîæåñòâà A0 не су-

ществует.

Упражнение: какими свойствами «длины» (или меры Лебега) мы воспользовались в этом

примере?
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Ðàçäåë 4. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü, íåçàâèñèìîñòü

4.1 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ïðèìåð 15. Êóáèê ïîäáðàñûâàåòñÿ îäèí ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî âûïàëî áîëåå òðåõ î÷-
êîâ. Êàêîâà ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ?

Â äàííîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñîñòîèò èç òðåõ ðàâíîâîçìîæ-
íûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ: Ω = {4, 5, 6}, è ñîáûòèþ A = {âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ}
áëàãîïðèÿòñòâóþò 2 èç íèõ: A = {4, 6}. Ïîýòîìó P(A) = 2/3.

Ïîñìîòðèì íà ýòîò âîïðîñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ïðè îäíîì ïîäáðàñûâàíèè êóáèêà ñîñòîèò èç øåñòè
òî÷åê: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ñëîâà «èçâåñòíî, ÷òî âûïàëî áîëåå òðåõ î÷êîâ» îçíà÷àþò,
÷òî â ýêñïåðèìåíòå ïðîèçîøëî ñîáûòèå B = {4, 5, 6}. Ñëîâà «êàêîâà ïðè ýòîì âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ?» îçíà÷àþò, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò, â êàêîé
äîëå ñëó÷àåâ ïðè îñóùåñòâëåíèè B ïðîèñõîäèò è A. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, âû÷èñëåí-
íóþ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íå÷òî î ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà óæå èçâåñòíî (ñîáûòèå B
ïðîèçîøëî), ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P(A

∣∣B).
Ìû õîòèì âû÷èñëèòü îòíîøåíèå ÷èñëà èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ A âíóòðè B

(òî åñòü áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ îäíîâðåìåííî A è B), ê ÷èñëó èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþ-
ùèõ B.

P(A
∣∣B) =

2
3

=
2/6
3/6

=
P(A ∩B)
P(B)

.

Какое отношение требуется вычислить, если элемен-

тарные исходы не являются равновозможными?
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Îïðåäåëåíèå 15. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî
ñîáûòèå B, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

P(A
∣∣B) =

P(A ∩B)
P(B)

.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåíà òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà P(B) > 0.

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ "òåîðåìîé óìíîæåíèÿ":

Òåîðåìà 6. P(A ∩ B) = P(B)P(A
∣∣B) = P(A)P(B

∣∣A), åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâíûå
âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíû (òî åñòü åñëè P(B) > 0, P(A) > 0).

Òåîðåìà óìíîæåíèÿ äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà ñîáûòèé:

Òåîðåìà 7. P(A1∩A2∩ . . .∩An) = P(A1)P(A2

∣∣A1)P(A3

∣∣A1∩A2) · . . . ·P(An
∣∣A1∩ . . .∩An−1),

åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíû.

Доказать теорему 7 методом математической индукции.

4.2 Íåçàâèñèìîñòü

Îïðåäåëåíèå 16. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ независимыми, åñëè

P(A ∩B) = P(A)P(B).
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Ïðèìåð 16.
1. Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè ξ, η áðîñàåòñÿ íàóäà÷ó â êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1. Äîêàçàòü,

÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R ñîáûòèÿ A = {ξ < x} è B = {η < y} íåçàâèñèìû.
2. Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè ξ, η áðîñàåòñÿ íàóäà÷ó â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (1,0),

(0,0) è (0,1). Äîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèÿ A = {ξ < 1/2} è B = {η < 1/2} çàâèñèìû.

-

6

y

x 1

1

η

ξ

6

-@
@
@

@
@
@

@
@
@

1

1

η

ξ

1
2

1
2

1. Ðàññìîòðèì x, y ∈ [0, 1] (разобрать остальные случаи). Âèäèì, ÷òî P(A) = x,
P(B) = y, P(A ∩B) = x · y, òàê ÷òî ñîáûòèÿ A = {ξ < x} è B = {η < y} íåçàâèñèìû.

2. Íà ðèñóíêå ñîáûòèå A çàøòðèõîâàíî çåëåíûì, ñîáûòèå B — ñèíèì. Âèäèì,
÷òî P(A) = 3/4, P(B) = 3/4, P(A ∩ B) = 1/2 6= (3/4)2, òàê ÷òî ñîáûòèÿ A = {ξ < 1/2} è
B = {η < 1/2} çàâèñèìû.

Доказать, что при x 6∈ [0, 1] или y 6∈ [0, 1] события A = {ξ < x} и B = {η < y} независимы.

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû, òî îíè íåçàâèñèìû, åñëè è òîëüêî
åñëè P(A) = 0 èëè P(B) = 0.

Доказать!!

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè P(B) > 0, òî ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû ⇐⇒ P(A
∣∣B) = P(A).

Åñëè P(A) > 0, òî ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû ⇐⇒ P(B
∣∣A) = P(B).

Доказать следствие, пользуясь определением условной вероятности.

Ëåììà 2. Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî íåçàâèñèìû è ñîáûòèÿ A è B,
A è B, A è B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A = A∩B
⋃
A∩B, è ñîáûòèÿ A∩B è A∩B íåñîâìåñòíû,

òî P(A) = P(A∩B) + P(A∩B). Ïîýòîìó P(A∩B) = P(A) − P(A∩B) = P(A) − P(A)P(B) =
P(A)(1− P(B)) = P(A)P(B).

Вывести отсюда все остальные утверждения.

Îïðåäåëåíèå 17. Ñîáûòèÿ A1, . . . , An íàçûâàþòñÿ независимыми в совокупности, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà 1 6 i1, . . . , ik 6 n

P(Ai1 ∩ . . . ∩Aik) = P(Ai1) . . .P(Aik). (6)

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè ñîáûòèÿ A1, . . . , An íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, òî îíè ïîïàðíî
íåçàâèñèìû, òî åñòü ëþáûå äâà ñîáûòèÿ Ai, Aj íåçàâèñèìû. Äîñòàòî÷íî â ðàâåíñòâå (6)
âçÿòü k = 2. Îáðàòíîå, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, íåâåðíî.

Ïðèìåð 17 (Ïðèìåð Ñ. Í. Áåðíøòåéíà).
Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, 3 ãðàíè êîòîðîãî îêðàøåíû, ñîîòâåòñòâåííî, â

êðàñíûé, ñèíèé, çåëåíûé öâåòà, à ÷åòâåðòàÿ ãðàíü ñîäåðæèò âñå òðè öâåòà. Ñîáûòèå A
(B, C) îçíà÷àåò, ÷òî âûïàëà ãðàíü, ñîäåðæàùàÿ êðàñíûé (ñèíèé, çåëåíûé) öâåòà.

Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç ýòèõ ñîáûòèé ðàâíà 1/2, òàê êàê êàæäûé öâåò åñòü íà äâóõ
ãðàíÿõ èç ÷åòûðåõ. Âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ èç íèõ ðàâíà 1/4, òàê êàê
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òîëüêî îäíà ãðàíü ñîäåðæèò äâà öâåòà. À òàê êàê 1/4 = 1/2 · 1/2, òî âñå ñîáûòèÿ ïîïàðíî
íåçàâèñèìû.

Íî âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ òðåõ òîæå ðàâíà 1/4, à íå 1/8, òî åñòü ñîáûòèÿ íå
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè.

Çàìåòüòå, ÷òî ðàâåíñòâî (6) âûïîëíåíî äëÿ k = 2, íî íå âûïîëíåíî äëÿ k = 3.

4.3 Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Ïðèìåð 18. Åñòü 3 çàâîäà, ïðîèçâîäÿùèõ îäíó è òó æå ïðîäóêöèþ. Ïðè ýòîì 1-é çà-
âîä ïðîèçâîäèò 25%, 2-é çàâîä — 35% è 3-é çàâîä — 40% âñåé ïðîèçâîäèìîé ïðîäóêöèè.
Áðàê ñîñòàâëÿåò 5% îò ïðîäóêöèè 1-ãî çàâîäà, 3% îò ïðîäóêöèè 2-ãî è 4% îò ïðîäóêöèè
3-ãî çàâîäà.

Âñÿ ïðîäóêöèÿ ñìåøèâàåòñÿ è ïîñòóïàåò â ïðîäàæó. Íàéòè à) âåðîÿòíîñòü êóïèòü
áðàêîâàííîå èçäåëèå; á) óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êóïëåííîå èçäåëèå èçãîòîâëå-
íî 1-ì çàâîäîì, åñëè ýòî èçäåëèå áðàêîâàííîå.

Ïåðâàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà äîëå áðàêîâàííûõ èçäåëèé â îáúåìå âñåé ïðîäóêöèè, òî
åñòü 0.05·0.25+0.03·0.35+0.04·0.4. Âòîðàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà äîëå áðàêà 1-ãî çàâîäà ñðåäè
âñåãî áðàêà, òî åñòü

0.05·0.25
0.05·0.25 + 0.03·0.35 + 0.04·0.4

.

Îïðåäåëåíèå 18. Íàáîð ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé H1,H2, . . . òàêèõ, ÷òî

P(Hi) > 0 äëÿ âñåõ i è
∞⋃
i=1

Hi = Ω, íàçûâàåòñÿ полной группой событий èëè разби-

ением пространства Ω.

Ñîáûòèÿ H1,H2, . . . , îáðàçóþùèå ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, ÷àñòî íàçûâàþò гипотеза-
ми. Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ãèïîòåç äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ A ìîãóò áûòü ñðàâíè-
òåëüíî ïðîñòî âû÷èñëåíû P(A

∣∣Hi) (âåðîÿòíîñòü ñîáûòèþ A ïðîèçîéòè ïðè âûïîëíåíèè
«ãèïîòåçû» Hi) è ñîáñòâåííî P(Hi) (âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ «ãèïîòåçû» Hi). Êàê, èñ-
ïîëüçóÿ ýòè äàííûå, ïîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A?

Òåîðåìà 8 (Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè).

Ïóñòü H1,H2, . . . — ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáû-
òèÿ A ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå:

P(A) =
∞∑
i=1

P(Hi)P(A
∣∣Hi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî A = A ∩ Ω = A ∩
( ∞⋃
i=1

Hi

)
=
∞⋃
i=1

A ∩ Hi, è ñîáûòèÿ

A ∩ H1, A ∩ H2, . . . ïîïàðíî íåñîâìåñòíû. Ïîýòîìó (èñïîëüçóåì â ïåðâîì ðàâåíñòâå σ-
àääèòèâíîñòü âåðîÿòíîñòíîé ìåðû (а что это? ), à âî âòîðîì — òåîðåìó óìíîæåíèÿ)

P(A) =
∞∑
i=1

P(A ∩Hi) =
∞∑
i=1

P(Hi)P(A
∣∣Hi).
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4.4 Ôîðìóëà Áàéåñà

Òåîðåìà 9 (Ôîðìóëà Áàéåñà).

Ïóñòü H1,H2, . . . — ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé è A — íåêîòîðîå ñîáûòèå ïîëî-
æèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè. Òîãäà óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èìåëî ìåñòî
ñîáûòèå Hk, åñëè â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà íàáëþäàëîñü ñîáûòèå A, ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå:

P(Hk

∣∣A) =
P(Hk)P(A

∣∣Hk)∑∞
i=1 P(Hi)P(A

∣∣Hi)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè,

P(Hk

∣∣A) =
P(Hk ∩A)

P(A)
=

P(Hk)P(A
∣∣Hk)∑∞

i=1 P(Hi)P(A
∣∣Hi)

.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû óìíîæåíèÿ è ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåð 19. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 18. Èçäåëèå âûáèðàåòñÿ íàóäà÷ó èç âñåé ïðîèçâå-
äåííîé ïðîäóêöèè. Ðàññìîòðèì òðè ãèïîòåçû: Hi = {èçäåëèå èçãîòîâëåíî i-ì çàâîäîì},
i = 1, 2, 3. Âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé äàíû: P(H1) = 0.25, P(H2) = 0.35, P(H3) = 0.4. Ïóñòü
A = {èçäåëèå îêàçàëîñü áðàêîâàííûì}. Äàíû òàêæå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè P (A

∣∣H1) =
0.05, P (A

∣∣H2) = 0.03, P (A
∣∣H3) = 0.04.

Убедиться, что полученные нами вероятности в (а) и (б) совпадают с вероятностя-

ми, вычисленными по формуле полной вероятности и формуле Байеса.

Ïðèìåð 20. Äâà ñòðåëêà ïîäáðàñûâàþò ìîíåòêó è âûáèðàþò, êòî èç íèõ ñòðåëÿåò ïî
ìèøåíè (îäíîé ïóëåé). Ïåðâûé ñòðåëîê ïîïàäàåò ïî ìèøåíè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, âòîðîé
ñòðåëîê — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.00001. Ìîæíî ñäåëàòü äâà ïðåäïîëîæåíèÿ îá ýêñïåðèìåí-
òå: H1 = {ñòðåëÿåò 1-é ñòðåëîê} è H2 = {ñòðåëÿåò 2-é ñòðåëîê}. Àïðèîðíûå (a’priori —
«äî îïûòà») âåðîÿòíîñòè ýòèõ ãèïîòåç îäèíàêîâû: P(H1) = P(H2) = 1/2.

Ðàññìîòðèì ñîáûòèå A = {ïóëÿ ïîïàëà â ìèøåíü}. Èçâåñòíî, ÷òî

P(A
∣∣H1) = 1, P(A

∣∣H2) = 0.00001.

Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïóëå ïîïàñòü â ìèøåíü P(A) = 1/2 · 1 + 1/2 · 0.00001. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñîáûòèå A ïðîèçîøëî. Êàêîâà òåïåðü àïîñòåðèîðíàÿ (a’posteriori — «ïîñëå îïû-
òà») âåðîÿòíîñòü êàæäîé èç ãèïîòåç Hi? Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâàÿ èç ýòèõ ãèïîòåç ìíîãî
âåðîÿòíåå âòîðîé (à èìåííî, â 100000 ðàç). Äåéñòâèòåëüíî,

P(H1

∣∣A) =
1/2·1

1/2·1 + 1/2·0.00001
=

1
1 + 0.00001

; P(H2

∣∣A) =
1/2·0.00001

1/2·1 + 1/2·0.00001
=

0.00001
1 + 0.00001

.
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Ðàçäåë 5. Ñõåìà Áåðíóëëè

5.1 Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ

Îïðåäåëåíèå 19. Схемой Бернулли íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ èñ-
ïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ âîçìîæíû ëèøü äâà èñõîäà — «óñïåõ» è «íåóäà÷à», ïðè
ýòîì «óñïåõ» â îäíîì èñïûòàíèè ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ p ∈ [0, 1], «íåóäà÷à» — ñ
âåðîÿòíîñòüþ q = 1− p.

Òåîðåìà 10 (Ôîðìóëà Áåðíóëëè).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç νn ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî k = 0, 1, . . . , n

P(νn = k) = Ckn p
k (1− p)n−k = Ckn p

k qn−k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáûòèå A = {νn = k} îçíà÷àåò, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåð-
íóëëè ïðîèçîøëî ðîâíî k óñïåõîâ. Ðàññìîòðèì îäèí èç áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ
A ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ: (ó, ó, . . . , ó︸ ︷︷ ︸

k

, í, . . . , í︸ ︷︷ ︸
n−k

). Çäåñü áóêâàìè «ó» è «í» îáîçíà÷åíû,

ñîîòâåòñòâåííî, óñïåøíûé è íåóäà÷íûé ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé. Ïîñêîëüêó èñïûòàíèÿ
íåçàâèñèìû, âåðîÿòíîñòü òàêîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà (ïåðâûå k èñïûòàíèé çàâåðøè-
ëèñü óñïåõîì, îñòàëüíûå íåóäà÷åé) ðàâíà pk (1− p)n−k.

Äðóãèå áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîáûòèþ A ýëåìåíòàðíûå èñõîäû îòëè÷àþòñÿ îò ðàñ-
ñìîòðåííîãî âûøå ëèøü ðàñïîëîæåíèåì k óñïåõîâ íà n ìåñòàõ. Åñòü ðîâíî Ckn ñïîñîáîâ
ðàñïîëîæèòü k óñïåõîâ íà n ìåñòàõ. Ïîýòîìó ñîáûòèå A ñîñòîèò èç Ckn ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ, âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà pk (1− p)n−k.

Îïðåäåëåíèå 20. Íàáîð ÷èñåë
{
Ckn pk (1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n

}
íàçûâàåòñÿ биноми-

альным распределением вероятностей è îáîçíà÷àåòñÿ Bn,p èëè B(n, p).

5.2 Íàèáîëåå âåðîÿòíîå ÷èñëî óñïåõîâ

Ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè, ñîáûòèå «ïðîèçîøëî 0 óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ» èìååò âå-
ðîÿòíîñòü qn, 1 óñïåõ — âåðîÿòíîñòü n p qn−1 è ò.ä. Êàêîå æå ÷èñëî óñïåõîâ наиболее

вероятно? Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè êàêîì k äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì P(νn = k)?
×òîáû âûÿñíèòü ýòî, ñðàâíèì îòíîøåíèå P(νn = k) è P(νn = k − 1) ñ åäèíèöåé.

P(νn = k)
P(νn = k − 1)

=
n!

k!(n− k)!
(k − 1)!(n− k + 1)!

n!
pkqn−k

pk−1qn−k+1
=

=
(n− k + 1)p

kq
= 1 +

(n− k + 1)p
kq

− 1 = 1 +
np+ p− k

kq
.

Âèäèì, ÷òî

(a) P(νn = k) > P(νn = k − 1) ïðè np+ p− k > 0, òî åñòü ïðè k < np+ p;

(b) P(νn = k) < P(νn = k − 1) ïðè np+ p− k < 0, òî åñòü ïðè k > np+ p;

(c) P(νn = k) = P(νn = k− 1) ïðè np+ p−k = 0, ÷òî âîçìîæíî ëèøü åñëè np+ p — öåëîå
÷èñëî.
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Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: np + p ∈ Z è np + p 6∈ Z. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïóñòü k0 = np + p.
Èç ïîëó÷åííûõ âûøå íåðàâåíñòâ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

. . . < P(νn = k0 − 2)
(a)
< P(νn = k0 − 1) (c)= P(νn = k0)

(b)
> P(νn = k0 + 1) > . . .

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïóñòü k0 = [np+ p] (öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà np+ p, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå
÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå np+ p). Èç íåðàâåíñòâ (a),(b) ñëåäóåò, ÷òî

. . . < P(νn = k0 − 2)
(a)
< P(νn = k0 − 1)

(a)
< P(νn = k0)

(b)
> P(νn = k0 + 1) > . . .

Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî P(νn = k0) > P(νn = k0 + 1), íàïðèìåð, ñëåäóåò èç (b), ïðè-
ìåíåííîãî äëÿ k = k0 + 1 > np+ p.

Âèäèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî np+p öåëûì èëè íåò, èìååòñÿ ëèáî
äâà ðàâíîâåðîÿòíûõ «íàèáîëåå âåðîÿòíûõ» ÷èñëà óñïåõîâ k0 = np+p è k0−1 = np+p−1,
ëèáî îäíî «íàèáîëåå âåðîÿòíîå» ÷èñëî óñïåõîâ k0 = [np+ p].

Ñôîðìóëèðóåì óæå äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 11. Â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p íàèáîëåå
âåðîÿòíûì ÷èñëîì óñïåõîâ ÿâëÿåòñÿ

a) åäèíñòâåííîå ÷èñëî k0 = [np+ p], åñëè ÷èñëî np+ p íå öåëîå;
á) äâà ÷èñëà k0 = np+ p è k0 − 1 = np+ p− 1, åñëè ÷èñëî np+ p öåëîå.

Óïðàæíåíèå 5. Ðàññìîòðåòü ãðàôèê âåðîÿòíîñòåé áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è
óâèäåòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû íà ãðàôèêå.

Íàïðèìåð, äëÿ n = 30 è p = 0.2 âåðîÿò-
íîñòè íàðèñîâàíû ñëåâà.

Ïðèìåð 21. Åñëè p = q = 1/2, òî ïðè ÷åòíîì ÷èñëå èñïûòàíèé n ÷èñëî np+ p = n/2 +
1/2 6∈ Z — íå öåëîå, òàê ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíûì ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîå ÷èñëî óñïåõîâ
[n/2+1/2] = n/2. ×òî ñîâåðøåííî ïîíÿòíî, òàê êàê åñòü íå÷åòíîå ÷èñëî âîçìîæíîñòåé —
ïîëó÷èòü 0, 1, . . . , n óñïåõîâ, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü k è n− k óñïåõîâ îäèíàêîâû.

Ïðè íå÷åòíîì æå ÷èñëå èñïûòàíèé n ÷èñëî np + p = n/2 + 1/2 ∈ Z — öåëîå, òàê ÷òî
íàèáîëåå âåðîÿòíûìè (è îäèíàêîâî âåðîÿòíûìè) ÿâëÿþòñÿ äâà ÷èñëà óñïåõîâ n/2 + 1/2
è n/2− 1/2.

5.3 Íîìåð ïåðâîãî óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñõåìó Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïûòàíèè. Èñïû-
òàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî óñïåõà. Ââåäåì âåëè÷èíó τ , ïðèíèìàþùóþ
çíà÷åíèÿ èç {1, 2, 3, . . . }, ðàâíóþ номеру первого успешного испытания.
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Òåîðåìà 12. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé óñïåõ ïðîèçîéäåò â èñïûòàíèè ñ íîìå-
ðîì k ∈ N = {1, 2, 3, . . . }, ðàâíà P(τ = k) = p qk−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, P(τ = k) = P(í, í, . . . , í︸ ︷︷ ︸
k−1

, ó) = p qk−1.

Îïðåäåëåíèå 21. Íàáîð ÷èñåë {p qk−1, k = 1, 2, 3, . . . } íàçûâàåòñÿ геометрическим

распределением вероятностей è îáîçíà÷àåòñÿ Gp èëè G(p).

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé îáëàäàåò èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì, êî-
òîðîå ìîæíî íàçâàòü ñâîéñòâîì «íåñòàðåíèÿ». Ïóñòü âåëè÷èíà τ îáîçíà÷àåò, ñêàæåì,
âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû (èçìåðÿåìîå öåëûì ÷èñëîì ÷àñîâ) íåêîòîðîãî óñòðîéñòâà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû τ âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü ëþáîå ñâîå çíà÷åíèå k â òî÷-
íîñòè ðàâíà p qk−1. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü P(τ = k) = p qk−1 äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
n, k > 0

P(τ > n+ k
∣∣ τ > n) = P(τ > k).

Äàííîìó ðàâåíñòâó ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùåå çâó÷àíèå: если известно, что устрой-
ство уже проработало без отказа n часов, то вероятность ему работать еще не менее

k часов точно такая же, как вероятность проработать не менее k часов для нового

устройства.
Ìîæíî ïðî÷åñòü ýòó ôîðìóëó è òàê: вероятность работающему устройству про-

работать еще сколько-то часов не зависит от того момента, когда мы начали отсчет

времени, или от того, сколько уже работает устройство :-).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè,

P(τ > n+ k
∣∣ τ > n) =

P(τ > n+ k, τ > n)
P(τ > n)

=
P(τ > n+ k)
P(τ > n)

. (7)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîáûòèå {τ > n + k} âëå÷åò ñîáûòèå {τ > n},
òàê ÷òî ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ñîáûòèé åñòü {τ > n + k}. Íàéäåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m > 0
âåðîÿòíîñòü P(τ > m).

P(τ > m) =
∞∑

i=m+1

P(τ = i) =
∞∑

i=m+1

p qi−1 =
p qm

1− q
= qm.

Можно также заметить, что событие {τ > m} означает, что в схеме Бернулли первые
m испытаний завершились «неудачами», а это событие имеет вероятность как раз qm.

Âîçâðàùàÿñü ê (7), ïîëó÷èì

P(τ > n+ k
∣∣ τ > n) =

P(τ > n+ k)
P(τ > n)

=
qn+k

qn
= qk = P(τ > k).

5.4 Ïðèáëèæåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
áèíîìèàëüíûì

Ðàññìîòðèì óðíó, ñîäåðæàùóþ N øàðîâ, èç êîòîðûõ K øàðîâ — áåëûå, à îñòàâ-
øèåñÿ N − K øàðîâ — ÷åðíûå. Èç óðíû íàóäà÷ó (áåç âîçâðàùåíèÿ) âûáèðàþòñÿ n
øàðîâ. Âåðîÿòíîñòü PN,K(n, k) òîãî, ÷òî áóäåò âûáðàíî ðîâíî k áåëûõ è n − k ÷åðíûõ
øàðîâ, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (ñì. îïðåäåëåíèå 8 ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé):

PN,K(n, k) =
CkK Cn−kN−K

CnN
.
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Åñëè ÷èñëî øàðîâ â óðíå î÷åíü âåëèêî, òî èçâëå÷åíèå îäíîãî, äâóõ, òðåõ øàðîâ ïî÷òè
íå ìåíÿåò ïðîïîðöèþ áåëûõ è ÷åðíûõ øàðîâ â óðíå, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòè PN,K(n, k) íå
î÷åíü îòëè÷àþòñÿ îò âåðîÿòíîñòåé â ïðîöåäóðå âûáîðà с возвращением:

P(ïîëó÷èòü ðîâíî k áåëûõ øàðîâ ïðè âûáîðå n øàðîâ ñ âîçâðàùåíèåì) =

Ckn

(
K

N

)k (
1− K

N

)n−k
.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íàøó ïåðâóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 14. Åñëè N → ∞ è K → ∞ òàê, ÷òî K/N → p ∈ (0, 1), òî äëÿ ëþáûõ
ôèêñèðîâàííûõ n, 0 6 k 6 n

PN,K(n, k) =
CkK Cn−kN−K

CnN
→ Ckn p

k (1− p)n−k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâî.

Îïðåäåëåíèå 22. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíû, è ïèøóò an ∼ bn, åñëè

an
bn
→ 1 ïðè n→∞.

Ñâîéñòâî 4. Ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû:

CkK ∼
Kk

k!
ïðè K →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ÷ëåíîâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé

CkK k!
Kk

=
K! k!

k! (K − k)! Kk
=
K(K − 1) . . . (K − k + 1)

Kk
→ 1 ïðè K →∞,

ïîñêîëüêó ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ê
1, ðàâåí 1.

Ñëåäñòâèå 3. CnN ∼
Nn

n!
ïðè N →∞, Cn−kN−K ∼

(N −K)n−k

(n− k)!
ïðè N −K →∞.

Óïðàæíåíèå 6. Ïî÷åìó N −K ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè?

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ñâîéñòâîì 4 è ñëåäñòâèåì 3:

PN,K(n, k) =
CkK Cn−kN−K

CnN
∼ Kk

k!
(N −K)n−k

(n− k)!
n!
Nn

=

= Ckn
Kk

Nk

(N −K)n−k

Nn−k = Ckn

(
K

N

)k (
1− K

N

)n−k
→ Ckn p

k (1− p)n−k.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî PN,K(n, k) àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ, ñõîäÿùåìó-
ñÿ ê Ckn pk (1 − p)n−k ïðè ñòðåìëåíèè N (è K â çàâèñèìîñòè îò N ) ê áåñêîíå÷íîñòè.
Îñòàëîñü âñïîìíèòü è äîêàçàòü ñâîéñòâî:

Ñâîéñòâî 5. Ïóñòü an ∼ bn è ñóùåñòâóåò lim
n→∞

bn. Òîãäà ñóùåñòâóåò è lim
n→∞

an, è ýòè

ïðåäåëû ñîâïàäàþò: lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn.

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 5.

Ïî ñâîéñòâó 5, ïðè N → ∞ è K → ∞ òàê, ÷òî K/N → p ∈ (0, 1), ñóùåñòâóåò
limPN,K(n, k) = Ckn p

k (1− p)n−k.
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5.5 Íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ ñ íåñêîëüêèìè èñõîäàìè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð, êîãäà èç äâóõ î÷åíü ïîõîæèõ âîïðîñîâ íà îäèí
ìîæíî îòâåòèòü, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Áåðíóëëè, à äëÿ äðóãîãî ýòîé ôîðìóëû îêàçûâà-
åòñÿ íåäîñòàòî÷íî:

Ïðèìåð 22. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ 15 ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ
ñîáûòèé:

à) âûïàäåò ðîâíî 10 øåñòåðîê; á) âûïàäåò ðîâíî 10 øåñòåðîê è òðè åäèíèöû.
Р е ш е н и е:

à) åñòü 15 èñïûòàíèé ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 1/6 (âûïàäåíèå øå-
ñòåðêè). Âåðîÿòíîñòü äåñÿòè óñïåõîâ â 15 èñïûòàíèÿõ ðàâíà C10

15

(
1
6

)10 (1− 1
6

)5
;

á) çäåñü êàæäîå èñïûòàíèå èìååò òðè, à íå äâà èñõîäà: âûïàäåíèå øåñòåðêè, âû-
ïàäåíèå åäèíèöû, âûïàäåíèå îñòàëüíûõ ãðàíåé. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé äëÿ ÷èñëà
óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè íå óäàåòñÿ — ïåðåä íàìè óæå íå ñõåìà Áåðíóëëè.

Îñòàëîñü èçîáðåñòè ôîðìóëó äëÿ ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòè êàæäîìó èñõîäó â íåñêîëü-
êèõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ âûïàñòü íóæíîå ÷èñëî ðàç, åñëè â îäíîì èñïûòàíèè âîç-
ìîæíî íå äâà, à áîëåå èñõîäîâ.

Пусть в одном испытании возможны m исходов. Обозначим их цифрами 1, 2, . . . ,m.

Пусть исход i в одном испытании случается с вероятностью pi, 1 6 i 6 m, и
m∑
1
pi = 1.

Обозначим через P (n1, . . . , nm) вероятность того, что в n = n1+ . . .+nm независимых

испытаниях исход 1 появился n1 раз, исход 2 — n2 раз, . . . , исход m — nm раз.

Òåîðåìà 15. Äëÿ ëþáîãî n è ëþáûõ öåëûõ n1 > 0, . . . , nm > 0 òàêèõ, ÷òî
n1+ . . .+nm = n, âåðíà ôîðìóëà:

P (n1, . . . , nm) =
n!

n1! . . . nm!
pn1

1 · . . . · p
nm
m .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäèí ýëåìåíòàðíûé èñõîä, áëàãîïðèÿòñòâóþùèé âûïà-
äåíèþ n1 åäèíèö, n2 äâîåê, . . . , nm ðàç m-îê:

(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2

, . . . ,m, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
nm

).

Ýòî ðåçóëüòàò n ýêñïåðèìåíòîâ, êîãäà âñå íóæíûå èñõîäû ïîÿâèëèñü â íåêîòîðîì çàðà-
íåå çàäàíîì ïîðÿäêå. Âåðîÿòíîñòü òàêîãî ðåçóëüòàòà n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ðàâíà
pn1

1 · . . . ·pnmm .
Âñå îñòàëüíûå áëàãîïðèÿòíûå èñõîäû îòëè÷àþòñÿ ëèøü ðàñïîëîæåíèåì ÷èñåë

1, 2, . . . ,m íà n ìåñòàõ. ×èñëî òàêèõ èñõîäîâ ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü íà n
ìåñòàõ n1 åäèíèö, n2 äâîåê, . . . , nm ÷èñåë m, òî åñòü

Cn1
n · C

n2
n−n1

· Cn3
n−n1−n2

· . . . · Cnmn−n1−...−nm−1
= проверить, что это так! =

n!
n1! . . . nm!

Òåïåðü ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ ê ïðèìåðó 22(á) è âûïèñàòü îòâåò: òàê êàê âåðîÿòíîñòè
âûïàäåíèÿ øåñòåðêè è åäèíèöû ðàâíû 1/6, à âåðîÿòíîñòü òðåòüåãî èñõîäà (âûïàëè ëþ-
áûå äðóãèå ãðàíè) ðàâíà 4/6, òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü 10 øåñòåðîê, 3 åäèíèöû è åùå 2
äðóãèõ î÷êà ðàâíà

P (10, 3, 2) =
15!

10! 3! 2!
1

610

1
63

(
4
6

)2

.
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5.6 Òåîðåìà Ïóàññîíà äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè

Ïðåäïîëîæèì, íàì íóæíà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü íå ìåíåå äåñÿòè óñïåõîâ â 1000 èñïû-
òàíèé ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 0.003. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà
ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

1000∑
k=10

Ck1000 (0.003)k (0.997)1000−k = 1−
9∑

k=0

Ck1000 (0.003)k (0.997)1000−k,

è âû÷èñëåíèå äàæå îäíîãî ñëàãàåìîãî â êàæäîì èç ýòèõ âûðàæåíèé âåñüìà ïðîáëåìà-
òè÷íî.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè êàêîãî-ëèáî ÷èñ-
ëà óñïåõîâ â áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé ñõåìû Áåðíóëëè ñ ìàëåíüêîé âåðîÿòíîñòüþ
óñïåõà. Òåðìèí «áîëüøîå ÷èñëî» äîëæåí îçíà÷àòü n→∞. Åñëè ïðè ýòîì p = pn 6→ 0,
òî, î÷åâèäíî, âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî óñïåõîâ ïðè ðàñòóùåì ÷èñ-
ëå èñïûòàíèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Íåîáõîäèìî ÷òîáû âåðîÿòíîñòü óñïåõà p = pn → 0
îäíîâðåìåííî ñ ðîñòîì ÷èñëà èñïûòàíèé. Íî îò èñïûòàíèÿ ê èñïûòàíèþ âåðîÿòíîñòü
óñïåõà ìåíÿòüñÿ íå ìîæåò (ñì. îïðåäåëåíèå ñõåìû Áåðíóëëè).

Ïîýòîìó ðàññìîòðèì «ñõåìó ñåðèé»: åñòü

îäíî èñïûòàíèå ◦ ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p1

äâà èñïûòàíèÿ ◦, ◦ ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p2

. . . . . .
n èñïûòàíèé ◦, . . . , ◦ ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà pn
. . . . . .

Вероятность успеха меняется не внутри одной серии испытаний, а от серии к серии,

когда меняется общее число испытаний. Обозначим через νn число успехов в n-й серии

испытаний.

Òåîðåìà 16 (Òåîðåìà Ïóàññîíà).
Ïóñòü n → ∞, pn → 0 òàê, ÷òî npn → λ > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k > 0 âåðîÿòíîñòü ïîëó-
÷èòü k óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà pn ñòðåìèòñÿ

ê âåëè÷èíå
λk

k!
e−λ :

P(νn = k) = Ckn p
k
n (1− pn)n−k → λk

k!
e−λ ïðè n→∞, pn → 0 òàê, ÷òî npn → λ > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì λn = n · pn → λ > 0. Ïî ñâîéñòâó 4, Ckn ∼
nk

k!
ïðè ôèêñè-

ðîâàííîì k è ïðè n→∞. Òîãäà

Ckn p
k
n (1− pn)n−k = Ckn

λkn
nk

(
1− λn

n

)n−k
∼ 6nk

k!
λkn
6nk

(
1− λn

n

)n
︸ ︷︷ ︸

↓
e−λ

(
1− λn

n

)−k
︸ ︷︷ ︸

↓
1

→ λk

k!
e−λ. (8)

Â (8) ìû èñïîëüçîâàëè ñâîéñòâà λkn → λk è

(
1− λn

n

)n
→ e−λ. Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîé-

ñòâî:

ln
(

1− λn
n

)n
= n ln

(
1− λn

n

)
= n

(
−λn
n

+O

(
λ2
n

n2

))
→ −λ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü â ôîðìóëå (8) âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì 5.
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Îïðåäåëåíèå 23. Ïóñòü λ > 0 — íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íàáîð ÷èñåë{
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

}
íàçûâàåòñÿ распределением Пуассона с параметром λ.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 16, ìîæíî ïðèáëèæåííî ïîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü íå
ìåíåå äåñÿòè óñïåõîâ â 1000 èñïûòàíèé ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 0.003,
ñ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîé ìû íà÷àëè. Ïîñêîëüêó n = 1000 «âåëèêî», à pn = 0.003 «ìàëî», òî,
âçÿâ λ = npn = 3, ìîæíî íàïèñàòü ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

1−
9∑

k=0

Ck1000 (0.003)k (0.997)1000−k ≈ 1−
9∑

k=0

3k

k!
e−3 =

∞∑
k=10

3k

k!
e−3 =

= òàáëè÷íîå çíà÷åíèå Π3(10) ≈ 0, 001. (9)

Îñòàëîñü ðåøèòü, à äîñòàòî÷íî ëè n = 103 «âåëèêî», à pn = 0.003 «ìàëî», ÷òîáû çàìå-

íèòü òî÷íóþ âåðîÿòíîñòü P(νn = k) íà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
λk

k!
e−λ. Äëÿ ýòîãî íóæíî

óìåòü îöåíèâàòü ðàçíèöó ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âåðîÿòíîñòÿìè.

Ñëåäóþùóþ î÷åíü ïîëåçíóþ òåîðåìó ìû äîêàæåì â êîíöå êóðñà.

Òåîðåìà 17 (Òåîðåìà Ïóàññîíà ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè).

Ïóñòü A ⊆ {0, 1, 2, . . . , n} — ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë, νn — ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ
óñïåõà p, λ = n · p. Òîãäà∣∣∣∣∣ P(νn ∈ A)−

∑
k∈A

λk

k!
e−λ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∑
k∈A

Ckn p
k (1− p)n−k −

∑
k∈A

λk

k!
e−λ

∣∣∣∣∣ 6 np2 =
λ2

n
.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 17 ïðåäîñòàâëÿåò íàì âîçìîæíîñòü ñàìèì ðåøàòü, äîñòà-
òî÷íî ëè n «âåëèêî», à p «ìàëî», ðóêîâîäñòâóÿñü ïîëó÷åííîé âåëè÷èíîé ïîãðåøíîñòè.
Êàêîâà æå ïîãðåøíîñòü â ôîðìóëå (9)?∣∣∣∣∣ P(ν1000 > 10)−

∞∑
k=10

3k

k!
e−3

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

1−
9∑

k=0

Ck1000 (0.003)k (0.997)1000−k

)
−
∞∑

k=10

3k

k!
e−3

∣∣∣∣∣ 6
6 np2 = 0,009.

Ïîãðåøíîñòü íå áîëåå 0,009 (ïðè âåðîÿòíîñòè îêîëî 0,001 :-) ). Âî âñÿêîì ñëó÷àå,
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü íèêàê íå áîëüøå, ÷åì 0,01=0,001+0,009.
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Ðàçäåë 6. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ

6.1 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî äëÿ î÷åíü ìíîãèõ ýêñïåðèìåíòîâ íåò íèêàêèõ ðàçëè÷èé â ïîä-
ñ÷åòå вероятностей ñîáûòèé, òîãäà êàê ýëåìåíòàðíûå èñõîäû â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ
î÷åíü ðàçëè÷àþòñÿ. Íî íàñ è äîëæíû èíòåðåñîâàòü èìåííî âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, à íå
ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ïîýòîìó ïîðà âî âñåõ òàêèõ «ïîõîæèõ»
ýêñïåðèìåíòàõ âìåñòî ñàìûõ ðàçíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð,
÷èñëà. Òî åñòü ââåñòè ñîîòâåòñòâèå (èíà÷å ãîâîðÿ, îòîáðàæåíèå) ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè
èñõîäàìè è âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè (ñ íèìè óäîáíî ðàáîòàòü).

Ïóñòü èìååòñÿ ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò è çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,F,P〉.

Îïðåäåëåíèå 24. Ôóíêöèÿ ξ : Ω → R íàçûâàåòñÿ случайной величиной, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ R ìíîæåñòâî {ξ < x} = {ω : ξ(ω) < x} ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì, òî åñòü ïðèíàäëåæèò
σ-àëãåáðå ñîáûòèé F.

Çàìå÷àíèå 9. ×èòàòåëü, íå æåëàþùèé çàáèâàòü ñåáå ãîëîâó àáñòðàêöèÿìè, ñâÿçàí-
íûìè ñ σ-àëãåáðàìè ñîáûòèé è ñ èçìåðèìîñòüþ, ìîæåò ñìåëî ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáîå ìíî-
æåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ åñòü ñîáûòèå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà åñòü
произвольная ôóíêöèÿ èç Ω â R. Íèêàêèõ íåïðèÿòíîñòåé íà ïðàêòèêå ýòî îáû÷íî íå
âëå÷åò, òàê ÷òî âñå äàëüíåéøåå â ýòîì ïàðàãðàôå ìîæíî ïðîïóñòèòü. Ïîëåçíî, òåì íå
ìåíåå, ïîìíèòü: êàæäàÿ òàêàÿ «óñòóïêà» ñåáå ñóùåñòâåííî ñíèæàåò âàøè àäàïòèâíûå
ñïîñîáíîñòè ê æèçíè.

Îïðåäåëåíèå 25. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ξ : Ω→ R ÿâëÿåòñÿ F-измеримой, åñëè
{ω : ξ(ω) < x} ïðèíàäëåæèò F äëÿ ëþáîãî x ∈ R.

Èòàê, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà åñòü F-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæ-
äîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ω ∈ Ω ÷èñëî ξ(ω) ∈ R.

Ïðèìåð 23. Ïîäáðàñûâàåì 1 ðàç êóáèê. Ïóñòü Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, è äâå ôóíêöèè èç
Ω â R çàäàíû òàê: ξ(ω) = ω, η(ω) = ω2.

• Åñëè F åñòü ìíîæåñòâî всех ïîäìíîæåñòâ Ω, òî ξ è η ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè, ïîñêîëüêó ëþáîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ïðèíàäëåæèò F, â òîì
÷èñëå è {ω : ξ(ω) < x} èëè {ω : η(ω) < x}. Ìîæíî çàïèñàòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η è âåðîÿòíîñòÿìè ïðèíèìàòü ýòè çíà÷åíèÿ â
âèäå «òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé» èëè, êîðîòêî, «òàáëèöû ðàñïðåäåëå-
íèÿ»:

ξ 1 2 3 4 5 6
P 1

6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

η 1 4 9 16 25 36
P 1

6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

Çäåñü 1
6 = P(ξ = 1) = . . . = P(ξ = 6) = P(η = 1) = . . . = P(η = 36).

• Ïóñòü σ-àëãåáðà ñîáûòèé F ñîñòîèò âñåãî èç ÷åòûðåõ ìíîæåñòâ:

F =
{

Ω,∅, {1, 3, 5}, {2, 4, 6}
}
,

òî åñòü ñîáûòèåì ÿâëÿåòñÿ, êðîìå äîñòîâåðíîãî è íåâîçìîæíîãî ñîáûòèé, âûïà-
äåíèå ÷åòíîãî (ñîîòâåòñòâåííî, íå÷åòíîãî) ÷èñëà î÷êîâ. Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè òà-
êîé «áåäíîé» σ-àëãåáðå íè ξ, íè η íå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, òàê
êàê ýòè ôóíêöèè íå F-èçìåðèìû. Âîçüìåì (íàïðèìåð) x = 3,967. Âèäèì, ÷òî
{ω ∈ Ω : ξ(ω) < 3,967} = {1, 2, 3} 6∈ F è {ω ∈ Ω : η(ω) < 3,967} = {1} 6∈ F.

Упражнение. Описать класс всех функций, измеримых относительно σ-алгебры
F =

{
Ω,∅, {1, 3, 5}, {2, 4, 6}

}
.
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• Ïóñòü σ-àëãåáðà ñîáûòèé F åñòü òðèâèàëüíàÿ σ-àëãåáðà : F = {Ω,∅}.

Доказать, что ξ и η не являются случайными величинами, так как эти функции не

F-измеримы.

Доказать, что измеримы относительно тривиальной σ-алгебры только функции вида

ξ(ω) = c (постоянные).

Òåïåðü ïîïðîáóåì ïîíÿòü, çà÷åì íóæíà F-èçìåðèìîñòü è ïî÷åìó òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
{ω : ξ(ω) < x} ÿâëÿëîñü ñîáûòèåì.

Åñëè çàäàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, íàì ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè
òèïà P(ξ = 5) = P{ω : ξ(ω) = 5}, P(ξ ∈ [−3, 7]), P(ξ > 3,2), P(ξ < 0) (è âîîáùå ñàìûå ðàç-
íûå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé). Ýòî âîçìîæíî òîëüêî
åñëè ìíîæåñòâà, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿìè (íàïîìíþ, ÷òî
âåðîÿòíîñòü åñòü ôóíêöèÿ èç σ-àëãåáðû ñîáûòèé â [0,1]).

Íî åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû Ax = {ω : ξ(ω) < x} áûëî ñîáûòèåì ïðè ëþáîì x, òî ìû
èç ñâîéñòâ σ-àëãåáðû ñðàçó ïîëó÷èì, ÷òî

è Ax = {ω : ξ(ω) > x} — ñîáûòèå, è {ω : x1 6 ξ(ω) < x2} = Ax2\Ax1 — ñîáûòèå,

è Bx = {ω : ξ(ω) 6 x} =
∞⋂
n=1

Ax+ 1
n
— ñîáûòèå,

è {ω : ξ(ω) = x} = Bx\Ax — ñîáûòèå, (10)

è ò.ä., è ò.ï. (îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ, äîïîëíåíèÿ ñîáûòèé íå âûâîäÿò èç
êëàññà ñîáûòèé).

Ìîæíî ïîòðåáîâàòü â îïðåäåëåíèè 24 ÷åãî-íèáóäü äðóãîãî. Íàïðèìåð, ÷òîáû ñî-
áûòèåì áûëî ïîïàäàíèå â ëþáîé èíòåðâàë: {ω : ξ(ω) ∈ (a, b)} ∈ F äëÿ ëþáûõ a < b.
Èëè ÷òîáû {ω : ξ(ω) > x} áûëî ñîáûòèåì äëÿ ëþáîãî x. Ëþáîå òàêîå îïðåäåëåíèå
ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó.

Çàìå÷àíèå 10. Òå, êòî íå ïîëåíèëñÿ ïðî÷åñòü ïðî áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó â ðàçäåëå
3.3, ìîãóò ñôîðìóëèðîâàòü âñå íàøè ïîòðåáíîñòè òàê: ìû õîòèì, ÷òîáû ïîïàäàíèå ξ â
ëþáîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿëîñü ñîáûòèåì. Ìû ìîãëè ýòî ïîòðåáîâàòü â îïðåäå-
ëåíèè, íî îãðàíè÷èëèñü ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèåì, ÷òîáû ïîïàäàíèå â ëþáîé îòêðûòûé
èíòåðâàë (−∞, x) áûëî ñîáûòèåì. Ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó áîðåëåâñêàÿ
σ-àëãåáðà ïîðîæäàåòñÿ èíòåðâàëàìè, ÷òî ìû åùå ðàç ïîêàçàëè â ôîðìóëàõ (10).

Îïèøåì ðàçëè÷íûå òèïû ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîä распределением

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìû áóäåì ïîíèìàòü ñîîòâåòñòâèå

«çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ↔ âåðîÿòíîñòü ïðèíèìàòü ýòî çíà÷å-
íèå»,

ëèáî (÷àùå)
«ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé ↔ âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ïîïàñòü â
ýòî ìíîæåñòâî».

6.2 Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 26. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò дискретное ðàñïðåäåëå-
íèå, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé íàáîð ÷èñåë {a1, a2, . . . } òàêîé, ÷òî:

à) pi = P(ξ = ai) > 0 äëÿ âñåõ i; á)
∞∑
i=1

pi = 1.

Òî åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè îíà ïðèíèìàåò íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 27. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, íà-
çîâåì таблицей распределения ñîîòâåòñòâèå ai ↔ pi, êîòîðîå ÷àùå âñåãî ðèñóþò òàê:
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ξ a1 a2 a3 . . .

P p1 p2 p3 . . .

Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì a, è ïèøóò ξ ⊂= Ia, åñëè ξ ïðèíèìàåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå a ñ âåðîÿòíîñòüþ

1, òî åñòü P(ξ = a) = 1. Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ ξ èìååò âèä
ξ a

P 1

Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè.
Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì
p, è ïèøóò ξ ⊂= Bp, åñëè ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 è 0 ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è 1 −
p, ñîîòâåòñòâåííî. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì ðàâíà числу

успехов в одном испытании схемы Бернулли с вероятностью успеха p (0 óñïåõîâ

èëè 1 óñïåõ). Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ ξ èìååò âèä
ξ 0 1
P 1− p p

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðàìè n è p, ãäå 0 6 p 6 1, è ïèøóò ξ ⊂= Bn,p, åñëè ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , n ñ
âåðîÿòíîñòÿìè P(ξ = k) = Cknp

k(1− p)n−k. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñ òàêèì ðàñïðåäå-
ëåíèåì èìååò ñìûñë числа успехов в n испытаниях схемы Бернулли с вероятностью

успеха p.

Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ ξ èìååò âèä

ξ 0 1 . . . k . . . n

P (1− p)n np(1− p)n−1 . . . Cknp
k(1− p)n−k . . . pn

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðîì p, ãäå 0 6 p 6 1, è ïèøóò τ ⊂= Gp, åñëè τ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, . . .
ñ âåðîÿòíîñòÿìè P(τ = k) = p(1 − p)k−1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ ñ òàêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì èìååò ñìûñë номера первого успешного испытания в схеме Бернулли с

вероятностью успеха p.

Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ τ èìååò âèä
τ 1 2 . . . k . . .

P p p(1− p) . . . p(1− p)k−1 . . .

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.
Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ,
ãäå λ > 0, è ïèøóò ξ ⊂= Πλ, åñëè ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . ñ âåðîÿòíîñòÿìè

P(ξ = k) =
λk

k!
e−λ.

Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ ξ èìååò âèä
ξ 0 1 . . . k . . .

P e−λ λe−λ . . .
λk

k!
e−λ . . .

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè n, N è K, ãäå K6N , n6N , åñëè ξ ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ îò

max{0, N−K−n} äî min{n,K} ñ âåðîÿòíîñòÿìè P(ξ = k) =
CkKC

n−k
N−K

CnN
. Ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ξ ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì èìååò ñìûñë числа белых шаров среди n шаров,
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выбранных наудачу и без возвращения из урны, содержащей K белых шаров и N −K
не белых.

Òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ξ ÷èòàòåëü ìîæåò íàðèñîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàìåòüòå, ÷òî ñî âñåìè ýòèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ìû óæå õîðîøî çíàêîìû.

Íî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äàëåêî íå èñ÷åðïûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè. Òàê, íàïðèìåð, åñëè òî÷êà áðîñàåòñÿ íàóäà÷ó íà îòðåçîê [0,1], òî ìîæíî
çàäàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ êîîðäèíàòå ýòîé òî÷êè. Íî ÷èñëî çíà÷åíèé ýòîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå ñ÷åòíî, òàê ÷òî åå ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíûì íå ÿâëÿåòñÿ. Äà
è âåðîÿòíîñòü ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ïðèíÿòü êàæäîå èç ñâîèõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
(ïîïàñòü â òî÷êó) ðàâíà íóëþ. Òàê ÷òî íå òîëüêî òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò,
íî è ñîîòâåòñòâèå «çíà÷åíèå âåëè÷èíû ↔ âåðîÿòíîñòü åãî ïðèíÿòü» íè÷åãî íå ãîâîðèò
î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Êàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè åùå ìîæíî îïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå?
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Ðàçäåë 7. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Çàìåòèì, ÷òî íà òîì æå îòðåçêå [0,1] âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâà ïîëîæè-
òåëüíîé ìåðû ñîâñåì íå íóëåâûå. È òåðìèí «íàóäà÷ó» ìû êîãäà-òî îïèñûâàëè êàê ðàç
â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâà.

Ìîæåò áûòü, ðàçóìíî îïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çàäàâ äëÿ ëþáî-
ãî ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü çíà÷åíèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà? Ýòî äåéñòâèòåëüíî
ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, íî óæ î÷åíü òðóäíî ñ íåé ðàáîòàòü — ñëèøêîì
ìíîãî ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé.

Íåëüçÿ ëè îáîéòèñü çàäàíèåì âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â êàêîé-íèáóäü ìåíüøèé íà-
áîð ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî âåðîÿòíîñòÿìè
ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàëû (−∞, x) äëÿ âñåõ x ∈ R, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî áóäåò îïðå-
äåëèòü è âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ëþáîå äðóãîå ìíîæåñòâî.

Çàìå÷àíèå 11. Ìîæíî ñ òàêèì æå óñïåõîì îãðàíè÷èòüñÿ íàáîðîì âåðîÿòíîñòåé ïî-
ïàäàíèÿ â èíòåðâàëû (−∞, x], èëè â (x,∞), èëè â [x,∞), èëè â (x1, x2). Âïðî÷åì, ïîñëåä-
íèõ óæå ñëèøêîì ìíîãî.

Îïðåäåëåíèå 28.

Функцией распределения ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
Fξ(x) : R→ [0, 1], ïðè êàæäîì x ∈ R ðàâíàÿ

Fξ(x) = P(ξ < x) = P{ω : ξ(ω) < x}.

Ïðèìåð 24. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ic. Òîãäà

Fξ(x) = P(ξ < x) = P(c < x) =

{
0, x 6 c;
1, x > c.

-

6

r
b

xc

1 q Fξ(x)

Ïðèìåð 25. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Bp. Òîãäà

Fξ(x) = P(ξ < x) =


0, x 6 0;
1− p, 0 < x 6 1
1, x > 1. -

6

r
b rb

x1

1−p

Fξ(x)

Ïðèìåð 26. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà îòðåçêå [a, b] è ïèñàòü ξ ⊂= Ua,b (“uniform”), åñëè ξ — êîîðäèíàòà òî÷êè, áðî-
øåííîé íàóäà÷ó íà îòðåçîê [a, b] ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàäàòü è
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

Fξ(x) = P(ξ < x) =


0, x < a;
x− a
b− a

, a 6 x 6 b

1, x > b. -

6

�
�
�
�
��

a xb

1

Fξ(x)

Óïðàæíåíèå 8. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà, áèíîìèàëüíîãî è ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

36



7.1 Ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Òåîðåìà 18.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

F1) Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) íå óáûâàåò: åñëè x1 < x2, òî Fξ(x1) 6 Fξ(x2);

F2) Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
x→−∞

Fξ(x) = 0 è lim
x→∞

Fξ(x) = 1.

F3) Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) íåïðåðûâíà ñëåâà: Fξ(x0−0) =
limx→x0−0 Fξ(x) = Fξ(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà (F1).
Åñëè x1 < x2, òî {ξ < x1} ⊆ {ξ < x2}. Ïîýòîìó Fξ(x1) = P{ξ < x1} 6 P{ξ < x2} = Fξ(x2).

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà (F2).

Çàìå÷àíèå 12. Åñëè ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ai, ñõîäèò-

ñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò
∞∑
i=1

ai
def= lim

n→∞

n∑
i=1

ai < ∞, òî «õâîñò» ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

lim
n→∞

∞∑
i=n

ai = 0.

Çàìå÷àíèå 13. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ â ñâîéñòâàõ (F2), (F3) âûòåêàåò èç ìîíîòîí-
íîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè Fξ(x). Òàê ÷òî îñòàåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâà

lim
x→−∞

Fξ(x) = 0, lim
x→∞

Fξ(x) = 1 è lim
x→x0−0

Fξ(x) = Fξ(x0).

Çàìå÷àíèå 14. Åñëè ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn} òàêîé, ÷òî xn → a èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî lim
x→∞

f(x) = lim
n→∞

f(xn).

Ïî çàìå÷àíèþ 14, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà lim
x→−∞

Fξ(x) = 0 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

Fξ(−n)→ 0 ïðè n→∞.
Ïðåäñòàâèì ñîáûòèå {ξ < −17} (íàïðèìåð) êàê ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ñîáûòèé:

{ξ < −17} = . . . ∪ {−20 6 ξ < −19} ∪ {−19 6 ξ < −18} ∪ {−18 6 ξ < −17} =

=
∞⋃
i=17

{−i−1 6 ξ < −i}.

Èñïîëüçóÿ σ-àääèòèâíîñòü âåðîÿòíîñòè, è ïîìíÿ, ÷òî P{ξ < −17} 6 1, ïîëó÷èì:

P{ξ < −17} =
∞∑
i=17

P{−i− 1 6 ξ < −i} 6 1, è, ïî çàìå÷àíèþ 12,
∞∑
i=n

P{−i−1 6 ξ < −i} → 0.

Íî
∞∑
i=n

P{−i−1 6 ξ < −i} = P{ξ < −n} = Fξ(−n),

è ñõîäèìîñòü Fξ(x) ê íóëþ ïðè x→ −∞ äîêàçàíà.

Èòîãî: есть ряд, составленный из вероятностей, сумма которого тоже есть вероят-
ность и, следовательно, конечна. А из того, что ряд сходится, по замечанию 12 вытекает
сходимость «хвоста» ряда к нулю. Осталось посмотреть на этот хвост и убедиться,
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что он равен как раз той вероятности, сходимость к нулю которой нам нужно доказать.

Точно так же докажем и остальные свойства.

Ïî çàìå÷àíèþ 14, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà lim
x→∞

Fξ(x) = 1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Fξ(n)→
1 ïðè n→∞, èëè ÷òî 1− Fξ(n) = P(ξ > n)→ 0.

Ïðåäñòàâèì ñîáûòèå {ξ > 11} (íàïðèìåð :-) êàê ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ñîáûòèé:

{ξ > 11} = {11 6 ξ < 12} ∪ {12 6 ξ < 13} ∪ {13 6 ξ < 14} ∪ . . . =
∞⋃
i=11

{i 6 ξ < i+ 1}.

Â ñèëó σ-àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè,

P{ξ > 11} =
∞∑
i=11

P{i 6 ξ < i+ 1} 6 1, è, ïî çàìå÷àíèþ 12,
∞∑
i=n

P{i 6 ξ < i+ 1} → 0.

Íî
∞∑
i=n

P{i 6 ξ < i+ 1} = P{ξ > n} = 1− Fξ(n),

è ñõîäèìîñòü Fξ(x) ê åäèíèöå ïðè x→∞ äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà (F3).

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 14, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Fξ

(
x0 −

1
n

)
→ Fξ(x0) ïðè n→∞. Èëè,

÷òî òî æå ñàìîå, äîêàçàòü, ÷òî

Fξ(x0)− Fξ
(
x0 −

1
n

)
= P(ξ < x0)− P

(
ξ < x0 −

1
n

)
= P

(
x0 −

1
n
6 ξ < x0

)
→ 0. (11)

Ïðåäñòàâèì ñîáûòèå {ξ < x0} êàê ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ñîáûòèé:

{ξ < x0} =

= {ξ < x0−1}∪
{
x0−1 6 ξ < x0 −

1
2

}
∪
{
x0 −

1
2
6 ξ < x0 −

1
3

}
∪
{
x0 −

1
3
6 ξ < x0 −

1
4

}
∪. . . =

= {ξ < x0−1} ∪
∞⋃
i=1

{
x0 −

1
i
6 ξ < x0 −

1
i+ 1

}
.

Â ñèëó σ-àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè,

P{ξ < x0} = P{ξ < x0−1}+
∞∑
i=1

P

{
x0 −

1
i
6 ξ < x0 −

1
i+ 1

}
6 1,

ïîýòîìó ñíîâà
∞∑
i=n

P

{
x0 −

1
i
6 ξ < x0 −

1
i+ 1

}
→ 0.

Íî
∞∑
i=n

P

{
x0 −

1
i
6 ξ < x0 −

1
i+ 1

}
= P

{
x0 −

1
n
6 ξ < x0

}
, è ýòà âåðîÿòíîñòü, êàê ìû

òîëüêî ÷òî âèäåëè, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n. Òîãäà, ïî (11), Fξ(x) → Fξ(x0) ïðè

x→ x0−0 (íåïðåðûâíîñòü ñëåâà).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî òðè äîêàçàííûõ ñâîéñòâà ïîëíîñòüþ îïèñûâà-
þò êëàññ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Òî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìè îáëàäàåò,
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ìû ñ âàìè äîêàçàëè, à òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè
åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 19. Åñëè ôóíêöèÿ F : R → [0, 1] óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (F1)–(F3), òî F
åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, òî åñòü íàéäåòñÿ âåðî-
ÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,F,P〉 è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî
F (x) ≡ Fξ(x).

Эту теорему мы доказывать не станем. Хотя ее можно попробовать доказать конструктив-

но — предъявив то вероятностное пространство (проще всего отрезок Ω = [0, 1] с σ-алгеброй
борелевских множеств и мерой Лебега :-) и ту случайную величину, о существовании которых

идет речь. Непременно попробуйте сделать это! Например, можно попробовать, не подойдет

ли ξ(ω) = sup{x : F (x) < ω}.

Ïðî÷èå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

F4) Â ëþáîé òî÷êå x0 ðàçíèöà Fξ(x0+0)− Fξ(x0) ðàâíà P(ξ = x0):

Fξ(x0+0)− Fξ(x0) = lim
x→x0+0

Fξ(x)− Fξ(x0) = P(ξ = x0), èëè, èíà÷å,

Fξ(x0+0) = lim
x→x0+0

Fξ(x) = Fξ(x0) + P(ξ = x0) = P(ξ 6 x0).

Óïðàæíåíèå 9. Äîêàæèòå ñàìè (òî÷íî òàê æå, êàê ìû äîêàçûâàëè (F2) è (F3)).

Çàìåòèì, ÷òî ðàçíèöà Fξ(x0+0)−Fξ(x0) ìåæäó ïðåäåëîì ïðè ñòðåìëåíèè ê x0 ñïðàâà
è çíà÷åíèåì â òî÷êå x0 åñòü âåëè÷èíà ñêà÷êà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, è ðàâíà íóëþ,
åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà (ñïðàâà) â òî÷êå x0. Ñëåâà, íàïîìíþ, ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà âñåãäà.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî

P(ξ = x0) = 0.

F5) Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P(a 6 ξ < b) = Fξ(b)−Fξ(a).

Åñëè æå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) íåïðåðûâíà (äëÿ ëþáîãî x, èëè òîëüêî â
òî÷êàõ a è b), òî

P(a 6 ξ < b) = P(a < ξ < b) = P(a 6 ξ 6 b) = P(a < ξ 6 b) = Fξ(b)− Fξ(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàòü íóæíî òîëüêî ðàâåíñòâî P(a 6 ξ < b) = Fξ(b) − Fξ(a),
ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûå ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç íåãî ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 4. Íàïîìíþ,
÷òî ýòèì ðàâåíñòâîì ìû óæå ìíîãî ðàç ïîëüçîâàëèñü, äîêàçûâàÿ ñâîéñòâà (F2), (F3).

Çàìåòèì, ÷òî {ξ < a} ∪ {a 6 ξ < b} = {ξ < b}, è ïåðâûå äâà ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû.
Ïîýòîìó

P{ξ < a}+ P{a 6 ξ < b} = P{ξ < b},

èëè Fξ(a) + P{a 6 ξ < b} = Fξ(b), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìû óæå âèäåëè, êàê âûãëÿäÿò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ äèñêðåòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé.

Èç ñâîéñòâ (F4), (F5) ñëåäóåò
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Ñâîéñòâî 6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ — ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ ξ — òî÷êè ai ñêà÷êîâ Fξ, è pi = P(ξ = ai) = Fξ(ai+0) − Fξ(ai) — âåëè÷èíû
ñêà÷êîâ.

Упражнение. Доказать, что любая функция распределения имеет не более чем счет-

ное число точек разрыва (или «скачков»). Óêàçàíèå. Ñêîëüêî ñêà÷êîâ âåëè÷èíîé áîëåå
1/2 ìîæåò èìåòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ? À âåëè÷èíîé áîëåå 1/3? Áîëåå 1/4?

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
êîòîðûõ íå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó 6 õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî îíè âîâñå íå èìåþò ðàçðû-
âîâ. Áîëåå òîãî, ìû âûäåëèì êëàññ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå «âîññòàíàâëèâà-
þòñÿ ïî ñâîåé ïðîèçâîäíîé» ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ (òàê íàçûâàåìûå абсолютно

непрерывные функции).
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Ðàçäåë 8. Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 29.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò абсолютно непрерывное ðàñïðåäåëåíèå, åñëè
ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ fξ(x) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) ïðåäñòàâèìà â âèäå

Fξ(x) =

x∫
−∞

fξ(t) dt.
Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ fξ(x) íàçûâàåòñÿ плотностью рас-

пределения ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Òåîðåìà 20.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

(f1) fξ(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x; (f2)
∞∫
−∞

fξ(t) dt = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (f1) âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè. Äîêàæåì (f2).
∞∫
−∞

fξ(t) dt
def= lim

x→∞

x∫
−∞

fξ(t) dt = lim
x→∞

Fξ(x) = 1 ïî ñâîéñòâó (F2) ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ýòè äâà ñâîéñòâà ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþò êëàññ ïëîòíîñòåé:

Ëåììà 3. Åñëè ôóíêöèÿ f îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (f1) è (f2), òî ñóùåñòâóåò âåðîÿò-
íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íà íåì, äëÿ êîòîðîé f ÿâëÿåòñÿ ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω åñòü îáëàñòü, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó îñüþ àáñöèññ è ãðàôèêîì
ôóíêöèè f («ïîäãðàôèê» ôóíêöèè f ). Ïëîùàäü îáëàñòè Ω ðàâíà 1 ïî ñâîéñòâó (f2). È
ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ åñòü àáñöèññà òî÷êè, íàóäà÷ó áðîøåííîé â ýòó îáëàñòü.
Òîãäà (вспомнить геометрическую вероятность) äëÿ ëþáîãî x ∈ R

Fξ(x) = P(ξ < x) = P(òî÷êà ïîïàëà â îáëàñòü Dx) =
ïëîùàäü Dx

ïëîùàäü Ω
=

x∫
−∞

f(t) dt,

òî åñòü f ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ñâîéñòâà ïëîòíîñòåé

(f3) Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî åå
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âñþäó íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ Fξ(x) =
x∫
−∞

fξ(t) dt è íåïðåðûâ-

íîñòè èíòåãðàëà êàê ôóíêöèè âåðõíåãî ïðåäåëà.
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Ñëåäñòâèå 5. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, òî P(ξ = x) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ R.

(f4) Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî åå

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó, è fξ(x) = F ′ξ(x) =
d

dx
Fξ(x)

äëÿ ïî÷òè âñåõ x.

Çàìå÷àíèå 15. Òåðìèí äëÿ «ïî÷òè âñåõ» îçíà÷àåò «äëÿ âñåõ, êðîìå (âîçìîæíî) x èç
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû (äëèíû)». Çàìåòüòå, ÷òî ñòîÿùóþ ïîä èíòåãðàëîì
ôóíêöèþ ìîæíî èçìåíèòü â îäíîé òî÷êå (èëè íà ìíîæåñòâå íóëåâîé äëèíû), è èíòåãðàë
(«ïëîùàäü ïîäãðàôèêà») îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ.

(f5) Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî

P(a < ξ < b) = P(a 6 ξ < b) = P(a < ξ 6 b) = P(a 6 ξ 6 b) =

b∫
a

fξ(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

P(a 6 ξ < b) = Fξ(b)− Fξ(a) =

b∫
−∞

fξ(t) dt−
a∫

−∞

fξ(t) dt.

Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà âûòåêàþò èç ñëåäñòâèÿ 5.

8.1 Ïðèìåðû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ðàâíîìåðíîå. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàì óæå çíàêîìî. Ãîâîðÿò, ÷òî ξ èìååò ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b], è ïèøóò ξ ⊂= Ua,b, åñëè

Fξ(x) = P(ξ < x) =


0, x < a;
x− a
b− a

, a 6 x 6 b

1, x > b,

fξ(x) =


0, x < a;

1
b− a

, a 6 x 6 b

0, x > b.

Çàìåòüòå, ÷òî â òî÷êàõ a è b ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåäèôôåðåíöèðóåìà, è ïëîò-
íîñòü ìîæíî çàäàòü êàê óãîäíî.

Ïîêàçàòåëüíîå. Ãîâîðÿò, ÷òî ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α,
α > 0 è ïèøóò ξ ⊂= Eα, åñëè

Fξ(x) = P(ξ < x) =

{
0, x < 0;
1− e−αx, x > 0,

fξ(x) =

{
0, x < 0;
αe−αx, x > 0.

Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñâîéñòâî «íåñòàðåíèÿ» (è â ýòîì ñìûñëå îíî
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì àíàëîãîì äèñêðåòíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).

Òåîðåìà 21. Свойство «нестарения». Ïóñòü ξ ⊂= Eα. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, y > 0

P(ξ > x+ y
∣∣ ξ > x) = P(ξ > y).

Óïðàæíåíèå 10. Äîêàçàòü «свойство нестарения».
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Óïðàæíåíèå 11. ∗ Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå è îáëàäàåò ñâîéñòâîì «íåñòàðåíèÿ», òî åñòü äëÿ
ëþáûõ x, y > 0

P(ξ > x+ y
∣∣ ξ > x) = P(ξ > y),

òî îíà èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì α.

Íîðìàëüíîå. Ãîâîðÿò, ÷òî ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a è σ2, ãäå
a ∈ R, σ > 0, è ïèøóò ξ ⊂= Na,σ2 , åñëè ξ èìååò ñëåäóþùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ:

fξ(x) =
1

σ
√

2π
e
− (x−a)2

2σ2

äëÿ ëþáîãî x ∈ R.

Óáåäèìñÿ, ÷òî fξ(x) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàê êàê fξ(x) >
0 äëÿ âñåõ x ∈ R, òî ñâîéñòâî (f1) âûïîëíåíî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå (f2). Èñïîëüçóåì
òàáëè÷íûé èíòåãðàë (èíòåãðàë Ïóàññîíà)

∞∫
−∞

e−x
2/2 dx =

√
2π.

Этот интеграл вычисляется так:
∞∫
−∞

e−x
2/2 dx

∞∫
−∞

e−y
2/2 dy =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−(x2+y2)/2 dx dy =

(цилиндрическая замена переменных x = r cosφ, y = r sinφ, dx dy = r dr dφ) =
2π∫
0

∞∫
0

re−r
2/2 dr dφ =

2π∫
0

∞∫
0

e−r
2/2 d(r2/2) dφ = 2π.

∞∫
−∞

fξ(x) dx =

∞∫
−∞

1
σ
√

2π
e
− (x−a)2

2σ2

dx =

[
замена переменных

t =
x− a
σ

, dx = σ dt

]
=

=

∞∫
−∞

1
σ
√

2π
e
−t2/2

σ dt =
1√
2π

∞∫
−∞

e−t
2/2 dt = 1.

Íîðìàëüíîå (èíà÷å íàçûâàåìîå ãàóññîâñêèì ïî èìåíè Êàðëà Ãàóññà, ñì. ãðàôèê
ïëîòíîñòè íà êóïþðå 10 DM) ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü â òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîýòîìó ìû î÷åíü ïîäðîáíî èçó÷èì âñå ñâîéñòâà ýòîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ.

8.2 Ñâîéñòâà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ, êàê ìû âèäèì, ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî íåëüçÿ âûïèñàòü ïåðâîîáðàçíóþ îò ôóíêöèè e−x

2
èíà÷å

êàê â âèäå èíòåãðàëà, ïîýòîìó ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî çàêîíà ìîæíî çàïèñàòü
ëèøü â òàêîì âèäå:

Fξ(x) = Φa,σ2(x) =

x∫
−∞

1
σ
√

2π
e
− (t−a)2

2σ2

dt.

Ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Φa,σ2(x) äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a è σ2.
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Èñêëþ÷èòåëüíî ïîëåçíî íàðèñîâàòü ãðàôèê ïëîòíîñòè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
(îòìåòèâ òî÷êè ýêñòðåìóìà, ïåðåãèáîâ, ïîñ÷èòàâ çíà÷åíèå â òî÷êå ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè
è ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïåðåãèáîâ). Ãðàôèê ïëîòíîñòè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî òàêæå ïîñìîòðåòü çäåñü:
http://www.nsu.ru/mmf/tvims/chernova/PlotDist.html.

Ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Na,σ2 ïðè a = 0 è σ2 = 1 íàçûâàåòñÿ стандартным нор-

мальным распределением. Ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìå-

åò âèä fξ(x) =
1√
2π

e−x
2/2 ïðè ëþáîì x ∈ R, à ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Φ0,1(x) =

x∫
−∞

1√
2π

e−t
2/2 dt òàáóëèðîâàíà (òî åñòü åå çíà÷åíèÿ âû÷èñëåíû ïðè ìíîãèõ x) ïî÷òè

âî âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïðàâî÷íèêàõ. Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó Φa,σ2 è Φ0,1.

Ñâîéñòâî 7. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Φa,σ2(x) = Φ0,1

(
x− a
σ

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Φa,σ2(x) =

x∫
−∞

1
σ
√

2π
e
− (t−a)2

2σ2

dt =


замена переменных

y =
t− a
σ

, dt = σ dy

t = x 7→ y =
x− a
σ

 =

x−a
σ∫

−∞

1√
2π

e
−y2/2

dy =

= Φ0,1

(
x− a
σ

)
.

Òî æå ñàìîå íà ÿçûêå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè ξ ⊂= Na,σ2 , òî η =
ξ − a
σ
⊂= N0,1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Fη(x) = P(η < x) = P

(
ξ − a
σ

< x

)
= P(ξ < σx+ a) = Φa,σ2(σx+ a) =

= Φ0,1

(
σx+ a− a

σ

)
= Φ0,1(x).

Ñëåäñòâèå 7. Åñëè ξ ⊂= Na,σ2 , òî

P(x1 < ξ < x2) = Φa,σ2(x2)− Φa,σ2(x1) = Φ0,1

(
x2 − a
σ

)
− Φ0,1

(
x1 − a
σ

)
.

Êàê ìû âèäèì, âû÷èñëåíèå ëþáûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Φ0,1. Åå ñâîéñòâà
(íàðèñîâàòü èõ íà ãðàôèêå плотности ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ!!):

Ñâîéñòâî 8. Φ0,1(0) = 0.5.

Ñâîéñòâî 9. Φ0,1(−x) = 1− Φ0,1(x).
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Ñâîéñòâî 10. Åñëè ξ ⊂= N0,1, òî P(|ξ| < x) = 1− 2Φ0,1(−x) = 2Φ0,1(x)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. P(|ξ| < x) = P(−x < ξ < x) = Φ0,1(x) − Φ0,1(−x) = (ïî ñâîéñòâó 9)
= 1− 2Φ0,1(−x) = 2Φ0,1(x)− 1.

Ñâîéñòâî 11 («Ïðàâèëî òðåõ ñèãì»). Åñëè ξ ⊂= Na,σ2 , òî

P(|ξ − a| > 3σ) = 0.0027 (ìàëî, â îáùåì :).

Äîêàçàòåëüñòâî.

P(|ξ − a| > 3σ) = 1− P(|ξ − a| < 3σ) = 1− P

(∣∣∣∣ξ − aσ
∣∣∣∣ < 3

)
.

Íî âåëè÷èíà η =
ξ − a
σ

èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, è ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü ñâîéñòâî 10: 1 − P(|η| < 3) = 1 − (1 − 2Φ0,1(−3)) = 2Φ0,1(−3) = 2 · 0.00135 = 0.0027
(íàéòè â òàáëèöå!).

Ñìûñëà â çàïîìèíàíèè ÷èñëà 0.0027 íåò íèêàêîãî, à âîò ïîìíèòü, ÷òî ïî÷òè âñÿ ìàññà
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíà â ãðàíèöàõ [a− 3σ, a+ 3σ], âñåãäà ïîëåçíî.
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Ðàçäåë 9. Ñëó÷àéíûå âåêòîðà è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 30. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn çàäàíû íà îäíîì âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå, òî âåêòîð (ξ1, . . . , ξn) ìû áóäåì íàçûâàòü случайным вектором.

Îïðåäåëåíèå 31. Ôóíêöèÿ Fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) = P(ξ1 < x1, . . . , ξn < xn) íàçûâàåòñÿ
функцией распределения ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, . . . , ξn) èëè функцией совместного рас-

пределения ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn.

9.1 Ñâîéñòâà ôóíêöèè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé âñå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè ïðèâî-
äÿòñÿ â ñëó÷àå n = 2 äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2).

F0) 0 6 Fξ1,ξ2(x1, x2) 6 1.

F1) Fξ1,ξ2(x1, x2) íå óáûâàåò ïî êàæäîé êîîðäèíàòå âåêòîðà (x1, x2).

F2) Äëÿ ëþáîãî i = 1, 2 ñóùåñòâóåò lim
xi→−∞

Fξ1,ξ2(x1, x2) = 0;

Äëÿ ëþáîãî i = 1, 2 ñóùåñòâóåò lim
xi→∞

Fξ1,ξ2(x1, x2). Ïðè ýòîì

Fξ1,ξ2(∞, x2) def= lim
x1→∞

Fξ1,ξ2(x1, x2) = Fξ2(x2), Fξ1,ξ2(x1,∞) def= lim
x2→∞

Fξ1,ξ2(x1, x2) = Fξ1(x1).

F3) Ôóíêöèÿ Fξ1,ξ2(x1, x2) ïî êàæäîé êîîðäèíàòå âåêòîðà (x1, x2) íåïðåðûâíà ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.
Òîëüêî òåïåðü ýòèõ ñâîéñòâ îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ êëàññà ôóíêöèé

ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, âûïîëíåíèå ýòèõ ñâîéñòâ äëÿ íåêîòîðîé
ôóíêöèè F : R2 → R âîâñå íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

Óïðàæíåíèå 12. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

F (x1, x2) =

{
0, x1 6 0 èëè x2 6 0 èëè x1 + x2 6 1;
1, èíà÷å, òî åñòü êîãäà îäíîâðåìåííî x1 > 0, x2 > 0, x1 + x2 > 1.

a) óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì (F0)-(F3);
á) íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íèêàêîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2) õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî,
íàéäèñü òàêîé âåêòîð, íàéäåòñÿ è ïðÿìîóãîëüíèê [a1, b1] × [a2, b2], âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü
â êîòîðûé (âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ýòîé «ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ») îòðèöàòåëüíà:
P(a1 6 ξ1 < b1, a2 6 ξ2 < b2) < 0!

Êàê æå ñâÿçàíà âåðîÿòíîñòü âåêòîðó ïîïàñòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñ ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ ýòîãî âåêòîðà?

Óïðàæíåíèå 13. Äîêàçàòü, ÷òî

P(a1 6 ξ1 < b1, a2 6 ξ2 < b2) = Fξ1,ξ2(b1, b2)− Fξ1,ξ2(a1, b2)− Fξ1,ξ2(b1, a2) + Fξ1,ξ2(a1, a2). (12)

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíî îò ôóíêöèè F , ÷òîáû äëÿ âñÿêîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà [a1, b1] × [a2, b2] âåðîÿòíîñòü P (a1 6 ξ1 < b1, a2 6 ξ2 < b2), ñâÿçàííàÿ ñ
ôóíêöèåé F ðàâåíñòâîì (12), áûëà íåîòðèöàòåëüíà, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ
ýòèì ñâîéñòâîì è ñâîéñòâàìè (F0)-(F3), óæå áóäåò ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîãî
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.
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На самом деле существо свойства (F2) в той его части, что касается предела на бес-

конечности, весьма туманно. Утверждает это свойство гораздо больше, чем просто

«предел функции совместного распределения при стремлении одной координаты к бес-

конечности есть тоже функция распределения». Но как в общем случае проверить,

что это не просто «некая функция распределения», но функция распределения остав-

шейся координаты вектора (ξ1, ξ2)? Если, не лукавя, рассмотреть в упражнении 12
F1(x1) = limx2→∞ F (x1, x2) и F2(x2) = limx1→∞ F (x1, x2), то обе эти функции являются

функциями распределения (вырожденного закона, т.е. случайных величин ξ1 = 0 и ξ2 = 0
п.н.). Но две вырожденные случайные величины независимы, и их функция совместного

распределения равна 1 в первом квадранте (не включая его границу) и нулю в остальных

квадрантах, но никак не равна F . Оставляю на суд читателя вопрос о том, выполнено

ли все-таки условие (F2) для F из упражнения 12.

9.2 Òèïû ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî äâóõ ñëó÷àåâ, êîãäà ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
êîîðäèíàò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2) ëèáî дискретно, ëèáî абсолютно непрерывно.

Äèñêðåòíîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 32. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 èìåþò дискретное ñîâ-
ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé íàáîð {ai, bj} òàêîé,
÷òî

∞∑
i=1

∞∑
j=1

P(ξ1 = ai, ξ2 = bj) = 1.

Òàáëèöó, íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà êîòîðîé (èëè íàîáîðîò) ñòîèò ÷èñëî
P(ξ1 = ai, ξ2 = bj), íàçûâàþò таблицей совместного распределения ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1 è ξ2.

Çàìå÷àíèå 16. Íàïîìíþ, ÷òî òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2 â îòäåëüíîñòè (òàáëèöû ÷àñòíûõ, èëè маргинальных ðàñïðåäåëåíèé) âîññòàíàâ-
ëèâàþòñÿ ïî òàáëèöå совместного ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíûõ ôîðìóë:

∞∑
j=1

P(ξ1 = ai, ξ2 = bj) = P(ξ1 = ai),
∞∑
i=1

P(ξ1 = ai, ξ2 = bj) = P(ξ2 = bj).

Åñëè ýòè ôîðìóëû âàì íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ î÷åâèäíûìè, íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê ðàçäåëó
4 è ïåðå÷èòàòü îïðåäåëåíèå 18 ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé, îáðàòèâ òàêæå âíèìàíèå íà
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8 (ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè).

Àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 33. Ãîâîðÿò, ÷òî ñ.â. ξ1, ξ2 (çàäàííûå íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå) èìåþò абсолютно непрерывное совместное распределение, åñëè ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ fξ1,ξ2(x1, x2) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (x1, x2) ∈ R2

Fξ1,ξ2(x1, x2) = P(ξ1 < x1, ξ2 < x2) =

x1∫
−∞

 x2∫
−∞

fξ1,ξ2(s1, s2) ds2

 ds1.

Åñëè òàêàÿ ôóíêöèÿ fξ1,ξ2(x1, x2) ñóùåñòâóåò, îíà íàçûâàåòñÿ плотностью совместного

распределения ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2.
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Çàìå÷àíèå 17. Äëÿ âñåãî äàëüíåéøåãî áîëåå ÷åì äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî

b1∫
a1

 b2∫
a2

f(s1, s2) ds2

 ds1

ðàâíÿåòñÿ îáúåìó ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè f íàä îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ — ïðÿìî-
óãîëüíèêîì [a1, b1]× [a2, b2].

Ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîé-
ñòâàì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

(f1) fξ1,ξ2(x1, x2) > 0 äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ R; (f2)
∞∫
−∞

(
∞∫
−∞

fξ1,ξ2(x1, x2) dx2

)
dx1 = 1.

Áîëåå òîãî, ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè, ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ
íåêîòîðîãî ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Åñëè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî ïî ôóíêöèè ñîâìåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ åãî ïëîòíîñòü íàõîäèòñÿ êàê ñìåøàííàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ:

(f3) fξ1,ξ2(x1, x2) =
∂2

∂x1∂x2
Fξ1,ξ2(x1, x2).

Èç ñâîéñòâà (F2) ôóíêöèè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå. Äëÿ n > 2 ýòî óòâåðæäåíèå, êàê è ñâîéñòâî (F2), âûãëÿäèò ñóùåñòâåííî èíà÷å!

Òåîðåìà 22. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 èìåþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ñîâ-
ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f(x1, x2), òî ξ1 è ξ2 â îòäåëüíîñòè òàêæå èìåþò
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòÿìè:

fξ1(s1) =

∞∫
−∞

f(s1, s2) ds2; fξ2(s2) =

∞∫
−∞

f(s1, s2) ds1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî (F2),

Fξ1(x1) = lim
x2→∞

Fξ1,ξ2(x1, x2) = lim
x2→∞

x1∫
−∞

 x2∫
−∞

f(s1, s2) ds2

 ds1 =

x1∫
−∞

 ∞∫
−∞

f(s1, s2) ds2


︸ ︷︷ ︸

fξ1 (s1)

ds1;

è, àíàëîãè÷íî,

Fξ2(x2) = lim
x1→∞

Fξ1,ξ2(x1, x2) = lim
x1→∞

x1∫
−∞

 x2∫
−∞

f(s1, s2) ds2

 ds1 =

∞∫
−∞

 x2∫
−∞

f(s1, s2) ds2

 ds1 =

=

x2∫
−∞

 ∞∫
−∞

f(s1, s2) ds1


︸ ︷︷ ︸

fξ2 (s2)

ds2.

9.3 Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Îïðåäåëåíèå 34. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn независимы, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáî-
ðà ìíîæåñòâ B1 ⊆ R, . . . , Bn ⊆ R (èç áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû — äëÿ òåõ, êòî ïðî÷èòàë, ÷òî ýòî
òàêîå, èëè ïðîèçâîëüíûõ — äëÿ òåõ, êòî íå ïðî÷èòàë) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

P(ξ1 ∈ B1, . . . , ξn ∈ Bn) = P(ξ1 ∈ B1) · . . . · P(ξn ∈ Bn).
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Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 35. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn независимы, åñëè äëÿ ëþáûõ
x1, . . . , xn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

Fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) = Fξ1(x1) · . . . · Fξn(xn).

Óïðàæíåíèå 14. Äîêàçàòü, ÷òî èç íåçàâèñèìîñòè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 34 ñëåäóåò
íåçàâèñèìîñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 35 (äîêàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñì. (òîëü-
êî ñì.!) â §4 ãë.3 ó÷åáíèêà À.À.Áîðîâêîâà «Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé»).

Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå
íåçàâèñèìîñòè âûãëÿäèò òàê:

Îïðåäåëåíèå 36. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì неза-

висимы, åñëè äëÿ ëþáûõ a1, . . . , an èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

P(ξ1 = a1, . . . , ξn = an) = P(ξ1 = a1) · . . . · P(ξn = an).

Óïðàæíåíèå 15. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì îïðåäåëåíèÿ 34 è 36 ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

Îïðåäåëåíèå 37. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ñîâìåñò-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì независимы, åñëè ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà ïðî-
èçâåäåíèþ ïëîòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn, òî åñòü äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî: fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) = fξ1(x1) · . . . · fξn(xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Докажем эквивалентность îïðåäåëåíèé 35 è 37. Ïî òåîðåìå 22,
åñëè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ1, . . . , ξn àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî è â îòäåëüíîñòè
ξ1, . . . , ξn òàêæå èìåþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 35, òî åñòü äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn

x1∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

fξ1,...,ξn(s1, . . . , sn) dsn . . . ds1 = Fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) =

=
{
ïî îïð. 35

}
= Fξ1(x1) · . . . · Fξn(xn) =

=

x1∫
−∞

fξ1(s1) ds1 · . . . ·
xn∫
−∞

fξn(sn) dsn =

x1∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

fξ1(s1) · . . . · fξn(sn) dsn . . . ds1.

Ðàâåíñòâî äâóõ ñèíèõ èíòåãðàëîâ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x1, . . . , xn âëå÷åò ðàâåíñòâî ïîäûí-
òåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, òî åñòü íåçàâèñèìîñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 37. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà â îáðàòíóþ ñòîðîíó ìîæíî èñïîëüçîâàòü òå æå ðàâåíñòâà, íî â äðóãîì ïîðÿä-
êå.
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Ðàçäåë 10. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

10.1 Ïðåîáðàçîâàíèå îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ïóñòü ñ. â. ξ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x)
è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(x). Ïîñòðîèì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè g : R → R ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó η = g(ξ). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è, åñëè ñóùåñòâóåò,
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η.

Çàìå÷àíèå 18. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = g(ξ) ñóùåñòâóåò
äàëåêî íå ïðè ëþáûõ ôóíêöèÿõ g. Òàê, åñëè ôóíêöèÿ g êóñî÷íî-ïîñòîÿííà, òî ñ. â. η
èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, è ïëîòíîñòü åå ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Óïðàæíåíèå 16. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì è непрерывной ôóíêöèè g òàêîé, ÷òî η = g(ξ) èìååò

à) äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå; á)∗ невырожденное äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ g(ξ) çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, åñëè, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ g ìî-
íîòîííà («ñòðîãî ìîíîòîííà»). Âñïîìíèì, ÷òî îçíà÷àåò «íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ η, åñëè îíà ñóùåñòâóåò».

По определению, если мы представим (для любого x) функцию распределения η

в виде Fη(x) =
x∫
−∞

h(y) dy, где подынтегральная функция h(y) неотрицательна,

то плотность распределения с. в. η существует и в точности равна подынте-

гральной функции: fη(x) = h(x).

Òàê ÷òî äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è íàõîäèòü åå ìû áó-
äåì îäíîâðåìåííî, íàõîäÿ íóæíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.

Òåîðåìà 23. Ïóñòü ξ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ fξ(x), è ïîñòîÿííàÿ a îòëè÷íà îò íóëÿ. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = aξ + b èìååò

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fη(x) =
1
|a|
· fξ
(
x− b
a

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà a > 0.

Fη(x) = Faξ+b(x) = P(aξ + b < x) = P

(
ξ <

x− b
a

)
= Fξ

(
x− b
a

)
=

(x−b)/a∫
−∞

fξ(t) dt =

=

 Замена: t =
y − b
a

, dt =
dy

a

t =
x− b
a
7→ y = x, t = −∞ 7→ y = −∞

 =

x∫
−∞

1
a
· fξ
(
y − b
a

)
dy,

òî åñòü ïðè a > 0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = aξ + b èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

fη(x) =
1
a
· fξ
(
x− b
a

)
=

1
|a|
· fξ
(
x− b
a

)
.
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Ïóñòü òåïåðü a < 0.

Fη(x) = Faξ+b(x) = P(aξ + b < x) = P

(
ξ >

x− b
a

)
=

∞∫
(x−b)/a

fξ(t) dt =

=
[
Замена: t =

y − b
a

, dt =
dy

a
, t =

x− b
a
7→ y = x, t =∞ 7→ y = −∞

]
=

=

−∞∫
x

1
a
· fξ
(
y − b
a

)
dy =

x∫
−∞

1
|a|
· fξ
(
y − b
a

)
dy,

òî åñòü ïðè a < 0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = aξ + b èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ fη(x) =
1
|a|
· fξ
(
x− b
a

)
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè g (òî åñòü òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1 < x2

ëèáî g(x1) < g(x2) (ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ), ëèáî g(x1) > g(x2) (ìîíîòîííî
óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ)) ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 23 óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 24. Ïóñòü ξ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) è ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ fξ(x), è ôóíêöèÿ g : R → R ìîíîòîííà. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = g(ξ) èìååò
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fη(x) =
1

|g′
(
g−1(x)

)
|
· fξ
(
g−1(x)

)
.

Çäåñü g−1 — ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê g, è
1

g′
(
g−1(x)

) =
(
g−1(x)

)′ — ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

g−1(x).

Óïðàæíåíèå 17. Äîêàçàòü òåîðåìó 24.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ñðàçó ñëåäóþò èç òåîðåìû 23. Ïåðâîå èç íèõ ìû óæå
äîêàçûâàëè íåïîñðåäñòâåííî. Доказать остальные.

Ñëåäñòâèå 8. Åñëè ξ ⊂= N0,1, òî η = σξ + a ⊂= Na,σ2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, fη(x) =
1
σ
fξ

(
x− a
σ

)
=

1
σ
√

2π
· e−

(x−a)2

2σ2 .

Ñëåäñòâèå 9. Åñëè η ⊂= Na,σ2 , òî ξ =
η − a
σ
⊂= N0,1.

Ñëåäñòâèå 10. Åñëè ξ ⊂= Eα, òî η = αξ ⊂= E1.

10.2 Ôóíêöèè îò äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïóñòü ξ1, ξ2 — ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
fξ1,ξ2(x1, x2), è çàäàíà ôóíêöèÿ g : R2 → R. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ (à åñëè ñóùå-
ñòâóåò, òî è ïëîòíîñòü) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = g(ξ1, ξ2).
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Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîìó âåêòîðó ïîïàñòü â îáëàñòü ìîæíî âû-
÷èñëèòü êàê îáúåì ïîä ãðàôèêîì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà íàä ýòîé îáëàñòüþ,
ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 25. Ïóñòü x ∈ R, è îáëàñòü Dx ⊆ R2 ñîñòîèò èç òî÷åê (x1, x2) òàêèõ, ÷òî
g(x1, x2) < x. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = g(ξ1, ξ2) èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Fη(x) = P
(
g(ξ1, ξ2) < x

)
= P

(
(ξ1, ξ2) ∈ Dx

)
=
∫∫
Dx

fξ1,ξ2(x1, x2) dx2 dx1.

Âñþäó äàëåå â ýòîé ãëàâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñè-
ìû, òî åñòü fξ1,ξ2(x1, x2) = fξ1(x1)fξ2(x2).

Ñëåäñòâèå 11 (Ôîðìóëà ñâåðòêè). Åñëè ñ. â. ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è èìåþò àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòÿìè fξ1(x1) è fξ2(x2), òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñóììû ξ1 + ξ2 ðàâíà «ñâåðòêå» ïëîòíîñòåé fξ1 è fξ2 :

fξ1+ξ2(t) =

∞∫
−∞

fξ1(u) fξ2(t− u) du =

∞∫
−∞

fξ2(u) fξ1(t− u) du (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 25 äëÿ ôóíêöèè g(x1, x2) =
x1 +x2. Èòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè Dx = {(x1, x2) : x1 +x2 < x} ìîæíî çàìåíèòü ïîñëåäî-
âàòåëüíûì âû÷èñëåíèåì äâóõ èíòåãðàëîâ: íàðóæíîãî – ïî ïåðåìåííîé x1, ìåíÿþùåéñÿ
îò −∞ äî ∞, è âíóòðåííåãî – ïî ïåðåìåííîé x2, êîòîðàÿ ïðè êàæäîì x1 äîëæíà áûòü
ìåíüøå, ÷åì x− x1. Òî åñòü Dx = {(x1, x2) : x1 ∈ (−∞,∞), x2 ∈ (−∞, x− x1)}. Ïîýòîìó

Fξ1+ξ2(x) =
∫∫
Dx

fξ1,ξ2(x1, x2) dx2 dx1
íåçàâèñ-òü=

∫∫
Dx

fξ1(x1) fξ2(x2) dx2 dx1 =

=

∞∫
−∞

 x−x1∫
−∞

fξ1(x1) fξ2(x2) dx2

 dx1

Ñäåëàåì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé x2 íà t òàê: x2 = t−x1. Ïðè ýòîì
x2 ∈ (−∞, x − x1) ïåðåéäåò â t ∈ (−∞, x), dx2 = dt. Â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå ìåíÿåì,
íàêîíåö, ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

Fξ1+ξ2(x) =

∞∫
−∞

 x∫
−∞

fξ1(x1) fξ2(t− x1) dt

 dx1 =

x∫
−∞

 ∞∫
−∞

fξ1(x1) fξ2(t− x1) dx1


︸ ︷︷ ︸

fξ1+ξ2
(t)

dt.

Èòàê, ìû ïðåäñòàâèëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ1+ξ2(x) â âèäå
x∫
−∞

fξ1+ξ2(t) dt, ãäå

fξ1+ξ2(t) =

∞∫
−∞

fξ1(x1) fξ2(t− x1) dx1 =

∞∫
−∞

fξ1(u) fξ2(t− u) du.

Âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ëèáî èç ïåðâîãî çàìåíîé ïåðåìåííûõ, ëèáî åñëè âñþäó â
äîêàçàòåëüñòâå ïîìåíÿòü ìåñòàìè èíäåêñû 1 è 2.

Ñëåäñòâèå 11 íå òîëüêî ïðåäëàãàåò ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñóììû, íî è óòâåðæäàåò (çàìåòüòå!), ÷òî ñóììà äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè òàêæå èìååò àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ òåõ, êòî óæå íè÷åìó íå óäèâëÿåòñÿ, óïðàæíåíèå: привести
пример двух случайных величин с абсолютно непрерывными распределениями, таких что

их сумма имеет вырожденное распределение.

52



Åñëè äàæå îäíà èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò äèñêðåòíîå, à âòîðàÿ
– àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî èõ ñóììà òîæå èìååò àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 18. Ïóñòü ñ. â. ξ èìååò òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ P(ξ = ai) = pi, ñ. â. η
èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fη(x), è ýòè âåëè÷èíû íåçàâèñèìû. Äîêàçàòü, ÷òî ξ + η
èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ+η(x) =

∑
i
pifη(x− ai).

10.3 Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû ñâåðòêè

Ïðèìåð 27. Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η èìåþò ñòàíäàðòíîå íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äîêàæåì, ÷òî èõ ñóììà èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè 0 è 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå ñâåðòêè, ïëîòíîñòü ñóììû ðàâíà

fξ+η(x) =

∞∫
−∞

1
2π

e−
1
2
u2
e−

1
2

(x−u)2
du =

∞∫
−∞

1
2π

e−
1
2

(2u2+x2−2xu)du =

∞∫
−∞

1
2π

e
−
(
u2+

x2

2 −xu
)
du.

Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïî u â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû: u2 + x2

2 − xu =
(
u− x

2

)2 + x2

4 .
Òîãäà

fξ+η(x) = e
−x

2

4
∞∫
−∞

1
2π

e−(u−x2 )2

du = e
−x

2

4
∞∫
−∞

1
2π

e−v
2
dv =

1
2
√
π
e
−x

2

4
∞∫
−∞

1√
π
e−v

2
dv =

1
2
√
π
e
−x

2

4
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî ïîñêîëüêó ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè 0 è 1√

2
, òàê ÷òî èíòåãðàë ïî âñåé ïðÿìîé ðàâåí 1.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïëîòíîñòü ñóììû åñòü ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðàìè 0 è 2.

Åñëè ñóììà äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç îäíîãî è òîãî æå ðàñïðåäåëå-
íèÿ (âîçìîæíî, ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè) èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, ãîâîðÿò, ÷òî
ýòî ðàñïðåäåëåíèå устойчиво îòíîñèòåëüíî ñóììèðîâàíèÿ.

Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ, äîêàçàòü êîòîðûå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èòàòåëþ, ïåðå÷èñëåíû
ïðàêòè÷åñêè âñå óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Åùå ñ îäíèì èç íèõ (ðàñïðåäåëåíèåì χ2)
÷èòàòåëü ïîçíàêîìèòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Ëåììà 4. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ ⊂= Πλ è η ⊂= Πµ íåçàâèñèìû. Òîãäà
ξ + η ⊂= Πλ+µ.

Ëåììà 5. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ ⊂= Bn,p è η ⊂= Bm,p íåçàâèñèìû. Òîãäà
ξ + η ⊂= Bn+m,p.

Ëåììà 6. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ ⊂= Na1,σ2
1
è η ⊂= Na2,σ2

2
íåçàâèñèìû. Òîãäà

ξ + η ⊂= Na1+a2,σ2
1+σ2

2
.

Ëåììó 6 ìû äîêàæåì ïîçäíåå, èñïîëüçóÿ àïïàðàò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, õîòÿ
ïðè íåêîòîðîì òåðïåíèè ìîæíî ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü åå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñâåðòêè,
êàê â ïðèìåðå 27.

Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå óñòîé÷èâî ïî ñóììèðîâàíèþ, îäíàêî åãî ìîæíî
ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå óæå â íåêîòîðîì ñìûñëå óñòîé-
÷èâî îòíîñèòåëüíî ñóììèðîâàíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 38. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò гамма-распределение Γα,λ ñ ïàðàìåò-
ðàìè α > 0, λ > 0, åñëè îíà èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fξ(x) =

{
0, ïðè x 6 0,
c · xλ−1e−αx, ïðè x > 0,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
∞∫
−∞

fξ(x) dx = c
∞∫
0

xλ−1e−αx dx = 1, òî åñòü

c =
αλ

Γ(λ)
.

Здесь Γ(λ) =
∞∫
0

xλ−1e−x dx = (λ − 1)Γ(λ − 1) — гамма-функция Эйлера;

при k целых Γ(k) = (k − 1)! и Γ(1) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Eα åñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå Γα,1.

Ëåììà 7. Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn èìåþò ïîêàçàòåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå Eα = Γα,1. Òîãäà ξ1 + · · ·+ ξn ⊂= Γα,n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 îíî âåðíî â ñèëó
ðàâåíñòâà Eα = Γα,1. Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ n = k − 1. Äîêàæåì,
÷òî îíî âåðíî è äëÿ n = k. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Sk−1 = ξ1 + · · ·+ ξk−1 ⊂= Γα,k−1,
òî åñòü èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fSk−1
(x) =

0, ïðè x 6 0,
αk−1

(k − 2)!
· xk−2e−αx, ïðè x > 0.

Òîãäà ïî ôîðìóëå ñâåðòêè ïëîòíîñòü ñóììû Sk = ξ1 + · · ·+ ξk ðàâíà

fSk(x) =

∞∫
−∞

fSk−1
(u)fξk(x− u) du =

∞∫
0

αk−1

(k − 2)!
· uk−2e−αufξk(x− u) du.

Òàê êàê fξk(x − u) = 0 ïðè x − u < 0, òî åñòü ïðè u > x, òî ïëîòíîñòü ïîä èíòåãðàëîì
îòëè÷íà îò íóëÿ, åñëè ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 6 u 6 x.
Ïîýòîìó

fSk(x) =

x∫
0

αk−1

(k − 2)!
· uk−2e−αu · αe−α(x−u) du = e−αx

x∫
0

αk

(k − 2)!
· uk−2 du =

αk

(k − 1)!
· xk−2e−αx.

Òî åñòü Sk ⊂= Γα,k, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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«Åñëè ÿ èìåþ îäèíàêîâûå øàíñû íà ïîëó÷åíèå a èëè b, òî öåíà ìîåìó îæè-
äàíèþ ðàâíà (a+b)/2».

Õ ð è ñ ò è à í Ã þ é ã å í ñ, Î ðàñ÷åòàõ â àçàðòíîé èãðå (1657)

Ðàçäåë 11. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

11.1 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Îïðåäåëåíèå 39. Математическим ожиданием E ξ (ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ïåðâûì ìî-
ìåíòîì) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, çàäàâàåìûì òàáëèöåé
P(ξ = ai) = pi, i ∈ Z, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

E ξ =
∑
i

aipi =
∑
i

aiP(ξ = ai), åñëè óêàçàííûé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Åñëè æå
∑
i
|ai|pi =∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå не существует.

Îïðåäåëåíèå 40. Математическим ожиданием E ξ (ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ïåðâûì ìî-
ìåíòîì) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïëîòíî-
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(x), íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

E ξ =

∞∫
−∞

xfξ(x) dx, åñëè óêàçàííûé èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Åñëè æå
∞∫
−∞
|x|fξ(x) dx =∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå не существует.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: åñëè íà ïðÿìîé ðàçìå-
ñòèòü åäèíè÷íóþ ìàññó, ïîìåñòèâ â òî÷êè ai ìàññó pi (äëÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ),
èëè «ðàçìàçàâ» åå ñ ïëîòíîñòüþ fξ(x) (äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ), òî
òî÷êà E ξ åñòü êîîðäèíàòà «öåíòðà òÿæåñòè» ïðÿìîé.

Ïðèìåð 28. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíà ÷èñëó î÷êîâ, âûïàäàþùèõ ïðè îäíîì

ïîäáðàñûâàíèè êóáèêà. Òîãäà E ξ =
6∑

k=1

k · 1
6

= 3.5: в среднем при одном подбрасывании

кубика выпадает 3.5 очка!

Ïðèìåð 29. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ — êîîðäèíàòà òî÷êè, áðîøåííîé íàóäà÷ó

íà îòðåçîê [a, b]. Òîãäà E ξ =

b∫
a

x · 1
b−a

dx =
a+b

2
: центр тяжести равномерного

распределения на отрезке есть середина отрезка!

11.2 Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Âî âñåõ ñâîéñòâàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
ñóùåñòâóþò.

E0. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû åñòü ×ÈÑËÎ!

55



E1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g : R→ R

E g(ξ) =



∑
k

g(ak)P(ξ = ak), åñëè ðàñïðåäåëåíèå ξ äèñêðåòíî;

∞∫
−∞

g(x)fξ(x) dx, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî (êàê è ïî÷òè âñå äàëüíåéøèå) òîëüêî äëÿ
äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü g(ξ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ c1, c2, . . . ñ âåðîÿòíîñòÿìè
P(g(ξ) = cm) =

∑
k:g(ak)=cm

P(ξ = ak). Òîãäà

E g(ξ) =
∑
m

cmP(g(ξ) = cm) =
∑
m

cm
∑

k:g(ak)=cm

P(ξ = ak) =

=
∑
m

∑
k:g(ak)=cm

g(ak)P(ξ = ak) =
∑
k

g(ak)P(ξ = ak).

E2. Математическое ожидание постоянной равно этой постоянной: E c = c.

E3. Постоянную можно вынести за знак математического ожидания: E (cξ) = cE ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ñâîéñòâà E1 ïðè g(x) = cx.

E4. Математическое ожидание суммы любых случайных величин ξ и η равно сумме их

математических ожиданий:

E (ξ + η) = E ξ + E η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âåëè÷èí ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì: ïóñòü xk è yn — çíà-
÷åíèÿ ξ è η, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ôóíêöèè g : R2 → R ìîæíî äîêàçàòü ñâîéñòâî, àíàëî-
ãè÷íîå E1 (сделать это! ). Ïîëüçóÿñü ýòèì ñâîéñòâîì äëÿ g(x, y) = x+ y, çàïèøåì:

E (ξ + η) =
∑
k,n

(xk + yn)P(ξ = xk, η = yn) =
∑
k

xk
∑
n

P(ξ = xk, η = yn)︸ ︷︷ ︸
P(ξ=xk)

+

+
∑
n

yn
∑
k

P(ξ = xk, η = yn)︸ ︷︷ ︸
P(η=yn)

= E ξ + E η.

E5. • Åñëè ξ > 0 ï.í. («почти наверное», то есть с вероятностью 1: P(ξ > 0) = 1),
òî E ξ > 0;

• Åñëè ξ > 0 ï.í., è ïðè ýòîì E ξ = 0, òî ξ = 0 ï.í., òî åñòü P(ξ = 0) = 1.

Упражнение. Доказать для дискретного распределения!

Ñëåäñòâèå 12.

• Åñëè ξ 6 η ï.í., òî E ξ 6 E η.

• Åñëè ξ 6 η ï.í., è ïðè ýòîì E ξ = E η, òî ξ = η ï.í.

E6. Математическое ожидание произведения независимых случайных величин рав-

но произведению их математических ожиданий: åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî
E (ξη) = E ξ E η.

56



Äîêàçàòåëüñòâî.

E (ξη) =
∑
k,n

(xkyn)P(ξ = xk, η = yn) =
∑
k

xk
∑
n

ynP(ξ = xk)P(η = yn) = E ξ E η.

Çàìå÷àíèå 19. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ê ñâîéñòâó E6 íåâåðíî: èç ðàâåíñòâà
E (ξη) = E ξ E η не следует íåçàâèñèìîñòü âåëè÷èí ξ è η.

Ïðèìåð 30. Ïóñòü ϕ ⊂= U0,2π, ξ = cosϕ, η = sinϕ — çàâåäîìî çàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû (доказать!). Íî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èõ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî ïðîèçâå-
äåíèþ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé: ïî ñâîéñòâó E1

E ξ =
∫ 2π

0

1
2π

cosx dx = 0, E η =
∫ 2π

0

1
2π

sinx dx = 0,

E ξη =
∫ 2π

0

1
2π

cosx sinx dx = 0 = E ξE η.

11.3 Ìîìåíòû ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ. Äèñïåðñèÿ

Îïðåäåëåíèå 41. Åñëè E |ξ|k <∞, òî ÷èñëî

E ξk íàçûâàåòñÿ моментом порядка k (k-ì ìîìåíòîì) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ;

E |ξ|k íàçûâàåòñÿ абсолютным моментом порядка k (àáñîëþòíûì k-ì ìîìåíòîì)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ;

E (ξ − E ξ)k íàçûâàåòñÿ центральным моментом порядка k (öåíòðàëüíûì k-ì ìîìåí-
òîì) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ;

E |ξ− E ξ|k íàçûâàåòñÿ абсолютным центральным моментом порядка k (àáñîëþòíûì
öåíòðàëüíûì k-ì ìîìåíòîì) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

×èñëî D ξ = E (ξ − E ξ)2 (öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà 2) íàçûâàåòñÿ дисперсией

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

Ïðèìåð 31. Ïóñòü, ñêàæåì, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1− 10−5, è çíà÷åíèå 100 ñ âåðîÿòíîñòüþ 10−5. Ïîñìîòðèì, êàê ìîìåíòû ðàçíûõ
ïîðÿäêîâ ðåàãèðóþò íà áîëüøèå, íî ìàëîâåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

E ξ = 0 · (1− 10−5) + 100 · 10−5 = 10−3; E ξ2 = 02 · (1− 10−5) + 1002 · 10−5 = 10−1;

E ξ4 = 04 · (1− 10−5) + 1004 · 10−5 = 1000; E ξ6 = 06 · (1− 10−5) + 1006 · 10−5 = 10000000.

Ïðèìåð 32. Äèñïåðñèÿ D ξ = E (ξ−E ξ)2 åñòü «ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îò ñâîåãî ñðåäíåãî». Ïîñìîòðèì, çà ÷òî ýòà âåëè÷èíà îòâå÷àåò.

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ±1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, à ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà η — çíà÷åíèÿ ±10 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Òîãäà E ξ = E η = 0, ïîýòîìó
D ξ = E ξ2 = 1, D η = E η2 = 100. Ãîâîðÿò, ÷òî äèñïåðñèÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ðàçáðîñà
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âîêðóã åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Если говорить о распределении случайной величины, как о распределении единичной мас-

сы по невесомому стержню, то дисперсия есть в точности момент инерции этого

стержня, закрепленного в центре тяжести.
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Îïðåäåëåíèå 42. Åñëè äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû ξ êîíå÷íà, òî ÷èñëî σ =
√
D ξ íàçûâàþò

среднеквадратическим отклонением ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

×òîáû ïðîÿñíèòü ñâÿçü ìîìåíòîâ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ, äîêàæåì íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ.

Òåîðåìà 26 (Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà).

Ïóñòü ôóíêöèÿ g : R → R âûïóêëà (âíèç :-)) ). Òîãäà äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ñ êîíå÷íûì ïåðâûì ìîìåíòîì

E g(ξ) > g(E ξ).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî âûïóêëûõ ôóíêöèé (òî åñòü òàêèõ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ a < b ïðè âñÿêîì α ∈ [0, 1] âåðíî αg(a) + (1− α)g(b) > g(αa+ (1− α)b)):

Ëåììà 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ g : R → R âûïóêëà. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî y íàéäåòñÿ ÷èñëî
c(y) òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x

g(x) > g(y) + c(y)(x− y).

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðåäëîæåíî Äåáåëîâûì Àëåêñååì, ãð.871).

Ïîëîæèì c(y) = infx>y
g(x)− g(y)
x− y

> −∞. Òîãäà g(x) − g(y) > c(y)(x − y) ïðè x > y.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî è ïðè x < y, è çàîäíî ïîêàæåì, ÷òî c(y) êîíå÷íî.
Ïóñòü x1 < y. Òîãäà y ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [x1;x2] äëÿ ëþáîãî x2 > y, òî åñòü

ñóùåñòâóåò α ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî

y = α · x1 + (1− α) · x2, èëè x2 =
y − αx1

1− α
. (14)

Íî â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè g

g(y) 6 α · g(x1) + (1− α) · g(x2), èëè g(x2) >
g(y)− α · g(x1)

1− α
. (15)

Âñïîìíèì, ÷òî c(y) = infx2>y
g(x2)− g(y)
x2 − y

è ïîäñòàâèì âìåñòî g(x2) è x2 âûðàæåíèÿ,

ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóë (15) è (14), ñîîòâåòñòâåííî:

c(y) = inf
x2>y

g(x2)− g(y)
x2 − y

>

g(y)− αg(x1)
1− α

− g(y)

y − αx1

1− α
− y

=
g(y)− g(x1)
y − x1

.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå çàâåäîìî êîíå÷íî, òî åñòü c(y) > −∞. Áîëåå òîãî, ìû ïîëó÷èëè,
÷òî òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî è äëÿ x < y:

c(y) >
g(y)− g(x1)
y − x1

äëÿ ëþáûõ x1 < y, òî åñòü g(x1) > g(y) + c(y)(x1 − y).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 26. Âîçüìåì â óñëîâèÿõ ëåììû y = E ξ, x = ξ. Òîãäà g(ξ) >
g(E ξ) + c(E ξ)(ξ − E ξ). Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
Òàê êàê E (ξ− E ξ) = 0, è íåðàâåíñòâî ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè ñîõðàíÿåòñÿ
ïî ñëåäñòâèþ 12, òî E g(ξ) > g(E ξ).

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ìîìåíòîâ áîëüøèõ ïîðÿäêîâ
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ìîìåíòîâ ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ.
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Ñëåäñòâèå 13. Åñëè E |ξ|t <∞, òî äëÿ ëþáîãî 0 < s < t

(E |ξ|s)t 6 (E |ξ|t)s

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó 0 < s < t, òî g(x) = |x|t/s — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïî
íåðàâåíñòâó Éåíñåíà äëÿ η = |ξ|s,

g(E η) = (E η)t/s = (E |ξ|s)t/s 6 E g(η) = E |η|t/s = E |ξ|s·t/s = E |ξ|t.

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà â ñòåïåíü s, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîñòü âòîðîãî ìîìåíòà (èëè äèñïåðñèè) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Ñëåäñòâèå 14. Åñëè E |ξ|k <∞ ïðè íåêîòîðîì k > 1, òî E |ξ| 6 k

√
E |ξ|k.

11.4 Ñâîéñòâà äèñïåðñèè

Âñå ñâîéñòâà äèñïåðñèè ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ.

D1. D ξ = E ξ2 − (E ξ)2.

Äåéñòâèòåëüíî,

D ξ = E (ξ − E ξ)2 = E

(
ξ2 − 2ξE ξ + (E ξ)2

)
= E ξ2 − 2E ξE ξ + (E ξ)2 = E ξ2 − (E ξ)2.

D2. D (cξ) = c2D ξ. Доказать!

D3. • D ξ > 0;

• D ξ = 0 åñëè è òîëüêî åñëè ξ = const ï.í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèñïåðñèÿ åñòü âñåãî-íàâñåãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ï.í.
íåîòðèöàòåëüíîé ñ.â.: D ξ = E (ξ − E ξ)2, è íåîòðèöàòåëüíîñòü äèñïåðñèè ñëåäóåò èç ñâîé-
ñòâà E5.
Ïî òîìó æå ñâîéñòâó, D ξ = 0 åñëè è òîëüêî åñëè (ξ − E ξ)2 = 0 ï.í., òî åñòü ξ = ξ ï.í.

D4. Äèñïåðñèÿ íå ìåíÿåòñÿ îò ñäâèãà ñ.â. íà ïîñòîÿííóþ: D (ξ + c) = D ξ. Доказать!

D5. Åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî D (ξ + η) = D ξ + D η.

Äåéñòâèòåëüíî,

D (ξ + η) = E (ξ + η)2 − (E (ξ + η))2 = E ξ2 + E η2 + 2E (ξη)− (E ξ)2 − (E η)2−2E ξE η = D ξ + D η,

òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñ.â. ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.

Çàìå÷àíèå 20. Ñì. çàìå÷àíèå 19.

D6. Ìèíèìóì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îò òî÷åê âå-
ùåñòâåííîé ïðÿìîé åñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ξ îò ñâîåãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ: D ξ = E (ξ − E ξ)2 = min

a
E (ξ − a)2.

Наименьший момент инерции стержня с распределенной на нем единичной массой полу-

чится, если точка вращения — центр тяжести стержня, а не любая другая точка.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

E (ξ − a)2 = E
(
(ξ − E ξ) + (E ξ − a)

)2 =

= D ξ +
(
E ξ − a

)2 + 2 E (ξ − E ξ)︸ ︷︷ ︸
0

(
E ξ − a

)
= D ξ +

(
E ξ − a

)2
> D ξ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ a = E ξ.

11.5 Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñòàíäàðòíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ïðèìåð 33. Распределение Бернулли Bp

E ξ = 1 · p+ 0 · q = p; E ξ2 = 12 · p+ 02 · q = p; D ξ = E ξ2 − (E ξ)2 = p− p2 = pq.

Ïðèìåð 34. Биномиальное распределение Bn,p

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ñóììèðîâàíèÿ — ëåììîé 5. Âîçüìåì n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn, èìå-
þùèõ ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Bp = B1,p.
Òîãäà èõ ñóììà Sn = ξ1 + . . .+ ξn èìååò ðàñïðåäåëåíèå Bn,p.

ESn =
n∑
i=1

E ξi = nE ξ1 = np,

òàê êàê âñå ξi îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî p;

DSn =
n∑
i=1

D ξi = nD ξ1 = npq,

ïîñêîëüêó ξi íåçàâèñèìû è äèñïåðñèÿ êàæäîé ðàâíà pq.

Ïðèìåð 35. Геометрическое распределение Gp

Ïðè p ∈ (0, 1)

E ξ =
∞∑
k=1

k · pqk−1 = p ·
∞∑
k=1

kqk−1 = p ·
∞∑
k=1

(qk)′ = p ·

( ∞∑
k=1

qk

)′
∗
=

∗
= p ·

( ∞∑
k=0

qk

)′
= p ·

(
1

1− q

)′
= p

(
1

(1− q)2

)
=

1
p
.

Равенство (*) появилось из-за нежелания дифференцировать сумму геометрической про-

грессии, начинающейся не с 1, а с q. Заметьте, что производная у добавленных слагаемых
равна 0, так что производные от этих двух сумм равны.

E ξ2 =
∞∑
k=1

k2 · pqk−1 = p ·
∞∑
k=1

k(k − 1)qk−1 + p ·
∞∑
k=1

kqk−1 = pq ·
∞∑
k=1

k(k − 1)qk−2 + E ξ =

= pq ·
∞∑
k=1

∂2

∂q2
qk + E ξ = pq ·

( ∞∑
k=0

∂2

∂q2
(qk)

)
+ E ξ =

= pq · ∂
2

∂q2

(
1

1− q

)
+ E ξ = 2pq

(
1

(1− q)3

)
+ E ξ =

2q
p2

+
1
p
.
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Ïîýòîìó D ξ = E ξ2 − (E ξ)2 =
2q
p2

+
1
p
− 1
p2

=
2q − 1 + p

p2
=

q

p2
.

Ïðèìåð 36. Распределение Пуассона Πλ

E ξ =
∞∑
k=0

k · λ
k

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=1

k · λ
k

k!
= e−λ

∞∑
k=1

λk

(k − 1)!
=

= λe−λ
∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= λe−λ

∞∑
j=0

λj

j!
= λe−λeλ = λ.

Доказать, что E ξ2 = λ2 + λ, так что D ξ = λ.

Ïðèìåð 37. Равномерное распределение Ua,b

E ξ =

∞∫
−∞

xfξ(x) dx =

b∫
a

x
1

b− a
dx =

a+ b

2
;

E ξ2 =

∞∫
−∞

x2fξ(x) dx =

b∫
a

x2 1
b− a

dx =
b3 − a3

3(b− a)
=
a2 + ab+ b2

3
; D ξ = E ξ2 − (E ξ)2 =

(b− a)2

12
.

Ïðèìåð 38. Стандартное нормальное распределение N0,1

E ξ =

∞∫
−∞

xfξ(x) dx =

∞∫
−∞

x
1√
2π

e−x
2/2 dx = 0,

ïîñêîëüêó ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, è ñàì èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ
(çà ñ÷åò áûñòðî óáûâàþùåé e−x

2/2).

E ξ2 =

∞∫
−∞

x2 1√
2π

e−x
2/2 dx = 2

∞∫
0

x2 1√
2π

e−x
2/2 dx = −2

∞∫
0

x
1√
2π

de−x
2/2 =

= − 2x
1√
2π

e−x
2/2

∣∣∣∣∞
0︸ ︷︷ ︸

0

+ 2

∞∫
0

1√
2π

e−x
2/2 dx

︸ ︷︷ ︸
1

= 1.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 2
∞∫
0

1√
2π
e−x

2/2 dx =
∞∫
−∞

1√
2π
e−x

2/2 dx, à èíòåãðàë

ïî âñåé ïðÿìîé îò ïëîòíîñòè любого ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí 1. Ïîýòîìó

D ξ = E ξ2 − (E ξ)2 = 1− 0 = 1.

Ïðèìåð 39. Нормальное распределение Na,σ2

Ìû çíàåì, ÷òî åñëè ξ ⊂= Na,σ2 , òî η =
ξ − a
σ
⊂= N0,1, è E η = 0, D η = 1. Ïîýòîìó

E ξ = E (ση + a) = σE η + a = a; D ξ = D (ση + a) = σ2D η = σ2. (16)
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Какими свойствами математического ожидания и дисперсии мы воспользовались

в формуле (16)?

Ïðèìåð 40. Показательное (экспоненциальное) распределение Eα

Íàéäåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ N ìîìåíò ïîðÿäêà k.

E ξk =

∞∫
−∞

xkfξ(x) dx =

∞∫
0

xk α e−αx dx =
1
αk

∞∫
0

(αx)k e−αx d(αx) =
k!
αk
.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ãàììà-ôóíêöèåé Ýéëåðà:

Γ(k + 1) =
∞∫
0

uk e−u du = k! Ñîîòâåòñòâåííî,

E ξ =
1
α
, E ξ2 =

2
α2
, D ξ = E ξ2 − (E ξ)2 =

1
α2
.

Ïðèìåð 41. Стандартное распределение Коши C0,1

Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè. Ãîâîðÿò, ÷òî ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè a, σ2,
ãäå a ∈ R, σ > 0, è ïèøóò (ïî êðàéíåé ìåðå ìû òàê áóäåì ïèñàòü) ξ ⊂= Ca,σ2 , åñëè

fξ(x) =
σ

π(σ2 + (x− a)2)
äëÿ âñåõ x ∈ R.

Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè èìååò, íàïðèìåð, àáñöèññà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à, ïîñëàí-
íîãî èç òî÷êè (a, σ) ïîä íàóäà÷ó âûáðàííûì óãëîì ϕ ⊂= U−π/2,π/2, ñ îñüþ OX. Это
полезно доказать!

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè íå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó

E |ξ| =
∞∫
−∞

|x| 1
π(1 + x2)

dx

ðàñõîäèòñÿ (ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ âåäåò ñåáÿ íà áåñêîíå÷íîñòè êàê 1/x).

Ïðèìåð 42. Распределение Парето

Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî. Ãîâîðÿò, ÷òî ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî ñ ïàðàìåòðàìè x0,
s, ãäå x0 > 0, s > 0, åñëè

Fξ(x) =

1−
(x0

x

)s
, x > x0;

0, x < x0.
èëè fξ(x) =

s
xs0
xs+1

, x > x0;

0, x < x0.
.

Ó ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñóùåñòâóþò òîëüêî ìîìåíòû ïîðÿäêà u < s, ïîñêîëüêó

E |ξ|u =

∞∫
x0

xu s
xs0
xs+1

dx

ñõîäèòñÿ ïðè u < s, òî åñòü êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè áåñêî-
íå÷íî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ 1/x.

Посчитать момент порядка u < s распределения Парето. При каких s у этого распре-
деления существует дисперсия?
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Ðàçäåë 12. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí

12.1 ×åì îòëè÷àåòñÿ äèñïåðñèÿ ñóììû îò ñóììû äèñïåðñèé?

Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ ñ. â. ñ êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè äèñïåðñèÿ èõ
ñóììû ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé. ×åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ ñóììû â îáùåì ñëó÷àå?

D (ξ + η) = E (ξ + η)2 −
(
E (ξ + η)

)2 = E
(
ξ2 + η2 + 2ξη

)
−
(
E ξ
)2 − (E η)2 − 2E ξE η =

= D ξ + D η + 2
(
E (ξη)− E ξE η

)
. (17)

Âåëè÷èíà E (ξη) − E ξE η ðàâíÿåòñÿ íóëþ, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñè-
ìû (ñâîéñòâî E6 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâåíñòâà åå íóëþ
âîâñå íå ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü, êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð 30. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòó âåëè-
÷èíó ÷àñòî èñïîëüçóþò êàê «èíäèêàòîð íàëè÷èÿ çàâèñèìîñòè» ïàðû ñ. â.

Îïðåäåëåíèå 43. Ковариацией cov(ξ, η) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η íàçûâàåòñÿ число

cov(ξ, η) = E
(
(ξ − E ξ)(η − E η)

)
.

Ñâîéñòâî 12. cov(ξ, η) = E
(
(ξ − E ξ)(η − E η)

)
= E (ξη)− E ξE η.

Óïðàæíåíèå 19. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 12, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ.

Ñâîéñòâî 13. a) cov(ξ, ξ) = D ξ; á) cov(ξ, η) = cov(η, ξ).

Ñâîéñòâî 14. Äèñïåðñèÿ ñóììû íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âû÷èñëÿåòñÿ ïî ëþáîé
èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

D (ξ1 + . . .+ ξn) =
n∑
i=1

D ξi +
∑
i6=j

cov(ξi, ξj) =
n∑
i=1

D ξi + 2
∑
i<j

cov(ξi, ξj) =
∑
i,j

cov(ξi, ξj).

Óïðàæíåíèå 20. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 14, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè

(a+ b)2 = a2 + b2 + ab+ ba = a2 + b2 + 2ab = aa+ bb+ ab+ ba

è ïîëó÷èâ àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà äëÿ êâàäðàòà ñóììû n ñëàãàåìûõ.

Îáñóäèì äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè êîâàðèàöèè, êàê âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé
çàâèñèìîñòü äâóõ ñ. â.

1. Åñëè êîâàðèàöèÿ cov(ξ, η) îòëè÷íà îò íóëÿ, òî âåëè÷èíû ξ è η зависимы!
2. Ñ ãàðàíòèåé î íàëè÷èè çàâèñèìîñòè ìû ìîæåì ñóäèòü, åñëè çíàåì ñîâìåñòíîå

ðàñïðåäåëåíèå ïàðû ξ è η, è ìîæåì ïðîâåðèòü, ðàâíà ëè (íàïðèìåð) ïëîòíîñòü ñîâìåñò-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòåé.
Íî íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòî áûâàåò ñëîæíåå, ÷åì ïîñ÷èòàòü ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ξ è η. Åñëè íàì ïîâåçåò, è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ïðîèçâåäåíèÿ ξ è η íå áóäåò ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèþ èõ ìàò. îæèäàíèé, ìû ñêàæåì,
÷òî ξ è η çàâèñèìû не находя èõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ!

Ïðèìåð 43. Ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ êîâàðèàöèè ìîæíî ñóäèòü î çàâèñèìîñòè äà-
æå êîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåäîñòàòî÷íî äàííûõ.

Ïóñòü ξ è η — независимые ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, è äèñïåðñèÿ ξ îòëè÷íà îò íóëÿ (то
есть?). Äîêàæåì, ÷òî ξ è ξ + η çàâèñèìû.

E
(
ξ(ξ + η)

)
= E ξ2 + E (ξη) = E ξ2 + E ξ E η; E ξ E (ξ + η) = (E ξ)2 + E ξ E η. (18)
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Ïîýòîìó cov(ξ, ξ + η) = E ξ2 + E ξ E η −
(
(E ξ)2 + E ξ E η

)
= D ξ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ è ξ + η

çàâèñèìû.

3. Æàëü, ÷òî âåëè÷èíà cov(ξ, η) íå ÿâëÿåòñÿ «áåçðàçìåðíîé»: åñëè ξ – îáúåì ãàçà â
ñîñóäå, à η – äàâëåíèå ýòîãî ãàçà, òî êîâàðèàöèÿ èçìåðÿåòñÿ â êóáîìåòðàõ×Ïàñêàëè :).
Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè óìíîæåíèè îäíîé èç âåëè÷èí ξ, η íà êàêîå-íèáóäü ÷èñëî êîâàðèàöèÿ
òîæå óìíîæàåòñÿ íà ýòî ÷èñëî. Íî óìíîæåíèå íà ÷èñëî íå ñêàçûâàåòñÿ íà «ñòåïåíè
çàâèñèìîñòè» âåëè÷èí (îíè îò ýòîãî «áîëåå çàâèñèìûìè» íå ñòàíîâÿòñÿ), òàê ÷òî
áîëüøîå çíà÷åíèå êîâàðèàöèè íå îçíà÷àåò áîëåå ñèëüíîé çàâèñèìîñòè.
Íóæíî êàê-òî íîðìèðîâàòü êîâàðèàöèþ, ïîëó÷èâ èç íåå «áåçðàçìåðíóþ» âåëè÷èíó,
àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êîòîðîé

à) íå ìåíÿëîñü áû ïðè óìíîæåíèè èëè ñäâèãå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà ÷èñëî;
á) ñâèäåòåëüñòâîâàëî áû î «ñèëå çàâèñèìîñòè» ñ. â.

Говоря о «силе» зависимости между с. в., мы имеем ввиду следующее. Самая

сильная зависимость — функциональная, а из функциональных – линейная зави-

симость, когда ξ = aη + b п. н. Бывают гораздо более слабые зависимости. Так,

если по последовательности независимых случайных величин ξ1, ξ2, . . . постро-

ить величины ξ = ξ1 + . . . + ξ24 + ξ25 и η = ξ25 + ξ26 + . . . + ξ90, то эти величины

зависимы, но очень «слабо зависимы»: через одно-единственное общее слагае-

мое ξ25. Сильно ли зависимы число гербов в первых 25 подбрасываниях монеты и

число гербов в той же серии, но в испытаниях с 25-го по 90-е?

Èòàê, ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà åñòü âñåãî ëèøü êîâàðèàöèÿ, íîðìèðîâàííàÿ íóæíûì
îáðàçîì.

12.2 Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

Îïðåäåëåíèå 44. Коэффициентом корреляции ρ(ξ, η) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η, äèñ-
ïåðñèè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò è îòëè÷íû îò íóëÿ, íàçûâàåòñÿ число

ρ(ξ, η) =
cov(ξ, η)√
D ξ
√
D η

.

Çàìå÷àíèå 21. ×òîáû ðàçãëÿäåòü «óñòðîéñòâî» êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè, ðàñïè-
øåì ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü:

ρ(ξ, η) =
E
(
(ξ − E ξ)(η − E η)

)√
E
(
ξ − E ξ

)2√
E
(
η − E η

)2 .
Здесь математикам уместно провести аналогии с «косинусом угла» между двумя эле-

ментами гильбертова пространства, образованного случайными величинами с конечным

вторым моментом, снабженного скалярным произведением cov(ξ, η) и «нормой», равной
корню из дисперсии случайной величины, или корню из скалярного произведения cov(ξ, ξ).

Ïðèìåð 44. Ðàññìîòðèì ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 43, íî ïóñòü ξ è η áóäóò íå òîëüêî
íåçàâèñèìûìè, íî è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, è èõ äèñ-
ïåðñèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ. Íàéäåì êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè âåëè÷èí ξ è ξ + η. Ñîãëàñíî
ôîðìóëå (18),

cov(ξ, ξ + η) = E ξ2 + E ξ E η −
(
(E ξ)2 + E ξ E η

)
= E ξ2 − (E ξ)2 = D ξ.

Ïîýòîìó

ρ(ξ, ξ + η) =
cov(ξ, ξ + η)
√
D ξ
√
D (ξ + η)

=
D ξ√

D ξ
√
D ξ + D η

=
D ξ√

D ξ
√

2D ξ
=

1√
2
.
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Èíà÷å ãîâîðÿ, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè âåëè÷èí ξ è ξ + η ðàâåí êîñèíóñó óãëà 45◦,
îáðàçîâàííîãî «âåêòîðàìè» ξ è ξ + η, ãäå «ξ ⊥ η» è èõ «äëèíà» îäèíàêîâà.

Óïðàæíåíèå 21. ×òîáû àíàëîãèÿ íå çàõîäèëà ñëèøêîì äàëåêî, è ó ÷èòàòåëÿ íå âîç-
íèêëî èñêóøåíèÿ ëþáûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ðèñîâàòü ñòðåëî÷êàìè íà ïëîñêîñòè è
âìåñòî ïîäñ÷åòà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé èçìåðÿòü óãëû, ïðåäëàãàþ óáåäèòüñÿ, íà-
ïðèìåð, ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè âåëè÷èí ξ è ξ2 ðàâåí:

à) íóëþ, åñëè ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì;
á) 2/

√
5, åñëè ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ëþáûì ïàðàìåòðîì.

Îïðåäåëåíèå 45. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íàçûâàþò некоррелированными, åñëè
cov(ξ, η) = 0 (èëè åñëè ρ(ξ, η) = 0, — â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
ñóùåñòâóåò).

Çàìå÷àíèå 22. Åñëè îäíà èç âåëè÷èí ξ è η — ïîñòîÿííàÿ, òî ýòè âåëè÷èíû íåçàâè-
ñèìû (проверить по определению! ), è cov(ξ, η) = 0 (проверить по определению! ). Åñòå-
ñòâåííî â ýòîì ñëó÷àå òîæå ïîëàãàòü, ÷òî ξ è η «íåêîððåëèðîâàíû», õîòÿ êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè íå îïðåäåëåí (äèñïåðñèÿ ïîñòîÿííîé ðàâíà 0).

Óïðàæíåíèå 22. À ÷òî áóäåò, åñëè äîîïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè íóëåì,
åñëè õîòÿ áû îäíà èç âåëè÷èí — ïîñòîÿííàÿ? Ïðåäëàãàþ ïîäóìàòü, êàêèìè äîñòîèí-
ñòâàìè è íåäîñòàòêàìè îáëàäàåò òàêîå «ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòè òèïà 0

0».

12.3 Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè

Âñþäó äàëåå ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàåòñÿ, íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò êîð-
ðåëÿöèè ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 27.

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Åñëè ñ. â. ξ è η íåçàâèñèìû, òî ρ(ξ, η) = cov(ξ, η) = 0.

2. |ρ(ξ, η)| 6 1.

3. |ρ(ξ, η)| = 1, åñëè è òîëüêî åñëè ñ. â. ξ è η ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 линейно ñâÿçàíû,
ò.å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà a 6= 0 è b òàêèå, ÷òî P(η = aξ + b) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ñâîéñòâî 1 ìû óæå ìíîãî ðàç (сколько? ) óïîìèíàëè è îäèí ðàç äîêàçàëè.

2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 2 íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî ïðåîáðàçîâàíèå, íàçûâàåìîå «стан-

дартизацией» ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû: ñ åãî ïîìîùüþ èç ñ. â. ñ êîíå÷íûì âòîðûì
ìîìåíòîì (íå ïîñòîÿííîé) ïîëó÷àþò ñ. â. ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
(«центрированную») è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé («нормированную»).

Îïðåäåëåíèå 46. Ïóñòü D ξ êîíå÷íà è îòëè÷íà îò íóëÿ. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âå-
ëè÷èíó ξ̃ òàê:

ξ̃ =
ξ − E ξ√

D ξ
.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ξ 7→ ξ̃ íàçûâàåòñÿ стандартизацией ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, à ñàìà ñ. â.
ξ̃ íàçûâàåòñÿ стандартизованной, èëè (ñëýíã!) центрированной и нормированной âåðñèåé
ñ. â. ξ.

Óïðàæíåíèå 23. Îáÿñíèòü, áóäåò ëè ðàñïðåäåëåíèå ξ̃
à) íîðìàëüíûì, åñëè ξ ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó;
á) ðàâíîìåðíûì, åñëè ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå;
â) áèíîìèàëüíûì, åñëè ξ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå;
ã) ïîêàçàòåëüíûì, åñëè ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå;

(è ò.ä.)

Ñâîéñòâî 15. Ñòàíäàðòèçîâàííàÿ ñ. â. ξ̃ èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåð-
ñèè:

E ξ̃ = E

(
ξ − E ξ√

D ξ

)
=

1√
D ξ

E (ξ − E ξ) =
1√
D ξ

(E ξ − E ξ) = 0;

D ξ̃ = D

(
ξ − E ξ√

D ξ

)
=

1
D ξ

D (ξ − E ξ) =
1
D ξ

D ξ = 1.

Не забудьте у каждого знака равенства написать, в силу какого свойства, утверждения или

определения это равенство верно!

Âîçâðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó 2, çàìåòèì, ÷òî

ρ(ξ, η) =
E
(
(ξ − E ξ)(η − E η)

)
√
D ξ
√
D η

= E

(
(ξ − E ξ)(η − E η)√

D ξ
√
D η

)
= E

(
ξ̃ η̃
)
,

ãäå ξ̃ =
ξ − E ξ√

D ξ
è η̃ =

η − E η√
D η

— ñòàíäàðòèçîâàííûå âåðñèè ñ. â. ξ è η.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì 0 6 (a − b)2 = a2 − 2ab + b2, èëè ab 6
1
2

(a2 + b2).

Ïîäñòàâèì ξ̃ âìåñòî a, η̃ âìåñòî b è âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò îáåèõ ÷àñòåé
íåðàâåíñòâà:

ρ(ξ, η) = E

(
ξ̃ η̃
)
6

1
2
E

(
ξ̃

2
+ η̃

2
)

=
1
2

(
D ξ̃ +

(
E ξ̃
)2

+ D η̃ +
(
E η̃
)2
)

=
1
2
· 2 = 1. (19)

Ïîëüçóÿñü òî÷íî òàê æå íåðàâåíñòâîì 0 6 (a + b)2 = a2 + 2ab + b2, èëè ab > −1
2

(a2 + b2),
ïîëó÷èì

ρ(ξ, η) = E

(
ξ̃ η̃
)
> −1

2
E

(
ξ̃

2
+ η̃

2
)

= −1
2
· 2 = −1. (20)

Òàêèì îáðàçîì, |ρ(ξ, η)| 6 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

Воспользоваться свойствами математического ожидания и дисперсии и доказать, что

ρ(ξ, aξ + b) =

{
1, a > 0;
−1, a < 0.

Не забудьте, что
√
a2 = |a|, а не просто a!
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Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü: åñëè |ρ(ξ, η)| = 1, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà a 6= 0 è b òàêèå, ÷òî
P(η = aξ + b) = 1.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ρ(ξ, η) = 1. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè åäèíñòâåííîå

íåðàâåíñòâî â ôîðìóëå (19) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî: E
(
ξ̃ η̃
)

=
1
2
E

(
ξ̃

2
+ η̃

2
)
, èëè

E

(
ξ̃ − η̃

)2
= 0.

Íî ïî ñâîéñòâó E5 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðàâåíñòâî íóëþ ìàò. îæèäàíèÿ íåîòðè-
öàòåëüíîé ñ. â. îçíà÷àåò, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ï.í. ðàâíà íóëþ:

P

(
ξ̃ − η̃ = 0

)
= 1 = P

(
ξ − E ξ√

D ξ
=
η − E η√

D η

)
= P

(
η =
√
D η√
D ξ︸ ︷︷ ︸
a

ξ−
√
D η E ξ√
D ξ

+ E η︸ ︷︷ ︸
b

)
.

Â ñëó÷àå ρ(ξ, η) = −1 íóæíî ðàññìîòðåòü åäèíñòâåííîå íåðàâåíñòâî â ôîðìóëå (20)
è ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ. Òåì ñàìûì òåîðåìà 27 äîêàçàíà.

Ïîëåçíî çíàòü ñëåäóþùèå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìûå òåðìèíû.

Îïðåäåëåíèå 47. Ãîâîðÿò, ÷òî âåëè÷èíû ξ è η отрицательно коррелированы, åñëè
ρ(ξ, η) < 0; ãîâîðÿò, ÷òî âåëè÷èíû ξ è η положительно коррелированы, åñëè ρ(ξ, η) > 0.

Ñìûñë çíàêà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè îñîáåííî ÿñåí â ñëó÷àå ρ(ξ, η) = ±1. Òîãäà
çíàê ρ ðàâåí çíàêó a â ðàâåíñòâå η = aξ + b ï.í. Òî åñòü ρ(ξ, η) = 1 îçíà÷àåò, ÷òî ÷åì
áîëüøå ξ, òåì áîëüøå è η. Íàïðîòèâ, ρ(ξ, η) = −1 îçíà÷àåò, ÷òî ÷åì áîëüøå ξ, òåì
ìåíüøå η. Ïîõîæèì îáðàçîì ìîæíî òðàêòîâàòü çíàê êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè è â
ñëó÷àå, êîãäà |ρ(ξ, η)| < 1, ïîìíÿ ïðè ýòîì, ÷òî çàâèñèìîñòü âåëè÷èí ξ è η òåïåðü óæå íå
ëèíåéíàÿ è, âîçìîæíî, äàæå íå ôóíêöèîíàëüíàÿ.

Òàê, âåëè÷èíû ξ è ξ + η â ïðèìåðàõ 43 è 44 ïîëîæèòåëüíî êîððåëèðîâàíû, íî èõ
çàâèñèìîñòü íå ôóíêöèîíàëüíàÿ.

Ïðèìåð 45.

Åñëè ñ. â. ξ è η åñòü êîîðäèíàòû òî÷êè, áðîøåííîé íà-
óäà÷ó â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (2, 0), (0, 0) è (0, 1), òî
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ(ξ, η) îòðèöàòåëåí. Ýòî ìîæ-
íî îáúÿñíèòü «íà ïàëüöàõ» òàê: чем больше ξ, тем меньше

у η возможностей быть большой. :-) Ïðåäëàãàþ óáåäèòüñÿ
â ýòîì, ïðîâåðèâ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ âûñêàçûâà-
íèé. Âî-ïåðâûõ,

-

6
HH
HHHH

HHH
HHH

�

(ξ, η)

2

1
y = 1− x/2

fξ(x) =

{
1− x

2
, 0 6 x 6 2;

0, èíà÷å ;
E ξ =

2
3

; fη(y) =

{
2− 2y, 0 6 y 6 1;
0, èíà÷å ;

E η =
1
3
.

Âî-âòîðûõ,

совместное распределение координат точки, брошенной наудачу в произвольную (измери-

мую) область D на плоскости имеет постоянную плотность во всех точках области D.
Это связано с понятием «наудачу»: вероятность попасть в любую область A ⊂ D, с
одной стороны, зависит только от площади A, и не зависит от формы и положения A вну-

три D, равняясь, с другой стороны, интегралу по области A от плотности совместного

распределения координат точки.
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Эти два качества возможно совместить, только если плотность совместного распреде-

ления постоянна внутри D. Более того, эта постоянная, как легко видеть, есть просто

1
ïëîùàäü D

(хотя бы потому, что интеграл от нее по всей области D должен равняться

вероятности попасть в D, или единице).

Ðàñïðåäåëåíèå òî÷êè, áðîøåííîé íàóäà÷ó â îáëàñòü (âñå ðàâíî ãäå), íàçûâàþò
равномерным ðàñïðåäåëåíèåì.

Èòàê, ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè
— ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ (1/ïëîùàäü îáëàñòè) äëÿ òî÷åê âíóòðè îáëàñòè è íóëþ — âíå.
Ïîýòîìó (à òàêæå ïîòîìó, ÷òî ïëîùàäü ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1)

E (ξ η) =
∫∫
B

x · y · 1 dy dx =

2∫
0

 1−x/2∫
0

x · y dy

 dx = (êàæåòñÿ)
1
6
.

Òî åñòü êîâàðèàöèÿ (à ñ íåé è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè) îòðèöàòåëüíà (посчитать
cov(ξ, η)).

Óïðàæíåíèå 24. À âåðíî ëè, ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè â ïðèìåðå 45 ñóùåñòâó-
åò? Êàêèå ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ãàðàíòèðóþò êîíå÷íîñòü âòîðîãî ìîìåíòà? À
èç ограниченности ñ. â. ñëåäóåò ëè ñóùåñòâîâàíèå êàêèõ-íèáóäü ìîìåíòîâ? Êàêèõ è
ïî÷åìó?

Ïðèìåð 46.
Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ÷èñëîì âûïàäåíèé åäèíèöû è ÷èñëîì âûïàäå-
íèé øåñòåðêè ïðè n ïîäáðàñûâàíèÿõ ñèììåòðè÷íîãî êóáèêà.

Р е ш е н и е. Îáîçíà÷èì äëÿ i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ÷åðåç ξi ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ
÷èñëó âûïàäåíèé ãðàíè ñ i î÷êàìè ïðè n ïîäáðàñûâàíèÿõ êóáèêà. Ïîñ÷èòàåì cov(ξ1, ξ6).

Êàæäàÿ èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
n è 1/6, ïîýòîìó E ξi = n/6, D ξi = 5n/36.

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ξ1 + · · · + ξ6 ýòèõ âåëè÷èí ðàâíà n. Â ñèëó ñèììåòðèè êóáè-
êà, âñå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ E ξ1ξ2, E ξ1ξ3, . . . , E ξ1ξ6 îäèíàêîâû (íî, ñêîðåå âñåãî,
îòëè÷àþòñÿ îò E ξ1ξ1 = E ξ2

1 = D ξ1 + (E ξ1)2 = 5n/36 + n2/36).
Ïîñ÷èòàåì E ξ1(ξ1 + · · ·+ ξ6). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ðàâíî

E ξ1(ξ1 + · · ·+ ξ6) = E ξ1 · n = n2/6,

ñ äðóãîé ñòîðîíû,

E ξ1(ξ1 + · · ·+ ξ6) = E ξ2
1 + 5E ξ1ξ6 = 5n/36 + n2/36 + 5E ξ1ξ6.

Îòñþäà 5E ξ1ξ6 = n2/6− 5n/36− n2/36, òî åñòü E ξ1ξ6 = (n2 − n)/36.
Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí

ρ(ξ1, ξ6) =
E ξ1ξ6 − E ξ1E ξ6√

D ξ1D ξ6
=

(n2 − n)/36− n2/36
5n/36

= −1
5
.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïîëó÷åííûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè íå çàâèñèò îò n.

Почему коэффициент корреляции ρ(ξ1, ξ6) отрицателен?
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... Îòêóäà, íàêîíåö, âûòåêàåò òî óäèâèòåëüíîå, ïî-âèäèìîìó, ñëåäñòâèå, ÷òî,
åñëè áû íàáëþäåíèÿ íàä âñåìè ñîáûòèÿìè ïðîäîëæàòü âñþ âå÷íîñòü, ïðè÷åì
âåðîÿòíîñòü, íàêîíåö, ïåðåøëà áû â ïîëíóþ äîñòîâåðíîñòü, òî áûëî áû çàìå÷å-
íî, ÷òî â ìèðå âñå óïðàâëÿåòñÿ òî÷íûìè îòíîøåíèÿìè è ïîñòîÿííûì çàêîíîì
èçìåíåíèé, òàê ÷òî äàæå â âåùàõ, â âûñøåé ñòåïåíè ñëó÷àéíûõ, ìû ïðèíóæäå-
íû áûëè áû ïðèçíàòü êàê áû íåêîòîðóþ íåîáõîäèìîñòü è, ñêàæó ÿ, ðîê.

ß ê î á Á å ð í ó ë ë è, Ars conjectandi (1713)

Ðàçäåë 13. Êóäà è êàê ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí

13.1 Ñõîäèìîñòü «ïî÷òè íàâåðíîå» è «ïî âåðîÿòíîñòè»

Íàïîìíþ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà åñòü (èçìåðèìàÿ) ôóíêöèÿ èç íåêîòîðîãî àá-
ñòðàêòíîãî ìíîæåñòâà Ω â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí åñòü, òåì ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (îïðåäåëåííûõ íà îäíîì
è òîì æå ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω). È åñëè ìû õîòèì ãîâîðèòü î ñõîäèìî-
ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn}∞n=1, íå áóäåì çàáûâàòü, ÷òî ìû èìååì
äåëî íå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë, à ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ функций. Ñóùåñòâóþò
ðàçíûå âèäû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé. Âñÿêèé ðàç äàâàòü îïðåäåëåíèå
êàêîé-ëèáî ñõîäèìîñòè ìû áóäåì, îïèðàÿñü íà сходимость числовых последовательно-

стей êàê íà óæå èçâåñòíîå îñíîâíîå ïîíÿòèå.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè êàæäîì íîâîì ω ∈ Ω ìû èìååì íîâóþ числовую ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ξn(ω)}∞n=1. Ïîýòîìó, âî-ïåðâûõ, ìîæíî ãîâîðèòü î çíàêîìîé èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà (ïî÷òè) ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé: î ñõîäèìîñòè «ïî÷òè
âñþäó», êîòîðóþ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íàçûâàþò ñõîäèìîñòüþ «ïî÷òè íàâåðíîå».

Îïðåäåëåíèå 48. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â. {ξn} сходится почти навер-

ное ê ñ. â. ξ ïðè n→∞, è ïèøóò: ξn → ξ ï. í., åñëè P {ω : ξn(ω)→ ξ(ω) ïðè n→∞} = 1.
Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ξn(ω)→ ξ(ω) ïðè n→∞ äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, êðîìå, âîçìîæíî, ω ∈ A, ãäå
ìíîæåñòâî (ñîáûòèå) A èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü.

Çàìåòèì ñðàçó: ÷òîáû ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè «ïî÷òè íàâåðíîå», òðåáóåòñÿ (ïî êðàé-
íåé ìåðå, ïî îïðåäåëåíèþ) çíàòü, êàê óñòðîåíû îòîáðàæåíèÿ ω 7→ ξn(ω). Â çàäà÷àõ
æå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êàê ïðàâèëî, èçâåñòíû не сами случайные величины, а лишь их

распределения. Èçâåñòíî, òî åñòü, êàêîâà âåðîÿòíîñòü òåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ω, äëÿ
êîòîðûõ ξn(ω) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â çàäàííîì ìíîæåñòâå.

Ìîæåì ëè ìû, îáëàäàÿ òîëüêî èíôîðìàöèåé î ðàñïðåäåëåíèÿõ, ãîâîðèòü î êàêîé-
ëèáî ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn} ê ñ. â. ξ?

Ìîæíî, íàïðèìåð, ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü («äîëÿ») òåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõî-
äîâ ω, äëÿ êîòîðûõ ξn(ω) íå ïîïàäàåò â «ε-îêðåñòíîñòü» ÷èñëà ξ(ω), óìåíüøàëàñü äî íóëÿ
ñ ðîñòîì n. Òàêàÿ ñõîäèìîñòü â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå íàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ «ïî
ìåðå», à â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé — ñõîäèìîñòüþ «ïî âåðîÿòíîñòè».

Îïðåäåëåíèå 49. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â. {ξn} сходится по вероятно-

сти ê ñ. â. ξ ïðè n→∞, è ïèøóò: ξn
p−→ ξ, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0

P (|ξn − ξ| > ε)→ 0 ïðè n→∞ èëè P (|ξn − ξ| 6 ε)→ 1 ïðè n→∞.

Ïðèìåð 47. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â. ξ1, ξ2, . . . , â êîòîðîé âñå âåëè÷èíû
èìåþò разные ðàñïðåäåëåíèÿ: ñ. â. ξn, n > 1, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 è n7 ñ âåðîÿòíîñòÿìè
P
(
ξn = n7

)
= 1/n = 1 − P(ξn = 0). Äîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ïî

âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, ðàâíîé íóëþ ï. í. (ê íóëþ, ïðîùå ãîâîðÿ).
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Äåéñòâèòåëüíî, çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Äëÿ âñåõ n íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
n0 òàêîãî, ÷òî n7

0 > ε, âåðíî ðàâåíñòâî (∗) íèæå

P
(
|ξn − 0| > ε

) ξn>0
= P

(
ξn > ε

) (∗)
= P

(
ξn = n7

)
=

1
n
→ 0 ïðè n→∞.

Èòàê, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn ñ ðîñòîì n ìîãóò ïðèíèìàòü âñå áî́ëüøèå è áî́ëüøèå
çíà÷åíèÿ, íî ñî âñå ìåíüøåé è ìåíüøåé âåðîÿòíîñòüþ.

А сходится ли данная последовательность к нулю «почти наверное»? Вопрос не слишком

корректный, поскольку заданы не случайные величины, а лишь их распределения, и ответ

на него, как правило, зависит от того, как сами величины взаимосвязаны. Если, скажем,

ξn(ω) = 0 для ω ∈ [0, 1−1/n] и ξn(ω) = n7 для ω ∈ (1−1/n, 1], то сходимость «почти

наверное» имеет место, так как для всякого ω начиная с некоторого n0 все ξn(ω) равны
нулю.

Попробуйте задать случайные величины ξn на [0, 1] так, чтобы сходимость «почти на-

верное» не имела место. Для этого нужно заставить отрезок длины 1/n, на котором

ξn(ω) = n7, «бегать» по отрезку [0, 1], чтобы любая точка ω ∈ [0, 1] попадала внутрь

этого отрезка бесконечное число раз. Воспользуйтесь тем, что гармонический ряд рас-

ходится. Если вам мешают концы отрезка, их можно склеить в окружность :)

Заметим однако, что если вероятности P(ξn = n7) сходятся к нулю достаточно быстро

(например, равны 1/n2), то сходимость к нулю п. н. всегда имеет место (см., например,

теорему 2 §1 гл. 6 на стр. 134 учебника А.А.Боровкова «Теория вероятностей»).

Çàìå÷àíèå 23. Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè íå îáÿçàòåëüíî ñîïðîâîæäàåòñÿ ñõîäè-
ìîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé èëè ìîìåíòîâ äðóãèõ ïîðÿäêîâ: èç ξn

p−→ ξ не следу-
ет, ÷òî E ξn → E ξ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðèìåðå 47 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ξn
p−→ ξ = 0, íî E ξn = n6 6→

E ξ = 0.
Åñëè âìåñòî çíà÷åíèÿ n7 âçÿòü, ñêàæåì, n (ñ òîé æå âåðîÿòíîñòüþ 1/n), ïîëó÷èì

E ξn = 1 6→ E ξ = 0.
À åñëè ξn ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 è

√
n ñ òåìè æå âåðîÿòíîñòÿìè, ÷òî è â ïðèìåðå 47,

òî E ξn = 1/
√
n → E ξ = 0, íî óæå âòîðûå ìîìåíòû ñõîäèòüñÿ êî âòîðîìó ìîìåíòó ξ íå

áóäóò: E ξ2
n = 1 6→ E ξ2 = 0.

Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè îáëàäàåò îáû÷íûìè äëÿ ñõîäèìîñòåé ñâîéñòâàìè. Íà-
ïðèìåð, òàêèìè.

Ñâîéñòâî 16. Åñëè ξn
p−→ ξ è ηn

p−→ η, òî
1. ξn + ηn

p−→ ξ + η;
2. ξn · ηn

p−→ ξ · η.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðè ïåðâîì ïðî÷òåíèè ìîæíî ïðîïóñòèòü.

1. Â äîêàçàòåëüñòâå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ åñòåñòâåííûì ñâîéñòâîì âåðîÿòíîñòè:
åñëè èç ñîáûòèÿ A ñëåäóåò ñîáûòèå B (всегда, когда выполнено A, выполнено и B),
òî âåðîÿòíîñòü A íå ïðåâîñõîäèò âåðîÿòíîñòè B:

åñëè A ⊆ B, òî P(A) 6 P(B).

Çäåñü ÿ êàòåãîðè÷åñêè òðåáóþ îñòàíîâèòüñÿ è îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå «ãëóïûå âîïðî-
ñû»:

– верно ли, что модуль суммы не превосходит суммы модулей?

– верно ли, что если a > b, и c > a, то c > b?
– верно ли, что если a+ b > 2, то хоть одно из чисел a, b больше единицы?

– верно ли, что вероятность объединения двух событий не превосходит суммы их

вероятностей?

– верно ли, что вероятность пересечения двух событий не превосходит вероятности

любого из них?
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Åñëè íà âñå âîïðîñû âû îòâåòèëè «äà», ìîæíî äâèãàòüñÿ äàëüøå. Åñëè íå íà âñå —
âàø êîíòðïðèìåð îøèáî÷åí. Åñëè âû âîîáùå íå ïîíÿëè, î ÷åì ýòî, ëó÷øå âåðíóòüñÿ
ñþäà ...

Ïóñòü ε > 0. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî P(|ξn + ηn − ξ − η| > ε)→ 0 ïðè n→∞. Íî

a) |ξn + ηn − ξ − η| 6 |ξn − ξ|+ |ηn − η|, ïîýòîìó

á) åñëè |ξn + ηn − ξ − η| > ε, òî è |ξn − ξ|+ |ηn − η| > ε, è âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî ñîáûòèÿ
íå áîëüøå âåðîÿòíîñòè âòîðîãî. Äàëåå,

â) åñëè |ξn − ξ|+ |ηn − η| > ε, òî õîòÿ áû îäíî èç ñëàãàåìûõ áîëüøå, ÷åì ε/2.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

P(|ξn + ηn − ξ − η| > ε) 6 P(|ξn − ξ|+ |ηn − η| > ε) 6 P
(
|ξn − ξ| > ε/2 èëè |ηn − η| > ε/2

)
6

6 P(|ξn − ξ| > ε/2) + P(|ηn − η| > ε/2)→ 0

ïðè n→∞, òàê êàê ξn
p−→ ξ è ηn

p−→ η.

2. Íàì ïîíàäîáèòñÿ «õîðîøåå ñâîéñòâî»: äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ, ïðîñòî
ïî ñâîéñòâàì ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, P(|ζ| > M)→ 0 ïðè M →∞.

Ïðåäñòàâèì |ξnηn−ξη| êàê |(ηn−η)(ξn−ξ)+ξ(ηn−η)+η(ξn−ξ)|. Çàòåì, êàê â 1, ïîëó÷èì

P(|ξnηn − ξη| > ε) 6 P(|ηn − η| · |ξn − ξ| > ε/3) + P(|ξ| · |ηn − η| > ε/3) + P(|η| · |ξn − ξ| > ε/3).

Ïîäóìàéòå, ÷òî äåëàòü ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè, à ìû ïîêà ðàññìîòðèì
âòîðîå ñëàãàåìîå (òðåòüå òàêîå æå). Îáîçíà÷èì çà An = {|ξ| · |ηn − η| > ε/3} ñîáûòèå ïîä
çíàêîì âåðîÿòíîñòè. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå M > 0 è ðàçîáüåì ñîáûòèå An ïî ïîëíîé
ãðóïïå ñîáûòèé {|ξ| > M} è {|ξ| 6M}.

P(An) = P(|ξ| · |ηn − η| > ε/3) = P
(
An ∩ {|ξ| > M}

)
+ P

(
An ∩ {|ξ| 6M}

)
6 ...

Первую вероятность оцениваем в соответствии с последним «глупым вопросом», вто-

рую — пользуясь тем, что из |ξ| · |ηn − η| > ε/3 и |ξ| 6M следует, что M · |ηn − η| > ε/3.

... 6 P(|ξ| > M) + P
(
M · |ηn − η| > ε/3

)
= P(|ξ| > M) + P

(
|ηn − η| > ε/3M

)
.

Îñòàëîñü äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî M > 0 óñòðåìèòü n ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èâ äëÿ
âåðõíåãî ïðåäåëà îöåíêó lim

n→∞
P(An) 6 P(|ξ| > M), ïîñëå ÷åãî ìû ìîæåì óñòðåìèòü ê

áåñêîíå÷íîñòè M , ïîëüçóÿñü «õîðîøèì ñâîéñòâîì».

Óïðàæíåíèå 25. Âîñïîëíèòü âñå ïðîïóùåííûå ïîäðîáíîñòè â äîêàçàòåëüñòâå.

Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, òàê æå êàê è ëþáàÿ äðóãàÿ ñõîäèìîñòü, íå ïîðòèòñÿ ïîä
äåéñòâèåì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Ñâîéñòâî 17.
Åñëè ξn

p−→ ξ è g — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî g(ξn)
p−→ g(ξ).

Åñëè ξn
p−→ c è g íåïðåðûâíà â òî÷êå c, òî g(ξn)

p−→ g(c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïðåäëîæèòü â
äâóõ ñëó÷àÿõ (êîòîðûìè ìû è îãðàíè÷èìñÿ, ïðåäîñòàâèâ âñå îñòàëüíîå ÷èòàòåëþ, çíà-
êîìîìó, íàïðèìåð, ñ òåîðåìîé Åãîðîâà): если ξ = c = const (è òîãäà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
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g áûëà íåïðåðûâíà â òî÷êå c) èëè если функция g равномерно непрерывна (а что это

значит? ).
È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ω, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ |ξn(ω) − ξ(ω)| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |g(ξn(ω)) −
g(ξ(ω))| < ε.

Òî åñòü ñîáûòèå
{
|ξn−ξ| < δ

}
âëå÷åò ñîáûòèå

{
|g(ξn(ω))−g(ξ(ω))| < ε

}
. Ñëåäîâàòåëüíî,

âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî íå áîëüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü âòîðîãî. Íî, êàêîå áû íè áûëî δ >
0, âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî ñîáûòèÿ ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè ïî
âåðîÿòíîñòè:

1←− P
(
|ξn − ξ| < δ

)
6 P

(
|g(ξn(ω))− g(ξ(ω))| < ε

)
6 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, è âåðîÿòíîñòü âòîðîãî ñîáûòèÿ òàêæå ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.
Ïðåäëàãàþ ïîðàçìûøëÿòü íà òåìó: â êàêîì ìåñòå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî

ëèáî g ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, ëèáî ξ — ïîñòîÿííàÿ. È íàä òåì, êàê äîêàçûâàòü
ïåðâóþ ÷àñòü ñâîéñòâà 17 â îáùåì ñëó÷àå.

×òîáû äîêàçûâàòü ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, ìîæíî ïðîñòî óìåòü âû÷èñëÿòü
P (|ξn − ξ| > ε) ïðè áîëüøèõ n. Íî äëÿ ýòîãî íóæíî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ξn, ÷òî íå âñåãäà
âîçìîæíî. Ñêàæåì, ξn ìîæåò áûòü ñóììîé (èëè åùå õóæå :-) íåñêîëüêèõ äðóãèõ ñ. â.,
ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ íå óñòîé÷èâû ïî ñóììèðîâàíèþ, è âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå
èõ ñóììû ïî ôîðìóëå ñâåðòêè èëè êàê-òî åùå áûâàåò ñëèøêîì ñëîæíî.

Åñëè áû ìû èìåëè íåðàâåíñòâà, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü P (|ξn − ξ| > ε) ñâåðõó ÷åì-
ëèáî, ÷òî ìû óìååì óñòðåìëÿòü ê íóëþ è ÷òî ïðîùå âû÷èñëÿåòñÿ, òî ñõîäèìîñòü ïî
âåðîÿòíîñòè ìû ïîëó÷èëè áû ïî ëåììå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ: 0 6 P(...) 6 ... → 0. Èòàê,
íåðàâåíñòâà Ï. Ë. ×åáûø¸âà.

13.2 Íåðàâåíñòâà ×åáûø¸âà

Âñå íåðàâåíñòâà â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèíÿòî îòíîñèòü ê îäíîìó êëàññó, íàçûâàå-
ìîìó «íåðàâåíñòâàìè ×åáûø¸âà». Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ÷àñòî íàçûâàþò ñîáñòâåííî
íåðàâåíñòâîì ×åáûø¸âà, õîòÿ â òàêîé ôîðìå îíî ïîÿâèëîñü âïåðâûå, âèäèìî, â ðàáîòàõ
À. À. Ìàðêîâà (íàïðèìåð, Èñ÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé, 1913 ã.).

Òåîðåìà 28 (Íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà).

Åñëè E |ξ| <∞, òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî x

P
(
|ξ| > x

)
6

E |ξ|
x
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξx, íàçûâàåìóþ «ñðåçêîé» ñ. â.
|ξ| íà óðîâíå x:

ξx =

{
|ξ|, åñëè |ξ| 6 x,
x, åñëè |ξ| > x.

Äëÿ íå¸
1) ξx 6 |ξ|, è, ñëåäîâàòåëüíî,
2) E ξx 6 E |ξ|.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 50. Ïóñòü A — íåêîòîðîå ñîáûòèå. Íàçîâåì индикатором события A
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó I(A), ðàâíóþ åäèíèöå, åñëè ñîáûòèå A ïðîèçîøëî, è íóëþ, åñëè A
íå ïðîèçîøëî.

Ïî îïðåäåëåíèþ, I(A) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Bp ñ ïàðàìåòðîì p = P(I(A) =
1) = P(A), è åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî âåðîÿòíîñòè óñïåõà p = P(A).
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Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξx ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ξx = |ξ| · I(|ξ| 6 x) + x · I(|ξ| > x)
(проверьте!).

Òîãäà

E ξx = E

(
|ξ| · I

(
|ξ| 6 x

))︸ ︷︷ ︸
íåîòðèöàòåëüíî, îòáðîñèì

+ E

(
x · I

(
|ξ| > x

))
> E

(
x · I

(
|ξ| > x

))
= x · P

(
|ξ| > x

)
. (21)

Âñïîìíèì, ÷òî E |ξ| > E ξx, è îöåíèì E ξx ñíèçó ñîãëàñíî (21):

E |ξ| > E ξx > x · P
(
|ξ| > x

)
.

Èòàê, x · P
(
|ξ| > x

)
6 E |ξ|, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ìû áóäåì íàçûâàòü «îáîáùåííûì íåðàâåíñòâîì ×å-
áûø¸âà».

Ñëåäñòâèå 15. Ïóñòü ôóíêöèÿ g ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è íåîòðèöàòåëüíà íà [0,∞).
Åñëè E g(|ξ|) <∞, òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî x

P
(
|ξ| > x

)
6

E g(|ξ|)
g(x)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî P
(
|ξ| > x

)
= P

(
g(|ξ|) > g(x)

)
, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g ìî-

íîòîííî âîçðàñòàåò, è îöåíèì ïîñëåäíþþ âåðîÿòíîñòü ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà:

P
(
g(|ξ|) > g(x)

)
6

E g(|ξ|)
g(x)

.

Â 1853 ã. È. Áüåíåìå (I. Bienaymé) è â 1866 ã., íåçàâèñèìî îò íåãî, Ï. Ë. ×åáûø¸â ïðÿ-
ìûìè ìåòîäàìè äîêàçàëè íåðàâåíñòâî, êîòîðîå íàì áóäåò óäîáíî ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèÿ èç íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà.

Ñëåäñòâèå 16 (Íåðàâåíñòâî ×åáûø¸âà-Áüåíåìå). Åñëè E ξ2 <∞, òî

P
(
|ξ − E ξ| > x

)
6

D ξ

x2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 15 ñ ôóíêöèåé g(x) = x2.

P
(
|ξ − E ξ| > x

)
6

E
(
ξ − E ξ

)2
x2

=
D ξ

x2
.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìîå «ïðàâèëî òðåõ ñèãì», êîòîðîå ôîð-
ìóëèðóþò, íàïðèìåð, òàê: вероятность случайной величине отличаться от своего ма-

тематического ожидания более, чем на три корня из дисперсии, ìàëà. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ
êàæäîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíà ýòîé âåðîÿòíîñòè ñâîÿ: äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ, íàïðèìåð, ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0,0027 — ñì. ñâîéñòâî 11. Ìû ïîëó÷èì âåðíóþ
äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé îöåíêó ñâåðõó äëÿ «âåðîÿòíîñòè ñ. â.
îòëè÷àòüñÿ îò ñâîåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ áîëåå, ÷åì íà òðè êîðíÿ èç äèñïåðñèè».

Ñëåäñòâèå 17. Åñëè E ξ2 <∞, òî P
(
|ξ − E ξ| > 3

√
D ξ
)
6

1
9
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 16, P
(
|ξ − E ξ| > 3

√
D ξ
)
6

D ξ(
3
√
D ξ
)2 =

1
9
.

Óïðàæíåíèå 26. Íàéòè P
(
|ξ − E ξ| > 3

√
D ξ
)
, åñëè ñ. â. ξ èìååò

à) ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà êàêîì-íèáóäü îòðåçêå;
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á) ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ êàêèì-íèáóäü ïàðàìåòðîì;
â) ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì 1/2.

13.3 Çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå 51. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â. {ξi}∞i=1 ñ êîíå÷íûìè ïåð-
âûìè ìîìåíòàìè удовлетворяет закону больших чисел (ÇÁ×), åñëè

ξ1 + · · ·+ ξn
n

− E ξ1 + · · ·+ E ξn
n

p−→ 0 ïðè n→∞. (22)

Çàêîíàìè áîëüøèõ ÷èñåë ïðèíÿòî íàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ îá óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â. «óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë».

Âûÿñíèì ñíà÷àëà, ÷òî îçíà÷àåò è êîãäà âûïîëíåí ÇÁ× äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
независимых и одинаково распределенных с. в.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñ. â. îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ó
íèõ îäèíàêîâû (è ðàâíû, íàïðèìåð, E ξ1), ïîýòîìó ñâîéñòâî (22) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ξ1 + · · ·+ ξn

n

p−→ E ξ1.

Èòàê, çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 29 (ÇÁ× â ôîðìå ×åáûø¸âà).

Äëÿ любой ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì E ξ2

1 < ∞ èìååò ìåñòî ñõîäè-
ìîñòü:

ξ1 + · · ·+ ξn
n

p−→ E ξ1.

ÇÁ× óòâåðæäàåò, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ
«ñòàáèëèçèðóåòñÿ» ñ ðîñòîì ýòîãî ÷èñëà. Êàê áû ñèëüíî êàæäàÿ ñ. â. íå îòêëîíÿëàñü
îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ïðè ñóììèðîâàíèè ýòè îòêëîíåíèÿ «âçàèìíî ãàñÿòñÿ», òàê
÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå.

Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî òðåáîâàíèå êîíå÷íîñòè âòîðîãî ìîìåíòà (èëè äèñïåð-
ñèè) ñâÿçàíî èñêëþ÷èòåëüíî ñî ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà, è ÷òî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ
âåðíûì åñëè òðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèÿ òîëüêî ïåðâîãî ìîìåíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn = ξ1 + · · · + ξn ñóììó ïåðâûõ n ñ. â., à ÷åðåç
Sn
n

=
ξ1 + · · ·+ ξn

n
— èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå. Òîãäà

E

(
Sn
n

)
=

E ξ1 + · · ·+ E ξn
n

=
n · E ξ1

n
= E ξ1.

Ïóñòü ε > 0. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì ×åáûø¸âà (ñëåäñòâèå 16):

P

(∣∣∣∣Snn − E

(
Sn
n

)∣∣∣∣ > ε

)
6

D

(
Sn
n

)
ε2

=

=
DSn
n2ε2

íåçàâèñ.

=
D ξ1 + · · ·+ D ξn

n2ε2

îä.ðàñïðåä.

=
nD ξ1

n2ε2
=

D ξ1

nε2
→ 0 (23)

ïðè n→∞, ïîñêîëüêó D ξ1, ïî óñëîâèþ, êîíå÷íà.
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Çàìå÷àíèå 24. Ìû íå òîëüêî äîêàçàëè ñõîäèìîñòü, íî è ïîëó÷èëè îöåíêó äëÿ âåðî-
ÿòíîñòè ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ëþáîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ âåëè÷èí îòëè÷àòüñÿ îò E ξ1 áîëåå ÷åì íà çàäàííîå ÷èñëî:

P

(∣∣∣∣ξ1 + · · ·+ ξn
n

− E ξ1

∣∣∣∣ > ε

)
6

D ξ1

nε2
. (24)

Ïðåäëàãàþ, êðîìå òîãî, ÷èòàòåëÿì èçâëå÷ü èç íåðàâåíñòâà (23) â äîêàçàòåëüñòâå ÇÁ×
×åáûø¸âà äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 18. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â. {ξi}∞i=1 ñ êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè
óäîâëåòâîðÿåò ÇÁ×, òî åñòü

Sn
n
− E

(
Sn
n

)
=
ξ1 + · · ·+ ξn

n
− E ξ1 + · · ·+ E ξn

n

p−→ 0 ïðè n→∞

ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) åñëè DSn = o(n2), òî åñòü
DSn
n2
→ 0 ïðè n→∞;

á) åñëè ξ1, ξ2, . . . íåçàâèñèìû è DSn = D ξ1 + · · ·+ D ξn = o(n2), òî åñòü

D ξ1 + · · ·+ D ξn
n2

→ 0 ïðè n→∞;

â) åñëè ξ1, ξ2, . . . íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò êîíå÷íóþ äèñ-
ïåðñèþ (ÇÁ× ×åáûø¸âà).

Ñêîðî ìû äîêàæåì (èíûìè ìåòîäàìè, ÷åì À. ß. Õèí÷èí) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 30 (ÇÁ× â ôîðìå Õèí÷èíà).

Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì первым ìîìåíòîì E |ξ1| < ∞ èìååò ìåñòî ñõîäè-
ìîñòü:

ξ1 + · · ·+ ξn
n

p−→ E ξ1.

Áîëåå òîãî, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 30 èìååò ìåñòî «ïî÷òè íàâåðíîå» ñõîäèìîñòü
(ξ1 + · · ·+ ξn)/n ê E ξ1. Íî ýòîãî ìû óæå äîêàçûâàòü íå áóäåì.

Ïîëó÷èì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ÇÁ× ×åáûø¸âà çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ß. Áåðíóëëè
(1713). Â îòëè÷èå îò äîêàçàííîãî ÷åðåç ïîëòîðà ñòîëåòèÿ ÇÁ× ×åáûø¸âà, îïèñûâàþùåãî
ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ñ. â. ñ произвольными ðàñïðåäåëåíèÿ-
ìè, ÇÁ× Áåðíóëëè — óòâåðæäåíèå òîëüêî äëÿ схемы Бернулли.

Òåîðåìà 31 (ÇÁ× Áåðíóëëè).

Ïóñòü A — ñîáûòèå, êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè â ëþáîì èç n íåçàâèñèìûõ
èñïûòàíèé ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ P(A). Ïóñòü νn(A) — ÷èñëî îñó-

ùåñòâëåíèé ñîáûòèÿ A â n èñïûòàíèÿõ. Òîãäà
νn(A)
n

p−→ P(A). Ïðè ýòîì äëÿ

ëþáîãî ε > 0

P

(∣∣∣∣ νn(A)
n
− P(A)

∣∣∣∣ > ε

)
6

P(A)(1− P(A))
nε2

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî νn(A) åñòü ñóììà íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñ. â., èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì, ðàâíûì âåðîÿòíîñòè
óñïåõà P(A) (èíäèêàòîðîâ òîãî, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåì èñïûòàíèè ïðîèçîøëî A):

νn(A) = ξ1 + · · ·+ ξn, ξi = Ii(A) =

{
1, åñëè A ïðîèçîøëî â i− ì èñïûòàíèè;
0, åñëè A íå ïðîèçîøëî â i− ì èñïûòàíèè;

E ξ1 = P(A), D ξ1 = P(A)(1− P(A)).
Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ÇÁ× â ôîðìå ×åáûø¸âà è íåðàâåíñòâîì (24) èç çàìå÷àíèÿ

24.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ÇÁ× â ôîðìå ×åáûø¸âà, âåðíåå, íåðàâåíñòâà
(24).

13.4 Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ÇÁ× è íåðàâåíñòâà ×åáûø¸âà

Ïðèìåð 48.
З а д а ч а. Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ 10 000 ðàç. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

÷àñòîòà âûïàäåíèÿ ãåðáà îòëè÷àåòñÿ îò âåðîÿòíîñòè áîëåå ÷åì íà îäíó ñîòóþ.

Р е ш е н и е. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü P

(∣∣∣∣νnn − 1
2

∣∣∣∣ > 0,01
)
, ãäå n = 104, νn =

∑n
i=1 ξi —

÷èñëî âûïàäåíèé ãåðáà, à ξi — íåçàâèñèìûå ñ. â., èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ
ïàðàìåòðîì 1/2, ðàâíûå «÷èñëó ãåðáîâ, âûïàâøèõ ïðè i-ì ïîäáðàñûâàíèè» (òî åñòü åäè-
íèöå, åñëè âûïàë ãåðá è íóëþ èíà÷å, èëè èíäèêàòîðó òîãî, ÷òî âûïàë ãåðá). Ïîñêîëüêó
D ξ1 = 1/2 · 1/2 = 1/4, èñêîìàÿ îöåíêà ñâåðõó âûãëÿäèò òàê:

P

(∣∣∣∣Snn − 1
2

∣∣∣∣ > 0,01
)
6

D ξ1

n 0,012 =
1

4 · 104 · 10−4
=

1
4
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, íåðàâåíñòâî ×åáûø¸âà ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî, â ñðåäíåì, íå áîëåå
÷åì â ÷åòâåðòè ñëó÷àåâ ïðè 10 000 ïîäáðàñûâàíèÿõ ìîíåòû ÷àñòîòà âûïàäåíèÿ ãåðáà
áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò 1/2 áîëåå ÷åì íà îäíó ñîòóþ. Ìû óâèäèì, íàñêîëüêî ýòî ãðóáàÿ
îöåíêà, êîãäà ïîçíàêîìèìñÿ ñ центральной предельной теоремой.

Ïðèìåð 49.
З а д а ч а. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äèñïåðñèè

êîòîðûõ îãðàíè÷åíû îäíîé è òîé æå ïîñòîÿííîé C, à êîâàðèàöèè ëþáûõ ñ. â. ξi è
ξj (i 6= j), íå ÿâëÿþùèõñÿ ñîñåäíèìè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíû íóëþ. Óäîâëåòâîðÿåò
ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÇÁ×?

Р е ш е н и е. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (23) è ñâîéñòâîì 14:

P

(∣∣∣∣Snn − E

(
Sn
n

)∣∣∣∣ > ε

)
6

D

(
Sn
n

)
ε2

=
DSn
n2ε2

; D (ξ1 + . . .+ ξn) =
n∑
i=1

D ξi + 2
∑
i<j

cov(ξi, ξj).

Íî äëÿ i < j, ïî óñëîâèþ, cov(ξi, ξj) = 0, åñëè i 6= j−1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñóììå

∑
i<j cov(ξi, ξj) ðàâíû íóëþ âñå ñëàãàåìûå êðîìå, ìîæåò áûòü,

cov(ξ1, ξ2), cov(ξ2, ξ3), . . . , cov(ξn−1, ξn) (èõ ðîâíî n− 1 øòóêà).
Îöåíèì êàæäîå èç íèõ, èñïîëüçóÿ îäíî èç ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè (ка-

кое?)

cov(ξi, ξj) 6
√
D ξi
√
D ξj 6

√
C
√
C = C,
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òàê êàê äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 n, ïî óñëîâèþ, D ξi 6 C. Èòàê,

P

(∣∣∣∣Snn − E

(
Sn
n

)∣∣∣∣ > ε

)
6

DSn
n2ε2

=

n∑
i=1

D ξi + 2
∑
i<j

cov(ξi, ξj)

n2ε2
=

=

n∑
i=1

D ξi + 2
n−1∑
i=1

cov(ξi, ξi+1)

n2ε2
6
nC + 2(n− 1)C

n2ε2
→ 0

ïðè n→∞, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ1, ξ2, . . . óäîâëåòâîðÿåò ÇÁ×.

Óïðàæíåíèå 27.
Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ. â. ξ1, ξ2, . . . òàêîé, ÷òî êîâàðèàöèè «íåñîñåä-

íèõ» âåëè÷èí ðàâíû íóëþ.
Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ. â. ξ1, ξ2, . . . òàêîé, ÷òî êîâàðèàöèè «íåñîñåä-

íèõ» âåëè÷èí ðàâíû íóëþ, à êîâàðèàöèè ñîñåäíèõ — íå ðàâíû. Ìîæíî ïîïðîáîâàòü
ïîñòðîèòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïîìîùüþ äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòàâëåí-
íîé èç íåçàâèñèìûõ ñ. â.
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... Èç ýòîé ïåðâîé ëåêöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿ çàïîìíèë òîëüêî ïîëóçíàêî-
ìûé òåðìèí «ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå». Íåçíàêîìåö óïîòðåáëÿë ýòîò òåðìèí
íåîäíîêðàòíî, è êàæäûé ðàç ÿ ïðåäñòàâëÿë ñåáå áîëüøîå ïîìåùåíèå, âðîäå çà-
ëà îæèäàíèÿ, ñ êàôåëüíûì ïîëîì, ãäå ñèäÿò ëþäè ñ ïîðòôåëÿìè è áþâàðàìè è,
ïîäáðàñûâàÿ âðåìÿ îò âðåìåíè ê ïîòîëêó ìîíåòêè è áóòåðáðîäû, ñîñðåäîòî÷åí-
íî ÷åãî-òî îæèäàþò. Äî ñèõ ïîð ÿ ÷àñòî âèæó ýòî âî ñíå. Íî òóò íåçíàêîìåö
îãëóøèë ìåíÿ çâîíêèì òåðìèíîì «ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà — Ëàïëàñà» è
ñêàçàë, ÷òî âñå ýòî ê äåëó íå îòíîñèòñÿ.

Àðêàäèé è Áîðèñ Ñòðóãàöêèå, Ñòàæåðû

Ðàçäåë 14. ÖÏÒ (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà)

14.1 Êàê áûñòðî
Sn
n

ñõîäèòñÿ ê E ξ1?

Ïóñòü, êàê â çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå ×åáûø¸âà, Sn = ξ1 + . . . + ξn — ñóììà
n íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé. Òîãäà, â

ñèëó ÇÁ×,
Sn
n

p−→ E ξ1 ñ ðîñòîì n. Èëè, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ,

Sn − n E ξ1

n

p−→ 0.

Åñëè ïðè äåëåíèè íà n ìû ïîëó÷èëè â ïðåäåëå íóëü (â ñìûñëå íåêîòîðîé, âñå ðàâíî
êàêîé, ñõîäèìîñòè), ðåçîííî çàäàòü ñåáå âîïðîñ: à íå ñëèøêîì ëè íà «ìíîãî» ìû ïîäå-
ëèëè? Íåëüçÿ ëè ïîäåëèòü íà ÷òî-íèáóäü, ðàñòóùåå ê áåñêîíå÷íîñòè ìåäëåííåå, ÷åì n,
÷òîáû ïîëó÷èòü â ïðåäåëå íå íóëü (è íå áåñêîíå÷íîñòü, ñàìî ñîáîé)?

Ìîæíî ïîñòàâèòü ýòîò âîïðîñ ïî-äðóãîìó. Âîò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðåìÿùàÿñÿ
(êàê-òî) ê íóëþ. Ìîæíî ëè åå äîìíîæèòü íà ÷òî-ëèáî ðàñòóùåå, ÷òîáû «ïîãàñèòü» ýòî
ñòðåìëåíèå ê íóëþ? Ïîëó÷èâ, òåì ñàìûì, ÷òî-íèáóäü êîíå÷íîå è îòëè÷íîå îò íóëÿ â
ïðåäåëå?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óæå
Sn − n E ξ1√

n
, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

√
n · Sn − n E ξ1

n
, íå ñõîäèòñÿ ê

íóëþ. Ðàñïðåäåëåíèå ýòîé, çàâèñÿùåé îò n, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå
ïîõîæå íà íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå! Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, èìåþùåé íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íî ñõîäèòñÿ íå ïî
âåðîÿòíîñòè, à òîëüêî â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé, èëè «ñëàáîé ñõîäèìîñòè».

14.2 Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â. {ξn}, çàäàíî íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå F ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ è ξ — ïðîèçâîëüíàÿ ñ. â., èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå F.

Îïðåäåëåíèå 52. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â. {ξn} ïðè n → ∞ сходится

слабо èëè по распределению ê ñ. â. ξ, èëè ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â.
слабо сходится к распределению F, èëè ãîâîðÿò, ÷òî распределения с. в. {ξn} слабо

сходятся к распределению F, è ïèøóò: ξn ⇒ ξ, èëè Fξn ⇒ Fξ, èëè ξn ⇒ F,
åñëè äëÿ ëþáîãî x òàêîãî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ íåïðåðûâíà â òî÷êå x, èìååò
ìåñòî ñõîäèìîñòü Fξn(x)→ Fξ(x) ïðè n→∞.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü — ýòî ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Необходимо заметить, что запись «ξn ⇒ ξ» удобна, но не всегда разумна: если «пре-

дельную» с. в. ξ заменить на другую с. в. η с тем же распределением, ничего не

изменится: в том же смысле ξn ⇒ η. Поэтому слабая сходимость все же не есть

сходимость случайных величин, и ей нельзя оперировать как сходимостями п.н. и по

вероятности, для которых предельная с.в. единственна (хотя бы с точностью до зна-

чений на множестве нулевой вероятности).

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî î÷åâèäíî. Åñëè íåò - âàì íóæíî âåðíóòüñÿ ê ðàçäåëó 7 è âñïî-
ìíèòü, ÷òî òàêîå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñâîéñòâî 18. Åñëè ξn ⇒ ξ, è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ íåïðåðûâíà â òî÷êàõ a è b,
òî P(ξn ∈ [a, b]) → P(ξ ∈ [a, b]) è ò.ä. (продолжить ряд). Íàîáîðîò, åñëè âî âñåõ òî÷êàõ
a è b íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, ñõîäèìîñòü
P(ξn ∈ [a, b])→ P(ξ ∈ [a, b]), òî ξn ⇒ ξ.

Ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî óòî÷íÿåò îòíîøåíèÿ ìåæäó ñõîäèìîñòÿìè.

Ñâîéñòâî 19.
1. Åñëè ξn

p−→ ξ, òî ξn ⇒ ξ. 2. Åñëè ξn ⇒ c = const, òî ξn
p−→ c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì.
Äîêàæåì, ÷òî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ê ïîñòîÿíííîé âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.
Ïóñòü

Fξn(x)→ Fc(x) =

{
0, x 6 c;
1, x > c

ïðè ëþáîì x, ÿâëÿþùåìñÿ òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè Fc(x), òî åñòü
ïðè âñåõ x 6= c.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è äîêàæåì, ÷òî P(|ξn − c| 6 ε)→ 1. Ðàñêðîåì ìîäóëü:

P(−ε 6 ξn − c 6 ε) = P(c− ε 6 ξn 6 c+ ε) >

(ñóæàåì ñîáûòèå ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè)

> P(c− ε 6 ξn < c+ ε) = Fξn(c+ ε)− Fξn(c− ε)→ Fc(c+ ε)− Fc(c− ε) = 1− 0 = 1,

ïîñêîëüêó â òî÷êàõ c± ε ôóíêöèÿ Fc íåïðåðûâíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñõîäè-
ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Fξn(c± ε) ê Fc(c± ε).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî P(|ξn − c| 6 ε) íå áûâàåò áîëüøå 1, òàê ÷òî ïî ëåììå î äâóõ
ìèëèöèîíåðàõ P(|ξn − c| 6 ε)→ 1.

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïðèâîäèò ïðèìåð îïåðàöèé, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ñëàáî
ñõîäÿùèìñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì — ñêàæåì, äîìíîæàòü èõ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñõîäÿùèåñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ïîñòîÿííûì âåëè÷èíàì.

Желание написать «если ξn ⇒ ξ и ηn ⇒ η, то ξn + ηn ⇒ ξ + η» сразу проходит, стоит

перевести это «свойство» на язык функций распределения и задуматься — что такое

«функция распределения суммы ξ + η», когда вместо них можно брать любые другие

ξ̃ и η̃ с теми же распределениями, как угодно зависимые. Иное дело — когда одно из

предельных распределений вырождено. В этом случае функция распределения суммы

или произведения определена однозначно.

Ñâîéñòâî 20.
1. Åñëè ξn

p−→ c = const è ηn ⇒ η, òî ξn · ηn ⇒ cη.
2. Åñëè ξn

p−→ c = const è ηn ⇒ η, òî ξn + ηn ⇒ c+ η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè ηn ⇒ η, òî cηn ⇒ cη, c + ηn ⇒ c + η
(доказать! ). Ïîýòîìó (è â ñèëó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè)
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äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñâîéñòâà 20 ïðè c = 1, à âòîðîå óòâåðæäåíèå
— ïðè c = 0.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå, îñòàâèâ ïåðâîå ÷èòàòåëþ. Ïóñòü ξn
p−→ 0 è ηn ⇒ η.

Äîêàæåì, ÷òî ξn + ηn ⇒ η. Ïóñòü x0 — òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ Fη(x). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü Fξn+ηn(x0) → Fη(x0).
Çàôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå ε > 0 òàêîå, ÷òî Fη(x) íåïðåðûâíà â òî÷êàõ x0 ± ε.

Fξn+ηn(x0) = P(ξn + ηn < x0) = P(ξn + ηn < x0, |ξn| > ε) + P(ξn + ηn < x0, |ξn| 6 ε) = P1 + P2.

Îöåíèì P1 +P2 ñâåðõó è ñíèçó. Äëÿ P1 èìååì: 0 6 P1 = P(ξn+ηn < x0, |ξn| > ε) 6 P(|ξn| >
ε), è ïîñëåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ìîæåò áûòü âûáîðîì n ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé.

Äëÿ P2, ñ îäíîé ñòîðîíû,

P2 = P(ξn + ηn < x0, −ε 6 ξn 6 ε) 6 P(−ε+ ηn < x0) = P(ηn < x0 + ε).

Çäåñü ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ñîîáðàæåíèÿ:

если −ε 6 ξn и ξn + ηn < x0, то, тем более, −ε+ ηn < x0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

P2 = P(ξn + ηn < x0, −ε 6 ξn 6 ε) > P(ε+ ηn < x0,−ε 6 ξn 6 ε) >
> P(ε+ ηn < x0)− P(|ξn| > ε) = P(ηn < x0 − ε)− P(|ξn| > ε).

Çäåñü ïåðâîå íåðàâåíñòâî îáúÿñíÿåòñÿ âêëþ÷åíèåì {ε + ηn < x0} ∩ {−ε 6 ξn 6 ε} ⊂
{ξn + ηn < x0} ∩ {−ε 6 ξn 6 ε} — ïðîñòî çàìåíèì â ñîáûòèè {ε + ηn < x0} ÷èñëî ε íà ξn,
òàê êàê ξn 6 ε. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ:

P(AB) 6 P(B), ïîýòîìó P(AB) = P(A)− P(AB) > P(A)− P(B).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó äëÿ P1 + P2, òî åñòü äëÿ Fξn+ηn(x0):

P(ηn < x0 − ε)− P(|ξn| > ε) 6 Fξn+ηn(x0) 6 P(|ξn| > ε) + P(ηn < x0 + ε),

èëè

Fηn(x0 − ε)− P(|ξn| > ε) 6 Fξn+ηn(x0) 6 P(|ξn| > ε) + Fηn(x0 + ε).

Óñòðåìëÿÿ n ê áåñêîíå÷íîñòè, è âñïîìèíàÿ, ÷òî x0±ε— òî÷êè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ Fη, ïîëó÷èì

Fη(x0 − ε) 6 limFξn+ηn(x0) 6 limFξn+ηn(x0) 6 Fη(x0 + ε).

È ïîñêîëüêó ýòè íåðàâåíñòâà âåðíû äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε, à x0 — òî÷êà
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Fη, òî, óñòðåìèâ ε ê íóëþ, ïîëó÷èì, ÷òî íèæíèé è âåðõíèé
ïðåäåëû Fξn+ηn(x0) ïðè n→∞ ñîâïàäàþò è ðàâíû Fη(x0).

Íåñêîëüêî ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðîâ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþ-
ùåé ãëàâå. Íî îñíîâíîé èñòî÷íèê ñëàáî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íåîáû÷àéíî
ìîùíîå è óíèâåðñàëüíîå ñðåäñòâî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà распределений сумм

íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðåäîñòàâëÿåò íàì

Ö Å Í Ò Ð À Ë Ü Í À ß Ï Ð Å Ä Å Ë Ü Í À ß Ò Å Î Ð Å Ì À

14.3 Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Ìû áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå «ÖÏÒ À. Ì. Ëÿïóíîâà» (1901), íî
ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó Ëÿïóíîâà òîëüêî в частном случае — äëÿ ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 32 (ÖÏÒ).

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . — íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû ñ êîíå÷íîé è íåíóëåâîé äèñïåðñèåé: 0 < D ξ1 < ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn
ñóììó ïåðâûõ n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: Sn = ξ1 + . . .+ξn. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñ. â.
Sn − n E ξ1√

nD ξ1
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì è ñâîéñòâàìè ñëàáîé ñõîäèìîñòè, è çàìåòèâ, ÷òî ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ Φa,σ2(x) ëþáîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà íåïðåðûâíà âñþäó íà R (ïî÷åìó?),
óòâåðæäåíèå ÖÏÒ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ëþáûì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:

Ñëåäñòâèå 19. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . — íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íîé è íåíóëåâîé äèñïåðñèåé. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íû äðóã äðóãó è ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèþ ÖÏÒ.

• Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ x < y ïðè n→∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

P

(
x <

Sn − n E ξ1√
nD ξ1

< y

)
→ Φ0,1(y)− Φ0,1(x) =

y∫
x

1√
2π

e−t
2/2 dt;

• Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ x < y ïðè n→∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

P

(
x 6

Sn − n E ξ1√
nD ξ1

6 y

)
→ Φ0,1(y)− Φ0,1(x) =

y∫
x

1√
2π

e−t
2/2 dt;

• Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ x < y ïðè n→∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

P

(
x 6

Sn − n E ξ1√
n

6 y

)
→ Φ0,D ξ1(y)− Φ0,D ξ1(x) =

1√
D ξ1

y∫
x

1√
2π

e−t
2/2 dt;

• Åñëè η — ïðîèçâîëüíàÿ ñ. â. ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî

Sn − n E ξ1√
nD ξ1

⇒ η ⊂= N0,1,
√
n

(
Sn
n
− E ξ1

)
=
Sn − n E ξ1√

n
⇒
√
D ξ1 · η ⊂= N0,D ξ1 .

Çàìå÷àíèå 25. Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîð-
ìàëüíîãî çàêîíà èùåòñÿ ëèáî ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöå â ñïðàâî÷íèêå, ëèáî ñ ïî-
ìîùüþ êàêîãî-ëèáî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, íî íèêàê íå ïóòåì íàõîæäåíèÿ ïåðâî-
îáðàçíîé.

Ìû äîêàæåì ÖÏÒ è ÇÁ× â ôîðìå Õèí÷èíà íåñêîëüêèìè ãëàâàìè ïîçäíåå. Íàì ïî-
òðåáóåòñÿ äëÿ ýòîãî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ìîùíûì ìàòåìàòè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì, êîòîðûé
â ìàòåìàòèêå îáû÷íî íàçûâàþò «ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå», à â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
— «õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè».

14.4 Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà — Ëàïëàñà

Ïîëó÷èì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ÖÏÒ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó Ìóàâðà — Ëàïëàñà
(P. S. Laplace, 1812; A. de Moivre, 1730). Ïîäîáíî ÇÁ× Áåðíóëëè, ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà
Ìóàâðà – Ëàïëàñà — óòâåðæäåíèå òîëüêî äëÿ схемы Бернулли.
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Òåîðåìà 33 (Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà — Ëàïëàñà).

Ïóñòü A — ñîáûòèå, êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè â ëþáîì èç n íåçàâèñèìûõ
èñïûòàíèé ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ p = P(A). Ïóñòü νn(A) — ÷èñëî

îñóùåñòâëåíèé ñîáûòèÿ A â n èñïûòàíèÿõ. Òîãäà
νn(A)− np√
np(1− p)

⇒ N0,1. Èíà÷å

ãîâîðÿ, äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ x < y ïðè n→∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

P

(
x 6

νn(A)− np√
np(1− p)

6 y

)
→ Φ0,1(y)− Φ0,1(x) =

y∫
x

1√
2π

e−t
2/2 dt;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî-ïðåæíåìó νn(A) åñòü ñóììà íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñ. â., èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì, ðàâíûì âåðîÿòíîñòè
óñïåõà p = P(A):

νn(A) = ξ1 + · · ·+ ξn, ξi = Ii(A) =

{
1, åñëè A ïðîèçîøëî â i− ì èñïûòàíèè;
0, åñëè A íå ïðîèçîøëî â i− ì èñïûòàíèè;

E ξ1 = P(A) = p, D ξ1 = P(A)(1− P(A)) = p(1− p).

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ÖÏÒ.

14.5 Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ÖÏÒ

Ïðèìåð 50.
З а д а ч а èç ïðèìåðà 48. Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ 10 000 ðàç. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ÷àñòîòà âûïàäåíèÿ ãåðáà îòëè÷àåòñÿ îò âåðîÿòíîñòè áîëåå ÷åì íà îäíó ñîòóþ.

Р е ш е н и е. Òðåáóåòñÿ íàéòè P

(∣∣∣∣νnn − 1
2

∣∣∣∣ > 0,01
)
, ãäå n = 104, νn =

∑n
i=1 ξi = Sn —

÷èñëî âûïàäåíèé ãåðáà, à ξi — íåçàâèñèìûå ñ. â., èìåþùèå îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå
Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì 1/2. Äîìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè
íà
√
n = 100 è ïîäåëèì íà êîðåíü èç äèñïåðñèè

√
D ξ1 = 1/2 îäíîãî ñëàãàåìîãî.

P

(∣∣∣∣νnn − 1
2

∣∣∣∣ > 0,01
)

= 1− P

(∣∣∣∣νnn − 1
2

∣∣∣∣ 6 0,01
)

=

= 1− P

( √
n√
D ξ1

∣∣∣∣Snn − E ξ1

∣∣∣∣ 6 0,01
√
n√
D ξ1

)
= 1− P

( √
n√
D ξ1

∣∣∣∣Snn − E ξ1

∣∣∣∣ 6 2
)
.

Ñîãëàñíî ÖÏÒ èëè ïðåäåëüíîé òåîðåìå Ìóàâðà — Ëàïëàñà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
√
n√
D ξ1

(
Sn
n
− E ξ1

)
=
Sn − n E ξ1√

nD ξ1

ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íóþ ñ. â. η, èìåþùóþ ðàñïðåäåëåíèå N0,1.

1− P

( √
n√
D ξ1

∣∣∣νn
n
− E ξ1

∣∣∣ 6 2
)
≈

≈ 1− P (|η| 6 2) = 1− (1− 2Φ0,1(−2)) = 2Φ0,1(−2) = 2 · 0.0228 = 0.0456.

Ðàâåíñòâî P (|η| 6 2) = 1− 2Φ0,1(−2) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 10.
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Çàìå÷àíèå 26. Öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé ïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî
âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ñóììàìè áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ è îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå öåíòðèðîâàííîé è íîðìèðî-
âàííîé ñóììû çàìåíÿþò íà ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàñêîëüêî âåëèêà
îøèáêà ïðè òàêîé çàìåíå (ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ)?

Óïðàæíåíèå 28. Êàêèå åùå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè âû çíàåòå?
×òî òàêîå òåîðåìà Ïóàññîíà? Íàéòè åå. Êàêîâà ïîãðåøíîñòü ïóàññîíîâñêîãî ïðèáëè-
æåíèÿ? Âû÷èñëèòü åå. Îáúÿñíèòü, èñõîäÿ èç ïîëó÷åííîé âåëè÷èíû, ïî÷åìó òåîðåìà
Ïóàññîíà íå ïðèìåíèìà â çàäà÷å èç ïðèìåðà 50.

Â ïðèìåðå 50 ìû âû÷èñëèëè èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü òîæå íå òî÷íî, à ïðèáëèæåííî
— âçãëÿíèòå íà ðàâåíñòâî «≈» è ñïðîñèòå ñåáÿ: íàñêîëüêî ìû îøèáëèñü? Ñòîèò ëè
äîâåðÿòü îòâåòó «0.0456»? ×òî, åñëè ðàçíèöà ìåæäó âåðîÿòíîñòÿìè â ïðèáëèæåííîì
ðàâåíñòâå «≈» ïðåâîñõîäèò îòâåò íà ïîðÿäîê? Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îöåíèòü
ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ â ÖÏÒ.

Òåîðåìà 34 (Íåðàâåíñòâî Áåððè – Ýññǻåíà).

Â óñëîâèÿõ ÖÏÒ äëÿ ëþáîãî x ∈ R (то есть равномерно по x)∣∣∣∣ P(Sn − n E ξ1√
nD ξ1

< x

)
− Φ0,1(x)

∣∣∣∣ 6 C · E |ξ1 − E ξ1|3
√
n
(√

D ξ1

)3 .
Çàìå÷àíèå 27. Ïðî ïîñòîÿííóþ C èçâåñòíî, ÷òî:
à) â îáùåì ñëó÷àå C íå ïðåâûøàåò 0.7655 (È. Ñ. Øèãàíîâ),
á) ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ íàèáîëåå âåëèêà, åñëè ñëàãàåìûå ξi èìåþò ðàñïðåäå-

ëåíèå Áåðíóëëè, è C â ýòîì ñëó÷àå íå ìåíüøå, ÷åì

√
10 + 3
6
√

2π
≈ 0.4097 (C. G. Esseen,

Á. À. Ðîãîçèí),
â) êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, ìîæíî ñìåëî áðàòü â êà÷åñòâå C ÷èñëî 0.4 — äàæå äëÿ

ñëàãàåìûõ ñ ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè, îñîáåííî ïðè ìàëûõ n, êîãäà è ýòî çíà÷åíèå
ïîñòîÿííîé îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ãðóáîé îöåíêîé.

Подробный обзор можно найти в монографии В. М. Золотарева «Современная теория

суммирования независимых случайных величин», стр. 264–291.

Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 50. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ñ. â. ξ1 ñ ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè

E |ξ1 − E ξ1|3 = |0− p|3 P(ξ1 = 0) + |1− p|3 P(ξ1 = 1) = p3q + q3p = pq(p2 + q2).

Ïîýòîìó ðàçíèöà ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà «≈» â ïðè-
ìåðå 50 ïðè n = 104 è p = q = 1/2 íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû

C · pq(p
2 + q2)

√
n
(√
pq
)3 = C · p

2 + q2

√
n
√
pq
6 0.4 · 1

100
= 0.004,

òàê ÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P

(∣∣∣∣νnn − 1
2

∣∣∣∣ > 0,01
)
íå áîëüøå, ÷åì 0.0456 + 0.004. Óìåñòíî

ñðàâíèòü ýòîò îòâåò ñ îöåíêîé, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ÇÁ× â ïðèìåðå 48.
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Ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ ðàñïðîñòðàíåííåéøèì íà ÝÔ è ÌÌÔ ÍÃÓ çàáëó-
æäåíèåì, êîòîðîå ìîæíî îáðàçíî ïåðåäàòü àôîðèçìîì:

P

(
Sn
n
< E ξ1

)
−→
n→∞

P (E ξ1 < E ξ1) = 0, íî P

(
Sn
n
6 E ξ1

)
−→
n→∞

P (E ξ1 6 E ξ1) = 1.

Ïðèìåð 51.
З а д а ч а. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . — íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû ñ êîíå÷íîé è íåíóëåâîé äèñïåðñèåé, Sn = ξ1 + · · · + ξn — ñóììà ïåðâûõ n
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè êàêèõ c èìååò èëè íå èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

P

(
Sn
n
< c

)
→ P (E ξ1 < c) ?

Р е ш е н и е. Ñîãëàñíî ÇÁ×, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Sn
n

ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè (à,

ñëåäîâàòåëüíî, è слабо) ê E ξ1.
Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(c) =

P

(
Sn
n
< c

)
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (c) = P (E ξ1 < c), åñëè F (x) íåïðåðûâíà

â òî÷êå c (è íè÷åãî íå îçíà÷àåò, åñëè F (x) ðàçðûâíà â òî÷êå c). Íî

F (c) = P (E ξ1 < c) =

{
0, c 6 E ξ1;
1, c > E ξ1

åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûðîæäåííîãî çàêîíà è íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå c,

êðîìå c = E ξ1. Èòàê, ïåðâûé âûâîä: ñõîäèìîñòü P

(
Sn
n
< c

)
→ P (E ξ1 < c) èìååò ìåñòî

äëÿ ëþáîãî c, êðîìå, âîçìîæíî, c = E ξ1. Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ c = E ξ1 òàêîé ñõîäèìîñòè
áûòü íå ìîæåò. Ïóñòü η ⊂= N0,1. Ñîãëàñíî ÖÏÒ,

P

(
Sn
n
< E ξ1

)
= P

( √
n√
D ξ1

(Sn
n
− E ξ1

)
< 0
)
→ P(η < 0) = Φ0,1(0) =

1
2
6= P (E ξ1 < E ξ1) = 0.

Àíàëîãè÷íî, êñòàòè, âåäåò ñåáÿ è âåðîÿòíîñòü P

(
Sn
n
6 E ξ1

)
. Îíà òîæå ñòðåìèòñÿ ê

1
2
,

à íå ê P (E ξ1 6 E ξ1) = 1.

È èçÿùíîå óïðàæíåíèå íà òó æå òåìó:

Óïðàæíåíèå 29. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

0.999999n∫
0

1
(n− 1)!

yn−1e−y dy = 0;

lim
n→∞

n∫
0

1
(n− 1)!

yn−1e−y dy =
1
2

;

lim
n→∞

1.000001n∫
0

1
(n− 1)!

yn−1e−y dy = 1.

У к а з а н и е. Êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ðàâåí ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êàêèì-òî ïîêàçàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì â íåêîòîðîé
òî÷êå. Âñïîìíèòü, ÷òî òàêîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå è ÷òî òàêîå «óñòîé÷èâîñòü îòíîñè-
òåëüíî ñóììèðîâàíèÿ».

84



Ðàçäåë 15. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè

Âñþäó â ýòîé ãëàâå i =
√
−1 — ìíèìàÿ åäèíèöà, t — âåùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ,

eit = cos t+ i sin t— ôîðìóëà Ýéëåðà, E(η+ iζ) = Eη+ i Eζ — ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η+ iζ, åñëè ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ åå äåéñòâèòåëüíîé ( η ) è ìíèìîé ( ζ ) ÷àñòåé ñóùåñòâóþò.

Êàê âñåãäà, ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy íàçûâàåòñÿ |z| =
√
x2 + y2, òàê

÷òî
∣∣eit∣∣ = 1.

Îïðåäåëåíèå 53. Ôóíêöèÿ ϕξ(t) = E eitξ íàçûâàåòñÿ характеристической функцией

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

15.1 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ

Ïðèìåð 52. Ïóñòü ñ. â. ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p. Åå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (õ.ô.) ðàâíà

ϕξ(t) = E eitξ = eit·0 P(ξ = 0) + eit·1 P(ξ = 1) = 1− p+ peit.

Ïðèìåð 53. Ïóñòü ñ. â. ξ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n è p.
Åå õ.ô. ðàâíà

ϕξ(t) = E eitξ =
n∑
k=0

eit·k P(ξ = k) =
n∑
k=0

eit·k Ckn p
k (1− p)n−k =

=
n∑
k=0

Ckn
(
peit
)k (1− p)n−k =

(
1− p+ peit

)n
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñóòü áèíîì Íüþòîíà.

Ïðèìåð 54. Ïóñòü ñ. â. ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Åå õ.ô.
ðàâíà

ϕξ(t) = E eitξ =
∞∑
k=0

eit·k P(ξ = k) =
∞∑
k=0

eit·k
λk

k!
e−λ =

= e−λ
∞∑
k=0

(
λeit

)k
k!

= e−λeλe
it

= exp{λ
(
eit − 1

)
}.

Ïðèìåð 55. Ïóñòü ñ. â. ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α. Åå
õ.ô. ôóíêöèÿ ðàâíà

ϕξ(t) = E eitξ =

∞∫
0

eit·x fξ(x) dx =

∞∫
0

eitx αe−αx dx =

∞∫
0

αe−x(α−it) dx =

=
α

α− it

(
−e−x(α−it)

∣∣∣∣∞
0

)
=

α

α− it
,

ïîñêîëüêó ïðè x → ∞ ìîäóëü âåëè÷èíû e−x(α−it) = e−αx · eitx ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:∣∣e−x(α−it)∣∣ = e−αx → 0.
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Ïðèìåð 56. Ïóñòü ñ. â. ξ èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α, λ. Åå õ.ô.
ðàâíà

ϕξ(t) = E eitξ =

∞∫
0

eit·x fξ(x) dx =

∞∫
0

eitx
αλ

Γ(λ)
xλ−1 e−αx dx =

=
αλ

Γ(λ)

∞∫
0

xλ−1 e−x(α−it) dx =
(

α

α− it

)λ
=
(

1− it

α

)−λ
.

Èíòåãðàë ìû âû÷èñëèëè ñ ïîìîùüþ ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà:

∞∫
0

xλ−1 e−x(α−it) dx =
1

(α− it)λ

∞∫
0

(x(α− it))λ−1 e−x(α−it) dx(α− it) =
Γ(λ)

(α− it)λ
.

Ïðèìåð 57. Ïóñòü ñ. â. ξ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åå õ.ô.
ðàâíà

ϕξ(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

eitx e−x
2/2 dx =

=
1√
2π

∞∫
−∞

e−t
2/2 e−(x−it)2/2 dx = e−t

2/2 1√
2π

∞∫
−∞

e−(x−it)2/2 d(x− it) = e−t
2/2.

Êàê âñåãäà, ïðè èíòåãðèðîâàíèè ìû âûäåëèëè ïîëíûé êâàäðàò â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû

è âñïîìíèëè, ÷åìó ðàâåí èíòåãðàë ïî âñåé ïðÿìîé îò ôóíêöèè
1√
2π

e−u
2/2. А чему он

равен?

Ñàìîå âðåìÿ îñòàíîâèòüñÿ è ñïðîñèòü: "Íó è ÷òî? Çà÷åì íàì ýòè ôóíêöèè è êàêîé
îò íèõ ïðîê?" Ïðèãëàøàþ ÷èòàòåëÿ ïîçíàêîìèòüñÿ ñ çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè õ.ô.

15.2 Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ô1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò:

|ϕξ(t)| = |E eitξ| 6 E |eitξ| = E 1 = 1

Ïîëåçíî âñïîìíèòü, ÷òî îáû÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñóùåñòâóþò íå ó âñåõ
ðàñïðåäåëåíèé.

Ô2. Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå
(ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ïëîòíîñòü èëè òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ). Òî åñòü
åñëè äâå ñ. â. èìåþò îäèíàêîâûå õ.ô., òî è ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñ. â. ñîâïàäàþò.

Ôîðìóëû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ýòî äåëàåòñÿ, â àíàëèçå íàçûâàþò ôîðìóëàìè «îáðàò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå». Íàïðèìåð, åñëè ìîäóëü õ.ô. èíòåãðèðóåì íà âñåé ïðÿ-
ìîé, òî ó ñ. â. åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, è îíà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (ïðîâåðüòå
íà ïðèìåðå ïðèìåðà 57)

fξ(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itx ϕξ(t) dt.

Íè îäíà èç ôîðìóë îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàì íå ïîíàäîáèòñÿ.

86



Ô3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ. â. a + bξ ñâÿçàíà ñ õ.ô. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
ðàâåíñòâîì

ϕa+bξ(t) = E eit(a+bξ) = eita ϕξ(tb).

Ïðèìåð 58. Âû÷èñëèì õ.ô. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a è σ2. Ìû çíàåì, ÷òî ó ñòàíäàðòèçîâàííîé ñ. â. ζ =
ξ − a
σ

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ϕζ(t) = e−t
2/2. Òîãäà õ.ô. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ = a+ σζ ðàâíà

ϕξ(t) = ϕa+σζ(t) = eita ϕζ(tσ) == eita e−(tσ)2/2 = exp
{
ita− t2σ2

2

}
.

Ô4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ суммы независимых с. в. ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëàãàåìûõ: åñëè ñ. â. ξ è η íåçàâèñèìû, òî, ïî ñâîéñòâó E6
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

ϕξ+η(t) = E eit(ξ+η) = E eitξ E eitη = ϕξ(t)ϕη(t).

Ýòèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ìû ñðàçó æå âîñïîëüçóåìñÿ, êàê îáåùàëè, äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ëåììû 6, óòâåðæäàþùåé óñòîé÷èâîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî ñóììèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 59. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.
Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ ⊂= Na1,σ2

1
è η ⊂= Na2,σ2

2
íåçàâèñèìû. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ñóììû ξ + η ðàâíà

ϕξ+η(t) = ϕξ(t)ϕη(t) = exp
{
ita1 −

t2σ2
1

2

}
exp

{
ita2 −

t2σ2
2

2

}
= exp

{
it(a1 + a2)− t2(σ2

1 + σ2
2)

2

}
.

Òî åñòü õ.ô. ñóììû åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðàìè a1 + a2, σ2

1 + σ2
2 . Òîãäà ξ + η ⊂= Na1+a2,σ2

1+σ2
2
ïî ñâîéñòâó Φ 2.

Ïðèìåð 60. Äîêàæåì ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ïî ñóììèðîâàíèþ áèíîìèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà è ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (ëåììû 4, 5, 7), èñ-
ïîëüçóÿ âû÷èñëåííûå â ïðèìåðàõ 52–56 õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñ. â. ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè Ïóàññîíà Πλ è Πµ õ.ô. ñóììû

ϕξ+η(t) = ϕξ(t)ϕη(t) = exp
{
λ
(
eit − 1

)}
exp

{
µ
(
eit − 1

)}
= exp

{
(λ+ µ)

(
eit − 1

)}
ðàâíà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ+ µ.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñ. â. ñ áèíîìèàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè Bn,p è Bm,p õ.ô. ñóììû

ϕξ+η(t) = ϕξ(t)ϕη(t) =
(
1− p+ peit

)n (1− p+ peit
)m =

(
1− p+ peit

)n+m
.

ðàâíà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè
n+m, p.

Äëÿ n íåçàâèñèìûõ ñ. â. ñ ïîêàçàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì Eα õ.ô. ñóììû

ϕξ1+···+ξn(t) = (ϕξ1(t))n =
(

α

α− it

)n
=
(

1− it

α

)−n
ðàâíà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè α, n.

87



Ô5. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìîìåíò ïîðÿäêà k = 1, 2, . . . ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, òî åñòü
E|ξ|k <∞. Òîãäà åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕξ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìà k ðàç, è åå k-ÿ ïðîèçâîäíàÿ в нуле ñâÿçàíà ñ ìîìåíòîì ïîðÿäêà k ðàâåíñòâîì:

ϕ
(k)
ξ (0) =

(
dk

d tk
E eitξ

) ∣∣∣∣
t=0

=
(
E ik ξk eitξ

) ∣∣∣∣
t=0

= ik E ξk.

Ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü k-é ïðîèçâîäíîé, ðàâíî êàê è çàêîííîñòü ïåðåíîñà
ïðîèçâîäíîé ïîä çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì.

Óïðàæíåíèå 30. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñ. â. ξ ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-

íèåì ìîìåíò ÷åòíîãî ïîðÿäêà 2k ðàâåí E ξ2k = (2k − 1)!! def= (2k − 1) · (2k − 3) · . . . · 3 · 1.
Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî âñå ìîìåíòû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ ñòàíäàðòíîãî

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóþò è ðàâíû íóëþ.

Êàê òîëüêî ïîÿâèëèñü ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ñàìîå âðåìÿ ðàçëîæèòü ôóíê-
öèþ â ðÿä Òåéëîðà.

Ô6. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìîìåíò ïîðÿäêà k = 1, 2, . . . ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, òî åñòü
E|ξ|k < ∞. Òîãäà åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕξ(t) â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0
ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà

ϕξ(t) = ϕξ(0) +
k∑
j=1

tj

j!
ϕ

(j)
ξ (0) + o(|tk|) = 1 +

k∑
j=1

ijtj

j!
E ξj + o(|tk|) =

= 1 + it E ξ − t2

2
E ξ2 + . . .+

iktk

k!
E ξk + o(|tk|).

Ðÿäû Òåéëîðà, êàê ïðàâèëî, âîçíèêàþò ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Ñëåäóþùåå
îñíîâíîå ñâîéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîòðåáóåòñÿ íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ïðåäåëüíûõ òåîðåì, è ýòî ñâîéñòâî — ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà, îñòàâëåííàÿ íàìè áåç
äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 35 (Òåîðåìà î íåïðåðûâíîì ñîîòâåòñòâèè). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn ñëàáî
ñõîäÿòñÿ ê ñ. â. ξ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî t õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ôóíêöèè ϕξn(t) ñõîäÿòñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ϕξ(t).

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò íåïðåðûâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàñ-
ñàìè 〈Fξ, ⇒ 〉 ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ è 〈ϕξ,→〉 õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñõîäèìîñòüþ â êàæäîé òî÷êå. «Íåïðåðûâíîñòü» ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ
— â òîì, ÷òî ïðåäåëó â îäíîì êëàññå îòíîñèòåëüíî çàäàííîé â ýòîì êëàññå ñõîäèìîñòè
ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåë â äðóãîì êëàññå îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè, çàäàííîé â ýòîì êëàññå.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î íåïðåðûâíîì ñîîòâåòñòâèè è äîêàçàòü

ÇÁ× â ôîðìå Õèí÷èíà è ÖÏÒ.
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15.3 Äîêàçàòåëüñòâî ÇÁ× Õèí÷èíà

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì первым ìîìåíòîì E|ξ1| <∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå Eξ1. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

Sn
n

=
ξ1 + · · ·+ ξn

n

p−→ a.

Ïî ñâîéñòâó 19 ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè к постоянной ýêâèâàëåíòíà ñëàáîé ñõî-

äèìîñòè. Òàê êàê a — ïîñòîÿííàÿ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëàáóþ ñõîäèìîñòü
Sn
n

=
ξ1 + · · ·+ ξn

n
⇒ a. Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîì ñîîòâåòñòâèè, ýòà ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî,

åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî t ∈ R ñõîäÿòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè

ϕSn/n(t)→ ϕa(t) = E eita = eita.

Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ. â.
Sn
n
. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè Ô3 è Ô4, ïîëó-

÷èì

ϕSn/n(t) Φ3= ϕSn

(
t

n

)
Φ4=
(
ϕξ1

(
t

n

))n
.

Âñïîìíèì, ÷òî ïåðâûé ìîìåíò ξ1 ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó ñâîéñòâîÔ6 ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü
ϕξ1(t) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ ϕξ1(t) = 1+ it E ξ1 +o(|t|) = 1+ ita+o(|t|). Â òî÷êå
t/n, ñîîòâåòñòâåííî,

ϕξ1

(
t

n

)
= 1 +

ita

n
+ o

(∣∣∣∣ tn
∣∣∣∣) , ϕSn/n(t) =

(
ϕξ1

(
t

n

))n
=
(

1 +
ita

n
+ o

(∣∣∣∣ tn
∣∣∣∣))n.

Ïðè n→∞, ïîëüçóÿñü «çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì»
(

1 +
x

n

)n
→ ex, ïîëó÷èì

ϕSn/n(t) =
(

1 +
ita

n
+ o

(∣∣∣∣ tn
∣∣∣∣))n → eita,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

15.4 Äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íîé è íåíóëåâîé äèñïåðñèåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå Eξ1 è ÷åðåç σ2 — äèñïåðñèþ Dξ1. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

Sn − na
σ
√
n

=
ξ1 + · · ·+ ξn − na

σ
√
n

⇒ N0,1.

Ââåäåì ñòàíäàðòèçîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ζi =
ξi − a
σ

— íåçàâèñèìûå ñ. â. ñ íó-

ëåâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìè. Ïóñòü Zn åñòü èõ
ñóììà Zn = ζ1 + · · ·+ ζn = (Sn − na)/σ. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

Zn√
n
⇒ N0,1.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âåëè÷èíû Zn/
√
n ðàâíà

ϕZn/
√
n(t) Φ3= ϕZn

(
t√
n

)
Φ4=
(
ϕζ1

(
t√
n

))n
. (25)
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ. â. ζ1 ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà, â êîýôôèöèåí-
òàõ êîòîðîãî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìîìåíòû Eζ1 = 0, Eζ1

2 = Dζ1 = 1. Ïîëó÷èì

ϕζ1(t) Φ6= 1 + it Eζ1 −
t2

2
Eζ1

2 + o(t2) = 1− t2

2
+ o(t2).

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå, âçÿòîå â òî÷êå t/
√
n, â ðàâåíñòâî (25) è óñòðåìèì n ê áåñ-

êîíå÷íîñòè. Åùå ðàç âîñïîëüçóåìñÿ çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì.

ϕZn/
√
n(t) =

(
ϕζ1

(
t√
n

))n
=
(

1− t2

2n
+ o

(
t2

n

))n
→ exp

{
− t

2

2

}
ïðè n→∞.

Â ïðåäåëå ïîëó÷èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.
Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîì ñîîòâåòñòâèè ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ñëàáîé ñõîäèìîñòè

Zn√
n

=
Sn − na
σ
√
n
⇒ N0,1

ðàñïðåäåëåíèé ñòàíäàðòèçîâàííûõ ñóìì ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ,
÷òî è óòâåðæäàåòñÿ â ÖÏÒ.

Ïîïðîáóéòå òåïåðü ñàìè:

Óïðàæíåíèå 31. Ïóñòü ïðè ëþáîì λ > 0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξλ èìååò ðàñïðåäåëå-
íèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î íåïðåðûâíîì ñîîòâåòñòâèè, äîêà-
çàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξλ − λ√
λ

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè λ→∞.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ. â. ξλ âû÷èñëåíà â ïðèìåðå 54.
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Ðàçäåë 16. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïóàññîíà

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü òåîðåìó Ïóàññîíà. Â äîêàçàòåëüñòâî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
òîëüêî ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè áèíîìèàëüíîãî è ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèé îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ. Íèêàêèå ðàçäåëû, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëîâûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè ñ. â., ñõîäèìîñòÿìè èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, íàì â äîêàçàòåëüñòâå
íå ïîíàäîáÿòñÿ.

Âñïîìíèì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû ñîáðàëèñü äîêàçûâàòü. Òåïåðü, êîãäà ìû
çíàêîìû ñ òåðìèíîì «ðàñïðåäåëåíèå», ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ïóàññîíà òàê:

Òåîðåìà Ïóàññîíà ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè

Ïóñòü A ⊆ {0, 1, 2, . . . , n} — ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà νn èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bn,p ñ ïàðà-
ìåòðàìè n è p, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µn èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðà-
ìåòðîì λ = np. Òîãäà

| P(νn ∈ A)− P(µn ∈ A) | =

∣∣∣∣∣ ∑
k∈A

Ckn p
k (1− p)n−k −

∑
k∈A

λk

k!
e−λ

∣∣∣∣∣ 6 np2 =
λ2

n
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

sup
A
| P(νn ∈ A)− P(µn ∈ A) | 6 np2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì, èñïîëüçóÿ òàê íàçûâàåìûé «ìåòîä îäíîãî âåðîÿòíîñòíîãî
ïðîñòðàíñòâà». Íàì íóæíî îöåíèòü ñâåðõó ðàçíèöó ìåæäó äâóìÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè, à
èìåííî: äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A ⊆ {0, 1, 2, . . . , n} ðàçíèöó ìåæäó âåðîÿòíî-
ñòÿìè ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâî A áèíîìèàëüíîé (ñ ïàðàìåòðàìè n è p) è ïóàññîíîâñêîé
(ñ ïàðàìåòðîì np) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíîé np2.

Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ðàçíîñòü

| P(νn ∈ A)− P(µn ∈ A) | =

∣∣∣∣∣ ∑
k∈A

Ckn p
k (1− p)n−k −

∑
k∈A

λk

k!
e−λ

∣∣∣∣∣
íèêàê íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèì îáðàçîì âåëè÷èíû νn è µn âçàèìîñâÿçàíû è íà êàêîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíû, åñëè òîëüêî îäíà èç ýòèõ âåëè÷èí èìååò áèíîìè-
àëüíîå, à âòîðàÿ — ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóæíûìè ïàðàìåòðàìè. Ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ âåëè÷èí òóò íèêàê íå ó÷àñòâóåò, ïîýòîìó äàííàÿ ðàçíîñòü íå èçìå-
íèòñÿ, åñëè çàìåíèòü νn è µn íà другие ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ òåìè æå ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Ïåðâîå, ÷òî ìû ñäåëàåì — äîêàæåì, ÷òî äëÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η (ãäå óãîäíî
çàäàííûõ) «ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè», òî åñòü supA | P(ξ ∈ A)− P(η ∈ A) |, íå
áîëüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü P

(
ξ̃ 6= η̃

)
äâóì произвольным ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì ξ̃, η̃ ñ äàí-

íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè íå ñîâïàäàòü. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòè íîâûå ñ. â. äîëæíû áûòü çàäàíû
íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, è íàèëó÷øàÿ îöåíêà ñâåðõó ïîëó÷èòñÿ, åñëè íàì
óäàñòñÿ так задать на одном вероятностном пространстве с. в. ξ̃, распределенную как

ξ, и η̃, распределенную как η, чтобы вероятность P

(
ξ̃ 6= η̃

)
была наименьшей.
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Ëåììà 9 (Íåðàâåíñòâî êàïëèíãà). Ïóñòü ξ è η — ïðîèçâîëüíûå ñ. â. Ïóñòü ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ̃ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíà ñ ξ, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η̃ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåíà ñ η, è âåëè÷èíû ξ̃, η̃ çàäàíû íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà

sup
A⊆R
| P(ξ ∈ A)− P(η ∈ A) | 6 P

(
ξ̃ 6= η̃

)
.

Çàìå÷àíèå 28. Каплингом (coupling) äâóõ ñ. â. ξ è η íàçûâàþò çàäàíèå íà îäíîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ̃, ðàñïðåäåëåííîé êàê ξ, è η̃, ðàñïðå-
äåëåííîé êàê η.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà êàïëèíãà. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì P(C) = P(C∩B)+
P(C ∩B), à òàêæå òåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñîáûòèé íå ïðåâîñõîäèò âåðî-
ÿòíîñòè ëþáîãî èç íèõ. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ R

P(ξ ∈ A) = P

(
ξ̃ ∈ A

)
= P

(
ξ̃ ∈ A, ξ̃ = η̃

)
+ P

(
ξ̃ ∈ A, ξ̃ 6= η̃

)
=

= P

(
η̃ ∈ A, ξ̃ = η̃

)
+ P

(
ξ̃ ∈ A, ξ̃ 6= η̃

)
6

6 P (η̃ ∈ A) + P

(
ξ̃ 6= η̃

)
= P (η ∈ A) + P

(
ξ̃ 6= η̃

)
,

òî åñòü

P(ξ ∈ A)− P (η ∈ A) 6 P

(
ξ̃ 6= η̃

)
.

Ïîìåíÿåì ìåñòàìè ξ è η è ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ R

| P(ξ ∈ A)− P(η ∈ A) | 6 P

(
ξ̃ 6= η̃

)
.

Çàéìåìñÿ çàäàíèåì íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå âåëè÷èí ν̃n è µ̃n, ðàñïðå-
äåëåííûõ êàê νn è µn, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ξ1, . . . , ξn — íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå Áåð-
íóëëè ñ ïàðàìåòðîì p. Òîãäà èõ ñóììà ν̃n = ξ1 + . . . + ξn èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n è p, òî åñòü îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíà ñ νn.

Ïóñòü η1, . . . , ηn — íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàñ-
ñîíà ñ ïàðàìåòðîì p. Òîãäà èõ ñóììà µ̃n = η1 + . . . + ηn òàêæå èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì, ðàâíûì ñóììå ïàðàìåòðîâ ñëàãàåìûõ, òî åñòü np, è îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåíà ñ µn. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè íàáîðû ñ. â. ñðàçó çàäàíû íà îäíîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, è ïîçæå ïîñòðîèì èõ.

Òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâà êàïëèíãà,

| P(νn ∈ A)− P(µn ∈ A) | 6 P (ν̃n 6= µ̃n) = P

(
n∑
i=1

ξi 6=
n∑
i=1

ηi

)
.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè äâå ñóììû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñëàãàåìûìè íå ðàâíû äðóã
äðóãó, òî õîòÿ áû îäíî ñëàãàåìîå â ïåðâîé ñóììå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëà-
ãàåìîãî â äðóãîé ñóììå (èíà÷å...). Ïîýòîìó

| P(νn ∈ A)− P(µn ∈ A) | 6 P

(
n∑
i=1

ξi 6=
n∑
i=1

ηi

)
6 P

(
n⋃
i=1

{ξi 6= ηi}

)
6

n∑
i=1

P (ξi 6= ηi) . (26)

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò
ñóììû âåðîÿòíîñòåé.

Îñòàëîñü òåïåðü òàê çàäàòü íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ξi è ηi, ÷òîáû
ìèíèìèçèðîâàòü P (ξi 6= ηi).
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Ïóñòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω åñòü n-ìåðíûé êóá, ñòîðîíû êîòîðîãî
— îòðåçêè [0, 1] íà îñÿõ êîîðäèíàò, âåðîÿòíîñòü åñòü ïðîñòî ìåðà Ëåáåãà, çàäàííàÿ íà
σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Вот ровно сейчас тот, кто поленился о них прочитать, должен об этом пожалеть!

Òî åñòü ìû íàóäà÷ó âûáèðàåì òî÷êó ω = (ω1, . . . , ωn) â êóáå, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
êàæäóþ èç êîîðäèíàò ωi âûáèðàåì íàóäà÷ó è íåçàâèñèìî îò äðóãèõ íà [0, 1].

Ïîñòðîèì äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ïî ωi ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi = ξi(ωi) è ηi = ηi(ωi) ñ
íóæíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ÷òîáû îíè, ê òîìó æå, ñîâïàäàëè ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ.
Ïîëîæèì

ξi(ωi) =

{
0, åñëè 0 6 ωi < 1− p,
1, åñëè 1− p 6 ωi 6 1.

Ýòà ñ. â. èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè: P(ξi = 0) = P(0 6 ωi < 1 − p) = 1 − p,
P(ξi = 1) = P(1− p 6 ωi 6 1) = p.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ηi äîëæíà èìåòü ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì p, òî

åñòü pk = P(ηi = k) =
pk

k!
e−p ïðè k = 0, 1, 2, . . . . Ñóììà ýòèõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà 1,

ïîýòîìó ìîæíî ðàçáèòü тот же самый îòðåçîê [0, 1] íà îòðåçêè, äëèíà k-ãî èç êîòîðûõ
ðàâíà pk ïðè k = 0, 1, 2, . . . , è ïîëîæèòü ηi = k, åñëè ωi ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ñ íîìåðîì
k:

-

6

1−
p
p
0 =
e −
p

p
0 +
p
1

p
0 +
p
1 +
p
2

. . .

. . .

1 ωi

ξi

ηi

1

2

3

ηi(ωi) =



0, åñëè 0 6 ωi < p0,

1, åñëè p0 6 ωi < p0 + p1,

2, åñëè p0 + p1 6 ωi < p0 + p1 + p2,

. . .

k, åñëè p0+ . . .+pk−1 6 ωi < p0+ . . .+pk,
. . .

Ñ î÷åâèäíîñòüþ, ïîëó÷èì ñ. â. ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà:

P(ηi = k) = P(p0 + . . .+ pk−1 6 ωi < p0 + . . .+ pk−1 + pk) = pk, k = 0, 1, 2, . . . .

Îòìåòèì, ÷òî p0 =
p0

0!
e−p = e−p. Äîêàæåì, ÷òî

e−p > 1− p ïðè p > 0.
-

6

@
@
@
@
@
@10

1
e−p

1−
p

p
Äåéñòâèòåëüíî,

à) ïðè p = 0 çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ñîâïàäàþò: e−0 = 1− 0 = 1;

á) ïðîèçâîäíûå â íóëå ó e−p è 1− p òàêæå ñîâïàäàþò (è ðàâíû −1)

â) ïðè p = 1 ëåâàÿ ÷àñòü áîëüøå ïðàâîé: e−1 > 1− 1 = 0;
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ã) ôóíêöèÿ e−p âûïóêëà (åå ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà âñþäó), òàê ÷òî êîñíóâøèñü
îäíàæäû ïðÿìîé 1− p, îíà åå íå ïåðåêàåò íèãäå, îñòàâàÿñü âñåãäà áîëüøå.

Ïîñìîòðèì, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ñ. â. ξi è ηi íå ñîâïàäàþò. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè
1− p 6 ωi < e−p — íà ýòîì èíòåðâàëå ξi = 1, à ηi = 0, à òàêæå ïðè ωi > p0 + p1 = e−p + pe−p

— íà ýòîì èíòåðâàëå ξi = 1, à ηi > 2. Ïîýòîìó

P(ξi 6= ηi) = P(1− p 6 ωi < e−p èëè e−p + pe−p 6 ωi 6 1) =

=
(
e−p − (1− p)

)
+
(
1−

(
e−p + pe−p

))
= p

(
1− e−p

)
6 p2.

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû ñíîâà âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî e−p > 1− p, èëè 1− e−p 6 p.
Èòàê, ïðè êàæäîì i = 1, . . . , n ìû ïîñòðîèëè ïàðó ñ. â. ξi, ηi, îòëè÷àþùèõñÿ ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ íå áîëåå p2. Ïðè ðàçíûõ i ýòè ñ. â. íåçàâèñèìû, òàê êàê ïîñòðîåíû ïî
íåçàâèñèìûì êîîðäèíàòàì òî÷êè, âûáðàííîé íàóäà÷ó â êóáå. Îêîí÷àòåëüíî, èç íåðà-
âåíñòâà (26) ïîëó÷èì:

| P(νn ∈ A)− P(µn ∈ A) | 6
n∑
i=1

P (ξi 6= ηi) 6 np2.
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Ïðèëîæåíèå. Çíàêîìüòåñü — ìàêñèìóì è
ìèíèìóì

Â ýòîì ðàçäåëå, êîòîðûé íèêîãäà íå áóäåò ïðî÷èòàí íà ëåêöèÿõ, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî
ýòà òåìà ïîäðîáíî ðàçáèðàåòñÿ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ, ìû ïîãîâîðèì î «ìàêñèìóìå
è ìèíèìóìå èç n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí». Âäóì÷èâûé ÷èòàòåëü óæå ñìîã äîãàäàòüñÿ, ÷òî ê
êëóáó «Ìàêñèìèí» ÝÔ ÍÃÓ äàííàÿ òåìà êàñàòåëüñòâà íå èìååò.

Ïóñòü ñ. â. ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, Fξ1(x) — èõ
îáùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå ¹ N. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ϕn = max{ξ1, . . . , ξn} íàçîâåì максимумом,
à ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ψn = min{ξ1, . . . , ξn} — минимумом èç n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Çàìå÷àíèå ¹ N. Çàìåòèì íà âñÿêèé ñëó÷àé, ÷òî ϕn(ω) = max{ξ1(ω), . . . , ξn(ω)}, òàê
÷òî ϕn íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì èñõîäå ñîâïàäàåò с одной из ξi, 1 6 i 6 n, íî ни с одной

èç íèõ íå ñîâïàäàåò при всех ω (åñëè ñ. â. íåçàâèñèìû).

Óïðàæíåíèå ¹ N. Äîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ìàêñèìóìó èç ïåðâûõ n независимых

и одинаково распределенных ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ, ê ïðèìåðó, ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå, ðàâíÿòüñÿ ïåðâîé èç íèõ (èëè ëþáîé äðóãîé), åñòü 1/n:

P(max{ξ1, . . . , ξn} = ξ1) =
1
n

= P(ξ1 > ξ2, . . . , ξ1 > ξn),

òî åñòü «â ñðåäíåì â 1/n ñëó÷àåâ ìàêñèìóì ñîâïàäàåò ñ âûáðàííîé âàìè ñðåäè ξ1, . . . , ξn
âåëè÷èíîé».

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîáðàæåíèÿìè ñèììåòðèè, ðàçáèâ âñå ïðî-
ñòðàíñòâî Ω íà íå(ñêîëüêî?) ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé òèïà {ξ1 > ξ2, . . . , ξ1 > ξn} è
íåñêîëüêî ñîáûòèé íóëåâîé âåðîÿòíîñòè, âêëþ÷àþùèõ âîçìîæíûå ðàâåíñòâà. Âñïî-
ìíèòü, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ äâå (èëè áîëüøå) èç {ξi} ñîâïàäàþò (íàðèñîâàòü ñîáûòèå
{ξ1 = ξ2} â êâàäðàòå íà ïëîñêîñòè).

Ëåììà ¹ N. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ϕn = max{ξ1, . . . , ξn} è
ψn = min{ξ1, . . . , ξn} ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

Fϕn(x) =
(
Fξ1(x)

)n è Fψn(x) = 1−
(
1− Fξ1(x)

)n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fϕn(x). Ìàêñèìóì èç n âåëè÷èí
ìåíüøå x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ âåëè÷èí ìåíüøå x.

Fϕn(x) = P
(
max{ξ1, . . . , ξn} < x

)
= P

(
ξ1 < x, . . . , ξn < x

)íåçàâèñ.
=

= P
(
ξ1 < x

)
· . . . · P

(
ξn < x

)îä.ðàñïðåä.
=

(
P
(
ξ1 < x

))n
=
(
Fξ1(x)

)n
.

Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fψn(x). Ìèíèìóì èç n âåëè÷èí не меньше x òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ âåëè÷èí íå ìåíüøå x.
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Fψn(x) = P
(
min{ξ1, . . . , ξn} < x

)
= 1− P

(
min{ξ1, . . . , ξn} > x

)
=

= 1− P
(
ξ1 > x, . . . , ξn > x

)
= 1− P

(
ξ1 > x

)
· . . . · P

(
ξn > x

)
=

= 1−
(
P
(
ξ1 > x

))n
= 1−

(
1− Fξ1(x)

)n
.

Ïðèìåð ¹ N. Ïóñòü ñ. â. ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1]. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â. ϕ1 = ξ1,
ϕ2 = max{ξ1, ξ2}, . . . , ϕn = max{ξ1, . . . , ξn}, . . . ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ïðàâîìó êîíöó
îòðåçêà — ê 1. Íå óïîòðåáëÿÿ òåðìèí «ïîñëåäîâàòåëüíîñòü», ìîæíî ïðîèçíåñòè ýòî
óòâåðæäåíèå òàê: «ìàêñèìóì èç ïåðâûõ n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðîñòîì n ñõîäèòñÿ ê
åäèíèöå ïî âåðîÿòíîñòè».

Åñòü êàê ìèíèìóì äâà ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà:

Ñïîñîá 1. Ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü ε > 0. Íàéäåì P(|ϕn − 1| > ε). Çàìåòèì, ÷òî ϕn 6 1,
ïîñêîëüêó ýòî ìàêñèìóì èç ñ. â., ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [0, 1] (êðàéíÿÿ
ïðàâàÿ èç «êîîðäèíàò n òî÷åê, áðîøåííûõ íàóäà÷ó íà [0,1] íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà»). Ïîýòîìó

P
(
|ϕn − 1| > ε

)
= P

(
1− ϕn > ε

)
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåé âåðîÿòíîñòè ê íóëþ, ìîæíî åå
ëèáî íàéòè, ëèáî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ×åáûø¸âà (Ìàðêîâà).

1(à). Íàéäåì ýòó âåðîÿòíîñòü.

P
(
1− ϕn > ε

)
= P

(
1− ε > ϕn

)
= P

(
ϕn < 1− ε

)
= Fϕn(1− ε).

Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1]

Fξ1(x) =


0, x < 0;
x, 0 6 x 6 1
1, x > 1,

ïîýòîìó Fϕn(x) =
(
Fξ1(x)

)n =


0, x < 0;
xn, 0 6 x 6 1
1, x > 1.

À åñëè åùå çàìåòèòü, ÷òî 1− ε < 1, òî

P
(
|ϕn − 1| > ε

)
= Fϕn(1− ε) =

{
0, 1− ε < 0, òî åñòü ε > 1;
(1− ε)n, 0 6 1− ε < 1, òî åñòü 0 < ε 6 1

−→ 0

ïðè n→∞.
1(á). Îöåíèì âåðîÿòíîñòü ñâåðõó. Ïîñêîëüêó 1−ϕn > 0, ïî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà

P
(
1− ϕn > ε

)
6

E (1− ϕn)
ε

=
1− Eϕn

ε
. (27)

Íàéäåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñ. â. ϕn è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Eϕn.

fϕn(x) =
(
Fϕn(x)

)′ =


0, x < 0;
nxn−1, 0 6 x 6 1
0, x > 1;

Eϕn =

1∫
0

xnxn−1 dx =
n

n+ 1
.

Ïîäñòàâëÿÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â íåðàâåíñòâî (27), ïîëó÷èì

P
(
1− ϕn > ε

)
6

1− Eϕn
ε

=
1− n

n+ 1
ε

=
1

(n+ 1) ε
→ 0 ïðè n→∞.
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Ñïîñîá 2. Èñïîëüçóåì ñâÿçü ñî ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ. Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè к

константе ðàâíîñèëüíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè (ñâîéñòâî 19). Äîêàæåì ïîýòîìó, ÷òî
ϕn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê åäèíèöå. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Fϕn(x) ñõîäèòñÿ ê F1(x) = P(1 < x) äëÿ ëþáîãî x 6= 1 (почему кроме 1??).

Ïðè ëþáîì x 6= 1 èìååì:

Fϕn(x) =


0, x < 0;
xn, 0 6 x 6 1
1, x > 1

→ F1(x) =

{
0, x 6 1
1, x > 1,

è òîëüêî ïðè x = 1 ñõîäèìîñòè íåò: Fϕn(1) = 1, òîãäà êàê F1(1) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ϕn ñõîäèòñÿ ñëàáî ê åäèíèöå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ê íåé æå
ïî âåðîÿòíîñòè.

Óïðàæíåíèå ¹ N+1. Äîêàçàòü (ñïîñîáàìè 1(à), 1(á) è 2), ÷òî, â óñëîâèÿõ ïðèìåðà
N, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ1, ψ2, . . . , ψn, . . . ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íóëþ (ìû áóäåì
ãîâîðèòü «ìèíèìóì èç ïåðâûõ n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðîñòîì n ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïî
âåðîÿòíîñòè»).

Êðàñèâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìàêñèìóìîì è ìèíèìóìîì, ñëèøêîì ìíîãî. Ïðåäëà-
ãàþ âàì ðåøèòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå:

Ïóñòü ñ. â. ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
îòðåçêå [a, b], ϕn = max{ξ1, . . . , ξn}, ψn = min{ξ1, . . . , ξn}. Äîêàçàòü, ÷òî

1)
n

b− a
(b − ϕn) ïðè n → ∞ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ïîêàçàòåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðà-

ìåòðîì 1;

2) òî÷íî òàê æå ñåáÿ âåäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
n

b− a
(ψn − a);

3) ýòî íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñ. â. b− ϕn è ψn − a îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû;

4) ïîñ÷èòàâ âåðîÿòíîñòü P(ψn > x, ϕn < y) =
(
P(x 6 ξ1 < y)

)n, ìîæíî ëåãêî íàéòè
ôóíêöèþ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ. â. ψn, ϕn è ñ åå ïîìîùüþ, íàïðèìåð, äîêà-
çàòü çàâèñèìîñòü ýòèõ ñ. â. (ïîñëåäíåå è òàê î÷åâèäíî, íå ïðàâäà ëè?)

Òåïåðü, íàêîíåö,

ÏÎÐÀ ÈÇÓ×ÀÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓÞ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÓ!
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