
����������	 
�����	��	

��
��	�	�	����� 
�
�	�����

�	���� � ������	���



���� �� �� � �� ��	
 � � ��


�������� � ���� 	
 ��
���������� �������� ���	�� ������

�������� � ������� 	
�
��� 	
 
�
��
�����
� ��
���
���� ��

�� �
�����
��� ������ � ���

�� ������� ��������
�

� ����� ���������
� 	����
�� �� ������� ����� ��������� 

�� ����� Graduate Studies in
Mathematics �����������
� ��
���
�����
� 
����
�
�

�� �������	 
� �� �	
���� �
� �	�������� ���	����������� ���
������ !�"

��� � 	���
#����$ %&&&�

�� 
�����	 �� ��� ��������� �� �� '�����
� �������� �	�
(��� ���� � ���
��
�
��������$ %&&)�

�� 
�����	 �� ��� �������	� ���� *����
������� ���		� �������� � �+���"
������ +���,��$ %&&)

 � ��!��	 "��� -��,�� 	
 .���	
������� � 	����
�������� ���������� �
	�
�
����
��� /0�� ����$ %&&)� ���� � ����� �GSM1%2�

#� $�% &�� $��� �� ������$ %&&)� ���� � ����� �GSM1%3�



�������������	
 ����
 ��� �
�������� � ���� 	
 ��
���������� �������� ���	�� ������

���������	
 ����
�
��

�����
�
�
����� ����
�����

�
	��� � ����	�
���

	�
����
����� 
 ��
����
	������
�� ������� �����������
��� �����������

������������ ������ � ����������������� ����������� 	�
� 
������� �������� ������� 
�� ���
�����

�����������
�� ��������������
� �!�� ����� � ����
����

	
 �
 ��������
���������� ����	��
����
�
 ������

����������� � ��	
��� ���
� � ����



�	
���� �
� �	�������� ���	����������� ���
������ !�
��� � 	��"
�
#����� 4
�
�������5 4������ �����$ %&&&� � 6728xii �� � ���������"

�
���� ������ !� 7��

ISBN 71))%%&19%:16

�� ����� �!"�� ��� �� �#��������	� �# �������  ��# �
�����$�� ���%
������& �
 �
 ���������& ���� $� �#��$��'��� � #���"�' � ����( ��
���

�� � ������� � �����$�� # �����
�$�� ��� 
�� ������$ ����) � ������(

* � +���  ������ ������� �����( �� ������ ��  ����$) #� ,
��� � ����(%
�$) ��� ������(�$) � ���$) ��
��& �� ���-� � ����  ����$� ��
��� ���
���
.�/� 
�� +���#�������	� � �������& � ���$� ��
��� 
�� ������$ � ������(
����� 0 ������  ���� ����� 1 � 2 �� # ��� ������ 	��
��) ����� �$) #���(
� 
 
�
 �������( ���� ��� ���
��� ���3��� �!��������$) � �#�3�����$) �� %
���& # �������$) ���� �� #� ��4�
 � �!"�) # �!��� �# ������� ��)�����%
�������������	� 4��������� ���������	� 	���
� �������	� ����� ������


*� ���
 �� ��	��(���( ��$� 
����( ���	� �
��� ������ ��
�� ,��%
 �������� �������������� �!"������ � �� �� Translations of Mathematical
Monographs& ���� �http566e%math
ams
org6bookstore�


��� �����������& 4������& ��-��� ��
 * �
�������� ���� �� 
�� ����%
�$) ��� �
�����& # �#�
�������( �����& ��#� ����� � ���
�����& �#�3����%
�� �'"�)�� #� ��������������� �������& �#���������� �# ������'& �! ��%
�$� ��
����& �$�����������( ����������


�����������$(  �
���� 5
# �4���� �� �� ������	 ��7 �� 8,�& ������!� ���

8�3������$5


4
%�
�
& # �4���� 
� �� ����
 ��**� 8,�& �������


4
%�
�
& # �4���� �� 
� ��������	 ��79& �������

��� �������	
�
c� ��
��������� �������� ���	��

��
���& ����
c� :�
�-��������� �4� ������


�
 ,
 8�-�������& ����



�����������

;���� 	
������� �������< ����� 
	
���� �
�
 �	�������� ���	�������"
���� ���
�����$ 
� �� ���
�����$ �


��� 
	�����<
�� � 	
�
� < ���"
��
� ������ ��� ��������� � ���
���� 	�
���
����� ��� ��� ���
���

���� ���������� =����
���
 ������ �������
�
 ������ �
#�
 ��	���
 
� ����

J�y� u�� inf� �;
��

F �y� u� < ;� �;
1�

u � U� � �;
2�

��� J��� �� 5 Y �U � R� +���,�
���$ F ��� �� 5 Y �U � V � 
	���

�$ Y $ U $
V � �����
�� 	�
�
����
�� � U� � U � *�
�
����
�� Y � U 
����
 ������"
<
 �


��
�
����
 	�
�
����
�
� �
�

���� � 	�
�
����
�
� �	��������$
� 	��������� y � u � �
�

����� � �	���������� >���,�
��� J ������<

+���,�
���
� �

��
�
� ��� ,������ +���,�
���
�� ?�
#��
�
 U� �
.

 ��
#��
�
 
����������$ � 
	���

� F �y� u� �����
�� � 	
�
� < ���
"


�
� �����
� ������ ��� ��������� � ���
���� 	�
���
������

*�
�
��(�� 	�����
� ������ �9�%�1�9�6� �����
�� �����<��� ������

	
���� �
�
 �	�������� ���	��������
� ���
��
�$ ������
� � 
��������"
�
� 
����
� = � Rd � �����,�� �= ������ C�5

J�y� u� <

Z
�

�jy�x�� w�x�j� > N ju�x�� f�x�j�� dx� inf�
�;
?�

@y�x� < u�x�� y
��
��

< ;� �;
A�

u�x� � U� � �;
B�

��� w � L��=� � f � L��=� � �������� +���,��$ N � ;� 	�����
� �
�� ��"
�������� 	�����
� ,����$ U� � ��	���
� ������

� 	
���
#��
�
 	�
"
�
����
�� L��=�� ���
���� ����<
�� +���,�� �
�

���� y�x� � �	���"
����� u�x�� !���� 
����
�$ ���
���
�
� ��������� �9�2� � ����
� ������
�����
�� �


�
(������ �9�7�$ �


��� 	�� +�����
����
� u � L��=� ��"
��<
�� ������� @������ ��� 
	���

�� -�	�����

������
����� ������ �9�3�1�9�A� �
#�
 ����
 � ��(���� �����
� ��"
���� �9�7�$ 
� �� ������� �
#�
 ������
 y ����� u$ ��
�� 	
������
� ����"
#���� 	
��
���
 � �9�3� � ����
� ������ � ��������,�� �� ��
#��
�� U�

+���,�
����$ ���������
 ��( 

 u� !��
� 	
��
� ����
 ��	
� ���
�� 	��
�������� (��
�
�
 ������ ����� 
	
���� �
�
 �	�������� ���	�������"
���� ���
�����$ �


��� 
	�����<
�� � 	
�
� < �
����
��� �������
������

v



vi * �
�������

�����
 .


 ��

� 	������� �� ������� C �
��� ��
#��� ��
��,���
���

 �
��
#�� ����
� 	
��
�$ 
��
������ �� ��	
� �
����� ���


���
��
��
� +���,�
���� J �

4�#� �� ������
������ 
����������� ����� +���,�
���� J�y� u�$
�
��������� � >� 	�� �y� u� � �� *�� .
�� ���
���� �
#�
 �����"

�� �
 
�����
 
���
����� �� ������< ������ �9�2�$ � ����� 
�
� ���
 �
���� ������
�������� ����� ��
��
 .��
����� ��� ������$ ��� �


���
������� ������ �9�2� �� 
����
�� �
 �
����
�� 	
 �������� 4�	�����$ �
����� ������
�� �����<��� ������ 
	
���� �
�
 �	�������� ���	�������"
�
� ���
��
�$ ������
� � 
����
� = � Rd$ �����,� �= �


�
� �
�

�
 ��
���� ��	�������<����� ��
�

������ C� � C�5

J�y� u�� u�� <

Z
��

jy�x� �w�x�j�d�

>

Z
��

�ju��x�� f��x�j
� > ju��x� � f��x�j

�� d� � inf� �;
D�

@y�x� < ;� x � =� y
��
��
< u�� �ny

��
��
< u�� �;
��

u� � U� � u� � V�� �;
��

��� w � L��C��$ fi � L��C��$ i < �� 1$ � �������� +���,��$ �n � ��++�"
���,��
����� 	
 ���

��
�� 	
�< ���(��� �
������ � C�$ y$ u�$ u� �
���
��� +���,��$ U� � V� � ��	����� ������
�� 	
���
#��
�� L��C���
!�	������ 	�������� U� � V� ����<
�� ��
#��
��

fu � L��C�� 5 ; � u�x� � � # � #���� ���) x � C�g�

fu � L��C�� 5 u�x� � ; # � #���� ���) x � C�g�
�;
�;�

*�� +�����
������ u� � u� �


�
(���� �9�)� ����<
 ������ ;
(� ��� 
	�"
��

�� -�	����$ �


��� �����
�� ������������ 	�����
� �����
� ������
���
����
�
� 	
 �������� !
 
��

�
�� �
�
$ �

 � .��
����� �
� ������
u� � u� �� +�����
����$ 	
��
���
 ��	�(�
 ������
��
 ������ �9�:�1�9�&��

���� �� 
��
���� ,���� ����
� ����� �
�

�
 � 	
�
�
���� 
���� 
�"

��� 
	
���� �
�
 �	�������� ���
����� � ���	����������� 	�����
��"
�� ���� �9�%�1�9�6�$ � �


��� ��������� �9�2� �
#�
 ������
 �� �� 

� �

�
����
���� 	
 ������� ��������� ��� ����������� �������� ������"
��$ �
 
��#� � ���
����
����$ 
�����$ ��� ������ ;
(� ��� .���	
����"
�
�
 ��������� �9�)�$ ������� ������ ��
����
��� � ���
����
���� ���
���
��� ��������� 4�� � � =

��� �������
�
� 2 � 6 �� 	�
�
����
��
������� ���

���� 	
��� � ���

*����� ����� 	
������� �
	�
�� �����
�
����� ��(���� ����� 
	
�"
��� �
�
 �	�������� ���	����������� ���
������ =������ ��� ���
���
"
�
� .��
����� �
� ������ ���� �9�%�1�9�6� +
�������<
�� ���
���$ �
"
�
�

���� ��� �����
�
����� ��(����� *�� ��	
������ .
�� ���
���
�
�������
�� �����(��
�
 .��
����� �
� ������ �9�%�1�9�6�� =���� .
��
���
��� 
��
����� ����<
�� ���
��� ��
������ �
�
�$ �
.�,�
���
�
�
� �
�	��
�
�
� �	
������� ���
��� �
������
 ��( �
��� ��������� �9�2�
��������
 	
 y�� ���
��� ��
������ �
�
� �
�

�
 � 	���	
�
#����$ �





* �
������� vii

��
#��
�
 	�� �y� u�$ ��
���
�
��<��� �9�2�$ �9�6�$ ��	��

� ���
��� �
"
.�,�
���
�
� �
��
����
 
��
�����
�� ���
��< ��� .���	
������� ���"
���� �����$ �


�
� �
������
 	�� �� ��(���� �����,�
���� ��

�
�$ �
���
��� �
�	��
�
�
� �����
 ���
��< �
�	��
�
�
� � 
�
��� ����������
������� ��������

���
���� ���
 ����� �
�

�
 � 	��������� �������
� ��(� 
�
��"
�� �����
�
����� � (��
�
�� ������ �
����
��� ����� 
	
���� �
�

�	��������$ ���<��� ������$ � �


��� ��������� �9�2� 
	������
�� ��"
�
����
���� 	
 ������� �������� ��������� '

 	���������$ ��� 	��"
���
$ ��
��
�� � 	�
����� ���
��� ��
������ �
�
�$ �
.�,�
���
�
� �
�
�	��
�
�
�� �����
 � ���� ������� 
���� 	�
����� ���(�
� ��
#�� �

�������
�� 	�
�� 	������
 ��	
�����
����
 ��

� �
����
�� �
�� 
�
"
���� �����
�
����� ��(���� ���
���
�
� �������

?�

� �
����
�� �
�� 
�
���� �����
�
�����$ 	
�
#����� � 
��
��
��� %$ �	����� ��� 	����
#�� ��

�
� � ������ ����� 
	
���� �
�
 �	���"
����� ���
��
� 4�� � � =

��� � 	
�
#�
�� �
� � 

��,�
�� �
� ����
�"

 < ���� �� C� >�����
� D%16E�� C	
�����
��� F�"-� -�
�� D6E ������
���
����
������ ��

�
� (��
��� ����� ����������� ����� 
	
���� �
�

�	���������

C��
�� ��
��
����� ���
��� .��
������ ��� ����� 
	
���� �
�

�	�������� 	
������� ��� 2� 4��
� �


�
(����$ 
	�����<��� .
� ��
��
"
����� ���
��� .��
������$ ����
� � 
������������ �9�2�$ �9�6� ���
��
�
������ ������<
�� ���
��
� 
	
���� �
�
�� @�� ���
�� ���
�� 
	
�"
��� �
�
� ���� ��	
� ��<
�� ��������� ������
� 	���,�	� -�����#��
=
��������� ������
 .

�
 	���,�	�$ ��
���� ��� 	��������� � (��
"
�
�� ������ ����� 
	
���� �
�
 �	��������$ ��� �
����� �� @� �
++�$
C� ?� !��
���
��� D%E� �����
 ��� ��
��� ����������� ����� 
	
���� "
�
�
 �	�������� 
�
���� �� @� �
++� � C� ?� !��
���
�� �� 	���������

F�"-� -�
�� D6E 	����
#�� ��

� ���
�� ���
�� 
	
���� �
�
� ���
(��
�
�
 ������ ����������� ������ '


 ��

� �� ������ � 	���,�	
�
-�����#�$ � 
��
��� �� ��

�� (
��+���+���,��� C ��� 2 �� ���� 
�
��
"
����� 
���� ������

� 	���,�	� -�����#�$ �


��� 	�������� �� 

� �

� ����������� ������� 
	
���� �
�
 �	��������$ ��������� � ����� F�"
-� -�
��� D6E$ �
 � ���� �����$ ���<������ � �������
� ����� � �	��
�
����(����� 	�
����� �� ��(���� ���
#��
 � ��� 2� ���
���� ���
 ��� 2
	
������� ���
�� ���
�� 
	
���� �
�
� ��� �
����
��� .��
����� ���
�����$ �����(��
�
 �


��� �
������ � ��� %�

;
����
��� ������ �� ��� %$ 2 �
#�
 ���
��
 �������
 �� ��� ���	"
	�� *����� ���		� � .

 ������$ ��� �


��� 
�
���� 
 �����(��
�
� �
���
� ���
��� 
	
���� �
�
� ����
 �����
��� ��� 	���
��
�� ���� ���
���
��
��,�� ��
��
����
�
� � 	�
�


� ��

�
�$ ���������� � ���

�"
��� ������ C

��� ���		� � .

 ������ 
	
���� �
�
 �	�������� ���
�"
���
���� ��� ������������ ���	����������� ���
�����$ ��� �


���
����� 
�
� 
 �����(��
�
� �$ 
�
����
$ 
 ���
�� ���
��� 
	
���� �
�
�
����<
�� �
���� � � �
�
���+�����
� ��
���
��� ����� �� ��������� �
*�������� 
���� ����� �����
�� 
	
�����,�� � ���
����
��� �������
������� ������� ;
(� ��� 
	���

�� -�	����$ ������ ��� 
���
�
�
 ����"



viii * �
�������

����� 
�	�
	�
�
��
�
�� � ��
#��
���� 
���������� U� $ ���<���� 	��"

�< ���
����
�
 � L�$ 
�����$ ��� ��
#��
�� �9�%9��

=���� 	���	
�
#����$ ��	
� ������ 	�� �
����
�� �
�� 
�
��� 
 ���"
��(��
�
� ����� 
	
���� �
�
 �	��������$ ���
��� ��
������ �
�
� ��"
�����
 
�
�
� ���

� �������
$ �

 .

 ���
��� �����
����
 ��� �����(�"
�
�
� .��
����� �
� ������$ 
�� ��� ���� 
�
 �� ��	
����
$ 
� �� ���
���
�9�2�$ �9�6� �� ����
 ��(����$ 

 	��
�� �����
�� ��
#��
�
 	�� �y� u�$
�� �


��� �����������
�� +���,�
��� �9�%�� *�
����� ���
��� ��
��"
���� �
�
� 
����
 �� 	����
�����
 
����$ �
��� ��������� �9�2� 
	�����"
�
�� �
����
�
� �����
� �������$ � �


�
� y � ���
��� +���,��$ � u �
���
��
� ����
� ������� 4
 ���� �9�2� �����
�� � 	
�
� < ���
����
�
�
�����
� ������$ 	
�
#���� �
������ 
����
� �����
�� � ��� 	�
�����
���
��� ��
������ �
�
� ��#�� ������

�� �	�,��� ��� ��

�
�� '
� 
�"
���
 �����
�� �
���� �
�
�$ � ���� ����(����� 	�
���� �
� (�$ ���
����� 
�

�� �����
 � ������$ �
��� 


���#���� F �y� u� �++���
 	
 y � u$
�#� 
����
����<
�� �
�
��� 
���� 
�
���� ���
#���< ����� 
�

�$ 	
"
�������� � .

� ��	��������$ 	
������� ��� 6� C ��� �
������ ���


���
����� 
�
� 
 ��
������ �
�
� ���� �
����
��� .��
����� ��� ����� ��
��� % � 2� ��� ��
��
�� � �
����
�� �
�� 	�

�
�
� � �


��
�
��<���
+���,�
��� �
� 	�
�
����
�� ��
#��
�� ���
���� ������$ ��� �


���
������� ������ �9�2� ����
 ��(�����y !��
� ����� 
�
 	
����� � ������$
�
��� a� F �x� y� � ������ ;
(� ��� .���	
�����
�
 ���������$ � ���
���"
�� ������� u ����<
�� ������ ;
(�$ b� F � ���(����� ������� ������
��� 
���
�
�
 ��������� 
�	�
	�
�
��
�
�$ � ���
����� ������� u ��"
��<
�� 	����� ���
� .

�
 ���������� ; .

�� #� ����� ����� 
�

�


�
��
�� 
�
���� 
� �		�
�����
���
� �	�������
�
� 	����
������
�

���������$ 
��#� ���
#����� � ��� 6�

C ������$ �
��� ��������� �9�2� ��������
 	
 y$ � .

� ��	��������
���<
�� ��( ����
� �
 ����
������� ����� 
�

�� ?� 
���������� 
	
���� ���
#����� ��( 
��
�
 �� ���� ����
�� � ���� �
���#�����

 	�

�
�
� � �


��
�
��<��� 	�
�
����
�� ��
#��
�� 	����� ���
��$
��� �


��� ���(����� ������� ������ ��� 
��������� ��������� 4�"
� � � =

��� ����
 �
�
�

��
 �����
�$ � 	


�� �����
����
�$ ��(����
���� �� C� >�����
� D2$ 6E�� '


 ����� 
�
 	����
�����
$ 	
"�����
��$
�H
� (�� ��
���� � 
�
��� 
��
�����
� �����(��
�
� J� ,��
�J 
������"
�
� ���
��� 4�� � � =

���$ ��� � 
�
��� .��
����� ��� ������

/���� 3 � 7 	
������� ��(���< �
����
��� ����� �	�������� 
���"
���� ����
� ���#�����
� #���
�
�$ �


�
� 
	������
�� � 	
�
� < ���"

��� ��������� 4�� � � =

���� C ��� 3 ��������
�� ������ 
	
���� �
�

�	�������� � ���	���������� �	���������$ 
� �� �
��� �	��������� ����"
�
�� 	����� ���
 ���
��� 4�� � � =

��� �
� �� 	�

�
�
 ���(��� �����
>��������� ������ �
�

�
 � 

�$ �

�� ���
���
 	
�
���<�� #���
�
 
� ������
�� �
���
� ������� �
 ������
�
 ���

��
�
 	
�� ��
�
�
� 	��
������� �
 �
��
#��� ��
��
�� ���

� ���(��� ���� @��� ��
��
�����

y �� ����� ���������� ����� ������� ��������
����� �����
� 	���
�
���	���
� �����
�	������� U� �������� 	������� �	����		����� !����
�� "�� ���� �� ��������� ��
��#
	����� 
 ��
 �������� �����
� 	���
�
���	���
 ��� ���� ��	����	$% �	������U� � ������
�	����		����� 



* �
������� ix

� �
�
�

���� ���
��� �� ���
���� ������ .��
����� �
� ������$ 	�� �
"


��� ��(���� .

� ������ �����
���
� *
������ 
��#� ��
��
����� �
�
�
�

���� ���
��� �������� ��� .

� ������$ �
���#���� 	
���
 ���"

��� 
	
���� �
�
� � ��
��
���
�
 ���
��� �������� �

�
�
 	
�����
��� ���


�
� ��������
�
$ ���
���<��� ��
��� ��< �
���
��� �������

�
��
��$ �

 � �������
� ������ ��
��
����
 �
������
 �
� (
� 	�"
����
� M � @
�����
$ �

 	�� �
�
�

��
 �
� (�� ��������� 	�����
��
M ��(���� .��
����� �
� ������ �����
����
� '


 ����� 
�
$ �����
$
�����
�� ����
��� �����
������ � ��� 3� *
 �����< ��

��$ ���� �
��"
��
�� �
�� .

�
 ����� 
�
� �
#�
 ��
 � ��	��
� ��	
� �
���� 	�� ��"
����
����� �����
����
�
� ��(���� ���� ��#��� ��� 	���
#���� �����

	
���� �
�
 �	��������� *
������ 
��#� ����	


��� ��(���� ������"
�
� ������ 
	
���� �
�
 �	�������� 	�� M ���

C ��� 7 ������� ������ 
 ��������,�� ���� �
	�

������� 
���$ ���"
#����
�� � #���
�
�$ ��	
���<��� 	�
�
����
�
$ 	����� ��������,��
	�
���
��
�� �� ���
 �	�������� ��
�
�
 < #���
�
� �� �����,� 
����
!
����$ ������ ��������� ����
� .

� ������� ��������� ������ ����

��
��
�� � ������
����< 
	
���� �
�
 �	�������� ��������� 	


�
�
#���
�
�$ 
�
���<��� ��������< 
����������< 
����
 � �	���������
�� �����,� .

� 
����
�� ���
����� ����� 
�
��� �����
�� �
����
�� �
"
�
 �����(��
�
� �������
� .��
����� �
� ������ � ���
� ���
��� 
	
�"
��� �
�
�� @�� 	
������� .
�� ����� 
�

� 
�����
� ��
��
����� ���"
��
 
�
��< ��
��
�
���� ������� ����� ��� ���
�,�
������ ���������
4�� � � =

���� �

 
��#� ������
 � ��� 7�

*
������� ��� ����� 	
������� ���


��� 	���
#����� 
�
��� 
	"

���� �
�
 �	�������� ���	����������� ���
������ C ��� A ������
��
������ ;
(� ��� .���	
�����
�
 ��������� �

�
�
 	
����� � ���
��
"
�
����
�
� 	
�
��
���� K����
���
� 
�
����
�
 < .

� 	
�
��
��� ���"
����
� ��(� ���
����
�
� �����
� ������ �����
�� 


 +��
$ �

 ��(����
�����
���
 �
�
����� � ����

 
�
���� �����
����
�
� ��
��
���
 �
"
����
 ����
�
 ���� ��(���� ���� � ����� ��

 � �����
�� � ��� A�� @����$
��� �
��
���
���
�
 ��(���� .

� ������ ��
��
���
 	
�
�
�
 
��
 ��
��(����� 
�� ��������
� �������(����� ;������(���� 
	�������
�� ���
��(���� ���


�
� .��
����� �
� ������� = ��	
� �
������ �����

� �
	��������� ������ 
�
��� .��
����� ��� �����$ �
�
�
�� �������(����
� �������<
�� ��
 ��
��
���

/���� : 	
������� ������
����< �
��� �
� 

��
� �	�������
�
�
�������
� ���
��� 4�� � � =

���$ ������
� � 
���������
� 
����
� =�
L�����
�����
�� ������ �������
�
 �	�������� � ���	��������
�
 �	���"
�����$ �
����


����
�
 � 	
�
����
� 
����
� =�

*��
 bv�t� x�$ t � �;� T �$ x � =$ � ������
� ��(���� ���
��� 4�� � �
=

��� ���� �	��������� � v��x� � ����� �
� ���
���$ �
�
�

��
 ����"
�
� � bv�;� �� 

�
��
�� �
 �


��
�
��<��� �
���� O����� 

��
� �
��� "
�
� �	�������
�
� �
�

�
 � ���
�� 
��
�
 �	�������� �� ������
�
 ����"
��$ �

 ��(���� v�t� x� ���
��� 4�� � � =

���$ �


��
�
��<��� .

��
�	�������< � ���
����� �� ����� �
�
 ���
��� v� � �
���
 ������� t < T
�
�	����
 � bv�T� x�� =�
��
�
 �
��� �
� 

��
� �	�������
�
� �����
���"



x * �
�������

�
 �
��
#�
�
 �
�������,�� ����

����
�
 �
�,�
����
�
 ��(���� bv�x�
� 	
�
� < �	�������� �� ������
�
 �������

@
����
�� �
�
 �
��� �
� 

��
� �	�������
�
� ��
��
�� � 	�
�����


�
 #� ��
��
�� ��� ��������
������ ��������� 4�� � � =

���� @��

��
��
�� � �������< ���
����
�
� �����
� ������ ��� .
�� ����������
C �����
�� ����������,�� .

� �����
� ������ ��	������
�� ���
��� 
	"

���� �
�
� ���


�
� ������ �	��������� L����(��
�
 .

� ���
���
��
���������
�� � 	
�
� < ���


��� ��������
����� 
,��
�� !����

����
�$ 
�
��� 
	
���� �
�
 �	�������� ��	
� ���
�� � ��� : 	�� �
��"
��
�� �
�� ��
��
�� �
��� �
� 

��
� �	�������
�
��

C�� ����� ����� ����#��� ���
���� �����
���+�������� �
����
�"
������ -�
���
��� 	
 
	
���� �
�� �	�������< ���	����������� ���"

����� 
��
���$ � .
� �
����
���� �� � �
�� ���� �� 	��
����<
 ��
	
��

�� C ��� �������$ � 
��
��
�$ ���

�$ ����
��� �����
 	������<"
��� � �
���#���< �


��
�
��<��� ������

4���
� �
 ��
� 
 ������,��� *�� ������� �� +
�����$ �
���#�����
� 
� �� ���
�� ����� ��	
� ���
�� ���������� ������,��5 �7�2� 
������

+
����� � �
���
� 2 � x 7� *�� ������� �� +
����� � 
��� �� ������ ����
�
������
�� �
��� �����5 �6�7�2� � .

 +
����� �7�2� �� ���6�

P��� 
�����
�� �
���
 �� �� 
	��������
� �


�
(���� �� �����
���"
�
� +
�����$ �� 	�(�� �
��� +
����� � ������
�$ �


��� ��������

�
��� �


�
(����� 4�	�����$ ���� +
����� �6�2� 
�Q������
 ����
� �

�


�
(����$ 	�� ������ �� 
��
 � �


�
(���� � �6�2� �� 	�(�� �6�2���

�����������	


?
� ��
���� � 
���
��� .

� ����� 
����
����$ � ���
�
�
�$ ���


�
�� ��+���� 
���� 	�
���� �	�������� �������
"��
���
�����
�
 +���� "

�
� ?
��
���
�
 �
������
����
�
 ��������
�
�� @�������� 	
 
�
���
�	�������� � �

��������� ��+����$ � � 	����< 
����� � C� ?� !��
��"
�
���$ 	������� ��� �
� (�< 	
� ��� C��� �� � ����#�< ��
< ������"
�<< 	�����
�� �
�
 �

R ��� �
��
#�
�
� �������
 ����
����
�
 	�
+���
�� ?� /������"
����$ ������<���� ��
���
������� ��	��
����

� �
������
����
�
 ���"
�����
�
� (
�
� ��
��$ �� 	��������� ���
���$ �
������� ��� ���

� �
.

� ����
�$ �
 ����� �
�� ����

� � %&&: � %&&& ���

R ����
�
 ����
����� !����� L
#�
���
� � �����
�� �����

�� ��"
��
�� �
�� T4������ �����J � ����(�� �� ���� ��(���� �
� (
�
 �����
	�
����$ ��������� � 	
��


��
� ���
	��� � 	���
� � �� 	������,����
U�� �� 	
����#�� .
� ����� ���� �� ���� �� 
	�����
�����

?�� 	���
�
 ������
 ��������< 	�����
�� �
�
 �
�� #��� �����
>�����
�
� �� 	
�

����< 	
����#�� � 
��	�����

?
� ������� ������
�����$ ����� 
�
� �


��� 	����
������ � ���"
�
� �����$ ���
���
 	
����#��� L
�������� +
��
� +�������
�� ���
������
����� �����
� No� &A"9%"99&3: � No� &A"%7"&A9:2��

"� #� �����
��

�<� $ %&&&
?
����



	����
����

/���� %� =����
�
����� ��(���� ����� 
	
���� �
�
 �	�������� � � � � � � � %
%� >���,�
��� ��� 	�
�
����
�� � ������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � %
2� ���
���
��� .��
����� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %6
6� -������� �
�,�
������ .��
����� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � 22
3� O����� 
	
���� �
�
 �	��������$ ��������� � ���������

	����
��������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 69
7� F��
�
� �	�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 39
A� 4��������� �
�,�
������ .��
����� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � 37
:� 4��������� 	����
�������� .��
����� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � 72
)� /�	���
�������� .��
����� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � A2
&� ;
����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �:2

/���� 2� =��
��� 
	
���� �
�
� ��� ����� 
	
���� �
�
 �	�������� � � :6
%� *���,�	 -�����#� ��� ���
���
�
� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :6
2� -������� ���������� �
�,�
������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )7
6� �	
�����,�� � ������ ;
(� ��� 
	���

�� -�	���� � � � � � � � � � � � � � &3
3� -������� ���������� .�
�<,�
���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %99
7� ;������ ������ ��� 
���
�
�
 ��������� 
�	�
	�
�
��
�
��

L��	��������
� �	�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %9A
A� ;������ ������ ��� 
���
�
�
 ��������� 
�	�
	�
�
��
�
��

/������
� � �
��

�
� �	�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %%)
:� 4��������� �
�,�
������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %2A
)� =��
��� 
	
���� �
�
� � ������ �	�������� �����������

	
���������� 	����
�������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %63
&� ;
����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%37

/���� 6� � �����(��
�
� ������� ����� ��� 	�

�
�
 ��
#��
��
���
���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %3:

%� L����(��
�
 ������ ;
(� ��� .���	
�����
�
 ���������
��� 	�

�
�
 ��
#��
�� ����� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %3)

2� �		�
�����
����� �	�������
�
 	����
�������� ��������� � %76
6� L����(��
�
 
���
�
�
 	����
������
�
 ��������� � 	���
�

���
 < �� ��
#��
� � 	��

� ���
����
�
 <� � � � � � � � � � � � � � � � � �%A7
3� =��
��� 4�� � � =

��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %A)
7� ���
������� �����(��
�
 T� ,��
�J 
�������
� ���
���

4�� � � =

��� ��� 	�

�
�
 ��
#��
�� 	����� ���
�� � � � � � � %)%
A� ;
����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%)7

/���� 3� O����� 
 ��������,�� ���

� 	�� ����
�� 	
�
������
#���
�
� �
 ������
� ��
�
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %):

%� *
�
��
��� ������ � 
�
���� �����
�
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %):
2� 4�
��
����� � �
�
�

���� ���
��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � %&6
6� P����
����
�
 ��(����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%&)

xi



xii ��
� -����

3� ����	


��� ��(���� .��
����� ��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 29&
7� ;
����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2%:

/���� 7� �	
���� �
� �	�������� � �����,� � ���
�,�
������
������� 
�
������ � ��
��
�
���� ������� ������ ���
��������� 4�� � � =

��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2%&

%� >
�������,�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 229
2� !
���� 	
�
��
��� .��
����� �
� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 227
6� 4�
��
�
���� ������� ������ ��� ���
�,�
������ ���������

4�� � � =

��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 22&
3� =����
�
����� 
	
���� �
�
 ��(���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 236
7� =��
��� 
	
���� �
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �23:
A� ;
����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2A7

/���� A� O����� ;
(� ��� .���	
�����
�
 ��������� �
���
��
"�
����
�
� 	
�
��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2AA

%� *
�
��
��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2AA
2� ?
��� ��� ������� >
������
��� 
�
���� 
� 
��
��
�


,���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2:9
6� O����� 	��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2:7
3� ���
���� 
,���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2)6
7� �	��������� �������(���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2&9
A� *
�
�
���� �������(����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2&6
:� =�
��
�� �����
���
�
�
 
	���

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2&:
)� ;
����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �692

/���� :� !
���� �
��� ��� �	�������
�
 
������ ����
�
���#�����
� #���
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 696

%� *
�
��
��� ������ � +
������
��� 
��
��
�
 ����� 
�
� � � � � � �693
2� =������� � ������
� ������ �	�������
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 69A
6� C�	
�
��
�� ��� .��
����� ��� ������ � �����(��
�
 ��

���
��� 
	
���� �
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6%%
3� =�
��
�� +���,�� w � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6%3
7� L����(��
�
 ������
� ������ �	�������
�
� � 
,����

��(����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �6%&
A� @
����
�� �
�
 
��
���� ����� 
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 623
:� ;�������
����� 
,���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 62A
)� ;
����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �639

-�
���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 63%



����� �

����������	
� ����	

 �����
���
����	��� �������	
�

��� ����� ����	
��� 
������������� ������ ��
���������	 ������� ���

�� ������������ ���������	 ��������� � ������
�������� ������������
����� ��	������ ����� ������	 ����������� ������������ �����������
�� ��
��� �� � x ! �����
��� ����������� ������������� ��
��� � ���
������ � � ���������� ������	����� ���������� "�������� ��� �������	
������������	 ��
��� ��������� ��� ���������� ������� ��������������
�� � ����#���������� ���
���� � x !� $�	 ������������ ����������
������������� ��
��� � ��������� ���� ������	� ���� �
��� 
�������
������� �������������

%�������	 ����� ����� &x '()* ����	
��� 
������������� �����������
�� �������� ������� ��
�� ������������ ���������	� $��������������
��� �������� ���
���	 � �������� �������� ���� ������� ��������������
��� ����#���������� ������������� � ���+� �������� 
���� ��������
$�	 ���� �������� �����������	 
��������� �������� ,���� �� ������
,���#�������� ����������� � ������ ������������ ������ ��
�� 
�	
������������ � ������������� ���������� -��
�� ���� �
��� �������
����� �� ���� ������� ����
��� � x .�

-��
��� �������� �������� �� ������� ���������������� "�������
����� ������	 � �����	 � ���
� ������	���	 ������� ����������	 ��������
��� ������� ��
����� ������ 
��������� ������ ���
�����	���	 ��� �����
�������� ���+����� ����������� �� ����������� / ������ ����������� 
������	��� ������ 
��� ����������� ����+�	���	� / ���� �����#�	 
������� ��������������� � ���� ����� ������ ������������	� 0��������
����
�� �������� ������	 ��������������� � ������ ����������� ������
�	��� ������ ����	
��� ��� '�

-��
��� ��������� ��� �� ����
� ��� 
������������� ��
���������	
������	 ������������ ��
�� #������������ ������������ �����������
� ��� �� x .� 1��� � ��� 2�'� 3�'� )�' �� ������ �������� ������� ���
�������� ������ ���������� ����
� � 
������������� ����� 
�������
������������ ��������� ������������ ��
���

x �� ��������	
���
 ������	����	 � ��	
��
 �	�	��

/ ���� �������,� 
��� ���
�� ���
���� �� ,���#��������� ���������
����� � ������� ��
����� ������� ��
�� �������������	 �� ����	+����
���� ������ 45�����	 ����� ����������� �����
���	 ��� 
��������������

���� ����������	� 
����
	� � �
��	�� "���� �6 &�����������	* �������
� ������������ Rd� �����#� ������� �� 	��	���	 �d � ��������� ��������

�



� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

������ ������ C�� ������ � �������� �������+��� �� �
�� ������� ��
���

������������ Lp���� � � p � �� 6 ��� ���+����� ,���#��� ����
��
����� �� �� 
�	 ������ ������� �����

kukLp��� �
�Z
�

ju�x�jpdx
���p

� x � �x�� � � � � xd�� dx � dx� � � � dxd�

"�� ���� ,���#��� �������
���	 ���� �� ���+����� ��������� ����
����� ���+
�����	���	��

-�����
���� ����������� 	
���
�������Z
�

u�x�v�x�dx

���� � kukLp���kvkLq���� ��p� ��q � ��

u � Lp���� v � Lq���� "�� p � q � � ��� ����������� ������ ��������
������������ ���� � �������������

������������ L���� 6 ��� ���+����� ,���#�� �� �� �������� 
������������ ���� 7����� dx� 
�	 ������ ������� �����

kukL���� � vrai sup
x��

ju�x�j�

�� �� �����	 ��+��� ����� ��� �������� C� 
�	 ������ ���+����� fx �
ju�x�j � Cg ����� �������� ���� �����

������������ C���� 6 ��� ���+����� ���������� 
�,,����#�����
�� ,���#�� �� ��������� ��

������������ C�� ��� 6 ��� ���+����� ���������� 
�,,����#�����
�� ,���#�� u�x�� ��+
�	 �� ������ ����
����	 � ���� ��� ����������
����������� ��
���+����� �� �����	
��� �� u�

"���� s 6 #���� ������#�������� ����� � � � p � �� �����������
�� �������� W s

p ��� 6 ��� ���+����� ,���#��� ����
������ �� �� 
�	
������ ������� �����

kukWs
p ���

�

�Z
�

X
j�j�s

jD�u�x�jpdx
���p

� �����

�
� � � ���� � � � � �d�� �j 6 #���� ������#�������� ������ j�j � ��� � � ���d�

Dk �
�

�xk
� D� � D��

� � � �D�d
d � �������
��� � &.�.* ���������	 � ������

������ ����
���� ,���#�� &��� 8���,��
� 9���� :.;*� / ������ 	 � s � �
������������ -������� W s

p ��� ������� �� ,���#�� u � Lp��� ���� � ���

kukWs
p ���

�

�
kukp

Lp���
�

Z
�

Z
�

ju�x�� u�y�jp
jx� yjd�ps dx dy

���p

� �����

���� �������	� ����
	�
� �� 

�� ���
����
�
��� ������������ �	��� � ������� ��	
���������		 ���� 	
��������
� 	��������� � ����� � ���
����
�
� L��



x �� ������
������
 ��
��������� � ���
��
 ������ �

$�	 ��#����� s � � ����+�� s � 
s���� �
� 
s�6 #���	 ����� s� 1��
� W s
p ���

������� �� ��������� u � W
�s�
p ��� ���� � ��� D�u � W �

p ��� 
�	 j�j � 
s� �
������

kukWs
p ���

�

�
kukp

W
�s�
p ���

�
X
j�j��s�

kD�ukp
W�

p ���

���p

� �����

������ ����� k � k
W

�s�
p ���

� k � kW�
p ���

����
����� � &.�.*� &.�!*�
-�����
���� ���
��
�	 ������� -������� � ���+���� �����������

&��� 
������������� -������ :.;< 8���	�
� :.;< =
��� :.;*�

�
��
�� ���� &a* ��� ������� u�x� �W s
p ��� ������
���� �����������

kD�ukLq��� � C kukWs
p ���

�

���� j�j � s � d���p� ��q� � s� j�j � � p � q �� �
� C �� !������ �� u�
&b* "��� j�j � d�p � s �� �#��� ������� u � W s

p ��� ��$�� ��#
�
�����
��� � j�j ��! ������%��� 
��������������& �������& ���$��

kD�ukL���� � C kukWs
p ���

�

�
� C �� !������ �� u�

-,���������� ������� >���� � 6 ?��
������ � ���������� ���+��
��� ����������� &��� 
������������� -������ :.;< 8���	�
� :.;< =
��� :.;*�

�
��
�� ���� &a* ����� s� � s	 � � p�� p	 �� � d���p����p	� � s�� s	�
'��
� ���(���� ����������� W s�

p� ��� �W s�
p� ��� ������ ������%����	

&b* "��� � � p � � d � sp �� �������� ���(���� W s
p ��� � C���

������ ������%����

��
����
��
 ���� ������������ C���� ������ � W s
p ��� �
� � � p �� 

s � R��

$������������� ��� =
��� :.;< 4����� @����� 0��������� :.;�

������������
�
W s

p��� ����
��	���	 ��� ���������� ���+����� C�� ���

�� ����� &.�.*�
"���� n�x�� x � �� 6 ���� ������ �������� � �����#� ��� 0�

���+����� C���� ����
���� ��������

u� �j��u �
�ju

�nj

����
��

�	 � j � s � ��p� ���
�

��+���	 �� �����#� ��� &/ ������ j � 	 �
��� �j��u �
�ju

�nj

��
��

� u
��
��

� ���u�*

��
����
��
 ���� )������� ���
� ���
��(����� 
� ������%����� ������
���� 
�&����#*��� �! W s

p ��� � Lp���� +������ u�x� � W s
p ��� �� � p �� 

��� �� 	� ����� �����	������ 
 W s�
p� ��� ��
����
�������
�	 fuk�x�g ����� 
������ ��� 

��
����
�������
��� 
����!��
� 
 ���
����
�
�W s�
p� ���� "����	�� ��� ��� 
���
���	
�
�	

������� #�$ 
�!�
�
����� ����� ����
�� � ���� �����	�������



� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

s � ��p� �����
��(�� ������������
�
W s

p��� ���
� � ������ ���
� ���
�

�j��u � 	 �	 � j � s � ��p��

$������������� ���
��+���	 ��� � 4����� @����� 0��������� :.;<
8���	�
� :.;< =
��� :.;�

"���� H 6 ����������� ������������ �� ����	���� �������
�����
��� �� � U 6 ���� ��� ������������� ������� � H� ������ ���+���� U � H
�����������

����������� .�.� "������������ U �� �����(���%� � U ������������
����	����� �������
���	 � H ���������	 ���������� H �� �����

kvkU � � supkwkU�� j�v� w�j �����

"���� s � R� &s 6 ������#�������� �����* � p � � ������� ���
�
W s

p��� � L	���� "���+�� � ����
������ .�. H � L	���� U �
�
W s

p���� 1��
�
������������ U � �����������	 ����� W�s

q � �
� ��q � ��p � �� %�� 	��	���	
������������� � ����#�������� ��
����� ���
����� �s�

/ 
��������� ������������ W s
p ��� � p � � �����������	 ����� Hs���A

W s
	 ��� � Hs���� ?���� �����

�
W s

	��� � Hs
����� ���� s � ����

/ 
��������� �� ���������� ���
��
�� ��������� ����������� "��
������ 6 -������� &
������������� ���� ��������� ?����� :.;*�

�
��� ���� ��� �#��& ������� u�x� � H�
���� ������
���� �����������Z

�

ju�x�j	dx � C

Z
�

dX
j��

�����u�x��xj

����	dx� �����

�
� ��������� C � 	 !������ ���� �� ��

/ ������ ������ ��
�� ��
�������� �����������	 ������� � ���
� 
,���#�� �� �����#� �������� ?�� ��������� � �������� ,���#�������� 
����������� ���
�� ,���#�� ����������� ������������ ������������ 4��
����� ������������ ������ Bs

p�R
d� ,���#��� ��
���� � ������������ Rd


�	 � � p �� � ��#��� s � 	 �� ����
������ �����
��� � W s
p �R

d�� %����

������ ������������ -������� W s

p �R
d� ,���#��� ��
���� �� Rd �������

��� ���������� ����
������ &.�.*(&.�'*� $�	 ���������� s ������������
Bs
p�R

d� ������� �� ,���#�� u �W s��
p �Rd� ���� � ���

kukBs
p�R

d� �

�
kukp

Ws��
p �Rd�

�
dX
i��

�Z
�

	�p��
X

j�j�s��

k
	�D�u� 	� i�kp
Lp�Rd�

d	

���p

���
�����

�
� 
	��� 	� i� � ��x�� � � � � xi��� xi� 	� xi��� � � � � xd�����x����x� � � � � � xi��� xi�
	� xi��� � � � � xd��



x �� ������
������
 ��
��������� � ���
��
 ������ �

$�	 s � 	� � ������������ � ��
�� ����
������� &.�B* ����+�� Bs
p�R

d�

� �B�sp� �R
d���� ��p� ��p� � �

0�����#� �������� 
�	 ��� ���	��� ������������ 4����� Bs
p���� ,����

#��� ��
���� �� ������������ ��� ����
��	���	 �� Bs
p�R

d��� � ����
��
��������� ��������#��� ��	������ � ������� �� �����#� �� ����������
�������	 fUjg � ��
��������� ��� ��������	 �
���#� &���� ���������
7����� C�
+���� :!� �� 2)(BD;*�

-�����
���� ���
��
�� ����������	 ��+
� ��������������W s
p �R

d�

� Bs
p�R

d� &��� 4���� :.;< E�������� :.;*A

Bs
p�R

d� �� �����
��� � W s
p �R

d� ��� #���� s � p �� ��

Bs
p�R

d� � W s
p �R

d�� s � R� � � p � �� �����

W s
p �R

d� � Bs
p�R

d�� s � R� � � p ��� �����

-�����
���� ���
��
�	 ������� � ���
� &
������������� ��� 7�����
C�
+���� :.� !;< =
��� :.;< 1������ :.;*�

�
��
�� ���� ����� � � p � � s � ��p � �u � f�j��u� 	 � j � s �
��pg �
� �j�� � ��������% ���
�� '��
� �������� ���
�� � ����
�����%&

�� C���� ���
��(����� 
� ������%����� ���������

��W s
p ����

j�Y
j��

Bs�j���p
p ����� ����	�

�
� j� � ���������� ����� $���� ����� $�� j� � s � ��p� )������� ����	�
�������� ,�������!��� � � � ��*������� ����&�%& ������%��%& ����%&
������%& ���������

%������� ��� ������� .�' �������	 ������
������ ���� W s
p ��� �����

���� �� Bs
p����

/ ���� ����������� &.�)*� &.�F* ������� .�' � ������ p � � ��+��
����,������������ ���
��
�� ��������

�
��
�� ���� ����� s � ��� � �u � f�j��u� 	 � j � mg �
� �j�� �
��������% ���
� � m � s � ���� '��
� �������� ���
�� � ����
�����%& ��
C���� ���
��(����� 
� ������%����� ���������

��Hs��� �
mY
j��

Hs�j���	����� ������

� ,��� �������� �������� ������(����� G��H�

���� ��������
���
 ���
	�
 ������ 	 ����������	�� 
����
	�� %�
�� ���
���� ������������ ������ ��
�� ����	
��� �������	 ����������� 0���
����� ����� ����� #��	� �������� ����� 7����� C�
+���� :!;� � �������
����+��� ������������	 �����	 � ������������ Hs� � ���+� ������ 7��
����� C�
+����� :.; � C�
+����� :.;� �
� ������ ������ W s

p ��� p �� ��
/ ��� +� ������ ������ � ��+��� 
�	 ��� ������ ��������	#����� 



� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

����������� � ������������ � �� ������������ ������ ��
��� $������
�������� ��� ������ �� �� .�! ��+�� ����� � #���������� ���� ������ �

/ ���� ����� �� � �������� ���������� ���� ���������� � ������ 
��
��� $��� �� � 0������ 
�	 ��������� 7������� ������� �
��� �� �����
������	 ������ ����� ��
����� � �� ��
�� ������������� ��
� ������
������� ������ ��
��� 0����� � ��
��� $��� �� 
�	 ��������� 7������
� ������������ ������� � � RdA

��y�x� � f�x�� ������

���y � g� ������

�
� �y �
dP

j��

��y�x�
�x�j

6 �������� 7�������

�
��
�� ���� ����� s � � � � p ��� '��
� 
�� �#�%- f�x� �W s�	
p ��� 

g � B
s���p
p ���� ��*������� �
���������� ������� y�x� � W s

p ��� !�
�$�
������� ������� .�� ������� �
����������� �����������

kykpWs
p ���

� C�kfkp
Ws��

p ���
� kgkp

B
s���p
p ����

�� ����
�

�
� ��������� C �� !������ �� f � g�

I������ ������� $��� �� &.�.'* �������� 0������

����y � g� ������

�
� ���� 6 �������� &.�2* � ���������� ������� ��
��� &.�.!*� &.�.B*�

�
��
�� �� � ����� s � � � f�x� � W s�	
p ��� g�x� � B

s�����p
p ���� �

����!�����%� ������� �
���������#*�� ������#Z
�

f�x� dx�
Z
��

g�x�� dx� � 	� ������

'��
� ��*������� ������� y�x� � W s
p ��� !�
�$� ������� ������� /��(�����

������& ,��& !�
�$� ������� �! ������& ��
� y�x�� r �
� r � ����!�����
��� ���������� 0#��� ������� z�x� !�
�$� ������� ������ �
�����������
������

kzkpWs
p ���

� C�kfkp
Ws��

p ���
� kgkp

B
s�����p
p ����

� kzkpLp����� ������

�
� ��������� C �� !������ �� f � g�

$�	 ����
� ������ ������������� � ��� ! �� ��
�� ������������ ����
���� 	����Z

�

�y�x��z�x� � z�x��y�x�� dx �

Z
��

�y�x���nz�x
��� z�x���ny�x

��� dx��
������

�
� y�x� �W 	
p ���� z�x� �W 	

p� ���� ��p� ��p� � �� � � p� p� ��� �nz �
�z

�n
&���

&.�2**�



x �� ������
������
 ��
��������� � ���
��
 ������  

- ����
�� ������� .�' � ���
� ����� ��������������	

��
����
��
 ���� ����� s � � � � � p ��� )�������%

���� �j����W s
p ��� �W s�	

p ��� �Bs���p�j
p ����� j � 	� �� ������

������%��%�

/ ������ ������������ ���������	 ������
�������� ��������� ����
�� ����������	 ��������� ������� � ������������ ������������ �����
�� ��
�� � ��� ��������� ��������	#����� ������������ � ���� ����
��
�� ����	
�� ���
��
�� ������

���� !��
����"#�����
 ����������	� � $�������
���
 ���
	�
 �������

"���� s � 
	� �� � � � p � �� %���
���� ������������ W s
p�
���� ��	������

� ���������� 7������� �� ,������

W s
p�
��� � fy�x� �W s

p ��� � �y�x� � Lp���g� ����	�

0���� ������������W s
p�
��� ����
��	���	 ����
������ ��������� ��� ����

�� ���,���A

kykpWs
p����� � kykpWs

p ���
� k�ykpLp���� ������

"�� p � � � ��� .� ! �����������	 ����������� Hs

��� � W s

	�
���� -�����
�
���� ���
��
�	 ������� � ���
� �

�
��
�� ��%� ����� s � 
	� �� � � p �� � ���� p �� � �� $���� s � ��p
�������� �����%�� '��
� �������� ���
� u � ����u� �

�
��u� ����
���� �


�&������ ������%��� �! W s
p�
��� �� B

s���p
p ���� �B

s�����p
p �����

>��������� ��
��� $��� �� &.�.!*� &.�.'*�

�
��
�� ��&� ����� s � 
	� �� � � p � � � ��� p �� � $���� s � ��p

�������� �����%�� '��
� 
�� �#�%- f�x� � Lp��� g � B
s���p
p ���� ��*����

���� �
���������� ������� y �W s
p�
��� !�
�$� ������� ������� .�� �������

�
����������� �����������

kykpWs
p����� � C�kfkpLp��� � kgkp

B
s���p
p ����

�� ������

"�
�����	 � ��� 
������������� ������ .�3 � .�) ����+��� � C�
+��
��� :.;� "����� 
������������� ��� ������ ��� 7����� C�
+���� :.� !;�

=��������� 
����������	 ������� � ������������ ��
��� 0������
&��� 7����� C�
+���� :.� !;< C�
+���� :.;*�

�
��
�� ��'� ����� s � 
	� �� � � p � � � � ���$�� p �� � $���� s � ��p

�������� �����%� � f � Lp��� g � B
s�����p
p ���� � ����!�����%� ������� 

�
���������#*�� ����������#� &.�.J*� '��
� ��*������� �
���������� �
��$�����# 
� �������������������% ������� y�x� �W s

p�
��� !�
�$� �������

�%
�	 s � # � #�p � &� �� 
����� 	� 	��������
 
 �#�#'� ���	����
� ��� ������	� ���� 
!����� (���)		 g �� ������� (���)		 ��x� � #�



! ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

������� 1�� ������� z�x� ,��& !�
�$� �
���������#� ������

kzkp
Ws

p�����
� C�kfkp

Lp���
� kgkp

B
s�����p
p ����

� kzkLp����� ������

$�	 ������ 	������ �������� ��� � #���������� ������ ������
������������ &.�!D* ��������������� ������������ ��
� fy�x� � W s

p ��� �
�y�x� � Xg� �
� X 6 ��������� ���� ��� ������������ ����� ������
ffg ��
��� &.�.!*� &.�.'*� ������ Lp��� � X� I
��� ��� ���� �
������

����� ������ ����
������ ������������ X� $�	 ��� ������ ��+�� �����
��� Lp��� ���������� ����
������	 � X� / ���� ����� ���+���	 �������
.�3(.�F �����
��� ������� ���
��� �� ����������� #���������� �����
7������ C�
+������

"���� S 6 ���+����� &�������� ������������ � Rd*� �� ������� ���
���������� ������� ���
���	 ���� 7������ ����� h�� �i�S� ��
�� �������
���� ����������� 
�������������� ����+
����� ����	���� �������
����
�� � L	�S� &��� &.�B**� $�	 ,���#�� �� W s

p�
���� �
� s� p �
��������	��
������	� ������� .�3� ������
���� ,������ 8����

hy��zi��� � hz��yi��� � hy� �nzi���� � h�ny� zi����� ����
�

�
� �n 6 �������� 
�,,����#�������	 �� ������� ������� � ��� y �
W s
p�
���� z � C����� K������ 8���� &.�!2* ����� ��	���� � �������� .�3 �


������� � 7����� C�
+���� :.;�
"����
�� ���+� �
�� ��������� �� �
��������� ������������ ��
��

�� $��� �� 
�	 ��������� 7������� ���������� � ����
�� ��������	#��
��������
��� ��������� ���� ��
���� ������������ �����#������ �����

�� �� ������ ����������� /����� 6 8��
���� &
������������� ��� 7�����
C�
+���� :.;< C�
+���� :.;*�

�
��
�� ���(� ��� 
�&������������ s � 
�� �� ������ $�� s � ��p �
������� �� � p ��� �������� ���� ���� ���� �!������!� W s

p ��� �� W s�	
p �

B
s���p
p �����

�	
��	��� .�.� / ���� &.�)*� &.�F*� ���� p � � � ������� .�'(.�.D� ��
� ��� ������� ������������ 4����� B�

p ��+�� �������� ��������������
-������� H� �

0�� ����
�����	 ���
��
�� ������� ������ .�)� .�F� "��
����+���
��� �����#� �� ������� � ������� �� 
�� �����������
� �	 �������� 
������������ �� � ��A �� � �� 	 ��� �� 
 �� � ��

��
����
��
 ���� 2�������� ������ � �����$�%�� ���������

y
��
��
� g�� �ny

��
��
� g�

��� �#�%- f � Lp��� g� � B
s���p
p ���� g� � B

s�����p
p ���� ����� �
��������

��� ������� y �W s
p�
��� ���� s � 	 � � ���$�� p �� � $���� s � ��p �� �����

	 ��� �� ��� ,��� ������
���� ������

kykpWs
p����� � c� kfkpLp��� � kg�kp

B
s���p
p ����

� kg�kBs�����p
p ����

��



x �� ������
������
 ��
��������� � ���
��
 ������ "

�
� c �� !������ �� f  g� g��

$�	 ����
� ���
��+���	 .�' �� ��
� ����������� ������������� ���
���� &7����� C�
+���� :.� !;* 
��������� ���������� ��� ����	+����	 ����
���	 ��
��� ����� ������� 	
��� "������� ����� ,���� �����
���

���� )����������
 ����������	� 
����
	� � �
��	� � ���������
���
 ���*


	�
 ������� 0�+� ��������������	 ������������ ,���#��������� ����
��������� � �
��� ��
������� ���������� &��������*� ��� ������������
������������� 
�	 �������	 ������������� ����������

L��� E 6 ���� ��� ������������ � ������ k � k� S 6 ������� ���
������������ � Rd� �� ����� Lp�S�E�� � � p � �� �����������	 ���+�����
,���#��� ��
���� �� S �� �������	�� � E� 
�	 ������ ������� �����

kykLp�S
E� �
�Z
S

ky�x�kpdx
���p

� ������

����� C�S�E� �����������	 ������������ ���������� ,���#�� x�
y�x� � E� x � S� � ������ kykC�S
E� � maxx�S ky�x�k�

-�����
���� ���
��
�	 ����� $��������� � ���������� ���+����
&
������������� ��� $�������� :.;< 7���� :.;* ��

�
��� ���� ����� � � pj � � j � �� �� � � Ej �j � �� �� �� � ����
��������%� ������������ ���$�� ���(���� E� � E	 ������ ������%��� 
� ���(���� E	 � E� ������%���� 3��������� ������������ X � fy�t� �
Lp��	� T �E��� �y�t� � Lp� �	� T �E��g �
� t � 
	� T � � 
	� T � � ����!�� ��*����
�����& �����& � �y�t� � �y�t���t� '��
� ������������ X ������ ������%���
���(��� � ������������ Lp� �	� T �E	��

"���� Q � �	� T � � �� �
� 	 � T � �� � � R
d 6 �����������	 ���

����� � �����#�� �� � C�� s � 	� � � p � �� 1��
� ������������
������������ -������� W s�	s

p �Q� ����
��	���	 ������������ W s�	s
p �Q� �

Lp�	� T �W 	s
p ���� 
 Lp���W s

p �	� T ��� "����������� W
s�	s
p �Q� ����+����	 ����

���

kykWs��s
p

�Q� �

� TZ
�

ky�t� ��kpW�s
p ���dt�

Z
�

ky��� x�kpWs
p ���T �

dx

���p

�
������

$�	 ����������� ����������� -������� ������
���� ���
��
�	 ����
���� ���+���	 &
������������� ��� 4����� @����� 0��������� :.;*�

�
��
�� ����� ����� s � 	 � � p � qi �� i � �� ��

�a� ��� ������& u � W s�	s
p �Q� ������
���� �����������

kukLq����T 
Lq� ���� � CkukWs��s
p �Q�� ������

���� ���p� ��q�� � d�����p� ��q	� � s �
� C �� !������ �� u�

�*�� ����� Aubin J�P� Un theoreme de compacite� C�R�Acad� Sci�� $+' �#,'-�� +&.$/+&..0
Simon J� Compact sets in Lp�&� T 0B�� Ann� Math� Pura Appl� VCXLVI �#,12�� '+/,'� 3
����� ����



�# ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

�b� "��� �d� ����p � s �� �#��� ������� u � W s�	s
p �Q� ��$�� ��#
� �

Q �����
��� � ������%���& �������& ���$��

kukL��Q� � CkukWs��s
p �Q��

�
� C �� !������ �� u�

��
����
��
 ���� ������������ C��Q� ������ � W s�	s
p �Q� �
� s � 	 

� � p ���

�
��
�� ����� ����� s � 	 � � p � qi �� i � �� ��

�a� "��� ���p � ��q�� � �d������p� ��q	� � s �� ���(���� W s�	s
p �Q� b

Lq��	� T �Lq����� ������ ������%����

�b� "��� s � �d � ����p �� ���(���� W s�	s
p �Q� b C�Q� ������ ������

�%����

$������������� ��� 4����� @����� 0��������� :.;�

$�	 ,����������� ������� � ���
� ��� ����������	 ������������
������������ 4������

"����������� 4����� Bs�	s
p �R��d� 
�	 � � p � � � ��#��� s � 	 ��

����
������ �����
��� � W s�	s
p �R��d�� $�	 ���������� s ������������

Bs�	s
p �R��d� ������� �� u �W

s���	�s���
p �R��d� ���� � ���

kukp
Bs��s
p �R��d�

�

�
kukp

W
s�����s��	
p �R��d�

�
dX
i��

�Z
�

X
	k�j�j�	�s���

	���p
����
	� �k

�tk
D�
xu� 	� i

�����p
Lp�R��d�

d	

���p

�
������

�
� 
	��� 	� i� ����
����� ����� ����� ,������ &.�3*�
"���� u�x�� x � �� 6 ,���#�	� ��
����	 � ������� � � Rd� K���#�	

Lu�x� ���������	 ���
��(����� ,���#�� u��� �� Rd� ���� Lu�x� ����
�����
�� Rd � �� ��+���� �� � �����
��� � u���A Lu�x� � u�x� 
�	 ��� x � ��

"������������ 4����� Bs
p��� ,���#��� ��
���� �� �� ���������	

���+����� ,���#�� u�x�� ����
� ���
��+���� Lu�x� �� Rd� �����
���
+�
�� ������������ Bs

p�R
d�� 0���� � Bs

p��� ����
��	���	 ������������

kukBs
p���

� inf
L
kLukBs

p�R
d�� ������

�
� ��+�		 ����� ������	 �� ���� ���
��+���	� ,���#�� u�x� �� Rd� ����
��
��+�
�� Bs

p�R
d��

"����������� 4����� Bs�	s
p �R� ��� �������	 �� Bs�	s

p �R���d���� � ���
��
�� ������ �������	 fUjg �� �� � ������������
��� ��� ��������	
�
���#� ��� +�� ��� Bs

p���� �������	 �� B
s
p�R

d����
"���� � � �	� T �� �� 6 ������	 ����� ����� #����
�� Q � �	� T ����

1��
� ������������ 4����� Bs�	s
p ��� ����
��	���	 ��� ���+����� ��+����

�� � ,���#�� �� ������������ Bs�	s
p �R� ���< ����� ������������ Bs�	s

p ���

����
��	���	 ���������� &.�!)*�



x �� ������
������
 ��
��������� � ���
��
 ������ ��

0� ������������ C��Q� ����
���� ��������� ��+���	

�� y��� � y�t� ��
��
t��

� ��y � y
��
�
� ���ny � �ny

��
�
� ������

�
� �n 6 
�,,����#�������� �
��� ������� ������� � ���

�
��
�� ����� ����� s � 	 � � p ��� )�������% ������ ���
��(�#���
� C��Q� 
� ������%��%- ����������

�� �W
s�	s
p �Q�� B	s�	�p

p ���� s � ��p�

���W
s�	s
p �Q� � Bs���	p�	s���p

p ���� �s � ��p�

���n �W s�	s
p �Q�� Bs���	����	p��	s�����p

p ���� �s � � � ��p�

����	�

$������������� ��� 4����� @����� 0��������� :.;< -��������� :.;�

%������� ��� ��������

��� � ��� ���n� �W
s�	s
p �Q�

� B
	s� �

p
p ���� Bs����	p��	s���p

p ��� �Bs���	����	p��	s�����p
p ��� ������

�� 	��	���	 ������+����� G��H� ��� ��� ,���#�� �� ������ ����� ���������
�
��������	�� ������	� �����������	 ��� �t� x� � f	g � ��

�� �
k
t ����

j
nu� � ���

j
n����

k
t u�

��� �������� k � j� �������� ������ ���������� ���� � ������������
�����	
��� �� s � p�

/ ������ p � � ������������ ������������ -������� � 4����� ������

��� � �����������	 �������� Hs�	sA

W s�	s
	 �R��d� � Bs�	s

	 �R��d� � Hs�	s�R��d�

W s�	s
	 �Q� � Hs�	s�Q�� Bs�	s

	 ��� � Hs�	s����

>��������� ���
��
����������� ������� ��
��� $��� �� 
�	 �����
����	 ����������
����� � � � 	A

�y�t� x�� ��y�t� x� � f�t� x�� ������

���y��x� � v��x�� ������

��y � �� ����
�

�
� �y � �y��t� ?���� ����� ���������� ��
��� 0������� �� �� ��
��� &.�'!*�
&.�''*� ����+����� ������� �������� 0������ �� �A

���ny � 
� ������

$�	 ������������ ��� ������ ��
�� � ������ ���
�� ,���#�� ���
�� �
��� ���������� ������� �����������	 ��+
� �� �
���� 
������
�f� v�� �� ��� �f� v�� 
�� "��
������	 ������� y� ��� � �� �
��� 
�����
�f� v�� �� ��
��� &.�'!*(&.�'2*� ���������� 
�,,����#��������� ����� ���
������ ������������ ,������ 
�	 ����
�����	 �kt y

��
t��

����� v� � f A

�kt y
��
t��

� ���k��t y
��
t��

��k��t f
��
t��

� y
��
t��

� v��x�� k � �� �� � � � �



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

2�������� ������������ ���	
�� m 
�	 ��
��� &.�'!*(&.�'2* ���������
�	 ���������

������
k
t y � ���

k
t �� k � 	� �� � � ��m� ������

=���������� ��������	 �� +� ������������ ,������� ������� ���
��
�
�� ������	 �����������	 ���	
�� m 
�	 ��
��� &.�'!*� &.�''*� &.�'B*A

������n�
k
t y � ���

k
t 
� k � 	� �� � � ��m� ������

-,���������� ������� � ������������ �������� ������ ��
��

�	 ��������	 ����������
������

�
��
�� ����� ����� � � p � � s � � � $���� s � ���p � 	 �� ���

������ ���%�� '��
� 
�� �#�%- f � W
�s����	�s���
p �Q� v� � B

	�s���p�
p ��� 

� � B
s���	p�	�s���	p�
p ��� �
���������#*�- �������� ������������ ����
��


s � ���p� ��*������� �
���������� ������� y � W s�	s
p �Q� !�
�$� �������

����
�� ��� ,���� ������� ������
���� ������

kykWs��s
p �Q� � C�kfk

W
�s��	���s��	
p �Q�

� kv�kB�s���p
p ���

� k�k
B
s����p���s����p	
p ���

�� ������

�
� ��������� C � 	 �� !������ �� f  v� ��

�
��
�� ����� ����� � � p � � s � � � $���� s � ����p� � ��� � 	 ��

�������� ���%�� '��
� 
�� �#�%- f � W
�s����	�s���
p �Q� v� � B

	�s���p�
p ��� 


 � B
s���	���	p�	�s���	���	p�
p ��� �
���������#*�- ������# ������������ ���

��
�� 
s � ����p� � ���� ��*������� �
���������� ������� y � W s�	s
p �Q�

!�
�$� ������� ������� ������� ��� ,���� ������� ������
���� ������

kykWs��s
p �Q� � C�kfk

W
�s��	���s��	
p �Q�

� kv�kB�s���p
p ���

� k
k
B
s���������p	���s���������p		
p ���

��
������

�
� ��������� C � 	 �� !������ �� f  v� 
�

$������������� ������ .�.2 � .�.B ��� -��������� :.;�

/ ���������� �������� ��� 
�	 y �W ��	
p �Q�� z �W ��	

q �Q�� ��p���q � ��
������
���� ,������ 8���� &
������������� ���� ��������� 7����� C�
+��
��� :';*Z

Q

��ty � ��y�z dx dt �

Z
�

��Ty�x��T z�x�� ��y�x���z�x�� dx

� �

Z
�

��ny � z � y�nz�dx
�dt�

Z
Q

y��tz � ��z� dx dt� ���
	�

/ ���������� �,���������� �
�� ��������� � ������������ �������
������� ������ ��
��� ������� �� ����
������	 � ����� ������� �����
+����� � �� .�2� �� �����������	 � 
����������



x �� $%��������
 &����
'�����
 ������ ��

>��������� ��������� ������� ��
��� ����������
����� � �������
�� ������	�� $��� ��A

�y�t� x�� ��y�t� x� � f�t� x�� ��y � y�� ��y � 	� ���
��

"��
����+��� ��� f � L	�Q�� y� � L	���� � � 	� � � �������� ������������
������� ������� ������������

Y � fy�t� x� � L	�	� T �H
�
����� � �y � L	�	� T �H

������g� ���
��

�
��
�� ��� � &a* ��� �#��� 	 � �	� T � ������(����

�� � Y � L	���

�������� ������%��%� ������(����� 4��5�
&b* )�����(����

��t ��� ��� � Y � L	�Q�� L	���

�������� �!������!����
1 ����- ���$��- �a� � �b� Y � ,�� ������������ ���
���

$������������� ��� 7����� C�
+���� :!;�

x �� �����	����
 �����
�	
���
 �	�	��

/ ���� �������,� 
������� ������� ��
���������	 ������	 
�	 ���
������ ���������� ������������ ��
��� ��� ������� � 
���������
�����	��� ������������	 
�	 
������������� �������� ������ ��
������
����	� C� ������ � ������� ��
��� �� �� ������������ ��
�� � ������
���� ��	�	��� $�	 ������� ��
�� ������ ��
���������	 �� ���������
���+� �
�������������

���� ���
+��" $����
���,��" ������� "���� X 6 �������� �����������
��� �������������X� 6 ��������� ��������� ��
���+����� ������������
X� J�x� 6 ,���#������ ����
������� � ������������ ����� �� X� A

� � J�x� � C � �� �x � X� � �����

"��
���������	� ��� J�x� �������������� ����� �� X� ������������ ������
� �
������ � X� �� �� 
�	 ���� �������� bx � X� � �����
������������
��������� xn � X� � ����� � �
	
���	 � bx

J�bx� � lim
n��

J�xn��

"���� X� 6 ��,��������� ���� ��� ������������� ���������� ����
+����� � X� � V 6 �������� ������������� ������������� >���������
�������� ����������� ��������

L � X� � V �����

�4�����	�� ��� �����
�
� X� � X ����
���
� 
�������� �
�	 	� 
������	� x� � X�

	 x� � X� 
������ �x� 5 �#� ��x� � X� ��	 ����� � � 6&�#7�



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

� ������������� ��
���

J�x�� inf� �����

Lx� F� � 	� ���
�

x � X� � �����

�
� F� � V 6 ��
����� �������
��������%� ,�������� ��
��� &!�'*(&!�B* ���������	 ����� ������

x � X�� ������� �
��������	� &!�2*� &!�B* � ������� J�x� ��� C��+�����

�������� ��������� ��
��� &!�'*(&!�B* �����������	 A�

4�
�� ���
�������� ������������ ���
��
�� ������	�

�
����� !�. &���������������*� C��+����� A 
�������� ���������
��
��� &!�'*(&!�B* ��������

�
����� !�! &����#���������*� $�	 ������ R � 	 ���+����� fx � A �
J�x� � Rg ���������� � ������������ X��

3������� !�
�$� &!�'*(&!�B* ���������	 ������� bx � A� �� �������
,���#����� J 
�������� ������������ �������	A

J�bx� � inf
x�A

J�x�� �����

�
��
�� ���� 6�
�$� ����������� ����� ������� bx � X��

���	�	����
���� 1�� ��� A �� �� ��
������� �����������
�	 ���
���
������������ xm � AA

lim
m��

J�xm� � inf
x�A

J�x�� �����

������ J�xm� � C � �� �
� C �� ������� �� m� "������ � ���� ������	
!�!

kxmkX� � C�� �����

/���
����� &!�)*� ���� �
	� ���� ����������	� � ��
�����
������������� ���
������ ���

xn � bx ����� � X�� �����

1�� ��� ���+���� X� � X ����������� ����� �������� �����������
,���#����� �� X ���������� � �� X� �� ���
���������� � ���� &!�F* �����

xn � bx ����� � X� ����	�

1�� ��� ���+����� X� ������� � �������� � X� � ���� �������
C����� ��� ������#������ ����� ��������� � X &���� ��������� @�,,��
1� ������ :.� �� .33;*� "������ �� &!�.D* ���
��� ��������� bx � X� �

��� �� �
�	 ��
����
�������
�� xn 
���� 
 X 
���	�
� � 8������� x 	 xn � X� ��� ������
n� �� x � X� �



x �� $%��������
 &����
'�����
 ������ ��

"���� L� � V � � X�
� 6 ��������� ����	+����� � ��������� &!�!*��

1��
� �� &!�F* ��������� ��� 
�	 ������ w � V �

hLxm� wiV � hxm� L�wiX� � hbx� L�wiX� � hLbx�wiV � ������

/ ���� xm � A� ����� ��������� Lxm � F� � 	� @� ����� ��������
�� � &!�..* ���
���� ��� Lbx � F� � 	� 1�� ��� J �������������� �����
������������ ������ � �
������ � X� ����
����� &!�.D* �����

J�bx� � lim
m��

J�xm�� ������

1���� �������� bx � A� � �� &!�3*� &!�.!* ��������� ��� bx 6 ������� ��
���
&!�'*(&!�B*� �

�	
��	��� !�.� $������������� ������� !�. �� ���	���	� ���� �������
������������� ��������� &!�!* �������� ���
��
�� �������A ��
�������
������� ��
���+����� S � V � ������ ��� 
�	 ������ s � S ,���#����� x�
hLx� siV ���
��+����	 �� ������������� � ������� ����
�����	 ���������
&!�!* 
� ��������� ������������ ,���#������ �� X��

0�������� ��� ,���#����� J�x�� ��
����� �� �������� ��
���+���
��� X� ������������ X� ���������	 �%����%� ���� 
�	 ���� x�� x	 � X�

� � � 
	� �� ������
���� ����������� 7������

J��x� � ��� ��x	� � �J�x�� � ��� ��J�x	�� ������

L��� ��� ���� x� �� x	 � � � �	� �� � &!�.'* ����� ����� ������� ��������
����� �� ,���#����� J ���������	 ������ �%����%��

�	
��	��� !�!� @������� &���� ��������� �����
� 1���� :.� �� !D;*�
��� �������� ��������������� ����� ,���#����� �������������� �����
������������ ������ � �
������� "������ � ������� !�. ������ ���
�����
+���	 � ����������������� ����� ,���#������ J�x� ������������ ������
� �
������ � ������������ X ��+�� �� J ����+��� ���
��
�� ������	A

&a* J �������������� ����� �� X� ������������ ������� � �
������
��������� �������������� ������������ X�

&b* J 6 �������� ,���#������

>������ ��
��� &!�'*(&!�B* �
����������

�
��
�� ���� "��� J � ������ �%����%& ���������� �� ������� !��

�$� ����������� �
����������

���	�	����
���� "���� x�� x	 6 
�� ������	 ��
��� &!�'*(&!�B*� C���
+����� A 
�������� ��������� �������� "������ �� ��������� x� � A �
x	 � A ���
��� �x��x	��� � A� L��� x� �� x	� �� � ���� ������� ����������
,���#������ J

J��x� � x	���� �
�

�
�J�x�� � J�x	���

�9���� Z� ����������
�� ��� ������� ���
����
�
�� 
���������� � �	������� ����	�� 

������ ���
����
�
� Z� � ����� h�� �iZ 3 ����:��	� �
��
�
����
�	 ����� Z 	 Z��



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

��� ������������ ���
����+����� ��� x� � x	 6 ������	 ��
��� &!�'*(
&!�B*� �

M����� �������� ���
��
�� 
���������� ������� ���������� &>����
,����� :.;*�

��
����
��
 ���� ����� J�x� � ���������� ����
�����%& � 
��(
%

�������������%& �� 	��� �� �%������ ��
���(����� X� ����&���� ����
����������� ������������ X� "��� 
�� �#���� bx � X� ������
���� �����
������� J ���bx��h� h� � 	 ��� ���- h � X �� J � �%����%& ���������� ��
X� � "��� J ���x��h� h� � �khk	 ��� ���- h � X � � � 	 �� !������ �� h ��
J � ������ �%����%& �����������


�
���	�
 ���� ����� X � ����������� ������������ � �����& k � k �
x� � X� '��
� ���������� J�x� � kx� x�k	 �������� ������ �%����%��

���	�	����
���� 1�� ��� 
�	 ������ bx � X ����� J ���bx��h� h� � �khk	�
�����+
���� ���
��� �� ���
��+���	 !�.� �

���� ���
+��" ������ -���	�
��"� / ���� ������ ���������� �
�� ��+�
��� ������� ������ ��
��� &!�'*(&!�B*� ������� �� �������� ���������
��& ����&��& !�
�$�& �����������

"���� Y � V 6 �������� ������������� ������������� Y�� U 6 ���
,��������� ���� ��� ������������� ������

Y� ���������� ���+��� � Y� ����
�

I�
��� �������� ��������� ��
���+����� U� ������������ U � ���
������ ,���#����� J�y� u�� ����
�������� ��������������� ����� � �����
�������� ����� �� Y � U� � ?���� ���� ����
���� �������� �����������
��������

L � Y� � U � V� ������

>�������������	 ���
��
�	 ������������	 ��
���A

J�y� u�� inf� ������

L�y� u� � F� � 	� ������

u � U� � ������

�
� F� � V 6 ��
����� ������� ��� ��
��� ���������	 !�
�$�& ��������
���� "�� ���� u ���������	 ����������� y 6 ����������� � �������
�������� ,���#����� J�y� u� ���������	 ������������ ��������� ���
�����%� �������������

$�	 ������ ���������� ��
���� ��� +� ��� � �� !�.� ���
�� ���+�����
A 
�������� ��� �y� u� ��
��� &!�.J*(&!�.)*� �� �� ���� ��� �y� u� � Y��U �
�
��������	�
� ����������	� &!�.3*� &!�.)*� 
�	 ������ J�y� u� ���

"��
���������	 ������������ ���
��
�� ������	 ���������������
� ����#��������� ��
��� &!�.J*(&!�.)*�

�
����� !�' &���������������*� C��+����� A 
�������� ���������
��������



x �� $%��������
 &����
'�����
 ������ � 

�
����� !�2 &����#���������*� $�	 ������ R � 	 ���+����� f�y� u� �
A � J�y� u� � Rg ���������� � Y� � U �

?�� � � �� !�.� �������� !�
�$� &!�.J*(&!�.)* ���������	 ���� �by�bu� �
A� �� ������� 
���������	 ������� ,���#������ J A

J�by� bu� � inf
�y�u��A

J�y� u��

�
��
�� ���� ����� �%������% ������� ��������������%� � �� ����
'��
� !�
�$� ������������� ����� ������� �by� bu� � Y� � U � "��� ����������
J ������ �%����%& �� ,�� ������� �
����������

���	�	����
���� "���+��� ��� ������� !�' ���
���	 � �������� !�.�
!�!� "���+�� X � Y � U � X� � Y� � U � X� � X � U� � 1��
� �� &!�.2*�
������� !�'� !�2 � 
���� ���
����+����� �,������������� � ���� �����
��� ���
��� ������
������� ��� ���
����+���� ������ !�.� "������ ��
������� !�. ���
��� ��
����������� � �� ������� !�! 6 �
������������
������	 ��
��� &!�.J*(&!�.)*� �

���� .����� -���	�
��"/ �
���
+��" �� 0���	�+ �
�
�
���+� "���� ����
��������� Y � Y�� U � V � ���+����� U� � ,���#����� J�y� u� � �������� L
�
��������	�� ������	�� �,�������������� � �� !�!� >��������� �����
������ ����������� ��������

F � Y� � V� ������

"���� Y�� 6 �������� ������������� ������������ ������ ���

���+���� Y � Y�� ����������� ����	�

� ��������� ���
��
�� ��������

�
����� !�B &������������*� &.* /��+����

Y� b Y�� ������

������ �����������
&!* -�
������� ���
� ������� ��
���+����� S ������������ V � ���

���� ��� 
�	 ������ v � S ,���#�����

y � hF �y�� viV ������

���
��+����	 �� ������������� � Y� �� Y���

>��������� ���������� ������������� ��
����

J�y� u� � inf� ������

L�y� u� � F �y� � 	� ����
�

u � U� � ������

����������� !�.� ��������%� ,�������� !�
�$� &!�!'*(&!�!B* �����
�����	 ���� �y� u� � Y� � U� � �
��������	�
�	 ����������� &!�!2* � �����
��� J�y� u� � �� C��+����� 
�������� ��������� ��
��� &!�!'*(&!�!B*
�����������	 A�



�! ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

"��
���������	� ��� ������ ������	 !�B ��������� ������� ��������
�������� !�' � ������� ����#��������� !�2� �
� A 6 ���+����� �� ����
��
����	 !�.� >������ ��
��� &!�!'*(&!�!B* ����
��	���	 ���������� �������
�� �� !�.� "�� ���������� ��� ������������ � ���� ������ �������
������
����

�
��
�� ���� 6�
�$� ������������� ����� ������� �by�bu� � Y� � U� �

���	�	����
���� / ���� ������� ��������������� � ����#����������
��� � ��� 
������������� ������� !�.� ��+�� ������� �����
������������
�ym� um� � A� 
�	 �������

lim
m��

J�ym� um� � inf
�y�u��A

J�y� u�� ������

kymkY� � C� kumkU � C� ������

�
� C �� �� ������� �� m �

ym � by ����� � Y�� um � bu ����� � U ��� m��� ������

1�� ��� �� ���������� � ����������� ���+����� U� ���
��� ��� ������#��
�����	 �����	 ������������ � ���� &!�!)* ����� bu � U� � =��������� &!�..*
����
�� �� &!�!)*� ��� 
�	 ������ w � V �

hL�ym� um�� wiV � hL�by� bu�� wiV ��� m��� ������

@� &!�!)*� &!�!.* ���
���� ���

ym � by ������ � Y���

/ ���� ������	 !�B

hF �ym�� wiV �����
m��

hF �by�� wi �w � S � V �� ����	�

1�� ��� �ym � um� � A� �� &!�!F*� &!�'D* � ��������� ���+����� S � V �

���
���� ���

L�by� bu� � F �by� � 	� ������

1�� ��� �� ���������� � ����������������� ����� �� Y � U� ,���#��
����� J�y� u� ���
��� ��� ����������������� ����� ������������ ������
� �
������ � Y � U � �����

J�by�bu� � lim
m��

J�ym� um�� ������

$������������� kymkY � C	 � ���� &!�!3*� &!�.2* � ym � by ����� � Y
���
� &!�!)*� @� &!�'.*� &!�'!* � ��������	 bu � U� � ���
���� ��� �by�bu� � A�
� � ���� &!�!J*� &!�'!* �by�bu� 6 ������� ��
��� &!�!'*(&!�!B*� �

�	
��	��� !�'� =��������� ��������� !�. ������� ������������� ����
������ &!�.B*� ��� � ������� !�'� ��� � � ������� !�2 ��+�� �������� ���
��
�
�� ����� ������ ��������A ��
������� ������� ��
���+����� S � V �

������ ��� 
�	 ������ s � S ,���#����� �y� u� � hL�y� u�� siV ��+�� ����

��+��� 
� ��������� ������������ ,���#������ �� ������������ Y��U �



x �� $%��������
 &����
'�����
 ������ �"

$���+�� ������#������ ������ ����������� ���+����� A 
�������
�� ��� ��
��� &!�.J*� &!�!'*� &!�.)*�

�
��� ���� ����� �%������% ��� ������� ������% ��
 � ����������
J�y� u� ������$�� �� �#��� ������$����� ��
���(����� �! Y � U� � '���

� ���(����� A 
�������%- ��� !�
�$� ������������� ������������� �����
!������� � Y � U �

���	�	����
���� "���� ��� ����� m � N �ym� um� � A � �ym� um� �
�by�bu� ����� � Y �U � 1�� ��� sup

m
�kymkY �kumkU � ��� ����� sup

m
J�ym� um� �

�� "������ � ���� ������	 ����#��������� !�2 ������
���� ����������	
&!�!)*� ?�� �������� ��� 
������������� ������� !�2� �� &!�!)* ���
���
����������	 &!�'.*� &!�'!* � ��������� bu � U� � ������� ��������� ���
�by�bu� � A� �

���� 1
���
+��" $����
���,��" ������� / ���������� ���������� ���
�������� ������ ��
��� &!�'*(&!�B*�

"���� ������������ X� X�� V � ���+����� X� � ,���#����� J�x� �
���
������	�� ������	�� �,�������������� � �� !�. ����
 ,������� &!�!*�
>��������� �������� ������������� ������������ X��� ������ ���

���+���� X � X�� ����������� ������

���+���� X� b X�� ������ ����������� ����
�

"���� ��
�� ���������� ����������� ��������

F � X� � V� ������

�
��������	�
�� ���
��
��� ��������

�
����� !�J� -�
������� ���
� ������� ��
���+����� S � V � ������
��� 
�	 ������ w � S ,���#����� x � hF �x�� wiV ���
��+����	 �� ������
�������� � X� �� X���

I�
�
�� �����������

F �x� � 	 ������

� ���������� ������������� ��
��� &!�'*� &!�'J*� &!�B*� ����� A� ��� �
������� ��������� ���+����� 
�������� ��������� ���� ��
���� �� ��
���+����� x � X� � �
��������	�
� &!�'J* � ������� J�x� � �� "��
���
��+��� ��� ��������� ������	 !�.� !�!� � ������ A 6 ���+����� 
�����
���� ��������� ��
��� &!�'*� &!�'J*� &!�B*�

"�� ������	 � �,������������� � ���� ������� ������
����

�
��
�� ���� ��*������� �������� bx � X� !�
�$� ������ ������� ������

���	�	����
���� 1�� +�� ��� � ������� !�.� ��������������	 ��
����
������� �����
������������ xm � A� �
��������	�
�� ����������	� &!�3*�
&!�F*� &!�.!* � ������
������� ��������	 bx � X� � @� &!�F*� &!�'2* ���
����

�;�� 	 ����:�� ��:��	�� �����	 �$�-�� �$�-'�� �$�+� ����
���
� bx � A ������ ��� J�bx� <
inf
x�A

J�x��



�# ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

���

xm � bx ������ � X���

/ ���� ������	 !�J � ��������	 xm � A �����

	 � hF �xm�� wiV � hF �bx�� wiV � 	 ��� m�� �w � V ��

@���� bx � U� � F �bx� � 	� "������ ���
� &!�.!* bx � A� � ����
����� &!�3*�
&!�.!* bx 6 ������� ��
��� &!�'*� &!�'J*� &!�B*� �

���� 2��������
��� "�	���� �� ��������� ������� � ��������� ���

�������� �������� ���
����+���	 ������ ��
���������	 ������� ���
���������� ��
�� &������� ������	 ����#��������� � ������������*� E��
����� ���������������� �������� ��+� 	��	���	 ��+���� %
���� ��� ��
��+
����	 � ���#������� �������� ������ ��� ���� ��� �� ������	���	� ��
������������	 ��
��� ���������	 �����
��+��������� 0����� � ��������
���
� �� ��������� ������� ����#����������

���
�� !�.� >��������� ��
��� &!�'*(&!�B*� � ������� X � X� � V �
R� X� � R� J�x� 6 �����������	 ����� ����������	 ,���#�	� ����
�����
��	 �� R� F� � 	� L 6 �������� ����+���	 �� ����� / ���� ������ ��
���
&!�'*(&!�B* ����������	 � ��
�

J�x�� inf� x � R� ������

� �� ���+����� A 
�������� ��������� �����
��� � R� %����
��� ��� ���
������	 ������� !�.� ������ �����+��� ������	 ����#���������� ��������
��� E������ ����#��������� ��
��� &!�'3* ������������ �������

J�x��� ��� x�
�� ������

L��� J�x� � ���� � x	�� �� ������� &!�')* �� ��������� � ������� ��
���
&!�'3* �� ��
��������

$�	 ��	�����	 ��
����������� ������	 ������������ ���������� ��
�
 �
	
�� 
�	 ��� ������ ������� 4���#� �� ������������� �����#�������
���������	 &=�������� 1� ������� K���� :.� �� 3.;*�

���
�� !�!� >��������� ������� ������ ��
��� &!�!'*(&!�!B*

J�y� u� �

�Z
�

�y	�t� � u	�t�� dt� inf� ������

u�t� � �y	�t�� � � 	� y�	� � y��� � 	� ���
	�

�
� �y�t� � �y��t� /�
 ,���#������ &!�'F* 
������ ���
��
�� ����� ����
�������� Y � U A Y � U � L	�	� ��< ��� ���� U� � L	�	� ��� >��������
&!�2D* ����
��	�� ��������� L� F � ������������ Y�� V A L�y� u� � u�t��

F �y� � �y	�t���� Y� �
�
W �

��	� �� � fy �W �
� �	� �� � y�	� � y��� � 	g� V � L	�	� ���

I�
��� &!�'F*� &!�2D* ��� ��������� ������ ����������� � ���������� �
���
������	�� ���� ���
����+���	� ������� !�2 �� ����������� ������	 ����



x �� $%��������
 &����
'�����
 ������ ��

���������� "�� ���� � �������� ��+
����	 ������ ������	 ��������������
�� � ����#���������� ��� ��� ������
������� �������� ������� �����
���

C��+����� A � f�y� u� �
�
W�

��	� ���L	�	� �� � u� �y	 � �g 
�������� ����
������ ��
��� &!�'F*� &!�2D* �� ������ ��� ��� �y� u� � �sin�t� ���	 cos	 �t� �
A� $�	 �������� ������	 ����#��������� 
���+�� ������
������� �����
��������

y �
�
W �

��	� �� �

�Z
�

�y	�t� � ��� �y	�t��	� dt � R

�

�
�
y �

�
W �

��	� �� �

�Z
�

�y�dt � R� � � �

�Z
�

�y	dt

�

� fy �
�
W �

��	� �� � k �yk�L
�����
� �k �yk	L
�����

� �� R � 	g

� fy �
�
W �

��	� �� � k �yk�L
����� � �� �
p
R�	g� ���
��

$������������� ������ ��������� �������� � ����
�� ������ ��������
������� ������������ ��
��
��� ������ ���+������ � �����������	 � ���
�����

R
y	dt< ������ ��������� �������� � ����
�� ����������� ?��� 6

4��	��������

�Z
�

�y	�t� dt �

� �Z
�

�y��t� dt

���	

�

� �����
��� ��������� � &!�2.* 6 � ���������� ������	 ����������� a	 �
�a� �� R � 	 ��� a � 	� / ���� &!�2.*� ��� ����� R � 	

f�y� u� � A � J�y� u� � Rg

�

�
�y� u� �

�Z
�

�y	 � ��� �y	�	� dt � R� u � �� �y	
�

�
�
�y� u� � k �yk�L
����� � �� �

p
R�	�

�Z
�

u	dt �

�Z
�

��� �y	� dt � R

�
�

1�� ��� ���+����� �� ������ ����� �����
���� ��������	 ���������� �
�
W �

��	� ��� L	�	� ��� ����#��������� ��
��� &!�'F*� &!�2D* 
��������
"���+��� ��� ��
��� &!�'F*� &!�2D* �� ����� �������� / ���� ������

�� !�2 ��
�� ���
������ ��� ��
��� &!�'F*� &!�2D* �� �
��������	�� �������
������������� - ����
�� &!�2D* ������� u ����� �y � ��
������ ��� ���
��+���� � &!�'F*� / ���������� ��
��� &!�'F*� &!�2D* ��������	 � ��
�

I�y� �

�Z
�

�y	�t� � � �y	�t� � ��	� dt� inf� y�	� � y��� � 	� ���
��



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

"���+��� ��� ��+�		 ����� ,���#������ &!�2!*� ����
�������� ��
�
W �

��	� ���
����� ����� $�	 ����� ���������� �����
������������ ,���#��

yn�t� �

tZ
�

sign sin���n	 � d	�

%����
��� ��� yn�	� � yn��� � 	� j �yn�t�j	 � � 
�	 ���� t �� �����������
��������� ���+����� ����� � yn�t� � 	 ��� n�� ���������� �� t � 
	� ���
"������ I�yn�� 	 ��� n��� - 
����� �������� ���� y�t� � 	� �� I�y� � �

� I�y� �
�R
�

y	dt � 	 
�	 y��� �� 	�

x �� ���
���
 ��	����	���
 �����
�	
���
 �	�	��

/ ���������	 ����� ����� �������	 �����	 ��
���������	 ������	
��
�� ���������	 ������
�������� ���������� C� ��	��	�� ���#�,��
������ ����� ���� ������� ��������� �� �� ������	 � ��	�� � �������
������ ��
�� 
�	 ��������� � �������� �������
����� 1������ ���

���������	 
����������	� ��� �������� � ����
�� ����������� � ���
�� x !� / ���� �������,� ����������� ���#�������� ��
���� /��
� ��+�
� 6 �����������	 ������� � Rd� �����#� ������� �� 6 ��������� �d� ���
������ ������������ ������ C��

���� �����
+3�" -���	�"
��" ����
��� 4����
�
�
���
 -���	�
��
�"����
w�x� � L	���� f�x� � L	��� 6 ��
����� ,���#��� U� 6 �������� ���������
�������� ��
���+����� � L	���� >��������� ���
��
�� �������������
��
���A ����� ���� ,���#�� �y�x�� u�x�� ������ ���

J�y� u� �
Z
�

�jy�x�� w�x�j	 � N ju�x�� f�x�j	� dx� inf� �����

�y�x� � u�x�� y
��
��

� 	� �����

u��� � U� � �����

�
� x � �x�� � � � � xd�� dx � dx� � � � dxd� � �
dP

j��
�	��x	j 6 �������� 7�������

N � 	 6 ��������� ������� ���������	 ���������� ���%� %������� ���
,���#�	 u�x� ���������	 ������������ � y�x� 6 ���������� ������	����
�������� C�������#�	 #������� ,���#������ &'�.* 
��� �������������
������� 
�� ������� �����������
� ��
��A ������� ,���#�� �����	�
��	 y �� �����+����� ���+� � ��
����� ,���#�� w� ������ ��� ��������
�� ������� �� ����������� &I������ �� ���������� �������� ���� u � f �*
N������ ,���#����� ��
� &'�.*� ��
��+�
�� ��� ,���#�� �����	��	 y� ���
� ���������� u� ���������	 �����������%� �������������

"����
��  ���������� ������� ���+���� U� A

U� � fu�x� � L	��� � kuk	L����
� R	g�

U� � fu�x� � L	��� � u�x� � 	 ��� ����� ��� x � �g�



x �� (��
���
 �����
�����
 &����
'�����
 ������ ��

U� � fu�x� � L	��� � ��x� � u�x� � ��x� ��� ����� ��� x � �g�
�
� ��x�� ��x� � L���� � ��x� � ��x� ��� ����� ��� x � ��

/��������� ������� ���+����� 
����������	 � ����
�� �����������
@������ 
�	 ,���#������ J�u� � kuk	L����

� ������� ����������� � ���
�����
!�.� $������������� ����� u�� u	 � U� � � � �	� ��� 1��
�

k�u� � ��� ��u	k	L����
� �ku�k	 � ��� ��ku	k	 � R	�

/��������� �������� ���+���� ����� ����
���	 �������
������� �� �����

�����	 ��������� ���+������

I���������� ������� ���+����� �����
��� $�	 
������������� ���
��������� �������� ���+���� 
��������� ��������������	 ���������
�����+
����� � �����+����� ������� �� � �
	
���	 � L	��� �����
����
��������� ��
�����
������������� � �
	
���	 ��� ����� ��� x � ��

$�	 ������ ���������� ��
��� &'�.*(&'�'* ���� �
��� ������� ,����
#��������� ������������� ��������� ��� ,����������� ����������� ��
��
�� �� �� !�!� /�
 ,���#������ &'�.* 
������ ����� ����������� Y � U A ���
��+�� Y � U � L	���� / ���� &'�!*� ����������� ����+��� L�y� u� � �y�u�
Y� � H	���
H�

����� F� � 	� ����� ��� �������� Y�� U � L� �������� &!�.B*
��� ����������� ��+�� ����+��� V � L	����

�
��
�� ���� ��*������� �
���������� ������� �by�bu� !�
�$� ������
����� � �H	��� 
H�

����� � L	����

���	�	����
���� $��������� ��������� ��� ��
��� �
��������	�� ����
������	�� �,�������������� � �� !�! ����
 �������� !�'� /���� ,���#���
������ ����������� � ��������� L �
���� ����� � � �������� J ������	
,���#����� �� &'�.*� 1��
� ������	���	 ������� &!�.2*� � J ����
��	��
���
��� ����� �� ������������ ������������ Y � U � �L	����

	� "������
,���#����� J ������������ ������������ ����� � &� ���� ���
����	 !�.*
������ �������� �� Y � U �

/ ���� ������� .�B 
�	 ������ u�x� � L	��� ��
������� �
����������
������� y�x� � H	��� 
H�

���� ��
��� &'�!*� ������

kykH���� � CkukL�����

�
� C �� ������� �� u� 1�� ��� U� �� � � ��� ����� u � U� ��
��� &'�!* ����
������� ������
���� ������� ��������������� !�'� / ���� �����
������
���� ����������� � ����
�����	 &'�.* ,���#������ J

k�y� u�k	Y��U � kyk	H���� � kuk	L����
� �C	 � ��kuk	L����

� C�J�y� u� �C	�
���
�

����
� ���
��� ������
������� ������	 ����#��������� !�2� "������ ���
�����+
���	 ������� �������� �� ������� !�'� �

@������ ,���#����� � ��
��� &'�.*(&'�'* � ���������� ��
��� �����
����#�� ,���#������

J�y� u� �

Z
�

�jr�y�x�� w�x��j	 �N ju�x�� f�x�j	� dx� inf �����



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

��� ���������� ������� &'�!*� &'�'*� 0�������� ���

jrz�x�j	 �
dX

j��

�
�z�x�

�xj

�	

�

�
��
�� ���� 6�
�$� ������ ������ ����� ����� �
���������� �������
�by� bu� � H�

���� � L	����

���	�	����
���� "���+�� Y � Y� � H�
����� U � L	���� V � H������

L�y� u� � �y�u� F� � 	� J 6 ,���#����� �� &'�B*� "������� ���� ������	
!�'� !�2� ��� ��� ������
������� �������� ������� ������� !�' �����
���
E������ !�' ������	���	 ��� +�� ��� � ������� '�.� � ������� !�2 ������
������ ��� ��� Y� � Y � H�

� � kyk	
H�
� ���

�
R jry�x�j	dx� 1����� �������	

��������������	 �������� !�'� �

%������� ��� ������������ ������������� ��
��� &'�.*(&'�'* �������
�� � �������������� ������������ ������� ��
��� &'�!* ��� ,������������
u� ��� ��� ������� ����#��������� ����������� � ����
�� �#���� &'�2*�
1���� ��
 �
 ������ �����������	 � ������ ������������ ���������	 ����
���
�������� ���������� ������� ����������	 � ����
�� ��������� 
������ ��
�� &���� ��������� 7���� :!;< L����� :.;< 7������� :.;*� %
����
�����+�� � 
����� ��
 �
� 0�������� ����#��������� � ����� � ������
������� ��
��� &'�B*� &'�!*� &'�'* ����������� ��� ������������	 ��������
����� ������� ��
��� &'�!*� � ������ �� ���� ������� ,���#������ &'�B*� /
���
��
�� ������ �� �������� ���� ��
 �
� 
������ ������������ ��
��
������������ ���������	 
�	 �������� ������
������ ������� ��
���
�� � ����
�� ����������� ������ ��
���

���� 1
����
����
 -���	�"
��
 ����
��� 4����
�
�
���
 -���	�
��
�

$�	 ������� ��������	 ���#�,��� ��
�� ���������	 ������
��������
���������� ���������� ������������� ��
���� � ������ ������	���	
������� ����������	 � ����
�� ����������� ������������ ������� ��
��
���

>��������� ��
���

J�y� u� � ky � wk	L����
� Nku� fk	L����

� inf� �����

�y�x� � u�x�� �����

u�x� � U� � �����

�
� w � L	���� f � L	��� 6 ��
����� ,���#��� N � 	� U� 6 ��������
��������� �������� ��
���+����� � L	���� %������� ��� � ��
��� &'�3*�
��������
�� ������	���� �������� ����������� ������� ������	� "��
����� ��
��� &'�3* ����
�����	 ,������ ,���#�� y�x� �� ���������� u
��
�����
������ �� ���
���������� ������������

�
��
�� ���� 6�
�$� ����������� ����� �
���������� ������� �by� bu� �
L	���� L	����

���	�	����
���� "���+�� Y � Y� � U � L	���� V � H�	���� F� � 	�
L�y� u� � �y � u� "������� ��� ������� ������� !�' �� �����������



x �� (��
���
 �����
�����
 &����
'�����
 ������ ��

������	 ��������������� !�' �����
��� "���� u � U� � � y � H	��� 
H�
� ���

6 ������� ��
��� �y � u� y
��
��

� 	� 1��
� �y� u� � A� -��
����������
������� !�' ���������� "������ ������� '�' ����� � ���� ������� !�'� �

>��������� ������ &'�3* ����������	

�y�x� � u�x�� y
��
��

� 	� �ny
��
��

� 	� �����

�
� �n � ���n 6 
�,,����#�������� �� ����������� ������� ������� n
� �����#� �� ������� �� I�
��� &'�F* ����
�����	 y�x� �� ��
����� ,����
#�� u�x� ����� ������� ����� �������� ������� &
�� ������ �
����*�
"������ ��� ��������
������ �� ���
���������� ������������

/��
�� �����������

�H	
���� � f�z�x� � z�x� � H	

� ���g�
>��������� ������������� ��
��� &'�J*� &'�F*� &'�)*�

�
��
�� ���� ����� U� 
 �H	
���� �� �� '��
� !�
�$� ������ ������ �����

����� �
���������� ������� �by�bu� � H	
���� � L	����

���	�	����
���� "���+�� Y � U � V � L	���� Y� � H	
����� L�y� u� �

�y�u� @� ���
����+���	 U�
�H	
���� �� � ���
��� ������
������� ������	

!�'� %���������	 ��������� ������	 !�2� ��� ��� �������� ��� �������� 
���
����+���� ������� !�' �����
��� C��+����� 
�������� ��� A ���

��� &'�J*� &'�F*� &'�)* �
��������	�� �����������

A � f�y� u� � H	
� ���� L	��� � �y � u� u � U�g

� f�y� u� � �H�
���� 
H	���� � L	��� � �y � u� u � U�g � A��

����	�

%������� ��� A� 6 ���+����� 
�������� ��� ��
��� &'�.*(&'�'*� %����
���������� � H	����L	��� ���+����� f�y� u� � A� � J�y� u� � Rg ��� �����
R � 	 ���
��� �� �#���� &'�2*� %���
� � �� &'�.D* ���
��� ��������������
��� ����� R � 	 ���+����� f�y� u� � A � J�y� u� � Rg �� ����� �����������
�� H	���� L	���� �

@���� �� ������� ����� ������ ����������������� �������� �����
��� �����
� ������ ��
���������	 � �
������������ ������� ������� 
������������ ��
�� � ������ ������������ ������ ��
��� ��������
� 
������	���� ��������

���� 5�������
 -���	�
��
� "���� ��
��� ,���#�� w�x� � L	���� g �
L	���� f � L	���� � U� 6 �������� �������� ��������� ��
���+�����
������������ L	����� N � 	� >��������� ���
��
�� ��
��� ���������	AZ

�

jy�x�� w�x�j	dx� N

Z
��

ju�x��� f�x��j	dS � inf� ������

�y�x� � g�x�� x � �� ��ny�x
�� � u�x��� x� � ��� ������

u�x�� � U�� ������

�
� �ny � �y��n� n 6 �����		 ������� � �����#� ���



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

"���+��

Lg �

�
v�x�� � L	���� �

Z
��

v�x�� dS �

Z
�

g�x� dx

�
� �������

�
��
�� ���� ����� U�
Lg �� �� '��
� !�
�$� ������������� ����� �
���

�������� ������� �by� bu� � H
��	

 ��� � L	���� �
� H

��	

 ��� � ������������

����	� � s � ��� p � ��

���	�	����
���� "���+�� Y � L	���� Y� � H
��	

 ���� U � L	�����

V � L	����L	����� F� � ��g� 	�� L�y� u� � ��y� ��ny � u�� 1��
� ������
���
����� ������	 &!�.2* �����
��� � ������������� ��������� &!�.B* ���
���
�� ����
�����	 &.�!D* ������������H��	


 � ������� .�3 � ���
� 
�	 Hs

����

/ ���� ������� .�F � ��������	 .�. ��� ,����������� g�x� � L	����
u�x�� � L	���� ��
��� &'�.!* ����� ������� y � H

��	

 ���� ���
� �����	 �����

�g� u� � L	��� � L	���� ������������ 	
�� ����	+����� ��
���� �� ��Z
�

g�x� dx�
Z
��

u�x�� dS � 	�

"�� ���� ������
���� �#����

kyk	H������ � kyk	L���� � C�kgk	L���� � kuk	L���� � kyk	L������ ����
�

1�� ��� U� 
 Lg �� �� ��
������� u� � U� 
 Lg � $�	 ������ ����� �g� u��

��
��� &'�.!* ����� ������� y� � H
��	

 ��� �� �����
��� ���� �y�� u�� 	��	�

���	 
��������� 
�	 ��
��� &'�..*(&'�.'*� ��� 
��������� ������
�������
������	 !�'� / ���� &'�.2*� &'�..* 
�	 
��������� ���� �y� u� ��
��� &'�..*(
&'�.'* ������
���� �#����

k�y� u�k	Y��U � kyk	H��� ��� � kyk	L����
� kuk	L�����

� �C � ���kgk	L����
� kuk	L�����

� kyk	L����
� � C�J�y� u� � C�

������

�
� J 6 ,���#����� �� &'�..*� � C� � C �� �����	� �� �y� u�� ��� �#���
�� ������������� ������
������� ������	 !�2� 1����� �������	 ����������
�����	 �������� !�'� �

>��������� ��
���� � ������� ������	�
�	 ,���#�	 ����
����� ��
����� �����#� ������� � 	��	���	 �������� $��� �� � ������� ��
����
��������
�� ������	���� ��������

"���� �����#� �� ������� � ������� �� 
�� ���+�����A �� � �� 	���
�� 
 �� � �� ������ meas�� � 	� �
� meas�� 6 ���� 7����� ���+����� ��
�� ������������ ��� >�������������	 ��
���

ky � wk	L���� � Nku� fk	L����� � inf� ������

�y�x� � g�x�� x � �� y
��
��
� 	� y

��
��
� u� ������

u�x� � U� � ������



x �� (��
���
 �����
�����
 &����
'�����
 ������ � 

�
� w � L	���� g � L	���� f � L	���� 6 ��
����� ,���#��� N � 	� U� 6
�������� �������� ��������� ��
���+����� ������������ L	�����

�
��
�� �� � ��*������� �
���������� ������� �by� bu� � H
��	

 � L	����

!�
�$� ��������������

���	�	����
���� "���+�� Y � L	���� Y� � fy�x� � H
��	

 ��� � y

��
��
�

	g� U � L	����� V � L	��� � L	����� L�y� u� � ��y� y
��
��
�u�� F� � ��g� 	��

-�����
������� ������	 &!�.2* � ������������� ��������� &!�.B* �����
���
@� ������� .�) �� �
��������� ������������ ��
��� $��� �� &'�.3* ���
����� u � L	���� ���
��� ������
������� ������	 !�'� � �� �#���� &.�!!*
������� y�x� ��
��� &'�.3*

kyk	H��� ��� � k�yk	L����
� C�kuk	L�����

� kgk	L����
� ������

���������� &'�.B* ����
���	 ������� !�2� "������ �� ������� !�' ���
���
�����+
���� �������� �

>��������� ��
��� ���������� ���������	� � ������� �����
���� 	��
�	���	 �� ������
�������� � ���������A

J�y �w� u� f� � k��ny � wk	L����� �Nku� fk	L����� � inf� ����	�

�y � g� y
��
��

� u� ������

u � U� � ������

�
� ,���#�� w � L	����� f � L	����� g � L	��� ��
���� N � 	� U� �� � 6
�������� ��������� ��
���+����� ������������ L	����� �n 6 
�,,�����
#�������� �� ������� ������� n � ��� � 6 �������� ��+���	 ,���#�� ��
���

�
��
�� ��%� ����� U� 
H����� �� �� '��
� !�
�$� ����	�������� �����

�
���������� ������� �by� bu� � H
��	

 ��� �H������

���	�	����
���� "���+�� Y � Y� � H
��	

 ���� U � L	����� V � L	����

L	����� L�y� u� � ��y� �y�u�� F� � ��g� 	�� %����
��� ��� ������
���� &!�.2*
� �������� &!�.B* ����������� / ���� ������� .�3 �������� ��n � H��	


 �
L	���� ����������� "������ ,���#����� &'�!D* ���������� ������������
�y� u� � H

��	

 ��� � L	����� @� ������	 U� 
 H����� �� � � ������������

� H
��	

 ��� ��
��� $��� �� &'�!.* ��� ����� u � H����� ���
��� �������

��������������� !�'�
"���� �y� u� � H

��	

 ��� � L	���� � A� �
� A 6 ���+����� 
�������� 

��� ��
��� &'�!D*(&'�!!*� -�����
���� ���
��
�	 �#���� ������	 ��
���
0������ 
�	 ��������	 �y � g &��� &.�!'**A

kyk	
H

���
� ���

� C��k��nyk	L�����
� kgk	L����

� kyk	L����
��

E������	 ������������� ���+���	 H
��	

 ��� � L	���� �������� � kyk	L����

�� ������ ����� ����� ����������� �#���� ������	 ��
��� $��� ��� ����



�! ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

�������� &'�.F*� / ���������� �������

kyk	
H

���
� ���

� kuk	L�����
� C�k��nyk	L�����

� kgk	L����
� kuk	L�����

�

� C�J�y � w� u� f� �C	� ������

�
� J 6 ,���#����� �� &'�!D*� @� �#���� &'�!'* ���
��� ������
�������
������	 ����#��������� !�2� 1�� ����� ��������� ��� ������	� ��� ���
���� � ������� !�' 
������� ��
���������� ������	� -��
���������� ���
����� �by� bu� ��
��� &'�!D*(&'�!!* ��
������� � Y� � U � H

��	

 ��� � L	�����

/ ���� ������� � ���
� �y � H����� ��� y � H
��	

 ��� � bu � �by� "������

�by� bu� � H
��	

 ����H������

1�� ��� ,���#����� J�y�w� u�f� �� &'�!D* �� 	��	���	 ������ ������
��� �� Y��U � H

��	

 ����L	����� �����+
���� � �
������������ ������	

���� �
��� 
��������� ������ "���� �yi� ui�� i � �� �� 6 
�� ������	 ���

��� &'�!D*(&'�!!*� "�����		 �����+
���	 ������� !�!� ����� ��
���� ���
��ny� � ��ny	� u� � u	� 1�� ��� ui � �yi� ����� �y� � �y	� 1���� ��������
,���#�	 z � y� � y	 � H

��	

 ��� �
��������	�� ������	�

�z�x� � 	� x � �� �z�x�� � 	� ��nz�x
�� � 	� x� � ���

"� ������� � ���
����� ������� ������������ ������ ��
�� &���� ������
���� 7����� C�
+���� :!;*� z�x� � C����� � � ���� ������� ?���
����� �
�
������������ ������	 ��
��� ?��� 
�	 �������������� ��������	 &����
��������� C��� ��� :.� �� !J.;< MO�����
�� :.;*� z�x� � 	� �� �� y��x� � y	�x��
�� ���
���������� u��x� � u	�x�� �

���� 6���	�
��
 	 �����
 2�3� ��" ��
������ �������� "���� �����#�
�� ������� � ������� �� 
�� �������� ������������ ������ C�A �� �
�� 	 ��� �� 
 �� � �� >��������� ��
���

J�y � w� u� � f�� u� � f�� �
�

�
k��y � wk	L�����

�
N�

�
ku� � f�k	L�����

�
N�

�
ku� � f�k	L�����

� inf� ����
�

�y�x� � 	� x � �� ��y � u�� ���ny � u� �� ��� ������

u � fu�� u�g � U� � ������

�
� w � L	����� fi � L	����� i � 	� �� 6 ��
����� ,���#��� N� � 	� N� � 	�
�i 6 ��������� ������
	
�� ,���#��� ��
����� � �� � �� ��+���� �� �i
&i � 	� �*� U� 6 �������� �������� ��������� ��
���+����� ������������
L	���� � L	�����

/��
�� ������������

Y� � fy�x� � H
��	

 ��� � ���ny � L	����g� ������

� ������

kyk	Y� � kyk	
H

���
� ���

� k���nyk	L�����
�



x �� (��
���
 �����
�����
 &����
'�����
 ������ �"

�
��� ���� "��� y�x� � Y� �� ��y � H������

���	�	����
���� "���� � � C����� ��x� � � � ����������� �� �
��x� � 	 � ����������� ��� / ���� ������� � ���
����� ������� ������
��������� ��������	 ������ ������� 
�	 y � Y�� ����� y � H	���� � ���
��� ��
������� ��� ��������� ���+����� � �� "������ ���y�x�� � L	����
1�� ��� ���n�y � 	 � ���n��y� � ���ny � L	����� � ���� ������� .�F
�y � H

��	

 ���� -��
���������� ��y � H������ �

"���� ���+����� U� �� &'�!J* �
��������	�� ���
��
��� ��������

�
����� '�.� -�
������� ���� fu�� u�g � U� � ,���#�	 y � Y� �Y� 6
������������ &'�!3**� �
��������	�
�� &'�!B*�

�
��
�� ��&� ����� �%������� ������� ���� '��
� !�
�$� ����
��������
����� �
���������� ������� �by�bu�� bu�� � Y� �H������ L	�����

���	�	����
����"���� Y � Y� &Y� 6������������ &'�!3**� U � L	�����
L	����� V � L	��� � L	���� � L	����� L�y� u� � L�y� u�� u�� � ��y� ��y �
u�� ���ny � u��� F� � �	� 	� 	�� "������� ���� ������� ����#��������� !�2�
��� ��� �������� �������� ������� ������� !�' �����
��� @� �������
.�) � ������������ ������������� ������� ��
���

�y � 	 � �� ��y � u� � L	����� ��y � v � L	�����

�#���� &.�!!* 
�	 �� ������	 � �������� ��������� � &'�!B* ���
��� �#����

kyk	Y� � ku�k	L����� � ku�k	L����� � kyk	
H

���
� ���

� ku�k	L����� � �ku�k	L�����

� Ck��yk	L����� � �C � ��ku�k	L����� � �ku�k	L�����

� C�J�y � w� u� � f�� u� � f�� �C��

�
� J 6 ,���#����� �� &'�!2*� ��� ����������� 
��������� ������� !�2�
"������ �� ������� !�' ���
��� ��
���������� ������	 �by� bu�� bu�� � Y� �
L	���� � L	���� ��
��� &'�!2*(&'�!J*� / ���� ����� '�. bu� � H������ L
���
���������� ������	 
����������	 ���������� ������������
��� �����+�

���� ������� '�3� �

"����
�� ������� ���+���� U� � �
��������	�
� ������� '�.� $�	
����� ��� ����������	

�
��
�� ��'� ����� Ui i � �� � � �%����%� ��
���(����� ���������
���� L	���� � ��*������� k � �� ����� $��

U� 
Hk������ �� �� IntHk�����U	 
Hk����� �� � ������

����

IntHk�������U� 
Hk������� �� �� U	 
Hk���� �� �� ������

�
� IntX W � ������������ ���(����� W � X � ��%��� ��������� ������

��������� ������������ X� '��
� ��*������� ����� �y� u� v� � H
k���	

 ����

Hk�������Hk���� �
���������#*�& ������������

�y�x� � 	� x � �� ��y � U�� ���ny � U	� ����	�



�# ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

$������������� �����
��� ��+� &��� ������� '�.�.*�

���
�� ���� "���+��

U� � L	����
�� U	 � L	����

�� ������

�
�

L	����
� � fu � L	���� � u�x� � 	 ��� ����� ��� x � ��g�

������

L	����
� � fu � L	���� � u�x� � 	 ��� ����� ��� x � ��g�

������

���
�� ���� "����

�j�x� � C����� �j�x� � C����� �j�x� � �j�x� � � ����
�

��� ����� ��� x � ��� �
� � � 	 6 ��������� ����� � j � �� �� "���+��

Uj � fu�x� � L����� � �j � u�x� � �j�x� ��� ����� ��� x � ��g�
������

C��+����� U�� U	 �� ���� �������� �
��������	�� ������	� &'�!)*�
&'�!F*� "�� 
������������� ����� ,���� ����������	 ������� ���+�����
&'�'B*� ��� ����� ���+���� /������ k � �d������ �
� d�� � dim��� / ����
&'�'2* ��
������� ,���#�	 uj�x� � Ck������ � Hk������� �����
��+�
�	
���+����� &'�'B*� ��� 
��������� ������
������� ������� &'�!)�* � &'�!F	*�
%����
��� ��� ,���#�� uj�x� ��+�� ������� ������ ���

�j�x� � ��� � uj�x� � �j�x�� ���� ������

-������� ������� ���+���	 -������� Hk������ � Hk���� � C����� / ����
&'�'J* ��+�� ������� ����� ����� 
 � 	� ���

B� � fv � Hk������ � kv � ujkHk�� � 
g � Uj�

B	 � fv � Hk���� � kv � ujkHk � 
g � Uj �

��� ����������	 
��������� &'�!)	*� &'�!F�*�

x �� �	�	�� �����	
��� � ���	�

��!" ��!�	���
 �

��
����� �	�	��
��
����� ��	��
��!��

/ ���� �������,� �����
����	 ������������ � �
������������ �����
��� ������������ ��
��� ��	����� � �����#������ ���������� �����
����������� ����� @������ ������ ��� ��������� � ��� � ����������� 
������ ��
��� ��������
� ������	���� ��������

���� 4����
�
�
���
 -���	�
��
 � ����7�
��
� "���� �6 �����������	
������� � Rd � �����#�� �� ������ C�� T � 	� Q � �	� T ���� � � �	� T �����
"��
���������	� ��� ��
��� w�t� x� � L	�Q�� f�t� x� � L	�Q�� y��x� � L	����
N � 	� / Q ��������������	 ���
��
�	 ��
��� ������������ ���������	A

J�y � w� u� f� �
�

�
ky �wk	L��Q�

�
N

�
ku� fk	L��Q�

� inf� �
���



x �� )����� 
���'����
*
 ������
��+ ��

�y�t� x�� ��y�t� x� � u�t� x�� �t� x� � Q� y
��
�
� 	� y

��
t��

� y��
�
���

u�t� x� � U� � �
���

�
� w � L	�Q�� f � L	�Q�� y� � L	���� U� 6 �������� �������� �������
��� ��
���+����� �� L	�Q�� �y�t� x� � �y�t� x���t� � �� 	� I�
��� &2�!* ���
,����������� u � � � 	 6 ��� ��������	 ������	 ��
��� 
�	 ��������	
����������
������ ������	� ��� ��������� 	��	���	 ����������� L��� +�
� � 	� �� &2�!* 6 ������	 ��
��� 
�	 ��������� ��������	 ����������
����
��� ��� ��
��� ������������

M���������� ������� ���+����� U� �� ��
��� &2�.*(&2�'* ����������
�������� ���+���� U� 
�	 ���#������� ��
��A

U� � fu � L	�Q� � ku� u�k � Rg� u� � L	�Q�� �
�
�

U� � fu � L	�Q� � u�t� x� � 	 ��� ����� ��� �t� x� � Qg�
�
���

U� � fu � L	�Q� � ���t� x� � u�t� x� � �	�t� x�g� �
���

�
� �i�t� x� � L��Q�� ���t� x� � �	�t� x� ��� ����� ��� �t� x� � Q�
/��
�� ������������

Z � fz � L	�Q� � �z � ��z � L	�Q�g� �
���

� ������

kzk	Z � kzk	L��Q�
� k �z � ��zk	L��Q�

�

��� ������������ �����������	 ��� 
������������� ������������ ���

��� &2�.*(&2�'*� @����
��� ������ � ���
� ,���#�� u � Z �� �������
����� ����� � ��������� #����
�� Q� /��
�� �������� �� � ������
	
��
,���#�� u�t� x� � �� ��+���� ��� t � 	 � � �������� ��� ������
	
�� ,����
#�� u�t� x� � �� ��+���� �� ������� ����� ����� �A

��u � u
��
t��

� ��u � u
��
�
�

�
��� ���� )���
����% � ������%��% ���
�#*�� ��������% ���
��A

�� � Z � H�����

���
j
n � Z � H���	�j����H���	� T ��� j � 	� �� �
���

�
� ��n � �������� 
���������������� �� ������& ������� � � � ��n �
��(
�������%& ���������

���	�	����
���� / ���� &2�3* � ������������� ��������� � � L	����
H�	��� �� ��������	 z � Z � L	�	� T �L	���� ����� �z � L	�	� T �H

�	�����
-��
���������� �tz � L	�	� T �H�	����� "������ �� ������� � ���
� &���
7����� C�
+���� :!;* �������� ������������� ������� ��������� � &2�F*�

?�+
�� ,���#�� ��t� � H�
� �	� T � ���������� ������+����

�� � Z � H�

���� ���z��x� �

TZ
�

z�t� x���t� dt� �
��	�



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

����� 
������� ������������� ��������� &2�.D*� � ������ ����������	

���z � ��� ��z � ��� �z � ��z����

����
�� �#����

k��zk	H�
���� � k��zk	L����

� k���zk	L����

� k��zk	L����
�

�

�	
k��� �z � ��z�k	L����

�
�

�	
k� ��zk	L����

�

�
kzk	L��Q�

�
�

�	
k �z � ��zk	L��Q�

�
k�k	L����T �

�
�

�	
kzk	L��Q�

k ��k	L����T �

� Ckzk	Zk�kH����T ��

��� �#����� ������ ������������� ��������� &2�.D*� 
��������� ���������
����� ���+���	

Z � H�

���H

���	� T ���

@� �����
���� ����������	 � ������� .�3 � ���
� ,���#�� �� H�

 ���
�

&.�)*� &.�F* ���
��� ������������� ������� ��������� � &2�F*� �

/ ���� ����� 2�. ��������� ����
����� ������������

Z� � fz � Z � ��z � 	g� kzkZ� � kzkZ � �
����

�
� Z 6 ������������ &2�3*� / ������������ &2�..* ����������� ������
������� y ��
��� &2�!*� ���� u � L	�Q�� 0� ���+����� U� �� &2�'* ����+��
���
��
�� ��������

�
����� 2�.� -�
������� ���� �y� u� � Z��U� � �
��������	�
�	 &2�!*�
-�����
���� ���
��
�	 ������� �� �
��������� ������������ ��
���

&2�.*(&2�'*�

�
��
�� ���� ����� �%������� ������� 
��� '��
� !�
�$� �
�����
��� ����
�� �
���������� ������� �by�bu� � Z��L	�Q� �
� Z� � ������������ �
�����

���	�	����
���� "���+�� Y � U � L	�Q�� Y� � Z�� �
� Z� 6 ����
��������� &2�..*� V � L	�Q� � H������ L�y� u� � � �y � ��y � u� ��y�� 1��
�
������������� ��������� &!�.B* ���
��� �� ����
�����	 &2�..*� &2�3* ����
��������� Z� � ����� 2�.� E������ ��������������� !�' ���
��� �� ������	
2�.� � ������� ����#��������� !�2 6 �� ���
��
�� �#����� ������
�����

�	 ����� ���� �y� u� � Y� � U � �
��������	�
�� ����������	� &2�!*A

kyk	Y� � kuk	U � kyk	L��Q�
� k �y � ��yk	L��Q�

� kuk	L��Q�

� kyk	L��Q�
� �kuk	L��Q�

� C J�y � w� u� f� �C��

�
� J 6 ,���#����� �� &2�.*� "������ 
����������� �����+
���	 ���
��
�� �� ������� !�'� �

/����� ��
��������� 
�	 ������
������� ������� 2�. 	��	���	 �����
��� 2�.� ����+����� �� �� �
��� 
����� ��
���� / ������ � � 	� �� �� 
�	
���������� ������� ��
��� ������� 2�. ����� ������	���	 ��� ���� y� �
L	���� w � L	�Q�� f � L	�Q� � ������ ��������� ���������� ���������



x �� )����� 
���'����
*
 ������
��+ ��

���+����� U� � L	�Q�� $������������� 
�	 ������ u � U� � ���� �������
.�.J ��
������� ������� y � L	�	� T �H

�
����� ��
��� &2�!*� 1�� ��� � ����

&2�!�* �y � ��y � u � U� � L	�Q�� ����� y � Z��
/ ������ ������������ ������� ��
���� �� �� ��� � � 	 �������� �����

��	 2�. ����������� ���+���� I
��� �� �������� ������� 2�. 
�	 ���+���
��� ��
� &2�2*� / ������� '�'�. � '�'�! &��+�* ������� 2�. ��
�� ���+�
��������� 
�	 ���+���� &2�B* � &2�J*�

�
��� ���� ����� y��x� � H�
� ��� � IntU� �� � �L	�Q��������������

���(����� U� �� ������� '��
� ��*������� ���� �by� bu� � Z� � IntL	�Q� 
�
���������#*�� �
��� ����
��������� �%��������� ������� 
����

���	�	����
���� / ���� ������� .�.2 
�	 y��x� � H�
���� ��
�������

,���#�	 y�t� x� � H��	�Q� ����	� ��� y
��
�
� 	 � ��y � y��x�� %����
��� ���

�y � ��y � L	�Q�� "���+�� g � �y � ��y� 1��
� ������������ ��
��� &2�!*
��� ��������� u � U� ������������ ������������ ��
���

�z�t� x�� ��z � v�t� x�� z
��
�
� 	� z�	� x� � 	 �
����

��� ���������

v � V� � fv � u� g � u � U�g� �
����

1�� ��� IntU� �� �� ����� IntV� �� �� "���� v � IntV� � %��������
����� ek � �k �������������� ����������� ,���#�� � ����������� �������	
������������ ��
���

��e � �e� e
��
��

� 	� �
��
�

�
� �k �������+��� � ���	
�� ����������	A 	 � �� � �	 � � � � � �k � � � � �
"���+��

vn�t� x� �
nX

k��

vk�t�ek�x�� vk�t� �

Z
�

v�t� x�ek�x� dx�

zn�t� x� �
nX

k��

zk�t�ek�x�� zk�t� �

tZ
�

e�	k���t�vk�	 � d	�

%����
��� ��� ��� ����� n � N
�zn � ��zn � vn� z

��
�
� 	� zn

��
t��

� 	�

1�� ��� kv � vnkL��Q� � 	 ��� n � �� ���� �zn� vn� �
��������	�� �������
����	� &2�.!*� &2�.'* ��� 
��������� ������ n� �

@� ����� 2�!� � ���������� ���
���� ��� ���+����� &2�2* �
��������
�	�� ������� 2�.� ���� y��x� � H�

� ����

���� 
�����	�
 -���	�
��
� 8����,��
 ����7�
��
� >��������� �������
������� ��
���� ��	������ � �����#������ ��������� � ������� ������
������ 	��	���	 ��������� �������� � �����
����� ,���#��� 6 ������
��� ,���#�� �����	��	 � �������� ������ ������� T � "���� ��
���
w � L	���� y� � L	���� g � L	�Q�� N � 	� � �� 	� �
� � 6 �����������	



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

������� � Rd� Q � �	� T ���� >�������������	 ��
���

J�y � w� u� y�� �
�

�
ky�T� �� � wk	L����

�
N

�
ku� y�k	L����

� inf�
�
����

�y�t� x�� ��y � g�t� x�� ��y � 	� ��y � u� �
����

u�x� � U� � �
����

�
� U� 6 �������� �������� ��������� ��
���+����� �� L	����
"���+��

Y� � fy � L	�	� T �H
�
����� � �y � L	�	� T �H

������g �
����

� ���
����+��� ��� ��������� ���
��
�� ��������

�
����� 2�!� -�
������� ���� �y� u� � Y��U� � �
��������	�
�	 &2�.J*�
�
� Y� 6 ������������ &2�.)*�

�
��
�� ���� "��� �%������� ������� 
�� �� ��*������� �
����������
������� �by�bu� � Y� � L	��� !�
�$� �
������
�����

���	�	����
���� "���� Y � Y� 6 ������������ &2�.)*� U � L	����
V � L	�	� T �H

����L	���� F� � ��g� 	�� L�y� u� � � �y���y� ��y�u�� 0��������
����� ��������� &!�.B* ���
��� �� ������� .�.J� ������
������� ������	 !�'
������������	 �������� 2�!� "������� ������� !�2� E���+�	 
�,,����#��
������ ��������� � &2�.J* ����	��� � L	��� �� y�t� x�� ����� �������������	
�� ����	� � �������������	 �� t ������� ���������

�

�
ky�T� ��k	L����

� �

�
ky�	� ��k	L����

� �

TZ
�

kry�t� ��k	L����
dt �

TZ
�

�g� y�L����dt�

�� �������� ���
���

�

TZ
�

kry�t� ��k	L����dt �
�

�
ky�	� ��k	L���� � kgkL��Q�kykL��Q�

�
�

�
ky�	� ��k	L���� �C�kgk	L��Q� �

�

�

TZ
�

kry�t� ��k	L����dt
�
����

��� � � 	 �

j�j
TZ
�

kry�t� ��k	L����
dt

�
�

�
ky�T� ��k	L����

�C�kgk	L��Q�
�
j�j
�

TZ
�

kry�t� ��k	L����
dt

�
��	�



x �� )����� 
���'����
*
 ������
��+ ��

��� � � 	� %#�����	 �y � ����
�� &2�.J*� �������� �������	 &2�.F*� &2�!D*�
���

kyk	Y� � C

�
ky�	� ��k	L����

� kgk	L��Q�
� � � 	�

ky�T� ��k	L����
� kgk	L��Q�

� � � 	�
�
����

�
� Y� 6 ������������ &2�.)*� � ��������� C � &2�!.* ������� ���� �� �� @�
&2�!.* ���
���� ��� 
�	 ����� ���� �y� u� � Y� � L	���� �
��������	�
��
&2�.J*� ������
���� �#����

kyk	Y� � kuk	L����
� C�ky�T� ��k	L����

� kuk	L����
� kgk	L��Q�

�

� C�J�y � w� u� y�� � C	�

�
� J 6 ,���#����� �� &2�.B*� ��� �#���� 
��������� ������
�������
������	 !�2� "������ ��
���������� ������	 ��
��� &2�.B*(&2�.3* ���
���
�� ������� !�'�

"���� �y�� u��� �y	� u	�6 
�� ������	 ��
��� &2�.B*(&2�.3* � z � y��y	�
v � u� � u	� >����+
�	 ��� +�� ��� � ������� !�!� ����� ��
���� ���

z�T� x� � 	� z�	� x� � v�x� � 	� �z � ��z � 	� z
��
�
� 	�

@�������	 ������� �
������������ ������	 �������������� ������� ��
��
�� � ��������� �������� z�	� x� � 	� ���� � � 	 � z�T� x� � 	� ���� � � 	�
�������� ��� z�t� x� � 	� �

"����
�� 
���������� ������� �� U� � ��� ������� ������	���	 �����
��� 2�!� / ���� ������� .�.J � ������������ ������������� ������ 
��
�� ��� � � 	 ������� 2�! ��������� 
�	 ������ ��
���+����� U� �� �

������������ L	����
>��������� ������ � � 	�

�
��� ���� ����� � � 	 � IntU� �� �� '��
� ������
���� ������� 
���

���	�	����
���� "���� z�t� x� � Y� 6 ������� ��
���

�z � ��z � g� z�T� x� � 	� z
��
�
� 	

� V� � fv � u� z�	� �� � u � U�g� %����
��� ��� IntV� �� �� "���� v � IntV� �
"���+��

zn�t� x� �
nX

k��

e��	ktvkek�x��

�
�

vk �

Z
�

v�x�ek�x� dx�

� ek�x� � �k ����
����� � 
������������� ����� 2�!� 1�� ���

kzn�	� ��� vkL���� � 	 ��� n���

zn�	� x� � V� ��� 
��������� ������� n� "������ ���� �y�t� x�� u�x�� �
�z�t� x� � zn�t� x�� z�	� x�� zn�	� x�� � Y� � U� �
��������	�� &2�.J*� �



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

���� 5�������
 -���	�
��
� 8����,��
 ����7�
��
� >��������� ��
���
���������	� � ������� ������	�
�	 ,���#�	 	��	���	 ��������� �����
���� 0������ �������������� ��
���

J�y � w� u� y�� �
�

�
ky�T� �� � wk	L���� �

N

�
ku� y�k	L���� � inf�

�
��
�

�y�t� x�� ��y�t� x� � g�t� x�� �t� x� � Q�

���ny � u� �t� x� � �� y�	� x� � y��x�� x � �� �
����

u � U� � �
����

�
� w � L���� y� � L	���� g � L	�Q�� y� � H��	��� 6 ��
����� ,���#���
N � 	� � �� 	� U� �� � 6 �������� ��������� ���+����� �� L	���� �n 6
�������
��	 �� ������� ������� � �� &0�������� ��� � � �	� T �� �� 6
������	 ����� ����� #����
�� Q � �	� T ����*

$������������� ��
���������	 ������	 ��
��� &2�!2*�&2�!J* #��������
����� �����
��� �������
�������� ��� ������������	 ����������� ��
���
�� �� !�!� $��� � ���� ��� ������� ��������������� ��
��� �
����	 ����� �
������ ��� �y� u�� �
��������	�
� ����������	� &2�!B* � ������ �������

����������� 2�.� ���� �y� u� � L	�	� T �H����� � L	��� �
�����������
������������ �
���� � ������ ��%��� ���� 
�� �#��& ������� � � H��	�Q�
����& $�� ���n� � 	 � �#���� 	 � �	� T � ������
���� ��(
�����

�Z
�

Z
�


y�	� x�� ���t� x� � ����t� x�� � g�t� x���t� x�� dx dt

�

Z
�

�y�	� x���	� x� � y��x���	� x�� dx� �

�Z
�

Z
��

u�t� x����t� x�� dx�dt�
�
����

L��� 
������������ ��������� ��� y � H��	�Q�� �� &2�!3* ������������
&2�!B* � ���� ,������ 8����� "�����	 � &2�!3* ��t� x� � ��x� � H	��� �
����+�	

R
�

y�	� x���	� x� dx ����� ��������� ������ ������� ���������

Z
�

y�	� x���x� dx �

Z
�

y��x���x� dx

�

�Z
�

Z
�

�y�t� x�����x� � g�t� x���x�� dx dt� �

�Z
�

Z
��

u�t� x����x�� dx�dt�
�
����

%����
��� ��� �����	 ����� &2�!)* ���������� �� 	 � 4���� ����� ��	� � �
H	

���� � ��������������� � &2�!)* �� ����	� ���� � ���� ����� ��
����
��� �����	 ����� ��������� &2�!)* ���
��+����	 �� ������������� �� �
� ������������ H	

� ��� �� H�
����� "������ ��� ����� 	 ����
���� ���


y�	� �� � H������ @� �����
����� ��+� ����� ���
���� ��� �� ����� 
���
y�t� x�

��
t��

� L	����



x �� )����� 
���'����
*
 ������
��+ � 

�
��� ���� "��� ���� �y� u� �
����������� ������������ �
���� � ����
��� ��%��� ��

�

�

Z
�

�y	�	� x�� y	��x�� dx� �

�Z
�

Z
�

jry�t� x�j	dx dt

�

�Z
�

Z
�

g�t� x�y�t� x� dx dt�

�Z
�

Z
��

u�t� x��y�t� x�� dx�dt�
�
����

���	�	����
���� "���� �j�x� � 	 � �� � �	 � � � � � �k � � � � 6 ���
������������ ����������� ,���#�� � ����������� �������	 ������������
��
���

���j � �j � �j�j� x � �� �n�j�x
�� � 	� x� � ���

L��� �j �� �k� �� � ����
�� �������������	 �� ����	� �������� ���

��j � �k�H���� �

Z
�

� dX
l��

�xl�j�xl�k � �j�k

�
dx � ����� ���j � �k�L����

� ��j � ���� ���k�L���� � �j��j � �k�L���� � �k��j � �k�L�����

/ ���� ��� �������� &����� ������������
�� ����������* ��+�� ����
����� ��� f�jg �������� ����������������� ����� � L	��� � �����������
��� ����� � H�����

"���+�� yj�t� � �y�t� ��� �j�L����� %���
���� ��������

�Pky��t� x� �
kX
j��

yj�t��j�x��

%����
��� ��� Pk 6 ������������� �������� � L	��� �� ��
�������������
����+
����� ���������� ��� �	� � � � � �k ������ f�jg�

"�
�����		 � � �j � &2�!)*� ������� yj�t� � H��	� T �� "������ Pky �
H��	�Q�� %����
��� ��� ���nPky � 	� /������ � &2�!3* � � Pky� 1��
�
����� �������� �������������	 �������

�

�
�kPky�	� ��k	L����

� kPky�k	L����
� � �

�Z
�

krPky�t� ��k	L����
dt

�

�Z
�

�g�t� ��� Pky�t� ���L����dt�

�Z
�

Z
��

u�t� x���Pky��t� x
�� dx�dt�

�
��	�

1�� ��� kPkw�wkL���� � 	 � kPkw�wkH���� � 	 ��� k ��� �� �������
��������� &2�!F* ���� �
�� � ���
��� � &2�'D* ��� k��� �

0� ���+����� U� �� &2�!J* ����+�� ���
��
�� ��������



�! ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

�
����� 2�'� -�
������� ���� �y� u� � L	�	� T �H����� �U� � �
��������
�	�
�	 &2�!B* ��� ��
���� y� � H��	���� g � L	�Q� � ������ �������

�	
��	��� 2�.� L��� � � 	� �� � ���� ������� � ������������ �������
������� ������ ��
�� &��� 7����� C�
+���� :'� �� )J� )3;* ����� ��
����
+����� U� �� � ������������ L	��� �
��������	�� ������� 2�'� L��� � � 	�
�� �� ��� ��� y� � L	���� g � L	�Q�� ��
������� U� �
��������	�
��
������� 2�'�

L���� ��������� g � 	� y� � 	� �� ����� ���+����� U� ��
��������
$������������� ����� ���+����� U� � L	���� ��
��+�
�� 	� �
��������	��
������� 2�'� ��� ��� � ���� ������ 
�	 ���� �y� u� � �	� 	� ��������� ���
��������	 &2�!B*� 4���� ��
�� ������� ���+���� U� � 
�	 ������ ��
���
&2�!2*(&2�!J* � g � 	� y� � 	 �
��������	�� ��� � � 	 ������� �����������
������ ��
�� �����
��� ��+� &��� ��� !� ����� J�.*�

C��+����� ��� �y� u� � L	�	� T �H
����� � U� � �
��������	�
� &2�!B*

� ������ ������� ���������	 ���+������ 
�������%- ��� ��
��� &2�!2*(
&2�!J* � �����������	 A�

/ ���� ����� 2�2 
�	 ����� ���� �y� u� � A ����
���� ,���#�����
J �� &2�!2*� / ������������ � ��
��� ����
�����	�� �������� ��
���
&2�!2*(&2�!J* ��
�� �������� ���� �by� bu� � A ������ ���

J�by � w� bu� y�� � inf
�y�u��A

J�y �w� u� y�� � s �
����

&����� s ���
��� 
�	 �
������ 
���������� ����+���	�*

�
��
�� ���� "��� �%������� ������� 
�� �� !�
�$� �
��
���
���� �����
�
���������� ������� �by� bu� � L	�	� T �H����� � L	����

���	�	����
���� "���� �y� u� � A� /�����	 �� ��������� &2�!F* � 	 �
		 �� +� ��������� � 	 � 	� ��� 	� � 		� �������

�

�

Z
�

�y	�		� x�� y	�	�� x�� dx� �

��Z
��

Z
�

jry�t� x�j	dx dt

�

��Z
��

Z
�

gy dx dt�

��Z
��

Z
��

uy dx�dt� �
����

"���� � � 	� "���+�� � &2�'!* 		 � T � 	� � 	 � �������

Z
�

y	�	� x� dx� �j�j
TZ
�

Z
�

jry�t� x�j	dx dt �
Z
�

y	�T� x� dx

� �

TZ
�

kg�t� ��k	L����
ky�t� ��k	L����

dt� �

TZ
�

kuk	L�����
ky�t� ��k	L�����

dt

�

Z
�

y	�T� x� dx� C


� TZ
�

kg�t� ��k	L����dt�

TZ
�

ku�t� ��k	L�����dt

�



x �� )����� 
���'����
*
 ������
��+ �"

� �

TZ
�

ky�t� ��k	H����dt � I��

�
� �����
��� ��������� 	��	���	 ����
������� ����� I�� @� ����� ������
���� ���
���� ���

TZ
�

Z
�

y	�	� �� dx d	 � TI��

TZ
�

Z
�

jryj	dx dt � I����j�j��

"������

TZ
�

Z
�

ky�	� ��k	H����d	 � C�
�kgk	L��Q�
� kuk	L����

�

� �

�
T �

�

�j�j
� TZ

�

kyk	H����dt�

�
T �

�

�j�j
�Z

�

y	�T� x� dx�

/����� � � �
	 �T � ���������� �� ����� ����������� �� �
��

kyk	L����T 
H����� � C�kgk	L��Q�
� kuk	L����

� ky�T� ��k	L����
�� �
����

�
� C �� ������� �� y � u� / ������ � � 	 ���������� �� &2�'!* ��������

kyk	L����T 
H����� � C�kgk	L��Q�
� kuk	L����

� ky�k	L����
�� �
��
�

"���� �yn� un� � A �����
������������� �����������
�	 ,���#�����
J � �� ��

lim
n��

J�yn � w� un � y�� � s� �
����

�
� s 6 ������ ����
������� � &2�'.*� / ���� &2�'B*� &2�!2*� &2�''*� &2�'2*

kynkL����T 
H����� � kunkL���� � C�

�
� C �� ������� �� n� "��� �
	� ���� ����������	� � ��
�����
��������
������ ��+�� �������� ���

yn � by ����� � L	�	� T �H
������ un � bu ����� � L	���� �
����

"�
�����		 � &2�!)* y � yn� ����� ��
���� ��� ,���#�� t� �yn�t� ��� ��L����

�����
��+�� H��	� T � � ������
���� �#����

k�yn�t� ��� ��L����kH����T � � C�

�
� C �� ������� �� n� "������ ��+�� �������� ���

�yn�t� ��� ��L���� � �by�t� ��� ��L���� ������ � C
	� T �� �
����

"�
�����		 �yn� un� � &2�!3*� ���� �
	 � ���
��� ��� n � � � �������	
&2�'J*� &2�'3*� ����� ��
���� ��� �by� bu� ���+� �
��������	�� &2�!3*� / ����
������� ����������	 � &2�'J* bu � U� � "������ �by� bu� � A�



�# ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

@� &2�!F* � 	 � T ���
���� ���

kyn�T� ��k	L���� � C�

�
� C �� ������� �� n� @� ����� ������������ � ���� &2�'3* ��������

yn�T� �� � by�T� �� ����� � L	���� �
����

@� &2�')* � ������� ����������	 � &2�'J* ��������� ���

J�by � w� bu� y�� � lim
n��

J�yn �w� bu� y���

����
� � ���� &2�'B*� &2�'.* ���������� ��� �by� bu� 6 ������� ��
��� &2�!2*(
&2�!J*�

"���� �y�� u�� � �y	� u	� 6 
�� ������	 ��
��� &2�!2*(&2�!J*� 1�� +��
��� � ������� !�!� ���+
����	� ��� y��T� x� � y	�T� x�� u��t� x�� � u	�t� x���
"������ ,���#�� z�t� x� � y��t� x� � y	�t� x� � v�t� x�� � 	 ��� �t� x�� � �
�
��������	�� � ������ ������ ����������	�

�z�t� x�� ��z � 	� �t� x� � Q� ���nz � 	� �t� x� � ��

z�	� x� � 	 � z�T� x� � 	� %���
� � ���� ������� � �
������������ ����� 
������� �������������� ������� ��
���� �������
�� �� &2�''*� &2�'2*� ���
������� ��� z�t� x� � 	� "�� ����� ���� � � 	� �� � �������� ���������
�� ������	 �����������	 ��������� z�	� x� � 	� � ��� � � 	 6 ���������
z�T� x� � 	� �

�	
��	��� 2�!� "��
��+����� ���� 
������������� ������� 2�' ����
��
��� ������������� �� ������+���� �������� � ����������� ����+��
��	� 1������ 2�' ��� � � 	 ��+�� 
������� � � ����
�� ����������� ����
���� !�'� ���� ������������ ��������� 7������ C�
+����� :'� �� )J� )3;� 
��
������������ �������� 
������� ���+��� &%������� ��� ���� ��������� ��
��� �� ����� ���������� ��� �������� ������	 2�'�* / ���� ������ �
����	

������� ��
���������� ������	 �by� bu� ��
��� &2�!2*(&2�!J* � ������������
Y��L	���� �
� Y� � fy � L	�	� T �H

��	����
H����	� T �L	����� �y���y � L	�Q�g�
"�� � � 	 
�	 
������������� ������� 2�' ��+�� ���+� ������������ ����
���� !�'�

x #� $
����
 ���	�

��


/� ��� ��
��� ���������	� ������������ ����� ������������	 ����
���������� #������ ,���#����� J � L�� ��������#�	 ������	�� �������
,���#�� �����	��	 y �����+�� ������� � ��
����� ,���#�� w ��� ����
������ ������� �� ����������� %
���� � ,��������� ����� �����	 ����
�� ����� � ��
���� � ������ ������� ��� �� ����������� � ��������	 ���
����� ,���#�� �����	��	 y� ����������� ������� � w� C������������ ���
��������� ��� � #������ ,���#������ J ����������� ���� � u� E���������
� ����� ,���#������� �� �������� (������� / ���� �������,� ������

����	 ������ � ��������� ���������� ������������ ��
�� � +������
������������



x �� ,
���

 ������
��
 ��

���� 
��#�������" ������� >��������� ��
��� ���������	

k�y � wk	L�����
� inf� �����

�y�x� � 	� x � �� ���ny��x
�� � u�x��� x� � ��� �����

u��� � U� � �����

�
� w�x�� � L	���� 6 ��
����	 ,���#�	� U� 6 �������� �������� �������
��� ��
���+����� �� L	����� 0���+�� �� U� ���
��
�� ������	�

�
����� B�.�

U� 

�
u�x�� � L	���� �

Z
��

u�x�� dx� � 	

�
�� ��

�
����� B�!� U� ���������� � L	�����

�
��
�� ���� ����� �%������% ������� ��� � ���� '��
� !�
�$� ������

����� ����� �
���������� ������� �by� bu� � H
��	

 ���� L	�����

���	�	����
���� "���+�� Y � Y� � H
��	

 ���� U � L	����� V �

L	����L	����� F� � �	� 	�� L�y� u� � ��y� ��ny � u�� J�y� u� � k�y �wk	L�����
�

0������������ ��������� &!�.B* ���
��� �� ������� .�3� @� ��� +� ������
�� ���
��� ������������� ,���#������ J�y� u� �� Y� � U � E������ ������
���������� !�' ������	���	 � ���� ������	 B�. � ������� .�F� @�������	
�#���� &.�!'*� &.�!!* ������� ��
�� 0������ � $��� �� 
�	 ��������� 7���
���� � ������� B�!� �������

kyk	
H

���
� ���

� C�k��nyk	L����� � kyk	L����� � C��kuk	L����� � kyk	H��� ����

� C��C � C	k�yk	L������ � C�� k�y �wk	L����� � C���

����
� ���
��� ������� ����#��������� !�2� 1���� �������� ������������
�����
����� ��
��� �������� �� ������� !�'�

"���� �y�� u��� �y	� u	� 6 
�� ������	 ��
��� &B�.*(&B�'*� 1�� +�� ���
� ������� !�!� ��������������	� ��� �y� � �y	� "������ � ���� ������
�� �
������������ ������� ��
��� $��� �� 
�	 ��������� 7������ �����
y��x� � y	�x�� x � �� -��
���������� u� � u	� ��� 
��������� �
��������
����� ������	 ��
��� &B�.*(&B�'*� �

"�� 
������������� ������	 ����#��������� � ������� B�. ��
�������
�� �������������� ������� B�! �������������� ���+����� U� � "���+���
��� ��� 
������������� ������� ��
���������	 ������	 � ��
��� � +����
��� ����������� ��+�� �������� ��� ������	 B�!� ���� ������ ����
��	�
�
�� ,���#����� � &B�.*� �������� ����� ��������

>��������� ��
��� ��������#�� ,���#������

k�y � wk	H����� � inf ���
�

��� ����������	 &B�!*� &B�'*� "���� w � H����� 6 ��
����	 ,���#�	�



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

�
��
�� ���� ����� �%������� ������� ���� '��
� !�
�$� ���
�� ������

����� ����� �
���������� ������� �by�bu� � H
��	

 ���� L	�����

���	�	����
���� %���
���� ������������ Y � Y�� V � U � �������� L
��� +�� ��� � ������� B�.� "���+�� J�y� u� � ky � wk	H������ /�� ������	
������� !�' �� ����������� ������	 !�2 ������	���	 ��� +�� ��� � ����
���� B�.� @� �#���� &.�!!* ������	 ��
��� $��� �� 
�	 ��������� 7������
��������

kyk	
H

���
� ���

� Ck�yk	H����� � C�k�y �wk	H����� � C	

kuk	H����� � k��nyk	H����� � C�kyk	H���
� ���

� C��C�k�y �wk	H����� � C��

@� ��� �#���� �������� ������
������� ������	 !�2� �� ���
���������� ����
��������� ��
��� &B�2*� &B�!*� &B�'*� L
������������ ������	 ���� ��
���

����������	 ��� +�� ��� � ������� B�.� �

E�����	� ��� ������ 
������� ��
���������� ������� � ������� 
B�.� B�!� ��
��������� $�	 ����������	 ����� �����+
���	 ����������
��
��� &B�.*(&B�'*� � ������� � � fx � �x�� x	� � x	� � x		 � �g 6 �
�������
����� U� � L	�����

��
����
��
 ���� ����� � � �
���$�%& ���� U� � L	����� '��
�
��*�����#� ������� w � L	���� ����� $�� !�
�$� ����������� �� �����
������� �by� bu� � bu � U� � L	�����

���	�	����
���� M����� �������� &���� ��������� ?����� :.� �� '';*�
��� ������� y�x�� x	� ������� ��
���

�y�x�� x	� � 	� y
��
��

� g �����

� �
������� ����� � ����
��	���	 ,�������

y�x�� x	� � y�r� �� �
g�
�

�
�X
k��

�gk� cos k� � gk	 sink��r
k� �����

�
�

gk� �
�

�

�Z
��

g��� cos k� d�� gk	 �
�

�

�Z
��

g��� sin k� d�

���������� ���,,�#�����K���� ,���#�� g� � r � �x	��x
	
	�
��	� � � arctg�x	�x��

6 ���	���� ����
������ @� &B�J* ���
���� ��� 
�	 ����� ,���#�� g �
L	����

u �
�y�r� ��

�r

����
r��

�
�X
k��

k�gk� cos k� � gk	 sink��� �����

�
� �	
 K���� ���������	 � ������ ������ ����
���� ,���#��� "����
���,,�#����� K���� ,���#�� w �� &B�.* ����
��	���	 ����������	��

w� � 	� wk� � wk	 � k����� �����



x �� ,
���

 ������
��
 ��

/ ���� ��������� "�������	

kwk	L�����
� C

�X
k��

�w	
k� � w	

k	� � �C
�X
k��

k���	 ���

%���
���� yn ,������� &B�J*� � �������

gk�j �

�
k����� k � n�

	� k � n�
j � �� �� �����

� un 6 ,������� &B�3* � gk�j �� &B�F*� %����
��� ��� �yn� un� � C���� �
C����� � H

��	

 ��� � L	����� ���� �yn� un� �
��������	�� ����������	�

&B�!*� &B�'* � k�yn � wkL����� � 	 ��� n � �� "������ ���� ��
��� &B�.*(
&B�'* ����� ������� �by� bu�� �� �by � w� 1��
� bu ����
��	���	 ������������
&B�3* � gkj � wkj � k����� ����
�� ��������	 ��������� "�������	� �����
����������� ��� bu �� L	����� �

���� �	��7#�����" ������� "���� � 6 �����������	 ������� � Rd �
���
��� �����#�� ��� Q � �	� T �� �� � � �	� T �� ��� >��������� ���
���

�� �����#������ ��
��� � +������ �����������A

kyk	L��Q� � inf� ����	�

�y�t� x���y�t� x� � u�t� x�� ��y � 	� ��y � 	� ������

�T y � yT � ������

kukL��Q� � �� ������

�
� � � 	 6 ��������� ����+�������� ������ "� ������� ���� ��
��� u �
L	�Q�� >���	 ��
��� &B�..* � ��
����� u� �������� ��� y � H��	�Q�� / ����
������� .�.' �Ty � H�

����� "������ � &B�.!* ����������� ���
��������� ���
yT � H�

����� 0� yT � � ����+�� ���
��
�� ��������

�
����� B�'� -�
������� ���� �y� u� � H��	�Q��L	�Q�� �
��������	��

�	 &B�..*(&B�.'*�

�	
��	��� B�.� I�
��� &B�.D*(&B�.'* ��+�� ���
��� ,��������� �����
� ���������� �� ���� ��������� ��
��� �� ����������� ��������� ���� 
�
��
����� ������������ %������� ��� ��� ������ �� ��������� ��
��� ��
��� 2 � ���� ��� ����������� ������� ��������� ����	
���	 +�
����� 
�
��
����� ���������

"���+��

Y� � fy�t� x� � H��	�Q� � ��y � 	� ��y � 	g� ����
�

�
��
�� ���� ����� �%������� ������� ���� '��
� ��*������� �
�����
������ ������� �by� bu� � Y� � L	�Q� !�
�$� ����	�������� �
� Y� � ���������
���� ����
��

���	�	����
���� "���+�� Y � U � L	�Q�� V � L	�Q� � H�
� ����

F� � �	� 	�� L�y� u� � � �y � �y � u� �Ty�� J�y� u� � kyk	L��Q�
� � ������������



�� ����� �� ��	
���
����
 �
�
���

Y� ����
���� ,������� &B�.2*� 0������������ ��������� &!�.B* ���
��� ��
������� .�.'� ������� !�' 6 �� ������	 B�'� � ������� !�2 6 �� �#����
������� �������������� ������� ��
��� &B�..* � &B�.'*A

kykH����Q� � CkukL��Q� � C��

"������ �� ������� !�' ���
��� ��
���������� ������	�
"���� �y�� u�� � �y	� u	� 6 
�� ������	 ��
��� &B�.D*(&B�.'*� 1�� +��

��� � ������� !�!� ��������������	� ��� y� � y	� "������ u� � u	 � ����
&B�..*� �

$�	 ������� ��������	 ������	 B�' ������� ���
��
��

��
����
��
 ���� ��� �#���� yT � H�
� ��� ��*������� �� � 	 ����� 

$�� ��� �#��� � � �� ������� ��� �%��������� � ��� �#��� � � �	� ��� �
�� �%����������

���	�	����
���� "���� ,���#�	 yT � H�
���� ,����������� "���+��

G � fy � Y� � �T y � yTg� ������

�
� Y� 6 ������������ &B�.2*� "���+��� ��� G �� �� $������������� �����
z�t� x� � H��	�Q� 6 ������� �������������� ��
���

�z�t� x� � �z�t� x� � 	� �T z � yT � ��z � 	�

� ��t� � C��	� T �� ������ ��	� � 	 � ��T � � �� 1��
� ��t�z�t� � G� 7����
��
���� ��� ���+����� G ������� � �������� � Y�� >��������� ��
���

J�y� � k �y ��yk	L��Q� � inf� y � G� ������

� 
���+��� ��� ��
������� ������� by� "���� yn � G 6 �����������
�	
�����
������������A

lim
n��

J�yn� � inf
y�G

J�y��

"��� �
	� ���� ����������	� � ��
�����
������������� ��+�� �������� ���

yn � by ����� � H��	�Q��

%����
��� ��� by 6 ������� ��
��� &B�.J*�
L��� ����+��� �� � J�by�� �
� J 6 ,���#����� �� &B�.J*� �� ��� � � ��

������� B�' ������	���	� � ��� � � �� 6 ���� �

"���+��� ��� ������� &B�.'* ��
�������� 
�	 ������������ ��
���
&B�.D*(&B�.'*�

��
����
��
 ���� ����� yT �� 	� '��
� !�
�$� ����	�������� �� �����
������� �by� bu� � Y� � L	�Q� �
� Y� � ������������ ����
��

���	�	����
���� "���� y 6 ������������ ������� �� ���+����� G�
����
�������� ,������� &B�.B*�

�n�t� �

��		� t � 
	� T � ��n��

n

�
t� T � �

n

�
� t � 
T � ��n� T ��



x �� -
���
���
 �����
�����
 &����
'�����
 ������ ��

%����
��� ��� ��� ����� n ,���#�	 yn � �n�t�y�t� x� �
��������	�� ���
��������	� &B�..*� &B�.!* � un � �yn � �yn � kynkL��Q� � 	 ��� n � ��
"������ ���� ��
������� ������� by ��
��� &B�.D*(&B�.!*� �� by � 	� 0�
,���#�	 by�t� x� � 	 �� �
��������	�� ������� �Tby � yT � �

?�� � � ������ ���#�������� ��
��� �� �� B�.� ��� ������ ������
����
��	�
�� ,���#����� � &B�.D*� �� ����� �������� ���������	 ��
��
�� ��+�� ��������	 ���������� 
�+� ��� ������	 &B�.'*� $�������������
���������� ������������� ��
���

kyk	H��Q� � inf ������

��� ���������� ������� &B�..*� &B�.!*� �
� u � L	�	� T �H�������
"���+�� H

��	
�� ��� � fu�x� � H��	��� � ����	�x�u�x� � L	���g� �
� ��x� �

inf
y�����

jx� yj &��� 7����� C�
+���� :!� �� )B;*�

�
��
�� ���� ����� yT � H
��	
�� ��� � !�
���� '��
� !�
�$� ������� �������

������ ����� �
���������� ������� �by� bu� � H��Q�� L	�Q��

���	�	����
���� "���+�� Y � Y� � fy � H��Q� � ��y � 	� ��y � 	g�
U � L	�	� T �H������� V � L	�	� T �H����� � H

��	
�� ����� L�y� u� � � �y � �y �

u� �Ty�� F� � �	��yT �� J�y� u� � kyk	H��Q�� 1�� ��� �������� ��� ������� ���
����� !�' �����
��� �� ���� ������� ���
��� ������������ ��
��� &B�.3*�
&B�..*� &B�.!*� L
������������ ������	 
����������	 ��� +�� ��� � �������
B�'� �

x %� &

��
���
 ��	����	���
 �����
�	
���
 �	�	��

@� ����������� ���
�
�
� �������,�� ������������	 ����
� ���
���� #������ ,���#����� ��
����	 ��������� ������� �� ��� ������� ���
������ ��� ������ ���
���� �� ������	���� ������� ��������	 
�	 
��
������������ ����#���������� �� ���
���������� � ������������ �������
������� ��
���� ��� �����
���� ����������	 �������� ��
��������� ���
�������� �������� ������������ ���������	 ���������� ������� ������
�����	 ����������� �������� ��
����� 
�	 ��������� � �������� ����
����
����� $��� � ���� ��� ������ ���������� ������� ��
��� �������
�������� ,����� ���� �
� ���� �������� � � ���� �����#�� 
��� ��+��
��������� �� ���� ����������� ������ ,���#������ ���������� ���� �����
���, ����	
�� ��
���� ���������	 ����������� ���#��������� ��������
��� %������� �������� �
��	���	 �������� ��� ���� ������	 �� #������
,���#����� ��������������	 ������������	 ��
��� ����������

 ��� 4����
�
�
���
 -���	�
��
 � ����7�
��
� I� "���� �� ��
�������
��� ��	��� ��
��� ����������	 ,���#�	 b�y�� �
��������	�
�	 �#����

jb�y�j � C �� � jyj�� � C � 	� � � �� �����
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�
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��y�x� � b�y�x�� � u�x�� x � �� �y�x�� � 	� x� � ���
�����

u � U� � ���
�

�
� U� 6 �������� ��������� �������� ��
���+����� ������������ L	����
N � 	� "��
���������	 ����������� ���
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�� ��������

�
����� J�.� "�� ��������� s � � ��
������� ���� �y� u� � �W 	
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L������ L	���� �
��������	�
�	 &J�'*� &J�2*�

%������� ��� ��� U� � L	��� ����	 ���� ����
� ��
�������� $�����
����� ��	�� ����� ,���#�� y�x� � C���� ������ ��� �y � 	� � ����+���
u � �y � b�y��

L��� U� �� L	���� �� �������� ������	 J�. 6 ��������	 ��
���� L�
����
� �
����	 ������ ��� ���������� �������� 
������������ ���
�
����+����� 0�������� ���� b�	� � U� � �� ������� J�. ������
����� ��� ���
���� �y� u� � �	� b�	�� �
��������	�� ����������	� &J�'*� ?������� ��+��
����+��� 
������������� ����������	 �� b�y�� ����������
�� ��������
����� ��
��� &J�'* ��� ,������������ u� ���������

b�y� � b��y� � b	�y�� jb��y�j � const ��� �b	�y���y � 	 �����

&��� ?����� :.� �� '3D;*� / ���� ������ ������� J�. ������	���	 ��� �����
�������� U� � L	���� %
���� 
�	 ��� ���������� �����#�	� ���
� &J�B* ���

����� ���
����+���	� ����������
�� ������������ ��
��� &J�'*� �� ���
�������� � ������� J�. 6 ������
����� @����� ������� �� ���
���������
��� � � � � &J�.* � ���������� ������	 � ����������� ��+�� ��� ���
��� ���������� &J�.* � � � � ������ � ������������ ������� ��
��� &J�'*
��� ����� ,������������ u � L	��� ����� �������	�

"����
�� � 
������������� ������������ ��
��� &J�!*(&J�2*� ���
���
����	� ��� ���������� �������� � � � �� &J�.* � &J�!* ��	���� ������������
� � �� >��������� ������� ������ � � ��

�
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��  ��� ����� � � � � �%������� ������� ���� '��
� ��*�������
������� �by�bu� � �W 	
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r � minf�� ���g� �����

���	�	����
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����+���	 ���� �������� "���+�� Y � L�����

U � L	���� Y� � W 	
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r���� V � Lr���� Y�� � L� ���� L�y� u� �
�y � u� F �y� � b�y�� J 6 ,���#����� &J�!*� / ���� &J�J* ��������� &!�.B*
� &!�.F* ����������� L��� �y� u� 6 ���� �� ������	 J�.� �� b�y� � u �
Lr��� � � ���� ������� .�) � ������������ ��
��� �y � f�x� � u � b�y��
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�	 ��������� 7������ � ������ ������ f � u � b�y�� �������� ��� 
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�y� u� � Y� � U � �
��������	�
� &J�'*

kykY� � kukU � kykW�
r
� kykL� � kukL� � C�kb�y�kLr � kykL� � kukL��

� C�J�y � w� u� f� �C	�

�
� J 6 ,���#����� &J�!*� -��
���������� ��������� ������� ����#�����
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�����+
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���  ��� ����� G � ������$����� ������� � Rd � X�G� � ��������
������ ������������ ������& y�x� x � G ��������� ���(����� � L��G��
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� ��� � � � � � ���(���� X�G� 
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�	 Y � Y��� �������� � ������ 
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��������� ���+���	 &!�!.* ���
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� � � � d��d� �� ��� d � �� � � � ��� d � �� �����

�
� d � ��!�������� ������� �� '��
� ��*������� ������� �by� bu� � �H	���

L������ L	��� !�
�$� ���������
��

���	�	����
���� "���+�� Y � Y�� � L����� U � L	���� Y� � H	��� 

H�

����� V � L	���� � ��������� � ,���#����� ����
���� ��� +�� ��� �
������� J�.� @� &J�F* ���
��� ����������� d����� ������� � �� �� ��������
�� ������� .�! &������� >���� � 6 ?��
������ � ���������� ���+����*

H	��� b L	���� � L����� ����	�

��� 
��������� ������������� ���+���� &!�.2*� &!�!D*� &!�!.*� � ���+� ���
����������� ��������� &!�.F*� $��������� ��������� ���� ������	 !�'�
!�2� "�� y � L����� u � L	���

b�y� � u � L���� � W��
p ���� ��p� ��d � �� p � �� ������

��� ��� ��� d�� � ��p� � � � ���� ������� .�. &������� ���+���	 -����
����* ���������� ����	+����� ���+���� W �

p� � L����� �
� ��p� � � � ��p�
"��
������	� ��� � � �	� ��� � �y� u� �
��������	�� &J�'*� �������� ������
�� .�) &������� � ������������ ��
��� $��� �� 
�	 ��������	 7������
�y � b�y� � u* � ��������� &J�..* ������� y � W 	��

p ���� /���
�����
������� .�.

y �W 	��
p ��� � Lp� ���� ��p� � ��p� ��d� ��d � �� ��d� ������

"�� d � � � &J�.!* ��+�� ��	�� p� � ��� ����
� b�y� � u � L	���� "���
���� � ���� &J�'* y � H	���� -������� �����
����� ���� �����+
���	�
������
���� �#����

kykH� � C� kykL�� � kukL�� � C��kykW���
p

� kukL��

� C	�kb�y� � ukW��
p

� kukL�� � C��kykL� � kukL��

� C�J�y � w� u� f� �C�� ������

����
� ���
��� ������� !�2 ��� d � �� / ������ d � � ������� p � � � &J�..*
���� ����� 
�	 p� �� &J�.!* ������	���� ����������� p� � �� ��� ��+��
�
����� � ���� &J�F*� 1�� ��� y � Lp� � ����� b�y� � Lp��� � L��� p��� � ��
�� � ���� &J�'* y �W 	

p���
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� � � �
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"�����		 �����
����� ���� �����+
���	� �� ������	 y � Lp� ����
���
���� p	�� � �� ��� y � Lp� � �
� ���������� &J�.2* p	�p� � ��� � ��d� � ��
"�����		 ��� �����+
���	 ��������� ���� � ���� ����������� ���������� 
&J�.2*� 
�	 ���������� k ������� pk�� � �� ����
� y � W 	
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B�y� � g�y�x�� �y��x� � � � � � �y��xd�� ������
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u � U� � ������
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���

����
�

yj�x
�� t� � x�j�x

�� t�� j � �� � � � � d� �� ��
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