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1��� �� &!�F* ��������� ��� �	 ������ w � V �

hLxm� wiV � hxm� L�wiX� � hbx� L�wiX� � hLbx�wiV � ������

/ ���� xm � A� ����� ��������� Lxm � F� � 	� @� ����� ��������
�� � &!�..* ������� ��� Lbx � F� � 	� 1�� ��� J �������������� �����
������������ ������ � ������� � X� ��������� &!�.D* �����

J�bx� � lim
m��

J�xm�� ������

1���� �������� bx � A� � �� &!�3*� &!�.!* ��������� ��� bx 6 ������� �����
&!�'*(&!�B*� �
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��	��� !�.� $������������� ������� !�. �� ���	���	� ���� �������
������������� ��������� &!�!* �������� �����
�� �������A ��
�������
������� �����+����� S � V � ������ ��� �	 ������ s � S ,���#����� x�
hLx� siV �����+����	 �� ������������� � ������� ���������	 ���������
&!�!* � ��������� ������������ ,���#������ �� X��

0�������� ��� ,���#����� J�x�� ������� �� �������� �����+���
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J��x� � ��� ��x	� � �J�x�� � ��� ��J�x	�� ������

L��� ��� ���� x� �� x	 � � � �	� �� � &!�.'* ����� ����� ������� ��������
����� �� ,���#����� J ���������	 ������ �%����%��
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��	��� !�!� @������� &���� ��������� ������ 1���� :.� �� !D;*�
��� �������� ��������������� ����� ,���#����� �������������� �����
������������ ������ � �������� "������ � ������� !�. ������ ��������
+���	 � ����������������� ����� ,���#������ J�x� ������������ ������
� ������� � ������������ X ��+�� �� J ����+��� �����
�� ������	A

&a* J �������������� ����� �� X� ������������ ������� � �������
��������� �������������� ������������ X�
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����� ���� "��� J � ������ �%����%& ���������� �� ������� !��
�$� ����������� �����������

���	�	�������� "���� x�� x	 6 �� ������	 ����� &!�'*(&!�B*� C���
+����� A �������� ��������� �������� "������ �� ��������� x� � A �
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��� ������������ �������+����� ��� x� � x	 6 ������	 ����� &!�'*(
&!�B*� �

M����� �������� �����
�� ���������� ������� ���������� &>����
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�������� ���� ����� J�x� � ���������� ���������%& � ��(%
�������������%& �� 	��� �� �%������ �����(����� X� ����&���� ����
����������� ������������ X� "��� �� �#���� bx � X� ���������� �����
������� J ���bx��h� h� � 	 ��� ���- h � X �� J � �%����%& ���������� ��
X� � "��� J ���x��h� h� � �khk	 ��� ���- h � X � � � 	 �� !������ �� h ��
J � ������ �%����%& �����������


����	� ���� ����� X � ����������� ������������ � �����& k � k �
x� � X� '��� ���������� J�x� � kx� x�k	 �������� ������ �%����%��

���	�	�������� 1�� ��� �	 ������ bx � X ����� J ���bx��h� h� � �khk	�
�����+���� ������ �� �����+���	 !�.� �

���� ���+��" ������ -���	���"� / ���� ������ ���������� ��� ��+�
��� ������� ������ ����� &!�'*(&!�B*� ������� �� �������� ���������
��& ����&��& !��$�& �����������

"���� Y � V 6 �������� ������������� ������������� Y�� U 6 ���
,��������� ���� ��� ������������� ������

Y� ���������� ���+��� � Y� �����

I���� �������� ��������� �����+����� U� ������������ U � ���
������ ,���#����� J�y� u�� ������������ ��������������� ����� � �����
�������� ����� �� Y � U� � ?���� ���� �������� �������� �����������
��������

L � Y� � U � V� ������

>�������������	 �����
�	 ������������	 �����A

J�y� u�� inf� ������

L�y� u� � F� � 	� ������

u � U� � ������

�� F� � V 6 ������� ������� ��� ����� ���������	 !��$�& ��������
���� "�� ���� u ���������	 ����������� y 6 ����������� � �������
�������� ,���#����� J�y� u� ���������	 ������������ ��������� ���
�����%� �������������

$�	 ������ ���������� ������ ��� +� ��� � �� !�.� ����� ���+�����
A �������� ��� �y� u� ����� &!�.J*(&!�.)*� �� �� ���� ��� �y� u� � Y��U �
���������	�
� ����������	� &!�.3*� &!�.)*� �	 ������ J�y� u� ���

"�����������	 ������������ �����
�� ������	 ���������������
� ����#��������� ����� &!�.J*(&!�.)*�

������ !�' &���������������*� C��+����� A �������� ���������
��������
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A � J�y� u� � Rg ���������� � Y� � U �

?�� � � �� !�.� �������� !��$� &!�.J*(&!�.)* ���������	 ���� �by�bu� �
A� �� ������� ���������	 ������� ,���#������ J A

J�by� bu� � inf
�y�u��A

J�y� u��

����� ���� ����� �%������% ������� ��������������%� � �� ����
'��� !��$� ������������� ����� ������� �by� bu� � Y� � U � "��� ����������
J ������ �%����%& �� ,�� ������� �����������

���	�	�������� "���+��� ��� ������� !�' ������	 � �������� !�.�
!�!� "���+�� X � Y � U � X� � Y� � U � X� � X � U� � 1��� �� &!�.2*�
������� !�'� !�2 � ���� �������+����� �,������������� � ���� �����
��� ������ ������������� ��� �������+���� ������ !�.� "������ ��
������� !�. ������ ��
����������� � �� ������� !�! 6 �������������
������	 ����� &!�.J*(&!�.)*� �

���� .����� -���	���"/ ����+��" �� 0���	�+ ������+� "���� ����
��������� Y � Y�� U � V � ���+����� U� � ,���#����� J�y� u� � �������� L
���������	�� ������	�� �,�������������� � �� !�!� >��������� �����
������ ����������� ��������

F � Y� � V� ������

"���� Y�� 6 �������� ������������� ������������ ������ ���

���+���� Y � Y�� ����������� ����	�
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������� ���� ������� �����+����� S ������������ V � ���

���� ��� �	 ������ v � S ,���#�����

y � hF �y�� viV ������

�����+����	 �� ������������� � Y� �� Y���

>��������� ���������� ������������� ������

J�y� u� � inf� ������

L�y� u� � F �y� � 	� �����

u � U� � ������

����������� !�.� ��������%� ,�������� !��$� &!�!'*(&!�!B* �����
�����	 ���� �y� u� � Y� � U� � ���������	�
�	 ����������� &!�!2* � �����
��� J�y� u� � �� C��+����� �������� ��������� ����� &!�!'*(&!�!B*
�����������	 A�
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"�����������	� ��� ������ ������	 !�B ��������� ������� ��������
�������� !�' � ������� ����#��������� !�2� �� A 6 ���+����� �� ������
����	 !�.� >������ ����� &!�!'*(&!�!B* ������	���	 ���������� �������
�� �� !�.� "�� ���������� ��� ������������ � ���� ������ �������
����������

����� ���� 6��$� ������������� ����� ������� �by�bu� � Y� � U� �

���	�	�������� / ���� ������� ��������������� � ����#����������
��� � ��� ������������� ������� !�.� ��+�� ������� �����������������
�ym� um� � A� �	 �������

lim
m��

J�ym� um� � inf
�y�u��A

J�y� u�� ������

kymkY� � C� kumkU � C� ������

�� C �� �� ������� �� m �

ym � by ����� � Y�� um � bu ����� � U ��� m��� ������

1�� ��� �� ���������� � ����������� ���+����� U� ������ ��� ������#��
�����	 �����	 ������������ � ���� &!�!)* ����� bu � U� � =��������� &!�..*
������ �� &!�!)*� ��� �	 ������ w � V �

hL�ym� um�� wiV � hL�by� bu�� wiV ��� m��� ������

@� &!�!)*� &!�!.* ������� ���

ym � by ������ � Y���

/ ���� ������	 !�B

hF �ym�� wiV �����
m��

hF �by�� wi �w � S � V �� ����	�

1�� ��� �ym � um� � A� �� &!�!F*� &!�'D* � ��������� ���+����� S � V �

������� ���

L�by� bu� � F �by� � 	� ������

1�� ��� �� ���������� � ����������������� ����� �� Y � U� ,���#��
����� J�y� u� ������ ��� ����������������� ����� ������������ ������
� ������� � Y � U � �����

J�by�bu� � lim
m��

J�ym� um�� ������

$������������� kymkY � C	 � ���� &!�!3*� &!�.2* � ym � by ����� � Y
���� &!�!)*� @� &!�'.*� &!�'!* � ��������	 bu � U� � ������� ��� �by�bu� � A�
� � ���� &!�!J*� &!�'!* �by�bu� 6 ������� ����� &!�!'*(&!�!B*� �

�	
��	��� !�'� =��������� ��������� !�. ������� ������������� ����
������ &!�.B*� ��� � ������� !�'� ��� � � ������� !�2 ��+�� �������� �����
�
�� ����� ������ ��������A ��
������� ������� �����+����� S � V �

������ ��� �	 ������ s � S ,���#����� �y� u� � hL�y� u�� siV ��+�� ����
��+��� � ��������� ������������ ,���#������ �� ������������ Y��U �
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���� ���� ����� �%������% ��� ������� ������% �� � ����������
J�y� u� ������$�� �� �#��� ������$����� �����(����� �! Y � U� � '���
� ���(����� A �������%- ��� !��$� ������������� ������������� �����
!������� � Y � U �

���	�	�������� "���� ��� ����� m � N �ym� um� � A � �ym� um� �
�by�bu� ����� � Y �U � 1�� ��� sup

m
�kymkY �kumkU � ��� ����� sup

m
J�ym� um� �

�� "������ � ���� ������	 ����#��������� !�2 ���������� ����������	
&!�!)*� ?�� �������� ��� ������������� ������� !�2� �� &!�!)* ������
����������	 &!�'.*� &!�'!* � ��������� bu � U� � ������� ��������� ���
�by�bu� � A� �

���� 1���+��" $�������,��" ������� / ���������� ���������� ���
�������� ������ ����� &!�'*(&!�B*�

"���� ������������ X� X�� V � ���+����� X� � ,���#����� J�x� ����
������	�� ������	�� �,�������������� � �� !�. ���� ,������� &!�!*�
>��������� �������� ������������� ������������ X��� ������ ���

���+���� X � X�� ����������� ������

���+���� X� b X�� ������ ����������� �����

"���� ���� ���������� ����������� ��������

F � X� � V� ������
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������ !�J� -�
������� ���� ������� �����+����� S � V � ������
��� �	 ������ w � S ,���#����� x � hF �x�� wiV �����+����	 �� ������
�������� � X� �� X���

I���� �����������

F �x� � 	 ������

� ���������� ������������� ����� &!�'*� &!�'J*� &!�B*� ����� A� ��� �
������� ��������� ���+����� �������� ��������� ���� ������ �� ��
���+����� x � X� � ���������	�
� &!�'J* � ������� J�x� � �� "�����
��+��� ��� ��������� ������	 !�.� !�!� � ������ A 6 ���+����� �����
���� ��������� ����� &!�'*� &!�'J*� &!�B*�
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����� ���� ��*������� �������� bx � X� !��$� ������ ������� ������

���	�	�������� 1�� +�� ��� � ������� !�.� ��������������	 ��
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�;�� 	 ����:�� ��:��	�� �����	 �$�-�� �$�-'�� �$�+� �������
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xm � bx ������ � X���
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R� X� � R� J�x� 6 �����������	 ����� ����������	 ,���#�	� ���������
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&!�'3* �� ��
��������

$�	 ��	�����	 ��
����������� ������	 ������������ ���������� ���
 �	
�� �	 ��� ������ ������� 4���#� �� ������������� �����#�������
���������	 &=�������� 1� ������� K���� :.� �� 3.;*�

���
�� !�!� >��������� ������� ������ ����� &!�!'*(&!�!B*

J�y� u� �

�Z
�

�y	�t� � u	�t�� dt� inf� ������

u�t� � �y	�t�� � � 	� y�	� � y��� � 	� ���	�

�� �y�t� � �y��t� /� ,���#������ &!�'F* ������ �����
�� ����� ����
�������� Y � U A Y � U � L	�	� ��< ��� ���� U� � L	�	� ��� >��������
&!�2D* ������	�� ��������� L� F � ������������ Y�� V A L�y� u� � u�t��

F �y� � �y	�t���� Y� �
�
W �

��	� �� � fy �W �
� �	� �� � y�	� � y��� � 	g� V � L	�	� ���

I���� &!�'F*� &!�2D* ��� ��������� ������ ����������� � ���������� ����
������	�� ���� �������+���	� ������� !�2 �� ����������� ������	 ����
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���������� "�� ���� � �������� ��+����	 ������ ������	 ��������������
�� � ����#���������� ��� ��� ������������� �������� ������� ��������

C��+����� A � f�y� u� �
�
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��	� ���L	�	� �� � u� �y	 � �g �������� ����
������ ����� &!�'F*� &!�2D* �� ������ ��� ��� �y� u� � �sin�t� ���	 cos	 �t� �
A� $�	 �������� ������	 ����#��������� ���+�� ������������� �����
��������
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$������������� ������ ��������� �������� � ����
�� ������ ��������
������� ������������ ����
��� ������ ���+������ � �����������	 � ���
�����

R
y	dt< ������ ��������� �������� � ����
�� ����������� ?��� 6
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�
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�

� �������� ��������� � &!�2.* 6 � ���������� ������	 ����������� a	 �
�a� �� R � 	 ��� a � 	� / ���� &!�2.*� ��� ����� R � 	

f�y� u� � A � J�y� u� � Rg

�
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�y� u� �
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1�� ��� ���+����� �� ������ ����� ��������� ��������	 ���������� �
�
W �

��	� ��� L	�	� ��� ����#��������� ����� &!�'F*� &!�2D* ��������
"���+��� ��� ����� &!�'F*� &!�2D* �� ����� �������� / ���� ������

�� !�2 ���� ��������� ��� ����� &!�'F*� &!�2D* �� ���������	�� �������
������������� - ����
�� &!�2D* ������� u ����� �y � �������� ��� ���
��+���� � &!�'F*� / ���������� ����� &!�'F*� &!�2D* ��������	 � ���

I�y� �

�Z
�

�y	�t� � � �y	�t� � ��	� dt� inf� y�	� � y��� � 	� �����
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"���+��� ��� ��+�		 ����� ,���#������ &!�2!*� ������������ ��
�
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����� ����� $�	 ����� ���������� ����������������� ,���#��

yn�t� �

tZ
�

sign sin���n	 � d	�

%������� ��� yn�	� � yn��� � 	� j �yn�t�j	 � � �	 ���� t �� �����������
��������� ���+����� ����� � yn�t� � 	 ��� n�� ���������� �� t � 
	� ���
"������ I�yn�� 	 ��� n��� - ����� �������� ���� y�t� � 	� �� I�y� � �

� I�y� �
�R
�

y	dt � 	 �	 y��� �� 	�

x �� ������ ��	����	��� ������	
��� �	�	��

/ ���������	 ����� ����� �������	 �����	 ��
���������	 ������	
���� ���������	 �������������� ���������� C� ��	��	�� ���#�,��
������ ����� ���� ������� ��������� �� �� ������	 � ��	�� � �������
������ ���� �	 ��������� � �������� ������������ 1������ ���

���������	 ����������	� ��� �������� � ����
�� ����������� � ���
�� x !� / ���� �������,� ����������� ���#�������� ������ /��� ��+�
� 6 �����������	 ������� � Rd� �����#� ������� �� 6 ��������� �d� ���
������ ������������ ������ C��

���� �����+3�" -���	�"��" ������� 4��������� -���	����"����
w�x� � L	���� f�x� � L	��� 6 ������� ,���#��� U� 6 �������� ���������
�������� �����+����� � L	���� >��������� �����
�� �������������
�����A ����� ���� ,���#�� �y�x�� u�x�� ������ ���

J�y� u� �
Z
�

�jy�x�� w�x�j	 � N ju�x�� f�x�j	� dx� inf� �����

�y�x� � u�x�� y
��
��

� 	� �����

u��� � U� � �����

�� x � �x�� � � � � xd�� dx � dx� � � � dxd� � �
dP

j��
�	��x	j 6 �������� 7�������

N � 	 6 ��������� ������� ���������	 ���������� ���%� %������� ���
,���#�	 u�x� ���������	 ������������ � y�x� 6 ���������� ������	����
�������� C�������#�	 #������� ,���#������ &'�.* ��� �������������
������� �� ������� �����������
� ����A ������� ,���#�� �����	�
��	 y �� �����+����� ���+� � ������� ,���#�� w� ������ ��� ��������
�� ������� �� ����������� &I������ �� ���������� �������� ���� u � f �*
N������ ,���#����� ��� &'�.*� ����+�
�� ��� ,���#�� �����	��	 y� ���
� ���������� u� ���������	 �����������%� �������������

"������  ���������� ������� ���+���� U� A

U� � fu�x� � L	��� � kuk	L����
� R	g�

U� � fu�x� � L	��� � u�x� � 	 ��� ����� ��� x � �g�
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U� � fu�x� � L	��� � ��x� � u�x� � ��x� ��� ����� ��� x � �g�
�� ��x�� ��x� � L���� � ��x� � ��x� ��� ����� ��� x � ��

/��������� ������� ���+����� ����������	 � ����
�� �����������
@������ �	 ,���#������ J�u� � kuk	L����

� ������� ����������� � ��������
!�.� $������������� ����� u�� u	 � U� � � � �	� ��� 1���

k�u� � ��� ��u	k	L����
� �ku�k	 � ��� ��ku	k	 � R	�

/��������� �������� ���+���� ����� �������	 �������������� �� �����
�����	 ��������� ���+������

I���������� ������� ���+����� �������� $�	 ������������� ���
��������� �������� ���+���� ��������� ��������������	 ���������
�����+����� � �����+����� ������� �� � �	
���	 � L	��� ���������
��������� �������������������� � �	
���	 ��� ����� ��� x � ��

$�	 ������ ���������� ����� &'�.*(&'�'* ���� ���� ������� ,����
#��������� ������������� ��������� ��� ,����������� ����������� ����
�� �� �� !�!� /� ,���#������ &'�.* ������ ����� ����������� Y � U A ���
��+�� Y � U � L	���� / ���� &'�!*� ����������� ����+��� L�y� u� � �y�u�
Y� � H	���
H�

����� F� � 	� ����� ��� �������� Y�� U � L� �������� &!�.B*
��� ����������� ��+�� ����+��� V � L	����

����� ���� ��*������� ����������� ������� �by�bu� !��$� ������
����� � �H	��� 
H�

����� � L	����

���	�	�������� $��������� ��������� ��� ����� ���������	�� ����
������	�� �,�������������� � �� !�! ���� �������� !�'� /���� ,���#���
������ ����������� � ��������� L ����� ����� � � �������� J ������	
,���#����� �� &'�.*� 1��� ������	���	 ������� &!�.2*� � J ������	��
������ ����� �� ������������ ������������ Y � U � �L	����

	� "������
,���#����� J ������������ ������������ ����� � &� ���� �������	 !�.*
������ �������� �� Y � U �

/ ���� ������� .�B �	 ������ u�x� � L	��� ��
������� �����������
������� y�x� � H	��� 
H�

���� ����� &'�!*� ������

kykH���� � CkukL�����

�� C �� ������� �� u� 1�� ��� U� �� � � ��� ����� u � U� ����� &'�!* ����
������� ���������� ������� ��������������� !�'� / ���� �����������
���� ����������� � ���������	 &'�.* ,���#������ J

k�y� u�k	Y��U � kyk	H���� � kuk	L����
� �C	 � ��kuk	L����

� C�J�y� u� �C	�
����

����� ������ ������������� ������	 ����#��������� !�2� "������ ���
�����+���	 ������� �������� �� ������� !�'� �

@������ ,���#����� � ����� &'�.*(&'�'* � ���������� ����� �����
����#�� ,���#������

J�y� u� �

Z
�

�jr�y�x�� w�x��j	 �N ju�x�� f�x�j	� dx� inf �����
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����� ���� 6��$� ������ ������ ����� ����� ����������� �������
�by� bu� � H�

���� � L	����

���	�	�������� "���+�� Y � Y� � H�
����� U � L	���� V � H������

L�y� u� � �y�u� F� � 	� J 6 ,���#����� �� &'�B*� "������� ���� ������	
!�'� !�2� ��� ��� ������������� �������� ������� ������� !�' ��������
E������ !�' ������	���	 ��� +�� ��� � ������� '�.� � ������� !�2 ������
������ ��� ��� Y� � Y � H�

� � kyk	
H�
� ���

�
R jry�x�j	dx� 1����� �������	

��������������	 �������� !�'� �

%������� ��� ������������ ������������� ����� &'�.*(&'�'* �������
�� � �������������� ������������ ������� ����� &'�!* ��� ,������������
u� ��� ��� ������� ����#��������� ����������� � ����
�� �#���� &'�2*�
1���� �� � ������ �����������	 � ������ ������������ ���������	 ����
����������� ���������� ������� ����������	 � ����
�� ��������� 
������ ���� &���� ��������� 7���� :!;< L����� :.;< 7������� :.;*� %����
�����+�� � ����� �� �� 0�������� ����#��������� � ����� � ������
������� ����� &'�B*� &'�!*� &'�'* ����������� ��� ������������	 ��������
����� ������� ����� &'�!*� � ������ �� ���� ������� ,���#������ &'�B*� /
�����
�� ������ �� �������� ���� �� �� ������ ������������ ����
������������ ���������	 �	 �������� ������������ ������� �����
�� � ����
�� ����������� ������ �����

���� 1�������� -���	�"�� ������� 4��������� -���	����

$�	 ������� ��������	 ���#�,��� ���� ���������	 ��������������
���������� ���������� ������������� ������ � ������ ������	���	
������� ����������	 � ����
�� ����������� ������������ ������� ����
���

>��������� �����

J�y� u� � ky � wk	L����
� Nku� fk	L����

� inf� �����

�y�x� � u�x�� �����

u�x� � U� � �����

�� w � L	���� f � L	��� 6 ������� ,���#��� N � 	� U� 6 ��������
��������� �������� �����+����� � L	���� %������� ��� � ����� &'�3*�
��������
�� ������	���� �������� ����������� ������� ������	� "��
����� ����� &'�3* ���������	 ,������ ,���#�� y�x� �� ���������� u
������������� �� ������������� ������������

����� ���� 6��$� ����������� ����� ����������� ������� �by� bu� �
L	���� L	����

���	�	�������� "���+�� Y � Y� � U � L	���� V � H�	���� F� � 	�
L�y� u� � �y � u� "������� ��� ������� ������� !�' �� �����������
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������	 ��������������� !�' �������� "���� u � U� � � y � H	��� 
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6 ������� ����� �y � u� y
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� 	� 1��� �y� u� � A� -������������
������� !�' ���������� "������ ������� '�' ����� � ���� ������� !�'� �

>��������� ������ &'�3* ����������	

�y�x� � u�x�� y
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��

� 	� �ny
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� 	� �����

�� �n � ���n 6 �,,����#�������� �� ����������� ������� ������� n
� �����#� �� ������� �� I���� &'�F* ���������	 y�x� �� ������� ,����
#�� u�x� ����� ������� ����� �������� ������� &�� ������ �����*�
"������ ��� �������������� �� ������������� ������������

/���� �����������

�H	
���� � f�z�x� � z�x� � H	

� ���g�
>��������� ������������� ����� &'�J*� &'�F*� &'�)*�

����� ���� ����� U� 
 �H	
���� �� �� '��� !��$� ������ ������ �����

����� ����������� ������� �by�bu� � H	
���� � L	����

���	�	�������� "���+�� Y � U � V � L	���� Y� � H	
����� L�y� u� �

�y�u� @� �������+���	 U�
�H	
���� �� � ������ ������������� ������	

!�'� %���������	 ��������� ������	 !�2� ��� ��� �������� ��� �������� 
�������+���� ������� !�' �������� C��+����� �������� ��� A ���
��� &'�J*� &'�F*� &'�)* ���������	�� �����������

A � f�y� u� � H	
� ���� L	��� � �y � u� u � U�g

� f�y� u� � �H�
���� 
H	���� � L	��� � �y � u� u � U�g � A��

����	�

%������� ��� A� 6 ���+����� �������� ��� ����� &'�.*(&'�'*� %����
���������� � H	����L	��� ���+����� f�y� u� � A� � J�y� u� � Rg ��� �����
R � 	 ������ �� �#���� &'�2*� %���� � �� &'�.D* ������ ��������������
��� ����� R � 	 ���+����� f�y� u� � A � J�y� u� � Rg �� ����� �����������
�� H	���� L	���� �

@���� �� ������� ����� ������ ����������������� �������� �����
��� ������ ������ ��
���������	 � ������������� ������� ������� 
������������ ���� � ������ ������������ ������ ����� ��������
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#�������� �� ������� ������� n � ��� � 6 �������� ��+���	 ,���#�� ��
���

����� ��%� ����� U� 
H����� �� �� '��� !��$� ����	�������� �����

����������� ������� �by� bu� � H
��	

 ��� �H������

���	�	�������� "���+�� Y � Y� � H
��	

 ���� U � L	����� V � L	����

L	����� L�y� u� � ��y� �y�u�� F� � ��g� 	�� %������� ��� ���������� &!�.2*
� �������� &!�.B* ����������� / ���� ������� .�3 �������� ��n � H��	


 �
L	���� ����������� "������ ,���#����� &'�!D* ���������� ������������
�y� u� � H

��	

 ��� � L	����� @� ������	 U� 
 H����� �� � � ������������

� H
��	

 ��� ����� $��� �� &'�!.* ��� ����� u � H����� ������ �������

��������������� !�'�
"���� �y� u� � H

��	

 ��� � L	���� � A� �� A 6 ���+����� �������� 

��� ����� &'�!D*(&'�!!*� -��������� �����
�	 �#���� ������	 �����
0������ �	 ��������	 �y � g &��� &.�!'**A

kyk	
H

���
� ���

� C��k��nyk	L�����
� kgk	L����

� kyk	L����
��

E������	 ������������� ���+���	 H
��	

 ��� � L	���� �������� � kyk	L����

�� ������ ����� ����� ����������� �#���� ������	 ����� $��� ��� ����



�! ����� �� ��	
�������
 �
�
���

�������� &'�.F*� / ���������� �������

kyk	
H

���
� ���

� kuk	L�����
� C�k��nyk	L�����

� kgk	L����
� kuk	L�����

�

� C�J�y � w� u� f� �C	� ������
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x �� )����� ���'����* ������
��+ ��

���+����� U� � L	�Q�� $������������� �	 ������ u � U� � ���� �������
.�.J ��
������� ������� y � L	�	� T �H

�
����� ����� &2�!*� 1�� ��� � ����

&2�!�* �y � ��y � u � U� � L	�Q�� ����� y � Z��
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��
��

� g �����

� �������� ����� � ������	���	 ,�������

y�x�� x	� � y�r� �� �
g�
�

�
�X
k��

�gk� cos k� � gk	 sink��r
k� �����

��

gk� �
�

�

�Z
��

g��� cos k� d�� gk	 �
�

�

�Z
��

g��� sin k� d�

���������� ���,,�#�����K���� ,���#�� g� � r � �x	��x
	
	�
��	� � � arctg�x	�x��

6 ���	���� ���������� @� &B�J* ������� ��� �	 ����� ,���#�� g �
L	����

u �
�y�r� ��

�r

����
r��

�
�X
k��

k�gk� cos k� � gk	 sink��� �����

�� �	 K���� ���������	 � ������ ������ ����
���� ,���#��� "����
���,,�#����� K���� ,���#�� w �� &B�.* ������	���	 ����������	��

w� � 	� wk� � wk	 � k����� �����



x �� ,
���
 ������
��
 ��

/ ���� ��������� "�������	

kwk	L�����
� C

�X
k��

�w	
k� � w	

k	� � �C
�X
k��

k���	 ���

%������� yn ,������� &B�J*� � �������

gk�j �

�
k����� k � n�

	� k � n�
j � �� �� �����

� un 6 ,������� &B�3* � gk�j �� &B�F*� %������� ��� �yn� un� � C���� �
C����� � H

��	

 ��� � L	����� ���� �yn� un� ���������	�� ����������	�

&B�!*� &B�'* � k�yn � wkL����� � 	 ��� n � �� "������ ���� ����� &B�.*(
&B�'* ����� ������� �by� bu�� �� �by � w� 1��� bu ������	���	 ������������
&B�3* � gkj � wkj � k����� ������ ��������	 ��������� "�������	� �����
����������� ��� bu �� L	����� �

���� �	��7#�����" ������� "���� � 6 �����������	 ������� � Rd �
������ �����#�� ��� Q � �	� T �� �� � � �	� T �� ��� >��������� ������

�� �����#������ ����� � +������ �����������A

kyk	L��Q� � inf� ����	�

�y�t� x���y�t� x� � u�t� x�� ��y � 	� ��y � 	� ������

�T y � yT � ������

kukL��Q� � �� ������

�� � � 	 6 ��������� ����+�������� ������ "� ������� ���� ����� u �
L	�Q�� >���	 ����� &B�..* � ������� u� �������� ��� y � H��	�Q�� / ����
������� .�.' �Ty � H�

����� "������ � &B�.!* ����������� ������������ ���
yT � H�

����� 0� yT � � ����+�� �����
�� ��������

������ B�'� -�
������� ���� �y� u� � H��	�Q��L	�Q�� ���������	��

�	 &B�..*(&B�.'*�

�	
��	��� B�.� I���� &B�.D*(&B�.'* ��+�� ������ ,��������� �����
� ���������� �� ���� ��������� ����� �� ����������� ��������� ���� �
������� ������������ %������� ��� ��� ������ �� ��������� ����� ��
��� 2 � ���� ��� ����������� ������� ��������� ����	
���	 +������ �
������� ���������

"���+��

Y� � fy�t� x� � H��	�Q� � ��y � 	� ��y � 	g� �����

����� ���� ����� �%������� ������� ���� '��� ��*������� ������
������ ������� �by� bu� � Y� � L	�Q� !��$� ����	�������� �� Y� � ���������
���� ������

���	�	�������� "���+�� Y � U � L	�Q�� V � L	�Q� � H�
� ����

F� � �	� 	�� L�y� u� � � �y � �y � u� �Ty�� J�y� u� � kyk	L��Q�
� � ������������



�� ����� �� ��	
�������
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�
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Y� �������� ,������� &B�.2*� 0������������ ��������� &!�.B* ������ ��
������� .�.'� ������� !�' 6 �� ������	 B�'� � ������� !�2 6 �� �#����
������� �������������� ������� ����� &B�..* � &B�.'*A

kykH����Q� � CkukL��Q� � C��

"������ �� ������� !�' ������ ��
���������� ������	�
"���� �y�� u�� � �y	� u	� 6 �� ������	 ����� &B�.D*(&B�.'*� 1�� +��

��� � ������� !�!� ��������������	� ��� y� � y	� "������ u� � u	 � ����
&B�..*� �

$�	 ������� ��������	 ������	 B�' ������� �����
��

�������� ���� ��� �#���� yT � H�
� ��� ��*������� �� � 	 ����� 

$�� ��� �#��� � � �� ������� ��� �%��������� � ��� �#��� � � �	� ��� �
�� �%����������

���	�	�������� "���� ,���#�	 yT � H�
���� ,����������� "���+��

G � fy � Y� � �T y � yTg� ������

�� Y� 6 ������������ &B�.2*� "���+��� ��� G �� �� $������������� �����
z�t� x� � H��	�Q� 6 ������� �������������� �����

�z�t� x� � �z�t� x� � 	� �T z � yT � ��z � 	�

� ��t� � C��	� T �� ������ ��	� � 	 � ��T � � �� 1��� ��t�z�t� � G� 7����
������ ��� ���+����� G ������� � �������� � Y�� >��������� �����

J�y� � k �y ��yk	L��Q� � inf� y � G� ������

� ���+��� ��� ��
������� ������� by� "���� yn � G 6 �����������
�	
�����������������A

lim
n��

J�yn� � inf
y�G

J�y��

"��� �	� ���� ����������	� � �������������������� ��+�� �������� ���

yn � by ����� � H��	�Q��

%������� ��� by 6 ������� ����� &B�.J*�
L��� ����+��� �� � J�by�� �� J 6 ,���#����� �� &B�.J*� �� ��� � � ��

������� B�' ������	���	� � ��� � � �� 6 ���� �

"���+��� ��� ������� &B�.'* ��
�������� �	 ������������ �����
&B�.D*(&B�.'*�

�������� ���� ����� yT �� 	� '��� !��$� ����	�������� �� �����
������� �by� bu� � Y� � L	�Q� �� Y� � ������������ ������

���	�	�������� "���� y 6 ������������ ������� �� ���+����� G�
������������ ,������� &B�.B*�

�n�t� �

��		� t � 
	� T � ��n��

n

�
t� T � �

n

�
� t � 
T � ��n� T ��



x �� -
���
���
 ����������
 &����
'�����
 ������ ��

%������� ��� ��� ����� n ,���#�	 yn � �n�t�y�t� x� ���������	�� ���
��������	� &B�..*� &B�.!* � un � �yn � �yn � kynkL��Q� � 	 ��� n � ��
"������ ���� ��
������� ������� by ����� &B�.D*(&B�.!*� �� by � 	� 0�
,���#�	 by�t� x� � 	 �� ���������	�� ������� �Tby � yT � �

?�� � � ������ ���#�������� ����� �� �� B�.� ��� ������ ������
������	�
�� ,���#����� � &B�.D*� �� ����� �������� ���������	 ����
�� ��+�� ��������	 ���������� �+� ��� ������	 &B�.'*� $�������������
���������� ������������� �����

kyk	H��Q� � inf ������

��� ���������� ������� &B�..*� &B�.!*� �� u � L	�	� T �H�������
"���+�� H

��	
�� ��� � fu�x� � H��	��� � ����	�x�u�x� � L	���g� �� ��x� �

inf
y�����

jx� yj &��� 7����� C�+���� :!� �� )B;*�

����� ���� ����� yT � H
��	
�� ��� � !����� '��� !��$� ������� �������

������ ����� ����������� ������� �by� bu� � H��Q�� L	�Q��

���	�	�������� "���+�� Y � Y� � fy � H��Q� � ��y � 	� ��y � 	g�
U � L	�	� T �H������� V � L	�	� T �H����� � H

��	
�� ����� L�y� u� � � �y � �y �

u� �Ty�� F� � �	��yT �� J�y� u� � kyk	H��Q�� 1�� ��� �������� ��� ������� ���
����� !�' �������� �� ���� ������� ������ ������������ ����� &B�.3*�
&B�..*� &B�.!*� L������������ ������	 ����������	 ��� +�� ��� � �������
B�'� �

x %� &
����� ��	����	��� ������	
��� �	�	��

@� ����������� �����
� �������,�� ������������	 ����� ���
���� #������ ,���#����� ������	 ��������� ������� �� ��� ������� ���
������ ��� ������ ������� �� ������	���� ������� ��������	 �	 ��
������������ ����#���������� �� ������������� � ������������ �������
������� ������ ��� ��������� ����������	 �������� ��
��������� ���
�������� �������� ������������ ���������	 ���������� ������� ������
�����	 ����������� �������� ������� �	 ��������� � �������� ����
��������� $��� � ���� ��� ������ ���������� ������� ����� �������
�������� ,����� ���� �
� ���� �������� � � ���� �����#�� ��� ��+��
��������� �� ���� ����������� ������ ,���#������ ���������� ���� �����
���, ����	
�� ������ ���������	 ����������� ���#��������� ��������
��� %������� �������� ���	���	 �������� ��� ���� ������	 �� #������
,���#����� ��������������	 ������������	 ����� ����������

 ��� 4��������� -���	��� � ����7���� I� "���� �� ��
�������
��� ��	��� ����� ����������	 ,���#�	 b�y�� ���������	�
�	 �#����

jb�y�j � C �� � jyj�� � C � 	� � � �� �����

/ ������������ ������� � � R
d � ������ �����#�� �� ����� ,���#��

w�x� � L����� f�x� � L	���� �� � � � � �� >��������� �������������
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J�y � w� u� f� �

Z
�

�
�

�
jy�x� � w�x�j� �

N

�
ju�x�� f�x�j	

�
dx� inf�

�����

��y�x� � b�y�x�� � u�x�� x � �� �y�x�� � 	� x� � ���
�����

u � U� � ����

�� U� 6 �������� ��������� �������� �����+����� ������������ L	����
N � 	� "�����������	 ����������� �����
�� ��������

������ J�.� "�� ��������� s � � ��
������� ���� �y� u� � �W 	
s ��� 


L������ L	���� ���������	�
�	 &J�'*� &J�2*�

%������� ��� ��� U� � L	��� ����	 ���� ����� ��
�������� $�����
����� ��	�� ����� ,���#�� y�x� � C���� ������ ��� �y � 	� � ����+���
u � �y � b�y��

L��� U� �� L	���� �� �������� ������	 J�. 6 ��������	 ������ L�
����� �����	 ������ ��� ���������� �������� ������������ ����
����+����� 0�������� ���� b�	� � U� � �� ������� J�. ����������� ��� ���
���� �y� u� � �	� b�	�� ���������	�� ����������	� &J�'*� ?������� ��+��
����+��� ������������� ����������	 �� b�y�� ����������
�� ��������
����� ����� &J�'* ��� ,������������ u� ���������

b�y� � b��y� � b	�y�� jb��y�j � const ��� �b	�y���y � 	 �����

&��� ?����� :.� �� '3D;*� / ���� ������ ������� J�. ������	���	 ��� �����
�������� U� � L	���� %���� �	 ��� ���������� �����#�	� ���� &J�B* ���
����� �������+���	� ����������
�� ������������ ����� &J�'*� �� ���
�������� � ������� J�. 6 ����������� @����� ������� �� ������������
��� � � � � &J�.* � ���������� ������	 � ����������� ��+�� ��� ���
��� ���������� &J�.* � � � � ������ � ������������ ������� ����� &J�'*
��� ����� ,������������ u � L	��� ����� �������	�

"������ � ������������� ������������ ����� &J�!*(&J�2*� ������
����	� ��� ���������� �������� � � � �� &J�.* � &J�!* ��	���� ������������
� � �� >��������� ������� ������ � � ��

�����  ��� ����� � � � � �%������� ������� ���� '��� ��*�������
������� �by�bu� � �W 	

r ��� 
 L������ L	��� !��$� ���������� ��

r � minf�� ���g� �����

���	�	�������� /�����������	 �������� !�2� $�	 ����� ���������
��� ��������� ��� �������+���	 ���� �������� "���+�� Y � L�����

U � L	���� Y� � W 	
r ��� 
 L���� 


�
W �

r���� V � Lr���� Y�� � L� ���� L�y� u� �
�y � u� F �y� � b�y�� J 6 ,���#����� &J�!*� / ���� &J�J* ��������� &!�.B*
� &!�.F* ����������� L��� �y� u� 6 ���� �� ������	 J�.� �� b�y� � u �
Lr��� � � ���� ������� .�) � ������������ ����� �y � f�x� � u � b�y��



x �� -
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 ����������
 &����
'�����
 ������ � 

�y � 	� ���������� ��������� y � W 	
r ��� 


�
W �

r���� "������ ���������
������� ��������������� !�'� @�������	 �#���� ������	 ����� $��� ��
�	 ��������� 7������ � ������ ������ f � u � b�y�� �������� ��� �	
�y� u� � Y� � U � ���������	�
� &J�'*

kykY� � kukU � kykW�
r
� kykL� � kukL� � C�kb�y�kLr � kykL� � kukL��

� C�J�y � w� u� f� �C	�

�� J 6 ,���#����� &J�!*� -������������ ��������� ������� ����#�����
����� !�2� $�	 �������� ������	 ������������ !�B ���+�� �����
��
�����+�����

����  ��� ����� G � ������$����� ������� � Rd � X�G� � ��������
������ ������������ ������& y�x� x � G ��������� ���(����� � L��G��
'��� ��� � � � � � ���(���� X�G� 
 L��G� b L� �G� ������ ������%����

���	�	�������� "���� ����������������� ,���#�� fzn�x�g �������
���� � X�G� 
 L��G�A

kznkX�G� � kznkL��G� � C� �����

"��� �	� ���� ����������	� � �������������������� ��+�� �������� ���

zn � bz ������ � L��G�� zn � bz ����� � L��G�� �����

$�	 ����������� � � � � � ���������� ��������� ��������	#������ �����
�������

kfkL� � kfk
���
���

L�
kfk

���
���

L�
�

$�	 ������������� ����� ����������� ��������� � ���������

kfkL� �

�Z
jf jajf j��adx

����

�

�� a � 
�� � ������� � ��� ��������� ����������� 8O������Z
fg dx � kfkLpkgkLq � p �

� � �

� � �
� q �

� � �

� � �
�

@�������	 ��� ������������ ������� � ���� &J�3* � &J�)*

kzn � bzkL� � kzn � bzk ���
���

L�
kzn � bzk ���

���

L�
� C

���
��� kzn � bzk ���

���

L�
� 	

��� n��� "�� � � � �����+���� ����� J�. ������ �� &J�)*� �

���	�	������� �����
� J�. &���������*� 0������������ ���+���	
&!�!D* �	 Y � Y��� �������� � ������ �������������� �������� ?���

��������� ���+���	 &!�!.* ������ �� ����� J�. � X�G� � W 	
r ���


�
W �

r����
� � � � � � �� ��� ��� � � �� "������ ������������� ������	 !�B ������
�� &J�.*� ���� ����+��� S � C���� �

>��������� ������ � � ��
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����* ���������� ����	+����� ���+���� W �
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������� ���� �y� u� � Hk��� � U� � ���������	�
�	
&J�.J*�

�	
��	��� J�'� / ������� J�! �������	 ��	����� � ����� ������ ���
�������	 ����������	 &J�.J*� 0�+� �� ���������� �� ����� &J�.B*�
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���������	�� ����������	� &3�'J*� "������ �by� bu� � A� 1�� ��� �yn� un�
������������ ,���#����� J �� &3�'B*� � ���� &3�2D* �by� bu� ���� �������
����� &3�'B*(&3�'3*� �

���	�	������� ����� 3�.� 1�� ���

k�T � t�yk	H� �Q� � C�kyk	X���
� kyk	L��Q�

��

� ���� &3�2D�* �T � t�yn � �T � t�by ����� � H��Q�� �� ������������� � �����
�� � L	�Q�� "��� �	� ���� ����������	� � �������������������� ��+��
�������� ��� yn�t� x�� by�t� x� ��� ����� ��� �t� x� � Q� / ���� ����� K���
� &3�'F* �����Z

Q

�T � t�jb�by�byj dx dt � lim
n��

Z
Q

�T � t�jb�yn�ynj dx dt � C ��� �����

"���+�� yn� � maxf	� yng� yn� � minf	� yng � ���������� �������� by�� by��
$�	 ������������� ����� 3�. ��������� ������� ����������� &3�2.*� �
������� yn� by �������� �� yn�� by�� � ���+� �� yn�� by�� L��� sup

	��
jb������ �

��j � �� �� &3�2.* � yn�� by� ������ �� � ������� yn� � by� � L	�Q��
"���� lim

	��
jb�����j � �� 0��������� ������� �R � minf� � � � �Rg

��������� ���+����� �R � f� � 	 � jb���j � Rg ���������	�� �����������
lim
R��

�R � �� "�� � � 	 ����+��

bR����� �

�
b���� � �� �R�

	� � � �R�
bR�	��� �

�
	� � �� �R�

b���� � � �R�

%������� ��� bR����� � bR�	��� � b���� "����������Z
Q

�b�yn�� � b�by����dx dt���� � C

Z
Q

jbR���yn�� � bR���by��j dx dt
�C�

Z
Q

�T � t��jbR�	�yn��j� jbR�	�by��j� dx dt� �����

/ ���� &3�'F*� &3�2!*

�R

Z
Q

�T � t��jbR�	�yn��j� jbR�	�by��j� dx dt
�

Z
Q

�T � t��jb�yn��yn�j� jb�by��by�j� dx dt � �C� ����
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� ��������� ������� 7����� ��� ����� RZ
jbR���yn�� � bR���by��j dx dt� 	 ��� n��� �����

@� &3�2'*(&3�22* ������ &3�2.* �	 yn�� by�� -���������� &3�2.* �	 yn�� by�
����������	 ����������� �

>��������� ����� � ,�������� ����������

J�y� u� � k�Ty �wk	L����
�Nku� fk	L��Q�

� inf� �����

�� w � L	���� f � L	�Q� 6 ������� ,���#��� � ������� ,���#�� y� u
���������	�� ����������	� &3�'J*� &3�'3*� "�����������	 �����������
�����
�� ��������

������ 3�2� -�
������� ���� �y� u� � X��� � U� � ���������	�
�	
&3�'J*� &3�'3*� ������Z

Q

jb�y�yj dx dt ��� �����

����� %��� ����� � ������ y� � H�
���� k��y��kL���� � � b��� � C�R�

������������ ������# ���� '��� ��*������� ������� �by� bu� � X����L	�Q�
!��$� ������ ������� ������ ���$�� �� by ����$�� �������� ������

���	�	�������� C��+����� �������� ��������� ������	���	 ,���
�����

A � f�y� u� � X��� � U� � �y� u�����������#� ������� ������g�
E���+�	 &3�'J�* �� y ����	��� � L	���� ����� ������ ��������������

�������� ��� �	 ������ t � �	� T �

ky�t� ��k	L����
� ��

tZ
�

Z
�

jryj	dx d	 � ky�k	L����
� �

tZ
�

Z
�

b�y�y dx d	�
�����

E���+�� &3�'J�* ��  � C	���
H�
� ���� ����� ������ ��������������

������ ,������Z
�

y�t�� x��x� dx�
Z
�

y�t	� x��x� dx � �
t�Z
t�

Z
�

�ry � r � b�y�� dx dt�
�����

@� &3�2)*� &3�2F* ������� ��� ���� �y� u� � A� �� y � C�	� T �L�	 ����� ��
L�	 ��� 6 ������������ L	� ����+����� ���������� ������ � �������� "��
����� J�y� u� ��� �� J 6 ,���#����� &3�2J*� - ������ ����� �����	�����
���� ������������� ������� 3�2 ��������	 ���������� �������������
������� 3�'� �
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�
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x (� )�����
����� ������	
��� �	�	��

���� �������, ����	
�� ����������� ���� ������������ ��������
��	 ���������� ������� ����������	 �������� ������� �	 ����������
����� ���������� ��� ����� ����� ���#�,������� ����� �� ���������
� �������������� � ��������������� �������� ��� ����+����	 � �� ���
��������� ������������
� ������������ ����� %����� ��� � � �����
���������� ������� �	 ���� ������������ ���������	 ������	����� ���
����������� ���������������� ��������	�� � ,���#������� ����������
����������� � ����
�� L	������ ���+� �����	 ������� ��
����������
��������

&��� 4��������� -���	��� � ����7���� "����� ��� � �������
� � R

d 6 �����������	 ������� � �����#�� �� � C�� Q � �	� T � � ��
� � �	� T �� ��� / #������ Q ��������������	 ������������	 �����

�

�
ky � wk�L��Q� �

N

�
ku� fk	L��Q�

� inf� �����

�y ��y � b�y� � u� �����

��y � y�� �� �y � y�� �����

��y � 	� ����

u � U� � �����

�� U� 6 �������� ��������� �����+����� L	�Q�� b�y� � C�R� ������
����	�� �#���� &J�.*� ������ ���������� � �� &J�.* � � �� &)�.* ��	����
������������

� � � � �� �����

"�����������	� ��� w � L��Q�� f � L	�Q�� y� � H�
� ���� y� � L	��� 6

������� ,���#��� N � 	� "���+��

r � minf�� ���g �����

� ����� ������������

Z � fy � L��Q� � �y ��y � Lr�Q�� ��y � 	g �����

� ������

kykZ � kykL��Q� � k�y ��ykLr�Q�� �����

$�	 ����������	 ������������ ���������	 &)�)*� ���+��

�������� &��� 8� ������������ Z� � fy � L��Q� � �y ��y � Lr�Q�g
��������% �������� �� ��(���� ������� y�t� x� �t� x� � Q �� ������# ���
���-����� � � �������� ���� ��(���� ���������& ����!����& � � ���$��
��������%

�� � Z� � B���rr ����W�	
r �	� T ��� ���� � Z� � B�����rr ����W�	

r �	� T ��
����	�

������%��%�



x !� ���
�%���
���
 &����
'�����
 ������ ��

���	�	�������� 0�������� ��� ����
����	 ,���#�	 u�t� x� ������
��+�� ������������ B

���r
r ����W�	

r �	� T ��� ���� �	 ����� ������� ,����

#�� � �
�
W 	

r��r����	� T � ����
����	 ,���#�	

u��x� �

TZ
�

u�t� x���t� dt� x � ���

�������+�� ������������ 4����� B���rr ���� &��� &.�3**� ������ ��������
���������	 � ������ ������ ����
���� ,���#��� �� �� ��� �����������

������������� ��+�
�
W 	

r��r����	� T � � W�	
r �	� T ��

L��� y � Z�� �� y � L��Q� � �y ��y � h � Lr�Q�� @� ��� �����������
� &)�J*� &)�3* ������� ���

y � Lr���Lr�	� T ��� ��y � h � �y � Lr���W
�	
r �	� T ���

"������ � ����
�� ������� .�3 �� ������������ Z� ������	���	 ������
���� ��� ���� � � ��� ���������� �������� � ������������ &)�.D*� �

/ ���� �����+���	 )�. �	 ,���#�� y � Z� ����� ����� ���������
��y � 	� "������ ���������� &)�)* ����������

/ ��������� ������� �y� u� ����� &)�.*(&)�B* ���� ������ � ���
���+����� ������������ Z� � L	�Q�� "������ �����+���� )�. �����
�� ����� ��������� &)�2*� L��� y � L��Q�� �y � �y � h � Lr�Q�� ��
�y � h � �y � Lr�	� T �W

�	
r ����� "������ ��������� � ���������� ����

������

��
�

�t
� Z� �W�	

r ���� �� � Z� �W�	
r ���� ������

/ ���� &)�..* ����� ����� ���+� ����������	 &)�'*�
"���� A � ��� D�A� � H	��� 
 H�

����� 	 � �� � �	 � � � � � �n �
� � � 6 ����������� �������	� fejg 6 ����������� ,���#�� ��������� A�
���������������� � L	���� /���� ���������

Hs �

�
v�x� �

�X
j��

cjej � kvk	Hs �
�X
j��

�sj jcjj	 ��
�
� s � R� ������

@������� &���� ��������� 7����� C�+���� :!;*� ��� H� � L	���� H� �
H�

����� H	 � H	��� 
 H�
����� � �	 Hs ���������� �����
�	 �������

���+���	 -�������A Lq��� � Hs ��� d����� ��q� � s� /���� ������������

Y� � fy�t� x� � Lr��r����	� T �H��s� 
 Z � �y � Lr��r����	� T �H�s�g�
������

�� r ��������� � &)�3*� s � d���r� ����� Z 6 ������������ &)�)*�
0���+�� �� ����� &)�.*(&)�B* ������� ����������������

������ )�. &���������������*� -�
������� ���� �y� u� � Y��U� � ����
������	�
�	 &)�!*(&)�B*�
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%������� ��� ��� U� � L	�Q� �� ��������� y�� y� � C�� ���� ������� )�.
���������� $������������� ��+�� ������� ,���#�� y � C��Q� ������
��� ��y � 	� 1��� ���� �y� u� � �y� �y��y�b�y�� ���������	�� �����������
	� &)�!*(&)�B*� L��� U� �� L	�Q�� �� ������������� ���������� ������	 )�.
��+��� ��������	 ��������� ������	 �� U� � 0�������� ���� y� � y� � 	�
�� ��������� b�	� � U� ����������� ���������� ������	 )�.� ��� ��� ����
�y� u� � �	� b�	�� ���� ���������	�� &)�!*(&)�2*� L��� �� U� �� � �� ������
����� ������ ������������ �������� �� ������������� ����������
������	 )�. ��+��� ����+�� ������������� ������	 �� b�y� � ������		
��������� ������� � ������������ ��������� �������������� ������ 
���� &���� ��������� 7���� :.;*�

$�	 ������������� ������������ ����� &)�.*(&)�B* ��� ���������	
��� ��������	 ����� � ������	 ������� ����� �	 ��������� ��������	
&7���� :'� �� .3D;*

�y�t� x���y�t� x� � F �t� x�� ��y � 	� ��y � y�� �� �y � y�� �����

���� &��� ����� y� � H��s��� y� � H�s��� F � Lr�Q� � y�t� x� �
Y� � ������� !��$� ����� �� Y� � ������������ ������� '��� y�t� x�
������������ ������

kykL����T H��s� � k �ykL����T H�s� � ��ky�kH��s � ky�kH�s � kFkLr�Q���
������

�� ���� ������%���� ����(�������� ��������� �����*�� ������� �����
������� �� R� � f� � 	g�

���	�	�������� 1�� ��� s � d���r � ���� � d���� � ��r��� �� ��r� �
� � ��r� �� ���+���	 Hs � Lr���� ������ Lr��� � H�s� "������ F �
Lr�	� T �H�s�� E���+�	 ������ ��������� �� &)�.2* ����	��� � H� � L	���
�� A�s �y � ���������	 �� t� �������

tZ
�

��y�	� ����y�	� ��� �y�H�s d	 �

tZ
�

�F �	� ��� �y�H�s d	� ������

"���� Pk � H� � 
e�� � � � � ek� 6 ������������ � H� �� ��������������

e�� � � � � ek�� ����+����� ������� k ������������ ��������� ��������� A�
1�� ��� Pky ������	���	 � ����
�� ������� ����������� �,,�����
#������ ���������� ��������� ����� ���������	 � &)�.2* ��������� Pk�
����� Pky �W 	

r �	� T � 
e�� � � � � ek��� "������

tZ
�

��y ��y� Pk �y�H�s d	 �

tZ
�

�

�
�t�kPk �yk	H�s � kPkyk	H��s �d	

�
�

�
�kPk �y�t� ��k	H�s � kPky�t� ��k	H��s � kPky�k	H�s � kPky�k	H��s ��

1�� ��� ����	 ����� ������� ��������� � �������� �� ����� ������ �����
������� ��������� ����� ����� ��� k � �� � ���� ������� 4���� 7���
����� ����� � ������ �� ����� ������� ���������� "��� �	 � ����
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��������� � ������ ��� k � � � ��������	 &)�.J*� �������� ��� ���
����� t � 
	� T �

�

�
�k �y�t� ��k	H�s � ky�t� ��k	H��s�

�
�

�
�ky�k	H�s � ky�k	H��s� �

tZ
�

��y ��y� �y�H�s d	

�
�

�
�ky�k	H�s � ky�k	H��s� �

tZ
�

kF �	� ��kH�sk �yk��rk �yk��r
�

�

��� ��� ��r � ��r� � �� @� ����� ����������� � ������������� ���+���	
Lr��� � H�s ������� ���

k �y�t� ��k	H�s � ky�t� ��k	H��s

� ky�k	H�s � ky�k	H��s �

tZ
�

�
c

r
kF �	� ��krLr��� �

�

r�

�
k �yk d	�

������

"���+�� z�t� � k �y�t� ��krH�s � �� &)�.3* �������� ��� ��� ��������� ��t� � 	

�z�t� �

�
c

r
kF �t� ��krLr��� �

�

r�
� ��t�

�p
z�t��

>���� ��� ���������� �������� � ���������� ,������ ��t�� @�������	
����� ����� &)�.3*� ������� &)�.B*� �

$���+�� ������� � ������������ ����� &)�.*(&)�B*�

����� &��� ����� ������ ����� �%������� �������

� �
�d�

d� �
� ������

'��� !��$� ����������� ����� ������� �by� bu� � Y� � L	�Q� �� Y� � ����
��������� �������

���	�	�������� "���+�� Y � L	�Q�� Y�� � L��Q�� Y� 6 ���������
���� &)�.'*� U � L	�Q�� V � Lr�Q��W�	

� ����W�	
� ���� �� r 6 ����� &)�3*�

L�y� u� � � �y � �y � u� ��y� �� �y�� F �y� � �b�y���y���y��� L��� �y� u� � Y� � U
���������	�� &)�!*(&)�2*� �� � ���� ����� )�.

kykY� � kukU � kykL��Q� � k�y ��ykLr�Q� � k �ykLr��r��	���T H�s�
� kykLr��r��	���T H��s� � kukL��Q� � kykL��Q� �CkukL��Q�

� ��ky�kH�
� ���

� ky�kL���� � kb�y�kLr�Q� � kukL��Q��

� kykL��Q� � CkukL��Q� � ��C� � C	�kykL��Q� � kukL��Q����

����� ������ ������������� ������	 !�2� / ���� &)�.'* ���������� ����
+����

Y� � Z	 � fy � Lr��r����	� T �H��s� � �y � Lr��r����	� T �H�s�g� ������
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�� s � d���r � ����� / ���� &)�.)*� &)�3* ����� s � 
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%������� ��� ��� d � � ������� )�. ���������� �+� ��� � � � &���
7���� :'� �� .JF;*� "�� d � � ����������� &)�.)* ������������ ������� ��
���������� &)�J*� "�� d � � ����������� &)�.)* ����� ��������������� ���
&)�J*�

&��� )������� �#���� %���������� �� � � ������� )�. ��+�� ����
�������� ��������� ���� ����+��� �� ���������� ���� b��� �� ��������	
)�. ��� �� ����� ��������������� �������� ��� ������� ������	�� �����
���� ��������� �#���� �	 ,���#�� y� ���������	�
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"������Z
�

jb�y�yj dx �
Z
�

�jb�y��y�j� jb�y��y�j� dx

�

Z
�

�sign b����b�y��y�dx�
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�	
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���������� ����� ��������#�� ,���#������

�

�
ky � wk	L��Q� �

N

�
ku� fk	L��Q� � inf ������

��� ������	 &)�!*(&)�B*� 4��� �������� ��� w � L	�Q�� y� � H�
� ����Z

�

jb�y��y�j dx ���

b��� ���������	�� ������� )�!� � �	 f � y� � U� ��������� �������+���	
�� )�.� "�����������	� ��� ��������� �����
�� ��������

������ )�' &���������������*� -�
������� ���� �y� u� � X	�	� � U� �
���������	�
�	 &)�!*(&)�2*� ������ k�T � t�	b�y�ykL��Q� ���



x !� ���
�%���
���
 &����
'�����
 ������  �

����� &��� ��*������� ������� �by�bu� � X	�	�U� !��$� ������� ������
����� ���$��Z

Q

�T � t�	jb�by�byj dx dt ��� ������

���	�	�������� / ���� ������	 )�' ��
������� �����������
�	
����������������� �yn� un� ��������������� ������ ������ ���������
����������� &)�!3*

kynk	X���
�

Z
Q

�T � t�	jb�yn�ynj dx dt� kunk	L��Q� � C�

�� C �� ������� �� n� @� ���� �#���� �����+���� ������� �������	
���������� ������������� ������� 3�'� �

>��������� �� ����� � ,�������� ����������� 0����� � �����
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1����	 ������������ ���������	 �������������� ��������� ������
����� ����������	 �����	�� ����� ������� � ������� ��������� ��
�	���� ���� "����� ������ ������������� ����������� � ���� ����
��� ������������� �������� �������� ���� ������������ ���������	
&���� ��������� 4��������� :.; � #����������� ��� ����������*�

%��� �� ����� ���� �� �������������� ������ ������������ ������
����	 �������������� ��������� ���� ����� 7���� :!;� / �����	
��
����	 ���������� �� ���� ������� ���������� �������� � ������������
���� ������ ����������� ���� ����� ��������� ������������ � �����	�

�� �������,��� "��������� ��+� ������ ���� �� ��������� �� ������
�� � ������� ���� ��� ��������� ������������ � ����� ��������� ������
���� � ������ ������������ ���������	 �������������� ���������A
4���� :.� !;< 4�������� :.;< /������� :.;< L����� :.;< I������ :.;< @��������
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�� ����� ��������������� ��������� � �������� ������
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���������	 � ������� ���� ������	���	 ������� ����������	 ����������
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����� � ������� ������ �	 ������������ � ������������� �,,��
���#������ ���������� ������� �����������	 � ��������� ����+�����
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��� ����� �� ���������� ������ ������������ ��������
��	 �������������� ���������� ���� ��� �� ����������� ����� ����
�	 �������������� ��������	 ������� ���	��� ������������ ��������
 ����� ������������ ������� ����� 	��	���	 ��� ��� ����� ���� �	
��������� !������� "���#������� �� ����������	 �������	 ����������
�	�� ����������$ ��������$ � ���%����� ��� ����������&�� ����# �����
���������� �����#�������� ���	 ������ �����  ����� ���������� �����
�� ����������&������# �������������� ������� � ������������������
���������� ����� ���� �	 ��������� !������ '��� ���� ��������� (�()�
������� ����� ���� � ������������������ ���������� ����������	 ��
�����������$ � �������� ������� ������������� ���� 	��	���	 �&����
�������� ��# �����������# ������� ����� ���� � ������������������
����������� ��� �&���� ��������� ������������ �&����  ����� �	 ����
���������# %���&��$ �������	*
�� ��������� ������� � ���# �����#�
+������������� ���� �&���� ��������	 � x ,-.� +�	 ������������� �&����
����#���� ������������� ���������� ��
�� ������������� ���������
������� ���	�� ������ ��������� !������� /�������	 �&���� ������������
�� �������� ��� � ���� ���# ������� ����� ���� � ������������������
����������� 0������ ��� ������������ ������� ���� ����� ���������
����� ������� ���� ��� �� �������� 0��������* ������ ������	$ ���
����� ���������	 �������������$ � ����������* ��� ������� ����	
���
x 1-2� ������������ 	��	���	 �������� ��������� ������������� �����$
��� ��3	��	�� �������� ������ ������������ ���������	 �������������
�� ��������� � �������� ����� ���� � ������������������ �����������
4 ����� ����� ������� ��
���������� �����������	$ ��������� �������
�������������$ �����������*
�	 �����������*$ � �������� ��������
����������� ���� ������� ��������������

x �� ��������	� 
����

5���� ���� �	 �������������� ��������� 	��	���	 ������������
�������� ������������ ��  ����� ������� ������ 4 ���� �������%�
���������	 �����������������	 ���������� ���� ������� ������
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� ��� ����� ����$ �� �� �������	 �������Z
��

ju�x��� u��x
��j�dS � ��� ��
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�� u� � L����� 6 ������	 %���&�	$ � � 	 6 ������� �����$ ������� ��
������ ����� ��������	 ��������� ������ 4 '(�9) � ���� dS ����������
������� ��3��� ���� �����������	$ �� �������� ��������	 ������������
���� '4�� �����������	$ ��������������� ����$ �����*��	 ����������
� Rd$ � ������� �� ��# ��������� �������� ��3��� dS�)

"� ������������ �� �������	 �������Z
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�� M � 	 6 ������� ������
"������ ������������� ������	$ ��� ������# ���� �������	 ����

�� '(�()-'(�.)�

������� (�(� :������ � �%%�����%�� &������ � � 	� T��$ �� T� �
	 6 �����$ � � � Rd 6 ��������� �d� ��������� ������������ ������ C��

;������� �������� �������$ ���������	*
�� ������* '(�()$ 	��	�
���	 ������� ���� fx � Rd � r� � jxj � r�g�
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������� (�,� ������	 ����� '(�()$ '(�,)$ '(�1) ����� � L���� ������
������� ��������

0����

u�x�� � 	� x� � �� � ��� ��
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<������ � ������* (�, 	��	���	 ����*
�� ��������

������� (�,�� 5���� '(�()$ '(�=) ����� � L���� ������ ������� �����
����

>���*
�� �������$ #���������� �	 �����������# ������# ����$
����������� ������������ ����� '(�()-'(�.)�

������� (�9� 0�� ������# u� � L�����$ M � 	$ � � 	 ��
�������
%���&�	 u � H������$ ���������	*
�	 ����������	� '(�()-'(�.)�

5���$ ��� � �����$ Hs�G� 6 ������������ >������� '��� ��� ($ x ()�
��	�
���� (�(� 4 �����$ ��	������ � ����������&��� ����# �����

����������$ �� 6 �����#����� ����� � u�x� 6 �����&��� ������������
��������� � ����# ����� '� �) ������������������� ���	� /��������
'(�() � ���� ������ ����� �� �u � 	$ �� � 6 �������� !������$ � ����
������ ������� '(�,) �����������	 � ��� �nu�x�� � 	$ �� n�x�� 6 ����
������# �������� � ��� ?���� u��x� ���������� �������� �����&���� u�x�$
���������	 �� �����#����� ������ 7�������	 �*� ���� ������������
�������� u�x�$ ��� �������� � ����������� '(�9)$ �� � 6 �������� �����
������ :&���� '(�.) �������� u�x� �������� �� %��������# ������������
"�����&$ ��
���������� �����&���� u�x�$ �� �� ������� (�9$ ������ �� %��
�������� ���������� ������

4 %��������# �������#$ �����	
�# � ���������� ������� ������$
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��� x� � ��� ��
��

������� ������� u��x
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������$ 	��	���	 ������������� :���� � ����� �����&�� �� ����� ���
���	�������� ����� ��������	 ��� �������������� ���������� �����$ ���
������ ������ '(�9) ������� ������� �� '(�2)� ��� �������� �������	
���������� ������������ ����� '(�2) � ����������� ����������� ���
������	 �� ���������� ������	� ;����� ����
���	 � ����� '(�()-'(�.)
������ �����	� +��� � ���$ ��� ������� �� �� �*��� %���&�� u�x�$ ����
������	*
�� ����������	� '(�()$ '(�,)$ '(�.)$ ���������� ������ ������
����������� ������������ L������ @���&�	 u��x� ������	 � ����������
���������$ � ������ � �����������*$ �$ ������������$ ����� ���������$
��� �������$ �� ����������� 0����	 �� '(�9) � �������� ������* ��
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0� ����� ���������� ����� '(�()-'(�.) ��
�������� ���������	 �� ����
������# ������# ���� �������������� %������ 0������ ����#����
��������$ ��� ������ ������ ����� '(�()-'(�.)� >��&�%��� ������	 '(�9)
������$ ��� ��
���������� #��	 �� ���� %���&��$ ���������	*
�� '(�()-
'(�.)$ ������$ ��� �������$ ��
���������� ���������� ������� �����
'(�()-'(�.)�

0������ ���������� ������� � ������ ���������� �������� ������	$
�����������	 �	 ���������# ������# ����$ � ������ ����� '(�()-'(�.) ��
����� ������� :���� � ���� '(�9) ������� �� �� �*��� %���&��$ ������
����	*
�� '(�()-'(�.)$ ������ � u� �� ����� L������ A��� �� ����� %����
������ �������� ��� � ���� ���# %���&��$ ���������	*
�# '(�()-'(�.)
�� ����� L�����$ �� �� 6 ��������� �$ �� ������������ 	��	���	 ������
����� ������� � ������������ ������� ����� '(�()-'(�.) �� ��� 4 ����
������ ��� ������	 � ���������� ������ ���������	 ������������� ���
����	 ����� '(�()-'(�.)�

;���� ������� 6 ������ ����� '(�()-'(�.) �������� ����*
��8
'a) +������� �&���� kwk � ����$ �� ���� � 	 ��� � � 	$ k 	 k 6 �����

�� � ���� �� ���������� ����������� �� �$ %���&�	 ���� ����� 	���$
w � u� � u�$ � u� � u� 6 ������������ %���&��$ ���������	*
�� '(�()-
'(�.)�

'b) 0������� �������������� ������ �����	 ���� �� %���&��$
���������	*
�� '(�()-'(�.)� 4 ���� 'a) ��� %���&�	 ���� ������ � �����
��� %���&�� u�x� �$ ������������$ ���� ������������ ���������
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