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Введение

Интенсивное освоение космоса экономически развитыми странами — Рос-
сией, США, Францией, Германией, Китаем, Японией — ставит задачу созда-
ния новых экономичных транспортных систем по доставке экипажей космо-
навтов, грузов на околоземную орбиту и возвращение их на Землю, а также
возвращаемых планетных и невозвращаемых космических зондов различного
назначения, в том числе для исследования планет и Луны и, в итоге, всей
Солнечной системы. Важнейшей задачей в этом отношении как в России,
так и в США считается планируемая на перспективу высадка космонавтов на
Луну и Марс и возвращение их на Землю, а также промышленное освоение
Луны. Президент США определил в 2004 г. цель космических достиже-
ний — ступить на поверхность Луны и Марса.

Начиная с 1980-х годов в ведущих космических державах стали интен-
сивно разрабатываться принципиально новые перспективные гиперзвуковые
летательные аппараты (ЛА), такие как трансатмосферные, межорбитальные,
высокоманевренные ЛА, совершающие аэродинамические маневры и/или ри-
кошеты при гиперзвуковых скоростях в верхних слоях атмосферы Земли при
перелете с верхних орбит на нижние без использования двигателей, но с по-
мощью торможения в атмосфере с использованием подъемной силы, а также
малоразмерные транспортные воздушно-космические экономичные самолеты.

Здесь следует упомянуть, что первый опыт использования рикошетирова-
ния (аэрозахвата, аэроторможения — aerobraking) в атмосфере Земли для пе-
ревода подлетной к планете гиперболической скорости космического аппарата
(КА) в орбитальную был приобретен в СССР еще в 1968 году при возвраще-
нии на земную поверхность после облета Луны аппаратов серии «Зонд». Эти
аппараты совершали трех- и двукратные погружения в атмосферу на глубину
до 50 км с последующим выходом за счет перекладки аэродинамического
качества на высоты более 100 км. Летные эксперименты показали, насколько
существенно была преувеличена тепловая защита этих аппаратов вследствие
недостаточности на тот момент знаний ряда проблем аэротермодинамики,
в частности механизма уноса массы теплозащитных покрытий.

В совокупности все перечисленные выше проекты выявили ряд аэротер-
модинамических проблем слабо или вообще не исследованных широко как
в экспериментальных программах, так и в теоретических исследованиях,
выполненных в 1960-х и 1970-х годах и направленных главным образом на
создание и использование таких консервативных по сегодняшним понятиям
схем, как Space Shuttle, юпитерианский зонд Galileo, аппараты, спускаемые
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по баллистическим траекториям и другие. Используемые в настоящее время
для выхода на орбиту Земли и спуска с нее пилотируемые транспортные
системы «Союз» и «Шаттл» в обозримом будущем будут заменены как
в России, так и в США (например планируется, что система «Спейс Шаттл»
будет снята с эксплуатации в 2012 г., хотя была вероятность продолжения
срока ее эксплуатации) новой космической техникой, сочетающей в себе
надежность корабля «Союз», обеспечение достаточно низких перегрузок
на экипаж при спуске с орбиты, комфорт и возможность многоразового
использования, характерные для КА «Шаттл» и его отечественного аналога
«Энергия-Буран», при уменьшенных эксплуатационных и временных затратах
при его создании и послеполётном восстановлении. В наибольшей степени
этим условиям удовлетворяет ныне разрабатываемый в России аппарат
«Клипер», могущий совершать планирующий спуск в атмосфере и самолетный
способ посадки на аэродром.

В настоящее время работы по проектированию и отработке летных ги-
перзвуковых демонстраторов, являющихся прообразами аппаратов многора-
зового использования, ведутся в рамках таких национальных программ, как
«Клипер» в России, X-38 (транспортное средство спасения команды) в США,
Pré–X во Франции, Hyper–X и Hope–X (Надежда Н-11 Орбитальный само-
лет) в Японии, Hopper в Германии, USV в Италии и другие.

После создания и успешных полетов таких транспортных систем, как
Space Shuttle (США), «Энергия-Буран» (Россия), все промышленно развитые
страны в конце 80-х годов включились в разработку и создание своих КА:
в Англии — HOTOL (Horisontal Take off and Landing), в Германии — ZA-
ENGER, HYTEX (Hypersonic Technology Experimental Vehicle — летающая
лаборатория на основе технологии ВКА ZAENGER), во Франции — HERMES
(минишаттл), в Японии — HOPE, HIMES (Highly Manoeuvrable Experimental
Space Vehicle).

Хотя конкретная реализация многих из указанных проектов по ряду
причин (в основном финансовых) в настоящее время приостановилась, на-
учно-исследовательские работы по этим или несколько измененным про-
ектам продолжаются и расширяются как в университетских лабораториях,
так и в национальных исследовательских институтах. Западноевропейские
страны, начавшие с начала 90-х годов вести собственные научные иссле-
дования и технические разработки по гиперзвуковым ЛА, рассмотрели воз-
можность создания многонациональных научно-исследовательских объедине-
ний, которые могли бы представить серьезную конкуренцию США в этой
области. Примером тому является нынешнее объединение общих усилий
17-ти европейских стран в рамках ESA (European Space Agency) с центром
в ESTEC (European Space Research and Technology Center), находящемся
в городке Noordwijk (The Netherlands). Под эгидой ESA регулярно проводятся
научно-технические европейские конференции и коллоквиумы по аэротермо-
динамике космических аппаратов, а также симпозиумы под эгидой IUTAM
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«Аэротермохимия космических аппаратов и соответствующие гиперзвуковые
течения». Главной целью этих форумов, как ее сформулировал председатель
одного из таких форумов проф. R. Brun (Франция), является «выяснение
взаимодействия между механическими и физико-химическими явлениями вы-
сокоэнтальпийных потоков, присущих гиперзвуковым течениям».

Активность Китая в области космических полетов с человеком на борту
приобрела мировую известность после успешного запуска 21 ноября 1999 г.
беспилотного Shenzhou («Космический корабль»), космического ЛА и затем
запуска своего первого космонавта. В 2008 г. китайский космонавт впервые
вышел в открытый космос.

Японские специалисты также ведут работы по созданию двухступенчатой
космической транспортной системы (КТС), в перспективе планируется созда-
ние одноступенчатого КА. Финансирование исследований по гиперзвуковой
аэротермодинамике и тепломассообмену в Японии неуклонно растет.

В России также ведутся работы в этом направлении в рамках прави-
тельственной программы по созданию пилотируемого транспортного кораб-
ля нового поколения (ПТКНП). Ракетно-космической корпорации «Энергия»
им. С.П. Королева поручено разработать новый пилотируемый космический
корабль, способный доставлять экспедиции к Луне. Начато экспертное про-
ектирование корабля. Новый многоразовый самолет, известный пока под
аббревиатурой ППТС (перспективная пилотируемая транспортная система)
должен прийти на смену кораблю «Союз». Предполагается, что конструкция
ППТС позволит выводить на околоземную орбиту экипаж из шести человек
и доставить к Луне четырех космонавтов (экипаж «Союза», который эксплу-
атируется уже 40 лет, состоит из трех человек). Корабль будет капсульного
типа по аналогии с разрабатываемым сейчас в США новым космическим
кораблем. Необходимость в более вместительном самолете возникла в связи
с планами увеличить состав постоянного экипажа МКС до шести человек
и обеспечить перспективными программами полетов к Луне.

Новый запуск пилотируемого корабля планируется осуществить в 2018
году. Наряду с аппаратом капсульного типа с малым аэродинамическим
качеством исследуются компоновки типа «несущий корпус» самолетного типа
и трансформеры, меняющие свою конфигурацию в процессе полета. Ведутся
работы в области гиперзвуковых двигательных установок, в том числе по
сверхзвуковому горению и технологии прямоточных воздушно-реактивных
двигателей (ПВРД).

В США разрабатывается новое поколение транспортных КА Space Shut-
tle TAF (Transatmospheric Vehicles) — это NASP (National Aero-Space
Plane). Главная мотивация интереса к этим проектам состоит в желании
создать одноступенчатую систему, выводящую КА на орбиту Земли с по-
мощью воздушно-реактивного двигателя (ГПВРД), работающего на водо-
роде, т. е. с использованием воздуха как окислителя в противоположность
жидкостно-реактивным двигателям (ЖРД), использующим бортовой запас
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окислителя. Кроме того, в последние 20 лет в США разрабатывается также
новая космическая транспортная система AOTV (Aeroassisted Orbital Transfer
Vehicle — орбитальный транспортный космический аппарат (буксир), исполь-
зующий аэродинамическую подъемную силу при маневрировании в верхних
слоях атмосферы Земли), которая будет возвращаться с геоцентрической
орбиты к высоким или низким орбитам спутников Земли со скоростями в диа-
пазоне 7–11 км/с и делать аэродинамический маневр (рикошет) в атмосфере
на высотах 70–100 км. Использование при этом маневре аэродинамических
сил вместо двигателей признано более экономичным.

Планируется, что аппараты AOTV будут применяться также при
возвращении зондов с Луны и Марса. Так, автоматические или управляемые
человеком аппараты, возвращающиеся с орбиты Марса на Землю, будут
входить в атмосферу Земли со скоростями до 16 км/с. Со сверхорбитальными
скоростями будут двигаться в атмосферах планет зонды, проектируемые
для исследования планет и других малых космических тел Солнечной
системы, например проект HUYGENS, предназначенный для проведения
измерений в атмосфере и затем посадки на поверхность Титана, спутника
Сатурна, проект ROSETTA, предназначенный для посадки КА на комету
и возвращения его на Землю с образцами кометных ядер, зонды MARSNET,
MSR (Mars Sample Return) на Марс с роботами, собирающими образцы
грунта Марса и возвращающимися на Землю. Проект Deep Impact (США)
предполагает удар специального зонда по комете Temply-I, а проект ESA
планирует эксперимент «Дон Кихот», в котором предполагается осуществить
удар по астероиду.

У возвращающихся на Землю планетных зондов аэродинамический лобовой
экран защищен уносимым теплозащитным покрытием (ТЗП) PICA (Phenolic
impregnated carbon ablator) — матрица из углеродных волокон, связанных (про-
питанных) фенолформальдегидной (бакелитовой) смолой. Этот материал уже
использовался в 2006 г. для теплозащиты космического зонда Stardust, собрав-
шего образцы пыли у ядра кометы Wild-2 и вернувшегося на Землю с под-
летной скоростью 13 км/с (это был самый быстрый управляемый спуск).

Из всего вышеизложенного следует масштабность и многообразие проблем
аэротермодинамики, подлежащих решению силами мирового сообщества уче-
ных. Описанию состояния этих проблем на текущий момент и посвящена
настоящая монография.

В период создания и развития космических транспортных систем в 1960-х
и 1970-х годах в отсутствие необходимых вычислительных мощностей и разви-
тых эффективных численных методов для решения уравнений Эйлера, Навье–
Стокса и Рейнольдса были развиты приближенные инженерные аналитические
методы, основанные на схеме Прандтля: внешнее невязкое течение плюс
пограничный слой. В рамках такой методологии как в США, так и в Советском
Союзе, которая получила максимальное развитие в период создания ВКС
многоразового использования «Энергия–Буран» и «Спейс Шаттл», реальная
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трехмерная конфигурация КА разбивалась на ряд секций, которые могли
быть аппроксимированы простыми геометрическими формами.

Граничные условия на внешней границе пограничного слоя (ПС)
определялись из приближенных аналитических (например, касательных
клиньев или конусов) или численных решений уравнений Эйлера. При
необходимости при больших числах Маха и для малых и умеренных чисел
Рейнольдса (режимы высотной гиперзвуковой аэродинамики) эти решения
уточнялись с учетом эффектов второго порядка теории пограничного слоя,
в частности эффекта вязко-невязкого взаимодействия. Соответственно
тепловые потоки, распределение температуры по поверхности КА и скорость
уноса массы ТЗП определялись или из численного решения уравнений
ПС, или с помощью приближенных их решений: автомодельных решений,
методами эффективной длины, осесимметричной аналогии, среднемассовых
величин или методом последовательных приближений и др.

В настоящее время, в резком контрасте с упомянутыми выше ранними
годами развития гиперзвуковой аэродинамики и тепломассообмена, вычисли-
тельная гидродинамика (CFD) заняла лидирующее положение в разработке
программ создания современных КА, позволяя рассчитывать аэродинамиче-
ские и тепловые характеристики реальных конфигураций КА с учетом всех
основных физико-химических процессов, протекающих в ударном слое и на
обтекаемой поверхности. Это объясняется впечатляющим и продолжающимся
увеличением мощности ЭВМ (350-кратное увеличение производительности
Супер–ЭВМ от 1 терафлопса в 1996 году до 350 терафлопс в 2006 г.
и одновременно 60-кратное снижение стоимости вычислений) и возможностей
вычислительного программного обеспечения и оборудования за последние
десятилетия. В 2011 году супервычислитель МГУ «Ломоносов» должен до-
стичь пиковой производительности в 1 петафлопс. Такой машины нет даже
в Японии, Канаде, Франции.

Ключ к успеху на 80–90% — это программы для решения рационально
поставленных задач, параллельные алгоритмы, математика, ориентированных
на компьютеры с параллельной архитектурой петафлопсного класса. Это есть
на сегодня наиболее трудная часть проблемы и наиболее важная. Сегодня
без преувеличения можно сказать, что вычислительная гидродинамика (чис-
ленное моделирование) превратилась в критическую (ключевую) технологию,
представляющую неограниченную возможность для эффективного проектиро-
вания и дальнейшего развития КА, в частности для моделирования поля те-
чения около полной компоновки самолета. Это явилось следствием недавнего
прогресса в моделировании геометрии, генерации поверхностной и объемной
разностной сетки и в создании эффективных численных методов.

В гиперзвуковом течении около КА проявляется полный набор
атомно-молекулярных высокотемпературных физических явлений, вклю-
чающий разреженность, релаксацию внутренних степеней свободы,
многокомпонентную диффузию, диссоциацию и рекомбинацию как в потоке,
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так и на стенке, ионизацию, радиацию и неравновесность (термическую,
химическую и термодинамическую), проявляется, в общем, в макроскопиче-
ской форме в виде широкого диапазона изменения определяющих параметров
подобия — чисел M (Маха), Re (Рейнольдса), Kn (Кнудсена), Dam (число
Дамкеллера), Sc (число Шмидта), Le (число ЛьюисаСеменова) и др. Отсюда
следует, что эффективное экспериментальное моделирование гиперзвуковых
высотных течений в наземных условиях жестко ограничено. С другой
стороны, разумная и надежная экстраполяция численных результатов на
условия полета требует летных экспериментов.

Вся эта методология: аналитические методы, численные методы, наземный
и летный эксперимент отражены в настоящей монографии.

Реализация указанных космических программ требует глубокого теоре-
тического анализа аэротермохимических задач в широком диапазоне чисел
Маха (1÷ 30) и Рейнольдса (Re > 1) и тем самым включает их исследования
при континуальном, переходном и свободномолекулярном режимах обтекания
КА с учетом сопровождающих их физико-химических процессов, т. к. эти
процессы существенно (иногда определяющим образом) влияют на параметры
газа в ударном слое, на аэродинамические характеристики аппаратов, тепло-
и массоперенос, образование плазмы и спектр излучения и оказываются важ-
ными при оценке воздействия потока на органы управления (элевоны, щитки,
управляющие струи и др). На больших высотах (60 ÷ 100 км) эти процессы
протекают термохимически неравновесно, иногда с большим отклонением
от локального термодинамического равновесия, и не всегда моделируются
в существующих наземных установках.

В представленной монографии ведущих отечественных специалистов по
гиперзвуковым течениям и тепло- и массопереносу разработаны теоретиче-
ские основы реальных неравновесных физико-химических процессов, проте-
кающих в ударном слое около КА в континуальном и переходном режимах
обтекания, создан обширный комплекс программ для численного моделирова-
ния обтекания реальных гиперзвуковых ЛА в широком диапазоне полетных
чисел Маха M (1÷ 30) и Рейнольдса (Re > 1).

В данном труде разработано фундаментальное научное направление (аэро-
термодинамика — аэротермохимия), связанное с исследованием гиперзву-
ковых течений многокомпонентных термохимически равновесных и нерав-
новесных смесей газов и плазмы с разными диффузионными свойствами
компонентов около многоразовых теплозащитных покрытий (ТЗП), обладаю-
щих конечной каталитичностью, а также около уносимых ТЗП в широком
диапазоне высот и скоростей полета, включая переходной режим обтека-
ния. В частности, получена новая простая и точная форма соотношений
переноса (определяющих соотношений) массы компонентов и тепла в форме
«термодинамические силы через потоки», с использованием которых время
счета задач пропорционально числу компонентов, а не квадрату и выше,
как это имеет место при использовании в полном виде классической формы
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соотношений переноса «потоки через термодинамические силы» с введением
многокомпонентных коэффициентов диффузии и термодиффузии.

Созданы оригинальные эффективные вычислительные технологии,
позволяющие в рамках уравнений Навье–Стокса (НС), Рейнольдса и их
асимптотически упрощенных математических моделей аэротермодинамики
(уравнения пограничного слоя (ПС), вязкого ударного слоя (ВУС),
параболизованные уравнения Навье–Стокса (ПУНС) ) определять аэротер-
модинамические параметры возвращаемых КА, сопровождать расчетными
исследованиями эксперименты в аэродинамических и высокоэнтальпийных
наземных установках ЦНИИМаш, ЦАГИ, ИПМех РАН и др., определять
каталитические свойства теплозащитных материалов многоразовых КА
и эффективные энтальпии уноса массы различных ТЗП для траекторий
спуска КА разного назначения в атмосферах Земли и Марса, проектировать,
разрабатывать и оптимизировать формы новых классов КА с реальной
геометрией формы с минимальным проведением дорогостоящих и часто
практически невыполнимых надежных экспериментов.

Созданные вычислительные технологии позволили существенно повысить
производительность расчетов, снизить сроки и стоимость проведения про-
ектных работ в аэрокосмической индустрии. С их помощью уже проводился
детальный анализ тепломассобмена ряда существующих и перспективных
изделий аэрокосмической отрасли, в том числе разработанных в Москов-
ском институте теплотехники, НПО машиностроения, ГНПГКЦ «ЦСКБ-Про-
гресс», ПО «Полет», РКК «Энергия» им. С.П. Королева и ряде академических
и прикладных институтов. Разработанные расчетные методики широко ис-
пользуются при планировании сложных экспериментов, обработке их резуль-
татов и переносе полученных данных на натурные условия (индукционные
плазмотроны ВГУ-4 ИПМех РАН и ЦНИИМаш).

В частности, разработана концепция выбора аэродинамической компонов-
ки челночного КА «Клипер», спускаемого с экипажем с орбиты Земли. Вы-
полненные исследования в РКК «Энергия» им. С.П. Королева и ЦНИИМаш
с использованием программных комплексов численного моделирования, раз-
работанных в данной работе, позволили реализовать траекторию спуска КА
«Клипер» с орбиты Земли с необходимым аэродинамическим качеством для
обеспечения заданной боковой дальности, приемлемых перегрузок и усло-
вий посадки на аэродром. Получены расчетным путем аэродинамические
характеристики и теплообмен аппаратов типа «Крылатая ракета». Результаты
сравнены с экспериментом.

Разработаны оригинальные физико-математические модели, детально учи-
тывающие основные термически неравновесные гомогенные и гетерогенные
каталитические процессы, и обнаружено их влияние на аэродинамические
силы, моменты и тепловые потоки при моделировании входа спускаемых
с орбиты Земли космических аппаратов по баллистическим, планирующим
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и рикошетирующим траекториям, а также космических зондов, возвращаемых
в околоземное пространство после облета планет Солнечной системы.

Внедрение указанных оригинальных методов и программ, соответствую-
щих мировому уровню в ракетно-космической науке и технике, позволило
существенно повысить качество проектных расчетов в области аэродинамики
и теплообмена и производительность труда инженеров-расчетчиков, улучшить
проектные характеристики изделий и снизить затраты, связанные с их созда-
нием, во многих ракетно-космических опытно-конструкторских и исследова-
тельских организациях России.

Кратко перечислим основные результаты исследований авторов настоящей
монографии.

1. Точные соотношения и коэффициенты переноса в форме «термо-
динамической силы через потоки». Методами строгой кинетической теории
газов и термодинамики необратимых процессов получена в 1980–1990-х годах
новая точная и простая форма замыкающих соотношений для переноса массы
компонентов и тепла в многокомпонентных многотемпературных смесях газов
и плазмы с разными коэффициентами бинарной диффузии при наличии и/или
отсутствии внешних электромагнитных полей в форме «термодинамические
силы через потоки». Старая «классическая» форма соотношений переноса
«потоки через термодинамические силы» весьма сложна (необходимо двойное
обращение матриц порядка Nξ, где N — число компонентов, ξ — число
членов, удерживаемых при разложении возмущенной функции распределения
по полиномам Сонина), причем при втором обращении элементами матрицы
являются определители порядка Nξ. По этой причине «классическая» форма
соотношений переноса в полной постановке не применяется при решении кон-
кретных задач. Аналогичные соотношения переноса были получены с учетом
возбуждения внутренних степеней свободы частиц и для умеренно плотных
смесей газов.

Таким образом, уравнения движения многокомпонентного и многотемпе-
ратурного газа с использованием оригинальной формы соотношений пере-
носа в форме «термодинамические силы через потоки» с точными и более
простыми по сравнению «классическими» коэффициентами переноса служат
в настоящее время достоверной научной основой для решения газодинамиче-
ских задач, связанных с исследованием термохимически неравновесных те-
чений многокомпонентных многотемпературных вязких теплопроводных как
идеальных, так и слабонеидеальных смесей газов и плазмы, как с учетом,
так и без учета внешних электромагнитных полей. Уравнения позволяют
рассчитывать течения в широком диапазоне давлений и температур (до сотен
тысяч градусов). Они являются основой для решения широкого круга задач
физико-химической гидродинамики.

2. Уравнения для термохимически равновесных течений смесей газов
и плазмы. С использованием новой формы соотношений переноса впер-
вые были выведены уравнения для термохимически равновесных течений:
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температуры поступательных и температуры всех внутренних степеней свобо-
ды равны между собой (термическое равновесие) и, кроме того, имеет место
в рассматриваемой области течения быстрое протекание химических и иони-
зационных реакций, т. е. имеет место и локальное химическое равновесие.
Такой режим течения реализуется при обтекании КА на высотах примерно
ниже 55 км над поверхностью Земли.

Определен полный набор всех эффективных коэффициентов переноса,
а не только одного эффективного коэффициента теплопроводности, как это
делалось до сих пор в литературе.

Предложенная новая форма соотношений переноса как для термохими-
чески неравновесных, так и для равновесных течений позволила записать
основные уравнения аэротермодинамики (уравнения пограничного слоя (ПС),
вязкого ударного слоя (ВУС), параболизованные уравнения Навье–Стокса
(ПУНС), полные уравнения Навье–Стокса) в виде, разрешенном относитель-
но первых производных по нормальной к обтекаемой поверхности коорди-
нате от всех искомых величин: концентраций компонентов (для термохи-
мически неравновесных течений), концентраций химических элементов (для
термохимически равновесных течений), температуры, а также потоков тепла
и диффузии, т. е. в форме Коши. Это дало возможность развить эффективные
численные методы высокого порядка точности (четвертого по поперечной ко-
ординате) для указанных газодинамических моделей, время счета по которым
пропорционально числу компонентов, а не их квадрату и выше, как при
использовании старых «классических» соотношений переноса массы компо-
нентов и тепла.

Благодаря точной форме соотношений переноса, учитывающих различные
диффузионные свойства компонентов в смеси, был открыт эффект разделения
химических элементов в термохимически равновесных течениях смеси газов
и плазмы. Определены границы необходимости учета высших приближений
(числа коэффициентов разложений возмущенных функций распределения
в ряды по полиномам Сонина для получения заданной точности) для высоко-
температурной воздушной плазмы.

3. Модель частичного термохимического равновесия для решения
задач гиперзвукового обтекания тел вязким теплопроводным газом.
Проанализирована и реализована возможность использования весьма полезной
для практических расчетов концепции частичного химического равновесия,
позволяющей для класса химически неравновесных моделей газовой среды,
используя различия в масштабах времен протекающих химических процессов
в потоке, существенно упростить задачу и уменьшить жесткость системы
уравнений химической кинетики. Показано, что введение в рамках модели
частичного химического равновесия так называемых «медленных переменных»
для смесей, моделирующих земную и марсианскую атмосферы, позволяет
получать решения, практически совпадающие с решением задач в полной
диффузионно-кинетической постановке, для теплонапряженных участков
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движения по планирующим траекториям спуска аппаратов в атмосферах
Земли и Марса.

4. Термохимически неравновесные режимы гиперзвукового обтека-
ния тел. При высоких температурах газа за головной ударной волной (десят-
ки тысяч градусов) в вязком ударном слое времена релаксации колебательных
степеней свободы становятся порядка времен реакций диссоциации, и в этом
случае диссоциация происходит на фоне релаксации колебательных степеней
свободы — происходит так называемое колебательно-диссоциационное взаи-
модействие, повышающее температуру в ударном слое (УС) и, следовательно,
тепловой поток до 26% и уменьшающее отход головной ударной волны до
20% по сравнению с моделью термически равновесных констант химических
реакций. Эта теория была впервые разработана в лаборатории физико-хими-
ческой газодинамики Научно-исследовательского института механики МГУ
под руководством Г.А. Тирского и внедрена в практику расчета тепловых
потоков к КС «Буран». В настоящее время она стала общепринятой в ми-
ровой практике расчета аэродинамики и теплообмена в переходном режиме
обтекания.

Аналогичная теория разработана и для электронно-ионизационного взаи-
модействия, когда реакции ионизации идут на фоне релаксации возбужден-
ных электронных степеней свободы атомов и молекул. Это сложная теория
как по физико-химической постановке, так и по фактическому численному
решению задач гиперзвукового обтекания КА, входящих в атмосферу Земли
со сверхорбитальными скоростями.

5. Граничные условия скольжения на каталитической стенке в мно-
гокомпонентном многотемпературном химически реагирующем потоке
газа с возбужденными внутренними степенями свободы частиц. При
увеличении разреженности газа (увеличении числа Кнудсена) течение около
обтекаемой поверхности (в слое Кнудсена толщиной порядка длины сред-
него свободного пробега молекул) правильно не описывается континуаль-
ными (газодинамическими) моделями. В этом слое около стенки решаются
кинетические уравнения и выводятся эффективные граничные условия для
скорости скольжения и скачков температуры и концентраций для решения
континуальных уравнений.

В представленной монографии дан вывод граничных условий со скольжени-
ем на поверхности с произвольной каталитической активностью по отношению
рекомбинации и деионизации частично диссоциированного и ионизованного га-
за, обтекаемой многокомпонентным многотемпературным реагирующим газом
с возбужденными колебательными степенями свободы частиц, методом по-
токов Максвелла и более точным методом Лоялки. При этом учитывалась
разная степень аккомодации колебательных степеней свободы на стенке.

Следует отметить общий вывод: в режиме обтекания со скольжением
и в переходном режиме аэродинамические и тепловые характеристики более
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чувствительны к точности задания коэффициентов переноса, чем в режиме
обтекания без скольжения, т. е. в чисто континуальном режиме обтекания.

На высотах переходного режима обтекания (выше 100 км при радиусе
затупления 1 м) граничные условия скольжения существенным образом вли-
яют на аэродинамическое сопротивление (особенно сопротивление трения,
которое дает существенный вклад в полное сопротивление на больших вы-
сотах) и теплообмен ЛА, совершающих длительные полеты (маневрирование,
рикошетирование), и их учет совершенно необходим, если задача решается
в рамках уравнений вязкого ударного слоя или Навье–Стокса. Как было
выяснено в работах авторов монографии, корректный учет эффектов скольже-
ния дает возможность существенно расширить область применимости модели
вязкого ударного слоя до высот порядка 140 км, т. е. физически адекватно
предсказывать коэффициенты сопротивления и теплопередачи в переходном
режиме обтекания.

6. Исследование влияния гетерогенных каталитических процессов на
низкокаталитических теплозащитных покрытиях КА на тепловой поток.
При движении КА по планирующей траектории входа, менее теплонапряжен-
ной по сравнению с баллистической, сопровождающейся, как правило, значи-
тельным уносом массы ТЗП, применяется теплозащита с помощью низкоката-
литических покрытий (плиток), позволяющая сохранить форму наветренной
части аппарата («Буран», «Space Shuttle»). Тепловые потоки к поверхностям
с различными каталитическими свойствами по отношению к рекомбинации
атомов отличаются в несколько раз. Для расчета каталитических свойств
тепловой защиты нужны сведения фундаментального характера о физико-
химических процессах взаимодействия частично или полностью диссоции-
рованного газа с низкокаталитическими поверхностями. В настоящее вре-
мя не существует прямых методов измерения коэффициентов рекомбинации
и аккомодации энергии рекомбинации даже при комнатных температурах
поверхности. Не существует и замкнутых теорий, которые могли бы априори
предсказать каталитические свойства конкретного материала.

В работах Научно-исследовательского института механики МГУ были
впервые разработаны в 80-х годах кинетические модели, основанные на де-
тальном учете механизмов физической и химической адсорбции частиц на ак-
тивных центрах, взаимодействии адсорбированных компонентов между собой
в реакциях Ленгмюра–Хиншельвуда (ассоциативный механизм рекомбина-
ции) и реакциях Или–Райдила (ударный механизм рекомбинации). Для дис-
социированных воздуха и углекислого газа получены формулы для скоростей
рекомбинации на поверхности, учитывающие оба механизма рекомбинации.
Показано, что каталитическая деионизация заряженных частиц существенно
влияет на уровень ионизации на обтекаемой поверхности.

Существенное влияние на тепловые потоки к теплозащитным покрыти-
ям космических аппаратов оказывает неполная аккомодации энергии гете-
рогенной рекомбинации, связанная с образованием на поверхности частиц
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c возбужденными внутренними степенями свободы. При высоком уровне
ионизации модель бинарной диффузии может завышать величину теплового
потока к некаталитической стенке на 30% и выше. Для этого высокотем-
пературного режима течения в ударном слое в работе была предложена
модифицированная модель бинарной диффузии, которая дает результаты по
тепловым потокам, практически совпадающие с точными.

Разработаны модели гетерогенных каталитических процессов при входе
в атмосферу Марса. Показано, что в разреженной СО2 атмосфере Марса
влияние гетерогенного катализа на теплообмен еще более существенно, чем
при входе в атмосферу Земли.

Для различных покрытий расcчитаны тепловые потоки при входе аппарата
«Mars Miniprobe» в атмосферу Марса. Показано, что в углекислом газе
боросиликатное покрытие, также как и в диссоциированном воздухе, имеет
низкую каталитическую активность. Оно позволяет снизить максимальный
тепловой поток в 2,5 раза по сравнению с тепловым потоком к идеально
каталитической поверхности, что соответствует снижению равновесно-радиа-
ционной температуры стенки примерно на 500К.

Исследования тепловых потоков к низкокаталитическим покрытиям бы-
ли выполнены и аналитически в случае химически неравновесного течения
в многокомпонентном пограничном слое на стенке с произвольной катали-
тической активностью. С помощью аналитического решения были интер-
претированы экспериментальные данные по вероятности рекомбинации на
теплозащитном покрытии «Space Shuttle», а также обнаружен и объяснен
эффект диффузионного разделения химических элементов смеси, обуслов-
ленный разной избирательностью каталитического воздействия обтекаемой
поверхности на рекомбинацию атомов кислорода и азота.

Разработаны эффективные численные методы анализа теплообмена, учи-
тывающие реальные гетерогенные и гомогенные физико-химические процессы
как для ламинарного, так и для турбулентного режимов течений в ударном
слое у спускаемых аппаратов. Детальное сравнение с летными и наземными
экспериментальными данными показало, что разработанные модели гетеро-
генных каталитических реакций для атмосфер Земли и Марса позволяют
правильно интерпретировать лабораторные эксперименты и предсказывать
теплообмен к низкокаталитическим реальным неразрушаемым теплозащит-
ным покрытиям космических аппаратов в натурных условиях. Это нашло
применение при проектировании и расчете тепловых потоков на КС «Буран».

7. Численное моделирование термически и химически неравновес-
ных течений и теплообмена в недорасширенных струях индукцион-
ного плазмотрона. В работе верификация физико-химических моделей, ме-
тодов численного решения и определение каталитических свойств реальных
низкокаталитических покрытий опирались на эксперименты в индукционном
ВЧ-плазмотроне ВГУ–4 (ИПМех РАН), где возможно получение как дозву-
ковых, так и сверхзвуковых высокоэнтальпийных потоков различных газов
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в широком диапазоне значений температуры и давления торможения. Пара-
доксально, но расчет течений в плазмотроне (разрядная камера, сопло, рабо-
чая часть с обтекаемой моделью в недорасширенных химически неравновес-
ных струях) намного сложнее решения исходной задачи расчета теплообме-
на при гиперзвуковом обтекании тел, для экспериментального исследования
которого этот плазмотрон был применен. Однако детальный расчет течений
в плазмотроне совершенно необходим для правильной интерпретации полу-
ченных экспериментальных данных и перенесения этих данных на реальные
условия обтекания при гиперзвуковом полете. В работе представлено числен-
ное решение этой комплексной задачи, основанной на технологии численного
интегрирования уравнений Навье–Стокса, взаимодействующей с базами дан-
ных по термодинамическим и переносным свойствам индивидуальных газовых
веществ (HIGHTEMP), разрабатываемой в Научно-исследовательском ин-
ституте механики МГУ. Учитывались неравновесные процессы возбуждения
колебательных степеней свободы молекул газовых смесей, различие в тем-
пературах электронов и тяжелых частиц, химические реакции и ионизация.
Сравнение рассчитанных тепловых потоков с измеренными в экспериментах
на установке ВГУ–4 позволило определить каталитические свойства ряда
теплозащитных материалов для траекторий снижения аппаратов в атмосферах
Земли и Марса.

8. Численное исследование особенностей в теплообмене при гипер-
звуковом обтекании затупленного конуса, лежащего на треугольной
пластине с притупленными кромками. Эта задача была численно решена
в рамках уравнений Навье–Стокса. Летательный аппарат представлял собой
затупленную треугольную пластину с лежащим на ней затупленным круго-
вым конусом. Для практики важным обстоятельством являются выявленные
экспериментально и подтвержденные теоретически некоторые особенности
обтекания, приводящие к локальному повышению тепловых потоков на по-
верхности модели. В расчетных распределениях тепловых потоков обнару-
жены локальные максимумы, появляющиеся на наветренной и подветренной
сторонах компоновки в определенных режимах ее обтекания. Тепловые пото-
ки к поверхности при довольно сложной картине обтекания модели полностью
совпали с экспериментами, проведенными в ЦАГИ и ЦНИИМаш. Таким
образом, сравнение результатов численных расчетов с экспериментом может
предсказать и объяснить такие аномальные эффекты.

9. Теплообмен в донной области Марсианского спускаемого аппа-
рата. Это исследование проведено в связи с ведущимися в России и в ЕС
разработками Марсианских спускаемых аппаратов. При спуске в атмосфере
Марса тепловой поток в донную область настолько мал, что появляется
принципиальная возможность обойтись без теплозащиты донной поверхности,
что дало бы большую экономию массы, выводимой на Марсианскую орбиту.
В ЦАГИ был поставлен уникальный эксперимент по определению тепло-
вых потоков в донной области без донной державки. В качестве прототипа
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марсианского спускаемого аппарата была выбрана конфигурация, разработан-
ная в ЦНИИмаш.

Экспериментально установлено, что максимальный тепловой поток в дон-
ной области аппарата исследованной конфигурации при больших значениях
числа Маха и малых значениях числа Рейнольдса, характерных для тепло-
напряженного участка спуска в атмосфере Марса, составляет при нулевом
угле атаки 6 ÷ 7% от теплового потока в лобовой точке торможения. При
турбулентном течении максимальный тепловой поток в донной области мо-
дели исследованной формы соизмерим с тепловым потоком в лобовой точке
торможения. Результаты численного моделирования, выполненного с учетом
турбулентности, согласуются с экспериментальными данными.

Методика указанного эксперимента используется в ЦАГИ для исследова-
ния теплообмена и других характеристик потока на типовой модели Марси-
анского спускаемого аппарата, разрабатываемого Европейским Космическим
Агентством.

10. Численное моделирование течения вязкого газа и теплообмена
при гиперзвуковых скоростях. В монографии представлены результаты чис-
ленного моделирования задач внешней и внутренней аэродинамики с помощью
вычислительных технологий, разработанных авторами в соответствующих ор-
ганизациях. Созданные технологии позволяют проводить решение поставлен-
ных задач в двух- и трехмерных постановках в рамках полных уравнений На-
вье–Стокса (Сахаров В.И., Егоров И.В., Власов В.И. и Горшков А.Б.)
и в рамках уравнений Рейнольдса (Егоров И.В.). Были разработаны также
эффективные численные методы для решения уравнений вязкого ударного
слоя (Громов В. Г., Афонина Н. Е., Ковалев В.Л., Рогов Б. В., Тирский Г.А),
которые успешно применены в ряде важнейших прикладных исследований.
Использование MPI технологии позволило адаптировать созданные коды для
проведения расчетов на современной многопроцессорных вычислительных
системах.

В рамках разработанных технологий исследованы течения вязкого газа
с учетом неравновесных физико-химических процессов (химических реакций,
реакций ионизации), играющих важную роль при движении воздушно-косми-
ческих летательных аппаратов на теплонапряженных участках траектории по-
лета. Получено хорошее совпадение численной плотности электронов в удар-
ном слое с летным экспериментом RAM-С. Проведена верификация моделей
колебательной релаксации на основе сравнения интенсивности излучения,
полученного в расчетных исследованиях и летном эксперименте Bow Shock-2.

Проведено систематическое сопровождение расчетными исследованиями
экспериментов в аэродинамических установках ЦАГИ. Это расчеты моделей
ракеты-носителя Атлас II, обтекание тел с выемкой и других задач, а также
обтекание тел применительно к сопровождению экспериментов в гиперзвуко-
вых аэродинамических трубах ЦАГИ: Т-117, УТ-12, ИТ-2 и ВАТ-104.
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Проведено численное исследование особенностей в теплообмене при ги-
перзвуковом обтекании затупленного конуса, лежащего на треугольной пла-
стине с притупленными кромками. Сравнение результатов численных расче-
тов с экспериментом дало хорошее совпадение аномальных распределений
тепловых потоков, появляющихся на наветренной и подветренной сторонах
компоновки в определенных режимах ее обтекания.

Проблема возникновения турбулентности в пристеночных течени-
ях — одна из фундаментальных проблем аэродинамики. В настоящей
работе применен подход прямого численного моделирования к изучению
ранней стадии ламинарно-турбулентного перехода, включающей возбуждение
и развитие неустойчивых возмущений в гиперзвуковом пограничном слое.
Выявлено качественно другое поведение роста возмущений в гиперзвуковом
потоке по сравнению с ростом возмущений в дозвуковом потоке.

11. Расчет гиперзвуковых химически неравновесных течений воздуха
около летательных аппаратов (ЛА). В рамках многотемпературной термо-
химически неравновесной модели с детальным уточнением и использованием
экспериментальных данных по константам скоростей гомогенных и гетеро-
генных реакций были созданы программные комплексы для моделирования
высокотемпературных течений многокомпонентного газа и плазмы и процес-
сов ламинарного и турбулентного теплообмена и температурных режимов
теплозащиты на основе решения уравнений Навье–Стокса и Рейнольдса.

С целью тестирования программного комплекса, предназначенного для
решения уравнений Навье–Стокса, было проведено численное исследование
ламинарного ближнего следа за тонкими конусами при гиперзвуковом обте-
кании совершенным газом.

Для верификации численного метода для моделирования турбулентных
течений были выполнены расчёты распределений параметров в донной об-
ласти затупленного тела и проведено их сравнение с экспериментальными
данными, полученными в аэродинамической трубе ЦНИИМаш. Сравнение
разных моделей турбулентности с экспериментом дало удовлетворительное
совпадение — расхождение расчетного и экспериментального тепловых по-
токов не более 10%. С целью проверки работоспособности предложенной
методики для расчёта сложных пространственных течений проводилось ис-
следование течения на наветренной стороне затупленного треугольного крыла
с углом стреловидности λ = 75◦. Сравнение с экспериментом дало хорошее
совпадение давлений и тепловых потоков на крыле.

С целью верификации физико-химической модели воздуха и программ
расчета течений неравновесных смесей газов было проведено математическое
моделирование обтекания и теплообмена для условий летных экспериментов
OREX и RAM-C. Установлено хорошее согласие расчетных и эксперименталь-
ных данных на высотах более 92 км. На меньших высотах некоторые раз-
личия можно объяснить конечной каталитической активностью поверхности
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аппарата по отношению к реакции гетерогенной рекомбинации атомов кисло-
рода и азота.

Проведено детальное исследование с использованием оригинальной фи-
зико-химической модели распределения электронной плотности в ударном
слое около 9-градусного затупленного конуса с радиусом затупления 0,1524м
и длиной 1,295м, входящего в атмосферу со скоростью 7,65 км/с (экспери-
менты по программе RAM-C).

С использованием разработанного комплекса программ были проведе-
ны уникальные параметрические расчеты распределений тепловых потоков
и газодинамических параметров течения для различных геометрических кон-
фигураций разрабатываемого в РКК «Энергия» многоразового возвращаемого
аппарата (ВА) «Клипер» для широкого диапазона изменения определяющих
параметров, чисел M и Re. Это позволило провести оптимизацию геометрии
формы аппарата «Клипер» с целью обеспечения допустимого уровня тепловых
нагрузок. Было проведено сравнение уровней ламинарного и турбулентного
теплообмена на высоте 50 км полета аппарата «Клипер», на которой ожида-
ется ламинарно-турбулентный переход на наветренной поверхности аппарата.
При переходе к турбулентному режиму обтекания величина равновесно-ради-
ационной температуры поверхности на теплонапряжённых участках поверх-
ности возрастает примерно на 200÷ 400К. На основании численного анализа
этой сложной пространственной задачи были предложены изменения геомет-
рии возвращаемого аппарата «Клипер» для уменьшения нагрева наиболее
теплонапряженных участков обтекаемой поверхности.

12. Теоретические основы расчета процессов тепло- и массообмена
при аэротермохимическом разрушении теплозащитных материалов. Раз-
работана новая эффективная методология решения комплексной задачи тече-
ния многокомпонентного частично ионизированного селективно излучающего
и поглощающего газа в ударном слое над поверхностью разрушающегося теп-
лозащитного материала. Эта уникальная методология позволяет существенно
сократить затраты машинного времени и тем самым провести большой объем
расчетов, необходимых при проведении научно-исследовательских и опытно-
конструкторских работ с сохранением высокой точности вычислений.

Развито научное направление, связанное с применением на всех этапах
проектирования современных образцов ракетно-космической техники круп-
ных программных комплексов, предназначенных для параллельного сопря-
женного расчета задач динамики движения, аэродинамики, газовой дина-
мики, тепловых процессов и тепловой прочности конструкции летательных
аппаратов. Разработана эффективная технология построения таких комплек-
сов, и на ее базе создана целая совокупность таких комплексов для изделий
различного назначения. Применение этого подхода позволило:

— существенно снизить трудоемкость проектных расчетов и время проек-
тирования;

— существенно повысить качество проектных расчетов;
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— существенно снизить экономические затраты, связанные с выполнением
расчетно-теоретических исследований на всех этапах проектирования.

В некоторых случаях, как, например, при использовании специализиро-
ванного крупного программного комплекса, предназначенного для расчета:

— динамики движения затупленных тел вращения в плотных слоях атмо-
сферы Земли под нулевым углом атаки,

— их аэродинамических и массово-инерционных характеристик,
— конвективного теплообмена, прогрева и уноса массы тепловой защиты,

удается на всех этапах проектирования получить строгое сопряженное чис-
ленное решение всего комплекса задач с учетом, в частности, влияния обгара
тепловой защиты на аэродинамические тепловые и динамические характери-
стики изделия.

13. Новые транспортные системы в освоении космического про-
странства. Одной из ключевых проблем создания многоразового крылатого
аппарата малого размера является проблема обеспечения допустимого нагрева
наиболее теплонапряженных поверхностей — носового затупления и навет-
ренных кромок крыльев при сохранении их высокого аэродинамического каче-
ства. Существенное уменьшение характерного размера аппарата по сравнению
с ВКС «Буран» приводит к росту равновесно-радиационных температур более
чем на 300 градусов.

В результате проведенных в РКК «Энергия» исследований разработан
принцип построения носовой и наветренной частей фюзеляжа, позволяющий
уменьшить интенсификацию теплообмена на кромках крыльев, заключаю-
щийся в дополнительном отклонении набегающего потока в боковом направ-
лении за счет соответствующей профилировки носовой и наветренной части
аппарата.

Исследования, проведенные в РКК «Энергия» и ЦНИИМаш с использо-
ванием программных комплексов моделирования, позволили выбрать и опти-
мизировать форму аппарата «Клипер» самолетного типа. Как показали расче-
ты, выбранная форма аппарата обеспечивает приемлемые аэродинамические
характеристики на всех режимах полета и допустимые для современных теп-
лозащитных материалов уровни температур всех обтекаемых поверхностей.

14. Численное моделирование гиперзвукового теплообмена на навет-
ренной стороне ВКС «Буран». Проведено численное моделирование обтека-
ния воздушно-космического самолета (ВКС) «Буран», спускающегося с орби-
ты по планирующей траектории входа с большим углом атаки (α = 35÷ 40◦)
на высотах 80 ÷ 65 км, когда вся наветренная сторона поверхности самолета
испытывает максимальные тепловые потоки, но недостаточные для появления
фазовых переходов ТЗП, приводящих к уносу его массы. Неизменная форма
ВКС обеспечивается применением низкокаталитических покрытий (плиток
с напылением карбида кремния), существенно замедляющих гетерогенные
экзотермические реакции рекомбинации на обтекаемой поверхности и тем
самым уменьшающих тепловой поток к ней. Методика численного решения
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пространственной задачи обтекания основана на использовании системы
уравнений вязкого ударного слоя с учетом реальных свойств высокотемпера-
турного воздуха, позволяющей получать решение при значительной экономии
вычислительных ресурсов ЭВМ. Ранние работы авторов по этой тематике
были основными теоретическими исследования при разработке советского
ВКС «Буран».

15. Моделирование турбулентных сжимаемых пристенных тече-
ний. Представлен обзор полуэмпирических моделей турбулентности для
численного расчета пристенных течений сжимаемого газа. Рассмотрены
алгебраические и дифференциальные классы моделей, основополагающие ги-
потезы турбулентности и системы дифференциальных уравнений, дополнен-
ные граничными условиями. Приведены примеры вариантов учета процес-
сов взаимодействия ламинарного и турбулентного режимов течений вблизи
твердой поверхности обтекаемого тела, используемые в моделях турбулент-
ности, как для несжимаемой жидкости, так и в условиях сжимаемого газа
и теплообмена. Исследуются вопросы модификации как алгебраических, так
и дифференциальных моделей, первоначально созданных для низкоскорост-
ных течений, для исследования сверх- и гиперзвуковых пристенных потоков
в условиях интенсивного теплообмена с обтекаемой поверхностью, пределы
их применимости, определяемые параметрами набегающего потока и темпе-
ратурным фактором поверхности. Рассмотренные модели позволяют замкнуть
системы осредненных уравнений пограничного слоя и Рейнольдса для реше-
ния их численными методами.

16. Итерационно-маршевый метод решения уравнений вязкого удар-
ного слоя в широком диапазоне чисел Рейнольдса. Разработан и матема-
тически обоснован новый итерационно-маршевый метод численного решения
уравнений ВУС. В данном алгоритме применяется оригинальный способ рас-
щепления маршевого градиента давления, ответственного за передачу возму-
щений вверх по потоку, на гиперболическую и эллиптическую составляющие.
Эллиптическая составляющая рассчитывается по оригинальной формуле, ко-
торая минимизирует эту часть продольного градиента давления, по которой
реализуются глобальные итерации. Использование указанного расщепления
позволяет уменьшить число итераций до одной — двух для получения основ-
ных характеристик (сопротивления, теплопередачи) с приемлемой для прак-
тики точностью. Аналогичный алгоритм разработан и для решения прямой
задачи сопла Лаваля.

17. Аналитический метод определения теплообмена, трения и давле-
ния на затупленных телах, обтекаемых гиперзвуковым потоком разре-
женного газа, в переходном режиме. Обосновано существование уникаль-
ной континуальной модели — модели тонкого вязкого ударного слоя (ТВУС),
которая дает правильное решение для коэффициентов сопротивления и теп-
лопередачи в переходном режиме обтекания вплоть до выхода на свободно-
молекулярный режим при Re → 0. Разработан аналитический метод решения
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уравнений ТВУС при малых числах Re с использованием интегрального ме-
тода последовательных приближений и асимптотического разложения в ряды.
Выявлены параметры подобия гиперзвукового обтекания тел разреженным
газом. Получены простые аналитические решения для коэффициентов тепло-
обмена, трения и давления в зависимости от параметров набегающего потока
и геометрических параметров обтекаемого тела в случае осесимметричных
и плоских течений, а также в случае трехмерных течений в окрестности
точки торможения и в окрестности плоскости симметрии тела при малых
числах Re. Показано, что эти решения достаточно точны в большей части
переходного режима и при стремлении числа Re к нулю приближаются
к решениям в свободномолекулярном потоке. Полученные аналитические
зависимости полезны для проведения многочисленных оценочных расчетов
теплообмена и сопротивления тел при варьировании параметров обтекания,
необходимых при оптимизации формы новых проектируемых аппаратов.

Важное свойство уравнений ТВУС — давать при Re → 0 правильный пре-
дельный переход к значениям в свободномолекулярном потоке для коэффици-
ентов сопротивления и теплопередачи открывает возможность единого конти-
нуального подхода к решению задач гиперзвукового обтекания затупленных
тел во всем диапазоне чисел Re, решая при больших и умеренных числах Re

уравнения ВУС или Навье–Стокса, а при малых числах Re — уравнения
ТВУС. Такой подход является альтернативой континуально-кинетическим
методам, требующим существенно больших затрат вычислительных ресурсов.

Из содержания монографии и многочисленных ссылок можно получить
представление о состоянии исследований по гиперзвуковой аэротермодинами-
ке и тепло- и массопереносу современных и разрабатываемых на перспективу
выводимых и спускаемых космических аппаратов и планетных зондов как
в России, так и за рубежом.

В заключение выражаю большую благодарность А.А. Дядькину (ОАО
РКК «Энергия» им. С.П. Королева), Б.А. Землянскому (ЦНИИМаш)
и В.С. Финченко (НПО им. С.А. Лавочкина) за обсуждение при написании
данного введения.

Г.А. Тирский
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АСИМПТОТИЧЕСКИ УПРОЩЕННЫЕ

ГАЗОДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

СВЕРХ- И ГИПЕРЗВУКОВОЙ АЭРОДИНАМИКИ

И ТЕПЛООБМЕНА

Г.А. Тирский
Московский Физико-технический институт,

Научно-исследовательский институт механики МГУ им. М.В. Ломоносова

При спуске космических аппаратов с орбиты Земли, при возвращении
космических зондов в околоземное пространство после облета или посадки на
планеты Солнечной системы и Луну, а также при полете метеороидов сквозь
атмосферу Земли и других планет, все эти объекты последовательно проходят
различные режимы гиперзвукового (высокоскоростного) обтекания от малых
до больших полетных чисел Рейнольдса (соответственно от больших до
малых чисел Кнудсена):

1) свободномолекулярный режим,
2) режим первых и вторых столкновений частиц (молекул, атомов, ионов,

электронов),
3) переходной режим (числа Кнудсена Kn = O(1)),
4) режим начала образования головной ударной волны (УВ),
5) режим размытой головной ударной волны,
6) режим вязкого ударного слоя с влиянием вязкости, теплопроводности

и диффузии во всем ударном слое, включая область непосредственно за УВ,
заменяемой обобщенными условиями Ренкина–Гюгонио,

7) режим слабого и сильного вихревого взаимодействия невязкого газа
с пограничным слоем (ПС),

8) и, наконец, при больших числах Рейнольдса, — режим пограничного
слоя (ПС) с внешним невязким течением.

В каждом из этих различных режимов обтекания течение газа тради-
ционно описывается адекватной своему режиму математической моделью,
несмотря на то, что все эти режимы в принципе могут быть строго описаны
в рамках единой модели, основанной на решении кинетического уравнения
Больцмана для одночастичной функции распределения, представляющего со-
бой нелинейное интегро-дифференциальное уравнение, в общем случае от
шести независимых переменных фазового пространства (трех координат, трех
компонент скорости (импульса) частиц) и времени, с пятикратным (для
одноатомного или многоатомного газа без учета возбуждения внутренних
степеней свободы) интегралом столкновений. Кратность интеграла столкнове-
ний повышается при учете возбуждения внутренних степеней свободы частиц
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(молекул, атомов, ионов). Из-за высокой размерности фазового пространства
независимых переменных уравнения Больцмана решение сколько-нибудь со-
держательных задач гиперзвуковой аэродинамики и теплообмена с использо-
ванием этого уравнения представляет до сих пор непростую вычислительную
проблему [1–3].

Практически важным направлением является построение более простых
модельных кинетических уравнений. Первой из них была модель Крука [4, 5]
(модель BGK) для уравнения Больцмана с весьма простым релаксационным
членом, приближенно заменяющим интеграл столкновения Больцмана. Урав-
нение Крука сохраняет все черты уравнения Больцмана, связанные со сво-
бодным движением частиц, и приближенно, среднестатистически, описывает
их столкновения. Количественные результаты, получаемые на основе реше-
ния уравнения Крука, за исключением весьма редких случаев, отличаются
от соответствующих результатов, полученных на основе решения уравнения
Больцмана. В частности, при переходе к сплошной среде (число Kn → 0)
уравнение Крука дает число Прандтля, равное единице, в то время как точное
его значение для одноатомного газа равно 2/3 [5]. Уравнения молекулярного
переноса (соотношения переноса), полученные из уравнения Крука, не содер-
жат членов с термодиффузией. Однако решение этого модельного уравнения
дает физически правильную картину течения и довольно точное решение
для силы сопротивления, что позволяет использовать его для получения
качественных и приближенных решений.

С 1960-х годов развивается построение более содержательных модель-
ных уравнений Больцмана. В настоящее время широкое распространение
получило модельное уравнение неполного третьего приближения, получившее
название S-модели [6, 7]. Несмотря на то, что это модельное кинетическое
уравнение проще, чем точное уравнение Больцмана, оно также является
достаточно сложным интегро-дифференциальным уравнением высокой раз-
мерности. Типичной трудностью численного решения как модельных, так
и точного кинетического уравнения Больцмана при больших числах Kn,
является необходимость учитывать в потоке разрывы функции распределения,
что существенно усложняет численный алгоритм и его программную реали-
зацию [8]. С другой стороны, численное решение кинетических уравнений
при малых числах Kn (приближение к континуальному режиму течения)
требует построения полностью консервативных методов высокого (не менее
второго) порядка аппроксимации. Как уравнение Больцмана, так и его мо-
дельные кинетические аналоги в основном используются при решении задач
гиперзвуковой аэродинамики и теплообмена при числе Кнудсена O(1).

Альтернативой кинетическим уравнениям при решении указанных задач
при Kn = O(1), особенно популярной в настоящее время, являются различ-
ные приближенные методы прямого статистического моделирования Монте–
Карло (ПСМ) (Direct Simulation Monte-Carlo — DSMC) [9–14]. Эти мето-
ды в настоящее время являются основным математическим инструментом
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изучения сложных двyмepныx и трехмерных гиперзвуковых течений по следу-
ющим основным причинам: сравнительная простота перехода от одномерных
к дву- и трехмерным задачам, возможность использования различных моде-
лей взаимодействия частиц с возбуждением внутренних степеней свободы,
а также возможность учитывать химические реакции без существенного
усложнения вычислительного алгоритма и, наконец, возможность эффектив-
ной реализации метода на современных ЭВМ с параллельной и векторной
архитектурой.

Несмотря на широкое применение методов ПСМ, отметим ряд их недо-
статков. При моделировании околоконтинуальных течений дополнительные
вычисления на более мелкой сетке и с большим числом моделирующих частиц
становятся затруднительными, и в этом случае возникает вопрос о точно-
сти результатов, о том, как далеко они находятся от решения уравнения
Больцмана. Анализ точности решения затрудняется из-за наличия статисти-
ческих ошибок, связанных с пространственной и временной дискретизацией
и ошибок, связанных с ограниченными возможностями задания достаточно
большого числа моделирующих частиц. Не до конца выяснена связь метода
ПСМ с решением уравнения Больцмана.

Наличие в безразмерном уравнении Больцмана числа Kn перед кон-
вективным членом (перед полной производной от функции распределения
в фазовом пространстве координат и скоростей) позволяет построить асимп-
тотические решения этого уравнения, которые эффективно решают задачи
гиперзвуковой аэродинамики и теплообмена при достаточно больших и доста-
точно малых числах Kn и тем самым снимаются математические трудности,
которые имеют место при решении уравнения Больцмана при Kn = O(1).
В первом — свободномолекулярном режиме обтекания (Kn → ∞) уравне-
ние Больцмана допускает точное решение в виде равновесной по скоростям
и внутренним степеням свободы частиц функции распределения Максвелла–
Больцмана, определенной по температуре и плотности набегающего потока.
В этом режиме обтекания трудность решения краевых задач аэродинамики
и теплообмена переносится на правильный количественный учет граничных
условий для функции распределения [15, 16].

Получение этих условий сводится к квантово-механической задаче рас-
чета коллективного взаимодействия падающих на обтекаемую поверхность
частиц с заданной кристаллической решеткой тела, решение которой приво-
дит в итоге, на уровне функции распределения, к определению граничной
трансформанты — плотности вероятности отраженных от поверхности частиц,
через которую находится распределение скоростей этих частиц, и, тем самым,
передаваемые ими обтекаемому телу импульса и энергии.

Эта проблема является скорее квантово-механической и решается для
простых модельных представлений о кристаллической решетке обтекаемой
поверхности. На практике, в аэродинамических расчетах, как правило, ис-
пользуется грубая, но практически применимая феноменологическая схема
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зеркально-диффузионного отражения, когда граничная трансформанта выра-
жается всего через две макровеличины: через коэффициент диффузности или
аккомодации (отдельно для касательного и нормального импульса падающих
частиц) и коэффициент аккомодации энергии, которые берутся из экспери-
мента.

Важно заметить, что в задачах аэродинамики и теплообмена влияние
законов взаимодействия частиц (молекул, атомов, ионов и электронов) между
собой и с обтекаемыми поверхностями проявляется тем сильнее, чем более газ
разрежен. В континуальном режиме обтекания, т. е. при достаточно больших
числах Рейнольдса (достаточно малых числах Кнудсена при конечных числах
Маха) эти проблемы с граничными условиями не возникают, т. к. в этом
режиме данная молекула около поверхности многократно с ней сталкивается
и, в итоге, почти полностью теряет свой касательный импульс (выполняется
условие прилипания), а также передает свою энергию (коэффициент аккомо-
дации энергии равен единице). После определения функции распределения,
удовлетворяющей заданным граничным условиям, определение аэродинами-
ческих сил и потоков тепла на стенку сводится в аэродинамике разреженного
газа к квадратурам, которые для простейших форм обтекаемых тел (пластина,
цилиндр, сфера, клин, конус и т. п.) вычисляются явно, а для сложных
поверхностей — численно.

Режим свободномолекулярного течения является одним из немногих при-
меров механики газа, когда сопротивление и теплопередача могут быть по-
лучены из точного решения для функции распределения путем квадратур.
Окончательные результаты представляются с точностью до коэффициентов
аккомодации нормального и касательного импульсов и коэффициента ак-
комодации энергии. Имеющиеся к настоящему времени экспериментальные
и теоретические данные указывают границу наступления свободномолекуляр-
ного режима обтекания, равную примерно Kn∞ = l∞/L > 10, где индекс ∞

относится к условиям в набегающем потоке.
В другом крайнем случае — континуальном режиме обтекания, когда

число Kn достаточно мало, имеется другое сингулярно-асимптотическое ре-
шение уравнения Больцмана (малый параметр стоит перед старшими произ-
водными) — это разложение функции распределения в окрестности локально-
го термодинамического равновесия (в окрестности равновесной по скоростям
функции Максвелла) по целым степеням числа Kn (метод Энскога) и после-
дующее нахождение нормального решения, которое в нулевом приближении
приводит к уравнениям Эйлера, а в первом приближении — к уравнениям
Навье–Стокса (НС), с потерей возможности описывать процессы, протека-
ющие за время порядка среднего времени между столкновениями частиц
(∼ 10−9 с при нормальных условиях) и в областях порядка средней длины
свободного пробега, например, в кнудсеновских слоях, в структуре ударных
волн, в окрестности острых передних кромок и носков.

2 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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Исходное уравнение Больцмана, в противоположность уравнениям гидро-
динамики, описывает процессы, протекающие в масштабах временны́х и про-
странственных кнудсеновских слоев, но, в свою очередь, не описывает во
времени и пространстве процессы столкновения частиц. Столкновение про-
текает мгновенно и в точке. При сравнении уравнения Больцмана с урав-
нениями Эйлера и НС следует также отметить, что последние допускают
в ряде случаев аналитические решения довольно содержательных краевых
задач, в то время как решение начально-краевых задач в рамках уравнения
Больцмана требует с самого начала применения весьма трудоемких числен-
ных методов.

Во втором приближении метода Энскога приходим к уравнениям Барнетта
и далее — к уравнениям супербарнетта [17]. В последние годы наметился
возросший интерес к учету высших приближений метода Энскога, в частно-
сти, к уравнениям Барнетта, с надеждой расширить область применимости
континуальных моделей в задачах гиперзвукового обтекания в сторону боль-
ших чисел Kn (или меньших чисел Рейнольдса). Это обусловлено, в первую
очередь, успехом последних в задаче об ультразвуке и удовлетворительном
решении задачи о структуре ударной волны [17] (навье-стоксовская структура
ударной волны дает при больших числах Маха существенно меньшую ее
толщину при сравнении с экспериментом).

Однако попытки использования уравнений Барнетта для решения на-
чально-краевых задач наталкиваются на принципиальные трудности. Во-пер-
вых, появление в выражении для тензора напряжений вторых производных по
пространственным координатам от температуры и в потоке тепла — вторых
производных от компонент вектора скорости приводит, в итоге, к третьим
производным: от давления и температуры в уравнении импульса и от скорости
в уравнении энергии, что приводит к проблеме постановки дополнительных
(при сравнении с числом граничных условий для уравнений НС), не вытека-
ющих из механической постановки задачи, граничных условий.

Кроме того, появление коротковолновой неустойчивости в уравнениях
Барнетта [18, 19] приводит к тому, что для получения решения при бо-
лее мелком шаге численной сетки необходимо разрабатывать дополнитель-
ные меры по стабилизации численного решения [20]. Так, для подавления
неустойчивости при решении стационарных задач обтекания методом установ-
ления, используются «расширенные» («исправленные») уравнения Барнетта,
в которые включаются некоторые специально подобранные волевым способом
внепорядковые члены [21].

Вместе с тем, дополнительные исследования дифференциальных прибли-
жений уравнений Барнетта в режиме течения со скольжением показали, что
эти приближения могут нарушать второй закон термодинамики [21]. Более
того, численное решение задачи обтекания пластины с острой передней кром-
кой показало [22], что уравнения Барнетта дают менее точное описание поля
течения, чем уравнения НС. В [9, 23, 24], показано, что учет барнеттовских
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членов приводит к худшему совпадению теоретических и эксперименталь-
ных результатов при числах Kn, приближающихся к границе применимости
уравнений НС. Эта граница в задачах гиперзвукового обтекания зависит от
определяющих параметров задачи, области течения около тела и от метода
решения и, как установлено из численных расчетов, соответствует числам
Kn∞ = 0,1÷ 0,8. Уравнения Барнетта могут улучшить решение задач обтека-
ния только там, где уравнения НС имеют приемлемую точность, т. е. где число
Kn достаточно мало, но там, где уравнения НС непригодны, там непригодны
и уравнения Барнетта [24]. Таким образом, надежды на улучшение решения
задач сверх- и гиперзвукового обтекания в области малых чисел Re с при-
менением уравнений Барнетта по сравнению с результатами, полученными
на основе использования уравнений НС, не оправдались. Это же замечание
относится и к супербарнеттовым уравнениям. Подробно современный статус
уравнений Барнетта изложен в обзорной статье [17].

В самом начале появления научного интереса (1940–1950-е годы) к иссле-
дованиям задач внешнего обтекания тел высокоскоростными потоками газов
низкой плотности, программа которых была изложена в 1946 г. в известной
статье Цянь Сюэ-Сэня [25], этот интерес относился к свободномолекуляр-
ному гиперзвуковому режиму обтекания. Позже были предприняты исследо-
вания по выяснению возможности распространения континуального подхода
для решения задач гиперзвукового обтекания при умеренных и малых числах
Re [26–28].

Численные исследования [26] показали, что уравнения ПС, решаемые во
всем ударном слое около тела с классическими условиями Ренкина–Гюгонио
на головной ударной волне, дают более удовлетворительные результаты по
теплообмену при более низких числах Re, чем полные уравнения НС. После-
дующие численные решения указанных задач показали [29], что при стрем-
лении числа Re к нулю уравнения НС и их асимптотически упрощенные
варианты — параболизованные уравнения НС (ПУНС), уравнения вязкого
ударного слоя (ВУС) (обсуждение этих моделей проводится в [30, 31]) дают
для коэффициентов теплопередачи и трения неограниченно возрастающие
значения, превышающие свободномолекулярный предел, т. е. дают физически
неверные результаты, начиная с некоторых достаточно малых чисел Re. Учет
скорости скольжения и скачка температуры на поверхности обтекаемого тела
и на ударной волне (обобщенные условия Ренкина–Гюгонио [32–34]) несколь-
ко снижают эти коэффициенты и таким образом расширяют область приме-
нимости указанных континуальных моделей до более низких чисел Re, но не
устраняют тенденцию к неограниченному возрастанию этих коэффициентов
при дальнейшем уменьшении числа Re. Ограничение области применимости
континуальных моделей при уменьшении числа Re (увеличении числа Kn)
находится также и в согласии с асимптотическим выводом уравнений НС из
уравнения Больцмана при малых числах Кn c учетом членов порядка O(1)
и О(Кn) в методе Энскога. Кроме того, параболизованные уравнения НС

2*
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и уравнения ВУС были асимптотически выведены из полных уравнений НС
при числе Re ≫ 1, и, естественно, не следует ожидать, что эти упрощенные
континуальные модели могут дать удовлетворительные и физически правиль-
ные результаты при малых числах Рейнольдса.

1. Теория пограничного слоя второго приближения

В конце 1950-х и в начале 1960-х годов стала развиваться теория ПС
второго приближения (первое приближение относится к классической схеме
Прандтля — внешнее невязкое течение плюс ПС, справедливой при Re → ∞
и оставлении в уравнениях ПС членов О(1)). Суть теории ПС второго при-
ближения состоит в том, что по сравнению с классической теорией ПС при
Re → ∞ в уравнениях НС учитываются эффекты второго порядка, т.е члены
О(Re−1/2). К ним относятся:
A. Кривизна поверхности обтекаемого тела.

1. Продольная кривизна.

2. Поперечная кривизна.

B. Взаимодействие ПС с внешним (невязким ) течением.

3. Влияние толщины вытеснения ПС на невязкое течение.

4. Градиент энтропии во внешнем к ПС течении.

5. Градиент энтальпии торможения во внешнем к ПС течении.

C. Неконтинуальные (кинетические) эффекты около обтекаемой поверхно-
сти.

6. «Скольжение» скорости на обтекаемой поверхности.

7. «Температурный скачок» на обтекаемой поверхности.

8. «Концентрационный скачок» на обтекаемой поверхности.

Первые два эффекта относятся к геометрии обтекаемой стенки или тела,
причем второй эффект отсутствует для двумерных плоских течений. При
обтекании полубесконечной пластины отсутствуют оба эффекта, связанные
с кривизной обтекаемой поверхности. При обтекании реальных (простран-
ственных) тел проявляются оба эффекта. Эффект вытеснения (п. 3), вызыва-
емый самим ПС, т. е. эффект первого порядка, сравнительно слабо смещает
линии тока невязкого течения от поверхности тела. Решение во втором
приближении, учитывающее продольную кривизну и толщину вытеснения,
дает вклад около 2% при Re ≈ 102.

Наибольший вклад второго приближения дает градиент энтропии во
внешней области течения, вызываемый кривизной головной ударной волны
(УВ) вниз по потоку от ее вершины; течение за УВ становится вихревым
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и не гомоэнтропическим. Градиент энтальпии торможения (п. 5) обычно
производится неоднородным добавлением тепла или горением в набегающем
потоке, и, вследствие этого, невязкое течение вниз по потоку не будет гомо-
энергетическим. В частности, эти градиенты с очевидностью появляются в по-
токах горящего газа, где топливо и окислитель не перемешаны. Примерами
являются струи ракетных двигателей и химические лазеры со сверхзвуковым
перемешиванием.

Неоднородность по пространству подвода энергии без горения, например,
появляется, когда неоднородный лазерный луч используется для возбуждения
молекул в потоке газа. Важным примером проявления указанного эффекта
является процесс разделения изотопов. Хотя внешняя завихренность проявля-
ется довольно часто, т. к. она генерируется как неоднородным подводом тепла
в поток или горением, так и искривленной УВ, она не указана в вышеприве-
денном списке эффектов второго порядка. Из уравнения Крокко, справедливо-
го для установившегося течения, при отсутствии массовых сил завихренность
определяется градиентами энтропии и энтальпии торможения. Следовательно,
завихренность не является независимым эффектом. При неустановившемся
течении внешняя завихренность является независимым эффектом и должна
быть добавлена к вышеприведенному списку.

Эффекты, связанные со вторым коэффициентом вязкости или объемной
вязкостью ζ, появляющиеся в выражении для тензора напряжений, отно-
сятся к эффектам третьего порядка [35]. Для некоторых газов, таких как
N2O и СО2 [36], объемная вязкость ζ проявляется как величина третьего
или более высокого порядков по сравнению с динамической вязкостью µ.
В уравнениях количества движения и энергии ζ умножается на дивергенцию
скорости div v = ∇ · v. В высокоскоростном ПС, где дивергенция ∇ · v может
быть значительной, может возникнуть необходимость в оставлении члена
с объемной вязкостью, когда имеют дело с вышеуказанными газами [37]. Эти
члены должны быть отнесены ко второму и даже первому порядку.

В потоке СО2 в гиперзвуковом ПС учет коэффициента объемной вяз-
кости ζ дает увеличение в теплопередаче, но не изменяет поверхностное
трение [37]. Как правило, величины ζ/µ или λ/µ предполагаются величинами
первого порядка.

Рассмотрим теперь эффекты второго порядка, связанные с нарушени-
ем континуального подхода и уменьшением числа Рейнольдса, а именно:
эффекты скольжения скорости и скачков температуры и концентраций на
обтекаемой поверхности. Эти эффекты в качественном отношении отличны
от предыдущих. Они связаны с учетом разреженности набегающего потока.
Их учет расширяет применимость континуального подхода в область более
малых чисел Рейнольдса. При уменьшении числа Re (увеличение числа
Кнудсена) континуальный подход в задачах сверх- и гиперзвуковой аэродина-
мики нарушается прежде всего около обтекаемой стенки, на которой функция
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распределения скоростей отраженных молекул тем сильнее отличается от
функции распределения падающих молекул, чем меньше число Re.

Решение кинетического уравнения в окрестности стенки дает эффек-
тивные граничные условия для скорости скольжения и скачков температу-
ры и концентраций для решения континуальных уравнений (далее просто
скорости скольжения (СС)). Использование эффективных граничных усло-
вий СС может увеличить физически правильные решения в сторону малых
чисел Рейнольдса до двух порядков. Впервые теоретический анализ явления
скольжения, возникающего при течении газа вдоль твердой поверхности, был
проведен Максвеллом [38]. Максвелл исходил из предположения о том, что
функция распределения движущихся к стенке молекул газа вблизи поверх-
ности не отличается от ее распределения в объеме газа вдали от стенки.
Обобщение элементарного рассмотрения Максвелла на случай неоднородной
по составу смеси газов приводит к выводу о существовании, помимо «вяз-
кого» и «теплового», еще и «диффузионного» скольжения [39], связанного
с составляющей градиента концентрации касательной к поверхности.

Предположение Максвелла дает грубую истинную картину распределения
молекул газа по скоростям вблизи стенки, что приводит к определенной
(часто значительной) погрешности в вычислении коэффициентов в формулах
для скольжения скорости, температуры и концентраций. В действительности,
на расстоянии от поверхности порядка длины свободного пробега молекул
газа (т. е. в слое Кнудсена) функция распределения падающих на стенку мо-
лекул будет отличаться от функции распределения в объеме газа вследствие
столкновения с отраженными от стенки молекулами. Поэтому корректное
описание течения газа вблизи поверхности должно опираться на решение
кинетического уравнения Больцмана.

Точные решения этой задачи [40–42] известны только для модельных
форм интеграла столкновений. В качестве основных приближенных методов
вычисления скорости скольжения газа следует отметить, во-первых, метод
Максвелла, во-вторых — метод Лоялки [43, 44], и, в-третьих — метод
полупространственных моментов [45]. Лоялковский метод представляет со-
бой модифицированный метод Максвелла. Он применим для произвольных
законов взаимодействия молекул газа между собой и с поверхностью. Этот
метод без особых затруднений может быть обобщен на случай многоком-
понентных смесей газов. Однако точность лоялковского метода может быть
оценена только сравнением с результатами, полученными другими методами.
Кроме того, метод Лоялки применим для ограниченного круга задач. Так,
например, в настоящее время не известно, как обобщить этот метод на случай
скольжения газа вдоль искривленной поверхности.

Метод полупространственных моментов состоит в том, что отклонение
функции распределения в слое Кнудсена от функции распределения в объ-
еме раскладывается в ряд по полупространственным полиномам скорости.
Коэффициенты разложения являются функциями расстояния до поверхности,
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которые определяются из решения моментных уравнений. Для получения
последних уравнение Больцмана умножается на соответствующие полиномы
от скорости и далее интегрируется по всему пространству скоростей. В каче-
стве граничных кинетических условий используется закон отражения молекул
газа от поверхности. Кроме того, на большом расстоянии от стенки функция
распределения должна переходить в функцию распределения в объеме газа
(навье-стоксовское распределение Чепмена–Энскога [46]).

Метод полупространственных моментов позволяет провести учет влияния
кривизны поверхности на скорость скольжения [45]. Однако применение
этого метода связано с вычислением моментов интеграла столкновений (ско-
бочных интегралов) от разрывных функций распределения. Ввиду сложности
вычисления подобных моментов большинство исследователей использует мо-
дельные операторы столкновений в кинетическом уравнении [47].

Для формулировки граничных условий скольжения (ГУС) оценим сначала
число Кнудсена. По известной формуле для коэффициента динамической
вязкости [46]:

µ = 0,499ρ 〈v〉 l, 〈v〉 =

√
8p

πρ
=

√
8

π γ
a, γ =

cp

cv
,

где l — средняя длина свободного пробега молекул,

l =
1

0,499

(
πγ

8

)1/2 (
µ

ρa

)
,

〈v〉 — средняя скорость свободного пробега молекул. Тогда число Кнудсена
будет равно

Kn =
l

δ
=

l

L

L

δ
= 1,255

√
γ

M

Re
, Re =

ρvL

µ
, M =

v

a
. (1.1)

Здесь L — длина стенки от ее начала или радиус кривизны затупленного
тела в его вершине, δ — подходящим образом выбираемая далее характерная
длина. Континуальный режим и режим со скольжением ограничены следую-
щими величинами чисел Кнудсена:

0 <Kn 6 10−2 — континуальное течение,

10−2 6Kn 6 10−1 — течение (слабо разреженного газа) со скольжением,

10−1 6Kn 6 10 — переходный режим течения,

10 6Kn — свободномолекулярный режим течения.

По мере того, как число Рейнольдса увеличивается, ПС постепенно пере-
ходит от течения со скольжением, скачком температуры и концентраций на
стенке к другому режиму без этих эффектов (выполняется условие прилипа-
ния и равенство на стенке температуры газа и стенки). В ПС несжимаемой
жидкости имеем Kn = 0 и, таким образом, обтекание в этом случае не



40 Гл. 1. Асимптотически упрощенные газодинамические модели

обладает скольжением и скачком температуры независимо от величины числа
Рейнольдса.

Рассмотрим теперь ПС на плоской полубесконечной пластине. Толщина
вытеснения ПС δ будет тогда наиболее соответствующей макроскопической
длиной, чем длина вдоль пластины L. Тогда из теории ПС следует:

δ

L
∼ 1√

Re
и соответствующее число Кнудсена будет Kn ≈

√
γ M

Re1/2
.

Следовательно, когда L = δ, получается зависимость от параметра Re1/2,
указывающая на появление эффекта второго порядка. Если же течение
происходит при малых числах Рейнольдса, то исчезает само понятие о погра-
ничном слое, справедливое при Re → ∞. Можно сказать, что ПС становится
сравнимым по толщине с потоком в целом (δ ≈ L), и тогда в отличие от
формулы для числа Kn, полученной при больших числах Re, при малых
числах Рейнольдса будет снова справедлива формула (1.1).

Приведенные отличия связаны с тем, что уравнения ПС справедливы,
во-первых, при больших числах Re∞ и, во-вторых, при условии сравни-
тельной малости средней длины свободного пробега молекул по отношению
к толщине ПС. Последнее условие означает, что газ не должен быть сильно
разреженным.

Физическая постановка задачи со скольжением, т. е. получение граничных
условий скольжения и скачка температуры, состоит в следующем. При любом
сколь угодно малом числе Кнудсена вблизи границы имеется область (слой),
в которой уравнения НС становятся неточными. Эта область имеет размер
(толщину) порядка величины средней длины свободного пробега молекул
газа, т. е. при обычных условиях незначительна и не вносит существенных
искажений в получаемые в рамках уравнений НС решения. Однако, когда газ
существенно разрежен и число Re становится достаточно малым, полученные
в рамках модели сплошной среды решения без учета скольжения могут при-
вести к большим ошибкам. В работе [48] получены граничные условия сколь-
жения с учетом колебательных температур молекулярных компонентов при
произвольной каталитической активности стенки относительно аккомодации
различных видов внутренней энергии. Предложена схема учета гетерогенных
химических реакций (см. гл. 4).

Остановимся кратко на общей характеристике вклада эффектов второго
порядка в режиме применимости континуальных уравнений при умеренных
и малых числах Рейнольдса. Имеется довольно много сравнений результатов
второго приближения как с решением уравнений НС для сжимаемого газа,
так и с экспериментом. В эксперименте эффекты второго приближения могут
быть малы и часто сразу проявляются несколько из них. Более того, они (эти
эффекты) взаимодействуют между собой, часто подавляя друг друга. Другая
трудность состоит в том, что одна измеренная величина может совпадать
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с теорией, но другая — не совпадать с ней. Например, в работе [49] отмеча-
лось плохое согласие теории с экспериментом для теплообмена, но хорошее
согласие того, что относилось к измеренному давлению при поперечном
гиперзвуковом обтекании кругового цилиндра.

Теория ПС во втором приближении начала развиваться с большими
трудностями и грубыми оценками с 1950-х годов и в начале 1960-х с ис-
пользованием различных математических подходов. Разноречивые результа-
ты, полученные в ранних исследованиях этой проблемы, были разрешены
с помощью систематического применения регулярного метода сращиваемых
внешних и внутренних асимптотических разложений [50, 51] к решению
уравнений НС для несжимаемой жидкости. Аналитическая теория третьего
приближения получила небольшое развитие, в частности, из-за значительной
сложности теории второго приближения. Позже было показано, что последо-
вательное исследование третьего приближения должно основываться скорее
на использовании уравнений Барнетта [35], чем на уравнениях НС.

Несмотря на многообещающее начало теории второго приближения ПС
и важность рассматриваемых в ней механических явлений в гиперзвуковых
течениях, эта теория не оказала большого влияния на газодинамику.
Во-первых, уже теория первого приближения часто обеспечивала адекватные
результаты для инженерных целей. Во-вторых, относительная сложность
теории второго приближения также не способствовала ее широкому
распространению. В-третьих, еще большие математические трудности
возникают при расчете ПС во втором приближении при наличии реакций
в ПС. В-четвертых, априори не ясна точность второго приближения, как
и всякого асимптотического решения. Для получения надежных данных
необходимо сравнение с решением уравнений НС или экспериментом.
В-пятых, например, в задаче обтекания сферы с числом M∞ = 10 в области
с небольшим благоприятным градиентом давления некоторые величины
второго порядка становятся больше соответствующих, вычисленных из
теории ПС первого порядка. Например, нормальная составляющая скорости
во втором приближении v2 становится больше скорости v1, вычисленной
в первом приближении [52]. Это указывает на то, что асимптотические

разложения в области ПС по параметру Re
−1/2
0 не являются равномерно

пригодными в окрестности отрыва ПС. Этот факт давно был известен, но
никогда прежде указанным асимптотическим анализом не исследовался.

Наконец, другой неблагоприятный результат асимптотического разложе-
ния наблюдался в задаче обтекания гиперболоида при M∞ → ∞. В этом
случае, как и ожидалось при обтекании такого тела, эффект вихревого взаи-
модействия растет вниз по потоку. Это должно приводить к тому, что эффект
вихревого взаимодействия будет становиться эффектом первого порядка при
достаточном удалении от вершины гиперболоида. Так как теория второго
приближения ПС представляет приближенное решение уравнений НС, то
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всегда желательно сравнение ее результатов с решениями НС или ВУС [53].
Начиная с 1970-х годов исследование этой теории практически прекратилось.

Там, где теория второго приближения дает удовлетворительные резуль-
таты, она продвигает решение, получаемое в рамках континуума (уравнения
НС или их асимптотически упрощенные варианты плюс условия скольжения
скорости и скачка температуры и концентраций) в область малых чисел
Рейнольдса на полтора — два порядка. Несмотря на ограниченность теории
второго приближения ПС, отмеченную выше, она имеет большое значение для
понимания явлений, происходящих при сверх- и гиперзвуковом обтекании тел
вязким теплопроводным газом при умеренных и малых числах Рейнольдса,
когда остается еще справедливым континуальный подход.

2. Композитные системы уравнений вязкой жидкости.
Уравнения вязкого ударного слоя.

Параболизованные уравнения Навье–Стокса

Дальнейший прогресс в создании адекватных (газодинамических) моде-
лей, более простых, чем полные уравнения Навье–Стокса, для решения задач
сверх- и гиперзвукового обтекания тел вязким теплопроводным газом пошел по
применению композитных уравнений, вытекающих из асимптотического анали-
за уравнений НС, содержащих, за некоторым исключением, все члены уравне-
ний Эйлера и асимптотически оцененных членов с вязкостью и теплопроводно-
стью разного порядка при Re → ∞. При гиперзвуковых скоростях обтекания
(M∞ > 5 ÷ 6) система уравнений Навье–Стокса дополняется уравнениями
для определения концентраций компонентов, энергий внутренних степеней
свободы, излучения и других параметров физико–химических процессов, про-
текающих в ударном слое около обтекаемого тела [54]. При этом соответству-
ющим образом изменяются определяющие уравнения для тензора напряжений
и потока тепла, а также добавляются определяющие уравнения (соотноше-
ния переноса) для потоков диффузии (соотношения Стефана–Максвелла).
При всем возможном усложнении течения физико-химическими процессами
главные трудности при получении решения (аналитического или численного)
обычно связаны с решением уравнений НС для однородного газа. Хотя совре-
менные численные методы, а также скорость расчетов на современных ЭВМ
и позволяют получать численные решения довольно сложных задач в рам-
ках решения полных уравнений НС, такие решения еще не стали сегодня
рутинной работой из-за значительных затрат ресурсов ЭВМ, особенно при
учете неравновесных физико-химических процессов и решении трехмерных
задач при обтекании реальных конфигураций летательных аппаратов (ЛА).
Для двумерных задач решения уравнений НС с учетом основных физико-
химических процессов можно получить с высокой степенью точности и их
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совпадение с экспериментальными данными является для экспериментатора
не менее убедительным, чем для вычислителя.

Областью применимости полных уравнений НС в задачах сверх- и гипер-
звукового обтекания тел являются исследования течений разреженного газа
в условиях применимости модели сплошной среды (низкие числа Рейнольдса),
а также детальные исследования структуры сложных течений с сильным
вязко-невязким взаимодействием, отрывом потока в областях рециркуляции
за донным срезом и в ближнем следе. Но во многих практически важных
случаях описание всего поля течения, а чаще только его части, с достаточной
точностью, практически совпадающей с решением полных уравнений НС,
обеспечивается в рамках более простых математических моделей, реализация
которых требует существенно меньших затрат ресурсов ЭВМ.

При проведении серийных расчетов или в случае решения задач со
сложной физико-химической постановкой часто обращаются к использованию
упрощенных моделей [55]. Ранее, до широкого внедрения ЭВМ в практику
аэродинамических расчетов, основной математической моделью в задачах
обтекания была классическая схема Прандтля. Однако эта модель недоста-
точно эффективна из-за сильной ограниченности снизу по диапазону чисел
Рейнольдса, а также в силу необходимости реализации сращивания решения
уравнений ПС с решением уравнений Эйлера, хотя эта процедура принципи-
ально более проста, чем метод сращиваемых внешних и внутренних асимпто-
тических решений в теории ПС второго приближения. Поэтому, для широкого
класса задач обтекания, в которых характерной чертой является наличие
выделенного направления течения, начиная с 1970-х годов, получили большое
распространение, различные системы упрощенных уравнений Навье–Стокса
(УУНС). Среди значительного количества таких систем (не менее10) [56]
следует выделить систему параболизованных уравнений НС [57] и систему
уравнений вязкого ударного слоя [52, 58, 59]. Такие системы уравнений
обладают достаточно широкой областью применимости и имеют эволюцион-
ный вид по одной из пространственных переменных (маршевой координате).
Системы упрощенных уравнений НС позволяют находить решение во всей
наветренной области без явного выделения пограничного слоя, и они авто-
матически, учитывают все эффекты теории ПС второго порядка. Решение
даже таких систем уравнений остается весьма трудоемкой проблемой в слу-
чае учета реальных физико-химических процессов, протекающих в ударном
слое около обтекаемого тела, что делает актуальным развитие эффективных
специально ориентированных численных методов.

Несмотря на эволюционный вид систем ВУС и ПУНС, задача Коши для
них по маршевой координате является некорректной [57–59]. Первая попытка
разработки эффективного итерационного метода для решения упрощенной
системы уравнений НС применительно к уравнениям ВУС с учетом их
специфики принадлежит Р. Т. Дэвису [58]. Он предложил решать систему
уравнений ВУС итерационным методом, так что на каждой итерации оператор
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при векторе искомых переменных обращается маршевым образом. Такие ите-
рации получили со временем название глобальных. Он предложил проводить
глобальные итерации (ГИ) по нормальной составляющей скорости, входящей
в уравнение импульсов в проекции на нормаль, и по наклону ударной волны.
При этом дифференциальный оператор, обращаемый на текущей ГИ, был
близок по своей структуре к соответствующему оператору системы уравнений
пограничного слоя. Организация ГИ таким образом не является оптимальной,
т. к. передача возмущений вверх по потоку главным образом определяется
продольной составляющей градиента давления [60]. Ударная волна в модели
ВУС является свободной границей и для определения ее положения в области
затупления также требовался итерационный процесс, учитывающий передачу
возмущений вверх по потоку.

С.А. Васильевский и Г.А. Тирский [61] реализовали ГИ по двум дву-
мерным функциям (рассматривалась двумерная постановка) по маршевой
составляющей градиента давления и отходу ударной волны, что позволило
при специальном подборе релаксационных параметров получить лучшую схо-
димость по сравнению с оригинальным методом Дэвиса. Тем не менее данный
подход также не являлся оптимальным. В дальнейшем метод ГИ постоянно
применялся и претерпевал различные модификации в работах многих дру-
гих авторов (в том числе и для исследования внутренних течений), среди
которых можно выделить работы [62–67]. Отметим работы [68, 69], в кото-
рых продольный градиент давления на разностном уровне расщепляется на
«гиперболическую» и «эмитическую» составляющие, что позволило сократить
число глобальных итераций до двух (см. гл. 16).

С помощью метода глобальных итераций удалось исследовать большое ко-
личество содержательных задач с учетом неравновесных физико-химических
процессов в ударном слое, решение которых ранее было затруднительно ввиду
повышенных требований к ресурсам ЭВМ.

3. Приближение тонкого вязкого ударного слоя (ТВУС)

Исторически первой системой УНС является модель тонкого (гиперзву-
кового) вязкого ударного слоя (ТВУС), развитая H.K. Cheng‘ом [70] для
задач внешнего обтекания. При предположении, что показатель адиабаты
γ → 1, число Маха набегающего потока M∞ → ∞ и число Рейнольдса
Re = ρ∞v∞L/µ∞ → ∞, но при условии, что величина (γ − 1)Re = О(1),
вся область наветренного течения при гиперзвуковом обтекании достаточно
гладких выпуклых тел разбивается на два слоя: вязкий ударный слой, при-
мыкающий непосредственно к телу, и слой перехода через головную ударную
волну. При указанных выше условиях асимптотическое приближение урав-
нений НС приводит к уравнениям ТВУС [70, 71], имеющим в естественной
системе координат, связанной с поверхностью обтекаемого тела, следующий
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вид:
(rv

wρu)x + (rv
wρ v)y = 0,

ρ (uux + v uy) + px = (µ uy)y ,

κρ u2 + py = 0,

ρ (u Hx + v Hy) =
{

µ σ−1
[
H + 0,5 (σ − 1)u2

]
y

}
y
,

H =
u2

2
+ h, σ =

µ cp

λ
,





(1.2)

где x, y — координаты вдоль и по нормали к поверхности, u, v — компоненты

скорости по осям x и y, h — удельная энтальпия, H — полная энтальпия,

p — давление, ρ — плотность, σ — число Прандтля, µ — коэффициент

вязкости, κ — кривизна поверхности, rw — расстояние от поверхности тела

до оси симметрии тела, ν = 0 или ν = 1 соответственно для плоских контуров

и осесимметричных тел. Система (1.2) содержит все члены уравнений ПС

и уравнений невязкого ударного слоя в гиперзвуковом приближении [72]

и имеет на единицу пониженный по нормальной координате порядок по

сравнению с уравнениями НС. Поэтому вместо задания для полной системы

уравнений НС четырех граничных условий для u, v, p и H на бесконечности

в набегающем потоке для системы (1.2) нужно задать всего три условия. Но

вместо этого можно задать четыре условия на искомой линии (границе), при-

чем добавочное четвертое условие позволяет найти саму эту линию. Такими

условиями на этой границе в задачах гиперзвукового обтекания при малых

и умеренных числах Рейнольдса являются обобщенные условия Ренкина–Гю-

гонио, выставляемые на внутренней стороне головной ударной волны, которые

вытекают из полной системы обыкновенных дифференциальных уравнений,

являющейся следствием решения одномерных уравнений НС типа решения

Беккера для структуры ударной волны. Причем, когда обобщенные условия

Ренкина–Гюгонио используются как граничные условия, они предварительно

упрощаются в соответствии с принятыми в ударном слое оценками [73].

Сама структура ударной волны может быть найдена после решения уравнений

ТВУС. К уравнениям (1.2) следует добавить уравнение состояния идеального

(неплотного) газа.

Асимптотический анализ модели ТВУС был выполнен в работах [73, 74],

а при наличии вдува с поверхности обтекаемого тела — в работе [75].

Уравнения ТВУС представляют собой композитную систему уравнений,

пригодную как в невязкой, так и в вязкой областях течения. Поэтому при их

применении, также как и для других моделей УУНС, исключается необхо-

димость асимптотического сращивания решений уравнений ПС и уравнений

Эйлера. Система уравнений ТВУС имеет ту же математическую природу, что

и уравнения ПС и имеет не вполне параболический тип в предположении

безотрывного обтекания тела.
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Задача Коши для уравнений ТВУС является корректной (в направлении
потока), когда они интегрируется вдоль ударного слоя от линии торможения.
Значения параметров газа при x = 0 находятся из автономного решения
системы обыкновенных дифференциальных уравнений, т. е. уравнений (1.2),
записанных при x = 0, которое служит «начальным» условием для интегри-
рования уравнений ТВУС при x > 0, т. е. имеет место полная аналогия с ха-
рактером решения уравнений ПС. При этом угол наклона ударной волны при
решении задачи гиперзвукового обтекания в каждом сечении по маршевой
координате (x = const) в асимптотическом пределе тонкого слоя совпадает
с наклоном касательной к обтекаемой поверхности (головная ударная волна
эквидистантна поверхности тела).

В процессе решения задачи, из-за наличия условия задания поперечной
составляющей, скорости на ударной волне, из которого вытекают балансовые
соотношения расхода массы (расход массы через ударную волну от x = 0 до
текущего x равен расходу массы через сечение ударного слоя x = const ),
может быть найден отход ударной волны ys = ys(x).

Аналогом уравнений ТВУС для внутренних течений является прибли-
жение узкого канала [76] и тонких струй, хотя в этих случаях не всегда
удается получить равномерные оценки порядков величин для соответствую-
щих членов уравнений НС. При упрощении уравнений используются такие
предположения, как наличие преимущественного направления течения, боль-
шие числа Рейнольдса, малость поперечного размера течения по сравнению
с продольным.

В силу математической простоты уравнений ТВУС, в рамках этой
модели было решено много одномерных (на линии растекания) и двумерных
содержательных задач с учетом разнообразных физико-химических процессов
в ударном слое [71]. Была выяснена иерархия этих процессов и их влияние на
сопротивление и теплообмен летательных аппаратов типа «Буран» и «Space
Shuttle» [77]. В последнее время создан эффективный численный алгоритм
решения пространственных задач обтекания в рамках модели ТВУС [78].

В соответствии с допущениями, принятыми при построении модели ТВУС,
ее точность уменьшается при уменьшении числа Маха и увеличении числа
Рейнольдса. Предположение о малой толщине ударного слоя становится менее
оправданным по мере удаления от передней точки торможения тела. Пределы
применимости модели ТВУС в зависимости от чисел Маха и Рейнольдса
и геометрических характеристик обтекаемого тела исследовались в [79].
Основной недостаток рассматриваемой модели связан с ограничениями на
форму обтекаемой поверхности и уменьшением точности при удалении
от линии торможения. Так, например, при обтекании сферы при κ ∼= 1
получаются физически нереальные результаты (нулевое давление на теле
и отрыв ударного слоя вниз по течению). Модель неприменима в случае
обтекания сильно затупленных тел, например с плоской носовой частью [73].
В этом случае задача на линии торможения является незамкнутой. Поэтому
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здесь не удается получить автономного решения, необходимого для начала
интегрирования вдоль поверхности тела.

Следует также отметить, что модель ТВУС не содержит всех эффектов
второго порядка теории ПС. В частности, в системе (1.2) опущены про-
дольная и поперечная кривизны обтекаемой поверхности: H1 = 1 + κy ≈ 1,
r = rw + y cos α ≈ rw. Кроме того, при исследовании структуры ударной
волны (второй слой в двухслойной схеме Ченга) оставляется в уравнении
импульсов по нормали член (µvy)y, который относится к эффекту третьего
порядка О(Re−1), в то время как другие члены третьего порядка опускаются.
Опущенные члены с кривизной можно оставить в системе (1.2), и последняя
при этом не изменит свой параболический тип, так как члены с кривизной
содержат производные более низкого порядка.

Авторами работы [80] был предложен оптимальный подход, связанный
с усовершенствованием модели ТВУС. В силу асимптотического характера
модели ТВУС в ней не используется геометрическое соотношение на ударной
волне:

tg βS =
1

1 + κ yS

dyS

dx
, (1.3)

где βS(x) и yS(x) — наклон и отход ударной волны, βS → 0. Поэтому
уравнение (1.3) может быть рассмотрено с точки зрения возможности получе-
ния приближенного (не асимптотического) решения. Рассматривая уравнение
(1.3) как невязку, можно организовать итерационный процесс, существенно
уточняющий решение, полученное по модели ТВУС. Заметим, что задача Ко-
ши для уравнений (1.2) вместе с уравнениями (1.3) для определения наклона
ударной волны является некорректной. Поэтому для определения формы удар-
ной волны с использованием (1.3) необходима итерационная процедура, учи-
тывающая распространение возмущений вверх по потоку. В [79] этот процесс
организован следующим образом. Если из (1.3) по найденному из решения
уравнений ТВУС (1.2) отходу ударной волны yS(x) определить новый угол
наклона ударной волны βS (x) и использовать его в следующей итерации, ре-
шая систему (1.2), то сходящееся решение практически совпадает с решением
системы полных уравнений вязкого ударного слоя (см. п. 4) и при удалении
от линии торможения. Этот факт указывает на то, что положение ударной
волны несет существенно большую информацию о решении, чем отброшенные
члены в уравнении импульсов по нормали (третье уравнение в системе (1.2)),
имеющие порядок ε = ρ∞/ρS

∼= (γ − 1)/(γ + 1) в модели ТВУС. Как было
показано в [79], модель ТВУС дает большую погрешность в случае обтекания
сферически затупленных конусов даже в случае итерационного уточнения
положения ударной волны.

В силу основных предположений, принятых при выводе уравнений ТВУС,
они имеют довольно ограниченную область применимости, связанную с на-
личием тонкого ударного слоя, и поэтому не годятся для расчета течения,
например, далеко вниз по потоку при обтекании затупленных тел или при
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не очень больших числах Маха затупленных тел. По этой причине, а также,
главным образом, в связи с развитием эффективных численных методов для
решения задач сверх- и гиперзвукового обтекания тел были созданы более
универсальные упрощенные модели НС, но математически более сложные.
К ним относится модель вязкого ударного слоя (ВУС), иногда называемая
моделью полных уравнений вязкого ударного слоя (ПВУС).

4. Уравнения вязкого ударного слоя

Впервые система уравнений вязкого ударного слоя (ВУС) была приведена
в работе R. T. Davis‘а и I. Flugge-Lotz‘а [52] в связи с численными расчетами
на ее основе эффектов второго порядка теории пограничного слоя. С при-
менением метода сращиваемых асимптотических разложений ее численное
решение как композитной системы впервые было получено только через
шесть лет в работе [58]. Уравнения ВУС одновременно включают в себя все
члены полных уравнений НС, вносящие вклад во второе приближение теории
ПС, т. е. члены порядка О(Re−1/2) как для внутреннего, так и для внешнего
разложений решения уравнений НС по степеням Re−1/2. Предположение
о тонкости ударного слоя в этой модели в отличие от модели ТВУС не
делается. Поэтому система ВУС содержит, в отличие от уравнений ТВУС,
все члены уравнений Эйлера, т. е. в ней содержится механизм передачи
возмущений вверх по потоку, и она имеет в системе естественных координат,
связанной с поверхностью обтекаемого тела (см. п. 1), следующий вид:

(rνρ u r)x + (
√

g ρu)y = 0,

ρ
[
uH−1

1 ux+vuy+u v (R H1)
−1

]
+H−1

1 px =g−½
[
g½µ

(
uy−(H1R)−1 u

)]
y
,

ρ
[
u H−1

1 vx + v uy − (R H1)
−1 u2

]
+ py = 0,

ρ
(
uH−1

1 Hx+vHy

)
=

1√
g

[√
g µσ−1 (Hy+(σ−1)uuy)−σ (R1H)−1 u2

]
y
,

√
g = H1r

ν , H1 = 1 + κy, r = rw + y cos α.





(1.4)

Для уравнений (1.4) ставятся граничные условия на теле в количестве
трех условий для u, vи H и граничные условия в виде четырех обобщен-
ных соотношений Ренкина–Гюгонио на искомой ударной волне, точнее на
заднем ее фронте. Пониженный порядок системы (1.4) (отсутствует слага-
емое со второй производной от нормальной компоненты скорости v по y)
позволяет воспользоваться «лишним» условием для определения положения
ударной волны. В отличие от модели ТВУС в данном случае не предполага-
ется эквидистантность ударной волны поверхности тела, т. е. геометрическая
связь (1.3) используется при решении задачи. На теле учитываются условия
скольжения и скачка температуры, содержащие члены того же порядка, т. е.
O(Re−1/2), что и в самих уравнениях ВУС.
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Важен вопрос о выяснении математической природы системы уравнений
ВУС. Исследование характеристик этой системы уравнений показывает, что
имеются два возможных решения для характеристик. Если через α обозна-
чить параметр вдоль кривой, определяющей характеристики, то можно найти
два решения для характеристик:

(
dx (α)

dα

)2

= 0 или x = const ,

и
dy

dx
=

[
v

u
± 1

u

(
p

ρ

)1/2
]

(1 + ky) .

Первое решение говорит о том, что система ВУС имеет параболический
тип (характеристики — нормали к поверхности), в то время как второе
решение показывает, что система уравнений ВУС гиперболического типа.
Этот вывод сразу вносит неопределенность, пока не отмечено, что высшие
производные от v и p появляются в уравнении неразрывности и уравнении
количества движения в проекции на нормаль к поверхности, в то время как
высшие производные от u и T в них отсутствуют. Это означает, что эти
два уравнения оказываются гиперболического типа и они одни определяют
природу решения для v и p.

Расчеты, выполненные в [81–83] и позже многими другими авторами,
показали, что уравнения ВУС позволяют получить решение более точное
и с меньшими затратами вычислительных ресурсов, чем в случае применения
асимптотических решений высокого порядка теории ПС [84].

Уравнения ВУС, также как и уравнения ТВУС, применимы в случае
наличия выделенного направления потока при умеренных и больших числах
Рейнольдса. В отличие от уравнений ТВУС система ВУС имеет эллиптиче-
ский тип в дозвуковых областях течения (в окрестности затупления и в дозву-
ковых пристеночных областях течения) и гиперболико-параболический тип
в сверхзвуковых областях течения. Действительно, учет членов O(Re−1/2)
приводит к удержанию в системе уравнений ВУС слагаемых, ответственных
за передачу возмущений вверх по потоку. В дозвуковых областях они учиты-
вают распространение возмущений вверх по потоку, которое осуществляется
посредством невязкого механизма через продольную составляющую градиента
давления ∂p/∂x. По этой причине в дозвуковых областях начально-краевая
задача для ВУС является некорректной. Сказанное выше легко проиллюстри-
ровать на примере системы упрощенных уравнений, которую в декартовой
системе координат x, y в плоском случае можно записать в виде:

∂

∂x
(ρu) +

∂

∂y
(ρv) = 0, (1.5)

ρu
∂u

∂x
+ ρv

∂u

∂y
= − ∂p

∂x
+

∂

∂y

(
µ

∂u

∂y

)
, (1.6)
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ρu
∂v

∂x
+ ρv

∂v

∂y
= − ∂p

∂y
, (1.7)

ρu
∂h

∂x
+ ρv

∂h

∂y
− u

∂p

∂x
− v

∂p

∂y
=

∂

∂y

(
λ

∂T

∂y

)
+ µ

(
∂u

∂y

)2

. (1.8)

После исключения ∂p/∂x из уравнения (1.6) с использованием уравнений
состояния p = ρRT , неразрывности (1.6) и баланса энергии (1.8) можно
получить следующий результат:

ρu
M2 − 1

M2

∂u

∂x
=

∂

∂y

(
µ

∂u

∂y

)
− ρv

∂u

∂y
− . . . , (1.9)

где M = u/a — местное число Маха для продольной компоненты скорости.
Из (1.9) видно, что если u > 0, то при M > 1 коэффициент при производной
∂u/∂x, определяющий знак эффективной вязкости, положителен. При M < 1
эффективная вязкость становится отрицательной. В этом случае интегри-
рование в направлении возрастания x соответствует решению некорректной
задачи Коши. Легко видеть, что указанная выше особенность не имеет
места, если продольный градиент давления является заданной величиной,
как в классической теории ПС. В этом случае начально-краевая задача для
этой системы корректна при любых значениях числа M. Такой результат,
очевидно, можно получить, считая известной производную ∂u/∂x в уравнении
неразрывности. Даже слабая эллиптичность системы ВУС, которая всегда
имеет место в пристенной области внутри ПС, требует рассмотрения зада-
чи как краевой, т. е. задания давления вниз по потоку. Граничное условие
для давления вниз по потоку является необходимым условием для хорошей
обусловленности краевой задачи сверхзвукового обтекания тел вязким газом
в рамках ВУС.

Эти особенности системы ВУС приводят к тому, что задача Коши для
нее является плохо обусловленной. В результате при маршевом интегриро-
вании системы появляются так называемые ветвящиеся решения: в некото-
рой точке вниз по потоку возникает неустойчивость, приводящая в конце
концов к экспоненциально растущим решениям. Это свойство уравнений
отмечалось в [58] на основе некоторых качественных соображений и более
строго в работе [59]. Впервые эффект передачи возмущений вверх по потоку
в области сверхзвукового ПС был обнаружен в [60]. Поэтому для решения
уравнений ВУС необходимо применять какую-либо итерационную процедуру
с учетом возможного распространения возмущений вверх по потоку. Понима-
ние того, что в рамках уравнений ВУС обеспечивается возможность передачи
возмущений вверх по потоку, является ключевым при создании маршевых
методов решения уравнений ВУС для расчета таких смешанных течений.
Более подробно об этом см. гл. 16.

Уравнения ВУС, являясь композитной системой, позволяют учитывать все
эффекты второго приближения теории ПС, включая эффекты вытеснения
ПС, вихревого взаимодействия, влияния продольной и поперечной кривизн,
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скольжения скорости и скачка температуры. В частности, автоматически учи-
тывается влияние эффекта поглощения энтропийного слоя, который является
определяющим при обтекании тел большого удлинения при умеренно боль-
ших числах Рейнольдса. Сравнение с экспериментальными данными, а также
с решениями полных уравнений НС показало, что модель ВУС позволяет
получить решение задачи обтекания с точностью не хуже 1% для чисел
Рейнольдса Re порядка 103 и выше в окрестности затупления.

Применение модели ВУС позволило определить влияние эффектов второго
приближения при ламинарном и турбулентном [81–85] обтекании тел боль-
шого удлинения. В рамках модели ВУС были решены задачи гиперзвукового
обтекания воздухом тел большого удлинения с учетом пространственного
переноса излучения и равновесных реакций [86, 87] с учетом неравновесных
термических и химических процессов [81, 88], задачи сверхзвукового обте-
кания конусов неравномерным потоком типа следа [89, 90] и многие другие.
Проведение подобных численных исследований с использованием полных
уравнений НС не привело бы практически к какому-либо уточнению результа-
тов, но потребовало бы существенного увеличения вычислительных ресурсов.
Использование же при решении этих задач второго приближения теории ПС
является либо весьма проблематичным, либо практически невозможным.

5. Параболизованные уравнения Навье–Стокса (ПУНС)

Параболизованные или упрощенные уравнения НС, в последнее время их
называют уравнениями тонкого слоя, были предложены А.И. Толстых [57]
и несколько позже Ю.П. Головачевым и Ф.Д. Поповым [91] для задач сверх-
звукового обтекания лобовой и боковой поверхности тел в предположении
наличия преимущественного направления течения. Записывая систему урав-
нений НС в естественной системе координат x, y, связанной с поверхностью
обтекаемого тела (см. п. 1), и оставляя в ней при больших числа Рейнольдса
члены О(1) и O(Re−1/2) и опуская члены O(Re−1), получим систему ПУНС:

(rνρu)x + (
√

g ρv)y = 0, (1.10)
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1 px = g−1/2

(
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)
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где

τxy = µ
[
uy − (RH1)

−1 u
]
, D = H−1

1 u
∂

∂x
+

∂

∂y
, g1/2 = rνH1, H1 = 1+ κy.

Здесь обозначения совпадают с обозначениями п.п. 3 и 4. Следует отметить,
что в третьем уравнении (уравнение импульсов в проекции на нормаль к по-
верхности) справа опущены некоторые члены, имеющие формально порядок
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O(Re−1/2). Однако дополнительные оценки, связанные с тонкостью слоя
и оценки производных по x и по y во фронте ударной волны и около стенки
показывают, что оставленный справа в уравнении (1.12) член имеет наиболь-
ший порядок по крайней мере в ударном слое. Если учесть эти слагаемые
и некоторые другие «вязкие» члены в (1.11) и (1.12), например смешанные
производные, или провести некоторые дополнительные упрощения правых
частей уравнений (1.11) и (1.12), то можно получить не менее десяти раз-
личных упрощенных систем уравнений НС [56]. Но все они будут обладать
следующими, по крайней мере, тремя общими свойствами. Во-первых, все они
содержат полностью члены уравнений Эйлера. Во-вторых, все они содержат
вторую производную по поперечной координате y от нормальной компоненты
вектора скорости v, т. е. сохраняют порядок системы уравнений НС по по-
перечной координате и, наконец, все они не содержат вторых производных
вдоль переменной x, соответствующей выделенному маршевому направлению.

Первое свойство привносит в ПУНС механизм передачи возмущений
вверх по потоку, который, как отмечалось выше, реализуется посредством
невязкого механизма через продольную составляющую градиента давления
в дозвуковых областях течения. Это свойство содержится и в модели ВУС.
Второе свойство сохраняет порядок системы по поперечной координате
y и дает возможность ставить, например для однородного газа, четыре
граничных условия на бесконечности в набегающем потоке и для задач
сверхзвукового обтекания тел, тем самым, переходить сквозным счетом через
навье-стоксовскую структуру ударной волны. Это свойство присуще только
полным уравнениям НС и модели ПУНС, и оно не содержится в модели ТВУС
и ВУС, в которых структура ударной волны может быть найдена отдельно
только после решения задачи о течении в вязком ударном слое. Заметим,
что иногда уравнения ПУНС решают только в области вязкого ударного
слоя с четырьмя граничными условиями Ренкина–Гюгонио на искомой
ударной волне. В этом случае возникает необходимость в дополнительном
замыкающем соотношении для определения отхода ударной волны, которое
может быть выставлено на разностном уровне.

Различные способы получения этого соотношения, не вытекающие из
механической постановки задачи, были предложены в ряде работ, и они
лишь позволяют надеяться на успех. И, наконец, третье свойство, связанное
с опусканием некоторых членов порядка O(Re−1/2), физически означает,
что пренебрегается эффектами, ответственными за молекулярный перенос
массы (если учитывается диффузия), импульса и энергии вдоль маршевого
направления. Это упрощение содержится как в модели ТВУС, так и в модели
ВУС и, следовательно, является характерным для всех упрощенных моделей
уравнений НС.

В случае тpеxмepныx течений, например для задач внешней аэроди-
намики, ПУНС включают в себя слагаемые, учитывающие молекулярный
перенос в окружном поперечном направлении, что позволяет адекватно
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описывать поперечные возвратные течения. Также как и уравнения ВУС,
система ПУНС является эволюционной относительно переменной, связанной
с основным направлением потока, и имеет эллиптический тип в дозвуковых
областях течения [59]. В нестационарных задачах модели ВУС и ПУНС
обладают свойствами, близкими к свойствам полной системы НС, и для них
ставится задача с начальными условиями по времени и краевыми условиями
по пространственным координатам.

Оценки, с помощью которых были получены модели ВУС и ПУНС, спра-
ведливы при условии безотрывного обтекания гладких тел. В этом случае
пределы применимости упрощенных уравнений определяются только зна-
чениями числа Рейнольдса. Количественная информация об этих пределах
была получена из сравнения результатов решения упрощенных уравнений
с результатами применения более общих математических моделей [83]. Ре-
зультаты этих и некоторых других расчетов, приведенных в монографии [65],
показали, что область применимости ПУНС практически совпадает с обла-
стью применимости полных уравнений НС. При Re > 103 как уравнения
ВУС, так и уравнения ПУНС приводят в задачах обтекания затупленных тел
на наветренной стороне к одинаковым результатам, совпадающим с решения-
ми уравнений невязкого газа и пограничного слоя.

Имеющиеся в литературе решения задачи стационарного обтекания но-
сового затупления космического корабля «Буран» и проведеннные сравнения
различных газодинамических моделей с учетом химически неравновесных
течений в рамках модели локально-автомодельного приближения уравнений
НС, уравнений ПУНС, ВУС и ТВУС показали, что в точке торможения разли-
чие по тепловому потоку между рассмотренными моделями не превышает 8%,
а по равновесной температуре поверхности — 30К. На боковой поверхности
отличие более сильное.

При сверхорбитальных скоростях входа на больших высотах (H > 70 км)
становятся существенными реакции ионизации и неравновесное излучение
в ударном слое. Поэтому для правильного количественного определения
радиационных потоков становится важным размер всей возмущенной области
ударного слоя, включая и область структуры ударной волны. Следовательно,
в этом случае модель ПУНС, а еще лучше полные уравнения НС, являются
более предпочтительными, чем модель ВУС, хотя они и дают в свою
очередь заниженную толщину возмущенной области наветренного течения
около тела при уменьшении числа Рейнольдса (увеличении высоты) по
сравнению с реальной картиной течения. Это расхождение связано с тем, что
число Кнудсена при этих режимах обтекания не является малым и потому
модель сплошной среды, представимая уравнениями Навье–Стокса и их
асимптотически упрощенными вариантами ВУС, ПУНС, теряет силу. Важно
заметить, что модель ТВУС при Re → 0 дает правильные результаты для
коэффициентов трения и теплоотдачи с выходом на свободно-молекулярные
значения этих коэффициентов [92].
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6. Общие замечания

Итак, модели упрощенных УУНС объединяются следующими общими
свойствами: уравнения, описывающие эти модели, являются эволюционны-
ми — пригодными во всей расчетной области течения при больших и умерен-
но больших числах Рейнольдса; предполагается, что течение имеет выделен-
ное направление потока и система координат, в которой записаны уравнения
движения, связана с выделенным направлением потока. Следует заметить,
что, строго говоря, решение УУНС зависит от выбора системы координат,
в выборе которой существует известный произвол. При этом физическая
обоснованность упрощенных УНС зависит от того, насколько удачно вы-
бирается система координат. R. T. Davis и S.G. Rubin [93] показали, что
при выборе «оптимальной» системы координат модель ПНС обеспечивает
хорошую точность даже при Re = 0. С. Г. Черным [94] был предложен
метод построения криволинейной системы координат, в которой маршевые
координаты выбираются локально близкими к линиям тока, а поперечные ко-
ординаты ортогональными к маршевым в области существенного влияния вяз-
костных эффектов. Применение такого подхода позволяет провести расчеты
сверхзвукового течения около боковой поверхности некоторых тел, имеющих
сложную пространственную конфигурацию в рамках модели ПУНС [95].

Имеющийся опыт практического использования упрощенных УНС свиде-
тельствует о том, что область их применения для получения основных аэроди-
намических и тепловых характеристик шире формальных пределов, следующих
из их асимптотических оценок. Несмотря на то, что УУНС являются обосно-
ванными лишь в случае безотрывного обтекания в последние годы они широко
применяются и для моделирования течений с зонами обратных токов. Сравне-
ние решений полных уравнений НС и уравнений ВУС для таких течений [96]
показало, что при достаточно больших числах Рейнольдса упрощенные УНС,
кроме модели ТВУС, довольно точно описывают структуру течения, его геомет-
рические характеристики, распределение давления по поверхности тела, теп-
ловые потоки и напряжение трения за точкой присоединения потока. В то же
время в области циркуляционного течения при числах Re 6 104 наблюдаются
существенные расхождения результатов, полученных из решения полных
и упрощенных уравнений НС.

С другой стороны, ниоткуда не следует, что для иных классов течений, от-
личных от задач обтекания, случайный выбор модели упрощенных УНС из на-
бора уравнений, различающихся только в «вязких» членах порядка Re−1/2

и выше окажется удачным в смысле точности описания течения в конкрет-
ной задаче. Выбор УУНС для решения конкретной задачи должен вытекать
из асимптотических оценок членов уравнения НС для данного класса течений.
Как было показано в работе [56], в некоторых случаях неудачный выбор мо-
дели УНС может даже качественно исказить картину течения, в то время
как некоторые другие УУНС дают адекватное решение. В работе [56] было
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рассмотрено 10 моделей УУНС, предложенных в разных работах. Эти модели
рассматривались на решении семи тестовых задачах, для которых имеются
точные решения уравнений НС. Было отмечено, что только модели упрощен-
ных уравнений НС, предложенные А.И. Толстых [57], хорошо описывают
решения всех тестовых задач. По-видимому, это связано с тем, что в упрощен-
ных уравнениях А.И. Толстых сохранено наибольшее число наиболее важных
«вязких» членов по сравнению с другими моделями упрощенных УНС.

7. Уравнения Навье–Стокса

В литературе можно встретить утверждение: наиболее общей математиче-
ской моделью течений газа в этом режиме (режиме сплошной среды) является
система уравнений Навье–Стокса. Однако это не так. В уравнениях НС при
их выводе методом Чепмена–Энскога (разложение возмущенной функции рас-
пределения по степеням числа Kn) учитываются внепорядковые по числу Kn

члены, носящие не асимптотический, а «композитный» характер.
Известным преимуществом этих уравнений является их эффективное при-

менение при сквозных численных расчетах, включая переход через ударные
волны, в частности, через головную ударную волну при сверхзвуковом обте-
кании тел. Толщина ударной волны, полученная при решении уравнений НС,
получается соответственно тоньше, чем по расчетам по уравнению Больцмана
и в эксперименте. Таким образом, не следует с полной гарантией ожидать
дополнительных физически правильных результатов, полученных из реше-
ния уравнений НС, по сравнению с расчетами по модели ВУС. Последняя
включает все члены О(1) и O(Re−1/2) при Re → ∞ и не включает члены
O(Re−1). Конкретные численные расчеты показывают, что при сверхзвуковом
обтекании сферы вязким совершенным газом при числах Re∞ > 500 решения,
полученные с помощью моделей ВУС, ПУНС и НС, близки между собой.

При M∞ > 2, Re∞ > 100 величины тепловых потоков и напряжение
трения на сфере слабо зависят от принятой модели уравнений [97]. Более
того, недавние расчеты по обтеканию вдоль траектории возвращаемого аппа-
рата OREX [98], который представляет собой 50-градусный конус с радиусом
притупления 1,35м и радиусом миделя 1,7 м, показали, что в диапазоне высот
z = 84 ÷ 105 км расчеты, выполненные на основе уравнений ВУС и полных
уравнений НС, показали хорошее согласие температуры и концентраций
химических компонентов для высот z 6 100 км (Re∞ > 300, Re0 > 5). Чис-
ленные результаты для теплового потока в точке торможения и электронной
концентрации хорошо согласуются с данными, полученными в летном экспе-
рименте, во всем рассмотренном диапазоне высот.

Обращение к полным уравнениям Навье–Стокса в задачах гиперзвукового
обтекания связано главным образом с исследованиями отрывных и возвратно-
циркулярных течений, т. е. течений, где трудно выделить преимуществен-
ное направление потока, хотя и в этом случае, как было отмечено выше,
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применение упрощенных уравнений НС может дать удовлетворительные ре-
зультаты. Применение же уравнений НС для описания гладких течений в за-
дачах обтекания при низких числах Рейнольдса ограничено условием малости
чисел Кнудсена Kn ≈ M∞/Re∞ 6 0,1, что приводит при гиперзвуковых
скоростях полета (M∞ > 10) к надежному описанию течения с помощью
полных уравнений НС только при Re∞ > 100. Но с этого диапазона чисел
Re∞ удовлетворительные результаты дают и УУНС. Для меньших чисел
Re∞ при решении задач гиперзвукового обтекания необходимо обращаться
к кинетическим моделям (уравнения Больцмана, Крука, прямое статисти-
ческое моделирование и др.), т. к. гидродинамическое приближение в этом
диапазоне чисел Рейнольдса становится непригодным.

8. Численное решение упрощенных УНС

Как уже отмечалось выше, все системы УУНС имеют эволюционный тип.
С другой стороны, кроме модели ТВУС, остальные модели УУНС имеют
эллиптический тип в дозвуковых областях течения. Поэтому в случае нали-
чия в потоке дозвуковых областей, а такие области всегда имеются в задачах
обтекания сжимаемым газом, необходимо применение каких-либо итерацион-
ных методов или метод установления.

Применение метода установления для нахождения стационарного решения
такой системы является неэкономичным, т. к. время расчета для нахождения
решения близко к требуемым временным затратам в случае решения полной
системы уравнений НС.

R. T. Davis [58] первым предложил решать систему уравнений ВУС итера-
ционным методом, так что на каждой итерации оператор при векторе искомых
переменных обращается маршевым образом. Такие итерации получили со
временем название глобальных. Он предложил проводить глобальные ите-
рации (ГИ) по нормальной составляющей скорости, входящей в уравнение
импульсов в проекции на нормаль для нахождения решения уравнений ВУС.
Организация ГИ, таким образом, не является оптимальной, т. к. передача воз-
мущений вверх по потоку определяется продольной составляющей градиента
давления, что было показано в [60] для задач вязко-невязкого взаимодей-
ствия. По этой причине ГИ не сходились в задаче обтекания конуса, а была
решена задача обтекания 45◦-го гиперболоида, для которой ударный слой был
тонким. A. Lin и S.G. Rubin [99] предложили применять ГИ для решения
системы ПУНС с итерациями по градиенту давления. В дальнейшем этот
подход был развит на случай наличия в потоке возвратно-циркуляционных
зон (см., например, [100, 102]). Для исследования течений в каналах впервые
метод ГИ был предложен П.А. Войновичем и А.А. Фурсенко [62] в рамках
модели ВУС.

Для задач сверх- и гиперзвукового обтекания метод ГИ для решения
уравнений ВУС был развит в работе С.А. Васильевского, Г.А. Тирского



8. Численное решение упрощенных УНС 57

и C.В. Утюжникова [63]. IIpи этом положение ударной волны определяется
глобальными итерациями в сочетании с итерациями по мapшeвой состав-
ляющей градиента давления. Решение находится на основе единообразного
алгоритма вдоль всей поверхности тела, включая область затупления и ПС.

Вне области затупления вниз по потоку положение ударной волны можно
определять маршевым образом [64]. В работе [64] был развит также блочно-
маршевый метод нахождения решения задачи обтекания длинных тел в соче-
тании с глобальными итерациями в рамках модели ВУС. При этом итерации
по ударной волне осуществляются только там, где это необходимо. В области
затyпления требуется около 8 ГИ, а далее вниз по потоку — 2 или 3.
Такой подход позволяет значительно сократить затраты времени (до 10 раз)
и памяти ЭВМ. Этот метод нашел развитие в работе [68], где при переходе
к следующей ГИ полученный отход ударной волны и маршевая проекция гра-
диента давления сглаживались с помощью минимизации некоего функциона-
ла, что наряду с аппpoксимацией маршевого градиента давления разностями
вперед реализовывало распространение возмущений вверх по потоку. При
этом скорость сходимости итераций не зависела от шага сетки в поперечном
направлении и допускала любой мелкий шаг. Результаты расчетов хорошо
согласуются с экспериментом как при ламинарном, так и при турбулентном
режимах течения в ударном слое в задаче обтекания затупленного конуса.

В случае метода ГИ на каждой итерации решается не вполне парабо-
лическая система уравнений. Корректность метода ГИ впервые была иссле-
дована для уравнений ВУС в работах [63, 64], а для уравнений ПУНС
— C.В. Мелешко и С. Г. Черного [96], В.М. Ковени, Г.A. Tарнавскoro
и С. Г. Черного [103] и А.И. Толстых [104]. Метод простых итераций был
развит также для решения ПУНС [103] с предварительным сглаживанием
продольного градиента давления.

Корректность задачи Коши для каждой ГИ при наличии больших до-
звуковых зон течения в окрестности затупления и в пристеночной области
обеспечивалась аппроксимацией производной от давления по маршевой ко-
ординате по значениям давления в точках вверх по потоку, вычисляемых из
предыдущей ГИ, тем самым смешанная задача решается единым алгоритмом.
Было показано, что при любом способе сглаживания (минимизация функци-
онала, интерполяция многочленами, метод наименьших квадратов и др.) ГИ
сходятся при любых малых шагах по продольной координате и окончательные
результаты не зависят способа сглаживания продольного градиента давления.

Используемые в [63, 68, 97] разностные схемы обладают высокими поряд-
ками аппроксимации О(h2

x, h4
y). Как показывают оценки, аппроксимационная

вязкость на несколько порядков меньше физической, что позволяет получать
тонкую структуру ПС при больших числах Рейнольдса (до 108 ÷ 109) и на-
вье-стоксовскую структуру ударной волны (до Re ∼= 104). В работе [105]
метод ГИ был распространен на решение задачи сверхзвукового обтекания
под малыми углами атаки затупленных конусов.
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Следует отметить, что при исследовании течений в рамках модели УНС
с малыми дозвуковыми зонами по сравнению с характерным размером эф-
фективными могут быть различные приближенные подходы, основанные на
регуляризации задачи Коши. В работах [99, 101] дан анализ различных
способов регуляризации задачи Коши, связанных либо с заданием нулю части
градиента давления в дозвуковой области, либо с его сносом из сверхзву-
ковой зоны, либо с его экстраполяцией и т. д. Н.Н. Яненко, В.М. Ковеня
и С. Г. Черный [100] для регуляризации задачи Коши предложили вводить
в уравнения две управляющие функции таким образом, чтобы в сверхзвуко-
вой области их влияние на решение было порядка O(Re−1/2), а в дозвуковой
области задача Коши была корректно поставленной.

Таким образом, применение моделей упрощенных УНС позволяет находить
решение многих практически важных двумерных задач с хорошей степенью
точности в рамках единого алгоритма на ЭВМ средней мощности. Для реше-
ния систем уравнений упрощенных УНС эффективными являются итерацион-
но-маpшевые подходы, основанные на проведении итераций по составляющей
градиента давления на выделенное направление потока (см. гл. 16).

В настоящее время существует обширная литература по численному ре-
шению полных уравнений Навье–Стокса применительно к задачам гипер-
звукового обтекания реальных конфигураций космических аппаратов [106].
В представленной монографии приведены три численных метода решения
уравнений Навье–Стокса применительно к решению пространственных за-
дач обтекания реальных космических аппаратов и зондов (В.И. Сахаров,
В. Я. Боровой, И. В. Егоров, А. С. Скуратов, В.И. Власов и А.Б. Горшков,
Р. В. Ковалев, В. В. Лунев).

Исследования поддержаны Роснаукой (Гос. контракты 02.740.11.0615
и П594) и Российским фондом фундаментальных исследований (РФФИ)
(Грант 11-01-00504 а).
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2

ОБОБЩЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЯЗКОГО УДАРНОГО СЛОЯ

С УСЛОВИЯМИ СКОЛЬЖЕНИЯ НА ОБТЕКАЕМОЙ

ПОВЕРХНОСТИ И ГОЛОВНОЙ УДАРНОЙ ВОЛНЕ

Г.А. Тирский
Московский Физико-технический институт,

Научно-исследовательский институт механики МГУ им. М.В. Ломоносова

Рассматриваются плоская и осесимметричная задачи сверх- и гиперзву-
кового обтекания затупленного тела вязким теплопроводным совершенным
газом. Из уравнений Навье–Стокса (НС) асимптотическим методом при боль-
ших числах Рейнольдса выводятся обобщенные уравнения вязкого ударного
слоя, учитывающие все эффекты второго порядка теории пограничного слоя,
т. е. члены O(Re−1/2), а также удерживаются все внепорядковые члены
третьего O(Re−1) и более высокого порядка, за исключением членов со
вторыми производными по маршевой координате. Тем самым, только наличие
членов со вторыми производными по маршевой координате в уравнениях
НС, определяющих эллиптические свойства полной системы уравнений НС,
отличает ее от обобщенных уравнений вязкого ударного слоя, в которых эти
члены отсутствуют.

С той же степенью точности приводятся условия скольжения и скачка
температуры на обтекаемой поверхности, а также выводятся обобщенные
условия Ренкина–Гюгонио на головной ударной волне (УВ), учитывающие
эффекты вязкости и теплопроводности, в том числе при определении дав-
ления. Отмечаются эффективность итерационно-маршевых методов решения
обобщенных уравнений вязкого ударного слоя, а также свойство последних
давать правильное решение для коэффициентов сопротивления и теплопере-
дачи в переходном режиме обтекания, т. е. при умеренных числах Рейнольдса,
если решение строится с учетом скольжения и скачка температуры на обте-
каемой поверхности и головной ударной волне.

В 1960–80-х годах было предложено много упрощенных асимптотически-
ми и другими оценочными методами, с использованием свойств конкрет-
ной задачи, уравнений НС для решения различных внешних и внутренних
задач аэродинамики вязкого теплопроводного газа [1–8]. Расчеты стацио-
нарных течений на основе полных уравнений НС методом установления
достаточно трудоемки, особенно для течений многокомпонентных химически

3 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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реагирующих газов. При больших числах Рейнольдса и большой протяжен-
ности области интегрирования (длинные тела) потребности в ресурсах ЭВМ
значительно возрастают. Например, для расчетов простого газодинамического
стационарного течения методом установления с помощью наиболее эффек-
тивных монотонных разностных неявных схем необходимо несколько сотен
временны́х итераций [4, 5]. В то же время для безотрывных вязких течений
необходимость использования полных уравнений НС возникает только при
умеренных и малых числах Рейнольдса. Однако в этом случае, даже c появ-
лением отрывных течений, во многих практически важных случаях описание
такого течения с достаточной точностью возможно и в рамках более простых
математических моделей, требующих существенно меньших вычислительных
затрат. Поэтому, наряду с использованием полной системы уравнений НС
для расчета стационарных течений в соплах, каналах и в задачах внешнего
обтекания, широко применяются упрощенные уравнения НС, позволяющие
использовать для их численного решения эффективные эволюционно-марше-
вые по пространству методы [9–12].

Для внешних течений существует, по-видимому, не менее десяти таких
моделей [13]. Упрощенные уравнения получаются из уравнений НС опуска-
нием, главным образом, членов с вязкостью и теплопроводностью разного
порядка по малому параметру Re−1/2. При выводе уравнений пограничного
слоя опускаются все малые члены, остаются только члены О(1).

Однако общая отличительная особенность упрощенных уравнений — от-
сутствие в членах с вязкостью и теплопроводностью вторых производных
от компонент вектора скорости и температуры (энтальпии) вдоль маршевой
координаты, отсчитываемой в преимущественном направлении течения газа,
и удержание в них всех членов системы уравнений Эйлера за исключением
приближения тонкого вязкого ударного слоя (ТВУС), в уравнениях которого
используется приближение тонкости ударного слоя (УС) и, как следствие,
опускание членов с нормальной составляющей вектора скорости в инерцион-
ных членах.

Вследствие этого появляется возможность получения численного
решения стационарных задач эффективными итерационно-маршевыми
методами, что особенно важно при расчете течений с учетом реальных
физико-химических процессов, протекающих в ударном слое и на обтекаемой
поверхности [6, 14, 15].

Для задач внешнего обтекания наиболее известны модели тонкого вязкого
ударного слоя [1], полного вязкого ударного слоя [16, 17], параболизованные
уравнения Навье–Стокса [3], параболо-гиперболическая модель вязкого удар-
ного слоя [8, 12] и др.

В настоящей главе, наряду с известными упрощенными уравнениями
НС, выводятся новые, более содержательные упрощенные уравнения НС.
При числе Рейнольдса Re → ∞ удерживаются члены O(1), O(Re−1/2) и те
члены третьего порядка малости O(Re−1), которые не повышают порядок
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производных вдоль маршевой координаты до двух. Этим исключается появ-
ление эллиптических свойств в упрощенной системе уравнений за счет учета
эффектов вязкости и теплопроводности, которые присущи полным уравне-
ниям НС. Однако в упрощенных уравнениях НС эллиптические свойства
проявляются за счет члена с продольной (маршевой) компонентой градиента
давления в дозвуковых областях течения, что приводит к необходимости
применения каких-либо итерационных методов глобальных итераций [9, 10].
Наиболее эффективный из них — метод [11, 12], основанный на специальном
расщеплении маршевой составляющей градиента давления на гиперболиче-
скую и эллиптическую составляющие. Число требуемых итераций по эллип-
тической составляющей сводится к одной — двум, что и составляет общее
число глобальных итераций.

Этот метод также применим и для решения обобщенных уравнений вяз-
кого ударного слоя, полученных в настоящей главе. Кроме того, последние
результаты показали [18, 19], что учет эффектов скольжения и скачка тем-
пературы на обтекаемой поверхности и головной ударной волне, т. е. эф-
фектов разреженности, существенно расширяет применимость упрощенных
уравнений НС для решения задач высотной аэротермодинамики в область
переходного режима обтекания и выводятся также и точные обобщенные
соотношения Ренкина–Гюгонио, которые в литературе получены и использу-
ются или в приближенной формулировке [2, 5, 20], или с ошибками [17].

1. Двумерные уравнения Навье–Стокса в естественной системе
координат, связанной с обтекаемой поверхностью

Рассмотрим двумерные задачи о стационарном сверхзвуковом ламинарном
обтекании затупленного осесимметричного или затупленного плоского тела
вязким теплопроводным совершенным газом без учета реальных физико-
химических процессов, протекающих при больших скоростях в ударном слое
и на обтекаемой поверхности, учет которых не изменяет математическую
природу задачи, но существенно усложняет ее численную реализацию. Имея
в виду распространение модели на умеренные и малые числа Рейнольдса,
сформулируем также граничные условия скольжения и скачка температуры на
обтекаемой поверхности и на головной ударной волне (обобщенные условия
Ренкина–Гюгонио при умеренных и малых числах Рейнольдса).

В задачах обтекания затупленных тел с гладкой поверхностью удобно поль-
зоваться связанной с поверхностью тела ортогональной криволинейной систе-
мой координат [7]. Предполагая контур плоского или осесимметричного тела
достаточно гладким (в каждой точке плоского контура можно провести только
одну определенную касательную плоскость или нормаль к контуру с воз-
можным разрывом кривизны контура), будем рассматривать обтекание его
поступательным стационарным сверхзвуковым потоком газа со скоростью V∞,
направленным вдоль оси симметрии тела 0z (рис. 2.1), в ортогональной

3*
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Рис. 2.1.

криволинейной системе координат, связанной с его поверхностью. В этой
системе координат положение точки P в потоке около тела определяется ее
расстоянием yR0 = PN , отсчитываемым от поверхности тела в точке N вдоль
внешней нормали к контуру, и длиной дуги xR0 = ON вдоль контура, отсчиты-
ваемой от его вершины 0 до основания N нормали. Здесь R0 = R(0) — радиус
кривизны тела в его вершине, x и y — безразмерные, отнесенные к R0 коор-
динаты вдоль и по нормали к контуру. Третья координата ϕ будет определять
положение меридиональной плоскости, проходящей через ось 0z.

Основную систему уравнений движения газа запишем в безразмерном ви-
де, вводя вместо размерных (обозначаемых штрихами) величин безразмерные
(без штриха) параметры потока и физические свойства газа по формулам:

ρ′ = ρ∞ρ, p′ = ρ∞V 2
∞p, v′x = V∞vx, v′y = V∞vy, µ′ = µµ0, ζ ′ = ζµ0.

Здесь ρ, p, vx, vy, µ, ζ — безразмерные величины: плотность, давле-
ние, компоненты вектора скорости, коэффициенты сдвиговой и объемной
вязкости, µ0 — характерное значение коэффициента вязкости, например ко-
эффициент вязкости при температуре адиабатически заторможенного пото-
ка идеального газа T0 или другое подходящее характерное его значение,
например коэффициент вязкости в набегающем потоке µ∞. Все величины
с размерностью длины будем относить к радиусу кривизны тела в его вер-
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шине R0:

x′ = R0x, y′ = R0y, r′w = R0rw, r′ = R0r, R′ = R0R,

где r′w — расстояние от точки контура до оси симметрии тела 0z, r′ — рас-
стояние от точки в потоке до оси симметрии тела 0z, R — переменный
радиус кривизны контура тела. Далее физические компоненты тензора вязких
напряжений τ ′

ij образмерим согласно их размерности следующим образом:

τ ′
ij =

µ0 V∞

R0
τij , i, j = x, y,ϕ,

где τij — безразмерные величины.
В выбранной системе координат уравнения НС, записанные в приведенных

выше безразмерных величинах для плоских (ν = 0) и осесимметричных (ν =
= 1) задач, запишутся в следующем виде [7]:

— уравнение неразрывности

∂

∂x
(rνρvx) +

∂

∂y
(H1 rνρvy) = 0, (2.1)

— уравнение количества движения в проекции на ось x

ρ
(
D vx +

vxvy

RH1

)
= − 1

H1

∂p

∂x
+

1

Re
(∇ · τ̂ττττττττ)x , (2.2)

— уравнение количества движения в проекции на ось y

ρ

(
D vy − v2

x

RH1

)
= −∂p

∂y
+

1

Re
(∇ · τ̂)y , (2.3)

где
D =

vx

H1

∂

∂x
+ vy

∂

∂y
, Re =

ρ∞V∞R0

µ0
.

Уравнение баланса энергии, записанное через безразмерную (отнесенную

к V 2
∞) полную энтальпию H = h +

1

2

(
v2x + v2y

)
, будет

ρDH +
1

Re
(∇ · J, ) = 0, (2.4)

где H ′ = V 2
∞H и h′ = V 2

∞h соответственно полная и термодинамическая
(размерные) энтальпии, H и h — безразмерные величины.

Уравнение состояния для совершенного газа

p =
ρRAT

V 2
∞

, (2.5)

где RA — удельная (отнесенная к молекулярной массе) абсолютная газовая
постоянная, mRA — абсолютная газовая постоянная, m — средняя молеку-
лярная масса газа, T ′ — размерная абсолютная температура.

В силу рассматриваемой симметрии осесимметричной задачи v′ϕ = 0,
∂/∂ϕ ≡ 0. Далее:

H1=Hx = 1+ yR−1 (x) , H2=Hy = 1, H3=Hϕ = rν = [rw(x) + y cos α(x)]ν ,
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где H1, H2, H3 — коэффициенты (параметры) Ламе используемой метри-
ки, α(x) — угол между касательной к контуру обтекаемого тела и осью
симметрии тела 0z (рис. 2.1). Функции, характеризующие геометрию тела
rw(x), α(x), R(x), для выпуклого тела с возможными разрывами кривизны
его контура связаны очевидными геометрическими соотношениями:

rw(x) =

x∫

0

sinα(t) dt =

π/2∫

α(x)

R(t) sin t dt,
drw

dx
= sin α(x),

drw

dα
= −R(x) sin α(x),

−dα

dx
=

1

R(x)
,

∂ r

∂x
= H1 sinα(x),

∂r

∂y
= cosα(x). (2.6)

Далее в этих функциях аргумент x будем опускать.
Безразмерные физические составляющие дивергенции тензора вязких на-

пряжений τ̂ττττττττ по осям x и y можно представить каждый в двух видах:

(∇ · τ̂ττττττττ)x =
1

H1 rν

[
∂

∂x
(rντxx) +

∂

∂y
(H1 rντxy)

]
+

τxy

RH1
− ν sinα

r
τϕϕ =

=
1

H1

∂

∂x
τxx +

1

H2
1 rν

∂

∂y

(
H2

1r
ντxy

)
+

ν sinα

r
(τxx − τϕϕ) ,

(∇ · τ̂ττττττττ)y =
1

H1 rν

[
∂

∂x
(rντxy) +

∂

∂y
(H1 rντyy)

]
− τxx

RH1
− ν cos α

r
τϕϕ =

=
1

H1

∂

∂x
τxy +

∂

∂y
τyy +

ν sinα

r
τxy +

1

RH1
(τyy − τxx)+

+
ν cos α

r
(τyy − τϕϕ) .

(2.7)

При этом физические безразмерные (размерные отнесены к µ0 V∞/R0)
компоненты тензора вязких напряжений τij (i, j = x, y,ϕ) в рассматриваемой
ортогональной криволинейной системе координат для плоской и осесиммет-
ричной задач имеют следующий вид (обобщенный закон Ньютона):

τxx =
(
ζ − 2

3
µ
)
∇ · v + 2µexx, τyy =

(
ζ − 2

3
µ
)
∇ · v + 2µeyy,

τϕϕ =
(
ζ − 2

3
µ
)
∇ · v + 2µeϕϕ,

τxy = 2µexy, τyϕ = 0, τϕx = 0,

(2.8)

где физические безразмерные (размерные отнесены к V∞/R0) составляющие
тензора скоростей деформации eij (i, j = x, y,ϕ) имеют вид:

exx =
1

H1

∂vx

∂x
+

vy

RH1
, eyy =

∂vy

∂y
, eϕϕ =

ν

r
(vx sinα + vy cos α),

2exy =
∂vx

∂y
− vx

RH1
+

1

H1

∂vy

∂x
, eyϕ = 0, eϕx = 0,

(2.9)
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∇ · v =
1

H1r
ν

[
∂

∂x
(rνvx) +

∂

∂y
(H1r

νvy)
]

= exx + eyy + eϕϕ,

∇ · J =
1

H1 rν

[
∂

∂x
(rνJx) +

∂

∂y
(H1 rνJy)

]
=

=
1

H1 rν

∂

∂ y
(H1 rνJy) +

ν sinα

r
Jx +

1

H1

∂

∂x
Jx .

(2.10)

Безразмерный вектор плотности потока полной энергии J в уравнении
энергии (2.4), записанный через безразмерные (отнесенные к V 2

∞) энтальпии
h и H, имеет следующее выражение ( J′ — размерное выражение для этого
потока):

J =
R0

µ0 V 2
∞

J′ = − λ′

µ0 V 2
∞

∇T ′ − τ̂ττττττττ · v = − µ c′p

σV 2
∞

∇T ′ − τ̂ττττττττ · v =

= −µ

σ
∇h − τ̂ττττττττ · v = −µ

σ

[
∇H +

σ

µ
τ̂ττττττττ · v −∇v2

x + v2
y

2

]
, (2.11)

где

τ̂ττττττττ · v = (τxx vx + τxyvy) e1 + (τxyvx + τy yvy)e2, σ =
µ′c′p
λ′ =

µµ0c
′
p

λ′ ,

λ′ — размерный коэффициент теплопроводности, c′p — размерная удельная (на
единицу массы) теплоемкость газа при постоянном давлении, e1, e2 — еди-
ничные векторы (орты) вдоль координатных осей x и y.

Градиенты функций T , h и H имеют вид:

∇f =
1

H1

∂f

∂x
e1 +

∂f

∂y
e2, f = {T ′,h,H} .

При задании зависимостей коэффициентов ζ, µ, λ′ и c′p от температуры
система уравнений НС (2.1) — (2.5) при учете соотношений переноса (опре-
деляющих уравнений) (2.8), (2.11) представляет собой замкнутую систему
пяти уравнений для определения пяти функций: vx, vy, ρ, p, H (или T ′).
Так как глава 2 посвящена установлению газодинамических моделей сверх-
и гиперзвукового обтекания затупленных тел в различных диапазонах чисел
Рейнольдса (Кнудсена), то здесь не будем учитывать физико-химические
процессы, протекающие в потоке и на самой поверхности обтекаемого тела,
неизбежно сопутствующие задачам обтекания тел с большими сверхзвуковы-
ми скоростями. Их учет в настоящее время хорошо разработан, не вызывает
принципиальных затруднений [6, 15, 16], см. гл. 5, и не будет менять
основные выводы, касающиеся установления газодинамических моделей при
разных предельных значениях основных определяющих параметров задачи:
чисел Маха, Рейнольдса набегающего потока, температурного фактора и др.
Конечно же, учет физико-химических процессов будет менять количествен-
ные результаты, не меняя газодинамические модели, вид и свойства кото-
рых зависят от способа упрощения только основных уравнений (2.2)–(2.4)
и уравнений конвективной диффузии с учетом химических реакций и реак-
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ций ионизации, которые добавляются к этим уравнениям, если учитываются
диффузия, химические реакции и реакции ионизации [15].

Из второго вида представления членов с вязкостью (2.7) сразу следует
важный вывод — без учета первых членов во вторых выражениях (2.7),
которые как раз и доставляют вторые производные по продольной координате
x «эллиптические члены» в уравнениях НС и второго члена во втором выра-
жении (∇ · τ̂ττττττττ)y, который выпадает в модели ВУС, члены с вязкостью не будут
содержать коэффициент объемной вязкости.

Действительно, нормальные составляющие вязких напряжений на пло-
щадках координатных поверхностей x = const, y = const, ϕ = const суть
величины τxx, τyy, τϕϕ, содержащие коэффициент объемной вязкости ζ, вхо-
дят в члены с вязкостью в виде разностей и поэтому слагаемые, содержащие
этот коэффициент (см. (2.8)), взаимно уничтожаются. Таким образом, члены
с объемным коэффициентом вязкости относятся к эффектам третьего поряд-
ка, имеющим порядок O(Re−1) и этот коэффициент будет входить в первый
член (∇ · τ̂ττττττττ)x и второй член (∇ · τ̂ττττττττ)y (2.7), которые как раз и опускаются при
выводе обобщенных уравнений ВУС (см. п. 10).

2. Граничные условия

Объекты (космические аппараты, планетные зонды, метеороиды и др.)
при движении сквозь атмосферу Земли или планет Солнечной системы ис-
пытывают последовательное прохождение различных режимов обтекания от
свободномолекулярного, далее переходного и затем континуального. Здесь
ограничимся рассмотрением последних двух режимов, когда, как будет пока-
зано далее, можно применять модели сплошной среды. В свободномолекуляр-
ном режиме обтекания уравнение Больцмана имеет точное решение в виде
равновесной функции распределения Максвелла, и определение сопротивле-
ния и теплопередачи сводится тогда к квадратурам при известных граничных
условиях для функции распределения. Это, пожалуй, единственное точное
решение целого раздела механики газов.

При достаточно больших числах Рейнольдса граничные условия для ско-
рости, при условии нормального к обтекаемой поверхности заданного (вы-
нужденного) вдува или отсоса газа, по своим физическим свойствам совпада-
ющим со свойствами газа набегающего потока, в рамках данной постановки
задачи, не учитывающей физико-химические процессы в газе и на обтекаемом
теле, будут такими:

v′x(x, 0) = 0, (ρ∞ρv′y)w = q (x) , (2.12)

где q(x) — заданный в рассматриваемой постановке задачи распределенный
по поверхности массовый удельный (отнесенный к единице площади) расход
газа за единицу времени. В случае обтекания уносимого в газовой фазе
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теплозащитного покрытия расход q(x) будет определяться из решения задачи
(см. далее).

На поверхности тела задается температура

T (x, 0) = Tw(x), (2.13)

или условие баланса энергии для определения равновесно радиационной
температуры обтекаемой поверхности, которое при отсутствии касательной
составляющей скорости на поверхности, т. е. при vx (x, 0) = 0 (условие при-
липания), будет

[
µ

σ

(
∂H

∂y
− vy

∂vy

∂y

)
+ vyτyy

]

y=0
=

R0 ε

µ0 V 2
∞

σBT
′4
w (x). (2.14)

Здесь: ε — степень черноты поверхности тела, σB — постоянная Стефана–
Больцмана, T ′

w(x) — заданная (условие (2.13)) или искомая (условие (2.14))
температура поверхности тела. Условие (2.14) записано в предположении,
что тепловой поток внутрь тела пренебрежимо мал по сравнению с излучением
с поверхности. Это условие выполняется с хорошей точностью при теплообмене
газа с поверхностью при больших скоростях движения тел в атмосфере. Кроме
того, при формулировке граничных условий (2.12)–(2.14) предполагалось от-
сутствие скачка касательной составляющей скорости и температуры газа на
поверхности, что выполняется при достаточно больших числах Рейнольдса.

Выпишем теперь соотношение баланса тепла, обобщающее условие (2.14)
на случай уноса массы в газообразном виде без образования жидкой пленки
(или в пренебрежении ее наличия), т. е. для процесса сублимации. Оно имеет
вид [21]:

[
µ

σ

(
∂H

∂y
− vy

∂vy

∂y

)
+ vyτyy

]

w
− R0 εσB

µ0V
2
∞

T
′4
w (x) =

R0

µ0 V 2
∞

(
ρ∞ρv′y

)
w

Hф, (2.15)

где Hф = ∆ + hw − h−∞, T ′
w — размерная температура.

Здесь ∆ — удельная теплота фазового перехода испаряющегося материала
поверхности, hw − h−∞ — перепад энтальпии материала тела от температуры
фазового перехода до начальной температуры тела. Однако условие (2.15) не
замыкает задачу, так как в него входит неизвестная температура испаряющей-
ся поверхности T ′

w. Ее необходимо связать с парциальным давлением паров
и использовать кривую упругости пара [21] и добавлять уравнение конвек-
тивной диффузии для пара. Записанные выше граничные условия определяют
решение в области теплонапряженного участка траектории спуска КА или
для достаточно крупных метеороидов, максимальный унос массы с которых
происходит в режиме континуального обтекания. При приближении к пере-
ходному режиму обтекания, т. е. при уменьшении числа Рейнольдса (увели-
чении числа Кнудсена), начинают появляться существенно неравновесные по
поступательным степеням свободы области течения — эффект разреженного
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режима течения. Это, прежде всего, появление непосредственно около обтека-
емой поверхности термодинамически неравновесного слоя Кнудсена и доволь-
но толстой неравновесной структуры головной ударной волны. Течение в этих
областях описывается кинетическими уравнениями, решение которых должно
сопрягаться с решением континуальных уравнений (с решением уравнений
НС или с их асимптотически упрощенными вариантами). Решение того или
иного кинетического уравнения в слое Кнудсена и сопряжение его с решением
уравнений НС дают условия скольжения и скачка температуры на внешней
границе слоя Кнудсена, которая сносится на стенку, и имеют в простейшем
варианте вид [22, 23]:

vx(x, 0) =
2− θ

θ

√
π

2

µ

Re
√

pρ

∂vx

∂y

∣∣∣∣
y=0

,

T (x, 0) = Tw +
2− α

ασ

2γ

γ + 1

√
π

2

µ

Re
√

pρ

∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

,

(2.16)

где θ — коэффициент диффузионного отражения тангенциального импульса,
α — коэффициент аккомодации энергии.

При появлении скольжения и скачка температуры безразмерные касатель-
ные напряжения трения на поверхности (2.8), (2.9) и безразмерный тепловой
поток (2.11) должны находиться из выражений (при учете вдува с поверхно-
сти, т. е. при vy(x, 0) 6= 0):

τxy(x, 0) = 2µwexy(x, 0) = µw

(
∂vx

∂y
− vx

R
+

∂vy

∂x

)

w
,

Jyw =
R0

µ0V
2
∞

J ′
yw =

µw

σw

[
∂H

∂y
− vx

∂vx

∂y
− vy

∂vy

∂y

]

w
+ (τxyvx + τyyvy)w,

и эти выражения должны заменить в условиях (2.16) справа производные
∂vx/∂y и ∂T/∂y на стенке.

При сверхзвуковом обтекании в набегающем потоке на бесконечности при
решении уравнений НС должны быть заданы вектор скорости набегающего по-
тока и функции p, ρ и H (или T ), согласованные с уравнением состояния (2.5):

vx[x, ys(x)] = vx∞ = cos α, vy [x, ys (x)] = vy∞ = sinα,

ρ[x, ys(x)] = 1, p[x, ys(x)] =
1

γM 2
∞

, γ =
c′p
c′v
,

H[x, ys(x)] = H∞ = h∞ + (v2x∞ + v2y∞) · 1
2
(или T [x, ys(x)] = T∞).

(2.17)

Здесь: y = ys(x) — условная заданная граница, расположенная достаточ-
но далеко перед телом, на которой задаются параметры невозмущенного
набегающего потока, c′v– удельная теплоемкость при постоянном объеме,
которая, так же как и c′p, будет считаться постоянной величиной, равной
cv = cv∞, γ — показатель адиабаты (в набегающем потоке γ = γ∞).
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При сверхзвуковом обтекании при достаточно больших числах Рейнольд-
са Re, когда толщиной (пропорциональной Re−1) и, тем самым, структу-
рой головной ударной волны (УВ) можно пренебречь, граничные условия
на бесконечности в набегающем потоке удобно заменить, чтобы численно
не переходить через тонкую навье-стоксовскую структуру УВ с большими
градиентами, соответствующими условиям на искомой УВ. При Re → ∞
это будут обычные условия Ренкина–Гюгонио на сильном разрыве, которые
будут давать при заданных параметрах в набегающем потоке однопараметри-
ческое семейство решений для vx[x, ys(x)], vy[x, ys(x)], p[x, ys(x)], ρ[x, ys(x)]
и H[x, ys(x)] (или T [x, ys(x)]) непосредственно за УВ, зависящее от угла на-
клона (параметра) УВ β(x). Угол β(x) и отход y = ys (x) связаны очевидным
геометрическим соотношением (см. рис. 2.1):

dys

dx
= H1stgβs, H1s = 1 +

ys(x)

R(x)
, βs = β − α, (2.18)

где βs(x) — угол наклона касательной к УВ по отношению к касательной
к координатной линии x.

Уравнение (2.18) связывает две неизвестные величины: βs(x) и y = ys(x).
Поэтому при постановке задачи сверхзвукового обтекания в рамках полных
уравнений НС (2.1)–(2.5), имеющей седьмой порядок по производным по
координате y, с четырьмя граничными условиями для vx, vy, p, H (или T ) на
искомой УВ (см. (2.17)) и тремя условиями на теле для vx, vy и T не будет
хватать одного условия для определения отхода УВ y = ys(x).

Тем не менее, при такой постановке задачи (решение полных уравнений
НС c границей на искомой УВ вместо задания граничных условий в на-
бегающем потоке достаточно далеко от тела) в некоторых работах ставят
дополнительное (не вытекающее из механической постановки задачи) условие
на стенке ∂p/∂y(x, 0) = 0 или замыкают такую постановку задачи на раз-
ностном уровне, что делается разными авторами по-разному [5], тем самым
порождая неединственность решения. Чтобы избежать этой искусственной
неединственности, остается альтернатива: или решать задачу, не выделяя
УВ, тогда она получается при сквозном расчете при соответствующем методе
прохождения структуры УВ, что весьма не просто при больших числах
Рейнольдса, или понизить порядок системы уравнений НС по переменной y на
единицу с постановкой тогда граничных условий на искомой УВ. Последняя
процедура автоматически реализуется асимптотически в двухслойной модели
(собственно ударный слой и структура УВ) для задачи обтекания как при
больших, так и умеренных числах Re. Важно отметить, что в получающейся
при этом модели ВУС выпадают как раз внепорядковые члены, содержащие
вторые производные по нормальной координате y, пропорциональные Re−1.

При уменьшении числа Рейнольдса толщина навье-стоксовской струк-
туры УВ, имеющая величину порядка числа Кнудсена, будет возрастать
и классические соотношения Ренкина–Гюгонио, справедливые при достаточно
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больших числах Рейнольдса, т. е. для идеального газа, должны быть обобще-

ны на случай учета вязкости и теплопроводности. Эти динамические условия,

выражающие законы сохранения массы, импульса и энергии при переходе че-

рез скачок, можно получить интегрированием через УВ уравнений (2.1)–(2.4),

записанных в интегральном виде по нормальной к поверхности разрыва

координате [24] с сохранением членов с вязкостью и теплопроводностью на

обращенной к телу стороне и опусканием этих членов со стороны набегаю-

щего потока в силу их малости и низкой плотности перед УВ. В результате

получаем [24]:

[ρvn] = 0, [ρvnv − pn] = 0, pn = −pn +
1

Re
τ̂ττττττττ · n,

[
ρvnH +

1

Re
J · n

]
= 0,

J · n =
R0

µ0V
2
∞

J′ · n = −µ

σ

[
∂H

∂n
+

σ

µ
(̂τττττττττ · v)n − ∂

∂n

v2
x + v2

y

2

]
.





(2.19)

Здесь, как обычно, квадратные скобки обозначают разность величин по обе

стороны разрыва, [f ] = f∞ − fs, V∞vn — проекция скорости на нормаль к УВ,

V∞v — вектор скорости, n — орт нормали к кривой y = ys(x), направленный
в сторону набегающего потока.

При детальной записи соотношений (2.19) пренебрежем эффектами вяз-

кости и теплопроводности со стороны набегающего потока в силу малости

составляющих проекций градиентов параметров вдоль касательной к УВ

по сравнению с нормальными составляющими. Это достигается отодвигани-

ем внешней границы контура интегрирования при получении соотношений

(2.19). Кроме того, толщина зарождающейся при малых числах Рейнольдса

УВ много меньше ее радиуса кривизны [25].

Учитывая вышесказанное, из (2.19) получаем:

vn∞ = ρsvns, (2.20)

vn∞v∞ +
n

γM 2
∞

= ρsvnsvs + psn − 1

Re
(̂τττττττττ · n)s, (2.21)

vn∞H∞ = ρsvnsHs − µs

σsRe

[
∂H

∂n
+

σ

µ
(̂τττττττττ · v)n − ∂

∂n

v2
x + v2

y

2

]

s

. (2.22)

Соотношения (2.20)–(2.22) вместе с (2.5) дают пять уравнений для опре-

деления пяти величин на УВ: vxs, vys, ps, ρs, Hs (или Ts), зависящих от угла

наклона УВ βs = β − α и тензора вязких напряжений τ̂ττττττττ непосредственно за УВ.

Из условия (2.20) и векторного соотношения (2.21), взятого в проекции

на касательную к кривой y = ys(x), получаем два уравнения для определения

компонентов скорости vxs, vys на УВ (vn∞ = sinβ, vτ∞ = cos β):
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vns = −k sinβ= − vxs sinβs + vys cos βs,

vτs = cos β − τnτs = vxs cos βs + vys sinβs,
(2.23)

где

k =
ρ∞

ρ∞ρs
=

1

ρs
, τnτs =

τnτs

Re sin β
,

τnτs =[(̂τττττττττ · n) · τττττττττ]s =
[(

P̂ · n
)
· τττττττττ

]
s

=
[
(τyy − τxx) tg βs + τxy

(
1− tg2 βs

)]
s
cos2 βs.

Здесь: τττττττττ — орт касательной к УВ, k — отношение плотности в набегающем по-
токе к плотности за скачком (на искомом контуре y = ys(x) ), τnτs — проекция
вектора вязких напряжений τττττττττn = τ̂ττττττττ · n, действующих на площадке с нормалью
n к УВ на касательную к УВ, P̂ — полный тензор напряжений, отнесенный
к ρ∞V 2

∞.
Из алгебраических уравнений (2.23) находим безразмерные компоненты

вектора скорости на УВ:

vxs = vxi − cos βs

Re sinβ
τnτs, vys = vyi − sin βs

Re sin β
τnτs = vxs tg βs − k

sin β

cos βs
, (2.24)

где

vxi =cosβ cos βs+k sin β sinβs =cos2 βs

[(
1+k tg2 βs

)
cos α−(1−k) tg βs sinα

]
,

vyi =cosβ sinβs−k sinβ cos β=− cos2 βs

[(
k+tg2 βs

)
sinα−(1−k) tg βs cos α

]
=

= vxi tg βs − k
sinβ

cos βs
.

Здесь vxi и vyi — безразмерные компоненты вектора скорости на УВ по осям
x и y в идеальном газе, т. е. при бесконечно большом числе Рейнольдса.

Из второго уравнения (2.21) в проекции на нормаль к УВ получаем

ps =
1

γM 2
∞

+ (1− k) sin2 β +
1

Re
τnns, (2.25)

где
τnns = [(̂τττττττττ · n) · n]s =

(
τyy + τxx tg2 βs − 2τxy tg βs

)
s
cos2 βs.

Из уравнения (2.22) следует выражение для полной энтальпии на УВ

Hs = H∞ +
1

Re sin β
(J · n)s , (2.26)

где
(J · n)s = (Jy − Jx tg βs)s cos βs,
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(2.27)
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Наконец, из уравнения состояния (2.5) получаем

1

ρs
= k =

RAT ′
s

psV
2
∞

=
γ − 1

2γps

T ′
s

T0
, T0 =

V 2
∞

2c′p
, (2.28)

где T0 — температура адиабатически замороженного набегающего потока
(за вычетом температуры набегающего потока).

Соотношения (2.13)–(2.26) переходят в классические соотношения Ренки-
на–Гюгонио на УВ нулевой толщины, если пренебречь вязкостью и теплопро-
водностью газа, т. е. устремить число Рейнольдса к бесконечности. В этом
случае при заданном угле βs = βs (x) пяти соотношений (2.13)–(2.26), (2.28)
достаточно для определения пяти параметров на УВ. При учете эффектов
вязкости и теплопроводности, которые начинают проявляться при достаточно
малых числах Рейнольдса, этого сделать нельзя до решения задачи.

В связи с этим заметим, что производные по нормали к УВ, входящие
в выражения (2.21)–(2.26), в работе [20] вычислялись из уравнения Эйле-
ра и тем самым были получены приближенные выражения для параметров
потока на УВ. Однако точность результатов такого подхода априори трудно
оценить. Условия ((2.24)–(2.26), (2.28)) представляют собой граничные усло-
вия на УВ, иногда называемые условиями скольжения и скачка температуры
из-за несовпадения касательной составляющей скорости и полной энталь-
пии H за УВ с соответствующими величинами перед УВ за счет влияния
эффектов вязкости и теплопроводности, т. е. vτs 6= vτ∞, Hs 6= H∞. Эти эф-
фекты проявляются при достаточно низких числах Рейнольдса, как видно
из ((2.24)–(2.26), (2.28)). В идеальном газе, т. е. при Re → ∞, величины
vτ и H остаются непрерывными при переходе через УВ. Нормальная к УВ
составляющая скорости, давление и плотность при M∞ > 1 как в идеальном,
так и в вязком теплопроводном газе испытывают разрыв (скачок), но разный
по величине из-за влияния вязкости и теплопроводности.

Граничное условие (2.24) для скорости vys на УВ можно заменить эквива-
лентным условием, вытекающим из условия сохранения массы газа, протека-
ющей через замкнутый контур ONQOs (см. рис. 2.1), которое записывается
в виде:

ρ∞V∞πνrν+1
s =

ys(x)∫

0

(2πr)ν ρ∞ρv′xdy −
x∫

0

(
ρ∞ρv′y

)
w

(2πrw)ν dx, (2.29)

или через безразмерные величины

rν+1
s = (ν + 1)

ys(x)∫

0

ρvxrνdy − (ν + 1)

x∫

0

(ρvy)wrν
wdx, rs = rw + ys cos α. (2.30)

Здесь второе слагаемое справа в (2.29) дает суммарный массовый ежесекунд-
ный вдув (или отсос) газа через поверхность обтекаемого тела от вершины
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тела до текущего значения x. При решении уравнений НС или ВУС с гра-
ничными условиями на заданной границе y = ys(x), условие (2.30) может
служить дополнительным контролем точности решения задачи.

3. Коэффициенты сопротивления и теплопередачи

После решения задачи сформулированной выше, обычно требуется найти:
коэффициент давления

Cp =
ρ∞V 2

∞pw − p∞

ρ∞V 2
∞

/
2

= 2

(
pw − 1

γM 2
∞

)
. (2.31)

Локальный коэффициент трения — безразмерное напряжение трения, дей-
ствующее на единичную касательную площадку к обтекаемой поверхности
тела с внешней нормалью n в направлении вектора набегающего потока при
учете вдува (отсоса) и скольжения потока на обтекаемой поверхности, будет
определяться выражением (vx (x, 0) 6= 0, vy (x, 0) 6= 0)

Cf =
Fτ

ρ∞V 2
∞

/
2

=
2

Re
(τxy cos α − τy y sinα)w , (2.32)

где безразмерные напряжения τxy и τy y даются выражениями (2.8).
Локальный и суммарный коэффициенты конвективной теплопередачи

((H∞ − Hw) — безразмерная разность полных энтальпий)

CH =
J ′

y

ρ∞V 3
∞ (H∞ − Hw)

=

=
1

(H∞ − Hw)

µw

σwRe

[
∂H

∂y
+

σ

µ
(vxτxy + vyτyy) − ∂

∂y

v2
x + v2

y

2

]

w

, (2.33)

CH
∑ =

2ν

(H∞ − Hw)Rerν+1
w

x∫

0

[
∂H

∂y
+

σ

µ
(vxτxx + vyτxy)−

− 1

H1

∂

∂y

v2
x + v2

y

2

]

w

µw

σw
rν
wdx. (2.34)

Локальный и суммарный коэффициенты сопротивления

CD =
2Fz

ρ∞V 2
∞

=
2

Re

[
τxy cos α +

(
pw − 1

γM2
∞

− τyy

)
sinα

]
,

CD
∑ =

2Fz

ρ∞V 2
∞rν+1

w

=
2ν+1

Rerν+1
w

x∫

0

[
τxy cos α+

(
pw− 1

γM2
∞

−τyy

)
sinα

]
rν
wdx. (2.35)

Здесь Fz — суммарная сила, действующая на тело с длиной контура x
в направлении вектора набегающего потока (вдоль оси 0z (фигура)).
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4. Обобщенные уравнения вязкого ударного слоя при малых,
умеренных и больших числах Рейнольдса

При Re → ∞ и предположении, что в пристеночной области силы вяз-
кости имеют тот же порядок, что и силы инерции (гипотеза Прандтля), из
уравнений (2.2) и (2.1) получаем классические оценки для толщины этой
области и нормальной компоненты скорости в ней: y ∼ Re−1/2, v ∼ Re−1/2.
При учете этих оценок, оставляя в уравнениях (2.2)–(2.4) все инерционные
члены, члены с вязкостью и теплопроводностью О(1), O

(
Re−1/2

)
и члены, не

содержащие вторых производных по маршевой координате x (внепорядковые
члены O(Re−1)), получаем следующую композитную систему обобщенных
уравнений вязкого ударного слоя (ОУ ВУС):

∂

∂x
(rνρvx) +

∂

∂y
(H1r

νρvy) = 0, (2.36)

ρ
(
D vx +

vxvy

RH1

)
+

1

H1

∂p

∂x
=

1

H2
1r

νRe

∂

∂y

(
H2

1r
ντxy

)
+

ν sin α

rRe
(τxx − τϕϕ) , (2.37)

ρ

(
Dvy− v2

x

RH1

)
+

∂p

∂y
=

ν sinα

rRe
τxy+

1

RH1Re
(τyy−τxx)+

ν cos α

rRe
(τyy−τϕϕ) , (2.38)

ρDH =
1

H1r
νRe

∂

∂y
(H1r

νJy) +
ν sin α

rRe
Jx. (2.39)

Безразмерные компоненты тензора вязких напряжений τij (i, j =x, y, ϕ)
даются формулами (2.8), (2.9), из которых получаем нужные разности ком-
понент тензора напряжений, входящие в уравнения (2.37), (2.38):

τxx−τϕϕ =2µ (exx−eϕϕ)=2µ
[

1

H1

∂vx

∂x
+

vy

RH1
− ν

r
(vx sinα+vy cos α)

]
,

τyy − τxx = 2µ (eyy − exx) = 2µ
(

∂vy

∂y
− 1

H1

∂vx

∂x
− vy

RH1

)
,

τyy − τϕϕ = 2µ (eyy − eϕϕ) = 2µ
[
∂vy

∂y
− ν

r
(vx sinα + vy cos α)

]
,

(2.40)

а также выражения (2.27) для Jx и Jy. Таким образом, в систему ОУ ВУС не
входит объемный коэффициент вязкости.

Все разности (2.40) — порядка единицы, поэтому последний член справа
в уравнении (2.37) и два последних члена справа в уравнении (2.38) имеют
порядок Re−1. Такой же порядок имеет последнее слагаемое справа в урав-
нении (2.39).

В асимптотическом смысле они имеют, таким образом, третий порядок
малости и в классических уравнениях ВУС опускаются [7]. Однако их удер-
жание не меняет математической природы системы уравнений (2.36)–(2.39)
как при малых, умеренных, так и при больших числах Рейнольдса. При их
учете будет уточняться решение классических уравнений ВУС, приближая
его к решению полных уравнений НС.
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5. Обобщенные граничные условия на головной ударной волне

Как видно из общей записи динамических условий совместности на
головной ударной волне ((2.24)–(2.26), (2.28)), эффекты вязкости и теп-
лопроводности в них пропорциональны Re−1. Поэтому при Re → ∞ эти
условия переходят в классические условия Ренкина–Гюгонио для идеального
газа. Однако при умеренных и малых числах Рейнольдса, соответствующих
высотам 75 км, 6 z 6 110 км (для аппаратов типа «Буран» или «Шаттл»),
происходит утолщение ударного слоя и пограничного слоя и смыкание их
с образованием сплошной области неизэнтропического течения в ударном
слое на наветренной стороне обтекаемого тела [25]. На еще больших высотах,
порядка 120 км, реализуется переходной режим обтекания между контину-
альным и свободномолекулярным. На высотах порядка 130 км реализуется
почти свободномолекулярный режим обтекания [25].

Как показывают последние исследования [19], учет скорости скольжения
и скачка температуры на обтекаемой поверхности и головной УВ расширяют
область применимости классической модели ВУС для расчета теплопередачи
на наветренной стороне холодного затупленного тела, движущегося с гипер-
звуковой скоростью по траектории входа «Space Shuttle» (при радиусе затуп-
ления 1 м) до высот от 140 до 150 км, соответствующих числам Кнудсена
Kn∞ от 15 до 20. Поэтому есть основание утверждать, что если в обоб-
щенных условиях Ренкина–Гюгонио учесть члены O

(
Re−1/2

)
при условии,

что производные ∂/∂y = O
(
Re1/2

)
(как и в теории пограничного слоя),

то получаемые таким образом соотношения и их использование в качестве
граничных условий для обобщенных уравнений ВУС (2.36)–(2.39) будут
уточнять решение этих континуальных уравнений в переходном и почти
свободномолекулярном режимах обтекания и, возможно, расширяют область
их применения до еще более разреженных режимов течения.

Точные соотношения на УВ, получаемые из соотношений (2.24)–(2.26)
и (2.8), (2.9), (2.11), в безразмерных переменных запишутся в виде:

vxs = vxi − cos3 βs

Re sinβ

[
(τyy − τxx) tg βs +

(
1− tg2 βs

)
τxy

]
, (2.41)

vys = vxs tg βS − k
sin β

cos βs
, (2.42)

ps =
1

γM 2
∞

+ (1− k) sin2 β +
cos2 βs

Re

[
τyy + τxx tg2 βs − 2τxy tg βs

]
, (2.43)

Hs = H∞ +
cos βs

Re sin β
(Jy − Jx tg βs) . (2.44)

Безразмерные компоненты тензора вязких напряжений и компоненты векто-
ра удельного потока энергии J даются выражениями соответственно (2.8)
и (2.27). Безразмерная плотность ρs или обратная величина k = 1/ρs будут
вычисляться из уравнения состояния (2.5).
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Оценим члены с вязкостью и теплопроводностью в первом и двух по-
следних соотношениях (2.41)–(2.44) в предположении, что ∂vx/∂y, ∂H/∂y ∼
∼ O

(
Re1/2

)
, ∂vy/∂y ∼ O (1) (из уравнения неразрывности), т. е. сохраняя

порядок оценки членов с вязкостью и теплопроводностью, следующий из
предположения Прандтля о равенстве порядков инерционных членов и членов
с вязкостью, а также равенстве порядков конвективных членов и членов с теп-
лопроводностью. Это будет верхняя (максимальная) оценка диссипативных
членов, т. е. фактическая величина оставляемых членов с вязкостью и теп-
лопроводностью не будет больше величины главных членов в соотношениях
в (2.41)–(2.44), имеющих порядок единицы.

Тогда из соотношений (2.41)–(2.44) получаем с точностью O(Re−1) обоб-
щенные условия на УВ в виде:

vxs = vxi − cos βs sin 2βs

Re sin β

(
µ

∂vx

∂y

)

s
+ O

(
Re−1

)
, (2.45)

vys = vxs tg βs − k
sinβ

cos βs
+ O

(
Re−1

)
, (2.46)

ps =
1

γM 2
∞

+ (1− k) sin2 β +
sin 2βs

Re

(
µ

∂vx

∂y

)

s
+ O

(
Re−1

)
, (2.47)

Hs = H∞ − µs cos βs

Reσs sin β

[
∂H

∂y
+ (σ − 1)

∂v2
x

∂y

]

s

+ O
(
Re−1

)
. (2.48)

Заметим, что известные и используемые в численных расчетах в литературе
[5, 9, 17] условия (2.45), (2.47), (2.48) записаны без учета членов с вязкостью
в (2.47), а множители cos βs sin 2βs в (2.45) и cos βs в (2.48) заменены
единицей. Это не приводит к заметной ошибке при достаточно больших
числах Re и/или при расчете ближней окрестности точки торможения, где
βs = β − α → 0 при M∞ → ∞.

6. Уравнения Навье–Стокса и граничные условия в переменных
Дородницына–Лиза

При аналитическом и численном решении задач аэродинамики и тепло-
обмена важно рационально выбрать как независимые, так и зависимые пере-
менные. В теории ПС использование переменных Дородницына в форме Лиза
приводит к более слабой зависимости искомых функций от коэффициентов
уравнений, чем в исходных (физических) переменных, слабой зависимости
(для ламинарных течений) толщины пограничного слоя от продольной коор-
динаты, возможности получения при определенных условиях автомодельных
и квазиавтомодельных решений. Более того, было показано, что в переменных
Дородницына в рамках модели тонкого невязкого ударного слоя толщина УС,
профили скоростей и продольный градиент давления в окрестности точки тор-
можения, не зависят от профилей плотности вдоль оси, переменность которых
может быть обусловлена сжимаемостью или другими физико-химическими
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процессами в УС. В указанных переменных устанавливается слабая зависи-

мость отхода головной ударной волны от определяющих параметров задачи,

а также законы подобия [7].

Так как все эффекты второго порядка в теории ПС являются поправками

O
(
Re−1/2

)
к результатам классического ПС и содержатся в композитной

системе уравнений ВУС (гл. 1), отличающейся от полной системы уравне-

ний НС малыми членами O(Re−1 ∼ Kn), то естественно записать исходную

систему уравнений НС (2.1)–(2.5) и вытекающие из нее упрощенные модели

в переменных Дородницына–Лиза.

Поэтому в данной главе проводится идея, что если переменные Дород-

ницына–Лиза эффективны для получения и представления решения задач

теории ПС, то они будут так же эффективны и для получения и представ-

ления решения задач сверхзвукового обтекания в рамках более сложных

газодинамических моделей, в частности модели ВУС, включая и полные

уравнения НС.

Итак, преобразуем уравнения НС (2.1)–(2.5), граничные условия на теле

(2.12)–(2.15) и УВ (2.13)–(2.27) к новым независимым переменным, обобща-

ющим переменные типа Дородницына–Лиза ξ, η:

ξ = ξ (x) , η = η (x, y) ≡ 1

∆(x)

y∫

0

ρrνdy, r =
r

rw
= 1 + y

cos α

rw
. (2.49)

В теории пограничного слоя в силу малости y ∼ Re−1/2 получаем r = 1,

тогда переменные (2.49) переходят в переменные Дородницына–Лиза при

соответствующем выборе функций ξ(x) и ∆(x) [7]. Здесь ξ(x) и ∆(x) —

произвольные пока функции, выбираемые далее из соображений простоты

записи уравнений и граничных условий, а также для облегчения получения

предварительных оценок и, главным образом, численных решений уравнений

ВУС. Особо отметим роль функции ∆ (x), которая будет использована для

нормировки толщины ударного слоя на единицу, а также играть роль мас-

штабной функции, определяющей толщину вязкой области течения в ударном

слое около тела, в частности при больших числах Рейнольдса — толщину

пограничного слоя [7].

Обратное к (2.49) преобразование будет:

x = x (ξ) , rν+1 = 1 + ω∆, (2.50)

где

∆ = (ν + 1) ∆
cos α

rw
, ω ≡ ω (ξ, η) =

η∫

0

dt

ρ (ξ, t)
.
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Из (2.50) находим y как функцию новых переменных ξ, η:

y (ξ, η)
cos α

rw
=

(
1 + ω∆

) 1
ν+1 − 1. (2.51)

Для плоской задачи ν = 0, и зависимость y от новых переменных ξ, η
(2.51) приобретает простейший вид: y = ∆ω. Выберем теперь функцию ∆ (x)
из условия нормировки в переменных ξ, η толщины ударного слоя на единицу,
т. е. положим η = 1 на УВ. Тогда в переменной x из (2.49) получаем связь
∆ (x) с функцией ys(x):

∆ (x) =

ys(x)∫

0

ρrνdy. (2.52)

В новой переменной ξ из (2.50) получаем эту связь в виде:

∆ =
rν+1

s − 1

ωs
, rs = 1 + ys

cos α

rw
, ωs = ωs (ξ) =

1∫

0

1

ρ (ξ, η)
dη. (2.53)

Для плоской задачи (ν = 0) эта связь становится максимально простой:
∆ = ys/ωs. Таким образом, y, ys выражаются через пока неизвестную норми-
ровочную функцию ∆(x).

Перейдем далее к преобразованию системы уравнений НС к новым неза-
висимым переменным ξ, η (2.49).

Определим функцию тока ψ(x, y) из системы уравнений, тождественно
удовлетворяющей уравнению неразрывности (2.36):

∂ψ

∂x
= −(2π)νH1r

νρvy,
∂ψ

∂y
= (2π)νrνρvx, (2.54)

и будем искать ее в новых переменных в виде:

ψ(x, y) = b(x)f(ξ, η), b(x) = (2π)νu∗r
ν
w∆. (2.55)

Функцию f(ξ, η) назовем приведенной функцией тока. Если ввести еще
характерные безразмерные величины u∗ = u∗(x) = cosα, v∗ = v∗(x) = sinα
для максимального учета направления вектора скорости в ударном слое по
формулам:

u =
vx

u∗

=
v′

x

V∞u∗

, v =
vy

v∗
=

v′
y

V∞v∗
, (2.56)

то из уравнений (2.54) получаем для u и v выражения через приведенную
функцию тока в виде:
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u =
∂f

∂η
, ρ (k1u + k2v) = −

(
β0f + xξ′(x)

∂f

∂ξ

)
,

или

v = −k1
k2

u −
(
β0f + xξ′(x)

∂f

∂ξ

)
1

ρk2
.

(2.57)

Безразмерные коэффициенты β0, k1, k2 даются приводимыми ниже формулами.
Введем далее вместо безразмерных величин τij(x, y) (i, j = x, y, ϕ),

даваемых формулами (2.8), и вместо величин Jx (x, y) ,Jy (x, y), даваемых
формулами (2.27), соответственно безразмерные компоненты тензора вязких
напряжений τij(ξ, η) (i, j = ξ, η, ζ) и безразмерные проекции вектора потока
энергии X(ξ, η) и Y (ξ, η) в переменных ξ, η по формулам:

τxx(x, y) =
µu∗

xH1
τξξ(ξ, η), τyy(x, y) =

µu∗

xH1
τηη(ξ, η),

τϕϕ(x, y) =
µu∗

xH1
τζζ(ξ, η),

τxy(x, y) =
µu∗ρrν

∆
τξη(ξ, η) =

l

∆2

u2
∗∆

xH1r
ν τξη.

(2.58)

Jx(x, y) = − µ

σxH1
X(ξ, η),

Jy(x, y) = −µρrν

σ∆
Y (ξ, η) = − l

σ∆2

u∗∆

xH1r
ν Y (ξ, η),

(2.59)

где

l =
µρxH1r

2ν

u∗

.

Тогда остальные уравнения (2.2)–(2.4) в переменных (2.49) с учетом
уравнений (2.57) перепишутся в виде

β1u
2 + k3uv + xξ′(x)u

∂u

∂ξ
−

(
β0f + xξ′(x)

∂f

∂ξ

)
∂u

∂η
+

+
1

ρu2
∗

(
xξ′(x)

∂p

∂ξ
+ ρk1

∂p

∂ η

)
= (∇τ)ξ , (2.60)

β2uv − k4u
2 + xξ′(x)u

∂ v

∂ξ
−

(
β0f + xξ′(x)

∂f

∂ξ

)
∂v

∂η
+ k5

∂p

∂η
= (∇τ)η , (2.61)

xξ′(x)u
∂H

∂ξ
−

(
β0f + xξ′(x)

∂f

∂ξ

)
∂H

∂η
=

∂

∂η

(
l

Reσ∆2
Y

)
+ ε1X

′, (2.62)

где каждый член с вязкостью в (2.60), (2.61) (∇τ)ξ, (∇τ)η (не дивергенции
тензора) представляется в двух эквивалентных видах:

(∇τ)ξ =
∂

∂η

(
l

Re∆2
τξη

)
+

lk6

Re∆2
τξη + ε1τ

′
ξξ − ε2τζζ =

=
∂

∂η

(
l

Re∆2
τξη

)
+

lk6

Re∆2
τξη + ε1τ̃

′
ξξ + ε2 (τξξ − τζζ) , (2.63)
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(∇τ)η =
∂

∂η
(ε3τηη) + ε3τ

′
ξη − ε4τξξ − ε5τζζ =

=
H1r

ν

Rev∗∆

∂

∂η

(
µ

H1
τηη

)
+ ε3τ

′
ξη + ε4 (τηη − τξξ) + ε5 (τηη − τζζ) =

=
r ν

Rev∗∆

∂

∂η
(µτηη) + ε3τ

′
ξ η − ε4τξξ + ε5 (τηη − τζζ) . (2.64)

Здесь

τξξ (ξ, η) =
(
ζ − 2

3

)
∇′ · v + 2eξξ, ζ =

ζ

µ
=

ζ ′

µµ0
=

ζ ′

µ′ ,

τηη (ξ, η) =
(
ζ − 2

3

)
∇′ · v + 2eηη,

τζζ (ξ, η) =
(
ζ − 2

3

)
∇′ · v + 2eζζ ,

τξη (ξ, η) = eξ η, где eξξ = β1u + k3v + Du, eηη = ρk2
∂v

∂η
,

eζζ = ν (n1u + n2v) , eξη =
∂u

∂η
− k6u + k7 (β2v + Dv) ,

τ ′
ξξ = m1τξξ +

1

µ
D (µτξξ) , τ̃ ′

ξξ = m̃1τξξ +
1

µ
D (µτξξ) ,

ε1τ
′
ξξ = ε1τ̃

′
ξξ + ε2τξξ, m̃1 = m1 − ν

xH1 sin α

r
= m1 −

ε2
ε1
,

τ ′
ξη = m2τξη +

∆2

l
D

(
l

∆2
τξη

)
,

∇′ · v=eξξ+eηη+eζζ =β1u+k3v+Du+ρk2
∂v

∂η
+ν (n1u+n2v) ,

X = DH − D
(
v2x + v2y

)
· 1
2

+ σu2
∗ (uτξξ + ρk2vτξη) ,

σX ′ = m3X +
σ

µ
D

(
µ

σ
X

)
, D = xξ′(x)

∂

∂ξ
+ ρk1

∂

∂η
= x

∂

∂x
,

Y =
∂H

∂η
− 1

2

∂

∂η

(
v2x + v2y

)
+ σu2

∗ (uτξη + k7vτηη) .

(2.65)

В систему уравнений (2.57), (2.60)–(2.62) входит ряд безразмерных ко-
эффициентов, которые выражаются как через заданные (u∗, v∗, rw,α,R), так
и неизвестные до решения, определяемые в процессе решения задачи, вели-
чины ρ, ∆, y следующим образом:

β0 =
d ln b

d ln x
, β1 =

d lnu∗

d ln x
, β2 =

d ln v∗
d lnx

,

m1 = β1 +
ν

r
xH1 sin α +

y

RH1

d ln R

d ln x
− 1,

m2 = 2β1 +
d ln ∆

d ln x
+

ν

rw
x sinα +

y

RH1

d lnR

d ln x
− 1,

m3 = m1 − β1, n1 =
xH1 sinα

r
, n2 =

xH1v∗ cos α

ru∗

,

(2.66)
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k1 =
x

ρ

∂η

∂x
= −rν

∆
xξ′(x)

∂y

∂ξ
, k2 =

xH1r
νv∗

u∗∆
, k3 =

xv∗
Ru∗

,

k4 =
xu∗

Rv∗
, k5 =

xH1r
ν

u∗v∗∆
, k6 =

∆

ρH1r
νR

, k7 =
v∗∆

ρu∗xH1r
ν ,

ε1 =
µ

ρu∗xH1

1

Re
, ε2 = ν

µ sin α

ρu∗r

1

Re
, ε3 =

µrν

v∗∆

1

Re
,

ε4 =
µ

ρv∗RH1

1

Re
, ε5 = ν

µ cos α

ρv∗r

1

Re
.

Все эти коэффициенты являются безразмерными, а все коэффициенты εi

(i = 1÷ 5) обратны числу Re.
Исключим из уравнения (2.60) производную ∂p/∂η с помощью уравнения

(2.61) и одновременно слагаемое k3uv, подставляя в него выражение для
v из второго уравнения (2.57). Тогда получим более простое и удобное
для дальнейшего асимптотического анализа и решения уравнение количества
движений в проекции на ось x:

β1u
2 + xξ′(x)u

∂u

∂ξ
−

(
β0f + xξ′ (x)

∂f

∂ξ

) (
∂u

∂η
+ k6u

)
=

= − 1

ρu2
∗

xξ′(x)
∂p

∂ξ
+

∂

∂η

(
l

Re∆2
τξη

)
+

lk6

Re∆2
τξη + Φv + Φτ , (2.67)

где

Φv = ρk1k7
[
β2uv + xξ′(x)

∂v

∂ξ
−

(
β0f + xξ′(x)

∂f

∂ξ

)
∂v

∂ η

]
,

Φτ = ε1τ̃
′
ξξ+ε2 (τξξ−τζζ)−ρk1k7

[
∂

∂η
(ε3τηη)+ε3τ

′
ξη−ε4τξξ−ε5τζζ

]
.

(2.68)

Таким образом, окончательная система уравнений НС в переменных ξ, η
будет состоять из шести уравнений (2.57), (2.60)–(2.62), (2.67), (2.51) для
определения шести функций: u, f , v, p, ρ, T (или H).

7. Граничные условия в переменных ξ, η

Граничные условия на стенке (2.12) в переменных ξ, η будут

u(ξ, 0) = 0, (ρv)w =
q (x)

ρ∞V∞v∗
. (2.69)

Граничное условие при заданной температуре стенки (2.13) не изменит
свой вид:

T (ξ, 0) = Tw(ξ), (2.70)

или это условие заменяется при определении равновесно-радиационной
температуры стенки при условии прилипания касательной составляющей
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скорости и заданном вдуве (отсосе) балансовым условием (2.14), которое
в переменных ξ, η принимает вид:

[
µρ

σ∆

(
∂H

∂η
− v2∗v

∂v

∂η

)
+

µu∗v∗
x

vτηη

]

η=0
=

R0ε

µ0V
2
∞

σBT 4
w. (2.71)

При наличии уноса массы с обтекаемой поверхности в газовой фазе того
же химического состава, что и набегающий поток, под действием конвектив-
ного нагрева условие (2.15) в переменных ξ, η перепишется в виде:

[
µρ

σ∆

(
∂H

∂η
− v2∗v

∂v

∂η

)
+

u∗v∗µ

x
vτηη

]

y=0
− R0εσBT 4

w

µ0V
2
∞

=
v∗Re

V 2
∞

(ρv)w HΦ. (2.72)

Условия скольжения скорости и скачка температуры в переменных ξ, η будут:

u (x, 0) =
2− θ

θ

√
π

2

µρ

Re∆
√

pρ

∂u

∂η

∣∣∣∣
η=0

,

T (x, 0) = Tw +
2− α

ασ

2γ

γ + 1

√
π

2

µρ

Re∆
√

pρ

∂T

∂η

∣∣∣∣
η=0

.

(2.73)

Граничные условия в набегающем потоке для решения полной системы урав-
нений НС, если принять u∗ = cos α, v∗ = sinα, будут:

u(ξ,∞) =
vx∞

u∗

= 1, v(ξ,∞) =
vy∞

v∗
= 1,

ρ(ξ,∞) = 1, p(ξ,∞) =
1

γM 2
∞

, H ′(ξ,∞) = H ′
∞ ≡ cpT

′
∞ +

V 2
∞

2
.

(2.74)

Граничные условия на искомой УВ y = ys(x) (или ηs = 1) (2.13)–(2.26) при
использовании (2.58) запишутся в виде:

u(ξ, 1) = ui − m4s
cos3 βs

sinβ

[
lτξη

Re∆2

(
1− tg2 βs

)
− ε6 (τηη − τξξ) tg βs

]

s
, (2.75)

где

ui =
[
1 + k tg2 βs − (1− k) tg βs tg α

]
cos2 βs,

v(ξ, 1) =
u∗

v∗
u(ξ, 1) tg βs − k

v∗

sinβ

cos βs
,

p(ξ, 1) =
1

γM 2
∞

+ (1− k) sin2 β+

+ m5s cos2 βs

[
−2 l τξη,

Re∆2
tg βs + ε6

(
τηη + τξξ tg2 βs

)]

s
, (2.76)

H(ξ, 1) = H∞ − m4s
cos βs

sinβ

(
l

Re∆2σ
Y − ε6X

)

s
,
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k =
1

ρs
=

RA

V 2
∞

Ts

ps
=

γ − 1

2γps

Ts

T0
,

где

m4 =
u∗∆

xH1r
ν , m5 =

u2
∗∆

xH rν = m4u∗,

ε6 =
µrν

u∗∆

1

Re
, 1 =

1

∆

ys(x)∫

0

ρrνdy.

Индекс s в (2.75), (2.76) означает, что соответствующие выражения должны
вычисляться при y = ys(x).

В коэффициенты сформулированной выше задачи в переменных ξ, η вхо-
дит неизвестная (не определенная явно до решения задачи) функция ∆(x),
связанная в переменных ξ, η c отходом УВ y = ys(x) через решение соотно-
шением (2.53). В исходных переменных x, y эта связь дается (2.52). Можно
получить дополнительное уравнение, связывающее ∆(x) с y = ys(x) в пере-
менных ξ, η, и тем самым выразить ∆(x) и ys(x) через искомое решение. Для
этого воспользуемся балансовым соотношением (2.30). В переменных ξ, η оно
перепишется, если положить характерную скорость u∗ = cos α в виде:

rν+1
s = ∆

1∫

0

udη − Q, ∆ = (ν + 1)∆
cos α

rw
, Q =

ν + 1

rν+1
w

x∫

0

(ρ vy)w rν
wdx, (2.77)

где Q — безразмерный суммарный расход газа через поверхность тела от его
вершины до текущего значения координаты x. Соотношение (2.77) и есть
дополнительное условие, связывающее ∆(x) с ys(x). Запишем его через
приведенную функцию тока на УВ fs = f (ξ, 1). Интегрируя первое уравнение
(2.57) от 0 до 1, получим

fs =

1∫

0

udη + fw (ξ) . (2.78)

Приведенная функция тока на стенке fw с учетом первого равенства (2.54)
и (2.55) будет связана с расходом Q соотношением

−fw = Q/∆. (2.79)

Исключая
1∫
0

udη из (2.78), с использованием (2.77) и (2.79) найдем

∆fs = rν+1
s . (2.80)

Это выражение для fs, представляющее приведенную функцию тока fs

на УВ, т. е. при η = 1, можно также получить из второго уравнения (2.57),
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записанного на контуре y = ys(x). Из уравнений (2.53) и (2.80) находим
окончательное выражение для ∆ и ys(x):

∆ =
1

fs − ωs
, ys =

rw

cos α

[(
1 +

ωs

fs − ωs

) 1
ν+1 − 1

]
. (2.81)

Для плоской задачи выражение для отхода УВ ys принимает совсем
простой вид:

ys =
rw

cos α

ωs

fs − ωs
.

Формулы (2.81) дают масштабную (вспомогательную) функцию ∆ и отход
УВ, выраженные через искомое решение. Функции y(ξ, η) c использовани-
ем (2.51) и выражения для ∆ (2.81) можно дать окончательное выражение

y (ξ, η) =
rw

cos α

[(
1 +

ω

fs − ωs

) 1
ν+1 − 1

]
. (2.82)

Подставляя выражения для ∆ из (2.81) в (2.79), получим

−fw = (fs − ωs)Q.

Таким образом, выражения (2.81), (2.82) замыкают через искомое решение все
коэффициенты (2.66), входящие в уравнения НС, и граничные условия (2.76).

8. Оценка порядка коэффициентов системы уравнений НС
в переменных ξ, η

При сверх- и гиперзвуковом обтекании затупленных тел характерными
определяемыми параметрами являются отношение плотностей k = ρ∞/(ρ∞ρs)
до и сразу после головного скачка уплотнения и число Re. Для совер-
шенного газа с постоянными теплоемкостями при больших числах Маха
и Re параметр k можно вычислять явно, а его наибольшее значение в УС
равно k = (γ − 1)/(γ + 1). При учете физико-химических процессов вязко-
сти и теплопроводности в УС для газа эта величина меняется в пределах
k = 0,05÷ 0,2, при метеорных скоростях порядка нескольких десятков кило-
метров в секунду k становится еще меньше. При движении тел в атмосфере
Земли с числами Маха M∞ > 6 этот параметр определяет толщину ударного
слоя: ys ∼ k (см. также (2.81) ) и будет далее варьироваться как определяю-
щий параметр от единицы до нуля. Число Re также является определяющим
параметром и характеризует толщину ПС и толщину структуры УВ.

Для вывода асимптотически упрощенных уравнений НС при умеренных
и больших числах Рейнольдса необходимо сначала оценить порядок всех ко-
эффициентов (2.66), входящих в уравнения НС, и граничные условия (2.76),
записанных в переменных Дородницына–Лиза ξ, η.



8. Оценка порядка коэффициентов системы уравнений НС в переменных ξ, η 91

Из (2.66) получаем в окрестности линии торможения (∆=∆0+x2∆2 + . . .,
R = R0 + x2R2 + . . ., u∗ = cos α, v∗ = sinα),

β0 =
x tg α

R
+ ν

x sin α

rw
+ x

∆′
x

x
, β0 (0) = ν + 1,

β1 =
d lnu∗

d ln x
=

x tg α

R
, β1 (0) = 1,

β2 =
d ln v∗
d lnx

= − x

R tg α
, β2 (0) = 0,

m1 (0) = ν, m2 (0) = ν + 1, m3 (0) = ν − 1,

n1 =
xH1 cos α

r u∗

, n1 (0) = 1,

n2 =
xH1 sinα

r
, n2 (0) = 1.

Следовательно, все приведенные здесь коэффициенты имеют порядок еди-
ницы:

β0 ∼ β1 ∼ β2 ∼ 1, m1 ∼ m2 ∼ m3 ∼ 1, n1 ∼ n2 ∼ 1. (2.83)

Из (2.77) или (2.81) находим:

∆′ (x) ∼ R0 = R (0) , ∆ (x) ∼ 1. (2.84)

Так как физическая область интегрирования ударного слоя в нормированных
переменных (2.49), (2.52) преобразуется в полуполосу постоянной ширины: 0 6

6 ξ < ξ⋆, 0 < η < 1, т. е. η ∼ 1. Тогда fs ∼ 1, ωs ∼ k < 1 и из (2.82) получаем
оценку:

y ∼ ω∆ ∼ k∆ ∼ k, ω ∼ k ∼ ρ−1 < 1. (2.85)

С учетом (2.84), (2.85) из (2.66) получаем следующие оценки для всех
коэффициентов ki (i = 1, . . ., 7):

k1 ∼ k, ρk1 ∼ 1, k2 ∼ k3 ∼ k4 ∼ k5 ∼ 1, k6 ∼ k7 ∼ k. (2.86)

Все коэффициенты εi (i = 1, . . ., 5) по порядку обратны числу Рейнольдса:

ε1 ∼ ε2 ∼ ε4 ∼ ε5 ∼ kRe−1, ε3 ∼ Re−1. (2.87)

Коэффициенты, входящие в граничные условия на УВ (2.75) (2.76), имеют
следующий порядок:

m4s ∼ m5s ∼ 1, ε6s ∼ Re−1. (2.88)

Из (2.57) следует: v ∼ k.
Оценки для безразмерных компонентов тензора вязких напряжений

τij(i, j = ξ, η, ζ) (2.65) и потоков энергии X, Y (2.65) будут

τξξ ∼ τηη ∼ τζζ ∼ τξη ∼ τ ′
ξξ ∼ τ ′

ξη ∼ ∇′ · v ∼ X ∼ X ′ ∼ Y ∼ 1. (2.89)

Наконец,
Φv ∼ k2, Φτ ∼ kRe−1. (2.90)

Полученные оценки будут использоваться при выводе обобщенных урав-
нений ВУС (см. п. 10).
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9. Коэффициенты сопротивления и теплопередачи
в переменных ξ, η.

Коэффициент давления остается в прежнем виде (2.31). Локальный коэф-
фициент трения в направлении вектора набегающего потока (2.32) в перемен-
ных ξ, η преобразуется к виду (u∗ = cos α, v∗ = sinα)

Cf =
2

Re

µwρw cos2 α

∆
(τξη − k7τηη)w . (2.91)

Локальный и суммарный коэффициенты конвективного теплообмена будут:

CH =
J ′

ρ∞V 3
∞ (H∞ − Hw)

=
µwρw

(H∞ − Hw) σwRe∆

[
∂H

∂η
+ σu2

∗ (uτξη+

+k7v τηη) − ∂

∂η

(
u2
∗u

2 + v2
∗v

2

2

)]

w

,

CH Σ =
2ν

(H∞ − Hw)Rerν+1
w

x∫

0

µwρw

σw ∆

[
∂H

∂η
+ σu2

∗ (u τξη + k7v τηη)−

− ∂

∂η

(
u2
∗u

2 + v2
∗v

2

2

)]

w

rν
wdx.

(2.92)

Локальный и суммарный коэффициенты сопротивления в переменных ξ, η
будут:

CD =
2

Re

µwρw cos2 α

∆

[
τξη +

∆

µρ cos2 α

(
pw − 1

γM 2
∞

)
− k7τηη

]

w

, (2.93)

CD Σ =
2ν+1

Re

x∫

0

µwρw cos2 α

∆

[
τξη +

∆

µρ cos2 α

(
pw − 1

γM 2
∞

)
− k7τηη

]

w

rν
wdx.

Здесь безразмерные напряжения трения τξη и τηη даются формулами
(2.65).

10. Обобщенные уравнения вязкого ударного слоя с условиями
скольжения и скачка температуры на обтекаемой поверхности
и обобщенными условиями Ренкина–Гюгонио на головной

ударной волне

Главным параметром, по которому будет производиться оценка членов
уравнений НС, записанных в переменных ξ, η, будет число Рейнольдса,
стремящееся к бесконечности. Малый параметр k ∼ ρ−1 (степень сжатия
газа в ударном слое) будет играть вспомогательную роль. Будем исходить
из предположения, что u ∼ 1, f ∼ 1. Тогда из уравнений (2.57) следует, что
первое уравнение (2.57) есть равенство величин одного порядка О(1). Правая
часть второго уравнения имеет O(k). Откуда следует, что v ∼ k, т. к. k1 ∼ k,
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k2 ∼ 1. Таким образом, уравнения (2.57) не упрощаются, т. е. уравнение
неразрывности, следствием которого являются уравнения (2.57), остается
в неизменном (точном) виде.

Рассмотрим далее уравнение (2.60) и его следствие (2.67). Инерционные
члены в (2.60) имеют О(1) за исключением члена k3uv ∼ k. Если не делать
гиперзвукового приближения, т. е. не устремлять k к нулю, то этот член
следует оставить.

Далее на основании гипотезы Прандтля, что в пристенном слое си-
лы вязкости и силы инерции имеют один порядок, получаем Re∆2 ∼ 1,
откуда ∆ и, следовательно, y (см. (2.49)) в этом слое имеем порядки
∆ ∼ Re−1/2, y ∼ kRe−1/2. Порядок этих величин во всем ударном слое, как
уже отмечалось раньше (2.85), будет ∆ ∼ 1, y ∼ k. Второй член в (∇τ)ξ

в пристеночном слое будет lk6/Re∆2 ∼ kRe−1/2, т. е. этот член второго
порядка теории пограничного слоя и в уравнениях ВУС оставляется.

Следует заметить, что в обобщенном параметре Чепмена–Рубезина l =
= µρx H1r

2ν/u∗ есть члены ∼ Re−1/2 и Re−1, которые при строгом асимп-
тотическом анализе следует опустить. Однако эти члены не изменяют главного
порядка как в первом, так и во втором слагаемом в уравнении (2.63). Поэто-
му их мы будем оставлять в точном виде и далее. Члены с коэффициентами
ε1, ε2 ∼ kRe являются внепорядковыми — члены третьего приближения. Од-
нако мы их будем оставлять, т. к. они не повышают порядок уравнения (содер-
жат только сами искомые функции и их первые производные по координатам,
см. (2.63)).

Наконец, член ε1τ
′
ξξ или во втором представлении эквивалентный член

ε1τ̃
′
ξξ имеют третий порядок малости ∼ Re−1 и должны быть опущены.

Однако они содержат три сорта слагаемых: сами искомые функции, их первые
производные по координатам и, наконец, вторые производные по продольной
координате x, которые доставляют эллиптические свойства в полной системе
уравнений НС и будут опускаться в обобщенной системе уравнений вязкого
ударного слоя. Действительно (см. (2.65)):

τ ′
ξξ = m1τξξ +

(
1

µ

)
D (µτξξ) , (2.94)

где

τξξ = 2 (β1u + k3v + D u) +
(
ζ − 2

3

)
∇′ · v = τ−

ξξ +
(
ζ +

4

3

)
D u, (2.95)

τ−
ξξ =

(
ζ +

4

3

)
(β1u + k3v) +

(
ζ − 2

3

) [
ρk2

∂v

∂η
+ ν (n1u + n2v)

]
.

Оператор D в (2.94) появляется от наличия первой производной по про-
дольной координате x в τξξ:

D(. . .) = x ξ′ (x)
∂ (. . .)

∂ξ
+ ρk2

∂ (. . .)

∂η
≡ x

∂ (. . .)

∂x
.
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Тогда подстановка τξξ (2.95) во второе слагаемое в (2.94) порождает вторые
производные по x. Поэтому, если не учитывать вторые производные по марше-
вой координате x, то выражение (2.94), входящее в (∇τ)ξ, следует записать
в виде

(
τ−
ξξ

)′
= m1τξξ +

1

µ
D

(
µτ−

ξξ

)
= m1

[
τ−
ξξ +

(
ζ +

4

3

)
Du

]
+

1

µ
D

(
µτ−

ξξ

)
, (2.96)

которое уже не будет содержать вторых производных по маршевой координа-
те x, однако вторые смешанные производные в (2.96) останутся.

Обратимся теперь к выражению τ̃ ′
ξξ, входящему во второе представление

(∇τ)ξ в (2.63). По определению (2.65)

τ̃ ′
ξξ = m̃1τξξ +

1

µ
D (µτξξ) =

(
m1 − ν

xH1 sin α

r

)
τξξ +

1

µ
D (µτξξ) . (2.97)

Опуская опять вторые производные по x от безразмерной скоро-
сти u в (2.97), получим вместо (2.96):

(
τ̃−
ξξ

)′
= m̃1τξξ +

1

µ
D

(
µ τ−

ξξ

)
, m̃1 = m1 − ν

xH1 sinα

r
. (2.98)

В итоге «вязкие» члены, входящие в уравнение (2.60) в параболизованном
приближении (пренебрежении вторыми производными по маршевой коорди-
нате), запишутся в двух эквивалентных видах:

(∇τ)ξ =
∂

∂η

(
l

Re∆2
τξη

)
+

l k6

Re∆2
τξη + ε1

(
τ−
ξξ

)′
− ε2τζζ =

=
∂

∂η

(
l

Re∆2
τξη

)
+

l k6

Re∆2
τξη + ε1

(
τ̃−
ξξ

)′
+ ε2 (τξξ − τζζ) . (2.99)

Далее рассмотрим порядки членов в выражениях (2.64). Снова члены
с множителями ε4 ∼ ε5 ∼ kRe−1 являются малыми третьего порядка, и мы,
тем не менее, будем их удерживать в уравнении потому, что они не повышают
порядок производных по x выше первого. Рассмотрим первый член в третьем
выражении (2.64), пропорциональный (∂/∂η) (µτηη). В невязкой области он

пропорционален Re−1, в пристенной области имеет порядок Re−1/2. Однако
его удержание возможно только в полной системе уравнений НС. В па-
раболизованных уравнениях ВУС он будет повышать порядок производных
по η, и, тем самым, в них не будет хватать одного условия для определения
отхода УВ. Поэтому в уравнениях ВУС и обобщенных уравнениях ВУС
этот член опускается. Его появление в уравнениях НС дает возможность
исследовать навье-стоксовскую структуру УВ.

Вторые производные по маршевой координате x в (∇τ)η будут содержаться
в члене ε3τ

′
ξη (2.64). Действительно, имеем (2.65):

τ ′
ξη = m2τξη +

∆2

l
D

(
l

∆2
τξη

)
, τξη =

∂u

∂η
− k6u + k7 (β2v + D v) . (2.100)
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Подстановка τξη в τ ′
ξη приводит к появлению второй производной

∂2v/∂ξ2(или ∂2v/∂x2). Поэтому, вводя обозначение для сокращенного
выражения для напряжения τ−

ξη, без слагаемого k7Dv в (2.100):

τ−
ξη =

∂u

∂η
− k6u + k7β2v, (2.101)

(
τ−
ξη

)′
= m2τξη +

∆2

l
D

(
l

∆2
τ−
ξη

)
, (2.102)

не содержащего второй производной от v по ξ (или x).
В итоге, выражение для вязких членов (∇τ)η в обобщенных уравнениях

ВУС в переменных ξ, η можно записать в следующих трех видах:

(∇τ)η = ε3

(
τ−
ξη

)′
− ε4τξξ − ε5τζζ =

= ε3

(
τ−
ξ η

)′
+ ε4 (τη η − τξξ) + ε5 (τηη − τζζ) =

= ε3

(
τ−
ξ η

)′
− ε4τξ ξ + ε5 (τηη − τζζ) . (2.103)

Важно отметить, что количественно все эти три выражения отличаются
друг от друга на малую величину ∼ kRe−1.

Обратимся теперь к параболизации уравнения (2.65). Функция Φv ∼ k2

и ее следует оставить в обобщенных уравнениях ВУС. Функцию Φτ согласно
преобразованиям напряжений τ ′

ξξ и τ ′
ξη (2.63) и опускания вторых производ-

ных по η следует заменить на

Φ−
τ = ε1

(
τ−
ξξ

)′
− ε2 (τξξ − τζζ) − ρk1k7

[
ε3

(
τ−
ξη

)′
− ε4τξξ − ε5τζζ

]
. (2.104)

Последние два слагаемых согласно оценкам k1, k7, ε4, ε5 будут ∼ k2Re−1.
Наконец, уравнение энергии (2.62) после опускания вторых производных

по x от H, vx и vy принимает следующий вид:

x ξ′ (x)u
∂H

∂ξ
−

(
β0f + xξ′ (x)

∂f

∂ξ

)
∂H

∂η
=

∂

∂η

(
l

Reσ∆2
Y

)
+ ε1

(
X−

)′
, (2.105)

где (
X−

)′
= m3X +

1

µ
D

(
µX−

)
, X− = σu2

∗ (u τξξ + ρk2v τξη) .

Важно заметить, что при замене операторов
1

a
D (a τ) на

1

a
D (a τ−) опуска-

ются не только вторые производные по продольной координате x, но и некото-
рые первые производные по x. Если опускать только производные второго по-
рядка по x, то усложняются выражения для τ−. Этот более детальный вывод
обобщенных уравнений ВУС будет опубликован в последующих статьях.

Итак, система обобщенных уравнений ВУС будет состоять из уравнений
(2.57), (2.60) (выражение в нем для (∇τ)ξ будет (2.99)) или уравнения (2.65)

(выражение в нем для Φτ будет Φ−
τ (2.104)), уравнения (2.61) (выраже-

ние в нем для (∇τ)η будет (2.103)) и, наконец, уравнения (2.62) и будет
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заменяться на уравнение (2.105). Граничные условия на обтекаемой поверх-
ности (2.69)–(2.73) для этой системы уравнений останутся без изменений.
Граничные условия на УВ (2.75), (2.76) также останутся без изменений.

Ясно, что полученные выше обобщенные уравнения ВУС будут давать
уточнение решения уравнений ВУС, приближая его к решению полных урав-
нений НС в некотором диапазоне промежуточных чисел Рейнольдса.

Именно при достаточно больших числах Рейнольдса обобщенные урав-
нения ВУС будут давать решение, близкое к решению уравнений НС. При
уменьшении же числа Re обобщенные уравнения ВУС будут уточнять ре-
шение уравнений ВУС, но начиная с некоторого достаточно малого числа
Рейнольдса они, так же как и уравнения ВУС и НС, не будут давать физиче-
ски правильного решения. Например, коэффициент теплопередачи стано-
вится больше единицы. Установление нижней границы по числу Рейнольдса
применимости обобщенных уравнений ВУС и верхней границы, ниже кото-
рой эти уравнения уточняют решение ВУС, может быть получено только
численно. Обобщенные уравнения ВУС выведены асимптотическим (в итоге
приближенным) методом.

В заключение приведем уравнения ВУС в переменных ξ, η, т. е. опустим
в обобщенных уравнениях ВУС члены O(Re−1), независимо от величины
параметра k. Получаем:

u =
∂f

∂η
, ρ (k1 u + k2v) = −

(
β0f + x ξ′ (x)

∂f

∂ξ

)
,

β1u
2 + x ξ′ (x) u

∂u

∂ξ
−

(
β0f + x ξ′ (x)

∂f

∂ξ

) (
∂u

∂η
+ k6u

)
=

= −x ξ′ (x)

ρ cos α

∂p

∂ξ
+

∂

∂η

(
l

Re∆2
τξη

)
+

l k6

Re∆2
+ Φv,

β2u v − k4u
2 + x ξ′ (x) u

∂ v

∂ξ
−

(
β0f + x ξ′ (x)

∂f

∂ξ

)
∂v

∂η
= −k5

∂p

∂η
,

x ξ′ (x) u
∂H

∂ξ
−

(
β0f + x ξ′ (x)

∂f

∂ξ

)
∂H

∂η
=

∂

∂η

(
l

Reσ∆2
Y

)
,





(2.106)

где Φv сохраняет выражение (2.68),

Y =
∂H

∂η
− u2

∗ u
∂u

∂η
+ σu2

∗ (u τξη + k2v τη η) ,

τξη =
∂u

∂η
− k6u + k7β2v, l =

µρxH1r
2ν

u∗

,

τηη =
(
ζ − 2

3

)
[β1u + k3v + ν (n1u + n2v)] .

При этом входящие в коэффициенты уравнений, в частности в выражение
для l, величины H1, r остаются в точном виде, хотя и повышают порядок
малости до O(Re−1) в некоторых их членах.
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Условия на УВ (разд. 7) после опускания членов O(Re−1) для уравнений
ВУС будут:

u (ξ, 1) = ui − m4s
cos βs sin 2βs

Re∆2 sin β
(l τξη)η=1 ,

v (ξ, 1) =
u∗

v∗
u (ξ, 1) tg βs − k

v∗

sin β

cos βs
,

p (ξ, 1) =
1

γM 2
∞

+ (1− k) sin2 β + sin 2βs

(
l m5

Re∆2
τξη

)

s
,

H (ξ, 1) = H∞ − µs cos βs

Reσs sin β
Ys.

(2.107)

Заметим, что используемые в литературе [5, 9, 17] условия (2.107) — без
учета члена вязкости для p (ξ, 1), а множители cos βs sin 2βs в u (ξ, 1) и cos βs

в H (ξ, 1) заменены на единицу. Это вносит ошибку при достаточно больших x
при умеренных числах M∞, когда отклонение УВ от контура тела становится
достаточно большим.

Заключение

Полученные в последнее время результаты показали [19], что упрощенные
уравнения Навье–Стокса (уравнения вязкого ударного слоя) c условиями
скольжения и скачка температуры на обтекаемой поверхности и головной
ударной волне дают правильное значение тепловых потоков и сопротивления
в задачах гиперзвукового стационарного ламинарного обтекания затупленных
тел в переходном режиме обтекания до высот 120 км на траектории спуска
аппарата «Space Shuttle».

Получена новая обобщенная система уравнений вязкого ударного слоя,
в которой при Re = ρ∞V∞R0/µ0 → ∞ удерживаются члены O(1), O

(
Re−1/2

)
,

а также члены O
(
Re−1

)
, не повышающие порядок этой системы по про-

странственной маршевой координате, что дает возможность применять для ее
решения эффективный эволюционно-маршевый метод глобальных итераций
по продольному градиенту давления (1 ÷ 2 итерации), разработанный ранее
[11, 12]. Неявные методы установления решения уравнений Навье–Стокса
требуют 200 ÷ 300 итераций по временному разностному шагу. Попутно
выявлена роль объемного коэффициента вязкости. Показано, что его учет
относится к эффектам третьего порядка и этот коэффициент не входит
в уравнения ВУС и обобщенные уравнения ВУС.

Получены также обобщенные условия Ренкина–Гюгонио на головной
ударной волне, которые уточняют приближенные классические условия,
широко используемые в современных работах по аэротермодинамике,
и распространяют область применимости континуальных моделей на область
переходного режима обтекания.

Сравнения решений уравнений вязкого ударного слоя показывают их
практическое совпадение с решением УНС. Таким же свойством, как ясно

4 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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из предыдущего, обладают и обобщенные уравнения вязкого ударного слоя.
Полученная модель этих уравнений будет весьма экономной по временным
затратам при расчете течений многокомпонентных реагирующих газов, как
и классическая модель вязкого ударного слоя [15].

Решения УНС можно будет получить методом глобальных итераций по
«эллиптическим» диссипативным членам (первые слагаемые в выражениях
(2.7) ) вместе с объединением их с глобальными итерациями по продольному
(маршевому) градиенту давления ∂p/∂x в обобщенных уравнениях вязкого
ударного слоя.

Обобщенные параболизованные УНС получаются из системы уравнений
(2.36)–(2.39) добавлением в уравнение (2.38) справа члена (1/Re) (∂/∂y) τyy,
повышающего его порядок по нормальной координате на единицу, и тогда для
этой системы необходимо выставить граничные условия в набегающем потоке
(2.17), как для полной системы УНС. Головная УВ будет получаться в резуль-
тате сквозного расчета от условий в набегающем потоке до обтекаемого тела.

Исследования поддержаны Роснаукой (Гос. контракты 02.740.11.0615
и П594) и Российским фондом фундаментальных исследований (РФФИ)
(Грант 11–01–00504 а).
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НОВАЯ ФОРМА СООТНОШЕНИЙ ПЕРЕНОСА

«СИЛЫ ЧЕРЕЗ ПОТОКИ» ДЛЯ МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ

СМЕСЕЙ ГАЗОВ И ПЛАЗМЫ С ТОЧНЫМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ ПЕРЕНОСА И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Г.А. Тирский
Московский Физико-технический институт,

Научно-исследовательский институт механики МГУ им. М.В. Ломоносова

Уравнения гидродинамики для смесей газов и плазмы в настоящее время
выводятся двумя принципиально различными способами.

Первый из них — феноменологический, основывается на применении
к среде понятий механики сплошной среды, законов сохранения массы, коли-
чества движения и энергии и методов термодинамики необратимых процес-
сов. Этот подход обладает большой общностью и может быть применен для
широкого класса сред даже в тех случаях, для которых не сформулированы
соответствующие кинетические уравнения. Присущий ему недостаток — от-
сутствие алгоритма вычисления коэффициентов переноса (коэффициентов
вязкости, теплопроводности, диффузии, термодиффузии, диффузионного тер-
моэффекта, электропроводности и многих других перекрестных коэффициен-
тов, появляющихся в случае плазмы с электромагнитными полями).

Второй — статистический, основывается на молекулярно-кинетических
представлениях о веществе и применяется для вывода уравнений гидродина-
мики для сред, для которых сформулированы соответствующие кинетические
уравнения (разреженный и умеренно плотный газ, идеальная и неидеальная
плазма, релятивистский газ и др.). При этом подходе, во-первых, выясня-
ется, при каких условиях среда (жидкость, газ, плазма и др.) может быть
описана гидродинамическими (макроскопическими) уравнениями. Во-вторых,
при молекулярно-кинетическом подходе возможно получение явных выраже-
ний соответствующих коэффициентов переноса при известных (заданных)
потенциалах взаимодействия между частицами. Последние добываются или
из эксперимента, или из квантово-механических вычислений.

Коэффициенты молекулярного переноса являются фундаментальными ха-
рактеристиками вещества и выявление их зависимости от гидродинамических
переменных, т. е. установление связи между микроскопическими и макро-
скопическими свойствами вещества, представляет собой одну из основных
задач кинетической теории вещества, которая успешно решается для газов
и плазмы.
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B итоге, однако, феноменологический и кинетический подходы очевидно
дают одинаковую структуру универсальных уравнений сохранения массы,
количества движения и энергии и оба способа базируются на представлениях
сплошной среды, предполагающих введение физически бесконечно малого
объема для определения понятия «точка», а с другой стороны — «жидкой ча-
стицы», обладающей свойствами самой среды. В одной и той же точке могут
присутствовать сразу несколько сортов частиц. Последнее есть также одно
из предположений как гидродинамического, так и кинетического подходов.
Корпускулярное строение вещества при кинетическом подходе проявляется
только при рассмотрении процесса столкновений частиц. Для получения
уравнений сохранения в замкнутом виде необходимо знание соотношений
переноса (определяющих уравнений среды), чему и посвящена данная глава.

1. Классическая (старая) форма соотношений переноса в виде
«потоки через термодинамические силы»

Для замыкания универсальных уравнений сохранения (балансовых урав-
нений) необходимы соотношения переноса (СП) — выражения для потоков
диффузии, тепла и тензора напряжений через причины, их вызывающие.

Классический подход для вывода СП одноатомных и многоатомных газо-
вых смесей основывается на решении при достаточно малых числах Кнудсена
систем кинетических уравнений с интегралами столкновений соответственно
в форме Больцмана и Ван Чанг–Уленбека. Эти системы уравнений при ма-
лых числах Кнудсена решаются с помощью традиционного метода Чепмена–
Энскога (МЧЭ) (функции распределения компонентов ищутся в виде асимп-
тотических рядов по целым степеням числа Кнудсена) или методом моментов
Грэда (ММГ), которые позволяют получать как уравнения сохранения массы,
импульса и энергии для смеси газов (уравнения многокомпонентной гидроди-
намики и плазмы), так и замыкающие их линейные СП для диффузионных
потоков компонентов смеси, потока тепла и тензора напряжений. В класси-
ческой схеме МЧЭ, развитой Дж. Гиршфелдером, Ч. Кертиссом и Р. Бердом
[1, 2], для получения соотношений переноса в многокомпонентных смесях,
состоящих из N компонентов, записываются в виде, разрешенном относи-
тельно диффузионных потоков Ji (i = 1, . . . ,N) и потока тепла Jq через
градиенты молярных долей (концентраций) xi = ni/n (i = 1, . . . ,N) компо-
нентов, градиенты давления, температуры и разности массовых внешних сил,
действующих на различные компоненты смеси (например, электромагнитные
силы). Вязкая часть тензора напряжений при этом линейно зависит от тензора
скоростей деформации и дивергенции среднемассовой скорости (сдвиговая
и объемная вязкость). В данной главе не рассматривается обращение тензора
напряжений, т. е. представление тензора скоростей деформации через тензор
напряжений, т. к. эта операция тривиальна. Поэтому далее мы не будем
рассматривать уравнение количества движения, а все наши выводы будут
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касаться только диффузионно-тепловой части полной системы уравнений
многокомпонентной гидродинамики и плазмы.

Итак, в классической форме записи соотношения переноса в виде «потоки
через силы» имеют вид [1, 2]:

Ji = ρ
N∑

j=1

mi mj

m2
Dij dj − DT

i ∇ lnT , i = 1, . . . , N , (3.1)

Jq = −λ′∇T +
N∑

k=1

hkJk − n k T
N∑

k=1

DT
k

ρk
dk, (3.2)

где

di = ∇xi + (xi − ci)∇ ln p +
ci

p

(
N∑

k=1

ρkFk−ρFi

)
, i = 1, . . . ,N.

Здесь di, hi, mi, ρρρρρρρρρi, xi, ci, ρρρρρρρρρ, T, p, n, k, m — векторы диффузион-
ных «сил», удельная энтальпия, молекулярная масса, массовая плотность,
молярная и массовая концентрации i-го компонента, плотность, температура,
давление, числовая концентрация смеси, постоянная Больцмана, средняя мо-
лекулярная масса смеси. Эту форму записи уравнении переноса будем назы-
вать далее кратко «потоки через силы», и по ней важно отметить следующие
особенности.

Многокомпонентные коэффициенты диффузии Dij и термодиффузии DT
i ,

коэффициент λ′ даются в виде отношений определителей порядка Nξ + 1
к определителям порядка Nξ, где ξ — число приближений (число удер-
живаемых первых коэффициентов в разложении возмущенных вязкостью,
теплопроводностью, диффузией частей функций распределения компонентов
в ряды по полиномам Сонина (метод Чепмена–Каулинга (МЧК)). Элементы
этих определителей выражаются через полные интегральные скобки («скобоч-
ные» интегралы), которые, в свою очередь, выражаются известным образом
через интегралы столкновений (Ω — интегралы), зависящие от потенциалов
взаимодействия между различными парами частиц, от их масс и температу-
ры. Коэффициент λ′ в (3.2) не равен обычно определяемому коэффициенту
теплопроводности. Согласно выражению (3.2) λ′ можно интерпретировать как
коэффициент теплопроводности смеси, в которой отсутствуют диффузионные
«силы» di (i = 1, . . . ,N), т. е. отсутствуют градиенты относительных моляр-
ных концентраций xi (i = 1, . . . N), градиент давления и все массовые силы
одинаковы (Fi = F, i = 1, . . . N).

Если в первоначально однородной по пространству газовой смеси создать
постоянный по пространству только градиент температуры и измерить коэф-
фициент теплопроводности до того, как проявится диффузионный термоэф-
фект (последнее слагаемое в (3.2)), то это измерение дает коэффициент λ′,
так называемый «мгновенный» коэффициент теплопроводности. С течением
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времени, однако, появятся градиенты концентраций, и диффузионные «си-
лы» di будут нарастать до тех пор, пока не исчезнут диффузионные потоки Ji,
(пока не наступит стационарное состояние). Измерение коэффициента теп-
лопроводности в этом стационарном состоянии и даст истинный (экспери-
ментальный) коэффициент теплопроводности λ. Из этого следует, что для
получения истинного коэффициента теплопроводности λ в любом прибли-
жении и, соответственно, потока тепла, необходимо разрешить соотношения
переноса (3.1) относительно векторов di (i = 1, . . . N). Тогда это решение
можно записать в виде:

di =
ρ

n2

N∑

k=1

Eik

mk
Jk +

ρ

n2

N∑

k=1

EikD′
k

mk
∇ lnT , (3.3)

где Eik — элементы матрицы, обратной к матрице с элементами mjDij .
Подставляя решение (3.3) в (3.2), получим искомое выражение

Jq = −λ∇T +
N∑

i=1

hi Ji +
ρ k T

n

N∑

j=1

N∑

k=1

DT
k Ekj

mjρk
Jj , (3.4)

уже с истинным коэффициентом теплопроводности, равным

λ = λ′ +
ρ k

n

N∑

i=1

N∑

j=1

Eij DT
i DT

j

ρi mi
. (3.5)

Двойная сумма (последнее слагаемое) в (3.4) представляет собой диф-
фузионный термоэффект, и коэффициенты в ней перед Jj , так же как
и двойная сумма в (3.5), являются весьма сложными выражениями в случае
многокомпонентных смесей, так как коэффициенты Eik — элементы обрат-
ной матрицы к матрице, в которой, в свою очередь, элементами являются
отношения определителей порядка (Nξ + 1) и Nξ. Для неионизованных
смесей, когда термодиффузионные коэффициенты малы, вклад двойной сум-
мы в коэффициент теплопроводности мал (порядка нескольких процентов).
Однако в случае плазмы, особенно многократно ионизованной, это приво-
дит к заметной погрешности, так как наличие электронов и ионов в смеси
приводит к увеличению диффузионного термоэффекта до величины порядка
z + 1, где ze — заряд ионов [3]. Вычисление диссипативной функции, а также
вычисления по формуле (3.5) показывают, что мгновенное значение коэффи-
циента теплопроводности больше истинного коэффициента теплопроводности,
т. е. λ′ > λ. Например, для полностью ионизованной водородной плазмы
λ′ ∼ 1, 3λ [4].

Таким образом, классический подход МЧЭ дает для истинного коэффи-
циента теплопроводности и диффузионного термоэффекта весьма сложные
выражения, практически мало пригодные для решения задач аэродинамики
и тепломассообмена, и поэтому они в полном виде не используются при реше-
нии конкретных газодинамических задач, в частности, для течений частично
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или полностью ионизованных смесей, когда необходимо учитывать высшие
приближения (для ионизованного воздуха ξ > 3, см. далее).

Во-вторых, оценки показывают, что время счета задач гиперзвукового
обтекания с использованием соотношений переноса массы и энергии в клас-
сической форме «потоки через силы» (3.1), (3.2) растет пропорционально
квадрату и выше числа компонентов.

В-третьих, существует еще одно важное обстоятельство, затрудняющее
использование выражений (3.1), (3.2). Подстановка этих выражений (под
знак div) в уравнения сохранения (баланса) массы компонентов и энергии для
смеси в целом приводит к системе уравнений, не разрешенных относительно
старших производных по пространственным координатам, поскольку в каж-
дом из уравнений будут присутствовать одновременно вторые производные
от всех концентраций и температуры. В настоящее время нет общих методов
эффективного численного решения таких систем уравнений даже в приближе-
нии различных асимптотически упрощенных по числу Рейнольдса вариантов
уравнений Навье–Стокса (уравнений погранслоя, вязкого ударного слоя,
параболизованных уравнений Навье–Стокса и др.). Поэтому распространен-
ным подходом к решению уравнений многокомпонентной гидродинамики до
сих пор является приближенная модель бинарной диффузии, т. е. вместо
уравнений (3.1) используется закон Фика с одним и тем же коэффициентом
диффузии для всех компонентов. Для смесей с сильно различающимися
молекулярными массами такой подход приводит к неконтролируемой ошибке.

В-четвертых, при использовании модели бинарной диффузии исчезает
важный эффект разделения химических элементов, который имеет место
всегда в смесях, образованных двумя химическими элементами и более,
с разными диффузионными свойствами компонентов. Модель бинарной диф-
фузии с одним коэффициентом диффузии, выбираемым часто волевым об-
разом, приписывает одинаковые диффузионные свойства всем компонентам,
что приводит к потере эффекта разделения химических элементов. Эффект
разделения элементов был открыт Н.А. Анфимовым и автором данной главы
в 1964 г. [5–7] в замороженном пограничном слое, затем позже для химически
равновесных [8–11] и неравновесных течений [12, 13], течений с учетом
равновесных и неравновесных гетерогенных реакций, в частности при гете-
рогенном катализе на низкокаталитических покрытиях [12–22].

Сделаем еще несколько общих замечаний, касающихся учета высших
приближений, и других. Для одноатомных газов, образованных из электро-
нейтральных частиц, наблюдается быстрая сходимость указанных рядов по
полиномам Сонина. Поэтому для получения разумной точности при вычисле-
нии коэффициентов переноса достаточно учитывать лишь первые не нулевые
члены разложения в методе Чепмена–Каулинга (МЧК). В интервале темпе-
ратур от комнатных до 2000 ÷ 3000К это дает ошибку, не превышающую,
как правило, 0,3% для вязкости, 0,5% для теплопроводности и 10% для
термодиффузии [2].
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Учет высших приближений при расчете коэффициентов переноса
становится принципиально существенным в случае частично или полностью
ионизованных газовых смесей (T > 8000К) [4, 20–22]. Заметим, что методы
решения кинетических уравнений при малых числах Кнудсена, развитые для
нейтральных газов, вполне успешно применяются и в случае плазмы, если
рассматривать последнюю как многокомпонентную смесь нейтральных и за-
ряженных частиц и устранять возникающую расходимость при вычислении
эффективных (проинтегрированных по углу рассеяния) сечений столкновений
заряженных частиц с помощью экранированного кулоновского потенциала
или с помощью операции формального обрезания параметра столкновений
на длине порядка радиуса Дебая. Некоторые математические усложнения
возникают при наличии магнитного поля, однако они вполне преодолеваются
с помощью простого обобщения МЧЭ или метода моментов Грэда (ММГ).

Следует отметить, что выражения для коэффициентов переноса,
получаемые из решения линейных интегральных уравнений для возмущенных
частей функции распределения с помощью как вариационного метода, так
и непосредственным разложением в ряды по полиномам Сонина (МЧК),
оказываются полностью идентичными [1]. Поскольку эти интегральные урав-
нения являются самосопряженными, вариационный метод дает монотонно
убывающую или монотонно возрастающую сходящуюся последовательность
значений коэффициентов переноса (за исключением, может быть, коэффи-
циента термодиффузии). Из этого следует, что в каждом более высоком
приближении получается более точное значение, чем в предыдущем, причем
не происходит никаких осцилляций с увеличением номера приближения.

Как показывают проведенные к настоящему времени расчеты коэффици-
ентов переноса, скорость сходимости разложений для разных коэффициентов
переноса различна и зависит от характера поведения потенциальной функции
взаимодействующих частиц (например, «крутизна» потенциала) и от соот-
ношения масс компонентов (в частности, от присутствия в смеси легкого
компонента). Для полностью ионизованной плазмы молекулярных газов зна-
чения коэффициентов переноса, близкие к точным, дает третье приближение,
для слабоионизованных газов порядок приближения для электронных коэф-
фициентов переноса, обеспечивающий необходимую точность, существенно
зависит от характера зависимости сечения электрон-атомных столкновений
от энергии электрона. Так, в случае частично ионизованного аргона резко
выраженный рамзауэровский минимум в этой зависимости, наблюдаемый при
низких энергиях электронов, приводит к заметному ухудшению сходимости
приближений: при промежуточных степенях ионизации, например, для по-
лучения более или менее точного значения электропроводности аргоновой
плазмы требуется по крайней мере шестое приближение, а в лорентцев-
ском пределе — даже 12-е приближение не обеспечивает нужной точности
[23, 24]. В связи с этим заметим, что формулы для расчета электронных ко-
эффициентов переноса могут быть заметно упрощены, если воспользоваться
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малостью отношения массы электрона к массе тяжелых частиц. Разумеется,
объем вычислений существенно возрастает, если рассматриваются высшие
приближения для коэффициентов переноса тяжелых компонентов (атомов,
молекул и ионов), поскольку при этом приходится рассчитывать определители
высокого порядка со сложными по структуре элементами, зависящими от
отношений масс компонентов, концентраций и температуры.

Частично ионизованная плазма воздуха, образующаяся за головной удар-
ной волной при входе космических аппаратов в атмосферу Земли со второй
космической скоростью (11,2 км/с) и выше, содержит (без учета аргона) до
одиннадцати компонентов (молекулы, атомы, ионы основных составляющих
воздушной смеси и электроны). В задачах тепломассообмена при этих ско-
ростях за счет вдува газообразных продуктов испарения и диссоциации теп-
лозащитных покрытий и их химического взаимодействия с продуктами иони-
зованного воздуха в ударном слое образуется до нескольких десятков ком-
понентов. Многократно ионизованная плазма с большим числом компонентов
образуется в ударном слое около метеороидов, влетающих в атмосферы Земли
и других планет. Поэтому расчеты течения в ударном слое многоэлементной
частично ионизованной газовой смеси с учетом высших приближений (напри-
мер, второго — для коэффициента вязкости, третьего — для теплопроводности
и термодиффузии) с использованием классического представления «потоки
через силы» в виде (3.1), (3.2) оказываются практически неосуществимыми
и до сего времени не проводились. Данная глава представляет краткий обзор
получения уравнений переноса в более простой («термодинамические силы
через потоки»), точной и удобной для решения задач форме вместо (3.1)
и (3.2) с учетом высших приближений.

2. Новая точная форма соотношений переноса
массы компонентов и тепла смеси, разрешенных относительно

градиентов гидродинамических переменных через
потоки, — «силы через потоки».

Точные соотношения Стефана–Максвелла.

Для устранения указанных выше недостатков соотношений переноса
в классическом представлении (3.1), (3.2) автором совместно с А.Ф. Колес-
никовым было показано, что соотношения переноса для многокомпонентной
смеси газов и плазмы в представлении «силы через потоки» могут быть
получены без обращения матриц некоторым специальным видоизменением
метода решения бесконечной системы алгебраических уравнений для опре-
деления коэффициентов разложения возмущенных частей функций распре-
деления в МЧК. При этом первые несколько коэффициентов выражаются
через интересующие нас диффузионный и тепловой потоки, которые и могут
быть найдены непосредственно, что нам и нужно, из решения общей системы
уравнений в любом заданном приближении по числу полиномов Сонина
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в разложении возмущенных частей функций распределения. Эти соотношения
переноса («силы через потоки») получаются в следующем виде [25–27]:

di =
N∑

j=1

xi xjfij (ξ)

Dij (1)

(
Jj

ρj
− Ji

ρi

)
− kT i (ξ)∇ lnT , i = 1, . . . ,N , (3.6)

Jq = −λ (ξ) ∇T +
N∑

j=1

(
hj +

nk T

ρj
kTj (ξ)

)
Jj , (3.7)

где fij (ξ) = fj i (ξ) = 1 − ϕij (ξ) — поправочные коэффициенты на высшие
приближения. Здесь термодиффузионные отношения kT i(ξ) (i = 1, . . . ,N),
истинный коэффициент теплопроводности λ(ξ) сразу выражаются в виде
отношения определителей порядка N(ξ − 1) + 1 к определителям порядка
N(ξ − 1), т. е. определители на N порядков меньше, чем в коэффициентах
уравнений переноса (3.1), (3.2). Более того, элементами этих определителей
являются непосредственно интегральные скобки полиномов Сонина. Но глав-
ный результат состоит, во-первых, в том, что не нужно двойного обращения
матриц для вычисления коэффициента теплопроводности λ(ξ) и термодиф-
фузионных отношений kT i(ξ) (i = 1, . . . N), а также поправочных функций
fij (ξ). Это сильно упрощает решение задач. Как и следовало ожидать из об-
щих принципов термодинамики необратимых процессов, структура уравнений
переноса (3.6) совпадает со структурой соотношений Стефана–Максвелла
в любом приближении МЧК, в (3.6) уточняются только коэффициенты, но не
появляются новые слагаемые справа. Уравнения переноса, найденные таким
способом, были также получены для случая плазмы с учетом внешнего элек-
тромагнитного поля, а также для ионизованных многокомпонентных двух-
температурных смесей (температура электронов не равняется температуре
тяжелых частиц) [28, 29].

Соотношения переноса в форме (3.6), (3.7) были получены также методом
термодинамики необратимых процессов двумя способами. Первый состоял
в получении соотношений переноса в форме «потоки через силы» [30], а за-
тем обращения этой формы к виду «силы через потоки». Второй состоял
в получении соотношений переноса сразу в виде «силы через потоки» [31].
Кроме того, соотношения переноса были получены методом термодинамики
необратимых процессов и для неидеальных (умеренно плотных) смесей газов
и жидкостей [30, 31]. В работе [32] эти соотношения были получены также
и из кинетического уравнения Энскога для плотных смесей газов.

Соотношения переноса в форме (3.6), (3.7) вместе с параболизованными
уравнениями Навье–Стокса (упрощенные с помощью отбрасывания в урав-
нении импульса в проекции на нормаль к обтекаемой поверхности и урав-
нении энергии членов со вторыми производными по маршевой (продольной)
координате, которые имеют порядок обратного числа Рейнольдса) дают систе-
му уравнений, разрешенных относительно первых производных по нормали
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к обтекаемой поверхности от концентраций, температуры, а также от потоков
диффузии и тепла, т. е. в нормальной форме Коши [33–35], для которой
разработаны в коллективе автора данной главы, весьма эффективные числен-
ные итерационно-маршевые методы [36], см. также главу 16. Преимущество
соотношений переноса в форме «силы через потоки» состоит еще в том, что
эта форма записи как бы специально приспособлена для вычисления всех
эффективных коэффициентов переноса в конечном виде в случае локально-
термохимически равновесных течений с меняющимися в потоке концентраци-
ями химических элементов. Учет многокомпонентной диффузии в этом случае
с использованием новой формы соотношений переноса позволил без больших
вычислений обнаружить явление разделения химических элементов.

Независимым способом вывода соотношений переноса и расчета коэф-
фициентов переноса, альтернативным МЧЭ, является метод моментов Грэда
(ММГ). Было показано [27], что применение этого метода в случае много-
компонентной газовой смеси дает возможность уже в известном приближении
13N моментов получить соотношения переноса массы компонентов в форме
уравнений Стефана–Максвелла, т. е. в форме «силы через потоки», и выра-
жение для потока тепла, записываемое сразу с «истинным» коэффициентом
теплопроводности. Однако получаемые при этом результаты соответствуют
по точности расчета коэффициентов переноса только второму приближению
в разложении возмущенных частей функций распределения компонентов по
полиномам Сонина в МЧК и тем самым не дают хорошей точности для
плазмы.

Вместе с тем автором было указано, что возможно обобщение ММГ на
случай учета большего числа полиномов и соответствующих им коэффициен-
тов в разложении функции распределения, что позволяет развить схему полу-
чения выражений для диффузионных и тепловых потоков в многокомпонент-
ной газовой смеси в форме «силы через потоки» с коэффициентами переноса,
вычисляемыми в любом приближении. Это было сделано в работе [27]. В ней
обсуждаются также различные формы представления соотношений переноса
и выражений для коэффициентов переноса в произвольном порядке при-
ближений, что позволяет, в частности, установить непосредственную связь
результатов, получаемых различными независимыми подходами, и яснее про-
следить те ограничения, которые фактически используются при применении
обычной и модифицированной процедуры решения системы кинетических
уравнений Больцмана в МЧЭ.

Таким образом, соотношения переноса (3.6), (3.7) с точными и более про-
стыми коэффициентами переноса получены без двойного обращения матриц
и служат основой для решения гидродинамических задач, связанных с иссле-
дованиями течений многокомпонентных смесей газов и плазмы и, в частности,
как бы специально представлены в форме, удобной для преобразования урав-
нений движения многокомпонентных смесей термохимически равновесных
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течений к каноническому виду с полным набором всех эффективных коэффи-
циентов переноса, даваемых в явном виде, что будет изложено далее.

3. Приложения

3.1. Уравнения гидродинамики для термохимически равновесных
течений многоэлементной плазмы. Новая форма соотношений переноса
(3.6), (3.7) была применена к преобразованию уравнений многокомпонентной
гидродинамики для случая термохимически равновесных течений электро-
нейтральных и заряженных компонентов (плазма), когда температуры всех
сортов частиц и температуры их внутренних степеней свободы совпадают
между собой (термическое равновесие), и время протекания самой медленной
реакции много меньше характерного гидродинамического времени, например
времени пребывания жидкой частицы в рассматриваемой области течения,
т. е. рассматриваются течения с «быстрыми» реакциями. Идея преобразования
уравнений состоит в использовании условий равновесия (закон действующих
масс) для исключения диффузионных потоков и градиентов концентраций
продуктов реакций в линейно независимых реакциях. Для многокомпонент-
ных покоящихся смесей (v = 0, ∇p = 0) с произвольным конечным числом
протекающих химических реакций выражение для эффективного коэффици-
ента теплопроводности λeff = λ + λr, было получено Дж. Гиршфелдером [37]
и Р. Брокау [38], для частично ионизованных химически равновесных смесей
— И.А. Кринбергом [39]. Здесь λr — так называемый реакционный коэффи-
циент теплопроводности, который в сумме с обычным коэффициентом теп-
лопроводности дает эффективный коэффициент теплопроводности λeff . Эти
исследования и ряд других работ в этой области не решают вопрос полного
и точного гидродинамического описания термохимически равновесных тече-
ний многокомпонентных смесей газов и плазмы с разными диффузионными
свойствами компонентов, поскольку были выполнены вне контекста исходной
полной системы уравнений сохранения массы компонентов и энергии и содер-
жат ряд существенных явных и неявных упрощающих предположений.

Во-первых, уравнение энергии для термохимически равновесных течений
записывались в ранних работах 60-х годов вольным образом так же, как и для
однородного газа, только с заменой обычного коэффициента теплопроводно-
сти λ на λeff .

Во-вторых, эти работы ограничивались вычислением только λeff и толь-
ко в изобарических условиях (∇p = 0). Учет градиента давления приводит
в уравнении энергии к появлению дополнительного слагаемого (см. (3.8)).

В-третьих, вывод λr основан на использовании соотношений переноса
массы компонентов в форме Стефана–Максвелла, записанного в низших
приближениях без учета эффектов термо- и бародиффузии.
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В-четвертых, для случая плазмы предполагается квазинейтральность (око-
ло электропроводящих стенок-электродов в слое Дебая квазинейтральность
нарушается) и отсутствие поля внешних электромагнитных сил.

В-пятых, в литературе рассматривается перенос тепла и массы компо-
нентов только с заданным (фиксированным) элементным составом, обычно
равным элементному составу набегающего потока по всему полю течения,
т. е. без учета диффузии элементов, которая с необходимостью появляется
при наличии градиента температуры или бародиффузии, или главным обра-
зом разных диффузионных свойств компонентов (см. (3.9), (3.10)). Таким
образом, в работах автора [10, 11] было показано, что в общем случае для
термохимически равновесных течений смесей не существует первых инте-
гралов с постоянными концентрациями химических элементов (c∗j = const )
и нулевыми диффузионными потоками элементов (J∗

j = 0, j = 1, . . . ,L —
число элементов, из которых составлена вся N — компонентная реагирующая
смесь). Учет диффузии элементов в термохимически равновесных течениях
приводит к появлению еще целого ряда эффективных перекрестных коэф-
фициентов переноса, в результате чего диффузионный поток какого-либо
элемента зависит от градиентов концентраций всех других элементов.

Наконец, исходные формулы для получения λeff основывались на ис-
пользовании низших приближений — первых ненулевых коэффициентов при
отыскании коэффициентов переноса в виде рядов по полиномам Сонина
в МЧК.

Автором настоящей главы на основании точных соотношений переноса
(3.6), (3.7) были получены все эффективные коэффициенты переноса в конеч-
ном виде в любом приближении без каких-либо допущений и ограничений.

Идея вывода эффективных коэффициентов переноса и соответству-
ющих уравнений баланса массы компонентов и энергии смеси состоит
в использовании условий химического равновесия (закона действующих масс
Гульберга–Вааге для химических реакций и условий равновесия Сахá для
реакций ионизации) как первых интегралов уравнений многокомпонентной
смеси, которых будет N–L. Вычисляя ∇ci (i =, . . . ,N − L) через ∇T ,
∇p и ∇c∗j (j =, . . . ,L) и вычисляя потоки диффузии продуктов реакций
Ji(i = 1, . . . N − L) через ∇T и J∗

j (j = 1 . . . ,L), с использованием условий
равновесия получаем для потока тепла [10, 11, 21, 26]:

Jq = − µ

σeff

[
∇h + a∇ ln p +

L∑

j=1

(
a∗j ∇ c∗j +

σeff

µ
b∗j J∗

j

)]
,

σeff =
µ (cp + cpr)

λ + λr
.

(3.8)

Здесь c∗j и J∗
j соответственно массовая концентрация (доля) и массо-

вый диффузионный поток j-го элемента. Слагаемые в (3.8), пропорциональ-
ные ∇p, ∇c∗j и J∗

j , в литературе отсутствовали, оставался только первый
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член ∼ ∇h. Для коэффициентов a, a∗j , b∗j и cpr, λr получены явные выраже-
ния [10, 11, 21, 26]. Соотношения переноса массы элементов получены в виде:

d
(e)
j = −Sj

µ
J∗

j +
mj Sj

µ

L∑

l=1

a
(e)
j l J∗

l , j = 1, . . . ,L, (3.9)

где векторы диффузионных сил элементов равны

d
(e)
j = ∇ c∗j +

(
K∗

Tj −
mj

m
δ
(e)
j

)
∇ lnT + Kpj ∇ ln p, j = 1, . . . ,L. (3.10)

Входящие в выражения (3.8), (3.9), (3.10) коэффициенты получены в яв-
ном виде как функции температуры, давления и c∗j (j = 1, . . . ,L). Уравнения
переноса (3.8), (3.9) вместе с уравнениями баланса энергии для смеси в целом
и баланса массы элементов будут давать замкнутую точную систему уравне-
ний диффузионно-тепловой части полной системы уравнений гидродинамики
термохимически равновесных течений. Из (3.10) следует, что даже при неуче-
те эффектов термо- и бародиффузии, т. е. когда K∗

Tj = K∗
pj = 0, j = 1, . . . L,

будет происходить разделение элементов из-за того, что δ
(e)
j 6= 0 при разных

коэффициентах бинарной диффузии. Если все бинарные коэффициенты рав-

ны, то, как следует из теории, δ
(e)
j ≡ 0 и из (3.9), (3.10) и уравнения баланса

массы элементов (уравнения неразрывности элементов) будет следовать при
неучете эффектов термо- и бародиффузии тривиальное решение: c∗j = const ,
J∗

j ≡ 0, j = 1, . . . L, т. е. разделения элементов не будет. Эти приближения
только и использовались во всей литературе.

Были проведены обширные численные расчеты всех эффективных коэф-
фициентов переноса, и на плоскости «давление–температура» для равновес-
ного воздуха были определены области, в которых необходимо вычислить
эффективные коэффициенты переноса в нужных приближениях для обеспе-
чения их точности с ошибкой не более 5% [21].

3.2. Эффект разделения химических элементов. Численное решение
задачи гиперзвукового обтекания затупленного тела воздухом в рамках ре-
шения уравнений замороженного пограничного слоя на холодной идеально
каталитической сфере (Tw ≪ Ts) радиуса R = 1м, летящей со скоростями от 4
до 18 км/с на высоте 30÷ 50 км, показало, что при учете многокомпонентной
диффузии происходит значительное разделение элемента кислорода: вместо
(C∗

O)∞ = 0,23 в набегающем потоке на стенке концентрация (C∗
O)w увеличи-

валась до 0,29. Коэффициент теплообмена увеличивается до 8% по сравнению
с бинарной моделью диффузии, когда использовался закон Фика без учета
термодиффузии и высших приближений для коэффициентов переноса [22].

Эффект разделения элементов из-за разных диффузионных свойств ком-
понентов был обнаружен автором с сотрудниками для химически заморожен-
ных течений при обтекании тела с поверхностью с разной каталитической
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активностью по отношению к рекомбинации — атомарных кислорода и азота
[13–16].

В последнем случае были исследованы два варианта. В первом варианте
поверхность была идеально каталитической по отношению к рекомбинации
атомов кислорода и некаталитическая по отношению к атомам азота. Во вто-
ром варианте каталитические свойства кислорода и азота менялись местами.

В первом случае было обнаружено, что (C∗
O)w слабо уменьшается от

максимального значения 0,27 с увеличением атомов на внешней границе
погранслоя (CO + CN)e от 0,231 до 1,0. Для второго случая (C∗

O)w умень-
шается существенно (от 0,231 до 0,194). Таким образом, в противополож-
ность случаю идеально (полностью) каталитической стенки по отношению
к рекомбинации как атомов О, так и атомов N, концентрация элементов
кислород/азот на стенке может увеличиваться/уменьшаться в зависимости от
избирательности каталитических свойств по отношению к атомам О и N даже
в случае полной диссоциации на внешней границе погранслоя, когда к стенке
диффундируют только атомы О и N (в замороженном погранслое молекулы
в нем не образуются), обладающие близкими диффузионными свойствами.

Далее было показано, что диффузионное разделение элементов при об-
текании некаталитической поверхности появляется и при неравновесных го-
могенных химических реакциях в потоке из-за существенного различия кон-
стант скоростей реакций рекомбинации атомов О и N.

В случае уноса массы теплозащитного покрытия или вдува инородного
газа со стороны обтекаемой поверхности влияние многокомпонентной диффу-
зии и разделения элементов на тепловые потоки и силы вязкого трения может
быть много больше, чем в чистом воздухе, если в погранслое или вязком
ударном слое (большие, умеренные и малые числа Рейнольдса) одновременно
присутствуют легкие (Н2) и тяжелые (SiO2, SiO) компоненты. Этот вопрос
на сегодняшний день не исследован [40].

Итак, главный вывод по разделению химических элементов состоит в сле-
дующем. При равных коэффициентах бинарной диффузии для всех компо-
нентов (что для диссоциированного и ионизованного газа строго никогда
не выполняется) эффект разделения химических элементов в потоке и на
стенке исчезает независимо от избирательного каталитического воздействия
стенки на рекомбинацию атомов и нейтрализацию ионов (разные константы
скоростей каталитических реакций) и независимо от констант скоростей
гомогенных реакций. Этот эффект появляется только при точном описании
диффузии в смесях с разными диффузионными свойствами компонентов.

3.3. Дальнейшие применения новой формы уравнений переноса.
В планетную астрономию внедряется новая форма уравнений переноса («силы
через потоки») [41].

А.Ф. Колесниковым с использованием новой формы соотношений переноса
для двухтемпературной плазмы с температурой электронов Te не равной
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температуре тяжелых (остальных) частиц (Th 6= Te) был исследован механизм
влияния этой термической неравновесности на форму и отход головной удар-
ной волны, а также ее влияния на навье-стоксовскую структуру [42, 43].

Была рассмотрена (численно) задача о сверхзвуковом движении затуп-
ленного тела через слабоионизованный аргон, для которой имеется экспери-
мент [44].

Был обнаружен глобальный амбиполярный термо-бародиффузионный эф-
фект в профилях концентрации ионов внутри структуры УВ и пограничного
слоя. Этот эффект состоит в появлении сильной диффузии ионов вверх против
потока и возникновении эффекта диффузионного предвестника. Толщина
слоя этого предвестника зависит от отношения Te/Th и может значительно
превышать отход УВ, если температура электронов в набегающем потоке
достаточно высока. УВ работает как «ионный термобародиффузионный на-
сос», доставляя заряженные частицы обратно к набегающему потоку. Ионный
перенос через ударный слой работает как «эстафета»: термодиффузия в по-
граничном слое → баротермодиффузия внутри скачка — обычная диффузия
вне структуры скачка со стороны набегающего потока. В итоге фактически
работает амбиполярное электрическое поле, возникающее за счет разделения
заряда в ударном слое. При некоторых условиях амплитуда этого электриче-
ского поля становится достаточной для начала ионизации внутри структуры
скачка.

Обнаружено, что развитая модель с точным описанием амбиполярной
диффузии в двухтемпературной плазме объясняет некоторые «аномальные»
эффекты в структуре УВ, уменьшая отход и ослабляя интенсивность го-
ловного скачка при обтекании тела сверхзвуковым ионизованным аргоном
при степени ионизации выше 10−3. Дальнейшее исследование этой задачи,
основывающейся на новой форме соотношений переноса, по-видимому, может
объяснить многие экспериментальные результаты по размыванию головного
скачка перед телом, движущимся в предварительно ионизованном потоке.

Заключение

Новая форма соотношений переноса в виде «термодинамические силы
через потоки» вместе с уравнениями баланса массы компонентов и энергии,
записанных в параболизованном приближении (с пренебрежением членов
O(1/Re) [45, 46]), представляет систему уравнений, разрешенную относи-
тельно первых производных от концентраций, температуры, продольной (мар-
шевой) компоненты вектора скорости, потоков диффузии, тепла и касатель-
ных напряжений, для которой развиты в коллективе автора настоящей главы
оригинальные эффективные численные методы решения внешних и внутрен-
них задач аэродинамики. Четвертый порядок аппроксимации по нормальной
к обтекаемой поверхности координате, итерационно-маршевые методы гло-
бальных итераций (нужны всего 1 ÷ 2 итерации для получения решения
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с точностью 1% в противоположность методу установления, требующему да-
же для неявных схем до нескольких сотен итерационных шагов по времени).

Таким образом, сделан важный шаг в рациональной постановке задач
сверх- и гиперзвукового обтекания тел и их решений с учетом равновесных
и неравновесных реакций, многокомпонентной диффузии в смесях и плаз-
ме с разными диффузионными свойствами компонентов (разными бинарны-
ми коэффициентами диффузии) при возможном уносе массы с поверхности
обтекаемого тела или с различной ее каталитической активностью. Все эти
задачи важны для проектирования новых гиперзвуковых аппаратов и для раз-
виваемой в последние годы автором настоящей главы аэротермобаллистики
космических тел, влетающих в атмосферы Земли и планет со сверхорбиталь-
ными скоростями.

Исследования поддержаны Роснаукой (Гос. контракты 02.740.11.0615
и П594) и Российским фондом фундаментальных исследований (РФФИ)
(Грант 11-01-00504 а).
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4

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ СКОЛЬЖЕНИЯ НА

КАТАЛИТИЧЕСКОЙ СТЕНКЕ В МНОГОКОМПОНЕНТНОМ

МНОГОТЕМПЕРАТУРНОМ ХИМИЧЕСКИ РЕАГИРУЮЩЕМ

ПОТОКЕ ГАЗА С ВОЗБУЖДЕННЫМИ ВНУТРЕННИМИ

СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ ЧАСТИЦ

Б.А. Кирютин, Г.А. Тирский
Московский Физико-технический институт,

Научно-исследовательский институт механики МГУ им. М.В. Ломоносова

Учет скольжения и скачков температуры и концентраций компонентов
в качестве граничных условий для полных или параболизованных уравнений
Навье–Стокса позволяет, как известно, заметно улучшить решения в задачах
гиперзвукового обтекания для тепловых потоков и вязкого трения до чисел
Кнудсена Kn =O(1). В настоящей работе эти условия для многокомпонентной
смеси газов обобщены на учет гетерогенных химических реакции и различ-
ную каталитическую активность колебательных степеней свободы молекул.
Температуры колебательных степеней свободы компонентов предполагают-
ся различными. При выводе указанных условий дается обобщение метода
Максвелла–Лоялки на учет релаксации колебательных степеней свободы.
Окончательные результаты представлены в виде, удобном для решения задач
обтекания, в частности граничные условия для концентрации записаны через
истинные концентрации компонентов на стенке.

1. Кинетическое обоснование газодинамических уравнений
в случае релаксации внутренних степеней свободы для

многокомпонентных химически реагирующих смесей газов

1.1. Кинетические уравнения и нулевое приближение. Для смеси
газов с внутренними степенями свободы рассмотрим функцию распределения
fiαβ

(
u, εR

iα, ε
V
iβ , r, t

)
(полуклассическое приближение). Эта функция определя-

ется из кинетических уравнений Ванг–Чанга–Уленбека [1, 2]:
∂

∂ t
fi αβ + u

∂

∂ r
fi αβ =

1

K
L

(0)
iαβ + L

(1)
i αβ . (4.1)

Здесь i — номер сорта частиц, α — номер вращательного квантового уровня
частицы, εR

i α — соответствующая вращательная энергия, β — номер колеба-
тельного квантового уровня частицы, εV

i β — соответствующая колебательная
энергия, r — радиус-вектор точки, t — время, K — формально малый
параметр [2, 3].
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Интеграл столкновений справа в (4.1) разбит на две части. Слагаемое L
(1)
iαβ

дает вклад в изменение функции распределения за счет процессов с «затруд-
ненной» передачей энергии при столкновении частиц (столкновения редкого

типа или медленные процессы), слагаемое L
(0)
i αβ соответствует процессам

с «легкой» передачей энергии (столкновения быстрого типа или быстрые
процессы). К быстрым процессам в континуальном режиме относятся TT -
процессы (упругие, т. е. изменяются только поступательные энергии сталки-
вающихся частиц) и TR-процессы (поступательно-вращательные, т. е. проис-
ходит быстрый обмен между поступательной и вращательной модами). Сюда
также относятся резонансные столкновения с V V -обменом (колебательно-
колебательным) между одинаковыми молекулами. При таких столкновениях
суммарная колебательная энергия сохраняется.

К медленным процессам относятся TV –, RV – и, вообще говоря,
V V ′ — процессы (т. е. резонансный обмен колебательной энергией между
молекулами разного сорта), например, столкновения между молекулами О2

и N2. Столкновения, проводящие к химическим реакциям, в большинстве
случаев относятся к медленным процессам.

Решение, согласно методу Чепмена–Энскога, будем искать в виде разло-
жения по параметру K

f
(1)
iαβ = f

(0)
iαβ (1 + K Φi αβ) . (4.2)

Подставляя (4.2) в (4.1) и сравнивая члены при одинаковых степенях K,
получим в нулевом и первом приближениях соответственно уравнения:

L
(0)
i αβ

(
f

(0)
i αβ

)
= 0, (4.3)

∂

∂ t
f

(0)
i αβ + u

∂

∂ r
f

(0)
i αβ − L

(1)
i αβ

(
f

(0)
i αβ

)
= I

(0)
i αβ (Φ) , (4.4)

где I
(0)
i αβ — линеаризованный интеграл столкновений L

(0)
i αβ, Φ — означает пол-

ный набор функций Φiαβ , т. е. I
(0)
i αβ зависит от совокупности Φjσε с разными

индексами j, σ, ε.
Единственным решением уравнений (4.3) является максвелл–больцманов-

ское распределение [2–4]:

f
(0)
iαβ =

ni

QR QV

(
mi

2πkT

)3/2
exp

(
−mic

2

2 kT
− εR

iα

kT
− εV

iβ

kTV
i

)
, (4.5)

QR =
∑

α

exp

(
−εR

iα

kT

)
, QV =

∑

β

exp

(
− εV

iα

kTV
i

)
, c = u − v,

где ni, mi — числовая плотность и масса молекул,v — среднемассовая
скорость смеси, k — постоянная Больцмана, QR и QV — статсуммы.

1.2. Гидродинамические уравнения в нулевом приближении. Балан-
совые уравнения для гидродинамических переменных в нулевом приближении
получаются умножением уравнений (4.1) на инварианты столкновений и по-
следующим интегрированием по пространству скоростей u и суммированием
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по энергетическим уровням α и β. Вычисляя при этом все выражения по
функции (4.5), получим систему газодинамических уравнений для многоком-
понентного газа с общей поступательно-вращательной температурой T и раз-
личными температурами колебательных степеней свободы компонентов T V

i :

ρ
d

dt
ci = ω̇i,

d

dt
ρ = −ρdiv v, ρ

d

dt
v = −grad p, (4.6)

ρ
d

dt
e = −pdiv v, ρ

d

dt

(
cie

V
i

)
= ω̇V

i ,

где ci = ρi/ρ — массовая концентрация, ρi — массовая плотность i-го ком-
понента, ρ — плотность смеси, p — давление, e — энергия на единицу
массы, eV

i — колебательная энергия i-ro компонента на единицу массы, ω̇i

— изменение концентраций за счет химических реакций, ω̇V
i — изменение

колебательной энергии за счет нерезонансных столкновений.
В этом приближении имеются химические реакции и релаксация колеба-

тельных степеней за счет нерезонансных столкновений; вязкость, теплопро-
водность и диффузия компонентов отсутствуют.

1.3. Первое приближение. Для получения первого приближения
следует подставить выражение (4.2) в правую часть уравнения (4.4) и искать
его решение в соответствии с видом производной в левой части (4.4) [3, 4]:

Φi αβ =
∑

j

c
(j)
i αβ · dj+Ai αβ · ∂T

∂r
+

∑

j

A
j
i αβ · ∂TV

j

∂ r
+

+ B̃i αβ : ẽ(d) + Di αβdiv v + Gi αβ . (4.7)

Здесь di — векторы диффузионных сил, скалярные Diαβ и Giαβ , векторные

Aiαβ , A
j
iαβ и c

(j)
iαβ и тензорные B̃i αβ неизвестные коэффициенты являют-

ся функциями T , T V
i , εR

iα, εV
β , c, ni и определяются из соответствующих

линейных интегральных уравнений и через них определяются коэффициен-
ты переноса. В частности, Diαβ определяет коэффициенты объемной вяз-
кости [5], Giαβ определяет релаксационный добавок к давлению и связан
с химическими реакциями и релаксацией колебательных температур [3]. Для
гиперзвуковых течений слаборазреженного газа эти эффекты малы и поэтому
соответствующие члены в (4.7) далее опускаются.

Представим функцию (4.7) в более удобном для дальнейшего виде. В ки-
нетической теории диффузионные потоки Ji = ρi(vi − v) вычисляются по
формулам

Ji =
∑

α,β

+∞∫ ∫ ∫
−∞

mic fi αβdu, i = 1, . . . ,n. (4.8)

Подставляя сюда выражения (4.2), с учетом (4.7) получаем соотношения
переноса для Ji через градиентные вектора di, ∇T и ∇T V

i . Разрешая эти



1. Кинетическое обоснование газодинамических уравнений 121

уравнения относительно векторов di и подставляя их в (4.7), получим, что
функции Φiαβ можно записать в виде

Φiαβ =
∑

j

Qj
iαβWi · Jj −

∑

j

Aj
iαβWi · grad

(
ln

(
T V

j

))
−

− BiαβWiWi : ẽ
(d) − AiαβWi · grad (ln (T )) , (4.9)

где мы учли, что коэффициенты в (4.7) являются тензорами первого и второго
рангов и зависят только от вектора Wi =

√
mi/(2kT ) c, из которого можно

представить эти коэффициенты только в виде (4.9), где уже Q, A, B будут
искомыми скалярными функциями, зависящими от W2

i .
Для дальнейшего введем интегральные скобки:

ni 〈hiαβ〉i =
∑

α,β

+∞∫ ∫ ∫
−∞

hiαβ f
(0)
iαβ du, n 〈hiαβ〉 =

∑

i

ni 〈hiαβ〉i, (4.10)

где hiαβ — любая функция координат, времени, скорости молекулы u и ее
вращательной и колебательной энергии. Для обеспечения единственности
решения интегральных уравнений (4.4) в виде (4.9) достаточно потребо-
вать [4], чтобы концентрации компонентов, макроскопическая скорость га-
за v, средняя колебательная энергия каждого компонента, а также суммарная
энергия активных степеней свободы определялись нулевым приближением,
т. е. потребуем выполнения равенств:

〈Φiαβ〉i = 0, 〈miuΦiαβ〉 = 0, (4.11)

〈
εV
iβΦiαβ

〉
i
= 0,

〈(
mi

c2

2
+ εR

iα

)
Φiαβ

〉
= 0. (4.12)

Искомые величины Qj
iαβ , Aj

iαβ , Aiαβ , Biαβ зависят от переменных W2
i ,

εR
iα, εV

iβ. Разложим эти величины в тройные ряды по полиномам Сонина S
(k)
l

от W2
i , Ванг–Чанга–Уленбека P k

iα от εR
iα и P k

iβ от εV
iβ [2]. Учитывая условия

ортогональности этих полиномов, а также (4.8), (4.11), (4.12) с точностью до
первых ненулевых членов разложения, получим:

Φiαβ = biWiWi : ẽ
(d) +

2

ρi

√
mi

2kT
Wi · Ji−

−
(
aT

i S
(1)
3/2 + aR

i εεεεεεεεεR
iα

)
Wi · ∂

∂ r
ln (T ) − aV

i εεεεεεεεεV
iβWi · ∂

∂ r
ln

(
T V

i

)
, (4.13)

где

εεεεεεεεεR
iα =

εR
iα −

〈
εR
iα

〉
i

kT
, εεεεεεεεεV

iβ =
εV
iβ −

〈
εV
iβ

〉
i

kTV
i

, S
(1)
3/2 = 5/2− W2

i .
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Коэффициенты aT
i , aR

i , aV
i , bi могут быть найдены из (4.4) следующим

образом. После вычисления производных в левой части этого уравнения

получается выражение, линейное по тензорам Jj , ẽ(d), ∇ lnT и ∇ ln
(
T V

i

)
.

Так как эти тензоры не зависят от u, в правой части (4.4) их можно выне-

сти из-под знака интеграла. Приравняв теперь коэффициенты при одинаковых

тензорах в правой и левой частях, получим для коэффициентов aT
i , aR

i , aV
i , bi,

cV
i , cR

i интегральные уравнения:

I
(0)
iαβ

(
h1

)
=

(
εεεεεεεεεR
iα − S

(1)
3/2

)
uy,

I
(0)
iαβ

(
h2, l

)
= 2Wil Wiy, l = x, y, z,

I
(0)
iαβ

(
h3

)
= δijεεεεεεεεεV

iβuy,

h1
iαβ = −Wiy

(
aT

i S
(1)
3/2 + aR

i εεεεεεεεεR
iα

)
,

h2,l
iαβ = −bi Wi lWiy, l = x, y, z,

h
3(j)
iαβ = −aV

j δijεεεεεεεεεV
iβ Wiy, j = 1, . . . ,N.

(4.14)

Здесь выписаны не все уравнения, а только те из них, которые понадобятся

в дальнейшем.

1.4. Уравнения Навье–Стокса и коэффициенты переноса. Применяя

стандартную процедуру получения гидродинамических уравнений [2, 9] с

функцией распределения в первом приближении (4.2), (4.13), получим:

ρ
d

dt

(
ci e

V
i

)
= −div qV

i +
∑

β

εV
iβ ṅiβ,

∂

∂t
ρi = −div (ρi v + Ji) + ω̇i, (4.15)

ρ
d

dt
v = div P̃ , ρ

d

dt
e = −div q + ẽ : P̃ ,

где
P̃ = −nkT g̃ + 2µ ẽ(d),

qV
i = eV

i Ji − λV
i grad T V

i ,

q =
∑

i

hi Ji−λagradT −
∑

i

λV
i gradT V

i .
(4.16)

Здесь g̃ — метрический тензор, ẽ(d) — девиатор тензора скоростей деформа-

ций. Система уравнений (4.15), (4.16) полностью совпадает с полученной фе-

номенологическим путем [10]. Кроме того, изложенный здесь метод также дает

следующие выражения для источниковых членов и коэффициентов переноса:
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ṅiβ =
∑

α

+∞∫ ∫ ∫
−∞

L
(1)
iαβdu, ω̇i = mi

∑

β

ṅiβ, µ =
kT

2

∑

i

bi ni,

λV
i =

√
2kT

mi

ni mi aV
i cV

i

2
, λa =

∑

i

(
λT

i + λR
i

)
,

λR
i =

√
2kT

mi

ni mi aR
i cR

i

2
, λT

i = −5

4
k ni

√
2 kT

mi
aT

i .

(4.17)

Отметим, что в рассматриваемом релаксационном случае коэффициенты пе-
реноса определяются только сечениями упругих столкновений.

В общем случае произвольной частоты неупругих столкновений (в том
числе и большой, когда слагаемые справа в уравнении (4.1) имеют один поря-
док), зависимость коэффициентов вязкости и диффузии от сечений неупругих
столкновений слабая и для наших целей ею можно пренебречь. Зависимость
коэффициента теплопроводности от неупругих столкновений учитывается
с высокой точностью поправкой Эйкена [4].

2. Граничные условия для химически реагирующего газа
с различными колебательными температурами компонентов

Хорошо известно, что обычно применяемые к гидродинамическим уравне-
ниям (4.15), (4.16) условия прилипания, равенства температур стенки и газа
на ней и т.д. справедливы лишь в нулевом приближении по числу Кнудсе-
на [6]. При учете первого приближения по числу Кнудсена асимптотическое
разложение (4.2) с учетом (4.13) в слое Кнудсена становится несправедливым
при любом сколь угодно малом числе Кнудсена, т. к. оно не удовлетворяет
на кинетическом уровне граничным условиям для функции распределения
на стенке. Следовательно, в этом слое несправедливы и гидродинамические
уравнения (4.15), (4.16). Таким образом, когда этот слой имеет существенную
толщину (т. е. при больших числах Кнудсена), внутри слоя Кнудсена необ-
ходимо решать кинетическую задачу с заданными истинными граничными
условиями на стенке для функции распределения. При этом асимптотическое
разложение (4.2), (4.5), (4.13) является внешним и дает верхнее граничное
условие для кинетической задачи в слое Кнудсена. Решение этой задачи
даст эффективные (фиктивные) граничные условия для гидродинамических
уравнений (4.15), (4.16), которые называются условиями скольжения и скачка
температуры.

В данной работе эта задача решается с учетом релаксации колебательных
степеней свободы молекул и возможных гетерогенных реакций. Возможна
произвольная каталитичность стенки относительно аккомодации различных
степеней свободы молекул газа на стенке.
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2.1. Кинетические граничные условия. Итак, будем рассматривать те-
чение около стенки многокомпонентной термохимически неравновесной смеси
газов с гетерогенными химическими реакциями и различными колебатель-
ными температурами компонентов смеси (T может отличаться от T V

i ; T V
i

и T V
j могут быть различны при i 6= j), так называемое модовое приближение.

Граничное условие для функции распределения зададим в виде:

f↑
iαβ = (1− θi) f↓

iαβ + (θi − γi) fw
iαβ, uy > 0,

fw
iαβ = f

[0]
iαβ

(
ni = nwi, T = Tr, T V

i = T V
ri , v = 0

)
.

(4.18)

Здесь γi — доля от числа падающих на стенку частиц, которая появ-
ляется (γi < 0) или исчезает (γi > 0) за счет гетерогенных химических
реакций, θi — доля диффузно отраженных частиц. Вместо вспомогательных
параметров Tr и T V

ri можно ввести коэффициенты аккомодации колебательной
энергии (βV

i ) и энергии активных (поступательная и вращательная) степеней
свободы (β):

βV
i =

TV
ri − TV

i

Tw − TV
i

, β =
Tr − T

Tw − T
, (4.19)

где Tw — температура стенки. Условия (4.18), (4.19) являются обобщением
обычных зеркально–диффузных граничных условий [3] на случай с различ-
ными колебательными температурами компонентов и гетерогенными хими-
ческими реакциями. Вспомогательные величины nwi в (4.18) могут быть
получены из следующих соображений. Если гетерогенные химические реак-
ции не протекают (γi = 0), то все падающие на стенку молекулы i-го сорта
отражаются. Тогда из условия баланса падающих и отраженных молекул i-го
компонента

∑

α,β

∫ ∫ ∫

uy>0

uy f↑
iαβ (γi = 0, y1 = 0) du = −

∑

α,β

∫ ∫ ∫

uy<0

uy f↓
iαβ (y1 = 0, ) du (4.20)

и определяются параметры nwi. Ось Оy перпендикулярна стенке, оси Оx и Оz
направлены вдоль стенки. Система координат — декартова.

Отметим, что часто считается, что nwi — концентрация компонентов на
стенке, на самом деле это просто вспомогательный параметр задачи.

Действительно, из кинетической теории газов для истинной концентрации
на стенке nsi имеем очевидное выражение

nsi =
∑

α,β





∫ ∫ ∫

uy>0

f↑
iαβ du +

∫ ∫ ∫

uy<0

f↓
iαβ du





. (4.21)

В работе [7] показано, что величина nwi и реальная концентрация на стенке
nsi различаются между собой.



2. Граничные условия для химически реагирующего газа 125

Для дальнейших целей удобно линеаризовать fw
iαβ относительно

f
(0)
iαβ (x, y = 0, z). Получим

fw
iαβ = f

(0)
iαβ

(
1 + Kφw

iαβ

)
, (4.22)

где

φw
iαβ =

nwi − ni

ni
+β

Tw − T

T

(
εεεεεεεεεR
iα − S

(1)
3/2

)
+βV

i
Tw−TV

i

TV
i

εεεεεεεεεV
iβ−

√
mi

2 kT
v · Wi. (4.23)

2.2. Асимптотическое уравнение и нулевое приближение внут-
ренней задачи. Легко видеть, что асимптотическое решение (4.2), (4.5),
(4.13) уравнений (4.1) не удовлетворяет граничным условиям (4.18), (4.19),
(4.20). Следовательно, согласно общей процедуре построения решения задач
с сингулярным вырождением (уравнение (4.1) содержит малый параметр пе-
ред старшей производной), необходимо ввести в рассмотрение область около
стенки (в данном случае слой Кнудсена) и построить там внутреннее, удовле-
творяющее кинетическим граничным условиям (4.18), (4.19), (4.20), решение
и срастить его с внешним решением (4.2), (4.5), (4.13). Для этого введем
в пристеночном слое Кнудсена новую координату, перпендикулярную стенке,
y1 = y/K, которая в этом слое имеет порядок O(1). Тогда кинетическое
уравнение (4.1) примет вид

∂

∂t
fiαβ + ux

∂

∂x
fiαβ +

1

K
uy1

∂

∂y
fiαβ + uz

∂

∂z
fiαβ =

1

K
L

(0)
iαβ + L

(1)
iαβ. (4.24)

Асимптотическое решение в слое Кнудсена (внутреннее решение) будем ис-
кать в виде:

fiαβ = f
[0]
iαβ (1 + Kφiαβ) . (4.25)

Тогда для нулевого приближения f
[0]
iαβ получим задачу:

uy
∂

∂y1
f

[0]
iαβ = L

(0)
iαβ

(
f

[0]
iαβ

)
, (4.26)

f
[0]
iαβ (y1 → ∞) = f

(0)
iαβ (y = 0) .

На стенке функция распределения f
[0]
iαβ должна удовлетворять граничным

условиям (4.18), (4.19), (4.20) с точностью до О(K).
Далее везде будем рассматривать случай малых и умеренных гетероген-

ных реакций, т. е.

γi = O (K) . (4.27)

Отметим здесь для примера, что на реальных низкокаталитических теп-
лозащитных плитках, изготовленных на основе SiО2, вероятность реакции
рекомбинации γ ∼ 0,01 (см. [11]).
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Убедимся теперь, что функция

f
[0]
iαβ (x, y1, z) ≡ f

(0)
iαβ (x, y = 0, z) , (4.28)

для всех y1, является решением искомой задачи в нулевом приближении.
Действительно, эта функция удовлетворяет соотношениям (4.26) в силу (4.3),
а принимая во внимание (4.22) и (4.27), легко видеть, что функция рас-
пределения (4.28) удовлетворяет граничным условиям (4.18), (4.19) и (4.20)
с точностью до O(K). Таким образом, (4.28) является решением внутренней
задачи в нулевом приближении.

2.3. Постановка задачи для первого приближения. Исследуем далее
первое приближение. Условия сращивания асимптотических разложений для
первого приближения дают:

φiαβ (y1) − y1
∂

∂y
ln

(
f

(0)
iαβ

∣∣∣
y=0

)
− Φiαβ (y = 0) → 0, при y1 → ∞. (4.29)

Подставляя разложение (4.25) в (4.24) с учетом найденного нулевого прибли-
жения, получим уравнение для первого приближения

∂

∂t
f

(0)
iαβ + ux

∂

∂x
f

(0)
iαβ + uy

∂

∂y1

(
f

(0)
iαβ φiαβ

)
+ uz

∂

∂z
f

(0)
iαβ =

= f
(0)
iαβI

(0)
iαβ (ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ) + L

(1)
iαβ

(
f

(0)
iαβ

)
. (4.30)

Здесь ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ — полный набор функций φjσε, т. е. j, σ, ε пробегают все возможные
значения.

Чтобы получить граничное условие на стенке для первого приближения
φiαβ , подставим (4.22) и (4.25) в (4.18). Учитывая (4.27) и нулевое прибли-
жение (4.28), получим

φ↑
iαβ = (1− θi) φ↓

iαβ (−uy) + θi φ
w
iαβ − γi. (4.31)

Соотношения (4.29–(4.31) представляют собой задачу для первого прибли-
жения. Эта задача не имеет пока аналитического решения даже в случае
простого газа [4].

2.4. Метод Максвелла–Лоялки и граничные условия. Для получения
граничных условий скольжения воспользуемся методом Максвелла–Лоялки
[8]. Для этого получим некоторые интегралы уравнения (4.30). С учетом
найденного нулевого приближения (4.28) для внутренней задачи, уравнение
(4.30) перепишем в виде

uy
∂

∂y1
φiαβ − I

(0)
iαβ (ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ) = K (x, z) , (4.32)
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где K(x, z) включает все члены уравнения (4.30), не зависящие от y1. Ин-

теграл I
(0)
iαβ не содержит нерезонансных столкновений. Значит, суммарная

колебательная энергия для каждого компонента смеси сохраняется:
〈
εV
iβ I

(0)
iαβ (ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ)

〉
i
= 0. (4.33)

Аналогичные соотношения можно записать для всех инвариантов столкно-
вений, т. е. для величин, суммарная величина которых не меняется в столк-

новениях [4]. Т.к. интеграл I
(0)
iαβ не включает столкновений, приводящих

к химическим реакциям или к переходу колебательной энергии в другие виды
энергии, то число частиц каждого сорта, суммарный импульс и суммарная
энергия активных степеней свободы сохраняются в столкновениях:

〈
I

(0)
iαβ (ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ)

〉
i
= 0;

〈
mi ukI

(0)
iαβ (ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ)

〉
= 0, k = x, y, z,

〈(
1

2
miu

2 + εR
iα

)
I

(0)
iαβ (ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ)

〉
i
= 0.

(4.34)

Соотношениям (4.33), (4.34) соответствуют инварианты столкновений:

ψiαβ = δij , δijε
V
iβ, miuk,

1

2
miu

2 + εR
iα, k = x, y, z, j = 1, . . . ,N. (4.35)

Любая линейная комбинация инвариантов столкновений — тоже инвариант.
Умножим теперь (4.32) последовательно на различные инварианты столк-

новений (4.35) с последующим взятием интегральных скобок. С учетом (4.33)
и (4.34), получим:

∂

∂y1

〈
uy φiαβ εV

iβ

〉
i
= K1i,

∂

∂y1
〈uy φiαβ mi ul〉 = K3l, l = x, y, z,

∂

∂y1
〈uy φiαβ〉i = K2i,

∂

∂y1

〈
uy φiαβ

(
1

2
miu

2 + εR
iα

)〉
= K4,

(4.36)

где K1–K4 не зависят от y1.
Следуя Лоялке [8], получим вторую группу интегральных соотношений,

базирующуюся на следующем свойстве линеаризованного интеграла столкно-
вений [4, 9]. 〈

hiαβ I
(0)
iαβ (ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ)

〉
=

〈
φiαβ I

(0)
iαβ (h)

〉
, (4.37)

для двух произвольных наборов функций hjσε, φjσε, гдеj, σ, ε пробегают
все возможные значения. Заметим теперь, что соотношения (4.14) можно
записать в едином виде

I
(0)
iαβ (h) = ψiαβuy, (4.38)

где ψiαβ — инвариант столкновений, а h принимает значения:

h1
iαβ = −Wiy

(
aT

i S
(1)
3/2 + aR

i εεεεεεεεεR
iα

)
,

h2, l
iαβ = −bi Wil Wiy, l = x, y, z,

h
3(j)
iαβ = −aV

j δijεεεεεεεεεV
iβWiy, j = 1, . . . ,N .

(4.39)
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Учитывая (4.37), получим
〈
hiαβI

(0)
iαβ (ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ)

〉
=

〈
φiαβ I

(0)
iαβ (h)

〉
= 〈φiαβ uy ψiαβ〉 = Ψ, (4.40)

где Ψ — линейная функция от y1 в силу (4.36). Умножая (4.32) на hiαβ и взяв
интегральные скобки, получим (учитывая (4.40) )

∂

∂y1
〈uy hiαβ φiαβ〉 − Ψ = M , (4.41)

где функция M не зависит от y1. Возьмем производную ∂/(∂y1) от правой
и левой части (4.40). Так как Ψ — линейная функция y1, получим:

∂2

∂y2
1

〈uy hiαβφiαβ (y1)〉 = const (x, z) , (4.42)

для всех hiαβ из (4.39). В силу (4.29) из (4.36), (4.42) следует:

〈uy φiαβ (y1 = 0)〉i = 〈uy Φiαβ (y = 0)〉i , (4.43)

〈bi Wil Wiyuy φiαβ (y1 = 0)〉 = 〈biWil Wiyuy Φiαβ (y = 0)〉 , (4.44)

〈mi ul uy φiαβ (y1 = 0)〉 = 〈mi u l uy Φiαβ (y = 0)〉 , l = x, y, z,

〈(
1

2
miu

2 + εR
iα

)
uy φiαβ (y1 = 0)

〉
=

〈(
1

2
miu

2 + εR
iα

)
uy Φiαβ (y = 0)

〉
,

〈
εV
iβ uy φiαβ (y1 = 0)

〉
i
=

〈
εV
iβ uy Φiαβ (y = 0)

〉
i
,

〈
εεεεεεεεεV
iβ Wiy uy φiαβ (y1 = 0)

〉
i
=

〈
εεεεεεεεεV
iβ Wiy uy Φiαβ (y = 0)

〉
i
,

〈
Wiy uy

(
aT

i S
(1)
3/2 + aR

i εεεεεεεεεR
iα

)
φiαβ (y1 = 0)

〉
=

=
〈
Wiy uy

(
aT

i S
(1)
3/2 + aR

i εεεεεεεεεR
iα

)
Φiαβ (y = 0)

〉
.

Чтобы записать эти соотношения в явном виде, необходимо знать φiαβ

(y1 = 0). Строго говоря, φiαβ является решением задачи (4.29)–(4.31).
Поскольку аналитического решения этой задачи пока не существует,
воспользуемся следующей идеей Лоялки [8]. Аппроксимируем функцию
распределения падающих на стенку молекул с помощью выражения

φ↓
iαβ = ηyWiy + ηa

(
εεεεεεεεεR
iα − S

(1)
3/2

)
−

∑

s

(
aT

i S
(1)
3/2 + aR

i εεεεεεεεεR
iα

)
wis

∂

∂xs ln (T )−

− ηV
i

∑

s

aV
i εεεεεεεεεV

iβwis
∂

∂xs ln
(
T V

i

)
+ ηxbiWixWiy + ηzbiWizWiy+

+ η2bi

∑

s,l

WilWis : ẽ
(d)
sl , (4.45)
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здесь параметры η являются неизвестными и находятся из соотношений
(4.43), (4.44). Чтобы замкнуть систему (4.43), (4.44), перепишем (4.20),
(4.21), используя (4.25), (4.28). Получим:

nsi − ni

ni
= 〈φiαβ (y1 = 0)〉i , (4.46)

〈uyφiαβ (γi = 0, y1 = 0)〉i = 0. (4.47)

Чтобы вычислить окончательные соотношения, подставим (4.13) (4.23),
(4.31), (4.45) в равенства (4.43), (4.44), (4.46), (4.47). Интегральные скобки
можно вычислить, пользуясь методом, описанным в [4, 6, 9]. Разрешая полу-
ченную таким образом систему линейных уравнений, получим:

βV
i

TV
i − Tw

TV
i

=
4
√

π (2− θi) aV
i

8− (4− π) θi

∂

∂y
ln

(
T V

i

)
, (4.48)

vx = ξ(1) ∂

∂x
ln (T ) +

∑

j

ξ
(2)
j Jj x + ξ(3)

(
∂

∂x
vy +

∂

∂y
vx

)
,

vz = ξ(1) ∂

∂z
ln (T ) +

∑

j

ξ
(2)
j Jj z + ξ(3)

(
∂

∂ z
vy +

∂

∂y
vz

)
,

β
T − Tw

Tw
= ξ(4) ∂

∂y
ln (T )+

∑

j

ξ
(5)
j Jjy + ξ(6)

(
∂

∂x
vx +

∂

∂z
vz − 2

∂

∂y
vy

)
+

∑

j

ξ
(γ)
j γj ,

nsj − nj

nj
=

θj

4
β

T − Tw

Tw
+ ξ(7) ∂

∂y
ln (T ) +

∑

k

ξ
(8j)
k Jky+

+ ξ
(9)
j

(
∂

∂x
vx +

∂

∂z
vz − 2

∂

∂y
vy

)
+

∑

k

ξ
(γk)
j γk.

Коэффициенты ξ даны в приложении 1.

2.5. Применение граничных условии скольжения. Соотноше-
ния (4.48) являются искомыми макроскопическими граничными условиями
для уравнений Hавьe–Cтокca (4.15), (4.16) на стенке, при удовлетворении
которых решение этих уравнений вне слоя Кнудсена совпадает с точностью до
первого приближения по числу Кнудсена с решением уравнений Больцмана
с заданными истинными граничными условиями на стенке (4.18), (4.19),
(4.20). Другими словами, для разреженного газа следует использовать (4.48)
вместо обычных условий прилипания.

Компоненты макроскопической скорости (в (4.48)) vx и vz являются
фиктивными скоростями, которые называются соответственно скоростями
скольжения вдоль осей 0x и 0z. Истинная скорость газа на стенке остается

5 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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неизвестной, и она для макроскопической задачи не нужна. Истинная каса-
тельная макроскопическая скорость газа на стенке (истинная скорость про-
скальзывания) должна находиться из решения кинетической задачи с деталь-
ным законом отражения молекул от стенки, т. к. при любом реальном законе
отражения молекул происходит потеря касательного импульса при взаимодей-
ствии молекул со стенкой. Далее, в (4.48) T V

i , T , ni являются соответственно
фиктивными колебательными, поступательно-вращательными температурами
и числовыми концентрациями компонентов, при которых должны решаться
уравнения (4.15), (4.16). При этом используются заданные из эксперимента
или определенные из квантово-механических расчетов коэффициенты акко-
модации β, βV

i . Температура Tw стенки задается, или на стенке выставляется
соответствующее балансовое соотношение для потока тепла. В последнем
случае Tw находится в процессе решения задачи [12].

Особое положение занимает истинная числовая концентрация компонен-
тов газа на стенке nsi, аналоги которой для скорости и температур в условия
(4.48) не входят и, как отмечалось выше, не нужны для гидродинамического
решения задачи. Концентрации nsi априори в задачах обтекания реагирующей
в потоке и на стенке смесью, как правило, неизвестны; для их определения
нужны дополнительные условия, отражающие механизм гетерогенных хими-
ческих реакции на стенке.

Пусть мы имеем какие-либо макроскопические граничные условия для
концентраций, которые в общем случае гетерогенных реакций можно запи-
сать в виде

G (ni,Jiy) = 0,

где функции G определяются принятой моделью гетерогенных химических
реакций. Тогда для случая течений разреженного газа естественно исполь-
зовать эти же условия, но с подстановкой в них истинных концентраций nsi

и истинных диффузионных потоков по нормали к стенке (Jiy)s. Соотноше-
ние (4.43) метода Максвелла–Лоялки означает

Jiy = (Jiy)s . (4.49)

Значит для течения разреженного газа следует выставлять условия

G (nsi,Jiy) = 0, i = 1, . . . ,N. (4.50)

Например, для некаталитической стенки следует выставлять условие

Jiy = 0, i = 1, . . . ,N ,

а для идеально каталитической — условие

nsi = ne
si (Tw) , i = 1, . . . ,N ,

где ne
si (Tw) — равновесные значения концентраций компонентов при темпе-

ратуре поверхности тела.
Соотношение типа (4.50) замыкает систему граничных условий (4.48).
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Заключение

1. Дано кинетическое обоснование гидродинамических уравнений для
многокомпонентного химически реагирующего термически неравновесного
(колебательная мода каждого компонента может иметь свою собственную
температуру) газа, выведенных ранее феноменологическим путем. Кинетиче-
ский и феноменологический подход дают полностью совпадающие уравнения.

2. Методом Максвелла–Лоялки получены граничные условия скольжения,
скачков температур и концентрации для многокомпонентного химически ре-
агирующего термически неравновесного газа. Колебательная мода каждого
компонента может иметь свою собственную температуру. При этом одновре-
менно учитываются гетерогенные химические реакции и термическая нерав-
новесность. Результаты верны для любой каталитической активности стенки
относительно релаксации различных степеней свободы молекул. Окончатель-
ные результаты даны в удобном для практического использования виде.

Приложение 1 к главе 4

Коэффициенты:

ξ(1) =
1

A

[
1

π

∑
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θi a
T
i

∑

j
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θi bi
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Коэффициенты Ω даны в приложении 2.
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Приложение 2 к главе 4

Вспомогательные величины:
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Здесь ai, bi, aT
i , aR

i , cR
i — коэффициенты разложения коэффициентов функ-

ции распределения (4.13) по полиномам Сонина в методе Чепмена–Энскога
(см. (4.14), (4.17), (4.39)).

Исследования поддержаны Роснаукой (Гос. контракты 02.740.11.0615
и П594).
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5

ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ГИПЕРЗВУКОВЫХ

ТЕЧЕНИЙ

Г.А. Тирский
Московский Физико-технический институт,

Научно-исследовательский институт механики МГУ им. М.В. Ломоносова

Эффекты, которые отличают гиперзвуковые течения (M > 5), от просто
сверхзвуковых течений связаны: во-первых, с большими числами Маха и во-
вторых, с высокой энергией потока. Первые являются эффектами гидроди-
намическими, а вторые по своей природе — физико-химическими. Второй
фундаментальный параметр подобия, число Рейнольдса, определяет режимы
обтекания: при малых и умеренных числах Рейнольдса имеет место сво-
бодно-молекулярный и переходной режимы обтекания, при больших — кон-
тинуальный (ламинарный или турбулентный). Асимптотические упрощения
уравнений Навье–Стокса при больших и малых числах Рейнольдса были
рассмотрены в главе 1. В этой главе мы рассмотрим эффекты, связанные
с большими числами M набегающего потока, которые в одних случаях приво-
дят к упрощению постановок задач и возможности получения приближенных
аналитических решений, а в других — к значительному усложнению.

Упрощения имеют место, главным образом, при обтекании поверхностей
под большими углами атаки к основному потоку, для которых при увели-
чении скорости распределение давления по обтекаемой поверхности, напри-
мер, перестает зависеть от числа M. Течение хорошо описывается течени-
ем ньютоновского газа, в котором не учитывается взаимодействие между
молекулами газа, а давление на поверхности тела считается возникающим
в результате потери набегающими частицами газа составляющей количества
движения только по нормали к поверхности. Другие упрощения возникают
при обтекании тонких тел, для которых возмущения скорости в направлении
набегающего потока малы. В этом случае течение в поперечном направлении
можно считать не зависящим от течения в продольном направлении, что
приводит к двумерной нестационарной задаче.

Можно сказать, что упрощение постановок и решения задач при больших
числах M связано с рассмотрением задач гиперзвукового обтекания в рамках
идеального газа, т. е. с определением давления на обтекаемой поверхности.
Остальные возможные упрощения задач обтекания тел идеальным газом при
больших числах M можно найти в монографиях [1–4].

Однако можно указать случаи и усложнения задач газодинамики при
больших числах M. Например, метод линеаризации уравнений движения,
который является чрезвычайно полезным при изучении сверхзвуковых пото-
ков, не применим для гиперзвукового течения. Даже сильно искривленная
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вблизи затупленного носка летящего с гиперзвуковой скоростью тела голов-
ная ударная волна создает большой градиент энтропии поперек потока, что
делает классическое предположение об изоэнтропичности течения нереаль-
ным. Кроме того, нельзя больше пользоваться классической схемой Прандтля:
невязкое течение плюс пограничный слой. При гиперзвуковых скоростях
полета толщина ПС может стать значительной по сравнению с толщиной тела,
что приводит к возникновению взаимодействия между вязким течением в ПС
и внешним, по существу невязким потоком, что в свою очередь приводит
к увеличению теплового потока к обтекаемой поверхности.

Выводы об эффекте влияния на течение газа при больших числах Маха
можно получить из рассмотрения интеграла Бернулли

v2

2
+ h = const ,

где: v — местная скорость течения, h — удельная (на единицу массы) энталь-
пия,. Это уравнение выражает очевидный факт, что для движущегося газа
сумма кинетической энергии единицы массы v2/2 и удельной энтальпии есть
величина постоянная. Для отношения этих двух слагаемых можно получить
для совершенного газа следующее выражение:

кинетическая энергия

энтальпия
=

v2

2h
=

v2

2cpT
=

v2

2

γR

a2cp

=
γ − 1

2
M2,

где γ – отношение удельных теплоемкостей, a — скорость звука, R — уни-
версальная газовая постоянная. Очевидно, что для чисел M > 5 энтальпия
h = cpT становится малой величиной по сравнению с кинетической энергией.
Этот факт означает, что в газе, движущемся с гиперзвуковой скоростью,
влияние хаотического движения атомов или молекул имеет относительно
малое значение и что движение газа в первом приближении можно рассмат-
ривать как поток не взаимодействующих между собой частиц. Эта картина
течения и есть модель обтекания тел газом, которую в 1687 г. рассмотрел
И. Ньютон [5], и идея которой была развита для гиперзвукового течения
Буземанном в 1933 г. и Карманом в 1935 г [1, 2].

Далее, при торможении газа в головной ударной волне почти вся кине-
тическая энергия набегающего потока переходит в нагрев газа до высокой
температуры (десятки тысяч градусов) непосредственно за ударной волной,
которая далее, при приближении к обтекаемому телу, спадает за счет эндо-
термических реакций диссоциации и ионизации. При столь высоких темпе-
ратурах времена релаксации колебательных и электронных степеней свободы
сравниваются с временами реакций и становится необходимым учитывать
колебательно-диссоциационное и электронно-ионизационное взаимодействия.
Таким образом, в ударном слое происходит течение многокомпонентного тер-
мохимически неравновесного газа с разными температурами поступательных,
колебательных и электронных степеней свободы.
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В данной главе приведен строгий математический вывод основных гидро-
динамических уравнений, учитывающих указанные выше физико-химические
процессы.

1. Уравнения сохранения (баланса) массы, импульса и энергии
для смесей газов

Математической основой гиперзвуковой аэродинамики и теплообмена при
наличии диссипативных и физико–химических процессов являются гидроди-
намические уравнения многокомпонентной, многотемпературной, химически
реагирующей, релаксирующей и излучающей смеси газов и плазмы, состоя-
щей из нейтральных и заряженных частиц при отсутствии внeшнeгo электро-
магнитного поля. Эти уравнения можно получить как феноменологическим,
так и кинетическим способами.

Феноменологический вывод этих уравнений, основанный на применении
основных законов классической механики и термодинамики к взаимопрони-
кающим и взаимодействующим континуумам [6], понятие о которых ввели
еще Мaксвeлл [7] и Стефан [8], дается в курсах термодинамики необратимых
процессов [9, 10]. Т. Карман в лекциях, прочитанных в 1951 г. в Сорбонне
и в 1953 г. в Принстонском университете, изложил основы тогда еще нового
раздела гидродинамики — аэротермохимии, изучающей течения химически
реагирующих газов. Эти результаты опубликовал в своей книге Пеннер [11].

Другой подход — кинетический, основан на получении уравнений гид-
родинамики из кинетических уравнений Больцмана как соответствующих
моментов этих уравнений. Оба способа вывода уравнений дают совершенно
одинаковую структуру уравнений, хотя феноменологический вывод имеет
более общий характер, поскольку он не связан с конкретной моделью кинети-
ческих уравнений, получение которых всегда связано с определенными допу-
щениями (бинарные столкновения, независимость корреляций, молекулярный
хаос и др.). Для N -компонентной смеси эти уравнения имеют вид [12]:

∂ρi

∂t
+ ∇ · (ρiv + Ji) = ωi, (5.1)

∂ (ρivi)

∂t
+ ∇ · (ρivv + vJi + Jiv) −∇ · P̂i = ρiFgi + ρiFqi + ρiFτi + ωiv, (5.2)

∂

[
ρi

(
v2/2 + ei + vVi

)]

∂t
+ ∇·

[
ρi

(
v2

2
+ ei

)
v − P̂i · v + Jqi + Ji

(
v2

2

)
+

+ (Ji · v)v − JRi

]
= ρi (Fgi + Fqi) · v + ρiFτi · v + ωi

(
v2

2

)
+ Qi, (5.3)

pi = nikTi, i = 1, . . . ,N , (5.4)



1. Уравнения сохранения (баланса) массы, импульса и энергии для смесей газов 141

где:

v =
N∑

k=1

ckvk, ci =
ρi

ρ
, ρ =

N∑

k=1

ρk, ρi = nimi,

Vi = vi − v, Ji = ρiVi, P̂i = −piÎ + τ̂i,

Fτi =
N∑

k=1

νik (vk − vi), Fqi =
qi

mi

[
E + c−1 (vi × H)

]
.

Здесь: ni, mi, ρi, ci, vi, Vi, Ji, ωi, Fgi, Fqi, Fτi, ei, JRi, Qi, P̂i, pi, τ̂i, Ti, qi,
νik соответственно величины для i-гo компонента — числовая плотность ча-
стиц, масса частиц, плотность, массовая концентрация, среднестатистическая
скорость, диффузионная скорость, массовый диффузионньrй поток, источник
массы за счет химических реакций, массовая сила неэлектромагнитной приро-
ды, массовая сила электромагнитной природы, массовая сила сопротивления,
действующая на i-ый континуум со стороны остальных, удельная внутренняя
энергия (включающая энергию образования), удельный радиационньrй поток,
обменный член энергии с остальными компонентами, парциальный тензор
напряжений, парциальное давление, парциальный тензор вязких напряжений,
абсолютная температура, заряд, эффективная частота столкновений частиц
i-го сорта с частицами k-го сорта, E, H — напряженности электрического
и магнитного полей, ρ — массовая плотность смеси, v — среднемассовая
скорость смеси, c — скорость света, k — постоянная Больцмана, Î — еди-
ничный тензор, ∇ ≡ div — оператор дивергенции, точка означает скалярное
умножение.

Если из уравнения (5.3) вычесть уравнение (5.2), предварительно умно-
женное на v, то получим уравнение притока тепла для i-го континуума:

d (ρiei)

dt
+ ρiei∇ · v + ∇ · (Jqi − JRi) + Ji ·

(
dv

dt

)
− P̂i :∇v =

= (Fgi + Fqi) · Ji + Qi, i = 1, . . . ,N. (5.5)

Складывая последовательно уравнения (5.1)–(5.4), получим с учетом со-
хранения суммарной массы во всех реакциях, суммарного импульса во всех
столкновениях и суммарной обменной энергии уравнения гидродинамики для
смеси в целом: ∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρρρρρρρρρv) = 0, (5.6)

∂ (ρv)

∂t
+ ∇ · (ρvv) + ∇p −∇ · τ̂ =

N∑

k=1

ρk (Fgk + Fqk), (5.7)

∂
[
ρ

(
v2/2+e

)]

∂t
+∇ ·

[
ρ

(
v2

2
+e

)
v+pv − τ̂ττττττττ · v+Jq−JR

]
=

N∑

k=1

ρkFk · vk, (5.8)
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p =
N∑

j=1

njkTj , (5.9)

где

p =
N∑

k=1

pk, τ̂ =
N∑

k=1

τ̂k, ρe =
N∑

k=1

ρkek, Jq =
N∑

k=1

Jqk,

JR =
N∑

k=1

JRk, Fi = Fgi + Fqi.

Здесь: p, τ̂ττττττττ, e, Jq, JR соответственно давление в смеси, тензор вязких на-
пряжений в смеси, удельная внутренняя энергия смеси, суммарный удельный
поток тепла, суммарный радиационный поток тепла, Fi — внешняя массовая
сила, действующая на i-ый континуум.

Для замыкания приведенной системы уравнений для смеси газов необ-
ходимо получить явное выражение для внутренних энергий компонентов ei,
выражения для векторных потоков Ji, Jq, JR и тензора напряжений τ̂ , а также
выписать выражения для источниковых членов ωi и Qi.

2. Внутренняя энергия компонентов

Предполагая локально равновесное (максвелловское) распределение энер-
гии поступательных степеней свободы частиц и локально рaвновеснoe (больц-
мановское) распределение энергии внутренних степеней свободы частиц (мо-
лекул, атомов, ионов), выражение для внутренней энергии i-го сорта частиц
будет

ei=e
(T )
i (Ti)+e

(R)
i

(
T

(R)
i

)
+e

(V )
i

(
T

(V )
i

)
+e

(E)
i

(
T

(E)
i

)
+hi0, i=1, . . . ,N , (5.10)

где слагаемые являются соответственно удельными энергиями, приходя-
щимися на поступательные (T ), вращательные (R), колебательные (V )
и элекpoнно–возбужденные степени свободы (E) частиц i-го сорта при своих
тeмпeратурах, hi0 — энергия образования (удельная теплота реакции при
абсолютном нуле) i-го компонента. Это так называемое модовое приближение.
Для условий гиперзвукового обтекания на высотах H 6 100 км можно считать
с достаточной точностью, что энергии поступательных и вращательных сте-
пеней свободы (активные степени свободы) тяжелых частиц (не электронов)

находятся в равновесии между собой, т. е. Ti = T
(R)
i = T . Выражения для

e
(V )
i

(
T

(V )
i

)
и e

(E)
i

(
T

(E)
i

)
можно найти в справочной литературе. Для модели

гармонического осциллятора для e
(V )
i имеем:

e
(V )
i =

k

mi

Θvi

exp (ti) − 1
, Θvi =

hνi

k
, ti =

Θvi

T
(V )
i

, (5.11)
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где Θvi — характеристическая колебательная температура, νi — частота
колебаний i-го компонента.

Электронные уровни возбуждаются в основном свободными электрона-
ми. Энергия свободных электронов характеризуется электронной темпера-
турой Te. Обычно предполагается, что электронные уровни энергии имеют
равновесное (больцмановское) распределение с температурой, равной Te, т. е.

T
(E)
i = Te. Это сильное предположение приближенно верно для низких элек-

тронных состояний. Высоковозбужденные электронные уровни отклоняются
от равновесного, но их вклад в энергию до температур T 6 10000 К (что
и выполняется для рассматриваемых задач практически во всей толщине
ударного слоя) пренебрежимо мал. До наступления полного термического рав-
новесия за головной ударной волной происходит релаксация (выравнивание)

колебательных температур молекул и молекулярных ионов T
(V )
i и электронной

температуры Te до температуры постyпательных степеней свободы T . Таким
образом, при наличии релаксации внутренних степеней свободы со своими

квазиравновесными температурами T
(V )
i , T

(E)
i = Te необходимо иметь соот-

ветствующие уравнения баланса энергии колебательных степеней свободы
частиц и уравнение для определения температуры свободных электронов Te.

3. Уравнение сохранения (баланса) энергии внутренних степеней
свободы частиц

Если уравнение баланса числа частиц i-го сорта, находящихся в кван-
товом состоянии α, умножить на энергию εiα частицы, находящейся в α-ом
квантовом состоянии, и затем просуммировать по всем α, то получим искомые
уравнения [13, 14]:

ρ
d

(
cie

(in)
i

)

dt
+ ∇ · q(in)

i = Q
(in)
i , i = 1, . . . ,N , (5.12)

где

e
(in)
i =

〈εi〉
mi

, ni 〈εi〉 =
∑

α

niαεiα, ni =
∑

α

niα,

q
(in)
i =

∑

α

niαεiαViα, Viα = viα − v, Q
(in)
i =

∑

α

εiαṅiα.

Здесь q
(in)
i — удельный поток энергии внутренних степеней свободы частиц

i-го сорта, e
(in)
i — средняя удельная энергия внутренних степеней свободы

частиц i-го сорта, которая в случае больцмановского распределения энергии
внутренних степеней свободы колебаний для гармонического осциллятора бу-

дет равна (5.11), Q
(in)
i — обменные источниковые члены. Для замыкания урав-

нений (5.12) необходимы выражения для потоков q
(in)
i и источников Q

(in)
i .
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4. Уравнение сохранения (баланса) энергии электронной
компоненты

Температура электронов Te в ударном слое непосредственно за головным
скачком остается ниже температуры тяжелых частиц T из-за низкой скорости
обмена поступательной энергией при столкновении электронов с тяжелыми
частицами, что связано с большим различием масс этих частиц. Поэтому
необходимо иметь уравнение для определения Te или энергии свободных
электронов ee = (3/2) k(Te/me) + he0. Таким уравнением будет одно из урав-
нений (5.5), которое через электронную температуру Te запишется в виде

(3/2) d (neTe)

dt
+

(
5

2

)
neTe∇ · v + ∇ · (Jqe − he0Je − JRe) +

+ Ji · dv

dt
− τ̂e :∇v = (Fge + Fqe) · Je + Qe − he0ω̇e. (5.13)

5. Молекулярные соотношения переноса и коэффициенты
переноса

Центральным моментом при выводе замкнутой системы уравнений для
многокомпонентной многотемпературной смеси газов является получение
явных выражений для потоков диффузии Ji с разными диффузионными
свойствами компонентов (разными бинарными коэффициентами диффузии),

полного потока тепла Jq, потоков внутренних энергий q
(in)
i , радиационных

потоков JRi и парциальных компонент тензора напряжений P̂i, отдельных
компонентов и для смеси в целом — так называемых соотношений переноса.
На этом этапе применение принципов термодинамики необратимых процессов
с использованием принципа Онзагера о симметрии кинетических коэффици-
ентов [9] или кинетического подхода с использованием, например, метода
Чепмена–Энскога для решения уравнений Больцмана, дает совершенно оди-
наковую структуру соотношений переноса [15].

Для смесей нейтральных одноатомных газов соотношения переноса, полу-
ченные в рамках низших приближений при вычислении возмущенной функ-
ции распределения по полиномам Сонина [16] до температур диссоциации
(2000 ÷ 4000K), дают ошибку, не превышающую, как правило, 0,3% для
коэффициента вязкости, 0,5% для коэффициентов теплопроводности и до 10%
для коэффициентов термодиффузии.

Для частично ионизованных газов необходимо учитывать высшие при-
ближения [17]. Например, для вычисления коэффициентов теплопроводности
ионизованного воздуха необходимо учитывать третье приближение и второе
— для остальных коэффициентов переноса [18]. Стандартная процедура мето-
да Чепмена–Энскога [16] приводит к уравнениям переноса в виде выражений
для потоков через градиенты гидродинамических переменных («потоки через
термодинамические силы»). При этом для коэффициента теплопроводности
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λ(ξ), многокомпонентных коэффициентов диффузии Dij(ξ) и термодиффузии
Di (ξ) получаются сложные выражения в виде отношения определителей
порядка Nξ + 1 и Nξ, где ξ — число удерживаемых членов в разложении
возмущенной части функции распределения по полиномам Сонина. В такой
сложной форме соотношения переноса никогда не использовались в полной
форме при решении конкретных задач. Точные соотношения переноса в лю-
бом приближении с более простыми коэффициентами («термодинамические
силы через потоки») получены в [19, 20] и они имеют вид:

di =
N∑

k=1

xixk

Dik (1) fik (ξ)
(Vk − Vi) − kT i (ξ)∇ lnT , i = 1, . . . ,N , (5.14)

Jq = −λ (ξ)∇T + nkT
N∑

j=1

(
kTj (ξ)

ρj

)
Jj +

N∑

k=1

hkJk, (5.15)

где

di = ∇xi + (xi − ci)∇ ln p − ci

p

(
ρFi −

N∑

k=1

ρkFk

)
,

xi =
ni

n
, n =

N∑

k=1

nk, m =
N∑

k=1

mkxk.

Причем коэффициенты в этих уравнениях (fik(ξ) — поправочные функ-
ции, kT i(ξ) — термодиффузионное отношение, λ(ξ) — коэффициент тепло-
проводности) выражаются уже через определители порядка N(ξ − l), эле-
ментами в которых являются непосредственно полные интегральные скобки,
зависящие от интегралов столкновений частиц всех пар и состава смеси,
Dik (1) — бинарный коэффициент диффузии в первом приближении.

Cоотношения переноса в виде (5.14), (5.15) были получены также и фено-
менологически с использованием методов термодинамики необратимых про-
цессов [15, 21]. В такой форме они получили широкое распространение при
решении различных задач течений вязкого многокомпонентного газа, осо-
бенно при применении численных методов высокого порядка аппроксимации,
когда в качестве искомых функций наряду с гидродинамическими перемен-
ными вводятся потоки Ji (i = 1, . . . ,N), Jq [19, 22, 23]. Эффективность
использования соотношений переноса массы компонентов в виде (5.14) будет
показана в разделе 13.

6. Потоки энергии внутренних степеней свободы

При предположении, что релаксация внутренних степеней свободы частиц
не влияет на потенциалы взаимодействия частиц, а определяется только их
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сортом (приближение Эйкена), в [13, 14] было получено для потока энергии
внутренних движений частиц выражение

q
(in)
i =

∑

α

niαεiαViα = e
(in)
i Ji − ρiDi∇e

(in)
i =

= e
(in)
i Ji + ρDie

(in)
i ∇ci − ρDi∇

(
cie

(in)
i

)
, D−1

i =
N∑

k=1

xD
−1
ik . (5.16)

С учетом соотношений переноса (5.14) для смеси электронейтральных
компонентов (Fi = Fgi), выражения (5.16) принимают удобный для решения
задач вид:

q
(in)
i = −ρDi∇

(
cie

(in)
i

)
+ cie

(in)
i

[(
m

∆i

) N∑

k=1

(
∆

(0)
ik

mk

)
Jk−

− ρDiα
(0)
T i ∇ lnT − ρDiα

(0)
pi ∇ ln p

]
, (5.17)

где

∆
(0)
ik = ∆ik +

N∑

s=1

xs

(
mk

m
− ms

m

)
∆ks, ∆−1

ik = nDik,

∆i =
N∑

k=1

xk∆ik, α
(0)
T i = αT i −

N∑

s=1

csαTs, kT i = xiαT i,

α
(0)
pi = αpi −

N∑

s=1

csαps, kpi = xiαpi = xi − ci.

Здесъ αT i, αpi — термо- и бародиффузионные факторы i-го компонента. За-

метим, что cie
(in)
i представляют собой энергию внутренних степеней свободы

частиц i-го сорта в единице массы смеси. Если имеет место больцмановское
распределение частиц по внутренним квантовым состояниям энергии соот-

ветственно с температурами T
(in)
i , тогда:

q
(in)
i = e

(in)
i Ji − λ

(in)
i ∇T

(in)
i , λ

(in)
i = ρDicic

(in)
v i , c

(in)
vi =

de
(in)
i

dT
(in)
i

, (5.18)

где λ
(in)
i — коэффициент теплопроводности энергии внутренних степеней сво-

боды i-го компонента, зависящий от температуры T
(in)
i ((in) ≡ R, V , или E).

Заметим, что если к выражению для полного потока тепла (5.15), записанного
для бесструктурных частиц, добавить выражения (5.16), то получим полный
поток тепла для смеси газов с возможными внутренними степенями свободы

Jq = −λ∇T +
N∑

k=1

h
(T )
k Jk−

N∑

k=1

ρkDk∇e
(in)
k , (5.19)
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где

h
(T )
i = hi +

αTikT

mi
, hi = ei +

kT

mi
.

Здесь ei дается выражением (5.10). Для случая, когда выполняется выраже-
ние (5.18), будем иметь

Jq = −λ∇T −
N∑

k=1

λ
(in)
k ∇T

(in)
k +

N∑

k=1

h
(T )
k Jk. (5.20)

Аналогичные выражения можно получить и для случая смеси, содер-
жащей заряженные частицы (частично ионизованный газ), если исключить
возникающее электрическое поле E в соотношениях (5.14) (образующееся
за счет движения зарядов магнитное поле H имеет релятевистский эффект
и им можно пренебречь) из условия квазинейтральности смеси. При этом

видоизменяется только выражение для ∆
(0)
ik в (5.17) [24, 25].

7. Кинетика реакций диссоциации и ионизации для
однотемпературной смеси газов и плазмы

При температурах поступательных степеней свободы за головной ударной
волной меньше 8000÷ 10000K имеет место следующая иерархия характерных
времен физико-химических процессов в воздухе [16, 24–26]:

τTT 6 τRT ≪ τV T ≪ τD < τI , (5.21)

где τTT , τRT , τV T соответственно времена релаксации энергии поступатель-
ных, вращательных и колебательных степеней свободы, τD — характерное
время реакций диссоциации, τI — характерное время реакций ионизации.
В этом случае релаксационная зона за ударной волной имеет характерную
«полосатую» структуру. При этом реакции диссоциации и ионизации идут
на фоне квазиравновесия энергии между всеми степенями свободы частиц,
можно ввести одну температуру T .

Рассмотрим выражение для источниковых членов ωi, входящих в уравне-
ния (5.1), (5.5). Если установлено, что в смеси из N компонентов протекает R
реакций:

N∑

i=1

ν ′
irAi

K+
r

−−→←−
K−

r

N∑

i=1

ν ′′
irAi, r = 1, . . . ,R, (5.22)

то с использованием закона кратных отношений и закона действующих масс
можно получить выражение для ωi:

ωi = miṅi = min
R∑

r=1

(ν′′
ir − ν′

ir) er

τr
, (5.23)
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где:

τ−1
r =

(
p

kT

)ν′′
r −1

× K−1
r = nν′′

r −1K−1
r , er = Kprp

ν′′
r −ν′

r

N∏

k=1

x
ν′

kr
k −

N∏

k=1

x
ν′′

kr
k ,

ν ′
r =

N∑

k=1

ν ′
kr, ν ′′

r =
N∑

k=1

ν ′′
kr, Kpr = Kr (kT )ν′′

r −ν′
r , Kr =

K+
r

K−
r

.

Здесь ν ′
ir, ν

′′
ir — стехиометрические коэффициенты, Ai — символы химиче-

ских веществ, K+
r , K−

r — константы скоростей прямых и обратных реак-
ций, τr — «химическое» время обратных реакций, er — величины, харак-
теризующие отклонения реакций от химически равновесных реакций. На
изложенном выше фактически и базируется феноменологическая кинетика,
которая использует выражения для констант скоростей K+

r , K−
r , взятых

в конечном итоге из эксперимента, который обрабатывается согласно клас-
сической теории столкновениий. В настоящее время в литературе имеются
обобщающие системы данных по константам диссоциации и ионизации воз-
духа применительно к условиям входа летательных aппapaтов в атмосферу
Земли [27–32]. Все эти данные так или иначе использовались при решении
задач гиперзвуковой аэродинамики и теплообмена, а также очень широко —
в задаче о структуре релаксационной зоны за скачком уплотнения. Анализ
этих систем данных [33] показывает, что константы диссоциации О2 имеют
разброс от 0,5 до 2 порядков, константы диссоциации N2 имеют разброс не
более 1÷ 1,5 порядков.

Наибольший разброс констант скоростей. наблюдается для реакций диссо-
циации NO, достигающий трех порядков (массовая концентрация NO в дис-
социированном воздухе, как правило, не более 0,05). Обменные реакции
(O + N2 ⇄ N + NO, O + NO ⇄ N + O2) имеют разброс не более двух поряд-
ков. Существенно больший разброс имеют константы ионизации [34].

Расчет теплового потока по траектории «Буран» по всем указанным выше
шести кинетическим данным показал его разброс до 20 ÷ 25% [33], соот-
ветственно разброс равновесно-радиоционной температуры стенки в точке
торможения достигал 60÷ 80К.

8. Термически и химически неравновесные режимы
гиперзвукового обтекания тел

При температурах воздуха в ударном слое T ≈ 8000 ÷ 10000K время
τV сравнивается с временами τD и τI [26]. В этом случае диссоциация
начинается и протекает в условиях еще незавершенной колебательной ре-
лаксации. Это приводит к так называемому колебательно–диссоциационному
взаимодействию, диссоциация происходит со всех возможных колебательных
уровней, а не только с верхних, как это имеет место при достаточно низких
темпера турах согласно «лестничной» модели диссоциации, в соответствии
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с которой молекула должна совершить «подъем по лестнице колебательных
уровней» с нижних уровней на верхние и оказаться в энергетическом ин-
тервале kT около предела диссоциации, тогда последующие столкновения
приводят к диссоциации.

Так как константа диссоциации зависит от распределения заселенностей
колебательных уровней молекул, которые при больцмановском равновесии
внутри колебательной моды зависят от колебательной температуры, то в итоге
константа диссоциации должна зависеть, кроме поступательной, еще и от
колебательной температуры T (V ), то есть:

KD

(
T ,T (V )

)
= KD (T ) V

(
T ,T (V )

)
,

V
(
T ,T (V )

)
6 1 при T (V ) 6 T , V (T ,T ) ≡ 1,

(5.24)

где KD(T ) = Kr(T ) — равновесная (однотемпературная) константа диссоци-
ации, о которой шла речь в разделе 7. Множитель V (T ,T (V )) вводили в ра-
ботах [35–37] и др. для объяснения свечения и структуры релаксационной
зоны за сильными ударными волнами.

В работе [38] были обработаны экспериментальные данные по константам
диссоциации O2 и N2, полученные в ударных трубах в 60-х и 70-х годах,
в рамках двух температурной модели реакций. Было предположено, что кон-
станты скоростей KD являются функциями среднегеометрической темпера-
туры между поступательной и колебательной температурами. Предложенная
таким образом единая система констант диссоциации KD в столкновениях
с N2, N, O2 и O описала большое число экспериментальных данных с разбро-
сом всего в 1,5 раза. Плотность и концентрации компонентов слабо зависят
от этого разброса констант скоростей из-за отрицательной обратной связи,
имеющейся в колебательно–диссоциационном взаимодействии (см. раздел 9).

В литературе на сегодняшний день предложено много моделей неравно-
весной кинетики в воздухе. Например, в [39] предложена формула

V =
Q (T )Q (TU )

Q
(
T (V)

)
Q (−U)

,

где Q — cтaтcyммы, T−1
U = (T (V )−1 − T−1 − U−1), U — характеристическая

«отрицательная температура» распределения вероятностей по колебательным
состояниям, которая входит в исходное соотношение для вероятности реакций
p с колебательных уровней с энергией εα:

p ∼ exp
[− (D − εα)

U

]
,

где D — энергия диссоциации. Величина U является параметром модели.
При U = ∞ имеем равновероятное протекание реакций со всех колеба-
тельных уровней, с уменьшением U вероятность реакции растет с номером
уровня. Другие выражения для V получены в работах [40–45]. Влияние
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неравновесной кинетики на теплообмен при гиперзвуковом обтекании будет
рассмотрено в следyющем разделе.

9. Обменные члены в уравнениях баланса энергии
внутренних степеней свободы. Эффект колебательно-

диссоциационно-колебательного взаимодействия (КДКВ)

В уравнение баланса энергии внутренних степеней свободы (5.12) входят

источниковые члены энергии обмена Q
(in)
i , которые для колебательных сте-

пеней свободы имеют в общем случае следующий вид:

Q
(V)
i =Q (T ,Vi)+Q (e,Vi)+Q (R,Vi)+Q (V ,Vi)+Q (E,Vi)+Q (c,Vi) , (5.25)

где первое слагаемое представляет собой скорость обмена колебательной
энергии i-го компонента с поступательными степенями свободы тяжелых
частиц (в единице объема за единицу времени), второе — с поступательными
степенями свободы свободных электронов, третье — с вращательными сте-
пенями свободы, четвертое — с колебательными степенями свободы частиц
другого сорта, отличного от i-го сорта, пятое — с электронными степенями
свободы, и последнее слагаемое связано с появлением (исчезновением) коле-
бательной энергии в химических реакциях.

При входе в атмосферу Земли с первой космической скоростью наиболь-
ший вклад вносят, в случае слабой ионизации, первый, четвертый и послед-
ний члены в (5.25). Для этих слагаемых в [45, 46] получены для диссоцииро-
ванного воздуха с шестью стандартными реакциями (M — любая частица):

O2 + M
K+

1M
−−−→←−
K−

1M

O + O + M , O + N2

K+
4M

−−−→←−
K−

4M

N + NO,

N2 + M
K+

2M
−−−→←−
K−

2M

N + N + M , O + N
K+

5M
−−−→←−
K−

5M

ON + O2,

NO + M
K+

3M
−−−→←−
K−

3M

N + O + M , O2 + N2

K+
6M

−−−→←−
K−

6M

NO + NO,

следующие выражения для модели гармонических осцилляторов:

Q (T ,Vi) = ρ
[
ei (T ) − ei

(
T

(V )
i

)]
τ−1 (T ,Vi) ,

Q (V ,Vi) = ρ
∑

l=mol

1

tiτilui (T )

[
(ui + γihνi)uie

ti − (ui + γihνi)uie
ti
]
,

Q (c,Vi) ≡ Q (c,VO2
) = −nτ−1

i

[
εD (O2) Kp1p

−1 V
(
T ,T

(V )
O2

)
xO2

−
− εR (O2) x2

O

]
+ nτ−1

5 (K5xOxNO − xNOxO2
) − nτ−1

6 (xO2
xN2

− xNO) ,
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где

τ−1 (T ,Vi) =
(
1− e−ti

) N∑

k=1

zik (p10)
(k)
i ,

τ−1
il = τ−1

il

(
V ,V 1

)
= zil

(
Q01

10

)(l)

i
e−ti = zilQ

(l)
i ,

Q
(l)
i =

(
Q01

10

)(l)

i
e−ti =

(
Q01

10

)(l)

i
e−ti , ui (T ) =

cikT

mi
, γi =

ci

mi
, ti =

hνi

kT
=

ΘVi

T
,

εDi = hνi [exp (tui) − 1]−1 − dihνi [exp (ditui) − 1]−1 ,

tui =
(

hνi

k

) (
T

(V )−1
i − T−1 − u−1

i

)
, εRi = εDi

(
T

(V )
i = T

)
.

Здесь: τ(T ,Vi) — время релаксации между колебательными и поступатель-
ными степенями свободы i-го компонента, zik — частота бинарных столкно-

вений, (p10)
(k)
i — вероятность дезактивации первого колебательного уровня

при столкновении частицы i-го сорта с частицей k-го сорта, τij — время
релаксации между колебательными степенями свободы i-го и j-го компонен-

тов, (Q01
10)

(l)
i — вероятность перехода молекулы i-го сорта с первого уровня

на основной (нулевой) при столкновении ее с молекулой сорта l, которая
переходит с основного уровня на первый, εD(О2) — среднее изменение коле-
бательной энергии, приходящееся на одну продиссоциированную частицу (на
один акт диссоциации), εR(О2) — то же самое для реакции рекомбинации,
(d − 1) — число уровней обрезанного гармонического осциллятора. Данные
по вероятностям перехода приведены в работах [47, 48].

Для высоких температур (T > 10000К) времена релаксации колебатель-
ных степеней свободы, данные в [47], являются заниженными, что ведет
к уменьшению расстояния от ударной волны, на котором излучение достигает
максимума [49]. В работе [49] была усовершенствована модель колебательной
релаксации с помощью введения эффективного сечения столкновений τ(T ,Vi)
для вычислений при высоких температурах.

Таким образом, учет двухтемпературной кинетики (5.24) и учет обратного
влияния реакций через слагаемое Q(c,Vi) в (5.25) приводит к так называемо-
му колебательно–диссоциационно–колебательному взаимодействию (КДКВ).
В работах [50, 51] в рамках модели TВУС, затем в работах [52–54] в рамках
модели полного вязкого ударного слоя было показано, что на траектории
спуска «Space Shuttle» и «Бурана» эффект КДКВ может приводить к увели-
чению тепловых потоков до 25% и равновесной температуры стенки до 100 К.
Однако имеющаяся неопpеделенность в вероятностях диссоциации с разных
колебательных уровней не позволяет сделать окончательных количественных
выводов о влиянии КДКВ на теплообмен, хотя это влияние и может быть
существенным.
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10. Гетерогенная рекомбинация и гетерогенная дезактивация
внутренних степеней свободы частиц

Для изложения данного вопроса рассмотрим более подробно выражения
для конвективного потока тепла на стенку (5.20).

Пусть L обозначает число независимых (базисных) компонентов, в каче-
стве которых, в частности, можно взять химические элементы как таковые
и электронную компоненту. Тогда химические символы остальных компонен-
тов (продуктов реакций) Ai (i = L + 1, . . . ,N) можно выразить через символы
базисных компонентов Bj , не нарушая общности, в следующем виде:

Ai =
L∑

j=1

νijBj − qi, i = L + 1, . . . ,N , (5.26)

где νij — элементы стехиометрической матрицы, qi — теплоты реакций на
один грамм продукта Ai. В соответствии с записью (5.26) будем иметь
следующие выражения для энтальпий продуктов реакций:

hi =
L∑

j=1

νijhj − qi, i = L + 1, . . . ,N. (5.27)

Если определить концентрации элементов c∗j и диффузионные потоки элемен-
тов J∗

j в соответствии с записью реакций (5.26) в виде:

c∗j = cj +
N∑

k=L+1

νkj
mj

mk
ck, J∗

j = Jj +
N∑

k=L+1

νk j
mj

mk
Jk, (5.28)

то после исключения hi (i = L + 1, . . . ,N) с помощью (5.27) и исключения Jj

(j = 1, . . . ,L) с помощью (5.28) из (5.20), получим:

Jq = −λ (ξ)∇T −
N∑

i=1

λ
(in)
i ∇T

(in)
i +

L∑

j=1

h
(T )
j J∗

j −
N∑

k=L+1

q
(T )
k Jk, (5.29)

где
h

(T )
j = hj +

kTαTj

mj
, j = 1, . . . ,L,

q
(T )
i = qi − kT

(
αTi −

L∑

j=1

νijαTj

)
m−1

i .

Отсюда следует, что если при учете диффузионного термоэффекта (αT i 6=
6= 0) ввести вместо энтальпий продуктов реакций hi (i = L + 1, . . . ,N) обоб-

щенные удельные энтальпии h
(T )
j и вместо теплот реакций qi (i = L + 1, . . .

. . . ,N) обобщенные теплоты реакций q
(T )
i , то выражение для полного потока

тепла (5.29) будет совпадать по форме записи с выражением для Jq при
отсутствии диффузионного термоэффекта. После подстановки (5.29) в (5.8)
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получим уравнение энергии для определения температуры газа в потоке
с граничным условием теплового баланса на стенке (y = 0) для определения
ее равновестно-радиационной температуры:

Jq|w = εσT 4
w, (5.30)

где ε — степень черноты поверхности, σ — постоянная Стефана–Больцмана.
Величина теплового потока (5.29), а тем самым радиационно-равновесная

температура станки (5.30) будет существенно зависеть от граничных условий
на стенке для концентраций компонентов. Граничные условия на термохими-
чески не разрушающейся поверхности включают в себя L условий отсутствия
диффузионных потоков элементов на стенку:

J∗
jw = 0, j = 1, . . . ,L, (5.31)

и уравнения баланса массы для продуктов реакций

Jiw = ρwkwiciw, i = L + 1, . . . ,N , (5.32)

где kwi — эффективные константы каталитичности (kwi = 0 — некаталитиче-
ская стенка, kwi = ∞ — идеально-каталитическая стенка). Из (5.29) следует
с учетом (5.30) выражение для теплового потока к стенке (для простоты
рассуждений принимаем, что при подходе к стенке релаксация закончилась,

т. е. T
(in)
i ≡ T , и вводим для наглядности качественных результатов один

эффективный коэффициент диффузии для всех компонентов)

Jqw = −λ
∂T

∂y

∣∣∣
y=0

−
N∑

k=L+1

q
(T )
k Jk

∣∣∣
y=0

. (5.33)

Таким образом, при kwi = 0 мы получаем Jqw = − λ∂T/∂y|y=0. Если
kwi = ∞ (и ciw = 0 из (5.32)), тепловой поток увеличивается в 3 ÷ 4 раза
из-за второго члена в (5.33). При спуске аппаратов «Space Shuttle» и «Буран»
перенос тепла за счет диффузии (второе слагаемое в (5.33)) дает до 50%
полного теплового потока в максимуме теплового нагрева на высотах около
70 км [33, 55]. Поэтому знание констант каталитичности является весьма
важным для правильного количественного определения теплового потока
к стенке. Эти константы определяются, как правило, экспериментально.

Экспериментальные исследования по определению kwi перспективных теп-
лозащитных плиток на основе SiO2 с низкой каталитичностью (kwi ∼ 1 ms−1)
были выполнены на безэлектродном ВЧ-плазмотроне в работах [56–58], на
дуговом плазмотроне — [59–61], на ударной трубе — [62–65]. Эти экспе-
рименты охватывают температуры стенки до 1000 K, давление торможения
выше 10−2 атм. Поэтому возникает необходимость теоретического получения
выражений для kwi.

В работах [66, 67] была разработана феноменологическая модель
каталитических реакций, базирующаяся на учете процессов физической



154 Гл. 5. Физико-химические модели гиперзвуковых течений

и химической адсорбции и взаимодействия налетающих атомов с адатомами
и адатомов между собой. При этом использовалась теория идеально-адсор-
бированного слоя Ленгмюра. Приведем простейшие выражения для констант
kwi диссоциированного воздуха, вытекающие из этой теории. Имеем:

kw (O)

cOw

= Kw (O)
[
Kp (O) p−1xO2

− x2
O

]
w
,

kw (N)

cNw

= Kw (N)
[
Kp (N) p−1xN2

− x2
N

]
w
,





(5.34)

где

Kw (O) =
mO

m

kw (O) pE

1 + pE (xO + xN)
, Kw (N) =

mN

m

kw (N) pE

1 + pE (xO + xN)
.

Здесь E — кривая адсорбции атомов, kw(О) и kw(N) — функции от темпера-
туры, которые должны определяться из эксперимента.

Полученные таким образом структурные выражения для kwi как функции
температуры, давления и концентраций (5.34) позволили правильно интер-
претировать имеющиеся в литературе эксперименты по определению констант
kwi, проведенные в узком интервале температур, и определить тепловые
потоки в широком диапазоне изменения скорости и высоты полета к аппара-
там, движущимся с гиперзвуковыми скоростями в верхних слоях атмосферы
Земли. Эти исследования были продолжены и развиты в работе [68].

В случае течения релаксирующего газа возникает проблема постановки
граничных условий для энергии (температуры) внутренних степеней свобо-
ды. Рассмотрим этот вопрос на примере колебательных степеней свободы.
Если исходить из того, что колебательная энергия релаксирует при ударе
о стенку и исчезает или возникает за счет реакций диссоциации, то можно
получить [46, 69] следующие граничные условия (y — нормальная к стенке
координата):

(
e
(V )
i Ji − ρDici

∂e
(V )
i

∂y

)

w

= ρwk
(V )
wi [ei (Tw) − eiw]−

− ρwkwim
−1
i

[
εiDwKpip

−1V
(
T ,T

(V )
i

)
xMi − εiRwx2

Ai

]
w
,

где k
(V )
wi — гетерогенная константа дезактивации колебательных степеней

свободы частиц i-го сорта, Аi — атом, Мi — молекула, εiD, εiR — средние
изменения колебательной энергии в результате единичного акта соответствен-
но гетерогенной реакции диссоциации и рекомбинации. В настоящее время

стоит проблема количественного определения констант k
(V )
wi для воздуха.

Поэтому при решении задач рассматриваются два крайних случая: k
(V )
wi = 0

(стенка некаталитическая по отношению к дезактивации внутренних степе-

ней свободы) и k
(V )
wi = ∞ (стенка идеально-каталитическая по отношению

к дезактивации внутренних степеней свободы). Эти два крайних случая дают
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максимальное различие в тепловых потоках на планирующей траектории
входа в атмосферу Земли до 15% [33, 54].

В заключение этого раздела заметим, что каталитические свойства по-
верхности оказывают существенное влияние на диффузионное разделение
элементов, вызванное совместным влиянием многокомпонентной диффузии
и избирательного каталитического воздействия тела на атомы азота и кис-
лорода. Максимальное отличие концентрации элемента кислорода на теле
вдоль планирующей траектории входа для идеально-каталитической и неката-
литической поверхностей составляет около 20% [70]. Распределение числовой
плотности электронов ne поперек ударного слоя слабо зависит от каталити-
ческих свойств поверхности.

11. Взаимодействие обменных газофазных реакций
и гетерогенных реакций рекомбинации атомов

в диссоциированном воздухе

Указанное взаимодействие существенно влияет на величину конвектив-
ного потока к телу при торможении его в верхних слоях атмосферы Зем-
ли [71, 72] и в характерных условиях проведения газодинамических экспе-
риментов по определению каталитических свойств материалов при обтекании
моделей диссоциированным воздухом [73]. При обтекании диссоциированным
воздухом многих практически используемых теплозащитных покрытий гете-
рогенная рекомбинация атомов кислорода протекает с большей скоростью,
чем рекомбинация атомов азота (kwi(О) > kwi(N)). Вследствие этого около
обтекаемой поверхности образуется значительное количество молекул О2, что
приводит к интенсивному протеканию цикла газофазных обменных реакций:

О2 + N → NO + О + 32,4 ккал/мол,

NO + N → N2 + О + 76,4 ккал/мол.
(5.35)

Суммарный эффект одного цикла указанных реакций сводится к образова-
нию молекулы азота и двух атомов кислорода и увеличению теплового потока
к поверхности обтекаемого тела вследствие зкзотермичности этих реакций.

12. Образование возбужденных частиц в потоке и на
поверхности обтекаемого тела

Вследствие замедленной релаксации внутренних степеней свободы в раз-
реженном газе на больших высотах (H > 60 км) в результате рекомбинации
могут образовываться электронно-возбужденные частицы. Например установ-
лено, что при гетерогенной рекомбинации атомов кислорода в газовой фазе
в результате десорбции с поверхности появляется значительное количество
электронно-возбужденных молекул О2 в состояниях a1∆g, b1Σ+

g и A3Σ+
u
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[74, 75]. Образование метастабильных состояний молекул азота A3Σ+
u и B3Πg

при гетерогенной рекомбинации атомов обнаружено в [76–78].

В работах [62, 63] была разработана кинетическая схема реакций гетеро-

генной и гомогенной рекомбинации кислорода (такие условия создаются на

низких участках траекторий аппаратов многоразового использования, когда

скорость полета не достаточна для диссоциации азота) с образованием элек-

тронно-возбужденных состояний молекул кислорода, энергия которых меньше

энергии диссоциации, следующего вида:

O + O− S −→ O2 + S,

O + O− S −→ O∗
2 (a, b,A) + S0,

O∗
2 (a, b,A) + M −→ O∗

2 (a, b) + M

O2 + M
,

O∗
2 (A) + O −→ O∗ (S) + O2,

O∗ (S) + O∗
2 (a) −→ O∗

2 (A) + O,

O∗ (S) + M −→ O + M ,

O∗
2 (a, b,A) + S −→ O∗

2 (a, b) + S,

O2 + S,

O∗ (S) + S −→ O + S,

где О∗
2(a, b,A) — соответственно электронно-возбужденные состояния кисло-

рода a1∆g, b1Σ+
g и A3Σ+

u , S — поверхность обтекаемого тела, M — любая

частица в газовой фазе.

В рамках данной схемы реакций решались уравнения погранич-

ного слоя в окрестности точки торможения для следующих условий:

p 6 10−3 ÷ 10−2 атм, T = 3500 ÷ 4500К, β = dUe/dx|x=0 = 104 ÷ 105с−1.

Оказалось, что унос энергии возбужденными частицами может снижать

тепловой поток к поверхности на 10 ÷ 20%. Это снижение теплового потока

осуществляется в основном метастабильными и злектронно-возбужденными

частицами — синглетным кислородом О∗
2(a). Этот факт необходимо

учитывать при измерениях вероятности гетерогенной рекомбинации газоди-

намическими методами [75].

При низких давлениях электронно-возбужденные частицы образуют-

ся, в основном, на поверхности обтекаемого тела. Как показано в рабо-

тах [79, 80], на ряде поверхностей при гетерогенной рекомбинации азо-

та могут образовываться электронно-возбужденные молекулы N2(A
3Σ+

u )
и N2(B

3Пg). При тушении молекул N2(A
3Σ+

u ) в газовой фазе атомами азота

образуются электронно-возбужденные атомы N(2P ) [79].
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В работе [77–80] была предложена следующая схема образования и по-
следующего тушения молекул N∗

2(A,B) и атомов N∗(P ):

N + N− S −→ N2 + S,

N∗
2 (A,B) + S,

N∗
2 (A) + N −→ N2 + N∗ (P ) ,

N∗
2 (A) + N∗

2 (A) −→ N2 + N∗
2 (B) ,

N∗
2 (A) + M −→ N2 + M ,

N∗
2 (B) + M −→ N∗

2 (A) + M ,

N∗ (P ) + M −→ N + M ,

N∗
2 (A,B) , N∗ (P ) + S −→ N2, N + S,

N∗
2 (B) −→ N∗

2 (A) + hν,

где N∗
2(A,B) и N∗(P ) — соответственно электронно-возбужденные состояния

молекулы азота A3Σ+
u , B3Пg и атома азота N(2P ). Решались с указанным

набором неравновесных реакций уравнения пограничного слоя для условий
газодинамических экспериментов в ударной трубе по определению вероятно-
сти гетерогенной рекомбинации и для натурных условий при спуске «Space
Shuttle» при давлении в точке торможения меньше 10 атм, T = 5500÷ 6500К
и β = dUe/dx|x=0 = 104 ÷ 105 с−1.

Было обнаружено, что унос энергии возбужденными частицами может со-
ставлять до 40% [81–85]. Наиболее эффективно он осуществляется метаста-
бильными электронно-возбужденными частицами N2(A). При этом сильное
влияние на унос энергии могут оказывать колебательно-возбужденные мо-
лекулы N2. Действительно, при повышении давления начинают интенсивней
протекать газофазные реакции. В работах [83–86] для рекомбинации атомов
азота в газовой фазе была разработана кинетическая схема, учитывающая
образование и релаксацию электронно- и колебательно-возбужденных частиц.
Учитывались два канала рекомбинации с конечным результатом

N
(
4S

)
+ N

(
4S

)
+ M −→

N2

(
X1Σ+

g , v = 50
)

+ M,

N2

(
X1Σ−

g , v = 25
)

+ M,

плюс поуровневая кинетика колебательного энергообмена в азоте, включа-
ющая 67 колебательных уровней. Для решения соответствующей системы
газодинамических и кинетических уравнений в рамках теории пограничного
слоя в окрестности точки торможения была разработана эволюционная чис-
ленная схема решения. Расчеты показали, что для характерных условий на
внешней границе ПС (p = 0,1÷ 1 атм, Te = 6000÷ 8000K ) унос энергии коле-
бательно-возбужденн:ым азотом может достигать 20÷ 40% от полного потока
тепла, что подтверждается экспериментальными исследованиями. При этом
энергия уносится, в основном, молекулами с возбужденными колебательными
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уровнями v 6 10÷ 15. Распределение молекул N2 по колебательным уровням
является существенно небольцмановским, причем при низких температурах
обтекаемых поверхностей Tw ∼ 300K в пристеночном слое возможно образо-
вание инверсии.

13. Влияние электронно-возбужденных частиц на кинетику
в газовой фазе

В результате проведенных исследований [86] было показано, что наиболее
сильное влияние присутствие неравновесно-возбужденных частиц в потоке
оказывает на цикл обменных реакций (5.35) около поверхности обтекаемого
тела. Наличие большого количества синглетного кислорода, образующегося
на поверхности, оказывает ингибирующее действие на указанный цикл ре-
акций вследствие меньшей эффективности (примерно на два порядка) про-
текания первой реакции. Это обстоятельство имеет важное практическое
значение, заключающееся в том, что в этом цикле уменьшается степень
замены атомов азота на атомы кислорода по длине аппарата. Это, в свою
очередь, оказывает существенное влияние на условия теплообмена, снижая
его на 10÷ 15%.

14. Локально термохимически равновесные течения смесей газов
с разными диффузионными свойствами компонентов

Этот раздел включен в данный обзор потому, что в литературе широко
распространен и используется приближенный подход описания химически
равновесных течений с учетом диссипативных процессов, только строго спра-
ведливый при одинаковых коэффициентах бинарной диффузии и пренебре-
жении эффектами термо- и бародиффузии. Если последние процессы для
диссоциированного воздуха действительно вносят малый вклад в эффектив-
ные коэффициенты переноса, то учет разных коэффициентов диффузии имеет
конечный эффект. Особенно это важно при рассмотрении течений около
аблирующих и горящих поверхностей, когда в смеси имеются компоненты
с сильно различающимися массами.

В воздухе создаются условия для химически равновесных течений
(т. е. когда максимальное «химическое» время обратных реакций становится
много меньше гидродинaмичeского времени) при полете на высотах ниже
40 ÷ 50 км при числе Маха M∞ > 6. Для этих условий, как правило,
имеет место режим пограничного слоя с внешним невязким течением.
Именно поэтому химически равновесные течения рассматривались ранее
и рассматриваются сейчас в рамках уравнений Прандтля или уравнений
Эйлера. При этом задачи решались с применением уравнений для однородного
(однокомпонeнтного) газа, но записанными с использованием эффективного
коэффициента теплопроводности и эффективной теплоемкостью, зависящей
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от давления и температуры, и определяемыми при постоянной концентрации
элементов.

В строгой постановке с учетом разных диффузионных свойств компонен-
тов в потоке происходит разделение элементов, и в этом случае необходимо
учитывать диффузию элементов [24, 87]. Рассмотрим основные особенности
строгой постановки задачи о локально химически равновесных течениях мнo-
гoкoмпoнeнтнoгo газа с разными диффузионными свойствами компонентов
(разными бинарными коэффициентами диффузии).

Явлениям переноса в химически (ионизационно) равновесных смесях
газов посвящена обширная литература. Впервые описание переноса тепла
с учетом дополнительного диффузионного переноса «химической» энергии
в покоящемся газе было предложено в [88]. В дальнейшем этот подход для
покоящихся бинарных газовых смесей, в которых протекает одна реакция
диссоциации, был развит в [89, 90]. Физическое обоснование этого процесса
сводится к тому, что продукты реакций, протекающих в области с повышен-
ной температурой, диффундируют в область с меньшей температурой, где
вступают в обратные реакции и выделяют тепло, эффективно увеличивая
коэффициент теплопроводности.

Для многокомпонентных покоящихся (∇p = 0) газовых смесей с произ-
вольным числом быстро протекающих реакций диссоциации эффективный
коэффициент теплопроводности был получен в [91, 92], для частично иони-
зованных равновесных смесей — в [93, 94]. В отмеченных работах рассмат-
ривался вывод только эффективного коэффициента теплопроводности в поко-
ящейся среде, т. е. только молекулярный перенос тепла, но не молекулярный
перенос массы в виде диффузии элементов, который с необходимостью по-
является при наличии градиента температуры в многокомпонентной смеси
с разными диффузионными свойствами компонентов (даже при отсутствии
эффекта термодиффyзии) или при наличии градиента давления в потоке.
Диффузия элементов приводит к появлению дополнительного слагаемого
в потоке тепла, наличие градиента давления — к появлению дополнительного
слагаемого в уравнении энергии.

Диффузия элементов в термохимически равновесных течениях приводит
к появлению еще целого ряда перекрестных эффективных коэффициентов пе-
реноса, в результате чего диффузионный поток какого-либо элемента зависит
от градиентов концентраций всех элементов. Впервые на это было обращено
внимание в [87, 95, 96].

В случае, когда максимальное «химическое» время реакций в потоке
много меньше гидродинамического времени (thyd ∼ L/V ), уравнения конвек-
тивной диффузии для продуктов реакций вырождаются в условия локального
химического равновесия (условия Гульберга–Вааге для химических реакций
и условия Саха̀ для реакций ионизации, т. е. er = 0 в (5.23)). Уравнения
er = 0 (r = L + 1, . . . ,N) можно рассматривать как первые интегралы урав-
нений Навье–Стокса и воспользоваться ими для упрощения оставшихся
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дифференциальных уравнений. В результате полный конвективный поток
тепла (5.29) для химически равновесных течений будет [24]:

Jq = −λeff ∇T −
L∑

j=1

b∗jJ
∗
j , (5.36)

где
λeff = λ + λr, b

∗
j = bj (qi) − hT

j .

Здесь λeff — эффективный коэффициент теплопроводности, равный сумме
молекулярного коэффициента теплопроводности, характеризующего передачу
тепа в виде энергии поступательных и внутренних степеней свободы за счет
столкновений, и коэффициента теплопроводности λr, характеризующего пере-
нос энергии химических реакций с помощью диффузии продуктов реакций, bj

— известная функция теплот реакций и диффузионных свойств компонентов
и состава смеси. Для открытой системы, каковой является жидкая частица
в потоке, изменение энтальпии будет равно:

dh = cpeff dT − a (ν, qi)
dp

ρ
−

L∑

j=1

a∗j dc∗j , (5.37)

где
cpeff = cp + cr, a∗j = aj (qi) − hj .

Здесь: cp — теплоемкость смеси при постоянном давлении, cr — дополнитель-
ная теплоемкость, связанная с поглощением тепла за счет реакции, a(v, qi)
и aj(qi) — известные функции теплот реакций и химического состава [24].

С учетом (5.37) тепловой поток (5.36) будет

Jq = − µ

σeff

[
∇h + a (ν, qi)

∇p

ρ
+

L∑

j=1

(
a∗j∇c∗j +

σeff

µ
b∗jJ

∗
j

)]
, (5.38)

где эффективное число Прандтля равно σeff = µcpeff /λeff . После подстановки
(5.38) в уравнение энергии (5.8) получим уравнение энергии для термохими-
чески равновесных течений:

ρ
dH

dt
− ∂p

∂t
= ∇

{
µ

σeff

[
∇H +

σeff

µ
τ̂ττττττττ · v −∇

(
v2

2

)
+

+a (ν, qi)
∇p

ρ
+

L∑

j=1

(
a∗j∇c∗j +

σeff

µ
b∗jJ

∗
j

)]
+ JR

}
. (5.39)

Концентрации c∗j и диффузионные потоки элементов J∗
j (5.28) должны

находиться из уравнений диффузии элементов:

ρ
dc∗j
dt

+ ∇ · J∗
j = 0, j = 1, . . . ,L, (5.40)
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которые должны быть дополнены уравнениями переноса (5.14), которые для
случая термохимически равновесных течений преобразуются к виду [18]:

∇c∗j +
(
K∗

Tj −
mj

m
δ
(e)
j

)
∇ lnT + K∗

pj∇ ln p =

= −Sj

µ
J∗

j +
mjSj

µ

L∑

l=1

α
(e)
jl

mi
J∗

i , j = 1, . . . ,L. (5.41)

Для модельной смеси с одинаковыми бинарными коэффициентами диф-

фузии (D ij = D ), δ
(e)
j = 0. Кроме того, правая часть (5.41) становится

пропорциональной диффузионному потоку своего элемента, т. е. J∗
j . Тогда

при пренебрежении термо- и бародиффузией из (5.41) получаем закон Фика
для диффузии элементов: J∗

j = −ρD∇c∗j . В этом случае при решении задач
теплообмена с граничными условиями:

c∗j (∞) = c∗j∞, J∗
jw = 0, j = 1, . . . ,L (5.42)

существует решение c∗j = c∗j∞, J∗
j = 0 (j = 1, . . . ,L) и уравнение энергии (5.39)

принимает вид как для однородной жидкости с эффективным числом Прандт-
ля. В такой приближенной. постановке, как правило, и решается большинство
задач. Если не делать упрощающего предположения D ij = D , то задача
усложняется и мы приходим к эффекту разделения элементов в потоке, т. е. c∗j
не будет равняться концентрации элементов в нaбeгaющeм потоке c∗j∞ (этот
эффект был обнаружен в работе [95]), эффективные коэффициенты переноса
для воздуха вычислены в [18].

Описание диффузии элементов существенно упрощается для двухэле-
ментных смесей, каковыми являются атмосферы всех планет Солнечной
системы: Земля (О2, N2), Венера и Марс (СО2), Юпитер и Сатурн (Н2,
Не). Для третьего элемента — электрона, в силу квазинейтральности смеси
c∗e = 0 и для случая отсутствия электрического тока на обтекаемое тело
J∗

ew = 0 [25]. В этом случае для химически равновесных течений соотношения
(5.41) принимают вид законов Фика (i и l — два элемента):

J∗
j = −J∗

l = − µ

S
(e)
j

[
∇c∗j +

(
K∗

Tj −
mj

m
δ
(e)
j

)
∇ lnT + K∗

pj∇ ln p
]
, (5.43)

где S
(e)
j — эффективное число Шмидта. Важно отметить, что коэффициент

(mj/m) δ
(e)
j 6= 0 и эффект разделения элементов имеют, вообще говоря, конеч-

ный эффект. Однако влияние его на теплопередачу в воздушной атмосфере
не велико (∼ 5÷ 8%) [96].

Зaключение

1. При полете на высотах более 50 км со скоростями более 4 км/с, когда
температура поступательных степеней свободы в ударном слое становится вы-
ше 8÷ 10000К, время релаксации колебательных степеней свободы молекул

6 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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воздуха сравнивается с временем диссоциации, и поэтому диссоциация про-
текает на термически неравновесном фоне. Возникает так называемое колеба-
тельно-диссоциационное взаимодействие, приводящее к замедлению реакций
диссоциации и повышению температуры в ударном слое, и соответственно
к увеличению теплового потока к стенке.

2. С увеличением скорости полета (V∞ > 8 км/с) существенным становит-
ся электронно-ионизационное взаимодействие.

3. При рекомбинации атомарного кислорода и азота около стенки и на са-
мой стенке образуются электронно-возбужденные частицы, уносящие значи-
тельную долю энергии рекомбинации. что приводит r уменьшению теплового
потока к стенке на планирующей траектории входа КА примерно до 20%.

4. Для точного количественного описания термически неравновесных про-
цессов в ударном слое необходимы дополнительные эксперименты и более
глубокие теории по уточнению кинетики диссоциации и ионизации воздуха
при температурах выше 8000÷ 10000К.

5. Указанные выше термически и химически неравновесные процессы
протекают на больших высотах полета (H > 50 км) при умеренных и малых
числах Рейнольдса (Re 6 104), и поэтому для их описания необходимо
привлекать более содержательные и, как следствие, более сложные по срав-
нению со схемой Прандтля газодинамические модели, такие, как уравнения
вязкого ударного слоя, параболизованные и полные уравнения Навье–Стокса.
Поэтому становится важной проблема развития эффективных численных ме-
тодов решения указанных уравнений с неравновесными физико-химическими
процессами в ударном слое.

Исследования поддержаны Роснаукой (Гос. контракты 02.740.11.0615
и П594) и Российским фондом фундаментальных исследований (РФФИ).
(Грант 11-01-00504 а).
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6

МОДЕЛИРОВАНИЕ КАТАЛИТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ

ТЕПЛОЗАЩИТНЫХ ПОКРЫТИЙ КОСМИЧЕСКИХ

АППАРАТОВ

В.Л. Ковалев 1)

Механико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова

Большой практический интерес к изучению процессов взаимодействия
многокомпонентных газовых смесей с каталитическими поверхностями при
их сверхзвуковом обтекании возник при создании космических летательных
аппаратов многоразового использования «Спейс Шаттл» и «Буран». Для та-
ких аппаратов применение низкокаталитических покрытий позволяет суще-
ственно снизить тепловые потоки и, следовательно, уменьшить вес теплоза-
щиты и увеличить полезную нагрузку. Проведенные лабораторные испытания
и летные эксперименты на многоразовых аппаратах «Бор», «Буран» и «Спейс
Шаттл» показали, что применение низкокаталитических покрытий позволяет
снизить тепловые потоки к поверхности в 3–5 раз [1–5].

Интерес к указанной проблеме усилился в связи с созданием междуна-
родной космической станции, а также в связи с разработкой гиперзвуковых
транспортных систем, таких как NASP в США, Sanger в Германии, HOTOL
в Англии, аэрокосмический планер в Японии и возвращаемых аппаратов типа
европейского «мини–шаттла» Hermes и японского HOPE. Успешно развивает-
ся программа пилотируемых полетов и в Китае. Эти проекты вызвали значи-
тельную научную активность повсюду в мире как в области теоретических,
так и экспериментальных исследований. Усилия, связанные с созданием спа-
сательного космического корабля для возвращения с международной косми-
ческой станции в случае опасности, также повысили интерес к эффективным
теплозащитным системам.

Дальнейший толчок для будущих космических транспортных технологий
должны дать программы создания гиперзвуковых многоразовых летательных
аппаратов. Новые проблемы в области науки и технологии выдвигают также
проекты научных экспедиций на Марс, которые могут быть реализованы
в ближайшие годы.

Создание перспективных воздушно-космических летательных аппаратов
требует решения принципиально новых научно-технических проблем. Одной
из важнейших является создание многоразовой тепловой защиты. Для рас-
четов тепловых нагрузок и прогноза ресурса многоразовой тепловой защиты
нужны сведения фундаментального характера о процессах термохимического

1) По материалам работ Ковалев В.Л., Колесников А.Ф., Известия РАН, МЖГ, №5, 2005
и Ковалев В.Л. Погосбекян М.Ю. Известия РАН, МЖГ №4, 2007
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взаимодействия диссоциированных потоков с теплозащитными материалами.
Необходимы новые научные данные о путях, методах решения этих проблем,
включая разработку композиционных материалов из ультратонких кварцевых
волокон и углерод-углеродных материалов для тепловой защиты орбитальных
аппаратов на основе нанотехнологий.

Корректная интерпретация экспериментальных данных и исследование
аэродинамического нагрева на всей траектории спуска в атмосфере возможны
только на основе детального учета механизмов протекания гетерогенных
каталитических реакций на теплозащитных покрытиях и достаточно полных
моделей физико-химических процессов в газовой фазе и на поверхности.

1. Экспериментальные методы и установки

Методы исследования гетерогенной рекомбинации атомов на поверхностях
твердых тел основаны на эффектах, сопутствующих рекомбинации — из-
менении концентрации атомов в потоке вблизи исследуемой поверхности
и выделении на ней тепла.

Начало исследованиям катализа диффузионными методами было поло-
жено Ленгмюром, когда он показал, что в сосуде с газообразным водоро-
дом наблюдается уменьшение давления вследствие гетерогенной диссоциа-
ции молекул водорода на нагреваемой вольфрамовой нити. Подробный обзор
диффузионно-кинетических методов дан в [4]. К их достоинствам относятся
сравнительно высокая точность и принципиальная возможность восстановле-
ния как коэффициента рекомбинации γ, так и коэффициента аккомодации
энергии рекомбинации β. Недостатки обусловлены принципиальными трудно-
стями моделирования условий входа аппаратов в атмосферы Земли и Марса,
в частности натурной среды и степени диссоциации потока за ударной волной.

Калориметрическими методами восстанавливаются эффективные коэф-
фициенты передачи энергии каталитической рекомбинации γ′

i по тепловым
потокам к исследуемой поверхности и ее температуре. Тепловой эффект
гетерогенной рекомбинации атомов, по-видимому, впервые зарегистрировал
Бонхофер [6], помещая в струю диссоциированного водорода шарик
термометра, покрытый тонким слоем катализатора. Температура зависела от
активности катализатора.

Данные о термохимической стойкости материалов и скоростях гетероген-
ной рекомбинации на теплозащитных покрытиях могут быть получены на
основе экспериментов в высокоэнтальпийных потоках газов при натурных
параметрах среды (высокая степень диссоциации, температура поверхности
образца Tw ∼ 1000–2000K, давление торможения p0 ∼ 10−3–10−1 атм).
Эти условия существенно ограничивают возможности методов и подходов,
традиционных в исследованиях катализа. Для решения проблемы высокотем-
пературного катализа в аэротермохимии используются установки с электро-
дуговым нагревом газа, с высокочастотным нагревом газа и ударные трубы.
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Электродуговые установки давно и широко применяются для испытаний
материалов и элементов тепловой защиты [7]. При исследовании поверхност-
ного катализа их применение ограничено присутствием продуктов термохи-
мического разрушения электродов в потоке, загрязняющих поверхность. На
электродуговой установке Центра НАСА им. Эймса обеспечен достаточно
низкий уровень загрязнения сверхзвуковых потоков воздуха и определены
каталитические свойства теплозащитных покрытий аппарата «Спейс Шаттл»
при натурных значениях температуры поверхности и давления торможе-
ния [8, 9]. Заметим, что установки такого класса с большим расходом газа
не используются для экспериментов с CO2 из-за высокого содержания CO
в высокоэнтальпийном потоке.

Сформулированным выше условиям наиболее полно отвечают индукци-
онные плазмотроны мощностью 100–1000 кВт, на которых возможно со-
здание потоков в широких диапазонах давления (10−2–1 атм) и энтальпии
(10–40МДж/кг) [10–15]. В дозвуковых и сверхзвуковых потоках азота и воз-
духа определены каталитические свойства боросиликатного покрытия плит-
ки и противоокислительного покрытия углерод-углерода, использовавшихся
в системе тепловой защиты «Бурана» [11, 16–18], проведены многоцикловые
испытания плиток на термохимическую стойкость [19].

Индукционные плазмотроны используются и для исследования тепло-
защитных материалов аппаратов, предназначенных для полетов на Марс
[20–23]. В дозвуковых потоках диссоциированного углекислого газа опреде-
лены эффективные коэффициенты γO и γCO на боросиликатном покрытии
и углерод-углеродном материале с защитой от окисления [20, 21, 24].

В ударной трубе первые результаты по влиянию каталитичности поверх-
ности на теплопередачу в потоках диссоциированного кислорода получены
в [25]. Метод определения γO и γN при импульсном обдуве моделей сверх-
звуковым потоком в ударной трубе и результаты, полученные на кварце,
керамике, графите и силицированном графите, приведены в [4]. Однако,
ударно-трубный эксперимент с характерной продолжительностью 100мкс не
решает проблему катализа на теплозащитных покрытиях в целом, посколь-
ку не обеспечивает моделирования термохимического воздействия высокоэн-
тальпийного потока воздуха на поверхность по таким факторам, как время
воздействия (∼ 15мин для «Спейс Шаттл и «Бурана»), степень диссоциации
и диапазон давления.

Современный экспериментальный стенд MESOX [26] объединяет уни-
кальный концентратор солнечного излучения с плотностью потока энергии
до 4,5 мВт/м2 для нагрева образцов до 2300K и микроволновой генератор
мощностью 1,2 кВт с частотой 2450мГц для диссоциации воздуха. Установка
применяется для исследований реакций каталитической рекомбинации атомов
на поверхности и окисления при высокой температуре поверхности. Суще-
ственно, что MESOX в рамках одного эксперимента позволяет определять
как коэффициент γ, так и коэффициент β.
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Коэффициенты γ и β определяются расчетными методами из ограниченно-
го числа измеряемых параметров. Поэтому диагностика высокоэнтальпийных
потоков — одна из ключевых задач как эксперимента, так и численного
моделирования. Принципиально важны поиск и реализация оптимальных
режимов и параметров эксперимента, геометрия обтекания модели, измерения
и расчетное восстановление параметров набегающего потока. Необходимы
также материалы со стандартными каталитическими свойствами, модели ка-
тализа, численные методы расчета течений реагирующих газов и теплообме-
на. Существенным моментом является экстраполяция данных лабораторного
эксперимента на натурные условия.

На высокоэнтальпийных установках используются как сверхзвуковые ре-
жимы обтекания моделей, так и дозвуковые. Преимуществом первых является
то, что химические реакции в пограничном слое, как правило, «заморожены»
и для определения γ′ можно пользоваться формулой Гуларда для теплового
потока [3], а для градиента скорости в критической точке модели — теорией
тонкого ударного слоя. Однако неравновесность набегающего сверхзвукового
потока диссоциированного газа принципиально осложняет его диагностику.
В неравномерном сверхзвуковом потоке тепловой поток в критической точке
весьма чувствителен к отклонениям модели от оси симметрии потока.

Оптимальны условия, при которых набегающий поток равновесный, а по-
граничный слой на модели замороженный. Они реализуются в дозвуковом ре-
жиме обтекания [17]. К его достоинствам относятся слабая чувствительность
теплового потока в критической точке к положению модели относительно
оси потока, возможность изменения степени неравновесности пограничного
слоя от замороженного до равновесного, равномерная толщина пограничного
слоя на плоском образце материала. Кроме того, в дозвуковых течениях
пограничный слой достаточно толстый. Поэтому возбужденные молекулы,
образовавшиеся в результате гетерогенной рекомбинации, дезактивируются
в газовой фазе, что позволяет корректно вводить эффективный коэффици-
ент γ [4]. Выбор оптимального режима для данного материала зависит также
от диапазона изменения γ.

Используются две двумерные конфигурации обтекания моделей — осесим-
метричная и плоская. Соответственно тепловые потоки и температура поверх-
ности измеряются и рассчитываются в критической точке цилиндрической
модели с затупленным носком или на участке пластины.

Диагностика течений в плазмотронах основана на контактных измерениях
статического давления, давления торможения, тепловых потоков к высокока-
талитическим и низкокаталитическим материалам, энтальпии [18–21, 27–30],
а также на спектральных измерениях температур [31]. Измерение концентра-
ций атомов cAe на внешней границе пограничного слоя, необходимых для
восстановления γ все еще является проблемой. Для расчета равновесных
концентраций cAe необходимо знать давление торможения и тепловой поток
к эталонной высоко каталитической поверхности. В химически неравновесном
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потоке при полной диссоциации молекул кислорода для определения cNe

необходимы также измерения тепловых потоков к эталонной низкокаталити-
ческой поверхности [18].

Яркостная температура поверхности измеряется с помощью оптической
пирометрии [20, 21] и инфракрасной техники [32, 33]. Для нахождения
истинной температуры поверхности и теплового потока к ней нужны данные
о спектральной и интегральной излучательных способностях покрытий при
высоких температурах [34]. Определение этих характеристик в тех же усло-
виях, при которых определяются каталитические свойства покрытия, все еще
остается актуальной задачей. Один из подходов основан на одновременных
измерениях температуры поверхности с помощью термопар и термовизионной
системы [35].

Эталонные материалы со стабильной высокой и низкой каталитической
активностью необходимы для восстановления энтальпии потока диссоции-
рованного газа, например на основе формулы Фэя–Ридделла [36], и для
восстановления концентрации атомов [30] и верификации данных по кине-
тике газофазных реакций [16]. Для воспроизводимости тепловых потоков на
эталонных материалах окисная пленка должна быть стабильна, а ее ката-
литические свойства не должны изменяться в процессе длительного време-
ни термохимического воздействия (около 20 мин). Так как на поверхности
всегда имеются загрязняющие вещества, например адсорбированная вода,
которые могут существенно изменять каталитическую активность покрытия,
то необходимы предварительная очистка поверхности стандартными методами
и достаточно длительная (около 10 мин) ее тренировка в потоке плазмы.
Термохимическая очистка поверхности имеет место и в условиях полета.

Для высококаталитичных материалов данные о величинах γ противоре-
чивы. Отчасти это вызвано тем, что наблюдаемая каталитичность зависит
от условий обтекания поверхности. Наилучшим катализатором для ката-
литической рекомбинации атомов О при обтекании холодных поверхностей
Tw = 300K) диссоциированным кислородом является серебро [25, 37]. В до-
звуковых потоках воздуха и азота бескислородная медь при p0 = 0,1 атм
и Tw ∼ 300K может рассматриваться как эталонный высоко каталитич-
ный материал [38], а в сверхзвуковых потоках воздуха — как материал
с умеренной каталитичностью [39]. При температурах Tw ∼ 2000К в по-
токе диссоциированного азота пирографит имеет высокую каталитическую
активность (γN ∼ 0,1) [16]. В диссоциированном воздухе, азоте, кислороде
и углекислом газе молибден при Tw ∼ 300K некаталитичен, а при высо-
ких температурах наименее каталитичным является боросиликатное покры-
тие [16, 37, 38]. Его и чистого кварца каталитические свойства близки,
стабильны, и эти материалы могут использоваться в качестве эталонных
вплоть до температур плавления.

Коэффициент каталитичности kw восстанавливается из решения обрат-
ной задачи, постановка которой должна быть адекватной соответствующему
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диффузионно-кинетическому или калориметрическому методу, где kw входит
в граничное условие для концентрации атомов на стенке.

В калориметрических методах используются приближенные формулы Гу-
ларда [3] и Фея–Ридделла [36]. Первая применима для «замороженного»
пограничного слоя на поверхности с каталитической активностью kw, а вторая
— для равновесного пограничного слоя или идеально каталитической стенки.
Коэффициент kw определяется с помощью формулы [3] по измеренным зна-
чениям теплового потока к исследуемой поверхности, известным значениям
термодинамических параметров на внешней границе пограничного слоя и гра-
диента скорости потока в критической точке. При этом энтальпия на внешней
границе пограничного слоя определяется с помощью [36] по измеряемому
тепловому потоку к эталонной идеально каталитической поверхности, а гра-
диент скорости — с помощью решения [4, 41] с соответствующей корреляцией
для моделей с несферическим носком, следующей из [36]. Такой подход

Рис. 6.1. Зависимость теплового потока
q0 = q/qfc в критической точке затупленно-
го тела от kw: 1 — неравновесный погра-
ничный слой, 2 — замороженный. Cплошные
кривые — расчет по асимптотическим фор-
мулам [44–46], штриховые — расчет [107],
qfc — тепловой поток к идеально ка-
талитической поверхности. Радиус затупле-
ния R0 = 0,5 м, Tw = 700K, Te = 6900K,

pe = 0,216 атм

использовался для определения kwO

и kwN на теплозащитных покрыти-
ях в сверхзвуковых потоках воздуха
и азота [8, 9, 11, 42, 43].

В многокомпонентном нерав-
новесном пограничном слое для
определения kw могут быть ис-
пользованы асимптотические фор-
мулы [44–46] (рис. 6.1). С их
помощью интерпретированы экс-
периментальные данные [9] по
вероятностям рекомбинации на
теплозащитном покрытии «Спейс
Шаттла» обнаружен и объяснен
эффект диффузионного разделения
элементов смеси, обусловленный
избирательностью каталитического
воздействия поверхности на реком-
бинацию атомов [45, 46, 48, 49].

Совершенствование методик
определения kw связано с улуч-
шением диагностики потока, уточ-
нением физико–математических
моделей процессов как в газовой
фазе, так и на поверхности, применением современных численных методов.
При дозвуковом режиме обтекания моделей диссоциированным воздухом
использовались численные решения одномерных уравнений неравновесного
пограничного слоя в критической точке [18]. Двумерные уравнения Навье–
Стокса для неравновесного пятикомпонентного воздуха решались неявным
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методом конечных элементов [49] в сопле, вдоль плоской пластины и волни-
стой поверхности [35, 50]. В работах [21, 37, 51] последовательно решались
три задачи: о течении равновесной плазмы в разрядном канале плазмотрона
на основе двумерных уравнений Навье–Стокса для закрученного потока
и квазиодномерного уравнения для осредненной комплексной амплитуды
электрического поля; об осесимметричном обтекании цилиндрической
модели дозвуковым потоком равновесного диссоциированного газа в рамках
уравнений Навье–Стокса и об одномерном неравновесном пограничном
слое конечной толщины в критической точке модели. На основе уравнений
Навье–Стокса и для осредненной комплексной амплитуды электрического
поля в квазиодномерном и двумерном приближении рассчитывались
равновесные [39] и неравновесные [53] дозвуковые течения воздушной
плазмы в разрядных каналах плазмотронов и сверхзвуковые течения
диссоциированного воздуха в недорасширенных струях [39].

Вопрос о соответствии процесса рекомбинации атомов на поверхности
материала в экспериментальной установке натурным условиям полета — клю-
чевой в проблеме определения каталитических характеристик поверхности.
Моделирование теплообмена при наличии неравновесных газофазных и по-
верхностных каталитических реакций для условий гиперзвукового полета
возможно только локально. Условия такого моделирования в критической
точке затупленного тела сформулированы в [54]. Они включают равенства
в полете и эксперименте полной энтальпии, давления торможения и гради-
ента скорости. Масштабным фактором моделирования является отношение
эффективных радиусов модели и тела. В [54] получен также критерий выбора
дозвукового или сверхзвукового режимов обтекания модели в установке.

В [27] предложен эффективный инструмент определения kw в виде карт
тепловых потоков в координатах измеряемых параметров Tw и qw (рис. 6.2).
Они позволяют экстраполировать измеренные тепловые потоки и температуры
поверхности на условия гиперзвукового полета [24, 55]. Каждому режиму об-
текания соответствует своя карта тепловых потоков, зависящая от параметров
набегающего потока и геометрии модели.

2. Данные лабораторных и летных экспериментов

Теплозащитные плитки аппаратов «Спейс Шаттл» покрыты реактив-
но обработанным боросиликатным стеклом, для которого эксперименталь-
ные значения γ приведены в [9, 42, 43, 56–59]. Они аппроксимирова-
ны в виде аррениусовских зависимостей γA = aA exp(−EA/Tw). В элек-
тродуговых установках получены значения aO = 16, EO = 10271K, aN =
= 0,0714, EN = 2219K (1090K < Tw < 1670K) [9]. В [56] для лучшего
соответствия летному эксперименту предложены значения aO = 0,00941,
EO = 658,9K. В [59] на основе летных экспериментов получены вели-
чины aO = 8, EO = 8600K, aN = 0,07, EN = 2219K. Они согласуют-
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ся с результатами [9, 56] при 800K<Tw <1400K и подчеркивают пре-
обладание рекомбинации кислорода в этих условиях. Результаты лабо-
раторных и летных экспериментов для плиточной теплозащиты аппарата
«Спейс Шаттл» аппроксимируются зависимостями kw =53 exp(−1875/Tw)м/с
(500K6Tw 6900K), kw =660 exp(−8017/Tw)м/с (900K6 Tw 6 1670K).

Значения kw в случае рекомбинации атомов кислорода для покрытия
теплозащитной плитки аппарата «Буран», полученные в [4, 11, 16, 18, 19, 38,
60, 61], приведены на рис. 6.2 и рис. 6.3.

Рис. 6.2. Каталитичность теплозащитной плитки «Бурана». Точки 1, 4 и 5 — данные [19],
2 и 7 — [61], 3 — [11], 6 — [4], 8 — летный эксперимент на аппарате «Буран» [1]

Рис. 6.3. Сравнение лабораторных и летных данных по каталитичности плиточной теплозащи-
ты. 1 — данные [19], 2 — летный эксперимент на аппарате «Бор» [61], точки — лабораторные

данные [61]
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В [16, 19, 38] рекомендовано kwO = kwN = kw = 1,2 м/c, аппрокси-
мация kw = 553 exp(−8232/Tw)м/с дана в [61]. В [18, 59] предложены
аппроксимации γN и эффективной вероятности рекомбинации атомов воздуха
γA при 1230K6 Tw 6 1990K и p = 10–50мбар с обратно пропорциональной
зависимостью от парциального давления атомов. Данные летного эксперимен-
та с аппаратом «Бор» оказались наиболее близкими к результатам [16, 19, 38]
(рис. 6.3, [61]).

На рис. 6.4 [61] представлена зависимость равновесной температуры
углерод-углеродного носка фезюляжа «Бурана» вдоль траектории. Летные
данные [1, 61] согласуются с расчетами при kw = 3,5 м/c. На рис. 6.5 [61] по-
казано распределение равновесной температуры поверхности аппарата «Бор»

Рис. 6.4. Температура в критической точке углеродного носка фюзеляжа «Бурана» в зависи-
мости от времени спуска; точки — данные летного эксперимента, кривые 1–3 — расчет при

kw = 0, 3,5 м/c и ∞

на высоте h = 72,4 км при скорости V∞ = 6,45 км/c. Измеренная температура
углерод-углеродного материала на носовом затуплении также соответствует
kw = 3,5 м/с. Данные для плиточной теплозащиты на линии растекания лежат
между кривыми для kw = 1 и 1,5 м/c.

Пик температуры на рис. 6.5 соответствует плитке, покрытой платиновой
чернью. Скачок температуры вызван эффектом «сверхравновесного нагрева».
Он обусловлен существенным увеличением рекомбинационной составляю-
щей теплового потока к высококаталитической поверхности после прохож-
дения участка с низкой каталитической способностью. Скачки температуры
до 400K на плитках, покрытых высоко-каталитичной шпинелью, наблюда-
лись и в летных экспериментах на «Спейс Шаттле» [42]. «Сверхравновес-
ный» скачок температуры 450K на кольцевом участке шпинели, нанесенном



2. Данные лабораторных и летных экспериментов 177

Рис. 6.5. Температура поверхности вдоль линии растекания аппарата «Бор». Точки (измерения)
1 — противоокислительное покрытие углерод–углеродного материала, 2 — плиточная тепло-
защита, 3 — плитка теплозащиты с покрытием из платиновой черни. Кривые 4–8 — расчеты

при kw = 3,5, 1, 1,5, 102 м/c и 103 м/c (h = 72,4 км, V∞ = 6,45 км/c)

на поверхность теплозащитной плитки, обнаружен также в эксперименте на
плазмотроне [33].

На титановой поверхности в потоке диссоциированного азота обнаружен
эффект «аномального» увеличения теплового потока (на 20%) в критической
точке модели при слабом вдуве кислорода в неравновесный пограничный
слой [62]. Он объяснен взаимодействием газофазных обменных реакций и ка-
талитической рекомбинации атомов O на поверхности, на которой сильно
различаются коэффициенты рекомбинации (kwN = 0, kwO = 2м/с).

В потоке диссоциированного азота наблюдался «аномально» высокий унос
платинового покрытия, предварительно нанесенного на низкокаталитическую
поверхность теплозащитной плитки [29, 32]. Он объяснен тем, что выделя-
ющаяся при рекомбинации атомов энергия превышает энергию сублимации
покрытия и достаточна для выбивания атомов Pt из решетки вследствие низ-
кой теплопроводности кварца. В диссоциированном воздухе такого эффекта
нет из-за обменных реакций, которые вблизи каталитической поверхности
эффективно снижают концентрацию атомов N.

Многоцикловые испытания материалов на индукционных плазмотронах
в реальном масштабе времени полета «Бурана» показали, что свойства по-
крытий меняются со временем в результате процессов окисления [19]. Проис-
ходит также образование и развитие пористого слоя в покрытии, изменяются
его оптические свойства (уменьшается степень черноты)и морфология. Воз-
растает, хотя и не критично каталитичность плиточного покрытия. Например,
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после 1000 мин суммарного времени воздействия потока диссоциированного
воздуха на поверхности плитки коэффициент kwN увеличился от 1,2 до 2м/с
при Tw = 1300–1800K.

В диссоциированном воздухе для стекловидных покрытий эксперимен-
тально обнаружена немонотонная зависимость коэффициентов рекомбинации
от температуры [43, 57]. В диссоциированном углекислом газе она также
имеет место для γ

O
(Tw) на боросиликатном покрытии [21]. Такое поведение

эффективных коэффициентов рекомбинации объясняется в основном преоб-
ладанием процессов десорбции при высоких температурах [5, 63].

3. Теоретические модели гетерогенного катализа при входе
в атмосферу Земли

Экспериментальные значения γ и β характеризуются большим разбросом,
так как зависят от условий, в которых они получены. Поэтому использование
эффективных коэффициентов в общем случае не позволяет корректно описать
теплообмен на всей поверхности и на всей траектории спуска космическо-
го аппарата. Это приводит к необходимости учета детального механизма
гетерогенных каталитических процессов. Выделяются три основные стадии:
адсорбция частиц на активных центрах, взаимодействие адсорбированных
компонентов между собой в реакциях Ленгмюра–Хиншельвуда (ассоциатив-
ный механизм) или реакциях Или–Райдила с частицами из газовой фазы
(ударный механизм) и десорбция продуктов рекомбинации.

В исследованиях аэродинамического нагрева применяется теория идеаль-
ного адсорбированного слоя Ленгмюра. Предполагается, что реакции проте-
кают стационарно, а на единице площади поверхности имеется конечное и не
изменяющееся в ходе процесса число энергетически равноценных и одинаково
доступных для адсорбции активных центров, каждый из которых может
адсорбировать одну частицу [5, 64]. При этом считается, что между адсор-
бированными частицами отсутствует какое-либо физическое взаимодействие,
приводящее к изменению характера и прочности адсорбционной связи.

Для диссоциированного воздуха в [5] получены формулы для скоростей
рекомбинации атомов на поверхности, учитывающие ударный и ассоциатив-
ный механизмы рекомбинации c образованием молекул O2, N2 и NO:

RO= −ρ(kwOO+kwON)cO= −ρkwOcO, RN= −ρ(kwNN + kwNO)cN = −ρkwNcN,

RO2
= ρkwOOcO, RN2

= ρkwNNcN, RNO = ρ
mO

mNO
kwON, cO = ρ

mN

mNO
kwONcN,

В силу линейной зависимости системы стехиометрических уравнений ге-
терогенных каталитических и гомогенных химических реакций, скорости Ri

можно выразить через отклонения от равновесия независимых гомогенных
реакций v в виде R = Wsε−1

s v. Компоненты матриц Ws, εs зависят от темпера-
туры, парциальных давлений и коэффициентов скоростей обратных процессов
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гетерогенных реакций, констант равновесия реакций адсорбции–десорбции
и независимых гомогенных реакций [45].

Модели гетерогенной рекомбинации на теплозащитных покрытиях, имею-
щиеся в литературе, следуют из приведенных выше формул при определенных
наборах параметров. Они отличаются детализацией механизма гетерогенных
каталитических реакций и величинами коэффициентов скоростей элементар-
ных стадий.

Параметры моделей катализа определяют зависимости коэффициентов
скоростей элементарных стадий ki(Tw), их констант равновесия Ki(Tw).
К ним относятся — энергии десорбции Edi, энергии активации реакций Или–
Райдила Eeri, реакций Ленгмюра–Хиншельвуда Elhi, предэкспоненциальные
множители, плотность активных центров адсорбции Ca, расстояние между
ними ∆, а также множители Pi, учитывающие ряд неопределенностей, в том
числе пространственную ориентацию частиц. В принципе, указанные величи-
ны могут быть определены методами статистической и квантовой механики.
Например, в [65] для изолированных пар Si–O и Si–N с помощью потенциала
Морзе вычислены потенциальные энергии атомов O и N на SiO2, энергии ми-
грации EmO = 159,1 кДж/моль и EmN = 82,2 кДж/моль. Ca ≈ 4,5 · 1018м−2,
а ∆ ≈ 5 Å. Для различных видов кварца найдено, что Ca ≈ 4,5A. Это
значение Ca согласуется с величинами, использованными в [66–70].

Квантово–механические расчеты представляют собой трудоемкую задачу.
Поэтому используются полуэмпирические формулы, такие как соотношение
Гиршфельдера Eeri = 0,055Edi [58] и оценка Elhi = 2Edi − Dii [71], где
Dii — энергия связи атомов в молекуле.

В задачах аэротермохимии параметры моделей катализа определяются
подгонкой рассчитанных величин тепловых потоков к экспериментально из-
меренным. Значения параметров модели катализа существенно зависят от
выбранного механизма гетерогенной рекомбинации. Например, в [72] в пред-
положении, что рекомбинация идет по ударному механизму, для согласования
с экспериментальными данными EdN = 359,89 кДж/моль, а если по ассоци-
ативному, то EdN = 574,340 кДж/моль. При выбранном механизме различия
в их значениях объясняются тем, что решение многопараметрической об-
ратной задачи в общем случае неоднозначно. Так, в [73] показано, что на
аппарате «Спейс Шаттл» одинаковый уровень тепловых потоков предсказы-
вают модели [65, 67], учитывающие оба механизма рекомбинации с разными
значениями параметров. Такой же уровень тепловых потоков дает и мо-
дель [74–76], основанная только на ударном механизме рекомбинации. Этот
факт имеет место и для капсулы «OREX» (cм. рис. 6.6 [73]).

Подробный анализ теоретических моделей гетерогенной рекомбинации,
использующихся при исследовании аэродинамического нагрева в диссоции-
рованном воздухе, дан в [5]. Ниже обсуждаются наиболее принципиальные
результаты.
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Рис. 6.6. Тепловые потоки в критической точке аппарата «OREX» и летные данные вдоль
траектории (точки): модели [66] с замороженными и равновесными реакциями образования
NO (кривые 1 и 2), модель [74] (3), модели [68] с учетом и без учета образования NO (4, 5)

Рис. 6.7. Сравнение рассчитанных тепловых потоков вдоль линии растекания аппарата «Спейс
Шаттл» с летными данными для различных моделей катализа. Кривые 1, 2, 3, и 4 — модели
[70, 68, 72, 75]. Точки 5, 6, и 7 — летный эксперимент [9]. z = x/L, x — расстояние от носа

вдоль оси симметрии, L — длина аппарата

На рис. 6.7 [63] результаты расчетов тепловых потоков на линии
растекания наветренной поверхности аппарата «Спейс Шаттл» сравниваются
с измеренными на теплонапряженном участке траектории спуска. Модель [70]
дает завышенные значения тепловых потоков на участке поверхности
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0,1 < x/L < 0,6. Хорошее согласие с летными данными дает модель [74–76],
в которой коэффициенты скоростей элементарных стадий определены по
данным [77]. Модели [68, 72] дают промежуточные результаты. При
x/L > 0,5, когда Tw < 1000К, уровни тепловых потоков, предсказываемые
различными моделями, различаются в пределах 10–25%. Аналогичные
результаты имеют место и для других точек траектории.

На рис. 6.8 [63] сравниваются kwO(Tw), рассчитанные в критической точке
затупленного тела, с экспериментальными данными, полученными в индукци-
онном плазмотроне [19]. При высоких Tw модель [70] дает существенно более
высокие значения kwO(Tw), чем эксперимент. Модель [74–76] хорошо согласу-
ется с экспериментальными данными. Модели [68, 72] в области высоких Tw

предсказывают близкие значения kwO(Tw). Они занимают промежуточное

Рис. 6.8. Рассчитанный коэффициент каталитической активности kwO теплозащитной плит-
ки. Точки — эксперимент [19], кривые 1–3 соответствуют модели [71]: 1 — одновременно
учитываются оба механизма рекомбинации, 2 — только ударный механизм рекомбинации,
3 — только ассоциативный. Кривые 4 и 5 — модели [69] и [73], основанные на ударном

механизме рекомбинации, кривая 6 — модель [76]

положение между величинами, полученными с помощью моделей [70, 75].
Аналогичные результаты имеют место и для kwN . Расчеты показали, что
в условиях эксперимента [19] RO на порядок больше, чем RN, так как за
счет обменных реакций концентрация атомов N у поверхности незначитель-
на [78, 79], и количество адсорбированных атомов азота также мало. Реакции
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Ленгмюра–Хиншельвуда в модели [70] не влияют существенно на степени
заполнения поверхности адсорбированными атомами, а следовательно, и на
скорость гетерогенной рекомбинации. Модели [72, 75] предсказывают зна-
чения тепловых потоков, близкие к некаталитической поверхности, а мо-
дель [70] дает тепловые потоки, соответствующие идеально каталитической
поверхности. Другие модели занимают промежуточное положение.

Для кривых на рис. 6.8 характерно наличие максимума в области высоких
температур. Уменьшение γ(Tw) при высоких температурах объясняется пре-
обладающей ролью десорбции [63]. Может сказаться и неполная аккомодация
энергии каталитической рекомбинации [71]. Поверхностная рекомбинация
может также подавляться разложением компонентов боросиликатного покры-
тия при Tw1500K [80].

На рис. 6.9 [81] сравниваются γO(Tw), полученные с помощью моделей
катализа [65, 68, 70], с экспериментальными данными для боросиликатного
покрытия [43] и SiO2 [82]. При низких Tw модель [70] занижает γO(Tw)
более чем на порядок. Модели [65, 68] удовлетворительно согласуются с экс-
периментом. Они, так же как модель [74–76], предсказывают максимум при
Tw ≈ 1600K.

Рис. 6.9. Рассчитанные коэффициенты γO и экспериментальные данные. Сплошная — [69] ,
штриховая — [71], штрихпунктирная — [66]. Точки — данные для SiO2 [83], квадратики

и треугольники — для боросиликатного покрытия [43]

Важен вопрос о влиянии давления — измеряемого параметра — на коэф-
фициенты рекомбинации. При больших Tw и малых pi, когда преобладают
процессы десорбции, оба механизма рекомбинации приводят к первому по-
рядку зависимости γi от pi, а при малых Tw и больших pi, когда преобла-
дают процессы адсорбции, ударный механизм приводит к нулевому порядку



3. Теоретические модели гетерогенного катализа при входе в атмосферу Земли 183

зависимости γi от pi, а ассоциативный — к обратно пропорциональной [5].
Например, в [18, 60] построена модель гетерогенной рекомбинации атомов
на плиточном покрытии, в которой при больших Tw основным является
ассоциативный механизм, приводящий к обратно пропорциональной зависи-
мости от парциального давления атомов. Зависимость γi от полного давления
p может быть иной, чем от парциальных давлений атомов pA из–за суще-
ственного влияния p на степень диссоциации [63]. В рамках модели [74–76]
при p = 0,1–1 атм и Tw = 1000–2000K получено kwN

p−1. В том же диапазоне
p такая же зависимость обнаружена экспериментально в диссоциированном
азоте [19]. Уменьшение эффективного коэффициента γ с увеличением давле-
ния установлена и в диссоциированном углекислом газе [24].

За счет высокой энергии, выделяемой при интенсивном образовании NO
на поверхности, тепловые потоки могут существенно увеличиться [83, 84].
В [67] этому процессу отведена основная роль. Если в этой модели обра-
зование NO игнорируется или недооценивается, то рассчитанные тепловые
потоки в критической точке капсулы «OREX» на высотах h > 60 км заметно
ниже экспериментальных. При достаточно больших скоростях образования
NO на поверхности согласие летных и рассчитанных данных становится
удовлетворительным. Модель [65] предсказывает тепловые потоки, согласую-
щиеся с этими летными данными, при любой скорости образования NO на
поверхности.

Такой же уровень тепловых потоков дает модель [74–76], в которой
образование NO не учитывается (рис. 6.6 [73]). На линии растекания аппа-
рата «Спейс Шаттл»в теплонапряженной точке траектории учет образования
NO в равновесных реакциях на поверхности в рамках последней модели
приводит к существенно более высоким значениям тепловых потоков по срав-
нению с летными данными. Рассчитанные и экспериментальные результаты
согласуются, если образование NO не учитывать [84]. В целом, вопрос об
образовании молекул NO на теплозащитных покрытиях остается открытым.
Экспериментальные данные о скорости обазования NO на кварце имеются
только при комнатных температурах поверхности [85].

Каталитическая рекомбинация заряженных частиц существенно сказыва-
ется на уровне ионизации у поверхности. Рассчитанная концентрация элек-
тронов в вязком ударном слое (рис. 6.10 [84]) и данные баллистических
экспериментов на высоте h = 81 км ([86, 87]) около аппарата «RAM–C»
хорошо согласуются для поверхности, идеально каталитической относительно
рекомбинации заряженных частиц. Для некаталитической — распределение
электронов качественно и количественно различается с измеренным. В [87]
рассчитанная для такой поверхности электронная концентрация также убыва-
ет с увеличением поперечной координаты и отличается от экспериментальных
данных почти на порядок. Отмеченный эффект наблюдался и в экспериментах
на ударной электроразрядной трубе [88].
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Рис. 6.10. Распределение плотности электронов у аппаратов серии RAM-C в сечении x/R = 8,1
при h = 81 км. Кривая 1 — некаталитическая поверхность, 2 — расчет [87], 3 — идеально
каталитическая поверхность, 4 — расчет [88], точки — летные экспериментальные данные [88]

Механизмы каталитических процессов с участием заряженных частиц на

теплозащитных покрытиях практически не изучены. Практически отсутству-
ют количественные оценки коэффициентов скоростей элементарных стадий.
В основном рассматриваются предельные случаи каталитической активности

поверхности. Граничные условия на поверхности при обтекании тела ча-
стично ионизованным воздухом на основе детального моделирования гете-

рогенных каталитических процессов получены в [74, 75, 89]. Показано, что
kwO и kwN функции не только температуры и парциальных давлений, но

и диффузионных потоков заряженных компонентов. Если эту зависимость не
учитывать, то в условиях сильной ионизации тепловой поток к поверхности

оказывается завышенным больше, чем на 10% [89].
Эффект неполной аккомодации энергии гетерогенной рекомбинации свя-

зан с образованием на поверхности частиц c возбужденными внутренними

степенями свободы. Возбужденные молекулы обнаружены при рекомбина-
ции N и O на металлах [71, 90]. Влияние этого эффекта на теплоообмен

рассматривалось в [4, 48, 71, 91–95]. Для металлов и их оксидов характерны
умеренные и высокие значения β > 0,5–0,7 [4]. Для теплозащитных покрытий

сравнение калориметрических измерений коэффициента γ [8, 9, 43] с измере-
ниями γ [96, 97] показывает малую величину β ≈ 0,1–0,2, что противоречит

данным [11] (β ≈ 1) для кварца.
В теоретических моделях имеет место неопределенность в выборе ки-

нетического механизма и коэффициентов скоростей элементарных стадий.
На величине β сказываются также полнота и точность моделирования фи-
зико–химических процессов в газовой фазе. Так, различия в описании диф-

фузии и потока колебательной энергии в расчетах обтекания тел потоками
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диссоциированного воздуха приводят к качественным различиям в зависимо-
стях тепловых потоков от β [95].

Остановимся на некоторых характерных моделях, учитывающих неполную
аккомодацию энергии рекомбинации. В [71] предполагалось, что на металлах
при низких Tw гетерогенная рекомбинация N осуществляется ударным меха-
низмом, а при высоких Tw — ассоциативным. В первом случае возбужденные
молекулы быстро десорбируются (β < 1), а во втором они дольше находятся
на поверхности и практически полностью передают ей энергию рекомбинации
(β ≈ 1). В результате β возрастает с увеличением Tw от малых величины
до единицы. Такое поведение β наблюдалось на W . Однако, для Pt и Ir
обнаружена немонотонная зависимость [71]. Это возможно, если при высоких
Tw адсорбированные атомы медленно теряют свою энергию, и до стадии
полной аккомодации могут сформировать возбужденные молекулы в реакциях
Ленгмюра–Хиншельвуда [71, 98]. Немонотонное поведение β может быть
вызвано и рекомбинацией хемосорбированного атома и атома — предвестника,
находящегося в промежуточном состоянии.

В [4] при ударном механизме рекомбинации учитывались электронно–
возбужденные O∗

2, O
∗, N∗

2, N
∗ и колебательно-возбужденные N∗∗

2 . Показано,
что в сверхзвуковом потоке в критической точке затупленного тела мак-
симальный унос энергии электронно-возбужденными молекулами с высоко
каталитической поверхности может составлять 15–20%. Поэтому погрешность
восстановления γO по измеренному тепловому потоку, достигает целого по-
рядка. Для низко каталитических покрытий, снижение теплового потока за
счет образования возбужденных молекул несущественно.

Ударный механизм рекомбинации атомов N с образованием электронно-
возбужденных молекул N на поверхности стекловидного покрытия рассмотрен
и в [48]. Установлено, что β монотонно меняется с температурой в пределах
0,3–1 при Tw = 1000–2000K и pN = 10−4–1 атм.

В [94] методами молекулярной динамики на основе полуклассического
траекторного приближении изучалась рекомбинация атомов O на SiO2 и по-
лучено, что β 6 0,2. Это связано с низкой вероятностью рекомбинации при
больших Tw в реакциях Ленгмюра–Хиншельвуда в отличие от [71].

В [99] анализировалось влияние на теплообмен образования возбужден-
ных частиц на поверхности SiO2 в бинарной смеси O–O2. Использовалась
поуровневая кинетика с коэффициентами скоростей [100]. Показано, что
образование возбужденных молекул на поверхности существенно сказывается
на кинетике и скоростях реакций в газовой фазе.

В [101] построена модель, описывающая процессы в установке MESOX
с учетом образования в газовой фазе и на поверхности электронно — возбуж-
денных молекул. Для одной из разновидностей кварца получены тепловые по-
токи и коэффициенты γ и β, согласующиеся с экспериментальными данными.

При локальных числах Кнудсена Kn 6 0,3, соответствующих полету
на больших высотах, наряду с эффектами скольжения на поверхности
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[81, 102, 103] имеют место диссоциация адсорбированных молекул и диссоци-
ативная адсорбция [5]. Эти реакции и неполная аккомодация энергии рекомби-
нации на SiO2 учитывались в рамках ударного и ассоциативного механизмов
рекомбинации в [66]. Для бинарной смеси N–N2 получено, что величины
γN и γ′

N сильно различаются при низких Tw (βN2
≈ 0,2), где считалось,

что преобладал ударный механизм рекомбинации, и близки при высоких Tw

(βN2
= 1), где преобладал ассоциативный механизм (рис. 6.11 [66]).

Рис. 6.11. Температурные зависимости коэффициентов рекомбинации γN (сплошные кривые)
и передачи энергии рекомбинации γ′

N (штриховые) при давлениях 10, 102, 103, 104 Па (1–4).
Точки — экспериментальные данные [9] (a) и [43] (б)

Для смеси O–O2 получено βO2
≈0,4. При этом, γ

O
и γ′

O
согласуются c экс-

периментальными данными [43]. Однако эта модель для h=92,35 км на линии
растекания аппарата «Спейс Шаттл» предсказывает тепловые потоки, соответ-
ствующие некаталитической поверхности, что ниже измеренных в полете. Для
высот h=85,74 и 77,91 км рассчитанные тепловые потоки находятся в хорошем
согласии с летными данными.

Многокомпонентная диффузия в задачах обтекания тел потоками химиче-
ски реагирующих газов анализировалась в [45, 49, 89, 104–108]. Нагрев по-
верхности аппаратов «Буран» и «Спейс Шаттл»практически не зависит от
модели диффузии [108]. Однако при обтекании поверхностей смесями с доста-
точно высоким уровнем ионизации модель бинарной диффузии приводит к су-
щественным ошибкам. Тепловой поток к некаталитической стенке при постоян-
ных концентрациях химических элементов может быть на 30% выше, чем при
правильном учете многокомпонентной диффузии с учетом разделения элемен-
тов [89]. В [108] предложена модифицированная модель бинарной диффузии,
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которая для диссоциированного воздуха дает результаты, практически совпада-
ющие с точными.

При гиперзвуковом обтекании тела диссоциированным воздухом диффузи-
онное разделение химических элементов существенно зависит от концентра-
ции атомов на внешней границе пограничного слоя и от характера протекания
гомогенных и гетерогенных каталитических реакций (рис. 6.12, 6.13 [45]).

Рис. 6.12. Зависимость концентрации элемента кислорода c на поверхности от концентрации
атомов на внешней границе пограничного слоя cae и скоростей гетерогенных каталитических
реакций [45]. Линии соответствуют комбинациям безразмерных коэффициентам каталитично-
сти (α1,α2): 1 — (∞, 0), 2 — (∞,∞), 3 — (1, 0), 4 – (1, 1), 5 — (0, 0), 6 — (0, 1), 7 — (0,∞)

Рис. 6.13. Изменение концентрации элемента кислорода C в зависимости от безразмерной
скорости рекомбинации атомов O в газовой фазе D1. Кривые 1–5 соответствуют величинам
безразмерной скорости рекомбинации атомов кислорода на поверхности α1 = ∞, 5, 1, 0,3, 0

В отличие от случая идеально каталитической стенки на поверхно-
стях с избирательным каталитическим действием диффузионное разделение
элементов имеет место даже тогда, когда на внешней границе пограничного
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слоя присутствуют одни атомы. На химически нейтральной поверхности диф-
фузионное разделение элементов может вызываться гомогенными химически-
ми реакциями рекомбинации атомов кислорода и азота при условиях, когда
их константы скорости существенно различаются [45, 49].

4. Гетерогенные каталитические процессы при входе
в атмосферу Марса

В разреженной атмосфере Марса влияние гетерогенного катализа на теп-
лообмен более существенно, чем при входе в атмосферу Земли [109–116].

Эффективные вероятности рекомбинации γ = γ
O

= γ
CO

на трех различных
теплозащитных покрытиях [34, 117] и кварце в потоках диссоциированного
углекислого газа получены из экспериментов на индукционном плазмот-
роне [20, 21, 37]. В [118] каталитические свойства SiO2 по отношению к ре-
комбинации O и CO при низких температурах определялись диффузионным
методом.

Механизм гетерогенной рекомбинации продуктов диссоциации углекисло-
го газа детально рассмотрен в [119, 120]. Модели каталитических свойств
теплозащитных покрытий [2, 34, 117] и кварца на основе такого подхода
разработаны в [111–116].

В [111–113] исследовался теплообмен при скоростях входа до 8 км/с.
Учитывались неравновесные реакции адсорбции — десорбции атомов O и N,
молекул CO2 и их рекомбинация в реакциях Или–Райдила. Считалось, что
адсорбция идет с нулевой энергией активации, а значения других параметров
модели определялись из условия, что среднеквадратичное отклонение рассчи-
танных тепловых потоков не превышает 5% от измеренных в эксперимен-
те [20] при Tw > 1500K. При этом оказалось, что выбор параметров модели
неодназначен (табл.6.1).

Та б л иц а 6.1. Параметры модели катализа для различных покрытий

Кривая aER
1 aER

3 aER
4 γ5 γ7 Ead

O Ead
CO EER

1 EER
2 EER

3

a 0,018 0,018 0 1,0 0 280 0 15 10 0

b 0,038 0,038 0 0,025 0 280 0 25 15 0

c 0,038 0,038 0,038 0,025 0,013 280 280 25 15 25

d 0,015 0,015 0 0,025 0 300 0 25 15 0

Покрытие
II

0,016 0,016 0 0,016 0 380 0 20 25 0

Покрытие
III

0,042 0,042 0 0,025 0 400 0 15 25 0
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Для найденных наборов параметров при 400K 6 Tw 6 1400K различие
в тепловых потоках достигает 50% (рис. 6.14), а также значителен разброс
значений γ

O
и γ

CO
(рис. 6.15). Набор (d) дает зависимости γ

O
(Tw) и γ

CO
(Tw)

для боросиликатного покрытия, хорошо согласующиеся с аппроксимацией
экспериментальных данных [21]. Для покрытия углерод — углеродного

Рис. 6.14. Тепловые потоки к боросиликатному покрытию в диссоциированном углекис-
лом газе. Кривые a–d соответствуют наборам параметров модели катализа из табл. 6.2,

nc — некаталитическая поверхность. Точки 1, 2 — эксперименты [20, 21]

Рис. 6.15. Эффективные вероятности гетерогенной рекомбинации на боросиликатном покры-
тии: a–d — γO, a

′–d′ — γCO. Буквы соответствуют наборам параметров модели катализа из
табл. 6.2
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Рис. 6.16. Эффективные вероятности гетерогенной рекомбинации на противоокислительном
покрытии углерод — углеродного материала

материала данные [20] располагаются между рассчитанными γ
O

(Tw)
и γ

CO
(Tw) (рис. 6.16).

Расслоение кривых для разных условий эксперимента в плазмотроне обу-

словлено их зависимостью не только от Tw, но и от p
O
, pN . Различный харак-

тер зависимостей γ(Tw) в высокотемпературной области, обнаруженный в [20]

для боросиликатного и противоокислительных покрытий, в рамках теорети-

ческой модели объясняется разницей теплот адсорбции на этих покрытиях,

определяющих положение точки максимума. Для боросиликатного покрытия

эксперименты проводились при температурах, больших значения, при котором

достигается максимум γ(Tw), а для двух других — при меньших.

Для аппарата «Mars Miniprobe» расчеты с наборами параметров модели

катализа из. табл. 6.1 дают близкие величины максимальных тепловых по-

токов (рис. 6.17). Это объясняется тем, что условия экспериментов [20], на

основе которых выбраны параметры, корректно моделируют условия нагрева

в теплонапряженной точке траектории. Так же как и в диссоциированном воз-

духе, боросиликатное покрытие имеет низкую каталитическую активность.

Оно позволяет снизить максимальный тепловой поток в 2,5 раза по сравнению

с расчетным тепловым потоком к идеально каталитической поверхности, что

соответствует снижению температуры на 500K. Более высокие температуры

поверхности достигаются при использовании углерод–углеродных материа-

лов с противоокислительными покрытиями (рис. 6.18), хотя максимальные

температуры поверхности на данной траектории не превышают предельно

допустимые.
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Рис. 6.17. Тепловые потоки на траектории «Mars Miniprobe» к боросиликатному покры-
тию в зависимости от высоты полета. Кривые 1,4 соответствуют параметрам из табл. 6.1,

5 — некаталитическая поверхность

Рис. 6.18. Тепловые потоки для различных теплозащитных покрытий в зависимости от высоты
при спуске аппарата «Mars Miniprobe». I — боросиликатное покрытие, II и III — углерод —
углеродные материалы с противоокислительным покрытием [118], 1 — идеально каталитиче-

ская поверхность, 2 — некаталитическая поверхность

Физическая адсорбция атомов учитывалась при интерпретации экспе-
риментальных данных в диффузионной трубке [58] и при исследовании
химического состава у поверхности космического аппарата, движущегося на
стационарной орбите [121]. Влияние физически адсорбированных атомов на
теплообмен анализировалось в [114, 115]. Для химически адсорбированных
атомов O в реакции Ленгмюра–Хиншельвуда использовались параметры,
приведенные в [65, 66], для реакций Или–Райдила использовался набор
параметров (d) из табл. 6.1, а для физически адсорбированных параметры
выбраны на основе данных [58, 121] и условия согласования рассчитанных
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Рис. 6.19. Тепловые потоки к боросиликатному покрытию и кварц с учетом физической адсорб-
ции. Точки 1, 2 — эксперименты [20, 21], цифры у кривых соответствуют экспериментальным

режимам [21]

Рис. 6.20. Вероятности рекомбинации атомов кислорода γO на боросиликатном покрытии
с учетом (сплошные) и без учета (штриховые) физической адсорбции. Цифры у кривых — экс-

периментальные режимы [21]
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Т а б л иц а 6.2. Параметры модели гетерогенного катализа с участием физически
адсорбированных атомов

№ Реакция A E
кДж/моль

Q
кДж/моль

Источник

1 O + (S) ⇋ (O− S) 0,025 0 300 [115]

2 (O − S) + O 7→ (S) + O2 0,015 25 — [115]

3 (O − S) + CO 7→ (S) + CO2 0,015 15 — [115]

4 O + (F) ⇋ (O− F) 0,5 0 20 [121]

5 (O− F)+(S)7→(F)+(O−S) 0,053 0 — [121]

6 (O− S)+(O− F)7→(F)+(S)+O2 0,053 0 — [121]

7 (O− S) + (O− S)7→2(S) + O2

0,02 125 — [66]

1,0 500 — [83]

и измеренных тепловых потоков на кварце при низких температурах [21]
(табл. 6.2).

Физическая адсорбция атомов O приводит к увеличению теплового потока
при Tw 6 600K, что согласуется с экспериментальными данными (рис. 6.19),
а при высоких температурах не влияет на теплообмен. При Tw 6 600K она
приводит к существенному увеличению γ

O
(до трех порядков) и практически

не сказывается на γ
CO

(рис. 6.20).
Учет физической адсорбции атомов объясняет обнаруженный экспери-

ментально минимум коэффициента рекомбинации при Tw 6 1000K [4, 58].
Высокие значения γ имеют место при низких температурах, что обусловлено
рекомбинацией на физически адсорбированных атомах и при высоких из-за
рекомбинации на хемосорбированных атомах. В промежуточной области на-
блюдается минимум.

В кормовой части спускаемого аппарата уровень тепловых потоков на
несколько порядков ниже, чем на лобовой поверхности. Тем не менее, учет
влияния гетерогенной рекомбинации на теплообмен в этой области важен
в связи с тем, что в кормовой части аппарата может быть расположена полезная
нагрузка, чувствительная к нагреву [116].

5. Моделирование каталитических свойств теплозащитных
покрытий космических аппаратов на основе квантовой механики

и молекулярной динамики

Актуальность исследования каталитических свойств теплозащитных по-
крытий связана с разработкой перспективных гиперзвуковых летательных
аппаратов, для которых разрабатываются новые материалы, обеспечивающие

7 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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тепловую защиту при температурах поверхности около 2000K. Ведь при
гиперзвуковом обтекании гетерогенные каталитические реакции определя-
ют более половины потока тепла к поверхности тела. Кроме того, весьма
актуальными стали вопросы снижения тепловых нагрузок на поверхность
космических аппаратов и зондов, предназначенных для спуска в атмосфере
Марса и последующем возвращении на Землю.

До настоящего времени гетерогенные каталитические процессы на теп-
лозащитных покрытиях космических аппаратов остаются недостаточно изу-
ченными как в теоретическом, так и в экспериментальном плане [122, 123].
Большинство экспериментальных методик позволяет определять только ин-
тегральные характеристики процесса передачи энергии на поверхность, вы-
свобождающейся в ходе гетерогенной рекомбинации. При этом, определен-
ные экспериментально эффективные величины коэффициентов рекомбинации
и аккомодации энергии рекомбинации у разных авторов отличаются на по-
рядки в силу их зависимости от условий эксперимента. Построенные на
основе учета детального механизма гетерогенных каталитических процессов
кинетические модели включают ряд параметров, которые определяются из
сравнения с экспериментальными данными. Однако, при многопараметриче-
ской зависимости такой подход может быть неоднозначен [124].

В связи с ростом производительности современных суперкомпьютеров
стало возможным определение потенциалов взаимодействия молекулярных
систем с достаточно хорошей точностью на основе квантовомеханических
расчетов. Использование этих данных позволяет существенно повысить эф-
фективность методов молекулярной динамики при исследовании гетероген-
ной каталитических процессов. Такие подходы позволяют лучше понять их
механизм, проанализировать каждый шаг поверхностной реакции и оценить
влияние различных микроструктур материалов на каталитические явления.
При этом могут быть найдены коэффициенты скоростей элементарных по-
верхностных процессов, распределение энергии внутренних степеней свобо-
ды продуктов реакций, энергия обмена между поверхностью и химической
системой. Эта информация очень важна для определения величины тепловых
потоков к поверхности от формируемых на ней молекул. Большинство работ
по катализу с использованием такого подхода выполнено для легких частиц
на металлах. В последние годы такие работы появились и для теплозащитных
материалов [125, 126].

В [126] в рамках классической молекулярной динамики разработан эффек-
тивный метод исследования процессов взаимодействия газовых смесей с ка-
талитическими поверхностями, создан вычислительный комплекс «MD Tra-
jectory» и проведены тестовые расчеты коэффициентов рекомбинации атомов
кислорода и коэффициента аккомодации энергии рекомбинации на поверхно-
сти β — кристабалита и SiC в реакции Или–Райдила. Полученные результаты
хорошо согласуются с расчетами [125], а также имеющимися эксперимен-
тальными данными [127, 128].
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Исследовался процесс гетерогенной каталитической рекомбинации атомов
кислорода в реакции Или–Райдила. Взаимодействующие атомы разбивались
на две группы. Первая группа включала атомы из газовой фазы, а вторая
— атомы кристаллической решетки твердого тела. В рамках классической
молекулярной динамики уравнения движения атомов записывались в форме
уравнений Гамильтона с гамильтонианом:

H =
n∑

i=1

∑

γ=x,y,z

1

2Mi
P 2

iγ+
N∑

k=1

∑

γ=x,y,z

1

2Mk
P 2

kγ+

+
∑

i<j

V11(Rij)+
∑

k<l

V22(Rkl)+
∑

ik

V12(Rik).

Здесь первые два члена описывают кинетическую энергию газовой фазы
и поверхности, а последние три — потенциальную энергию взаимодействия
между атомами газовой фазы V11, атомами решетки V12 и атомов газовой
фазы с поверхностью V22.

В рамках классического приближения молекулярной динамики проведены
вычисления коэффициентов коэффициентов рекомбинации γ и аккомодации
энергии рекомбинации β при рекомбинации атомов кислорода на поверхно-
стях β-кристобалита и SiC. Такие материалы часто используемого в теплоза-
щитных системах космических аппаратов. Постановка задачи и метод расчета
детально приведены в [126]. Там же обсуждаются возможности комплекса
«MD Trajectory».

Коэффициенты γ и β были определены на основе расчета более чем 100000
траекторий в широком диапазоне изменения величины энергии столкновений
атомов с кристаллической решеткой Er. Траектории движения атомов исследо-
вались для множества заданных случайным образом начальных условий. Рас-
четы проводились при фиксированной температуре поверхности Ts = 1000K,
которая характерна для теплозащитных покрытий при входе космических ап-
паратов в атмосферу. При численном моделировании рассматривалась поверх-
ность размерностью 2 × 2 единичные ячейки, с заданными периодическими
граничными условиями, моделирующими бесконечную поверхность.

Элементарная ячейка кристаллической решетки β-кристобалита имеет до-
статочно сложную структуру, включающую 9 слоев [129]. Исследовалась
поверхность с атомами Si на верхнем слое (поверхность B из [125]). Слагае-
мые V11 и V12 потенциальной энергии для исследуемой системы были взяты
из [125]. Взаимодействие атомов газовой фазы с поверхностью описывалось
следующим образом:

V22(R1,R2,R3, . . . ,RN) =
∑

i<j

V2(Ri,Rj) +
∑

i<j<k

V3(Ri,Rj ,Rk),

где слагаемые V2 выражались с помощью модифицированного потенциала
Борна–Майера:

7*
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V2(Ri,Rj) = V2(Rij) = Aij exp
(−Rij

ρ

)
+

(
ZiZje

2

Rij

)
erf c

Rij

βij
,

Aij =

(
1 +

Zi

ni
+

Zj

nj

)
b exp

(
σi + σj

ρ

)
, b = const .

Здесь Zi — заряд иона, ρ, βij — прицельные параметры, ni — число валентных
электронов. Отметим, что поверхность потенциальной энергии учитывает не
только парные потенциалы взаимодействия, но и трехатомные потенциалы
взаимодействия [130]:

V3(Ri,Rj ,Rk) = h(Rij ,Rik, θjik) + h(Rjk,Rji, θkji) + h(Rki,Rkj , θikj).

Считалось, что функции h принимают ненулевые значения

h(Rij ,Rik, θjik) = λi exp

[
γi

Rij − Rc
i

+
γi

Rij − Rc
i

]
+ cos θjik − cos θc

ijk,

только при
Rij < Rc

i и Rij < Rc
i .

Здесь λi, γi, Rc
i , cos θc

jik — заданные постоянные, θjik — угол между Rij и Rik.
Параметры модифицированного потенциала Борна–Майера и параметры

трехатомного потенциала взаимодействия приведены в табл. 6.3, 6.4 соответ-
ственно.

Та б л иц а 6.3. Параметры модифицированного потенциала Борна–Майера

X–Y AX−Y , эВ βX−Y , Å

Si–O 1847 2,6

O–O 449 2,55

Si–Si 1173 2,53

Та б л иц а 6.4. Параметры потенциала взаимодействия трех атомов

X λX , эВ γX , Å rc
X , Å cos θ c

X

Si 112 2,6 3,0

O 2 2,0 2,6

O-Si-O −1/3

Si-O-Si −1/3

Результаты расчетов распределения колебательной энергии в сформиро-
ванных на поверхности β — кристобалита молекулах кислорода приведены на
рис. 6.21. Они показывают наличие ярко выраженного максимума, который
смещается при увеличении энергии столкновений атомов Ecoll в сторону
больших значений частоты колебаний.
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Рис. 6.21. Распределение колебательной энергии в сформированных реакции Или–Райдила
молекулах O2 на поверхности β — кристобалита для различных значений энергии столкнове-

ний Ccoll

Для сравнения с приведенными в [127, 128] экспериментальными данны-

ми было проведено усреднение γ(Ts, Er) и по энергии столкновений атомов

кислорода с поверхностью Er в предположении, что реализуется ее Максвел-

ловское распределение. Температура газа Tg считалась равной температуре

поверхности Ts.

Результаты представленные в табл. 6.5, показывают, что полученная ве-

личина γ достаточно хорошо согласуются с экспериментальными данными,

приведенными в [127, 128] для трех образцов β — кристобалита, а также

с рассчитанной величиной γ [125], где при расчете свойств поверхности

использовалось квантовомеханическое описание. Полученная величина коэф-

фициента аккомодации энергии рекомбинации β = 0,127 хорошо согласуется

с результатами расчетов [125].

Обнаружено также, что при возрастание энергии столкновений ато-

мов вероятность реакции Или–Райдила уменьшается, а вероятность адсорб-

ции атомов увеличивается. При высоких энергиях столкновений атомов

с поверхностью для атомов наблюдается благоприятная тенденция быть пой-

манными в потенциальную яму и десорбироваться в атомарном состоянии,
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Та б л иц а 6.5. Коэффициент гетерогенной рекомбинации γ атомов O на поверхности
β-кристобалита. Сравнение результатов расчета с экспериментальными данными [128]

и расчетом [126]

γ T

эксперимент [129], образец 1 0,0255 1008 K

эксперимент [129], образец 2 0,0296 1005 K

эксперимент [129], образец 3 0,0255 1017 K

расчет [127] 0,029 1000 K

расчет в данной работе 0,026 1000 K

Рис. 6.22. а — коэффициент рекомбинации; б — коэффициент аккомодации химической
энергии для реакции Или–Райдила O + Os → O2

вместо того, чтобы вступить в реакцию рекомбинации и потом уже десорби-

роваться в составе молекулы.

При исследовании силицированного карбида 3C–SiC, фрагмент кристал-

лической матрицы которого показан на рис. 6.23, а, также рассматривалась

поверхность с атомами Si на верхнем слое (см. рис. 6.23, б). Поверхность

потенциальной энергии была взята из [131].
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Рис. 6.23. а — фрагмент кристалической матрицы 3C–SiC, б— стркутура верхнего слоя
поверхности 3C–SiC

Рис. 6.24. Сравнение результатов расчетов для реакции рекомбинации Или–Райдила
O + Os → O2 для двух типов поверхности: а — коэффициенты рекомбинации атомов, б — ко-

эффициенты аккомодации энергии рекомбинации
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Сравнение полученных результатов для исследованных материалов приве-
дено на рис. 6.24. Там же приведена величина коэффициента рекомбинации
для металокерамического силицированного карбида SSiC (черный квадратик
на рис. 6.24 a), полученная в экспериментах [132]. Видно, что при малых
энергиях столкновений атомов с поверхностьюy Ecoll < 0,04 эВ процесс ре-
комбинации более эффективен на поверхности SiC surface чем на SiO2.
Однако при более высоких энергиях ситуация меняется. Тем не менее,за
счет рекомбинации атомомов кислорода поверхность SiC будет нагреваться
сильнее чем SiO2, так как коэффициент аккомодации химической энергии
для SiC выше, чем для SiO2 во всем диапазоне изменения Ecoll (рис. 6.24 б).

Распределение колебательной энергии сформированных в реакции Или–
Райдила молекул O2 на поверхности SiC также как и на поверхности SiO2

имеет максимум и этот максимум смешается в область больших значений ча-
стоты колебаний с ростом Ecoll .

Заключение

Большой объем экспериментальных и теоретических исследований по вы-
сокотемпературному катализу в диссоциированном воздухе выполнен в связи
с разработкой систем теплозащиты воздушно-космических самолетов «Спейс
Шаттл» и «Буран». Изучены вопросы, связанные с термохимической стой-
костью и каталитическими свойствами поверхности плиток из ультратонких
кварцевых волокон со стекловидным покрытием и композиционных углерод —
углеродных материалов. Эти материалы обеспечили допустимые уровни тем-
пературы поверхности многоразовой тепловой защиты при спуске в атмосфере
Земли.

На основе молекулярно динамических расчетов дан анализ каталитиче-
ских свойств силиконизированных материалов SiO2 и SiC, использующихся
для теплозащиты космических аппаратов. Найдены величины коэффициентов
рекомбинации и аккомодации химической энергии, распределения колеба-
тельной энергии сформированных в процессе рекомбинации молекул O2.
Рассчитанные величины вероятности рекомбинации атомов кислорода на
поверхности β — кристобалита в реакции Или–Райдила и коэффициента
аккомодации энергии рекомбинации хорошо согласуются с имеющимися экс-
периментальными данными и расчетами другим методом.

Обнаружено, что при малых энергиях столкновений атомов с поверх-
ностью Ecoll процесс рекомбинации более эффективен на поверхности SiC
чем на SiO2. Однако при более высоких энергиях ситуация меняется. Тем
не менее,за счет рекомбинации атомомов кислорода поверхность SiC будет
нагреваться сильнее чем SiO2, так как коэффициент аккомодации химической
энергии для SiC выше, чем для SiO2 во всем диапазоне изменения Ecoll .

Исследована возможность снижения тепловых нагрузок на поверхность
космических аппаратов и зондов, предназначенных для спуска в атмосфере
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Марса за счет применения низкокаталитических теплозащитных материалов
относительно гетерогенной рекомбинации атомов O и молекул CO. Получены
экспериментальные данные о каталитических свойствах в диссоциированном
углекислом газе для указанных выше покрытий, построены теоретические мо-
дели с детальным учетом механизма гетерогенных каталитических процессов.

Разработанные модели позволяют с достаточной точностью предсказать
тепловые потоки вдоль всей поверхности аппарата при входе в атмосферу Зем-
ли и Марса. Вместе с тем остается неопределенность механизмов протекания
гетерогенных каталитических процессов на поверхности и скоростей протека-
ния элементарных стадий (коэффициенты прилипания, предэкспоненцильные
множители, энергии активации). В связи с этим необходимы расширение
возможностей экспериментальных установок и разработка новых методов
исследования для уточнения кинетики поверхностных процессов.

Несмотря на существенное увеличение производительности современных
компьютеров, позволяющее многомерное моделирование на основе квантовой
механики и молекулярной динамики, такие подходы требуют больших затрат
и усилий. В настоящее время их все еще невозможно использовать для опи-
сания гетерогенных каталитических процессов на теплозащитных материалах
в диссоциированных газах. Такое моделирование может быть эффективно
использовано для определения некоторых параметров кинетических моделей.

Для теплозащитных систем перспективных воздушно–космических ап-
паратов требуются материалы, способные выдерживать температуры выше
2000K. Необходима дальнейшая разработка моделей гетерогенного катализа
с учетом процессов окисления и термохимического «старения» материалов
многоразового использования в этих условиях.

Исследования поддержаны Роснаукой (Гос. контракты 02.740.11.0615).
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НА ОСНОВЕ

УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ–СТОКСА

ТЕЧЕНИЙ ХИМИЧЕСКИ И ТЕРМИЧЕСКИ НЕРАВНОВЕСНОЙ

ВОЗДУШНОЙ ПЛАЗМЫ В РАЗРЯДНОМ КАНАЛЕ

И В НЕДОРАСШИРЕННЫХ СТРУЯХ ИНДУКЦИОННОГО

ПЛАЗМОТРОНА ВГУ–4

В.И. Сахаров
Научно-исследовательский институт механики МГУ им. М.В. Ломоносова

В главе представлены результаты численного моделирования течений хи-
мически и термически неравновесной воздушной плазмы в разрядном канале
плазмотрона и в недорасширенных струях диссоциированного и частично
ионизованного воздуха, обтекающих цилиндрическую модель с передним
торцевым затуплением и охлаждаемой медной поверхностью, для условий экс-
периментов, реализованных на 100-киловаттном индукционном плазмотроне
ВГУ-4 (ИПМех РАН) (см., например, [1, 2]). В расчетах учитывалось: нерав-
новесное возбуждение колебательных степеней свободы молекул в модовом
приближении, различие температуры электронов и поступательной темпера-
туры тяжелых частиц. Расчетные данные по картине течения, теплообмену
и давлению в точке торможения сравнивались с результатами, полученными
в рамках термически равновесной модели. Сопоставление с эксперименталь-
ными данными, полученными в ИПМех РАН (лаборатория взаимодействия
плазмы и излучения с материалами) и любезно предоставленными для срав-
нения, дало удовлетворительное согласие.

Численное моделирование течений в разрядном канале ВЧ плазмотрона
и многопараметрические расчеты теплопередачи к поверхности тел, обтекае-
мых струями газов, стали возможны благодаря разработке новых численных
методов и современных вычислительных технологий моделирования течений
плазмы и вязкого высокотемпературного газа [3–10]. Технология расчета
таких течений [11], применяемая в настоящей работе, основана на комплексе
программ численного интегрирования уравнений Навье–Стокса для азиму-
тально закрученного потока и специальных программ-генераторов, взаимодей-
ствующих с базами данных по термодинамическим и переносным свойствам
индивидуальных газовых веществ [12]. Для расчета усредненной по времени
амплитуды тангенциальной составляющей напряженности высокочастотного
электрического поля использовалась методика [13].
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1. Установка ВГУ-4

Численное моделирование течений в разрядном канале плазмотрона с ин-
дукционным нагревом газов и в сверхзвуковых недорасширенных струях воз-
душной плазмы проводилось для условий работы 100-киловаттной установки
ВГУ-4 (см. рис. 7.1). Воздух при комнатной температуре с постоянным расхо-
дом G подавался через кольцевое сопло с закруткой 45◦ по отношению к оси
разрядного канала (кварцевой цилиндрической трубки длиной Xc = 400 мм
и диаметром Dc = 80мм) через нижнюю его часть и, нагреваясь в индукторе
высокочастотным электрическим полем, вытекал в барокамеру через кониче-
ское звуковое сопло с диаметром критического сечения Ds, расположенное
в верхней части разрядного канала.

Рис. 7.1.

Цилиндрическая модель с плоским торцевым затуплением и встроенным
в него датчиком для определения теплового потока располагалась соосно с вы-
текающей недорасширенной струей на некотором расстоянии от выхода из раз-
рядного канала. Течение в свободной струе и около модели зависит от степени
ее нерасчетности pa/p∞ (pa — статическое давление в выходном сечении соп-
ла, p∝ — в барокамере), которая варьировалась в расчетах и в экспериментах
за счет следующих факторов:

а) применения звуковых сопел с различными диаметрами критического
сечения Ds;

б) изменения статического давления p∝ в барокамере;
в) вариации расходов воздуха G, подаваемого в разрядный канал;
г) изменения мощности Npl, вкладываемой в плазму.
Рассчитанные тепловые потоки в области точки торможения цилиндриче-

ской модели радиуса Rm = 10мм с плоским торцом, обтекаемой недорасши-
ренными струями высокоэнтальпийного воздуха, сравнивались с показаниями
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проточного стационарного калориметра диаметром 11,8 мм из меди [14], при-
меняемого в эксперименте. Температура тепловоспринимающей поверхности
калориметров в расчетах и в процессе измерений тепловых потоков поддержи-
валась постоянной (Tw = 300К). Точность измерений теплового потока ±5%
обеспечивалась за счет стационарных условий теплопередачи.

2. Термохимическая модель

В данной модели воздух рассматривается как идеальная смесь совершен-
ных газов с соответствующим уравнением состояния

p = ρRu

(
T

∑

i6=e

γi + Teγe

)
.

Здесь: p — давление, ρ — плотность, Ru — универсальная газовая посто-
янная, T и Te — поступательная температура тяжелых частиц и электронов
соответственно, γi — мольномассовая концентрация i-го компонента, индекс
«e» относится к электронам. Вращения и колебания молекул описываются мо-
делью «жесткий ротатор–гармонический осциллятор» с больцмановским рас-
пределением по энергетическим уровням. Предполагается, что все компоненты
находятся в основном электронном состоянии, и вращательная температура мо-
лекул равна поступательной температуре. Учитывается неравновесное возбуж-
дение колебаний молекул O2 и N2 в модовом приближении, и их колебательная
температура рассматривается как общая колебательная температура TV , отлич-
ная от температуры T тяжелых частиц. Температура электронов Te считается
отличной от T и TV . В качестве термодинамических переменных для этой мо-
дели могут быть использованы давление p, поступательно-вращательная тем-
пература T , общая колебательная температура молекул TV , электронная
температура Te и молярно-массовые концентрации компонентов γ1, . . . , γN .
Учитывались 11 нейтральных и ионизованных компонентов воздушной смеси
(N = 11): O, N, O2 NO, N2, O+, N+, NO+, O+

2 , N+
2 и e−. Термодинами-

ческие и термохимические данные для рассматриваемых компонентов взяты из
работы [12]. Числовые значения констант химических реакций, протекающих
в высокотемпературной воздушной смеси, заимствованы из [15–18].

3. Уравнения Навье-Стокса в интегральной форме

Интегральная форма нестационарной системы уравнений Навье–Стокса,
применяемая для расчета химически и термически неравновесных течений
вязкого газа в цилиндрической системе координат r(x, y, θ) в квазитрехмерной
постановке, имеет вид:

∂

∂t

∫

S

UydS +

∫

δS

n · F̂ydl =

∫

S

ΩydS. (7.1)
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Здесь: S — фиксированная область в плоскости (x, y), δS — его граница,
n = (nx,ny) — вектор единичной нормали к δS, U — вектор консервативных
переменных в единичном объеме,

Потоки массы компонент смеси, импульса и энергии газа через поверх-
ность δS можно разложить на сумму невязкой и вязкой составляющих∫

δS

n · F̂ydl = Finv + Fvis =

∫

δS

n · F̂invydl +

∫

δS

n · F̂ visydl.

Вектор консервативных переменных U, невязкие составляющие потоков
Finv и вектор источниковых членов Ω являются функциями физических
переменных Z, которые определяются выбранной термохимической моделью
газовой среды. Вязкие потоки Fvis являются линейными функциями от произ-
водных по координатам переменных Z с коэффициентами, зависящими от Z.
Для рассматриваемой модели газовой среды переменные, входящие в (7.1),
имеют следующие выражения:

U =




ργ1
...

ργN

ρu
ρv
ρw
ρe0
ρev

ργeee




, F̂ =




ρuγ1
...

ρuγN

ρuu+pnnx

ρuv + pnny

ρuw
ρuh0

ρuev

ρuγeee




+




K1
...

KN

τττττττττx

τττττττττy

τττττττττθ

q

qv

qe




,

Ω =




ω1
...

ωN

FL
x(

p + ρw2 + τθθ

)
/y + FL

y

− (ρvw + τyθ)/y

σ |Eθ|2 /2
ωv

ωe − pedivu + σ |Eθ|2 /2




, Z =




p
u

T
TV

Te

γ1
...

γN




, (7.2)

h =
N∑

i=1

γihi, e =
N∑

i=1

γiei, ev(γi,TV ) =
∑

i∗

γi∗e
v
i∗ ,

e0 = e + 0,5 · (u · u), h0 = e0 +
p

ρ
, he(Te) = 2,5RuTe, ee(Te) = 1,5RuTe.

Здесь: u, v, w — декартовы компоненты вектора скорости u; e, h — энер-
гия и энтальпия единицы массы газовой смеси; e0, h0 — полные энергия
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и энтальпия единицы массы газа; ei, hi — молярная внутренняя энергия
и энтальпия i-го компонента; ee, he — молярная внутренняя энергия и эн-
тальпия свободных электронов; ev — общая колебательная энергия нерав-
новесно возбужденных молекул (припишем им индекс i∗) единицы мас-
сы газовой смеси; ωi =

∑
j

(v′′ji − v′ji)ωj — молярная скорость образования

i-го компонента в единице объема во всех химических реакциях. Здесь

ωj = kf
j

N∏
i=1

(ργi)
v′

ji − kr
j

N∏
i=1

(ργi)
v′′

ji — скорость j-й газофазной химической ре-

акции, записанной в символьной форме
∑
i

v′ji[Aj ] ⇔
∑
i

v′′ji[Aj ], где v′ji, v′′ji —

стехиометрические коэффициенты и [Aj ] — символ i-ой химической компо-

ненты, kf
j и kr

j — константы скоростей прямой и обратной j-й реакции.

Вектор
(
FL

x ,FL
y , 0

)
— сила Лоренца; σ |Eθ|2 /2 — источник Джоулева

тепла; σ — проводимость плазмы.
Тензор вязких потоков импульса τ̂ττττττττ имеет вид:

τ̂ττττττττ = −µ

[(
∂u

∂r

)
+

(
∂u

∂r

)T

− 2

3

(
∂

∂r
· u

)
Î

]
.

Здесь Î — единичный тензор, µ — коэффициент вязкости.
Суммарный поток тепла q, вязкий поток колебательной энергии qv и вяз-

кий поток энергии электронного газа qe задаются в виде:

q = −λ
∂T

∂r
+

N∑

i=1

Kihi −
∑

i∗

Di∗γi∗
∂ev

i∗

∂r
− λe

∂Te

∂r
+ τττττττττ · u,

qv =
∑

i∗

qv
i∗ , qv

i∗ = ev
i∗Ki∗ − Di∗γi∗

∂ev
i∗

∂r
,

qe = heKe − λe
∂Te

∂r
.

Молярные диффузионные потоки Ki определяются из соотношений
Стефана–Максвелла [19] с учетом бародиффузии в двухтемпературном
приближении [20]. Для вычисления коэффициентов вязкости и теплопро-
водности газовой смеси используются приближенные формулы типа Уилке–
Васильевой [21]:

µ =
N∑

i=1

MiγiSciDi,

λ =
∑

i6=e

γi [cpi + 2,5Ru(1,5Sci − 1)] Di,

λe = γe [Cpe + 2,5Ru(1,5Sce − 1)] De.

Здесь Sci(T ) = µi/ρiDii — число Шмидта i-го компонента, вычисленное
по вязкости µi, плотности ρi и коэффициенту самодиффузии Dii этого
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компонента в чистом газе, Cpi — молярная теплоемкость частицы i,
Di — коэффициент диффузии, определяемый выражением

Di =

(
N∑

j=1

γjdij

)−1

.

Проводимость плазмы σ определялась из соотношения Стефана–Максвелла
для электронной компоненты в пренебрежении скоростью диффузии тяжелых
частиц и градиентов параметров в окружном направлении

σ =
F 2γe

RuTe

∑

j 6=e

dejγj

, dij =
M

ρDij
, M =

[
N∑

i=1

γi

]−1

.

Здесь F — постоянная Фарадея; Dij — бинарные коэффициенты диффузии;
M — средний молекулярный вес смеси.

Значения dij(T ) и Sci(T ) определяются через транспортные сечения (ин-
тегралы столкновений)

dij(T ) = 3,12 · 105
√
2MiMj Ω

(1,1)
ij (T )

√
T (Mi + Mj)

, [dij ] = с · м/kмоль, [Ω] = 10−20 м,

Sci(T ) =
5Ω

(1,1)
ii

6Ω
(2,2)
ij

.

Здесь Ω
(1,1)
ij (T ), Ω

(2,2)
ij (T ) — соответственно интегралы столкновений диффу-

зионного и вязкого типов, вычисляемые на основе потенциалов межмолеку-
лярного взаимодействия.

Сечения упругих столкновений диффузионного типа для нейтральных
атомов и молекул между собой и с ионами, необходимые для расчета коэффи-
циентов переноса, вычислялись по двухпараметрической интерполяционной
формуле [22]

Ω
(1,1)
ij (T ) = (aij + bij lnT )2,

в которых коэффициенты aij и bij находятся по заданным значениям интегра-
лов столкновений при T1 = 300 и T2 = 20000K. Сечения столкновений типа
нейтрал–нейтрал вычисляются по потенциалу Леннарда–Джонса при низкой
температуре и по экспоненциальному отталкивающему потенциалу (потен-
циал Борна–Майера) при высокой температуре. Сечения столкновений типа
нейтрал–ион при низкой температуре вычисляются с использованием поляри-
зационного потенциала, а при высокой — также по экспоненциальному потен-
циалу. Значения параметров потенциалов взаимодействия идентичных частиц
взяты из опубликованных данных или вычислены по приближенным методи-
кам. Параметры потенциалов взаимодействия разных частиц вычисляются по
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комбинаторным правилам [19]. При вычислении сечений столкновений пар
нейтрал-родственный ион учитывается эффект перезарядки. Сечение столкно-
вений электрона с нейтральными молекулами полагается равным 12× 1020 м2,
с атомами — 3 × 1020 м2. Взаимодействие заряженных частиц описывается
экранированным Кулоновским потенциалом. Предполагается, что отношение
значений всех сечений столкновений «вязкостного» типа к соответствующим
сечениям «диффузионного» типа равно 1,1.

Источниковые члены в релаксационном уравнении для колебательной
энергии и энергии электронов (7.2) записываются в виде

ωv = ωV C
v + ωV T

v + ωeV
v , ωe = ωeC

e + ωeT
e + ωeV

e .

Скорость обмена между колебательной и поступательной энергиями тяжелых
частиц имеет вид

ωV T
v =

∑

i∗

ργi∗ω
V T
i∗ .

Значение ωV T
i∗ определяется классической формулой Ландау–Теллера [23]

ωV T
i∗ =

∑

j

Xj

τV T
i∗,j

(ev
i∗(T ) − ev

i∗(TV )).

Здесь Xj — молярная концентрация j-ой компоненты и τV T
i∗,j — время релакса-

ции для колебательно-поступательного обмена между колебательной энерги-
ей i∗-го компонента и поступательной энергией j-ого компонента и задается
из [24].

Скорость образования колебательной энергии молекул i∗-го сорта в хими-
ческих реакциях имеет вид

ωV C
v =

∑

i∗

∑

j

Ev
i∗,jω

C
i∗,j .

Здесь ωC
i∗,j — скорость образования i∗-го компонента в j-й химической ре-

акции и Ev
i∗,j — заданная колебательная энергия i∗-го компонента, теряемая

или приобретаемая в j-й химической реакции. Для реакций диссоциации-
рекомбинации Ev

i∗,j есть некоторая доля (0,3–0,5) энергии диссоциации Ej ,
в остальных случаях полагалось Ev

i∗,j = ev
i∗ .

Скорость обмена между колебательной энергией молекул O2 и N2 и по-
ступательной энергией электронов ωeV

v имеет вид

ωeV
v = −ωeV

e =
∑

i∗

ργi∗
(ev

i∗(Te) − ev
i∗)

τei∗
,

а время релаксации τei∗ задается из [25].
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Скорость обмена энергией электрон — тяжелые частицы ωeT
e задается

в виде

ωeT
e =

1,5Ru(T − Te)

τeh
,

1

τeh
=

8

3

∑

i6=e

ργi
Me

Mi

√
8RuTe

πMe
Ω

(1,1)
ei .

Здесь: τeh — выражение для времени релаксации, Ω
(1,1)
ei — интеграл упру-

гих столкновений электрон — тяжелые частицы. Вычисление Ω
(1,1)
ei описано

в [26].
Скорость образования энергии электронов в химических реакциях

ωeC
e = 1,5 · Te

∑

j

ωC
e,j +

∑

j

Ejω
e
j .

Здесь: ωC
e,j — скорость образования компонентов в j-й реакции ионизации;

ωe
j — скорость образования компонентов в реакции диссоциации (ионизации)

электронным ударом, Ej — энергия диссоциации (ионизации).
Использовались следующие граничные условия для уравнений Навье–

Стокса: во входном сечении канала задавались все необходимые параметры
течения, включая тангенциальную компоненту скорости, угол закрутки по-
тока на входе полагался равным 45◦; на всех твердых поверхностях (стенка
кварцевой трубки, торец входного участка разрядного канала, поверхность
цилиндрической модели и звукового сопла) задавались нулевые значения
компонент скорости и определенные значения поступательной температуры,
а колебательная и электронная температуры предполагались равными посту-
пательной; в выходном сечении расчетной области ставились «неотражаю-
щие» граничные условия; на оси канала использовались условия симметрии.
Тепловые потоки в окрестности точки торможения тела рассчитывались для
поверхности с конечной каталитичностью:

Kn,wA = − 2γw

2− γw

√
RuTw

2πMA
ργw, Kn,wA2

= −0,5 · Kn,wA , A = O,N ,

при значениях вероятностей гетерогенной рекомбинации атомов азота и кис-
лорода γO = γN = γw = 0,1, соответствующих рекомбинации на меди по
данным [27]. По отношению к другим компонентам стенка предполагалась
некаталитической.

4. Расчет течения индукционной плазмы в разрядном канале
и в недорасширенных струях, истекающих из звукового сопла

плазмотрона

При совместном расчете течения воздушной плазмы и электромагнитно-
го поля в разрядном канале в качестве в одного из определяющих пара-
метров задачи, кроме давления P∞ и температуры газа T∞ в барокамере,
а также расхода газа G, задавалась мощность Npl, вкладываемая в разряд,
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а соответствующий ток в индукторе определялся в процессе решения. Значе-

ние Npl, в свою очередь, определялось по измеренной в эксперименте мощно-

сти генератора Nap по анодному питанию, умноженной на КПД плазмотрона.

Электромагнитное поле, являясь суперпозицией поля индукционной катушки

и кольцевых токов плазмы, считалось монохроматическим с заданной ча-

стотой f , определяемой высокочастотным током в индукторе. Частота тока

в индукторе f = 1,76 МГц. Реальный индуктор [1, 2] в расчете заменялся пя-

тью бесконечно тонкими кольцевыми витками. При расчете высокочастотного

вихревого электрического поля на основе локально одномерного приближения

использовались следующие предположения: плазма квазинейтральна; магнит-

ная проницаемость плазмы µ = 1, диэлектрическая проницаемость плазмы

не зависит от электромагнитного поля и, следовательно, не зависит от ко-

ординат; током смещения можно пренебречь; изменение электрического поля

в осевом направлении пренебрежимо мало по сравнению с его изменением

в радиальном направлении. Полная постановка задачи приведена в [13]. По-

хожие модели для расчета электромагнитного поля рассматривались и в более

ранних работах [28, 29].

Таким образом, для нахождения электрического поля имеем следующую

краевую задачу

d

dy

(
1

y

d

dy
(yEθ)

)
= −iωµ0σEθ.

Здесь Eθ — осредненная за один период по времени комплексная ампли-

туда тангенциальной составляющей самосогласованного электрического поля,

ω = 2πf — круговая частота.

Граничные условия для электрического поля формулируются в следующем

виде:

на оси симметрии канала (y = 0): Eθ(x, 0) = 0,

на стенке разрядного канала (y = Rc):
1

Rc

d

dy
(yEθ) = iωµ0HxRc(x).

Здесь HxRc(x) — напряженность магнитного поля на стенке разрядного

канала, которая вычисляется из расчета напряженности магнитного поля

Nc соосных кольцевых токов, моделирующих индуктор, по которому течет

ток I0 [30].

HxRc(x) =
µ0I0
4π

×
Nc∑

k=1

2√
(Rc + Rw)2 + (x − xk)2

×

× [K∗(lk) +
R2

c − R2
w − (x − xk)2

(Rc − Rw)2 + (x − xk)2
· E∗(lk)].
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Здесь l2k =
4RcRw

(Rc + Rw)2 + (x − xk)2
, а

K∗(lk) =

π/2∫

0

dθ√
1− l2k · sin2 θ

, E∗(lk) =

π/2∫

0

√
1− l2k · sin2 θ · dθ,

— полные эллиптические интегралы первого и второго рода соответственно.
Расчеты проводились для следующих вариантов параметров:

Режим 1: G=2,4 г/с, Npl =29 кВт, P∞=6,3 гПа, T∞=293K, Ds =40мм

Режим 2: G=2,4 г/с, Npl =29 кВт, P∞=8,3 гПа, T∞=293K, Ds =40мм

Режим 3: G=2,4 г/с, Npl =29 кВт, P∞=10,3 гПа, T∞=293K, Ds =40мм

Режим 4: G=2,4 г/с, Npl =41 кВт, P∞=6,2 гПа, T∞=293K, Ds =40мм

Режим 5: G=4,8 г/с, Npl =41 кВт, P∞=12 гПа, T∞=293K, Ds =40мм

Режим 6: G=2,4 г/с, Npl =41 кВт, P∞=6,2 гПа, T∞=293K, Ds =30мм

Режим 7: G=4,8 г/с, Npl =41 кВт, P∞=12 гПа, T∞=293K, Ds =30мм

Уровень противодавления в барокамере (режимы 1-3) не оказывает вли-
яния на решение в разрядном канале, т. к. в выходном сечении реализуется
звуковой режим истечения.

На рис. 7.2(а) и 7.3 представлено сравнение полей поступательных
температур и линий тока в разрядном канале, полученных с использованием

Рис. 7.2. Сравнение рассчитанных поступательной (а, б), колебательной (в) и электронной (г)
температур: P∞ = 6,3 гПа, G = 2,4 г/с, Np l = 29 кВт, Ds = 40мм

однотемпературной модели для режимов 1 и 4, т. е. показано влияние на
решение значений вкладываемой в плазму мощности.

Увеличение мощности приводит к увеличению давления в разрядном
канале, температуры в области энерговклада и уменьшению размеров от-
рывных зон. Для всех рассчитанных режимов, независимо от используемых
моделей газовой среды, в разрядном канале формируется сложное течение,
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Рис. 7.3. Поступательная темпера-
тура и линии тока в разрядном
канале: P∞ = 6,2 гПа, G = 2,4 г/с,

Np l = 41 кВт, Ds = 40мм

содержащее две вложенные друг в друга зоны
возвратно-циркуляционных течений, примы-
кающих к торцевой стенке канала, через ко-
торую подается рабочий газ. Форма и разме-
ры этих зон зависят, в частности, от размеров
выходного сечения звукового сопла Ds.

Сравнение решений в разрядном канале
для режима 4 (рис. 7.3) и режима 6 (рис. 7.4)
позволяет оценить влияние размеров выход-
ного сечения звукового сопла на уровень тем-
пературы и топологию возвратно-циркуляционных зон в разрядном канале
плазмотрона для одного и того же значения противодавления в барокамере.

Уменьшение диаметра выходного сечения звукового сопла ведет
к увеличению давления в разрядном канале, изменению формы (поджатию
в продольном направлении) и размеров возвратно-циркуляционных зон, слабо
влияя на значение максимальной температуры воздушной смеси в зоне
энерговыделения.

Влияние колебательной неравновесности на распределение поступатель-
ной температуры в разрядном канале демонстрирует рис. 7.2, где представлено

Рис. 7.4. Поступательная темпера-
тура и линии тока в разрядном
канале: P∞ = 6,2 гПа, G = 2,4 г/с,

Np l = 41 кВт, Ds = 30мм

сравнение изотерм поступательной темпера-
туры для термически равновесной (а) и тер-
мически неравновесной модели (б) для ре-
жима 1. Здесь же приведены изотермы для
колебательной (в) и электронной (г) темпе-
ратур. Для этого режима максимальное зна-
чение поступательной температуры T в зоне
энерговыделения на ∼ 500 К больше для од-
нотемпературной газофазной модели, чем для
многотемпературной.

При этом для многотемпературной модели
характерен большой отрыв поступательной температуры от колебательной
и электронной температуры в зоне энерговыделения, которые, в свою оче-
редь, близки друг к другу. Это различие объясняется различием механизмов
передачи энергии от электрического поля к воздушной плазме в разрядном
канале. В трехтемпературной модели энергия поля передается электронам,
а затем, благодаря различным механизмам энергообмена, учитывающихся
в данной модели, переходит к колебательным и поступательным степеням
свободы тяжелых частиц. В однотемпературной газофазной модели энергия
поля непосредственно влияет на поступательную температуру. Чем больше
давление газа в разрядном канале, тем ближе решения друг к другу для
рассмотренных моделей газовой среды, т. е. тем ближе плазма в разряд-
ном канале к термически равновесному состоянию. На рис. 7.5 приведены
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Рис. 7.5. Сравнение рассчитанных поступательной (а,б), колебательной (в) и электронной (г)
температур: P∞ = 12 гПа, G = 4,8 г/с, Np l = 41 кВт, Ds = 40мм

аналогичные изотермы для режима с большим значением расхода вдуваемого

газа и энерговклада в плазму для режима 5.

Энергия поля, вложенная в зоне энерговыделения в поступательную энер-

гию электронного газа и колебательные степени свободы молекул, в даль-

нейшем, в результате энергообмена с поступательными степенями свободы

тяжелых частиц приводит к значительно большему повышению поступатель-

ной температуры T в приосевой области разрядного канала (ввиду большего

давления в разрядном канале), по сравнению с режимом 1. Максималь-

ное значение поступательной температуры T в этой зоне с использованием

в расчетах многотемпературной газофазной модели на ∼ 2500К больше, чем

для однотемпературной. При рассмотренных параметрах расчетные распре-

деления колебательной температуры и температуры электронов близки, что

также соответствует равновесию между колебательными степенями свободы

молекул O2, N2 и электронным газом. Для этого режима различие между

поступательной температурой и близкими друг к другу электронной и ко-

лебательной температурой в зоне энерговыделения значительно уменьшается

по сравнению с режимом 1, изображенным на рис. 7.2. Вниз по потоку, на

выходе из разрядного канала все температуры выравниваются.

Для сравнения, на рис. 7.6 изображены области постоянных значений

Джоулева тепла, вкладываемого в плазму в разрядном канале, для двух

рассмотренных режимов 1 и 5. Рис. 7.6 (а) отвечает меньшим значениям

расхода и энергии электромагнитного поля, (б) — большим значениям.

Отметим необычную форму зон энерговыделения (область максимальных

значений Джоулева тепла). Они имеют формы «тора», причем максимальные

значения электронной и колебательной температур могут достигаться вне оси

симметрии канала (см. рис. 7.7).
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Рис. 7.6. Зоны тепловыделения в разрядном канале: а — P∞ = 6,3 гПа, G = 2,4 г/с,
Np l = 29 кВт, Ds = 40мм; б — P∞ = 12 гПа, G = 4,8 г/с, Np l = 41 кВт, Ds = 40мм

На рис. 7.7 приведены распределения по радиусу поступательной, коле-

бательной и электронной температур в сечении зон энерговыделения для

двух, рассмотренных выше, режимов с различными энерговкладами в плаз-

му и расходами воздуха. Сплошные линии относятся к расчетам в рамках

многотемпературной модели, пунктирной линией изображена поступательная

температура, полученная для однотемпературной модели.

Для второго режима положение максимума энерговклада совпадает с по-

ложением ярко выраженного максимума электронно-колебательной темпера-

туры. В [29] отмечено, что нагрев плазмы в области тепловыделения происхо-

дит по аналогии с фронтом медленного горения в газе, где тепло выделяется

за счет химических процессов.

На рис. 7.8 для этих же режимов приведены распределения по радиусу

концентраций электронов в 1 см3. Числовая концентрация электронов для

второго режима (с большим значением давления в разрядном канале) значи-

тельно выше, чем для первого, что и способствует более интенсивному обмену

энергией между электронным газом с поступательными и колебательными

степенями свободы.

Картина истечения газа из звукового сопла определяется степенью нерас-

четности струи. Например, как показали расчеты, для режима 3 отражение

боковых скачков в свободной струе имеет регулярный характер, и обтекание

модели в данном случае происходит в безотрывном режиме при всех ме-

стоположениях ее в струе. Однако при уменьшении противодавления, перед
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Рис. 7.7. Распределения температур по радиусу в разрядном канале а — P∞ = 6,3 гПа,
G = 2,4 г/с, Np l = 29 кВт, Ds = 40мм; б — P∞ = 12 гПа, G = 4,8 г/с,
Np l = 41 кВт, Ds = 40мм; сплошные кривые — многотемпературная модель, пунктир-

ные — однотемпературная модель

Рис. 7.8. Распределения электронов в 1 см3 по радиусу в зоне энерговыделения: 1, 2 относятся
к режиму: P∞ = 6,3 гПа, G = 2,4 г/с, Np l = 29 кВт, Ds = 40мм; 3, 4 относятся к режиму:
P∞ = 12 гПа, G = 4,8 г/с, Np l = 41 кВт, Ds = 40мм; сплошные кривые — многотемпературная

модель, пунктирные — однотемпературная модель

торцевым затуплением могут возникать зоны возвратно-циркуляционного те-
чения, что приводит к изменению теплообмена с поверхностью модели.

На рис. 7.9–7.11 из [31, 32] для различных режимов представлены ка-
чественные сравнения экспериментальных, полученных в лабораториях вза-
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Рис. 7.9. Сравнение рассчитанной
и экспериментальной [31] картин
течения около цилиндрической мо-
дели: P∞ = 8,3 гПа, T∞ =293K,
G = 2,4 г/с, Np l = 41 кВт, Ds =

= 30мм; Xm = 30мм

Рис. 7.10. Сравнение рассчитан-
ной и экспериментальной [31]
картин течения недорасширенной
воздушной струи около цилин-
дрической модели: P∞ = 10,3 гПа,
T∞ = 293K, G = 2,4 г/с, Np l =
=29 кВт, Ds =40мм; Xm = 70мм

имодействия плазмы и излучения с материалами ИПМех РАН, и рассчи-
танных картин обтекания недорасширенными струями воздушной плазмы
цилиндрических моделей с передним торцевым затуплением, расположенных
на различных расстояниях Xm от звукового сопла. На правой части рисунков
даны экспериментальные цифровые фотографии картин обтекания, на левой

Рис. 7.11. Сравнение рассчитанной
и экспериментальной [31] картин
течения недорасширенной воздуш-
ной струи около цилиндрической
модели: P∞ = 12 гПа, T∞ =293K,
G = 4,8 г/с, Np l = 41 кВт,

Ds =30мм; Xm = 70мм

для сравнения — температурные контуры по-
лей течений, полученные расчетным путем.

На рис. 7.9 видно хорошее совпадение не
только размеров ударно нагретых слоев газа
около переднего затупления, но и сложных
картин течения около боковой поверхности,
полученных в эксперименте и в расчете. Те-
чение для этого экспериментального режима
и местоположения модели в струе является
безотрывным в области перед затуплением.

Обтекание модели, представленное на
рис. 7.10, происходит также в безотрывном ре-
жиме с образованием перед телом прямоли-
нейного скачка уплотнения, хорошо видным
на экспериментальной фотографии и на рас-
считанном температурном контуре. Такая осо-
бенность в картине течения является след-
ствием регулярного взаимодействием боковых
скачков первой сверхзвуковой «бочки» и до-
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статочно далеким расположением модели. Те-
чение, представленное на рис. 7.11, происходит с отрывом потока около пе-
реднего торцевого затупления, наличие которого подтверждается рассчитанной
картиной линий тока. Следствием такого характера течения являются наблю-
даемые, как в расчете, так и в эксперименте, светлые протяженные области
прямоугольной формы около торцевого затупления.

Влияние термической неравновесности на картину обтекания цилиндри-
ческой модели демонстрирует рис. 7.12. Здесь для термически неравновесного
(верхняя часть) и равновесного (нижняя часть) случаев соответственно изоб-
ражены линии постоянных значений чисел Маха для второго из приведенных
выше режимов.

Рис. 7.12. Сравнение топологий течений в недорасширенных струях воздушной плазмы для
термически неравновесного (а) и равновесного (б) случаев

Сравнивая картины течения для термически неравновесного и равновес-
ного случаев, можно обнаружить лишь незначительные различия в степени
раскрытия истекающих из сопла струй, в формах скачков перед торцевым
затуплением и размерах отрывных зон перед телом.

На рис. 7.13 (а, б, в) представлено сравнение экспериментальных данных
измерений теплового потока в области точки торможения цилиндрической мо-
дели (получено в ИПМех РАН) и рассчитанных для двух газофазных моделей
при трех значениях противодавления: P∞ = 6,3, 8,3 и 10,3 гПа (режимы 1–3)
соответственно, т. е. при различной степени нерасчетности струи. Это раз-
личие влияет на расположение и протяженность зон сверх- и дозвукового
течения в струе, и как следствие, сказывается на распределениях тепловых
потоков и давления торможения в точке торможения модели.
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Рис. 7.13. Сравнение рассчитанных и экспериментальных данных по тепловому потоку и дав-
лению в области точки торможения модели с плоским торцом: G = 2,4 г/с, Np l = 29 кВт,
T∞ = 293K, Ds = 40мм; P∞ = 6,3 гПа, (а), P∞ = 8,3 гПа, (б), P∞ = 10,3 гПа, (в,г). Кри-
вая 1 — эксперимент; кривые 2 и 3 — термически равновесная и неравновесная модель

соответственно

Для третьего из представленных выше вариантов на рис. 7.13 (г) даны

сравнения для давления торможения. На рис. 7.14 приведены аналогичные

сравнения тепловых потоков для других значений параметров в эксперимен-

тах (режимы 4 и 6).

Распределения теплового потока к каталитической стенке, как было от-

мечено в [3], и наблюдается во всех проведенных расчетах и экспериментах,

хорошо коррелируют с изменением давления торможения по всей длине

струи, а учет в расчетах термической неравновесности в большей степени

влияет на тепловой поток.

8 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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Рис. 7.14. Сравнение рассчитанных и экспериментальных данных по тепловому потоку в об-
ласти точки торможения модели с плоским торцом: P∞ = 6,2 гПа, G = 2,4 г/с, Np l = 41 кВт,
T∞ = 293K, Ds = 30мм; (а), Ds = 40мм (б). Кривая 1 — эксперимент, 2 — расчет по

термически равновесной модели

Различия в распределениях тепловых потоков и давления торможения при

использовании в расчетах однотемпературной и трехтемпературной моделей

газовой среды обусловлено отмеченными ранее различиями в топологиях

течений в струях в этих случаях. При этом, когда обтекание тела происходит

в пределах первой от среза сопла сверхзвуковой зоны струи, рассчитанные

тепловые потоки и давление торможения практически одинаковы для

всех рассмотренных газофазных моделей и близки к экспериментальным

значениям.

Различия в теплообмене с экспериментом становится более заметным

в случае, когда перед торцевым затуплением образуется область возвратно-

циркуляционного течения или модель дальше сдвинута вниз по потоку вдоль

оси струи. Этот факт быть объяснен, отчасти, трехмерной картиной течения

в струе и около модели, и проявляющейся в эксперименте сильнее на больших

расстояниях. В распределениях тепловых потоков и давления торможения,

полученных в рамках трехтемпературной газофазной модели по сравнению

с однотемпературной, точки максимумов и минимумов смещены вдоль оси

струи вверх по потоку, что обусловлено уже отмеченными различиями в те-

чениях термически равновесных и неравновесных струй. При увеличении

противодавления в барокамере это различие уменьшается.
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Заключение

Для рассмотренных моделей газовой среды существенных различий
в структуре течений в разрядном канале ВЧ плазмотрона не найдено. В рас-
четах с использованием термически неравновесной модели обнаружен отрыв
электронной и колебательной температур от поступательной, особенно су-
щественный при низких давлениях в разрядном канале. При увеличении
давления в разрядном канале это различие уменьшается. Вниз по потоку
происходит релаксация, в результате которой температуры в конце разрядного
канала выравниваются.

Для всех рассмотренных газофазных моделей не найдено существенных
различий в течениях недорасширенной струй в пределах первых от среза
сопла сверхзвуковых зонах, а рассчитанные тепловые потоки и давление
торможения практически одинаковы для термически равновесной и нерав-
новесной газофазных моделей и близки к экспериментальным значениям.
Влияние на теплообмен с поверхностью становится более заметным, когда
цилиндрическая модель сдвигается вниз по потоку вдоль оси струи.

Автор благодарен В.Г. Громову, А.Ф. Колесникову, А.Н. Гордееву и кол-
лективу лаборатории взаимодействия плазмы и излучения с материалами
ИПМех РАН за помощь в работе и представленные экспериментальные
данные.
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ

В ТЕПЛООБМЕНЕ ПРИ ГИПЕРЗВУКОВОМ

ОБТЕКАНИИ ЗАТУПЛЕННОГО КОНУСА,

ЛЕЖАЩЕГО НА ТРЕУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНЕ

С ПРИТУПЛЕННЫМИ КРОМКАМИ

В.И. Сахаров
Научно-исследовательский институт механики МГУ им. М.В. Ломоносова

Численное моделирование сверхзвукового обтекания пространственной
конфигурации, состоящей из треугольной пластины с затупленными кромка-
ми и расположенным на ее поверхности круговым конусом проведено в рамках
полных уравнений Навье–Стокса. В качестве моделей газовой среды в расче-
тах использовались совершенный газ и химически неравновесный воздух. По-
лучено хорошее совпадение рассчитанных относительных тепловых потоков
на наветренной поверхности компоновки и экспериментальных данных, полу-
ченных в [1] для наветренной стороны затупленной треугольной пластины.
Проведено исследование влияния чисел M∝ и Re∝, а также моделей газовой
среды на теплообмен вдоль поверхности, рассматриваемой конфигурации.

Введение

Несмотря на значительное количество полетов высокоскоростных лета-
тельных аппаратов в атмосфере Земли, интерес к задачам газовой динамики,
возникающим при их разработке, не ослабевает. Это обусловлено как фун-
даментальными газодинамическими аспектами рассматриваемой проблемы,
так и практическими приложениями, связанными с необходимостью расчетов
параметров аэродинамики и теплообмена при проектировании летательных
аппаратов с целью сокращения количества дорогостоящих экспериментов
в аэродинамических установках.

Классический подход к решению задач обтекания при больших числах
Рейнольдса состоит в разделении течения на внешнюю невязкую область
и вязкий пограничный слой около поверхности тела с присущей ему пробле-
мой учета вязко-невязкого взаимодействия. При решении задачи в рамках
полных уравнений Навье–Стокса этой проблемы не возникает. Отметим, что
для расчета течений вязкого газа около затупленных тел разработано много
вычислительных алгоритмов, однако пока они не могут быть использованы
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в качестве быстрого и надежного инструмента определения параметров
обтекания пространственных конфигураций. К тому же попутно приходится
решать не менее важную и трудоёмкую задачу построения расчетных сеток.
Использование же асимптотически упрощенных, в той или иной степени,
моделей уравнений Навье–Стокса кардинально не упрощают задачу, при
этом внося существенные ограничения на их применение по характеристикам
режимов обтекания.

Целями данной работы являются: демонстрация эффективности разрабо-
танной в [2] для решения полных уравнений Навье–Стокса вычислительной
технологии, ее применение для исследования сверхзвукового обтекания ком-
поновки, состоящей из связки конуса и затупленной треугольной пластины,
а также подтверждение обнаруженных в эксперименте [1] особенностей в теп-
лообмене на наветренной стороне треугольной пластины.

Течение около важного элемента такой компоновки — затупленного тре-
угольного крыла или пластины с острыми кромками — интенсивно изучалось
на протяжении последних десятилетий, как экспериментальными методами,
так и численно. Исследованы многочисленные режимы обтекания заострен-
ных конфигураций, зависящие от геометрических параметров крыльев и опре-
деляющих газодинамических параметров течения [3–5].

Во многих других работах исследования ограничивались также заострен-
ными крыльями или рассматривались затупленные крылья малого относи-
тельного удлинения. Наличие затупления привносит различные сложности,
добавляя к основным безразмерным параметрам дополнительные, связанные
с отношением размеров, характеризующих форму крыла. Исследование об-
текания более сложных компоновок летательных аппаратов, содержащих,
кроме крыльев, и пространственные поверхности, моделирующие фюзеляж,
представляет собой еще более уникальную задачу. Однако характерные осо-
бенности течения и теплообмена, обнаруженные при исследовании обтекания
треугольного крыла, как элемента более сложной конфигурации, могут встре-
титься и при исследовании обтекания целой компоновки. В [1] при изучении
экспериментальными методами теплообмена около наветренной поверхности
затупленной треугольной пластины обнаружены области повышенных тепло-
вых потоков. Позже, в [6], эти особенности в теплообмене были объяснены,
а в [7] подтверждены численными расчетами.

Локальное повышение теплового потока, возникая с наветренной стороны
затупленной треугольной пластины в области кромки на некотором удалении
от затупления, простирается на расстояние несколько сотен калибров вниз
по наветренной поверхности, практически, на одинаковом расстоянии от ее
плоскости симметрии. Объяснение этого явления, данное в [6], связано со
сложным характером взаимодействия течения за головным скачком от затуп-
ления с передней кромкой пластины.

Обнаруженные особенности в теплообмене существуют не для всех значе-
ний безразмерных параметров задачи, а проявляются в некотором диапазоне
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чисел Маха, углов стреловидности пластины и углов атаки, и при этом не
возникают для заостренной пластины. В [7] такая задача исследовалась чис-
ленно в рамках уравнений Эйлера (расчет невязкого течения) и приближенно-
го решения уравнений пограничного слоя (расчет теплообмена). В этой главе
проанализирован возникающий эффект повышения теплового потока в зави-
симости от чисел Маха набегающего потока, углов атаки и стреловидности
пластины. Однако провести количественное сравнение с экспериментом [1]
по тепловым потокам не представилось возможным из-за отличия радиуса
затупления пластины в расчете и в эксперименте, а также из-за неправомер-
ности применения интегрального метода расчета течения в пограничном слое
при интенсивном стекании газа к плоскости симметрии.

Основное внимание в данной работе уделено особенностям течения га-
за около рассматриваемой пространственной конфигурации в целом и рас-
пределению тепловых потоков вдоль ее поверхности. Проведено сравнение
результатов расчета с имеющимися экспериментальными данными с учетом
особенностей распределения тепловых потоков на наветренной стороне за-
тупленной треугольной пластины [1]. Показано хорошее соответствие рас-
считанных относительных тепловых потоков q/q0 (q0 — значение теплового
потока в передней точке торможения) и экспериментальных данных. Прове-
дено исследование влияния чисел Маха и Рейнольдса в набегающем потоке,
а также реальных свойств газовой среды на теплообмен вдоль поверхности
рассматриваемой конфигурации в зонах их усиления.

1. Термодинамические свойства

Воздушная среда рассматривается как идеальная квазинейтральная смесь
совершенных газов из N компонентов с соответствующим уравнением состо-
яния, при одинаковой температуре тяжелых частиц и электронов

p = ρRuT
N∑

i=1

γi.

Здесь p — давление, ρ — плотность смеси, γi = ci/mi — молярно-массовые
концентрации компонентов (ci — массовые концентрации), Ru — универсаль-
ная газовая постоянная, T — поступательная температура частиц. Вращения
и колебания молекул описываются моделью «жесткий ротатор — гармони-
ческий осциллятор» с больцмановским распределением по энергетическим
уровням. Предполагается, что все атомные компоненты находятся в основном
электронном состоянии, а вращательные и колебательные степени свободы
возбуждены равновесно с поступательными.

При сделанных выше предположениях полная сумма по состояниям одного
моля газа i− ой компоненты для рассмотренной термохимической модели
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имеет вид [8]:

Qi =
1

NA
Qtr

i Qe
i для атомов и электронов,

Qi =
1

NA
Qtr

i Qr
i Q

v
i Q

e
i для молекул.

Суммы по состояниям отдельных видов энергии представляются в ви-
де [8]:

Qtr
i =

(
2πMiRuT

N 2
Ah̄2

)3/2

· Vi,

Qr
i =

T

θr
i σs,i

,

Qv
i =

∏

k

[(
1− exp

(
−θν

ik

T

))dν
ik

]−1

,

Qe
i = ge

i exp
(−θe

i

T

)
.

Здесь h̄ — постоянная Планка, NA — число Авогадро, Vi =
RuT

p
— мо-

лярный объем, σs,i — число симметрии молекулы, θr
i — характеристическая

вращательная температура i-го компонента, θv
ik, dv

ik — соответственно коле-
бательная характеристическая температура и вырождение k-й колебательной
моды i-го компонента, θe

i , ge
i — электронная характеристическая температура

и статистический вес основного электронного состояния i-го компонента.
Молярная энтальпия hi и молярная теплоемкость Cp,i i — ого компонента

определяются выражениями:

hi = h0
i + RuT 2 ∂ ln(Qi)

∂T
, Cp,i =

∂hi

∂T
.

Здесь h0
i — теплота образования i — го компонента при T = 0.

Термодинамические и термохимические данные для рассматриваемых ком-
понентов взяты из работы [8]. Энтальпия и внутренняя энергия единицы
массы газовой смеси вычисляются по формулам

h =
N∑

i=1

γihi, e = h − RuT
N∑

i=1

γi.

2. Химическая и транспортные модели газовой среды

В качестве одной из моделей газовой среды рассматривался совершенный
газ с показателем адиабаты γ = 1, 4. Число Прандтля считалось постоянным
Pr = 0,7, а коэффициент динамической вязкости рассчитывался по различ-
ным формулам в зависимости от предмета проводимого исследования:
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— если таковым является сверхзвуковой полет ЛА в атмосфере Земли, то
коэффициент динамической вязкости воздуха рассчитывается по формуле

µ = µ∗
(

T

T ∗

)0,7

.

Здесь T ∗ и µ∗ — некоторые характерные значения температуры и коэффици-
ента динамической вязкости;

— если таковым являются сверхзвуковые испытания модели ЛА в стру-
ях аэродинамических установок, обладающих крайне низкой температурой
(порядка нескольких десятков градусов Кельвина), то расчёт коэффициента
динамической вязкости воздуха проводится по формуле Сазерленда [9].

Наряду с совершенным газом, рассматривалась также модель химически
неравновесного воздуха со следующими компонентами в высокотемператур-
ной части потока (N = 7): O, N, O 2, N2, NO, NO +, e−. Ниже перечислены
химические процессы, включенные в газофазную модель:

N2 + M ⇔ N + N + M, O2 + M ⇔ O + O + M,

NO + M ⇔ N + O + M, N2 + O ⇔ NO + N ,

NO + O ⇔ O2 + N, N + O ⇔ NO+ + e−.

Константы скорости реакций диссоциации компонентов смеси задавались
в виде [10, 11]

kf
j = AjT

bj exp
(−Ej

T

) (
1− exp

(−θv
j

T

))
.

Здесь θv
j — характеристическая колебательная температура диссоциирующей

молекулы. Константы скоростей остальных реакций в прямом направлении
аппроксимируются обобщенной формулой Аррениуса

kf
j = ajT

bj exp
(−Ej

RuT

)
.

Константы скоростей обратных реакций kr
j определяются из условия деталь-

ного равновесия

Kcj =
kf

j

kr
j

=
N∏

i=1

(
Qi(T )

Vi
exp

(
− h0

i

RuT

))(ν′′
ji−ν′

ji)

.

Скорости учтенных химических реакций заимствованы из [10, 11].
Молярные диффузионные потоки, которые необходимы для вычисления

вязких потоков массы, импульса и энергии, находились из соотношений
Стефана–Максвелла с учетом бародиффузии (без учета термодиффузии) при
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наличии электрического поля и в предположении, что ток проводимости равен
нулю [12, 13].

N∑

j=1

Mdij(γiKj − γjKi) =
∂γiM

∂r
+ (xi − ci)

∂ ln p

dr
− γiM

RuT
ziFE,

i = 1, 2, ...,N − 1,

N∑

j=1

KjMj = 0,

N∑

j=1

Kjzj = 0,

здесь ci, xi и zi — массовые, мольные концентрации и зарядовое число i-го
компонента, F — число Фарадея, E — напряженность самосогласованного
электрического поля, dij = M/ρDij , Dij — бинарные коэффициенты диффу-

зии, M =

[
N∑

i=1

γi

]−1

— средний молекулярный вес смеси.

Для вычисления коэффициентов вязкости и теплопроводности газовой
смеси использовались приближенные формулы Уилке–Васильевой [14]:

µ =
N∑

i=1

MiγiSciDi,

λ =
N∑

i=1

γi [Cpi + 2,5Ru(1,5Sci − 1)] Di.

Здесь Sci(T ) = µi/ρiDii — число Шмидта i-го компонента, вычисленное по
вязкости µi, плотности ρi и коэффициенту самодиффузии Dii этого компонен-
та в чистом газе, Cpi — молярная теплоемкость частицы i, Di — коэффициент
диффузии, определяемый выражением

Di =

(
N∑

j=1

γjdij

)−1

.

Значения dij(T ) определяются через сечения упругих столкновений частиц
i-го и j-го сорта (интегралы столкновений):

dij(T ) = 3,12 · 105
√
2MiMj Ω

(1,1)
ij (T )

√
T (Mi + Mj)

, [dij ] = с · м/kмоль, [Ω] = 10−20м,

Sci(T ) =
5Ω

(1,1)
ij

6Ω
(2,2)
ij

.
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Здесь Ω
(1,1)
ij (T ), Ω

(2,2)
ij (T ) — соответственно интегралы столкновений диффу-

зионного и вязкого типов, вычисляемые на основе потенциалов межмолеку-
лярного взаимодействия.

Сечения упругих столкновений диффузионного типа для нейтральных
атомов и молекул между собой и с ионами, необходимые для расчета коэффи-
циентов переноса, вычислялись по двухпараметрической интерполяционной
формуле [15], построенной на основе значений сечений при низкой темпера-
туре (T = 300K) и высокой температуре (T = 20000K). Сечения столкнове-
ний типа нейтрал-нейтрал вычислялись по потенциалу Леннард–Джонса при
низкой температуре и по экспоненциальному отталкивающему потенциалу
(потенциал Борна–Майера) при высокой температуре. Сечения столкновений
типа нейтрал-ион при низкой температуре вычислялись с использованием
поляризационного потенциала, а при высокой — также по экспоненциальному
потенциалу. Значения параметров потенциалов Леннарда–Джонса и Борна–
Майера для пар одинаковых частиц взяты из литературы. Параметры потен-
циалов разных частиц вычислялись по комбинаторным правилам [12]. При
вычислении сечений столкновений пар нейтрал–родственный ион учитывался
эффект перезарядки. Сечение столкновений электрона с нейтральными части-
цами полагалось равным постоянной величине. Взаимодействие заряженных
частиц описывалось экранированным Кулоновским потенциалом. Предпола-
галось, что отношение значений всех сечений столкновений вязкостного типа
к соответствующим значениям сечений диффузионного типа равно 1,1 для
всех пар частиц.

3. Геометрия поверхности тела

Поверхность обтекаемого тела представляет собой треугольную пластину
с затупленными передними кромками и лежащим на ее поверхности сфери-
чески затупленным круговым конусом с углом полураствора θ = 50. Вершины
конуса и треугольной пластины совпадают. Угол стреловидности пластины
λ = 750, ее толщина бралась равной характерному радиусу затупления R.
Верхняя плоскость пластины сопрягалась с поверхностью конуса гладким
образом.

4. Метод решения

Интегральная форма нестационарной системы уравнений Навье–Стокса,
применяемая для расчёта химически неравновесных ламинарных течений
вязкого газа в декартовой системе координат X,Y ,Z имеет вид

∂

∂t

∫

V

UdV +

∫

δV

n · F̂dS =

∫

V

ΩdV. (8.1)
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Здесь:
V — фиксированная область в пространстве X,Y ,Z;
δV — его граница;
n = (nx,ny,nz) — вектор единичной нормали к δV ;
U — вектор консервативных переменных в единичном объеме;
Ω — вектор источниковых членов.
Потоки массы компонент смеси, импульса и энергии газа через поверх-

ность δV можно разложить на сумму невязкой и вязкой составляющих

∫

δV

n · F̂dS = Finν + Fνis =

∫

δV

n · F̂inνdS +

∫

δV

n · F̂νisdS.

Вектор консервативных переменных U, невязкие составляющие потоков Finν

и вектор источниковых членов Ω являются функциями физических перемен-
ных Z, которые определяются выбранной термохимической моделью газовой
среды. Вязкие потоки Fνis являются линейными функциями от производных
по координатам переменных Z с коэффициентами, зависящими от Z. Для
рассматриваемой модели газовой среды переменные, входящие в (8.1), имеют
следующие выражения

U=




ργ1
...

ργN

ρu
ρv
ρw
ρe0




, F̂=




ρuγ1
...

ρuγN

ρuu+pnnx

ρuv+pnny

ρuw+pnnz

ρuh0




+




K1
...

KN

τ̂ττττττττx

τ̂ττττττττy

τ̂ττττττττz

q




, Ω=




ω1
...

ωN

0
0
0
0




, Z=




p
u

T
γ1
...

γN




, (8.2)

h =
N∑

i=1

γihi, e = h − RuT
N∑

i=1

γi, e0 = e + 0,5 · (u · u), h0 = e0 +
p

ρ
.

Здесь u, v,w — декартовы компоненты вектора скорости u; e, h — энергия
и энтальпия единицы массы газовой смеси; e0, h0 — полные энергия и энталь-
пия единицы массы газа, ei, hi, — молярная внутренняя энергия и энтальпия
i-го компонента.

В случае модели совершенного газа в системе уравнений (8.1)–(8.2) «N»
последних уравнений неразрывности для компонент заменяются уравнением
неразрывности для смеси в целом.

Для модели химически реагирующего воздуха молярная скорость обра-
зования i-ой компоненты в единице объема во всех химических реакциях
записывается в виде ωi =

∑
j

(ν ′′
ji − ν ′

ji)ωj .
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Здесь ωj = kf
j

N∏
i=1

(ργi)
ν′

ji − kr
j

N∏
i=1

(ργi)
ν′′

ji — скорость j-й газофазной хими-

ческой реакции, записанной в символьной форме
∑
i

ν ′
ji[Aj ] ⇔

∑
i

ν ′′
ji[Aj ], где

ν ′
ji, ν ′′

ji — стехиометрические коэффициенты и [Ai] — символ i-й химической
компоненты.

Тензор вязких потоков импульса τττττττττ имеет вид

τ̂ττττττττ = −µ

[(
∂u

∂r

)
+

(
∂u

∂r

)T

− 2

3

(
∂

∂r
· u

)
Î

]
.

Здесь Î — единичный тензор, µ — коэффициент вязкости.
Суммарный поток тепла q задается в виде

q = −λ
∂T

∂r
+

N∑

i=1

Kihi + τ̂ττττττττ · u.

Уравнения (8.1)–(8.2) решаются численно на структурированной криволиней-
ной сетке методом конечного объема (МКО). Система конечно-разностных
уравнений МКО состоит из численных аналогов уравнений сохранения для
шестигранных ячеек, покрывающих расчетную область, и разностных ап-
проксимаций граничных условий. Методом конечного объема определяется
приближенное решение Zjki в центре каждой ячейки (xjki, yjki, zjki) и в цен-
тре каждой стороны ячейки (xwki, ywki, zwki), лежащей на поверхности тела.
Невязкие потоки Finv

G через границы вычисляются на основе точного решения
задачи Римана о распаде произвольного разрыва, определяемой граничными
значениями параметров в соседних ячейках. Для нахождения последних
используется неосциллирующее одномерное восполнение исходных физиче-
ских переменных: давления, температуры, декартовых составляющих скоро-
сти и концентраций компонентов смеси внутри ячеек по соответствующим
координатным направлениям. Значения невязких потоков на границах рас-
считываются по лимитированным одномерным экстраполяционным формулам
вектора Z от центров ячеек к центрам сторон. Численные значения потоков
Fνis

G через стороны ячеек определяются по центральным и односторонним
разностным формулам второго порядка точности.

Решение конечно-разностных уравнений находится с помощью двухслой-
ной неявной итерационной схемы. В неявной части конечно-разностного
оператора используются направленные разности в соответствии со знака-
ми собственных значений матриц Якоби конвективных слагаемых. Система
разностных уравнений записывается в виде, удобном для применения ите-
рационного процесса Гаусса–Зейделя по линиям, вдоль которых обращение
неявного оператора проводится векторными трехточечными прогонками. Ре-
шение задачи проводится вначале для области затупления, в дальнейшем
используется блочно-маршевый алгоритм с интегрированием последовательно
в пересекающихся областях, выбранных вдоль продольной оси тела.
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5. Построение расчетной сетки

Геометрия рассматриваемой пространственной конфигурации задавалась
аналитически. Контур тела в поперечном сечении, представленный на
рис. 8.1, состоит из гладко сопрягаемых отрезков прямых и дуг окружностей.

Рис. 8.1. Изолинии теплового потока и приповерхностные линии тока на наветренной сто-
роне пластины (а) и боковой поверхности конуса (б) (M∝ = 14, Re∞= 107, R = 0,26 см,

T∞ = 30K, α = 5◦)

При построении расчетной сетки для расстановки точек на контуре,
заданного участками аналитических кривых, использовался эмпирический
алгоритм, учитывающий локальную кривизну контура [16]. При такой
расстановке точек на участках контура с большей кривизной происходило
их сгущение. При этом, точки, попавшие на окружность, распределяются
по ней равномерно, при переходе через точку разрыва кривизны контура,
например, с окружности на прямую, применялся алгоритм, обеспечивающий
гладкое изменение расстояний между расчетными точками. Внешняя граница
расчетной области также задавалась аналитически, причем так, чтобы
возмущения от тела при расчете течения не выходили за эту границу.
Расчетная сетка около пространственной конфигурации строилась как набор
плоских двумерных сечений, перпендикулярных продольной координате.

Для построения расчетной сетки в каждом сечении использовался ком-
бинированный метод [16]. Вблизи поверхности тела численно решалась ги-
перболическая система уравнений с заданным распределением точек на кон-
туре, что обеспечивало гладкость сеточных линий и их ортогональность
вблизи контура тела. В процессе интегрирования гиперболической системы
уравнений также учитывалось распределение расчетных точек на внешней
границе. Далее для расстановки узлов в области поперечного сечения вплоть
до внешней границы осуществлялась линейная интерполяция.

6. Параметры набегающего потока и данные для расчета

Расчеты проводились при значениях чисел Маха в набегающем потоке
M∝ , числах Рейнольдса Re∝, рассчитанных по параметрам набегающего по-
тока и характерному размеру 1м, угле атаки α, отсчитываемом от оси конуса.
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Температурный фактор поверхности тела tw = Tw/T0, где T0 — температура
торможения, принимался равным 0,25, что соответствовало параметрам экс-
периментов [1].

7. Результаты расчетов

Параметры используемой в компоновке треугольной пластины и пара-
метры внешнего обтекания близки к условиям эксперимента [1] и лежат
в диапазоне, когда реализуется режим течения с растеканием потока на
передней кромке крыла. При этом головной скачок от носового затупления
взаимодействует с затупленной кромкой пластины, образуя в пристенных
областях на наветренной стороне «инерционное» (с малым градиентом давле-
ния) растекание потока [6]. Вследствие этого приповерхностные линии тока
в некоторой области на наветренной стороне пластины представляют собой
слабо расходящийся веер, распространяющийся на значительное расстояние
вдоль его поверхности. В подтверждение этого на рис. 8.1, а и 8.1, б для
модели совершенного газа представлена картина изолиний относительных
тепловых потоков и приповерхностные линии тока на наветренной стороне
пластины и боковой поверхности конуса.

Наблюдается стекание газа в пограничном слое к плоскости симмет-
рии пластины и растекание его от линии, отстоящей от плоскости симмет-
рии на некоторое расстояние (рис. 8.1, а). На боковой поверхности конуса
(рис. 8.1, б) так же видны линия растекания и соответствующая зона по-
вышенного теплообмена, вызванные взаимодействием с поверхностью конуса
потока, сошедшего с кромки пластины. Это согласуется с уменьшением теп-
лового потока при приближении к плоскости симметрии пластины и увеличе-
нием его на линиях растекания (см. рис. 8.3).

На рис. 8.2, а,б изображены проекции линий тока на плоскость
поперечного сечения, взятых на удалении x/R = 66 и x/R = 110 от
переднего затупления. Здесь видна сложная картина взаимодействия
потоков около пластины и конической части тела. На подветренной
стороне поверхности пластины образуется линия стекания (точка A — ее
пересечение с плоскостью поперечного сечения), где происходит встреча
потоков, один из которых приходит от конической поверхности, а другой
обтекает кромку. Растекание газа в пограничном слое на конической части
ведет к увеличению теплообмена вдоль образующей конуса (точка B — ее
пересечение с плоскостью сечения). Образование на некотором удалении от
затупления спиралевидного вихря, поперечное сечение которого с центром
в точке C видно на рис. 8.2 б, является также результатом взаимодействия
потоков около пластины и конуса.

Следует отметить, что уменьшение угла атаки ведет к исчезновению
спиралевидного вихря, образование которого обусловлено взаимодействием
потоков около пластины и конуса, а также смещению линии стекания на
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Рис. 8.2. Проекция линий тока на плоскость поперечного сечения тела (M∝ = 14, Re∞ = 107,
R = 0,26 см, T∞ = 30K, α = 5◦)

подветренной стороне пластины к кромке крыла. Здесь же видно стекание
газа к плоскости симметрии и, как следствие, понижение теплового потока
при приближении к ней. На подветренной стороне пластины в области сопря-
жения конуса и крыла образуется также линия растекания. Эти особенности
течения проявляются в распределениях теплового потока по поверхности,
приведенных на рис. 8.3

Рис. 8.3. Распределение теплового потока по криволинейной координате для двух поперечных
сечений при углах атаки α = 5◦ и α = 15◦, (M∝ = 15, Re∞ = 107, R = 0,26 см, T∞ = 30K)

На рис. 8.3 показано распределение относительных тепловых потоков на
поверхности рассматриваемой конфигурации для двух сечений x/R = 39,4
и x/R = 122 и двух значений углов атаки α = 5◦ и 10◦ в зависимости от попе-
речной криволинейной координаты s/R, отсчитываемой от линии симметрии
нижней поверхности пластины до верхней образующей конуса. Цифры около
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кривых — безразмерные значения продольной координаты поперечных сече-
ний. По результатам, представленным на рис. 8.3, можно сделать следующие
выводы.

Характер распределений тепловых потоков в поперечных сечениях соот-
ветствует поведению приповерхностных линий тока на рис. 8.1 и проекций
линий тока в поперечном сечении на рис. 8.2. На нижней линии симметрии
пластины s/R = 0 (линия стекания) тепловые потоки как для угла атаки
α = 5◦, так и для α = 15◦, слабо зависят от расстояния x/R, в то время
как на линии растекания (s/R = 3–5) они заметно уменьшаются (пример-
но в 2,5–3 раза) с увеличением расстояния x/R от 39,4 до 122. Отличие
в значениях тепловых потоков на линиях стекания и растекания уменьшается
с ростом угла атаки. Отметим, что при угле атаки α = 5◦ тепловые потоки на
линии растекания превосходят тепловые потоки на линии стекания в сечении
x/R = 39,4 в 4 раза, а в сечении x/R = 122 — в 1,7 раза. При этом для угла
атаки α = 15◦ тепловые потоки на линиях стекания и растекания отличаются
для x/R = 39,4 и x/R = 122 примерно в 2,5 и в 1,2 раза соответственно.
Аналогичная тенденция отмечалась в работах [1, 7].

Как показывает расчет, тепловой поток в поперечном сечении достигает
наибольшего значения в районе передней кромки пластины и его величина
практически не меняется вследствие постоянной кривизны кромки. Следу-
ющая особенность в распределении теплового потока имеет место на боко-
вой поверхности конуса (при s/R = 22–23 для сечения x/R = 39,4 и при
s/R = 70–73 для сечения x/R = 122) вдоль линии растекания на конической
части, где тепловые потоки существенно превосходят тепловые потоки на
остальной части конуса. Видно, что пиковые значения тепловых потоков слабо
зависят от угла атаки, но заметно падают с увеличением расстояния от носка
конуса. Тепловой поток на конусе достаточно большой, так при угле атаки
α = 5◦ для x/R = 122 он соизмерим с тепловым потоком на наветренной
поверхности пластины. На верхней стороне пластины вблизи конуса так же
имеется линия растекания с повышенными значениями тепловых потоков.
Интенсивность теплообмена в этой зоне примерно в 3 раза ниже, чем на
конусе и уменьшается с ростом угла атаки, оставаясь существенно выше по
сравнению с остальной частью верхней поверхности пластины.

Следует отметить еще один результат расчета — это повышение теплового
потока при приближении координаты s/R к плоскости симметрии тела на
подветренной стороне при угле атаки α = 15◦ для обоих рассматриваемых
сечений в отличие от теплового потока при угле атаки α = 5◦, где этого
повышения не наблюдается. Этот результат можно объяснить растеканием
потока в плоскости симметрии с подветренной стороны конфигурации, име-
ющим место при больших углах атаки. Отметим так же, что, как показали
расчеты, уменьшение угла атаки до α 6 0◦ приводит к исчезновению областей
локального повышения тепловых потоков на наветренной стороне пластины.
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Это согласуется с выводами работ [1, 6, 7]. Одновременно линия растекания
на конусе перемещается в плоскость симметрии подветренной стороны тела.

На рис. 8.4 приведено сопоставление результатов расчета в рамках урав-
нений Навье–Стокса с имеющимися экспериментальными данными для на-
ветренной поверхности треугольной пластины с затупленными кромками в се-
чении x/R = 33 при угле отклонения пластины относительно потока δ = 10◦

и числе M∝ = 14 [1]. Отмечается хорошее совпадение с точностью ∼ 5%

Рис. 8.4. Изменение тепловых потоков в поперечном сечении на наветренной стороне тре-
угольной затупленной пластины (M∝ = 14, Re∞ = 107, R = 0,26 см, T∞ = 30K, δ = 10◦);

1 — настоящий расчет, 2 — эксперимент [1]

рассчитанных и экспериментально измеренных пиковых значений тепловых
потоков. Места их расположения в расчете и в эксперименте также хорошо
совпадают (s/R ≈ 4). Заметное отличие расчета и эксперимента наблюдается
в плоскости симметрии с наветренной стороны пластины (s/R = 0) в области
минимальных тепловых потоков, где расчет дает значение тепловых потоков
в 2 раза ниже. Столь заметное отличие возможно связано с погрешностью
определения в эксперименте тепловых потоков при малых их величинах [7].

На рисунках 8.5 и 8.6 представлены результаты расчетов тепловых пото-
ков на наветренной поверхности пластины и на поверхности конуса при угле
атаки α = 5◦ для различных чисел M∝ и чисел Re∝.

На рис. 8.5 приведены данные пиковых значений тепловых потоков на
линиях растекания для наветренной поверхности пластины и боковой поверх-
ности конуса при числах M∝ = 10, 15 и 20 и числе Re∝ = 0,8 · 106. Резуль-
таты показывают, что с ростом числа M∝ изменения тепловых потоков на
наветренной поверхности пластины и на боковой поверхности конуса имеют
противоположные тенденции: на пластине они увеличиваются, а на конусе
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Рис. 8.5. Распределения относительных тепловых потоков на линиях растекания с наветрен-
ной стороны на пластине и с подветренной стороны на конусе при различных числах M∝

(Re∝ = 0,8 · 106, R = 0,26 см, T∞ = 30K, α = 5◦)

Рис. 8.6. Распределения относительных тепловых потоков на линиях растекания с наветренной
стороны на пластине и с подветренной стороны на конусе при различных числах Re∝

(M∝ = 15, R = 0,26 см, T∞ = 30K, α = 5◦)
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уменьшаются. Видно также, что при M∝ > 15 наступает гиперзвуковая ста-

билизация течения. Несмотря на то, что конус расположен на подветренной

поверхности треугольной пластины, тем не менее, тепловые потоки на его

боковой поверхности достаточно высокие, а в районе x/R ≈ 10 и x/R > 110

они практически соизмеримы с максимальными тепловыми потоками на на-

ветренной стороне пластины.

На рис. 8.6 представлены аналогичные результаты по уровню теплообмена

в тех же зонах рассматриваемой конфигурации при числе M∝ = 15 для чисел

Re∝ = 0,2 · 106, 0,8 · 106 и 2,0 · 106. Отмечается стабилизация изменения

тепловых потоков при числах Re∝ > 0,8 · 106. Тенденция изменения тепловых

потоков на наветренной поверхности пластины и на боковой поверхности ко-

нуса при увеличении чисел Re∝ одинаковая — с ростом чисел Re∝ тепловые

потоки в обеих зонах увеличиваются, в отличие от тенденции изменения

тепловых потоков в этих зонах при изменении чисел M∝ (см. рис. 8.5) — там

она противоположная.

Результаты, представленные на рисунках 8.1–8.6, получены для модели

совершенного газа. Влияние модели газовой среды на особенности теплооб-

мена с поверхностью демонстрирует рис. 8.7. На нем дано сравнение распре-

делений относительных тепловых потоков в поперечных сечениях для совер-

шенного газа и химически реагирующего воздуха при M∝ = 14, Re∝ = 107,

R = 4,5 см, T∝ = 250К, α = 5◦.

Рис. 8.7. Сравнение распределений относительных тепловых потоков в поперечных сечениях
тела для модели совершенного газа (1) и химически неравновесного воздуха (2) (M∝ = 14,

Re∝ = 107, R = 4,5 см, T∝ = 250К, α = 5◦)
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Для химически неравновесной модели сохраняются зоны аномального

нагрева на наветренной стороне пластины и на конической поверхности

с подветренной стороны тела. Влияние моделей газовой среды на представ-

ленные величины наблюдается лишь в зонах аномального нагрева. Отметим,

что почти полная рекомбинация атомов воздушной смеси в пограничном слое

у тела в зонах повышенного теплообмена, начиная с некоторого расстояния от

носка компоновки, делает практически неразличимыми распределения тепло-

вых потоков для идеально каталитической и некаталитической поверхностей

при рассматриваемых условиях обтекания. По сравнению с совершенным

газом происходит незначительное смещение к плоскости симметрии области

повышенных значений теплового потока с наветренной стороны пластины.

Это связано с уменьшением отхода головной ударной волны от поверхности

тела в случае модели химически реагирующего воздуха и потому более «ран-

ним» (вдоль продольной оси тела) ее взаимодействием с кромкой пластины.

Аналогичное смещение, но в противоположную сторону, наблюдается и с под-

ветренной стороны для зон повышенного нагрева на конической поверхности.

Заключение

Проведенное в рамках полных уравнений Навье–Стокса численное иссле-

дование гиперзвукового обтекания пространственной конфигурации, состоя-

щей из связки кругового конуса и треугольной пластины с затупленными

кромками, подтвердило наличие особенностей в теплообмене на наветренной

стороне компоновки, обнаруженных ранее для треугольной пластины с за-

тупленными передними кромками в экспериментах и в численных расчетах

в некотором диапазоне значений параметров задачи. Выявлена сложная вих-

ревая картина течения около тела с подветренной стороны, зависящая также

от параметров обтекания и обусловленная взаимодействием потоков от пла-

стины и конуса, приводящая к образованию линии растекания с повышенным

теплообменом на подветренной стороне пластины. В некотором диапазоне

углов атаки обнаружены области локального повышения тепловых потоков

на конусе, связанные с растеканием газа на конической поверхности. Уста-

новлено, что относительные тепловые потоки вдоль поверхности тела, в том

числе и в зонах повышенного нагрева, близки для моделей совершенного газа

и химически неравновесного воздуха при рассмотренных условиях обтекания.

Установлены предельные значения чисел Маха и Рейнольдса, превышение

которых не меняет пиковые значения относительных тепловых потоков к по-

верхности рассмотренной конфигурации в зонах их усиления.
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МОДЕЛЬ ЧАСТИЧНОГО ХИМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ

ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ГИПЕРЗВУКОВОГО ОБТЕКАНИЯ

ТЕЛ ВЯЗКИМ ГАЗОМ

В.И. Сахаров, Г. А. Тирский
Научно-исследовательский институт механики МГУ им. М.В. Ломоносова

Модель частичного химического равновесия разработана и применена
для исследования задач гиперзвуковой аэродинамики в рамках полных
уравнений Навье–Стокса (Н–С). На примере обтекания сферы химически
неравновесным потоком воздуха и смеси газов, моделирующей марсианскую
атмосферу, дано сравнение результатов, полученных в рамках модели
частичного химического равновесия, с численным решением задачи в полной
диффузионной постановке и в рамках уравнений вязкого ударного слоя.
Исследован диапазон применимости модели частичного химического
равновесия для решения задач в условиях входа тел по планирующим
траекториям в атмосферы Земли и Марса.

Введение

Теоретические исследования по аэродинамике и теплообмену представ-
ляют собой важнейшее звено в создании образцов космической техники.
Математическое моделирование в рамках аэротермодинамики является аль-
тернативным аэродинамическому эксперименту (как наземному, так и лет-
ному) средством накопления баз данных для проектирования летательных
аппаратов (ЛА).

Одна из ключевых проблем при этом моделирование защиты спускаемых
аппаратов многоразового использования от интенсивных тепловых нагрузок
при их движении в атмосфере Земли или других планет. При спуске кос-
мических аппаратов «Space Shuttle» и «Буран» по планирующей траектории
в атмосфере Земли наиболее теплонапряженным является участок траектории
на высотах от 80 км до 60 км, где скорость аппаратов изменяется от 8 км/с до
5,5 км/с. При столь высоких скоростях полета около поверхности аппаратов
образуется высокотемпературная область течения газа, в которой происходят
различные физико-химические процессы: возбуждение внутренних степеней
свободы, химические реакции, ионизация и т.д. Эти процессы не только
существенно влияют на характеристики полей течений, но и обуславливают
теплообмен с поверхностью гиперзвуковых ЛА, меняют их аэродинамические
характеристики [1–4]. В этой области в сильной степени проявляются так-
же эффекты вязкости и теплопроводности. Поэтому важным фактором при
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решении задач является правильный выбор физико-химических моделей для
описания реальных процессов в сильно нагретой области потока около аппа-
рата. Имеющиеся результаты численных расчетов обтекания затупленных по
сфере конусов, параболоидов, гиперболоидов, реальных летательных аппара-
тов и сравнение их с экспериментальными данными позволяют заключить,
что для теплонапряженного участка планирующей траектории необходимо
учитывать неравновесный характер протекания только химических реакций.
Вращательные и колебательные степени свободы молекул можно считать
возбужденными равновесно с поступательными. Отметим, что при решении
подобных задач важнейшим фактором, влияющим на расчет теплообмена
с поверхностью ЛА, является выбор модели взаимодействия химически реа-
гирующей газовой смеси с поверхностью [5].

При численном моделировании гиперзвукового обтекания возникают про-
блемы, которые характерны для описания высокотемпературных химически
реагирующих течений. Во-первых, постановка задачи включает масштабы
времен химических процессов, которые часто много меньше характерного
газодинамического времени, связанного с конвекцией и диффузией. Поэтому
система дифференциальных уравнений становится жесткой и требуются спе-
циальные приемы для ее численного решения, при этом жесткость системы
увеличивается при стремлении реакций к полному равновесию. Во-вторых,
число уравнений химической кинетики и количество неизвестных функций
(концентраций компонентов и их диффузионных потоков) возрастают по мере
усложнения состава смеси. В-третьих, с увеличением числа компонентов
возрастает число химических реакций, которые необходимо учитывать. При
этом механизмы некоторых из них неизвестны, а необходимые константы
скоростей, особенно быстрых реакций, зачастую ненадежны. Эти проблемы
ведут к резкому увеличению времени расчетов подобных задач и затрудняют
использование их результатов в инженерных разработках, особенно в про-
странственном случае.

В ряде случаев эти проблемы можно решить, используя концепцию частич-
ного химического равновесия (квазиравновесия), предположив, что химические
реакции в смеси резко различаются по скоростям, и более быстрые реакции по-
стоянно протекают равновесно, в то время как более медленные — с конечной
скоростью. В этой модели часть дифференциальных уравнений диффузии по
наибольшему числу быстрых независимых реакций вырождается в алгебра-
ические соотношения детального химического равновесия. Источники обра-
зования компонентов в правых частях оставшихся уравнений диффузии для
новых неизвестных функций (медленных переменных) не содержат членов,
связанных с быстрыми реакциями [6–9].

В работе [10] для теплонапряженного участка траектории на основе моде-
ли частичного химического равновесия исследовано течение диссоциирован-
ного и частично ионизованного воздуха на линии торможения около затуп-
ленного тела в рамках уравнений пограничного слоя. Использование данной
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модели основано на предварительном анализе чисел Дамкелера для всей
системы химических реакций, протекающих в газовой фазе. Такой анализ,
проведенный для пристенной области течения в пограничном слое, позволил
ввести в качестве новых неизвестных функций одну медленную переменную
и ее диффузионный поток. Это существенно упростило диффузионную часть
задачи, сведя ее к двум дифференциальным уравнениям диффузии для этой
переменной и химического элемента кислорода (вместо девяти исходных)
и алгебраическим соотношениям детального химического равновесия. Анало-
гичный подход использовался в задачах горения [11, 12]. В работах [13, 14]
в рамках частично равновесного подхода решалась проблема вычисления
источника образования компонентов в равновесных реакциях. В [15, 16]
модель частичного химического равновесия применена для решения задач
в рамках уравнений Н–С, где исследовано обтекание сферы при движении ее
по планирующей траектории входа в атмосфере Земли.

Основная идея другого подхода к упрощению кинетических моделей (так
называемое квазистационарное приближение) состоит в выделении квази-
стационарных блоков химических реакций, обобщенные скорости которых
близки к равновесным [17, 18]. По своей сути это приближение сродни
методу квазистационарных концентраций [19–21] и теории стационарных
реакций [21–23].

Существует ряд работ, в которых производится сокращение большого чис-
ла химических стадий после построения иерархии по степени их важности,
основанной на сопоставлении скоростей отдельных процессов [24, 25].

Проблемы жесткости, возникающие при совместном решении газодинами-
ческих уравнений и уравнений химической кинетики, приводящие к чрезвы-
чайно малым шагам интегрирования, могут быть ослаблены использованием
неявных процедур расчета [26].

Методы, в которых конвективные члены вычисляются явно, а химические
источниковые члены — неявно, предложены, например, в работах [27–29].

При численном исследовании гиперзвукового обтекания ЛА на различных
участках траектории спуска для правильного описания движения газовой
смеси около их поверхности могут использоваться различные газодинами-
ческие модели. Так модель свободномолекулярного потока корректно опи-
сывает течение газа около спускаемых аппаратов на высотах выше 100 км.
На теплонапряженном участке траектории (80–60 км) и ниже используется
модель сплошной среды. Решение задачи обтекания в рамках континуально-
го подхода может быть получено с использованием уравнений Н–С — на-
пример, [30, 31], а на отдельных участках этой траектории на основе их
упрощенных моделей: уравнений тонкого (ТВУС) [32] и полного вязкого
ударного слоев (ПВУС) [33], параболизованных уравнений ПУНС [34, 35],
модели невязкого течения [36–38] и пограничного слоя (ПС) [39]. Выбор
той или иной модели осуществляется на основе предварительных, например,
асимптотических оценок применимости упрощенных моделей и на основе
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сравнений результатов решений друг с другом, а также с экспериментальны-
ми и летными данными.

В данной работе представлены результаты численного решения задачи
обтекания сферы в рамках полных уравнений Н–С и 11-ти компонентной
модели химически реагирующего воздуха [40] на части планирующей траек-
тории спуска корабля многоразового использования «Space Shuttle». Прове-
дено сравнение с результатами решения этой же задачи в рамках уравнений
полного вязкого ударного слоя [33]. Поставленная задача также решена
в рамках уравнений Н–С с использованием модели частичного химического
равновесия. Аналогичная задача решена для гиперзвукового движения сферы
в атмосфере, моделирующей марсианскую. Исследован диапазон примени-
мости модели частичного химического равновесия для описания течений
около лобовых частей спускаемых летательных аппаратов в атмосфере Земли
и Марса.

1. Постановка задачи

Интегральная форма нестационарной системы уравнений Н–С, применя-
емая для расчета химически неравновесных течений вязкого газа в плоском
или цилиндрическом случае (ν = 0,1 соответственно) в системе координат
r(x, y), имеет вид:

∂

∂t

∫

S

UyνdS +

∫

δS

n · Fyνdl =

∫

S

ΩyνdS. (9.1)

Здесь S — фиксированная область в плоскости (x, y), δS — его граница,
n = (nx,ny) — вектор единичной нормали к δS, U — вектор консервативных
переменных в единичном объеме, F = Finv + Fvis представляет сумму вязких
и невязких потоков U через граничную поверхность объема, Ω содержит
источниковые члены. Вектор консервативных переменных U, невязкие со-
ставляющие потоков Finv и источниковый член Ω являются функциями фи-
зических переменных Z, которые определяются выбранной термохимической
моделью среды. Вязкие потоки Fvis являются линейными функциями от
производных по координатам переменных Z с коэффициентами, зависящими
от Z. Для рассматриваемой модели газовой среды переменные, входящие
в (9.1), имеют следующие выражения
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Z = {p,u,T , γ1 . . . γN}T ,

h =
N∑

i=1

γihi, e =
N∑

i=1

γiei, e0 = e + 0,5 · (u · u), h0 = e0 +
p

ρ
.

Суммарный поток тепла q, задается в виде

q = −λ
∂T

∂r
+

N∑

i=1

Kihi + τ̂ττττττττ · u.

Тензор вязких потоков импульса τ̂ττττττττ имеет вид

τ̂ττττττττ = −µ

[(
∂u

∂r

)
+

(
∂u

∂r

)T

− 2

3

(
∂

∂r
· u

)
Î

]
.

Здесь Î — единичный тензор; µ — коэффициент вязкости; p — давле-
ние; ρ — плотность; u, v — декартовы компоненты вектора скорости u;
T — температура смеси; γi — мольно-массовые концентрации; e, h — энергия
и энтальпия единицы массы газовой смеси; e0, h0 — полные энергия и энталь-
пия единицы массы газа; ei, hi — молярная внутренняя энергия и энтальпия
i-ого компонента; ωi — мольная скорость образования i-го компонента в еди-
нице объема во всех химических реакциях; N — число продуктов реакций;
Ki — мольные диффузионные потоки продуктов реакций.

Для вычисления диффузионных потоков Ki используется закон бинар-
ной [41] или многокомпонентной диффузии [42]. Для вычисления коэффици-
ентов вязкости и теплопроводности газовой смеси — приближенные формулы
Уилке–Васильевой [43].

Решение задачи ищется в области, ограниченной поверхностью тела; по-
верхностью, лежащей в невозмущенной области течения, на которой ставятся
условия в набегающем потоке: p∞, V∞, T∞, γ1∞ , . . . , γN∞ ; осью симметрии,
где используются условия симметричного или антисимметричного отражения
в зависимости от четности рассматриваемых функций и некоторой линией,
лежащей вниз по потоку и имеющей пространственный тип (скорость по
нормали к этой линии больше скорости звука) вне пограничного слоя около
тела. На ней используются «мягкие» граничные условия экстраполяционного
типа.

На поверхности непроницаемой и неразрушающейся стенки с возможными
гетерогенными каталитическими реакциями ставятся следующие граничные
условия:

u = v = 0, qn = λ
∂T

∂n
−

N∑

i=1

Kinhi = εσbT
4
W , ( либо T = TW )

Kin = ṡi, i = 1, . . . ,N.

(9.3)

Здесь σb — постоянная Стефана–Больцмана; ε — степень черноты поверх-
ности; TW — температура поверхности; ṡi — поверхностная скорость обра-
зования i-го компонента за счет гетерогенных реакций. Нижний индекс n
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обозначает нормальную составляющую векторов. Полученную выше систему
уравнений и граничных условий будем называть постановкой задачи с полной
диффузионной моделью (полной диффузионной постановкой).

2. Модель частичного химического равновесия

Система химических реакций, протекающих одновременно в смеси может
быть записана в виде:

N∑

i=1

ν ′
ijAi =

N∑

i=1

ν ′′
ijAi, j = 1, . . .R.

Здесь R — общее число химических реакций, ν ′
ij , ν ′′

ij — стехиометрические
коэффициенты реакций, Ai — символы основных веществ и продуктов реак-
ций. Тогда мольная скорость образования i-го компонента в единице объема
во всех химических реакциях равна:

ωi =
R∑

j=1

Γij

(
ρ

m

)ν′′
j

krjvj , ν ′
j =

N∑

i=1

ν ′
ij , ν ′′

j =
N∑

i=1

ν ′′
ij .

Здесь Γ = {Γij} = {(ν ′′
ij − ν ′

ij)} — матрица, составленная из стехиометриче-
ских коэффициентов реакций, в которой первый индекс i связан с номером
продукта реакций, а второй, j с номером химической реакции,

vj = Kcj

(
ρ

m

)ν′
j−ν′′

j

mν′
j

N∏

i=1

γ
ν ′

ij

i − mν′′
j

N∏

i=1

γ
ν′′

ij

i

— отклонение от равновесия, Kcj =
kf j

kr j
— константа равновесия, kfj и krj —

константы скоростей прямой и обратной j-ой реакции.
Проведем анализ безразмерных скоростей (чисел Дамкелера —Dmj) про-

текания химических реакций

Dmj =
1

εg j
=

τ

τg j
= kr j

(
ρ

m

)ν′′
j−1

· τ.

Здесь τgj — характерные времена химических реакций; τ = R/V ∗ — ха-
рактерное газодинамическое время, V ∗ — характерная скорость, R — харак-
терный размер (радиус затупления).

Предположим, что реакции в газовой смеси протекают с существенно
различными скоростями и можно выделить группы быстрых и медленных
реакций. Обозначим через Rf , Rs общее число быстрых (εgj ≪ 1) и мед-
ленных (εgj > 1) реакций в смеси (Rf + Rs = R), rf , rs — число быстрых
и медленных независимых в стехиометрическом отношении реакций (rf < r,
rf + rs = r), r = N − Ne — число независимых в стехиометрическом отноше-
нии химических реакций, Ne — число химических элементов. Систему из r
независимых реакций выберем таким образом, чтобы rf было максимальным.
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Представим εgj как εgj = ε (εgj/ε) для j 6 Rf (для быстрых реакций). Здесь
ε ≪ 1 (малый параметр) и (εgj/ε) ∼ 1 (конечная величина). Тогда вектор

скоростей образования компонентов смеси w = (ω1, . . . ,ωN )T примет вид:

w = ΓY, Y =
ρ

m

∣∣∣∣∣
1

ε
Y1

Y2

∣∣∣∣∣ ,

Y 1
j =

ε

εqj
vj (j = 1, . . . ,Rf ), Y 2

j =
1

εqj
vj (j = Rf + 1, . . . ,R).

Первый индекс элемента Γij стехиометрической матрицы Γ связан с номером
продукта реакций, а второй — с номером химической реакции. Матрица Γ

имеет размерность (r + Ne) × R:

Γ =

Rf Rs

∣∣∣∣∣∣

Γ11 Γ12

Γ21 Γ22

Γ31 Γ32

∣∣∣∣∣∣

}rf

}rs

}Ne

rankΓ = r, rankΓ11 = rf .

Матрица стехиометрических коэффициентов Γ построена таким образом, что
строки блока Γ21 являются линейными комбинациями строк блока Γ11:

Γ21 = AΓ11, A = Γ21(Γ11)
T
[
Γ11(Γ11)

T
]−1

, det
[
Γ11(Γ11)

T
]
6= 0.

Проведем преобразования уравнений диффузии (первые N уравнений,
входящие в (9.1)), умножая их слева на матрицу T (см. ниже). При этом
соответствующим образом преобразуется вектор концентраций продуктов ре-
акций γγγγγγγγγ = (γ1, . . . , γN )T :

ηηηηηηηηη = Tγγγγγγγγγ,

T =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

E1 0 0

−A E2 0

n11 . . . n1N
... . . .

...
nNe1 . . . nNeN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

}rf

}rs

Ne

, ηηηηηηηηη =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ηηηηηηηηηf

ηηηηηηηηηs

ηηηηηηηηηz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, I =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

If

Is

Iz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

}rf

}rs

}Ne

.

Матрица T имеет постоянные компоненты. Единичные матрицы E1, E2

имеют размерности (rf × rf ) и (rs × rs), а nki — обозначает число химических
элементов с индексом k в i-ом компоненте. Матрица, составленная из этих
элементов и входящая в T, имеет размерность (Ne × N).

Покомпонентная форма преобразования будет следующей:

ηf
i =γi, If

i =Ki, ηs
l = −

rf∑

i=1

αliγi + γl, Is
l = −

rf∑

i=1

αl iKl + Ki, (αl i) = A,

ηz
k =

N∑

i=1

nk−r,iγi, Iz
k =

N∑

i=1

nk−r,iKi,

(i = 1, . . . , rf , l = rf + 1, . . . , r, k = r + 1, . . . ,N) .



3. Сравнительный анализ решений задачи в рамках уравнений Н–С и ПВУС 255

Функции ηs
l , являющиеся линейными комбинациями концентраций, названы

медленными переменными, ηz
l — соответствует химическим элементам смеси.

В результате проведенных преобразований уравнения диффузии из (9.1) при-
мут вид:

ε


 ∂

∂t

∫

S

yνρηηηηηηηηηfdS +

∫

δS

yν
(
ρηηηηηηηηηf u + If

)
dl


 −

∫

S

yνwfdS = 0, (9.4)

wf = Γ11Y
1 + εΓ12Y

2,

∂

∂t

∫

S

yνρηηηηηηηηηsdS +

∫

δS

yν (ρηηηηηηηηηsu + Is) dl −
∫

S

yνwsdS = 0, (9.5)

ws = (Γ22 − AΓ12)Y
2,

∂

∂t

∫

S

yνρηηηηηηηηηzdS +

∫

δS

yν (ρηηηηηηηηηz u + Iz) · dl = 0. (9.6)

Заметим, что ws зависят от массовых скоростей образования компонентов
только в медленных химических реакциях.

При ε → 0 уравнения (9.4) в случае частичного химического равновесия
вырождаются в алгебраические соотношения детального химического равно-
весия для rf быстрых независимых реакций

wf = 0 ⇔ νi = 0 (i = 1, . . . , rf ) . (9.7)

Граничные условия для уравнений (9.5), (9.6) в набегающем потоке состоят
в задании ηs

l∞ и ηz
k∞, а граничные условия на теле следуют из (9.3):

Is
ln = −

rf∑

i=1

αl i
ṡi

mi
+

ṡl

ml
, Iz

kn = 0, (9.8)

(l = rf + 1, . . . , r , k = r + 1, . . . ,N) .

Итак, в (9.1) полная система уравнений диффузии заменяется на уравнения
диффузии для медленных переменных (9.5), элементов (9.6) и соотношения
детального химического равновесия (9.7).

Замечание. Краевая задача (9.5), (9.6), (9.8) содержит только уравнения
для главных членов внешнего асимптотического разложения, поэтому для
удовлетворения всех граничных условий необходимо исследовать систему
уравнений для пограничных функций [45].

3. Сравнительный анализ решений задачи в рамках уравнений
Н–С и ПВУС

Для расчета обтекания сферы вязким химически реагирующим возду-
хом применялась технология численного моделирования высокотемпера-
турных течений газа [31], основанная на комплексе программ численного
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интегрирования уравнений Н–С и специальных программ-генераторов,
взаимодействующих с базами данных по термодинамическим и переносным
свойствам индивидуальных газовых веществ. Учитывались 11 нейтральных
и ионизованных компонентов воздушной смеси (N = 11): O, N, O2, NO, N2,
O+, N+, NO+, O+

2 , N
+
2 и e−.

Учтем 33 реакции, протекающие в высокотемпературном потоке:

1. O+N2 =NO+N, 2. O+NO=O2 +N, 3. O+O=O+
2 +e,

4. N+N=N+
2 +e, 5. N+O=NO++e, 6. N++O2 =O+NO+,

7. O++N2 =N+NO+, 8. N+
2 +NO=N2+NO+, 9. N++NO=N+NO+,

10. O++NO=O+NO+, 11. O+
2 +NO=O2+NO+, 12. N+

2 +O2 =N2+O+
2 ,

13. N++O2 =N+O+
2 , 14. O++O2 =O+O+

2 , 15. N+
2 +O=N2+O+,

16. N++O=N+O+, 17. N+
2 +N=N2+N+, 18. N+

2 +O2 =NO+NO+,

19. O+
2 +N=O+NO+, 20. N+

2 +O=N+NO+, 21. O+
2 +N2 =NO+NO+,

22. N++NO=N2+O+, 23. N++O2 =NO+O+, 24. O++NO=N+O+
2 ,

25. N++NO=O+N+
2 , 26. O2+M=O+O+M, 27. N2+M=N+N+M,

28. NO+M=N+O+M, 29. N2+e=N+
2 +e+e, 30. N+K=N++e+K,

31. O+K=O+ + e+K, 31. O2+e=O+
2 +e+e, 33. NO+e=NO++e+e,

M = O2, N2, O, N, NO, K = e, O, N.

Числовые значения констант 49-ти химических реакций, протекающих в вы-
сокотемпературной воздушной смеси, заимствованы из [40]. Термодинами-
ческие и термохимические данные для рассматриваемых компонентов взяты
из работы [44]. Проведено сравнение численных решений задачи обтека-
ния сферы вязким химически реагирующим воздухом, полученных в рам-
ках уравнений Н–С и ПВУС [33] для условий, соответствующих четырем
точкам теплонапряженной части траектории спуска корабля многоразового
использования «Space Shuttle». Использованные в расчетах характеристики
набегающего потока и соответствующие им значения определяющих пара-
метров приведены в табл. 9.1. Температура поверхности тела предполагалась
постоянной TW = 1350K или определялась из баланса теплового потока (9.3)
для равновесно излучающей стенки. Поверхность тела считалась либо нека-
талитической, либо идеально каталитической. Расчеты в рамках уравнений
Н–С проводились, в основном, на сетке, содержащей 30 лучей с 40 точками
на каждом, а также 50× 80, в рамках ПВУС −30× 50.

Далее на рисунках представлены распределения следующих безразмерных
величин: p/ρ∞V 2

∞ — давления, T/T∞ — температуры, ci = miγi — основных
массовых концентраций компонентов воздуха в зависимости от безразмерной
нормальной координаты к поверхности сферы y. Данные численных расче-
тов приведены для двух значений угловой координаты Θ = 1,8◦ и 80,5◦.
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Т а б л иц а 9.1.

H, км V∞, км/с ρ∞, г/см3 T∞, K M∞ Re∞ R, см

54 4,56 0,411·10−6 268 13,86
5631
56310

5
50

61,9 6,19 0,998·10−7 247 19,59
1963
19630

5
50

74,9 7,71 0,392·10−7 198 25,28
1039
10390

5
50

85 7,56 0,6365·10−8 198 26,66 1778 50

Рис. 9.1. Распределение на линии торможения чисел Дамкелера независимых реакций:
H = 54 км (а), 61,9 км (б), 74,5 км (в), 85 км (г) соответственно; R = 50 см. Цифры на графи-

ках — номера независимых реакций

9 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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Треугольные маркеры на всех рисунках соответствуют расчетам в рамках
уравнений ВУС, а кружки — Н–С.

Анализ полученных результатов позволяет заключить, что для сферы
с радиусом 50 см и всех рассмотренных высот H = 54 − 75 км решения
задачи, полученные в рамках полных уравнений Н–С и уравнений ПВУС,
практически совпадают. Совпадение наблюдается во всей области течения от
линии торможения вплоть до миделевого сечения не только по всем газодина-
мическим параметрам, но и по значениям концентраций диссоциированного
и частично ионизованного воздуха (рис. 9.2, 9.3).

Для сферы с радиусом R = 5 см для высоты 54 км (Re∞ = 5631)
решения задачи в рамках Н–С и ПВУС также близки по всем па-
раметрам. Для высоты 61,9 км (Re∞ = 1963) различие наблюдается
в основном в размерах возмущений области течения около сферы

Рис. 9.2. Распределения массовых концентраций компонентов в зависимости от расстояния по
нормали к поверхности сферы. H =61,9 км, R=50 см, θ=1,8◦, поверхность некаталитическая

Рис. 9.3. Распределения массовых концентраций компонентов в зависимости от расстояния по
нормали к поверхности сферы. H = 61,9 км, R = 50 см, θ = 80,5◦, поверхность некаталитиче-

ская. Точки 1 — равновесные значения
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Рис. 9.4. Распределения массовых концентраций компонентов в зависимости от расстояния по
нормали к поверхности сферы. H =74,9 км, R=5 см, θ=80,5◦, поверхность некаталитическая

из-за влияния вязкости при умеренных числах Рейнольдса. Распре-

деления же газодинамических параметров и основных компонентов

диссоциированного воздуха в большей части ударного слоя (вне струк-

туры ударной волны) для этих двух решений остаются по-прежнему

Рис. 9.5. Распределения безразмерно-
го давления в зависимости от расстоя-
ния по нормали к поверхности сферы.
H = 74,9 км, R = 5 см, θ = 1,8◦, по-

верхность некаталитическая

близкими. Различие в решениях ста-

новится более существенным для вы-

соты 74,9 км (Re∞ = 1039) (рис. 9.4).

Вследствие малых значений чисел Re

размер возмущенной области течения

в окрестности линии торможения перед

сферой в решении уравнений Н–С в 1,5

раза превосходит аналогичную величи-

ну, полученную при решении уравнений

ПВУС. Здесь наблюдается различие в рас-

пределениях давления (рис. 9.5), связан-

ное с влиянием ряда диссипативных чле-

нов, которые не учитываются в модели

уравнений вязкого ударного слоя. В этой

точке траекторий для сферы R = 5 см эф-

фекты вязкости существенны во всей воз-

мущенной области течения, здесь нет ярко

выраженного пограничного слоя около те-

ла и невязкого ядра потока. Аналогичные

выводы можно сделать, сравнивая результаты расчетов задачи в двух поста-

новках вниз по потоку от линии торможения, а также и для всей области

течения в случае идеально-каталитической поверхности. Тепловые потоки

9*
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к поверхности, полученные из решения задачи в рамках уравнений Навье–
Стокса и вязкого ударного слоя, близки (рис. 9.6, кривые a).

Рис. 9.6. Распределение безразмерного теплового потока (а,б) и температуры (в) в зависимости
от угловой координаты θ вдоль поверхности сферы. а) H = 74,9 км, R = 5 см, поверхность иде-
ально-каталитическая; б) H = 54 км, R = 5 см, поверхность некаталитическая; в) H = 80 км,

R = 50 см, поверхность некаталитическая

4. Результаты решения задачи с использованием модели
частичного химического равновесия

С использованием модели частичного химического равновесия решена
задача в [10] гиперзвукового обтекания затупленного тела на линии тор-
можения в рамках уравнений пограничного слоя. Анализ чисел Дамкелера,
проведенный в этой работе для температур и давлений (T ∼ 1000–20000K,
p > 0,5 атм) в пограничном слое около тела, движущегося по планирую-
щей траектории спуска корабля «Space Shuttle» (высоты 54–75 км, скорости
4,5–7,2 км/с, R ∼ 1м), позволил ввести одну медленную переменную (линей-
ную комбинацию концентраций компонентов) и ее диффузионный поток. Про-
веденные численные исследования задачи с использованием модели частично-
го химического равновесия и сравнение этих решений с результатами расчетов
в полной постановке позволили сделать вывод о возможности применения мо-
дели частичного химического равновесия для описания течения на линии тор-
можения в пограничном слое около тела с радиусом затупления ∼ 1м, движу-
щегося по планирующей траектории спуска в атмосфере Земли.

Рассмотрим возможность применения модели частичного химического
равновесия при решении задачи в рамках полных уравнений Н–С. На
рис. 9.1 приведены распределения чисел Дамкелера на линии торможения,
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рассчитанные по характерным значениям течения в ударном слое для
следующих восьми независимых в стехиометрическом смысле реакций, при-
веденных в предыдущем разделе:

1. O2 + M = O + O + M, — M третья частица (O2, N2, O, N, NO)
2. O + N2 = NO + N
3. O + NO = O2 + N
4. O + NO+ = N+ + O2

5. N + NO+ = O+ + N2

6. N + N = N+
2 + e

7. O + O = O+
2 + e

8. N + O = NO+ + e

Анализ распределений чисел Дамкелера позволяет выделить либо одну мед-
ленную независимую реакцию диссоциации кислорода № 1 (rf = 7, rs = 1),
либо две, если считать, что обменная реакция № 2 протекает также суще-
ственно медленнее оставшихся (rf = 6, rs = 2). Тогда в первом случае можно
так же, как и в пограничном слое [10], ввести одну медленную переменную
и ее диффузионный поток:

ηs
1 = γO + γN + 2

(
γNO+ + γO+

2
+ γN+

2

)
+ 3 (γO+ + γN+) ,

Is
1 = KO + KN + 2

(
KNO+ + KO+

2
+ KN+

2

)
+ 3 (KO+ + KN+) ,

(9.9)

либо во втором — добавить еще одну медленную переменную, линейно
независимую с первой:

ηs
2 = γN + γNO + γNO+ + γN+ + 2

(
γO+ + γN+

2

)
,

Is
2 = KN + KNO + KNO+ + KN+ + 2

(
KO+ + KN+

2

)
.

(9.10)

При этом вместо уравнений диффузии, входящих в (9.1)–(9.2), необходимо
рассматривать либо одно уравнение диффузии для медленной переменной
(9.9), либо два (для (9.9) и (9.10)), заменив отброшенные уравнения диффузии
условиями детального химического равновесия. Полученные системы уравне-
ний в первом и втором случаях назовем «первой» и «второй» моделями соответ-
ственно. На представленных рисунках результаты, полученные в рамках первой
модели, изображены пунктирными линиями, а в рамках второй — сплошными.
Условия обтекания те же, что и ранее, и даны в таблице 9.1.

В области линии торможения течения около сферы при R = 50 см, как
в области пограничного слоя, так и вне его, наблюдается хорошее совпадение
всех параметров течения, полученных из решения задачи в полной диффу-
зионной постановке («точная» модель) и с использованием первой и второй
моделей (рис. 9.2). Это согласуется с ранее сделанными выводами о приме-
нимости модели частичного химического равновесия при описании течений
в окрестности линии торможения в рамках уравнений пограничного слоя [10].
Далее по обводу тела значения некоторых концентраций в пограничном слое,



262 Гл. 9. Модель частичного химического равновесия для решения задач

полученные в первой модели, могут отличаться от «точных», вторая же
модель дает более близкие к точной модели результаты (рис. 9.3).

На рис. 9.3 дано сравнение концентраций компонентов воздушной смеси
в области линии торможения течения, полученных из решения задачи в рам-
ках уравнений Навье–Стокса и модели частичного химического равновесия,
с равновесными значениями. Из сравнения следует заключить, что в рассмот-
ренных условиях обтекания полное равновесие не достигается.

Сравнивая полученные решения во всей области течения, можно заклю-
чить, что для тела с радиусом R = 50 см на всей траектории вторая и «точная»
модели дают близкие результаты по всем параметрам, в том числе по вели-
чинам ионизованных компонентов, имеющих малые значения, во всей области
течения, а решение по первой модели отличается от них даже в значениях ос-
новных концентраций диссоциированного воздуха. Причем отличие становится
более заметным с увеличением высоты.

Сравнивая решения задачи для сферы R = 5 (H = 54–75 км) и 50 см (H =
= 85 км), можно сделать вывод о том, что для всех трех моделей соответству-
ющие значения газодинамических параметров в возмущенной области течения
близки друг другу, хотя первая модель дает несколько меньший размер возму-
щенной области. Профили концентраций, полученные по второй модели, ближе
располагаются к «точным», чем профили решений первой модели (рис. 9.4).

Различия в значениях концентраций диссоциированных компонентов, по-
лученных в рамках первой и второй моделей, характерные как для R = 5 см,
так и для R = 50 см, можно объяснить главным образом тем, что обменная
реакция (O + N2 = NO + N), влияющая на перераспределение этих компо-
нентов, не является быстрой во всем ударном слое около тела. По этой же
причине вторая модель, в которой эта реакция считается идущей с конечной
скоростью, дает результаты, наиболее близкие к «точным».

Распределения давления вдоль поверхности сферы идентичны для всех рас-
смотренных постановок. Совпадение давления на поверхности наблюдается да-
же тогда, когда в ударном слое эти величины, полученные из решения уравне-
ний вязкого ударного слоя и Навье–Стокса значительно различаются (рис. 9.5).

Коэффициенты трения, полученные из решения задачи в рамках уравне-
ний вязкого ударного слоя, Навье–Стокса в полной диффузионной постанов-
ке и Навье–Стокса с использованием двух моделей частичного химического
равновесия, совпадают на всем рассмотренном участке траектории. Модель ча-
стичного химического равновесия с одной линейной комбинацией дает при ма-
лых размерах тел (R = 5 см) завышенные значения тепловых потоков по срав-
нению с «точными» значениями. Введение в рассмотрение второй медленной
переменной (вторая модель) позволяет устранить эти различия (рис. 9.6,
кривые б).

На рис. 9.6 (кривые в) для точки траектории (H = 85 км, R = 50 см)
приведена температура вдоль поверхности сферы, рассчитанная с использо-
ванием граничных условий, соответствующих равновесно излучающей стенке
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(9.3) для трех моделей: в полной диффузионной постановке и двух моделей
частичного химического равновесия. Для всех моделей температуры близки.

5. Использование модели частичного химического равновесия
в марсианской атмосфере

При входе летательного аппарата в атмосферу Марса в ударном слое перед
телом CO2 − N2 смесь имеет высокую температуру, а химические процессы
могут протекать в ней в неравновесном режиме. Из анализа, проведенно-
го в [46], следует, что при небольшом радиусе затупления (менее 2,3 м)
и высотах, больших 35 км, нельзя рассматривать течение в ударном слое
как химически равновесное. Рассмотрим обтекание тела сферической фор-
мы в марсианской атмосфере при следующих характеристиках набегающего
потока, приведенных в таблице 9.2 Поверхность тела будем считать либо
некаталитической, либо идеально каталитической. Температуру поверхности
примем постоянной TW = 1000K. Расчеты в рамках уравнений Н–С проводи-
лись на сетке, содержащей 55 лучей с 80 точками на каждом.

Та б л иц а 9.2.

H, км V∞, км/с ρ∞, г/см3 T∞, K M∞ Re∞ R, см

30 4,0 0,111·10−5 150 20,1 461000 100

50 6,0 0,111·10−6 150 30,1 69395 100

Примем, что марсианская атмосфера состоит из 96,68% CO2, 1,74% N2,
1,47% Ar, 0,11% O2, и в высокотемпературной смеси содержится 11 ком-
понентов (N = 11): O, C, N, O2, С2 СO, СN, NO, СO2, N2, и Ar. Будем
учитывать 20 гомогенных химических реакций:

1. O2 + M = O + O + M, 2. N2 + M = N + N + M, 3. NO + M = N + O + M,

4. O + N2 = NO + N, 5. O + NO = O2 + N, 6. CO2 + O = O2 + CO,

7. CO + O = C + O2, 8. CO + C = O + C2, 9. CN + C = N + C2,

10. NO + CO = CO2 + N, 11. CO + N = CN + O, 12. N2 + C = CN + N,

13. CN + O = NO + C, 14.CO + N = NO + C, 15. CO + CO = CO2 + C,

16. CN + CO = C2 + NO, 17. C2 + M = C + C + M, 18. CN + M = C + N + M,

19. CO + M = C + O + M, 20. CO2 + M = CO + O + M ,

M = O,C,N,O2, C2, CO,CN,NO,CO2, N2, Ar.

Выберем аналогично предыдущему случаю систему химических реакций,
независимых в стехиометрическом смысле, чтобы число быстрых независи-
мых реакций было максимально. Для этого рассмотрим распределения чисел
Дамкелера на линии торможения в ударном слое для параметров обтекания,
приведенных в таблице 9.2.

Анализ чисел Дамкелера (рис. 9.7, (а,б)) позволяет считать, что реакции
№№ 3–7 — быстрые, а №№1–2 — медленные. То есть имеем rf = 5, rs = 2:
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1. O2 + M = O + O + M, где M-третья частица,
2. CO + NO = CO2 + N,
3. O + N2 = NO + N,
4. NO + O = O2 + N,
5. CO + O = C + O2 ,
6. CN + O = NO + C,
7. CN + C = C2 + N.

Рис. 9.7. Распределение на линии торможения чисел Дамкелера независимых реакций для
параметров обтекания, представленных в таблице 9.2. Маркеры с цифрами соответствуют

номерам независимых реакций

Отметим, что благодаря большей разреженности марсианской атмосферы
и большим скоростям полета в ней (табл. 9.2) по сравнению с движением
в земной атмосфере (табл. 9.1), числа Дамкелера здесь, по крайней мере,
на порядок меньше. Поэтому использование модели частичного химического
равновесия в этом случае лишь с использованием двух медленных перемен-
ных кажется целесообразным.

Итак, согласно теории, изложенной в разд. 2, можно ввести две медлен-
ные переменные, причем вторая совпадает с мольно-массовой концентрацией
продукта реакции CO2:

ηs
1 = 2γO2

− γC + 2γN2
+ γCO + γCN + 2γNO + 3γCO2

,

ηs
2 = γCO2

.

Далее на рисунках представлены распределения следующих величин:
p — давления, T — температуры, ci = miγi — основных массовых концен-
траций компонентов в зависимости от нормальной координаты к поверхности
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Рис. 9.8. Распределение давления (а, в) и температуры (б, г) поперек ударного слоя около
сферы для H = 30 км, а,б — Θ = 0,75◦; в, г — Θ = 81,75◦. Поверхность некаталитическая

сферы y. Данные численных расчетов приведены для двух значений угловой
координаты Θ = 0,75◦ и Θ = 81,75◦. На представленных рисунках результаты,
полученные в рамках частично равновесной модели, изображены треугольны-
ми маркерами, а в рамках полной диффузионной постановки — кружками.

Сравнивая решения задачи для параметров обтекания, данных в табли-
це 9.2, можно сделать вывод о том, что для полной диффузионной и частич-
но равновесной моделей соответствующие значения газодинамических парамет-
ров близки друг другу во всей возмущенной области течения для обеих точек
траектории (см., например, распределения p, T на рис. 9.8, и рис. 9.11). Неко-
торое различие в температурах в ударном слое связано с различием в составах
газовых смесей, полученных в расчетах для двух постановок, которое для вы-
соты H = 50 км существенно больше. Профили концентраций CCO2

, CCO, CO,
CO2

во всем ударном слое около сферы для высоты H = 30 км (рис. 9.9, 9.10),
полученные по частично равновесной и точной моделям близки, как для иде-
ально каталитической, так и некаталитической стенки. Для высоты H = 50 км
(рис. 9.12, 9.13) появляются незначительные различия в распределениях этих
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Рис. 9.9. Распределение массовых концентраций компонентов в ударном слое около сферы для
для H = 30 км; а, б — Θ = 0,75◦, в, г — Θ = 81,75◦. Поверхность некаталитическая
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Рис. 9.10. Распределение массовых концентраций компонентов в ударном слое около сферы
для H = 30 км; а, б — Θ = 0,75◦, в, г — для Θ = 81,75◦. Поверхность некаталитическая
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Рис. 9.11. Распределение давления а, б и температуры в, г поперек ударного слоя около сферы
для H = 50 км. а, б — Θ = 0,75◦, в, г — Θ = 81,75◦. Поверхность идеально-каталитическая
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Рис. 9.12. Распределение массовых концентраций компонентов в ударном слое около сферы
для H = 50 км; а, б — Θ = 0,75◦, в, г — Θ = 81,75◦. Поверхность идеально-каталитическая
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Рис. 9.13. Распределение массовых концентраций компонентов в ударном слое около сферы
для H = 50 км; а, б — Θ = 0,75◦, в, г — Θ = 81,75◦. Поверхность идеально-каталитическая
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Рис. 9.14. Распределения вдоль поверхности сферы коэффициентов трения 1 — некаталитиче-
ская поверхность, 2 — идеально-каталитическая поверхность V = 4 км/с (а), V = 6 км/с (б)

Рис. 9.15. Распределения вдоль поверхности сферы тепловых потоков 1 — некаталитическая
поверхность, 2 — идеально-каталитическая поверхность V = 4 км/с (а), V = 6км/с (б)

величин. Более всего для сравниваемых моделей различаются распределения

концентраций CO2
, CN2

, CN в ударном слое, причем для высоты H = 50 км,

это различие существеннее по сравнению с высотой H = 30 км.

На рис. 9.14, 9.15 представлены сравнения распределений коэффициентов

трения τW = 2C∗
f/

(
ρ∞V 2

∞

)
и тепловых потоков qW вдоль поверхности сферы

для идеально-каталитической и некаталитической поверхностей при всех рас-

смотренных параметрах обтекания. Обозначения аналогичны предыдущим.
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Следует отметить, что коэффициенты трения и тепловые потоки вдоль
поверхности тела, полученные из решения задачи в полной диффузионной
постановке и с использованием модели частичного химического равновесия,
близки на всем рассмотренном участке траектории, как для идеально-катали-
тической, так и некаталитической поверхностей.

Заключение

Модель частичного химического равновесия разработана и применена для
численного исследования гиперзвуковых течений многокомпонентных газо-
вых смесей около затупленных тел в рамках уравнений Навье–Стокса. Для
рассмотренных в работе условий обтекания получено существенное упроще-
ние диффузионной части задачи: точность предложенного подхода продемон-
стрирована сравнением с результатами расчетов задач в полной постановке.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛООБМЕНА

ГИПЕРЗВУКОВЫХ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ ПРИ

ПОЛЕТЕ В АТМОСФЕРЕ ЗЕМЛИ

В.И. Власов, А. Б. Горшков, Р. В. Ковалев, В. В. Лунев
ФГУП ЦНИИ машиностроения

Введение

При разработке гиперзвуковых летательных аппаратов (ГЛА), движущих-
ся в атмосфере Земли со скоростями порядка первой космической, одной из
основных проблем является надёжное предсказание уровня тепловых потоков
и величины нагрева поверхности аппарата во время полета [1].

В плотных слоях атмосферы, где справедливо предположение о конти-
нуальности среды, детальный анализ параметров обтекания и теплообмена
ГЛА может быть выполнен на основе численного интегрирования системы
уравнений Навье–Стокса с учётом физико-химических процессов, протека-
ющих в ударном слое при гиперзвуковых скоростях полёта. Для решения
данной задачи вдоль траектории движения ГЛА требуются значительные
вычислительные ресурсы, поэтому массовые расчёты обычно осуществляются
по упрощённой методике, в рамках которой невязкое поле течения опреде-
ляется путём численного интегрирования уравнений Эйлера с учётом фи-
зико-химических процессов, а параметры теплообмена оцениваются на основе
интегрирования уравнений пограничного слоя. При этом возникает проблема
верификации используемых методик путем сравнения полученных расчетных
результатов с экспериментальными данными, а также оценки адекватности
упрощённой методики поставленной задаче и надёжности предсказания пара-
метров течения и теплообмена при её использовании.

1. Методы расчета

При численном решении уравнения Навье–Стокса аппроксимируются
с использованием конечных разностей. Полученная система алгебраических
уравнений решается неявным итерационным методом LU-SSOR [2]. При
конечно-разностной аппроксимации как вязких, так и конвективных потоков,
использовались центральные разности. Для обеспечения устойчивости счета
в разностную схему вводилось дополнительное слагаемое, описывающее
искусственную диссипацию. Ударная волна может рассчитываться насквозь или
выделяться как поверхность разрыва, с выполнением на ней условий Ренкина–
Гюгонио Более полно реализация численного метода описана в [3]. Для
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уменьшения времени счета выполнено распараллеливание компьютерного
кода [4] с использованием системы MPI для проведения расчетов на многопро-
цессорной вычислительной системе МВС-1000, установленной в ЦНИИМаш.

Система уравнений Эйлера решалась методом конечных объемов с узлами
в центрах ячеек в декартовой системе координат. Вся область течения подраз-
деляется на две части — область носового притупления с преимущественно
дозвуковым течением за головной ударной волной и область около боковой
поверхности аппарата, где течение сверхзвуковое. В первой области решение
ищется методом установления по времени, а во второй — маршевой процеду-
рой вниз по потоку вдоль продольной оси тела. Ударная волна рассчитывается
насквозь, а параметры течения на поверхности используются как граничные
условия на внешней границе пограничного слоя.

Параметры теплообмена на поверхности тела определяются по рас-
считанному невязкому течению путём приближённого решения уравнений
пограничного слоя, посредством интегрального метода локального подобия [5]
с использованием осесимметричной аналогии. Уравнения метода эффективной
длины расписывались на той же поверхностной конечно-разностной сетке, что
и уравнения невязкого течения (кроме окрестности критической точки, где
вводится локальная система координат с полюсом в этой точке), относительно
декартовых компонентов вектора скорости. Более детально данный подход
описан в [6].

В рамках метода эффективной длины можно также приближенно учесть
эффект гетерогенных реакций на поверхности ГЛА. Для рассматриваемых
условий обтекания в области ожидаемых максимальных уровней тепловых
потоков (при давлении P 6 0,05 атм) газофазные реакции в пограничном слое
можно считать замороженными. При этом в невязком потоке и на поверхности
химические реакции протекают неравновесным образом. Энтальпия воздуха
у стенки рассчитывается с учетом диффузии поперек пограничного слоя
и реакций рекомбинации на поверхности.

2. Физико-химическая модель воздуха

В случае неравновесного воздуха использовалась пятикомпонентная модель
среды [7], и учитывались следующие химические компоненты — M = N2,
O2, NO, N, O, для которых имеют место три реакции диссоциации и две
обменные реакции:

При решении уравнений Навье–Стокса диффузионные потоки i-й хими-
ческой компоненты определяются согласно закону Фика и имеют вид (в на-
правлении оси x):

di,x = −ρDi
∂ ci

∂x
,

где ci = ρi/ρ — массовая концентрация i-й химической компоненты. Для опре-
деления коэффициентов диффузии Di используется приближение постоянных
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чисел Шмидта Sci = µ/ρDi, которые принимаются равными 0,75 для ней-
тральных частиц. Полный поток тепла q = (qx, qy, qz) есть сумма тепловых
потоков за счёт теплопроводности и диффузии химических компонент:

qx = −κ
∂T

∂x
+

∑

i

hidi,x,

hi = Cp,iT + ee,i + ev,i + hf ,i,

где hi — энтальпия i-й химической компоненты на единицу массы, Cp,i — теп-
лоемкость при постоянном давлении поступательно-вращательных степеней
свободы, ee,i, ev,i — энергии электронного и колебательного возбужденияi-й
компоненты, hf ,i — энтальпия образования i-й компоненты. В расчетах пред-
полагалось, что температура электронных и колебательных степеней свободы
атомных частиц равна поступательной. Вязкость µ и теплопроводность κ сме-
си находятся по формулам Уилки [8] и Масона–Саксены [9].

3. Граничные условия

Для уравнений Эйлера на поверхности тела ставятся условия непротека-
ния. Для уравнений Навье–Стокса и пограничного слоя на поверхности тела
используются условия прилипания потока и условие адиабатичности:

qw = εwσT 4
w

где qw — полный тепловой поток за счет теплопроводности и диффузии хи-
мических компонент, εw = 0,8 — коэффициент черноты поверхности космиче-
ского аппарата, σ — постоянная Стефана–Больцмана. Концентрации атомных
химических компонент на поверхности находятся из уравнений массового
баланса, которые имеют вид:

di,n + Ki,wρi = 0; Ki,w =
2γi,w

2− γi,w

√
1

2π

RT

Mi
,

где γi,w — вероятность гетерогенной рекомбинации i-й химической компонен-
ты. Концентрации молекулярных компонент на поверхности получаются из
условия сохранения химических элементов.

4. Тонкая треугольная пластина с притупленным носком
в вязком гиперзвуковом потоке

Описанная методика использовалась в ряде исследовательских работ,
посвященных изучению характеристик теплообмена на аппаратах сложной
пространственной формы при их гиперзвуковом полете в атмосфере Земли.
Одной из простейших конфигураций, вместе с тем обладающей рядом специ-
фических особенностей, характерной для обтекания аппаратов планирующего
спуска, является треугольная пластина с затупленным носком и кромками.
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В работе [10] приведены результаты экспериментальных исследований ла-
минарного теплообмена на наветренной стороне тонкой треугольной пластины
с притупленными носком и кромками со стреловидностью λ = 75◦ при числе
Маха внешнего потока M∞ = 14 и числах Рейнольдса Re = ρ∞U∞L/µ∞ ≈
≈ 106, где индекс ∞ относится к параметрам внешнего потока, L — длина
пластины. В экспериментах был обнаружен следующий эффект: на поверх-
ности пластины на некотором расстоянии (порядка радиуса затупления r0)
от оси симметрии и параллельно ей наблюдались узкие полосы повышенных
тепловых потоков при отсутствии максимума давления в районе этих полос.
Причем в точке максимума тепловые потоки существенно (в полтора-два
раза) превышают соответствующие тепловые потоки на острой пластине.
Как показывает эксперимент, для пластины с притупленным носком этот
эффект присутствует (и с той же интенсивностью) как для притупленных,
так и для острых кромок. Эти локальные максимумы располагаются в точках
z = zA ≈ 4r0 почти независимо от радиуса носка. Объяснение этого эффекта
дано в работе [11] и книге [13] и вкратце сводится к следующему.

Общая схема обтекания такой пластины показана на рис. 10.1. Форма
расчетной ударной волны 1 на рис. 10.1, а, индуцируемая носком как тупым
телом, определяется закономерностями взрывной аналогии [12, 13], так что
некоторая передняя часть пластины x 6 xA будет располагаться внутри этой
«взрывной», осесимметричной вначале ударной волны (рис. 10.1, б). Точка A
с координатой xA расположена в районе взаимодействия скачка 1 со скач-
ком 2, индуцируемым кромкой.

Для экспериментального числа Маха M∞ = 14 расчетное (в невязкой по-
становке) распределение давления на притупленной кромке радиусом rk = r0
пластины с притупленным носком для различных углов атаки и стреловидно-
сти показано на рис. 10.2, где введен локальный угол атаки по формуле

sinα∗ = sinα cos ϕ + cos α sinϕ tg ϕ, tg ϕ =
sin β

tgα
, β = 90◦ − λ.

Это распределение имеет волнообразный характер (подобно давлению на при-
тупленном конусе, см. [12, 13]) с локальным максимумом давления в конце
волны (при α 6 25◦, λ = 75◦ и при α = 10◦, λ = 30− 60◦), обусловленном ука-
занным выше взаимодействием кромки с головной ударной волной. Наиболь-
шая величина максимума, как следует из рис. 10.2, достигается при α = 10◦,
λ = 75◦, т. е. для условий эксперимента [10]. В этом же случае реализуется
наименьшая протяженность области повышенного давления. Очевидно, с ро-
стом числа Маха давление в этой области должно возрастать, а расстояние
до нее от носка — убывать, т. е. этот эффект имеет гиперзвуковой характер.

Таким образом, в области взаимодействия головного ударного слоя с пе-
редней кромкой крыла на ней возникает «пятно» повышенного давления,
результатом чего является образование на наветренной поверхности пластины
расходящегося пучка линий тока. Распределение линий тока по поверхности
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Рис. 10.1. Общая схема обтекания притупленной треугольной пластины а — и формы ударных
волн б — в сечениях (z′ = z/r0, x′ = x/r0): 1 — x′= 10, 2 — x′ = 30, 3 — x′ = 60, 4 — x′ = 100

пластины в невязком потоке на границе пограничного слоя показано на

рис. 10.1, а. Расходимость этих линий тока внешне мало заметна. Однако,

в рассматриваемом случае величиной, определяющей теплообмен на поверх-

ности, является производная θ′z = ∂θ/∂ z по нормали к оси x. Эта величина

в различных сечениях x = const показана на рис. 10.3. При этом на линии

c θ′′z = 0 реализуются максимальные скорости растекания при θ
′′′

z > 0 и ско-

рости стекания при θ
′′′

z < 0. На рис. 10.1, а — это линия A–A′, построенная

по данным рис. 10.3. Эти особенности газодинамической картины течения

на поверхности пластины и являются источником возникновения аномалии

распределения тепловых потоков на ней.
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Рис. 10.2. Распределение давления по кромке пластины при различных её углах атаки — а
и стреловидности — б

Численное исследование данной задачи проведено на основе двух вы-
шеописанных методик. Некоторые результаты этих расчетов уже приведены
выше, а также ранее в работах [14, 16]. Расчеты выполнены для пластины
со сферическим носком и цилиндрической кромкой того же радиуса rk = r0.
Числа Маха и Рейнольдса, рассчитанные по параметрам набегающего потока
и длине крыла, равны M∞ = 14 и Re∞ ∼ 106 соответственно, температурный
фактор равен 0,25, угол атаки α = 10◦, стреловидность крыла λ = 75◦.

На рис. 10.4, а показаны изолинии температуры торможения T0 (K) в сече-
нии x = 90, по которым хорошо видно относительное распределение толщи-
ны пограничного слоя (температура торможения набегающего потока равна
1200 K, температура стенки — 300 K). На наветренной поверхности крыла
минимальная толщина пограничного слоя наблюдается на линии z ≈ zA ≈ 4r0,
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Рис. 10.3. Производная угла наклона поверхностных линий тока к плоскости симметрии по
размаху крыла в нескольких сечениях

полученной при величине xA ≈ 15r0, отвечающей точке максимума соответ-
ствующей кривой давления на кромке крыла (рис. 10.2). Примерно на тех же
линиях z ≈zA расположены и максимумы замеренных в экспериментах тепло-
вых потоков, которые вызваны резким уменьшением толщины пограничного
слоя на этой линии (рис. 10.4, а). По обе стороны от нее идут линии стекания
с более толстым пограничным слоем (примерно в 2 и 3 раза соответственно).
Одной из линий стекания является плоскость симметрии. Здесь толщина

Рис. 10.4. Изолинии температуры торможения T0 а — проекции линий тока, б — в сечении
x′ = 90
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пограничного слоя на наветренной стороне достигает максимума, составляя
примерно одну треть от толщины ударного слоя.

На рис. 10.4, б показаны проекции линий тока на плоскость поперечного
сечения x = 90r0. Как видно, вне пограничного слоя линии тока отклоняются
от оси симметрии к кромкам, что является следствием уменьшения нор-
мальной к кромкам компоненты скорости при прохождении головной ударной
волны в окрестности кромок, и довольно существенное падение давления
к центру от кромок не в состоянии изменить эту ситуацию. Но тот же
градиент давления разворачивает линии тока в пограничном слое к центру,
образуя область отрывного течения, прилегающую к плоскости симметрии.
На подветренной стороне пластины (рис. 10.4, б) линии тока вблизи плоско-
сти симметрии образуют замкнутые кривые, являющиеся следом продольного
(вдоль оси x) вихря.

Распределение давления в поперечном сечении крыла (вблизи концевого
среза, при x = 90r0) показано на рис. 10.5. Здесь левая половина рисунка
соответствует расчету невязкого обтекания, а правая — вязкого. Относитель-
но толстый пограничный слой на наветренной плоскости крыла приводит
к оттеснению ударной волны (∼ 20% в сравнении с невязким решением),
увеличению угла ее наклона и увеличению уровня давления на пластине
(∼ 5–10%). Распределение давления на кромке и в невязкой части течения
на подветренной стороне (вне области спирального вязкого вихря) в обоих
случаях близки между собой.

Рис. 10.5. Распределение давления в сечении x′=90

На рис. 10.6 показаны полученные в рамках уравнений Навье–Стокса рас-
пределения тепловых потоков q/q0 (q0 — тепловой поток в точке торможения
сферического носка) на пластине в различных ее сечениях. На рис. 10.6, а
на кривых при r0 = rk внутренние максимумы тепловых потоков появляются
лишь в сечениях x > xA ≈ 15r0 (величина xAопределена по положению
максимума соответствующей кривой давления на рис. 10.2) вблизи линии
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Рис. 10.6. Распределения теплового потока по пластине, полученные при решении уравнений
Навье–Стокса, а) r0 = rk: 1 — x′ = 10, 2 — x′ = 20, 3 — x′ = 30, 4 — x′ = 50, б) x′ = 90:

5 — r0 = rk, 6 — r0 = 2rk

z = zA = 4r0 и относительная интенсивность этих максимумов нарастает
с удалением от носка.

На рис. 10.6, б дано распределение тепловых потоков по пластине с раз-
ными носками с r0 = rk и 2rk в сечении x = 90r0. По оси абсцисс отложена
координата z̃ = z/r0, где величина r0 своя в каждом случае (но тепловой
поток отнесен к величине q0, соответствующей радиусу кромки rk).

На рис. 10.7 дано сравнение тепловых потоков, полученных различными
методами, на притупленной (rk = r0) и острой пластине. Решения уравне-
ний как Навье–Стокса, так и Эйлера, правильно предсказывают величину
локального максимума теплообмена на линии растекания вблизи оси, однако
само положение этих максимумов различно. Расчет по уравнениям Навье–
Стокса дает близкое к экспериментальному положение максимумов тепловых
потоков. По второму методу эти максимумы располагаются вблизи линии
растекания A–A′ на рис. 10.1, а, т. е. при z 6= r0 ≈ 1,5÷ 2.

В вязком течении эффекты вязко-невязкого взаимодействия и возникно-
вение поперечного отрыва в пограничном слое, приводят к оттеснению линии
растекания от оси симметрии (в сравнении с невязким расчётом). В итоге
реальное расположение экстремальных точек оказалось близким к линии
zA ≈ 4, проходящей через точку A на кромке пластины и совпадающие
с экспериментом. В тоже время в областях z > zA оба расчётных метода
неплохо согласуются между собой.

Эффект возникновения полос экстремального теплообмена на притуп-
ленной пластине реализуется в достаточно узком диапазоне определяющих
параметров: углов α, λ. На рис. 10.8, а дано распределение тепловых потоков
при тех же режимах обтекания и в том же, что и на рис. 10.7 сечении
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Рис. 10.7. Сравнение распределений теплового потока в сечениях x′ = 35 и 100, полученных
различными методами: 1 — уравнения Навье–Стокса, 2 — приближенный метод, 3 — острая

пластина

x = 90r0, для пластины с λ = 75◦ (β = 15◦), обтекаемой под различными
углами атаки α = 0–20◦. Экстремальные полосы в этом случае четко про-
являются при α = 7,5–15◦, при α = 20◦ эта полоса очень слабо выражена,
а при α 6 5◦ распределение тепловых потоков по центральной области почти
равномерно. Этот результат согласуется с данными рис. 10.2, а, на котором
максимумы давления на кромке крыла появляются лишь в диапазоне углов
α 6 20◦; причем при α 6 5◦ головная индуцированная носком ударная волна
пересекается с кромкой пластины под весьма малым углом, и область их
взаимодействия сильно растянута. При больших же α > 20◦ начинает играть
роль индуцированный притупленными кромками пластины эффект растека-
ния газа от плоскости симметрии [13, 15] соизмеримый по интенсивности
с растеканием, индуцированным интерференцией скачков в точке A кромки
пластины.

На рис. 10.8, б приведено распределения тепловых потоков на пластинах
с различными λ = 45–85◦ при α = 10◦ (в том же сечении x = 90r0). Полосы
экстремальных тепловых потоков появляются лишь при больших стреловид-
ностях λ > 75◦, почти не ощутимы при λ = 60◦ и отсутствуют вовсе при
λ = 45◦ по тем же причинам, что и при α > 20◦ на рис. 10.8, а.

Эту ситуацию дополнительно проясняет рис. 10.9, где приведены про-
изводная dw/dz на оси симметрии при разных α и λ, где w — компо-
нента скорости по оси z на пластине (невязкий расчет). Эта производная
положительна при малых α 6 5◦ и больших λ > 85◦, поскольку в этих
случаях вся пластина оказывается в области преимущественного влияния ее
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Рис. 10.8. Распределение тепловых потоков в сечении x′ = 90 при различных углах атаки — а
и стреловидности крыла — б
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Рис. 10.9. Производная поперечной компоненты скорости в плоскости симметрии в сечении
x′ = 90 в зависимости от углов атаки, а — при постоянном угле стреловидности 75◦ и стре-

ловидности крыла, б — при постоянном угле атаки 10◦

носка, и экстремальные полосы не образуются. Производная dw/dz также
положительна при больших α > 15◦ и умеренных λ 6 65◦ поскольку, как
указано выше, в этих случаях доминирующим для всей пластины оказывается
растекание газа, индуцируемое кромками. Но в промежуточном диапазоне
параметров α и λ производная dw/dz на оси симметрии оказывается отри-
цательной, и это стекание газа обусловлено «оттесняющим» воздействием
исходящим из точки A расходящимся пучком линий тока на центральные
линии тока.

Приведенные материалы позволяют предсказывать появление полос экс-
тремального теплообмена на крыльях типа притупленной пластины путем
чисто геометрического сопоставления формы, индуцированной притупленным
носком ударной волны, с формой крыла в плане.

5. Экспериментальное исследование теплообмена на модели ВА

В 2006–2007 г.г. на экспериментальной базе ЦНИИмаш (установка
ПГУ–7) в соответствии с Контрактом № 60134 от 12.05.2006 г. между
CNES (Франция) и ЦНИИМаш (Россия) были выполнены испытания
модели европейского возвращаемого аппарата (ВА) Pre-X масштаба
1/15 типа несущий корпуc [17]. В ходе экспериментов были опреде-
лены характеристики теплообмена на поверхности с использованием
термовизионного метода. Аппарат Pre-X предназначен для получения
экспериментальным путем в условиях реального полета данных, отно-
сящихся к аэротермодинамическим явлениям, которые не моделируются
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в наземных условиях, но определяют конструкцию возвращаемого с ор-
биты аппарата. А также для испытаний в условиях полета образцов

Рис. 10.10. Трёхмерная САПР-
модель ВА Pre-X

многоразовых теплозащитных материалов в спе-
циально предписанных областях поверхности
аппарата с целью оценки их фактической мно-
горазовости. Целью аэротермодинамических ис-
пытаний на модели ВА было получение экспери-
ментальных данных по теплообмену на его по-
верхности в условиях наземных испытаний для
включения в базу данных аэротермодинамиче-
ских параметров.

Обработка термовизионных измерений про-
водилась в соответствии с методикой описанной
в [18] и включала в себя определение температуры поверхности модели в ходе
эксперимента, извлечение из этих данных распределений тепловых потоков

Рис. 10.11. Распределение тепловых потоков на поверхности модели Pre-X, угол отклонения
тормозных щитков δ = 15◦, а — эксперимент, б — расчёт
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и привязку получаемого термовизионного кадра к трёхмерной САПР-модели

ВА (рис. 10.10). Эта же САПР-модель использовалась и для проведения

численного моделирования теплообмена на аппарате. Численное моделиро-

вание обтекания и теплообмена на поверхности аппарата проводилось для

ламинарного режима с использованием полных уравнений Навье–Стокса.

Результаты экспериментальных и расчетных данных по теплообмену для

номинальных условий испытаний (число M∞ = 10, число Рейнольдса на 1м

Re∞1 = 106, температурный фактор tw = 0,2, угол атаки 45◦ представлены

на рис. 10.11, 10.12 для углов отклонёния щитков 5◦, 10◦ и 15◦. В качестве

нормирующей величины принят тепловой поток qw0 в критической точке

сферы с радиусом 70 мм, который рассчитывался по формуле Фэя–Ридделла.

Удобство представления в указанном виде обусловлено консервативностью

распределения относительной величины qw/qw0 на большей части поверх-

ности модели при вариациях определяющих параметров M∞, Re∞1, tw.

Рис. 10.12. Распределение тепловых потоков на поверхности модели Pre-X, угол отклонения
тормозных щитков δ = 5◦ а — и 10◦ б — верх — расчёт, низ — эксперимент
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Отметим, что в расчетах установленные на модели два щитка с щелью между
ними, были заменены одним сплошным щитком.

Картина распределения тепловых потоков на поверхности щитков характе-
ризуется большой неоднородностью. При увеличении угла отклонёния щитков
образуется область пониженного теплового потока, вызванная отрывом погра-
ничного слоя. Максимум теплообмена наблюдается в зоне присоединения ото-
рвавшегося пограничного слоя, где уровень qw в 2–3 раза превышает уровень
qw на неотклоненном щитке, а также в областях на кромках щитков и в об-
ласти разреза (в эксперименте), характеризующихся интенсивным стеканием
пограничного слоя. Совпадение результатов в передней части модели является
удовлетворительным. Отличие в распределении тепловых потоков в окрест-
ности щитков обусловлено начавшимся ламинарно-турбулентным переходом
в отрывной области, индуцированной отклонёнными щитками.

6. Обтекание крылатого ГЛА типа среднеплан

Рассматривается атмосферный спуск крылатого ГЛА типа среднеплан
(т. е. крылья находятся в средней части фюзеляжа), траектория которого
показана на рис. 10.13 [10]. При проведении вычислений использованы рас-

Рис. 10.13. Траектория полёта ГЛА типа среднеплан

четные сетки, построенные Д.А. Чураковым. На рис. 10.14 представлены
значения теплового потока в критической точке ГЛА для четырех точек
траектории, параметры которых приведены в таблице 10.1.

Расчеты проводились по двум сравниваемым методикам (уравнения
Навье–Стокса и уравнения Эйлера и пограничный слой) для приближений
равновесного и неравновесного воздуха при вероятности гетерогенной
рекомбинации атомов O и N γA = 0,01. При данных условиях максимальные
уровни теплообмена в окрестности критической точки достигаются на
высоте около H = 60 км. Можно видеть, что в окрестности критической
точки обе методики дают хорошее согласие между собой. Приближение
равновесного воздуха дает завышение величины теплового потока во всем

10 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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Рис. 10.14. Тепловой поток в критической точке для условий полёта ГЛА

Та б л иц а 10.1. Параметры траектории ГЛА типа среднеплан

H, км V∞, м/сек M∞ ρ∞, кг/м3 T∞, K

50 4977 15 1,08 · 10−3 274,0

60 6382 20 3,32 · 10−4 253,4

70 7423 25 9,27 · 10−5 219,1

80 6818 25 2,09 · 10−5 184,9

рассмотренном диапазоне высот по сравнению с вариантом неравновесного
воздуха. Превышение увеличивается с ростом высоты и достигает при
H = 70 км около двух раз.

На рис. 10.15 представлены сравнения тепловых потоков и равновесно-
радиационных температур на поверхности ГЛА, рассчитанные по двум мето-
дикам. В ходе численного анализа выявлено, что нижняя окрестность ребра
или «наплыва» в начальной части крыла аппарата является участком с очень
высоким уровнем теплообмена, в котором уровень теплового потока может
для разных точек траектории превышать на 10–20% величину теплового
потока в критической точке. Это объясняется повышением давления в этой
области с последующими большими отрицательными градиентами давления
из-за разворота потока на кромке; то и другое приводит к существенной
интенсификации теплообмена.

В свою очередь столь существенное повышение давления обусловлено
как бы «изолированным» (от внутреннего течения) обтеканием ребра по-
током в ударном слое с большой плотностью в гиперзвуковых равновес-
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Рис. 10.15. Распределение тепловых потоков (кВт/м2) и линий постоянных температур
( ◦C) (H = 80 км, α = 30◦, M = 25, V = 6800м/с, неравновесное обтекание, γA = 0,01),

а — уравнения Эйлера и пограничный слой, б — уравнения Навье–Стокса

ных течениях. В то же время кромки ребра (как и далее, кромки кры-
льев) обтекаются «изнутри» разворачивающимся ударным слоем. И локальное
повышение тепловых потоков перед кромками обусловлено большими от-
рицательными градиентами давления при его общем высоком уровне. Этот
весьма неблагоприятный эффект появления зон повышенного нагрева заметно
ослабевает с уменьшением числа M, а также при переходе от равновесного
газа к совершенному, поскольку в этих случаях происходит снижение уровня
плотности, а следовательно и давления на выступающих элементах.

При удовлетворительном соответствии расчетных параметров, полученных
по двум методикам на наветренной стороне ГЛА, наблюдается заметное
отличие в результатах расчетов в окрестности кромок крыла и, особенно, в об-
ласти повышенных тепловых потоков вблизи «наплыва» в начальной части

10*
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крыла. Это объясняется, во-первых, сильной искривленностью линий тока
в этой области — по своему выводу метод эффективной длины пригоден лишь
для слабо искривленных линий тока с пренебрежимо малыми вторичными
течениями, и, во-вторых, наличием сильных градиентов давления, также не
предусматриваемых условиями применимости этого метода. На существенное
влияние вторичных течений указывает также наличие локального поперечно-
го отрыва, обнаруженного с использованием уравнений Навье–Стокса и не
описываемого в рамках уравнений Эйлера. В этой связи более надежными
представляются результаты, полученные с применением уравнений Навье–
Стокса. Второй метод, использующий уравнения Эйлера и пограничного слоя,
как существенно более оперативный может быть использован для получения
оценочных данных в широком диапазоне условий обтекания, тем более что на
основной части аппарата оба метода дают вполне согласующиеся результаты.

7. Обтекание крылатого ГЛА типа нижнеплан

Были выполнены также расчеты параметров течения и теплообмена для
другой конфигурации крылатого ГЛА типа нижнеплан [19], когда крылья на-
ходятся в нижней части фюзеляжа. Ударная волна рассчитывалась насквозь,
поэтому на внешней границе задавались условия в набегающем потоке. В дан-
ном разделе приведены результаты для наиболее теплонапряженной точки
траектории, параметры которой приведены в таблице 10.2. Угол атаки равен
35 градусам, режим течения — ламинарный. Расчетная сетка предоставлена
Михалиным В.А. [20] и взята из расчета невязкого обтекания ГЛА совершен-
ным газом при M∞ = 16. В расчете с использованием модели неравновесного
воздуха поверхность аппарата считалась низкокаталитичной с вероятностью
гетерогенной рекомбинации атомов O и N равной γА = 0,01.

Та б л иц а 10.2. Параметры точки траектории ГЛА типа нижнеплан

H, км V∞, м/сек Re∞ M∞ ρ∞, кг/м3 T∞, K

63 5150 6,33 · 105 16,6 1,59 · 10−4 243

Для случаев равновесно-диссоциирующего и химически неравновесного
воздуха на фиг. 10.16 приведены изолинии, показывающие распределения
теплового потока Qw, на наветренной и боковой поверхностях крылатого ГЛА.
Сравнение распределений давления, теплового потока и равновесно-радиа-
ционной температуры вдоль поверхности аппарата в плоскости симметрии
(z = 0) аппарата для моделей равновесно-диссоциирующего и химически
неравновесного воздуха показаны на рис. 10.17.

Анализ рисунков показывает, что распределение давления на наветренной
поверхности аппарата практически не зависит от физико-химической моде-
ли среды — различие составляет 1–2%. С подветренной стороны уровень



7. Обтекание крылатого ГЛА типа нижнеплан 293

Рис. 10.16. Распределение тепловых потоков (кВт/м2). Уравнения Навье–Стокса, а — равно-
весно-диссоциирующий воздух, б — неравновесный воздух, γA = 0,01

давления на поверхности для неравновесного воздуха может быть почти
в два раза ниже, чем для равновесного (например, в окрестности хвостового
оперения). Вероятно, это вызвано тем, что эффективный показатель адиа-
баты для неравновесного воздуха больше, чем для равновесного, поскольку
при учете конечной скорости химических реакций течение с подветренной
стороны является замороженным, и здесь наблюдается достаточно высокая
концентрация атомов.

Учёт неравновесных химических процессов и конечной каталитической
активности поверхности (γА = 0,01) заметно снижает расчетные уровни
теплообмена по сравнению со случаем модели равновесно-диссоциирующего
воздуха. Наиболее значительное снижение тепловых потоков наблюдается
в окрестности носовой части аппарата (при x 6 1м) и в окрестности хво-
стового руля. Например в критической точке тепловой поток уменьшается
примерно на 40% — с 640 до 385 кВт/м 2, при этом температура поверхности
уменьшается почти на 15% — с 1670 до 1430 ◦C. Следует отметить высокий
уровень нагрева поверхности на тонкой кромке крыльев сравнимый с уровнем
в критической точке.

Особенно сильный нагрев наблюдается в месте излома крыла, где величи-
ны теплового потока и температуры даже несколько превосходят их значения
в передней критической точке. В случае равновесного воздуха для теплового
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Рис. 10.17. Распределения вдоль поверхности ВА в плоскости симметрии: а — давления
pw/ρ∞U 2

∞, б — тепловых потоков (кВт/м2), в — температуры (◦C). Уравнения Навье–Стокса,
равновесно-диссоциирующий и неравновесный воздух, γA = 0,01
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потока — на 10% (710 и 640 ◦C), для температуры — на 3% (1720 и 1670 ◦C).
В случае неравновесного воздуха превышение более значительно, для тепло-
вого потока — на 30% (540 и 385 ◦C), для температуры — на 10% (1570
против 1430 ◦C).

На остальной поверхности аппарата различие в уровнях теплообмена для
двух моделей воздуха не столь значительно, причем оно уменьшается ниже
по потоку, что обусловлено, по-видимому, постепенной рекомбинацией атомов
в пограничном слое при течении вдоль поверхности в случае неравновесного
воздуха.

Заключение

На основе компьютерного моделирования гиперзвукового обтекания раз-
личных форм крылатого ВА, движущегося в атмосфере Земли, получены
характеристики теплообмена для различных точек траектории спуска. Ис-
следованы области максимальных тепловых нагрузок к поверхности аппарата
и их зависимость от определяющих параметров течения.

Наблюдается удовлетворительное соответствие расчетных параметров, по-
лученных с использованием уравнений Эйлера и пограничного слоя и уравне-
ний Навье–Стокса, на наветренной стороне ВА. В то же время имеется замет-
ное отличие в результатах расчетов в окрестности кромок крыла и, особенно,
в области повышенных тепловых потоков вблизи «наплыва» в начальной
части крыла. Поэтому, использование уравнений Эйлера и пограничного слоя
в областях, характеризующихся сильным вязко-невяким взаимодействием,
а также на подветренной стороне аппарата, может приводить к заметным
погрешностям и для правильного определения тепловых потоков необходимо
использовать уравнения Навье–Стокса.

Показано, что в зависимости от конфигурации ВА приближение
равновесно-диссоциирующего воздуха завышает величину теплового по-
тока от 40% до двух раз для условий высотного полета по сравнению
с моделью неравновесного воздуха с константой вероятности гетерогенной
рекомбинации характерной для современных низкокаталитичных теплоза-
щитных покрытий.
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ТЕПЛООБМЕН И СТРУКТУРА ТЕЧЕНИЯ

У ПОВЕРХНОСТИ МЕЖПЛАНЕТНОГО ЗОНДА

В.Я. Боровой, И. В. Егоров, А. С. Скуратов
ФГУП «Центральный аэрогидродинамический институт

имени профессора Н. Е Жуковского»

В данной главе представлена методика численного решения нестационар-
ных двух- и трехмерных уравнений Навье–Стокса и Рейнольдса, реализован-
ная в виде комплекса программ, который обладает большой универсальностью
и позволяет проводить исследования разнообразных газодинамических задач
с использованием различных моделей движущейся газовой среды.

Проведено экспериментальное исследование гиперзвукового обтекания
и нагрева двух моделей межпланетного зонда, отличающихся главным обра-
зом формой тыльной поверхности, моделирующей контейнер полезного груза,
в диапазоне значений числа Маха от 6 до 20 и числа Рейнольдса Re∞,D

от 0,7 · 105 до 16 · 105 и углах атаки от 0 до 20◦. В частности, измерено
распределение теплового потока по тыльной поверхности модели, включая
окрестность задней точки торможения, где при симметричном обтекании (при
α = 0) локальный тепловой поток достигает максимального значения.

Проведено измерение распределение давления торможения позади модели
и определена длина ближнего следа.

Определено число Рейнольдса, при котором происходит ламинарно-турбу-
лентный переход в ближнем следе в диапазоне чисел Маха M = 6–8.

Экспериментально и путем численного моделирования показано, что при
турбулентном донном течении величина теплового потока к донной поверхно-
сти затупленного тела может быть соизмерима с величиной теплового потока
в лобовой точке торможения.

Введение

В связи с осуществляемыми и проектируемыми экспедициями к планетам
Солнечной системы изучение обтекания межпланетных зондов и их нагрева
приобретает большое практическое значение. Современные вычислительные
средства позволяют рассчитывать обтекание летательных аппаратов, в том
числе с учетом реальных физико-химических процессов, протекающих при
высоких температурах. Сравнение с экспериментальными данными указывает
на достаточно высокую точность расчета ламинарного обтекания большей
части поверхности зонда. В то же время при численном моделировании встре-
чаются серьезные проблемы. Они обусловлены образованием позади зонда
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обширной зоны отрыва (см. рис. 11.1) и возможностью ламинарно-турбулент-
ного перехода.

Известно, что в гиперзвуковом потоке тыльная поверхность обтекаемого
тела нагревается значительно слабее, чем лобовая поверхность. Поэтому
может показаться, что нагрев тыльной поверхности, где обычно располагается
контейнер полезного груза космического аппарата, не представляет практи-
ческого интереса. В действительности это не так: если оторвавшийся поток
присоединяется к боковой поверхности контейнера, то в зоне присоединения

Рис. 11.1. Схема обтекания затупленного тела гиперзвуковым потоком: 1 — головная ударная
волна, 2 — лобовая критическая точка, 3 — веер волн разрежения, 4 — скачок отрыв,
5 — тыльная критическая точка, 6 — ближний след, 7 — горло следа, 8 — хвостовой скачок,

9 — дальний след, 10 — слой смешения, 11 — граница зоны отрыва

теплоотдача существенно возрастает. При этом локальный нагрев может
превысить допустимый уровень и привести к разрушению конструкции. Да-
же если оторвавшийся поток и не присоединяется к боковой поверхности
контейнера, требование к точности определения максимальной температуры
конструкции сохраняется: зная эту величину, можно ответить на вопрос,
нуждается ли контейнер полезного груза в тепловой защите. Таким образом,
необходимо детальное исследование теплообмена в донной области с целью
определения размеров и формы контейнера полезного груза, приемлемых
по условию ограничения его нагрева. Важность этой проблемы очевидна
ввиду необходимости строгой экономии массы аппарата при межпланетных
перелетах.

В 90-ые годы в США, России и Европе усилились проводивши-
еся и ранее численные и экспериментальные исследования обтекания
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и аэродинамического нагрева межпланетных зондов. В США изучались три
конфигурации межпланетного зонда:

1) Аппарат Pathfinder [1–3], предназначенный для посадки на Марс. Он
состоит из двух конусов с общим основанием: лобовая поверхность имеет
форму конуса (угол полураствора 70◦) со скругленной вершиной; контейнер
полезного груза представляет собой короткий усеченный конус (полуугол 50◦)
с плоским донным срезом.

2) Аппарат MSRO [4], предназначенный для доставки на Землю образца
марсианского грунта. Он имеет асимметричную форму, так как рассчитан на
вход в атмосферу Марса под углом атаки: лобовая поверхность наклонена
по отношению к направлению невозмущенного потока, а цилиндрический
контейнер полезного груза параллелен этому направлению, причем диаметр
цилиндра вдвое меньше диаметра лобового щита. Исследование показало,
что поток, оторвавшийся от кромки лобового щита, присоединяется к ци-
линдрической поверхности контейнера, что вызывает многократное усиление
теплообмена, возрастающее при ламинарно-турбулентном переходе в зоне
отрыва.

3) Проблемы, выявившиеся при изучении донного теплообмена, побудили
организовать исследование моделей одной и той же формы в разных аэро-
динамических трубах США (использовалась также аэродинамические трубы
Германии и Франции). Была выбрана конфигурация, отличающаяся от формы
аппарата Pathfinder отсутствием заднего конуса. При этом тыльная поверх-
ность модели представляет собой плоскость, перпендикулярную оси [5, 6].
Эксперименты проводились при числах Маха от 6 до 15,6 в различных средах
(в воздухе, углекислом газе и фреоне) и при различных значениях полного
давления и температуры торможения. Экспериментальная величина коэффи-
циента теплоотдачи в конце зоны отрыва в два раза и более превышала
рассчитанную величину.

К трем перечисленным конфигурациям следует добавить форму аппарата
Project Fire II, входившего в атмосферу Земли по баллистической траектории
со второй космической скоростью [7]. Лобовая поверхность аппарата пред-
ставляет собой сферический сегмент, а тыльная поверхность имеет форму
слабо затупленного конуса с полууглом 33◦. При летном эксперименте, про-
веденном в 1965 году, в нескольких точках на боковой поверхности обратного
конуса измерялся тепловой поток. В 2001 году было рассчитано обтекание
тыльной поверхности зонда, причем расчеты проводились с учетом реальных
свойств воздуха.

При наземных экспериментах перечисленные выше модели крепились
в аэродинамических трубах на хвостовых державках. Вследствие этого
исключалась возможность измерения теплового потока на оси симметрии
донной поверхности, где коэффициент теплоотдачи достигает локального
максимума при симметричном обтекании. Более того, наличие хвостовой
державки может исказить течение газа и теплообмен во всей донной области,
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так как при этом донное течение замыкается на твердой поверхности, а не
в свободном потоке, как в отсутствие хвостовой державки. В данной работе
для крепления модели использована тонкая боковая державка. Благодаря
этому впервые удалось исследовать теплообмен на тыльной поверхности мо-
дели в области торможения потока. Хотя и при этом не удалось полностью
исключить влияние державки на донный теплообмен, оно было слабым, как
показал анализ экспериментальных данных.

В данной работе предпринято численное и экспериментальное исследо-
вание ламинарного, переходного и турбулентного обтекания моделей двух
конфигураций. Они отличаются главным образом формой и размерами кон-
тейнера полезного груза. При выборе формы моделей учитывалась еще одна
проблема, вытекающая из необходимости экономии массы межпланетного ап-
парата: расход топлива, необходимого для перехода аппарата с межпланетной
траектории на Марсианскую орбиту, можно значительно сократить за счет
торможения аппарата в атмосфере Марса. Для выполнения такого маневра
необходимо создание подъемной силы. Балансировка аппарата под заданным
углом атаки может быть достигнута с помощью балансировочных щитков.
При этом возникает вопрос об аэродинамическом нагреве щитков и их вли-
янии на нагрев других поверхностей аппарата. Такое исследование также
проведено в данной работе.

Эксперименты проводились в двух аэродинамических трубах ЦАГИ
(УТ-1М и ИТ-2М) при числах Маха от 6 до 20 и различных углах атаки.
Выбраны такие режимы, при которых химические процессы, протекающие
в газе при высокой температуре, слабо влияют на течение. Это позволяет
выделить влияние на теплообмен глобального отрыва потока и ламинарно-
турбулентного перехода.

Обычно используемые в аэродинамических трубах оптические методы не
позволяют определить длину ближнего следа при гиперзвуковых скоростях
из-за малой плотности газа в донной области. В данной работе для реше-
ния этой задачи использован Т-образный насадок полного давления. С его
помощью измерено осевое распределение давление торможения за моделью
и определена длина зоны отрыва.

Для численного моделирования течений разработаны алгоритмы и ком-
плексы программ, осуществляющих конечно-разностное решение уравнений
Навье–Стокса и Рейнольдса. При выполнении расчетов выбирались те же
характеристики набегающего потока, что и при экспериментах.

1. Исследованные конфигурации

Изучались модели двух конфигураций (рис. 11.2 и 11.3). Первая конфи-
гурация (рис. 11.2, а) рассматривалась в НПО им. Лавочкина и ЦНИИМаш
в связи с проектами аппаратов, использующих аэродинамическое торможение
при входе в атмосферу Марса. Диаметр модели D = 150мм, её лобовая
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Рис. 11.2. Схемы моделей: а — модель № 1, б — модель № 2, 1 — балансировочный щиток

поверхность представляет собой сферический сегмент с центральным

углом 45◦ и относительным радиусом R/D = 1,3. Тыльная часть модели

представляет собой слабо затупленный конус (относительный радиус

затупления r/D = 0,08) с углом раствора 70◦. Эта модель сходна по форме

с упомянутым выше аппаратом Project Fire II. К лобовой поверхности модели

могут крепиться 3 балансировочных щитка. Модель может испытываться

без щитков, с одним центральным щитком и с 3-мя щитками. Она крепится
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Рис. 11.3. Фотографии моделей: а — модель
№ 1, б — модель № 2; 1 — боковая держав-

ка, 2 — балансировочный щиток

в аэродинамической трубе на бо-
ковой державке толщиной 7мм
(рис. 11.3, а).

Вторая конфигурация (рис. 11.2, б)
выбрана в Европе в качестве типичной
конфигурации, используемой для вери-
фикации методов расчета радиацион-
ного и конвективного нагрева аппара-
та, входящего в атмосферу Марса. Мо-
дель имитирует лобовой щит, имею-
щий форму затупленного конуса (по-
луугол конуса 60◦, радиус сфериче-
ского затупления R=0,29D). За щи-
том располагается цилиндрический
контейнер полезного груза, его диа-
метр d=0,47D. Эта модель, как и мо-
дель № 1, крепится на боковой дер-
жавке, её толщина 6мм (рис. 11.3, б).
Модель № 2 предполагается использо-
вать также в аэродинамических уста-
новках Франции и Бельгии. В связи
с этим её диаметр (D =120мм) мень-
ше диаметра модели № 1.

2. Аэродинамические трубы и параметры потока

Эксперименты проводились в ЦАГИ в двух аэродинамических трубах
кратковременного действия: в импульсной трубе ИТ-2M и в ударной трубе
УТ-1M. Режимы испытаний указаны в таблице 11.1.

Та б л иц а 11.1.

Аэродинамическая
труба

Рабочий газ M∞
Re∞,1 · 10−6,

1/м
P0, бар T0, К

ИТ-2M Азот
19,1,
19,8

0,47, 1,33
140,
590

2300, 2000

ИТ-2M CO2 12 0,40 350 1730

УТ-1M Воздух 8 1,33–6,80 5–26 800

УТ-1M Воздух 6 1,20–10,73 3–27 600

Импульсная труба ИТ-2M представляет собой многорежимную элек-
троразрядную установку. Высокие значения давления и температуры газа
достигаются в ней путем нагревания рабочего газа в замкнутом объеме
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импульсным электрическим разрядом большой мощности. Электрическая
энергия, необходимая для нагревания газа, (до 550 килоджоулей) аккумули-
руется в конденсаторной батарее. Расчетное течение в рабочей части сохраня-
ется в течение около 100миллисекунд. За это время полное давление и тем-
пература торможения газа существенно уменьшаются. Во время эксперимента
измеряется давление газа в разрядной камере, а температура торможения
вычисляется по отношению давлений до и после разряда с использованием
уравнения состояния реального газа. Труба оснащена коническими соплами.
В данной работе использовалось сопло с углом раствора 10◦.

Труба УТ-1M может работать в двух вариантах: в виде классической
ударной трубы с бегущей ударной волной и в виде трубы Людвига. В данной
работе использован второй вариант. Рабочий газ (воздух) заключен в канал
с внутренним диаметром 70мм и длиной 6м. Электрический подогрева-
тель, охватывающий канал снаружи, нагревает газ до заданной температуры.
В конце канала последовательно размещаются диафрагмы, профилирован-
ное сопло, рабочая часть диаметром 0,5 м и выхлопная система. Имеются
профилированные сопла, рассчитанные на числа Маха M = 5, 6, 8 и 10.
После разрыва диафрагмы происходит стационарное истечение газа из канала
в рабочую часть. Его продолжительность (до 40мс) определяется временем
пробега волны разрежения от сопла до противоположного конца канала
и обратно до сопла. Измеряются давление и температура газа в канале до
разрыва диафрагмы, а также полное давление газа P0 перед соплом после
разрыва диафрагмы. Температура торможения T0 вычисляется по измеренной
температуре в канале путем решения одномерных уравнений нестационарного
течения газа.

3. Датчики теплового потока

Использовались датчики двух типов (рис. 11.4): типа «тонкая стенка»
(рис. 11.4, а [8]) и типа «поверхностная термопара» (или «фольговый датчик»,
рис. 11.4, б [9]). Датчики первого типа использовались для измерения тепло-
вого потока на лобовой поверхности моделей, а датчики второго типа — на
тыльной поверхности.

Чувствительный элемент датчика первого типа имеет в плане форму
квадрата 0,2 × 0,2 мм. Он создается путем приварки термопарного провода
диаметром 0,1 мм, предварительно раскатанного до толщины 0,03мм, к по-
лоске толщиной 0,2 мм, изготовленной из нихрома или нержавеющей стали
и являющейся основным накопителем тепла. Тепловой поток вычисляется по
простой формуле:

q = k
dT

dτ
,

где k — калибровочный коэффициент.
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Фольговый датчик представляет собой ленточку шириной 0,2 мм и тол-

щиной 0,03 ÷ 0,04мм, изготовленную из спая двух термопарных проводов.

Ленточка вклеивается в паз, выполненный в теплоизоляционном материале

(прессованном стеклопластике), который в этом датчике является основным

накопителем тепла. Некоторая часть тепла задерживается в термопаре и клее,

что учитывается при интерпретации экспериментальных результатов, в ходе

которой решается обратная задача теплопроводности.

Рис. 11.4. Датчики теплового потока: а — датчик типа «тонкая стенка», б — фольговый
датчик (типа «поверхностная термопара»); 1 — тонкая стенка, 2 — термопара, 3 — клей,

4 — теплоизолятор

Все датчики были прокалиброваны на импульсной тепловой градуиро-

вочной установке ИТГУ. В ней создается струя диаметром 2мм, которая

воздействует на калибруемый датчик известным тепловым потоком.
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4. Метод численного моделирования ламинарного
и турбулентного течения

4.1. Постановка задачи. рамках механики сплошной среды движение
газообразной среды в общем случае описывается нестационарными трех-
мерными уравнениями Навье–Стокса, которые служат основой для прямого
численного моделирования турбулентного течения.

Для изучения прикладных задач широко применяются уравнения Рей-
нольдса, которые выводятся из уравнений Навье–Стокса, с использованием
гипотезы Буссинеска относительно напряжений Рейнольдса. Эти уравнения
являются основой настоящего метода численного моделирования.

4.1.1. Дифференциальные уравнения Навье–Стокса.
Уравнения Навье–Стокса в произвольной криволинейной системе коорди-

нат ξ, η, ζ, где x = x(ξ, η, ζ) = xL, y = y(ξ, η, ζ), z = z(ξ, η, ζ) — декартовы
координаты, записываются в дивергентной форме

∂Q

∂t
+

∂E

∂ξ
+

∂G

∂η
+

∂F

∂ζ
= 0. (11.1)

Здесь Q — вектор консервативных зависимых переменных задачи, E, G, F

— векторы потоков в криволинейной системе координат. Векторы E, G, F

связаны с соответствующими векторами Ec, Gc, Fc в декартовой системе
координат формулами:

Q = JQc, E = J
(
Ec

∂ξ

∂x
+ Gc

∂ξ

∂y
+ Fc

∂ξ

∂z

)
,

G = J
(
Ec

∂η

∂x
+ Gc

∂η

∂y
+ Fc

∂η

∂z

)
, F = J

(
Ec

∂ζ

∂x
+ Gc

∂ζ

∂y
+ Fc

∂ζ

∂z

)
,

где J = ∂(x, y, z)/∂(ξ, η, ζ) — якобиан преобразования.
Декартовы компоненты векторов Ec, Gc, Fc для трехмерных уравнений

Навье–Стокса имеют вид

Qc=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ
ρu
ρv
ρw
ρe

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, Ec=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρu
ρu2 + p + τx,x

ρuv + τx,y

ρuw + τx,z

ρuH + Ix

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, Gc=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρv
ρuv + τx,y

ρv2 + p + τyy

ρvw + τyz

ρvH + Iy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, Fc=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρw
ρwu + τx,z

ρwv + τyz

ρw2 + p + τzz

ρwH + Iz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

где ρ — плотность газа; u, v, w — декартовы компоненты вектора скоро-
сти V; p — давление; e = h − p/ρ + (u2 + v2 + w2)/2 — полная энергия на
единицу объема; H = h + (u2 + v2 + w2)/2 — полная энтальпия, h = CpT
— статическая энтальпия; T — температура, cp — удельная теплоемкость
при постоянном давлении, τττττττττ — симметричный тензор вязких напряжений,
связанный с тензором скоростей деформаций s линейной зависимостью

τττττττττ = −µs.
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Компоненты тензора скоростей деформаций s для сжимаемого газа имеют вид:

sx,x = 2
∂u

∂x
− 2

3
div V, syy = 2

∂v

∂y
− 2

3
div V, szz = 2

∂w

∂z
− 2

3
div V,

sx,y =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
, sx,z =

∂u

∂z
+

∂w

∂x
, syz =

∂v

∂z
+

∂w

∂y
,

а вектор теплового потока I определяется выражением

I = −λgrad (T ) + τττττττττV ,

где µ и λ — коэффициенты молекулярной вязкости и теплопроводности.
Система уравнений (11.1) замыкается уравнением состояния и зависи-

мостями коэффициентов переноса от температуры и давления, вид которых
зависит от модели движущейся среды. В случае модели совершенного газа
с уравнением состояния

p =
ρRT

M
,

где R — универсальная газовая постоянная, M — молярный вес газа, молеку-
лярный коэффициент вязкости зависит только от температуры и вычисляется
согласно степенному закону (µ/µ∞ = (T/T∞)ω, 0,5 6 ω 6 1), а число Прандт-
ля Pr = µcp/λ принимается постоянным.

При обезразмеривании уравнений Навье–Стокса и Рейнольдса декартовы
координаты x = xL, y = yL, z = zL отнесены к характерному линейному
размеру L, время t = tL/V∞ — к характерному времени L/V∞, компоненты
вектора скорости u = uV∞, v = vV∞, w = wV∞ — кмодулю вектора скорости
набегающего потока V∞, давление p = p(ρ∞V 2

∞) — к удвоенному скоростно-
му напору набегающего потока, остальные газодинамические переменные —
к их значениям в набегающем потоке. Верхняя черта над символом означает
то, что данная переменная является безразмерной, а символ ∞ обозначает
значение данной переменной в невозмущенном потоке.

При таком обезразмеривании в уравнениях Навье–Стокса и Рейнольдса
появляются основные параметры подобия: γ = cp/cv — показатель адиабаты,
M∞ = V∞/a∞ — число Маха набегающего потока (a — скорость звука),
Re∞ = (ρ∞V∞L)/µ∞ — число Рейнольдса, Pr — число Прандтля. Обезразме-
ренные таким образом уравнения Навье–Стокса и Рейнольдса использовались
при численном интегрировании.

Большая часть расчетных данных приводится в безразмерных перемен-
ных, а верхняя черта для простоты опускается.

4.1.2. Граничные и начальные условия.
На границе расчетной области, совпадающей с твердой поверхностью,

ставились граничные условия: условия прилипания u = 0, v = 0, w = 0;
условие адиабатичности (∂Tw/∂n = 0) или изотермичности (T = Tw = const )
обтекаемой поверхности, либо какое-либо условие теплового баланса.
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На внешней, по отношению к поверхности тела, границе задавались
условия излучения, соответствующие расходящейся волне. Эти граничные
условия, записанные в инвариантах Римана, имеют вид

α1 =
2a

γ − 1
−

(
u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
+ w

∂η

∂z

)
1

∆
, α2 =

p

ργ , α3 = u
∂ξ

∂x
+ v

∂ξ

∂y
+ w

∂ξ

∂z
,

α4 = u
∂ς

∂x
+ v

∂ς

∂y
+ w

∂ς

∂z
, α5 =

2a

γ − 1
+

(
u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
+ w

∂η

∂z

)
1

∆
,

∆ =

√
(

∂η

∂x

)2

+
(

∂η

∂y

)2

+
(

∂η

∂z

)2

При этом в каждой точке границы расчетной области при η = ηmax анализи-
ровались знаки собственных чисел:

λ1 =
(
u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
+ w

∂η

∂z

)
1

∆
− a, λ2 =

(
u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
+ w

∂η

∂z

)
1

∆
,

λ3 = λ2, λ4 = λ2, λ5 =
(
u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
+ w

∂η

∂z

)
1

∆
+ a,

определяющих направление распространения возмущений относительно η =
= const . При λi 6 0 («входная граница») соответствующий инвариант на
входной границе вычислялся по значениям газодинамических переменных
набегающего потока, при λi > 0 использовалась линейная экстраполяция αi

по значениям газодинамических переменных, соответствующих внутренним
точкам расчетной области.

В качестве начального приближения можно использовать условие одно-
родного набегающего потока с последующим развитием поля течения в про-
цессе решения нестационарной задачи. При этом по мере формирования
картины поля течения шаг по времени постепенно увеличивался, что в итоге
делало возможным решение стационарной задачи. Очень эффективным ока-
зался метод расчета, при котором задача на первом этапе решалась описан-
ным выше способом на достаточно грубой сетке (21 × 21 × 21), а затем это
поле использовалось (после применения интерполяции) в качестве начального
приближения для более мелкой сетки.

При проведении систематических расчетов по числам Маха и Рейнольд-
са в качестве начального приближения использовались ранее полученные
варианты с наиболее близкими к необходимым значениями изменяющихся
параметров.

4.2. Осредненные по Рейнольдсу уравнения Навье–Стокса. Осред-
ненные по Рейнольдсу уравнения Навье–Стокса являются незамкнутыми,
и для их замыкания используются различные модели турбулентности, как
алгебраические, так и дифференциальные [10].

В алгебраических моделях недостающие параметры определяются из
алгебраических соотношений, как, например, в часто используемых двух-
слойных моделях Себеси–Смита и Балдвина–Ломакса [11]. Они просты,
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не требуют дополнительных дифференциальных уравнений и не приводят
к неустойчивости численной процедуры при моделировании. Одним из основ-
ных недостатков алгебраических моделей является независимость характери-
стик турбулентности от предыстории течения.

Дифференциальные модели турбулентности, в которых для определения
недостающих параметров используются дополнительные дифференциальные
уравнения, лишены этого недостатка. Например, двухпараметрические модели
турбулентности: k − ε модель, q − ω модель турбулентности [12]. Здесь
k — кинетическая энергия турбулентных пульсаций, ε — скорость диссипации
энергии турбулентных пульсаций, q =

√
k и ω = ε/k. Модель турбулентности

q − ω разрабатывалась для сверхзвуковых течений сжимаемого газа.
В частности в [12] приведены результаты тестирования этой модели
на различных задачах в широком диапазоне определяющих параметров:
Re∞ = 5 · 105 ÷ 2 · 108, M∞ = 1,3 ÷ 10. С этой целью в ней использовано
осреднение по Фавру (плотностное осреднение), суть которого состоит
в представлении компонентов вектора скорости (также как и энтальпии)
в виде:

ui = ũi + u′′, ũi =
ρui

ρ
, ρ(r, t) =

1

2T

t+T∫

t−T

ρ(r, s) ds.

Осреднение по Фавру, а также некоторые другие отличительные особенности
q − ω модели турбулентности позволили значительно повысить устойчивость
численного решения задачи в широком диапазоне чисел Рейнольдса.

Для численного анализа осредненные по Рейнольдсу уравнения Навье–
Стокса с двухпараметрической q − ω дифференциальной моделью турбу-
лентности в произвольной криволинейной системе координат (ξ, η, ζ), где
x = x(ξ, η, ζ), y = y(ξ, η, ζ), z = z(ξ, η, ζ) — декартовы координаты, записыва-
ются в дивергентной форме

∂Q

∂t
+

∂E

∂ξ
+

∂G

∂η
+

∂F

∂ζ
= S. (11.2)

Здесь Q — вектор консервативных зависимых переменных задачи, E, G,
F — векторы потоков в криволинейной системе координат, S — вектор
источника. Векторы Q, E, G, F, S связаны с соответствующими векторами
Qc, Ec, Gc, Fc, Sc в декартовой системе координат по формулам:

Q = JQc, S = JSc, E = J
(
Ec

∂ξ

∂x
+ Gc

∂ξ

∂y
+ Fc

∂ξ

∂z

)
,

G = J
(
Ec

∂η

∂x
+ Gc

∂η

∂y
+ Fc

∂η

∂z

)
, F = J

(
Ec

∂ζ

∂x
+ Gc

∂ζ

∂y
+ Fc

∂ζ

∂z

)
.
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Декартовы компоненты векторов Ec, Gc, Fc, Sc для трехмерных осредненных
по Рейнольдсу (с использованием осреднения по Фавру) уравнений Навье–
Стокса имеют вид:

Qc =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ
ρu
ρv
ρw

ρ(e + q2)
ρq
ρω

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, Sc =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0
0

h1ρωq
h2ρω2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, Ec =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρu

ρu2 + p +
2

3
ρq2 + τx,x

ρuv + τx,y

ρuw + τx,z

ρuH +
5

3
ρuq2 + Ix

ρuq + Iq
x

ρuω + Iω
x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

Gc =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρv
ρuv + τx,y

ρv2 + p +
2

3
ρq2 + τyy

ρvw + τyz

ρvH +
5

3
ρvq2 + Iy

ρvq + Iqy
ρvω + Iω

y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, Fc =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρw
ρwu + τx,z

ρwv + τyz

ρw2 + p +
2

3
ρq2 + τzz

ρwH +
5

3
ρvq2 + Iz

ρwq + Iq
z

ρwω + Iω
z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

где τττττττττ — симметричный тензор вязких напряжений, связанный с тензором
скоростей деформаций линейной зависимостью

τττττττττ = −(µ + µT )s,

а вектор теплового потока I вычисляется по формуле

I = −(λ + λT )grad (T ) + τττττττττV,

µ и λ — коэффициенты молекулярной вязкости и теплопроводности, µT

и λT — коэффициенты турбулентной вязкости и теплопроводности, векторы
самодиффузии Iq и Iω определяются соотношениями:

Iq = −
(
µ +

µT

Pr1

)
grad (q), Iω = −

(
µ +

µT

Pr2

)
grad (ω).

Основные расчетные исследования проведены для модели совершенного газа.
В настоящей работе использована двухпараметрическая дифференциаль-

ная q − ω модель турбулентности [12] с выражениями для турбулентной
вязкости:

µT = Cµf
ρq2

ω
, f = 1− exp

(
−α

ρrw q

µ

)
, α = 0,02, Cµ = 0,09,

h1 = C11

(
Cµf

S

ω2
− 2

3

div V

ω

)
− C12, h2 = C21

(
Cµ

S

ω2
− C23

div V

ω

)
− C22,

S =
∂u

∂x
sxx +

∂v

∂y
syy +

∂w

∂z
szz + s2xy + s2xy + s2yz, C21 = 0,055 + 0,5f(q, rw, ρ,µ),
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где C11 = C12 = 0,5, C22 = 0,833, C23 = 2,4, Pr1 = 2, Pr2 = 2, rw — расстояние
от стенки.

Зависимость молекулярного коэффициента вязкости от температуры опре-
делялась по формуле µ/µ∞ = (T/T∞)ω, 0,5 6 ω 6 1, а значения моле-
кулярного и турбулентного чисел Прандтля принимались постоянными:
Pr = µcp/λ = 0,7, PrT = µT cp/λT = 0,9.

На границе расчетной области, совпадающей с твердой поверхностью,
ставились граничные условия: условия прилипания u = 0, v = 0, w = 0;
условие адиабатичности (∂Tw/∂n = 0) или изотермичности (T = Tw = const )
обтекаемой поверхности; условия затухание пульсаций (qw = 0) и частотной
непроницаемости (∂ωw/∂n = 0) на обтекаемой поверхности.

На внешней, по отношению к поверхности тела, границе задавались
условия излучения, соответствующие расходящейся волне. Эти граничные
условия, записанные в инвариантах Римана, имеют вид:

α1 =
2a

γ − 1
−

(
u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
+ w

∂η

∂z

)
1

∆
, α2 =

p

ργ , α3 = u
∂ξ

∂x
+ v

∂ξ

∂y
+ w

∂ξ

∂z
,

α4=u
∂ς

∂x
+ v

∂ς

∂y
+ w

∂ς

∂z
, α5=

2a

γ − 1
+

(
u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
+ w

∂η

∂z

)
1

∆
, α6=q, α7=ω,

∆ =

√
(

∂η

∂x

)2

+
(

∂η

∂y

)2

+
(

∂η

∂z

)2

.

При этом в каждой точке границы расчетной области анализировались знаки
собственных чисел:

λ1 =
(
u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
+ w

∂η

∂z

)
1

∆
− a, λ2 =

(
u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
+ w

∂η

∂z

)
1

∆
,

λ3 = λ2, λ4 = λ2, λ5 =
(
u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
+ w

∂η

∂z

)
1

∆
+ a, λ6 = λ2, λ7 = λ2,

определяющих направление распространения возмущений относительно η =
= const . При λi 6 0 («входная граница») соответствующий инвариант на
входной границе вычислялся по значениям газодинамических переменных
набегающего потока, при λi > 0 использовалась линейная экстраполяция αi

по значениям газодинамических переменных, соответствующих внутренним
точкам расчетной области.

В случае, когда граница расчетной области совпадает с осью симметрии,
на ней ставятся условия четности и/или нечетности зависимых переменных
задачи.

4.3. Моделирование течений реального газа. При гиперзвуковых
скоростях полета максимальные температуры воздуха в поле возмущенного
течения достигают столь больших значений, что в полной мере проявляются
эффекты реального газа, которые влияют как на локальные, так и на суммар-
ные характеристики обтекаемого тела.
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Для оценки влияния эффектов реального газа и каталитических свойств
обтекаемой поверхности на аэродинамические характеристики тел различ-
ной геометрии используются различные математические модели движущейся
неравновесной среды, которые отличаются составом газовой смеси и учиты-
ваемыми термохимическими процессами.

Постановка задачи численного моделирования неравновесного гиперзву-
кового течения вязкого газа описана в [13, 14]. В рассматриваемой модели
среды учитывались реакции диссоциации, обмена и ассоциативной ионизации;
при этом значения скоростей химических реакций определялись согласно [15].

Воздействие неравновесного возбуждения колебательных степеней сво-
боды молекул на скорости реакций диссоциации учитывались через двух-
температурную зависимость константы равновесия. Для констант равновесия
реакций диссоциации эта зависимость определялась на основе модели эф-
фективного колебательного уровня, отстоящего от предела диссоциации на
величину βT (β — модель диссоциации [16]). Для реакций обмена и иони-
зации использовалась однотемпературная зависимость константы равновесия.
Моделирование взаимодействия между колебательными и поступательными
степенями свободы осуществлялось на основе выражения Ландау–Тейлора.
Учитывался также обмен энергией между колебательными степенями свободы
молекул, а также изменение колебательной энергии за счет химических
реакций.

При определении вязкости и теплопроводности смеси газов использованы
полуэмпирические формулы [17] и [18]. Для вывода функциональной зави-
симости коэффициентов переноса применялся потенциал Леннарда–Джон-
са [19]. При расчете теплопроводности чистого газа учитывался вклад энер-
гии, обусловленной вращательными степенями свободы (поправка Эйкена).

Коэффициенты диффузии определялись из условий постоянства чисел
Шмидта, значения которых принимались равными 0,5 для нейтральных ком-
понентов смеси газов и 0,25 для ионов. При определении коэффициентов само-
диффузии в выражении для потока колебательной энергии использовано усло-
вие постоянства чисел Шмидта, значения которых принимались равными 0,5.

Наряду с указанной выше моделью широко применялся подход, в кото-
ром возбуждение колебательных степеней свободы принималось равновес-
ным [20, 21]. Разработаны также программы для расчета неравновесного
излучения [22], интенсивность которого определяется концентрацией заря-
женных частиц, уровнем возбуждения колебательных степеней свободы моле-
кулярных компонентов и другими факторами. В частности, высокая степень
возбуждения электронных степеней свободы молекулы NO сразу за фронтом
ударной волны приводит к интенсивной ультрафиолетовой радиации в системе
гамма–полос (200÷ 230 нм).

Решение задачи Римана о распаде произвольного разрыва для химически
неравновесной смеси газов в общем случае сводится к решению нелинейной
системы алгебраических уравнений. Приближенным методом решения этой
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задачи можно считать представление матрицы Якоби A = ∂E/∂Q в виде

A = RΛR−1,

где Λ — диагональная матрица, элементами которой являются собственные
значения оператора A. Для химически неравновесной смеси (двумерная за-
дача), состоящей из K компонент, Λ имеет вид:

Λ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 . . . 0 0 0 0
0 λ . . . 0 0 0 0
. . . . . . . . . .
0 0 . λ 0 0 0
0 0 . 0 λ + kξa 0 0
0 0 . . . 0 0 λ 0
0 0 . . . 0 0 0 λ − kξa

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

где

λ = ξxu + ξyv, kξ =
√

ξ2x + ξ2y ,

a — скорость звука смеси идеальных газов, вычисляемая по формуле

a =

√
∂p

∂ρ
+

∂p

∂e
(H − u2 − v2) .

Для определения частных производных от p по зависимым переменным Q

необходимо найти p(Q). Для смеси идеальных газов давление может быть
определено из уравнения состояния.

Переменная T не входит в базис зависимых переменных Q, поэтому
необходимо найти зависимость T = T (Q). Для этого можно воспользоваться
соотношением для полной энергии e:

e = ρh − p +
1

2
ρ |V |2 ,

в котором статическая энтальпия h определяется по формуле:

h =
K∑

i=1

Cihi(T ), Ci =
ρi

ρ
, hi(T ) =

T∫

T0

cp,i(T )dT + h◦
i ,

В общем случае hi(T ) не является линейной функцией и, следовательно,
невозможно выразить T через Q. Приближенным вариантом решения этой
проблемы может быть

hi(T ) = cp,iT + h◦
i ,

Это предположение позволяет записать выражение для полной энергии в виде:

e = ρT
K∑

i=1

cv,iCi + ρ
K∑

i=1

h◦
i Ci +

1

2
ρ |V |2.
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где
cv,i = cp,i − R

Mi
.

Следовательно, T = T (Q) имеет вид:

T =
e − ρh◦ − (1/2)ρ |V |2

ρcv
, h◦ =

K∑

i=1

h◦
i Ci, cv =

K∑

i=1

cv,iCi.

С учетом этого для p может быть получено следующее выражение

p =
R

Mcv
(e − ρh◦ − 1

2ρ |V |2),

а частные производные от p по Q, используемые при определении операторов
R, Λ, R−1, получаются в виде:

∂p

∂ρi
=

R

Mcv

(
cvT

(
M

Mi
− cv,i

cv

)
− h◦

i +
|V |2
2

)
,

∂p

∂e
=

R

Mcv
.

Выражения для частной производной от p по ρ и для скорости звука имеют
вид:

∂p

∂ρ
=

K∑

i=1

∂p

∂ρi
Ci =

R

Mcv

(
|V |2
2

− h◦

)
, a =

√
Rcp

Mcv
T .

При вычислении собственных значений и собственных векторов для операто-
ра ∂G/∂Q использованы те же самые соотношения с заменой ξ на η.

4.4. Аппроксимация уравнений. Сформулированная выше начально-
краевая задача решалась численно на основе интегро-интерполяционного
метода (метода конечного объема). Его применение к уравнениям Навье–
Стокса (11.1) и уравнениям Рейнольдса (11.2) позволяет получить разностные
аналоги законов сохранения

Qn+1
i,j,k − Qn

i,j,k

τi,j,k
+

En+1
i+½,j,k − En+1

i−½,j,k

hξ
+

Γn+1
i,j+½,k − Γn+1

i,j−½,k

hη
+

Fn+1
i,j,k+½ − Fn+1

i,j,k−½

hς
= Sn+1

i,j,k,

где n — номер временного слоя; τi,j,k — величина шага по времени, опреде-
ляемая по формуле

τi,j,k = τ0

(
amin + (amax − amin)

Ji,j,k − min(Ji,j,k)

max(Ji,j,k) − min(Ji,j,k)

)
,

где τo — величина шага по времени, соответствующая максимальной по
объему ячейке при заданных значениях параметров amin и amax, например,
amin = 0,02 и amax = 1, i, j, k и hξ, hη, hζ — номера узлов и шаги по коор-
динате ξ, η, ζ соответственно. Использование переменного по пространству
временного шага, пропорционального объему элементарной ячейки, позволяет
существенно (примерно на порядок) ускорить получение стационарного реше-
ния методом установления по времени.
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Для монотонной разностной схемы вычисление потоков в полуцелых
узлах осуществляется на основе решения задачи Римана о распаде
произвольного разрыва. Математически эта задача сводится к решению
нелинейной системы алгебраических уравнений.

При аппроксимации конвективной составляющей векторов потоков
E, G, F, в полуцелых узлах использована монотонная схема типа Годуно-
ва [23, 24] и приближенный метод Роу[25] решения задачи Римана о распаде
произвольного разрыва. При этом расчетные формулы для векторов E, G, F

аналогичны, поэтому ниже речь будет идти о векторе E, их отличия от
соответствующих формул для вектора G будут оговариваться особо. Для
вектора E имеем:

Ei+½ =
1

2

(
E(QL) + E(QR) − R(QLR)Φ(ϕ(λi))R(QLR)−1(QR − QL)

)
,

где Φ(ϕ(λi)) — диагональная матрица, элементами которой являются φ(λi),
а λi - собственные значения оператора A = ∂E/∂Q. RLR = R(QLR) — мат-
рица, столбцами которой являются правые собственные векторы оператора A.

При вычислении собственных значений и собственных векторов операто-
ра A использован метод [25] приближенного решения задачи Римана о рас-
паде произвольного разрыва. При этом Φ(φ(λi)), RLR, R−1

LR определялись по
значениям зависимых переменных, имеющих вид:

uLR =
uL

√
ρL + uR

√
ρR√

ρL +
√

ρR

, vLR =
vL

√
ρL + vR

√
ρR√

ρL +
√

ρR

, wLR =
wL

√
ρL + wR

√
ρR√

ρL +
√

ρR

,

HLR =
HL

√
ρL + HR

√
ρR√

ρL +
√

ρR

, a2LR = (γ − 1)
(
HLR − 1

2
(u2

LR + v2LR + w2
LR)

)
,

где a — местное значение скорости звука.
Ниже в качестве функции φ(λi), обеспечивающей выполнение энтро-

пийного условия для физически правильного выбора численного решения,
использовалась функция следующего вида:

φ(λ) =




|λ| , |λ| > ε,
λ2 + ε2

2ε
, |λ| 6 ε,

где ε — параметр, отвечающий за диссипативные свойства разностной схемы.
В основном в расчетах принималось ε = 10−1.

Для повышения порядка аппроксимации (до второго) при интерполяции
зависимых переменных на грань элементарной ячейки использован принцип
минимальных производных (MUSCL) [26–28]:

QL = Qi +
1

2
m(Qi − Qi−1,Qi+1 − Qi),

QR = Qi+1 −
1

2
m(Qi+1 − Qi,Qi+2 − Qi+1),
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а функция M(a, b) бралась в виде:

m(a, b) =





a, ab > 0, |a| < |b|,
b, ab > 0, |a| > |b|,
0, ab 6 0.

При аппроксимации диффузионной составляющей векторов потоков E, G и F

на грани элементарной ячейки применена разностная схема типа центральных
разностей второго порядка точности. Вычисление производных осуществля-
лось по формулам:

∂U

∂ξ i+½,j,k
=

Ui+1,j,k − Ui,j,k

hξ
,

∂U

∂η i+½,j,k
=

1

4hη
(Ui+1,j+1,k + Ui,j+1,k − Ui+1,j−1,k − Ui,j−1,k),

∂U

∂ς i+½,j,k
=

1

4hς
(Ui+1,j,k+1 + Ui,j,k+1 − Ui+1,j,k−1 − Ui,j,k−1).

Здесь U — вектор неконсервативных зависимых переменных задачи.
Шаблон разностной схемы, на котором аппроксимируются полные уравне-

ния Навье–Стокса или Рейнольдса состоит из 25 точек (рис. 11.5), получен-
ная неявная нелинейная разностная схема, по-видимому, является безусловно
устойчивой на линейной задаче.

Рис. 11.5. Шаблон разностной схемы для трехмерного случая
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4.5. Решение нелинейных сеточных уравнений. В результате опи-
санной в разделе 11.4.4 разностной аппроксимации уравнений Навье–Стокса
и Рейнольдса и соответствующих граничных условий на некоторой сетке
интегрирование нелинейных дифференциальных уравнений в частных произ-
водных сводится к решению системы нелинейных алгебраических уравнений

F(X) = 0,

где X — вектор искомых сеточных переменных (узловых значений газоди-
намических переменных, включая граничные узлы расчетной сетки). Сфор-
мулированная задача эффективно решается с помощью хорошо известного
итерационного метода Ньютона, главным преимуществом которого является
квадратичная скорость сходимости. Для решения нелинейных сеточных урав-
нений F(X) = 0 использован модифицированный метод Ньютона

X[k+1] = X[k] − τk+1D
−1
k0

F(Xk),

где Dko = (∂F/∂X)ko — матрица Якоби, k, ko — номера итераций, ko 6 k.
В процессе численного решения параметр регуляризации метода Ньютона
относительно начального приближения τk определялся по формуле [29]

τk+1 =
(∆X[k] − ∆X[k−1],X[k] − X[k−1])

(∆X[k] − ∆X[k−1])2
,

где ∆X[k] — вектор поправок. По мере сходимости итерационного процесса
τk → 1, а скорость сходимости теоретически стремится к квадратичной.

Наиболее трудоемкими элементами алгоритма при реализации метода
Ньютона являются генерация матрицы Dk = ∂F/∂Xk и последующее реше-
ние системы линейных уравнений с этой матрицей. Поскольку при аппрок-
симации уравнений в каждой из расчетных ячеек участвует лишь несколько
соседних узлов (в пространственном случае 25 для схемы TVD), то трудоем-
кость генерации матрицы Якоби есть величина (N), где N — число узлов
сеточной задачи. Формирование матрицы Якоби на итерации осуществлялось
при помощи процедуры конечных приращений вектора невязки по вектору
искомых сеточных переменных.

Такая методика универсальна, поскольку легко обобщается на произволь-
ную систему сеточных уравнений с заранее не конкретизированным видом.
Достаточно часто разностные уравнения, получаемые в результате аппрок-
симации дифференциальных, имеют очень сложный вид и аналитическое
формирование матрицы Якоби становится весьма трудоемким. В частности,
к такому случаю приводит применение для решения уравнений Навье–Стокса
монотонизированных схем. Более того, при аналитическом формировании
матрицы Якоби необходимое число арифметических и логических операций
на ЭВМ, вообще говоря, может быть больше, чем при численном формиро-
вании этой матрицы с помощью процедуры конечных приращений. Примене-
ние к формированию матрицы Якоби именно метода конечных приращений
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основано на многолетних исследованиях по численному моделированию задач
газовой динамики. Например, в работе [30] аналогичная процедура исполь-
зовалась при решении начально-краевых задач с применением адаптивной
сетки.

4.6. Решение систем линейных алгебраических уравнений. При ап-
проксимации уравнений Навье–Стокса по описанной в разделе 11.4.5 разност-
ной схеме второго порядка точности оператор ∂F/∂Xk имеет разреженную
блочную 25-ти диагональную структуру, а элементарный блок ее представляет
собой плотную матрицу размера 7 × 7 (турбулентная модель движущейся
среды).

Для примера на рис. 11.6 показана структура оператора ∂F/∂Xk, возника-
ющего при аппроксимации уравнений Навье–Стокса для двумерного течения.
В этом случае оператор ∂F/∂Xk имеет разреженную блочную 13-диагональ-
ную структуру при лексикографическом порядке нумерации узлов расчетной
сетки, а элементарный блок ее представляет собой плотную матрицу размера
4× 4. Следует отметить, что оператор ∂F/∂Xk включает в себя также фраг-
менты, соответствующие граничным узлам расчетной сетки.

Рис. 11.6. Структура матрицы Якоби и нумерация узлов расчетной сетки 7 × 7. Лексикогра-
фический порядок нумерации узлов расчетной сетки

4.6.1. Прямой метод решения системы линейных алгебраических урав-
нений. Решение системы линейных алгебраических уравнений, получаемых
на итерации по нелинейности, осуществлялось при помощи прямого [31]
и итерационного [32] методов. Эти методики были многократно опробованы
в численных экспериментах и доказали свою надежность и высокую эффек-
тивность.

В первом подходе решение системы линейных алгебраических уравне-
ний, получаемых на итерации по нелинейности, осуществлялось при помощи
разложения матрицы ∂F/∂Xk в произведение двух треугольных матриц L

и U таких, что L — нижняя треугольная матрица, U — верхняя (прямой
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метод). Предварительно анализировалась структура разреженности матриц L

и U. Для снижения суммарного числа арифметических операций и умень-
шения оперативной памяти ЭВМ перенумеровывались неизвестные по обоб-
щенному методу вложенных сечений [33, 34]. В качестве иллюстрации на
рис. 11.7 приведена структура матрицы Якоби и нумерация узлов расчетной
сетки 7 × 7 при аппроксимации уравнений Навье–Стокса для двумерного
случая, полученные с помощью этого метода.

Рис. 11.7. Структура матрицы Якоби и нумерация узлов расчетной сетки 7× 7. Обобщенный
метод вложенных сечений

Применение такого упорядочивания позволяет понизить число арифмети-
ческих операций до O(N3/2) (по сравнению с O(N2) для ленточного метода),
а также уменьшить объем требуемой памяти с O(N3/2) до O(N ln2 N). Эта
методика была многократно опробована в численных экспериментах и дока-
зала свою надежность и эффективность [31].

Однако даже эти оценки показывают, что при существенном увеличении
числа узлов в сеточной задаче, необходимом для разрешения тонких структур
течения в отрывных зонах, пограничных слоях и т. п., применение прямых
методов, требующих, кроме огромных затрат машинного времени на вычис-
ление треугольных сомножителей, еще и затрат на организацию обменов
данными между оперативной и дисковой памятью (так как сомножители L

и U не помещаются в оперативной памяти), становится неэффективным. Еще
в большей степени это касается трехмерных сеточных задач, так как для
них ширина ленты LU есть O(N2/3), поэтому для ленточного метода можно
получить оценки по вычислительным затратам O(N7/3) и по памяти O(N5/3).

4.6.2. Итерационный метод решения системы линейных алгебраиче-
ских уравнений.

Альтернативой прямому методу являются итерационные методы реше-
ния системы линейных алгебраических уравнений. К сожалению, теория
итерационных методов хорошо развита лишь для систем с симметричной
положительно определенной матрицей A (см., например, [35]). В этом случае



4. Метод численного моделирования ламинарного и турбулентного течения 319

все собственные значения λi матрицы A действительны, а скорость сходи-
мости зависит от отношения λmin/λmax. Матрица системы уравнений, воз-
никающая при решении методом Ньютона сеточной задачи для уравнений
Навье–Стокса, является матрицей общего вида, т. е. она имеет отличную от
нуля кососимметричную часть (A−AT )/2, и часть ее собственных значений
комплексные. Вследствие этого большинство известных итерационных мето-
дов на этой задаче либо вообще теряют сходимость, либо сходятся крайне
медленно.

Среди множества итерационных методов наиболее привлекательными для
решения задач сматрицами общего вида представляются методы вариацион-
ного типа, так как они для своей работы не требуют априорной информации
о спектре собственных значений матрицы и являются в некотором смысле
оптимальными, минимизируя на каждом своем шаге некоторую норму либо
невязки системы уравнений, либо погрешности решения. Хорошо известными
методами такого типа являются методы сопряженных направлений, в част-
ности метод сопряженных градиентов для симметричных матриц. Все эти
методы можно свести к построению некоторого базиса в k-мерном подпро-
странстве Крылова и к последующей минимизации на этом подпространстве
нормы либо невязки, либо ошибки. Проведенные численные эксперимен-
ты [32] показали, что наиболее надежным и быстрым является предложенный
в [36] обобщенный метод минимальных невязок GMRES (k).

Рассмотрим алгоритм построения обобщенного метода минимальных невя-
зок для системы уравнений

Ax = f.

Построим в подпространстве Крылова L2-ортогональный базис. Для этого
выберем каким-либо образом начальный вектор vi и применим ортогонали-
зацию Грама–Шмидта. Пусть уже построены j ортонормированных векторов
vi. Вектор vj+1 будем искать в виде

vj+1 = Avj −
∑j

i+1
hijvi.

Коэффициент hij найдем из условия (vj+1,vi) = O. Раскрывая это скалярное
произведение и учитывая ортонормированность уже найденных j векторов,
получаем

hij = (Avj ,vi). (11.3)

Процесс построения вектора vj+1, завершается его нормированием

vj+1 = hj+1vj+1, hj+1,j = (
√

(vj+1,vJ+1) )−1.

Рассмотрим теперь матрицу Vk размера N × k, составленную из ком-
понент полученного L2-ортонормированного базиса {vi}. Для этой матрицы
справедливо соотношение VT

k AVk = Hk, где Hk, — верхняя хессенберго-
ва матрица размерности k × k c элементами hij , найденными в процессе
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ортогонализации по формуле (11.3). Наряду с матрицей Hk рассмотрим
матрицу Hk1 размера (k + 1) × k, которая отличается от матрицы Hk до-
полнительной нижней строкой с единственным ненулевым элементом hk+1,k

в правом нижнем углу. Векторы vi и матрица Hk удовлетворяют важному
соотношению

AVk = Vk+1Hk1. (11.4)

Выберем теперь начальное приближение x0 к решению, возьмем в качестве
начального вектора vi вектор невязки r0 = f − Ax, и сделаем k шагов про-
цесса ортогонализации. Будем искать новое приближение к решению в виде
xk = x0 − Vky, исходя из минимизации квадратичного функционала нормы
невязки

min |f − A(x0 + Vky)| = min |r0 − AVky| . (11.5)

При таком выборе нового приближения xk к решению норма невязки
является функцией y:

J(y) = |βvi − AVky| ,
где β =

√
(r0, r0) . С учетом (11.4) будем иметь

J(y) = |Vk+1(βe1 − Hk1y)| ,
где e1 — первый столбец единичной матрицы (k + 1) × (k + 1). Так как Vk+1

является L2-ортонормированным, то

J(y) = |βe1 − Hk1y| . (11.6)

Таким образом, решение задачи минимизации (11.5) есть xk = x0 + Vkyk,
где yk минимизирует функцию J(y), определяемую (11.6). В результате
получается следующий

Алгоритм 1. Обобщенный метод минимальных невязок (GMRES)
Шаг 1. Start: выбираем x0 и вычисляем r0 = f − 0 и V1 = r0/|r0|.
Шаг 2. Iterate: for j = 1, 2, . . ., k, . . .until satisfied do

hij = (Avj ,vi), i = 1, 2, . . ., j,vj+1 = Avj −
j∑

i=1

hijvi

hj+1,j = |vj+1| , vj+1 =
vj+1

hj+1,j

Шаг 3. Формируем новое приближение к решению xk = x0 + Vkyk, где yk

минимизирует (11.6).
В принципе полученный алгоритм можно рассматривать как прямой ме-

тод, который дает точное решение при некотором k < N . Однако при увели-
чении k память, необходимая для хранения базисных векторов, растет про-
порционально k, а количество умножений при их вычислении — как k2N/2.
Чтобы обойти эти трудности, будем возобновлять процесс через каждые t
шагов. Тогда получается следующий итерационный

Алгоритм 2. GMRES (m)
Шаг 1. Start: выбираем x0 и вычисляем r0 = f − 0 и V1 = r0/|r0|.
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Шаг 2. Iterate: for j = 1, 2, . . . ,m do

hij = (Avj ,vi), i = 1, 2, . . ., j, vj+1 = Avj −
j∑

i=1

hijvi

hj+1,j = |vj+1| , vj+1 =
vj+1

hj+1,j

Шаг 3. Формируем новое приближение к решению xm = x0 + Vmym, где ym

минимизирует (11.6).
Шаг 4. Restart: Compute rm = f − m if satisfied then stop else compute

x0 := xm, v1 := rm/|rm| and go to 2.
Единственным невыясненным элементом алгоритма осталось решение за-

дачи наименьших квадратов

minY |βe1 − Hk1y| .
Для ее решения приведем верхнюю хессенбергову матрицу Hk1 к верхней
треугольной матрице с помощью матриц вращения, одновременно модифи-
цируя правую часть βe1. Так как матрицы вращения являются унитарными,
то значение функционала J( ) при этом не изменится. Обозначим через Qk

матрицу, являющуюся произведением последовательности матриц вращения,
приводящих Hk1 к верхнему треугольному виду. Тогда

J(y) = |βr1 − Hk1y| = |Qk[βr1 − Hk1y]| = |tk − Rky| , (11.7)

где tk и Rk — соответственно, результат применения Qk к правой части
и к матрице Hk1. Так как последняя строка матрицы Rk нулевая, то задача
минимизации (11.7) сводится к решению системы линейных уравнений с тре-
угольной матрицей Rk.

4.6.3. Ускорение сходимости с помощью переобусловливания.
Описанный выше метод оперирует только с исходной матрицей A системы

уравнений, поэтому скорость сходимости его (при фиксированном значении
параметра ) зависит только от спектральных свойств матрицы A. Суще-
ствует эффективный способ ускорения сходимости основного итерационного
метода, основанный на переходе от решения исходной системы уравнений
= f к эквивалентной системе = Bf , получаемой путем умножения системы
на некоторую матрицу B.

Скорость сходимости итерационного метода зависит от спектрального
радиуса задачи. Поэтому в качестве B обычно выбирается такая матрица,
которая при умножении на A дает матрицу, приближающуюся к единичной.
В данной работе в качестве такой матрицы-переобусловливателя использова-
лось неполное разложение A на треугольные сомножители L и U: A=LU+Е,
где Е — погрешность неполного разложения. В процессе ILU-разложения
получаются лишь сомножители L и U, матрица же E, вообще говоря, оста-
ется неопределенной.

11 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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Существуют две основные стратегии ILU: разложение по позициям и раз-
ложение по значениям. Оба варианта отличаются от полного LU — разложе-
ния тем, что в процессе работы алгоритма каким-либо образом контролирует-
ся заполнение треугольных сомножителей вновь возникающими элементами,
большая часть из которых отбрасывается.

В разложении по позициям заранее фиксируется некоторая структура
разреженности матриц L и U, например совпадающая со структурой разре-
женности исходной матрицы.

В разложении по значениям выбирается некоторое пороговое значение ε
величины возникающих элементов и элементы, меньшие этого порогового
значения, отбрасываются. Эта стратегия более универсальна, так как путем
понижения порогового значения и тем самым увеличения заполнения
сомножителей можно сколь угодно близко подойти к точному LU —
разложению, т. е. ценой удорожания метода удается добиться сходимости
на сколь угодно плохих матрицах. Однако разложение по значениям имеет
существенные недостатки. Первый из них состоит в том, что при уменьшении
ε цена переобусловливания как по памяти, так и по числу арифметических
операций может катастрофически возрасти. Второй заключается в сложности
выбора самого значения ε, для которого не существует какой-либо хорошо
обоснованной методики. В то же время разложение по позициям крайне просто
реализуется программно, дешево с точки зрения памяти и числа операций
и в большинстве случаев работает вполне удовлетворительно. По этой причине
в данной работе использовалось именно неполное разложение по позициям.

4.7. Об эффективности численного решения сеточных уравне-
ний. Объем требуемой оперативной памяти и времени CPU, затрачиваемый
на решение системы линейных алгебраических уравнений на итерации по
нелинейности (

∂F

∂X

)
k0

∆X[k] = −F(X[k]),

существенно зависит от степени разреженности матрицы (∂F/∂X). Пред-
варительные расчеты показали, что сходимость итерационного процесса по
нелинейности существенно зависит от точек в шаблоне аппроксимации, ис-
пользуемых для конвективной составляющей, а также для прямых производ-
ных диссипативной составляющей уравнений Навье–Стокса. Использование
«угловых» точек в шаблоне аппроксимации для смешанных производных
диссипативной составляющей уравнений Навье–Стокса оказывает слабое вли-
яние на сходимость итераций по нелинейности. Вследствие этого, а также для
сокращения, примерно в два раза оперативной памяти и общего числа ариф-
метических операций на итерации по нелинейности, в операторе (∂F/∂X)
опущены диагонали, соответствующие смешанным производным. В резуль-
тате оператор ∂F/∂X для пространственного случая имеет разреженную
блочную 13-ти диагональную структуру.
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На примере нестационарного течения совершенного вязкого газа в плос-
ком канале было проведено сравнительное исследование затрат времени CPU
и памяти ЭВМ [37], необходимых для решения системы дифференциальных
уравнений прямым и итерационным методами, с использованием полного
(5× 5) и усеченного (3× 3) шаблона формирования матрицы Якоби. Основной
выигрыш во времени CPU достигается для случая, когда матрица Якоби
формируется на усеченном шаблоне. Этот выигрыш очень велик и с избытком
компенсирует некоторое ухудшение сходимости при реализации итерацион-
ного метода. Наличие или отсутствие смешанных производных практически
не влияет на сходимость, однако приводит к некоторому уменьшению исполь-
зуемой памяти (на 4–25%) и времени CPU (на 6–40%) из-за более разре-
женной структуры матрицы системы. Этот выигрыш относительно выше при
использовании усеченного шаблона. Модификация метода Ньютона-Рафсона
также дает большой выигрыш во времени CPU (в 2–5 раз), но не влияет на
используемую память [37].

Методика численного решения уравнений Навье–Стокса, описанная вы-
ше, использована для решения широкого класса задач наветренного обтека-
ния затупленных тел с учетом равновесных и неравновесных физико-химиче-
ских превращений [13, 38], и обобщена на случай моделирования отрывного
течения вязкого химически неравновесного газа. Она включает в себя один из
вариантов построения неявной монотонной разностной схемы второго порядка
точности, модифицированный метод Ньютона-Рафсона решения нелинейных
сеточных уравнений на каждом шаге по времени и итерационном методе
обобщенных минимальных невязок GMRES для решения линейной системы
алгебраических уравнений на итерации по нелинейности [39, 40].

4.8. Построение расчетной сетки. Для построения расчетных се-
ток могут быть использованы различные методы [41]. К наиболее простым
можно отнести алгебраические методы. Они достаточно эффективны при
рассмотрении простых топологий расчетной области. В настоящей работе
большая часть расчетных исследований обтекания тел простой конфигурации
(цилиндр, сфера, острый конус) проведена на сетках, построенных с помощью
алгебраических преобразований. Для примера, на рис. 11.8 показана конфи-
гурация расчетной сетки, использованной при решении задачи об обтекании
цилиндра.

При рассмотрении более сложных топологий расчетной области необхо-
димо использовать методы, основанные на интегральных, дифференциальных
и вариационных принципах. Для двумерных задач активно использовался
интегральный метод, основанный на численном построении конформного
преобразования [42, 43]. Но более эффективным оказался дифференциальный
метод, использующий решение уравнения Лапласа. Данный метод оказался до-
статочно универсальным, поскольку легко обобщается на трехмерный случай.

11*
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Рис. 11.8. Расчетная сетка 201× 201. (Re = 106, M = 5) Турбулентная модель

Рассмотрим суть дифференциального метода построения расчетных сеток.
Пусть требуется построить трехмерную расчетную сетку в односвязанной
области Ω (рис. 11.9), ограниченной поверхностями, заданными в параметри-
ческом виде:

r = rI(η, ζ) при ξ = ξmin, r = rII(η, ζ) при ξ = ξmax,

r = rIII(ξ, ζ) при η = ηmin, r = rIV(ξ, ζ) при η = ηmax,

r = rV(ξ, η) при ζ = ζmin, r = rVI(ξ, η) при ζ = ζmax,

где ξ, η, ζ — произвольные параметры.

Рис. 11.9. Отображение объема из физической системы координат в математическую

Рассмотрим уравнения Лапласа в области Ω

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0

для вектор-функции u = (u1,u2,u3)
T с граничными условиями:

(u1)r=rI
= 0, (u1)r=rII

= 1,
(

∂u1

∂n

)
r=rIII

= 0,
(

∂u1

∂n

)
r=rIV

= 0,

(
∂u1

∂n

)
r=rV

= 0,
(

∂u1

∂n

)
r=rVI

= 0,
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(
∂u2

∂n

)
r=rI

= 0,
(

∂u2

∂n

)
r=rII

= 0, (u2)r=rIII
= 0, (u2)r=rIV

= 1,

(
∂u2

∂n

)
r=rV

= 0,
(

∂u2

∂n

)
r=rVI

= 0,

(
∂u3

∂n

)
r=rI

= 0,
(

∂u3

∂n

)
r=rII

= 0,
(

∂u3

∂n

)
r=rIII

= 0,
(

∂u3

∂n

)
r=rIV

= 0,

(u3)r=rV
= 0, (u3)r=rVI

= 1,

где n — нормаль к соответствующей поверхности. Решением этой зада-
чи являются гармонические функции, а изоповерхности u1(x, y, z) = const ,
u2(x, y, z) = const , u3(x, y, z) = const образуют искомую сетку. В системе
координат ξ, η, ζ данная задача имеет вид:

∂û

∂ξ
+

∂v̂

∂η
+

∂ŵ

∂ζ
= 0, (11.8)

û = J
(

∂u

∂x

∂ξ

∂x
+

∂u

∂y

∂ξ

∂y
+

∂u

∂z

∂ξ

∂z

)
, v̂ = J

(
∂u

∂x

∂η

∂x
+

∂u

∂y

∂η

∂y
+

∂u

∂z

∂η

∂z

)
,

ŵ = J
(

∂u

∂x

∂ζ

∂x
+

∂u

∂y

∂ζ

∂y
+

∂u

∂z

∂ζ

∂z

)
,

(u1)ξ=ξmin = 0, (u1)ξ=ξmax = 1,
(

∂u1

∂η

)

η=ηmin

= 0,
(

∂u1

∂η

)

η=ηmax

= 0,

(
∂u1

∂ζ

)

ζ=ζmin

= 0,
(

∂u1

∂ζ

)

ζ=ζmax

= 0,

(
∂u2

∂ξ

)

ξ=ξmin

= 0,
(

∂u2

∂ξ

)

ξ=ξmax

= 0, (u2)η=ηmin = 0, (u2)η=ηmax = 1,

(
∂u2

∂ζ

)

ζ=ζmin

= 0,
(

∂u2

∂ζ

)

ζ=ζmax

= 0,

(
∂u3

∂ξ

)

ξ=ξmin

= 0,
(

∂u3

∂ξ

)

ξ=ξmax

= 0,
(

∂u3

∂η

)

η=ηmin

= 0,
(

∂u3

∂η

)

η=ηmax

= 0,

(u3)ζ=ζmin = 0, (u3)ζ=ζmax = 1.

где J = ∂(x, y, z)/∂(ξ, η, ζ) — якобиан преобразования.
Рассмотрим численное решение задачи (11.8) с соответствующими гранич-

ными условиями. Построим каким-либо простым (алгебраическим) методом
расчетную сетку rijk = r(ξ ◦

i , η
◦
j , ζ

◦
k ), (i = 1, . . ., I, j = 1, . . .,J , k = 1, . . .,K) для

области Ω такую, что:

r(ξ ◦
1 , η

◦
j , ζ

◦
k ) = rI, r(ξ ◦

I , η
◦
j , ζ

◦
k ) = rII, r(ξ ◦

i , η
◦
1 , ζ

◦
k ) = rIII,

r(ξ ◦
i , η

◦
J , ζ

◦
k ) = rIV, r(ξ ◦

i , η
◦
j , ζ

◦
1 ) = rV, r(ξ ◦

i , η
◦
j , ζ

◦
K) = rVI.
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Решая на этой сетке уравнения (11.8), получаем сеточную вектор-функ-
цию u, заданную в узлах rijk = r(ξ ◦

i , η ◦
j , ζ

◦
k ), (i = 1, . . ., I, j = 1, . . .,J ,

k = 1, . . .,K). В настоящей работе для этого использован тот же самый
алгоритм и программы численного решения, что при решении уравнений
Навье–Стокса. Далее, проведя равномерное разбиение вектор-функции uijk:
(u1)ijk = (i − 1)/(I − 1), (u2)jjk = (j − 1)/(J − 1), (u3)ijk = (k − 1)/(K − 1),
будем искать координаты rijk, соответствующие uijk, решая обратную задачу
Fijk = u(r)-uijk = 0 модифицированным методом Ньютона–Рафсона

r[k+1] = r[k] − τk+1D
−1F(r[k]),

где D = ∂F/∂u — матрица Якоби, k — номер итерации. При этом непре-
рывная вектор–функция u(r) получается из сеточной вектор–функции uijk

с помощью линейной интерполяции. В результате решения этой задачи полу-
чаем новую сетку rijk = r((u1)i, (u2)j , (u3)k), удовлетворяющую условию ор-
тогональности. В качестве примера на рис. 11.10 показан фрагмент расчетной

Рис. 11.10. Конфигурация расчетной сетки

сетки, построенной с помощью описанного выше метода. На этой сетке, содер-
жащей 31 × 21 × 21 узлов, проведено численное решение пространственной
задачи сверхзвукового течения вязкого газа в канале переменного сечения
с твердыми границами.

На рис. 11.11 показаны изолинии местного числа Маха на некоторых
сеточных поверхностях в канале переменного сечения для определяющих
параметров задачи M∞ = 5, Re∞ = 105, Tw = 0,5, γ = 1,4. Число Рейнольдса
посчитано по стороне квадрата, представляющего собой входное сечение
канала, и параметрам потока на входе в канал. Данные рис. 11.11 свидетель-
ствуют о сложной, существенно пространственной структуре поле течения.

Для сгущения узлов расчетной сетки вблизи твердой поверхности особых
поверхностей (твердая поверхность, след за телом и т.д.) применен алгоритм,
основанный на алгебраическом преобразовании. Рассмотрим этот алгоритм
для одномерного случая. Пусть на отрезке [a1, aN ] выделено несколько зон
[ai, ai+1], i = 1, . . ., N − 1, а сетка содержит M узлов. Требуется распределить
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Рис. 11.11. Изолинии местного числа Маха. Mmin = 0, Mmax = 5, ∆M = 0,1

узлы по зонам так, чтобы в каждой из них оказалась заданная доля pi от
общего числа узлов (Σpi = 1).

Непрерывный аналог этой дискретной задачи формулируется так: найти
строго возрастающую функцию f(ξ), которая без ограничения общности счи-
тается заданной на отрезке [0, 1] и принимает в точках 0 и 1 значения a1 и aN

соответственно, а в точках ξi+1/2 = (ξi + ξi+1)/2 — значения (ai + ai+1)/2,

i = 1, . . ., N − 1, где ξ1 = 0, ξi =
i−1∑
k=1

pk. Причем функция f(ξ) должна быть

достаточно гладкой.
Решение подобной задачи не является единственным. Одно из возможных

решений строится следующим образом. Рассмотрим функцию h(ξ) = df/dξ,
которая в непрерывной формулировке задачи будет аналогом шага расчетной
сетки. Введем понятие характерного шага i-й зоны: hi = (ai+1 − ai)/(ξi+1ξi),
i = 1, . . ., N − 1. Если проинтегрировать кусочно-непрерывную функцию
h∗(ξ)(h∗(ξ) = hi для ξ ∈ [ξ+

i , ξ−i+1], i = 1, . . ., N − 1), то получится функция
f∗(ξ), удовлетворяющая условиям задачи, но не являющаяся достаточно глад-
кой: в точках ξi ее производная терпит разрыв первого рода.

Для устранения этого недостатка необходимо заменить разрывы первого
рода функции hi(ξ) в точках ξi на непрерывное изменение h(ξ) от hi−1 до
hi на отрезке, содержащем точку ξi (i = 1, . . .,N − 1). Обозначим через gi(ξ)
функцию, реализующую такое плавное изменение, а через [y1, y2] — область
ее определения для каждого i; при этом (y1 + y2)/2 = ξi. В качестве g можно
использовать дважды непрерывно дифференцируемую функцию

gi(ξ) = hi−1 +
1

2
(hi − hi−1)

(
sin

(
π(ξ − ξi)

y2 − y1

)
+ 1

)
.

Выбор области определения функции gi в некоторой степени произволен;
в настоящих расчетах она устанавливалась из условия y2 − y1 = min(pi, pi−1)
для каждого ξi.

Искомая функция h(ξ) совпадает с h∗(ξ) вне области определения функ-
ции gi и дополняется до непрерывной функцией gi на отрезке [y1, y2].
Функция распределения узлов f(ξ) получается после интегрирования h(ξ)
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в пределах от 0 до ξ. Построенная таким образом функция f(ξ) дважды
непрерывно дифференцируема.

Обобщим алгоритм сгущения узлов расчетной сетки на трехмерный слу-
чай. Пусть с помощью дифференциального метода построена сетка, явля-
ющаяся равномерной в объеме (ξijk, ηijk, ζijk), i = 1, . . .,Nξ, j = 1, . . .,Nη,
k = 1, . . .,Nζ . В пространстве (x, y, z) ей соответствует сетка (Xijk, Yijk, Zijk),
i = 1, . . .,NX , j = 1, . . .,NY , k = 1, . . .,NZ . Предположим, что необходимо
изменить распределение узлов в направлении по η. Пусть i = i0, k = k0.
Используем для Xi0jk0

, Yi0jk0
, Zi0jk0

(j = 1, . . .,NY ) описанный выше алгоритм
сгущения узлов одномерной сетки по j и затем повторим эту операцию для
всех i0 = 1, . . .,NX , k0 = 1, . . .,NZ . Полученная таким образом неравномерная
сетка может быть применена в расчетах.

В переменных (ξ, η, ζ) расчетная область имеет форму параллелепипеда
и покрывается равномерной сеткой с заданными шагами:

∆ξ =
ξmax − ξmin

NX
, ∆η =

ηmax − ηmin

NY
, ∆ζ =

ζmax − ζmin

NZ
.

Метрические коэффициенты в полуцелых узлах сетки вычисляются по фор-
мулам численного дифференцирования. Например, в поле течения в полуце-
лом узле (i + 1/2, j, k):

∂x

∂ξ
=

xi+1,j,k − xi,j,k

∆ξ
,

∂x

∂η
=

xi+1,j+1,k + xi,j+1,k − xi+1,j−1,k − xi,j−1,k

4∆η
,

∂x

∂ζ
=

xi+1,j,k+1 + xi,j,k+1 − xi+1,j,k−1 − xi,j,k−1

4∆ζ
,

∂y

∂ξ
=

yi+1,j,k − yi,j,k

∆ξ
,

∂y

∂η
=

yi+1,j+1,k + yi,j+1,k − yi+1,j−1,k − yi,j−1,k

4∆η
,

∂y

∂ζ
=

yi+1,j,k+1 + yi,j,k+1 − yi+1,j,k−1 − yi,j,k−1

4∆ζ
,

∂z

∂ξ
=

zi+1,j,k − zi,j,k

∆ξ
,

∂z

∂η
=

zi+1,j+1,k + zi,j+1,k − zi+1,j−1,k − zi,j−1,k

4∆η
,

∂z

∂ζ
=

zi+1,j,k+1 + zi,j,k+1 − zi+1,j,k−1 − zi,j,k−1

4∆ζ
.

Остальные метрические коэффициенты определяются с помощью условия
∣∣∣∣∣∣

xξ xη xζ

yξ yη yζ

zξ zη zζ

∣∣∣∣∣∣
×

∣∣∣∣∣∣

ξx ξy ξz

ηx ηy ηz

ζx ζy ζz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
.

4.9. Разработка комплекса универсальных программ. На основе
описанных выше численных методов разработана библиотека «гибких» уни-
версальных программ, позволяющая быстро осуществлять постановку задачи,
ее модификацию, аппроксимацию дифференциальных уравнений с помощью
различных разностных схем, решение нелинейных разностных уравнений
и различные методы решения линейных систем алгебраических уравнений,
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получаемых на итерации по нелинейности. Это сделало возможным эффек-
тивное использование этого программного комплекса исследователями, не
имеющими специальной подготовки в области численных методов. Все про-
граммы могут быть разделены на несколько основных блоков: аппроксимация
дифференциальных уравнений, решение нелинейных разностных уравнений,
решение линейных разностных уравнений, построение расчетной сетки для
областей сложной конфигурации. В библиотеке имеются также некоторые
вспомогательные блоки, отвечающие за распределение памяти и ресурсов
ЭВМ, за контроль ошибок, и ряд других.

Архитектура библиотеки универсальных программ представлена на
рис. 11.12. Стрелка, направленная от одного блока к другому (рис. 11.12),
показывает на обращение одной группы модулей к другой в процессе работы
программы.

Рис. 11.12. Архитектура библиотеки универсальных программ

Работа комплекса программ может быть представлена следующим образом.
Головная программа MAIN может быть написана как пользователем под свою
конкретную задачу, так и выбираться из уже существующих и реализованных
в библиотеке программ задач. «Динамическое» распределение памяти
организуется с помощью безымянного COMMON блока и поддерживается



330 Гл. 11. Теплообмен и структура течения у поверхности межпланетного зонда

группой служебных модулей MEM. . ., отвечающих за распределение
и контроль за переполнением оперативной памяти между различными
этапами работы программы. В результате вся используемая программой
память заказывается в головном модуле только один раз.

Группа модулей SET. . . отвечает за установку основных параметров вы-
числительного процесса: размерность задачи, число дифференциальных урав-
нений, тип граничных условий, число итераций, критерий окончания ите-
рационного процесса, шаблон аппроксимации, различные параметры метода
решения нелинейных разностных уравнений и систем линейных алгебраиче-
ских уравнений и т.д.

Группа модулей GRD. . . отвечает за построение расчетной сетки для
конкретной краевой задачи, сгущение узлов расчетной сетки в областях
с большими градиентами зависимых переменных задачи (см. раздел 7).

Группа модулей SDE. . . отвечает за решение нелинейных разностных
уравнений, возникающих при аппроксимации дифференциальных уравнений
на шаге по времени. В этих модулях реализован модифицированный метод
Ньютона–Рафсона, описанный в разделе 5.

Группа модулей ARC. . . осуществляет процедуру считывания-записи рас-
четных полей на жесткий диск; FIN. . . — служебные модули, осуществляю-
щие подготовку информации о ресурсах ЭВМ (времени CPU и оперативной
памяти), использованных при решении задачи.

Модули группы SDE. . . вызывают подпрограммы группы LEQ. . ., отвеча-
ющие за решение линейных систем алгебраических уравнений, получаемых
на итерации по нелинейности. В них реализованы прямые и итерационные
методы решения. В частности, наиболее активно используемым методом яв-
ляется итерационный метод обобщенных минимальных невязок GMRES(k)
с неполным LU разложением в качестве переобуславливателя (см. раздел 6).

Группа модулей CDS. . . отвечает за аппроксимацию дифференциальных
уравнений и граничных условий. В ней использован интегро-интерполяцион-
ный метод (метод конечного объема) аппроксимации уравнений, записанных
в дивергентной форме (см. раздел 3). Для аппроксимации вектора потока на
грани элементарной ячейки использованы линейные схемы типа центральных
разностей. Группа модулей JAC. . . отвечает за численное формирование мат-
рицы Якоби с применением процедуры конечных приращений.

Модули группы CDS. . . вызывают подпрограмму RIG. . ., в которой кон-
кретизирована решаемая задача (уравнения и граничные условия). В свою
очередь подпрограмма RIG. . ., создаваемая под конкретную задачу, может
вызывать подпрограммы группы GMT. . ., в которой рассчитываются метри-
ческие коэффициенты перехода от криволинейной системы координат в де-
картову (см. раздел 1), группы TVD. . ., в которой осуществляется проце-
дура построения монотонизированной разностной схемы (см. раздел 3) для
конвективной составляющей вектора потока, группы PHY . . ., отвечающей
за расчет коэффициентов переноса, теплофизические свойства компонентов
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смеси газа, скорости изменения компонентов смеси газа на основе закона
действующих масс и т.д.

Библиотека программ имеет необходимые служебные подпрограммы груп-
пы ERR. . ., позволяющие контролировать на всех уровнях выполнения про-
граммы возможную ошибку. При этом в случае возникновения ошибки на
каком-либо уровне происходит корректная остановка выполнения программы
с подробной диагностикой ошибки, как по ее содержанию, так и по месту
расположения внутри программы.

Высокая эффективность работы программ может достигаться за счет на-
стройки различных параметров. Пользователь может также написать свой
собственный алгоритм и соответствующие ему подпрограммы для того или
иного вычислительного этапа. В частности, к библиотеке программ могут
быть подключены другие большие библиотеки, в которых могут быть реа-
лизованы более быстрые и эффективные алгоритмы (библиотеки линейной
алгебры, и другие).

Как правило, для решения задачи с применением библиотеки программ
пользователю необходимо написать программу MAIN и подпрограмму RIGTH
по заданным правилам. При наличии определенных навыков на это уходит
максимум несколько часов, что свидетельствует о высокой эффективности
предлагаемого программного комплекса.

4.10. Исследование сходимости расчетных данных. Влияние числа
узлов расчетной сетки N × N (101 6 N 6 601) на точность определения
полей газодинамических переменных было подробно исследовано на примере
обтекания кругового цилиндра с изотермической поверхностью (Two = 0,5)
сверхзвуковым потоком при числе Маха M∞ = 5 для двух значений числа
Рейнольдса: ReR = 104 (ламинарная модель) и ReR = 106 (турбулентная
модель). При анализе погрешности расчета в качестве «точного» решения
использовались результаты расчетов при наибольшем числе узлов расчетной
сетки (см. табл. 11.2).

Характерные затраты оперативной памяти ПВЭМ и времени CPU при
решении задачи обтекания кругового цилиндра сверхзвуковым потоком при
числе Маха M∞ = 5 и числе Рейнольдса ReR = 104 (ламинарная модель)
представлены в таблице.

Результаты расчетов на основе уравнений Навье–Стокса показали, что
для области возмущенного течения перед цилиндром изменение парамет-
ра N проявляется в поведении газодинамических переменных в окрестности
головной ударной волны. Увеличение N приводит к лучшему разрешению
головной ударной волны, но практически не оказывает влияния на значения
газодинамических переменных в остальной части области течения. В качестве
примера на рис. 11.13, а показано влияние N на распределение температуры
на линии симметрии перед цилиндром.
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Та б л иц а 11.2. Параметры точки траектории ГЛА типа нижнеплан

Число узлов расчетной
сетки, N × N

Оперативная память для
решения задачи, Mb

Среднее время
установления на ПЭВМ
с CPU Pentium-III 1000

МГц, часы

51× 51 6 0,25

71× 71 11 0,5

101× 101 21 1,0

141× 141 39 2,0

201× 201 78 4,0

281× 281 141 8,0

401× 401 304 15

601× 601 665 30

Иная ситуация наблюдается для области возмущенного течения за кру-
говым цилиндром (ближний след): увеличение параметра N обуславливает
более точное разрешение тонкой структуры ближнего следа и как следствие
этого происходит уточнение полей газодинамических переменных. Сказанное
выше наглядно иллюстрируется распределением скорости на оси ближнего
следа (рис. 11.13, б).

При больших числах Рейнольдса, когда в поле возмущенного течения око-
ло цилиндра реализуются различные режимы движения газообразной среды,
имеем такую же картину: для потока на наветренной стороне увеличение
параметра N улучшает разрешение головной ударной волны имало влияет на
поля газодинамических переменных в остальной области течения. В ближнем

Рис. 11.13. Влияние числа узлов расчетной сетки N × N на распределения температуры T (а)
и скорости u (б) на линии симметрии перед и за круговым изотермическим (Two = 0,5)
цилиндром, соответственно, при числах M∞ = 5 и ReR = 104 (s = s◦/R — расстояние,

отсчитываемое от передней и задней критических точек соответственно)
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следе возрастание параметра N позволяет более аккуратно и надежно уста-
новить тонкую структуру поля течения и вследствие этого наблюдается
монотонная деформация полей газодинамических переменных с выходом на
«точное» решение по мере увеличения числа узлов расчетной сетки. Это
наглядно видно по распределениям на линии симметрии ближнего следа
температуры T и параметра турбулентности q (рис. 11.14).

Рис. 11.14. Влияние числа узлов расчетной сетки N × N на распределения температуры
T (а) и параметра турбулентности q (б) на линии симметрии за круговым изотермическим

(Two = 0,5) цилиндром при числах M∞ = 5 и ReR = 106, турбулентная модель

Рассмотрим теперь влияние параметра N на точность расчета местных
аэродинамических характеристик. Начнем с анализа точности расчета дав-
ления на поверхности цилиндра (напомним, что давление является одной из
искомых газодинамических переменных).

Изменения расчетных значений давления в передней и задней критиче-
ских точках кругового цилиндра в зависимости от параметра N показано
на рис. 11.15 (ламинарный поток) и подтверждают сделанные выше выводы.
В передней критической точке давление по мере увеличения числа узлов
изменяется немонотонно и случайно с относительной погрешностью менее
одного процента (см. рис. 11.16, а); это говорит о том, что расчетные
данные получены в пределах точности самого вычислительного процесса.

Рис. 11.15. Влияние числа узлов расчетной сетки N × N на давление в передней p1 (а)
и задней p2 (б) критических точках кругового изотермического (Two = 0,5) цилиндра при

числах M∞ = 5 и ReR = 104
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В задней критической точке на относительно грубой сетке давление
вычисляется с большой относительной погрешностью (порядка 38%),
а монотонность изменения давления по абсолютной величине имонотонное
уменьшение относительной погрешности его расчета с ростом параметра N
свидетельствуют о повышении точности моделирования тонкой структуры
ближнего следа.

Рис. 11.16. Относительная погрешность определения давления в передней p1 и задней p2

критических точках кругового изотермического (Two = 0,5) цилиндра в зависимости от числа
узлов расчетной сетки N × N при числе M∞ = 5:а — ReR = 104, ламинарная модель,

б — ReR = 106, турбулентная модель

При больших числах Рейнольдса картина в качественном отношении оста-
ется той же: в передней критической точке давление и относительная погреш-
ность его расчета (рис. 11.16, б) в зависимости от параметра N изменяются
немонотонным, случайным образом, а в задней критической точке — моно-
тонным образом.

В качестве аэродинамической характеристики, определение которой свя-
зано с расчетом производных от газодинамических переменных, рассмотрим
местный тепловой поток.

Поведение местного теплового потока в передней и задней критических
точках цилиндра при ламинарном режиме его обтекания в зависимости
от параметра N показано на рис. 11.17. В отличие от давления значения
теплового потока в обеих точках существенным образом зависят от числа уз-
лов расчетной сетки. При этом относительная погрешность расчета теплового
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Рис. 11.17. Влияние числа узлов расчетной сетки N × N на величину безразмерного теплового
потока (q = ∂T/∂n) в передней q1 (а) и задней q2 (б) критических точках кругового изотер-

мического (Two = 0,5) цилиндра при числах M∞ = 5 и ReR = 104

потока (рис. 11.18) на самой грубой сетке достаточно высокая — ≈ 18%

в передней и ≈ 40% в задней критических точках. При переходе к более

мелкой сетке погрешность расчета сначала остается на прежнем уровне,

а затем монотонно уменьшается с ростом N .

Рис. 11.18. Относительная погрешность определения теплового потока в передней q1 и задней
q2 критических точках кругового изотермического (Two = 0,5) цилиндра в зависимости от
числа узлов расчетной сетки N × N при числе M∞ = 5: а — ReR = 104, ламинарная модель,

б — ReR = 106, турбулентная модель
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Качественно аналогичная картина наблюдается и при больших числах
Рейнольдса. Отметим одну особенность, связанную с расчетом ближнего
следа. Поскольку при турбулентном течении в ближнем следе область от-
рывного течения менее развита по сравнению с ламинарным потоком, то для
корректной разрешимости структуры поля течения необходима существенно
более мелкая расчетная сетка. По этой причине монотонное уменьшение
погрешности расчета теплового потока в задней критической точке имеет
место при N > 100 для ламинарного течения (ReR = 104) и при N > 180 для
турбулентного течения (ReR = 106).

Влияние числа узлов расчетной сетки на точность определения местного
теплового потока на поверхности цилиндра показано на рис. 11.19, эти
данные подтверждают сделанные выше выводы.

Рис. 11.19. Влияние числа узлов расчетной сетки N × N на распределение относительного
теплового потока (q = ∂T/∂n) по поверхности кругового изотермического (Two = 0,5) цилин-

дра при числах M∞ = 5 и ReR = 104

5. Структура течения и теплообмен у поверхности модели № 1

5.1. Ламинарное течение. На рис. 11.20, а представлена теневая
фотография обтекания модели без балансировочных щитков азотом при
M∞ = 19,8. Отчетливо видна лишь головная ударная волна перед моделью.
Структуру течения в донной области не удается выявить из-за низкой плотно-
сти газа. Величина отхода головной ударной волны в потоке азота, определен-
ная по теневым фотографиям, соответствует течению совершенного газа с от-
ношением удельных теплоемкостей γ = 1,4. При обтекании углекислым газом
для области течения между головной волной и поверхностью модели получена
меньшая эффективная величина отношения теплоемкостей: γ ≈ 1,23.

На рис. 11.20, б приведено распределение теплового потока по лобовой
поверхности модели, обтекаемой азотом, при числах M∞ = 19,1 и Re∞,D ≈
≈ 0,71 × 105. Координата S отсчитывается от центра лобовой поверхности
вверх и отнесена к радиусу модели R. Локальный тепловой поток отнесен
к тепловому потоку, измеренному в центре лобовой поверхности в отсутствие
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Рис. 11.20. Обтекание азотом модели № 1 и распределение теплового потока по её лобовой
поверхности: а — M∞ = 19,8, Re∞,D = 2 · 105, б — M∞ = 19,1, Re∞,D = 0,71 · 105; 1 — без

щитков, 2 — с 3 щитками, 3 — граница, отделяющая лобовую поверхность от щитка

щитков. Линиям сопряжения лобовой поверхности с тыльной поверхностью
(«плечу» модели) соответствуют координаты S/R = 1,03 и −1,03. Видно,
что из-за присутствия щитков тепловой поток существенно уменьшается
почти на всей лобовой поверхности. Это происходит вследствие увеличения
габаритного размера модели и вызванного этим утолщения пограничного
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слоя. При этом сами щитки подвергаются интенсивному нагреву: тепловой

поток к поверхности центрального щитка достигает почти 70% от теплового

потока в передней критической точке модели без щитков и возрастает по мере

приближения к кромке щитка.

Распределение теплового потока в донной области модели без щитков при

M∞ = 19,8 и Re∞,D = 2× 105 приведено на рис. 11.21. Величины теплового

потока находятся в диапазоне от 0,1 до 1 Вт/см2. Закономерный характер

распределения теплового потока свидетельствует о том, что чувствительность

датчиков достаточна для измерения столь малых величин. На рис. 11.21

помечено положение центра тыльной поверхности (S/R = 2,69) и положение

задней кромки державки (S/R = 3,7). Видно, что распределение теплового

потока вблизи центра тыльной поверхности симметрично. Влияние державки

сказывается лишь при S/R > 3,3, т. е. на значительном расстоянии от центра

тыльной поверхности. На рис. 11.21 приведены также результаты численного

расчета теплообмена, выполненного С.Т. Суржиковым для ламинарной модели

течения [44]. Можно признать, что экспериментальные и расчетные величины

теплового потока согласуются удовлетворительно, если учесть сложность

течения. Это относится к тепловому потоку как вдали от задней критической

Рис. 11.21. Распределение теплового потока по тыльной поверхности модели № 1 при
M∞ = 19,8, Re∞,D = 2 · 105 (азот): 1 — эксперимент, 2 — экспериментальные точки, условно
перенесенные с нижней образующей (S/R > 2,69) на верхнюю (S/R < 2,69), 3 — расчет [44],

4 — ось модели, 5 — положение задней кромки державки
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Рис. 11.22. Результаты численного моделирования обтекания модели № 1 потоком азота при
M∞ = 19,8, Re∞,D = 2 · 105 [44]: а — линии постоянного значения скорости Vx = Vx/V∞,
б — линии постоянного значения скорости Vy = Vy/V∞, в — распределение числа Маха вдоль

оси симметрии (x = 0 соответствует тыльной поверхности модели)
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Рис. 11.23. Распределение относительного теплового потока в донной области модели № 1: а
— M∞ = 19,8, Re∞,D = 2 · 105, азот; б — M∞ = 12, Re∞,D = 2 · 105, СО2; в — M∞ = 8,

Re∞,D = 4 · 105, воздух; 1 — эксперимент, 2 — расчет [44]
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Рис. 11.24. Изменение максимальной относительной величины теплового потока в донной
области в зависимости от числа Маха: а — модель № 1, б — модель № 2

точки, так и в её окрестности, хотя в расчете пик теплового потока несколько
шире, чем в эксперименте.

Численное моделирование позволяет получить более детальную информа-
цию о течении, чем эксперимент. На рис. 11.22, а, б, в показаны результаты
численных расчетов обтекания модели азотом при числе M∞ = 19,8 при
условиях, в которых проводился эксперимент. На рис. 11.22, а представлено
поле продольной скорости Vx, на рис. 11.22, б — поле поперечной скорости Vy,
а на рис. 11.22, в — распределение числа Маха на осевой линии в следе
за моделью. По распределению скоростей можно представить следующую
картину течения в донной области: газ огибает без отрыва «плечо» модели,
но на небольшом расстоянии от него отрывается от поверхности обратного
конуса; образуется замкнутая отрывная область (ближний след), которая
простирается далеко вниз по потоку. В ближнем следе существует возвратное
течение, о чем свидетельствуют отрицательные значения скорости Vx. По рас-
пределению числа M можно определить положение точки нулевой скорости
(X ≈ 29 см). Эта точка приблизительно соответствует горлу следа за телом.
От неё газ течет обратно к задней точке торможения. Максимальная скорость
возвратного течения соответствует числу Маха M = 1,07. Натеканием до-
статочно высоконапорной возвратной струи на тыльную поверхность модели
вблизи оси симметрии объясняется образование там максимума теплообмена.
Длина ближнего следа от тыльной поверхности модели до точки нулевой
скорости равна приблизительно 1,7R, а от плеча модели — 3R.

Результаты измерений теплового потока в донной области, приведенные
на рис. 11.21 для азота при M = 19,8, а также аналогичные результаты изме-
рений для углекислого газа при M = 12 и в воздухе при M = 8 представлены
на рис. 11.23 в безразмерном виде. Как и везде в данной работе, локальный
тепловой поток отнесен к тепловому потоку, измеренному в тех же условиях



342 Гл. 11. Теплообмен и структура течения у поверхности межпланетного зонда

в лобовой критической точке. При M = 19,8 экспериментальное значение теп-
лового потока в задней критической точке составляет приблизительно 5,6%
от соответствующей величины в передней критической точке (q/q0 ≈ 0,056,
рис. 11.23, а). Численный расчет для ламинарного течения [44] дает несколь-
ко большее, но близкое значение: q/q0 ≈ 0,088. В углекислом газе при M = 12
получено приблизительно такое же значение максимального теплового потока
(q/q0 ≈ 0,072, рис. 11.23, б). Эти данные подтверждают ламинарный характер
течения в донной области в обоих случаях. Однако при M = 8 относительная
величина максимального теплового потока значительно больше (q/q0 ≈ 0,2,
рис. 11.23, в).

Рис. 11.25. Влияние щитков на теплообмен в донной области при α = 0: а — M∞ = 19,1,
Re∞,D = 0,71 · 105, б — M∞ = 12, Re∞,D = 2 · 105, СО2; 1 — без щитков, 2 — с тремя

щитками
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Рис. 11.26. Влияние угла атаки на теплообмен в донной области модели № 1 без щитков при
M∞ = 19,1, Re∞,D = 0,71 · 105: 1 — α = 0, 2 — α = 20◦

На рис. 11.24 нормированные максимальные величины теплового потока
в донной области представлены в зависимости от числа Маха. Эти данные
указывают на то, что при исследованных условиях число Маха и состав газа
оказывают слабое влияние на донное течение, по крайней мере, при M > 12.
Можно утверждать, что, начиная с некоторого числа Маха, в условиях лами-
нарного течения наступает гиперзвуковая стабилизация теплообмена в донной
области затупленного тела. О существовании гиперзвуковой стабилизации
обтекания лобовой поверхности тела известно давно. Точные решения и экс-
периментальные данные показывают, что аэродинамические коэффициенты
многих тел практически перестают изменяться уже при числах Маха порядка
3–4 ([45]). Распределение давления на лобовой поверхности тела стабили-
зируется при числе Маха больше 4 ([46]). Одновременно стабилизируется
распределение плотности и температуры, а, следовательно, — и коэффи-
циента теплоотдачи, если сохраняется ламинарное состояние пограничного
слоя. Приведенные данные указывают на то, при превышении некоторого
числа Маха наступает гиперзвуковая стабилизация теплообмена и на тыльной
поверхности тела. Однако согласно приведенным данным это происходит при
значительно большем числе Маха, чем на лобовой поверхности.

Присутствие щитков приводит к ослаблению теплообмена не только на
лобовой поверхности, но и в донной области. Это наблюдается как при
M = 19,1 в азоте (рис. 11.25, а), так и при меньшем числе Маха M = 12
в углекислом газе (рис. 11.25, б). Щитки оказывают большее влияние на
тепловой поток к тыльной поверхности модели, чем к её лобовой поверхности.

При обтекании модели под углом атаки сохраняется небольшое локальное
усиление теплообмена в окрестности точки симметрии тыльной поверхности.
Однако оно существенно меньше, чем при α = 0, и не определяет максималь-
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ный нагрев тыльной поверхности (рис. 11.26). Несимметричность обтекания
приводит к усилению нагрева всей наветренной поверхности обратного кону-
са. При α = 20◦ относительная величина теплового потока на наветренной
образующей достигает приблизительно такого же значения, как в задней
точке торможения при α = 0 : q/q0 ≈ 0,06. В то же время на подветренной
образующей (при S/R > 2,7) тепловой поток при α = 20◦ меньше, чем при
α = 0 (рис. 11.26). При α = 20◦ в задней точке торможения сохраняется
локальный максимум теплового потока.

5.2. Переходное и турбулентное течение. Влияние ламинарно-турбу-
лентного перехода на течение и теплообмен в донной области исследовалось
в аэродинамической трубе УТ–1М при числах M∞ = 8 и 6 путем варьирова-
ния числа Рейнольдса.

При M = 8 использовался также турбулизатор. В качестве турбулизатора
использовались два проволочных кольца диаметром 0,2 мм. Они приварива-
лись к лобовой поверхности модели вблизи её плеча, где локальное число
Рейнольдса (по расстоянию от точки торможения) достигает максимального
значения. Модель с турбулизатором испытывалась без щитков при нулевом
угле атаки. На рис. 11.27 представлены экспериментальные распределения
q/q0 в донной области для двух значений числа Рейнольдса при наличии
и отсутствии турбулизатора. При меньшем числе Рейнольдса Re∞,D ≈ 4× 105

(рис. 11.27, а) в отсутствие турбулизатора тепловой поток в задней точке
торможения составляет около 20% от теплового потока в лобовой точке
торможения, а при наличии турбулизатора он превышает тепловой поток
в этой точке. Турбулизация течения приводит к усилению теплообмена на
всей поверхности обратного конуса.

При большем числе Рейнольдса Re∞,D≈106 (рис. 11.27, б) тепловой поток
в окрестности задней критической точки имеет тот же порядок, что и в перед-
ней критической точке даже в отсутствие турбулизатора. Турбулизатор практи-
чески не влияет на теплообмен на всей поверхности обратного конуса. Это озна-
чает, что при Re∞,D ≈106 происходит естественный ламинарно-турбулентный
переход в донном течении. Распределение теплового потока, полученное путем
численного моделирования для Re∞,D ≈ 106, (рис. 11.27, б) в основном адек-
ватно отражает экспериментальное распределение, но на боковой поверхности
обратного конуса расчетный тепловой поток заметно ниже экспериментального,
а в окрестности задней критической точки — несколько выше.

На рис. 11.28 приведены зависимости максимального значения отно-
сительного теплового потока в окрестности задней критической точки от
числа Рейнольдса при наличии турбулизатора и без него. На основании
этих данных можно заключить, что при числе M∞ = 8 естественный
ламинарно-турбулентный переход в донном течении начинается приблизи-
тельно при числе Рейнольдса Re∞,D ≈ 4× 105, а заканчивается, когда число
Рейнольдса приближается к значению Re∞,D ≈ 6 × 105. В переходной об-
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Рис. 11.27. Влияние турбулизатора на теплообмен в донной области модели № 1 при M∞ = 8:
а — Re∞,D = 0,4 · 106, б — Re∞,D = 1 · 106; 1 — без турбулизатора, 2 — с турбулизатором,

3 — расчет с учетом турбулентности

ласти с увеличением числа Рейнольдса относительный тепловой поток q/q0
возрастает от 0,2 до 1,0.

На рис. 11.29 приведены экспериментальные данные по ламинарно-турбу-

лентному переходу в следе за сферой, острыми и затупленными конусами,

клином и цилиндром [47]. Результаты представлены в виде зависимости

приведенного числа Рейнольдса Re∗ от числа Маха набегающего потока M∞,

причем Re∗ = Re∆X(M∞/Me)2, Re∆X — число Рейнольдса, вычисленное

по расстоянию ∆X от кормы тела до точки конца перехода, Me — местное

число Маха на внешней границе пограничного слоя перед точкой отрыва.

Согласно численным расчетам обтекания модели № 1 Me ≈ 1,5. Из рис. 11.29
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Рис. 11.28. Влияние числа Рейнольдса на максимальную относительную величину теплового
потока в донной области модели № 1 при M∞ = 8: 1 — без турбулизатора, 2 — с турбулиза-

тором

следует, что данные для перехода в следе за моделью № 1 попадают в коридор

разброса данных для тел другой формы.
При M = 6 также получены данные, свидетельствующие о естествен-

ном переходе донного течения из ламинарного состояния в турбулентное
(рис. 11.30): при Re∞,D = 1,8× 105 максимальный тепловой поток в донной

области составляет около 0,4 от теплового потока в лобовой точке торможе-
ния, при Re∞,D = 6,7 × 105 он резко возрастает до уровня, превышающего
тепловой поток в лобовой точке (до qm/qo ≈ 1,1), а при дальнейшем увеличе-
нии числа Рейнольдса медленно убывает.

Рис. 11.29. Влияние числа Маха на число Рейнольдса перехода в следе за телами разной
формы: 1 — граничные значения числа Рейнольдса [47], 2 — число Рейнольдса перехода

в следе модели № 1
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Примечательно, что при увеличении числа Рейнольдса более, чем в два

раза, (от 6,7 × 105 до 16,3 × 105) относительная величина теплового потока

почти на всей донной поверхности изменяется слабо (рис. 11.30), т. е. теп-

ловой поток при турбулентном донном течении изменяется пропорционально

Рис. 11.30. Влияние числа Рейнольдса на относительный тепловой поток в донной области
модели № 1 при M∞ = 6 (воздух); Re∞,D · 10−6: 1 — 0,18, 2 — 0,67, 3 — 1,16, 4 — 1,63

тепловому потоку в лобовой критической точке. Это означает, что относи-

тельная толщина пограничного слоя в донной области (отнесенная к ха-

рактерному размеру модели) изменяется пропорционально Re−1/2, как при

ламинарном течении. Однако тепловой поток при этом значительно больше,

чем при ламинарном течении из-за проникания турбулентных пульсаций в по-

граничный слой. Наблюдаемое течение сходно с ламинарным течением газа

с повышенной вязкостью. Аналогичный эффект наблюдается при обтекании

тел турбулентной струей (см. например [48]).

Обтекание модели № 1 было исследовано численно с учетом турбулент-

ности потока при максимальном для данных опытов числе Re∞,D = 16× 105

(рис. 11.31). Рис. 11.31, а дает представление об уровне значений числа

Маха за головной ударной волной: здесь чем больше степень почернения,

тем меньше число Маха. На рис. 11.31, а показаны также вектора скорости

и выделена линия нулевого значения продольной скорости (U = 0), которая

может рассматриваться как граница зоны отрыва. На рис. 11.31, б дано

осевое распределение числа Маха в следе за моделью. Как и при ламинарном

течении (рис. 11.22, в), обратный поток разгоняется перед тыльной поверх-

ностью модели до скорости близкой к скорости звука. При большом числе

Рейнольдса поток отрывается от поверхности тела непосредственно на линии

сопряжения лобовой и тыльной поверхностей (у плеча модели, рис. 11.31, а).

Длина зоны отрыва от тыльной поверхности до точки нулевой скорости равна
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Рис. 11.31. Результаты численного моделирования обтекания модели № 1 при M∞ = 6,
Re∞,D = 1,6 · 106: а — поле числа M с векторами скорости и изолинией U = 0, б — число M

на линии симметрии за моделью

16,9 см, или 2,3R, а от плеча — L = 3,6R, т. е. значительно меньше, чем при

ламинарном течении и значительно большем числе Маха (L = 5,2R).

На рис. 11.32 расчетное распределение нормированного теплового потока

по тыльной поверхности сопоставлено с экспериментальным распределением.

Расчет, как и эксперимент, указывает на чрезвычайно высокую интенсив-

ность теплообмена в донной области при турбулентном течении: величина

максимального теплового потока в донной области близка к величине теп-

лового потока в лобовой критической точке. Однако имеются существенные

количественные расхождения: на поверхности обратного конуса расчетный

тепловой поток ниже экспериментального, а в узкой окрестности задней

критической точки наоборот выше его.

Следует отметить еще одно отличие расчетных данных от эксперимен-

тальных: согласно расчету максимум находится на оси модели, в точке

S/R = 2,69; в эксперименте максимальное значение q/q0 наблюдается в этой

же точке лишь при ламинарном течении, а при турбулентном течении он
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Рис. 11.32. Распределение относительного теплового потока в донной области модели № 1 при
M∞ = 6, Re∞,D = 1,6 · 106: 1 — эксперимент, 2 — расчет

смещается на некоторое удаление от оси, в точку S/R = 2,68. Обращает
на себя внимание также нерегулярность экспериментального распределения
теплового потока при турбулентном течении, что может быть следствием
нестационарности турбулентного донного течения.

Можно указать на две причины, из-за которых при описываемых экспе-
риментах уровень теплового потока в окрестности задней точки торможения
близок к уровню теплового потока в окрестности лобовой точки торможения,
несмотря на большую разреженность газа позади затупленного тела:

1) на лобовую поверхность натекает ламинарный поток, в то время как
на тыльную поверхность набегает турбулентный поток с высоким уровнем
пульсаций;

2) радиус кривизны тыльной поверхности (r = 12мм) в 6,25 раз меньше
радиуса модели (75мм), вследствие чего градиент скорости в задней кри-
тической точке значительно больше, чем в лобовой критической точке при
одинаковой скорости набегающего потока.

При M = 6, как и при M = 19,1, исследовалось влияние щитков на
теплообмен (рис. 11.33). Их влияние на распределение теплового потока по
лобовой поверхности при M = 6 (рис. 11.33, а) оказалось в основном таким
же, как при описанных выше экспериментах: в присутствии щитков тепловой
поток на лобовой поверхности уменьшается, причем этот эффект усиливается
с увеличением количества щитков. При наличии 3-х щитков тепловой поток
в окрестности точки торможения уменьшается приблизительно на 14% как
при M = 6, так и при M = 19,1. Отличие наблюдается лишь в нагреве
самих щитков: при M = 6 тепловой поток на поверхности щитка больше, чем
в прилегающей части лобовой поверхности модели; с приближением к кромке
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Рис. 11.33. Влияние щитков на распределение относительного теплового потока по лобовой
(а) и донной (б) поверхностям модели № 1 при M∞ = 6, Re∞,D = 1,6 · 106: 1 — без щитков,
2 — с одним щитком, 3 — с тремя щитками, 4 — граница, отделяющая лобовую поверхность

от щитка

щитка тепловой поток повышается до уровня, превышающего тепловой поток

в точке торможения. Большее усиление теплообмена у кромки щитка при

M = 6 по сравнению с M = 19,1 вызвано главным образом увеличением числа

Рейнольдса и соответствующим утончением пограничного слоя.

На теплообмен в донной области щитки влияют по-разному, в зависимости

от характера донного течения. При турбулентном течении щитки усиливают

теплообмен в донной области (рис. 11.33, б). Это происходит, вероятно, из-за

усиления турбулизации потока. При ламинарном течении, как уже отмеча-

лось, щитки ослабляют теплообмен в донной области, как и на лобовой
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поверхности, из-за увеличения характерного размера модели и соответствую-
щего утолщения пограничного слоя и слоя смешения на границе зоны отрыва,

6. Структура течения и теплообмен у поверхности модели № 2

6.1. Теплообмен. На рис. 11.34 приведена теневая фотография обтека-
ния модели № 2 углекислым газом при M∞ = 12. Отход волны от лобовой
поверхности составляет 0,054R. Численное моделирование течения позволило
определить значения параметров потока CO2, набегающего на модель:

U∞=1907м/с, ρ∞=1,03× 10−3кг/м3, T∞=110K, P∞=ρRT/µ=21,4Па,

γ = (cp/cv) = 1,21, M∞ = 12,07, Re∞,1м = 2,8× 105.

Экспериментальное распределение теплового потока по поверхности лобо-
вого щита при M∞ = 19,8 и Re∞, D = 0,16× 106 сопоставлено на рис. 11.35

Рис. 11.34. Теневая фотография
течения углекислого газа вбли-
зи модели № 2 при M∞ = 12,

Re∞,D = 1,6 · 106

с результатами расчетов. Можно констатиро-
вать удовлетворительное согласование экспери-
ментальных и расчетных данных.

Распределение нормированного теплового по-
тока в донной области показано на рис. 11.36.
Сплошными вертикальными линиями разделе-
ны разные участки тыльной поверхности моде-
ли. Обращают на себя внимание низкие уровни
теплового потока при M∞ = 12 и 19,8. Так,
на донной поверхности лобового щита и боко-
вой поверхности цилиндра тепловой поток при
M∞ = 12 и 19,8 не превышает 0,3% от величины
теплового потока в передней критической точке.
Только в окрестности задней точки торможе-
ния тепловой поток в этих условиях повышается
до 1,4%. При этом максимум теплового потока
несколько смещен вверх относительно геометри-
ческой оси цилиндра. Это может быть следстви-
ем высокой чувствительности обратного течения
внутри зоны отрыва к небольшим нарушениям
соосности модели с направлением невозмущен-
ного потока.

На приведенном выше рис. 11.24 показано
изменение максимальной относительной величины теплового потока в донной
области модели № 2 в зависимости от числа Маха. Как и в случае модели
№ 1, наблюдается стабилизация величины qm/qo при числах Маха M > 12.

На рис. 11.37 представлены результаты численного моделирования ла-
минарного донного течения азота позади модели № 2 при M∞ = 19,8
и Re∞,D = 0,16 × 106. На рис. 11.37, а длина штрихов пропорциональна
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Рис. 11.35. Распределение теплового потока по лобовой поверхности модели № 2 при
M∞ = 19,8, Re∞,D = 1,6 · 105, азот: 1 — эксперимент, 2 — расчет

Рис. 11.36. Распределение относительного теплового потока по тыльной поверхности модели
№ 2 при различных условиях: 1 — M∞ = 8, Re∞,D = 2,57 · 105, воздух; 2 — M∞ = 12,
Re∞,D = 1,6 · 106, СО2; 3 — M∞ = 19,8, Re∞,D = 2 · 105, N2. Участки тыльной поверхности:
I — донная поверхность лобового щита, II — боковая поверхность цилиндра, III — задняя

торцевая поверхность цилиндра

величине продольной скорости Ux. Здесь показаны также вектора скорости U

и линия U = 0, ограничивающая область глобального отрыва c возвратным
течением. Внутри зоны глобального отрыва формируется локальная зона
вторичного отрыва, внутри которой существует циркуляционное течение. Еще
одна зона локального отрыва образуется на донной поверхности лобового
щита вблизи плеча модели. Однако величины скорости внутри локальных
зон и на их внешних границах незначительны, и эти зоны слабо влия-
ют на теплообмен. Граница зоны глобального отрыва проходит далеко от
поверхности цилиндрического контейнера полезного груза из-за его малых
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Рис. 11.37. Структура течения и распределение теплового потока по тыльной поверхности
модели №2, обтекаемой азотом, при M∞ = 19,8, Re∞,D = 1,6 · 105: а — поле продольной ско-
рости с линиями U = 0 и векторной диаграммой полной скорости, расчет; б — распределение
относительной величины теплового потока в донной области, 1 — эксперимент, 2 — расчет

размеров. Благодаря этому на поверхности цилиндра не происходит усиление
теплообмена, характерное для зон присоединения оторвавшегося потока. На
рис. 11.37, б результаты расчета для того же варианта течения сопоставлены
с экспериментальными данными. На большей части донной поверхности моде-
ли результаты расчета согласуются с экспериментальными данными. Однако
на торцевой поверхности цилиндра расчетный тепловой поток превышает
экспериментальный почти в 4 раза (аналогичные результаты получены для
других вариантов течения). Это указывает на не преодоленные пока трудно-
сти расчета отрывного течения.

12 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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6.2. Длина зоны отрыва. Для определения длины зоны отрыва по
результатам измерения давления торможения был изготовлен T -образный
насадок, схематически изображенный на рис. 11.38. Насадок устанавливается
в трубе УТ-1М за моделью № 2 на её оси таким образом, что переднее
приемное отверстие направлено навстречу невозмущенному потоку, а заднее
— в противоположном направлении. Насадок можно передвигать в гори-
зонтальном направлении и устанавливать на любом удалении от тыльной
поверхности модели X > 38,5 мм.

Рис. 11.38. Схема установки T -образного насадка в следе за моделью № 2

Показания обоих приемников представлены на рис. 11.39 в зависимо-
сти от координаты X. В точке X0 = 103мм показания обоих преемни-
ков практически совпадают. При X > X0 показания переднего приемника
больше показаний заднего приемника, причем по мере удаления от модели
разница возрастает. Это означает, что при X > X0 локальное направле-
ние скорости совпадает с направлением невозмущенного потока и по мере
увеличения X скорость растет. При X < X0 показания заднего датчика
несколько ниже показаний переднего датчика, причем различие этих пока-
заний мало. Это означает, что при X < X0 локальная скорость мала по
сравнению со скоростью невозмущенного потока и направлена навстречу
ему. Точка X0 = 103мм является границей зоны отрыва (ближнего следа),
т. е. относительная длина зоны отрыва от тыльной поверхности цилиндра до
точки нулевой скорости X0/R ≈ 1,72 (соответственно, от плеча модели, где
отрывается поток, X ′

0/R ≈ 2,3).
Длина зоны отрыва, определенная в результате численного моделиро-

вания течения при тех же условиях, существенно больше: X ′
0 = 163мм,

X ′
0/R ≈ 2,72. Это расхождение, так же как и расхождение в величине

максимального теплового потока на донной торцевой поверхности моде-
ли, связано, вероятно, с погрешностями численного моделирования течения
в конце зоны отрыва (в окрестности точки ветвления линии тока).
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Рис. 11.39. Результаты измерений давления T -образным насадком в следе за моделью № 2
при M∞ = 8, Re∞,D = 2,57 · 105: 1 — передний приемник, 2 — задний приемник

Длина зоны отрыва при ламинарном течении была оценена также на осно-
ве теории Чепмена–Корста [49, 50]. Основное допущение этой теории состоит
в том, что при стационарном течении полное давление газа на разделяющей
линии тока равно статическому давлению за точкой ветвления потока (за
критической точкой), замыкающей зону отрыва (цитируется по [51]). По-
следующее экспериментальное исследование [52] показало, что повышение
статического давления продолжается и позади критической точки, т. е. пол-
ное давление на разделяющей линии тока должно быть несколько меньше,
чем статическое давление в конце течения сжатия. Статическое давление
в критической точке PR вычислялось по эмпирической формуле [51, 52]:

PR = 0,65P1 + 0,35P2

где P1 — давление в зоне отрыва (и на разделяющей линии тока), а P2 — дав-
ление в конце области сжатия. Полное давление на разделяющей линии тока
приравнивалось давлению PR. Кроме того, делались следующие допущения:

1) давление на лобовой поверхности модели может быть рассчитано по
формуле Ньютона; при этом звуковая точка располагается на участке лобовой
поверхности, наклоненном под углом 49,6◦ к направлению невозмущенного
потока;

2) от звуковой точки газ расширяется изэнтропически до давления P1,
сжатие газа от давления P1 до давления P2 осуществляется в косом скачке
уплотнения (использовались соотношения для двумерных течений);

3) относительная скорость газа на разделяющей линии тока Ud = 0,597;
4) толщина пограничного слоя на линии отрыва слабо влияет на харак-

теристики слоя смешения в зоне присоединения, т. к. длина линии тока от
лобовой критической точки до линии отрыва существенно меньше длины
разделяющей линии тока;

12*
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5) при расчете неадиабатических течений (при обтекании холодной
поверхности) использовалось дополнительное предположение о том, что
распределение температуры торможения в слое смешения подобно распреде-
лению скорости.

Расчет дал следующий результат: для течения без теплообмена (Tw/T0 = 1)
осевая протяженность зоны отрыва L равна 2,14R, что несколько мень-
ше экспериментального значения L = 2,3R. Для течения с теплообменом
(Tw/T0 = 0,36) получена на 33% меньшая величина, чем при Tw/T0 = 1.

В работе [53] исследовано влияние температурного фактора (отношения
Tw/T0) на длину зоны отрыва, которая формируется при сверхзвуковом обте-
кании вогнутого угла. Показано, что с уменьшением температурного фактора
зона отрыва существенно сокращается. Так, при отклонении потока на 20◦

уменьшение температурного фактора от 1 до 0,3 приводит к укорочению
зоны отрыва на 25%. Однако, есть основания предполагать, что на длину
донной зоны отрыва температурный фактор влияет слабее, чем на длину
пристеночной зоны отрыва. Действительно, численное моделирование обтека-
ния модели № 2 показало, что температура торможения слабо изменяется по
длине следа и при температурном факторе Tw/T0 = 0,36 для относительной
температуры торможения в следе получено: Tb/T0 = 0,61. Введение Tb/T0

вместо Tw/T0 ослабляет влияние температурного фактора на расчетную длину
зоны отрыва: при Tb/T0 = 0,61 получено L = 1,8R, что на 22% меньше
экспериментальной величины.

7. Сравнение конфигураций № 1 и 2

В таблице 11.3 сопоставлены результаты измерений максимальных вели-
чин теплового потока на моделях № 1 и № 2 в одинаковых условиях. Здесь
q0 — тепловой поток в лобовой критической точке, а qm — тепловой поток
в задней точке торможения. Сравнивая величины q0, необходимо учитывать,
что диаметр модели № 2 на 20% меньше диаметра модели № 1. Это приводит
к увеличению теплового потока в лобовой критической точке на 9,5%. Остав-
шаяся разница в 34% обусловлена отличиями формы лобовой поверхности:
радиус кривизны лобовой поверхности в окрестности оси симметрии у моде-
ли № 2 значительно меньше, чем у модели № 1.

Относительная величина максимального теплового потока в донной об-
ласти на модели № 2 при всех исследованных условиях в 4–5 раз меньше,
чем на модели № 1. Можно указать на несколько возможных причин этого
различия:

1) у модели № 2 радиус кормовой части равен 0,16R, а у модели № 1 —
0,47R;

2) кормовая часть модели № 1 имеет полусферическую форму, а модели
№ 2 — плоскую форму;
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Т а б л иц а 11.3. Параметры точки траектории ГЛА типа нижнеплан

M∞=12, CO2 M∞ = 19,8, N2 M∞ = 8, воздух

№мо-
дели

q0,
Вт/см2

qm,
Вт/см2 qm/q0

q0,
Вт/см2

qm,
Вт/см2 qm/q0

q0,
Вт/см2

qm,
Вт/см2 qm/q0

1 12,44 0,89 0,0713 16,93 0,94 0,0557

2 18,64 0,28 0,0150 25,18 0,35 0,0140 5,39 0,13 0,024

3) осевая протяженность кормовой части от плеча у модели № 2 равна
лишь 0,59R, а у модели № 1 — 1,3R, т. е. кормовая часть модели № 2
глубже «утоплена» в зону отрыва, чем у модели № 1. Влияние первых
двух факторов может быть оценено количественно: первый фактор уменьшает
тепловой поток приблизительно в 1,7 раза, а второй фактор — в 2 раза. В то
же время объем конического контейнера модели № 1 приблизительно в 3,5
раза больше объема цилиндрического контейнера модели № 2. Изложенные
в разделе 6.2 результаты исследования размеров ближнего следа указывают
на возможность увеличения размеров контейнера полезного груза без суще-
ственного усиления его нагрева.

Заключение

Методика численного анализа нестационарных двух- и трехмерных урав-
нений Навье–Стокса и Рейнольдса, разработанная и реализованная в виде
комплексе программ, обладает большой универсальностью и позволяет прово-
дить исследования разнообразных газодинамических задач с использованием
различных моделей движущейся газовой среды. Проведенные методические
расчеты позволяют выбрать оптимальные управляющие параметры численно-
го алгоритма и оптимизировать вычислительный процесс; благодаря этому
достигается высокая эффективность метода, что позволяет проводить систе-
матические расчеты на современных персональных компьютерах.

Численное моделирование в основном адекватно описывает осесимметрич-
ное течение и теплообмен в донной области исследованных тел, но в некото-
рых случаях дает существенно большие величины максимального теплового
потока, чем эксперимент.

Проведено экспериментальное исследование гиперзвукового обтекания
и нагрева двух моделей межпланетного зонда, отличающихся главным обра-
зом формой тыльной поверхности, моделирующей контейнер полезного груза,
в диапазоне значений числа Маха от 6 до 20 и числа Рейнольдса Re∞,D от
0,7× 105 до 16× 105.

Благодаря креплению модели на тонкой боковой державке удалось из-
мерить распределение теплового потока по тыльной поверхности модели,
включая окрестность задней точки торможения, где при симметричном
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обтекании (при α = 0) локальный тепловой поток достигает максимального
значения.

При ламинарном течении в донной области относительная величина мак-
симального теплового потока к тыльной поверхности qm/q0 уменьшается
с увеличением числа Маха до M ≈ 12, а при дальнейшем увеличении M

остается практически постоянной. Таким образом, экспериментально подтвер-
ждено, что существует гиперзвуковая стабилизация теплообмена у донной
поверхности затупленного тела и что она наступает при существенно большем
значении числа Маха, чем стабилизация теплообмена на лобовой поверхности
аналогичного тела.

При M > 12 и α = 0 максимальная величина теплового потока в донной
области составляет 0,015–0,08 от величины теплового потока в лобовой точке
торможения, причем большие значения соответствуют меньшему радиусу
кривизны тыльной поверхности тела.

При обтекании под углом атаки максимум теплового потока перемещается
на наветренную поверхность тыльной части тела, и при α ≈ 20◦ тепловой
поток на наветренной части тыльной поверхности приближается к уровню
теплового потока в задней точке торможения при α = 0,.

Длина глобальной зоны отрыва (ближнего следа) при ламинарном тече-
нии и M = 8 составляет приблизительно 2,3R (R — радиус модели). Этот
результат может быть использован при определении максимальных размеров
контейнера полезного груза, приемлемых из условия ограничения его нагрева.

Ламинарно-турбулентный переход в донном течении начинается при чис-
ле Рейнольдса Re∞,D ≈ 0,4 · 106 и заканчивается при Re∞,D ≈ 0,6 · 106
(M = 6–8). В результате ламинарно-турбулентного перехода теплообмен
в донной области резко усиливается.

При турбулентном донном течении величина теплового потока в донной
области соизмерима с величиной теплового потока в лобовой точке торможе-
ния. Численное моделирование течения с учетом турбулентности дает такой
же результат.

Авторы благодарят И.В. Струминскую за участие в испытаниях модели
№ 2 и анализе экспериментальных данных по этой модели, а Н.А. Ковале-
ву — за помощь в подготовке рукописи к публикации.
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МЕТОДОЛОГИЯ ФОРМИРОВАНИЯ НАВЕТРЕННОЙ

ПОВЕРХНОСТИ ВОЗВРАЩАЕМОГО С ОРБИТЫ АППАРАТА

КРЫЛАТОГО ТИПА С ПОНИЖЕННЫМ ТЕПЛОВЫМ

ВОЗДЕЙСТВИЕМ

А.В. Белошицкий, А.А. Дядькин, С. В. Журин
ОАО Ракетно-космическая корпорация «Энергия» имени С.П. Королева

Расширенное присутствие человека в космосе, прогнозируемое на бли-
жайшие десятилетия, требует создания новых транспортных пилотируемых
систем, которые сочетают в себе комфорт и многоразовость системы «Space
Shuttle» с надежностью и относительно низкой стоимостью системы «Союз».
В соответствии с современными представлениями размер возвращаемого ап-
парата перспективного многоразового пилотируемого корабля должен быть
меньше ОК «Space Shuttle» в ∼ 5 раз.

Анализ показывает, что в наибольшей степени этим требованиям удо-
влетворяет аппарат, проходящий участок аэродинамического нагрева с до-
статочно большим аэродинамическим качеством, обеспечивающим требуемую
боковую дальность, приемлемые для экипажа перегрузки и допустимые для
многоразовых теплозащитных материалов тепловые воздействия. При этом
аппарат должен обладать аэродинамическими и баллистическими характери-
стиками, позволяющими совершать посадку на аэродром без использования
двигателей, аналогично «Бурану» или ОК «Space Shuttle».

Применение для решения этой задачи аэродинамических компоновок ап-
паратов, основанных на масштабировании ОК типа «Буран» с различными
вариациями, сталкивается с проблемой повышенного аэродинамического на-
грева теплонагруженных элементов конструкции- носового затупления и осо-
бенно кромок и наветренных поверхностей крыльев, поскольку уменьшение
характерных размеров аппарата в 5 раз приводит к возрастанию удельных
тепловых потоков в ∼ 2,2 раза и увеличению максимальных температур
кромок крыльев на ∼ 400 ◦C. В результате температура теплозащитного
покрытия достигает значения ∼ 2000 ◦C, что недопустимо как для совре-
менных многоразовых теплозащитных материалов, так и материалов ближай-
шей перспективы. Использование в этих зонах теплозащитных материалов
абляционного типа проблематично, поскольку изменение внешних обводов
в результате термодеструкции и линейного уноса теплозащиты, а также уве-
личение шероховатости поверхности может привести к заметному изменению
аэродинамических характеристик аппарата.
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Процесс аэродинамического торможения и спуска крылатого аппарата,
входящего в атмосферу, имеет особенность, которую можно использовать для
решения проблемы аэродинамического нагрева наветренных кромок крыльев.
Особенность эта заключается в том, что участок траектории с гиперзвуко-
выми скоростями, на котором реализуются максимальные тепловые потоки,
крылатый аппарат проходит при углах атаки 30 град. и выше. Это позволяет
формировать на гиперзвуковом режиме обтекание кромки крыла без образо-
вания на ней линии растекания потока и, тем самым, добиться значительного
снижения теплового потока.

Для использования описанного свойства разработан принцип интеграции
стреловидного крыла с носовой частью гиперзвукового летательного аппарата,
который обеспечивает обтекание наветренной кромки крыла без образования
на ней линии растекания при достаточно больших углах атаки на гиперзву-
ковом режиме и классическое обтекание крыла при умеренных углах атаки
на дозвуковом режиме [1].

Этот принцип основан на отклонении набегающего потока в ударном слое
около носовой части аппарата в боковом направлении с последующим его
натеканием на нижнюю поверхность стреловидного крыла, установленного по
схеме средне- или высокоплана. Выбором соответствующей формы и размеров
носовой части, угла стреловидности крыла и плавного перехода от фюзеляжа
к крылу формируется требуемое обтекание кромки крыла. Вид концептуаль-
ной модели и структура линий тока приведены на рис. 12.1, 12.2. Расчет
течения [1] с использованием CFD (программного комплекса Aeroshape-3D
[2]), показывает, что пограничный слой, обтекающий кромку крыла, начинает
формироваться в плоскости симметрии носовой части аппарата и развивается
вдоль линий тока, имеющих значительную протяженность. Следовательно,
характерный размер течения, принимаемый в расчетах теплообмена, в этом

Рис. 12.1. Вид концептуальной модели
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случае будет значительно больше, чем при классическом обтекании кромки
крыла, что соответствующим образом приводит к снижению величины тепло-
вого потока.

Рис. 12.2. Структура линий тока около концептуальной модели

Расчет теплообмена показал, что в рассматриваемой геометрии величины
ламинарных тепловых потоков к кромке крыла более чем в полтора раза
ниже, чем к критической точке носового затупления и в два раза ниже, чем
к кромке крыла в традиционной схеме с нижним расположением крыла.

Описанный выше подход для выбора формы носовой части аппарата ис-
пользован для создания аэродинамического облика аппарата, входящего в ат-
мосферу с орбитальной скоростью и совершающего горизонтальную посадку
на аэродром.

Предложенная аэродинамическая компоновка представлена на рис. 12.3.

Рис. 12.3. Аэродинамическая компоновка

Расчетные исследования аэродинамических характеристик аппарата про-
ведены с использованием CFD (программных комплексов Flow Vision [3]
и Aeroshape-3D). Результаты расчетов, приведенные на рис. 12.4, показали,
что разработанная компоновка обладает достаточно высоким гиперзвуковым
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аэродинамическим качеством К ∼ 1,2 при угле атаки 30◦, аэродинамиче-
ским качеством К ∼ 4,0 на посадочных скоростях при угле атаки ∼ 10◦,
и моментными характеристиками по тангажу, позволяющими обеспечить
балансировку аппарата как на гиперзвуковых режимах полета при углах
атаки ∼ 30◦, так и на дозвуковых скоростях при углах атаки ∼ 5◦ за счет
отклонения балансировочного щитка и соответствующего выбора положения
центра масс(yцм < 0).

Рис. 12.4. Зависимости аэродинамического коэффициента качества K и коэффициента момен-
та тангажа mz от угла атаки

Распределения равновесно-радиационных температур по наветренной по-
верхности аппарата, полученные в рамках системы уравнений Навье–Стокса,
с учетом процессов неравновесности потока и величин скоростей реакций
на поверхности ТЗП, (см. гл. 10,) на участках траектории максимального
аэродинамического нагрева, приведены на рис. 12.5 для ламинарного режима
обтекания. Приведенные данные показывают, что разработанная компоновка
обеспечивает нагрев наветренных кромок крыльев не выше, чем нагрев носо-
вого затупления аппарата.

Полученный результат стал возможным в результате отказа от естествен-
ного негласного постулата — наветренная поверхность ВА должна быть вы-
полнена в виде гладкого монотонного профиля, исключающего возможность
появления отрывных зон, зон сжатия потока и линий растекания для исклю-
чения возможности ранней турбулизации и интенсификации теплообмена на
самой большой теплонапряженной поверхности аппарата.

Представленная концепция содержит протяженные зоны разворота по-
тока в поверхностях сжатия в носовой части, и немонотонности профиля
в средней и хвостовой частях корпуса. Эти особенности геометрии на-
ветренной поверхности создают условия для потери устойчивости течения



366 Гл. 12. Методология формирования наветренной поверхности возвращаемого ...

Рис. 12.5. Распределение тепловых потоков и равновесно-радиационных температур с учетом
эффектов неравновесности

в пограничном слое, вихреобразованию и, как следствие, интенсификации
теплообмена. Кроме того, в этих зонах несколько ухудшаются условия для
излучения нагретых поверхностей, что снижает величину эффективной сте-
пени черноты теплозащиты.

Проведенный анализ показал, что проявление указанных особенностей
течения приводит к интенсификации теплообмена и возрастанию темпера-
тур, однако их повышение не приводит к качественным изменениям — на
всей наветренной поверхности аппарата теплозащита может быть выполнена
из теплозащитных материалов, разработанных по программе «Буран». Уве-
личение температур сказывается на толщине теплозащитного покрытия в ука-
занных зонах и увеличении массы теплозащитного покрытия аппарата — это
плата за возможность существенного снижения теплообмена на кромках кры-
льев до величин, позволяющих использование существующих теплозащитных
материалов.
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Введение

Одной из ключевых проблем создания воздушно-космических самолетов
(ВКС) является проблема защиты летательного аппарата (ЛА) от интенсив-
ных тепловых нагрузок при входе в атмосферу Земли. При спуске по пла-
нирующей траектории, подобной траектории ВКС первого поколения «Space
Shuttle» или «Буран», наиболее теплонапряженным является участок тормо-
жения самолета от скорости V∝ ≈ 7,5 км/с до V∝ ≈ 5,5 км/с, осуществляемого
в интервале высот H = 80–65 км. Полет на этом участке траектории проходит
при углах атаки α = 35–40◦, когда вся наветренная сторона поверхности ЛА
испытывает значительные тепловые нагрузки, существенно превосходящие
потоки тепла к подветренной стороне поверхности самолета. Воздействием
газового потока на наветренную сторону поверхности аппарата в основном
определяются в этих условиях и аэродинамические характеристики ВКС.

Для проведения исследований по аэродинамике и теплообмену ВКС в ра-
ботах [1–3] предложена методика расчета течения в ударном слое около
наветренной стороны поверхности удлиненных затупленных тел, движущихся
в воздухе с большой сверхзвуковой скоростью. Расчетная схема основана на
модели полного вязкого ударного слоя [4], позволяющей при значительной
экономии ресурсов ЭВМ определить единым образом и с достаточной для
приложений точностью структуру течения и основные характеристики вза-
имодействия газа с обтекаемым телом в широком диапазоне определяющих
параметров. Методика реализована для двух моделей газовой среды в удар-
ном слое: однородного газа и идеальной реагирующей смеси пяти основных
компонентов диссоциирующего воздуха.

Решение уравнений вязкого ударного слоя ищется методом конечных
разностей. Система разностных уравнений получена методом конечного объ-
ема с использованием симметричных аппроксимаций при вычислении по-
токов в направлении поперек ударного слоя и односторонних (ориентиро-
ванных по направлению распространения возмущений) аппроксимаций при
вычислении потоков по другим пространственным переменным. Расчетная
система криволинейных координат, на основе которой строится совокупность
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элементарных объемов, образована системой поверхностных координат и се-

мейством нормалей к поверхности. Область применения такого способа

дискретизации пространства ограничена случаем, когда радиус нормальной

кривизны вогнутых участков поверхности превышает локальные значения

отхода ударной волны. Для решения разностных уравнений предлагается

использовать итерационный процесс, являющийся блочным вариантом метода

последовательной релаксации. Релаксационный процесс построен на основе

нестационарных или псевдонестационарных уравнений вязкого ударного слоя,

т. е. в качестве параметра релаксации используется шаг по времени (или фик-

тивному времени). Переход от одного временного шага к другому осуществ-

ляется последовательно по блокам, в которые объединены уравнения для

элементарных объемов, расположенных вдоль нормали к поверхности. Уравне-

ния блоков решаются векторными прогонками. Обход блоков осуществляется

только в направлении потока в ударном слое, начиная от передней крити-

ческой линии. Односторонний обход блоков, облегчая реализацию схемы на

ЭВМ с малой оперативной памятью, в то же время накладывает ограничения

на шаг по времени типа условия КФЛ для возмущений, распространяющихся

вдоль ударного слоя в направлении, противоположном направлению обхода

блоков.

На основе предложенной схемы расчета построена обобщенная маршевая

процедура, при проведении которой решение ищется в узких перекрыва-

ющихся областях, последовательно перемещающихся вдоль маршевого на-

правления. Такую процедуру целесообразно применять для расчета течения

в ударном слое на боковой поверхности тел даже при больших углах атаки.

Необходимая степень подавления роста возмущений, вызванных некоррект-

ностью маршевого счета в дозвуковой зоне течения вблизи поверхности,

достигается выбором соответствующей ширины локальных областей.

В настоящей главе описанный выше подход применен к исследованию

теплообмена ВКС «Буран». В отличие от [1–3] для решения уравнений

вязкого ударного слоя применяется разностная схема, имеющая второй по-

рядок точности по всем координатам с использованием несимметричных

аппроксимаций и при вычислении потоков в направлении поперек ударного

слоя. Расчет выполнен для условий H = 77,5 км, V∝ = 7,38км/с (режим I)

и H = 65,6 км, V∝ = 5,58 км/с (режим 2), соответствующих примерно началу

и концу наиболее теплонапряженного участка траектории. С целью оценки

влияния каталитических свойств поверхности на интенсивность теплообмена

рассмотрены три модели гетерогенной рекомбинации: химически нейтральная

поверхность, идеально каталитическая поверхность и частично каталитиче-

ская поверхность с заданным коэффициентом гетерогенной рекомбинации kw,

различным для покрытия «углерод-углеродного» материала и покрытия пли-

точной теплозащиты.
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Представлен обширный графический материал как по структуре течения
в ударном слое, так и основным характеристикам взаимодействия газа с по-
верхностью ВКС. Проведен краткий анализ полученных данных.

1. Описание модели среды

1.1. Основные параметры среды. Уравнение состояния. Сжатие
воздуха в ударной волне приводит к его интенсивному нагреву, что в свою
очередь вызывает различного рода высокотемпературные явления в газе
и на поверхности обтекаемого тела. В интервале чисел Маха 15 < M < 25
основными физико-химическими процессами в ударном слое являются воз-
буждение внутренних степеней свободы частиц газа, диссоциация молекул
и химические реакции с образованием окиси азота. Характерное время ряда
процессов в рассматриваемом диапазоне определяющих параметров сравнимо
с характерным временем течения, и они могут отклоняться от равновесного
состояния. В настоящей постановке учитывается неравновесный характер
протекания только химических реакций. Вращения и колебания молекул
считаются возбужденными равновесно с поступательным движением, а воз-
буждение электронных степеней свободы не учитывается.

Диссоциирующий воздух рассматривается как одно температурная иде-
альная смесь совершенных газов, состоящая из пяти компонентов — О, N,
NO, O2, N2. Термическое уравнение состояния такой смеси имеет вид:

p = ρRa
T

m
, (13.1)

где Ra — абсолютная газовая постоянная, p — давление, ρ — плотность,

T — температура, m =

(∑
i

ci/mi

)−1

— средний молекулярный вес газовой

смеси, ci, mi — массовая концентрация и молекулярный вес i-гo компонента
соответственно.

1.2. Химические реакции в газовой фазе. В модель газовой среды
включены шесть неравновесных газофазных реакций:

1. М. O2 + М ⇔ O + O + М, 4. NO + O ⇔ O2 + N,

2. М. N2 + M ⇔ N + N + M, 5. N2 + O ⇔ NO + N,

3. М, NO + М ⇔ N + O + М, 6. N2 + O2 ⇔ NO + NO,

М = O2, О,N,NO,N2. (13.2)

Согласно закону действующих масс скорость реакции
∑

i

νjiAi ⇔
∑

i

ν ′
jiAi,
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где vji, ν ′
ji — стехиометрические коэффициенты, а Ai — символы химических

веществ, определяется выражением

̟j =
1

ν′
ji − νji

dni

dt
= kf (T )

∏

i

n
νji

i − kr(T )
∏

i

n
ν′

ji

i , (13.3)

где ni = ρci/mi — число молей i-го компонента в единице объема, kf (T ),
kr(T ) — константы скорости реакции в прямом и обратном направлении соот-
ветственно. В состоянии равновесия отношение скоростей реакции в прямом
и обратном направлении равно константе равновесия реакции Kcj , зависящей
от температуры и определяемой термодинамическими характеристиками ком-
понентов, участвующих в реакции

kf ,j

kr,j
= Kcj(T ) =

∏

i

n
(ν′

ji−νji)

i,eq . (13.4)

В принятой модели полагается, что соотношение (13.4) имеет место и при
отклонении реакции от равновесия. При этом предположении для описа-
ния кинетики реакций достаточно задать либо константу скорости реакции
в прямом направлении kf (T ), либо в обратном kr(T ). В модели используется
представление констант скоростей реакций в форме обобщенного закона
Аррениуса

k = ATn exp
( −E

RaT

)
. (13.5)

В литературе приводится несколько систем констант скоростей реакций
в диссоциирующем воздухе (главным образом в виде (13.5)), полученных на
основе статистической обработки результатов экспериментальных исследова-
ний с привлечением теоретических представлений и моделей. В диапазоне
температур от 2000 до 20000◦ К данные разных авторов по кинетике реак-
ций могут различаться более чем на порядок, что связано как с ошибками
измерений, так и с погрешностью модели, используемой для интерпретации
результатов экспериментов.

В настоящей постановке для вычислений скоростей всех реакций, кро-
ме 2.N, использованы аппроксимирующие выражения для kf вида (13.5),
приведенные в [5]. Для реакции 2.N, как и для других реакций этой группы,
было положено E = 224900 кал/моль, а параметры A и n определены из
условий:

k(2.N)
r (2 · 103 K) = 8 · 1014см6/моль2с,

k
(2.N)
f (2 · 104 K) = 3,2 · 1012см3/моль с.

Первое значение рекомендовано в [6] на основе результатов измерений
теплового потока к некаталитической поверхности в диссоциированном азоте,
второе вычислено по аппроксимационной формуле (13.5) по данным [5]. Для
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пересчета kr → kf при этом использовалась аппроксимационная формула

для K
(2)
c , рекомендованная в [5] и приведенная в табл.13.1.

Та б л иц а 13.1.

№ Константы реакций диссоциации M A n

1

O2 + М ⇔ O + O + М O2 3,3 · 1019 −1,0

E = 118000 кал/моль O 9,0 · 1019 −1,0

K(1)
c = 1,2 · 103T−0,5 exp(−E/RaT ) N 3,3 · 1018 −1,0

NO 3,3 · 1018 −1,0

N2 7,2 · 1018 −1,0

2

N2 + M ⇔ N + N + M O 1,9 · 1017 −0,5

E = 2249000 кал/моль O 1,9 · 1017 −0,5

K(2)
c = 18 exp(−E/RaT ) N 1,4 · 1017 −0,5

NO 1,9 · 1017 −0,5

N2 4,8 · 1017 −0,5

3

NO + М ⇔ N + O + М O2 4,0 · 1019 −1,5

E = 150000 кал/моль O 7,9 · 1019 −1,5

K(1)
c = 4,0 exp(−E/RaT ) N 7,9 · 1018 −1,0

NO 7,9 · 1018 −1,5

N2 4,0 · 1018 −1,5

Продолжение таблицы 13.1

№ Константы реакций обмена E кал/моль A n

4
NO + O ⇔ O2 + N 391002 3,2 · 109 1,0

K(4)
c = 0,24 exp(−32020/RaT )

5
N2 + O ⇔ NO + N 75500 7,0 · 1013 0

K(5)
c = 4,5 exp(−75000/RaT )

6
N2 + O2 ⇔ NO + NO O2 4,0 · 1019 −1,5

K(6)
c = 19,0 exp(−42980/RaT ) 128500 9,1 · 1024 −2,0
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Рис. 13.1. Сравнение констант kf , используемых в работе (кривая 1) с данными других авторов
для реакций 4 и 5

Рис. 13.2. Сравнение констант kf , используемых в работе (кривая 1) с данными других авторов
для группы реакций 1М



1. Описание модели среды 373

Рис. 13.3. Сравнение констант kf , используемых в работе (кривая 1) с данными других авторов
для группы реакций 2.М

Сводка параметров констант скоростей реакций A, n, E, использованных
в расчетах, приведена в табл. 13.1. На рис. 13.1–13.4 — значения kr, рас-
считанные на основе этих параметров (кривая 1), сравниваются в диапазоне
3 · 103 6 T 6 2 · 104 ◦ К с данными, рекомендованными другими авторами
(кривая 2 — данные работы [7], 3 — [9], 4 — [10], 5 — [12], 7,8 — [13, 14]
9 — [15]). При построении графиков для пересчета kr → kf использовались
аппроксимационные выражения для Kc, приведенные в таблице 13.1.

Константы реакций диссоциации
kf = ATn exp(−E/RaT ) [kf ] = cм3/моль с; [T ] = ◦ K
Константы реакций обмена
kf = ATn exp(−E/RaT ) [kf ] = cм3/моль с; [T ] = ◦ K
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Рис. 13.4. Сравнение констант kf , используемых в работе (кривая 1) с данными других авторов
для группы реакций 3.М

1.3. Термодинамические функции. Термодинамические функции ком-

понентов смеси — молярная теплоемкость cpi и энтальпия Ii, а также кон-

станты равновесия химических реакций KJ
c определяются через приведенный

термодинамический потенциал Φ
∗
i по формулам:

cpi =
dIi

dT
, Ii = Ii(0) + T 2 dΦ∗

i

dT
, (13.6)

K(j)
c = (pст/RaT )rJ exp

[
1

Ra

∑

i

(ν ′
ji − νji)

(
Φ

∗
i − Ii(0)

T

)]
,
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где pст = 1,013 · 105Па; rj =
5∑
i
(ν ′

ji − νji) =

{
1 для реакций 1.М–3.М

0 для реакций 4–6
.

В принятой модели атомы рассматриваются как жесткие сферы, а моле-
кулы описываются системой «жесткий ротатор–гармонический осциллятор».
В этом случае выражения для Φ

∗
i (T ) имеет вид:

— для атомов:

Φ
∗
i (T ) = Φ

∗
0,i(T ) + 2,5Ra ln(T/104 K),

— для молекул:

Φ
∗
i (T ) = Φ

∗
0,i(T ) + 3,5Ra ln(T/104 K) − Ra ln[1− exp(θi/T )].

Значения параметров термодинамической модели Φ
∗
i (T ), θi, Ii(0) заимствова-

ны из [16] и приведены в табл. 13.2.

Та б л иц а 13.2.

Φ
∗
i дж/моль град θi

◦К Ii(0)кдж/моль

O2 278,80 2256 −8,56

O 213,48 — 242,4

N 205,34 — 466,36

NO 284,03 2722 81,27

N2 264,67 3373 −8,56

1.4. Модель процессов молекулярного переноса. При гиперзвуковых
скоростях обтекания толщина ударного слоя много меньше характерного
размера тела, поэтому в поле течения преобладают поперечные градиенты его
параметров. Это обстоятельство служит основой для построения приближен-
ных подходов для описания течения в ударном слое. В настоящей постановке
используется одна из самых распространенных моделей течения — модель
вязкого ударного слоя (ВУС), основанная на следующих допущениях:

— молекулярный перенос массы, импульса и энергии учитывается только
в направлении нормали к поверхности;

— пренебрегается молекулярным переносом нормальной составляющей
импульса;

— ударная волна рассматривается как поверхность разрыва.
Расчет молекулярных потоков в направлении нормали n к поверхности

тела проводится в приближении Навье–Стокса по формулам, в которых остав-
лены только наибольшие по порядку величины аддитивные составляющие:
поток касательной к поверхности тела составляющей импульса:

τττττττττα = −µ
dvα

dn
, (13.7)
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диффузионный поток (молярный) i-го компонента

Ki = −
∑

i

Dij
dγj

dn
, (13.8)

диффузионный поток l-го химического элемента

K̃l =
∑

l

αliKi, (13.9)

поток энергии

q = −λ
dT

dn
+

∑

i

KiIi − µ
d

dn

(
vα · vα

2

)
. (13.10)

Здесь vα — проекция вектора скорости v на плоскость, касательную к по-

верхности тела; µ, λ — коэффициенты вязкости и теплопроводности газовой

смеси; Dij — обобщенные коэффициенты диффузии; Ij — мольная энталь-

пия j-ro компонента; γi = ci/mi; αli — число атомов l-го элемента в i-ом
компоненте.

Для вычисления коэффициентов вязкости µ(T , γi) и теплопроводности

λ(T , γi) используются приближенные формулы типа Уилке–Васильевой [17],

аппроксимирующие формулы строгой кинетической теории газа [18]:

µ =
∑

i

Sci(T )γidimi,

λ =
∑

i

((
15

4
Sci − 5

2

)
Ra + cpi

)
γidi,

(13.11)

где cpi — молярная теплоемкость при постоянном давлении i-ro компонента;

di =

(
∑

j

γjm

ρDij

)−1

, Sci(T ) =
µi

ρDii
,

Dii — коэффициент бинарной диффузии.

Обобщенные коэффициенты диффузии Dij определяются из соотношений

Стефана–Максвелла [18], которые могут быть записаны в виде:

∑

j

1

dij

(
γiKj − γjKi

)
=

(
1

m

)
dmγi

dn
, i = 1− 4, (13.12)

mj∑

j

Kj = 0.
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Значения ρDij/m вычисляются через интегралы столкновений Ω
(1,1)
ij (T ) по

формулам [Ω
(1,1)
ij (T )] = A◦:

ρDij

m
= 2,63 · 10−3Ra

√
(mi+mj)/2mimjT

Ω
(1,1)
ij (T )

моль

см с
. (13.13)

Для расчета интегралов столкновений необходимы данные о потенциалах
упругого взаимодействия между компонентами смеси. Источником этих дан-
ных в рассматриваемой температурной области в настоящее время служат
либо эксперименты по рассеянию быстрых атомных или молекулярных пучков
на газовых мишенях, либо приближенные квантовомеханические расчеты. По-
дробный обзор работ, посвященных данному вопросу, содержится в [19, 20].

В принятой модели функции Ω
(1,1)
ij (T ) и Sci(T ) аппроксимированы интер-

поляционными выражениями вида:

Ω
(1,1)
ij (T ) =

(
aij − bij ln

(
T

104
K

))2

,

Sci(T ) =
0,808

ai + bi ln
(

T

104
K

) .

(13.14)

Параметры этих формул вычислены по значениям Ω
(1,1)
ij (T ) и Sci(T ) при

T1 = 2 · 103 и T2 = 104 К, которые в свою очередь выбраны путем критическо-
го анализа опубликованных данных по интегралам столкновений компонентов
диссоциирующего воздуха.

Сводка опорных значений Ω
(1,1)
ij (T ) и Sci(T ) для всех пар взаимодейству-

ющих частиц содержится в табл. 13.3–13.4. Для основных пар компонентов
на рис. 13.5–13.7 проведено сопоставление принятых в настоящей работе

значений Ω
(1,1)
ij (T ) (кривая 1) с рекомендациями других авторов, а именно:

кривая 2 построена по данным работы [22], 3 — [21], 4 — [24], 5 —[23],
6 — [19, 20].

Та б л иц а 13.3.

i Sci(T1) Sci(T2)

O2 0,692 0,668

O 0,690 0,674

N 0,710 0,697

NO 0,694 0,674

N2 0,694 0,674



378 Гл. 13. Численное моделирование гиперзвукового теплообмена на наветренной...

Та б л иц а 13.4.

i − j Ω(1,1)
ij (T1) Ω(1,1)

ij (T2)
Источник данных

о потенциале

О2 − O2 7,84 5,15 [23]

О2 − O 6,47 4,35 [21]

О2 −N 6,61 4,36 [21]

O2 −NO 8,37 5,89 [21]

О2 −N2 8,50 6,00 оценка

О− O 5,27 3,34 [21]

О−N 5,52 3,25 [21]

О−NO 6,47 4,36 [21]

О−N2 6,71 4,10 [23]

N−N 5,II 3,13 [21]

N−NO 6,64 4,28 [21]

N−N2 6,48 3,72 [23]

NO−NO 8,44 5,82 [21]

NO−N2 8,54 5,74 [21]

N2 −N2 8,05 5,44 [23]

Рис. 13.5. Сопоставление принятых в работе значений Ω(1,1)
i,j (кривая 1) с рекомендациями

других авторов для пар N–N, O–N
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Рис. 13.6. Сопоставление принятых в работе значений Ω(1,1)
i,j (кривая 1) с рекомендациями

других авторов для пар N2–N2, O2–O2, N2–O2, O–O2

1.5. Модель гетерогенных процессов. Модель процессов взаимо-

действия газа с поверхностью обтекаемого тела построена на следующих

основных предположениях:

1) поверхность тела непроницаема; в химических реакциях внешнее по-

крытие поверхности принимает участие только как катализатор;

2) в пристеночном слое (слое Кнудсена) функции распределения компо-

нентов газа по скоростям определяются по балансовой методике [25];

3) коэффициенты аккомодации тепловой и внутренней энергии компонен-

тов газовой смеси равны единице;
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Рис. 13.7. Сопоставление принятых в работе значений Ω(1,1)
i,j (кривая 1) с рекомендациями

других авторов для пар N–N2, O–N2, N–O2, O–O

4) скорость гетерогенной рекомбинации радикалов описывается реакцией

первого порядка с эффективным коэффициентом рекомбинации, зависящим

только от температуры газа.

Предположения 1–3 приводят к следующим выражениям для определения

скольжения и скачка температуры на поверхности, в которых оставлены

наибольшие по порядку величины для рассматриваемого класса течений со-

ставляющие:

vα = −
√

π

2RaT

τττττττττα

ρ
∑

i

√
mi γi

, (13.15)
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Tw = T
(1− λ/(2rTRa) · dT/dn)

(1 + (1/r)
∑

i

Ki)
, (13.16)

r = ρ

√
2RaT

π

∑
i

γi√
mi

, где Tw — температура поверхности тела.

Из предположения 4) следует, что скорость гетерогенной рекомбина-
ции ω̇w,i определяется выражением ω̇w,i = −kw,i(T )ργi, i =O, N, NO.

Коэффициент рекомбинации kw,i непосредственно связан с эффектив-
ностью рекомбинации γw,i, определяемой как отношение числа рекомбини-
рующих частиц к общему числу частиц, падающих на единицу площади
в единицу времени:

kw,i = γw,i

√
RaT

2πmi
.

Величина γw,i в первую очередь определяется материалом внешнего покрытия
поверхности обтекаемого тела. Известно, что покрытия из меди и серебра,
например, обладают значительно большей (на несколько порядков) эффек-
тивностью рекомбинации по сравнению с покрытиями из стекла и керами-
ки [26–29].

Для придания определенных механических свойств, защиты от окисления
и повышения излучательной способности внешняя поверхность высокотемпера-
турной теплозащиты ВКС покрывается специальными стекловидными матери-
алами. Вследствие значительного содержания кремнезема в этих материалах
можно ожидать, что поверхность с таким покрытием будет обладать сравни-
тельно низкой каталитической активностью по отношению к рекомбинации
радикалов. Этот факт подтверждается как экспериментами в лабораторных
условиях [30–33], так и данными натурных измерений тепловых потоков по
ВКС «Space Shuttle» и «Буран» [34–36].

Следует отметить, что принятая модель гетерогенной рекомбинации име-
ет, по существу, полуэмпирический характер. Это означает, что входящие
в неё параметры или функциональные зависимости должны быть определены
из экспериментов (лабораторных или натурных), проводимых в условиях,
адекватных исследуемой области параметров состояния газа.

2. Основные уравнения и метод решения задачи

2.1. Система координат. Предположим, что обтекаемое тело имеет
плоскость симметрии Πsim и вектор скорости нaбегающего потока V∞ кол-
линеарен этой плоскости. Для описания течения в ударном слое около навет-
ренной стороны поверхности тела (обозначим её Suw) введем неподвижную
декартову систему координат r = (x1, x2, x3), ось x1 которой параллельна
продольной (например, строительной) оси тела, а плоскость x3 = 0 совпадает
c Πsim. Для построения расчетной схемы введем также подвижную систему
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координат (y1, y2, y3), связанную с поверхностью тела и ударной волной. По
предположению координаты (y1, y3) образуют на Suw поверхностную систему
координат (в общем случае неортогональную), причем линия y3 = 0 лежит
в плоскости Πsim.

Линии y1 = const образуются сечением Suw плоскостями Π(y1), ортого-
нальными плоскости симметрии тела Πsim. Координата y1 задается соотноше-
нием s1 = Lη1(y1), где s1 — расстояние, измеренное вдоль контура сечения
Suw плоскостью Πsim от некоторой точки этой линии до Π(y1), L — характер-
ный размер тела, η1(y1) — монотонно возрастающая функция «равномерной»

переменной y1 меняющейся в пределах от y
(1)
1 до y

(2)
1 .

Координата y3 точки, лежащей на контуре сечения Suw плоскостью Π(y1),
определяется соотношением

s3 = s
(2)
3 (y1)η3(y1, y3),

где s3 — расстояние, измеренное вдоль контура сечения от Πsim до рас-

сматриваемой точки, s
(2)
3 (y1) — измеренное таким же образом расстояние до

некоторой характерной точки контура, η3(y1, y3) — монотонно возрастающая
функция равномерной переменной y3 ∈ [0, y23], в которую y1 входит как пара-
метр.

Координата y2, значение которой меняется в пределах от 0 до 1, задается
соотношением

r = rb(y1, y3) + ε(t, y1, y3)η2(y2, ς(t, y1, y3))ααααααααα2(y1,y3),

где rb(y1, y3), ααααααααα2(y1,y3), — соответственно радиус-вектор точки поверхности
с координатами (y1, y3) и единичный вектор внешней нормали к поверхности
в этой точке; ε(t, y1, y3) — величина отхода ударной волны вдоль направления
ααααααααα2; η2(y2, ς(t, y1, y3)) — монотонно возрастающая функция y2, удовлетворяю-
щая условиям нормировки: η2(0, ς) = 0; η2(1, ς) = 1 и параметрически завися-
щая от t, y1, y3 через функцию ς.

Начиная с некоторого угла атаки α = αmin, величина которого опреде-
ляется формой поверхности, указанным выше способом можно построить на
наветренной стороне поверхности обтекаемого тела невырожденную систему
координат (рис. 13.8). В этом случае расчетная область на поверхности
ограничивается линиями:

y1 = y
(1)
1 , y1 = y

(2)
1 , y3 = 0, y3 = y

(2)
3 ,

причем граничные линии одного семейства не пересекаются (область тополо-

гически эквивалентна квадрату). Граничные значения координат y
(1)
1 , y

(2)
1 , y

(2)
3

выбираются так, чтобы нормальная составляющая скорости протекания газа
через соответствующие граничные поверхности вне области пограничного
слоя превышала скорость звука («сверхзвуковые» границы).
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Рис. 13.8. Система координат на наветренной стороне поверхности ВКС

Использование нормалей к поверхности в качестве «пространственного»

координатного направления ограничивает область применимости рассмотрен-

ной расчетной системы координат случаем, когда радиус нормальной кривиз-

ны вогнутых участков поверхности превышает локальные значения отхода

ударной волны.

2.2. Основные уравнения. Пусть Ω(t) — некоторый шестигранник, об-

разованный пересечением координатных поверхностей ym = ym,1; ym = ym,2;

ym,2 > ym,1 m = 1, 2, 3. Обозначим грани Ω(t), отвечающие поверхности

ym = ym,j символами Γm,j Для построения численной модели течения в удар-

ном слое воспользуемся системой параболизованных относительно направ-

лений yl, y3 (в соответствии с п. 1.4) псевдонестационарных уравнений

Навье–Стокса, записанных в форме законов сохранения для рассматриваемо-

го шестигранника

d

dt

∫

Ω

gdω +
3∑

m=1

( ∫

Γm,2

amdσm −
∫

Γm,1

amdσm

)
+

∫

Ω

bdω = 0. (13.17)
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Для описанной в п.1 модели газа:

g = ρh, am = ρhwm + ηηηηηηηηηmp, m = 1, 3,

a2 = ρh(w2 − wν) + Q2p + (a2 · B2)Q,

h = {1, v1, v2, v3, I0, γ̃O
, γ

O
, γ

N
, γ

NO
},

Qm = {0, (πππππππππ1Bm), (πππππππππ2Bm), (πππππππππ3Bm), 0, . . . , 0}, m = 1, 2, 3,

Q = {0, τ1, τ2, τ3, q, K̃OKO,KN,KNO},
b = {0, 0, 0, 0, 0, 0,−ω̇

O
,−ω̇

N
,−ω̇

NO
},

πππππππππm(Ω), m = 1, 2, 3 — три взаимно ортогональных вектора, образующих в Ω
локальный базис; νm — проекции вектора скорости u на вектора локального
базиса; τm = (τττττττττa · πππππππππm) — проекции вектора потока импульса τττττττττa на вектора
базиса; Bm — вектор нормали к поверхности ym = const , wm = (u · B)m;
wν = (a·

2B2) · η · ε′t; ω̇i — скорость образования (молярная) i-го компонента
в химических реакциях. Остальные обозначения приведены в п. 1.

Уравнения (13.17) содержат все невязкие члены уравнений Навье–Стокса
и наибольшие из членов этих уравнений (для рассматриваемого класса тече-
ний), описывающих процессы молекулярного переноса.

2.3. Граничные условия. Решение задачи ищется в области, огра-
ниченной ударной волной, поверхностью тела, плоскостью симметрии и ли-
нейчатой поверхностью, образованной нормалями к поверхности тела вдоль

линий y1 = y
(1)
1 ; y1 = y

(2)
1 ; y3 = y

(2)
3 . Как уже говорилось, граничные значения

координат y1, y3 выбираются так, что величина wm вне пограничного слоя
превышает локальную скорость звука vs. На этой части граничной поверх-
ности граничных условий не требуется. Однако в силу условий прилипания
вблизи поверхности всегда существует область, где wm < vs, и для замыкания
задачи здесь необходимы дополнительные условия. В настоящей постановке
в качестве таковых используются общепринятые «мягкие» граничные условия
экстраполяционного типа.

В плоскости симметрии используются условия симметричного или ан-
тисимметричного (в зависимости от четности функции) отображения. На
поверхности тела замыкающие соотношения состоят из условия непроницае-
мости поверхности ρw2 = 0 и балансовых соотношений для импульса, энергии
и массы химических элементов и компонентов, приведенных в п.1.

Значение параметров газа за ударной волной определяются из соотноше-
ний Ренкина–Гюгонио, которые могут быть записаны в виде: a2 = a2

∞, где
индекс ∞ обозначает, что компоненты вектора потоков a2 вычисляются по
параметрам набегающего потока.

2.4. Дискретизация расчетной области. Разобьем расчетную область
в переменных (y1, y2, y3) на прямоугольные параллелепипеды (ячейки), опре-
деленные неравенствами
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y1,i−1/2 6 y1 6 y1,i+1/2, y1,i±1/2 = y(1)+(i−1/2±1/2)∆y1 i = 1, 2, . . ., I, (13.18)

y2,0 = 0 6 y2 6 y2,1/2,

y2,j−1/2 6 y2 6 y2,j+1/2, y2,j±1/2=(j ± 1/2)∆y2; (13.19)

j =1, 2, . . .,J−1, ∆y2=1/J ,

y2,J−1/2 6 y2 6 y2,J =1,

y3,k−1/2 6 y3 6 y3, y3,k±1/2 = (k ± 1/2)∆y3; k = 0, 1, 2, . . .,K − 1. (13.20)

В физическом пространстве (x1,x2,x3) ячейки (13.18)–(13.20) отобража-
ются при t = Tn на элементарные шестигранники, гранями которых в общем
случае являются криволинейные поверхности, а координаты вершин опреде-
лены соотношениями:

rn
i±1/2,0,k∓1/2 = (rb)i±1/2,k±1/2,

rn
i±1/2,j±1/2,k∓1/2 = (rb)i±1/2,k±1/2+

+ εn
i±1/2,k±1/2

(η2)
n
i±1/2,j±1/2,k∓1/2

(ααααααααα2)i±1/2,k±1/2
, (13.21)

J = 1, 2, . . .,J − 1,

rn
i±1/2,j,k∓1/2 = (rb)i±1/2,k±1/2 + εn

i±1/2,k±1/2
(ααααααααα2)i±1/2,k±1/2

,

где

(rb)i±1/2,k±1/2 = rb(y1i±1/2, y3,k±1/2 ),

εn
i±1/2,k±1/2

= ε(Tn, y1,i±1/2,k±1/2),

(η2)
n

i±1/2,j±1/2,k∓1/2
= η2(y2,j±1/2, ς

n
i±1/2,k∓1/2),

ςn
i±1/2,k±1/2

= ς(Tn, y1,i±1/2,k±1/2),

(ααααααααα2)i±1/2,k∓1/2 = (ααααααααα2)(y1,i±1/2, y3,k±1/2).

В дальнейшем элементарные шестигранники и их грани будем указывать
мультииндексами (тройками сеточных индексов), являющимися средними
арифметическими мультииндексов их вершин. Совокупность элементарных
объемов, соответствующих паре фиксированных значений индексов i, k будем
называть блоком и обозначать мультииндексом (i, k). Совокупность блоков,
соответствующих фиксированному значению индекса i будем называть сег-
ментом и указывать его этим индексом. Структура сегмента схематически
показана на рис.13.9.

Наряду с (13.21) в области физических переменных (x1,x2,x3) введем
сетку с целочисленными номерами узлов, координаты которых определены
следующими формулами:

rn
i,j,k = (rb)i,k + εn

i,k
η2(y2,j , ς

n
i,k)(ααααααααα2)i,k

; (13.22)

13 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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Рис. 13.9. Структура сегмента расчетной области

где

(rb)i,k = 0,25[(rb)i−1/2,k−1/2 + (rb)i+1/2,k−1/2 + (rb)i−1/2,k+1/2 + (rb)i+1/2,k+1/2],

(ααααααααα2)i,k =
σσσσσσσσσ2

i,0,k∣∣σσσσσσσσσ2
i,0,k

∣∣ ,

σσσσσσσσσ2
i,0,k = 0,25[(rb)i−1/2,k+1/2 + (rb)i+1/2,k+1/2 − (rb)i−1/2,k−1/2 − (rb)i+1/2,k−1/2]×

× [(rb)i+1/2,k+1/2 + (rb)i+1/2,k−1/2 − (rb)i−1/2,k−1/2 − (rb)i−1/2,k+1/2],

ςn
i,k
, εn

i, k
— сеточные функции, определяемые в процессе решения задачи.

Значения сеточной функции fh в узлах этой сетки будем обозначать fi,j,k.

2.5. Система разностных уравнений. При использовании метода
конечного объема разностная схема строится на основе законов сохране-
ния, записанных для элементарных ячеек, на которые разбита расчетная
область. Следуя этому принципу, применим уравнения (13.17) к построенным
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шестигранникам (i, jc, k), выбрав в качестве локального базиса в блоке (i, k)
тройку векторов

πππππππππ3 = (ααααααααα3)i,k, πππππππππ2 = (ααααααααα2)i,k, πππππππππ1 = (ααααααααα2 × ααααααααα3)i,k, (13.23)

где ααααααααα3 — единичный вектор касательной к линии y1 = const на поверх-

ности тела. Заменив входящие в уравнения интегралы по объему ячеек

и поверхности граней квадратурными формулами, а производные по t и n
— разностными соотношениями, получим следующую систему разностных

уравнений относительно значений компонентов вектора

Zn+1
i,j,k = (ρ, v1, v2, v3,T , γO2, γO, γN, γNO)n+1

i,j,k

и отхода ударной волны εn+1
i,k :

ΩC
qn+1

C − gn
C

τi,k
+ gn+1

C δ2C(η2)(ααααααααα2σσσσσσσσσ2)C
εn+1
i,k − εn

i,k

τi,k
+ (σ1ααααααααα1)P1 − (σ1ααααααααα1)M1+

+ (σ2ααααααααα2)P2 − (σ2ααααααααα2)M2 + (σ3ααααααααα3)P3 − (σ3ααααααααα3)M3 + ΩCbn+1
C = 0. (13.24)

Здесь τi,k — переменный от блока к блоку шаг по псевдовремени t,
δ2C(η2) = (η2)P2 − (η2)M2, σσσσσσσσσm — векторная площадь грани ym = const , век-
торная площадь грани yт = const , σm = |σσσσσσσσσm|, ΩC — объем шестигранни-

ка. Символом C обозначен мультииндекс шестигранника, символами Mm

и Pm — мультииндексы граней Γm,1 и Γm,2 соответственно.

Для каждой грани, не принадлежащей поверхности тела или ударной

волне, определим «левое» (L) и «правое» (R) значения вектора

H = (p, ρ,u1,u2,u3, I0, γ̃O, γO
, γ

N
, γ

NO
),

вычисляемые с помощью линейной экстраполяции по значениям H в центрах

ячеек, расположенных соответственно «слева» и «справа» от рассматриваемой

грани. Например, для грани (i + i/2, jc, k) эти значения определяются так

HL
i+1/2,jc,k

= 1,5H
n+l(1)
i,jc,k

− 0,5H
n+l(1)
i−1,jc,k

,

HR
i+1/2,jc,k

= 1,5H
n+r(1)
i+1,jc,k

− 0,5H
n+r(1)
i+2,jc,k

.
(13.25)

Для граней y2 = const значения 1(2) = r(2) = 1. Для остальных граней l(m)
и r(m) принимает значения 0 или 1, выбор которых определяется структурой

итерационного процесса решения уравнений, описанного ниже в п. 2.7. Фор-

мулы типа (13.24) применимы для граней, отстоящих от соответствующей

границы не менее, чем на две ячейки. Для граней, не удовлетворяющих этому

13*
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условию, значения HL и HR вычисляются иным способом. Полагается

HL
i±1/2,jc,k

= HR
i±1/2,jc,k

,

HL
I±1/2,jc,k

= HR
I±1/2,jc,k

,

HL
i,jc,K−1±1/2 = HR

i,jc,K−1±1/2,

HL
i,1/2,k = 0,5(Hn+1

i,0,k + Hn+1
i,1,k),

HR
i,J−1/2,k = 0,5(Hn+1

i,J−1,k + Hn+1
i,J ,k).

(13.26)

Значения Hi,j±1/2,±1/2 вычисляются по формуле (13.25) с использованием чет-
ного или нечетного продолжения компонентов H на узлы (i, j,−1), (i, j,−2).
Удельные (отнесенные к единице площади) потоки am через грани находятся
по значениям HR и HL с помощью линейных интерполяционных формул.
«Конвективные» составляющие потоков — (ρ,h) вычисляются по скалярной
интерполяционной формуле c коэффициентом интерполяции ψ, зависящим
в основном от направления потока через рассматриваемую грань:

(
ρ

h

)
G

= (1− ψG)
(

ρ

h

)L

G
+ ψG

(
ρ

h

)R

G
, (13.27)

где

ψG = 0,5

(
1− ML

G + MR
G∣∣ML

G

∣∣ +
∣∣MR

G

∣∣

)
,

ML
G =

wL
G

vL
s,G

, MR
G =

wR
G

vR
s,G

,

wL
G = (βββββββββuL)G, wR

G = (βββββββββuR)G,

−vL
l,G = (πππππππππl,CuL

G), vR
l,G = (πππππππππl,CuR

G) l=1, 2, 3.

(13.28)

Символом G обозначен мультииндекс грани, βββββββββG — вектор нормали к ней,
vs скорость звука, вычисляемая по формуле vs =

√
κfrp/ρ , где κfr показатель

адиабаты при «замороженном» составе газа.
«Дивергентные» составляющие потоков w и p вычисляются по векторной

формуле осреднения:
(

w

p

)

G
= (E − AG)

(
w

p

)L

G
+ AG

(
w

p

)R

G
, (13.29)

где Е — единичная матрица, AG — весовая матрица, компоненты которой
зависят от параметров с индексами L, R следующим образом:

Ag =




ϕG, − χG

ρGvs,G

− χG

ρGvs,G
, ϕG


 , (13.30)

ϕG =

[
ϕLR

G при
∣∣0,5− ϕLR

G

∣∣ 6
∣∣0,5− ϕRL

G

∣∣
ϕRL

G при
∣∣0,5− ϕLR

G

∣∣ >
∣∣0,5− ϕRL

G

∣∣
]
, (13.31)
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ϕLR
G =





0 при ML
G > 1

1− ML
G

2 + MR
G − ML

G

при ML
G < 1, MR

G 6 −1

1 при MR
G 6 −1





, (13.32)

χG = (1− ψG)ϕG + ψG(1− ϕ
)
G; vs,G = 0,5(vL

s,G + vR
s,G).

Выражение для ϕLR
G получается из (13.32) перестановкой индексов L и R.

Используемый в работе способ вычисления потоков через границы объ-
емов является обобщением этой процедуры в «методе потоков» [37], в ко-
тором несимметричная аппроксимация применяется при вычислении только
конвективных (экстенсивных по [37]) величин, а дивергентные (интенсивные)
параметры потока вычисляются по симметричным формулам (осреднением
по соседним ячейкам с весом 1/2). Применение несимметричных формул
и для дивергентных величин сближает предложенную схему со схемами
«распадного» типа [38, 39], в которых значение потоков на границах опреде-
ляется из решения (точного или приближенного) задачи о распаде разрыва,
характеризуемого параметрами HL и HR.

При выбранном локальном базисе «вязкая» составляющая потока импуль-
са через грани (i, j + 1/2, k), j = 0, 1, . . . ,J − l в проекции на πππππππππ2 по порядку
величины сравнима с погрешностью аппроксимации разностных уравнений
и может быть опущена. Остальные компоненты вектора вязких потоков
Qi,j±1/2,k аппроксимируются с помощью формул вида:

(µ
∂f

∂n
)i,j+1/2,k = µ(Zi,j+1/2,k)

1

εi,k

fi,j+1,k − fi,j,k

(η2)i,j+1,k − (η2)i,j,k
,

Zi,j+1/2,k = 0,5(Zi,j+1,k + Zi,j,k).
(13.33)

Потоки через грани, принадлежащие поверхности или ударной волне,
вычисляются с использованием балансовых соотношений на этих границах.
На поверхности тела:

a2
i,0,k = {0,−r1v1, p,−r1v3,−εsσsT

4
w, 0,−ω̇w,O,−ω̇w,N ,−ω̇w,NO},

r1 = ρ
∑

i

miγi√
π/2RaT

. (13.34)

На ударной волне
a2

i,J ,k = (a2
∞)i,k. (13.35)

2.6. Метрические коэффициенты. Метрические параметры элементар-
ных шестигранников — площади граней σσσσσσσσσm = σm · βββββββββm, m = 1, 2, 3 и объем ΩC

вычисляются по формулам:
векторные площади «боковых граней»:

σσσσσσσσσ1
G1 = δ2G1(η2)εS1(ααααααααα2)S1 × (δ3s1(rb) + (η2)G1εS1δ

3
s1(ααααααααα2)S1),

σσσσσσσσσ3
G3 = −δ2G3(η2)εs3(ααααααααα2)S3 × (δ3s3(rb) + (η2)G3εS3δ

3
s3

(ααααααααα2)S3).
(13.36)
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Здесь

G1 =
(
i ± 1

2
, jc, k

)
, G3 =

(
i, jc, k ± 1

2

)
; jc =

jd + ju

2
,

jd, ju — значения второго разностного индекса для «нижней » и «верхней»
граней шестигранника соответственно;

S1 =
(
j ± 1

2
, k

)
, S3 =

(
i, k ± 1

2

)
;

fS1 = 0,5(fi±1/2,k−1/2 + fi±1/2,k+1/2),

fS3 = 0,5(fi−1/2,k±1/2 + fi+1/2,k±1/2),

δ3S1f = fi±1/2,k+1/2 − fi±1/2,k−1/2,

δ1S3f = fi+1/2,k±1/2 − fi−1/2,k±1/2,





f = rb,ααααααααα2.

(η2)G1 = 0,5
(
η2(y2,jD

, ςS1) + η2(y2,jU
, ςS1)

)
,

(η2)G3 = 0,5
(
η2(y2,jD

, ςS3) + η2(y2,jU
, ςS3

)
).

Значения εSm и ζSm вычисляются аналогично составляющим вектора по-
токов α:

fS1 = (1− ϕW 1
)fL

S1 + ϕW 1
fR

S1,

fS3 = (1− ϕ
W 3

)fL
S3 + ϕ

W 3
fR

S3,

}
f = ε, ς, (13.37)

W1 =
(
i ± 1

2
,J − 1

2
, k

)
, W3 =

(
i,J − 1

2
, k ± 1

2

)
.

Функция ϕWm определена формулой (13.31); величины fL и fR находят-
ся по значениям fi,j,k с помощью линейных экстраполяционных формул
(13.25)–(13.26).

Векторные площади σσσσσσσσσ2 «нижней» и «верхней» граней определяются с по-
мощью рекуррентного соотношения, следующего из условия замкнутости
поверхности шестигранника:

σσσσσσσσσ2
i,jU ,k = σσσσσσσσσ2

i,jd,k
+ σσσσσσσσσ2

i−1/2,jc,k
− σσσσσσσσσ1

i+1/2,jc,k
+ σσσσσσσσσ3

i,jc,k−1/2 − σσσσσσσσσ3
i,jc,k+1/2, (13.38)

jc =
jd + ju

2
,

ju =
1

2
,

3

2
, . . . ,J − 1

2
, J ,

jd = 0,
1

2
,

3

2
, . . . ,J − 1

2
,

σσσσσσσσσ2
i,0,k = ((rb)i,k+1/2 − (rb)i,k−1/2) × ((rb)i+1/2,k − (rb)i−1/2,k),

(rb)i,k±1/2 = 0,5
(
(rb)i−1/2,k±1/2 + (rb)i+1/2,k±1/2

)
,
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где
(rb)i±1/2,k = 0,5

(
(rb)i±1/2,k−1/2 + (rb)i±1/2,k±1/2

)
.

Значение ΩC вычисляется по формуле объема призмы:

ΩC = εi,kδ
2
C(η2)(σσσσσσσσσ2

C , (ααααααααα2)i,k),

где δ2C(η2) = η2(y2,ju , ςi,k) − η2(y2,jd
, ςi,k),

σσσσσσσσσ2
C = 0,5(σσσσσσσσσ2

i,ju,k + σσσσσσσσσ2
i,jd,k

).

Построенная разностная схема консервативна по массе, импульсу и энергии
и имеет на «гладких» сетках второй порядок аппроксимации по всем про-
странственным переменным.

2.7. Регуляризация разностных уравнений. Уравнения (13.24) запи-
шем в виде:

Fi,jc,k = 0, (13.39)

i = 1, 2, . . ., l, jc = 1/4, 1, 2, . . .,J − 1, J − 1/4, k = 0, 1, . . .,K − 1.
Вместе с граничными условиями на поверхности тела и ударной волне урав-

нения (13.39) образуют систему, состоящую из N = I×K× ((J +1)9+8+9)
уравнений относительно неизвестных I × K × ((J + 1)9 + 1 + 2x7) < N ком-
понентов векторов Zi,j,k, Qi,0,k, Qi,J ,k и εi,k. Для регуляризации переопреде-
ленной системы выполним следующие преобразования:

1) Вместо 2 × I × K × 9 уравнений для элементарных объемов Ωi,J−1/4,k

и Ωi,J−1,k введем I × K × 9 уравнений для ячеек Ωi,J−3/4,k = Ωi,J−1/4,k +
+ Ωi,J−1,k:

Fi,J−3/4,k = Fi,J−1/4,k + Fi,J−1,k = 0. (13.40)

и квазихарактеристическое уравнение для ячеек Ωi,J−1/4,k

F+
i,J−1/4,k =

3∑

l=1

(πππππππππl)i,k · (βββββββββ2)i,J−1/2,k(Fl+1)i,J−1/4,k+

+ (vs−w2)i,J−1/2,k(F1)i,J−1/4,k = 0, (13.41)

2) Для вычисления Qi,J ,k применим формулу линейной экстраполяции

Qi,J ,k = 1,5Qi,J−1/2,k − 0,5Qi,J−3/2,k, (13.42)

3) 2× (I × K × 9) уравнений для ячеек Ωi,1/4,k и Ωi,1,k заменим на I × K × 9
балансовых соотношений для ячеек Ωi,3/4,k = Ωi,1/4,k + Ωi,1,k:

Fi,3/4,k = Fi,1/4,k + Fi,1,k = 0, (13.43)

и I × K × 8 квазихарактеристических уравнений для ячеек Ωi,1/4,k:

(F−
2 )

i,1/4,k
=

3∑

l=1

(πππππππππl)i,k · (βββββββββ2)i,1/2,k(Fl+1)i,1/4,k−

− (vs+w2)i,1/2,k(F1)i,1/4,k = 0, (13.44)
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(F−
ν )i,1/4,k = (Fν+1)i,1/4,k − (hν+1)i,1/2,k(F )i,1/4,k, ν = 1, 3, 4, . . . , 8. (13.45)

Как показал опыт расчетов, описанное преобразование вместе с соотно-
шением (13.26) обеспечивает корректность построенной разностной схемы
в широком диапазоне определяющих параметров.

2.8. Организация расчета поля течения. Расчет поля течения в удар-
ном слое проводится в два последовательных этапа. На первом этапе нахо-
дится решение в области затупления (l < i < i1), на втором — около боковой
поверхности тела (i1 < i < I).

Решение в области затупления находится в процессе глобальных итера-
ций методом последовательной блочной релаксации. В качестве параметра
релаксации используется шаг по псевдовремени τi,k. Переход n ⇔ n + 1
осуществляется последовательно по блокам, в которые объединены уравнения
для элементарных объемов, расположенных вдоль нормали к поверхности.
Блоки обходятся последовательно по сегментам, начиная от сегмента i = ib,
проходящего вблизи передней критической точки, сначала в направлении
возрастания номера сегмента (i = ib, ib + l, . . . , ii), затем — в обратном на-
правлении (i = ib − l, ib − 2, . . . , l). При обходе в прямом направлении для
i > ib в формулах (13.25) полагается l(1)l, r(l) = 0, в обратном — l(1) = 0,
r(l) = 1. В начальном сегменте (i = ib) l(1) = r(l) = 0.

В каждом сегменте блоки обходятся в одном направлении — направлении
возрастания значения индекса k. Соответственно полагается l(3) = r(3) = 0
при k = 0, l(3) = 1, r(3) = 0 при k > 0.

Для ускорения итерационного процесса используется переменный от бло-
ка к блоку шаг по времени. Величина шага, постоянного внутри блока,
определяется из условия типа КФЛ для возмущений, распространяющихся
вдоль ударного слоя в направлении, противоположном направлению обхода
блоков. Сходимость итераций контролируется пo максимальному в расчетной
области относительному изменению на шаге параметров течения.

Расчет поля течения около боковой поверхности тела проводится с помощью
обобщенной маршевой процедуры. Реализация этой процедуры сводится к на-
хождению решения в узких перекрывающихся областях (ip − 1 < i < ip − 1),
последовательно смещающихся вдоль тела на одно сечение. Решение в каж-
дой локальной области находится с помощью описанного выше метода после-
довательной блочной релаксации с постоянным (вдоль тела) направлением об-
хода. Ширина локальной области (количество «счетных» сечений) выбирается
из условия подавления роста возмущений, вызванного некорректностью мар-
шевого счета в дозвуковой зоне течения вблизи поверхности. Проведенные
методические исследования показали, что даже при больших углах атаки
достаточно использовать локальные поля шириной в 2–3 счетных сегмента.
Маршевая процедура начинается c ip = i1 + 1, т. е. с поля, полученного
в результате глобальных итераций в области затупления. При продвиже-
нии локальной области на один сегмент вдоль тела в качестве начального
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распределения параметров в этом сегменте используется результат линейной

экстраполяции по двум предыдущим сегментам.

2.9. Решение уравнений блока. Как следует из предыдущего пункта,

полученная система разностных уравнений расщепляется на последователь-

но решаемые подсистемы (блоки) со следующей структурой (здесь и далее

опущены разностные индексы, соответствующие координатам y1, y3 и псевдо-

времени):

Gw,l(Z0,Z1,Z2, ε) = 0, l = 1, 2, . . . , 9,

Fl,3/4(Z0,Z1,Z2, ε) = 0, l = 1, 2, . . . , 9,

Fl,j(Zj−2,Zj−1,Zj ,Zj+1,Zj+2) = 0, l=1, 2, . . . , 9, j =2, 3, . . . ,J−2,

Fl,j−3/4(ZJ−3,ZJ−2,ZJ−1,ZJ , ε) = 0, l = 1, 2, . . . , 9,

GS,l(ZJ−2,ZJ−1,ZJ , ε) = 0, l = 1, 2, . . . , 10,

(13.46)

2.9. Решение уравнений блока. Для решения уравнений (13.45)

используется итерационная процедура, основанная на сочетании простых ите-

раций с методом Ньютона. С целью сокращения объема вычислений система

(13.45) разбивается на две группы уравнений, соответствующих значениям

l = l ÷ 4, l = 5 ÷ 9. Первая группа уравнений приближенно линеаризуется

относительно значений Z(1) = (ρ, v1, v2, v3) и ε, полученных в предыдущей

итерации, вторая — относительно значений Z(2) = (T , γO2
, γO, γN, γNO).

Линеаризованные уравнения имеют блочную структуру следующего вида:

первая группа уравнений

A0,0δZ
(1)
0 + A0,1δZ

(1)
1 + A0,2δZ

(1)
2 + a0,εδε + a0 = 0,

A1,0δZ
(1)
0 + A1,1δZ

(1)
1 + A1,2δZ

(1)
2 + A1,3δZ

(1)
3 + a1,εδε + a1 = 0,

Aj,j−2δZ
(1)
j−2 + Aj,j−1δZ

(1)
j−1 + Aj,jδZ

(1)
j + Aj,j+1δZ

(1)
j+1+

+ Aj,j+2δZ
(1)
j+2 + aj,εδε + aj = 0, j = 2, 3, . . . ,J − 2,

AJ−1,J−3δZ
(1)
J−3 + AJ−1,J−2δZ

(1)
J−2 + AJ−1,J−1δZ

(1)
J−1+

+ AJ−1,JδZ
(1)
J + aJ−1,εδε + aJ−1 = 0,

AJ ,J−2δZ
(1)
J−2 + AJ ,J−1δZ

(1)
J−1 + AJ ,JδZ

(1)
J + aJ ,εδε + aJ = 0,

(13.47)
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вторая группа уравнений

B0,0δZ
(2)
0 + B0,1δZ

(2)
1 + B0,2δZ

(2)
2 + b0 = 0,

B1,0δZ
(2)
0 + B1,1δZ

(2)
1 + B1,2δZ

(2)
2 + B1,3δZ

(2)
3 + b1 = 0,

Bj,j−2δZ
(2)
j−2 + Bj,j−1δZ

(2)
j−1 + Bj,jδZ

(2)
j + Bj,j+1δZ

(2)
j+1+

+ Bj,j+2δZ
(2)
j+2 + bj = 0, j = 2, 3, . . .,J − 2,

BJ−1,J−3δZ
(2)
J−3 + BJ−1,J−2δZ

(2)
J−2 + BJ−1,J−1δZ

(2)
J−1 + BJ−1,JδZ

(2)
J +

+ BJ−1,JδZ
(2)
J + BJ−1,JδZ

(2)
J + bJ−1 = 0,

BJ ,J−2δZ
(2)
J−2 + BJ ,J−1δZ

(2)
J−1 + BJ ,JδZ

(2)
J + bJ = 0,

(13.48)

Уравнения (13.47)–(13.48) решаются параллельно с использованием век-
торных прогонок. Способ построения разностных уравнений и структура «гло-
бального» итерационного процесса обеспечивает диагональное преобладание
в матрицах систем уравнений и, как следствие, устойчивость прогонок.

3. Расчет обтекания ВКС «Буран»

3.1. Описание наветренной стороны поверхности ВКС «Буран».
В соответствии с особенностями конфигурации наветренная сторона ВКС
была разбита на пять характерных участков, на каждом из которых для
описания поверхности использовалось свое уравнение контура сечения по-
верхности плоскостью x = const вида:

fk

(
x2,x3, a1(x1), . . . ank(x1)

)
= 0, (13.49)

k = 1, 2, . . . , 5,

с параметрами an зависящими от x1. Три основных параметра — x2A(x1),
x2B(x1), x3B(x1) (рис. 13.10) задают геометрические размеры и расположение
«центра» сечения в плоскости (x2,x3). Остальные параметры определяют
форму сечения.

Носовое затупление ВКС (0 < x1 < x
(1)
1 ∼ 0,5 м) представляет собой сфе-

рический сегмент радиуса rT = 0,83м, центр которого в расчетной декартовой
системе координат помещен в точке rT = (rT , 0, 0). Соответствующее уравне-
ние контура сечения плоскостью x1 = const может быть записано в виде

v2 + w2 = 1, (13.50)
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Рис. 13.10. Физический смысл основных параметров уравнений для описания поверхности
ВКС

где

v =
x2 − x2B

x2A − x2B
, w =

x3

x3B
,

x2A = −
√

r2
T
− (rT − x1)2 , x2B = 0, x3B =

√
r2

T
− (rT − x1)2 .

В интервале от x1 = 0,6 м до начала наплыва крыла (x1 < x
(3)
1 ∼ 7,4 м)

контур сечения нижней стороны поверхности ВКС (x2 < x2B) описывается
уравнением параболы

(w − v)2 + 2(w + v) − 3,0 = 0. (13.51)

На переходном участке x
(1)
1 < x1 < 0,6 м контур сечения составлен из

дуг окружности и параболы, точка сопряжения которых перемещается при
увеличении x1 от точки A к точке B. При аппроксимации этой части поверх-
ности для обеспечения более плавного сопряжения переходный участок был

расширен до x1 = x
(2)
1 = 0,9 м, а контур сечения задан уравнением кривой

второго порядка:

(w − v)2 + b(w − 1)v + v2 + d(w − 1) = 0, (13.52)

b = −2σ(t), d = 2(1 + σ(t)),

σ(t) = (3− 2t)t2, t =
x − x

(1)
1

x
(2)
1 − x

(1)
1

.

Контур сечения верхней поверхности ВКС (x2 > x2 ) при x
(2)
1 < x1 < x

(3)
1

составлен из отрезков прямых и дуг кривых второго порядка. Поскольку при
рассмотренных здесь больших углах атаки в наветренную область попадает
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лишь небольшая часть верхней поверхности для упрощения расчетов реаль-
ный контур сечения верхней поверхности был заменен эллипсом

[
x2 − x2B

x2A + x2B

]2
+

[
x3

x3B

]2
− 1 = 0. (13.53)

Гладкость аппроксимации поверхности (до первой производной включитель-
но) обеспечивается непрерывностью функций x2A(x1), x2B(x1), x3B(x1) и их

первых производных в точке x1 = x
(1)
1 и x1 = x

(2)
1 , а также выполнением

соотношений

σ(0) = 0, σ(1) = 1, σ′(0) = σ′(1) = 0.

При представлении нижней стороны поверхности в области расположения
наплыва и самого крыла (x > x(3)) контур сечения был разбит на две части.
Контур сечения фюзеляжа (x3 < x3D(x1)) описан уравнением параболы

aw2 + bw(v − 1) + (v − 1)2 + d(v − 1) = 0, (13.54)

где a = 0,25b2, а контур сечения наплыва крыла и самого крыла уравнением

( |v|
s

)n

−
(
(ε(1− w) + 1)n − 1

)1
ε

= 0. (13.55)

Параметры n(x1) и ε(x1) были найдены методом наименьших квадратов
по таблицам координат контуров 77 сечений, проведенных с шагом 0,3 м
и аппроксимированы кубическими сплайнами. Параметры s(x1), b(x1), d(x1)
в уравнениях (13.54), (13.55) определялись из условий

vΦ(wD) = vкр(wD) =
x2D − x2B

x2A − x2B
,

dv

dw

∣∣∣
D

Φ
=

dv

dw

∣∣∣
D

кр
,

где символом «D» отмечены значения величин в точке сопряжения фюзеляжа
с крылом, а символами «Φ» и «кр» — значения v, определенные соответ-
ственно из уравнений (13.54) и (13.55). Значения x2D(x1) были взяты из
таблиц координат контуров сечений и также аппроксимированы кубическим
сплайном.

В расчетах использовано упрощенное представление кормовой части по-
верхности: не учтены скос и скругление задней кромки крыла; принято,
что поверхность элевонов гладко сопрягается с поверхностью фюзеляжа; не
включена в рассмотрение поверхность тормозного щитка.

3.2. Расчетная система координат и разностная сетка. Система
секущих плоскостей Π(y1), «производящих» на поверхности тела семейство
координатных линий y = const , определяется зависимостью угла накло-
на Π к оси x1 от координаты y1. В проведенных расчетах эта зависимость
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задавалась следующим образом

ϕ = arctg
x2C − x2B(y1)

x1C − x1B(y1)
при y

(1)
1 6 y1 6 y1D,

ϕ = ξ(y1)ψ(y1) +
(
1− ξ(y1)

)π

2
,

(13.56)

где

ξ(y1) = exp

(
−60(x1B(y1) − x1D)

L

)
при y1D < y1 < y1E ,

ϕ =
π

2
при y1E < y1 < y

(2)
1 .

Здесь B — точка пересечения плоскости Π(y1) с lsim — контуром сечения
поверхности плоскостью Πsim; C — некоторая неподвижная точка, смещен-
ная «вправо» и «вверх» относительно центра сферического затупления T ;
ψ(y1) — угол наклона к оси x1 внутренней нормали nin к lsim в точке B,
L — длина ВКС. Точка сопряжения D, лежащая на lsim, выбирается из
условия непрерывной зависимости ϕ от y1; точка E из условия: ξ(y1E) = 10−3.

Схема построения плоскостей Π(y1) показана на рис. 13.11.

Рис. 13.11. Схема построения секущих ВКС плоскостей для получения на поверхности тела
семейства координатных линий

Там же приведены в проекции на плоскость (x1, x2), граничные линии

Γ
(1)
1 (y1 = y

(1)
1 ), Γ

(2)
1 (y1 = y

(2)
1 ),

Γ
(1)
3 (y3 = 0), Γ

(2)
3 (y3 = y

(2)
3 ).

Линия Γ
(1)
1 по условию проходит через точку A на lsim в которой определена

условием: (nin
A , v∞)/v∞=0,1. Γ

(2)
1 определена условием x1B(y

(2)
1 )=L, Γ

(1)
3 сов-

падает с отрезком lsim, заключенным в пределах y
(1)
1 6 y1 6 y

(2)
1 . Линия Γ

(2)
3 ,
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близкая к границе наветренной стороны поверхности, построена в интерактив-
ном режиме с помощью специального алгоритма, обеспечивающего выполнение
требования «сверхзвуковой» границы, сформулированного в п. 2.1.

Распределение узлов разностной сетки в области переменных (xl, x2, x3)
определяется заданием функций η1(y1), η2(y2, ς(y1, y3)) и η3(y1, y3) (см.п. 2.1).
В настоящих расчетах использовалась функция η1(y1) вида:

η1(y1) = a(y1 − y
(1)
1 ) + b(y1 − y

(1)
1 )2 при y

(1)
1 6 y1 6 y∗1 ,

η1(y1) = η1(y
∗
1) + c(y1 − y∗1) + b(y1 − y∗1)

2 при y∗1 6 y1 6 y
(2)
1 ,

где c = 0,5(a + 2b(y∗1 − y
(1)
1 )), b > 0, x1B(y∗1)/L ≈ 0,5.

При таком выборе функции η1 шаг сетки в продольном направлении

увеличивается по линейному закону при возрастании y1 от y
(1)
1 до y∗1 , затем

скачкообразно уменьшается вдвое и снова растет по линейному закону. При-
нятый в работе способ построения функции η3(y1, y3), распределяющей узлы
сетки в азимутальном направлении, поясняется рисунком 13.12, на котором
изображено сечение тела плоскостью Π(y1). На этом рисунке lΠ — контур
тела, τΠ — линия, полученная из lΠ с помощью отображения

r ⇒ r + d · nex, d = 0,04max
y3

|x3B| , (13.57)

s3(y1, y3) — расстояние, измеренное вдоль lΠ от точки пересечения lΠ с Πsim

(точка A) до точки B с координатами (y1, y3), s3(y1, y3) расстояние, измерен-

ное вдоль lΠ между отображениями точек A и B, s
(2)
3 (y1) и s

(2)
3 (y1) — гра-

ничные значения этих величин.

Рис. 13.12. Графическое пояснение к построению узлов сетки в азимутальном направлении



3. Расчет обтекания ВКС «Буран» 399

Координату y3 определим соотношением

s
(2)
3

s
(2)
3 (y1)

= η3(y1, y3) = ay3 + by23 + cy43, (13.58)

где коэффициенты a, b, c находятся из условий:

η3(y1, 1) = 1,
dη3

dy3

∣∣∣
y3=1

=
r

T

s23
,

d2η3

dy2
3

∣∣∣∣
y3=1

= 0.

Тогда выражение для η3(y1, y3) может быть записано в виде

η3(y1, y3) =
s3(s3)

s
(2)
3 (y1)

=
s3(s

(2)
3 (y1)η3(y1, y3))

s
(2)
3 (y1)

. (13.59)

Функция η3 определяет на lΠ сетку s3,k±1/2 = s
(2)
3 η3(y1, y3,k±1/2), k = 0, . . .

. . . ,K − 1 с шагом ∆ks3 = s3,k+1/2 − s3,k−1/2, монотонно убывающим при

увеличении k от ∆0s3 ≈ (2s
(2)
3 − rT )/K до ∆K−1s3 ≈ rT /K = const . Отно-

шение ∆K−1s3/∆0s3 ≈ rT /(2s
(2)
3 − rT ) меняется вдоль тела в пределах от

≈ 0,4 до ≈ 0,03. Использование в определении функции η3 длины дуги линии
lΠ, построенной с помощью отображения (13.57), позволяет распределять
узлы сетки вдоль контура сечения lΠ в зависимости от величины локального
значения кривизны lΠ. В проведенных расчетах величина смещения d была
подобрана так, чтобы получить дополнительное сгущение узлов сетки только
на боковых кромках крыла, радиус кривизны которых R < d. На остальной
части поверхности Suw величина d, определенная формулой (13.57), суще-
ственно меньше R, и величина шага сетки ∆s3, мало отличается от ∆s3.

Функция η2(y2, ς(t, y1, y3)), формирующая распределение узлов сетки в на-
правлении нормали к поверхности тела, находилась из уравнения

η2 + θf
(
η2, ς(t, y1, y3)

)
= (1 + θ)y2, где f =

1− exp(−ςη2)

1− exp(−ς)
. (13.60)

Параметр ς(t, y1, y3), величина которого обратно пропорциональна отноше-
нию толщины пограничного слоя к отходу ударной волны, определялся в ходе
решения задачи из условия наилучшего приближения в среднем функции f
к разностному профилю полной энтальпии I0.

dQ

dς
= 0, Q =

je∑

j=0

(
f(η2,j , ς) −

(I0)j − (I0)0
(I0)

−
∞(I0)0

)2

, где je ≈ 0,8J.

Определенная таким образом функция η2 «распределяет» узлы сетки по
нормали так, что шаг сетки h ≈ ∆η2 монотонно возрастает от значения
hmin ≈ (1 + θ)/(1 + ςθ)J вблизи поверхности до hmax ≈ (1 + θ)/J на внешней
границе пограничного слоя и далее до ударной волны остается постоянным.
Отношение hmin/hmax = 1/(1 + ςθ) определяется главным образом величи-
ной ς. Число узлов, попадающих в область пограничного слоя, зависит
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в основном от величины параметра θ и равно примерно θ/(1 + θ). В расчетах
использовалось значение θ = 0,7, что обеспечивало «попадание» в погранич-
ный слой ≈ 40% от общего числа узлов сетки в направлении нормали к телу
во всей рассмотренной области течения.

Приведенные в главе результаты получены на сетке с параметрами: число

сегментов I = 206, число блоков в сегменте K =

{
18 при x1/L < 0,25

36 при x1/L > 0,25,
число элементарных объемов в блоке J = 24.

При удвоении числа блоков в сегменте необходимое восполнение парамет-
ров поля течения проводилось с помощью кусочно-квадратичной интерполяции.

3.3. Представление данных расчетов. Численное решение задачи об-
текания ВКС «Буран» получено для условий, соответствующих двум точкам
траектории спуска, находящимся примерно в начале и конце участка траек-
тории, на котором ВКС испытывает наибольшие тепловые нагрузки. Исполь-
зованные в расчетах характеристики набегающего потока и соответствующие
им значения определяющих параметров представлены ниже в таблице 13.5:

Та б л иц а 13.5.

№ре-
жима

H км
высота

α◦ угол
атаки

V∞км/с
ско-
рость

P∞ Па
давле-
ние

ρ кг/м3

плотность

T ◦ К
темпе-
ратура

Re∞, r
T

число
Рей-

нольдса

M∞ число
Маха

1 77,5 39 7,38 1,57 2,74 · 10−5 203 1,24 · 104 25,8

2 65,6 39 5,58 10,0 1,53 · 10−4 232 4,65 · 104 18,3

Для каждого из режимов обтекания расчеты выполнены для трех моделей
гетерогенных химических процессов:

1) химически нейтральная поверхность (модель 1)

kw,i = 0, i = O, N, NO,

2) идеально каталитическая поверхность (модель 2)

γw,i = 0, i = O, N, NO,

3) частично каталитическая поверхность (модель 3)

kw,O = kw,N = 3,0 м/с, kw,NO = 0,

для покрытия углерод-углеродного теплозащитного материала на носке
фюзеляжа и передней кромке крыльев, kw,O = kw,N = 0,5 м/с, kw,NO = 0 —для
покрытия плиточной теплозащиты.

Во всех вариантах предполагалось, что коэффициент черноты поверхности
εs = 0,9. В статье приведены распределения по поверхности ВКС расчетных
значений следующих величин:
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ε — отход ударной волны по нормали к поверхности тела (рис. 13.13);

Cp = Pw/0,5ρ∞V 2
∞ — коэффициент давления (рис. 13.14);

Tw — равновесная радиационная температура поверхности (рис. 13.15);

qw — тепловой поток к поверхности (рис. 13.16);

Ce
O — значение массовой концентрации атомарного кислорода на внешней

границе пограничного слоя (только для случая идеально каталитической

поверхности) (рис. 13.21);

Ce
N — то же для массовой концентрации атомарного азота (рис. 13.22);

Указанные данные представлены в виде: картин изолиний на всей нижней

(nex
2 < 0) поверхности ВКС в проекции на плоскость (x1,x3).

Рис. 13.13. Вид ВКС «Буран» сверху — а; отход ударной волны (наветренная сторона).
Вариант 1.1 — б
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В работе приведены также картины изолиний в сечении ударного слоя
плоскостью симметрии следующей величины: P/0,5ρ∞V 2

∞ — давления газа,
отнесенного к половине скоростного напора (рис. 13.17);

Рассчитанная структура потока представлена также в виде картин изоли-
ний значений давления, отнесенного к 0,5ρ∞V 2

∞, в двух характерных сече-
ниях ударного слоя поверхности y1 = y1i, i = 1, 2 в развертке на некоторые

Рис. 13.14. Коэффициент давления. Вариант 1.1

Рис. 13.15. Температура поверхности. Вариант 1.1
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Рис. 13.16. Тепловой поток к поверхности. Вариант 1.1

Рис. 13.17. Распределение давления в плоскости симметрии ВКС. Вариант 1.1

плоскости П(y1i), которые совпадают с плоскостями x1 = const при следую-
щих значениях x1: сечение 1 — x1/L = 0,392, 2 — x1/L = 0,895. Сечение 1
ВКС в области начала наплыва крыла, а сечение 2 пересекает боковую кромку
крыла ВКС «Буран». С целью повышения разрешающей способности этих
рисунков расстояние n = εη2 до поверхности тела увеличено в δ/ε раз, где
δ = L/3. Для ориентировки на этих рисунках нанесены также штрих-пункти-
ром линии n = const . Соответствующие им значения n на рисунках указаны
в сантиметрах (рис. 13.19–13.20).
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В подписях к рисункам кроме названия изображаемой величины приведен
вариант расчета, состоящий из двух цифр, разделенных точкой. Первая цифра
указывает номер режима обтекания, вторая — номер модели гетерогенных
процессов.

3.4. Анализ результатов расчета теплообмена на наветренной сто-
роне поверхности ВКС «Буран». Общее представление о структуре об-
текания наветренной стороны поверхности ВКС «Буран» дает приведенная
на рис. 13.18 картина предельных линий тока, соответствующая вариант
(1.2). Как видно из этого рисунка, в рассмотренных условиях на наветренной
стороне поверхности ВКС образуются две симметрично расположенные линии
растекания, начинающиеся от передней критической точки. Эти линии отделя-
ют часть потока, стекающего с фюзеляжа и передних кромок крыла, от потока,
стекающего с боковых и задней кромок крыла.

Рис. 13.18. Картина предельных линий тока на поверхности ВКС. Вариант 1.2

В распределении давления на наветренной стороне поверхности
(рис. 13.14, 13.17–13.20) выделяются два локальных максимума, характерных
для рассматриваемой конфигурации ВКС. Первый максимум образуется
при торможении потока в окрестности геометрической критической точки
и равен давлению торможения в этой точке. Второй связан с поворотом
потока в области изменения угла стреловидности крыла (перехода на-
плыва в собственно крыло). Этот максимум давления расположен вблизи
критической линии в узкой области между «последней» волной сжатия
и «первой» из приходящих на поверхность волн разрежения, вызванных
взаимодействием волн сжатия с головным скачком уплотнения. Значения
коэффициента давления Cp = Pw/0,5ρ∞V 2

∞ в точках максимума давления
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Рис. 13.19. Распределение давления в сечении 1 (x/L = 0,392). Вариант 1.1

близки к двум. Распределение Cp по поверхности ВКС практически не
зависит от модели гетерогенных процессов. Наибольшее различие в локальных
значениях Cp, полученных при двух рассмотренных режимах обтекания, имеет
место в области разрежения потока около кромок крыла (до 15%). На линии
симметрии эти значения различаются при x1/L<0,85 не более, чем на 1%, при
0,85<x1/L<1 — до 3,5%.

В рассмотренных условиях степень диссоциации воздуха в ударном слое
достаточно высока, т. е. значительная часть энергии газа приходится на
«энергию диссоциации» (энергию, затраченную на диссоциацию молекул кис-
лорода и азота). Представление об уровне диссоциации воздуха в удар-
ном слое дают приведенные рисунки 13.21, 13.22, на которых показаны

Рис. 13.20. Распределение давления в сечении 2 (x/L = 0,895). Вариант 1.1
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Рис. 13.21. Максимальное значение концентрации атомарного кислорода поперек ударного
слоя. Вариант 1.2.

распределения значений массовых концентраций атомов азота и кислорода

Ce
i (y1, y3), i =O, N, на внешней границе пограничного слоя (для случая

идеально каталитической поверхности). Из приведенных данных видно, что

в первом режиме обтекания (M ∼ 25) во всей исследуемой области течения

достигается уровень диссоциации кислорода, близкий к полной диссоциации

(Ce
O = 0,232). Высокая степень диссоциации кислорода сохраняется и во

втором из рассмотренных режимов обтекания (M ∼ 18) Ce
O > 0,12.

Наблюдается примерно одинаковая картина распределения вдоль поверх-

ности Ce
O в этом режиме и Ce

N в обоих режимах обтекания. Уровень диссоци-

ации максимален вблизи передней критической линии тока; вниз по потоку

в области течения газа, прошедшего через головную ударную волну, значения

Ce
i падают, и вновь возрастают в ударном слое на крыле, в области течения

газа, прошедшего скачок уплотнения от передней кромки крыла. Важно

отметить также, что в области взаимодействия головной волны с кромкой

крыла уровень диссоциации воздуха в ударном слое близок к минимальному.

Из-за различия в скорости набегающего потока режимы 1 и 2 существенно

отличаются по абсолютному уровню диссоциации азота. В первом режиме

значения Ce
N изменяются от ∼ 0,3 в области торможения до ∼ 0,05 в кормовой

части крыла (рис. 13.22). Максимальное значение концентрации атомов N на

внешней границе пограничного слоя на крыле составляет при этом ∼ 0,14.
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Рис. 13.22. Максимальное значение атомарного азота поперек ударного слоя. Вариант 1.2.

При втором режиме обтекания эти значения равны соответственно 0,1,
3,10−4, 0,016.

Доля энергии диссоциации в обмене энергией между высокотемператур-
ным диссоциирующим воздухом и поверхностью обтекаемого тела определя-
ется процессами рекомбинации атомов азота и кислорода, которые протекают
как в газовой фазе при диффузии атомов через пограничный слой, так и на
самой поверхности. В первом случае энергия диссоциации переходит в теп-
ловую энергию газа, коэффициент аккомодации которой для всех материалов
достаточно высок. При гетерогенной рекомбинации, в которой твердая фаза
играет роль катализатора, энергия диссоциации выделяется непосредственно
на поверхности. Исследования, начатые еще в 30-х годах и получившие
наибольшее развитие в 70-80-х годах в связи с разработкой многоразовой
высокотемпературной теплозащиты, показали, что каталитическая активность
различных материалов может меняться в широких пределах. Наименьшую
активность имеют стекла и керамики, наибольшую — такие металлы, как
медь, серебро.

Из оценок характерных времен химических реакций и проведенных
расчетов следует, что в рассмотренных условиях обтекания ВКС «Буран» роль
газофазных процессов рекомбинации как атомов азота, так и, в особенности,
атомов кислорода сравнительно невелика. Это означает, что величина
теплового потока может быть значительно снижена за счет применения
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низко каталитических покрытий поверхности. Как показали исследования,
выполненные в ИПМ АН СССР [28, 30, 33], а также данные натурных
испытаний модели ВКС Бор-4, такими свойствами обладают остекленные
внешние покрытия системы теплозащиты ВКС «Буран», имеющие высокую
излучательную способность (εs ∼ 0,8–0,9) и предназначенные для предохра-
нения теплозащиты от окисления и механической эррозии. Низкие значения
коэффициентов гетерогенной рекомбинации (kw,O ≈ 1м/с, kw,N ≈ 3м/с) для
аналогичных по свойствам покрытий RCC и RCG получены и при обработке
результатов натурных экспериментов на ВКС «Space Shuttle».

Для анализа полученных данных по теплообмену используем представле-
ние теплового потока в виде произведения коэффициента теплообмена (α/cp)
на энтальпийный потенциал ∆I0 = (I0,∞ − I0,w), qw = (α/cp) (I0,∞ − I0,w)
Коэффициент теплообмена (α/cp) в свою очередь может быть представлен
в виде (α/cp) = (α/cp) (α/cp)

∗, где символом (∗) отмечено значение этого
коэффициента в передней критической точке. Как показывают результаты
многочисленных расчетов обтекания вязким газом затупленных тел различ-
ной формы, значение безразмерного параметра (α/cp) зависит прежде всего от
конфигурации обтекаемого тела и угла атаки и в меньшей степени от других
характерных параметров. «Главная часть» зависимости коэффициента тепло-
обмена от параметров обтекания и характерного размера тела учитывается
при такой записи величиной (α/cp)

∗. Заметим, что это обстоятельство слу-
жит основанием для переноса распределения теплового потока qw = qw/q∗w,
полученного в экспериментах на геометрически подобных моделях в аэроди-
намических трубах, на натурные объекты, поскольку в этих экспериментах,
как правило, ∆I0 ∼ const и qw ∼ (α/cp). Для пересчета в размерные вели-
чины в таких методиках используются либо аппроксимационные формулы
для q∗w типа известной формулы Фэя–Ридделла, либо результаты расчетов q∗w
в автомодельном приближении.

Полученные в настоящих расчетах данные по теплообмену, соответству-
ющие одному углу атаки, подтверждают слабую зависимость (α/cp) как от
условий в набегающем потоке (в рассмотренном интервале), так и от степени
каталитичности поверхности. В распределении (α/cp), как и в распределении
давления, имеются два локальных максимума, расположенных в тех же
областях поверхности. Максимальное значение коэффициента теплообмена
((α/cp) = 1,1–1,15) достигается на кромке крыла в области «пересечения»
с головной ударной волной. В сечении передней кромки плоскостью xl = const
коэффициент теплообмена принимает максимальное значение на линии рас-
текания. Вне области взаимодействия с ударной волной значение (α/cp)
вдоль этой линии меняется в пределах 0,65–0,75. На «уплощенной» части
поверхности ВКС (x1/L > 0,2) величина (α/cp) монотонно убывает вниз по
потоку от ∼ 0,2 до ∼ 0,05.

В случае идеально каталитической поверхности концентрация атомов
в газе вблизи поверхности мала. Поэтому энтальпия газа I0,w зависит
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в основном от температуры газа. В просчитанных вариантах отношение

I0,w/I0,∞ меняется в пределах 0,07–0,12, т. е. энтальпийный потенциал

остается практически постоянным. Распределение qw по поверхности при

этом остается таким же, как и распределение коэффициента теплообмена.

При некаталитической поверхности концентрация атомов Ci,w в газе вблизи

поверхности сложным образом зависит от химических процессов вдоль

линий тока, попадающих в «вязкую» область ударного слоя. Определение

значений Ci,w, i =O,N,NO (а, следовательно, и соответствующего снижения

энтальпийного потенциала за счет «нереализованной» части энергии диссоци-

ации) с требуемой для приложений точностью представляет весьма сложную

задачу из-за необходимости учета многих факторов как газодинамического,

так и кинетического характера. Её решение в общем случае возможно только

путем численного интегрирования уравнений вязкого ударного слоя (или более

общих) с использованием достаточно полной модели газовой среды.

Существенное изменение величины энтальпийного потенциала вдоль

некаталитической поверхности приводит к значительному отклонению

распределения qw = qw/q∗w от распределения (α/cp) Значение qw в соответ-

ствующих точках поверхности может отличаться от величины (α/cp) в два

с лишним раза. Очевидно, что использование значений qw, определенных

из экспериментов в аэродинамических трубах, для получения распределения

теплового потока qw по найденным каким-либо образом значениям q∗w

может привести в этом случае к большим ошибкам. Наибольшее снижение

энтальпийного потенциала при использовании некаталитического покрытия

имеет место в окрестности передней критической точки, т. е. там, где уровень

диссоциации воздуха максимален. Тепловой поток при этом снижается в 2,8

раза (с 54,1 до 19,5 вт/см2 (рис. 13.16)) в первом режиме обтекания, и в 2,2

раза (с 47,9 до 21,5 вт/см2) во втором режиме обтекания. Соответственно

расчетные значения равновесной радиационной температуры поверхности Tw

уменьшаются с 1531 ◦C до 1125◦ С (на 406◦) в первом режиме (рис. 13.15)

и с 1477 ◦C до 1160 ◦C (на 317 ◦C) во втором режиме.

Влияние каталитической активности поверхности на величину теплового

потока в области максимума qw на кромке крыла в рассмотренных условиях

существенно меньше, что объясняется в первую очередь более низким уровнем

диссоциации воздуха в этой области ударного слоя. В первом режиме при

«замораживании» гетерогенной рекомбинации расчетное значение теплового

потока снижается здесь с 59,4 до 43,4 вт/см2 (в 1,4 раза), во втором — с 52,3

до 40,1 вт/см2 (в 1,3 раза). Температура поверхности уменьшается при этом

с 1574 ◦C до 1435 ◦C (на 139 ◦C) в первом режиме и с 1516 ◦C до 1401 ◦C (на

115 ◦C) во втором.
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Заключение

Построенная разностная схема второго порядка точности позволяет полу-
чать более точное решение уравнений вязкого ударного слоя по сравнению
с ранее использованной схемой первого порядка точности при сохранении
хороших стабилизирующих свойств.

Предложенная методика успешно апробирована при моделировании ги-
перзвукового обтекания ВКС «Буран» для получения данных о структуре
течения и основных характеристиках взаимодействия газа с обтекаемым
телом в широком диапазоне определяющих параметров.

Обобщение разработанной методики на случай турбулентного режима
течения в пограничном слое дано в работе[40]. Для описания процессов
турбулентного переноса использована алгебраическая модель Себеси–Смит по-
луэмпирической теории турбулентности. Полученные в результате расчетов
значения максимальных тепловых потоков при турбулизации течения, которые
существенно, примерно в пять раз выше, чем при ламинарном режиме течения,
необходимо учитывать при разработке системы теплозащиты ВКС «Буран».

Внесение некоторых изменений в описанную методику[41] позволило
изучить течение около вогнутых участков поверхности ВКС, радиус кривизны
которых меньше локального значения отхода ударной волны, и рассчитать
обтекание наветренной стороны поверхности ВКС «Буран» с отклоненными
органами управления, что на части траектории спуска облегчает управление
аппаратом по углу рыскания.

Разработанная математическая модель стационарного обтекания тел
получила дальнейшее развитие в работах [42–44], где приведены результаты
расчетов ЛА различной конфигурации и элементов их конструкций, а также
расчета течения во всем ударном слое, т. е. около наветренной и подветренной
сторон поверхности тела.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ

ТЕПЛО- И МАССООБМЕНА

ПРИ АЭРОТЕРМОХИМИЧЕСКОМ РАЗРУШЕНИИ

ТЕПЛОЗАЩИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ

В.В. Горский
ОАО Военно-промышленная корпорация «Научно-производственное

объединение машиностроения»

Введение

Абляционная тепловая защита, т. е. тепловая защита уносом массы, отно-
сится к числу наиболее широко распространенных на практике инструментов
предохранения элементов конструкции различных энергетических устройств
(и в первую очередь изделий ракетно-космической техники), подверженных
воздействию интенсивных тепловых нагрузок со стороны набегающих на них
высоко скоростных и (или) высокотемпературных газовых потоков.

Наибольшее распространение на практике при этом получили различные
композиционные теплозащитные материалы, представляющие собой матрицу,
изготовленную из стойких по отношению к высоким температурам волокон
и тканей, пропитанную органическими смолами. Эти материалы обладают
достаточно высокими технологическими и физико-механическими характери-
стиками, стойкостью по отношению к агрессивным в химическом отношении
средам, а в процессе термического разрушения эти материалы перегреваются
до температур, превышающих 3000 ◦C, и поглощают большое количество
тепла при переходе в газовую фазу.

Определение минимальной толщины тепловой защиты, обеспечивающей
работоспособность защищаемой ею конструкции, имеет исключительно боль-
шое значение, так как стоимость каждой лишней единицы массы ракетно-
космических систем весьма велика. В то же время отсутствует возможность
качественного определения основных абляционных характеристик теплоза-
щитных материалов в процессе их наземной экспериментальной отработки,
так как существующие для этих целей стенды не позволяют удовлетворитель-
но воспроизвести условия их натурной эксплуатации.

Чаще всего экспериментальная наземная отработка теплозащитных ма-
териалов проводится в струях воздушных электродуговых установок (ЭДУ)
и в струях жидкостных ракетных двигателей (ЖРД). На установках пер-
вого типа удается обеспечить воспроизведение натурных значений энталь-
пии торможения набегающего газового потока и его химический состав,
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однако малые геометрические размеры моделей не позволяют воспроизвести
турбулентный режим течения газа в пограничном слое. Уровень давления
торможения в струях таких установок также далек от тех давлений, которыми
нагружается поверхность материала в условиях их натурной эксплуатации.

На установках второго типа, напротив, удается реализовать и турбулент-
ный режим течения газа в пограничном слое, и близкий к натурным условиям,
уровень давления торможения, однако все это достигается на фоне достаточно
низких энтальпий торможения газового потока и его химического состава,
кардинально отличающегося от химического состава воздуха.

Большое значение для установления абляционных характеристик теплоза-
щитных материалов имеют также результаты летного эксперимента, которые,
однако, обычно ограничиваются обгарными формами фрагментов конструк-
ции, зафиксированными к концу полета.

В этой связи качественная оптимизация потребных толщин тепловой
защиты оказывается невозможной без привлечения математического модели-
рования процессов тепло– и массообмена, протекающих при ее уносе массы.
Однако при теоретическом описании процесса уноса массы высокотемпера-
турных теплозащитных материалов мы сталкиваемся с целой совокупностью
проблем, однозначное решение которых, на первый взгляд, не представляется
возможным.

Дело в том, что слой материала, прилегающий к его внешней поверхности,
обтекаемой набегающим газовым потоком, для ее обозначения будем ис-
пользовать термин «стенка» — характеризуется неупорядоченной структурой,
в которой протекают гетерогенные химические реакции. Под действием сил,
приложенных к этому слою материала со стороны набегающего газового
потока, отдельные компоненты материала в одних условиях могут сноситься
механически в конденсированной фазе, а в других условиях — эти же компо-
ненты могут сохранять механическую прочность и переходить в газовую фазу
за счет физико-химических превращений, протекающих на «стенке».

Данные по свойствам теплозащитных материалов и кинетике протека-
ющих в них гетерогенных физико-химических превращений, полученные
различными исследователями, чаще всего значительно различаются между
собой, что является следствием сложной картины взаимодействия целой сово-
купности физико-химических превращений, протекающих по-разному в раз-
личных условиях проведения экспериментальных исследований.

К числу основных элементов неопределенности, с которыми приходится
сталкиваться при анализе экспериментальных данных по обгару тепловой
защиты в летных условиях и в условиях испытаний в струях ЖРД, отно-
сятся также и эффективные размеры шероховатости стенки по отношению
к возникновению турбулентного режима течения газа в пограничном слое
и к усилению интенсивности теплообмена. При этом необходимо отдавать
себе отчет в том, что при проведении расчетов целесообразно использовать
характеристики шероховатости стенки, образовавшейся в процессе ее уноса
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массы (и, естественно, не поддающейся измерению), а не находящейся в ис-
ходном состоянии или зафиксированной после завершения эксперимента.

Поэтому единственно возможным путем построения достоверных матема-
тических моделей протекания процессов тепло– и массообмена, сопровожда-
ющих унос массы теплозащитных материалов указанного класса, является:

— учет в их рамках возможности протекания всей совокупности основных
физико-химических превращений, сопутствующих протеканию исследуемого
явления;

— использование вариационного принципа определения как свойств мате-
риала, так и в действительности реализующихся физико-химических процес-
сов из числа учтенных в математическом описании, на базе сопоставления
теоретических и экспериментальных данных применительно к широкому кру-
гу условий функционирования материалов рассматриваемого класса.

Исключительно важной при этом представляется необходимость рассмот-
рения всей совокупности вопросов, связанных с движением изделий, их аэро-
динамическими и массово-инерционными характеристиками, нагревом и об-
гаром их тепловой защиты, в комплексной взаимно сопряженной постановке.

Только в рамках использования такого комплексного подхода может быть
проведен как качественный анализ экспериментальных данных, характеризу-
ющихся существенным изменением внешних обводов рассматриваемых эле-
ментов конструкции изделия за счет обгара их тепловой защиты, так и пе-
ренос результатов моделирования на натурные условия функционирования
тепловой защиты.

Ниже рассматривается пример создания математического описания про-
цессов тепло– и массообмена, протекающих при аэротермохимического разру-
шения композиционного теплозащитного материала на кремнеземной основе,
которое пригодно для решения задач указанного типа.

Физико-математическая постановка задачи квазистационарного
аэротермохимического разрушения стеклопластичных композиционных
теплозащитных материалов в высокотемпературном газовом потоке

1. Объект исследований. Термическая деструкция связки

Будем рассматривать квазистационарное аэротермохимическое разруше-
ние модельного композиционного теплозащитного покрытия, представляюще-
го собой изотропную механическую смесь диоксида кремния и органической
связки, в набегающем на него высокотемпературном газовом потоке в общем
случае сложного химического состава.

Квазистационарный режим уноса массы теплозащитных материалов яв-
ляется частным, но в то же самое время одним из наиболее важных слу-
чаев функционирования тепловой защиты. Этот режим уноса массы харак-
теризуется стационарностью данного процесса относительно наблюдателя,
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находящегося на поверхности материала, обтекаемой набегающим газовым
потоком. Только в рамках такого подхода удается достаточно глубоко разо-
браться с физикой рассматриваемого явления и установить основные зако-
номерности его протекания, что, в свою очередь, открывает возможность
для расчета параметров уноса массы теплозащитных материалов в неста-
ционарных условиях их эксплуатации. Важным представляется также то
обстоятельство, что во многих важных, с практической точки зрения, случаях
результаты расчетов, полученные с использованием квазистационарной по-
становки задачи, крайне незначительно отличаются от аналогичных данных,
полученных в нестационарной постановке.

Примем:
— что ρm — исходная плотность материала с размерностью кг/м3,
— что ϕSiO2

и ϕr — весовые содержания диоксида кремния и связки в нем,
— что химический состав связки (в качестве которой будем рассматривать

фенольные эпоксидные и кремнийорганические смолы) ограничен ком-
понентами, образованными из химических элементов

C, O, H, N, Si. (14.1)

При тепловом разрушении композиционных материалов отдельные их ком-
поненты могут претерпевать физико-химические превращения еще до выхода
на поверхность, омываемую набегающим газовым потоком (т. е. при темпера-
турах, меньших температуры Tw этой поверхност).

Если исключить из рассмотрения процесс испарения влаги, не оказываю-
щий заметного влияния на суммарный процесс уноса массы тепловой защиты,
то самым низкотемпературным из числа подлежащих учету физико-хими-
ческих превращений, претерпеваемых компонентами материала в процесс
нагрева, является термическая деструкция (пиролиз) связки.

Прохождение этого процесса сопровождается необратимым изменением
ее агрегатного состояния с образованием твердого остатка, газовой фазы
и пор в материале, по которым газы «стравливаются» в окружающую среду,
а также поглощением тепла. Одновременно с этим изменяются такие свойства
материала как плотность, теплоемкость и теплопроводность.

При описании динамики протекания этого процесса будем использовать
так называемую «фронтовую» постановку задачи. В рамках этого подхода
принимается, что при достижении относительно невысокой температуры Tf

происходит мгновенное указанное выше изменение агрегатного состояния
связки и что химический состав образующейся при этом газовой фазы не
изменяется в процессе фильтрации ее к нагреваемой поверхности.

Известно (см., например, работу [1]), что в действительности механизм
пиролиза органической связки является существенно более сложным.

Во-первых, разрыв связей в ее полимерных цепочках происходит не мгно-
венно, а в некотором диапазоне температур, вследствие чего более логичным
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на первый взгляд представляется использование для описания этого процесса
не «фронтовой», а «кинетической» модели [1, 3] типа

ωd =
(
ρ′r − ρ′r,end

)
· fd (T ) . (14.2)

Здесь:
ωr — скорость потери массы связки;
ρ′r — текущая «кажущаяся» плотность связки (т. е. ее масса, содержаща-

яся в единице объема материала);
ρ′r,end — предельное значение этой плотности, соответствующее прохож-

дению реакции «до конца»;
fd — функция, характеризующая зависимость скорости реакции от темпе-

ратуры T .
Однако необходимо иметь в виду, что пиролиз связки представляет собой

сложный многостадийный физико-химический процесс, структура протекания
которого не ясна до сих пор. Кинетические константы процесса, полученные
различными исследователями (см., например, [3, 4]), существенно различа-
ются между собой (графический вид функций fd (T ), построенных по кине-
тическим константам данных работ, приводится на рис. 14.1).

Помимо технологических факторов одной из основных причин указанного
рассогласования является зависимость динамики протекания рассматривае-
мого процесса от темпа и предыстории нагрева, а значит и от методики

Рис. 14.1. Кинетика пиролиза фенольных смол по данным различных авторов (1 — [3], 2 – [4],
T = T/1000)

14 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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проведения эксперимента. Использование кинетических констант процесса

пиролиза смол, трактуемого как одностадийное физико-химическое превра-

щение, в условиях, существенно отличающихся от условий проведения экс-

перимента, в которых они получены, сопряжено с возможностью не только

внесения существенных ошибок в результаты счета, но и с получением

информации, противоречащей физике протекания данного явления.

В качестве примера на рис. 14.2 приводятся результаты расчета неста-

ционарного прогрева типичного стеклопластика под действием постоянной

Рис. 14.2. Профили температуры и относительной плотности в материале при расчете неста-
ционарного прогрева типичного стеклопластика под действием постоянной тепловой нагрузки

(1 — время прогрева 12 с, 2 — время прогрева 30 с, 3 — время прогрева 100 с)
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тепловой нагрузки, в котором процесс пиролиза фенольной смолы описывался
с использованием кинетических констант, взятых из работ различных авторов
(здесь y — координата, отсчитываемая от «стенки» по нормали к ней).

Как видно из анализа приведенных данных, температурный интервал,
внутри которого реализуется процесс пиролиза смолы, существенно зависит
как от временной координаты, так и от используемых в расчетах кинетиче-
ских констант. В частности, в одном случае из числа рассмотренных реакция
смещается в область температур, превышающих 2000K.

В то же самое время характерная температура пиролиза смол, при которой

ρ′r − ρ′r,end

ρmϕr − ρ′r,end

= 0,5,

является достаточно стабильной величиной. Она зависит в основном от типа
связующего, а ее числовые значения колеблются в диапазоне 600–1000K.
Для смол, пиролиз которых сопровождается образованием конденсированного
«коксового» остатка, эта температура в литературе получила название «темпе-
ратуры коксования». Естественно, что в качестве введенного выше параметра
Tf логичным представляется использовать именно указанную характерную
температуру пиролиза смолы.

В работе [5] предложена математическая модель процесса пиролиза смол,
в которой этот процесс представляется в виде совокупности независимых
химических реакций, скорость протекания которых записываются в форме
закона Аррениуса. Это направление исследований представляется перспек-
тивным, однако отсутствие надежных данных по кинетическим константам
указанных реакций не позволяет пока использовать эту модель на практике.

Во-вторых, в образующейся при пиролизе смолы относительно низкотем-
пературной газовой фазе обычно значительное место занимают высокомолеку-
лярные соединения [1, 3, 6, 7]. По мере фильтрации газообразных продуктов
пиролиза связующего к «стенке» через вышележащие более высокотемпера-
турные слои материала эти соединения постепенно подвергаются разложению
до устойчивых низкомолекулярных соединений. При этом молекулярная масса
смеси понижается, а на стенках пор имеет место осаждение сажи.

В частности, уже при температурах порядка 2000K состав продуктов
пиролиза связок рассматриваемого класса может быть ограничен следующим
набором компонент:

— диоксид кремния и углерод (в конденсированной фазе),
— молекулярный водород, молекулярный азот и оксид углерода (в газовой

фазе).
Учет детальной структуры разложения газообразных продуктов пиролиза

встречает серьезные затруднения, что, в первую очередь, связано с ограничен-
ностью сведений о кинетических константах соответствующих химических
реакций. В то же самое время целесообразность рассмотрения достаточно
подробной схемы протекания этих процессов представляется сомнительной

14*
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в силу того, что сложно ожидать существенного влияния, оказываемого
указанными реакциями на суммарные характеристики уноса массы материала
в целом.

Более логичным представляется использование сформулированной выше
«фронтовой» модели процесса пиролиза связующего при следующих двух
предельных случаях протекания вторичной деструкции его газовой фазы:

— она проходит одновременно с процессом первичного пиролиза связки,
т. е. при температуре, равной Tf ;

— она проходит на «стенке», температура которой равна Tw.
Ниже для этих случаев протекания процесса пиролиза связки будем

использовать термины «схема пиролиза A» и «схема пиролиза B».
Предметом настоящего исследования будут связки, изготовленные на базе

фенольных эпоксидных и кремнийорганических смол, характеризующиеся
недостатком в их химических составах кислорода на предмет окисления
содержащихся в них углерода до оксида углерода.

Тогда элементарный химический состав связки такого типа должен удо-
влетворять условию:

0 6
νO,r

MO
− 2

νSi,r
MSi

<
νC,r
MC

, (14.3)

где νj,r — массовое содержание j-го химического элемента в ней, а Mi — моль-
ная масса i-го вещества.

Если далее:
— массовые доли связки, превратившейся в результате термической де-

струкции в i-е вещество на фронте первичного пиролиза и на поверхности
материала, обтекаемой набегающим газовым потоком, обозначить соответ-
ственно πi,f и πi,w,

— ввести весовой коэффициент W , равный единице для «схемы пиролиза
A» и равный нулю для «схемы пиролиза B»,

то расчет указанных долей может быть выполнен по формулам вида:

π
(s)
C,f = k1 + W

[
νC,r − k1 −

(
νO,r − 2νSi,r

MO

MSi

)
MC

MO

]
, (14.4)

π
(s)
SiO2,f

= νSi,r
MSiO2

MSi
, (14.5)

π
(g)
H2,f

= W · νH,r, (14.6)

π
(g)
N2,f

= W · νN,r, (14.7)

π
(g)
CO,f = W ·

(
νO,r − 2νSi,r

MO

MSi

)
MCO

MO
, (14.8)

π
(g)
Ω,f = (1− W )

(
1− π

(s)
C,f − π

(s)
SiO2,f

)
, (14.9)

π
(s)
C,w = (1− W )

[
νC,r − k1 −

(
νO,r − 2νSi,r

MO

MSi

)
MC

MO

]
, (14.10)

π
(s)
SiO2,w

= 0, (14.11)
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π
(g)
H2,w

= (1− W ) · νH,r, (14.12)

π
(g)
N2,w

= (1− W ) · νN,r, (14.13)

π
(g)
CO,w = (1− W ) ·

(
νO,r − 2νSi,r

MO

MSi

)
· MCO

MO
, (14.14)

π
(g)
Ω,w = −π

(g)
Ω,f . (14.15)

При выводе этих формул принимается, что массовая доля k1 связки, превра-

тившейся в конденсированный углерод на первой стадии ее пиролиза, задана

(в литературе для этого параметра обычно используется термин «коксовое

число»). Подстрочный индекс Ω означает высокомолекулярную газовую фазу,

а надстрочные индексы (s) и (g) соответствуют нахождению вещества в кон-

денсированном и газовом состояниях.

Необходимо также отметить, что у коксующихся материалов, изготовлен-

ных с использованием фенольных смол, наблюдается резкое увеличение ко-

эффициента теплопроводности с ростом температуры при переходе в область

высоких температур — см., например, рис. 14.3 из работы [8]. Такой характер

изменения коэффициента теплопроводности может быть связан с увеличени-

ем степени графитизации коксового остатка от пиролиза связки, и в этой

связи изучение детальной структуры процесса пиролиза вызывает не только

теоретический, но и практический интерес.

Те же самые причины, которые обусловливают существенный разброс ли-

тературных данных по кинетике пиролиза смол, лежат в основе аналогичной

картины, наблюдающейся для теплового эффекта ∆Qr этого процесса.

Так, например, в работе [1] для фенольной смолы используется значе-

ние ∆Qr, равное 1640 кДж/кг, а в работе [5] — равное 1030 кДж/кг.

При изменении условий протекания данного процесса (и, в первую оче-

редь, температуры) изменяется структура сопровождающих его физико-хими-

ческих превращений и, как следствие, количество поглощенного при этом

тепла (смолы рассматриваемого типа являются эндотермическими).

В таблицах 14.1 и 14.2 приводятся экспериментальные данные по из-

менению химического состава газообразных продуктов пиролиза фенольной

смолы и теплового эффекта этого процесса в зависимости от температуры,

опубликованные в работе [7].

Как следует из анализа представленных данных, при наиболее часто

используемой на практике величине температуры коксования фенольных

смол, равной 873K, в газовой фазе содержится действительно большое число

высокомолекулярных соединений. В то же самое время при температуре, рав-

ной 1173K, массовые концентрации этих соединений столь резко уменьшают-

ся, что при построении оценки дальнейшего повышения теплового эффекта

пиролиза с ростом температур можно предположить, что оно в основном



422 Гл. 14. Математическое моделирование процессов тепло- и массообмена

Рис. 14.3. Коэффициент теплопроводности асботекстолита (1) и стеклопластика (2) [8]

Т а б л иц а 14.1. Массовый химический состав газообразных продуктов пиролиза фенольной
смолы в процентах

Вещество
Температура, K

Вещество
Температура, K

673 873 1153 673 873 1153

H2 0,4 1,7 6,3 Бензол 0,3 3,0 1,5

CO 0,4 17,8 54,4 Толуол 0,3 5,3 2,4

H2O 47,0 13,0 7,0 Ксилены 1,2 2,8 1,3

CH4 1,8 9,4 5,3 Фенол 6,1 9,0 1,8

C2H6 0,1 4,0 1,2 Крезолы 12,1 12,5 2,1

N2 6,1 9,6 9,4 Диметилфенол 4,6 4,7 0,0

CO2 11,1 3,4 4,6 2-пропанол 4,8 0,0 0,0

O2 0,0 3,8 2,7 Ацетон 3,7 0,0 0,0
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Т а б л иц а 14.2. Тепловой эффект пиролиза фенольной смолы

Температура, K ∆Qr, кДж/кг

673 863

873 1177

1173 1725

обусловлено прохождением следующих химических реакций:

CH4 → C(s) + 2H
(g)
2 , (14.16)

H2O
(g) + C(s) → H

(g)
2 + CO(g), (14.17)

CO
(g)
2 + C(s) → 2CO(g). (14.18)

Тогда:
— принимая, что первая стадия пиролиза связки, характеризуемая «кок-

совым» числом, равным примерно 0,5, условно закончилась при температуре,
равной 873K,

— базируясь на данных, помещенных в таблицах 14.1 и 14.2,
— используя термодинамические свойства индивидуальных веществ,

участвующих в реакциях (14.16)–(14.18), из работы [9], можно оценить
максимально возможное увеличение теплового эффекта первичного пиролиза
связующего за счет полного разложения высокомолекулярных газообразных
соединений цифрой порядка 900 кДж/кг.

Если через ∆Qr,f и ∆Qr,w обозначить тепловые эффекты, связанные
с поглощением тепла за счет прохождения пиролиза связки на фронте ее
первичного пиролиза и на поверхности материала, обтекаемой набегающим
газовым потоком, то формулы для указанных тепловых эффектов могут быть
записаны в следующем виде:

∆Qr,f = ∆Qr,1 + W · ∆Qr,2, (14.19)

∆Qr,w = (1− W ) · ∆Qr,2. (14.20)

Под ∆Qr,1 и ∆Qr,2 здесь понимаются тепловые эффекты первичного пиролиза
связки и вторичной деструкции газообразных продуктов пиролиза соответ-
ственно.

2. Гетерогенное химическое взаимодействие между диоксидом
кремния и углеродом во внутренних слоях материала

Одним из основных физико-химических превращений, претерпеваемых
компонентами материала рассматриваемого класса в процессе нагрева, яв-
ляется гетерогенное химическое взаимодействие между диоксидом кремния
и углеродом, образовавшемся в процессе термической деструкции связки.
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Механизм этого взаимодействия может быть представлен следующим об-
разом [10]:

— возгонка диоксида кремния с образованием парообразных частиц, на-
ходящихся в активном электронно-возбужденном состоянии;

— перенос активных частиц окисла к восстановителю и адсорбция на нем;
— непосредственно химическое взаимодействие окисла с углеродом с об-

разованием конденсированного карбида кремния и газообразного окисла бо-
лее низкой степени окисления (оксида кремния) или только газообразных
продуктов (оксидов кремния и углерода);

— десорбция газообразных продуктов реакции с поверхности восстанови-
теля.

Как и для всех многостадийных процессов, кинетика протекания рассмат-
риваемого физико-химического взаимодействия может зависеть не только от
температуры, но и от темпа и предыстории нагрева. Кроме этого на нее
могут оказывать заметное влияние такие факторы как весовое соотношение
реагентов, размер их частиц, давление в реакционной зоне и т.д.

Результаты исследования влияние ряда из указанных факторов на кинети-
ку гетерогенного химического взаимодействия диоксида кремния и углерода
приведены в работе [11]. Изменение в широких пределах весового содержания
реагентов в образцах и размеров их частиц позволило авторам установить
влияние этих факторов на кинетику исследуемого процесса.

Основные результаты цитируемой статьи приводятся на рис. 14.4, где циф-
ры означают номера образцов, характеристики которых указаны в табл. 14.3.
При этом образец № 5 «вырезан» из реального материала.

Та б л иц а 14.3. Характеристики образцов, использованных в [12]

Номер образца
Размер частиц, мкм Массовое Мольное

SiO2 C
Отношение содержаний
в материале SiO2 и C

1 2,800 0,017 5,0 1,00

2 2,800 0,017 15,0 3,00

3 0,015 0,017 5,0 1,00

5 10,000 — 4,3 0,86

Как следует из анализа представленных данных, гетерогенное химиче-
ское взаимодействие диоксида кремния с углеродом проходит с минимальной
скоростью при весовом содержании реагентов в образцах, близком к их
содержанию в реальных материалах (образцы 1 и 5). Если бы в этих услови-
ях скорость реакции лимитировалась углеродом, то увеличение содержания
диоксида кремния и измельчение его (т. е. переход от образца 1 к образцам 2
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Рис. 14.4. Кинетика гетерогенного химического взаимодействия диоксида кремния с углеродом
при различном содержании реагентов в материале [11] (1 — формула (14.22), 2 — формула

(14.23), — △ образец 1, ◦ — образец 2, N — образец 3; •— образец 5).

и 3) не должно было бы привести к заметному изменению скорости процесса.

Так как, однако, результаты проведенных экспериментов свидетельствуют

об обратном, то можно предположить, что при испытаниях образцов 1 и 5

скорость реакции лимитировалась диоксидом кремния. К такому же выводу

пришли и авторы работы [9]. В то же самое время практически полная

идентичность результатов, полученных при увеличении содержания диоксида

кремния в 3 раза (образец 2) и размера его частиц примерно в 200 раз

(образец 3) по сравнению с образцом 1, позволяют предположить, что в этих

условиях скорость процесса уже лимитируется углеродом.

В процессе химического взаимодействия исходное содержание реагентов

в единице объема будет изменяться. Поэтому запись уравнения протекания

рассматриваемого химического взаимодействия в форме:

ωinto = ρ′SiO2
exp

(
βinto − αinto

T

)
MC

MSiO2

,

или

ωinto = ρ′C exp
(
βinto − αinto

T

)
,
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(так, в частности, делается в работе [12]), не будет в полной мере отражать
физику процесса.

Здесь:
ωinto — скорость убыли массы углерода в единице объема, кг/(м2с),
ρ′i — кажущаяся плотность i-го вещества, т. е. масса этого вещества

в единице объема, кг/м3,
Mi — мольная масса i-го вещества, кг/кмоль,
αinto и βinto — кинетические константы.
В качестве первого приближения к более качественному описанию экс-

периментальных данных работы [11] может быть рекомендована система
соотношений вида:

ωinto = ρ′CωC (T ) = ρ′C

[
W1ω1 (T ) + (1− W1) ω2 (T )

ρ′SiO2
MC

ρ′CMSiO2

]
, (14.21)

ω1 (T ) = exp (β1 − α1/T ) , (14.22)

ω2 (T ) = exp (β2 − α2/T ) , (14.23)

W1 = max

{
0,min

[
1,

(
ρ′SiO2

MC

ρ′CMSiO2

− 1

)
· 1
2

]}
. (14.24)

Здесь: α1 = 34720, β1 = 15,477, α2 = 27650, β2 = 9,03.
На рис. 14.4 функциональным зависимостям ω1 (T ) и ω2 (T ) соответству-

ют пунктирная и сплошная линии.
Отдельного рассмотрения заслуживает также вопрос о конечных продук-

тах рассматриваемого химического взаимодействия.
В работе [11] отмечается, что S — образная форма экспериментальных за-

висимостей давления реакционных паров от времени свидетельствует о мно-
гостадийном характере прохождения изучаемого процесса и что наиболее
вероятная форма суммарного уравнения реакции имеет вид:

SiO
(s)
2 + C(s) → SiO(g) + CO(g). (14.25)

Указанная схема химического взаимодействия между диоксидом кремния
и углеродом использовалась, в частности, при теоретическом исследовании
механизма уноса массы стеклопластиков в работе [12]. Анализ широкого
круга экспериментальных данных по кинетике высокотемпературного гете-
рогенного взаимодействия между диоксидом кремния и углеродом, проведен
в работе [13]. Здесь отмечается исключительно высокая активность карбида
кремния к вступлению в химическое взаимодействие с диоксидом кремния
и делается вывод о том, что наиболее вероятными конечными продуктами
этого взаимодействия являются газообразные оксиды кремния и углерода при
следующей схеме протекания процесса:

SiO
(s)
2 + 3C → SiC(s) + 2CO(g), (14.26)

2SiO
(s)
2 + SiC(s) → 3SiO(g) + CO(g). (14.27)
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Отмечается, что весьма вероятным является и прохождение реакции (14.27)
в две фазы:

SiO
(s)
2 + SiC(s) → Si(s) + SiO(g) + CO(g), (14.28)

SiO
(s)
2 + Si(s) → 2SiO(g). (14.29)

На данном этапе исследований нам представляется целесообразным ограни-
читься рассмотрением схемы протекания процесса гетерогенного химического
взаимодействия между диоксидом кремния и углеродом, записанной в форме
(14.25), как наиболее простой и наиболее полно изученной. Однако в даль-
нейшем, по-видимому, целесообразно проанализировать и более детальную
схему протекания этого процесса на тех режимах уноса массы материала, на
которых данное химическое взаимодействие оказывает заметное влияние на
унос массы материала в целом.

Если набор физико-химических превращений, протекающих во внутрен-
них слоях материала ограничить рассмотренными выше процессами пиролиза
связки и гетерогенного взаимодействия диоксида кремния с углеродом, то
химический состав материала в области между фронтом пиролиза связую-
щего и его поверхностью, обтекаемой набегающим газовым потоком, будет
ограничен следующим набором компонент:

SiO
(s)
2 , C(s), СO(g), H

(g)
2 , N

(g)
2 , Ω(g), SiO(g). (14.30)

Здесь не делается различия между диоксидом кремния, присутствовавшим
в материале изначально и образовавшимся в процессе пиролиза связующе-
го, а также между углеродом, образовавшимся на различных стадиях этой
реакции. Под Ω в (14.30) понимаются высокомолекулярные газообразные
продукты пиролиза.

3. Оплавление диоксида кремния

Как следует из результатов большого числа проведенных исследований
(см., например, обзор по этому вопросу в работе [14]), эффективность стек-
лопластиков как системы тепловой защиты уносом массы в значительной
степени определяется тем, какая доля содержащегося в них диоксида кремния
перейдет в газовую фазу. Одним из процессов, способствующих газификации
диоксида кремния, является рассмотренное выше гетерогенное химическое
взаимодействие его с углеродом, а основным фактором, препятствующим
газификации диоксида кремния, является его оплавление, под которым будем
понимать унос массы диоксида кремния в жидкой фазе под действием сдви-
гающих сил со стороны набегающего газового потока.

В условиях интенсивного аэродинамического нагрева на поверхности
стеклопластиков практически всегда образуется вязкая пленка расплава.
Несмотря на малую толщину, эта пленка оказывает значительное влияние
на процесс разрушения материала в целом, способствуя сцеплению частиц
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поверхностного слоя и уменьшению их эрозионного разрушения. Кроме этого
пленка создает серьезные препятствия на пути проникновения окислительных
веществ из набегающего потока во внутренние слои материала к его химиче-
ски активным компонентам [14].

Процессы плавления и течения пленок расплава у кристаллических
и аморфных веществ имеют определенные отличия.

Кристаллическое вещество, как известно, обладает фиксированной ве-
личиной температуры плавления, при нагреве до которой оно практически
мгновенно теряет вязкость. В условиях наличия значительных сдвигающих
сил, как это обычно и имеет место в процессе эксплуатации теплозащитных
материалов, указанное обстоятельство практически исключает возможность
значительного перегрева расплава, а значит и возможность заметного его
испарения. А величина теплового эффекта плавления вещества практически
всегда значительно уступает величине теплового эффекта его испарения.
Так, например, при испарении единицы массы диоксида кремния поглощается
примерно в три раза больше тепла, чем при нагреве его до температуры
испарения, включая тепловой эффект плавления [9].

Аморфные же вещества не имеют столь ярко выраженной температуры
плавления. Вязкость их постепенно уменьшается с ростом температуры, одна-
ко для некоторых веществ она оказывается весьма значительной и при доста-
точно высоких значениях последней. Это обусловливает возможность перегрева
пленок таких веществ до температур, при которых заметную роль в суммарном
процессе уноса массы материала играет процесс испарения данного аморфного
вещества. К веществам такого типа относится и диоксид кремния достаточно
высокой чистоты, что и послужило одной из причин его широкого применения
в рецептурах различных теплозащитных материалов [15].

Заметное «размягчение» диоксида кремния наблюдается с температур по-
рядка 2000K. При этом зависимость вязкости его расплава от температуры
может быть записана в форме [16]: µSiO2

≈ T−25.
Столь сильная связь вязкости диоксида кремния от температуры приводит

к тому, что течение его расплава характеризуется крайне незначительной
толщиной (это является причиной использования термина «пленка расплава»)
и относительно малыми числами Рейнольдса [17]. При этом поперечные гра-
диенты температуры и нормальной составляющей вектора скорости в пленке
значительно превосходят продольные градиенты этих функций. Вследствие
этого повсеместно (см., например, работы [16–27]) для описания уноса массы
диоксида кремния в жидкой фазе используются уравнения несжимаемого ла-
минарного пограничного слоя. Более того, как показали проведенные в рабо-
тах [17, 19] оценки, инерционные члены в уравнении сохранения количества
движения значительно меньше сил трения и ими можно пренебречь.

С учетом сказанного для описания динамической части теоретической
модели двумерного оплавления затупленного тела вращения, изготовленного
из однородного плавленого диоксида кремния, общепринятым является
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использование системы дифференциальных уравнений вида:

∂
(
ρ′SiO2

uSiO2
r
)

∂x
+

∂
(
ρ′SiO2

vSiO2
r
)

∂y
= 0, (14.31)

∂

∂y

(
µSiO2

∂u

∂y

)
=

dpe

dx
. (14.32)

Здесь:
x — криволинейная координата, отсчитываемая вдоль образующей поверх-

ности тела, обтекаемой набегающим потоком, от точки торможения этого
потока (ниже для этой точки будем использовать общепринятый термин
«критическая точка»);

y — координата, отсчитываемая вдоль внешней нормали к поверхности
тела;

uSiO2
— проекция вектора скорости движения расплава на ось x;

vSiO2
— проекция вектора скорости движения расплава на ось y;

r — расстояние от внешней поверхности тела, обтекаемой набегающим
газовым потоком, до его оси симметрии; внешней поверхности, обтекаемой
набегающим газовым потоком;

p — давление в пленке расплава, равное давлению pe на внешней границе
газового пограничного слоя, которое зависит только от координаты x;

µSiO2
— коэффициент динамической вязкости расплава, зависящий только

от его температуры.
При этом кажущаяся плотность расплава тождественно равна плотности

ρSiO2
вещества диоксид кремния.

Однако физическая картина течения расплава диоксида кремния в про-
цессе уноса массы композиционного материала существенно отличается от
аналогичной картины, наблюдаемой для оплавления материала, состоящего
целиком из этого вещества (см., например, рис. 14.5, на котором приводится
типичная фотография поверхности стеклопластика, подвергнутого высокотем-
пературному газодинамическому нагреву).

Во-первых, расплав диоксида кремния движется сквозь матрицу «кок-
сового остатка», а во-вторых, в нем находятся не связанные с углеродной
матрицей частички кокса и пузырьки «пробулькивающего» через него газа,
образовавшегося во внутренних слоях материала. В результате этого при уно-
се массы стеклопластиков расплав диоксида кремния в большинстве случаев
более всего похож на пену, образованную пузырьками газа.

Известно, что законы движения вспененных жидкостей существенно от-
личаются от законов движения однородных жидкостей. В первую очередь это
связано с тем обстоятельством, что вязкость таких жидкостей, получивших
в литературе название «неньютонианских», зависит не только от температуры,
но и от действующих в них сил трения.
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Наиболее подробно влияние, оказываемое на параметры уноса массы
стеклопластиков наличием в расплаве диоксида кремния газовых и твердых
включений, исследуется в работах [28–30].

В-третьих, даже для расплава однородного плавленого кварца данные раз-
личных авторов по вязкости различаются столь значительно, что соответству-
ющий их использованию разброс по скорости термохимического разрушению
этого материала оказывается недопустимо большим.

Рис. 14.5. Поверхность стеклопластика, подвергнутого высокотемпературному газодинамиче-
скому нагреву

Информация об указанном разбросе данных по вязкости плавленого квар-
ца из работы [14] приводится на рис. 14.6, где под µSiO2,1 (T ) и µSiO2,2 (T )
понимаются функциональные зависимости вида:

µSiO2,1 = exp
(
68800

T
− 22,315

)
, кг/(м с), (14.33)

µSiO2,2 = exp
(
61000

T
− 16,657

)
, кг/(м с). (14.34)

Степень влияния неопределенности в вязкости плавленого кварца на
скорость его уноса массы иллюстрируется рис. 14.7 из работы [14], где
heff — эффективная энтальпия, под которой понимается количество тепла,
поглощенное единицей унесенной массы материала в квазистационарных
условиях, а h00 — энтальпия торможения набегающего воздушного потока.
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Рис. 14.6. Зависимость от температуры вязкости расплава кварцевого стекла 1 — расчет
µSiO2,1 (T ) по (14.33); 2 — расчет µSiO2,2 (T ) по (14.34)

Практически полная неопределенность в эффективной вязкости распла-
ва диоксида кремния в условиях уноса массы реальных теплозащитных
материалов вынуждает рассматривать эту свойство расплава как параметр
согласования теоретических и экспериментальных данных. Крайне небольшой
объем экспериментальных данных, который обычно может использоваться
для определения «свободных» параметров теоретической модели уноса массы
теплозащитного материала, диктует необходимость жесткого ограничения
числа этих параметров. В этой связи в данной теоретической модели уноса
массы стеклопластиков используется предельно простая математическая мо-
дель оплавления диоксида кремния, крайне незначительно отличающаяся от
модели оплавления однородного кварцевого стекла (14.31), (14.32).

Во-первых, в уравнение сохранения массы (14.31) добавляется член, со-
ответствующий потере массы диоксида кремния за счет его гетерогенного
химического взаимодействия с углеродом, так что это уравнение преобразу-
ется к виду:

1

r

∂
(
ρ′SiO2

uSiO2
r
)

∂x
+

∂
(
ρ′SiO2

vSiO2

)

∂y
= −ωinto

MSiO2

MC
.

Если далее для проекции вектора массовой скорости движения k-ой компо-
ненты материала на ось y ввести обозначение Gk, а для массовой скорости
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Рис. 14.7. Зависимость эффективной энтальпии от энтальпии торможения при различных
законах изменения вязкости расплава 1 — расчет µSiO2,1 (T ) по (14.33); 2 — расчет µSiO2,2 (T )

по (14.34)

уноса диоксида кремния в жидкой фазе — обозначение GSiO2,L, то получим
следующую окончательную форму записи уравнения сохранения массы:

∂GSiO2

∂y
= −ωinto

MSiO2

MC
− GSiO2,L, (14.35)

где

GSiO2,L =
1

r

∂

∂x

(
ρ′SiO2

uSiO2
r
)
.

Во-вторых, в дифференциальные операторы уравнения (14.32) вводятся
удельные доли поверхностей в материале sx,SiO2

и sy,SiO2
, по которым силы

давления и трения действуют на расплав:

∂

∂y

[
µSiO2

∂ (uSiO2
sy,SiO2

)

∂y

]
=

∂ (pesx,SiO2
)

∂x
.

Проводя интегрирование этого уравнения по координате y в пределах [0, y]
в предположении независимости sx,SiO2

от координаты x, получаем

µSiO2

∂ (uSiO2
sy,SiO2

)

∂y
−

[
µSiO2

∂ (uSiO2
sy,SiO2

)

∂y

]

ω

=
dpe

dx

y∫

0

sx,SiO2
dy′.

Вводя для объемной концентрации диоксида кремния в материале обозна-
чение ξSiO2

и пренебрегая зависимостью от y отношения sy/ξSiO2
, можно



4. Механический унос массы углерода и газообразных продуктов разрушения материала433

переписать последнее уравнение в виде:

µSiO2

ρSiO2

sy

ξSiO2

∂
(
ρ′SiO2

uSiO2

)

∂y
=

[
µSiO2

∂ (uSiO2
sy,SiO2

)

∂y

]

ω

+
dpe

dx

y∫

0

sx,SiO2
dy′. (14.36)

Если далее:
— обозначить через τw удельное напряжение трения, действующее на

«стенку» со стороны набегающего на нее газового потока,
— пренебречь переменностью sx,SiO2

, sy,SiO2
и ξSiO2

,
— пренебречь отличием отношения sx,SiO2

/sy,SiO2
от единицы,

— умножить на r все члены уравнения (14.36) и продифференцировать
его по координате x, то получим следующую форму записи дифференциаль-
ного уравнения, предназначенного для расчета скорости оплавления диоксида
кремния:

∂GSiO2,L

∂y
=

ρSiO2
ξSiO2

r

∂

∂x

[
r

µSiO2

(
τw + y

dpe

dx

)]
. (14.37)

Для окрестности «критической точки», где, как известно,

r ≈ x,
dpe

dx
≈ d2pe

dx2
x, τw ≈ dτw

dx
x, µSiO2

= µSiO2
(y) ,

уравнение (14.37) преобразуется к виду:

dGSiO2,L

dy
= 2

ρSiO2
ξSiO2

µSiO2

(
dτw

dx
+ y

d2pe

dx2

)
. (14.38)

4. Механический унос массы углерода и газообразных продуктов
разрушения материала

В условиях, характерных для функционирования теплозащитных матери-
алов, углерод, в отличие от диоксида кремния, сохраняет твердое агрегатное
состояние. Вследствие этого появление тангенциальной составляющей у его
вектора скорости оказывается возможным только в том случае, если углерод-
ный каркас, образовавшийся в материале в результате пиролиза связки, не
может противостоять внутренним термическим напряжениям и сдвигающим
силам со стороны набегающего газового потока.

Проблема механического уноса массы углерода имеет два основных ас-
пекта.

Во-первых, прочность поверхностного слоя материала, в котором прошла
реакция пиролиза связки, в значительной степени определяется прочностью
образовавшегося при этом углеродистого каркаса. В частности, хорошие проч-
ностные характеристики углеродистого каркаса, образующегося при пиролизе
фенолоформальдегидных смол, послужили одной из основных причин их ши-
рокого распространения в производстве теплозащитных материалов [31, 32].
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Естественно, что для каждого материала существуют предельные механи-
ческая и тепловая нагрузки, при превышении которых происходит последова-
тельный скол его слоев и резкое снижение его эффективной энтальпии. Так,
в частности, обстояло дело в процессе стендовой отработки стеклопластиков,
описанной в работе [33]. Не умаляя значения теории уноса массы тепло-
защитных материалов за счет последовательного скола его слоев, развитой
в работах [34, 35], следует отметить ограниченные возможности этой теории
в части ее практического использования. Дело в том, что чаще всего при
проектировании изделий предпочтение отдается материалам, обладающих до-
статочно высокой эффективной энтальпией, т. е. материалам, у которых про-
цесс эрозии не играет решающей роли в суммарном механизме уноса массы.
Поэтому при построении рассматриваемой теоретической модели теплового
разрушения стеклопластиков предпочтение отдается схеме его «упорядочен-
ного» уноса массы.

Во-вторых, от вида функции G
(s)
C (y) зависят характеристики тепло–

и массообмена не только во внутренних слоях материала, но и на его внешней
поверхности, обтекаемой набегающим газовым потоком, а также в газовом
пограничном слое. При этом строгое решение задачи может быть получено
только с помощью системы уравнений, описывающей прочностную часть
рассматриваемой проблемы и включающей в себя целый ряд высокотемпе-
ратурных характеристик материала, информация о которых в литературе
практически отсутствует.

Базируясь на вышесказанном и следуя общему принципу формирования
настоящей постановки задачи, будем базироваться на упрощенной модели
процесса механического уноса массы углерода, в рамках которой можно
проанализировать предельные случаи его протекания.

Указанные цели достигаются при использовании уравнения

∂G
(s)
C

∂y
= −ωinto, (14.39)

во всей области, простирающейся от фронта первичного пиролиза связки
и вплоть до внешней поверхности материала, обтекаемой набегающим газо-
вым потоком. В то же самое время, если не учитывать различия в прочност-
ных характеристиках углерода, образовавшегося в материале на различных
стадиях процесса пиролиза связки, то связь между массовым расходом уг-

лерода G
(s)
C (−0), подводимым к «стенке», и массовой скоростью G

(s)
C (+0)

поступления углерода в газовый пограничный слой записывается в форме:

G
(s)
C (+0) =

[
G

(s)
C (−0) + GΣ,−∞ϕrπ

(s)
C,ω

]
γC,ω. (14.40)

Здесь:
GΣ,−∞ — массовая скорость разрушения материала в целом, кг/(м2·с),
γi,w — коэффициент газификации i-ой компоненты материала на его

поверхности, обтекаемой набегающим газовым потоком.
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Однако углерод, образующийся в процессе пиролиза органической связ-
ки, не является однородным по отношению к его механической прочности.
В первую очередь, это связано с тем обстоятельством, что одна часть угле-
родного каркаса (образовавшаяся на первой фазе пиролиза связки) обладает
достаточно значительной прочностью, а другая его часть (образовавшаяся
в результате вторичной деструкции газообразных продуктов пиролиза, сопро-
вождающейся выпадением сажи на стенках пор в материале) обычно обладает
меньшей прочностью.

Если пренебречь различием в химической активности различных компо-
нент углерода к вступлению в гетерогенное химическое взаимодействие с ди-
оксидом кремния, то в рамках данной постановки задачи учет различия в их
прочностных характеристиках можно учесть путем преобразования формулы
(14.40) к виду:

G
(s)
C (+0) = G

(s)
C (−0)

π
(s)
C,fγC,f ,ω + π

(s)
C,ωγC,ω,ω

π
(s)
C,f + π

(s)
C,ω

+ GΣ,−∞ϕrπ
(s)
C,ωγC,ω,ω. (14.41)

Под γC,i,w здесь понимаются коэффициенты газификации углерода, образо-
вавшегося на различных стадиях процесса пиролиза связки, на поверхности
материала, обтекаемой набегающим газовым потоком.

Использование формул (14.40) и (14.41) позволяет в рамках достаточно
простой постановки задачи проанализировать роль частичного механического
уноса массы углерода, а также получить максимально возможный эффект,
связанный с прохождением реакции (14.25).

Под действием перепада давления на поверхностном слое материала, обу-
словленного протеканием рассмотренных выше физико-химических превра-
щений, образовавшиеся при этом газы фильтруются по порам к нагреваемой
поверхности, «пробулькивают» через пленку расплавленного диоксида крем-
ния и вдуваются в газовый пограничный слой [14].

Направление фильтрации газа в рассматриваемой пористой среде,
в первую очередь определяемое вектором градиента давления, в общем случае
не совпадает с направлением внешней нормали к «стенке». Однако в большин-
стве литературных публикаций (см., например, [14, 36]) процесс фильтрации
газовой фазы по порам в материале рассматривается в одномерной постановке.
Это, в частности, объясняется малостью градиента давления на внешней
поверхности материала, обтекаемой набегающим газовым потоком, в таких
важных зонах на поверхности изделий ракетно-космической техники как
окрестность «критической» точки и боковые поверхности.

В процессе «пробулькивания» газовых пузырьков через движущуюся
пленку расплава траектории их движения также, в принципе, должны искрив-
ляться. Однако ввиду малой толщины пленки и несоразмерности линейных
скоростей движения газа и расплава и этим эффектом повсеместно пренебре-
гается [14].



436 Гл. 14. Математическое моделирование процессов тепло- и массообмена

В то же самое время необходимо отметить, что процесс фильтрации
газов по порам в материале может оказаться и существенно не одномер-
ным. В качестве примера здесь можно сослаться на работу [37], в которой
данный процесс рассматривается в условиях значительного перепада давле-
ния по поверхности аппарата. В качестве другого примера можно привести
испытания незащищенных со стороны боковой поверхности малогабаритных
цилиндрических образцов материала в струе плазматрона, при проведении
которых из-за бокового прогрева возможна значительная утечка газов из
области «критической точки» в зону пониженного давления.

Следуя основной концепции построения данной методики расчета, для
описания процесса фильтрации ниже используется компромиссный подход.
С одной стороны в его рамках боковыми утечками газа в области между
фронтом первичного пиролиза связки и внешней поверхностью материала
пренебрегается, т. е. принимается, что:

∂G
(g)
CO

∂y
= ωinto

MCO

MC
, (14.42)

∂G
(g)
SiO

∂y
= ωinto

MSiO

MC
, (14.43)

∂G
(g)
i

∂y
= 0, i = H2, N2, ω. (14.44)

С другой стороны связь массового расхода i-го газообразного вещества,
подводимого к внешней поверхности материала, и массовой скоростью вдува
его в газовый пограничный слой записывается в форме, аналогичной (14.40):

G
(g)
i (+0)=

[
G

(g)
i (−0)+GΣ,−∞ϕrπ

(g)
i,w

]
γg,w, i=CO, SiO, H2, N2, Ω. (14.45)

При этом расход G
(g)
Ω (+0) оказывается тождественно равным нулю.

Под γg,w здесь понимается коэффициент «газификации газовой фазы», т. е.
доля расхода газа, подводимого изнутри к внешней поверхности материала,
поступающая в газовый пограничный слой.

Использование такого подхода позволяет получать предельные оценки
влияния, которое может оказать на суммарные характеристики уноса массы
теплозащитного материала нарушение одномерности процесса фильтрации га-
зообразных продуктов физико-химических превращений, протекающих в его
внутренних слоях, без привлечения громоздких математических моделей.

Сформулированная динамическая часть задачи должна быть дополнена
уравнением сохранения количества энергии и системой граничных условий.

5. Уравнение сохранения количества энергии

По аналогии с работой [14] двумерное уравнение сохранения энергии
для химически реагирующей смеси, компоненты которой обладают в общем
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случае различными температурами, может быть записано в форме:

∑

k

[
ρ′kcp,k

(
uk

∂Tk

∂x
+ vk

∂Tk

∂y

)
+ ωkhk

]
=

∂

∂y
(Qλ + QR) + Qp + Qfr. (14.46)

Здесь:
cp,k — удельная теплоемкость k-го вещества (изобарная — для газового

вещества);
Qλ и QR — проекции векторов кондуктивного и радиационного теплового

потока на ось y системы координат;
Qp и Qfr — работа сил давления и интенсивность тепловыделения, обу-

словленная работой сил трения (диссипативный член);
ωk и hk — массовая скорость образования k-го вещества в единице объема

и его энтальпия.
Вопрос о различии между температурами конденсированного материала

и фильтрующегося через него газами, рассмотрению которого, в частности,
посвящены работы [14, 38, 39], наиболее всего актуален для задач пористого
охлаждения.

Практически во всех работах, посвященных уносу массы композиционных
материалов, отмечается, что ввиду крайне малого размера пор, образующихся
в материале в процессе деструкции связки, коэффициент теплообмена между
каркасом материала и фильтрующимся через него газом столь велик, что
в первом приближении указанным выше различием температур можно прене-
бречь.

В этой связи необходимо отметить, что учет различия в температурах от-
дельных фаз материала не вызывает серьезных математических проблем [14].
Однако целесообразность использования такого подхода в рамках рассмат-
риваемой постановки задачи представляется весьма сомнительной, так как
в отличие от задач пористого охлаждения мы имеем дело с крайне неупоря-
доченной структурой пор в материале. Кроме этого практически полностью
отсутствуют данные по интенсивности процесса теплопередачи между раз-
личными фазами материала.

Вследствие сказанного в рамках данной постановки задачи используется
допущение о том, что интенсивность внутреннего теплообмена в материале
столь велика, что можно пренебречь различием в температурах его отдельных
компонент, т. е. принимается, что в уравнении (14.46)

Tk = T , (14.47)

где T — единая для всех компонент материала температура.
Если далее:
— принять во внимание допущения, сделанные выше при формулировке

динамической части задачи,
— использовать закон Фурье [40] для расчета кондуктивного теплообмена,
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— так же, как в работах [17, 24], пренебречь работой сил давления
и диссипацией энергии (ввиду малости скорости тангенциального движения
диоксида кремния), то уравнение (14.46) может быть преобразовано к виду:

∑

k

(
cp,kGk

∂T

∂y
+ ωkhk

)
+ cp,SiO2

ρ′SiO2
uSiO2

∂T

∂x
=

∂

∂y

(
λm

∂T

∂y
− QR

)
. (14.48)

Под λm здесь понимается коэффициент теплопроводности материала.
Пренебрежение перетеканием тепла в тангенциальном направлении в до-

статочной степени строго может быть обосновано лишь в окрестности «крити-
ческой точки» затупленного тела и на боковых поверхностях аппарата. Однако
указанное допущение широко используется и при рассмотрении существенно
более сложных ситуаций (см., например, работу [16]), что составляет основу
метода «локальной автомодельности» — одного из самых распространенных
методов теории пограничного слоя [41].

Следуя этому методу и принимая во внимание, что в области простран-
ства, расположенной между фронтом первичного пиролиза связки и внешней
поверхностью материала, единственной химической реакцией, протекание ко-
торой учитывается в данной постановке, является реакция (14.11), уравнение
сохранения энергии принимает вид:

∑

k

cp,kGk
∂T

∂y
=

∂

∂y

(
λm

∂T

∂y
− QR

)
− ωinto∆Qinto, (14.49)

где ∆Qinto — тепловой эффект этой реакции, вычисляемый по формуле:

∆Qinto =
(
h

(g)
COMCO + h

(g)
SiOMSiO − h

(s)
C MC − h

(s)
SiO2

MSiO2

)
· 1

MC
. (14.50)

Гетерогенное химическое взаимодействие между диоксидом кремния и угле-
родом относится к числу высоко теплоемких процессов. Так согласно термо-
динамическим данным работы [9] величина ∆Qinto составляет ≈ 50МДж/кг.

Отдельного рассмотрения заслуживает проблема учета радиационного
теплопереноса в материалах рассматриваемого класса. В принципе, с точ-
ки зрения передачи тепла излучением эти материалы относятся к классу
«полупрозрачных» материалов. Это связано как с частичной прозрачностью
вспененного газообразными продуктами внутренних физико-химических пре-
вращений расплава диоксида кремния, так и с радиационным теплообменом
в порах материала и в нитях диоксида кремния. Иногда частично прозрач-
ными для излучения оказываются и некоторые смолы в исходном состоянии
(известны случаи, когда при использовании радиационного источника нагре-
ва термопары, отделенной от источника нагрева слоем эпоксидной смолы,
отсутствует время задержки в регистрации повышения температуры). Однако
если исключить из рассмотрения харизматический случай чистого плавле-
ного кварца, являющегося классическим представителем «полупрозрачных»
материалов — с математической точки зрения этот материал может рассмат-
риваться как стеклопластик, у которого ϕSiO2

= 1, — то в подавляющем
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большинстве случаев длина свободного пробега излучения во внутренних
слоях стеклопластиков оказывается существенно меньше длин, характерных
для изменения температуры в материале. И тогда вполне достаточной для
практических приложений точностью обладает простейшая схема расчета
радиационного теплообмена — так называемая схема «лучистой теплопровод-
ности» [42], — когда QR исключается из уравнения сохранения энергии типа
(14.49), а к коэффициенту молекулярной теплопроводности λm добавляется
коэффициент радиационной теплопроводности λm,R, пропорциональный тем-
пературе материала в третьей степени:

λm,eff = λm + λm,R = λm +
16nrσT 3

3 (κR + σR)
. (14.51)

Здесь:
nr — коэффициент преломления материала;
σ — константа Стефана–Больцмана;
κR и σR — коэффициенты поглощения и рассеивания излучения в мате-

риале.
При экспериментальном определении коэффициента теплопроводности

определяется именно эффективное его значение λm,eff , равное сумме мо-
лекулярного и радиационного коэффициентов теплопроводности. При этом
повсеместно в высокотемпературных областях наблюдается кубический закон
возрастания λm,eff с ростом температуры.

В то же самое время необходимо отметить, что в принципе использование
схемы «лучистой теплопроводности» неправомочно в небольшой по размеру
прилегающей к «стенке» зоне, толщина которой обратно пропорциональна
его коэффициенту ослабления излучения. Однако вследствие крайне незна-
чительных размеров указанной зоны в подавляющем большинстве практи-
ческих приложений ошибки, вносимые в расчет температурных режимов
конструкции при использовании схемы «лучистой теплопроводности» во всем
исследуемом объеме материала, оказываются крайне незначительными.

В процессе же уноса массы стеклопластиков профиль температур в ука-
занной тонкой зоне материала, прилегающей к его нагреваемой поверхно-
сти, оказывает существенное влияние как на процесс уноса массы диоксида
кремния в жидкой фазе, так и на интенсивность гетерогенного химического
взаимодействие последней с углеродом. В этой связи правомочность использо-
вания схемы «лучистой теплопроводности» для материалов рассматриваемого
класса по всей их толщине представляется сомнительной.

Впервые на важность радиационного теплообмена для оплавляющихся
материалов указано в работах [43, 44]. В последней из них, в частности,
отмечается, что использовании схемы «лучистой теплопроводности» может
привести к существенным ошибкам при расчете эффективной энтальпии
материалов типа плавленого кварца. В то же самое время проведение строгого
расчета процесса радиационного теплообмена в стеклопластике встречает
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значительные трудности, ибо объектом исследования является неупорядо-
ченная оптическая среда, а на сегодняшний день не существует ни удо-
влетворительной оптической модели покрытия рассматриваемого класса, ни
достаточно строгой теории переноса излучения в такой среде.

Одним из возможных путей решения указанной проблемы является ис-
пользование расчетной модели, предложенной в работе [45]. В рамках этой
модели предполагается, что пленка расплава и расположенные под ней слои
материала представляют собой крайние случаи взаимодействия излучения
с веществом: пленка расплава принимается абсолютно прозрачной, а осталь-
ная часть материала — абсолютно непрозрачной. При этом профиль темпера-
тур в прозрачной пленке расплава формируется без учета излучения, испус-
каемого материалом в окружающую среду, а в балансе тепла на нагреваемой
поверхности материала это излучение учитывается.

Как уже неоднократно отмечалось выше, все имеющиеся на сегодняшний
день данные по свойствам стеклопластиков в целом и свойствам образую-
щихся на их поверхностях пленок расплава диоксида кремния при высоких
температурах не обладают достаточной для практического использования
достоверностью. В этой связи единственным критерием достоверности этих
характеристик является адекватное описание суммарных характеристик уноса
массы материала в различных условиях их эксплуатации, базирующееся на
их использовании. При этом весь клубок проблем, связанных с распреде-
лением температур в пленке расплава диоксида кремния, представляется
целесообразным свести к неопределенности в ее эффективном коэффициенте
теплопроводности при использовании схемы «лучистой теплопроводности» во
всей расчетной области.

Естественно, что такой подход неприменим к анализу уноса массы мате-
риалов типа плавленого кварца, сопровождающемуся существенным вкладом
радиационного теплообмена в большей части прогретого материала.

6. Сублимация конденсированных компонент материала со
«стенки»

Современная трактовка процесса сублимации конденсированных веществ
дается в работах [46–49]. Суммарная скорость уноса массы вещества за счет
протекания этого процесса представляет собой разность скоростей его испа-
рения и адсорбции поверхностью материала соударяющихся с ней молекул
того же сорта.

Интенсивность прохождения первого из указанных процессов зависит
только от температуры, а скорость адсорбции поверхностью соударяющихся
с ней молекул пропорциональна их парциальному давлению над поверхностью
материала. При достаточно длительном времени протекания процесса испа-
рения вещества в замкнутую полость наступает состояние термодинамиче-
ского равновесия, когда скорость захвата поверхностью соударяющихся с ней
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молекул вещества становится равной скорости его испарения. Давление паров
вещества над его поверхностью в таком состоянии (его называют давлением
насыщенных паров) может быть использовано для расчета массовой скорости
перехода вещества из конденсированной фазы в газовую фазу.

Вследствие этого для расчета скорости сублимации i-ой компоненты ма-
териала со «стенки» повсеместно применяется формула Ленгмюра-Кнудтсена
(см., например, работу [14])

Gsub,i = ca,isy,w
p∗i,w − pi,w√
2πR0Tw/Mi

. (14.52)

Здесь:
ca,i — коэффициент аккомодации поверхностью материала соударяющихся

с ней молекул i-го сорта;
pi,w и p∗i,w — парциальное давление молекул i-го сорта на «стенке» и дав-

ление их насыщенного пара при температуре «стенки»;
R0 — универсальная газовая постоянная.
Индекс w в формуле (14.52) и ниже относится к «стенке», т. е. к внешней

поверхности материала, обтекаемой набегающим газовым потоком.
Если

pi,w < p∗i,w, (14.53)

то говорят, что процесс сублимации вещества протекает в режиме его испа-
рения, а в противном случае, — что процесс сублимации вещества протекает
в режиме его конденсации.

7. Гетерогенные химические реакции, протекающие на «стенке»

К числу процессов, играющих определяющую роль в уносе массы тепло-
защитных материалов различных классов, относятся и гетерогенные химиче-
ские реакции между их конденсированными компонентами и компонентами
газовой фазы, протекающие на «стенке». В качестве примера здесь мож-
но сослаться на работы [50–54], посвященные гетерогенному химическому
взаимодействию углерода с компонентами набегающего воздушного потока.
Существенное значение эти процессы могут иметь место и для стеклопласти-
ка, в общем случае содержащего конденсированный углерод, образовавшийся
в результате пиролиза органической связки.

Процессы уноса массы k-го конденсированного вещества, обусловленные
сублимацией и гетерогенными химическими реакциями, в общем случае
могут протекать одновременно. Поэтому баланс массы этого вещества на
«стенке» записывается в форме

Gsub,k + ωk,w + Ginto,k,w+0 = GΣ,w+0Ck,w + Jdiff,k,w. (14.54)

Здесь:
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Jdiff,k,w — проекция вектора диффузионного потока массы на внешнюю

нормаль, восстановленную к «стенке»,

ωk,w — массовая скорость образования вещества за счет гомогенных

химических реакций, протекающих на «стенке»,

Ginto,k,w+0 — интенсивность вдува вещества, образованного в результате

физико-химических превращений, протекающих во внутренних слоях мате-

риала, в газовый пограничный слой,

GΣ,w+0 — суммарная массовая скорость конвективного оттока газа от

«стенки», равная массовой скорости вдува паров материала в газовый погра-

ничный слой;

Ck,w — массовая концентрация вещества в газовой смеси на «стенке».

При этом необходимо отметить, что член, связанный с поступлением из

внутренних слоев материала вещества, разрушающегося на «стенке» за счет

прохождения на ней гетерогенных химических реакций, включен в баланс

массы (14.54) для общности. Для материалов рассматриваемого класса, как

и для чисто углеродных материалов, Ginto,k,w+0 = 0.

Если исключить из рассмотрения возможность уноса массы данного кон-

денсированного вещества со «стенки», обусловленного прохождением гетеро-

генных химических реакций, то последнее соотношение может быть исполь-

зовано для определения интенсивности его образования за счет гомогенных

химических реакций.

При этом возможным является возникновение двух различных ситуаций:

либо ωk,w > 0, либо ωk,w < 0. Возникновение первой из них свидетельствует

об отсутствии на «стенке» газообразных реагентов для указанных гетероген-

ных химических реакций, а в случае отрицательности величины ωk,w возмож-

ным является прохождения как гетерогенных, так и гомогенных химических

реакций с участием k-го вещества. При этом, естественно, максимум ско-

рости уноса массы конденсированной компоненты материала, обусловленного

прохождением гетерогенных химических реакций, будет иметь место в том

случае, когда весь избыток газообразного реагента на «стенке» пойдет на эту

реакцию, а не на алогичную гомогенную реакцию, т. е. в том случае, если

ωk,w = 0. (14.55)

Именно такой подход обычно и используется в литературных источниках,

посвященных гетерогенному окислению углерода (см., например, рабо-

ты [50, 53]).

Согласно сделанным выше предположениям, «стенки» достигают два кон-

денсированных компонента материала — диоксид кремния и углерод. На базе

уравнений (14.53)–(14.55) ниже формулируются соотношения, описывающие

скорость их уноса массы с этой поверхности.
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Диоксид кремния достаточно широко применяется как в научных иссле-
дованиях, так и в промышленности, вследствие чего изучению ее физико-
химических свойств посвящен целый ряд фундаментальных работ (см., на-
пример, [49, 55, 56]).

Даже при уносе массы материала в окислительных средах конденсирован-
ный диоксид кремния оказывается инертным к вступлению в гетерогенное
химическое взаимодействие с компонентами газовой фазы на «стенке». Вслед-
ствие этого практически во всех литературных публикациях по этому вопросу
(см., например, работы [18–21, 23–27]) унос массы конденсированного ди-
оксида кремния за счет гетерогенных химических реакций с компонентами
газовой фазы на «стенке» не учитывается.

В то же самое время известно, что газообразный диоксид кремния при
температурах выше 2000K весьма склонен к диссоциации до оксида крем-
ния – особенно в нейтральной среде [49]. Причем во многих практически
важных случаях степень диссоциации диоксида кремния оказывается столь
значительной, что pSiO2,w оказывается много меньше, чем pSiO,w.

Основываясь на этом широко известном и экспериментально подтвержден-
ном факте, иногда (см., например, работу [28]) процесс испарения диоксида
кремния трактуется как гетерогенная химическая реакция вида

SiO
(s)
2 → SiO(g) + 0,5O2. (14.56)

При этом для описания скорости протекания данного процесса используется
зависимость давления образующихся при этом паров от температуры, пред-
ложенная в работе [49].

Однако необходимо иметь в виду, что такая форма записи процесса испа-
рения охватывает две его стадии — непосредственно испарение SiO2

SiO
(s)
2 → SiO

(g)
2 (14.57)

и последующую (в общем случае частичную) диссоциацию газообразных
молекул диоксида кремния

SiO
(g)
2 ↔ SiO(g) + 0,5O2. (14.58)

В принципе нельзя исключить возможность диссоциации непосредственно
конденсированных молекул диоксида кремния согласно (14.56), однако нет
никаких фактов, подтверждающих прохождение такой реакции.

Необходимо также обратить внимание на следующие два обстоятельства,
связанные с применением схемы прохождения рассматриваемого процесса
в форме (14.56) в задачах уноса массы стеклопластиков.

Во-первых, использование одностадийной схемы для описания процесса,
протекающего в две стадии, сопряжено с возможностью внесения в рас-
чет значительных ошибок в том случае, если условия функционирования
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материала заметно отличаются от условий, в которых получены рекомендации
по расчету давления паров, образующихся при этом на «стенке».

Во-вторых, в рамках такого подхода может быть описано протекание не
процесса сублимации диоксида кремния в целом, а лишь его одной составной
части — испарения. В то же самое время известно (см., например, рабо-
ту [23]), что в некоторых важных в практическом отношении случаях процесс
сублимации диоксида кремния может проходить в режиме конденсации.

С учетом вышесказанного «упорядоченный» унос массы диоксида кремния
на «стенке» будем ограничивать случаем его неравновесной сублимации,
скорость протекания которой согласно (14.52) записывается в виде

Gsub,SiO2
= ca,SiO2

sy,w,SiO2

p∗SiO2,w
− pSiO2,w√

2πR0Tw/MSiO2

. (14.59)

В общем случае наряду с испарением диоксида кремния может происхо-
дить также «неупорядоченный» механический унос его массы со «стенки» за
счет разбрызгивания расплава и срыва отдельные его капель. Наиболее веро-
ятным проявление последнего фактора представляется в тех случаях, когда
процесс уноса массы материала не сопровождается образованием сплошной
пленки расплава. Анализ же большого числа трубных и летных эксперимен-
тов показывает, что поверхность хорошо себя зарекомендовавших на практике
стеклопластиков практически всегда оказывается покрытой сплошной плен-
кой расплава диоксида кремния (хотя и не такой обильной, как у плавленого
кварца).

Поэтому в данной постановке задачи предполагается, что срыв отдельных
капель расплава диоксида кремния не играет значительной роли в суммарном
механизме уноса массы материала и что возможность прохождения этого
процесса может быть исключена из рассмотрения.

Частичное разбрызгивание расплава диоксида кремния в первую очередь
может быть связано с «пробулькиванием» газов, образовавшихся во внутрен-
них слоях материала в результате пиролиза связки и гетерогенного химиче-
ского взаимодействия углерода с диоксидом кремния. Построение корректной
математической модели, учитывающей протекание этого процесса, сопряжено
со значительными трудностями, и в то же самое время целесообразность
использование такой модели при решении задачи рассматриваемого типа
представляется проблематичным в силу тех же самых причин, которые пе-
речислены выше в пункте 3. Более логичным представляется использование
предположения о том, что механический унос массы диоксида кремния за
счет разбрызгивания его расплава со «стенки» может быть учтен путем
введения поправки к коэффициенту динамической вязкости расплава µSiO2

,
который рассматривается как один из основных параметров согласование
расчетно-теоретических и экспериментальных данных по суммарным харак-
теристикам уноса массы материала.
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В отличие от диоксида кремния углерод обладает значительной склонно-
стью к вступлению в гетерогенное химическое взаимодействие с окислитель-
ными компонентами. Выше мы уже касались этого вопроса при рассмотрении
гетерогенной химической реакции (14.25), в которой в качестве окислителя
выступал конденсированный диоксид кремния. Еще значительно большей
интенсивностью характеризуется процесс гетерогенного взаимодействия кон-
денсированного углерода с газовыми окислительными веществами (в первую
очередь, с кислородом).

Все гетерогенные химические реакции относятся к классу многостадий-
ных процессов. И в данном случае сначала газообразные реагенты должны
адсорбироваться поверхностью материала, а затем уже происходит непосред-
ственно химическое взаимодействие с последующей десорбцией газообразных
продуктов реакции. Убыль окислительных реагентов на «стенке», обусловлен-
ная прохождением химической реакции, компенсируется за счет подачи их
массы к поверхности материала либо из набегающего газового потока (за счет
диффузионного массопереноса в пограничном слое), либо из материала. При
этом скорость процесса в целом, естественно, лимитируется скоростью самого
медленного из указанных элементарных физико-химических превращений.

Установлено, что интенсивность протекания этого процесса в значитель-
ной степени зависит от уровня температур нагреваемой поверхности мате-
риала и состава внешней атмосферы. По мере роста температуры скорость
уноса массы углерода увеличивается, постепенно переходя от режима кине-
тического гетерогенного окисления к режиму, на котором скорость процесса
лимитируется скоростью подачи окислительных компонент к «стенке», и, на-
конец, — к режиму сублимации, на котором нарастание скорости уноса массы
с ростом температуры носит экстремальный характер.

Несмотря на длительность изучения до сих пор отсутствует установив-
шаяся точка зрения на механизм протекания процесса окисления углерода
на кинетическом режиме, а данные различных авторов по его динамике
существенно различаются между собой (достаточно подробно проблемные
вопросы математического описания процесса окисления углерода изложены
в работах [14, 57]).

Существенно проще формулируется математическая модель окисления
углерода в тех условиях, когда скорость его протекания лимитируется ин-
тенсивностью подвода к «стенке» окислительных компонент из набегающего
газового потока, т. е. на так называемом «диффузионном» режиме.

На рис. 14.8 приводятся расчетные данные из работы [54], относящиеся
к зависимости скорости разрушения графита в воздушном газовом потоке от
температуры «стенки», которые получены в достаточно широком диапазоне
изменения кинетических констант окисления этого материала, из которых
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следует, что кинетический режим окисления графита заканчивается при тем-
пературах порядка 1800–2700К.

Рис. 14.8. Зависимость скорости уноса от температуры поверхности 1 — «быстрая кинетика»,
2 — «медленная кинетика»

С точки зрения уноса массы стеклопластиков в целом наибольший интерес
вызывают температуры «стенки», превышающие 2500K, а в этих условиях,
очевидно, режим окисления углерода близок к «диффузионному».

В работе [57] обращено внимание на возможность возникновения кине-
тического режима окисления углерода и при более высоких температурах,
если возникают условия для заметной диссоциации оксида углерода. Однако
учет указанной возможности в рамках рассматриваемой постановки задачи
представляется нецелесообразным в силу следующих двух причин.

Во-первых, в подавляющем большинстве технических приложений линей-
ная скорость разрушения углеродного каркаса в стеклопластиках, определен-
ная с использованием модели его «диффузионного» окисления превышает ана-
логичную скорость разрушения диоксида кремния. Учет же указанной выше
возможности возникновения кинетического режима окисления при высоких
температурах приводит к еще большему увеличению скорости разрушения
углерода (см., работу [57]), а согласно данной методике расчета (см. ниже)
в указанных условиях скорость уноса массы углерода ограничивается его
весовым содержанием в материале.
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Во-вторых, учет возможности данного кинетического режима в законе
уноса массы углерода неразрывно связан с использованием отсутствующих
в литературе кинетических констант этого процесса. Рассмотрение же этих
констант в качестве дополнительных параметров согласования расчетно-тео-
ретических и экспериментальных данных по суммарным характеристикам
уноса массы материала не представляется оправданным.

С учетом сказанного, в рамках данной математической модели для расчета
скорости окисления углерода используется «диффузионная» модель, а обеспе-
чение максимальной величины этой скорости осуществляется путем записи
баланса массы чисто углеродных соединений с использованием уравнений
(14.52), (14.54) и (14.55) в следующем виде

3∑

i=1


ca,Ci

sy,Ci

p∗Ci,w − pCi,w√
2πR0Tw/MCi

− GΣ,w+0CCi,w − Jdiff,Ci,w


 = 0. (14.60)

Эта формула записи баланса массы чисто углеродных соединений практиче-
ски идентична аналогичному расчетному соотношению из работы [50].

Наличие на «стенке» нескольких конденсированных веществ, унос мас-
сы которых определяется прохождением различных физико-химических пре-
вращений, в общем случае приводит к появлению различия в линейных
скоростях их разрушения, рассчитанным с использованием выше выписан-
ных соотношений (будем называть эти скорости «изолированными»). Однако
в подавляющем большинстве важных в практическом отношении случаев
теплозащитные материалы (и стеклопластики в том числе) разрушаются как
единое целое, что вызывает необходимость выделения «лидирующей» конден-
сированной компоненты, определяющей скорость разрушения материала.

10. Корреляционная связь между скоростями разрушения
конденсированных компонент материала

При выборе компоненты, «лидирующей» в установлении суммарной скоро-
сти уноса массы материала, представляется целесообразным решать этот во-
прос с учетом соотношения между «изолированными» линейными скоростями
vSiO2,−∞ и vC,−∞, с которыми происходило бы разрушение диоксида кремния
и углерода в соответствии с выписанными выше соотношениями. При этом
возможным является возникновение двух альтернативных ситуаций, когда
vSiO2,−∞ 6 vC,−∞ и когда наоборот vSiO2,−∞ > vC,−∞, анализ которых следует
проводить с учетом различия фазовых состояний, в которых находятся рас-
сматриваемые конденсированные компоненты материала.

Известно, что углерод обладает минимальной скоростью теплового раз-
рушения по сравнению со всеми остальными теплозащитными материалами.
Поэтому можно было ожидать, что наиболее вероятным является возникнове-
ние ситуации, когда vSiO2,−∞ > vC,−∞. Однако, из-за высокого окислительного
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потенциала стеклопластиков в подавляющем большинстве возникающих на
практике случаев наоборот vSiO2,−∞ 6 vC,−∞.

При выполнении последнего условия принимается:
— что линейная скорость разрушения материала совпадает с vSiO2,−∞,
— что содержащийся в уносимом слое углерод переходит в газовую фазу

с заданными коэффициентами газификации γC,w, или γC,f ,w и γC,w,w.
Физической основой такого допущения служит то обстоятельство, что

при реализации повышенной скорости разрушения углерода его внешняя
поверхность скрывается под пленкой расплава диоксида кремния, что созда-
ет дополнительные препятствия на пути поступления к ней окислительных
компонент из газового пограничного слоя и способствует нивелированию
линейных скоростей разрушения диоксида кремния и углерода.

В то же самое время не совсем ясно, за счет чего в указанных условиях
может повыситься скорость разрушения диоксида кремния, чтобы сравняться
со скоростью разрушения углерода.

Если же vSiO2,−∞ > vC,−∞, что, как уже отмечалось выше, исключительно
редко реализуется на практике, то нивелировка «индивидуальных» скоростей
разрушения конденсированных компонент материала, очевидно, происходит
опять-таки за счет того, что скорость разрушения углерода подстраивается
под скорость разрушения диоксида кремния. Действительно, в этой ситуации
не видно объективных причин, по которым выступание углеродного каркаса
за внешнюю поверхность расплава диоксида кремния может уменьшить ско-
рость разрушения последней. А вот физические причины, по которым может
возрасти скорость разрушения углерода, существуют и их даже несколько.

Во-первых, в сложившейся ситуации вполне вероятным представляет-
ся нагрев углерода до температур, превышающих температуру поверхности
диоксида кремния Tw, что автоматически может привести к нивелировке
индивидуальных скоростей разрушения углерода и диоксида кремния.

Во-вторых, выступающая за поверхность расплава диоксида кремния часть
углеродистого каркаса может сноситься механически. Математическая модель
исследуемого процесса при этом существенно усложняется, так как появляется
новое неизвестное — коэффициент газификации конденсированного углерода,
величина которого должна находиться из условия равенства индивидуальных
скоростей разрушения конденсированных компонент материала.

С точки зрения потребностей практики более предпочтительным является
использование для расчета заданных коэффициентов газификации углерода
в формулах (14.40) или (14.41). В пользу этого свидетельствуют:

— и относительная простота расчетной схемы,
— и малая вероятность существенности влияния, которое может оказать

учет частичного механического уноса массы углерода на суммарные характе-
ристики разрушения материала в целом.

Поэтому при проведении прикладных исследований целесообразным пред-
ставляется использование именно такого подхода
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В то же самое время в академическом плане учет возможности частичного
механического уноса массы конденсированного углерода представляет опре-
деленный интерес.

11. Система граничных условий на «стенке»

Пусть химический состав газового пограничного слоя включает в себя
n различных веществ, образованных из m химических элементов. Причем
компоненты газовой смеси пронумерованы таким образом, что все атомарные
компоненты находятся в начале списка компонент, а последней в этом списке
располагается нейтральная компонента, не принимающая участия в химиче-
ских реакциях. Тогда рассматриваемая система граничных условий, включа-
ющая в себя балансы масс химических элементов и тепла, а также уравнения
равновесия химических реакций, записывается в следующей общепринятой
форме (см., например, работу [14]):

∑

k

Gk,w+0νj,k −
n−1∑

i=1

(GΣ,w+0Ci,w + Jdiff,i,w) νj,i = 0, j = 1,m − 1,

k = SiO
(s)
2 , C(s), CO(g), SiO(g), H

(g)
2 , N

(g)
2 ,Ω(g),





(14.61)

n∑

i=1

Ci,w =1, (14.62)

n∑

i=1

Jdiff,i,w = 0, (14.63)

pi,w =

(
m−1∏

j=1

p
lj,i
j,w

)
/keq,i (Tw) , i = m,n − 1, (14.64)

λm,eff
∂T

∂y
(−0) = λg

∂T

∂y
(+0) −

n∑

i=1

(GΣ,w+0Ci,w + Jdiff,i,w) hi,w+

+
∑

k

Gk,w+0hk,w−GΣ,−∞ϕr∆Qr,w − εwσT 4
w,

k = SiO
(s)
2 , C(s), CO(g), SiO(g), H

(g)
2 , N

(g)
2 , ω(g),





(14.65)

GΣ,w+0 =
∑

k

Gk,w+0, k = SiO
(s)
2 , C(s), CO(g), SiO(g), H

(g)
2 , N

(g)
2 , ω(g), (14.66)

Ci,w =
pi,wMi

peMΣ,w
, i = 1,n, (14.67)

MΣ,w =
1

n∑

i=1

Ci,w/Mi

. (14.68)

15 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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Здесь:
keq,i — константа равновесия химической реакции образования i-го веще-

ства из атомов;
νj,i — массовое содержание j-го химического элемента в i-м веществе;
Jdiff,i,w — проекция на ось y вектора диффузионного потока массы i-го

вещества на «стенке»;
GΣ,−∞ — суммарная удельная массовая скорость разрушения материала;
GΣ,w+0 — суммарная удельная массовая скорость вдува паров материала

в газовый пограничный слой;
MΣ,w — мольная масса газовой смеси на «стенке»;
∆Qr — составляющая теплового эффекта пиролиза связки, реализующа-

яся на «стенке»;
εw — степень черноты «стенки»;
σ — константа Стефана–Больцмана.
Известно (см., например, работы [14, 60]), что величина конвективного

теплового потока, подводимого к «стенке», пропорциональна разности эн-
тальпии восстановления Tr этого потока и энтальпии газа при температуре
«стенки», т. е.:

Qw+0 = λg
∂T

∂y
(+0) −

n∑

i=1

Jdiff,i,whi,w = Ah (hr − hΣ,w) , (14.69)

где Ah — коэффициент теплообмена, а hΣ,w — энтальпия газовой смеси на
«стенке».

Во многих случаях (и в данной работе тоже) вместо переменной вдоль
поверхности летательного аппарата энтальпии восстановления hr в (14.69)
используют близкую к ней по величине энтальпию торможения h00.

Известно также, что если течение газа в пограничном слое рассматрива-
ется в «замороженной» постановке, т. е. без учета прохождения химических
реакций внутри него, то диффузионный поток массы вещества на «стенке»
пропорционален перепаду его массовых концентраций на границах погранич-
ного слоя, т. е.

Jdiff,i,w = AC,i (Ci,w − Ci,e) , (14.70)

где AC,i — коэффициент массообмена, а индекс e относится к внешней
границе пограничного слоя.

С использованием выписанных соотношений уравнения (14.61) и (14.65)
преобразуются к виду:

(Ah + GΣ,w+0)
n−1∑

i

∆ilj,iZi =

=

(
n−1∑

i=1

AC,iCi,e +
∑

k

Gk,w+0νj,k

)
· 1

Mj
, j = 1,m − 1, (14.71)
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λm,eff
∂T

∂y
(−0) = Ah · (h00 − hΣ,w) +

∑

k

Gk,w+0hk,ω − GΣ,w+0hΣ,w−

− εwσT 4
w − GΣ,−∞ϕr∆Qr,w, (14.72)

∆i =
ACi

+ GΣ,w+0

Ah + GΣ,w+0
, i = 1,n − 1, (14.73)

Zi =
Ci,w

Mi
, i = 1,n − 1. (14.74)

Здесь lj,i — число атомов j-го сорта в i-м веществе.
Задание коэффициентов тепло- и массообмена обычно базируется на ис-

пользовании тех или иных решений уравнений пограничного слоя. При этом
необходимо отметить, что решение задач, относящихся к уносу массы тепло-
защитных материалов, сопровождается использованием различных подходов
к определению этих коэффициентов. В частности, наиболее строгие числен-
ные решения уравнений пограничного слоя применяются практически только
для углеродных материалов (см., например, работы [50–53]), что обусловлено
заметным влиянием, оказываемым на скорость уноса массы этих материалов
интенсивностью подачи окислительных веществ с внешней границы погра-
ничного слоя к «стенке» за счет процесса многокомпонентной диффузии.

В то же самое время для материалов типа стеклопластиков, для которых
чувствительность скорости уноса массы к точности задания коэффициентов
массообмена существенно ниже, повсеместно (см., например, работы [16–30])
применяется приближенный подход к расчету интенсивности массообмена
и трения, основанный на использовании аналогии этих процессов с теплооб-
меном.

Не останавливаясь подробно на выводе расчетных соотношений, соответ-
ствующих использованию этой аналогии, многократно описанном в литерату-
ре (см., например, работу [14]), констатируем, что в его рамках

AC,i = Ah, i = 1,n, (14.75)

и
τw = AhuePrindw cform. (14.76)

Здесь:
ue — тангенциальная проекция вектора скорости на внешней границе

газового пограничного слоя,
Prw — число Прандтля на «стенке»,
ind — показатель степени, равный 2/3 и 0,8 соответственно для ламинар-

ного и турбулентного режимов течения газа в пограничном слое,
cform — коэффициент формы.
В обосновании применения такого подхода, который и используется в дан-

ной постановке задачи, отметим, что даже для углеродных материалов его
использование характеризуется внесением в расчет крайне небольших оши-
бок. В качестве примера, иллюстрирующего данное утверждение, на рис. 14.9

15*
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приводятся полученные в работе [61] результаты сопоставления безразмерных

скоростей уноса массы и температуры «стенки» углерода, соответствующих

использованию численных решений уравнений замороженного многокомпо-

нентного пограничного слоя и аналогии между процессами тепло– и массо-

обмена. Указанные расчеты выполнены для окрестности критической точки

сферы радиуса 0,1 м, обтекаемой воздушным потоком в широком диапазоне

изменения чисел Маха при давлении торможения 1 атм. При этом использо-

валась теоретическая модель уноса массы углерода, описанная в работе [57].

Рис. 14.9. Температура «стенки» (1) и безразмерная скорость уноса массы (2) углерода

В то же самое время задание коэффициента теплообмена необходимо

производить с максимально возможной точностью. При этом для расчета

коэффициента теплообмена на непроницаемой «стенке» Ah,0 необходимо ис-

пользовать либо результаты численных и интегральных решений уравнений

пограничного слоя, хорошо себя зарекомендовавших на практике при решении

широкого круга прикладных задач теории пограничного слоя, либо результаты

экспериментальных исследований.

В связи со сложным характером процесса ослабления интенсивности

теплообмена в газовом пограничном слое за счет вдува в него паров мате-

риала сложного химического состава, единственно возможной альтернативой

численному решению уравнений пограничного слоя является использование

одного из приближенных подходов к учету этого фактора.
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Для учета влияния заградительного эффекта вдува паров материала на
теплообмен при этом допустимым является использование приближенных
аппроксимационных подходов. В частности, возможным является применение
формулы [14]:

Ah

Ah,0
=

1

1 + cblowG′
Σ,w+0 + 3

(
cblowG′

Σ,w+0

)2 , (14.77)

где cblow — коэффициент вдува, для которого согласно рекомендациям ра-
боты [14] используются постоянные значения, равные 0,6 и 0,2, а штрих
означает измерение соответствующей величины в долях от коэффициента
теплообмена на непроницаемой «стенке».

В заключение отметим, что использование в данном случае характеристик
тепломассообмена и трения, соответствующих неподвижной «стенке», обос-
новано оценками, выполненными в работе [17]. Вследствие значительного
различия скоростей движения газовой и жидкой фаз, имеющего место при
оплавлении стеклообразных материалов, влияние тангенциального движения
расплава на анализируемые параметры оказывается несущественным, так что
в большинстве практически важных случаев им можно пренебречь.

12. Система граничных условий на фронте первичного пиролиза
связки

Согласно принятой постановке задачи в области полупространства, огра-
ниченной сверху координатой yf , в которой температура материала равна Tf ,
возможностью прохождения физико-химических превращений пренебрегает-
ся. Поэтому выражение для теплового потока, поступающего в эту область,
может быть записано в виде:

λinit
∂T

∂y
(yf − 0) = cinitGΣ,−∞ (Tf − T−∞) . (14.78)

Здесь:
T−∞ — температура непрогретого материала;
cinit — среднеинтегральная удельная теплоемкость исходного материала

в диапазоне изменения температур T−∞,Tf ;
λinit — коэффициент теплопроводности исходного материала при темпера-

туре Tf .
В свою очередь, тепловой поток, подводимый к рассматриваемой области

со стороны высокотемпературных слоев материала, отличается от теплового
потока, проникающего в нее, на количества тепла, поглощенного на прохож-
дение первичного пиролиза связки. Поэтому искомое граничное условие для
уравнения энергии имеет вид:

λm,eff
∂T

∂y
(yf + 0) = GΣ,−∞ [cinit (Tf − T−∞) + ϕr∆Qr,f ] . (14.79)
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С учетом сделанных выше допущений граничные условия для динамической
части задачи записываются следующим образом:

Gk (yf + 0) = GΣ,−∞ · πk,f ,

k = SiO
(s)
2 , C(s), CO(g), SiO(g), H

(g)
2 , N

(g)
2 ,Ω(g),

}
(14.80)

GSiO2,L (yf + 0) = 0. (14.81)

В заключение отметим, что примеры использования сформулированного фи-
зико-математического подхода к решению задачи об определении абляцион-
ных характеристик стеклопластиков на базе расчетно-теоретического анализа
широкого круга экспериментальных данных, приводятся в работе [62].

Исследование поддержано РФФИ (проект №10–01–0841а).
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНЫХ СЖИМАЕМЫХ

ПРИСТЕННЫХ ТЕЧЕНИЙ

В.А. Алексин
Институт проблем механики РАН

Представлен обзор полуэмпирических моделей турбулентности для чис-
ленного расчета пристенных течений сжимаемого газа. Рассмотрены вопросы
модификации как алгебраических, так и дифференциальных моделей, перво-
начально созданных для низкоскоростных течений, для исследования сверх-
и гиперзвуковых пристенных потоков в условиях интенсивного теплообмена
с обтекаемой поверхностью, пределы их применимости, определяемые пара-
метрами набегающего потока и температурным фактором поверхности.

Введение

Для численных исследований внешних высокоскоростных течений сжи-
маемого газа c турбулентными режимами вводятся полуэмпирические модели
турбулентности для замыкания систем осредненных уравнений Рейнольдса
или пограничного слоя. Модели классифицируются на основании известных
критериев. Среди них обычно выделяются два основных класса — алгебра-
ические и дифференциальные, каждый из которых в свою очередь подраз-
деляется по принятым гипотезам, а второй и по числу дифференциальных
уравнений.

Дифференциальные модели можно разделить на одно- и двухпарамет-
рические, и многопараметрические. Cреди этих моделей выделяются как
наиболее простые классы одно- и двухпараметрические, в основе которых
лежат уравнения, предложенные А.Н. Колмогоровым [1] и Л. Прандтлем [2],
и в дальнейшем развитые, например, в [3–5], и получившие широкое рас-
пространение не только при решении задач пограничного слоя, но и в более
общих постановках течений жидкости и газа c учетом вязкости.

Наиболее эффективные модели этих классов, представленные здесь, со-
зданы для расчетов низкоскоростных потоков c учетом свойств пристеноч-
ной области пограничного слоя. В дальнейшем круг решаемых задач c их
использованием расширен на области c малыми числами Рейнольдса и ла-
минарно-турбулентного перехода, и отрыва потока. Возможен при этом учет
пространственности течения c анизотропными свойствами. Круг этих задач
расширен на расчеты высокоскоростных течений c теплообменом в пото-
ке и с обтекаемой поверхностью. Для пристенных сверхзвуковых течений
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использование моделей обосновывается гипотезой Морковина c учетом только
переменности средней плотности потока. Расширение области применимости
полуэмпирических моделей на гиперзвуковые неравновесные течения со скач-
ками уплотнения и областями отрыва требует в ряде случаев их уточнения
и модификации.

1. Особенности структуры турбулентных сжимаемых пристенных
течений. Алгебраические модели

Структура турбулентных течений в пограничных слоях около твердой
поверхности описана в [6–10]. На особенности влияния сжимаемости потока
и теплообмена на структуру пристенных течений указывается в [6, 9, 10].
Сжимаемость высокоскоростных потоков может учитываться в определяющей
системе уравнений во-первых, явно через переменность средней плотности,
во-вторых, через турбулентные корреляции, в которые входят флуктуации
плотности, что приводит к необходимости принятия дополнительных предпо-
ложений для корректировки членов уравнений применяемых моделей. Эффект
сжимаемости может неявно отражаться на изменении значений констант,
входящих в коэффициенты моделей, которые апробированы в основном на
экспериментальных данных для низкоскоростных потоков.

Флуктуации плотности учитываются в уравнениях переноса, в которых
мгновенные значения параметров, кроме плотности и давления, представля-
ются как суммы средневзвешенных и пульсационных величин [11]

f = f̃ + f ′′.

Здесь средневзвешенные значения параметра и комплекса параметров вы-
делены волнистым надчеркиванием и треугольными скобками (осреднение
А.Фавра)

f̃ =
ρf

ρ
, (15.1)

где черта сверху — осреднение комплекса и параметра по Рейнольдсу.
Тогда из (15.1) следует выполнение равенств:

f̃ ′′ = 0, ρ 〈f ′′g′′〉 = ρf ′′g′′, f ′′ = −ρ′f ′

ρ
6= 0.

Усредненные по Рейнольдсу уравнения сохранения количества движения
и энергии содержат конвективные члены со средневзвешенными величинами:

ρ
〈
u′′

i u
′′
j

〉
= ρu′

iu
′
j − ρ · u′′

i · u′′
j + ρ′u′

iu
′
j ,

ρ 〈u′′
i T

′′〉 = ρu′
iT

′ − ρ · u′′
i · T ′′ + ρ′u′

iT
′, (15.2)

u′′
k = −ρ′u′

k

ρ
, T ′′ = −ρ′T ′

ρ
. (15.3)
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Здесь флуктуации плотности входят в корреляции третьего порядка соотно-
шений (15.2).

Гипотеза Морковина, основанная на анализе экспериментальных данных
сжимаемых пограничных слоев, подтверждает незначительную роль чле-
нов (15.3) в соотношениях (15.2) для потоков c числами M∞ 6 5.

1.1. Структура турбулентного пограничного слоя. В развитом дву-
мерном турбулентном пограничном слое низкоскоростного потока выделяют-
ся несколько принципиально различных областей: внутренняя пристеночная
область и внешняя область закона следа и надслоя. Пристеночная область
состоит из вязкого подслоя, в который входит линейный участок и часть
переходной зоны, и области логарифмического профиля скорости (рис. 15.1).

Рис. 15.1. Схема областей турбулентного пограничного слоя и профиль скорости: 1 — u+= ζ+

(ламинарный); 2 — u+ = κ−1 ln ζ+ + C (логарифмический закон стенки); 3 — профиль
скорости

Каждая из перечисленных областей характеризуется своими основными свой-
ствами и закономерностями. В вязком подслое на линейном участке профиль
скорости является линейным в динамических переменных закона стенки:

u+ = ζ+,

u+ =
u

u∗

, ζ+ =
u∗ζ

ν
, u∗ =

√
τw

ρ
,
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и вязкие касательные напряжения значительно больше турбулентных
(0 6 ζ+ 6 ζ+

l , ζ+
l = 5–7).

Здесь протяженность границ приводится приближенно, u+ — безраз-
мерная продольная компонента и u∗ — динамическая скорость, ζ+ — нор-
мальная координата задана как турбулентное число Рейнольдса. Толщи-
на области, включающей вязкий подслой и буферную зону, изменяется
в пределах 0,001–0,01 от толщины всего слоя δ (для динамической перемен-
ной ζ+

b ≈ 30–40). Толщина вязкого подслоя, т. е. значение координаты ζ+, где
кривые линейного и логарифмического профилей скорости пересекаются, за-
ключена в пределах ζ+

∗ = 10–12 для течений на пластине. Область полностью
развитого турбулентного течения (область логарифмического профиля скоро-
сти или закона стенки), где турбулентные напряжения значительно больше
вязких напряжений, составляет 0,1–0,2 от всей толщины δ(40 6 ζ+ 6 103).
Закон стенки оказывается малочувствителен к изменениям внешних условий
и более чувствителен к изменениям условий на поверхности. Профиль скоро-
сти в этой области представляется универсальной кривой

u+ =
1

κ
ln ζ+ + C,

где значения постоянных κ,C определены из экспериментальных данных.
В этой области поток характеризуется мелкомасштабной турбулентностью
c изотропными свойствами и возмущения затухают на нескольких толщинах
пограничного слоя [12].

Внешний слой включает области закона следа и перемежаемости (над-
слой). Во внешней области, где силы вязкости малы, выполняется закон
дефекта скорости [13]:

u+
e − u+ = ϑ (ζ ′) , ζ ′ =

ζ

δ
,

где δ — толщина пограничного слоя, 0,2 6 ζ ′ 6 1. Для описания профиля
скорости в областях закона стенки и следа применяются общие эмпири-
ческие формулы [13]. Изменения внешних условий — градиента давления,
степени турбулентности внешнего потока значительно воздействуют на эти
распределения, меняются и границы областей. Развиты и получены другие
аналитические функции для описания экспериментальных профилей скорости
в потоках c положительными продольными градиентами давления. Законы
подобия стенки и следа для профиля скорости распространены на простран-
ственные течения в пограничных слоях [4, 7, 13, 14].

Приведенные величины масштабов границ основных зон турбулентного
пограничного слоя носят приближенных характер и даны для низкоско-
ростных течений. Для сверх- и гиперзвуковых течений, кроме упомянутых
выше факторов, на эти значения оказывают влияние также эффекты ско-
ростной сжимаемости и теплообмена в потоке. Учет этого влияния в полу-
эмпирических моделях турбулентности производится через введение в них
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функциональных зависимостей от параметров, описывающих эти факторы,
или через изменение внутренних масштабов зон. Так повышение числа Маха
M∞ до 5 незначительно меняет масштабы зон пограничного слоя при малых
продольных градиентах давления, что связано c малостью относительной
флуктуации плотности. В то же время для гиперзвуковых течений экспери-
ментальные данные показывают уже значительное влияние числа M∞ для
холодной стенки на масштаб вязкого подслоя и другие параметры пристеноч-
ной области.

1.2. Варианты модели Прандтля. Для расчета пространственных тече-
ний в пограничных слоях наиболее распространены алгебраические модели,
основанные на гипотезах турбулентной вязкости и длины пути смешения
Прандтля двумерных течений

µT = ρl2D2
∣∣∣∂u

∂ζ

∣∣∣ .

Здесь l — длина пути смешения определяется по эмпирическим зависимостям,
D-демпфирующая функция Ван-Драйста [15]. В пристеночной области, где
l = κζ, турбулентная вязкость может быть представлена как:

µT = ρκu∗ζD2, D = 1− exp(− ζ+

A+ ).

Здесь κ — константа Кармана, A+ — эмпирическая постоянная. В даль-
нейшем на основании многочисленных экспериментальных данных и чис-
ленных расчетов показана зависимость величины A+ от многих факторов
течения [16, 17].

Зависимости для эффективных коэффициентов переноса, полученные для
двумерных течений, обобщаются и используются для исследований про-
странственных течений [2, 7, 14, 18–25]. Эти зависимости учитывают вза-
имодействие молекулярного и молярного процессов в пристеночной области
пограничного слоя, а также особенности течений во внешней области.

В изотропных коэффициентах турбулентной вязкости длина пути смеше-
ния в пространственном пограничном слое c учетом демпфирующего множи-
теля Ван Драйста [15] — скалярная функция своих аргументов и зависит от
полного трения τττττττττ [21]. Турбулентная вязкость считается скалярной функцией
модуля градиента скорости

µT = ρl2D2 |G| .

Демпфирующая функция D, учитывающая взаимодействие молекулярного
и молярного обменов в пристеночной области, зависит от значений тре-
ния, вязкости, плотности в некоторой точке пограничного слоя и локально-
го критического числа Рейнольдса A+. Варианты функции D различаются
в основном выбором точки, в которой заданы эти величины. Величина A+
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принимается либо постоянной, либо зависит от ряда параметров. Например,
демпфирующая функция D введена в [23] в виде

D = 1− exp

[
− lυ∗wρw

A+κµ

]
.

Длина пути смешения в этом варианте модели определяется одним выраже-
нием:

l = β∗δ th
(

κ

β∗

ζ

δ

)
, υ∗w =

√
τw

ρw
, A+ = 26, κ = 0,41, β∗ = 0,085.

Во внешней области выполняется соотношение l = β∗δ. Предложены вари-
анты модели, в которых величина β∗ зависит от локального числа Рейнольдса,
построенного по толщине потери импульса, и факторов, связанных c услови-
ями на поверхности [17].

Свойства турбулентного пограничного слоя в пристеночной и внешней об-
ластях учтены в [18] введением трех выражений для длины пути смешения l,
в первые два из которых входит демпфирующий множитель D. Длину пути
смешения l во внешней части пограничного слоя можно определять по фор-
муле l = β∗δΦ∗(ζ/δ). Значения постоянной β∗ = 0,09 и предела Φ∗(ζ/δ) → 1,
ζ → ∞ использованы в [21].

Многослойные модели турбулентной вязкости применялись в [20, 22]. Во
внутренней и внешней областях пограничного слоя турбулентная вязкость
определялась различными выражениями. Во внешней части использовалась
гипотеза Ф. Клаузера [12] c учетом эффектов перемежаемости введением
эмпирического коэффициента так же, как для двумерных течений [20].
Применение этой гипотезы вполне удовлетворительно для описания равно-
весных турбулентных пограничных слоях. Модифицированные варианты этой
формулы представлены в [10] для неравновесных течений c их подробным
обоснованием.

Два варианта турбулентная вязкости для учета свойств турбулентности во
внешней области предложены в [24]. В первом, турбулентная вязкость позво-
ляет рассчитывать течения c немонотонными профилями, как в пристеночных
струях. Во втором, вязкость связана c интенсивностью турбулентности q (или
энергией турбулентности K = q2/2). Анизотропные модели турбулентной вяз-
кости разработаны в [22, 26].

1.3. Модели эффективных коэффициентов переноса. Для замыкания
системы уравнений пространственного пограничного слоя при турбулентном
режиме течения модель эффективных коэффициентов переноса [27] является
непосредственным обобщением двумерной модели переноса [28, 29]. Исполь-
зовано предположение об изотропности коэффициента турбулентной вязко-
сти, т. е. турбулентная вязкость — скалярная функция координат и состав-
ляющих тензора скоростей деформации, а направление полного касательного
напряжения τττττττττ(τ1, τ2) совпадает c направлением результирующего градиента
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скорости G = (∂u/∂ζ, ∂w/∂ζ). Из этого предположения также следует, что
путь смешения Прандтля — скалярная функция и не зависит от преобразова-
ния координат: l1 = l2 = l. Тогда обобщение гипотезы Прандтля для простран-
ственного пограничного слоя дает формулу из [14]. Для неортогональной
системы криволинейных координат, связанной c поверхностью тела, модуль
градиента скорости определяется соотношением:

|G| =

[(
∂u

∂ζ

)2

+ 2 cos ψ0
∂u

∂ζ

∂w

∂ζ
+

(
∂w

∂ζ

)2
]1/2

, cos ψ0 =
g12√

g11
√

g22
,

где u, w — физические компоненты скорости в продольном и поперечном
направлениях, ζ — координата по нормали к поверхности, ψ0 определяется
через метрические коэффициенты gij , i, j = 1, 2.

Модель эффективных коэффициентов переноса, введенная В.Д. Совер-
шенным [28] для двумерного пограничного слоя, представляет собой супер-
позицию молекулярной и турбулентной вязкости

µΣ = k1µ + k2µT .

Коэффициенты k1 и k2 выбраны так, чтобы в ламинарном подслое при
ζ → 0 выполнялись пределы k1 → 1, k2 → 0; в турбулентном ядре при
больших ζ они принимали значения k1 = 0, k2 = 1 как и в двухслойной
модели. Коэффициенты k1 и k2 изменяются непрерывным образом от значе-
ний, соответствующих ламинарному подслою, до значений в турбулентном
ядре: k1 и k2 — функции локального числа Reτ = l

√
τ/ρ /ν и критическо-

го числа Рейнольдса Re∗. В ламинарном подслое демпфирующее действие
молекулярной вязкости на турбулентные пульсации в этой модели переноса
характеризуется степенью убывания слагаемого k2µT при ζ → 0. Аналогично
моделям эффективной вязкости [15, 24] и в соответствии c эксперименталь-
ными данными модель вязкости [27, 28] дает четвертый порядок убывания
при ζ → 0: k2µT ∼ O(ζ4).

Выражение для эффективной вязкости ϕ∗ = µΣ/µ определено как функция
чисел Рейнольдса ReA = µT /µ и Re∗

ϕ∗ =

(
Re2A − Re2∗ +

√(
Re2A − Re2∗

)2
+ 4Re2∗ReA

)
(2ReA)−1 .

По аналогии c коэффициентом эффективной вязкости для пространственно-
го пограничного слоя коэффициент эффективной теплопроводности задается
функцией:

λΣ = λϕ∗F (ReA,Re∗,Pr,PrT ) ,

F =

{
1 +

(
Pr

PrT
− 1

)
Re2A

[
Re2∗

(
1 + ϕ∗

ReA

Re2∗

)]−1
}

.
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Коэффициент полной теплопроводности λΣ зависит от чисел ReA, Re∗,
Pr, PrT . Числа Прандтля определяются по коэффициентам молекулярного
и турбулентного переноса.

Величина Re∗ в пространственном пограничном слое зависит, аналогично
двумерному случаю, от параметров градиента давления, проницаемости, чи-
сел Маха и Рейнольдса:

Re∗ = Re∗(Reθ1,P
+, υ+

w ,Γe),

P+ =
νe

ρwυ3
∗

ui
e

Ue

∂pe

∂ξi ,
ui

e

Ue

∂pe

∂ξi =
Ue

|Ue|
∇pe, υ+

w =
υw

υ∗w
, υ∗w =

√
τw

ρw
,

τ =
(
τ2
1 + τ2

1 + 2 cos ψ0τ1τ2
)1/2

, Ue =
(
u2

e + w2
e + 2 cos ψ0uewe

)1/2
,

Re∗ = Re∗,0R(Me)
{
1 + a

[
υ+

w + bP+(1 + cυ+
w )−1

]}−1
,

где константы a, b, c равны соответственно 5,15; 5,86; 5,00. Функция R(Me)
учитывает влияние сжимаемости на характеристики турбулентного погранич-
ного слоя. Выражение для функции R(Me) получено при сопоставлении ре-
зультатов численного исследования и экспериментальных данных в диапазоне
числа Маха Me:

R = 1 + r∗Γ
1/2
e , Γe = (γ − 1)M2

e, r∗ = 0,189,

0 6 Me 6 10, 0,4 6 tw 6 1.

Результаты экспериментальных исследований при гиперзвуковых скоро-
стях течения [30–33] показывают значительное cнижение турбулентного ка-
сательного напряжения c ростом числа Маха (см. рис. 15.2). Уменьшение тем-
пературного фактора tw оказывает аналогичное воздействие на напряжения
Рейнольдса, при этом основное влияние на механизм генерации и диссипации
энергии турбулентности оказывает сжимаемость потока (число Маха). При
больших гиперзвуковых числах Маха (Me > 10) в условиях холодной стенки
tw = 0,11–0,15 измерения турбулентной вязкости и длины пути смешения
показывают падение безразмерной эффективной вязкости µΣ/ueδρ во внешней
области, при этом постоянная β∗ в формуле для длины пути смешения
уменьшается c увеличением числа Маха.

При гиперзвуковых скоростях течения в условиях холодной стенки модель
турбулентного переноса может быть уточнена введением функциональной
зависимости для β∗

β∗ = β∗(Me, tw).
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Рис. 15.2. Снижение отношения коэффициентов сопротивления трения в сжимаемом и несжи-
маемом потоках cf/cfi при одном и том же числе Reθ на плоской пластине в зависимости от

M∞: 1 — расчет по модели [27]; 2, 3 — экспериментальные данные (см. [30])

Турбулентное число Прандтля PrT задается в общем случае c помощью
эмпирической зависимости:

PrT = PrT (ζ+,Pr), ζ+ =
ζu∗

ν
, u∗ =

√
τw

ρ
.

Такая зависимость может быть найдена путем сопоставления численных
результатов c экспериментальными данными. Полуэмпирические модели тур-
булентного числа Прандтля ([16, 34, 35]) построены таким образом, что
они учитывают взаимодействие молекулярной и молярной природы вблизи
стенки, а вдали от стенки принимают почти постоянное значение порядка 0,9.
Результаты экспериментальных исследований по определению значений тур-
булентного числа Прандтля PrT ([35, 36]) показывают, что в пристеночной
области пограничного слоя PrT > 1, во внешней области пограничного слоя
PrT < 1. Влияние вдува и отсоса газа на PrT не обнаруживается [36].
Экспериментальные данные [35] для сверхзвуковых течений (1,7 6 M 6 2,9)
показывают аналогичное поведение турбулентного числа PrT поперек по-
граничного слоя, как для дозвуковых потоков. В практических расчетах
принимается PrT = const . При течениях в сверхзвуковых потоках газа турбу-
лентное число Прандтля определяется из сопоставления результатов расчета
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c экспериментальными данными по коэффициенту восстановления темпера-
туры. Результаты такого сопоставления дают PrT = 0,9.

Проблемы моделирования влияния сжимаемости потока при больших
числах Маха на пристеночные турбулентные пограничные слои рассмотрены
и проанализированы в [6, 7, 9] в основном для двумерных течений. Рас-
четы пространственных течений при обтекании тел пространственной кон-
фигураций в рамках приближения пограничного слоя и в более общих по-
становках потребовали модификации дифференциальных моделей для учета
сжимаемости потока для сверх- и гиперзвуковых течений. Проверка достовер-
ности расчетных результатов, полученных на их основе, проведена в [37–40].

2. Дифференциальные однопараметрические модели
турбулентности

При турбулентном режиме течения для замыкания систем осредненных
уравнений Навье-Стокса (уравнения Рейнольдса) и пограничного слоя исполь-
зуются дифференциальные модели турбулентности, основываются на дополни-
тельных дифференциальных уравнениях переноса (в частных производных).

Модели c одним дополнительным уравнением непосредственно для ха-
рактеристики турбулентности (например, для кинетической энергии турбу-
лентности [3] или турбулентной вязкости [5, 14], по которой определяются
напряжения Рейнольдса, включены в класс однопараметрических моделей,
к ним относится модельное уравнение прямо для напряжения Рейнольдса [4].

2.1. Модели c уравнением для турбулентной вязкости. Модели
c одним дифференциальным уравнением для коэффициента турбулентной
вязкости νT , введенные Нии, Коважным (см. [14]) для турбулентных течений
несжимаемой жидкости

DνT

Dt
=

1

ρ

∂

∂xk

[
ρνT

∂νT

∂xk

]
+ AνT

∣∣∣∂uk

∂xk

∣∣∣ − B
ν2

T

L2
,

где L — масштаб турбулентности, A, B — эмпирические константы, раз-
виты в дальнейшем для широкого класса пристенных течений сжимаемого
газа [5, 41, 42]. Так варианты модели А.Н. Секундова [5, 14], выведенной
из уравнения для энергии турбулентности, и одной из совершенных моделей
для турбулентной вязкости, учитывают многие факторы, в том числе сжима-
емость потока и шероховатость стенки. Модель νT92 — одна из последних
модифицированных версий модели [41].

В классе однопараметрических моделей дифференциальное уравнение мо-
жет задаваться для функции ν̃ от турбулентной вязкости νT , которое в декар-
товых координатах для нестационарного трехмерного течения представляется
модельным уравнением в общей форме

∂ν̃

∂t
+ uk

∂ν̃

∂xk
= Dif + Ds − E, (15.4)
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где Dif , Ds, E — члены, выражающие диффузию, производство и диссипацию
определяемой характеристики турбулентности. В этих моделях учитывается
влияние малых чисел Рейнольдса вблизи стенки на турбулентную вязкость.
Напряжения Рейнольдса определяются по линейной связи c компонентами
тензора скоростей деформаций. Диффузионный член состоит из слагаемых со
вторыми производными по координатам от ν̃, кроме того, могут добавляться
слагаемые c первыми производными. Наиболее сложный вид имеет член Ds,
состоящий из нескольких слагаемых. Наиболее простой вид имеет стоковый
член, учитывающий диссипацию, подобно уравнению (15.4).

В модели [42] уравнение переноса введено для функции ν̃, а для турбу-
лентной вязкости νT влияние вязких эффектов при низких числах Рейнольдса
производится за счет множителя fν1, зависящего от турбулентного числа
Рейнольдса χ :

νT = ν̃fv1, fv1 =
χ3

χ3 + c3v1
, χ ≡ ν̃

ν
,

где cv1 = const .
В модели [43] подобный множитель α составлен из двух демпфирующих

функций типа Ван–Драйста:

νT = ν̃α, α = cµD1D2,

D1 = 1− exp

(
−ζ+

A+
0

)
, D2 = 1− exp

(
−ζ+

A+
2

)
,

где постоянные модели cµ = 0,09, A+
0 = 26, A+

2 = 10, две первые из которых
совпадают c величинами известной модели Прандтля–Колмогорова для тур-
булентной вязкости c соответствующим множителем Ван–Драйста.

2.2. Модель c уравнением для кинетической энергии турбулент-
ности. Вводятся и используются в расчетах однопараметрические модели
c уравнением переноса для энергии турбулентности K, при этом масштаб
турбулентности L задается в соответствии c принятыми гипотезами по
известным эмпирическим соотношениям. Набегающий поток характеризу-
ется интенсивностью Tu∞ в процентах и масштабом турбулентности L∞.

Здесь Tu2
∞ =

104 × 2K∞

3V 2
∞

, кинетическая энергия турбулентности K = 0,5〈u′
iu

′
i〉

(i = 1,3).
Уравнение для кинетической энергии турбулентности K двумерного по-

граничного слоя в слабосжимаемом потоке газа в системе криволинейных
координат ξ, ζ имеет вид

u
∂K

∂ξ
+ υ

∂K

∂ζ
=

1

ρ

∂

∂ζ

[
µ

∂K

∂ζ
− p′υ′ − ρυ′u′u′

]
− u′υ′ ∂u

∂ζ
− ν

∂u′
i

∂ξj

∂u′
i

∂ξj
.

Здесь, члены уравнения в правой части выражают процессы диффузии, про-
изводства Pk/ρ и диссипации энергии турбулентности (−εk).
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В соответствии c гипотезой о градиентном механизме диффузии для
больших локальных чисел Рейнольдса А.Н. Колмогоровым [1] предложено
соотношение

−p′υ′ − ρυ′u′u′ =
µT

σk

∂K

∂ζ
.

Коэффициент турбулентной вязкости µT определяется по гипотезе Колмого-
рова–Прандтля [1, 2], где в качестве масштабов скорости и длины турбулент-
ного движения выбраны K1/2 и интегральный масштаб L

µT = c′µρK1/2L, (15.5)

где c′µ — эмпирическая константа.
Коэффициент полной (эффективной) вязкости µΣ,k зависит от коэффици-

ентов молекулярной и турбулентной (вихревой) вязкостей (µ, µT ) и числа
Прандтля σk для K

µΣ,k = µ +
µT

σk
. (15.6)

Диссипативный член в уравнении для кинетической энергии K:

εk = ν
∂u′

i

∂ξj

∂u′
i

∂ξj
, i, j = 1, 3,

согласно предположению, введенному в [1], для больших чисел Рейнольдса
равен изотропной части скорости диссипации ε и аппроксимируется соотно-
шением от энергии K и масштаба диссипации Lε, совпадающему c масштабом
турбулентности L

εk = cDK3/2L−1.

Влияние вязкости в областях вблизи стенки c малыми локальными чис-
лами Рейнольдса учитывается введением в диссипативный член εk дополни-
тельного слагаемого D [44]: D = c1νK/L2. В результате диссипативный член
εk представляется суммой двух составляющих ε + D:

εk =
cDK3/2

L
+

c1νK

L2
=

K3/2

L

(
cD +

c1
Rek

)
, Rek =

K1/2L

ν
. (15.7)

Считается, что основным недостатком однопараметрических моделей явля-
ется необходимость задания масштаба турбулентности L, как в теории длины
пути смешения Прандтля, но это и дает возможность успешно использовать
накопленную информацию и достижения этой теории при расчетах ряда
течений в пограничных слоях. В частности может быть принято L = lm, где
lm — длина пути смешения Прандтля.

Рассматриваемая модель полной вязкости (15.5), (15.6) применима для
расчета развитых турбулентных течений c большими локальными числа-
ми Re, для областей вблизи стенки c малыми числами Re вводится демпфи-
рующий множитель fµ(Re) в (15.5)

µT = c′µfµ(Re)ρK1/2L. (15.8)
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Вид функции fµ(Re) в моделях различен, как выбор в качестве аргумента
локального числа Рейнольдса Re. В модели [45] функция fµ выбрана подобно
демпфирующему множителю Ван–Драйста [15], но зависящему от локального
турбулентного числа Rek:

fµ = 1− exp(−AµRek),

Rek = K1/2L

ν
, c′µ = 0,224, Aµ = 0,012, σk = 1,0.

Скорость диссипации εk определяется по формуле (15.7) c введенным
демпфирующим множителем fµ в первый член (около стенки L = lm ≈ κζ):
cD =0,416; c1=2; κ=0,41. При выборе cD =2c′µ следует εk =(ν + νT )2K/L2.

В вариантах модели [46, 47] применены подобные демпфирующие множи-
тели fµ

fµ = 1− exp

(
−Rekς

Ãµ

)
,

но зависящие от близкого, но несколько иного локального турбулентного
числа Rekζ

Rekζ =
K1/2ζ

ν
.

Скорость диссипации εk задается в [46, 47] по формулам, аналогич-
ным (15.7):

εk =
K3/2

L

(
1 +

Cε

Rekζ

)
, L = κζc−0,75

µ , Ãµ = 50,5, Cε = 5,3,

εk =
K3/2

Lfε
, fε = 1− exp

(
−Rekς

Ãε

)
, L = κζc−0,75

µ ,

Ãµ = 70,0, Ãε = 2κc−0,75
µ = 5,1.

Для расчета полной области течения, включая переход, в [48] принимается
вариант модели уравнения для кинетической энергии турбулентности:

u
∂K

∂ξ
+ v

∂K

∂ζ
=

1

ρ

∂

∂ζ

[
µΣ,k

∂K

∂ζ

]
+

Pk

ρ
− εk, (15.9)

µΣ,k = µ +
µT

σk
, µT = c′µfµρK1/2L, fµ = 1− exp(−c3ζ

+),

Pk = τT
∂u

∂ζ
, τT = µT

∂u

∂ζ
, εk =

cDfµK3/2

L
+

c1νK

ζ2
,

ζ+ =
u∗ζ

ν
, u∗ =

√
τw

ρ
,

c′µ =
cµ

cD
, cµ = 0,09, cD = 0,164, c1 = 2, c3 = 0,029, σk = 1.
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Масштаб турбулентности L как в модели длины пути смешения Прандт-
ля [49] определяется эмпирической функцией:

L = β∗δΦ∗

(
β∗,κ,

ζ

δ

)
,

Φ∗ =
[
1− exp

(
−2κ

β∗

ζ

δ

)] [
1 + exp

(
−0,75

2κ

β∗

ζ

δ

)]−1

,
(15.10)

где κ = 0,4 — константа Кармана, β∗ = 0,1, δ — толщина пограничного слоя,
определяемая по профилю скорости u.

Модификация варианта модели (15.9) предполагает дополнительное вве-
дение в демпфирующую функцию fµ вместо константы c3 функцию c∗3, свя-
занную c параметрами переходной структуры пограничного слоя.

На поверхности и на внешней границе пограничного слоя задаются гра-
ничные условия для K.

3. Двухпараметрические модели

Cреди двухпараметрических моделей наиболее распространены в практи-
ческих приложениях модели для параметров K − L [50] и (Нг, Сполдинг,
см. [51]) и k–ε [52–54]. Классы K–ε—моделей и для K − ω, K − ω2 [55, 56]
получили развитие не только для численных исследований течений, описыва-
емых приближениями пограничного слоя, но и более общими постановками
движения вязкого газа. Вместо K − ω–модели в [57] применена q − ν–модель,
где q = K1/2, ν = ω1/2.

Оба класса моделей для замыкания системы осредненных уравнений по-
граничного слоя предполагают введения на основании гипотезы Буссинеска
турбулентной вязкости νT и линейной связи напряжения Рейнольдса со ско-
ростью деформации, которая в плоском пограничном слое есть

τT = −ρu′υ′ = µT
∂u

∂ζ
. (15.11)

Модели c параметрами k–ε для сложных течений c анизотропными свойства-
ми турбулентности модифицируются c применением нелинейного соотноше-
ния между тензорами напряжений Рейнольдса и скоростей деформации [58]
вместо их линейной связи в приближении Буссинеска.

3.1. Двухпараметрические K–L-модели. Класс этих моделей содер-
жит два уравнения: для K и комплекса F = KnLm. Примеры этих моделей
и обоснование уравнениям для некоторых F даны в [14].

Двухпараметрическая K–L–модель Г. С. Глушко разработана для двумер-
ных стационарных течений несжимаемой жидкости [50] в пристеночной обла-
сти c учетом влияния молекулярной вязкости на турбулентный пульсации при
малых локальных числах Рейнольдса, содержит два уравнений: для кинетиче-
ской энергии K и квадрата масштаба турбулентности λ = L2/2 (n = 0,m = 2).
Напряжение Рейнольдса определяется по соотношению (15.11).



472 Гл. 15. Моделирование турбулентных сжимаемых пристенных течений

3.2. Двухпараметрические K–ε-модели. В K–ε–модели [59] уравне-
ние для скорости диссипации εk первоначально предложено только для обла-
сти развитого турбулентного течения (при больших локальных числах Рейно-
льса), скорость диссипации εk имеет только изотропную составляющую ε.

В расчетах c замыканием на основе K–ε—модели для учета влияния
вязкости на турбулентные пульсации как при малых локальных числах Рей-
нольдса вблизи стенки развитого турбулентного пограничного слоя, так и при
ламинарно-турбулентном переходе к этому режиму распространены два под-
хода: c использованием пристеночных функций и введением демпфирующих
функций в коэффициенты уравнений.

K–ε–модели на основе пристеночных функций. В основе метода исполь-
зования пристеночных функций для класса K–ε–модели лежит идея инте-
грирования всех уравнений пограничного слоя от точки, лежащей в области
логарифмического профиля скорости [59–62].

K–ε–модели c введением демпфирующих функций. В двухпараметриче-
ских K–ε–моделях уравнение для кинетической энергии турбулентности K
используется совместно c уравнением для скорости ее диссипации εk = ε + D.
Анализ этим моделям дан в [14, 63–66]. Уравнение для изотропной части
скорости диссипации ε = εk − D предложено в [52], где D — слагаемое,
учитывающее влияние стенки.

Для плоского стационарного пограничного слоя уравнения для K и ε
в системе координат ξ, ζ, связанной c поверхностью (ζ–нормальная к ней
координата) представляются в виде:

u
∂K

∂ξ
+ v

∂K

∂ζ
=

1

ρ

∂

∂ζ

[
µΣ,k

∂K

∂ζ

]
+

Pk

ρ
− εk, (15.12)

u
∂ε

∂ξ
+ v

∂ε

∂ζ
=

1

ρ

∂

∂ζ

[
µΣ,ε

∂ε

∂ζ

]
+

Pε

ρ
− (Dε + E) , (15.13)

νT = cµfµ
K2

ε
, µΣ,k = µ +

µT

σk
, µΣ,ε = µ +

µT

σε
,

Pk = τT
∂u

∂ζ
, Pε = c1f1

ε

K
µT

[
∂u

∂ζ

]2
.

Здесь µT — турбулентная вязкость c демпфирующей функцией fµ, µΣ,k,
µΣ,ε — коэффициенты полной вязкости; σk, σε — числа Прандтля для K
и ε; члены Pk, Pε описывают процессы производства в уравнениях для K, ε;
Dε— диссипативное слагаемое; член D введен в εk для учета влияния вязко-
сти в областях вблизи стенки и с малыми локальными числами Рейнольдса,
так же как E в уравнение для ε и функций f1, f2, f4 — в члены Pε, Dε, E.
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Функция fµ в варианте модели [52] зависит от турбулентного числа
Рейнольдса Rt = νT /ν, включающего K и ε:

fµ = exp

{
− 2,5

1,0 + Rt/50

}
, (15.14)

D = 2ν

[
∂K1/2

∂ζ

]2
, Dε = c2f2

ε2

K
, E = 2ννT

[
∂2u

∂ζ2

]2
,

f1 = 1, f2 = 1− 0,3 exp(−R2
t ), Rt =

K2

νε
,

c постоянными (cµ, c1, c2,σk,σε) = (0,09; 1,55; 2,0; 1,0; 1,3).
Вариант модели [53] отличается от предыдущего варианта только демп-

фирующим множителем

fµ = exp

{
− 3,4

(1,0 + Rt/50)
2

}
,

и значениями постоянных (c1, c2) = (1,44; 1,92). Получил широкое развитие
в модифицированных моделях для исследования вязких течений.

Кроме вариантов K–ε–модели [52, 53], использующих уравнение для изо-
тропной части ε, разработана группа моделей, близких к ним, но отличающиеся
видом функций fµ и множителей, входящих в коэффициенты диссипативных
членов D, Dε и E, и самих членов [45, 64].

Вариант [64] отличается от (15.14) функциями и постоянными:

fµ =

[
1,0− exp

(
− ζ+

26,5

)]2
, f2=1− 0,3 exp(−ζ+2),

E = ννT (1− fµ)

[
∂2u

∂ζ2

]2
, (c1, c2) = (1,45; 1,9).

В варианте модели [45] используются функции:

fµ = [1− exp (−0,0015Rt)] , D = 2ν
K

ζ2
,

E = −2ν

[
∂ζ1/2

∂ζ

]2
, (c1, c2) = (1,45; 2,0).

Вторая группа K–ε–моделей отличается от первой тем, что включает
уравнение для полной скорости диссипации εk = ε + D. Различаются и гра-
ничные условия для этой функции. Наиболее распространены в практических
приложениях варианты [67, 68].

В модели [67] в демпфирующую функцию введены два локальных числа
Рейнольдса:
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fµ =
(
1 +

20,5

Rt

)
[1,0− exp (−0,0165Rkζ)]

2 , f1 = 1 +

(
0,05

fµ

)3

,

f2 = 1− exp(−R2
t ), D = E = 0, Rkζ =

ζK1/2

ν
, (c1, c2) = (1,44; 1,92).

В варианте [68] функции зависят от одного локального числа Рейнольд-
са Rt и нормальной к стенке координаты ζ+:

fµ =

[
− exp(−2,5) + exp

(
− 125

50 + Rt

)]
, f1 = 1, D = E = 0,

f2 = 2
(
1− 0,3 exp(−R2

t )
)
[
− exp (−10) + exp

(
− 250

25 + (ζ+)3

)]
.

Аналогично определены функции в модели [69]:

fµ =

(
1 +

3,45

R
1/2
t

) [
1− exp

(
−ζ+

70

)]
, f1 = 1, D = E = 0,

f2 =
(
1− 2

9
exp

{
−

(
Rt

6

)}) [
1− exp

(
−ζ+

5

)]2
.

Приведенные варианты моделей имеют граничные условия на стенке:

ζ = 0, K = 0, ε = 0,

1) εk = 0; 2) εk = ν
∂2K

∂ζ2
.

Для варианта [68] полная скорость диссипации εk не нулевая и применя-
ется второе граничное условие.

Обычно демпфирующие функции fµ зависят через локальное число Re от
характеристик турбулентности. Так, в модели [67], используются число Rk,
построенное по K и L, и константа Aµ (аналог A+, входящей в функцию
fµ [64]). Для более точного описания экспериментальных данных по переходу
вводится вместо константы Aµ функция A∗

µ, связанная c безразмерной толщи-
ной вязкого подслоя η∗, являющейся одним из основных параметров не только
развитого турбулентного режима, но и переходных процессов в пристенных
течениях. Тогда величина η∗ определяет переход не только при движении по
нормали к стенке от ламинарного подслоя к турбулентному ядру, но и вдоль
поверхности тела.

Два варианта K–ε–модели, модернизированные указанным выше спосо-
бом, используются в расчетах c переходной областью в условиях высокой
интенсивности турбулентности [49]. Профили продольной составляющей ско-
рости и приведенной температуры в конце переходной области, рассчитанные
с применением первой K–ε–модели, представлены на рис. 15.3, 15.4 в сравне-
нии с экспериментальными данными [70] и ламинарным и логарифмическим
распределениями.
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Рис. 15.3. Профиль скорости u+: 1 — ламинарный (u+ = ζ+), 2 — расчет, 3 — турбулентный
(u+ = 5,81 lg ζ+ + 5,1), 4 — экспериментальные данные

Рис. 15.4. Профиль приведенной температуры θ+ = (T − Tw)/T∗, T∗ = qw/(cpρu∗): 1 — экс-
периментальные данные, 2 — расчет, 3 — θ+ = Prζ+, 4 — θ+ = 2,12 ln ζ+ + 3,5,

5 — θ+ = 4,2 ln ζ+ + 3,9
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В варианте модели [54] функцияfµ зависит от безразмерной координаты
ζ+ по нормали к стенке и c∗3, а не явно — от K–ε:

fµ = 1− exp(−c∗3ζ
+), ζ+ =

u∗ζ

ν
, u∗ =

√
τw

ρ
, c∗3 =

D0

ηα
∗

. (15.15)

Здесь η∗ задается в виде функции от локального числа Reθ и двух параметров
A′

0, B′
0, связанных в общем случае c параметрами набегающего потока и его

турбулентности:

η∗ = Z + B′
0

{
exp

[
(A − A′

0)
2
]
− 1

}
, A = lg Reθ (15.16)

Z = 10 + 3,58(A − 3,95), A 6 3,95, Z = 10, A > 3,95.

В расчетах формулы (15.15), (15.16) применяются только при A 6 A′
0, а

при A > A′
0 принято c∗3 = c3. Величина D0 связана со значениями c3, Z(A′

0).
Здесь используется основывающаяся на опытных данных [71] эмпирическая
зависимость:

A′
0 = lg {300 + 2,667 exp (6,91− 0,8Tu∝)} , B′

0 = const . (15.17)

Функции f1, f2, f4 представляются в соответствии c [54]

D =
2νK

ζ2
, Dε = c2f2

ε2

K
, E =

2νf4ε

ζ2
,

f1 = 1, f2 = 1− 0,2222 exp

{
−

(
Rt

6

)2
}
, f4 = exp

(
−c4ζ

+
)
, Rt =

K2

εν
.

При малых ζ параметры турбулентности имеют порядки: K ≈ ζ2, ε ≈ ζ2;
νT ≈ ζ3. Константы принимают значения:

(cµ, c1, c2, c3, c4,σk,σε) = (0,09; 1,44; 2,0; 0,0115; 0,5; 1,0; 1,3).

На стенке при ζ = 0 выполняются условия: K = 0, ε = 0, но Dw 6= 0,
Ew 6= 0. Они определяются из асимптотических условий, следующих из урав-
нений (15.12), (15.13) для K и ε при ζ → 0.

В модели [72] функция fµ зависит от числа Рейнольдса Rk, в которое
входит кроме координаты ζ энергия турбулентности K, и A∗

µ:

fµ =
FA

FB
, FA = 1− exp(−A∗

µRkζ), FB = 1− exp(−BµRkζ), (15.18)

Rkζ =
K1/2ζ

ν
, Bµ = 0,263, f1 = 1 +

P ′
k

Pk
, P ′

k =
1,92f2K

1/2R

3,53ζFB
,

R = exp
(
−0,00222R2

kζ

)
, f2 = 1− 0,3 exp(−R2

t ), Rt =
K2

νε
.

В модернизированном варианте в отличие от [72] предполагается εw = 0
и в уравнения (15.12), (15.13) для K и ε добавлены члены D 6= 0, E 6= 0,
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определяемые как в модели [54]. Функция A∗
µ в демпфирующем множите-

ле FA связана c величиной η∗ аналогично (15.15), (15.16):

A∗
µ =

D′
0

η∗
, A 6 A′

0, A∗
µ = Aµ, A > A′

0.

Для A′
0 используется зависимость (15.17), для величины η∗ — выражения

(15.16), для функций B′
0(Tu∝), D′

0=D′
0(Tu∝) принято B′

0=const , D′
0=const .

На поверхности и на внешней границе пограничного слоя задаются гра-
ничные условия:

ζ = 0, K = 0, ε = 0, ζ → ∞, K → Ke (ξ) , ε → εe (ξ) .

При заданном распределении ue(ξ) вне окрестности передней критической
точки функции Ke(ξ), εe(ξ) удовлетворяют уравнениям:

ue
∂Ke

∂ξ
= −εe, ue

∂εe

∂ξ
= −c2

ε2e
Ke

. (15.19)

Начальные условия для функций Ke и εe задаются в сечении ξ = ξ0: Ke(ξ0) =
= Ke0, εe(ξ0) = εe0. Тогда система (15.19) имеет решение:

Ke = Ke0


1− (1− c2)

εe0

Ke0

ξ∫

ξ0

dξ

ue




1/(1−c2)

, εe = εe0

[
Ke

Ke0

]c2
.

При обтекании тела, имеющего переднюю критическую точку, в ее окрестно-
сти при известном невязком обтекании определяются решения более полных,
чем (15.19), уравнений для Ke0(ζ), εe0(ζ), которые и служат начальными
условиями для области вниз по потоку.

Для высокоскоростных сжимаемых пристенных течений уравнения моде-
ли, осредненные по Фавру, для энергии турбулентности K и соленоидальной
составляющей скорости диссипации εs представлены в дивергентной форме
относительно декартовой системы координат ξi (i = 1, . . ., 3), где ζ — нормаль-
ная к стенке координата [39]:

∂(ρK)

∂t
+

∂(ρũiK)

∂ξi
=

∂

∂ξi

[
µΣ,k

∂K

∂ξi

]
+ Pk − ρεs,

∂(ρεs)

∂t
+

∂(ρũiεs)

∂ξi
=

∂

∂ξi

[
µΣ,ε

∂εs

∂ξi

]
+ Pε − ρ(Dε + E),

µT = ρcµfµ
K2

εs
, µΣ,k = µ +

µT

σk
, µΣ,ε = µ +

µT

σε
,

Pk = τij
∂ũi

∂ξj
, Pε = c1f1

εs

K
τij

[
∂ũi

∂ξj

]
,

D = 0, Dε = c2f2
ε2s
K
, E = 0, f1 = 1,
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fµ =

(
1 +

3.45√
Rt

)
th

(
ζ+
w

115

)
, f2 =

ε̃s

εs

[
1 +

2fw2

c2
− 3

2

2fw2

c2

ε∗s
εsε̃s

]
,

fw2 = exp

{
−

(
Rt

64

)2
}
, ε∗s = εs − 2νK

ζ2
, ε̃s = εs − 2ν

∂
√

K

∂ξi

∂
√

K

∂ξi
,

ζ+
w =

υ∗ζ

ν
, υ∗ =

√
τw

ρw

, PrT = 0,9,

(cµ, c1, c2,σk,σε,σρ) = (0,096; 1,5; 1,83; 0,75; 1,45, 0,5).

Здесь принято, что флуктуации молекулярных коэффициентов вязкости
и теплопроводности много меньше их средних значений, которые введены
в уравнения, как и соленоидальная составляющая скорости диссипации εs,
преобладающая над сжимаемой εc, а именно из условия εs > εc для изотроп-
ной составляющей ε = εs + εc в итоге следует ε = εs. Кроме того, в уравнении
притока тепла предположена малость члена p′u′

i, i ≈ 0, а σρ входит в u′′
i .

3.3. Соотношения для линейных K–ε-моделей. В приведенных
K–ε–моделях в приближении пограничного слоя использовано линейное со-
отношение напряжения Рейнольдса и производной скорости (15.11) (прибли-
жение Буссинеска), обобщенное для расчетов вязких течений. В декартовых
координатах компоненты полного тензора напряжений задаются соотношением

τΣij = 2µ

[
Sij −

1

3

∂uk

∂ξk
δij

]
+ τij , (15.20)

которые линейно связаны c компонентами тензора скоростей деформации

Sij =
1

2

[
∂ui

∂ξj
+

∂uj

∂ξi

]
. (15.21)

Приближение Буссинеска дает линейную связь компонент тензора напря-
жений Рейнольдса c компонентами тензора скоростей деформации

τij = 2µT

[
Sij −

1

3

∂uk

∂ξk
δij

]
− 2

3
ρKδij . (15.22)

В этом случае компоненты полного тензора напряжений определяются как:

τΣij = 2µΣ

[
Sij −

1

3

∂uk

∂ξk
δij

]
− 2

3
ρKδij , µΣ = µ + µT . (15.23)

Компонента полного теплового потока на координату ξi определяется выра-
жением

qΣi = −
(

µ

Pr
+

µT

PrT

)
∂h

∂ξi
, (15.24)

где Pr и PrT — ламинарное и турбулентное числа Прандтля.
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Для учета анизотропных свойств течений введены нелинейные соотноше-
ния для компонент тензора напряжений Рейнольдса c компонентами тензора
скоростей деформации Sij [58] (случаи квадратичной и кубической связей).

3.4. Двухпараметрические K–ω-модели. В основе модели лежат фе-
номенологические уравнения [1] для кинетической энергии турбулентности K
и частоты турбулентности ω =

√
K /L.

Для пограничного слоя выделяются два варианта, которые предполагают
выполнения линейного соотношения (15.11): для параметров K − ω (для F :

n =
1

2
, m = −1) и K − ω2 (n = 1, m = −2). Основная модель [55] — для

параметров турбулентности K − ω:

dK

dt
=

∂

∂ζ

[
σ∗νT

∂K

∂ζ

]
+

Pk

ρ
− εk,

dω

dt
=

∂

∂ζ

[
σνT

∂ω

∂ζ

]
+

Pω

ρ
− Dω,

νT =
K

ω
, Pk = τT

∂u

∂ζ
= ρνT

[
∂u

∂ζ

]2
, εk = β∗Kω, Pω = γρ

[
∂u

∂ζ

]2
,Dω = βω2,

γ =
5

9
, β =

3

40
, β∗ =

9

100
, σ =

1

2
, σ∗ =

1

2
.

В модели K − ω2 [56] второе уравнение для ω2 имеет вид:

dω2

dt
=

∂

∂ζ

[
σνT

∂ω2

∂ζ

]
+

P̃ω

ρ
− D̃ω,

P̃ω = γρω
[
∂u

∂ζ

]2
, D̃ω =

[
β + 2σ

(
∂l

∂ζ

)2
]

ω3, l =

√
K

ω
,

γ =
10

9
, β =

3

20
, β∗ =

9

100
, σ =

1

2
, σ∗ =

1

2
.

В общем случае для сжимаемого турбулентного потока при осреднении Фавра
уравнения первой модели представляются как:

∂

∂t
(ρK) +

∂

∂ξj
(ρujK) =

∂

∂ξj

[
(µ + σ∗µT )

∂K

∂ξj

]
+ Pk − ρεk,

∂

∂t
(ρω) +

∂

∂ξj
(ρujω) =

∂

∂ξj

[
(µ + σµT )

∂ω

∂ξj

]
+ Pω − ρDω,

µT = γ∗ ρK

ω
, Pk = τij

∂ui

∂ξj
, εk = β∗Kω, Pω =

(
γ

ω

K

)
τij

∂ui

∂ξj
, Dω = βω2,

γ =
5

9
, γ∗ = 1, β =

3

40
, β∗ =

9

100
, σ =

1

2
, σ∗ =

1

2
.

Для расчетов вязких течений в декартовых координатах компоненты пол-
ного тензора напряжений и теплового потока задаются соотношениями
(15.20)–(15.24).
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4. Трехпараметрические K–F–R-модели

Для расчетов течений в пограничном слое в многопараметрических моде-
лях может не использоваться предположение Буссинеска, и они содержат раз-
личное число уравнений для характеристик турбулентности или их функций
— от трех и выше: K–ω–R [73, 74], K–ε–R [75–77], где R = τT /ρ = −u′υ′

— кинематическое напряжение Рейнольдса.
В трехпараметрических моделях уравнения записываются для трех харак-

теристик турбулентности K, F = KmLn, R [73]. Добавление еще одного урав-
нения в этих моделях приводит к снятию ограничения, которое накладывает
алгебраический характер гипотезы Буссинеска, что дает им ряд преимуществ
перед двухпараметрическими моделями.

Наиболее распространенные K–F–R–модели, в которых второе уравнение
дается для трех комбинаций параметров K и L: F =

√
K /L, K/L2, K3/2/L.

В двухпараметрических моделях это соответствует характеристикам турбу-
лентности ω, ω2, εk. Так уравнения для параметров K–F–R для сжимаемого
осесимметричного потока имеют вид [74]. Последнее уравнение системы
для R используется вместо гипотезы Буссинеска (15.11).

5. Mодели, основанные на уравнениях для напряжений
Рейнольдса

К этому классу относятся модели, в которых уравнения переноса пред-
ставлены непосредственно для моментов второго порядка — напряжений
Рейнольдса. Подобные модели называются моделями замыкания второго по-
рядка. В разработанных различных вариантах учитывалось воздействие вра-
щения (закрутки) потока и внешних сил, значительных искривлений линий
тока, что приводит к анизотропии турбулентности пространственного тече-
ния [8, 78–81].

5.1. Дифференциальные модели для напряжений Рейнольдса. Мо-
дель c уравнениями переноса напряжений Рейнольдса (−τij = Rij = u′

iu
′
j , где

черта сверху — осреднение по Рейнольдсу) для потока несжимаемой жидко-
сти предполагает введение параметров турбулентности: энергии K и скорости
ее диссипации ε, имеет структурный вид

DRij

Dt
= dij + Pij + Fij + Φij − εij . (15.25)

Здесь в правой части уравнения представлены последовательно члены
dij , Pij , Fij , Φij , εij , описывающие процессы диффузии, производства за
счет скоростей деформации и распределенных сил (например, плавучести или
инерционных), перераспределения за счет корреляционного момента давле-
ние-деформации, и диссипации.
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Члены производства напряжений Рейнольдса из-за средней сдвиговой
деформации и сил в этой модели записываются точно:

Pij = −
[
Rik

∂uj

∂xk
+ Rjk

∂ui

∂xk

]
, Fij =

[
f ′

iu
′
j + f ′

ju
′
i

]
.

В областях потока c большими локальными числами Рейнольдса мас-
штаб диссипации Lε предполагается изотропным, что дает соотношение
εij = 2/3 · εδij , где ε — скорость диссипации энергии K. При приближении
к стенке анизотропия диссипации возрастает и это предположение нарушает-
ся. Анизотропия скорости диссипации характеризуется инвариантами тензора
c компонентами eij = εij/ε − 2/3δij . Варианты моделей для анизотропного
тензора c компонентами εij = 2/3 · εδij + (1− fε) ε∗ij , где ε∗ij — предельное
его значение при ζ → 0 (нормаль к стенке), различаются функцией fε [81].

Член уравнения Φij , учитывающий перераспределение Rij за счет корре-
ляционного момента давление–деформации

Φij =
p′

ρ

(
∂u′

i

∂xj
+

∂u′
j

∂xi

)
,

представляется в виде двух частей: медленной и быстрой, ответственных
за перераспределения между только турбулентными характеристиками Φij1

и средней скоростью деформации и турбулентными флуктуациями Φij2:

Φij = Φij1 + Φij2 + Φ
w
ij1 + Φ

w
ij2,

Φij1 =
−c1ε

K

(
Rij − 2

3
δijK

)
= −c1εaij , Φij2 = −c2

(
Pij − 2

3
δijP

)
,

Φ
w
ij1

=
cw
1 ε

K

(
Rkmnknmδij −

3

2
Rkinknj −

3

2
Rkjnkni

)
f ,

Φ
w
ij2

= cw
2

(
Φkm2nknmδij −

3

2
Φik2nknj −

3

2
Φjk2nkni

)
f.

Здесь введены: безразмерная анизотропная часть напряжений Рейнольдса
aij = Rij/K − 2/3δij , производство этих напряжений P = Pkk/2, энергия
турбулентности K = Rkk/2, демпфирующая функция f = 0,4K3/2/

(
εx2

)
, где

x2 — координата нормальная стенке, nk — компоненты единичного вектора,
перпендикулярного поверхности.

В выражения приведенных функций входят два независимых инва-
рианта тензора анизотропии a: A2 = aikaki, A3 = aikakjaji, и параметр
A = [1− 9/8 (A2 − A3)]:

c1 = 1 + 2,58AA
1/4
2

(
1− exp

[
− (0,0067Rt)

2
])

, c2 = 0,75A1/2,

cw
1 = −2

3
c1 + 1,67, cw

2 = max

[(
2

3
c2 −

1

6

)
1

c2
, 0

]
.

Для описания диффузионного члена dij применяется гипотеза градиентной
диффузии

16 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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dij =− ∂

∂xk

[
u′

iu
′
ju

′
k+

1

ρ

{
p′u′

jδik+p′u′
iδjk

}
− ν

∂Rij

∂xk

]
=

∂

∂xk

[(
cs

K

ε
Rkl+ν

)
∂Rij

∂xl

]
.

Уравнение переноса для напряжений Рейнольдса (15.25) имеет вид:

DRij

Dt
=

∂

∂xk

[(
cs

K

ε
Rkl+ν

)
∂Rij

∂xl

]
−

[
Rik

∂uj

∂xk
+Rjk

∂ui

∂xk

]
−

− c1
ε

K

(
Rij − 2

3
δijK

)
− c2

(
Pij − 2

3
δijP

)
− 2

3
εδij . (15.26)

Скорость диссипации ε энергии турбулентности может быть найдена из урав-
нения переноса [80]:

Dε

Dt
=

∂

∂xk

[(
cε

K

ε
Rkl + νδkl

)
∂ε

∂xl

]
+ (c1ε + ψ1 + ψ2)

ε

K
P − c2ε

(
εε̃

K

)
, (15.27)

ε̃ = ε − 2ν

(
∂K1/2

∂xj

)2

, ψ1 = 2,5A
(

P

ε
− 1

)
,

ψ2 = 0,3 (1− 0,3A2) exp
[
−0,002 (Rt)

2
]
,

cε = 0,18, c1ε = 1,45, c2ε = 1,9.

5.2. Модели, основанные на алгебраических соотношениях для
напряжений Рейнольдса. В основе этих моделей, как и нелинейных двух-
параметрических моделей, лежит обобщенное тензорное выражение для ком-
понент a [80]

aij =
∑

λ

αλT λ
ij .

Здесь T = {Tij} — функция тензоров скорости деформации S = {Sij}
и завихренности Ω = {Ωij}. Для линейных моделей выполнены: λ = 1, Tij =
= Sij , α1 = −2µT /K = −cµK/ε.

Вместо решения полной системы дифференциальных уравнений для
напряжений Рейнольдса в модели алгебраических соотношениях для Rij

принята приближенная «алгебраическая» аппроксимация конвективных
и диффузионных членов в этих уравнениях переноса (15.27) [81, 82]

DRij

Dt
− dij

∼= Rij

K

(
DK

Dt
− dk

)
=

Rij

K
(Pk − ε) . (15.28)

Приближенная замена в соотношении (15.28) основывается на выполнении
равенства для компонент a

Daij

Dt
= 0,

из которого следует незначительность полного изменения анизотропии тур-
булентности в потоке, при этом структура турбулентности остается неизмен-
ной и она находится в равновесном состоянии. После замены конвективных
и диффузионных членов в уравнениях для Rij остаются алгебраические соот-
ношения, но они нелинейные и включают характеристики турбулентности K
и ε, определяемые численно из дифференциальных уравнений. Аналогичный
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подход предложен в [83]. Для сжимаемых потоков модели алгебраических
соотношений в модернизированных вариантах используются в [84].

5.3. Учет в моделях высокого порядка замыкания эффектов сжи-
маемости. Сопоставление расчетных результатов c данными экспериментов
и их анализ для сверхзвуковых течений [40, 81] показал незначительность
этих неявных эффектов для течений c числами Маха ниже 5.

Необходимость учета сжимаемости приводит к выделению в уравнениях
напряжений Рейнольдса продольных составляющих членов давление — де-
формации и скорости диссипации [77]:

Φ
(d)
ij =

2

3
p′

∂u′
k

∂xk
δij , ε

(d)
ij =

8

3
νs′kks

′
ij ,

где s ′
ij — флуктуации скоростей деформации, подобно источниковым чле-

нам c u′′
k

ρS
(P )
ij = −ρu′′

i
∂p

∂xj
− ρu′′

j
∂p

∂xi
.

Расчетные исследования, проведенные по модифицированным моделям
замыкания второго порядка, так же установили, что c ростом числа Маха
в этом диапазоне для пристеночных пограничных слоев отмечается уменьше-
ние уровня турбулентных пульсаций вблизи стенки.

Заключение

Приведены полуэмпирические модели турбулентности для численного рас-
чета пристенных течений несжимаемой жидкости и сжимаемого газа. Рас-
смотрены алгебраические и дифференциальные классы моделей, основопола-
гающие гипотезы турбулентности и системы дифференциальных уравнений
в окончательном виде, дополненные граничными условиями. Представле-
ны варианты учета процессов взаимодействия ламинарного и турбулентного
переносов вблизи твердой поверхности обтекаемого тела, используемые в мо-
делях турбулентности, как для несжимаемой жидкости, так и в условиях
сжимаемости потока и теплообмена. Рассмотренные модели позволяются за-
мкнуть системы осредненных уравнений пограничного слоя и Рейнольдса для
решения их численными методами.

Исследования поддержаны Роснаукой (Гос. контракты 02.740.11.0615).
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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ВЯЗКОГО

УДАРНОГО СЛОЯ В ШИРОКОМ ДИАПАЗОНЕ ЧИСЕЛ

РЕЙНОЛЬДСА

Б.В. Рогов
Институт математического моделирования РАН

Система уравнений вязкого ударного слоя (ВУС) [1] широко и успешно
используется для расчета параметров взаимодействия сверхзвукового и гипер-
звукового вязкого потока с наветренной частью обтекаемых затупленных тел
(см., например, обзоры [2, 3] и ссылки в них). Это обусловлено следующими
свойствами и особенностями системы уравнений ВУС.

Во-первых, эта композитная система уравнений включает все члены урав-
нений Эйлера и члены второго приближения теории пограничного слоя (ПС),
поэтому она имеет широкую область применимости по числу Рейнольдса Re.

Во-вторых, показано [4], что система уравнений ВУС с асимптотически
согласованными условиями скольжения и скачка температуры на обтекаемой
поверхности и головной ударной волне (УВ) дает правильное предсказание
тепловых потоков и сопротивления в задачах гиперзвукового стационарного
ламинарного обтекания затупленных тел в переходном режиме обтекания
(число Кнудсена 0,1 < Kn < 10).

В-третьих, в рамках газодинамической модели ВУС можно учесть раз-
нообразные физико-химические процессы, протекающие как в ударном слое
(УС), так и на поверхности тела, обтекаемого высокотемпературным потоком
многокомпонентного газа.

В-четвертых, система уравнений ВУС является эволюционной по продоль-
ной координате, отсчитываемой в преимущественном направлении движения
газа. Поэтому для нахождения ее численного решения можно использовать
эволюционные по продольной координате (маршевые) алгоритмы, соответ-
ствующие математическому типу системы уравнений ВУС. Эти экономичные
алгоритмы позволяют существенно сократить затраты вычислительных ресур-
сов (времени, памяти) на решение задачи обтекания по сравнению с затра-
тами, необходимыми для нахождения решения в рамках полных уравнений
Навье–Стокса.

В настоящей главе приводятся обоснования и важные детали итераци-
онно-маршевого алгоритма численного решения системы уравнений ВУС.
В [5–9] представлены отдельные элементы этого алгоритма, здесь же пред-
ставлен его полный вариант. Основные отличия предложенного алгоритма
от итерационных алгоритмов [10, 11] следующие. В [10, 11] итерируе-
мой функцией наряду с маршевым градиентом давления является контур
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УВ, т. е. при определении на текущей итерации обновленного контура УВ
используется контур с предыдущей итерации. В предложенном алгоритме
контур УВ не итерируется, а находится на текущей итерации совместно
с другими газодинамическими величинами (давлением, температурой, компо-
нентами скорости). В алгоритмах, приведенных в работах [10, 11], и в данном
алгоритме решение находится глобальными итерациями по эллиптической
части продольного градиента давления, которая ответственна за передачу
акустических возмущений вверх по потоку. Однако, авторы [10, 11] рассчи-
тывают эллиптическую составляющую продольного градиента давления на
основе формулы Vigneron et.al. [12]. В настоящем алгоритме эллиптическая
составляющая рассчитывается по оригинальной формуле [5–9], которая мак-
симально минимизирует эту часть продольного градиента давления. В частно-
сти, в изложенном ниже алгоритме эллиптическая составляющая равна нулю,
если поле давления в УС зависит только от маршевой координаты. В этом
случае итераций проводить не нужно. Использование оригинальной формулы
позволяет уменьшить число итераций до одной-двух для расчета основных
интегральных характеристик (сопротивления, теплообмена) с приемлемой для
практики точностью. Это важно, поскольку на каждой глобальной итерации
эллиптическая составляющая продольного градиента давления рассчитыва-
ется по результатам предыдущей итерации по соответствующим формулам
численного дифференцирования. Операция численного дифференцирования,
как известно, является некорректной. Это выражается, прежде всего, в су-
щественном накоплении ошибок округления от итерации к итерации, осо-
бенно при достаточно малых разностных шагах по продольной независи-
мой переменной. Поэтому в итерационных алгоритмах, где число итераций
достигает десятка, приходится прибегать к процедурам сглаживания поля
давления [11].

1. Постановка задачи

Рассмотрим стационарное сверхзвуковое обтекание плоского или осесим-
метричного затупленного тела поступательным потоком однородного вязкого
и теплопроводного газа под нулевым углом атаки. Контур тела предполагается
достаточно гладким. Область возмущенного течения при умеренных и боль-
ших Re может быть разбита на два слоя: слой перехода через головную УВ
и УС — область между УВ и поверхностью обтекаемого тела (см. рис. 16.1).
При достаточно больших числах Re толщиной и структурой УВ можно
пренебречь [13, 14]. В этом случае задача сверхзвукового обтекания сво-
дится к расчету вязкого смешанного (до- и сверхзвукового) течения в УС.
Основными определяющими безразмерными параметрами в задаче сверх-
и гиперзвукового обтекания затупленных тел являются характерное число
Re и характерное отношение плотностей газа ε = ρ∞/ρs до и сразу после
головного скачка уплотнения [14–16]. Здесь и далее индексы ∞ и s относятся
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Рис. 16.1. Картина обтекания затупленного тела сверхзвуковым потоком вязкого газа

к значениям физических величин в набегающем потоке и непосредственно
за УВ. Для совершенного двухатомного газа с постоянными теплоемкостями
при больших числах Re и Маха параметр ε можно вычислить явно. Его
максимальное значение равно ε = (γ − 1)/(γ + 1), где γ — отношение теп-
лоемкостей (или показатель адиабаты). При движении тел в атмосфере
Земли с числами Маха M∞ > 6 этот параметр ε определяет толщину УС
ys ∼ εR0 [17], где R0 — радиус затупления носовой части тела.

Уравнения модели ВУС получаются из полных уравнений Навье–Стокса
(НС), если в каждом из уравнений удерживаются члены порядка O(1) и O(δ)
(δ = Re−1/2 — так называемый погранслойный параметр) относительно глав-
ных членов. При этом оценка членов уравнений проводится в области суще-
ственного влияния вязких эффектов, т. е. в пограничном слое около тела [18].
В отличие от модели тонкого вязкого ударного слоя (ТВУС) предположение
о тонкости ударного слоя не делается. Впервые система уравнений ВУС
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получена в работе [19]. В ортогональной системе координат (x, y), связанной
с поверхностью обтекаемого тела, уравнения ВУС имеют следующий вид:

— уравнение неразрывности

∂

∂x
(rνρu) +

∂

∂y
(rνH1ρv) = 0, (16.1)

— уравнение импульса в продольном направлении

ρ
(

u
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[
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(
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)]
, (16.2)

— уравнение импульса в поперечном направлении

ρ
(

u

H1

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
− K12u

2
)

+
∂p

∂y
= 0, (16.3)

— уравнение энергии в форме уравнения притока тепла
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, (16.4)

или в форме уравнения для полной энтальпии H

ρ
(

u

H1

∂H

∂x
+ v

∂H

∂y

)
=

1

H1r
ν

∂
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{
H1r
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[
λ
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+ µu

(
∂u
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− K12u

)]}
,

H = h +
1

2

(
u2 + v2

)
,

(16.5)

где u, v — касательная и нормальная к поверхности составляющие век-
тора скорости; ρ, p, T , h — плотность, давление, температура, удельная
энтальпия; µ, λ — коэффициенты динамической вязкости и теплопроводности;
r = rw + y · cos α — расстояние от точки с координатами (x, y) до оси
(плоскости) симметрии тела; α — угол между касательной к поверхности
и осью (плоскостью) симметрии тела; H1 = 1 + Kw · y — коэффициент Ла-
ме; K12 = Kw/H1 — локальная кривизна продольных координатных линий
y = const ; rw(x) и Kw(x) — контур поверхности обтекаемого тела и его
кривизна; α — угол наклона контура тела к оси (плоскости) симметрии
течения; ν = 0 и 1 для плоского и осесимметричного течения соответственно.
Система определяющих уравнений замыкается уравнением состояния и тем-
пературными законами для коэффициентов µ и λ.

Невязкой составляющей уравнений ВУС является система уравнений
Эйлера. Поэтому в случае безотрывных течений система уравнений ВУС
описывает акустический механизм передачи возмущений вверх по потоку.
Вязкая составляющая этих уравнений содержит все члены полных уравнений
НС, которые вносят вклад во второе приближение теории ПС [18, 20].
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В криволинейных координатах x, η = y/ys(x) эта система, записанная
относительно естественных переменных ρ, u, v, p, T имеет следующий без-
размерный вид:

∂
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где

y′s =
dys

dx
, V = H1v − ηy′su.

В уравнениях (16.7), (16.9) коэффициент вязкости отнесен к µ∞, а температу-
ра газа — к V 2

∞/cp, где cp — удельная теплоёмкость при постоянном давлении.
В (16.7), (16.9) вошли безразмерные критерии подобия: число Рейнольдса

Re∞ =
ρ∞V∞Rw0

µ∞

,

и число Прандтля
Pr =

µcp

λ
,

которое здесь предполагается постоянным. Система уравнений (16.6)–(16.9)
замыкается уравнением состояния совершенного газа

ρ =
γ

γ − 1

p

T
, (16.10)

а также зависимостью коэффициента вязкости от температуры.
Производная y′s, входящая в уравнения (16.6)–(16.9), связана с углом на-

клона β УВ к оси симметрии и отходом УВ ys геометрическим соотношением

dys

dx
= H1stgβs, H1s = 1 + Kwys, βs = β − α. (16.11)

Для нахождения неизвестного отхода ys используется уравнение (16.11)
совместно с одним из обобщенных соотношений Ренкина–Гюгонио, которые
связывают значения газодинамических переменных в невозмущенном потоке



1. Постановка задачи 493

со значениями этих переменных и их производных за головным скачком
уплотнения [10, 15]:

vs = ustgβs − 1

ρs

sin β

cos βs
, (16.12)
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ps =
(
1− 1

ρs

)
sin2 β +

1

γM 2
∞

. (16.15)

В качестве такого соотношения удобно взять уравнение (16.15). Другие
соотношения Ренкина–Гюгонио (16.12)–(16.14) служат краевыми условиями
для искомых функций p, u, T на УВ (η=1) (см. рис. 16.2). Остальными

Рис. 16.2. Координатные линии x = const и η = const . Поверхность тела η = 0 и головная
ударная волна η = 1

краевыми условиями являются условия на обтекаемой поверхности (η = 0).
Для компонент скорости это — условия прилипания и непротекания

u = v = 0, (16.16)

для температуры газа это — либо заданная температура поверхности

T = Tw, (16.17)
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либо условие тепловой изоляции поверхности

∂T

∂η
= 0. (16.18)

Граничные условия на УВ и на стенке для уравнений ВУС приведены
выше в упрощенной форме (16.12)–(16.18). Более точные, асимптотически
согласованные граничные условия можно взять из работ [4, 16].

2. Характеристический анализ системы уравнений ВУС и модель
параболо-гиперболического вязкого ударного слоя

Упростим систему уравнений ВУС, взяв для градиента давления в урав-
нении продольного импульса (16.7) приближение:
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с весовой функцией ω, определяемой формулой

ω = min

{
1,σ

γM2
x

1 + (γ − 1)M2
x

}
, 0 6 σ 6 1, (16.20)

где Mx — локальное значение числа Маха, определенное по продольной
составляющей скорости u. В результате указанное уравнение примет вид
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Подставим производную (16.11) в уравнения (16.6), (16.8), (16.9), (16.21)
и исключим из этих уравнений плотность ρ с помощью уравнения состояния
(16.10). К преобразованным уравнениям (16.6), (16.8), (16.9), (16.21) добавим
уравнение (16.11) и тривиальное уравнение для давления ps(x)

∂ps

∂η
= 0. (16.22)

Исследуем математический тип полученной системы уравнений относительно
вектора неизвестных

Z = [p,u, v,T , ps, ys]
T . (16.23)

Следуя [12, 21], исследуем тип системы уравнений в предельных случаях
невязкого и полностью вязкого течений. Такой анализ позволяет судить
о математической природе полной системы уравнений [15].

В предельном случае невязкого течения (Re∞ → ∞) представим невязкую
часть системы уравнений в характеристической матрично-векторной форме:

[A]
∂Z

∂x
+ [B]

∂Z

∂η
= d, (16.24)
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где А и В — матрицы коэффициентов при продольных и поперечных гради-
ентах компонент вектора Z, d — вектор-функция от Z.

Характеристическое уравнение для системы уравнений (16.24):

det (λA − B) = 0, (16.25)

можно привести к виду

λ (uz − V )2
(
a1z

2 + b1z + c1
)

= 0, z = ysλ, (16.26)

a1 = γM2
x − ω

[
1 + (γ − 1)M2

x

]
,

b1 = [γ + 1− ω(γ − 1)]Mx (εMx − H1My) − ε(1 + ω),

c1 = (εMx − H1My)
2 − H2

1 − ε2,

(16.27)

где λ — собственные значения матрицы A−1B, My — локальное значение чис-
ла Маха, определенное по поперечной составляющей скорости v; ε = ηdys/dx.

Если Mx > 1 и согласно (16.20) ω = 1 при σ ≈ 1, то дискриминант D =
= b21 − 4a1c1 квадратного уравнения в (16.26) положителен

D = 4H2
1

(
M2

x + M2
y − 1

)
> 0. (16.28)

Поэтому все собственные значения λ матрицы A−1B вещественны, а система
уравнений (16.6), (16.8), (16.9), (16.11), (16.21), (16.22) относительно вектора
неизвестных Z является x-гиперболической [21, 22].

Если же ε = 0, т. е. форма УВ эквидистантна поверхности тела, то дис-
криминант D может быть представлен в следующем виде:

D = H2
1

{
4a1 +

[
(1− ω)2(γ − 1)2M2

x + 4ω
]
M2

y

}
. (16.29)

Выбор весовой функции ω в виде (16.20) обеспечивает выполнение неравен-
ства

a1 > 0. (16.30)

Поэтому в случае ε = 0 дискриминант D неотрицателен, а рассматриваемая
система уравнений имеет гиперболический тип во всем диапазоне изменения
Mx и My.

Рассмотрим теперь случай, когда ε 6= 0 и Mx 6 1.
Неравенство для коэффициента c1

c1 < 0, (16.31)

означает, что
M2

n < 1, (16.32)

где Mn — локальное число Маха, построенное по нормальной к координат-
ной линии η = const составляющей скорости (рис. 16.2). Непосредственно
за скачком уплотнения неравенство (16.32) выполняется [23]. Также это
неравенство выполняется на поверхности тела, где Mn = 0 вследствие усло-
вия непротекания. Если распределение Mn вдоль луча x = const между УВ
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и поверхностью тела является монотонным, то неравенство (16.32) выполня-
ется во всем УС. Проведенные в широком диапазоне изменения числа M∞

расчеты показали, что это неравенство действительно выполняется.
Таким образом, рассматриваемая система уравнений, записанная отно-

сительно вектора неизвестных (16.23), в пределе невязкого течения имеет
гиперболический тип.

Рассмотрим предельный случай вязкого течения, пренебрегая в систе-
ме уравнений членами с первыми производными по поперечной координате
η [21]. Соответствующую предельную систему уравнений для вектора иско-
мых функций Z можно записать в матрично-векторном виде:

[A]
∂Z

∂x
= [C]

∂2Z

∂η2
+ d, (16.33)

где

[A] =




ρu

p
ρ 0 −ρu

T
0 0

ω

ρ
u 0 0

1− ω

ρ

p

ps
0

0 0 u 0 0 0

0 u2 uv u 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1




, (16.34)

[C] =




0 0 0 0 0 0
0 κ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 κu 0
κ

Pr
0 0

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0



, κ =

H1µ

y2
sρRe∞

, (16.35)

а d — вектор-функция от Z. В системе (16.33) в качестве уравнения для ps

взято уравнение (16.22), продифференцированное по переменной η:

∂2ps

∂η2
= 0. (16.36)

Полагая, что u 6= 0, характеристическое уравнение

det(λA − C) = 0, (16.37)

для собственных значений λ матрицы A−1C можно привести к следующему
виду

λ2z
(
a2z

2 + b2z + c2
)

= 0, z =
Re∞y2

sρu

H1µ
λ, (16.38)

a2 = [γ − ω(γ − 1)]M2
x − ω = γM2

x − ω
[
1 + (γ − 1)M2

x

]
,

b2 =
[
ω(γ − 1) − γ

(
1 +

1

Pr

)]
M2

x +
ω

Pr
, c2 =

γ

Pr
M2

x.
(16.39)
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Дискриминант D квадратного уравнения a2z
2 + b2z + c2 = 0 в (16.38)

может быть представлен следующим образом:

D =

{[
γ − ω(γ − 1) − γ

Pr

]
M2

x +
ω

Pr

}2

+
4(γ − 1)

Pr
ω2M2

x. (16.40)

Поскольку дискриминант (16.40) всегда неотрицателен, характеристическое
уравнение (16.38) имеет только действительные корни λ. Эти корни будут
неотрицательными, если весовая функция ω берется в виде (16.20), а про-
дольная скорость удовлетворяет условию

u > 0, (16.41)

которое означает, что течение должно быть безотрывным. Указанные свойства
собственных значений λ матрицы A−1C обеспечивают параболический тип
системы уравнений (16.33) относительно переменной x [21, 24].

Таким образом, система дифференциальных уравнений (16.6), (16.8),
(16.9), (16.21) относительно естественных зависимых переменных u, v, p, T
(плотность ρ определяется из уравнения состояния (16.10)) вместе с уравне-
ниями (16.22) для ps и (16.11) для ys имеет смешанный параболо-гиперболи-
ческий тип.

Данную упрощенную систему уравнений ВУС будем называть моделью
параболо-гиперболического вязкого ударного слоя (ПГВУС). Упрощение
связано с гиперболическим приближением продольного градиента давления,
описываемого формулой (16.19), в уравнении продольного импульса. При
σ ≈ 1 эта модель описывает сверхзвуковые области течения так же, как
и модель ВУС и максимально полно учитывает невязкую передачу возмуще-
ний по потоку и не учитывает её против потока. Эллиптические свойства
исходной системы уравнений ВУС связаны с частью градиента давления
(1− ω)ps∂p/∂x в (16.7), которая в параболо-гиперболической системе ПГВУС
отсутствует.

Система уравнений ПГВУС как и система ВУС имеет особенность на оси
симметрии x = 0. Чтобы разрешить эту особенность, вводятся растянутая
в окрестности оси симметрии продольная координата

ξ =

x∫

0

cos αdx (16.42)

и нормированная продольная скорость

u =
u

cos α
. (16.43)

Уравнения (16.6), (16.8), (16.9), (16.11) и (16.21) в новых переменных ξ,
u примут вид:

g
∂

∂ξ
(ρu) +

∂

∂η
(fρ) + hρu = 0, (16.44)
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g
∂

∂ξ
(ρu2) + τys

(
(1− ω)

p

ps

dps

dξ
+ ω

∂p

∂ξ

)
+

+
∂

∂η

[
fρu − τηy′sp − τH1µ

Re∞

(
1

ys

∂u

∂η
− Kwu

H1

)]
− τKwysµ

Re∞

(
1

ys

∂u

∂η
− Kwu

H1

)
+

+ (h + τKwys sinα)ρu2 + τKwysρuv + (2τ − 1)y′sp = 0, (16.45)

g
∂

∂ξ
(ρuv) +

∂

∂η
(fρv + τH1p) − gKwρu2 + hρuv − qysp = 0, (16.46)

g
∂

∂ξ
(ρuT ∗) +

∂

∂η

{
fρT ∗ − τH1µ

Re∞

[
1

ysPr

∂T

∂η
+ u cos2 α

(
1

ys

∂u

∂η
− Kwu

H1

)]}
+

+ hρuT ∗ = 0,T ∗ = T +
1

2
(u2 cos2 α + v2), (16.47)

dys

dξ
=

tg(β − α)

cos α
(1 + Kwys) , (16.48)

где
τ =

(
r

rw

)ν
, y′s =

dys

dξ
,

f = τ(H1v − ηy′su cos2 α), g = τys cos2 α,

h = (2τ − 1)y′s cos2 α + qys sinα, q = νH1
cos α

rw
+ τKw.

В уравнениях (16.44)–(16.47) черта над символом u опущена. Координата
ξ совпадает с цилиндрической координатой z в осесимметричном случае
(ν = 1). Угол β в правой части уравнения (16.48) рассчитывается с помощью
уравнения (16.15). Уравнение для ps(ξ) имеет вид (16.22).

Начальные условия для искомых функций u, v, T , p на оси (плоскости)
симметрии определяются из решения системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, к которым при ξ = 0 приводятся уравнения (16.44)–(16.48),
и уравнения для ys

∂ys

∂η
= 0. (16.49)

Давление ps определяется из уравнения (16.15) при условии, что β = π/2
при ξ = 0. Нетрудно показать, что, как и в случае невязкого течения [5],
распределения искомых функций на оси симметрии, а также значение отхода
УВ ys0 зависят от свободного параметра — величины кривизны ударной волны
Ks0 при ξ = 0.

Искомое решение задачи Коши по переменной ξ для системы уравне-
ний ПГВУС соответствует бифуркационному (или критическому) значению
параметра Ks0 = (Ks0)cr. Это критическое значение определяется из кар-
тины ветвления решений, соответствующих различным околокритическим
значениям Ks0, в бифуркационном сечении ξ = ξcr = const , которое распо-
ложено в трансзвуковой области, где число Маха непосредственно за УВ
Ms ≈ 1. Картина ветвления решений такова, что среди решений системы
уравнений ПГВУС, существующих при ξ > ξcr, имеется только одно, у кото-
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рого число Маха Ms монотонно возрастает вниз по потоку при ξ > ξcr. Таким
образом, задача для параболо-гиперболической системы уравнений ПГВУС
в дозвуковой области ударного слоя (около лобовой поверхности тела) по
существу является краевой по продольной координате ξ.

Теперь рассмотрим вопрос о выборе значения коэффициента σ в формуле
(16.20) для весовой функции ω. Изложенный выше характеристический ана-
лиз для нелинейной системы дифференциальных уравнений ПГВУС проведен
в приближении «замороженных» коэффициентов при градиентах искомых
функций [21]. С помощью выбора коэффициента запаса σ можно учесть
нелинейный характер данной системы уравнений. Проведенные расчеты по-
казали, что коэффициент σ можно взять очень близко к единице, если вместо
давления p в число неизвестных (16.23) ввести нормированное давление p.
Краевым условием для функции p на УВ (η = 1) является условие p = 1.

3. Расщепление продольного градиента давления и метод
глобальных итераций

В предыдущем пункте показано, что продольный градиент давления может
быть расщеплен следующим образом:

∂p

∂ξ
= p

(
dps

dξ

)

h
+ ps

[
ω

(
∂p

∂ξ

)

h
+ (1− ω)

(
∂p

∂ξ

)

e

]
, p =

p

ps
, (16.50)

или
∂p

∂ξ
= (1− ω) p

(
dps

dξ

)

h
+ ω

(
∂p

∂ξ

)

h
+ (1− ω) ps

(
∂p

∂ξ

)

e
, (16.51)

где ps(ξ) — распределение давления непосредственно за УВ (η = 1); весовая
функция ω определяется формулой (16.20) и изменяется от нуля при Mx ≪ 1
до единицы при Mx > 1 и σ ∼= 1; гиперболическая составляющая (с индек-
сом «h») градиента давления отвечает за распространение акустических воз-
мущений вниз по потоку, эллиптическая (с индексом «e») — вверх по потоку.
Из формулы (16.51) следует, что второй член в правой части расщепления
Vigneron et.al. [12]

∂p

∂ξ
= ω

(
∂p

∂ξ

)

h
+ (1− ω)

(
∂p

∂ξ

)

e
, (16.52)

в свою очередь, может быть разложен на гиперболическую и эллиптическую
составляющие. В отличие от (16.52) в расщеплении (16.51) гиперболическая
часть градиента давления является его основной составляющей для течений
с низкими числами Маха (M2

ξ ≪ 1). В то же время, для этих течений гипер-
болическая часть градиента давления в расщеплении (16.52) пренебрежимо
мала. В свете сказанного, трехчленное расщепление (16.51) можно рассмат-
ривать как более детальное по сравнению с (16.52) разложение градиента
давления на гиперболическую и эллиптическую составляющие.
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При формальном предельном переходе в формуле (16.51) от двумерного
течения к одномерному (p → 1, p → ps) получается очевидный результат:

∂p

∂ξ
= (1− ω)

(
∂ps

∂ξ

)

h
+ ω

(
∂ps

∂ξ

)

h
=

(
∂ps

∂ξ

)

h
,

т. е. одномерные уравнения газовой динамики можно интегрировать марше-
вым методом по продольной координате ξ при любых положительных ско-
ростях потока. Такой результат не получается при аналогичном предельном
переходе в формуле (16.52).

Производная ∂p/∂ξ в (16.51), ответственная за эллиптическую передачу
информации против потока через дозвуковые зоны течения, характеризует
степень отклонения поля давления в УС от функциональной симметрии
с разделением переменных x и η

p (ξ, η) = ps (ξ) p (η) .

Если ∂p/∂ξ = 0, то поле давление в УС описывается функцией с разделенны-
ми независимыми переменными (ξ, η) или (x, η).

Расщепление (16.50) или (16.51) положено в основу ускоренного итера-
ционно-маршевого метода. Суть метода заключается в решении упрощенных
уравнений НС эллиптико-гиперболического типа (уравнений ВУС) глобаль-
ными итерациями по эллиптической составляющей продольного градиента
давления (∂p/∂ξ)e в дозвуковых областях течения [5–7]. Ускорение сходи-
мости глобальных итераций в предложенном методе достигается тем, что
в расщеплении (16.51) вклад эллиптической составляющей в продольный
градиент давления минимизирован по сравнению с расщеплением (16.52).

При расчете течения в ударном слое в рамках модели ВУС [1] опре-
деляющие уравнения (16.6)–(16.9) предварительно были преобразованы к
независимым переменным ξ, η. Плотность исключена из этих уравнений
с помощью уравнения состояния (16.10), а продольная производная отхода
УВ ys — с помощью уравнения (16.48). Вместо u введена нормированная
скорость (16.43), а вместо давления p — две искомые функции p = p/ps и ps.
Уравнение для ps бралось в виде (16.22). Начальные и граничные условия
для преобразованной системы уравнений относительно неизвестных u, v, T ,
p, ps и ys сформулированы в предыдущем пункте.

При решении указанной системы уравнений методом глобальных ите-
раций градиент давления в уравнении продольного импульса заменялся на
выражение (16.51). В разностной схеме производные в правой части (16.51)
аппроксимировались направленными конечными разностями. Производные
с индексом «h» аппроксимировались разностями против потока, а производ-
ные с индексом «e» — разностями по потоку. Критическое значение кривизны
УВ на оси симметрии течения Ks0 рассчитывалось на каждой глобальной
итерации либо методом дихотомии, либо методом минимальной длины [8].
После каждой глобальной итерации градиент ∂p/∂ξ на линии симметрии



4. Маршевый метод решения задачи Коши с трансзвуковой бифуркацией 501

течения, проходящей через переднюю точку торможения, уточнялся путем
линейной экстраполяции из внутренних точек расчетной области.

Преобразованная система уравнений (16.6)–(16.9), (16.22) и (16.48) инте-
грировалась с помощью неявной конечно-разностной схемы [25, 26]. Исполь-
зовалась неравномерная сетка, сгущающаяся к поверхности тела. Разностные
аналоги уравнений для u, v, T , p, ps на каждом маршевом слое решались
матричной прогонкой совместно с уравнениями (16.48), (16.15) для ys. Коэф-
фициент σ в формуле (16.20) для весовой функции ω полагался равным 0,95.
В качестве начального приближения для итерационного процесса исполь-
зовалось параболо-гиперболическое приближение с (∂p/∂ξ)e = 0 в (16.51),
т. е. решение для модели ПГВУС.

4. Маршевый метод решения задачи Коши с трансзвуковой
бифуркацией

Если вышеописанным итерационно-маршевым методом рассчитываются
смешанные (с переходом через скорость звука) течения в ударном слое или
в сопле Лаваля соответственно в рамках модели ВУС и эллиптико-гипербо-
лической модели гладкого канала [6, 27], то, как будет показано ниже, на
каждой глобальной итерации необходимо решить задачу Коши по продольной
(маршевой) координате ξ при наличии бифуркации решения в некотором
сечении ξ = ξcr = const , находящимся в трансзвуковой области течения.
Решение этой задачи включает в себя нахождение бифуркационного
(критического) значения свободного параметра задачи. В случае задачи
Коши для расчета вязкого ударного слоя таким параметром является
кривизна УВ Ks0, в случае задачи Коши для расчета смешанного течения
в сопле Лаваля — значение массового расхода газа [6]. Этому критическому
значению свободного параметра соответствует единственное решение задачи
Коши, которое может быть продолжено достаточно далеко вниз по потоку
через бифуркационное сечение. В этом решении течение непрерывно
ускоряется вниз по потоку переходя от дозвукового режима к сверхзвуковому
в окрестности бифуркационного сечения.

Ниже описывается методика нахождения решения задачи Коши с тран-
сзвуковой бифуркацией сначала на примере модельной задачи одномерной
теории сопла Лаваля, а затем на примере задачи расчета УС в рамках модели
ПГВУС.

4.1. Численное решение модельной задачи одномерной теории сопла
Лаваля. Рассмотрим невязкое течение совершенного газа с постоянными
теплоёмкостями в сопле Лаваля в одномерном приближении [28, 29]. Для
определенности сопло будем считать симметричным и плоским с задан-
ным гладким контуром стенки y = yw(x). Соответствующие дифференци-
альные уравнения газовой динамики, записанные относительно скорости u,
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температуры T и логарифма давления p, для плоского течения имеют следу-
ющий безразмерный вид:

du

dx
− u

T

dT

dx
+ u

d ln p

dx
+ u

d ln yw

dx
= 0, (16.53)

γu

T

du

dx
+

d ln p

dx
= 0, (16.54)

(γ − 1)u
du

dx
+

dT

dx
= 0. (16.55)

При приведении системы уравнений к безразмерной форме использованы
следующие масштабы: для плотности и температуры — их значения ρin,
Tin во входном сечении сопла, для скорости — величина скорости звука
ain =

√
γRTin , для давления — ρina2in, для координат — полувысота мини-

мального сечения сопла r∗. Параметры торможения ρo, To на входе в сопло
связаны со значениями ρin, Tin изоэнтропическими формулами [30], в которые
входит число Маха Min во входном сечении сопла.

Плотность исключена из уравнений (16.53)–(16.55) с помощью уравнения
состояния

ρ = γ
p

T
.

Эволюционная (маршевая) матрица коэффициентов при градиентах иско-
мых функций lnp, u и T в системе уравнений (16.53)–(16.55)

[A] =




u 1
−u

T
1

γu

T
0

0 (γ − 1)u 1


 , (16.56)

является особой в точке, где число Маха M = u/T 1/2 = 1, а вблизи этой
точки матрица плохо обусловлена. Эта особенность системы уравнений обу-
славливает наличие седловой особой точки [29] x = 0, расположенной в ми-
нимальном сечении сопла, где d ln yw/dx = 0.

Как следует из уравнения неразрывности (16.53), безразмерный массовый
расход газа через сопло Q = ρuyw сохраняется вдоль сопла и равен его
значению во входном сечении

Qin = Min(yw)in. (16.57)

Из этой формулы следует, что расход пропорционален Min.
Всюду далее будут рассматриваться только гладкие (без разрывов) реше-

ния системы уравнений (16.53)–(16.55). Задачу нахождения этих решений
будем ставить как задачу Коши. В этом случае начальными условиями,
задаваемыми во входном сечении сопла x = xin, для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений (16.53)–(16.55) будут

u = uin = Min, T = 1, ln p = − ln γ. (16.58)
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В рамках такой постановки задачи семейство интегральных кривых рас-

сматриваемой системы уравнений является однопараметрическим семейством,

зависящим от параметра Min, при заданных геометрии канала (прямая за-

дача сопла) и показателе адиабаты γ. Это однопараметрическое семейство

интегральных кривых можно найти точно из решения системы нелинейных

алгебраических уравнений [28, 29].

Как известно, система нелинейных дифференциальных уравнений

(16.53)–(16.55) имеет единственное аналитическое решение [28, 29],

соответствующее расчётному сверхзвуковому режиму истечения газа из

сопла. При этом режиме течения расход газа достигает максимального,

критического значения (Qin)cr при заданных параметрах торможения на

входе в сопло. При этом же значении расхода существует также решение

с дозвуковыми скоростями потока. Это означает, что при критическом

значении расхода имеет место бифуркация (раздвоение) решения, причем

она реализуется в минимальном сечении сопла x = 0, где достигается

скорость звука. При расходах меньших критического значения реализуются

дозвуковые режимы течения. Важно отметить, что бифуркация решений

системы нелинейных уравнений имеет место в особой точке, где число Маха

равно единице.

Предлагаемый в настоящей работе способ интегрирования системы урав-

нений (16.53)–(16.55) с трансзвуковой бифуркацией рассмотрим на приме-

ре полностью неявной разностной схемы Эйлера. Эту схему для системы

уравнений (16.53)–(16.55) можно записать в следующей матричной форме

относительно вектора неизвестных q:

[A]n+1 ∆q = hbn+1,∆q = qn+1 − qn, h = xn+1 − xn, (16.59)

q =




ln p
u
T


 , b = −




ud ln yw

dx
0
0


 , (16.60)

где индекс n + 1 относится к значениям переменных в узле xn+1, в котором

проводится текущий расчет, индекс n — к уже рассчитанным значениям

величин в узле xn, h — шаг разностной сетки, матрица A определяется

формулой (16.56).

В трансзвуковой области течения (0,8 < M < 1,2), где имеется осо-

бая точка и возможна бифуркация численных решений, система уравнений

(16.53)–(16.55) интегрируется следующим способом. На текущем (n+1)-ом

шаге в уравнении импульсов (16.54) задается величина градиента логарифма

давления. Обозначим её символом τ . Затем «параметризованная» система
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уравнений интегрируется по неявной схеме Эйлера:
[
Ã

]
n+1

∆q = hb̃n+1, (16.61)

[
Ã

]
=




u 1
−u

T
0

γu

T
0

0 (γ − 1)u 1


 , b̃ = −




ud ln yw

dx
τ
0


 , (16.62)

при различных значениях параметра τ из интервала, содержащего значение
градиента логарифма давления, полученное экстраполяцией его значений
с предыдущих узлов. В результате интегрирования определяется разностный
аналог градиента логарифма давления как функция параметра τ

∆ln p

h
= g(τ). (16.63)

Последующее определение нулей функции f(τ)

f(τ) ≡ τ − g(τ), (16.64)

позволяет найти разностное решение в текущем узле xn+1 и исследовать
возможную бифуркацию численных решений в трансзвуковой области те-
чения. Поскольку значения функции f(τ) определяются численно, то для
нахождения нулей этой функции используется комбинация методов парабол
и секущих [31].

Важно отметить, что матрица коэффициентов Ã (16.62) в отличие от мат-
рицы A (16.56) является хорошо обусловленной всюду, включая окрестность
особой точки, где M = 1. Таким образом, параметризация системы уравнений
привела к регуляризации её маршевой матрицы.

Рассмотрим поведение разностных решений системы уравнений
(16.53)–(16.55) в зависимости от параметра Qin (или Min (16.57)) на примере
расчета смешанного течения совершенного газа с γ = 1,4 в плоском сопле
Лаваля с заданным гиперболическим контуром. Последний характеризуется
его безразмерной кривизной Kw = 0,5 в минимальном сечении сопла x = 0
и углами наклона левой и правой асимптот гиперболы к линии симметрии
сопла: α1,lim = 30◦ и α2,lim = 20◦. Расчеты проводились от входного сечения
x = xin = −5 до среза сопла с координатой x = xout = 5.

На рис. 16.3 показано поведение интегральных кривых (штриховые ли-
нии), рассчитанных по нерегуляризованной неявной схеме Эйлера при около-
критических значениях расхода Qin, в окрестности особой точки x = 0. Верх-
ние штриховые кривые соответствуют значениям Qin, меньших критического
значения (Qin)cr, а нижние кривые — больших (Qin)cr. Видна плохая обуслов-
ленность полученных по нерегуляризованной схеме численных решений в за-
висимости от значений параметра Qin в области плохой обусловленности мар-
шевой матрицы системы уравнений. Сплошная кривая на рис. 16.3 показывает
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Рис. 16.3. Распределения градиента давления вдоль сопла при различных значениях массового
расхода Qin. Штриховые кривые соответствуют расчету по нерегуляризованной неявной схеме
(16.59), сплошная кривая — по регуляризованной схеме (16.61). Точки показывают две ветви

точного решения, соответствующего критическому значению расхода

интегральную кривую, рассчитанную по регуляризованной неявной схеме

Эйлера (16.61) при значении Qin = (Qin)cr. Точки показывают две ветви

точного решения, соответствующего этому же значению расхода. Бифуркация

точного решения имеет место в особой точке x = 0 при критическом значении

расхода (Qin)cr. На рис. 16.3 верхние точки при x > 0 соответствуют дозву-

ковой ветви точного решения, а нижние точки — сверхзвуковой ветви.

Результаты расчетов, представленные на рис. 16.3, получены на равномер-

ной разностной сетке с шагом h = 1/128, а результаты, показанные на других

рисунках этого пункта, получены на сетке с h = 1/16, если не указаны другие

значения h.
Поведение функции f(τ) (16.64) в расположенных вблизи особой точ-

ки узлах разностной сетки демонстрируется на рис. 16.4 для случая

Qin = (Qin)cr. Существование двух нулей этой функции во втором и четвертом

узле указывает на возможность бифуркации численного решения. Кривая 3

на рис. 16.4 показывает функцию f(τ), имеющую ноль кратности два. Эта

кривая соответствует узлу, находящемуся в особой точке конечно-разностной

схемы.
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Рис. 16.4. Графики функции f(τ) в пяти последовательных узлах разностной сетки, поме-
ченных цифрами 1–5 и расположенных в окрестности особой точки, в случае Qin = (Qin)cr.

Крестиками помечены нули функции f(τ)

Различные типы бифуркации численных решений, рассчитанных по ре-
гуляризованной схеме (16.61) при различных околокритических значениях
расхода, показаны на рис. 16.5. В окрестности особой точки возможны три
типа ветвления численного решения: а — на две дозвуковые ветви, б — на
дозвуковую и сверхзвуковую ветви, в — на две сверхзвуковые ветви.

Рисунок 16.6 иллюстрирует вид интегральных кривых в плоскостях (x,
d ln p/dx), (x,M) и (x, df/dτ), при этом производная df/dτ вычисляется вдоль
решения f(τ) = 0. Кривая 1 соответствует значению расхода Qin > (Qin)cr,
кривая 3 — значению расхода Qin < (Qin)cr. Кривые 2 и 2′ показывают би-
фуркацию численного решения при значении расхода, совпадающим с точным
значением критического расхода (Qin)cr в восьми значащих цифрах. Точки
на рис. 16.6, а, б показывают точное решение системы дифференциальных
уравнений (16.53)–(16.55), соответствующее максимальному (критическому)
расходу. Это решение раздваивается в минимальном сечении сопла на до-
звуковую и сверхзвуковую ветви [28, 29]. При этом на дозвуковой ветви
в плоскости (x, d ln p/dx) имеет место разрыв в особой точке. Из рис. 16.6, в
видно, что производная df/dτ вдоль решения f(τ) = 0, соответствующего
режиму смешанного течения в сопле, меняет знак вблизи особой точки.

На рис. 16.7 показаны интегральные кривые, соответствующие критиче-
скому значению расхода и рассчитанные на сетках с шагом h = 1/16, 1/32
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Рис. 16.5. Бифуркация численных решений: а — две дозвуковые ветви, б — одна ветвь — до-
звуковая, другая — сверхзвуковая, в — две сверхзвуковые ветви

и 1/64, в плоскости (df/dτ ,M). Видно, что при сгущении сетки интегральная
кривая в этой плоскости приближается к точке (0, 1). Путем несложных
выкладок можно показать, что в пределе h → 0 зависимость df/dτ от числа M

имеет вид
df

dτ
=

1

γ

(
1− 1

M 2

)
.

Эта зависимость показана штриховой кривой на рис. 16.7. Таким обра-
зом, при параметризации системы уравнений особенность маршевой матрицы
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Рис. 16.6. Численные интегральные кривые в плоскостях а — (x, d ln p/dx), б — (x,M),
в — (x, df/dτ )

переходит в особенность алгебраического уравнения f(τ) = 0: наличие крат-
ного корня этого уравнения в точке бифуркации разностной схемы.

Наибольший интерес для практики представляет режим смешанного до-
и сверхзвукового течения, реализуемый при достаточно большом, «сверх-
критическом» перепаде давления между входным и выходным сечениями

сопла [28]. Как уже было сказано, уравнения одномерной теории сопла дают
единственное гладкое решение, которому соответствует смешанное течение
в сопле с максимальным значением массового расхода. Это решение про-
ходит через особую точку x = 0, в которой число M = 1 и вырождается
маршевая матрица (16.56). Вследствие этого вырождения система диффе-
ренциальных уравнений (16.53)–(16.55) дает алгебраическую связь между
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Рис. 16.7. Зависимость числа M от производной df/dτ , вычисленной на решении. Сплошные
кривые показывают результаты расчетов на сетках с h = 1/16, 1/32 и 1/64, а точки — узлы

сеток. Штриховая кривая представляет предельную зависимость при h → 0

искомыми функциями в особой точке. Эта связь является дополнительным
условием для определения значения критического расхода (Qin)cr. Используя
данную связь, можно, например, получить значение производной логарифма
давления при x = 0:

d ln p

dx
= γ

√
Kw0

γ + 1
, (16.65)

где Kw0 — кривизна контура сопла в минимальном сечении сопла x = 0. Соот-
ношение (16.65) также может быть использовано в качестве дополнительного
условия для нахождения (Qin)cr.

Таким образом, задача нахождении смешанного течения в сопле Лаваля
с заданным контуром (прямая задача сопла [28]) является краевой задачей
с внутренним граничным условием в особой точке типа (16.65).

При постановке разностной задачи о нахождении смешанного течения
в сопле Лаваля условие для определения критического значения расхода можно
получить таким же образом, как и для исходной системы дифференциальных
уравнений. Однако это условие будет существенно более сложным, чем
условие (16.65). С вычислительной точки зрения более удобной является
постановка «мягкого» условия для определения значения (Qin)cr, например,
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условия для градиента давления в виде

d2

dx2

(
dp

dx

)
= 0, (16.66)

которое ставится в узле, расположенном на разностном интервале, где про-
изводная df/dτ , вычисленная вдоль решения f(τ) = 0, меняет знак. В этом
случае величина (Qin)cr рассчитывается из уравнения (16.66) методом стрель-
бы в сочетании с методом секущих [31].

На рис. 16.8 представлены решения, рассчитанные по регуляризованной
неявной схеме (16.61) и соответствующие режиму смешанного течения в соп-
ле Лаваля. В этих расчетах при бифуркации численного решения в текущем
узле сетки выбирался тот корень уравнения f(τ) = 0, который лежит ближе
к линейно экстраполированному с предыдущих узлов значению d ln p/dx.
Сплошная кривая показывает решение, рассчитанное с использованием усло-
вия (16.66) и соответствующее критическому расходу (Qin)cr. Точка на этой
кривой показывает место, при переходе через которое производная df/dτ
меняет знак. Штриховые линии показывают численные решения, соответ-
ствующие околокритическим значениям расхода. Расчеты на сгущающихся,
вложенных сетках показали сходимость разностного решения к точному ре-
шению задачи.

Рис. 16.8. Численные решения, описывающие режим смешанного течения в сопле Лаваля
в плоскости (x, d ln p/dx). Сплошная кривая соответствует критическому значению расхода
(шесть точных значащих цифр), штриховые кривые — околокритическим значениям расхода,

отличающимся от критического значения в пятой и шестой значащих цифрах
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Заметим, что поскольку трансзвуковая особенность системы уравнений
является локальной, то «мягкое» условие (16.66) асимптотически (при h → 0)
эквивалентно «мягкому» условию, сформулированному в виде задачи мини-
мизации функционала (принцип минимальной длины) [8, 32].

4.2. Маршевый метод решения системы уравнений ПГВУС. Как
уже было отмечено выше, если формулировать задачу для системы уравне-
ний ПГВУС как задачу Коши по продольной независимой переменной ξ, то
решения этой задачи образуют семейство интегральных кривых, зависящих
от свободного параметра — кривизны УВ Ks0. Здесь имеется аналогия с пове-
дением решений задачи Коши в одномерной теории сопла Лаваля (разд. 4.1).
Также решение системы нелинейных алгебраических уравнений, представ-
ляющих разностную схему для системы уравнений ПГВУС, раздваивается
в трансзвуковой области течения при некотором «критическом» значении
Ks0 = (Ks0)cr. Искомое решение задачи сверхзвукового обтекания является
той из двух ветвей, вдоль которой поток непрерывно ускоряется.

Чтобы найти «критическое» (бифуркационное) значение Ks0 = (Ks0)cr

и соответствующее ему искомое смешанное течение в УС, используем при-
ем, который был применен для нахождения критического значения расхода
в прямой задаче сопла Лаваля (разд. 4.1). В трансзвуковой области (вблизи
звуковой линии в УС) параметризуем систему уравнений ПГВУС с помощью
величины продольного градиента давления ps в уравнении продольного им-
пульса (16.45)

τ =
dps

dξ
, (16.67)

подобно тому, как это делается для одномерных уравнений газовой динамики
в разд. 4.1. Благодаря этому приёму маршевая матрица при продольных гра-
диентах искомых функций в системе уравнений становится хорошо обуслов-
ленной при u 6= 0 во всех точках трансзвуковой области течения. Значения
параметра τ (16.67) определяются из решения уравнения

f(τ) ≡ τ − g(τ) = 0, (16.68)

где g(τ) есть величина продольного градиента давления dps/dξ, вычисляемая
на текущем маршевом шаге из разностной схемы для параметризованной
системы уравнений при различных значениях параметра τ . При этом для
интегрирования данной системы уравнений используется полностью неяв-
ная схема. Решение системы уравнений существует на текущем маршевом
шаге, если существуют корень (корни) алгебраического уравнения (16.68).
В сечении ξ = ξcr = const , где имеет место бифуркация решения разностной
схемы при Ks0 = (Ks0)cr, алгебраическое уравнение имеет кратный корень,
в котором производная df/dτ равна нулю.

Сказанное выше иллюстрируется кривыми на рис. 16.9, а–в, которые
качественно подобны кривым 2 и 2′ на рис. 16.6, а–в и представляют
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Рис. 16.9. Численные интегральные кривые в плоскостях а — (ξ, dps/dξ), б — (ξ,Ms),
в — (ξ, df/dτ)

результаты расчета гиперзвукового обтекания гиперболоида с углом полу-

раствора α (ξ → ∞) = 42,5◦ потоком воздуха со следующими параметра-

ми: γ = 1,25, M∞ = 17,7, Re∞ = 8, µ ∼ T 0,75, Pr = 0,71, Tw = 0,02 · T0,

где T0 — температура адиабатически заторможенного набегающего потока.

Рисунки 16.9, а–в показывают численные интегральные кривые системы урав-

нений ПГВУС в плоскостях (ξ, dps/dξ), (ξ,Ms), (ξ, df/dτ ); производная df/dτ
вычисляется вдоль решения f(τ) = 0. Сплошные кривые на этих рисунках

соответствуют значению Ks0 = (Ks0)cr, штриховые кривые — значению Ks0,

которое меньше значения (Ks0)cr и отличается от него в четырнадцатом
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Рис. 16.10. Распределения p вдоль поверхности сферы при M∞ = 3. Штриховая линия — ги-
перболическое приближение [5], сплошная — первая глобальная итерация, точки — табличные

данные [33]

Рис. 16.11. Распределения p поперек ударного слоя при M∞ = 3. Штриховые линии — гипер-
болическое приближение [5], сплошные — первая глобальная итерация, точки — данные [33].
Кривые 1–7 соответствуют значениям центрального угла θ, равным 0, 15, 30, 45, 60, 75 и 90

градусов

17 Сборник статей под редакцией Г.А. Тирского
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знаке после запятой. Точки на рис. 16.9, а–в показывают положение узлов
разностной сетки по переменной ξ.

Дополнительный запас устойчивости маршевому интегрированию системы
уравнений (16.44)–(16.47) даёт процедура совместного решения этих урав-
нений на каждом маршевом шаге. Для реализации этой процедуры в число
искомых функций u, v, T , p вместо давления вводятся две функции p и ps(ξ),
при этом к системе уравнений (16.44)–(16.47) добавляется уравнение (16.22),
а к системе краевых условий — условие

p = 1 при η = 1.

5. Сходимость глобальных итераций

В данном параграфе эффективность метода демонстрируется на примерах
расчета сверхзвукового обтекания сферы и затупленного по сфере конуса
совершенным газом в рамках уравнений Эйлера и модели ВУС. Как уже было
сказано, течение в ударном слое между поверхностью затупленного тела и УВ
является примером до– и сверхзвукового смешанного внешнего течения.

5.1. Невязкий ударный слой. Результаты расчета обтекания сферы
невязким совершенным газом с показателем адиабаты γ = 1,4 показаны
на рис. 16.10–16.13.

Сходимость глобальных итераций по полю функции p иллюстрируется
на рис. 16.10 и 16.11, где приводятся продольные и поперечные распределения
этой функции для гиперболического приближения уравнений Эйлера [5]
и первой глобальной итерации вместе с прецизионными данными [33], по-
лученными в результате расчета методом установления. Результаты расчетов
для второй и последующих глобальных итераций графически совпадают с ре-
зультатами первой итерации для всех характеристик течения. Из указанных
рисунков видно, что уже гиперболическое приближение даёт решение, близ-
кое к точному, а первая итерация совпадает с ним.

Формы УВ и звуковые линии, рассчитанные в данной работе и эталон-
ные [33], показаны на рис. 16.12. Абсцисса на этом рисунке — координата
вдоль оси течения, ордината — расстояние от этой оси. Видно, что уже первая
глобальная итерация даёт решение с точностью, достаточной для инженерной
практики.

На рис. 16.13 для различных значений числа M∞ показана убыль невязки
в отходе ударной волны на линии симметрии в зависимости от номера
глобальной итерации k. Значению k = 0 соответствует гиперболическое
приближение [5] уравнений Эйлера. Для M∞ = 1,5 невязка в отходе ударной
волны после каждой итерации убывает примерно в 7 раз по линейному
закону. Для M∞ > 3,0 невязка убывает примерно в 20 раз и более по
нелинейному закону.
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Рис. 16.12. Формы ударной волны и звуковой линии около сферы: а — M∞ = 1,5, б — 3,0,
в — 6,0. Штриховые линии — гиперболическое приближение [5], сплошная линия — первая

глобальная итерация, точки — данные [33]

5.2. Вязкий ударный слой. Результаты расчета сверхзвукового обте-

кания сферы воздухом с γ = 1,4, µ ∼ T 0,5, Pr = 0,7 в рамках модели ВУС

показаны на рис. 16.14–16.15.

Убыль максимальных невязок ∆fk = fk − fk−1 газодинамических функ-

ций f = ys, dys/dξ и p в зависимости от номера глобальной итерации k
для случая обтекания охлаждаемой сферы (Tw = 0,2 · T0) сверхзвуковым

потоком с M∞=5 и Re∞ = 103 показана на рис. 16.14. Нулевой итера-

ции соответствует расчет по модели ПГВУС (разд. 2). Видно, что невяз-

17*
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Рис. 16.13. Убыль невязки отхода ударной волны ys в зависимости от номера глобальной
итерации k для различных значений числа M∞

ки ∆fk убывают приблизительно по линейному закону. Для получения
решения уравнений ВУС с точностью до 1% достаточно одной глобаль-
ной итерации. На рис. 16.15 представлены распределения относительно-
го теплового потока qw/qw0 (qw0 — значение теплового потока в точ-
ке торможения) вдоль поверхности сферы для параболо-гиперболического
приближения и первой глобальной итерации вместе с данными [34], получен-

Рис. 16.14. Убыль невязки ∆f газодинамиче-
ской функции f в зависимости от номера гло-
бальной итерации k для f = ys, dys/dξ и p

(точки 1–3)

Рис. 16.15. Распределения теплового пото-
ка qw/qw0 вдоль поверхности сферы для
M∞ = 7,5, Re∞ = 103, Tw = 0,24 · T0.
Штриховая кривая — параболо-гиперболи-
ческое приближение; сплошная — первая
глобальная итерация; точки — результаты

расчета [34] методом установления
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Рис. 16.16. Распределения коэффициентов (а) трения Cf и (б) теплоотдачи CH по поверхности
сферически затупленного конуса, обтекаемого гиперзвуковым потоком воздуха с γ = 1,25,
M∞ = 26,5, Re∞ = 8. Маркерами-кружочками показаны результаты расчета по параболо-

гиперболической модели, крестиками — 1-ой глобальной итерации

ными в результате расчета методом установления с точностью 1%. Видно, что
уже параболо-гиперболическое приближение даёт решение, близкое к дан-
ным [34], а первая итерация совпадает с ними.

На рис. 16.16, а,б представлены результаты расчета гиперзвуко-
вого обтекания затупленного по сфере конуса с углом полураствора
α (ξ → ∞) = 5◦ потоком воздуха со следующими параметрами: γ = 1,25,
M∞ = 26,5, Re∞ = 8, µ ∼ T 0,5, Pr = 0,71, Tw = 0,07 · T0. Видно, что
параболо-гиперболическая модель (ПГВУС) и первая глобальная итерация
дают графически неотличимые результаты. Отметим, что в этих расчетах
число Re∞ невелико, ему соответствует число Рейнольдса Re0 = 0,85,
построенное по температуре торможения T0.

Заключение

Разработан итерационно-маршевый метод для численного решения дву-
мерных стационарных уравнений ВУС в широком диапазоне чисел Рей-
нольдса. Контур УВ находится маршевым интегрированием по продольной
координате совместно с другими газодинамическими переменными, что спо-
собствует устойчивости алгоритма. Итерации проводятся по эллиптической
составляющей продольного градиента давления, отвечающей за акустиче-
ский механизм передачи возмущений вверх по потоку. Эта составляющая
минимизирована так, что для расчета тепловых потоков и сопротивления
в задачах гиперзвукового стационарного обтекания затупленных тел с точно-
стью до 0,1% достаточно одной–двух итераций.
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АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ

ТОНКОГО ВЯЗКОГО УДАРНОГО СЛОЯ ПРИ МАЛЫХ

ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА

И. Г. Брыкина
Научно-исследовательский институт механики МГУ им. М.В. Ломоносова

Введение

При исследовании теплообмена и аэродинамики космических аппаратов,
движущихся в верхних слоях атмосферы Земли, возникает необходимость
решать пространственные задачи гиперзвукового обтекания затупленных тел
разреженным газом в переходном от континуального к свободномолекуляр-
ному режиме течения. Наиболее распространенным методом решения таких
задач в переходном режиме обтекания, характеризующимся большими чис-
лами Кнудсена набегающего потока Kn∞, или малыми числами Рейнольд-
са Re, является метод прямого статистического моделирования Монте–Карло.
Однако метод становится трудно применимым при приближении к контину-
альному режиму обтекания, т.к. в этом случае требуется огромное коли-
чество моделирующих частиц. Решение этих задач в рамках кинетических
уравнений — уравнения Больцмана или его упрощенных моделей — до сих
пор представляет сложную проблему. В последние годы развиваются гибрид-
ные методы, сопрягающие решение кинетических уравнений, или решение,
полученное методом Монте–Карло, с решением континуальных уравнений.
Существует также приближенный полуэмпирический метод интерполяции ко-
эффициентов сопротивления между их значениями в свободномолекулярном ре-
жиме обтекания и в пограничном слое, так назывемый мостовой метод. Он дает
весьма приближенную зависимость этих коэффициентов как от газодинамиче-
ских параметров обтекания, так и от геометрических, не учитывая, в частности,
зависимость от кривизны тела, что может приводить к значительным ошибкам.
Обзор различных методов решения задач гиперзвукового обтекания в переход-
ном режиме приведен в [1].

В работах [1, 2] для исследования теплообмена и аэродинамики затуп-
ленных тел, обтекаемых гиперзвуковым потоком разреженного газа, предло-
жен континуальный подход с использованием моделей вязкого ударного слоя
(ВУС) и тонкого вязкого ударного слоя (ТВУС). Ранее было принято считать,
что в переходном режиме континуальные модели течения неприменимы для ре-
шения таких задач, поскольку в расчетах уравнений пограничного слоя и пол-
ных и параболизованных уравнения Навье–Стокса, даже с учетом эффектов



1. Модель тонкого вязкого ударного слоя (ТВУС) при малых числах Re 521

скольжения на поверхности, получались значения коэффициентов теплопере-
дачи и трения, которые при уменьшении числа Re, начиная с некоторых его
значений, начинали резко возрастать, превышая значения в свободномолеку-
лярном потоке. Однако в [1, 2] показано, что модель ВУС с корректным уче-
том скольжения и скачка температуры на поверхности применима для расчета
теплопередачи в наветренной области холодного затупленного тела вплоть до
Kn∞ ∼ 15, или до высот ∼ 130–140 км возвратной траектории «Space Shuttle»
(при радиусе затупления ∼ 1м). Модель ТВУС дает достоверные результаты
для теплопередачи и трения в переходном режиме обтекания при Kn∞ > 0,1,
или на высотах выше 100 км, вплоть до выхода на свободномолекулярный
режим при увеличении Kn∞.

В данной главе излагается континуальный подход предсказания коэф-
фициентов теплопередачи, трения и давления на наветренной стороне за-
тупленных тел, основанный на использовании асимптотически корректной
модели ТВУС. Эта модель является уникальной в том смысле, что, будучи
континуальной, она дает правильный предельный переход для этих коэффи-
циентов к их значениям в свободномолекулярном потоке при Kn∞ → ∞. На
основании асимптотического анализа при малых числах Re выявлены разные
режимы течения и определены параметры подобия гиперзвукового обтекания
тел разреженным газом в различных режимах.

Разработан асимптотический метод решения уравнений ТВУС при малых
числах Re с использованием интегрального метода последовательных при-
ближений и асимптотического разложения в ряды. Этим методом получены
простые аналитические выражения для коэффициентов теплопередачи, тре-
ния и давления в зависимости от параметров набегающего потока и геометрии
обтекаемого тела в случае двумерных и ряда трехмерных течений, которые
дают правильные свободномолекулярные пределы при стремлении числа Re

к нулю. На основании сравнений с численными решениями ТВУС, экспери-
ментальными данными и результатами, полученными методом Монте–Карло,
оценивается точность и область применимости аналитических решений в пе-
реходном режиме обтекания.

1. Модель тонкого вязкого ударного слоя (ТВУС) при малых
числах Re. Двумерные течения

Задача гиперзвукового обтекания затупленных тел вязким теплопровод-
ным газом рассматривается в рамках модели тонкого вязкого ударного слоя
(ТВУС). Уравнения ТВУС были впервые выведены Ченгом для осесиммет-
ричного течения [3, 4] при умеренно больших числах Re в предположении:

(γ − 1)M2
∞ ≫ 1, ε ≪ 1, Re ≫ 1, εRe = O(1),

Re =
ρ∞V∞R0

µ0
, ε =

γ − 1

2γ
.
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Здесь: ε — гиперзвуковой параметр, γ — отношение удельных теплоемкостей,
M∞, ρ∞ и V∞ — число Маха, плотность и скорость набегающего потока,
µ0 — коэффициент вязкости при температуре T0, T0 = V 2

∞/(2cp), cp — удель-
ная теплоемкость при постоянном давлении, R0 — радиус кривизны тела в его
вершине.

Для того чтобы обосновать правомерность использования ТВУС при ма-
лых числах Re, был проведен [1] асимптотический анализ уравнений Навье–
Стокса в гиперзвуковом вязком ударном слое около затупленного тела при
малых числах Re. Этот анализ позволил обнаружить наличие двух важных
параметров задачи χ и τ :

χ =
1

ρsus
= О

((
µs

ρsRe

)1/2
)
, τ = us = O

((
Re

µsρs

)1/2
)
,

где индекс s соответствует значениям безразмерных параметров на ударной
волне (УВ), ρs — плотность, отнесенная к ρ∞, us — касательная к УВ
компонента скорости, отнесенная к V∞, µs — коэффициент вязкости, отне-
сенный к µ0. Толщина ударного слоя — порядка χ, безразмерные касательная
скорость и энтальпия на УВ имеют порядок τ .

Асимптотический анализ уравнений Навье–Стокса показал, что уравнения
ТВУС справедливы не только при больших, но и при малых числах Re,
в предположении малости параметра χ: χ ≪ 1. Уравнения ТВУС получаются
из уравнений Навье–Стокса, если пренебречь членами O(χ), за исключением
члена с продольным градиентом давления, имеющего порядок χ, который
обычно оставляется в уравнениях ТВУС, поскольку играет существенную
роль при больших числах Re.

Заметим, что уравнения ВУС, предложенные и обоснованные Дэвисом [5]
для больших чисел Re, также как и уравнения ТВУС, оказываются спра-
ведливыми и при малых числах Re. Они получаются из уравнений Навье–
Стокса, если пренебречь членами О(χ2) и учесть члены О(χ).

Двумерные уравнения ТВУС в криволинейной ортогональной системе ко-
ординат (x, y), естественным образом связанной с поверхностью обтекаемого
тела (положение точки в потоке определяется ее расстоянием y до контура
по нормали и длиной дуги x вдоль контура, отсчитываемой от его вершины
до основания нормали) имеют вид:

∂

∂x
(rν

wρu) +
∂

∂y
(rν

wρv) = 0,

ρ
(
u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
+

∂p

∂x
=

1

Re

∂

∂y

(
µ

∂u

∂y

)
,

∂p

∂y
− ρu2

R
= 0, (17.1)

ρ
(
u

∂H

∂x
+ v

∂H

∂y

)
=

1

RePr

∂

∂y

{
µ

∂

∂y

[
H − (1− Pr)u2

]}
, H = T + u2.

Здесь: rw(x) — расстояние от точки на контуре тела до оси симмет-
рии, α(x) — угол между касательной к контуру тела и осью симметрии,
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R(x) — радиус кривизны контура тела, V∞u и V∞v — компоненты вектора
скорости вдоль осей x и y соответственно, ρ∞ρ — плотность, µ0µ — коэффи-
циент вязкости, ρ∞V 2

∞p — давление, T0T — температура, HV 2
∞/2 — полная

энтальпия, Pr — число Прандтля; ν = 0 для плоской задачи и ν = 1 для
осесимметричной. Все величины с размерностью длины отнесены к R0.

Асимптотически строгая модель ТВУС при малых числах Re — это урав-
нения без внепорядкового члена с продольным градиентом давления в первом
уравнении импульсов. Как будет показано ниже, именно эта модель дает
правильные предельные значения для коэффициента трения, когда Re → 0.

Система уравнений (17.1) дополняется уравнением состояния совершен-
ного газа, а также соотношением, определяющим зависимость коэффициента
вязкости от температуры, которая в данной работе полагается степенной
с показателем ω:

ρ =
p

εT
, µ = Tω. (17.2)

Для получения асимптотически корректных граничных условий для модели
ТВУС при малых числах Re проведен асимптотический анализ граничных
условий на УВ [1] и на поверхности тела [2]. Если пренебречь членами О(χ)
в общих соотношениях на сильном скачке [6], получим обобщенные условия
Ренкина–Гюгонио на УВ y = ys(x) для уравнений ТВУС:

vs = us
dys

dx
− 1

ρs
sinα, us = cos α − µs

Re sin α

(
∂u

∂y

)

s
,

Hs = 1− µs

RePr sin α

∂

∂y

[
H − (1− Pr)u2

]
s
, ps = sin2 α.

(17.3)

Асимптотический анализ граничных условий на поверхности тела, учитыва-
ющих скорость скольжения и скачок температуры [7], показал, что эффекты
скольжения на поверхности имеют порядок χ. Уравнения ТВУС выводятся
в пренебрежении членами О(χ), поэтому асимптотически строгая модель
ТВУС получается в пренебрежении эффектами скольжения на поверхности.
Асимптотически корректные условия на поверхности для модели ТВУС при
малых числах Re — это условия прилипания и равенства температуры газа
температуре стенки:

u = 0, v = 0, T = Tw. (17.4)

Модель ТВУС именно с условиями прилипания на поверхности дает для
коэффициентов теплопередачи и трения при Re → 0 их значения в сво-
бодномолекулярном потоке при коэффициенте аккомодации, равном единице.
Численные и асимптотические решения показывают, что при использовании
граничных условий со скольжением модель ТВУС при Re → 0 дает занижен-
ные предельные значения этих коэффициентов.

Таким образом, асимптотически корректная модель ТВУС в случае осе-
симметричных и плоских течений включает в себя уравнения (17.1) (без
члена ∂p/∂x), (17.2), обобщенные соотношения Ренкина–Гюгонио на УВ
(17.3) и условия прилипания (17.4) на теле.
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Коэффициенты теплопередачи и трения на поверхности определяются
следующим образом:

cf =
2τw

ρ∞V 2
∞

, τw =
(
µ0µ

∂(V∞u)

∂y

)

w
,

cH =
qw

ρ∞V∞(H∞ − Hw)
, qw =

(
λ

∂(T0T )

∂y

)

w
.

2. ТВУС в окрестности линии торможения при трехмерном
течении

Рассмотрим трехмерное гиперзвуковое течение около гладкого затуплен-
ного тела. Выберем систему координат таким образом, чтобы оси x1 и x2

лежали в плоскостях главных кривизн, ось y — по нормали к поверхности.
Уравнения ТВУС в окрестности линии торможения в переменных Дородни-
цына–Лиза имеют вид [8]:

− (f1+κf2)
dui

dζ
+diu

2
i +

2dip
′
i

ρ
=

d

dζ

(
µρ

Re∆2

dui

dζ

)
,

dfi

dζ
=ui (i=1, 2),

− (f1 + κf2)
dG

dζ
=

d

dζ

(
µρ

PrRe∆2

dG

dζ

)
,

dp′i
dζ

= ∆ u2
i ,

p′i =
1

2di

∂2p

∂(xi)
2

∣∣∣∣
x1=0,x2=0

, ζ =
1

∆R0

y∫

0

ρ dy, ∆ =
1

R0

ys∫

0

ρdy,

ys = ∆R0

1∫

0

1

ρ
dζ, G =

H − Hw

H∞ − Hw
,

1

ρ
= εT , µ = Tω,

T = G(1− Tw) + Tw, d1 = 1, d2 = κ.

(17.5)

Здесь: V∞vi — компоненты вектора скорости, vi = vi∞ui (i = 1, 2);
G — приведенная энтальпия, κ — отношение радиусов главных кривизн
в точке торможения, 0 6 κ 6= 1. В случае осесимметричных и плоских
течений соответственно:

κ = 1, d1 = d2, f1 = f2, p1′ = p2′, u1 = u2,

κ = 0, d2 = 0, f2 = 0, p2′ = 0, u2 = 0.

Граничные условия на поверхности и на УВ для уравнений (17.5) будут:

ζ = 0 : ui = 0, G = 0, fi = 0 (i = 1, 2). (17.6)
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ζ = 1 : ui = 1− µρ

Re∆

dui

dζ
, G = 1− µρ

PrRe∆

dG

dζ
,

p = 1, p′i = −1, ∆ =
1

f1 + κf2
.

(17.7)

Коэффициенты трения и теплопередачи на поверхности определяются как:

ci
f =

2τiw

vi∞ρ∞V 2
∞

=
µρ

∆Re

dui

dζ

∣∣∣
w
, τiw =

(
µ0µ

d(V∞vi∞ui)

dy

)

w
(i = 1, 2),

cH =
qw

ρ∞V∞(H∞ − Hw)
=

µρ

Pr∆Re

dG

dζ

∣∣∣
w
, qw =

(
λ

d(T0T )

dy

)

w
.

3. ТВУС в окрестности плоскости симметрии при трехмерном
течении

Рассмотрим трехмерное гиперзвуковое течение около затупленного тела, об-
ладающее плоскостью симметрии. Пусть поверхность тела задана уравнением
z = f(x, y) в декартовой системе координат (x, y, z), начало которой помещено
в точке торможения на поверхности тела, ось z направлена вдоль вектора
скорости набегающего потока V∞, а y = 0 — плоскость симметрии. Выберем
систему криволинейных неортогональных координат (ξ1, ξ2, ξ3), связанную
с поверхностью тела следующим образом: ξ3 — расстояние от поверхности
(ξ3 = 0) по нормали, ξ1 = x, ξ2 = y. При этом ξ2 = 0 — плоскость симметрии
течения. Система уравнений ТВУС, описывающая течение в окрестности плос-
кости симметрии, в переменных Дородницына–Лиза имеет вид [9]:

ξ =
ξ1

R0
, ζ =

1

R0∆

ξ3∫

0

ρ dξ3, ∆ =
1

R0

ξ3s∫

0

ρ dξ3,

β3u
1 ∂u1

∂ξ
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∂u1

∂ζ
+ β1

(
u1

)2
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ρ
+

∂

∂ζ

(
µρ

Re∆2

∂u1

∂ζ

)
,

β3u
1 ∂u2

∂ξ
− S

∂u2

∂ζ
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(
u2

)2
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(
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)2
+ β8u

1u2 =

= −g(p2 − β0p1)

ρ
+

∂

∂ζ
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Re∆2

∂u2

∂ζ

)
,

β3u
1 ∂G

∂ξ
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∂G

∂ζ
=

∂

∂ζ

(
µρ

RePr∆2

∂

∂ζ

(
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β0

(
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,

S = β1ϕ
1 + β2ϕ

2 + β3

(
∂ϕ1

∂ξ
+
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∆
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dξ

)
, u1 =

∂ϕ1

∂ζ
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∂ϕ2

∂ζ
,

√
g

∂p

∂ζ
=β4

(
u1

)2
,

√
g

∂p1
∂ζ

=gβ1β3u
1

(
2∆

∂u1

∂ξ
+u1 d∆
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)
+β5∆

(
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,

(17.8)
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√
g

∂p2
∂ζ

= ∆
(
β6

(
u1

)2
+ 4β7u

1u2 + 2β2
2

(
u2

)2)
, p1 =

1

gβ3

∂p

∂ξ1
, p2 =

1

gβ2

∂2p

(∂ξ2)2
,

T = G(1− Tw) + Tw − β0

(
u1

)2
, G =

H − Hw

H∞ − Hw
,

1

ρ
=

εT

p
, µ = Tω.

Коэффициенты βi зависят от геометрии обтекаемого тела:

β1 =
f ′′
11

g2
, β2 =

f ′′
22

g
, β3 =

f ′
1

g
, β4 = f

′2
1 β1, β5 =

f ′′′
111

g2
f ′
1 + β2

1g(6− 4g),

β6 =
1

β2

[
f ′′′′
1122

g2
β0 + β1

(
β7g(6− 4g) + 6β2

2(1− g)
)]

, β7 =
f ′′′
122

g2
f ′
1,

β8 =
f ′′′
122

f ′′
22

β3 − 2β4, β0 =
f

′2
1

g
, g = 1 + f

′2
1 .

Здесь: V∞ui
∞ui (i = 1, 2) — составляющие вектора скорости в направлениях ξ1

и ξ2 (V∞ui
∞ — компоненты вектора скорости в набегающем потоке), R0 — ра-

диус кривизны контура тела в плоскости симметрии в точке торможения,
индексы 1 и 2 при производных функции f обозначают, по какой координате,
ξ1 или ξ2, производится дифференцирование.

Асимптотически строгая модель ТВУС при малых числах Re — это урав-
нения (17.8) без внепорядковых членов с производными давления в направ-
лениях ξ1 и ξ2 в уравнениях импульсов. Эти члены добавляются в уравнения
ТВУС при умеренно больших числах Re.

Обобщенные условия Ренкина–Гюгонио на УВ ζ = 1 будут:

ui =1−µρ
√

g

Re∆

∂ui

∂ζ
(i = 1, 2), G=1− µρ

√
g

PrRe∆

∂

∂ζ

(
G−1

1−Pr

1−Tw
β0u

1
2)

,

p =
1

g
, p1 = −2β1, p2 = −2

g

(
β1 +

β7

β2

)
,

β3ϕ
1 d∆

dξ
+ ∆

(
β1ϕ

1 + β2ϕ
2 + β3

∂ϕ1

∂ξ

)
=

1√
g

.

(17.9)

Граничные условия на поверхности тела ζ = 0 имеют вид:

ui =0 (i = 1, 2), G=0, β3ϕ
1 d∆

dξ
+ ∆

(
β1ϕ

1 + β2ϕ
2 + β3

∂ϕ1

∂ξ

)
= 0. (17.10)

Коэффициенты трения и теплопередачи в плоскости симметрии на поверхно-
сти тела определяются по формулам:

cf = c1f
f ′
1√
g
, ci

f =
µµ0∂

(
V∞ui

)
/∂ξ3

ρ∞V 2
∞/2

∣∣∣∣
w

=
2µρ

∆Re

∂ui

∂ζ

∣∣∣∣
w

(i = 1, 2),

cH =
λ∂ (T0T ) /∂ξ3

ρ∞V∞(H∞ − Hw)

∣∣∣∣
w

=
µρ

Pr∆Re

∂G

∂ζ

∣∣∣
w

.
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4. Режимы и параметры гиперзвукового течения разреженного
газа

При асимптотическом исследовании обтекания тел при малых числах Re

возникает вопрос оценки входящих в уравнения функций. Такую оценку
позволяет произвести асимптотическое исследование граничных условий на
УВ. Рассмотрим течение в окрестности точки торможения тела. Выражая
плотность и коэффициент вязкости через температуру T , а T — через G и Tw,
запишем соотношения (17.7) в виде:

us = 1−O

(
u2

s

εRe [Gs(1− Tw) + Tw]1−ω

)
,

gs = 1−O

(
usGs

PrεRe [Gs(1− Tw) + Tw]1−ω

)
.

(17.11)

Индекс s соответствует значениям на УВ. Из анализа соотношений (17.11)
следует, что при εRe = o(1):

u2
s

εRe [Gs(1− Tw) + Tw]1−ω
= O(1),

usGs

PrεRe [Gs(1− Tw) + Tw]1−ω
= O(1), us, Gs = o(1).

(17.12)

Асимптотическая оценка T , ρ, µ зависит от соотношения между Gs и Tw.
Рассмотрим три возможных соотношения между Gs и Tw:

I — Gs ≫ Tw, II — Gs = О(Tw), III — Gs ≪ Tw. (17.13)

Этим соотношениям будет соответствовать:

I — Ts = O(Gs), II — Ts = O(Gs + Tw), III — Ts = O(Tw). (17.14)

Из (17.12), (17.14) для каждых трех случаев получим:

I, II — us, Gs=О
(
(εRe)1/(1+ω)

)
, III — us, Gs=О

(
(ReεT 1−ω

w )1/2
)

. (17.15)

С учетом (17.13) и (17.15) можно выделить три режима течения в гипер-
звуковом вязком ударном слое в области торможения при малых числах Re:

I — εRe ≫ T 1+ω
w II — εRe = O(T 1+ω

w ) III — εRe ≪ T 1+ω
w . (17.16)

В каждом из режимов температура оценивается соответствующим этому
режиму образом. Зная оценку температуры, легко получить оценку плотно-
сти и коэффициента вязкости. При аналогичном рассмотрении для боковой
поверхности, в соотношениях появляются коэффициенты, связанные с гео-
метрией тела, в отношении газодинамических параметров ничего не меняется.
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Режим I соответствует холодной поверхности: Tw ≪ (εRe)1/(1+ω), в этом
случае температурный фактор Tw выпадает из определяющих параметров
задачи.

Основные безразмерные параметры гиперзвукового течения разреженного
газа около затупленного тела при малых числах Re — χ и τ . Параметры χ
и τ определяются по значениям параметров течения на УВ us, ρs и µs и для
них получаются следующие оценки:

χ = O(ε), τ = O((εRe)1/(1+ω)) в режимах I и II,

χ = O(εT 1+ω
w ), τ = O((εReT 1−ω

w )1/2) в режиме III .

Параметр τ характеризует разреженность потока, а также применимость
асимптотического решения, о котором пойдет речь ниже, в окрестности точки
торможения. Параметр χ порядка толщины ударного слоя, в режимах I и II
параметр χ = O(ε), и в гиперзвуковом потоке он мал в области торможения.

5. Асимптотическое решение уравнений ТВУС

Уравнения ТВУС для рассмотренных типов двумерных и трехмерных
течений будем решать с использованием интегрального метода последователь-
ных приближений и асимптотического разложения в ряды в предположении
малости параметра εRe. Метод последовательных приближений [10] позво-
ляет получать как численное решение задачи путем вычисления достаточно
большого числа итераций, так и аналитическое решение в первом прибли-
жении. Исследование [10] показало, что погрешность первого приближения
для коэффициентов трения и теплопередачи в точке торможения при Re = 1
не превышала 1% и что сходимость метода и точность первого приближения
улучшаются с уменьшением числа Re. Изложим алгоритм получения асимп-
тотического решения для течения в окрестности точки торможения двоякой
кривизны.

Систему уравнений (17.5) с граничными условиями (17.6), (17.7) будем
решать методом последовательных приближений с помощью итерационного
процесса, изложенного в [8], где получено аналитическое решение уравнений
ТВУС в окрестности линии торможения трехмерного тела для ω = 1/2.
Получим выражения для коэффициентов теплопередачи и трения cH и ci

f для
произвольных значений ω. Поскольку предстоит проведение асимптотических
разложений при малых числах Re, а асимптотические оценки для темпера-
туры, плотности и коэффициента вязкости различны, как показано в разд. 4,
для разных режимов, то будем рассматривать каждый режим отдельно.

Рассмотрим режим I — режим холодной поверхности. Зададим нулевое
приближение в виде линейных функций по поперечной координате ζ. Опус-
кая длинные выкладки, связанные с вычислением однократных и двойных
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интегралов при применении метода последовательных приближений, запишем
полученные в результате выражения для cH , ci

f :

cH =∆H
1 + κ

2
a

(
1− 2b

3

)
,

ci
f =2∆ui

[
1 + κ

2
a

(
1− 2a

3

)
− dia

2

3
+ εbdi

(
1 +

2dia

5(1 + κ)

)]
(i=1, 2).

(17.17)

∆H =
−b4 +

√
b24 + 4b3

2b3
, ∆ui =

−a4i +
√

a2
4i + 4a3i

2a3i
(i = 1, 2). (17.18)

b3 =
(1 + κ)PrεReab1−ω

2(2− ω)

(
1− 4− ω

5− ω
b
)
, b4 =

1 + κ

2
a(1− b),

a3i =
εReab1−ω

(2− ω)

(
(1 + κ)

2

(
1− 4− ω

5− ω
a
)
− dia

5− ω
+

2diεb

(4− ω)a

)
,

a4i =
1 + κ

2
a(1− a).

(17.19)

Здесь: a и b определяются из системы уравнений:

a = 1− (1 + κ)a2

2εReb1−ω
, b = 1− (1 + κ)ab

2PrεReb1−ω
. (17.20)

Соотношения (17.17)–(17.20) представляют собой замкнутую задачу для
определения коэффициентов cH , ci

f . Сначала следует решить уравнения
(17.20), полученное решение подставить в соотношения (17.19), c помощью
найденных функций a3i, a4i, b3 и b4 определить из (17.18) выражения для ∆ui

и ∆H и подставить их в (17.17).
При εRe = o(1) решение уравнений (17.20) будет:

a = τ , b = Prτ , τ =
(

2

1 + κ
Pr1−ωεRe

) 1
1+ω

, (17.21)

С использованием (17.21) запишем (17.19) в виде:

b3 =
(1 + κ)2Prτ 3

4(2− ω)

(
1− 4− ω

5− ω
Prτ

)
, b4 =

1 + κ

2
τ(1− Prτ),

a3i =
(1 + κ)τ 3

2(2− ω)

(
(1 + κ)

2

(
1− 4− ω

5− ω
τ
)
− diτ

5− ω
+

2diPrε

4− ω

)
, a4i =

1 + κ

2
τ(1− τ).

Подставив эти соотношения в (17.18), найдем выражения для функций
∆ui и ∆H в зависимости от геометрических параметров, числа Pr, ω, ε
и параметра τ . Считая εRe = o(1), и соответственно, τ = o(1) и раскладывая
в полученных выражениях все функции в ряды по τ , запишем выражения
для ∆ui и ∆H в виде:
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∆H =
2

(1 + κ)τ

(
1 + Prτ

(
1− 1

2− ω

)
+ O

(
τ2

))
,

∆ui =
2

(1 + κ)τ

(
1 + τ

(
1− 1

2− ω
− 4Prdiε

(1 + κ)(2− ω)(4− ω)

)
+ O

(
τ2

))

(i = 1, 2).

(17.22)

После подстановки выражений (17.22) в соотношения (17.17) с учетом (17.21)
получим решение для коэффициентов теплопередачи и трения в точке тормо-
жения трехмерного тела в режиме I холодной стенки:

cH = 1− 1 + ω

3(2− ω)
Prτ + O(τ2), τ =

(
2

1 + κ
Pr1−ωεRe

)1/(1+ω)

, (17.23)

ci
f = 2− 2

3

(
1 + ω

2− ω
+

2di

1 + κ

)
τ +

4diPrε

1 + κ
×

×
(
1+

(
2di

5(1+κ)
+

(1−ω)(4−ω)−2

(2−ω)(4−ω)
− 4diPrε

(1+κ)(2−ω)(4− ω)

)
τ

)
+O

(
τ2

)
, (17.24)

lim
εRe→0

cH = 1, lim
εRe→0

ci
f = 2 +

4diPrε

1 + κ
, i = 1, 2. (17.25)

Здесь для сравнения получено решение общепринятых уравнений ТВУС
с учетом продольных составляющих градиента давления в уравнениях им-
пульсов. При εRe → 0 значение коэффициента теплопередачи cH стремит-
ся к его значению в свободномолекулярном потоке, равному 1 при коэф-
фициенте аккомодации 1 [11]. Коэффициенты трения ci

f превышают свой
свободномолекулярный предел, равный 2, что связано с влиянием продоль-
ных составляющих градиента давления, которое проявляется через члены
с параметром ε. Учет членов более высокого порядка приводит здесь не
к уточнению, а к искажению решения. В выражении для cH отсутствуют
члены с параметром ε, что говорит о том, что при малых числах Re учет
продольных составляющих градиента давления влияет на трение и не влияет
на теплообмен. Это подтверждается и численными расчетами.

Асимптотически строгая модель ТВУС без внепорядковых членов с про-
дольными составляющими градиентами давления дает для cH то же вы-
ражение (17.23), что и общепринятая модель, а для ci

f она дает решение
с правильными свободномолекулярными пределами:

ci
f = 2− 2

3

(
1 + ω

2− ω
+

2di

1 + κ

)
τ + O(τ2), lim

εRe→0
ci
f = 2 (i = 1, 2). (17.26)

Таким образом, соотношения (17.25) и (17.26) подтверждают необходимость
использовать при малых числах Re асимптотически корректную модель
ТВУС, так как именно эта модель дает асимптотически правильное поведение
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коэффициентов трения при Re → 0. В дальнейшем будем иметь дело только
с этой моделью.

Для режимов II и III решение в точке торможения находится аналогично
тому, как это было сделано для режима I:

II — cH = 1−
(
φ − 1

3

)
Prτ + O

(
τ2

)
,

τ =
(

2

1 + κ
Pr1−ωεRe

) 1
1+ω

(1 + λ)
1−ω
1+ω ,

ci
f = 2

[
1−

(
φ +

2di

1 + κ
− 1

3

)
τ
]

+ O
(
τ2

)
, φ =

(1 + λ)2−ω − λ2−ω

(2− ω)(1 + λ)1−ω
,

Tw =
(

2

1 + κ
Pr2εRe

) 1
1+ω

λ(1 + λ)
1−ω
1+ω ,

III — cH = 1− 2

3
Prτ + O

(
τ2

)
, τ =

(
2

1 + κ
εReT 1−ω

w

) 1
2
,

ci
f = 2− 4

3

(
1 +

di

1 + κ

)
τ + O

(
τ2

)
(i = 1, 2).

(17.27)

Режим I, соответствующий холодной поверхности, можно рассматривать
как предельный случай режима II при λ → 0.

В случае осесимметричных и плоских задач применение к уравнениям
(17.1)–(17.4) алгоритма метода последовательных приближений [10] совмест-
но с асимптотическими разложениями по малому параметру εRe позволяет
получить аналитические решения для коэффициентов теплопередачи, трения
и давления cH , cf и cp (cp — безразмерное давление p на поверхности тела)
для трех режимов течения:

cH =sinα
[
1−

(
φ − 1

3

)
Prτ

]
+ O(τ2), β=

1

2

(
sin α

R
+ ν

sin α cos α

rw

)
,

cf = 2 sinα cos α
[
1−

(
φ +

sinα

3Rβ
− 1

3

)
τ
]

+ O(τ2),

cp = sin2 α − sin α cos2 α

3Rβ
τ + O(τ2).

(17.28)

Параметр разреженности τ для режимов I, II, III имеет вид:

I — τ =

(
Pr1−ωεRe

β

) 1
1+ω

,

II — τ =

(
Pr1−ωεRe

β

) 1
1+ω

(1 + λ)
1−ω
1+ω ,

III — τ =

(
εReT 1−ω

w

β

) 1
2

.

(17.29)
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Функции φ для каждого из режимов:

I — φ =
1

2− ω
,

II — φ =
(1 + λ)2−ω − λ2−ω

(2− ω )(1 + λ)1−ω
, Tw =

(
Pr2 · εRe

β

) 1
1+ω

λ(1 + λ)
1−ω
1+ω ,

III — φ = 1.

(17.30)

При τ → 0, или εRe → 0, значения коэффициентов теплопередачи и тре-
ния стремятся к их значениям в свободномолекулярном потоке при единичном
коэффициенте аккомодации [11], а распределение давления переходит в рас-
пределение давление по Ньютону:

lim
εRe→0

cH = sin α, lim
εRe→0

cf = 2 sin α cos α, lim
εRe→0

cp = sin2 α. (17.31)

При ω = 1 решения для всех трех режимов совпадают, при этом τ =
= (εRe/β)1/2.

При ω = 1 параметр подобия τ совпадает с параметром Ченга K =
= (εRe)1/2 [3, 4], за тем исключением, что параметр τ включает в себя еще
и геометрический параметр β, т. е. учитывает влияние геометрии тела. Однако
в точке торможения осесимметричного тела параметр τ и параметр Ченга
полностью совпадают при ω = 1 (именно такое ω рассматривалось Ченгом).
В общем случае, параметр τ , в отличие от параметра Ченга, кроме геометрии
тела, учитывает еще влияние показателя ω и температуры стенки Tw.

В случае течения в окрестности плоскости симметрии тела задача
(17.8)–(17.10) решается с использованием итерационного алгоритма [9]
и асимптотического разложения решения в ряды в предположении малости
параметра εRe. Асимптотические решения для коэффициентов теплопереда-
чи, трения и давления для трех режимов течения имеют вид:

cH =
1√
g

[
1−

(
φ − 1

3

)
Prτ

]
+ O(τ2),

ci
f =

2√
g

[
1−

(
φ +

βi

3β
− 1

3

)
τ
]

+ O(τ2), i = 1, 2,

cf =
2f ′

x

g

[
1−

(
φ +

β1

3β
− 1

3

)
τ
]

+ O(τ2),

cp =
1

g
− f

′2
x β1

3gβ
τ + O

(
τ2

)
, β =

1

2
(β1 + β2),

β1 =
f ′′

xx
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(17.32)

Решения для режимов I, II, III находятся из соотношений (17.32) после
подстановки соответствующих каждому режиму функции φ и τ . Функции φ
даются соотношениями (17.30). Функции τ для разных режимов определя-
ются по формулам (17.29), при этом в соотношения (17.29) надо подстав-
лять соответствующий задаче геометрический параметр β из (17.32). Иными
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словами, соотношения (17.29) для параметра τ формально одни и те же как
для двумерных, так и для трехмерных течений в окрестности плоскости
симметрии тела, однако по сути отличаются за счет разных геометрических
параметров. При решении двумерной задачи предполагается, что геометри-
ческий параметр β в соотношениях (17.29) определяется из (17.28), а при
решении пространственной задачи в окрестности плоскости симметрии под-
разумевается, что β определяется из (17.32).

Переходя в (17.32) к пределу при εRe → 0, получим для всех трех режи-
мов одинаковые предельные значения коэффициентов теплопередачи, трения
и давления:

lim
Reε→0

cH =
1√
g
, lim

Reε→0
cf = 2

f ′
x

g
, lim

Reε→0
pw =

1

g
. (17.33)

Рассматриваемый здесь случай течения в окрестности плоскости сим-
метрии затупленного тела отличается от случая осесимметричного течения
лишь более сложной геометрией тела, необходимостью учитывать влияние
поперечного растекания и решать более сложные уравнения и не отличается
от него с физической точки зрения. При εRe → 0 значения коэффициентов
cH , cf и cp так же, как и в осесимметричном случае, стремятся к своим
значениям в свободномолекулярном потоке. Таким образом, из соотношений
(17.33) следует, что значения коэффициентов cH , cf и cp в свободномолеку-
лярном потоке вдоль линии растекания y = 0 затупленного тела z = f(x, y)
при единичном коэффициенте аккомодации составляют соответственно 1/

√
g ,

2f ′
x/g, 1/g.
В выражения (17.33) не входят параметры β2 и β, связанные с попе-

речной кривизной тела, т. е. отсутствует влияние поперечного растекания
или стекания на значения коэффициентов cH , cf и cp, что соответствует
физике свободномолекулярного обтекания, где молекулы не взаимодействуют
между собой. Таким образом, в режиме свободномолекулярного обтекания
трехмерную задачу в окрестности плоскости симметрии тела можно заменить
осесимметричной, рассматривая осесимметричное тело, где линия растекания
является образующей, при этом получатся те же значения cH , cf и cp

√
g = sinα,

2f ′
x

g
= 2 sin α cos α,

1

g
= sin2 α. (17.34)

Однако в общем случае, когда решение зависит от числа Re, необходимо
учитывать трехмерность течения, т. е. влияние поперечного растекания (сте-
кания), которое в полученном решении проявляется через параметры β2 и β.

Выше были получены решения для всех трех режимов гиперзвукового
обтекания тел разреженным газом. Однако в ряде задач для расчета коэф-
фициентов теплопередачи, трения и давления можно просто использовать
решение для холодной поверхности, не зависящее от Tw, соответствующее
режиму I (Tw ≪ (εRe)1/(1+ω)).
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Во-первых, область определения режимов II и III — это Re ∼ T 1+ω
w /ε

и Re ≪ T 1+ω
w /ε, а здесь решения для разных режимов очень близки друг

к другу, приближаясь к единому пределу при Re → 0.
Во-вторых, при ω = 1 решения для всех трех режимов в точности совпа-

дают, в частности, с решением для холодной стенки. Что касается ω 6= 1, то
в [2] были проведены численные расчеты уравнений ТВУС для зависимости
коэффициента cH в точке торможения осесимметричного тела с R0 = 1,36м
от температуры Tw при разных значениях ω и разных Kn∞ = 1,2, 2,9, 6,2,
22,7, соответствующих высотам h = 115, 122,5, 130, 150 км полета корабля
«Space Shuttle».

Анализ результатов показал, что при ω = 0,75 зависимость решения от Tw

довольно слабая, а отличие cH при Tw < 0,2 от cH при Tw = 0 составляет от
0,5 до 1,5% для разных высот. При ω = 0,5 это отличие составляет от 1,5 до
4%, причем при Tw < 0,1, что соответствует реальным задачам движения в
верхних слоях атмосферы Земли космических аппаратов, — до 2,5%. Таким
образом, в переходном режиме обтекания, где и справедливо асимптотическое
решение, с достаточно хорошей точностью можно пользоваться решением для
режима I, что подтверждают и приведенные ниже сравнения с результатами,
полученными другими методами. Выпишем в заключение отдельно это про-
стое решение для холодной стенки для рассмотренных типов течения.

Коэффициенты теплопередачи, трения и давления при малых числах Re

с точностью до O(τ2) определяются по следующим формулам.
В окрестности точки торможения тела с отношением радиусов главных

кривизн κ (0 6 κ 6 1):

cH = 1− 1 + ω

3(2− ω)
Prτ , τ =

(
2

1 + κ
Pr1−ωεRe

) 1
1+ω

,

ci
f = 2− 2

3

(
1 + ω

2− ω
+

2di

1 + κ

)
τ (i = 1, 2), d1 = 1, d2 = κ.

(17.35)

На наветренной стороне затупленных тел в осесимметричных (ν = 1)
и плоских (ν = 0) течениях:

cH =sinα

[
1− 1 + ω

3(2− ω)
Prτ

]
, τ =

(
εPr1−ωRe

β

) 1
1+ω

,

β=
1

2

(
sinα

R
+ ν

sinα cos α

rw

)
,

cf =2 sinα cos α
[
1− 1

3

(
1+ω

2− ω
+

sinα

Rβ

)
τ
]
, cp =sin2 α− sin α cos2 α

3Rβ
τ.

(17.36)

Здесь: α — угол между касательной к контуру тела и осью симметрии,
R — радиус кривизны контура тела, rw — расстояние от точки на контуре до
оси симметрии. R, rw отнесены к радиусу кривизны тела в точке торможения.
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В окрестности плоскости симметрии y = 0 тела, поверхность которого
задана уравнением z = f(x, y) в декартовой системе координат с началом
в точке торможения и осью z, направленной вдоль вектора скорости набега-
ющего потока:

cH =
1√
g

[
1− 1 + ω

3(2− ω)
Prτ

]
, cf =

2f ′
x

g

[
1− 1

3

(
1 + ω

2− ω
+

β1

β

)
τ
]
, (17.37)

cp =
1

g
− f

′2
x β1

3gβ
τ , τ =
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Pr1−ωεRe

β

) 1
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, β =
1

2
(β1 + β2),
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6. Оценка точности и области применимости аналитического
решения

Для оценки точности и области применимости полученных аналитиче-
ских решений для коэффициентов теплопередачи и трения (17.35)–(17.37)
в переходном от континуального к свободномолекулярному режиме обтекания
проводились сравнения:

— с численными решениями уравнений ТВУС,
— ВУС и Навье–Стокса (НС),
— с результатами расчетов методом прямого статистического моделирова-

ния Монте–Карло (ПСМ),
— с экспериментальными данными и с решениями в свободномолекуляр-

ном потоке.
Сравнение между различными методами расчета коэффициента тепло-

обмена в зависимости от числа Kn∞ демонстрируется на рис. 17.1. Па-
раметры набегающего потока соответствуют траектории входа в атмосферу
Земли космического корабля «Space Shuttle» на высотах h от 90 до 150 км,
V∞ = 7,5 км/с.

Значения коэффициента теплопередачи, полученные из решения урав-
нений НС, с увеличением высоты полета, или увеличением числа Kn∞,
начинают резко возрастать, отклоняясь от результатов расчета методом ПСМ.
Использование условий со скольжением и скачком температуры на поверхно-
сти приводит к снижению коэффициента теплопередачи, но не устраняет его
тенденцию к возрастанию и превышению значения в свободномолекулярном
потоке, равного 1. Наилучшее из решений уравнений НС [13] с учетом
эффектов скольжения на поверхности дает правильное предсказание тепло-
вого потока в точке торможения до высоты 115 км, или до Kn∞ ≈ 1. Три
решения — асимптотическое и численное решения ТВУС и решение ВУС
с учетом скольжения хорошо согласуются с результатами ПСМ вплоть до
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Рис. 17.1. Коэффициент cH в точке торможения осесимметричного тела с радиусом затупления
R0 = 1,36м в зависимости от Kn∞. 1 — ТВУС, аналитическое решение; 2 — ТВУС, численное
решение; 3 — ВУС без скольжения [1]; 4 — метод ПСМ [12]; 5 — НС без скольжения [13];
6 — НС со скольжением [13]; 7 — НС со скольжением [14]; 8 — НС со скольжением [15];

9 — ВУС со скольжением [2]

высоты 150 км, или до Kn∞ ≈ 20. Решение (17.35) дает удовлетворительную

точность на высотах более 100 км.

На рис. 17.2 сравнение аналитического решения для коэффициента теп-

лопередачи с расчетами методом ПСМ вдоль траектории «Space Shuttle» на

высотах h = 80–100 км показано для точки торможения цилиндрического

тела. Решение (17.35) хорошо согласуется с результатами ПСМ [16] вплоть

до 80 км. Значительно меньшее значение радиуса затупления на рис. 17.2 по

сравнению с рис. 17.1 ведет к уменьшению числа Re, соответствующего од-

ной и той же высоте, и, соответственно, к расширению области применимости

асимптотического решения до более низких высот.

Рисунок 17.3 демонстрирует хорошее согласование аналитического ре-

шения для cH с экспериментальными данными [17–19] и с результа-

тами расчетов, выполненных в рамках теории первых межмолекулярных

столкновений [20]. Уменьшение γ ведет к уменьшению ε и τ , и таким

образом, к расширению области применимости асимптотического решения до

больших чисел Re.

Распределения коэффициентов теплопередачи и трения вдоль поверхно-

сти сферы и цилиндра представлены на рис. 17.4–17.6. На рис. 17.4, 17.5
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Рис. 17.2. Коэффициент cH в точке
торможения цилиндрического тела
с R0 = 0,025м, Tw = 0,07, в зависимости
от Kn∞. 1 — расчеты ПСМ [16],

2 — аналитическое решение

Рис. 17.3. Rоэффициент cH в точке торможения
осесимметричного тела в зависимости от Re.
a — аналитическое решение: 1–4 — γ = 1,67, 1,4,
1,25, 1,1; b и c — экспериментальные данные [17]
(Tw= 0,18) и [18, 19] (Tw= 0,1-0,18); d — теория
первых межмолекулярных столкновений [20]

проводится сравнение аналитических решений с расчетами ПСМ [16, 21] на
высотах 90, 100 и 110 км траектории «Space Shuttle» и с решением в свобод-
номолекулярном потоке. На рис. 17.6 проводится сравнение для коэффициен-
та cf и теплового потока, отнесенного к его значению в точке торможения,
q/q0 с расчетами ПСМ [22], проведенными для одноатомного газа при ис-
пользовании молекулярной модели твердых сфер, γ = 5/3, ω = 0,5, Pr = 0,71.
Решения (17.36) для cH и cf хорошо согласуются с решениями, получен-
ными методом Монте–Карло, при Kn∞ > 5, или εRe 6 0,3. При εRe ∼ 0,5

Рис. 17.4. Распределение коэффициента cH вдоль сферы (а) и цилиндра (б) с R0 = 0,025 м,
Tw = 0,07, в зависимости от расстояния от точки торможения s. 1 — расчеты ПСМ: [21] (а)

и [16] (б), 2 — аналитическое решение, 3 — свободномолекулярное решение
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Рис. 17.5. Распределение коэффициента cf вдоль сферы с R0 = 0,025м, Tw = 0,07 в зависи-
мости от s. 1 — расчеты ПСМ [21], 2 — аналитическое решение, 3 — свободномолекулярное

решение

аналитическое решение для коэффициента трения согласуется с расчетами

ПСМ до значений угла θ ≈ 50◦, а для теплового потока — до значений

θ ≈ 70◦. С увеличением расстояния от точки торможения асимптотическое

решение становится неточным, так как предположение о малости параметра τ
начинает нарушаться из-за влияния геометрического параметра β. Рисун-

ки 17.4–17.6 иллюстрируют также, что решение, полученное на основе модели

ТВУС, с увеличением числа Kn∞ (уменьшением числа Re) приближается

к решению в свободномолекулярном потоке.

Рис. 17.6. Распределение коэффициента cf (а), Tw= 0,01, и относительного теплового потока
q/q0 (б), Tw = 0,1, вдоль сферы в зависимости от угла θ = π/2 — α. I — расчеты ПСМ [22],

II — аналитическое решение, III — свободномолекулярное решение
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На рис. 17.7 показано сравнение распределений коэффициентов теплопе-
редачи и трения вдоль поверхности гиперболоида с углом полураствора 42,5◦

на высотах h = 150, 122,5, 110, 99,5 км траектории «Space Shuttle», получен-
ных из численного и асимптотического решения уравнений ТВУС (γ = 1,25,
ω = 0,73, Pr = 0,7), с решением методом ПСМ [12] и решением в свобод-
номолекулярном потоке. Численное решение уравнений ТВУС дает хорошее
предсказание для коэффициентов теплопередачи и трения на высотах выше
100 км (при R0 ≈ 1м), или Kn∞ > 0,1.

Распределения коэффициентов cH иcf вдоль поверхности 50◦ гиперболо-
ида, моделирующего линию растекания корабля «Space Shuttle», обтекаемого
под углом атаки 40◦, полученные из аналитического решения и из расчетов
ПСМ [23] на высотах 95, 110, 140 км, соответствующих Kn∞ = 0,05, 0,67,
15,4, приведены на рис. 17.8.

Область хорошего согласования асимптотического решения с результатами
расчетов методом Монте–Карло для коэффициента теплопередачи шире, чем
для коэффициента трения. Так, при таком большом (для асимптотического
приближения) значении Re ≈ 36 (Kn∞ = 0,05, γ = 1,25) формула для трения
перестает работать, в то время как формула для теплового потока дает
корректные результаты вблизи точки торможения. Возможно, это связано
с неточностью определения распределения давления в модели ТВУС, посколь-
ку при малых числах Re продольный градиент давления гораздо сильнее
влияет на коэффициент трения, чем на коэффициент теплопередачи. В целом
можно сказать, что вблизи точки торможения асимптотическое решение для
cH справедливо при Kn∞ > 0,1 (Re 6 30), а для cf — при Kn∞ > 0,5
(Re 6 5). Применительно к траектории «Space Shuttle» аналитическое реше-
ние позволяет приемлемо предсказывать тепловой поток в окрестности точки
торможения тела (при R0 ∼ 1м) на высотах более 100 км.

Правомерность асимптотического решения зависит не только от значения
Kn∞, или Re, но и от расстояния от точки торможения. В рассматриваемой
задаче оно справедливо вдали от точки торможения при Re 6 3 (Kn∞ > 1)
для cH и при Re 6 0,5 (Kn∞ > 5) для cf . Как упоминалось выше, с увели-
чением расстояния от точки торможения предположение о малости τ нару-
шается из-за влияния геометрического параметра β (особенно для длинного
тела, как гиперболоид), и асимптотическое решение становится неправо-
мерным. Параметр τ , по которому фактически проводятся асимптотические
разложения, характеризует разреженность потока и область применимости
асимптотического решения. Газодинамическая часть τ , зависящая от пара-
метров набегающего потока Re, ε, ω, Pr, определяет разреженность потока
вблизи точки торможения, где β ∼ 1. C увеличением расстояния от точки
торможения влияние параметра β выражается в увеличении параметра τ . При
этом, как показывают многочисленные сравнения, решение для коэффициента
теплопередачи обладает достаточно хорошей точностью даже при τ ∼ 1.
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Рис. 17.7. Распределение коэффициентов cH (а) и cf (б) на поверхности 42,5◦ гиперболоида,
R0 = 1,36м, Tw = 0,02–0,03 в зависимости от расстояния z от вершины вдоль оси симметрии.
1 — расчеты ПСМ [12], 2 — численное решение ТВУС [2], 3 — аналитическое решение,

4 — свободномолекулярное решение
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Рис. 17.8. Распределение коэффициентов cH и cf вдоль линии растекания 50◦ гиперболоида,
R0 = 1,14м, Tw = 0,02–0,05 в зависимости от z. I — расчеты ПСМ [23], II — аналитическое

решение, III — свободномолекулярное решение, 1–3 — h = 140, 110, 95 км

Влияние трехмерности течения, т. е. влияние поперечного растекания (сте-
кания), при исследовании течения в окрестности плоскости симметрии тела,
которое в решении (17.37) проявляется через параметры β2 и β, связанные
с поперечной кривизной, демонстрируется на рис. 17.9, где представлены
результаты расчетов коэффициента теплопередачи вдоль линии растекания
трехмерных гиперболоидов

z = k

(√
1 +

1

k
x2 +

k1
k

y2
)

. (17.38)

При постоянном k все трехмерные гиперболоиды в плоскости симметрии
имеют одну и ту же форму линии растекания и отличаются лишь поперечной
кривизной, характеризующейся параметром k1. На рис. 17.9 представлены
результаты расчета обтекания гиперболоидов с k = 1,191 и k1 = 4, 1, 0,25, при

Рис. 17.9. Распределение коэффициента cH вдоль поверхности трехмерных гиперболоидов
в плоскости симметрии. I–III — решение (17.37) при k1 = 4, 1, 0,25, IV — расчеты ПСМ [12]
при k1 = 1, V — свободномолекулярное решение; 1–4 — h = 150, 122,5, 110, 105 км;

1, 3 — на (а) и 2, 4 — на (б)
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этом k1 = 1 соответствует осесимметричному гиперболоиду с углом полурас-
твора 42,5. Параметры набегающего потока соответствуют высотам h = 150,
122,5, 110, 105 км траектории «Space Shuttle» (R0 = 1,36м), или Kn∞ = 22,7,
2,9, 0,48, 0,1. Здесь же приведены результаты расчета соответствующего
осесимметричного гиперболоида методом ПСМ [12].

При больших числах Kn∞ влияние k1 на тепловой поток невелико. С уве-
личением числа Kn∞, при Kn∞ →∞ влияние поперечной кривизны исчезает
и все три решения приближаются к решению в режиме свободномолекуляр-
ного обтекания, не зависящему от кривизны поверхности. В то же время
с уменьшением числа Kn∞ это влияние возрастает. Так, при Kn∞ = 22,7,
2,9, 0,48, 0,1 разница в cH при k1 = 4 по сравнению с осесимметричным
решением k1 = 1 составляет соответственно 1, 3,6, 10, 18, 35% в точке
торможения и возрастает с увеличением расстояния от этой точки. Таким об-
разом, при исследовании течения вдоль линии растекания пространственного
тела нельзя заменять трехмерную задачу оссесимметричной, рассматривая
линию растекания в качестве образующей осесимметричного тела. Заметим,
что увеличение радиуса поперечной кривизны (для гиперболоидов (17.38) —
увеличение k1) ведет к возрастанию β и уменьшению τ , и таким образом,
к расширению области применимости асимптотического решения.

На основании проведенных сравнений с результатами расчетов методом
прямого статистического моделирования Монте–Карло можно сделать вывод,
что асимптотическое решение обладает удовлетворительной точностью в пе-
реходном режиме обтекания при Kn∞ > 0,1 для коэффициента теплопередачи
и при Kn∞ > 0,5 для коэффициента трения вблизи точки торможения. Чем
больше Kn∞ (больше высота полета, меньше Re), тем на все более далеких
расстояниях от точки торможения это решение правомерно, приближаясь при
Kn∞ → ∞ (Re → 0) к решению в свободномолекулярном потоке.

7. Заключение

Существует континуальная модель — модель тонкого вязкого ударно-
го слоя (ТВУС), — которая дает правильное решение для коэффициентов
теплообмена и сопротивления в переходном от континуального к свободно-
молекулярному режиме гиперзвукового обтекания тел разреженным газом
и выход на свободномолекулярный режим при стремлении числа Рейнольд-
са Re к нулю. Это важное свойство уравнений ТВУС открывает возможность
предсказания теплообмена и сопротивления тел во всем диапазоне чисел Re

с использованием только континуальных моделей течения, решая при боль-
ших и умеренных числах Re уравнения ВУС или Навье–Стокса, а при малых
числах Re — уравнения ТВУС.

Разработан асимптотический метод решения уравнений ТВУС при ма-
лых числах Re. Выявлены параметры подобия гиперзвукового обтекания
тел разреженным газом. Получены простые аналитические решения для
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коэффициентов теплопередачи, трения и давления в зависимости от пара-
метров набегающего потока и геометрических параметров обтекаемого тела
для осесимметричных и плоских течений, а также для трехмерных течений
в окрестности точки торможения и в окрестности плоскости симметрии тела
при малых числах Re. Эти решения достаточно точны в большей части
переходного режима обтекания и при Re → 0 приближаются к решениям
в свободномолекулярном потоке (при единичном коэффициенте аккомодации).
Полученные аналитические зависимости полезны для проведения многочис-
ленных оценочных расчетов теплообмена и сопротивления тел, необходимых
при варьировании параметров обтекания при оптимизации формы новых про-
ектируемых аппаратов.

Исследования выполнены при поддержке РФФИ (гранты 09-01-00728-а
и 11-01-00504-а).
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Abstract

HYPERSONIC AERODYNAMICS AND HEAT TRANSFER OF RE-ENTRY
SPACE VEHICLES AND PLANETARY PROBES

Edited by G.A.Tirtskiy

Results of theoretical and experimental studies of the problems concerned su-
per/hypersonic flows around the models of real space vehicle configurations such as
«Buran»-orbiter, winged cone (airplane-like body), Clipper space vehicle, Martian plan-
etary probe are presented. Theoretical analysis is based on solution 2/3D Navier-Stokes
equations and their simplified asymptotic models with account for equilibrium and
nonequillibrium chemical reactions taking place at the background of relaxation of ex-
cited internal energy modes of the particles in the shock layer and on the vehicle surface.

Exact and simple relationships for the transport of species mass and heat are derived
from rigorous kinetic theory for multicomponent mixtures of gases and plasma with
different diffusion characteristics of the species (governing relations – thermodynamic
parameter gradients expressed through the fluxes) as well as velocity slip, temperature
and species concentration jumps boundary conditions for the surfaces of finite catalycity
in multicomponent chemically and thermally nonequillibrium gas flow.

Phenomenological and kinetic models are developed for heterogeneous catalytic
reactions on the thermal protection materials of the space vehicles entering Earth and
Mars atmospheres along gliding trajectories.

The problem of multicomonent thermally and chemically nonequillbrium air flow
in inductively coupled plasma torch and jet flow around the models installed in the
facility work section is considered. The possibility to specify catalytic properties of real
heat shield coatings are demonstrated using numerical and test values of heat fluxes or
surface equilibrium radiation temperatures.

Original iterative/marching method to solve viscous shock layer equations is
presented. The method is based on splitting of marching component of the pressure
gradient onto hyperbolic part and a part that minimizes the elliptic part to a maximum
degree that are then subjected to the global iterations procedure. Using the splitting
of this kind allows numerical obtaining the drug and heat transfer coefficients within
single or couple global iterations with reasonable for practical purposes accuracy.

The knowledge area connected to development of large computer software for
conjugate problem of ballistics, aerodynamics, vehicle heat transfer and thermal strength
of constructions of variable mass and shape is developed for all stages of the modern
rocket-space vehicles designing.

The monograph will be interested for the scientists and engineers working
in spacecraft industry, graduate and post-graduate students of universities and
physical-engennering faculties of institutes of similar specialties.

The monograph is published under financial support of Russian foundation for basic

research, publishing project №09–01–07070, and Moscow Institute for Physics and

Technology (State University).
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