


Тимофеева И. Л.
Математическая логика. Курс лекций: Учеб. пособие для

студентов вузов / И. Л. Тимофеева. — 2-е изд., перераб. — М.:
КДУ, 2007. — 304 с.

ISBN 978-5-98227-307-9

Пособие написано в соответствии с действующей программой
по математической логике для педагогических вузов. Рассмотрены
следующие темы: язык логики высказываний, исчисления выска-
зываний, язык логики предикатов, исчисления предикатов, тео-
рии первого порядка. Центральное место занимает изложение ос-
нов теории доказательств. Отдельный раздел посвящен проблемам
оснований математики.

Курс лекций предназначен для студентов математических фа-
культетов педвузов, изучающих математическую логику, а также
для преподавателей, читающих лекционный курс и ведущих прак-
тические занятия по математической логике.

УДК 510.6(075.8)
ББК 22.12я73

Т 4 1

УДК 510.6(075.8)
ББК 22.12я73
         Т41

ISBN 978-5-98227-307-9

© Тимофеева И. Л.,  2007
© ООО «Издательство
     «Мир и Образование», 2007
© Издательство «КДУ», оболжка, 2007

Н а у ч н ы й  р е д а к т о р :
Матросов В. Л. —  акад. РАО, член-корр. РАН,

докт. физ.-мат. наук, проф.

Р е ц е н з е н т ы :
Гладкий А. В. — докт. физ.-мат. наук, проф.;
Кабаков Ф. А. — канд. физ.-мат. наук, доц.;

Плиско В. Е. — канд. физ.-мат. наук, доц.



3

ÎãëàâëåíèåÎãëàâëåíèåÎãëàâëåíèåÎãëàâëåíèåÎãëàâëåíèå

Ïðåäèñëîâèå ..................................................................................... 5
Ââåäåíèå ........................................................................................... 8
Íåêîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ ............................... 11

Ãëàâà 1. ßçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ................................................ 12
§ 1.1. Âûñêàçûâàíèÿ è îïåðàöèè íàä íèìè ............................. 12
§ 1.2. Ôîðìóëû ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé .......................... 16
§ 1.3. Ôîðìóëû è èñòèííîñòíûå ôóíêöèè ............................... 23
§ 1.4. Òàâòîëîãèè......................................................................... 30
§ 1.5. Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû ................................................... 33
§ 1.6. Ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå .............................................. 37
§ 1.7. Ðàçðåøèìîñòü ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé .................. 40

Ãëàâà 2. Èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Ïðîïîçèöèîíàëüíûå
ñèñòåìû åñòåñòâåííîãî âûâîäà ......................................................... 43

§ 2.1. Ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ ... 43
§ 2.2. Ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ........................................................ 49
§ 2.3. Äåðåâüÿ ôîðìóë ................................................................ 53
§ 2.4. Äåðåâüÿ âûâîäà ................................................................. 56
§ 2.5. Îòíîøåíèå Nc-âûâîäèìîñòè ........................................... 67
§ 2.6. Ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ äåðåâüåâ âûâîäà ....................... 77
§ 2.7. Õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà .............. 90
§ 2.8. Ïðîèçâîäíûå è äîïóñòèìûå ïðàâèëà .............................. 98
§ 2.9. Äåäóêòèâíàÿ ïîëíîòà ........................................................ 107
§ 2.10. Ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî
          è ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè ........................................... 109
§ 2.11. Èíòåðïðåòàöèè ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé .............. 115
§ 2.12. Íåçàâèñèìîñòü ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ .............................. 122
§ 2.13. Èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà ...... 133

Ãëàâà 3. ßçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ .................................................... 140
§ 3.1. Ïðåäèêàòû è âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû ........................ 141
§ 3.2. ßçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ è åãî ôðàãìåíòû .................... 146



4

§ 3.3. Èíòåðïðåòàöèè ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ..................... 156
§ 3.4. Îáùåçíà÷èìûå è âûïîëíèìûå ôîðìóëû ....................... 165
§ 3.5. Ñðàâíåíèå ôîðìóë ïî ñèëå. Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû ... 174
§ 3.6. Ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ........... 180
§ 3.7. Ïðèëîæåíèå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ê èññëåäîâàíèþ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé ......................................... 184
§ 3.8. Ïðîáëåìà îáùåçíà÷èìîñòè â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ .......... 188

Ãëàâà 4. Èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Ïðåäèêàòíûå ñèñòåìû
åñòåñòâåííîãî âûâîäà ........................................................................ 190

§ 4.1. Êâàíòîðíûå ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ................................... 190
§ 4.2. Îïðåäåëåíèå äåðåâà PN-âûâîäà ...................................... 195
§ 4.3. Îòíîøåíèå PN-âûâîäèìîñòè è åãî ñâîéñòâà ................ 198
§ 4.4. Ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ PN-âûâîäîâ ............................. 203
§ 4.5. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäèêàòíûõ ñèñòåì ............ 208
§ 4.6. Èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà .............. 214
§ 4.7. Àíàëèç ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû äîêàçàòåëüñòâ ................. 215

Ãëàâà 5. Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ..................................................... 218
§ 5.1. Àêñèîìàòè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè...................... 218
§ 5.2. Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà .................................................. 220
§ 5.3. Ìîäåëè òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ..................................... 232
§ 5.4. Õàðàêòåðèñòèêè òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ....................... 236
§ 5.5. Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ........................... 241
§ 5.6. Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà ................................................. 246
§ 5.7. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ZF ................................................. 262

Ãëàâà 6. Ïðîáëåìû îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè ...................................... 273
§ 6.1. Ïàðàäîêñû òåîðèè ìíîæåñòâ ........................................... 273
§ 6.2. Êðèçèñ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè ....................................... 278
§ 6.3. Ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè ........... 283
§ 6.4. Èíòóèöèîíèçì. Êîíñòðóêòèâèçì .................................... 288

Ëèòåðàòóðà ........................................................................................ 294
Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü ..................................................................... 295
Óêàçàòåëü îáîçíà÷åíèé è ñèìâîëîâ ................................................ 300
Èìåííîé óêàçàòåëü .......................................................................... 302



5

ÏðåäèñëîâèåÏðåäèñëîâèåÏðåäèñëîâèåÏðåäèñëîâèåÏðåäèñëîâèå

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà áîëåå 30 ëåò âõîäèò â
÷èñëî îñíîâíûõ êóðñîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ îòå÷åñòâåí-
íûõ ïåäâóçîâ. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÏÃÓ ýòîò êóðñ
÷èòàåòñÿ ïî÷òè 50 ëåò. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îí ñòàë íåîòúåìëå-
ìîé ÷àñòüþ ïîäãîòîâêè áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè.

Íåõâàòêà ðàçíûõ ó÷åáíûõ ïîñîáèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå
äëÿ ïåäâóçîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîâðåìåííîé ïðîãðàììå ýòîãî êóðñà,
ñîçäàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ñòóäåíòàì ïðè îâëàäåíèè ó÷åá-
íûì ìàòåðèàëîì, à ïðåïîäàâàòåëÿì – ïðè ÷òåíèè ëåêöèé è ïðîâå-
äåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî ýòîìó ïðåäìåòó.

Â äàííîì ïîñîáèè èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ëîãèêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèìåðíîé ïðîãðàììîé ýòîé äèñöèïëè-
íû, óòâåðæäåííîé Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (2004 ã.).
Ïðè åãî íàïèñàíèè èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû ëåêöèé è ïðàêòè÷åñ-
êèõ çàíÿòèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, ïðîâîäèìûõ àâòîðîì íà ìà-
òåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÏÃÓ â òå÷åíèå äâàäöàòè ëåò.

Ïîñîáèå ñîäåðæèò øåñòü ãëàâ: ÿçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, èñ-
÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, ÿçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ, òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïðîáëåìû îñíîâàíèé ìàòå-
ìàòèêè. Øåñòàÿ ãëàâà ïîñîáèÿ, ïîñâÿùåííàÿ ïðîáëåìàì îñíîâà-
íèé ìàòåìàòèêè, èãðàåò îñîáóþ â ìåòîäîëîãè÷åñêîì îòíîøåíèè
ðîëü.

Îñíîâû òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ çàíèìàþò öåíòðàëüíîå ìåñòî â
êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Ïîýòîìó çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñèñòåìàì (èñ÷èñëåíèÿì), ñðåäñòâàìè êîòî-
ðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì òåìû, ïîñâÿùåííûå ëîãè÷åñêèì èñ-
÷èñëåíèÿì, ïðåäñòàâëåíû â ïîñîáèè áîëåå ïîäðîáíî, ÷åì äðóãèå
òåìû. Âî âòîðîé ãëàâå íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèì èñ÷èñëåíèåì âûñêà-
çûâàíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñëåíèå.
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Îñîáåííîñòüþ äàííîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ðàçäåëàõ,
ïîñâÿùåííûõ ëîãè÷åñêèì èñ÷èñëåíèÿì, çà îñíîâó âçÿòû ñèñòåìû
åñòåñòâåííîãî (íàòóðàëüíîãî) âûâîäà. Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîá-
íî íà ñîîáðàæåíèÿõ, îïðåäåëèâøèõ âûáîð â ïîëüçó ñèñòåì åñòå-
ñòâåííîãî âûâîäà ïðè èçëîæåíèè òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëüñòâà â ìàòåìà-
òèêå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîî÷åðåäíîé çàäà÷åé òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé îñíîâíîé ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.
Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ðàçðàáîòàíî äâà îñíîâíûõ òèïà ìàòåìà-
òè÷åñêîãî óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëüñòâà â ìàòåìàòèêå. Óòî÷-
íåíèÿ ïåðâîãî òèïà ñâÿçàíû ñ èìåíåì Ä. Ãèëüáåðòà è ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ëèíåéíûå âûâîäû â ëîãè÷åñêèõ àêñèîìàòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ –
ñèñòåìàõ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà. Èìåííî íà áàçå òàêèõ ñèñòåì òðà-
äèöèîííî èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ äîêàçàòåëüñòâ. Óòî÷íåíèÿ âòîðîãî òèïà
ïðèíàäëåæàò Ã. Ãåíöåíó è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûâîäû â âèäå äåðå-
âà â ñèñòåìàõ åñòåñòâåííîãî âûâîäà.

Èçëîæåíèå îñíîâ òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ íà áàçå åñòåñòâåííîãî
âûâîäà èìååò ðÿä äèäàêòè÷åñêèõ ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ òðà-
äèöèîííûì åãî èçëîæåíèåì íà áàçå ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé ãèëü-
áåðòîâñêîãî òèïà:

– åñòåñòâåííîñòü è àäåêâàòíîñòü òîé ìîäåëè ðåàëüíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, êîòîðóþ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåðåâüÿ
åñòåñòâåííîãî âûâîäà;

– øèðîêèå ýâðèñòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè, êîòîðûìè îáëàäàþò
ïðàâèëà âûâîäà, ïîñòóëèðóåìûå â ñèñòåìàõ åñòåñòâåííîãî âûâîäà;

– íàãëÿäíîñòü îòðàæåíèÿ ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû âûâîäà â âèäå
äåðåâà;

– ïðîñòîòà ïîñòðîåíèÿ äåðåâüåâ åñòåñòâåííîãî âûâîäà, âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïðîñòûõ äåðåâüåâ âûâîäà äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ïîñòðîåíèå ëèíåéíîãî âûâîäà â ãèëüáåðòîâñêèõ ñèñòåìàõ
ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìî â ðàìêàõ ó÷åáíîãî ïðîöåññà.

Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì äëÿ ñòóäåíòîâ ïåäâóçîâ – áóäóùèõ ó÷è-
òåëåé ìàòåìàòèêè – ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íàèáîëåå àäåêâàòíîé, íà-
ãëÿäíîé è ïðîñòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ äîêàçàòåëüñòâ. Òàêèå ìîäåëè ïðåäîñòàâëÿþò ãåíöåíîâñêèå ñè-
ñòåìû åñòåñòâåííîãî âûâîäà.

Åñòåñòâåííûé âûâîä ÿâíî íåäîîöåíåí â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìà-
òè÷åñêîé ëîãèêè. È ýòî îñîáåííî äîñàäíî, êîãäà ðå÷ü èäåò î ïðå-
ïîäàâàíèè åå áóäóùèì ó÷èòåëÿì ìàòåìàòèêè. Æåëàíèå èñïðàâèòü
ñèòóàöèþ è ïðèâåëî ê íàïèñàíèþ ýòîãî ïîñîáèÿ.

Ýòî ïîñîáèå ïðåäîñòàâëÿåò ïðåïîäàâàòåëþ (îñîáåííî íà÷èíà-
þùåìó), ÷èòàþùåìó êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, âîçìîæíîñòü
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âûáîðà, êàêîé òèï ôîðìàëèçàöèè áðàòü çà îñíîâó ïîñòðîåíèÿ
êóðñà.

Ïîñîáèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî òàêæå, êîãäà èçëîæåíèå
îñíîâ òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ ñòðîèòñÿ òðàäèöèîííûì îáðàçîì íà
áàçå ãèëüáåðòîâñêèõ èñ÷èñëåíèé. Ýòè ñèñòåìû ðàññìîòðåíû â
§ 2.13 è 4.6. Ãëàâû, ïîñâÿùåííûå ÿçûêàì ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ëþáîì ïîäõîäå ê èç-
ëîæåíèþ îñíîâ òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ.

Â 2002 ã. áûëî èçäàíî ïîñîáèå àâòîðà «Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
â âîïðîñàõ è çàäà÷àõ» (Ì., ÌÏÃÓ, 2002), ñîäåðæàùåå áîëüøîé
íàáîð çàäà÷ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå.
Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ñáîðíèêà çàäà÷ â ñî÷åòàíèè ñ äàííûì ïîñî-
áèåì áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü áîëåå ýôôåêòèâíîìó óñâîåíèþ ñòóäåí-
òàìè êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.

* * *
Õî÷ó âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü âñåì, êòî îêàçàë ïîìîùü â ïîä-

ãîòîâêå ýòîãî ïîñîáèÿ ê èçäàíèþ. Ñàìóþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü
âûðàæàþ ìîåìó ó÷èòåëþ Ôåëèêñó Àëåêñàíäðîâè÷ó Êàáàêîâó, îá-
ùåíèå ñ êîòîðûì íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ñîâìåñòíîé ðàáîòû
íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÌÏÃÓ îêàçàëî îãðîìíîå âëè-
ÿíèå íà ñòèëü èçëîæåíèÿ è ñîäåðæàíèå íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ ýòîãî
ïîñîáèÿ. Èñêðåííå áëàãîäàðþ Ã. Í. Áîðèñîâó, À. Þ. Âåéö,
Å. Â. Ëóêüÿíîâó, È. Å. Ñåðãååâó, Ñ. Â. Õîõëîâà çà áîëüøóþ ïî-
ìîùü â ðàáîòå íàä ðóêîïèñüþ ïîñîáèÿ.

Àâòîð
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ÂâåäåíèåÂâåäåíèåÂâåäåíèåÂâåäåíèåÂâåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè íîâîãî êóðñà ïðåæäå âñåãî âîç-
íèêàþò âîïðîñû: ÷òî ïðåäñòîèò èçó÷èòü â ýòîì êóðñå, êàê è çà÷åì
ýòî íóæíî èçó÷àòü?

Ñíà÷àëà âûÿñíèì, ÷òî èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà. Ïðåä-
ìåò èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè âåñüìà íåîáû÷åí – ýòî ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâà è òåîðèè.

Çäåñü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìàòåìàòèêà – íàóêà äåäóêòèâíàÿ (îò
ëàò. deductio – «âûâåäåíèå»). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñíîâíûì ìåòîäîì
îáîñíîâàíèÿ çíàíèé â ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ âûâåäåíèå îäíèõ óò-
âåðæäåíèé èç äðóãèõ. Ïðè÷åì ýòî âûâåäåíèå ïðîèñõîäèò ïî ÷åò-
êèì ïðàâèëàì, îáåñïå÷èâàþùèì äîñòîâåðíîñòü âûâîäîâ ïðè óñëî-
âèè, ÷òî èñõîäíûå óòâåðæäåíèÿ áûëè äîñòîâåðíûìè. Ýòî îòëè÷àåò
ìàòåìàòèêó îò äðóãèõ íàóê, â êîòîðûõ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ èí-
äóêòèâíûå ðàññóæäåíèÿ è òàêèå ìåòîäû, êàê ýêñïåðèìåíò, íàáëþ-
äåíèå è ò.ï.

Ñïðàâåäëèâûìè â ìàòåìàòèêå ïðèçíàþò òîëüêî òå óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðûå îáîñíîâàíû ñ ïîìîùüþ äåäóêòèâíûõ ðàññóæäåíèé. Âñå èí-
òóèòèâíî ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå ìàòåìàòè÷åñêîãî òâîð÷åñòâà ðå-
çóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â âèäå óòâåðæäåíèé, çàòåì îáÿçàòåëü-
íî îáîñíîâûâàþò ñ ïîìîùüþ äåäóêòèâíûõ ðàññóæäåíèé. Èìåííî
äåäóêòèâíûå ðàññóæäåíèÿ è áóäóò ïðåäìåòîì íàøåãî èçó÷åíèÿ.

Äåäóêòèâíûå ðàññóæäåíèÿ â ìàòåìàòèêå âûñòðàèâàþò â äîêà-
çàòåëüñòâà â ðàìêàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé. Òà-
êèì îáðàçîì, èìåííî ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà è ìàòåìàòè-
÷åñêèå òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêè, òî÷íåå, åå îñíîâíîãî ðàçäåëà – òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ.

Âòîðîé åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèé âîïðîñ: êàê, êàêèì îáðàçîì
îñóùåñòâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé? Ïîñêîëü-
êó ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà – ýòî îáëàñòü ìàòåìàòèêè, òî îíà ïîëüçó-
åòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè è ìåòîäàìè.
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Èòàê, êðàòêî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà èçó-
÷àåò ìàòåìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ, ïîëüçóÿñü ìàòåìàòè÷åñêèìè ìå-
òîäàìè.

Îñíîâíûì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ôîð-
ìàëèçàöèè, èìåþùèé ðåøàþùåå çíà÷åíèå â ðàçâèòèè ìàòåìàòè-
÷åñêîé ëîãèêè. Ñóùíîñòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Âñå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðåäëîæåíèÿ çàïèñûâàþò íà ñïåöèàëü-
íîì (ôîðìàëüíîì) ëîãè÷åñêîì ÿçûêå â âèäå ôîðìóë. Ñ ïîìîùüþ
ýòîãî æå ÿçûêà òî÷íî âûðàæàþò èñïîëüçóåìûå â ìàòåìàòè÷åñêèõ
ðàññóæäåíèÿõ ëîãè÷åñêèå ïðàâèëà. Â ðåçóëüòàòå âñÿêîå ìàòåìàòè-
÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî â íåôîðìàëüíîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè
ïðåâðàùàåòñÿ â óïîðÿäî÷åííóþ ñèñòåìó ôîðìóë, ïîñòðîåííóþ ïî
÷åòêî îïèñàííûì ïðàâèëàì, – ôîðìàëüíûé âûâîä â ôîðìàëüíîé
òåîðèè, ñòàíîâÿñü ïðè ýòîì òî÷íî îïèñàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îáúåêòîì.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó, íåñêîëüêî ñëîâ îá
èñòîðèè âîçíèêíîâåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.

Ñîçäàòåëåì ôîðìàëüíîé ëîãèêè áûë äðåâíåãðå÷åñêèé ìûñëèòåëü
Àðèñòîòåëü (384–322 äî í. ý.). Åãî ó÷åíèå íåèçìåííî ëåæàëî â
îñíîâå èçó÷åíèÿ ëîãèêè áîëåå äâóõ òûñÿ÷åëåòèé. Íîâûì ýòàïîì åå
ðàçâèòèÿ ñòàëî èñïîëüçîâàíèå ñèìâîëè÷åñêîãî ÿçûêà äëÿ çàïèñè
ïðåäëîæåíèé (XIX â., Äæîðäæ Áóëü). Îäíàêî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëî-
ãèêà êàê íàóêà âîçíèêëà òîëüêî â ÕÕ âåêå. Îãðîìíóþ ðîëü â åå
ñòàíîâëåíèè è ðàçâèòèè ñûãðàë êðóïíåéøèé íåìåöêèé ìàòåìàòèê
Äàâèä Ãèëüáåðò (1862–1943), èñïîëüçîâàâøèé ìåòîä ôîðìàëèçà-
öèè äëÿ èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé ñ öåëüþ äîêàçàòåëüñòâà
èõ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè.

Íàêîíåö, âîçíèêàåò åùå îäèí âîïðîñ: çà÷åì íóæíî èçó÷àòü ìà-
òåìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ? Äåéñòâèòåëüíî, ìàòåìàòèêà ìíîãèå âåêà
äîñòàòî÷íî óñïåøíî ðàçâèâàëàñü áåç èõ ñïåöèàëüíîãî èçó÷åíèÿ,
áåç ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. ×åì ýòî áûëî âûçâàíî? Âîçíèêíîâå-
íèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ñïîñîáñòâîâàëè ñëåäóþùèå îáñòîÿ-
òåëüñòâà. Â êîíöå XIX âåêà Ãåîðã Êàíòîð (1845–1918) ñîçäàë òåî-
ðèþ ìíîæåñòâ. Ýòà òåîðèÿ áûëà ïðèíÿòà ìàòåìàòèêàìè êàê óíè-
âåðñàëüíûé ôóíäàìåíò âñåé ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè è ÿâèëàñü âàæ-
íåéøèì èíñòðóìåíòîì åå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ (ïðåæäå âñåãî,
ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà). Îäíàêî â íà÷àëå ÕÕ âåêà ìà-
òåìàòèêà áûëà ïîòðÿñåíà îòêðûòèåì ïðîòèâîðå÷èé â êàíòîðîâîé
òåîðèè ìíîæåñòâ, òàê íàçûâàåìûõ ïàðàäîêñîâ. Îòêðûòèå ïàðàäîê-
ñîâ îçíàìåíîâàëî íà÷àëî êðèçèñà â îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè íà ðó-
áåæå XIX–XX âåêîâ. Ïîäðîáíî íà ýòîì ìû îñòàíîâèìñÿ â ãë. 6
«Ïðîáëåìû îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè».
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Ñ îòêðûòèåì ïàðàäîêñîâ ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü óòî÷íåíèÿ
è ñïåöèàëüíîãî èçó÷åíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ, èñïîëüçóåìûõ â ìà-
òåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ, ÷òî ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è ñïîñîáñòâîâàëî åå äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà ïðîäîëæàåò ðàçâèâàòüñÿ è â íàñòîÿùåå
âðåìÿ. Ðåçóëüòàòû ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â íåêîòîðûõ îáëàñ-
òÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè íàõîäÿò âñå áîëüøåå ïðèìåíåíèå â
êèáåðíåòèêå è èíôîðìàòèêå (èëè, êàê ñåé÷àñ ïðèíÿòî ãîâîðèòü, â
computer science).

Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè íåîáõîäèìî èçó÷àòü â òîé èëè
èíîé ñòåïåíè êàæäîìó, êòî çàíèìàåòñÿ ìàòåìàòèêîé. Îñîáåííî
âàæíóþ ðîëü èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè èãðàåò â ïðîôåññè-
îíàëüíîé ïîäãîòîâêå áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè. Âåäü ó÷èòåëü
ìàòåìàòèêè äîëæåí óìåòü îáúÿñíèòü ñâîåìó ó÷åíèêó, ïî÷åìó òî
èëè èíîå óìîçàêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðàâèëüíûì è â ÷åì çàêëþ-
÷àåòñÿ îøèáêà. Èìåííî ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè îáó÷àåò øêîëüíèêîâ
äîêàçàòåëüñòâàì, à çíà÷èò, îí äîëæåí ïîíèìàòü, â ÷åì çàêëþ÷àåò-
ñÿ ñóùíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, êàê îíè óñòðîåíû.
Êðîìå òîãî, èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè äèñöèïëèíèðóåò óì.
Âñïîìèíàÿ èçâåñòíîå èçðå÷åíèå Ì. Â. Ëîìîíîñîâà î ìàòåìàòèêå,
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà áîëåå ÷åì êàêàÿ-ëèáî
äðóãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà «óì â ïîðÿäîê ïðèâîäèò».
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ÍåêîòîðûåÍåêîòîðûåÍåêîòîðûåÍåêîòîðûåÍåêîòîðûå
÷ à ñ ò î  è ñ ï î ë ü ç ó å ì û å  î á î ç í à ÷ å í è ÿ÷ à ñ ò î  è ñ ï î ë ü ç ó å ì û å  î á î ç í à ÷ å í è ÿ÷ à ñ ò î  è ñ ï î ë ü ç ó å ì û å  î á î ç í à ÷ å í è ÿ÷ à ñ ò î  è ñ ï î ë ü ç ó å ì û å  î á î ç í à ÷ å í è ÿ÷ à ñ ò î  è ñ ï î ë ü ç ó å ì û å  î á î ç í à ÷ å í è ÿ

Äëÿ âûÿâëåíèÿ ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðåäëî-
æåíèé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèé è òåî-
ðåì ñîïðîâîæäàþòñÿ èõ ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñüþ. Ñ ýòîé öåëüþ â
ïîñîáèè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A → B – ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü ïðåäëîæåíèÿ «Åñëè A, òî
B» («Èç A ñëåäóåò B»), ãäå A è B – îáîçíà÷åíèÿ íå-
êîòîðûõ ïðåäëîæåíèé åñòåñòâåííîãî ÿçûêà;

A ↔ B – ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü ïðåäëîæåíèÿ «A òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà B»;

q – ñèìâîë, èñïîëüçóåìûé äëÿ ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèé
(òî, ÷òî ñòîèò ñëåâà îò çíàêà q, ñëóæèò îáîçíà÷åíè-
åì òîãî, ÷òî ñòîèò ñïðàâà îò ýòîãî çíàêà);

def←⎯⎯→ – çíàê, èñïîëüçóåìûé äëÿ ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè

îïðåäåëåíèé;

(õ) P(õ) – ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü ïðåäëîæåíèÿ «Äëÿ ëþáîãî
õ èìååò ìåñòî P(õ)», ãäå õ ïðîáåãàåò íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî èçâåñòíûõ îáúåêòîâ (÷èñåë, ôîðìóë, ìíî-
æåñòâ ôîðìóë è ò. ï.);

(Еõ) P(õ) – ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü ïðåäëîæåíèÿ «Ñóùåñòâóåò
õ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ P(õ)».

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

| – âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé ñëåâà îò òåêñòà îòìå÷åíû îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ;

! – îñîáî âàæíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû;

S – «Îáðàòèòå âíèìàíèå!»;

S – äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî;

P – îêîí÷àíèå ïðèìåðà èëè çàìå÷àíèÿ;

★ ✰ – çâåçäî÷êàìè îòìå÷åí äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë, êîòîðûé
ìîæíî ïðîïóñòèòü ïðè ïåðâîì ïðî÷òåíèè.
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§  1 . 1 .  Â û ñ ê à ç û â à í è ÿ§  1 . 1 .  Â û ñ ê à ç û â à í è ÿ§  1 . 1 .  Â û ñ ê à ç û â à í è ÿ§  1 . 1 .  Â û ñ ê à ç û â à í è ÿ§  1 . 1 .  Â û ñ ê à ç û â à í è ÿ
è  î ï å ð à ö è è  í à ä  í è ì èè  î ï å ð à ö è è  í à ä  í è ì èè  î ï å ð à ö è è  í à ä  í è ì èè  î ï å ð à ö è è  í à ä  í è ì èè  î ï å ð à ö è è  í à ä  í è ì è

Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé – ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ îïåðàöèè íàä âûñêàçûâàíèÿìè.

Ïîä âûñêàçûâàíèåì áóäåì ïîíèìàòü ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåä-
ëîæåíèå, êîòîðîå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê èñòèííîå
èëè ëîæíîå. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå âûñêàçûâàíèå èìååò òîëüêî
îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé – èñòèíà èëè ëîæü. Äëÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ
áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâû «È», «Ë» ñîîòâåòñòâåííî, à ñàìè
çíà÷åíèÿ íàçûâàòü èñòèííîñòíûìè çíà÷åíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:
1) âñå ñòóäåíòû ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ ïåäâóçîâ äîëæíû

èçó÷àòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó;
2) 7 × 7 = 47;
3) 7 × 7 = ? (×åìó ðàâíî 7 × 7?);
4) 7 × õ = 21.
Ïåðâîå èç ïðåäëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì âûñêàçûâàíèåì,

ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà âõîäèò â ó÷åáíûå ïëàíû ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ ïåäâóçîâ. Âòîðîå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
ëîæíûì âûñêàçûâàíèåì. Òðåòüå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âîïðîñè-
òåëüíûì è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì. Íàêîíåö, ÷åòâåð-
òîå ïðåäëîæåíèå ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ, è ïðî íåãî íåò ñìûñëà
ãîâîðèòü, ÷òî îíî èñòèííî èëè ëîæíî. Ïîýòîìó îíî òàêæå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì.

Ïðîèçâîëüíûå âûñêàçûâàíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè A, B, C
è ò. ä.

Èç îäíèõ âûñêàçûâàíèé ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ìîæ-
íî îáðàçîâûâàòü äðóãèå, áîëåå ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ, èñòèííîñ-
òíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè èñ-
õîäíûõ âûñêàçûâàíèé.

Ââåäåì îñíîâíûå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè íàä âûñêàçûâàíèÿìè.

1
ГлаваГлаваГлаваГлаваГлава
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Êîíúþíêöèåé 1)  âûñêàçûâàíèé A è B íàçûâàþò âûñêàçûâàíèå
«A è B ». Åãî ñ÷èòàþò èñòèííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èñòèííû îáà âûñêàçûâàíèÿ A è B.

Äèçúþíêöèåé 2)  âûñêàçûâàíèé A è B íàçûâàþò âûñêàçûâàíèå
«A èëè B ». Åãî ñ÷èòàþò èñòèííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èñòèííî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç âûñêàçûâàíèé A è B.

Îòìåòèì, ÷òî ñîþç èëè â äèçúþíêöèè âûñêàçûâàíèé íîñèò íå
âçàèìîèñêëþ÷àþùèé õàðàêòåð.

Èìïëèêàöèåé 3)  âûñêàçûâàíèé A è  B íàçûâàþò âûñêàçûâàíèå
«Åñëè A, òî B ». Åãî ñ÷èòàþò ëîæíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûñêàçûâàíèå A èñòèííî, à âûñêàçûâàíèå B  ëîæíî. Ïðè ýòîì
âûñêàçûâàíèå A íàçûâàþò ïîñûëêîé, à B – çàêëþ÷åíèåì.

Îáîçíà÷àþò èìïëèêàöèþ «Åñëè A, òî B» òàê: A → B.

Îòðèöàíèåì âûñêàçûâàíèÿ A íàçûâàþò âûñêàçûâàíèå «Íåâåð-
íî, ÷òî A  (íå A)». Ýòî âûñêàçûâàíèå ñ÷èòàþò èñòèííûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûñêàçûâàíèå A ëîæíî4) .

Çàâèñèìîñòü èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ êîíúþíêöèè, äèçúþí-
êöèè è èìïëèêàöèè âûñêàçûâàíèé îò èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé èõ
÷ëåíîâ îòðàæåíà â òðåõ ïåðâûõ òàáëèöàõ. ×åòâåðòàÿ òàáëèöà ñîîò-
âåòñòâóåò îòðèöàíèþ. Ýòè ÷åòûðå òàáëèöû íàçûâàþò èñòèííîñò-
íûìè òàáëèöàìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàöèé.

A B A è B A B A èëè B A B A → B A åí A

È È È È È È È È È È Ë

È Ë Ë È Ë È È Ë Ë Ë È

Ë È Ë Ë È È Ë È È

Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë È

1) Îò ëàò. conjunctio – «ñîåäèíåíèå, ñîþç, ñâÿçü».
2) Îò ëàò. disjunctio – «ðàçúåäèíåíèå, ðàçîáùåíèå».
3) Îò ëàò. implico – «òåñíî ñâÿçûâàòü».
4) ×àñòî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèé íàä âûñêàçûâàíèÿìè èñïîëüçóþò ñèìâî-

ëû &, ∨, ⊃, ¬. Íî ìû ýòîãî íå äåëàåì, ïîñêîëüêó áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòè ñèìâî-
ëû â êà÷åñòâå áóêâ àëôàâèòà ßËÂ (ñì. § 1.2). Îòìåòèì, ÷òî ñèìâîë & âîçíèê â
ðåçóëüòàòå ñòèëèçàöèè íàïèñàíèÿ ëàò. ñîþçà et (è).
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Â ýòèõ òàáëèöàõ áóêâû A è B ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðå-
ìåííûå ïî äâóõýëåìåíòíîìó ìíîæåñòâó {È, Ë}. Òîãäà è ñàìè òàá-
ëèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäàíèå íåêîòîðûõ ôóíêöèé. Ïåð-
âûå òðè òàáëèöû çàäàþò äâóìåñòíûå ôóíêöèè ñëåäóþùåãî òèïà:
{È, Ë}2 → {È, Ë}. ×åòâåðòàÿ òàáëèöà çàäàåò îäíîìåñòíóþ ôóíêöèþ
òèïà {È, Ë} → {È, Ë}. Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèÿìè íà ìíî-
æåñòâå {È, Ë} è îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì èñòèííîñòíûì ôóíê-
öèÿì, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â § 1.3.

Ï ð è ì å ð û.
1. «2 – ïðîñòîå ÷èñëî, è 2 – ÷åòíîå ÷èñëî» – èñòèííîå âûñêà-

çûâàíèå, êàê êîíúþíêöèÿ äâóõ èñòèííûõ âûñêàçûâàíèé.
2. «2 – ïðîñòîå ÷èñëî, èëè 2 – ÷åòíîå ÷èñëî» – èñòèííîå âûñ-

êàçûâàíèå, êàê äèçúþíêöèÿ äâóõ èñòèííûõ âûñêàçûâàíèé.
3. «2 ìåíüøå 3, èëè 2 ðàâíî 3» – èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, êàê

äèçúþíêöèÿ ñ èñòèííûì ïåðâûì ÷ëåíîì.
4. «2 ìåíüøå 2, èëè 2 ðàâíî 2» – èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, êàê

äèçúþíêöèÿ ñ èñòèííûì âòîðûì ÷ëåíîì.
5. «Åñëè 2 – ïðîñòîå ÷èñëî, òî 2 – ÷åòíîå ÷èñëî» – èñòèííîå

âûñêàçûâàíèå, êàê èìïëèêàöèÿ, ïîñûëêà è çàêëþ÷åíèå êîòîðîé –
èñòèííûå âûñêàçûâàíèÿ.

6. «Íåâåðíî, ÷òî 2 – ïðîñòîå ÷èñëî» – ëîæíîå âûñêàçûâàíèå,
êàê îòðèöàíèå èñòèííîãî âûñêàçûâàíèÿ. P

Îáû÷íî íàèáîëüøåå íåäîóìåíèå âûçûâàåò îïðåäåëåíèå èìï-
ëèêàöèè. Ñäåëàåì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ. Èñòèííîñòü èìïëèêàöèè
íå ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé ìåæäó
ñîñòàâëÿþùèìè åå âûñêàçûâàíèÿìè. Îäíàêî òàáëèöà äëÿ èìïëè-
êàöèè ñîãëàñóåòñÿ ñ îáû÷íûì ñîäåðæàòåëüíûì ïîíèìàíèåì ñîþçà
«åñëè».

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Âûñêàçûâàíèå-îáåùàíèå «Åñëè â âîñêðå-
ñåíüå áóäåò ñîëíå÷íàÿ ïîãîäà, òî ìû ïîéäåì ãóëÿòü â ïàðê» åñòå-
ñòâåííî ïðèçíàòü íåâûïîëíåííûì (ëîæíûì) òîëüêî â îäíîì ñëó-
÷àå: êîãäà åãî ïîñûëêà èñòèííà, à çàêëþ÷åíèå ëîæíî. Èñòèííîñò-
íàÿ òàáëèöà äëÿ èìïëèêàöèè ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó ïî-
íèìàíèþ.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð. Â ìàòåìàòèêå ïðèçíàåòñÿ èñòèí-
íûì ñëåäóþùåå âûñêàçûâàíèå: «Êàêîâî áû íè áûëî íàòóðàëüíîå
÷èñëî õ, åñëè îíî äåëèòñÿ íà 9, òî îíî äåëèòñÿ íà 3». Èñòèííîñòü
ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî êàêèå áû íàòóðàëüíûå ÷èñëà
ìû íè ïîäñòàâëÿëè âìåñòî áóêâû õ â ïðåäëîæåíèå ñ ïåðåìåííîé
«9 | õ → 3 | õ», áóäåì ïîëó÷àòü èñòèííûå âûñêàçûâàíèÿ, â ÷àñòíî-
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ñòè, èñòèííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ: «9 | 6 → 3 | 6»
è «9 | 17 → 3 | 17».

Ó ïåðâîãî èç íèõ ïîñûëêà ëîæíà, à çàêëþ÷åíèå èñòèííî. Ó
âòîðîãî ïîñûëêà ëîæíà è çàêëþ÷åíèå òîæå ëîæíî. Ýòî êàê ðàç
ñîîòâåòñòâóåò òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòðîêàì èñòèííîñòíîé òàáëèöû
äëÿ èìïëèêàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîñûëêà èìïëèêàöèè ëîæíà, òî èìïëè-
êàöèÿ èñòèííà íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ çàêëþ÷åíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî
èìïëèêàöèè îáû÷íî âûðàæàþò ôðàçîé: «Èç ëæè ñëåäóåò âñå, ÷òî
óãîäíî». Åñëè çàêëþ÷åíèå èìïëèêàöèè èñòèííî, òî ñàìà èìïëè-
êàöèÿ èñòèííà íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ïîñûëêè. Ýòî ñâîéñòâî
èìïëèêàöèè âûðàæàþò ñëåäóþùåé ôðàçîé: «Èñòèíà ñëåäóåò èç ÷åãî
óãîäíî».

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ,
îáðàçîâàííîãî ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé èç êàêèõ-òî âûñ-
êàçûâàíèé, çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé ñîñòàâëÿþùèõ åãî âûñêàçû-
âàíèé. Ïîýòîìó â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íå
ñîäåðæàíèå âûñêàçûâàíèÿ, à åãî èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå, à òàêæå
åãî ëîãè÷åñêàÿ ôîðìà, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü åãî çíà÷åíèå â çà-
âèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ñîñòàâëÿþùèõ åãî ïðîñòåéøèõ âûñêàçûâà-
íèé.

Ïîÿñíèì ïîíÿòèå ôîðìû âûñêàçûâàíèÿ íà ïðèìåðå.
(1) «Åñëè ÷èñëî 1 234 567 äåëèòñÿ íà 12, òî îíî äåëèòñÿ íà 3;

ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ýòî ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 3, òî îíî íå äåëèòñÿ
íà 12».

(2) «Åñëè ÷èñëî π ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, òî îíî ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêèì; ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ÷èñëî π íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèì, òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì».

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç A  è B  òå âûñêàçûâàíèÿ, èç êîòîðûõ ñîñòàâëå-
íî ñëîæíîå âûñêàçûâàíèå (1), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèìâîëè÷åñêóþ
çàïèñü, îòðàæàþùóþ åãî ôîðìó: (A → B) → (íåB → íåA). Òî æå ñàìîå
ïîëó÷èì, ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ ñ âûñêàçûâàíèåì (2). Òà-
êèì îáðàçîì, âûñêàçûâàíèÿ (1) è (2) èìåþò îäèíàêîâóþ ôîðìó.

Ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîé ôîðìû ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ óòî÷íÿåò-
ñÿ ïðè ïîìîùè ïîíÿòèÿ ôîðìóëû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü p1, …, pn, … êàê ïåðåìåííûå ïî ìíîæå-
ñòâó âûñêàçûâàíèé. Èç ýòèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ &,
∨, ⊃, ¬ è ñêîáîê ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì áóäåì ñòðîèòü îñìûñ-
ëåííûå âûðàæåíèÿ – ôîðìóëû.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê óòî÷íåíèþ ïîíÿòèÿ ôîðìóëû. Äëÿ ýòîãî ïðåæ-
äå âñåãî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñïåöèàëüíûé ôîðìàëüíûé ÿçûê –
ÿçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.
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§  1 . 2 .  Ô î ð ì ó ë û  ÿ ç û ê à§  1 . 2 .  Ô î ð ì ó ë û  ÿ ç û ê à§  1 . 2 .  Ô î ð ì ó ë û  ÿ ç û ê à§  1 . 2 .  Ô î ð ì ó ë û  ÿ ç û ê à§  1 . 2 .  Ô î ð ì ó ë û  ÿ ç û ê à
ë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è é

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ áóêâà, ñëîâî, ïîä-
ñëîâî äàííîãî ñëîâà, àëôàâèò, ñëîâî â àëôàâèòå è ò. ï., ïîëàãàÿ,
÷òî ÷èòàòåëü èìååò èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòèõ ïîíÿòèÿõ
(íåêîòîðîå èõ óòî÷íåíèå ïðèâåäåíî äàëåå).

Âñÿêèé ôîðìàëüíûé ëîãè÷åñêèé ÿçûê îáû÷íî çàäàþò äâóìÿ êîì-
ïîíåíòàìè – àëôàâèòîì (èñõîäíûìè ñèìâîëàìè) è ïðàâèëàìè ïîñòðî-
åíèÿ îñìûñëåííûõ âûðàæåíèé – ôîðìóë, ò. å. ñèíòàêñèñîì ÿçûêà1) .

ßçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé (ßËÂ) çàäàäèì àëôàâèòîì è ïðàâè-
ëàìè ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë.

Àëôàâèò ßËÂ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ áóêâ: &, ∨, ⊃, ¬, ), (, ð.

Ñèìâîëû &, ∨, ⊃, ¬ íàçûâàþò ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ñâÿçêàìè2).
Ñâÿçêó & íàçûâàþò êîíúþíêöèåé, ñâÿçêó ∨ – äèçúþíêöèåé,
ñâÿçêó ⊃ – èìïëèêàöèåé, à ñâÿçêó ¬ – îòðèöàíèåì3).

Ñêîáêè â ôîðìàëüíîì ÿçûêå èãðàþò ðîëü çíàêîâ ïðåïèíàíèÿ.

Ñëîâî N
ðàç

( )p ... p
n

 áóäåì íàçûâàòü ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé è

îáîçíà÷àòü ÷åðåç pn (n = 1, 2, ...)4).

Èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ñâÿçîê è ñêîáîê ñòðîÿòñÿ ôîðìóëû ßËÂ.

Ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ßËÂ âûðàæåíû â èíäóêòèâíîì
îïðåäåëåíèè, êîòîðîå ïðèâåäåíî äàëåå.

Èíäóêòèâíûå îïðåäåëåíèÿ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ëîãèêå. Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè èíäóêòèâíûõ îïðåäåëåíèé

1) Ñèíòàêñèñ (îò ãðå÷. σινταξιζ – «ïîñòðîåíèå, ñîñòàâëåíèå») – â ëîãèêå
ðàçäåë, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì ôîðìàëüíûõ
ëîãè÷åñêèõ ÿçûêîâ è ñèñòåì, ïðîñòûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ñèìâîëàìè è âûðàæå-
íèÿìè ýòèõ ÿçûêîâ. Ñèíòàêñèñîì ôîðìàëüíîãî ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà íàçûâàþò
ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ýòîãî ÿçûêà.

2) Ïðîïîçèöèîíàëüíûé – îòíîñÿùèéñÿ ê âûñêàçûâàíèÿì (îò ëàò. propositio –
«ïðåäëîæåíèå, âûñêàçûâàíèå»). Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê îïåðàöèè íàä âûñêàçûâàíèÿìè, à ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåí-
íûå – êàê ïåðåìåííûå ïî âûñêàçûâàíèÿì.

3) Â êà÷åñòâå ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñâÿçîê âìåñòî ñèìâîëîâ &, ⊃, ¬ ÷àñòî èñ-
ïîëüçóþò ñèìâîëû ∧, →, – ñîîòâåòñòâåííî.

4) Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íîå (ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ïåðåìåííûõ, èç êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ ôîðìóëû, äîñòàòî÷íî êîíå÷íîãî
àëôàâèòà. ×àñòî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñðà-
çó âêëþ÷àþò â èñõîäíûå ñèìâîëû, èñïîëüçóÿ òåì ñàìûì áåñêîíå÷íûé àëôàâèò.
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ñëóæàò îïðåäåëåíèÿ ôîðìóëû ßËÂ, äåðåâà N-âûâîäà (§ 2.4), òåð-
ìà è ôîðìóëû ßËÏ (§ 3.2), äåðåâà PN-âûâîäà (§ 4.2), äåðåâà
T-âûâîäà (§ 5.2).

Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ñîñòîèò èç òðåõ ïóíêòîâ, ïåðâûå äâà
èç êîòîðûõ íàçûâàþò ïðÿìûìè, à òðåòèé – êîñâåííûì. Ïåðâûå
äâà ïóíêòà ìîãóò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ïîäïóíêòîâ.

Â ïåðâîì ïóíêòå, íàçûâàåìîì áàçèñîì èíäóêöèè, óêàçûâàþò
èñõîäíûå îáúåêòû, êîòîðûå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî îòíîñèòü ê
îïðåäåëÿåìîìó ïîíÿòèþ (èõ íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè). Âî âòî-
ðîì ïóíêòå, íàçûâàåìîì øàãîì èíäóêöèè, çàäàþò ïîðîæäàþùåå
ïðàâèëî, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èç óæå ïîñòðîåííûõ îáúåêòîâ ñòðî-
èòü íîâûå îáúåêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê îïðåäåëÿåìîìó ïîíÿòèþ.
Â òðåòüåì ïóíêòå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ îáúåêòîâ, îò-
íîñÿùèõñÿ ê îïðåäåëÿåìîìó ïîíÿòèþ, êðîìå êàê îïèñàííûõ â
äâóõ ïåðâûõ ïóíêòàõ, íåò. Áîëåå òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà òðåòüåãî
ïóíêòà èìååò ñëåäóþùèé âèä: îáúåêò îòíîñèòñÿ ê îïðåäåëÿåìîìó
ïîíÿòèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ìîæíî îáîñíîâàòü ñ ïî-
ìîùüþ ïåðâûõ äâóõ ïóíêòîâ.

! Îïðåäåëåíèå ôîðìóëû ßËÂ:

1. Âñÿêàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ pn åñòü ôîðìóëà
ßËÂ.
2. Åñëè ñëîâà À è Â – ôîðìóëû ßËÂ, òî ñëîâà (A & B), (A ∨ B),
(A ⊃ B), (¬À) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ßËÂ.
3. Ñëîâî â àëôàâèòå ßËÂ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ýòî ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî ñ ïîìîùüþ ï. 1 è 2.

Ôîðìóëû ßËÂ áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ôîð-
ìóëàìè. Äàëåå â ãë. 1 è 2 äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî «ôîðìóëà ßËÂ»
áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî «ôîðìóëà» è âìåñòî «ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ» – ïðîñòî «ïåðåìåííàÿ», åñëè ýòî íå áóäåò âûçûâàòü
íåäîðàçóìåíèé.

Ôîðìóëû (A & B) è (A ∨ B) íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî êîíúþíê-
öèåé è äèçúþíêöèåé ôîðìóë À è Â, à ñàìè ôîðìóëû À è B  – êîíúþí-
êòèâíûìè è äèçúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìóëó
(A ⊃ B) íàçûâàþò èìïëèêàöèåé îò À ê Â, à ôîðìóëû À è Â, âõîäÿùèå
â ôîðìóëó (A ⊃ B), íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ïîñûëêîé è çàêëþ÷å-
íèåì èìïëèêàöèè.

Åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñâÿçêè &, ∨, ⊃ áèíàðíûìè (èëè äâóìåñò-
íûìè), à ñâÿçêó ¬ óíàðíîé (èëè îäíîìåñòíîé).
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Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è B ôîðìóëó ((A ⊃ B) & (B ⊃ À)) áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç À ~ B è íàçûâàòü ýêâèâàëåíöèåé ôîðìóë À è Â.

S Ââåäåì ñîãëàøåíèå îá ýêîíîìèè ñêîáîê, äîãîâîðèâøèñü îïóñêàòü
ñêîáêè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ. Äîãîâîðåííîñòü îñíîâûâàåòñÿ íà ñëå-
äóþùåì óïîðÿäî÷åíèè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê ïî óáûâàíèþ
ñèëû ñâÿçûâàíèÿ: ¬, &, ∨, ⊃. Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàåì, ÷òî ñâÿçêà
¬ ñâÿçûâàåò òåñíåå, ÷åì &, ∨, ⊃; ñâÿçêà & – òåñíåå, ÷åì ∨, ⊃;
ñâÿçêà ∨ – òåñíåå, ÷åì ⊃. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñâÿçêà ~ ñâÿçûâàåò
ñëàáåå îñòàëüíûõ ñâÿçîê. Êðîìå òîãî, áóäåì îïóñêàòü âíåøíèå
ñêîáêè. Ñêîáêè, îïóùåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé äîãîâîðåííîñ-
òüþ, ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåíû.

Ï ð è ì å ð. Ñëîâî (((¬(pp)) & (p)) ⊃ (ppp)) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé
ßËÂ. Î÷åâèäíî, ïîëüçîâàòüñÿ ñòîëü ãðîìîçäêèìè çàïèñÿìè êðàé-
íå íåóäîáíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âî-ïåðâûõ, óïðîñòèì ýòó çàïèñü, ïîëüçó-
ÿñü îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: (((¬p2) & p1) ⊃ p3). Âî-âòî-
ðûõ, îïóñòèì ñêîáêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé äîãîâîðåííîñòüþ.
Â èòîãå ïîëó÷èì ñîâñåì êîðîòêîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðèâåäåííîé
âûøå ôîðìóëû: ¬p2 & p1 ⊃ p3. Â äàëüíåéøåì òàêîãî ðîäà îáîçíà÷å-
íèÿ ôîðìóë òàêæå áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëàìè.

Âûðàæåíèå (⊃ p1 (¬ & p2 ôîðìóëîé íå ÿâëÿåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî
åìó òðóäíî ïðèäàòü êàêîé-íèáóäü ñìûñë. Â òî æå âðåìÿ, åñëè â
ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó âìåñòî ïåðåìåííûõ ïîäñòàâèòü êàêèå-ëèáî
âûñêàçûâàíèÿ, à íà ñâÿçêè ïîñìîòðåòü êàê íà îáîçíà÷åíèÿ ëîãè-
÷åñêèõ îïåðàöèé, òî âñåãäà ïîëó÷èòñÿ âûñêàçûâàíèå. P

Ïðîèçâîëüíûå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå áóäåì îáîçíà-
÷àòü ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè p, q, r, s, âîçìîæíî, ñ èíäåê-
ñàìè; ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ßËÂ – ëàòèíñêèìè çàãëàâíûìè áóê-
âàìè À, Â, Ñ, D, F, âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè; à ïðîèçâîëüíûå (÷àùå
âñåãî êîíå÷íûå) ìíîæåñòâà ôîðìóë – ãðå÷åñêèìè çàãëàâíûìè áóê-
âàìè Ã (ãàììà), Δ (äåëüòà), âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè.

Ôîðìóëû ìîãóò îáëàäàòü òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè. Ïðèìå-
ðàìè ñëóæàò òàêèå ñâîéñòâà, êàê «áûòü ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðå-
ìåííîé», «áûòü êîíúþíêöèåé íåêîòîðûõ ôîðìóë», «èìåòü ðàâíîå
÷èñëî âõîæäåíèé ëåâîé è ïðàâîé ñêîáîê» è ò. ï. Ïðèìåðû áîëåå
ñîäåðæàòåëüíûõ ñâîéñòâ ïîÿâÿòñÿ ïîçæå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñëå-
äíåãî èç ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñâîéñòâ
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èì îáëàäàþò âñå ôîðìóëû ßËÂ.
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Åñëè P – íåêîòîðîå ñâîéñòâî ôîðìóë ßËÂ è òðåáóåòñÿ äîêà-
çàòü, ÷òî âñå ôîðìóëû ßËÂ îáëàäàþò ñâîéñòâîì P, óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü ñëåäóþùèé ïðèíöèï, êîòîðûé îñíîâàí íà èíäóêòèâíîì õà-
ðàêòåðå îïðåäåëåíèÿ ôîðìóëû ßËÂ.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ ôîðìóë ßËÂ). Ïóñòü P –

íåêîòîðîå ñâîéñòâî ôîðìóë ßËÂ.
Åñëè 1) âñå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì P,
è     2) äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì P, ôîðìóëû

  (À & B), (À ∨ B), (À ⊃ B), (¬À) òàêæå îáëàäàþò ñâîéñòâîì P,
òî  âñÿêàÿ ôîðìóëà ßËÂ îáëàäàåò ñâîéñòâîì P.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðèíöèïà ÷èòàòåëü ìîæåò ïðè æåëàíèè
ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ îáû÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî íàòó-
ðàëüíîìó n – ÷èñëó âõîæäåíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê â ôîð-
ìóëó (ïî òàê íàçûâàåìîé ëîãè÷åñêîé äëèíå ôîðìóëû).

Åñëè â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ «Âñÿêàÿ ôîðìóëà îáëàäàåò
ñâîéñòâîì P» èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ ôîðìóë ßËÂ,
òî ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî âåäåòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðî-
åíèþ (ïðîïîçèöèîíàëüíîé) ôîðìóëû.

Ïóñòü À – ôîðìóëà. Âñÿêîå ïîäñëîâî ñëîâà À, ÿâëÿþùååñÿ
ôîðìóëîé, íàçûâàþò ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû À.

Ïîíÿòèå ïîäôîðìóëû äàííîé ôîðìóëû ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü
èíäóêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå ïîäôîðìóëû:

1. Åäèíñòâåííîé ïîäôîðìóëîé âñÿêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïå-
ðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ îíà ñàìà.
2.1. Åñëè À è B – ôîðìóëû, òî ïîäôîðìóëàìè êàæäîé èç ôîð-
ìóë (À & B), (À ∨ B), (À ⊃ B) ÿâëÿþòñÿ îíà ñàìà è âñå ïîäôîð-
ìóëû ôîðìóë À è Â.
2.2. Åñëè À – ôîðìóëà, òî ïîäôîðìóëàìè ôîðìóëû (¬À) ÿâëÿ-
åòñÿ îíà ñàìà è âñå ïîäôîðìóëû ôîðìóëû À.
3. Ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ïîäôîðìóëîé äàííîé ôîðìóëû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî ñ ïîìîùüþ
ï. 1 è 2.

Ìîæíî äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ïîäôîð-
ìóëû.
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Ïóñòü G = (À1, ..., Àn) – ïðîèçâîëüíûé íàáîð ôîð-

ìóë, ω = (
1i

p , ..., 
ni

p ) – ïðîèçâîëüíûé ñïèñîê

ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ (i1 < i2 < ... < in). Êàêîâà áû íè

áûëà ôîðìóëà F, åñëè îäíîâðåìåííî äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé
ki

p

(k = 1, ..., n) âñå åå âõîæäåíèÿ â ôîðìóëó F (åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ)
çàìåíèòü íà âõîæäåíèÿ ôîðìóëû Àk, òî ïîëó÷èì ôîðìóëó, êîòîðóþ
íàçûâàþò ðåçóëüòàòîì (îäíîâðåìåííîé) ïîäñòàíîâêè ôîðìóë À1, ...,

Àn âìåñòî ïåðåìåííûõ 
1i

p , ...,
ni

p  â ôîðìóëó F è îáîçíà÷àþò ÷åðåç

ω ( )S FG  (èëè ïðîñòî S(F), åñëè G è ω ôèêñèðîâàíû). Ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü òàêæå äðóãîå îáîçíà÷åíèå: 1

1

, ...,

, ...,( ) i in

n

p p
A AF .

Óòî÷íèì ââåäåííîå ïîíÿòèå, ñôîðìóëèðîâàâ èíäóêòèâíîå îï-
ðåäåëåíèå.

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω åñòü ñïèñîê
ïåðåìåííûõ q1, …, qn, ò. å. ω = (q1, …, qn).

Îïðåäåëåíèå ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâêè ôîðìóë À1, ..., Àn âìåñòî
ïåðåìåííûõ q1, ..., qn      â ôîðìóëó F:

1. Äëÿ âñÿêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé pi

 1

1

,...,

,...,( ) n

n

q q
A Aip = Àj, åñëè pi ñîâïàäàåò ñ qj äëÿ íåêîòîðîãî j (j = 1, …, n)

è 1

1

,...,

,...,( ) n

n

q q
A Aip = pi, åñëè pi íå âõîäèò â ñïèñîê ω.

2. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è Â, åñëè ðåçóëüòàòû ïîäñòà-

íîâîê 1

1

,...,

,...,( ) n

n

q q
A AA  è 1

1

,...,

,...,( ) n

n

q q
A AB îïðåäåëåíû, òî 1

1

,...,

,...,( ) n

n

q q
A AA B⊕ =

= 1 1

1 1

,..., ,...,

,..., ,...,( ) ( )n n

n n

q q q q
A A A AA B⊕ , ãäå ⊕ – ëþáàÿ èç ñâÿçîê &, ∨, ⊃;

1 1

1 1

,..., ,...,

,..., ,...,( ) ( )n n

n n

q q q q
A A A AA A¬ = ¬ .

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ,...,

,...,

1

1
( ) n

n

q q
A AF  çàâèñèò ëèøü îò

òîãî, êàêèå ôîðìóëû ïîäñòàâëÿþòñÿ âìåñòî ïåðåìåííûõ, âõîäÿ-
ùèõ â ôîðìóëó F, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ äàííîå îïðåäå-
ëåíèå.

Оператор
подстановки
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Èìåÿ òàêîå îïðåäåëåíèå, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ F, ω, G

ñëîâî
ω ( )S FG  – ðåçóëüòàò óêàçàííîé âûøå ïîäñòàíîâêè, ÿâëÿåòñÿ

ôîðìóëîé.

Ìîæíî ãîâîðèòü îá îïåðàòîðå ïîäñòàíîâêè 1

1

,...,
,...,

n

n

q q
A AS  êàê îá îòî-

áðàæåíèè ìíîæåñòâà âñåõ ôîðìóë ßËÂ â ñåáÿ, ïðè êîòîðîì êàæäîé

ôîðìóëå F ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôîðìóëà 1

1

,...,

,...,( ) n

n

q q
A AF . Â ýòîì ñëó÷àå

óäîáíî îáîçíà÷àòü ðåçóëüòàò óêàçàííîé ïîäñòàíîâêè ÷åðåç S(F).

!   ßçûêîì-îáúåêòîì íàçûâàþò ÿçûê, êîòîðûé ÿâ-

ëÿåòñÿ îáúåêòîì èçó÷åíèÿ. Ìåòàÿçûêîì íàçû-
âàþò ÿçûê, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðîèñõîäèò
èçó÷åíèå ÿçûêà-îáúåêòà è íà êîòîðîì ôîðìóëè-
ðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ îá ýòîì
ÿçûêå-îáúåêòå.

Â íàøåì ñëó÷àå ÿçûêîì-îáúåêòîì ñëóæèò ßËÂ, à ìåòàÿçûêîì –
ðóññêèé ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê, â êîòîðîì òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ñâîÿ
ñèìâîëèêà. Åñëè ñèìâîëû ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê &, ∨, ⊃, ¬
ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëàìè ÿçûêà-îáúåêòà, òî ñèìâîëû →, ↔ è ò. ï. ÿâ-
ëÿþòñÿ ñèìâîëàìè ìåòàÿçûêà èëè ìåòàñèìâîëàìè1). Áóêâû À, Â, Ñ,
D, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ êàê ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì ßËÂ, òàê-
æå ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëàìè ìåòàÿçûêà – ìåòàïåðåìåííûìè.

Òåïåðü íåêîòîðûì îáðàçîì óòî÷íèì èñïîëüçóå-
ìûå íàìè òåðìèíû: áóêâà, ñëîâî, àëôàâèò.

Ïîä áóêâîé áóäåì ïîíèìàòü ñèìâîë (çíàê), ðàññìàòðèâàÿ åãî
êàê íå ðàñ÷ëåíÿåìûé íà ÷àñòè. Ïîä ñëîâîì áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷-
íóþ öåïî÷êó íàïèñàííûõ ãîðèçîíòàëüíî â ðÿä áóêâ. Ïðî áóêâû, èç
êîòîðûõ ïîñòðîåíî ñëîâî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè âõîäÿò â ýòî
ñëîâî, ïðè÷åì îäíà è òà æå áóêâà ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî âõîæäå-
íèé â ñëîâî. Íàïðèìåð, áóêâà 1 èìååò ÷åòûðå âõîæäåíèÿ, à áóêâà 0 –
òðè âõîæäåíèÿ â ñëîâî 0110110.

Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå ïóñòîå ñëîâî – ñëîâî, íå ñîäåðæà-
ùåå íè îäíîé áóêâû, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Λ (ãðå÷.
áóêâà «ëàìáäà»).

Àëôàâèòîì áóäåì íàçûâàòü âñÿêîå íåïóñòîå ñëîâî, ñîñòàâëåí-
íîå èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ áóêâ.

Буквы, слова,
алфавиты

1) Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ïîÿâÿòñÿ äðóãèå ñèìâîëû, êîòîðûå òàêæå ÿâ-

ëÿþòñÿ ñèìâîëàìè ìåòàÿçûêà: B ,A  è ò. ï.

Метаязык
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Àëôàâèòîì ßËÂ ñëóæèò ñëåäóþùåå ñëîâî: &∨⊃¬)(ð.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî Õ – ñëîâî â àëôàâèòå À, åñëè êàæäàÿ

áóêâà ñëîâà Õ ÿâëÿåòñÿ áóêâîé àëôàâèòà À.
Íàïðèìåð, ñëîâî 346 ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì â àëôàâèòå öèôð

0123456789; ñëîâî 011*110 ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì â àëôàâèòå 01*; ïðîïî-
çèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå è ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû ÿâëÿ-
þòñÿ ñëîâàìè â àëôàâèòå ßËÂ.

×èñëî âõîæäåíèé áóêâ â ñëîâî Õ íàçûâàåòñÿ äëèíîé ýòîãî ñëî-
âà. Íàïðèìåð, äëèíà ñëîâà 011*110 ðàâíà ñåìè. Äëèíà ïóñòîãî ñëî-
âà ðàâíà íóëþ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî Õ ãðàôè÷åñêè ðàâíî ñëîâó Y, è
ïèñàòü ÕM Y, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
1) äëèíû ýòèõ ñëîâ ðàâíû;
2) åñëè Õ è Y – íåïóñòûå ñëîâà, ñëîâî Õ èìååò âèä à1à2 ... àn, à
ñëîâî Y – âèä b1b2 ... bn, ãäå ài è bi – áóêâû (i = 1, ..., n), òî à1

ñîâïàäàåò ñ b1; à2 ñîâïàäàåò ñ b2; ...; àn ñîâïàäàåò ñ bn.

Ëþáûì äâóì ñëîâàì Õ è Y ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëîâî ÕY
(îïåðàöèÿ ïðèñîåäèíåíèÿ èëè êîíêàòåíàöèè).

Î÷åâèäíî, ÷òî ÕM ΛÕ è ÕM ÕΛ äëÿ ëþáîãî ñëîâà Õ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî Õ âõîäèò (èìååò âõîæäåíèå) â ñëîâî
Y, åñëè ñóùåñòâóþò ñëîâà Z1 è Z2 òàêèå, ÷òî YM Z1ÕZ2. Òàêàÿ
ïàðà ñëîâ ìîæåò áûòü íå îäíà, ò. å. ñëîâî Õ ìîæåò èìåòü íå-
ñêîëüêî âõîæäåíèé â ñëîâî Y. Âõîæäåíèåì ñëîâà Õ â ñëîâî Y
íàçûâàþò âñÿêóþ òðîéêó ñëîâ (Z1, Õ, Z2) òàêóþ, ÷òî YM Z1ÕZ2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî Õ ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà Y, åñëè
ñëîâî Õ èìååò õîòÿ áû îäíî âõîæäåíèå â ñëîâî Y.

Ñëîâî Õ íàçûâàþò íà÷àëîì ñëîâà Y, åñëè ñóùåñòâóåò ñëîâî Z
òàêîå, ÷òî YM ÕZ. Çàìåòèì, ÷òî ïóñòîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì
ëþáîãî ñëîâà: ÕM ΛÕ, è ëþáîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ñàìîãî ñåáÿ.
Ñîáñòâåííûì íà÷àëîì ñëîâà Õ íàçûâàþò âñÿêîå åãî íà÷àëî, îòëè÷-
íîå îò Õ è îò ïóñòîãî ñëîâà.

Îòìåòèì, ÷òî:
1) åñëè ñëîâà Õ1 è Õ2 – ÿâëÿþòñÿ íà÷àëàìè ñëîâà Y, òî îäíî èç

íèõ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîãî;
2) åñëè Õ1YM Õ2Y èëè YÕ1M YÕ2, òî Õ1M Õ2.
Èòàê, ôîðìóëà – ýòî ñëîâî â íåêîòîðîì àëôàâèòå, ïîñòðîåííîå

ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì, ò. å. ãðàôè÷åñêèé îáúåêò. Òàêîãî ðîäà
îáúåêòû òðåáóþò íåêîòîðîãî îñìûñëåíèÿ, èíòåðïðåòàöèè1).

1) Èíòåðïðåòàöèÿ – òîëêîâàíèå, îáúÿñíåíèå (îò ëàò. interpretatio – «òîëêî-
âàíèå, îáúÿñíåíèå»).
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§  1 . 3 .  Ô î ð ì ó ë û§  1 . 3 .  Ô î ð ì ó ë û§  1 . 3 .  Ô î ð ì ó ë û§  1 . 3 .  Ô î ð ì ó ë û§  1 . 3 .  Ô î ð ì ó ë û
è  è ñ ò è í í î ñ ò í û å  ô ó í ê ö è èè  è ñ ò è í í î ñ ò í û å  ô ó í ê ö è èè  è ñ ò è í í î ñ ò í û å  ô ó í ê ö è èè  è ñ ò è í í î ñ ò í û å  ô ó í ê ö è èè  è ñ ò è í í î ñ ò í û å  ô ó í ê ö è è

Èñòèííîñòíûìè çíà÷åíèÿìè íàçûâàþò ñëîâà èñ-
òèíà è ëîæü. Äëÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþò áóêâû «È» è «Ë»
ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî áóêâ «È», «Ë» ÷àñòî èñïîëü-
çóþò öèôðû «1», «0» ñîîòâåòñòâåííî.

Èñòèííîñòíûì íàáîðîì íàçûâàþò âñÿêèé (óïîðÿäî÷åííûé) íà-
áîð èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé, ò. å. âñÿêèé íàáîð âèäà (α1, ..., αn),
ãäå n – íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à αi ∈ {È, Ë} äëÿ i = 1, …, n.

! n-ìåñòíîé èñòèííîñòíîé ôóíêöèåé 1)  íàçûâàþò âñÿêîå

îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà {È, Ë}n âî ìíîæåñòâî {È, Ë}, ò. å.
îòîáðàæåíèå òèïà {È, Ë}n → {È, Ë}.

Îñíîâíûå äâóìåñòíûå èñòèííîñòíûå ôóíêöèè – êîíúþíê-

öèÿ (
o

& ), äèçúþíêöèÿ (
o∨ ), èìïëèêàöèÿ ( o

⊃ ), è îäíîìåñòíàÿ èñ-

òèííîñòíàÿ ôóíêöèÿ – îòðèöàíèå ( o¬ ), çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè òàá-
ëèöàìè, íàçûâàåìûìè èñòèííîñòíûìè òàáëèöàìè äëÿ ýòèõ ôóíê-
öèé (α, β – ïåðåìåííûå ïî ìíîæåñòâó {È, Ë}):

α β α β α β α

È È È È È È È È È È Ë

È Ë Ë È Ë È È Ë Ë Ë È

Ë È Ë Ë È È Ë È È

Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë È

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îòëè÷èòü ñèìâîëû (ìåòàñèìâîëû),
îáîçíà÷àþùèå îñíîâíûå èñòèííîñòíûå ôóíêöèè, îò ñèìâîëîâ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ èì ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê, ïðè íàïèñàíèè
ïåðâûõ èñïîëüçóþò ñâåðõó ñèìâîë °. Çàìåòèì, ÷òî òàêîå ðàçëè÷èå â
îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî íå äåëàòü (èëè äåëàòü òîëüêî ïåðâîå âðåìÿ),
ðàññ÷èòûâàÿ íà òî, ÷òî ÷èòàòåëü èç êîíòåêñòà ïîéìåò, î ÷åì èäåò
ðå÷ü: î ñâÿçêàõ èëè îá èñòèííîñòíûõ ôóíêöèÿõ. P

α o∨  β α
o⊃ β o¬ α

1) Íàðÿäó ñ òåðìèíîì èñòèííîñòíàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ òåðìèí
áóëåâà ôóíêöèÿ (â òîì æå ñìûñëå).

βα
o

&
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S Èñòèííîñòíûå ôóíêöèè îáû÷íî çàäàþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðà-
çîì ñ ïîìîùüþ èñòèííîñòíûõ òàáëèö. Âñåâîçìîæíûå èñòèííîñò-
íûå íàáîðû äëèíû n (äëÿ n-ìåñòíîé ôóíêöèè) óïîðÿäî÷èâàþòñÿ â
ñëîâàðíîì ïîðÿäêå (ëåêñèêîãðàôè÷åñêè). Â ïðàâîì ñòîëáöå çàïèñû-
âàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

Èìåííî òàê áûëè çàäàíû èñòèííîñòíûå ôóíêöèè 
o

& ,
o∨ ,

o
⊃ , o¬ .

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Ñóùåñòâóåò âñåãî  22
n

 ðàçëè÷íûõ n-ìåñòíûõ
èñòèííîñòíûõ ôóíêöèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî ñóùåñòâó-
åò 2n ðàçëè÷íûõ èñòèííîñòíûõ íàáîðîâ äëèíû n è, âî-âòîðûõ,
÷òî êàæäàÿ èñòèííîñòíàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòîë-
áöîì çíà÷åíèé ñâîåé èñòèííîñòíîé òàáëèöû. Äëèíà êàæäîãî òà-
êîãî ñòîëáöà ðàâíà 2n, à çíà÷èò, âñåãî òàêèõ ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ

22
n

. Ñëåäîâàòåëüíî, è ðàçëè÷íûõ n-ìåñòíûõ èñòèííîñòíûõ ôóíê-

öèé âñåãî 22
n
. S

Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïå-
ðåìåííûå êàê ïåðåìåííûå ïî ìíîæåñòâó {È, Ë},
à ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè &, ∨, ⊃, ¬ êàê èñ-

òèííîñòíûå ôóíêöèè 
o

& , o∨ ,
o
⊃ , o¬  ñîîòâåòñòâåí-

íî. Åñëè â ôîðìóëó À âìåñòî âñåõ âõîäÿùèõ â íåå ïåðåìåííûõ ïîä-
ñòàâèòü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, à ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè çà-
ìåíèòü îáîçíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé, òî ïî èñòèí-
íîñòíûì òàáëèöàì ìîæíî âû÷èñëèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ôîð-
ìóëû À ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ. Äàëåå ìû óòî÷íèì ýòî
ïîíÿòèå.

Ñïèñêîì ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ (äëèíû n) áóäåì íàçû-
âàòü êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (íàáîð) ïåðåìåííûõ (

1i
p , ..., 

ni
p )

ñ èíäåêñàìè, óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ: i1 < i2 < ... < in.
Ñïèñîê ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ω áóäåì íàçûâàòü äî-
ïóñòèìûì ñïèñêîì ôîðìóëû À, åñëè îí ñîäåðæèò âñå ïåðåìåí-
íûå, âõîäÿùèå â ôîðìóëó À. Ñïèñîê ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ ω áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííûì ñïèñêîì ôîðìóëû À, åñëè
îí ñîäåðæèò òå è òîëüêî òå ïåðåìåííûå, êîòîðûå âõîäÿò â ôîð-
ìóëó À.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà èìååò åäèíñòâåííûé ñîáñòâåí-
íûé ñïèñîê è áåñêîíå÷íî ìíîãî äîïóñòèìûõ ñïèñêîâ. Âñÿêèé ñîá-
ñòâåííûé ñïèñîê ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ åå äîïóñòèìûì ñïèñêîì.

Истинностное
значение
формулы
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îáùèå äîïóñòèìûå è ñîáñòâåííûå
ñïèñêè ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî íåïóñòîãî ìíîæå-
ñòâà ôîðìóë Ã (ãðå÷. áóêâà «ãàììà»).

Ï ð è ì å ð û.
1. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ¬¬p3 & p8 ⊃ p6 ∨ ¬p2. Ñïèñîê ïåðåìåí-

íûõ ω0 = (p2, p3, p6, p8) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñïèñêîì ýòîé ôîðìó-
ëû, à ñïèñîê ω1 = (p1, p2, p3, p6, p8) – åå äîïóñòèìûì ñïèñêîì.

2. Äëÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã = {p2 ⊃ ¬p4, p1 ∨ ¬p2} ñïèñîê ïåðå-
ìåííûõ (p1, p2, p4) ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñîáñòâåííûì, à ñïèñîê (p1, p2,
p3, p4, p5) – îáùèì äîïóñòèìûì ñïèñêîì. P

Ïóñòü F – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà, ω = (
1i

p , ..., 
ni

p ) – ïðîèç-

âîëüíûé äîïóñòèìûé ñïèñîê ôîðìóëû F, α = (α1, ..., αn) – ïðîèç-
âîëüíûé èñòèííîñòíûé íàáîð äëÿ ω (ò. å. òîé æå äëèíû, ÷òî è ω).

Â ôîðìóëå F çàìåíèì êàæäóþ ïåðåìåííóþ 
ki

p  èç ñïèñêà ω, âõîäÿ-

ùóþ â ôîðìóëó F, íà ñîîòâåòñòâóþùåå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå αk,
à ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè – íà îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
(îäíîèìåííûõ) èñòèííîñòíûõ ôóíêöèé. Òîãäà èñòèííîñòíîå çíà-
÷åíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ èñ-
òèííîñòíûìè òàáëèöàìè, íàçûâàþò çíà÷åíèåì ôîðìóëû F íà íàáîðå

α îòíîñèòåëüíî ñïèñêà ω è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ω
α| |F .

Èíäóêòèâíûé õàðàêòåð îïðåäåëåíèÿ ôîðìóëû ßËÂ ïîçâîëÿåò
óòî÷íèòü ââåäåííîå ïîíÿòèå ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî èíäóêòèâíî-
ãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ ôîðìóëû F íà èñòèííîñòíîì íàáîðå α
îòíîñèòåëüíî åå äîïóñòèìîãî ñïèñêà ω:

1. Êàêîâû áû íè áûëè ïåðåìåííàÿ 
ki

p , ñîäåðæàùèé åå ñïè-

ñîê ω è íàáîð α äëÿ ω, åñëè ω = (
1i

p , ..., 
ni

p ) è α = (α1, …, αn),

òî 
ω
α| |

ki
p = αk (k = 1, ..., n).

2. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è Â, èõ äîïóñòèìûé ñïè-

ñîê ω è íàáîð α äëÿ ω, åñëè çíà÷åíèÿ ω
α| |A  è ω

α| |B  îïðåäåëåíû, òî

ω
α| & |A B  = ω

α| |A
o

&
ω
α| |B ,

ω
α| |A B∨  = ω

α| |A o∨
ω
α| |B ,
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ω
α| |A B⊃  = ω

α| |A
o
⊃ ω

α| |B ,

ω
α| |A¬  = o¬ ω

α| |A .

Çàìå÷àíèå 2. Â äàëüíåéøåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïðî-
ïîçèöèîíàëüíîé áèíàðíîé ñâÿçêè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ⊕.
Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ âìåñòî ïåðâûõ òðåõ ðàâåíñòâ ìîæ-
íî çàïèñàòü îäíî:

ω
α| |A B⊕  = 

ω
α| |A

o

⊕
ω
α| |B , ãäå ⊕ – ëþáàÿ èç ñâÿçîê &, ∨, ⊃. P

Ôóíêöèåé, ïîðîæäàåìîé ôîðìóëîé F îòíîñèòåëüíî åå äîïóñòè-
ìîãî ñïèñêà ω, áóäåì íàçûâàòü òàêóþ n-ìåñòíóþ èñòèííîñòíóþ

ôóíêöèþ (ãäå n – äëèíà ω), îáîçíà÷àåìóþ ñèìâîëîì ωfF , ÷òî

äëÿ ëþáîãî èñòèííîñòíîãî íàáîðà α äëÿ ω âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî 
ωfF (α) = 

ω
α| |F .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äîïóñòèìûé ñïèñîê ω ôîðìóëû F íå ÿâëÿåò-

ñÿ ñîáñòâåííûì, òî ôóíêöèÿ ωfF  èìååò ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå,

ò. å. ïåðåìåííûå, îò çíà÷åíèé êîòîðûõ íå çàâèñèò çíà÷åíèå ôóíê-
öèè.
S Åñëè ω – ñîáñòâåííûé ñïèñîê ôîðìóëû F, òî âåðõíèé èíäåêñ ω

ìîæíî íå óêàçûâàòü, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå fF âìåñòî ωfF  è | F |α

âìåñòî ω
α| |F , è íàçûâàòü ôóíêöèþ fF ïðîñòî ôóíêöèåé, ïîðîæäàå-

ìîé ôîðìóëîé F, à çíà÷åíèå | F |α – ïðîñòî çíà÷åíèåì ôîðìóëû F íà
íàáîðå α.

Êðîìå òîãî, åñëè ω è α ôèêñèðîâàíû (èçâåñòíû), òî âìåñòî
ω
α| |F  áóäåì ïèñàòü ïðîñòî | F |, åñëè ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìå-

íèé.

Çàìå÷àíèå 3. Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû F ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè äîïóñòèìûé ñïèñîê ôîðìóëû F

ωR = (
1i

p , ..., 
ni

p ) è èñòèííîñòíûé íàáîð αR = (α1, …, αn), âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî ω
α'| |F  = | F |α, ãäå α – íàáîð äëÿ ñîáñòâåííîãî ñïèñ-

êà ôîðìóëû F, ïðèïèñûâàþùèé âñåì ïåðåìåííûì ôîðìóëû F òå
æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è αR. P
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Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñëåäóþùèì ïðèìåðîì:

|¬p2 & p1 ⊃ p4|
1 2 3 4, , ,

È, Ë,Ë,È
p p p p = |¬p2 & p1 ⊃ p4|

1 2 4, ,,
È,Ë,È
p p p = ( o¬ Ë

o

& È)
o
⊃ È = È.

S Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôîðìóëû 1

1

,...,

,...,( ) n

n

p p
A AF  – ðå-

çóëüòàòà ïîäñòàíîâêè ôîðìóë À1, ..., Àn âìåñòî ïåðåìåííûõ p1, …, pn

â ôîðìóëó F – íà èñòèííîñòíîì íàáîðå α, íóæíî âû÷èñëèòü íà
ýòîì íàáîðå çíà÷åíèÿ ôîðìóë À1, ..., Àn , à çàòåì âû÷èñëèòü çíà÷å-
íèå ôîðìóëû F íà ïîëó÷åííîì íàáîðå β = (| À1|α, …, | Àn|α). Ñêàçàí-
íîå íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùàÿ çàïèñü, èñïîëüçóþùàÿ íå-
ôîðìàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

|F(À1, …, Àn)|α = F(| À1|α, …, | Àn|α).

Óòî÷íÿÿ ñêàçàííîå, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ (î âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ðåçóëüòàòà ïîäñòà-
íîâêè). Ïóñòü F – ôîðìóëà ßËÂ, (p1, …, pn) – åå äîïóñòèìûé ñïè-
ñîê, À1, …, Àn – íàáîð ôîðìóë, ω = (q1, …, qm) – èõ îáùèé äîïóñ-

òèìûé ñïèñîê, à 1

1

,...,

,...,( ) n

n

p p
A AF  – ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ôîðìóë À1, ..., Àn

âìåñòî ïåðåìåííûõ p1, …, pn  â ôîðìóëó F. Òîãäà äëÿ ëþáîãî èñ-

òèííîñòíîãî íàáîðà α = (α1, …, αm) çíà÷åíèå ôîðìóëû 1

1

,...,

,...,( ) n

n

p p
A AF  íà

íàáîðå α ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôîðìóëû F íà èñòèííîñòíîì íà-
áîðå β = (β1, …, βn), ãäå βi = | Ài |α äëÿ êàæäîãî i (i = 1, …, n), ò. å.

1

1

1

1

, ...,

, ...,

,...,
,...,( )| | | |n

n

n

n

p p
A A

p pF Fω
α β β= .

★    Ïðèâåäåì äðóãîé âàðèàíò óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ çíà÷åíèÿ ôîðìóëû.
Îöåíêîé áóäåì íàçûâàòü âñÿêîå îòîáðàæåíèå v ìíîæåñòâà âñåõ

ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ Vr âî ìíîæåñòâî {È, Ë}, ò. å.
v : Vr → {È, Ë}.

Çíà÷åíèå ôîðìóëû F ïðè îöåíêå v, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç v(F), îïðåäåëèì èíäóêòèâíî:

1. Äëÿ âñÿêîé ïåðåìåííîé pn åå çíà÷åíèå v(pn) çàäàíî îöåíêîé.
2. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è Â, åñëè çíà÷åíèÿ v(A) è

v(Â) îïðåäåëåíû, òî

à) v(A ⊕ Â) = v(A)
o

⊕ v(Â), ãäå ⊕ – ëþáàÿ èç ñâÿçîê &, ∨, ⊃;

á) v(¬A)  = 
o¬ v(A).
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Ïîíÿòèÿ çíà÷åíèÿ ôîðìóëû F ïðè îöåíêå v è çíà÷åíèÿ ôîðìóëû F
íà íàáîðå α îòíîñèòåëüíî åå äîïóñòèìîãî ñïèñêà ω òåñíî ñâÿçàíû
äðóã ñ äðóãîì. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå v(F) ôîðìóëû F ïðè
îöåíêå v ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè åå ïåðåìåííûõ ïðè

ýòîé îöåíêå è ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ω
α| |F  ôîðìóëû F íà íàáîðå

α = (v(
1i

p ), ..., v(
ni

p )), ãäå ω = (
1i

p ,..., 
ni

p ) – ñîáñòâåííûé ñïè-

ñîê F. Ïîýòîìó, âìåñòî òîãî ÷òîáû ãîâîðèòü î çíà÷åíèè ôîðìóëû
F ïðè îöåíêå v, ìîæíî ãîâîðèòü î çíà÷åíèè ôîðìóëû F íà íàáîðå

α = (v(
1i

p ), ..., v(
ni

p )) îòíîñèòåëüíî åå ñîáñòâåííîãî ñïèñêà ω.

Òî÷íåå, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå1) .

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Êàêîâû áû íè áûëè îöåíêà v è ôîðìóëà F,

åñëè ω = (
1i

p , ..., 
ni

p ) – ñîáñòâåííûé ñïèñîê F, òî:

1) v(F) = ω
α| |F , ãäå α = (v(

1i
p ), ..., v(

ni
p ));

2) äëÿ âñÿêîé îöåíêè v1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ v 1( 1i
p ) =

= v(
1i

p ), ..., v 1( ni
p ) = v(

ni
p ), ñïðàâåäëèâî v1(F) = v(F).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà èí-
äóêöèè äëÿ ôîðìóë ßËÂ ÿâëÿåòñÿ íåñëîæíûì óïðàæíåíèåì.

Èíîãäà áûâàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ïîíÿòèå îöåíêè ôîð-
ìóëû F, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì âñÿêîå îòîáðàæåíèå vF ìíîæåñòâà âñåõ
ïåðåìåííûõ VrF ôîðìóëû F âî ìíîæåñòâî {È, Ë}, ò. å.

vF : VrF → {È, Ë}. ✰

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà À ïîðîæäàåò èñ-
òèííîñòíóþ ôóíêöèþ fÀ è, êðîìå òîãî, áåñêî-

íå÷íî ìíîãî ôóíêöèé ωfA  äëÿ êàæäîãî äîïóñòè-

ìîãî ñïèñêà ω ôîðìóëû À.

Связь между
формулами ЯЛВ
и истинностными
функциями

1) Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî îäíèì èç äâóõ ïîíÿòèé:
çíà÷åíèå ôîðìóëû ïðè îöåíêå è çíà÷åíèå ôîðìóëû íà íàáîðå. Îäíàêî ïîëåçíî îçíàêî-
ìèòüñÿ ñ îáîèìè. Ïåðâîå ïðîùå ââîäèòñÿ, îäíàêî èñïîëüçóåò áåñêîíå÷íûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ è èñòèííîñòíûõ íàáîðîâ. Âòîðîå òðåáóåò ââåäåíèÿ öå-
ëîãî ðÿäà ñîïóòñòâóþùèõ ïîíÿòèé, íî èñïîëüçóåò ëèøü êîíå÷íûå ñïèñêè ïåðå-
ìåííûõ è çíà÷åíèé. Ôàêòè÷åñêè èìåííî îíî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå.
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Âîçíèêàåò âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ èñòèííîñòíàÿ ôóíê-
öèÿ ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ôîðìóëîé ßËÂ? Íà ýòîò âîïðîñ äàåò
îòâåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêàÿ èñòèííîñòíàÿ ôóíêöèÿ ïîðîæäàåòñÿ íåêî-

òîðîé ôîðìóëîé ßËÂ.
Èñïîëüçóÿ ñèìâîëû ìåòàÿçûêà, ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïè-

ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: (f) (EF) (f = fF).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èíäóêöèåé ïî íàòóðàëüíîìó n äîêà-

æåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: âñÿêàÿ n-ìåñòíàÿ èñòèííîñòíàÿ ôóí-
êöèÿ f ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ôîðìóëîé F ßËÂ ñ ñîáñòâåííûì
ñïèñêîì ω = (p1, …, pn) (èëè, êàê ãîâîðÿò, ôîðìóëîé â n ïåðåìåííûõ
p1, …, pn).

Áàçèñ èíäóêöèè. Äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ îäíîìåñòíàÿ èñòèííîñò-
íàÿ ôóíêöèÿ ïîðîæäàåòñÿ ôîðìóëîé â ïåðåìåííîé p1, óêàçàâ äëÿ
êàæäîé òàêîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó. Çàäàäèì âñå
îäíîìåñòíûå ôóíêöèè (òàêîâûõ ñóùåñòâóåò ÷åòûðå) ñ ïîìîùüþ
èñòèííîñòíûõ òàáëèö.

α1 f1(α1) f2(α1) f3(α1) f4(α1)

È È  È Ë Ë

Ë È  Ë È Ë

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè ïîðîæäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

F1M p1 ∨ ¬p1;  F2M p1;  F3M ¬p1;  F4M ¬(p1 ∨ ¬p1).

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü êàæäàÿ n-ìåñòíàÿ èñòèííîñòíàÿ ôóíêöèÿ
ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ôîðìóëîé â ïåðåìåííûõ p1, …, pn.

Ïóñòü f – ïðîèçâîëüíàÿ (n + 1)-ìåñòíàÿ èñòèííîñòíàÿ ôóíê-
öèÿ: {È, Ë}n + 1 → {È, Ë}. Äîêàæåì, ÷òî îíà ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé
ôîðìóëîé â ïåðåìåííûõ p1, …, pn + 1.

Ââåäåì äâå n-ìåñòíûå èñòèííîñòíûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî èñòèííîñòíîãî íàáîðà (α1, ..., αn):

g(α1, ..., αn) = f (α1, ..., αn, È);

h(α1, ..., αn) = f (α1, ..., αn, Ë).

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ôóíêöèè g è h ïîðîæäà-
þòñÿ íåêîòîðûìè ôîðìóëàìè â n ïåðåìåííûõ. Ïóñòü G è H – ôîð-
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ìóëû â ïåðåìåííûõ p1, …, pn, ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè g è h ñîîòâåò-
ñòâåííî: g = fG è h = fH.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé F
â ïåðåìåííûõ p1, …, pn +1:

F q (G & pn + 1) ∨ (H & ¬pn + 1).

Äåéñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè óáå-
äèìñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî èñòèííîñòíîãî íàáîðà α âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî f(α) = | F |α.

Ïóñòü α = (α1, ..., αn, α n + 1) – ïðîèçâîëüíûé èñòèííîñòíûé íàáîð.

Åñëè αn + 1 = È, òî 
1 ,α , ..., α| |F

n è = ( 1α ,..., α| |G
n

o

& È) o∨ (
1α , ..., α| |H

n

o

& Ë) =

= g(α1, ..., αn) = f(α1, ..., αn, È).

Åñëè αn + 1 = Ë, òî 
1 ,Лα , ..., α| |F

n
= (

1α , ..., α| |G
n

o

& Ë) o∨ (
1α , ..., α| |H

n

o

& È) =

= h(α1, ..., αn) = f(α1, ..., αn, Ë). S

Àíàëèçèðóÿ ýòî äîêàçàòåëüñòâî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ôàê-
òè÷åñêè äîêàçàíî ñëåäóþùåå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

!  ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âñÿêàÿ èñòèííîñòíàÿ ôóíêöèÿ ïîðîæäàåòñÿ íå-

êîòîðîé ôîðìóëîé ßËÂ, ñîäåðæàùåé òîëüêî ñâÿçêè &, ∨, ¬ (íå
ñîäåðæàùåé ñâÿçêó ⊃).

Ñèñòåìó èñòèííîñòíûõ ôóíêöèé íàçûâàþò ïîëíîé, åñëè âñÿêàÿ
èñòèííîñòíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ñóïåðïîçè-
öèÿ ôóíêöèé èç ýòîé ñèñòåìû.

Èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìû èñ-

òèííîñòíûõ ôóíêöèé {
o

& ,
o∨ ,

o
⊃ , o¬ } è {

o

& , o∨ , o¬ } – ïîëíûå.
Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìû èñòèííîñòíûõ ôóíêöèé

{
o

& , o¬ }, { o∨ , o¬ }, {
o
⊃ , o¬ } ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè, à ñèñòåìû {

o

& ,
o∨ ,

o
⊃ } è

{ o¬ } íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.

§  1 . 4 .  Ò à â ò î ë î ã è è§  1 . 4 .  Ò à â ò î ë î ã è è§  1 . 4 .  Ò à â ò î ë î ã è è§  1 . 4 .  Ò à â ò î ë î ã è è§  1 . 4 .  Ò à â ò î ë î ã è è

Ñðåäè âñåõ ôîðìóë ßËÂ îñîáóþ ðîëü èãðàþò ôîð-
ìóëû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå È ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â
íèõ ïåðåìåííûõ.
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Ôîðìóëó À íàçûâàþò òàâòîëîãèåé1)  (èëè òîæäåñòâåííî èñòèí-
íîé ôîðìóëîé) è ïèøóò B À, åñëè À ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È íà
ëþáîì èñòèííîñòíîì íàáîðå α (îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî
ñïèñêà), ò. å.

 B  À def←⎯⎯→  (α)( α| |A = È).

Íàïðèìåð, êàêîâà áû íè áûëà ôîðìóëà À, ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãè-
ÿìè ôîðìóëû À ∨ ¬À è ¬¬À ⊃ À, ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ñîñòàâèâ
èñòèííîñòíûå òàáëèöû äëÿ ýòèõ ôîðìóë. Ôîðìóëó p ∨ ¬p , íàçûâà-
þò çàêîíîì èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî (ëàò. tertium non datur), à ôîðìó-
ëó ¬¬p ⊃ p – çàêîíîì ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ. Ýòè äâà çàêîíà
èãðàþò îñîáóþ ðîëü â îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè, î ÷åì ïîäðîáíî áó-
äåò ãîâîðèòüñÿ â ãë. 6.
S  Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà À ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ fA, ïîðîæäàåìàÿ ôîðìóëîé À, ÿâëÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííî èñòèííîé.
S  Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ôîðìóëû ïðè çàäàííîé îöåíêå çàâèñèò
òîëüêî îò çíà÷åíèé åå ïåðåìåííûõ, ôîðìóëà À ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãè-
åé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È ïðè ëþ-
áîé îöåíêå, ò. å.

B À ↔ (v)(v(A) = È).

Òàâòîëîãèè èãðàþò îñîáóþ ðîëü â ëîãèêå, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé
òàêèå ñõåìû, ÷òî ëþáûå âûñêàçûâàíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ýòèì ñõå-
ìàì, ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè. Ïîýòîìó òàâòîëîãèè ÷àñòî íàçûâàþò
çàêîíàìè ëîãèêè.

Î÷åíü âàæíî óìåòü ðàñïîçíàâàòü òàâòîëîãèè. Ñóùåñòâóåò àëãî-
ðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå ßËÂ âûÿñíèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè îíà òàâòîëîãèåé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé ôîðìóëû
ìîæíî ïîñòðîèòü èñòèííîñòíóþ òàáëèöó ôóíêöèè, ïîðîæäàåìîé
ýòîé ôîðìóëîé (åå íàçûâàþò òàêæå èñòèííîñòíîé òàáëèöåé ýòîé
ôîðìóëû). Åñëè åå ïðàâûé ñòîëáåö – ñòîëáåö çíà÷åíèé – ñîäåð-
æèò òîëüêî áóêâû È, òî ýòà ôîðìóëà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ òàâòîëî-
ãèåé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. êîãäà ñòîëáåö çíà÷åíèé ñîäåðæèò
ïî êðàéíåé ìåðå îäíó áóêâó Ë, ôîðìóëà òàâòîëîãèåé íå ÿâëÿåòñÿ.

Îäíàêî ñîñòàâëåíèå èñòèííîñòíûõ òàáëèö – âåñüìà óòîìè-
òåëüíîå è íåèíòåðåñíîå çàíÿòèå. Ïîýòîìó ïîëåçíî îâëàäåòü äðó-

1) Òàâòîëîãèÿ – îò ãðå÷. ταυτολογεω – «ïîâòîðÿþ ñêàçàííîå»; ταυτο – «òî
æå ñàìîå»; λογοζ – «ñëîâî».
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ãèì ñïîñîáîì ðàñïîçíàâàíèÿ òàâòîëîãèé, êîòîðûé îïèðàåòñÿ íà
ñâîéñòâà îñíîâíûõ èñòèííîñòíûõ ôóíêöèé è ïîçâîëÿåò îáîéòèñü
áåç ïîñòðîåíèÿ èñòèííîñòíûõ òàáëèö. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-
èñêå èñòèííîñòíîãî íàáîðà, íà êîòîðîì äàííàÿ ôîðìóëà ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå Ë, ïóòåì ïîïûòêè ïðèâåñòè ê íåëåïîñòè ïðåäïîëî-
æåíèå î åãî ñóùåñòâîâàíèè.

Ïåðå÷èñëèì óòâåðæäåíèÿ, ïîëåçíûå ïðè èññëåäîâàíèè ôîð-
ìóë íà òîæäåñòâåííóþ èñòèííîñòü.
S Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è Â, äîïóñòèìûé îáùèé ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ ýòèõ ôîðìóë ω è èñòèííîñòíûé íàáîð α äëÿ ýòîãî

ñïèñêà, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (ãäå âìåñòî ω
α| |F

ïèøåì ïðîñòî | F |):
| À & B | = È ↔ | À | = È è | B | = È;
| À & B | = Ë ↔ | À | = Ë èëè | B | = Ë;
| À ∨ B | = È ↔ | À | = È èëè | B | = È;
| À ∨ B | = Ë ↔ | À | = Ë è | B | = Ë;
| À ⊃ B | = È ↔ | À | = Ë èëè | B | = È;
| À ⊃ B | = Ë ↔ | À | = È è | B | = Ë;
|¬À | = È ↔ | À | = Ë;  |¬À | = Ë ↔ | À | = È.

Ï ð è ì å ð û. Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà èññëåäîâàíèÿ ôîðìóë
íà òîæäåñòâåííóþ èñòèííîñòü.

1. Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè òàâòîëîãèåé ôîðìóëà

                                      p ⊃ (q ⊃ p). (1)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð α = (α1, α2). Äîïóñòèì, ÷òî
ôîðìóëà (1) ïðèíèìàåò íà α çíà÷åíèå Ë: |p ⊃ (q ⊃ p)|α = Ë. Òîãäà
|p|α = È, à |q ⊃ p|α = Ë. Èç âòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî |q|α = È, à |p|α = Ë, à
çíà÷èò, |p|α ≠ È. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå: |p|α = È è |p|α ≠ È. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íàøå äîïóùåíèå íåâåðíî, è ôîðìóëà (1) ïðèíèìàåò íà
íàáîðå α çíà÷åíèå È. Ïîñêîëüêó íàáîð α áûë âçÿò ïðîèçâîëüíî,
ïîëó÷àåì, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà – òàâòîëîãèÿ: B p ⊃(q ⊃ p).

2. Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè òàâòîëîãèåé ôîðìóëà

                                       (p ⊃ q) ⊃ p. (2)

Äîïóñòèì, ÷òî α = (α1, α2) – íàáîð, íà êîòîðîì ôîðìóëà (2)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë: |(p ⊃ q) ⊃ p|α = Ë. Òîãäà |p ⊃ q|α = È, à |p|α = Ë.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |p|α = Ë, à |q|α ìîæåò áûòü ëþáûì. Òàêèì îáðàçîì,
íàáîðîì, íà êîòîðîì äàííàÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë, ìî-
æåò áûòü íàáîð (Ë, È) èëè íàáîð (Ë, Ë). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-



33

âåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôîðìóëà (2) íà êàêîì-ëèáî èç ýòèõ
íàáîðîâ (äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà îäíîì, íàïðèìåð, íà íàáîðå (Ë,
È)) äåéñòâèòåëüíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë. Èòàê, ïðåäúÿâëåí íà-
áîð, íà êîòîðîì ôîðìóëà (2) ëîæíà, à çíà÷èò, äîêàçàíî, ÷òî îíà íå
òàâòîëîãèÿ. Çàïèøåì ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H (p ⊃ q) ⊃ p. P

S Ïðèâåäåì ñïèñîê íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ òàâòîëîãèé ñ íàçâàíè-
ÿìè (À, Â, Ñ – ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ßËÂ):

1) À ∨ ¬À – çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî;
2) (À ⊃ Ñ) ⊃ ((Â ⊃ Ñ) ⊃ (À ∨ B  ⊃ Ñ)) – çàêîí äîêàçàòåëüñòâà

ðàçáîðîì ñëó÷àåâ;
3) (À ⊃ (B ⊃ Ñ)) ⊃ (À & B ⊃ Ñ) – çàêîí ñîåäèíåíèÿ ïîñûëîê;
4) (A & B ⊃ Ñ) ⊃ (A ⊃ (B ⊃ Ñ)) – çàêîí ðàçúåäèíåíèÿ ïîñûëîê;
5) (A ⊃ (B ⊃ Ñ)) ⊃ (Â ⊃ (À ⊃ Ñ)) – çàêîí ïåðåñòàíîâêè ïîñûëîê;
6) (¬A ⊃ Â) ⊃ ((¬A ⊃ ¬Â) ⊃ A) – çàêîí äîêàçàòåëüñòâà îò ïðî-

òèâíîãî;
7) (A ⊃ Â) ⊃ ((A ⊃ ¬Â) ⊃ ¬A) – çàêîí ïðèâåäåíèÿ ê íåëåïîñòè;
8) ¬A ⊃ (A ⊃ Â) – çàêîí Äóíñà Ñêîòà1);
9) (A ⊃ Â) ⊃ ((Â ⊃ Ñ) ⊃ (A ⊃ Ñ)) – çàêîí ñèëëîãèçìà;
10) ¬(A & ¬À) – çàêîí íåïðîòèâîðå÷èÿ;
11) ¬¬À ⊃ À – çàêîí ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ.

×èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè ôîð-
ìóëû – òàâòîëîãèè, à òàêæå ïðîäóìàòü ñîäåðæàòåëüíîå òîëêîâàíèå
ýòèõ òàâòîëîãèé, ñâÿçàâ åãî, ãäå ýòî âîçìîæíî, ñ íàçâàíèÿìè.

§  1 . 5 .  Ð à â í î ñ è ë ü í û å  ô î ð ì ó ë û§  1 . 5 .  Ð à â í î ñ è ë ü í û å  ô î ð ì ó ë û§  1 . 5 .  Ð à â í î ñ è ë ü í û å  ô î ð ì ó ë û§  1 . 5 .  Ð à â í î ñ è ë ü í û å  ô î ð ì ó ë û§  1 . 5 .  Ð à â í î ñ è ë ü í û å  ô î ð ì ó ë û

Ôîðìóëû À è Â íàçûâàþò ðàâíîñèëüíûìè ôîðìóëàìè è ïèøóò
À ≡ Â, åñëè îíè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà ëþáîì
èñòèííîñòíîì íàáîðå α îòíîñèòåëüíî ω – îáùåãî ñîáñòâåííîãî
ñïèñêà ïåðåìåííûõ ôîðìóë À è Â:

À ≡ Â def←⎯⎯→  (α)( ω
α| |A = ω

α| |B ).

Èíäóêöèåé ïî äëèíå îáùåãî ñîáñòâåííîãî ñïèñêà ôîðìóë À è
Â  ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëû À è Â  ðàâíîñèëüíû òîãäà è òîëüêî

1) Äóíñ Ñêîò (îê. 1266–1308) – ôðàíöèñêàíñêèé ìîíàõ, ôèëîñîô, ëîãèê.
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òîãäà, êîãäà îíè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ïðè ëþáîé îöåí-
êå v, ò. å.

À ≡ Â ↔ (v)(v(A) = v(Â)).

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû À è Â ðàâíîñèëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ω
Af = ωfB , ãäå ω – îáùèé ñîáñòâåííûé ñïèñîê ôîðìóë À è Â.

Çäåñü ðàâåíñòâî ω
Af = ωfB  íåëüçÿ çàìåíèòü ðàâåíñòâîì fA = fB. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóþò ôîðìóëû À è Â  òàêèå, ÷òî fA = fB, îäíàêî

À ≡/  Â. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ôîðìóë p1 ⊃ p2 è p3 ⊃ p4 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî fA = fB (èñòèííîñòíûå òàáëèöû äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ñîâïà-

äàþò ñ òàáëèöåé äëÿ èìïëèêàöèè 
o
⊃ ), îäíàêî ω

Af ≠ ωfB , à çíà÷èò, è

À ≡/  Â. P

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè ≡ íà ìíîæå-
ñòâå Fr âñåõ ôîðìóë ßËÂ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè
(ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî), ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ
ôîðìóë À, Â, Ñ:

1) À ≡ À;
2) åñëè À ≡ Â, òî Â  ≡ À;
3) åñëè À ≡ Â è Â  ≡ Ñ, òî À ≡ Ñ.

Ñðåäè óòâåðæäåíèé âèäà À ≡ Â  âûäåëÿþò íåêî-
òîðûé íàáîð íàèáîëåå âàæíûõ óòâåðæäåíèé,
íàçûâàåìûõ îñíîâíûìè ðàâíîñèëüíîñòÿìè.

S Ïðèâåäåì ñïèñîê îñíîâíûõ ðàâíîñèëüíîñòåé ëîãèêè âûñêàçû-
âàíèé (À, Â, Ñ – ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ßËÂ):

1) A & B ≡ B & A – êîììóòàòèâíîñòü êîíúþíêöèè;
2) A ∨ B ≡ B ∨ A – êîììóòàòèâíîñòü äèçúþíêöèè;
3) A & (B & C) ≡ (A & B) & C – àññîöèàòèâíîñòü êîíúþíêöèè;
4) A ∨ (B ∨ C) ≡ (A ∨ B) ∨ C – àññîöèàòèâíîñòü äèçúþíêöèè;
5) A & (B ∨ C) ≡ (A & B) ∨ (A & C) – äèñòðèáóòèâíîñòü &

îòíîñèòåëüíî ∨;
6) A ∨ (B & C) ≡ (A ∨ B) & (A ∨ C) – äèñòðèáóòèâíîñòü ∨

îòíîñèòåëüíî &;
7) A & (A ∨ B) ≡ A – çàêîí ïîãëîùåíèÿ;
8) A ∨ (A & B) ≡ A – çàêîí ïîãëîùåíèÿ;
9) ¬(A & B) ≡ ¬A ∨ ¬B – çàêîí äå Ìîðãàíà1);

1) Äå Ìîðãàí (1806–1873) – øîòëàíäñêèé ìàòåìàòèê, ëîãèê.

Основные
равносильности
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10) ¬(A ∨ B) ≡ ¬A & ¬B – çàêîí äå Ìîðãàíà;
11) A & A ≡ A – èäåìïîòåíòíîñòü &;
12) A ∨ A ≡ A – èäåìïîòåíòíîñòü ∨;
13) A ⊃ B ≡ ¬Â ⊃ ¬À – çàêîí êîíòðàïîçèöèè;
14) A ⊃ B ≡ ¬À ∨ Â – âûðàæåíèå ⊃ ÷åðåç ∨ è ¬;
15) ¬¬À ≡ À – çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ;
16) A ⊃ (B ⊃ Ñ) ≡ A & B ⊃ Ñ – ñîåäèíåíèå (ðàçúåäèíåíèå)

ïîñûëîê.
Êàê è â ñëó÷àå âàæíûõ òàâòîëîãèé, ÷èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ ñà-

ìîñòîÿòåëüíî ïðîäóìàòü ñîäåðæàòåëüíîå òîëêîâàíèå ýòèõ ðàâíî-
ñèëüíîñòåé.

Îñíîâíûå ðàâíîñèëüíîñòè ìîæíî äîêàçûâàòü íåïîñðåäñòâåí-
íî, îïèðàÿñü íà îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíîñòè ôîðìóë.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ðàâíîñèëüíîñòü A ⊃ B ≡ ¬À ∨ Â. Çàôèêñè-
ðóåì ïðîèçâîëüíûé èñòèííîñòíûé íàáîð α äëÿ îáùåãî ñîáñòâåí-
íîãî ñïèñêà ôîðìóë À è Â. Äîêàæåì, ÷òî íà ýòîì íàáîðå ôîðìóëà
A ⊃ B ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ôîðìóëà ¬À ∨ Â ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë. Äåéñòâèòåëüíî,

|A ⊃ B |α = Ë ↔ |À |α= È, |Â |α = Ë ↔ |¬À |α = Ë, |Â |α = Ë ↔ |¬À ∨ Â |α = Ë.

Ïîëåçíûìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíîñòè ñ êîí-
ñòàíòàìè (À – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ßËÂ; 0 – ïðîèçâîëüíàÿ òîæ-
äåñòâåííî ëîæíàÿ ôîðìóëà, 1 – ïðîèçâîëüíàÿ òàâòîëîãèÿ), ñðàçó
âûòåêàþùèå èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé:

1) À & 0 ≡ 0; 5) À ⊃ 0 ≡ ¬À;
2) À ∨ 0 ≡ À; 6) 0 ⊃ À ≡ 1;
3) À & 1 ≡ À; 7) À ⊃ 1 ≡ 1;
4) À ∨ 1 ≡ 1; 8) 1 ⊃ À ≡ À.
Ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè òàâòîëîãèÿ è ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû

âûðàæàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè, âåñüìà ïðîñòîå äîêàçàòåëü-
ñòâî êîòîðîãî îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

!   ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ.

1. Ôîðìóëû À è Â ðàâíîñèëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè ôîðìóëû À ⊃ Â è Â ⊃ À.

2. Ôîðìóëû À è Â ðàâíîñèëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé ôîðìóëà À ~ Â.

Çàïèøåì ýòî ñèìâîëè÷åñêè:
1. À ≡ Â ↔ B À ⊃ Â è B  Â ⊃ À.

2. À ≡ Â ↔ B À ~ Â.
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Ñîãëàñíî ýòîìó óòâåðæäåíèþ, äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿ-
þòñÿ ëè ðàâíîñèëüíûìè ôîðìóëû À è Â, äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü,
ÿâëÿþòñÿ ëè òàâòîëîãèÿìè ôîðìóëû À ⊃ Â è Â ⊃ À.

ßâëÿåòñÿ ïîëåçíîé ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ (î ðàâíîñèëüíîé çàìåíå). Ïóñòü F, À, À1 – ôîðìóëû
ßËÂ, ïðè÷åì ôîðìóëû À è À1 ðàâíîñèëüíû, à ôîðìóëà À ÿâëÿåòñÿ
ïîäôîðìóëîé F. Åñëè â ôîðìóëå F êàêîå-ëèáî âõîæäåíèå â íåå ïîä-
ôîðìóëû À çàìåíèòü âõîæäåíèåì ôîðìóëû À1, òî ïîëó÷èì ôîðìó-
ëó, ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé ôîðìóëå F.

Èçëîæèì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà.
Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå áîëåå òî÷-

íî: åñëè F, À, À1 – ôîðìóëû ßËÂ, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ Õ è
Y  â àëôàâèòå ßËÂ FM XAY (ò. å. À – ïîäôîðìóëà ôîðìóëû F), òî:

1) ñëîâî XÀ1Y òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ßËÂ;
2) åñëè À ≡ À1, òî XAY ≡ XÀ1Y.
Äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå íåñëîæíî ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà èí-

äóêöèè äëÿ ôîðìóë ßËÂ è ñëåäóþùåé ëåììû.

ËÅÌÌÀ. Åñëè À ≡ À1, à B – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà, òî:
1) À & B ≡ À1 & Â;
2) À ∨ B ≡ À1 ∨ Â;
3) À ⊃ B ≡ À1 ⊃ Â;
4) B ⊃ A ≡ B ⊃ A1;
5) ¬À ≡ ¬À1.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû è ñàìîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ õîòÿ è òðóäî-

åìêèì, íî íåñëîæíûì è îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíå-
íèÿ.

Èíîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè ôîðìóëó ñïåöèàëüíîãî âèäà (èëè áî-
ëåå ïðîñòóþ ôîðìóëó), ðàâíîñèëüíóþ äàííîé. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé
çàäà÷è óäîáíî âûñòðîèòü öåïî÷êó èç ðàâíîñèëüíûõ äðóã äðóãó ôîð-
ìóë, â êîòîðîé êàæäûé ïåðåõîä ê ïîñëåäóþùåé ôîðìóëå îáîñíî-
âûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîé èç îñíîâíûõ ðàâíîñèëüíîñòåé è òåîðå-
ìû î ðàâíîñèëüíîé çàìåíå. Ïîñòðîåíèå òàêîé öåïî÷êè ðàâíîñèëü-
íûõ ôîðìóë íàçûâàþò ðàâíîñèëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ôîðìóë.
S Òåõíèêà ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îñíîâàíà íà:

1) îñíîâíûõ ðàâíîñèëüíîñòÿõ è
2) òåîðåìå î ðàâíîñèëüíîé çàìåíå.
Ïóñòü À – ôîðìóëà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíîé, è

ω = (p1, ..., pn) – åå ñîáñòâåííûé ñïèñîê. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:
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α , α ,

, α .
i i

i i

i
i

=

¬ =
⎧
⎨
⎩

= åñëè È

åñëè Ë

p

p
p

S  Ìîæíî äîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [12]), ÷òî ôîðìóëà À ðàâíî-

ñèëüíà äèçúþíêöèè, ÷ëåíû êîòîðîé èìåþò âèä 1 αα
1 & ... &p p n

n , ïî

âñåì íàáîðàì α = (α1, ..., αn), íà êîòîðûõ ôîðìóëà À ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå È:

À ≡
1 ω
α

(α , ..., α )
| | И

n
A =
∨ 1 αα

1 & ... &p p n
n .

Òàêóþ äèçúþíêöèþ íàçûâàþò ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëü-
íîé ôîðìîé ôîðìóëû À.

§  1 . 6 .  Ñ å ì à í ò è ÷ å ñ ê î å  ñ ë å ä î â à í è å§  1 . 6 .  Ñ å ì à í ò è ÷ å ñ ê î å  ñ ë å ä î â à í è å§  1 . 6 .  Ñ å ì à í ò è ÷ å ñ ê î å  ñ ë å ä î â à í è å§  1 . 6 .  Ñ å ì à í ò è ÷ å ñ ê î å  ñ ë å ä î â à í è å§  1 . 6 .  Ñ å ì à í ò è ÷ å ñ ê î å  ñ ë å ä î â à í è å

Ââåäåì îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî1)  ñëåäîâàíèÿ –
îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè
ßËÂ.

Ïóñòü Ã – ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë,

Â – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ßËÂ, ω = (
1i

p , ..., 
ni

p ) – îáùèé ñîá-

ñòâåííûé ñïèñîê ïåðåìåííûõ ôîðìóë èç Ã è ôîðìóëû Â.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà B ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò èç ìíî-

æåñòâà ôîðìóë Ã, è ïèñàòü Ã B Â, åñëè íà ëþáîì èñòèííîñòíîì
íàáîðå α äëÿ ω, íà êîòîðîì âñå ôîðìóëû èç Ã ïðèíèìàþò çíà-
÷åíèå È, ôîðìóëà Â òàêæå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà B ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò èç ìíî-
æåñòâà ôîðìóë Ã, åñëè äëÿ ëþáîé îöåíêè, ïðè êîòîðîé âñå ôîðìó-
ëû èç Ã ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È, ôîðìóëà B òàêæå ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå È.

Åñëè Ã = {A1, ..., An}, òî âìåñòî {A1, ..., An}B B áóäåì ïèñàòü

A1, ..., An B B.
Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ:
1) Â B Â (ðåôëåêñèâíîñòü);

1) Ñåìàíòèêà (îò ãðå÷. σημαντικοζ – «îáîçíà÷àþùèé») – â ëîãèêå ðàçäåë, â
êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ôîðìóëàìè è èõ ñìûñëîì.
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2) åñëè Ã B Â è Ã ⊆ Ã1, òî Ã1 B Â (ìîíîòîííîñòü);

3) åñëè Ã B Ai (äëÿ i = 1, …, n) è A1, ..., An B Â, òî Ã B Â (òðàíçè-
òèâíîñòü);

4) åñëè Ã, A B F è ÃB À, òî Ã B F;

5) åñëè Ã B F, òî S(Ã) B S(F) äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïîäñòàíîâ-

êè S, ãäå S(Ã) q {S(À) | À ∈ Ã};
5') åñëè B F, òî B S(F) äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïîäñòàíîâêè S.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Çàìåòèì òîëü-

êî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 5 óäîáíî èñïîëüçîâàòü óòâåðæäå-
íèå î âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâêè (§ 1.3).

Ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ðàâíîñèëü-
íîñòè è òàâòîëîãèè îòðàæåíà â ñëåäóþùåé òåîðåìå (ïðîñòîå äîêà-
çàòåëüñòâî êîòîðîé, îïèðàþùååñÿ ëèøü íà îïðåäåëåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ïîíÿòèé, îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ).

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î ñâÿçè ìåæäó ïîíÿòèÿìè ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâà-

íèÿ, ðàâíîñèëüíîñòè è òàâòîëîãèè).
Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À, Â è ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã:
1) ÀB Â òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B À ⊃ Â;

2) À ≡ Â òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà À B Â è Â B À;

3) ∅B Â òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà Â – òàâòîëîãèÿ;

4) åñëè ÃBÂ è âñå ôîðìóëû èç Ã – òàâòîëîãèè, òî Â – òàâòîëîãèÿ.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (ñâîéñòâà ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
ââåäåíèåì è óäàëåíèåì ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê). Êàêîâû áû
íè áûëè ôîðìóëû À, Â, Ñ è ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã, ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) 
&

Ã è Ã

Ã

À Â

À Â

B B

B
;  2) 

&Ã

Ã è Ã

À Â

À Â

B

B B
;

3) 
Ã èëè Ã

Ã

À Â

À Â∨
B B

B
;  4) 

Ã, è Ã,

Ã,

A C B C

À Â C∨
B B

B
;

5) 
Ã,

Ã

À Â

À Â⊃

B

B
;  6) 

Ã è Ã

Ã

À À B

B

⊃B B

B
;

7) 
Ã, è Ã,

Ã

À Â À Â

À

¬
¬

B B

B
;  8) 

Ã è Ã

Ã

À À

B

¬B B

B
;      9) 

Ã

Ã

A

A

¬¬B

B
.
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Çàìå÷àíèå 1. Ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷åðòà çäåñü èñïîëüçîâàíà äëÿ ñî-
êðàùåííîé çàïèñè óñëîâíûõ óòâåðæäåíèé, ò. å. óòâåðæäåíèé âèäà
«åñëè..., òî...». P

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî:

1') À, Â B À & B; 2') À & Â B À è À & Â B Â;

3') A B À ∨ Â è Â B À ∨ Â; 4') À ∨ Â, À ⊃ Ñ, Â  ⊃ Ñ B Ñ;

5') Ã, À B Â → ÃB À ⊃ Â; 6') À, À ⊃ Â B Â;

7') À ⊃ Â, À ⊃ ¬Â B ¬À; 8') À, ¬À B Â;

9') ¬¬À B À.
Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèÿ 1, 2, 3, 6, 8, 9 ñëåäóþò ñîîòâåò-

ñòâåííî èç óòâåðæäåíèé 1', 2', 3', 6', 8', 9' â  ñèëó òðàíçèòèâíîñòè
îòíîøåíèÿ B , à óòâåðæäåíèÿ 4 è 7 ñëåäóþò èç 4' è 7' â ñèëó òðàíçè-

òèâíîñòèB  è óòâåðæäåíèÿ 5. Äëÿ óòâåðæäåíèÿ 5 ñîîòâåòñòâóþùåé
ïàðû íåò, ïîýòîìó îíî ïðîñòî ïîâòîðÿåòñÿ, ïðàâäà, ïî òåõíè÷åñêèì
ïðè÷èíàì â äðóãîé ôîðìå çàïèñè.

Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå 5.
Äîïóñòèì, ÷òî Ã, À B  Â, è äîêàæåì, ÷òî ÃB  À ⊃ Â. Ïóñòü α –

òàêîé íàáîð äëÿ îáùåãî ñîáñòâåííîãî ñïèñêà ïåðåìåííûõ ôîðìóë
À, Â è ôîðìóë èç Ã, íà êîòîðîì âñå ôîðìóëû èç Ã ïðèíèìàþò
çíà÷åíèå È. Äîêàæåì, ÷òî |À ⊃ Â |α = È. Åñëè |À|α = È, òî â ñèëó
äîïóùåíèÿ Ã, ÀB Â ïîëó÷àåì, ÷òî |Â |α = È, à çíà÷èò, è |À ⊃ Â |α = È.
Åñëè |À|α = Ë, òî, î÷åâèäíî, òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî |À ⊃ Â |α = È. Òà-
êèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 5 äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå 4': À ∨ Â, À ⊃ Ñ, Â ⊃ Ñ B Ñ.
Ïóñòü α – ïðîèçâîëüíûé èñòèííîñòíûé íàáîð äëÿ îáùåãî ñîá-
ñòâåííîãî ñïèñêà ôîðìóë À, Â, Ñ. Äîïóñòèì, ÷òî |À ∨ Â |α = È,
|À ⊃ Ñ |α = È, |Â ⊃ Ñ |α = È, è äîêàæåì, ÷òî |Ñ |α = È. Èç äîïóùåíèÿ
|À ∨ Â |α = È ñëåäóåò, ÷òî |À |α = È èëè |Â |α = È. Åñëè |À |α = È, òî ïðè
äîïóùåíèè |À ⊃ Ñ |α = È ïîëó÷àåì, ÷òî |Ñ |α = È. Åñëè |Â |α = È, òî
ïðè äîïóùåíèè |Â ⊃ Ñ |α = È òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî |Ñ |α = È. Òàêèì
îáðàçîì, |Ñ |α = È, à çíà÷èò, óòâåðæäåíèå 4' äîêàçàíî.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 7': À ⊃ Â, À ⊃ ¬Â B ¬À.
Ïóñòü α – ïðîèçâîëüíûé íàáîð äëÿ îáùåãî ñîáñòâåííîãî ñïèñêà

ôîðìóë À è Â. Äîïóñòèì, ÷òî |À ⊃ Â |α = È è | À ⊃ ¬Â |α = È, è
äîêàæåì, ÷òî |¬À |α = È. Äîïóñòèì, ÷òî |¬À |α = Ë. Òîãäà, î÷åâèäíî,
|À |α = È. Îòñþäà, ïîñêîëüêó |À ⊃ Â |α = È è |À ⊃ ¬Â |α = È, ïîëó÷àåì,
÷òî |Â |α = È è |¬Â |α = È, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, |¬À |α = È,
à çíà÷èò, óòâåðæäåíèå 7' äîêàçàíî.
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Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 8': À,¬ÀB Â.
Ïóñòü α – ïðîèçâîëüíûé íàáîð äëÿ îáùåãî ñîáñòâåííîãî ñïèñ-

êà ïåðåìåííûõ ôîðìóë À è Â. Ôîðìóëû À è ¬À íå ìîãóò îáå ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèå È íà ýòîì íàáîðå. Ïîýòîìó óñëîâíîå ïðåäëîæå-
íèå «åñëè |À|α = È è |¬À|α = È, òî |Â |α = È» èñòèííî â ñèëó ëîæíîñòè
ïîñûëêè. Ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî À, ¬À B Â.

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. S

Çàìå÷àíèå 2. Â äàëüíåéøåì ìû ñêàæåì, ÷òî äîêàçàííûå óòâåð-
æäåíèÿ âûðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäî-
âàíèÿB  ñîõðàíÿåòñÿ ïðàâèëàìè ââåäåíèÿ è óäàëåíèÿ ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ñâÿçîê (ñì. § 2.6). P

Çàìå÷àíèå 3. Ïîíÿòèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îä-
íèì èç ìàòåìàòè÷åñêèõ óòî÷íåíèé íåôîðìàëüíîãî ïîíÿòèÿ ëîãè-
÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Ïîýòîìó âñå ñâîéñòâà ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäî-
âàíèÿ èìåþò åñòåñòâåííîå ñîäåðæàòåëüíîå òîëêîâàíèå. Íàïðèìåð,
ñâîéñòâî 7 ñîîòâåòñòâóåò ìåòîäó äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíèåì ê íå-
ëåïîñòè, ñâîéñòâî 4 ñîîòâåòñòâóåò ìåòîäó äîêàçàòåëüñòâà ðàçáîðîì
ñëó÷àåâ. P

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À1, ..., Àn, Â:
à) À1, ..., Àn B Â ↔ B À1 & ... & Àn ⊃ Â;

á) À1, ..., Àn B Â ↔ B À1 ⊃ (À2 ⊃ (... ⊃ (Àn ⊃ Â)...)).
2. Äîêàæèòå, ÷òî:
à) åñëè Â – òàâòîëîãèÿ, òî ÃB Â äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã;
á) åñëè íå ñóùåñòâóåò íàáîðà α, íà êîòîðîì âñå ôîðìóëû èç Ã

ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È, òî ÃB Â äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Â.

§  1 . 7 .  Ð à ç ð å ø è ì î ñ ò ü  ÿ ç û ê à§  1 . 7 .  Ð à ç ð å ø è ì î ñ ò ü  ÿ ç û ê à§  1 . 7 .  Ð à ç ð å ø è ì î ñ ò ü  ÿ ç û ê à§  1 . 7 .  Ð à ç ð å ø è ì î ñ ò ü  ÿ ç û ê à§  1 . 7 .  Ð à ç ð å ø è ì î ñ ò ü  ÿ ç û ê à
ë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è é

Ôîðìàëüíûé ëîãè÷åñêèé ÿçûê ß íàçûâàþò ðàçðåøèìûì ÿçû-
êîì, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ëþáîìó ñëî-
âó â àëôàâèòå ýòîãî ÿçûêà ß âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ñëîâî
ôîðìóëîé ÿçûêà ß.
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Â ýòîì ïàðàãðàôå íåîáõîäèìî âðåìåííî îòêàçàòüñÿ îò ñîãëà-
øåíèÿ îá îïóñêàíèè ñêîáîê ïðè íàïèñàíèè ôîðìóë ßËÂ, òàê êàê
íàëè÷èå ñêîáîê â ôîðìóëàõ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ÿâëÿåò-
ñÿ â äàííîì ðàçäåëå ïðèíöèïèàëüíûì.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ. ßçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ðàçðåøèì.

★   Ñôîðìóëèðóåì ðÿä ëåìì, îáëåã÷àþùèõ äîêàçàòåëüñòâî ðàçðå-
øèìîñòè ßËÂ1).

ËÅÌÌÀ 1. Åñëè ôîðìóëà À íå ÿâëÿåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé
ïåðåìåííîé, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ôîðìóëû Â è Ñ è áèíàðíàÿ ïðî-
ïîçèöèîíàëüíàÿ ñâÿçêà ⊕, ÷òî ÀM (Â ⊕ Ñ) èëè ÀM (¬Â).

ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ âñÿêîãî ñëîâà Õ â àëôàâèòå ßËÂ îáîçíà÷èì
÷åðåç L(Õ), R(Õ) ÷èñëî âõîæäåíèé ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé ñêîáêè è
ïðàâîé ñêîáêè â ñëîâî Õ. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À:

à) ñóùåñòâóåò ñëîâî Õ òàêîå, ÷òî ÀM (Õ); á) L(À) = R(À).

ËÅÌÌÀ 3. Êàêîâû áû íè áûëè ñëîâî Y è ôîðìóëà À:
à) äëÿ âñÿêîãî ñîáñòâåííîãî íà÷àëà Õ ôîðìóëû À L(X) ≥ R(X) + 1;
á) åñëè À íå ÿâëÿåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé, òî ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå íåêîòîðîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé
ñâÿçêè ⊕ (áèíàðíîé èëè óíàðíîé) â ôîðìóëó À, òàêîå ÷òî ÀM Õ ⊕ Y
è L(X) = R(X) + 1 äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ Õ è Y.

ËÅÌÌÀ 4. Ïóñòü À – ñëîâî â àëôàâèòå ßËÂ, òàêîå ÷òî ÀM (À1)
äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà À1, è, êðîìå òîãî, äëÿ À ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå âõîæäåíèå íåêîòîðîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ñâÿçêè ⊕ (áè-

íàðíîé èëè óíàðíîé), òàêîå ÷òî ÀM (X��
⊕ Y) è L((X�� ) = R((X�� ) + 1.

Òàêîå ñëîâî À ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ êàêîå-ëèáî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

à) Õ, Y – ôîðìóëû, à ⊕ – áèíàðíàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ñâÿçêà;
á) Õ – ïóñòîå ñëîâî, Y – ôîðìóëà, à ⊕ – óíàðíàÿ ñâÿçêà ¬.

ËÅÌÌÀ 5. Âñÿêîå ñîáñòâåííîå íà÷àëî ôîðìóëû íå ìîæåò áûòü
ôîðìóëîé.

1) Ìàòåðèàë, ïðåäñòàâëåííûé â ýòîì ïàðàãðàôå â âèäå ëåìì è ïîäâîäÿùèé
ê ïîñòðîåíèþ ðàçðåøàþùåãî ßËÂ àëãîðèòìà, èçëîæåí â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè
ñ òåì, êàê â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò èçëàãàë òåìó «Ðàçðåøèìîñòü ßËÂ» Ô. À. Êàáà-
êîâ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÏÃÓ.
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!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î åäèíñòâåííîñòè ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ôîðìóë

ßËÂ). Âñÿêàÿ ôîðìóëà ßËÂ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïå-
ðåìåííîé, ëèáî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà, è ïðèòîì åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì, â îäíîì è òîëüêî â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:
(À & Â), èëè (À ∨ Â), èëè (À ⊃ Â), èëè (¬Â), ãäå À è Â – ôîðìóëû.

Çàìå÷àíèå. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ôîð-
ìóëû À è Â â ïåðâûõ òðåõ ñëó÷àÿõ è Â â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿ-
þòñÿ îäíîçíà÷íî. P

Íà îñíîâàíèè ëåìì 1–5 ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿ-
þùèé ïî ëþáîìó ñëîâó â àëôàâèòå ßËÂ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ýòî
ñëîâî ôîðìóëîé ßËÂ èëè íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì, òåîðåìû, à òàêæå ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþ-
ùåãî ßËÂ àëãîðèòìà îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. ✰
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§   2 . 1 .  Ë î ã è ÷ å ñ ê à ÿ  ñ ò ð ó ê ò ó ð à§   2 . 1 .  Ë î ã è ÷ å ñ ê à ÿ  ñ ò ð ó ê ò ó ð à§   2 . 1 .  Ë î ã è ÷ å ñ ê à ÿ  ñ ò ð ó ê ò ó ð à§   2 . 1 .  Ë î ã è ÷ å ñ ê à ÿ  ñ ò ð ó ê ò ó ð à§   2 . 1 .  Ë î ã è ÷ å ñ ê à ÿ  ñ ò ð ó ê ò ó ð à
ì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è õ  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò âì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è õ  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò âì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è õ  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò âì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è õ  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò âì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è õ  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â

Ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿþòñÿ ãëàâ-
íûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ – îñíîâíîãî ðàçäå-
ëà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî äîêàçàòåëüñòâà ñòàëî îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â ìàòåìàòèêå, íåîá-
õîäèìî ýòî ïîíÿòèå óòî÷íèòü.

Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî äîãîâîðèòüñÿ, ÷òî ïîíèìàòü ïîä ìàòåìà-
òè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâîì1)  íà èíòóèòèâíîì óðîâíå.

Ïðåæäå âñåãî ïîä äîêàçàòåëüñòâîì áóäåì ïîíèìàòü íå ïðîöåññ
îáîñíîâàíèÿ êàêîãî-ëèáî ìàòåìàòè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ, à åãî ðå-
çóëüòàò, îáû÷íî ïðåäñòàâëåííûé â âèäå íåêîòîðîãî òåêñòà. Îñî-
áåííîñòü ýòîãî òåêñòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ñîñòàâëåí èç ïðåä-
ëîæåíèé, êîòîðûå ëîãè÷åñêè âçàèìîñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Îáû÷-
íî ýòà ñâÿçü âûðàæàåòñÿ ñëîâàìè «ïðåäëîæåíèå òàêîå-òî ëîãè÷åñêè
ñëåäóåò èç (ïðåäøåñòâóþùèõ) ïðåäëîæåíèé òàêèõ-òî». Ïðàâäà, â
ñîäåðæàòåëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ èñïîëüçóåòñÿ ëèøü ñëîâî «ñëåäî-
âàòåëüíî» (èëè ðàâíîçíà÷íîå ñëîâî), à èç êàêèõ èìåííî ïîñûëîê
ñëåäóåò äàííîå ïðåäëîæåíèå (äåëàåòñÿ âûâîä) ÷àñòî ÿâíî íå óêàçà-
íî, äà è ñàìè ïîñûëêè, áûâàåò, íå âñå ñôîðìóëèðîâàíû. À ñàìîå
ãëàâíîå – íèêàê íå óòî÷íÿåòñÿ, ÷òî çíà÷èò «ëîãè÷åñêè ñëåäóåò».
Ïðè óòî÷íåíèè ïîä ýòèì ìîæíî ïîíèìàòü ñîîòâåòñòâèå êàæäîãî
óìîçàêëþ÷åíèÿ, êàæäîãî øàãà ðàññóæäåíèÿ, íåêîòîðîìó ïðàâèëó
âûâîäà (ëîãè÷åñêîìó ïðàâèëó), ðàçóìååòñÿ, åñëè âîññòàíîâëåíû âñå
ïðîïóùåííûå ïîñûëêè è øàãè. Îäíàêî íà ïðàêòèêå â íåôîðìàëü-
íîì äîêàçàòåëüñòâå îáû÷íî íå óòî÷íÿåòñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êàêèì
ëîãè÷åñêèì ïðàâèëîì äåëàåòñÿ òîò èëè èíîé âûâîä.

Â äîêàçàòåëüñòâå äîëæíû áûòü èñõîäíûå ïðåäëîæåíèÿ, êîòî-
ðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ïðåäûäóùèõ ïðåäëîæåíèé (âåäü òåêñò

2
ГлаваГлаваГлаваГлаваГлава

È Ñ × È Ñ Ë Å Í È ß  Â Û Ñ Ê À Ç Û Â À Í È É .È Ñ × È Ñ Ë Å Í È ß  Â Û Ñ Ê À Ç Û Â À Í È É .È Ñ × È Ñ Ë Å Í È ß  Â Û Ñ Ê À Ç Û Â À Í È É .È Ñ × È Ñ Ë Å Í È ß  Â Û Ñ Ê À Ç Û Â À Í È É .È Ñ × È Ñ Ë Å Í È ß  Â Û Ñ Ê À Ç Û Â À Í È É .
Ï Ð Î Ï Î Ç È Ö È Î Í À Ë Ü Í Û Å  Ñ È Ñ Ò Å Ì ÛÏ Ð Î Ï Î Ç È Ö È Î Í À Ë Ü Í Û Å  Ñ È Ñ Ò Å Ì ÛÏ Ð Î Ï Î Ç È Ö È Î Í À Ë Ü Í Û Å  Ñ È Ñ Ò Å Ì ÛÏ Ð Î Ï Î Ç È Ö È Î Í À Ë Ü Í Û Å  Ñ È Ñ Ò Å Ì ÛÏ Ð Î Ï Î Ç È Ö È Î Í À Ë Ü Í Û Å  Ñ È Ñ Ò Å Ì Û
Å Ñ Ò Å Ñ Ò Â Å Í Í Î Ã Î  Â Û Â Î Ä ÀÅ Ñ Ò Å Ñ Ò Â Å Í Í Î Ã Î  Â Û Â Î Ä ÀÅ Ñ Ò Å Ñ Ò Â Å Í Í Î Ã Î  Â Û Â Î Ä ÀÅ Ñ Ò Å Ñ Ò Â Å Í Í Î Ã Î  Â Û Â Î Ä ÀÅ Ñ Ò Å Ñ Ò Â Å Í Í Î Ã Î  Â Û Â Î Ä À

1) Äëÿ êðàòêîñòè â äàëüíåéøåì âìåñòî ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî áó-
äåì ãîâîðèòü ïðîñòî äîêàçàòåëüñòâî.
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êîíå÷åí!). Òàêèìè èñõîäíûìè ïðåäëîæåíèÿìè ìîãóò ñëóæèòü àê-
ñèîìû òîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, â ðàìêàõ êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî. Èñõîäíûìè ìîãóò áûòü è ïðåäëîæåíèÿ, èìåþùèå
ìåñòî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ïðåäëîæåíèé ìîãóò
òàêæå âûñòóïàòü âñïîìîãàòåëüíûå äîïóùåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, â äî-
êàçàòåëüñòâàõ î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñëîâà: «Äîïóñòèì, ÷òî èìå-
åò ìåñòî…». Çàêëþ÷èòåëüíûì â òåêñòå ÿâëÿåòñÿ òî ïðåäëîæåíèå,
êîòîðîå òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, êàê áû ìû íè óòî÷íÿëè ýòî
ïîíÿòèå, îïðåäåëåííûì îáðàçîì óïîðÿäî÷èâàåò ÷ëåíû äîêàçàòåëü-
ñòâà. Áîëåå òîãî, ýòîò ïîðÿäîê – äðåâîâèäíûé (èìååò âèä äåðåâà ñ
êîðíåì – íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì), ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå
ðàññóæäåíèÿ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò íåêîòîðûõ ïðåäëîæåíèé À1,
…, Àn ê îäíîìó åäèíñòâåííîìó ïðåäëîæåíèþ Â, íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóþùåìó èç íèõ ïî êàêîìó-ëèáî ïðàâèëó ëîãèêè.

Èòàê, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïèñàíèþ ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà â âèäå äåðåâà.
S Ïîä äîêàçàòåëüñòâîì â âèäå äåðåâà áóäåì ïîíèìàòü óïîðÿäî-
÷åííóþ â âèäå äåðåâà ñèñòåìó ïðåäëîæåíèé, â êîòîðîé êàæäîå èñ-
õîäíîå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, èëè äîïóùåíèåì, èëè
âåðíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, à êàæäîå èç îñòàëüíûõ ïðåäëîæåíèé
ñëåäóåò èç íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèõ åìó ïðåäëîæåíèé ïî
êàêîìó-ëèáî ïðàâèëó âûâîäà (ëîãè÷åñêîìó ïðàâèëó).

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå òîëüêî äëÿ ñàìûõ ïðîñòûõ óòâåðæäå-
íèé ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî â óêàçàííîì (óòî÷íåííîì) âûøå
ñìûñëå. Îáû÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà, êàê ïðàâèëî,
íîñÿò îòíîñèòåëüíûé õàðàêòåð, êîãäà íàðÿäó ñ àêñèîìàìè èñïîëü-
çóþòñÿ òàêæå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå ðàíåå èëè ïðî êîòîðûå
èçâåñòíî, ÷òî îíè äîêàçóåìû. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðåäëîæåíèÿ
òåîðåòè÷åñêè ìîæíî âñòàâèòü â òåêñò åãî ñîáñòâåííîå äîêàçàòåëü-
ñòâî, óñòðàíèâ òåì ñàìûì îòíîñèòåëüíûé õàðàêòåð äîêàçàòåëüñòâà,
ò. å. ñâåäÿ âñå ê àêñèîìàì.

Êðîìå òîãî, íà ïðàêòèêå, â êðàòêîì äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòî ïðî-
ïóñêàþòñÿ íåêîòîðûå ïîñûëêè â óìîçàêëþ÷åíèÿõ. Îíè ïîäðàçó-
ìåâàþòñÿ, íî ÿâíî â ðàññóæäåíèè íå îãîâàðèâàþòñÿ. Êàê ïðàâèëî,
ýòî èçâåñòíûå, ðàíåå äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ. Ýòè íåÿâíî èñïîëü-
çóåìûå ïîñûëêè âñåãäà ïðè æåëàíèè ìîæíî âîññòàíîâèòü.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà îáû÷íîå íåñëîæíîå äîêàçà-
òåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî íå äå-
ëèòñÿ íà 6 è äåëèòñÿ íà 9, òî îíî íå÷åòíî.

Çàïèøåì ýòî óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ ëîãè÷åñêóþ ñèìâîëèêó:

6 ? n & 9 | n → 2 ? n.
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Â êðàòêîì âèäå òðàäèöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå: «Ñîãëàñíî óñëîâèþ, n íå äåëèòñÿ íà
6 è äåëèòñÿ íà 9. Ïîñêîëüêó n äåëèòñÿ íà 9, òî n äåëèòñÿ è íà 3.
Êðîìå òîãî, n íå äåëèòñÿ íà 6, à çíà÷èò, n íå äåëèòñÿ íà 2 èëè íà 3.
Ñëåäîâàòåëüíî, n íå äåëèòñÿ íà 2».

Ïåðå÷èñëèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäëîæåíèÿ – ÷ëåíû
ýòîãî êðàòêîãî ðàññóæäåíèÿ, äëÿ îáîçðèìîñòè èñïîëüçóÿ ïðè èõ
çàïèñè èçâåñòíûå ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû:

6 ? n & 9 | n;  9 | n;  3 | n;  6 ? n;  2 ? n ∨  3 ? n;  2 ? n.

Ïðè òàêîé ôîðìå äîêàçàòåëüñòâà, ò. å. â âèäå öåïî÷êè óòâåðæ-
äåíèé, íå âèäíî, êàêîå óòâåðæäåíèå èç êàêîãî ñëåäóåò, íå ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ ëîãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ÷ëåíàìè ýòîé öåïî÷êè.

Òåïåðü òî æå ñàìîå êðàòêîå ðàññóæäåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå
äåðåâà, âûÿâèâ âñå ëîãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ÷ëåíàìè ðàññóæäåíèÿ.

Åñëè ïðåäëîæåíèå Â íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé
À1, …, Àn ïî êàêîìó-ëèáî ïðàâèëó ëîãèêè, áóäåì ïðèâû÷íûì îáðà-
çîì çàïèñûâàòü ýòî òàê:

1 ... nA A
B

Åñëè æå íà êàêîì-òî øàãå ðàññóæäåíèÿ ñäåëàí ñîêðàùåííûé ïå-
ðåõîä îò ïðåäëîæåíèé À1, …, Àn ê ïðåäëîæåíèþ Â, êîòîðûé íå ÿâëÿ-
åòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ êàêîãî-òî ëîãè÷åñêîãî ïðàâèëà, çàïè-
ñûâàòü ýòî áóäåì ñ ïîìîùüþ äâîéíîé ÷åðòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 ... nA A

B

Êàæäûé òàêîé ñîêðàùåííûé ïåðåõîä îáû÷íî âîçíèêàåò â ðå-
çóëüòàòå ïðîïóñêà ïîñûëêè, ÿâëÿþùåéñÿ îáùåèçâåñòíûì óòâåðæ-
äåíèåì, à òàêæå ëîãè÷åñêèõ óìîçàêëþ÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé ïî-
ñûëêîé. Äâîéíàÿ ÷åðòà îçíà÷àåò, ÷òî ýòó ïðîïóùåííóþ ïîñûëêó è
ëîãè÷åñêèå ïåðåõîäû ìîæíî âîññòàíîâèòü.

Êðàòêîå ðàññóæäåíèå, ïðèâåäåííîå âûøå, åñëè åãî ïðåäñòàâèòü
â âèäå äåðåâà, èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñïðàâà èçîáðàæåí ãðàô, îòðà-
æàþùèé ñòðóêòóðó äåðåâà êàê ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà):

& 9 |& 9 |

9 |6

3 |2 3

2

n nn n

nn

nn n

n

∨

6 ?6 ?

?

? ?

?

                              (1)
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Âîññòàíîâèâ â êðàòêîì âàðèàíòå ðàññóæäåíèÿ ïðîïóùåííûå
øàãè, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äåðåâî äîêàçàòåëüñòâà (ñïðàâà îò êîòî-
ðîãî èçîáðàæåíà åãî ãðàôè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà):

6 & 9 | 2 | & 3 | 6 |

6 & 9 |6 6 (2 | & 3 | )

9 | 9 | 3 |(2 | & 3 | )

2 3 3 |

2

n n n n n

n nn n n n

n n nn n

n n n

n

→

→ ¬

→¬

∨

?

?? ?

? ?

?

 (2)

Èñõîäíûìè â äåðåâå äîêàçàòåëüñòâà (2) ñëóæàò ñëåäóþùèå ïðåä-
ëîæåíèÿ:

6 ? n & 9 | n – óñëîâèå, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äâàæäû;
2 | n & 3 | n → 6 | n è 9 | n → 3 | n – óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâà

êîòîðûõ èçâåñòíû èç àðèôìåòèêè.
Èòàê, ìû óïîðÿäî÷èëè ïðåäëîæåíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå êîíêðåò-

íîå ðàññóæäåíèå, â âèäå äåðåâà. Â âåðõóøêàõ «âåòâåé» äåðåâà, òàê
íàçûâàåìûõ «ëèñòüÿõ» äåðåâà, ðàñïîëàãàþòñÿ èñõîäíûå ïðåäëîæå-
íèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî äîïóùåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé òàê íàçûâàåìîå «óñëîâèå», äâà äðóãèõ – ðàíåå äîêàçàí-
íûå óòâåðæäåíèÿ (òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî íîñèò îòíîñè-
òåëüíûé õàðàêòåð). Â êàæäîì ïðîìåæóòî÷íîì óçëå íà âåòâÿõ ðàñ-
ïîëàãàåòñÿ ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòî-
ðîãî ëîãè÷åñêîãî ïðàâèëà èç ïðåäëîæåíèé, ðàñïîëîæåííûõ íåïîñ-
ðåäñòâåííî íàä íèì. Èòàê, íåïîñðåäñòâåííî íàä êàæäûì ïðåäëî-
æåíèåì, êðîìå èñõîäíûõ, çàïèñàíû òå ïðåäëîæåíèÿ, èç êîòîðûõ
îíî ñëåäóåò ïî îäíîìó èç ïðàâèë ëîãèêè. Êîðíåì ýòîãî äåðåâà
ñëóæèò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Åñëè ñòîëü æå ïîäðîáíîå ðàññóæäåíèå ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè (öåïî÷êè) ïðåäëîæåíèé, òî ïîëó÷èì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç òåõ æå ÷ëåíîâ:

6 ? n & 9 | n;  6 ? n & 9 | n → 6 ? n;  6 ? n;  2 | n & 3 | n → 6 | n;
6 ? n → ¬(2 | n & 3 | n);  ¬(2 | n & 3 | n);  2 ? n ∨ 3 ? n;
6 ? n & 9 | n → 9 | n;  9 | n;  9 | n → 3 | n;  3 | n;  2 ? n.

Î÷åâèäíî, ýòî ëèíåéíîå äîêàçàòåëüñòâî, õîòÿ è âûãëÿäèò áîëåå
êîìïàêòíûì, íî â îòëè÷èå îò äåðåâà äîêàçàòåëüñòâà (2) ëèøåíî
íàãëÿäíîñòè. Îíî íå îòðàæàåò ëîãè÷åñêèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ÷ëå-
íàìè (ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó äîêàçàòåëüñòâà). Åñëè åãî ñíàáäèòü
êîììåíòàðèåì, óêàçûâàþùèì íà ëîãè÷åñêóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó
÷ëåíàìè, òî êîìïàêòíîñòü èñ÷åçíåò, à íàãëÿäíîñòè ïî-ïðåæíåìó
íå áóäåò:

1) 6 ? n & 9 | n – äîïóùåíèå (óñëîâèå);
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2) 6 ? n – ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1;
3) 2 | n & 3 | n → 6 | n – èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå èç òåîðèè

                                       äåëèìîñòè;
4) 6 ? n → ¬(2 | n & 3 | n) – ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3;
5) ¬(2 | n & 3 | n) – ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 2 è 4;
6) 2 ? n ∨ 3 ? n – ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5;
7) 9 | n – ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1;
8) 9 | n → 3 | n – èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå èç òåîðèè äåëèìîñòè;
9) 3 | n – ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 7 è 8;
10) 2 ? n – ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 6 è 9.

* * *
Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ, èñïîëüçó-

åìûõ â äîêàçàòåëüñòâàõ. Íàïîìíèì, ÷òî ïîêà íå áûëî äàíî îïèñà-
íèå ëîãè÷åñêèõ ïðàâèë, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ñòðîÿòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà. Ìàòåìàòèêè èñïîëüçóþò ýòè ïðàâèëà â
ñâîèõ ðàññóæäåíèÿõ ÿâíî èëè íåÿâíî, îñîçíàííî èëè íå îòäàâàÿ
ñåáå â ýòîì îò÷åòà.

Âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû:
– Êàêèìè ëîãè÷åñêèìè ïðàâèëàìè ïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòèêè â

äîêàçàòåëüñòâàõ?
– Êàê îïèñàòü âñå äîïóñòèìûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðàâèëà?
– Ìîæíî ëè îïòèìàëüíûì îáðàçîì îðãàíèçîâàòü ýòè ïðàâèëà

â íåêîòîðóþ ñèñòåìó?
– Êàêèå ïðàâèëà ïðè ýòîì áðàòü çà îñíîâó?
Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû áóäóò äàíû â ýòîé ãëàâå.
Òî÷íîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ëîãè÷åñêèõ ïðàâèë, èñïîëüçóåìûõ

â ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ è îáåñïå÷èâàþùèõ ýëåìåíòàð-
íûå øàãè â äîêàçàòåëüñòâàõ, ïðåäëîæèë Ã. Ãåíöåí [2]. Ýòè ïðàâèëà
ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðàâèëàìè âûâîäà èëè ïðàâèëàìè çàêëþ÷åíèÿ. Îíè
áóäóò ðàññìîòðåíû â § 2.2.

Ëîãè÷åñêèå âûâîäû â ñèñòåìàõ åñòåñòâåííîãî âûâîäà, ïðåä-
ëîæåííûõ Ãåíöåíîì, òàê íàçûâàåìûå äåðåâüÿ âûâîäà, ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé äåðåâüÿ ôîðìóë, â êîòîðûõ âñå ïåðåõîäû ïðîèñõîäÿò
ïî ïðàâèëàì âûâîäà (ïðàâèëàì çàêëþ÷åíèÿ). Ïîíÿòèå äåðåâà âû-
âîäà (èëè âûâîäà â âèäå äåðåâà) è ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì óòî÷-
íåíèåì ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëüñòâà, à ñàìè âûâîäû â âèäå äåðåâà
ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè íåôîðìàëüíûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå äåðåâà âûâî-
äà áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî â § 2.4.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ïðèìåðó äîêàçàòåëüñòâà â
âèäå äåðåâà.
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Åñëè âìåñòî ïðåäëîæåíèé â óçëàõ äåðåâà (2) ïîìåñòèòü ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôîðìóëû, ÿâëÿþùèåñÿ ôîðìàëèçàöèåé ýòèõ ïðåäëî-
æåíèé (è îòðàæàþùèå ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ýòèõ ïðåäëîæåíèé),
òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå äåðåâî âûâîäà (òî÷íåå, äåðåâî êâàçèâûâî-
äà, ïîñêîëüêó êðîìå îñíîâíûõ ïðàâèë èñïîëüçóþòñÿ è ïðîèçâîä-
íûå, ñì. § 2.8). Îíî ïîëíîñòüþ îòðàæàåò ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
íàøåãî ñîäåðæàòåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà:

                  

& &

( & ) &

( & )

A B D C A

A A D C A B

D C B CB

D C C

D

¬ ⊃

¬ ¬ ⊃ ¬ ¬

¬ ⊃

¬ ∨ ¬

¬

(3)

Â èñõîäíûõ (âåðõíèõ) óçëàõ ýòîãî äåðåâà âûâîäà ðàñïîëîæåíû
ñëåäóþùèå ôîðìóëû, ÿâëÿþùèåñÿ ôîðìàëèçàöèåé ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èñõîäíûõ ïðåäëîæåíèé â äåðåâå (2):

¬À & B,  D & C ⊃ À,  Â ⊃ Ñ.

Åñëè ôîðìàëèçîâàòü ñîäåðæàòåëüíîå ëèíåéíîå äîêàçàòåëüñòâî,
òî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë:

¬À & B,  ¬À,  D & C ⊃ À,  ¬À ⊃ ¬(D & C),  ¬(D & C),

¬D ∨ ¬C, Â,  Â ⊃ Ñ,  Ñ,  ¬D.

Ïîëó÷èëè òðàäèöèîííûé ôîðìàëüíûé òàê íàçûâàåìûé ëèíåé-
íûé âûâîä (òî÷íåå, êâàçèâûâîä, â êîòîðîì èñïîëüçîâàíû ïðîèçâîä-
íûå ïðàâèëà). Ýòîò ëèíåéíûé âûâîä â îòëè÷èå îò äåðåâà âûâîäà (3)
ëèøåí íàãëÿäíîñòè, ïîñêîëüêó íå îòðàæàåò ëîãè÷åñêèå âçàèìî-
ñâÿçè ìåæäó åãî ÷ëåíàìè (ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó âûâîäà).

Äëÿ ëîãè÷åñêîãî àíàëèçà êîíêðåòíîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëà âû-
ÿâëåíà ôîðìà êàæäîãî ïðåäëîæåíèÿ, à òàêæå ôîðìà êàæäîãî øàãà
ðàññóæäåíèÿ. Ýòî ïîçâîëèëî âûÿâèòü è ôîðìó âñåãî äîêàçàòåëü-
ñòâà â öåëîì. Î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìîñòü â ñòîëü ïîäðîáíîì
ïðåäñòàâëåíèè äîêàçàòåëüñòâà ñ âûÿâëåíèåì îòäåëüíûõ øàãîâ âîç-
íèêàåò, åñëè íóæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü åãî ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî.
Êàê áû ìû íå ïðåäñòàâèëè ðàññóæäåíèå – â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðåäëîæåíèé èëè â âèäå äåðåâà ïðåäëîæåíèé, ÿâëÿåòñÿ ëè
ýòî ðàññóæäåíèå äîêàçàòåëüñòâîì, çàâèñèò èñêëþ÷èòåëüíî îò åãî
ëîãè÷åñêîé ôîðìû, à îòíþäü íå îò ñîäåðæàíèÿ.

Ìåòîä, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíîãî äî-
êàçàòåëüñòâà, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ôîðìàëèçàöèè è ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Ìåòîä ôîðìàëèçàöèè
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áûë èñïîëüçîâàí Ä. Ãèëüáåðòîì (1862–1943) êàê ìåòîä èçó÷åíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ è ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé ñ öåëüþ äàëü-
íåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ýòèõ òåîðèé.

Áëàãîäàðÿ Ãèëüáåðòó âîçíèê îñíîâíîé ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè – òåîðèÿ äîêàçàòåëüñòâ. Âàæíåéøåé çàäà÷åé òåîðèè äîêà-
çàòåëüñòâ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà. Ìåòîä ôîðìàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìåòîäîì, ïîçâîëÿ-
þùèì ðàçîáðàòüñÿ â òîì, ÷òî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî, è âûðàáîòàòü
ìàòåìàòè÷åñêîå óòî÷íåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ.
S Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ òèïà ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëüñòâà. Óòî÷íåíèÿ ïåðâî-
ãî òèïà âîñõîäÿò ê Ãèëüáåðòó è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå âûâî-
äû â ëîãè÷åñêèõ àêñèîìàòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, íàçûâàåìûõ ñèñòåìà-
ìè ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà (ñì. § 2.13). Óòî÷íåíèÿ âòîðîãî òèïà ïðè-
íàäëåæàò íåìåöêîìó ëîãèêó, ó÷åíèêó Ãèëüáåðòà, Ã. Ãåíöåíó (1909–
1945) è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûâîäû â âèäå äåðåâà â ñèñòåìàõ åñòå-
ñòâåííîãî (íàòóðàëüíîãî) âûâîäà (ñì. § 2.2).

Óòî÷íåíèå äîêàçàòåëüñòâà â âèäå äåðåâà âûâîäà â ñèñòåìàõ åñòå-
ñòâåííîãî âûâîäà èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì
âûâîäîì â ñèñòåìàõ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà. Ñóòü ýòèõ ïðåèìóùåñòâ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äåðåâüÿ åñòåñòâåííîãî âûâîäà äàþò íàèáîëåå
òî÷íîå îïèñàíèå ðåàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé íàèáî-
ëåå åñòåñòâåííóþ è àäåêâàòíóþ ìîäåëü îáû÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äî-
êàçàòåëüñòâ. Ïîýòîìó çà îñíîâó äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ òåîðèè äî-
êàçàòåëüñòâ íàìè âûáðàíû èìåííî ñèñòåìû åñòåñòâåííîãî âûâîäà.

§   2 . 2 .  Ï ð à â è ë à  ç à ê ë þ ÷ å í è ÿ§   2 . 2 .  Ï ð à â è ë à  ç à ê ë þ ÷ å í è ÿ§   2 . 2 .  Ï ð à â è ë à  ç à ê ë þ ÷ å í è ÿ§   2 . 2 .  Ï ð à â è ë à  ç à ê ë þ ÷ å í è ÿ§   2 . 2 .  Ï ð à â è ë à  ç à ê ë þ ÷ å í è ÿ

!  Âñÿêóþ ôîðìàëüíóþ ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó (ëîãè-
÷åñêîå èñ÷èñëåíèå) çàäàþò ÷åòûðüìÿ êîìïîíåíòàìè: ôîðìàëüíûì ÿçû-
êîì, ìíîæåñòâîì àêñèîì (ò. å. ñïåöèàëüíî âûäåëåííûì ìíîæåñòâîì
ôîðìóë ÿçûêà ýòîé ñèñòåìû, âîçìîæíî ïóñòûì), ïðàâèëàìè çàêëþ-
÷åíèÿ (ïðàâèëàìè âûâîäà) è îïðåäåëåíèåì ôîðìàëüíîãî âûâîäà.

Åñëè ÿçûêîì èñ÷èñëåíèÿ ñëóæèò ßËÂ, òî òàêîå èñ÷èñëåíèå
íàçûâàåòñÿ èñ÷èñëåíèåì âûñêàçûâàíèé èëè ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãè-
÷åñêîé ñèñòåìîé.

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû, íàçûâàå-
ìûå ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ñèñòåìàìè åñòåñòâåííîãî âûâîäà.

Íàðÿäó ñ òåðìèíîì åñòåñòâåííûé âûâîä èñïîëüçóþò òåðìèí
íàòóðàëüíûé âûâîä êàê âàðèàíò ïåðåâîäà íà ðóññêèé ÿçûê òåðìèíà
natural deduction (àíãë.).
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Ïîñêîëüêó â ãë. 2 áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ïðîïîçèöèî-
íàëüíûå ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû, òî âìåñòî «ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ñèñ-
òåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà» áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî «ñèñòåìà åñòå-
ñòâåííîãî âûâîäà», à èíîãäà è ñîâñåì êîðîòêî – «ñèñòåìà».

Ýòè ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðóþ ìîäèôèêàöèþ
ñèñòåì, ïîñòðîåííûõ Ã. Ãåíöåíîì. Íàèáîëåå âàæíûìè èç íèõ ÿâ-
ëÿþòñÿ êëàññè÷åñêàÿ (Nk) è èíòóèöèîíèñòñêàÿ (Ni) ñèñòåìû åñòå-
ñòâåííîãî âûâîäà. ßçûêîì ýòèõ ñèñòåì ñëóæèò ßËÂ. Ìíîæåñòâî
àêñèîì îáåèõ ñèñòåì ïóñòî.

Çàäàäèì ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ýòèõ ñèñòåì. Ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ
äåëÿòñÿ íà ïðàâèëà ââåäåíèÿ è ïðàâèëà óäàëåíèÿ. Äëÿ êàæäîé ïðîïî-
çèöèîíàëüíîé ñâÿçêè èìååòñÿ ïðàâèëî ââåäåíèÿ è ïðàâèëî óäàëå-
íèÿ ýòîé ñâÿçêè (èíîãäà ïàðà ïðàâèë).

Ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ñèñòåìû Ni ïðèâåäå-
íû â ñëåäóþùåé òàáëèöå (A, B, C – ñèìâîëû ìåòàÿçûêà). Ñïðàâà
îò êàæäîãî ïðàâèëà â ñêîáêàõ óêàçàíî åãî ñèìâîëè÷åñêîå îáîçíà-
÷åíèå (íàïðèìåð, &â – îáîçíà÷åíèå ïðàâèëà ââåäåíèÿ êîíúþíê-
öèè, ⊃ó – îáîçíà÷åíèå ïðàâèëà óäàëåíèÿ èìïëèêàöèè).

Ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ

Ïðàâèëà ââåäåíèÿ Ïðàâèëà óäàëåíèÿ

&

A B

A B
(&â)

&A B

A
   

&A B

B
(&ó)

∨

A

A B
   

∨

B

A B
(∨â)

[ ] [ ]

∨
A B

A B C C

C
(∨ó)

[ ]

⊃

A

B

A B
(⊃â)

⊃A A B

B
(⊃ó)

[ ] [ ]

¬

¬

A A

B B

A
(¬â)

¬A A

B (¬ó)

S Êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà Nk, êðîìå óêàçàí-
íûõ â òàáëèöå ïðàâèë, èìååò åùå îäíî – ïðàâèëî óäàëåíèÿ äâîé-

íîãî îòðèöàíèÿ: 
¬¬A

A
 (¬¬ó).

Ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ñèñòåì Ni è Nk áóäåì òàêæå íàçûâàòü
Ni-ïðàâèëàìè è Nk-ïðàâèëàìè ñîîòâåòñòâåííî.
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S Ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ &â, &ó, ∨â, ⊃ó, ¬ó, ¬¬ó íàçûâàþò ïðÿìû-
ìè (èëè áåçóñëîâíûìè) ïðàâèëàìè, ïðàâèëà ⊃â, ∨ó, ¬â – êîñâåííû-
ìè (èëè óñëîâíûìè).

Â äàëüíåéøåì ïîòðåáóåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü ðÿä îïðåäåëåíèé è
òåîðåì, àíàëîãè÷íûõ äëÿ ñèñòåì Ni è Nk. ×òîáû èçáåæàòü äóáëèðî-
âàíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èíäåêñà â îáîçíà÷åíèè ñèñòåìû), ââåäåì
ñèìâîë Nc äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé èç ñèñòåì Ni è Nk. Åñëè
ñèìâîë Nc  èñïîëüçîâàí â îïðåäåëåíèè èëè òåîðåìå, åãî ñëåäóåò
çàìåíèòü íà ñèìâîë Ni èëè ñèìâîë Nk, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëè-
ðîâêó äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû.

Ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëèçàöèåé
òåõ ïðîñòåéøèõ ñïîñîáîâ óìîçàêëþ÷åíèé, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ìû ïðîâîäèì ïðîñòåé-
øèå ðàññóæäåíèÿ, ÷àñòî íå îñîçíàâàÿ ýòîãî.

Èìåííî ýòè ïðàâèëà îòðàæàþò ôîðìó ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ â äîêà-
çàòåëüñòâàõ.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ïðÿìûõ ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ äîñòàòî÷-
íî ïðîñò è ÿñåí. Òàê, ïðàâèëó &â ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèé øàã â
ðàññóæäåíèè: åñëè îáîñíîâàíî óòâåðæäåíèå À è îáîñíîâàíî óòâåð-
æäåíèå B, òî ñ÷èòàåì îáîñíîâàííûì óòâåðæäåíèå «A è B».

Ïðàâèëî ⊃ó1)  ôîðìàëèçóåò òàêîé øàã äîêàçàòåëüñòâà: åñëè îáî-
ñíîâàíî óòâåðæäåíèå À è îáîñíîâàíî óñëîâíîå óòâåðæäåíèå «Åñëè
À, òî B», òî ñ÷èòàåì îáîñíîâàííûì óòâåðæäåíèå B.

Ïðàâèëî ¬ó ôîðìàëèçóåò òàê íàçûâàåìûé çàêîí Äóíñà Ñêîòà:
èç ïðîòèâîðå÷èÿ À è ¬À ñëåäóåò «âñå, ÷òî óãîäíî», ò. å. ëþáîå
ïðåäëîæåíèå.

Îñòàëüíûå ïðÿìûå ïðàâèëà èìåþò ñòîëü æå ïðîñòîå ñîäåðæà-
òåëüíîå òîëêîâàíèå.

Êîñâåííûå ïðàâèëà ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëèçàöèåé òåõ ðàññóæäåíèé,
êîòîðûå èñïîëüçóþò ïðîìåæóòî÷íûå äîïóùåíèÿ, ò. å. êîñâåííûõ
ðàññóæäåíèé.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, óñëîâíîå ïðàâèëî ââåäåíèÿ èìïëèêà-
öèè ⊃â:

⊃

[ ]A

B

A B

Ýòî ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé ðàññóæäåíèÿ, øèðîêî
ïðèìåíÿåìîãî â íåôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Ïðè äîêàçàòåëü-

1) Ëàòèíñêàÿ âåðñèÿ íàçâàíèÿ ýòîãî ïðàâèëà – modus ponens.

Содержательный
смысл правил
заключения
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ñòâå òåîðåì, ñôîðìóëèðîâàííûõ â èìïëèêàòèâíîé ôîðìå «Åñëè À,
òî Â», îáû÷íî ðàññóæäåíèå âåäåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå À áåðåòñÿ â êà÷åñòâå äîïóùåíèÿ, èç êîòîðîãî âû-
âîäèòñÿ Â. Ïîñëå ýòîãî äåëàåòñÿ çàêëþ÷åíèå, ÷òî îáîñíîâàíî óò-
âåðæäåíèå «Åñëè À, òî Â» (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå A ⊃ B). Ïðè
ýòîì äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå «Åñëè À, òî Â» íå çàâèñèò îò äîïó-
ùåíèÿ À. Îòìåòèì, ÷òî îò ïðîìåæóòî÷íîãî äîïóùåíèÿ À íå òðåáó-
åòñÿ, ÷òîáû îíî áûëî äîêàçàííûì, è îáû÷íî îíî òàêîâûì íå ÿâëÿ-
åòñÿ.

Â ïðàâèëå ⊃â, ôîðìàëèçóþùåì ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäå-
íèå, áóêâà, çàêëþ÷åííàÿ â êâàäðàòíûå ñêîáêè, ñîîòâåòñòâóåò äîïó-
ùåíèþ À, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îáîñíîâûâàåòñÿ B è îò êîòîðîãî
óæå íå çàâèñèò A ⊃ B.

Ðàññìîòðèì èçâåñòíóþ òåîðåìó èç øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè:
«Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì, òî åãî äèàãîíàëè âçàèì-
íî ïåðïåíäèêóëÿðíû». Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îáû÷íî ïðî-
âîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ÀÂÑD – ïðîèçâîëüíûé ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê. Äåëàåì äîïóùåíèå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ÀÂÑD ÿâëÿ-
åòñÿ ðîìáîì. Çàòåì çà íåñêîëüêî øàãîâ ìû äîêàçûâàåì, ÷òî åãî
äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçû-
âàåì, ÷òî ÀÑ ⊥ ÂD ïðè äîïóùåíèè, ÷òî ÀÂÑD – ðîìá. Â èòîãå ìû
äåëàåì ñëåäóþùèé âûâîä, ñ÷èòàÿ åãî âïîëíå îáîñíîâàííûì: «Åñëè
÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì, òî åãî äèàãîíàëè âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû». Ïðè ýòîì ìû «îñâîáîæäàåìñÿ» îò äîïóùåíèÿ, ÷òî
ÀÂÑD – ðîìá. Ýòî äîïóùåíèå áûëî ïðîìåæóòî÷íûì, âðåìåííûì.
Îíî áûëî íåîáõîäèìî òîëüêî íà ñòàäèè âûâåäåíèÿ èç íåãî óòâåð-
æäåíèÿ ÀÑ ⊥ ÂD.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò è äðóãèå óñëîâíûå ïðàâèëà –
ïðàâèëî óäàëåíèÿ äèçúþíêöèè è ïðàâèëî ââåäåíèÿ îòðèöàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî ∨ó. Îíî ôîðìàëèçóåò òàê íàçûâàåìîå äî-
êàçàòåëüñòâî ðàçáîðîì ñëó÷àåâ: åñëè îáîñíîâàíî óòâåðæäåíèå «A èëè
B» (A ∨ B), òî äëÿ îáîñíîâàíèÿ Ñ ðàññìàòðèâàåì äâà ñëó÷àÿ. Ñíà-
÷àëà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èìååò ìåñòî À (ïåðâûé ñëó÷àé), èç
äîïóùåíèÿ À âûâîäèì Ñ. Çàòåì, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èìååò ìåñ-
òî B (âòîðîé ñëó÷àé), èç äîïóùåíèÿ Â òàêæå âûâîäèì Ñ. Ïîñëå
ýòîãî ñ÷èòàåì îáîñíîâàííûì óòâåðæäåíèå Ñ, ò. å. ÷òî Ñ èìååò ìå-
ñòî íåçàâèñèìî îò îáîèõ äîïóùåíèé À è Â.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïðàâèëî ¬â. Îíî ôîðìàëèçóåò äîêàçà-
òåëüñòâî ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè (ëàò. reductio ad absurdum): åñëè
èç äîïóùåíèÿ À ìû âûâîäèì ïðîòèâîðå÷àùèå äðóã äðóãó óòâåðæ-
äåíèÿ B è íå Â (¬B), òî ñ÷èòàåì, ÷òî íàøå äîïóùåíèå À íåâåðíî, à
âåðíî, îáîñíîâàíî íå À (¬À).
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§   2 . 3 .  Ä å ð å â ü ÿ  ô î ð ì ó ë§   2 . 3 .  Ä å ð å â ü ÿ  ô î ð ì ó ë§   2 . 3 .  Ä å ð å â ü ÿ  ô î ð ì ó ë§   2 . 3 .  Ä å ð å â ü ÿ  ô î ð ì ó ë§   2 . 3 .  Ä å ð å â ü ÿ  ô î ð ì ó ë

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ
ïîíÿòèå äåðåâà ôîðìóë. Äåðåâî ôîðìóë – ýòî ãðàôè÷åñêèé îáúåêò,
êîòîðûé ñòðîèòñÿ èç ôîðìóë ñ èñïîëüçîâàíèåì ãîðèçîíòàëüíîé
÷åðòû. Óòî÷íèì ïîíÿòèå äåðåâà ôîðìóë ñ ïîìîùüþ èíäóêòèâíîãî
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå äåðåâà ôîðìóë âûñîòû h (ñ âûñîòîé h):
1. Âñÿêàÿ ôîðìóëà åñòü äåðåâî ôîðìóë, âûñîòà êîòîðîãî ðàâíà
íóëþ (òàê íàçûâàåìîå ýëåìåíòàðíîå äåðåâî ôîðìóë).
2. Åñëè DDDDD1, …, DDDDDn – äåðåâüÿ ôîðìóë ñ âûñîòàìè h1, …, hn ñîîò-

âåòñòâåííî, à F – íåêîòîðàÿ ôîðìóëà, òî
...

F
1 n

D D
 – äåðåâî ôîð-

ìóë âûñîòû h, ãäå h = max(h1, …, hn) + 1 (ãäå n – ïðîèçâîëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ).
3. Ãðàôè÷åñêèé îáúåêò ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ôîðìóë òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ýòî ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî ñ ïîìîùüþ ï. 1 è 2.

Ëèñòüÿìè äåðåâà ôîðìóë áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëû, èìåþùèå
âõîæäåíèÿ â ýòî äåðåâî ôîðìóë, íåïîñðåäñòâåííî íàä êîòîðûìè
îòñóòñòâóþò âõîæäåíèÿ êàêèõ-ëèáî ôîðìóë. Êîðíåì äåðåâà ôîðìóë
áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëó, èìåþùóþ ñàìîå íèæíåå âõîæäåíèå â ýòî
äåðåâî.

Ï ð è ì å ð û.
1. q, p, p ⊃ q – ýëåìåíòàðíûå äåðåâüÿ ôîðìóë;

2. 
p q p

q
⊃

 – äåðåâî ôîðìóë âûñîòû 1.

3. 
&

p p q

q r

q r

⊃

 – äåðåâî ôîðìóë âûñîòû 2.

4. Ãðàôè÷åñêèé îáúåêò 
&p q

p q  íå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ôîðìóë,

ïîñêîëüêó ïîä ÷åðòîé äâå ôîðìóëû, à íå îäíà. P

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà «äåðåâî» çäåñü ìîæåò áûòü
îáúÿñíåíî òåì, ÷òî äåðåâî ôîðìóë, êàê ãðàôè÷åñêèé îáúåêò, ôàê-
òè÷åñêè çàäàåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå âõîæäåíèé ôîð-
ìóë â ýòî äåðåâî. Òàê, äåðåâüÿ ôîðìóë èç ïðèìåðîâ 2 è 3 çàäàþò
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÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå, çàìåíèâ ôîðìóëû
òî÷êàìè, ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå ñëåäóþùèõ ãðàôîâ:

Êàæäîå èç ýòèõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì1) , ïîñêîëüêó èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò (êîðåíü) è êàæ-
äûé ýëåìåíò, êðîìå íàèìåíüøåãî, èìååò åäèíñòâåííûé íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèé ýëåìåíò. P

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçëîæåíèå íå áûëî ñëèøêîì ôîðìàëüíûì, áó-
äåì èñïîëüçîâàòü áåç òî÷íûõ îïðåäåëåíèé, ñëåäóþùèå èíòóèòèâ-
íî ÿñíûå ïîíÿòèÿ: âõîæäåíèå ôîðìóëû â äåðåâî ôîðìóë (çàìåòèì,
÷òî ôîðìóëà ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî âõîæäåíèé â äàííîå äåðåâî);
âõîæäåíèå ôîðìóëû À â äåðåâî ôîðìóë, íàõîäÿùååñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî íàä (âûøå) èëè ïîä (íèæå) âõîæäåíèÿ ôîðìóëû Â.

Äåðåâüÿ ôîðìóë áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè DDDDD, DDDDDi (i = 1, 2 …).
Ñðåäè äåðåâüåâ ôîðìóë â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü

òîëüêî òàê íàçûâàåìûå äåðåâüÿ âûâîäà.

Óòî÷íèì èñïîëüçóåìîå íàìè ïîíÿòèå ïðàâèëà
çàêëþ÷åíèÿ è ñâÿçàííûå ñ íèì ïîíÿòèÿ.

Ñõåìîé ôîðìóë áóäåì íàçûâàòü âñÿêîå ñëîâî, ïîñòðîåííîå èç
áóêâ A, B, C, … ñ ïîìîùüþ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê è ñêî-
áîê ïî òåì æå ïðàâèëàì, ïî êîòîðûì ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ èç
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ2) .

Åñëè äëÿ êàæäîé èç áóêâ A, B, C, … âñå âõîæäåíèÿ ýòîé áóêâû
â ñõåìó ôîðìóë F çàìåíèòü âõîæäåíèÿìè íåêîòîðîé ôîðìóëû ßËÂ,
òî ïîëó÷èì ôîðìóëó, íàçûâàåìóþ ôîðìóëîé ïî ñõåìå F.

Òàê, íàïðèìåð, ôîðìóëà ¬(ð1 & ð2) ⊃ ¬ð3 ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ïî
ñõåìå ¬A ⊃ ¬B.

Åñëè äëÿ êàæäîé èç áóêâ A, B, C, … âñå âõîæäåíèÿ ýòîé áóêâû
â ñõåìû F1, …, Fn çàìåíèòü âõîæäåíèÿìè íåêîòîðîé ôîðìóëû ßËÂ,
òî ïîëó÷èì íàáîð ôîðìóë F1, …, Fn, íàçûâàåìûé íàáîðîì ôîðìóë,
ïîñòðîåííûì ïî íàáîðó ñõåì ôîðìóë F1, …, Fn.

1) Äåðåâîì íàçûâàþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ íàèìåíüøèì
ýëåìåíòîì (êîðíåì), êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî, çà èñêëþ÷åíèåì êîðíÿ, èìååò
åäèíñòâåííûé íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèé ýëåìåíò.

2) Ìîæíî äàòü èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ñõåìû ôîðìóë, àíàëîãè÷íîå îï-
ðåäåëåíèþ ôîðìóëû ßËÂ.

Уточнение
некоторых понятий
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Ïðÿìîé ñõåìîé çàêëþ÷åíèé áóäåì íàçûâàòü ãðàôè÷åñêèé îáúåêò

âèäà 
... n1

F F

F
, ãäå F1, …, Fn, F – ñõåìû ôîðìóë, ïðè÷åì F1, …, Fn

íàçûâàþò ïîñûëêàìè, à F     – çàêëþ÷åíèåì.

Äåðåâî ôîðìóë F
FF n...1  áóäåì íàçûâàòü ïðèìåðîì çàêëþ÷åíèÿ

ïî ñõåìå çàêëþ÷åíèé 
... n1

F F

F
 (è ãîâîðèòü, ÷òî äåðåâî F

FF n...1  ïîñò-

ðîåíî ïî ñõåìå çàêëþ÷åíèé 
... n1

F F

F
), åñëè íàáîð ôîðìóë F1, …, Fn,

F ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ôîðìóë, ïîñòðîåííûì ïî íàáîðó ñõåì ôîðìóë
F1, …, Fn, F, à ñàì íàáîð ôîðìóë F1, …, Fn, F áóäåì íàçûâàòü ñîîò-

âåòñòâóþùèì ñõåìå çàêëþ÷åíèé 
... n1

F F

F
.

Òàê, äåðåâî ôîðìóë 
1 1 2

2

p p p

p

⊃
 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì çàêëþ÷åíèÿ

ïî ñõåìå çàêëþ÷åíèé 
⊃A A B

B
 (ïîñòðîåíî ïî ñõåìå 

⊃A A B

B
).

Åñëè â ñõåìå çàêëþ÷åíèé, ïî êðàéíåé ìåðå íàä îäíîé èç ïîñûëîê,
íàïèñàíà êàêàÿ-ëèáî áóêâà (A, B, C, …) â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, òî òà-
êóþ ñõåìó áóäåì íàçûâàòü êîñâåííîé (óñëîâíîé) ñõåìîé çàêëþ÷åíèé.

Ïðîèçâîëüíàÿ óñëîâíàÿ ñõåìà ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè èìååò âèä
][

E
H

G

F

Ïåðâóþ ïîñûëêó â ýòîé ñõåìå áóäåì íàçûâàòü áåçóñëîâíîé, à âòî-
ðóþ – óñëîâíîé.

Ñõåìû ∨ó, ¬â è ⊃â ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè óñëîâíûõ ñõåì çàêëþ-
÷åíèé.

Ïðèìåðîì çàêëþ÷åíèÿ ïî óñëîâíîé ñõåìå çàêëþ÷åíèé áóäåì íà-
çûâàòü âñÿêèé ïðèìåð çàêëþ÷åíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé
ñõåìå çàêëþ÷åíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîé óñëîâíîé ñõåìû
îòáðàñûâàíèåì áóêâ, çàêëþ÷åííûõ â ñêîáêè (âìåñòå ñî ñêîáêàìè).

Òàê, äåðåâî ôîðìóë 
⊃
q

p q
 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì çàêëþ÷åíèÿ ïî

óñëîâíîé ñõåìå 

[ ]

⊃

A

B

A B
.
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Äëÿ òîé èëè èíîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû ñðåäè ñõåì çàêëþ÷åíèé
âûäåëÿþò ñõåìû ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå íàçûâàþò ïðàâèëàìè
çàêëþ÷åíèÿ ýòîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû. Èõ ðàññìàòðèâàþò êàê èñ-
õîäíûå (îñíîâíûå) ñðåäè ñõåì, â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðèçíàâàåìûõ
ïðàâèëüíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå Nc-ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ñõåìû çàêëþ÷åíèé ñëåäóþùåãî âèäà:
... n1

F F

F
 (n = 1 èëè

n = 2 â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïîñûëîê – îäíîé èëè äâóõ), ãäå
F1, …, Fn, F     – íåêîòîðûå ñïåöèàëüíîãî âèäà ñõåìû ôîðìóë. Âñÿêîå
ïðÿìîå ïðàâèëî çàêëþ÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé çàêëþ÷åíèé, çàäàþ-
ùåé áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äåðåâüåâ ôîðìóë (ñõåìîé, ïî êîòîðîé
ñòðîÿòñÿ êîíêðåòíûå äåðåâüÿ ôîðìóë) åäèíè÷íîé âûñîòû. Ýòè äå-
ðåâüÿ ôîðìóë ïîëó÷àþò çàìåíîé áóêâ A, B, C â ñõåìå (ïðàâèëå
çàêëþ÷åíèé) íà ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëè-
çàöèåé ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ. Â òî
æå âðåìÿ ïðÿìûå ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðàâè-
ëà ïåðåõîäà îò îäíèõ ôîðìóë ê äðóãèì, à êîñâåííûå – ïðàâèëà
ïåðåõîäà îò äåðåâüåâ ôîðìóë ê ôîðìóëàì. Ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ
èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â îïðåäåëåíèè âàæíåéøåãî ïîíÿòèÿ äåðåâà
âûâîäà, êîòîðîå áóäåò ââåäåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

§   2 . 4 .  Ä å ð å â ü ÿ  â û â î ä à§   2 . 4 .  Ä å ð å â ü ÿ  â û â î ä à§   2 . 4 .  Ä å ð å â ü ÿ  â û â î ä à§   2 . 4 .  Ä å ð å â ü ÿ  â û â î ä à§   2 . 4 .  Ä å ð å â ü ÿ  â û â î ä à

Ëîãè÷åñêèå âûâîäû â ñèñòåìàõ åñòåñòâåííîãî
âûâîäà, òàê íàçûâàåìûå äåðåâüÿ âûâîäà, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåðå-
âüÿ ôîðìóë, â êîòîðûõ âñå ïåðåõîäû ïðîèñõîäÿò ïî ïðàâèëàì çàê-
ëþ÷åíèÿ. Ïîíÿòèå äåðåâà âûâîäà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïîíÿòèåì
òåîðèè åñòåñòâåííîãî âûâîäà.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ôîðìóëèðîâêå îïðå-
äåëåíèÿ äåðåâà âûâîäà, ðàññìîòðèì ïðèìåð, ÷òî-
áû ñíà÷àëà óñâîèòü ýòî ïîíÿòèå íà èíòóèòèâíîì
óðîâíå. Íà ýòîì ïðèìåðå ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðî-
öåññ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà âûâîäà çàäàííîé ôîðìó-
ëû, ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåäÿ íåôîðìàëüíûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (À ⊃ Â) ⊃ (¬Â ⊃ ¬À).
Ïîñìîòðèì íà À è Â êàê íà îáîçíà÷åíèÿ êàêèõ-òî íåôîðìàëü-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ìû õîòèì äî-

Процесс
построения
дерева вывода.
Неформальное
описание
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êàçàòü óòâåðæäåíèå âèäà (À ⊃ Â) ⊃ (¬Â ⊃ ¬À), ãäå ñèìâîëû ⊃, ¬
ïîíèìàþòñÿ îïÿòü æå íåôîðìàëüíî, êàê ñëîâà «åñëè…, òî» è «íå».

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ðàññóæäàòü òàê.
Íàì òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùåå: åñëè À ⊃ Â, òî, åñëè ê òîìó æå
¬Â, òî ¬À. Äîïóñòèì, ÷òî âåðíî À ⊃ Â è ¬Â, è äîêàæåì, ÷òî âåðíî
óòâåðæäåíèå ¬À. Äîêàçûâàòü ¬À áóäåì ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè.
Äîïóñòèì, ÷òî âåðíî À. Òîãäà, èñïîëüçóÿ äîïóùåíèÿ À è À ⊃ Â,
ïîëó÷àåì Â. Êðîìå òîãî, èìååì äîïóùåíèå ¬Â. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå: Â è ¬Â. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå äîïóùåíèå
À íåâåðíî è, çíà÷èò, âåðíî ¬À.

Ìîæíî ïî ñóùåñòâó òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå èçëîæèòü íå-
ñêîëüêî èíà÷å. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðåäëîæåíèÿ (À ⊃ Â) ⊃ (¬Â ⊃ ¬À)
äîñòàòî÷íî, âçÿâ À ⊃ Â â êà÷åñòâå äîïóùåíèÿ, âûâåñòè ¬Â ⊃ ¬À. Â
ñâîþ î÷åðåäü äëÿ îáîñíîâàíèÿ ¬Â ⊃ ¬À äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ¬Â â
êà÷åñòâå åùå îäíîãî (âòîðîãî) äîïóùåíèÿ è îáîñíîâàòü ¬À. Èòàê,
çàäà÷à ñâåëàñü ê îáîñíîâàíèþ ¬À, èñõîäÿ èç äîïóùåíèé À ⊃ Â è
¬Â. Äàëåå, äëÿ îáîñíîâàíèÿ ¬À äîñòàòî÷íî, â ñèëó ñîäåðæàòåëüíî-
ãî ïðàâèëà ïðèâåäåíèÿ ê íåëåïîñòè, âçÿâ À â êà÷åñòâå åùå îäíîãî
(òðåòüåãî) äîïóùåíèÿ, ïîëó÷èòü êàêîå-òî ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, èìååì
òðè äîïóùåíèÿ À ⊃ Â, ¬Â, À. Èç À è À ⊃ Â âûâîäèì Â, êðîìå òîãî,
èìååì ¬Â. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå: Â è ¬Â. Ñëå-
äîâàòåëüíî, íàøå äîïóùåíèå À íåâåðíî, è, çíà÷èò, ¬À äîêàçàíî.

Òåïåðü ôîðìàëèçóåì ýòî íåôîðìàëüíîå ýâðèñòè÷åñêîå ðàññóæ-
äåíèå â âèäå äåðåâà âûâîäà, ñîïðîâîæäàÿ ïîñòðîåíèå ýòîãî äåðåâà
êîììåíòàðèÿìè.

Ï ð è ì å ð. Îïèøåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà âûâîäà ôîð-
ìóëû (À ⊃ Â) ⊃ (¬Â ⊃ ¬À):

â

3 1

y 2

(3)

â (2)

â (1)

[ ] [ ]
[ ]

( ) ( )

A A B
B B

A
B A

A B B A

¬

⊃

⊃

⊃

⊃
¬

¬
¬ ⊃ ¬

⊃ ⊃ ¬ ⊃ ¬

Ñïðàâà îò äàííîãî äåðåâà âûâîäà ïîñòðîåí ãðàô, èçîáðàæàþ-
ùèé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó
äåðåâó âûâîäà.

Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ýòîãî äåðåâà âûâîäà ðàññóæäàòü ìîæíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîðíåì äåðåâà äîëæíà áûòü ôîðìóëà (À ⊃ Â) ⊃
⊃ (¬Â ⊃ ¬À), à çíà÷èò, òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äåðåâî âûâîäà, êîðíåì
êîòîðîãî ñëóæèò ýòà èìïëèêàöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðàâèëà
⊃â äîñòàòî÷íî, âçÿâ ôîðìóëó À ⊃ Â â êà÷åñòâå äîïóùåíèÿ (è ïðè-
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ñâîèâ åìó íîìåð 1), ïîñòðîèòü äåðåâî âûâîäà ñ êîðíåì ¬Â ⊃ ¬À.
Ïîýòîìó ïðîâîäèì íàä ôîðìóëîé (À ⊃ Â) ⊃ (¬Â ⊃ ¬À) ÷åðòó, íàä
êîòîðîé çàïèñûâàåì ôîðìóëó ¬Â ⊃ ¬À. Ñïðàâà îò ÷åðòû óêàçûâà-
åì îáîçíà÷åíèå ïðàâèëà ⊃â è íîìåð âçÿòîãî äîïóùåíèÿ. Â ñòîðîíå
îò äåðåâà ñïðàâà (èëè âíèçó) äëÿ óäîáñòâà çàïèñûâàåì â êâàäðàò-
íûõ ñêîáêàõ ïåðâîå äîïóùåíèå ñ íîìåðîì 1:

в (1)
( ) ( )

B A
A B B A

⊃
¬ ⊃ ¬

⊃ ⊃ ¬ ⊃ ¬

#

   [À ⊃ Â]1

Ïîñêîëüêó ôîðìóëà ¬Â ⊃ ¬À òàêæå ÿâëÿåòñÿ èìïëèêàöèåé, åå
ïîñûëêó ¬Â áåðåì â êà÷åñòâå âòîðîãî äîïóùåíèÿ (ñ íîìåðîì 2),
çàïèñûâàåì ñïðàâà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ è ïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü
äåðåâî âûâîäà ôîðìóëû ¬À èç èìåþùèõñÿ äîïóùåíèé. Ñ ýòîé öå-
ëüþ íàä ôîðìóëîé ¬Â ⊃ ¬À ïðîâîäèì ÷åðòó, íàä êîòîðîé ïèøåì
ôîðìóëó ¬À:

 
в

в

2
(2)

1
(1)

[ ]
[ ]

( ) ( )

A B
B A A B

A B B A

⊃

⊃

¬ ¬
¬ ⊃ ¬ ⊃⊃ ⊃ ¬ ⊃ ¬

#

Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ âûâåñòè ôîðìóëó ¬À èç äâóõ äîïóùåíèé:
À ⊃ Â, ¬Â. Ïîñêîëüêó ôîðìóëà ¬À ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì, â ñèëó
ïðàâèëà ¬â äîñòàòî÷íî, âçÿâ À â êà÷åñòâå åùå îäíîãî (òðåòüåãî)
äîïóùåíèÿ, âûâåñòè êàêîå-íèáóäü ïðîòèâîðå÷èå (ñðàçó ìîæåò áûòü
íåÿñíî, êàêîå èìåííî):

                  

в

в

в

3(3)

(2) 2

(1)
1

[ ]
[ ]

( ) ( ) [ ]

AA
BB A

A B B A A B

¬

⊃

⊃

¬
¬¬ ⊃ ¬

⊃ ⊃ ¬ ⊃ ¬ ⊃

# #

Èòàê, èìååì òðè äîïóùåíèÿ: ¬Â, À ⊃ Â, À. Èç äâóõ äîïóùå-
íèé À è À ⊃ Â ïî ïðàâèëó ⊃ó âûâîäèì ôîðìóëó Â. Â òî æå âðåìÿ
èìååì äîïóùåíèå ¬Â. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå:
Â è ¬Â.

                  

в

в

в

2
3(3)

(2) 2

(1)
1

[ ]
[ ]

[ ]
( ) ( ) [ ]

B B
AA
BB A

A B B A A B

¬

⊃

⊃

¬
¬

¬¬ ⊃ ¬
⊃ ⊃ ¬ ⊃ ¬ ⊃

#
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Ôîðìóëà ¬Â ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äîïóùåíèé, â ñâÿçè ñ ÷åì åå
çàêëþ÷àåì â êâàäðàòíûå ñêîáêè è ïîìå÷àåì åå íîìåðîì. Òåïåðü
îñòàåòñÿ òîëüêî îòðàçèòü, êàê ïîëó÷åíà ôîðìóëà Â èç äîïóùåíèé À
è À ⊃ Â, ÷òî è çàâåðøèò ïîñòðîåíèå äåðåâà âûâîäà:

3 1

y 2
3â (3)

â (2) 2

â (1)
1

[ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

( ) ( ) [ ]

A A B
B B

AA
BB A

A B B A A B

⊃

¬

⊃

⊃

⊃
¬

¬
¬¬ ⊃ ¬

⊃ ⊃ ¬ ⊃ ¬ ⊃
Ëèñòüÿ À è À ⊃ Â çàêëþ÷åíû â êâàäðàòíûå ñêîáêè â çíàê òîãî,

÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ äîïóùåíèÿìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ óñëîâíûõ ïðàâèë. P

S Îáû÷íî äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïîíèìàíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâà
âûâîäà ñïðàâà îò êàæäîé ÷åðòû ïðèíÿòî óêàçûâàòü îáîçíà÷åíèå
èñïîëüçóåìîãî ïðàâèëà. Êðîìå òîãî, ïðè êàæäîì ïðèìåíåíèè
êàêîãî-ëèáî êîñâåííîãî ïðàâèëà, âñå âõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî äîïóùåíèÿ-ëèñòà çàêëþ÷àþò â êâàäðàòíûå ñêîáêè è ñíàá-
æàþò îäíèì è òåì æå íîìåðîì. Ýòîò æå íîìåð ñòàâèòñÿ ñïðàâà
îò ÷åðòû ñîîòâåòñòâóþùåãî çàêëþ÷åíèÿ ïî êîñâåííîìó ïðàâèëó.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê óòî÷íåíèþ ïîíÿòèÿ äåðåâà âûâîäà. Ñíà-
÷àëà äàäèì èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå äåðåâà Nc-âûâîäà ñ êîðíåì F:
1. Âñÿêàÿ ôîðìóëà F åñòü äåðåâî Nc-âûâîäà ñ êîðíåì F (ýëåìåí-
òàðíîå äåðåâî).
2. Åñëè DDDDD1, …, DDDDDn (n = 1, 2, 3)1)  – äåðåâüÿ Nc-âûâîäà ñ êîðíÿìè

F1, …, Fn ñîîòâåòñòâåííî, à 1 ... nF F
F

 – ïðèìåð çàêëþ÷åíèÿ ïî

êàêîìó-ëèáî Nc-ïðàâèëó, òî 
...

F
1 n

D D
 åñòü äåðåâî Nc-âûâîäà ñ

êîðíåì F.
3. Äåðåâî ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì Nc-âûâîäà ñ êîðíåì F òîã-
äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî ñ ïîìî-
ùüþ ï. 1 è 2.

Äåðåâî Nc-âûâîäà ñ êîðíåì F áóäåì íàçûâàòü òàêæå Nc-âûâî-
äîì ôîðìóëû F, à åñëè íàñ íå áóäåò èíòåðåñîâàòü åãî êîðåíü, –
äåðåâîì Nc-âûâîäà èëè ïðîñòî Nc-âûâîäîì.
1) Êàæäîå Nc-ïðàâèëî èìååò îäíó (n = 1), äâå (n = 2) èëè òðè (n = 3)

ïîñûëêè.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåðåâî Nc-âûâîäà 
...

F
1 n

D D
 ñ êîðíåì F ïî-

ñòðîåíî ïî ïðàâèëó R èç äåðåâüåâ Nc-âûâîäà DDDDD1, …, DDDDDn ñ êîðíÿìè F1,

…, Fn ñîîòâåòñòâåííî (n = 1, 2, 3), åñëè 1 ... nF F
F

– ïðèìåð çàêëþ÷å-

íèÿ ïî ïðàâèëó R.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå íåýëåìåíòàðíîå

äåðåâî ñòðîèòñÿ ïî øàãàì, ñ÷èòàÿ îäíèì øàãîì ïîñòðîåíèå íîâîãî
äåðåâà DDDDD èç íåêîòîðûõ ïîñòðîåííûõ ðàíåå äåðåâüåâ DDDDD1, …, DDDDDn ñ
ïîìîùüþ îäíîãî èç Nc-ïðàâèë ñîãëàñíî ï. 2 äàííîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îäíàêî òîëüêî ÷òî äàííîå äîâîëüíî ïðîñòîå îïðåäåëåíèå äå-
ðåâà Nc-âûâîäà ñ êîðíåì F íåäîñòàòî÷íî ïîëíî îòðàæàåò âñå õà-
ðàêòåðèñòèêè äåðåâà Nc-âûâîäà.

Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå (ñì. ñ. 57) ôîðìóëû-ëèñòüÿ
äåðåâà âûâîäà (òî÷íåå, âõîæäåíèÿ òàêèõ ôîðìóë) çàêëþ÷åíû â êâàä-
ðàòíûå ñêîáêè. Òàêèå ëèñòüÿ íàçûâàþò óâÿäøèìè, â îòëè÷èå îò òàê
íàçûâàåìûõ çåëåíûõ ëèñòüåâ. Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå äåðåâà
âûâîäà íå óòî÷íÿåò, ÷òî òàêîå çåëåíûå (è óâÿäøèå) ëèñòüÿ1), íå
îòðàæàåò, îò êàêèõ ôîðìóë çàâèñèò êîðåíü.

Êðîìå òîãî, ýòî îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ äåðåâà âûâîäà ñ êîðíåì
F íå ïîçâîëÿåò ââåñòè îòíîøåíèå Nc-âûâîäèìîñòè, ò. å. îïðåäå-
ëèòü, ÷òî çíà÷èò ôîðìóëà F âûâîäèìà â ñèñòåìå Nc èç ìíîæåñòâà
ôîðìóë Ã. Ïîýòîìó ñëåäóþùèì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå íîâûõ
âàæíûõ ïîíÿòèé.

Ïóñòü F – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ßËÂ, Δ (ãðå÷.
áóêâà «äåëüòà») – ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ôîðìóë ßËÂ, ìîæåò áûòü ïóñòîå.

Äàäèì èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå äåðåâà Nc-âûâîäà ñ êîðíåì F è
ìíîæåñòâîì çåëåíûõ ëèñòüåâ Δ èëè êðàòêî Nc-Δ-F-âûâîäà.

!   Îïðåäåëåíèå Nc-ΔΔΔΔΔ-F-âûâîäà2):

1. Áàçèñ èíäóêöèè. Ëþáàÿ ôîðìóëà F åñòü Nc-Δ-F-âûâîä, ãäå
Δ = {F}.
2. Øàã èíäóêöèè.

1) Èñïîëüçóåìàÿ íàìè îáðàçíàÿ òåðìèíîëîãèÿ – çåëåíûå ëèñòüÿ, óâÿäøèå
ëèñòüÿ äåðåâà âûâîäà – ïðåäëîæåíà À. Â. Ãëàäêèì [3]. ×àñòî âìåñòî òåðìèíà
çåëåíûé ëèñò óïîòðåáëÿþò òåðìèí ñóùåñòâåííîå (èëè îòêðûòîå) äîïóùåíèå, à
âìåñòî òåðìèíà óâÿäøèé ëèñò – ïðîìåæóòî÷íîå (èëè çàêðûòîå) äîïóùåíèå.

2) Îïðåäåëåíèÿ Ni-Δ-F-âûâîäà è Nk-Δ-F-âûâîäà ïîëó÷èì, çàìåíèâ â ýòîì
îïðåäåëåíèè ñèìâîë Nñ  íà ñèìâîë Ni èëè Nk  ñîîòâåòñòâåííî.

Определение
Nc&Δ&F&вывода
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2.1.1. Åñëè 1
À
ΔD  åñòü Nc-Δ1-À-âûâîä, à 2

Â
ΔD  åñòü Nc-Δ2-Â-âûâîä,

òî 
1 2

&
A B

A B

Δ ΔD D
 åñòü Nc-Δ1 ∪ Δ2-À&Â-âûâîä.

2.1.2. Åñëè 1
&À B

ΔD  åñòü Nc-Δ1-À & Â-âûâîä, òî 
1
&

Δ
A B

A
D

 åñòü

Nc-Δ1-À-âûâîä è 
1
&

Δ
A B
B

D
 åñòü Nc-Δ1-Â-âûâîä.

2.1.3. Åñëè 1
À
ΔD  åñòü Nc-Δ1-À-âûâîä, òî 

1
A

A B

Δ

∨
D

 åñòü Nc-Δ1-À ∨ Â-âûâîä,

è åñëè 1
Â
ΔD  – Nc-Δ1-Â-âûâîä, òî

1
B

A B

Δ

∨
D

 åñòü Nc-Δ1-À ∨ Â-âûâîä.

2.1.4. Åñëè 1
À
ΔD  åñòü Nc-Δ1-À-âûâîä, à 2

A Â
Δ

⊃D  åñòü Nc-Δ2-À ⊃ Â-âû-

âîä, òî 
1 2

A A B

B

Δ Δ
⊃D D

 åñòü Nc-Δ1 ∪ Δ2-Â-âûâîä.

2.1.5. Åñëè 1
À
ΔD  åñòü Nc-Δ1-À-âûâîä, à 2

A
Δ
¬D  åñòü Nc-Δ2-¬A-âûâîä,

òî 
1 2

A A

B

Δ Δ
¬D D

 åñòü Nc-Δ1 ∪ Δ2-Â-âûâîä.

2.1.6 (äëÿ Nk). Åñëè 1
À

Δ
¬¬D  åñòü Nk-Δ1-¬¬À-âûâîä, òî 

1
À

À

Δ
¬¬D

 åñòü

Nk-Δ1-A-âûâîä.

2.2.1. Åñëè 1
Â
ΔD  åñòü Nc-Δ1-B-âûâîä, òî 

1
B

A B

Δ

⊃
D

 åñòü Nc-Δ-À ⊃ Â-âû-

âîä, ãäå Δ = Δ1\{A}.

2.2.2. Åñëè 1
A B
Δ

∨D  åñòü Nc-Δ1-À ∨ Â-âûâîä, 2
C
ΔD  åñòü Nc-Δ2-Ñ-âûâîä

è 3
C
ΔD  åñòü Nc-Δ3-Ñ-âûâîä, òî 

1 2 3
A B C C

C

Δ Δ Δ
∨D D D

 åñòü Nc-Δ-Ñ-âû-

âîä, ãäå Δ = Δ1 ∪ (Δ2 \ {A}) ∪ (Δ3 \ {B}).

2.2.3. Åñëè 1
Â
ΔD  åñòü Nc-Δ1-B-âûâîä, à 2

B
Δ
¬D  åñòü Nc-Δ2-¬Â -âûâîä,

òî 
1 2

B B

A

Δ Δ
¬

¬
D D

 åñòü Nc-Δ-¬À-âûâîä, ãäå Δ = (Δ1 \ {A}) ∪ (Δ2 \ {A}).

3. Äåðåâî ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ Nc-Δ-F-âûâîäîì òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà ýòî ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî ñ ïîìîùüþ ï. 1 è 2.
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Â øàãå èíäóêöèè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ êàæäîìó ïðàâèëó çàêëþ÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ïóíêò. Òî÷íåå, ï. 2 ñîäåðæèò âîñåìü ïîäïóíêòîâ äëÿ
Ni (è 9 äëÿ Nk), êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó Nc-ïðàâè-
ëó, ïðè÷åì ïåðâûå ïÿòü ïóíêòîâ äëÿ Ni (øåñòü äëÿ Nk) ñîîòâåòñòâóþò
ïðÿìûì ïðàâèëàì, à ïîñëåäíèå òðè ïóíêòà – êîñâåííûì ïðàâèëàì.

Ìíîæåñòâà çåëåíûõ ëèñòüåâ äåðåâüåâ Nc-âûâîäà, ïîñòðîåííûõ
ñîãëàñíî ï. 2.1.1–2.1.6, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ïðÿìûì ïðàâèëàì,
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî, â ñâÿçè ñ ÷åì ýòè ïóíêòû ìîæíî îáúå-
äèíèòü â îäèí ïóíêò, ïîëó÷àÿ «ñâåðíóòîå» îïðåäåëåíèå
Nc-Δ-F-âûâîäà. Àíàëîãè÷íîå îáúåäèíåíèå ï. 2.2.1–2.2.3, îòíîñÿ-
ùèõñÿ ê êîñâåííûì ïðàâèëàì, ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò âîñïðèÿòèå
ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, è ïîýòîìó ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì.

!   «Ñâåðíóòîå» îïðåäåëåíèå Nc-ΔΔΔΔΔ-F-âûâîäà:
1. Áàçèñ èíäóêöèè. Ëþáàÿ ôîðìóëà F åñòü Nc-Δ-F-âûâîä, ãäå Δ = {F}.
2. Øàã èíäóêöèè.

2.1. Åñëè äëÿ êàæäîãî i (i = 1, …, n) i

iF
ΔD  åñòü Nc-Δi-Fi-âûâîä, à

äåðåâî ôîðìóë 1 ... nF F
F  ïîñòðîåíî ïî êàêîìó-ëèáî ïðÿìîìó

Nc-ïðàâèëó, òî 
1

1
... n

F Fn

F

ΔΔD D
 åñòü Nc-Δ-F-âûâîä, ãäå Δ = Δ1 ∪ …

... ∪ Δn (n = 1, 2)1).

2.2.1. Åñëè 1

B
ΔD  åñòü Nc-Δ1-B-âûâîä, òî 

1

B

A B

Δ

⊃

D
 åñòü Nc-Δ-À ⊃ Â-âû-

âîä, ãäå Δ = Δ1\{A}.

2.2.2. Åñëè 1

A B
Δ

∨D  åñòü Nc-Δ1-À ∨ Â-âûâîä, 2

C
ΔD  – Nc-Δ2-Ñ-âûâîä

è 3

C
ΔD  – Nc-Δ3-Ñ-âûâîä, òî 

1 2 3
A B C C

C

Δ Δ Δ
∨D D D

 åñòü Nc-Δ-Ñ-âûâîä,

ãäå Δ = Δ1 ∪ (Δ2\{A}) ∪ (Δ3\{B}).

2.2.3. Åñëè 1

B
ΔD  åñòü Nc-Δ1-B-âûâîä, à 2

B
Δ
¬D  åñòü Nc-Δ2-¬Â-âû-

âîä, òî 
1 2

B B

A

Δ Δ
¬

¬
D D

 åñòü Nc-Δ-¬À-âûâîä, ãäå Δ = (Δ1\{A}) ∪ (Δ2\{A}).

3. Äåðåâî ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ Nc-Δ-F-âûâîäîì òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà ýòî ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî ñ ïîìîùüþ ï. 1 è 2.

1) Êàæäîå ïðÿìîå Nc-ïðàâèëî èìååò îäíó (n = 1) èëè äâå (n = 2) ïîñûëêè.
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Âñÿêèé Nc-Δ-F-âûâîä áóäåì òàêæå èíîãäà íàçûâàòü äåðåâîì Nc-âû-
âîäà èëè ïðîñòî Nc-âûâîäîì (ò. å. Ni-âûâîäîì èëè Nk-âûâîäîì).

S Çàìå÷àíèå 1. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâà
Nc-âûâîäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ñèì-
âîëû è ìåòêè. Âî-ïåðâûõ, íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà
Nc-âûâîäà ñïðàâà îò êàæäîé ÷åðòû áóäåì óêàçûâàòü ñèìâîëè÷åñ-
êîå îáîçíà÷åíèå ïðèìåíÿåìîãî íà ýòîì øàãå ïðàâèëà. Âî-âòîðûõ,
åñëè â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êîñâåííîãî ïðàâèëà (ï. 2.2.1–2.2.3
îïðåäåëåíèÿ Nc-Δ-F-âûâîäà) íåêîòîðàÿ ôîðìóëà óäàëÿåòñÿ èç ìíî-
æåñòâà çåëåíûõ ëèñòüåâ (â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèñò
óâÿäàåò1)), òî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíûå âõîæäåíèÿ ýòîé ôîð-
ìóëû áóäåì çàêëþ÷àòü â êâàäðàòíûå ñêîáêè. Êðîìå òîãî, ýòèì âõîæ-
äåíèÿì áóäåì ïðèñâàèâàòü îäèí è òîò æå íîìåð è ýòîò æå íîìåð
çàïèñûâàòü ñïðàâà îò ÷åðòû ñîîòâåòñòâóþùåãî çàêëþ÷åíèÿ ïî äàí-
íîìó êîñâåííîìó ïðàâèëó. Òàêèå ìåòêè óêàçûâàþò, íà êàêîì øàãå
ïîñòðîåíèÿ äåðåâà è êàêîé èìåííî ëèñò óâÿë. P

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ìíîæåñòâà óâÿäøèõ ëèñòüåâ
(ïðîìåæóòî÷íûõ äîïóùåíèé) äåðåâà Nc-âûâîäà ìîæíî îïðåäåëèòü
èíäóêòèâíî. Ïðè ýòîì äëÿ ýëåìåíòàðíîãî äåðåâà âûâîäà F ìíîæå-
ñòâî óâÿäøèõ ëèñòüåâ ïóñòî. Øàã ïîñòðîåíèÿ äåðåâà Nc-âûâîäà ñ
ïîìîùüþ ïðÿìîãî ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ íå ìåíÿåò îáùåå ìíîæå-
ñòâî óâÿäøèõ ëèñòüåâ. Øàã ïîñòðîåíèÿ äåðåâà Nc-âûâîäà ñ ïîìî-
ùüþ êîñâåííîãî ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ê ìíîæåñòâó óâÿäøèõ ëèñòü-
åâ äîáàâëÿåò â òî÷íîñòè òå ôîðìóëû, êîòîðûå óäàëÿåò ïðè ýòîì èç
ìíîæåñòâà çåëåíûõ ëèñòüåâ Δ. Îñòàâëÿåì ôîðìóëèðîâêó èíäóêòèâ-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà óâÿäøèõ ëèñòüåâ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ. P

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì óäîáíî
ñòðîèòü äåðåâî âûâîäà, íà÷èíàÿ ñ êîðíÿ. Òåïåðü
ïðîàíàëèçèðóåì êîíêðåòíûé Nc-∅-F-âûâîä â
ñîîòâåòñòâèè ñ èíäóêòèâíûì îïðåäåëåíèåì,
ò. å. îò ëèñòüåâ ê êîðíþ. Âîçüìåì â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ôîðìóëó FM À ⊃ (Â ⊃ À & Â). Ýòîò àíà-

ëèç ïðîâåäåì ïî øàãàì. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü DDDDDi äåðåâüåâ
Nc-âûâîäà, îòðàæàþùóþ øàãè «ïîëó÷åíèÿ» èç ýëåìåíòàðíûõ äå-
ðåâüåâ (ëèñòüåâ) èñêîìîãî äåðåâà Nc-∅-F-âûâîäà. Áóäåì óêàçûâàòü
äëÿ êàæäîãî åå ÷ëåíà DDDDDi ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ìíîæåñòâî çåëåíûõ

1) Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ëèñò – ýòî íå èñõîäíîå âõîæäåíèå
ôîðìóëû â äåðåâî, à ñàìà ôîðìóëà, êîòîðàÿ èìååò îäíî èëè íåñêîëüêî èñõîä-
íûõ âõîæäåíèé.

Пример,
иллюстрирующий
определение
Nc&Δ&F&вывода
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ëèñòüåâ Δi, ìíîæåñòâî óâÿäøèõ ëèñòüåâ Θi , êîðåíü Fi è âûñîòó hi.
Êàæäûé ðàç, ïðèìåíÿÿ êàêîå-ëèáî ïðàâèëî çàêëþ÷åíèÿ, áóäåì
ñïðàâà îò ÷åðòû çàïèñûâàòü ñèìâîëè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå ýòîãî ïðà-
âèëà.

Ïåðâûé øàã: DDDDD1M À; Δ1 = {A}; Θ1 = ∅; h1 = 0; F1 = À.
Âòîðîé øàã: DDDDD2M Â; Δ2 = {Â}; Θ2 = ∅; h2 = 0; F2 = Â.
Çàìåòèì, ÷òî DDDDD1 è DDDDD2 – ýëåìåíòàðíûå äåðåâüÿ.

Òðåòèé øàã: DDDDD3M
1 2

&â
&A B

D D
; Δ3 = {À, Â}; Θ3 = ∅; h3 = 1; F3 = À & Â.

Çäåñü ìû ïåðâûé ðàç ïðèìåíèëè ïðàâèëî çàêëþ÷åíèÿ, à èìåí-
íî, ïðàâèëî ââåäåíèÿ êîíúþíêöèè, è ñïðàâà îò ÷åðòû óêàçàëè ýòî
ñèìâîëîì &â.

×åòâåðòûé øàã: DDDDD4M
3

â
&Â A B

⊃
⊃

D
; Δ4 = Δ3 \ {Â} = {À}; Θ4 = Θ3 ∪

∪ {Â} = {B}; h4 = 2; F4 = Â ⊃ À & Â.
Íà ýòîì øàãå ïîëó÷åíèÿ äåðåâà ìû ïðèìåíèëè êîñâåííîå ïðà-

âèëî ⊃â, ïðè ýòîì ôîðìóëà Â ïåðåñòàëà áûòü çåëåíûì ëèñòîì,
êàêîâûì îíà áûëà â DDDDD2 è DDDDD3 (ëèñò óâÿë). Íà ýòîì øàãå ìû åäèí-
ñòâåííîå èñõîäíîå âõîæäåíèå ôîðìóëû Â â äåðåâî DDDDD4 çàêëþ÷àåì â
êâàäðàòíûå ñêîáêè, ñíàáæàÿ åãî íîìåðîì 1, è ñòàâèì ýòîò æå íî-
ìåð â êðóãëûõ ñêîáêàõ ñïðàâà îò ÷åðòû ñîîòâåòñòâóþùåãî çàêëþ-
÷åíèÿ ïî ïðàâèëó ⊃â. Òàêèì îáðàçîì, DDDDD4 èìååò âèä

(1)

1

& â

â

[ ]

&
&

A B

A B
B A B

⊃
⊃

Ïÿòûé øàã: DDDDD5M 4 â
( & )À Â A B

⊃
⊃ ⊃

D
; Δ5 = Δ4 \ {À} = ∅; Θ5 = Θ4 ∪

∪ {À} = {A, B}; h5 = 3; F5 =
 À ⊃ (Â ⊃ À & Â).

Íà ýòîì øàãå ëèñò À ñòàë óâÿäøèì. Åäèíñòâåííîå èñõîäíîå
âõîæäåíèå ôîðìóëû À â äåðåâî DDDDD5 ìû çàêëþ÷àåì â êâàäðàòíûå
ñêîáêè, ñíàáæàÿ åãî íîìåðîì 2, è ñòàâèì ýòîò æå íîìåð ñïðàâà îò
÷åðòû ñîîòâåòñòâóþùåãî çàêëþ÷åíèÿ ïî ïðàâèëó ⊃â. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì èñêîìîå äåðåâî âûâîäà:

(1)

(2)

2 1

& â

â

â

[ ] [ ]

&
&

( & )

A B

A B
B A B
A B A B

⊃

⊃
⊃
⊃ ⊃
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Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ñëóæèò èëëþñòðàöèåé îïðåäåëåíèÿ
Nc-Δ-F-âûâîäà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì äåðåâî âûâîäà
ïðîàíàëèçèðîâàíî «ñâåðõó âíèç». Íà ïðàêòèêå, åñëè òðåáóåòñÿ ïîñò-
ðîèòü äåðåâî Nc-Δ-F-âûâîäà, îáû÷íî óäîáíî äåéñòâîâàòü èíà÷å.

S Ïîñòðîåíèå äåðåâà Nc-âûâîäà ñ çàäàííûì êîð-
íåì è çàäàííûì ìíîæåñòâîì çåëåíûõ ëèñòüåâ
óäîáíî íà÷èíàòü ñ êîðíÿ, ñâîäÿ çàäà÷ó ïîñòðîå-
íèÿ èñêîìîãî äåðåâà ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ áîëåå
ïðîñòûõ äåðåâüåâ Nc-âûâîäà ìåíüøåé âûñîòû.

Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè:

1. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà Nc-âûâîäà ñ êîðíåì À & Â ( &A B
ΔD )

äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü äâà äåðåâà Nc-âûâîäà: ïåðâîå ñ êîðíåì À

( 1
A
ΔD ), à âòîðîå ñ êîðíåì Â ( 2

B
ΔD ), ãäå Δ1 ∪ Δ2 = Δ. Òîãäà èñêîìîå

äåðåâî âûâîäà áóäåò èìåòü âèä 
1 2

&
A B

A B

Δ Δ
D D

.

2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà Nc-âûâîäà ñ êîðíåì À ∨ Â ( A B
Δ

∨D )

äîñòàòî÷íî (íî íå âñåãäà âîçìîæíî!) ïîñòðîèòü äåðåâî Nc-âûâîäà ñ

êîðíåì À ( A
ΔD ) èëè äåðåâî Nc-âûâîäà ñ êîðíåì Â ( B

ΔD ).

3. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà Nc-âûâîäà ñ êîðíåì À ⊃ Â ( A B
Δ

⊃D )

äîñòàòî÷íî, äîáàâèâ ê ìíîæåñòâó çåëåíûõ ëèñòüåâ Δ ôîðìóëó À,

ïîñòðîèòü Nc-âûâîä ñ êîðíåì Â ( ,A
B
ΔD ).

4. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà Nc-âûâîäà ñ êîðíåì ¬À ( A
Δ
¬D ) äîñòà-

òî÷íî, ñ÷èòàÿ ôîðìóëó À çåëåíûì ëèñòîì, ïîñòðîèòü äâà äåðåâà

Nc-âûâîäà – ïåðâîå ñ êîðíåì F ( 1, A
F
ΔD ), à âòîðîå ñ êîðíåì ¬F ( 2 , A

F
Δ
¬D )

äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû F, ãäå Δ1 ∪ Δ2 = Δ (ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî,
ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå).

Ðåêîìåíäàöèè 1–4 ïîäñêàçûâàþò äâèæåíèå îò êîðíÿ ê ëèñòü-
ÿì – «ñíèçó-ââåðõ». Åãî øàãè îïðåäåëÿþòñÿ ëîãè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé êîðíÿ è îáîñíîâûâàþòñÿ ïðàâèëàìè ââåäåíèÿ. Ýòî äâèæåíèå
«ñíèçó-ââåðõ» óäîáíî ñî÷åòàòü ñ äâèæåíèåì «ñâåðõó-âíèç», îò ëèñ-
òüåâ ê êîðíþ. Ïåðâûå øàãè äâèæåíèÿ «ñâåðõó-âíèç» îïðåäåëÿþòñÿ
ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ëèñòüåâ è îáîñíîâûâàþòñÿ ïðàâèëàìè óäà-
ëåíèÿ. Çäåñü ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè:

Рекомендации,
полезные
при построении
деревьев вывода
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5. Åñëè ôîðìóëà À & Â ÿâëÿåòñÿ çåëåíûì ëèñòîì èñêîìîãî äå-
ðåâà (èëè âûâåäåíà èç çåëåíûõ ëèñòüåâ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ), òî
èç ýòîé ôîðìóëû ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà &ó êàæäóþ
èç ôîðìóë À è Â â îòäåëüíîñòè.

6. Åñëè ôîðìóëà À ∨ Â ÿâëÿåòñÿ çåëåíûì ëèñòîì èñêîìîãî äå-
ðåâà (èëè âûâåäåíà èç çåëåíûõ ëèñòüåâ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ) è

òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äåðåâî âûâîäà ñ êîðíåì Ñ ( , A B
C
Δ ∨D ), òî äîñ-

òàòî÷íî ïîñòðîèòü äâà äåðåâà Nc-âûâîäà, îáà ñ êîðíåì Ñ, ñ÷èòàÿ â

ïåðâîì äåðåâå çåëåíûì ëèñòîì ôîðìóëó À ( 1, A
C
ΔD ), à âî âòîðîì –

ôîðìóëó Â ( 2 ,Δ B
CD ), ãäå Δ1 ∪ Δ2 = Δ. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, äîñòàòî÷-

íî ðàññìîòðåòü («ðàçîáðàòü») äâà ñëó÷àÿ.
7. Åñëè ôîðìóëà À ⊃ Â ÿâëÿåòñÿ çåëåíûì ëèñòîì èñêîìîãî äå-

ðåâà (èëè âûâåäåíà èç ìíîæåñòâà çåëåíûõ ëèñòüåâ Δ íà ïðåäûäó-
ùèõ øàãàõ), òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âûâåñòè ôîðìóëó À èç Δ ñ òåì,
÷òîáû îò ôîðìóë À è À ⊃ Â ïåðåéòè ê ôîðìóëå Â.

8. Åñëè ôîðìóëà ¬À ÿâëÿåòñÿ çåëåíûì ëèñòîì èñêîìîãî äåðåâà
(èëè âûâåäåíà èç ìíîæåñòâà çåëåíûõ ëèñòüåâ Δ íà ïðåäûäóùèõ
øàãàõ), òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âûâåñòè ôîðìóëó À èç Δ ñ òåì, ÷òî-
áû, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì ¬ó, ïîëó÷èòü òðåáóåìóþ (âîîáùå
ãîâîðÿ, ëþáóþ) ôîðìóëó.

Íàêîíåö, ïîñëåäíÿÿ ðåêîìåíäàöèÿ îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ñèñòåìå Nk.
9. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Nk-âûâîäà ñ êîðíåì À äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü

äåðåâî âûâîäà ñ êîðíåì ¬¬À.
Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà âû-

âîäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè ðåêîìåíäàöèÿìè.

Ï ð è ì å ð. Ïîñòðîèì äåðåâî Nc-∅-F-âûâîäà, ãäå F – ôîðìóëà

(À & Â ⊃ Ñ) ⊃ (À ⊃ (Â ⊃ Ñ)).

Ôîðìóëà (À & Â ⊃ Ñ) ⊃ (À ⊃ (Â ⊃ Ñ)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èìïëèêàöèþ, ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðàâèëó ⊃â, äîñòàòî÷íî âûâåñòè
ôîðìóëó À ⊃ (Â ⊃ Ñ), âçÿâ â êà÷åñòâå äîïóùåíèÿ (çåëåíîãî ëèñòà)
ôîðìóëó À & Â ⊃ Ñ. Ñíàáäèì åå ñðàçó íîìåðîì 1. Ôîðìóëà À ⊃ (Â ⊃ Ñ)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ èìïëèêàöèåé, ïðè÷åì åå çàêëþ÷åíèå ñàìî ÿâëÿåò-
ñÿ èìïëèêàöèåé. Ïîýòîìó, äâàæäû ñîñëàâøèñü íà ïðàâèëî ⊃â, çàê-
ëþ÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî âûâåñòè ôîðìóëó Ñ, äîáàâèâ åùå äâà äî-
ïóùåíèÿ: À (ñ íîìåðîì 2) è Â (ñ íîìåðîì 3). Âîçìîæíîñòè äâèæå-
íèÿ «ñíèçó-ââåðõ» èñ÷åðïàíû. Äîñòðàèâàòü äåðåâî áóäåì ñâåðõó.
Èòàê, âñåãî èìååì òðè äîïóùåíèÿ: À, Â è À & Â ⊃ Ñ, èç êîòîðûõ
õîòèì âûâåñòè ôîðìóëó Ñ. Ïî ïðàâèëó &â èç ôîðìóë À è Â ïîëó÷à-
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åì ôîðìóëó À & Â, çàòåì, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî ⊃ó, èç ôîðìóë À & Â
è À & Â ⊃ Ñ ïîëó÷àåì æåëàåìóþ ôîðìóëó Ñ. Íàêîíåö, óïîðÿäî÷èâ
ôîðìóëû ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì èñêîìîå äåðåâî
âûâîäà.

 

у

в

в

в

2 3

1
&

(3)

(2)

(1)

â
[ ] [ ]

& [ & ]

( )

( & ) ( ( ))

A B

A B A B C
C
B C
A B C

A B C A B C

⊃

⊃

⊃

⊃

⊃

⊃
⊃ ⊃

⊃ ⊃ ⊃ ⊃ P

Åñëè ñóùåñòâóåò äåðåâî Nc-âûâîäà ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì çåëåíûõ

ëèñòüåâ è êîðíåì F, òî áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü Nc
A F (ñì. § 2.5).

Ï ð è ì å ð. Äîêàæåì, ÷òî Nc
A À ⊃ À . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñò-

ðîèòü äåðåâî Nc-âûâîäà:

в (1)

1[ ]A
A A

⊃
⊃

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ìû èìååì äåðåâî в
{ }A
A

A A
⊃

⊃
D

, ãäå { }A
AD M A. P

§   2 . 5 .  Î ò í î ø å í è å  §   2 . 5 .  Î ò í î ø å í è å  §   2 . 5 .  Î ò í î ø å í è å  §   2 . 5 .  Î ò í î ø å í è å  §   2 . 5 .  Î ò í î ø å í è å  NNNNNccccc -âûâîäèìîñòè-âûâîäèìîñòè-âûâîäèìîñòè-âûâîäèìîñòè-âûâîäèìîñòè

Ïóñòü Ã – ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë.!
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã  Nc-âûâîäèìà ôîð-

ìóëà F, è ïèñàòü Ã Nc
A F, åñëè ñóùåñòâóåò Nc-Δ-F-âûâîä, ìíî-

æåñòâî çåëåíûõ ëèñòüåâ êîòîðîãî Δ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ã
(Δ ⊆ Ã).

Åñëè Ã Nc
A F, òî ôîðìóëû èç ìíîæåñòâà Ã ïðèíÿòî íàçûâàòü

ãèïîòåçàìè.

Åñëè Ã = {À1, …, Àn}, òî âìåñòî {À1, …, Àn} Nc
A F áóäåì ïèñàòü

À1, …, Àn Nc
A F.
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! Åñëè Ã Nc
A F è Ã = ∅, ò. å. ñóùåñòâóåò Nc-∅-F-âûâîä, òî áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà F  Nc-âûâîäèìà (èëè âûâîäèìà â ñèñòå-

ìå Nc), è ïèñàòü Nc
A F âìåñòî ∅ Nc

A F.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ââåëè îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíî-
æåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè – îòíîøåíèå Nc-âûâîäèìîñòè.

Â äàëüíåéøåì áóêâû Ã è Δ, âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè èëè ñî øòðè-
õàìè, áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê ìåòàïåðåìåííûå ïî êîíå÷íûì ìíî-
æåñòâàì ôîðìóë.

Âûÿñíèì òåïåðü, êàêîâà ñâÿçü ìåæäó îòíîøåíèÿìè Nk-âûâîäè-
ìîñòè è Ni-âûâîäèìîñòè, à òàêæå, êàê ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì êëàñ-
ñû Nk-âûâîäèìûõ è Ni-âûâîäèìûõ ôîðìóë.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Åñëè ôîðìóëà F  Ni-âûâîäèìà èç ìíîæåñòâà

Ã, òî F  Nk-âûâîäèìà èç ìíîæåñòâà Ã, ò. å. (Ã) (F) (Ã Ni
A F → Ã

kNA F).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Ã Ni
A F, ò. å. ñóùåñòâóåò

Ni-Δ-F-âûâîä òàêîé, ÷òî Δ ⊆ Ã. Ïîñêîëüêó âñÿêîå Ni-ïðàâèëî ÿâ-
ëÿåòñÿ Nk-ïðàâèëîì, òî âñÿêèé Ni-Δ-F-âûâîä ÿâëÿåòñÿ Nk-Δ-F-âû-

âîäîì, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïóñòîì Ã. Ñëåäîâàòåëüíî, Ã
kNA F. S

!   ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âñÿêàÿ Ni-âûâîäèìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ Nk-âûâî-

äèìîé, ò. å. (F)( Ni
A F → 

kNA F).

Çàìå÷àíèå 1. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî. Íàïðèìåð,
òàêèå ôîðìóëû, êàê p ∨ ¬p, ¬¬p ⊃ p, ¬p ∨ ¬¬p, (p ⊃ q) ⊃ (¬p ∨ q),
¬(p & q) ⊃ (¬p ∨ ¬q) âûâîäèìû â Nk, íî íåâûâîäèìû â Ni. Î òîì,
êàê äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ î íåâûâîäèìîñòè ôîðìóë, ðå÷ü ïîé-
äåò ïîçæå. P

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ îòíîøåíèÿ âûâî-
äèìîñòè â ñèñòåìàõ åñòåñòâåííîãî âûâîäà.

! ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû

A, F è ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã, Ã R, Ã1, Ã2:

1) À Nc
A A (ðåôëåêñèâíîñòü Nc

A );

1') åñëè À ∈ Ã, òî Ã Nc
A A (êâàçèðåôëåêñèâíîñòü Nc

A );

2) åñëè Ã Nc
A F è Ã ⊆ Ã R, òî Ã R Nc

A F (ìîíîòîííîñòü Nc
A );

Основные
свойства
отношения
Nc&выводимости
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3) åñëè Ã1 Nc
A Ã2 è Ã2 Nc

A F, òî Ã1 Nc
A F (òðàíçèòèâíîñòü Nc

A ),

ãäå çàïèñü Ã1 Nc
A Ã2 îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ ôîðìóëà èç Ã2 ÿâëÿåòñÿ

Nc-âûâîäèìîé èç Ã1;

4) åñëè Ã, A Nc
A F  è  Ã Nc

A À, òî Ã Nc
A F;

4') åñëè Ã, A Nc
A F è Nc

A À, òî Ã Nc
A F (óäàëåíèå âûâîäèìûõ

ãèïîòåç);

5) åñëè Ã Nc
A F, òî S(Ã) Nc

A S(F) äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïîäñòà-

íîâêè S, ãäå S(Ã) q {S(À) | À ∈ Ã};

5') åñëè Nc
A F, òî Nc

A S(F) äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïîäñòàíîâêè S.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü À – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà.
1. Ôîðìóëà À ñàìà ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì Nc-âûâîäà ñ êîðíåì À è

ìíîæåñòâîì çåëåíûõ ëèñòüåâ {A}. Òàêèì îáðàçîì, À Nc
A À.

1'. Ïóñòü À ∈ Ã. Äîêàæåì, ÷òî Ã Nc
A A, ò. å. ÷òî ñóùåñòâóåò

äåðåâî Nc-âûâîäà ñ êîðíåì À è ìíîæåñòâîì çåëåíûõ ëèñòüåâ, ñî-
äåðæàùèìñÿ â Ã. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó {A} ⊆ Ã, ôîðìóëà À

ñàìà ÿâëÿåòñÿ òàêèì äåðåâîì. Òàêèì îáðàçîì, Ã Nc
A A.

2. Ïóñòü Ã Nc
A F  è  Ã ⊆ Ã R. Äîêàæåì, ÷òî Ã R Nc

A F. Äåéñòâèòåëü-

íî, åñëè F
ΔD  – äåðåâî Nc-âûâîäà ôîðìóëû F, ìíîæåñòâî çåëåíûõ

ëèñòüåâ êîòîðîãî Δ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ã, òî, î÷åâèäíî,

Δ ⊆ Ã R, à çíà÷èò, Ã R Nc
A F.

3. Ïóñòü Ã1 Nc
A Ã2 è Ã2 Nc

A F. Äîêàæåì, ÷òî Ã1 Nc
A F. Îáîçíà÷èì

÷åðåç 
1... nF F

F
 – äåðåâî Nc-Δ-F-âûâîäà òàêîå, ÷òî Δ = {F1, …, Fn} è

Δ ⊆ Ã2 (ñëó÷àé, êîãäà Δ = ∅, òðèâèàëåí). Ïîñêîëüêó èç Ã1 âûâîäèìà

â Nc êàæäàÿ ôîðìóëà èç Ã2, òî Ã1 Nc
A Fi (i = 1, …, n). Äëÿ êàæäîãî i

îáîçíà÷èì ÷åðåç 
i

iF

Δ
 äåðåâî Nc-Δi-Fi-âûâîäà òàêîå, ÷òî Δi  ⊆ Ã1. Êàæ-
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äîå âõîæäåíèå ôîðìóëû Fi (i = 1, …, n) â äåðåâî 
1... nF F

F
 â êà÷åñòâå

çåëåíîãî ëèñòà çàìåíèì äåðåâîì 
i

iF

Δ
. Äåðåâî Nc-âûâîäà, êîòîðîå

ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû, ìîæíî èçîáðàçèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

1

1

...
n

nF F

F

ΔΔ

Ìíîæåñòâî çåëåíûõ ëèñòüåâ ýòîãî äåðåâà åñòü ïîäìíîæåñòâî

Δ1 ∪ … ∪ Δn. Ïîñêîëüêó Δ1 ∪ … ∪ Δn ⊆ Ã1, òî Ã1 Nc
A F.

4. Ïóñòü Ã, A Nc
A F è Ã Nc

A À. Äîêàæåì, ÷òî Ã Nc
A F.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1Δ
F

 – äåðåâî Nc-Δ1-F-âûâîäà òàêîå, ÷òî

Δ1 ⊆ Ã ∪ {A}, à ÷åðåç 2

A
Δ

 – äåðåâî Nc-Δ2-À -âûâîäà òàêîå, ÷òî

Δ2 ⊆ Ã. Åñëè À ∉Δ1, òî Δ1 ⊆ Ã è Ã Nc
A F. Åñëè À ∈ Δ1, òî Δ1 = Δ ∪ {À},

ãäå Δ = Δ1 \ {À}. Â ýòîì ñëó÷àå äåðåâî âûâîäà 
1

F
Δ

 óäîáíî ïðåäñòà-

âèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
A

F
Δ

. Êàæäîå âõîæäåíèå ôîðìóëû À â

äåðåâî âûâîäà 
A

F
Δ

 â êà÷åñòâå çåëåíîãî ëèñòà çàìåíèì íà äåðåâî

2

A
Δ

. Òîãäà äåðåâî Nc-âûâîäà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå òà-

êîé çàìåíû, ìîæíî èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2

A
F

Δ
Δ
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Òàê êàê ìíîæåñòâî Δ ∪ Δ2  ⊆ Ã, òî ìíîæåñòâî çåëåíûõ ëèñòüåâ

ýòîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ã. Òàêèì îáðàçîì, Ã Nc
A F.

Ñâîéñòâî 4' ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñâîéñòâà 4, ïîñêîëüêó åñëè

Nc
A À, òî Ã Nc

A À äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã.

5. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 5 îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Çàìåòèì ëèøü,
÷òî ïðè åãî äîêàçàòåëüñòâå íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì
èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ âî âòîðîé ôîðìå (ñì. § 2.6). Ñâîéñòâî 5'
ïîëó÷àåòñÿ èç ñâîéñòâà 5 ïðè ïóñòîì ìíîæåñòâå Ã. S

Ðàññìîòðèì åùå ðÿä ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ Nc-âûâîäèìîñòè.

! ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ (ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ Nc-âûâîäèìîñòè, ñâÿ-

çàííûå ñ ââåäåíèåì è óäàëåíèåì ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê). Äëÿ
ëþáûõ ôîðìóë A, B, Ñ è ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã:

1) 
N N

N

c c

c

Ã è Ã

Ã &

À Â

À B

A A

A ; 2) 
N

N N

c

c c

Ã &

Ã è Ã

À B

À Â

A

A A ;

3) 
N N

N

c c

c

Ã èëè Ã

Ã

À Â

À B∨

A A

A ; 4) 
N N

N

c c

c

Ã, è Ã,

Ã,

À Ñ Â Ñ

À Â Ñ∨

A A

A ;

5) 
N

N

c

c

Ã,

Ã

À Â

À B⊃

A

A ; 6) 
N N

N

c c

c

Ã è Ã

Ã

À À Â

Â

⊃A A

A ;

7) 
N N

N

c c

c

Ã, è Ã,

Ã

À Â À Â

À

¬

¬

A A

A ; 8) 
N N

N

c c

c

Ã è Ã

Ã

À À

B

¬A A

A .

Êðîìå òîãî, òîëüêî äëÿ ñèñòåìû Nk âåðíî:

9) k

k

N

N

Ã

Ã

À

À

¬¬A

A
.

Çàìå÷àíèå 2. Ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷åðòà çäåñü ÿâëÿåòñÿ ìåòàñèìâî-
ëîì è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè óñëîâíîãî óòâåðæäå-
íèÿ â îòëè÷èå îò ãîðèçîíòàëüíîé ÷åðòû, èñïîëüçóåìîé ïðè çàïèñè
ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ èëè äåðåâüåâ âûâîäà è ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòüþ ýòèõ
ãðàôè÷åñêèõ îáúåêòîâ. P

Äîêàæåì íàèáîëåå èçâåñòíîå èç ýòèõ ñâîéñòâ – ñâîéñòâî 5,
êîòîðîå îáû÷íî íàçûâàþò òåîðåìîé äåäóêöèè (î äåäóêöèè).
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!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î äåäóêöèè). Åñëè Ã, À Nc
A B, òî Ã Nc

A A ⊃ B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Ã, À Nc
A B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

B
Δ

 – äåðåâî Nc-Δ-Â-âûâîäà òàêîå, ÷òî Δ ⊆ Ã ∪ {A}. Äîêàæåì, ÷òî

Ã Nc
A A ⊃ B. Ïîñòðîèì íîâîå äåðåâî âûâîäà:

â
B

A B
⊃

Δ

⊃
Ìíîæåñòâî åãî çåëåíûõ ëèñòüåâ åñòü ìíîæåñòâî Δ \ {A}. Ïî-

ñêîëüêó Δ \ {A} ⊆ Ã, òî Ã Nc
A A ⊃ B. S

Çàìå÷àíèå 3. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå ñïðàâåäëèâî: åñëè

Ã Nc
A A ⊃ B, òî Ã, À Nc

A B. P

Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ïîëåçíûå óòâåðæäåíèÿ (A, B, Ñ –
ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû; Ã – ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ôîðìóë):

1) Ã Nc
A À & Â ↔ Ã Nc

A À è Ã Nc
A Â;

2) Ã, À ∨ Â Nc
A Ñ ↔ Ã, À Nc

A Ñ è Ã, Â Nc
A Ñ;

3) Ã Nc
A A ⊃ B ↔ Ã, À Nc

A B;

4) Ã, À & Â Nc
A Ñ ↔ Ã, À, Â Nc

A Ñ;

5) Ã 
KNA ¬¬À ↔ Ã 

KNA À.

Íàïîìíèì ââåäåííîå ðàíåå îáîçíà÷åíèå ñâÿçêè ~, íàçûâàåìîé
ýêâèâàëåíöèåé:

À ~ Â q (À ⊃ Â) & (Â ⊃ À).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà À Nc-ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå Â,

åñëè Nc
A À ~ Â.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå Nc-ýêâèâàëåíòíîñòè ðåôëåê-
ñèâíî, òðàíçèòèâíî è ñèììåòðè÷íî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ôîðìóë ßËÂ.

ÒÅÎÐÅÌÀ (îá ýêâèâàëåíòíîé çàìåíå). Åñëè â ôîðìóëå F êàêîå-
ëèáî âõîæäåíèå â íåå ïîäôîðìóëû À çàìåíèòü âõîæäåíèåì ôîðìó-
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ëû Â, Nc-ýêâèâàëåíòíîé À, òî ïîëó÷èì ôîðìóëó, Nc-ýêâèâàëåíò-
íóþ èñõîäíîé ôîðìóëå F.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå áîëåå
ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.  Ïóñòü À, Â, F – ôîðìóëû, ïðè÷åì äëÿ íåêî-
òîðûõ ñëîâ Õ è Y â àëôàâèòå ßËÂ FM XAY (ò. å. À – ïîäôîðìóëà

ôîðìóëû F). Òîãäà À ~ Â Nc
A XAY ~ XBY.

Òåïåðü íàìåòèì ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðåæ-
äå âñåãî íåîáõîäèìî äîêàçàòü ðÿä óòâåðæäåíèé, îáúåäèíåííûõ â
ñëåäóþùåé ëåììå.

ËÅÌÌÀ. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À, À1, Â, Â1, äëÿ ñèñòåì
Ni è Nk, èìååò ìåñòî:

1) À ~ À1 Nc
A À & Â ~ À1 & Â ; 2) Â ~ Â1 Nc

A À & Â ~ À & Â1;

3) À ~ À1 Nc
A À ∨ Â ~ À1 ∨ Â ;  4) Â ~ Â1 Nc

A À ∨ Â ~ À ∨ Â1;

5) À ~ À1 Nc
A À ⊃ Â ~ À1 ⊃ Â ;  6) Â ~ Â1 Nc

A À ⊃ Â ~ À ⊃ Â1;

7) À ~ À1 Nc
A ¬À ~ ¬À1.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ìîæíî äîêàçàòü ïîñòðîåíèåì äåðåâüåâ âûâî-
äà, ÷òî ÷èòàòåëü ìîæåò ïðîäåëàòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Äàëåå ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ ôîðìóë ßËÂ íå-
ñëîæíî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ÷òî òàêæå ïðåäîñòàâ-
ëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. S

Ðàññìîòðèì åùå ðÿä âàæíûõ ï ð è ì å ð î â äåðå-
âüåâ âûâîäà íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ôîðìóë.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äåðåâüÿ âûâîäà ôîð-
ìóë, íàçûâàåìûõ çàêîíàìè äå Ìîðãàíà. Ïåðâûå òðè èç íèõ âû-
âîäèìû â èíòóèöèîíèñòñêîé ñèñòåìå (à çíà÷èò, è â êëàññè÷åñ-
êîé). Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà âûâîäèìà òîëüêî â êëàññè÷åñêîé ñèñ-
òåìå.

1. Nc
A ¬(À ∨ Â) ⊃ ¬À & ¬Â.

(1)

2 3

1 1

(2) (3)

â

[ ] [ ]
[ ( )] [ ( )]

&
( ) &

A B
A B A BA B A B

A B
A B

A B A B
⊃

∨ ∨¬ ∨ ¬ ∨
¬ ¬

¬ ¬
¬ ∨ ⊃ ¬ ¬

Примеры
деревьев вывода
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2. Nc
A ¬À & ¬Â ⊃ ¬(À ∨ Â).

 (2)

(1)

(3)

1

3

12 3

[ & ]
[ ]

[ & ][ ] [ ]

( )
& ( )

A B
BB

A A BA B A
A A

A B
A B A B

¬ ¬
¬

¬ ¬∨
¬

¬ ∨
¬ ¬ ⊃ ¬ ∨

3. Nc
A (¬À ∨ ¬Â) ⊃ ¬(À & Â).

 
(3) (3)

(2)

(1)

3 3

2 2

1

[ & ] [ & ]
[ ] [ ]

( & ) ( & )[ ]
( & )

( ) ( & )

A B A B
A BA B

A B A BA B
A B

A B A B

¬ ¬
¬ ¬¬ ∨ ¬

¬
¬ ∨ ¬ ⊃ ¬

4. 
KNA ¬(À & Â) ⊃ (¬À ∨ ¬Â).

(3)

(2)

(1)
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2 2
(4)

1

[ ][ ]
[ ( )] [ ( )]

[ ( & )]&
( )

( & ) ( )

BA
A BA BA B A B

A B
A B

A BA B
A B

A B
A B A B

¬¬
¬ ∨ ¬¬ ¬ ∨ ¬¬ ∨ ¬ ¬ ¬ ∨ ¬

¬¬ ¬¬

¬
¬¬ ¬ ∨ ¬

¬ ∨ ¬
¬ ⊃ ¬ ∨ ¬

Òåïåðü ðàññìîòðèì äåðåâüÿ âûâîäà ôîðìóë, íàçûâàåìûõ çàêî-
íàìè äèñòðèáóòèâíîñòè. Âñå ÷åòûðå ôîðìóëû âûâîäèìû â èíòóè-
öèîíèñòñêîé ñèñòåìå (à çíà÷èò, è â êëàññè÷åñêîé).

5. Nc
A ((À & Â) ∨ (À & Ñ)) ⊃ À & (Â ∨ Ñ).

 (2)

(1)

2 2

2 2

1

[ & ] [ & ]
[ & ] [ & ]

[ & & ] & ( ) & ( )
& ( )

( & & ) & ( )

A B A C
A B A CB C

A B C A B C
A B A C A B C A B C

A B C
A B A C A B C

∨ ∨
∨ ∨ ∨

∨
∨ ⊃ ∨
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6. Nc
A À & (Â ∨ Ñ) ⊃ ((À & Â) ∨ (À & Ñ)).

1 1

(2)

(1)

2 2

1

[ & ( )] [ & ( )]
[ ] [ ]

[ & ( )] & &
& & & &
& &

& ( ) ( & & )

A B C A B C
A AB C

A B C A B A C
B C A B A C A B A C

A B A C
A B C A B A C

∨ ∨

∨
∨ ∨ ∨

∨
∨ ⊃ ∨

7. Nc
A (À ∨ (Â & C)) ⊃ (À ∨ Â) & (À ∨ Ñ).

2 3

2 3

1 1

(2) (3)

(1)

[ & ] [ & ]
[ ] [ ]

[ & ] [ & ]

( ) & ( )
( & ) ( ) & ( )

B C B C
A AB C

A B C A B CA B A B A C A C
A B A C

A B A C
A B C A B A C

∨ ∨∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨

∨ ∨
∨ ⊃ ∨ ∨

8. Nc
A (À ∨ Â) & (À ∨ Ñ) ⊃ (À ∨ (Â & C)).

2 3

1 3

1 2

(3)

(2)

(1)

[ ] [ ]
[( ) & ( )] [ ] &

[( ) & ( )] [ ] & &
& &

&
( ) & ( ) ( & )

B C
A B A C A B C

A B A C A A C A B C A B C
A B A B C A B C

A B C
A B A C A B C

∨ ∨
∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨
∨

∨ ∨ ⊃ ∨

Ðàññìîòðèì äåðåâüÿ âûâîäà ôîðìóë, âûðàæàþùèõ ñâÿçü ìåæäó
èìïëèêàöèåé, ñ îäíîé ñòîðîíû, è äèçúþíêöèåé è îòðèöàíèåì – ñ
äðóãîé. Çäåñü ïåðâàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà â îáåèõ ñèñòåìàõ, à âòîðàÿ –
òîëüêî â êëàññè÷åñêîé.

9. Nc
A (¬À ∨ Â) ⊃ (À ⊃ Â).

2 3

1 3

(3)

(2)

(1)

[ ] [ ]
[ ] [ ]

( ) ( )

A A
BA B B

B
A B

A B A B

¬
¬ ∨

⊃
¬ ∨ ⊃ ⊃
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10. 
KNA (À ⊃ Â) ⊃ (¬À ∨ Â).

5

34 1 2

2(5)

(4) (3)

(2)

(1)

[ ]
[ ][ ] [ ] [ ( )]

[ ( )]

( )

( ) ( )

B
AA A B A BA B

A BA BB B
A A

A B
A B

A B A B

¬⊃ ¬ ¬ ∨¬ ∨
¬ ¬ ∨¬ ∨¬

¬ ¬¬
¬¬ ¬ ∨

¬ ∨
⊃ ⊃ ¬ ∨

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì äåðåâî âûâîäà èçâåñòíîãî êëàññè-
÷åñêîãî çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî (ëàò. tertium non datur), êîòî-
ðûé âûâîäèì â êëàññè÷åñêîé, íî íå âûâîäèì â èíòóèöèîíèñòñêîé
ñèñòåìå.

11. 
KNA À ∨ ¬À.

(2) (3)

(1)

2 3

1 1
[ ] [ ]

[ ( )] [ ( )]

( )

A A
A A A AA A A A

A A
A A

A A

¬
¬ ∨ ¬ ¬ ∨ ¬∨ ¬ ∨ ¬
¬ ¬¬

¬¬ ∨ ¬
∨ ¬

 P

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å

Äîêàæèòå ïîñòðîåíèåì äåðåâüåâ Nc-âûâîäà (A, B, Ñ – ïðîèç-
âîëüíûå ôîðìóëû):

1) Nc
A À ⊃ (Â ⊃ À);

2) Nc
A (À ⊃ (Â ⊃ Ñ)) ⊃ ((À ⊃ Â) ⊃ (À ⊃ Ñ));

3) Nc
A À & Â ⊃ À;  4) NcA À & Â ⊃ Â;

5) Nc
A À ⊃ (Â ⊃ À & Â);

6) Nc
A À ⊃ À ∨ Â;  7) Nc

A Â ⊃ À ∨ Â;

8) Nc
A (À ⊃ Ñ) ⊃ ((Â ⊃ Ñ) ⊃ (À ∨ Â ⊃ Ñ));

9) Nc
A (A ⊃ Â) ⊃ ((A ⊃ ¬Â) ⊃ ¬A);

10) Nc
A À ⊃ (¬À ⊃ Â);

11) 
KNA ¬¬À ⊃ À.
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§   2 . 6 .  Ï ð è í ö è ï  è í ä ó ê ö è è§   2 . 6 .  Ï ð è í ö è ï  è í ä ó ê ö è è§   2 . 6 .  Ï ð è í ö è ï  è í ä ó ê ö è è§   2 . 6 .  Ï ð è í ö è ï  è í ä ó ê ö è è§   2 . 6 .  Ï ð è í ö è ï  è í ä ó ê ö è è
ä ë ÿ  ä å ð å â ü å â  â û â î ä àä ë ÿ  ä å ð å â ü å â  â û â î ä àä ë ÿ  ä å ð å â ü å â  â û â î ä àä ë ÿ  ä å ð å â ü å â  â û â î ä àä ë ÿ  ä å ð å â ü å â  â û â î ä à

Ìû óæå çíàêîìû ñ íåêîòîðûìè îòíîøåíèÿìè
ìåæäó ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè: ñ îò-

íîøåíèåì Ni-âûâîäèìîñòè Ni
A , îòíîøåíèåì

Nk-âûâîäèìîñòè 
kNA , îòíîøåíèåì ñåìàíòè÷åñ-

êîãî ñëåäîâàíèÿ B . Â äàëüíåéøåì ìû ðàñøèðèì ñïèñîê ïîäîáíî-
ãî ðîäà îòíîøåíèé. Âñå ýòè îòíîøåíèÿ òåì èëè èíûì îáðàçîì
óòî÷íÿþò èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, èñïîëüçóå-
ìîå â íåôîðìàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ.

Îäíè èç ýòèõ îòíîøåíèé îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ôîðìàëü-
íûõ âûâîäîâ â íåêîòîðîì èñ÷èñëåíèè (ôîðìàëüíîé ëîãè÷åñêîé
ñèñòåìå). Èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèíòàêñè÷åñêèå óòî÷íåíèÿ
ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Òàêèìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,

îòíîøåíèå Ni-âûâîäèìîñòè Ni
A  è îòíîøåíèå Nk-âûâîäèìîñòè 

KNA .

Äðóãèå îòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â ñåìàíòè÷åñêèõ òåðìèíàõ,
òàêèõ êàê èíòåðïðåòàöèÿ, îöåíêà, çíà÷åíèå ôîðìóëû è ò. ï. Òà-
êèå îòíîøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñåìàíòè÷åñêèå óòî÷íå-
íèÿ îòíîøåíèÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Ïîêà íàì èçâåñòíî òîëüêî
îäíî òàêîå îòíîøåíèå – îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ

B . Ýòî îòíîøåíèå ïîÿâèëîñü ïðè ñòàíäàðòíîì òîëêîâàíèè ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê (ïðè ñòàíäàðòíîé èõ èíòåðïðåòàöèè).
Ïîçæå, êîãäà áóäóò ðàññìîòðåíû äðóãèå èíòåðïðåòàöèè, ïîÿâÿò-
ñÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì òàê íàçûâàåìûå îòíîøåíèÿ M-ñëåäî-
âàíèÿ (ñì. § 2.11).

È òå è äðóãèå îòíîøåíèÿ, ñëóæàùèå ìàòåìàòè÷åñêèìè óòî÷íå-
íèÿìè ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, îòíîñÿòñÿ ê îòíîøåíèÿì
òèïà ñëåäîâàíèÿ. Óêàæåì âàæíåéøèå ñâîéñòâà òàêèõ îòíîøåíèé.

Ñíà÷àëà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ è äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

S Ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîð-
ìóëàìè áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé ρ. Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã íà-
õîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ôîðìóëîé F, áóäåì çàïèñûâàòü ýòî òàê:
ÃρF. Âìåñòî (Ã∪{A})ρF áóäåì ïèñàòü Ã, ÀρF, à âìåñòî {A}ρF – ïðî-
ñòî AρF.

Îòíîøåíèå ρ áóäåì íàçûâàòü ðåôëåêñèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîé
ôîðìóëû F âûïîëíÿåòñÿ FρF.

Математические
уточнения понятия
логического
следования
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Îòíîøåíèå ρ áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
ìíîæåñòâ ôîðìóë Ã è ÃR è ëþáîé ôîðìóëû F, òàêèõ ÷òî ÃρF è
Ã ⊆ ÃR, âûïîëíÿåòñÿ Ã RρF, ò. å. åñëè

(Ã) (Ã R) (F) (ÃρF → (Ã ⊆ Ã R→ Ã RρF)).

Îòíîøåíèå ρ áóäåì íàçûâàòü òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
Ã1, Ã2 è F èç óñëîâèé Ã1ρÃ2 è Ã2ρF ñëåäóåò, ÷òî Ã1ρF (ãäå çàïèñü
Ã1ρÃ2 îçíà÷àåò, ÷òî Ã1ρÂ äëÿ êàæäîé ôîðìóëû Â ∈ Ã2), ò. å. åñëè

(Ã1) (Ã2) (F) (Ã1ρÃ2 → (Ã2ρF → Ã1ρF)).

Îòíîøåíèå ρ áóäåì íàçûâàòü ïîäñòàíîâî÷íûì, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî îïåðàòîðà ïîäñòàíîâêè S è ëþáûõ Ã è F, òàêèõ ÷òî ÃρF,
âûïîëíÿåòñÿ S(Ã)ρS(F):

(Ã) (F) (ÃρF → S(Ã)ρS(F)).

Îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìó-
ëàìè áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèåì òèïà ñëåäîâàíèÿ, åñëè îíî
ðåôëåêñèâíî, ìîíîòîííî, òðàíçèòèâíî è ïîäñòàíîâî÷íî1).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, íàïðèìåð, ÷òî îòíîøåíèÿ Ni
A , 

kNA è B  ÿâ-

ëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè òèïà ñëåäîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü ρ – ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷-
íûìè ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè. Îòíîøåíèå ρ áóäåì íà-
çûâàòü êâàçèðåôëåêñèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è
ëþáîé ôîðìóëû F èç Ã âûïîëíÿåòñÿ ÃρF. Ñèìâîëè÷åñêè ýòî óñëî-
âèå ìîæíî çàïèñàòü òàê: (Ã) (F) (F ∈ Ã → ÃρF).

Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, îòðàæàþùèå ñâÿçü
ìåæäó ââåäåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îòíîøåíèÿ ρ:

1) åñëè ρ ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî, òî ρ êâàçèðåôëåêñèâíî;
2) åñëè ρ êâàçèðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, òî ρ ìîíîòîííî;
3) åñëè ρ êâàçèðåôëåêñèâíî, òî îíî ðåôëåêñèâíî. P

Â ðÿäå òåîðåì î ñèñòåìàõ åñòåñòâåííîãî âûâîäà ãîâîðèòñÿ î
ñâÿçè ìåæäó îòíîøåíèåì Ni- èëè Nk-âûâîäèìîñòè è êàêèì-ëèáî
îòíîøåíèåì òèïà ñëåäîâàíèÿ. Ïîäîáíûå òåîðåìû ôîðìóëèðóþòñÿ
îáû÷íî òàê: «Êàêîâû áû íè áûëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã è ôîðìó-

ëà F, åñëè Ã Nc
A F, òî Ã íàõîäèòñÿ â òàêîì-òî îòíîøåíèè ñ F».

1) Åñëè íå îãðàíè÷èâàòüñÿ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè Ã, òî ñëåäóåò ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû îòíîøåíèå ρ óäîâëåòâîðÿëî åùå îäíîìó óñëîâèþ – óñëîâèþ êîíå÷-
íîñòè: êàêîâû áû íè áûëè Ã è F, åñëè ÃρF, òî ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî Δ ìíîæåñòâà Ã, ÷òî ΔρF.
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Äðóãèìè ñëîâàìè: «Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è ëþáîé
Nc-âûâîäèìîé èç Ã ôîðìóëû F ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã íàõîäèòñÿ â
îòíîøåíèè ρ ñ F», ãäå ρ – íåêîòîðîå îòíîøåíèå òèïà ñëåäîâàíèÿ.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà òàêîãî âèäà òåîðåì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ρ óäîâëåòâîðÿåò
íåêîòîðûì èçâåñòíûì óñëîâèÿì.

Ñíà÷àëà ââåäåì åùå íåñêîëüêî âàæíûõ ïîíÿòèé.

! Ïóñòü ρ – îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæå-

ñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðÿìîå Nc-ïðàâèëî (ñõåìà

çàêëþ÷åíèé) 
... n1

F F

F  ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ, åñëè

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è ëþáîãî íàáî-
ðà ôîðìóë F1, ..., Fn, F, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó
ïðàâèëó, èç óñëîâèé ÃρF1, …, ÃρFn ñëåäóåò, ÷òî
ÃρF.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî ïîñëåäíåå óñëîâèå áóäåì çàïèñûâàòü òàê:

1Ã ; ...; Ã
Ã

nF F
F

ρ ρ
ρ

Íàïðèìåð, ïðàâèëî &â ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ ôîðìóë À è Â è ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã, òàêèõ ÷òî ÃρÀ è
ÃρÂ, âûïîëíÿåòñÿ Ãρ(À & Â), ò. å. åñëè:

(A) (B) (Ã) 
ρ ; ρ
ρ ( & )
A B
A B

Γ Γ⎛ ⎞
⎜ ⎟Γ⎝ ⎠

.

! Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîñâåííûå ïðàâèëà ⊃â, ∨ó, ¬â ñîõðàíÿþò

îòíîøåíèå ρ, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è ëþáûõ
ôîðìóë À, Â, Ñ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

Ã,

Ã )

A B

A B

ρ
ρ ( ⊃ ; 

Ã ); Ã, ; Ã,

Ã

À Â À Ñ B Ñ

Ñ

ρ( ∨ ρ ρ
ρ ; 

Ã, ; Ã,

Ã

À Â À Â

A

ρ ρ¬
ρ¬ .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñîõðàíåíèÿ
îòíîøåíèÿ ρ ïðîèçâîëüíîé êîñâåííîé ñõåìîé çàêëþ÷åíèé.
S Îòìåòèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷åðòà çäåñü è äàëåå â àíàëîãè÷-
íûõ ñèòóàöèÿõ ÿâëÿåòñÿ ìåòàñèìâîëîì è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîêðà-
ùåíèÿ çàïèñè óñëîâíîãî óòâåðæäåíèÿ â îòëè÷èå îò ãîðèçîíòàëü-

Отношения,
сохраняемые
правилами
заключения
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íîé ÷åðòû, èñïîëüçóåìîé ïðè çàïèñè ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ èëè äå-
ðåâüåâ âûâîäà è ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòüþ ýòèõ ãðàôè÷åñêèõ îáúåêòîâ
(ñð. ñ çàìå÷àíèåì 2 èç § 2.5).

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ Nc-âûâîäèìîñòè èç § 2.5
îçíà÷àþò, ÷òî âñå Nc-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå Nc-âûâîäè-
ìîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ èç
§ 1.6 ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî âñå Nc-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò òàêæå
îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ.

★  Ïóñòü Ã, Δ, Δ1, …, Δn – ïåðåìåííûå ïî êîíå÷íûì ìíîæåñòâàì
ôîðìóë; F1, …, Fn, F, À, Â, Ñ – ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî:
I. Åñëè ρ – ðåôëåêñèâíîå, ìîíîòîííîå è òðàíçèòèâíîå îòíî-

øåíèå, òî ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) (Ã) 
1Ã , ...,Ã

Ã
nF F

F

ρ ρ
ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;

2) (Δ1)…(Δn) 
1 1

1

, ...,

( ...
n n

n

F F

F

Δ ρ Δ ρ

Δ ∪ ∪ Δ ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟)⎝ ⎠

;

3) {F1, …, Fn}ρF.
Ïðè ýòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 1 è 2

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ρ áûëî ìîíîòîííûì. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé
1 è 3 áóäåò äîêàçàíà äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, â îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ
ñîõðàíåíèÿ ïðÿìûì ïðàâèëîì îòíîøåíèÿ ρ ìîæíî âìåñòî óñëîâèÿ 1
âçÿòü óñëîâèå 2 èëè óñëîâèå 3.

II. Åñëè ρ – ìîíîòîííîå îòíîøåíèå, òî ñëåäóþùèå äâà óñëî-
âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) (Ã) 
Ã,

Ã )

A B

A B

ρ
ρ( ⊃

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  2) (Δ) ( \ { }) )

B

A A B

Δρ
Δ ρ( ⊃

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

III. Åñëè ρ – ðåôëåêñèâíîå, ìîíîòîííîå è òðàíçèòèâíîå îòíî-
øåíèå, òî ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) (Ã) 
Ã ); Ã, ; Ã,

Ã

À Â À Ñ B Ñ

Ñ

ρ( ∨ ρ ρ
ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;

2) (Δ1) (Δ2) (Δ3) 
1 2 3

1 2 3

); ;

( ( \ { }) ( \ { }))

À Â Ñ Ñ

A B Ñ

Δ ρ( ∨ Δ ρ Δ ρ
Δ ∪ Δ ∪ Δ ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;

3) (Ã) 
Ã, ; Ã,

Ã,( )

À Ñ B Ñ

À Â Ñ

ρ ρ
∨ ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.
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IV. Åñëè ρ – ðåôëåêñèâíîå, ìîíîòîííîå è òðàíçèòèâíîå îòíî-
øåíèå, òî ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) (Ã) 
Ã, ; Ã,

Ã

À Â À Â

A

ρ ρ¬
ρ¬

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;

2) (Δ1) (Δ2) 
1 2

1 2

;

( ( \ { }) ( \ { }) )

B B

A A A

Δ ρ Δ ρ¬
Δ ∪ Δ ρ¬

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî êîñâåííîãî ïðàâèëà â îïðåäåëå-
íèè ïîíÿòèÿ ñîõðàíåíèÿ êîñâåííûì ïðàâèëîì îòíîøåíèÿ ρ òàêæå
ìîæíî çàìåíèòü îïðåäåëÿþùåå óñëîâèå íà ýêâèâàëåíòíîå. ✰

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìíîãèå âàæíûå òåîðåìû î
ñâîéñòâàõ îòíîøåíèÿ Nc-âûâîäèìîñòè èìåþò
ñëåäóþùèé âèä: «Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîð-
ìóë Ã è ëþáîé Nc-âûâîäèìîé èç Ã ôîðìóëû F

ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ F», ãäå ρ – íåêî-
òîðîå îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîð-
ìóëàìè. Ñèìâîëè÷åñêè óòâåðæäåíèÿ òàêîãî âèäà ìîæíî çàïèñû-
âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Ã) (F) (Ã Nc
A F → ÃρF).

Â ñèëó èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ äåðåâà Nc-âûâîäà, óòâåðæ-
äåíèÿ óêàçàííîãî âèäà ìîæíî äîêàçûâàòü ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî
ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó –
âûñîòå äåðåâà Nc-âûâîäà. Îäíàêî òàêèå äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿþòñÿ
âåñüìà ãðîìîçäêèìè. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü – ñôîðìóëèðîâàòü è
äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå ïðèíöèïîì èíäóêöèè äëÿ
Nc-âûâîäîâ âî âòîðîé ôîðìå, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà òàêîãî âèäà òåîðåì.

Íî ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ
Nc-âûâîäîâ â ïåðâîé ôîðìå. Åãî ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
S Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà îòíîøåíèå ρ ìíîæåñòâî çåëåíûõ ëè-
ñòüåâ âñÿêîãî äåðåâà Nc-âûâîäà íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ åãî êîðíåì.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ, ïåðâàÿ ôîðìà).

Ïóñòü ρ – îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è
ôîðìóëàìè.
Åñëè 1) îòíîøåíèå ρ ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî,
è      2) âñå Nc-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ρ,
òî äëÿ ëþáûõ Δ, F è äëÿ ëþáîãî Nc-Δ-F-âûâîäà âûïîëíÿåòñÿ ΔρF.

Принцип
индукции
для Nc&выводов
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âîçâðàòíîé èí-
äóêöèåé ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó k (âûñîòå äåðåâà) ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå: êàêîâû áû íè áûëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ìíîæåñòâî
ôîðìóë Δ, ôîðìóëà F è äåðåâî Nc-Δ-F-âûâîäà âûñîòû k, Δ íàõîäèòñÿ
â îòíîøåíèè ρ ñ F, ò. å.

(k) (DDDDD) (Δ) (F) (DDDDD = F
ΔD  & h(DDDDD) = k → ΔρF)

èëè, êîðî÷å, (k) ( F
ΔD ) (h( F

ΔD ) = k → ΔρF).

Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü F
ΔD  – Nc-Δ-F-âûâîä âûñîòû 0, ò. å.

F
ΔD  – ýòî ôîðìóëà F è Δ = {F}. Â ñèëó óñëîâèÿ 1 îòíîøåíèå ρ

ðåôëåêñèâíî, à çíà÷èò, ΔρF.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü k – ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ Δ è F è äëÿ ëþáîãî Nc-Δ-F-âûâîäà,

âûñîòà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò k, èìååò ìåñòî ΔρF (ïðåäïîëîæå-
íèå èíäóêöèè).

Ïóñòü Δ – ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë, F – ïðîèçâîëüíàÿ

ôîðìóëà è F
ΔD  – ïðîèçâîëüíûé Nc-Δ-F-âûâîä, âûñîòà êîòîðîãî

ðàâíà k + 1. Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ΔρF. Ðàññìîòðèì âñå âîç-

ìîæíûå ñëó÷àè ïîñòðîåíèÿ äåðåâà F
ΔD  â ñîîòâåòñòâèè ñ èíäóêòèâ-

íûì îïðåäåëåíèåì Nc-âûâîäà.

1. Ïóñòü F
ΔD  ïîëó÷åíî ïî êàêîìó-ëèáî ïðÿìîìó Nc-ïðàâèëó

... n1
F F

F
 (n = 1, 2), ò. å. F

ΔD  = 
1

1
... n

F Fn

F

ΔΔD D
, ãäå F1, …, Fn, F – íåêîòî-

ðûé íàáîð ôîðìóë, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ïðàâèëó, è Δ = Δ1 ∪ …

... ∪ Δn. Òîãäà âûñîòà êàæäîãî èç äåðåâüåâ i

iF
ΔD  (i = 1, …, n) íå

ïðåâîñõîäèò k, à çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âûïîëíÿåò-
ñÿ Δ1ρF1, …, ΔnρFn. Êðîìå òîãî, Δi ⊆ Δ äëÿ êàæäîãî i (i = 1, …, n).
Îòñþäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè îòíîøåíèÿ ρ èìååì ΔρF1, …, ΔρFn.
Ïîñêîëüêó ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ρ, ïîëó÷à-
åì, ÷òî ΔρF.

2. Ïóñòü F
ΔD  ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ êîñâåííîãî ïðàâèëà ⊃â, ò. å.

äëÿ íåêîòîðûõ ôîðìóë A è Â âûïîëíÿåòñÿ: F
ΔD =

1

B

A B

Δ

⊃

D
, F M  A ⊃ B

è Δ = Δ1 \ {A}. Òîãäà Δ1 ⊆ Δ ∪ {À}. Êðîìå òîãî, âûñîòà 1

B
ΔD  ðàâíà k,
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à çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Δ1ρÂ. Îòñþäà â ñèëó ìîíî-
òîííîñòè ρ ïîëó÷àåì, ÷òî Δ ∪ {A}ρB. Ïîñêîëüêó ïðàâèëî ⊃â ñîõðà-
íÿåò îòíîøåíèå ρ, èìååì Δρ(A ⊃ B), ò. å. ΔρF.

3. Ïóñòü F
ΔD  ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ êîñâåííîãî ïðàâèëà ∨ó,

ò. å. F
ΔD  = 

1 2 3
A B C C

C

Δ Δ Δ
∨D D D

, F M  Ñ, à Δ = Δ1 ∪ (Δ2 \ {A}) ∪ (Δ3 \ {B}).

Òîãäà Δ1 ⊆ Δ, Δ2 ⊆ Δ ∪ {A}, Δ3 ⊆ Δ ∪ {B}. Êðîìå òîãî, âûñîòà êàæäîãî

èç äåðåâüåâ 1

A B
Δ

∨D , 2

C
ΔD , 3

C
ΔD  íå ïðåâîñõîäèò k, à çíà÷èò, ïî ïðåäïîëî-

æåíèþ èíäóêöèè Δ1ρ(À ∨ Â); Δ2ρC è Δ3ρÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
ìîíîòîííîñòè îòíîøåíèÿ ρ èìååì: Δρ(À ∨ Â); Δ ∪ {A}ρC è
Δ ∪ {Â}ρÑ. Îòñþäà, ïîñêîëüêó ïðàâèëî ∨ó ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ,
ïîëó÷àåì ΔρÑ, ò. å. ΔρF.

4. Ïóñòü F
ΔD  ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ êîñâåííîãî ïðàâèëà ¬â,

ò. å. F
ΔD  = 

1 2
B B

A

Δ Δ
¬

¬
D D

, F M  ¬À, Δ = (Δ1 \ {A}) ∪ (Δ2 \ {A}). Òîãäà

Δ1 ⊆ Δ ∪ {A} è Δ2 ⊆ Δ ∪ {À}. Êðîìå òîãî, âûñîòà êàæäîãî èç äåðåâüåâ

1

B
ΔD , 2

B
Δ
¬D  íå ïðåâîñõîäèò k, à çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-

öèè Δ1ρÂ è Δ2ρ¬Â. Îòñþäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè ρ ïîëó÷àåì, ÷òî
Δ ∪ {A}ρÂ è Δ ∪ {A}ρ¬Â. Òîãäà, ïîñêîëüêó ïðàâèëî ¬â ñîõðàíÿåò
îòíîøåíèå ρ, âûïîëíÿåòñÿ Δρ¬À, ò. å. ΔρF.

Èòàê, ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó îïðåäåëåíèþ äåðåâà Nc-âûâîäà,

ìû ðàññìîòðåëè âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ïîñòðîåíèÿ F
ΔD , ïîëó÷àÿ

êàæäûé ðàç ΔρF, ÷åì çàâåðøèëè øàã èíäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k è ëþáîãî Nc-Δ-F-âûâîäà âûñîòû k âû-
ïîëíÿåòñÿ ΔρF. S

★   Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ñîõðàíåíèÿ Nc-ïðàâèëà-
ìè îòíîøåíèÿ ρ èçìåíèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèÿìè I–IV
äàííîãî ïàðàãðàôà, îòìå÷åííûìè ★, òî â ôîðìóëèðîâêå ïðèíöèïà
èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ èç óñëîâèÿ 1 ìîæíî óäàëèòü òðåáîâàíèå
ìîíîòîííîñòè îòíîøåíèÿ ρ. ✰

Ïóñòü ρ1 è ρ2 – îòíîøåíèÿ ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôîð-
ìóë è ôîðìóëàìè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ρ1 ñîãëàñîâàíî
ñ îòíîøåíèåì ρ2, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è ëþáîé
ôîðìóëû F, òàêèõ ÷òî Ãρ1F, âûïîëíÿåòñÿ Ãρ2F, ò. å. åñëè

(Ã) (F) (Ãρ1F → Ãρ2F).
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Â ÷àñòíîñòè, îòíîøåíèå Nc-âûâîäèìîñòè 
Nc

A ñîãëàñîâàíî ñ îò-

íîøåíèåì ρ, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è ëþáîé
Nc-âûâîäèìîé èç Ã ôîðìóëû F âûïîëíÿåòñÿ ÃρF, ò. å. åñëè

 (Ã) (F) (Ã 
Nc

A F → ÃρF).

Íàïðèìåð, îòíîøåíèå Ni-âûâîäèìîñòè ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøå-
íèåì Nk-âûâîäèìîñòè, ïîñêîëüêó ðàíåå áûëî äîêàçàíî:

(Ã) (F) (Ã Ni
A F → Ã 

kNA F).

Ïîçæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî îòíîøåíèÿ Nk-âûâîäèìîñòè è
Ni-âûâîäèìîñòè ñîãëàñîâàíû ñ îòíîøåíèåì ñåìàíòè÷åñêîãî ñëå-
äîâàíèÿ:

(Ã) (F) (Ã 
Nc

A F → ÃB F).

Òåîðåìû âèäà «Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è ëþáîé
Nc-âûâîäèìîé èç Ã ôîðìóëû F ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã íàõîäèòñÿ â
îòíîøåíèè ρ ñ F», èñïîëüçóÿ íîâóþ òåðìèíîëîãèþ, ìîæíî ïåðå-
ôîðìóëèðîâàòü òàê: «Îòíîøåíèå Nc-âûâîäèìîñòè ñîãëàñîâàíî ñ îò-
íîøåíèåì ρ». Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêîãî âèäà
óòâåðæäåíèé î÷åíü ïîëåçíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ, âòîðàÿ ôîðìà). Ïóñòü

ρ – îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè.
Åñëè 1) îòíîøåíèå ρ ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî,
è     2) âñå Nc-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ρ,
òî îòíîøåíèå Nc-âûâîäèìîñòè ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì ρ,

ò. å. (Ã) (F) (Ã Nc
A F → ÃρF).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Ã è F – òàêèå, ÷òî Ã Nc
A F, à F

ΔD

åñòü Nc-Δ-F-âûâîä òàêîé, ÷òî Δ ⊆ Ã. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó
èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ â ïåðâîé ôîðìå, ΔρF. Îòñþäà â ñèëó
ìîíîòîííîñòè ρ ñëåäóåò, ÷òî ÃρF. S

Çàìå÷àíèå 2. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â îáåèõ ôîðìàõ ïðèíöèïà
èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ óñëîâèå 1 ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå
1': îòíîøåíèå ρ êâàçèðåôëåêñèâíî. P

S Ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ (âòîðàÿ ôîðìà) ïðåäîñòàâ-
ëÿåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè îòíîøåíèÿ Nc-âûâîäèìî-

ñòè Nc
A ñ îòíîøåíèåì ρ.
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Âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì, ò. å. íàñêîëüêî ïðîñòî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ρ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2 èç ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ.
Ïðîâåðêà óñëîâèÿ 1 ïðàêòè÷åñêè íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêîé ñëîæíîñòè.
Êàê ïðàâèëî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü è óñëîâèå 2, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå
ïîíÿòèÿ ñîõðàíåíèÿ Nc-ïðàâèëàìè îòíîøåíèÿ ρ. Îäíàêî ñëåäóþùåå óò-
âåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ýòó ïðîâåðêó åùå áîëåå ïðîñòîé.

Ãîâîðÿ îá óñëîâíûõ ïðàâèëàõ, äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ îãðà-

íè÷èìñÿ ñõåìàìè âèäà 

][

E
H

G

F
 (ò. å. ñ îäíîé áåçóñëîâíîé è îäíîé

óñëîâíîé ïîñûëêàìè).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ (êðèòåðèé ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ). Ïóñòü ρ –
ðåôëåêñèâíîå, ìîíîòîííîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå ìåæäó ìíî-
æåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè.

1. Ïðÿìàÿ ñõåìà çàêëþ÷åíèé 
... nF F

F
1  ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ôîðìóë F1, ..., Fn, F,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé ñõåìå, {F1, ..., Fn}ρF (÷òî áóäåì çàïèñûâàòü
òàê: {F1, …, Fn}ρF).

2. Åñëè ïðàâèëà ⊃â è ⊃ó ñîõðàíÿþò ρ, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

à) êîñâåííàÿ ñõåìà 

][

E
H

G

F
 ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ;

á) ïðÿìàÿ ñõåìà 
⊃E H G

F
 ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ;

â) äëÿ ëþáûõ ôîðìóë Å, F, G è H, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñõåìå èç
ï. (á), {E, H ⊃ G}ρF ({E, H ⊃ G}ρF).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1. Ïóñòü ñõåìà 
... nF F

F
1  ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ è ïóñòü F1, …, Fn,

F – ïðîèçâîëüíûé íàáîð ôîðìóë, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ñõåìå.
Äîêàæåì, ÷òî {F1, …, Fn}ρF. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ã ìíîæåñòâî ôîðìóë
{F1, …, Fn}. Òîãäà â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè è ìîíîòîííîñòè ρ èìååì

ÃρF1, …, ÃρFn. Îòñþäà, ïîñêîëüêó ñõåìà 
... nF F

F
1  ñîõðàíÿåò ρ, ïîëó-

÷àåì, ÷òî ÃρF, ò. å. {F1, …, Fn}ρF.
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Äîêàæåì îáðàòíîå. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ôîðìóë

F1, …, Fn, F, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñõåìå 
... nF F

F
1 , {F1, …, Fn}ρF. Ïóñòü

Ã – ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òàêîå, ÷òî ÃρF1, …, ÃρFn.
Òîãäà, ïîñêîëüêó ρ òðàíçèòèâíî, èç óñëîâèé ÃρF1, …, ÃρFn è
{F1, …, Fn}ρF ïîëó÷àåì, ÷òî ÃρF.

2. Ïåðåéäåì ê êîñâåííûì ñõåìàì. Ñíà÷àëà äîêàæåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïðåäëîæåíèé (à) è (á). Ïîñêîëüêó ïðàâèëà ⊃â è ⊃ó ñî-
õðàíÿþò ρ, òî Ã ∪ {H}ρG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ãρ(H ⊃ G).
Ñëåäîâàòåëüíî, ýêâèâàëåíòíû è ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ

; ,E H G

F

Γρ Γ ρ
Γρ  è 

; )E H G

F

Γρ Γρ( ⊃
Γρ ,

à çíà÷èò, (à) ↔ (á).
Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäëîæåíèé (á) è (â) âûòåêàåò èç ï. 1. S

Ñîãëàñíî ï. 1 äîêàçàííîé òåîðåìû, íàïðèìåð, ïðàâèëî &â ñî-
õðàíÿåò îòíîøåíèå ρ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ôîð-
ìóë À è Â âûïîëíÿåòñÿ {À,Â}ρ(À & Â), ò. å.

(À) (Â) ({À, Â}ρ(À & Â)).

Çàìå÷àíèå 3. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ðàññóæäàëè â
ï. 2, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå öåïî÷êè (â) → (á) → (à)
èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî òî, ÷òî ρ òðàíçèòèâíî è ïðàâèëî ⊃â ñîõðàíÿåò
ρ, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå.

Ïóñòü ρ – òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå, à ïðàâèëî ⊃â ñîõðàíÿåò ρ.
Òîãäà:

1) åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À, Â, Ñ
{À ∨ Â, À ⊃ Ñ, Â ⊃ Ñ}ρÑ,

òî êîñâåííîå ïðàâèëî ∨ó ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ;
2) åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â

{À ⊃ Â, À ⊃ ¬Â}ρ¬À,
òî êîñâåííîå ïðàâèëî ¬â ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðàâèëî ⊃â ñîõðàíÿåò òðàíçèòèâíîå îò-
íîøåíèå ρ, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïðàâèëà ∨ó è ¬â ñîõðà-
íÿþò îòíîøåíèå ρ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî óñëîâèÿ èç ï. 1 è 2 äàííîãî çàìå÷àíèÿ. P

Âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ ñâÿçè ìåæäó îòíîøå-
íèÿìè Ni-âûâîäèìîñòè è Nk-âûâîäèìîñòè, à
òàêæå ìåæäó êëàññàìè Ni-âûâîäèìûõ è Nk-âû-
âîäèìûõ ôîðìóë.

Теорема Гливенко
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Íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôîðìóëà Ni-âûâîäèìà, òî îíà
Nk-âûâîäèìà. Îáðàòíîå íåâåðíî, ÷òî áóäåò äîêàçàíî ïîçæå. Îäíà-
êî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê òåîðåìà
Ãëèâåíêî1): åñëè ôîðìóëà Nk-âûâîäèìà, òî åå äâîéíîå îòðèöàíèå
Ni-âûâîäèìî.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

(F) (
KNA F → Ni

A ¬¬F).

Ñíà÷àëà äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå. Ïðè ýòîì áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: ¬¬Ã q {¬¬À | À ∈ Ã}.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F è ëþáîãî ìíîæåñòâà

ôîðìóë Ã, åñëè Ã 
KNA F , òî ¬¬Ã Ni

A ¬¬F.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

(Ã) (F) (Ã
KNA F → ¬¬Ã Ni

A ¬¬F).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì èíäóêöèè
äëÿ Nk-âûâîäîâ (âî âòîðîé ôîðìå). Â êà÷åñòâå îòíîøåíèÿ ρ âîçüìåì
îòíîøåíèå, çàäàâàåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ÃρF def←⎯⎯→ ¬¬Ã Ni
A ¬¬F.

Äîêàæåì, ÷òî (Ã) (F) (Ã
KNA F → ÃρF). Ñîãëàñíî ïðèíöèïó èí-

äóêöèè äëÿ Nk-âûâîäîâ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ρ ðåô-
ëåêñèâíî è ìîíîòîííî, à âñå Nk-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ρ.

Ðåôëåêñèâíîñòü è ìîíîòîííîñòü îòíîøåíèÿ ρ ñëåäóåò èç ðåô-

ëåêñèâíîñòè è ìîíîòîííîñòè îòíîøåíèÿ Ni
A  ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âñå ïðÿìûå Nk-ïðàâèëà ñîõðàíÿ-
þò îòíîøåíèå ρ, â ñèëó êðèòåðèÿ ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ (ï. 1),
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë A è B âûïîëíÿåòñÿ:

1) Ni
( & )A B A¬¬ ¬¬A ; Ni

( & )A B B¬¬ ¬¬A ;

2) Ni
, ( & )A B A B¬¬ ¬¬ ¬¬A ;

3) Ni
( )A A B¬¬ ¬¬ ∨A ; Ni

( )B A B¬¬ ¬¬ ∨A ;

4) Ni
, ( )A A B B¬¬ ¬¬ ⊃ ¬¬A ;

1) Â. È. Ãëèâåíêî (1897–1940) – ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê, ëîãèê.
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5) Ni
,A A B¬¬ ¬¬¬ ¬¬A ;

6) Ni
A A¬¬¬¬ ¬¬A .

Âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü ïîñòðîåíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äåðåâüåâ Ni-âûâîäà, ÷òî îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷å-
ñòâå óïðàæíåíèÿ.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîñâåííûå ïðàâèëà òàêæå ñîõðàíÿþò
îòíîøåíèå ρ, à èìåííî, äëÿ ëþáûõ À, Â, Ñ è Ã:

7) 
N

N

i

i

Ã,

Ã ( )

A B

A B

¬¬ ¬¬ ¬¬

¬¬ ¬¬ ⊃

A

A ;

8) 
N N

N

i i

i

Ã, ; Ã,

Ã

A B A B

A

¬¬ ¬¬ ¬¬ ¬¬ ¬¬ ¬¬¬

¬¬ ¬¬¬

A A

A ;

9) 
N N

N

i i

i

Ã, ; Ã,

Ã, ( )

A C B C

A B C

¬¬ ¬¬ ¬¬ ¬¬ ¬¬ ¬¬

¬¬ ¬¬ ∨ ¬¬

A A

A .

Äîêàæåì, ê ïðèìåðó, ÷òî ïðàâèëî ⊃â ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ,

ò. å. óòâåðæäåíèå 7. Äîïóñòèì, ÷òî ¬¬Ã,¬¬À Ni
A ¬¬Â. Ïóñòü

¬¬Δ ¬¬
¬¬

А
В

 (ãäå Δ ⊆ Ã) åñòü íåêîòîðîå äåðåâî Ni-âûâîäà ñ êîðíåì

¬¬Â è ìíîæåñòâîì çåëåíûõ ëèñòüåâ, ñîäåðæàùåìñÿ â ìíîæåñòâå
¬¬Ã ∪ {¬¬À}. Èñïîëüçóÿ ýòî äåðåâî âûâîäà, ïîñòðîèì äåðåâî
Ni-âûâîäà ñ êîðíåì ¬¬(À ⊃ Â), ìíîæåñòâî çåëåíûõ ëèñòüåâ êîòî-
ðîãî ¬¬Δ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå ¬¬Ã:

 

4 3

(4) 12

(3)
1

(2)

(1)

[ ] [ ]

[ ( )][ ]
[ ( )]

( )

A A
B

A B A BB
AA B A B

B B
À B

¬

⊃ ¬ ⊃
¬¬Δ ¬¬⊃ ¬ ⊃

¬ ¬¬
¬¬ ⊃

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ¬¬Ã Ni
A ¬¬(À ⊃ Â).

Äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ ïóíêòîâ ïîñòðîåíèåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ äåðåâüåâ Ni-âûâîäà îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî
è íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ. S

Êàê ñëåäñòâèå äîêàçàííîé òåîðåìû, ïðè ïóñòîì ìíîæåñòâå Ã
ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ òåîðåìó, îòðàæàþùóþ ñâÿçü ìåæäó êëàññàìè
Ni-âûâîäèìûõ è Nk-âûâîäèìûõ ôîðìóë.
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!   ÒÅÎÐÅÌÀ (Ãëèâåíêî). Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ßËÂ, åñëè ýòà ôîð-

ìóëà Nk-âûâîäèìà, òî Ni-âûâîäèìî åå äâîéíîå îòðèöàíèå, ò. å.

(F) (
kNA F → Ni

A ¬¬F).

Çàìå÷àíèå 4. Äîêàçàòåëüñòâî äâóõ ïîñëåäíèõ òåîðåì èìååò
êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì,
êîòîðûé äëÿ ëþáûõ ôîðìóëû F è ìíîæåñòâà ôîðìóë Δ âñÿêèé
Nk-Δ-F- âûâîä ïåðåðàáàòûâàåò â Ni-¬¬Δ-¬¬F-âûâîä (â ÷àñòíîñòè,
ïðè ïóñòîì Δ). P

Âåñüìà çàìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ åùå îäíî ñëåäñòâèå äîêàçàí-
íîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è ëþáîé ôîð-
ìóëû F:

1) Ã
kNA ¬F  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ã Ni

A ¬F;

2) 
kNA ¬F  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ni

A ¬F.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1. Î÷åâèäíî, åñëè Ã Ni
A ¬F, òî Ã 

kNA ¬F. Äîêàæåì îáðàòíîå.

Ïóñòü Ã 
kNA ¬F. Òîãäà, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå óòâåðæäåíèþ,

¬¬Ã Ni
A ¬¬¬F. Êðîìå òîãî, ¬¬¬F Ni

A ¬F. Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòâåò-

ñòâóþùåå äåðåâî Ni-âûâîäà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1 2

â (2)

â (1)

[ ] [ ]F F
FF

F

¬

¬

¬
¬¬¬¬¬

¬

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ Ni-âûâîäè-

ìîñòè, ¬¬Ã Ni
A ¬F. Êðîìå òîãî, Ã Ni

A ¬¬Ã, ïîñêîëüêó À Ni
A ¬¬À

äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À. Òàêèì îáðàçîì, Ã Ni
A ¬F.

2. Óòâåðæäåíèå ï. 2 ïîëó÷àåòñÿ èç óòâåðæäåíèÿ ï. 1 ïðè ïóñòîì
ìíîæåñòâå Ã. S
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§   2 . 7 .  Õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è  ñ è ñ ò å ì§   2 . 7 .  Õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è  ñ è ñ ò å ì§   2 . 7 .  Õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è  ñ è ñ ò å ì§   2 . 7 .  Õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è  ñ è ñ ò å ì§   2 . 7 .  Õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è  ñ è ñ ò å ì
å ñ ò å ñ ò â å í í î ã î  â û â î ä àå ñ ò å ñ ò â å í í î ã î  â û â î ä àå ñ ò å ñ ò â å í í î ã î  â û â î ä àå ñ ò å ñ ò â å í í î ã î  â û â î ä àå ñ ò å ñ ò â å í í î ã î  â û â î ä à

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ áûëè ïîñòðîåíû äâå
îñíîâíûå ñèñòåìû åñòåñòâåííîãî âûâîäà: Ni è Nk. Âîçíèêàåò
öåëûé ðÿä âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñâîéñòâàìè ýòèõ ñèñòåì, îò-
âåòû íà êîòîðûå òàê èëè èíà÷å õàðàêòåðèçóþò îòíîøåíèÿ Ni- è
Nk-âûâîäèìîñòè, êëàññû Ni- è Nk-âûâîäèìûõ ôîðìóë. Ïðåæäå
÷åì ïåðå÷èñëèòü ýòè âîïðîñû è ââåñòè õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì
åñòåñòâåííîãî âûâîäà, ðàñøèðèì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ
ñèñòåì.

Íàðÿäó ñ ñèñòåìàìè Ni è Nk áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû, êî-
òîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ýòèõ ñèñòåì çàìåíîé íà íîâûå èëè óäàëåíè-
åì íåêîòîðûõ èç èõ ïðàâèë, à òàêæå äîáàâëåíèåì íîâûõ ïðàâèë.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì èç ðàñøèðåííîãî êëàññà
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû N, N1, N2. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì îñíîâ-
íûå îïðåäåëåíèÿ (N-Δ-F-âûâîäà, îòíîøåíèÿ N-âûâîäèìîñòè, ñî-
õðàíåíèÿ N-ïðàâèëîì îòíîøåíèÿ ρ, ñîãëàñîâàííîñòè îòíîøåíèÿ
N-âûâîäèìîñòè ñ îòíîøåíèåì ρ è ò. ï.) ôîðìóëèðóþòñÿ àíàëîãè÷-
íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ ñèñòåì Ni è Nk (ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ
ìíîæåñòâà ïðàâèë). Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû åñòå-
ñòâåííîãî âûâîäà N ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèíöèï
èíäóêöèè äëÿ N-âûâîäîâ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ
ñèñòåì Ni è Nk.

S Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòè-
êè ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà:

1) íåïðîòèâîðå÷èâîñòü;
2) ñåìàíòè÷åñêàÿ êîððåêòíîñòü;
3) ñåìàíòè÷åñêàÿ ïîëíîòà (èëè ïîëíîòà îòíîñèòåëüíî êëàññà

òàâòîëîãèé);
4) ñèíòàêñè÷åñêàÿ ïîëíîòà (èëè äåäóêòèâíàÿ ïîëíîòà);
5) íåçàâèñèìîñòü ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ.

! Ïóñòü N – ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííî-

ãî âûâîäà.
Ñèñòåìó åñòåñòâåííîãî âûâîäà N íàçûâàþò
ïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ôîð-

ìóëà F òàêàÿ, ÷òî 
NA F è 

NA ¬F, è íåïðîòèâîðå-

÷èâîé, åñëè òàêîé ôîðìóëû íå ñóùåñòâóåò.

Непротиворечивость
систем естественного
вывода
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Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ óñëî-
âèé, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Çíà÷åíèå
ýòîãî óñëîâèÿ ïîÿñíÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ (êðèòåðèé ïðîòèâîðå÷èâîñòè ñèñòåìû). Ïóñòü N –
ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà, ñðåäè ïðàâèë êîòî-
ðîé åñòü ïðàâèëî ¬ó. Ñèñòåìà N ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ôîðìóëà N-âûâîäèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ëþáàÿ ôîðìóëà N-âûâîäèìà, òî,
î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà N ïðîòèâîðå÷èâà.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà N, ñîäåðæàùàÿ ïðàâèëî ¬ó ñðå-

äè èñõîäíûõ, ïðîòèâîðå÷èâà, è ïóñòü ôîðìóëà F òàêàÿ, ÷òî 
NA F è

NA ¬F, à FD∅ è F¬D∅  – ñîîòâåòñòâóþùèå äåðåâüÿ N-âûâîäà. Òîãäà

äëÿ ëþáîé ôîðìóëû B äåðåâî F F

B
¬D D∅ ∅

, ïîñòðîåííîå ïî ïðàâèëó

¬ó, ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì N-âûâîäà ôîðìóëû Â ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì

çåëåíûõ ëèñòüåâ, ò. å. 
NA Â. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè N – ïðîòèâîðå÷è-

âàÿ ñèñòåìà ñ ïðàâèëîì ¬ó, òî â íåé âûâîäèìà ëþáàÿ ôîðìóëà. S

Òàêèì îáðàçîì, ïðîòèâîðå÷èâûå ñèñòåìû, èìåþùèå ïðàâèëî
¬ó, íå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íèêàêîãî èíòåðåñà, ïîñêîëüêó â íèõ
âûâîäèìû âñå ôîðìóëû.

Ñðàçó âîçíèêàåò âîïðîñ: ÿâëÿþòñÿ ëè íåïðîòèâîðå÷èâûìè ñè-
ñòåìû Ni è Nk?

Ïðåæäå ÷åì áóäåò ïîëó÷åí îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, âûÿñíèì:
Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó îòíîøåíèÿìè Ni- è Nk-âûâîäèìîñòè, ñ

îäíîé ñòîðîíû, è îòíîøåíèåì ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ñ äðó-
ãîé?

Êàê ñâÿçàíû êëàññû Ni- è Nk-âûâîäèìûõ ôîðìóë ñ êëàññîì
òàâòîëîãèé?

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

!    ÒÅÎÐÅÌÀ (î ñîãëàñîâàííîñòè îòíîøåíèÿ Nc-âûâîäèìîñòè Nc
A

ñ îòíîøåíèåì ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ B ). Îòíîøåíèå Nc-âû-
âîäèìîñòè ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ,
ò. å. êàêîâû áû íè áûëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã è ôîðìóëà F, åñëè F
Nc-âûâîäèìà èç Ã, òî F ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò èç Ã.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

(Ã) (F) (Ã Nc
A F → ÃB F).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì èíäóêöèè
äëÿ Nc-âûâîäîâ (âî âòîðîé ôîðìå).

Âî-ïåðâûõ, îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ B  ðåôëåê-
ñèâíî è ìîíîòîííî. Âî-âòîðûõ, âñå Nc-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíî-
øåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî îòðàæåíî
â èçâåñòíûõ ñâîéñòâàõ ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ (§ 1.6). Òàêèì
îáðàçîì, ñîãëàñíî ïðèíöèïó èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ âî âòîðîé
ôîðìå, îòíîøåíèå Nc-âûâîäèìîñòè ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì
ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. S

! Ñèñòåìó åñòåñòâåííîãî âûâîäà N íàçûâàþò ñåìàíòè÷åñêè êîð-

ðåêòíîé ñèñòåìîé, åñëè âñÿêàÿ N-âûâîäèìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåò-

ñÿ òàâòîëîãèåé, ò. å. åñëè (F) (
NA F → B F).

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î ñåìàíòè÷åñêîé êîððåêòíîñòè ñèñòåì Ni è Nk).

Âñÿêàÿ Nc-âûâîäèìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, ò. å.

(F) ( Nc
A F → B F).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìàòðèâàåìîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåò-
ñÿ èç òåîðåìû î ñîãëàñîâàííîñòè îòíîøåíèÿ Nc-âûâîäèìîñòè ñ îò-
íîøåíèåì ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ïðè ïóñòîì ìíîæåñòâå Ã. S

Â äàëüíåéøåì òåîðåìó î ñåìàíòè÷åñêîé êîððåêòíîñòè ñèñòåì
Ni è Nk áóäåì òàêæå íàçûâàòü òåîðåìîé î ñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåì
Ni è Nk ñ êëàññîì òàâòîëîãèé.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ñèñòåì Ni è Nk). Ñèñòåìû Ni

è Nk íåïðîòèâîðå÷èâû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà

ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Nc – êàêàÿ-ëèáî èç
ñèñòåì Ni èëè Nk, ïðîòèâîðå÷èâà, è ïóñòü ôîðìóëà F òàêàÿ, ÷òî

Nc
A F è Nc

A ¬F. Òîãäà, ïî òåîðåìå î ñåìàíòè÷åñêîé êîððåêòíîñòè

ñèñòåì Ni è Nk, îáå ôîðìóëû F è ¬F ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè, ò. å.

B F è B ¬F, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îáå ñèñòåìû Ni è Nk

íåïðîòèâîðå÷èâû. S

Ïðè âûÿñíåíèè òîãî, êàê ñîîòíîñèòñÿ êëàññ òàâ-
òîëîãèé ñ êëàññàìè Ni- è Nk-âûâîäèìûõ ôîð-
ìóë, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ êàæäîé èç ýòèõ
ñèñòåì âñÿêàÿ âûâîäèìàÿ â íåé ôîðìóëà ÿâëÿåò-

Семантическая
полнота
классической
системы Nk
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ñÿ òàâòîëîãèåé. Âåðíû ëè îáðàòíûå óòâåðæäåíèÿ: âñÿêàÿ ëè òàâòî-
ëîãèÿ âûâîäèìà â Ni? â Nk? Äðóãèìè ñëîâàìè, äîñòàòî÷íî ëè ïîë-
íû ñïèñêè Ni- è Nk-ïðàâèë äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîé òàâòîëîãèè
ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü äåðåâî åå âûâîäà â ñèñòåìàõ Ni è Nk?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòâåòû íà ýòè âîïðîñû äëÿ ñèñòåì Ni è Nk

ðàçíûå: äëÿ Nk – ïîëîæèòåëüíûé, à äëÿ Ni – îòðèöàòåëüíûé.

! Ñèñòåìó åñòåñòâåííîãî âûâîäà N íàçûâàþò ñåìàíòè÷åñêè ïîë-

íîé (èëè ïîëíîé îòíîñèòåëüíî êëàññà òàâòîëîãèé), åñëè âñÿêàÿ

òàâòîëîãèÿ N-âûâîäèìà, ò. å. åñëè (F) (BF → 
NA F).

Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà Nk ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà òàâòîëî-
ãèé. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå,
êîòîðîå èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïîëíîòå
ñèñòåìû Nk.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ÀÈ q À, ÀË q ¬À,
ãäå À – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà.

!  ËÅÌÌÀ 1 (îñíîâíàÿ). Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëà F, åå äîïóñòè-

ìûé ñïèñîê ω = (
1ip , ..., nip ) è èñòèííîñòíûé íàáîð α = (α1, …, αn),

1

1

αα , ...,p p n

ni i Nc
A ω

α| |F F .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì èíäóêöèè
ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû (§ 1.2).

Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü ôîðìóëà F åñòü ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïå-

ðåìåííàÿ, à ω = (
1ip , …, nip ) – ïðîèçâîëüíûé åå äîïóñòèìûé ñïè-

ñîê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F
ki

pM  äëÿ íåêîòîðîãî k (k = 1, …, n). Åñëè

α – ïðîèçâîëüíûé èñòèííîñòíûé íàáîð äëèíû n, òî ω
α| |F  = αk è

ω
α| |F F = αk

ki
p . Òîãäà, â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè è ìîíîòîííîñòè îòíî-

øåíèÿ Nc-âûâîäèìîñòè,

1

1

α αα , ..., , ...,p p pk n

k ni i i Nc
A αp k

ki .

Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ñïèñêà

ω = ( 1ip , ..., nip ) ôîðìóë À è Â è ëþáîãî èñòèííîñòíîãî íàáîðà

α = (α1, …, αn) âûïîëíÿåòñÿ

1

1

αα , ...,p p n

ni i Nc
A ω| |AA α  è 1

1

αα , ...,p p n

ni i Nc
A ω| |BB α
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(ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè). Äîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæ-
äåíèÿ âåðíû äëÿ ôîðìóë À & Â, À ∨ Â, À ⊃ Â, ¬À.

I. Ñíà÷àëà ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ôîðìóëû À ⊃ Â.

Ïóñòü ω = (
1i

p ,…,
ni

p ) – ïðîèçâîëüíûé äîïóñòèìûé ñïèñîê

ôîðìóëû À ⊃ Â, à α = (α1, …, αn) – ïðîèçâîëüíûé èñòèííîñòíûé
íàáîð äëèíû n. Î÷åâèäíî, ω ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ñïèñêîì êàê
ôîðìóëû À, òàê è ôîðìóëû Â. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

èìååì: Ã Nc
A ω

α| |AA  è Ã Nc
A

ω
α| |BB , ãäå Ã q { 1

1

αα , ..., n

ni ip p }. Äîêàæåì,

÷òî Ã Nc
A ω

α| |( ) À BA B ⊃⊃ . Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ Nc
A  äî-

ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

                        
ω
α| |AA , 

ω
α| |BB Nc

A ω
α| |( ) À BA B ⊃⊃ . (1)

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

1. Äîïóñòèì, ÷òî ω
α| |⊃A B  = Ë. Òîãäà ω

α| |A  = È, à ω
α| |B  = Ë.

Â ýòîì ñëó÷àå âûâîäèìîñòü (1) èìååò âèä À, ¬Â Nc
A ¬(À ⊃ Â). Äî-

êàæåì åå, ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùåå äåðåâî Nc-âûâîäà:

y

в

1

(1)

[ ]

( )

A A B

Â B

À Â

⊃

¬

⊃
¬

¬ ⊃

2. Äîïóñòèì, ÷òî ω
α| |A B⊃  = È. Òîãäà ω

α| |A  = Ë èëè ω
α| |B  = È.

2.1. Äîïóñòèì, ÷òî ω
α| |A  = Ë. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî ¬À Nc
A À ⊃ Â. Äîêàæåì ýòó âûâîäèìîñòü ïîñòðîåíèåì

äåðåâà Nc-âûâîäà:

в

1

ó

(1)

[ ]À A

Â
À Â

¬

⊃

¬

⊃

2.2. Äîïóñòèì, ÷òî ω
α| |B  = È. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî Â Nc
A À ⊃ Â. Äîêàæåì ýòó âûâîäèìîñòü, ïîñòðîèâ ñîîò-

âåòñòâóþùåå äåðåâî Nc-âûâîäà:

в
B

À Â
⊃

⊃
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II. Òåïåðü ðàññìîòðèì ôîðìóëó À & Â. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ I,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ω è α

                         
ω
α| | ,AA

ω
α| |BB Nc

A
ω
α| & |&( ) À BA B . (2)

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

Åñëè ω
α| & |A B  = È, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî À, Â Nc

A À & Â.

Åñëè ω
α| |A  = Ë, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ¬À Nc

A ¬(À & Â).

Åñëè ω
α| |B  = Ë, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ¬Â Nc

A ¬(À & Â).

Ïåðâûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ òðèâèàëåí. Äâà äðóãèõ àíàëîãè÷íû äðóã
äðóãó. Ïîýòîìó ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùåå äåðåâî âûâîäà òîëüêî
äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ:

в

1

& y

(1)
( & )

[ & ]

À Â

À B
AA

¬
¬

¬

Ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåâ ôîðìóë À ∨ Â è ¬À îñòàâëÿåì ÷èòà-
òåëþ. S

ËÅÌÌÀ 2. Êàêîâû áû íè áûëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã, ôîðìóëà F

è ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ q, åñëè Ã, q 
kNA F è Ã, ¬q 

kNA F,

òî Ã 
kNA F.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî Ã, q 
kNA F è Ã, ¬q 

kNA F.

Ïóñòü 
1 q

F

Δ
 è 

2 q

F

Δ ¬
 – íåêîòîðûå ñîîòâåòñòâóþùèå äåðåâüÿ

Nk-âûâîäà òàêèå, ÷òî Δ1 ⊆ Ã è Δ2 ⊆ Ã. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
q q∨ ¬

∅

êàêîé-ëèáî Nk-âûâîä ôîðìóëû q ∨ ¬q ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì
çåëåíûõ ëèñòüåâ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî îáåñïå÷åíî òåì, ÷òî

kNA q ∨ ¬q. Òîãäà äåðåâî ôîðìóë

1 1
1 2

y (1)

[ ] [ ]q q
q q F F

F
∨

Δ Δ ¬∅
∨ ¬
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– äåðåâî Nk-âûâîäà ôîðìóëû F, ìíîæåñòâî çåëåíûõ ëèñòüåâ êîòî-

ðîãî Δ1 ∪ Δ2 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ã. Ñëåäîâàòåëüíî, Ã 
kNA F. S

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î ïîëíîòå Nk îòíîñèòåëüíî êëàññà òàâòîëîãèé).

Âñÿêàÿ òàâòîëîãèÿ Nk-âûâîäèìà:

(F) (BF → 
kNA F).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F – ïðîèçâîëüíàÿ òàâòîëîãèÿ,

ω = (
1i

p , …,
ni

p ) – ñîáñòâåííûé ñïèñîê ïåðåìåííûõ ôîðìóëû F.

Ïîñêîëüêó F  – òàâòîëîãèÿ, òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà α = (α1, …, αn) âåðíî,

÷òî α| |F ω  = È, à çíà÷èò, 
ω
α| |FF = F. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îñíîâíîé

ëåììå äëÿ ëþáûõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé α1, …, αn âûïîëíÿåòñÿ

                               1

1
, ..., n

ni ip pαα
kNA F. (1)

Îòñþäà, ïîëàãàÿ ñíà÷àëà αn = È, à çàòåì αn = Ë, ïîëó÷àåì, ÷òî
äëÿ ëþáûõ α1, …, αn – 1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî:

11

1 1 k

11

1 1 k

N

N .

, ..., , ;

, ..., ,

n

n n

n

n n

i i i

i i i

F

F

p p p

p p p

−

−

−

−

αα

αα ¬

A

A

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 2, äëÿ ëþáûõ α1, …, αn–1

                                  1

k1 1
N, ..., ni

ni i
Fp p −

−

αα A . (2)

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå (2) ñîäåðæèò íà îäíó ãèïîòåçó ìåíüøå
ïî ñðàâíåíèþ ñ óòâåðæäåíèåì (1).

Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ
αn – 1, …, α1, óäàëÿåì îäíó çà äðóãîé ãèïîòåçû â óòâåðæäåíèè (2). Íà
ïðåäïîñëåäíåì øàãå ïîëó÷àåì: äëÿ ëþáîãî α1 èìååò ìåñòî âûâîäè-

ìîñòü 1

1

α
Nk

Fp Ai , ò. å. 
1ip kNA F, è ¬

1ip kNA F. Îòñþäà ïî ëåììå 2,

íàêîíåö, ïîëó÷àåì, ÷òî 
kNA F. S

Îáúåäèíÿÿ âìåñòå òåîðåìó î ñîãëàñîâàííîñòè Nk ñ êëàññîì òàâ-
òîëîãèé è òåîðåìó î ïîëíîòå Nk îòíîñèòåëüíî êëàññà òàâòîëîãèé,
ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèå, êîòîðîå òàêæå ÷àñòî
íàçûâàþò òåîðåìîé î ïîëíîòå Nk:
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!  ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Êëàññ Nk – âûâîäèìûõ ôîðìóë ñîâïàäàåò ñ

êëàññîì òàâòîëîãèé, ò. å. (F) (
kNA F ↔ B F).

Çàìå÷àíèå 1. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ Ni íåâåðíî. Ïîçæå
áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàâòîëîãèé, íåâûâîäèìûõ â Ni (ñì.
§ 2.12). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà Ni íåïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà
òàâòîëîãèé. P

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Îòíîøåíèÿ B è 
kNA  ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðó-

ãîì, ò. å. (Ã) (F) (Ã 
kNA F ↔ Ã B F).

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé õàðàêòåðèñòèêå ñèñòåì
åñòåñòâåííîãî âûâîäà.

! Ñèñòåìó åñòåñòâåííîãî âûâîäà N íàçûâàþò ðàç-
ðåøèìîé ñèñòåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êî-
òîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå F ïîçâîëÿåò âû-
ÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà N-âûâîäèìîé.

!  ÒÅÎÐÅÌÀ. Ñèñòåìà Nk ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó êëàññ Nk-âûâîäèìûõ ôîð-
ìóë ñîâïàäàåò ñ êëàññîì òàâòîëîãèé, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôîðìóëû F
íà Nk-âûâîäèìîñòü äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà òàâòî-
ëîãèåé. Êëàññ òàâòîëîãèé ðàçðåøèì, òàê êàê ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,
êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå F ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè îíà òàâòîëîãèåé. Îäèí èç òàêèõ àëãîðèòìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â
ïîñòðîåíèè èñòèííîñòíîé òàáëèöû äëÿ ôîðìóëû F. S

S Çàìå÷àíèå 2. Ñóùåñòâóåò òàêæå àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò
ïî ëþáîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó ôîðìóë Ã è ëþáîé ôîðìóëå F

âûÿñíèòü, èìååò ëè ìåñòî âûâîäèìîñòü Ã 
kNA F. Äåéñòâèòåëüíî,

F1, …, Fn kNA F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

kNA F1 ⊃ (F2 ⊃ … (Fn–1 ⊃ (Fn ⊃ F)) …).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû âûÿñíèòü, èìååò ëè ìåñòî âûâîäèìîñòü

F1, …, Fn kNA F, äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òàâòîëîãèåé ôîð-

ìóëà F1 ⊃ (F2 ⊃ … (Fn–1 ⊃ (Fn ⊃ F)) ...). P

Разрешимость
систем
естественного
вывода
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S Çàìå÷àíèå 3. Ñèñòåìà Ni òàêæå ðàçðåøèìà, îäíàêî ðàçðåøàþ-
ùèé åå àëãîðèòì âåñüìà ñëîæåí, è åãî ïîñòðîåíèå âûõîäèò çà ðàì-
êè äàííîãî êóðñà. P

Ê îñíîâíûì õàðàêòåðèñòèêàì ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà
îòíîñÿòñÿ òàêæå äåäóêòèâíàÿ ïîëíîòà è íåçàâèñèìîñòü, êîòîðûå
áóäóò ðàññìîòðåíû â § 2.9 è 2.12.

§   2 . 8 .  Ï ð î è ç â î ä í û å§   2 . 8 .  Ï ð î è ç â î ä í û å§   2 . 8 .  Ï ð î è ç â î ä í û å§   2 . 8 .  Ï ð î è ç â î ä í û å§   2 . 8 .  Ï ð î è ç â î ä í û å
è  ä î ï ó ñ ò è ì û å  ï ð à â è ë àè  ä î ï ó ñ ò è ì û å  ï ð à â è ë àè  ä î ï ó ñ ò è ì û å  ï ð à â è ë àè  ä î ï ó ñ ò è ì û å  ï ð à â è ë àè  ä î ï ó ñ ò è ì û å  ï ð à â è ë à

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè N-ïðàâèëà çàêëþ÷å-
íèÿ áóäåì ïðè íåîáõîäèìîñòè íàçûâàòü îñíîâíûìè èëè èñõîäíûìè
N-ïðàâèëàìè, ÷òîáû îòëè÷àòü èõ îò òàê íàçûâàåìûõ ïðîèçâîäíûõ
N-ïðàâèë.

Ïðè èçó÷åíèè òîé èëè èíîé ñèñòåìû åñòåñòâåííîãî âûâîäà N âîç-
íèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû: êàê èçìåíèòñÿ êëàññ N-âûâîäèìûõ ôîð-
ìóë, åñëè ê èñõîäíûì ïðàâèëàì äîáàâèòü íîâîå ïðàâèëî; ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ îí ðàñøèðèòñÿ, à ïðè êàêèõ îñòàíåòñÿ ïðåæíèì? Íàïðèìåð,
äîáàâèâ ê ïðàâèëàì ñèñòåìû Ni íîâîå ïðàâèëî ¬¬ó, ìû ïîëó÷èëè ñè-
ñòåìó Nk, ïðè ýòîì êëàññ Nk-âûâîäèìûõ ôîðìóë îêàçûâàåòñÿ øèðå,
÷åì êëàññ Ni-âûâîäèìûõ ôîðìóë (÷òî áóäåò äîêàçàíî â § 2.12). Â ýòîì
ïàðàãðàôå áóäåò èäòè ðå÷ü î ïðàâèëàõ, äîáàâëåíèå êîòîðûõ ê èñõîä-
íûì N-ïðàâèëàì íå óâåëè÷èâàåò êëàññ âûâîäèìûõ ôîðìóë.

! Ïóñòü N – ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà. Áóäåì íàçûâàòü ïðî-

èçâîäíûì N-ïðàâèëîì âñÿêóþ ñõåìó çàêëþ÷åíèé, ñîõðàíÿþùóþ
îòíîøåíèå N-âûâîäèìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ ñõåìà 
... nF F

F
1  ÿâëÿåòñÿ (ïðÿìûì) ïðî-

èçâîäíûì N-ïðàâèëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è ëþáîãî íàáîðà ôîðìóë F1, ..., Fn, F, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ýòîé ñõåìå,

N N1

N

Ã ; ...; Ã

Ã
nF F

F
A A

A

Ãîâîðÿ îá óñëîâíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðàâèëàõ, äëÿ ïðîñòîòû èç-

ëîæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ñõåìàìè âèäà 

][

E
H

G

F
.
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Óñëîâíàÿ ñõåìà 

][

E
H

G

F
 ÿâëÿåòñÿ (óñëîâíûì) ïðîèçâîäíûì

N-ïðàâèëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
ôîðìóë Ã è ëþáûõ ôîðìóë Å, F, G è H, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîé
ñõåìå,

N N

N

Ã ; Ã,

Ã

E H G

F

A A

A

Îêàçûâàåòñÿ, ãîâîðÿ î ïðîèçâîäíûõ ïðàâèëàõ äëÿ ñèñòåì ñ ïðà-
âèëàìè ⊃ó è ⊃â, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïðÿìûìè ïðàâèëàìè.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ (î ñâÿçè ìåæäó êîñâåííûìè è ïðÿìûìè ïðîèç-
âîäíûìè ïðàâèëàìè). Ïóñòü N – ñèñòåìà, ñðåäè èñõîäíûõ ïðàâèë

êîòîðîé åñòü ïðàâèëà ⊃ó è ⊃â. Êîñâåííàÿ ñõåìà 

][

E
H

G

F
 ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâîäíûì N-ïðàâèëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîäíûì N-ïðàâèëîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìàÿ ñõåìà

⊃E H G

F
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ñðåäè N-ïðàâèë åñòü ïðà-

âèëà ⊃ó è ⊃â, òî Ã, H 
NA G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ã 

NA H ⊃ G.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ

N N

N

Ã ; Ã,

Ã

E H G

F

A A

A  è 
N N

N

Ã ; Ã

Ã

E H G

F

⊃A A

A ,

îçíà÷àþùèå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíû-
ìè, òàêæå ýêâèâàëåíòíû. S

ÒÅÎÐÅÌÀ (êðèòåðèé ïðîèçâîäíîñòè ïðàâèëà).

1. Ïðÿìàÿ ñõåìà çàêëþ÷åíèé 
... nF F

F
1  ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîä-

íûì N-ïðàâèëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà

ôîðìóë F1, ..., Fn, F, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé ñõåìå, F1, ..., Fn NA F

(F1, …, Fn NA F).
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2. Åñëè ïðàâèëà ⊃ó è ⊃â ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûìè äëÿ N, òî êîñ-

âåííàÿ ñõåìà 

][

E
H

G

F
 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N-ïðàâèëîì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ôîðìóë Å, F, G è H, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ýòîé ñõåìå, E, H ⊃ G 
NA F  (E, H ⊃ G 

NA F).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1. Îòíîøåíèå N-âûâîäèìîñòè 
NA , êàê èçâåñòíî, ðåôëåêñèâíî,

ìîíîòîííî è òðàíçèòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñî-

õðàíåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ (§ 2.6), ñõåìà 
... nF F

F
1  ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå

NA  (ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N-ïðàâèëîì) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ôîðìóë F1, ..., Fn, F, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ýòîé ñõåìå, F1, ..., Fn NA F.

2. Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2 ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ïóíêòà 1 è
óòâåðæäåíèÿ î ñâÿçè ìåæäó êîñâåííûìè è ïðÿìûìè ïðîèçâîäíû-
ìè ïðàâèëàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî âìåñòå ñ äîêàçà-
òåëüñòâîì ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿþò
äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ (èç § 2.6). Äåëî
â òîì, ÷òî äîêàçàííàÿ òåîðåìà è ïðåäøåñòâóþùåå ïðåäëîæåíèå
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç êðèòåðèÿ ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ,

ïîñêîëüêó îòíîøåíèå 
NA  ðåôëåêñèâíî, ìîíîòîííî è òðàíçè-

òèâíî. S

Ï ð è ì å ð û.

1. Ñõåìà 
∨ ¬A B B

A
 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì Nc-ïðàâèëîì, ïî-

ñêîëüêó À ∨ Â, ¬Â Nc
A À äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â, ÷òî íåòðóäíî

äîêàçàòü ïîñòðîåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî äåðåâà Nc-âûâîäà.
2. Êîñâåííàÿ ñõåìà

[ ] [ ]¬A A
C C

C
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì Nk-ïðàâèëîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

À  ⊃ Ñ, ¬À ⊃ Ñ 
kNA Ñ äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Ñ, ÷òî íåòðóäíî
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äîêàçàòü ïîñòðîåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî äåðåâà Nk-âûâîäà. Çàìå-
òèì, ÷òî ìîæíî áûëî íå ïðèáåãàòü ê äîêàçàííûì âûøå óòâåðæäå-
íèÿì, à íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ, äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáûõ Ã, À è Ñ

k k

k

N N

N

Ã, è Ã,

Ã

A C A C

C

¬A A

A  P

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ñõåìà çàêëþ÷åíèé ïðÿìîé èëè
êîñâåííîé, ïðîèçâîäíîå N-ïðàâèëî òàêæå áóäåì íàçûâàòü ïðÿìûì
èëè êîñâåííûì.

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, âñÿêîå ïðîèçâîäíîå Ni-ïðàâèëî ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîèçâîäíûì Nk-ïðàâèëîì. Îáðàòíîå íåâåðíî, ÷òî áóäåò äî-
êàçàíî ïîçæå. P

S Ïîñòðîåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ äåðåâüåâ Nc-âûâîäà ìîæíî äî-
êàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè Nc-ïðàâè-
ëàìè:

1) 
( )

( )

⊃ ⊃

⊃ ⊃

A B C

B A C
 – ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè ïîñûëîê;

2) 
( )

&

⊃ ⊃

⊃

A B C

A B C
 – ïðàâèëî ñîåäèíåíèÿ ïîñûëîê;

3) 
&

( )

⊃

⊃ ⊃

A B C

A B C
 – ïðàâèëî ðàçúåäèíåíèÿ ïîñûëîê;

4) 
⊃

¬ ⊃ ¬

A B

B A
 – ïðàâèëî êîíòðàïîçèöèè;

5) 
⊃ ⊃

⊃

A B B C

A C
 – ïðàâèëî ñèëëîãèçìà;

6) 
∨ ¬A B B

A
 – ïðàâèëî äîêàçàòåëüñòâà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ;

7) 
¬¬

A

A
 – ïðàâèëî ââåäåíèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ;

8) 
( )

&

¬ ∨

¬ ¬

A B

A B
, 

&

( )

¬ ¬

¬ ∨

A B

A B
,

( & )

¬ ∨ ¬

¬

A B

A B
 – ïðàâèëà äå Ìîðãàíà â Ni è Nk;

9) 
( & )¬

¬ ∨ ¬

A B

A B
 – ïðàâèëî äå Ìîðãàíà (Nk-ïðàâèëî);
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10) 
⊃

¬ ∨

A B

A B
 – ïðàâèëî âûðàæåíèÿ ⊃ ÷åðåç ∨ è ¬ (Nk-ïðàâèëî);

11) 
¬ ⊃ ¬

⊃

A B

B A
 – ïðàâèëî îáðàòíîé êîíòðàïîçèöèè

                       
(N

k
-ïðàâèëî);

12) 
∨

¬ ⊃

A B

A B
 – ïðàâèëî âûðàæåíèÿ  ∨  ÷åðåç ⊃ è ¬;

13) 
( )

&

¬ ⊃

¬

A B

A B
 – ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ

                       
îòðèöàíèÿ èìïëèêàöèè.

Çàìå÷àíèå 2. Ñõåìû 9–11 ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè Nk-ïðàâè-
ëàìè, îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè
Ni-ïðàâèëàìè. Âñå îñòàëüíûå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè êàê
äëÿ Nk, òàê è äëÿ Ni. P

Òåïåðü îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå, êàê ïî ïðîèçâîëüíîé ñõåìå
çàêëþ÷åíèé âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ïðîèçâîäíûì Ni- èëè
Nk-ïðàâèëîì? Äëÿ ñèñòåìû Nk ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ëåãêî.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ñõåìà çàêëþ÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì Nk-ïðàâè-
ëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ñåìàíòè-
÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ B .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ïðàâèëà ⊃â è ⊃ó ñîõðàíÿþò
îòíîøåíèå B , òî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ,
ñëó÷àé êîñâåííîãî ïðàâèëà ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ïðÿìîãî ïðàâèëà.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ ñõåìó 
... nF F

F
1 . Â ñèëó ñî-

ãëàñîâàííîñòè îòíîøåíèé Nk-âûâîäèìîñòè è ñåìàíòè÷åñêîãî ñëå-
äîâàíèÿ, äëÿ ëþáûõ ôîðìóë F1, ..., Fn, F

F1, ..., Fn kNA F ↔ F1, ..., Fn B F.

Òåïåðü îñòàëîñü òîëüêî åùå ðàç ïðèìåíèòü êðèòåðèé ñîõðàíåíèÿ

îòíîøåíèÿ ρ (§ 2.6), ðàññìîòðåâ â êà÷åñòâå ρ îòíîøåíèÿ 
kNA  è B . S

Çàìå÷àíèå 3. Ïîçæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå äëÿ Ni-ïðîèçâîäíûõ ïðàâèë íå èìååò ìåñòà, îäíàêî âåðíî ñëåäó-
þùåå: âñÿêîå Ni-ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå B . P
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Ïîëüçóÿñü òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìîé è ïîñëåäóþùèì
çàìå÷àíèåì, ìîæíî äîêàçàòü, íàïðèìåð, ÷òî ñëåäóþùèå ñõåìû íå
ÿâëÿþòñÿ íè Ni-, íè Nk-ïðîèçâîäíûìè:

⊃

¬ ⊃ ¬

A B

A B
;   

&

&

( )¬

¬ ¬

A B

A B
;   

( )

¬ ∨ ¬

¬ ∨

A B

A B
.

Ñèñòåìû åñòåñòâåííîãî âûâîäà N1 è N2 íàçûâà-
þò ðàâíîîáúåìíûìè ñèñòåìàìè è ïèøóò N1 f N2,
åñëè êëàññû âûâîäèìûõ â íèõ ôîðìóë ñîâïàäà-
þò, ò. å. åñëè

(F) (
1NA F ↔ 

2NA F).

Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáûõ ñèñòåì N1 è N2, åñëè îòíîøåíèÿ N1-
âûâîäèìîñòè è N2-âûâîäèìîñòè ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì, ò. å.
åñëè

(Ã) (F) (Ã 
1NA F ↔ Ã 

2NA F),

òî ñèñòåìû N1 è N2 ðàâíîîáúåìíû.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (êðèòåðèé ðàâíîîáúåìíîñòè ñèñòåì åñòåñòâåííîãî

âûâîäà). Ïóñòü N1 è N2 – ñèñòåìû, ñðåäè ïðàâèë êîòîðûõ åñòü ïðà-
âèëà ⊃ó è ⊃â. Ñèñòåìû N1 è N2 ðàâíîîáúåìíû òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà âñÿêîå N1-ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N2-ïðàâèëîì
è íàîáîðîò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) (F) (
1NA F ↔ 

2NA F) (ò. å. ñèñòåìû N1 è N2 ðàâíîîáúåìíû);

2) (Ã) (F) (Ã 
1NA F ↔ Ã 

2NA F) (ò. å. îòíîøåíèÿ 
1NA è 

2NA ñîãëàñî-

âàíû äðóã ñ äðóãîì);
3) âñÿêîå N1-ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N2-ïðàâèëîì è

íàîáîðîò.
Ñíà÷àëà äîêàæåì öåïî÷êó 3 → 2 → 1.
Ïóñòü âñÿêîå N1-ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N2-ïðàâèëîì

è íàîáîðîò. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå 
2NA ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî,

à âñÿêîå N1-ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N2-ïðàâèëîì, ò. å. ñî-

õðàíÿåò îòíîøåíèå 
2NA , òî â ñèëó ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ

Равнообъемные
системы
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N1-âûâîäîâ (âî âòîðîé ôîðìå), 
1NA  ñîãëàñîâàíî ñ 

2NA . Àíàëîãè÷-

íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî 
2NA ñîãëàñîâàíî ñ 

1NA . Òàêèì îáðàçîì,

3 → 2. Èç óñëîâèÿ 2 ïðè ïóñòîì ìíîæåñòâå Ã ïîëó÷àåì 1. Òàêèì
îáðàçîì, 2 → 1.

Òåïåðü äîêàæåì öåïî÷êó 1 → 2 → 3.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè N1 è N2 – ñèñòåìû, ñðåäè ïðàâèë

êîòîðûõ åñòü ïðàâèëà ⊃ó è ⊃â, òî 1 → 2.
Ïóñòü ñèñòåìû N1 è N2 ðàâíîîáúåìíû. Äîêàæåì, ÷òî îòíîøå-

íèÿ 
1NA è 

2NA ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì. Ïóñòü Ã è F – ïðîèçâîëü-

íûå. Ñëó÷àé, êîãäà Ã = ∅, òðèâèàëåí. Åñëè Ã = {F1, ..., Fn}, òî,
èñïîëüçóÿ ïðàâèëà ⊃ó è ⊃â, ïîëó÷àåì:

Ã 
1NA F ↔ 

1NA F1  ⊃ (F2 ⊃ (… (Fn  ⊃ F) ...)),

Ã 
2NA F ↔ 

2NA F1  ⊃ (F2 ⊃ (… (Fn  ⊃ F) ...)).

Ïîñêîëüêó N1 è N2 ðàâíîîáúåìíû, óñëîâèÿ, ñòîÿùèå ñïðàâà,
ýêâèâàëåíòíû, à çíà÷èò, ýêâèâàëåíòíû è óñëîâèÿ, ñòîÿùèå ñëåâà:

Ã 
1NA F ↔ Ã 

2NA F. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèÿ 
1NA  è 

2NA  ñîãëàñîâà-

íû äðóã ñ äðóãîì. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî 1 → 2.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî 2 → 3. Ïóñòü îòíîøåíèÿ 
1NA  è 

2NA  ñîãëà-

ñîâàíû äðóã ñ äðóãîì. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà âåðíî óòâåðæäåíèå ï. 3.
Â ñèëó êðèòåðèÿ ïðîèçâîäíîñòè êîñâåííîãî ïðàâèëà äîñòàòî÷íî

îãðàíè÷èòüñÿ ïðÿìûìè ïðàâèëàìè. Ïóñòü R – ïðÿìàÿ ñõåìà 
... nF F

F
1 .

Â ñèëó ñîãëàñîâàííîñòè îòíîøåíèé 
1NA  è 

2NA , äëÿ ëþáûõ ôîðìóë

F1, …, Fn, F

F1, …, Fn 1NA F ↔ F1, …, Fn 2NA F.

Îòñþäà, â ñèëó êðèòåðèÿ ïðîèçâîäíîñòè ïðàâèëà, ïîëó÷àåì,
÷òî ñõåìà çàêëþ÷åíèé R ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N1-ïðàâèëîì òîã-
äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N2-ïðàâèëîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî óòâåðæäåíèå ï. 3, à çíà÷èò, äîêàçàíî, ÷òî
2 → 3. S

Çàìå÷àíèå 4. Íàëè÷èå ïðàâèë ⊃ó è ⊃â ñðåäè èñõîäíûõ ïðàâèë
ñèñòåì èñïîëüçîâàëîñü òîëüêî â äîêàçàòåëüñòâå öåïî÷êè 1 → 2 → 3.



105

S Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå, ïðåäîñ-
òàâëÿþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîîáúåìíîñòè äâóõ ñèñòåì: äëÿ
ëþáûõ ñèñòåì N1 è N2, åñëè âñÿêîå N1-ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîä-
íûì N2-ïðàâèëîì è íàîáîðîò, òî ñèñòåìû N1 è N2 ðàâíîîáúåìíû. P

Ïóñòü R – ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà çàêëþ÷åíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
N + R ñèñòåìó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ñõåìû R ê ïðàâè-
ëàì ñèñòåìû N â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðàâèëà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû N, åñëè ñõåìà R – ïðîèç-
âîäíîå N-ïðàâèëî, òî ñèñòåìû N è N + R ðàâíîîáúåìíû.

!   ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2 (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïðîèçâîäíîãî ïðà-

âèëà). Ïóñòü N – ñèñòåìà, ñðåäè ïðàâèë êîòîðîé åñòü ïðàâèëà ⊃ó è
⊃â. Ñõåìà R ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N-ïðàâèëîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñèñòåìà N ðàâíîîáúåìíà ñèñòåìå N + R.

Ñõåìó R íàçûâàþò äîïóñòèìûì N-ïðàâèëîì (èëè N-äîïóñòè-
ìîé), åñëè ñèñòåìà N ðàâíîîáúåìíà ñèñòåìå N + R (N f N + R).

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, âñÿêîå ïðîèçâîäíîå
N-ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ N-äîïóñòèìûì, à ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, åñëè
N – ñèñòåìà, ñðåäè ïðàâèë êîòîðîé åñòü ïðàâèëà ⊃ó è ⊃â, ñõåìà R
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N-ïðàâèëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì N-ïðàâèëîì1).

!   ÒÅÎÐÅÌÀ. Ñèñòåìà Nk ðàâíîîáúåìíà ñèñòåìå *
kN , êîòîðàÿ

ïîëó÷àåòñÿ èç Nk óäàëåíèåì ïðàâèëà ¬ó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó Nk = *
kN + (¬ó), â ñèëó ñëåä-

ñòâèÿ 1 èç êðèòåðèÿ ðàâíîîáúåìíîñòè ñèñòåì, äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî ïðàâèëî ¬ó ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì ñèñòåìû *
kN .

Äîêàæåì, ÷òî À, ¬À *
kN

A Â äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â. Äåéñòâèòåëü-

íî, äåðåâî ôîðìóë

в

y

A A
B
B

¬

¬¬

¬
¬¬

1) Èíàÿ ñèòóàöèÿ â èñ÷èñëåíèÿõ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà (ñì. § 2.13): â èíòó-
èöèîíèñòñêîì èñ÷èñëåíèè òàêîãî òèïà ñóùåñòâóþò äîïóñòèìûå, íî íå ïðîèç-
âîäíûå ïðàâèëà, à â êëàññè÷åñêîì – âñÿêîå äîïóñòèìîå ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâîäíûì.
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ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì *
kN -âûâîäà ñ êîðíåì Â è ìíîæåñòâîì çåëåíûõ

ëèñòüåâ {À, ¬À}. S

S Çàìå÷àíèå 5. Òàêèì îáðàçîì, èçíà÷àëüíî êëàññè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó åñòåñòâåííîãî âûâîäà ìîæíî áûëî ñòðîèòü èç Ni çàìåíîé ïðà-
âèëà ¬ó íà ïðàâèëî ¬¬ó. P

★ Ñðåäè ïðàâèë ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà
Ni è Nk òðè êîñâåííûõ ïðàâèëà: ⊃â, ∨ó è ¬â.

Îêàçûâàåòñÿ, êàæäîå èç êîñâåííûõ Nc-ïðà-
âèë ¬â è ∨ó ìîæíî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèì
åìó ïðÿìûì ïðàâèëîì òàêèì îáðàçîì, ÷òî êëàñ-
ñû âûâîäèìûõ ôîðìóë ïðè ýòîì íå èçìåíÿòñÿ.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå èç êîñâåííûõ ïðàâèë ∨ó è ¬â â óêàçàí-
íîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðÿìîìó ïðàâèëó.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðàâèëî ∨ó. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óò-
âåðæäåíèå.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1. Ñèñòåìà Nc ðàâíîîáúåìíà ñèñòåìå cN′ , êî-

òîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç Nc çàìåíîé êîñâåííîãî ïðàâèëà ∨ó ïðÿìûì ïðà-
âèëîì (∨ó)ï

∨ ⊃ ⊃A B A C B C

C

(Êîñâåííîå ïðàâèëî ∨ó ýêâèâàëåíòíî ïðÿìîìó ïðàâèëó (∨ó)ï.)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç êðèòåðèÿ ïðîèçâîäíîñòè ïðàâèëà

ñëåäóåò, ÷òî:
à) ñõåìà (∨ó)ï ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì Nc-ïðàâèëîì;

á) ïðàâèëî ∨ó ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â ñèñòåìå cN′ .

Îòñþäà, ñîãëàñíî êðèòåðèþ ðàâíîîáúåìíîñòè ñèñòåì, ïîëó÷à-

åì, ÷òî ñèñòåìû Nc è cN′  ðàâíîîáúåìíû. S

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2. Ñèñòåìà Nc ðàâíîîáúåìíà ñèñòåìå, êîòî-
ðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç Nc çàìåíîé êîñâåííîãî ïðàâèëà ¬â ïðÿìûì ïðà-
âèëîì (¬â)ï

⊃ ⊃ ¬

¬

A B A B

A

(Êîñâåííîå ïðàâèëî ¬â ýêâèâàëåíòíî ïðÿìîìó ïðàâèëó (¬â)ï.)

Дополнительные
замечания,
относящиеся
к косвенным
правилам
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé 1 è 2 èñïîëüçó-
åòñÿ êîñâåííîå ïðàâèëî ⊃â. Èìåííî ýòî ïðàâèëî èãðàåò ñàìóþ ñó-
ùåñòâåííóþ ðîëü â ðåàëèçàöèè èäåè åñòåñòâåííîãî âûâîäà. Â óêà-
çàííîì ñìûñëå äîñòàòî÷íî èìåòü åäèíñòâåííîå êîñâåííîå ïðàâè-
ëî ⊃â.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà Nk ðàâíîîáúåìíà ñèñòåìå, êîòî-
ðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç Nk çàìåíîé ïðàâèëà ¬â íà äâà ïðàâèëà: ïðàâèëî

êîíòðàïîçèöèè
⊃

¬ ⊃ ¬

A B

B A
 è ïðàâèëî ââåäåíèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ

¬¬

A

A
. ✰

§   2 . 9 .  Ä å ä ó ê ò è â í à ÿ  ï î ë í î ò à§   2 . 9 .  Ä å ä ó ê ò è â í à ÿ  ï î ë í î ò à§   2 . 9 .  Ä å ä ó ê ò è â í à ÿ  ï î ë í î ò à§   2 . 9 .  Ä å ä ó ê ò è â í à ÿ  ï î ë í î ò à§   2 . 9 .  Ä å ä ó ê ò è â í à ÿ  ï î ë í î ò à

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç N + R ìû îáîçíà÷àåì
ñèñòåìó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû N äîáàâëåíèåì ê åå
ïðàâèëàì ñõåìû R â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðàâèëà. Óæå óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè ïðîèçâîäíîãî N-ïðàâèëà ê èñõîä-
íûì N-ïðàâèëàì êëàññ âûâîäèìûõ ôîðìóë íå ðàñøèðÿåòñÿ:
N + R ~ N. Åñëè ñõåìà R íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N-ïðàâè-
ëîì, òî êëàññ (N + R)-âûâîäèìûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ áîëåå øè-
ðîêèì, ÷åì êëàññ N-âûâîäèìûõ ôîðìóë (ñèñòåìà N + R ÿâëÿ-
åòñÿ ñîáñòâåííûì ðàñøèðåíèåì ñèñòåìû N). Ïðè ýòîì ñèñòåìà
N + R ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé. Êàêèå ñèñòåìû ìîæ-
íî òàêèì îáðàçîì ðàñøèðÿòü, ïîëó÷àÿ â ðåçóëüòàòå íåïðîòèâî-
ðå÷èâûå ñèñòåìû?

!  Ñèñòåìó åñòåñòâåííîãî âûâîäà N íàçûâàþò äåäóêòèâíî ïîëíîé

(ñèíòàêñè÷åñêè ïîëíîé), åñëè äëÿ ëþáîé ñõåìû çàêëþ÷åíèé R,
íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðîèçâîäíûì N-ïðàâèëîì, ñèñòåìà N + R  ïðî-
òèâîðå÷èâà.

Íàïðèìåð, ñèñòåìà Ni íå ÿâëÿåòñÿ äåäóêòèâíî ïîëíîé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðàâèëî ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ¬¬ó íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì Ni (÷òî áóäåò äîêàçàíî ïîçæå), à ñèñòåìà
Ni + ¬¬ó ñîâïàäàåò ñ Nk è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðîòèâîðå÷èâà.

!  ÒÅÎÐÅÌÀ (î äåäóêòèâíîé ïîëíîòå Nk). Ñèñòåìà Nk äåäóêòèâíî

ïîëíà, ò. å. äëÿ ëþáîé ñõåìû çàêëþ÷åíèé R, íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðî-
èçâîäíûì Nk-ïðàâèëîì, ñèñòåìà Nk + R ïðîòèâîðå÷èâà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñõåìà R íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîä-
íûì Nk-ïðàâèëîì. Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà Nk + R ïðîòèâîðå-
÷èâà.

Â ñèëó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîãî ïðàâèëà, êëàññ
(Nk + R)-âûâîäèìûõ ôîðìóë øèðå, ÷åì êëàññ Nk-âûâîäèìûõ ôîðìóë.

Ïóñòü G – òàêàÿ ôîðìóëà, ÷òî 
kN R+A G, íî 

kN/A G. Ïîñêîëüêó 
kN/A G, òî

/BG â ñèëó òåîðåìû î ñåìàíòè÷åñêîé ïîëíîòå Nk. Ïóñòü ω = (
1i

p , …,
mi

p ) –

ñîáñòâåííûé ñïèñîê ïåðåìåííûõ ôîðìóëû G, à α = (α1, …, αm) – ïðî-

èçâîëüíûé íàáîð òîé æå äëèíû, òàêîé ÷òî| |G ω
α  = Ë.

Ðàññìîòðèì òàêóþ ïîäñòàíîâêó S â ôîðìóëó G, ïðè êîòîðîé

âìåñòî êàæäîé ïåðåìåííîé 
ki

p  èç ω ïîäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëà

1 1( ) kp p α⊃  (ãäå k = 1, …, m). Ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå òàêîé ïîä-

ñòàíîâêè ôîðìóëó îáîçíà÷èì ÷åðåç G*. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà G*
èìååò åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ p1.

Äîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà ¬G* ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Äåéñòâèòåëü-
íî, êàêîå áû èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå β1 ìû íè ïðèäàëè ïåðåìåí-

íîé p1, ïîëó÷èì 1

11 1| ( ) |k pp p α
β⊃  = αk (k = 1, …, m). Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî 1

1
*| | | |pG G ω

β α=  = Ë äëÿ ëþáîãî β1 èç ìíîæåñòâà {È, Ë} (ñì. óò-

âåðæäåíèå î çíà÷åíèè ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâêè èç § 1.3). Ýòî êàê
ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî B¬G*. Îòñþäà ïî òåîðåìå î ñåìàíòè÷åñêîé
ïîëíîòå Nk ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà ¬G* âûâîäèìà â Nk, à çíà÷èò,

îíà âûâîäèìà è â Nk + R: 
KN R+A ¬G*.

Âìåñòå ñ òåì, ïîñêîëüêó G âûâîäèìà â ñèñòåìå Nk + R, òî è
ôîðìóëà G*, êàê ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â íåå, òàêæå âûâîäèìà â

Nk + R: 
KN R+A G*. Èòàê, èìååì îäíîâðåìåííî: 

KN R+A G* è 
KN R+A ¬G*.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà Nk + R ïðîòèâîðå÷èâà. S

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ñèñòåìà Nk + R ïðîòèâîðå÷èâà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñõåìà çàêëþ÷åíèé R íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì
Nk-ïðàâèëîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ñõåìà R ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì
Nk-ïðàâèëîì, òî, ñîãëàñíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó ïðîèç-
âîäíîãî ïðàâèëà, ñèñòåìà Nk + R ðàâíîîáúåìíà Nk, à çíà÷èò, íå-
ïðîòèâîðå÷èâà.
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Åñëè ñõåìà R íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì Nk-ïðàâèëîì, òî, ñî-
ãëàñíî òåîðåìå î äåäóêòèâíîé ïîëíîòå Nk, ñèñòåìà Nk + R ïðîòè-
âîðå÷èâà. S

§   2 . 1 0 .  Ñ õ å ì û  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à§   2 . 1 0 .  Ñ õ å ì û  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à§   2 . 1 0 .  Ñ õ å ì û  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à§   2 . 1 0 .  Ñ õ å ì û  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à§   2 . 1 0 .  Ñ õ å ì û  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à
î ò  ï ð î ò è â í î ã î  è  ï ð è â å ä å í è å ìî ò  ï ð î ò è â í î ã î  è  ï ð è â å ä å í è å ìî ò  ï ð î ò è â í î ã î  è  ï ð è â å ä å í è å ìî ò  ï ð î ò è â í î ã î  è  ï ð è â å ä å í è å ìî ò  ï ð î ò è â í î ã î  è  ï ð è â å ä å í è å ì
ê  í å ë å ï î ñ ò èê  í å ë å ï î ñ ò èê  í å ë å ï î ñ ò èê  í å ë å ï î ñ ò èê  í å ë å ï î ñ ò è

!  Ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî íàçûâàþò ñõåìó

[ ] [ ]¬ ¬

¬
A A

B B

A

Îíà ôîðìàëèçóåò ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî.

! Ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè íàçûâàþò

ñõåìó, õîðîøî èçâåñòíóþ íàì êàê ñõåìó ââåäåíèÿ îòðèöàíèÿ
(¬â):

[ ] [ ]

¬

¬

A A

B B

A

Îíà ôîðìàëèçóåò ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíèåì ê íåëå-
ïîñòè.

Ýòè ñõåìû ïîõîæè äðóã íà äðóãà, â ñâÿçè ñ ÷åì èõ ÷àñòî
ïóòàþò. Îäíàêî íåñìîòðÿ íà íåêîòîðîå ñõîäñòâî, îíè èìåþò
ðàçíóþ ôîðìó. Ïðè÷åì ðàçëè÷àþòñÿ îíè íå òîëüêî ïî ôîðìå,
íî è ïî ñóùåñòâó, è ðàçëè÷èå ýòî íîñèò ïðèíöèïèàëüíûé õàðàê-
òåð.

Óñòàíîâèì ñíà÷àëà âçàèìîñâÿçü ìåæäó îáñóæäàåìûìè ñõåìà-
ìè.

Ðàññìîòðèì òðè ñõåìû çàêëþ÷åíèé:
– ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî

                                  

[ ] [ ]¬ ¬

¬
A A

B B

A
(I)

– ñõåìó ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ¬¬ó

                                     
¬¬A

A
(II)
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– ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè (¬â)

                                        

[ ] [ ]

¬

¬

A A

B B

A
(III)

!    ÒÅÎÐÅÌÀ. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî (I) ýêâèâàëåí-

òíà ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñõåì – ñõåìû ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ
(II) è ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè (III) â ñëåäó-
þùåì ñìûñëå. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû åñòåñòâåííîãî âûâîäà:

1) åñëè ñõåìû (II) è (III) ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïðàâèëàìè ñèñ-
òåìû, òî ñõåìà (I) ÿâëÿåòñÿ åå ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì;

2) åñëè ñõåìà (I) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðàâèëîì ñèñòåìû, òî ñõå-
ìû (II) è (III) ÿâëÿþòñÿ åå ïðîèçâîäíûìè ïðàâèëàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Ïóñòü N – ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé ñõåìû ¬¬ó (II) è ¬â (III)

ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïðàâèëàìè. Äîêàæåì, ÷òî ñõåìà (I) ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîäíûì N-ïðàâèëîì, ò. å. äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À, Â è ëþáîãî
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã

                      N N

N

Ã, ; Ã,

Ã

A B A B

A

¬ ¬ ¬A A

A
. (IR)

Äîïóñòèì, ÷òî Ã, ¬À 
NA Â è Ã, ¬À 

NA ¬Â. Ïóñòü
1

A

B

Δ ¬
 (Δ1 ⊆ Ã) è

2
A

B

Δ ¬

¬
 (Δ2 ⊆ Ã) – íåêîòîðûå ñîîòâåòñòâóþùèå äåðåâüÿ N-âûâîäà.

Äîêàæåì, ÷òî Ã
NA À, ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùåå äåðåâî N-âûâîäà:

 

1 2

1 1

III (1)

II

[ ] [ ]A A

B B
A

A

Δ ¬ Δ ¬

¬
¬¬

2. Ïóñòü N – ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé ñõåìà (I) ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íîé. Äîêàæåì, ÷òî ñõåìû ¬¬ó (II) è ¬â (III) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè
N-ïðàâèëàìè.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðàâèëî ¬¬ó ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì
N-ïðàâèëîì. Ïîñêîëüêó ýòî ïðÿìîå ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À

                                                     ¬¬À 
NA À. (IIR)
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Äîêàæåì ýòî ïîñòðîåíèåì äåðåâà N-âûâîäà, èñïîëüçóÿ ïðàâè-
ëî (I):

1

I (1)
[ ]A A

A

¬ ¬¬
.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðàâèëî ¬â ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N-ïðà-
âèëîì, ò. å. äëÿ ëþáûõ Ã, À è Â

                              
N N

N

, ; ,A B A B
A

Γ Γ ¬
Γ ¬

A A
A . (IIIR)

Ðàñïîëàãàÿ äåðåâüÿìè N-âûâîäà 
1

A

B

Δ
 è 

2
A

B

Δ

¬
, ãäå Δ1 ⊆ Ã è

Δ2 ⊆ Ã, ïîñòðîèì íîâîå äåðåâî ôîðìóë:

 

2 1 3 1

1 2

I (2) I (3)

I (1)

[ ] [ ] [ ] [ ]A A A A

A A
B B

A

¬ ¬¬ ¬ ¬¬
Δ Δ

¬
¬

.

Ýòî äåðåâî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì N-âûâîäà ôîðìóëû ¬À, ìíîæå-
ñòâî çåëåíûõ ëèñòüåâ êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ â Ã. Òàêèì îáðàçîì,

Ã 
NA ¬À, à çíà÷èò, óòâåðæäåíèå (IIIR) äîêàçàíî. S

Çàìå÷àíèå 1. Íà ñàìîì äåëå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äî-
êàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå:

1') åñëè ñõåìû (II) è (III) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè N-ïðàâèëà-
ìè, òî è ñõåìà (I) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N-ïðàâèëîì;

2') åñëè ñõåìà (I) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì N-ïðàâèëîì, òî ñõåìû
(II) è (III) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè N-ïðàâèëàìè. P

!   ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ïóñòü N1 – ñèñòåìà, ñðåäè îñíîâíûõ ïðàâèë

êîòîðîé åñòü ïðàâèëà (II) è (III), à N2 – ñèñòåìà, êîòîðàÿ ïîëó÷à-
åòñÿ èç ñèñòåìû N1 çàìåíîé ïðàâèë (II) è (III) íà ïðàâèëî (I).
Òîãäà ñèñòåìû N1 è N2 ðàâíîîáúåìíû.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Åñëè â ñèñòåìå Nk çàìåíèòü ïðàâèëà ¬¬ó è ¬â
íà ïðàâèëî äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî, òî ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà
NkR, ðàâíîîáúåìíàÿ ñèñòåìå Nk.

S Çàìå÷àíèå 2. Ïîçæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ñõåìà ñíÿòèÿ äâîéíîãî
îòðèöàíèÿ (II) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì Ni-ïðàâèëîì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó óñòàíîâëåííîé ñâÿçè ìåæäó òðåìÿ ðàññìàòðèâàåìû-
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ìè ïðàâèëàìè, ïðàâèëî äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî òàêæå íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â Ni. Áîëåå òîãî, óòî÷íèâ ïîíÿòèÿ, ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ñõåìà (II) íå çàâèñèò îò ñõåìû (III), à òàêæå, ÷òî, íå
îïèðàÿñü íà ñõåìó (III), èç ñõåìû (II) âûâåñòè ñõåìó (I) íåâîçìîæ-
íî. P

Ïåðåéäåì îò ñîïîñòàâëåíèÿ ïðàâèë â ñèñòåìàõ
åñòåñòâåííîãî âûâîäà ê íåôîðìàëüíîìó ñîïîñ-
òàâëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ äîêàçà-
òåëüñòâ.

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî ïðèíÿ-
òî ñ÷èòàòü õîðîøî èçâåñòíûì ìåòîäîì äîêàçà-
òåëüñòâà, îäíàêî ÷àñòî òåðìèí «äîêàçàòåëüñòâî

îò ïðîòèâíîãî» èñïîëüçóåòñÿ â ðàçíûõ ñìûñëàõ è ïðèìåíèòåëüíî ê
ðàçíûì ìåòîäàì äîêàçàòåëüñòâà. ×àùå âñåãî ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
îò ïðîòèâíîãî ïóòàþò ñ ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíèåì ê
íåëåïîñòè.

Áóêâàìè A è B  áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûå ïðåäëîæåíèÿ,
à áóêâîé Ã – ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ïðåäëîæåíèé.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü Ã ̂  A äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî ôàêòà, ÷òî
ïðåäëîæåíèå A îáîñíîâàíî (äîêàçàíî), èñõîäÿ èç ïðåäëîæåíèé Ã,
èëè A ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç Ã. Îòíîøåíèå ^ ìåæäó ìíîæåñòâàìè
ïðåäëîæåíèé è ïðåäëîæåíèÿìè áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèåì ëîãè-
÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ.

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå A, èñõîäÿ èç íåêîòîðûõ
ïðåäëîæåíèé Ã (ýòî ìîãóò áûòü ðàíåå äîêàçàííûå òåîðåìû, àêñèî-
ìû èëè äîïóùåíèÿ). Äîïóñêàåì, ÷òî A íåâåðíî, ò. å. äîïóñêàåì ¬A
(íå A), è ïóòåì ðàññóæäåíèé, èñõîäÿ óæå èç Ã è ¬A, âûâîäèì ïðî-
òèâîðå÷èå, ò. å. íåêîòîðîå ïðåäëîæåíèå B è åãî îòðèöàíèå ¬B.
Ïîñëå ýòîãî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äîïóùåíèå íåâåðíî, à çíà÷èò, âåð-
íî ïðåäëîæåíèå A. Íàøå ðàññóæäåíèå ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåé íåôîðìàëüíîé ñõåìû ðàññóæäåíèé:

                          
è, ,Γ ¬ ⇒ Γ ¬ ⇒ ¬

Γ ⇒
A B A B

A
. (1)

Èìåííî ýòó ñõåìó ñëåäóåò íàçûâàòü ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà îò
ïðîòèâíîãî.

1) Èäåÿ íåîáõîäèìîñòè ðàçëè÷àòü ýòè ìåòîäû â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè
ïðèíàäëåæèò Ô. À. Êàáàêîâó, êîòîðûé ïðîâîäèë ýòó èäåþ â æèçíü íà ïðîòÿæå-
íèè ñîðîêà ëåò ðàáîòû íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÏÃÓ.

Сопоставление
методов
доказательства
от противного
и приведением
к нелепости1)
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Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, êîãäà íóæíî îïðîâåðãíóòü ïðåäëîæåíèå A,
äðóãèìè ñëîâàìè, êîãäà ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,
èìååò âèä ¬A (íå A), ò. å. ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïðåäëîæåíèåì.
Íàïðèìåð, òàêîé âèä èìååò ïðåäëîæåíèå «Íå ñóùåñòâóåò ðàöèî-
íàëüíîãî ÷èñëà, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí 2». Äîêàçûâàåòñÿ îíî âû-
âåäåíèåì ïðîòèâîðå÷èÿ èç äîïóùåíèÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëü-
íîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí 2.

Èòàê, äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü îòðèöàòåëüíîå óòâåðæäåíèå ¬A,
äîïóñêàåì, ÷òî èìååò ìåñòî A, è âûâîäèì èç ýòîãî íåêîòîðîå ïðî-
òèâîðå÷èå: B è ¬B. Íåôîðìàëüíàÿ ñõåìà, îïèñûâàþùàÿ òàêîé õîä
ðàññóæäåíèé, âûãëÿäèò òàê:

                            
è, ,Γ ⇒ Γ ⇒ ¬

Γ ⇒ ¬
A B A B

A
(2)

Ýòó íåôîðìàëüíóþ ñõåìó ðàññóæäåíèé ïðèíÿòî íàçûâàòü ñõå-
ìîé äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè èëè ïðèâåäåíèåì ê
àáñóðäó (ëàò. reductio ad absurdum).

Ê ñîæàëåíèþ, îáû÷íî â ïðàêòèêå ïðåïîäàâàíèÿ íå ðàçëè÷àþò
ýòè äâå ñõåìû, äâà ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà, ÷àùå âñåãî íàçûâàÿ è
òîò è äðóãîé äîêàçàòåëüñòâîì îò ïðîòèâíîãî.

Îñòàíîâèìñÿ íà ïðè÷èíàõ òîãî, ïî÷åìó âñå æå ñëåäóåò ðàçëè-
÷àòü ýòè ñõåìû.

Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ñõåìû ðàçëè÷àþòñÿ ÷èñòî ãðàôè-
÷åñêè, à çíà÷èò, ðàññóæäåíèÿ ïî ýòèì ñõåìàì ðàçëè÷àþòñÿ ïî ôîð-
ìå. Ðàçëè÷èÿ òàêîãî æå õàðàêòåðà, ò. å. ïî êðàéíåé ìåðå ïî ôîðìå,
èìåþòñÿ ìåæäó ïðåäëîæåíèÿìè A è ¬¬A (èëè ìåæäó ïðåäëîæåíè-
ÿìè A → B è ¬A ∨ B). Äàæå åñëè, íàõîäÿñü íà êëàññè÷åñêèõ ïîçè-
öèÿõ, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû, òî âñå ðàâíî
ôàêò ðàçëè÷èÿ ïî ôîðìå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.

Îäíàêî òàêîå ðàçëè÷èå ìîæåò êîìó-òî ïîêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷-
íûì, íåóáåäèòåëüíûì äëÿ òîãî, ÷òîáû çàòåâàòü âåñü ýòîò ðàçãîâîð.
Åñòåñòâåííî, âîçíèêàþò âîïðîñû: íå ðàâíîñèëüíû ëè ýòè ñõåìû; â
÷åì âûðàæàåòñÿ ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè â ïðàêòèêå ìàòåìàòè÷åñêèõ
äîêàçàòåëüñòâ; ýòî ðàçëè÷èå ëèøü ïî ôîðìå èëè òàêæå ïî ñóùå-
ñòâó?

Îòâåòèòü íà ïåðâûé âîïðîñ: «Ðàâíîñèëüíû ëè ñõåìû (1) è (2)?»
ìîæíî íà íåôîðìàëüíîì óðîâíå, íå ïåðåõîäÿ íà ïóòü ïîñòðîåíèÿ
ôîðìàëüíîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñâÿçü ìåæäó ñõåìàìè (1) è (2)
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì1).

1) Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â [14].
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!   ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî

                          
è, ,Γ ¬ ⇒ Γ ¬ ⇒ ¬

Γ ⇒
A B A B

A
(1)

ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñõåì:
äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè

                           
è, ,Γ ⇒ Γ ⇒ ¬

Γ ⇒ ¬
A B A B

A
(2)

è ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ

                                                  ¬¬A ^ A. (3)

Äîêàçûâàÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî, ìû èñïîëüçó-
åì áîëåå ñèëüíûå ëîãè÷åñêèå ñðåäñòâà, ÷åì êîãäà
äîêàçûâàåì ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè. Ýòî âûç-
âàíî òåì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî ñó-

ùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ïðàâèëî ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ, à äî-
êàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè – íåò. Èìåííî áëàãîäàðÿ
ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó ðàçëè÷èå ìåæäó ñõåìàìè (1) è (2) – ýòî ðàçëè-
÷èå íå òîëüêî ïî ôîðìå, íî è ïî ñóùåñòâó. Áîëåå òîãî, ýòî ðàçëè÷èå
òåñíî ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûìè ïðîáëåìàìè îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè.

Äåëî â òîì, ÷òî òàêèå ëîãè÷åñêèå çàêîíû, êàê çàêîí èñêëþ÷åííî-
ãî òðåòüåãî À ∨ ¬À, çàêîí ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ¬¬À ⊃ À è
ñõåìà (1) äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî, ïðèâîäÿò ê íåýôôåêòèâíûì
êîíñòðóêöèÿì è äîêàçàòåëüñòâàì â ìàòåìàòèêå. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî
îòíîñèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâàì òàê íàçûâàåìûõ òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ,
ò. å. òåîðåì âèäà «Ñóùåñòâóåò x òàêîé, ÷òî P(x)»: (Eõ) P(õ).

!   Ýôôåêòèâíûì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû âèäà (Eõ) P(õ) íàçû-

âàåòñÿ ïîñòðîåíèå îáúåêòà õ (èëè ñïîñîáà, ïîçâîëÿþùåãî ïî-
ñòðîèòü ýòîò îáúåêò) è äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòîò îáúåêò õ
äåéñòâèòåëüíî îáëàäàåò òðåáóåìûì ñâîéñòâîì P. Äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì óñëî-
âèÿì, ñ÷èòàþò íåýôôåêòèâíûì.

Òèïè÷íûì íåýôôåêòèâíûì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû ñóùåñòâî-
âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü òðåáóåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå âèäà (Eõ) P(õ) –
«ñóùåñòâóåò îáúåêò õ, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P». Äîïóñòèì, ÷òî
¬(Eõ) P(õ). Ïóòåì ðàññóæäåíèÿ ïîëó÷àåì íåêîòîðîå ïðîòèâîðå÷èå:
Â è ¬Â. Îòñþäà, â ñèëó ñõåìû reductio ad absurdum, äåëàåì âûâîä,

Эффективные
и неэффективные
доказательства



115

÷òî äîïóùåíèå íåâåðíî, ò. å. ¬¬(Eõ) P(õ). Äàëåå, ñíèìàÿ äâîéíîå
îòðèöàíèå, ïîëó÷àåì (Eõ) P(õ) è ñ÷èòàåì äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåí-
íûì. Îäíàêî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî íå çàâåðøàåòñÿ ïîñòðîåíèåì
õîòÿ áû îäíîãî îáúåêòà ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì, îíî íèñêîëüêî íå
ïðèáëèæàåò íàñ ê ïîñòðîåíèþ ïðèìåðà òàêîãî õ, ÷òî P(õ), ò. å.
ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâíûì äîêàçàòåëüñòâîì.

Ïðèìåðàìè äîêàçàòåëüñòâ òàêîãî âèäà ñëóæàò äîêàçàòåëüñòâà
ñëåäóþùèõ òåîðåì: òåîðåìû îá îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíîé íà
îòðåçêå ôóíêöèè (ò. å. î ñóùåñòâîâàíèè âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö
íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè); òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè íàè-
áîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ó íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóí-
êöèè. Òðàäèöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì ìåòîäîì îò ïðî-
òèâíîãî íå ñîäåðæèò êîíñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùåé ïîñòðîèòü îáúåêò,
î ñóùåñòâîâàíèè êîòîðîãî èäåò ðå÷ü â òåîðåìå.

Íåýôôåêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèçíà-
þòñÿ íå âñåìè ìàòåìàòèêàìè. Äëÿ ìàòåìàòèêîâ, ñòîÿùèõ íà òðàäè-
öèîííûõ êëàññè÷åñêèõ ïîçèöèÿõ, õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàíèå
áåç âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî À ∨ ¬À è
çàêîíà ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ¬¬À ⊃ À. Îíè ïðåíåáðåãàþò ðàç-
ëè÷èÿìè ìåæäó óòâåðæäåíèÿìè (Eõ) P(õ) è ¬¬(Eõ) P(õ). Ìàòåìàòè-
êè, íå ïðèäåðæèâàþùèåñÿ êëàññè÷åñêèõ âçãëÿäîâ (èíòóèöèîíèñòû
è êîíñòðóêòèâèñòû), îòðèöàþò óíèâåðñàëüíîñòü ýòèõ çàêîíîâ. Ðàç-
ëè÷èÿ ìåæäó óòâåðæäåíèÿìè (Eõ) P(õ) è ¬¬(Eõ) P(õ) òàêèå ìàòåìàòè-
êè ïðèçíàþò âåñüìà ñóùåñòâåííûìè, ñ÷èòàÿ óòâåðæäåíèå ¬¬(Eõ) P(õ),
âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå ñëàáûì, ÷åì (Eõ) P(õ). Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðî-
òèâíîãî, ñ èõ òî÷êè çðåíèÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðèåìëåìûì, ïîñêîëüêó
îíî îïèðàåòñÿ íà ïðèíöèï ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷èå ìåæäó ñõåìàìè (1) è (2) íîñèò ìåòî-
äîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð, çàòðàãèâàÿ ïðîáëåìó ðàçíîãî ïîíèìàíèÿ
óòâåðæäåíèé î ñóùåñòâîâàíèè â ìàòåìàòèêå, à òàêæå ñâÿçàííûå ñ
ýòèì äðóãèå ïðîáëåìû îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè (ñì. ãë. 6).

§   2 . 1 1 .  È í ò å ð ï ð å ò à ö è è  ÿ ç û ê à§   2 . 1 1 .  È í ò å ð ï ð å ò à ö è è  ÿ ç û ê à§   2 . 1 1 .  È í ò å ð ï ð å ò à ö è è  ÿ ç û ê à§   2 . 1 1 .  È í ò å ð ï ð å ò à ö è è  ÿ ç û ê à§   2 . 1 1 .  È í ò å ð ï ð å ò à ö è è  ÿ ç û ê à
ë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è éë î ã è ê è  â û ñ ê à ç û â à í è é

Ïîä èíòåðïðåòàöèåé (îò ëàò. interpretatio –
«ðàçúÿñíåíèå, èñòîëêîâàíèå») â ëîãèêå ïîíèìàþò èñòîëêîâàíèå,
ðàçúÿñíåíèå ñìûñëà, çíà÷åíèÿ ÿçûêîâûõ âûðàæåíèé; ïðèïèñûâà-
íèå íåêîòîðîãî ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà, çíà÷åíèÿ ñèìâîëàì è ôîð-
ìóëàì ôîðìàëüíîãî ÿçûêà; ðàññìîòðåíèå åãî êàê ÿçûêà, îïèñûâà-
þùåãî òó èëè èíóþ ïðåäìåòíóþ îáëàñòü. Ñàìó ýòó ïðåäìåòíóþ
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îáëàñòü âìåñòå ñî çíà÷åíèÿìè, ïðèïèñûâàåìûìè ñèìâîëàì, òàêæå
íàçûâàþò èíòåðïðåòàöèåé.

Ëîãè÷åñêàÿ ñåìàíòèêà – ðàçäåë ëîãèêè, èññëåäóþùèé (àíàëè-
çèðóþùèé) âçàèìîñâÿçü ìåæäó ÿçûêîâûìè âûðàæåíèÿìè è âûðà-
æàåìûì èìè ñîäåðæàíèåì. Ê îñíîâíûì ñåìàíòè÷åñêèì êàòåãîðè-
ÿì îòíîñÿòñÿ «èíòåðïðåòàöèÿ», «ìîäåëü», «âûïîëíèìîñòü», «èñ-
òèííîñòü» è ò. ï. Âîïðîñû ñåìàíòèêè èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â òåî-
ðèè äîêàçàòåëüñòâ.

Â § 1.3 óæå áûëî ðàññìîòðåíî îäíî èç òîëêîâàíèé ïðîïîçèöè-
îíàëüíûõ ñâÿçîê è ôîðìóë ßËÂ. Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå
ðàññìàòðèâàëèñü êàê ïåðåìåííûå ïî ìíîæåñòâó {È, Ë} èëè, êàê
íàì ñåé÷àñ áóäåò óäîáíåå ñ÷èòàòü, ïî ìíîæåñòâó {1, 0}, à ïðîïîçè-
öèîíàëüíûå ñâÿçêè &, ∨, ⊃, ¬ áûëè èíòåðïðåòèðîâàíû êàê èçâåñ-
òíûå îïåðàöèè íà ýòîì ìíîæåñòâå. Îäíàêî ýòî íå åäèíñòâåííàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ßËÂ. Âîçìîæíû è äðóãèå âàðèàíòû òîëêîâàíèÿ,
îñìûñëåíèÿ ñèìâîëîâ ßËÂ.

Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïå-
ðåìåííûå ïî ïðîèçâîëüíîìó íåïóñòîìó ìíîæåñòâó, à ñâÿçêè èñ-
òîëêîâûâàòü êàê íåêîòîðûå îïåðàöèè íà ýòîì ìíîæåñòâå. Ââåäåì
îáùåå ïîíÿòèå èíòåðïðåòàöèè ßËÂ.

! Èíòåðïðåòàöèåé ßËÂ íàçûâàþò âñÿêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñ-

òåìó M = <M, &M, ∨M, ⊃M, ¬M, 1M>, ãäå M – íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî (ïîëå èíòåðïðåòàöèè); &M, ∨M, ⊃M – áèíàðíûå îïåðà-
öèè íà M; ¬M – óíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà M; 1M – íåêîòîðûé
ýëåìåíò Ì, êîòîðûé íàçûâàþò âûäåëåííûì ýëåìåíòîì M.

Èíòåðïðåòàöèþ M0 = <{0, 1},
o

& , o∨ , o⊃ , o¬ , 1>, ãäå 
o

& ,
o∨ , o⊃ , o¬  –

îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå {0, 1}, îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ èçâå-
ñòíûõ èñòèííîñòíûõ òàáëèö (ñì. § 1.3), à âûäåëåííûì ýëåìåí-
òîì ÿâëÿåòñÿ 1, íàçûâàþò ãëàâíîé èíòåðïðåòàöèåé ßËÂ.

Ïóñòü M – íåêîòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ßËÂ, à F – ïðîèçâîëüíàÿ
ôîðìóëà. Åñëè ïåðåìåííûì ôîðìóëû F ïðèäàòü êàêèå-ëèáî çíà÷åíèÿ
èç ïîëÿ èíòåðïðåòàöèè, à ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè çàìåíèòü ñîîò-
âåòñòâóþùèìè èì îïåðàöèÿìè íà ìíîæåñòâå Ì (òî÷íåå, îáîçíà÷åíèÿ-
ìè ýòèõ îïåðàöèé), òî ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ýëåìåíò
èç Ì íàçûâàþò çíà÷åíèåì ôîðìóëû F ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ åå ïåðå-
ìåííûõ. Óòî÷íèì ýòî ïîíÿòèå ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé.

Îöåíêîé â èíòåðïðåòàöèè M íàçûâàþò âñÿêîå îòîáðàæåíèå v
ìíîæåñòâà âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ Vr âî ìíîæå-
ñòâî M – ïîëå èíòåðïðåòàöèè, ò. å. îòîáðàæåíèå âèäà Vr → Ì.
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Ïóñòü M – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ßËÂ, à v – íåêîòîðàÿ
îöåíêà â ýòîé èíòåðïðåòàöèè. Êàæäîé ôîðìóëå F ñîïîñòàâèì ýëå-
ìåíò èç Ì, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü çíà÷åíèåì ôîðìóëû F â èí-
òåðïðåòàöèè M ïðè îöåíêå v è îáîçíà÷àòü ÷åðåç v(F).

Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ ôîðìóëû F â èíòåðïðåòàöèè M ïðè îöåí-
êå v.
1. Äëÿ âñÿêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé pi åå çíà÷åíèå
v(pi) çàäàåòñÿ îöåíêîé v.
2. Ïóñòü À è Â – ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû è çíà÷åíèÿ v(À) è v(Â)
îïðåäåëåíû. Òîãäà:

à) v(À ⊕ Â) = v(À) ⊕M  v(B), ãäå ⊕ – ëþáàÿ èç ñâÿçîê &, ∨, ⊃;

á) v(¬À) = ¬M v(À).

Çàìåòèì, ÷òî, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè v(F), äîñòàòî÷íî çàäàòü

çíà÷åíèÿ v(
1i

p ), …, v(
ni

p ), ãäå ω = (
1i

p , ..., 
ni

p ) – ñîáñòâåííûé

ñïèñîê ôîðìóëû F. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå çíà÷å-
íèÿ ôîðìóëû F â èíòåðïðåòàöèè M íà íàáîðå α = (α1, …, αn) ýëå-
ìåíòîâ èç M îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî ñïèñêà ôîðìóëû F (è
îáîçíà÷åíèå | F |α, M) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî

äëÿ ãëàâíîé èíòåðïðåòàöèè. Ïðè ýòîì åñëè ω = (
1i

p , ..., 
ni

p ) –

ñîáñòâåííûé ñïèñîê ôîðìóëû F, à α = (v(
1i

p ), …, v(
ni

p )), òî

v(F) = | F |α, M.
Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû, ìîæíî äîêà-

çàòü, ÷òî åñëè îöåíêè v 1 è v 2 â èíòåðïðåòàöèè M óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ v 1( 1i
p ) = v 2( 1i

p ), ..., v1( ni
p ) = v2( ni

p ), òî v 1(F) = v 2(F) äëÿ

ëþáîé ôîðìóëû F ñ äîïóñòèìûì ñïèñêîì ω = (
1i

p , ..., 
ni

p ).

! Áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëó F îáùåçíà÷èìîé â èíòåðïðåòàöèè M

(èëè êðàòêî M-îáùåçíà÷èìîé) è ïèñàòü BM F, åñëè ïðè ëþ-

áîé îöåíêå v â ýòîé èíòåðïðåòàöèè v(F) = 1M.

Î÷åâèäíî, ÷òî M0-îáùåçíà÷èìûìè ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ âñå
òàâòîëîãèè è òîëüêî îíè.

Ïóñòü N – ïðîèçâîëüíàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåí-
íîãî âûâîäà.
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! Ìîäåëüþ ñèñòåìû åñòåñòâåííîãî âûâîäà N áóäåì íàçûâàòü

âñÿêóþ èíòåðïðåòàöèþ ßËÂ M, â êîòîðîé îáùåçíà÷èìû âñå
N-âûâîäèìûå ôîðìóëû. Ñèìâîëè÷åñêè ýòî óñëîâèå ìîæíî

çàïèñàòü òàê: (F) (
NA F  → BM  F).

Òåîðåìà î ñåìàíòè÷åñêîé êîððåêòíîñòè Nk è Ni ñâèäåòåëüñòâó-
åò î òîì, ÷òî ãëàâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ßËÂ M0 ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ
ñèñòåì Ni è Nk.

Ââåäåì îòíîøåíèå M-ñëåäîâàíèÿ BM  àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî

ââåäåíî îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ B .

Ïóñòü M – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ßËÂ. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã M-ñëåäóåò ôîðìóëà F (è ïèñàòü

ÃBM F), åñëè äëÿ ëþáîé îöåíêè v â èíòåðïðåòàöèè M, ïðè êî-

òîðîé âñå ôîðìóëû èç Ã ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1M, ôîðìóëà F
òàêæå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1M. Ñèìâîëè÷åñêè ýòî îïðåäåëåíèå
ìîæíî çàïèñàòü òàê:

ÃBM F def←⎯⎯→  (v) (v(Ã) = 1M → v(F) = 1M),

ãäå çàïèñü v(Ã) = 1M îçíà÷àåò, ÷òî v(À) = 1M äëÿ ëþáîé ôîðìóëû
À èç Ã.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå M0-ñëåäîâàíèÿ åñòü íå ÷òî èíîå,
êàê îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ B .

ÒÅÎÐÅÌÀ (î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ìîäåëè). Ïóñòü N – ïðîèç-
âîëüíàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà, M – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ ßËÂ. Åñëè âñå N-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå BM , òî
M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ N.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ, îòíîøåíèå M-ñëåäîâàíèÿ
BM  ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî. Âî-âòîðûõ, ïî óñëîâèþ âñå

N-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå BM . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðèí-

öèïà èíäóêöèè äëÿ N-âûâîäîâ (âî âòîðîé ôîðìå), îòíîøåíèå

N-âûâîäèìîñòè 
N

A  ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì BM , ò. å.

(Ã) (F) (Ã 
N

A F ® Ã BM F).

Îòñþäà ïðè ïóñòîì Ã ïîëó÷àåì
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(F) (
N

A F ® BM F).

Òàêèì îáðàçîì, M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ñèñòåìû N. S

Çàìå÷àíèå 1. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Òàê, äëÿ ñèñòåìû
Ni ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ìîäåëè, òàêîé ÷òî ïðàâèëî ⊃â íå ñî-
õðàíÿåò îòíîøåíèå BM  (ñì. íèæå àëãåáðó Ëèíäåíáàóìà). P

Ïóñòü M – ìîäåëü ñèñòåìû N. Âîçíèêàåò âîïðîñ: âåðíî ëè,
÷òî âñå M-îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû N-âûâîäèìû? Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ýòî âûïîëíÿåòñÿ äàëåêî íå äëÿ âñÿêîé ìîäåëè.

Òî÷íîé ìîäåëüþ ñèñòåìû N íàçûâàþò âñÿêóþ ìîäåëü M ýòîé
ñèñòåìû òàêóþ, ÷òî ëþáàÿ M-îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ
N-âûâîäèìîé, ò. å. åñëè

(F) (BM F → 
N

A F).

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðïðåòàöèÿ M ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ìîäåëüþ
ñèñòåìû N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êëàññû M-îáùåçíà÷èìûõ
ôîðìóë è N-âûâîäèìûõ ôîðìóë ñîâïàäàþò:

(F) (BM F ↔ 
N

A F).

Òåîðåìà î ïîëíîòå Nk îòíîñèòåëüíî êëàññà òàâòîëîãèé ñâèäå-
òåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ãëàâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ßËÂ M0 ÿâëÿåòñÿ òî÷-
íîé ìîäåëüþ Nk (åå íàçûâàþò ãëàâíîé ìîäåëüþ ñèñòåìû Nk).

ÒÅÎÐÅÌÀ. Åñëè ñèñòåìà N èìååò êîíå÷íóþ òî÷íóþ ìîäåëü,
òî ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî êîíå÷íàÿ
ìîäåëü M çàäàíà ýôôåêòèâíî (êîíå÷íîå ïîëå èíòåðïðåòàöèè – ñïèñ-
êîì ýëåìåíòîâ, îïåðàöèè – òàáëè÷íî). Òîãäà ðàçðåøàþùèé àëãî-
ðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå äàííîé ôîðìóëû F íà M-îáùåçíà÷è-
ìîñòü ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé F íà âñåâîçìîæíûõ íàáî-
ðàõ çíà÷åíèé èç M äëÿ ñîáñòâåííîãî ñïèñêà ïåðåìåííûõ ôîðìóëû F
(ìíîæåñòâî òàêèõ íàáîðîâ êîíå÷íî â ñèëó êîíå÷íîñòè M). S

Çàìå÷àíèå 2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå âñÿêàÿ ðàçðåøèìàÿ ñèñòåìà
èìååò êîíå÷íóþ òî÷íóþ ìîäåëü. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå (áåç
äîêàçàòåëüñòâà), ñèñòåìà Ni ðàçðåøèìà, îäíàêî êîíå÷íîé òî÷íîé
ìîäåëè îíà íå èìååò (ñì. ñëåäóþùóþ òåîðåìó). P

★  Èíòåðïðåòàöèþ ßËÂ, à òàêæå ìîäåëü ñèñòåìû N, M íàçûâàþò
ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

À, À ⊃ Â BM Â. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ M ÿâëÿåòñÿ ðåãó-
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ëÿðíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðàâèëî ⊃ó ñîõðàíÿåò îòíîøå-

íèå M-ñëåäîâàíèÿ BM .

Î÷åâèäíî, ãëàâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ M0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. ✰

Ï ð è ì å ð û.
1. Ïóñòü Å – ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Â(Å) –

ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ (áóëåàí ìíîæåñòâà Å). Ðàññìîò-
ðèì èíòåðïðåòàöèþ BE = <Â(Å), &B, ∨B, ⊃B, ¬B, 1B>, ãäå 1B = Å è
äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ Å1 è Å2 – ïîäìíîæåñòâ Å: Å1 &B Å2 = Å1 ∩ Å2;
Å1 ∨B Å2 = Å1 ∪ Å2; Å1 ⊃B Å2 = (Å  \  Å1) ∪ Å2; ¬BÅ1 = Å  \  Å1. Èñïîëü-
çóÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîäåëè, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî BE – ìîäåëü
Nk è Ni. Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî
ìíîæåñòâà Å èíòåðïðåòàöèÿ BE ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ìîäåëüþ Nk.
Ñ ýòîé öåëüþ ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäàëãåáðó B0 àëãåáðû BE ñ
íîñèòåëåì (ïîëåì) {∅, Å}, èçîìîðôíóþ M0 – ãëàâíîé ìîäåëè Nk,

è äîêàçàòü, ÷òî åñëè 
E

BB À, òî 
0

BB À è 
0

BM À, à çíà÷èò, Nk
A A.

2. Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ M = <M, &M, ∨M, ⊃M, ¬M, 1M>,
ãäå M = {0, 1/2, 1}, 1M = 1 è äëÿ ëþáûõ à, b èç M:

à &M b = min {a, b}; à ∨M b = max {a, b};

åñëè

åñëè

1,  ;

, ;

à b
a b

b à b

≤
⊃ =

>
⎧
⎨
⎩

M  
åñëè

åñëè

1, 0;

0, 0.

a
a

a

=
¬ =

≠
⎧
⎨
⎩

M

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòà èíòåðïðåòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Ni.

3. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n (n = 1, 2, …) èíòåðïðåòàöèÿ
Mn = < Mn, &n, ∨n, ⊃n, ¬n, 1>, ãäå Mn = {0, 1/n, 2/n, …, (n – 1)/n, 1}
è äëÿ ëþáûõ à, b èç Mn:

à &n b = min {a, b}; à ∨n b = max {a, b};

åñëè

åñëè

1,  ;

, ;n

à b
a b

b à b

≤
⊃ =

>
⎧
⎨
⎩

  
åñëè

åñëè

1, 0;

0, 0,n

a
a

a

=
¬ =

≠
⎧
⎨
⎩

ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ñèñòåìû Ni (êîíå÷íîé ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ìî-
äåëüþ Ni). P

★  ÒÅÎÐÅÌÀ (î íåñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íîé òî÷íîé ìîäåëè Ni,
Ãåäåëü). Ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà Ni íå èìååò êîíå÷íîé òî÷-
íîé ìîäåëè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçëîæèì òîëüêî èäåþ äîêàçàòåëüñòâà.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

Gn = (p1 ⊃ p0) ∨ (p2 ⊃ p1) ∨ (p2 ⊃ p0) ∨ … ∨(pn ⊃ pn-1) ∨ … ∨ (pn ⊃ p0).
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Ýòó ôîðìóëó êðàòêî ïðèíÿòî çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Gn =
0 i j n≤ < ≤
∨ (pj ⊃ pi).

Äàëåå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî:
1) äëÿ âñÿêîãî n (n = 1, 2, …) ôîðìóëà Gn îáùåçíà÷èìà â ëþáîé

n-ýëåìåíòíîé ìîäåëè Ni;
2) ôîðìóëà Gn îïðîâåðæèìà â íåêîòîðîé êîíå÷íîé ëèíåéíî

óïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè Ni (ñì. ïðèìåð 3).
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé ï. 1 è 2 îñòàâëÿåì çàèíòåðåñîâàí-

íîìó ÷èòàòåëþ. S

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà Ni èìååò òî÷íóþ ñ÷åò-
íóþ ìîäåëü. Îïèøåì, êàê îíà óñòðîåíà. Ïîëåì
åå ñëóæèò ôàêòîð-ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ

ôîðìóë ßËÂ Fr ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ~i , ãäå áèíàðíîå
îòíîøåíèå ~i íà ìíîæåñòâå Fr âñåõ ôîðìóë ßËÂ îïðåäåëåíî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

À ~ i B def←⎯⎯→ Ni
A (À ⊃ Â) & (Â ⊃ À).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: Li q Fr/~i. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæå-

ñòâî Li ñ÷åòíî: | Li | = 0À . Â êà÷åñòâå âûäåëåííîãî ýëåìåíòà âîçüìåì

êëàññ [p ⊃ p], ò. å. 
i

1L q [p ⊃ p]. Îòìåòèì, ÷òî 1
iL = {F | Ni

A F}.

Îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå Li îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:
i
[ ]L A¬  = [¬À]; [À] 

iL⊕ [Â] = [À ⊕ Â], ãäå ⊕ – ëþáàÿ èç ñâÿçîê &,

∨, ⊃. Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòà-
âèòåëåé.

Ââåäåì áèíàðíîå îòíîøåíèå 
iL≤  íà ìíîæåñòâå Li:

[À] 
iL≤ [Â] def←⎯⎯→ Ni

A À ⊃ Â.

Ýòî îòíîøåíèå 
iL≤  ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà

íà ìíîæåñòâå Li, ïðè÷åì êëàññ [p & ¬p] ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëå-
ìåíòîì Li, à êëàññ [p ⊃ p] ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì Li.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (àëãåáðà) Li = <Li, i i i i
& , , ,L L L L∨ ⊃ ¬ ,1

iL >

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ìîäåëüþ ñèñòåìû Ni. Ýòó àëãåáðó íàçûâàþò àëãåá-
ðîé Ëèíäåíáàóìà äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ñèñòåìû (â ÷åñòü ïîëüñêî-
ãî ìàòåìàòèêà, ëîãèêà À. Ëèíäåíáàóìà).

Алгебра
Линденбаума
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Èñïîëüçóÿ èìåííî àëãåáðó Ëèíäåíáàóìà, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ïðàâèëî ⊃â íå ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå Li-ñëåäîâàíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ,
åñëè ðàññìîòðåòü ôîðìóëû1)

ÀM (¬¬p ⊃ p) ⊃ (¬p ∨ ¬¬p)  è  ÂM ¬p ∨ ¬¬p,

òî À 
iLB Â, íî 

iLH À ⊃ Â.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîäåëè íå ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìûì. ✰

§   2 . 1 2 .  Í å ç à â è ñ è ì î ñ ò ü§   2 . 1 2 .  Í å ç à â è ñ è ì î ñ ò ü§   2 . 1 2 .  Í å ç à â è ñ è ì î ñ ò ü§   2 . 1 2 .  Í å ç à â è ñ è ì î ñ ò ü§   2 . 1 2 .  Í å ç à â è ñ è ì î ñ ò ü
ï ð à â è ë  ç à ê ë þ ÷ å í è ÿï ð à â è ë  ç à ê ë þ ÷ å í è ÿï ð à â è ë  ç à ê ë þ ÷ å í è ÿï ð à â è ë  ç à ê ë þ ÷ å í è ÿï ð à â è ë  ç à ê ë þ ÷ å í è ÿ

Ïðè èçó÷åíèè ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà âàæ-
íîé ÿâëÿåòñÿ åùå îäíà õàðàêòåðèñòèêà – íåçàâèñèìîñòü ïðàâèë çàê-
ëþ÷åíèÿ ñèñòåìû. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà ñâÿçàíà ñ âîïðîñîì: íå ÿâëÿ-
þòñÿ ëè ñïèñêè èñõîäíûõ ïðàâèë ïîñòðîåííûõ ñèñòåì åñòåñòâåí-
íîãî âûâîäà Nk è Ni èçáûòî÷íûìè? Äðóãèìè ñëîâàìè, íå ñîäåðæàò
ëè ýòè ñèñòåìû «ëèøíèå» ïðàâèëà, ïðè óäàëåíèè êîòîðûõ êëàññ
âûâîäèìûõ ôîðìóë íå óìåíüøàåòñÿ, ò. å. îñòàåòñÿ ïðåæíèì? Åñëè
òàêèå «ëèøíèå» ïðàâèëà â ñèñòåìå åñòü, òî, óäàëèâ èõ, ìû ïîëó÷èì
áîëåå «êîìïàêòíóþ» ñèñòåìó, ðàâíîîáúåìíóþ èñõîäíîé.

Óòî÷íèì ýòè âîïðîñû, ââåäÿ ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè ïðàâèë çàê-
ëþ÷åíèÿ ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà. Çàòåì äîêàæåì, ÷òî êàæäîå
Ni-ïðàâèëî íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ ïðàâèë ñèñòåìû. Âîïðîñ î
íåçàâèñèìîñòè ïðàâèë òåñíî ñâÿçàí ñ îáùåé ïðîáëåìîé âûâîäè-
ìîñòè â ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèÿõ, ÷òî îïðåäåëÿåò âàæíîñòü ýòîãî
âîïðîñà. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåçàâèñèìîñòè ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìîäåëåé. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà î÷åíü âàæíà, ïî-
ñêîëüêó òàêàÿ æå èäåÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåçàâèñè-
ìîñòè àêñèîì â ñîäåðæàòåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèÿõ (íàïðè-
ìåð, ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåçàâèñèìîñòè àêñèîìû î ïàðàëëåëüíûõ â
ãåîìåòðèè Åâêëèäà).

! Ïóñòü R – êàêîå-ëèáî èñõîäíîå N-ïðàâèëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

N – R  ñèñòåìó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç N óäàëåíèåì ïðàâèëà R
èç ñïèñêà N-ïðàâèë. Ïðàâèëî çàêëþ÷åíèÿ R ñèñòåìû N íàçû-
âàþò çàâèñèìûì ïðàâèëîì (îò îñòàëüíûõ ïðàâèë ýòîé ñèñòåìû),
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì ñèñòåìû N – R.

1) Ýòà èäåÿ ïðèíàäëåæèò Ñ. Â. Õîõëîâó.
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! Ïðàâèëî çàêëþ÷åíèÿ R ñèñòåìû N íàçûâàþò íåçàâèñèìûì ïðà-
âèëîì (îò îñòàëüíûõ ïðàâèë ýòîé ñèñòåìû), åñëè îíî íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì ñèñòåìû N – R.

Ñèñòåìó ïðàâèë çàêëþ÷åíèé íàçûâàþò íåçàâèñèìîé, åñëè êàæ-
äîå èç ïðàâèë ýòîé ñèñòåìû íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ åå ïðàâèë.

Íåçàâèñèìîñòü ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ åùå îäíîé õàðàê-
òåðèñòèêîé ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà.

Åñëè N-ïðàâèëî R çàâèñèò îò îñòàëüíûõ N-ïðàâèë, òî ñèñòåìû
N è N – R ðàâíîîáúåìíû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè R ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîäíûì ïðàâèëîì ñèñòåìû N – R, òî, â ñèëó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîãî ïðàâèëà, ñèñòåìû N – R è (N – R) + R
ðàâíîîáúåìíû.

!   ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Ïðàâèëî óäàëåíèÿ îòðèöàíèÿ 
¬A A

B
 çàâèñèò

îò îñòàëüíûõ ïðàâèë ñèñòåìû Nk.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî ïðàâèëî ¬ó ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-

âîäíûì â ñèñòåìå *
kN  = Nk – (¬ó). Â ñèëó êðèòåðèÿ ïðîèçâîäíîñòè

ïðÿìîãî ïðàâèëà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â

èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü À, ¬À *
kN

A Â. Äåéñòâèòåëüíî, äåðåâî ôîðìóë

в

y

A A
B
B

¬

¬¬

¬
¬¬

ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì *
kN -âûâîäà ñ êîðíåì Â è ìíîæåñòâîì çåëåíûõ

ëèñòüåâ {À, ¬À}. S

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ñèñòåìà Nk ðàâíîîáúåìíà ñèñòåìå Nk – (¬ó).

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ïðàâèëî ¬ó çàâèñèò îò îñòàëüíûõ

Nk-ïðàâèë è ñèñòåìà *
kN  = Nk – (¬ó) ðàâíîîáúåìíà Nk, ñèñòåìà *

kN
èìååò íåêîòîðûå ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé Nk. Âû-
áîð â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñèñòåìû èìåííî ñèñòåìû Nk áûë âûçâàí
íåêîòîðûìè ñîîáðàæåíèÿìè òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Îòìåòèì, ÷òî

ñèñòåìà *
kN  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû Ni çàìåíîé ïðàâèëà

¬ó íà ïðàâèëî ¬¬ó. P

Äîêàçàòåëüñòâî çàâèñèìîñòè ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ ñèñòåìû N
îò îñòàëüíûõ ïðàâèë ýòîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñîîò-
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âåòñòâóþùåãî äåðåâà âûâîäà. À êàê äîêàçàòü, ÷òî êàêîå-òî ïðàâèëî
íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ ïðàâèë ñèñòåìû? Êàêèì îáðàçîì ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì ñèñòåìû?
Ýòà çàäà÷à ðîäñòâåííà ñëåäóþùåé çàäà÷å: äîêàçàòü íåâûâîäèìîñòü
òîé èëè èíîé ôîðìóëû â äàííîé ñèñòåìå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè êàêîãî-ëèáî N-ïðàâèëà îò
îñòàëüíûõ N-ïðàâèë, à òàêæå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî êàêàÿ-
òî ôîðìóëà íåâûâîäèìà â ñèñòåìå N, èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàå-
ìûé ìåòîä èíòåðïðåòàöèé (ìåòîä ìîäåëåé).

Ïðåæäå ÷åì èçëîæèòü ýòîò ìåòîä, äîêàæåì ëåììó. Â ýòîé ëåì-
ìå äëÿ êàæäîãî Nk-ïðàâèëà R ïðèâåäåíî ñïåöèôè÷åñêîå äëÿ íåãî

óñëîâèå âèäà Ã
NA F, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû R ÿâëÿëîñü N-

ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì, ãäå N – ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåí-
íîãî âûâîäà.

ËÅÌÌÀ. Ïóñòü N – ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âû-
âîäà. Òîãäà:

1) åñëè ïðàâèëî &â ÿâëÿåòñÿ N-ïðîèçâîäíûì, òî p, q 
NA ð & q;

2) åñëè ïðàâèëî &ó ÿâëÿåòñÿ N-ïðîèçâîäíûì, òî ð & q 
NA ð

(ð & q 
NA q);

3) åñëè ïðàâèëî ∨â ÿâëÿåòñÿ N-ïðîèçâîäíûì, òî ð 
NA ð ∨ q

(q
NA ð ∨ q);

4) åñëè ïðàâèëî ¬ó ÿâëÿåòñÿ N-ïðîèçâîäíûì, òî ð, ¬ð 
NA q;

5) åñëè ïðàâèëî ⊃ó ÿâëÿåòñÿ N-ïðîèçâîäíûì, òî ð, ð ⊃ q 
NA q;

6) åñëè ïðàâèëî ¬¬ó ÿâëÿåòñÿ N-ïðîèçâîäíûì, òî ¬¬ð 
NA ð;

7) åñëè ïðàâèëî ∨ó ÿâëÿåòñÿ N-ïðîèçâîäíûì, òî ð ∨ ð 
NA ð;

8) åñëè ïðàâèëî ¬â ÿâëÿåòñÿ N-ïðîèçâîäíûì, òî ð 
NA ¬¬ð;

9) åñëè ïðàâèëî ⊃â ÿâëÿåòñÿ N-ïðîèçâîäíûì, òî 
NA ð ⊃ ð.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ðåôëåêñèâ-

íîñòü è ìîíîòîííîñòü îòíîøåíèÿ 
NA , à òàêæå îïðåäåëåíèå

N-ïðîèçâîäíîãî ïðàâèëà êàê ïðàâèëà, ñîõðàíÿþùåãî îòíîøåíèå

NA . Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì óïðàæíåíèåì, îñ-

òàâëÿåì åãî ÷èòàòåëþ.
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Äëÿ êàæäîãî Nk-ïðàâèëà R â ýòîé ëåììå ïðèâåäåíû ñâîå ìíî-

æåñòâî ôîðìóë Ã è ñâîÿ ôîðìóëà F, òàêèå, ÷òî Ã 
NA F äëÿ ëþáîé

ñèñòåìû, â êîòîðîé R ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì. Ïîýòîìó îáîçíà÷èì
èõ ÷åðåç ÃR è FR ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, åñëè R åñòü ⊃â, òî
ÃR  = ∅, à FR = ð ⊃ ð.

Ïàðó (Ã, F) íàçîâåì R-ïàðîé, åñëè Ã 
NA F äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû

N, äëÿ êîòîðîé R ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì:

(Ã, F) åñòü R-ïàðà def←⎯⎯→ (N) (R – ïðîèçâîäíîå N-ïðàâèëî → Ã 
NA F).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî Nk-ïðàâèëà R ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åìó ïàðà (ÃR, FR) èç ëåììû ÿâëÿåòñÿ R-ïàðîé.

ÒÅÎÐÅÌÀ (î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè ïðàâèëà). Åñëè
R åñòü Nc-ïðàâèëî, à M – òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ßËÂ, ÷òî:

1) âñå Nc-ïðàâèëà, êðîìå R, ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå BM ;

2) ÃR HM FR,

òî ïðàâèëî R íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ Nc-ïðàâèë.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ Nc-ïðàâèëà R è èíòåðïðåòà-

öèè M âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 è 2. Äîêàæåì, ÷òî R íå çàâèñèò îò
îñòàëüíûõ Nc-ïðàâèë ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè.

Äîïóñòèì, ÷òî R çàâèñèò îò îñòàëüíûõ Nc-ïðàâèë, ò. å. ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîäíûì â ñèñòåìå Nc – R. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå (ïðèìåíè-
òåëüíî ê ñèñòåìå Nc – R), âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå

ÃR cN R−A FR.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå BM ðåôëåêñèâíî è

ìîíîòîííî, à âñå îñíîâíûå (Nc – R)-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøå-

íèå BM , â ñèëó ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ (Nc – R)-âûâîäîâ âî âòî-

ðîé ôîðìå, îòíîøåíèå 
cN R−A ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì BM , ò. å.

(Ã) (F) (Ã 
cN R−A F → Ã BM F).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÃR cN R−A FR, ïîëó÷àåì, ÷òî ÃR BM FR, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2. S

Çàìå÷àíèå 2. Íà ñàìîì äåëå íåñëîæíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå
óòâåðæäåíèå:
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Åñëè ñóùåñòâóþò èíòåðïðåòàöèÿ M è R-ïàðà (Ã, F) òàêèå, ÷òî

  1) âñå Nc-ïðàâèëà, êðîìå R, ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå BM ;

  2) Ã HM F,

òî ïðàâèëî R íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ Nc-ïðàâèë.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåðåìó î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè íåçàâèñèìî-

ñòè ïðàâèëà ìîæíî ñóùåñòâåííî óñèëèòü, çàìåíèâ óñëîâèå 2 ñëå-

äóþùèì áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì: R íå ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå BM .

Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâåííî óñ-
ëîæíèòñÿ. P
S Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè Nc-ïðà-
âèë çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî êàêîå-
òî Nc-ïðàâèëî íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ Nc-ïðàâèë, äîñòàòî÷íî ïðè-
âåñòè ïðèìåð òàêîé èíòåðïðåòàöèè, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì 1 è 2 èç òåîðåìû î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè ïðà-
âèëà.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î íåçàâèñèìîñòè ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ ñèñòåìû Ni).

Êàæäîå Ni-ïðàâèëî íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ Ni-ïðàâèë.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî íåçàâèñèìîñòè êàæäî-

ãî èç Ni-ïðàâèë îò îñòàëüíûõ ïðàâèë ïðîâîäèòñÿ ïî îäíîé è òîé
æå ñõåìå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè íåçà-
âèñèìîñòè ïðàâèëà, äëÿ êàæäîãî Ni-ïðàâèëà R ïîäáåðåì òàêóþ

èíòåðïðåòàöèþ M, ÷òî ÃR HM FR äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÃR è FR (èç

ëåììû), à âñå Ni-ïðàâèëà, êðîìå R, ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå BM . Äëÿ

êàæäîãî ïðàâèëà R ñèñòåìû Ni ðàññìîòðèì äâóõýëåìåíòíóþ èí-
òåðïðåòàöèþ (áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç MR), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
èç ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè M0 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè R
ââîäèò èëè óäàëÿåò ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ñâÿçêó ⊕, òî ïåðåîïðåäå-
ëèì â M0 (íåñòàíäàðòíî îïðåäåëèì) ëèøü îïåðàöèþ, èíòåðïðåòè-

ðóþùóþ ñâÿçêó ⊕, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÃR R
/BM FR, à äðóãèå ïðàâè-

ëà, îïèñûâàþùèå ñâÿçêó ⊕, îòíîøåíèå 
R

BM  ñîõðàíÿëè. Âñå îñ-

òàëüíûå îïåðàöèè â MR îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â M0,
ò. å. âñå îñòàëüíûå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè èíòåðïðåòèðóþòñÿ
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Òîãäà âñå ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ, ââîäÿùèå
èëè óäàëÿþùèå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè, îòëè÷íûå îò ñâÿç-

êè ⊕, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå 
R

BM . Ïîýòîìó ïîñòðîåííàÿ
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òàêèì îáðàçîì èíòåðïðåòàöèÿ MR óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ÿâëÿþ-
ùåìóñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ íåçàâèñèìîñòè ïðàâèëà R.

Äëÿ êàæäîãî Ni-ïðàâèëà ïðèâåäåì èíòåðïðåòàöèþ, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ óêàçàííûì óñëîâèÿì:

1) &
M = <{0, 1}, & , o∨ , o⊃ , o¬ , 1 >, ãäå a& b ≡ 0 (äëÿ &â);

2) &�M  = <{0, 1}, &� , o∨ , o⊃ , o¬ , 1>, ãäå à&� b ≡ b è

   &
�M  = <{0, 1}, &

� , o∨ , o⊃ , o¬ , 1>, ãäå à &
�

b ≡ à (äëÿ &ó);

3) ∨M = <{0, 1}, 
o

& , ∨ ,
o⊃ , o¬ , 1>, ãäå à ∨ b ≡ b è

   ∨M  = <{0, 1}, 
o

& , ∨  , o⊃ , o¬ , 1>, ãäå à ∨ b ≡ à (äëÿ ∨â);

4) ∨�M  = <{0, 1}, 
o

& , ∨� , o⊃ , o¬ , 1>, ãäå à ∨� b ≡ 1 (äëÿ ∨ó);

5) ¬�M  = <{0, 1}, 
o

& , o∨ , o⊃ , ¬� , 1>, ãäå ¬� à ≡ 0 (äëÿ ¬â);

6) ¬̂M  = <{0, 1}, 
o

& , o∨ , o⊃ , ¬̂ , 1>, ãäå ¬̂ à ≡ 1 (äëÿ ¬ó);

7) ⊃̂M  = <{0, 1}, 
o

& , o∨ , ⊃̂ , o¬ , 1>, ãäå à ⊃̂ b ≡ 1 (äëÿ ⊃ó);

8) ⊃�M = <{0, 1}, 
o

& , o∨ , ⊃� , o¬ , 1>, ãäå à ⊃� b ≡ 0 (äëÿ ⊃â).

Äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü íåñêîëüêèõ ïðàâèë.
1. Ðàññìîòðèì ïðàâèëî &â. Ïîñòðîèì íóæíóþ èíòåðïðåòàöèþ,

èçìåíèâ â M0 òîëüêî îïåðàöèþ, èíòåðïðåòèðóþùóþ ñâÿçêó &.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç &  îïåðàöèþ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: äëÿ ëþáûõ à, b èç {0, 1} ïîëîæèì a & b = 0. Îñòàëüíûå ñâÿçêè
èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Ïîëó÷åííóþ èíòåðïðå-

òàöèþ îáîçíà÷èì ÷åðåç &
M . Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî p, q

&
HM

p & q.

Ðàññìîòðèì îöåíêó v â 
&

M  òàêóþ, ÷òî v(p) = 1, v(q) = 1. Òîãäà

v(p & q) = v(p)& v(q) = 0.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îáà ïðàâèëà &ó ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå

&
BM , ò. å. äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

À & Â 
&

BM À  è À & Â 
&

BM
Â. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü À è Â – ïðîèç-

âîëüíûå ôîðìóëû, à v – ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà â &
M . Òîãäà óñëîâ-

íîå ïðåäëîæåíèå «åñëè v(A & B) = 1, òî v(À) = 1» èñòèííî, ïî-
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ñêîëüêó ïîñûëêà ëîæíà. Ñëåäîâàòåëüíî, À & Â 
&

BM À. Àíàëîãè÷íî

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî À & Â 
&

BM Â.

2. Äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü ïðàâèëà &ó ïîñòðîåíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùåé èíòåðïðåòàöèè. Êîíúþíêöèþ íà ýòîò ðàç ïðîèíòåðïðå-

òèðóåì èíà÷å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç &�  îïåðàöèþ íà ìíîæåñòâå {0, 1},

êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì à&� b = b äëÿ ëþ-
áûõ à è b èç ìíîæåñòâà {0, 1}. Îñòàëüíûå ñâÿçêè èíòåðïðåòèðóåì
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, êàê â M0. Îáîçíà÷èì íîâóþ èíòåðïðåòà-

öèþ ÷åðåç &�M . Äîêàæåì, ÷òî p & q
i&

HM
p. Ðàññìîòðèì îöåíêó v

òàêóþ, ÷òî v(p) = 0, à v(q) = 1. Òîãäà v(p & q) = v(p)&� v(q) =

= v(q) = 1, à v(p) = 0. Òàêèì îáðàçîì, p & q
i&

HM
p.

Äîêàæåì, ÷òî äðóãîå ïðàâèëî &ó, à òàêæå ïðàâèëî &â ñîõðàíÿ-

þò îòíîøåíèå 
&�

BM . Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â

A & B 
&�

BM Â. Äåéñòâèòåëüíî, êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è Â

è îöåíêà v â 
&�M , åñëè v(A & B) = 1, òî v(B) = v(A)&� v(B) =

= v(A & B) = 1. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå ïðàâèëî &ó ñîõðàíÿåò îò-

íîøåíèå 
&�

BM .

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî À, B 
&�

BM A & B äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â.

Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è Â è îöåíêà v â &�M , åñëè

v(A) = v(B) = 1, òî v(A & B) = v(A) &� v(B) = v(B) = 1. Òàêèì îáðà-

çîì, ïðàâèëî &â òàêæå ñîõðàíÿåò 
&�

BM .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü âòîðîãî ïðàâèëà &ó,
îáîèõ ïðàâèë ∨â, ïðàâèëà ⊃ó è ïðàâèëà ¬ó.

3. Äîêàæåì òåïåðü íåçàâèñèìîñòü îò îñòàëüíûõ Ni-ïðàâèë êîñ-
âåííîãî ïðàâèëà ∨ó. Ïîñòðîèì íóæíóþ èíòåðïðåòàöèþ, èçìåíèâ â
M0 òîëüêî îïåðàöèþ, èíòåðïðåòèðóþùóþ ñâÿçêó ∨. Îáîçíà÷èì

÷åðåç ∨�  îïåðàöèþ íà {0, 1}, êîòîðóþ çàäàäèì òàê: äëÿ ëþáûõ à, b

èç {0, 1} ïîëîæèì à ∨� b = 1. Âñå îñòàëüíûå îïåðàöèè îñòàâèì áåç
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èçìåíåíèÿ. Ýòó èíòåðïðåòàöèþ îáîçíà÷èì ÷åðåç ∨�M . Äîêàæåì

òåïåðü, ÷òî p ∨ p
i∨

HM
p. Ðàññìîòðèì â ∨�M  òàêóþ oöåíêó v, ÷òî

v(p) = 0. Òîãäà v(p ∨ p) = v(p) ∨� v(p) = 1. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îáà

ïðàâèëà ∨â ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå i∨
BM . Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ

ôîðìóë A è B âûïîëíÿåòñÿ A i∨
BM À ∨ B. Êàêîâû áû íè áûëè ôîð-

ìóëû À è Â è îöåíêà v â ∨�M , v(À ∨ B) = v(À) ∨� v(B) = 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, óñëîâíîå óòâåðæäåíèå «åñëè v(À) = 1, òî v(À ∨ B) = 1» èñ-

òèííî, ïîñêîëüêó èñòèííî åãî çàêëþ÷åíèå. Çíà÷èò, A 
i∨

BM À ∨ B.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Â 
i∨

BM À ∨ B.

4. Ðàññìîòðèì ïðàâèëî ¬â. Ïîñòðîèì èíòåðïðåòàöèþ ¬�M ,

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò M0 íåñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèåé ñâÿçêè ¬.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ¬�  îïåðàöèþ, çàäàâàåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáîãî à èç {0, 1} ïîëîæèì ¬� à = 0. Äîêàæåì, ÷òî p
¬�

HM
¬¬ð.

Ðàññìîòðèì â ¬�M  îöåíêó v òàêóþ, ÷òî v(p) = 1. Òîãäà

v(¬¬p) = ¬� ¬� 1 = 0. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïðàâèëî ¬ó ñîõðàíÿåò

îòíîøåíèå 
¬�

BM . Äîêàæåì, ÷òî À, ¬À 
¬�

BM Â äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À

è Â. Äåéñòâèòåëüíî, êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è Â è îöåíêà

v â ¬�M , v(¬A) = ¬� v(A) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâíîå âûñêàçûâà-

íèå «åñëè v(A) = 1 è v(¬A) = 1, òî v(Â) = 1» èñòèííî â ñèëó ëîæíî-

ñòè ïîñûëêè. Òàêèì îáðàçîì, À, ¬À 
¬�

BM Â.

5. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè ïðàâèëà ⊃â ðàññìîòðèì
èíòåðïðåòàöèþ, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé çàäàíèåì îïå-
ðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçêå ⊃. Äëÿ ëþáûõ à, b èç {0, 1} ïîëî-

æèì à ⊃� b = 0. Òîãäà /
�

BM⊃
p ⊃ p. Êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ïðàâèëî ⊃ó ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå �
BM⊃ . S

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ýòèì æå ìåòîäîì, äîêàæåì, ÷òî ïðàâèëî óäà-
ëåíèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ¬¬ó íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ Nk-ïðà-
âèë. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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!  ÒÅÎÐÅÌÀ. Ïðàâèëî óäàëåíèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ¬¬ó íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì Ni-ïðàâèëîì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñòðîèì èíòåðïðåòàöèþ ßËÂ M,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì 1 è 2 èç òåîðåìû î äîñòàòî÷íîì óñëî-
âèè íåçàâèñèìîñòè ïðàâèëà.

Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ M = <M, &M, ∨M, ⊃M, ¬M, 1M>,
ãäå M = {0, 1/2, 1}, 1M = 1 è äëÿ ëþáûõ à, b èç M:

à &M b = min {a, b};  à ∨M b = max {a, b};

åñëè

åñëè

1,  ;

, ;

à b
a b

b à b

≤
⊃ =

>
⎧
⎨
⎩

M   
åñëè

åñëè

1, 0;

0, 0.

a
a

a

=
¬ =

≠
⎧
⎨
⎩

M

Äîêàæåì, ÷òî âñå Ni-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå MB .

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðàâèëî &â. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ

ôîðìóë À è Â   À, Â MB À & Â. Ïóñòü À è Â – ïðîèçâîëüíûå ôîðìó-

ëû, à v – ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà â M. Åñëè v(A) = v(B) = 1, òî
v(A&B) = v(A) &M v(B) = min{v(A), v(B)} = 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ëþáûõ ôîðìóë À è Â  À, Â MB À & Â. Îòñþäà, â ñèëó êðèòåðèÿ

ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ (â äàííîì ñëó÷àå ýòî MB ), ïðàâèëî &â

ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå MB .

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî ⊃ó. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â

À, À ⊃ Â MB Â. Ïóñòü À è Â – ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû, à v – ïðîèç-

âîëüíàÿ îöåíêà â M. Åñëè v(A) = 1 è v(À ⊃ B) = v(A) ⊃Mv(B) = 1, à
çíà÷èò, v(A) - v(B), òî v(B) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî ⊃ó òàêæå

ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå MB .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îñòàëüíûå Ni-ïðàâèëà, êðîìå

⊃â, ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå MB . Íåêîòîðûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò

òîëüêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ïðàâèëî ⊃â ñîõðàíÿåò îòíîøå-

íèå MB .

★  ×òîáû èçáåæàòü òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïðîâåðêå óñëî-

âèÿ ñîõðàíåíèÿ MB ïðàâèëîì ⊃â, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå

äâà óòâåðæäåíèÿ1):

1) Ýòà èäåÿ ïðèíàäëåæèò Ñ. Â. Õîõëîâó.
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à) åñëè Ã Ni
A À, òî v(&Ã) - v(À) äëÿ ëþáîé îöåíêè v â M, ãäå

v(&Ã) q v(F1 & … & Fn), åñëè Ã = {F1, …, Fn}, è v(&Ã) q 1, åñëè
Ã = ∅. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì
èíäóêöèè äëÿ Ni-âûâîäîâ, îïðåäåëèâ îòíîøåíèå ρ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

ÃρÀ ←⎯⎯→def (v) (v(&Ã) - v(À));

á) åñëè äëÿ âñÿêîé îöåíêè v â M v(&Ã) - v(À), òî Ã MB À. ✰

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ¬¬p HM p. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè îöåíêå v,

òàêîé ÷òî v(p) = 1/2, èìååì: v(¬¬p) = ¬M ( ¬M 1/2) = ¬M 0 = 1, à

v(p) ≠ 1. S

!   ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ñèñòåìà Ni íå ÿâëÿåòñÿ äåäóêòèâíî ïîëíîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, äîáàâèâ ê ñèñòåìå
Ni ïðàâèëî ¬¬ó, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ Ni-ïðîèçâîäíûì, ïîëó÷èì
íåïðîòèâîðå÷èâóþ ñèñòåìó Nk. Ñëåäîâàòåëüíî, Ni íå ÿâëÿåòñÿ äå-
äóêòèâíî ïîëíîé. S

!   ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ôîðìóëû ¬¬p ⊃ p è p ∨ ¬p íåâûâîäèìû â Ni .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èíòåðïðåòàöèÿ M, ðàññìîòðåííàÿ â òåî-
ðåìå, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Ni, ïîñêîëüêó âñå Ni-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò

MB . Âìåñòå ñ òåì ôîðìóëû ¬¬p ⊃ p è p ∨ ¬p îïðîâåðæèìû (íå-

îáùåçíà÷èìû) â M. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè îöåíêå v òàêîé, ÷òî v(p) = 1/2,

èìååì v(¬¬p ⊃ p) = v(¬¬p) ⊃M v(p) = 1 ⊃M 1/2 = 1/2 è v(p ∨ ¬p) =

= 1/2 ∨M 0 = 1/2. S

!   ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Ñèñòåìà Ni íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îòíîñèòåëüíî

êëàññà òàâòîëîãèé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà ¬¬p ⊃ p ÿâ-

ëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, îäíàêî îíà íåâûâîäèìà â Ni. S

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ òåîðåì ñèñòåìû Nk øèðå êëàññà òåîðåì
ñèñòåìû Ni.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4. Êàæäîå ïðàâèëî ñèñòåìû *
kN  íå çàâèñèò îò

îñòàëüíûõ ïðàâèë ýòîé ñèñòåìû ( *
kN  – ñèñòåìà, ïîëó÷àåìàÿ èç Ni

çàìåíîé ïðàâèëà ¬ó íà ïðàâèëî ¬¬ó).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåçàâè-

ñèìîñòè ïðàâèëà ¬â ê òåì ðàññóæäåíèÿì, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü
äëÿ ýòîãî ïðàâèëà â òåîðåìå î íåçàâèñèìîñòè Ni-ïðàâèë, äîáàâèòü

ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïðàâèëî ¬¬ó ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå 
¬�

BM . Íåçà-

âèñèìîñòü æå ïðàâèëà ¬¬ó îò îñòàëüíûõ ïðàâèë Nk, à çíà÷èò è *
kN ,

áûëà äîêàçàíà ðàíåå. S

S Çàìå÷àíèå 3. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåâûâîäèìîñòè ôîðìóë â
íåêîòîðîé ñèñòåìå N çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: äëÿ òîãî ÷òîáû
äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà F íåâûâîäèìà â N, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè
ïðèìåð òàêîé ìîäåëè ñèñòåìû N, â êîòîðîé ôîðìóëà F îïðîâåð-
æèìà, ò. å. íå ÿâëÿåòñÿ â íåé îáùåçíà÷èìîé.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîäåëåé, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëû

¬p ∨ ¬¬p,  (p ⊃ q) ⊃ (¬p ∨ q),  ¬(p & q) ⊃ (¬p ∨ ¬q)

íåâûâîäèìû â Ni. P

★  Ïîíÿòèå çàâèñèìîñòè (íåçàâèñèìîñòè) ìîæíî ââåñòè è äëÿ
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê. Áèíàðíóþ ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ñâÿç-
êó ⊕ íàçîâåì çàâèñèìîé â ñèñòåìå N (îò îñòàëüíûõ ñâÿçîê ßËÂ),
åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â ñóùåñòâóåò ôîðìóëà F â òåõ æå

ïåðåìåííûõ, â êîòîðóþ íå âõîäèò ñâÿçêà ⊕, òàêàÿ, ÷òî 
NA À ⊕ Â ~ F.

Ñâÿçêó ¬ íàçîâåì çàâèñèìîé â ñèñòåìå N (îò îñòàëüíûõ ñâÿçîê
ßËÂ), åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À ñóùåñòâóåò ôîðìóëà F â òåõ
æå ïåðåìåííûõ, â êîòîðóþ íå âõîäèò ñâÿçêà ¬, òàêàÿ, ÷òî

NA ¬À ~ F. Ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ñâÿçêó íàçûâàþò íåçàâèñèìîé â

ñèñòåìå N, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîé îò îñòàëüíûõ ñâÿ-
çîê. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî:

1) êàæäàÿ èç áèíàðíûõ ñâÿçîê çàâèñèò â Nk îò îñòàëüíûõ ñâÿçîê
ßËÂ;

2) ñâÿçêà ¬ íå çàâèñèò â Nk îò îñòàëüíûõ ñâÿçîê;
3) êàæäàÿ èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê íå çàâèñèò â Ni îò

îñòàëüíûõ ñâÿçîê ßËÂ. ✰



133

§   2 . 1 3 .  È ñ ÷ è ñ ë å í è ÿ  â û ñ ê à ç û â à í è é§   2 . 1 3 .  È ñ ÷ è ñ ë å í è ÿ  â û ñ ê à ç û â à í è é§   2 . 1 3 .  È ñ ÷ è ñ ë å í è ÿ  â û ñ ê à ç û â à í è é§   2 . 1 3 .  È ñ ÷ è ñ ë å í è ÿ  â û ñ ê à ç û â à í è é§   2 . 1 3 .  È ñ ÷ è ñ ë å í è ÿ  â û ñ ê à ç û â à í è é
ã è ë ü á å ð ò î â ñ ê î ã î  ò è ï àã è ë ü á å ð ò î â ñ ê î ã î  ò è ï àã è ë ü á å ð ò î â ñ ê î ã î  ò è ï àã è ë ü á å ð ò î â ñ ê î ã î  ò è ï àã è ë ü á å ð ò î â ñ ê î ã î  ò è ï à

Â § 2.2 áûëî ââåäåíî îáùåå ïîíÿòèå ôîðìàëü-
íîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû (ëîãè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ) êàê ñèñòåìû,
çàäàâàåìîé ÷åòûðüìÿ êîìïîíåíòàìè: ôîðìàëüíûì ÿçûêîì, ìíî-
æåñòâîì àêñèîì, ïðàâèëàìè çàêëþ÷åíèÿ (ïðàâèëàìè âûâîäà) è îï-
ðåäåëåíèåì âûâîäà.

Íàïîìíèì, ÷òî àêñèîìîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàþò âñÿ-
êèé ýëåìåíò ñïåöèàëüíî âûäåëåííîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë ÿçûêà
ýòîé ñèñòåìû – ìíîæåñòâà åå àêñèîì (âîçìîæíî, ïóñòîãî).

Ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû (èñ÷èñëåíèÿ) ïðèíÿòî äåëèòü íà èñ÷èñëå-
íèÿ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà è ãåíöåíîâñêîãî òèïà ïî èìåíàì ìàòåìà-
òèêîâ Ä. Ãèëüáåðòà è Ã. Ãåíöåíà1).

Â èñ÷èñëåíèÿõ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà ïî÷òè âñå ëîãè÷åñêèå ñðåä-
ñòâà âûðàæåíû â âèäå àêñèîì, ïîýòîìó èõ íàçûâàþò òàêæå àêñèî-
ìàòè÷åñêèìè èñ÷èñëåíèÿìè. Óòî÷íåíèåì ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëüñòâà
â ýòèõ èñ÷èñëåíèÿõ ñëóæèò ïîíÿòèå ëèíåéíîãî âûâîäà – ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ôîðìóë, óäîâëåòâîðÿþùåé óêàçàííûì äàëåå óñëîâè-
ÿì. Â èñ÷èñëåíèÿõ ãåíöåíîâñêîãî òèïà ëîãè÷åñêèå ñðåäñòâà âûðà-
æåíû â âèäå ïðàâèë âûâîäà, à àêñèîì èëè ñîâñåì íåò (êàê â ñèñòå-
ìàõ åñòåñòâåííîãî âûâîäà), èëè ïî÷òè íåò (êàê â ñåêâåíöèàëüíûõ
èñ÷èñëåíèÿõ2)), ïðè ýòîì óòî÷íåíèåì ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëó-
æèò ïîíÿòèå âûâîäà â âèäå äåðåâà.

Ñèñòåìû ãåíöåíîâñêîãî òèïà íå çðÿ íàçûâàþò åñòåñòâåííûìè:
äåðåâüÿ âûâîäà áîëüøå ïîõîæè íà îáû÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà, ÷åì ëèíåéíûå âûâîäû. Â äåðåâå âûâî-
äà çíà÷èòåëüíî íàãëÿäíåå îòðàæåíû ëîãè÷åñêèå âçàèìîñâÿçè ìåæ-
äó åãî ÷ëåíàìè, ò. å. åãî ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Òàêèì îáðàçîì,
ïîíÿòèå äåðåâà âûâîäà ëó÷øå îòðàæàåò ñóùíîñòü îáû÷íûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ. Êðîìå òîãî, âûâîäû â âèäå äåðåâà ñòðî-

1) Ä. Ãèëüáåðò (1862–1943) – íåìåöêèé ìàòåìàòèê, âíåñøèé îãðîìíûé âêëàä
â ðàçâèòèå ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè, â òîì ÷èñëå è â ðàçâèòèå ìàòåìà-
òè÷åñêîé ëîãèêè.

Ã. Ãåíöåí (1909–1945) – íåìåöêèé ëîãèê, ó÷åíèê è ñîðàòíèê Ä. Ãèëüáåðòà,
âêëàä êîòîðîãî â ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ñîçäàíè-
åì ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà è ñåêâåíöèàëüíûõ èñ÷èñëåíèé (è òå è äðóãèå
íàçûâàþò òåïåðü èñ÷èñëåíèÿìè ãåíöåíîâñêîãî òèïà). Èñïîëüçóÿ èñ÷èñëåíèÿ
èìåííî ýòîãî òèïà, Ãåíöåí äîêàçàë íåïðîòèâîðå÷èâîñòü àðèôìåòèêè (ñì. § 5.6
è ãë. 6).

2) Î ñåêâåíöèàëüíûõ èñ÷èñëåíèÿõ ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [6] èëè [3].
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èòü ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ëèíåéíûå âûâîäû â ãèëüáåðòîâñêèõ èñ-
÷èñëåíèÿõ.

Â òî æå âðåìÿ èñ÷èñëåíèÿ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà ïðîùå îïè-
ñàòü è ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå âûâîäà â ýòèõ ñèñòåìàõ. Â ñâÿçè
ñ ýòèì èñ÷èñëåíèÿ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà ÷àñòî èñïîëüçóþò ïðè
èçëîæåíèè îñíîâ òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ.

Ðàññìîòðåííûå ðàíåå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñèñòåìû åñòåñòâåí-
íîãî âûâîäà îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìàì ãåíöåíîâñêîãî òèïà. Ðàññìîòðèì
òåïåðü äâå ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà – êëàññè÷åñ-
êîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé (K) è èíòóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñëå-
íèå âûñêàçûâàíèé (I). Ôîðìàëüíûì ÿçûêîì ýòèõ èñ÷èñëåíèé ñëó-
æèò ßËÂ. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ I çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèìè ñõåìàìè:
S (À1) A ⊃ (B ⊃ A);

(À2) (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ C));
(À3) A & B ⊃ A;
(À4) A & B ⊃ B;
(À5) A ⊃ (B ⊃ A & B);
(À6) A ⊃ A ∨ B;
(À7) B ⊃ A ∨ B;
(À8) (A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ∨ B ⊃ C));
(À9) (A ⊃ B) ⊃ ((A ⊃ ¬B) ⊃ ¬A);
(À10) A ⊃ (¬A ⊃ B).
Ñïèñîê ñõåì àêñèîì êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ K ïîëó÷àåòñÿ

äîáàâëåíèåì ê óêàçàííîìó ñïèñêó åùå îäíîé ñõåìû:

( AK
11

) ¬¬A ⊃ A.

Îáå ñèñòåìû èìåþò åäèíñòâåííîå ïðàâèëî âûâîäà (çàêëþ÷å-

íèÿ) – modus ponens: 
⊃A A B

B
. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è

Â, ôîðìóëó Â íàçûâàþò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåé èç ôîðìóë À
è À ⊃ Â ïî ïðàâèëó modus ponens1).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Ñ ïðîèçâîëüíîå èç èñ÷èñëåíèé
K è I.

Ïóñòü Ã – ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë.
Ñ-Ã-âûâîäîì (âûâîäîì èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã â èñ÷èñëåíèè Ñ)
áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë

1) Ôàêòè÷åñêè, ýòî ïðàâèëî ñîâïàäàåò ñ ïðàâèëîì ⊃ó â ñèñòåìàõ åñòåñòâåí-
íîãî âûâîäà, îäíàêî äëÿ íåãî òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò íàçâàíèå modus ponens
(ëàò.).
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F1, …, Fn, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èëè àêñèîìîé Ñ, èëè
ôîðìóëîé èç Ã, èëè íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì êàêèõ-ëèáî
äâóõ ïðåäøåñòâóþùèõ ôîðìóë ïî ïðàâèëó modus ponens.

Ñ-Ã-âûâîä áóäåì íàçûâàòü Ñ-Ã-F-âûâîäîì, åñëè åãî ïîñëåäíèì
÷ëåíîì ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà F.

Ôîðìóëó F áóäåì íàçûâàòü Ñ-Ã-âûâîäèìîé è ïèñàòü Ã CA F, åñëè

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí Ñ-Ã-F-âûâîä (ïðè ýòîì ôîðìóëû èç
ìíîæåñòâà Ã ïðèíÿòî íàçûâàòü ãèïîòåçàìè).

Ôîðìóëó F áóäåì íàçûâàòü Ñ-âûâîäèìîé è ïèñàòü CA F, åñëè

ñóùåñòâóåò åå âûâîä â èñ÷èñëåíèè Ñ èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ôîð-
ìóë.

Çàìå÷àíèå 1. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èñ÷èñëåíèå K ðàâíîîáúåìíî
èñ÷èñëåíèþ K*, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç èñ÷èñëåíèÿ I çàìåíîé ñõå-
ìû àêñèîì A ⊃ (¬A ⊃ B) íà ñõåìó ¬¬A ⊃ A èëè, èíà÷å ãîâîðÿ,
óäàëåíèåì ñõåìû A ⊃ (¬A ⊃ B) èç ñïèñêà ñõåì àêñèîì K. P

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû Ñ-âûâîäîâ.

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü À – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Ïîñòðîèì
Ñ-âûâîä ôîðìóëû À ⊃ À. Ïðîíóìåðóåì ôîðìóëû, âõîäÿùèå â âû-
âîä. Êàæäûé ÷ëåí âûâîäà ñîïðîâîäèì êîììåíòàðèåì, óêàçûâàþ-
ùèì, íà êàêîì îñíîâàíèè îí âõîäèò â âûâîä:

1) À ⊃ ((À ⊃ À) ⊃ À) – àêñèîìà ïî ñõåìå À1;
2) (À ⊃ ((À ⊃ À) ⊃ À)) ⊃ ((À ⊃ (À ⊃ À)) ⊃ (À ⊃ À)) – àêñèîìà ïî

                                                                               ñõåìå À2;
3) (À ⊃ (À ⊃ À)) ⊃ (À ⊃ À) – modus ponens (1, 2);
4) À ⊃ (À ⊃ À) – àêñèîìà ïî ñõåìå À1;
5) À ⊃ À – modus ponens (4, 3).

Òàêèì îáðàçîì, IA À ⊃ À è ÊA À ⊃ À. P

Çàìå÷àíèå 2. Â ïîñòðîåííîì âûâîäå èñïîëüçóþòñÿ àêñèîìû
òîëüêî ïî ñõåìàì À1 è À2, à çíà÷èò, åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
âûâîä â ëþáîì èñ÷èñëåíèè ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà, ñðåäè ñõåì àê-
ñèîì êîòîðîãî èìåþòñÿ ñõåìû À1 è À2. P

Ï ð è ì å ð. Äîêàæåì, ÷òî À CA ¬¬À ïîñòðîåíèåì Ñ-âûâîäà:

1) (¬À ⊃ À) ⊃ ((¬À ⊃ ¬À) ⊃ ¬¬À) – àêñèîìà ïî ñõåìå À9;
2) À – ãèïîòåçà;
3) À ⊃ (¬À ⊃ À) – àêñèîìà ïî ñõåìå À1;
4) ¬À ⊃ À – modus ponens (2, 3);
5) (¬À ⊃ ¬À) ⊃ ¬¬À – modus ponens (4, 1);
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6) ¬À ⊃ ((¬À ⊃ ¬À) ⊃ ¬À) – àêñèîìà ïî ñõåìå À1;
7) (¬À ⊃ ((¬À ⊃ ¬À) ⊃ ¬À)) ⊃ ((¬À ⊃ (¬À ⊃ ¬À)) ⊃ (¬À ⊃ ¬À)) –

    àêñèîìà ïî ñõåìå À2;
8) (¬À ⊃ (¬À ⊃ ¬À)) ⊃ (¬À ⊃ ¬À) – modus ponens (6, 7);
9) ¬À ⊃ (¬À ⊃ ¬À) – àêñèîìà ïî ñõåìå À1;
10) ¬À ⊃ ¬À – modus ponens (9, 8);
11) ¬¬À – modus ponens (10, 5). P

Êàê âèäíî óæå èç ïðèìåðîâ 1 è 2, ïîñòðîåíèå âûâîäîâ â
èñ÷èñëåíèÿõ K è I – çàíÿòèå âåñüìà óòîìèòåëüíîå, à ñàìè âûâî-
äû î÷åíü ãðîìîçäêè. Ýòî îñîáåííî çàìåòíî, åñëè ñðàâíèòü èõ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè äåðåâüÿìè åñòåñòâåííîãî âûâîäà òåõ æå ôîð-
ìóë. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçûâàòü Ñ-âûâîäèìîñòü ôîðìóë ïîñò-
ðîåíèåì âûâîäà, ò. å. íåïîñðåäñòâåííî, äîâîëüíî ãðîìîçäêî è
íåïðîñòî.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü äîêàçàòåëü-
ñòâî óòâåðæäåíèé î âûâîäèìîñòè, íå ïðèáåãàÿ ê ïîñòðîåíèþ
âûâîäà.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ (î ïðîèçâîäíûõ ïðàâèëàõ èñ÷èñëåíèé K è I).
Ïóñòü A, B, Ñ – ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû, à Ã – ïðîèçâîëüíîå êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë. Òîãäà:

1) 
Ñ Ñ

Ñ

Ã è Ã

Ã &

À Â

À B

A A

A ; 2) 
Ñ

Ñ Ñ

Ã &

Ã è Ã

À B

À Â

A

A A ;

3) 
Ñ Ñ

Ñ

Ã èëè Ã

Ã

À Â

À B∨
A A

A ; 4) 
Ñ Ñ

Ñ

Ã, è Ã,

Ã,

À Ñ Â Ñ

À Â Ñ∨
A A

A ;

5) 
Ñ

Ñ

Ã,

Ã

À Â

À B⊃
A

A ; 6) 
Ñ Ñ

Ñ

Ã è Ã

Ã

À À Â

Â

⊃A A

A ;

7) 
Ñ Ñ

Ñ

Ã, è Ã,

Ã

À Â À Â

À

¬
¬

A A

A ; 8) 
Ñ Ñ

Ñ

Ã è Ã

Ã

À À

B

¬A A

A ;

9) 
K

K

Ã

Ã

À

À

¬¬A

A .

Âñå óòâåðæäåíèÿ, êðîìå 5, ëåãêî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäå-
ëåíèå Ñ-âûâîäà. Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå âàæíûì è ïîëåçíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå 5, èçâåñòíîå êàê òåîðåìà äåäóêöèè äëÿ èñ÷èñ-
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ëåíèé K è I1). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äåäóêöèè, â îòëè÷èå îò äî-
êàçàòåëüñòâ îñòàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðàâèë, íåòðèâèàëüíî. Åãî
óäîáíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ Ñ-Ã-âûâî-
äèìûõ ôîðìóë. Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå ýòîãî ïðèíöèïà.

Ïóñòü P – ïðîèçâîëüíîå ñâîéñòâî ôîðìóë. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ïðàâèëî modus ponens ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî P, åñëè äëÿ ëþáûõ ôîð-
ìóë À è Â èç óñëîâèé P(A) è P(A ⊃Â) ñëåäóåò P(Â).

ÒÅÎÐÅÌÀ (ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ Ñ-Ã-âûâîäèìûõ ôîðìóë). Ïóñòü
P – ïðîèçâîëüíîå ñâîéñòâî ôîðìóë, à Ã – ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ôîðìóë.
Åñëè 1) âñå àêñèîìû è ôîðìóëû èç Ã îáëàäàþò ñâîéñòâîì P
è  2) ïðàâèëî modus ponens ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî P ,
òî     âñå Ñ-Ã-âûâîäèìûå ôîðìóëû îáëàäàþò ñâîéñòâîì P.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ïî íàòóðàëü-
íîìó n ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1 è 2):
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî Ñ-Ã-âûâîäà äëèíû n (ò. å. ñ n
÷ëåíàìè) êàæäûé ÷ëåí ýòîãî âûâîäà îáëàäàåò ñâîéñòâîì P.
Ïðîâåäåíèå ýòîé èíäóêöèè ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ýòîò ïðèíöèï óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì
âèäà: «Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è ëþáîé Ñ-Ã-âûâîäèìîé
ôîðìóëû F ýòà ôîðìóëà îáëàäàåò ñâîéñòâîì P». Ñèìâîëè÷åñêè òà-
êîãî âèäà óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

(Ã) (F) (Ã CA F → P(F)).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê âîïðîñó î ñâÿçè ìåæäó èñ÷èñëåíèÿìè K è I
è èñ÷èñëåíèÿìè Nk è Ni ñîîòâåòñòâåííî.

ÒÅÎÐÅÌÀ (î ñîãëàñîâàííîñòè îòíîøåíèé Nc-âûâîäèìîñòè è
Ñ-âûâîäèìîñòè). Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F è ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà ôîðìóë Ã ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ Nc-Ã-âûâîäèìîé òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îíà Ñ-Ã-âûâîäèìà, ò. å. (Ã) (F) (Ã Nc
A F ↔ Ã CA F).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ Ã è
F, åñëè ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ Nc-Ã-âûâîäèìîé, òî îíà Ñ-Ã-âûâîäè-
ìà, ò. å.

(Ã) (F) (Ã Nc
A F → Ã CA F).

1) Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äåäóêöèè èñïîëüçóåò ëèøü ñõåìû àêñèîì À1 è
À2, à ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâà-
íèé ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà, èìåþùåãî ñðåäè ñõåì àêñèîì ñõåìû À1 è À2. Äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â ó÷åáíèêàõ îáû÷íî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî íàòó-
ðàëüíîìó n (ñì., íàïðèìåð, [10]).
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Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ âî âòî-
ðîé ôîðìå, âçÿâ â êà÷åñòâå îòíîøåíèÿ ρ îòíîøåíèå Ñ-âûâîäèìî-

ñòè CA . Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îò-

íîøåíèå CA  ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî, à âñå Nc-ïðàâèëà ñîõðàíÿ-

þò îòíîøåíèå Ñ-âûâîäèìîñòè CA . Ðåôëåêñèâíîñòü è ìîíîòîí-

íîñòü CA  ïðèñóòñòâóþò ñðåäè îñíîâíûõ ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ Ñ-âû-

âîäèìîñòè. Óòâåðæäåíèå î ïðîèçâîäíûõ ïðàâèëàõ èñ÷èñëåíèé K è
I ñâèäåòåëüñòâóåò êàê ðàç î òîì, ÷òî âñå Nc-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò
îòíîøåíèå Ñ-âûâîäèìîñòè.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ Ã è F, åñëè ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ
Ñ-Ã-âûâîäèìîé, òî îíà Nc-Ã-âûâîäèìà, ò. å.

(Ã) (F) (Ã CA F → Ã Nc
A F).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî Ã. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèí-
öèïîì èíäóêöèè äëÿ Ñ-Ã-âûâîäèìûõ ôîðìóë, âçÿâ â êà÷åñòâå ñâîé-
ñòâà P ñâîéñòâî ôîðìóëû «áûòü Nc-âûâîäèìîé èç Ã», ò. å. ïîëîæèì

P(F) ↔ Ã Nc
A F. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,

÷òî âñå àêñèîìû èñ÷èñëåíèÿ Ñ ÿâëÿþòñÿ Nc-âûâîäèìûìè, à ïðà-
âèëî modus ponens ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî P. Äëÿ êàæäîé ñõåìû àêñèîì
èñ÷èñëåíèÿ Ñ  Nc-âûâîäèìîñòü ïðîèçâîëüíîé àêñèîìû ïî ýòîé
ñõåìå ëåãêî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî ïîñòðîåíèåì äåðåâà Nc-âû-
âîäà (ñì. óïðàæíåíèå èç § 2.5). Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ïðàâèëî
modus ponens ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî P, ïîñêîëüêó ýòî ïðàâèëî ÿâëÿåò-
ñÿ òàêæå Nc-ïðàâèëîì, à èìåííî, ïðàâèëîì ⊃ó. S

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåîðåìó.

!  ÒÅÎÐÅÌÀ (î ðàâíîîáúåìíîñòè èñ÷èñëåíèé Ñ è Nc). Êëàññ

Nc-âûâîäèìûõ ôîðìóë ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Ñ-âûâîäèìûõ ôîðìóë,

ò. å. (F) ( CA F ↔ Nc
A F).

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ðàâíîîáúåìíîñòüþ èñ÷èñëåíèé K è I ñ îä-
íîèìåííûìè èñ÷èñëåíèÿìè åñòåñòâåííîãî âûâîäà Nk è Ni, à òàêæå
ñåìàíòè÷åñêîé êîððåêòíîñòüþ Nk è Ni è ïîëíîòîé Nk, ñðàçó ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùèå òåîðåìû1).

1) Âïðî÷åì, ýòè òåîðåìû ìîæíî äîêàçàòü íåçàâèñèìî îò ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà (ñì., íàïðèìåð, [10]).
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ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêàÿ Ñ-âûâîäèìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Êëàññ K-âûâîäèìûõ ôîðìóë ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
òàâòîëîãèé.

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ãèëüáåðòîâñêèõ èñ÷èñëåíèé ìîæíî ââåñòè ïî-
íÿòèå äåäóêòèâíîé (ñèíòàêñè÷åñêîé) ïîëíîòû è äîêàçàòü äåäóê-
òèâíóþ ïîëíîòó K. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå
íåçàâèñèìîñòè ñõåìû àêñèîì îò îñòàëüíûõ ñõåì àêñèîì è äîêà-
çàòü, ÷òî êàæäàÿ èç ñõåì èñ÷èñëåíèé I è K* íå çàâèñèò îò îñòàëü-
íûõ ñõåì àêñèîì ýòèõ èñ÷èñëåíèé (ñì., íàïðèìåð, [11]). P

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å
Äîêàæèòå ïîñòðîåíèåì Ñ-Ã-âûâîäà (À, Â, Ñ – ïðîèçâîëüíûå

ôîðìóëû):

1) CA ¬(À & ¬À);

2) À ⊃ Â, ¬Â CA ¬À;

3) Â, À ⊃ (Â ⊃ Ñ) CA À ⊃ Ñ;

4) À ⊃ Â, Â ⊃ Ñ CA À ⊃ Ñ;

5) À, ¬À CA Â;

6) ¬À ∨ Â, À CA Â.
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Ñðåäñòâ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé íå õâàòàåò äëÿ
èçó÷åíèÿ ôîðìû ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé
è ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé â ïîëíîì îáúå-
ìå. Ðåäêîå ìàòåìàòè÷åñêîå ðàññóæäåíèå
îáõîäèòñÿ áåç ïðåäëîæåíèé ñ òàê íàçûâàåìû-

ìè êâàíòîðíûìè ñëîâàìè «ëþáîé» («âñÿêèé») è «ñóùåñòâóåò»
(«íåêîòîðûé»).
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ:

1. Âñÿêàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íåêîòîðîé òî÷êå ôóíêöèÿ íå-
ïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå ðàçðûâíà â êàæäîé òî÷-
êå îòðåçêà [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå äèôôåðåí-
öèðóåìà íè â îäíîé òî÷êå îòðåçêà [0, 1].

2. Âñÿêîå òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî èððàöèîíàëüíî. ×èñëî π èð-
ðàöèîíàëüíî, ñëåäîâàòåëüíî, îíî òðàíñöåíäåíòíî.

×òîáû âûÿâèòü è ïðîàíàëèçèðîâàòü ëîãè÷åñêóþ ôîðìó òàêèõ
ðàññóæäåíèé, âûÿñíèòü, ïðàâèëüíûå îíè èëè íåò, âûðàçèòåëüíûõ
ñðåäñòâ ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé íå äîñòàòî÷íî.

Èñïîëüçóþòñÿ êâàíòîðíûå ñëîâà è â îïðåäåëåíèÿõ. Äîñòàòî÷-
íî âñïîìíèòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå: «Äëÿ âñÿêîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ε ñóùåñòâóåò δ …»

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîñòðîåí ôîðìàëüíûé ëîãè÷åñêèé
ÿçûê ñ áîëåå øèðîêèìè âûðàçèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè, ÷åì
ÿçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, – ÿçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ïðåæäå
÷åì ïåðåéòè ê åãî ïîñòðîåíèþ, ïîçíàêîìèìñÿ ñ ïîíÿòèåì ïðå-
äèêàòà.

3
ГлаваГлаваГлаваГлаваГлава
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§  3 . 1 .  Ï ð å ä è ê à ò û§  3 . 1 .  Ï ð å ä è ê à ò û§  3 . 1 .  Ï ð å ä è ê à ò û§  3 . 1 .  Ï ð å ä è ê à ò û§  3 . 1 .  Ï ð å ä è ê à ò û
è  â û ñ ê à ç û â à ò å ë ü í û å  ô î ð ì ûè  â û ñ ê à ç û â à ò å ë ü í û å  ô î ð ì ûè  â û ñ ê à ç û â à ò å ë ü í û å  ô î ð ì ûè  â û ñ ê à ç û â à ò å ë ü í û å  ô î ð ì ûè  â û ñ ê à ç û â à ò å ë ü í û å  ô î ð ì û

Ðàññìîòðèì ïðåäëîæåíèå «õ – ïðîñòîå ÷èñëî» ñ
ïåðåìåííîé õ ïî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N1). Ýòî ïðåäëîæå-
íèå íå ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì, òàê êàê åìó íåëüçÿ ïðèïèñàòü
çíà÷åíèå È èëè Ë. Îäíàêî, ïðèäàâàÿ õ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà N,
ïîëó÷èì ñåðèþ îäíîòèïíûõ âûñêàçûâàíèé: «0 – ïðîñòîå ÷èñëî»,
«1 – ïðîñòîå ÷èñëî», «2 – ïðîñòîå ÷èñëî» è ò. ä. Ïðåäëîæåíèå «õ –
ïðîñòîå ÷èñëî» ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ âûñêàçûâàòåëü-
íóþ ôîðìó ñ îäíîé íàòóðàëüíîé ïåðåìåííîé (ïåðåìåííîé ïî ìíî-
æåñòâó N). Ýòà âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà ïîçâîëÿåò êàæäîìó íàòó-
ðàëüíîìó n ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå âûñ-
êàçûâàíèÿ «n – ïðîñòîå ÷èñëî», çàäàâ òåì ñàìûì îòîáðàæåíèå (ôóí-
êöèþ): N → {È, Ë}.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ïðåäëîæåíèå «õ äåëèò
ó», ãäå õ è ó – ïåðåìåííûå ïî ìíîæåñòâó öåëûõ ÷èñåë Z. Çäåñü ìû
èìååì äåëî ñ âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìîé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè ïî
ìíîæåñòâó Z. Ïðèäàâàÿ ïåðåìåííûì õ è ó çíà÷åíèÿ èç Z, òàêæå
áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå âûñêàçûâàíèÿ. Ñîïîñòàâèâ êàæäîé ïàðå
öåëûõ ÷èñåë (õ, y) èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî âûñ-
êàçûâàíèÿ, ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå (ôóíêöèþ): Z2 → {È, Ë}.

Ï ð è ì å ð û. Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ïðåäëîæåíèé ñ ïåðå-
ìåííûìè:

1) «õ = ó» (õ ðàâåí ó) – ïðåäëîæåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè,
êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äåéñòâèòåëüíûå ïåðåìåííûå;

2) «ïðÿìûå l è m ïàðàëëåëüíû» – ïðåäëîæåíèå ñ äâóìÿ ïåðå-
ìåííûìè, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà ïðÿ-
ìûõ íåêîòîðîé ïëîñêîñòè (èëè ïðîñòðàíñòâà);

3) «õ ⊆ ó» (õ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ó) – ïðåäëîæåíèå ñ äâó-
ìÿ ïåðåìåííûìè, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ïðîèç-
âîëüíîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ;

4) «õ2 + ó2 + z2 = 1» – ïðåäëîæåíèå ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè ïî
ìíîæåñòâó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

5) «õ2 – 2 = 0» è «õ2 – 2 < 0» – ïðåäëîæåíèÿ ñ îäíîé ïåðåìåí-
íîé ïî ìíîæåñòâó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
S Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå óðàâíåíèå è âñÿêîå íåðàâåíñòâî ñ íåèçâå-
ñòíûìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäëîæåíèå ñ ïåðåìåííûìè. P

1) Â ëîãèêå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî íàòóðàëüíûé ðÿä íà÷èíàåòñÿ ñ 0, ò. å.
N = {0, 1, 2, …}.
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Íè îäíî èç ýòèõ ïðåäëîæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì,
ïîñêîëüêó íè îäíîìó èç íèõ íåëüçÿ ïðèïèñàòü çíà÷åíèå È èëè Ë.
Îäíàêî åñëè â êàæäîì èç ýòèõ ïðåäëîæåíèé ïåðåìåííûì ïðèäà-
âàòü êàêèå-ëèáî çíà÷åíèÿ èç îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ, òî
áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå âûñêàçûâàíèÿ (îäíîòèïíûå äëÿ êàæäî-
ãî ïðèìåðà), êàê èñòèííûå, òàê è ëîæíûå, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ.
S Ïðåäëîæåíèå ñ n ïåðåìåííûìè ïî ìíîæåñòâó M, êîòîðîå ïðå-
âðàùàåòñÿ â âûñêàçûâàíèå ïðè ëþáîé ïîäñòàíîâêå âìåñòî âñåõ åãî
ïåðåìåííûõ êàêèõ-ëèáî ýëåìåíòîâ èç M, íàçûâàþò âûñêàçûâàòåëü-
íîé ôîðìîé ñ n ïåðåìåííûìè ïî ìíîæåñòâó M1).

Âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû ñ îäíîé ïåðåìåííîé õ ïî ìíîæå-
ñòâó M îáû÷íî èìåþò âèä: «õ îáëàäàåò ñâîéñòâîì P», ãäå P – íåêî-
òîðîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ èç M. Îáîçíà÷àòü òàêèå ôîðìû áóäåì
÷åðåç P(õ). Âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè õ è ó
ïî ìíîæåñòâó M îáû÷íî èìåþò âèä: «õ íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè R ñ
ó», ãäå R – íåêîòîðîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà M (ìîæíî ãîâîðèòü,
÷òî R – ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ èç M 2). Îáîçíà÷àòü òàêèå ôîðìû áó-
äåì ÷åðåç R(õ, ó).

Ñî âñÿêîé âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìîé P(õ1, …, õn) ñ n ïåðåìåí-
íûìè (n . 1) ïî ìíîæåñòâó M ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿ-
çàòü n-ìåñòíóþ èñòèííîñòíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ, ïåðåìåííûå êîòî-
ðîé ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç M, ò. å. ôóíêöèþ âèäà M n → {È, Ë}.
Íà ïðîèçâîëüíîì êîðòåæå (a1, …, an) èç M n  ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèå È èëè Ë â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èñòèííî èëè ëîæíî
âûñêàçûâàíèå P(a1, …, an), ïîëó÷åííîå èç âûñêàçûâàòåëüíîé ôîð-
ìû çàìåíîé åå ïåðåìåííûõ õ1, …, õn çíà÷åíèÿìè a1, …, an èç M
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü M – ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Âñÿêîå îòîáðà-
æåíèå ìíîæåñòâà Mn âî ìíîæåñòâî {È, Ë} áóäåì íàçûâàòü
n-ìåñòíûì ïðåäèêàòîì2) íà ìíîæåñòâå M.

Ïîñêîëüêó âñÿêîå ïðåäëîæåíèå ñ n ïåðåìåííûìè ïî ìíîæå-
ñòâó M, êîòîðîå ïðè çàìåíå âñåõ ïåðåìåííûõ íà ýëåìåíòû èç M
ïðåâðàùàåòñÿ â âûñêàçûâàíèå, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò n-ìåñòíûé
ïðåäèêàò, òî îáû÷íî n-ìåñòíûé ïðåäèêàò  íà ìíîæåñòâå M çàäàþò
ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ ñ n ïåðåìåííûìè ïî ìíîæåñòâó M,

1) Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü âûñêàçûâàòåëüíûå è èìåííûå ôîðìû (ñì. § 3.2).
2) Òåðìèí ïðåäèêàò ïðîèñõîäèò îò ëàò. praedicatum – «ñêàçóåìîå». Îáû÷íî

èìåííî ñêàçóåìîå (èëè ãðóïïà ñêàçóåìîãî) â ïðåäëîæåíèè ñ ïåðåìåííûìè
âûðàæàåò (çàäàåò) òî ñâîéñòâî, êîòîðîå îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå
ïðåäèêàòîì.
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ò. å. ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìû. È íàîáîðîò,
âñÿêîìó n-ìåñòíîìó ïðåäèêàòó íà M ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòî-
ðîå ïðåäëîæåíèå ñ n ïåðåìåííûìè ïî ìíîæåñòâó M (âûñêàçûâà-
òåëüíóþ ôîðìó). Â ñâÿçè ñ ýòèì ñàìè ïðåäëîæåíèÿ ñ ïåðåìåííû-
ìè (âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû) ÷àñòî íàçûâàþò ïðåäèêàòàìè, åñëè
ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèþ.

Ï ð è ì å ð û.
1. Âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà «õ – ïðîñòîå ÷èñëî», ãäå õ – íàòó-

ðàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, çàäàåò îòîáðàæåíèå Pr : N → {È, Ë} òàêîå, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n Pr(n) = È, åñëè n – ïðîñòîå
÷èñëî, è Pr(n) = Ë â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, Pr(3) = È, à
Pr(4) = Ë. Îòîáðàæåíèå (ôóíêöèÿ) Pr ñëóæèò ïðèìåðîì îäíîìåñò-
íîãî ïðåäèêàòà íà N.

2. Âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà «õ äåëèò ó» çàäàåò îòîáðàæåíèå
D: N2 → {È, Ë} òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ n è m
D(m, n) = È, åñëè n äåëèòñÿ íà m, è D(m, n) = Ë â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Íàïðèìåð, D(3, 6) = È, à D(4, 6) = Ë. Îòîáðàæåíèå D ñëóæèò
ïðèìåðîì äâóìåñòíîãî ïðåäèêàòà íà N.

3. Âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà «õ = ó», ãäå õ è ó – äåéñòâèòåëüíûå
ïåðåìåííûå, çàäàåò îòîáðàæåíèå E: R2 → {È, Ë} òàêîå, ÷òî
E(à, b) = È, åñëè a ñîâïàäàåò ñ b, è E(a, b) = Ë â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Íàïðèìåð, E(3, 3) = È, à E(4, 6) = Ë. Ôóíêöèÿ E  ÿâëÿåòñÿ äâóìå-
ñòíûì ïðåäèêàòîì íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, íàçûâà-
åìûì ïðåäèêàòîì ðàâåíñòâà. P

Ïî ñóòè, çàäàòü n-ìåñòíûé ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå M – ýòî
çíà÷èò çàäàòü íåêîòîðîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M n, à çà-
äàòü ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M n – ýòî çíà÷èò çàäàòü n-ìåñ-
òíûé ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå M.

Åñëè P – n-ìåñòíûé ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå M, òî ìíîæåñòâî
ÅM òåõ è òîëüêî òåõ õ1, …, õn èç M, äëÿ êîòîðûõ P(õ1, …, õn) = È,
íàçûâàþò ìíîæåñòâîì èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P (è ñîîòâåòñò-
ñòâóþùåé åìó âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìû).

S Ìíîæåñòâî ðåøåíèé âñÿêîãî óðàâíåíèÿ (èëè íåðàâåíñòâà) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì èñòèííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäèêàòà.

Íà âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû ìîæíî ðàñïðîñò-
ðàíèòü èçâåñòíûå íàì îïåðàöèè àëãåáðû ëîãè-
êè. Èç ëþáûõ äâóõ ïðåäëîæåíèé (âûñêàçûâàòåëü-
íûõ ôîðì) ñ ïåðåìåííûìè ïî îäíîìó è òîìó æå
ìíîæåñòâó ñ ïîìîùüþ ñâÿçóþùèõ ñëîâ è; èëè;

Операции
над высказыва&
тельными формами



144

åñëè…, òî ìîæíî îáðàçîâàòü íîâûå ïðåäëîæåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè,
êîòîðûå íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî êîíúþíêöèåé, äèçúþíêöèåé,
èìïëèêàöèåé äàííûõ ïðåäëîæåíèé. Ñ ïîìîùüþ ÷àñòèöû íå èç
äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè ìîæíî îáðàçîâàòü íîâîå
ïðåäëîæåíèå, íàçûâàåìîå îòðèöàíèåì äàííîãî.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ï ð è ì å ð î â îáðàçîâàíèÿ ñëîæíûõ ïðåä-
ëîæåíèé ñ ïåðåìåííûìè (âûñêàçûâàòåëüíûõ ôîðì) óêàçàííûìè ñïî-
ñîáàìè:

1) «õ – ÷åòíîå ÷èñëî è ó – ïðîñòîå ÷èñëî»;
2) «õ – ÷åòíîå ÷èñëî è õ – ïðîñòîå ÷èñëî»;
3) «åñëè õ – íå÷åòíîå ÷èñëî, òî õ2 – íå÷åòíîå ÷èñëî»;
4) «õ è ó íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè ÷èñëàìè». P

S Ñèñòåìà óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíê-
öèþ ïðåäëîæåíèé ñ ïåðåìåííûìè, à ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé (íå-
ðàâåíñòâ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ ïðåäëîæåíèé ñ ïåðå-
ìåííûìè.

×àñòî ãîâîðÿò î ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä ïðåäèêàòàìè, çà-
äàííûìè íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå. Íàïðèìåð, ïîä êîíúþíê-
öèåé äâóõ ïðåäèêàòîâ P1 è P2, çàäàííûõ ñîîòâåòñòâåííî âûñêàçû-
âàòåëüíûìè ôîðìàìè P1(õ) è P2(õ), ïîíèìàþò ïðåäèêàò, çàäàâàå-
ìûé ïðåäëîæåíèåì P1(õ) & P2(õ). Ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî
ïðåäëîæåíèå P1(õ) & P2(ó) çàäàåò óæå äðóãîé ïðåäèêàò, êîòîðûé
òàêæå «ïîëó÷åí» èç ïðåäèêàòîâ P1 è P2.

Ðàññìîòðèì â ñâÿçè ñ ýòèì ïåðâûå äâà ïðèìåðà. Î÷åâèäíî,
ïðåäëîæåíèÿ «ó – ïðîñòîå ÷èñëî» è «õ – ïðîñòîå ÷èñëî» çàäàþò
îäèí è òîò æå ïðåäèêàò, ò. å. äëÿ çàäàíèÿ ïðåäèêàòà ñ ïîìîùüþ
âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìû â äàííîì ñëó÷àå íåâàæåí âûáîð ïåðå-
ìåííîé. Â òî æå âðåìÿ, åñëè ðå÷ü èäåò îá îïåðàöèÿõ íàä âûñêàçû-
âàòåëüíûìè ôîðìàìè, ñóùåñòâåííî, êàêèå èìåííî áóêâû èñïîëü-
çîâàíû â ýòèõ ôîðìàõ â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ. Òàê, íàïðèìåð, ïðåä-
ëîæåíèÿ 1 è 2 çàäàþò ðàçëè÷íûå ïðåäèêàòû.

Òàêèì îáðàçîì, áîëåå êîððåêòíî ãîâîðèòü îá îïåðàöèÿõ íàä
âûñêàçûâàòåëüíûìè ôîðìàìè, à íå íàä ïðåäèêàòàìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå íîâûå îïåðàöèè, ñïåöè-
ôè÷åñêèå äëÿ âûñêàçûâàòåëüíûõ ôîðì, – îïå-
ðàöèè ïðèìåíåíèÿ (íåôîðìàëüíûõ) êâàíòîðîâ. Èõ

çàäàþò ñ ïîìîùüþ êâàíòîðíûõ ñëîâ «äëÿ ëþáîãî» è «ñóùåñòâóåò»
èëè èõ àíàëîãîâ.

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà. Ðàññìîòðèì ïðåäëîæåíèå ñ îäíîé ïåðå-
ìåííîé «õ – íå÷åòíîå ÷èñëî» (ãäå õ – ïåðåìåííàÿ, êîòîðîé ìîæíî
ïðèäàâàòü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà N). Îáðàçóåì èç íåãî äâà íîâûõ
ïðåäëîæåíèÿ: «äëÿ ëþáîãî õ (èç N) õ – íå÷åòíîå ÷èñëî» è «ñóùå-
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ñòâóåò õ (èç N) òàêîå, ÷òî õ – íå÷åòíîå ÷èñëî». Â ýòèõ äâóõ íîâûõ
ïðåäëîæåíèÿõ áóêâå õ óæå íåëüçÿ ïðèäàâàòü çíà÷åíèÿ, ò. å. îíà
ïåðåñòàëà áûòü ïåðåìåííîé â ïðåæíåì ñìûñëå. Ãîâîðÿò, ÷òî â ïåð-
âîì ïðåäëîæåíèè ïåðåìåííàÿ õ ñâÿçàíà êâàíòîðîì îáùíîñòè, à âî
âòîðîì – ïåðåìåííàÿ õ ñâÿçàíà êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Îáà íî-
âûõ ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè, ïðè÷åì ïåðâîå –
ëîæíûì, à âòîðîå – èñòèííûì.
S Çàìåòèì, ÷òî ýòè âûñêàçûâàíèÿ ìîæíî, ñîõðàíÿÿ ñìûñë, ïåðå-
ôîðìóëèðîâàòü, ñîâñåì íå èñïîëüçóÿ áóêâó õ: «âñÿêîå (íàòóðàëü-
íîå) ÷èñëî íå÷åòíî» è «ñóùåñòâóåò (íàòóðàëüíîå) íå÷åòíîå ÷èñëî».

Ïóñòü P – ïðîèçâîëüíîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà M. Êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç P(õ) ïðåäëîæåíèå (âûñêà-
çûâàòåëüíóþ ôîðìó) ñ îäíîé ïåðåìåííîé õ ïî ìíîæåñòâó M:
«õ îáëàäàåò ñâîéñòâîì P». Âûñêàçûâàíèå «äëÿ ëþáîãî õ  P(õ)» íà-
çûâàþò ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ê ïðåäëîæåíèþ P(õ) êâàíòîðà îá-
ùíîñòè ïî ïåðåìåííîé õ (ðåçóëüòàòîì ñâÿçûâàíèÿ ïåðåìåííîé õ
êâàíòîðîì îáùíîñòè). Òàêîå âûñêàçûâàíèå ñ÷èòàþò èñòèííûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ýëåìåíòû èç M îáëàäàþò ñâîéñòâîì P.
Ñèìâîëè÷åñêè ìû çàïèñûâàåì òàêîå âûñêàçûâàíèå ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: (õ) P(õ). Çàìåòèì, ÷òî òîò æå ñìûñë è òî æå èñòèííîñòíîå
çíà÷åíèå èìååò âûñêàçûâàíèå «äëÿ ëþáîãî ó  P(ó)», êàê, âïðî÷åì,
è âûñêàçûâàíèå, â êîòîðîì ñîâñåì íå èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå:
«âñÿêèé ýëåìåíò èç M îáëàäàåò ñâîéñòâîì P».

Îáðàçóåì èç ïðåäëîæåíèÿ P(õ) äðóãîå âûñêàçûâàíèå: «ñóùå-
ñòâóåò õ òàêîå, ÷òî P(õ)» (â ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè (Еõ) P(õ)), êîòî-
ðîå ñ÷èòàþò èñòèííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäèí
ýëåìåíò èç M îáëàäàåò ñâîéñòâîì P. Ýòî âûñêàçûâàíèå íàçûâàþò
ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ê ïðåäëîæåíèþ P(õ) êâàíòîðà ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïî ïåðåìåííîé õ (ðåçóëüòàòîì ñâÿçûâàíèÿ ïåðåìåííîé õ êâàí-
òîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ â ïðåäëîæåíèè P(õ)).

S Ñëîâà «äëÿ âñÿêîãî õ» íàçûâàþò (íåôîðìàëüíûì) êâàíòîðîì îá-
ùíîñòè ïî õ, à ñëîâà «ñóùåñòâóåò õ» – (íåôîðìàëüíûì) êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäëîæåíèå (âûñêàçûâàòåëüíóþ ôîðìó) ñ
äâóìÿ íàòóðàëüíûìè ïåðåìåííûìè:

                                  «õ ìåíüøå ó». (1)

Îáðàçóåì èç íåãî äâà íîâûõ ïðåäëîæåíèÿ:
                  «äëÿ âñÿêîãî ó ÷èñëî õ ìåíüøå ó», (2)

êîòîðîå áóäåì ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàòü òàê: (ó) (õ < ó);
             «ñóùåñòâóåò ó òàêîå, ÷òî õ ìåíüøå ó», (3)
êîòîðîå áóäåì ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàòü òàê: (Еó)(õ < ó).
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Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî ïðåäëîæåíèÿ (1) â äâóõ íîâûõ ïðåäëîæå-
íèÿõ (2) è (3) çíà÷åíèÿ ìîæíî ïðèäàâàòü òîëüêî ïåðåìåííîé õ,
êîòîðóþ íàçûâàåò ñâîáîäíîé. Áóêâå ó óæå íåëüçÿ ïðèäàâàòü êàêèå-
ëèáî çíà÷åíèÿ, òàê êàê îíà ïåðåñòàëà áûòü ïåðåìåííîé â ïðåæíåì
ñìûñëå, ò. å. ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé. Ïåðåìåííóþ ó â òàêèõ ñëó÷à-
ÿõ íàçûâàþò ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé. Â ïðåäëîæåíèè (2) ïåðåìåí-
íàÿ ó ñâÿçàíà êâàíòîðîì îáùíîñòè, à â ïðåäëîæåíèè (3) ïåðåìåí-
íàÿ ó ñâÿçàíà êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïóñòü P(õ, ó) – ïðîèçâîëüíîå ïðåäëîæåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåí-
íûìè ïî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó M. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (õ) P(õ, ó)
ïðåäëîæåíèå «äëÿ ëþáîãî õ P(õ, ó)», èñòèííîå äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ
ó èç M, äëÿ êîòîðûõ P(õ, ó) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È äëÿ êàæäîãî õ
èç M (âûïîëíÿåòñÿ P(õ, ó)). Ýòî ïðåäëîæåíèå èìååò òîëüêî îäíó
ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé äëÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè P(õ1, …, õn, ó) – ïðåäëîæåíèå ñ ïåðåìåí-
íûìè õ1, …, õn, ó (n . 1), òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê íåìó êâàíòîðà
(îáùíîñòè èëè ñóùåñòâîâàíèÿ) ïî ïåðåìåííîé ó îïðåäåëÿåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî. Îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñâÿçûâàíèÿ ïåðåìåííîé ó êâàí-
òîðîì ïîëó÷àåòñÿ ïðåäëîæåíèå ñ n ïåðåìåííûìè õ1, …, õn.

S Çàìå÷àíèå. Êâàíòîð îáùíîñòè ðîäñòâåíåí êîíúþíêöèè â ñëå-
äóþùåì ñìûñëå. Åñëè M – êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à P(õ) – íåêîòî-
ðîå ïðåäëîæåíèå ñ ïåðåìåííîé õ ïî ýòîìó ìíîæåñòâó, òî âûñêà-
çûâàíèå (õ) P(õ) èìååò òîò æå ñìûñë è òàêîå æå èñòèííîñòíîå çíà÷å-
íèå, ÷òî è âûñêàçûâàíèå P(a1) & P(a2) & … & P(an), ãäå a1, …, an –
ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M. Àíàëîãè÷íî, êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðîäñòâåíåí äèçúþíêöèè: âûñêàçûâàíèå (Еõ) P(õ) èìååò
òîò æå ñìûñë è òàêîå æå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå, ÷òî è âûñêàçûâà-
íèå P(a1) ∨ P(a2) ∨ … ∨ P(an), åñëè M = {a1, …, an}. P

§  3 . 2 .  ß ç û ê  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î â§  3 . 2 .  ß ç û ê  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î â§  3 . 2 .  ß ç û ê  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î â§  3 . 2 .  ß ç û ê  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î â§  3 . 2 .  ß ç û ê  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î â
è  å ã î  ô ð à ã ì å í ò ûè  å ã î  ô ð à ã ì å í ò ûè  å ã î  ô ð à ã ì å í ò ûè  å ã î  ô ð à ã ì å í ò ûè  å ã î  ô ð à ã ì å í ò û

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ÿçûê ëîãèêè ïðåäèêà-
òîâ (ßËÏ), íåîáõîäèìî çàäàòü åãî àëôàâèò è ñôîðìóëèðîâàòü îï-
ðåäåëåíèå ôîðìóëû.

Àëôàâèò ßËÏ1): & ∨ ⊃ ¬ > ∃ ) ( , õ P f c.

1) Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ïî÷åìó äëÿ ñîêðàùåííîé ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè
ïðåäëîæåíèé âèäà «äëÿ ëþáîãî…» è «ñóùåñòâóåò…» áûëè èñïîëüçîâàíû ñèìâîëû,
îòëè÷àþùèåñÿ îò ñèìâîëîâ > è ∃, ôèãóðèðóþùèõ â êà÷åñòâå áóêâ àëôàâèòà ßËÏ.
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Ëåâóþ ñêîáêó, ïðàâóþ ñêîáêó è çàïÿòóþ íàçûâàþò òåõíè÷åñêè-
ìè ñèìâîëàìè.

Ñëîâî âèäà N
ðàç

(x...x)
n

 áóäåì íàçûâàòü ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé è

îáîçíà÷àòü ÷åðåç õn (n = 1, 2, …).

Ñëîâî âèäà N
ðàç

ñ...ñ)(
n

 áóäåì íàçûâàòü ïðåäìåòíîé êîíñòàíòîé è

îáîçíà÷àòü ÷åðåç ñn (n = 1, 2, …).

Ñëîâî âèäà N N
ðàç ðàç

,(P...P P...P)
n m

 áóäåì íàçûâàòü n-ìåñòíûì ïðåäèêàò-

íûì ñèìâîëîì ñ íîìåðîì m è îáîçíà÷àòü ÷åðåç n
mP  (n, m = 1, 2, …).

Ñëîâî âèäà N N
ðàç ðàç

,(f...f f...f )
n m

 áóäåì íàçûâàòü n-ìåñòíûì ôóíêöèîíàëüíûì

ñèìâîëîì ñ íîìåðîì m è îáîçíà÷àòü ÷åðåç n
mf  (n, m = 1, 2, …)1).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íîå (ñ÷åò-
íîå) ìíîæåñòâî ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöè-
îíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò, äîñòàòî÷íî èñïîëüçî-
âàòü êîíå÷íûé àëôàâèò. ×àñòî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðåäìåò-
íûõ ïåðåìåííûõ, ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è
ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò ñðàçó âêëþ÷àþò â èñõîäíûå ñèìâîëû, èñ-
ïîëüçóÿ òåì ñàìûì áåñêîíå÷íûé àëôàâèò.

Ïðåæäå ÷åì ââîäèòü ïîíÿòèå ôîðìóëû ßËÏ,
ââåäåì ïîíÿòèå òåðìà. Òåðìû ñëóæàò ôîðìàëü-
íûìè àíàëîãàìè ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ñ
ïåðåìåííûìè èëè áåç íèõ.

Â ìàòåìàòèêå ìû ÷àñòî èìååì äåëî ñ òàêèìè âûðàæåíèÿìè,
êàê π, sin 1, 52 è ò. ï., êîòîðûå ñëóæàò èìåíàìè (îáîçíà÷åíèÿìè)
íåêîòîðûõ îáúåêòîâ (â äàííûõ ïðèìåðàõ – ÷èñåë). Êðîìå òîãî,
ñòîëü æå ÷àñòî ìû âñòðå÷àåì âûðàæåíèÿ, ïîñòðîåííûå èç ïåðå-
ìåííûõ è ïîñòîÿííûõ (êîíñòàíò) ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ ôóíêöèé,
íàïðèìåð, òàêèå, êàê sin 3õ, õ2, (2õ + ó)3 è ò. ï. Îáû÷íî ñ ïîìîùüþ
ïîäîáíûõ âûðàæåíèé çàäàþò ôóíêöèè, â ÷àñòíîñòè ôóíêöèè, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèåé áîëåå ïðîñòûõ ôóíêöèé. Ïðèäàâàÿ

1) Íà ñàìîì äåëå â äàëüíåéøåì ìû áóäåì, êàê îáû÷íî, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷å-
íèÿ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, êîíñòàíò, ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèì-
âîëîâ, äëÿ êðàòêîñòè ãîâîðèòü ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ è ò. ä.

Термы ЯЛП
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âõîäÿùèì â íèõ ïåðåìåííûì ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ èç îáëàñòè äî-
ïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ìû áóäåì ïîëó÷àòü çíà÷åíèÿ ñà-
ìèõ âûðàæåíèé – èìåíà êîíêðåòíûõ îáúåêòîâ.

Èìåííîé ôîðìîé íàçûâàþò âñÿêîå âûðàæåíèå ñ ïåðåìåííûìè
ïî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó M, êîòîðîå ïðåâðàùàåòñÿ â èìÿ îáúåêòà
èç M, åñëè âñåì åãî ïåðåìåííûì ïðèñâîèòü çíà÷åíèÿ èç M.
S Òåðì (îò ëàò. terminus – «âûðàæåíèå») – âûðàæåíèå ßËÏ, ÿâëÿ-
þùååñÿ ôîðìàëüíûì àíàëîãîì èìåíè îáúåêòà èëè èìåííîé ôîð-
ìû. Ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå è êîíñòàíòû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè
òåðìàìè. Áîëåå ñëîæíûå òåðìû ñòðîÿòñÿ èç ïåðåìåííûõ è êîí-
ñòàíò ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ. Òåðì îïðåäåëÿþò
èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

!   Îïðåäåëåíèå òåðìà:

1. Âñÿêàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ õn è âñÿêàÿ ïðåäìåòíàÿ êîí-
ñòàíòà ñn åñòü òåðì.

2. Åñëè ñëîâà t1, ..., tn – òåðìû, à n
mf – n-ìåñòíûé ôóíêöèî-

íàëüíûé ñèìâîë, òî ñëîâî n
mf (t1, ..., tn) – òåðì.

3. Ñëîâî â àëôàâèòå ßËÏ ÿâëÿåòñÿ òåðìîì òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà ýòî ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî ñ ïîìîùüþ ï. 1 è 2.

Ï ð è ì å ð û.
1. Ñëåäóþùèå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè ßËÏ1):

1 1
1 2 1( ( ))f f x , 3

1 2 1 2( , , )f x c x , 4 2
1 5 1 2 2 3 4( , , ( , ), )f x ñ f x x c .

2. Ñëîâà 1 1

1 2 1( ( ))P P x , 2 1 1
1 1 1 2 1( ( ), ( ))f P x P c  íå ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè

ßËÏ. P

★    Ïóñòü P – íåêîòîðîå ñâîéñòâî òåðìîâ ßËÏ. Åñëè òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî âñå òåðìû ßËÏ îáëàäàþò ñâîéñòâîì P, óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðèíöèï (äîêàçàòü êîòîðûé ìîæíî èí-
äóêöèåé ïî ÷èñëó âõîæäåíèé â òåðì ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ (ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ òåðìîâ ßËÏ).
Åñëè 1) âñÿêàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ è âñÿêàÿ ïðåäìåòíàÿ êîí-

   ñòàíòà îáëàäàþò ñâîéñòâîì P;

1) Çäåñü ñèìâîë «,» (çàïÿòàÿ) âûñòóïàåò â ðàçíûõ êà÷åñòâàõ: â çàïèñè
3

2 1 21 ( , , )f x c x  ýòîò ñèìâîë èñïîëüçóåòñÿ êàê äåâÿòàÿ áóêâà àëôàâèòà ßËÏ; âìå-

ñòå ñ òåì ýòîò æå ñèìâîë èñïîëüçóåòñÿ êàê îáû÷íàÿ çàïÿòàÿ ìåòàÿçûêà (åñòå-
ñòâåííîãî ÿçûêà ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè òåðìèíàìè è ñèìâîëàìè).
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2) êàêîâû áû íè áûëè íàòóðàëüíûå m è n, äëÿ ëþáûõ òåðìîâ
t1, ..., tn, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì P, è n-ìåñòíîãî ôóíêöèîíàëü-

íîãî ñèìâîëà n
mf  òåðì n

mf (t1, ..., tn) òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì P,

òî  âñÿêèé òåðì ßËÏ îáëàäàåò ñâîéñòâîì P. ✰

Ôîðìóëû ßËÏ ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè àíàëî-
ãàìè ïðåäëîæåíèé ñ ïåðåìåííûìè èëè áåç íèõ

(ò. å. âûñêàçûâàòåëüíûõ ôîðì è âûñêàçûâàíèé). Îïðåäåëåíèå ôîð-
ìóëû ßËÏ òàêæå íîñèò èíäóêòèâíûé õàðàêòåð.

!   Îïðåäåëåíèå ôîðìóëû ßËÏ:

1. Åñëè t1, …, tn – òåðìû, à n
mP  – n-ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèì-

âîë, òî n
mP (t1, …, tn) – ôîðìóëà ßËÏ (åå íàçûâàþò òàêæå ýëå-

ìåíòàðíîé ôîðìóëîé ßËÏ).
2. Ïóñòü À è Â – ïðîèçâîëüíûå ñëîâà â àëôàâèòå ßËÏ.
2.1. Åñëè À è Â – ôîðìóëû ßËÏ, òî ñëîâà (À & Â), (À ∨ Â), (À ⊃ Â),
(¬À) – ôîðìóëû ßËÏ.
2.2. Åñëè À – ôîðìóëà ßËÏ, à õi – ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ,
òî ñëîâà (>õi À), (∃õi À) – ôîðìóëû ßËÏ.
3. Ñëîâî â àëôàâèòå ßËÏ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ýòî ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî ñ ïîìîùüþ ï. 1 è 2.

Â äàëüíåéøåì â ãë. 3 è 4, åñëè ýòî íå áóäåò âûçûâàòü íåäîðàçó-
ìåíèé, èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü âìåñòî ñëîâ «ôîðìóëà ßËÏ»
ïðîñòî ñëîâî «ôîðìóëà», à âìåñòî ñëîâ «ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ»
ïðîñòî ñëîâî «ïåðåìåííàÿ».

Ï ð è ì å ð û.
1. Ñëåäóþùèå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ßËÏ:

3
1 2 1 2( , , )P x c x , 3 1 2

1 1 3 3 2 1 2( ( ), , ( , ))P f x c f c x , 1 2
1 1 1 2 2 1 2(( ( )) ( ( , )))x P x x P c x∃ ∀∨ .

Çàìåòèì, ÷òî ýòèì ôîðìóëàì ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë, ïðè÷åì íå
åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñì. äàëåå § 3.3).

2. Ñëîâà 2 1 1

1 1 1 2 1( ( ), ( ))f P x P c , 2 1

1 1 2 1 1( , ) & ( )f x x f c , 1 1 2( , )x f x x∀  íå

ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ßËÏ. Ýòèì ñëîâàì íåâîçìîæíî åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ïðèäàòü êàêîé-ëèáî ñìûñë. P

S Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ÿçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ðàçðåøèì, ò. å.
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó ñëîâó â àë-
ôàâèòå ßËÏ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ôîðìóëîé ßËÏ.

Формулы ЯЛП
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Ïóñòü P – íåêîòîðîå ñâîéñòâî ôîðìóë ßËÏ. Åñëè òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî âñå ôîðìóëû ßËÏ îáëàäàþò ñâîéñòâîì P, óäîáíî
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðèíöèï (äîêàçàòü êîòîðûé ìîæíî èí-
äóêöèåé ïî ÷èñëó âõîæäåíèé ñâÿçîê è êâàíòîðîâ â ôîðìóëó).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ (ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ ôîðìóë ßËÏ).
Åñëè 1) âñÿêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà îáëàäàåò ñâîéñòâîì P;

  2) äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì P, è ëþ-
  áîé ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé õi ôîðìóëû (À & B), (À ∨ B),
  (À ⊃ B), (¬À), (>õi À), (∃õi À) òàêæå îáëàäàþò ñâîéñòâîì P,

òî    âñÿêàÿ ôîðìóëà ßËÏ îáëàäàåò ñâîéñòâîì P.

Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À è Â ôîðìóëó ((A ⊃ B) & (B ⊃ À)) áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç À ~ Â è íàçûâàòü ýêâèâàëåíöèåé ôîðìóë À è Â.

S Ïðè çàïèñè ôîðìóë ßËÏ ïðèíÿòî îïóñêàòü íåêîòîðûå ñêîáêè.
Äîãîâîðåííîñòü îá ýêîíîìèè ñêîáîê îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì
óïîðÿäî÷åíèè êâàíòîðîâ è ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê ïî óáûâà-
íèþ èõ ñèëû: >, ∃, ¬, &, ∨, ⊃, ~. Êðîìå òîãî, ïðèíÿòî îïóñêàòü
âíåøíèå ñêîáêè. Ñêîáêè, îïóùåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé äîãî-
âîðåííîñòüþ, ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåíû.

Ïðîèçâîëüíûå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü
áóêâàìè x, y, z, âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè; ïðîèçâîëüíûå ïðåäèêàòíûå
ñèìâîëû – áóêâàìè P, Q, R, âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè; ïðîèçâîëüíûå
ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû – áóêâàìè f, g, h, âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè.

Â ôîðìóëàõ (>õi À) è (∃õi À) ñî÷åòàíèÿ ñèìâîëîâ >õi è ∃õi íàçû-
âàþò ñîîòâåòñòâåííî êâàíòîðîì îáùíîñòè è êâàíòîðîì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé õi, à ôîðìóëó À íàçûâàþò îáëàñòüþ
äåéñòâèÿ óêàçàííîãî âõîæäåíèÿ êâàíòîðîâ >õi è ∃õi. ✰

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íà÷àëî ñëîâà,
ñòîÿùåãî ñïðàâà îò âõîæäåíèÿ êâàíòîðà >õi (èëè ∃õi), êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé. Ýòà ôîðìóëà è åñòü îáëàñòü äåéñòâèÿ äàííîãî âõîæ-
äåíèÿ êâàíòîðà.

Óòî÷íèòü ïîíÿòèå îáëàñòè äåéñòâèÿ âõîæäåíèÿ êâàíòîðà â ôîð-
ìóëó ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

★ Ïóñòü À – ôîðìóëà ßËÏ, â êîòîðîé ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå
âõîæäåíèå êâàíòîðà Q: ÀM ÕQõiY, ãäå Õ, Y – ñëîâà â àëôàâèòå
ßËÏ (Õ ìîæåò áûòü ïóñòûì), Q åñòü > èëè ∃. Ìîæíî äîêàçàòü
(îñòàâëÿåì ýòî çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ), ÷òî ñóùåñòâóåò è
ïðèòîì åäèíñòâåííîå íà÷àëî ñëîâà Y, ÿâëÿþùååñÿ ôîðìóëîé.
Èìåííî îíî è íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ äåéñòâèÿ äàííîãî âõîæäå-
íèÿ êâàíòîðà Q ïî ïåðåìåííîé õi â ôîðìóëó À.  ✰
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Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì äâå ôîðìóëû:
1 2

1 1 1 2 2 1 2( ) & ( , )x P x x P x x∃ ∀ ;

1 2
1 1 1 2 2 1 2( ) & ( , ))(x P x x P x x∃ ∀ .

Â ïåðâîé ôîðìóëå îáëàñòüþ äåéñòâèÿ âõîæäåíèÿ êâàíòîðà ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ∃õ1 ñëóæèò ôîðìóëà 1

1 1( )P x , à âî âòîðîé – ôîðìóëà

( 1

1P (õ1) & >õ2
2

2P (õ1, õ2)). Êàê âèäíî èç âòîðîãî ïðèìåðà, ñêîáêè óêà-

çûâàþò îáëàñòü äåéñòâèÿ âõîæäåíèÿ êâàíòîðà ∃õ1 è, åñëè èõ îïóñ-
òèòü, ñìûñë ôîðìóëû èçìåíèòñÿ. P

Çàìå÷àíèå 1. ×àñòî, ãîâîðÿ î êâàíòîðå ïî ïåðåìåííîé õi, èìåþò
â âèäó âõîæäåíèå ýòîãî êâàíòîðà ïî ïåðåìåííîé õi. P

Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õi â ôîðìóëó À íàçûâàþò ñâÿçàííûì
âõîæäåíèåì, åñëè îíî íàõîäèòñÿ â îáëàñòè äåéñòâèÿ êàêîãî-
ëèáî êâàíòîðà ïî ïåðåìåííîé õi èëè ÿâëÿåòñÿ âõîæäåíèåì â
ñàì êâàíòîð ïî ïåðåìåííîé õi. Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õi â ôîð-
ìóëó À íàçûâàþò ñâîáîäíûì âõîæäåíèåì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçàííûì.

Ïåðåìåííóþ õi íàçûâàþò ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé ôîðìóëû À, åñëè
îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ñâîáîäíîå âõîæäåíèå â ýòó ôîðìóëó.
Åñëè âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õi â ôîðìóëó À ÿâëÿþòñÿ ñâÿ-
çàííûìè, òî õi íàçûâàþò ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé1)  ôîðìóëû À.

Ôîðìóëó íàçûâàþò çàìêíóòîé ôîðìóëîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Ï ð è ì å ð û.
1. Ïåðåìåííàÿ õ1 èìååò òðè âõîæäåíèÿ â ôîðìóëó

1 2
1 1 1 1 1 2( ) ( , )P x x P x x∀⊃ ,

ïåðâîå èç êîòîðûõ – ñâîáîäíîå, à äâà äðóãèå – ñâÿçàííûå. Åäèí-
ñòâåííîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ2 â ýòó ôîðìóëó ñâîáîäíîå. Îáå
ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè â ýòîé ôîðìóëå. Ñàìà ôîðìóëà
íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.

2. Ôîðìóëà 2
1 1 1 22 ( , )x x P x x∃ ∀  íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-

íûõ, âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â íåå ñâÿçàííûå, à ñàìà ôîðìóëà
çàìêíóòà. P

1) Èíîãäà ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé ôîðìóëû À íàçûâàþò ïåðåìåííóþ, êîòî-
ðàÿ èìååò õîòÿ áû îäíî ñâÿçàííîå âõîæäåíèå â À.
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Çàìå÷àíèå 2. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èíäóêòèâíîå îïðåäåëå-
íèå ñâîáîäíîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé â ôîðìóëó ßËÏ. P

Çàìûêàíèåì ôîðìóëû À íàçûâàþò:

1) ôîðìóëó 
1

...
ni ix x A∀ ∀ , åñëè À íåçàìêíóòà, à (

1
, ...,

ni ix x ) –

ñïèñîê âñåõ åå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ (i1 < i2 < … < in);
2) ñàìó ôîðìóëó À, åñëè À – çàìêíóòàÿ ôîðìóëà.
Çàìûêàíèå ôîðìóëû À áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ÀR.

Â ôîðìóëû âìåñòî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ìîæ-
íî ïîäñòàâëÿòü òåðìû, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì íîâûå
ôîðìóëû. Â òåðìû òàêæå âìåñòî ïåðåìåííûõ

ìîæíî ïîäñòàâëÿòü òåðìû, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì íîâûå òåðìû.

S Ïóñòü õ, t, s, À – ïðîèçâîëüíûå ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òåðìû
è ôîðìóëà ßËÏ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåí-
íîé x â òåðì s çàìåíèòü âõîæäåíèåì òåðìà t, òî ïîëó÷èì òåðì,
êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè òåðìà t â òåðì

s âìåñòî ïåðåìåííîé õ è îáîçíà÷àòü ÷åðåç ( )x
ts . Åñëè êàæäîå ñâî-

áîäíîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ â ôîðìóëó À çàìåíèòü âõîæäåíè-
åì òåðìà t, òî ïîëó÷èì ôîðìóëó, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ðåçóëü-
òàòîì ïîäñòàíîâêè òåðìà t â ôîðìóëó À âìåñòî ïåðåìåííîé õ è

îáîçíà÷àòü ÷åðåç ( )x
tA .

★    Óòî÷íèì ýòè ïîíÿòèÿ ñ ïîìîùüþ èíäóêòèâíûõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâêè òåðìà t â òåðì s âìåñòî
ïåðåìåííîé x:

1. à) äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé ó, îòëè÷íîé îò ïåðåìåííîé õ, ( )x
ty  = ó;

á) äëÿ ïåðåìåííîé õ ( )x
tõ  = t;

â) äëÿ ëþáîé ïðåäìåòíîé êîíñòàíòû ñ ( )x
tc  = ñ;

2. Äëÿ ëþáûõ òåðìîâ t1, ..., tn è n-ìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî

ñèìâîëà n
mf

1( ( , ..., ))n x
m n tf t t  = 1(( ) , ..., ( ) )n x x

m t n tf t t .

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ òåðìîâ ßËÏ, ëåãêî äîêà-
çàòü, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà t â òåðì s âìåñòî ïåðåìåí-
íîé õ ÿâëÿåòñÿ òåðìîì.

Подстановка
терма в формулу
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Îïðåäåëåíèå ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâêè òåðìà t â ôîðìóëó À âìåñ-
òî ïåðåìåííîé õ:

1. Êàêîâû áû íè áûëè ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà n
mP (t1, ..., tn),

òåðì t è ïåðåìåííàÿ x:

( n
mP (t1, ..., tn) )xt  = 1(( ) , ..., ( ) )n x x

m t n tP t t .

2.1. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è Â, òåðì t è ïåðåìåííàÿ x:

 ( ) ( )x x
t tA A¬ = ¬ ; ( ) ( ) ( )x x x

t t tA B A B⊕ ⊕= , ãäå ⊕ åñòü &, ∨, ⊃.

2.2. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëà À, òåðì t è ïåðåìåííàÿ õ:

( )x
txA∀  = >õ À;

( )x
tyA∀  = ( )x

ty A∀ , ãäå ó – ïåðåìåííàÿ, îòëè÷íàÿ îò õ;

( )x
txA∃  = ∃õÀ;

( )x
tyA∃  = ( )x

ty A∃ , ãäå ó – ïåðåìåííàÿ, îòëè÷íàÿ îò õ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïåðåìåííàÿ õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìó-

ëó À, â ÷àñòíîñòè êîãäà À çàìêíóòà, òî ( )x
tA  ñîâïàäàåò ñ À.

Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ( )x
tA  – ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà t

â ôîðìóëó À âìåñòî ïåðåìåííîé õ – åñòü ôîðìóëà ßËÏ. ✰

S Çàìå÷àíèå 3. Èíîãäà óäîáíî ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç À(õ). Ïðè ýòîì âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ïåðåìåííàÿ õ
âõîäèò â ôîðìóëó À, à òàêæå, âîçìîæíî, â À âõîäÿò ñâîáîäíî
ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò õ. Ýòî óäîáíî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàòåì
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà t â ôîðìóëó À(x) âìåñòî õ  îáîçíà÷àòü
÷åðåç À(t). P

Èíîãäà ôîðìóëó( )x
tA  áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ïîäñòàíîâêîé òåð-

ìà t â ôîðìóëó À âìåñòî ïåðåìåííîé õ.
Îòìåòèì, ÷òî íå âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà òåðìà â ôîðìóëó ÿâëÿåòñÿ

â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äîïóñòèìîé (êîððåêòíîé), îñìûñëåííîé
(ñì. çàìå÷àíèå 3 â êîíöå § 3.3). Âî èçáåæàíèå íåæåëàòåëüíûõ ñè-
òóàöèé îãðàíè÷èìñÿ ïîäñòàíîâêàìè, ïðè êîòîðûõ ïåðåìåííûå,
âõîäÿùèå â òåðì t, ïðè ïîäñòàíîâêå åãî â ôîðìóëó À íå ñâÿçûâàþò-
ñÿ êâàíòîðàìè, âõîäÿùèìè â À. Äðóãèìè ñëîâàìè, âõîäÿùèå â òåðì
t ïåðåìåííûå äîëæíû îñòàâàòüñÿ ñâîáîäíûìè â ðåçóëüòàòå ïîäñòà-

íîâêè ( )x
tA . Óòî÷íèì ñêàçàííîå.
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Òåðì t íàçûâàþò äîïóñòèìûì äëÿ ïîäñòàíîâêè1)  â ôîðìóëó À
âìåñòî ïåðåìåííîé õi (À-õi-äîïóñòèìûì òåðìîì), åñëè íèêà-
êîå ñâîáîäíîå âõîæäåíèå õi  â ôîðìóëó À íå íàõîäèòñÿ â îáëà-
ñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé â
òåðì t.

Ï ð è ì å ð. Åñëè ôîðìóëà À åñòü 1 2
1 1 3 2 1 3( ) ( , )P x x P x x⊃ ∀ , òî

òåðìû 
2

1 1 2( ,f x x ), 
1

1 1( )f c  ÿâëÿþòñÿ À-õ1-äîïóñòèìûìè, à òåðìû 1
1 3( )f x ,

2

1 1 3( , )f x x  íå ÿâëÿþòñÿ À-õ1-äîïóñòèìûìè. P

S Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî:
1) òåðì õi ÿâëÿåòñÿ À-õi-äîïóñòèìûì äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À;
2) òåðì t, íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííûõ, À-õi-äîïóñòèì äëÿ ëþ-

áîé ôîðìóëû À è ëþáîé ïåðåìåííîé õi;
3) âñÿêèé òåðì t ÿâëÿåòñÿ À-õi-äîïóñòèìûì äëÿ ëþáîé ôîðìó-

ëû À, íå ñîäåðæàùåé õi ñâîáîäíî (â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàìêíóòîé ôîðìó-
ëû);

4) âñÿêèé òåðì t ÿâëÿåòñÿ À-õi-äîïóñòèìûì äëÿ ëþáîé áåñêâàí-
òîðíîé ôîðìóëû À è ëþáîé ïåðåìåííîé õi.

Åñëè òåðì t äîïóñòèì äëÿ ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó À âìåñòî
ïåðåìåííîé õi (À-õi-äîïóñòèì), òî ïîäñòàíîâêó òåðìà t â ôîðìóëó À
âìåñòî ïåðåìåííîé õi áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé èëè êîððåêòíîé.

Çàìå÷àíèå 4. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå
ðåçóëüòàòà îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó À òåðìîâ t1, …, tn

âìåñòî ïåðåìåííûõ õ1, …, õn – 1

1

, ...,
, ...,( ) n

n

x x
t tA , à òàêæå èíäóêòèâíîå îï-

ðåäåëåíèå äîïóñòèìîé îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè òåðìîâ âìåñòî
ïåðåìåííûõ â ôîðìóëó À. P

Îáû÷íî, äëÿ òîãî ÷òîáû íà ÿçûêå ôîðìóë âû-
ðàçèòü òå èëè èíûå ñâîéñòâà, çàïèñàòü òå èëè
èíûå óòâåðæäåíèÿ íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé

òåîðèè, äîñòàòî÷íî ëèøü ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâà ïðå-
äèêàòíûõ ñèìâîëîâ, ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ïðåäìåòíûõ
êîíñòàíò ßËÏ. Ïðè ýòîì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îáîéòèñü
âîâñå áåç ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò, â
òî âðåìÿ êàê áåç ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü
íè îäíîé ôîðìóëû.

1) ×àñòî âìåñòî òåðìèíà «òåðì äîïóñòèì äëÿ ïîäñòàíîâêè…» èñïîëüçóþò
òåðìèí «òåðì ñâîáîäåí äëÿ ïîäñòàíîâêè…».

Языки
первого порядка
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Ñèãíàòóðîé σ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî Predσ ∪ Funcσ ∪ Constσ,
ãäå Predσ, Funcσ, Constσ – ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåí-
íî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ, ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ïðåä-
ìåòíûõ êîíñòàíò, ïðè÷åì Predσ ≠ ∅ .

Ôðàãìåíòîì ßËÏ ñèãíàòóðû σ (ßËÏσ) áóäåì íàçûâàòü ÿçûê,
ôîðìóëû êîòîðîãî ñòðîÿòñÿ èç ýëåìåíòîâ σ, âñåõ ïðåäìåòíûõ
ïåðåìåííûõ (áåç îãðàíè÷åíèÿ) ñ ïîìîùüþ ñâÿçîê, êâàíòîðîâ è
òåõíè÷åñêèõ ñèìâîëîâ òàê æå, êàê ôîðìóëû ßËÏ.

S Ôðàãìåíòû ßËÏ ïðèíÿòî òàêæå íàçûâàòü ÿçûêàìè ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

Â ÿçûêàõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, â îòëè÷èå îò ÿçûêîâ áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà, íå äîïóñêàþòñÿ êâàíòîðû ïî ïðåäèêàòíûì è ïî ôóíêöè-
îíàëüíûì ñèìâîëàì. Òàêæå íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà íåëüçÿ íå-
ïîñðåäñòâåííî çàïèñàòü ïðåäëîæåíèÿ, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò ïðå-
äèêàòû, çàäàííûå íà ôóíêöèÿõ, èëè ôóíêöèè, çàäàííûå íà ïðåäè-
êàòàõ.

Ñèãíàòóðîé ôîðìóëû F (ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã) íàçûâàþò ìíî-
æåñòâî âñåõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ, ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâî-
ëîâ è ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â ýòó ôîðìóëó (ìíîæå-
ñòâî ôîðìóë Ã). Ñèãíàòóðó ôîðìóëû F (ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã)
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σ(F) (σ(Ã)).

Åñëè ÿçûê ñèãíàòóðû σ èñïîëüçóþò äëÿ çàïèñè ïðåäëîæåíèé

íåêîòîðîé ñîäåðæàòåëüíîé òåîðèè, òî âìåñòî ñèìâîëîâ n
mP , n

mf  è ñi

îáû÷íî èñïîëüçóþò ñèìâîëû, òðàäèöèîííî îáîçíà÷àþùèå ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïðåäèêàòû è ôóíêöèè ýòîé òåîðèè.

Ï ð è ì å ð. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ çà-
ïèñè ïðåäëîæåíèé òåîðèè ìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî îäíîãî åäèíñòâåí-
íîãî äâóìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà. Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó ñ
åäèíñòâåííûì äâóìåñòíûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì ∈, ò. å.
σ = {∈}, ïðè ýòîì âìåñòî ∈(t1, t2) áóäåì ïèñàòü t1 ∈ t2.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôîðìóë ßËÏσ:
à) >z (z ∈ õ ~ z ∈ ó); ââåäåì äëÿ ýòîé ôîðìóëû îáîçíà÷åíèå õ = ó;
á) >z (z ∈ õ ⊃ z ∈ ó); ýòó ôîðìóëó îáîçíà÷èì ÷åðåç õ ⊆ ó;
â) >y ¬(y ∈ x); ýòó ôîðìóëó îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì: õ = ∅. P

Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó { = , ⋅ , 1} ñ äâóìåñòíûì ïðåäè-
êàòíûì ñèìâîëîì = , äâóìåñòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëîì ⋅  è
êîíñòàíòîé 1 (âìåñòî ⋅ (t1, t2) áóäåì ïèñàòü ïðèâû÷íûì îáðàçîì
t1 ⋅ t2). Ïðèìåðû ôîðìóë â ýòîé ñèãíàòóðå:
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à) ∃z (ó = õ⋅ z);
á) >y(∃z (õ = ó⋅ z) ⊃ ó = 1 ∨ ó = õ) & ¬(õ = 1). P

§  3 . 3 .  È í ò å ð ï ð å ò à ö è è
ÿ ç û ê à  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î â

Êîãäà òîò èëè èíîé ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîñò-
ðîåí, âîçíèêàåò çàäà÷à èñòîëêîâàíèÿ îáúåêòîâ ýòîãî ÿçûêà. Èñ-
òîëêîâûâàòü ñèìâîëû, òåðìû è ôîðìóëû ýòîãî ÿçûêà, âêëàäûâàòü
â íèõ ñìûñë ìîæíî ïî-ðàçíîìó.

Ââåäåì ïîíÿòèÿ èíòåðïðåòàöèè ßËÏσ è çíà÷åíèÿ ôîðìóëû â
çàäàííîé èíòåðïðåòàöèè.

!    Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ1)  ßËÏσ (èíòåðïðå-

òàöèÿ ñèãíàòóðû σ), åñëè çàäàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî M – ïîëå
èíòåðïðåòàöèè, è:

1) êàæäîìó n-ìåñòíîìó ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó n
mP  èç σ ïîñòàâ-

ëåí â ñîîòâåòñòâèå n-ìåñòíûé ïðåäèêàò jn
mP  íà M, ò. å.

jn
mP : Mn → {È, Ë};

2) êàæäîìó n-ìåñòíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó n
mf  èç σ

ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå n-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ jn
mf  íà M, ò. å.

jn
mf : Mn → M;

3) êàæäîé ïðåäìåòíîé êîíñòàíòå ñi èç σ ïîñòàâëåí â ñîîòâåò-

ñòâèå ýëåìåíò �ic  èç M.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:kóPred  q {jn
mP | n

mP ∈Predσ},

k
σFunc q {jn

mf | n
mf  ∈ Funcσ}, kσConst q { �ic | ñi ∈ Constσ}.

!  Àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó Mσ = < M, kσPred , kσFunc , kσConst  >

áóäåì íàçûâàòü èíòåðïðåòàöèåé ñèãíàòóðû σ.

1) Èíòåðïðåòàöèÿ – îò ëàò. interpretatio («èñòîëêîâàíèå»).
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Åñëè ñèãíàòóðà ôèêñèðîâàíà, òî ïðè îáîçíà÷åíèè èíòåðïðåòà-
öèè ýòîé ñèãíàòóðû èíäåêñ σ èíîãäà áóäåì îïóñêàòü, ò. å. ïèñàòü
ïðîñòî M âìåñòî Mσ.

S Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì ÿçûê ñèãíàòóðû ñ îäíèì äâóìåñòíûì
ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì = , äâóìÿ äâóìåñòíûìè ôóíêöèîíàëüíû-
ìè ñèìâîëàìè + è ⋅ , îäíèì îäíîìåñòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèì-
âîëîì R è ïðåäìåòíîé êîíñòàíòîé 0. Ýòîò ÿçûê áóäåì íàçûâàòü
ÿçûêîì ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè è îáîçíà÷àòü ßAr. Íàèáîëåå âàæ-
íîé èíòåðïðåòàöèåé ýòîãî ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, ïåðåõîäà ê ñëåäóþùå-
ìó è íóëåì: N = < N, = , + , ⋅ , R, 0 >, ïðåäèêàòíûé ñèìâîë =
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíîøåíèå ðàâåíñòâà (ñîâïàäåíèÿ). Ýòó èí-
òåðïðåòàöèþ íàçûâàþò ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèåé ßAr. P

Ï ð è ì å ð. Äëÿ çàïèñè àêñèîì òåîðèè ãðóïï ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñèãíàòóðà êîòîðîãî ñîäåðæèò äâóìåñò-
íûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = , äâóìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèì-
âîë ∗ è ïðåäìåòíóþ êîíñòàíòó å. Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà è
êîíñòàíòû ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ïðè àääèòèâíîé ôîðìå çàïèñè
çíàêè + è 0, à ïðè ìóëüòèïëèêàòèâíîé – çíàêè ⋅  è 1 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Âñÿêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé ýòîãî ÿçûêà. P

!  Êàæäîé ôîðìóëå F ßËÏσ â èíòåðïðåòàöèè Mσ ïîñòàâèì â ñîîò-

âåòñòâèå ñîäåðæàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå iF  åñòåñòâåííîãî ÿçû-
êà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû F ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) êàæäûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë n
mP  ôîðìóëû F çàìåíÿþò íà

îáîçíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäèêàòà jn
mP ;

2) êàæäûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë n
mf  ôîðìóëû F – íà îáî-

çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè jn
mf ;

3) êàæäóþ ïðåäìåòíóþ êîíñòàíòó ñi ôîðìóëû F – íà ýëåìåíò

ic�  èç M;

4) ñâÿçêè &, ∨, ⊃, ¬ çàìåíÿþò ñîîòâåòñòâåííî íà ñëîâà «è»,
«èëè», «åñëè ..., òî», «íå»;
5) êâàíòîðû >õi è ∃õi – ñîîòâåòñòâåííî íà ñëîâà «äëÿ âñÿêîãî õi

èç M» è «ñóùåñòâóåò õi èç M»;
6) ñâîáîäíûå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå õi ôîðìóëû F ðàññìàò-
ðèâàþò êàê ïåðåìåííûå ïî ìíîæåñòâó M.
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S Åñëè ôîðìóëà F çàìêíóòà, òî iF  ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì, à

åñëè ôîðìóëà F èìååò k ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, òî iF  – ïðåäëî-
æåíèå ñ k ïåðåìåííûìè ïî ìíîæåñòâó M (âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîð-

ìà), çàäàþùåå k-ìåñòíûé ïðåäèêàò íà M. Ïðåäëîæåíèå iF  áóäåì
íàçûâàòü ïðî÷òåíèåì ôîðìóëû F â èíòåðïðåòàöèè Mσ.

Ï ð è ì å ð û. Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ: < N, < > , ãäå N =
= {0, 1, 2, 3, ...}. Äëÿ ñëåäóþùèõ ôîðìóë ïîñòðîèì ïðåäëîæåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå èì â äàííîé èíòåðïðåòàöèè (ÿâëÿþùèåñÿ ïðî-
÷òåíèÿìè ýòèõ ôîðìóë).

1. «Ïðî÷èòàåì» ôîðìóëó ∃ó >õ Ð(õ, ó) â äàííîé èíòåðïðåòàöèè:
«ñóùåñòâóåò (íàòóðàëüíîå) ÷èñëî, êîòîðîå áîëüøå ëþáîãî (íàòóðàëü-
íîãî) ÷èñëà». Ýòî ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîæíûì âûñêàçûâàíèåì.

2. «Ïðî÷èòàåì» ôîðìóëó >õ ∃ó Ð(õ, ó): «äëÿ âñÿêîãî (íàòóðàëü-
íîãî) ÷èñëà ñóùåñòâóåò áîëüøåå åãî (íàòóðàëüíîå) ÷èñëî». Ýòî ïðåä-
ëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì âûñêàçûâàíèåì.

3. «Ïðî÷èòàåì» ôîðìóëó ∃õ Ð(õ, ó): «ñóùåñòâóåò (íàòóðàëüíîå)
÷èñëî ìåíüøåå, ÷åì ó». Ýòî ïðåäëîæåíèå ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðå-
ìåííîé. Îíî çàäàåò îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå N, êîòî-
ðûé ëîæåí ïðè ó = 0 è èñòèíåí ïðè ëþáîì äðóãîì çíà÷åíèè ó.

4. «Ïðî÷èòàåì» ôîðìóëó >ó Ð(õ, ó): «âñÿêîå (íàòóðàëüíîå) ÷èñ-
ëî áîëüøå õ». Ýòî ïðåäëîæåíèå ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé
çàäàåò òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò íà N (ïðèíèìàþùèé çíà-
÷åíèå Ë ïðè ëþáîì çíà÷åíèè õ).

5. «Ïðî÷èòàåì» ôîðìóëó ∃ó Ð(õ, ó) â äàííîé èíòåðïðåòàöèè:
«ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøåå, ÷åì õ». Ýòî ïðåäëîæåíèå
ñ ïåðåìåííîé x çàäàåò òîæäåñòâåííî èñòèííûé ïðåäèêàò íà N. P

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì êàæäîìó òåðìó t  ßËÏσ â èíòåðïðåòàöèè
Mσ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé îáúåêò, îáîçíà÷àåìûé ÷å-

ðåç t�  è ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé âûðàæåíèå, ïîñòðîåííîå èç ïåðå-

ìåííûõ ïî M è êîíñòàíò èç ìíîæåñòâà kσConst  ñ ïîìîùüþ îáîçíà-

÷åíèé äëÿ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà kσFunc . Åñëè â òåðì âõîäèëè

ïåðåìåííûå, òî âûðàæåíèå t�  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èìåííóþ ôîðìó
è çàäàåò íåêîòîðóþ îïåðàöèþ íà M. Åñëè â òåðì íå âõîäèëè íèêà-

êèå ïåðåìåííûå, òî t�  – ýòî íåêîòîðûé ýëåìåíò èç M (òî÷íåå èìÿ

ýëåìåíòà èç M). Âûðàæåíèå t�  áóäåì íàçûâàòü ïðî÷òåíèåì òåðìà t
â èíòåðïðåòàöèè Mσ.
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Ïóñòü çàäàíû ñèãíàòóðà σ, èíòåðïðåòàöèÿ Mσ ñ ïîëåì M, à
òàêæå n-ìåñòíûé ïðåäèêàò P íà ìíîæåñòâå M. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ôîðìóëà F(õ1, …, õn) ßËÏσ ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè õ1,
…, õn âûðàæàåò ïðåäèêàò P â Mσ, à ïðåäèêàò P âûðàçèì ñ ïîìî-
ùüþ ôîðìóëû F(õ1, …, õn) â Mσ, åñëè äëÿ ëþáûõ à1, …, àn èç M

ïðåäëîæåíèå iF (à1, …, àn) èñòèííî â Mσ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà P(à1, …, àn) = È.

Ïðåäèêàò P íà ìíîæåñòâå M íàçûâàþò âûðàçèìûì â Mσ,
åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà F ßËÏσ, êîòîðàÿ âûðàæàåò ýòîò
ïðåäèêàò.

Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì ßËÏσ ñ åäèíñòâåííûì äâóìåñòíûì ïðå-
äèêàòíûì ñèìâîëîì ∈ è èíòåðïðåòàöèþ Mσ ñ íåêîòîðîé ñîâîêóï-
íîñòüþ ìíîæåñòâ â êà÷åñòâå ïîëÿ èíòåðïðåòàöèè è îòíîøåíèåì «õ
ýëåìåíò ó». Çàïèøåì ôîðìóëû, âûðàæàþùèå èçâåñòíûå îòíîøå-
íèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè èëè ñâîéñòâà ìíîæåñòâ, êîòîðûå èñïîëü-
çóþò â èíòóèòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ:

à) ôîðìóëà >z (z ∈ õ ~ z ∈ ó) âûðàæàåò ïðåäèêàò ðàâåíñòâà
ìíîæåñòâ (õ = ó);

á) ôîðìóëà >z (z ∈ õ ⊃ z ∈ ó) âûðàæàåò ïðåäèêàò âêëþ÷åíèÿ
(õ ⊆ ó);

â) ôîðìóëà >ó ¬(y ∈ x) âûðàæàåò ïðåäèêàò «õ – ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî». P

Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó { = , ⋅ , 1} è èíòåðïðåòàöèþ
Mσ ñ ïîëåì N, îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà, îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ è
åäèíèöåé. Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè:

à) ôîðìóëà ∃z (ó = õæz) âûðàæàåò ïðåäèêàò äåëèìîñòè «õ äåëèò ó»;
á) ôîðìóëà >y (∃z (õ = óæz) ⊃ ó = 1 ∨ ó = õ) & ¬(õ = 1) âûðàæàåò

ïðåäèêàò «õ – ïðîñòîå ÷èñëî». P

×àñòî ïðè çàïèñè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé
èñïîëüçóþò ñèìâîëèêó, ïîçâîëÿþùóþ ñäåëàòü
çàïèñü çíà÷èòåëüíî êîðî÷å. Òàêîâû, íàïðèìåð,
èñïîëüçóåìûå íàìè ñèìâîëè÷åñêèå çàïèñè ìå-
òàÿçûêà (õ) P(õ) è (Eõ) P(õ) äëÿ ïðåäëîæåíèé

«äëÿ âñÿêîãî õ  P(õ)» è «ñóùåñòâóåò õ òàêîå, ÷òî P(õ)» ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ñèíòàêñèñ òàêèõ è ïîäîáíûõ èì çàïèñåé ñîîòâåòñòâóåò ñèí-
òàêñèñó ßËÏ.
S Â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðåäëîæåíèÿ ñëå-
äóþùåãî âèäà: «âñÿêèé îáúåêò, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P, îáëàäàåò

Символическая
запись
математических
предложений
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ñâîéñòâîì Q». Ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òàêèõ ïðåäëîæåíèé âûÿâëÿåò-
ñÿ (îòðàæàåòñÿ) ïðè èõ ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè:

(õ) (P(õ) → Q(õ)).

S Íå ìåíåå ðàñïðîñòðàíåíû ïðåäëîæåíèÿ äðóãîãî âèäà: «íåêîòî-
ðûå îáúåêòû, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì P, îáëàäàþò ñâîéñòâîì Q».
Òîò æå ñìûñë èìåþò ïðåäëîæåíèÿ âèäà: «ñóùåñòâóåò îáúåêò, îáëà-
äàþùèé ñâîéñòâîì P, êîòîðûé îáëàäàåò ñâîéñòâîì Q». Îòðàçèì
ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó òàêèõ ïðåäëîæåíèé â èõ ñèìâîëè÷åñêîé çà-
ïèñè:

(Eõ) (P(õ) & Q(õ)).

Â îáîèõ ïðèìåðàõ P(õ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðîå
îãðàíè÷èâàþùåå óñëîâèå íà õ.
S Äëÿ çàïèñè òàêèõ ïðåäëîæåíèé íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçó-
þò òàê íàçûâàåìûå (íåôîðìàëüíûå) îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû:
âìåñòî (õ) (P(õ) → Q(õ)) ïèøóò (õ)P(õ) Q(õ),
à âìåñòî (Eõ) (P(õ) & Q(õ)) ïèøóò (Eõ)P(õ) Q(õ).

Íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèå «äëÿ âñÿêîãî íåîòðèöàòåëüíîãî õ ñó-
ùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí õ» (ãäå
õ – äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ) áåç èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ
êâàíòîðîâ çàïèñûâàþò òàê:

(õ) (õ . 0 → (Eó) (ó . 0 & õ = ó2)).

Èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû, åãî ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å:

(õ)õ . 0 (Eó)ó . 0 (õ = ó2).

Äëÿ ôîðìóë ßËÏ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü (ôîðìàëüíûå)
îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû, ââåäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

>õÀ(õ) B(õ) q >õ (À(õ) ⊃ B(õ));
∃õÀ(õ) B(õ) q ∃õ (À(õ) & Â(õ)).

Òàê, íàïðèìåð, óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå ôóíêöèþ f, íåïðåðûâ-
íóþ â òî÷êå à (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå D,
ñîäåðæàùåì òî÷êó à), çàïèñûâàþò â âèäå ôîðìóëû ÿçûêà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñèãíàòóðû òàê:

>ε (ε > 0 ⊃ ∃δ (δ > 0 & >õ (õ ∈ D ⊃ (| õ – à | < δ ⊃ | f(õ) – f(à)| < ε)))).
Ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ ìîæíî òî æå ñàìîå çàïè-

ñàòü êîðî÷å è áîëåå îáîçðèìî:

>εε > 0 ∃δδ > 0∀ õx ∈ D (| õ – à | < δ ⊃ | f(õ) – f(à)| < ε).

Áîëåå ïðèâû÷íî ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

>ε  > 0 ∃δ > 0 ∀õ ∈ D (| õ – à | < δ ⊃ | f(õ) – f(à)| < ε).
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Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å
Çàïèøèòå íà ßËÏ îïðåäåëÿþùåå óñëîâèå äëÿ ïîíÿòèÿ «÷èñëî

b ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå a» áåç îãðàíè÷åííûõ êâàí-
òîðîâ, à òàêæå ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì.

S Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïîëåçíûé ïðèìåð. Çàïèøåì íà ÿçûêå
ôîðìóë ïðåäëîæåíèå «ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, îáëàäà-
þùèé ñâîéñòâîì P». Ïðåäïîëàãàÿ â ñèãíàòóðå σ ïðåäèêàòíûé ñèì-
âîë ðàâåíñòâà = , ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∃õ (À(x) & >ó (À(ó) ⊃ ó = õ)),

ãäå À – ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ïðåäèêàò P.
Ìîæíî ýòî æå ïðåäëîæåíèå âûðàçèòü äðóãîé ôîðìóëîé:

∃õ À(x) & >õ >ó (À(x) & À(ó) ⊃ õ = ó).

Êàæäóþ èç ýòèõ ôîðìóë ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∃1x À(x) èëè
÷åðåç ∃!x À(x).

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà >õ>ó (À(x) & À(ó) ⊃ õ = ó) âûðàæàåò ïðåä-
ëîæåíèå «íå áîëåå ÷åì îäèí ýëåìåíò îáëàäàåò ñâîéñòâîì P».

S Ïóñòü Ã – íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ôîðìóë ßËÏσ, à M – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ ñèãíàòóðû σ. Åñëè êàæäîé ïåðåìåííîé õi,
èìåþùåé ñâîáîäíîå âõîæäåíèå â êàêóþ-ëèáî

ôîðìóëó èç Ã, ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ýëåìåíò èç M
(ò. å. çàäàíî îòîáðàæåíèå v ìíîæåñòâà FVrÃ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã âî ìíîæåñòâî M), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çà-
äàíà îöåíêà ôîðìóë èç Ã â èíòåðïðåòàöèè M (èëè èíòåðïðåòàöèÿ

M ñ îöåíêîé v ôîðìóë èç Ã). Ïðè ýòîì åñëè â èìåííîé ôîðìå t�
êàæäóþ ïåðåìåííóþ xi çàìåíèòü íà ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò
ai = v(xi) èç Ì, òî ïîëó÷èòñÿ ýëåìåíò èç Ì, êîòîðûé íàçûâàþò
çíà÷åíèåì òåðìà t â èíòåðïðåòàöèè Mσ ïðè äàííîé îöåíêå è îáîçíà-

÷àþò ÷åðåç v(t). Åñëè â ïðåäëîæåíèè iF , ãäå F ∈ Ã, êàæäóþ ñâîáîä-
íóþ ïåðåìåííóþ õi çàìåíèòü íà ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ài = v(õi)

èç M, òî ïîëó÷èòñÿ âûñêàçûâàíèå iF (à1, …, àn), èñòèííîñòíîå çíà-
÷åíèå êîòîðîãî íàçûâàþò çíà÷åíèåì ôîðìóëû F â èíòåðïðåòàöèè M

ïðè îöåíêå v è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì | |F u
M .

Ââåäåííûå íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïî-
íÿòèÿìè òåðìà è ôîðìóëû, êàê âñåãäà, ìîæíî óòî÷íèòü ñ ïîìî-
ùüþ èíäóêòèâíûõ îïðåäåëåíèé. Íà÷íåì ñ ïîíÿòèÿ îöåíêè â Mσ.

Значение формулы
в интерпретации
с оценкой



162

Îöåíêîé â èíòåðïðåòàöèè Mσ íàçûâàþò âñÿêîå îòîáðàæåíèå v
ìíîæåñòâà ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ âî ìíîæåñòâî M – ïîëå
èíòåðïðåòàöèè: Vr → M.

★ Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ òåðìà t â èíòåðïðåòàöèè Mσ ïðè äàí-
     íîé îöåíêå v:

1.1. Äëÿ ëþáîé ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé õi åå çíà÷åíèå v(õi) çàäà-
íî îöåíêîé.

1.2. Äëÿ ëþáîé ïðåäìåòíîé êîíñòàíòû ñi v(ñi) = ic� .

2. Äëÿ ëþáûõ òåðìîâ t1, ..., tn è ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà n
mf

v( n
mf (t1, ..., tn)) = jn

mf (v(t1), ..., v(tn)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî v(t) – ýëåìåíò ïîëÿ èíòåðïðåòàöèè M.

Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ ôîðìóëû F ßËÏσ â èíòåðïðåòàöèè M
ñèãíàòóðû σ ïðè îöåíêå v1).

1. Äëÿ âñÿêîé ýëåìåíòàðíîé ôîðìóëû n
mP (t1, ..., tn)

1
| ( , ..., ) |n

m nP t t M

υ
 = jn

mP (v(t1), ..., v(tn)).

2.1. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è Â, åñëè çíà÷åíèÿ

| |A M

υ
 è | |B M

υ
 îïðåäåëåíû, òî

o
| | | | | |A B A B⊕ = ⊕M M M

υ υ υ , ãäå ⊕ åñòü &, ∨, ⊃; 
o| | | |À À¬ = ¬M M

υ υ .

2.2. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëà À è ïåðåìåííàÿ õ:

| |x À∀ M

υ  = È òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà | |À ′
M
υ  = È äëÿ âñÿ-

êîé îöåíêè vR, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè v, áûòü ìîæåò,
òîëüêî çíà÷åíèåì õ;

| |x À∃ M

υ
 = È òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà | |À ′

M
υ  = È õîòÿ áû

ïðè îäíîé îöåíêå vR, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè v, áûòü
ìîæåò, òîëüêî çíà÷åíèåì õ. ✰

Ï ð è ì å ð. Ôîðìóëå >ó Ð(õ, ó) ñî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé õ â èí-
òåðïðåòàöèè M = < N, - > ïðè òàêîé îöåíêå v ýòîé ôîðìóëû, ÷òî
v(õ) = 0, ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîå âûñêàçûâàíèå «âñÿêîå (íàòóðàëü-

1) Òàêîå óòî÷íåíèå ïðåäëîæèë â 1930 ã. ïîëüñêèé ëîãèê À. Òàðñêèé.
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íîå) ÷èñëî áîëüøå èëè ðàâíî 0». Ñëåäîâàòåëüíî, | >ó Ð(õ, ó) |Mυ  = È.

Ïðè ëþáîé äðóãîé îöåíêå â M ýòà ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë. P

Ïóñòü À(õ) – ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ, èìåþùàÿ ñâîáîäíûå âõîæ-
äåíèÿ õ; M – èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ; v – îöåíêà â ýòîé èí-
òåðïðåòàöèè. Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå >õ À(õ) îöåíêà v ïðèïèñûâà-
åò çíà÷åíèÿ âñåì ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ýòîé ôîðìóëû, â ÷èñëî

êîòîðûõ õ íå âõîäèò. Ïðè ýòîé îöåíêå �A (õ) – ïðåäëîæåíèå ñ îä-
íîé (ñâîáîäíîé) ïåðåìåííîé õ. Òîãäà, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëåçíûå ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ôîð-
ìóëû â èíòåðïðåòàöèè ñ îöåíêîé1):

| ( ) |x A x∀ M

υ
 = È ↔ (õ)õ ∈ M (| A� (õ)| = È) ↔ | A� (õ)| ≡ È;

| ( ) |x A x∃ M
υ  = È ↔ (Еõ)õ ∈ M (| A� (õ)| = È) ↔ | A� (õ)| ≡/ Ë;

| ( ) |x A x∀ M

υ
 = Ë ↔ (Еõ)õ ∈ M(| A� (õ)| = Ë) ↔ | A� (õ)| ≡/ È;

| ( ) |x A x∃ M
υ  = Ë ↔ (õ)õ ∈ M(| A� (õ)| = Ë) ↔ | A� (õ)| ≡ Ë.

S Çàìå÷àíèå 1. Çíà÷åíèå ôîðìóëû â çàäàííîé èíòåðïðåòàöèè îï-
ðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè åå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè ôîð-
ìóëà çàìêíóòà, òî åå çíà÷åíèå è âîâñå íå çàâèñèò îò îöåíêè. Áîëåå
òî÷íî, èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À, åñëè ïðè îöåíêàõ v1 è v2 â åå èíòåðïðåòàöèè
M âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ôîðìóëû À ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ, òî è ñàìà ôîðìóëà À ïðèíèìàåò ïðè ýòèõ îöåíêàõ îäè-

íàêîâûå çíà÷åíèÿ: | | | |À À=M M

1 2υ υ .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå çàäàííîé ôîð-
ìóëû À â èíòåðïðåòàöèè M ñ îöåíêîé v, äîñòàòî÷íî çíàòü çíà÷å-
íèÿ ëèøü ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ýòîé ôîðìóëû. Áëàãîäàðÿ ýòîìó,
çàäàâ îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû À
(èëè ôîðìóë èç ìíîæåñòâà Ã) â ïîëå èíòåðïðåòàöèè, ìîæíî ãîâî-

1) Çàìåòèì, ÷òî îáîçíà÷åíèå A� (õ) ìîæíî ïîíèìàòü íåîäíîçíà÷íî. Âî-ïåð-

âûõ, ìîæíî A� (õ) ïîíèìàòü êàê îáîçíà÷åíèå ïðåäëîæåíèÿ ñ ïåðåìåííîé õ,
êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò â äàííîé èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëå À(x). Òîãäà ñëåäóåò

ïèñàòü | A� (õ)| = È. Âî-âòîðûõ, A� (õ) ìîæíî ïîíèìàòü êàê çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ïðåäèêàòà A�  â òî÷êå õ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïèñàòü ïðîñòî A� (õ) = È.
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ðèòü îá îöåíêå ôîðìóëû À (èëè ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã) â èíòåðïðåòà-
öèè M, êàê îá îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
ôîðìóëû À (ôîðìóë èç Ã) â ïîëå èíòåðïðåòàöèè M

Av : FVr(À) → M ( Γv :FVr(Ã) → M).

Ïîýòîìó, åñëè À – ôîðìóëà ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè õ1,

…, õn, âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ | |A u
M  ïðè ôèêñèðîâàííîé èíòåðïðåòà-

öèè M ñ îöåíêîé v ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå 1

1

,...,
,...,| | n

n

x x
a aA ,

ãäå ài = v(õi) äëÿ i = 1, …, n. P

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü À – ôîðìóëà è σ = σ(À), à M1 è M2 –
èíòåðïðåòàöèè ñ îäèíàêîâûì íîñèòåëåì M, ñèãíàòóðû êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèÿìè ñèãíàòóðû σ è â êîòîðûõ âñå ñèìâîëû èç
σ èíòåðïðåòèðóþòñÿ îäèíàêîâî. Òîãäà, î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîé îöåí-

êè v âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 1 2| | | |A A=u u
M M . Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìîæíî

ãîâîðèòü îá èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëû (èëè ìíîæåñòâà ôîðìóë). P

S Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü À(x) – ôîðìóëà ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðå-
ìåííîé õ, M – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ïðî÷òåíèåì ôîðìó-

ëû À(x) ñëóæèò ïðåäëîæåíèå «õ îáëàäàåò ñâîéñòâîì A� ». Åñòåñòâåí-
íî îæèäàòü, ÷òî ïðî÷òåíèåì ôîðìóëû À(t) – ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâ-
êè â ôîðìóëó À òåðìà t âìåñòî ïåðåìåííîé õ, ñëóæèò ïðåäëîæåíèå

« t�  îáëàäàåò ñâîéñòâîì A� ». Îäíàêî ôîðìóëó À(t) ìîæíî ïðî÷èòàòü
òàêèì îáðàçîì òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî òåðì t À-õ-äîïóñòèì. Â
÷àñòíîñòè, åñëè òåðì ó äîïóñòèì äëÿ ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó À
âìåñòî õ, òî âî âñÿêîé èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëû À ïðåäëîæåíèÿ

A� (õ) è A� (ó) îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ñâîéñòâî, à çíà÷èò, îäèí è
òîò æå ïðåäèêàò. Ñîâñåì äðóãàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, åñëè òåðì ó
íåäîïóñòèì äëÿ ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó À âìåñòî õ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôîðìóëó ∃ó Ð(õ, ó) è èíòåð-
ïðåòàöèþ < N, < > . Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè ïðî÷òåíèåì äàííîé
ôîðìóëû ñëóæèò ïðåäëîæåíèå «ñóùåñòâóåò ÷èñëî áîëüøåå, ÷åì
õ», êîòîðîå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì çíà-
÷åíèè õ. Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó ∃ó Ð(õ, ó) òåðìà ó
âìåñòî ïåðåìåííîé õ, ïîëó÷èì ôîðìóëó ∃ó Ð(ó, ó). Åå ïðî÷òåíèåì
ñëóæèò ëîæíîå âûñêàçûâàíèå «ñóùåñòâóåò ÷èñëî, êîòîðîå áîëü-
øå ñàìîãî ñåáÿ», à âîâñå íå ïðåäëîæåíèå «ñóùåñòâóåò ÷èñëî áîëü-
øåå, ÷åì ó».
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Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôîðìóëó FM  ∃ó Ð(õ, ó)

è èíòåðïðåòàöèþ <N, P� , f� >, ãäå ïðåäèêàò P�  çàäàí ïðåäëîæåíè-

åì «õ = 2ó», ôóíêöèÿ f�  çàäàíà òàê: äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî õ

f� (õ) = õ2. Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè ïðî÷òåíèåì ôîðìóëû F ñëóæèò

ïðåäëîæåíèå ( )F x� : «ñóùåñòâóåò ÷èñëî ó òàêîå, ÷òî õ = 2ó», êîòîðîå
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õ ÷åòíî (ò. å.
çàäàåò ñâîéñòâî «áûòü ÷åòíûì»). Åñëè âìåñòî ïåðåìåííîé õ ïîä-
ñòàâèòü òåðì z, ïîëó÷èì ôîðìóëó ∃ó Ð(z, ó), ïðî÷òåíèåì êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå ( )F z� , çàäàþùåå òîò æå ïðåäèêàò, ÷òî è ( )F x� .

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó ∃ó Ð(õ, ó) âìåñòî õ òåðìà f(x),
òàêæå äîïóñòèìîãî äëÿ ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷èì ôîðìóëó ∃ó Ð(f(õ), ó),
ïðî÷òåíèåì êîòîðîé â íàøåé èíòåðïðåòàöèè ñëóæèò ïðåäëîæåíèå

2( )F x� : «ñóùåñòâóåò ÷èñëî ó òàêîå, ÷òî õ2 = 2ó», èñòèííîå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà õ2 ÷åòíî. Ýòî ïðåäëîæåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ òåì
æå ñâîéñòâîì «áûòü ÷åòíûì». Åñëè æå â ôîðìóëó ∃ó Ð(õ, ó) âìåñòî
õ ïîäñòàâèòü íåäîïóñòèìûé äëÿ ïîäñòàíîâêè òåðì ó, ïîëó÷èì ôîð-

ìóëó ∃ó Ð(ó, ó). Åå ïðî÷òåíèåì ñëóæèò âîâñå íå ïðåäëîæåíèå ( )F ó� :
«ó ÷åòíî», à âûñêàçûâàíèå «ñóùåñòâóåò (íàòóðàëüíîå) ÷èñëî ó òà-
êîå, ÷òî ó = 2ó», ñìûñë êîòîðîãî íèêàê íå ñâÿçàí ñî ñâîéñòâîì
«áûòü ÷åòíûì». P

§  3 . 4 .  Î á ù å ç í à ÷ è ì û å§  3 . 4 .  Î á ù å ç í à ÷ è ì û å§  3 . 4 .  Î á ù å ç í à ÷ è ì û å§  3 . 4 .  Î á ù å ç í à ÷ è ì û å§  3 . 4 .  Î á ù å ç í à ÷ è ì û å
è  â û ï î ë í è ì û å  ô î ð ì ó ë ûè  â û ï î ë í è ì û å  ô î ð ì ó ë ûè  â û ï î ë í è ì û å  ô î ð ì ó ë ûè  â û ï î ë í è ì û å  ô î ð ì ó ë ûè  â û ï î ë í è ì û å  ô î ð ì ó ë û

Ñðåäè âñåõ ôîðìóë ßËÏ îñîáûé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿþò òå ôîðìóëû, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È âñþäó, íå-
çàâèñèìî îò âûáîðà èíòåðïðåòàöèè è çíà÷åíèé, ïðèäàâàåìûõ èõ
ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì.

Ââåäåì ðÿä âàæíûõ ïîíÿòèé.
Ïóñòü F – ôîðìóëà ßËÏσ, à M – èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ.

Ôîðìóëó F íàçûâàþò âûïîëíèìîé â èíòåðïðåòàöèè M ñèãíàòó-
ðû σ, åñëè ñóùåñòâóåò îöåíêà v â M, ïðè êîòîðîé ýòà ôîðìóëà

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È: (Еv) ( | |F u
M  = È).

Ôîðìóëó F íàçûâàþò âûïîëíèìîé, åñëè îíà âûïîëíèìà õîòÿ
áû â îäíîé èíòåðïðåòàöèè ßËÏσ.
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Ôîðìóëó F áóäåì íàçûâàòü èñòèííîé â èíòåðïðåòàöèè M ñèã-

íàòóðû σ (èëè êðàòêî M-èñòèííîé) è ïèñàòü BM  F, åñëè äëÿ

ëþáîé îöåíêè v â M ýòà ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È:

BM F def←⎯⎯→ (v) ( | |F u
M  = È).

Ôîðìóëó F áóäåì íàçûâàòü ëîæíîé â èíòåðïðåòàöèè M, åñëè
äëÿ ëþáîé îöåíêè v â M ýòà ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë.

!  Ôîðìóëó F áóäåì íàçûâàòü îáùåçíà÷èìîé (èëè âñþäó èñòèííîé)

è ïèñàòü ËÏB  F, åñëè îíà ïðèíèìàÿ çíà÷åíèå È â ëþáîé èí-

òåðïðåòàöèè ßËÏσ è ïðè ëþáîé îöåíêå â ýòîé èíòåðïðåòàöèè:

ËÏB F def←⎯⎯→ (M)(v) ( | |F u
M  = È).

Èíîãäà áóäåì ïèñàòü B  F, âìåñòî ËÏB  F, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò

ê íåäîðàçóìåíèþ.

Ôîðìóëó F íàçûâàþò îïðîâåðæèìîé â èíòåðïðåòàöèè M, åñëè
ïðè íåêîòîðîé îöåíêå v â M îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë.

Ôîðìóëó F íàçûâàþò îïðîâåðæèìîé, åñëè îíà îïðîâåðæèìà õîòÿ
áû â îäíîé èíòåðïðåòàöèè ßËÏσ.

Ï ð è ì å ð û.
1) P(x) ⊃ >x P(õ) – íåîáùåçíà÷èìàÿ, íî âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà;
2) >x P(õ) ⊃ P(õ) – îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà;
3) P(õ) ⊃ ∃x P(õ) – îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà;
4) ∃x P(õ) ⊃ P(õ) – íåîáùåçíà÷èìàÿ, íî âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà;
5) >x Ð(õ, ó) ⊃ Ð(f(ó), ó) – îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà;
6) ∃x >ó (Q(õ) & ¬Q(ó)) – íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà.
Äîêàçàòü, ÷òî ïðèâåäåííûå ôîðìóëû îáëàäàþò óêàçàííûìè

ñâîéñòâàìè, íå ñîñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà. ×èòàòåëü ñïðàâèòñÿ ñ
ýòèì ñàìîñòîÿòåëüíî. P

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ôîðìóëà À îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà èñòèííà âî âñåõ èíòåðïðåòàöèÿõ ñèãíàòóðû σ = σ(À)
ñ îöåíêàìè â íèõ ôîðìóëû À (ñì. çàìå÷àíèÿ 1 è 2 § 3.3). P

Î÷åâèäíî, ââåäåííûå ïîíÿòèÿ ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

1) ôîðìóëà À îïðîâåðæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà À íå
ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé;
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2) ôîðìóëà À îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìó-
ëà ¬À íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé;

3) ôîðìóëà À âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà
¬À íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé;

4) ôîðìóëà À îïðîâåðæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìó-
ëà ¬À âûïîëíèìà.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À:
1) ôîðìóëà À îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáùå-

çíà÷èìà ôîðìóëà >õi  À;
2) ôîðìóëà À âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíè-

ìà ôîðìóëà ∃õi  À;
3) ôîðìóëà À îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáùå-

çíà÷èìà ôîðìóëà À R – çàìûêàíèå ôîðìóëû À;
4) ôîðìóëà À ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè õ1, …, õn âûïîëíè-

ìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà ôîðìóëà ∃õ1 … ∃õn  À.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñëîæíûì óïðàæ-

íåíèåì.

Çàìå÷àíèå 2. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F ñèã-
íàòóðû σ â êàæäîé èíòåðïðåòàöèè Mσ ëèáî èñòèííà, ëèáî ëîæíà.
Â òî æå âðåìÿ íåçàìêíóòàÿ ôîðìóëà â îäíîé è òîé æå èíòåðïðåòà-
öèè ìîæåò áûòü îïðîâåðæèìîé, íî âûïîëíèìîé, äðóãèìè ñëîâà-
ìè, íå ÿâëÿòüñÿ íè èñòèííîé, íè ëîæíîé â ýòîé èíòåðïðåòàöèè.
Äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåòü ôîðìóëó Ð(õ). P

Îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû èãðàþò â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ (ËÏ)
îñîáóþ ðîëü, êàê è òàâòîëîãèè â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé (ËÂ). Ëþ-
áîå ïðåäëîæåíèå, ôîðìà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé îá-
ùåçíà÷èìîé ôîðìóëå, ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì âûñêàçûâàíèåì èëè
òîæäåñòâåííî èñòèííûì ïðåäëîæåíèåì ñ ïåðåìåííûìè. Ïîýòî-
ìó îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû, êàê è òàâòîëîãèè, íàçûâàþò çàêîíà-
ìè ëîãèêè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíî óìåòü äîêàçûâàòü, ÷òî òà èëè èíàÿ ôîð-
ìóëà îáùåçíà÷èìà (èëè îïðîâåðæèìà).

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàæíûõ ïðèìåðîâ.

Ï ð è ì å ð. Ôîðìóëà ∃õ >ó Ð(õ, ó) ⊃ >ó ∃õ Ð(õ, ó) îáùåçíà÷èìà.

Äîêàæåì ýòî. Ïóñòü M = < M, P�  > – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ. Ìîæíî âçÿòü è ïðîèçâîëüíóþ îöåíêó v, îäíàêî ôîðìóëà
çàìêíóòà, ïîýòîìó îöåíêà íå âàæíà. Îáîçíà÷èì äàííóþ ôîðìóëó
÷åðåç F. Åñëè ïîñûëêà ôîðìóëû F ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë, òî âñÿ
èìïëèêàöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È â ñèëó ëîæíîñòè ïîñûëêè.
Ðàññìîòðèì ìåíåå òðèâèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ïîñûëêà ∃õ >ó Ð(õ, ó)
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äàííîé ôîðìóëû ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ

òàêîé ýëåìåíò èç M, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè P�  ñ êàæ-
äûì ýëåìåíòîì M. Ïóñòü à – òàêîé ýëåìåíò èç M, ÷òî äëÿ êàæäî-

ãî ó èç M P� (à, ó) = È. Òîãäà è çàêëþ÷åíèå >ó ∃õ Ð(õ, ó) ôîðìóëû
F òàêæå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ó èç M â êà÷åñòâå õ ìîæíî âçÿòü ýëåìåíò à, ïîñêîëüêó

P� (à, ó) = È. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ çàìêíóòàÿ
ôîðìóëà èñòèííà â ïðîèçâîëüíîé èíòåðïðåòàöèè. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îíà îáùåçíà÷èìà. P

Ï ð è ì å ð. Ôîðìóëà >ó ∃õ Ð(õ, ó) ⊃ ∃õ >ó Ð(õ, ó) íå ÿâëÿåòñÿ
îáùåçíà÷èìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ < N, > >.
Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè ïîñûëêå äàííîé ôîðìóëû ñîîòâåòñòâóåò èñ-
òèííîå âûñêàçûâàíèå «äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ñóùåñòâó-
åò áîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî», à çàêëþ÷åíèþ – ëîæíîå âûñêàçû-
âàíèå «ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå áîëüøå âñÿêîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà». Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé èíòåðïðåòàöèè âñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ôîðìóëà
íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé. Îäíàêî ýòà ôîðìóëà âûïîëíèìà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, â èíòåðïðåòàöèè < N, - > èñòèííû êàê
ïîñûëêà, òàê è çàêëþ÷åíèå äàííîé ôîðìóëû, à çíà÷èò, èñòèííà è
ñàìà ôîðìóëà. P

Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ∃x (Ð(õ) ⊃ >ó Ð(ó)). Îáîçíà-
÷èì åå ÷åðåç F. Ýòà çàìêíóòàÿ ôîðìóëà èìååò âåñüìà çàáàâíûå
èíòåðïðåòàöèè. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ïîëÿ M ìîæíî âçÿòü ìíîæå-

ñòâî âñåõ ëþäåé, â êà÷åñòâå P�  – ñâîéñòâî «áûòü ïüÿíèöåé»1). Òîãäà
ôîðìóëå F ñîîòâåòñòâóåò âûñêàçûâàíèå «ñóùåñòâóåò òàêîé ÷åëî-
âåê, ÷òî åñëè îí ïüåò, òî ïüþò âñå». Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ, ÷òî òàêîãî ÷åëîâåêà íå ñóùåñòâóåò, à çíà÷èò, ýòî âûñêàçû-
âàíèå ëîæíî. Îäíàêî íà ñàìîì äåëå, ýòî âûñêàçûâàíèå èñòèííî.
Áîëåå òîãî, ðàññìàòðèâàåìàÿ ôîðìóëà èñòèííà â ëþáîé èíòåðïðå-

òàöèè. Äîêàæåì ýòî. Ïóñòü M = < M, P�  > – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ. Ìîæíî âçÿòü è ïðîèçâîëüíóþ îöåíêó v, îäíàêî ôîðìóëà
F çàìêíóòà, ïîýòîìó îöåíêà íåâàæíà. Äîêàæåì ðàçáîðîì ñëó÷àåâ,

÷òî âûñêàçûâàíèå F�  èñòèííî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â êàæäîì ñëó-

1) Ýòà çàáàâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà â çàìå÷àòåëüíîé êíèãå
Ð. Ñìàëëèàíà ñ ïàðàäîêñàëüíûì íàçâàíèåì «Êàê æå íàçûâàåòñÿ ýòà êíèãà?»
(Ì.: Ìèð, 1981), à ñàìà ôîðìóëà íàçâàíà «ïðèíöèïîì ïüÿíèöû».
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÷àå óêàçàòü òàêîé ýëåìåíò à èç M, ÷òî âûñêàçûâàíèå P�(à) ⊃ (ó) P�(ó)
èñòèííî.

à) Äîïóñòèì, ÷òî P� (õ) ≡ È. Òîãäà â êà÷åñòâå èñêîìîãî õ ìîæíî
âçÿòü ëþáîé ýëåìåíò M. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü à – êàêîé-íèáóäü

ýëåìåíò M. Âûñêàçûâàíèå P� (à) ⊃ (ó) P� (ó) èñòèííî, ïîñêîëüêó èñ-
òèííà êàê åãî ïîñûëêà, òàê è çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, âûñêà-

çûâàíèåF�  èñòèííî.

á) Äîïóñòèì, ÷òî P� (õ) ≡/ È. Ïóñòü b – òàêîé ýëåìåíò èç M, ÷òî

P� (b) = Ë. Òîãäà â êà÷åñòâå èñêîìîãî õ ìîæíî âçÿòü ýëåìåíò b.

Äåéñòâèòåëüíî, âûñêàçûâàíèå P� (b) ⊃ (ó) P� (ó) èñòèííî, ïîñêîëüêó
åãî ïîñûëêà ëîæíà. Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå âûñêàçûâàíèå

F�  èñòèííî.

Èòàê, ðàçáîðîì ñëó÷àåâ ìû äîêàçàëè, ÷òî âûñêàçûâàíèå F�  èñ-
òèííî â ïðîèçâîëüíîé èíòåðïðåòàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà F
îáùåçíà÷èìà. P

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å
Äîêàæèòå, ÷òî:
1) åñëè ôîðìóëà À ⊃ Â îáùåçíà÷èìà, òî ôîðìóëà >õ À ⊃ >õ Â

òàêæå îáùåçíà÷èìà;
2) åñëè ôîðìóëà À ⊃ Â îáùåçíà÷èìà, òî ôîðìóëà ∃õ À ⊃ ∃õ Â

òàêæå îáùåçíà÷èìà.

S Ïóñòü F – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ßËÂ (ïðî-
ïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà). Åñëè âìåñòî âõîäÿ-
ùèõ â íåå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïîä-
ñòàâèòü êàêèå-ëèáî ôîðìóëû ßËÏσ (ïðè óñëî-
âèè, ÷òî âñå âõîæäåíèÿ îäíîé è òîé æå ïðîïî-

çèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé çàìåíÿþòñÿ âõîæäåíèÿìè îäíîé è òîé
æå ïðåäèêàòíîé ôîðìóëû), òî ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà ßËÏσ, êîòîðóþ
áóäåì íàçûâàòü ïðåäèêàòíîé ïîäñòàíîâêîé â ôîðìóëó F (èëè ïðåäè-
êàòíûì ïðèìåðîì ôîðìóëû F).

Ï ð è ì å ð. Ôîðìóëà >õ Ð(x) ⊃ >ó Ð(ó) ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíîé ïîä-
ñòàíîâêîé  â ôîðìóëó ð ⊃ q. Ôîðìóëà ∃õ Ð(x, ó) ∨ ¬∃õ Ð(x, ó) ÿâëÿåòñÿ
ïðåäèêàòíîé ïîäñòàíîâêîé, íàïðèìåð, â ôîðìóëó ð ∨ ¬ð. P

Óòî÷íèì ïîíÿòèå ïðåäèêàòíîé ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó ßËÂ.

Предикатная
подстановка
в пропозициональную
формулу



170

Ïóñòü F – ôîðìóëà ßËÂ, ω = (p1, …,  pn) – åå äîïóñòèìûé
ñïèñîê1)  è À1, …, Àn – íàáîð ôîðìóë ßËÏσ. Åñëè âìåñòî êàæäîé
ïåðåìåííîé pi â ôîðìóëó F ïîäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðåäè-
êàòíóþ ôîðìóëó Ai, òî ïîëó÷èì ïðåäèêàòíóþ ôîðìóëó, êîòîðóþ

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1

1

, ...,

, ...,( ) n

n

p p
A AF , è ðåçóëüòàò òàêîé ïîäñòàíîâêè

îïðåäåëèì èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû ßËÂ.

Îïðåäåëåíèå ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâêè â ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ôîð-
ìóëó F âìåñòî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ p1, …, pn ïðåäèêàò-
íûõ ôîðìóë À1, …, Àn:
1. Äëÿ âñÿêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé pi (i = 1, …, n)

1

1

, ...,

, ...,( ) n

n

p p
A Aip  = Ài.

2. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû ßËÂ À è Â, åñëè 1

1

, ...,

, ...,( ) n

n

p p
A AA  è

1

1

, ...,

, ...,( ) n

n

p p
A AB  îïðåäåëåíû, òî 1 1 1

1 1 1

, ..., , ..., , ...,

, ..., , ..., , ...,( ) ( ) ( )n n n

n n n

p p p p p p
A A A A A AA B A B⊕ = ⊕ ,

ãäå ⊕ – ëþáàÿ èç ñâÿçîê &, ∨, ⊃; 1 1

1 1

, ..., , ...,

, ..., , ...,( ) ( )( )n n

n n

p p p p
A A A AA A=¬ ¬ .

Ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó F âìåñòî ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ p1, …,  pn ïðåäèêàòíûõ ôîðìóë À1, …, Àn ìîæíî

òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1

1

, ...,

, ..., ( )n

n

p p
A AS F .

Ôîðìóëó 1

1

, ...,

, ...,( ) n

n

p p
A AF  – ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ïðîïîçèöèîíàëü-

íóþ ôîðìóëó F âìåñòî ïåðåìåííûõ p1, …,  pn ïðåäèêàòíûõ ôîðìóë À1,
…, Àn, áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðîñòî ïðåäèêàòíîé ïîäñòàíîâêîé â ïðî-
ïîçèöèîíàëüíóþ ôîðìóëó F (èëè ïðåäèêàòíûì ïðèìåðîì ôîðìóëû F).

Ðàñïîëàãàÿ ýòèì èíäóêòèâíûì îïðåäåëåíèåì, ëåãêî äîêàçàòü,
÷òî âñÿêàÿ ïðåäèêàòíàÿ ïîäñòàíîâêà â ôîðìóëó ßËÂ (ïðîïîçèöè-
îíàëüíóþ ôîðìóëó) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ßËÏ (ïðåäèêàòíîé ôîð-
ìóëîé).

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè 1

1

, ...,

, ...,( ) n

n

p p
A AF  çàâèñèò ëèøü îò

òîãî, êàêèå ïðåäèêàòíûå ôîðìóëû ïîäñòàâëÿþòñÿ âìåñòî ïåðåìåí-

1) Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîèçâîëüíûé äîïóñòèìûé ñïèñîê äëÿ ôîðìóëû èìå-

åò âèä ω = (
1i
p , ..., 

ni
p ), îäíàêî äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áåç ïîòåðè îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ñïèñîê èìååò âèä p1, …, pn.
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íûõ èç ñîáñòâåííîãî ñïèñêà ôîðìóëû F, ÷òî ëåãêî äîêàçàòü, èñ-
ïîëüçóÿ äàííîå îïðåäåëåíèå.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïðåäèêàòíûå ïîäñòàíîâêè â òàâ-
òîëîãèè, ïîñêîëüêó îíè âñåãäà ÿâëÿþòñÿ îáùåçíà÷èìûìè ôîðìó-
ëàìè.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêàÿ ïðåäèêàòíàÿ ïîäñòàíîâêà â òàâòîëîãèþ ÿâ-

ëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëîé ßËÏ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî, äëÿ òîãî

÷òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïðåäèêàòíîé ïîäñòàíîâêè â èíòåðïðå-

òàöèè ñ îöåíêîé 1

1

, ...,

, ...,( )| |n

n

p p
A AF M

υ , äîñòàòî÷íî íàéòè çíà÷åíèÿ ïîä-

ñòàâëÿåìûõ ôîðìóë 
1| |À M

υ , …, | |nÀ M
υ , à çàòåì âû÷èñëèòü çíà÷å-

íèå F íà ïîëó÷åííîì èñòèííîñòíîì íàáîðå.
Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Êàêîâû áû íè áûëè ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà F, åå äîïóñ-

òèìûé ñïèñîê ω = (p1, …, pn) è íàáîð À1, …, Àn ôîðìóë ßËÏσ, à
òàêæå èíòåðïðåòàöèÿ M ñèãíàòóðû σ ñ îöåíêîé v, çíà÷åíèå ôîð-

ìóëû 1

1

, ...,

, ...,
( ) n

n

p p

A A
F  â M ïðè îöåíêå v ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôîðìóëû

F  íà èñòèííîñòíîì íàáîðå α = (α1, …, αn), ãäå αi = | |iÀ M

υ
 äëÿ

êàæäîãî i (i = 1, …, n), ò. å.

1

1

, ...,

, ...,( )| |n

n

p p
A AF M

υ  = ω
α| |F

èëè

1

1

, ...,

, ...,( )| |n

n

p p
A AF M

υ  = 1

1

, ...,

| | ,...,| |
| | n

n

p p

À À
F M M

υ υ
.

Çàìåòèì, ÷òî, âîçìîæíî, êòî-òî ïîñ÷èòàåò áîëåå íàãëÿäíîé çà-
ïèñü, èñïîëüçóþùóþ äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ:

1 1( , ..., )| | (| | , ..., | | )n nF A A F À À=M M M
υ υ υ .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ ôîðìóë ßËÂ îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â
êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ñàìîé òåîðåìû òåïåðü íå ñîñòàâëÿ-
åò òðóäà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F – òàâòîëîãèÿ, ω = (p1, …, pn) – åå
äîïóñòèìûé ñïèñîê, À1, …, Àn – íàáîð ôîðìóë ßËÏσ, M – èíòåð-
ïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ, à v – îöåíêà â M. Ïîñêîëüêó F – òàâòîëî-
ãèÿ, òî îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È íà âñÿêîì èñòèííîñòíîì íàáî-
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ðå äëÿ åå äîïóñòèìîãî ñïèñêà. Â ÷àñòíîñòè, ω
α| |F  = È ïðè

α = (
1| |À M

υ , …, | |nÀ M
υ ), à çíà÷èò, è 1

1

, ...,

, ...,( )| |n

n

p p
A AF M

υ  = ω
α| |F  = È.

Èòàê, ôîðìóëà 1

1

, ...,

, ...,( ) n

n

p p
A AF  ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È â ïðîèçâîëüíîé

èíòåðïðåòàöèè ñ îöåíêîé. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëà
1

1

, ...,

, ...,( ) n

n

p p
A AF  îáùåçíà÷èìà. S

Çàìå÷àíèå 3. Ðàçóìååòñÿ, íå âñÿêàÿ îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà ßËÏ
ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â òàâòîëîãèþ. Íàïðèìåð, ôîðìóëû ßËÏ
>x P(õ) ⊃ P(õ) è >x P(õ) ⊃ ∃õ P(õ) îáùåçíà÷èìû, íî íå ÿâëÿþòñÿ
ïðåäèêàòíûìè ïîäñòàíîâêàìè â òàâòîëîãèè. Îäíàêî ìîæíî äîêà-
çàòü, ÷òî áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà ßËÏ îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðåäèêàòíûì ïðèìåðîì
òàâòîëîãèè. P

Ïðèâåäåì åùå ðÿä âàæíûõ ïðèìåðîâ îáùåçíà÷èìûõ è íåîá-
ùåçíà÷èìûõ ôîðìóë. Îäíè èç íèõ ñâÿçàíû ñ ïåðåñòàíîâêîé êâàí-
òîðîâ, äðóãèå – ñ ïðîíåñåíèåì îòðèöàíèÿ ÷åðåç êâàíòîð, òðåòüè –
ñ ïðîíåñåíèåì êâàíòîðà ÷åðåç ñâÿçêó. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
ïåðå÷èñëåííûå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ (èëè íå ÿâëÿþòñÿ) îáùåçíà÷è-
ìûìè – ïîëåçíîå óïðàæíåíèå äëÿ ÷èòàòåëÿ. Íå ìåíåå ïîëåçåí íå-
ôîðìàëüíûé àíàëèç òîãî, ïî÷åìó ôîðìóëû èç ïåðâîãî ñïèñêà îá-
ùåçíà÷èìû, à èç âòîðîãî – íåò.

S I. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû îáùåçíà÷èìû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À, Â, Ñ;
ïåðåìåííàÿ õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â Ñ:

1) ¬>x À(õ) ~ ∃x ¬À(õ);
2) ¬∃x À(õ) ~ >x ¬À(õ);
3) >x (À(õ) & Â(õ)) ~ >x À(õ) & >x Â(õ);
4) >x À(õ) ∨ >x Â(õ) ⊃ > x(À(õ) ∨ Â(õ));
5) >x (À(õ) ⊃ Â(õ)) ⊃ (>x À(õ) ⊃ >x Â(õ));
6) ∃x (À(õ) & Â(õ)) ⊃ ∃x À(õ) & ∃x Â(õ);
7) ∃x (À(õ) ∨ Â(õ)) ~ ∃x À(õ) ∨ ∃x Â(õ);
8) ∃x (À(õ) ⊃ Â(õ)) ~ (>x À(õ) ⊃ ∃x Â(õ));
9) ¬>x (À(õ) ⊃ Â(õ)) ~ ∃x (À(õ) & ¬Â(õ));
10) ∃x (Ñ ⊃ À(õ)) ~ (C ⊃ ∃x À(õ));
11) >x (Ñ ⊃ À(õ)) ~ (C ⊃ >x À(õ));
12) >x (À(õ) ⊃ Ñ) ~ (∃x À(õ) ⊃ C);
13) ∃x (À(õ) ⊃ Ñ) ~ (>x À(õ) ⊃ C);
14) ∃x (Ñ & À(õ)) ~ (C & ∃x À(õ));
15) >x (Ñ ∨ À(õ)) ~ (C ∨ >x À(õ)).
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II. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû íåîáùåçíà÷èìû, íî âûïîëíèìû (P, Q –
ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû; Ñ – ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ õ ñâîáîäíî):

1) ¬>x P(õ) ⊃ >x ¬P(õ);
2) ¬∃x P(õ) ~ ∃x ¬P(õ);
3) >x (P(õ) ∨ Q(õ)) ⊃ >x P(õ) ∨ >x Q(õ);
4) (>x P(õ) ⊃ >x Q(õ)) ⊃ >x (P(õ) ⊃ Q(õ));
5) ∃x P(õ) & ∃x Q(õ) ⊃ ∃x (P(õ) & Q(õ));
6) ∃x (P(õ) ⊃ Q(õ)) ⊃ (∃x P(õ) ⊃ ∃x Q(õ));
7) (∃x P(õ) ⊃ ∃x Q(õ)) ⊃ >x (P(õ) ⊃ Q(õ));
8) ∃x (P(õ) ⊃ Ñ) ~ (∃x P(õ) ⊃ C);
9) >x (P(õ) ⊃ Ñ) ~ (>x P(õ) ⊃ C);
10) ∃x (P(õ) ⊃ Q(õ)) ~ (>x P(õ) ⊃ Q(õ)).

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å
Èññëåäóéòå ôîðìóëû íà îáùåçíà÷èìîñòü è âûïîëíèìîñòü

(P – ïðåäèêàòíûé ñèìâîë; f, g – ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû;
x, y – ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå):

1) >x Ð(õ) ⊃ ∃x Ð(g(x, x));
2) Ð(f(y)) ⊃ ∃x Ð(f(x));
3) ∃x Ð(õ) ⊃ Ð(g(y));
4) Ð(y) ⊃ ∃x Ð(f(x));
5) Ð(f(x)) ⊃ >x Ð(f(õ));
6) ∃x Ð(f(x)) ⊃ Ð(f(õ));
7) >x Ð(f(õ)) ⊃ Ð(f(ó)).

★ Ïóñòü À – ôîðìóëà ßËÏσ. Ôîðìóëó À íàçûâà-
þò èñòèííîé (îáùåçíà÷èìîé) íà ìíîæåñòâå M,
åñëè â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè Mσ ñ ïîëåì M è
ïðè ëþáîé îöåíêå â Mσ ôîðìóëà À ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå èñòèíà.

Ôîðìóëó À íàçûâàþò âûïîëíèìîé íà ìíîæåñòâå M, åñëè ñóùå-
ñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ Mσ ñ ïîëåì M òàêàÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðîé
îöåíêå â Mσ ôîðìóëà À ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëà À îáùåçíà÷èìà íà ìíîæåñòâå M òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà ¬À íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé íà M.

ÒÅÎÐÅÌÀ (Ë¸âåíãåéì)1). Åñëè ôîðìóëà À âûïîëíèìà, òî îíà
âûïîëíèìà íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå.

Ñôîðìóëèðóåì ðÿä óòâåðæäåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ââåäåííûì
ïîíÿòèÿì. ×èòàòåëü ïðè æåëàíèè ìîæåò äîêàçàòü ýòè óòâåðæäåíèÿ
ñàìîñòîÿòåëüíî.

1) Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âûõîäèò çà ðàìêè êóðñà. Ïðè æåëàíèè åãî
ìîæíî íàéòè â [10].

Истинность формул
на множествах
различной мощности
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1. à) Åñëè ôîðìóëà À âûïîëíèìà íà ìíîæåñòâå M, òî À âûïîë-
íèìà íà ëþáîì ðàâíîìîùíîì åìó ìíîæåñòâå.

á) Åñëè ôîðìóëà À îáùåçíà÷èìà íà ìíîæåñòâå M, òî À îáùå-
çíà÷èìà íà ëþáîì ðàâíîìîùíîì åìó ìíîæåñòâå.

2. à) Åñëè ôîðìóëà À âûïîëíèìà íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå
ìíîæåñòâà M, òî À âûïîëíèìà íà M.

á) Åñëè ôîðìóëà À îáùåçíà÷èìà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M,
òî À îáùåçíà÷èìà íà ëþáîì åãî ïîäìíîæåñòâå.

3. à) Åñëè ôîðìóëà À âûïîëíèìà íà ìíîæåñòâå M, òî À âûïîë-
íèìà íà âñÿêîì ìíîæåñòâå, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå ìåíüøå, ÷åì
ìîùíîñòü M.

á) Åñëè ôîðìóëà À îáùåçíà÷èìà íà ìíîæåñòâå M, òî À îáùå-
çíà÷èìà íà ëþáîì ìíîæåñòâå, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò
ìîùíîñòè ìíîæåñòâà M.

4. Åñëè ôîðìóëà À âûïîëíèìà íà íåêîòîðîì áåñêîíå÷íîì ìíî-
æåñòâå, òî À âûïîëíèìà íà ëþáîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå.

5. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû âûïîëíèìû íà áåñêîíå÷íîì ìíîæå-
ñòâå è íåâûïîëíèìû íè íà îäíîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå:

à) >õ ∃y R(x, y) & >õ >y >z (R(x, y) & R(y, z) ⊃ R(õ, z)) &
& >õ ¬R(õ, x);

á) >õ ∃y R(x, y) & >õ >y >z (R(x, y) & R(y, z) ⊃ R(õ, z)) &
& >õ >ó (R(x, y) ⊃ ¬R(ó, õ)).

6. Ñóùåñòâóþò ôîðìóëû, îáùåçíà÷èìûå íà ëþáîì êîíå÷íîì
ìíîæåñòâå (êîíå÷íî-îáùåçíà÷èìûå), íî íåîáùåçíà÷èìûå íà ëþ-
áîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå. ✰

§  3 . 5 .  Ñ ð à â í å í è å  ô î ð ì ó ë  ï î  ñ è ë å .§  3 . 5 .  Ñ ð à â í å í è å  ô î ð ì ó ë  ï î  ñ è ë å .§  3 . 5 .  Ñ ð à â í å í è å  ô î ð ì ó ë  ï î  ñ è ë å .§  3 . 5 .  Ñ ð à â í å í è å  ô î ð ì ó ë  ï î  ñ è ë å .§  3 . 5 .  Ñ ð à â í å í è å  ô î ð ì ó ë  ï î  ñ è ë å .
Ð à â í î ñ è ë ü í û å  ô î ð ì ó ë ûÐ à â í î ñ è ë ü í û å  ô î ð ì ó ë ûÐ à â í î ñ è ë ü í û å  ô î ð ì ó ë ûÐ à â í î ñ è ë ü í û å  ô î ð ì ó ë ûÐ à â í î ñ è ë ü í û å  ô î ð ì ó ë û

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà À ñèëüíåå ôîðìóëû Â, åñëè ôîð-
ìóëà À ⊃ Â îáùåçíà÷èìà, à ôîðìóëà Â ⊃ À íåîáùåçíà÷èìà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà À ðàâíà ïî ñèëå ôîðìóëå Â, åñëè
îáå ôîðìóëû À ⊃ Â è Â ⊃ À îáùåçíà÷èìû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà À íåñðàâíèìà ïî ñèëå ñ ôîðìóëîé Â,
åñëè îáå ôîðìóëû À ⊃ Â è Â ⊃ À íåîáùåçíà÷èìû.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîíÿòèå «ôîðìóëà À ñèëüíåå ôîðìóëû Â» ÿâëÿåò-
ñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì óòî÷íåíèåì (ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ) íåôîð-
ìàëüíîãî èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ «óòâåðæäåíèå À ñèëüíåå, ÷åì óò-
âåðæäåíèå Â», êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäëîæåíèå Â ÿâëÿåòñÿ ëîãè-
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÷åñêèì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ À, à ïðåäëîæåíèå À íå ÿâëÿåòñÿ
ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ Â. Ïîýòîìó çàäà÷è íà ñðàâíå-
íèå ôîðìóë ïî ñèëå ñëóæàò ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ñîäåðæà-
òåëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè: âû-
ÿñíèòü, êàêîå èç äâóõ íåôîðìàëüíûõ ïðåäëîæåíèé ñèëüíåå (çà ñ÷åò
ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðåäëîæåíèé). P

S Ï ð è ì å ð. Ñðàâíèì ïî ñèëå ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

∃x >ó P(õ, ó) è >ó ∃x P(õ, ó).

Â § 3.4 áûëî äîêàçàíî, ÷òî:
ôîðìóëà ∃x >ó P(õ, ó) ⊃ >ó ∃x P(õ, ó) ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé;
ôîðìóëà >ó ∃x P(õ, ó) ⊃ ∃x >ó P(õ, ó) íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà ∃x >ó P(õ, ó) ñèëüíåå ôîðìóëû
>ó ∃x P(õ, ó). P

Ïîëåçíûì íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À, Â, Ñ:
1) åñëè À ñèëüíåå Â, òî Ñ ⊃ À ñèëüíåå Ñ ⊃ Â;
2) åñëè À ñèëüíåå Â, òî Â ⊃ Ñ ñèëüíåå À ⊃ Ñ;
3) åñëè À ñèëüíåå Â, òî Ñ & À ñèëüíåå Ñ & Â;
4) åñëè À ñèëüíåå Â, òî Ñ ∨ À ñèëüíåå Ñ ∨ Â;
5) åñëè À ñèëüíåå Â, òî ¬Â ñèëüíåå ¬À.

Çàìå÷àíèå 2. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû
À è Â:

1) åñëè ËÏB  À è ËÏB  Â, òî À è Â ðàâíû ïî ñèëå;

2) åñëè ËÏB  À è ËÏH  Â, òî Â ñèëüíåå À;

3) åñëè ËÏB  ¬À è ËÏH  ¬Â, òî À ñèëüíåå Â. P

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å
Ñðàâíèòå ïî ñèëå ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
1) ¬>x P(õ) è >x ¬P(õ);
2) ¬∃x P(õ) è ∃x ¬P(õ);
3) >x (Ð(õ) & Q(õ)) è >x Ð(õ) & >x Q(õ);
4) >x (Ð(õ) ∨ Q(õ)) è >x Ð(õ) ∨ >x Q(õ);
5) >x (Ð(õ) ⊃ Q(õ)) è >x Ð(õ) ⊃ >x Q(õ);
6) ∃x (Ð(õ) & Q(õ)) è ∃x Ð(õ) & ∃x Q(õ);
7) ∃x (Ð(õ) ∨ Q(õ)) è ∃x Ð(õ) ∨ ∃x Q(õ);
8) ∃x (Ð(õ) ⊃ Q(õ)) è ∃x Ð(õ) ⊃ ∃x Q(õ);
9) ¬>x (Ð(õ) ⊃ Q(õ)) è ∃x (Ð(õ) ⊃ ¬Q(õ));
10) ¬>x (Ð(õ) ⊃ Q(õ)) è ∃x (Ð(õ) & ¬Q(õ)).
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Êîììåíòàðèé. Âñå ïîäîáðàííûå ïðèìåðû î÷åíü ïîëåçíû. Áîëü-
øèíñòâî èç íèõ ñâÿçàíî ñ ïðîíåñåíèåì êâàíòîðà ÷åðåç ñâÿçêè. Íà
ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî çäåñü ïðèâåäåíû òîëüêî ïàðû
ðàâíûõ ïî ñèëå ôîðìóë. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî íå òàê.

Ïðè ñðàâíåíèè ôîðìóë ïî ñèëå îñîáåííî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà ôîðìóëû ðàâíû ïî ñèëå.

Ïóñòü À è Â – ôîðìóëû ßËÏσ.

Ôîðìóëû À è Â íàçûâàþò ðàâíîñèëüíûìè ôîðìóëàìè (À ≡ Â),
åñëè â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè M ñèãíàòóðû σ è ïðè ëþáîé îöåí-
êå v â M ýòè ôîðìóëû ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ:

À ≡ Â def←⎯⎯→ (M) (v) ( | | | |A B=u u
M M ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîíÿòèå ðàâíîñèëüíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì
ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì îáùåçíà÷èìîñòè:

S À ≡ Â òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëû À ⊃ Â è Â ⊃ À
îáùåçíà÷èìû (ò. å. ôîðìóëû À è Â ðàâíû ïî ñèëå).

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè ≡ íà ìíîæå-
ñòâå âñåõ ôîðìóë ßËÏσ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,
ò. å. ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî:
äëÿ ëþáûõ ôîðìóë À, Â, Ñ

À ≡ À;
åñëè À ≡ Â, òî Â ≡ À;
åñëè À ≡ Â è Â ≡ Ñ, òî À ≡ Ñ.

Ñðåäè óòâåðæäåíèé î ðàâíîñèëüíîñòè ôîðìóë
ßËÏ âûäåëÿþò íàèáîëåå âàæíûå, íàçûâàåìûå
îñíîâíûìè ðàâíîñèëüíîñòÿìè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.
Èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû.

Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíåñåì âñå îñíîâíûå ðàâíîñèëüíîñòè ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé (ñì. § 1.5), â êîòîðûõ À, Â, Ñ òåïåðü ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ êàê ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ßËÏ. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ
ðàâíîñèëüíîñòåé äëÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.

Êî âòîðîé ãðóïïå îòíåñåì ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ ëîãèêè ïðåäèêà-
òîâ ðàâíîñèëüíîñòè, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò êâàíòîðû.

!   ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Ïóñòü À, Â, Ñ – ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû

ßËÏ, à ïåðåìåííàÿ õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â Ñ1). Òîãäà:
1) Â óòâåðæäåíèÿõ ï. 3–6 ïèøåì íå À, à À(x), ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ðàçëè÷èå

ìåæäó ôîðìóëàìè À è Ñ: â ôîðìóëó À ïåðåìåííàÿ õ ìîæåò âõîäèòü ñâîáîäíî, à
â ôîðìóëó Ñ – íåò.

Равносильные
формулы ЯЛП

Основные
равносильности
логики предикатов
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1) >x >ó À ≡ >ó >x À;
2) ∃x ∃ó À ≡ ∃ó ∃x À;
3) >x (Ñ ∨ À(õ)) ≡ C ∨ >x À(õ);
4) >x (Ñ & À(õ)) ≡ C & >x À(õ);
5) ∃x (Ñ ∨ À(õ)) ≡ C ∨ ∃x À(õ);
6) ∃x (Ñ & À(õ)) ≡ C & ∃x À(õ);
7) >x À & >x Â ≡ >x (À & Â);
8) ∃x À ∨ ∃x Â ≡ ∃x (À ∨ Â);
9) >x Ñ ≡ C;
10) ∃x Ñ ≡ C;
11) ¬>x À ≡ ∃x ¬À;
12) ¬∃x À ≡ >x ¬À;

13) ( ) ( );

14) ( ) ( ),

x A x y A y
x A x y A y

∀ ≡ ∀ ⎫
⎬∃ ≡ ∃ ⎭
 ãäå ó íå âõîäèò â ôîðìóëó À(õ); À(y) –

ðåçóëüòàò çàìåíû â À(õ) âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé õ íà âõîæäåíèÿ ó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì òîëüêî óòâåðæäåíèå ï. 8. Îñ-

òàëüíûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü À è Â –
ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ßËÏσ, M – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

ñèãíàòóðû σ ñ îöåíêîé v. Ïóñòü |∃x À ∨ ∃x Â |u
M  = È. Òîãäà

|∃x À |u
M  = È èëè |∃x Â |u

M  = È. Åñëè |∃x À |u
M  = È, òî äëÿ íåêîòîðîãî

à èç M âûñêàçûâàíèå A� (à) èñòèííî (| A� (à)| = È), à çíà÷èò, èñòèííî

è âûñêàçûâàíèå A� (à) ∨ B� (à): | A� (à) ∨ B� (à)| = È. Îòñþäà |∃x (À ∨

∨ Â) |u
M  = È. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè |∃x Â |u

M  = È, òî

|∃x (À ∨ Â) |u
M  = È. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî åñëè |∃x À ∨ ∃x Â |u

M  =

= È, òî è |∃x (À ∨ Â) |u
M  = È. Äîêàæåì îáðàòíîå. Äîïóñòèì, ÷òî

|∃x (À ∨ Â) |u
M  = È. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî b èç M | A� (b) ∨ B� (b)| = È.

Åñëè | A� (b)| = È, òî |∃x À |u
M  = È, à çíà÷èò, è |∃x À ∨ ∃x Â |u

M  = È.

Åñëè | B� (b)| = È, òî |∃x Â |u
M  = È, à çíà÷èò, è â ýòîì ñëó÷àå

|∃x À ∨ ∃x Â |u
M  = È. Òàêèì îáðàçîì, åñëè |∃x (À ∨ Â) |u

M  = È, òî

|∃x À ∨ ∃x Â |u
M  = È. Èòàê, |∃x À ∨ ∃x Â |u

M  = È òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà |∃x (À ∨ Â) |u
M  = È. Ïîñêîëüêó M è v – ïðîèçâîëüíûå, òî

äîêàçàíî, ÷òî ∃x À ∨ ∃x Â ≡ ∃x (À ∨ Â). S
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S Çàìå÷àíèå 3. Åñëè â óòâåðæäåíèè ï. 7 çàìåíèòü çíàê & íà çíàê
∨, à â óòâåðæäåíèè ï. 8 –  çíàê ∨ íà &, òî ðàâíîñèëüíîñòü íå
ñîõðàíèòñÿ (íå áóäåò âåðíîé äëÿ ëþáûõ À è Â). Òàêèì îáðàçîì,
êâàíòîð > ìîæíî ïðîíîñèòü òîëüêî ÷åðåç &, à êâàíòîð ∃ – òîëüêî
÷åðåç ∨. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì íåêîåãî ðîäñòâà ìåæäó êâàíòî-
ðîì > è &, à òàêæå ìåæäó êâàíòîðîì ∃ è ∨. Ñóùíîñòü ýòîãî ðîäñòâà
âûðàæåíà â çàìå÷àíèè â êîíöå § 3.1. P

Çàìå÷àíèå 4. Óòâåðæäåíèÿ ï. 3–6 âûðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî åñëè
îäèí èç ÷ëåíîâ êîíúþíêöèè èëè äèçúþíêöèè íå ñîäåðæèò ñâî-
áîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé õ, òî ëþáîé èç êâàíòîðîâ ìîæíî
ïðîíåñòè ÷åðåç ëþáóþ èç ýòèõ ñâÿçîê. P

Çàìå÷àíèå 5. Óòâåðæäåíèÿ ï. 11 è 12 ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì
çàêîíîâ äå Ìîðãàíà äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîãî ñëó÷àÿ (ñì. çàìå÷à-
íèå § 3.1). P

Çàìå÷àíèå 6. Îãðàíè÷åíèÿ â óòâåðæäåíèÿõ ï. 13 è 14 ãàðàíòè-
ðóþò, ÷òî ïðè ïåðåèìåíîâàíèè ïåðåìåííûõ íå ìåíÿåòñÿ ñìûñë
ôîðìóëû (êàê ãîâîðÿò, íå âîçíèêàåò êîëëèçèè ïåðåìåííûõ). P

Íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíîé ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

!  ÒÅÎÐÅÌÀ (î ðàâíîñèëüíîé çàìåíå). Ïóñòü F, À, À1 – ôîðìóëû

ßËÏ, ïðè÷åì ôîðìóëû À è À1 ðàâíîñèëüíû, à ôîðìóëà À ÿâëÿåòñÿ
ïîäôîðìóëîé F. Åñëè â ôîðìóëå F êàêîå-ëèáî âõîæäåíèå â íåå
ïîäôîðìóëû À çàìåíèòü íà âõîæäåíèå ôîðìóëû À1, òî ïîëó÷èì
ôîðìóëó, ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé ôîðìóëå F.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàìåòèì ëèøü ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà.
Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå áîëåå òî÷íî:

åñëè F, À, À1 – ôîðìóëû ßËÏ, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ Õ è
Y â àëôàâèòå ßËÏ FM XAY (ò. å. À – ïîäôîðìóëà ôîðìóëû F), òî

1) ñëîâî XÀ1Y òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ßËÏ;
2) åñëè À ≡ À1, òî XAY ≡ XÀ1Y.
Äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå íåñëîæíî ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà èí-

äóêöèè äëÿ ôîðìóë ßËÏ è ñëåäóþùåé ëåììû.

ËÅÌÌÀ. Åñëè À ≡ À1, à Â – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ßËÏ, òî:
1) À & Â ≡ À1 & Â;
2) À ∨ Â ≡ À1 ∨ Â;
3) À ⊃ Â ≡ À1 ⊃ Â;
4) B ⊃ A ≡ B ⊃ A1;
5) ¬À ≡ ¬À1;
6) >õ À ≡ >õ À1;
7) ∃õ À ≡ ∃õ À1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû è çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ñàìîé òå-
îðåìû ÿâëÿåòñÿ õîòÿ è òðóäîåìêîé, íî íåñëîæíîé çàäà÷åé, êîòî-
ðóþ ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ðåøèòü ñàìîñòîÿòåëüíî1). S

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè ôîðìóëû À è Â ðàâíîñèëüíû, òî ðàâíîñèëü-
íû èõ çàìûêàíèÿ. Îáðàòíîå íåâåðíî. P

Ôîðìóëó âèäà Q1 1i
x … Qn ni

x À, ãäå À – áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà,

1i
x , … ,

ni
x  – ðàçëè÷íûå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå, à Qi (i = 1,

…, n) – êâàíòîð > èëè ∃, íàçûâàþò ôîðìóëîé â ïðåäâàðåííîé
íîðìàëüíîé ôîðìå (ÏÍÔ). Âñÿêóþ áåñêâàíòîðíóþ ôîðìóëó òàêæå
íàçûâàþò ôîðìóëîé â ÏÍÔ.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ßËÏ ñóùåñòâóåò ðàâíîñèëü-

íàÿ åé ôîðìóëà â ÏÍÔ.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà èíäóêöèè

äëÿ ôîðìóë ßËÏ è îñíîâíûõ ðàâíîñèëüíîñòåé ïðè æåëàíèè ìîæ-
íî ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî èëè íàéòè â òðàäèöèîííûõ ó÷åáíèêàõ
ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå (ñì., íàïðèìåð, [3], [18]).

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È ß
1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôîðìóëû ðàâíîñèëüíû (À(õ), Â(õ),

Ñ – ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû; õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â Ñ):
à) ¬>x (À(õ) ⊃ Â(õ)) è ∃x (À(õ) & ¬Â(õ));
á) ∃x (Ñ ⊃ À(õ)) è C ⊃ ∃x À(õ);
â) >x (Ñ ⊃ À(õ)) è C ⊃ >x À(õ);
ã) ∃x (À(õ) ⊃ Ñ) è >x À(õ) ⊃ Ñ;
ä) >x (À(õ) ⊃ Ñ) è ∃x À(õ) ⊃ Ñ.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôîðìóëû íåðàâíîñèëüíû (P, Q, R –

ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû):
à) ∃x >ó R(õ, ó) è >ó ∃x R(õ, ó);
á) ¬>x P(õ) è >x ¬P(õ);
â) ¬∃x P(õ) è ∃x ¬P(õ);
ã) >x (P(õ) ∨ Q(õ)) è >x P(õ) ∨ >x Q(õ);
ä) ∃x (P(õ) & Q(õ)) è ∃x P(õ) & ∃x Q(õ);
å) ∃x (P(õ) ⊃ Q(õ)) è ∃x P(õ) ⊃ ∃x Q(õ);
æ) >x (P(õ) ⊃ Q(õ)) è >x P(õ) ⊃ >x Q(õ).

1) Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3], [18].
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§  3 . 6 .  Ñ å ì à í ò è ÷ å ñ ê î å  ñ ë å ä î â à í è å§  3 . 6 .  Ñ å ì à í ò è ÷ å ñ ê î å  ñ ë å ä î â à í è å§  3 . 6 .  Ñ å ì à í ò è ÷ å ñ ê î å  ñ ë å ä î â à í è å§  3 . 6 .  Ñ å ì à í ò è ÷ å ñ ê î å  ñ ë å ä î â à í è å§  3 . 6 .  Ñ å ì à í ò è ÷ å ñ ê î å  ñ ë å ä î â à í è å
â  ë î ã è ê å  ï ð å ä è ê à ò î ââ  ë î ã è ê å  ï ð å ä è ê à ò î ââ  ë î ã è ê å  ï ð å ä è ê à ò î ââ  ë î ã è ê å  ï ð å ä è ê à ò î ââ  ë î ã è ê å  ï ð å ä è ê à ò î â

Ââåäåì ïîíÿòèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ â
ëîãèêå ïðåäèêàòîâ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ëîãè-
êå âûñêàçûâàíèé.

Ïóñòü Ã – ìíîæåñòâî ôîðìóë ßËÏσ, Â – ôîðìóëà ßËÏσ.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà B ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò èç ìíî-

æåñòâà ôîðìóë Ã, è ïèñàòü Ã ËÏB B (èëè ïðîñòî Ã B B), åñëè

äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè M ñèãíàòóðû σ è ëþáîé îöåíêè v â
M, ïðè êîòîðîé âñå ôîðìóëû èç Ã ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È,
ôîðìóëà Â òàêæå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È.

Åñëè Ã = {A1, …, An}, òî âìåñòî {A1, …, An} B Â áóäåì ïèñàòü

A1, …, An B B.

Ïóñòü M – ôèêñèðîâàííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà B M-ñëåäóåò èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã, è

ïèñàòü Ã MB Â, åñëè äëÿ ëþáîé îöåíêè v â èíòåðïðåòàöèè M,

ïðè êîòîðîé âñå ôîðìóëû èç Ã ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È, ôîðìó-
ëà Â òàêæå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È.

S Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâà-
íèÿ â ËÏ:

1) Â B Â (ðåôëåêñèâíîñòü);

2) åñëè Ã B Â è Ã ⊆ Ã1, òî Ã1B Â (ìîíîòîííîñòü);

3) åñëè Ã B Ai (äëÿ i = 1, …, n) è A1, ..., An B Â, òî Ã B Â (òðàíçè-
òèâíîñòü).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè â ñâîéñòâàõ 1–3 çàìåíèòü B  íà MB , óòâåðæ-

äåíèÿ îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè. P
Ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû, ðàâíîñèëüíîñ-

òè ôîðìóë è ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ îòðàæåíà â ñëåäóþùèõ óò-
âåðæäåíèÿõ (äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ, îïèðàþùååñÿ ëèøü íà îïðå-
äåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîíÿòèé, îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ).
S Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À è Â è ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã
ßËÏσ:

1) À ËÏB B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà À ⊃ Â îáùåçíà-

÷èìà;
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2) À ≡ Â òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà À ËÏB Â è Â ËÏB À;

3) ∅ ËÏB B  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà Â îáùåçíà÷èìà;

4) åñëè Ã ËÏB B è âñå ôîðìóëû èç Ã îáùåçíà÷èìû, òî è ôîðìó-

ëà Â îáùåçíà÷èìà.

Çàìå÷àíèå 2. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè À – çàìêíóòàÿ ôîðìóëà,
òî èç À ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âî
âñÿêîé èíòåðïðåòàöèè M, â êîòîðîé èñòèííà ôîðìóëà À, ôîðìóëà
Â òàêæå èñòèííà: åñëè A – çàìêíóòàÿ ôîðìóëà, òî

À ËÏB B ↔ (M) ( MB À → MB Â).

Çäåñü óñëîâèå çàìêíóòîñòè ôîðìóëû À ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì
äëÿ òîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíîé ñòðåë-
êå ←. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü, íàïðèìåð, ôîðìó-
ëû ÀM P(õ) è ÂM >õ P(õ). Î÷åâèäíî, âî âñÿêîé èíòåðïðåòàöèè, â
êîòîðîé èñòèííà ôîðìóëà P(õ), ôîðìóëà >õ P(õ) òàêæå èñòèííà,

îäíàêî P(õ) ËÏH >õ P(õ). P

Ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ â
ëîãèêå âûñêàçûâàíèé, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè õàðàêòåðèçîâàëèñü êàê
ñîõðàíåíèå N-ïðàâèëàìè îòíîøåíèÿ ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ
(ñì. § 1.6). Äîêàçûâàþòñÿ ýòè ñâîéñòâà àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äîêà-
çûâàëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1 (ñâîéñòâà ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ â ËÏ, ñâÿ-
çàííûå ñ ââåäåíèåì è óäàëåíèåì ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê). Êà-
êîâû áû íè áûëè ôîðìóëû À, Â, Ñ è ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã ÿçûêà
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) 
&

Ã è Ã

Ã

À Â

À Â

B B

B ; 2) 
&Ã

Ã è Ã

À Â

À Â

B

B B ;

3) 
Ã èëè Ã

Ã

À Â

À Â∨
B B

B ; 4) 
Ã, è Ã,

Ã,

A C B C

À Â C∨
B B

B ;

5) 
Ã,

Ã

À Â

À Â⊃

B

B ; 6) 
Ã è Ã

Ã

À À B

B

⊃B B

B
;

7) 
Ã, è Ã,

Ã

À Â À Â

À

¬
¬

B B

B
; 8) 

Ã è Ã

Ã

À À

B

¬B B

B
;    9) 

Ã

Ã

A

A

¬¬B

B
.
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Çàìå÷àíèå 3. Â äàëüíåéøåì ìû ñêàæåì, ÷òî äîêàçàííûå óòâåðæ-
äåíèÿ âûðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäî-
âàíèÿ â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ñîõðàíÿåòñÿ ïðàâèëàìè ââåäåíèÿ è óäà-
ëåíèÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê (ñì. § 4.4). P

Çàìå÷àíèå 4. Ïîíÿòèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ â ëîãèêå ïðå-
äèêàòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìàòåìàòè÷åñêèõ óòî÷íåíèé íåôîðìàëü-
íîãî ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. P

Ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ èìååò òàêæå
ðÿä ñâîéñòâ, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîðàìè. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñïåöèôè÷åñ-
êèìè äëÿ ËÏ è íå èìåþò àíàëîãîâ â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ 2 (ñâîéñòâà ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ â ËÏ, ñâÿçàí-

íûå ñ êâàíòîðàìè). Ïóñòü À(x), Ñ – ôîðìóëû ßËÏ; Ã – ìíîæåñòâî
ôîðìóë ßËÏ; t – òåðì, À(t) – ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà t â
ôîðìóëó À(x) âìåñòî õ. Òîãäà:

1) 
Ã ( )

Ã ( )

x À x

À t

∀B

B , ãäå òåðì t ÿâëÿåòñÿ À-õ-äîïóñòèìûì;

2) 
Ã ( )

Ã ( )

À t

x À x∃
B

B , ãäå òåðì t ÿâëÿåòñÿ À-õ-äîïóñòèìûì;

3) 
Ã ( )

Ã ( )

À x

õ À x∀
B

B , ãäå õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëû èç Ã;

4) 
Ã, ( )

Ã, ( )

À x Ñ

õ À x Ñ∃
B

B , ãäå õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëû èç Ã è â Ñ.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, ñôîðìóëèðóåì
ëåììó. Íåôîðìàëüíûé ñìûñë ýòîé ëåììû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
åñëè òåðì t ÿâëÿåòñÿ À-õ-äîïóñòèìûì, òî, äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñ-
ëèòü çíà÷åíèå ôîðìóëû À(t) â èíòåðïðåòàöèè M ñ îöåíêîé v, íóæ-
íî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü çíà÷åíèå v(t) ñàìîãî òåðìà t, à çàòåì ïîäñòà-

âèòü ýòî çíà÷åíèå â ïðåäëîæåíèå �A (õ) âìåñòî õ, íàðÿäó ñî çíà÷å-
íèÿìè äðóãèõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû À, ïðåäïèñàííûìè
îöåíêîé v (ñð. ñ çàìå÷àíèåì 3 â êîíöå § 3.3):

| ( ) |A t u
M  = �A (v(t)).

ËÅÌÌÀ. Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëà À, òåðìû s è t ßËÏσ,
èíòåðïðåòàöèÿ M ñèãíàòóðû σ è îöåíêà v, åñëè îöåíêà vR òàêîâà,
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÷òî vR(x) = v(t), à âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò òî æå
çíà÷åíèå, ÷òî è ïðè îöåíêå v, òî:

à) v( ( )x
ts ) = vR(s);

á) åñëè òåðì t ÿâëÿåòñÿ À-õ-äîïóñòèìûì, òî | ( ) | | |x
tA A ′=u u

M M .

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ï. (à) èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ
òåðìà, à óòâåðæäåíèÿ ï. (á) èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû
ßËÏ îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Îòìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå â ï. (á)
À-õ-äîïóñòèìîñòè òåðìà t ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ï. 1 â

ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ B  äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå:

1') >õÀ ËÏB À(t), ãäå òåðì t ÿâëÿåòñÿ À-õ-äîïóñòèìûì.

Ïóñòü σ = σ(>õ À, À(t)), à M – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

ñèãíàòóðû σ ñ îöåíêîé v, òàêàÿ, ÷òî | |xA∀ u
M

 = È. Ðàññìîòðèì îöåíêó
vR, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè v, âîçìîæíî, ëèøü çíà÷åíèåì õ, à
vR(x) = v(t). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ ôîðìóëû ßËÏ â M ïðè

îöåíêå v, | |A ′u
M  = È. Êðîìå òîãî, â ñèëó ëåììû, | ( ) | | |x

tA A ′=u u
M M .

Ñëåäîâàòåëüíî, | ( ) |x
tA u

M  = È, ò. å. | ( ) |A t u
M  = È.

Óòâåðæäåíèå ï. 2 ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ï. 3. Äîïóñòèì, ÷òî õ íå âõîäèò ñâîáîä-

íî íè â îäíó ôîðìóëó èç Ã è Ã B À. Äîêàæåì, ÷òî Ã B >õ À. Ïóñòü
σ = σ(Ã,>õ À), à M – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ ñ
îöåíêîé v, òàêàÿ, ÷òî âñå ôîðìóëû èç Ã ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È

(çàïèøåì ýòî òàê: Ã| |u
M  = È). Äîêàæåì, ÷òî | |x A∀ u

M  = È. Ðàñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îöåíêó vR, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò v, âîç-

ìîæíî, òîëüêî ëèøü çíà÷åíèåì õ, è äîêàæåì, ÷òî | |A ′u
M  = È. Ïî-

ñêîëüêó õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëû èç Ã, òî Ã| | ′u
M  = Ã| |u

M  =

= È. Êðîìå òîãî, èìååì ÃB À. Ñëåäîâàòåëüíî, | |A ′u
M  = È, ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ï. 4. Äîïóñòèì, ÷òî Ã, À B Ñ, ïðè÷åì õ íå

âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëû èç Ã è â Ñ. Äîêàæåì, ÷òî Ã, ∃õ À B Ñ.
Ïóñòü σ = σ(Ã, ∃õ À, Ñ), à M – ïðîèçâîëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèã-
íàòóðû σ ñ îöåíêîé v, òàêàÿ, ÷òî âñå ôîðìóëû èç Ã è ôîðìóëà ∃õ À
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ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È ( Ã| |u
M  = È è | |x A∃ u

M  = È). Äîêàæåì, ÷òî

| |C u
M  = È. Ïîñêîëüêó | |x A∃ u

M  = È, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,

| |A ′u
M  = È äëÿ íåêîòîðîé îöåíêè vR, îòëè÷àþùåéñÿ îò v òîëüêî

ëèøü, ìîæåò áûòü, çíà÷åíèåì õ. Òàê êàê õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â

ôîðìóëû èç Ã, òî Ã| | ′u
M  = Ã| |u

M  = È. Èòàê, Ã, À B Ñ, Ã| | ′u
M  = È

è | |A ′u
M  = È. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî | |C ′u

M  = È. Ïîñêîëüêó õ íå

âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëó Ñ, òî | |C u
M  = | |C ′u

M . Òàêèì îáðàçîì,

| |C u
M  = È, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. S

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè M îòíîøåíèå MB  òàê-

æå îáëàäàåò ðàññìîòðåííûìè â ýòîì ïàðàãðàôå ñâîéñòâàìè.

§  3 . 7 .  Ï ð è ë î æ å í è å  ë î ã è ê è
ï ð å ä è ê à ò î â  ê  è ñ ñ ë å ä î â à í è þ
ì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è õ  ð à ñ ñ ó æ ä å í è é

Äëÿ êàæäîãî, êòî èçó÷àåò ìàòåìàòèêó, âàæíî
óìåòü ðàñïîçíàâàòü ïðàâèëüíûå è íåïðàâèëüíûå ðàññóæäåíèÿ1).

Ïðèçíàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàññóæäåíèÿ ïðàâèëüíûì èëè íå-
ïðàâèëüíûì çàâèñèò òîëüêî îò åãî ôîðìû, à âîâñå íå îò ñîäåðæà-
íèÿ. Åñëè âñå ïðåäëîæåíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â ðàññóæäåíèè, çàïèñàòü
â âèäå ôîðìóë ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîäõîäÿùåé ñèãíàòóðû, òî
áóäåò âûÿâëåíà ôîðìà íå òîëüêî îòäåëüíûõ ïðåäëîæåíèé, íî è
ôîðìà ðàññóæäåíèÿ â öåëîì, òî÷íåå ñõåìà, ïî êîòîðîé ïðîâåäåíî
ðàññóæäåíèå.

Âñÿêîå ðàññóæäåíèå ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ, îäíîøàãîâûõ
ðàññóæäåíèé (óìîçàêëþ÷åíèé). Äàëåå áóäåì ãîâîðèòü èìåííî î ïðî-
ñòåéøèõ, îäíîøàãîâûõ ðàññóæäåíèÿõ, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíî âñÿ-
êîå áîëåå ñëîæíîå ìíîãîøàãîâîå ðàññóæäåíèå. Åñëè ðàññóæäåíèå
èìååò âèä «èç A1, …,  An ñëåäóåò A», òî åãî ôîðìó ìîæíî èçîáðàçèòü

1) Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â ýòîì ïàðàãðàôå, íå ÿâëÿþòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèìè, à ïîòîìó íåëüçÿ ðàññ÷èòûâàòü íà èõ òî÷íîå îïðåäåëåíèå.
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ñõåìîé 1 ... nA A

A
, ãäå À1, …,  Àn, À – ôîðìóëû, îòðàæàþùèå ëîãè÷åñ-

êóþ ñòðóêòóðó ïðåäëîæåíèé A1, …,  An, A. Ñõåìó 1 ... nA A

A
 åñòåñòâåí-

íî ñ÷èòàòü ïðàâèëüíîé, åñëè âñÿêîå ðàññóæäåíèå âèäà «èç A1, …,  An

ñëåäóåò A», ïîñòðîåííîå ïî ýòîé ñõåìå è èìåþùåå èñòèííûå ïîñûë-
êè A1, …,  An, èìååò èñòèííîå çàêëþ÷åíèå A. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðà-
âèëüíàÿ ñõåìà äîëæíà ãàðàíòèðîâàòü èñòèííîñòü çàêëþ÷åíèÿ ïðè èñ-
òèííîñòè ïîñûëîê äëÿ âñÿêîãî ðàññóæäåíèÿ ïî ýòîé ñõåìå. Ñõåìó
ðàññóæäåíèÿ åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü íåïðàâèëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ðàñ-
ñóæäåíèå ïî ýòîé ñõåìå, âñå ïîñûëêè êîòîðîãî èñòèííû, à çàêëþ÷å-
íèå ëîæíî. Òîãäà, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî äàííîå ðàññóæäåíèå íåïðà-
âèëüíî, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð ðàññóæäåíèÿ ïî òîé æå ñõåìå
(òîé æå ôîðìû), ïîñûëêè êîòîðîãî èñòèííû, à çàêëþ÷åíèå ëîæíî.

Ïîíÿòèå ïðàâèëüíîé ñõåìû ðàññóæäåíèé, à çíà÷èò, è ïðàâèëü-
íîãî ðàññóæäåíèÿ, êàê ðàññóæäåíèÿ ïî ïðàâèëüíîé ñõåìå, ìîæíî
óòî÷íèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîå ðàññóæäåíèå ïî ñõåìå 1 ... nA A

A
 ïðàâèëü-

íûì1), åñëè èç ôîðìóë À1, …, Àn ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò ôîðìóëà À:

À1, …, Àn ËÏB À.

Ðàññóæäåíèå ìîæåò èìåòü áîëåå ñëîæíûé âèä: «åñëè èç Â1 ñëå-
äóåò À1, …, èç Ân ñëåäóåò An, òî âåðíî À» (òàê íàçûâàåìîå êîñâåííîå
ðàññóæäåíèå). Ê òàêèì ðàññóæäåíèÿì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ðàñ-
ñóæäåíèÿ ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè è ðàçáîðîì ñëó÷àåâ.

×òîáû ó÷åñòü è òàêîãî òèïà ðàññóæäåíèÿ, ââåäåííîå âûøå ïî-
íÿòèå ïðÿìîãî ïðàâèëüíîãî ðàññóæäåíèÿ ìîæíî îáîáùèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Ðàññóæäåíèå áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûì2), åñëè ñõåìà, ïî êî-
òîðîé îíî ïðîâåäåíî, ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî

ñëåäîâàíèÿ â ËÏ ËÏB 3).

1) Òî÷íåå áûëî áû ñêàçàòü «ïðàâèëüíûì ñ ïîçèöèé êëàññè÷åñêîé ëîãèêè».
2) Ìîæíî ïîäîéòè ê óòî÷íåíèþ ïîíÿòèÿ ïðàâèëüíîãî ðàññóæäåíèÿ, ïîëüçó-

ÿñü èñêëþ÷èòåëüíî ñèíòàêñè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè. À èìåííî, ìîæíî ñ÷èòàòü
óìîçàêëþ÷åíèå ïðàâèëüíûì, åñëè åãî ôîðìà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó äîïóñ-
òèìîìó ïðàâèëó çàêëþ÷åíèÿ â ïðåäèêàòíîé ñèñòåìå åñòåñòâåííîãî âûâîäà (ñì.
§ 4.4). Òàêîå óòî÷íåíèå ýêâèâàëåíòíî ïðåäëîæåííîìó.

3) Ñîõðàíåíèå ñõåìîé çàêëþ÷åíèÿ îòíîøåíèÿ B  â ËÏ áóäåò ââåäåíî àíà-
ëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ËÂ (ñì. äàëåå § 4.4).
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S Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ðàññóæ-
äåíèå ïðàâèëüíûì, äîñòàòî÷íî:

1) ñîñòàâèòü ñõåìó, ïî êîòîðîé ïðîâåäåíî ðàññóæäåíèå (ôîð-
ìàëèçîâàòü ðàññóæäåíèå, çàïèñàâ ñîñòàâëÿþùèå åãî ïðåäëîæåíèÿ
â âèäå ôîðìóë ßËÏ), è

2) ïðîâåðèòü, ñîõðàíÿåò ëè ýòà ñõåìà îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñ-
êîãî ñëåäîâàíèÿ â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûÿñíåíèÿ, ñîõðàíÿåò ëè ïðÿìàÿ ñõåìà 1 ... nA A

A
îòíîøåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,

âûïîëíÿåòñÿ ëè ñëåäóþùåå óñëîâèå: À1, …, Àn ËÏB À. Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà òîãî, ÷òî ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, äîñòàòî÷íî ïðèâå-
ñòè ïðèìåð èíòåðïðåòàöèè ñ îöåíêîé, â êîòîðîé êàæäàÿ èç ôîð-
ìóë À1, …, Àn ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È, à ôîðìóëà À ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå Ë. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äàåò ïðèìåð ðàññóæäåíèÿ ïî ýòîé
æå ñõåìå, ïîñûëêè êîòîðîãî èñòèííû, à çàêëþ÷åíèå ëîæíî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû. Âûÿñíèì, ÿâëÿþòñÿ ëè ïðàâèëüíûìè
ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ, ïðèìåíÿÿ ñðåäñòâà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Ï ð è ì å ð. Âñÿêîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 9, äåëèòñÿ íà 3; 18 äå-
ëèòñÿ íà 3. Ñëåäîâàòåëüíî, 18 äåëèòñÿ íà 9.

Çàïèøåì ïðåäëîæåíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ýòî ðàññóæäåíèå, â âèäå
ôîðìóë. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ÿçûê, ñèãíàòóðà êîòîðîãî ñîäåðæèò
äâóìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë D è ñèìâîëû êîíñòàíò: a, b, c.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñõåìó, ïî êîòîðîé ïðîâåäåíî ðàññóæäåíèå:

( ( , ) ( , )) ( , )

( , )

x D x a D x b D c b

D c a

∀ ⊃
.

Òåïåðü âûÿñíèì, ñîõðàíÿåò ëè ýòà ñõåìà îòíîøåíèå ñåìàíòè-
÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü, èìååò ëè ìå-
ñòî ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå ( ( , ) ( , )),x D x a D x b∀ ⊃ D(c, b)BD(c, a).
Îïóñòèì îïèñàíèå ïðîöåññà èññëåäîâàíèÿ. Îòâåò äîëæåí áûòü
îòðèöàòåëüíûì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü èí-

òåðïðåòàöèþ ñ ïîëåì N, â êîòîðîé D�  – ýòî îòíîøåíèå äåëèìî-

ñòè, a�  = 9, b�  = 3, c�  = 12. Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè îáå ïîñûëêè
ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È («âñÿêîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 9, äåëèòñÿ
íà 3», «12 äåëèòñÿ íà 3»), à çàêëþ÷åíèå («12 äåëèòñÿ íà 9») ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå Ë. Òàêèì îáðàçîì, ðàññóæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íå-
ïðàâèëüíûì, õîòÿ âñå òðè âûñêàçûâàíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå åãî, èñ-
òèííû. P
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Ï ð è ì å ð. Ãðàôèê âñÿêîé ÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îò-
íîñèòåëüíî îñè îðäèíàò; äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè íåñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëü-
íî îñè îðäèíàò.

Ñîñòàâèì ñõåìó, ïî êîòîðîé ïðîâåäåíî ðàññóæäåíèå, çàïèñàâ
ñîñòàâëÿþùèå åãî ïðåäëîæåíèÿ â âèäå ôîðìóë ïîäõîäÿùåé ñèã-
íàòóðû:

( ( ) ( )) ( )

( )

x P x Q x P a

Q a

∀ ⊃ ¬

¬
.

Ýòà ñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé, ïîñêîëüêó ìîæíî ïîäîáðàòü
ðàññóæäåíèå ïî òîé æå ñõåìå, ïîñûëêè êîòîðîãî èñòèííû, à çàê-
ëþ÷åíèå ëîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ, ïî-

ëåì êîòîðîé ñëóæèò ìíîæåñòâî ôóíêöèé òèïà R → R, P�  åñòü ñâîé-

ñòâî ôóíêöèè áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå íîëü, Q�  åñòü ñâîé-

ñòâî ôóíêöèè áûòü íåïðåðûâíîé â òî÷êå íîëü, à a�  åñòü ôóíêöèÿ  f
òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî õ èç R: f(õ) = | õ |. P

Ï ð è ì å ð. Ãðàôèê âñÿêîé ÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îò-
íîñèòåëüíî îñè îðäèíàò; ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè íåñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷åòíîé.

Ðàññóæäåíèå ïîñòðîåíî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

( ( ) ( )) ( )

( )

x P x Q x Q a

P a

∀ ⊃ ¬

¬
.

Ýòà ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé, ïîñêîëüêó, êàê ëåãêî ïîêàçàòü,

( ( ) ( )), ( )x P x Q x Q a∀ ⊃ ¬ B  ( )P a¬ . P

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å
Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ ïðàâèëüíûìè:
1. Âñå ðîìáû −− ïàðàëëåëîãðàììû; íåêîòîðûå ÷åòûðåõóãîëü-

íèêè íå ÿâëÿþòñÿ ðîìáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêè íå ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëîãðàììàìè.

2. Ãðàôèê âñÿêîé ÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî
îñè îðäèíàò; ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî
îñè îðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ.

3. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàöèîíàëüíû; íåêîòîðûå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà íå ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêî-
òîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà íå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè.
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§  3 . 8 .  Ï ð î á ë å ì à  î á ù å ç í à ÷ è ì î ñ ò è§  3 . 8 .  Ï ð î á ë å ì à  î á ù å ç í à ÷ è ì î ñ ò è§  3 . 8 .  Ï ð î á ë å ì à  î á ù å ç í à ÷ è ì î ñ ò è§  3 . 8 .  Ï ð î á ë å ì à  î á ù å ç í à ÷ è ì î ñ ò è§  3 . 8 .  Ï ð î á ë å ì à  î á ù å ç í à ÷ è ì î ñ ò è
ä ë ÿ  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î âä ë ÿ  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î âä ë ÿ  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î âä ë ÿ  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î âä ë ÿ  ë î ã è ê è  ï ð å ä è ê à ò î â

Ìû óæå îòìå÷àëè ñâÿçü ìåæäó òàâòîëîãèÿìè è
îáùåçíà÷èìûìè ôîðìóëàìè. Ïîñêîëüêó è òå è äðóãèå ÿâëÿþòñÿ â
èçâåñòíîì ñìûñëå çàêîíàìè ëîãèêè, î÷åíü âàæíî óìåòü ðàñïîçíà-
âàòü íå òîëüêî òàâòîëîãèè, íî è îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû. Îäíàêî
ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë ßËÏ íåëüçÿ ðå-
øèòü òàê æå ïðîñòî, êàê è çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ òàâòîëîãèé â ëî-
ãèêå âûñêàçûâàíèé.

Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîãî èñïîëüçóåò ñðåäñòâà òåîðèè àëãîðèò-
ìîâ, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â

1936 ãîäó àìåðèêàíñêèì ëîãèêîì À. ×¸ð÷åì1). Â ýòîé òåîðåìå ãî-
âîðèòñÿ î òîì, ÷òî íåâîçìîæåí îáùèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïî
âñÿêîé ïðåäèêàòíîé ôîðìóëå ðàñïîçíàòü, ÿâëÿåòñÿ îíà îáùåçíà-
÷èìîé èëè íåò.

ßçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå ïðåäèêàòíûå
ñèìâîëû, íî íå ñîäåðæèò ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ïðåäìåò-
íûõ êîíñòàíò, íàçûâàþò ÿçûêîì ÷èñòîé ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ñàì
ßËÏ, ïîñêîëüêó îí ñîäåðæèò âñå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, âñå ôóí-
êöèîíàëüíûå ñèìâîëû è âñå ïðåäìåòíûå êîíñòàíòû, íàçûâàþò òàêæå
ÿçûêîì íàñûùåííîé ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (×¸ð÷)2). Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî

ïî ëþáîé ôîðìóëå ÿçûêà ÷èñòîé ëîãèêè ïðåäèêàòîâ âûÿñíèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè îíà îáùåçíà÷èìîé.

!   ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî ïî ëþ-

áîé ôîðìóëå ßËÏ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà îáùåçíà÷èìîé.

★    Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ôîðìóë ßËÏ ñóùåñòâóþò àëãîðèò-
ìû, ïîçâîëÿþùèå ïî ëþáîé ôîðìóëå èç ýòèõ êëàññîâ âûÿñíÿòü, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè îíà îáùåçíà÷èìîé. Ïðèâåäåì ðÿä ñâÿçàííûõ ñ ýòèì óòâåðæ-
äåíèé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ íå âõîäèò â íàøè çàäà÷è, îäíàêî âåñü-
ìà äîñòóïíî è ïðè æåëàíèè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ÷èòàòåëåì.

1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ëþáîé áåñêâàíòîð-
íîé ôîðìóëå ßËÏ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà îáùåçíà÷èìîé.

1) À. ×¸ð÷ (1903–1995) – àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê, ëîãèê.
2) Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Ïðè æåëà-

íèè åãî ìîæíî íàéòè â [3], [10].

Теорема Чёрча
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2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ëþáîé ôîðìóëå ßËÏ
âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà èñòèííîé âî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ èíòåð-
ïðåòàöèÿõ ßËÏ (k ôèêñèðîâàíî).

3. Ïóñòü À – ïðîèçâîëüíàÿ áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà ßËÏσ áåç
ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò, (õ1, …, õn) –
ñïèñîê åå ïåðåìåííûõ.

à) Ôîðìóëà >õ1 … >õn À îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà îíà èñòèííà â ëþáîé n-ýëåìåíòíîé èíòåðïðåòàöèè ßËÏσ.

á) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðîáëåìó îáùåçíà÷èìîñ-
òè äëÿ ôîðìóë âèäà, îïèñàííîãî â ï. (à).

4. Ïóñòü À – ïðîèçâîëüíàÿ áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà ßËÏσ áåç
ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò, (õ1, …, õn) –
ñïèñîê åå ïåðåìåííûõ.

à) Ôîðìóëà ∃õ1 … ∃õn À îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà îíà èñòèííà â ëþáîé îäíîýëåìåíòíîé èíòåðïðåòàöèè ßËÏσ.

á) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðîáëåìó îáùåçíà÷èìîñ-
òè äëÿ ôîðìóë âèäà, îïèñàííîãî â ï. (à).

5. Ïóñòü À – ïðîèçâîëüíàÿ áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà ßËÏσ áåç
ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò, (õ1, …, õn, ó1,
…, ók) – ñïèñîê åå ïåðåìåííûõ.

à) Ôîðìóëà >õ1 … >õn  ∃ó1 … ∃ók À îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà èñòèííà â ëþáîé n-ýëåìåíòíîé èíòåðïðåòàöèè ßËÏσ.

á) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðîáëåìó îáùåçíà÷èìîñ-
òè äëÿ ôîðìóë âèäà, îïèñàííîãî â ï. (à).

6. à) Ëþáàÿ ôîðìóëà À ÿçûêà ßËÏσ, ãäå σ = { 1

1P , …, 1

nP }, âû-

ïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà âûïîëíèìà â èíòåðïðåòà-
öèè, ñîäåðæàùåé íå áîëåå 2n ýëåìåíòîâ.

á) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðîáëåìó îáùåçíà÷èìîñ-
òè äëÿ ôîðìóë âèäà, îïèñàííîãî â ï. (à). ✰
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§  4 . 1 .  Ê â à í ò î ð í û å  ï ð à â è ë à§  4 . 1 .  Ê â à í ò î ð í û å  ï ð à â è ë à§  4 . 1 .  Ê â à í ò î ð í û å  ï ð à â è ë à§  4 . 1 .  Ê â à í ò î ð í û å  ï ð à â è ë à§  4 . 1 .  Ê â à í ò î ð í û å  ï ð à â è ë à
çàêëþ÷åíèÿçàêëþ÷åíèÿçàêëþ÷åíèÿçàêëþ÷åíèÿçàêëþ÷åíèÿ

Ïîñòðîèì íîâóþ ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó – ïðåäè-
êàòíóþ ñèñòåìó åñòåñòâåííîãî âûâîäà1), êîòîðóþ áóäåì îáîçíà-
÷àòü ñèìâîëîì PN. Äëÿ ýòîãî îïèøåì åå ÿçûê è ïðàâèëà çàêëþ-
÷åíèÿ. ßçûêîì ýòîé ñèñòåìû ñëóæèò ßËÏ. Ìíîæåñòâî àêñèîì,
êàê è â ñëó÷àå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà,
ïóñòî.

!   Ñïèñîê ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ ïðåäèêàòíîé ñèñòåìû PN (èëè,

êðàòêî, PN-ïðàâèë) ïîëó÷èì äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó ïðàâèë çàê-
ëþ÷åíèÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ñèñòåìû Nk ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ
êâàíòîðíûõ ïðàâèë (∃â è >ó – ïðÿìûå, >â è ∃ó – óñëîâíûå):

( )
( )
x

x x∀
A
A (>â) – ââåäåíèå êâàíòîðà îáùíîñòè;

( )
( )
t

x x∃
A
A (∃â) – ââåäåíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ;

( )
( )

x x
t

∀ A
A (>ó) – óäàëåíèå êâàíòîðà îáùíîñòè;

[ ( )]
( )

x
x x∃

A
A C

C
(∃ó) – óäàëåíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.

S Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâüåâ PN-âûâîäà âñå êâàí-
òîðíûå ïðàâèëà èñïîëüçóþòñÿ ñ ñóùåñòâåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè,
êîòîðûå áóäóò îòðàæåíû â îïðåäåëåíèè äåðåâà PN-âûâîäà.

4
ГлаваГлаваГлаваГлаваГлава

È Ñ × È Ñ Ë Å Í È ß  Ï Ð Å Ä È Ê À Ò Î Â .È Ñ × È Ñ Ë Å Í È ß  Ï Ð Å Ä È Ê À Ò Î Â .È Ñ × È Ñ Ë Å Í È ß  Ï Ð Å Ä È Ê À Ò Î Â .È Ñ × È Ñ Ë Å Í È ß  Ï Ð Å Ä È Ê À Ò Î Â .È Ñ × È Ñ Ë Å Í È ß  Ï Ð Å Ä È Ê À Ò Î Â .
Ï Ð Å Ä È Ê À Ò Í Û Å  Ñ È Ñ Ò Å Ì ÛÏ Ð Å Ä È Ê À Ò Í Û Å  Ñ È Ñ Ò Å Ì ÛÏ Ð Å Ä È Ê À Ò Í Û Å  Ñ È Ñ Ò Å Ì ÛÏ Ð Å Ä È Ê À Ò Í Û Å  Ñ È Ñ Ò Å Ì ÛÏ Ð Å Ä È Ê À Ò Í Û Å  Ñ È Ñ Ò Å Ì Û
Å Ñ Ò Å Ñ Ò Â Å Í Í Î Ã Î  Â Û Â Î Ä ÀÅ Ñ Ò Å Ñ Ò Â Å Í Í Î Ã Î  Â Û Â Î Ä ÀÅ Ñ Ò Å Ñ Ò Â Å Í Í Î Ã Î  Â Û Â Î Ä ÀÅ Ñ Ò Å Ñ Ò Â Å Í Í Î Ã Î  Â Û Â Î Ä ÀÅ Ñ Ò Å Ñ Ò Â Å Í Í Î Ã Î  Â Û Â Î Ä À

1) Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñèñòåìà, êàê è â ïðîïîçèöèîíàëüíîì ñëó-
÷àå, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèåé ñèñòåìû, ïðåäëîæåííîé Ãåíöåíîì.
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Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé ïðåäèêàòíîé ñèñòåìîé åñòåñòâåííîãî âûâîäà PNk, ïî-
ñêîëüêó ñðåäè ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ åñòü ïðàâèëî ¬¬ó. Óäàëèâ èç
ñïèñêà ïðàâèë ÐNk ïðàâèëî ¬¬ó, ïîëó÷èì èíòóèöèîíèñòñêóþ ïðå-
äèêàòíóþ ñèñòåìó PNi. Ïîñêîëüêó ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì êëàñ-
ñè÷åñêîé ïðåäèêàòíîé ñèñòåìû, áóäåì îáîçíà÷àòü åå ïðîñòî PN,
èñêëþ÷àÿ òå ñëó÷àè, êîãäà íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ñèñòåìà – êëàññè÷åñêàÿ. P

Êàê è â ñëó÷àå ïðàâèë ââåäåíèÿ è óäàëåíèÿ ñâÿ-
çîê &, ∨, ⊃, ¬, ïðàâèëà ââåäåíèÿ è óäàëåíèÿ
êâàíòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëèçàöèåé ïðàâèë óìî-
çàêëþ÷åíèé, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ïðîâî-

äÿòñÿ îáû÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ.
Ðàñêðîåì ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë êâàíòîðíûõ ïðàâèë. Ðàññìîò-

ðèì ïðèìåðû íåôîðìàëüíûõ ðàññóæäåíèé, ïðîâîäèìûõ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ýòèìè ïðàâèëàìè.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðàâèëî óäàëåíèÿ êâàíòîðà îáùíîñòè >ó.
Åñëè îáîñíîâàíî óòâåðæäåíèå «Âñå ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà
îáëàäàþò ñâîéñòâîì A», òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà t èç ýòîãî
ìíîæåñòâà (êàêèì áû îáðàçîì ìû íè çàäàëè ýëåìåíò t) ñ÷èòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì è óòâåðæäåíèå «t îáëàäàåò ñâîéñòâîì A». Áîëåå òîãî,
åñëè ÷åðåç t îáîçíà÷èòü ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå ñ ïåðåìåííûìè
ïî äàííîìó ìíîæåñòâó (èìåííóþ ôîðìó), òî ïðåäëîæåíèå ñ ïåðå-
ìåííûìè «t îáëàäàåò ñâîéñòâîì A» áóäåò âåðíûì ïðè ëþáûõ çíà-
÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ.

Îäíàêî åñëè ìû õîòèì ôîðìàëèçîâàòü òàêîé ëîãè÷åñêèé ïåðå-
õîä, òî äîëæíû ó÷åñòü, ÷òî ôîðìóëà À(t), ãäå t – íåêîòîðûé òåðì,

èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðåäëîæåíèå « t�  îáëàäàåò ñâîéñòâîì A� », åñëè
òåðì t ÿâëÿåòñÿ À-õ-äîïóñòèìûì (ñì. çàìå÷àíèå 3 § 3.3). Ýòî îãðà-
íè÷åíèå íà ïðèìåíåíèå ïðàâèëà >ó áóäåò îòðàæåíî â îïðåäåëåíèè
äåðåâà PN-âûâîäà.

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü M – ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
äåëÿùèõñÿ íà 4, à ïðåäèêàò A çàäàí ñëåäóþùèì îáðàçîì: A(x) =
= È ↔ 2 | x. Ëåãêî îáîñíîâàòü, ÷òî âñÿêîå ÷èñëî, êðàòíîå 4, ÿâëÿ-
åòñÿ ÷åòíûì, ò. å. ÷òî âñå ýëåìåíòû èç M îáëàäàþò ñâîéñòâîì A.
Ìû äîãîâîðèëèñü çàïèñûâàòü ýòî òàê: (õ) A(x) èëè, â íàøåì ïðèìå-
ðå, (õ)(2 | õ), ãäå õ – ïåðåìåííàÿ ïî ìíîæåñòâó M. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ à è b èç ìíîæåñòâà M èñòèííû íå òîëüêî
ïðåäëîæåíèÿ A(à) è A(b), íî è òàêèå ïðåäëîæåíèÿ, êàê A(à2); A(5à);

Содержательный
смысл кванторных
правил заключения
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A(à + b), (ò. å. 2 | a2, 2 | 5a, 2 | (a + b) ). È âîîáùå, èñòèííî âñÿêîå
ïðåäëîæåíèå âèäà «t îáëàäàåò ñâîéñòâîì A», ãäå t – ýëåìåíò M èëè
âûðàæåíèå ñ ïåðåìåííûìè ïî M (èìåííàÿ ôîðìà). P

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðàâèëî ââåäåíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ∃â.
Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà çàäàííîãî ìíîæåñòâà îáîñíîâàíî,
÷òî îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì A, òî ñ÷èòàåì ñïðàâåäëèâûì óòâåðæäåíèå
«Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò èç M, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì A». Íàïðèìåð,
ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå «2 – ÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî», äå-
ëàåì çàêëþ÷åíèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå «Ñóùåñòâóåò ÷åòíîå
ïðîñòîå ÷èñëî». Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî ïðàâèëà óñòà-
íàâëèâàþòñÿ òå æå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

Ïåðåéäåì ê ïðàâèëó ââåäåíèÿ êâàíòîðà îáùíîñòè >â1). Îáîñíî-
âàâ A(õ) (õ îáëàäàåò ñâîéñòâîì A) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî õ – ïðîèç-
âîëüíî âçÿòûé è çàôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò äàííîãî ìíîæåñòâà,
ìû ñ÷èòàåì îáîñíîâàííûì óòâåðæäåíèå «Âñå ýëåìåíòû äàííîãî
ìíîæåñòâà îáëàäàþò ñâîéñòâîì A».

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ «Âñå ýëåìåíòû
äàííîãî ìíîæåñòâà îáëàäàþò ñâîéñòâîì A» äîñòàòî÷íî, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî õ – ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ýòîãî ìíîæåñòâà, äîêàçàòü, ÷òî õ
îáëàäàåò ñâîéñòâîì A, ò. å. äîêàçàòü A(x). Ïîýòîìó, êîãäà òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü óòâåðæäåíèå «Âñå ýëåìåíòû èç äàííîãî ìíîæåñòâà îáëàäàþò
ñâîéñòâîì A», îáû÷íî äîêàçàòåëüñòâî íà÷èíàþò ñî ñëîâ: «Ïóñòü õ –
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç äàííîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæåì, ÷òî îí îáëàäàåò
ñâîéñòâîì A, ò. å. A(x)». Äîêàçàâ A(x), çàêëþ÷àþò, ÷òî âñå ýëåìåíòû õ
èç äàííîãî ìíîæåñòâà îáëàäàþò ñâîéñòâîì A, ïîñêîëüêó õ áûë âçÿò
ïðîèçâîëüíî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ A(x) ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ êàêèå-òî äîïóùåíèÿ Δ, îäíàêî â íèõ íå äîëæíû íàêëàäûâàòüñÿ
íèêàêèå óñëîâèÿ íà õ, èíà÷å x óæå íå áóäåò ïðîèçâîëüíûì. Ýòî ïðèí-
öèïèàëüíî âàæíîå îãðàíè÷åíèå íàéäåò îòðàæåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåì
ïóíêòå îïðåäåëåíèÿ PN-Δ-F-âûâîäà (ñì. äàëåå ï. (Ð1)).

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü òðåáóåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå «Ó âñÿêîãî
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû». Äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îáû÷íî íà÷èíàþò ñî ñëîâ: «Ïóñòü
ÀÂÑ – ïðîèçâîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. Äîêàæåì, ÷òî
óãëû ïðè åãî îñíîâàíèè ðàâíû». Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ íå äîë-
æíû îïèðàòüñÿ íè íà êàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâà-
åìûå íà òðåóãîëüíèê ÀÂÑ. P

1) Ïðàâèëî >â ÷àñòî íàçûâàþò òàêæå ïðàâèëîì îáîáùåíèÿ è îáîçíà÷àþò Gen
(îò ëàò. generalis – «îáùèé, âñåîáùèé»).
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Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì åùå îäèí ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð. Òðå-
áóåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæå-
ñòâå Å ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà ýòîì ìíîæåñòâå, ãäå Å – íåêîòîðîå
çàäàííîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(f ) ïðåä-
ëîæåíèå «Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå Å, òî f îãðà-
íè÷åíà íà Å» (ãäå f – ïåðåìåííàÿ ïî ìíîæåñòâó ôóíêöèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà êîìïàêòå Å). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå (f ) A(f ),
èñïîëüçóÿ óñëîâèå, ÷òî Å êîìïàêòíî. Îáîçíà÷èì ýòî óñëîâèå ÷åðåç
Δ è çàìåòèì, ÷òî îíî íå íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà f
(ïðåäëîæåíèå Δ íå ñîäåðæèò f ñâîáîäíî). Äîñòàòî÷íî, ïðåäïîëî-
æèâ, ÷òî f – ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íà Å, äîêàçàòü, ÷òî îíà óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ A, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ A(f). Ïðîâåäÿ ýòî äîêàçà-
òåëüñòâî ïðè óñëîâèè Δ, ìû ñ÷èòàåì îáîñíîâàííûì ïðè óñëîâèè Δ
è ïðåäëîæåíèå (f ) A(f ). Òàêîå ñîäåðæàòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæ-
íî óñëîâíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåðåâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( )
( ) ( )

f
f f

Δ
A

A
 P

Íàêîíåö, îáñóäèì ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ïðàâèëà óäàëåíèÿ êâàí-
òîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ∃ó.

Åñëè ìû ðàñïîëàãàåì óòâåðæäåíèåì «Ñóùåñòâóåò (áûòü ìîæåò,
íå åäèíñòâåííûé) îáúåêò, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì A» (ñèìâîëè-
÷åñêè: (Еõ) A(x)), à òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå C,
òî äîêàçàòåëüñòâî ìû îáû÷íî íà÷èíàåì ñî ñëîâ: «Ïóñòü õ – ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò òàêîé, ÷òî A(x). Èñõîäÿ èç ýòîãî äîïóùåíèÿ äîêà-
æåì, ÷òî èìååò ìåñòî C ». Ïîñëå òîãî êàê ýòî äîêàçàòåëüñòâî çàâåð-
øåíî, ñ÷èòàåì, ÷òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå C  ïîëíîñòüþ îáîñíî-
âàíî ïðè óñëîâèè (Еõ) A(x) (âíå çàâèñèìîñòè îò äîïóùåíèÿ A(x)).
Ïðè ýòîì ïðèíöèïèàëüíî âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ äâà ñëåäóþùèõ îã-
ðàíè÷åíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ïðåäëîæåíèå C  íå äîëæíî çàâèñåòü îò õ
(ò. å. C  íå ñîäåðæèò õ ñâîáîäíî). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî îãðàíè-
÷åíèå íå âûïîëíåíî, áóäåò äîêàçàíî âñåãî ëèøü òî, ÷òî C (x) âû-
ïîëíÿåòñÿ äëÿ òîãî ñàìîãî õ, êîòîðûé îáëàäàåò ñâîéñòâîì A. Âî-
âòîðûõ, åñëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå C  êðîìå äîïóùåíèÿ A(x) èñïîëü-
çóþòñÿ êàêèå-òî äðóãèå äîïóùåíèÿ Δ, òî â íèõ íå äîëæíû íàêëà-
äûâàòüñÿ íèêàêèå óñëîâèÿ íà õ, èíà÷å x óæå íå áóäåò ïðîèçâîëü-
íûì. Ýòè äâà òðåáîâàíèÿ íàéäóò îòðàæåíèå â âèäå äâóõ ñïåöèàëü-
íûõ óñëîâèé â ï. (Ð4) îïðåäåëåíèÿ PN-Δ-F-âûâîäà.

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
«Åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ êàæäîé èç äàííûõ ïðÿ-
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ìûõ l1 è l2, òî ýòè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó». Îáîçíà÷èì
÷åðåç A(l) ïðåäëîæåíèå «l || l1 è l || l2» ñî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé l, à
÷åðåç C – ïðåäëîæåíèå «l1 || l2», íå ñîäåðæàùåå ñâîáîäíî l. Äîêàçàâ
óòâåðæäåíèå «åñëè l || l1 è l || l2, òî l1 || l2», äåëàåì âûâîä, ÷òî èç
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé l1 è l2, ñëåäóåò, ÷òî ýòè ïðÿ-
ìûå ïàðàëëåëüíû.

Èòàê, ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:
C åñòü ïðåäëîæåíèå «l1 || l2»;
A(l) åñòü ïðåäëîæåíèå «l || l1 è l || l2».
Äàíî (òî÷íåå, äîïóñòèì): (Еl) A(l).
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü (äîêàæåì): C.
Äîêàçàòåëüñòâî íà÷èíàåì ñî ñëîâ: «Ïóñòü l – êàêàÿ-ëèáî ïðÿ-

ìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìûì l1 è l2, ò. å. ïóñòü A(l). Äîêàæåì, ÷òî
òîãäà ïðÿìûå l1 è l2 ïàðàëëåëüíû (ò. å. C )».

Äîêàçàâ, ÷òî l1 || l2 (C ) èñõîäÿ èç äîïóùåíèÿ A(l), ñ÷èòàåì, ÷òî C
äîêàçàíî ïðè îäíîì óñëîâèè: (Еl) A(l). Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå äåðåâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1
1 2

1 2 1 2
(1)

1 2

[ || & || ]
( )( || & || ) ||

||

l l l l
l l l l l l l

l l
E ,

èëè, èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, áîëåå ñõåìàòè÷íî:
1

(1)

[ ( )]
( ) ( )

l
l lE

A
A C

C
,

ãäå çàïèñü 
( )lA
C

 îáîçíà÷àåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ «Åñëè l || l1

è l || l2, òî l1 || l2». Íîìåð 1, êàê è ïðåæäå, ïîêàçûâàåò îò êàêîãî
äîïóùåíèÿ è êîãäà ïðîèñõîäèò îñâîáîæäåíèå. P

Ï ð è ì å ð. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå «Åñëè ñóùåñòâóåò
ôîðìóëà, êîòîðîé ðàâíîñèëüíà êàæäàÿ èç äâóõ äàííûõ ôîðìóë F1 è
F2, òî F1 ≡ F2».

C : F1 ≡ F2.
A(F): F ≡ F1 & F ≡ F2.
Äîêàçàâ C èñõîäÿ èç äîïóùåíèÿ A(F), ñ÷èòàåì, ÷òî C äîêàçàíî

ïðè îäíîì óñëîâèè: (ЕF) A(F).
Ýòî ñîäåðæàòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ñëåäóþùåãî äåðåâà:

≡ ≡
≡ ≡ ≡

≡

1
1 2

1 2 1 2
(1)

1 2

[ & ]
( )( & )

F F F F
F F F F F F F

F F
E  P
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Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî âñå îãðàíè÷åíèÿ, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü
ïðè îáñóæäåíèè ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà ïðåäèêàòíûõ ïðàâèë, áó-
äóò îòðàæåíû â îïðåäåëåíèè PN-Δ-F âûâîäà.

§  4 . 2 .  Î ï ð å ä å ë å í è å  ä å ð å â à§  4 . 2 .  Î ï ð å ä å ë å í è å  ä å ð å â à§  4 . 2 .  Î ï ð å ä å ë å í è å  ä å ð å â à§  4 . 2 .  Î ï ð å ä å ë å í è å  ä å ð å â à§  4 . 2 .  Î ï ð å ä å ë å í è å  ä å ð å â à
PNPNPNPNPN -âûâîäà-âûâîäà-âûâîäà-âûâîäà-âûâîäà

Òåïåðü ââåäåì ïîíÿòèå äåðåâà PN-âûâîäà ñ êîð-
íåì F è ìíîæåñòâîì çåëåíûõ ëèñòüåâ Δ èëè, êðàòêî, PN-Δ-F-âû-
âîäà.

Â èíäóêòèâíîì îïðåäåëåíèè PN-Δ-F-âûâîäà, êàê è â ïðîïî-
çèöèîíàëüíîì ñëó÷àå, â øàãå èíäóêöèè êàæäîìó PN-ïðàâèëó
(âêëþ÷àÿ ïðàâèëà ââåäåíèÿ è óäàëåíèÿ ñâÿçîê) ñîîòâåòñòâóåò ñâîé
ïóíêò.

!  Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå PN-Δ-F-âûâîäà ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîò-

âåòñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ Nk-Δ-F-âûâîäà çàìåíîé âñþäó Nk

íà PN, à ßËÂ íà ßËÏ è äîáàâëåíèåì â øàãå èíäóêöèè ñëåäóþ-
ùèõ ÷åòûðåõ ïóíêòîâ (À, Ñ – ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ßËÏ;
Δ, Δ1, Δ2 – ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ôîðìóë ßËÏ;
õ – ïðîèçâîëüíàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ; À(t) – ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè òåðìà t â ôîðìóëó À âìåñòî õ):

(Ð1) Åñëè 
A
ΔD  åñòü PN-Δ-A-âûâîä è ïåðåìåííàÿ õ íå âõî-

äèò ñâîáîäíî íè â îäíó ôîðìóëó èç Δ, òî
A

õ À

Δ

∀

D
 åñòü

PN-Δ->x A-âûâîä.

(Ð2) Åñëè ( )A t
ΔD  åñòü PN-Δ-A(t)-âûâîä è t – À-õ-äîïóñòèìûé òåðì,

òî 
( )A t

õ À

Δ

∃

D
 åñòü PN-Δ-∃x A-âûâîä.

(Ð3) Åñëè õ À
Δ
∀D  åñòü PN-Δ->x A-âûâîä è t – À-õ-äîïóñòèìûé

òåðì, òî 
( )

õÀ

À t

Δ
∀D

 åñòü PN-Δ-À(t)-âûâîä.
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(Ð4) Åñëè õÀ
1Δ

∃D  åñòü PN-Δ1-∃xA-âûâîä, C
2ΔD åñòü PN-Δ2-Ñ-âû-

âîä, ïåðåìåííàÿ õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëó Ñ è íè â îäíó

ôîðìóëó èç ìíîæåñòâà Δ2 \ {A}, òî 
1 2

õÀ C

C

Δ Δ
∃D D

åñòü PN-Δ-Ñ-âû-

âîä, ãäå Δ = Δ1 ∪ (Δ2 \ {A}).

Âñÿêèé PN-Δ-F-âûâîä áóäåì òàêæå èíîãäà íàçûâàòü äåðåâîì
PN-âûâîäà èëè ïðîñòî PN-âûâîäîì.

Çàìå÷àíèå. Îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèìåíåíèå ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ â
îïðåäåëåíèè PN-Δ-F-âûâîäà èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Â ÷åì îíà
çàêëþ÷àåòñÿ – îáñóæäàåòñÿ â § 4.3. P

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ äåðåâüåâ PN-
âûâîäà.

Ï ð è ì å ð. Ïîñòðîèì PN-∅-F-âûâîä äëÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëû
FM >x P(x) ⊃ >y P(y), ãäå Ð – îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë:

у

в

в

1

( )

( )

(1) 1

[ ( )]
( )

( )
( ) ( ) [ ( )]

x P x
P y

y P y
x P x y P y x P x

∀ ∗∗

∀ ∗

⊃

∀

∀
∀ ⊃ ∀ ∀

Ïðîâåðèì çàêîííîñòü ïðèìåíåíèÿ êâàíòîðíûõ ïðàâèë. Âî-ïåð-
âûõ, ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà (>ó), êîòîðîå ïîìå÷åíî (**), òåðì y
ÿâëÿåòñÿ Ð(x)-õ-äîïóñòèìûì. Âî-âòîðûõ, ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà
(>â), êîòîðîå ïîìå÷åíî (*), Δ = {>õ Ð(x)} è ó íå âõîäèò ñâîáîäíî â
ôîðìóëó >õ Ð(x). Òàêèì îáðàçîì, âñå òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíû è èñ-
êîìîå äåðåâî âûâîäà ïîñòðîåíî. P

Ï ð è ì å ð. Ïîñòðîèì PN-∅-F-âûâîä äëÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëû
FM ∃x P(x) ⊃ ∃y P(y), ãäå Ð – îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë:

в

y

в

2

2( )1

(2)( )

(1) 1

[ ( )]
[ ( )]( )[ ( )]

( )
( ) ( ) [ ( )]

P x
P xy P yx P x

y P y
x P x y P y x P x

∃ ∗∗

∃ ∗

⊃

∃∃
∃

∃ ⊃ ∃ ∃

Ïðîâåðèì çàêîííîñòü ïðèìåíåíèÿ êâàíòîðíûõ ïðàâèë. Âî-ïåð-
âûõ, ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà (∃â), êîòîðîå ïîìå÷åíî (**), òåðì õ
ÿâëÿåòñÿ Ð(ó)-ó-äîïóñòèìûì. Âî-âòîðûõ, ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà

Примеры деревьев
PN&вывода
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(∃ó), êîòîðîå ïîìå÷åíî (*), ïåðåìåííàÿ õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â
ôîðìóëó ∃ó Ð(ó), à Δ2 \ {Ð(x)} = ∅. P

Ï ð è ì å ð. Ïîñòðîèì PN-Δ-F-âûâîä ïðè Δ = {¬∃xÀ(õ)}, à
FM >x ¬À(õ), ãäå À(õ) – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà:

в

в

в

1

( )

(1) 1

( )

[ ( )]
( )( )

( ) [ ( )]
( )

A x
x A xx A x

A x A x
x A x

∃ ∗∗

¬

∀ ∗

¬∃∃
¬
∀ ¬

Óáåäèìñÿ â çàêîííîñòè ïðèìåíåíèÿ êâàíòîðíûõ ïðàâèë. Âî-
ïåðâûõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðàâèëà (∃â), ïîìå÷åííîãî (**), òåðì õ
ÿâëÿåòñÿ À(x)-õ-äîïóñòèìûì. Âî-âòîðûõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè
ïðàâèëà (>â), êîòîðîå ïîìå÷åíî (*), ìíîæåñòâî Δ = {¬∃õ À(x)}, à
ïåðåìåííàÿ õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëó ¬∃õ À(x). Àíàëîãè÷íî
ïðîïîçèöèîíàëüíîìó ñëó÷àþ, ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ýòîãî äåðåâà ìîæ-
íî ñêàçàòü, ÷òî äîêàçàíî óòâåðæäåíèå «Èç ôîðìóëû ¬∃x À(õ)
PN-âûâîäèìà ôîðìóëà >x ¬À(õ)», è çàïèñûâàåòñÿ ýòî òàê:

¬∃x À(õ) PNA >x ¬À(õ). P

S Îòìåòèì, ÷òî äåðåâî ôîðìóë  
A

xA∀
 ÿâëÿåòñÿ PN-âûâîäîì òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëó À, â òî

âðåìÿ êàê äåðåâî ôîðìóë 
xA

A

∀
 ÿâëÿåòñÿ PN-âûâîäîì äëÿ ëþáîé

ôîðìóëû À.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äåðåâî ôîðìóë 
( )

( )

P x

xP x∀ . Ýòî äåðåâî

ôîðìóë ïîñòðîåíî ïî ñõåìå (>â). Îäíàêî îíî íå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ï. (Ð1) îïðåäåëåíèÿ PN-Δ-F-âûâîäà, ïîñêîëüêó ïåðåìåí-
íàÿ õ âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëó Ð(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî äåðåâî
ôîðìóë íå ÿâëÿåòñÿ PN-âûâîäîì. Â òî æå âðåìÿ äåðåâî ôîðìóë

( )

( )

xP x

P x

∀
, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì PN-âûâîäà, ïîñòðîåííûì ïî

ïðàâèëó (>ó), ïîñêîëüêó òåðì õ äîïóñòèì äëÿ ïîäñòàíîâêè â ôîð-
ìóëó Ð(x) âìåñòî ïåðåìåííîé õ.
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§  4 . 3 .  Î ò í î ø å í è å  §  4 . 3 .  Î ò í î ø å í è å  §  4 . 3 .  Î ò í î ø å í è å  §  4 . 3 .  Î ò í î ø å í è å  §  4 . 3 .  Î ò í î ø å í è å  ÐNÐNÐNÐNÐN-âûâîäèìîñòè-âûâîäèìîñòè-âûâîäèìîñòè-âûâîäèìîñòè-âûâîäèìîñòè
è  å ã î  ñ â î é ñ ò â àè  å ã î  ñ â î é ñ ò â àè  å ã î  ñ â î é ñ ò â àè  å ã î  ñ â î é ñ ò â àè  å ã î  ñ â î é ñ ò â à

!   Ôîðìóëó F  áóäåì íàçûâàòü PN-âûâîäèìîé èç ìíîæåñòâà ôîð-

ìóë Ã è ïèñàòü Ã PNA F, åñëè ñóùåñòâóåò PN-Δ-F-âûâîä òàêîé,

÷òî Δ ⊆ Ã.

!    Ôîðìóëó F áóäåì íàçûâàòü PN-âûâîäèìîé (èëè PN-äîêàçóå-

ìîé) è ïèñàòü PNA F, åñëè ñóùåñòâóåò PN-∅-F-âûâîä (ò.å. PN-

âûâîä ôîðìóëû F ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì çåëåíûõ ëèñòüåâ).

Î÷åâèäíî, îòíîøåíèå PN-âûâîäèìîñòè ðåôëåêñèâíî, ìîíî-
òîííî è òðàíçèòèâíî. Ýòî îòíîøåíèå òàêæå îáëàäàåò âñåìè ñâîé-
ñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ ïðàâèëàìè ââåäåíèÿ è óäàëåíèÿ ñâÿçîê, êî-
òîðûìè îáëàäàåò îòíîøåíèå Nk-âûâîäèìîñòè (ñì. § 2.5). Â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ PN èìååò ìåñòî òåîðåìà äåäóêöèè1).

Êðîìå òîãî, îòíîøåíèå PNA  îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîé-

ñòâàìè.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Îòíîøåíèå PN-âûâîäèìîñòè îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ êâàíòîðíûìè ïðàâè-
ëàìè2):

1) 
Ã

Ã ( )x
t

xA

A

∀A

A , ãäå òåðì t ÿâëÿåòñÿ À-õ-äîïóñòèìûì;

2) 
Ã ( )

Ã

x
tA

xA∃
A

A
, ãäå òåðì t ÿâëÿåòñÿ À-õ-äîïóñòèìûì;

3) 
Ã

Ã

A

xA∀
A

A
, ãäå õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëû èç Ã;

4) 
Ã,

Ã,

À C

xÀ C∃
A

A , ãäå õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â Ñ è ôîðìóëû èç Ã.

1) Â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà òåîðåìà äåäóêöèè âåðíà
òîëüêî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (ñì. § 4.6).

2) Â äàëüíåéøåì ýòè ñâîéñòâà áóäóò ðàñöåíåíû êàê ñîõðàíåíèå êâàíòîðíû-
ìè ïðàâèëàìè îòíîøåíèÿ PN-âûâîäèìîñòè.
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Çäåñü ñèìâîë A  îáîçíà÷àåò îòíîøåíèå PN-âûâîäèìîñòè PNA ,

( )x
tA  – ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà t â ôîðìóëó À âìåñòî õ, à

À – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà, Ã – ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
ßËÏσ, õ – ïðîèçâîëüíàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, t – ïðîèçâîëü-
íûé òåðì, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì, óêàçàííûì â ï. 1–4.

×èòàòåëþ íå ñîñòàâèò áîëüøîãî òðóäà äîêàçàòü ýòè ñâîéñòâà
ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â § 3.4 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïðåäèêàòíîé ïîäñòàíîâêè â ïðî-
ïîçèöèîíàëüíóþ ôîðìóëó è äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ïðåäèêàòíàÿ ïîä-
ñòàíîâêà â òàâòîëîãèþ îáùåçíà÷èìà. Äîêàæåì åùå îäíó òåîðåìó î
ïðåäèêàòíûõ ïîäñòàíîâêàõ â òàâòîëîãèþ.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêàÿ ïðåäèêàòíàÿ ïîäñòàíîâêà â òàâòîëîãèþ âû-

âîäèìà â PN1).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìó-

ëà F – òàâòîëîãèÿ, ω = (p1, …, pn) – åå äîïóñòèìûé ñïèñîê è À1, …,
Àn – ïðåäèêàòíûå ôîðìóëû. Äîêàæåì, ÷òî ïðåäèêàòíàÿ ôîðìóëà

1

1

, ...,

, ...,( ) n

n

p p
A AF  – ðåçóëüòàò ïðåäèêàòíîé ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó F –

ÿâëÿåòñÿ PN-âûâîäèìîé ôîðìóëîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F* ôîðìóëó 1

1

, ...,

, ...,( ) n

n

p p
A AF .

Ïîñêîëüêó ôîðìóëà F – òàâòîëîãèÿ, òî îíà Nk-âûâîäèìà. Ïóñòü

F
∅D  – íåêîòîðûé Nk-∅-F-âûâîä. Äëÿ êàæäîé âõîäÿùåé â ýòîò Nk-

âûâîä ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû Â îáîçíà÷èì ÷åðåç Â* ïðåäè-
êàòíóþ ôîðìóëó, êîòîðóþ ïîëó÷àþò èç Â ïîäñòàíîâêîé â íåå âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ p1, …, pn ïðåäèêàòíûõ ôîðìóë À1, …, Àn ñîîòâåò-
ñòâåííî, à âìåñòî êàæäîé ïåðåìåííîé, íå âõîäÿùåé â ω (åñëè òà-

êîâûå èìåþòñÿ), ôîðìóëû À1. Çàìåíèì â äåðåâå Nk-âûâîäà F
∅D

êàæäóþ âõîäÿùóþ â íåãî ôîðìóëó Â íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðåäè-
êàòíóþ ôîðìóëó Â*. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå óêàçàí-

íîé çàìåíû äåðåâî ïðåäèêàòíûõ ôîðìóë ÷åðåç 
*F

∅D . Òàê êàê â äå-

ðåâå âûâîäà F
∅D  ïðèìåíÿëèñü òîëüêî ïðàâèëà ââåäåíèÿ è óäàëåíèÿ

ñâÿçîê, òî è â äåðåâå 
*F

∅D  ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî òå æå ñàìûå áåñ-

êâàíòîðíûå ïðàâèëà, äëÿ êîòîðûõ íåò îãðàíè÷åíèé. Òàêèì îáðà-

1) Â ýòîé òåîðåìå ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü èãðàåò òî, ÷òî PN – êëàññè÷åñêàÿ
ïðåäèêàòíàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà.
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çîì, ïîëó÷åííîå äåðåâî 
*F

∅D  ÿâëÿåòñÿ PN-∅-F*-âûâîäîì, à çíà-

÷èò, PNA F*. S

Çàìå÷àíèå 1. Áîëåå àêêóðàòíî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ
Nk-âûâîäîâ ñëåäóåò äîêàçàòü óòâåðæäåíèå

(F) (Ã) (Ã 
KNA F → Ã* PNA F*),

à çàòåì âçÿòü Ã = ∅. Çäåñü Ã* – ìíîæåñòâî ôîðìóë, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ïîëó÷åíà ïóòåì óêàçàííîé ïðåäèêàòíîé ïîäñòàíîâêè â
ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó ìíîæåñòâà Ã. P

S Â îïðåäåëåíèè PN- Δ-F-âûâîäà â êàæäîì èç
ï. (P1)–(P4) íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïðè-
ìåíåíèå êâàíòîðíûõ ïðàâèë ïðè ïîñòðîåíèè
äåðåâüåâ PN-âûâîäà. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè îòêàçàòü-
ñÿ õîòÿ áû îò îäíîãî èç îãðàíè÷åíèé, òî áóäóò

âûâîäèìûìè íåêîòîðûå íåîáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû. Â òî æå âðåìÿ
â § 4.5 áóäåò äîêàçàíî, ÷òî PN-âûâîäèìû òîëüêî îáùåçíà÷èìûå
ôîðìóëû.

Åñëè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðàâèëà >â îòêàçàòüñÿ îò îãðàíè÷å-
íèÿ â ï. (Ð1), òî ïðèäåòñÿ ïðèçíàòü äåðåâîì âûâîäà ñëåäóþùåå

äåðåâî ôîðìóë: 
( )

( )

P x

x P x∀ . Òîãäà ïî ïðàâèëó ⊃â áóäåò âûâîäèìîé

ôîðìóëà P(õ) ⊃ >õ P(õ), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.
Åñëè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðàâèëà ∃â îòêàçàòüñÿ îò îãðàíè÷å-

íèÿ â ï. (Ð2), òî ïðèäåòñÿ ïðèçíàòü äåðåâîì âûâîäà ñëåäóþùåå

äåðåâî ôîðìóë: 
( , )

( , )
y Q y y

x y Q x y
∀

∃ ∀ . Òîãäà ïî ïðàâèëó ⊃â áóäåò âûâîäè-

ìîé ôîðìóëà >ó Q(y, y) ⊃ ∃õ >ó Q(õ, y), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáùå-
çíà÷èìîé.

Åñëè ïðè èñïîëüçîâàíè ïðàâèëà >ó îòêàçàòüñÿ îò îãðàíè÷åíèÿ
â ï. (Ð3), òî ïðèäåòñÿ ïðèçíàòü äåðåâîì âûâîäà ñëåäóþùåå äåðåâî

ôîðìóë: 
( , )

( , )
x y Q x y
y Q y y

∀ ∃
∃ . Íî òîãäà ïî ïðàâèëó ⊃â áóäåò âûâîäèìîé

ôîðìóëà >õ ∃ó Q(õ, y) ⊃ ∃ó Q(y, y), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà-
÷èìîé.

Существенность
ограничений
на применение
кванторных правил
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Íàêîíåö, åñëè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðàâèëà ∃ó îòêàçàòüñÿ îò
îãðàíè÷åíèé â ï. (Ð4), òî ïðèäåòñÿ ïðèçíàòü äåðåâîì âûâîäà ñëå-

äóþùåå äåðåâî ôîðìóë: 
1( ) [ ( )]

( )
xP x P x

P x
∃

. Òîãäà ïî ïðàâèëó ⊃â áóäåò

âûâîäèìîé ôîðìóëà ∃õ P(õ) ⊃ P(õ), êîòîðàÿ òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ îá-
ùåçíà÷èìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðèâåäåííûå â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ôîð-
ìóëû íåîáùåçíà÷èìû, îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ êàê íåñëîæíîå, íî ïî-
ëåçíîå óïðàæíåíèå.

Çàìå÷àíèå 2. Õîòÿ Ð(x) PN/A  >õ P(õ), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ

ëþáîé ôîðìóëû À:

1) PNA À òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà PNA >õ À;

2) PNA À òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà PNA À R, ãäå À R – çàìûêàíèå

ôîðìóëû À (ñì. òåîðåìó î çàìûêàíèè â § 5.2). P

Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî âàæíûõ ï ð è ì å ð î â
äåðåâüåâ PN-âûâîäà.

1. ∃õ ¬À PNA ¬>x À    

в

у

2

1

(2)

y

(1)

[ ]
[ ]

x A
A A

x A xA
xA

∀

¬

∃

∀
¬

∃ ¬ ¬∀
¬∀

2. >x ¬À PNA ¬∃õ À    

у

в

у

у

(2)

(1)

2

1

[ ]
[ ]

x A
AA

x Ax A
x A x A

xA

∃

¬

∀

¬

∀ ¬
¬

¬∀ ¬∃
∀ ¬ ¬∀ ¬

¬∃

3. ¬>õ À PNA  ∃õ ¬À   

в

в

в

â

(2)

(1)

2

1

[ ]
[ ]

A
x A x A

A
A

x Ax A
x A
x A

∃

∀

¬

¬

¬
∃ ¬ ¬∃ ¬

¬¬

¬∀∀
¬¬∃ ¬

∃ ¬

Примеры деревьев
PN&вывода
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4. >õ (À & B) PNA >õ À & >õ B   ( & ) ( & )

& &

&

x A B x A B

A B A B
A B
x A x B

xA xB

∀ ∀

∀ ∀
∀ ∀

5. >õ À & >õ B PNA >õ (À & B)    & &

&
( & )

xA xB xA xB

x A x B

A B
A B

x A B

∀ ∀ ∀ ∀
∀ ∀

∀

6. >õ À ∨ >õ B PNA >õ (À ∨ B)  

(1)

1 1

y

[ ] [ ]

( ) ( )

( )

x A x B

A B
A B A B

x A x B x A B x A B

x A B
∨

∀ ∀

∨ ∨
∀ ∨ ∀ ∀ ∨ ∀ ∨

∀ ∨

7. ∃õ (À ∨ B) PNA ∃õ À ∨ ∃õ B

 

2 2

1

(2)

(1)

ó

ó

[ ] [ ]

[ ]

( )

A B

x A x B
A B x A x B x A x B

x A B x A x B

x A x B

∨

∃

∃ ∃
∨ ∃ ∨ ∃ ∃ ∨ ∃

∃ ∨ ∃ ∨ ∃

∃ ∨ ∃

8. ∃õ À ∨ ∃õ B PNA  ∃õ (À ∨ B)

 

2 3

1 1

(2) (3)

(1)

ó

y

[ ] [ ]

[ ] [ ]( ) ( )

( ) ( )

( )

ó

A B

A B A B
x A B x A Bx A x B

x A x B x A B x A B

x A B

∃ ∃

∨

∨ ∨
∃ ∨ ∃ ∨∃ ∃

∃ ∨ ∃ ∃ ∨ ∃ ∨
∃ ∨

9. >õ (À ⊃ Â) PNA >õ À ⊃ >õ Â  1

(1)â

[ ] ( )x A x A B

A A B
B

x B

x A x B
⊃

∀ ∀ ⊃
⊃

∀

∀ ⊃ ∀

 

P



203

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å
Äîêàæèòå ïîñòðîåíèåì äåðåâà PN-âûâîäà (À, Â – ïðîèçâîëü-

íûå ôîðìóëû ßËÏ):
1) åñëè PNA À ⊃ Â, òî PNA >õ À ⊃ >õ Â;

2) åñëè PNA À ⊃ Â, òî PNA ∃õ À ⊃ ∃õ Â;

3) åñëè PNA À ~ Â, òî PNA >õ À ~ >õ Â;

4) åñëè PNA À ~ Â, òî PNA ∃õ À ~ ∃õ Â.

§  4 . 4 .  Ï ð è í ö è ï  è í ä ó ê ö è è§  4 . 4 .  Ï ð è í ö è ï  è í ä ó ê ö è è§  4 . 4 .  Ï ð è í ö è ï  è í ä ó ê ö è è§  4 . 4 .  Ï ð è í ö è ï  è í ä ó ê ö è è§  4 . 4 .  Ï ð è í ö è ï  è í ä ó ê ö è è
ä ë ÿ  ä ë ÿ  ä ë ÿ  ä ë ÿ  ä ë ÿ  PNPNPNPNPN -âûâîäîâ-âûâîäîâ-âûâîäîâ-âûâîäîâ-âûâîäîâ

Ïîíÿòèå ñîõðàíåíèÿ PN-ïðàâèëîì îòíîøåíèÿ
ρ (ãäå ρ – îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è
ôîðìóëàìè ßËÏ) äëÿ âñåõ áåñêâàíòîðíûõ ïðàâèë çàêëþ÷åíèÿ ìîæ-
íî îïðåäåëèòü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ N-ïðàâèë â
§ 2.6. Äîáàâèì ÷åòûðå íîâûõ ïóíêòà äëÿ êâàíòîðíûõ ïðàâèë.

Îïðåäåëåíèå ñîõðàíåíèÿ PN-ïðàâèëîì îòíîøåíèÿ ρρρρρ. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî:
1) ïðàâèëî >â ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ, åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìóëû
À è äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Δ, íè â îäíó èç ôîðìóë

êîòîðîãî íå âõîäèò ñâîáîäíî õ, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ρ

ρ
À

À

Δ
Δ ∀x

(åñëè ΔρÀ, òî Δρ>x À);
2) ïðàâèëî ∃â ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæå-
ñòâà ôîðìóë Δ, ëþáîé ôîðìóëû À è ëþáîãî À-õ-äîïóñòèìîãî

òåðìà t âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 
ρ
ρ

( )À t

xÀ

Δ
Δ ∃

;

3) ïðàâèëî >ó ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæå-
ñòâà ôîðìóë Δ, ëþáîé ôîðìóëû À è ëþáîãî À-õ-äîïóñòèìîãî

òåðìà t âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 
ρ
ρ ( )

xÀ

À t

Δ ∀
Δ

;

4) ïðàâèëî ∃ó ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ, åñëè äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ
ôîðìóë Δ

1
 è Δ

2 
è ëþáîé ôîðìóëû Ñ òàêèõ, ÷òî íè â îäíó ôîð-

ìóëó èç ìíîæåñòâà Δ
2 
\ {A} è â ôîðìóëó Ñ íå âõîäèò ñâîáîäíî õ,

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 
2

1 2

1 \

ρ ; ρ
( ( { }))ρ

xÀ C

À C

Δ ∃ Δ

Δ ∪ Δ .
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ PN-âûâîäèìîñòè PNA

(èç § 4.3) îçíà÷àþò, ÷òî âñå PN-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå PNA ,

à ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâà-

íèÿ â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ËÏB  (èç § 3.6) îçíà÷àþò, ÷òî âñå PN-ïðà-

âèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ËÏB . Âñå PN-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò òàêæå

îòíîøåíèå M-ñëåäîâàíèÿ äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè M ñèãíàòó-
ðû σ.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè îòíîøåíèå ρ ðåôëåêñèâ-
íî, òðàíçèòèâíî è ìîíîòîííî, òî:

1) ïðàâèëî >ó ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À è ëþáîãî À-õ-äîïóñòèìîãî òåðìà t
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå >õÀρÀ(t);

2) ïðàâèëî ∃â ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À è ëþáîãî À-õ-äîïóñòèìîãî òåðìà t
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå À(t)ρ∃õÀ;

3) ïðàâèëî ∃ó ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáûõ Δ, À è Ñ òàêèõ, ÷òî õ íå âõîäèò ñâîáîäíî íè â îäíó

ôîðìóëó èç Δ è â ôîðìóëó Ñ, âûïîëíÿåòñÿ 
, ρ

, ρ
À C

À C

Δ
Δ ∃x . P

Â § 2.6 ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûõ ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî
ïðèíöèïà ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâà ìíî-
ãèõ âàæíûõ òåîðåì î ñâîéñòâàõ òàêèõ ñèñòåì.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåïåðü àíàëîãè÷íûé ïðèíöèï èí-
äóêöèè äëÿ ïðåäèêàòíûõ ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà, ñóòü êîòî-
ðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

S Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà îòíîøåíèå ρ, ìíîæåñòâî çåëå-
íûõ ëèñòüåâ âñÿêîãî äåðåâà PN-âûâîäà íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ
åãî êîðíåì.

!  ÒÅÎÐÅÌÀ (ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ PN-âûâîäîâ, ïåðâàÿ ôîðìà).

Ïóñòü ρ – îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è
ôîðìóëàìè ßËÏ.
Åñëè 1) ρ ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî,
è     2) âñå PN-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ρ,
òî   äëÿ ëþáûõ Δ, F è ëþáîãî PN-Δ-F-âûâîäà âûïîëíÿåòñÿ ΔρF.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âîçâðàòíîé èíäóê-
öèåé ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó k (âûñîòå äåðåâà) ñëåäóþùåå óò-
âåðæäåíèå:

Êàêîâû áû íè áûëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ìíîæåñòâî ôîðìóë Δ,
ôîðìóëà F è äåðåâî PN-Δ-F-âûâîäà âûñîòû k, âûïîëíÿåòñÿ ΔρF.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

(k) (D ) (Δ) (F) (D  = F
ΔD  & h(D ) = k → ΔρF).

Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü F
ΔD  åñòü PN-Δ-F-âûâîä âûñîòû 0, ò. å.

F
ΔD  åñòü ôîðìóëà F è Δ = {F}. Òîãäà ΔρF â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ρ.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü k – ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äî-
ïóñòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ Δ è F è äëÿ ëþáîãî PN-Δ-F-âûâîäà, âûñîòà
êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò k, èìååò ìåñòî ΔρF (ïðåäïîëîæåíèå èíäóê-
öèè).

Ïóñòü Δ – ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë, F – ïðîèçâîëüíàÿ

ôîðìóëà è F
ΔD – ïðîèçâîëüíûé PN-Δ-F-âûâîä, âûñîòà êîòîðîãî

ðàâíà k + 1. Äîêàæåì, ÷òî ΔρF.

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ïîñòðîåíèÿ äåðåâà F
ΔD  â

ñîîòâåòñòâèè ñ èíäóêòèâíûì îïðåäåëåíèåì PN-Δ-F-âûâîäà.
Ðàññóæäåíèÿ â ïóíêòàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê áåñêâàíòîðíûì PN-

ïðàâèëàì, àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì, ïðîâåäåííûì äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðàâèë ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ Nk-
âûâîäîâ (§ 2.6). Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ÷åòûðå ñëó÷àÿ êâàíòîðíûõ
ïðàâèë:

1. Ïóñòü F
ΔD  ïîëó÷åíî ïî ïðàâèëó >â, ò. å. F

ΔD  = A

õÀ

Δ

∀
D

, F M>x À

è ïåðåìåííàÿ õ íå âõîäèò ñâîáîäíî íè â îäíó ôîðìóëó èç Δ. Òîãäà

âûñîòà A
ΔD  ðàâíà k è, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ΔρÀ.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó ïðàâèëî >â ñîõðàíÿåò ρ, ïîëó÷àåì Δρ>xÀ, ò. å.
ΔρF.

2. Ïóñòü F
ΔD  ïîëó÷åíî ïî ïðàâèëó ∃â, ò. å. F

ΔD  = 
( )A t

õÀ

Δ

∃

D
, FM∃x À

è òåðì t – À-õ-äîïóñòèì. Òîãäà âûñîòà ( )A t
ΔD  ðàâíà k, à çíà÷èò, ñî-

ãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ΔρÀ(t). Îòñþäà, ïîñêîëüêó ïðàâè-
ëî ∃â ñîõðàíÿåò ρ, ïîëó÷àåì Δρ∃xÀ, ò. å. ΔρF.
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3. Ñëó÷àé ïðàâèëà >ó ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ï. 2.

4. Ïóñòü äåðåâî âûâîäà F
ΔD  ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ∃ó, ò. å.

F
ΔD  = 

1 2
õÀ C

C

Δ Δ
∃D D , ïåðåìåííàÿ õ íå âõîäèò ñâîáîäíî íè â îäíó ôîð-

ìóëó èç ìíîæåñòâà Δ
2 
\ {A} è â ôîðìóëó Ñ, FMÑ, Δ = Δ

1 
∪ (Δ

2 
\ {A}).

Òîãäà âûñîòû äåðåâüåâ хА
1Δ

∃D  è C
2ΔD  íå ïðåâîñõîäÿò k, à çíà÷èò,

ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Δ1ρ∃õÀ è Δ2ρÑ. Îòñþäà, ïî-
ñêîëüêó ïðàâèëî ∃ó ñîõðàíÿåò ρ, ïîëó÷àåì Δ1 ∪ (Δ2 \ {A})ρÑ,
ò. å. ΔρF.

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ ðàññìîòðåíèå âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ïîñò-

ðîåíèÿ äåðåâà F
ΔD è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. S

★   Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè îòíîøåíèÿ ρ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïóíê-
òîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê áåñêâàíòîðíûì ïðàâèëàì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ Nc-âûâîäîâ, § 2.6). Åñëè íåìíîãî ïîä-
êîððåêòèðîâàòü îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ñîõðàíåíèÿ PN-ïðàâèëàìè îòíî-
øåíèÿ ρ â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèÿìè I–IV § 2.6, îòìå÷åííûìè ★,
ìîæíî ñîâñåì îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ìîíîòîííîñòè â ôîðìóëè-
ðîâêå ïðèíöèïà èíäóêöèè â ïåðâîé ôîðìå. ✰

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòíîøåíèå PN-âûâîäèìîñòè ñîãëàñîâàíî ñ
îòíîøåíèåì ρ, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã è

ëþáîé ôîðìóëû F èç âûâîäèìîñòè Ã PNA F ñëåäóåò ÃρF, ò. å. åñëè

 (Ã) (F) (Ã PNA F → ÃρF).

Ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ PN-âûâîäîâ â ïåðâîé ôîð-
ìå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò
äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé âèäà: «Êàêîâû áû íè áûëè êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ôîðìóë Ã è PN-âûâîäèìàÿ èç Ã ôîðìóëà F, ìíîæåñòâî
ôîðìóë Ã íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ F» èëè, äðóãèìè ñëîâàìè:
«Îòíîøåíèå PN-âûâîäèìîñòè ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì ρ».

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ PN-âûâîäîâ, âòîðàÿ ôîðìà).

Åñëè 1) ρ ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî,
è      2) âñå PN-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ρ,
òî   îòíîøåíèå PN-âûâîäèìîñòè ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì ρ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Ã è F – òàêèå, ÷òî Ã PNA F, à

F
ΔD  – PN-Δ-F-âûâîä òàêîé, ÷òî Δ ⊆ Ã. Òîãäà, â ñèëó ïåðâîé ôîðìû
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ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ PN-âûâîäîâ, ΔρF. Îòñþäà, â ñèëó ìîíî-
òîííîñòè ρ, äåëàåì âûâîä, ÷òî ÃρF. S

Áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó èíäóêöèè äëÿ ÐN-âûâîäîâ (âî âòîðîé ôîð-
ìå) ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ñîãëàñîâàííîñòè îòíîøåíèÿ

PNA  ñ ðåôëåêñèâíûì è ìîíîòîííûì îòíîøåíèåì ρ. Òàêèì óñëîâèåì

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ âñåìè PN-ïðàâèëàìè.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñèñòåì, èñïîëüçîâà-

íèå ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ PN-âûâîäîâ ñóùåñòâåííî óïðîùàåò
äîêàçàòåëüñòâî ìíîãèõ âàæíûõ òåîðåì î ñâîéñòâàõ ïðåäèêàòíûõ
ñèñòåì.

Òåïåðü ââåäåì ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîãî PN-ïðàâèëà àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ñèñòåì Nk è Ni.

!   Ñõåìó R íàçûâàþò ïðîèçâîäíûì PN-ïðàâèëîì, åñëè îíà ñîõðà-

íÿåò îòíîøåíèå PN-âûâîäèìîñòè.

Àíàëîãè÷íî ïðîïîçèöèîíàëüíîìó ñëó÷àþ ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî

ïðÿìàÿ ñõåìà 
... n1

F F

F
 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì PN-ïðàâèëîì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà F1, …, Fn PNA F.

Ñîãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ, ìîæíî äîêàçàòü ïîñòðîåíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äåðåâüåâ PN-âûâîäà, ÷òî, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ñõå-
ìû ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè PN-ïðàâèëàìè (À, Â, Ñ – ïðîèçâîëü-
íûå ôîðìóëû ßËÏ):

1) 
( ) ( ( ) ( ))

( )

A t x A x B x

B t

∀ ⊃
, ãäå òåðì t  À⊃Â-õ-äîïóñòèì;

2) 
( ( ) ( )) ( )

( )

x A x B x B t

A t

∀ ⊃ ¬
¬ , ãäå òåðì t  À⊃Â-õ-äîïóñòèì;

3) 
( )x C A

C xA

∀ ⊃
⊃ ∀

, ãäå õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â Ñ;

4) 
( )x A C

xA C

∀ ⊃
∃ ⊃

, ãäå õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â Ñ;

5) 

[ ( )]

&

( )

– ñ îãðàíè÷åíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè
îãðàíè÷åíèÿì äëÿ ïðàâèëà ó.

A x

B B

xA x

¬
¬∃ ∃
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Òàêæå ìîæíî ïîñòðîåíèåì äåðåâüåâ âûâîäà äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáûõ ïðåäèêàòíûõ ôîðìóë À è Ñ, åñëè ïåðåìåííàÿ õ íå âõîäèò
ñâîáîäíî â Ñ, òî:

1) 
PN

PN

C A

C xA

⊃
⊃ ∀

A

A ;   2) 
PN

PN

A C

xA C

⊃
∃ ⊃

A

A ;   3)
( ) &

( )

A x B B

x A x

⊃ ¬
¬∃

A

A
.

§  4 . 5 .  Î ñ í î â í û å  õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è§  4 . 5 .  Î ñ í î â í û å  õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è§  4 . 5 .  Î ñ í î â í û å  õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è§  4 . 5 .  Î ñ í î â í û å  õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è§  4 . 5 .  Î ñ í î â í û å  õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è
ï ð å ä è ê à ò í û õ  ñ è ñ ò å ìï ð å ä è ê à ò í û õ  ñ è ñ ò å ìï ð å ä è ê à ò í û õ  ñ è ñ ò å ìï ð å ä è ê à ò í û õ  ñ è ñ ò å ìï ð å ä è ê à ò í û õ  ñ è ñ ò å ì

Ïðè ïîñòðîåíèè ïðåäèêàòíîé ñèñòåìû åñòåñòâåí-
íîãî âûâîäà â êà÷åñòâå ÿçûêà ñèñòåìû ìîæíî âçÿòü ëþáîé ôðàã-
ìåíò ßËÏ, ñîõðàíèâ òå æå ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ. Ïðåäèêàòíóþ ñè-
ñòåìó ñ ÿçûêîì ßËÏσ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç PσN. Äëÿ âñÿêîé
òàêîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâû âñå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå âûøå
äëÿ ñèñòåìû PN, â ÷àñòíîñòè ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ
PσN-âûâîäîâ.

Ñèñòåìó PσN íàçûâàþò ñåìàíòè÷åñêè êîððåêòíîé, åñëè âñÿêàÿ
PσN-âûâîäèìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.

Ñèñòåìó PσN íàçûâàþò ïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò ôîð-
ìóëà ßËÏσ, âûâîäèìàÿ â PσN âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì, è
íåïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè òàêîé ôîðìóëû íå ñóùåñòâóåò.

!  ÒÅÎÐÅÌÀ (î ñåìàíòè÷åñêîé êîððåêòíîñòè ñèñòåì PσN). Âñÿêàÿ

PσN-âûâîäèìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå

PσN-âûâîäèìîñòè ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì ñåìàíòè÷åñêîãî ñëå-

äîâàíèÿ â ËÏ. Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ, îòíîøåíèå ËÏB  ðåô-

ëåêñèâíî è ìîíîòîííî. Âî-âòîðûõ, ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ñåìàíòè-
÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ â ËÏ, âñå PσN-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå

ËÏB  (ñì. § 3.6). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ

PσN-âûâîäîâ (âî âòîðîé ôîðìå), îòíîøåíèå PσN-âûâîäèìîñòè ñî-
ãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ â ëîãèêå ïðå-
äèêàòîâ:

(Ã) (F) (Ã 
σP NA F → Ã ËÏB F).
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Îòñþäà ïðè ïóñòîì Ã ïîëó÷àåì

 (F) (
σP NA F → B F),

÷òî è òðåáîâàëîñü. S

S Çàìå÷àíèå 1. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îòêàç îò îãðàíè÷åíèé â ïóí-
êòàõ (Ð1)–(Ð4) îïðåäåëåíèÿ PN-Δ-F-âûâîäà âåäåò ê ïîòåðå ñåìàí-
òè÷åñêîé êîððåêòíîñòè ñèñòåìû. P

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âñÿêàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñèñòåìà PσN íåïðîòèâîðå-
÷èâà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà PσN ïðîòè-

âîðå÷èâà, è ïóñòü ôîðìóëà F òàêàÿ, ÷òî 
σP NA F è 

σP NA ¬F. Òîãäà, ïî

òåîðåìå î ñåìàíòè÷åñêîé êîððåêòíîñòè ñèñòåìû PσN, ôîðìóëû F
è ¬F îáå îáùåçíà÷èìû, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
PσN íåïðîòèâîðå÷èâà. S

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòèâîðå÷èâî-
ñòè âñÿêîé ñèñòåìû PσN, îïèðàþùååñÿ íà ñå-
ìàíòè÷åñêóþ êîððåêòíîñòü ýòîé ñèñòåìû, íîñèò
ñåìàíòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â ñâÿçè ñ ýòèì áîëåå
öåííûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñèíòàêñè÷åñêîå

äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè âñÿêîé ñèñòåìû PσN.

!  ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñèñòåìà PσN íåïðîòèâîðå÷èâà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäàäèì èíäóêòèâíî îòîáðàæåíèå h
ìíîæåñòâà ôîðìóë ßËÏσ âî ìíîæåñòâî ôîðìóë ßËÂ:

Áàçèñ èíäóêöèè. Êàêîâû áû íè áûëè n-ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé

ñèìâîë n
kP (n, k = 1, 2, …) è òåðìû ßËÏσ  t1, …, tn,

h( n
kP (t1, …, tn)) = p1,

ãäå p1 – ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü À è Â – ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ßËÏσ è

h(À), h(Â) îïðåäåëåíû. Òîãäà:
à) h(À ⊕ Â) = h(À) ⊕ h(Â), ãäå ⊕ åñòü ëþáàÿ èç ñâÿçîê &, ∨, ⊃;
á) h(¬À) = ¬h(À);
â) h(>õ À) = h(À);
ã) h(∃õ À) = h(À).
Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû À ôîðìóëà h(À) ïî-

ëó÷àåòñÿ èç À «ñòèðàíèåì» êâàíòîðîâ è çàìåíîé êàæäîé ýëåìåí-
òàðíîé ôîðìóëû íà ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ p1.

Синтаксическое
доказательство
непротиворечивости
системы PN
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Ï ð è ì å ð. h( 1 2 1

1 1 1 2 2 1 1 2( ) ( , ( ))x P x x P c f x∃ ⊃ ∀ ¬ ) = p1 ⊃ ¬p1. P

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî:

1) h( ( )x
tA ) = h(À) äëÿ ëþáûõ ïåðåìåííîé õ, òåðìà t è ôîðìóëû À;

2) åñëè Ã PNA À, òî h(Ã) Nк
A h(À) äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À è ëþáîãî

ìíîæåñòâà Ã ôîðìóë ßËÏσ, ãäå h(Ã) q {h(F) | F ∈ Ã};

3) åñëè PNA À, òî Nê
A h(À) äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À ßËÏσ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ï. 1 ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ïîñò-

ðîåíèþ ôîðìóëû ßËÏσ. Åñëè À – ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà, òî( )x
tA  –

òàêæå ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ îòîáðàæåíèÿ h (áàçèñ), h( ( )x
tA ) = p1 è h(À) = p1. Ïóñòü À è Â –

ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ßËÏσ è ïóñòü h(( )x
tA ) = h(À), h(( )x

tB ) = h(Â)

(ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè). Òîãäà h(( )x
tA B⊕ ) = h( ( )x

tA ⊕ ( )x
tB ) =

= h(( )x
tA ) ⊕ h( ( )x

tB ) = h(À) ⊕ h(B) = h(À ⊕ B), ãäå ⊕ – ëþáàÿ èç

ñâÿçîê &, ∨, ⊃. Äëÿ ôîðìóëû ¬À ðàññóæäåíèå ïðîâîäèòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëàì ñ âíåøíèì âõîæäåíèåì êâàíòîðà îáù-
íîñòè. Åñëè êâàíòîð áåðåòñÿ ïî òîé æå ïåðåìåííîé õ, âìåñòî êîòî-

ðîé ïîäñòàâëÿåòñÿ òåðì t, ò. å. ôîðìóëà èìååò âèä >õ À, òî ( )x
tx A∀  =

= >õ À, à çíà÷èò, h( ( )x
tx A∀ ) = h(>õ À) = h(À). Åñëè êâàíòîð áåðåò-

ñÿ ïî êàêîé-íèáóäü ïåðåìåííîé ó, îòëè÷íîé îò õ, òî, ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ ïîäñòàíîâêè òåðìà â ôîðìóëó, ( )x
ty A∀   =  >ó ( )x

tA .

Òîãäà h( ( )x
ty A∀ ) = h(>ó ( )x

tA ) = h( ( )x
tA ) = h(À).

Äëÿ êâàíòîðà ∃ ðàññóæäåíèå ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì

èíäóêöèè äëÿ PN-âûâîäîâ (âî âòîðîé ôîðìå). Îòíîøåíèå ρ çàäà-
äèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëà À è ìíîæå-
ñòâî ôîðìóë Ã ÿçûêà ßËÏσ

ÃρA def←⎯⎯→  h(Ã) Nê
A h(À).

Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå Nê
A  ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî, òî ρ òàêæå

ðåôëåêñèâíî è ìîíîòîííî. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî âñå PN-ïðà-
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âèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ρ. Ðàññìîòðèì ïðàâèëî &â. Äîïóñòèì,

÷òî h(Ã) Nê
A h(À) è h(Ã) Nê

A h(Â). Òîãäà, â ñèëó ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ

Nk-âûâîäèìîñòè, h(Ã) Nê
A h(À) & h(Â). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ h,

èìååì h(À) & h(Â) = h(À & Â). Ñëåäîâàòåëüíî, h(Ã) Nê
A h(À & Â). Äëÿ

îñòàëüíûõ áåñêâàíòîðíûõ ïðàâèë ðàññóæäåíèå ïðîâîäèòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.

Ïåðåéäåì ê êâàíòîðíûì ïðàâèëàì. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðà-
âèëî >â. Ïóñòü õ íå âõîäèò ñâîáîäíî íè â îäíó ôîðìóëó èç Δ, è

h(Δ) Nê
A h(À). Òîãäà, ïîñêîëüêó h(>õ À) = h(À), âûïîëíÿåòñÿ

h(Δ) Nê
A h(>x À).

Ïåðåéäåì ê ïðàâèëó ∃â. Ïóñòü h(Δ) Nê
A h( ( )x

tA ). Ñîãëàñíî îïðå-

äåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ h, h( ( )x
tA ) = h(À) è h(∃õ À) = h(À). Ñëåäîâà-

òåëüíî, h(Δ) Nê
A h(∃x À).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðàâèëî >ó. Ïóñòü h(Δ) Nê
A h(>x À). Òîãäà

h(Δ) Nê
A h( ( )x

tA ), ïîñêîëüêó h(>õ À) = h(À) è h( ( )x
tA ) = h(À).

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïðàâèëî ∃ó. Ïóñòü h(Δ1) Nê
A h(∃x À) è

h(Δ2) Nê
A h(Ñ). Äîêàæåì, ÷òî h(Δ1  ∪ (Δ2 \ {A})) Nê

A h(Ñ). Ðàññìîòðèì

äâà ñëó÷àÿ: À ∈ Δ2 è À ∉ Δ2. Â ñëó÷àå, êîãäà À ∉ Δ2, ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà Δ1 ∪ (Δ2 \ {A}) = Δ1 ∪ Δ2 è h(Δ1 ∪ (Δ2 \ {A})) = h(Δ1) ∪ h(Δ2).

Ïîñêîëüêó h(Δ2) Nê
A h(Ñ), òî è h(Δ1) ∪ h(Δ2) Nê

A h(Ñ), à çíà÷èò, è

h(Δ1 ∪ (Δ2 \ {A})) Nê
A h(Ñ). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà À ∈ Δ2. Çàìå-

òèì, ÷òî ïîñêîëüêó h(∃õ À) = h(À), òî h(Δ1) Nê
A h(À). Îáîçíà÷èì

÷åðåç 
1( )

( )
h
h A

Δ
 äåðåâî Nk-âûâîäà, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé âûâîäèìîñ-

òè, à ÷åðåç 
2( )

( )
h
h C

Δ
 – äåðåâî Nk-âûâîäà, ñîîòâåòñòâóþùåå âûâîäè-

ìîñòè h(Δ2) Nê
A h(Ñ). Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî Δ2 ñëåäóþùèì îáðà-
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çîì: Δ
2
 = {A} ∪ (Δ

2 
\ {A}), ò. å. âûäåëèì ëèñò À. Î÷åâèäíî,

h(Δ2) = {h(A)} ∪ (h(Δ2) \ {h(A)}). Ýòî ïîçâîëÿåò äåðåâî âûâîäà 
2( )

( )

h

h C

Δ

ïðåäñòàâèòü òàê: 
2( ) ( ) \ { ( )}

( )

h A h h A

h C

Δ
. Íàäñòðîèâ â ýòîì äåðåâå íàä

ôîðìóëîé h(À) äåðåâî Nk-âûâîäà 
1( )

( )

h

h A

Δ
, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äåðå-

âî N
k
-âûâîäà:

1

2

( )
( ) \ { ( )}( )

( )

h
h h Ah A
h C

Δ
Δ

Òàêèì îáðàçîì, h(Δ
1
) ∪ (h(Δ

2
) \ {h(A)}) Nê

A h(Ñ). Ïîñêîëüêó

h(Δ1) ∪ (h(Δ2) \ {h(A)}) = h(Δ1 ∪ (Δ2 \ {A})), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ

âûâîäèìîñòü: h(Δ1 ∪ (Δ2 \ {A})) Nê
A h(Ñ).

Íàêîíåö, óòâåðæäåíèå ï. 3 ïîëó÷àåì èç ï. 2 ïðè Ã = ∅.
Òåïåðü çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè PσN, ðàñ-

ñóæäàÿ ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà PσN

ïðîòèâîðå÷èâà. Ïóñòü F – ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ òàêàÿ, ÷òî PNA F è

PNA ¬F. Òîãäà, â ñèëó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ï. 3,

Nê
A h(F) è Nê

A ¬h(F), ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ñèñòåìà Nk íå-

ïðîòèâîðå÷èâà. S

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å
Âûÿñíèòå, áóäåò ëè ïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìà, êîòîðàÿ îòëè÷à-

åòñÿ îò PN òåì, ÷òî â îïðåäåëåíèè äåðåâà âûâîäà îòñóòñòâóþò îã-
ðàíè÷åíèÿ íà ïðèìåíåíèå êâàíòîðíûõ ïðàâèë.

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ PσN-äîêàçóåìàÿ
ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé. Âåðíî ëè îá-
ðàòíîå? Äðóãèìè ñëîâàìè, äîñòàòî÷íî ëè ïîëîí

ñïèñîê PσN-ïðàâèë äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîé îáùåçíà÷èìîé ôîð-
ìóëû ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü äåðåâî PσN-âûâîäà ýòîé ôîðìóëû ñ

Теорема о
полноте PN
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ïóñòûì ìíîæåñòâîì çåëåíûõ ëèñòüåâ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ê. Ã¸äå-
ëåì äëÿ êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà,
ðàâíîîáúåìíîãî êëàññè÷åñêîé ïðåäèêàòíîé ñèñòåìå åñòåñòâåííîãî
âûâîäà. Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà î ïîëíîòå îòíîñèòåëüíî êëàññà
îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë èìååò ìåñòî èìåííî äëÿ êëàññè÷åñêîé ïðå-
äèêàòíîé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ èíòóèöèîíè-
ñòñêîé ïðåäèêàòíîé ñèñòåìû íåâåðíî.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ. (î ñåìàíòè÷åñêîé ïîëíîòå PσN). Âñÿêàÿ îáùåçíà÷è-

ìàÿ ôîðìóëà ßËÏσ ÿâëÿåòñÿ PσN-äîêàçóåìîé1).

Òåîðåìà ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà, ïîñêîëüêó äîêàçàòåëü-
ñòâî åå âåñüìà ñëîæíîå è âûõîäèò çà ðàìêè êóðñà.

Îáúåäèíÿÿ òåîðåìû î ñåìàíòè÷åñêîé êîððåêòíîñòè è ñåìàíòè-
÷åñêîé ïîëíîòå PσN, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îáû÷íî è
íàçûâàåìîå òåîðåìîé Ã¸äåëÿ î ïîëíîòå êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ2): äëÿ âñÿêîé ïðåäèêàòíîé ñèñòåìû PσN â íåé äîêàçóå-
ìû òå è òîëüêî òå ôîðìóëû ßËÏσ, êîòîðûå îáùåçíà÷èìû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êëàññ PσN-äîêàçóåìûõ ôîðìóë ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë ßËÏσ.

! Ñèñòåìó PσN íàçûâàþò ðàçðåøèìîé ñèñòåìîé,

åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî âñÿ-
êîé ôîðìóëå ßËÏσ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè ýòà ôîðìóëà PσN-äîêàçóåìîé.

Ðàíåå (ñì. § 2.7) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ
ñèñòåìà Nk ðàçðåøèìà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû PN íåâåðíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P0N ïðåäèêàòíóþ ñèñòåìó, ÿçûêîì êîòîðîé
ñëóæèò ÿçûê ÷èñòîé ëîãèêè ïðåäèêàòîâ – ÿçûê, ñîäåðæàùèé âñå
ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû ßËÏ, íî íå ñîäåðæàùèé ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ è ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò. Ñèñòåìó P0N íàçûâàþò ÷èñòûì
èñ÷èñëåíèåì ïðåäèêàòîâ. Ñèñòåìó PN, ÿçûê êîòîðîé ñîäåðæèò âñå
ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, âñå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû è âñå ïðåä-
ìåòíûå êîíñòàíòû íàçûâàþò òàêæå íàñûùåííûì èñ÷èñëåíèåì ïðåäè-
êàòîâ.

1) Íàéòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïîëíîòå ìîæíî, íàïðèìåð, â [3] èëè [10].
2) Òðàäèöèîííî òåîðåìîé Ã¸äåëÿ î ïîëíîòå íàçûâàþò àíàëîãè÷íîå óòâåðæ-

äåíèå äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà.

Неразрешимость
PN.
Теорема Чёрча
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!   ÒÅÎÐÅÌÀ (×¸ð÷). Ñèñòåìû P0N è PN íåðàçðåøèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåò ñðåäñòâà òåîðèè àëãî-
ðèòìîâ è âûõîäèò çà ðàìêè ïðîãðàììû êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêè1).

Çàìå÷àíèå 2. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñòîå èñ÷èñëåíèå îäíîìåñò-
íûõ ïðåäèêàòîâ (ò. å. òàêîå èñ÷èñëåíèå, ñèãíàòóðà ÿçûêà êîòîðîãî
ñîäåðæèò âñå îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû è òîëüêî èõ) ðàç-
ðåøèìî. P

§  4 . 6 .  È ñ ÷ è ñ ë å í è ÿ  ï ð å ä è ê à ò î â§  4 . 6 .  È ñ ÷ è ñ ë å í è ÿ  ï ð å ä è ê à ò î â§  4 . 6 .  È ñ ÷ è ñ ë å í è ÿ  ï ð å ä è ê à ò î â§  4 . 6 .  È ñ ÷ è ñ ë å í è ÿ  ï ð å ä è ê à ò î â§  4 . 6 .  È ñ ÷ è ñ ë å í è ÿ  ï ð å ä è ê à ò î â
ã è ë ü á å ð ò î â ñ ê î ã î  ò è ï àã è ë ü á å ð ò î â ñ ê î ã î  ò è ï àã è ë ü á å ð ò î â ñ ê î ã î  ò è ï àã è ë ü á å ð ò î â ñ ê î ã î  ò è ï àã è ë ü á å ð ò î â ñ ê î ã î  ò è ï à

Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ãèëüáåðòîâ-
ñêîãî òèïà PσK çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. ßçûêîì èñ÷èñëåíèÿ
PσK ñëóæèò ßËÏσ. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî àêñèîì çàäàåòñÿ, âî-
ïåðâûõ, ñõåìàìè àêñèîì êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé
K (ñì. § 2.13) è, âî-âòîðûõ, êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëà À ßËÏσ,
ïåðåìåííàÿ õ è À-x-äîïóñòèìûé òåðì t, ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè ñëå-
äóþùèå ôîðìóëû:

>õ À ⊃ À(t),  À(t) ⊃ ∃õ À.

Èñ÷èñëåíèå PσK èìååò ñëåäóþùèå òðè ïðàâèëà âûâîäà:

1) 
⊃A A B

B
;   2) 

x

⊃

⊃ ∀

C A

C A
;   3) 

x

⊃

∃ ⊃

A C

A C
,

ãäå â ïðàâèëàõ 2 è 3 ïåðåìåííàÿ õ íå âõîäèò ñâîáîäíî â C.
Îïðåäåëåíèå PσK-Ã-âûâîäà è ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ PσK-Ã-âû-

âîäèìûõ ôîðìóë ôîðìóëèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëà-
ëîñü äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé K (ñì. § 2.13).

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèïû èíäóêöèè äëÿ PσN-âûâîäîâ è äëÿ PσK-Ã-âû-
âîäèìûõ ôîðìóë, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìû PσK è PσN
(ò. å. PσNk) ðàâíîîáúåìíû, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëà äîêàçàíà
ðàâíîîáúåìíîñòü ñèñòåì K è Nk. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñÿêîì
σ èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ PσK ñåìàíòè÷åñêè êîððåêòíî, íåïðîòè-
âîðå÷èâî, ñåìàíòè÷åñêè ïîëíî. Âïðî÷åì, âñå ýòè ðåçóëüòàòû ìîæ-
íî ïîëó÷èòü íåçàâèñèìî îò àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñèñòåìû

1) Íàéòè äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìîñòè èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ìîæíî,
íàïðèìåð, â [10] èëè [3].
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PσN, ÷òî îáû÷íî è äåëàåòñÿ, åñëè èñ÷èñëåíèå PσK âçÿòî çà îñíîâó
ïðè èçëîæåíèè òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ (ñì., íàïðèìåð, [10], [7]).

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìó äåäóêöèè â òîì âèäå, â êàêîì îíà èìååò
ìåñòî äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé K, íà ñëó÷àé èñ÷èñëåíèÿ ïðå-
äèêàòîâ PK ïåðåíåñòè íåëüçÿ. Ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî
ìîäèôèêàöèè òåîðåìû äåäóêöèè äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ PK
ìîæíî íàéòè âî âñåõ òðàäèöèîííûõ ó÷åáíèêàõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêå, ãäå èñ÷èñëåíèÿ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà âçÿòû çà îñíîâó èç-
ëîæåíèÿ ([10], [7]). Ñëàáàÿ ôîðìà òåîðåìû äåäóêöèè äëÿ PK òàêî-
âà: åñëè ôîðìóëà À çàìêíóòà è Ã, À A  Â, òî Ã A  À ⊃ Â. P

§  4 . 7 .  À í à ë è ç  ë î ã è ÷ å ñ ê î é§  4 . 7 .  À í à ë è ç  ë î ã è ÷ å ñ ê î é§  4 . 7 .  À í à ë è ç  ë î ã è ÷ å ñ ê î é§  4 . 7 .  À í à ë è ç  ë î ã è ÷ å ñ ê î é§  4 . 7 .  À í à ë è ç  ë î ã è ÷ å ñ ê î é
ñ ò ð ó ê ò ó ð û  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò âñ ò ð ó ê ò ó ð û  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò âñ ò ð ó ê ò ó ð û  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò âñ ò ð ó ê ò ó ð û  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò âñ ò ð ó ê ò ó ð û  ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû äîêàçàòåëüñòâ, ïðåäñòàâ-
ëåííûõ â âèäå äåðåâà. Ýòî ïîçâîëèò äëÿ êàæäîãî èç äîêàçàòåëüñòâ
âûÿâèòü õàðàêòåð ëîãè÷åñêèõ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó åãî ÷ëåíàìè è
ïîìîæåò ïðîàíàëèçèðîâàòü åãî ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Ï ð è ì å ð 1. Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî èç ñâîéñòâ äåëè-
ìîñòè öåëûõ ÷èñåë.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç äâóõ ÷èñåë à è b äåëèò-
ñÿ íà ñ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå àb äåëèòñÿ íà c.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî óòâåðæäåíèå çàïèñûâàþò òàê:

ñ | a ∨ ñ | b → ñ | ab.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñ | a èëè ñ | b. Äîêàæåì ðàçáîðîì
ñëó÷àåâ, ÷òî òîãäà ñ | ab. Äîïóñòèì, ÷òî ñ | a. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå k, ÷òî à = kc. Ïóñòü k

0
 òàêîå

÷èñëî, ÷òî à = k
0
ñ, òîãäà àb = (k

0
c)b, à çíà÷èò, àb = (k

0
b)c. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ñ | ab. Ïðè äîïóùåíèè ñ | b àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ñ | ab. Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñ | ab. S

Òåïåðü, âîññòàíîâèâ ïðîïóùåííûå ññûëêè è ëîãè÷åñêèå ïåðå-
õîäû, ïðåäñòàâèì ýòî äîêàçàòåëüñòâî â âèäå äåðåâà.

Ñíà÷àëà îòîáðàçèì òîëüêî ðàññóæäåíèå ðàçáîðîì ñëó÷àåâ:

                    
(2)

(1)

2 2

1

ó

â

[ | ] [ | ]

[ | | ] | |

|

| | |

c a c b

ñ a c b c ab c ab
c ab

ñ a c b c ab

∨

⊃

∨

∨ →
(1)
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Äåðåâó (1) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå äåðåâî ôîðìóë, ò. å. ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî äåðåâî (1) ïîñòðîåíî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

                              

2 2

1

(2)

(1)

ó

â

[ ] [ ]

[ ]

A B

C CA B

C
A B C

∨

⊃

∨

∨ ⊃

(1R)

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ðàññóæäåíèè áûëè èñïîëüçîâàíû äâà
ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ: óäàëåíèå äèçúþíêöèè ∨ó è ââåäåíèå èìïëè-
êàöèè ⊃â.

Â äåðåâå (1) áûëè èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ 
|

|

c a

c ab
 è 

|

|

c b

c ab

äëÿ äåðåâüåâ âûâîäà ïðåäëîæåíèÿ ñ | ab èç äîïóùåíèé ñ | a è ñ | b
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñòðîèì òåïåðü ïåðâîå èç ýòèõ äåðåâüåâ (âòîðîå ñòðîèòñÿ àíà-
ëîãè÷íî):

 

3

0

0

0

(3)

[ ]

( )

| ( ) ( ) ( ) |

| ( )| ( ) ( ) |

( ) |

|

a k c

ab k c b

c a k a kc ab k b c k ab kc c ab

c a k a kcc a k ab kc k ab kc c ab

k a kc c ab

c ab

=

=

↔ ∃ = = ∃ = ↔

→ ∃ = ∃ = ∃ = →

∃ =
(2)

Ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâà (2) íà ïîñëåäíåì øàãå áûëî èñïîëüçî-
âàíî ïðàâèëî óäàëåíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ∃ó.

Â äåðåâå (2) ôîðìóëû c | a → ∃k (a = kc) è ∃k (ab = kc) → c | ab
ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëè÷åñêèìè çàïèñÿìè óòâåðæäåíèé, èìåþùèõ ìåñ-
òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ äåëèìîñòè.

Êðîìå òîãî, çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

3

0

0

[ ]

( )

a k c

ab k c b

=

=
 äëÿ äåðåâà 0 0 0

0

3

( )

[ ] ( )

( )

x y z x y xz yz

a k c a k c ab k c b

ab k c b

∀ ∀ ∀ = → =
= = → =

=

è   
0

0

( )

( )

ab k c b

ab k b c

=

=  äëÿ äåðåâà 0 00

0

(( ) ( ) )

( ) ( )( )

( )

x y z xy z xz y

k c b k b cab k c b

ab k b c

∀ ∀ ∀ =

==

=

Çäåñü â êà÷åñòâå äîïóùåíèé ôèãóðèðóþò ôîðìóëû, âûðàæàþ-
ùèå èçâåñòíûå ñâîéñòâà ðàâåíñòâà è îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.



217

Åñëè äåðåâüÿ (1) è (2), ïðèâåäåííûå âûøå, ñîåäèíèòü âîåäèíî,
òî, î÷åâèäíî, ïîëó÷èòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêîå äåðåâî. Ïðèâåäåì çäåñü
ëèøü ãðàô, îòðàæàþùèé ñòðóêòóðó ýòîãî äåðåâà êàê ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà:

Ï ð è ì å ð 2. Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî åùå îäíîãî ïðîñòîãî
ñâîéñòâà äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Åñëè êàæäîå èç ÷èñåë à è b äåëèòñÿ íà ñ, òî
ñóììà a + b äåëèòñÿ íà ñ.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî óòâåðæäåíèå çàïèñûâàþò òàê:
ñ | a & ñ | b → ñ | (a + b).

Â ñîêðàùåííîì (ñâåðíóòîì) âèäå, îòðàæàÿ ëèøü äâà ïîñëå-
äíèõ øàãà, äîêàçàòåëüñòâî â âèäå äåðåâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

1 2

1 2

y (1)

y (2)

[ ] [ ]|

| ( )| ( )

| ( )( )

| ( )

a k c b k cc a

c a bc b k a kc

c a bk b kc

c a b

∃

∃

= =

+∃ =

+∃ =

+

Çäåñü äâàæäû èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî óäàëåíèÿ êâàíòîðà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ.

Ïðèâåäåì áîëåå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ïðåä-
ñòàâëåííîå â âèäå äåðåâà. Â ýòîì äåðåâå ñîêðàùåíèÿ, ñèìâîëèçèðóå-
ìûå äâîéíîé ÷åðòîé, óñòðàíÿþòñÿ ïðè ïîìîùè âñòàâîê, îòðàæàþùèõ
äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, òðàíçèòèâíîñòü
ðàâåíñòâà, à òàêæå òåîðåìó î ïî÷ëåííîì ñëîæåíèè ðàâåíñòâ.

1 2
1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 21 2

1 2

(1)

(2)

[ ] [ ] ( & )
& &

( )

( )
| ( ) ( ) | ( )

| ( )| ( )
| ( )( )

| ( )

a k c b k c a b c a b c d a c b d
a k c b k c a k c b k c a b k c k c

k c k c k k ca b k c k c

a b k k c
c a k a b kc k a b kc c a b

c a bc b k a kc
c a bk b kc

c a b

= = ∀ ∀ ∀ = = → + = +
= = = = → + = +

+ = ++ = +

+ = +
∃ + = ∃ + = → +

+∃ =
+∃ =

+
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§  5 . 1 .  À ê ñ è î ì à ò è ÷ å ñ ê è å§  5 . 1 .  À ê ñ è î ì à ò è ÷ å ñ ê è å§  5 . 1 .  À ê ñ è î ì à ò è ÷ å ñ ê è å§  5 . 1 .  À ê ñ è î ì à ò è ÷ å ñ ê è å§  5 . 1 .  À ê ñ è î ì à ò è ÷ å ñ ê è å
ì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è å  ò å î ð è èì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è å  ò å î ð è èì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è å  ò å î ð è èì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è å  ò å î ð è èì à ò å ì à ò è ÷ å ñ ê è å  ò å î ð è è

S Ïðè ïîñòðîåíèè àêñèîìàòè÷åñêîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé òåîðèè îäíè óòâåðæäåíèÿ îáúÿâëÿþò èñõîäíûìè (è íà-
çûâàþò àêñèîìàìè èëè ïîñòóëàòàìè òåîðèè), à äðóãèå óòâåðæäå-
íèÿ äîêàçûâàþò, âûâîäÿò èç èñõîäíûõ ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé ïî
ëîãè÷åñêèì ïðàâèëàì (òàêèå óòâåðæäåíèÿ íàçûâàþò òåîðåìàìè ýòîé
òåîðèè). Òàêîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé íàçûâà-
åòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèì ìåòîäîì.

Âïåðâûå ýòîò ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí â III âåêå äî í. ý. ïðè
èçëîæåíèè ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Â «Íà÷àëàõ» Åâêëèäà èçëî-
æåíèå ïîñòðîåíî èìåííî òàêèì ìåòîäîì. Ñðåäè ïÿòè ïîñòóëàòîâ
Åâêëèäà íàèáîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èë ïÿòûé ïîñòóëàò, òî÷íåå
ýêâèâàëåíòíîå åìó óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê «àêñèîìà î ïàðàë-
ëåëüíûõ». Â äàëüíåéøåì ñïèñîê àêñèîì óòî÷íÿëñÿ è äîïîëíÿëñÿ.
Ðàáîòà ïî àêñèîìàòè÷åñêîìó ïîñòðîåíèþ ãåîìåòðèè áûëà çàâåð-
øåíà Ãèëüáåðòîì è Ïàøåì â XIX âåêå. Ìíîãîêðàòíî ïðåäïðèíè-
ìàëèñü ïîïûòêè äîêàçàòü àêñèîìó î ïàðàëëåëüíûõ ñ ïîìîùüþ îñ-
òàëüíûõ àêñèîì. Îäíàêî ýòè óñèëèÿ íå óâåí÷àëèñü óñïåõîì, ÷òî
ïðèâåëî ê ìûñëè î íåçàâèñèìîñòè ýòîé àêñèîìû (ò. å. î íåâîçìîæ-
íîñòè òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà).

Áîëüøóþ ðîëü â ðàçâèòèè àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà ñûãðàëî
ïîñòðîåíèå Í. È. Ëîáà÷åâñêèì â 1826 ãîäó íååâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè1), îäèí èç ïîñòóëàòîâ êîòîðîé áûë íåñîâìåñòèì ñ àêñèîìîé î
ïàðàëëåëüíûõ. Â äàëüíåéøåì ñðåäñòâàìè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
áûëè ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå ìîäåëè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Ýòè
ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî àêñèîìà î ïàðàëëåëüíûõ íå çàâèñèò îò
îñòàëüíûõ àêñèîì ãåîìåòðèè. Íå ìåíåå âàæíûì ÿâèëñÿ âûâîä î

1) Íåçàâèñèìî îò Ëîáà÷åâñêîãî ê ýòîìó îòêðûòèþ ïðèøåë â 1832 ãîäó
ß. Áîëüÿé.

5
ГлаваГлаваГлаваГлаваГлава
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òîì, ÷òî ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî íåïðîòèâîðå÷èâà, åñëè íåïðîòè-
âîðå÷èâà ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà.

Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïîêàçàëî, ÷òî ïðè
àêñèîìàòè÷åñêîì ïîñòðîåíèè òåîðèé ìîæíî äîñòàòî÷íî ñâîáîäíî
âûáèðàòü àêñèîìû, íå îðèåíòèðóÿñü íà îïèñàíèå êàêîé-òî êîíê-
ðåòíîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, à çàòåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ìî-
äåëè ýòèõ òåîðèé.

Ïîçæå áûëè ïðåäëîæåíû àêñèîìàòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ òàêèõ
âàæíåéøèõ òåîðèé, êàê àðèôìåòèêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ñì. § 5.6)
è òåîðèÿ ìíîæåñòâ (ñì. § 5.7).

Îäíàêî ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé (íå-
ôîðìàëüíûõ òåîðèé) íå óòî÷íÿþòñÿ ëîãè÷åñêèå ñðåäñòâà, èñ-
ïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâàõ. Òî÷íîå îïèñàíèå ëîãè÷åñêîãî
àïïàðàòà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ôîðìàëü-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íîãî îïè-
ñàíèÿ ëîãè÷åñêîãî àïïàðàòà òåîðèè èñïîëüçóþò ôîðìàëüíûé
ëîãè÷åñêèé ÿçûê. Òàêèì ÿçûêîì ìîæåò ñëóæèòü ÿçûê ïåðâîãî
ïîðÿäêà, íà êîòîðîì âîçìîæíî â âèäå ôîðìóë çàïèñàòü âñå àê-
ñèîìû òåîðèè, à òàêæå åå òåîðåìû. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî æå ÿçûêà
ìîæíî òàêæå âûðàçèòü èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâàõ ëîãè-
÷åñêèå ñðåäñòâà.

S Èòàê, ñóùåñòâåííûìè ÷åðòàìè, îòëè÷àþùèìè ôîðìàëüíûå òå-
îðèè îò íåôîðìàëüíûõ, ÿâëÿþòñÿ:

1) èñïîëüçîâàíèå ôîðìàëüíîãî ÿçûêà;
2) òî÷íîå îïèñàíèå ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ òåîðèè.
Ôîðìàëüíûå òåîðèè, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ôîðìàëèçàöèè

íåôîðìàëüíûõ àêñèîìàòè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé, îòíîñÿò-
ñÿ ê òàê íàçûâàåìûì òåîðèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà1). Âñÿêàÿ òåîðèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà îáû÷íî ñòðîèòñÿ íà áàçå íåêîòîðîãî ëîãè÷åñêîãî èñ-
÷èñëåíèÿ (èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ). Åñëè òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñòðîèòñÿ íà áàçå èñ÷èñëåíèÿ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà, òî ëîãè÷åñêèå
ñðåäñòâà âûðàæàþòñÿ â íåé â âèäå ëîãè÷åñêèõ àêñèîì è ïðàâèë
âûâîäà. Åñëè òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñòðîèòñÿ íà áàçå ñèñòåì åñ-
òåñòâåííîãî âûâîäà, òî âñå ëîãè÷åñêèå ñðåäñòâà âûðàæàþòñÿ òîëü-
êî â âèäå ïðàâèë âûâîäà (ïðàâèë çàêëþ÷åíèé). Òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ïîñòðîåííûå íà áàçå ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà, è áó-
äóò èçó÷àòüñÿ â ýòîé ãëàâå.

1) Ôîðìàëüíûå òåîðèè òàêæå íàçûâàþò ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêèìè èñ÷èñëå-
íèÿìè èëè ïðèêëàäíûìè èñ÷èñëåíèÿìè.



220

§  5 . 2 .  Ò å î ð è è  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à§  5 . 2 .  Ò å î ð è è  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à§  5 . 2 .  Ò å î ð è è  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à§  5 . 2 .  Ò å î ð è è  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à§  5 . 2 .  Ò å î ð è è  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à

S Âñÿêàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà1)  Ò îïðåäåëÿ-
åòñÿ ÷åòûðüìÿ êîìïîíåíòàìè: ôîðìàëüíûì ÿçûêîì ß

T
, ìíîæåñòâîì

àêñèîì ÀõT, ïðàâèëàìè çàêëþ÷åíèÿ è îïðåäåëåíèåì ôîðìàëüíîãî
âûâîäà. ßçûêîì âñÿêîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà T ñëóæèò íåêîòî-
ðûé ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà, à ìíîæåñòâî åå àêñèîì Àõ

T
 ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë ÿçûêà ýòîé òåîðèè ßT, âîç-

ìîæíî ïóñòîå (ÀõT ⊆ 
TßFr ). Àêñèîìû òåîðèè T, ò. å. ôîðìóëû èç

ìíîæåñòâà ÀõT, áóäåì êðàòêî íàçûâàòü T-àêñèîìàìè.
Ïðàâèëàìè çàêëþ÷åíèÿ âñÿêîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà Ò ñëó-

æàò ïðàâèëà êëàññè÷åñêîé ïðåäèêàòíîé ñèñòåìû åñòåñòâåííîãî
âûâîäà ÐN (ÐN-ïðàâèëà)2).

Â èçó÷àåìûõ íàìè ðàíåå äåäóêòèâíûõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ àê-
ñèîìû îòñóòñòâîâàëè. Íàëè÷èå àêñèîì â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
èçìåíèò îïðåäåëåíèå äåðåâà âûâîäà. Ñíà÷àëà ðàñøèðèì ïîíÿòèå
äåðåâà ôîðìóë.

Òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû À ãðàôè÷åñêèé

îáúåêò A  ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ôîðìóë âûñîòû 0.

Ïóñòü Ò – ïðîèçâîëüíàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, F – ïðîèç-
âîëüíàÿ ôîðìóëà è Δ – ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
ßÒ. Ââåäåì ïîíÿòèå äåðåâà T-âûâîäà ñ êîðíåì F è ìíîæåñòâîì çåëå-
íûõ ëèñòüåâ Δ èëè, êðàòêî, T-Δ-F-âûâîäà.

Îïðåäåëåíèå T-Δ-F-âûâîäà ïîëó÷àþò èç îïðåäåëåíèÿ PN-Δ-F-âû-
âîäà (§ 4.2) çàìåíîé ñëîâ «ôîðìóëà ßËÏ» íà ñëîâà «ôîðìóëà
ßT», à «PN-Δ-F-âûâîä» – íà «T-Δ-F-âûâîä», à òàêæå äîáàâëå-
íèåì âòîðîãî ïóíêòà â áàçèñ èíäóêöèè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áàçèñ
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, â îòëè÷èå îò òåîðèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà,
ÿçûêàìè ñëóæàò ÿçûêè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Áîëüøèíñòâî òåîðèé âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíî íà ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà (ßËÏ). Òàêèì îáðàçîì,
òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ôîðìàëèçàöèè èçâåñòíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ òåîðèé (ñì. [10], [3]).

2) Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà íà áàçå ïðåäèêàòíûõ ñèñòåì åñòåñòâåííîãî âûâîäà. Âîïðîñû, ñâÿçàí-
íûå ñ òåîðèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà íà áàçå èñ÷èñëåíèé ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà,
èçëîæåíû, íàïðèìåð, â [10], [7], [11].
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Áàçèñ èíäóêöèè.
1.1. Âñÿêàÿ ôîðìóëà F ÿçûêà ß

T
 åñòü T-Δ-F-âûâîä, ãäå Δ = {F}.

1.2. Äëÿ âñÿêîé T-àêñèîìû À äåðåâî ôîðìóë A  åñòü
T-∅-À-âûâîä.

Ïóñòü F – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà ßT, à Ã – ïðîèçâîëü-
íîå, áûòü ìîæåò ïóñòîå, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë ÿçûêà ßT.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Ã Ò-âûâîäèìà ôîð-

ìóëà F, è ïèñàòü Ã TA F, åñëè ñóùåñòâóåò Ò-Δ-F-âûâîä òàêîé,

÷òî Δ ⊆ Ã.

Ôîðìóëó F ÿçûêà ßT áóäåì íàçûâàòü T-òåîðåìîé (T-äîêàçóåìîé

ôîðìóëîé) è ïèñàòü TA F, åñëè ñóùåñòâóåò T-∅-F-âûâîä. Âñÿ-

êèé T-∅-F-âûâîä áóäåì íàçûâàòü T-äîêàçàòåëüñòâîì ôîðìó-
ëû F.

S Î÷åâèäíî, âñÿêàÿ Ò-àêñèîìà À ÿâëÿåòñÿ Ò-äîêàçóåìîé ôîðìó-

ëîé, à åå Ò-äîêàçàòåëüñòâî èìååò âèä A .
Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî

òåîðèÿ âìåñòî òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, åñëè ýòî íå áóäåò âûçûâàòü
íåäîðàçóìåíèé.
S Ïîñêîëüêó ó âñåõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðàâèëà çàêëþ÷åíèÿ
è îïðåäåëåíèå âûâîäà îäèíàêîâû, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ òåî-
ðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ïàðîé < σ, ÀõT > .

Çàäàâàÿ òåîðèþ, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ò – òåîðèÿ ñèãíàòóðû σ ñ
ìíîæåñòâîì àêñèîì ÀõT, è çàïèñûâàòü ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
T = < σ, ÀõT > .

Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò òàêæå ýëåìåíòàðíûìè òåî-
ðèÿìè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, èñ-
ïîëüçóÿ ïðè çàäàíèè ñèãíàòóðû ñèìâîëû, òðàäèöèîííî óïîòðåáëÿ-
åìûå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîøåíèé, îïåðàöèé è êîíñòàíò â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ íåôîðìàëüíûõ òåîðèÿõ, à òàêæå ïðèâû÷íóþ ôîðìó
çàïèñè ôîðìóë ñ ýòèìè ñèìâîëàìè.

S Ï ð è ì å ð. Âñÿêàÿ ïðåäèêàòíàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà PσN
ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì àêñèîì. P

Ï ð è ì å ð. Òåîðèÿ ðàâåíñòâà ÒÅ.
Ñèãíàòóðà ÿçûêà ÒÅ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ñèìâîë – äâóìå-

ñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = .
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Àêñèîìû òåîðèè ðàâåíñòâà:
(reR) >õ (õ = õ) (ðåôëåêñèâíîñòü ðàâåíñòâà);
(siR) >õ >ó (õ = ó ⊃ ó = õ) (ñèììåòðè÷íîñòü ðàâåíñòâà);
(trR) >õ >ó >z (õ = ó & ó = z ⊃ õ = z) (òðàíçèòèâíîñòü ðàâåíñòâà). P

Çàìå÷àíèå 1. Çäåñü è â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ äëÿ ïðîñòîòû çà-
ïèñè âìåñòî õ1, õ2, õ3 áóäåì ïèñàòü õ, y, z ñîîòâåòñòâåííî. P

Ï ð è ì å ð. Òåîðèÿ ñòðîãîãî óïîðÿäî÷åíèÿ SOrd.
Ñèãíàòóðà ÿçûêà ýòîé òåîðèè ñîäåðæèò îäèí äâóìåñòíûé ïðå-

äèêàòíûé ñèìâîë: σ = { < }; ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû è ïðåäìåò-
íûå êîíñòàíòû îòñóòñòâóþò: σ

f
 = σ

c
 = ∅.

Àêñèîìàìè ýòîé òåîðèè ñëóæàò ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
>õ ¬(õ < õ);
>õ >ó >z (õ < y & y < z ⊃ õ < z).
Ýòè ôîðìóëû âûðàæàþò ñîîòâåòñòâåííî èððåôëåêñèâíîñòü è

òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî
â ýòîé òåîðèè äîêàçóåìà ôîðìóëà (õ < y ⊃ ¬(y < õ)). P

Ï ð è ì å ð. Òåîðèÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ Ord.
Ñèãíàòóðà ÿçûêà ýòîé òåîðèè ñîñòîèò èç äâóõ äâóìåñòíûõ ïðå-

äèêàòíûõ ñèìâîëîâ = è -. Àêñèîìàìè ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ôîðìóëû:

>õ (õ - õ) (ðåôëåêñèâíîñòü îòíîøåíèÿ -);
>õ >ó >z (õ - ó & ó - z ⊃ õ - z) (òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ -);
>õ >ó (õ - ó & ó - õ ⊃ õ = ó) (àíòèñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ -);
>õ (õ = õ) (ðåôëåêñèâíîñòü = );
>õ >ó (õ = ó ⊃ ó = õ) (ñèììåòðè÷íîñòü = );
>õ >ó >z (õ = ó & ó = z ⊃ õ = z) (òðàíçèòèâíîñòü = );
>õ >ó >z (õ = ó ⊃ (õ - z ⊃ ó - z)) (ëåâàÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòü

ðàâåíñòâà);
>õ >ó >z (õ = ó ⊃ (z - õ ⊃ z - ó)) (ïðàâàÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòü

ðàâåíñòâà).
Òåîðèÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ LOrd ïîëó÷àåòñÿ èç

ïðåäûäóùåé òåîðèè äîáàâëåíèåì ê àêñèîìàì íîâîé ôîðìóëû:
>õ >ó (õ - ó ∨ ó - õ). P

Ï ð è ì å ð. Òåîðèÿ ãðóïï TG (ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ãðóïï).
Ñèãíàòóðà ßTG ñîñòîèò èç äâóìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà =,

äâóìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà ∗ è êîíñòàíòû å.
Àêñèîìû TG:
(G1) >õ >ó >z ((õ ∗ ó) ∗ z = õ ∗ (ó ∗ z));
(G2) >õ (õ ∗ e = õ);
(G

3
) >õ ∃ó (õ ∗ ó = e);

(reR) >õ (õ = õ);
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(siR) >õ >ó (õ = ó ⊃ ó = õ);
(trR) >õ >ó >z (õ = ó & ó = z ⊃ õ = z);
(G

ins
) >õ >ó >z(õ = ó ⊃ õ ∗ z = ó ∗ z & z ∗ õ = z ∗ ó).

Ïåðâàÿ èç ýòèõ àêñèîì âûðàæàåò àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ∗,
âòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò å êàê íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, òðåòüÿ âûðàæàåò
ñóùåñòâîâàíèå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ñèììåòðè÷íîãî åìó ýëåìåí-
òà. Ñëåäóþùèå ÷åòûðå àêñèîìû TG îïèñûâàþò ðàâåíñòâî, âûðà-
æàÿ ñîîòâåòñòâåííî ðåôëåêñèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü, òðàíçèòèâ-
íîñòü è ïîäñòàíîâî÷íîñòü ðàâåíñòâà.

Òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï TAG, êðîìå àêñèîì TG, èìååò åùå îäíó
àêñèîìó:

>õ >ó (õ ∗ ó = ó ∗ õ),

êîòîðàÿ âûðàæàåò êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè ∗. P

Çàìå÷àíèå 2. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â TG äîêàçóåìû ñëåäóþùèå
ôîðìóëû:

1) >õ (e ∗ õ = õ);
2) >õ >ó (õ ∗ ó = e ⊃ ó ∗ õ = e);
3) >õ ∃!ó (õ ∗ ó = e);
4) >õ >ó ∃!z (õ ∗ z = y). P

Ï ð è ì å ð. Òåîðèÿ ïîëåé TF.
Ñèãíàòóðà ßTF ñîñòîèò èç äâóìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà =,

äâóìåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ ⋅  è + , êîíñòàíò 0 è 1.
Àêñèîìàìè TF ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(F1) >õ >ó >z ((õ + ó) + z = õ + (ó + z));
(F2) >õ (õ + 0 = õ);
(F

3
) >õ ∃ó (õ + ó = 0);

(F4) >õ >ó (õ + ó = ó + õ);
(F5) >õ >ó >z ((õ ⋅ó) ⋅ z = õ ⋅ (ó ⋅ z));
(F

6
) >õ (õ ⋅ 1 = õ);

(F7) >õ >ó (õ ⋅ ó = ó ⋅õ);
(F8) >õ (õ ≠ 0 ⊃ ∃ó (õ ⋅ó = 1));
(F9) ¬(0 = 1).
Êðîìå òîãî, àêñèîìàìè TF ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû (reR), (siR), (trR) è

ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ïîäñòàíîâî÷íîñòü ðàâåíñòâà:
>õ >ó >z (õ = ó ⊃ õ ⋅ z = ó ⋅ z & z⋅ õ = z ⋅ó);
>õ >ó >z (õ = ó ⊃ õ + z = ó + z & z + õ = z + ó). P

Çàìå÷àíèå 3. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â TF äîêàçóåìû, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

1) >õ (õ ⋅0 = 0);
2) >õ >ó (õ ⋅ó = 0 ⊃ õ = 0 ∨ ó = 0). P
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Ïîñêîëüêó ïðàâèëàìè çàêëþ÷åíèÿ âñÿêîé òåîðèè Ò ñëóæàò

PN-ïðàâèëà, îòíîøåíèå Ò-âûâîäèìîñòè TA  îáëàäàåò òåìè æå ñâîé-

ñòâàìè, ÷òî è îòíîøåíèå PNA  (ñì. § 4.3).

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î çàìûêàíèè). Êàêîâû áû íè áûëè òåîðèÿ Ò è

ôîðìóëà F ÿçûêà ýòîé òåîðèè, ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ T-òåîðåìîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà T-òåîðåìîé ÿâëÿåòñÿ åå çàìûêàíèå F R.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

 (T) (F) ( TA F ↔ TA F R).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà F ÿâ-
ëÿåòñÿ T-òåîðåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T-òåîðåìîé ÿâëÿåò-
ñÿ ôîðìóëà >õ F:

(T) (F) ( TA F ↔ TA >õ F).

Ïóñòü ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ T-òåîðåìîé è F  – îáîçíà÷åíèå êà-
êîãî-ëèáî Ò-∅-F-âûâîäà. Òîãäà äåðåâî

â
F
x F

∀
∀

ÿâëÿåòñÿ Ò-∅->õF-âûâîäîì, ïîñêîëüêó óñëîâèå íà ïðèìåíåíèå

ïðàâèëà >â âûïîëíåíî (ìíîæåñòâî çåëåíûõ ëèñòüåâ äåðåâà F  ïóñ-

òî, à çíà÷èò, íå ñîäåðæèò ñâîáîäíî õ). Òàêèì îáðàçîì, TA >õ F.

Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü T-òåîðåìîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà >õF è

xF∀  – îáîçíà÷åíèå êàêîãî-íèáóäü Ò-∅->õF-âûâîäà. Òîãäà äåðåâî

y
x F
F

∀
∀

ÿâëÿåòñÿ Ò-∅-F-âûâîäîì, ïîñêîëüêó óñëîâèå íà ïðèìåíåíèå ïðà-
âèëà >ó âûïîëíåíî (òåðì õ ÿâëÿåòñÿ F-õ-äîïóñòèìûì). Òàêèì îá-

ðàçîì, TA F. S

Îáñóäèì ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë òåîðåìû î çàìûêàíèè. Ïðè
ôîðìóëèðîâêå ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì ïðèíÿòî îïóñêàòü ñîäåðæà-
òåëüíûå êâàíòîðû îáùíîñòè (êâàíòîðíûå ñëîâà ëþáîé, âñÿêèé è
ò. ï.), ñòîÿùèå â íà÷àëå óòâåðæäåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ôîðìóëèðîâ-



225

êó òåîðåìû Ïèôàãîðà îáû÷íî íà÷èíàþò ñî ñëîâ: «Â ïðÿìîóãîëü-
íîì òðåóãîëüíèêå…» Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàþò ñëåäóþùåå: «Â ëþ-
áîì ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå…» Ôàêòè÷åñêè, îïóñêàíèå ñî-
äåðæàòåëüíûõ êâàíòîðîâ îáùíîñòè â íà÷àëå óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
íîðìîé (òðàäèöèåé) åñòåñòâåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî òåîðåìà î çàìûêàíèè ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ýòîé
íîðìû íà ôîðìàëüíîì óðîâíå.

Äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìåñòî ïðèíöèï èíäóêöèè
äëÿ Ò-âûâîäîâ â äâóõ ôîðìàõ.

ÒÅÎÐÅÌÀ (ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ T-âûâîäîâ, ïåðâàÿ ôîðìà).
Ïóñòü T – ïðîèçâîëüíàÿ òåîðèÿ, ρ – ðåôëåêñèâíîå è ìîíîòîííîå
îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè
ßT. Òîãäà, åñëè äëÿ âñÿêîé T-àêñèîìû À âûïîëíÿåòñÿ ∅ρÀ è âñå
PN-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ρ, òî äëÿ ëþáûõ Δ, F è ëþáîãî
T-Δ-F-âûâîäà âûïîëíÿåòñÿ ΔρF.

ÒÅÎÐÅÌÀ (ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ T-âûâîäîâ, âòîðàÿ ôîðìà).
Ïóñòü T – ïðîèçâîëüíàÿ òåîðèÿ, ρ – ðåôëåêñèâíîå è ìîíîòîííîå
îòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôîðìóë è ôîðìóëàìè
ß

T
. Òîãäà, åñëè äëÿ âñÿêîé T-àêñèîìû À âûïîëíÿåòñÿ ∅ρÀ è âñå

PN-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ρ, òî îòíîøåíèå T-âûâîäèìîñ-
òè ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì ρ, ò. å.

(Ã) (F) (Ã TA F → ÃρF).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ Ò-âûâîäîâ (â îáåèõ
ôîðìàõ) ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðèíöèïà èíäóê-
öèè äëÿ PN-âûâîäîâ.

Òåîðèþ T R òîé æå ñèãíàòóðû (ò. å. ñ òåì æå ÿçûêîì), ÷òî è
òåîðèÿ T, íàçûâàþò ðàñøèðåíèåì òåîðèè T, åñëè âñÿêàÿ T-òåî-
ðåìà ÿâëÿåòñÿ T R-òåîðåìîé:

(F) ( TA F → 
T

A RF).

Âñÿêàÿ òåîðèÿ Ò ñèãíàòóðû σ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì PσN – òåî-
ðèè ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì àêñèîì, ïîñêîëüêó âñÿêàÿ PσN-âûâîäè-
ìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ Ò-òåîðåìîé:

(T) (F) (
σP NA F → TA F).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÿçûêîì òåîðèè Ò ñëóæèò ßËÏσ, òî, î÷å-
âèäíî, âñÿêîå PσN-äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ Ò-äîêàçàòåëüñòâîì.
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Òåîðèè T
1 
è T

2
 ñ îäíèì è òåì æå ÿçûêîì1)  íàçûâàþò ðàâíîîáú-

åìíûìè òåîðèÿìè, åñëè ñîâïàäàþò êëàññû èõ òåîðåì.
Ñèìâîëè÷åñêè ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

T1 ~ T2 
def←⎯⎯→  (F) (

1TA
 
F ↔ 

2TA F).

Î÷åâèäíî, òåîðèè T1 è T2 ðàâíîîáúåìíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì äðóãîé.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î ðàñøèðåíèè òåîðèè). Ïóñòü T è TR – òåîðèè îäèíà-

êîâîé ñèãíàòóðû. Òåîðèÿ TR ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì òåîðèè T òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ T-àêñèîìà äîêàçóåìà â TR.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü òåîðèÿ TR ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì
òåîðèè T. Òîãäà êàæäàÿ T-àêñèîìà ÿâëÿåòñÿ T-òåîðåìîé, à ñëåäî-
âàòåëüíî, è TR-òåîðåìîé.

Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå. Äîïóñòèì, ÷òî êàæäàÿ T-àêñèîìà
ÿâëÿåòñÿ TR-òåîðåìîé, è äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ T-òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ

TR-òåîðåìîé. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå TA  ñîãëàñîâàíî ñ

îòíîøåíèåì 
T

A R . Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì èíäóêöèè äëÿ T-âû-

âîäîâ âî âòîðîé ôîðìå, âçÿâ â êà÷åñòâå îòíîøåíèÿ ρ ðåôëåêñèâ-

íîå è ìîíîòîííîå îòíîøåíèå 
T

A R . Ïî óñëîâèþ äëÿ êàæäîé T-àêñè-

îìû À âûïîëíÿåòñÿ 
T

A RÀ, ò. å. ∅ρÀ. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, âñå PN-

ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå TR-âûâîäèìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,

îòíîøåíèå TA  ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíèåì 
T

A R :

(Ã) (F) (Ã TA F → Ã
T

A RF),

îòêóäà ïðè Ã = ∅ ïîëó÷àåì, ÷òî

(F) ( TA F → 
T

A RF),

ò. å. òåîðèÿ T R ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì òåîðèè T. S

!    ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1 (êðèòåðèé ðàâíîîáúåìíîñòè òåîðèé). Òåîðèè

ïåðâîãî ïîðÿäêà T1 è T2 (ñ îäíèì è òåì æå ÿçûêîì) ðàâíîîáúåìíû

1) Ïîíÿòèÿ ðàâíîîáúåìíûõ òåîðèé è ðàñøèðåíèÿ òåîðèè ìîæíî ââåñòè è
äëÿ òåîðèé ñ ðàçíûìè ÿçûêàìè (ñì., íàïðèìåð, [19]).
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ T
1
-àêñèîìà ÿâëÿåòñÿ T

2
-òåîðå-

ìîé è íàîáîðîò.

!   ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2 (òåîðåìà î çàìûêàíèè àêñèîì). Ïóñòü Ò – ïðî-

èçâîëüíàÿ òåîðèÿ. Òîãäà:
1) åñëè êàæäóþ íåçàìêíóòóþ Ò-àêñèîìó çàìåíèòü íà åå çàìû-

êàíèå, òî ïîëó÷èòñÿ òåîðèÿ, ðàâíîîáúåìíàÿ äàííîé;
2) åñëè êàæäóþ Ò-àêñèîìó âèäà >õ À çàìåíèòü íà ôîðìóëó À, òî

ïîëó÷èòñÿ òåîðèÿ, ðàâíîîáúåìíàÿ äàííîé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

èç êðèòåðèÿ ðàâíîîáúåìíîñòè è òåîðåìû î çàìûêàíèè. S

Àíàëîãè÷íî ïðè ôîðìóëèðîâêå àêñèîì íåôîðìàëüíîé àêñèî-
ìàòè÷åñêîé òåîðèè ìîæíî îïóñêàòü íåôîðìàëüíûå êâàíòîðû îáù-
íîñòè, ñòîÿùèå â íà÷àëå àêñèîìû, èëè, íàîáîðîò, äîáàâëÿòü èõ,
ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ðàâíîîáúåìíóþ òåîðèþ.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Ïóñòü À – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà òåî-
ðèè Ò. Òåîðèÿ T + À ðàâíîîáúåìíà òåîðèè T òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôîðìóëà À ÿâëÿåòñÿ T-òåîðåìîé:

(À) (T + À ~ T ↔ TA À),

ãäå T + À – òåîðèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç Ò äîáàâëåíèåì ê åå àêñèîìàì
ôîðìóëû À.

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñâåñòè ïðîáëåìó
äîêàçóåìîñòè â òåîðèè T + À ê ïðîáëåìå äîêàçóåìîñòè â òåîðèè Ò.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (ïåðâàÿ òåîðåìà î ðåäóêöèè). Ïóñòü T – òåîðèÿ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà, F – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ßT, À – ïðîèçâîëüíàÿ
çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ßT. Ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ (T + À)-òåîðåìîé òîã-
äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F âûâîäèìà â òåîðèè Ò èç ôîðìóëû À, ò. å.
åñëè À – çàìêíóòà, òî

(F) ( T+AA F ↔ À TA F).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà, À –

çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ßT è T+AA F. Ðàññìîòðèì êàêîé-ëèáî

(T + À)-∅-F-âûâîä. Åñëè â íåì ôîðìóëà À íå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷å-
ñòâå àêñèîìû, òî ýòî äåðåâî ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ òàêæå T-∅-F-âûâî-

äîì, à çíà÷èò, À TA F. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà â

(T + À)-∅-F-âûâîäå ôîðìóëà À èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå àêñèîìû.
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Îáîçíà÷èì ýòîò âûâîä ÷åðåç 
A
F

. Çàìåíèì â ýòîì äåðåâå êàæäîå

âõîæäåíèå A  – «íàêðûòîé» ÷åðòîé ôîðìóëû À, íà âõîæäåíèå ôîð-
ìóëû À, ò. å. «ðàñêðîåì» êàæäîå âõîæäåíèå ôîðìóëû À. Ïîëó÷èì

äåðåâî ñ çåëåíûì ëèñòîì À, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç A
F

. Äëÿ òîãî

÷òîáû óòâåðæäàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå äåðåâî ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ
T-{À}-F-âûâîäîì, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü çàêîííîñòü èñïîëüçîâà-
íèÿ ïðàâèë >â è ∃ó, ò. å. ïðîâåðèòü, íå íàðóøèëèñü ëè îãðàíè÷èâà-
þùèå óñëîâèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ïðàâèë. Ïðîäåëàííàÿ îïå-
ðàöèÿ ìîãëà ïîâëå÷ü ðàñøèðåíèå çà ñ÷åò ôîðìóëû À ìíîæåñòâà Δ â
ñëó÷àå ïðàâèëà >â è ìíîæåñòâà Δ

2
 â ñëó÷àå ïðàâèëà ∃ó. Îäíàêî,

ïîñêîëüêó ôîðìóëà À çàìêíóòà, íîâûõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïå-
ðåìåííûõ â ôîðìóëû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ íå ïîÿâèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, À TA F.

Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü À TA F. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A
F

 íåêîòî-

ðûé T-{À}-F-âûâîä. Ðàññìîòðèì äåðåâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç äå-

ðåâà 
A
F

 «íàêðûòèåì» êàæäîãî âõîæäåíèÿ çåëåíîãî ëèñòà À (åñëè

òàêîâûå èìåþòñÿ), ò. å. çàìåíîé åãî íà A . Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòà-

òå òàêîé îïåðàöèè äåðåâî îáîçíà÷èì 
A
F

. Ïî ñðàâíåíèþ ñ äåðåâîì

A
F

, ïðè êàæäîì ïðèìåíåíèè êâàíòîðíûõ ïðàâèë â äåðåâå 
A
F

 ìíî-

æåñòâà Δ è Δ2 ìîãóò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ
íà ïðèìåíåíèå êâàíòîðíûõ ïðàâèë íå íàðóøàòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷åíî äåðåâî (T + À)-∅-F-âûâîäà, à çíà÷èò, T+AA F. S

Çàìå÷àíèå 4. Áîëåå ñòðîãî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè ñ
ïîìîùüþ ïðèíöèïà èíäóêöèè äëÿ âûâîäîâ. P

Çàìå÷àíèå 5. Óñëîâèå çàìêíóòîñòè ôîðìóëû À èñïîëüçîâàëîñü
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîëüêî îäíîãî èç óñëîâíûõ óòâåðæäåíèé:

 (F) ( T+AA F → À TA F).
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×òîáû ïîêàçàòü ñóùåñòâåííîñòü ýòîãî óñëîâèÿ, ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü Ò åñòü PN, À åñòü Ð(õ), à F åñòü >õ Ð(õ).
Î÷åâèäíî, ôîðìóëà >õÐ(õ) âûâîäèìà â òåîðèè PN + Ð(õ), êàê çà-

ìûêàíèå àêñèîìû. Îäíàêî Ð(õ) PN/A >õ Ð(õ).

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû À:

(À) (F) (À TA F → T+AA F). P

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû è òåîðå-
ìû î çàìûêàíèè àêñèîì (Ò + À ~ Ò + ÀR) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ïóñòü T – òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êàêîâû áû
íè áûëè ôîðìóëû F è À ÿçûêà òåîðèè Ò, ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðåìîé òåîðèè Ò + À òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F  T-âûâîäèìà
èç À R.

Ñèìâîëè÷åñêè:

                      (À) (F) ( T+AA F ↔ ÀR TA F). (1)

Çàìå÷àíèå 6. Ïîñêîëüêó ÀR TA F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

TA À R ⊃ F, óòâåðæäåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ

                        (À) (F)( T+AA F ↔ TA ÀR ⊃ F). P (1' )

Ïóñòü Ò – òåîðèÿ ñèãíàòóðû σ, à Ã – ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
ôîðìóë ñèãíàòóðû σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ò + Ã òåîðèþ, ïîëó÷åííóþ
èç Ò äîáàâëåíèåì ê åå àêñèîìàì âñåõ ôîðìóë èç ìíîæåñòâà Ã.
Òîãäà Ò = PN + ÀõT äëÿ ëþáîé òåîðèè Ò.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ïóñòü Ò = < σ, ÀõT > – òåîðèÿ, âñå àêñèîìû
êîòîðîé – çàìêíóòûå ôîðìóëû. Êàêîâà áû íè áûëà ôîðìóëà F
ñèãíàòóðû σ, ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òåîðèè Ò òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà F  PN-âûâîäèìà èç ìíîæåñòâà ÀõT

1).
Ñèìâîëè÷åñêè:

(F) ( TA F ↔ Àõ
T PNA F).

1) Åñëè ìû íå õîòèì â äàííîì ñëåäñòâèè îãðàíè÷èâàòüñÿ òåîðèÿìè ñ êîíå÷-
íûì ìíîæåñòâîì àêñèîì, òî ñëåäóåò îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè ìíîæå-
ñòâà Ã â îïðåäåëåíèè îòíîøåíèÿ âûâîäèìîñòè (ïðè ýòîì âñå ñâîéñòâà îòíîøå-
íèÿ âûâîäèìîñòè ñîõðàíÿòñÿ).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ, âî âñÿêîå äåðåâî Ò-∅-F-âû-
âîäà âõîäèò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àêñèîì òåîðèè Ò. Âî-âòî-
ðûõ, âî âñÿêîì PN-ÀõT-F-âûâîäå ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Ò-àê-
ñèîì ÿâëÿåòñÿ çåëåíûìè ëèñòüÿìè ýòîãî äåðåâà. Äàëåå äîñòàòî÷íî
íåñêîëüêî ðàç ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 1, ïåðåáèðàÿ â êà÷åñòâå
ôîðìóëû À îäíó çà äðóãîé âñå Ò-àêñèîìû, âõîäÿùèå â äåðåâî
Ò-∅-F-âûâîäà1). S

!   Òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà T íàçûâàþò ïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè ñó-

ùåñòâóåò ôîðìóëà F ÿçûêà ýòîé òåîðèè òàêàÿ, ÷òî TA F è TA ¬F,
è íåïðîòèâîðå÷èâîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàæåì åùå îäíó âàæíóþ òåîðåìó, óñòàíàâëèâàþùóþ ñâÿçü
ìåæäó äîêàçóåìîñòüþ â Ò çàìêíóòîé ôîðìóëû F è ïðîòèâîðå÷èâî-
ñòüþ òåîðèè Ò + ¬F.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (âòîðàÿ òåîðåìà î ðåäóêöèè (äëÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè)).
Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû F ÿçûêà ßT ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ

T-òåîðåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåîðèÿ T + ¬F ïðîòèâîðå-
÷èâà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F – ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ôîð-

ìóëà ßT è TA F. Òîãäà F äîêàçóåìà è â ðàñøèðåíèè òåîðèè Ò: 
T+ F¬A F.

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, 
T+ F¬A ¬F. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ T + ¬F

ïðîòèâîðå÷èâà.
Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü F çàìêíóòà è òåîðèÿ T + ¬F ïðîòèâî-

ðå÷èâà. Äîêàæåì, ÷òî TA F. Ïóñòü Â – ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ â òåî-

ðèè T + ¬F âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì: 
T+ F¬A Â è 

T+ F¬A ¬Â. Ïî-

ñêîëüêó F çàìêíóòà, ïî ïåðâîé òåîðåìå î ðåäóêöèè ¬F TA Â è

¬F TA ¬Â. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
F
B

¬
 è 

F
B

¬
¬  ñîîòâåòñòâóþùèå äåðåâüÿ

Ò-âûâîäà. Òîãäà äåðåâî
1 1

â (1)

y

[ ] [ ]F F
B B

F
F

¬

¬¬

¬ ¬
¬

¬¬

ÿâëÿåòñÿ Ò-∅-F-âûâîäîì. Òàêèì îáðàçîì, TA F. S

1) Ñëåäñòâèå 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîíÿòèå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî ââåñ-
òè èíà÷å. Ïóñòü Ax – ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ôîðìóë ñèãíàòóðû σ.
Òåîðèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ìíîæåñòâîì àêñèîì Ax ìîæíî íàçûâàòü êëàññ âñåõ
ôîðìóë, âûâîäèìûõ èç Ax â PσN (ñì., íàïðèìåð, [18]).
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Çàìå÷àíèå 7. Â ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèå çàìêíóòî-
ñòè ôîðìóëû F íå áûëî èñïîëüçîâàíî, ò. å. ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-
ùåå: äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F, åñëè TA F, òî òåîðèÿ T + ¬F ïðîòèâî-

ðå÷èâà:

(F) ( TA F → Ò + ¬F ïðîòèâîðå÷èâà). P

!   ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ïóñòü F – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà òåî-

ðèè Ò. Ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ T-òåîðåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òåîðèÿ T + ¬F R ïðîòèâîðå÷èâà (ãäå ¬F R – îòðèöàíèå çàìûêàíèÿ
ôîðìóëû F).

Â ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè:

(F) ( TA F ↔ T + ¬F R ïðîòèâîðå÷èâà).

Èíîãäà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äðóãèå, ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû:

(F) ( TG F ↔ T + ¬F R íåïðîòèâîðå÷èâà);

(F) ( TG ¬F R ↔ T + F íåïðîòèâîðå÷èâà).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü íå-
ïðîòèâîðå÷èâîñòü âñÿêîé òåîðèè ñ îäíîé àêñèîìîé, åñëè îòðèöà-
íèå ee çàìûêàíèÿ íåäîêàçóåìî â PN. Íàïðèìåð, íåïðîòèâîðå÷èâà
êàæäàÿ èç òåîðèé, åäèíñòâåííîé àêñèîìîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëþ-

áàÿ èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë: 1
1P (x), ∃x 1

1P (x), ∃x 1
1P (x) ⊃ >x 1

1P (x), ãäå

1
1P – îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë.

Íåðàçðåøèìûì ïðåäëîæåíèåì òåîðèè Ò íàçûâàþò âñÿêóþ çàìê-
íóòóþ ôîðìóëó F ÿçûêà ýòîé òåîðèè òàêóþ, ÷òî íè ñàìà F, íè
åå îòðèöàíèå ¬F íå ÿâëÿþòñÿ Ò-òåîðåìàìè.

!    ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2 (êðèòåðèé íåðàçðåøèìîñòè ïðåäëîæåíèÿ). Ïóñòü

Ò – ïðîèçâîëüíàÿ òåîðèÿ, à F – çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ÿçûêà òåîðèè Ò.
Ôîðìóëû F è ¬F íåäîêàçóåìû â Ò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òåîðèè T + F è T + ¬F íåïðîòèâîðå÷èâû:

TG F è TG ¬F ↔ T + F è T + ¬F íåïðîòèâîðå÷èâû.

T-àêñèîìó À íàçûâàþò çàâèñèìîé îò îñòàëüíûõ T-àêñèîì, åñëè
îíà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òåîðèè T – À, êîòîðóþ ïîëó÷àþò èç T

óäàëåíèåì ôîðìóëû À èç ìíîæåñòâà T-àêñèîì, ò. å. åñëè T-AA À.
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T-àêñèîìó À íàçûâàþò íåçàâèñèìîé îò îñòàëüíûõ T-àêñèîì, åñëè

îíà íå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òåîðèè T – À, ò. å. åñëè T-AG À.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (êðèòåðèé íåçàâèñèìîñòè Ò-àêñèîìû). Çàìêíóòàÿ àê-

ñèîìà À òåîðèè Ò íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ Ò-àêñèîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íåïðîòèâîðå÷èâà òåîðèÿ, êîòîðóþ ïîëó÷àþò èç Ò çà-
ìåíîé àêñèîìû À íà åå îòðèöàíèå ¬À.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü À – çàìêíóòàÿ àêñèîìà òåîðèè Ò.

Ñîãëàñíî âòîðîé òåîðåìå î ðåäóêöèè, T-AG À òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà òåîðèÿ (T – À) + ¬À íåïðîòèâîðå÷èâà. S

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Åñëè àêñèîìà À òåîðèè T íåçàìêíóòà, òî îíà íå
çàâèñèò îò îñòàëüíûõ àêñèîì òåîðèè Ò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òåîðèÿ (T – À) + ¬À R íåïðîòèâîðå÷èâà.

§  5 . 3 .  Ì î ä å ë è  ò å î ð è é§  5 . 3 .  Ì î ä å ë è  ò å î ð è é§  5 . 3 .  Ì î ä å ë è  ò å î ð è é§  5 . 3 .  Ì î ä å ë è  ò å î ð è é§  5 . 3 .  Ì î ä å ë è  ò å î ð è é
ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê àï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê àï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê àï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê àï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à

Ìîäåëüþ òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà T íàçûâàþò âñÿêóþ èíòåðïðå-
òàöèþ M ÿçûêà ßT, â êîòîðîé èñòèííû âñå Ò-òåîðåìû.
Ñèìâîëè÷åñêè ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

M – ìîäåëü Ò
def←⎯⎯→ (F) ( TA F → BM F).

Ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü òåîðèè Ò áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç MT.
Èòàê, êàæäàÿ Ò-òåîðåìà èñòèííà âî âñÿêîé ìîäåëè òåîðèè Ò:

(F) ( TA F → (MT) ( T
FBM )).

Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà F íå ÿâëÿåòñÿ
òåîðåìîé òåîðèè Ò, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü òàêóþ ìîäåëü M òåîðèè Ò,

â êîòîðîé ôîðìóëà F îïðîâåðæèìà ( HM F).

Êàê äîêàçàòü, ÷òî òà èëè èíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ M ÿçûêà òåîðèè Ò
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ýòîé òåîðèè? Îêàçûâàåòñÿ, äîñòàòî÷íî óáåäèòü-
ñÿ â òîì, ÷òî âñÿêàÿ Ò-àêñèîìà èñòèííà â M.



233

!    ÒÅÎÐÅÌÀ (êðèòåðèé ìîäåëè òåîðèè). Èíòåðïðåòàöèÿ M ÿçû-

êà ßT ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé
èñòèííû âñå T-àêñèîìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü M – èíòåðïðåòàöèÿ ßT.
Åñëè èíòåðïðåòàöèÿ M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè T, òî â íåé

èñòèííû âñå Ò-òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè âñå T-àêñèîìû.
Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü âñå T-àêñèîìû èñòèííû â èíòåðïðå-

òàöèè M. Äîêàæåì, ÷òî â M èñòèííû âñå òåîðåìû òåîðèè T.
Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ Ò-âûâîäîâ (âî âòî-

ðîé ôîðìå), äîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå TA  ñîãëàñîâàíî ñ îòíîøåíè-

åì M-ñëåäîâàíèÿ BM . Äåéñòâèòåëüíî, îòíîøåíèå BM  ðåôëåêñèâ-

íî è ìîíîòîííî, à âñå PN-ïðàâèëà ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå M-ñëåäî-

âàíèÿ BM  (ñì. § 3.6). Êðîìå òîãî, åñëè À – Ò-àêñèîìà, òî ïî óñëî-

âèþ, BM À. Ñëåäîâàòåëüíî,

(Ã) (F) (Ã TA F → Ã BM F).

Îòñþäà ïðè Ã = ∅ ïîëó÷àåì

(F) ( TA F → BM F),

ò. å. M – ìîäåëü òåîðèè T. S

Ï ð è ì å ð û.
1. Âñÿêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òåî-

ðèè PσN, êàê òåîðèè ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì àêñèîì.
2. Âñÿêîå ìíîæåñòâî ñ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ

ìîäåëüþ òåîðèè ðàâåíñòâà ÒÅ.
3. Âñÿêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè ãðóïï ÒG.
4. Âñÿêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè ïîëåé TF. P

Êàêàÿ ñâÿçü ñóùåñòâóåò ìåæäó äîêàçóåìîñòüþ
ôîðìóëû F â òåîðèè Ò è èñòèííîñòüþ F â ìîäå-
ëÿõ ýòîé òåîðèè? Ìû óæå çíàåì, ÷òî åñëè TA F,

òî ôîðìóëà F èñòèííà âî âñÿêîé ìîäåëè òåîðèè Ò. Âåðíî ëè îáðàò-
íîå? Ïðåæäå ÷åì îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþ-
ùóþ î÷åíü âàæíóþ òåîðåìó.

Теорема Гёделя
о полноте
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!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè, Ã¸äåëü1), 1930). Âñÿêàÿ

íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ñ÷åòíóþ ìîäåëü.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âåñüìà ñëîæíî è âûõîäèò çà ðàì-

êè äàííîãî êóðñà2). Îäíàêî ññûëàòüñÿ íà ýòó òåîðåìó ìû áóäåì.

S Âåðíî ëè îáðàòíîå: âåðíî ëè, ÷òî åñëè òåîðèÿ Ò èìååò ìîäåëü,
òî Ò íåïðîòèâîðå÷èâà?

Â ïîäòâåðæäåíèå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà îáû÷íî ïðèâîäÿò ñëå-
äóþùåå ðàññóæäåíèå: åñëè M – ìîäåëü Ò, òî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî

TA F è TA ¬F äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû F, ïîëó÷àåì, ÷òî BM F è

BM ¬F, à ýòî íåâîçìîæíî. Îäíàêî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòè-

âîðå÷èâîñòè òåîðèè Ò, èìåþùåé ìîäåëü, íîñèò îòíîñèòåëüíûé õà-
ðàêòåð. Â äåéñòâèòåëüíîñòè äîêàçàíî ëèøü òî, ÷òî Ò íåïðîòèâîðå-
÷èâà, åñëè íåïðîòèâîðå÷èâà òà íåôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ, ñðåäñòâàìè
êîòîðîé ïîñòðîåíà ìîäåëü Ò.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè, äîêàæåì
òåîðåìó î ïîëíîòå äëÿ òåîðèé, òàêæå äîêàçàííóþ Ã¸äåëåì â
1930 ãîäó3).

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (î ïîëíîòå äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, Ã¸äåëü, 1930).

Êàêîâà áû íè áûëà ôîðìóëà F ÿçûêà ßT, F ÿâëÿåòñÿ T-òåîðåìîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èñòèííà â ëþáîé ìîäåëè òåîðèè T.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòó òåîðåìó ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(F) ( TA F ↔ (MT) ( T
FBM )),

ãäå M
T
 – îáîçíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè òåîðèè Ò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ Ò-òåîðåìîé,
òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìîäåëè òåîðèè, F èñòèííà â ëþáîé ìî-
äåëè òåîðèè Ò.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñóùåñòâî-
âàíèè ìîäåëè. Ïóñòü F – ôîðìóëà, èñòèííàÿ âî âñÿêîé ìîäåëè

òåîðèè Ò. Äîêàæåì, ÷òî TA F. Äîïóñòèì, ÷òî TG F. Òîãäà ïî òåîðå-

1) Êóðò Ã¸äåëü (1906–1978) – àâñòðèéñêèé ëîãèê, ìàòåìàòèê, âíåñøèé îã-
ðîìíûé âêëàä â ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.

2) Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [10] è [3]. Ýòó
òåîðåìó ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò êàê îäíó èç ôîðì òåîðåìû î ïîëíîòå.

3) Òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè ÷àñòî òàêæå íàçûâàþò òåîðåìîé î ïîë-
íîòå äëÿ òåîðèé, ïîñêîëüêó ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà òåîðåìå î
ïîëíîòå äëÿ òåîðèé.
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ìå î çàìûêàíèè TG F R. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåîðèÿ Ò + ¬F R íåïðî-

òèâîðå÷èâà â ñèëó âòîðîé òåîðåìû î ðåäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè òåîðèÿ Ò + ¬F R èìååò ìîäåëü.
Ïóñòü M – ìîäåëü Ò + ¬F R. Â ýòîé ìîäåëè èñòèííû âñå àêñèîìû Ò,
à çíà÷èò, M ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìîäåëüþ òåîðèè Ò. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîãëàñíî óñëîâèþ, F èñòèííà â ýòîé ìîäåëè Ò. Íî òîãäà è åå çàìû-
êàíèå F R èñòèííî â M. Êðîìå òîãî, ôîðìóëà ¬F R, êàê àêñèîìà
òåîðèè Ò + ¬F R, òàêæå èñòèííà â ìîäåëè M ýòîé òåîðèè. Èòàê, ìû
ïîëó÷èëè, ÷òî â M èñòèííû êàê ôîðìóëà F R, òàê è åå îòðèöàíèå

¬F R, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Òàêèì îáðàçîì, TA F. S

Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå òåîðèè Ò òåîðèþ PN, êàê ñëåäñòâèå
ïîëó÷àåì òåîðåìó Ã¸äåëÿ î ïîëíîòå ïðåäèêàòíîé ñèñòåìû PN.

!   ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ôîðìóëà F ßËÏ ÿâëÿåòñÿ PN-äîêàçóåìîé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îáùåçíà÷èìà:

(F) ( PNA F ↔ ËÏB F).

Ðàññìîòðèì êëàññ âñåõ ãðóïï. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü òàêóþ òåî-
ðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ îïèñûâàëà áû äàííûé êëàññ â ñëå-
äóþùåì ñìûñëå: êëàññ òåîðåì ýòîé òåîðèè ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
ôîðìóë, èñòèííûõ âî âñåõ ãðóïïàõ?

Ïóñòü çàôèêñèðîâàí íåêîòîðûé êëàññ M àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñ-
òåì – èíòåðïðåòàöèé ßËÏσ. Ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé êëàññà M
íàçûâàþò òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êëàññ òåîðåì êîòîðîé ñî-
âïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôîðìóë ßËÏσ, èñòèííûõ â êàæäîé èí-
òåðïðåòàöèè èç M.

Íàïðèìåð, òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà TG, ñîãëàñíî òåîðåìå Ã¸-
äåëÿ î ïîëíîòå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ êëàññà
âñåõ ãðóïï.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ã¸äåëÿ î ïîëíîòå, âñÿêàÿ íåïðîòèâîðå÷è-
âàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé íå-
êîòîðîãî êëàññà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, à èìåííî êëàññà âñåõ
ìîäåëåé ýòîé òåîðèè. Â òî æå âðåìÿ ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ êàêî-
ãî-ëèáî êëàññà M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðèþ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, àêñèîìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ôîðìóëû, èñòèííûå â
êàæäîé èíòåðïðåòàöèè èç M. Îäíàêî âñåãäà ñòàâèòñÿ âîïðîñ î
íàõîæäåíèè ïðîñòîé (íàïðèìåð, êîíå÷íîé) àêñèîìàòèêè äëÿ òà-
êîé òåîðèè.
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§  5 . 4 .  Õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è§  5 . 4 .  Õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è§  5 . 4 .  Õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è§  5 . 4 .  Õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è§  5 . 4 .  Õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è
ò å î ð è é  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê àò å î ð è é  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê àò å î ð è é  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê àò å î ð è é  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê àò å î ð è é  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à

Ê îñíîâíûì õàðàêòåðèñòèêàì òåîðèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà áóäåì îòíîñèòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü, ýôôåêòèâíóþ àêñèî-
ìàòèçèðîâàííîñòü, ðàçðåøèìîñòü è ïîëíîòó. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ
è òàêèå õàðàêòåðèñòèêè, êàê êàòåãîðè÷íîñòü, íåçàâèñèìîñòü ñèñòå-
ìû àêñèîì, äåäóêòèâíàÿ ïîëíîòà è ïîëíîòà îòíîñèòåëüíî ìîäåëè.

!   Íàïîìíèì, ÷òî òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà T íàçûâàþò ïðîòèâî-

ðå÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ÿçûêà ýòîé òåîðèè òàêàÿ,
÷òî îíà ñàìà è åå îòðèöàíèå ÿâëÿþòñÿ T-òåîðåìàìè, è íåïðî-
òèâîðå÷èâîé, åñëè òàêîé ôîðìóëû íå ñóùåñòâóåò.

Àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ñèñòåì Ni è Nk (ñ ïîìî-
ùüþ ïðàâèëà ¬ó), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ T ïðîòèâîðå÷èâà òîã-
äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêàÿ ôîðìóëà ßT ÿâëÿåòñÿ T-òåîðåìîé.

ßçûê ßT òåîðèè T íàçûâàþò ðàçðåøèìûì ÿçûêîì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ëþáîìó ñëîâó â àëôàâèòå ßT

âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ôîðìóëîé ßT.

Òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà T (ñ ðàçðåøèìûì ÿçûêîì) íàçûâàþò
ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé ïî ëþáîé ôîðìóëå F ÿçûêà ßT âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè îíà T-àêñèîìîé (ò. å. åñëè ðàçðåøèìî1)  ìíîæåñòâî åå àêñèîì).

Îòìåòèì, ÷òî âñå ðàññìîòðåííûå ðàíåå òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ýô-
ôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííûìè.

Çàìå÷àíèå 1. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî:
1) åñëè òåîðèÿ T ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàíà, òî ðàçðåøè-

ìî ïîíÿòèå T-äîêàçàòåëüñòâà, ò. å. ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿ-
þùèé ïî ëþáîìó äåðåâó ôîðìóë ß

T
 âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî

Ò-äîêàçàòåëüñòâîì;
2) åñëè òåîðèÿ T ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàíà, òî ìíîæå-

ñòâî T-òåîðåì ïåðå÷èñëèìî2).

1) Ïîäìíîæåñòâî Å ìíîæåñòâà Ì íàçûâàþò ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì, åñëè
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ëþáîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà Ì âûÿñ-
íèòü, ïðèíàäëåæèò ëè îí ìíîæåñòâó Å.

2) Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Å ïåðå÷èñëèìî, åñëè Å = ∅ èëè ñóùåñòâóåò àëãî-

ðèòì B , ïåðåðàáàòûâàþùèé êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â íåêîòîðûé ýëåìåíò
Å, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà õ èç Å ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, êîòî-
ðîå B  ïåðåðàáàòûâàåò â õ.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé òðåáóþòñÿ îïðåäåëåííûå
çíàíèÿ èç îáëàñòè òåîðèè àëãîðèòìîâ, ÷òî âûõîäèò çà ðàìêè íàøå-
ãî êóðñà. P

!   Òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà T (ñ ðàçðåøèìûì ßT) íàçûâàþò ðàçðå-

øèìîé òåîðèåé, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî
ëþáîé ôîðìóëå F ÿçûêà ßT îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà
T-òåîðåìîé (ò. å. åñëè ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî åå òåîðåì).

Ï ð è ì å ð û. Òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï ÒÀG, òåîðèÿ ëèíåéíî óïî-
ðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ LOrd, òåîðèÿ ðàâåíñòâà TE – ðàçðåøèìûå
òåîðèè. Òåîðèÿ PN, òåîðèÿ ãðóïï TG – íåðàçðåøèìûå òåîðèè. P

!   Òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà T íàçûâàþò ïîëíîé òåîðèåé, åñëè äëÿ

ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû F ÿçûêà ýòîé òåîðèè ñàìà ôîðìóëà

F èëè åå îòðèöàíèå ¬F ÿâëÿþòñÿ T-òåîðåìàìè, ò. å. TA F èëè

TA ¬F 1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òåîðèþ íàçûâàþò íåïîëíîé.

Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå çàìêíóòîñòè ôîðìóëû F  â îïðåäåëå-
íèè ïîëíîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêàÿ ïîëíàÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííàÿ
òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Ò – ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçè-
ðîâàííàÿ ïîëíàÿ òåîðèÿ2). Ïîñòðîèì àëãîðèòì, ðàçðåøàþùèé ìíî-
æåñòâî åå òåîðåì. Ïóñòü À – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà ýòîé
òåîðèè. Ïîñòðîèì åå çàìûêàíèå À R. Ïîñêîëüêó Ò – ïîëíàÿ òåîðèÿ,
òî ôîðìóëà À R (çàìûêàíèå ôîðìóëû À) èëè åå îòðèöàíèå ¬À R ÿâëÿ-
þòñÿ Ò-òåîðåìàìè. Ìíîæåñòâî Ò-òåîðåì ïåðå÷èñëèìî (ñì. çàìå-
÷àíèå 1). Ïåðå÷èñëÿÿ Ò-òåîðåìû ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî
àëãîðèòìà BÒ, ïðîâåðÿåì êàæäóþ òåîðåìó íà ñîâïàäåíèå åå ñ ôîð-
ìóëàìè À R è ¬À′. Â ñèëó òåîðåìû î çàìûêàíèè, åñëè ñðåäè Ò-òåî-

ðåì âñòðåòèëàñü ôîðìóëà À R, òî TA À, à åñëè âñòðåòèëàñü ôîðìóëà

¬À R, òî TG À. S

1) Èíîãäà, îïðåäåëÿÿ ïîëíóþ òåîðèþ, òðåáóþò, ÷òîáû òåîðèÿ áûëà íåïðî-
òèâîðå÷èâîé.

2) Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òåîðèÿ Ò íåïðîòèâîðå÷èâà, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå â íåé äîêàçóåìà ëþáàÿ ôîðìóëà, è Ò ðàçðåøèìà òðèâèàëüíûì îáðàçîì.



238

Ï ð è ì å ð û.
1. Òåîðèÿ PN íåïîëíà, ïîñêîëüêó â íåé íåäîêàçóåìû çàìêíó-

òûå ôîðìóëû >õÐ(x) è ¬>õÐ(x).
2. Òåîðèÿ ãðóïï TG íåïîëíà, ïîñêîëüêó â íåé íåäîêàçóåìû

çàìêíóòûå ôîðìóëû >õ >ó (õ ∗ ó = ó ∗ õ) è ¬>õ >ó (õ ∗ ó = ó ∗ õ).
3. Òåîðèÿ ïîëåé TF íåïîëíà, ïîñêîëüêó â íåé íåäîêàçóåìû

çàìêíóòûå ôîðìóëû ∃õ (õ2 = 1 + 1) è ¬∃õ (õ2 = 1 + 1).
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òåîðèè ÒÀG, LOrd òàêæå ÿâëÿþòñÿ íå-

ïîëíûìè.
Ñðåäè íåïîëíûõ òåîðèé èìåþòñÿ êàê ðàçðåøèìûå, òàê è íå-

ðàçðåøèìûå. Íàïðèìåð, íåïîëíûìè ÿâëÿþòñÿ íåðàçðåøèìûå òåî-
ðèè PN è TG, à òàêæå ðàçðåøèìûå òåîðèè ÒÀG, LOrd. P

Çàìåòèì, ÷òî íåïîëíîòà òåîðèè íå ÿâëÿåòñÿ åå íåäîñòàòêîì,
ïîñêîëüêó îáåñïå÷èâàåò ðàçíîîáðàçèå åå ìîäåëåé. Åñëè òåîðèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïèñàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
ñ ðàçíûìè ñâîéñòâàìè (òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, òåîðèÿ ãðóïï),
òî âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî òàêàÿ òåîðèÿ íåïîëíà.
S Â êà÷åñòâå ï ð è ì å ð à ïîëíîé òåîðèè ïðèâåäåì òåîðèþ ïëîò-
íûõ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ áåç ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëå-
ìåíòîâ. Ñèãíàòóðà òåîðèè ñîäåðæèò äâà äâóìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ
ñèìâîëà = è <. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè ýòîé
òåîðèè:

>õ >ó >z (õ < ó & ó < z ⊃ õ < z) (òðàíçèòèâíîñòü <);
>õ >ó (õ = ó ⊃ ¬(õ < ó)) (ñòðîãèé ïîðÿäîê);
>õ >ó (õ = ó ∨ õ < ó ∨ ó < õ) (ëèíåéíîñòü ïîðÿäêà);
>õ ∃ó ∃z (õ < ó & z < õ) (áåç ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà);
>õ >ó (õ < ó ⊃ ∃z (õ < z & z < ó)) (ïëîòíîñòü).
Êðîìå òîãî, àêñèîìàìè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ðà-

âåíñòâî:
(reR) >õ (õ = õ);
(siR) >õ >ó (õ = ó ⊃ ó = õ );
(tr R) >õ >ó >z (õ = ó & ó = z ⊃ õ = z)

è ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ñîõðàíåíèå ïîðÿäêà ïðè çàìåíå íà ðàâ-
íûå:

>õ >ó >z (õ = ó ⊃ (õ < z ⊃ ó < z));
>õ >ó >z (õ = ó ⊃ (z < õ ⊃ z < ó)).
Ýòà òåîðèÿ ïîëíà è ðàçðåøèìà. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷è-

ñåë Q ñ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîé ìîäåëüþ
ýòîé òåîðèè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå íîðìàëüíûå1)  ñ÷åòíûå ìîäå-

1) Ñì. äàëåå § 5.5.
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ëè äàííîé òåîðèè èçîìîðôíû ýòîé ìîäåëè. Ìíîæåñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë R ñ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ íåñ÷åò-
íîé ìîäåëüþ ýòîé òåîðèè. P

Òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà T íàçûâàþò êàòåãîðè÷íîé â ìîùíîñ-
òè m (èëè m-êàòåãîðè÷íîé), åñëè âñå åå íîðìàëüíûå ìîäåëè
ìîùíîñòè m èçîìîðôíû1).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ ïëîòíûõ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ áåç ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëåìåíòîâ êàòåãîðè÷íà â ñ÷åò-
íîé ìîùíîñòè (ñ÷åòíî-êàòåãîðè÷íà) è íå ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðè÷íîé
íè â êàêîé íåñ÷åòíîé ìîùíîñòè.

Åñëè F – ôîðìóëà ßT, êàê è ïðåæäå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç T + F
òåîðèþ, êîòîðóþ ïîëó÷àþò èç T â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ ôîðìóëû
F ê àêñèîìàì T â êà÷åñòâå íîâîé àêñèîìû (ò. å. òåîðèþ ñ ìíîæå-
ñòâîì àêñèîì ÀõT ∪ {F}).

Òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà Ò íàçûâàþò äåäóêòèâíî ïîëíîé, åñëè,
ïðèñîåäèíèâ ê åå àêñèîìàì ëþáóþ íåäîêàçóåìóþ â Ò ôîðìóëó
F ÿçûêà ßT â êà÷åñòâå íîâîé àêñèîìû, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷è-
âóþ òåîðèþ T + F, ò. å. åñëè

(F) ( TG F → T + F ïðîòèâîðå÷èâà).

Íàïðèìåð, òåîðèÿ PN (PσN) íå ÿâëÿåòñÿ äåäóêòèâíî ïîëíîé.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìîòðåòü òåîðèþ PσN + À, ãäå À – ôîðìó-

ëà ßËÏσ òàêàÿ, ÷òî 
σP NG À è 

σP NG ¬À R, òî òåîðèÿ PσN + À íåïðîòè-

âîðå÷èâà.
Ñâÿçü ìåæäó òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿä-

êà, êàê ïîëíîòà, äåäóêòèâíàÿ ïîëíîòà è ïîëíîòà îòíîñèòåëüíî
ìîäåëè îòðàæåíà â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Òåîðèÿ T ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
äåäóêòèâíî ïîëíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî Ò ïîëíà è äîêàæåì, ÷òî

îíà äåäóêòèâíî ïîëíà. Ïóñòü ôîðìóëà F íåäîêàçóåìà â Ò: TG F.

Òîãäà ïî òåîðåìå î çàìûêàíèè TG F R. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïîë-

íîòû Ò, TA ¬F R. Òîãäà ôîðìóëà ¬F R äîêàçóåìà è â ðàñøèðåíèè Ò:

T+FA ¬F R. Âìåñòå ñ òåì 
T+FA F, à çíà÷èò, è 

T+FA F R. Òàêèì îáðàçîì,

1) Èçîìîðôèçì äâóõ èíòåðïðåòàöèé îäèíàêîâîé ñèãíàòóðû ïîíèìàþò êàê
èçîìîðôèçì äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì (ñòðóêòóð).
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T+FA F R è 
T+FA ¬F R, ò. å. òåîðèÿ T + F ïðîòèâîðå÷èâà. Ñëåäîâàòåëü-

íî, òåîðèÿ Ò äåäóêòèâíî ïîëíà.
Äîêàæåì îáðàòíîå. Äîïóñòèì, ÷òî Ò äåäóêòèâíî ïîëíà. Äîêà-

æåì, ÷òî Ò ïîëíà. Ïóñòü F – ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ íåäîêàçóå-

ìàÿ â Ò ôîðìóëà: TG F. Òîãäà, â ñèëó äåäóêòèâíîé ïîëíîòû Ò, òåî-

ðèÿ T + F ïðîòèâîðå÷èâà. Ïî âòîðîé òåîðåìå î ðåäóêöèè (î íåïðî-

òèâîðå÷èâîñòè) ñëåäóåò, ÷òî TA ¬F. Òàêèì îáðàçîì, Ò ïîëíà. S

Ïóñòü M – ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü òåîðèè Ò. Òåîðèþ ïåðâîãî
ïîðÿäêà T íàçûâàþò ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ìîäåëè M, åñëè âñÿêàÿ
M-èñòèííàÿ ôîðìóëà ß

T
 ÿâëÿåòñÿ T-òåîðåìîé, ò. å. åñëè

(F) (BM F → TA F).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñÿêàÿ òåîðèÿ T ïîëíà îòíîñèòåëüíî ìîäåëè
M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êëàññ T-òåîðåì ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
M-èñòèííûõ ôîðìóë:

(F) (BM F ↔ TA F).

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ïóñòü Ò – ïðîèçâîëüíàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Òîãäà:

1) åñëè T ïîëíà, òî T ïîëíà îòíîñèòåëüíî âñÿêîé ñâîåé ìîäåëè;
2) åñëè T ïîëíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñâîåé ìîäåëè, òî T

ïîëíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Ïóñòü Ò – ïîëíàÿ òåîðèÿ, à M – åå ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü.

Äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ M-èñòèííàÿ ôîðìóëà ÿçûêà Ò ÿâëÿåòñÿ

T-òåîðåìîé. Ïóñòü ôîðìóëà F èñòèííà â M: BM F. Òîãäà â M
èñòèííî è åå çàìûêàíèå F R, à åãî îòðèöàíèå ¬F R  ëîæíî. Ïîñêîëü-
êó ôîðìóëà ¬F R ëîæíà â ìîäåëè òåîðèè Ò, îíà íåäîêàçóåìà â Ò:

TG ¬F R. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïîëíîòû Ò, ÿâëÿåòñÿ äîêàçóåìîé â Ò

ôîðìóëà F R, à çíà÷èò, äîêàçóåìà â Ò è ñàìà ôîðìóëà F: TA F.

2. Äîïóñòèì, ÷òî òåîðèÿ Ò ïîëíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñâî-
åé ìîäåëè M. Äîêàæåì, ÷òî Ò ïîëíà. Ïóñòü F – çàìêíóòàÿ íåäîêà-
çóåìàÿ â Ò ôîðìóëà. Äîêàæåì, ÷òî åå îòðèöàíèå ¬F ÿâëÿåòñÿ
Ò-òåîðåìîé. Ïîñêîëüêó TG F è òåîðèÿ Ò ïîëíà îòíîñèòåëüíî M,

òî F ëîæíà â M. Êðîìå òîãî, F çàìêíóòà, à çíà÷èò, â M èñòèííà
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¬F. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïîëíîòû Ò îòíîñèòåëüíî M, ôîðìóëà
¬F äîêàçóåìà â T. S

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Òåîðèÿ T ïîëíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñâîåé
ìîäåëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T ïîëíà îòíîñèòåëüíî âñÿêîé
ñâîåé ìîäåëè.

Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ,
çàïèñàííîìó â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå:

(Ò) (MT) (T ïîëíà îòíîñèòåëüíî MT ↔ Ò ïîëíà). P

§  5 . 5 .  Ò å î ð è è  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à§  5 . 5 .  Ò å î ð è è  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à§  5 . 5 .  Ò å î ð è è  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à§  5 . 5 .  Ò å î ð è è  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à§  5 . 5 .  Ò å î ð è è  ï å ð â î ã î  ï î ð ÿ ä ê à
ñ  ð à â å í ñ ò â î ìñ  ð à â å í ñ ò â î ìñ  ð à â å í ñ ò â î ìñ  ð à â å í ñ ò â î ìñ  ð à â å í ñ ò â î ì

Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ äîñòàòî÷íî ãëóáîêèõ íå-
ôîðìàëüíûõ òåîðèÿõ ïðèñóòñòâóåò ïðåäèêàò ðàâåíñòâà, îáîçíà÷àå-
ìûé ñèìâîëîì =. Ïðåäëîæåíèå õ = ó ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåêòû õ è ó ñîâïàäàþò. Ìîæíî âûäåëèòü
ñëåäóþùèå îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàâåíñòâà. Âî-ïåðâûõ, âñÿêèé ïðåä-
ìåò ðàâåí ñàìîìó ñåáå (ðåôëåêñèâíîñòü), ÷òî ìîæíî âûðàçèòü ôîð-
ìóëîé >õ (õ = õ). Âî-âòîðûõ, ðàâíûå (ñîâïàäàþùèå) îáúåêòû íåëüçÿ
ðàçëè÷èòü â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ÷òî-òî ïðèñóùå îäíîìó èç ðàâ-
íûõ îáúåêòîâ, òî îíî ïðèñóùå è äðóãîìó. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè
íåêîòîðûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò îäèí èç ðàâíûõ îáúåêòîâ, òî èì
îáëàäàåò è äðóãîé. Ñèìâîëè÷åñêè ýòî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(P) (õ) (ó) (õ = ó → (P(õ) → P(ó))).

Êàê ýòî çàïèñàòü íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà? Ñâîéñòâà îáúåêòîâ
(ïðåäìåòîâ) ìîæíî âûðàæàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ýòîãî ÿçûêà, îä-
íàêî íå âñÿêîå ñâîéñòâî P âûðàçèìî òàêèì îáðàçîì. Ìû âûíóæäå-
íû îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü òåìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå âûðàçèìû ôîð-
ìóëàìè ßËÏ. Çàïèñàííàÿ íèæå ñõåìà ôîðìóë (ins) ïðè óêàçàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ âûðàæàåò, ÷òî ðàâíîå âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü ðàâíûì.

Òåîðèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì íàçûâàþò âñÿêóþ òåîðèþ
ïåðâîãî ïîðÿäêà Ò, ñðåäè ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ êîòîðîé èìå-
åòñÿ äâóìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë (äëÿ îïðåäåëåííîñòè

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî 2
1P , íî âìåñòî 2

1P (t1, t2) áóäåì ïèñàòü

t1 = t2), è â êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äîêàçóåìûìè ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
(rå) õ = õ (ðåôëåêñèâíîñòü ðàâåíñòâà);
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(ins) õ = ó ⊃ (À(õ, õ) ⊃ À(õ, ó)) (ïîäñòàíîâî÷íîñòü ðàâåíñòâà),
ãäå õ è ó – ïðîèçâîëüíûå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå; À(õ, õ) –
ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà ß

T
; À(õ, ó) – ðåçóëüòàò çàìåíû â

À(õ, õ) êàêèõ-ëèáî (íå îáÿçàòåëüíî âñåõ) ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé
õ âõîæäåíèÿìè ó, ïðè óñëîâèè, ÷òî çàìåíÿåìûå âõîæäåíèÿ õ íå
ëåæàò â îáëàñòè äåéñòâèÿ íèêàêîãî êâàíòîðà ïî ó.

Çàìå÷àíèå 1. Â êà÷åñòâå ôîðìóëû, âûðàæàþùåé ðåôëåêñèâíîñòü
ðàâåíñòâà, äîñòàòî÷íî âìåñòî ñõåìû õ = õ ñ ïðîèçâîëüíîé ïåðå-
ìåííîé õ, èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó õ1 = õ1 ñ ôèêñèðîâàííîé ïåðå-
ìåííîé õ1. Îäíàêî äëÿ óïðîùåíèÿ òåõíèêè ìû ýòîãî äåëàòü íå
áóäåì. P

Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ îáùèõ ñâîéñòâàõ òå-
îðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì. Ñíà÷àëà
äîêàæåì, ÷òî â òàêèõ òåîðèÿõ äîêàçóåìû ôîðìó-
ëû, âûðàæàþùèå ðåôëåêñèâíîñòü (re), ñèììåò-
ðè÷íîñòü (si) è òðàíçèòèâíîñòü (tr) ðàâåíñòâà.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Âî âñÿêîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì

Ò äëÿ ëþáûõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ õ, ó, z ÿâëÿþòñÿ Ò-òåîðåìà-
ìè ôîðìóëû (re), (si) è (tr):

1) TA õ = õ;

2) TA õ = ó ⊃ ó = õ;

3) TA õ = ó & ó = z ⊃ õ = z.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ï. 1 ãà-
ðàíòèðîâàíà îïðåäåëåíèåì òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ï. 2 ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå
äåðåâî Ò-âûâîäà:

у

в

у

у

в

(ins)
1

(re)

(1)

( )[ ]

( )

x y x z y zx y
x z y z
z x z y z
x x y xx x
y x

x y y x

⊃

∀

∀

⊃

⊃

= ⊃ = ⊃ ==
= ⊃ =

∀ = ⊃ =
= ⊃ ==
=

= ⊃ =
.

Â ýòîì äåðåâå âûâîäà ôîðìóëà õ = ó ⊃ (õ = z ⊃ ó = z) ïîëó÷åíà
ïî ñõåìå (ins), â êîòîðîé â êà÷åñòâå ôîðìóëû À(õ, õ) âçÿòà ôîðìóëà
õ = z, à â êà÷åñòâå À(õ, ó) – ôîðìóëà ó = z.

Свойства теорий
первого порядка
с равенством
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ï. 3 ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå
äåðåâî Ò-âûâîäà:

1

(si) (ins)
1

â (1)

[ & ]

[ & ] ( )

&

x y y z
x y
y xx y y z y x y z x z

y z y z x z
x z

x y y z x z
⊃

= =
=
== = = ⊃ = ⊃ =

= = ⊃ =
=

= = ⊃ =

Â ýòîì äåðåâå âûâîäà ôîðìóëà ó = õ ⊃ (ó = z ⊃ õ = z) ïîëó÷åíà ïî
ñõåìå (ins), â êîòîðîé â êà÷åñòâå ôîðìóëû À(ó, ó) âçÿòà ôîðìóëà
ó = z, à â êà÷åñòâå À(õ, ó) – ôîðìóëà õ = z (çäåñü õ è ó ïîìåíÿëèñü
ìåñòàìè). S

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âî âñÿêîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì Ò
äëÿ ëþáûõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ õ, ó, z ÿâëÿþòñÿ Ò-òåîðåìàìè
ôîðìóëû (reR), (siR) è (trR), ÿâëÿþùèåñÿ çàìûêàíèÿìè ôîðìóë (re),
(si) è (tr) ñîîòâåòñòâåííî:

1) TA >õ (õ = õ);

2) TA >õ >ó (õ = ó ⊃ ó = õ);

3) TA >õ >ó >z (õ = ó & ó = z ⊃ õ = z).

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Âî âñÿêîé òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì äëÿ ëþáûõ òåð-
ìîâ t, r, s ÿçûêà ýòîé òåîðèè âûïîëíÿåòñÿ:

(råt) TA t = t;

(sit) TA t = r ⊃ r = t;

(trt) TA t = r & r = s ⊃ t = s.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (råt) ïîñòðîåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåãî Ò-âûâîäà:

(re)

â

y
( )

õ õ

x x x

t t

∀

∀

=
∀ =

=

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäå-
íèÿ (sit) äîñòàòî÷íî, îïèðàÿñü íà óòâåðæäåíèå ï. 2 òåîðåìû 1, äâàæäû
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì >ó, ñíà÷àëà ïîäñòàâèâ òåðì t âìåñòî õ, à
çàòåì òåðì r âìåñòî ó. Îäíàêî ðåçóëüòàò òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîé
ïîäñòàíîâêè ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ðåçóëüòàòà îäíîâðåìåííîé ïîä-
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ñòàíîâêè (êîòîðûé íàì è íóæåí). Íàïðèìåð, åñëè â òåðì t âõîäèò
ïåðåìåííàÿ ó, òî ïðè ïîäñòàíîâêå òåðìà r âìåñòî ó ïðè ïîâòîðíîì
ïðèìåíåíèè ïðàâèëà >ó ïðèäåòñÿ ïîäñòàâëÿòü r íå òîëüêî âìåñòî
èçíà÷àëüíûõ âõîæäåíèé ó, íî è âìåñòî âîçìîæíûõ íîâûõ âõîæäå-
íèé ó, ÷òî ñîâñåì íåæåëàòåëüíî. Èçáåæàòü ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå òåðìû t è r. Ïî-
ñêîëüêó âûâîäèìîñòü óòâåðæäåíèÿ ï. 2 â òåîðåìå 1 ñïðàâåäëèâà
äëÿ ëþáûõ ïåðåìåííûõ, ìû ìîæåì âûáðàòü òàêèå ïåðåìåííûå,
êîòîðûå íå âõîäÿò â òåðìû t è r. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî òàêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ õ è ó. Òåïåðü, ïðè ñîáëþ-
äåíèè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèé, ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå
äåðåâî Ò-âûâîäà:

y

y

( )

( )

x y x y y x

y t y y t

t r r t

∀

∀

∀ ∀ = ⊃ =

∀ = ⊃ =

= ⊃ =

Ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå õ è ó íå âõîäÿò â òåðìû t è r, îáà ïðè-
ìåíåíèÿ ïðàâèëà >ó çàêîííû (íåò íàðóøåíèé èçâåñòíûõ îãðàíè-
÷åíèé).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå ï. 3 è ïðèìå-
íÿÿ òðè ðàçà ïðàâèëî >ó, ìîæíî äîêàçàòü (trt). S

Òîëüêî ÷òî äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèÿ ñëåäóþùåãî áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ (î ïîäñòàíîâêàõ â äîêàçóåìûå ôîðìóëû).
1. Êàêîâû áû íè áûëè Ò-äîêàçóåìàÿ áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà

À(õ1) ñ åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ1 è òåðì t ÿçûêà òåîðèè Ò, ôîð-

ìóëà À(t) òàêæå Ò-äîêàçóåìà: TA À(õ1) → (t)( TA À(t)).

2. Êàêîâû áû íè áûëè Ò-äîêàçóåìàÿ áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà
À(õ1, õ2) ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè õ1, õ2 è òåðìû t, r ÿçûêà òåîðèè Ò,
ôîðìóëà À(t, r) òàêæå Ò-äîêàçóåìà (ãäå À(t, r) – ðåçóëüòàò îäíîâðå-
ìåííîé çàìåíû â ôîðìóëå À êàæäîãî âõîæäåíèÿ õ1 è õ2 íà âõîæäå-

íèÿ òåðìîâ t, r ñîîòâåòñòâåííî): TA À(õ1, õ2) → (t) (r)( TA À(t, r)).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ (ïîñòðîåíèåì äåðåâà Ò-âû-
âîäà) îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Îòìåòèì ëèøü ñëåäóþùåå. Ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ ï. 2 ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ðåçóëüòàò îäíîâðå-
ìåííîé ïîäñòàíîâêè äâóõ òåðìîâ â ôîðìóëó À ñ äâóìÿ èëè áîëåå

ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè 1 2( )x x
t rA  ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ðåçóëüòà-

òîì ïîñëåäîâàòåëüíîé ïîäñòàíîâêè ýòèõ æå òåðìîâ â ôîðìóëó À,
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ò. å. âîîáùå ãîâîðÿ, 1 2( )x x
t rA  ≠ 1 2( )( )x x

t rA . Äëÿ èçáåæàíèÿ òàê íàçû-

âàåìîé êîëëèçèè ïåðåìåííûõ íóæíî ñíà÷àëà ïåðåèìåíîâàòü ïåðå-
ìåííûå õ1 è õ2, ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííûì, íå âõîäÿùèì â òåðìû t è r,
à çàòåì äåëàòü íóæíóþ ïîäñòàíîâêó.

Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü äëÿ
áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëû ñ òðåìÿ èëè áîëåå ïåðåìåííûìè. P

S Â ñèëó òåîðåìû 1 âî âñÿêîé ìîäåëè M òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì Ò
äâóìåñòíûé ïðåäèêàò, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó =,
îïðåäåëÿåò íà íîñèòåëå M îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

!  Ìîäåëü òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì Ò íàçûâàþò íîðìàëüíîé ìîäåëüþ,
åñëè ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíîøåíèå
ñîâïàäåíèÿ, ò. å. ñèìâîëó = îòâå÷àåò ïðåäèêàò ðàâåíñòâà.

! ÒÅÎÐÅÌÀ (Ã¸äåëÿ î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè (î ïîëíîòå) äëÿ òåî-

ðèé ñ ðàâåíñòâîì). Âñÿêàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì èìååò íîðìàëüíóþ ìîäåëü.

Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñõåìó (ins) îáû÷íî íå
èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå ñõåìû àêñèîì, ïîñêîëüêó êëàññ ôîðìóë,
ïîñòðîåííûõ ïî ýòîé ñõåìå, âåñüìà ñëîæåí è ïëîõî îáîçðèì. Ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà ïðåäîñòàâëÿåò ïðîñòîå è óäîáíîå äîñòàòî÷íîå óñ-
ëîâèå òîãî, ÷òî òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ñ ðàâåíñòâîì. Îêàçûâàåò-
ñÿ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå ïîäñòàíîâî÷íîñòè ðàâåí-
ñòâà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë è òåðìîâ.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3 (î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì)1).
Ïóñòü äëÿ òåîðèè Ò âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) êàêîâà áû íè áûëà ïåðåìåííàÿ õ,
(rå) TA õ = õ;

2) êàêîâû áû íè áûëè ïðåäèêàòíûé ñèìâîë n
mP , ôóíêöèîíàëü-

íûé ñèìâîë n
mf , íàáîð ïåðåìåííûõ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ)

(ó1, …, ói, …, ón), ïåðåìåííàÿ zi, äëÿ êàæäîãî i (i = 1, …, n):

(ið) TA ói = zi ⊃ ( n
mP (ó1, …, ói, …, ón) ⊃

n
mP (ó1, …, zi, …, ón));

(if) TA ói = zi ⊃ ( n
mf (ó1, …, ói, …, ón) = n

mf (ó1, …, zi, …, ón)).

Òîãäà òåîðèÿ Ò ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ñ ðàâåíñòâîì.

1) Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ÷èòàòåëü ïðè æåëàíèè ìîæåò íàéòè, íà-
ïðèìåð, â [3], [10].
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Çàìå÷àíèå 3. Ýòîé òåîðåìîé óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ, êîãäà ñèãíà-
òóðà ß

Ò
 ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ

ñèìâîëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå àêñèîì êî-
íå÷íîå ÷èñëî ôîðìóë âèäà, îïèñàííîãî â ï. 2. Ñðåäè íèõ äîëæíû
ïðèñóòñòâîâàòü è ñëåäóþùèå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ëåâóþ è ïðà-
âóþ ïîäñòàíîâî÷íîñòü ðàâåíñòâà:

õ = ó ⊃ (õ = z ⊃ ó = z)  è  õ = ó ⊃ (z = õ ⊃ z = ó),

ãäå õ, y, z – ïðîèçâîëüíûå ïåðåìåííûå.
Îäíàêî âìåñòî ýòîé ïàðû ôîðìóë â êà÷åñòâå àêñèîì îáû÷íî

èñïîëüçóþò ïàðó ôîðìóë (si) è (tr), âûðàæàþùèõ ñèììåòðè÷íîñòü
è òðàíçèòèâíîñòü ðàâåíñòâà. P

Ï ð è ì å ð û.
1. Òåîðèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ÿâëÿþòñÿ òåîðèè

ÒÅ, ÒG, TF, Îrd.
2. Íîðìàëüíûìè ìîäåëÿìè ÒG ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû, è òîëüêî îíè;

íîðìàëüíûìè ìîäåëÿìè ÒF ÿâëÿþòñÿ ïîëÿ, è òîëüêî îíè; è ò. ï. P

§  5 . 6 .  Ô î ð ì à ë ü í à ÿ  à ð è ô ì å ò è ê à§  5 . 6 .  Ô î ð ì à ë ü í à ÿ  à ð è ô ì å ò è ê à§  5 . 6 .  Ô î ð ì à ë ü í à ÿ  à ð è ô ì å ò è ê à§  5 . 6 .  Ô î ð ì à ë ü í à ÿ  à ð è ô ì å ò è ê à§  5 . 6 .  Ô î ð ì à ë ü í à ÿ  à ð è ô ì å ò è ê à

Àðèôìåòèêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ýëåìåíòàðíàÿ
òåîðèÿ ÷èñåë) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ìàòå-
ìàòèêè. Àêñèîìàòè÷åñêîå íåôîðìàëüíîå ïîñòðîåíèå àðèôìåòèêè
áûëî ðàçðàáîòàíî íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà â êîíöå ÕIÕ âåêà
Ð. Äåäåêèíäîì è Äæ. Ïåàíî1).
S Ðàññìîòðèì ñèñòåìó àêñèîì, èçâåñòíóþ ïîä íàçâàíèåì ñèñòå-
ìû àêñèîì Ïåàíî. Åå èñõîäíûå ïîíÿòèÿ – íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
0 (íîëü) è ÷èñëî õ R, (íåïîñðåäñòâåííî) ñëåäóþùåå çà õ (ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ, ÷òî R åñòü îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ, ò. å. èç õ = ó ñëåäóåò õ R = y R).

Ð1. 0 åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ð2. Åñëè õ – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî è ñëåäóþùåå çà íèì õ R –

íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ð3. 0 íå ñëåäóåò íè çà êàêèì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.
Ð4. Åñëè õ è ó – íàòóðàëüíûå ÷èñëà è õR = y R, òî õ = ó.
Ð5. Êàêîâî áû íè áûëî ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë P, åñëè 0

îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì è äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà õ, îá-
ëàäàþùåãî ñâîéñòâîì P, ÷èñëî õ R òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì P, òî
ñâîéñòâîì P îáëàäàþò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà (àêñèîìà èíäóêöèè).

1) Ðèõàðä Äåäåêèíä (1831–1916) – íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
Äæóçåïïå Ïåàíî (1858–1932) – èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê.
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S Èñïîëüçóÿ ñèìâîëû ìåòàÿçûêà, ýòè àêñèîìû ìîæíî çàïèñàòü
ñóùåñòâåííî êîðî÷å ñëåäóþùèì îáðàçîì (N, 0, R – îáîçíà÷åíèÿ
èñõîäíûõ ïîíÿòèé; õ – ïåðåìåííàÿ ïî ìíîæåñòâó N; P – ïåðåìåí-
íàÿ ïî ìíîæåñòâó ñâîéñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë):

P1. 0 ∈ N.
Ð2. (õ) (õ R ∈ N).
Ð3. (õ) (õ R ≠  0).
Ð4. (õ) (ó) (õ R = y R → õ = ó).
Ð5. (P) (P(0) & (õ) (P(õ) → P(õ R)) → (õ) P(õ)).
Â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì âèäà (õ) P(õ), îñíîâàííûõ íà àêñèîìå

èíäóêöèè (ïðèíöèïå èíäóêöèè), ïðèíÿòî äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëî-
æåíèÿ P(0) íàçûâàòü áàçèñîì èíäóêöèè, à äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëî-
æåíèÿ (õ) (P(õ) → P(õ R)) – øàãîì èíäóêöèè.

Âñå òåîðåìû ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë ìîæíî äîêàçàòü, èñ-
ïîëüçóÿ ýòó àêñèîìàòèêó. Òî÷íåå, ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðîãî
ôðàãìåíòà òåîðèè ìíîæåñòâ, ýòîé ñèñòåìû àêñèîì äîñòàòî÷íî äëÿ
ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë.

S Îïèøåì òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ ôîðìàëèçóåò àêñèî-
ìàòè÷åñêóþ ñèñòåìó Ïåàíî (íåôîðìàëüíóþ àðèôìåòèêó). Ýòó òåî-
ðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêîé. Îáîçíà-
÷èì åå ñèìâîëîì Ar.

Ïîñòðîèì ýòó òåîðèþ, çàäàâ ïàðó < σ, ÀõAr >. ßçûê òåîðèè Ar

èìååò ñèãíàòóðó σ = { 2
1Р , 2

1f , 2
2f , 1

1f , c1}.

Ââåäåì ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü t1 è t2 – ïðîèçâîëüíûå
òåðìû ß

Ar
. Òîãäà:

0 q c1;  t1 + t2 q
2

1f (t1, t2);  t1 ⋅ t2 q 2
2f (t1, t2);  t1' q 1

1f (t1);

t1 = t2 q 2
1Ð (t1, t2);  t1 ≠ t2 q ¬ 2

1Ð (t1, t2).

Èíîãäà äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñêîáêè: (t
1
 + t

2
),

(t
1 ⋅ t2), (t1)R è (t

1
 = t

2
).

Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè Ar:
(Ar

1
) õ

1
 = õ

2
 ⊃ (õ

1
 = õ

3
 ⊃ õ

2
 = õ

3
);

(Ar
2
) õ

1
 = õ

2
 ⊃ õ

1
R = õ

2
R;

(Ar
3
) ¬(0 = õ

1
R);

(Ar
4
) õ

1
R = õ

2
R ⊃ õ

1 
= õ

2
;

(Ar
5
) õ

1
 + 0 = õ

1
;

(Ar
6
) õ

1
 + õ

2
R = (õ

1
 + õ

2
)R;

(Ar
7
) õ

1⋅0 = 0;
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(Ar
8
) õ

1⋅ õ2
R = (õ

1⋅õ2
) + õ

1
;

(Ar
9
) À(0) & >õ (A(õ) ⊃ A(õR)) ⊃ >õ A(õ),

ãäå õ – ïðîèçâîëüíàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, À(õ) – ïðîèçâîëü-
íàÿ ôîðìóëà ß

Ar
; À(0) è A(õR) – ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå ïîäñòàíîâ-

êîé òåðìîâ 0 è õR âìåñòî ïåðåìåííîé õ â ôîðìóëó À(x).
Ar

9
 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñõåìó ôîðìóë, íàçûâàåìóþ ñõåìîé èí-

äóêöèè, ïî êîòîðîé ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî àêñèîì.
Ýòà ñõåìà ôîðìàëèçóåò ñîäåðæàòåëüíûé ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè.

Íåòðóäíî äîêàçàòü ïîñòðîåíèåì äåðåâà Ar-âûâîäà, ÷òî â Ar
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì ñëåäóþùåå ïðàâèëî:

(Rind)                       
(0) ( ( ) ( '))

( )

À õ À õ À õ

õ À õ

∀ ⊃

∀ ,

ãäå À – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ßAr; õ – ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.
Ñõåìà Ar9 íå âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ïåàíîâñêîé àêñèîìå èíäóê-

öèè Ð5. Ýòà ñõåìà ïîçâîëÿåò èìåòü äåëî ëèøü ñî ñâîéñòâàìè íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, âûðàæàåìûìè ôîðìóëàìè ßAr, à òàêîâûõ ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî. Â òî æå âðåìÿ â àêñèîìå Ð5 êâàíòîð îáùíîñòè ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ïî âñåì ñâîéñòâàì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à ýòèõ ñâîéñòâ êîí-
òèíóóì. Òàêîå íåñîîòâåòñòâèå âåäåò ê òîìó, ÷òî ó Ar ñóùåñòâóþò
íåèçîìîðôíûå ìîäåëè, â òî âðåìÿ êàê âñå ìîäåëè íåôîðìàëüíîé
ïåàíîâñêîé àðèôìåòèêè èçîìîðôíû.

Ïîÿñíèì ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë îñòàëüíûõ àêñèîì Ar. Ôîðìó-
ëà Ar

3
 âûðàæàåò àêñèîìó Ïåàíî Ð3, ôîðìóëà Ar

4
 âûðàæàåò àêñèîìó

Ð4. Ôîðìóëû Ar
5
–Ar

8 
âûðàæàþò èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ñëîæå-

íèÿ è óìíîæåíèÿ. Â ñèñòåìå àêñèîì Ïåàíî ñîîòâåòñòâóþùèõ àêñè-
îì íåò, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå èíòóèòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ
ïîçâîëÿåò âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå îïåðàöèé + è ⋅  ñ íóæíûìè ñâîé-
ñòâàìè. Àêñèîìû Ïåàíî Ð1 è Ð2 íå íóæäàþòñÿ â ñïåöèàëüíîì âûðà-
æåíèè íà ôîðìàëüíîì óðîâíå, ïîñêîëüêó íàëè÷èå â ß

Ar
 ñèìâîëà

êîíñòàíòû 0 è ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà R îáåñïå÷èâàåò èñòèííîñòü
ýòèõ àêñèîì â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè ßAr. Ïåðâûå äâå àêñèîìû Ar1 è Ar2

âûðàæàþò ñâîéñòâà ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà = (ïîäñòàíîâî÷íîñòü ðà-
âåíñòâà), îíè îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå â ìîäåëÿõ Ar îñíîâíûõ ñâîéñòâ
ðàâåíñòâà. Ñõåìà Ar9, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ôîðìàëèçóåò ñîäåðæà-
òåëüíûé ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ò. å. àêñèîìó Ð5.

Çàìå÷àíèå 1. Òåõíè÷åñêè áîëåå óäîáíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷å-
ñòâå àêñèîì íå ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû Ar1–Ar8, à ïðîñòåé-
øèå ñõåìû, ïîñòðîåííûå èç õ, ó, z – îáîçíà÷åíèé ïðîèçâîëüíûõ
ïåðåìåííûõ (ñì. [3]).
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Òåðìû 0, 0', 0'' è ò. ä. åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê èçîáðàæå-
íèÿ ñîîòâåòñòâåííî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 0, 1, 2, è ò. ä. Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ýòèì îáîçíà÷èì òåðì 
P
" '0
n ðàç

⋅⋅⋅  ÷åðåç n  (n = 1, 2, ...). Èíîãäà

äëÿ åäèíîîáðàçèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñèìâîë 0  âìåñòî 0. P

Ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèåé ÿçûêà ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêè Ar áóäåì íàçûâàòü èíòåðïðåòàöèþ
N = < N, = , + , ⋅ , ', 0 > , ãäå N – ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë1)  c îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëî-
æåíèÿ, óìíîæåíèÿ, ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåìó íàòó-
ðàëüíîìó ÷èñëó è êîíñòàíòîé íîëü; ïðåäèêàòíûé

ñèìâîë 2
1Р  èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíîøåíèå ðà-

âåíñòâà (ñîâïàäåíèÿ).

S Ñòàíäàðòíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ìîäåëüþ Ar è
íàçûâàòü åå ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè. Îä-
íàêî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü âñåõ àêñèîì Ar â ñòàíäàðòíîé èíòåð-
ïðåòàöèè N ìû íå ìîæåì (òî÷íåå, íå ìîæåì ïðîâåðèòü èñòèí-
íîñòü ñõåìû èíäóêöèè, íåñìîòðÿ íà åå èíòóèòèâíóþ ÿñíîñòü).
Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ïðèçíàâàòü N ìîäåëüþ Ar â òîé ñòåïåíè, â
êîòîðîé ìû âåðèì, ÷òî â N èñòèííà ñõåìà èíäóêöèè Ar

9
.

Ïðèâåäåì åùå äâà ï ð è ì å ð à èíòåðïðåòàöèé ß
Ar
:

1) N
1
 = < {0, –1, –2, …}, = , + , •, *, 0 > , ãäå + åñòü îáû÷íîå

ñëîæåíèå, õ • ó = –õ•ó, õ* = õ – 1 äëÿ ëþáûõ öåëûõ íåïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë õ è ó;

2) N
2
 = < {1, 2, 3, …}, = , ⊕, •, *, 1 > , ãäå õ ⊕ ó = õ + ó – 1,

õ • ó = (õ – 1) ⋅ (ó – 1), õ* = õ + 1 äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë õ è ó, 1 – èíòåðïðåòàöèÿ ñèìâîëà 0.

Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî îáå ýòè èíòåðïðåòàöèè èçîìîðôíû ñòàí-
äàðòíîé. P

S Íåñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ Ar íàçûâàþò âñÿêóþ íîðìàëüíóþ ìî-
äåëü ýòîé òåîðèè, íåèçîìîðôíóþ ñòàíäàðòíîé.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå íåñòàíäàðòíûå
ìîäåëè Ar ëþáîé ìîùíîñòè, â òîì ÷èñëå ñ÷åòíûå (ñì. [7], [10] è [1]).

1) Ïîä íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè ìîæíî ïîíèìàòü, íàïðèìåð, ñëîâà â àëôà-
âèòå |. Ñëîâà |, ||, |||, … îáîçíà÷àþò ïðè òàêîì ïîäõîäå ñîîòâåòñòâåííî 0, 1, 2, 3, …
Îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî (ñì. [9]).

Интерпретации
языка Ar.
Модели Ar
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðó-
þùèå âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ÿçûêà òåî-
ðèè Ar.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà F ÿçûêà ß
Ar
 ñ n ñâîáîäíûìè ïå-

ðåìåííûìè âûðàæàåò â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè N àðèôìå-
òè÷åñêèé n-ìåñòíûé ïðåäèêàò P (ò. å. ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå N),

åñëè ýòà ôîðìóëà â N çàäàåò ïðåäèêàò F� , ñîâïàäàþùèé ñ ïðåäè-
êàòîì P.

Çàïèøåì íà ÿçûêå Ar ôîðìóëû, âûðàæàþùèå íà ßAr èçâåñòíûå
àðèôìåòè÷åñêèå ïðåäèêàòû:

1) ôîðìóëà ∃z (y = õ ⋅ z) âûðàæàåò â N ïðåäèêàò äåëèìîñòè: äëÿ

ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è m D� (n, m) = È òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
n | m;

2) ôîðìóëà Pr(x) q >ó (∃z (õ = ó⋅z) ⊃ ó = 1 ∨ ó = õ) & ¬(õ = 1)
âûðàæàåò â N ïðåäèêàò «n – ïðîñòîå ÷èñëî» – äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî n kPr (n) = È òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì;
3) ôîðìóëà ∃z (y = õ + z) âûðàæàåò â N ïðåäèêàò -;
4) ôîðìóëà ∃z (y = õ + z & z ≠  0) âûðàæàåò â N ïðåäèêàò < .
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ÿâëÿåòñÿ Ar-òåîðåìîé ôîðìóëà ßAr, âûðà-

æàþùàÿ òåîðåìó î äåëåíèè ñ îñòàòêîì (î ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-
ñòâåííîñòè ÷àñòíîãî è îñòàòêà ïðè äåëåíèè):

>õ >ó (ó ≠ 0 ⊃ ∃1 u ∃1v (õ = y ⋅u + v & v < y)),

ãäå ∃1õ À(õ) q ∃õ À(x) & >õ >ó (À(x) & À(ó) ⊃ õ = ó).
Íà ÿçûêå Ar ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèå áîëåå ñèëüíûå ôîð-

ìû ïðèíöèïà èíäóêöèè.
1. Ïðèíöèï âîçâðàòíîé èíäóêöèè: åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî õ èç òîãî, ÷òî ñâîéñòâîì P îáëàäàþò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
ìåíüøèå õ, âûòåêàåò, ÷òî èì îáëàäàåò è ñàìî ÷èñëî õ, òî ñâîé-
ñòâîì P îáëàäàþò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Çàïèøåì ýòî óòâåðæäåíèå â âèäå ôîðìóëû ßAr:

>õ (>ó (ó < õ ⊃ À(ó)) ⊃ À(x)) ⊃ >õ À(x).

2. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà: âñÿêîå íåïóñòîå ïîäìíîæå-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Äðóãèìè ñëî-
âàìè: åñëè ñâîéñòâîì P îáëàäàåò õîòÿ áû îäíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
òî ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå ÷èñëî ñðåäè âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

Выразительные
возможности
языка арифметики
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îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå ôîðìóëû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∃õ À(x) ⊃ ∃ó (À(ó) & >z (z < ó ⊃ ¬À(z))),

ãäå z < ó q ∃õ (y = õ + z & õ ≠  0).
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ Ar-òåîðåìàìè. Îêà-

çûâàåòñÿ, äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ òåîðåì ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë,
çàïèñàííûõ â âèäå ôîðìóë ÿçûêà ßAr, ìîæíî ïîñòðîèòü äåðåâüÿ
Ar-âûâîäà, äîêàçàâ òåì ñàìûì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ Ar-òåîðåìàìè.
Èñêëþ÷åíèÿìè ñëóæàò òå òåîðåìû òåîðèè ÷èñåë, â ôîðìóëèðîâêàõ
êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ íåýëåìåíòàðíûå ïîíÿòèÿ, èëè äîêàçàòåëü-
ñòâà êîòîðûõ èñïîëüçóþò, ñêàæåì, ñðåäñòâà òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (íàïðèìåð, òåîðåìà Äèðèõëå).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Ar ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ñ ðà-
âåíñòâîì.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Â Ar äîêàçóåìû ôîðìóëû (re), (si)
è (tr):

1) ArA õ
1
 = õ

1
;

2) ArA õ
1
 = õ

2
 ⊃ õ

2
 = õ

1
;

3) ArA õ
1
 = õ

2
 & õ

2
 = õ

3
 ⊃ õ

1
 = õ

3
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ î ïîäñòàíîâêàõ â
äîêàçóåìûå áåñêâàíòîðíûå ôîðìóëû (§ 5.5), âñÿêàÿ îäíîâðåìåí-
íàÿ ïîäñòàíîâêà òåðìîâ â àêñèîìû Ar äîêàçóåìà â Ar.

Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè âìåñòî õ1, õ2, õ3 áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâû
õ, y, z.

1. Äîêàæåì, ÷òî ArA õ = õ ïîñòðîåíèåì äåðåâà Ar-âûâîäà:

у

у

5 1

5

Ar Ar

Ar
0 0 ( 0 )

0 0

x x x x x x x x

x x x x x x
x x

⊃

⊃

+ = + = ⊃ + = ⊃ =

+ = + = ⊃ =
=

2. Äîêàæåì, ÷òî ArA õ = ó ⊃ ó = õ, ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùåå

äåðåâî Ar-âûâîäà:

у

у

в

1Ar
1

(re)

(1)

( )[ ]x y x y x x y x
x x y xx x
y x

x y y x

⊃

⊃

⊃

= ⊃ = ⊃ ==
= ⊃ ==

=
= ⊃ =

Формальная
арифметика –
теория
с равенством
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Çàìå÷àíèå 2. Ôîðìóëà õ = ó ⊃ (õ = õ ⊃ ó = õ) ÿâëÿåòñÿ ïîäñòà-
íîâêîé â àêñèîìó Ar1 è, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ î ïîäñòàíîâêàõ â
äîêàçóåìûå ôîðìóëû, ÿâëÿåòñÿ Ar-äîêàçóåìîé. Èìåííî ýòî è îò-
ðàæàåò äâîéíàÿ ÷åðòà íàä ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìóëîé. P

3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ArA õ = ó & ó = z ⊃ õ = z,

ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äåðåâî Ar-âûâîäà:

1

1

&

Ar(si)1

&

(1)

y

y y

y

â

[ & ]

[ & ] ( )

&

x y y z
x y

x y y z y x y x y z x z
y z y z x z

x z
x y y z x z

⊃

⊃

⊃

= =
=

= = = = ⊃ = ⊃ =
= = ⊃ =

=
= = ⊃ =

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå
x y

y x

=

=
 äëÿ Ar-äåðåâà, ñîîò-

âåòñòâóþùåãî âûâîäèìîñòè õ = ó ArA ó = õ (ñì. ï. 2). S

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Äëÿ ëþáûõ òåðìîâ t, r è s ÿçûêà Ar ñëåäóþùèå
ôîðìóëû âûâîäèìû â Ar:

1) t = t ;
2) t = r ⊃ r = t ;
3) t = r & r = s ⊃ t = s.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òîëüêî ÷òî äîêà-

çàííóþ òåîðåìó è óòâåðæäåíèå î ïîäñòàíîâêàõ â äîêàçóåìûå áåñ-
êâàíòîðíûå ôîðìóëû èç § 5.5.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî Ar – òåîðèÿ ñ ðàâåíñòâîì, ñîãëàñ-
íî êðèòåðèþ òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

ArA õ = ó ⊃ õ + z = ó + z;

ArA õ = ó ⊃ z + õ = z + ó;

ArA õ = ó ⊃ õ•z = ó•z;

ArA õ = ó ⊃ z•õ = z•ó.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ1).
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òåðìîâ t, r è s ÿçûêà Ar ñëåäó-

þùèå ôîðìóëû âûâîäèìû â Ar:
1) t = r ⊃ t + s = r + s;
2) t = 0 + t;

1) Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé, êàê è ïîñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé î
âûâîäèìîñòè ôîðìóë, âûðàæàþùèõ îñíîâíûå ñâîéñòâà îïåðàöèé äëÿ ôîðìàëü-
íîé àðèôìåòèêè íà áàçå ãèëüáåðòîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ìîæíî íàé-
òè, íàïðèìåð, â [10].
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3) t R + r = (t + r)R;
4) t + r = r + t;
5) t = r ⊃ s + t = s + r;
6) (t + r) + s = t + (r + s);
7) 0•t = 0;
8) t R•r = t•r + r ;
9) t•r = r•t ;
10) t = r ⊃ s•t = s•r;

11) 1 ⋅ t = t.
Ôîðìóëû, âûðàæàþùèå äðóãèå èçâåñòíûå ñâîéñòâà àðèô-

ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, à òàêæå ñâîéñòâà íåðàâåíñòâ è îòíîøå-
íèÿ äåëèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, [9]), òàêæå ìîãóò áûòü äîêàçà-
íû â Ar.

Òåïåðü ìû ïîäîøëè âïëîòíóþ ê òîìó, ÷òîáû âû-
ÿñíèòü, íàñêîëüêî àäåêâàòíà òåîðèÿ Ar íåôîð-
ìàëüíîé àðèôìåòèêå. Òî÷íåå, âûÿñíèì, êàêîâû
îòâåòû íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. Âñÿêàÿ ëè ôîðìóëà, èñòèííàÿ â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè
N, ÿâëÿåòñÿ Ar-òåîðåìîé?

2. Ïîëíà ëè òåîðèÿ Ar, ò. å. äëÿ âñÿêîé ëè çàìêíóòîé ôîðìóëû
F ÿçûêà ßAr â Ar äîêàçóåìà îíà ñàìà èëè åå îòðèöàíèå?

3. Ðàçðåøèìà ëè òåîðèÿ Ar? Íåïðîòèâîðå÷èâà ëè òåîðèÿ Ar?
Ãèëüáåðò íàäåÿëñÿ ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíûå îòâåòû íà ýòè âîï-

ðîñû, îäíàêî åãî íàäåæäû íå îïðàâäàëèñü. Â 1931 ãîäó ìîëîäîé
àâñòðèéñêèé ìàòåìàòèê Êóðò Ã¸äåëü (1906–1978) ïîëó÷èë óäèâè-
òåëüíûå ðåçóëüòàòû.

S Ñóòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
1) ñóùåñòâóþò ôîðìóëû, èñòèííûå â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòà-

öèè, íî íåäîêàçóåìûå â Ar;
2) åñëè òåîðèÿ Ar íåïðîòèâîðå÷èâà, òî ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå

ôîðìóëû, êîòîðûå íåäîêàçóåìû è íåîïðîâåðæèìû â Ar;
3) íåïîëíîòà Ar âûçâàíà íå òåì, ÷òî Ar íåñîâåðøåííà, à òåì,

÷òî ïîñòðîåíèå ïîëíîé òåîðèè, óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòîðûì åñ-
òåñòâåííûì óñëîâèÿì, â ïðèíöèïå íåâîçìîæíî.

Èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ Ã¸äåëÿ ñ ïîëíûì äîêàçàòåëüñòâîì â
ðàìêàõ íàøåãî êóðñà íåâîçìîæíî. Îäíàêî, îïóñêàÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé, òðåáóþùèõ èñïîëüçîâàíèÿ òåõíè÷åñêîãî
àïïàðàòà òåîðèè àëãîðèòìîâ, ìîæíî èçëîæèòü èäåéíóþ ÷àñòü äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåì Ã¸äåëÿ.

Неполнота
формальной
арифметики
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Ã¸äåëü â 1930 ãîäó äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ
çàäà÷ ïðåäëîæèë ïðîíóìåðîâàòü âñå ñèìâîëû,
òåðìû, ôîðìóëû ß

Ar
 è âûâîäû â Ar òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû ìîæíî áûëî çàìåíèòü óòâåðæäåíèÿ î
òåîðèè Ar ýêâèâàëåíòíûìè óòâåðæäåíèÿìè î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ,
êîòîðûå çàòåì âûðàçèòü â Ar. Ýòà èäåÿ ñûãðàëà êëþ÷åâóþ ðîëü â
äîêàçàòåëüñòâå Ã¸äåëåì òåîðåì î íåïîëíîòå Ar, à òàêæå ïðè ðåøå-
íèè ðÿäà âàæíûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.

Ïóñòü à
1 
… à

m
 åñòü àëôàâèò ôîðìàëüíîãî ÿçûêà ß.

Àðèôìåòèçàöèåé ôîðìàëüíîãî ÿçûêà ß íàçûâàþò âñÿêîå èíú-
åêòèâíîå îòîáðàæåíèå g ìíîæåñòâà Å  âñåõ áóêâ àëôàâèòà ÿçû-
êà ß, âñåõ ñëîâ è âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëîâ â
ýòîì àëôàâèòå âî ìíîæåñòâî N, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:
1) g – ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò àëãî-
ðèòì, êîòîðûé êàæäîå α èç Å ïåðåðàáàòûâàåò â g(α);
2) ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî êàæäîìó íàòóðàëüíîìó n
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè n çíà÷åíèåì g ïðè íåêîòî-
ðîì α èç Å, è â ñëó÷àå, êîãäà ÿâëÿåòñÿ, ïîñòðîèòü òîò îáúåêò α,
äëÿ êîòîðîãî n = g(α).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâó α äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
ýëåìåíòà èç Å.

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî g(α) íàçûâàþò ã¸äåëåâûì íîìåðîì α.
Ðàññìîòðèì îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ôóíêöèè g:
1. Åñëè α åñòü áóêâà ài (i = 1, …, m), òî

g(à
i
) = 2i + 1, i = 1, …, m.

2. Åñëè α åñòü ñëîâî â àëôàâèòå ÿçûêà ß (äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî αM à1 … àn), òî

g(α) = 1 2 ( )( ) ( )2 3 ... ng ag a g a
np⋅ ⋅ ⋅ ,

ãäå pn – n-å ïðîñòîå ÷èñëî ïðè ïåðåñ÷åòå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (p1 = 2, p2 = 3, …).

3. Åñëè α åñòü Õ1, …, Õk – êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ â
àëôàâèòå ß, òî

g(α) = ⋅ ⋅ ⋅1 2 ( )( ) ( )2 3 ... kg Xg X g X

k
p .

Âñÿêîå äåðåâî ôîðìóë ÿçûêà ß ìîæíî çàêîäèðîâàòü íåêîòî-
ðûì ñëîâîì â àëôàâèòå ýòîãî ÿçûêà1). Åñëè íåêîòîðûé ñïîñîá òà-

1) Îäèí èç ñïîñîáîâ êîäèðîâàíèÿ äåðåâüåâ ôîðìóë ñëîâàìè ðàññìîòðåí â [3].

Арифметизация
формальных
языков
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êîãî êîäèðîâàíèÿ ôèêñèðîâàí, òî íàçîâåì ã¸äåëåâûì íîìåðîì äåðå-
âà ôîðìóë íîìåð ñëîâà, êîäèðóþùåãî ýòî äåðåâî.

Áóäåì íàçûâàòü n-ìåñòíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïðå-
äèêàòîì âñÿêîå îòîáðàæåíèå âèäà Nn → {È, Ë}.

Àðèôìåòè÷åñêèé ïðåäèêàò ìåñòíîñòè n íàçûâà-
þò ðàçðåøèìûì ïðåäèêàòîì, åñëè ñóùåñòâóåò àë-
ãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó íàáî-
ðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (k1, …, kn) âûÿñíèòü, êà-
êîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ïðåäèêàò íà ýòîì íà-
áîðå: È èëè Ë.

Àðèôìåòè÷åñêèé n-ìåñòíûé ïðåäèêàò P íàçûâàþò ïðåäñòàâè-
ìûì â Ar, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà F(õ1, …, õn) ÿçûêà Ar ñ n
ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë (k1, … ,kn) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) åñëè P(k
1
, …, k

n
) = È, òî ArA F(

1, . . ., nk k );

2) åñëè P(k
1
, …, k

n
) = Ë, òî ArA ¬F(

1, . . ., nk k ).

Çàìå÷àíèå 3. Óñëîâèå ArA ¬F(
1, . . ., nk k ), èñïîëüçóåìîå â îïðå-

äåëåíèè ïðåäñòàâèìîãî â Ar ïðåäèêàòà, íåðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

G
Ar 

F(
1, . . ., nk k ). P

Ï ð è ì å ð û. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî:
1) ôîðìóëà õ1 = õ2 ïðåäñòàâëÿåò â Ar ïðåäèêàò ðàâåíñòâà = ;
2) ôîðìóëà ∃õ3 (õ1 + õ3 = õ2 & õ3 ≠ 0) ïðåäñòàâëÿåò â Ar ïðåäèêàò <;
3) ôîðìóëà ∃õ3 (õ1 + õ3 = õ2) ïðåäñòàâëÿåò â Ar ïðåäèêàò ≤;
4) ôîðìóëà ∃õ3 (õ2 = õ1 ⋅õ3) ïðåäñòàâëÿåò â Ar ïðåäèêàò äåëè-

ìîñòè. P
Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî êîíúþíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ, èìïëèêà-

öèÿ è îòðèöàíèå ïðåäñòàâèìûõ â Ar ïðåäèêàòîâ òàêæå ïðåäñòàâè-
ìû â Ar.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâèìîãî â Ar ïðåäè-
êàòà P è ëþáîé ïðåäñòàâëÿþùåé åãî â Ar ôîðìóëû F ýòîò ïðåäèêàò

ñîâïàäàåò ñ ïðåäèêàòîì F� , ïîðîæäàåìûì ôîðìóëîé F  â ñòàíäàð-
òíîé èíòåðïðåòàöèè N.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêèé ðàçðåøèìûé ïðåäèêàò ïðåäñòàâèì â Ar1).

1) Ýòó òåîðåìó íåñëîæíî äîêàçàòü íà íåôîðìàëüíîì óðîâíå.

Представимость
арифметических
предикатов
в теории Ar
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ÒÅÎÐÅÌÀ. Åñëè Ar íåïðîòèâîðå÷èâà, òî âñÿêèé ïðåäñòàâè-
ìûé â Ar àðèôìåòè÷åñêèé ïðåäèêàò ðàçðåøèì1).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû ðàçðåøèìû2), à çíà-
÷èò, ïðåäñòàâèìû â Ar:

1) Fr(n) – «n åñòü ã¸äåëåâ íîìåð ôîðìóëû»;
2) Ax(n) – «n åñòü ã¸äåëåâ íîìåð àêñèîìû Ar»;
3) D1(n) – «n åñòü ã¸äåëåâ íîìåð äåðåâà âûâîäà â Ar»;
4) D2(n, m) – «n åñòü ã¸äåëåâ íîìåð äåðåâà âûâîäà â Ar ôîðìó-

ëû ñ ã¸äåëåâûì íîìåðîì m».

Ê. Ã¸äåëþ â 1931 ãîäó óäàëîñü ïîñòðîèòü çàìê-
íóòóþ ôîðìóëó, òàêóþ ÷òî íè îíà ñàìà, íè åå
îòðèöàíèå íåäîêàçóåìû â Ar, äîêàçàâ òåì ñàìûì

íåïîëíîòó Ar. Íàïîìíèì, ÷òî âñÿêóþ çàìêíóòóþ ôîðìóëó, íåäî-
êàçóåìóþ â òåîðèè âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì, íàçûâàþò íåðàç-
ðåøèìûì ïðåäëîæåíèåì ýòîé òåîðèè.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ýòîé ôîðìóëû. Ââåäåì ñíà÷àëà äâóìå-
ñòíûé àðèôìåòè÷åñêèé ïðåäèêàò W, êîòîðûé èãðàåò îñîáóþ ðîëü
â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ã¸äåëÿ (áóäåì íàçûâàòü åãî ã¸äåëåâûì
ïðåäèêàòîì). Ïðåäèêàò W çàäàäèì ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì ñ
äâóìÿ ïåðåìåííûìè:

«n åñòü ã¸äåëåâ íîìåð íåêîòîðîé ôîðìóëû À ñ åäèíñòâåííîé
ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé õ

1
, à m åñòü ã¸äåëåâ íîìåð äåðåâà âûâîäà â

Ar ôîðìóëû À( n )».
Ã¸äåëåâ ïðåäèêàò W îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè3):
1) ïðåäèêàò W ðàçðåøèì;
2) ïðåäèêàò W ïðåäñòàâèì â Ar.
Ïóñòü W(õ

1
, õ

2
) – ôîðìóëà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè õ

1
 è õ

2
, ïðåä-

ñòàâëÿþùàÿ â Ar ïðåäèêàò W, ò. å. äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
k

1
, k

2
:

1) åñëè W(k1, k2) = È, òî ArA W(
1 2,k k );

2) åñëè W(k1, k2) = Ë, òî ArA ¬W(
1 2,k k ).

1) Áîëåå òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àþò èç äàííîé ôîðìó-
ëèðîâêè çàìåíîé ñëîâ «ïðåäèêàò ðàçðåøèì» íà ñëîâà «ïðåäèêàò ðåêóðñèâåí».
Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóþò ñðåäñòâà òåîðèè àëãîðèòìîâ, ÷òî
âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,
â [10].

2) Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòè ïðåäèêàòû ðàçðåøèìû (òî÷íåå ãîâîðÿ, ðå-
êóðñèâíû), ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [10].

3) Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [10].

Теорема Гёделя
о неполноте Ar
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Ïîñòðîèì ôîðìóëó ñ åäèíñòâåííîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé õ
1
:

G1(õ1) q >õ2 ¬W(õ1, õ2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m – ã¸äåëåâ íîìåð ôîðìóëû G1(õ1). Ïîäñòà-

âèâ òåðì m  â ôîðìóëó G1(õ1), ïîëó÷èì íîâóþ ôîðìóëó G1(m ).
Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç G, ò. å.

G q >õ
2 

¬W(m , õ
2
).

Ïóñòü T – òåîðèÿ, â ÿçûêå êîòîðîé åñòü òåðìû, èçîáðàæàþùèå

íàòóðàëüíûå ÷èñëà: 0 , 1, …, n , …
Ã¸äåëü ââåë ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèñòèêó òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Òåîðèþ T íàçûâàþò ωωωωω-ïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò ôîð-

ìóëà À(x) ÿçûêà T ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé õ òàêàÿ, ÷òî:

1) TA À( 0 ), TA À( 1 ), …, TA À(n ), … (ò. å. TA À(n ) äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n);

2) TA ∃õ ¬À(x).

Òåîðèþ T íàçûâàþò ω-íåïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè ôîðìóëû, óäîâ-
ëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì 1 è 2, íå ñóùåñòâóåò.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Åñëè òåîðèÿ Ò ω-íåïðîòèâîðå÷èâà, òî îíà
íåïðîòèâîðå÷èâà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî Ò ω-íåïðîòèâîðå÷èâà,

íî ïðîòèâîðå÷èâà. Ïóñòü n
kP – êàêîé-íèáóäü ïðåäèêàòíûé ñèìâîë

ßÒ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç À(x) ôîðìóëó n
kP (õ, …, õ). Òîãäà, òàê êàê â Ò

âûâîäèìû âñå ôîðìóëû, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n  TA À(n ) è

TA ∃õ ¬À(x). Ñëåäîâàòåëüíî, Ò ω-ïðîòèâîðå÷èâà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

äîïóùåíèþ. S

Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Ar íå-
ïðîòèâîðå÷èâà, ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð íåïðîòèâîðå÷èâîãî, íî
ω-ïðîòèâîðå÷èâîãî ðàñøèðåíèÿ Ar. Ýòîò ïðèìåð áóäåò ïðèâåäåí
ïîçæå.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (Ã¸äåëÿ î íåïîëíîòå Ar, 1931).

1. Åñëè Ar íåïðîòèâîðå÷èâà, òî GAr G.
2. Åñëè Ar ω-íåïðîòèâîðå÷èâà, òî G

Ar 
¬G.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ar íåïðîòèâîðå÷èâà. Äîïóñòèì, ÷òî ArA G.

Ïóñòü DDDDD åñòü íåêîòîðûé Ar-∅-G-âûâîä, à p åãî ã¸äåëåâ íîìåð.

Ïîñêîëüêó G = G1( m ), òî ð åñòü ã¸äåëåâ íîìåð íåêîòîðîãî

Ar-äîêàçàòåëüñòâà DDDDD ôîðìóëû G1(m ), ãäå m åñòü ã¸äåëåâ íîìåð
ôîðìóëû G1(õ1). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ã¸äåëåâà ïðåäèêàòà W, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî W(m, p) = È. Ïîñêîëüêó ôîðìóëà W(õ1, õ2) ïðåäñòàâëÿ-

åò ïðåäèêàò W â Ar, òî ArA W(m , p ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî

äîïóùåíèþ, ArA G, ò. å. ArA >õ2 ¬W(m , õ2), îòêóäà ïî ïðàâèëó >ó

ïîëó÷àåì, ÷òî ArA ¬W(m , p ). Èòàê, ïîëó÷èëè, ÷òî ArA W(m , p ) è

ArA ¬W(m , p ), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåïðîòèâî-

ðå÷èâîñòè Ar.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ar ω-íåïðîòèâîðå÷èâà. Äîïóñòèì, ÷òî

ArA ¬G, ò. å. ArA ¬>õ
2 

¬W(m , õ
2
). Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäíîå

PN-ïðàâèëî äå Ìîðãàíà, ïîëó÷àåì, ÷òî ArA ∃õ2 ¬¬W(m , õ2).

Âìåñòå ñ òåì èç äîïóùåíèÿ îá ω-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Ar ñëå-

äóåò, ÷òî Ar íåïðîòèâîðå÷èâà. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ArA ¬G, ïî-

ëó÷àåì: GAr G. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî íå ÿâëÿ-
åòñÿ ã¸äåëåâûì íîìåðîì Ar-∅-G-âûâîäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
W(m, n) = Ë äëÿ ëþáîãî n. Îòñþäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåä-
ñòàâèìîãî â Ar ïðåäèêàòà, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíî

ArA ¬W(m , n ). Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ îá ω-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ar, ïîëó÷àåì, ÷òî GAr ∃õ2 ¬¬W(m , õ2). Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê

ïðîòèâîðå÷èþ: ArA ∃õ2 ¬¬W(m , õ2) è GAr ∃õ2 ¬¬W(m , õ2), ÷òî è çà-

âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. S

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè Ar íåïðîòèâîðå÷èâà, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå
Ã¸äåëÿ, GAr G. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî âòîðîé òåîðåìå ðåäóêöèè, òåîðèÿ
Ar + ¬G íåïðîòèâîðå÷èâà. Â òî æå âðåìÿ, åñëè Ar ω-íåïðîòèâîðå-
÷èâà, òî GAr ¬G, à çíà÷èò, Ar + G íåïðîòèâîðå÷èâà. P

Çàìå÷àíèå 5. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ Ar + ¬G íåïðîòèâî-
ðå÷èâà, íî ω-ïðîòèâîðå÷èâà. P
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S Âûÿñíèì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûñêàçûâàíèå iG , ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ã¸äåëåâñêîé íåðàçðåøèìîé ôîðìóëå G â ñòàíäàðòíîé
èíòåðïðåòàöèè N. Çàìêíóòàÿ ôîðìóëà G, ïîñòðîåííàÿ Ã¸äåëåì,
åñëè åå ïðî÷èòàòü â óïðîùåííîì âèäå â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòà-
öèè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäëîæåíèå «íå ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëü-
ñòâà ôîðìóëû G â òåîðèè Ar». Òàêèì îáðàçîì, G «ãîâîðèò» î ñâîåé
ñîáñòâåííîé íåäîêàçóåìîñòè â Ar (ñîäåðæàòåëüíî âûðàæàåò ñâîþ
ñîáñòâåííóþ íåäîêàçóåìîñòü â Ar).
S Çäåñü ïðîñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãèÿ ñ èçâåñòíûì ïàðàäîêñîì ëæå-
öà. Ñóòü åãî â ñëåäóþùåì. Íåêòî ãîâîðèò: «ß ëãó» (òî÷íåå, «Òî, ÷òî
ÿ ñåé÷àñ ãîâîðþ, åñòü ëîæü»). Òàêèì îáðàçîì, èìååì ïðåäëîæåíèå,
ãîâîðÿùåå î ñâîåé ñîáñòâåííîé ëîæíîñòè. Íåñëîæíûå ðàññóæäå-
íèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî ïðåäëîæåíèå íå ìîæåò áûòü íè èñòèí-
íûì, íè ëîæíûì. Åñëè íåôîðìàëüíûå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïðè-
âîäÿò ê ïàðàäîêñó ëæåöà, ôîðìàëèçîâàòü, ò. å. ïåðåâåñòè íà ÿçûê
Ar, çàìåíèâ ïðè ýòîì èñòèííîñòü íà äîêàçóåìîñòü â Ar, òî íèêàêî-
ãî ïðîòèâîðå÷èÿ íå âîçíèêàåò, íî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîñò-
ðîèòü çàìêíóòóþ ôîðìóëó, íåäîêàçóåìóþ è íåîïðîâåðæèìóþ â Ar
(â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Ar ω-íåïðîòèâîðå÷èâà).

Ïîçæå, â 1936 ãîäó, Ðîññåð äîêàçàë, ÷òî äîñòàòî÷íî îãðàíè-
÷èòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì î ïðîñòîé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Ar. Ïðàâ-
äà, äîêàçàòåëüñòâî íåïîëíîòû Ar ïðè ýòîì íåñêîëüêî óñëîæíè-
ëîñü. Ïîñòðîåííàÿ Ðîññåðîì çàìêíóòàÿ ôîðìóëà GR, íåäîêàçóåìàÿ
è íåîïðîâåðæèìàÿ â Ar, ñëîæíåå, ÷åì ã¸äåëåâà ôîðìóëà G.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (Ã¸äåëÿ â ôîðìå Ðîññåðà). Åñëè Ar íåïðîòèâîðå÷èâà,
òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà, ÷òî íè îíà, íè åå îòðèöà-
íèå íåäîêàçóåìû â Ar.

Èòàê, ã¸äåëåâñêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà G èñòèí-
íà â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè, íî íåäîêàçóå-
ìà â Ar (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Ar íåïðîòèâîðå-
÷èâà).

Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó – äëÿ «èñïðàâëåíèÿ» ñèòóàöèè
äîáàâèòü ê àêñèîìàì Ar ôîðìóëó G â êà÷åñòâå íîâîé àêñèîìû.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òåîðèè Ar + G òàêæå ìîæíî ïîñòðîèòü
íåðàçðåøèìîå ïðåäëîæåíèå àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëà-
íî äëÿ ñàìîé Ar. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (îáîáùåíèå òåîðåìû Ã¸äåëÿ î íåïîëíîòå). Âñÿêîå íå-

ïðîòèâîðå÷èâîå ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîå ðàñøèðåíèå Ar
íåðàçðåøèìî è íåïîëíî.

Существенная
неполнота Ar
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Çàìå÷àíèå 6. Èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Ã¸äåëÿ î íåïîëíî-
òå Ar, ìîæíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàçàòü, ÷òî:

1) ìíîæåñòâî ôîðìóë, èñòèííûõ â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè
ÿçûêà Ar, íåðàçðåøèìî;

2) íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé ýëåìåí-
òàðíîé òåîðèè, êëàññ âñåõ òåîðåì êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ôîð-
ìóë, èñòèííûõ â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè N. P

Ìîæíî ïîñòðîèòü çàìêíóòóþ ôîðìóëó ConAr ÿçû-
êà Ar, êîòîðîé â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè
ñîîòâåòñòâóåò óòâåðæäåíèå î íåïðîòèâîðå÷èâî-

ñòè Ar, ò. å. î íåñóùåñòâîâàíèè ôîðìóëû, âûâîäèìîé â Ar âìåñòå
ñî ñâîèì îòðèöàíèåì1). Äðóãèìè ñëîâàìè, ôîðìóëà ConAr ñîäåðæà-
òåëüíî âûðàæàåò óòâåðæäåíèå î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Ar (ñì., íà-

ïðèìåð, [10]): |k
ArCon | = È òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ar íåïðîòè-

âîðå÷èâà. Òàêîãî òèïà ôîðìóëó ìîæíî ïîñòðîèòü íååäèíñòâåííûì
îáðàçîì.

★   Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû òèïà ConAr. Ýëåìåí-
òàðíàÿ òåîðèÿ Ar íåïðîòèâîðå÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

GAr 0 1= . Â ñàìîì äåëå, â Ar äîêàçóåìà ôîðìóëà ¬( 0 1= ), à çíà-

÷èò, Ar ïðîòèâîðå÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ArA 0 1= .

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèå òðè âûñêàçûâàíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) Ar íåïðîòèâîðå÷èâà;

2) GAr 0 1=  (ôîðìóëà 0 1=  íåäîêàçóåìà â Ar);

3) íèêàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ã¸äåëåâûì íîìåðîì

âûâîäà ôîðìóëû 0 1= .

Âûðàçèì íà ÿçûêå Ar ïîñëåäíåå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé.
Ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç D2 ïðåäèêàò, çàäàâàåìûé ïðåäëîæåíèåì

«n åñòü ã¸äåëåâ íîìåð äåðåâà âûâîäà â Ar ôîðìóëû ñ ã¸äåëåâûì

íîìåðîì m». Îáîçíà÷èì ÷åðåç q0 – ã¸äåëåâ íîìåð ôîðìóëû 0 1= .

Ôîðìóëà 0 1=  íåäîêàçóåìà â Ar òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî m D2(m, q0) = Ë: (m) (¬D2(m, q0)).

1) Îáîçíà÷åíèå Con ïðîèñõîäèò îò àíãë. consistency – «íåïðîòèâîðå÷èâîñòü,
ñîâìåñòíîñòü».

Вторая теорема
Гёделя о неполноте
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Ïðåäèêàò D2 ðàçðåøèì, à çíà÷èò, ïðåäñòàâèì â Ar. Ïóñòü
D

2
(õ

1
, õ

2
) – ôîðìóëà ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè õ

1
 è õ

2
, ïðåä-

ñòàâëÿþùàÿ ïðåäèêàò D2 â Ar. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó >õ1  ¬D2(õ1, 0q ).

Ïðî÷òåíèåì ýòîé ôîðìóëû â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè N ñëó-
æèò âûñêàçûâàíèå «Íèêàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ã¸äå-

ëåâûì íîìåðîì âûâîäà ôîðìóëû 0 1= ».

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà >õ1 ¬D2(õ1, 0q ) ñëóæèò ïðèìåðîì ôîð-

ìóëû òèïà Con
Ar
, ò. å. â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè åé ñîîòâåò-

ñòâóåò âûñêàçûâàíèå, èñòèííîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ar íå-
ïðîòèâîðå÷èâà.

Äðóãèì ïðèìåðîì ôîðìóëû òèïà Con
Ar 

ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà

¬∃õ1 ∃õ2  ∃ó ∃z (D2(y, õ1) & D2(z, õ1) & N(õ1, õ2)),

ãäå N(õ1, õ2) – ôîðìóëà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ïðåäèêàò N, êîòîðûé çà-
äàåòñÿ ïðåäëîæåíèåì: «n åñòü ã¸äåëåâ íîìåð íåêîòîðîé ôîðìóëû
À, à m åñòü ã¸äåëåâ íîìåð ôîðìóëû ¬À». ✰

!   ÒÅÎÐÅÌÀ (âòîðàÿ òåîðåìà Ã¸äåëÿ). Åñëè Ar íåïðîòèâîðå÷èâà,

òî GAr ConAr.

Èçëîæèì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Òåîðåìà Ã¸äåëÿ î íåïîëíîòå Ar
ãëàñèò, ÷òî åñëè Ar íåïðîòèâîðå÷èâà, òî GAr G. Ôîðìàëèçóåì ýòî
óòâåðæäåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôîðìóëó ConAr ⊃ G. Åå ïðî÷òå-
íèå â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè êàê ðàç è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû Ã¸äåëÿ. Ìîæíî, ôîðìàëèçîâàâ è ñàìî äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ã¸äåëÿ, ïîñòðîèòü Ar-âûâîä ôîðìóëû ConAr  ⊃ G

è, äîêàçàòü òåì ñàìûì, ÷òî ArA ConAr ⊃ G. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî Ar

íåïðîòèâîðå÷èâà è äîêàæåì, ÷òî GAr ConAr. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ArA ConAr. Òîãäà ïî ïðàâèëó ⊃ó ïîëó÷àåì, ÷òî ArA G, à ýòî ïðîòèâî-

ðå÷èò ïåðâîé òåîðåìå Ã¸äåëÿ î íåïîëíîòå.

S Çàìå÷àíèå 7. Åñëè Ar íåïðîòèâîðå÷èâà, òî ôîðìóëà ÑonAr èñ-
òèííà â ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè N, íî íåâûâîäèìà â Ar. P

S Çàìå÷àíèå 8. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ Ar
íåïðîòèâîðå÷èâà, òî GAr¬ÑonAr. Òàêèì îáðàçîì, åñëè Ar íåïðîòè-
âîðå÷èâà, òî GAr ÑonAr è GAr¬ÑonAr, ò. å. çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ÑonAr

ÿâëÿåòñÿ íåðàçðåøèìûì â Ar ïðåäëîæåíèåì, êàê è ôîðìóëà G. P
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Âòîðàÿ òåîðåìà Ã¸äåëÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè
òåîðèÿ Ar íåïðîòèâîðå÷èâà, òî â íåé íåäîêàçóå-
ìà ôîðìóëà, ñîäåðæàòåëüíî óòâåðæäàþùàÿ íå-

ïðîòèâîðå÷èâîñòü Ar. Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ òåîðåìà Ã¸äåëÿ îçíà-
÷àåò ñëåäóþùåå:
S Åñëè Ar íåïðîòèâîðå÷èâà, òî äîêàçàòåëüñòâî åå íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòè íå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñðåäñòâàìè ñàìîé òåîðèè Ar (ñðåä-
ñòâàìè, ôîðìàëèçóåìûìè â Ar).

Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî öåíòðàëüíûé ïóíêò ïðîãðàììû
Ãèëüáåðòà1)  – äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè îñíîâíûõ òåî-
ðèé íàäåæíûìè ñðåäñòâàìè – â ïðèíöèïå íåâûïîëíèì. Äàæå åñëè
íàäåæíûìè ñ÷èòàòü âñå ñðåäñòâà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè, òî ýòî-
ãî íå õâàòàåò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêè2).

§  5 . 7 .  Ý ë å ì å í ò à ð í à ÿ  ò å î ð è ÿ  §  5 . 7 .  Ý ë å ì å í ò à ð í à ÿ  ò å î ð è ÿ  §  5 . 7 .  Ý ë å ì å í ò à ð í à ÿ  ò å î ð è ÿ  §  5 . 7 .  Ý ë å ì å í ò à ð í à ÿ  ò å î ð è ÿ  §  5 . 7 .  Ý ë å ì å í ò à ð í à ÿ  ò å î ð è ÿ  ZFZFZFZFZF

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå àêñèîìàòèçàöèè òåîðèè
ìíîæåñòâ. Íàèáîëüøóþ èçâåñòíîñòü èç íèõ ïîëó÷èëà ñèñòåìà àê-
ñèîì Öåðìåëî–Ôðåíêåëÿ.

Âïåðâûå àêñèîìàòèêà òåîðèè ìíîæåñòâ áûëà ïðåäëîæåíà
Ý. Öåðìåëî3)  (1908). Â äàëüíåéøåì îíà áûëà ðàçâèòà è äîïîëíåíà
ðÿäîì ó÷åíûõ, â òîì ÷èñëå À. Ôðåíêåëåì4)  (1922).

Ðàññìîòðèì òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ZF, íàçûâàåìóþ òåîðèåé
Öåðìåëî–Ôðåíêåëÿ. Ýòà òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé íåôîð-
ìàëüíîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ïðåäëîæåííîé Öåð-
ìåëî è Ôðåíêåëåì.

Ñèãíàòóðà ÿçûêà òåîðèè ZF ñîñòîèò èç îäíîãî äâóìåñòíîãî ïðå-

äèêàòíîãî ñèìâîëà 2
1P . Ñîäåðæàòåëüíî ýòîò ñèìâîë ïîíèìàþò (èí-

òåðïðåòèðóþò) êàê îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè, à ïðåäìåòíûå ïåðå-
ìåííûå èíòåðïðåòèðóþò (íà èíòóèòèâíîì óðîâíå) êàê ïåðåìåííûå
ïî ìíîæåñòâàì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

õ ∈ ó q 2

1P (x, y)  è  õ ∉ ó q ¬ P1(x, y).

1) Ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà èçëîæåíà â § 6.3.
2) Ãåíöåí â 1936 ãîäó äîêàçàë íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Ar. Îäíàêî ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Ar Ãåíöåí èñïîëüçîâàë ñðåäñòâà òåîðèè ïîðÿäêîâûõ ÷è-
ñåë, íåôîðìàëèçóåìûå â Ar (òðàíñôèíèòíóþ èíäóêöèþ) (ñì., íàïðèìåð, [10]).

3) Ý. Öåðìåëî (1871–1953) – íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
4) À. Ôðåíêåëü (1891–1965) – èçðàèëüñêèé ìàòåìàòèê.

Значение второй
теоремы Гёделя
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Ñðåäè èñõîäíûõ (ò. å. óêàçàííûõ â σ) ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ
ÿçûêà ß

ZF
 îòñóòñòâóåò ïðåäèêàòíûé ñèìâîë =, îäíàêî ðàâåíñòâî

îïðåäåëèìî â ýòîé òåîðèè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

õ = ó q >z (z ∈ õ ~ z ∈ ó),

ãäå z – ïåðåìåííàÿ, îòëè÷íàÿ îò õ è ó.
Ïîëüçóÿñü ñðåäñòâàìè PN, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëû, âû-

ðàæàþùèå ðåôëåêñèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü è òðàíçèòèâíîñòü ðà-
âåíñòâà, ÿâëÿþòñÿ ZF-âûâîäèìûìè. Ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, ÷òî
ZF-âûâîäèìà ïðàâàÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòü ðàâåíñòâà

>õ >ó (x = y ⊃ >z (z ∈ õ ⊃ z ∈ ó)).

Ïðè ýòîì ëåâàÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòü ðàâåíñòâà íå ìîæåò áûòü
äîêàçàíà ÷èñòî ëîãè÷åñêè, ò. å. òîëüêî ñðåäñòâàìè PN. Ïîýòîìó
íåîáõîäèìà àêñèîìà, âûðàæàþùàÿ ýòî ñâîéñòâî ðàâåíñòâà (ñì. äà-
ëåå ZF1).

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

õ ⊆ ó q >z (z ∈ õ ⊃ z ∈ ó) (õ åñòü ïîäìíîæåñòâî ó);

∃
1
õ À(x) q ∃õ (À(x) & >ó (À(ó) ⊃ ó = õ)) (ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ìíîæåñòâî õ òàêîå, ÷òî À(x)).
Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûå ïðåäìåòíûå

ïåðåìåííûå áóêâàìè x, y, z, u, v, w, f, a, b, âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè.

Ïåðå÷èñëèì ôîðìóëû, ÿâëÿþùèåñÿ àêñèîìàìè
ZF, è äàäèì èõ íåôîðìàëüíîå òîëêîâàíèå.

ZF
1
 (àêñèîìà ïðîòÿæåííîñòè): >õ >ó (x = y ⊃ >z (x ∈ z ⊃ y ∈ z))

(ëåâàÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòü ðàâåíñòâà).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ZF ñðàçó ñòðîèòñÿ êàê òåîðèÿ ñ ðàâåíñòâîì,
òî àêñèîìà ZF

1
 (åå íàçûâàþò àêñèîìîé îáúåìíîñòè) èìååò âèä

>õ >ó (>z (z ∈ õ ~ z ∈ ó) ⊃ x = y)

(åñëè äâà ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, òî îíè
ðàâíû). P

ZF2 (àêñèîìà ïàðû): >a >b ∃y >x (x ∈ y ~ (x = a ∨ õ = b)) (äëÿ ëþáûõ
äâóõ ìíîæåñòâ à è b ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå íåóïîðÿäî-
÷åííîé ïàðîé, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ à è b è òîëüêî îíè).

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå

ó = {a, b} q >x (x ∈ y ~ (x = a ∨ õ = b)),

ýòó àêñèîìó ìîæåì çàïèñàòü êîðî÷å:

>à >b ∃ó (ó = {a, b}).

Аксиомы ZF
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ZF
3
 (àêñèîìà ìíîæåñòâà-ñóììû):

>à ∃ó >õ (õ ∈ ó ~ ∃u (õ ∈ u & u ∈ à))

(äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà à ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíî-
æåñòâîì-ñóììîé, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòî-
ðûå ïðèíàäëåæàò ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà à).

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå

y = ∪ à q >õ (õ ∈ y ~ ∃u (õ ∈ u & u ∈ à)),

ýòó àêñèîìó ìîæåì çàïèñàòü êîðî÷å:

>à ∃ó (ó = ∪à).

ZF
4
 (àêñèîìà ñòåïåíè):

>à ∃ó >õ (õ ∈ ó ~ õ ⊆ à)

(äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà à ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå áó-
ëåàíîì à, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè à).

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå

y = Â(a) q >õ (õ ∈ ó ~ õ ⊆ à),

ýòó àêñèîìó ìîæåì çàïèñàòü êîðî÷å:

>à ∃ó (ó = Â(a)).

Çàìå÷àíèå 2. Àêñèîìû ZF2–ZF4 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå
ñëó÷àè ïðèíöèïà ñâåðòûâàíèÿ1). Ñðåäè àêñèîì ZF îòñóòñòâóåò ñõå-
ìà ôîðìóë, âûðàæàþùàÿ ïðèíöèï ñâåðòûâàíèÿ:

∃ó >õ (õ ∈ ó ~ À(õ)),

ãäå À(x) – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ ó. Îäíàêî ñëåäó-
þùàÿ àêñèîìà ZF âûðàæàåò óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå îãðàíè÷åí-
íûì ïðèíöèïîì ñâåðòûâàíèÿ. P

ZF
5
 (àêñèîìà ñâåðòûâàíèÿ)2):

>a ∃y >x (x ∈ ó ~ x ∈ a & À(x)),

ãäå À(x) – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ ó (äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà à ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ó, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî

òåõ ýëåìåíòîâ õ ìíîæåñòâà à, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ A� (õ)).

1) Ïðèíöèï ñâåðòûâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâîéñòâà P ñ÷è-
òàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ îáúåêòîâ, êî-
òîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì P (ñì. § 6.1).

2) Ýòó àêñèîìó òàêæå íàçûâàþò àêñèîìîé âûäåëåíèÿ.



265

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
y = ∅ q >x (x ∉ y);
ó = {à} q >x (x ∈ ó ~ x = à);
y = a ∪ b q >x (x ∈ y ~ (x ∈ a ∨ x ∈ b));
y = a ∩ b q >x (x ∈ y ~ (x ∈ a & x ∈ b));
y = < a, b > q >x (x ∈ y ~ x = {a} ∨ x = {a, b});
y = a1 × a2 q >x (x ∈ y ~ ∃z1 ∃z2 (z1 ∈ a1 & z2 ∈ a2 & x = < z1, z2 > )).
Òåïåðü óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èçâåñòíûõ ìíîæåñòâ,

òî÷íåå, ââåñòè íîâûå êîíñòàíòû è ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû1). Äëÿ
ýòîãî ñíà÷àëà íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëû, âûðàæàþùèå
ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ, ÿâ-
ëÿþòñÿ ZF-òåîðåìàìè.

Èñïîëüçóÿ òîëüêî àêñèîìû ZF1–ZF5, ìîæíî äîêàçàòü:

ZFA ∃1y >x (x ∉ y);

ZFA >a >b ∃
1
y (y = {a, b});

ZFA >a ∃1y (y = {a});

ZFA >a ∃1y (y = Â(a));

ZFA >a ∃1y (y = ∪ a);

ZFA >a >b ∃1y (y = a ∪ b);

ZFA >a >b ∃1y (y = a ∩ b);

ZFA >a >b ∃
1
y (y = a × b).

Ïðåäïîëàãàÿ äîêàçàííûìè ýòè óòâåðæäåíèÿ, ìîæåì ââåñòè ñëå-
äóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ∅, {a, b}, {a}, Â(a), ∪a, a ∪ b, a ∩ b, a × b.

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû2):

< à, b > q {{a}, {a, b}}.

Ìîæíî äîêàçàòü îñíîâíîå ñâîéñòâî óïîðÿäî÷åííîé ïàðû:

ZFA  < a1, a2 > = < b1, b2 > ⊃ (a1 = b1 & a2 = b2).

1) Ïîäðîáíåå î ââåäåíèè íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è êîíñòàíò ñì.,
íàïðèìåð, â [10].

2) Âïåðâûå òàêîå îïðåäåëåíèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ïðåäëîæèë â íà÷àëå
20-õ ãîäîâ XX âåêà ïîëüñêèé ìàòåìàòèê Ê. Êóðàòîâñêèé (1896–1980).
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Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïîñòðîåíèåì ZF-âûâîäà, ÷òî â ZF âûâî-
äèìà ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà:

ZFA ∃ó >õ (õ ∉ ó).

&ó

â

â

1

2

ZF5

y

&ó

ó

2â ( )

y (1)
y

[ ( & )]
&
&[ ]

&

( )( & )
( )( & )

( )

x x y x a x x
x y x a x x
x y x a x xx y
x a x x

x x x x
x y

x x ya y x x y x a x x
y x x yy x x y x a x x

y x x y

¬

∀

∃∀

∀

⊃

∃

∀ ∈ ∈ ≠
∈ ∈ ≠

∈ ⊃ ∈ ≠∈
∈ ≠

= ≠
∉

∀ ∉∀ ∃ ∀ ∈ ∈ ≠
∃ ∀ ∉∃ ∀ ∈ ∈ ≠

∃ ∀ ∉

∼
∼

∼
∼

Åäèíñòâåííîñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

>õ (õ ∉ ó) & >õ (õ ∉ z) ⊃ >u ((u ∈ ó ⊃ u ∈ z) & (u ∈ z ⊃ u ∈ y))

èëè, èñïîëüçóÿ äëÿ çàêëþ÷åíèÿ èìïëèêàöèè îáîçíà÷åíèå ó = z,

>õ (õ ∉ ó) & >õ (õ ∉ z) ⊃ ó = z.

Ìîæíî äîêàçàòü ïîñòðîåíèåì äåðåâà ZF-âûâîäà, ÷òî ýòà ôîð-
ìóëà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ZF-òåîðåìîé.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ZF-âûâîäèìà ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ñó-
ùåñòâîâàíèå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ:

y

в

в

ZF5( & ( ))
( { , } & ( ))

( )
( )

( )

c y x x y x c x a x b
y x x y x a b x a x b

y x x y x a x b
b y x x y x a x b

a b y x x y x a x b

∀

∀

∀

∀ ∃ ∀ ∈ ∈ ∈ ∨ ∈
∃ ∀ ∈ ∈ ∈ ∨ ∈

∃ ∀ ∈ ∈ ∨ ∈
∀ ∃ ∀ ∈ ∈ ∨ ∈

∀ ∀ ∃ ∀ ∈ ∈ ∨ ∈

∼
∼

∼
∼
∼

∪

Çäåñü äâîéíàÿ ÷åðòà îçíà÷àåò, ÷òî ïðîïóùåíà ÷àñòü äåðåâà
ZF-âûâîäà, êîòîðóþ ìîæíî âîññòàíîâèòü, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé îá
ýêâèâàëåíòíîé çàìåíå è ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:

ZFA ((õ ∈ à ∨ õ ∈ b) & õ ∈ ∪ {à, b}) ~ (õ ∈ à ∨ õ ∈ b).

Ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, ÷òî ZF-âûâîäèìà ôîðìóëà, âûðàæàþ-
ùàÿ åäèíñòâåííîñòü îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ:

õ = a ∪ b & ó = a ∪ b ⊃ õ = ó.

ZF6 (àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè):

∃ó (>õ (õ = ∅ ⊃ õ ∈ ó) & >õ (õ ∈ ó ⊃ >u (u = õ ∪ {õ} ⊃ u ∈ ó)))

(ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî).



267

Ïðåäïîëàãàÿ äîêàçàííûì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïó-
ñòîãî ìíîæåñòâà è îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, ìîæåì äîâîëüíî
êîðîòêî çàïèñàòü ýòó àêñèîìó:

∃ó (∅ ∈ ó & >õ (õ ∈ ó ⊃ õ ∪ {õ} ∈ ó)).

Ýëåìåíòàìè ñòàíäàðòíîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, …

(î÷åâèäíî, ∅ ∪ {∅} = {∅}, {∅} ∪ {{∅}} = {∅, {∅}} è ò. ä.)
Åñëè ðàññìîòðåòü ýòè ìíîæåñòâà êàê èçîáðàæåíèÿ â ZF íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëü Ar è ðàçâèòü âñþ àðèô-
ìåòèêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì âñå àêñèîìû Ar (òî÷íåå, èõ
ïåðåâîäû íà ßZF) áóäóò ZF-òåîðåìàìè.

Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè – öåíòðàëüíàÿ àêñèîìà äëÿ êëàññè-
÷åñêîé ìàòåìàòèêè.

ZF7 (àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè)1):

>a (a ≠ ∅ ⊃ ∃ó (ó ∈ a & >z (z = y ∩ a ⊃ z = ∅)))

(âñÿêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî à èìååò ýëåìåíò (ìíîæåñòâî), íå èìå-
þùèé îáùèõ ýëåìåíòîâ ñ à, ò. å. ìèíèìàëüíûé â ñìûñëå îòíîøå-
íèÿ ∈).

Ïðåäïîëàãàÿ äîêàçàííûì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïå-
ðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, ìîæåì çàïèñàòü ýòó àêñèîìó êîðî÷å:

>a (a ≠ ∅ ⊃ ∃ó (ó ∈ a & y ∩ a = ∅)).

Áëàãîäàðÿ àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè óäàåòñÿ èçáåæàòü èçâåñòíûõ
ïàðàäîêñîâ (ïðîòèâîðå÷èé) òåîðèè ìíîæåñòâ.

Èñïîëüçóÿ àêñèîìó ZF7, äîêàæåì ZF-âûâîäèìèìîñòü ôîðìó-
ëû, âûðàæàþùåé, ÷òî íèêàêîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
ñàìîãî ñåáÿ:

ZFA ¬∃õ (õ ∈ õ) èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ZFA >õ (õ ∉ õ).

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùåå äåðåâî ZF-âûâîäà:

1

1

2

â(2)

ó (1)

â

[ { }& { } ]

{ } [( { }& { } ) ]
{ }{ } [ ]( ( { }& { } )) { }

{ } { } { }{ } ( { }& { } )

( { }& { } )

( )

b x b x
b x b x b x
b x x xx x x xa a b b a b a b x

x x x x xx b b x b x
b b x b x x x

x x
x x x

¬

∃

∀

∈ =
∈ ∈ =
= ∈∈ ∈∀ ≠ ⊃ ∃ ∈ = =

≠ = ≠≠ ⊃ ∃ ∈ =
∃ ∈ = ∉

∉
∀ ∉

∩ ∅

∩ ∅
∅ ∩ ∅ ∩ ∅

∅ ∩ ∅ ∩ ∅∅ ∩ ∅
∩ ∅

1) Ýòó àêñèîìó íàçûâàþò òàêæå àêñèîìîé îãðàíè÷åíèÿ èëè àêñèîìîé ôóíäè-
ðîâàíèÿ.
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Çàìå÷àíèå 3. Èñïîëüçóÿ àêñèîìó ðåãóëÿðíîñòè, ìîæíî äîêà-
çàòü ïîñòðîåíèåì äåðåâà ZF-âûâîäà:

ZFA ¬∃õ ∃y (õ ∈ y & y ∈ x). P

Äëÿ òîãî ÷òîáû êðàòêî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ àêñèîìó, âûðàçèì
íà ÿçûêå ZF ñâîéñòâî «áûòü ôóíêöèåé»:

Fnc( f ) q >u (u ∈ f ⊃ ∃õ ∃ó (u = < x, y > )) &
& >x >y >z ( < x, y > ∈ f & < x, z > ∈ f ⊃ y = z).

Ââåäåì ïðèâû÷íîå îáîçíà÷åíèå:

ó = f(õ) q Fnc( f ) & >è (è = < x, y > ⊃ è ∈ f ).

ZF
8
 (àêñèîìà çàìåùåíèÿ)1):

>a >f (Fnc( f ) ⊃ ∃b >y (y ∈ b ~ ∃x (x ∈ a & y = f(x))))

(äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà à è ëþáîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ìíîæå-
ñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
îáðàçàìè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà à ïðè îòîáðàæåíèè f ).

ZF9 (àêñèîìà âûáîðà):

>a (>y (y ∈ a ⊃ y ≠ ∅) & >y >z (y ∈ à & z ∈ à & z ≠ y ⊃ y ∩ z = ∅) ⊃
⊃ ∃b >y (y ∈ à ⊃ ∃1u(u ∈ y ∩ b)))

(äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà à íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-
æåñòâ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî b, êîòîðîå ñîäåðæèò â òî÷íîñòè ïî îä-
íîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ ýëåìåíòîì a).

Àêñèîìà âûáîðà áûëà ïðåäëîæåíà Ý. Öåðìåëî â 1904 ã.

Çàìå÷àíèå 4. Òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà àêñèîìû âûáîðà íå èñêëþ÷à-
åò òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî âûáîðà ïîìèìî âûáðàííûõ èç ìíîæåñòâà à
ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò åùå êàêèå-òî ýëåìåíòû. Îäíàêî ïðèâåäåííóþ
ôîðìóëèðîâêó ìîæíî äîïîëíèòü (ïðîäîëæèòü) ñëîâàìè «è íè÷åãî,
êðîìå ýòèõ ýëåìåíòîâ», ïîëó÷èâ ïðè ýòîì ðàâíîîáúåìíóþ òåîðèþ.
Ôîðìóëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîé ôîðìóëèðîâêå, èìååò âèä

>a (>y (y ∈ à ⊃ y ≠ ∅) & >y >z (y ∈ a & z ∈ a & z ≠ y ⊃ y ∩ z = ∅) ⊃
⊃ ∃b >y (y ∈ b ~ ∃w (w ∈ a & {y} = w ∩ b))).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôîðìóëó

>à (>y (y ∈ à ⊃ y ≠ ∅) & >y >z (y ∈ à & z ∈ à & z ≠ y ⊃ y ∩ z = ∅) ⊃
⊃ ∃b >y (y ∈ b ~ y ∈ ∪ a & >y (y ∈ à ⊃ ∃1u (u ∈ y ∩ b)))).

1) Ýòà àêñèîìà áûëà ïðåäëîæåíà À. Ôðåíêåëåì (1922). Åå íàçûâàþò òàêæå
àêñèîìîé ïîäñòàíîâêè.
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Ìîæíî âìåñòî ôîðìóëû ZF
9 
èñïîëüçîâàòü è òàêóþ ôîðìóëó:

>a ∃f (Fnc(f ) & >õ (õ ∈ à & õ ≠  ∅ ⊃ ∃ó (ó = f(õ) & ó ∈ õ))).

Ýòà ôîðìóëà âûðàæàåò ôîðìóëèðîâêó àêñèîìû âûáîðà â òåð-
ìèíàõ ôóíêöèé: äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà à ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f
(ôóíêöèÿ âûáîðà) òàêàÿ, ÷òî f(õ) ∈ õ äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ýëå-
ìåíòà õ èç ìíîæåñòâà à.

1. ZF – î÷åíü ñèëüíàÿ òåîðèÿ. Âñå îáû÷íûå ñïî-
ñîáû ðàññóæäåíèé, ïðèíÿòûå â ìàòåìàòèêå, ôîð-
ìàëèçîâàíû â ZF. Â ðàìêàõ òåîðèè ZF ìîæíî

ðàçâèòü âñþ àðèôìåòèêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè ýòîì âñå àêñèî-
ìû Ar (òî÷íåå, èõ ïåðåâîäû íà ßZF) ÿâëÿþòñÿ ZF-òåîðåìàìè. Ñðåä-
ñòâàìè ZF ìîæíî òàêæå ðàçâèòü òåîðèþ öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë, îñíîâíûå ðàçäåëû àíàëèçà. Âñå èçâåñòíûå òåîðåìû êëàññè÷åñ-
êîé ìàòåìàòèêè ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü è âûâåñòè â ZF. Áëàãîäàðÿ
àêñèîìå ZF8, ïðåäëîæåííîé Ôðåíêåëåì, ìîæíî ïîëíîñòüþ ðàç-
âèòü òåîðèþ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë.

2. Âñå èçâåñòíûå ïàðàäîêñû íå ïðîõîäÿò â ZF.
3. Åñëè ZF íåïðîòèâîðå÷èâà, òî åå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü íåëüçÿ

äîêàçàòü ñðåäñòâàìè ZF.
4. Åñëè ZF íåïðîòèâîðå÷èâà, òî îíà íåïîëíà è íåðàçðåøèìà.

Òåïåðü îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà àêñèîìå
âûáîðà1).

Àêñèîìó âûáîðà îòíîñÿò ê ñàìûì çíàìåíèòûì è íàèáîëåå îñ-
ïàðèâàåìûì óòâåðæäåíèÿì òåîðèè ìíîæåñòâ. ×åì æå âûçâàíà åå
èçâåñòíîñòü?

Âî-ïåðâûõ, àêñèîìà âûáîðà èìååò ÷èñòî ýêçèñòåíöèîíàëüíûé
õàðàêòåð, è åå èñïîëüçîâàíèå âåäåò ê íåýôôåêòèâíûì êîíñòðóêöèÿì
è äîêàçàòåëüñòâàì. Âî-âòîðûõ, èñïîëüçîâàíèå àêñèîìû âûáîðà â
îáùåé ôîðìóëèðîâêå ïðèâîäèò ê ñòðàííûì ðåçóëüòàòàì, ïðîòèâîðå-
÷àùèì èíòóèöèè (ñì. § 6.2).

Âñòàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ àêñèî-
ìû âûáîðà?

Âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè äåéñòâèòåëüíî ìîæíî áåç íåå
îáîéòèñü. Íàïðèìåð, îíà íå íóæíà òàì, ãäå îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, àëãîðèòìû, êîìïüþòåð-
íûå ïðîãðàììû. Íå èñïîëüçóþò àêñèîìó âûáîðà è ïðè ðàáîòå ñ
ëîãè÷åñêèìè èñ÷èñëåíèÿìè, ãäå îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû –
ñëîâà â ôèêñèðîâàííîì àëôàâèòå. Ìàòåìàòèêè-êîíñòðóêòèâèñòû â

1) Àêñèîìà âûáîðà îáñóæäàåòñÿ òàêæå â § 6.2.

Основные свойства
теории ZF

Аксиома выбора
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ñâîèõ ïîñòðîåíèÿõ è ðàññóæäåíèÿõ îáõîäÿòñÿ áåç àêñèîìû âûáîðà
(ñì. § 6.4).
S Â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ìíî-
æåñòâ è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äîêàçûâàþò ñ ïîìîùüþ àêñèîìû
âûáîðà. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç òàêèõ òåîðåì:

1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè (íà ÿçûêå ε-δ) è ïî
Ãåéíå (÷åðåç ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) ýêâèâàëåíòíû.

2. Åñëè õ – ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Å, òî ñóùåñòâóåò ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç Å, îòëè÷íûõ îò õ, ñõîäÿùàÿñÿ ê õ.

3. Âñÿêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò áàçèñ.
4. Ó âñÿêîãî ïîëÿ ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ñ òî÷íî-

ñòüþ äî èçîìîðôèçìà, àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå.
5. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èìååò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.
6. Ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.
7. Ìåðà Ëåáåãà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè.
8. Ëþáûå äâà ìíîæåñòâà ñðàâíèìû ïî ìîùíîñòè.
9. Ñóùåñòâóåò íåèçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî.
Ñíà÷àëà áûëà íàäåæäà ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäå-

íèé áåç àêñèîìû âûáîðà, îäíàêî âïîñëåäñòâèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî
ýòî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó îòêàç îò àêñèîìû âûáîðà ïîâëåê áû
îùóòèìûå ïîòåðè äëÿ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè.
S Ïîçæå áûëè îáíàðóæåíû óòâåðæäåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå àêñèîìå
âûáîðà. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ:

1. Âñÿêîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, ò. å. óïî-
ðÿäî÷åíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñÿêîå åãî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî
èìåëî íàèìåíüøèé ýëåìåíò (òåîðåìà Öåðìåëî èëè ïðèíöèï âïîë-
íå óïîðÿäî÷åíèÿ).

2. Åñëè â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå Å âñÿêàÿ öåïü
(ò. å. âñÿêîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî) îãðàíè÷åíà
ñâåðõó, òî Å èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò (ëåììà Öîðíà èëè ïðèí-
öèï ìàêñèìàëüíîñòè).

3. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî Å ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó Å × Å.
Âñå ýòè îáñòîÿòåëüñòâà âûçâàëè èíòåðåñ ê àêñèîìå âûáîðà,

ìíîãî÷èñëåííûå ñïîðû è èññëåäîâàíèÿ ðîëè è ìåñòà àêñèîìû
âûáîðà (ÀÂ) â àêñèîìàòè÷åñêîì ïîñòðîåíèè òåîðèè ìíîæåñòâ. Îñ-
íîâíûìè ïðè ýòîì ÿâëÿëèñü äâà âîïðîñà:

1) î ñîâìåñòèìîñòè ÀÂ ñ îñòàëüíûìè àêñèîìàìè ZF;
2) î íåçàâèñèìîñòè ÀÂ îò îñòàëüíûõ àêñèîì ZF.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZF* – ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ, êîòîðóþ ïîëó-

÷àþò èç ZF óäàëåíèåì ÀÂ, ò. å. òåîðèþ ñ àêñèîìàìè ZF
1
–ZF

8
 (ZF

áåç àêñèîìû âûáîðà). Òåïåðü îñíîâíûå âîïðîñû ìîæíî ïåðåôîð-
ìóëèðîâàòü òàê:
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1) íåïðîòèâîðå÷èâà ëè ZF* + ÀÂ (åñëè ZF* íåïðîòèâîðå÷èâà)?
2) ÿâëÿåòñÿ ëè ÀÂ òåîðåìîé ZF*?
Åñëè ZF* + ÀÂ ïðîòèâîðå÷èâà, òî ñëåäóåò ïîäâåðãíóòü ñîìíå-

íèþ âñå ðåçóëüòàòû, äîêàçûâàåìûå ñ ïîìîùüþ ÀÂ.
Åñëè ÀÂ – òåîðåìà ZF*, òî âñå «ñòðàííîñòè» ðåçóëüòàòîâ, ïî-

ëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ÀÂ, ñëåäóåò îòíåñòè íà ñ÷åò êàêèõ-òî àêñèîì
ZF*. Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû î ðåäóêöèè, ÀÂ ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðåìîé ZF* òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåîðèÿ ZF* + ¬ÀÂ ïðîòèâî-
ðå÷èâà.

Ê èñòîðèè àêñèîìû âûáîðà ïðèìûêàåò òàê íà-
çûâàåìàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà.
Â 1878 ãîäó Êàíòîð âûäâèíóë ïðåäïîëîæåíèå î

òîì, ÷òî âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìîùíîñòè
êîíòèíóóìà ëèáî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N,
ëèáî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

S Â äàëüíåéøåì ãèïîòåçà êîíòèíóóìà (èëè êîíòèíóóì-ãèïîòåçà)
ïîëó÷èëà òàêóþ ôîðìóëèðîâêó:
Íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà ñ ìîùíîñòüþ, ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó
ñ÷åòíîé è êîíòèíóàëüíîé.

Ñèìâîëè÷åñêè êîíòèíóóì-ãèïîòåçó ìîæíî çàïèñàòü òàê:

¬(ЕÌ) (|N| < | Ì | < |[0; 1]|)

èëè

¬(ЕÌ) (ℵ0 < | Ì | < 2 0ℵ ).

S Â 1900 ãîäó Ãèëüáåðò ñôîðìóëèðîâàë îáîáùåííóþ êîíòèíóóì-
ãèïîòåçó:

Äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Å íå ñóùåñòâóåò ìíîæå-
ñòâà ñ ìîùíîñòüþ, ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó ìîùíîñòüþ Å è ìîùíî-
ñòüþ Â(Å) – ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Å. Ñèìâîëè-
÷åñêè îáîáùåííóþ êîíòèíóóì-ãèïîòåçó ìîæíî çàïèñàòü òàê:

(Å) ¬(ЕÌ) (| Å | < | Ì | < |Â(Å)|),

ãäå Å – ïåðåìåííàÿ ïî êëàññó áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.
Îòíîñèòåëüíî êîíòèíóóì-ãèïîòåçû è îáîáùåííîé êîíòèíóóì-

ãèïîòåçû äîëãî îñòàâàëàñü íåðåøåííîé ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè èõ
â ZF è ñîâìåñòíîñòè ñ àêñèîìàìè ZF. Çàäà÷ó äîêàçàòü êîíòèíóóì-
ãèïîòåçó Ãèëüáåðò íàçâàë ïåðâîé â ñïèñêå èç 23 îñíîâíûõ íåðå-
øåííûõ ïðîáëåì ìàòåìàòèêè (íà II Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìà-
òåìàòèêîâ â Ïàðèæå â 1900 ãîäó).

Проблема
континуума
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Â èòîãå ìíîãîëåòíèõ èññëåäîâàíèé â îñíîâàíè-
ÿõ òåîðèè ìíîæåñòâ áûë ïîëó÷åí ðÿä âàæíåé-
øèõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ àêñèîìîé âûáîðà
è ãèïîòåçîé êîíòèíóóìà, êîòîðûå ïðîëèëè ñâåò
íà ðîëü ýòèõ óòâåðæäåíèé â òåîðèè ìíîæåñòâ,
íà èõ âçàèìîñâÿçü ñ äðóãèìè ïðèíöèïàìè ýòîé
òåîðèè.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èçëîæåíèþ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ââåäåì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ÊÃ – ôîðìóëà ß
ZF

, âûðàæàþùàÿ êîíòèíóóì-ãèïîòåçó;
ÎÊÃ – ôîðìóëà ß

ZF
, âûðàæàþùàÿ îáîáùåííóþ êîíòèíóóì-ãè-

ïîòåçó.
Íàïîìíèì, ÷òî ÀÂ – îáîçíà÷åíèå àêñèîìû âûáîðà ZF

9
.

S Ïåðå÷èñëèì âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ àêñèîìîé âû-
áîðà è ãèïîòåçîé êîíòèíóóìà:

1. Åñëè òåîðèÿ ZF* íåïðîòèâîðå÷èâà, òî òåîðèÿ ZF* + ÀÂ +
+ ÎÊÃ íåïðîòèâîðå÷èâà (Ã¸äåëü, 1938–40).

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà âûòåêàåò, ÷òî åñëè ZF* íåïðîòèâîðå÷èâà, òî:

*ZFG ¬ÀÂ, 
ZFG ¬OÊÃ, 

ZFG ¬ÊÃ.

2. Ôîðìóëà ÎÊÃ ⊃ ÀÂ ÿâëÿåòñÿ ZF*-òåîðåìîé (Ñåðïèíñêèé, 1947).
3. Åñëè òåîðèÿ ZF* íåïðîòèâîðå÷èâà, òî:
à) òåîðèÿ ZF* + ¬ÀÂ íåïðîòèâîðå÷èâà;
á) òåîðèÿ ZF* + ÀÂ + ¬ÊÃ íåïðîòèâîðå÷èâà (Êîýí, 1961–63).
Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò, ÷òî åñëè ZF* íåïðîòèâîðå÷èâà, òî:

 àR) 
*ZFG ÀÂ;  áR) 

ZFG ÊÃ è 
ZFG ÎÊÃ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ZF* íåïðîòèâîðå÷èâà, òî

*ZFG ÀÂ, 
*ZFG ¬ÀÂ, 

ZFG ÊÃ, 
ZFG ¬ÊÃ, 

ZFG ÎÊÃ, 
ZFG ¬OÊÃ.

Åñëè òåîðèÿ ZF* íåïðîòèâîðå÷èâà, òî äîáàâëÿÿ ê ZF* âñåâîç-
ìîæíûå êîìáèíàöèè èç ÀÂ (èëè ¬ÀÂ) è ÊÃ (èëè ¬ÊÃ), áóäåì
ïîëó÷àòü íåïðîòèâîðå÷èâûå òåîðèè:

ZF* + ÀÂ + ÊÃ;
ZF* + ÀÂ + ¬ÊÃ;
ZF* + ¬ÀÂ + ÊÃ;
ZF* + ¬ÀÂ + ¬ÊÃ.

Òàêèì îáðàçîì, ÀÂ è ÊÃ ïîëíîñòüþ íå çàâèñÿò îò àêñèîì ZF*.

Ó Ï Ð À Æ Í Å Í È Å
Äîêàæèòå, ÷òî:
1) ZF* + ¬ÀÂ + ÎÊÃ – ïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ;
2) ZF* + ¬ÀÂ + ¬ÎÊÃ – íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ.

Важнейшие
результаты
о непротиворечивости
и независимости
в основаниях
теории множеств
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Íà ïðîòÿæåíèè XIX âåêà âåëàñü ðàáîòà ïî ñî-
çäàíèþ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè è, ïðåæäå âñåãî, ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà. Â ýòîé ðàáîòå ïðèíèìàëè àêòèâíîå ó÷àñòèå êðóïíûå ìà-
òåìàòèêè XIX âåêà, òàêèå êàê Áîëüöàíî, Âåéåðøòðàññ, Äåäåêèíä
è äð.

Âàæíåéøèì ñîáûòèåì â èñòîðèè ìàòåìàòèêè ÿâèëîñü ñîçäà-
íèå òåîðèè ìíîæåñòâ íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ãåîðãîì Êàíòîðîì
(1845–1918) â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè XIX âåêà.

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä, ïîëó÷èâøèé øèðîêîå ðàç-
âèòèå â êîíöå XIX âåêà, ïîçâîëèë âîçâåñòè ìàòåìàòèêó íà ïðî÷-
íîì è, êàçàëîñü, íàäåæíîì ôóíäàìåíòå – êàíòîðîâîé òåîðèè ìíî-
æåñòâ [12]. Ðàçâèòèå êàíòîðîâîé òåîðèè ìíîæåñòâ ïðèâåëî ê âîç-
ìîæíîñòè âûðàçèòü â òåðìèíàõ ýòîé òåîðèè âñå îñíîâíûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå ïîíÿòèÿ. Òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê íàòóðàëüíîå ÷èñëî, öåëîå
÷èñëî, ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ôóíêöèÿ, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ñòàëî âîçìîæíûì îïðåäåëèòü
â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ òåðìèíàõ, ò. å. â êîíå÷íîì èòîãå ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûå ìíîæåñòâà.

Ñòðîéíîñòü êàíòîðîâîé òåîðèè ñòèìóëèðîâàëà ïîñòðîåíèå íà
åå îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, â ÷àñòíîñòè ñîçäàíèå òåîðèè
èíòåãðèðîâàíèÿ Ëåáåãà. Óäîáñòâî îáðàùåíèÿ ñ òåîðåòèêî-ìíîæå-
ñòâåííûìè îáúåêòàìè îáåñïå÷èâàëîñü èñïîëüçîâàíèåì ïðèâû÷íûõ,
òðàäèöèîííûõ ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ.

Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòèêè íà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-
íîì ôóíäàìåíòå Ãèëüáåðò õàðàêòåðèçîâàë êàê «ðàé äëÿ ìàòåìàòè-
êîâ», à óæå ïîñòðîåííóþ íà ýòîé îñíîâå ÷àñòü ìàòåìàòèêè íàçûâàë
«ñèìôîíèåé áåñêîíå÷íîãî».

6
ГлаваГлаваГлаваГлаваГлава

ÏÐÎÁËÅÌÛÏÐÎÁËÅÌÛÏÐÎÁËÅÌÛÏÐÎÁËÅÌÛÏÐÎÁËÅÌÛ
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1) Ïðè íàïèñàíèè ýòîé ãëàâû áûëè èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû ëåêöèé
Ô. À. Êàáàêîâà, ñòàòüè è êíèãè, óêàçàííûå â êîíöå ãëàâû. Ññûëêè â ýòîé ãëàâå
äàþòñÿ íà ëèòåðàòóðó èìåííî èç ýòîãî ñïèñêà.
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Âîñòîðãè ñìåíèëèñü øîêîâûì ñîñòîÿíèåì, êîãäà áûëà îáíàðó-
æåíà ïðîòèâîðå÷èâîñòü êàíòîðîâîé òåîðèè ìíîæåñòâ.

Íà ðóáåæå XIX–XX âåêîâ áûëè îòêðûòû òàê íàçûâàåìûå ïàðà-
äîêñû òåîðèè ìíîæåñòâ. Òåðìèí ïàðàäîêñ ïðîèñõîäèò îò ãðå÷åñêî-
ãî παραδοξοζ – «ñòðàííûé, íåîæèäàííûé, ïðîòèâîðå÷àùèé îáùå-
ìó ìíåíèþ». Â ëîãèêå êàê ñèíîíèì èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí àíòèíî-
ìèÿ, ïðîèñõîäÿùèé îò ãðå÷åñêîãî αντινομια – «ïðîòèâ çàêîíà»
(«ïðîòèâîðå÷èå â çàêîíå»).
S Ñóùíîñòü ïàðàäîêñà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ëîãè-
÷åñêè ïðàâèëüíûõ ðàññóæäåíèé óäàåòñÿ îáîñíîâàòü (äîêàçàòü ñðåä-
ñòâàìè äàííîé òåîðèè) îäíîâðåìåííî íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå è
åãî îòðèöàíèå, ò. å. ïðîòèâîðå÷èå. Ýòî îçíà÷àåò ïðîòèâîðå÷èâîñòü
äàííîé òåîðèè. Ïî çàêîíàì ëîãèêè â ïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè äî-
êàçóåìî «âñå, ÷òî óãîäíî», ò. å. ëþáîå óòâåðæäåíèå.

Íàèáîëåå èçâåñòíûì ïàðàäîêñîì òåîðèè ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ïà-
ðàäîêñ Ðàññåëà1). Ïðåæäå ÷åì èçëîæèòü åãî ñóòü, çàìåòèì, ÷òî ñðåäè
ìíîæåñòâ åñòü òàêèå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè
ñàìèõ ñåáÿ (íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ), è òàêèå ìíîæå-
ñòâà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè (íàïðèìåð,
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë).
S Ïàðàäîêñ Ðàññåëà (1902). Ïóñòü S – ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ñàìèõ ñåáÿ: S = {õ | õ ∉ õ}. Âîçíè-
êàåò âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî S ñâîèì ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì
èëè íåò? (S ∈ S?)

Ïîêàæåì, ñîáëþäàÿ ïðèâû÷íûå ïðàâèëà ëîãèêè, ÷òî äîêàçóå-
ìî êàæäîå èç äâóõ óòâåðæäåíèé: S ∈ S è S ∉ S.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà S,

(õ) (õ ∈ S ↔ õ ∉ õ), à ñëåäîâàòåëüíî, S ∈ S ↔ S ∉ S.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

                            S ∈ S → S ∉ S; (à)

                            S ∉ S → S ∈ S. (á)

1. Ñíà÷àëà äîêàæåì ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè, ÷òî S ∉ S. Äîïó-
ñòèì, ÷òî S ∈ S. Òîãäà ñ ó÷åòîì (à) ïîëó÷àåì, ÷òî S ∉ S; à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ S ∈ S. Òàêèì îáðàçîì, S ∉ S.

2. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî S ∈ S. Äåéñòâèòåëüíî, óæå äîêàçàíî,
÷òî S ∉ S. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (á), ñðàçó ïîëó÷àåì: S ∈ S.

Èòàê, äîêàçàíû îáà óòâåðæäåíèÿ: S ∈ S è S ∉ S.

1) Áåðòðàí Ðàññåë (1872–1970) – àíãëèéñêèé ôèëîñîô, ëîãèê, ìàòåìàòèê.
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Çàìå÷àíèå 1. Ìîæíî ïîñòðîèòü äåðåâüÿ ýòèõ äâóõ äîêàçàòåëüñòâ.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèìâîë ↔ îáîçíà÷àåò êîíúþíêöèþ äâóõ èìïëèêà-
öèé, ïîëó÷àåì äåðåâî äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ S ∉ S:

         

1

1

y

&y

y

â (1)

( ) ( S )

S S S S

S S S S[S S]

S S[S S]

S S

x x x x
∀

⊃

¬

∈ ↔ ∉

∈ ↔ ∉

∈ → ∉∈

∉∈

∉

(1)

Îáîçíà÷èâ ïîñòðîåííîå äåðåâî ÷åðåç 
( ) ( S )

S S

x x x x∈ ↔ ∉

∉
, ïîñò-

ðîèì äåðåâî âûâîäà óòâåðæäåíèÿ S ∈ S:

     

y

&y

y

( ) ( S )
( ) ( S ) S S S S

S S S S S S
S S

x x x x
x x x x ∀

⊃

∈ ↔ ∉
∈ ↔ ∉ ∈ ↔ ∉

∉ ∉ → ∈
∈  P (2)

Çàìå÷àíèå 2. Êîíñòðóêöèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ â ïàðàäîêñå Ðàññå-
ëà, áëèçêà ê êîíñòðóêöèè èçâåñòíîãî ïàðàäîêñà áðàäîáðåÿ: «Â äå-
ðåâíå æèâåò öèðþëüíèê, êîòîðûé áðååò òåõ è òîëüêî òåõ, êòî íå
áðååò ñåáÿ ñàì. Êòî áðååò ñàìîãî öèðþëüíèêà?» P

S Ïàðàäîêñ Êàíòîðà (1899). Ïóñòü U – ìíîæåñòâî âñåõ ìíî-
æåñòâ, à B(U) – ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ. Ïî òåîðåìå
Êàíòîðà ìîùíîñòü âñÿêîãî ìíîæåñòâà ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæå-
ñòâà âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, |U| < |B(U)|, à çíà÷èò,
|U| m |B(U)|, íî |U| ≠  |B(U)|. Êðîìå òîãî, |B(U)| m |U|, ïîñêîëüêó
B(U) ⊆ U. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êàíòîðà–Áåðíøòåéíà,
|U| = |B(U)|. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùåå ïðîòèâîðå÷èå:
|U| = |B(U)| è |U| ≠ |B(U)|.

Áûëè òàêæå îáíàðóæåíû è äðóãèå ïàðàäîêñû (ñì., íàïðèìåð,
[6], [10]).

Îòêðûòèå ïàðàäîêñîâ òåîðèè ìíîæåñòâ ïîñòàâèëî ïåðåä ìàòå-
ìàòèêàìè ïðîáëåìó: âûÿñíèòü, â ÷åì ñîñòîèò ïðè÷èíà ïàðàäîêñîâ.
Ìíåíèÿ ìàòåìàòèêîâ ïî ýòîìó ïîâîäó ðàçäåëèëèñü. Äî ñèõ ïîð íå
íàéäåíî òàêîãî ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, êîòîðîå óäîâëåòâîðèëî
áû âñåõ.
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Ïåðâûå âûâîäû èç ïàðàäîêñîâ çàêëþ÷àëèñü â
ñëåäóþùåì. Åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü ïàðàäîêñ
Ðàññåëà, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè çàäàíèè

ìíîæåñòâà S áûëà èñïîëüçîâàíà î÷åíü ðàñïðîñòðàíåííàÿ â ìàòå-
ìàòèêå êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ îáðàçîâûâàòü ìíîæåñòâà ñ ïî-
ìîùüþ òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ îáúåêòîâ. Æåëàÿ çàäàòü êàêîå-ëèáî
ìíîæåñòâî, ìû ÷àñòî ïèøåì M = {õ | P(õ)}, ãäå P – íåêîòîðîå
ñâîéñòâî îáúåêòîâ. Çàäàâàÿ òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâà, ìû ïîëüçó-
åìñÿ òàê íàçûâàåìûì ïðèíöèïîì ñâåðòûâàíèÿ.

!   Ïðèíöèï ñâåðòûâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâîé-

ñòâà P ñ÷èòàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ
è òîëüêî òåõ îáúåêòîâ, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì P. Ñèìâî-
ëè÷åñêè ïðèíöèï ñâåðòûâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

(EM) (õ) (õ ∈ M ↔ P(x)),

ãäå P – ïðîèçâîëüíîå ñâîéñòâî.

Ïîñêîëüêó ïðèíöèï ñâåðòûâàíèÿ èñïîëüçóþò äëÿ çàäàíèÿ ìíî-
æåñòâà S â ïàðàäîêñå Ðàññåëà, à òàêæå â ðÿäå äðóãèõ ïàðàäîêñîâ,
èìåííî â ýòîì ïðèíöèïå áûëà óñìîòðåíà ïðè÷èíà ïàðàäîêñîâ.

Çàìå÷àíèå 3. Âåðíåìñÿ ê äåðåâüÿì äîêàçàòåëüñòâà (1) è (2) â
ïàðàäîêñå Ðàññåëà. Îáà äåðåâà â êà÷åñòâå äîïóùåíèÿ (çåëåíîãî
ëèñòà) èìåþò ïðåäëîæåíèå

(õ) (õ ∈ S ↔ õ ∉ õ).

Òàêèì îáðàçîì, îáà ðàññóæäåíèÿ íåÿâíî èñõîäÿò èç ïðåäïîëî-
æåíèÿ, ÷òî ìíîæåñòâî S ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì ñóùåñòâóåò:

(Es) (õ) (õ ∈ s ↔ õ ∉ õ),

ãäå s âûñòóïàåò êàê ïåðåìåííàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè âñåõ ìíîæåñòâ.
Åñëè èñïîëüçîâàíèå ýòîãî äîïóùåíèÿ ñäåëàòü ÿâíûì, òî âûÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàññóæäåíèÿ:

2 2

1 y
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Çäåñü F – ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ ñâîáîäíî s
(÷òî òðåáóåòñÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ∃ó äàæå íà íåôîðìàëüíîì
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óðîâíå). Â ýòîì äåðåâå íà íåôîðìàëüíîì óðîâíå ïðèìåíÿåòñÿ óñ-

ëîâíîå ïðàâèëî ¬â*, ýêâèâàëåíòíîå ïðàâèëó ¬â: â*

[ ]

&
¬

¬

¬

A

B B

A
.

Êðîìå òîãî, äëÿ äåðåâüåâ (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî èñïîëüçîâà-
íû îáîçíà÷åíèÿ

( ) ( )x x s x x
s s

∈ ↔ ∉
∉    è   

( ) ( )x x s x x
s s

∈ ↔ ∉
∈

Èòàê, òîëüêî ñðåäñòâàìè ëîãèêè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæ-
äåíèå:

¬(Es) (õ) (õ ∈ s ↔ õ ∉ õ).

Â òî æå âðåìÿ, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñâåðòûâàíèÿ,

(Es) (õ) (õ ∈ s ↔ õ ∉ õ).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðèíöèïîì ñâåðòûâà-
íèÿ, à çíà÷èò, òåîðèÿ, èìåþùàÿ ïðèíöèï ñâåðòûâàíèÿ â êà÷åñòâå
àêñèîìû, ïðîòèâîðå÷èâà. P
S Öåðìåëî â 1908 ãîäó ïðåäëîæèë îãðàíè÷èòü ïðèíöèï ñâåðòû-
âàíèÿ, äîáàâèâ ê óñëîâèþ P(x), îïðåäåëÿþùåìó ìíîæåñòâî M, äî-
ïîëíèòåëüíîå óñëîâèå: ýëåìåíòû M áåðóòñÿ èç íåêîòîðîãî çàäàí-
íîãî ìíîæåñòâà Å, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî îáîñíîâàíî íàäåæíû-
ìè ñðåäñòâàìè (âûâåäåíî èç íåêîòîðîãî ñïèñêà àêñèîì). Ñèìâî-
ëè÷åñêè îãðàíè÷åííûé ïðèíöèï ñâåðòûâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

(EM) (õ) (õ ∈ M ↔ P(x) & õ ∈ Å).

Çàìåòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè, çàäàâàÿ ìíîæåñòâî, ìû ÷àñòî
ïèøåì: M = {õ ∈ Å | P(õ)}.

Èìåííî îãðàíè÷åííûé ïðèíöèï ñâåðòûâàíèÿ áûë âçÿò â êà÷åñòâå
îäíîé èç àêñèîì ñèñòåìû, ïðåäëîæåííîé Öåðìåëî è äîïîëíåííîé
Ôðåíêåëåì ïðè àêñèîìàòè÷åñêîì ïîñòðîåíèè òåîðèè ìíîæåñòâ. Â
àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè Öåðìåëî–Ôðåíêåëÿ (ZF) íèêàêèå èçâåñ-
òíûå ïàðàäîêñû íå ïðîõîäÿò (ñì. § 5.7).

Îäíàêî èçáàâëåíèå îò îáíàðóæåííûõ ïàðàäîêñîâ íå ñïàñàåò è
íå ñòðàõóåò òåîðèþ ìíîæåñòâ îò íîâûõ ïàðàäîêñîâ. Õîòåëîñü áû
èìåòü ãàðàíòèþ òîãî, ÷òî â äàëüíåéøåì íå áóäóò îáíàðóæåíû íî-
âûå ïàðàäîêñû. Ïîýòîìó ïî-ïðåæíåìó îñòàâàëàñü àêòóàëüíîé çà-
äà÷à «ñïàñåíèÿ» ìàòåìàòèêè. Ôàêòè÷åñêè ïåðåä ìàòåìàòèêàìè ñòî-
ÿëà çàäà÷à ïåðåîñìûñëåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ, èñïîëüçóåìûõ â
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ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ, íàäåæíîñòè ýòèõ ñðåäñòâ è ñîîò-
âåòñòâèÿ èõ ñóùåñòâó ìàòåìàòèêè.

Ãàðàíòèðîâàòü íåâîçìîæíîñòü ïðîòèâîðå÷èé â ìàòåìàòè÷åñ-
êîé òåîðèè ìîãëî ëèøü äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ýòîé
òåîðèè.

§  6 . 2 .  Ê ð è ç è ñ  î ñ í î â à í è é§  6 . 2 .  Ê ð è ç è ñ  î ñ í î â à í è é§  6 . 2 .  Ê ð è ç è ñ  î ñ í î â à í è é§  6 . 2 .  Ê ð è ç è ñ  î ñ í î â à í è é§  6 . 2 .  Ê ð è ç è ñ  î ñ í î â à í è é
ìàòåìàòèêèìàòåìàòèêèìàòåìàòèêèìàòåìàòèêèìàòåìàòèêè

Îòêðûòèå ïàðàäîêñîâ îçíàìåíîâàëî íà÷àëî êðè-
çèñà îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè íà ðóáåæå XIX è XX âåêîâ. Îäíàêî
ñóùíîñòü êðèçèñà íå èñ÷åðïûâàëàñü òîëüêî ïàðàäîêñàìè, à çàêëþ-
÷àëàñü â ñëåäóþùåì.

Âî-ïåðâûõ, ê êîíöó XIX âåêà ñðåäè ìàòåìàòèêîâ íàìåòèëèñü
ñóùåñòâåííûå ðàñõîæäåíèÿ âî âçãëÿäàõ íà îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñ-
êèå ïîíÿòèÿ è ïðèíöèïû, à òàêæå íà ëîãè÷åñêèå ïðèíöèïû, èñ-
ïîëüçóåìûå â ìàòåìàòèêå.

Âî-âòîðûõ, âîçíèêëè ðàñõîæäåíèÿ âî âçãëÿäàõ íà âûáîð ïóòåé
èçáàâëåíèÿ îò ïàðàäîêñîâ.

Íàêîíåö, è ïî-âèäèìîìó ýòî ñàìîå ãëàâíîå, ñóùåñòâîâàëè ïðèí-
öèïèàëüíûå òðóäíîñòè îáîñíîâàíèÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ìàòåìà-
òèêè, åå «ñïàñåíèÿ», ìíîãèå èç êîòîðûõ íå ïðåîäîëåíû äî ñèõ ïîð.

Ïàðàëëåëüíî ñ îòêðûòèåì ïàðàäîêñîâ (è íåçà-
âèñèìî îò ýòîãî) áûë ïîäâåðãíóò êðèòèêå öå-
ëûé ðÿä òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ è ëîãè÷åñ-
êèõ ïðèíöèïîâ.
Ýòà êðèòèêà ïðåæäå âñåãî áûëà íàïðàâëåíà íà

àáñòðàêöèþ àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè. Àáñòðàêöèÿ àêòóàëüíîé
áåñêîíå÷íîñòè ðàçðåøàåò ðàññìàòðèâàòü «çàâåðøåííûå» áåñêîíå÷-
íûå ñîâîêóïíîñòè îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóþùèõ îáúåêòîâ
(ò. å. ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà êàê çàâåðøåííûå îáúåê-
òû, îáðàçîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå ñðàçó âñåìè ñâîèìè ýëåìåíòà-
ìè). Ýòà àáñòðàêöèÿ ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî âñå àêòû ïîñòðîåíèÿ
áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿëèñü è áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî «ãî-
òîâî ïðåäñòàòü ïåðåä íàøèì óìñòâåííûì âçîðîì».

Ýòà ôàíòàñòè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ íå èìååò àíàëîãîâ â ðåàëüíîé
æèçíè, ïîñêîëüêó ðåàëüíî íåâîçìîæíî çàâåðøèòü áåñêîíå÷íûé
ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

Íåïðèÿòèå àáñòðàêöèè àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè íà÷àëîñü çà-
äîëãî äî îòêðûòèÿ ïàðàäîêñîâ, ÷óòü ëè íå ñ àíòè÷íûõ âðåìåí. Êðè-
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òè÷åñêîå îòíîøåíèå ê àáñòðàêöèè àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè ïîä-
äåðæèâàëè òàêèå ìàòåìàòèêè, êàê Ãàóññ, Êîøè è Êðîíåêåð.

Â îáñóæäåíèè îãðàíè÷åíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ àáñòðàêöèé îïðå-
äåëåííûìè ðàìêàìè àêòèâíîå ó÷àñòèå ïðèíèìàëè Áîðåëü, Ëåáåã,
Áýð è Ïóàíêàðå. Íàèáîëåå íåïðèìèðèìûì êðèòèêîì êëàññè÷åñ-
êîãî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ïîäõîäà ñòàë ãîëëàíäñêèé ìàòå-
ìàòèê Áðàóýð. Ê ýòîé êðèòèêå ïîçæå ïðèñîåäèíèëñÿ Ã. Âåéëü.

Äðóãèì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ïðèíöèïîì, âûçûâàâøèì
ìíîãî÷èñëåííûå ñïîðû ñðåäè ìàòåìàòèêîâ, ÿâèëàñü çíàìåíèòàÿ
àêñèîìà âûáîðà. Âïåðâûå îíà áûëà ÿâíî ñôîðìóëèðîâàíà Öåðìåëî
â 1904 ãîäó. Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó àêñèîìû âûáîðà: êàêîâî áû
íè áûëî íåïóñòîå ñåìåéñòâî A (ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ) íå-
ïóñòûõ ìíîæåñòâ, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Â, ñîäåðæàùåå â òî÷íîñ-
òè ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî ýëåìåíòà ñåìåéñòâà A.

Ñïîðû âîêðóã àêñèîìû âûáîðà áûëè âûçâàíû ñëåäóþùèìè
îáñòîÿòåëüñòâàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, î÷åâèäíîñòü óòâåðæäåíèÿ. Ñ
äðóãîé – íåýôôåêòèâíîñòü ïîíèìàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâà
âûáîðà Â, à òàêæå ñòðàííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ñ èñïîëüçîâà-
íèåì àêñèîìû âûáîðà.

Ñèòóàöèÿ îñëîæíÿëàñü òåì, ÷òî àêñèîìó âûáîðà èñïîëüçóþò
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìíîãèõ èçâåñòíûõ òåîðåì (ñì. § 5.7). Ñíà÷àëà
áûëà íàäåæäà äîêàçàòü ýòè óòâåðæäåíèÿ áåç àêñèîìû âûáîðà, îä-
íàêî âïîñëåäñòâèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.
S Èòàê, ñóòü êðèòèêè â àäðåñ àêñèîìû âûáîðà çàêëþ÷àëàñü â ñëå-
äóþùåì.

Âî-ïåðâûõ, àêñèîìà âûáîðà íîñèò íåýôôåêòèâíûé õàðàêòåð –
ñîâåðøåííî íåÿñíî, êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî âûáîðà Â.

Âî-âòîðûõ, àêñèîìà âûáîðà äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïîðà-
çèòåëüíûå, ñòðàííûå ñ ïîçèöèè çäðàâîãî ñìûñëà ðåçóëüòàòû. Îäèí
èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ðîäà, ïîëó÷åííûõ ñ
ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà, – äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âñÿêèé
øàð ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ïåðå-
ìåùåíèåì â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ñîñòàâèòü äâà òî÷íî òàêèõ æå
øàðà!1)

Îäíè ìàòåìàòèêè ïûòàëèñü âûâåñòè àêñèîìó âûáîðà èç îñòàëü-
íûõ àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ, äðóãèå ïðèçûâàëè îòêàçàòüñÿ îò íåå.
Îêàçàëîñü, ÷òî âûâåñòè åå íåâîçìîæíî. Íåâîçìîæíî è îòêàçàòüñÿ
îò àêñèîìû âûáîðà áåç ñóùåñòâåííûõ ïîòåðü. Ýòî áûëî äîêàçàíî â
óòî÷íåííîì âèäå ñðåäñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè (ñì. § 5.7).

1) Ýòî òàê íàçûâàåìûé ïàðàäîêñ Áàíàõà–Òàðñêîãî (1920). Òåðìèí «ïàðà-
äîêñ» ïðèìåíÿåòñÿ ê ýòîìó ðåçóëüòàòó ââèäó åãî ïîðàçèòåëüíîé ñòðàííîñòè.
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Îñíîâíûìè îáúåêòàìè êðèòèêè ñòàëè òàêèå ëî-
ãè÷åñêèå çàêîíû, êàê çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðå-
òüåãî À ∨ ¬À (åãî ëàòèíñêîå íàçâàíèå – tertium
non datur), çàêîí ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ
¬¬À ⊃ À, à ñëåäîâàòåëüíî, è îïèðàþùèéñÿ íà

íåãî ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî (ñì. § 2.10).
S Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóþùèå áåç îãðàíè÷åíèé
çàêîíû èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî è ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ, íàçû-
âàþò êëàññè÷åñêèìè, à òðàäèöèîííóþ ëîãèêó, âêëþ÷àþùóþ ýòè çàêî-
íû, êëàññè÷åñêîé ëîãèêîé. Íåïðèçíàíèå óíèâåðñàëüíîñòè çàêîíîâ
À ∨ ¬À è ¬¬À ⊃ À, à çíà÷èò, âîîáùå ãîâîðÿ, è ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà
îò ïðîòèâíîãî, õàðàêòåðíî äëÿ òàê íàçûâàåìîé èíòóèöèîíèñòñêîé ëî-
ãèêè, êîòîðóþ ïîçæå ñòàëè òàêæå íàçûâàòü êîíñòðóêòèâíîé ëîãèêîé.

Ýòè çàêîíû èñòîðè÷åñêè âîçíèêëè ïðè ðàññóæäåíèÿõ î êîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâàõ è â äàëüíåéøåì íåîáîñíîâàííî, ïî ìíåíèþ êðè-
òèêîâ ýòèõ çàêîíîâ, áûëè ïåðåíåñåíû â ðàññóæäåíèÿ î áåñêîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâàõ.

Òàêàÿ ïîçèöèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ îñîáûì ýôôåêòèâíûì ïîíèìà-
íèåì ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, â ÷àñòíîñòè äèçúþíêöèè, à òàêæå óòâåð-
æäåíèé î ñóùåñòâîâàíèè.

Äèçúþíêöèþ À ∨ Â ñ÷èòàþò ýôôåêòèâíî îáîñíîâàííîé, åñëè
îáîñíîâàí õîòÿ áû îäèí èç åå ÷ëåíîâ. Ïðè òàêîì ïîíèìàíèè äèçú-
þíêöèè çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî À ∨ ¬À íå ìîæåò áûòü ïðè-
çíàí â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîãî. Êëàññè÷åñêè æå äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà À ∨ Â äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ¬(¬À & ¬Â), ò. å. îïðîâåðãíóòü
óòâåðæäåíèå î íåâåðíîñòè îáîèõ åå ÷ëåíîâ.

Óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè îáúåêòà ñ çàäàííûì ñâîéñòâîì
P ñ÷èòàþò ýôôåêòèâíî îáîñíîâàííûì, åñëè ïîñòðîåí ñàì îáúåêò,
îáëàäàþùèé òðåáóåìûì ñâîéñòâîì, èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðåäúÿâ-
ëåí ñïîñîá ïîòåíöèàëüíî îñóùåñòâèìîãî ïîñòðîåíèÿ òàêîãî îáúåêòà.

Ïðè òàêîì ïîíèìàíèè óòâåðæäåíèé î ñóùåñòâîâàíèè ïðèçíà-
þòñÿ ëèøü ýôôåêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ,
ò. å. òåîðåì, êîòîðûå óòâåðæäàþò ñóùåñòâîâàíèå êàêîãî-òî îáúåêòà
ñ çàäàííûì ñâîéñòâîì.
S Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâ-
íûì äîêàçàòåëüñòâîì, åñëè ïðåäúÿâëåí îáúåêò (èëè ñïîñîá åãî ïî-
ñòðîåíèÿ) è äîêàçàíî, ÷òî ýòîò îáúåêò îáëàäàåò òðåáóåìûì ñâîé-
ñòâîì (ñì. § 2.10). Íåýôôåêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà íåïðèåìëåìû ñ
ïîçèöèé êîíñòðóêòèâíî ìûñëÿùèõ ìàòåìàòèêîâ.
S Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî, îïèðàþùèéñÿ íà çàêîí
ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èñòî÷íèêîâ íåýô-
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ôåêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ (ñì. § 2.10), à ïî-
òîìó íå ïðèçíàåòñÿ ìàòåìàòèêàìè, ñòîÿùèìè íà êîíñòðóêòèâíûõ
ïîçèöèÿõ.

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà.

S Ï ð è ì å ð (Âàí Äàëåí, [16]).
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå è åãî äîêà-
çàòåëüñòâî.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ. Ñóùåñòâóþò äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà à è
b òàêèå, ÷òî ÷èñëî àb ðàöèîíàëüíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ðàçáîðîì ñëó-

÷àåâ. Ðàññìîòðèì ÷èñëî 
2

2 . Åñëè ÷èñëî 
2

2 ðàöèîíàëüíî, òî

äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü à = 2 , b = 2 . Åñëè ÷èñëî 
2

2  èððàöè-

îíàëüíî, òî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü à =
2

2  è b = 2 . Òîãäà

àb = 
2 22( )  = ( 2 )2  = 2, ò. å. àb – ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òàêèì

îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî òðåáóåìûå à è b ñóùåñòâóþò â îáîèõ
ñëó÷àÿõ. S

Ýòî êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî îáëàäàåò íå î÷åíü ïðèÿòíîé îñî-
áåííîñòüþ: ïî çàâåðøåíèè åãî òàê è íå ïðîÿñíÿåòñÿ ñèòóàöèÿ –
÷åìó æå ðàâíû à è b. Èç ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíî èçâëå÷ü
èíôîðìàöèþ î òîì, êàêîé èìåííî èç óêàçàííûõ ñëó÷àåâ èìååò
ìåñòî. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ

äèçúþíêòèâíîãî ïðåäëîæåíèÿ «
2

2 ∈ Q èëè 
2

2 ∉ Q», èìåþ-
ùåãî ñòðóêòóðó çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî À ∨ ¬À. Èìåííî
áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ýòîãî êëàññè÷åñêîãî çàêîíà, ïðèâåäåí-
íîå äîêàçàòåëüñòâî íîñèò íåýôôåêòèâíûé õàðàêòåð è ÿâëÿåòñÿ òè-
ïè÷íûì îáðàçöîì òàê íàçûâàåìîãî äîêàçàòåëüñòâà «÷èñòîãî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ».

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå òó æå òåîðåìó ìîæíî äîêàçàòü è ýô-
ôåêòèâíî, ïðåäúÿâèâ ñîîòâåòñòâóþùèå à è b. Äåéñòâèòåëüíî, â îáëà-

ñòè òåîðèè ÷èñåë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò1), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî 
2

2 –

1) À. Î. Ãåëüôîíä è Ò. Øíàéäåð â 1934 ã. äîêàçàëè, ÷òî åñëè α – àëãåáðàè-
÷åñêîå ÷èñëî, íåðàâíîå 0 è 1, à β – àëãåáðàè÷åñêîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî
αβ – òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî.
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òðàíñöåíäåíòíîå, à ñëåäîâàòåëüíî, èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òàêèì

îáðàçîì, ìîæíî âïîëíå îïðåäåëåííî âçÿòü à = 
2

2  è b  = 2 .

Ïðèâåäåì åùå îäíó ïàðó òðåáóåìûõ ÷èñåë: à = 3 , b = log3 4.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë èððàöèîíàëüíî. Ïðè

ýòîì àb =
3log 4

3  =
3log 2

3  = 2 – ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå, êðîìå êëàññè÷åñêîãî íåýôôåêòèâíî-

ãî äîêàçàòåëüñòâà, óäàåòñÿ íàéòè è ýôôåêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî.
Îäíàêî ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî. P

Ï ð è ì å ð (À. Ãåéòèíã, [3]).
Ðàññìîòðèì äâà ñèíòàêñè÷åñêè îäèíàêîâûõ îïðåäåëåíèÿ äâóõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k è l:
1) k åñòü íàèáîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî k – 1 òîæå

ïðîñòî; åñëè æå òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, òî k = 1.
2) l åñòü íàèáîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî l – 2 òàêæå

ïðîñòî; åñëè æå òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, òî l = 1.
ßñíî, ÷òî îïðåäåëåíèå 1 çàäàåò ÷èñëî k = 3, à îïðåäåëåíèå 2 íå

äàåò íàì çíà÷åíèå l, òàê êàê ïðîáëåìà áëèçíåöîâ1)  ïîêà íå ðåøåíà.
Ìàòåìàòèêè, ìûñëÿùèå êëàññè÷åñêè, ïðèíèìàþò îáà îïðåäå-

ëåíèÿ. Êîíñòðóêòèâíî ìûñëÿùèå ìàòåìàòèêè îïðåäåëåíèå 2 íå
ïðèíèìàþò. P

Ðàññìîòðèì îáùèå ñîîáðàæåíèÿ, ïðèâåäøèå êðèòèêîâ çàêîíà
èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî A ∨ ¬A ê âûâîäó î íåïðàâîìåðíîñòè ïåðå-
íîñà ýòîãî çàêîíà, âîçíèêøåãî ïðè ðàññóæäåíèÿõ î êîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâàõ, íà ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íûå.

Çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïðåä-
ëîæåíèÿ A  âåðíî A  èëè íå-A.

Ïóñòü P – îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå Å òàêîé, ÷òî
äëÿ ëþáîãî õ èç Å ìîæíî ýôôåêòèâíî îïðåäåëèòü, îáëàäàåò ýëå-
ìåíò õ ñâîéñòâîì P èëè íåò (ò. å. P – ðàçðåøèìûé ïðåäèêàò). Ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå A ïðåäëîæåíèå (Eõ) P(õ) ò.å. «Ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò ìíîæåñòâà Å, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P». Òîãäà ¬A
åñòü ïðåäëîæåíèå ¬(Eõ) P(õ). Ñîãëàñíî çàêîíó èñêëþ÷åííîãî òðå-
òüåãî, ïîëó÷àåì:

(Eõ) P(õ) ∨ ¬(Eõ) P(õ).

Åñëè Å – êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ìîæíî èññëåäîâàòü âñå åãî

1) Áëèçíåöû – äâà ïðîñòûõ ÷èñëà, ðàçíîñòü ìåæäó êîòîðûìè ðàâíà 2.
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ýëåìåíòû, ïåðåáðàâ èõ ïî î÷åðåäè, è â ðåçóëüòàòå âûÿñíèòü,
(Eõ) P(õ) èëè æå (õ) ¬P(õ). Ïîñêîëüêó Å êîíå÷íî, òî òàêîé ïåðåáîð,
â ïðèíöèïå, çàêîí÷èòñÿ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñ÷èòàòü, ÷òî çàêîí
èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî ñïðàâåäëèâ, åñëè Å – êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Åñëè æå ìíîæåñòâî Å áåñêîíå÷íî, òî ïðîöåññ ïåðåáîðà ýëå-
ìåíòîâ Å äëÿ íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòà ñ çàäàííûì ñâîéñòâîì ìîæåò
íèêîãäà íå çàêîí÷èòñÿ. Åñëè ïîâåçåò, òî ìîæíî íàòîëêíóòüñÿ íà
ýëåìåíò õ òàêîé, ÷òî P(õ). Íî ïðîâåðêà ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ è íåî-
ãðàíè÷åííî äîëãî, òî ëè ïîòîìó, ÷òî äî èñêîìîãî ýëåìåíòà ìû åùå
íå äîøëè, òî ëè ïîòîìó, ÷òî åãî âîâñå íå ñóùåñòâóåò.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ äîêàçàòü ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñ-
òè, ÷òî ¬(Eõ) P(õ). Îäíàêî íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî
â îáùåì ñëó÷àå áóäåò îáîñíîâàíà êàêàÿ-òî îäíà èç ýòèõ äâóõ âîç-
ìîæíîñòåé. Èìåííî ïîýòîìó èíòóèöèîíèñòû ñ÷èòàþò, ÷òî äëÿ áåñ-
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íåò îñíîâàíèé ïðèçíàâàòü âñåãäà èñòèííûì
ïðåäëîæåíèå (Eõ) P(õ) ∨ ¬(Eõ) P(õ).
S Ðàçíîãëàñèÿ ñðåäè ìàòåìàòèêîâ ïî ïîâîäó ëîãè÷åñêèõ çàêîíîâ
ñâèäåòåëüñòâîâàëè î íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ,
èñïîëüçóåìûõ â ìàòåìàòèêå, è ïåðåñìîòðà ýòèõ ñðåäñòâ. Ýòè ðàç-
íîãëàñèÿ ñïîñîáñòâîâàëè ðàçâèòèþ èäåè íååäèíñòâåííîñòè ëîãèêè
êàê ñèñòåìû ëîãè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ, ïðèâåäøåé â ðåçóëüòàòå ê ñî-
çäàíèþ íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê. Âàæíåéøåé èç íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê
ÿâëÿåòñÿ èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà.
S Ïîñëå òîãî êàê ñòàëî ÿñíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ íàçðåâøèõ ïðî-
áëåì è ðàçíîãëàñèé íåäîñòàòî÷íî èçáàâèòüñÿ îò èçâåñòíûõ ïàðà-
äîêñîâ (÷òî óäàëîñü â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ
òåîðèè Öåðìåëî–Ôðåíêåëÿ), ìàòåìàòèêè ïðîäîëæàëè èñêàòü âû-
õîä èç ñîçäàâøåéñÿ ñèòóàöèè. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïðåäëîæåíû ðàç-
ëè÷íûå ïóòè âûõîäà èç êðèçèñà.

Îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ èç íèõ – íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûõ, ñûãðàâ-
øèõ îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â ðàçâèòèè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Îäèí
èç ýòèõ ïóòåé áûë ïðåäëîæåí Ãèëüáåðòîì, à äðóãîé – Áðàóýðîì,
âîçãëàâèâøèì èíòóèöèîíèñòñêîå íàïðàâëåíèå â ìàòåìàòèêå.

§  6 . 3 .  Ï ð î ã ð à ì ì à  Ã è ë ü á å ð ò à§  6 . 3 .  Ï ð î ã ð à ì ì à  Ã è ë ü á å ð ò à§  6 . 3 .  Ï ð î ã ð à ì ì à  Ã è ë ü á å ð ò à§  6 . 3 .  Ï ð î ã ð à ì ì à  Ã è ë ü á å ð ò à§  6 . 3 .  Ï ð î ã ð à ì ì à  Ã è ë ü á å ð ò à
î á î ñ í î â à í è ÿ  ì à ò å ì à ò è ê èî á î ñ í î â à í è ÿ  ì à ò å ì à ò è ê èî á î ñ í î â à í è ÿ  ì à ò å ì à ò è ê èî á î ñ í î â à í è ÿ  ì à ò å ì à ò è ê èî á î ñ í î â à í è ÿ  ì à ò å ì à ò è ê è

Ãèëüáåðò ïðåêðàñíî îñîçíàâàë âñþ ñëîæíîñòü
ñèòóàöèè, âîçíèêøåé â îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè «áëàãîäàðÿ» êàí-
òîðîâîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Òåì íå ìåíåå â 1925 ãîäó îí ïèñàë:
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«Íèêòî íå ìîæåò èçãíàòü íàñ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàÿ, ñîçäàííîãî
äëÿ íàñ Êàíòîðîì» [4]. Ãèëüáåðò õîòåë ñîõðàíèòü êëàññè÷åñêóþ
ìàòåìàòèêó âìåñòå ñ êàíòîðîâîé òåîðèåé ìíîæåñòâ, íàéäÿ ñðåä-
ñòâà îáåçîðóæèòü êðèòèêîâ êëàññè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ.
S Ãèëüáåðò ñ÷èòàë, ÷òî:

– íåäîïóñòèìî îòêàçûâàòüñÿ îò òàêèõ êëàññè÷åñêèõ ïðèíöè-
ïîâ, êàê àáñòðàêöèÿ àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, è ëîãè÷åñêèõ çà-
êîíîâ èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî è ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ;

– íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü îáîñíîâàíèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ìà-
òåìàòèêè, òî÷íåå, íåïðîòèâîðå÷èâîñòè îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
òåîðèé;

– îáîñíîâàíèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ìàòåìàòèêè äîëæíî èñïîëü-
çîâàòü òîëüêî íàäåæíûå ñðåäñòâà, íå âûçûâàâøèå ñîìíåíèé (è èìåòü
õàðàêòåð ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà).

Èäåÿ «ñïàñåíèÿ» êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè ðàçðàáàòûâàëàñü
Ãèëüáåðòîì íà÷èíàÿ ñ 1904 ãîäà è âûëèëàñü â öåëóþ ïðîãðàììó.
S Îñíîâíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àëàñü â ñëåäóþùåì: äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè (ò. å. íåâîçìîæíîñòè
äîêàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå A è åãî îòðèöàíèå ¬A) íåîáõîäè-
ìî äàòü ìàòåìàòè÷åñêîå óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿì ìàòåìàòè÷åñêîãî äî-
êàçàòåëüñòâà è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè.

Òàêîå óòî÷íåíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôîð-
ìàëèçàöèè. Èäåÿ ôîðìàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé èãðàëà ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ðîëü â ïðîãðàììå Ãèëüáåðòà îáîñíîâàíèÿ ìàòåìà-
òèêè.

Â îñíîâå ìåòîäà ôîðìàëèçàöèè ëåæèò ñëåäóþ-
ùåå âàæíåéøåå îáñòîÿòåëüñòâî. Êàêîé-ëèáî
òåêñò ìîæåò áûòü ïðèçíàí äîêàçàòåëüñòâîì â íå-

êîòîðîé íåôîðìàëüíîé òåîðèè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
êàæäîå ñîñòàâëÿþùåå åãî ïðåäëîæåíèå, çà èñêëþ÷åíèåì àêñèîì,
ðàíåå äîêàçàííûõ òåîðåì è ïðîìåæóòî÷íûõ äîïóùåíèé, ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ïðåäøåñòâóþùèõ ïðåäëîæåíèé ïî êàêèì-ëèáî ïðàâè-
ëàì ëîãèêè (áîëåå òðàäèöèîííî: êàæäîå ïðåäëîæåíèå, ñîñòàâëÿþ-
ùåå äîêàçàòåëüñòâî, ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, èëè ðàíåå äîêàçàííîé òå-
îðåìîé, èëè ïðîìåæóòî÷íûì äîïóùåíèåì, èëè ñëåäñòâèåì ïðåä-
øåñòâóþùèõ ïðåäëîæåíèé ïî êàêèì-ëèáî ïðàâèëàì ëîãèêè). Ñî-
îòâåòñòâóåò èëè íåò óìîçàêëþ÷åíèå ïðàâèëàì ëîãèêè, çàâèñèò èñ-
êëþ÷èòåëüíî îò åãî ôîðìû, à âîâñå íå îò åãî ñîäåðæàíèÿ. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ïðàâèëüíîñòü èëè îøèáî÷íîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàññóæ-
äåíèÿ íå çàâèñèò îò åãî ñîäåðæàíèÿ, à öåëèêîì è ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ åãî ôîðìîé. Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè ðàññóæäåíèé èõ ôîð-

Метод
формализации
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ìà îòäåëÿåòñÿ îò ñîäåðæàíèÿ è ñòàíîâèòñÿ îáúåêòîì ñïåöèàëüíîãî
èçó÷åíèÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ôîðìàëüíûå ëîãè-
÷åñêèå ÿçûêè è ñòðîÿòñÿ ôîðìàëüíûå ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû.
S Ñóòü ìåòîäà ôîðìàëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Âî-ïåðâûõ, äëÿ êàæäîé íåôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
ìîæåò áûòü ïîñòðîåí äîñòàòî÷íî áîãàòûé ïî ñâîèì âûðàçèòåëü-
íûì âîçìîæíîñòÿì ôîðìàëüíûé ÿçûê, ïîçâîëÿþùèé çàïèñàòü â
âèäå ôîðìóëû ýòîãî ÿçûêà ëþáîå ïðåäëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé
íåôîðìàëüíîé òåîðèè (â ÷àñòíîñòè, àêñèîìû ýòîé òåîðèè).

Âî-âòîðûõ, ëîãè÷åñêèé àïïàðàò, ëîãè÷åñêèå ñðåäñòâà, èñïîëü-
çóåìûå â ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ, ìîãóò áûòü òî÷íî îïè-
ñàíû ñ ïîìîùüþ ôîðìàëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì (èñ÷èñëåíèé) ñ
òî÷íî óêàçàííûì ïåðå÷íåì ëîãè÷åñêèõ àêñèîì, êîòîðûå ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ôîðìóëû ôîðìàëüíîãî ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà, è ëîãè÷åñ-
êèõ ïðàâèë âûâîäà. Êàê ïîçæå ïîêàçàë Ãåíöåí, ìîæíî ñòðîèòü
ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû òîëüêî ñ ïîìîùüþ ïðàâèë âûâîäà.

Â ðåçóëüòàòå êàæäîé íåôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ Ò, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé äàííîé íåôîðìàëüíîé òåîðèè. Âñÿêîå ïðåä-
ëîæåíèå íà ÿçûêå íåôîðìàëüíîé òåîðèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ôîðìóëû íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå ß

Ò
, è îáðàòíî, âñÿêàÿ ôîðìóëà ß

Ò

ìîæåò áûòü «ïåðåâåäåíà» íà íåôîðìàëüíûé ÿçûê. Ñîäåðæàòåëü-
íûì äîêàçàòåëüñòâàì â íåôîðìàëüíîé òåîðèè ñîîòâåòñòâóþò ôîð-
ìàëüíûå âûâîäû (ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà) â òåîðèè Ò, êîòî-
ðûå ñëóæàò ôîðìàëèçàöèåé ýòèõ ñîäåðæàòåëüíûõ (íåôîðìàëüíûõ)
äîêàçàòåëüñòâ. Ïðè÷åì âûâîäû â òåîðèè Ò è ñàìà òåîðèÿ Ò ÿâëÿ-
þòñÿ òî÷íî îïðåäåëåííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè.
S Èòàê, òåõíè÷åñêàÿ ñòîðîíà ìåòîäà ôîðìàëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì: äëÿ ôîðìàëèçàöèè ñîäåðæàòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè:

1) ñòðîÿò ôîðìàëüíûé ÿçûê ß
Ò
, íà êîòîðîì â âèäå ôîðìóë ìî-

ãóò áûòü çàïèñàíû ïðåäëîæåíèÿ òåîðèè, â ÷àñòíîñòè àêñèîìû
òåîðèè;

2) òî÷íî îïèñûâàþò ñ ïîìîùüþ ß
Ò
 ëîãè÷åñêèå ñðåäñòâà â âèäå

ëîãè÷åñêèõ àêñèîì (ñïåöèàëüíîãî âèäà ôîðìóë ß
Ò
) è/èëè ïðàâèë

âûâîäà;
3) áëàãîäàðÿ ïîñòðîåííîé (çàäàííîé) òàêèì îáðàçîì ôîðìàëü-

íîé òåîðèè äîêàçàòåëüñòâà íåôîðìàëüíîé òåîðèè ïðåâðàùàþòñÿ â
ôîðìàëüíûå âûâîäû â Ò.

S Çàìå÷àíèå. Ä. Ãèëüáåðò èñïîëüçîâàë òàêîé òèï ôîðìàëèçàöèè,
ïðè êîòîðîì ëîãè÷åñêèå ñðåäñòâà îïèñûâàëèñü ñ ïîìîùüþ ëîãè-



286

÷åñêèõ àêñèîì, îäíîãî ïðîïîçèöèîíàëüíîãî ïðàâèëà âûâîäà modus
ponens (⊃ó) è äâóõ êâàíòîðíûõ ïðàâèë. Ôîðìàëüíûå âûâîäû â ýòèõ
ñèñòåìàõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, óäîâ-
ëåòâîðÿþùèå îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, – ëèíåéíûå âûâîäû. Òà-
êèå èñ÷èñëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèé òèï ôîðìàëèçàöèè ïðèíÿòî
íàçûâàòü ãèëüáåðòîâñêèìè (ñì. § 2.13 è 4.6). Ïîçæå Ãåíöåíîì áûë
ïðåäëîæåí äðóãîé òèï ôîðìàëèçàöèè, ïî ñóùåñòâó áîëåå åñòåñòâåí-
íûé è ëó÷øå îòðàæàþùèé ñòðóêòóðó îáû÷íûõ íåôîðìàëüíûõ äî-
êàçàòåëüñòâ. Ïðè òàêîì òèïå ôîðìàëèçàöèè âñå ëîãè÷åñêèå ñðåä-
ñòâà çàäàþòñÿ òîëüêî ñ ïîìîùüþ ïðàâèë âûâîäà (ïðàâèë çàêëþ÷å-
íèÿ), à ôîðìàëüíûå âûâîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåðåâüÿ ôîðìóë,
óäîâëåòâîðÿþùèå îïðåäåëåííûì ÷åòêî îïèñàííûì óñëîâèÿì, –
äåðåâüÿ âûâîäà. Òàêèå èñ÷èñëåíèÿ è òàêîé òèï ôîðìàëèçàöèè íà-
çûâàþò ãåíöåíîâñêèìè. Ãèëüáåðò íå ñòàâèë ïåðåä ñîáîé öåëü äîñòè-
æåíèÿ åñòåñòâåííîñòè ïðè ôîðìàëèçàöèè òåîðèè. Ãëàâíûì äëÿ íåãî
áûëî ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íî îïèñàòü ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà
è òåîðèè. P

Â ðåçóëüòàòå ôîðìàëèçàöèè êàæäîé çàäà÷å îáîñíîâàíèÿ íå-
ïðîòèâîðå÷èâîñòè êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå òî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à: äîêàçàòü íåïðîòèâî-
ðå÷èâîñòü ôîðìàëüíîé òåîðèè Ò, ôîðìàëèçóþùåé äàííóþ íåôîð-
ìàëüíóþ òåîðèþ, ò. å. äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü äâóõ âûâîäîâ â Ò,
îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì íåêîòîðîé ôîðìóëû À, à äðó-
ãîé – âûâîäîì ôîðìóëû ¬À. Îáúåêòû ýòîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêè
òî÷íî îïèñàíû, ò. å. ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè.

Ôàêòè÷åñêè, ïðîòèâîðå÷èâîñòü èëè íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåî-
ðèè çàâèñèò èñêëþ÷èòåëüíî îò ñèíòàêñè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ïðåäëî-
æåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åå àêñèîìàìè, à âîâñå íå îò èõ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ.

Îñòàíîâèìñÿ åùå íà îäíîì âàæíîì îáñòîÿòåëüñòâå â ïðîãðàì-
ìå Ãèëüáåðòà.

S Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ãèëüáåðòîâñêîé ïðî-
ãðàììå èãðàëè òðåáîâàíèÿ ê òåì ñðåäñòâàì, êî-
òîðûå äîïóñêàëèñü äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè èçó÷àåìûõ òåîðèé äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì òðåáîâàíèÿì: íåëüçÿ èñïîëüçî-
âàòü òå îáúåêòû, óòâåðæäåíèÿ, ñðåäñòâà è ïðèíöèïû, êîòîðûå ïîä-
âåðãàëèñü êðèòèêå (âî èçáåæàíèå ïîðî÷íîãî êðóãà).

Âî-ïåðâûõ, îáúåêòû äîêàçàòåëüñòâà äîëæíû áûòü ïîòåíöèàëü-
íî îáîçðèìûìè (ôîðìóëû ßÒ è âûâîäû â Ò, ÿâëÿÿñü ãðàôè÷åñêèìè

Финитная
установка
Гильберта
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îáúåêòàìè, óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ). Âî-âòîðûõ, â ðàññóæ-
äåíèÿõ íå äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ òàêèå ïðèíöèïû, êàê àáñòðàê-
öèÿ àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, àêñèîìà âûáîðà, íåîãðàíè÷åííûé
ïðèíöèï ñâåðòûâàíèÿ, ëîãè÷åñêèå çàêîíû èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî,
ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ è ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî.

Ýòè òðåáîâàíèÿ íàçûâàþò ôèíèòèçìîì èëè ôèíèòíîé óñòàíîâ-
êîé ïðîãðàììû Ãèëüáåðòà.

Ôîðìàëüíûå òåîðèè, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü êîòîðûõ íóæíî äî-
êàçàòü, ñòàíîâÿòñÿ îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ îáëàñòè ìàòåìàòèêè, êîòî-
ðóþ Ãèëüáåðò íàçâàë ìåòàìàòåìàòèêîé èëè òåîðèåé äîêàçàòåëüñòâ.
Èìåííî ñ ðàçðàáîòêîé òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ, ïðåäïðèíÿòîé Ãèëü-
áåðòîì â íà÷àëå ÕÕ âåêà, ñâÿçàíî ñòàíîâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè êàê ñàìîñòîÿòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû. Ñëåäó-
åò, ïðàâäà, îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåíèå ôîðìàëüíîãî ëîãè÷åñêîãî
ÿçûêà íà÷àëîñü åùå äî Ãèëüáåðòà. Îñîáóþ ðîëü â ýòîì ñûãðàëè
ðàáîòû Ã. Ôðåãå

1)
, Á. Ðàññåëà, Äæ. Ïåàíî, Äå Ìîðãàíà, Äæ. Áóëÿ.

S Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ íåïðîòèâîðå÷èâîñòüþ
òåîðèé, ðàññìàòðèâàëèñü è äî Ãèëüáåðòà. Îäíà-
êî èñïîëüçîâàâøèéñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòè ìåòîä ìîäåëåé â äàííîì ñëó÷àå
îêàçàëñÿ íåíàäåæíûì. ×àñòî ïðåäëàãàåìàÿ ìî-

äåëü îïèðàëàñü íà òàêèå ðàçäåëû òåîðèè ìíîæåñòâ, êîòîðûå ïðåä-
ïîëàãàëè àáñòðàêöèþ àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, íàäåæíîñòü êî-
òîðîé êàê ðàç è âûçûâàëà ñîìíåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòèâîðå-
÷èâîñòè òåîðèè ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ åå ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îòíîñè-
òåëüíûì. Òåîðèÿ, äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåíà ìîäåëü, íåïðîòèâîðå÷è-
âà, åñëè íåïðîòèâîðå÷èâà òà òåîðèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé ïîñòðîåíà
ìîäåëü. Ìîäåëü Êëåéíà (1871) íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñ-
êîãî ñâîäèò âîïðîñ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêî-
ãî ê âîïðîñó î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòü åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ìîæíî ñâåñòè ê íåïðîòèâî-
ðå÷èâîñòè òåîðèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Êàæäûé ðàç âîïðîñ ñâî-
äèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òîé òåîðèè, ñðåäñòâà-
ìè êîòîðîé ñòðîèòñÿ ìîäåëü. Êàê äîêàçàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òå-
îðèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è àðèôìåòèêè? Ãèëüáåðò èñêàë ïðÿ-
ìîé ïóòü äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ýòèõ òåîðèé.

О доказательствах
непротиворечивости
методом построения
модели

1) Ã. Ôðåãå ïðåäëîæèë â 1879 ã. àêñèîìàòè÷åñêèå ëîãè÷åñêèå èñ÷èñëåíèÿ.
Òàêèå èñ÷èñëåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ãèëüáåðòîâñêèìè ïîòîìó, ÷òî îíè ïîëó-
÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå èìåííî áëàãîäàðÿ Ä. Ãèëáåðòó, ïîçæå èñ-
ïîëüçîâàâøåìó ýòè èñ÷èñëåíèÿ â ñâîèõ êíèãàõ è â ïðîãðàììå îáîñíîâàíèÿ
ìàòåìàòèêè.
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Äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè àðèôìåòè-
êè (íàòóðàëüíûõ ÷èñåë) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñ-
íîâíûõ çàäà÷, ïîñêîëüêó åå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü â êà÷åñòâå îñíîâû êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè-
êè, áëàãîäàðÿ òàê íàçûâàåìîé àðèôìåòèçàöèè
àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé.

Â 1931 ãîäó àâñòðèéñêèé ìàòåìàòèê Êóðò Ã¸äåëü (1906–1978)
äîêàçàë òåîðåìó, êîòîðàÿ íàíåñëà óäàð ïî ïðîãðàììå Ãèëüáåðòà.
Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, åñëè ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà íåïðîòèâî-
ðå÷èâà, òî äîêàçàòü åå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü íåâîçìîæíî, åñëè
ïîëüçîâàòüñÿ ëèøü ñðåäñòâàìè, ôîðìàëèçóåìûìè â ýòîé òåîðèè (è
êîòîðûå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ôèíèòíûìè). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæ-
äåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé, äîñòàòî÷íî áîãàòîé òåîðèè, ñîäåð-
æàùåé àðèôìåòèêó.

Ðîëü ðåçóëüòàòîâ Ã¸äåëÿ â ñóäüáå ïðîãðàììû Ãèëüáåðòà òàêîâà:
îíè ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà â ïðèíöèïå
íåâûïîëíèìà â ñâîåì öåíòðàëüíîì ïóíêòå. Îäíàêî âàæíåéøóþ
ðîëü â ìàòåìàòèêå èãðàåò ãèëüáåðòîâñêèé ìåòîä ôîðìàëèçàöèè, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî áûë ïîëó÷åí ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ î íåçàâè-
ñèìîñòè, â ÷àñòíîñòè î íåçàâèñèìîñòè àêñèîìû âûáîðà (ñì. § 5.7).

Ïîçæå â 1936 ãîäó Ã. Ãåíöåíó âñå æå óäàëîñü äîêàçàòü íåïðîòè-
âîðå÷èâîñòü àðèôìåòèêè (èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì äåðåâüÿ âûâîäà),
ïðàâäà, ñðåäñòâàìè, âûõîäÿùèìè çà ðàìêè ñðåäñòâ, ôîðìàëèçóå-
ìûõ â àðèôìåòèêå, è íå ÿâëÿþùèìèñÿ ôèíèòíûìè.

Ñîâðåìåííûå ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè
ïûòàþòñÿ ïåðåñìîòðåòü òðåáîâàíèÿ ê ôèíèòíîñòè äîêàçàòåëüñòâà
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, à èìåííî, ñìÿã÷èòü èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ïðèçíàòü íàäåæíûìè íåêîòîðûå ñóùåñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè àðèôìåòèêè.

§  6 . 4 .  È í ò ó è ö è î í è ç ì .§  6 . 4 .  È í ò ó è ö è î í è ç ì .§  6 . 4 .  È í ò ó è ö è î í è ç ì .§  6 . 4 .  È í ò ó è ö è î í è ç ì .§  6 . 4 .  È í ò ó è ö è î í è ç ì .
ÊîíñòðóêòèâèçìÊîíñòðóêòèâèçìÊîíñòðóêòèâèçìÊîíñòðóêòèâèçìÊîíñòðóêòèâèçì

Îñîáåííî íåïðèìèðèìî è ïîñëåäîâàòåëüíî êðè-
òèêîâàë êëàññè÷åñêèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä ãîëëàíä-
ñêèé ìàòåìàòèê Ë. Ý. ß. Áðàóýð (1881–1966). Ïîçæå ê ýòîé êðèòè-
êå ïðèñîåäèíèëñÿ Ã. Âåéëü («Î ôèëîñîôèè ìàòåìàòèêè», 1934).
Íàðÿäó ñ ýòîé êðèòèêîé Áðàóýð ïðåäëîæèë ñîáñòâåííóþ ïðîãðàì-
ìó âûõîäà èç êðèçèñà è êîíöåïöèþ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòèêè, ÷òî
ïîëîæèëî íà÷àëî ðàçâèòèþ íàïðàâëåíèÿ, íàçâàííîãî èíòóèöèîíèç-
ìîì.

Судьба
программы
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Ãîâîðÿ îá èíòóèöèîíèçìå, ìû îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà îïèñà-
íèè ïîçèöèé åãî ñòîðîííèêîâ ïî ïîâîäó òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-
íûõ è ëîãè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ, êîòîðûå áûëè ïîäâåðãíóòû êðèòèêå
ñî ñòîðîíû ÷àñòè ìàòåìàòèêîâ.
S Â îñíîâó êîíöåïöèè Áðàóýðà è åãî ñòîðîííèêîâ áûëè ïîëîæå-
íû ñëåäóþùèå ïðèíöèïû:

– îòêàç îò àáñòðàêöèè àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè;
– ýôôåêòèâíîå ïîíèìàíèå äèçúþíêöèè è óòâåðæäåíèé î ñó-

ùåñòâîâàíèè;
– îòêàç îò ëîãè÷åñêèõ çàêîíîâ èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî è ñíÿ-

òèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ êàê îò óíèâåðñàëüíûõ çàêîíîâ.
Îñîáûé àêöåíò äåëàëñÿ íà òîì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå óìñòâåí-

íûå ïîñòðîåíèÿ äîëæíû áûòü èíòóèòèâíî ïîíÿòíûìè è âåñòè ê
èíòóèòèâíî ÿñíûì ðåçóëüòàòàì.

Âàæíåéøèé ïóíêò êðèòèêè êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ñî ñòîðîíû
Áðàóýðà, åãî ñòîðîííèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé êàñàëñÿ çàêîíà èñêëþ-
÷åííîãî òðåòüåãî. Ñóùíîñòü ýòîé êðèòèêè áûëà èçëîæåíà â § 6.2.

Ñ ðàçâèòèåì èíòóèöèîíèñòñêîãî íàïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòèêå
âîçíèêëà çàäà÷à ðàçðàáîòêè îñîáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè.
Áîëüøóþ ðîëü â ðàñïðîñòðàíåíèè èäåé Áðàóýðà ñûãðàë åãî ó÷åíèê
è ïîñëåäîâàòåëü ãîëëàíäñêèé ìàòåìàòèê À. Ãåéòèíã (1898–1980).
Ãåéòèíã ðåøèë çàäà÷ó ôîðìàëèçàöèè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè.
Èìåííî îí ñîçäàë â 20-õ ãîäàõ ÕÕ âåêà èíòóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñ-
ëåíèå, èçâåñòíîå êàê èñ÷èñëåíèå Ãåéòèíãà1). Îí ïðîäåìîíñòðèðî-
âàë, ÷òî èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà èìååò ñòàòóñ, íåçàâèñèìûé îò
èíòóèöèîíèñòñêîé ôèëîñîôèè è âïîëíå ïîíÿòíûé êëàññè÷åñêîìó
ìàòåìàòèêó.

Èíòóèöèîíèñòñêàÿ êðèòèêà ïðèâëåêëà âíèìàíèå ê âîïðîñó
êîíñòðóêòèâíîñòè â ìàòåìàòèêå.

Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ðàçâèòèåì èäåé èíòóèöèîíèñòñêîãî
íàïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòèêå ÿâèëîñü êîíñòðóêòèâíîå íàïðàâëåíèå,
êîòîðîå âîçãëàâèë îäèí èç êðóïíåéøèõ îòå÷åñòâåííûõ ìàòåìàòè-
êîâ, ëîãèê À. À. Ìàðêîâ (1903–1979). Ýòî íàïðàâëåíèå âîçíèêëî
ïðèáëèçèòåëüíî íà òîé æå êðèòè÷åñêîé áàçå, ÷òî è èíòóèöèîíèñòñ-
êîå íàïðàâëåíèå. Îäíàêî êîíñòðóêòèâèñòû íå ðàçäåëÿþò ôèëîñîô-
ñêèå âçãëÿäû è íå ïðèíèìàþò íåêîòîðûå òåîðèè èíòóèöèîíèñòîâ.
S Êîíñòðóêòèâíîå íàïðàâëåíèå â ìàòåìàòèêå ìîæåò áûòü îõàðàê-
òåðèçîâàíî ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè ÷åðòàìè (ñì. [7], [9]):

1) Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé Ãåéòèíãà – ýòî èñ÷èñëåíèå ãèëüáåðòîâñêîãî
òèïà, ðàâíîîáúåìíîå ñèñòåìå åñòåñòâåííîãî âûâîäà Ni. Îíî ðàññìîòðåíî â
§ 2.13.
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1) â êà÷åñòâå îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ âûñòóïàþò êîíñòðóêòèâíûå
îáúåêòû (äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îñíîâíûì òèïîì êîíñòðóêòèâ-
íûõ îáúåêòîâ – ñëîâàìè â òîì èëè èíîì àëôàâèòå) è êîíñòðóêòèâ-
íûå ïðîöåññû, ïðè îáðàùåíèè ñ êîòîðûìè äîïóñêàåòñÿ àáñòðàê-
öèÿ ïîòåíöèàëüíîé îñóùåñòâèìîñòè, íî ïîëíîñòüþ èñêëþ÷àåòñÿ
àáñòðàêöèÿ àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè;

2) èíòóèòèâíûå ïîíÿòèÿ «ýôôåêòèâíîñòè», «âû÷èñëèìîñòè»
è ò. ï. ñâÿçûâàþòñÿ ñ òî÷íûì ïîíÿòèåì àëãîðèôìà;

3) èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóêòèâíîå ïîíèìàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ
ñóæäåíèé, ó÷èòûâàþùåå ñïåöèôèêó êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Â ðàìêàõ êîíñòðóêòèâíîãî íàïðàâëåíèÿ ïîëó÷èëè ðàçâèòèå
ðàçëè÷íûå îáëàñòè ìàòåìàòèêè, ñîñòàâèâøèå òàê íàçûâàåìóþ êîí-
ñòðóêòèâíóþ ìàòåìàòèêó. Íàïðèìåð, â êîíñòðóêòèâíîì àíàëèçå
ïîñòðîåíû çíà÷èòåëüíûå ôðàãìåíòû àíàëèçà â ðàìêàõ êîíñòðóê-
òèâíîé êîíöåïöèè [7].

Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà, âîçíèêøàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîáëåì
îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè, ñ ðàçâèòèåì êîìïüþòåðîâ ïîëó÷èëà ïðè-
ìåíåíèå â òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè (computer science). Èí-
òóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà êîäèôèöèðóåò êîíñòðóêòèâíûå óìåíèÿ è
ñïîñîáíîñòè ÷åëîâåêà, ÷òî è îáúÿñíÿåò åå ïðèìåíåíèå â ïîñòðî-
åíèè ñëîæíûõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì.

Ðàçíîãëàñèÿ ñðåäè ìàòåìàòèêîâ ïî ïîâîäó ëîãè-
÷åñêèõ çàêîíîâ ñâèäåòåëüñòâîâàëè î íåîáõîäè-
ìîñòè èçó÷åíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ, èñïîëüçóå-
ìûõ â ìàòåìàòèêå, è ïåðåñìîòðà ýòèõ ñðåäñòâ.

Ýòè ðàçíîãëàñèÿ ñïîñîáñòâîâàëè ðàçâèòèþ èäåè íååäèíñòâåííîñòè
ëîãèêè êàê ñèñòåìû ëîãè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ, ïðèâåäøåé â ðåçóëüòà-
òå ê ñîçäàíèþ íåêëàññè÷åñêîé ëîãèêè.

Ðàñõîæäåíèÿ âî âçãëÿäàõ íà ëîãè÷åñêèå ñðåäñòâà, èñïîëüçóå-
ìûå â ìàòåìàòèêå, ñîõðàíÿþòñÿ è äî ñèõ ïîð è ïðîÿâëÿþòñÿ â
ñóùåñòâîâàíèè äâóõ îñíîâíûõ òèïîâ ìûøëåíèÿ â ìàòåìàòèêå –
êëàññè÷åñêîãî è êîíñòðóêòèâíîãî (íåêëàññè÷åñêîãî). Òîëüêî â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ áûëàÿ êîíôðîíòàöèÿ ìåæäó ïðåäñòàâèòåëÿìè ýòèõ
äâóõ òèïîâ ìûøëåíèÿ ïåðåðîñëà â ìèðíîå ñîñóùåñòâîâàíèå. Êàæ-
äîå èç ñóùåñòâóþùèõ íàïðàâëåíèé îáîãàòèëî íàóêó íîâûìè êîí-
öåïöèÿìè è ðåçóëüòàòàìè. Âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ íàïðàâëåíèé ïî-
çâîëèëî ÷åòêî âûäåëèòü èõ ìåòîäîëîãè÷åñêèå ðàçëè÷èÿ. Êàæäûé,
êòî çàíèìàåòñÿ ìàòåìàòèêîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ (áóäü òî ó÷åíûé-
ìàòåìàòèê èëè ïðåïîäàâàòåëü-ìàòåìàòèê), èìååò âîçìîæíîñòü îñîç-
íàâàòü, êàêèìè ëîãè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè îí ïîëüçóåòñÿ â äàííûé
ìîìåíò – ýôôåêòèâíûìè èëè ÷èñòî ýêçèñòåíöèîíàëüíûìè. Çíà-
÷åíèå òàêîé âîçìîæíîñòè òðóäíî ïåðåîöåíèòü.

Два основных типа
мышления
в математике
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Â ÷åì æå çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè
äâóìÿ îñíîâíûìè òèïàìè ìûøëåíèÿ â ìàòåìàòèêå?
S Îáû÷íî âûäåëÿþò (ñì., íàïðèìåð, [7]) äâå îñíîâíûå ÷åðòû,
íàèáîëåå õàðàêòåðíûå äëÿ êëàññè÷åñêîãî èëè òåîðåòèêî-ìíîæåñò-
âåííîãî ìûøëåíèÿ:

1) äîïóùåíèå òàêîé äàëåêî èäóùåé àáñòðàêöèè, êàê àáñòðàê-
öèÿ àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, ïîçâîëÿþùåé ðàññìàòðèâàòü «çà-
âåðøåííûå» áåñêîíå÷íûå ñîâîêóïíîñòè îäíîâðåìåííî ñóùåñòâó-
þùèõ îáúåêòîâ (ò. å. ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà êàê
çàâåðøåííûå îáúåêòû, íåçàâèñèìî îò ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ ýòèõ
îáúåêòîâ);

2) ñâîáîäíîå ïðèìåíåíèå ïðè ðàññóæäåíèÿõ î áåñêîíå÷íûõ
ñîâîêóïíîñòÿõ îáû÷íûõ ïðàâèë òðàäèöèîííîé ëîãèêè (â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü, çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî, çàêîíà ñíÿòèÿ äâîéíîãî îò-
ðèöàíèÿ, èñïîëüçóåìûõ áåç âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé).

Ìîæíî äîáàâèòü åùå òàêóþ ÷åðòó, êàê èñïîëüçîâàíèå àêñèîìû
âûáîðà, êîòîðîå ïðèâîäèò ê íåýôôåêòèâíûì äîêàçàòåëüñòâàì è
ïîñòðîåíèÿì.
S Íåêëàññè÷åñêèé òèï ìûøëåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ:

1) ïîëíûì îòêàçîì îò àáñòðàêöèè àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè;
2) èñïîëüçîâàíèåì âìåñòî íåå àáñòðàêöèè ïîòåíöèàëüíîé áåñ-

êîíå÷íîñòè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íûå ìíî-
æåñòâà êàê íå÷òî ðàçâèâàþùååñÿ, íàõîäÿùååñÿ â ïðîöåññå ïîñòðî-
åíèÿ1). Îäíîâðåìåííî ñ íåé ïðèìåíÿþò àáñòðàêöèþ ïîòåíöèàëü-
íîé îñóùåñòâèìîñòè, ïîçâîëÿþùóþ îòâëåêàòüñÿ îò îãðàíè÷åííîñ-
òè íàøèõ âîçìîæíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå, âðåìåíè è ìàòåðèàëå;

3) ýôôåêòèâíûì ïîíèìàíèåì îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñóæäå-
íèé;

4) òðåáîâàíèåì ýôôåêòèâíîñòè äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì ñóùåñòâî-
âàíèÿ è íåïðèçíàíèåì íåýôôåêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâ è ïîñòðîå-
íèé â ìàòåìàòèêå;

5) îòêàçîì îò èñïîëüçîâàíèÿ çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî è
çàêîíà ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ïðè ðàññóæäåíèÿõ î áåñêîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâàõ.

Åùå ðàç ïåðå÷èñëèì ðàçëè÷èÿ â ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâàõ, èñïîëü-
çóåìûõ ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññè÷åñêîãî è íåêëàññè÷åñêîãî íàïðàâ-
ëåíèé â ìàòåìàòèêå.

1) Òàê, ïðè ïîñòðîåíèè íàòóðàëüíîãî ðÿäà, êàêîå áû íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìû
íè ïîñòðîèëè, ïðèáàâëÿÿ åäèíèöó, ìû ïîëó÷èì íîâîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èìåÿ
òàêèì îáðàçîì âîçìîæíîñòü ðàññóæäàòü î ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ.
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Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà è îïèðàþùèéñÿ íà íåå êëàññè÷åñêèé òèï
ìûøëåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ, âî-ïåðâûõ, èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà èñêëþ-
÷åííîãî òðåòüåãî êàê óíèâåðñàëüíîãî, ïðèìåíèìîãî áåç êàêèõ-ëèáî
îãðàíè÷åíèé â ðàññóæäåíèÿõ î áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ; âî-âòîðûõ,
èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ è ñóùåñòâåííî
îïèðàþùåãîñÿ íà íåãî ïðàâèëà äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî.

Äëÿ êîíñòðóêòèâíîé (èíòóèöèîíèñòñêîé) ëîãèêè è îïèðàþùå-
ãîñÿ íà íåå íåêëàññè÷åñêîãî òèïà ìûøëåíèÿ õàðàêòåðíî íåïðèçíà-
íèå óíèâåðñàëüíîñòè çàêîíîâ À ∨ ¬À è ¬¬À ⊃ À, à çíà÷èò, âîîáùå
ãîâîðÿ, è äîêàçàòåëüñòâ îò ïðîòèâíîãî. Òàêàÿ ïîçèöèÿ òåñíî ñâÿçà-
íà ñî ñïåöèôè÷åñêèì, ýôôåêòèâíûì ïîíèìàíèåì äèçúþíêöèè è
óòâåðæäåíèé î ñóùåñòâîâàíèè (§ 6.2).

Ñóùåñòâîâàíèå äâóõ îñíîâíûõ òèïîâ ìûøëåíèÿ è ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èì íàïðàâëåíèé â ìàòåìàòèêå Á. À. Êóøíåð ðàñöåíèâàåò
êàê ïðîÿâëåíèå «èíòåðåñíåéøåãî ôåíîìåíà», ñîñòîÿùåãî «â ñî-
âåðøåííî ðàçíîì îùóùåíèè èñòèíû» ðàçíûìè ìàòåìàòèêàìè.
«ßâëÿåòñÿ ëè ýòî îòðàæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ ïðîÿâëåíèÿ ñàìîé
èñòèíû èëè òàê âûðàæàåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü âîñ-
ïðèÿòèÿ åå ÷åëîâå÷åñêèì äóõîì – òðóäíî ñêàçàòü…» (ñì. [8]).

Äâà îñíîâíûõ òèïà ìûøëåíèÿ â ìàòåìàòèêå – ýòî íåêàÿ ðåàëü-
íîñòü â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîçíàíèÿ, ðåàëüíîñòü, ñ êîòîðîé
íóæíî ñ÷èòàòüñÿ è êîòîðîé íóæíî îòäàâàòü äîëæíîå â ìàòåìàòè-
÷åñêîì îáðàçîâàíèè. Èçó÷åíèå íàìè â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêè äâóõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ
äâóõ îñíîâíûõ òèïîâ ìûøëåíèÿ â ìàòåìàòèêå.
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Àáñòðàêöèÿ àêòóàëüíîé
áåñêîíå÷íîñòè 278

– ïîòåíöèàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè 291
– – îñóùåñòâèìîñòè 291
Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè (ZF6) 266
– âûáîðà (ZF9) 268, 269, 279
– çàìåùåíèÿ (ZF8) 268
– èíäóêöèè 246, 247
– ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû 49
– ìíîæåñòâà-ñóììû (ZF3) 264
– ïàðû (ZF2) 263
– ïðîòÿæåííîñòè (ZF1) 263
– ðåãóëÿðíîñòè (ZF7, ôóíäèðîâàíèÿ,

  îãðàíè÷åíèÿ) 267
– ñâåðòûâàíèÿ (ZF5) 264
– ñòåïåíè (ZF4) 264
– òåîðèè çàâèñèìàÿ 231
– – íåçàâèñèìàÿ 232
– – ïåðâîãî ïîðÿäêà 220
Àêñèîì ñõåìà 134
Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä 218
Àêñèîìû Ïåàíî 246
– òåîðèè ZF 263
– ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè 247
Àëãåáðà Ëèíäåíáàóìà 121
Àëôàâèò 21
– ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé 22
– – – ïðåäèêàòîâ 146
Àðèôìåòèçàöèÿ ôîðìàëüíîãî ÿçûêà

254

Áóêâà 21
Áåñêîíå÷íîñòè àêñèîìà (ZF6) 266

Âîçâðàòíîé èíäóêöèè ïðèíöèï 250
Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â ôîðìóëó

ñâîáîäíîå 151
– – – – ñâÿçàííîå 151
– ñëîâà â ñëîâî 22
Âûáîðà àêñèîìà (ZF9) 268, 269, 279
Âûâîä â âèäå äåðåâà 49
– ëèíåéíûé 49
– åñòåñòâåííûé (íàòóðàëüíûé) 49
Âûâîäèìîñòè îòíîøåíèå 67, 198,

221
Âûñêàçûâàíèå 14

Âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà 142
Âûñîòà äåðåâà âûâîäà 53

Ãèïîòåçà 67
Ãðàôè÷åñêîå ðàâåíñòâî 22
Ã¸äåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ 254

Äåðåâî åñòåñòâåííîãî âûâîäà 56
– ôîðìóë 53
– – ýëåìåíòàðíîå 53
– Nc-âûâîäà 59, 63
– Nc-âûâîäà ñ êîðíåì F è

ìíîæåñòâîì çåëåíûõ ëèñòüåâ Δ
(Nc-Δ-F-âûâîä) 60

– Ni-âûâîäà 60
– Nk-âûâîäà 60
– PN-âûâîäà 195
– Ò-âûâîäà 220
Äèçúþíêöèÿ 13, 16
Äëèíà ñëîâà 22
Äîêàçàòåëüñòâî â âèäå äåðåâà 44
– ëèíåéíîå 46
– ìàòåìàòè÷åñêîå 43
– – íåôîðìàëüíîå 43, 285
– – ôîðìàëüíîå 285
– íåýôôåêòèâíîå 114, 280
– îò ïðîòèâíîãî 52, 112, 280
– ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè 52, 113
– ðàçáîðîì ñëó÷àåâ 52
– ýôôåêòèâíîå 114, 280
Äîêàçàòåëüñòâ òåîðèÿ 43, 287
Äîïóùåíèå 52
– ïðîìåæóòî÷íîå (çàêðûòîå) 60
– ñóùåñòâåííîå (îòêðûòîå) 60

Åñòåñòâåííûé (íàòóðàëüíûé) âûâîä
49

Åñòåñòâåííîãî âûâîäà ñèñòåìà 49

Çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî 31
– êîíòðàïîçèöèè 35
– ëîãèêè 31
– – ïðåäèêàòîâ 167
– ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ 31
Çàêîíû äå Ìîðãàíà 34, 35
Çàìåùåíèÿ àêñèîìà (ZF8) 268
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Çàìûêàíèå ôîðìóëû 152
Çíà÷åíèå òåðìà â èíòåðïðåòàöèè ñ

îöåíêîé 162
– ôîðìóëû ßËÂ â èíòåðïðåòàöèè ñ

îöåíêîé 117
– – – íà íàáîðå 25, 26
– – – ïðè îöåíêå 27
– – ßËÏ â èíòåðïðåòàöèè ñ îöåíêîé

161

Èìåííàÿ ôîðìà 148
Èìïëèêàöèÿ 13, 16
Èìÿ 148
Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå 17
Èíäóêöèè àêñèîìà 246, 247
– ñõåìà 248
Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ

ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû 19
Èíòåðïðåòàöèÿ 115, 156
– ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé 116
– – – – ãëàâíàÿ (ñòàíäàðòíàÿ) 116
– ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ 156
– – ñèãíàòóðû s 156
– – – – ñ îöåíêîé 161
Èíòóèöèîíèçì 288
Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ñèñòåìà

åñòåñòâåííîãî âûâîäà 50, 191
Èñòèííîñòíàÿ òàáëèöà 13
– ôóíêöèÿ 14, 23
Èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå 12
– – ôîðìóëû 24
Èñòèííîñòíûé íàáîð 23
Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé

(ïðîïîçèöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå) 49
– – ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà 133
– – – – èíòóèöèîíèñòñêîå (I) 134
– – – – êëàññè÷åñêîå (K) 134
– ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå 219
– ëîãè÷åñêîå 49
– ïðåäèêàòîâ 190
– – ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà 214

Êâàíòîð 144
– îáùíîñòè 145, 150
– îãðàíè÷åííûé 160
– ïî ïåðåìåííîé 150
– ñóùåñòâîâàíèÿ 145, 150
Êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî

âûâîäà 50, 191
Êîíñòðóêòèâèçì 288

Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà 271
– – îáîáùåííàÿ 271
Êîíúþíêöèÿ 13, 16
Êîðåíü äåðåâà ôîðìóë 53

Ëèñò äåðåâà ôîðìóë 53
– – âûâîäà çåëåíûé 60
– – – óâÿäøèé 60
Ëîãèêà èíòóèöèîíèñòñêàÿ 280
– êëàññè÷åñêàÿ 280
Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå 44, 77, 112

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
äîêàçàòåëüñòâà 47

Ìàòåìàòè÷åñêîå óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ
äîêàçàòåëüñòâà 47

Ìåòàñèìâîëû 21
Ìåòàÿçûê 21
Ìåòîä ôîðìàëèçàöèè 48, 284
Ìíîæåñòâà-ñóììû àêñèîìà (ZF

3
) 264

Ìíîæåñòâî çåëåíûõ ëèñòüåâ äåðåâà
âûâîäà 60, 195

– èñòèííîñòè ïðåäèêàòà 143
Ìîäåëü àðèôìåòèêè íåñòàíäàðòíàÿ

249
– – ñòàíäàðòíàÿ 249
– ñèñòåìû åñòåñòâåííîãî âûâîäà 118
– – – – òî÷íàÿ 119
– – – – Nk ãëàâíàÿ 119
– òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà 232
– – – – ñ ðàâåíñòâîì íîðìàëüíàÿ

245

Íàáîð ôîðìóë, ñîîòâåòñòâóþùèé
ñõåìå çàêëþ÷åíèé 54

Íåðàçðåøèìîå ïðåäëîæåíèå òåîðèè
231

Íîðìàëüíàÿ ìîäåëü òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì 245

Îáëàñòü äåéñòâèÿ âõîæäåíèÿ
êâàíòîðà 150

Îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè
ôîðìóë è ôîðìóëàìè 77

– – – – – – êâàçèðåôëåêñèâíîå 78
– – – – – – ìîíîòîííîå 78
– – – – – – ðåôëåêñèâíîå 77
– – – – – – ïîäñòàíîâî÷íîå 78
– – – – – – ñîãëàñîâàííîå ñ äðóãèì

îòíîøåíèåì 83
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– – – – – – ñîõðàíÿåìîå ïðàâèëîì
79

– – – – – – òðàíçèòèâíîå 48
– òèïà ñëåäîâàíèÿ 78
– ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ 37, 180
– N

c
-âûâîäèìîñòè 67

– N
i
-âûâîäèìîñòè 68

– N
k
-âûâîäèìîñòè 68

– PN-âûâîäèìîñòè 198
– M-ñëåäîâàíèÿ 118
Îãðàíè÷åíèÿ àêñèîìà (ZF

7
,

ôóíäèðîâàíèÿ, ðåãóëÿðíîñòè) 267
Îòðèöàíèå 13, 16
Îöåíêà 27
– â èíòåðïðåòàöèè ßËÂ 116
– – – ßËÏσ 162
– ôîðìóëû â èíòåðïðåòàöèè ßËÏ

161, 163

Ïàðàäîêñ 9, 274
– Êàíòîðà 275
– ëæåöà 259
– Ðàññåëà 274
Ïàðû àêñèîìà (ZF

2
) 263

Ïåðåìåííàÿ ïðåäìåòíàÿ 147
– ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ 16
Ïîäñòàíîâêà äîïóñòèìàÿ 152
– òåðìà â ïðåäèêàòíóþ ôîðìóëó 152
Ïîäñòàíîâêè îïåðàòîð 20
Ïîäôîðìóëà 19
Ïîðÿäîê ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé 24
– ïëîòíûé ëèíåéíûé 238
– ÷àñòè÷íûé 222
– – ñòðîãèé 222
Ïðàâèëî ââåäåíèÿ 50
– – äèçúþíêöèè 50
– – èìïëèêàöèè (modus ponens) 50
– – êâàíòîðà îáùíîñòè 190
– – – ñóùåñòâîâàíèÿ 190
– – êîíúþíêöèè 50
– – îòðèöàíèÿ 50
– äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî 52
– – ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè 52
– çàêëþ÷åíèÿ (âûâîäà) 50, 190
– – äîïóñòèìîå 105
– – çàâèñèìîå 122
– – èñõîäíîå 98
– – êâàíòîðíîå 190
– – êîñâåííîå (óñëîâíîå) 51
– – íåçàâèñèìîå 123

– – ïðîèçâîäíîå 98
– – ïðÿìîå (áåçóñëîâíîå) 51
– óäàëåíèÿ 50
– – äâîéíîãî îòðèöàíèÿ 50
– – äèçúþíêöèè 50
– – èìïëèêàöèè 50
– – êâàíòîðà îáùíîñòè 190
– – – ñóùåñòâîâàíèÿ 190
– – êîíúþíêöèè 50
– – îòðèöàíèÿ 50
Ïðàâèëüíàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèÿ 185
Ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà

179
Ïðåäèêàò, âûðàçèìûé ôîðìóëîé â

èíòåðïðåòàöèè ßËÏσ 159, 250
– ïðåäñòàâèìûé â ôîðìàëüíîé

àðèôìåòèêå 255
– ðàçðåøèìûé 255
– n-ìåñòíûé 142
Ïðåäèêàòíàÿ ïîäñòàíîâêà â

ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ôîðìóëó 170
– ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà 190
– – – – èíòóèöèîíèñòñêàÿ 191
– – – – êëàññè÷åñêàÿ 191
Ïðåäèêàòíûé ñèìâîë 147
Ïðåäìåòíàÿ êîíñòàíòà 147
– ïåðåìåííàÿ 147
Ïðèìåð çàêëþ÷åíèÿ ïî ñõåìå 55
Ïðèíöèï èíäóêöèè äëÿ òåðìîâ 148
– – – ôîðìóë ßËÂ 19
– – – – ßËÏ 150
– – – Nc-âûâîäîâ â ïåðâîé ôîðìå 81
– – – – âî âòîðîé ôîðìå 84
– – – PN-âûâîäîâ â ïåðâîé ôîðìå

204
– – – – âî âòîðîé ôîðìå 206
– – – Ò-âûâîäîâ 225
– ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè 248
– ñâåðòûâàíèÿ 276
– – îãðàíè÷åííûé 277
Ïðîáëåìà êîíòèíóóìà 271
Ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà 283
Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ 16
– ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî âûâîäà 49
– – – – èíòóèöèîíèñòñêàÿ (Ni) 50
– – – – êëàññè÷åñêàÿ (Nk) 50
– ôîðìóëà 16
Ïðîòÿæåííîñòè àêñèîìà (ZF1) 263
Ïðî÷òåíèå ôîðìóëû â

èíòåðïðåòàöèè 158
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Ðàâíîîáúåìíûå ñèñòåìû
åñòåñòâåííîãî âûâîäà
(èñ÷èñëåíèÿ) 103

– òåîðèè 226
Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû ßËÂ 33
– – ßËÏ 176
Ðàçðåøèìûé ôîðìàëüíûé ÿçûê 40
Ðàçðåøèìàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî

âûâîäà 97, 213
– òåîðèÿ 237
Ðàñøèðåíèå òåîðèè 225
Ðåãóëÿðíîñòè àêñèîìà (ZF

7
,

ôóíäèðîâàíèÿ, îãðàíè÷åíèÿ) 267
Ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó

ßËÂ 20
– – òåðìà â ôîðìóëó ßËÏ âìåñòî

ïåðåìåííîé 152, 153

Ñâåðòûâàíèÿ àêñèîìà (ZF
5
) 264

Ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ 151
Ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ 151
Ñâÿçêà ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ 16
Ñåìàíòèêà 116
Ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå

âûñêàçûâàíèé 37
– – – – ïðåäèêàòîâ 180
Ñèãíàòóðà 155
– ôîðìóëû 155
– ìíîæåñòâà ôîðìóë 155
Ñèíòàêñèñ 16
Ñèñòåìà åñòåñòâåííîãî

(íàòóðàëüíîãî) âûâîäà 50
– – – ïðåäèêàòíàÿ 190
– – – – èíòóèöèîíèñòñêàÿ 191
– – – – êëàññè÷åñêàÿ (PN) 191
– – – – íåïðîòèâîðå÷èâàÿ 208
– – – – ïðîòèâîðå÷èâàÿ 208
– – – – ðàçðåøèìàÿ 213
– – – – ñåìàíòè÷åñêè êîððåêòíàÿ

208
– – – – – ïîëíàÿ (îòíîñèòåëüíî

êëàññà îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë)
212, 213

– – – ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ 49
– – – – äåäóêòèâíî ïîëíàÿ 107
– – – – èíòóèöèîíèñòñêàÿ (Ni) 50
– – – – êëàññè÷åñêàÿ (Nk) 50
– – – – íåïðîòèâîðå÷èâàÿ 90
– – – – ïðîòèâîðå÷èâàÿ 90
– – – – ðàçðåøèìàÿ 97

– – – – ñèíòàêñè÷åñêè ïîëíàÿ 107
– – – – ñåìàíòè÷åñêè êîððåêòíàÿ

92
– – – – ñåìàíòè÷åñêè ïîëíàÿ

(îòíîñèòåëüíî êëàññà òàâòîëîãèé)
93

– ëîãè÷åñêàÿ ôîðìàëüíàÿ 48
– – – ãåíöåíîâñêîãî òèïà 133
– – – – – ñåêâåíöèàëüíàÿ 133
– – – ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà 133
Ñëîâî 21
– â àëôàâèòå 22
Ñîãëàñîâàííîñòü îòíîøåíèé 83
Ñîõðàíåíèå îòíîøåíèÿ ïðàâèëîì

(ñõåìîé) 79
Ñïèñîê ïðîïîçèöèîíàëüíûõ

ïåðåìåííûõ 24
– – – äîïóñòèìûé 24
– – – – îáùèé 25
– – – ñîáñòâåííûé 24
Ñðàâíåíèå ôîðìóë ïî ñèëå 174
Ñòåïåíè àêñèîìà (ZF4) 264
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî

109, 112
– – ïðèâåäåíèåì ê íåëåïîñòè 109,

113
– çàêëþ÷åíèé 55
– – äîïóñòèìàÿ 105
– èíäóêöèè 248
– ðàññóæäåíèé ïðàâèëüíàÿ 185
– – íåïðàâèëüíàÿ 185
– ôîðìóë 54

Òàâòîëîãèÿ 31
Òåîðåìà Ã¸äåëÿ î íåïîëíîòå

àðèôìåòèêè 257
– – – – – â ôîðìå Ðîññåðà 259
– – – – – âòîðàÿ 261
– – – – – ïåðâàÿ 257
– – î ïîëíîòå äëÿ òåîðèé 234
– – – – èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ 213
– Ãëèâåíêî 86
– î äåäóêöèè 72, 136
– î çàìûêàíèè 224
– î ïðåäèêàòíûõ ïîäñòàíîâêàõ â

òàâòîëîãèè 171, 199
– î ðåäóêöèè ïåðâàÿ 227
– – – âòîðàÿ (äëÿ

íåïðîòèâîðå÷èâîñòè) 230
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– î ðàâíîñèëüíîé çàìåíå 36, 178
– ×¸ð÷à 188, 214
Òåîðèÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ 218
– äîêàçàòåëüñòâ 43, 287
– ïåðâîãî ïîðÿäêà 220
– – – äåäóêòèâíî ïîëíàÿ 239
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