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Предисловие

В настоящее время теория операторов преобразования представ-
ляет собой полностью оформившийся самостоятельный раздел матема-
тики, находящийся на стыке дифференциальных, интегральных и инте-
гро-дифференциальных уравнений, функционального анализа, теории
функций, комплексного анализа, теории специальных функций и дроб-
ного интегро-дифференцирования, теории обратных задач и задач рас-
сеяния, теории оптимального управления и динамических систем.

Необходимость теории операторов преобразования доказана боль-
шим числом ее приложений. Особую роль методы операторов преоб-
разования играют в теории дифференциальных уравнений различных
типов. С их помощью были доказаны многие фундаментальные резуль-
таты для различных классов дифференциальных уравнений.

Авторы этой книги принадлежат к школе известного воронежского
математика Ивана Александровича Киприянова (1923–2001), который
со своими учениками развил теорию дифференциальных уравнений
в частных производных с операторами Бесселя, а также рассмотрел
их многочисленные приложения. В данной монографии продолжаются
исследования для указанного класса дифференциальных уравнений,
при этом за основной подход к исследованиям выбран метод операторов
преобразования.

Следует подчеркнуть, что, к сожалению, на русском языке отсут-
ствуют специализированные монографии, посвященные общей теории
операторов преобразования и их приложениям к дифференциальным
уравнениям. Данный труд в определённой степени заполняет этот
пробел.

Изложим структуру и основное содержание монографии. Отметим,
что существенная часть результатов, изложенных в монографии, полу-
чена авторами, часть из них публикуется впервые.

Текст разделён на три части. В первой части «Общая теория
операторов преобразования» рассматриваются определение операторов
преобразования, основные исторические сведения, необходимые фак-
ты из теории специальных функций, функциональных пространств
и интегральных преобразований. Отметим более подробное изложение
свойств преобразования Меллина, включая теорему Слейтер, а также
обзор основных конструкций дробного интегро-дифференцирования.
Далее излагаются результаты о различных классах операторов пре-
образования: Сонина–Пуассона, Бушмана–Эрдейи, Сонина–Катрахова
и Пуассона–Катрахова. Изложены основные свойства операторов обоб-
щённого сдвига и весовых сферических средних.
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Во второй части «Применение метода операторов преобразования
к решению уравнений в частных производных» рассматриваются при-
ложения операторов преобразования Бушмана–Эрдейи, Сонина–Катра-
хова и Пуассона–Катрахова к дифференциальным уравнениям с осо-
бенностями в коэффициентах, лемме Копсона, задаче Коши для урав-
нения Эйлера–Пуассона–Дарбу, установлению формул связи между ре-
шениями дифференциальных уравнений, включая задачу А.В. Бицадзе
для уравнения Максвелла–Эйнштейна, приложения к решению ре-
шению некоторых интегро-дифференциальных уравнений. Здесь же
рассмотрен важный вопрос об эквивалентности норм пространств
И.А. Киприянова и весовых пространств С.Л. Соболева, а также изу-
чено общее уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу, включая ранее не рас-
смотренные в литературе случаи особых параметров и начальных усло-
вий. Также изложена теория явных представлений для дробных степе-
ней оператора Бесселя, кратко намечены их приложения к некоторым
интегро-дифференциальным уравнениям дробного порядка.

В третьей части «Методы построения ОП для оператора Бес-
селя и родственных операторов» излагается принадлежащий одному
из авторов композиционный метод построения операторов преобра-
зования. Этим методом получаются по единой схеме все известные
ранее в явном виде операторы преобразования, а также построены мно-
гочисленные новые классы операторов преобразования. Рассмотрены
приложения композиционного метода к решению некоторых классов
интегро-дифференциальных уравнений. В этой части также изложены
результаты для дифференциальных операторов Бесселя, возмущённых
потенциалами достаточно общего вида.

В заключение приводится весьма обширный список литературы,
содержащий около пятисот ссылок.

Авторы благодарят за тщательное и профессиональное редакти-
рование книги её редактора В.С. Ароловича, который помог авторам
избавиться от ряда ошибок и неточных ссылок.

Монография подготовлена и издана при финансовой поддержке
РФФИ, грант № 18-11-00026 Д.



Введение. Исторические сведения

Начнём с определения основного инструмента исследований в дан-
ной монографии — операторов преобразования (transmutation).

Определение 0.1. Пусть дана пара операторов (A,B). Ненулевой
оператор T называется оператором преобразования (ОП), если вы-
полняется соотношение

T A = B T. (0.1)

Соотношение (0.1) называется иначе сплетающим свойством; то-
гда говорят, что ОП T сплетает операторы A и B (intertwining
operator). Для превращения (0.1) в строгое определение необходимо
задать пространства или множества функций, на которых действуют
операторы A, B и, следовательно, T . Обычно в определение ОП за-
кладывают также требования обратимости и непрерывности, которые
являются желательными, но не обязательными условиями. В конкрет-
ных реализациях операторы A и B чаще всего (но не обязательно!)
являются дифференциальными, T — интегральный линейный непре-
рывный оператор на стандартных пространствах.

Ясно, что понятие ОП является прямым и далеко идущим обобще-
нием понятия подобия матриц из линейной алгебры (см. [44, 259, 283]).
Следует отметить, что не существует эффективных методов проверки
подобия двух конечных матриц, так как не существует эффективных
способов проверки совпадения их жордановых форм, кроме прямого
вычисления.

Вместе с тем ОП не сводятся к подобным (или эквивалентным)
операторам, так как сплетаемые операторы, как правило, являются
неограниченными в естественных пространствах, к тому же обратный
к ОП не обязан существовать, действовать в том же пространстве
или быть ограниченным. Поэтому спектры операторов, сплетаемых ОП,
как правило, не совпадают. Кроме того, сами ОП могут быть неогра-
ниченными. Операторы в паре, для которой ищется ОП, не обязаны
быть только дифференциальными. В теории ОП встречаются задачи
для следующих разнообразных типов операторов: интегральных, инте-
гро-дифференциальных, дифференциально-разностных (например, ти-
па Дункла), дифференциальных или интегро-дифференциальных бес-
конечного порядка (например, в вопросах, связанных с леммой Шура
о дополняемости), общих линейных в фиксированных функциональных
пространствах, псевдодифференциальных и операторно-дифференци-
альных (абстрактных дифференциальных).
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Для примера кратко изложим модельную схему, иллюстрирующую
использование операторов преобразования для получения формул связи
между решениями возмущённого и невозмущённого уравнений, для
которых доказано сплетающее свойство. Пусть, например, мы изу-
чаем некоторый достаточно сложно устроенный оператор A. При этом
нужные свойства уже известны для модельного более простого опера-
тора B. Тогда, если существует ОП (0.1), то часто удается перенести
свойства модельного оператора B и на A. Такова в нескольких словах
примерная схема типичного использования ОП в конкретных задачах.

В частности, если рассматривается уравнение Au = f с операто-
ром A, то, применяя к нему ОП T со сплетающим свойством (0.1),
получаем уравнение с оператором B вида Bv = g, где обозначено
v = Tu, g = Tf . Поэтому если второе уравнение с оператором B
является более простым и уже известны формулы для его решений,
то мы получаем и представления для решений первого уравнения
u = T−1v. Разумеется, при этом обратный оператор преобразования
должен существовать и действовать в рассматриваемых пространствах,
а для получения явных представлений решений должно быть полу-
чено и явное представление этого обратного оператора. Таково одно
из простейших применений техники ОП в теории дифференциальных
уравнений — как обыкновенных, так и в частных производных. При
этом следует отметить, что при наличии пары линейных ОП они
осуществляют одновременно связь и представление решений как для
однородных, так и для неоднородных уравнений.

Сделаем одно терминологическое замечание. В западной литературе
принят для ОП термин transmutation, восходящий к Ж. Дельсарту.
Как отмечает Р. Кэрролл, при этом похожий термин transformation за-
крепляется за классическимиинтегральнымипреобразованиями Фурье,
Лапласа, Меллина, Ханкеля и другими подобными им. Кроме того,
термин transmutation имеет в романских языках дополнительный от-
тенок «волшебного превращения», что довольно образно характеризует
действие ОП. Приведём дословную цитату из [316]: «Such operators
are often called transformation operators by the Russian school (Levitan,
Naimark, Marchenko et al.), but transformation seems too broad a term,
and, since some of the machinery seems «magical» at times, we have
followed Lions and Delsarte in using the word transmutation [Такие
операторы русская математическая школа 1) (Левитан, Наймарк, Мар-
ченко и др.) часто называет операторами преобразования, но преобра-
зование представляется слишком широким термином, и так как исполь-
зуемая техника кажется временами «волшебной», мы следуем Лионсу

1) Под русской математической школой здесь следует понимать советскую.
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и Дельсарту, используя термин transmutation] 2)». Лучше и точнее
не скажешь.

В развитии теории операторов преобразования можно выделить три
основных периода. В первом начальном периоде становления теории
операторов преобразования закладывались базовые идеи и определе-
ния, их источником была теория подобия конечных матриц (см. [44,
259, 283]), отдельные результаты по подобию операторов, а также
некоторые результаты для простейших дифференциальных уравнений.
Считается, что идея операторов преобразования в операторной фор-
мулировке была высказана К. Фридрихсом [274]. На самом деле ме-
тод операторов преобразования для получения представлений решений
дифференциальных уравнений был разработан и впервые применен на-
много раньше: в XIX в. в работах русского математика А.В. Летникова
(см. [290]), кроме того, это было также по существу первым реальным
применением дробного интегро-дифференцирования как ОП к задачам
дифференциальных уравнений (см. [198, 400]).

Второй период условно продолжался в течение 1940–1980-х гг., его
можно назвать классическим. В этот период были получены многочис-
ленные результаты в теории операторов преобразования и их приложе-
ниях. Перечислим основные направления и результаты этого периода.

Методы операторов преобразования были с успехом применены
в теории обратных задач, они играют основную роль в определе-
нии обобщённого преобразования Фурье, нахождении спектральной
функции, формулировке и решении знаменитого уравнения Гельфанда–
Левитана (З.С. Агранович, В.А. Марченко [3, 150–157], Б.М. Левитан
[119–126]); в теории рассеяния через операторы преобразования вы-
писывается не менее знаменитое уравнение Марченко (Б.М. Левитан
[119–126], В.А. Марченко [3, 150, 151], Л.Д. Фаддеев [269, 270]); для
обоих классов обратных задач операторы преобразования являются ос-
новным инструментом, так как перечисленные классические уравнения
выписываются для ядер операторов преобразования, а значения ядер
на диагонали восстанавливают неизвестные потенциалы в обратной
задаче по спектральной функции и теории рассеяния (см. [22, 114,
115, 170, 171, 286]). Для операторов Штурма–Лиувилля были по-
строены ставшие классическими ОП на отрезке (А.Я. Повзнер [179])
и на полуоси (Б.Я. Левин [118]). В спектральной теории были получе-
ны известные формулы следов и асимптотика спектральной функции
(В.А. Марченко [150, 151], Б.М. Левитан [119–126]); оценки ядер опе-
раторов преобразования, отвечающие за устойчивость обратных задач
и задач рассеяния (В.А. Марченко [3, 150, 151]); оценки решений
Йоста в квантовой теории рассеяния (З.С. Агранович, В.А. Марченко

2) Адекватный перевод этой цитаты на русский язык затруднён из-за на-
личия в английском языке схожих терминов transformation и transmutation,
причём в цитате обыгрывается разница между ними, в то время как в русском
языке оба понятия передаются одним термином «преобразование»
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[3, 150, 151], Б.М. Левитан [119–126], В.В. Сташевская [252, 253],
А.С. Сохин [247–250]). В результате применения ОП можно ска-
зать, что теория операторов Штурма–Лиувилля была тривиализиро-
вана до уровня простейшего уравнения с тригонометрическими или
экспоненциальными решениями. Также была исследована система
Дирака и другие матричные системы дифференциальных уравнений
(Б.М. Левитан, И.С. Саргсян [124]).

Была развита теория обобщённых аналитических функций, кото-
рую можно трактовать как раздел теории операторов преобразования,
сплетающих невозмущённые и возмущённые уравнения Коши–Римана
(Л. Берс [306, 307], С. Бергман [14], И.Н. Векуа [33, 34], Б.В. Бояр-
ский [25], Г.Н. Положий [184–186]) с приложениями в задачах меха-
ники, теории упругости и газодинамики. На основе методов операторов
преобразований был создан новый раздел гармонического анализа,
изучающий различные модификации операторов обобщенного сдви-
га и обобщённых операторных сверток (Ж. Дельсарт [334–338, 341],
Я.И. Житомирский [69], Б.М. Левитан [120, 121]). Была установ-
лена глубокая связь операторов преобразования с теоремами типа
Пэли–Винера (В.В. Сташевская [252, 253], Н.И. Ахиезер [6], У. Шебли
[322–325], Х. Тримеш [482, 483]). Теория операторов преобразова-
ния позволила дать новую классификацию специальных функций
и интегральных операторов со специальными функциями в ядрах
(Р. Кэрролл [314–316], Т. Коорнвиндер). Нахождение ядер ОП исполь-
зует существование и явный вид функций Грина или Римана для
различных классов дифференциальных уравнений [38, 40, 244].

В теории нелинейных дифференциальных уравнений был разра-
ботан метод Лакса, который использует операторы преобразования
для доказательства существования решений и построения солитонов
(см. [2, 68, 317]), также широкие применения нашли преобразова-
ния Дарбу [429]: их можно рассматривать как операторы преобразо-
вания, в которых и сплетаемые и сплетающий операторы являются
дифференциальными. В квантовой физике при рассмотрении уравне-
ния Шрёдингера и задач теории рассеяния был изучен специальный
класс операторов преобразования — волновые операторы. Рассмотрение
общих задач рассеяния с точки зрения ОП изложено в [269, 270],
а в [83] волновые операторы построены для задач теории рассеяния
с потенциалом Штарка.

В самой теории ОП были обнаружены ограничения, связанные с по-
рядком дифференциального оператора. Так, для дифференциальных
операторов порядков выше третьего было показано, что классические
ОП в форме Вольтерры существуют только для аналитических коэффи-
циентов (В.И. Мацаев [159], Л.А. Сахнович [199–201], М.М. Маламуд
[143–147]), а в общем случае ОП имеют более сложную структуру
(А.Ф. Леонтьев [132], Ю.Н. Валицкий [29], И.Г. Хачатрян [279, 280],
М.М. Маламуд [143–147], А.П. Хромов [285]). Вместе с тем в про-
странствах аналитических функций была доказана эквивалентность
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дифференциальных операторов одного порядка и изучен целый ряд
задач (М.К. Фаге [262–268], В.А. Марченко [155–157]). С целью при-
менения к теории ОП была построена теория разрешимости для из-
вестного уравнения Бианки (М.К. Фаге [262]).

Отдельной областью применения ОП стала теория дифференциаль-
ных уравнений с особенностями в коэффициентах, особенно с опера-
торами Бесселя

Bνu(x) =
d2u

dx2
+
2ν + 1
x

du

dx
. (0.2)

На первоначальном этапе исследований уравнений этого класса при-
менялась пара известных ОП Сонина и Пуассона (см. § 2.1). Как
ОП эти операторы впервые были введены в работах Жана Дельсарта
(Jean Delsarte) [336–338], а затем на основе его идей их изучение
продолжилось в работах Дельсарта и Лионса [340–342, 419, 421].
Поэтому мы будем называть такие операторы ОП Сонина–Пуассо-
на–Дельсарта (СПД). Об операторах СПД см. также известную статью
Б.М. Левитана [126].

Ж. Дельсартом на базе ОП СПД было введено фундаментальное
понятие операторов обобщённого сдвига (ООС, см. § 2.2). Были раз-
работаны многочисленные конструкции обобщённого гармонического
анализа, основанные на определениях обобщённого сдвига и вводи-
мых с его помощью групповых структурах. Направление обобщён-
ных почти периодических функций с использованием ОП типа СПД
и ООС было заложено в работах Ж. Дельсарта 1938 г. [334–338]
и продолжено Дельсартом и Ж.Л. Лионсом в [339, 340, 417–419].
Этот круг вопросов параллельно был исчерпывающе изучен в рабо-
тах Б.М. Левитана 1938–1940 и особенно 1947–1949 гг., результаты
вошли в его классические монографии [120–122]. Также в работах
Ж. Дельсарта были впервые построены разложения по обобщённым
рядам Тейлора, справедливо названным рядами Тейлора–Дельсарта
(см. [119–121, 334, 341]), такие ряды изучаются до сих пор во многих
работах: см., например, [380]. Следует отметить, что первоначальным
источником и прототипом большинства вариантов обобщённого гар-
монического анализа были операторы Бесселя и связанные с ними
дифференциальные уравнения.

Огромную роль конструкции ОП и ООС сыграли в теории уравне-
ний с частными производными. ОП позволяют преобразовывать более
сложные уравнения в более простые, ООС помогают в сингулярных
уравнениях переносить особенность из начала в произвольную точку,
а также с помощью обобщённой свёртки находить фундаментальные
решения.

Здесь следует отметить, что первой фундаментальной работой,
с которой начался отсчет изучения вырождающихся и сингулярных
дифференциальных уравнений в частных производных с переменными
коэффициентами, является статья М.В. Келдыша [84] (задача Е).
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Теория вырождающихся, смешанных, сингулярных и неклассических
уравнений различных типов (см. [19, 87, 149, 192, 194, 239–241, 255,
258, 292, 313, 472]) разрабатывалась Ф. Трикоми, Э. Хольмгреном,
С. Геллерстедтом, М. Проттером, М. Чибрарио, Г. Фикерой, С.А. Ал-
дашевым, А.А. Андреевым, Ф.Т. Барановским, А.В. Бицадзе, А.А. Ва-
шариным, И.Н. Векуа, М.И. Вишиком, В.Ф. Волкодавовым, В.Н. Вра-
говым, В.П. Глушко, Г.В. Джаяни, И.Е. Егоровым, А.Н. Зарубиным,
А.М. Ильиным, Т.Ш. Кальменовым, М.В. Капилевичем, А.А. Кил-
басом, А.И. Кожановым, Л.Д. Кудрявцевым, П.И. Лизоркиным,
О.И. Маричевым, Л.Г. Михайловым, С.Г. Михлиным, А.М. Нахуше-
вым, Н.Я. Николаевым, С.М. Никольским, О.А. Олейник, О.С. Пара-
сюком, С.П. Пулькиным, Л.С. Пулькиной, Н.Р. Раджабовым, О.А. Ре-
пиным, К.Б. Сабитовым, М.С. Салахитдиновым, А.Л. Скубачевским,
М.М. Смирновым, С.В. Руткаускасом, С.А. Терсеновым, В.Е. Фёдоро-
вым, Ф.И. Франклем, Л.И. Чибриковой, А.И. Янушаускасом и многи-
ми другими.

Особо отметим один класс уравнений в частных производных с осо-
бенностями, типичным представителем которого является B-эллипти-
ческое уравнение с операторами Бесселя по каждой переменной вида

n∑
k=1

Bν,xk
u(x1, ... ,xn) = f ; (0.3)

аналогично рассматриваются B-гиперболические и B-параболические
уравнения, эта удобная терминология была введена И.А. Киприяно-
вым [87]. Изучение этого класса уравнений было начато в ра-
ботах Эйлера, Пуассона, Дарбу и Римана, продолжено в работах
Л. Берса [306–308] в теории обобщённого осесимметрического потен-
циала А. Вайнштейна [494–496] (теория GASPT — Generalized Axially
Symmetric Potential Theory) и в трудах И.Е. Егорова, Я.И. Житомир-
ского, А.А. Килбаса, Л.Д. Кудрявцева, П.И. Лизоркина, О.И. Мари-
чева, М.И. Матийчука, Л.Г. Михайлова, М.Н. Олевского, С.П. Пуль-
кина, М.М. Смирнова, С.А. Терсенова, Хе Кан Чера, А.И. Янушаус-
каса и др. Важность уравнений из этих классов определяется также их
использованием в приложениях к задачам теории осесимметрического
потенциала, уравнениям Эйлера–Пуассона–Дарбу (ЭПД) (см. [41, 63]),
преобразованию Радона и томографии (см. [166, 359, 425, 453–455]),
газодинамике и акустике (Л. Берс [306–308]), теории струй в гидро-
динамике (М.И. Гуревич [60]), линеаризованным уравнениям Макс-
велла–Эйнштейна (А.В. Бицадзе [18]), механике, теории упругости
и пластичности (Г.В. Джаяни [64]) и многим другим задачам.

Наиболее полно весь круг вопросов для уравнений с операторами
Бесселя был изучен воронежским математиком Иваном Александро-
вичем Киприяновым, а также и его учениками и последователями
Л.А.Ивановым, А.В. Рыжковым, В.В.Катраховым, В.П.Архиповым,
А.Н. Байдаковым, Б.М.Богачёвым, А.Л. Бродским, Г.А. Виноградовой,
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В.А. Зайцевым, Ю.В. Засориным, Г.М.Каганом, А.А. Катраховой,
Н.И. Киприяновой, В.И.Кононенко, М.И.Ключанцевым, А.А. Кулико-
вым, А.А. Лариным, М.А.Лейзиным, Л.Н.Ляховым, А.Б.Муравником,
И.П.Половинкиным, А.Ю.Сазоновым, С.М.Ситником, В.П.Шацким,
Э.Л.Шишкиной, В.Я.Ярославцевой; основные результаты этого
направления представлены в [87]. Для описания классов решений
соответствующих уравнений И.А.Киприяновым были введены и изу-
чены функциональные пространства (см. [88]), позднее названные его
именем (см. монографии Х. Трибеля [257], Л.Д.Кудрявцева и С.М.Ни-
кольского [106], в которых пространствам Киприянова посвящены
отдельные параграфы). Задачи для операторно-дифференциальных
(абстрактных) уравнений вида (0.3), берущие начало в известной мо-
нографии (Р. Кэрролла [313]), начали рассматриваться воронежскими
математиками в работе А.В. Глушака, В.И.Кононенко, С.Д.Шмулевича
[45], а затем последовательно изучались в работах А.В. Глушака
[46–57]. В указанных работах А.В. Глушака для абстрактных
дифференциальных уравнений рассматривались вопросы решения
уравнений Эйлера–Пуассона–Дарбу, Бесселя–Струве, стабилизации
решений, операторныекосинус-функции, функцииБесселя и Лежандра.
Интересные результаты по изучению псевдодифференциальных
операторов на основе ОП СПД были получены В.В.Катраховым [89],
им также посвящена отдельная глава в [315], где эти результаты
изложены в специально переработанном Р. Кэрроллом виде.

Рассматривались также ОП для многочисленных обобщений
оператора Бесселя. Важным обобщением операторов Сонина–Пуас-
сона–Дельсарта являются ОП для гипербесселевых функций.
Теория таких функций была первоначально заложена в работах
Куммера и Делерю. Полное исследование гипербесселевых функций,
дифференциальных уравнений для них и соответствующих операторов
преобразования было исчерпывающе проведено в работах И. Димовски
и его учеников [342–344]. Соответствующие ОП заслуженно получили
в литературе названия ОП Сонина–Димовски и Пуассона–Димовски,
они также изучались в работах ученицы И. Димовски — В. Киряковой
[343, 344, 393–397]. В теории гипербесселевых функций, диф-
ференциальных уравнений и операторов преобразования для них
центральную роль играет знаменитое интегральное преобразование
Обрешкова, введенное болгарским математиком Николой Обрешковым
(см. [342, 393]). Это преобразование, ядро которого выражается
в общем случае через G-функцию Мейера, является одновременным
обобщением преобразований Лапласа, Меллина, синус- и косинус-пре-
образований Фурье, Ханкеля, Мейера и других классических инте-
гральных преобразований. Различные формы гипербесселевых функ-
ций, дифференциальных уравнений и операторов преобразований для
них, а также частные случаи преобразования Обрешкова впоследствии
многократно переоткрывались. По мнению авторов, преобразование
Обрешкова, наряду с преобразованиями Фурье, Меллина и Лапласа,
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относится к небольшому числу фундаментальных, из которых, как
из кирпичиков, складываются многие другие преобразования, а также
основанные на них конструкции и приложения. Также важную роль
в теории дифференциальных уравнений дробного порядка играет
интегральное преобразование Станковича (см. [190]), ядро которого
выражается через H-функцию Райта–Фокса.

Вместе с тем были построены аналогичные теории и для неко-
торых других модельных операторов, например таких (см. [294, 295,
314–316]):

A =
1

v(x)

d

dx
v(x)

d

dx
, (0.4)

v(x) = sin2ν+1 x, sh2ν+1 x, (ex − e−x)2ν+1(ex + e−x)2μ+1. (0.5)

Важность операторов A вида (0.4) для теории заключается в том,
что по знаменитой формуле Гельфанда они представляют радиальную
часть оператора Лапласа на симметрических пространствах (см. [282]).
При этом оператор Бесселя получается при выборе в (0.4) v(x) = x2ν+1.
Другим модельным оператором, для которого построены ОП, является
оператор Эйри D2 + x; рассматривался также его возмущённый вари-
ант, связанный с эффектом Штарка из квантовой механики (см. [83]).
Были изучены операторы сдвига по спектральному параметру Ве-
куа–Эрдейи–Лаундеса [422–424].

К третьему, современному периоду развития теории ОП можно
отнести работы с 1990-х гг. и до настоящего времени, за этот период
были получены и продолжают появляться многие важные исследова-
ния: см., например, обзоры [153, 204, 318, 466]. Перечислим некоторые
из них.

Продолжено развитие теории обобщённых аналитических функ-
ций (А.П. Солдатов [245], С.Б. Климентов [96], В.В. Кравченко [401]).
Были найдены приложения операторов преобразования к вложени-
ям функциональных пространств и обобщёнию операторов Харди
(см. [223]), построению различных конструкций обобщённого сдвига
и основанным на них обобщённым вариантам гармонического ана-
лиза (А.Д. Гаджиев, В.С. Гулиев, С.С. Платонов [176–178], Л.Н. Ля-
хов, Э.Л. Шишкина [287, 288, 460]). Продолжилось применение ОП
и родственных методов в теории обратных задач и теории рассеяния
(см. [291, 321, 441]). Для дифференциальных уравнений продолжа-
ется развитие метода Дарбу и его модификаций (В.Б. Матвеев [431],
А.Б. Шабат), рассмотрены новые классы задач для решений с суще-
ственными особенностями на части границы во внутренних или угло-
вых точках (В.В. Катрахов [74–77], И.А. Киприянов [91, 92]), получе-
ны точные оценки скорости убывания решений некоторых эллиптиче-
ских и ультраэллиптических уравнений (В.З. Мешков [160, 161]). От-
дельной тематикой стало использование ОП при исследовании различ-
ных операторов дробного интегро-дифференцирования (И. Димовски,



16 Введение. Исторические сведения

В. Кирякова [300, 343, 344, 393–397], Н.А. Вирченко [35, 488, 489]).
Было продолжено с использованием методов ОП изучение сингулярных
и вырождающихся краевых задач, псевдодифференциальных операто-
ров (В.В. Катрахов [74–77], И.А. Киприянов [91, 92], Л.Н. Ляхов [135,
136], О.А. Репин [194]), операторных уравнений (А.В. Глушак [45–57],
В.Е. Фёдоров [271, 272]). Уравнения с оператором Бесселя и связанные
с ними вопросы изучают А.В. Глушак [45–57], В.С. Гулиев, Л.Н. Ля-
хов [135–138], Л.С. Пулькина [193], В.В. Кравченко [402–406] со сво-
ими коллегами и учениками, а также А.Б. Муравник (функционально-
дифференциальные уравнения [163]), Вал.В. Волчков [490], И.П. По-
ловинкин (теоремы о среднем для уравнений с операторами Бесселя
[138]), Э.Л. Шишкина (B-гиперболические потенциалы и обобщённые
средние [287, 288, 460]), В.Д. Репников (стабилизация решений) и др.

В последнее время также разработаны эффективные численные
методы для применения операторов преобразования при расчётах
решений дифференциальных уравнений, их собственных функций
и спектральных характеристик (В.В. Кравченко, С.М. Торба [312, 319,
402–411]), эти методы основаны на разработанном В.В. Кравченко ме-
тоде представления решений уравнений Штурма–Лиувилля и их обоб-
щений с операторами Бесселя или Дирака (метод разложений в ряды
по степеням спектрального параметра, или SPPS — Spectral Parameter
Power Series). Отдельный класс задач составляют задачи типа Дири-
хле–Неймана, Неймана–Дирихле, при которых оператор преобразова-
ния действует на краевые или начальные условия, сохраняя дифферен-
циальное выражение; такие задачи нашли важные приложения в ме-
ханике (О.Э. Яремко [8, 293]). Достаточно законченные модификации
гармонического анализа для операторов Бесселя построены в работах
С.С. Платонова [176–178], для возмущённого оператора типа Бесселя
с переменными коэффициентами — в работах Х. Тримеша [484–486];
в последнее время активно создаётся гармонический анализ для диф-
ференциально-разностных операторов типа Дункла (см. [345, 347–349,
450–452, 487]) на основе соответствующих обобщений операторов
СПД. Наличие благодаря ОП соответствующих ООС позволяет также
определить обобщённую свёртку, новые алгебраические и групповые
структуры, рассматривать различные задачи аппроксимации функций.
Идеи М.К. Фаге, развитые для уравнения Бианки в связи с построе-
нием ОП для дифференциальных уравнений высоких порядков, нашли
своё продолжение в исследовании более общих уравнений — в работах
В.И. Жегалова, А.Н. Миронова, Е.А. Уткиной [67, 68]. В теории урав-
нений дробного порядка появились работы, которые можно трактовать
как метод ОП для представления решений уравнений дробного по-
рядка через решения уравнений целого порядка (А.В. Псху, Я. Прусс,
А.Н. Кочубей). ОП находят применения в теории преобразования Радо-
на и математической томографии (см. [166, 281, 359, 453–455]), а так-
же при разложении функций в различные ряды по специальным функ-
циям (см. [380]). В работах В.А. Марченко [153, 158] продолжилось
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применение ОП к квантовой теории. Разные задачи, использующие
идеи ОП или родственные методы, также рассматривались, например,
в [5, 10, 276, 367, 380, 430, 459].

Возможность принадлежности исходной и преобразованной функ-
ций различным пространствам, что принято подчёркивать использо-
ванием различных обозначений для переменных, позволяет включить
в общую схему ОП все классические интегральные преобразования:
Фурье, Лапласа (на самом деле Петцваля), Меллина, Ханкеля, Вейер-
штрасса, Конторовича–Лебедева, Фока, Обрешкова, Станковича и др.
(см. [11, 12, 173]). При вычислении интегралов, необходимых для
реализации метода ОП, фундаментальные приложения нашла теоре-
ма Слейтер–Маричева, соединившая методы преобразования Меллина
с теорией гипергеометрических функций [148, 188]. В общую схе-
му ОП также включаются конечные интегральные преобразования
Г.А. Гринберга [59]. Продолжилось исследование функций Грина и Ри-
мана, которые используются в методе ОП (см. [149, 244]). Суще-
ствуют связи ОП с теорией дробных (квадратичных) интегральных
преобразований Фурье [438] и Ханкеля. Решение В.А. Чернятиным
знаменитой задачи о нахождении необходимых и достаточных условий
на потенциалы, дающее обоснование метода Фурье для волнового
уравнения с переменным коэффициентом [285], открывает перспективы
использования этого метода для оценки ядер в теории ОП.

Коммутирующие операторы любой природы также подходят под
определение ОП. Наиболее близко к духу и задачам теории ОП от-
носится изучение операторов, коммутирующих с производными. Са-
ми ОП в этом случае зачастую представляются формальными ряда-
ми, псевдодифференциальными операторами или дифференциальными
операторами бесконечного порядка. Описание коммутантов напрямую
связано с описанием всего семейства ОП для заданной пары по его
единственному представителю. В этом классе задач фундаментальные
приложения нашла теория операторных свёрток, особенно свёртки
Берга–Димовски (см. [309, 342]). Начинают находить приложения
в теории ОП и результаты для коммутирующих дифференциальных
операторов, восходящие к классическим работам Бёрчнелла и Чонди
(J.L. Burchnall, T.W. Chaundy).

Важным разделом теории ОП стал специальный класс — ОП
Бушмана–Эрдейи (см. определения в § 2.3). Это класс ОП, ко-
торый при определённом выборе параметров является одновремен-
ным обобщением операторов СПД и сопряжённых к ним, операто-
ров дробного интегро-дифференцирования Римана–Лиувилля и Эр-
дейи–Кобера, а также интегральных преобразований Мелера–Фока.
Интегральные операторы указанного вида с функциями Лежандра
в ядрах впервые встретились в работах Э.Т. Копсона по уравне-
нию Эйлера–Пуассона–Дарбу в конце 1950-х гг. [326–328]. Впер-
вые подробное изучение разрешимости и обратимости данных опе-
раторов было начато в 1960-х гг. в работах Р. Бушмана [310, 311]



18 Введение. Исторические сведения

и А. Эрдейи [355–359]. Операторы Бушмана–Эрдейи или их анало-
ги изучали также Т.П. Хиггинс [373], Ta Ли [479, 480], Э.Р. Лав
[420, 421], Г.М. Хабибулла, К.Н. Шривастава, Динь Хоанг Ань [66],
В.И. Смирнов, Б. Рубин, Н.А. Вирченко, И. Федотова [488], А.А. Кил-
бас, О.В. Скоромник [86, 395] и др. При этом в основном изучались
задачи о решении интегральных уравнений с этими операторами, их
факторизации и обращения. Эти результаты частично упомянуты в мо-
нографии [198], хотя случай выбранных нами пределов интегриро-
вания считается там особым и не рассматривается, за исключением
одного набора формул композиции (см. также [223, 466]). Некоторые
результаты для особого выбора пределов были добавлены в английское
расширенное издание этой монографии [460].

Термин «операторы Бушмана–Эрдейи» как наиболее исторически
оправданный был введён С.М. Ситником в [208, 223], впоследствии
он использовался и другими авторами. Ранее в [198] встречался пред-
ложенный О.И. Маричевым термин «операторы Бушмана». В теории
преобразования Радона и математической томографии также использу-
ется термин «операторы Чебышёва–Гегенбауэра» [359, 453–455]. Наи-
более полное, на наш взгляд, изучение операторов Бушмана–Эрдейи
было проведено в работах С.М. Ситника в 1980–1990-е гг. [203, 205,
208, 222, 223] и затем продолжено в [81, 204, 210, 466]. При этом
необходимо отметить, что роль операторов Бушмана–Эрдейи как ОП
до работ [203, 205, 208, 222, 223] вообще ранее нигде не отмечалась
и не рассматривалась.

Из относительно недавних работ, в которых изучались опера-
торы Бушмана–Эрдейи как интегральные операторы, отметим рабо-
ты Н.А. Вирченко [488, 489], А.А. Килбаса, Б. Рубина, А.В. Глушака
и их учеников. Так, в работах А.А. Килбаса и О.В. Скоромник [86, 392]
рассматриваются операторы Бушмана–Эрдейи в весовых простран-
ствах Лебега, а также многомерные обобщения в виде интегралов
по пирамидальным областям. В монографии [488] вводятся некоторые
обобщения стандартных функций Лежандра, а затем рассматриваются
сходные с операторами Бушмана–Эрдейи, но не содержащие их как
частные случаи, интегральные операторы с введёнными функциями
в ядрах на всей положительной полуоси (операторы Бушмана–Эрдейи
определены на части положительной полуоси). В работах Б. Рубина
среди других результатов описаны множества, определения и образы
интегральных операторов Бушмана–Эрдейи (Гегенбауэра–Чебышёва)
в некоторых функциональных пространствах [359, 453–455] с прило-
жениями результатов к теории преобразования Радона и томографии.
Операторы преобразования Бушмана–Эрдейи используются в недавних
работах А.В. Глушака [46, 47].

Важность операторов Бушмана–Эрдейи во многом обусловлена их
многочисленными приложениями. Например, они встречаются в сле-
дующих вопросах теории уравнений с частными производными [198]:
при решении задачи Дирихле для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу
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в четверти плоскости и установлении соотношений между значениями
решений уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу на многообразии началь-
ных данных и характеристике (см. лемму Копсона в п. 2.3.2); в теории
преобразования Радона, так как в силу результатов Людвига [166, 333,
359, 425, 453–455] действие преобразования Радона при разложении
по сферическим гармоникам сводится как раз к операторам Буш-
мана–Эрдейи по радиальной переменной; при исследовании краевых за-
дач для различных уравнений с существенными особенностями внутри
области, при доказательстве вложения пространств Киприянова в весо-
вые пространства Соболева, при установлении связей между операто-
рами преобразования и волновыми операторами теории рассеяния, при
обобщении классических интегральных представлений Сонина и Пуас-
сона и операторов преобразования Сонина–Пуассона–Дельсарта.

Изложению теории ОП и их приложениям посвящены существен-
ные части монографий [8, 14, 293, 314–316, 363, 417]; кроме того,
различные вопросы ОП рассматриваются также в [198, 366, 367] и во
многих других известных монографиях. К сожалению, на русском
языке нет книг, полностью посвящённых ОП, таких, как содержатель-
ные книги Роберта Кэрролла на английском [313–317]. Но следует
безусловно отметить монографию М.К. Фаге и Н.И. Нагнибиды [262].
В этой монографии практически никак не отражены известные к то-
му времени результаты теории ОП, что полностью компенсируется
изложением в основном собственных результатов авторов по одной
из самых трудных задач теории ОП — их построению для диффе-
ренциальных операторов высоких порядков с переменными коэффи-
циентами. Кроме того, в эту монографию вошли и многие другие
вопросы: решение задачи об операторах, коммутирующих с производ-
ными в пространствах аналитических функций (включая исправление
ошибочных результатов Дельсарта и Лионса), создание законченной
теории разрешимости для уравнения Бианки, теория операторно-ана-
литических функций (первоначально возникшая в работах В.А. Мар-
ченко [155–157]), исследование операторов дифференцирования, инте-
грирования и корней из них в пространствах аналитических функций.

Из приведённого исторического обзора следует, что метод операто-
ров преобразования является эффективным методом в теории диффе-
ренциальных уравнений и в смежных разделах математики, ему посвя-
щено большое число работ, и на его основе решаются многочисленные
задачи.
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В этой главе приведены необходимые сведения о специальных
функциях, пространствах функций и дробном интегро-дифференциро-
вании.

§1.1. Специальные функции

Здесь даны краткие определения и пояснения для специаль-
ных функций, которые использованы в книге, согласно монографиям
и справочникам [11–13, 134, 189, 251, 260, 302, 426, 427, 434].

1.1.1. Гамма-функция, бета-функция, пси-функция, символ
Похгаммера и биномиальные коэффициенты. Гамма-функция явля-
ется обобщением понятия факториала на случай чисел, не являющихся
натуральными. Бета-функция в общем случае определяется через
гамма-функцию. Пси-функция является логарифмической производной
гамма-функции.

Пусть z ∈ C. Гамма-функцияΓ(z) определяласьЭйлеромкак предел

Γ(z) = lim
N→∞

N !Nz

z(z + 1)(z + 2)...(z +N)
, z ∈ C,

но чаще используется определение в виде интеграла Эйлера второго
рода

Γ(z) =

∞∫

0

yz−1e−ydy, Re z > 0, (1.1)

который сходится при всех z ∈ C, для которых Re z > 0.
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Интегрирование по частям выражения (1.1) приводит к рекуррент-
ной формуле

Γ(z + 1) = zΓ(z). (1.2)

Поскольку Γ(1)=1, то рекуррентная формула (1.2) для положительных
целых n приводит к равенству

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)Γ(n− 1) = ... = n(n− 1) · ... · 2 · 1,
или

Γ(n+ 1) = n!,

которое и позволяет рассматривать гамма-функцию как обобщение
понятия факториала. Переписав формулу (1.2) в виде

Γ(z − 1) =
Γ(z)

z − 1
, (1.3)

мы получим выражение, позволяющее определить гамма-функцию
от отрицательных аргументов, для которых определение (1.1) неприем-
лемо. Формула (1.3) показывает, что Γ(z) имеет в точках z = 0,−1,−2,
−3, ... простые полюсы.

После многократного применения равенства (1.3) получим формулы
понижения и повышения, которые, соответственно, имеют вид

Γ(z + n) = z(z + 1)...(z + n− 1)Γ(z), n = 1, 2, ... (1.4)

и

Γ(z − n) =
Γ(z)

(z − n)(z − n+ 1)...(z − 1)
, n = 1, 2, .... (1.5)

Отметим, что
Γ

(
1
2

)
=

√
π ,

Γ

(
1
2
+ n

)
=

(2n)!
√
π

4nn!
, Γ

(
1
2
− n

)
=

(−4)nn!√π
(2n)!

.

Имеют место следующие соотношения:
формула дополнения

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(zπ)
, (1.6)

формула удвоения (формула Лежандра)

Γ(2z) =
22z−1√
π

Γ(z)Γ

(
z +

1
2

)
. (1.7)

Бета-функция B(z,w) тесно связана с гамма-функцией. Для двух
параметров z и w, удовлетворяющих условиям Re z > 0 и Rew > 0,
бета-функция Эйлера определяется интегралом Эйлера первого рода

B(z,w) =

1∫

0

tz−1(1− t)w−1dt. (1.8)
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Если Re z � 0 и Rew � 0, то бета-функция определяется формулой

B(z,w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
. (1.9)

Пси-функция ψ(z) определяется как логарифмическая производная
гамма-функции:

ψ(z) =
d ln Γ(z)

dz
=

Γ′(z)
Γ(z)

.

Функция ψ(z) имеет простые полюсы в точках z = 0,−1,−2, ....
Для пси-функции справедливо представление

ψ(z) = −γ + (z − 1)
∞∑
n=0

1
(n+ 1)(z + n)

,

где

γ = lim
m→∞

(
m∑

n=1

1
n
− lnm

)
= 0,5772156649...

обозначает постоянную Эйлера–Маскерони [251]. Очевидно, что
ψ(1) = −γ. Отметим справедливость формулы

1∫

0

tx − ty

1− t
dt = ψ(y + 1)− ψ(x+ 1). (1.10)

Символ Похгаммера (z)n при целых n определяется равенством

(z)n = z(z + 1)...(z + n− 1), n = 1, 2, ...; (z)0 ≡ 1.

Справедливы равенства (z)n = (−1)n(1− n− z)n, (1)n = n! и

(z)n =
Γ(z + n)

Γ(z)
. (1.11)

Равенство (1.11) можно использовать для введения символа (z)n при
действительных (комплексных) n.

Биномиальные коэффициенты определяются по формуле(
α
n

)
=

(−1)n−1αΓ(n− α)

Γ(1− α)Γ(n+ 1)
.

В частности, при целых α = m, m = 1, 2, ..., имеем равенства(
m
n

)
=

m!

n!(m− n)!
, m � n.

В случае произвольных (комплексных) β и α, α �= −1,−2, ..., полагают(
α
β

)
=

Γ(α+ 1)
Γ(β + 1)Γ(α− β + 1)

.

Для натуральных k справедлива формула

(−1)k
(
α
k

)
=

(
k − α− 1

k

)
=

Γ(k − β)

Γ(−α)Γ(k + 1)
. (1.12)
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1.1.2. Функции Бесселя. Функции Бесселя, названные в честь
немецкого астронома Фридриха Бесселя, определяются как решения
дифференциального уравнения Бесселя

x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − α2)y = 0,

где порядок α — произвольное комплексное число.
Функциями Бесселя первого рода (обозначение Jα(x)) являются

решения, конечные в точке x = 0 при целых или неотрицательных α.
Можно определить эти функции с помощью разложения в ряд Тейлора
около нуля или в более общий степенной ряд при нецелых α:

Jα(x) =

∞∑
m=0

(−1)m
m! Γ(m+ α+ 1)

(x
2

)2m+α

.

Если α не является целым числом, то функции Jα(x) и J−α(x) линейно
независимы и, следовательно, являются решениями уравнения. Но если
α целое, то верно следующее соотношение:

J−α(x) = (−1)αJα(x).
Оно означает, что в этом случае функции линейно зависимы. Тогда
вторым решением уравнения станет функция Неймана, т. е. реше-
ние Nα(x) уравнения Бесселя, бесконечное в точке x = 0. Эта функция
связана с Jα(x) следующим соотношением:

Nα(x) =
Jα(x) cos(απ) − J−α(x)

sin(απ)
,

где в случае целого α берется предел по α, вычисляемый, например,
с помощью правила Лопиталя. Функции Неймана также называются
функциями Бесселя второго рода. Линейная комбинация функций Бес-
селя первого и второго родов являет собой полное решение уравнения
Бесселя:

y(x) = C1Jα(x) + C2Nα(x).

Часто также используется обозначение Nα(x) = Yα(x).
МодифицированнымифункциямиБесселя, или функциямиБесселя

мнимого аргумента называются функция

Iν(x) = i−νJν(ix)

и функция Макдональда

Kν(x) =
π

2 sin(πν)
[I−ν(x) − Iν(x)], ν /∈ Z.

В случае целого ν ∈ Z функция Макдональда вычисляется предельным
переходом по индексу с помощью правила Лопиталя.

Функции Ханкеля (Ганкеля), или функции Бесселя третьего рода —
это линейные комбинации функций Бесселя первого и второго родов,
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которые, следовательно, также суть решения уравнения Бесселя. Они
названы в честь немецкого математика Германа Ханкеля:

H(1)
ν (z) = Jν(z) + iNν(z)

— функция Ханкеля первого рода;

H(2)
ν (z) = Jν(z)− iNν(z)

— функция Ханкеля второго рода. Функции Ханкеля с индексом 0 яв-
ляются фундаментальными решениями уравнения Гельмгольца. Пред-
ставление их функциями Бесселя первого рода:

H(1)
ν (z) =

J−ν(z)− e−νπiJν(z)

i sin(νπ)
,

H(2)
ν (z) =

J−ν(z)− eνπiJν(z)

−i sin(νπ) .

Нормированная функция Бесселя (j-функция Бесселя) jν опреде-
ляется формулой (см. [87, с. 10; 126])

jν(x) =
2νΓ(ν + 1)

xν
Jν(x), (1.13)

где Jν — функция Бесселя первого рода.
Используя формулы 9.1.27 из [251], получим, что j(ν−1)/2(t) есть

собственная функция оператора Bν =
1
tν

d

dt
tν

d

dt
:

(Bν)tj(ν−1)/2(τt) = −τ2j(ν−1)/2(τt). (1.14)

Отметим, что полезные свойства функций Бесселя с приложени-
ями в аналитической теории чисел получены в работах Н.В. Кузне-
цова [107, 108].

1.1.3. Гипергеометрическая функция Гаусса. Гипергеометри-
ческая функция Гаусса определяется внутри круга |z| < 1 как сумма
гипергеометрического ряда (см. [251, с. 373, формула (15.3.1)]):

2F1(a, b; c; z) = F (a, b, c; z) =
∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

zk

k!
, (1.15)

а при |z| � 1 получается аналитическим продолжением этого ряда
(см. [303, 305]). В формуле (1.15) параметры a, b, c и переменная z
могут быть комплексными, причем c �= 0,−1,−2, ..., а (a)k есть cимвол
Похгаммера (1.11).

Гипергеометрический ряд (1.15) сходится только в единичном круге
комплексной плоскости, поэтому возникает необходимость построения
аналитического продолжения гипергеометрической функции за грани-
цу этого круга, на всю комплексную плоскость. Один из способов
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аналитического продолжения — использование интегрального пред-
ставления Эйлера

2F1(a, b, c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(b− c)

1∫

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−a dt,

0 < Re b < Re c, |arg (1− z)| < π,

в котором правая часть определена при указанных условиях, обеспечи-
вающих сходимость интеграла.

Важным свойством гипергеометрической функции является то, что
многие специальные и элементарные функции могут быть получены
из нее при определенных значениях параметров и преобразовании
независимого аргумента.

Примеры для элементарных функций:

(1+ x)n = 2F1(−n, b, b;−x),
1
x
ln(1+ x) = 2F1(1, 1, 2;−x),

ex = lim
n→∞ 2F1(1,n, 1;

x

n
),

cosx = lim
a,b→∞ 2F1

(
a, b,

1
2
;− x2

4ab

)
, chx = lim

a,b→∞ 2F1

(
a, b,

1
2
;
x2

4ab

)
.

Функция Бесселя первого рода и гипергеометрическая функция
Гаусса связаны формулой

Jν(z) = lim
a,b→∞

⎡⎢⎣
(z
2

)ν
Γ(ν + 1) 2

F1

(
a, b, ν + 1;− z2

4ab

)⎤⎥⎦.
1.1.4. Функции Лежандра. Функции Лежандра Pμ

ν (x),Q
μ
ν (x) —

это обобщения полиномов Лежандра на нецелую степень (см. [11]).
Функции Лежандра Pμ

ν (x),Q
μ
ν (x) являются решениями общего

уравнения Лежандра

(1− x2) y′′ − 2xy′ +
(
λ(λ + 1)− μ2

1− x2

)
y = 0,

где комплексные числа λ и μ называются соответственно степенью
и порядком функций Лежандра. Эти функции могут быть определены
для комплексных значений параметров и аргумента:

Pμ
λ (z) =

1
Γ(1− μ)

(
1+ z

1− z

)μ/2

2F1(−λ,λ+ 1; 1− μ;
1− z

2
), |1− z| < 2,
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Qμ
λ(z)=

√
π Γ(λ+μ+1)

2λ+1Γ(λ+ 3
2 )

eiμπ(z2 − 1)μ/2

zλ+μ+1 ×

× 2F1

(
λ+ μ+ 1

2
,
λ+ μ+ 2

2
;λ+

3
2
;
1
z2

)
, |z| > 1,

где Γ — гамма-функция и 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса.
В книге используются также прямые значения функций Pμ

ν (x),Q
μ
ν (x)

на разрезе x ∈ [−1; 1], которые обозначаются Pμ
ν (x),Q

μ
ν (x).

Функции Лежандра являются частными случаями гипергеометри-
ческой функции Гаусса, поэтому для них известны многочисленные
разложения в ряды, интегральные представления, формулы продолже-
ния, а также выражения через элементарные функции при специаль-
ных значениях параметров.

Многочлены Лежандра являются функциями Лежандра поряд-
ка μ = 0.

1.1.5. Функция Миттаг-Леффлера. Функция Миттаг-Леффле-
ра Eα,β(z) — это целая функция (в z ∈ C) порядка 1/α, определяемая
степенным рядом (см. [13, 36, 65, 346, 369, 397, 398, 440])

Eα,β(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ β)
,

z ∈ C, α,β ∈ C, Re(α) > 0, Re(β) > 0.

(1.16)

Функция (1.16) была введена Гёстой Миттаг-Леффлером в 1903 г.
для α = 1 и А. Виманом в 1905 г. в общем случае. Первыми прило-
жениями этих функций у Миттаг-Леффлера и Вимана были прило-
жения в ТФКП (нетривиальные примеры целых функций с нецелыми
порядками роста и обобщенные методы суммирования). В СССР эти
функции стали в основном известны после опубликования знаменитой
монографии М.М. Джрбашяна [65], см. также его более позднюю
монографию [346]. Самым известным применением функций Миттаг-
Леффлера в теории интегро-дифференциальных уравнений и дробном
исчислении является тот факт, что через них в явном виде выражает-
ся резольвента дробного интеграла Римана–Лиувилля по знаменитой
формуле Хилле–Тамаркина–Джрбашяна (см. [190, 198, 374]). Ввиду
многочисленных приложений к решению дифференциальных уравне-
ний дробного порядка эта функция получила название королевской
функции дробного исчисления [368].

Производная функции Миттаг-Леффлера вычисляется по формуле

E′
α,β(z) =

dEα,β(z)

dz
=

∞∑
k=0

(1+ k)zk

Γ(β + α(1+ k))
.

Отметим, что E1,1(z) = ez.
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1.1.6. Обобщённые функции гипергеометрического типа.
Обобщённые функции гипергеометрического типа рассматриваются
в монографиях [39, 148, 350, 361, 381, 388, 473] и ряде других.

Известны многочисленные обобщения гипергеометрических функ-
ций, например: q-гипергеометрические функции, теория которых вос-
ходит к Э. Гейне, A-гипергеометрические системы Гельфанда–Граева,
эллиптические гипергеометрические функции Спиридонова и др.

Следует отметить, что в последнее время функции гипергеометри-
ческого типа, такие как функции Миттаг-Леффлера, Райта и Фокса,
получили многочисленные приложения в задачах теории вероятностей
и математической статистики. В частности, через них выражаются
некоторые важные функции распределения и плотности вероятностей.

Функции Райта (см. [11, 36, 393, 397, 398, 440]) были введены
Эдвардом Мейтлендом Райтом в 1935 г. Они являются непосредствен-
ными обобщениями функций Миттаг-Леффлера и определяются в ви-
де рядов, аналогичных (1.16), но с произвольным конечным числом
гамма-функций в числителе и знаменателе дроби для общего члена
ряда, см. общий вид этих рядов в [11]. Иногда эти функции исполь-
зуются под другими названиями, например: обобщённая функция Бес-
селя (см. [440]), обобщённая функция Миттаг-Леффлера (см. [369]),
многопараметрическая функция Миттаг-Леффлера (см. [36, 397, 398]),
и некоторыми другими. Функции Райта, представленные в образах
преобразования Меллина или интегралами Меллина–Барнса, также
являются функциями Фокса, и обратно, хотя не при всех значениях
параметров такие преобразования очевидны или даже возможны.

Пусть p, q ∈ N0 = {0, 1, 2, ...}, p2 + q2 �= 0, ai, bj ∈ C, αi,βj ∈ R

(αi,βj �= 0; i = 1, 2, ..., p; j = 1, 2, ..., q). Тогда функция Райта опреде-
ляется степенным рядом

pΨq(z) =

∞∑
m=0

p∏
i=1

Γ(ai + αik)

q∏
j=1

Γ(bj + βjk)

zk

k!
, z ∈ C.

Например, при представлении резольвенты для дробных степеней
оператора Бесселя используется такой вариант функции Райта:

Jμ
γ,λ(z) =

∞∑
m=0

(−1)m
Γ(γ +mμ+ λ+ 1)Γ(λ +m+ 1)

(z
2

)2m+γ+2λ
. (1.17)

G-функции Мейера (см. [351, 461]). Общее определение G-функции
Мейера дается следующим интегралом в комплексной плоскости:

Gm,n
p,q

(
a1, ... , ap
b1, ... , bq

∣∣∣∣ z) =

=
1
2πi

∫

L

∏m
j=1 Γ(bj − s)

∏n
j=1 Γ(1− aj + s)∏q

j=m+1 Γ(1− bj + s)
∏p

j=n+1 Γ(aj − s)
zs ds.
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Это интеграл так называемого типа Меллина–Барнса. Определение
корректно при следующих предположениях: 0 � m′ � q, 0 � n � p,
m,n, p, q ∈ Z, ak − bj �= 1, 2, 3, ... для k = 1, 2, ...,n и j = 1, 2, ...,m, что
означает, что никакие полюсы Γ(bj − s), j = 1, 2, ...,m, не совпадают
ни с какими полюсами Γ(1 − ak + s), k = 1, 2, ...,n, z �= 0. Кроме
того, контур интегрирования после обхода области с полюсами должен
продолжаться по прямым вертикально вверх и вниз.

Важным свойством G-функции Мейера является тот факт, что
во всех случаях она представима в виде конечной суммы обобщённых
гипергеометрических функций. Отметим, что функции Мейера исполь-
зуются, например, в [342, 393] при представлениях преобразования
Обрешкова.

В случае другого выбора контура с уходом на бесконечность по го-
ризонтальным прямым получаются новые варианты функций Мейера;
подробный анализ этих модификаций, а также их отличий от клас-
сического случая см. в недавних работах [384–386]. В этих случаях,
в частности, функция Мейера может быть определена, но для нее
может не существовать преобразование Меллина, или даже возможно,
что преобразование Меллина существует, но сама функция не вос-
станавливается обратным преобразованием Меллина через интеграл
Меллина–Барнса.

Функции Фокса [388]. H-функцию ввел Чарльз Фокс в 1961 г.
H-функциятакжеопределяется с помощьюинтегралаМеллина–Барнса:

H(x) = Hm,n
p,q (z) = Hm,n

p,q

[
z

∣∣∣∣( (ap,Ap)

(bq,Bq)

)]
=

= H m,n
p,q

[
z

∣∣∣∣(a1,A1) (a2,A2) ... (ap,Ap)

(b1,B1) (b2,B2) ... (bq,Bq)

]
=

=
1
2πi

∫

L

(
m∏
j=1

Γ(bj +Bjs)

)(
n∏

j=1
Γ(1− aj −Ajs)

)
(

q∏
j=m+1

Γ(1− bj −Bjs)

)(
p∏

j=n+1
Γ(aj +Ajs)

)z−s ds.

Здесь пустое произведение всегда интерпретируется как единица;
m,n, p, q ∈ N0, 0 � n � p, 1 � m � q, Ai,Bj ∈ R+, ai, bj ∈ R или C,
i = 1, ..., p, j = 1, ..., q; L — некоторый подходящий контур, отделяю-
щий полюсы

ζjν = −
(
bj + ν

Bj

)
, j = 1, ...,m; ν = 0, 1, 2, ...,

гамма-функции Γ(bj + sBj) от полюсов

ωλk =

(
1− aλ + k

Aλ

)
, λ = 1, ...,n; k = 0, 1, 2, ...,
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гамма-функции Γ(1− aλ − sAλ), так чтобы

Aλ(bj + ν) �= Bj(aλ − k − 1), j = 1, ...,m;λ = 1, ...,n; ν, k = 0, 1, 2, ...

Кроме того, контур интегрирования после обхода области с полюсами
должен продолжаться по прямым вертикально вверх и вниз.

Особым случаем, для которого H-функция Фокса сводится
к G-функции Мейера, является набор параметров Aj = Bk = C, C > 0
для j = 1, ..., p, k = 1, ..., q:

H m,n
p,q

[
z

∣∣∣∣(a1,C) (a2,C) ... (ap,C)
(b1,C) (b2,C) ... (bq,C)

]
=

1
C
Gm,n

p,q

(
a1, ... , ap
b1, ... , bq

∣∣∣∣ z1/C).
В отличие от G-функции Мейера H-функция Фокса в общем случае

не представляется в виде конечной суммы обобщённых гипергеометри-
ческих функций или G-функций. В том случае, когда она представля-
ется в виде ряда, используется название функция Райта–Фокса.

В случае другого выбора контура с уходом на бесконечность по го-
ризонтальным прямым получаются новые варианты функций Фокса;
подробный анализ этих модификаций, а также их отличий от клас-
сического случая см. в недавних работах [382, 383]. В этих случаях,
в частности, функция Фокса может быть определена, но для нее
может не существовать преобразование Меллина, или даже возможно,
что преобразование Меллина существует, но сама функция не вос-
станавливается обратным преобразованием Меллина через интеграл
Меллина–Барнса.

Самым известным применением функций Фокса в теории диф-
ференциальных уравнений является их использование А.Н. Кочубеем
при построения функции Грина для уравнения дробной диффузии
[101, 102, 353]. При этом по существу использовалось малоизвестное
большинству математиков, но чрезвычайно полезное преобразование
Станковича.

Отметим, что используемые при определениях функций Мейера
и Фокса интегралы типа Меллина–Барнса были впервые введены,
по-видимому, итальянским математиком Сальваторе Пинкерле в 1888 г.
(работы Эрнеста Уильяма Барнса были выполнены в 1908–1910 гг.,
работы Ялмара Меллина — в 1895 и в 1909 гг.).

§1.2. Функциональные пространства

Приведём некоторые понятия и утверждения, которые нам по-
требуются для введения операторов преобразования и изучения их
свойств. Эти сведения взяты нами из известного учебника [99], моно-
графии [198], а также из [27, 28].

Как обычно, через R будем обозначать множество вещественных
чисел, а через C — множество комплексных чисел. Рассматриваемые
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далее множества и функции мы, не оговаривая это отдельно, считаем
измеримыми 1), а функции почти всюду конечными.

1.2.1. Гёльдеровы функции, абсолютно непрерывные функ-
ции, класс ACn. В этом пункте определим (см. [99, 198]) локальное
и глобальное условия Гёльдера, а также классы функций AC и ACn.

Пусть Ω = [a, b], −∞ < a < b < ∞, обозначает отрезок веществен-
ной оси.

Определение 1.1. Говорят, что функция f(x) удовлетворяет на Ω
условию Гёльдера порядка λ, если

|f(x1)− f(x2)| � A|x1 − x2|λ (1.18)

для всех x1, x2 ∈ Ω, где A — постоянная, а λ — показатель Гёльдера.
Через Hλ = Hλ(Ω), обозначается класс всех (вообще говоря, ком-

плекснозначных) функций, удовлетворяющих на Ω условию Гёльдера
фиксированного порядка λ.

При λ > 1 класс Hλ содержит только постоянные f(x) ≡ const:

|f ′(x)| =
∣∣∣∣ limΔx→0

f(x1)− f(x2)

x1 − x2

∣∣∣∣ � A lim
Δx→0

|x1 − x2|λ
|x1 − x2|

| � A|x1 − x2|λ−1 = 0 .

Поэтому класс Hλ интересен лишь в случае 0 < λ � 1.
Класс H1(Ω) назыают липшицевым классом. Приведем определе-

ние более широкого, чем H1(Ω), класса AC(Ω) абсолютно непрерывных
функций.

Определение 1.2. Функция f(x) называется абсолютно непрерыв-
ной на отрезке Ω, если для любого ε > 0 можно найти такое δ > 0,
что для любой конечной системы попарно непересекающихся отрезков
[ak, bk] ⊂ Ω, k = 1, 2, ...,n, такой, что

n∑
k=1

(bk − ak) < δ,

справедливо неравенство
n∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Класс всех таких функций обозначается AC(Ω).

1) Функция f называется измеримой, если она совпадает почти везде
с пределом почти везде сходящейся последовательности кусочно-непрерывных
функций.

Соответственно, множество (точек из R или C) называется измеримым, если
измерима его характеристическая функция.
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Известно (см. [99]), что класс AC(Ω) совпадает с классом первооб-
разных от суммируемых по Лебегу функций, т.е.

f(x) ∈ AC(Ω) ⇔ f(x) = c+

x∫

a

ϕ(t)dt,

b∫

a

|ϕ(t)|dt <∞, ϕ(t) = f ′(t).

(1.19)

Поэтому абсолютно непрерывные функции имеют почти всюду сум-
мируемую производную f ′(x) (обратное неверно: из существования
почти всюду суммируемой производной еще не вытекает абсолютная
непрерывность).

Через ACn(Ω), где n = 1, 2, ..., и Ω — отрезок, обозначим класс
функций f(x), непрерывно дифференцируемых на Ω до порядка n− 1,
причем f (n−1)(x) ∈ AC(Ω).

Очевидно, что AC1(Ω) = AC(Ω) и класс ACn(Ω) состоит из функ-
ций, представимых n-кратным интегралом Лебега с переменным верх-
ним пределом от суммируемой функции с заменой постоянной в (1.19)
на многочлен порядка n− 1:

f(x) ∈ ACn(Ω) ⇔ f(x) =
n−1∑
k=0

ck(x− a)k +

x∫

a

dt...

x∫

a

dt

x∫

a︸ ︷︷ ︸
n

ϕ(t)dt, (1.20)

b∫

a

|ϕ(t)|dt <∞, ck =
f (k)(a)

k!
, ϕ(t) = f (n)(t).

Пусть теперь Ω — ось или полуось. В этом случае при определении
класса Hλ(Ω) дополнительно оговаривается «гёльдеровское» поведение
на бесконечности. Именно, говорят, что функция f(x) удовлетворяет
условию Гёльдера в окрестности бесконечно удаленной точки, если∣∣∣∣f ( 1

x1

)
− f

(
1
x2

)∣∣∣∣ � A

∣∣∣∣ 1x1 − 1
x2

∣∣∣∣λ (1.21)

для всех x1, x2, достаточно больших по абсолютной величине.
Пусть Ω — ось или полуось. Через Hλ = Hλ(Ω) обозначается

класс функций, удовлетворяющих условию Гёльдера (1.18) на любом
конечном отрезке в Ω и условию (1.21) в окрестности бесконечно
удаленной точки.

Совокупность двух условий (1.18) и (1.21), определяющих
класс Hλ(Ω) для бесконечного интервала Ω, равносильна одному
условию

|f(x1)− f(x2)| � A
|x1 − x2|λ

(1+ |x1|)λ(1+ |x2|)λ
. (1.22)

Условие (1.22) называется глобальным условием Гёльдера.
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1.2.2. Класс Lp и его свойства. Введём класс суммируемых
в p-й степени функций и приведём некоторые неравенства и теоремы,
справедливые для функций из этого класса (см. [99, 198]).

Пусть теперь Ω = [a, b], где −∞ � a < b � ∞.
Через Lp = Lp(Ω) обозначается множество всех измеримых на Ω

функций f(x), вообще говоря, комплекснозначных, для которых вы-
полняется неравенство∫

Ω

|f(x)|pdx <∞, 1 � p <∞.

Норма в Lp(Ω) определяется формулой

||f ||Lp(Ω) =

⎛⎝∫

Ω

|f(x)|pdx

⎞⎠1/p.
Две функции, различающиеся на множестве меры нуль, не разли-

чаются как элементы пространства Lp(Ω).
Для функций f ∈ Lp(Ω) и g ∈ Lp(Ω) справедливо неравенство

Минковского

||f + g||Lp(Ω) � ||f ||Lp(Ω) + ||g||Lp(Ω),

с учетом которого Lp(Ω) является нормированным пространством.
Если же f(x) ∈ Lp(Ω), g(x) ∈ Lp′(Ω), где p′ = p

p− 1
, то выполняется

неравенство Гёльдера∫

Ω

|f(x)g(x)|dx � ||f ||Lp(Ω)||g||Lp′(Ω), p′ =
p

p− 1
.

Известно, что Lp(Ω) — полное пространство.
Нам также потребуется теорема, позволяющая менять порядок ин-

тегрирования в повторных интегралах.

Теорема 1.1 (Фубини). Пусть Ω1 = [a, b], Ω2 = [c, d], −∞ � a <
< b � ∞, −∞ � c < d � ∞, и пусть f(x, y) — определённая на Ω1 ×
×Ω2 измеримая функция. Если сходится (абсолютно) хотя бы один
из интегралов∫

Ω1

dx

∫

Ω2

f(x, y)dy,
∫

Ω2

dy

∫

Ω1

f(x, y)dx,
∫ ∫

Ω1×Ω2

f(x, y)dx dy,

то они совпадают.
Имеет место следующий частный случай теоремы Фубини:

b∫

a

dx

x∫

a

f(x, y)dy =

b∫

a

dy

b∫

y

f(x, y)dx (1.23)
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в предположении, что абсолютно сходится один из этих интегралов.
Равенство (1.23) называется формулой Дирихле.

Справедливо также обобщенное неравенство Минковского⎛⎝ ∫

Ω1

dx

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω2

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣∣
p⎞⎠1/p

�
∫

Ω2

dy

⎛⎝ ∫

Ω1

|f(x, y)|pdx

⎞⎠1/p

.

1.2.3. Пространства Cm
ev, Lγ

p и Sev. Весовые обобщённые
функции. Пусть R+ = (0,∞). Рассматриваемые ниже множества
и функции мы, не оговаривая это отдельно, считаем измеримыми,
а функции — почти всюду конечными. Пусть Rn — n-мерное евклидово
пространство.

Рассмотрим часть пространства Rn вида

Rn
+={x=(x1, ... ,xn) ∈ Rn, x1 > 0, ... ,xn > 0}

и Ω — открытое множество в Rn, симметричное относительно каждой
гиперплоскости xi=0, i = 1, ...,n, Ω+ = Ω ∩ R n

+ и Ω+ = Ω ∩ R n
+, где

R n
+={x=(x1, ... ,xn) ∈ Rn, x1 � 0, ... ,xn � 0}.

Имеем Ω+ ⊆ R n
+ и Ω+ ⊆ R n

+. Мы рассмотрим множество Cm(Ω+),
состоящее из m раз дифференцируемых на on Ω+ функций. Через
Cm(Ω+) обозначим подмножество функций из Cm(Ω+) таких, что все
производные этих функций по xi для любого i = 1, ...,n непрерывно
продолжаются на xi=0. Функции f ∈ Cm(Ω+) мы будем называть

чётными по переменным xi, i = 1, ...,n, если
∂2k+1f

∂x2k+1
i

∣∣∣∣
x=0

= 0 для всех

неотрицательных целых k � m. Класс Cm
ev(Ω+) состоит из функций

из Cm(Ω+), чётных по каждой из своих переменных xi, i = 1, ...,n.
Тогда (см. [69; 87, с. 21 и далее])

C∞
ev (Ω+) =

∞⋂
m=0

Cm
ev(Ω+).

Положим C∞
ev (R+) = C∞

ev .

Пусть
◦
C∞

ev(Ω+) — множество функций f∈C∞
ev (Ω+) с компактным

носителем. Будем использовать обозначение
◦
C∞

ev(Ω+)=D+(Ω+).
Будем использовать также часть пространства Шварца вида

Sev = Sev(R
n
+) =

{
f ∈ C∞

ev : sup
x∈R

n
+

∣∣xαDβf(x)
∣∣ <∞ ∀α,β ∈ Zn

+

}
,

где α = (α1, ...,αn), β = (β1, ...,βn), α1, ...,αn,β1, ...,βn — целые неот-

рицательные числа, xα = xα1
1 x

α2
2 ... xαn

n , Dβ = Dβ1
x1 ...D

βn
xn
, Dxj =

∂

∂xj
.
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Мультииндекс γ = (γ1, ..., γn), состоит из положительных фиксиро-
ванных чисел γi > 0, i = 1, ...,n, |γ| = γ1 + ...+ γn.

Пространство Lγ
p(Ω+), 1 � p < ∞, состоит из измеримых на Ω+

функций, чётных по каждой из своих переменных xi, i = 1, ...,n, таких,
что если f ∈ Lγ

p(Ω+), то
∫

Ω+

|f(x)|pxγdx <∞, xγ =

n∏
i=1

xγi

i .

Для вещественного числа p � 1 величина Lγ
p(Ω+) — норма функции

f ∈ Lγ
p(Ω+) — определяется формулой

||f ||Lγ
p(Ω+) = ||f ||p,γ,Ω+ =

⎛⎜⎝ ∫

Ω+

|f(x)|pxγdx

⎞⎟⎠
1/p

.

Будем использовать обозначения Lγ
p = Lγ

p(R
n
+) и

||f ||p,γ =

⎛⎜⎝ ∫

R
n
+

|f(x)|pxγdx

⎞⎟⎠
1/p

. (1.24)

Известно, что пространство Sev плотно в Lγ
p (см. [176]).

Пусть Ω ⊂ Rn
+ и mesγ(Ω) — весовая мера множества Ω:

mesγ(Ω) =

∫

Ω

xγdx.

Для любой измеримой функции f(x), определенной на Rn
+, введем

обозначение

μγ(f , t) = mesγ{x ∈ Rn
+ : |f(x)| > t} =

∫

{x: |f(x)|>t}+

xγdx,

где {x : |f(x)| > t}+={x ∈ Rn
+ : |f(x)| > t}. Функцию μγ = μγ(f , t)

будем называть весовой функцией распределения |f(x)|.
Поскольку

||f ||pp,γ =

∫

R
n
+

|f(x)|pxγdx �
∫

{x:|f(x)|>t}+

|f(x)|pxγdx � tpμγ(f , t),

то справедливо неравенство

μγ(f , t) �
||f ||pp,γ
tp

. (1.25)
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Пространство Lγ∞(Rn
+)=L

γ∞ определяется как множество измери-
мых на Rn

+, чётных по каждой из своих переменных функций f(x), для
которых конечна норма

||f ||Lγ
∞(Rn

+) = ||f ||∞,γ = ess supγ
x∈R

n
+

|f(x)| = inf
a∈R

{μγ(f , a) = 0}.

Теорема 1.2. Нормы пространств Lγ
p и Lγ∞ связаны равенством

||f ||∞,γ = lim
p→∞ ||f ||p,γ , f ∈ Lγ

∞. (1.26)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если ||f ||∞,γ = 0, то равенство (1.26) оче-
видно. Пусть 0<||f ||∞,γ<∞. Введём обозначение Sγ

f = ess supγ
x∈R

n
+

|f(x)| =
= ||f ||∞,γ . Будем иметь

||f ||p,γ =

⎛⎜⎝ ∫

R
n
+

|f(x)|pxγdx

⎞⎟⎠
1/2

� (Sγ
f )

1/2

⎛⎜⎝ ∫

R
n
+

|f(x)|p/2xγdx

⎞⎟⎠
1/p

.

Тогда

lim
p→∞||f ||p,γ � (Sγ

f )
1/2 lim

p→∞

⎛⎜⎝ ∫

R
n
+

|f(x)|p/2xγdx

⎞⎟⎠
1/p

=

= (Sγ
f )

1/2

⎡⎢⎢⎣ lim
p→∞

⎛⎜⎝ ∫

R
n
+

|f(x)|pxγdx

⎞⎟⎠
1/p
⎤⎥⎥⎦
1/2

= (Sγ
f )

1/2 lim
p→∞||f ||1/2p,γ ,

откуда получим
lim
p→∞||f ||p,γ � Sγ

f . (1.27)

Из того, что Sγ
f = ess supγ

x∈R
n
+

|f(x)| = inf
a∈R

{μγ(f , a) = 0}, следует,

что для любого ε ∈ (0,Sγ
f ] найдётся множество E ⊂ Rn

+ такое, что
mesγE <∞ и

|f(x)| > Sγ
f − ε, ∀x ∈ E.

Получим⎛⎝∫

E

(Sγ
f − ε)pxγdx

⎞⎠1/p

<

⎛⎝∫

E

|f(x)|pxγdx

⎞⎠1/p

� ||f ||p,γ ,

откуда
(Sγ

f − ε)(mesγE)1/p � ||f ||p,γ
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и
lim
p→∞

||f ||p,γ � Sγ
f − ε,

или, в силу произвольности ε,

lim
p→∞

||f ||p,γ � Sγ
f . (1.28)

Из (1.27) и (1.28) следует

lim
p→∞ ||f ||p,γ = Sγ

f .

Доказательство закончено.

Пусть Ω — открытое множество в Rn и f : ΩR. Если для некото-
рого p такого, что 1 � p � ∞, выполняется∫

K

|f |p dx < +∞,

т. е. f ∈ Lp(K) для всех компактов K ⊂ Ω, то f называется локально
p-интегрируемой. Множество таких функций обозначается Lp,loc(Ω).

Через Lγ
p,loc(Ω+) будем обозначать множество функций u, опре-

деленных почти всюду на Ω+ и таких, что uϕ ∈ Lγ
p(Ω+) для всех

ϕ∈D+(Ω+). Пусть D ′
+(Ω+) — сопряжённое пространство к простран-

ство D+(Ω+). Каждой функция u ∈ Lγ
1,loc(Ω+) сопоставляется регуляр-

ная весовая обобщённая функция u ∈ D ′
+(Ω+) действующая по пра-

вилу
(u,ϕ)γ =

∫

Ω+

u(x)ϕ(x)xγ dx, ϕ ∈ D+(Ω+).

Все остальные обобщённые функции u∈D ′
+(Ω+) будем называть син-

гулярными весовыми обобщёнными функциями.
Например, сингулярной весовой обобщённой функцией является

функция δγ (см. [87]):

(δγ ,ϕ)γ = ϕ(0), ϕ ∈ D+.

Для удобства будем также писать

(δγ ,ϕ)γ =

∫

R
n
+

δγ(x)ϕ(x)x
γdx = ϕ(0),

понимаятакуюзаписькак предел соответствующей последовательности.
Обозначим через SLγ

p(R
n
+)=SL

γ
p совокупность всех четных по каж-

дой из своих переменных функций с конечной нормой

||f ||SLγ
p(R

n
+) = ||f ||SLγ

p
= sup

0<t<∞
t(μγ(f , t))1/p, 1 � p <∞.
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§1.3. Основные интегральные преобразования

Основные определения интегральных преобразований и их свойства
можно найти в монографиях и справочниках [7, 11–13, 65, 103, 148,
173, 189, 366, 388, 445].

Досадные ошибки при обращении некоторых интегральных преоб-
разований, допущеные в [11–13], исправлены в [108, 109].

1.3.1. Преобразование Фурье, синус- и косинус-преобразова-
ния, преобразование Ханкеля. Подробнее о рассматриваемых преоб-
разованиях см. [65, 256].

Преобразование Фурье, синус- и косинус-преобразования имеют
соответственно вид

(Ff)(t) =
1√
2π

∞∫

0

exp(−ity)f(y) dy,

(Fcf)(t) =

√
2
π

∞∫

0

cos(ty)f(y) dy,

(Fsf)(t) =

√
2
π

∞∫

0

sin(ty)f(y) dy.

При введённых нормировках все эти преобразования унитарны
в L2(0,∞) и совпадают с обратными.

Преобразование Ханкеля имеет вид

(Hνf)(t) =
1
tν

∞∫

0

Jν(ty)f(y) dy

или

(Hνf)(ξ) =

∞∫

0

j(ν−1)/2(xξ) f(x)xν dx.

В связи со свойством jν(0) = 1 удобнее использовать преобразовние
Ханкеля с функцией j(ν−1)/2(xξ) в ядре.

1.3.2. Пространство Киприянова. Функция ϕ называется основ-
ной функцией, если она бесконечно дифференцируема, чётна и удовле-
творяет оценкам

|Dqϕ(x)| � Cqr

(1+ x2)r
.

Здесь q � 0 и r � 0 — произвольные целые числа, Cqr — постоянные,
не зависящие от x. Ясно, что к основным функциям можно применять
оператор Бесселя сколько угодно раз (так как если ϕ — основная
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функция, то и
ϕ′(x)
x

тоже основная функция), причём выполняются
оценки

|Bq
γϕ(x)| �

Aqr

(1+ x2)r
.

при любых целых r � 0 и q � 0. Через S обозначим пространство всех
основных функций.

Пусть L2
(
R1

+

)
— гильбертово пространство функций f(y), y > 0,

для которых конечна норма

‖f‖L2(R1
+)

=

⎛⎝∞∫

0

|f(y)|2 dy

⎞⎠1/2

, (1.29)

а L2,ν
(
R1

+

)
, ν � −1

2
— весовое гильбертово пространство функций

f(y), y > 0, для которых конечна норма

‖f‖L2,ν(R1
+)

=

⎛⎝∞∫

0

|f(y)|2y2ν+1 dy

⎞⎠1/2

. (1.30)

Хорошо известно, что преобразование Ханкеля (Фурье–Бесселя)
унитарно в L2,ν

(
R1

+

)
и справедливо равенство Парсеваля

‖Hνf‖L2,ν(R1
+)

= ‖f‖L2,ν(R1
+)
. (1.31)

Функциональное пространство Hs
ν,+

(
R1

+

)
(пространство Киприя-

нова), s � 0, ν � −1
2
, введённое в [88], определяется как замыкание

по норме

‖f‖Hs
ν,+(R1

+)
=

1
2ν Γ(ν + 1)

‖(1+ η2)s/2Hνf‖L2,ν(R1
+)

(1.32)

множества чётных по Киприянову функций
◦
C∞

+

(
R1

+

)
(см. [88]). Пред-

положение о чётности здесь существенно, поскольку в противном слу-
чае норма (1.32) может быть равной бесконечности. Для пространств
Киприянова возможны и другие эквивалентные определения нормы.

Определим пространство Соболева
◦
Hs(0,R), s � 0, 0 < R < ∞,

как замыкание множества
◦
C∞[0,R) по норме

‖f‖ ◦
Hs(0,R)

= ‖Dsf‖L2,ν(0,R).

1.3.3. Преобразование Меллина. Теорема Слейтер. При вычис-
лении интеграла от произведения гипергеометрических функций будем
пользоваться методом из [148, 188], основанном на применении пре-
образования Меллина. Преобразование Меллина и теорема Слейтер
изучены [148, 188, 189].
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Преобразованием Меллина функции f(x) называется функ-
ция g(s), которая определяется по формуле

g(s) =Mf(s) =

∞∫

0

xs−1f(x) dx. (1.33)

Определим также свёртку Меллина

(f1 ∗ f2)(x) =
∞∫

0

f1

(
x

y

)
f2(y)

dy

y
, (1.34)

при этом оператор свёртки с ядром K действует в образах преобразо-
вания Меллина как умножение на мультипликатор

MAf(s) =

∞∫

0

K

(
x

y

)
f(y)

dy

y
=MK ∗ f(s) = mA(s)Mf(s), (1.35)

mA(s) =MK(s).

Для изучения операторов типа свёртки Меллина (1.35) одним из ав-
торов в [208, 223] был предложен удобный алгебраический подход,
который не содержит ничего нового, но позволяет быстро получать
нужные оценки в удобной форме. Полезные факты будут собраны
вместе как

Теорема 1.3. Пусть оператор свёртки A действует по форму-
ле (1.35) в образах преобразования Меллина как умножение на муль-
типликатор. Тогда справедливы следующие условия ограниченно-
сти для прямого и обратного операторов и формулы для их норм.

а) Для того чтобы оператор А допускал расширение до ограни-
ченного оператора в L2(0,∞), необходимо и достаточно, чтобы

sup
ξ∈R

∣∣∣∣mA

(
iξ +

1
2

)∣∣∣∣ =M2 <∞; (1.36)

при этом ‖A‖L2 =M2.
б) Для того чтобы оператор А допускал расширение до ограни-

ченного оператора в Lp(0,∞), p > 1, при дополнительном условии
неотрицательности ядра K необходимо и достаточно, чтобы

sup
ξ∈R

∣∣∣∣mA

(
iξ +

1
p

)∣∣∣∣ =Mp <∞; (1.37)

при этом ‖A‖Lp =Mp.
в) Обратный оператор A−1 действует также по формуле (1.35)

с мультипликатором 1
mA

; для того чтобы он допускал расширение
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до ограниченного оператора в L2(0,∞), необходимо и достаточно,
чтобы

inf
ξ∈R

∣∣∣∣mA

(
iξ +

1
2

)∣∣∣∣ = m2 > 0; (1.38)

при этом ‖A−1‖L2 =
1
m2

.

г) Пусть операторы A,A−1 определены и ограничены в L2(0,∞).
Они унитарны тогда и только тогда, когда выполняется равенство∣∣∣∣mA

(
iξ +

1
2

)∣∣∣∣ = 1 (1.39)

для почти всех ξ.
Последняя теорема объединяет результаты многих математиков

(Шур, Харди, Литлвуд, Пойа, Кобер, Михлин и Хёрмандер). Неиз-
вестно, можно ли в формулировке п. б) при дополнительных условиях
опустить требование неотрицательности ядра. В диапазоне 0 < p < 1
в общем случае оценок нет, на что было нам указано В.И. Буренковым
на примере операторов Харди. Впоследствии мы увидим, что операторы
Харди тесно связаны с ОП Бушмана–Эрдейи. Первым математиком,
использовавшим технику преобразования Меллина для оценки норм
операторов Римана–Лиувилля в случае чисто мнимых степеней, был,
насколько нам известно, Кобер [399]. Поэтому иногда п. б) приведён-
ной теоремы называется леммой Кобера, что не совсем точно, так
как он на самом деле доказал формулу для нормы из п. а) в случае
знакопеременных функций.

Заметим, что преобразование Меллина является обобщённым пре-
образованием Фурье на полуоси по мере Хаара

dy

y
[283]. Его роль ве-

лика в теории специальных функций: например, гамма-функция явля-
ется преобразованием Меллина экспоненты. С преобразованием Мел-
лина связан важный прорыв в 1970-х гг., когда в основном усилиями
О.И. Маричева была полностью доказана и приспособлена для нужд
вычисления интегралов известная теорема Л.Дж. Слейтер, позволяю-
щая для большинства образов преобразований Меллина восстановить
оригинал в явном виде по простому алгоритму через гипергеомет-
рические функции [148, 188, 473]. Для строгого обоснования этого
результата, который несложно получить формально по общей формуле
обращения Меллина–Барнса через вычеты, потребовались достаточно
сложные и тщательные выкладки, связанные с обработкой асимптотик
гипергеометрических функций вблизи полюсов и на бесконечности,
а такие асимптотики весьма разнообразны и разнородны. Эта работа
была только начата исследованиями Люси Джоан Слейтер, а в ос-
новном проведена до конца Олегом Игоревичем Маричевым; данное
обстоятельство часто недооценивается. Теорема Слейтер–Маричева
позволила создать универсальный мощный метод вычисления интегра-
лов, который впоследствии позволил решить многие задачи в теории
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уравнений с частными производными, а также воплотился в передо-
вые технологии символьного интегрирования пакета MATHEMATICA
(О.И. Маричев работает в Wolfram Research).

Приведем теорему Слейтер (см. [148, 188, 473]). Пусть

Γ

[
a1, a2, ..., aA
b1, b2, ... bB

]
= Γ[(a), (b)] =

Γ(a1)Γ(a2)...Γ(aA)

Γ(b1)Γ(b2)...Γ(bB)
, (1.40)

пустое произведение заменяется единицей,

(a) + s = a1 + s, a2 + s, ..., aA + s,

(b)′ − bk = b1 − bk, ..., bk−1 − bk, bk+1 − bk, ..., bB − bk,
(1.41)

ΣA(z) =

A∑
j=1

zajΓ

[
(a)′ − aj , (b) + aj
(c)− aj (d) + aj

]
×

× B+CFA+D−1

(
(b) + aj , 1+ aj − (c); (−1)C−Az

1+ aj − (a)′, (d) + aj

)
, (1.42)

ΣB(1/z) =
B∑

k=1

z−bkΓ

[
(b)′ − bk, (a) + bk
(d) − bk (c) + bk

]
×

× A+DFB+C−1

(
(a) + bk, 1+ ak − (d); (−1)D−B

z

1+ bk − (b)′, (c) + bk

)
, (1.43)

| arg z| < π.

Если ряды сходятся, то функции ΣA(z), ΣB(1/z) являются функци-
ями гипергеометрического типа, причем переходят друг в друга, если
поменять местами A-мерный комплексный вектор (a) = a1, a2, ..., aA
с аналогичным B-мерным вектором (b), C-мерный вектор (c)
с D-мерным (d), а z заменить на 1/z. Эти функции аналитически
зависят от комплексных параметров (a), (b), (c), (d) и переменной z.
Если некоторые параметры векторов (a) (или (b)) совпадают
между собой или отличаются на целое число, то векторы (a)′ − aj
((b)′ − bk) содержат ненулевые или отрицательные целые компоненты
и в силу свойства Γ(−n) = ∞, n = 0, 1, 2, ..., у функций ΣA(z),
ΣB(1/z), вообще говоря, могут возникнуть неопределенности типа
∞ − ∞. В таких логарифмических случаях под значениями ΣA(z),
ΣB(1/z) будем понимать соответствующие пределы «регулярных»
функций ΣA(z), ΣB(1/z), когда их параметры непрерывно стремятся
к рассматриваемым особым значениям.

Следует отметить, что без ограничения | arg z| < π функции ΣA(z),
ΣB(1/z) в общем случае являются многозначными.
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Теорема 1.4 (Слейтер). Пусть функция K∗(s) имеет вид

K∗(s) = Γ

[
(a) + s (b)− s

(c) + s, (d)− s

]
, (1.44)

где векторы (a), (b), (c), (d) имеют соответственно A, B, C, D
компонент aj , bk, cl, dm. Тогда если выполняются следующие две
группы условий:

−Re aj < Re s < Re bk, j = 1, 2, ...,A, k = 1, 2, ...,B, (1.45)⎧⎨⎩
A+B > C +D,
A+B = C +D, Re s(A+D −B − C) < −Re ν,
A = C, B = D, Re ν < 0,

(1.46)

где

ν =

A∑
j=1

aj +

B∑
k=1

bk −
C∑
l=1

cl −
D∑

m=1

dm,

то для таких s справедливы равенства

K∗(s) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∫

0

xs−1ΣA(x)dx, A+D > B + C;

1∫

0

xs−1ΣA(x)dx+

+

∞∫

1

xs−1ΣB(1/x)dx, A+D = B + C;

∞∫

0

xs−1ΣB(1/x)dx, A+D < B + C,

(1.47)

ΣA(1) = ΣB(1), если A+D = B + C, Re ν + C − A+ 1 < 0, A � C.

Следствие. При условиях

−Re aj < Re s < Re bk, j = 1, 2, ...,A, k = 1, 2, ...,B,⎧⎨⎩
A+B > C +D,
A+B = C +D, Re s(A+D −B − C) < −Re ν,
A = C, B = D, Re ν < 0

прообразом функции

K∗(s) = Γ

[
(a) + s (b)− s

(c) + s, (d)− s

]
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является функция K(x) гипергеометрического типа, равная одному
из следующих выражений:

K(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ΣA(x), x > 0,A+D > B + C;

ΣA(x), 0 < x < 1,A+D = B + C;

ΣB(1/x), x > 1,A+D = B + C;

ΣB(1/x), x > 0,A+D < B + C,

(1.48)

K(1) = ΣA(1) − ΣB(1), если A + D = B + C, Re ν + C − A + 1 < 0,
A � C.

Замечание 1. Соответствующая теорема 1 из [473, § 4.8] содержит
ряд неточностей:

1) вместо условий⎧⎪⎨⎪⎩
A+B > C +D,

A+B = C +D, Re s(A+D −B − C) < −Re ν,

A = C, B = D, Re ν < 0,

указано лишь условие A+B � C +D;
2) вместо Re ν + C −A+ 1 < 0 приводится условие Reν < 0;
3) говорится, что при A + D = B + C функции ΣA(z), ΣB(1/z)

аналитически продолжают друг друга, а это верно лишь в случае
A+B > C +D.

Замечание 2. В случае |A+D −B − C| > 1, A+B = C +D огра-
ничение на Re s, указанное в (1.46), может быть несколько ослаблено
до условия

Re s(A+D −B − C) <
1
2
− Re ν. (1.49)

Замечание 3. Если для некоторых параметров выполняется одно
или несколько условий aj = cl + n (или aj = −dm − n) [bk = dm + n
(или bk = −cl − n)], где n = 0, 1, 2, ..., и при этом векторы (a)′ − aj ,
(b)′ − bk не содержат целые компоненты, то из группы условий (1.45)
можно устранить (или ослабить) условия, относящиеся к этим па-
раметрам. При aj = cl + n [bk = dm + n] соответствующие условия
Re(s+ aj) > 0 [Re(bk − s) > 0 ] устраняются, а при (a)′ − aj , (b)′ − bk
они заменяются на ослабленные требования Re(s + aj) > −n − 1
[Re(bk − s) > −n − 1]. Если же векторы (a)′ − aj , (b)′ − bk содержат
целые компоненты, то вопрос об ослаблении ограничений (1.45) требу-
ет специальных исследований.

Замечание 4. Ограничения (1.45), (1.46) обеспечивают по крайней
мере условную сходимость интегралов (1.47) в 0, ∞ (и 1). Если эти
ограничения нарушаются, то интегралы (1.47) как несобственные, во-
обще говоря, расходятся, однако в отдельных случаях они существуют
в смысле главного значения.
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§1.4. Операторы дробного
интегро-дифференцирования

Операторы дробного интегро-дифференцирования изучены
в [35, 167–169, 198, 368, 389–391]. Полезные свойства дробных
интегралов и их обращений для мер приведены в [387].

Операторы дробного интегро-дифференцирования играют важную
роль во многих современных разделах математики. Для теории спе-
циальных функций важность дробного интегро-дифференцирования
отражена в названии известной статьи [396]: «Все специальные функ-
ции получаются дробным интегро-дифференцированием элемен-
тарных функций» (замечание проф. А.А. Килбаса: кроме функций
Фокса!)

1.4.1. Дробные интегралы и производные Римана–Лиувилля
и Лиувилля.

Определение 1.3. Пусть ϕ(x) ∈ L1(a, b)Х. Тогда интегралы

(Iαa+ϕ)(x) =
1

Γ(α)

x∫

a

ϕ(t)

(x− t)1−α
dt, x > a, (1.50)

и

(Iαb−ϕ)(x) =
1

Γ(α)

b∫

x

ϕ(t)

(t− x)1−α
dt, x < b, (1.51)

где α > 0, называются соответственно левосторонним (1.50) и право-
сторонним (1.51) дробными интегралами Римана–Лиувилля поряд-
ка α (0 < α).

Для функции f(x), x ∈ [a, b] каждое из выражений

(Dα
a+f)(x) =

1
Γ(n− α)

(
d

dx

)n
x∫

a

f(t)dt

(x − t)α−n+1 , (1.52)

(Dα
b−f)(x) =

1
Γ(n− α)

(
d

dx

)n
b∫

x

f(t)dt

(t− x)α−n+1 , (1.53)

где n = [α] + 1, α > 0, называется дробной производной Римана–Ли-
увилля порядка α, соответственно левосторонней и правосторонней.

Определение 1.4. Операторы Лиувилля определяются при α > 0
по формулам:

Iα0+,xf =
1

Γ(α)

x∫

0

(x− t)
α−1

f(t)d t, (1.54)

Iα−,xf =
1

Γ(α)

∞∫

x

(t− x)
α−1

f(t)d t.
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Для остальных значений α они определяются при помощи аналитиче-
ского продолжения.

Для функции f(x), x ∈ [a, b] каждое из выражений

(Dα
0+,xf)(x) =

1
Γ(n− α)

(
d

dx

)n x∫

0

f(t)dt

(x − t)α−n+1 , (1.55)

(Dα
−,xf)(x) =

1
Γ(n− α)

(
d

dx

)n
∞∫

x

f(t)dt

(t− x)α−n+1 , (1.56)

где n = [α] + 1, α > 0, называется дробной производной Лиувилля
порядка α, соответственно левосторонней и правосторонней.

Хорошо известно, что обычное дифференцирование
d

dx
и интегри-

рование
x∫
a

...dt являются взаимно обратными операциями, если диффе-

ренцирование применяется слева, т.е.
d

dx

x∫
a

ϕ(t)dt = ϕ(x). Однако, во-

обще говоря,
x∫
a

ϕ′(t)dt �= ϕ(x) (так как добавляется постоянная −ϕ(a)).

Точно так же
(

d

dx

)n
Ina+ϕ = ϕ, но Ina+ϕ

(n) �= ϕ. А именно, Ina+ϕ
(n)

отличается от ϕ на многочлен порядка n− 1. Подобным же образом для
дробного дифференцирования всегда будет Dα

a+I
α
a+ϕ = ϕ, но Iαa+D

α
a+ϕ

не всегда совпадает с ϕ(x) (так как появляются функции (x − a)α−k,
k = 1, 2, ..., [α] − 1, играющие роль многочленов для дробного диффе-
ренцирования).

Для дальнейших рассуждений нам будет удобно ввести следующий
класс функций.

Через Iαa+(Lp), α > 0, обозначим класс функций f(x), представи-
мых левосторонним дробным интегралом порядка α от суммируемой
функции:

f ∈ Iαa+(Lp), α > 0 ⇔ f = Iαa+ϕ, ϕ ∈ Lp(a, b), 1 � p <∞.

Описание класса Iαa+(L1) дает следующая теорема.

Теорема 1.5. Для того чтобы f(x) ∈ Iαa+(L1), α > 0, необходимо
и достаточно, чтобы

fn−α(x) = In−α
a+ f ∈ ACn([a, b]), (1.57)

где n = [α] + 1, и

f
(k)
n−α(a) = 0, k = 0, 1, 2, ...,n− 1. (1.58)

Отметим, что представимость функции f(x) дробным интегралом
порядка α и существование у f(x) дробной производной этого поряд-
ка — не одно и то же. Предположение «дробная производная Dα

a+f
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существует почти всюду и суммируема» недостаточно для построения
удовлетворительной теории, т. е. недостаточно для представимости f(x)
в виде дробного интеграла порядка α. Нужно вложить в это предполо-
жение более сильный смысл.

Определение 1.5. Пусть α > 0. Будем говорить, что функция
f(x)∈L1(a, b) имеет суммируемую дробную производную Dα

a+f , если
In−α
a+ f ∈ ACn([a, b]), n = [α] + 1.

Замечание. Если Dα
a+f =

(
d

dx

)n
In−α
a+ f существует в обычном

смысле, т. е. In−α
a+ f дифференцируема до порядка n в каждой точке,

то f(x) имеет производную Dα
a+f в смысле определения 1.5.

Следующая теорема дает условия, при которых дробное интегри-
рование и дифференцирование являются взаимно обратными опера-
циями.

Теорема 1.6. Пусть α > 0. Тогда равенство

Dα
a+I

α
a+ϕ = ϕ(x) (1.59)

выполняется для любой суммируемой функции ϕ(x), а равенство

Iαa+D
α
a+f = f(x) (1.60)

— для функции
f(x) ∈ Iαa+(L1). (1.61)

Если вместо (1.61) предположить, что функция f(x) ∈ L1(a, b) име-
ет суммируемую производную Dα

a+f (в смысле определения 1.5),
то (1.59), вообще говоря, неверно и заменяется формулой

Iαa+D
α
a+f = f(x)−

n−1∑
k=0

(x− a)α−k−1

Γ(α− k)
f
(n−k−1)
n−α (a), (1.62)

где n = [α] + 1 и fn−α(x) = In−α
a+ f . В частности, при 0 < α < 1

Iαa+D
α
a+f = f(x)− f1−α(a)

Γ(α)
(x − a)α−1. (1.63)

1.4.2. Дробные интегралы и производные Эрдейи–Кобера.
Операторы Эрдейи–Кобера определяются при α > 0 по формулам:

Iα0+; 2, yf =
2

Γ(α)
x−2(α+y)

x∫

0

(x2 − t2)α−1t2y+1f(t) dt, (1.64)

Iα−; 2, yf =
2

Γ(α)
x2y

∞∫

x

(t2 − x2)α−1t2(1−α−y)−1f(t) dt, (1.65)



§ 1.4. Операторы дробного интегро-дифференцирования 47

а при значениях α > −n, n ∈ N по формулам:

Iα0+; 2,yf = x−2(α+y)

(
d

dx2

)n

x2(α+y+n)Iα+n
0+; 2, yf (1.66)

Iα−; 2,yf = x2y
(
− d

dx2

)n

x2(α−y)Iα+n
−; 2, y−nf. (1.67)

Для остальных значений α они определяются при помощи аналитиче-
ского продолжения, аналогично операторам дробного интегро-диффе-
ренцирования Лиувилля.

Отметим, что в классической монографии [198] случаи выбранных
нами пределов интегрирования 0,∞ не рассматриваются. В последую-
щей английской версии [458] эти особые случаи пределов допускаются,
но определения содержат неточности, в частности, приводящие к ком-
плексным величинам под знаком интеграла.

1.4.3. Дробный интеграл по произвольной функции. Дробный
интеграл по произвольной функции g(x) имеет вид

Iα0+,gf =
1

Γ(α)

x∫

0

(g(x)− g(t))
α−1

g′(t)f(t)dt, (1.68)

или

Iα−,gf =
1

Γ(α)

∞∫

x

(g(t)− g(x))
α−1

g′(t)f(t)dt;

во всех случаях предполагается, что Reα > 0, на оставшиеся значения
α формулы также без труда продолжаются [198]. При этом обычные
дробные интегралы (1.54) получаются при выборе в (1.68) g(x) = x,
Эрдейи–Кобера (1.64) — при выборе g(x) = x2, Адамара — при
g(x) = lnx.

Связь с ОП проявляется в том, что, как будет видно из (2.8)–(2.9),
ОП СПД с точностью до множителей как раз и являются операторами
Эрдейи–Кобера, т. е. дробными степенями(

d

dg(x)

)−α

=

(
d

2xdx

)−α

, g(x) = x2.

Поэтому основные свойства этих ОП можно получить из теории опе-
раторов дробного интегро-дифференцирования, а не изобретать зано-
во, что нередко и делалось. А.М. Джрбашян обратил наше внимание
на тот факт, что операторы дробного интегрирования по функции (1.68)
являются частными случаями несколько более общих операторов, ко-
торые были введены и изучались его отцом М.М. Джрбашяном [198].
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КЛАССИФИКАЦИЯ И СВОЙСТВА

ОПЕРАТОРОВ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

§2.1. Операторы преобразования, связанные
с операторами Бесселя и второй производной

2.1.1. Основные классы дифференциальных уравнений с опе-
раторами Бесселя. В книге принята следующая терминология для
названий дифференциальных уравнений с операторами Бесселя

Bνu(x) =
d2u

dx2
+
2ν + 1
x

du

dx
, (2.1)

в основном введённая И.А. Киприяновым [87].
B-эллиптическим называется уравнение с операторами Бесселя

вида
n∑

k=1

Bν,xk
u(x1, ... ,xn) = f(t,x), (2.2)

иногда такое уравнение называется уравнением Лапласа–Бесселя.
B-гиперболическим называется уравнение с операторами Бесселя

вида

Bν,tu(t,x1, ... ,xn) =
n∑

k=1

Bν,xk
u(t,x1, ... ,xn) + f(t,x), (2.3)

в случае одной пространственной переменной получаем уравнение Эй-
лера–Пуассона–Дарбу.

B-параболическим называется уравнение с операторами Бесселя
вида

∂

∂t
u(t,x1, ... ,xn) =

n∑
k=1

Bν,xk
u(t,x1, ... ,xn) + f(t,x). (2.4)

Те же названия сохраняем для неполных уравнений, в которых один
или несколько операторов Бесселя сводятся ко вторым производным,
а также к уравнениям добавляются спектральные параметры.
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2.1.2. Операторы преобразования Сонина и Пуассона. Опре-
делим самый известный класс ОП, сплетающих дифференциальный
оператор Бесселя со второй производной:

T (Bν) f =
(
D2)Tf , Bν =D2 +

2ν + 1
x

D, D2 =
d2

dx2
, ν ∈ C. (2.5)

Одним из способов построения ОП является установление соот-
ветствий между решениями дифференциальных уравнений. Решения-
ми уравнения вида Bνf = λf являются функции Бесселя, а уравне-
ния D2f = λf — тригонометрические функции или экспонента. Поэто-
му прообразами ОП вида (2.5) были формулы Пуассона и Сонина:

Jν(x) =
1

√
π Γ(ν +

1
2
)2ν−1xν

x∫

0

(
x2 − t2

)ν−1/2
cos t dt, Re ν >

1
2
, (2.6)

Jν(x) =
2ν+1xν

√
π Γ(

1
2
− ν)

∞∫

x

(
t2 − x2

)−ν−1/2
sin t dt, −1

2
< Re ν <

1
2
. (2.7)

Интеграл (2.6) начал изучать Эйлер в 1769 г. Затем Парсеваль
вычислил интеграл при ν = 0 в 1805 г., для целых ν формулу (2.6)
получил Плана в 1821 г. Для полуцелых ν ее вывел Пуассон в 1823 г.;
его метод применим и для целых ν, но он этого не заметил. Далее
этот интеграл встречался в работах Куммера, Лоббато и Дюамеля.
Окончательно формулу (2.6), которую мы приписываем Пуассону, уста-
новил в общем случае Ломмель в 1868 г., а Сонин вывел формулу (2.7)
в 1880 г.

Определение 2.1. Оператором преобразования Пуассона называ-
ется выражение

Pνf =
1

Γ(ν + 1)2νx2ν

x∫

0

(
x2 − t2

)ν−1/2
f(t) dt, Re ν > −1

2
. (2.8)

Оператором преобразования Сонина называется выражение

Sνf =
2ν+1/2

Γ(
1
2
− ν)

d

dx

x∫

0

(
x2 − t2

)−ν−1/2
t2ν+1f(t) dt, Re ν <

1
2
. (2.9)

Операторы (2.8)–(2.9) действуют как ОП по формулам
SνBν = D2Sν ,PνD

2 = BνPν . (2.10)
Их можно доопределить на все значения ν ∈ C.

Идею изучения операторов, подобных (2.8)–(2.9), высказывал еще
Лиувилль, их реальное использование в контексте теории функций
Бесселя начал Н.Я. Сонин. Как ОП эти операторы впервые были
введены Ж. Дельсартом, а затем на основе его идей их изучение
продолжилось в работах Дельсарта: самостоятельных и совместных
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с Ж.Л. Лионсом. Поэтому мы будем называть выражения (2.8)–(2.9)
ОП Сонина–Пуассона–Дельсарта (СПД). Об операторах СПД см. так-
же статью Б.М. Левитана [126].

Не будет преувеличением сказать, что операторы СПД (2.8)–(2.9)
являются самыми знаменитыми объектами всей теории ОП; их изуче-
нию, приложениям и обобщениям посвящены сотни работ.

Сделаем важное для дальнейшего уточнение. С точки зрения при-
ложений к исследуемым в данной работе решениям дифференциальных
уравнений в частных производных с особенностями в коэффициентах,
указанные операторы СПД обладают рядом недостатков, которые не
позволяют применять их во многих важных случаях. К этим недостат-
кам относится следующие: во-первых, введённые выше операторы СПД
являются ОП лишь на множестве чётных функций, что исключает воз-
можность рассмотрения функций с особенностями в нуле; во-вторых,
они не сохраняют финитность и быстроубываемость на бесконечности
функций; в-третьих, они изменяют гладкость преобразуемых функций.
На этот факт впервые обратил внимание Лионс [417].

Таким образом, возникает необходимость введения и изучения дру-
гих классов ОП для дифференциальных уравнений, содержащих опе-
раторы Бесселя.

Полагая γ = 2ν + 1 в (2.8), получим, что оператор Пуассона Pγ
x ,

действующий по переменной x, можно переписать в виде

Pγ
xG(x) = 2C(γ)

1
xγ−1

x∫

0

G(z)(x2 − z2)γ/2−1 dz, γ > 0, (2.11)

где

C(γ) =

⎛⎝π∫

0

sinγ−1 ϕdϕ

⎞⎠−1

=
Γ
(
γ + 1
2

)
√
π Γ

(
γ

2

) .
Производя в (2.11) замену переменной z = xα, получим

Pγ
xG(x) = 2C(γ)

1∫

0

G(xα)(1 − α2)γ/2−1 dα, γ > 0. (2.12)

Теорема 2.1. Левый обратный оператор к оператору Пуассо-
на (2.12) при γ > 0 для любой суммируемой функции H(x) имеет вид

(Pγ
x )

−1H(x) =
2
√
π x

Γ
(
γ + 1
2

)
Γ
(
n− γ

2

)×
×
(

d

2xdx

)n
x∫

0

H(z)(x2 − z2)n−γ/2−1z2−γdz, n =
[
γ

2

]
+ 1. (2.13)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдём оператор (Pγ
x )

−1 такой, что
(Pγ

x )
−1H(x)=H(x), где H(x)=Pγ

xG(x).
Заменой z2 = w, x2 = ξ оператор Pγ

x сводится к дробному интегралу
Римана–Лиувилля вида

(Iαa+ϕ)(x) =
1

Γ(α)

x∫

a

ϕ(t)

(x− t)1−α
dt, x > a.

Имеем

Pγ
xG(x) =

C(γ)

ξ(γ−1)/2

ξ∫

0

G(
√
w )√
w

(ξ − w)γ/2−1 dz =

=
Γ
(γ
2

)
C(γ)

ξ(γ−1)/2
(I

γ/2
0+ )ξ

(
G(
√

ξ )√
ξ

)
= H(

√
ξ ).

Тогда

(I
γ/2
0+ )ξ

(
G(

√
ξ )√
ξ

)
=

1

Γ
(γ
2

)
C(γ)

ξ(1−γ)/2H(
√
ξ ).

Используя формулу (1.52), получим

G(
√
ξ ) =

√
ξ

Γ
(
γ

2

)
C(γ)

(D
γ/2
0+ )ξ

(
ξ(1−γ)/2H(

√
ξ )
)
=

=

√
ξ

Γ
(γ
2

)
C(γ)

1

Γ
(
n− γ

2

) ( d

dξ

)n
ξ∫

0

t(1−γ)/2H(
√
t )(ξ − t)n−γ/2−1dt,

n =
[γ
2

]
+ 1.

Возвращаясь к x по формуле ξ = x2 и производя замену t = z2, запишем

G(x) =
2
√
π x

Γ

(
γ + 1
2

)
Γ
(
n− γ

2

) ( d

2xdx

)n x∫

0

H(z)(x2 − z2)n−γ/2−1z2−γdz.

n =
[
γ

2

]
+ 1.

Доказательство закончено.
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Замечание. При 0 < γ < 1 имеем n = 1, так что левый обратный
оператор к оператору Пуассона любой суммируемой функции H(x)
упрощается и принимает вид

(Pγ
x )

−1H(x)=

√
π(

γ + 1
2

)
Γ
(
1− γ

2

) d

dx

x∫

0

H(z)

(x2− z2)γ/2
z2−γdz, −1

2
< γ <

1
2
.

(2.14)
2.1.3. Оператор спуска по параметру для оператора Бесселя.

В этом пункте рассмотрим оператор преобразования, который сплетает
операторы Бесселя с разными индексами.

Теорема 2.2. При k − β > 2, β > 0 оператор преобразования Ikβ
такой, что

Ikβ (Bβf(t)) = BkI
k
βf(t),

Ikβ [1] = 1,

имеет вид

Ikβf(t) =
2t1−k Γ

(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

) t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−1rβf(r)dr. (2.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя форму записи оператора Бесселя
вида (Bβ)t =

1

tβ
d

dt
tβ

d

dt
и интегрируя по частям, получим

I(Bβf(t)) =
2t1−k Γ

(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

) t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−1rβ(Bβ)rf(r)dr =

=
2t1−k Γ

(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

) t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−1 d

dr
rβ

d

dr
f(r)dr =

=
2(k − β − 2)t1−k Γ

(
k + 1
2

)
Γ

(
k−β

2

)
Γ

(
β + 1
2

) t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−2rβ+1 d

dr
f(r)dr =

=
2(k − β − 2)t1−k Γ

(
k + 1
2

)
Γ

(
k−β

2

)
Γ

(
β + 1
2

) t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−3[(k − 3)r2 −

− (β + 1)t2]rβf(r)dr. (2.16)
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С другой стороны,

BkIf(t) =
2Γ
(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

) (Bk)t

⎛⎝t1−k

t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−1rβf(r)dr

⎞⎠=

=
2Γ
(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

) 1

tk
d

dt
tk

d

dt

⎛⎝t1−k

t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−1rβf(r)dr

⎞⎠ =

=
2Γ
(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

)×

× 1

tk
d

dt

t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−2[(k − 1)r2 − (β + 1)t2]rβf(r)dr =

=
2(k − β − 2) Γ

(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

) t

tk

t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−3×

× [(k − 3)r2 − (β + 1)t2]rβf(r)dr. (2.17)

Из (2.16) и (2.17) получаем Ikβ (Bβf(t)) = BkI
k
βf(t).

Используя бета-функцию Эйлера, покажем, что Ikβ [1] = 1:

Ikβ [1] =
2t1−k Γ

(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

) t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−1rβdr = {r = tρ} =

=
2Γ
(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

) 1∫

0

(1− ρ2)(k−β)/2−1ρβdρ =

=
Γ
(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

) 1∫

0

(1− ρ2)(k−β)/2−1(ρ2)(β−1)/2d(ρ2) =

=
Γ
(
k + 1
2

)
Γ
(
k−β

2

)
Γ
(
β + 1
2

)B (k−β

2
,
β + 1
2

)
= 1.

Доказательство закончено.
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Замечание. Пусть H = H(x, t) — функция переменных t > 0 и x =
= (x1, ...,xn), и пусть

H(x, 0) = f(x).

Тогда для оператора сдвига по параметру справедливо равенство

(Ikβ )tH(x, t))t=0 = f(x).

Дока з а т е л ь с т в о. Производя в интеграле (2.15) замену r = tz,
получим

(IkβH(x, t))t=0 =

=

⎛⎜⎝ 2t1−k Γ

(
k + 1
2

)
Γ

(
k−β

2

)
Γ

(
β + 1
2

) t∫

0

(t2 − r2)(k−β)/2−1rβH(x, r)dr

⎞⎟⎠
∣∣∣∣∣∣
t=0

= {r = tz}=

=

⎛⎜⎝ 2Γ
(
k + 1
2

)
Γ

(
k−β

2

)
Γ

(
β + 1
2

) 1∫

0

(1− z2)(k−β)/2−1zβH(x, tz)dz

⎞⎟⎠
∣∣∣∣∣∣
t=0

=

= H(x, 0) = f(x),

что и требовалось доказать.

§2.2. Обобщённый сдвиг и его свойства

Определённой разновидностью операторов преобразования явля-
ются операторы обобщённого сдвига. Наличие обобщённого сдвига
позволяет обобщать прежние теории, основанные на обычном сдвиге.
Так возникли теория обобщённых почти периодических функций, раз-
ложения по обобщённым рядам Тейлора, обобщённая свёртка и её при-
ложения.

2.2.1. Операторы обобщённого сдвига, выраженные через сте-
пенные ряды, и задача Коши. Рассмотрим путь обобщения опе-
ратора сдвига, который был предложен Ж. Дельсартом в [334–337]
(см. также [153, 431]).

Если f — функция, определённая на вещественной оси, то оператор
сдвига T y

x , x, y ∈ R, определяется равенством

T y
x f(x) = f(x+ y). (2.18)

Пусть теперь f ∈ C∞(R). Ряд Тейлора в точке h функции f(t) веще-
ственной переменной t имеет вид

f(t) =

∞∑
n=0

f (n)(h)

n!
(t− h)n. (2.19)
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Подход Ж. Дельсарта заключался в обобщении разложения функции
в ряд Тейлора. А именно, он начал с того, что рассмотрел разложение
функции f в ряд (2.19) при t = x+ y, h = x:

T y
x f(x) = f(x+ y) =

∞∑
n=0

yn

n!

(
d

dx

)n

f(x), (2.20)

т. е. разложение оператора сдвига T y по степеням оператора диффе-
ренцирования

d

dx
. Для сдвига (2.18), опираясь на (2.20), Дельсарт

сопоставлял функцию
ϕn(y) =

yn

n!
дифференциальному оператору

Ly =
d

dy
в некотором специальном смысле. А именно, он исходил из того, что
решение ϕ(y,λ), y ∈ R, λ ∈ C, задачи

Lyϕ = λϕ, ϕ(0,λ) = 1, ϕy(0,λ) = 0, (2.21)
есть

ϕ(y,λ) = eλy.

Для каждого вещественного y функция ϕ(y,λ)=eλy является целой
функцией переменной λ, причём

ϕ(y,λ) =
∞∑
n=0

ϕn(y)λ
n, или eλy =

∞∑
n=0

yn

n!
λn, где ϕn(y) =

yn

n!
. (2.22)

Функции ϕn(y) =
yn

n!
, n = 0, 1, 2, ... удовлетворяют условиям

Lyϕ0 = 0, ϕ0(0) = 1,

Lyϕn = ϕn−1, ϕn(0) = 0, n = 1, 2, ... .
C учетом (2.21) Дельcарт обобщает формулу Тейлора (2.20) следую-
щим образом:

T y
x f(x) =

∞∑
n=0

ϕn(y)(Lx)
nf(x), (2.23)

где Lx — некоторый оператор. Операторы T y
x , определённые равен-

ством (2.23), Дельсарт назвал операторами обобщённого сдвига
и установил для них ряд свойств.

Очевидно, что поскольку Lyϕ0 = 0 и Lyϕn = ϕn−1, то, формально
применяя Ly к (2.23), получим

LyT
y
x f(x) =

∞∑
n=0

Lyϕn(y)(Lx)
nf(x) =

∞∑
n=1

ϕn−1(y)(Lx)
nf(x) =

=
∞∑
n=0

ϕn(y)(Lx)
n+1f(x) = LxT

y
x f(x),
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т. е. T y
x f(x) формально удовлетворяет дифференциальному уравнению

LxT
y
x f(x) = LyT

y
x f(x) (2.24)

при начальных условиях

T y
x f(x)|y=0 = f(x),

∂

∂y
T y
x f(x)

∣∣∣∣
y=0

= 0. (2.25)

Кроме того, если ϕ(y,λ) — собственная функция оператора Ly,
удовлетворяющая (2.21), то

T y
xϕ(x,λ) = ϕ(x,λ)ϕ(y,λ). (2.26)

Это следует из того, что

T y
xϕ(x,λ) =

∞∑
n=0

ϕn(y)(Lx)
nϕ(x,λ) =

= ϕ(x,λ)
∞∑
n=0

ϕn(y)λ
n = ϕ(x,λ)ϕ(y,λ).

2.2.2. Оператор обобщённого сдвига, связанный с оператором
Бесселя. В [334] Дельсарт изучает оператор обобщённого сдвига в том
случае, когда Ly — оператор Бесселя вида

Ly = (Bγ)y =
∂2

∂y2
+
γ

y

∂

∂y
, γ > 0. (2.27)

Такой обобщённый сдвиг также подробно рассматривается в ста-
тье [126].

Получим представление обобщённого сдвига (2.23) для оператора
Бесселя. В этом случае при λ = −ξ задача (2.21) примет вид

∂2ϕ

∂y2
+
γ

y

∂ϕ

∂y
= −ξϕ, ϕ(0, ξ) = 1, ϕy(0, ξ) = 0, (2.28)

и ее единственное решение при y > 0 есть (см. [126])

ϕ(y, ξ) = j(γ−1)/2(
√
ξ y),

где функция jν определяется формулой (см. [87, с. 10; 126; 334])

jν(x) =
2νΓ(ν + 1)

xν
Jν(x), (2.29)

где Jν — функция Бесселя первого рода. Для функции j(γ−1)/2(
√
ξ y)

справедливо разложение

j(γ−1)/2(
√
ξ y) =

∞∑
n=0

(−1)n
n!

Γ
(
γ + 1
2

)
Γ
(
γ + 1
2

+ n
) ξn

(y
2

)2n
=

∞∑
n=0

ϕn(y)λ
n,
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где

ϕn(y) =
1
n!

Γ
(
γ + 1
2

)
Γ
(
γ + 1
2

+ n
) (y

2

)2n
.

Тогда разложение (2.20) для оператора обобщённого сдвига, связанного
с оператором Бесселя, будет иметь вид

T y
x f(x) =

∞∑
n=0

1
n!

Γ
(
γ + 1
2

)
Γ
(
γ + 1
2

+ n
) (y

2

)2n
(Bγ)

nf(x), (2.30)

Подставляя теперь оператор (2.27) в (2.24)–(2.25), получим задачу
Коши вида

(Bγ)xT
y
x f(x) = (Bγ)yT

y
x f(x), (2.31)

T y
x f(x)|y=0 = f(x),

∂

∂y
T y
x f(x)

∣∣∣∣
y=0

= 0. (2.32)

Задача (2.31)–(2.32) решается методом Римана. Если f ∈ C2(0,∞),
то единственное решение задачи (2.31)–(2.32) даётся формулой
(см. [126])

T y
x f(x) = C(γ)

π∫

0

f(
√
x2 + y2 − 2xy cosϕ ) sinγ−1 ϕdϕ, (2.33)

C(γ) =

⎛⎝π∫

0

sinγ−1 ϕdϕ

⎞⎠−1

=
Γ
(
γ + 1
2

)
√
π Γ

(
γ

2

) .
Отметим, что поскольку T y

x f зависит не только от x и y, но ещё
и от γ, то наряду с обозначением T y

x f ниже будем использовать также
обозначение γT y

x f . В силу второго условия в (2.32) будем рассматри-
вать обобщённый сдвиг T y

x f только таких функций f , для которых
∂

∂y
f(y)

∣∣∣∣
y=0

= 0. Исходя из этого, продолжение рассматриваемых функ-

ций на значения y < 0 будем осуществлять чётным образом.

Свойства обобщённого сдвига, связанного с оператором Бесселя

Приведём сначала 10 элементарных свойств. Они доказаны в [126],
здесь мы даём их без доказательств.

Свойство 1. Линейность и однородность:
γT y

x [af(x) + bg(x)] = a γT y
x f(x) + b γT yg(x), a, b ∈ R.

Свойство 2. Неотрицательность: γT y
x f(x) � 0, если f(x) � 0.

Свойство 3. γT y
x [1] = 1.

Свойство 4. γT 0
xf(x) = f(x).
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Свойство 5.Если f(x) ≡ 0 для x � a, тоγT y
x f(x) ≡ 0 для |x− y| � a.

Свойство 6. Если последовательность непрерывных функций fn(x)
сходится равномерно в каждом конечном интервале к f(x), то по-
следовательность функций от двух переменных γT y

x fn(x) сходится
равномерно в каждой конечной области к функции γT y

x f(x).
Свойство 7. Оператор γT y

x ограничен:

| γT y
x f(x)| � γT y

x |f(x)| � sup
x�0

|f(x)|.

Свойство 8. Коммутативность операторов γT y
x :

γT y
x

γT z
xf(x) =

γT z
x

γT y
x f(x).

Свойство 9. Ассоциативность операторов γT y
x :

γT z
y

γT y
x f(x) =

γT z
x

γT y
x f(x).

Свойство 10. γT y
x f(x) =

γT x
y f(y).

Из равенства

(Bγ)xj(γ−1)/2(xξ) = −ξ2j(γ−1)/2(xξ)
следует, что j(γ−1)/2(xξ) — собственная функция оператора Бессе-
ля Bγ . Тогда из (2.26) получаем

γT y
x j(γ−1)2(xξ) = j(γ−1)/2(xξ) j(γ−1)/2(yξ). (2.34)

Свойство 11. Для оператора обобщённого сдвига γT y
x , связанного

с оператором Бесселя Bγ , cправедливо представление
γT y

x f(x) =

=
2γC(γ)
(4xy)γ−1

x+y∫

|x−y|

zf(z){[z2 − (x− y)2][(x+ y)2 − z2]}γ/2−1dz. (2.35)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Преобразуем оператор обобщённого сдвига
следующим образом. Сначала произведём замену ϕ = 2α, получим

γT y
x f(x) = 2C(γ)

π/2∫

0

f(
√
x2 + y2 − 2xy cos 2α ) sinγ−1(2α)dα =

= 2γC(γ)

π/2∫

0

f

(√
x2 + y2 − 2xy(cos2 α− sin2 α)

)
sinγ−1 α cosγ−1 αdα =

= 2γC(γ)

π/2∫

0

f

(√
x2+ y2− 2xy(1− 2 sin2 α)

)
sinγ−1 α(1− sin2 α)(γ−1)/2dα.
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Теперь положим sinα = t; тогда при α = 0, t = 0 и при α = π/2, t = 1

имеем dα =
dt

(1− t2)1/2
и

γT y
x f(x) = 2γC(γ)

1∫

0

f(
√
x2 + y2 − 2xy(1− 2t2) )tγ−1(1− t2)γ/2−1dt.

Вводя переменную z посредством равенства
√
x2+ y2− 2xy(1− 2t2) =

=z, получим

t =

(
z2 − (x− y)2

4xy

)1/2
, dt =

zdz

(4xy)1/2(z2 − (x− y)2)1/2
;

при t = 0: z = |x− y|, при t = 1: z = x+ y и

γT y
x f(x) =

2γC(γ)
(4xy)γ−1

x+y∫

|x−y|

zf(z)[(z2 − (x− y)2)((x + y)2 − z2)]γ/2−1dz.

Доказательство закончено.
Используя представление (2.35), докажем свойство самосопряжён-

ности обобщённого сдвига (в [126] оно доказано другим способом).

Свойство 12. Если f(x) — непрерывная функция, для которой

∞∫

0

|f(x)|xγdx <∞,

и g(x) — непрерывная, ограниченная для всех x � 0 функция, то

∞∫

0

γT y
x f(x)g(y)y

γdy =

∞∫

0

f(y) γT y
x g(x)y

γdy. (2.36)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя к
∞∫

0

γT y
x f(x)g(y)y

γdy представле-

ние (2.35), получим

∞∫

0

γT y
x f(x)g(y)y

γdy =

= (4x)1−γ2γC(γ)

∞∫

0

yg(y)dy

x+y∫

|x−y|

zf(z){[z2− (x− y)2][(x+ y)2 − z2]}γ/2−1dz =
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= (4x)1−γ2γC(γ)
(x∫

0

yg(y)dy

x+y∫

x−y

zf(z){[z2− (x− y)2][(x+ y)2− z2]}γ/2−1dz+

+

∞∫

x

yg(y)dy

x+y∫

y−x

zf(z){[z2 − (x− y)2][(x+ y)2 − z2]}γ/2−1dz
)
.

Преобразуем выражение [z2 − (x− y)2][(x+ y)2 − z2] и поменяем поря-
док интегрирования, будем иметь

∞∫

0

γT y
x f(x)g(y)y

γdy =

= (4x)1−γ2γC(γ)
(x∫

0

zf(z)dz

x+z∫

x−z

yg(y){[(z + x)2− y2][y2− (z − x)2]}γ/2−1dy+

+

∞∫

x

zf(z)dz

x+z∫

z−x

yg(y){[(z + x)2 − y2][y2 − (z − x)2]}γ/2−1dy
)

=

=

∞∫

0

f(z) γT z
xg(y)z

γdz.

Свойство доказано.

Свойство 13. Обобщённый сдвиг γT y
x можно записать в виде

γT y
x f(x) =

=
21−γ

Γ2
(
γ + 1
2

) x+y∫

|x−y|

z2−γf(z)dz

∞∫

0

j(γ−1)/2(λx)j(γ−1)/2(λy)j(γ−1)/2(λz)λγdλ.

(2.37)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедлива формула

{[z2 − (x− y)2][(x+ y)2 − z2]}γ/2−1
(xy)γ−1

=

= z1−γ

√
π Γ
(γ
2

)
2Γ3

(
γ + 1
2

) ∞∫

0

j(γ−1)/2(λx)j(γ−1)/2(λy)j(γ−1)/2(λz)λγdλ. (2.38)
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Она следует из формулы (2.12.42.14) в [182, с. 204], имеющей вид

∞∫

0

λ1−νJν(xλ)Jν (yλ)Jν(zλ)dλ =

=
21−3ν

√
π (xyz)νΓ

(
ν +

1
2

){[z2 − (x− y)2][(x + y)2 − z2]}ν−1/2 =

=
2ν−1S2ν−1

√
π (xyz)νΓ

(
ν +

1
2

) , (2.39)

где |x− y| < z < x+ y, x, y, z > 0, Re ν > −1
2
, S — площадь треуголь-

ника, стороны которого равны x, y, z. Используя представление (2.35)
и формулу (2.38), получим (2.37), что и требовалось доказать.

Свойство 14. При x > 0 формула, представляющая обобщённый
сдвиг γT y

x от степенной функции xα, имеет вид

γT y
xx

α =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|x− y|α 2F1

(
−α

2
,
γ

2
, γ;− 4xy

(x− y)2

)
, x �= y;

xα
2α+γ−1Γ

(γ + α

2

)
Γ

(
γ + 1
2

)
√
π Γ
(
γ +

α

2

) , x = y

(2.40)

или

γT y
xx

α =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xα 2F1

(
−α

2
,
1− α− γ

2
,
γ + 1
2

;
y2

x2

)
, x > y;

xα
2α+γ−1Γ

(γ + α

2

)
Γ

(
γ + 1
2

)
√
π Γ
(
γ +

α

2

) , x = y;

yα 2F1

(
−α

2
,
1− α− γ

2
,
γ + 1
2

;
x2

y2

)
, x < y,

(2.41)

где 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса (см. (1.15)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть сначала x �= y. Используя форму-
лу (2.35), найдём обобщённый сдвиг γT y

x от функции xα. Имеем
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γT y
xx

α=
2γΓ

(
γ+1
2

)
√
π Γ
(γ
2

) 1∫

0

[(x−y)2+4xyt2]α/2(1−t2)γ/2−1tγ−1dt ={t2= z} =

=
2γ−1Γ

(
γ + 1
2

)
√
π Γ
(γ
2

) 1∫

0

[(x− y)2 + 4xyz]α/2(1− z)γ/2−1zγ/2−1dz =

=
2γ−1Γ

(
γ + 1
2

)
√
π Γ
(γ
2

) |x− y|α
1∫

0

(
1+

4xy

(x− y)2
z

)α/2

(1− z)γ/2−1zγ/2−1dz.

Последний интеграл представляет собой гипергеометрическую

функцию Гаусса (1.15) при z = − 4xy

(x− y)2
, a = −α

2
, b =

γ

2
, c = 2b = γ

(c > b > 0), поэтому

γT y
xx

α =
2γ−1Γ

(
γ + 1
2

)
Γ
(
γ

2

)
√
π Γ(γ)

|x− y|α 2F1

(
−α
2
,
γ

2
, γ;− 4xy

(x− y)2

)
.

Используя формулу удвоения для гамма-функции (1.7), полу-
чим (2.40).

Для доказательства (2.41) раскроем в (2.40) модуль:

γT y
xx

α =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(x− y)α 2F1

(
−α

2
,
γ

2
, γ;− 4xy

(x− y)2

)
, x > y;

(y − x)α 2F1

(
−α

2
,
γ

2
, γ;− 4xy

(x− y)2

)
, x < y.

(2.42)

В [104] приведена формула вида

2F1

(
a, b, 2b;

4z
(1+ z)2

)
= (1+ z)2a 2F1

(
a, a− b+

1
2
, b+

1
2
; z2
)
,

используя которую, получим (2.41) при x �= y.
При x = y имеем

γT y
xx

α = (2x)α
2γ−1Γ

(
γ + 1
2

)
√
π Γ
(γ
2

) 1∫

0

(1− z)γ/2−1z(γ+α)/2−1dz =

= (2x)α
2γ−1Γ

(γ + α

2

)
Γ

(
γ + 1
2

)
√
π Γ
(
γ +

α

2

) .

Этим и завершается доказательство.
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Свойство 15. При γ = 0 обобщённый сдвиг γT y
x для чётной фи-

нитной функции f(x) принимает вид

T y
x f(x) =

f(x+ y)− f(x− y)

2
,

и справедливо равенство

lim
γ→0

∞∫

0

γT y
x f(x)y

γdy = lim
γ→0

∞∫

0

f(x+ y)− f(x− y)

2
yγdy =

∞∫

0

f(t)dt.

Дока з а т е л ь с т в о. Очевидно, что при γ = 0 оператор Бесселя

(Bγ)x =
∂2

∂x2
+
γ

x

∂

∂x

превращается в оператор двойного дифференцирования
∂2

∂x2
, поэтому

при γ = 0 задача Коши (2.31)–(2.32) примет вид

∂2

∂x2
T y
x f(x) =

∂2

∂y2
T y
x f(x), (2.43)

T y
x f(x)|y=0 = f(x),

∂

∂y
T y
x f(x)

∣∣∣∣
y=0

= 0, (2.44)

а T y
x будет иметь вид

T y
x f(x) =

f(x+ y)− f(x− y)

2
. (2.45)

Логично ожидать, что для чётной функции f(x) при γ = 0 формула

γT y
x f(x) = C(γ)

π∫

0

f(
√
x2 + y2 − 2xy cosϕ ) sinγ−1 ϕdϕ

даст (2.45), однако нельзя подставить γ = 0 в интеграл
π∫

0

f(
√
x2 + y2 − 2xy cosϕ ) sinγ−1 ϕdϕ,

так как он будет расходящимся. Поэтому рассмотрим интеграл по y
от 0 до ∞ от γT y

x f(x), γ > 0 с весом yγ , применим формулу (2.36)
и свойство 3, а затем, предполагая, что f финитна и, следовательно,

интеграл
∞∫
0
f(y)yγdy сходится равномерно при γ > 0, перейдём к пре-

делу при γ → 0:
∞∫

0

γT y
x f(x)y

γdy =

∞∫

0

f(y) γT y
x [1]y

γdy =

∞∫

0

f(y)yγdy,
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lim
γ→0

∞∫

0

γT y
x f(x)y

γdy = lim
γ→0

∞∫

0

f(y)yγdy =

∞∫

0

f(y)dy.

С другой стороны, если f — чётная финитная функция, то

lim
γ→0

∞∫

0

f(x+ y)− f(x− y)

2
yγdy =

1
2

⎛⎝∞∫

0

f(x+ y)dy −
∞∫

0

f(x− y)dy

⎞⎠ =

=
1
2

⎛⎝∞∫

y

f(t)dt−
∞∫

−y

f(t)dt

⎞⎠ =
1
2

⎛⎝∞∫

y

f(t)dt+

y∫

−∞
f(t)dt

⎞⎠ =

=
1
2

∞∫

−∞
f(t)dt =

∞∫

0

f(t)dt;

следовательно, для чётной финитной функции f справедливо равенство

lim
γ→0

∞∫

0

γT y
x f(x)y

γdy = lim
γ→0

∞∫

0

f(x+ y)− f(x− y)

2
yγdy =

∞∫

0

f(t)dt.

Свойство доказано.

Функция j(γ−1)/2, определённая равенством (2.29), представляет
собой ядро преобразования Ханкеля. А именно, для функций f ∈ Lγ

1
прямое преобразование Ханкеля (Фурье–Бесселя) имеет вид

(Hγf)(ξ) = f̂(ξ) =

∞∫

0

j(γ−1)/2(xξ) f(x)xγ dx.

Для f ∈ Sev обратное преобразование Ханкеля определено формулой

(H−1
γ f̂)(x) = f(x) =

21−γ

Γ2
(
γ + 1
2

) ∞∫

0

j(γ−1)/2(xξ) f̂ (ξ)ξγ dξ.

Преобразование Ханкеля от обобщённого сдвига γT y
x получено

в [69]. Приведём и обоснуем его для удобства.

Свойство 16. Преобразование Ханкеля от обобщённого сдвига ос-
новной функции f имеет вид

(Hγ
γT y

x f(x))(ξ) = j(γ−1)/2(yξ)(Hγf)(ξ). (2.46)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя свойство самосопряжённости
обобщённого сдвига и (2.34), получим

(Hγ
γT y

x f(x))(ξ) =

∞∫

0

j(γ−1)/2(xξ)T y
x f(x)x

γ dx =

=

∞∫

0

T y
x j(γ−1)/2(xξ) f(x)x

γ dx = j(γ−1)/2(y)

∞∫

0

j(γ−1)/2(xξ) f(x)xγ dx =

= j(γ−1)/2(yξ)(Hγf)(ξ),

что и требовалось доказать.
Справедливо следующее утверждение (см. [87, с. 35]).

Свойство 17. Имеет место равенство
γT y

x (Bγ)xf(x) = (Bγ)x
γT y

x f(x), (2.47)

где f — основная функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

(Hγ
γT y

x (Bγ)xf(x))(ξ) = j(γ−1)/2(yξ)(Hγ(Bγ)xf(x))(ξ) =

= −ξ2j(γ−1)/2(yξ)(Hγf)(ξ) (2.48)

и

(Hγ(Bγ)x
γT y

x f(x))(ξ) = −ξ2(Hγ
γT y

x f(x))(ξ) =

= −ξ2j(γ−1)/2(yξ)(Hγf)(ξ). (2.49)

Из (2.48) и (2.49) получаем, что преобразования Ханкеля выражений
γT y

x (Bγ)xf(x) и (Bγ)x
γT y

x f(x) совпадают; следовательно, справедли-
во (2.47).

Свойство доказано.

Если в определениях и утверждениях классического гармониче-
ского анализа заменить обычный сдвиг обобщённым, то получится
весовой гармонический анализ (см. [87, 135–142]) из-за наличия
степенного веса xγ в подынтегральных выражения (см., например,
формулу (2.36)).

2.2.3. Обобщённая свертка. Обобщённая свёртка, порождённая
обобщённым сдвигом γT y

x , имеет вид (см. [87])

(f ∗ g)γ(x) =
∞∫

0

f(y) γT y
x g(x)y

γ dy. (2.50)

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 2.3. Преобразование Ханкеля, применённое к обобщён-
ной свёртке (2.50), имеет вид

Hγ [(f ∗ g)γ(x)](ξ) = Hγ [f ](ξ)Hγ [g](ξ). (2.51)

Д о к а з а т е л ь с т в о.

Hγ [(f ∗ g)γ(x)](ξ) =
∞∫

0

(f ∗ g)γ(x) j(γ−1)/2(xξ)xγ dx =

=

∞∫

0

j(γ−1)/2(xξ)xγ dx

∞∫

0

f(y) γT y
x g(x) y

γ dy =

=

∞∫

0

f(y)yγ dy

∞∫

0

γT y
x g(x) j(γ−1)/2(xξ)x

γ dx =

=

∞∫

0

f(y)yγ dy

∞∫

0

g(x) γT y
x j(γ−1)/2(xξ)x

γ dx =

=

∞∫

0

f(y) j(γ−1)/2(xξ)yγ dy

∞∫

0

g(x) j(γ−1)/2(xξ)xγ dx = Hγ [f ](ξ)Hγ [g](ξ).

что и требовалось доказать.

2.2.4. Обобщённые сдвиги, связанные с потенциалом. Одна
из конструкций обобщённого сдвига рассмотрена в [314, с. 131–154]
(см. также [352, 376, 377]). А именно, обобщённые сдвиги строятся
как решения уравнений

[−D2
x + q(x)]u = [−D2

y + q(y)]u, u = u(x, y) (2.52)

на интервале (0, a) или на (0,∞). При этом добавляются начальные
условия

u(x, 0) = f(x), Dyu(x, 0) = hf(x)

и подходящие граничные условия: например,
Dyu− hu = 0, при x = 0,

Dyu+ Pu = 0, при x = a.

Такие задачи решаются методом собственных функций или методом
интегральных уравнений. Пусть h, v ∈ L∞,loc. Рассмотрим интеграль-
ное уравнение

u(x, y) = v(x, y) +
1
2

y∫

0

x+y−t∫

x−y+t

h(s, t)u(s, t)dsdt (2.53)
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для (x, y) ∈ R2. Если �(x, y) — треугольник с вершинами (x − y, 0),
(x, y) и (x+ y, 0), то интеграл в (2.53) запишется в виде

Hw(x, y) =
1
2

∫

�(x,y)

hw(s, t)dsdt. (2.54)

Формально решение (2.53) имеет вид

u = (I −H)−1v =

∞∑
n=0

Hnv, H0 = I.

Пусть Pk(f) = sup
K

{f(x)}, где K — компакт и полунорма Pk(f) за-

даёт топологию на L∞,loc. На L1,loc будем использовать полунор-
му

∫
K

|f(x)|dx.

Пусть En — C∞-функции на R или на R2 с топологией простран-
ства Шварца равномерной сходимости Dαf на компактах для |α| � n.
После некоторых вычислений получаем для h,w ∈ L∞,loc(R

2) и n � 1:

|Hnw| � p�(w)|p�(h)|n y2n

(2n)!
; (2.55)

|Hnw| � q�(w)|q�(h)|n y2n−2

2(2n− 2)!
. (2.56)

Теперь для a � 0 пусть �(a) — квадрат с вершинами (a, 0), (−a, 0),
(0, a), (0,−a), т. е. такой, что �(a) = �(0, a) ∪�(0,−a) и (x, y) ∈ �(a)
влечёт за собой �(x, y) ⊂ �(a). Из (2.55) следует, что

pk(H
nv) � p�(v)[p�(h)]

n a2n

(2n)!

для K ⊂ �(a) = � и поэтому
∑
Hnv сходится равномерно на K. Это

даёт сходимость в L∞,loc; следовательно, (I −H)−1 : L∞,loc → L∞,loc —
чётко определённая и непрерывная функция, поскольку

pk((I −H)−1v) � p�(v)
∞∑
n=0

[p�(h)]
n a2n

(2n)!
.

Аналогично легко доказывается, что для h ∈ L∞,loc (соответственно,
для h ∈ En) H : L∞,loc → E0 (соответственно, H : En → En+1)
и (I −H)−1 : E0 → E0 (соответственно, (I − H)−1 : En+1 → En+1)
непрерывны. Интегральное уравнение (2.53), записанное в виде
u = v + Hu, связано с дифференциальным уравнением, аналогич-
ным (2.52), поскольку формально

D − x2u−D2
yu+ hu = D2

xv −D2
yv, (2.57)
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и если v — подходящая комбинация g(x + y) + k(x − y) с h = q(x) +
+ q(y), то мы получим (2.52). Теперь рассмотрим линейное отображе-
ние Ei : L∞,loc(R) → L∞,loc(R) (соответственно, Ei : E

n(R) → En(R),
i = 1, 2); пусть

Ef(x, y) = E1f(x+ y) + E2f(x− y) (2.58)

— отображение, действующее из L∞,loc(R) в L∞,loc(R
2) (соответствен-

но, из En(R) в En(R2)). Определим тогда обобщённый оператор сдвига

T : L∞,loc(R) → L∞,loc(R
2) (соответственно, T : En(R) → En(R2))

как единственное решение уравнения

Tf = Ef +HTf (2.59)

для f ∈ D(T ). Поскольку T = (I − H)−1E, это имеет смысл. Да-
дим теперь теперь удобные определения ограниченных операторов.
Для непрерывной функции u очевидно Hu(x, 0) = DyHu(x, 0) = 0,
и для Tf ∈ C1 запишем:

Af(x) = Tf(x, 0) = Ef(x, 0),

Bf(x) = DyTf(x, 0) = DyEf(x, 0);
(2.60)

таким образом,

2E1f = Af +

x∫

0

Bfdt

и

2E2f = Af −
x∫

0

Bfdt.

Теорема 2.4. Пусть n � 2; h ∈ En−1(R2) с A : En → En

и B : En → En−1 — непрерывные линейные отображения. Тогда
существует единственный непрерывный оператор обобщённого
сдвига T : En(R) → En(R2), удовлетворяющий для f ∈ En

следующим уравнению и условиям:

D2
xTf −D2

yTf + hTf = 0;

Tf(x, 0) = Af(x); DyTf(x, 0) = Bf(x).
(2.61)

Напомним, что свёртка распределения определяется правилом
(S ∗ T ,ϕ) = (S ⊗ T ,ϕ(ξ + η)) для, например, S ∈ E′, T ∈ D′. Здесь
ϕ(ξ + η) = T η

ξ ϕ(ξ) — обычный сдвиг. Оператор T из теоремы 2.4 также
непрерывен из E(R) в E(R2), и его сопряжённый T ∗ : E′(R2) → E′(R)
непрерывен в слабой или в сильной топологии. Таким образом,
обобщённую свёртку естественно определить формулой

μ ∗ ν = T ∗ (μ⊗ ν) (2.62)
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для μ, ν ∈ E′(R), и отображения E′ × E′ → E′ непрерывны в сильной
топологии и в слабой топологии на ограниченных множествах. Если
μ = f , ν = g, то мы имеем

(f ∗ g,ϕ) =
∫
f(x)g(y)(Tϕ)(x, y)dx dy. (2.63)

Заметим, что если T x
y — вещественный и самосопряжённый, удовле-

творяющий равенству T ξ
xg(x) = T x

ξ g(ξ), то можно записать∫
(Tϕ)(x, y)g(y)dy =

∫
T y
xϕ(x)g(y)dy =

=

∫
T x
y ϕ(y)g(y)dy =

∫
ϕ(y)T x

y g(y)dy. (2.64)

Таким образом, (2.63) перепишется в виде

(f ∗ g,ϕ) =
∫ ∫

f(x)T x
y g(y)ϕ(y)dx dy =

=

∫
ϕ(y)dy

∫
T x
y g(y)f(x)dx, (2.65)

что позволяет сопоставить свёртке f ∗ g интеграл
∫
T x
y g(y)f(x)dx. От-

метим, что∫
T x
y g(y)f(x)dx =

∫
T y
x g(x)f(x)dx =

∫
g(x)T y

x f(x)dx =

∫
g(x)T x

y f(y)dx.

В [376, 377] исследуется свёртка (2.62), когда она, например,
коммутативна или ассоциативна, и установлены важные результаты,
некоторые из которых приведены ниже.

Пусть сначала M(K) — банахово пространство с мерой Радо-
на с носителем в K, так что K ′ = (E0)′ = ∪M(K) как множество
и сильная топология на K ′ — лучшая локально выпуклая топология,
индуцирующая топологию нормы на каждом M(K). Для непрерывно-
го T : E0(R) → E0(R2), возникающего при выполнении теоремы 2.4,
нетрудно показать, что для μ, ν ∈ K ′ с носителями в K существует
константа cK такая, что

||μ ∗ ν|| � cK ||ν|| ||μ||.
Пусть теперь L1(K) ⊂ M(K) — абсолютно непрерывная мера отно-
сительно меры Лебега dλ с L1K = ∪L1(K) как множеством. Для
f ∈ L1,loc будем писать fλ или fdλ, имея в виду ассоциированную
(возможно, неограниченную) меру. Используя перечисленные свойства,
покажем, что если T : E0(R) → E0(R2) есть непрерывное отображение
с E1,E2 : E

0 ∩ L1 → E0, непрерывными при E0 ∩ L1, имеющее тополо-
гию L1, и E0 — топология L1,loc, то для μ ∈ K ′ и ν ∈ L1K обе свёртки
μ ∗ ν и ν ∗ μ принадлежат L1K .
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§2.3. Классификация и свойства различных классов
операторов преобразования Бушмана–Эрдейи

Необходимо отметить, что, следуя традиции теории операторов пре-
образования и соответствующей литературы, мы зачастую используем
термин «операторы» там, где более точным был бы термин «дифферен-
циальные выражения». В основных теоремах указаны функциональные
пространства, для которых они верны. Для результатов, содержащих
явные формулы, если конкретные классы функций не указаны, то счи-
тается, что они сформулированы для функций, финитных на положи-
тельной полуоси (бесконечно дифференцируемых функциях, отличных
от нуля на некотором отрезке [a, b], a > 0, b <∞).

2.3.1. Операторы преобразования Бушмана–Эрдейи различ-
ных классов. В этом пункте мы приведём справочную информа-
цию, содержащую определения ОП Бушмана–Эрдейи различных ти-
пов. Это класс ОП, который при определённом выборе параметров
является одновременным обобщением операторов СПД и сопряжён-
ных к ним, операторов дробного интегро-дифференцирования Ри-
мана–Лиувилля и Эрдейи–Кобера, а также интегральных преобразова-
ний Мелера–Фока.

Операторами Бушмана–Эрдейи первого рода называются инте-
гральные операторы с функциями Лежандра первого рода в ядрах

Bν,μ
0+ f =

x∫

0

(
x2 − t2

)−μ/2
Pμ
ν

(x
t

)
f(t)dt, (2.66)

Eν,μ
0+ f =

x∫

0

(
x2 − t2

)−μ/2
Pμ
ν

(
t

x

)
f(t)dt, (2.67)

Bν,μ
− f =

∞∫

x

(
t2 − x2

)−μ/2
Pμ
ν

(
t

x

)
f(t)dt, (2.68)

Eν,μ
− f =

∞∫

x

(
t2 − x2

)−μ/2
Pμ
ν

(x
t

)
f(t)dt. (2.69)

Здесь Pμ
ν (z) — функция Лежандра первого рода [11], Pμ

ν (z) — та же
функция на разрезе −1 � t � 1, f(x) — локально суммируемая функ-
ция, удовлетворяющая некоторым ограничениям на рост при x → 0
и при x→ ∞. Параметры μ, ν — комплексные числа, Reμ < 1, можно
ограничиться значениями Re ν � −1/2.
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Операторами Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости на-
зываются следующие интегро-дифференциальные операторы:

Bν,1
0+f =

d

dx

x∫

0

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (2.70)

Eν,1
0+f =

x∫

0

Pν

(
t

x

)
df(t)

dt
dt, (2.71)

Bν,1
− f =

∞∫

x

Pν

(
t

x

)(
−df(t)

dt

)
dt, (2.72)

Eν,1
− f =

(
− d

dx

)∞∫

x

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (2.73)

где Pν(z) = P 0
ν (z) — функция Лежандра.

Операторами Бушмана–Эрдейи второго рода называются инте-
гральные операторы с функциями Лежандра второго рода в ядрах:

2S
νf =

2
π

⎛⎝−
x∫

0

(x2− y2)−1/2Q1
ν(
x

y
)f(y)dy+

+

∞∫

x

(y2 − x2)−1/2Q1
ν(
x

y
)f(y)dy

⎞⎠, (2.74)

2P
νf =

2
π

⎛⎝−
x∫

0

(x2 − y2)−1/2Q1
ν(
y

x
)f(y)dy−

−
∞∫

x

(y2 − x2)−1/2Q1
ν(
y

x
)f(y)dy

⎞⎠. (2.75)

При y → x± 0 интегралы понимаются в смысле главного значения.
Отметим без доказательства, что эти операторы определены и являют-
ся сплетающими при некоторых условиях на функции f(x) (при этом
оператор (2.74) будет типа Сонина, (2.75) — типа Пуассона).

Унитарные операторы преобразования Сонина–Катрахова
и Пуассона–Катрахова определяются по формулам:

Sν
Uf = − sin

πν

2 2S
νf + cos

πν

2 1S−νf , (2.76)

P ν
Uf = − sin

πν

2 2P
νf + cos

πν

2 1P−νf. (2.77)
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Для любых значений ν ∈ R они являются линейными комбинациями
операторов преобразования Бушмана–Эрдейи первого и второго родов
нулевого порядка гладкости. Их можно назвать операторами Буш-
мана–Эрдейи третьего рода. В интегральной форме эти операторы
имеют следующий вид:

Sν
Uf = cos

πν

2

(
− d

dx

)∞∫

x

Pν

(
x

y

)
f(y) dy+

+
2
π
sin

πν

2

⎛⎝x∫

0

(x2 − y2)−1/2Q1
ν

(
x

y

)
f(y) dy −

−
∞∫

x

(y2 − x2)−1/2Q1
ν

(
x

y

)
f(y) dy

)
, (2.78)

P ν
Uf = cos

πν

2

x∫

0

Pν

(y
x

)( d

dy

)
f(y) dy−

− 2
π
sin

πν

2

⎛⎝−
x∫

0

(x2 − y2)−1/2Q1
ν

(y
x

)
f(y) dy −

−
∞∫

x

(y2 − x2)−1/2Q1
ν

( y
x

)
f(y) dy

)
. (2.79)

2.3.2. Интегральные операторы преобразования Бушмана–Эр-
дейи первого рода и нулевого порядка гладкости. Теперь перейдём
к описанию основных свойств важнейшего класса — операторов пре-
образования Бушмана–Эрдейи. Это класс ОП, который при определён-
ном выборе параметров является одновременным обобщением опера-
торов СПД и сопряжённых к ним, операторов дробного интегро-диф-
ференцирования Римана–Лиувилля и Эрдейи–Кобера, а также инте-
гральных преобразований Мелера–Фока.

Определение 2.2. Операторами Бушмана–Эрдейи первого рода
называются интегральные операторы

Bν,μ
0+ f =

x∫

0

(
x2 − t2

)−μ/2
Pμ
ν

(x
t

)
f(t)dt, (2.80)

Eν,μ
0+ f =

x∫

0

(
x2 − t2

)−μ/2
Pμ
ν

(
t

x

)
f(t)dt, (2.81)
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Bν,μ
− f =

∞∫

x

(
t2 − x2

)−μ/2
Pμ
ν

(
t

x

)
f(t)dt, (2.82)

Eν,μ
− f =

∞∫

x

(
t2 − x2

)−μ/2
Pμ
ν

(x
t

)
f(t)dt. (2.83)

Здесь Pμ
ν (z) — функция Лежандра первого рода [11], Pμ

ν (z) — та же
функция на разрезе −1 � t � 1, f(x) — локально суммируемая функ-
ция, удовлетворяющая некоторым ограничениям на рост при x → 0,
x → ∞. Параметры μ, ν — комплексные числа, Reμ < 1 (можно огра-
ничиться значениями Re ν � −1/2).

Интегральные операторы указанного вида с функциями Лежандра
в ядрах впервые встретились в работах Э.Т. Копсона по уравнению
Эйлера–Пуассона–Дарбу в конце 1950-х гг. А именно, в [326, 327]
рассмотрено следующее утверждение.

Лемма 2.1. (Копсона). Рассмотрим дифференциальное уравнение
в частных производных с двумя переменными

∂2u(x, y)
∂x2

+
2α
x

∂u(x, y)
∂x

=
∂2u(x, y)
∂y2

+
2β
y

∂u(x, y)
∂y

(2.84)

(обобщённое уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу, или B-гиперболиче-
ское уравнение по терминологии Киприянова) в открытом квадранте
плоскости x > 0, y > 0 при положительных параметрах β > α > 0
с краевыми условиями на осях координат (характеристиках)

u(x, 0) = f(x),u(0, y) = g(y), f(0) = g(0). (2.85)

Предполагается, что решение u(x, y) непрерывно дифференцируемо
в замкнутом первом квадранте и имеет непрерывные вторые про-
изводные в открытом квадранте, а граничные функции f(x), g(y)
непрерывно дифференцируемы.

Тогда если решение поставленной задачи существует, то для
него выполняются соотношения:

∂u

∂y
= 0, y = 0,

∂u

∂x
= 0,x = 0; (2.86)

2βΓ(β +
1
2
)

1∫

0

f(xt)tα+β+1 (1− t2
)(β−1)/2

P 1−β
−α (t) dt =

= 2αΓ(α+
1
2
)

1∫

0

g(xt)tα+β+1 (1− t2
)(α−1)/2

P 1−α
−β (t) dt. (2.87)
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Из (2.86), (2.87) следует более простое представление

g(y) =
2Γ(β +

1
2
)

Γ(α+
1
2
)Γ(β − α)

y1−2β
y∫

0

x2α−1f(x)
(
y2 − x2

)β−α−1
x dx, (2.88)

где Pμ
ν (z) — функция Лежандра первого рода [11].

Соотношения (2.86) были известны до Копсона, они очевидны. В ра-
боте приводится нестрогий вывод (2.87), т. е. получено, что граничные
функции (или значения решения на характеристиках) не могут быть
произвольными, они связаны операторами Бушмана–Эрдейи (в совре-
менной терминологии). Далее утверждается, что если две функции
связаны операторами Бушмана–Эрдейи указанных порядков, то на
самом деле выполняется (2.88) — т. е. они связаны более простыми
операторами Эрдейи–Кобера. В этом основное содержание леммы Коп-
сона.

Но отсюда не следует, что, как иногда отмечается, теперь можно
сразу получить обращение соответствующего оператора Бушмана–Эр-
дейи, хотя бы формально. Для этого произвольную функцию в правой
части соответствующего уравнения надо записать также в виде опе-
ратора Бушмана–Эрдейи соответствующего порядка, чтобы подогнать
под лемму Копсона. Но для этого уже надо уметь оператор Буш-
мана–Эрдейи обращать — получается порочный круг. Таким образом,
неверно приписывать Копсону первый результат по обращению опера-
торов Бушмана–Эрдейи, хотя, насколько нам известно, в его работе
эти операторы действительно впервые встречаются в явном виде.

Доказательства в [326, 327] скорее являются нестрогими рассуж-
дениями, намечающими, что и в каком порядке надо делать, хотя
всё понятно и, видимо, легко доводится до строгого; этот результат
не включён Копсоном в его монографию [329]. Отметим также, что
в знаменитой монографии [198] и в других публикациях даётся не
вполне точная ссылка на [326], которую мы здесь исправили. Эта
первая работа Копсона нашла продолжение в совместной работе с Эр-
дейи [328]. Там даётся строгий вывод, вводятся подходящие классы
функций, чётко показана связь с дробными интегралами и операторами
Кобера–Эрдейи.

Перейдём к изложению результатов С.М. Ситника для ОП Буш-
мана–Эрдейи и их приложений к дифференциальным уравнениям
с особенностями в коэффициентах.

Все рассмотрения ниже ведутся на полуоси. Поэтому будем обозна-
чать через L2 и L2,k соответственно пространство L2(0,∞) и весовое
пространство L2,k(0,∞).

Вначале распространим определения (2.80–2.83) на важный не ис-
следованный ранее случай μ = 1.
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Определение 2.3. Введём при μ = 1 операторы Бушмана–Эрдейи
нулевого порядка гладкости по формулам

Bν,1
0+f = 1S

ν
0+f =

d

dx

x∫

0

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (2.89)

Eν,1
0+f = 1P

ν
−f =

x∫

0

Pν

(
t

x

)
df(t)

dt
dt, (2.90)

Bν,1
− f = 1S

ν
−f =

∞∫

x

Pν

(
t

x

)
(−df(t)

dt
) dt, (2.91)

Eν,1
− f = 1P

ν
0+f = (− d

dx
)

∞∫

x

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (2.92)

где Pν(z) = P 0
ν (z) — функция Лежандра.

Разумеется, при очевидных дополнительных условиях на функции
в (2.89)–(2.92) можно продифференцировать под знаком интеграла или
проинтегрировать по частям.

Теорема 2.5. Справедливы следующие формулы факторизации
операторов Бушмана–Эрдейи на подходящих функциях через дроб-
ные интегралы Римана–Лиувилля и Бушмана–Эрдейи нулевого
порядка гладкости:

Bν,μ
0+ f = I1−μ

0+ 1S
ν
0+f , B

ν,μ
− f = 1P

ν
− I1−μ

− f , (2.93)

Eν,μ
0+ f = 1P

ν
0+ I1−μ

0+ f , Eν,μ
− f = I1−μ

− 1S
ν
−f. (2.94)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем первую формулу, остальные до-
казываются аналогично. С учётом определений, финитности функ-
ции f(x), согласно соглашению в начале главы, и полугруппового
свойства дробных интегралов Римана–Лиувилля получаем

Bν,μ
0+ f = I1−μ

0+ 1S
ν
0+f = I−μ

0+

t∫

0

Pν

(
t

y

)
f(y) dy =

=
1

Γ(−μ)

x∫

0

(x− t)−μ−1

⎛⎝ t∫

0

Pν

(
t

y

)
f(y) dy

⎞⎠ dt.

Теперь переставим пределы интегрирования, что возможно ввиду фи-
нитности функции, и для вычисления внутреннего интеграла применим
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[189, т. 3, с. 163, формула 7]. Получим нужное интегральное представ-
ление для оператора Бушмана–Эрдейи первого рода, теорема доказана.

Эти важные формулы позволяют «разделить» параметры ν и μ.
Мы докажем, что операторы (2.89)–(2.92) являются изоморфизмами
пространств L2(0,∞), если ν не равно какому-либо из некоторых ис-
ключительных значений. Поэтому операторы (2.80)–(2.83) по действию
в пространствах типа L2 в определённом смысле подобны операторам
дробного интегро-диффенцирования I1−μ, с которыми они совпадают
при ν = 0. Ниже операторы Бушмана–Эрдейи будут доопределены при
всех значениях μ. Для этого нам понадобится следующее

Определение 2.4. Число ρ = 1 − Reμ назовём порядком гладко-
сти операторов Бушмана–Эрдейи (2.89)–(2.92).

Таким образом, при ρ > 0 (т. е. при Reμ > 1) операторы Бушмана–
Эрдейи являются сглаживающими, а при ρ < 0 (т. е. при Re μ < 1) —
уменьшающими гладкость в пространствах типа L2(0,∞). Операторы
(2.89)–(2.92), для которых ρ = 0, являются по данному определению
операторами нулевого порядка гладкости. Следует пояснить, что здесь
под сглаживающими мы понимаем операторы, представимые в ви-
де A = DkB, где k > 0, а оператор B ограничен в L2(0,∞). Под
уменьшающими гладкость при этом понимаются операторы, которые
действуют из некоторого пространства Ck(0,∞), k > 0, в пространство
Лебега L2(0,∞).

Перечислим основные свойства операторов Бушмана–Эрдейи пер-
вого рода (2.80)–(2.83) с функцией Лежандра первого рода в ядре.
Приведём эти свойства без доказательств, так как они все следуют из
основных свойств функций Лежандра. Области определения операто-
ров будем обозначать D(Bν,μ

0+ ), D(Eν,μ
0+ ) и т. п.

Простейшие свойства функций Лежандра приводят к тождествам,
выражающим симметрию по параметрам, соотношения смежности
и свойство сдвига по параметрам операторов Бушмана–Эрдейи:

Bν,μ
0+ f = B−ν−1,μ

0+ f , Eν,μ
0+ f = E−ν−1,μ

0+ f ,

Bν,μ
− f = B−ν−1,μ

− f , Eν,μ
− f = E−ν−1,μ

− f , (2.95)

(2ν + 1)xBν, μ
0+

1
x
f = (ν − μ+ 1)Bν+1, μ

0+ f + (ν + μ)Bν−1, μ
0+ f ,

(2ν + 1)
1
x
Bν,μ

− xf = (ν − μ+ 1)Bν+1,μ
− f + (ν + μ)Bν−1,μ

− f , (2.96)

Bν−1,μ
0+ f −Bν+1,μ

0+ f = −(2ν + 1)B0, μ−1
0+

1
x
f ,

Bν−1,μ
− f −Bν+1,μ

− f = −(2ν + 1)
1
x
Bν,μ−1

− f. (2.97)
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Из формул разложения Lν на множители получаются тождества:

Bν,μ−1
0+

(
d

dx
− ν

x

)
f = Bν−1,μ

0+ f , (2.98)

Bν,μ−1
0+

(
d

dx
+
ν

x

)
f = Bν+1,μ

0+ f , (2.99)

справедливые при условиях Re μ < 1, Re ν > −1
2
, где

lim
y→0

f(y)/yν = 0, f ∈ D(Bν±1, μ
0+ ),

(
d

dx
± ν

x

)
f ∈ D(Bν, μ−1

0+ ).

Формулы (2.95) позволяют ограничиться случаем Re ν � −1
2
.

Функции, на которые действуют операторы, должны принадлежать
их областям определения. Для оператора Eν,μ

0+ справедливы те же
формулы, что и для Bν,μ

0+ .

Теорема 2.6. Операторы Бушмана–Эрдейи (2.80)–(2.83) опре-
делены, если Reμ < 1 или μ ∈ N и дополнительно выполняются
следующие условия:

а) для оператора Bν,μ
0+

x∫

0

√
y |f(y) ln y| dy <∞,

если ν = −1
2
, μ �= 1

2
, а во всех остальных случаях

x∫

0

y−Re ν |f(y)| dy <∞;

б) для оператора Eν,μ
−
∞∫

x

y−Re ν |f(y)| dy <∞;

в) для оператора Bν,μ
−

∞∫

x

y−1/2−Re ν | ln y · f(y)| dy <∞,
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если ν = −1
2
, μ �= 1

2
, а во всех остальных случаях

∞∫

x

yRe (ν−μ) |f(y)| dy <∞.

(Для оператора Eν,μ
0+ дополнительные условия не требуются.)

В этой теореме предполагается, что функция f(x) локально сум-
мируема на (0,∞), x — произвольное положительное число. Доказа-
тельство следует из оценок интегралов по модулю и использования
известных асимптотик для функций Лежандра в нуле и на бесконеч-
ности, (см. [11, 434]).

Важно отметить, что при некоторых специальных значениях пара-
метров ν, μ операторы Бушмана–Эрдейи сводятся к более простым.
Так при значениях μ = −ν или μ = ν + 2 они являются операторами
Эрдейи–Кобера; при ν = 0 — операторами дробного интегро-дифферен-
цирования I1−μ

0+ или I1−μ
− ; при ν = −1

2
, μ = 0 или μ = 1 ядра выра-

жаются через эллиптические интегралы; при μ = 0, x = 1, v = it− 1
2

оператор Bν, 0
− лишь на постоянную отличаются от преобразования

Мелера–Фока. Таким образом, операторы Бушмана–Эрдейи первого
рода являются обобщениями всех указанных классов стандартных ин-
тегральных операторов.

Теорема 2.7. Пусть или Re μ < 0, или μ = m ∈ N, −m � ν �
� m− 1, ν ∈ Z. Тогда справедливы тождества

d

dx
Bν,μ
0+ f = Bν,μ+1

0+ f , Eν,μ
0+

df

dx
= Eν,μ+1

0+ f , (2.100)

Bν,μ
−
(
− df

dx

)
= Bν,μ+1

− f ,
(
− d

dx

)
Eν,μ

− f = Eν,μ+1
− f , (2.101)

если все указанные операторы определены.
Эта теорема позволяет доопределить операторы Бушмана–Эрдейи

и на значения Reμ � 1, переопределив их для натуральных μ.

Определение 2.5. Пусть даночисло σ, Reσ�1. Обозначим через m
наименьшее натуральное число такое, что σ = μ+m, Re μ < 1. Тогда
операторы Бушмана–Эрдейи доопределим по формулам

Bν, σ
0+ = Bν,μ+m

0+ =

(
d

dx

)m

Bν,μ
0+ ,

Eν, σ
0+ = Eν,μ+m

0+ = Eν,μ
0+

(
d

dx

)m

, (2.102)

Bν, σ
− = Bν,μ+m

− = Bν,μ
−

(
− d

dx

)m

,

Eν, σ
− = Eν,μ+m

− =

(
− d

dx

)m

Eν,μ
− .
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Отметим, что при натуральных μ операторы Бушмана–Эрдейи опре-
делены и по формулам (2.80)–(2.83). Мы переопределяем их для этих
значений μ по формуле (2.102). Таким образом, символами Bν,μ

0+ ,
Eν,μ
0+ , Bν,μ

− , Eν,μ
− ниже мы будем обозначать операторы, определяе-

мые по формулам (2.80)–(2.83) при Re μ < 1 и по формулам (2.102)
при Re μ � 1.

Будем рассматривать наряду с оператором Бесселя также тесно
связанный с ним дифференциальный оператор

Lν = D2 − ν(ν + 1)
x2

=

=

(
d

dx
− ν

x

)(
d

dx
+
ν

x

)
=

(
d

dx
+
ν + 1
x

)(
d

dx
− ν + 1

x

)
, (2.103)

который при ν ∈ N является оператором углового момента из квантовой
механики. Их взаимосвязь устанавливают легко проверяемые формулы
связи, приведем их.

Пусть пара ОП Xν ,Yν сплетает Lν и вторую производную:

XνLν = D2Xν , YνD
2 = LνYν . (2.104)

Введём новую пару ОП по формулам

Sν = Xν−1/2xν+1/2, Pν = x−(ν+1/2)Yν−1/2; (2.105)

тогда пара новых ОП Sν ,Pν сплетает оператор Бесселя и вторую
производную:

SνBν = D2Sν , PνD
2 = BνPν . (2.106)

Разумеется, по указанным формулам можно перейти и обратно:
от ОП для оператора Бесселя к ОП для оператора углового момента.
А именно, если дана пара ОП Sν ,Pν со сплетающим свойством (2.106),
то новая пара ОП, определяемых по формулам

Xν = Sν+1/2x
−(ν+1), Yν = xν+1Pν+1/2, (2.107)

удовлетворяет соотношениям (2.104).
Преимуществом ОП, сплетающих вторую производную не с опера-

тором Бесселя, а с оператором углового момента, является тот факт,
что при определённых условиях они оказываются ограниченными в од-
ном пространстве, а не в паре разных пространств. Мы сохраним
за ОП, действующим по формулам (2.104), названия ОП типа Сонина
и Пуассона соответственно.

Перейдём к определению условий, при которых ОП Бушмана–
Эрдейи первого рода действительно являются операторами преобразо-
вания.
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Определим класс Φ(Bν,μ
0+ ) как множество функций таких, что:

1) f(x) ∈ D(Bν,μ
0+ )

⋂
C2(0,∞),

2) lim
y→0

∣∣∣∣ ln y√
y
f(y) +

√
y ln y · f ′(y)

∣∣∣∣ = 0,

если ν = −1
2
, μ �= 1

2
;

lim
y→0

(ν + 1)yνf(y)− yν+1f ′(y) = 0,

если μ = ν + 1, Re ν �= −1
2
; и, наконец,

lim
y→0

(
ν
f(y)

yν+1 +
f ′(y)
yν

)
= 0

во всех остальных случаях.

Теорема 2.8. Пусть f(x) ∈ Φ(Bν, μ
0+ ), Re μ � 1. Тогда опера-

тор Bν,μ
0+ является оператором преобразования типа Сонина и удо-

влетворяет соотношению (2.104) на функциях f(x).
Аналогичный результат справедлив и для других операторов Буш-

мана–Эрдейи. При этом Eν,μ
− также является оператором типа Со-

нина, а Eν,μ
0+ и Bν,μ

− — операторами типа Пуассона. Доказательство
см. в [223], оно основано на общих условиях для ядер сплетающих
операторов преобразования и асимптотик функций Лежандра.

Можно рассматривать случай, когда нижний предел в соответ-
ствующих интегралах (2.80)–(2.83) равен произвольному числу a > 0,
либо верхний предел в интегралах равен произвольному конечному
числу b > 0. При этом все результаты этого пункта сохраняются,
а их формулировки значительно упрощаются. В частности, все опе-
раторы Бушмана–Эрдейи в этом случае определены при единствен-
ном условии Reμ < 1 в форме (2.80)–(2.83) и являются оператора-
ми преобразования на функциях f(x) таких, что f(a) = f ′(a) = 0
(или f(b) = f ′(b) = 0).

Из полученной теоремы следует, что ОП Бушмана–Эрдейи связы-
вают собственные функции операторов Бесселя и второй производной.
Таким образом, половина ОП Бушмана–Эрдейи переводит тригоно-
метрические или экспоненциальные функции в приведённые функции
Бесселя, а другая половина — обратно. Эти формулы здесь не при-
водятся, их нетрудно выписать явно. Все они являются обобщениями
исходных формул Сонина и Пуассона (2.5)–(2.6) и представляют суще-
ственный интерес. Ещё раз отметим, что подобные формулы являются
непосредственными следствиями доказанных сплетающих свойств ОП
Бушмана–Эрдейи; они могут быть непосредственно проверены при
помощи таблиц интегралов от специальных функций.

2.3.3. Факторизация операторов Бушмана–Эрдейи. Перейдём
к вопросу о различных факторизациях операторов Бушмана–Эрдейи
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через операторы Эрдейи–Кобера и дробные интегралы Римана–Лиу-
вилля (см. определения в п. 1.4.1).

Теорема 2.9. Справедливы следующие формулы факторизации
операторов Бушмана–Эрдейи через операторы дробного интегро-
дифференцирования и Эрдейи–Кобера:

Bν,μ
0+ = Iν+1−μ

0+ I
−(ν+1)
0+; 2, ν+1/2

(
2
x

)ν+1

, (2.108)

Eν,μ
0+ =

(x
2

)ν+1
Iν+10+; 2,−1/2I

−(ν+μ)
0+ , (2.109)

Bν,μ
− =

(
2
x

)ν+1

I
−(ν+1)
−; 2, ν+1I

ν−μ+2
− , (2.110)

Eν,μ
− = I

−(ν+μ)
− Iν+1−; 2, 0

(x
2

)ν+1
. (2.111)

Доказательство приведено в [223], оно аналогично опубликованным
в [75, 76]. Ещё проще эти формулы доказываются через мультиплика-
торы Меллина (см. ниже).

Многие основные свойства операторов Бушмана–Эрдейи как ин-
тегральных операторов (но не как операторов преобразования!) могут
быть выведены из теоремы 2.9. Так, можно получить, что формально
обратным к оператору Бушмана–Эрдейи с параметрами (ν, μ) явля-
ется тот же оператор с параметрами (ν, 2 − μ). При этом из двух
операторов — прямого и обратного — всегда один будет иметь инте-
гральное представление (2.80)–(2.83), а другой определяется форму-
лами (2.102); один будет обязательно иметь положительный порядок
гладкости, а другой — отрицательный (кроме операторов нулевого
порядка гладкости). Кроме того, теорема 2.9 позволяет доопределить
операторы Бушмана–Эрдейи на всю область значений параметров. Та-
кое доопределение согласуется с (2.102). Отметим, что факторизации
(2.108)–(2.111) являются новыми по сравнению с факторизациями,
приведенными в [198].

Рассмотрим связь между операторами Бушмана–Эрдейи и сплета-
ющими операторами Сонина–Пуассона–Дельсарта (СПД). Мы предпо-
чтём дать новые определения для них, чтобы сохранить однообразие
обозначений в этом пункте.

Определение 2.6. Переопределим операторы преобразования Со-
нина–Пуассона–Дельсарта (см. гл. 1) по формулам

0S
ν
0+ = Bν, ν+2

0+ = I
−(ν+1)
0+; 2, ν+1/2

(
2
x

)ν+1
, (2.112)

0P
ν
0+ = Eν,−ν

0+ =
(
x

2

)ν+1
Iν+10+; 2,−1/2, (2.113)
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0P
ν
− = Bν, ν+2

− =
(
2
x

)ν+1
I
−(ν+1)
−; 2, ν+1, (2.114)

0S
ν
− = Eν,−ν

− = Iν+1−; 2, 0
(
x

2

)ν+1
. (2.115)

Это определение в сочетании с (1.64), (1.66), (1.67) приводит к сле-
дующим интегральным представлениям:

0S
ν
0+f =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2ν+2

Γ(−ν − 1)
x

x∫
0
(x2 − t2)−ν−2tν+1f(t) dt, Re ν < −1,

2ν+1

Γ(−ν)

d

dx

x∫
0
(x2 − t2)−ν−1tν+1f(t) dt, Re ν < 0;

0P
ν
0+f =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2νΓ(ν + 1)
x−ν

x∫
0
(x2 − t2)νf(t) dt, Re ν > −1,

1
2νΓ(ν + 2)

1

xν+1

d

dx

x∫
0
(x2 − t2)ν+1f(t) dt, Re ν > −2;

0P
ν
−f =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2ν+2

Γ(−ν − 1)
xν+1

∞∫
x

(t2 − x2)−ν−2tf(t) dt, Re ν < −1,

2ν+1

Γ(−ν)
xν
(
− d

dx

)∞∫
x

(t2 − x2)−ν−1tf(t) dt, Re ν < 0;

0S
ν
−f =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2νΓ(ν + 1)

∞∫
x

(t2 − x2)νt−νf(t) dt, Re ν > −1,

1

2ν+1Γ(ν + 2)

(
− 1

x

d

dx

)∞∫
x

(t2 − x2)ν+1t−νf(t) dt, Re ν > −2.

Эти операторы являются сплетающими типа Сонина или Пуас-
сона. Если построить новые ОП для оператора углового момента
(см. (2.103)), то получим операторы типа Сонина

Xνf = 0S
ν−1/2
0+ xνf =

2ν+3/2

Γ(−ν − 1
2
)
x

x∫

0

(x2 − t2)−ν−3/2t2ν+1f(t) dt,

если Re ν < −1/2, а если Re ν < 1/2, то

Xνf = Sνf =
2ν+1/2

Γ(
1
2
− ν)

d

dx

x∫

0

(x2 − t2)−ν−1/2t2ν+1f(t) dt. (2.116)
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Аналогично получим оператор типа Пуассона вида

Yνf = Pνf =
1

2νΓ(ν + 1)
1

x2ν

x∫

0

(x2 − t2)ν−1/2f(t) dt, (2.117)

при условии Re ν > −1/2.
Отметим, что из теоремы 2.9 выводятся и формулы (2.93)–(3.94).
Перейдём теперь к изучению операторов (2.89)–(2.92). Отметим,

что если функция f(x) допускает дифференцирование под знаком
интеграла или интегрирование по частям, то операторы (2.89)–(2.92)
принимают следующий вид:

1S
ν
0+f = f(x) +

x∫

0

∂

∂x
Pν

(
x

y

)
f(y)dy, (2.118)

1P
ν
0+f = f(x)−

x∫

0

∂

∂y
Pν

( y
x

)
f(y)dy, (2.119)

1P
ν
−f = f(x) +

∞∫

x

∂

∂y
Pν

( y
x

)
f(y)dy, (2.120)

1S
ν
−f = f(x)−

∞∫

x

∂

∂x
Pν

(
x

y

)
f(y)dy. (2.121)

При этом дополнительно для справедливости (2.119) и (2.120) соответ-
ственно необходимы условия

lim
x→0

Pν(0)f(x) = 0, lim
x→∞Pν(x)f(x) = 0.

Несложными выкладками можно доказать, что при определённых
условиях на функции операторы (2.89)–(2.92) являются операторами
преобразования. Они сплетают оператор углового момента и вторую
производную.

Из теоремы 2.9 вытекают следующие факторизации для операторов
Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости.

Следствие. Справедливы формулы:

1S
ν
0+ = Iν+10+ I

−(ν+1)
0+; 2, ν+1/2

(
2
x

)ν+1

, (2.122)

1P
ν
0+ =

(x
2

)ν+1
Iν+10+; 2,−1/2I

−(ν+1)
0+ , (2.123)
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1P
ν
− =

(
2
x

)ν+1

I
−(ν+1)
−; 2, ν+1I

ν+1
− , (2.124)

1S
ν
− = I

−(ν+1)
− Iν+1−; 2, 0

(x
2

)ν+1
. (2.125)

Рассмотрим более подробно свойства ОП Бушмана–Эрдейи нуле-
вого порядка гладкости, введённых по формулам (2.89). Подобный
оператор был построен В.В. Катраховым [75, 76] путём домножения
стандартного ОП Сонина на обычный дробный интеграл с целью вза-
имно компенсировать гладкость этих двух операторов и получить но-
вый, который действовал бы в одном пространстве типа L2(0,∞). Как
впоследствии оказалось, это можно сделать известными средствами,
так как ОП Сонина—это частный случай операторов Эрдейи–Кобера.
Известна замечательная теорема Эрдейи, позволяющая выделить стан-
дартный дробный интеграл Римана–Лиувилля из дробного интеграла
по любой функции [198]. В результате получается

Теорема 2.10. Рассмотрим оператор дробного интегро-диффе-
ренцирования Эрдейи–Кобера по функции g(x) = x2

Iα0+; x2f =
1

Γ(α)

x∫

0

(x2 − t2)α−12t · f(t) dt

при значениях Reα > 0. Тогда при 0 < Reα <
1
2
на подходящих функ-

циях справедливо представление оператора Эрдейи–Кобера через
дробный интеграл Римана–Лиувилля и оператор Бушмана–Эрдейи

нулевого порядка гладкости (2.89) при 0 < Re α <
1
2
:

Iα0+,x2(f)(x) = Iα0+

⎛⎝(2x)α f(x) +

x∫

0

(
∂

∂x
P−α

(x
t

))
(2t)α f(t) dt

⎞⎠ =

= Bν,1
0+ ((2x)α f) , (2.126)

где Iα0+ — обычный дробный интеграл Римана–Лиувилля
(см. п. 1.4.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы Эрдейи [198, с. 249, теоре-
ма 18.1] мы получаем представление вида

(2x)αf(x) +

x∫

0

∂

∂x
Φ(x, s)f(s) ds.
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Для ядра Φ(x, s) справедливо представление [198]

Φ(x, s) =
sin(πα)

π
2s ·

x∫

s

(x− u)−α(u− s)α−1
(u − 1)1−α

(u2 − s2)1−α
du =

=
sin(πα)

π
· 2s ·

x∫

s

(x− u)−α(u2 − s2)α−1du.

Интеграл вычисляется по [189, т. 1, с. 301, формула 1]. Получаем

Φ(x, s) =
sin(πα)

π
· 2s · (2s)α−1 π

sin(πα)
2F1(α, 1− α; 1;

1
2
− 1
2
x

s
) =

= (2s)α2F1(α, 1 − α; 1;
1
2
− 1
2
x

s
). (2.127)

Осталось воспользоваться [189, т. 3, с. 129, формула 14].

Операторы нулевого порядка гладкости выделяются тем, что только
для них можно доказать оценки в одном пространстве типа Lp(0,∞).
При этом, учитывая структуру этих операторов, удобно пользоваться
техникой преобразования Меллина и теоремой Слейтер (см. п. 1.3.3).

Теорема 2.11.
1. Операторы Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости

действуют по правилу (1.35). Для их мультипликаторов справед-
ливы формулы:

m1Sν
0+
(s) =

Γ
(
− s

2
+

ν

2
+ 1
)
Γ
(
− s

2
− ν

2
+
1
2

)
Γ
(
1
2
− s

2

)
Γ
(
1− s

2

) =

=
2−s

√
π

Γ
(
− s

2
− ν

2
+
1
2

)
Γ
(
− s

2
+

ν

2
+ 1
)

Γ(1− s)
,

Re s < min(2+Re ν, 1− Re ν); (2.128)

m1Pν
0+
(s) =

Γ
(1
2
− s

2

)
Γ
(
1− s

2

)
Γ
(
− s

2
+

ν

2
+ 1
)
Γ
(
− s

2
− ν

2
+
1
2

) , Re s < 1; (2.129)

m1Pν
−(s) =

Γ
( s
2
+

ν

2
+ 1
)
Γ
( s
2
− ν

2

)
Γ
( s
2

)
Γ
( s
2
+
1
2

) , (2.130)

Re s > max(Re ν,−1− Re ν); (2.131)
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m1Sν
−(s) =

Γ
( s
2

)
Γ
( s
2
+
1
2

)
Γ
( s
2
+

ν

2
+
1
2

)
Γ
( s
2
− ν

2

) , Re s > 0. (2.132)

2. Кроме того, выполняются следующие соотношения для муль-
типликаторов:

m1Pν
0+
(s) = 1/m1Sν

0+
(s), m1Pν

−(s) = 1/m1Sν
−(s), (2.133)

m1Pν
−(s) = m1Sν

0+
(1− s), m1Pν

0+
(s) = m1Sν

−(1− s). (2.134)

3. Справедливы следующие формулы для норм операторов Буш-
мана–Эрдейи нулевого порядка гладкости в L2:

‖1Sν
0+‖ = ‖1P ν

−‖ = 1/min(1,
√
1− sin(πν) ), (2.135)

‖1P ν
0+‖ = ‖1Sν

−‖ = max(1,
√
1− sin(πν) ). (2.136)

4. Нормы операторов (2.89)–(2.92) периодичны по ν с периодом 2,
т. е. ‖xν‖ = ‖xν+2‖, где xν — любой из операторов (2.89)–(2.92).

5. Нормы операторов 1S
ν
0+, 1P

ν− неограничены в совокупности
по ν, каждая из этих норм не меньше 1. Если sin(πν) � 0, то эти
нормы равны 1. Указанные операторы неограничены в L2 тогда
и только тогда, когда sin(πν) = 1 (или ν = 2k + 1/2, k ∈ Z).

6. Нормы операторов 1P
ν
0+, 1S

ν
− ограничены в совокупности по ν,

каждая из этих норм не больше
√
2 . Все эти операторы ограничены

в L2 при всех ν. Если sinπν � 0, то их L2-норма равна 1. Макси-
мальное значение нормы, равное

√
2 , достигается тогда и только

тогда, когда sinπν = −1 (или ν = 2k − 1/2, k ∈ Z).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем доказывать требуемые утверждения
для первого оператора, для остальных доказательства аналогичны.

1. Сначала докажем формулу (1.35) с нужным мультипликато-
ром (2.128). Используя последовательно [148: с. 130, формула (7);
с. 129, формула (2); с. 130, формула (4)], получим

M
[
Bν,1
0+

]
(s) =

=
Γ(2− s)

Γ(1− s)
·M

⎡⎣∞∫

0

{
H

(
x

y
− 1
)
Pν

(
x

y

)}
{yf(y)} dy

y

⎤⎦(s− 1) =

=
Γ(2− s)

Γ(1− s)
·M
[
(x2 − 1)+0P 0

ν (x)
]
(s− 1) ·M [f ] (s),

где использованы обозначения из [148] для усечённой степенной функ-
ции и функции Хевисайда:

x+
α =

{
xα, если x � 0,

0, если x < 0;
H(x) = x+

0 =

{
1, если x � 0,

0, если x < 0.
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Далее, используя формулы из [148: с. 234, формула 14(1); с. 130,
формула (4)], получаем:

M
[
(x − 1)+0P 0

ν (
√
x )
]
(s) =

Γ
(
1
2
+

ν

2
− s
)
Γ
(
−ν

2
− s
)

Γ(1− s)Γ
(
1
2
− s
) ,

M
[
(x2 − 1)+0P 0

ν (x)
]
(s− 1) =

1
2
·
Γ

(
1
2
+

ν

2
− s− 1

2

)
Γ

(
−ν

2
− s− 1

2

)
Γ

(
1− s− 1

2

)
Γ

(
1
2
− s− 1

2

) =

=
1
2
·
Γ
(
− s

2
+

ν

2
+ 1
)
Γ

(
− s

2
− ν

2
+
1
2

)
Γ

(
− s

2
+
3
2

)
Γ
(
− s

2
+ 1
)

при условиях Re s < min(2+Re ν, 1−Re ν). Отсюда выводим форму-
лу для мультипликатора

M
[
Bν,1
0+

]
(s) =

1
2
· Γ(2− s)

Γ(1− s)
· Γ
(
− s
2
+
3
2

)
Γ
(
− s
2
+ 1
)
.

Применяя к Γ (2− s) формулу Лежандра удвоения аргумента гамма-
функции (см. (1.7)), получим

M
[
Bν,1
0+

]
(s) =

2−s

√
π

·
Γ
(
− s

2
+

ν

2
+ 1
)
Γ
(
− s

2
− ν

2
+
1
2

)
Γ(1− s)

.

Ещё одно применение формулы удвоения Лежандра к Γ(1− s) приво-
дит к нужной формуле для мультипликатора (2.128).

В [223] показано, что условия справедливости доказанной форму-
лы, приведённые для более общего случая в [148], в данном случае
за счёт рассмотрения подходящих факторизаций являются завышен-
ными, их можно несколько расширить. В частности, формула для
мультипликатора справедлива при условиях 0 < Re s < 1 для всех
значений параметра ν, что проверяется непосредственно.

2. Теперь установим формулу для нормы (2.135). Из найденной
формулы для мультипликатора в силу теоремы 1.3 получаем на прямой
Re s = 1/2, s = iu+ 1/2

|M
[
Bν,1
0+

]
(iu+ 1/2)| = 1√

2π

∣∣∣∣∣∣∣
Γ
(
− i

u

2
− ν

2
+
1
4

)
Γ
(
− i

u

2
+

ν

2
+
3
4

)
Γ
(
1
2
− iu

)
∣∣∣∣∣∣∣ .

Далее будем опускать у мультипликатора указание на порождающий
его оператор. Используем формулу для модуля комплексного числа
|z|=

√
zz и тождество для гамма–функции Γ(z)=Γ(z), вытекающее

из её определения в виде интеграла. Последнее равенство справедливо
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для класса так называемых вещественно-аналитических функций,
к которому относится и гамма-функция. Тогда получим

|M
[
Bν,1
0+

]
(iu+ 1/2)| = 1√

2π
×

×

∣∣∣∣∣∣∣
Γ
(
− i

u

2
− ν

2
+
1
4

)
Γ
(
i
u

2
− ν

2
+
1
4

)
Γ
(
− i

u

2
+

ν

2
+
3
4

)
Γ
(
i
u

2
+

ν

2
+
3
4

)
Γ
(
1
2
− iu

)
Γ
(
1
2
+ iu

)
∣∣∣∣∣∣∣.

Объединим крайние и средние сомножители числителя, затем три об-
разовавшиеся пары гамма-функций преобразуем по известной формуле
(см. [11])

Γ

(
1
2
+ z

)
Γ

(
1
2
− z

)
=

π

cos(πz)
.

В результате будем иметь∣∣∣M [Bν,1
0+

]
(iu+ 1/2)

∣∣∣ =√√√√ cos(πiu)

2 cos
[
π
(
ν

2
+
1
4
+ i

u

2

)]
cos
[
π
(
ν

2
+
1
4
− i

u

2

)] =
=

√
ch(πu)

ch(πu)− sin(πν)
.

Далее обозначим t = ch(πu), 1 � t < ∞. Отсюда, применяя условие
из теоремы 1.3, получаем

sup
u∈R

∣∣∣∣m(iu+ 1
2

)∣∣∣∣ = sup
1�t<∞

√
t

t− sin(πν)
.

Поэтому если sin(πν) � 0, то супремум достигается при t = 1 и спра-
ведлива нужная формула для нормы

‖Bν,1
0+‖L2 =

1√
1− sin(πν)

.

Если же sin(πν) < 0, то супремум достигается при t → ∞ и справед-
лива формула

‖Bν,1
0+‖L2 = 1.

Эта часть теоремы доказана.
Утверждения 3–6 теоремы теперь напрямую следуют из найденной

формулы для нормы и условий теоремы 1.3.
Теорема полностью доказана.

2.3.4. Унитарность операторов Бушмана–Эрдейи. Важнейшим
свойством операторов Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости
является их унитарность при целых ν. Отметим, что при интерпрета-
ции Lν как оператора углового момента в квантовой механике параметр
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ν как раз и принимает целые неотрицательные значения. Сформу-
лируем один из основных результатов данной главы.

Теорема 2.12. Для унитарности в L2 операторов (2.89)–(2.92)
необходимо и достаточно, чтобы число ν было целым. В этом
случае пары операторов (1Sν

0+, 1P
ν−) и (1S

ν−, 1P ν
0+) взаимно обратны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При ν ∈ Z получим sin(πν) = 0, тогда модуль
соответствующего мультипликатора в формуле (2.128) тождественно

равен единице на нужной прямой Re s =
1
2
. Поэтому, согласно п. г)

теоремы 1.3, данный оператор является унитарным в L2(0,∞), как
и его обратный. То, что соответствующие пары операторов являются
взаимно обратными, теперь следует из того, что они являются сопря-
жёнными в L2(0,∞). Теорема доказана.

Эта теорема была первоначально сформулирована в [74, 75],
доказательство содержало неточности (утверждалась унитарность при
всех ν), затем скорректированные в [202, 203, 205, 225]; см. также
[208, 223, 466].

Перед формулировкой частного случая как следствия предполо-
жим, что операторы (2.89)–(2.92) заданы на таких функциях f(x),
что справедливы представления (2.118)–(2.121) (для этого достаточно
предположить, что xf(x) → 0 при x→ 0). Тогда при ν = 1

1P
1
0+f = (I −H1)f , 1S

1
−f = (I −H2)f , (2.137)

где H1, H2 — операторы Харди:

H1f =
1
x

x∫

0

f(y)dy, H2f =

∞∫

x

f(y)

y
dy, (2.138)

I — единичный оператор.

Следствие. Операторы (2.137) являются унитарными взаимно
обратными в L2 операторами. Они сплетают дифференциальные

выражения d2

dx2
и d2

dx2
− 2

x2
.

Кроме того, можно показать, что операторы (2.137) являются пре-
образованиями Кэли от симметричных операторов ±2i(xf(x)) при со-
ответствующем выборе областей определения.

В унитарном случае операторы Бушмана–Эрдейи нулевого порядка
гладкости образуют пару биортогональных преобразований Ватсона,
а их ядра образуют пары несимметричных ядер Фурье (см. [65]) Огра-
ниченность операторов с подобными мультипликаторами изучалась еще
Лесли Фоксом.

Отметим важность изучения унитарности для теории интегральных
уравнений. В этом случае обратный оператор необходимо искать в виде
интеграла с другими, нежели у исходного, пределами интегрирования.
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Рассмотрим случай ν = iα− 1
2
, α ∈ R, связанный с преобразовани-

ем Мелера–Фока.

Теорема 2.13. Пусть ν = iα − 1
2
, α ∈ R. Тогда операторы

(2.89)–(2.92) ограничены в L2 при всех таких ν. Для их норм спра-
ведливы формулы

‖1Siα−1/2
0+ ‖ = ‖1P iα−1/2

− ‖ = 1.

Доказательство такое же, как и для вещественного ν.
Далее перечислим некоторые общие свойства операторов, которые

действуют по правилу (1.35) как умножение на некоторый мультипли-
катор в образах преобразования Меллина и одновременно являются
сплетающими для второй производной и оператора углового момента.

Теорема 2.14. Пусть оператор Sν действует по формулам (1.35)
и (2.104). Тогда:

а) его мультипликатор удовлетворяет функциональному урав-
нению

m(s) = m(s− 2)
(s− 1)(s− 2)

(s− 1)(s− 2)− ν(ν + 1)
; (2.139)

б) если функция p(s) периодична с периодом 2 (т. е. p(s) =
= p(s− 2)), то функция p(s)m(s) является мультипликатором ново-
го оператора преобразования Sν

2 , опять же сплетающего Lν и вто-
рую производную по правилу (2.104).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение б) следует из а). Уравне-
ние (2.139) получается из (2.104) применением преобразования Мел-
лина и использованием формул преобразования простейших опера-
ций (см. [148]). Доказательство закончено.

Последняя теорема еще раз показывает, насколько удобно изуче-
ние ОП в терминах мультипликаторов преобразования Меллина.

Определим преобразование Стилтьеса (см., например, [198])
по формуле

(Sf)(x) =

∞∫

0

f(t)

x+ t
dt.

Этот оператор имеет вид (1.35) с мультипликатором p(s) = π/ sin(πs)
и ограничен в L2. Очевидно, что p(s) = p(s − 2). Поэтому из теоре-
мы 2.14 следует, что композиция преобразования Стилтьеса с огра-
ниченными сплетающими операторами (2.89)–(2.92) снова является
оператором преобразования того же типа, ограниченным в L2.

Отметим, что из предыдущего изложения следует

‖S‖Lr = |π/ sin π
r
|, r > 1.
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С другой стороны,

‖S‖L2,k = |π/ sin(πk)|, k /∈ Z.

Аналогично получаются оценки в весовых пространствах Lr, k, r > 0.
Рассмотрим теперь оператор Hν вида (1.35) с мультипликатором

m(s) =

√
sin(πs)− sin(πν)

sin(πs)
. (2.140)

Из теоремы 2.11 получаем, что на прямой Re s =
1
2
величина m(s)

по модулю равна единице. Тогда из этой теоремы следует, что
‖Hν‖L2 = ‖1P ν

0+‖L2 = ‖1Sν
−‖L2 . (2.141)

Поэтому для оператора Hν справедливо заключение теоремы 2.11.
В частности, Hν ограничен в L2 при всех ν.

Отметим, что формально этот оператор связан с преобразованием
Стилтьеса формулой

Hν =

(
1− sin(πν)

π
S

)1/2
. (2.142)

Одновременно с Hν введём оператор Dν с мультипликатором

mDν (s) =

√
sin(πs)

sin(πs)− sin(πν)

Отсюда получаем, что

‖Dν‖L2 = ‖1Sν
0+‖L2 = ‖1P ν

−‖L2 (2.143)

и, кроме того, оператор Dν ограничен при sinπν �= 1.

Теорема 2.15. Рассмотрим композиции операторов

3S
ν
0+ = 1S

ν
0+H

ν , 3S
ν
− = Dν

1S
ν
−, (2.144)

3P
ν
0+ = Dν

1P
ν
0+, 3P

ν
− = 1P

ν
−H

ν . (2.145)

Тогда операторы 3S
ν
0+, 3S

ν
− являются новыми операторами преоб-

разования типа Сонина, а 3P
ν
0+, 3P

ν− — типа Пуассона. Все эти
операторы унитарны в L2. Кроме того, если sin(πν) �= 1, то компо-
зиции (2.144)–(2.145) можно вычислять в любом порядке.

Доказательство этой теоремы очевидно и следует из перехода
к мультипликаторам. Аналогичная идея применена в [425] для под-
правления преобразования Радона до изометрии.

Ниже будет получено явное интегральное представление операто-

ров преобразования, сплетающих Lν и
d2

dx2
, которые унитарны при

всех ν ∈ R.
Изучим вопрос о взаимосвязи разносторонних операторов Бушма-

на–Эрдейи. Полученные формулы аналогичны тем, которые связывают
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лево- и правосторонние дробные интегралы Римана–Лиувилля
(см. [198, с. 163–171]). С этой целью введём оператор

Cνf = f(x)− sin(πν)

π
Sf , (2.146)

где S — преобразование Стилтьеса. Приведём без доказательства свой-
ства Cν :

1) ‖Cν‖L2 = min(1, 1− sin(πν)) � 1, ν ∈ R;

2) ‖Cν‖L2 = 1+ ch(πα), ν = iα− 1
2
, α ∈ R.

Теорема 2.16. При ν ∈ R справедливы тождества для компо-
зиций:

Cν = 1S
ν
− 1P

ν
0+ = 1P

ν
0+ 1S

ν
−, (2.147)

1S
ν
− = 1S

ν
0+ Cν , 1P

ν
0+ = 1P

ν
− Cν , (2.148)

1S
ν
− = Cν

1S
ν
0+, 1P

ν
0+ = Cν

1P
ν
−, sin(πν) �= 1. (2.149)

2.3.5. Интегральные операторы преобразования Бушмана–Эр-
дейи второго рода. Теперь определим и изучим операторы Буш-
мана–Эрдейи второго рода. В этом пункте для краткости некоторые
доказательства будут опущены, так как они в основном повторяют
доказательства из п. 2.3.4.

Введем новую пару операторов Бушмана–Эрдейи с функциями Ле-
жандра второго рода (см. п. 1.1.4) в ядре.

Определение 2.7. ОператорыБушмана–Эрдейи 2Sν и 2P
ν с функ-

циямиЛежандра второго рода в ядре определяются формулами

2S
νf=

2
π

⎛⎝− x∫

0

(x2 − y2)−1/2Q1
ν(

x

y
)f(y)dy +

∞∫

x

(y2 − x2)−1/2Q1
ν(

x

y
)f(y)dy

⎞⎠,
(2.150)

2P
νf=

2
π

⎛⎝− x∫

0

(x2 − y2)−1/2Q1
ν(

y

x
)f(y)dy −

∞∫

x

(y2 − x2)−1/2Q1
ν(

y

x
)f(y)dy

⎞⎠.
(2.151)

При y → x± 0 интегралы понимаются в смысле главного значения.
Отметим без доказательства, что эти операторы определены и являют-
ся сплетающими при некоторых условиях на функции f(x) (при этом
оператор (2.150) будет типа Сонина, (2.151) — типа Пуассона).

Теорема 2.17. Операторы (2.150), (2.151) представимы в ви-
де (1.35) с мультипликаторами

m2Sν (s) = p(s) m1S
ν
−(s), (2.152)
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m2Pν (s) =
1
p(s)

m1Pν
−(s), (2.153)

где мультипликаторы операторов 1S−ν , 1P−ν определены формула-
ми (2.131)–(2.132), а функция p(s) (с периодом 2) имеет вид

p(s) =
sin(πν) + cos(πs)

sin(πν) − sin(πs)
. (2.154)

Вначале докажем лемму.

Лемма 2.1. Рассмотрим более общий, чем (2.150), интегральный
оператор при значениях Re ν < 1:

3S
ν,μf =

2
π

⎛⎝x∫

0

(x2 + y2)−μ/2e−μπiQμ
ν

(
x

y

)
f(y) dy +

+

∞∫

x

(y2 + x2)−μ/2Qμ
ν

(
x

y

)
f(y) dy

⎞⎠, (2.155)

где Qμ
ν (z) — функция Лежандра второго рода, Qμ

ν (z) — значение
этой функции на разрезе.

Тогда на функциях из C∞
0 (0,∞) оператор (2.155) определён

и действует по формуле

M 3S
ν,μ(s) = m(s) ·Mx1−μf(s),

m(s) = 2μ−1
cosπ(μ− s)− cos(πν)

sinπ(μ− s)− sin(πν)
×

×
Γ
(
s

2

)
Γ
(
s

2
+
1
2

)
Γ
(
s

2
+
1− ν − μ

2

)
Γ
(
s

2
+ 1+

ν − μ

2

). (2.156)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из асимптотики функций Лежандра [11] сле-
дует, что оператор (2.155) определён. Записывая его как свёртку Мел-
лина и последовательно применяя [148: с. 31, формула (2.50); с. 283,
формула (10); с. 251, формула 40(1); с. 130, формула (5)], получим
выражение (2.156) со значением мультипликатора

2μ−2

π2
· sin(π(ν − μ))

sin(πμ)
×

× Γ
(
s

2

)
Γ
( s
2
+
1
2

)
Γ
(1+ μ+ ν

2
− s

2

)
Γ
(μ− ν

2
− s

2

)
+
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+
2μ−1

sin(πμ)
·
Γ
(
1+ μ+ ν

2
− s

2

)
Γ
(
μ− ν

2
− s

2

)
Γ
(
1− s

2

)
Γ
(
1
2
− s

2

) +

+
2μ−1 cos(πμ)

sin(πμ)
·

Γ
(
s

2

)
Γ
(
s

2
+
1
2

)
Γ
(
s

2
+
1− ν − μ

2

)
Γ
(
s

2
+ 1+

ν − μ

2

) .
В двух последних слагаемых «поднимем» гамма-функции в числитель
из знаменателя, переходя от Γ(z) к Γ(1− z). Получим

m(s) =
2μ−1

π2 sin(πμ)
A(s) · Γ

(s
2

)
Γ

(
s

2
+
1
2

)
×

× Γ

(
μ+ ν + 1− s

2

)
Γ

(
μ− ν − s

2

)
.

Выражение A(s) последовательно преобразуем по элементарным три-
гонометрическим формулам:

A(s) = sinπ(ν − μ)+

+ 2 sin
πs

2
cos

πs

2
− 2 cos(πμ) · cos

(π
2
(s− ν − μ)

)(
sin

π

2
(s+ ν − μ)

)
=

= sin(π(ν − μ)) + sin(πs)− cos(πμ) · [sinπν + sin(π(s− μ))] =

= sin(πμ) · [cos(π(s− μ))− cos(πν)].

Подставим это выражение в m(s). «Перебрасывая» две последние
гамма-функции в знаменатель, получим (2.156). Применение указан-
ных формул из [148] приводит к ограничениям на значения переменной

0 < Re (ν + μ) < min(1+Re (ν + μ), Re (μ− ν)), (2.157)

которые в нашем случае можно ослабить. Лемма доказана.

Перейдём к доказательству теоремы 3.13. Из (2.156) следует, что
можно перейти к пределу при μ → 1 − 0. Отсюда получим (2.152)
и (2.154). Аналогичными рассуждениями доказывается (2.153).

Отметим, что в процессе доказательства построено еще одно семей-
ство операторов преобразования типа Сонина (2.155).

Доказательства следующих результатов полностью аналогичны со-
ответствующим утверждениям для операторов Бушмана–Эрдейи пер-
вого рода.

Теорема 2.18. Справедливы формулы для норм

‖2Sν‖L2 = max(1,
√
1+ sin(πν) ), (2.158)

‖2P ν‖L2 = 1/min(1,
√
1+ sin(πν) ). (2.159)



§ 2.4. Унитарные операторы преобразования 95

Следствие. Оператор 2S
ν ограничен при всех ν. Оператор 2P

ν

непрерывен тогда и только тогда, когда sinπν �= −1.
Теорема 2.19. Для унитарности в L2 операторов 2S

ν и 2P
ν

необходимо и достаточно, чтобы параметр ν был целым числом.
Теорема 2.20. Пусть ν = iβ + 1/2, β ∈ R. Тогда

‖2Sν‖L2 =
√
1+ ch(πβ) , ‖2P ν‖L2 = 1. (2.160)

Теорема 2.21. Справедливы представления

2S
0f =

2
π

∞∫

0

y

x2 − y2
f(y) dy, (2.161)

2S
−1f =

2
π

∞∫

0

x

x2 − y2
f(y) dy. (2.162)

Таким образом, в этом случае оператор 2S
ν сводится к паре извест-

ных преобразований Гильберта на полуоси [198].

§2.4. Унитарные операторы преобразования
Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова

Перейдём к построению операторов преобразования, унитарных при
всех ν. Напомним, что такие операторы определяются по формулам
(см. (2.76), (2.77)):

Sν
Uf = − sin

πν

2 2S
νf + cos

πν

2 1S−νf , (2.163)

P ν
Uf = − sin

πν

2 2P
νf + cos

πν

2 1P−νf. (2.164)

Для любых значений ν ∈ R они являются линейными комбинация-
ми операторов преобразования Бушмана–Эрдейи первого и второго
родов нулевого порядка гладкости. Их можно назвать операторами
Бушмана–Эрдейи третьего рода. В интегральной форме эти операторы
имеют следующий вид:

Sν
Uf = cos

πν

2

(
− d

dx

)∞∫

x

Pν

(
x

y

)
f(y) dy+

+
2
π
sin

πν

2

⎛⎝x∫

0

(x2 − y2)−1/2Q1
ν

(
x

y

)
f(y) dy −

−
∞∫

x

(y2 − x2)−1/2Q1
ν

(
x

y

)
f(y) dy

)
, (2.165)
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P ν
Uf = cos

πν

2

x∫

0

Pν

(
y

x

)(
d

dy

)
f(y) dy−

− 2
π
sin

πν

2

⎛⎝−
x∫

0

(x2 − y2)−1/2Q1
ν

(
y

x

)
f(y) dy −

−
∞∫

x

(y2 − x2)−1/2Q1
ν

(
y

x

)
f(y) dy

)
. (2.166)

Теорема 2.22. Операторы (2.163)–(2.164) или (2.165)–(2.166) при
всех ν являются унитарными, взаимно сопряжёнными и обратны-
ми в L2. Они являются сплетающими и действуют по формулам
(2.103). При этом Sν

U является оператором типа Сонина (Сони-
на–Катрахова), а P ν

U — типа Пуассона (Пуассона–Катрахова).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим выполнение равенства (1.39) для
одного из мультипликаторов. Аналогично случаю теоремы 2.11 с ис-
пользованием свёртки Меллина и формул для преобразования Мелли-
на специальных функций получается следующая формула для мульти-
пликатора:

M [Sν
U ] (s) = − sin

πν

2
· − cos(πs)− cos(πν)

sin(πs)− sin(πν)
×

×
Γ
(
s

2

)
Γ
(
s

2
+
1
2

)
Γ
(
s

2
− ν

2

)
Γ
(
s

2
+

ν

2
+
1
2

)+

+ cos
πν

2
·

Γ
(
s

2

)
Γ
(
s

2
+
1
2

)
Γ
(
s

2
− ν

2

)
Γ
(
s

2
+

ν

2
+
1
2

) =

=

(
− sin

πν

2
· − cos(πs)− cos(πν)

sin(πs)− sin(πν)
+ cos

πν

2

)
×

×
Γ(

s

2
)Γ
(
s

2
+
1
2

)
Γ
(
s

2
− ν

2

)
Γ
(
s

2
+

ν

2
+
1
2

) .
Полностью вычисления проведены в [223]. Далее рассматриваем со-
гласно теореме 1.3 с учётом выкладок из теоремы 2.11 величину
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∣∣∣∣M [Sν
U ]

(
iu+

1
2

)∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣− sin

πν

2
·
− cos

[
π
(
iu+

1
2

)]
− cos(πν)

sin
[
π
(
iu+

1
2

)]
− sin(πν)

+ cos
πν

2

∣∣∣∣∣∣∣×

×

√
cos(πu)− sin(πν)

cos(πu)
=

∣∣∣∣∣∣
sin

πν

2
− cos

(
πν

2
+ πiu

)
sin(πν)− cos(πiu)

∣∣∣∣∣∣×
×

√
cos(πu)− sin(πν)

cos(πu)
=

∣∣∣∣∣∣
sin

πν

2
− cos

πν

2
ch(πu) + i sin

πν

2
sh(πu)√

ch(πu)[ch(πu)− sin(πν)]

∣∣∣∣∣∣ .
Вычисляя модуль и заменяя затем тригонометрический и гиперболиче-
ский синусы на косинусы, получим:

∣∣∣∣M [Sν
U ]

(
iu+

1
2

)∣∣∣∣ =
√√√√[sin πν

2
− cos

πν

2
ch(πu)

]2
+
[
sin

πν

2
sh(πu)

]2
ch(πu)[ch(πu)− sin(πν)]

=

=

√
ch2(πu)− sin(πν) ch(πu)

ch(πu)[ch(πu)− sin(πν)]
= 1.

Унитарность этим доказана. Взаимная сопряжённость следует из опре-
делений (2.163)–(2.164), если рассматривать операторы как расшире-
ния с множества финитных функций. Следовательно, эти унитарные
операторы и взаимно обратны. То, что они являются ОП типа Сонина
и Пуассона, вытекает из проверки условий для мультипликаторов тео-
ремы 1.3. Теорема доказана.

Этим результатом завершается история построения унитарных ОП
типа Сонина и Пуассона. Унитарные операторы преобразования тесно
связаны с унитарностью оператора рассеяния в задачах квантовой
механики [3, 269, 270, 286].

Интересно рассмотреть частный случай, который вытекает из тео-
ремы 2.22 при ν = 1. Получаем пару очень простых операторов

B1,1
0+f = f(x)− 1

x

x∫

0

f(y) dy, B1,1
− f = f(x)−

∞∫

x

f(y)

y
dy, (2.167)

связанных со знаменитыми операторами Харди

H1f =
1
x

x∫

0

f(y) dy, H2f =

∞∫

x

f(y)

y
dy. (2.168)
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По поводу теории неравенств Харди см. [435]. Из наших результатов
следует

Теорема 2.23. Операторы (2.167) образуют пару взаимно обрат-

ных унитарных в L2(0,∞) операторов. Они сплетают как ОП d2

dx2

и d2

dx2
− 2

x2
.

Как следует из (2.168), операторы Бушмана–Эрдейи могут рассмат-
риваться как обобщения операторов Харди, а неравенства для их норм
являются определёнными обобщениями неравенств Харди, что позво-
ляет взглянуть на этот класс операторов под новым интересным углом
зрения. Кроме того, можно показать, что операторы (2.167) являются
преобразованиями Кэли от симметричных операторов ±2i(xf(x)) при
соответствующем выборе областей определения. Их спектром является
единичная окружность. В [208, 223] эти вопросы рассмотрены и для
пространств со степенным весом.

Результат об унитарности из теоремы 2.23 рассматривался Куф-
нером, Перссоном и Малиграндой [416], давшими его элементарное
доказательство и приложения. Теорема 2.22 позволяет выписать ещё
несколько пар унитарных в L2(0,∞) операторов очень простого вида,
которые являются частными случаями операторов Бушмана–Эрдейи
при целых ν ([208, 223]):

U3f = f +

x∫

0

f(y)
dy

y
, U4f = f +

1
x

∞∫

x

f(y) dy,

U5f = f + 3x

x∫

0

f(y)
dy

y2
, U6f = f − 3

x2

x∫

0

yf(y) dy,

U7f = f +
3
x2

∞∫

x

yf(y) dy, U8f = f − 3x

∞∫

x

f(y)
dy

y2
,

U9f = f +
1
2

x∫

0

(
15x2

y3
− 3
y

)
f(y) dy,

U10f = f +
1
2

∞∫

x

(
15y2

x3
− 3
x

)
f(y) dy.

Этот перечень можно продолжить дальше.
ОП в форме, подобной (2.165)–(2.166), но только с ядрами, выра-

жающимися через общую гипергеометрическую функцию Гаусса, были
впервые построены в 1980 г. В.В. Катраховым. Поэтому мы предлагаем
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названия: операторы преобразования Сонина–Катрахова и Пуас-
сона–Катрахова. Их выражение через функции Лежандра первого
и второго родов получено С.М. Ситником; кроме того, их удаётся
включить в общую схему построения операторов преобразования ком-
позиционным методом, изложенным ниже. При этом основными стано-
вятся наиболее простые формулы факторизации вида (2.163)–(2.164).
На этом пути построение подобных операторов перестаёт быть специ-
альным искусным приемом и встраивается в общую методику постро-
ения многочисленных классов подобных операторов преобразования
композиционным методом.

§2.5. Весовое сферическое среднее

В этом параграфе рассмотрим весовое сферическое среднее, кото-
рое представляет собой ОП, сплетающий оператор Лапласа–Бесселя

(Δγ)x =
n∑

i=1
(Bγi)xi и одномерный оператор Бесселя (Bn+|γ|−1)t.

2.5.1. Интегралы по части сферы. Предварительно приведём
утверждения об интегралах по части сферы в пространстве Rn

+.
Рассмотрим часть пространства Rn вида

Rn
+={x=(x1, ... ,xn) ∈ Rn, x1 > 0, ... ,xn > 0}

и Ω — открытое множество в Rn, симметричное относительно каждой
гиперплоскости xi = 0, i = 1, ...,n, Ω+ = Ω ∩ R n

+ и Ω+ = Ω ∩ R n
+, где

R n
+={x=(x1, ... ,xn) ∈ Rn, x1 � 0, ... ,xn � 0}.

Имеем Ω+ ⊆ R n
+ и Ω+ ⊆ R n

+. Мы рассмотрим множество Cm(Ω+), со-
стоящее из m раз дифференцируемых на Ω+ функций. Через Cm(Ω+)
обозначим подмножество функций из Cm(Ω+) таких, что все про-
изводные этих функций по xi для любого i = 1, ...,n непрерывно
продолжаются на xi = 0. Функции f ∈ Cm(Ω+) мы будем называть

чётными по переменным xi, i = 1, ...,n, если
∂2k+1f

∂x2k+1
i

∣∣∣∣
x=0

= 0 для всех

неотрицательных целых k �m (см. [87, с. 21]). Класс Cm
ev(Ω+) состоит

из функций из Cm(Ω+), чётных по каждой из своих переменных xi,
i = 1, ...,n. Тогда

C∞
ev (Ω+) =

∞⋂
m=0

Cm
ev(Ω+).

Будем рассматривать мультииндекс γ=(γ1, ..., γn), состоящий из по-
ложительных фиксированных чисел γi > 0, i = 1, ... ,n, и поло-
жим |γ| = γ1 + ...+ γn.
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Часть шара |x| � r, |x| =
√
x21 + ...+ x2n , принадлежащую Rn

+,
будем обозначать B+

r (n). Граница B+
r (n) состоит из части сферы

S+
r (n)={x ∈ Rn

+ : |x| = r} и из частей координатных гиперплоскостей
xi = 0, i = 1, ...,n, таких, что |xi| � r . Для определения весового сфе-
рического среднего нам потребуется рассматривать интеграл по S+

r (n)
с весом

xγ =

n∏
i=1

xγi

i

вида ∫

S+
r (n)

u(x)xγdSr,

где dSr — элемент поверхности S+
r (n). Легко видеть, что справедливы

формулы ∫

B+
r (n)

u(x)xγdx = rn+|γ|
∫

B+
1 (n)

u(rx)xγdx (2.169)

и ∫

S+
r (n)

u(x)xγdSr = rn+|γ|−1
∫

S+
1 (n)

u(rx)xγdS, (2.170)

где dS — элемент поверхности S+
1 (n)

Для интегрируемой по B+
r (n) с весом x

γ функции f(x) и для непре-
рывной при t ∈ [0,∞) функции g(t) имеют место формулы (см., напри-
мер, [138])

∫

B+
r (n)

g(|x|)f(x)xγ dx =

r∫

0

g(λ)λn+|γ|−1dλ
∫

S+
1 (n)

f(λx)xγdω , (2.171)

а при g(x) = 1 для непрерывной на B+
r (n) функции f(z)∫

S+
1 (n)

f(rx)xγdS = r1−n−|γ| d
dr

∫

B+
r (n)

f(z)zγdz. (2.172)

Кроме того, нам нужно знать значение интеграла
∫

S+
1 (n)

xγdS, представ-

ляющего площадь взвешенной части сферы S+
1 (n). Для нахождения

этого интеграла используем формулу, которая доказывается методом
математической индукции (см. [330]):∫

...

∫

y1+...+yn�1
y1�0,...,yn�0

yα1
1 ...y

αn
n dy1...dyn =

Γ(α1 + 1)...Γ(αn + 1)
Γ(α1 + ...+ αn + n+ 1)

, (2.173)
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где α1, ...,αn ∈ R. Переходя к новым координатам y1 = x21, ..., yn = x2n,
перепишем формулу (2.173) в виде∫

B+
1 (n)

x2α1+1
1 ...x2αn+1

n dx1...dxn =
Γ(α1 + 1)...Γ(αn + 1)

2nΓ(α1 + ...+ αn + n+ 1)
,

или, положив 2αi + 1 = γi, i = 1, ...,n,

∫

B+
1 (n)

xγdx =
Γ
(
γ1 + 1
2

)
...Γ

(
γn + 1
2

)
2nΓ

(
n+ |γ|
2

+ 1
) .

Тогда, из (2.169) при u = 1 и (2.172) при f = 1, используя формулу
Γ(z + 1) = zΓ(z) и положив затем r = 1, получим искомый интеграл

∫

S+
1 (n)

xγdS =
Γ
(
γ1 + 1
2

)
...Γ

(
γn + 1
2

)
2n−1Γ

(
n+ |γ|
2

) .

Полученный интеграл обозначается так:

|S+
1 (n)|γ =

∫

S+
1 (n)

xγdS =

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
2n−1Γ

(
n+|γ|
2

) . (2.174)

Интеграл (2.174) можно найти по [135, с. 20, формула 1.2.5], где надо
положить N = n.

Лемма 2.2. Для w ∈ C2
ev(Ω

+) справедлива формула∫

B+
R(n)

(Δγw(x))x
γdx =

∫

S+
R(n)

(
∂w(x)

∂ν

)
xγ dS , (2.175)

где ν — внешняя нормаль к части сферы S+
R (n).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем
∫

B+
R(n)

(Δγw(x))x
γdx =

n∑
i=1

∫

B+
1 (n)

(Bγiw(x))x
γdx.

Учитывая, что оператор Бесселя в «дивергентной форме» имеет вид

Bγi =
1
xγi

i

∂

∂xi
xγi

i

∂

∂xi
,
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получим

∫

B+
R(n)

Δγwx
γdx =

n∑
i=1

∫

B+
R(n)

(
∂

∂xi
xγi

i

∂

∂xi
w(x)

)
xγ

xγi

i

dx =

=

n∑
i=1

∫
∑

n

j=1
j 	=i

x2j�R2

xγ11 ...x
γi−1

i−1 x
γi+1

i+1 ...x
γn
n dx1...dxi−1dxi+1...dxn×

×

√
R2−∑

n

j=1
j 	=i

x2j

∫

0

∂

∂xi
xγi

i

∂

∂xi
w(x)dxi =

=
n∑

i=1

∫
∑

n

j=1
j 	=i

x2j�R2

(
xγi

i

∂

∂xi
w(x)

)∣∣∣∣
xi=

√
R2−∑n

j=1
j 	=i

x2j

×

× xγ11 ...x
γi−1

i−1 x
γi+1

i+1 ...x
γn
n dx1...dxi−1dxi+1...dxn =

=

n∑
i=1

∫

S+
R(n)

∂

∂xi
w(x) cos ηi x

γdS,

где

cos ηi =
1√

1+ (h′x1)
2 + ...+ (h′xi−1

)2 + (h′xi+1
)2 + ...+ (h′xn

)2
=
xi
R
,

h = xi =
√
R2 − x21 − ...− x2i−1 − x2i+1 − ...− x2n .

Выражение
n∑

i=1

∂

∂xi
w(x) cos ηi представляет собой производную

по направлению внешней нормали к части сферы S+
1 (n) вида ν =

= (cos η1, ..., cos ηn). Таким образом,

n∑
i=1

∫

S+
R(n)

∂

∂xi
w(x) cos ηi x

γdS =

∫

S+
R(n)

(
∂w(x)

∂ν

)
xγ dS,

что завершает доказательство.
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Лемма 2.3. Интеграл
∫

S+
1 (n)

jγ(rθ, ξ)θγ dS вычисляется по формуле

∫

S+
1 (n)

jγ(rθ, ξ)θγ dS =

n∏
i=1

Γ
(
γi + 1
2

)
2n−1Γ

(
n+ |γ|
2

) j(n+|γ|)/2−1(r|ξ|). (2.176)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно, что функция jγ(x, ξ) связана
с e−i〈x,ξ〉 при помощи оператора преобразования Пуасссона (см. [135,
с. 32]):

jγ(rθ, ξ) = Pγ
ξ

(
e−ir〈θ,ξ〉

)
.

Поэтому ∫

S+
1 (n)

jγ(rθ, ξ)θγ dS =

∫

S+
1 (n)

Pγ
ξ

(
e−ir〈θ,ξ〉

)
θγ dS.

К последнему интегралу применим формулу
∫

S+
1 (n)

Pγ
ξ f(〈σ, ξ〉)σγdSσ =

=

n∏
i=1

Γ
(
γi + 1
2

)
√
π 2n−1Γ

(
|γ|+ n− 1

2

) 1∫

−1

f(|ξ|p)(1− p2)(n+|γ|−3)/2 dp, (2.177)

доказанную в [94]. Получим

∫

S+
1 (n)

jγ(rθ, ξ)θγ dS=

n∏
i=1

Γ

(
γi + 1
2

)
√
π 2n−1Γ

( |γ|+ n− 1
2

) 1∫

−1

e−irp|ξ|(1− p2)(n+|γ|−3)/2 dp.

Заменяя p на −p, будем иметь
1∫

−1

e−irp|ξ|(1− p2)(n+|γ|−3)/2 dp =

1∫

−1

eirp|ξ|(1− p2)(n+|γ|−3)/2 dp.

Полученный интеграл находится по формуле вида
a∫

−a

eitp(a2 − p2)β−1 dp =
√
π (2a)β−1/2Γ(β)

tβ−1/2
Jβ−1/2(at)

(см. [446, формула 2.3.5.3]).
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Таким образом,∫

S+
1 (n)

jγ(rθ, ξ)θγ dS =

=

n∏
i=1

Γ

(
γi + 1
2

)
√
π 2n−1Γ

(
n+ |γ| − 1

2

) ·

√
π 2(n+|γ|)/2−1Γ

(
n+ |γ| − 1

2

)
(r|ξ|)(n+|γ|)/2−1

×

× J(n+|γ|)/2−1(r|ξ|) =

n∏
i=1

Γ

(
γi + 1
2

)
2n−1Γ

(
n+ |γ|
2

) j(n+|γ|)/2−1(r|ξ|),

что и даёт (2.176).

2.5.2. Многомерный обобщённый сдвиг, весовое сферическое
среднее и итерированное весовое сферическое среднее. В этом
пункте мы рассмотрим оператор обобщённого сдвига, действующий
по каждой из переменных в части евклидова пространства многих пере-
менных, который будем называть многомерным обобщённым сдвигом,
и сферическое среднее, где вместо обычного сдвига применяется обоб-
щённый — весовое сферическое среднее. Применяя последовательно
два раза весовое сферическое среднее, получим итерированное весовое
сферическое среднее, которое используется на промежуточных этапах
решения задачи о восстановлении функции по её весовым сферическим
средним.

Оператор Лапласа–Бесселя (Δγ)x имеет вид

(Δγ)x = Δγ =

n∑
i=1

(Bγi)xi =

n∑
i=1

∂2

∂x2i
+
γi
xi

∂

∂x
, (2.178)

где мультииндекс γ=(γ1, ..., γn) состоит из положительных фиксиро-
ванных чисел γi > 0, i=1, ...,n.

Определение 2.8. В Rn
+ рассматривается многомерный обобщён-

ный сдвиг, отвечающий мультииндексу γ вида
γTy

x = γ1T y1
x1 ...

γnT yn
xn
,

где каждый из одномерных обобщённых сдвигов определён выражени-
ем (см. [130])
γiT yi

xi
f(x)=

=
Γ
(
γi + 1
2

)
Γ
(
γi
2

)
Γ
(
1
2

) π∫

0

f(x1, ...,xi−1,
√
x2i + y2i − 2xiyi cosαi ,xi+1, ...,xn)×

× sinγi−1 αi dαi.
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Очевидно, что

γTy
xf(x)|y=0 = f(x),

∂

∂yi

γTy
xf(x)|y=0 = 0. (2.179)

Пусть

jγ(x, ξ)=
n∏

i=1

j(γi−1)/2(xi ξi), (2.180)

где jν определена формулой (2.29).
В силу свойства (2.34) для одномерного обобщённого сдвига γiT y

x
справедливо аналогичное свойство для многомерного обобщённого
сдвига γTy

x: γTy
x jγ(x, ξ) = jγ(x, ξ) jγ(y, ξ). (2.181)

Для f ∈ C2
ev свойство (2.47) одномерного обобщённого сдвига

γiT y
x

даёт
γTy

x (Δγ)xf(x) = (Δγ)x
γTy

x f(x). (2.182)

Определение 2.9. На основе многомерного обобщённого сдви-
га γTy конструируется весовое сферическое среднее функции f , кото-
рое при n � 2 имеет вид

Mγ
t [f(x)] =

1
|S+
1 (n)|γ

∫

S+
1(n)

γTtθ
x f(x)θ

γdS, (2.183)

где θγ=
n∏

i=1
θγi

i , S
+
1 (n) = {θ:|θ| = 1, θ ∈ Rn

+} — часть сферы в Rn
+,

|S+
1 (n)|γ =

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
2n−1Γ

(
n+|γ|
2

) , (2.184)

а при n = 1 — вид Mγ
t [f(x)] =

γTtθ
x f(x).

Весовые сферические средние без обобщённого сдвига изучались
в [93; 163; 164, с. 117]. В [93] были получены их свойства и изучен
принцип Гюйгенса для волнового уравнения с многими особенностями.
В [163, 164] рассмотрены предельные свойства такого среднего. Ве-
совые сферические средние с обычным сдвигом, в случае когда в ка-
честве веса выступал однородный гармонический полином, введены
и рассмотрены в [490, с. 400]. Изучению весовых сферических средних,
порождённых обобщённым сдвигом, и их применению к решению задач
для сингулярных дифференциальных уравнений посвящено большое
количество работ, среди которых [138–142]. Конструкции многомерно-
го обобщённого сдвига и весового сферического среднего представляют
собой операторы преобразования (см. [204, 468]).
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Отметим простейшие свойства весового сферического среднего
(см. [138]).

Свойство 1. Линейность и однородность:

Mγ
t [af(x) + bg(x)] = aMγ

t [f(x)] + bMγ
t [g(x)], a, b ∈ R.

Свойство 2. Неотрицательность: если f(x) � 0, то Mγ
t [f(x)] � 0.

Свойство 3. Mγ
t [1] = 1.

Свойство 4. В силу (2.179) имеем

Mγ
t [f(x)]|t=0 = f(x),

∂

∂t
Mγ

t [f(x)]

∣∣∣∣
t=0

= 0. (2.185)

Докажем ещё два свойства весового сферического среднего.
Свойство 5. Если f(x) ∈ C2

ev, то

(�γ)xM
γ
t [f(x)] =Mγ

t [�γf(x)].

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим (Δγ)xM
γ
t [f(x)]. Принимая

во внимание (2.182), запишем

(Δγ)xM
γ
t [f(x)] =

1
|S+
1 (n)|γ

(Δγ)x

∫

S+
1(n)

γTtθ
x f(x)θ

γdSθ =

=
1

|S+
1 (n)|γ

∫

S+
1(n)

γTtθ
x [(Δγ)xf(x)]θ

γdSθ =Mγ
t [(Δγ)xf(x)].

Свойство доказано.

Свойство 6. Пусть jγ(x, ξ)=
n∏

i=1
j(γi−1)/2(xi ξi), где jν определена

формулой (2.29). Справедливо равенство

Mγ
r [jγ(x, ξ)] = jγ(x, ξ) j(n+|γ|)/2−1(r|ξ|).

Дока з а т е л ь с т в о. Учитывая (2.181), (2.176) и (2.184), имеем

Mγ
r [jγ(x, ξ)] =

1
|S+
1 (n)|γ

∫

S+
1(n)

γTtθ
x jγ(x, ξ)θγdS =

= jγ(x, ξ)
1

|S+
1 (n)|γ

∫

S+
1(n)

jγ(tθ, ξ)θγdS =

= jγ(x, ξ)
1

|S+
1 (n)|γ

n∏
i=1

Γ

(
γi + 1
2

)
2n−1Γ

(
n+ |γ|
2

) j(n+|γ|)/2−1(r|ξ|) =

= jγ(x, ξ)j(n+|γ|)/2−1(r|ξ|).
Доказательство закончено.
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2.5.3. Весовое сферическое среднее как оператор преобразо-
вания. В силу сферической симметрии многомерного оператора (Δγ)x
он, под действием на него оператора весового сферического среднего,
преобразуется в одномерный оператор Бесселя (Bn+|γ|−1)t. А именно,
справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.24. Весовое сферическое среднее Mγ
t [f(x)] для f ∈ C2

ev
есть оператор преобразования, сплетающий (Δγ)x и (Bn+|γ|−1)t:

(Bn+|γ|−1)tM
γ
t [f(x)] =Mγ

t [(Δγ)xf(x)]. (2.186)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала заметим, что функция f ∈ C2
ev удо-

влетворяет соотношению

∫

B+
t (n)

f(x)xγ dx =

t∫

0

λn+|γ|−1 dλ
∫

S+
1 (n)

f(λθ) θγdSθ, (2.187)

которое легко получается переходом к сферическим координатам x =
= λθ, |θ| = 1 в левой части (2.187). Из (2.187) будем иметь

|S+
1 (n)|γ

t∫

0

λn+|γ|−1Mγ
λ [f(x)]dλ =

t∫

0

λn+|γ|−1dλ
∫

S+
1(n)

( γTλy
x f)(x) yγdSy=

=

∫

B+
r (n)

( γTz
xf)(x)z

γdz.

Применяя оператор (Δγ)x к обеим частям последнего равенства, по-
лучим

|S+
1 (n)|γ

t∫

0

λn+|γ|−1(Δγ)xM
γ
λ [f(x)]dλ =

∫

B+
t (n)

(Δγ)x(
γTz

xf)(x)z
γdz =

=
n∑

i=1

∫

B+
t (n)

(Bγi)zi
γiT z

x f(x)z
γdz.

В силу (2.31) имеем (Bγi)zi
γiT zi

xi
f(x) = (Bγi)xi

γiT zi
xi
f(x) и, следова-

тельно,
(Δγ)x(T

z
x f)(x) = (Δγ)z(T

z
x f)(x).

Тогда

|S+
1 (n)|γ

t∫

0

λn+|γ|−1(Δγ)xM
γ
λ [f(x)]dλ =

∫

B+
t (n)

[(Δγ)z(T
z
xf)(x)] z

γdz.
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Применяя к последнему интегралу формулу (2.175), получим

|S+
1 (n)|γ

t∫

0

λn+|γ|−1(Δγ)xM
γ
λ [f(x)]dλ =

=

∫

S+
t (n)

∂( γTz
xf)(x)

∂ν
zγ dS , (2.188)

где ν — внешняя нормаль к части сферы S+
R (n). Преобразуем произ-

водную по направлению

∂( γTz
xf)(x)

∂ν
=

n∑
i=1

∂( γTz
xf)(x)

∂zi
· zi
t
.

Имеем:

∂( γTz
xf)(x)

∂zi
= γ1T z1

x1
... γi−1T zi−1

xi−1

γi+1T zi+1
xi+1

... γnT zn
xn

∂ γiT zi
xi
f(x)

∂zi
,

∂ γiT zi
xi
f(x)

∂zi
=

= C(γi)

π∫

0

∂

∂zi
f(x1, ...,xi−1,

√
x2i − 2xizi cosϕi + z2i ,xi+1, ...,xn)×

× sinγi−1 ϕidϕi = C(γi)

π∫

0

zi − xi cosϕi√
x2i − 2xizi cosϕi + z2i

×

× f ′
i(x1, ...,xi−1,

√
x2i − 2xizi cosϕi + z2i ,xi+1, ...,xn) sin

γi−1 ϕidϕi

и

∂ γiT zi
xi
f(x)

∂xi
= C(γi)

π∫

0

xi − zi cosϕi√
x2i − 2xizi cosϕi + z2i

×

× f ′
i(x1, ...,xi−1,

√
x2i − 2xizi cosϕi + z2i ,xi+1, ...,xn) sin

γi−1 ϕidϕi,

где f ′
i означает производную функции f по i-му аргументу. Тогда

∂ γiT zi
xi
f(x)

∂zi
=
zi − xi cosϕi

xi − zi cosϕi

∂ γiT zi
xi
f(x)

∂xi
(2.189)
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и ∫

S+
t(n)

(
∂(T z

xf)(x)

∂ν

)
zγ dS =

=
1
t

n∑
i=1

∫

S+
t(n)

zi − xi cosϕi

xi − zi cosϕi

∂ γiT zi
xi
f(x)

∂xi
· zi · zγ dS.

Произведём замену z = ty, y ∈ Rn
+; тогда, с учётом (2.189), получим

∫

S+
t (n)

(
∂(T z

x f)(x)

∂ν

)
zγ dS =

= tn+|γ|−1
n∑

i=1

∫

S+
t (n)

tyi − xi cosϕi

xi − tyi cosϕi
·
∂ γiT tyi

xi
f(x)

∂xi
· yi · yγ dS =

= tn+|γ|−1
n∑

i=1

∫

S+
t (n)

(
∂ γiT tyi

xi
f(x)

∂(tyi)

)
· yi · yγ dS =

= tn+|γ|−1
∫

S+
t (n)

d γiT tyi
xi
f(x)

dt
yγ dS = tn+|γ|−1 d

dt

∫

S+
t (n)

γiT tyi
xi
f(x)yγ dS.

Возвращаясь к (2.188), будем иметь

|S+
1(n)|γ

t∫

0

λn+|γ|−1(Δγ)xM
γ
λ [f(x)]dλ = tn+|γ|−1 d

dt

∫

S+
t(n)

γiT tyi
xi
f(x)yγ dS,

или
t∫

0

λn+|γ|−1(Δγ)xM
γ
λ [f(x)]dλ = tn+|γ|−1 d

dt
Mγ

t [f(x)].

Дифференцируя последнее выражение по t, получим

tn+|γ|−1(Δγ)xM
γ
t [f(x)] =

= tn+|γ|−1 ∂
2

∂t2
Mγ

t [f(x)] + (n+ |γ| − 1)tn+|γ|−2 ∂
∂t
Mγ

t [f(x)].

Разделив это равенство на tn+|γ|−1, имеем

(Δγ)xM
γ
t [f(x)] =

∂2

∂t2
Mγ

t [f(x)] +
n+ |γ| − 1

t

∂

∂t
Mγ

t [f(x)]
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или
(Δγ)xM

γ
t [f(x)] = (Bn+|γ|−1)tM

γ
t [f(x)].

Применением свойства весового сферического среднего 1 завершается
доказательство теоремы.

§2.6. Другие типы операторов преобразований

Построение ОП тесно связано с описанием коммутантов для диф-
ференциальных операторов в различных пространствах функций. Для
решения этого класса задач была создана специальная теория обоб-
щённых операторных свёрток, отличающихся по определению от при-
вычных свёрток для интегральных преобразований. Теория оператор-
ных свёрток, самая известная из которых была названа свёрткой
Берга–Димовски, была в основном развита в работах болгарского
математика И. Димовски и его учеников (см. введение).

Другой важный класс обобщений операторов СПД возник при
изучении операторов Дункла. Операторы Дункла включаются в общую
схему ОП как специальный случай, когда один из сплетаемых опе-
раторов является дифференциально-разностным, а второй — по-преж-
нему дифференциальным. Построению ОП типа Сонина и Пуассона
для операторов Дункла в последнее время посвящено много работ
(см. введение).

Отметим, что некоторый способ построения ОП со свойства-
ми (2.10) на решениях соответствующих уравнений для частного
случая целых ν упоминается в литературе под названием метода
Крама–Крейна (см. [150, 151]), но он приводит к длинной после-
довательности усложняющихся подстановок, а результирующий ОП
не может быть выписан в явном виде. В наиболее общем виде эта
теория известна как метод преобразований Дарбу [429], к которым
и относятся в частном случае подстановки Крама–Крейна. Известно
также обобщение одномерных преобразований Дарбу на двумерный
случай — преобразование Мутара (см. [429]). На самом деле как под-
становки Крама–Крейна, так и преобразования Дарбу и Мутара могут
быть включены в общую схему ОП. Они возникают, когда сплетаемые
операторы остаются дифференциальными, а ОП для этой пары ищется
уже не в интегральном, а в дифференциальном представлении. К таким
дифференциальным ОП формально могут быть отнесены и многие
известные замены переменных типа преобразования Миуры, которые
сплетают нелинейный и линейный операторы, позволяя реализовать
дифференциальное выражение полностью или выделить из него линей-
ный множитель.

Вместе с тем были построены аналогичные теории и для некоторых
других модельных операторов, например таких [314–316, 294, 295]:

A =
1

v(x)

d

dx
v(x)

d

dx
, (2.190)
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v(x) = sin2ν+1 x, sh2ν+1 x, (ex − e−x)2ν+1(ex + e−x)2μ+1.

Важность операторов A вида (2.190) для теории заключается в том,
что они представляют радиальную часть операторов Лапласа–Бель-
трами в двухточечно-однородных пространствах (см. [281, с. 191])
и в симметрическом пространстве ранга 1 (см. [281, c. 350, пред-
ложение 5.26]). При этом оператор Бесселя получается при выборе
в (2.190) v(x) = x2ν+1. Другим модельным оператором, для которого
построены ОП, является оператор Эйри D2 + x; рассматривался также
его возмущённый вариант, связанный с эффектомШтарка из квантовой
механики [83]. Были изучены операторы сдвига по спектральному
параметру Векуа–Эрдейи–Лаундеса (см. [422–424]).



Ча с т ь II

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ОПЕРАТОРОВ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ К РЕШЕНИЮ

УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

Гла в а 3

ПРИЛОЖЕНИЯ ОПЕРАТОРОВ

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ БУШМАНА–ЭРДЕЙИ

§3.1. Приложения операторов преобразования
Бушмана–Эрдейи к задачам для уравнения
Эйлера–Пуассона–Дарбу и лемме Копсона

Рассмотрим теперь приложения операторов преобразования Буш-
мана–Эрдейи первого рода и нулевого порядка гладкости к обобщени-
ям и уточнению леммы Копсона.

Теорема 3.1. Рассмотрим задачу Дирихле в четверти плоскости
для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу в условиях леммы Копсона
(2.84)–(2.85). Тогда между данными задачи Дирихле справедливы
соотношения, выражающиеся через операторы Бушмана–Эрдейи
первого рода и нулевого порядка гладкости:

cβ
xβ
E−α,1−β
0+ (yα+β+1f(y)) =

=
cα
xα
E−β,1−α
0+ (yα+β+1g(y)), cβ = 2Γ(β + 1/2), (3.1)

cβ
xβ

1P
−α
0+ Iβ0+(y

α+β+1f(y)) =
cα
xα

1P
−β
0+ Iα0+(y

α+β+1g(y)). (3.2)

Данные формулы являются прямыми следствиями теоремы 2.5.
C другой стороны, применяя теперь полученную выше теорему 2.9,
в которой операторы Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости
были профакторизованы через дробные интегралы Римана–Лиувилля
и Эрдейи–Кобера, мы получаем такой результат.
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Теорема 3.2. Между данными задачи Дирихле в условиях леммы
Копсона справедливы соотношения, выражающиеся через операто-
ры Эрдейи–Кобера:

xα+β+1f(x) =
cα
cβ
Iα−β
0+;2;−1/2(y

α+β+1g(y)). (3.3)

Последнее соотношение уточняет соответствующий результат
из оригинальной работы Копсона, который, по-видимому, содержит
неточности в коэффициентах.

Связь между данными на осях, выраженная через операторы Буш-
мана–Эрдейи нулевого порядка гладкости, позволяет установить допол-
нительные результаты.

Теорема 3.3. Рассмотрим пространство с весом L2,xk(0,∞),
и пусть α,β — целые числа. Тогда для весовых норм данных Дирихле
справедливы соотношения

cβ‖Iβ0+(y
α+β+1f(y))‖ = cα‖Iα0+(yα+β+1g(y))‖. (3.4)

Этот результат следует из условия унитарности операторов Буш-
мана–Эрдейи нулевого порядка гладкости в теореме 2.12. Кроме того,
в этом случае можно из той же теоремы выразить данные не через
оператор Эрдейи–Кобера, а через обратный оператор Бушмана–Эрдейи
нулевого порядка гладкости, получив новое соотношение. Для произ-
вольных нецелых значений параметров из теоремы 2.11 также получа-
ется соотношение между весовыми нормами данных Дирихле.

Далее рассмотрим уравнение ЭПД в полупространстве

Bα, tu(t,x) =
∂2 u

∂t2
+
2α+ 1
t

∂u

∂t
= Δxu+ F (t,x),

где t > 0, x ∈ Rn. Дадим описание процедуры, позволяющей получать
различные постановки начальных условий при t = 0 единым методом.
Образуем по формулам (2.103) операторы преобразования Xα, t и Yα, t.
Предположим, что существуют выражения Xα, tu = v(t,x), Xα, tF =
= G(t,x). Пусть обычная (несингулярная) задача Коши

∂2 v

∂t2
= Δxv +G, v|t=0 = ϕ(x), v′t|t=0 = ψ(x) (3.5)

корректно разрешима в полупространстве. Тогда получаем следующие
начальные условия для уравнения ЭПД:

Xαu|t=0 = a(x), (Xαu)
′|t=0 = b(x). (3.6)

При этом различному выбору операторов преобразования Xα,t (опе-
раторы Сонина, Бушмана–Эрдейи, Бушмана–Эрдейи нулевого порядка
гладкости первого или второго рода, унитарные операторы третьего
рода (2.165), обобщённые операторы Бушмана–Эрдейи) будут соответ-
ствовать различные начальные условия. Следуя изложенной методике,
в каждом конкретном случае их можно привести к более простым
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аналитическим формулам. При этом с использованием интегральных
ОП различных типов для каждого конкретного ОП будут получатся
некоторые нелокальные начальные условия, в том числе и с возможно-
стью рассмотрения решений с особенностями.

Данная схема обобщается на дифференциальные уравнения с боль-
шим числом переменных, по которым могут действовать операторы
Бесселя с различными параметрами, а также уравнения других типов.
Применение операторов преобразований позволяет сводить сингуляр-
ные (или, иначе, вырождающиеся) уравнения с операторами Бесселя
по одной или нескольким переменным (уравнения ЭПД, сингулярное
уравнение теплопроводности, B-эллиптические уравнения по опреде-
лению И.А. Киприянова, уравнения обобщённой осесимметрической
теории потенциала — теории GASPT (Generalized Axially Symmetric
Potential Theory) — А. Вайнштейна и др.) к несингулярным. При этом
априорные оценки для сингулярного случая получаются как следствия
соответствующих априорных оценок для регулярных уравнений, если
только удалось оценить сами операторы преобразования в нужных
функциональных пространствах.

§3.2. Приложения операторов преобразования
к установлению формул связи

между решениями дифференциальных уравнений
Начнём с простого, но важного замечания. Любую из рассмот-

ренных в этой главе пар операторов преобразования, сплетающих
операторы Бесселя и вторую производную, можно использовать для
установления связей между решениями дифференциального уравнения
с особенностями в коэффициентах с операторами Бесселя вида∑

akBνk,xk
u(x) = f(x)

и невозмущённого уравнения с постоянными коэффициентами∑
ak
∂2v(x)

∂x2k
= g(x).

При этом если пары взаимно обратных ОП действуют по каждой
переменной согласно формулам

SνBν = D2Sν ,PνD
2 = BνPν , (3.7)

то решения возмущённого и невозмущённого уравнений связаны соот-
ношениями

u(x) =
∏
k

Sνkv(x), v(x) =
∏
k

Pνku(x)

(операторы типа Сонина и Пуассона). Тогда результаты об ограни-
ченности, оценках норм, унитарности операторов преобразований при-
водят автоматически к соответствующим утверждениям для пар ре-
шений дифференциальных уравнений. Мы ограничимся этой схемой,
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не выписывая соответствующих формул связи и оценок для решений
дифференциальных уравнений с особенностями в коэффициентах.

Рассмотрим подробно один пример, позволяющий использовать
построенные ОП различных классов и их оценки для построения
решений одного из нелинейных уравнений. В работе А.В. Бицадзе
и В.И. Пашковского [18] указано, что в математической физике многие
задачи сводятся к решению нелинейных уравнений Максвелла–Эйн-
штейна вида

Δu+
1
x
ux − 1

u

(
1− u2

A2 − u2

)
(u2x + u2y) = 0, (3.8)

Δu+
1
x
ux −

1
u
(u2x + u2y) = 0. (3.9)

Используя результаты этой работы и развитую нами технику ОП,
получаем следующее приложение рассмотренных классов ОП к нели-
нейным уравнениям математической физики Максвелла–Эйнштейна.

Теорема 3.4. Пусть P — произвольный оператор преобразования
типа Пуассона, удовлетворяющий сплетающему свойству на глад-
ких функциях

P D2 =

(
d2

dx2
+
1
x

d

dx

)
P , (3.10)

g(x, y) — произвольная гармоническая функция. Тогда функция

u1(x, y) =
A

ch(CPxg(x, y))

является решением нелинейного уравнения (3.8), а функция

u2(x, y) = exp(DPxg(x, y))

является решением нелинейного уравнения (3.9) (здесь C,D — про-
извольные постоянные).

Нами построены различные классы ОП типа Пуассона: Бушмана–
Эрдейи первого, второго родов, нулевого порядка гладкости, Сонина–
Катрахова и Пуассона–Катрахова и т. п. Теперь мы можем использо-
вать их в приведённой теореме для получения представлений решений
нелинейных уравнений Максвелла–Эйнштейна через гармонические
функции.

§3.3. Приложения операторов преобразования
Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова к решению
одной пары интегро-дифференциальных уравнений

Рассмотрим приложения унитарных операторов Сонина–Катрахова
и Пуассона–Катрахова к решению соответствующих интегро-диффе-
ренциальных уравнений.
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Теорема 3.5. Пусть функции f(x), g(x) ∈ L2(0,∞) и непрерывно
дифференцируемы на полуоси. Тогда следующие интегро-дифферен-
циальные уравнения взаимно обратны и решаются по формулам

g(x) = cos
πν

2

(
− d

dx

)∞∫

x

Pν

(
x

y

)
f(y) dy +

2
π
sin

πν

2
×

×

⎛⎝x∫

0

(x2 − y2)−1/2Q1
ν

(
x

y

)
f(y) dy −

∞∫

x

(y2 − x2)−1/2Q1
ν

(
x

y

)
f(y) dy

⎞⎠
и

f(x) = cos
πν

2

x∫

0

Pν

(y
x

)( d

dy

)
g(y) dy − 2

π
sin

πν

2
×

×

⎛⎝−
x∫

0

(x2 − y2)−1/2Q1
ν

( y
x

)
g(y) dy −

∞∫

x

(y2 − x2)−1/2Q1
ν

(y
x

)
g(y) dy

⎞⎠.
При этом в указанном пространстве нормы решений и правых
частей равны.

Это приложение теоремы 2.22 об унитарности ОП Сонина–Катра-
хова и Пуассона–Катрахова. Отметим, что при специальных значениях
параметра ν, при которых функции Лежандра выражаются через более
простые функции, получается список конкретных интегро-дифферен-
циальных уравнений, для которых получены явные решения с их оцен-
ками. Мы не будем приводить здесь этот список.

§3.4. Приложения операторов преобразования
к установлению эквивалентности норм пространств

Киприянова и весовых пространств Соболева

Пространства Киприянова (см. п. 1.3.2), как было показано в его
работах и в работах представителей его научной школы, идеально
подходят для изучения B-эллиптических уравнений с частными про-
изводными (см. [87, 88]). Поэтому свойства этих пространств игра-
ют существенную роль при изучении дифференциальных уравнений
с особенностями в коэффициентах. В данном параграфе доказано, что
в одномерном случае нормы в пространствах Киприянова эквивалентны
нормам в весовых пространствах Соболева. Этот результат справедлив
и для некоторых модельных областей в многомерных пространствах.
При этом соответствующие результаты по существу являются перефор-
мулировками результатов § 3.3 об условиях ограниченности и унитар-
ности в пространствах Лебега на полуоси операторов преобразования
Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости. Таким образом, указан-



§ 3.4. Приложения операторов преобразования 117

ные результаты об условиях ограниченности и унитарности в простран-
ствах Лебега на полуоси операторов преобразования Бушмана–Эрдейи
нулевого порядка гладкости имеют важное значение для теории урав-
нений в частных производных с операторами Бесселя. В этой области
для них находятся как стандартные, так и неожиданные приложения.
Получаемые результаты относятся также к энергетическим простран-
ствам для соответствующих дифференциальных уравнений.

Определим множество функций D(0,∞). Если f(x)∈D(0,∞),
то f(x)∈C∞(0,∞), f(x) финитна на бесконечности. На этом
множестве функций введём полунормы

‖f‖hα
2
= ‖I−αf‖L2(0,∞), (3.11)

‖f‖ĥα
2
= ‖xα(−1

x

d

dx
)αf‖L2(0,∞), (3.12)

где I−α — дробная производная Римана–Лиувилля (см. п. 1.4.1), опе-
ратор в (3.12) определяется по формуле(

−1
x

d

dx

)β

= 2βI−β
−; 2, 0x

−2β , (3.13)

в которой I−β
−;2, 0 — оператор Эрдейи–Кобера, α — произвольное дей-

ствительное число. При β = n ∈ N0 выражение (3.13) понимается
в обычном смысле, что согласуется с определениями (1.64)–(1.67).

Лемма 3.1. Пусть f(x) ∈ D(0,∞). Тогда справедливы тожде-
ства:

I−αf = 1S−α−1xα(−1
x

d

dx
)αf , (3.14)

xα(−1
x

d

dx
)αf = 1P−α−1I−αf. (3.15)

Таким образом, операторы Бушмана–Эрдейи нулевого порядка глад-
кости первого рода осуществляют связь между дифференциальными
операторами (при α ∈ N) из определений полунорм (3.11) и (3.12).

Лемма 3.2. Пусть f(x) ∈ D(0,∞). Тогда справедливы неравен-
ства между полунормами:

‖f‖hα
2
� max(1,

√
1+ sinπα )‖f‖ĥα

2
, (3.16)

‖f‖ĥα
2
� 1

min(1,
√
1+ sinπα )

‖f‖hα
2
, (3.17)

где α — любое действительное число, α �= −1
2
+ 2k, k ∈ Z.
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Постоянные в неравенствах (3.16), (3.17) не меньше единицы, что
будет далее использовано. В случае sinπα = −1 или α = −1

2
+ 2k,

k ∈ Z, оценка (3.17) не имеет места.
Приведённые леммы — это переформулировки результатов о фор-

мулах факторизации и оценках норм для операторов Бушмана–Эрдейи
нулевого порядка гладкости.

Введём на D(0,∞) соболевскую норму

‖f‖Wα
2
= ‖f‖L2(0,∞) + ‖f‖hα

2
. (3.18)

Введём также другую норму

‖f‖
Ŵα

2
= ‖f‖L2(0,∞) + ‖f‖ĥα

2
(3.19)

Пространства Wα
2 , Ŵ

α
2 определим как замыкания D(0,∞) по нормам

(3.18) и (3.19) соответственно.

Теорема 3.6.
а) При всех α ∈ R пространство Ŵα

2 непрерывно вложено в Wα
2 ,

причём
‖f‖Wα

2
� A1‖f‖Ŵα

2
, (3.20)

где A1 = max(1,
√
1+ sinπα ).

б) Пусть sinπα �= −1 или α �= −1
2
+ 2k, k ∈ Z. Тогда справедливо

обратное вложение Wα
2 в Ŵα

2 , причём

‖f‖
Ŵα

2
� A2‖f‖Wα

2
, (3.21)

где A2 = 1/min(1,
√
1+ sinπα ).

в) Пусть sinπα �= −1, тогда пространстваWα
2 и Ŵα

2 изоморфны,
а их нормы эквивалентны.

г) Константы в неравенствах вложений (3.20)–(3.21) точные.

Эта теорема фактически является следствием результатов по огра-
ниченности операторов Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости
в L2, а именно теоремы 2.11. В свою очередь, из теоремы 2.12
об унитарности этих операторов вытекает результат об эквивалентной
нормировке рассматриваемых нами вариантов пространств Соболева.

Теорема 3.7. Нормы

‖f‖Wα
2
=

s∑
j=0

‖D−jf‖L2, (3.22)

‖f‖
Ŵα

2
=

s∑
j=0

‖xj(−1
x

d

dx
)jf‖L2 (3.23)
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задают эквивалентные нормировки в пространстве Соболева при
целых s ∈ Z. Кроме того, каждое слагаемое в (3.22) тождественно
равно соответствующему слагаемому в (3.23) с тем же индексом j.

Как уже было отмечено, И.А. Киприянов ввёл в [87, 88] шкалу про-
странств, которые оказали существенное влияние на теорию уравнений
в частных производных с оператором Бесселя по одной или нескольким
переменным. Эти пространства можно определить следующим образом.
Рассмотрим подмножество чётных функций на D(0,∞), у которых все
производные нечётного порядка равны нулю при x = 0. Обозначим это
множество Dc(0,∞) и введём на нём норму

‖f‖
W̃ s

2,k
= ‖f‖L2,k + ‖Bs/2

k ‖L2,k , (3.24)

где s — чётное натуральное число, Bs/2
k — итерация оператора Бесселя.

Пространство Киприянова при чётных s определяется как замыка-
ние Dc(0,∞) по норме (3.24). Известно, что эквивалентная (3.24)
норма может быть задана по формуле (см. [88])

‖f‖
W̃ s

2,k
= ‖f‖L2,k + ‖xs(−1

x

d

dx
)sf‖L2,k. (3.25)

Это позволяет доопределить норму в W̃ s
2, k для всех s. Отметим, что

по существу этот подход совпадает с одним из принятых в [88]; дру-
гой подход основан на использовании преобразования Фурье–Бесселя.
Далее будем считать, что W̃ s

2,k нормируется по формуле (3.25).
Введем весовую соболевскую норму

‖f‖W s
2,k

= ‖f‖L2,k + ‖D−sf‖L2,k (3.26)

и пространство W s
2, k как замыкание Dc(0,∞) по этой норме.

Теорема 3.8.
а) Пусть k �= −n, n ∈ N. Тогда пространство W̃ s

2, k непрерывно
вложено в W s

2, k, причём существует постоянная A3 > 0 такая, что

‖f‖W s
2,k

� A3‖f‖W̃ s
2,k
. (3.27)

б) Пусть k + s �= −2m1 − 1, k − s �= −2m2 − 2, m1 ∈ N0, m2 ∈ N0.
Тогда справедливо обратное вложение W s

2, k в W̃ s
2, k, причём суще-

ствует постоянная A4 > 0 такая, что

‖f‖
W̃ s

2,k
� A4‖f‖W s

2,k
. (3.28)

в) Если указанные условия не выполняются, то соответствую-
щие вложения не имеют места.

Следствие 1. Пусть выполняются условия: k �= −n, n ∈ N; k +
+ s �= −2m1 − 1, m1 ∈ N0; k − s �= −2m2 − 2, m2 ∈ N0. Тогда про-
странства Киприянова можно определить как замыкание Dc(0,∞)
по весовой соболевской норме (3.26).
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Следствие 2. Точные значения постоянных в неравенствах вло-
жения (3.27)–(3.28) таковы:

A3 = max(1, ‖1S−s−1‖L2,k), A4 = max(1, ‖1P−s−1‖L2,k).

Очевидно, что теорема 3.8 и следствия из неё вытекают из приве-
дённых выше результатов для операторов Бушмана–Эрдейи. Отметим,
что нормы операторов Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости
в L2, k дают значения точных постоянных в неравенствах вложения
(3.27), (3.28). Оценки норм операторов Бушмана–Эрдейи в банаховых
пространствах Lp,α позволяют рассматривать вложения для соответ-
ствующих функциональных пространств.

Неравенство для полунорм, приводящее к вложению (3.27) (s — це-
лое число), получено в [133]. Вложения типа полученных в теореме 3.8
ранее изучались в [130, 131]. В последней работе рассматривался
случай k > −1/2, s ∈ N, пространства W s

p, k. Мы рассматриваем гиль-
бертовы пространства W s

2, k, k и s — любые действительные числа.
Кроме того, в теореме 3.8 уточнены условия отсутствия вложений
из [130, 131], которые содержали ошибки (в качестве контрпримеров
для некоторых вложений приводилась функция синуса, которая счи-
талась чётной). Отметим, что в теореме 3.8 фактически установлены
более точные неравенства между соответствующими полунормами, чем
в предшествующих работах [130, 131]. Это стало возможным благодаря
применению подробно изученных выше ОП Бушмана–Эрдейи.

Перейдём к рассмотрению правосторонних сплетающих операторов
(2.89)–(2.92). Мы покажем, что в общем случае они осуществляют
изоморфизм пространства Соболева и Киприянова. Определим про-
странства H2s, H2s

α и K2s
α как замыкания множества функций D(0,∞)

по нормам

‖f‖H2s = ‖f‖L2 + ‖I−2sf‖L2 , (3.29)

‖f‖H2s
α

= ‖f‖L2,α + ‖I−2sf‖L2,α, (3.30)

‖f‖K2s
α
= ‖f‖L2,α + ‖Bs

αf‖L2,α, (3.31)

s — натуральное число, α ∈ R. Определим также пару операторов
типа (2.104)

1X−α = 1S−α−1/2xα+1/2, 1Y−α = x−(α+1/2)
1P−α−1/2. (3.32)

Теорема 3.9. Пусть α ∈ R, s ∈ N. Тогда оператор 1X
2− действует

непрерывно из H2s
α в K2s

α , причём

‖1X−αf‖H2s
α

� A5‖f‖K2s
α
, (3.33)

где A5 = ‖1X−α‖H2s
α →K2s

α
= ‖1S−α−1/2‖L2 = max(1,

√
1+ cosπα ).
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Пусть s ∈ N,α �= 2k + 1, k ∈ Z (или cosπα �= −1). Тогда оператор
1Y−α действует непрерывно из в K2s

α в H2s
α , причём справедливо

неравенство ‖1Y−αf‖K2s
α

� A6‖f‖H2s
α

(3.34)
с постоянной

A6 = ‖1Y−α‖K2s
α →H2s

α
= ‖1P−α−1/2‖L2 = 1/max(1,

√
1+ cosπα ).

Все утверждения теоремы вновь следуют из результатов для
свойств норм ОП Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости.

Оператор Бесселя является радиальной частью лапласиана в Rn.
При такой интерпретации этого оператора в случае нечётномерных
пространств будет выполняться условие теоремы 3.9.

Теорема 3.10. Пусть выполняются условия α �= 2k + 1, k ∈ Z,
α �= −n, n ∈ N; α + 2s �= −2m1 − 1, m1 ∈ N0; α − 2s �= −2m2 − 2,
m2 ∈ N0. Тогда операторы (3.32) осуществляют топологический
изоморфизм пространств Соболева H2s и весового пространства
Соболева H2s

α .
Очевидно, что все условия теоремы 3.10 выполняются при полуце-

лых α ∈ R. Поэтому справедлива

Теорема 3.11. Пусть s ∈ N, α − 1
2
∈ Z. Тогда операторы (3.32)

осуществляют топологический изоморфизм пространств Соболе-
ва H2s и весовых пространств Соболева H2s

α .
Аналогично можно ввести по формулам типа (3.32) операторы

1X
α
0+ и 1Y

α
0+. В качестве приложения приведенных выше результа-

тов можно также рассмотреть действие операторов (3.32) в простран-
ствах с нормами (3.29)–(3.31) при произвольных весах, не согласован-
ных с постоянной α в операторе Бесселя Bα.

Полученные в этом параграфе результаты для одномерного случая
очевидным образом переносятся на многомерный случай для области,
которая состоит из декартового произведения положительных полуосей
или отрезков по каждой переменной. Например, в двумерном случае
полученные результаты сразу могут быть применены для оценок норм
и доказательству вложений в первом положительном квадранте или
лежащем в нем прямоугольнике.

Таким образом, в этом параграфе с помощью ОП Бушмана–Эрдейи
нулевого порядка гладкости дан положительный ответ на вопрос,
который давно обсуждался в устном «фольклоре» — изоморфны ли
пространства Киприянова весовым пространствам Соболева? При-
ведённые результаты ни в коем случае не умаляют ни существенного
значения, ни необходимости использования пространств Киприянова
для подходящего круга задач в теории дифференциальных уравне-
ний в частных производных с операторами Бесселя. Полученные ре-
зультаты также подтверждают полезность и эффективность для тео-
рии дифференциальных уравнений специального класса ОП — Буш-
мана–Эрдейи нулевого порядка гладкости, по существу введённого
В.В. Катраховым в 1980-х гг.
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ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ

ЭЙЛЕРА–ПУАССОНА–ДАРБУ

§4.1. Абстрактное уравнение
Эйлера–Пуассона–Дарбу

Абстрактному уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу Au = (Bk)t u,
u = u(x, t; k), где A — линейный оператор, действующий только по пе-
ременным x = (x1, ...,xn), посвящены работы А.В. Глушака [45, 46, 49,
54–56]. Помимо рассмотренного классического подхода, к решению та-
кого уравнения и его обобщениям можно применять метод операторов
преобразования.

4.1.1. Рекуррентные формулы. Докажем, что решения абстракт-
ного уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу удовлетворяют рекуррент-
ным соотношениям, которые позволяют находить решения абстракт-
ного уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу для произвольного значе-
ния k �= −1,−3,−5, ... по известному при некотором k. В случае
k = −1,−3,−5, ... решение уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу полу-
чается другим способом (см. п. 4.4.2).

Абстрактное уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу имеет вид

Au = (Bk)t u, u = u(x, t; k), (4.1)

где A — линейный оператор, действующий только по переменным x =
= (x1, ...,xn).

Лемма 4.1. Пусть uk = u(x, t; k) — решение уравнения (4.1).
Справедливы две рекуррентные формулы:

uk = t1−ku2−k, (4.2)

ukt = tuk+2. (4.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала (4.2). Положим w = tk−1v,
v = uk. Будем иметь:

wt = (k − 1)tk−2v + tk−1vt =
k − 1
t

w + tk−1vt,
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wtt = (k − 1)(k − 2)tk−3v + (k − 1)tk−2vt + (k − 1)tk−2vt + tk−1vtt =

=
(k − 1)(k − 2)

t2
w + 2(k − 1)tk−2vt + tk−1vtt,

2− k

t
wt = − (k − 1)(k − 2)

t2
w + (2− k)tk−2vt,

wtt +
2− k

t
wt = 2(k − 1)tk−2vt + tk−1vtt + (2− k)tk−2vt =

= tk−1
(
vtt +

k

t
vt

)
,

или
wtt +

2− k

t
wt = tk−1

(
vtt +

k

t
vt

)
. (4.4)

Если w = tk−1v удовлетворяет уравнению

Aw = wtt +
2− k

t
wt,

то, используя (4.4), получим

tk−1Av = tk−1
(
vtt +

k

t
vt

)
;

это означает, что v удовлетворяет уравнению

Av = vtt +
k

t
vt.

Обозначая w = u2−k, получим (4.2).
Докажем теперь (4.3). Пусть tw = vt, v = uk. Запишем

wt = − 1
t2
vt +

1
t
vtt,

wtt =
2
t3
vt −

2
t2
vtt +

1
t
vttt.

Найдём теперь

k + 2
t

wt = −k + 2
t3

vt +
k + 2
t2

vtt.

Имеем

wtt +
k + 2
t

wt =
2
t3
vt −

2
t2
vtt +

1
t
vttt −

k + 2
t3

vt +
k + 2
t2

vtt =

=
1
t
vttt −

k

t3
vt +

k

t2
vtt =

1
t

(
vttt −

k

t2
vt +

k

t
vtt

)
=
1
t

∂

∂t

(
vtt +

k

t
vt

)
,
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или
wtt +

k + 2
t

wt =
1
t

∂

∂t

(
vtt +

k

t
vt

)
. (4.5)

Если w =
1
t
vt удовлетворяет уравнению

Aw = wtt +
k + 2
t

wt,

то, используя (4.5), получим

1
t

∂

∂t
Av =

1
t

∂

∂t

(
vtt +

k

t
vt

)
,

откуда следует, что v удовлетворяет уравнению вида

Av = vtt +
k

t
vt.

Обозначая w = uk+2, v = uk, получим (4.3).
Лемма доказана.
Для A = Δγ формула (4.2) доказана в [362], а формула (4.3)

доказана в [9]. Обе формулы присутствуют в статье Вайнштейна [495],
но в случае, когда в уравнении (4.1) по переменным xi, i = 1, ...,n,
действует вторая производная. Эти рекуррентные формулы позволят
при помощи решения uk уравнения (4.1) получить решения того же
уравнения, но со значениями параметра k + 2 и 2− k соответственно.

Таким образом, если функция u(x, t; k) является решением
абстрактного уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу Au = (Bk)t u,
где A — линейный оператор, действующий только по перемен-
ным x = (x1, ...,xn), то решением его будет также и функция
t1−ku(x, t; 2− k).

4.1.2. Оператор Пуассона и абстрактное уравнение ЭПД. Как
известно, оператор Пуассона (2.11) сплетает вторую производную
и оператор Бесселя, т. е.

Pk
t D

2
t = (Bk)tPk

t .

Это свойство позволяет находить решение абстрактного уравнения
Эйлера–Пуассона–Дарбу (4.1) по известному решению уравнения
Aw = wtt, w = w(x, t), x = (x1, ...,xn), t ∈ R, применением оператора
Пуассона.

Теорема 4.1. Пусть k > 0. Дважды непрерывно дифференцируе-
мое при t > 0 решение u = u(x, t; k) уравнения

Au = (Bk)tu, u = u(x, t; k), x = (x1, ...,xn), t > 0, (4.6)

связано с дважды непрерывно дифференцируемым решением урав-
нения

Aw = wtt, w = w(x, t), x = (x1, ...,xn), t ∈ R, (4.7)
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формулой
u(x, t; k) = Pk

t w(x, t), (4.8)

где Pk
t — оператор Пуассона (2.11), действующий по переменной t.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что функция u, определённая фор-
мулой (4.8), удовлетворяет уравнению (4.6). Имеем

u =
2Γ
(
k + 1
2

)
√
π Γ
(
k

2

) 1∫

0

w(x,αt)(1 − α2)k/2−1 dα.

Пусть ξ = αt. Интегрируя по частям, получим

∂u

∂t
=
2Γ
(
k + 1
2

)
√
π Γ
(
k

2

) 1∫

0

αwξ(x,αt)(1 − α2)k/2−1 dα =

=
{
u = wξ(x,αt), dv = α(1 − α2)k/2−1 dα, du =

= twξξ(x,αt)dα, v = − 1
k
(1− α2)k/2

}
=

=
2Γ
(
k + 1
2

)
√
π Γ

(
k

2

) t

k

1∫

0

wξξ(x,αt)(1 − α2)k/2 dα =

=
2Γ
(
k + 1
2

)
√
π Γ
(
k

2

) t

k

1∫

0

wξξ(x,αt)(1 − α2)k/2 dα =

=
2Γ
(
k + 1
2

)
√
π Γ
(
k

2

) t

k

1∫

0

Aw(x,αt)(1 − α2)k/2 dα.

Для
∂2u

∂t2
будем иметь

∂2u

∂t2
=
2Γ
(
k + 1
2

)
√
π Γ
(
k

2

) 1∫

0

α2wξξ(x,αt)(1 − α2)k/2−1 dα =

=
2Γ
(
k + 1
2

)
√
π Γ
(
k

2

) 1∫

0

Aw(x,αt)α2 (1− α2)k/2−1 dα.
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Таким образом,

(Bk)tu =
∂2u

∂t2
+
k

t

∂u

∂t
=
2Γ
(
k + 1
2

)
√
π Γ
(
k

2

) ×

×

⎛⎝ 1∫

0

Aw(x,αt)α2 (1− α2)k/2−1 dα+

1∫

0

Aw(x,αt)(1 − α2)k/2 dα

⎞⎠ =

=
2Γ
(
k + 1
2

)
√
π Γ
(
k

2

) 1∫

0

Aw(x,αt)(1 − α2)k/2−1 dα = APk
t w(x, t) = Au.

Получаем, что функция u удовлетворяет уравнению (4.8).
Заметим, что при k > −1

2
, зная решение u уравнения (4.8), можно

восстановить по (4.8) решение уравнения (4.7) по формуле (2.13).
Доказательство закончено.

Замечание. Естественные условия задачи Коши для абстрактного
уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу имеют вид

u(x, 0; k) = f(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Кроме того, можно поставить второе ненулевое условие в предельной
форме

lim
t→0

tk
∂u

∂t
= g(x).

§4.2. Гиперболические уравнения
с одной пространственной переменной

Проиллюстрируем метод применения оператора преобразования
Пуассона из теоремы 4.1 на примере поиска решения простейшего
уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу по известному решению волнового
уравнения.

Рассмотрим волновое уравнение

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
; (4.9)

его общее решение имеет вид

F (x+ t) +G(x− t), (4.10)

где F и G — произвольные функции. Применяя теорему 4.1, получим,
что одним из решений уравнения

∂2u

∂x2
= (Bk)tu, u = u(x, t; k), (4.11)
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будет функция

u1 = 2C(k)
1

tk−1

t∫

0

[F (x+ z) +G(x − z)](t2 − z2)k/2−1 dz.

Преобразуем полученное общее решение следующим образом:

u1 =
C(k)

tk−1

t∫

−t

F (x+ z) + F (x− z) +G(x + z) +G(x− z)

(t2 − z2)1−k/2
dz.

Введем новую переменную p по формуле z = t(2p− 1), получим

u1 =

1∫

0

Φ(x+ t(2p− 1))
[p(1− p)]1−k/2

dp,

где
Φ(x+ z) = F (x+ z) + F (x− z) +G(x+ z) +G(x − z).

Из леммы 4.1 следует, что если функция u(x, t; k) является реше-
нием (4.11), то решением его будет также и функция t1−ku(x, t; 2− k).
Поэтому вторым решением (4.11) будет функция

u2 = t1−k

1∫

0

Ψ(x+ t(2p− 1))
[p(1− p)]k/2

dp,

где Ψ — произвольная функция, вообще говоря, не совпадающая с Φ.
Составив сумму u1 и u2, получим, что общее решение (4.11) имеет вид

u =

1∫

0

Φ(x+ t(2p− 1))
[p(1− p)]1−k/2

dp+ t1−k

1∫

0

Ψ(x+ t(2p− 1))
[p(1− p)]k/2

dp. (4.12)

Замечание 1. Исходя из вида общего решения (4.12), можно по-
нять, что для суммируемых функций Φ и Ψ такое решение имеет место
только при 0 < k < 2.

Замечание 2. Из (4.12) следует, что естественные условия задачи
Коши для (4.12) при 0 < k < 1 имеют вид

u(x, 0; k) = f(x),
(
tk
∂u

∂t

)∣∣∣∣
t=0

= g(x).

Найдем теперь решение задачи Коши

∂2u

∂x2
= (Bk)tu, u = u(x, t; k), 0 < k < 1, (4.13)

u(x, 0; k) = f(x),
(
tk
∂u

∂t

)∣∣∣∣
t=0

= g(x). (4.14)
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Используя (4.12), при 0 < k < 1 получим

u(x, 0; k) = Φ(x)

1∫

0

[p(1− p)]k/2 − 1 dp = f(x);

следовательно,
Φ(x) =

Γ(k)

Γ2
(
k

2

)f(x).
Найдём

(
tk

∂u

∂t

)
|t=0. Имеем(

tk
∂u

∂t

)∣∣∣∣
t=0

= (1− k)Ψ(x)

1∫

0

[p(1− p)]k/2dp = g(x),

тогда
Ψ(x) =

Γ(k + 2)

(1− k)Γ2
(
k

2
+ 1
)g(x).

Получаем, что решение задачи Коши (4.13)–(4.14) при 0 < k < 1
имеет вид

u =
Γ(k)

Γ2
(
k

2

) 1∫

0

f(x+ t(2p− 1))

[p(1− p)]1−k/2
dp+

+ t1−k Γ(k + 2)

(1− k)Γ2
(
k

2
+ 1
) 1∫

0

g(x+ t(2p− 1))

[p(1− p)]k/2
dp. (4.15)

Замечание 3. Задачу Коши

∂2u

∂x2
= (Bk)tu, u = u(x, t; k), (4.16)

u(x, 0; k) = f(x),
(
∂u

∂t

)∣∣∣∣
t=0

= 0 (4.17)

можно поставить для любого k > 0. Её решение имеет вид

u =
Γ(k)

Γ2
(
k

2

) 1∫

0

f(x+ t(2p− 1))

[p(1− p)]1−k/2
dp.

Замечание 4. Задачу Коши
∂2u

∂x2
= (Bk)tu, u = u(x, t; k), (4.18)

u(x, 0; k) = 0,
(
tk
∂u

∂t

)∣∣∣∣
t=0

= g(x) (4.19)
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можно поставить для любого k < 1. Её решение имеет вид

u = t1−k Γ(k + 2)

(1− k)Γ2
(
k

2
+ 1
) 1∫

0

g(x+ t(2p− 1))

[p(1− p)]k/2
dp.

Задачу Коши (4.13)–(4.14) можно рассматривать и при k /∈ (0, 1).
В этом случае для получения решения используются либо рекуррент-
ные формулы (4.2), (4.3) (при k �= −1,−3,−5, ...), либо операторы пре-
образования, сдвигающие индекс оператора Бесселя (например, (2.15)).
Случай k = −1,−3,−5, ... является исключительным и исследуется
отдельно.

Используя теорему 4.1 и решение (4.12), найдём общее решение
уравнения

(Bγ)xu = (Bk)tu. (4.20)

Применяя оператор Пуассона Pγ
x при γ > −1

2
по переменной x к (4.12),

получим, что общее решение уравнения (4.20) имеет вид

u =
2C(γ)
xγ−1

⎛⎝x∫

0

(x2 − z2)γ/2−1 dz

1∫

0

Φ(z + t(2p− 1))
[p(1− p)]1−k/2

dp+

+ t1−k

x∫

0

(x2 − z2)γ/2−1 dz

1∫

0

Ψ(z + t(2p− 1))
[p(1− p)]k/2

dp

⎞⎠. (4.21)

Получим теперь решение уравнения (4.20) при 0 < k < 1 и условиях

u(x, 0; k) = f(x), [tkut(x, t; k)]|t=0 = g(x). (4.22)

Тогда

u(x, 0; k) = 2C(γ)
1

xγ−1

x∫

0

(x2 − z2)γ/2−1 dz

1∫

0

Φ(z)

[p(1− p)]1−k/2
dp = f(x)

или
Pγ
xΦ(x) =

Γ(k)

Γ2
(
k

2

)f(x).
Найдём Φ(x), применяя (2.13); получим

Φ(x) =
Γ(k)

Γ2
(
k

2

) · · · 2
√
π x

Γ

(
γ + 1
2

)
Γ
(
n− γ

2

) ( d

2xdx

)n
×

×
x∫

0

f(z)(x2 − z2)n−γ/2−1z2−γdz, n =
[
γ

2

]
+ 1. (4.23)
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Найдём теперь lim
t→0

tkut(x, t; k). Имеем

lim
t→0

tkut(x, t; k) = (1− k)
2C(γ)
xγ−1

x∫

0

(x2 − z2)γ/2−1 dz

1∫

0

Ψ(z)

[p(1− p)]k/2
dp = g(x),

или
Pγ
xΨ(x) =

Γ(2− k)

(1− k)Γ2
(
1− k

2

)g(x).
Тогда, применяя (2.13), получаем

Ψ(x) =
Γ(2− k)

(1− k)Γ2
(
1− k

2

) 2
√
π x

Γ
(
γ + 1
2

)
Γ
(
n− γ

2

) ( d

2xdx

)n

×

×
x∫

0

g(z)(x2 − z2)n−γ/2−1z2−γdz, n =
[γ
2

]
+ 1. (4.24)

Таким образом, решение задачи Коши (4.20)–(4.22) при 0 < k < 1
дается выражением (4.21), где Φ и Ψ определяются через начальные
данные по формулам (4.23) и (4.24) соответственно.

Рассмотрим частный случай полученного решения. При g(x) = 0,
0 < k = γ < 1 будем иметь задачу вида

(Bγ)xu = (Bk)tu, u = u(x, t; k),

u(x, 0; k) = f(x), ut(x, 0; k) = 0.

Преобразуя ее решение

u =
2C(γ)
xγ−1

x∫

0

(x2 − z2)γ/2−1 dz

1∫

0

Φ(z + t(2p− 1))
[p(1− p)]1−k/2

dp,

получим

u =
2

Γ
(
γ +

1
2

) · (2t)
1−γ

x2γ
· Γ(γ)

Γ2
(
γ

2

) (γ − 2)

Γ
(
1
2
− γ
) x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz×

×
z+t∫

z−t

(ξ − z)[t2 − (ξ − z)2]γ/2−2dξ

ξ∫

0

η2γ+1f(η)(ξ2 − η2)−γ−1/2dη.

Оператор

Sγ
ξ f(ξ) =

√
π

Γ(γ + 1)Γ
(
1
2
− γ
) ξ∫

0

η2γ+1f(η)(ξ2 − η2)−γ−1/2dη
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— это оператор Сонина. Таким образом,

u =
2Γ(γ + 1)

√
π Γ
(
γ +

1
2

) · (2t)
1−γ

x2γ
· Γ(γ)

Γ2
(γ
2

) (γ − 2)

Γ

(
1
2
− γ

) x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz×

×
z+t∫

z−t

(ξ − z)
[
t2 − (ξ − z)2

]γ/2−2
Sγ
ξ f(ξ)dξ. (4.25)

Известно (см. [126, с. 129]), что оператор Сонина действует на jγ(ξ)
следующим образом: Sγ

ξ jγ(ξ) = sin ξ. Поэтому при f(x) = jγ(x) имеем

u =
2Γ(γ + 1)

√
π Γ
(
γ +

1
2

) · (2t)
1−γ

x2γ
· Γ(γ)

Γ2
(γ
2

) · (γ − 2)

Γ

(
1
2
− γ

) x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz×

×
z+t∫

z−t

(ξ − z)
[
t2 − (ξ − z)2

]γ/2−2
sin ξdξ.

§4.3. Уравнение со спектральным параметром

В [243, задача 39] приведено общее решение уравнения

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂t2
− k

t

∂u

∂t
= b2u, 0 < k < 1,

b ∈ R или b− чисто мнимое.

(4.26)

Это решение имеет вид

u =

1∫

0

Φ(x+ t(2p− 1))
[p(1− p)]1−k/2

jk/2−1
(
2bt
√
p(1− p)

)
dp+

+ t1−k

1∫

0

Ψ(x+ t(2p− 1))
[p(1− p)]k/2

j−k/2

(
2bt
√
p(1− p)

)
dp, (4.27)

где Φ и Ψ — произвольные функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение уравнения (4.26) ищется в виде
u = F (r), где r =

√
t2 − (x− ξ)2 . Тогда

∂u

∂t
=

t√
t2 − (x− ξ)2

dF

dr
=
t

r
· dF
dr
,

k

t
· ∂u
∂t

=
k

r
· dF
dr
,
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∂2u

∂t2
=

t2

t2 − (x− ξ)2
· d

2F

dr2
− (x− ξ)2

[t2 − (x− ξ)2]3/2
· dF
dr

=

=
t2

r2
· d

2F

dr2
− (x − ξ)2

r3/2
· dF
dr
,

∂u

∂x
= − (x− ξ)√

t2 − (x− ξ)2
· dF
dr

= − (x− ξ)

r
· dF
dr

,

∂2u

∂x2
=

(x− ξ)2

t2 − (x− ξ)2
· d

2F

dr2
− t2

[t2 − (x− ξ)2]3/2
· dF
dr

=

=
(x − ξ)2

r2
· d

2F

dr2
− t2

r3/2
· dF
dr
.

Получим

b2u− ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂t2
+
k

t

∂u

∂t
=

= b2F− (x− ξ)2

r2
· d

2F

dr2
+

t2

r3/2
· dF
dr

+
t2

r2
· d

2F

dr2
− (x − ξ)2

r3/2
· dF
dr

+
k

r
· dF
dr

=

= b2F +
d2F

dr2
+
1+ k

r
· dF
dr

= 0.

Одним из решений полученного уравнения будет

u1 = F (r) = r−k/2J−k/2(br).

Для уравнения (4.26) справедливо следующее свойство: если
u(x, t; k) — решение этого уравнения, то решением его будет также
и функция t1−ku(x, t; 2 − k). Поэтому в качестве второго решения
этого уравнения возьмём

u2 = t1−krk/2−1Jk/2−1(br).

Непосредственной проверкой можно убедиться, что уравнению (4.26)
удовлетворяют также выражения

u1 =

x+t∫

x−t

Ψ(ξ)

rk/2
J−k/2(br)dξ, (4.28)

u2 = t1−k

x+t∫

x−t

Φ(ξ)

r1−k/2
Jk/2−1(br)dξ, (4.29)

где Φ и Ψ — произвольные функции. Переходя в (4.28) и (4.29)

к функции jν(z)=
2νΓ(ν + 1)

zν
Jν(z) и переобозначая функции Φ и Ψ,

получим:

u1 =

x+t∫

x−t

Ψ(ξ)

rk
j−k/2(br)dξ, (4.30)
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u2 = t1−k

x+t∫

x−t

Φ(ξ)

r2−k
jk/2−1(br)dξ, (4.31)

Произведя в (4.30) и (4.31) подстановку ξ = x+ t(2p− 1), будем иметь:

u1 = t1−k

1∫

0

Ψ(x+ t(2p− 1))
[p(1− p)]k/2

j−k/2

(
2bt
√
p(1− p)

)
dp, (4.32)

u2 =

1∫

0

Φ(x + t(2p− 1))
[p(1− p)]1−k/2

jk/2−1
(
2bt
√
p(1− p)

)
dp, (4.33)

Составив сумму u1 и u2, получим, что общее решение (4.26) имеет
вид (4.27).

Замечание. Производя в (4.30) и (4.31) подстановку ξ = x + p,
используя обозначение jν и переобозначая функции Φ и Ψ, получим,
что общее решение (4.26) имеет вид

u =

t∫

−t

Φ(ξ + p)

(t2 − p2)1−k/2
jk/2−1(b

√
t2 − p2 )dp+ t1−k×

×
t∫

−t

Ψ(ξ + p)

(t2 − p2)k/2
j−k/2(b

√
t2 − p2 )dp. (4.34)

Рассмотрим задачу Коши [243, задача 56] вида

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂t2
− k

t

∂u

∂t
= b2u, 0 < k < 1,

b ∈ R или b− чисто мнимое,

(4.35)

u(x, 0; k) = f(x), tkut(x, t; k)|t=0 = g(x). (4.36)

Используя (4.27), получим

u(x, 0; k) = Φ(x)

1∫

0

[p(1− p)]k/2−1dp = f(x),

тогда

Φ(x) =
Γ(k)

Γ2
(

k

2

)f(x).
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Найдём lim
t→0

tkut(x, t; k). Имеем

lim
t→0

tkut(x, t; k) = (1− k) lim
t→0

1∫

0

Ψ[x+ t(2p− 1)]
[p(1− p)]k/2

j−k/2(2bt
√
p(1− p) )dp =

= (1− k)Ψ(x)

1∫

0

[p(1− p)]k/2dp = g(x),

тогда

Ψ(x) =
Γ(k + 2)

(1− k)Γ2
(
k

2
+ 1
)g(x).

Получаем, что решене задачи Коши (4.35)–(4.36) имеет вид

u =
Γ(k)

Γ2
(
k

2

) 1∫

0

f(x+ t(2p− 1))

(p(1− p))1−k/2
jk/2−1 · 2bt

√
p(1− p) dp +

+ t1−k Γ(k + 2)

(1− k)Γ2
(
k

2
+ 1
) 1∫

0

g(x+ t(2p− 1))
[p(1− p)]k/2

j−k/2 · 2bt
√
p(1− p) dp.

Производя в полученном выражении замену t(2p − 1) = z, получим,
что решение задачи Коши (4.35)–(4.36) можно также записать в виде

u =
(2t)1−kΓ(k)

Γ2
(
k

2

) t∫

−t

f(x+ z)

(t2 − z2)1−k/2
jk/2−1 · b

√
t2 − z2 dz+

+
2k−1Γ(k + 2)

(1− k)Γ2
(
k

2
+ 1
) t∫

−t

g(x+ z)

(t2 − z2)k/2
j−k/2 · b

√
t2 − z2 dz. (4.37)

Получим теперь решение задачи Коши

∂2u

∂x2
+

γ

x

∂u

∂x
− ∂2u

∂t2
− k

t

∂u

∂t
= b2u,

0 < k < 1, b ∈ R или b − чисто мнимое,
(4.38)

u(x, 0; k) = f(x), tkut(x, t; k)|t=0 = g(x), (4.39)

используя оператор Пуассона, сплетающий вторую производную и опе-
ратор Бесселя.
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Применяя оператор Пуассона по переменной x к (4.27), получим,
что общее решение уравнения (4.38) имеет вид

u =
A(γ)

x2γ

x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz

1∫

0

Φ(z + t(2p− 1))
[p(1− p)]1−k/2

jk/2−1 · 2bt
√
p(1− p) dp+

+
A(γ)

x2γ
t1−k

x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz

1∫

0

Ψ(z + t(2p− 1))
[p(1− p)]k/2

j−k/2 · 2bt
√
p(1− p) dp,

(4.40)

где
A(γ) =

2Γ(γ + 1)
√
π Γ
(
γ +

1
2

) .
Тогда

u(x, 0; k) =
A(γ)

x2γ

x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz

1∫

0

Φ(z)

[p(1− p)]1−k/2
dp = f(x)

при
A(γ)

x2γ

x∫

0

Φ(z)(x2 − z2)γ−1/2 dz =
Γ(k)

Γ2
(
k

2

)f(x)
или

Pγ
xΦ(x) =

Γ(k)

Γ2
(
k

2

)f(x).
Применяя (2.13), получаем

Φ(x) =
Γ(k)

Γ2
(
k

2

) · 2
√
π x

Γ(γ + 1)Γ
(
n− γ − 1

2

) ( d

2xdx

)n

×

×
x∫

0

z2γ+1f(z)(x2 − z2)n−γ−3/2dz, n =

[
γ +

3
2

]
, (4.41)

или, при −1
2
< γ <

1
2
,

Φ(x) =
Γ(k)

Γ2
(
k

2

) ·
√
π

Γ(γ + 1)Γ
(
1
2
− γ

) d

dx

x∫

0

z2γ+1f(z)(x2 − z2)−γ−1/2dz.

(4.42)
Найдём теперь lim

t→0
tkut(x, t; k). Имеем

lim
t→0

tkut(x, t; k) = (1− k)
A(γ)

x2γ

x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz

1∫

0

Ψ(z)

[p(1− p)]k/2
dp = g(x)
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при
A(γ)

x2γ

x∫

0

Ψ(z)(x2 − z2)γ−1/2 dz =
Γ(k + 2)

(1− k)Γ2
(
k

2
+ 1
)g(x)

или
Pγ
xΨ(x) =

Γ(k + 2)

(1− k)Γ2
(
k

2
+ 1
)g(x)

Применяя (2.13) при n =
[
γ +

3
2

]
, получаем

Ψ(x)=
Γ(k+2)

(1− k)Γ2
(
k

2
+1
) · 2

√
π x

Γ(γ+1)Γ
(
n−γ−1

2

) ( d

2xdx

)n
×

×
x∫

0

z2γ+1g(z)(x2 − z2)n−γ−3/2dz (4.43)

или, при −1
2
< γ <

1
2
,

Ψ(x) =
Γ(k + 2)

(1− k)Γ2
(
k

2
+ 1
) √

π

Γ(γ + 1)Γ
(
1
2
− γ

)×

× d

dx

x∫

0

z2γ+1g(z)(x2 − z2)−γ−1/2dz. (4.44)

Таким образом, решение задачи Коши (4.38)–(4.39) даётся вы-
ражением (4.40), где Φ и Ψ определяются через начальные данные
соответственно по формулам (4.41) и (4.43) или (4.42) и (4.44).

Рассмотрим частный случай полученного решения. При b = 0,
g(x) = 0, 0 < k=γ <

1
2
получаем задачу вида

∂2u

∂x2
+
γ

x

∂u

∂x
=
∂2u

∂t2
+
γ

t

∂u

∂t
,

u(x, 0; k) = f(x), ut(x, 0; k) = 0,
и её решение

u =
A(γ)

x2γ

x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz

1∫

0

Φ(z + t(2p− 1))
[p(1− p)]1−γ/2

dp = {z + t(2p− 1) = ξ} =

=
A(γ)(2t)1−γ

x2γ

x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz

z+t∫

z−t

Φ(ξ)[t2 − (ξ − z)2]γ/2−1dξ =
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=
A(γ)(2t)1−γ

x2γ

x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz

z+t∫

z−t

Φ(ξ)[t2 − (ξ − z)2]γ/2−1dξ =

=
A(γ)(2t)1−γ

x2γ
· Γ(γ)

Γ2
(γ
2

) ·
√
π

Γ(γ + 1)Γ
(
1
2
− γ

) x∫

0

[x2 − z2]γ−1/2 dz×

×
z+t∫

z−t

[t2 − (ξ − z]2)γ/2−1

⎛⎝ d

dξ

ξ∫

0

η2γ+1f(η)(ξ2 − η2)−γ−1/2dη

⎞⎠ dξ.

Проинтегрируем по частям интеграл по ξ, подставим константу A(γ),
получим

u =
2

Γ
(
γ +

1
2

) · (2t)
1−γ

x2γ
· Γ(γ)

Γ2
(γ
2

) · (γ − 2)

Γ

(
1
2
− γ

) x∫

0

(x2 − z2)γ−1/2 dz×

×
z+t∫

z−t

(ξ − z)[t2 − (ξ − z)2]γ/2−2dξ

ξ∫

0

η2γ+1f(η)(ξ2 − η2)−γ−1/2dη.

§4.4. Первая задачаКоши
для общего уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу

В этом параграфе рассмотрим обобщение классического уравнения
Эйлера–Пуассона–Дарбу на случай, когда по всем пространственным
переменным действует оператор Бесселя Bx.

Классическое уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу имеет вид
n∑

i=1

∂2u

∂x2i
=
∂2u

∂t2
+
k

t

∂u

∂t
, u = u(x, t),

x ∈ Rn, t > 0, −∞ < k <∞.

(4.45)

Уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу (4.45) при n = 1 впервые было
рассмотрено Л. Эйлером (Leonhard Euler) в [360, с. 227] и позднее
исследовано в [442] С.Д. Пуассоном (Siméon Denis Poisson), в [195]
Б. Риманом (Bernhard Riemann) и в [332] Г. Дарбу (Gaston Darboux)
(см. также историю вопроса в [162, с. 532]. Многомерное уравнение
Эйлера–Пуассона–Дарбу (4.45) рассмотрено, например, в [172, 494].
А. Вайнштейном (Alexander Weinstein) в статьях [495, 496] решена
задача Коши для уравнения (4.45), где k в правой части есть про-
извольное вещественное число и первое условие ненулевое, а второе
нулевое. С.А. Терсеновым в [255] рассмотрена общая задача Коши
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для (4.45), где и первое и второе условия ненулевые. Кроме того,
уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу рассмотрено в [110–112].

Пусть

�γ =

n∑
i=1

(Bγi)xi =

n∑
i=1

∂2

∂x2i
+
γi
xi

∂

∂x
,

(Bk)t =
∂2

∂t2
+
k

t

∂

∂t
, k ∈ R.

Весовое сферическое среднее (2.183) тесно связано с общим уравнени-
ем Эйлера–Пуассона–Дарбу вида

�γu(x, t) = (Bk)t u, −∞ < k <∞,

u = u(x, t), x ∈ Rn
+, t > 0.

(4.46)

Будем рассматривать решения (4.46), удовлетворяющие следующим
начальным условиям

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (4.47)

В [362] (см. также [313, с. 243; 476]) и в [138] рассмотрены различные
подходы к решению задачи Коши (4.46)–(4.47) для всех вещественных
k �= −1,−3,−5, .... В статье [9] методом, отличным от использующихся
в [362] и в [313], было получено решение (4.46)–(4.47) для любых
вещественных k.

Приведём решения задачи (4.46)–(4.47) для различных k (см. [9]).
Отметим сначала, что решение задачи Коши (4.46)–(4.47) при k � 0
единственно, а при k < 0 не является единственным (см. [362]).

4.4.1. Случай k > n + |γ| − 1. Рассмотрим, как получить реше-
ние задачи Коши (4.46)–(4.47) методом операторов преобразования.

К уравнению
�γu = (Bk)t u

применим весовое сферическое среднее Mγ
t по переменным x =

= (x1, ...,xn), которое преобразует оператор (�γ)x в Bn+|γ|−1. Учиты-
вая свойство 1 весового сферического среднего, получим

(�γ)x(M
γ
t )x[u(x, t; k)] = (Bn+|γ|−1)t(M

γ
t )x[u(x, t; k)]

и
(Bn+|γ|−1)t(M

γ
t )x[u(x, t; k)] = (Bk)t (M

γ
t )x[u(x, t; k)]. (4.48)

При k = n + |γ| − 1 уравнение (4.48) превращается в тождество,
а с учётом условия u(x, 0; k) = f(x) получаем равенство

(�γ)xM
γ
t [f(x)] = (Bn+|γ|−1)tM

γ
t [f(x)]. (4.49)

Таким образом, решение задачи (4.46)–(4.47) при k = n + |γ| − 1
единственно и имеет вид u(x, t;n + |γ| − 1) = Mγ

t [f(x)]. Для того
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чтобы получить решение задачи (4.46)–(4.47) при k > n + |γ| + 1,
применим к обеим частям (4.49) по переменной t оператор (2.15) при
β = n+ |γ| − 1. Будем иметь

Ikn+|γ|−1(Bn+|γ|−1)tM
γ
t [f(x)] = BkI

k
n+|γ|−1M

γ
t [f(x)].

Возвращаясь к (4.49), получаем равенство

(�γ)xI
k
n+|γ|−1M

γ
t [f(x)] = BkI

k
n+|γ|−1M

γ
t [f(x)],

причём

(Ikn+|γ|−1)tM
γ
t [f(x)]|t=0 = f(x),

∂(Ikn+|γ|−1)tM
γ
t [f(x)]

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0;

следовательно,

u(x, t; k) = (Ikn+|γ|−1)tM
γ
t [f(x)]=

2t1−k Γ
(
k + 1
2

)
Γ

(
k−n−|γ|+1

2

)
Γ

(
n+|γ|
2

)×

×
t∫

0

(t2 − r2)(k−n−|γ|−1)/2rn+|γ|−1Mγ
r f(x)dr (4.50)

есть единственное решение задачи (4.46)–(4.47) при k > n+ |γ|+ 1.
Хотя (4.50) было получено как решение задачи (4.46)–(4.47)

при k > n + |γ| + 1, легко заметить, что интеграл (4.50) сходит-
ся при k > n + |γ| − 1. Непосредственная подстановка выражения
(Ikn+|γ|−1)tM

γ
t [f(x)] в (4.46)–(4.47) даёт, что (4.50) является единствен-

ным решением (4.46)–(4.47) и при n+ |γ| − 1 < k � n+ |γ|+ 1. Таким
образом, доказана следующая теорема.

Теорема 4.2. Пусть f ∈ C2
ev. Тогда при n+ |γ| − 1 � k единствен-

ное решение задачи

�γu(x, t) = (Bk)t u, u = u(x, t; k), x ∈ Rn
+, t > 0,

u(x, 0; k) = f(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0

имеет вид

u(x, t; k) =
2t1−k Γ

(
k + 1
2

)
Γ

(
k−n−|γ|+1

2

)
Γ

(
n+|γ|
2

) ×

×
t∫

0

(t2 − r2)(k−n−|γ|−1)/2rn+|γ|−1Mγ
r f(x)dr. (4.51)
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4.4.2. Случай k � n + |γ| − 1.

Теорема 4.3. Пусть f ∈ C
[(n+|γ|−k)/2]+2
ev . Решение задачи Коши

�γu(x, t) = (Bk)t u, u = u(x, t; k), x ∈ Rn
+, t > 0, (4.52)

u(x, 0; k) = f(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (4.53)

при k < n+ |γ| − 1, k �= −1,−3,−5, ... имеет вид

u(x, t; k) = t1−k

(
∂

t∂t

)m

(tk+2m−1u(x, t; k + 2m)), (4.54)

где m — минимальное целое число такое, что m � n+ |γ| − k − 1
2

и u(x, t; k + 2m) — решение задачи Коши

(Bk+2m)tu = (Δγ)xu, (4.55)

u(x, 0; k + 2m) =
f(x)

(k + 1)(k + 3)...(k + 2m− 1)
,

ut(x, 0; k + 2m) = 0.

(4.56)

Решение (4.54) единственно при k � 0 и не единственно при k < 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для того чтобы показать, что (4.54) есть
решение рассматриваемой задачи при k < n+ |γ|−1, k �= −1,−3,−5, ...,
будем использовать рекуррентные формулы (4.2) и (4.3). Выберем
наименьшее целое число m такое, что k + 2m � n+ |γ| − 1. Выпишем
теперь решение задачи Коши вида

(Bk+2m)tu = (Δγ)xu, (4.57)

u(x, 0; k + 2m) = g(x), ut(x, 0; k + 2m) = 0, g ∈ C2
ev, (4.58)

используя формулу (4.51):

u(x, t; k + 2m)=
2t1−k−2m Γ

(
k + 2m+ 1

2

)
Γ

(
k + 2m−n−|γ|+1

2

)
Γ

(
n+|γ|
2

) ×

×
t∫

0

(t2 − r2)(k+2m−n−|γ|−1)/2rn+|γ|−1Mγ
r f(x)dr.

Используя (4.2), получим

tk+2m−1u(x, t; k + 2m) = u(x, t; 2− k − 2m).

Применяя (4.3) к последней формуле m раз, запишем(
∂

t∂t

)m

(tk+2m−1u(x, t; k + 2m)) = u(x, t; 2− k).
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Снова применив (4.2), получим искомое решение уравнения (4.52) вида

u(x, t; k) = t1−k

(
∂

t∂t

)m

(tk+2m−1u(x, t; k + 2m)). (4.59)

Найдём теперь функцию g такую, чтобы выполнялись усло-
вия (4.53). Учитывая вид решения (4.59), запишем

u(x, t; k) =
= (k + 1)(k + 3)...(k + 2m− 1)u(x, t; k + 2m) + C t u(x, t; k + 2m)+

+ O(t2), t→ 0, (t2 − r2)(k+2m−n−|γ|−1)/2rn+|γ|−1Mγ
r f(x)dr,

где C — некоторая постоянная. Таким образом, если

g(x) =
f(x)

(k + 1)(k + 3)...(k + 2m− 1)
,

то функция u(x, t; k), определяемая формулой (4.59), удовлетворя-
ет (4.53).

Заметим, что для того чтобы u(x, t; k + 2m) было решением
(4.57)–(4.58), достаточно, чтобы f ∈ C2

ev. Однако, для того чтобы имела
место формула (4.59), необходимо, чтобы f ∈ C

[(n+|γ|−k)/2]+2
ev .

Теорема доказана.
Поскольку для того, чтобы uk+2m было решением (4.46)–(4.47),

достаточно, чтобы f имела непрерывную вторую производную, то для
получения решения uk в рассмотренном случае достаточно, чтобы f

имела не менее
1
2
(n− k + 3) непрерывных производных. В этом случае

решение рассматриваемой задачи имеет тоже не менее
1
2
(n − k + 3)

непрерывных производных.
Запишем, наконец, решение задачи Коши (4.46)–(4.47)

при k = −1,−3,−5, .... Для этого нам потребуется определить
B-полигармоническую функцию. А именно, если функция f(x) =
= f(x1, ...,xn) вещественных переменных, определённая в некоторой
области пространства Rn

+, имеет непрерывные частные производные до
(2m)-го порядка включительно и удовлетворяет всюду в рассматрива-
емой области B-полигармоническому уравнению

Δm
γ f = 0, (4.60)

где Δγ — оператор, определённый в (2.178), то f называется
B-полигармонической функцией порядка m.

Итак, в случае k = −1,−3,−5, ... решение uk задачи Коши
(4.46)–(4.47) существует, когда f имеет

1
2
(n − k + 3) непрерывных

производных. Однако частные производные
∂1−kuk

∂t1−k
этого решения

стремятся к бесконечности при t = 0 со скоростью log t, хотя

f(x) — B-полигармоническая порядка
1− k

2
.
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Пусть сначала k = −1. Предположим, что u−1tt (x, 0) существует.
Устремляя t к 0 в уравнении

Δγu
−1 = u−1tt − u−1t

t
,

получим, что Δγu
−1(x, 0) = 0, т. е. f должна быть B-гармонической

и решение (4.46)–(4.47) при k = −1 есть
u−1(x, t) = f(x). (4.61)

Переходя далее к k = −3,−5, ..., получаем, что решение задачи
Коши (4.46)–(4.47) при k = −3,−5, ... даётся формулой

uk(x, t) = f(x) +

−(k+1)/2∑
h=1

Δh
γf

(k + 1)...(k + 2h− 1)
· t2h

2 · 4 · ....2h ,

k = −3,−5, ... .

(4.62)

Отметим, что фундаментальные решения для гиперболического
и ультрагиперболического уравнений с оператором Бесселя, приме-
нённым по одной переменной, получены в [94, 95], по нескольким
переменным (кроме временной), — в [92].

4.4.3. Одномерный случай. Рассмотрим случай, когда x одномер-
ное. В этом случае

∂2u

∂x2
+
γ

x
· ∂u
∂x

=
∂2u

∂t2
+
k

t
· ∂u
∂t
, (4.63)

u(x, 0; k) = f(x),
∂u(x, t; k)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, f(x) ∈ C2
ev(R

1
+). (4.64)

При k > γ > 0 решение (4.63)–(4.64) даётся формулой (4.51)

u(x, t; k)=
2Γ
(
k + 1
2

)
Γ
(
k − γ

2

)
Γ
(
γ + 1
2

) 1∫

0

(1− y2)(k−γ−2)/2 γT ty
x f(x)yγdy. (4.65)

При k < γ решение задачи (4.63)–(4.64) находится по формулам (4.54),
(4.61) или (4.62).

Пример 4.1. Найдём решение задачи

∂2u

∂x2
+
γ

x
· ∂u
∂x

=
∂2u

∂t2
+
k

t
· ∂u
∂t
, k > γ > 0,

u(x, 0; k) = j(γ−1)/2(x),
∂u(x, t; k)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, f(x) ∈ C2
ev(R

1
+).

По формуле (4.65) получим

u(x, t; k)=
2Γ
(
k + 1
2

)
Γ
(
k − γ

2

)
Γ
(
γ + 1
2

) 1∫

0

(1− y2)(k−γ−2)/2 γT tyj(γ−1)/2(x)yγdy.
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Справедлива формула (2.34):

T tyj(γ−1)/2(x) = j(γ−1)/2(x)j(γ−1)/2(ty);

следовательно,

u(x, t; k) = j(γ−1)/2(x) t(1−γ)/2
2(γ+1)/2Γ

(
k + 1
2

)
Γ

(
k − γ

2

) ×

×
1∫

0

(1− y2)(k−γ−2)/2J(γ−1)/2(ty) y(γ+1)/2dy.

Используя [447, формула 2.12.4.6]:
a∫

0

xν+1(a2 − x2)β−1Jν(cx)dx =
2β−1aβ+ν

cβ
Γ(β)Jβ+ν(ac), (4.66)

a > 0, Re β > 0, Re ν > −1,
получим

u(x, t; k)=j(γ−1)/2(x)j(k−1)/2(t). (4.67)

График решения (4.67) при k =
5
2
и γ =

2
3
, продолженного чётным

образом на отрицательные значения x и t, приведён на рис. 4.1. (График
построен при помощи Wolfram|Alpha.)

Рис. 4.1. u(x, t; k)=j−1/6(x)j3/4(t)
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Пример 4.2. Рассмотрим задачу

∂2u

∂x2
+
γ

x

∂u

∂x
=
∂2u

∂t2
+
k

t

∂u

∂t
, 1− γ � k < γ, k �= −1,−3,−5, ..., γ > 1

2
,

u(x, 0; k) = j(γ−1)/2(x),
∂u(x, t; k)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Решение такой задачи даётся формулой (4.63) при m = 1:

u(x, t; k) =
1
tk

· ∂
∂t

(tk+1u(x, t; k + 2)),

где u(x, t; k + 2) — решение задачи Коши вида

(Bk+2)tu = (Δγ)xu,

u(x, 0; k + 2) =
j(γ−1)/2(x)
k + 1

, ut(x, 0; k + 2) = 0.

Используя предыдущий пример, получим

u(x, t; k + 2)=
1

k + 1
j(γ−1)/2(x)j(k+1)/2(t).

и, следовательно,

u(x, t; k) = 0F1

(
;
γ + 1
2

;−x
2

4

)
0F1

(
;
k + 1
2

;− t2

4

)
. (4.68)

График решения (4.68) при k =
1
3
и γ =

3
2
, продолженного чётным

образом на отрицательные значения x и t, приведён на рис. 4. 2. (Гра-
фик построен при помощи Wolfram|Alpha.)

Рис. 4.2. u(x, t; k)= 0F1

(
;
2
3
;− t2

4

)
0F1

(
;
5
4
;−x2

4

)
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§4.5. Вторая задачаКоши
для общего уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу

Поставим и решим задачу Коши для общего уравнения Эйлера–
Пуассона–Дарбу с ненулевым вторым условием.

Теорема 4.4. Если g ∈ C
[(n+|γ|+k−1)/2]
ev , то решение u = u(x, t; k)

задачи

(�γ)xu = (Bk)tu, 0 < γi, i = 1, ...,n, k < 1, x ∈ Rn
+, t > 0,

(4.69)
u(x, 0; k) = 0, tk

∂u

∂t
= g(x) (4.70)

в случае, когда n + |γ| + k не является целым нечётным числом,
имеет вид

u(x, t; k)=
Γ
(
3− k + 2q

2

)
Γ
(
1− k

2

)
Γ

(
3− k + 2q − n− |γ|

2

)
Γ

(
n+ |γ|
2

) q∑
s=0

Cs
q t

1−k+2s

2sΓ
(
3− k

2
+ s

) ×

×
1∫

0

(1− r2)(1−k+2q−n−|γ|)/2rn+|γ|−1
(
1
t

∂

∂t

)s
Mγ

trg(x)dr. (4.71)

Если же n+ |γ|+ k является целым нечётным числом, то реше-
ние (4.69)–(4.70) имеет вид

u(x, t; k) =
2−qΓ

(
3− k

2

)
(1− k)Γ

(
3− k + 2q

2

) (1
t

∂

∂t

)q (
tn+|γ|−2Mγ

t g(x)
)
.

Здесь q � 0 — наименьшее положительное целое число такое, что
2− k + 2q � n+ |γ| − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть q � 0 — наименьшее положи-
тельное целое число такое, что 2 − k + 2q � n + |γ| − 1, т. е.

q =

[
n+ |γ|+ k − 1

2

]
, и пусть u(x, t; 2− k + 2q) — решение уравне-

ния (4.69), в котором вместо k взято 2− k + 2q, такое, что

u(x, 0; 2− k + 2q) = g(x), ut(x, 0; 2 − k + 2q) = 0. (4.72)

Тогда, используя рекуррентную формулу (4.2), получим, что функция

u(x, t; k − 2q) = t1−k+2qu(x, t; 2− k + 2q)

есть решение уравнения

(�γ)xu =
∂2u

∂t2
+
k − 2q
t

∂u

∂t
.
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Далее, применяя q раз формулу (4.3), будем иметь, что

u(x, t; k) =
2−qΓ

(
3− k

2

)
(1− k)Γ

(
3− k + 2q

2

)×

×
(
1
t

∂

∂t

)q (
t1−k+2qu(x, t; 2− k + 2q)

)
(4.73)

есть решение (4.69).
Покажем, что (4.73) удовлетворяет условиям (4.72). Для u(x, t; 2−

− k + 2q) ∈ Cq
ev(Ω+) справедлива формула (см. [255, с. 9])(

1
t

∂

∂t

)q

(t1−k+2qu(x, t; 2− k + 2q)) =

=

q∑
s=0

2q−sCs
qΓ
(
3− k + 2q

2

)
Γ
(
1− k

2
+ s+ 1

) t1−k+2s
(
1
t

∂

∂t

)s

u(x, t; 2− k + 2q). (4.74)

Принимая во внимание (4.74), получим u(x, 0; k) = 0 и

lim
t→0

tkut(x, t; k) =
2−qΓ

(
3− k

2

)
(1− k)Γ

(
3− k + 2q

2

) ×

× lim
t→0

tk
∂

∂t

(
1
t

∂

∂t

)q

(t1−k+2qu(x, t; 2− k + 2q)) =

=
2−qΓ

(
3− k

2

)
(1−k)Γ

(
3− k + 2q

2

) lim
t→0

tk
∂

∂t

q∑
s=0

2q−sCs
qΓ

(
3− k + 2q

2

)
Γ

(
1− k

2
+ s+ 1

) ×

× t1−k+2s
(
1
t

∂

∂t

)s
u(x, t; 2− k + 2q) =

=
1

1− k
lim
t→0

tk
∂

∂t

(
t1−ku(x, t; 2− k + 2q)

)
=

=
1

1− k
lim
t→0

tk
[
(1− k)t−kv2−k+2q + t1−kut(x, t; 2 − k + 2q)

]
=

=
1

1− k
lim
t→0

[(1− k)u(x, t; 2− k + 2q) + tut(x, t; 2− k + 2q)] = g(x).



§ 4.5. Вторая задачаКоши для общего уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу 147

Получим теперь представление u(x, t; k) через интеграл. Используя
формулу (4.51), получим

u(x, t; 2− k + 2q)=
2tk−2q−1 Γ

(
3− k + 2q

2

)
Γ

(
3−k+2q−n−|γ|

2

)
Γ

(
n+|γ|
2

) ×

×
t∫

0

(t2 − r2)(1−k+2q−n−|γ|)/2rn+|γ|−1Mγ
r g(x)dr.

Заменим r на tr в последней формуле, тогда

u(x, t; 2− k + 2q)=
2Γ
(
3− k + 2q

2

)
Γ

(
3−k+2q−n−|γ|

2

)
Γ

(
n+|γ|
2

)×

×
1∫

0

(1− r2)(1−k+2q−n−|γ|)/2rn+|γ|−1Mγ
trg(x)dr.

Если 2− k + 2q > n+ |γ| − 1, то, применяя (4.73) и (4.74), запишем

u(x, t; k)=
2−qΓ

(
3− k

2

)
(1−k)Γ

(
3− k + 2q

2

) ×

×
q∑

s=0

2q−sCs
qΓ

(
3− k + 2q

2

)
Γ

(
3− k

2
+ s

) t1−k+2s
(
1
t

∂

∂t

)s
u(x, t; 2− k + 2q) =

=
Γ
(
3− k

2

)
1− k

q∑
s=0

Cs
q t

1−k+2s

2sΓ
(
3− k

2
+ s

) (1
t

∂

∂t

)s

u(x, t; 2− k + 2q) =

=
Γ
(
3− k + 2q

2

)
Γ
(
1− k

2

)
Γ

(
3− k + 2q − n− |γ|

2

)
Γ

(
n+ |γ|
2

) q∑
s=0

Cs
q t

1−k+2s

2sΓ
(
3− k

2
+ s

) ×

×
1∫

0

(1− r2)(1−k+2q−n−|γ|)/2rn+|γ|−1
(
1
t

∂

∂t

)s

Mγ
trg(x)dr,

что и даёт (4.71).
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Если 2 − k + 2q = n + |γ| − 1, то u(x, t; 2 − k + 2q) = Mγ
t g(x) и,

используя (4.74), получим

u(x, t; k) =
2−qΓ

(
3− k

2

)
(1− k)Γ

(
3− k + 2q

2

) (1
t

∂

∂t

)q (
tn+|γ|−2Mγ

t g(x)
)
=

=
2−1−qΓ

(
1− k

2

)
Γ

(
3− k + 2q

2

) q∑
s=0

2q−sCs
qΓ

(
3− k + 2q

2

)
Γ

(
3− k

2
+ s

) t1−k+2s
(
1
t

∂

∂t

)s
Mγ

t g(x) =

=

q∑
s=0

Cs
q Γ
(
1− k

2

)
2s+1Γ

(
3− k

2
+ s
) t1−k+2s

(
1
t

∂

∂t

)s
Mγ

t g(x).

Доказательство закончено.
В следующем параграфе мы приведём теорему о весовых сфериче-

ских средних типа теоремы Асгейрссона и покажем, что с её помощью
также можно получить решение задачи (4.46)–(4.47).

§4.6. B-ультрагиперболическое уравнение
и обобщение теоремы Асгейрссона

В этом параграфе рассмотрим ультрагиперболическое уравнение,
в котором вместо вторых производных по каждой переменной действует
оператор Бесселя. Такое уравнение будем называть В-ультрагипербо-
лическим. Для него приведем теорему типа теоремы Асгейрссона.

Классическое ультрагиперболическое уравнение вида

Δxu = Δyu, u = u(x, y), x ∈ Rn, y ∈ Rm (4.75)

изучалось многими авторами (см. [15, 20, 21, 100, 331, 379, 436, 448]).
При n = 1 или m = 1 (4.75) представляет собой обычное волновое урав-
нение, описывающее динамическое развитие многих процессов класси-
ческой и квантовой физики. К уравнениям вида (4.75) при n = m = 2
приводят, например: исследования проблемы Гильберта определения
в трёхмерном декартовом пространстве всех метрик, геодезическими
которых являются прямые (см. [437]); обратная задача дифракции при
изучении неоднородности распределения зёрен поликристаллических
материалов; гиперсферическое рентгеновское преобразование, а имен-
но, функции плотности кристаллографических полюсов удовлетворяют
ультрагиперболическому уравнению с оператором Лапласа–Бельтра-
ми [433]. Случай, когда в (4.75) n > 2 и m > 2, является важным
с математической точки зрения благодаря, в первую очередь, теореме
Асгейрссона о среднем значении (см. [112; 304, с. 475; 72, с. 84; 371,
с. 318; 375, I, с. 183]).
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Теорема Асгейрссона для уравнения (4.75) имеет следующий вид
(см. [112, с. 475]).

Теорема 4.5 (классическая теорема Асгейрссона). Если x ∈ Rn,
y ∈ Rn и функция u = u(x, y) ∈ C2 является решением уравне-
ния (4.75), то среднее значение функции u, взятое при постоянных
x в пространстве Rn переменных y по сфере радиуса r, равняется
среднему значению u, взятому при постоянных y в пространстве Rn

переменных x по сфере того же радиуса r:∫

|θ|=r

u(x+ θ, y)dSθ =

∫

|ω|=r

u(x, y + ω)dSω.

Приведём результаты, обобщающие теорему Асгейрссона на случай
B-ультрагиперболического уравнения (4.76) (cм. [138, 140]). Пусть
n = m′ +m′′, m′ и m′′ — натуральные числа; γ′ = (γ′1, ..., γ

′
m′), γ′i > 0,

i = 1, ...,m′, γ′′ = (γ′′1 , ..., γ
′′
m′′), γ′′j > 0, j = 1, ...,m′′ ; x ∈ Rm′

+ , y ∈ Rm′′
+ ,

(x, y) ∈ Rn
+ = Rm′

+ × Rm′′
+ .

В-ультрагиперболическое уравнение, или сингулярное ультраги-
перболическое уравнение имеет вид

(Δγ′)xu = (Δγ′′)yu, u = u(x, y), (4.76)

где

(Δγ′)x =

m′∑
i=1

(Bγ′
i
)xi , (Δγ′′)y =

m′′∑
j=1

(Bγ′′
j
)yj .

Пусть u(x, y) ∈ C2(Rn
+) и является чётной функцией по каждой

из своих переменных x1, ...,xm′ , y1, ..., ym′′ . Рассмотрим весовые сфе-
рические средние (2.183), взятые по частям поверхностей единичных
сфер S+

1 (m
′), S+

1 (m
′′) в Rm′

+ и Rm′′
+ по каждой из групп переменных x

и y с центрами в точках y ∈ Rm′
+ и z ∈ Rm′′

+ соответственно. Для этих
весовых сферических средних введём обозначения

(Mγ′
r u)(x, r; y) =Mγ′

u (x, r; y) =
1

|S+
1(m′)|γ′

∫

S+
1(m′)

y′
Txrξu(x, y) ξγ

′
dSξ,

(Mγ′′
s u)(x; y, s) =Mγ′′

u (x; y, s) =
1

|S+
1(m′′)|γ′′

∫

S+
1(m′′)

y′′
Tysζu(x, y) ζγ

′′
dSζ .

Таким образом, Mγ′
u (x, r; y) представляет собой весовое сферическое

среднее функции u в Rm′
+ при постоянном y = (y1, ... , ym′′) ∈ Rm′′

+ ,
а Mγ′′

u (x; y, s) — весовое сферическое среднее функции u в Rm′′
+ при

постоянном x = (x1, ... ,xm′) ∈ Rm′
+ .
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Составим также общее весовое сферическое среднее функции u
по переменным x и y:

(Mγ′
r M

γ′′
s u)(x, r; y, s) = U(x, r; y, s) =

=
1

|S+
1(m′)|γ′ |S+

1(m′′)|γ′′

∫

S+
1(m′′)

θγ
′′
dS(θ)×

×
∫

S+
1(m′)

γ′
Tx, yrξ,sζu(x, y)ξγ

′
ζγ

′′
dS(ξ).

Очевидно, что

Mγ′
u (x, r; y) = U(x, r; y, 0); Mγ′′

u (x; y, s) = U(x, 0; y, s). (4.77)

Теорема 4.6. Если

m′ + |γ′| = m′′ + |γ′′| (4.78)

и функция u(x′,x′′) удовлетворяет сингулярному ультрагиперболи-
ческому уравнению (4.76), то справедливо равенство

Mγ′
r M

γ′′
s u =Mγ′

s M
γ′′
r u . (4.79)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждое из весовых сферических средних
μγ′(y, z; r) и νγ′′(y, z; r) функции u удовлетворяет уравнению (4.76).
Это даёт два равенства для ωγ′,γ′′(y, z; r, s):

Δγ′ωγ′,γ′′ =
m′∑
i=1

Byiωγ′,γ′′ =
∂2ωγ′,γ′′

∂r2
+
m′ + |γ′| − 1

r

∂ωγ′,γ′′

∂r
(4.80)

и

Δγ′′ωγ′,γ′′ =

m′′∑
i=1

Bziωγ′,γ′′ =
∂2ωγ′,γ′′

∂s2
+
m′′ + |γ′′| − 1

s

∂ωγ′,γ′′

∂s
. (4.81)

В силу свойства 5 весового сферического среднего (п.2.5.2) получим

Δγ′ωγ′,γ′′ =
(
Δγ′Mγ′

r M
γ′′
s u
)
(y, r; z, s) =

=
(
Mγ′

r Δγ′Mγ′′
s u
)
(y, r; z, s) . (4.82)

В (4.82) операторы ΔBγ′ и Mγ′′
s тоже перестановочны, поскольку дей-

ствуют по разным (не пересекающимся) группам переменных. Поэтому

Δγ′ωγ′,γ′′ =
(
Mγ′

r M
γ′′
s Δγ′u

)
(y, r; z, s) .
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Точно так же получаем

Δγ′′ωγ′,γ′′ =
(
Mγ′

r M
γ′′
s Δγ′′u

)
(y, r; z, s) .

Согласно (4.75)
Δγ′u = Δγ′′u .

Отсюда вытекает равенство правых частей в равенствах (4.80) и (4.81).
Следовательно, двойное весовое среднее решения В-ультрагиперболи-
ческого уравнения удовлетворяет сингулярному дифференциальному
уравнению

∂2ωγ′,γ′′

∂s2
+
m′ + |γ′| − 1

s

∂ωγ′,γ′′

∂s
=

=
∂2ωγ′,γ′′

∂r2
+
m′′ + |γ′′| − 1

r

∂ωγ′,γ′′

∂r
. (4.83)

Уравнение (4.83) — это уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу, реше-
ние которого хорошо известно и определяется следующим образом
(см. [120, уравнение (5.17), решение (5.19)]): если f = f(r) — произ-
вольная дважды непрерывно дифференцируемая функция, чётная по r,
то решение уравнения (4.83) есть сдвиг этой функции, осуществля-
емый оператором обобщённого сдвига с индексом, равным индексу
оператора Бесселя в уравнении Эйлера–Пуассона–Дарбу:

ωγ′,γ′′(y, z; r, s) = m+|γ|−1T s
r f(r) =

= m+|γ|−1T r
s f(s) = ωγ′,γ′′(y, z; s, r), (4.84)

а одномерный обобщённый сдвиг по радиусам сфер в Rm′
+ и Rm′′

+
определён выражением (см. § 2.2)

m+|γ|−1T s
r f(r) =

=
Γ(m+ |γ| − 1)

2m+|γ|−3Γ2
(
m+ |γ| − 1

2

) π∫

0

f(
√
r2 − 2rs cosϕ+ s2 ) sinm+|γ|−2 ϕdϕ.

Равенство m+|γ|−1T s
r f(r) = m+|γ|−1T r

s f(s) следует из свойства 10
обобщённого сдвига (см. п. 2.2.2). Кроме того,

ωγ′,γ′′(y, z; r, s)|s=0 = μγ′(y, z; r) = f(r) (4.85)

и
∂

∂s
ωγ′,γ′′(y, z; r, s)

∣∣∣∣
s=0

= 0. (4.86)

Из (4.84) вытекает независимость функции ωγ′,γ′′ от центров
сфер y и z.
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Следствие. Весовое среднее значение функции u, взятое при
постоянных y в пространстве z по сфере радиуса r, равняется
среднему значению u, взятому при постоянных z в пространстве y
по сфере того же радиуса r:

μγ(y, z, r) = νγ(y, z, r).

Дока з а т е л ь с т в о. Так как

μγ(y, z, r) = ωγ(y, z; r, 0); νγ(y, z, r) = ωγ(y, z; 0, r),

то из теоремы 1 следует равенство μγ(y, z, r) = νγ(y, z, r), что и требо-
валось доказать.

Как следствие теоремы 4.6 получается результат, являющийся обоб-
щением теоремы 4.5 (Асгейрссона) на B-ультрагиперболическое урав-
нение (4.76).

Теорема 4.7. Пусть функция u = u(x, y) дважды непрерывно диф-
ференцируемая, чётная по каждой из своих переменных x1, ... ,xm′ ,
y1, ... , ym′′(n = m′ +m′′), является решением B-ультрагиперболиче-
ского уравнения (4.76), и пусть выполняется условие (4.78). Тогда
весовое сферическое среднее функции u(x, y), взятое при постоян-
ных x ∈ Rm′

+ в пространстве Rm′′
+ по сфере радиуса r, равняет-

ся весовому сферическому среднему u(x, y), взятому при постоян-
ных y ∈ Rm′′

+ в пространстве Rm′
+ по сфере того же радиуса r:

(Mγ′
u )x(x, y, r) = (Mγ′′

u )y(x, y, r). (4.87)

Справедливо утверждение, обратное к доказанному следствию
и представляющее собой обратную теорему Асгейрссона для B-ультра-
гиперболического уравнения.

Теорема 4.8. Пусть u(x, y) ∈ C2(Rm′
+ ×Rm′′

+ ) и является функци-
ей чётной по каждой из своих переменных x1, ... ,xm′ , y1, ..., ym′′ ,
n = m′ + m′′, и пусть для всякой точки (x, y) ∈ Rm′

+ ×Rm′′
+ и для

всяких неотрицательных r и s выполняется условие (4.87). Тогда
если выполняется (4.78), то функция u(x, y) удовлетворяет В-уль-
трагиперболическому уравнению (4.76) в Rm′

+ × Rm′′
+ .

В [375, с. 222] приведено уточнение теоремы Асгейрссона следую-
щего вида.

Теорема 4.9 (уточнение теоремы Асгейрссона). Пусть u(x, y) —
непрерывное решение уравнения

Δxu = Δyu

в некоторой окрестности множества

K = {(θ, y) ∈ Rm′ × Rm′′
: |θ|+ |ω| � r},
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тогда ∫

|θ|=r

u(θ, 0)dSθ =

∫

|ω|=r

u(0,ω)dSω.

В случае, когда n нечётно и отлично от 1, достаточно предпола-
гать, что u является решением вблизи ∂K.

Справедливо обобщение теоремы 4.9 на случай B-ультрагиперболи-
ческого уравнения (см. [142]):

Теорема 4.10. Пусть x ∈ Rm′
+ , y ∈ Rm′′

+ , u = u(x, y) — чётная
по каждой из своих переменных функция, являющаяся непрерывным
в некоторой окрестности множества K = {θ ∈ Rm′

+ ,ω ∈ Rm′′
+ : |θ| +

+ |ω| = r} решением В-ультрагиперболического уравнения (Δγ′)xu =
= (Δγ′′)yu, и пусть выполняется условие m′ + |γ′| = m′′ + |γ′′| � 3.
Тогда справедливо соотношение

1
|S1(m′)|γ

∫

S+
1 (m′)

u(rθ; 0)
m′∏
i=1

θγi

i dSθ =
1

|S1(m′′)|γ

∫

S+
1 (m′′)

u(0; rω)
m′′∏
i=1

ωνi
i dSω.

В следующей теореме приведено решение задачи Коши для общего
уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу применением теоремы 4.7.

Теорема 4.11. Пусть f ∈ Cev(R
n
+) и α =

n+ |γ| − 1
2

. Тогда решение
задачи Коши(

∂

∂t
+
k

t

∂

∂t

)
u(x, t) = Δγu(x, t), 0 < k < 1,

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = 0

определяется равенством

u(x, t) =
Γ
(
k + 1
2

)
Γ

(
n+ |γ|
2

) t1−δDα
r

(
r(n+|γ|−2)/2Mγ√

r
f(x)

)
(t),

где Dα — левосторонняя дробная производная Римана–Лиувилля
порядка α (см. (1.52))

§4.7. Итерированное весовое сферическое среднее
и его свойства

Итерированное весовое сферическое среднее имеет вид

I γ
f (x;λ,μ) = I γ

λ,μf(x) =Mγ
λM

γ
μf(x) =

=
1

|S+
1 (n)|2γ

∫

S+
1 (n)

∫

S+
1 (n)

γTxλζ γTxμξ[f(x)]ζγξγdS(ξ)dS(ζ).
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Используя перестановочное свойство обобщённого сдвига (см. [126,
формула (7.1)]), получим, что итерированное весовое сферическое сред-
нее симметрично относительно λ и μ:

I γ
f (x;λ,μ) = I γ

f (x;μ,λ).
Очевидно, что

I γ
f (x;λ, 0) = I γ

f (x; 0,λ) =Mγ
λf(x)

и
I γ
f (x; 0, 0) = f(x).

Докажем равенство, выражающее итерированное сферическое сред-
нее I γ

f (x;λ,μ) через однократный интеграл от весового сферического
среднего Mγ

f (x; r).

Теорема 4.12. Пусть f — интегрируемая с весом xγ =
n∏

i=1
xγi

i

функция, чётная по каждой из своих переменных в смысле опреде-
ления в п. 1.2.3 (с. 33). Тогда справедливы следующие формулы:

I γ
f (x;λ,μ) = νT λ

μM
γ
f (x;μ), (4.88)

I γ
f (x;λ,μ) =

2Γ
(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

(
|γ|+ n− 1

2

) · 1

(2λμ)n+|γ|−2
×

×
λ+μ∫

λ−μ

[
(λ2 − (r − μ)2)

] [
(r + μ)2 − λ2)

](n+|γ|−3)/2
Mγ

f (x; r) rdr, (4.89)

I γ
f

(
x;

β − α

2
,
β + α

2

)
=

Γ

(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

( |γ|+ n− 1
2

) · 2n+|γ|−1

(β2 − α2)n+|γ|−2
×

×
β∫

α

[
(β2 − r2)(r2 − α2)

](n+|γ|−3)/2
Mγ

f (x; r)rdr. (4.90)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g(s) — произвольная непрерывная фи-
нитная функция одной переменной. Рассмотрим интеграл

J =

∞∫

0

λn+|γ|−1g(λ)I γ
f (x;λ,μ)dλ =

=
1

|S+
1 (n)|2γ

∞∫

0

λn+|γ|−1g(λ)dλ
∫

S+
1 (n)

∫

S+
1 (n)

γTλζ
x

γTμξ
x [f(x)]ζγξγdS(ξ)dS(ζ).
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Применяя перестановочное свойство обобщённого сдвига (см. п. 2.2.2)
и формулу (2.171), запишем это выражение в виде

J =
1

|S+
1 (n)|2γ

∫

S+
1 (n)

γTμξ
x

⎡⎢⎣∞∫

0

λn+|γ|−1g(λ)dλ×

×
∫

S+
1 (n)

γTxλζ [f(x)]ζγdS(ζ)

⎤⎥⎦ξγdS(ξ) =

=
1

|S+
1 (n)|2γ

∫

S+
1 (n)

γTμξ
x

⎡⎢⎣ lim
R→∞

R∫

0

λn+|γ|−1g(λ)dλ×

×
∫

S+
1 (n)

γTλζ
x [f(x)]ζγdS(ζ)

⎤⎥⎦ξγdS(ξ) =

=
1

|S+
1 (n)|2γ

∫

S+
1 (n)

γTμξ
x

⎡⎢⎣ lim
R→∞

∫

B+
R(n)

γTz
x[f(x)]g(|z|)zγdz

⎤⎥⎦ ξγdS(ξ) =

=
1

|S+
1 (n)|2γ

∫

S+
1 (n)

γTμξ
x

⎡⎢⎣ ∫

R+
n

γTz
x[f(x)]g(|z|)zγdz

⎤⎥⎦ ξγdS(ξ).
Теперь, применяя свойства ассоциативности и самосопряжённости

обобщённого сдвига (см. п. 2.2.2), получим

J =
1

|S+
1 (n)|2γ

∫

S+
1 (n)

∫

R
+
n

(
γTμξ

z
γTx

z [f(z)]
)
g(|z|)zγdz ξγdS(ξ) =

=
1

|S+
1 (n)|2γ

∫

S+
1 (n)

∫

R
+
n

γTx
z [f(z)]

γTμξ
z [g(|z|)] zγdz ξγdS(ξ) =

=
C(γ)

|S+
1 (n)|2γ

∫

S+
1 (n)

∫

R
+
n

γTz
x[f(x)]

π∫

0

...

π∫

0

n∏
i=1

sinγi−1 αi×

× g

⎛⎝√√√√μ2
n∑

i=1

ξ2i +

n∑
i=1

z2i − 2μ
n∑

i=1

ξizi cosαi

⎞⎠ dα1...dαn z
γdz ξγdS(ξ).
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В интеграле по z перейдём к сферическим координатам z = rη, |η| = 1,
r � 0. Учитывая, что |ξ| = 1, получим

J =
C(γ)

|S+
1 (n)|2γ

∫

S+
1 (n)

∞∫

0

rn+|γ|−1dr
∫

S+
1 (n)

T rη
x [f(x)]

π∫

0

...

π∫

0

n∏
i=1

sinγi−1×

× αig(
√
μ2 + r2 − 2rμ〈ξ, η cosα〉 )dα1...dαn η

γdS(η) ξγdS(ξ),

где 〈ξ, η cosα〉 = ξ1η1 cosα1 + ...+ ξnηn cosαn.

Используя многомерный оператор Пуассона Pγ
x , действующий на инте-

грируемые функции по формуле

Pγ
x [f(x)]=C(γ)

π∫

0

...

π∫

0

f(x1 cosα1, ...,xn cosαn)

n∏
i=1

sinγi−1 αi dαi,

интеграл J запишем в виде

J =
1

|S+
1 (n)|2γ

∞∫

0

rn+|γ|−1dr
∫

S+
1 (n)

T rη
x [f(x)]ηγdS(η)×

×
∫

S+
1 (n)

Pγ
η g(
√
r2 + μ2 − 2rμ〈ξ, η〉 ) ξγdS(ξ).

Применяя к интегралу
∫

S+
1 (n)

Pγ
η g(
√
r2 + μ2 − 2rμ〈ξ, η〉 ) ξγdS(ξ) форму-

лу вида∫

S+
1 (n)

Pγ
ξ f(〈σ, ξ〉)σγdSσ =

=

n∏
i=1

Γ
(
γi + 1
2

)
√
π 2n−1Γ

(
|γ|+ n− 1

2

) 1∫

−1

f(|ξ|p)(1− p2)(n+|γ|−3)/2 dp,

доказанную в [94], и учитывая, что |η| = 1, получим

J =

n∏
i=1

Γ
(
γi + 1
2

)
√
π 2n−1Γ

(
|γ|+ n− 1

2

)×

× 1

|S+
1 (n)|2γ

∞∫

0

rn+|γ|−1dr
∫

S+
1 (n)

γTrη
x [f(x)]ηγdS(η)×
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×
1∫

−1

(1− p2)(n+|γ|−3)/2g(
√
r2 + μ2 − 2rμp ) dp =

=

n∏
i=1

Γ

(
γi + 1
2

)
√
π 2n−1Γ

( |γ|+ n− 1
2

) 1

|S+
1 (n)|γ

∞∫

0

rn+|γ|−1Mγ
f (x; r) dr×

×
1∫

−1

(1− p2)(n+|γ|−3)/2g(
√
r2 + μ2 − 2rμp ) dp.

Теперь вместо переменной p введём переменную λ, связанную с p фор-
мулой

r2 + μ2 − 2rμp = λ2,

тогда имеем

p =
r2 + μ2 − λ2

2rμ
, dp = − λ

rμ
dλ, 1− p2 =

[λ2 − (r − μ)2][(r + μ)2 − λ2]

(2rμ)2
.

Отсюда при p = −1 получим, что λ = |r + μ|, а при p = 1 будем иметь
λ = |r − μ|. Используя (2.174), запишем

J = (2μ)2−n−|γ|
2Γ
(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

( |γ|+ n− 1
2

) ∞∫

0

g(λ)λdλ×

×
λ+μ∫

|λ−μ|

{
[λ2 − (r − μ)2][(r + μ)2 − λ2]

}(n+|γ|−3)/2
Mγ

f (x; r) rdr.

Поскольку g(λ) — произвольная функция, то из

∞∫

0

λn+|γ|−1g(λ)I γ
f (x;λ,μ)dλ =

= (2μ)2−n−|γ|
2Γ
(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

( |γ|+ n− 1
2

) ∞∫

0

g(λ)λdλ×

×
λ+μ∫

|λ−μ|

{
[λ2 − (r − μ)2][(r + μ)2 − λ2]

}(n+|γ|−3)/2
Mγ

f (x; r) rdr
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следует

I γ
f (x;λ,μ) =

2Γ
(
n+ |γ|
2

)
√
π Γ

(
|γ|+ n− 1

2

) 1
(2λμ)n+|γ|−2 ×

×
λ+μ∫

|λ−μ|

{
[λ2 − (r − μ)2][(r + μ)2 − λ2]

}(n+|γ|−3)/2
Mγ

f (x; r) rdr. (4.91)

Теперь, используя представление обобщённого сдвига (2.35) при
ν = n+|γ|−1, получим

I γ
f (x;λ,μ) = νT t

μM
γ
f (x;μ).

Если в формуле (4.91) мы положим α = λ − μ, β = λ + μ (β > α),
то можем записать

I γ
f

(
x;
β − α

2
,
β + α

2

)
=

Γ

(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

(
|γ|+ n− 1

2

) 2n+|γ|−1

(β2 − α2)n+|γ|−2 ×

×
β∫

α

[
(β2 − r2)(r2 − α2)

](n+|γ|−3)/2
Mγ

f (x; r)rdr.

Теорема доказана.
Приведём следствие из доказанной теоремы, выражающее действие

итерированных весовых средних на функции Бесселя.

Следствие. Для функции jγ(x, ξ) имеет место формула

I γ
(β−α)/2,(β+α)/2jγ(x, ξ) =

Γ

(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

( |γ|+ n− 1
2

) 2n+|γ|−1jγ(x, ξ)

(β2 − α2)n+|γ|−2
×

×
β∫

α

[
(β2 − r2)(r2 − α2)

](n+|γ|−3)/2
j(n+|γ|−2)/2(r)rdr. (4.92)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В теореме 4.12 выберем f(x) = jγ(x, ξ).
В [138] показано, что

Mγ
μ jγ(x, ξ) = jγ(x, ξ) j(n+|γ|−2)/2(μ).

Тогда
I γ
λ,μjγ(x, ξ) = jγ(x, ξ) j(n+|γ|−2)/2(μ) j(n+|γ|−2)/2(λ).
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Используя равенство (4.90), получим доказываемую формулу (4.92).
Её можно переписать в виде

j(n+|γ|−2)/2

(
β − α

2

)
j(n+|γ|−2)/2

(
β + α

2

)
=

Γ

(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

(
|γ|+ n− 1

2

)×

× 2n+|γ|−1

(β2 − α2)n+|γ|−2

β∫

α

[
(β2 − r2)(r2 − α2)

](n+|γ|−3)/2
j(n+|γ|−2)/2(r)rdr.

Если для I γ
λ,μjγ(x, ξ) записать равенство (4.88), то получим извест-

ную формулу
νT λ

μ j(ν−1)/2(μ) = j(ν−1)/2(μ) j(ν−1)/2(λ), ν = n+ |γ| − 1,
полученную в ([128, с. 124]).

§4.8. Применение тождества
для итерированного сферического среднего

к задаче компьютерной томографии

Рассмотрим одно применение формулы (4.89) из теоремы 4.12
к компьютерной томографии. В задачах дифракционной томогра-
фии и обратного рассеяния преобразование Фурье–Бесселя (Ханкеля)
функции представляет собой измеренные данные (см., например, [296;
373, c. 126]). Подобные формулы используются для восстановления
функции.

Докажем формулу, выражающую функцию через её преобразование
Фурье–Бесселя и обобщённый сдвиг. Это обобщение известной форму-
лы для более простой задачи, в которой используются представление
функции через её преобразование Фурье и обычный сдвиг. В та-
кой форме подобные представления применяются для восстановления
функции в указанных задачах томографии и интегральной геометрии.

В теория рассеяния поверхность шара |x| < 2λ называется сферой
Эвальда.

Теорема 4.13. Пусть F̂ — функция с носителем внутри части
шара

B2λ(n)
+ = {x ∈ R+

n : |x| < 2λ}.
Тогда справедливо равенство

F (y) = C(n, γ)
∫

S+
1 (n)

∫

S+
1 (n)

γTλζ
λξ

[
|λξ|F̂ (λξ)jγ(λξ, y)

(4λ2 − |tξ|2)(n+|γ|−3)/2

]
ζγξγdS(ξ)dS(ζ),

(4.93)

C(n, γ) =

√
π 22n−3λ2n+2|γ|−4Γ

(
|γ|+ n− 1

2

)
Γ2
(
n+|γ|
2

)
n∏

j=1
Γ
(
γj + 1
2

)
|S+
1 (n)|2γ

.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В (4.89) положим μ = λ, получим

I γ
f (x;λ,λ) =

2Γ
(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

(
|γ|+ n− 1

2

)×

× 1
(2λ2)n+|γ|−2

2λ∫

0

(
4λ2−r2

)(n+|γ|−3)/2
rn+|γ|−2Mγ

f (x; r)dr. (4.94)

Рассмотрим функцию

fy(x) =
|x|

(4λ2 − |x|2)(n+|γ|−3)/2 F̂ (x)jγ(x, y), x, y ∈ R+
n .

Найдём весовое сферическое среднее fy(x) при x = 0:

Mγ
r fy(x)|x=0 =

1
|S+
1 (n)|γ

∫

S+
1 (n)

[ γTrz
x fy(x)]x=0z

γdS(z) =

=
1

|S+
1 (n)|γ

∫

S+
1 (n)

[
γTrz

x
|x|

(4λ2 − |x|2)(n+|γ|−3)/2
F̂ (x)jγ(x, y)

]
x=0

zγdS(z) =

=
1

|S+
1 (n)|γ

∫

S+
1 (n)

r|z|
(4λ2 − r|z|2)(n+|γ|−3)/2

F̂ (rz)jγ(rz, y)zγdS(z) =

=
1

|S+
1 (n)|γ

r

(4λ2 − |r|2)(n+|γ|−3)/2

∫

S+
1 (n)

F̂ (rz)jγ(rz, y)zγdS(z).

Используя (4.94), получаем

Iγf (0;λ,λ) =
2Γ
(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

(
|γ|+ n− 1

2

) · 1

(2λ2)n+|γ|−2
×

×
2λ∫

0

(
4λ2 − r2

)(n+|γ|−3)/2
rn+|γ|−2Mγ

f (0, r)dr =

=

2Γ
(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

(
|γ|+ n− 1

2

) · (2λ
2)2−n−|γ|

|S+
1 (n)|γ

2λ∫

0

(
4λ2 − r2

)(n+|γ|−3)/2
rn+|γ|−2×
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× r

(4λ2 − r2)(n+|γ|−3)/2
dr

∫

S+
1 (n)

F̂ (rz)jγ(rz, y)zγdS(z) =

=

2Γ
(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

(
|γ|+ n− 1

2

) · (2λ
2)2−n−|γ|

|S+
1 (n)|γ

×

×
2λ∫

0

rn+|γ|−1 dr
∫

S+
1 (n)

F̂ (rz)jγ(rz, y)zγdS(z).

Применяя формулу (2.171), будем иметь

Iγf (0;λ,λ) =
2Γ
(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

(
|γ|+ n− 1

2

) (2λ2)2−n−|γ|

|S+
1 (n)|γ

∫

B+
2λ

F̂ (z)jγ(z, y)zγdz =

=

2Γ
(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

(
|γ|+ n− 1

2

) (2λ2)2−n−|γ|

|S+
1 (n)|γ

∫

R+
n

F̂ (z)jγ(z, y)zγdz =

=
2Γ
(
n+|γ|
2

)
√
π Γ

( |γ|+ n− 1
2

) (2λ2)2−n−|γ|

|S+
1 (n)|γ

2|γ|−n
n∏

j=1

Γ2
(
γj + 1
2

)
F (y) =

=

Γ2
(
n+|γ|
2

) n∏
j=1

Γ

(
γj + 1
2

)
√
π 22n−3λ2n+2|γ|−4Γ

( |γ|+ n− 1
2

) F (y).
Следовательно,

F (y) =

√
π 22n−3λ2n+2|γ|−4Γ

(
|γ|+ n− 1

2

)
Γ2
(
n+|γ|
2

)
n∏

j=1
Γ
(
γj + 1
2

) Iγf (0;λ,λ). (4.95)

С другой стороны,

Iγf (0;λ,λ) =
1

|S+
1 (n)|2γ

∫

S+
1 (n)

∫

S+
1 (n)

γTtζ
tξ [f(tξ)]ζ

γξγdS(ξ)dS(ζ). (4.96)
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Из (4.95) и (4.96) получим

F (y) =

√
π 22n−3λ2n+2|γ|−4Γ

(
|γ|+ n− 1

2

)
Γ2
(
n+|γ|
2

)
n∏

j=1
Γ
(
γj + 1
2

)
|S+
1 (n)|2γ

×

×
∫

S+
1(n)

∫

S+
1(n)

γTλζ
λξ

[
|λξ|

(4λ2 − |tξ|2)(n+|γ|−3)/2
F̂ (λξ)jγ(λξ, y)

]
×

× ζγξγdS(ξ)dS(ζ),

что и требовалось доказать.

§4.9. О приложениях весовых сферических средних

Сферические средние тесно связаны с различными методами визу-
ализации, которые представляют большой интерес во многих областях
современных исследований, имеющих дело с изображеними: в неко-
торых типах томографических экспериментов, в том числе оптоаку-
стической томографии, термоакустической томографии, радиолокации
и эхолокации (см. [413–415, 439] и др.). Особо важной является
задача восстановления функции по её сферическим средним, решение
которой и позволяет получить изображение по данным, полученным
в результате сканирования объекта исследования. Чаще всего такой
подход встречается в медицине, а именно в таких методах диагности-
ки, как компьютерная томография, магнитно-резонансная томография,
ультразвуковое исследование, термография, фотоакустическая томогра-
фия. Кроме того, эти же самые методы восстановления изображения
используются и для разведки местности при помощи радиолокации
и эхолокации. Например, задача восстановления функции по её сфе-
рическим средним актуальна при получении радиолокационных изоб-
ражений способом радиолокационного синтезирования апертуры, для
решения задач оперативного выявления и оценки фактической радиа-
ционной обстановки с помощью позитронно-эмиссионной томографии,
при исследовании местности методами тепловизорной томографии и др.
При этом классическое сферическое среднее далеко не всегда адекват-
но описывает входные данные изображения, получаемого описанными
способами. Во многих задачах (например, в задачах эмиссионной томо-
графии) естественным образом возникает необходимость использовать
весовые сферические средние.

Неотъемлемой частью теории дифференциальных уравнений яв-
ляются сферические средние (см. [17, 72, 93, 111, 112, 180, 449]
и др.). В случае, когда рассматриваются уравнения гиперболического
типа с оператором Бесселя, вместо сферических средних возникают
рассмотренные нами весовые сферические средние (см. [9, 93, 94,
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301, 428] и др.). С точки зрения интегральной геометрии сферические
средние рассмотрены в [371, 481, 488–491]. Большой интерес пред-
ставляет рассмотрение весовых сферических средних с точки зрения
интегральной геометрии.

§4.10. Явное построение дробных степеней
оператора Бесселя

Методы дробного интегро-дифференцирования в настоящее вре-
мя являются одним из наиболее плодотворных и активно развива-
ющихся разделов современной математики, они широко применяются
как в многочисленных задачах теории, так и в практических приложе-
ниях (см. [35, 167–169, 198, 368, 389–391]).

В данном параграфе построены в явном интегральном виде дробные
степени дифференциального оператора Бесселя

Bν = D2 +
ν

x
D, Re ν � 0,

заданного на подходящих гладких функциях. Безусловно, по аналогии
с обычными производными, можно определить такие дробные степени
на полуоси при помощи того естественного свойства, что они дей-
ствуют как умножение на степень в образах преобразования Ханкеля.
Такой подход за неимением лучшего оправдан и позволяет получить
ряд интересных результатов, хотя на этом пути невозможно, по-види-
мому, получить явные представления дробных степеней. Но представим
на минуту, что мы умеем определять обычные операторы дробного
интегрирования Римана–Лиувилля только через их действие в образах
преобразований Лапласа или Меллина, а интегральные формулы для
этих операторов нам неизвестны. Тогда сразу становится ясным, что
подобная теория будет сравнительно бедной и лишится большинства
своих наиболее полезных и красивых результатов. Примерно в та-
ком состоянии сейчас находится теория дробных степеней оператора
Бесселя, поэтому их построение в явном интегральном виде является
актуальной и интересной задачей.

Определение 4.1. Пусть f(x) ∈ C2k(0, b]. Определим правосто-
ронний оператор дробного интегрирования Бесселя при условии
f (i)(b) = 0, 0 � i � 2k − 1, k ∈ N по формуле

(Bν,k
b− f)(x) =

1
Γ(2k)

b∫

x

(
y2 − x2

2y

)2k−1
×

× 2F1

(
k +

ν − 1
2

, k; 2k; 1− x2

y2

)
f(y) dy =

=

√
π

22k−1Γ(k)

b∫

x

(y2 − x2)k−1/2
( y
x

)ν/2
P
1/2−k
ν/2−1

(
1
2

(
x

y
+
y

x

))
f(y) dy.

(4.97)
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Определение 4.2. Определим левосторонний оператор дробного
интегрирования Бесселя при условии f (i)(a) = 0, 0 � i � 2k − 1, k ∈ N
по формуле

(Bν,k
a+f)(x) =

1
Γ(2k)

x∫

a

(x2 − y2

2x

)2k−1
×

× 2F1

(
k +

ν − 1
2

, k; 2k; ; 1− y2

x2

)
f(y) dy =

=

√
π

22k−1Γ(k)

x∫

a

(x2 − y2)(k−1/2)
(
x

y

)ν/2

P
1/2−k
ν/2−1

(
1
2

(
x

y
+
y

x

))
tf(y) dy.

(4.98)

В (4.97) и (4.98) 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса,
Pμ
ν (z) — функция Лежандра.
Введённые операторы и являются интегральными реализациями

отрицательных целых степеней оператора Бесселя (Bν)
−k. Их распро-

странение на произвольные комплексные значения параметра k прово-
дится аналогично классическому случаю (см. [198]) При ν = 0 опера-
тор Бесселя сводится ко второй производной, а введённые операторы —
к дробным интегралам Римана–Лиувилля

B0,k
b−f = I2kb−f , B0,k

a+f = I2ka+f.

Определённые выше дробные степени оператора Бесселя (4.97)
и (4.98) в явном виде как одна из разновидностей операторов дробно-
го интегро-дифференцирования были введены С.М. Ситником в [234]
и затем в [211]. При этом в качестве наводящих соображений были
существенно использованы результаты работы [478], в которой рас-
сматривалось решение в явном виде обыкновенных дифференциальных
уравнений с целыми степенями операторов Бесселя, а также резуль-
таты [335] по теории гипербесселевых операторов. Кроме того, было
замечено, что выражение гипергеометрических функций Гаусса в фор-
мулах (4.97) и (4.98) через функции Лежандра существенно упрощает
вычисления.

Многочисленные приложения операторов дробного интегро-диффе-
ренцирования Римана–Лиувилля основаны на их вхождении в оста-
точный член формулы Тейлора. Поэтому после определения дробных
степеней оператора Бесселя сразу возникает задача о построении обоб-
щенной формулы Тейлора, в которой функция разлагается по степеням
оператора Бесселя. Эта задача возникла достаточно давно и имеет
некоторую историю.

Впервые формулы разложения по степеням оператора Бесселя
были получены Жаном Дельсартом (ряды Тейлора–Дельсарта)
(см. [120–122, 334]). Общий способ их построения изложен в [262]
в терминах операторно-аналитических функций. Но ряды Тей-
лора–Дельсарта позволяют разложить по степеням оператора Бесселя
не обычный, а обобщённый сдвиг. По существу такие разложения
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являются операторными вариантами рядов для функции Бесселя, так
же, как обычные ряды Тейлора являются операторными версиями
разложения в ряд экспоненты. Разумеется, ряды Тейлора–Дельсарта
имеют свою область приложений. Но для численного решения диффе-
ренциальных уравнений в частных производных нужны обобщённые
формулы и ряды Тейлора несколько иной природы. При пересчёте
решения со слоя на слой, например методом сеток, формулы для
обобщённого сдвига совершенно бесполезны, а нужны именно
формулы для обычного сдвига, выражающие решение на очередном
рассчитываемом слое через его значения на предыдущих слоях.
Оказалось, что строить такие формулы для обычного сдвига намного
труднее, чем для обобщённого, так как они уже не являются прямыми
аналогами известных тождеств для специальных функций.

Впервые с указанной мотивацией для применения к численному
решению уравнений с оператором Бесселя методом конечных эле-
ментов формула Тейлора нужного типа была рассмотрена в работе
В.В. Катрахова [78]. Но полученный там результат может рассматри-
ваться только как первое приближение для желаемых формул в явном
виде, так как коэффициенты выражались неопределёнными постоян-
ными, задаваемыми системой рекуррентных соотношений, а ядро оста-
точного члена представлялось некоторым многократным интегралом.
Это не случайно: угадать одновременно явный вид ядер и остаточных
членов невозможно, пока не известны конкретные выражения для
остатка в виде дробных степеней оператора Бесселя.

Мы находимся в другой ситуации, когда нужные выражения для
дробных степеней уже введены в явном виде: (4.97) и (4.98), поэтому
перейдём к описанию задачи о явном построении обобщённой формулы
Тейлора для разложения обычного сдвига в ряд по степеням оператора
Бесселя. Подобная формула в простейшем случае была анонсирована
ранее в [237].

Теорема 4.14. Справедлива формула Тейлора разложения произ-
вольной достаточно гладкой функции по степеням дифференциаль-
ного оператора Бесселя при x = b с остаточным членом в инте-
гральной форме

f(x) =

k∑
i=1

[
1

Γ(2i− 1)

(b2 − x2

2b

)2i−2
×

× 2F1

(
i+

ν − 1
2

, i− 1; 2i − 1; 1− x2

b2

)
(Bi−1f)|b −

1
Γ(2i)

(b2 − x2

2b

)2i−1
×

× 2F1

(
i+

ν − 1
2

, i; 2i; 1− x2

b2

)
(DBi−1f)|b

]
+Bν,k

b− (Bkf), (4.99)

где Bν,k
b− есть оператор левостороннего дробного интегрирования

Бесселя (4.97), 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса.
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Также справедлива двойственная формула, использующая формаль-
но сопряжённый к Bν оператор

Cνf = D2f −D(
ν

y
f) = D2 − ν

y
Df +

ν

y2
.

Теорема 4.15. Справедлива формула Тейлора разложения произ-
вольной достаточно гладкой функции по степеням дифференциаль-
ного оператора Cν при x = a с остаточным членом в интегральной
форме

f(x)=
k∑

i=1

[
1

Γ(2i − 1)

(x2 − a2

2x

)2i−2 a
x
2F1

(
i+

ν − 1
2

, i; 2i− 1; 1− a2

x2

)
×

× (Ci−1
ν f)|a +

1
Γ(2i)

(x2 − a2

2x

)2i−1
×

× 2F1

(
i+

ν − 1
2

, i; 2i; 1− a2

x2

)
aν (Dx−νCi−1

ν f)|a

]
+Bν,k

a+ (Ck
ν f),

(4.100)

где Bν,k
a+ есть оператор правостороннего дробного интегрирования

Бесселя (4.98), 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса.
Гипергеометрические функции в формулах Тейлора могут быть

выражены через функции Лежандра аналогично определениям (4.97)
и (4.98). Из формул (4.99)–(4.100) сразу следуют модификации опе-
раторов дробного интегро-дифференцирования Бесселя (4.97) и (4.98)
по Капуто (см. [389]). Для этого нужно в определениях (4.97) и (4.98)
вычесть из функций начальный отрезок их разложения по соответству-
ющей обобщенной формуле Тейлора.

Могут быть рассмотрены и более общие комбинированные дробные

степени для пары операторов (
1
x
D)m(Bν)

k. Это семейство операторов

интересно тем, что содержит обычные операторы Римана–Лиувилля
(m = 0, ν = 0), дробное интегро-дифференцирование Бесселя (m = 0),
операторы Эрдейи–Кобера (k = 0). В этом случае также доказаны
соответствующие формулы Тейлора.

Далее приведём выражение для резольвенты дробных степеней опе-
ратора Бесселя. Оно обобщает знаменитую формулу для дробных ин-
тегралов Римана–Лиувилля, написанную без доказательства Э. Хилле
и Я.Д. Тамаркиным в 1930 г. (см. [374]). В их работе указывалось,
что формула для резольвенты может быть выведена методом преоб-
разования Лапласа с использованием нового на тот момент понятия
свёртки в духе работ Дейтча, но этот способ, по-видимому, не был
никогда реализован. Формула Тамаркина–Хилле была на самом деле
впервые доказана в монографии М.М. Джрбашяна [65] обычным для
теории интегральных уравнений методом последовательных прибли-
жений, хотя в этой монографии нет упоминания, что доказательство



§ 4.10. Явное построение дробных степеней оператора Бесселя 167

дается её автором впервые, что характеризует этого замечательного
математика. Поэтому, возможно, исторически правильным было бы
называть формулу для резольвенты операторов дробного интегриро-
вания Римана–Лиувилля формулой Тамаркина–Хилле–Джрбашяна.
Кроме того, в [65] впервые были подробно изучены свойства функции
Миттаг-Леффлера, из этой книги отечественные математики узнали
о существовании подобной функции.

Формула Тамаркина–Хилле–Джрбашяна является самым извест-
ным применением функций Миттаг-Леффлера, а также основой огром-
ного числа работ по приложениям дробного исчисления к диффе-
ренциальным уравнениям; функция Миттаг-Леффлера в работе [368]
известных математиков Р. Горенфло и Ф. Майнарди была заслуженно
названа королевской функцией дробного исчисления (Queen function
of the fractional calculus).

Теорема 4.16. Для резольвенты оператора дробного интегриро-
вания Бесселя (4.98) при a = 0, 0 � ν < 1 на подходящих функциях
справедливо интегральное представление

Rλf = − 1
λ
f − 1

λ

x∫

0

K(x, y)f(y) dy, (4.101)

где ядро K(x, y) выражается по формулам

K(x, y) =
2y

x2 − y2

1∫

0

Sα,ν(z(t))
dt

[t (1− t)](ν+1)/2
, (4.102)

z(t) =

⎛⎜⎜⎝ t(1− t)
(
x2 − y2

)2[
1−
(
1− x2

y2

)
t

]
4y2

⎞⎟⎟⎠
α

,

Sα,ν(z) =
∞∑
k=1

zk

Γ(αk +
ν − 1
2

)Γ(αk − ν − 1
2

)

— разновидность гипергеометрической функции Райта или Фокса
(см. [388, 396–398]).

Подобные функции также встречались в работах А.В. Псху [190],
это специальные случаи более общих функций Райта, G-функций
Мейера и H-функций Фокса, которые первоначально вводились как
обобщения функций Бесселя (см. [388, 396–398]). Интересной задачей
является дальнейшее упрощение представления ядра (4.102), если оно
возможно.
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Полученная формула для резольвенты дробных степеней оператора
Бесселя позволяет рассматривать задачи для обыкновенного интегро-
дифференциального уравнения вида

Bα
ν u(x)− λu(x) = f(x)

при различных краевых условиях. По аналогии с известными резуль-
татами возможно также рассмотрение уравнений в частных производ-
ных с дробными степенями оператора Бесселя и их модификациями
по Капуто. К числу таких уравнений относится обобщение B-эллип-
тического по терминологии И.А. Киприянова [87] дробного уравнения
Лапласа–Бесселя

n∑
k=1

Bαk
νk
u(x1,x2, ... xn) = f(x1,x2, ... xn)

— нестационарное уравнение вида

Bα
ν,tu(x, t) = Δxu(x, t) + f(x, t).

Отметим, что рассмотрение спектральных свойств подобных урав-
нений нуждается в изучении асимптотики функции K(x, y) из форму-
лы (4.102) в комплексной плоскости, а также распределения её корней.



Ча с т ь III

МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ ОП
ДЛЯ ОПЕРАТОРА БЕССЕЛЯ

И РОДСТВЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ

Гла в а 5

КОМПОЗИЦИОННЫЙ МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ОП

Перечисленные выше классы ОП строились каждый своими мето-
дами. Поэтому возникает необходимость в разработке общей схемы
построения ОП. Такая схема — метод факторизации или компози-
ционный метод — предлагается в настоящей главе. Метод основан
на представлении ОП в виде композиции интегральных преобразова-
ний. Композиционный метод даёт алгоритмы не только для постро-
ения новых ОП, но содержит как частные случаи ОП СПД, Ве-
куа–Эрдейи–Лаундеса, Бушмана–Эрдейи различных типов, унитарные
ОП Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова, обобщённые операторы
Эрдейи–Кобера, а также введённые Р. Кэрроллом в [314–316] классы
эллиптических, гиперболических и параболических ОП. В этой главе
вводятся их обобщения: классы B-эллиптических, B-гиперболических
и B-параболических ОП.

Общая схема композиционного метода следующая. На вход пода-
ется пара операторов произвольного вида A,B, а также связанные
с ними обобщенные преобразования Фурье FA,FB, которые обратимы
и действуют по формулам

FAA = g(t)FA,F−1
B g(t) = BF−1

B , (5.1)

где t—двойственная переменная. В дальнейшем сделаем самый очевид-
ный выбор g(t) = −t2. На выходе получаем пару ОП, сплетающих A,B.

Действительно, определим пару формально взаимно обратных опе-
раторов по формулам

S = F−1
B

1
w(t)

FA,P = F−1
A w(t)FB (5.2)

с произвольной весовой функцией w(t). Тогда они являются ОП, кото-
рые удовлетворяют сплетающим соотношениям SA = BS,PB = AP .
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Формальная проверка получается прямой подстановкой. Основную
трудность представляет вычисление введённых композиций в явном
интегральном виде, а также задание соответствующих областей опре-
делений операторов.

В композиционном методе может быть использован оператор квад-
ратичного преобразования Фурье (КПФ, дробное преобразование Фу-
рье, преобразование Фурье–Френеля). Это важное интегральное пре-
образование недостаточно широко известно (пока), оно возникло из
предложения Френеля заменить стандартные плоские волны с линей-
ными аргументами в экспонентах на более общие волны с квадратич-
ными аргументами в экспонентах, что позволило полностью объяснить
парадоксы со спектральными линиями при дифракции Фраунгофера.
Математически операторы КПФ являются дробными степенями Fα

обычного преобразования Фурье, достраиваемого до полугруппы по па-
раметру α, они были определены Н. Винером и А. Вейлем. В теории
всплесков, в которой принято каждую формулу считать новой и на-
зывать по-новому давно известные вещи, КПФ называется преобразо-
ванием Габора. Изложенный выше композиционный метод позволяет
с помощью этого преобразования строить ОП для одномерного опе-
ратора Шрёдингера из квантовой механики. При этом может быть
использовано и более общее квадратичное преобразование Ханкеля.

Далее на основе композиционного метода строятся гиперболиче-
ские, эллиптические и параболические по Р. Кэрроллу операторы пре-
образования, обобщённые операторы Эрдейи–Кобера и др.

Мы используем классификацию операторов преобразования, пред-
ложенную Р. Кэрроллом и связанную с типом уравнения в частных
производных, которому удовлетворяет ядро этого оператора. Так вво-
дятся эллиптические и параболические операторы преобразования,
классические же сплетающие операторы Сонина–Пуассона–Дельсарта
по этому определению являются гиперболическими. Мы также ис-
пользуем естественные обобщения этих понятий: B-эллиптические,
B-гиперболические и B-параболические операторы преобразования.
При этом используются определения для соответствующих классов
сингулярных уравнений в частных производных; эти классы были вве-
дены И.А. Киприяновым.

§5.1. B-гиперболические операторы преобразования

Так будем называть операторы сдвига по параметру оператора Бес-
селя, удовлетворяющие соотношению

TBν = BμT. (5.3)

Будем искать такие операторы в факторизованном виде

T (ϕ)
ν,μ = F−1

μ (ϕ(t)Fν ) . (5.4)
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Если ν = −1
2
или μ = −1

2
, то такие операторы сводятся к уже

изученным. Будем полагать ϕ(t) = tα, T (ϕ) = T (α).

Теорема 5.1. Пусть выполняются условия

−2− 2Reμ < Re α < Re (ν − μ).

Тогда справедливо интегральное представление(
T (α)
ν,μf

)
(x)=

=
C1

x2μ+α+2

x∫

0

y2ν+1 2F1

(
μ+

α

2
+ 1,

α

2
+ 1; ν + 1;

y2

x2

)
f(y) dy+

+C2

∞∫

x

y−2μ+2ν−α−1
2F1

(
μ+

α

2
+ 1,μ− ν +

α

2
+ 1; μ+ 1;

x2

y2

)
f(y) dy,

(5.5)

C1 =
2μ−ν+α+1Γ

(
μ+

α

2
+ 1
)

Γ
(
−α

2

)
Γ (ν + 1)

, C2 =
2μ−ν+α+1Γ

(
μ+

α

2
+ 1
)

Γ
(
ν − μ− α

2

)
Γ (μ+ 1)

,

где 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса.
Рассмотрим несколько частных случаев оператора (5.5).
а) Пусть α = −1− 2μ+ ν, Re ν > −1, Reμ > −1. Тогда

(
T (−1−2μ+ν)
ν,μ f

)
(x) = 2−μ 1

xμ

∞∫

x

yν(y2 − x2)μ/2P−μ
ν/2−1/2

(
1− 2

x2

y2

)
f(y) dy+

+ 21−μeiμπ
Γ
(
μ+

ν

2
+
1
2

)
Γ
(
μ− ν

2
+
1
2

) 1
xμ

x∫

0

yν(x2 − y2)μ/2Qμ
ν/2−1/2

(
2
x2

y2
− 1
)
f(y) dy.

б) Пусть α = 0; −1 < Reμ < Re ν. В этом случае получается за-
мечательный оператор «спуска» по параметру, который не зависит
от начального и конечного значений параметров ν, μ, а зависит лишь
от величины «спуска» γ = ν − μ:(

T (0)
ν,μf

)
(x) =

21−(ν−μ)

Γ(ν − μ)

∞∫

x

y(y2 − x2)ν−μ−1f(y) dy.

Этот оператор лишь числовым множителем отличается от дробного
интеграла I−,x2 по функции g(x) = x2. В такой форме он был от-
крыт А. Эрдейи, это частный случай операторов Эрдейи–Кобера или
Лаундеса.
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в) Пусть α = 2ν, −1 < Re(ν + μ) < 0. Тогда(
T (2ν)
ν,μ f

)
(x) =

=
sin(πμ)

π
2μ+ν+1Γ(ν + μ+ 1)

∞∫

x

y2ν+1(y2 − x2)−μ−ν−1f(y) dy−

− sin(πν)

π
2μ+ν+1Γ(ν + μ+ 1)

x∫

0

y2ν+1(x2 − y2)−μ−ν−1f(y) dy.

г) Пусть μ = ν, −2Re ν − 2 < Reα < 0. Тогда получаем семейство
операторов, перестановочных с Bν :(
T (α)
ν, ν f

)
(x) =

2α+2√
π

×

× e−iπα/2

Γ
(
−1
2
− α

2

) 1

xν+1/2

∞∫

0

yν+3/2|x2 − y2|−α/2−1Qα/2+1
ν−1/2

(
x2 + y2

2xy

)
f(y) dy.

д) Пусть μ = −ν, 2Re ν − 2 < Reα < Re 2ν. Тогда

(
T

(α)
ν,−νf

)
(x) = 2−2ν+α+1

Γ
(
−ν + α

2
+ 1
)

Γ
(
2ν − α

2

) xν×

×
∞∫

0

|y2 − x2|ν−α/2−1yν+1P ν
ν−α/2−1

(
x2 + y2

|x2 − y2|

)
f(y) dy.

Другой подход к построению операторов сдвига по параметру за-
ключается в следующем. Пусть по приведённым выше формулам по-
строены оператор типа Сонина, для которого выбрано ϕ = ϕ1, и опера-
тор типа Пуассона при значениях ν = μ, ϕ = ϕ2. Тогда их композиция
T = PμSν и будет искомым оператором. При этом в случае, если
одновременно выбраны или синус- или косинус-преобразования Фурье,
то получится в точности конструкция (5.4), где ϕ =

ϕ2

ϕ1
. Поэтому

вопрос об ограниченности такого оператора в лебеговых пространствах
со степенным весом Lp,γ(0,∞) сводится к задаче о возможности де-
ления в пространствах мультипликаторов. В случае, если выбраны
разные преобразования, мы приходим к следующей факторизации:

T (ϕ1,ϕ2)
ν,μ = F−1

μ · ϕ2(t) · F{ s
c} · F−1

{ c
s }

1
ϕ1(t)

Fν . (5.6)
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Несложно показать, что композиция преобразований Фурье сводится
к так называемым преобразованиям Гильберта на полуоси:

(FsFcf)(x) =

∞∫

0

x

x2 − y2
f(y) dy, (5.7)

(FcFsf)(x) =

∞∫

0

y

y2 − x2
f(y) dy, (5.8)

где интеграл понимается в смысле главного значения, причём указан-
ные преобразования унитарны в L2(0,∞). Таким образом, в рассматри-
ваемом случае оператор (5.6) факторизуется через два преобразования
Фурье–Бесселя и одно из двухвесовых преобразований:

(A1f)(x) = xϕ2(x)

∞∫

0

f(y)

(x2 − y2)
· dy

ϕ1(x)
,

(A2f)(x) = ϕ2(x)

∞∫

0

y

ϕ1(x)
· f(y)

(y2 − x2)
dy.

Вопрос об ограниченности (5.6) в этом случае сводится к задаче
об оценках с двумя весами для полуосевых преобразований Гильберта
в соответствующих пространствах.

Другие классы B-гиперболических операторов преобразования
можно построить, если использовать вместо преобразования Фурье–
Бесселя Fν преобразование с функцией Неймана Yν(z) в ядре.

§5.2. B-эллиптические операторы преобразования

Эти операторы удовлетворяют соотношению

TBν = −D2T. (5.9)

Этот необычный класс ОП осуществляет связь между решениями
B-эллиптических и B-гиперболических дифференциальных уравнений,
выражая их решения друг через друга.

Построение таких операторов основано на замене в предыдущих
факторизациях синус- и косинус-преобразований Фурье преобразова-
нием Лапласа или на замене преобразования Фурье–Бесселя преобра-
зованиями с функциями Макдональда и Неймана в ядре

(Kνf)(t) =
1
tν

∞∫

0

yν+1Kν(ty)f(y) dy, (5.10)
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(Yνf)(t) =
1
tν

∞∫

0

yν+1Yν(ty)f(y) dy. (5.11)

Возможно также использование преобразования с функцией Струве
в ядре.

Теорема 5.2. Пусть |Re ν|+Re(α+ ν) < 1. Тогда оператор

(Aα
ν f) (x) = F−1

c t−αKνf

является B-эллиптическим, удовлетворяющим соотношению (5.9).
Для него справедливо интегральное представление

(Aα
ν f)(x) =

πΓ(1− α)

4 sin
(
π

2
(1− α− 2ν)

) ∞∫

0

yν+1(x2 + y2)(α+ν−1)/2×

×
[
P−ν
−α−ν

(
x√

x2 + y2

)
+ P−ν

−α−ν

(
− x√

x2 + y2

)]
f(y) dy.

Определим оператор, удовлетворяющий соотношению (5.9), по фор-
муле

(Cα
ν f)(x) = L(t−αFνf),

где L — преобразование Лапласа.

Теорема 5.3. Пусть Reα < 1. Тогда справедливо интегральное
представление

(Aα
ν f)(x) = Γ(1− α)

∞∫

0

yν+1(x2 + y2)(α+ν−1)/2P−ν
−α−ν

(
x√

x2 + y2

)
f(y) dy.

Аналогичное представление при |Re ν|+Re(α+ ν) < 1 справедливо
и для оператора

L(t−αYνf)(x) =

= − 2
π
Γ(1− α)

∞∫

0

yν+1(x2 + y2)(α+ν−1)/2Q−ν
−α−ν

(
x√

x2 + y2

)
f(y) dy.

Подобные формулы выведены и для более широкого класса
B-эллиптических операторов преобразования, сплетающих Bν и −Bμ.

Рассмотрим простейшие из введённых выше операторов Aα
ν и Cα

ν

при значениях ν = ±1
2
. Эти операторы будут определяться по формулам

(
Aβf

)
(x) =

(
F−1
{ s
c}
tβL

)
f ,
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(
Cβf

)
(x) =

(
Lt−βF{ s

c}
)
f ,

где L — преобразование Лапласа. Они сплетают D2 и −D2. В этом слу-
чае проще вычислить ядра интегральных операторов непосредственно.
Это приводит к формулам(
Cβf

)
(x) =

√
2
π
Γ(1− β)

∞∫

0

f(y)

(x2 + y2)
(1−β)/2

{
sin

cos

}
[(1− β) arctg

y

x
]dy,

Re β < 1+ δ, δ =
{
1 при выборе синуса,
0 при выборе косинуса;

(
Aβf

)
(x) =

√
2
π
Γ(1+ β)

∞∫

0

f(y)

(x2 + y2)
(1+β)/2

{
sin

cos

}
[(1+ β) arctg

x

y
]dy,

где Re β > −δ− 1, δ определено выше. В частности, при β = 0 получаем
пару операторов преобразования, связанную с интегралами Пуассона
для полупространства:(

C0f
)
(x) =

√
2
π

∞∫

0

yf(y)

x2 + y2
dy,

(
A0f

)
(x) =

√
2
π

∞∫

0

xf(y)

x2 + y2
dy.

Эти операторы и операторы Cβ , Aβ для частных значений β ∈ N
построены в [314].

§5.3. B-параболические операторы преобразования

Этот необычный класс ОП позволяет выражать решения параболи-
ческих уравнений через гиперболические и обратно.

Введём интегральные преобразования по формулам

(F ′
cf) (x) = (Fcf) (

√
x ), (F ′

sf) (x) = (Fsf) (
√
x ),

(Pf) (x) =
(
Lϕ(t)F ′

{ s
c}
)
(x).

Тогда на финитных функциях оператор P сплетает вторую и первую
производные по формулам

PD2f = DPf.

Таким образом, этот оператор является параболическим по терминоло-
гии Р. Кэрролла.
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§5.4. Операторы сдвига по параметру типа Лаундеса

Операторы этого типа появились при установлении формул, выра-
жающих решения уравнений Гельмгольца через гармонические функ-
ции. Их изучение, начатое в работах И.Н. Векуа и А. Эрдейи, было
продолжено Дж. Лаундесом.

Рассмотрим оператор

T1 = F−1
ν

(
ϕ(t)F ′

μ

)
,

где введено преобразование с параметром λ

(
F ′
μf
)
(t) =

1
tν

∞∫

0

yν+1Jν(y
√
t2 + λ2 )f(y) dy.

Оператор T1 удовлетворяет соотношению

T1Bμ = (Bν − λ2)T1. (5.12)

Теорема 5.4. При условиях −1 < Re ν < Reμ и выборе ϕ(x) =
= xμ(x2 + λ2)−μ/2 справедливо интегральное представление

(T1f) (x) = λ1+ν−μ

∞∫

0

y(y2 − x2)(μ−ν−1)/2Jν−μ−1(λ
√
y2 − x2 )f(y) dy.

Приведём ряд других операторов, получаемых в факторизованном
виде.

а) Пусть ν = 1, ϕ(x) = xμ−2(x2 + λ2)μ/2.
Тогда оператор T2 = F−1

1 ϕ(t)F ′
μ, удовлетворяющий соотношению

T2Bμ = (B1 − λ2)T2,

при Reλ > 0, Reμ > −1 может быть представлен в виде

(T2f)(x) =
1

x2λ2

∞∫

0

yν+1Jμ(λy)f(y) dy−

− 1
x2λ2

∞∫

x

y(y2 − x2)μ/2Jμ(λ
√
y2 − x2 )f(y) dy.
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б) Пусть ϕ(x) = xμ(xμ/2 + λ2)2, Reλ > 0, и пусть T3 = F−1
ν ϕF ′

μ.
Тогда если −1 < Re ν < −Reμ, то

(T3f)(x) =
2 sin(πμ)

π
λμ+ν+1×

×
x∫

0

y2μ+1(x2 − y2)−(μ+ν+1)/2Kμ+ν+1(λ
√
x2 − y2 )f(y) dy+

+ λν+μ+1

∞∫

x

y2μ+1(y2 − x2)−(μ+ν+1)/2
[
sin(πν)Yμ+ν+1(λ

√
y2 − x2 )−

− cos(πν)Jν+μ+1(λ
√
y2 − x2 )

]
f(y) dy.

в) Пусть ϕ(x) = xμ−1/

[
(x2 + λ2)

(
x2 +

λ

2

2
)μ/2

]
. Положим T4 =

= Y −1
ν ϕF ′

μ. Тогда если Reλ > 0, −1
2
< Re ν < 3+Reμ, то справедливо

соотношение

(T4f)(x) = −λ
ν−μ−1

2−μ/2
· Kν(λx)

xν

∞∫

0

yμ+1Jμ

(
λy√
2

)
f(y) dy.

Приведённые примеры демонстрируют важность свободы выбора функ-
ции ϕ.

Аналогично осуществляется построение операторов T , удовлетво-
ряющих соотношению

TBμ = (Bμ + λ2)T. (5.13)

Например, оператор вида

T5 = (F ′
μ)

−1ϕFν

для одной из функций ϕ является также оператором Лаундеса

(T4f)(x) =
λν−μ+1

x2μ

∞∫

0

y2ν+1(x2 − y2)(μ−ν−1)/2Jμ−ν−1(λ
√
y2 − x2 )f(y) dy.

Отметим, что соотношения (5.12)–(5.13) ввиду линейности входя-
щих в них операторов могут быть переписаны в форме

T1(Bμ + λ2) = BνT , T (Bν − λ2) = BμT. (5.14)

Кроме того, во всех операторах можно обосновать замену λ → iλ.
Соотношение для наиболее общих операторов преобразования вида

T (Bν + α) = (Bμ + β)T (5.15)
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эквивалентно уже рассмотренным

T (Bν + α− β) = BμT , (Bμ + β − α)T = TBν. (5.16)

Впрочем, операторы, для которых выполняются соотноше-
ния (5.14)–(5.16), могут быть получены и непосредственно. Таким
же образом строятся и B-эллиптические операторы типа Лаундеса,
удовлетворяющие соотношению

T (Bν + λ) = (−Bμ + β)T.

При выборе значений параметров ν = μ = −1
2
получаем операторы,

сплетающие D2 и D2 ± λ2.



Гл а в а 6

ПОСТРОЕНИЕ ОП

ДЛЯ ВОЗМУЩЁННОГО УРАВНЕНИЯ БЕССЕЛЯ

С ПЕРЕМЕННЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

§6.1. Постановка задачи нахождения интегрального
представления решений для возмущённого уравнения

Бесселя с переменным потенциалом

Рассматривается задача о построении интегральной формулы для
решений дифференциального уравнения с определённой асимптотикой

Bαg(x)− q(x)g(x) = λ2g(x), (6.1)

где Bα — оператор Бесселя, который в данной главе нам удобно
определить в таком виде:

Bαg = g′′(x) +
2α
x
g′(x), α > 0.

Заметим, что здесь используются разные формы записи постоянных
в операторе Бесселя в зависимости от решаемых задач, что объясня-
ется более простыми формулами для записи получаемых результатов;
это не должно привести к путанице, так как задачи, рассматриваемые
в разных местах работы, не имеют пересечений.

Данная задача решается методом операторов преобразования. Для
этого достаточно построить пару взаимно обратных операторов преоб-
разования, первый из которых Sα вида

Sαh(x) = h(x) +

∞∫

x

S(x, t)h(t) dt

сплетает операторы Bα − q(x) и Bα по формуле

Sα(Bα − q(x))h = BαSαh
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а второй Pα, обратный к первому, должен быть построен в виде
интегрального с ядром P (x, t):

Pαh(x) = h(x) +

∞∫

x

P (x, t)h(t) dt, (6.2)

и действовать по формуле

PαBαh = (Bα − q(x))Pαh

на функциях h ∈ C2(0,∞).
В результате на решениях дифференциального уравнения (6.1)

функция Sαu = v будет выражаться через решения невозмущённо-
го уравнения, получаемого отбрасыванием слагаемого с потенциалом
в (6.1), т. е. фактически через функции Бесселя, а функция u = Pαv
будет решением исходного возмущённого уравнения (6.1). При этом
для решения будет получено интегральное представление (6.2) с явным
описанием ядра P (x, t). Эта методика отражает одно из основных
применений ОП — выражение решений более сложных дифференци-
альных уравнений через подобные более простые, что было отмечено
во введении. Также заметим, что в силу использования линейных ОП
одна и та же пара взаимно обратных ОП позволяет получить как
представления решений дифференциального уравнения (6.1) со спек-
тральным параметром, так и представление решений в более простом
случае однородного уравнения

Bαh(x)− q(x)h(x) = 0.

При этом если ставится задача о нахождении представления для ре-
шений возмущенного уравнения (6.1), то можно пропустить построе-
ние прямого оператора преобразования и сразу перейти к построению
обратного и нахождению интегрального представления для искомого
решения вида (6.2).

Оригинальная методика для решения подобных задач была раз-
работана В.В. Сташевской [252, 253], что позволило ей включить
в рассмотрение сингулярные потенциалы с оценкой в нуле |q(x)| �
� cx−3/2+ε, ε > 0, при целых α; эта методика, основанная на при-
менении обобщённых теорем Пэли—Винера, получила широкое раз-
витие и признание. Случай непрерывной q, α > 0 рассмотрен в ра-
ботах А.С. Сохина [247–250], а также в [37]. При этом в работах
В.В. Сташевской и В.Я. Волка строились операторы преобразования
типа Повзнера с интегрированием по конечному промежутку, а в рабо-
тах А.С. Сохина — типа Левина с интегрированием по бесконечному
промежутку. Далее авторами предлагается новый модифицированный
метод, позволяющий скомбинировать оба эти подхода.

Вместе с тем во многих математических и физических задачах
необходимо рассматривать сильно сингулярные потенциалы, например,
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допускающие произвольную степенную особенность в нуле. В насто-
ящей главе сформулированы результаты по интегральному представ-
лению решений уравнений с подобными сингулярными потенциалами.
От потенциала требуется лишь мажорируемость определенной функци-
ей, суммируемой на бесконечности. В частности, к классу допустимых
в данной главе относятся сингулярный потенциал q = x−2, сильно
сингулярный потенциал со степенной особенностью q = x−2−ε, ε > 0,
потенциалы Юкавы типа q = e−αx/x, потенциалы Баргмана и Бат-
мана–Шадана [286] и ряд других. При этом на функцию q(x) не на-
лагается никаких дополнительных условий типа быстрой осцилляции
в начале координат или знакопостоянства, что позволяет изучать при-
тягивающие и отталкивающие потенциалы единым методом.

Следует отметить, что в данной главе построены операторы пре-
образования специального вида, отличающиеся от ранее известных
некоторыми деталями. До этого рассматривались лишь случаи одина-
ковых пределов (оба вида [0; a] или [a;∞]) в основном интегральном
уравнении для ядра оператора преобразования. В этой главе показано,
что можно рассматривать случай различных пределов в основном инте-
гральном уравнении. Именно такая расстановка пределов и позволила
охватить более широкий класс потенциалов с особенностями в нуле.
Кроме того, по сравнению с рассуждениями по образцу классической
работы Б.М. Левитана [126] мы вносим усовершенствование в эту
схему. Используемую в доказательстве функцию Грина, как оказа-
лось, можно выразить не только через общую гипергеометрическую
функцию Гаусса, но и более конкретно через функцию Лежандра,
зависящую от меньшего числа параметров, что позволяет избавиться
от неопределённых постоянных в оценках из предыдущих работ.

§6.2. Решение основного интегрального уравнения
для ядра оператора преобразования

Введём новые переменные и функции по формулам:

ξ =
t+ x

2
, η =

t− x

2
, ξ � η > 0;

K(x, t) =
(x
t

)α
P (x, t), u(ξ, η) = K(ξ − η, ξ + η). (6.3)

Обозначим ν = α − 1. Таким образом, чтобы обосновать представле-
ние (6.2) для решения уравнения (6.1), достаточно определить функ-
цию u(ξ, η). Известно (см. [247–250]), что если существует дважды
непрерывно дифференцируемое решение u(ξ, η) интегрального урав-
нения

u(ξ, η) = −1
2

∞∫

ξ

Rν(s, 0; ξ, η)q(s) ds−
∞∫

ξ

ds

η∫

0

q(s+ τ)Rν(s, τ ; ξ, η)u(s, τ) dτ
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при условиях 0 < τ < η < ξ < s, то искомая функция P (x, t) определя-
ется по формулам (6.3) через это решение u(ξ, η). Функция Rν = Rα−1
является функцией Римана, возникающей при решении некоторой за-
дачи Гурса для сингулярного гиперболического уравнения

∂2u(ξ, η)
∂ξ∂η

+
4α(α − 1)ξη
(ξ2 − η2)2

u(ξ, η) = q(ξ + η)u(ξ, η).

Эта функция известна в явном виде (см. [247–250]), она выражается
через гипергеометрическую функцию Гаусса 2F1 по формуле

Rν =

(
s2 − η2

s2 − τ2
· ξ

2 − τ2

ξ2 − η2

)ν

2F1

(
−ν,−ν; 1; s

2 − ξ2

s2 − η2
· η

2 − τ2

ξ2 − τ2

)
.

Это выражение упрощено в [81], где показано, что функция Рима-
на в рассматриваемом случае выражается через функцию Лежандра
по формуле

Rν(s, τ , ξ, η) = Pν

(
1+A

1−A

)
, A =

η2 − τ2

ξ2 − τ2
· s

2 − ξ2

s2 − η2
. (6.4)

Основное содержание этого параграфа составляет

Теорема 6.1. Пусть функция q(r) ∈ C1(0,∞) удовлетворяет
условию

|q(s+ τ)| � |p(s)|, ∀s,∀τ , 0 < τ < s,

∞∫

ξ

|p(t)| dt <∞,∀ξ > 0. (6.5)

Тогда существует интегральное представление вида (6.2), ядро
которого удовлетворяет оценке

|P (r, t)| �
(
t

r

)α 1
2

∞∫

(t+r)/2

Pα−1

(
y2(t2 + r2)− (t2 − r2)

2try2

)
|p(y)| dy×

× exp

⎡⎢⎣( t− r

2

)
· 1
2

∞∫

(t+r)/2

Pα−1

(
y2(t2 + r2)− (t2 − r2)

2try2

)
|p(y)| dy

⎤⎥⎦.
При этом ядро оператора преобразования P (x, t), а также решение
уравнения (6.4) являются дважды непрерывно дифференцируемыми
на (0,∞) функциями по своим аргументам.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Разобьём доказательство теоремы на ряд
лемм.

Введём обозначения:

Iq(ξ, η) =
1
2

∞∫

ξ

Rν(y, 0; ξ, η)|p(y)| dy =

=
1
2

∞∫

ξ

Pν

(
y2(ξ2 + η2)− 2ξ2η2

y2(ξ2 − η2)

)
|p(y)| dy, (6.6)

u0(ξ, η) = −1
2

∞∫

ξ

Rν(s, 0; ξ, η)|p(s)| ds,

Au0(ξ, η) = −
∞∫

ξ

ds

η∫

0

q(s+ τ)Rν (s, τ ; ξ, η)u0(s, τ) dτ.

Докажем равномерную сходимость операторного ряда Неймана
∞∑
k=0

Aku0(ξ, y) (6.7)

и возможность его двукратного дифференцирования.
Лемма 6.1. Справедлива оценка

|u0(ξ, η)| � Iq(ξ, η).

Доказательство сразу следует из определения (6.6).
Лемма 6.2. Пусть 0 < τ < η < ξ < s. Тогда справедливо неравен-

ство
Iq(s, t) � Iq(ξ, η). (6.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию дано 0 < τ < η < ξ < s < y.
Покажем, что тогда

τ2

s2
· (y

2 − s2)

(y2 − τ2)
� η2

ξ2
· (y

2 − ξ2)

(y2 − η2)
(� 1).

Действительно, это неравенство эквивалентно следующему:

τ2ξ2(y2 − s2)(y2 − η2) � η2s2(y2 − ξ2)(y2 − τ2),

которое очевидно, так как каждый из сомножителей слева не пре-
восходит соответствующего сомножителя справа. Далее, рассмотрим
при 0 < x < 1 функцию

f(x) =
1+ x

1− x
� 1, f ′(x) =

2
(1− x)2

> 0, 0 < x < 1.
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Ясно, что эта функция возрастает по x. Поэтому

1+
τ 2

s2
· (y

2 − s2)

(y2 − τ 2)

1− τ 2

s2
· (y

2 − s2)

(y2 − τ 2)

�
1+

η2

ξ2
· (y

2 − ξ2)

(y2 − η2)

1− η2

ξ2
· (y

2 − ξ2)

(y2 − η2)

.

Функция Лежандра Pν(x) на интервале x ∈ (1,∞) при ν > −1 моно-
тонно возрастает, кроме того, Pν(x) > 1. Поэтому

Pν

⎛⎜⎜⎝1+
τ 2

s2
· (y

2 − s2)

(y2 − τ 2)

1− τ 2

s2
· (y

2 − s2)

(y2 − τ 2)

⎞⎟⎟⎠ � Pν

⎛⎜⎜⎝1+
η2

ξ2
· (y

2 − ξ2)

(y2 − η2)

1− η2

ξ2
· (y

2 − ξ2)

(y2 − η2)

⎞⎟⎟⎠.
Последнее неравенство можно записать иначе:

Pν

(
y2(s2 + τ2)− 2s2τ2

y2(s2 − τ2)

)
� Pν

(
y2(ξ2 + η2)− 2ξ2η2

y2(ξ2 − η2)

)
.

Заметим, что мы фактически доказали неравенство для функции
Римана

Rν(y, 0; s, τ) � Rν(y, 0; ξ, η) (6.9)

при условиях 0 < τ < η < ξ < s < y.
Из проведённых вычислений получаем оценку

Iq(s, τ) =
1
2

∞∫

s

Rν(y, 0; s, τ)|p(y)| dy � 1
2

∞∫

ξ

Rν(y, 0; s, τ)|p(y)| dy.

Заменяя нижний предел интегрирования s на ξ < s, мы можем лишь
увеличить значение интеграла, так как функция Римана положительна,
Rν > 0. В результате приходим к оценке (6.8).

Лемма доказана.
Лемма 6.3. Для n-го члена ряда Неймана (6.7) справедлива

оценка
|un(ξ, η)| � Iq(ξ, η) ·

[ηIq(ξ, η)]n

n!
. (6.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Приме́ним метод математической индукции.
Для n = 0 неравенство (6.10) сводится к уже доказанному неравенству
из леммы 1. Пусть выполняется (6.10) для некоторого n = k. Тогда для
очередного члена ряда Неймана получаем

|uk+1(ξ, η)| � |
∞∫

ξ

ds

η∫

0

Rν(s, τ ; ξ, η)uk(s, τ)q(s + τ) dτ | �

�
∞∫

ξ

ds

η∫

0

Rν(s, τ ; ξ, η)|q(s + τ)|Iq(s, τ)
[ηIq(s, τ)]k

k!
dτ.
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Повторяя рассуждения леммы 6.2, получаем

Rν(s, τ ; ξ, η) � Rν(s, 0; ξ, η), (6.11)

так как

Rν(s, τ ; ξ, η) = Pν

(
1+A

1−A

)
, A =

η2 − τ2

ξ2 − τ2
· s

2 − ξ2

s2 − η2
,

а максимальное по τ значение A достигается при τ = 0. Учитывая
неравенство (6.11) и (справедливое по предположению индукции) нера-
венство (6.10), приходим к оценке

|uk+1(ξ, η)| � Iq(ξ, η)
[τIq(ξ, η)]k

k!
·
∞∫

ξ

Rν(s, 0; ξ, η)

η∫

0

|q(s+ τ)|τk dτ ds.

Мы рассматриваем потенциалы, для которых верно неравенство

|q(s+ τ)| � |p(s)|, 0 < τ < s.

Окончательно получаем

|uk+1(ξ, η)| � Iq(ξ, η)
[Iq(ξ, η)]k+1

k!
· ηk+1

(k + 1)
,

откуда по индукции следует оценка (6.10) для всех n.
Лемма доказана.

Вернёмся к доказательству теоремы 6.1. Суммируя все оцен-
ки (6.10), получаем, что ряд Неймана сходится равномерно в обла-
сти 0 < η < ξ, а его сумма есть некоторая непрерывная функция,
удовлетворяющая неравенству

|u(ξ, η)| � Iq(ξ, η) exp[η · Iq(ξ, η)]. (6.12)

Из (6.12) следует, что мы смогли бы доказать сходимость ряда (6.7)
для суммируемого потенциала q, который можно приблизить непрерыв-
ными потенциалами.

Возвращаясь к функциям K и P , получаем неравенства

|K(x, t)| � Iq

(
t+ x

2
,
t− x

2

)
exp

[(
t− x

2

)
Iq

(
t+ x

2
,
t− x

2

)]
,

|P (x, t)| �
(
t

x

)α

Iq

(
t+ x

2
,
t− x

2

)
exp

[(
t− x

2

)
Iq

(
t+ x

2
,
t− x

2

)]
.

Преобразуем величину Iq, входящую в оценки:

Iq

(
t+ x

2
,
t− x

2

)
=
1
2

∞∫

(t+x)/2

Pα−1

(
y2(t2 + x2)− (t2 − x2)

2txy2

)
|p(y)| dy.

Таким образом, мы приходим к оценке (6.6).
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Для завершения доказательства теоремы 6.1 осталось обосновать
существование вторых непрерывных производных функции P (x, t)
по переменным x, t при условии q ∈ C1(x > 0). Очевидно, что это
эквивалентно существованию вторых непрерывных производных функ-
ции u(ξ, η) по переменным ξ, η. Доказательство последнего утвер-
ждения проводится по приведённому выше образцу методом после-
довательных приближений и полностью повторяет соответствующий
фрагмент доказательства из [247].

Теорема доказана.

Перечислим классы потенциалов, для которых выполняются
условия (6.5). Если |q(x)| монотонно убывает, то можно принять
p(x) = |q(x)|. Для потенциалов, имеющих произвольную особенность
в начале координат и возрастающих при 0 < x < M (например,
кулоновских q = − 1

x
), которые обрезаны нулём на бесконечности,

q(x) = 0, x > M , можно принять p(x) = |q(M)|, x < M , p(x) = 0,
x � M . Условию (6.5) будут также удовлетворять потенциалы
с оценкой q(x + τ) � c|q(x)| = |p(x)|. На возможность подобного
усиления теоремы 6.1 внимание авторов обратил В.В. Катрахов.

В частности, приведённым условиям удовлетворяют следующие по-
тенциалы, встречающиеся в приложениях: сильно сингулярный по-
тенциал со степенной особенностью вида q(x) = x−2−ε, различные
потенциалы Баргмана

q1(x) = − e−ax

(1+ βe−ax)2
, q2(x) =

c2
(1+ c3x)2

, q3(x) =
c4

ch2(c5x)

и Юкавы

q4(x) = −e
−ax

x
, q5(x) =

∞∫

x

e−at dc(t).

(см., например, [286]).

Замечание. Фактически при доказательстве приведённой теоремы
не нужен явный вид функции Римана. Используются только существо-
вание функции Римана, её положительность и некоторое специальное
свойство монотонности (6.11). Эти факты являются довольно общими,
поэтому полученные результаты можно распространить на сравнитель-
но широкий класс дифференциальных уравнений.

Оценку из теоремы 6.1 для потенциалов общего вида можно преоб-
разовать в более грубую, но зато и более обозримую.
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Теорема 6.2. Пусть выполняются условия теоремы 6.1. Тогда
для ядра оператора преобразования P (x, t) справедлива оценка

|P (x, t)| � 1
2

(
t

x

)α

Pα−1

(
t2 + x2

2tx

)∞∫

x

|p(y)| dy×

× exp

⎡⎣1
2

(
t− x

2

)
Pα−1

(
t2 + x2

2tx

)∞∫

x

|p(y)| dy

⎤⎦.
Отметим, что при x → 0 ядро интегрального представления может

иметь экспоненциальную особенность.

§6.3. Оценки для случая
степенного сингулярного в нуле потенциала

Для класса потенциалов со степенной сингулярностью вида

q(x) = x−(2β+1), β > 0 (6.13)

полученные оценки можно упростить, не снижая их точности. Ограни-
чение на β вызвано условием суммируемости на бесконечности.

Теорема 6.3. Рассмотрим потенциал вида (6.13). Тогда теоре-
ма 6.1 выполняется с оценкой

|P (x, t)| �
(
t

x

)α
Γ(β)4β−1

(t2 − x2)β
· P−β

α−1

(
t2 + x2

2tx

)
×

× exp

[(
t− x

x

)
Γ(β)4β−1

(t2 − x2)β
P−β
α−1

(
t2 + x2

2tx

)]
,

где Pμ
ν (·) — функция Лежандра, величина β определяется из (6.13).

Предваряя доказательство, отметим, что данная оценка получается
после довольно длинных вычислений с использованием знаменитой
теоремы Слейтер–Маричева (см. [148]), которая помогает вычислить
в терминах гипергеометрических функций необходимые интегралы по-
сле их сведения к свёртке Меллина.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для этого класса потенциалов мы упростим
оценку (6.12), составляющую содержание теоремы 6.1, не снижая её
точности. Для этого будет вычислена в явном виде величина Iq, вхо-
дящая в оценку (6.12). Доказательство теоремы 6.3 разобьём на две
леммы.

Лемма 6.4. Для потенциала вида (6.13) справедливо соотно-
шение

Iq(ξ, η) =
1

4ξ2β

1∫

0

Pν(2αz + 1)(1− z)β−1 dz, (6.14)

где Pν — функция Лежандра, α = η2/(ξ2 − η2).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим величину

Iq(ξ, η) =
1
2

∞∫

ξ

Pν

(
t2(ξ2 + η2)− 2ξ2η2

t2(ξ2 − η2)

)
dt

t2β+1
.

Выполним замену переменных, обозначив через x аргумент функции
Лежандра:

x =
t2(ξ2 + η2)− 2ξ2η2

t2(ξ2 − η2)
, dx =

4ξ2η2

t3(ξ2 − η2)
dt.

При такой замене новыми пределами интегрирования станут числа

1, 1+
2η2

ξ2 − η2
=
ξ2 + η2

ξ2 − η2
= B > 1,

а переменная t будет вычисляться по формуле

t = ξη

(
2

ξ2 + η2 − x(ξ2 − η2)

)1/2
.

Это приводит к следующему выражению для Iq:

Iq(ξ, η) =
1
2

B∫

1

Pν(x)
t3(ξ2 − η2)

4ξ2η2
dt

t2β+1
=

=
1
2

B∫

1

Pν(x)

(
ξ2 − η2

4ξ2η2

)(
ξ2 + η2 − x(ξ2 − η2)

2ξ2η2

)β−1
dx.

В последнем интеграле выполним ещё одну замену переменной по фор-
мулам

z = (x − 1)
ξ2 − η2

2η2
, dz =

ξ2 − η2

2η2
dx.

В результате получим

Iq(ξ, η) =
1
2

(
ξ2 − η2

4ξ2η2

) 1∫

0

Pν(2αz + 1)
2η2

ξ2 − η2
×

×

⎛⎝ξ2 + η2 − (ξ2 − η2)
(

2η2

ξ2−η2
z + 1

)
2ξ2η2

⎞⎠β−1

dz =

=
1

4ξ2β

1∫

0

Pν(2αz + 1)(1 − z)β−1 dz,

гдевведенообозначение α = η2/(ξ2 − η2). Мы получилиформулу (6.14).
Лемма доказана.
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Лемма 6.5. Пусть выполняются условия a > 0, β > 0. Тогда
справедлива формула

1∫

0

Pν(2αx + 1)(1− x)β−1 dx = Γ(β)

(
1+ α

α

)β/2

P−β
ν (2α + 1). (6.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При доказательстве мы будем использовать
обозначения и технику, основанную на теореме Слейтер–Мариче-
ва (см. [148]).

Произведём в интеграле из (6.15) замену переменных t = 1/x.
Получим

1∫

0

Pν(2αx + 1)(1− x)β−1 dx =

∞∫

1

Pν

(
2
α

t
+ 1
)
(t− 1)β−1t−β dt

t
=

=

∞∫

0

Pν

(
2
α

t
+ 1
)
(t− 1)+β−1t−β dt

t
= I(α),

где использовано обозначение для усеченной степенной функции x+λ.
Применим к функции I(α) преобразование Меллина по перемен-
ной α (α > 0). Используя теорему о свёртке (см. [148]), получим

M [I(α)](s) =M [Pν(2x+ 1)](s) ·M [x−β(x− 1)+β−1](s).

Используя последовательно соотношения 6(1), (4), 2(4) из [148], при-
ходим к выражению

M [I(α)](s) = − sinπν

π
· Γ(s)Γ(−ν − s)Γ(1+ ν − s)Γ(β)Γ(1 − s)

Γ(1− s)Γ(1+ β − s)
=

= − sinπν

π
Γ(β) Γ

[
s, −ν − s, 1+ ν − s

1+ β − s

]
,

где использовано обозначение Слейтер для гамма-функций. В обозна-
чениях теоремы Слейтер–Маричева мы имеем:

(a) = (0), (b) = (−ν, 1+ ν), (c) = ∅, (d) = (1+ β),

A = 1, B = 2, C = 0, D = 1.

Применяя теорему Слейтер–Маричева, получаем формулы для I(α)
при 0 < α < 1:

I(α) = − sinπν

π
· Γ(1+ ν)Γ(−ν)

Γ(1+ β)
2F1(−ν, 1+ ν; 1+ β;−α) =

= Γ(β)α−β/2(1+ α)β/2P−β
ν (1+ 2α), (6.16)
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где использованы [11, с. 126, формула (3)] и тождество для гамма-
функций (см. [11])

Γ(−ν) = π

ν Γ(ν) sinπν
.

При α � 1 получаем по виду другое выражение:

I(α) = − sinπν

π
Γ(β)×

×
{
αν Γ

[
1+ ν + ν, −ν
1+ β + ν

]
2F1

(
−ν, 1− 1− β − ν; 1− 1− ν − ν;− 1

α

)
+

+ α−1−νΓ

[ −ν − 1− ν, 1+ ν

1+ β − 1− ν

]
×

× 2F1

(
1+ ν, 1− 1− β + 1+ ν; 1+ ν;− 1

α

)}
=

= − sinπν

π
Γ(β) ·

[
αν Γ(2ν + 1)Γ(−ν)

Γ(1+ β + ν)
2F1

(
−ν,−β − ν;−2ν;− 1

α

)
+

+α−1−ν Γ(−1− 2ν)Γ(1+ ν)

Γ(β − ν)
2F1

(
1+ ν, 1+ ν − β; 1+ ν;− 1

α

)]
.

Но из [11, с. 131, формула (19)] следует, что выражения, полученные
для I(α) при 0 < α < 1 и при α � 1, совпадают.

Из (6.16) следует, что нами получена искомая формула (6.15),
однако её вывод не является полностью строгим, так как мы не про-
веряли законность применения преобразования Меллина и условия
справедливости теоремы Слейтер–Маричева (в нашем случае доволь-
но сложные). Однако теперь мы можем применить преобразование
Меллина к обеим частям полученного формального равенства (6.15).
В результате доказываем, что при α > 0, β > 0 соотношение (6.15)
является тождеством.

Лемма доказана.

Как следствие, теперь получаем нужную оценку для завершения
доказательства теоремы 6.3.

Простейшая подобная оценка была получена в [81] для потенциала

q(x) = cx−2 при β =
1
2
. Как следует из [11], в этом случае функция

Лежандра P−1/2
ν (z) выражается через элементарные функции. Поэтому

и соответствующая оценка может быть выражена через элементарные
функции.

Другим потенциалом, для которого полученная оценка может быть
ещё упрощена и выражена через элементарные функции, является
потенциал вида q(x) = x−(2β+1), когда параметры связаны соотношени-
ем β = α− 1.
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Следствие. Пусть выполняется соотношение между параметра-
ми β = α− 1. Тогда оценка из теоремы 6.3 принимает вид

|P (x, t)| �
(
t

x

)β+1 2β−2

β

(
t2 + x2

2tx

)β

· exp
[(

t− x

2

)
2β−2

β

(
t2 + x2

2tr

)β
]
=

=
1
4β

· 1
x2β+1

(t2 + x2)β exp

[
2β−2

β

(
t− x

2

)(
t2 + x2

2tx

)β
]
. (6.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В этом случае преобразуем оценку из теоре-
мы 6.3 так:

4β−1Γ(β)
(t2 − x2)β

P−β
β

(
t2 + x2

2tx

)
=
4β−1Γ(β)
(t2 − x2)β

· 2−β

Γ(β + 1)

[(
t2 + x2

2tx

)2
− 1

]β/2
=

=
2β−2

β
· 1
(t2 − x2)β

· (t
2 − x2)β(t2 + x2)β

(2tx)β
=
2β−2

β

(
t2 + x2

2tx

)β

,

где при преобразованиях использована формула (см. [11])

P−ν
ν (z) =

2−ν

Γ(ν + 1)
(z2 − 1)ν/2, z > 1.

Поэтому неравенство для ядра при β = α− 1 принимает вид (6.17).
Следствие доказано.
Отметим, что при α = 0 в формулах (6.1)–(6.2) теорема 6.1 сводится

к известным оценкам для ядра интегрального представления решений
Йоста для уравнения Штурма–Лиувилля.

Изложенная техника полностью переносится и на задачу о постро-
ении неклассических операторов обобщённого сдвига. Данная задача
по существу эквивалентна выражению решений уравнения

Bα,xu(x, y)− q(x)u(x, y) = Bβ,yu(x, y) (6.18)

через решения невозмущённого уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу
(в несингулярном случае — волнового) при наличии дополнительных
условий, обеспечивающих корректность. Такие представления получа-
ются уже из факта существования операторов преобразования и изуча-
лись для несингулярного случая (α = β = 0) в [119–121] как следствия
теории обобщённого сдвига. Интересная оригинальная методика для
получения подобных представлений также в несингулярном случае
изложена в работах А.В. Боровских [23, 24]. Из результатов этой главы
следуют интегральные представления некоторого подкласса решений
уравнения (6.18) в общем сингулярном случае для произвольных по-
тенциалов с особенностями в начале координат. При этом оценки для
решений не содержат никаких неопределённых постоянных, а для ядер
интегральных представлений в явном виде выписываются интеграль-
ные уравнения, которым они удовлетворяют.
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