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0.1 Ïðåäèñëîâèå ê ýëåêòðîííîìó èçäàíèþ
Äàííîå ïóáëèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåèçäàíèåì ìîíîãðàôèè À.Ï. Ðûæîâ �Ýëåìåíòû
òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è èçìåðåíèÿ íå÷åòêîñòè�, Ìîñêâà, Äèàëîã-ÌÃÓ, 1998.
Â òåêñòå ëèøü èñïðàâëåíû íåêîòîðûå îïå÷àòêè è íåòî÷íîñòè.

Ýëåêòðîííàÿ ïóáëèêàöèÿ ïîäãîòîâëåíà ïî ìíîãî÷èñëåííûì çàïðîñàì ñòóäåíòîâ
è àñïèðàíòîâ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è äðóãèõ ÂÓÇîâ, à òàêæå íàó÷íûõ ðàáîòíè-
êîâ è ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìàþùèõñÿ òåîðèåé íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è ñîçäàíèåì ñèñòåì
îáðàáîòêè íå÷åòêîé èíôîðìàöèè.

Ïîäãîòîâêà ïóáëèêàöèè òàêæå ïðîäèêòîâàíà ñëåäóþùèìè ïðè÷èíàìè. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, óïîìÿíóòàÿ âûøå ìîíîãðàôèÿ âûøëà îãðàíè÷åííûì òèðàæîì è â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåäîñòóïíîé (áèáëèîòåêè ïðåäîñòàâëÿþò åå òîëüêî
äëÿ ðàáîòû â ÷èòàëüíîì çàëå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðåñ ê òåîðèè íå÷åòêèõ ìíî-
æåñòâ è åå ïðèëîæåíèÿì çà âðåìÿ, ïðîøåäøåå ïîñëå âûïóñêà êíèãè, çíà÷èòåëüíî
âûðîñ. Ñòóäåíòû è ñïåöèàëèñòû, èñïîëüçóþùèå â ñâîåé ðàáîòå ÈÍÒÅÐÍÅÒ, ýòî íà-
áëþäàþò íåïîñðåäñòâåííî. Ïðèâåäåì ëèøü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ
ýòîò ôàêò.

Â îáëàñòè íàóêè ìîæíî îòìåòèòü ðîñò ÷èñëà äèññåðòàöèîííûõ ðàáîò, â êîòî-
ðûõ èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è åå ïðèëîæåíèé (íà-
ïðèìåð1, Âäîâè÷åâ Ñ.Â. �Ìåòîäû è àëãîðèòìû èíòåëëåêòóàëüíûõ òåõíîëîãèé â
óïðàâëåíèè òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè�, Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà òåõíè÷åñêèõ íàóê, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò ýëåêòðîííîé
òåõíèêè - òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ìîñâêà, 1998, 147 ñ.; Íãóåí Ò.À. �Ïðèáëèæåí-
íûå ðàññóæäåíèÿ íà îñíîâå òðèàíãóëÿðíûõ íîðì â íå÷åòêîé ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ
ïðîáëåì�, Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà òåõíè÷åñêèõ íàóê,
Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò), Ìîñêâà, 2002, 135
ñ.; Êóëèåâ Á.Î. �Àëãîðèòìû è ñòðóêòóðû òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ â èññëåäî-
âàíèè íåêîòîðûõ ýêîíîìè÷åñêèõ è èãðîâûõ ìîäåëåé�, Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷å-
íîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî - ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, 2003, 94 ñ.; Ïåòðîâñêèé Ì.È. �Èññëåäîâàíèå è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ïî-
èñêà èñêëþ÷åíèé â ñèñòåìàõ èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ�, Äèññåðòàöèÿ íà
ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî - ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ÌÃÓ èì. Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2003, 145 ñ.; Êîìàðöîâà Ë.Ã. �Èññëåäîâàíèå íåéðîñåòåâûõ è ãè-
áðèäíûõ ìåòîäîâ è òåõíîëîãèé â èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåìàõ ïîääåðæêè ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé�, Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà òåõíè÷åñêèõ íàóê,
Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò), Ìîñêâà, 2003, 264
ñ.). Çàäå2 ïðèâîäèò öèôðû ðîñòà ÷èñëà ïóáëèêàöèé, èñïîëüçóþùèõ òåðìèí �íå÷åò-
êèé� â íàçâàíèè, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 0.1 (INSPEC - ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì èí-
ôîðìàöèîííûì èçäàíèåì, ïðåäîñòàâëÿþùèì áèáëèîãðàôè÷åñêóþ è ðåôåðàòèâíóþ
èíôîðìàöèþ ïî âñåì îáëàñòÿì ôèçèêè, ýëåêòðîíèêè, ýíåðãåòèêè, êîìïüþòåðíîé òåõ-
íîëîãèè è äð.; MathSciNet - áàçà äàííûõ áèáëèîãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè è îáçîðîâ
Àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (American Mathematical Society)).

Â îáëàñòè òåõíîëîãèé ìîæíî îòìåòèòü ïîÿâëåíèå ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ñðåäñòâ
àíàëèçà ñëàáîñòðóêòóðèðîâàííîé, ôðàãìåíòàðíîé, íåïîëíîé, íå÷åòêîé èíôîðìàöèè.

1Ïåðå÷èñëåíû òîëüêî äèññåðòàöèè, äëÿ êîòîðûõ àâòîð áûë îôèöèàëüíûì îïïîíåíòîì
2×àñòíàÿ ïåðåïèñêà, 22 àïðåëÿ 2003 ãîäà



Òàáëèöà 1: Êîëè÷åñòâî ñòàòåé, èñïîëüçóþùèõ ñëîâî �íå÷åòêèé� â íàçâàíèè

Ãîäà INSPEC MathSciNet
1970 - 1979 569 443
1980 - 1989 2404 2466
1990 - 1999 23207 5472
2000 - 2002 8745 2319
Âñåãî: 34925 10700

Ê òàêèì ñðåäñòâàì ìîæíî îòíåñòè òåõíîëîãèþ èíôîðìàöèîííîãî ìîíèòîðèíãà ñëîæ-
íûõ ïðîáëåì/ïðîöåññîâ (ñì., íàïðèìåð, Ryjov, A., Belenki, A., Hooper, R., Pouchkarev,
V., Fattah, A. and Zadeh, L.A. Development of an Intelligent System for Monitoring and
Evaluation of Peaceful Nuclear Activities (DISNA), IAEA, STR-310, Vienna, 1998, 122
p.) è ñðåäñòâà Business Intelligence (ñì., íàïðèìåð, Àðòåìüåâ Â. ×òî òàêîå Business
Intelligence? Îòêðûòûå ñèñòåìû, �4, 2003, ñ. 20 - 26.) Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ðî-
äà èíñòðóìåíòàðèÿ â ìåæäóíàðîäíûõ è ãîñóäàðñòâåííûõ îðãàíèçàöèÿõ è êðóïíûõ
êîðïîðàöèÿõ ïîêàçàëî èõ ýôôåêòèâíîñòü è îãðîìíûé ïîòåíöèàë äëÿ çàäà÷ áèçíåñà,
ïîëèòîëîãèè, ñîöèîëîãèè è ò.ï. Íåñîìíåííî, ìû áóäåì ñâèäåòåëÿìè ðàçâèòèÿ òàêîãî
ðîäà òåõíîëîãèé â áëèæàéøåå âðåìÿ.

Ïåðå÷èñëåíèå îáëàñòåé ïðèëîæåíèé íå÷åòêèõ ñèñòåì çàíÿëî áû íå îäíó ñòðàíè-
öó. Ýòî âñå çàäà÷è, ãäå â ïðîöåññàõ ïîëó÷åíèÿ, îáðàáîòêè, àíàëèçà è èíòåðïðåòàöèè
ðåçóëüòàòîâ ó÷àñòâóåò ÷åëîâåê. Ñ ïîñëåäíèìè �ôðîíòàìè� ïðèëîæåíèé ìîæíî îçíà-
êîìèòüñÿ, íàïðèìåð, ïî ññûëêå http://www.cs.berkeley.edu/projects/Bisc/.

Àâòîð èñêðåííå íàäååòñÿ, ÷òî äîñòóïíîñòü äàííîé ïóáëèêàöèè ïðèâëå÷åò íîâûõ
èññëåäîâàòåëåé è ðàçðàáîò÷èêîâ â îáëàñòü òåîðèè è ïðèëîæåíèé íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ.

Ýëåêòðîííàÿ âåðñèÿ ìîíîãðàôèè ïîäãîòîâëåíà ê ïóáëèêàöèè íà âåá-ñåðâåðå ¾Èí-
òåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû¿ êàôåäðû Ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñè-
ñòåì ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ýëåêòðîííûé àäðåñ àâòîðà: ryjov@mech.math.msu.su

À.Ï. Ðûæîâ
Ìîñêâà, 2003 ãîä.
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Ðèñ. 1:

0.2 Ïðåäèñëîâèå
Ëþáàÿ íàóêà çàíèìàåòñÿ èçó÷åíèåì îïðåäåëåííûõ ìîäåëåé ðåàëüíîãî ìèðà. Äàæå
îïèñûâàÿ ÷òî-òî ñëîâàìè, ìû íà ñàìîì äåëå ôîðìóëèðóåì ìîäåëü íåêîòîðîãî ðåàëü-
íîãî îáúåêòà, ñîáûòèÿ è ò.ï. íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå.

Ñîîòíîøåíèå ðåàëüíîãî îáúåêòà è åãî ìîäåëè - ñòàðûé ôèëîñîôñêèé âîïðîñ, êî-
òîðûé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê ïðîáëåìó ñîîòíîøåíèÿ íåêîòîðîãî îáúåêòà è íà-
øåãî çíàíèÿ î íåì. Íà ýòó òåìó íàïèñàíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî êíèã, íî ìû íå áóäåì
çàíèìàòüñÿ ýòèìè ïðîáëåìàìè. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ýòîãî âîïðî-
ñà ïî÷òè âñå ôèëîñîôñêèå øêîëû ñõîäÿòñÿ â îäíîì: ìîäåëü åñòü íå ñîâñåì òî÷íîå
îïèñàíèå îáúåòà (�ãðóáîå�, �èñàæåííîå� è ò.ï.).

Èòàê, ìîäåëü íå åñòü ýêâèâàëåíò îáúåêòà. Ìîäåëü âñåãäà ÿâëÿåòñÿ áîëåå áåäíîé.
Ïîýòîìó â ìîäåëè ïðèñóòñòâóåò íåîïðåäåëåííîñòü, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
ïðè ïåðåíîñå âûâîäîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè åå àíàëèçå, íà ðåàëüíûé îáúåêò.

Ìû óïîìÿíóëè î÷åíü âàæíîå ñëîâî íåîïðåäåëåííîñòü. Ýòî òàêæå ñëîæíîå ôè-
ëîñîôñêîå ïîíÿòèå. Ìû çàòðîíåì åãî ëèøü íà óðîâíå ñòðóêòóðû ïîíÿòèÿ. Ìîæíî
ïðèâåñòè ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ íåîïðåäåëåííîñòè (Ðèñ. 1).

Îòìåòèì, ÷òî ðàçíûå òèïû íåîïðåäåëåííîñòè èìåþò ñðåäñòâà ïîääåðæêè îáðà-
áîòêè èíôîðìàöèè, îáëàäàþùåé èìè (Ðèñ. 1).

Ôèçè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü îïèñûâàåò íåîïðåäåëåííîñòü îáúåêòîâ ðåàëüíîãî
ìèðà ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ. Òàê, íåòî÷íîñòü ñâÿçàíà ñ âîçìîæíîñòÿìè èçìå-
ðèòåëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ìû èìååì øêàëó ñ øàãîì 1 ìì., ìû íå
ìîæåì èçìåðÿòü ðàçìåðû ñ òî÷íîñòüþ äî ìèêðîíà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ãî-
âîðèòü î ðàçìåðàõ ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ. Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ îáðàáîòêè
òàêîãî òèïà íåîïðåäåëåííîñòü ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà. Ñ îáúåêòàìè, èç-



ìåðÿííûìè â ðàçëè÷íûõ øêàëàõ, ìû äîëæíû ðàáîòàòü ïî-ðàçíîìó. Íàïðèìåð, äëÿ
ðàíãîâûõ èëè íîìèíàëüíûõ øêàë àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè (âêëþ÷àÿ âû÷èñëåíèå
ñðåäíèõ çíà÷åíèé) íå èìåþò ñìûñëà. Èçó÷åíèå ïîäîáíûõ âîïðîñîâ ñîñòàâëÿåò ïðåä-
ìåò èññëåäîâàíèÿ òåîðèè èçìåðåíèé [35].

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èìååò äåëî ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ íåêîòîðûõ ñîáûòèé. Ìû,
íàïðèìåð, ìîæåì ñïðîñèòü: �Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûéäÿ íà óëèöó ìû âñòðå-
òèì ÷åëîâåêà ðîñòà 2 ì.?� Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ëþäåé ïî
ðîñòó (âîáùå ãîâîðÿ, â äàííîì êîíêðåòíîì ãîðîäå). Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, èìåþùàÿ
áîëåå 200 - ëåòíþþ èñòîðèþ, ïðåäñòàâëÿåò, ïîæàëóé, íàèáîëåå ðàçâèòóþ òåîðèþ, îðè-
åíòèðîâàííóþ íà îáðàáîòêó íåîïðåäåëåííîñòè. Îäíàêî, è ýòî íåîáõîäèìî ïîíèìàòü,
ýòà òåîðèÿ áàçèðóåòñÿ íà ðÿäå ïðåäïîëîæåíèé è ãèïîòåç, áåç ïðîâåðêè êîòîðûõ äëÿ
äàííîé êîíêðåòíîé ïðîáëåìû ìû íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü àäåêâàòíîñòü âûâîäîâ, ïî-
ëó÷åííûõ â ðàìêàõ àíàëèçà ìîäåëè, ðåàëüíûì îáúåêòàì èëè ïðîöåññàì. Ïðèìåðàìè
òàêèõ òðåáîâàíèé ìîãóò áûòü:

- ïîâòîðÿåìîñòü ñîáûòèé;
- ãàðàíòèè òîãî, ÷òî íàáëþäàåìûå ýôôåêòû ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà âñå îáú-

åêòû èëè ñîáûòèÿ äàííîãî òèïà (ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü);
-íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé è ò.ï.
Òåîðèÿ ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê èçó÷àåò íåîïðåäåëåííîñòü ñìûñëà ôðàç. Ïðèìå-

ðîì òàêîãî ðîäà íåîïðåäåëåííîñòè ìîæåò áûòü èçâåñòíîå âûñêàçûâàíèå �Êàçíèòü
íåëüçÿ ïîìèëîâàòü�. Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ çàïÿòîé, ñìûñë ôðàçû ìåíÿåò-
ñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. ßçûê ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê îêàçàëñÿ î÷åíü óäîáíûì äëÿ
ðåøåíèè ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, íàïðèìåð, â ðàìêàõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ [52].

Òåîðèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ åñòü íåêîòîðûé àïïàðàò ôîðìàëèçàöèè îäíîãî èç âè-
äîâ íåîïðåäåëåííîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè ìîäåëèðîâàíèè (â øèðîêîì ñìûñëå ýòîãî
ñëîâà, íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêîì) ðåàëüíûõ îáúåêòîâ. Íå÷åòêîñòü âîçíèêàåò âñåãäà,
êîãäà ìû èñïîëüçóåì ñëîâà åñòåñòâåííîãî ÿçûêà ïðè îïèñàíèè îáúåêòà. Ïîñëåäíåå
âîçíèêàåò âñåãäà, êîãäà ìû ïûòàåìñÿ ïðèìåíÿòü èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â �
íåòðàäèöèîííûõ� èëè �ãóìàíèòàðíûõ� îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê ìåäèöèíà, ýêîíîìèêà,
óïðàâëåíèå (ñ ó÷àñòèåì èëè ó÷åòîì ñâîéñòâ ëèöà, ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèÿ), ñîöèî-
ëîãèÿ è ïð. Â ðàìêàõ òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ðàçðàáîòàí àïïàðàò ôîðìàëèçàöèè
ñîäåðæàòåëüíî çíà÷èìûõ ïîíÿòèé, ïðèìåðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ �÷åëîâåê ñðåäíåãî
ðîñòà�, �óñòîé÷èâàÿ ñèòóàöèÿ�, �âûñîêèé óðîâåíü áåçîïàñíîñòè� è ò.ï.

Äàííàÿ ìîíîãðàôèÿ íàïèñàíà íà îñíîâå êóðñà ëåêöèé, êîòîðûé ÷èòàëñÿ â òå÷å-
íèå ðÿäà ëåò äëÿ ñòóäåíòîâ 2 - 5 êóðñîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è
ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûé �âîçðàñò� òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ (ïåðâàÿ ñòàòüÿ
ïî ýòîìó âîïðîñó áûëà îïóáëèêîâàíà â 1965 ãîäó [117]), ñèñòåìàòèçèðîâàííîå èç-
ëîæåíèå íåêîòîðûõ åå àñïåêòîâ â âèäå êóðñà ëåêöèé äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ôàêóëüòåòîâ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà áûëî ïðåäïðèíÿòî â íà÷àëå 90 - õ ãîäîâ.
Ýòîìó ìîæåò áûòü ìíîãî îáúÿñíåíèé, îñíîâíîå èç êîòîðûõ � çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå
ïðèêëàäíîé ÷àñòè äàííîãî íàïðàâëåíèÿ è îòíîñèòåëüíàÿ íåðàçâèòîñòü ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ îñíîâ.

Ê ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, èçäàííîé íà ðóññêîì ÿçûêå,
ìîæíî îòíåñòè ëèøü èçâåñòíóþ êíèãó íûíå ïîêîéíîãî À. Êîôìàíà [21]. Ýòî èçäàíèå
- ïåðâàÿ èç åãî ÷åòûðåõ êíèã. Îñòàëüíûå, ê ñîæàëåíèþ, òàê è íå áûëè ïåðåâåäåíû



íà ðóññêèé ÿçûê. Îäíàêî îíà, êàê îòìå÷àåò àâòîð, îðèåíòèðîâàíà íà èíæåíåðîâ è
ñòóäåíòîâ èíæåíåðíûõ ñïåöèàëüíîñòåé. Ïîýòîìó íàñòîÿùÿÿ ìîíîãðàôèÿ èìååò ñâîåé
öåëüþ çàïîëíèòü èìåþùèéñÿ ïðîáåë â äàííîé îáëàñòè.

Â ðàáîòå ââîäÿòñÿ è îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà ëèøü îñíîâíûõ îáúåêòîâ òåîðèè íå÷åò-
êèõ ìíîæåñòâ: ñîáñòâåííî ïîíÿòèå íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà, ñâîéñòâà ìíîæåñòâà íå÷åò-
êèõ ïîäìíîæåñòâ óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà, íå÷åòêèå îòíîøåíèÿ è íåêîòîðûå èõ
ñâîéñòâà, ìîäåëè ïðèáëèæåííûõ ðàññóæäåíèé. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îïèñà-
íèþ ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè íå÷åòêèõ îáúåêòîâ. Ôîðìóëèðóþòñÿ ïðî-
áëåìû â ýòîé îáëàñòè, íå íàøåäøèå ñâîåãî ðåøåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ñèñòåìà-
òèçèðîâàííîå èçëîæåíèå ýòèõ àñïåêòîâ òåîðèè í÷åòêèõ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ âàæíîå
çíà÷åíèå êàê äëÿ òåîðèè òàê è äëÿ ëîæåíèé íå÷åòêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [104]),
ïðèâîäèòñÿ âïåðâûå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå. Ýòî ÿâëÿåòñÿ âòîðîé öåëüþ âûïóñêà äàí-
íîé ðàáîòû.

Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, àâòîð õîòåë áû ïîáëàãîäàðèòü ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû ìàòå-
ìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì è ëàáîðàòîðèè ïðîáëåì òåîðåòè÷åñêîé
êèáåðíåòèêè ìåõàíèêî � ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
è êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è
êèáåðíåòèêè çà îáñóæäåíèå ñòðóêòóðû êóðñà, âåñüìà öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïîääåðæêó
ïðè ïîäãîòîâêå äàííîé ìîíîãðàôèè. Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì è ëàáîðàòîðèè ïðîáëåì òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè àêà-
äåìèê ÀÒÍ ÐÔ ïðîôåññîð Âàëåðèé Áîðèñîâè÷ Êóäðÿâöåâ ìíîãîêðàòíî ïåðå÷èòû-
âàë ðóêîïèñü; åãî ñîâåòû, ðåìàðêè è çàìå÷àíèÿ çíà÷èòåëüíî èçìåíèëè ñîäåðæàíèå è
òåêñò â ëó÷øóþ ñòîðîíó. ß õîòåë áû âûðàçèòü èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Âàëåðèþ
Áîðèñîâè÷ó çà ýòó áîëüøóþ è êðîïîòëèâóþ ðàáîòó.

Âûïóñê äàííîé ðàáîòû ñòàë âîçìîæåò ëèøü ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôåäå-
ðàëüíîé Öåëåâîé Ïðîãðàììû �Èíòåãðàöèÿ�. Â ðàìêàõ ïðîåêòà � 431 (íàïðàâëåíèå
2.1) �Ñîçäàíèå ñîâìåñòíîãî íàó÷íî-ó÷åáíîãî öåíòðà �Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû è
íå÷åòêèå òåõíîëîãèè�, îáúåäèíÿþùåãî ó÷åíûõ è ïðåïîäàâàòåëåé ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà, ÂÖ ÐÀÍ è ÐÃÃÓ, ïðîèñõîäèò ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíûé è ïîëåçíûé äëÿ
âñåõ ó÷àñòíèêîâ îáìåí èäåÿìè è ðåçóëüòàòàìè, ôîðìóëèðóþòñÿ è ðåøàþòñÿ íîâûå
çàäà÷è, ÷èòàþòñÿ íîâûå êóðñû ëåêöèé. Ïîäãîòîâêà è âûïóñê äàííîé ìîíîãðàôèè -
îäèí èç ðåçóëüòàòîâ òàêîé ñîâìåñòíîé ðàáîòû. Åå êîíöåïöèÿ è ñîäåðæàíèå íåîäíî-
êðàòíî îáñóæäàëèñü ñ äèðåêòîðîì öåíòðà êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé â îáðàçîâàíèè
ïðîôåññîðîì À.Ñ. Ñòðîãàëîâûì è çàìåñòèòåëåì çàâåäóþùåãî îòäåëà èñêóññòâåííîãî
èíòåëëåêòà ÂÖ ÐÀÍ ÷ëåíîì - êîððåñïîíäåíòîì ÌÀÈ À.Í. Àâåðêèíûì. Àâòîð õîòåë
áû èñêðåííå ïîáëàãîäàðèòü èõ çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ðàáîòû è ïîääåðæêó.

À.Ï. Ðûæîâ.



Ãëàâà 1

Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà

1.1 Ïîíÿòèå íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà
Ñëåäóÿ Çàäå [117], ââåäåì ïîíÿòèå íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü U - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ u, è µA : U → [0, 1]. Íå÷åòêèì ïîä-
ìíîæåñòâîì A â U íàçûâàåòñÿ ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ µA, òî åñòü ìíîæåñòâî âèäà
{(u, µA(u)) : u ∈ U}; ïðè ýòîì çíà÷åíèå µA(u) íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïðèíàäëåæíî-
ñòè u ê A.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå íå÷åòêîãî ïîäìíîæåñòâà A â U ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ
åãî ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè µA(u). Ìû, ñëåäóÿ ñëîæèâøåéñÿ òðàäèöèè, áóäåì óïî-
òðåáëÿòü òåìèí �íå÷åòêîå ìíîæåñòâî� âìåñòî áîëåå êîððåêòíîãî òåðìèíà �íå÷åòêîå
ïîäìíîæåñòâî�.

Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî îáùèì. Ïî-
ýòîìó ïðè àíàëèçå è ñèíòåçå íå÷åòêèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå åãî ÷àñòíûå
ñëó÷àè.

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, òî÷íåå, ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòåé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì. Èìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå s− è π− ôóíêöèè, çàäàâàåìûå
òàê:

S(u; α, β, γ) =





0 äëÿ u ≤ α,

2
(

u−α
γ−α

)2

äëÿ α ≤ u ≤ β,

1− 2
(

u−γ
γ−α

)2

äëÿ β ≤ u ≤ γ,

1 äëÿ u ≥ γ.

(1.1)

π(u; β, γ) =

{
S(u; γ − β, γ − β

2
, γ) äëÿ u ≤ γ,

S(u; γ, γ + β
2
, γ + β) äëÿ u ≥ γ.

(1.2)

Èõ ãðàôèêè èìåþò âèä, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 1.1 è 1.2.
Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà U ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ÷àñòî

èñïîëüçóþòñÿ íå÷åòêèå ìíîæåñòâà (L − R)− òèïà [72], [29]. Ôóíêöèè ïðèíàäëåæ-
íîñòè äëÿ òàêèõ ìíîæåñòâ çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé L è R, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1) L(0) = R(0) = 1;
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1

U

m S(u; )a, b, g

a b g

Ðèñ. 1.1:

1

U

m

b b+ g

p( b,gu; )

b-g

Ðèñ. 1.2:



1

U

m

L(.) R(.)

a’ a ’’ aRaL

Ðèñ. 1.3:

2) L è R - íåâîçðàñòàþùèå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 1 Ïðèìåðû ôóíêöèé L è R.
1) L(u) = e−|u|

p
, p ≥ 0;

2) R(u) = 1
1+|u|p , p ≥ 0;

3) L(u) =

{
1 ïðè u ∈ [−1, 1],
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà A, èìåþùàÿ (L−R)− òèï, çàäà-
åòñÿ òàê:

µA(u) =





L
(

(a′−u)
aL

)
ïðè u ≤ a′, aL > 0;

R
(

(u−a′′)
aR

)
ïðè u ≥ a′′, aR > 0;

1 ïðè u ∈ [a′, a′′].

(1.3)

Èíîãäà îòðåçîê [a′, a′′] íàçûâàþò èíòåðâàëîì òîëåðàíòíîñòè, à aL è aR - ëåâûì
è ïðàâûì êîýôôèöèåíòîì íå÷åòêîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåð ôóíêöèè ïðèíàäëåæ-
íîñòè (L−R)− òèïà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.3.

Ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè s− è π− òèïà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôóíêöèé
(L−R)− òèïà.

Äðóãèì ïðèìåðîì ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè (L−R)− òèïà, èñïîëüçóåìûõ íàìè
äàëåå, äîñòàâëÿåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî L è R ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå
èìååì:

µA(u) =





0 ïðè u ≤ aL;
u−aL

a′−aL
ïðè aL ≤ u ≤ a′;

1 ïðè a′ ≤ u ≤ a′′;
aR−u
aR−a′′ ïðè a′′ ≤ u ≤ aR;

0 ïðè u ≥ aR.

(1.4)

Òàêèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íàçûâàåì ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíî-
ñòè L − R− òèïà. Ïðèìåð ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè L − R− òèïà ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 1.4.

Ëèíåéíûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè L−R− òèïà ïðè a′ < a′′ íàçûâàþòñÿ òðàïå-
öåèäàëüíûìè, ïðè a′ = a′′ = a - òðåóãîëüíûìè.
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Ðèñ. 1.4:

Êàê ìîæíî îáîáùèòü ïîíÿòèå íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà? Ïðåæäå âñåãî, îáîáùåíèå
êàñíóëîñü ìíîæåñòâà, îïèñûâàþùåãî ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè, ò.å. ìíîæåñòâà [0, 1].
Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî èíòåðâàëà äëÿ îöåíêè ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè âïîëíå åñòå-
ñòâåííî èç-çà íàãëÿäíîé èíòåðïðåòàöèè: 0 - ïîëíàÿ íåïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà óíè-
âåðñóìà íå÷åòêîìó ìíîæåñòâó, 1- åãî ïîëíàÿ ïðèíàäëåæíîñòü. Îäíàêî, èíòåðïðåòà-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ äåëîì âêóñà è ìîæåò êîìó-òî íðàâèòüñÿ, à êîìó-òî - íåò.
Òàê, â ýêñïåðòíîé ñèñòåìå MYCIN [33] â êà÷åñòâå èíòåðâàëà, îïèñûâàþùåãî íåîïðå-
äåëåííîñòü, èñïîëüçóåòñÿ [−1, 1]. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøîé âàæíîñòüþ çíà÷åíèÿ ñ
ìàêñèìàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ, êîòîðîå ïðè äàííîì âûáîðå ìíîæåñòâà ïðèíàä-
ëåæíîñòåé ðàâíî 0. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæíîñòåé ðàññìàòðèâàëèñü òàê-
æå [0, 10], {0, 0.1, 0.2, ..., 0.9, 1}, ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
ïîëíûå äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè, óïîðÿäî÷åííûå ïîëóêîëüöà è ò.ï. [29], [21]. Îò
ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæíîñòåé ìû ìîæåì ïîòðåáîâàòü ëèøü îäíî: ìû äîëæíû èìåòü
âîçìîæíîñòü ñðàâíèâàòü ïðèíàäëåæíîñòü ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ óíèâåðñóìà íå÷åò-
êîìó ìíîæåñòâó, ò.å. íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæíîñòè äîëæíî áûòü çàäàíî
îòíîøåíèå ïîðÿäêà.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà (ñ. 9) ìîæíî îáîáùèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Ïóñòü U - îáû÷íîå ìíîæåñòâî, M - ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæíîñòåé, µA : U → M.
Íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì A â U íàçûâàåòñÿ ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ µA, òî åñòü ìíîæåñòâî
âèäà

{(u, µA(u)) : u ∈ U},
Òàêèì îáðàçîì, íå÷åòêîå ìíîæåñòâî A çàäàåòñÿ òðîéêîé

〈U,M, µA〉.

1.2 Ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ïîäìíîæåñòâ U è åãî ñâîé-
ñòâà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(U) ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòêèõ ïîäìíîæåñòâ U . Îïèøåì íåêîòîðûå
ñâîéñòâà P(U).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ìîùíîñòü P(U) âûøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ïîäìíî-
æåñòâ U . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìîùíîñòè ìíîæåñòâ U è M êîíå÷íû, òî åñòü |U | =



n, |M| = m, òî |P(U)| = mn. Ïðè m = 2 (îáû÷íûå ìíîæåñòâà) |P(U)| = 2n - ÷èñëî
ïîäìíîæåñòâ U .

Îñíîâíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè â P(U) ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêèå ìíîæåñòâà A è B ðàâíû (A = B), åñëè äëÿ âñåõ u èç U
âûïîëíåíî µA(u) = µB(u).

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî A âêëþ÷àåò íå÷åòêîå ìíîæåñòâî B (A ⊇ B),
åñëè äëÿ âñåõ u èç U âûïîëíåíî µB(u) ≤ µA(u).

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà
A â U (B = Ā), åñëè äëÿ âñåõ u èç U âûïîëíåíî µB(u) = 1− µA(u).

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ A
è B (C = A ∩B), åñëè äëÿ âñåõ u èç U âûïîëíåíî µC(u) = min{µA(u), µB(u)}.

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ A
è B (C = A ∪B), åñëè äëÿ âñåõ u èç U âûïîëíåíî µC(u) = max{µA(u), µB(u)}.

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì íå÷åò-
êèõ ìíîæåñòâ A è B (C = A∗B), åñëè äëÿ âñåõ u èç U âûïîëíåíî µC(u) = µA(u)·µB(u).

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé íå÷åòêèõ
ìíîæåñòâ A è B (C = A+̂B), åñëè äëÿ âñåõ u èç U âûïîëíåíî µC(u) = µA(u) +
µB(u)− µA(u) · µB(u).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàìåíà â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè µ(u)
íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðèâîäèò ê îáû÷íûì îïåðàöèÿì ñ òåìè æå íàçâà-
íèÿìè â òåîðèè ìíîæåñòâ.

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ îïðåäåëåííûìè íà åãî ýëåìåí-
òàõ îïåðàöèÿìè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P(U) è îïðåäåëåííûå íà åãî ýëåìåíòàõ è èõ
ïàðàõ îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ. Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ
àëãåáðó 〈P(U);¬,∩,∪〉. Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

A ∩B = B ∩ A, (1.5)

A ∪B = B ∪ A. (1.6)

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C), (1.7)

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C). (1.8)

A ∩ A = A, (1.9)

A ∪ A = A. (1.10)

(Ā) = A. (1.11)

Ñâîéñòâà ( 1.5) - (1.11) o÷åâèäíû è íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ( 1.5) è ( 1.6) -
êîììóòàòèâíîñòüþ, ( 1.7) è ( 1.8) - àññîöèàòèâíîñòüþ, ( 1.9) è ( 1.10) - èäåìïîòåíò-
íîñòüþ, ( 1.11) - èíâîëþöèåé.



Óòâåðæäåíèå 1 Äëÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ A,B è C âûïîëíåíî

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C), (1.12)
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C). (1.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ðàâåíñòâî ( 1.12). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè ðà-
âåíñòâà, ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ (ñ. 13), íåîáõîäèìî äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî u èç U âûïîëíåíî

min{µA(u), max(µB(u), µC(u))} =

= max{min(µA(u), µB(u)), min(µA(u), µC(u))} (1.14)

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó u ∈ U .
Ïóñòü a = µA(u), b = µB(u), c = µC(u). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
1) a > b > c; 2) a > b = c; 3) a = b > c; 4) a = b = c;
5) a > c > b; 6) a > c = b; 7) a = c > b; 8) b > a > c;
9) b > a = c; 10) b > c > a; 11) b > c = a; 12) b = c > a;
13) c > a > b; 14) c > a = b; 15) c > b > a.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ôîðìóëû ( 1.14) â êàæäîì èç 15 ñëó÷àåâ:
1) min{a, max(b, c)} = min{a, b} = b;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{b, c} = b.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 1) ñïðàâåäëèâî.
2) min{a, max(b, c)} = min{a, b} = b = c;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{b, c} = b = c.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 2) ñïðàâåäëèâî.
3) min{a, max(b, c)} = min{a, b} = b = a;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{b, c} = b = a.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 3) ñïðàâåäëèâî.
4) min{a, max(b, c)} = min{a, b} = a = b = c;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{a, a} = a = b = c.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 4) ñïðàâåäëèâî.
5) min{a, max(b, c)} = min{a, b} = a;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{a, c} = a.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 5) ñïðàâåäëèâî.
6) min{a, max(b, c)} = min{a, b} = a;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{a, a} = a.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 6) ñïðàâåäëèâî.
7) min{a, max(b, c)} = min{a, c} = c;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{b, c} = c.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 7) ñïðàâåäëèâî.
8) min{a, max(b, c)} = min{a, b} = b = c;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{b, c} = b = c.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 8) ñïðàâåäëèâî.
9) min{a, max(b, c)} = min{a, c} = a = c;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{b, a} = a = c.



Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 9) ñïðàâåäëèâî.
10) min{a, max(b, c)} = min{a, b} = a;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{a, a} = a.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 10) ñïðàâåäëèâî.
11) min{a, max(b, c)} = min{a, b} = a = c;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{a, a} = a = c.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 11) ñïðàâåäëèâî.
12) min{a, max(b, c)} = min{a, b} = a;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{a, a} = a.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 12) ñïðàâåäëèâî.
13) min{a, max(b, c)} = min{a, c} = a;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{b, a} = a.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 13) ñïðàâåäëèâî.
14) min{a, max(b, c)} = min{a, c} = a = b;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{a, a} = a = b.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 14) ñïðàâåäëèâî.
15) min{a, max(b, c)} = min{a, c} = a;

max{min(a, b), min(a, c)} = max{a, a} = a.
Òàêèì îáðàçîì, ( 1.14) â ñëó÷àå 15) ñïðàâåäëèâî.
Âòîðîå ðàâåíñòâî ( 1.13)äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 2 Äëÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ A è B âûïîëíåíî

A ∩B = Ā ∪ B̄, (1.15)

A ∪B = Ā ∩ B̄. (1.16)

Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé äå Ìîðãàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ðàâåíñòâî ( 1.15). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè ðà-
âåíñòâà, ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ (ñ. 13), íåîá-
õîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî u èç U âûïîëíåíî

1−min{µA(u), µB(u)} = max{1− µA(u), 1− µB(u)} (1.17)

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó u ∈ U .
Ïóñòü a = µA(u), b = µB(u). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
1) a > b; 2) a = b; 3) b > a.
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ôîðìóëû ( 1.17) â êàæäîì èç 3 ñëó÷àåâ:
1) 1−min{a, b} = 1− b; max{1− a, 1− b)} = 1− b. Òàêèì îáðàçîì, ( 1.17) â ñëó÷àå

1) âûïîëíåíî.
1) 1−min{a, b} = 1−a; max{1−a, 1− b)} = 1−a. Òàêèì îáðàçîì, ( 1.17) â ñëó÷àå

2) âûïîëíåíî.
1) 1−min{a, b} = 1−a; max{1−a, 1− b)} = 1−a. Òàêèì îáðàçîì, ( 1.17) â ñëó÷àå

3) âûïîëíåíî.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.



Ïóñòîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà è îáîçíà÷àåìîå ∅, èãðà-
åò î÷åíü áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè ìíîæåñòâ è ëîãèêå. Â ñëó÷àå íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ
ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïóñòîãî ìíîæåñòâà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

µ∅(u) = 0 ∀u ∈ U. (1.18)

Ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

A ∩ ∅ = ∅, (1.19)

A ∪ ∅ = A. (1.20)

Îïåðàöèè ñ óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì âñå
ýëåìåíòû U , òàêæå èãðàþò îñîáóþ ðîëü â òåîðèè ìíîæåñòâ è ëîãèêå. Â ñëó÷àå íå÷åò-
êèõ ìíîæåñòâ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

µU(u) = 1 ∀u ∈ U. (1.21)

Ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

A ∩ U = A, (1.22)

A ∪ U = U. (1.23)

Íàïîìíèì, ÷òî, åñëè F - îáû÷íîå ìíîæåñòâî, òî F ∩ F̄ = ∅, F ∪ F̄ = U. Èñïîëüçóÿ
îïðåäåëåíèÿ äîïîëíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ äëÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ (ñ. 13)
íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà A, äëÿ êîòîðîãî ∃u ∈ U : 0 <
µA(u) < 1 äàííûå ñîîòíîøåíèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå
äëÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî

A ∩ Ā 6= ∅, (1.24)

A ∪ Ā 6= U, (1.25)
÷òî â ñðàâíåíèè ñ îáû÷íîé ëîãèêîé ìíîæåñòâ êàæåòñÿ íåîæèäàííûì.

Äëÿ àëãåðû 〈P(U);¬, ∗, +̂〉 ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè, àññî-
öèàòèâíîñòè, èíâîëþöèè, òåîðåìû äå Ìîðãàíà è ñîîòíîøåíèÿ ñ ∅ è U . Àíàëîãè ñî-
îòíîøåíèé 1.24 è 1.25, êàê è â ñëó÷àå 〈P(U);¬,∩,∪〉, íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè, èíâîëþöèè è àññîöèàòèâíîñòè äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ
îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ äëÿ ÷èñåë.

Â íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêå ìîãóò íóæäàòüñÿ ñâîéñòâà àññîöèàòèâíî-
ñòè äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû è òåîðåìû äå Ìîðãàíà äëÿ óêàçàííûõ îïåðàöèé. Äî-
êàæåì ïåðâîå èç íèõ.

Óòâåðæäåíèå 3 Äëÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ A, B è C âûïîëíåíî

(A+̂B)+̂C = A+̂(B+̂C).



Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè ðàâåíñòâà è àëãåáðàè÷åñêîé ñóì-
ìû íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ (ñ. 13), íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî u èç U âûïîë-
íåíî

(µA(u) + µB(u)− µA(u) · µB(u)) + µC(u)− (1.26)
− (µA(u) + µB(u)− µA(u) · µB(u)) · µC(u) =

= µA(u) + (µB(u) + µC(u)− µB(u) · µC(u))−
− (µA(u) · (µB(u) + µC(u)− µB(u) · µC(u))

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó u ∈ U .
Ïóñòü a = µA(u), b = µB(u), c = µC(u).
Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ( 1.26) ðàâíà (a + b− a · b) + c− (a + b− a · b) · c = a + b + c−

a · b− a · c− b · c + a · b · c.
Ëåâàÿ ÷àñòü ( 1.26) ðàâíà a+(b+c−b·c)−a·(b+c−b·c) = a+b+c−b·c−a·b−a·c+c·b·c.
Ñðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì âûïîëíåíèå ( 1.26).
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì äå Ìîðãàíà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû ÷èòàòåëþ ïðåä-

ëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3.
Íîâîå â ýòîé àëãåáðå - íåâûïîëíåíèå ñâîéñòâ èäåìïîòåíòíîñòè è äèñòðèáóòèâ-

íîñòè. Ïåðâîå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé äëÿ ÷èñåë. Äîêàæåì íåâûïîëíåíèå äèñòðèáóòèâíîñòè àëãåáðàè÷åñêîé ñóì-
ìû îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 4 Äëÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ A, B è C âûïîëíåíî

A ∗ (B+̂C) 6= (A ∗B)+̂(A ∗ C) (1.27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì u èç U , è, ïîëàãàÿ a = µA(u), b = µB(u), c = µC(u),
ïîëó÷èì äëÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâîé ÷àñòè ( 1.27) a(b+c−bc) = ab+ac−abc è ïðàâîé
÷àñòè ( 1.27) ab + ac− (ab)(ac).

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ( 1.27) ðàâíû, åñëè òîëüêî a2 = a.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Íåäèñòðèáóòèâíîñòü àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêîé

ñóììû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ñïðàâåäëèâû òàêæå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

A ∗ (B ∩ C) = (A ∗B) ∩ (A ∗ C) (1.28)

A ∗ (B ∪ C) = (A ∗B) ∪ (A ∗ C) (1.29)

A+̂(B ∩ C) = (A+̂B) ∩ (A+̂C) (1.30)

A+̂(B ∪ C) = (A+̂B) ∪ (A+̂C) (1.31)



Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ( 1.28) - ( 1.31) ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòî-
ÿòåëüíî ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè ( 1.12)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àëãåáðû 〈P(U);¬,∩,∪〉 â îòëè÷èå îò àëãåáðû îáû÷íûõ ïîä-
ìíîæåñòâ íå âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè ñ äîïîëíåíèåì, äëÿ àëãåáðû 〈P(U); ¬, ∗, +̂〉,
êðîìå òîãî, íå âûïîëíÿþòñÿ èäåìïîòåíòíîñòü è äèñòðèáóòèâíîñòü.

1.3 Ïîäìíîæåñòâà α - óðîâíÿ. Äåêîìïîçèöèÿ íå÷åò-
êèõ ìíîæåñòâ

Çäåñü óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó íå÷åòêèì ïîäìíîæåñòâîì óíèâåðñàëüíîãî ìíî-
æåñòâà U è îïðåäåëåííûì îáðàçîì óñòðîåííîì ñåìåéñòâîì îáû÷íûõ åãî ïîäìíî-
æåñòâ. Ýòà ñâÿçü ââîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ïîíÿòèÿ ïîäìíîæåñòâà α - óðîâíÿ íå÷åòêîãî
ìíîæåñòâà.

Ïóñòü α ∈ [0, 1]. Ïîäìíîæåñòâîì α - óðîâíÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

Aα = {u ∈ U : µA(u) ≥ α}.

Óòâåðæäåíèå 5 (Î äåêîìïîçèöèè). Ëþáîå íå÷åòêîå ìíîæåñòâî A ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

A = max
α

α× Aα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B íå÷åòêîå ìíîæåñòâî ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæ-
íîñòè µB(u) = maxα α×Aα(u). Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó u ∈ U . Ïóñòü µA(u) =
a. Òîãäà ïðè α ≤ a è β > a, ñîîòâåòñòâåííî, èìååì µAα(u) = 1 è µAβ

(u) = 0. Òàêèì
îáðàçîì, maxα α× Aα(u) = µB(u) = a.

Èòàê, ïðè u ∈ U èìååì µA(u) = µB(u), ÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ A è B.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Åñëè ìû èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

A1 ⊂ A2 ⊂ · · ·An

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

1 ≤ α1 > α2 > · · · > αn > 0,

òî ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ î äåêîìïîçèöèè ìû ìîæåì ñèíòåçèðîâàòü íå÷åòêîå ìíî-
æåñòâî A.

Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ìíîæåñòâà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

µA(u) =

{
αi, åñëè hAi

(u) = 1 è hAi−1
(u) = 0

0, åñëè hAn(u) = 0,

ãäå hA(u) - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A.
Ýòî î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî, ïîñêîëüêó îíî ïîçâîëÿåò íàðÿäó ñ îïðåäåëåíèåì

íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà êàê îòîáðàæåíèÿ µA(u) : U → [0, 1] (ñ. 9) ââåñòè ïîíÿòèå íå÷åò-
êîãî ìíîæåñòâà êàê îòîáðàæåíèÿ µA(u) : 2U → [0, 1]. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîñëåäíåå
îïðåäåëåíèå îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì,



1.4 Ðàññòîÿíèå ìåæäó íå÷åòêèìè ìíîæåñòâàìè
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ.

Ïóñòü V - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, D+− ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë è d : V ×V → D+. Ãîâîðÿò, ÷òî d(x, y) - ðàññòîÿíèå â V , åñëè ïðè x, y, z ∈ V
âûïîëíåíî
1)d(x, x) = 0
2)d(x, y) = d(y, x)
3)d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P(U). Â íåì ìîæíî ââåñòè ìåòðèêó, èëè ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè (íå÷åòêèìè ìíîæåñòâàìè).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðàññòîÿíèé.

Ïðèìåð 2 Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íå÷åòêèìè
ìíîæåñòâàìè:

- ðàññòîÿíèå Õåììèíãà äëÿ êîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U : |U | = n:

d(A, B) =
n∑

i=1

|µA(ui)− µB(ui)|;

- îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå Õåììèíãà äëÿ êîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæå-
ñòâà U : |U | = n:

σ(A,B) =
1

n

n∑
i=1

|µA(ui)− µB(ui)|;

- ðàññòîÿíèå Õåììèíãà äëÿ áåñêîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U ⊆ R1:

d(A,B) =

∫

U

|µA(u)− µB(u)|du;

- îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå Õåììèíãà äëÿ áåñêîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæå-
ñòâà U ⊆ R1:

σ(A,B) =
1

|U |
∫

U

|µA(u)− µB(u)|du;

- ðàññòîÿíèå Åâêëèäà äëÿ êîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U : |U | = n:

e(A,B) =

√√√√
n∑

i=1

(µA(ui)− µB(ui))2;

- îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå Åâêëèäà äëÿ êîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà
U : |U | = n:

ε(A,B) =
1√
n

√√√√
n∑

i=1

(µA(ui)− µB(ui))2;



1

U

m

m1(u)
m2(u)

m3(u)

Ðèñ. 1.5:

1

U

m

m1(u)

m2(u)

m3(u)

Ðèñ. 1.6:

- ðàññòîÿíèå Åâêëèäà äëÿ áåñêîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U ⊆ R1:

e(A,B) =

√√√√
∫

U

(µA(u)− µB(u))2du;

- îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå Åâêëèäà äëÿ áåñêîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæå-
ñòâà U ⊆ R1:

ε(A,B) =
1√
|U |

√√√√
∫

U

(µA(u)− µB(u))2du.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî ïðèäóìàòü è îïðåäåëèòü è äðóãèå ðàññòîÿíèÿ. Âûáîð òîãî
èëè èíîãî ðàññòîÿíèÿ çàâèñèò îò ïðèðîäû ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû. Êàæäîå èç
íèõ îáëàäàåò ñâîèìè ïðåèìóùåñòâàìè è íåäîñòàòêàìè, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ î÷åâèä-
íûìè â ïðèëîæåíèÿõ. Ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ áóäåò íàìè àêòèâíî èñïîëüçîâàíî íèæå
ïðè îïðåäåëåíèè ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ìíîæåñòâà (ðàçäåë 1.5).

1.5 Èçìåðåíèå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ìíîæåñòâà
Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà ìîãóò èìåòü ðàçíóþ ñòåïåíü íå÷åòêîñòè. Ìíîæåñòâà s− è π−
òèïîâ, èìåþùèõ ðàçëè÷íóþ ñòåïåíü íå÷åòêîñòè, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.5 è ðèñ. 1.6
ñîîòâåòñòâåííî (ìíîæåñòâî µ1(u) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå �íå÷åòêèì�, ìíîæåñòâî µ3(u) -
íàèáîëåå �÷åòêèì�).



Ìåðû íå÷åòêîñòè âàæíû â ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ. Ýòîò ïîêà-
çàòåëü ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì îöåíêè êà÷åñòâà ðàçëè÷íûõ ïðîöåäóð è àëãîðèòìîâ â
ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ, ïðèíÿòèè ðåøåíèé, ìîäåëÿõ ïîèñêà èíôîðìàöèè [40] - [43]
è ò.ï.

Ðàáîòû ïî èçìåðåíèþ ñòåïåíè íå÷åòêîñòè íà÷àëèñü ñ 1972 ã. [68] Èñòîðè÷åñêè
ïåðâûìè áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû îöåíêè íå÷åòêîñòè ÷åðåç ýíòðîïèþ [21]; ê íàñòî-
ÿùåìó âðåìåíè ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê îöåíêå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè
ìíîæåñòâà: ìåòðè÷åñêèé è àêñèîìàòè÷åñêèé.

1.5.1 Îöåêà íå÷åòêîñòè ÷åðåç ýíòðîïèþ
Ýòîò ïîäõîä ê îöåíêå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ìíîæåñòâà áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ïî-
íÿòèè ýíðîïèè â ôèçèêå. Ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè êîìïîíåíò ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû
îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòè åå ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ ýíòðîïèè.
Ïîýòîìó æåëàíèå èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ âûè÷èñëåíèÿ ñòåïåíè íå÷åòêîñòè (íåîïðåäå-
ëåííîñòè) ìíîæåñòâà ÿâëÿëîñü åñòåñòâåííûì â ñèëó î÷åâèäíîé àíàëîãèè. Íàïîìíèì
îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè.

Ïóñòü Ω1, Ω2, · · · , Ωn - ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, p1, p2, · · · , pn - âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé.
Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû H(p1, p2, · · · , pn) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

H(p1, p2, · · · , pn) = −
n∑

i=1

pi ln pi (1.32)

Íåïîñðåäñòâåííî èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýíòðî-
ïèè:

a) H = 0 (ìèíèìàëüíî), åñëè

∃j (1 ≤ j ≤ n) (pj = 1);

b) H = ln n (ìàêñèìàëüíî), åñëè

∀j (1 ≤ j ≤ n)

(
pj =

1

n

)
.

Åñëè â ôîðìóëå ( 1.32) ïåðåä çíàêîì ñóììû ïîñòàâèòü íîðìèðîâî÷íûé êîýôôè-
öèåíò 1

ln n
, òî çíà÷åíèå ýíòðîïèè áóäåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1.

Îöåíêà ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ÷åðåç ýíòðîïèþ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
1) Ïðîâîäèòñÿ �íîðìèðîâêà� íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà A. Ýòà ïðîöåäóðà âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1.1) Âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà C(A) =

∫
U

µA(u)du â ñëó÷àå U ⊂ R1 èëè C(A) =∑
ui∈U µA(ui) äëÿ êîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà. Ýòà âåëè÷èíà â ðàçíûõ ðà-

áîòàõ íàçûâàåòñÿ �ìîùíîñòüþ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà�, �ìàññîé íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà�
è ò.ï.;

1.2) Ñòðîèòñÿ íå÷åòêîå ìíîæåñòâî Â ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µÂ(u) =
µA(u)

C(A)
.



Ìíîæåñòâî Â è åñòü �ïðîíîðìèðîâàííîå� ìíîæåñòâî A.
2) Â êà÷åñòâå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè A áåðåòñÿ çíà÷åíèå ïðîíîðìèðîâàííîé ôîðìóëû

( 1.32) äëÿ ïðîíîðìèðîâàííîãî ìíîæåñòâà Â:

ξ(A) = − 1

ln n

∑
ui∈U

µÂ(ui) ln µÂ(ui) (1.33)

Äàæå áåãëûé àíàëèç ôîðìóëû ( 1.33) ïîçâîëÿåò çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèå ñòåïåíè
íå÷åòêîñòè çàâèñèò íå îò ñîáñòâåííî çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè, à îò èõ
îòíîèòåëüíûõ çíà÷åíèé. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì �ïàðàäîêñàì�:

1) Ñòåïåíü íå÷åòêîñòè îáû÷íûõ ìíîæåñòâ µ∅(u) ( 1.18) è µU(u) ( 1.21) ìàêñèìàëü-
íà;

2) Ìèíèìàëüíà òîëüêî ñòåïåíü íå÷åòêîñòè ìíîæåñòâ ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì
ýëåìåíòîì - êàê �÷åòêèõ�, òàê è �íå÷åòêèõ�.

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ýíòðîïèéíàÿ ìåðà íå÷åòêîñòè îáëàäàåò íåäîñòàòêà-
ìè. Òåì ñàìûì âàæíû äðóãèå ïîäõîäû ê îöåíêå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè.

1.5.2 Ìåòðè÷åñêèé ïîäõîä
Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà ê èçìåðåíèþ ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ìíîæåñòâ áàçèðóåòñÿ
íà èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íå÷åòêèìè ìíîæåñòâàìè (ðàçäåë 1.4).

Èäåÿ ìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè êàê ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó îöåíèâàåìûì ìíîæåñòâîì è íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì ñ èçâåñòíîé ñòåïå-
íüþ íå÷åòêîñòè.

Äëÿ ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ýòîé èäåè íàì ïîíàäîáÿòñÿ ðÿä ïîíÿòèé.
Ïóñòü A - íå÷åòêîå ìíîæåñòâî. Îáû÷íîå ìíîæåñòâî Ǎ ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíî-

ñòè

µǍ(u) =





0, åñëè µA(u) < 0, 5
1, åñëè µA(u) > 0, 5

0 èëè 1, åñëè µA(u) = 0, 5

íàçûâàåòñÿ áëèæàéøèì ê íå÷åòêîìó ìíîæåñòâó A.
Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî A∗ ñ èçâåñòíîé ñòåïåíüþ íå÷åòêîñòè áàçèñíûì ìíî-

æåñòâîì.

Ïðèìåð 3 Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî ïðèâåñòè:
1) A∗ = Ǎ; Ýòî ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì A è èìååò ñòåïåíü

íå÷åòêîñòè, ðàâíóþ íóëþ. ×åì áîëüøå ðàññòîÿíèå îò íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà äî
åãî áëèæàéøåãî ÷åòêîãî ìíîæåñòâà, òåì áîëüøå ñòåïåíü åãî íå÷åòêîñòè.

2) A∗ = A0,5, ãäå µA0,5(u) = 0.5 ∀u ∈ U . Ýòî ìàêñèìàëüíî íå÷åòêîå ìíîæå-
ñòâî. ×åì áëèæå ê íåìó íåêîòîðîå íå÷åòêîå ìíîæåñòâî, òåì áîëüøå ñòåïåíü åãî
íå÷åòêîñòè.

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü îïðåäåëåíèå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ìíîæåñòâà.
Ïóñòü f - íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, ρ(x, y) - ìåòðèêà â P(U), A∗ - áàçèñ-

íîå ìíîæåñòâî, òîãäà ñòåïåíüþ íå÷åòêîñòè ξ(A) íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ
çíà÷åíèå ξ(A) = f [ρ(A,A∗)].



Ôóíêöèÿ f ïîäáèðàåòñÿ äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì òðåáîâàíè-
ÿì äëÿ ñòåïåíè íå÷åòêîñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ êàæäîé çàäà÷è.

Ïðèìåðàìè òàêèõ òðåáîâàíèé ìîãóò áûòü èçìåíåíèå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè â ïðå-
äåëàõ îò 0 äî 1, ðàâåíñòâî ñòåïåíè íå÷åòêîñòè íóëþ äëÿ îáû÷íîãî ìíîæåñòâà è ò.ï.
Ïîäðîáíåå î òàêèõ òðåáîâàíèÿõ ìîæíî óçíàòü â ðàçäåëå 1.5.3.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëîâ, èçìåðÿþùèõ ñòåïåíü
íå÷åòêîñòè.

Ïðèìåð 4 Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ìîæíî ïðèâåñòè:
1) ξ1(A) = 2ε(A, Ǎ); 0 ≤ ξ1(A) ≤ 1;
2) ξ2(A) = 1− 2d(A,A0,5); 0 ≤ ξ2(A) ≤ 1.

1.5.3 Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä
Îñíîâíàÿ èäåÿ àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìóëèðîâàíèè íåêîòî-
ðûõ �åñòåñòâåííûõ� òðåáîâàíèé (àêñèîì) ê ñòåïåíè íå÷åòêîñòè, è ïîèñêå êîíêðåòíûõ
ôóíêöèîíàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì òðåáîâàíèÿì.

Îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèìè àêñèîìàìè ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ìíîæåñòâà.
P1. ξ(A) = 0 (ìèíèìàëüíî) äëÿ ñèòóàöèè, êîãäà A - îáû÷íîå ìíîæåñòâî;
P2. ξ(A0,5) = 1 (ìàêñèìàëüíî);
P3. ξ(A) ≤ ξ(B), åñëè µA(u) ≤ µB(u) ïðè µB(u) < 0.5 è µA(u) ≥ µB(u) ïðè

µB(u) > 0.5 (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ çàîñòðåíèåì B);
P4. ξ(A) = ξ(Ā) (ñèììåòðè÷åíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê 0, 5).
Èíîãäà äàáàâëÿåòñÿ àêñèîìà P5.
P5. ξ(A∪B)+ ξ(A∩B) = ξ(A)+ ξ(B), ò.å. ξ ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé íà ðåøåòêå P (U).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå â ïðèìåðå 4 ôóíêöèîíàëû óäîâëåòâîðÿþò

äàííûì àêñèîìàì. È îáðàòíî, ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà ôóíêöèè f â ðàìêàõ ìåòðè÷åñêîãî
ïîäõîäà (îïðåäåëåíèå 1.5.2) ìîæíî äîáèòüñÿ óäîâëåòâîðåíèÿ P1, P2; ìîíîòîííîñòü
f è èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ðàññòîÿíèÿ äî îáû÷íîãî èëè ìàêñèìàëüíî
íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå P3, P4.

1.5.4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ìíîæåñòâà
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñòåïåíè íå÷åòêîñòè, èëëþñòðèðóþùèå åå �åñòåñòâåí-
íîñòü�, òî åñòü óäîâëåòâîðåíèå èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì î íåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñòåïåíü íå÷åòêîñòè ξ(A) = 2ε(A, Ǎ).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ îäíó è òó æå ñòåïåíü íå÷åò-

êîñòè
Ψ(A) = {B : ξ(B) = ξ(A)}. (1.34)

Ðàâåíñòâî ξ(B) = ξ(A) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà P (U),
Ψ(A) - ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Íèæå ôîðìóëèðóåòñÿ ðÿä óòâåðæäåíèé, ÷àñòü èç êîòîðûõ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíà,
÷àñòü äîêàçàíà â ðàáîòàõ [41], [43].

Óòâåðæäåíèå 6 Ñîîòíîøåíèÿ B ∈ Ψ(A) è B̄ ∈ Ψ(A) ýêâèâàëåíòíû.



Ïóñòü g - íåêîòîðàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà U . Íå÷åòêèå
ìíîæåñòâî Ag, îïðåäåëÿåìîå ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè µAg(u) = µA(g−1(u)) áóäåì
íàçûâàòü ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà A.

Óòâåðæäåíèå 7 Åñëè Bg - ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà B, ñîîòíîøåíèÿ B ∈ Ψ(A) è
Bg ∈ Ψ(A) ýêâèâàëåíòíû.

×àñíûì ñëó÷àåì ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ ñäâèã ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè âëåâî
èëè âïðàâî [41]. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 1 Åñëè Bλ - ñäâèã ìíîæåñòâà B íà λ åäèíèö, ñîîòíîøåíèÿ B ∈ Ψ(A)
è Bλ ∈ Ψ(A) ýêâèâàëåíòíû.

Óòâåðæäåíèå 8 Åñëè äëÿ âñåõ u èç U âûïîëíåíî
µA1(u) < µA2(u), òî

1) ξ(A1) ≤ ξ(A2) ïðè µA2 < 0, 5;
2) ξ(A1) ≥ ξ(A2) ïðè µA1 > 0, 5.

Ñëåäñòâèå 2 Åñëè ïðè i = 1, 2 âûïîëíåíî Bi ∈ Ψ(A) è
B3 = B1 ∩B2, òî

1) ξ(B3) ≤ ξ(A) ïðè µBi
(u) < 0.5 ∀u ∈ U ;

2) ξ(B3) ≥ ξ(A) ïðè µBi
(u) > 0.5 ∀u ∈ U .

Ñëåäñòâèå 3 Åñëè ïðè i = 1, 2 âûïîëíåíî Bi ∈ Ψ(A) è
B3 = B1 ∪B2, òî

1) ξ(B3) ≥ ξ(A) ïðè µBi
(u) < 0.5 ∀u ∈ U ;

2) ξ(B3) ≤ ξ(A) ïðè µBi
(u) > 0.5 ∀u ∈ U .

Ïîñëåäíèå äâà ñëåäñòâèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ íå
âûâîäèò íàñ èç êëàññà ôóíêöèé îäèíàêîâîé ñòåïåíè íå÷åòêîñòè; îïåðàöèè æå ïåðå-
ñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿþò êëàññà ôóíêöèé îäèíàêîâîé
ñòåïåíè íå÷åòêîñòè. Ïðè ïîñëåäíèõ äâóõ îïåðàöèÿõ íå÷åòêîñòü ìîæåò êàê óâåëè÷è-
âàòüñÿ, òàê è óìåíüøàòüñÿ, îäíàêî êîêîé-ëèáî ñèñòåìàòè÷åñêèé ýôôåêèò óâåëè÷å-
íèÿ (óìåíüøåíèÿ) íå÷åòêîñòè âîçìîæåí ïðè äîâîëüíî ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, ðåäêî
âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå.

Â çàêëþ÷åíèè ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëü-
íûõ òèïîâ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 9 Åñëè µA(u) = s(u; α, β, γ), òî ξ(A) = 1
3
(γ − α).

Óòâåðæäåíèå 10 Åñëè µA(u) = π(u; β, γ), òî ξ(A) = 2
3
β.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë óòâåðæäåíèé 9 è 10 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷åì �êðó÷å�
âîçðàñòàåò s− ôóíêöèÿ è ÷åì �óæå� π− ôóíêöèÿ, òåì ìåíüøå èõ ñòåïåíü íå÷åòêîñòè.

Ïóñòü ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè (Ðèñ. 1.4). Îáî-
çíà÷àÿ ÷åðåç uL è uR ëåâóþ è ïðàâóþ ãðàíèöó îáëàñòè íåîïðåäåëåííîñòè, ìû ìîæåì
çàäàòü ôóíêöèþ ïðèíàæäåæíîñòè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, à èìåííî:



µA1(u) =





1 , u ≤ uL
uR−u

uR−uL
, uL ≤ u ≤ uR

0 , u ≥ uR

(1.35)

µA2(u) =





0 , u ≤ uL
u−uL

uR−uL
, uL ≤ u ≤ uR

1 , u ≥ uR

(1.36)

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ÷åðåç L. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ïðåäëîæåíèå.

Óòâåðæäåíèå 11 Åñëè A ∈ L, òî ξ(A) = d
2|U | , ãäå d = uR − uL.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åì ìåíüøå îáëàñòü íåîïðåäåëåííîñòè, òåì ìåíüøå ñòåïåíü íå÷åò-
êîñòè ìíîæåñòâà, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì î íå÷åòêîñòè. ñòå-
ïåíè íå÷åòêîñòè ìíîæåñòâà, èçëîæåííûìè â 1.5.4.





Ãëàâà 2

Íå÷åòêèå îòíîøåíèÿ

Ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ. Ýòî ïî-
íÿòèå àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè àâòîìàòîâ [22]; ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ [15];
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñòðóêòóðû ñëîæíûõ ñèñòåì [23], [25], [27]; ïðè àíàëèçå ïðî-
öåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé [23], [6] [28], [30] è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ïîíÿòèå
îòíîøåíèÿ òàêæå ìîæíî îáîáùèòü íà íå÷åòêèé ñëó÷àé. Ïðè ýòîì îáíàðóæèâàþòñÿ
íåêîòîðûå íîâûå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà. Òàê, íàïðèìåð, ïîíÿòèå êëàññà ýêâèâàëåíòíî-
ñòè çàìåíÿåòñÿ ïîíÿòèåì ïîäîáèÿ. Ïîäîáèå ÿâëÿåòñÿ íå òàêèì æåñòêèì, è, ïîýòîìó,
áîëåå ïîäõîäÿùèì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìåíåå îïðåäåëåííûõ è äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå-
÷àþùèõñÿ ñèòóàöèé. Â ðàìêàõ íå÷åòêèõ îòíîøåíèé ìîæíî ââåñòè íåêîòîðûå íîâûå
òèïû îòíîøåíèé, íàïðèìåð, ñõîäñòâà è íåñõîäñòâà, áîëåå àäåêâàòíî îïèñûâàþùèõ
ìíîãèå ïðàêòè÷åñêèå ñèòóàöèè.

Íå÷åòêèå îòíîøåíèÿ ââîäÿòñÿ êàê íå÷åòêèå ïîäìíîæåñòâà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì
óñòðîåííîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà. Ìíîãèå ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà íå÷åòêèõ îòíî-
øåíèé â äàííîé ãëàâå îïèñàíû ñõåìàòè÷íî, ïîñêîëüêó ïîäðîáíûé àíàëèç èõ àíàëîãîâ
ïðîâåäåí â ãëàâå 1.

2.1 Îñíîâíûå îïåðàöèè è èõ ñâîéñòâà
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü U1 = {x} è U2 = {y} - îáû÷íûå ìíîæåñòâà. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå U1 × U2

ìíîæåñòâ U1 è U2 åñòü ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà (x, y), òî åñòü

U1 × U2 = {(x, y) : x ∈ U1, y ∈ U2}.

Ïóñòü M - ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæíîñòåé. Òîãäà íå÷åòêîå ìíîæåñòâî R òàêîå, ÷òî

∀(x, y) ∈ U1 × U2 µR(x, y) ∈M

íàçûâàåòñÿ íå÷åòêèì áèíàðíûì îòíîøåíèåì R â U1 × U2.
Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèé ïðèìåð íå÷åòêîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ.

Ïðèìåð 5 Ïóñòü U1 = {x1, x2, x3}, U2 = {y1, y2, y3, y4, y5}, M = [0, 1]. Òîãäà íå÷åò-
êîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ìîæåò áûòü çàäàíî ñëåäóþùåé òàáëèöåé:
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R y1 y2 y3 y4 y5

x1 0 0.3 0.5 0.9 0.3
x2 0.7 0.2 1 0 0.1
x3 0.9 0 1 0.7 0.4

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì íå÷åòêîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêîå n−
àðíîå îòíîøåíèå. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Pn = U1×U2×· · ·×Un

- ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n ìíîæåñòâ, M - ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæíîñòåé. Íå÷åòêèì n -
àðíûì îòíîøåíèåì íàçûâàåòñÿ íå÷åòêîå ìíîæåñòâî â Pn, ïðèíèìàþùåå ñâîè çíà÷åíèÿ
â M.

Íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íå÷åòêèå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ. Ââîäèìûå
ïîíÿòèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé n− àðíûõ îòíîøåíèé.

Äëÿ íå÷åòêèõ îòíîøåíèé ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïðîåêöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâàÿ
ïðîåêöèÿ íå÷åòêîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíî-
ñòè

µ
(1)
R (x) = max

y
µR(x, y).

Âòîðàÿ ïðîåêöèÿ íå÷åòêîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðèíàä-
ëåæíîñòè

µ
(2)
R (y) = max

x
µR(x, y).

Ãëîáàëüíîé ïðîåêöèåé h(R) íå÷åòêîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R íàçûâàåòñÿ âòîðàÿ
ïðîåêöèÿ ïåðâîé ïðîåêöèè (èëè íàîáîðîò):

h(R) = max
x

max
y

µR(x, y) = max
y

max
x

µR(x, y).

Ïîíÿòèÿ íîñèòåëÿ, âêëþ÷åíèÿ îòíîøåíèé è îñíîâíûå îïåðàöèè äëÿ íèõ îïðåäå-
ëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì ïîíÿòèÿì äëÿ ìíîæåñòâ (ðàçäåë 1.2).

Íîñèòåëåì S(R) íå÷åòêîãî îòíîøåíèÿ R íàçûâàåòñÿ îáû÷íîå ìíîæåñòâî óïîðÿ-
äî÷åííûõ ïàð (x, y), äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïîëîæèòåëüíà, òî åñòü

S(R) = {(x, y) : µR(x, y) > 0}.

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå îòíîøåíèå L ñîäåðæèò íå÷åòêîå îòíîøåíèåR (R ñîäåðæèòñÿ
â L), åñëè äëÿ âñåõ ïàð (x, y) èç U1 × U2 âûïîëíåíî µR(x, y) ≤ µL(x, y).

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå îòíîøåíèå R ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì íå÷åòêîãî îòíîøåíèÿ
R, åñëè äëÿ âñåõ ïàð (x, y) èç U1 × U2 âûïîëíåíî µR(x, y) = 1− µR(x, y).

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå îòíîøåíèå G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå÷åòêèõ îòíîøåíèé
R è L (G = R ∪ L), åñëè äëÿ âñåõ ïàð (x, y) èç U1 × U2 âûïîëíåíî µG(x, y) =
max [µR(x, y), µL(x, y)] .

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå îòíîøåíèå G ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íå÷åòêèõ îòíîøåíèé
R è L (G = R ∩ L), åñëè äëÿ âñåõ ïàð (x, y) èç U1 × U2 âûïîëíåíî µG(x, y) =
min [µR(x, y), µL(x, y)] .

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå îòíîøåíèå G ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì íå÷åò-
êèõ îòíîøåíèé R è L (G = R • L), åñëè äëÿ âñåõ ïàð (x, y) èç U1 × U2 âûïîëíåíî
µG(x, y) = µR(x, y) · µL(x, y).



Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå îòíîøåíèå G ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé íå÷åòêèõ
îòíîøåíèé R è L (G = R+̂L), åñëè äëÿ âñåõ ïàð (x, y) èç U1 × U2 âûïîëíåíî
µG(x, y) = µR(x, y) + µL(x, y)− µR(x, y) · µL(x, y).

Ãîâîðÿò, ÷òî íå÷åòêîå îòíîøåíèå G ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòèâíîé ñóììîé íå÷åòêèõ
îòíîøåíèé R è L (G = R⊕L), åñëè äëÿ âñåõ ïàð (x, y) èç U1 × U2 âûïîëíåíî
G = (R∩ L) ∪ (R∪ L).

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî, åñëè ìû çàìåíèì â îïðåäåëåíèÿõ ââåäåííûõ îïåðàöèé
ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè µ(x, y) íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè h(x, y), òî ïîëó-
÷èì îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé, ïðèíÿòûå â òåîðèè îòíîøåíèé. Â ýòîì
ñìûñëå òåîðèÿ íå÷åòêèõ îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðèè (îáû÷íûõ) îòíî-
øåíèé.

Òàê êàê íå÷åòêèå îòíîøåíèÿ åñòü íå÷åòêèå ìíîæåñòâà íà ñïåöèôè÷åñêîì óíè-
âåðñàëüíîì ìíîæåñòâå, îñíîâíûå îïåðàöèè íàä íèìè îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè.
Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì, ïðèâåäåííûì â 1.2.

Êàê è â ñëó÷àå íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, íå÷åòêîå îòíîøåíèå ìîæíî äåêîìïîçèðîâàòü
íà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì óñòðîåííóþ ñèñòåìó îáû÷íûõ îòíîøåíèé è íàîáîðîò, èç ñè-
ñòåìû îáû÷íûõ îòíîøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèì íåêîòîðûì òðåáîâàíèÿì, ìîæíî ñèí-
òåçèðîâàòü íå÷åòêîå îòíîøåíèå. Òàêàÿ äåêîìïîçèöèÿ è ñèíòåç íå÷åòêèõ îòíîøåíèé
ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäìíîæåñòâ α - óðîâíÿ íå÷åòêîãî îòíîøåíèÿ.

Ïóñòü α ∈ [0, 1], R ∈ U ×U . Ïîäìíîæåñòâîì α - óðîâíÿ íå÷åòêîãî îòíîøåíèÿ
R íàçûâàåòñÿ îáû÷íîå ïîäìíîæåñòâî Rα = {(x, y) : µR(x, y) ≥ α}

Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïîäìíîæåñòâà α - óðîâíÿ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

µRα(x, y) =

{
1, µR(x, y) ≥ α
0, µR(x, y) < α

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè α1 ≥ α2, òî Rα1 ⊂ Rα2 .

Óòâåðæäåíèå 12 (î äåêîìïîçèöèè). Ëþáîå îòíîøåíèå R ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â ôîðìå

R = max
α

α×Rα

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

µR(x, y) = max
α≤µR(x,y)

α = max
α

α× µRα(x, y) = µmaxα α×Rα(x, y).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.



Ïðèìåð 6
0.2 0.5 0 1
0.4 0.3 0.9 0
1 0 0.7 0.5

= max

[
0.2 ·

1 1 0 1
1 1 1 0
1 0 1 1

,

0.3 ·
0 1 0 1
1 1 1 0
1 0 1 1

, 0.4 ·
0 1 0 1
1 0 1 0
1 0 1 1

,

0.5 ·
0 1 0 1
0 0 1 0
1 0 1 1

, 0.7 ·
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 1 0

,

0.9 ·
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0

, 1 ·
0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 0

]

2.2 Êîìïîçèöèÿ íå÷åòêèõ îòíîøåíèé
Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè íå÷åòêèõ îòíîøåíèé R1 â X × Y è R2 â Y × Z ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü íå÷åòêîå îòíîøåíèå â X × Z.

(Max-min) - êîìïîçèöèÿ è åå ñâîéñòâà
Ïóñòü R1 åñòü íå÷åòêîå îòíîøåíèå â X ×Y , R2 - íå÷åòêîå îòíîøåíèå â Y ×Z. (Max-
min) - êîìïîçèöèÿ R1 ◦ R2 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

µR1◦R2(x, z) = max
y

[min{µR1(x, y), µR2(y, z)}] , (2.1)

ãäå x ∈ X, y ∈ Y , z ∈ Z.
Âû÷èñëåíèå êîìïîçèöèè íå÷åòêèõ îòíîøåíèé àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ ïðîèçâå-

äåíèÿ ìàòðèö, (�ñòîëáåö íà ñòðîêó�), òîëüêî âìåñòî ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû âûïîëíÿ-
þòñÿ îïåðàöèè âçÿòèÿ ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèìåð 7 Ïóñòü X = {x1, x2, x3}, Y = {y1, y2, y3, y4, y5}, Z = {z1, z2, z3, z4}. Îòíî-
øåíèå R1 íà X × Y çàäàíî ñëåäóþùåé ìàòðèöåé:

R1 y1 y2 y3 y4 y5

x1 0.1 0.2 0.5 0.7 0.3
x2 0.3 0 1 0.3 0.7
x3 0.1 0.8 0 0 1

Íå÷åòêîå îòíîøåíèå R2 íà Y × Z çàäàíî ñëåäóþùåé ìàòðèöåé:
R2 z1 z2 z3 z4

y1 0.9 0 0.4 0.7
y2 0.3 0.4 0.9 1
y3 1 0.4 0.2 0
y4 0.3 0.4 0.7 0.2
y3 0.5 0.5 0.9 0.1



Òîãäà íå÷åòêîå îòíøåíèå R1 ◦ R2 îïðåäåëåíî íà X × Z è èìååò âûðàæàåòñÿ
ñëåäóþùåé ìàòðèöåé:

R2 z1 z2 z3 z4

x1 0.5 0.4 0.7 0.2
x2 1 0.5 0.7 0.8
x3 0.5 0.5 0.9 0.8

Ñðåäè ñâîéñòâ (max-min) - êîìïîçèöèè ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå.
� àññîöèàòèâíîñòü: (R3 ◦ R2) ◦ R1 = R3 ◦ (R2 ◦ R1);
� äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ:

R1 ◦ (R2 ∪R3) = (R1 ◦ R2) ∪ (R1 ◦ R3);

� íå äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ:

R3 ◦ (R2 ∩R1) 6= (R3 ◦ R2) ∩ (R3 ◦ R1);

� ìîíîòîííîñòü:

A ⊂ B ⇒ R ◦ A ⊂ R ◦ B.

Äîêàçàòåëüñòâà äàííûõ ñâîéñòâ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ èõ
ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî ïî ñõåìàì, êîòîðûå áûëè íàìè ïðèìåíåíû â 1.2.

(Max-?) - êîìïîçèöèè
Ïîíÿòèå (Max-min) - êîìïîçèöèè ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàìåíèòü â
( 2.1) îïåðàöèþ min íà ëþáóþ äðóãóþ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâî àññîöèà-
òèâíîñòè è ìîíîòîííîãî íåóáûâàíèÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó:

Ïóñòü îïåðàöèÿ ′′?′′ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è ìîíîòîííî íå óáûâàåò ïî êàæäîìó
àðãóìåíòó. (Max-?) - êîìïîçèöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíî-
ñòè

µR1?R2(x, z) = max
y

[µR1(x, y) ? µR2(y, z)] , (2.2)

ãäå x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z.
Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì (Max-?) - êîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ (Max-·) - êîìïîçèöèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàöèÿ �?� - ýòî ïðîèçâåäåíèå, è, òàêèì îáðàçîì, ( 2.2) ïðèíèìàåò
ñëåäóþùèé âèä:

µR1·R2(x, z) = max
y

[µR1(x, y) · µR2(y, z)] ,

ãäå x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z.
Äðóãèì ïðèìåðîì (Max-?) - êîìïîçèöèè â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæ-

íîñòåé M = [0, 1], ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èç ( 2.1) çàìåíîé îïåðàöèè min
íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå:

µR1·R2(x, z) = max
y

[
1

2
(µR1(x, y) + µR2(y, z))

]
,



ãäå x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z.
Äðóãèå êîíêðåòíûå (Max-?) - êîìïîçèöèè è èõ ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðà-

áîòàõ [21], [29].
Âûáîð òîãî èëè èíîãî âàðèàíòà (max-?) - êîìïîçèöèè â ïðèëîæåíèÿõ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñâîéñòâàìè çàäà÷è.

2.3 Íå÷åòêèå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ â U × U

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé U1 = U2 = U , M = [0, 1]. Äëÿ íå÷åòêèõ îòíîøåíèé äîâîëüíî
åñòåñòâåííî ââîäÿòñÿ ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè.

Íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè µR(x, x) =
1 ∀x ∈ U.

Íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè µR(x, y) = α ⇒
µR(y, x) = α ∀x, y ∈ U.

Íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè µR(x, z) ≥
maxy [µR(x, y), µR(y, z)] ∀x, y, z ∈ U.

Ïðèìåð 8 Îòíîøåíèå �x áëèçêî ê ó� ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî, íî íå òðàíçèòèâ-
íî; îòíîøåíèÿ �y ìíîãî áîëüøå x�, �ó ÷èùå x� - íå ðåôëåêñèâíû, íå ñèììåòðè÷íû,
íî òðàíçèòèâíû.

2.3.1 Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå íå÷åòêîãî áèíàðíîãî îòíîøå-
íèÿ

Ïóñòü R - íå÷åòêîå îòíîøåíèå â U × U . Îïðåäåëèì R2 = R ◦ R ôóíêöèåé ïðèíàä-
ëåæíîñòè

µR2(x, z) = max
y

[min(µR(x, y), µR(y, z))],

ãäå x, y, z ∈ U .
Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ îïðåäåëåíèåì òðàíçèòèâíîñòè äëÿ íå÷åòêèõ

áèíàðíûõ îòíîøåíèé, íå òðóäíî óâèäåòü, ÷òî ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè ìîæíî çàïè-
ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

R2 ⊂ R
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïî èíäóêöèè Rk:

Rk = R ◦Rk−1, k = 2, 3, . . . .

Ïóñòü R2 ⊂ R è Rk+1 ⊂ Rk, k = 2, 3, . . .. Òîãäà, î÷åâèäíî, Rk ⊂ R.
Òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì íå÷åòêîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ áóäåì íàçûâàòü îòíî-

øåíèå

R̂ = R∪R2 ∪R3 ∪ . . . . (2.3)
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå



Óòâåðæäåíèå 13 Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ëþáîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ åñòü
òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ( 2.3) ìîæíî çàïèñàòü:

R̂2 = R̂ ◦ R̂ = R2 ∪R3 ∪R4 ∪ . . . .

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ ( 2.3), ìîæíî çàïèñàòü: R̂2 ⊂ R̂, ÷òî è äîêà-
çûâàåò òðàíçèòèâíîñòü R.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Êàê ïðîâåðèòü, ïîñòðîèëè ìû èëè íåò òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå êîíêðåòíîãî

íå÷åòêîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 14 Ïóñòü R - íåêîòîðîå íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå. Åñëè ñó-
ùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî Rk+1 = Rk, òî R̂ = R∪R2 ∪ . . . ∪Rk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé:

R̂ = R∪R2 ∪ . . . ∪Rk ∪Rk+1 ∪Rk+2 ∪ . . . =

= R∪R2 ∪ . . . ∪Rk ∪Rk ∪Rk ∪ . . . = R∪R2 ∪ . . . ∪Rk.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Âñåãäà ëè êîìïîçèöèÿ R1◦R2 èëè R2◦R1 äâóõ òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé R1 è R2

åñòü òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå? Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð, ÷òî ýòî ñâîéñòâî íå âñåãäà
âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèìåð 9 Ïóñòü R1 çàäàåòñÿ òàáëèöåé ( 2.4). Ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî,
ò.ê. R2

1 ⊂ R1.

0,5 0,9 0 0 0,5 0,5 0,9 0 0 0,5
0 0,7 0 0 0 0 0,7 0 0 0
0 1 0,1 0,1 0 ◦ 0 1 0,1 0,1 0 =
0 1 0,4 1 0 0 1 0,4 1 0
0,7 0,9 0 0 0,5 0,7 0,9 0 0 0,5

0,5 0,7 0 0 0,5
0 0,7 0 0 0

= 0 0,7 0,1 0,1 0
0 1 0,4 1 0
0,5 0,7 0 0 0,5

(2.4)

Ïóñòü R2 - îòíîøåíèå, çàäàííîå ( 2.5). Ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî, ò.ê.
R2

2 ⊂ R2.

0,7 0 0 0 0 0,7 0 0 0 0
0,8 1 0,6 0,6 1 0,8 1 0,6 0,6 1
0 0 0,5 0,5 0 ◦ 0 0 0,5 0,5 0 =
0 0 0,2 0,4 0 0 0 0,2 0,4 0
0,8 1 0,6 0,6 1 0,8 1 0,6 0,6 1



0,7 0 0 0 0
0,8 1 0,6 0,6 1

= 0 0 0,5 0,5 0
0 0 0,2 0,4 0
0,8 1 0,6 0,6 1

(2.5)

Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì R2 ◦ R1 ( 2.6):

0,5 0,9 0 0 0,5 0,7 0 0 0 0
0 0,7 0 0 0 0,8 1 0,6 0,6 1
0 1 0,1 0,1 0 ◦ 0 0 0,5 0,5 0 =
0 1 0,4 1 0 0 0 0,2 0,4 0
0,7 0,9 0 0 0,5 0,8 1 0,6 0,6 1

0,8 0,9 0,6 0,6 0,9
0,7 0,7 0,6 0,6 0,7

= 0,8 1 0,6 0,6 1
0,8 1 0,8 0,6 1
0,8 0,9 0,6 0,6 0,9

(2.6)

è (R2 ◦ R1)
2 ( 2.7):

0,8 0,9 0,6 0,6 0,9 0,8 0,9 0,6 0,6 0,9
0,7 0,7 0,6 0,6 0,7 0,7 0,7 0,6 0,6 0,7
0,8 1 0,6 0,6 1 ◦ 0,8 1 0,6 0,6 1 =
0,8 1 0,6 0,6 1 0,8 1 0,6 0,6 1
0,8 0,9 0,6 0,6 0,9 0,8 0,9 0,6 0,6 0,9

0,8 0,9 0,6 0,6 0,9
0,7 0,7 0,6 0,6 0,7

= 0,8 0,9 0,6 0,6 0,8
0,8 0,9 0,6 0,6 0,9
0,8 0,9 0,6 0,6 0,9

(2.7)

Ñðàâíèâàÿ ( 2.6) è ( 2.7), ïîëó÷àåì, ÷òî (R2 ◦ R1)
2 ⊂ R2 ◦ R1. Ýòî äîêàçûâàåò

òðàíçèòèâíîñòü R2 ◦ R1

Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì R1 ◦ R2 ( 2.8):

0,7 0 0 0 0 0,5 0,9 0 0 0,5
0,8 1 0,6 0,6 1 0 0,7 0 0 0
0 0 0,5 0,5 0 ◦ 0 1 0,1 0,1 0 =
0 0 0,2 0,4 0 0 1 0,4 1 0
0,8 1 0,6 0,6 1 0,7 0,9 0 0 0,5



0,5 0,7 0 0 0,5
0,7 0,9 0,4 0,6 0,5

= 0 0,5 0,4 0,5 0
0 0,4 0,4 0,4 0
0,7 0,9 0,4 0,6 0,5

(2.8)

è (R1 ◦ R2)
2 ( 2.9):

0,5 0,7 0 0 0,5 0,5 0,7 0 0 0,5
0,7 0,9 0,4 0,6 0,5 0,7 0,9 0,4 0,6 0.5
0 0,5 0,4 0,5 0 ◦ 0 0,5 0,4 0,5 0 =
0 0,4 0,4 0,4 0 0 0,4 0,4 0,4 0
0,7 0,9 0,4 0,6 0,5 0,7 0,9 0,4 0,6 0,5

0,7 0,7 0,4 0,6 0,5
0,7 0,9 0,4 0,6 0,5

= 0,5 0,5 0,4 0,5 0,5
0,4 0,4 0,4 0,4 0,4
0,7 0,9 0,4 0,6 0,5

(2.9)

Ñðàâíèâàÿ ( 2.8) è ( 2.9), ïîëó÷àåì, ÷òî (R1 ◦R2)
2 6⊂ R1 ◦R2, è, ñëåäîâàòåëüíî,

îòíîøåíèå R1 ◦ R2 íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì. Òàêèì îáðàçîì, êîìïîçèöèÿ äâóõ
òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé íå âñåãäà äàåò òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå.

2.3.2 Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå òèïû íå÷åòêèõ îòíîøåíèé
Íå÷åòêèå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà
Òðàíçèòèâíîå è ðåôëåêñèâíîå íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ íå÷åòêèì
îòíîøåíèåì ïðåäïîðÿäêà.

Äëÿ íå÷åòêèõ îòíîøåíèé ïðåäïîðÿäêà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1 Åñëè R - ïðåäïîðÿäîê, òî Rk = R, ∀k (k = 1, 2, 3, . . .).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (max-min) - êîìïîçèöèè

µR2(x, z) = max
y

[min(µR(x, y), µR(y, z))]. (2.10)

Ïðè y = x è y = z ïðàâàÿ ÷àñòü ( 2.10) ñîäåðæèò äâà ðàâíûõ ÷ëåíà min(µR(x, x), µR(x, z))
è min(µR(x, z), µR(z, z)), êîòîðûå ðàâíû µR(x, z), ïîñêîëüêó â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè
R

µR(x, x) = µR(z, z) = 1.

Òàêèì îáðàçîì,

µR2(x, z) ≤ µR(x, z). (2.11)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ðåôëåêñèâíîñòè



µR(x, z) ≥ max
y

[min(µR(x, y), µR(y, z))]. (2.12)

Ñðàâíèâàÿ ( 2.10),( 2.11) è ( 2.12) è îáîçíà÷àÿ ÷åðåç τ(x, y) âûðàæåíèå
maxy[min(µR(x, y), µR(y, z))], ìû ìîæåì íàïèñàòü:

τ(x, y) = µR2(x, z) ≤ µR(x, z) ≥ τ(x, y).

Äàííîå ñîîòíîøåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè çàìåíå ≤ è ≥ íà =. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì, ÷òî R2 = R. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, Rk = R◦Rk−1. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà
R2 = R ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê ñëåäñòâèå èç äàííîé òåîðåìû, ïîëó÷àåì, ÷òî, åñëèR - ïðåäïîðÿäîê, òî R̂ = R

Íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè ∀(x, y) ∈ U ×
U : x 6= y
µR(x, y) 6= µR(y, x) èëè µR(x, y) = µR(y, x) = 0.

Íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè
∀(x, y) ∈ U × U : x 6= y
µR(x, y) > 0 ⇒ µR(y, x) = 0.

Èç îïðåäåëåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ñîâåðøåííîå àíòèñèììåòðè÷-
íîå îòíîøåíèå áóäåò è àíòèñèììåòðè÷íûì îòíîøåíèåì.

Àíòèñèììåòðè÷íîå íå÷åòêîå îòíîøåíèå ïðåäïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ íå÷åòêèì îòíî-
øåíèåì ïîðÿäêà.

Â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ ïî íå÷åòêèì îòíîøåíèÿì ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ íå÷åòêîãî îò-
íîøåíèÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà, ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, ñîâåðøåííîãî ïîðÿäêà è ò.ï. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ýòè îòíîøåíèÿ èíäóöèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðÿäêè â óíèâåðñóìå U .
Â ðàìêàõ ýòèõ ðàáîò èçó÷àþòñÿ êëàññè÷åñêèå äëÿ îòíîøåíèé ïîðÿäêà ïîíÿòèÿ: íàè-
áîëüøèé è íàèìåíüøèé ýëåìåíòû, âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû, ìàêñèìàëüíàÿ öåïü è
ò.ï. Ýòî äîâîëüíî áîëüøîé è î÷åíü èíòåðåñíûé ðàçäåë òåîðèè íå÷åòêèõ îòíîøåíèé.
Îäíàêî, äàæå äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ íèì íåîáõîäèìî äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå îçíàêîì-
ëåíèå ñ îáû÷íûìè îòíîøåíèÿìè ïîðÿäêà. Îáúåì êóðñà, ê ñîæàëåíèþ, íå ïîçâîëÿåò
ïðîâåñòè òàêîé ýêñêóðñ, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà äðóãèõ ñâîéñòâàõ íå÷åòêèõ áèíàð-
íûõ îòíîøåíèé.

Ìû ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî îòíîøåíèå ïîäîáèÿ è ñâÿçàííûå ñ íèì îòíîøå-
íèÿ ðàçëè÷èÿ, ñõîäñòâà è èõ ñâîéñòâà. Ýòè îòíîøåíèÿ èíòåðåñíû äëÿ íàñ òåì, ÷òî
îíè èìåþò èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ â çàäà÷àõ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, äåìîíñòðè-
ðóþùèå íîâûå âîçìîæíîñòè òàêîé îáðàáîòêè, ïðåäîñòàâëÿåìûå ââåäåíèåì è ó÷åòîì
íå÷åòêîñòè.

Îòíîøåíèå ïîäîáèÿ

Íå÷åòêèì îòíîøåíèåì ïîäîáèÿ íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîå ðåôëåêñèâíîå ñèììåòðè÷íîå
íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì.



Ïðèìåð 10 Äëÿ ëþáîãî a : 0 ≤ a ≤ 1 íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ( 2.13) ÿâëÿ-
åòñÿ îòíîøåíèåì ïîäîáèÿ

1 a a a a
a 1 a a a
a a 1 a a
a a a 1 a
a a a a 1

(2.13)

Èòàê, ïóñòü R - îòíîøåíèå ïîäîáèÿ, îïðåäåëåííîå íà U × U . Òåïåðü ðàññìîòðèì
åãî äîïîëíåíèå â U ×U , ò.å. îòíîøåíèå R, îïðåäåëÿåìîå ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè

µR(x, y) = 1− µR(x, y) ∀(x, y) ∈ U × U.

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå R ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì è àíòèðåôëåê-
ñèâíûì (ò.å. µR(x, y) = 0 ∀(x, y) ∈ U×U ). Èç (max−min) -òðàíçèòèâíîñòèR ñëåäóåò,
÷òî

1− µR(x, z) ≥ max
y

min[(1− µR(x, y)), (1− µR(y, z))] (2.14)

Èç òåîðåìû Äå-Ìîðãàíà R∩ L = R∪ L íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

min[(1− µR(x, y)), (1− µR(y, z))] = 1−max[µR(x, y), µR(y, z)].

Òàêèì îáðàçîì, ( 2.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1− µR(x, z) ≥ max
y

[1−max(µR(x, y), µR(y, z))]

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

µR(x, z) ≤ min
y

max(µR(x, y), µR(y, z)). (2.15)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò (min-max) - òðàíçèòèâíîñòü.
Íå÷åòêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè àíòèðåôëåêñèâíîñòè,

ñèììåòðè÷íîñòè è (min-max) - òðàíçèòèâíîñòè íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ðàçëè÷èÿ.
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 15 Îòíîøåíèå ðàçëè÷èÿ R îïðåäåëÿåò ìåòðèêó â U ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

d(x, y) = µR(x, y), x ∈ U, y ∈ U. (2.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì àêñèîìû ðàññòîÿíèÿ äëÿ ( 2.16).
1. d(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ U - î÷åâèäíî.
2. d(x, x) = 0 ∀x ∈ U - ñëåäñòâèå àíòèðåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ ðàçëè÷èÿ R.
3. d(x, y) = d(y, x) - ñëåäñòâèå ñèììåòðè÷íîñòè îòíîøåíèÿ ðàçëè÷èÿ R.
4. d(x, y) ∗ d(y, z) ≥ d(x, z) - ñëåäñòâèå ( 2.15) ïðè îïðåäåëåíèè îïåðàöèè ∗ êàê

(min-max)-òðàíçèòèâíîñòè.



Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Áóäåì íàçûâàòü ðàññòîÿíèå ( 2.16) (min-max) - ðàññòîÿíèåì â U .
Åñëè R - îòíîøåíèå ïîäîáèÿ, òî, î÷åâèäíî, (min-max) - ðàññòîÿíèåì áóäåò

d(x, y) = 1− µR(x, y).
Èòàê, èìåÿ (ïîñòðîèâ) îòíîøåíèå ïîäîáèÿ, ìû ìîæåì ââåñòè ôóíêöèþ ðàññòî-

ÿíèÿ íà ýëåìåíòàõ óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî, òðåáîâàíèå òðàíçèòèâíîñòè
÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì �æåñòêèì�: ðåàëüíûå ðåçóëüòàòû ýêñïåðòíûõ îïðîñîâ ÷à-
ñòî íå òðàíçèòèâíû [25]. Â ýòîé ñèòóàöèè ìû äîëæíû ëèáî �çàñòàâëÿòü� ýêñïåðòîâ
äàâàòü òðàíçèòèâíûå îòâåòû, ëèáî ïðåäëîæèòü ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
äëÿ îòíîøåíèé áåç òðàíçèòèâíîñòè. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî, è áàçîâóþ ðîëü â òàêîé
ïðîöåäóðå èãðàåò ïîíÿòèå òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ.

Ðåôëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ñõîäñòâà.
Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè R - îòíîøåíèå ñõîäñòâà, òî R◦R, ãäå �◦� - (max-

min) - êîìïîçèöèÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ñõîäñòâà, ò.å. (max-min) - êîìïîçèöèÿ
ñîõðàíÿåò ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü.

Â òàêîì ñëó÷àå, åñëè R - îòíîøåíèå ñõîäñòâà, òî R̂ - îòíîøåíèå ïîäîáèÿ. Â òà-
êîì ñëó÷àå (min-max) - ðàññòîÿíèå, ïîðîæäåííîå R, ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

dR(x, y) = 1− µR̂(x, y).

Èòàê, òåïåðü ìû ìîæåì, èìåÿ ìèíèìàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà îòâåòû ýêñïåðòîâ,
ââîäèòü äîñòàòî÷íî êîððåêòíî è åñòåñòâåííî ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïîðîé
äîâîëüíî ýêçîòè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè. Íàïðèìåð, èìåÿ îöåíêè ñõîäñòâà ëþäåé ðàçëè÷-
íûõ íàöèîíàëüíîñòåé, �âû÷èñëÿòü� ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íàöèîíàëüíîñòÿìè.

Äëÿ áîëüøîãî êëàññà çàäà÷ àíàëèçà èíôîðìàöèè, â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåì ðàñïî-
çíàâàíèÿ îáðàçîâ è êëàñòåð-àíàëèçà, áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü R - îòíîøåíèå ïîäîáèÿ â U × U . Òîãäà

R = max
α

α×Rα, 0 < α ≤ 1,

ãäå Rα - îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè â ñìûñëå îáû÷íîé òåîðèè ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî Rα åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. ÿâëÿ-
åòñÿ ðåôëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷íûì è òðàíçèòèâíûì.

1. Òàê êàê R - îòíîøåíèå ïîäîáèÿ, òî µR(x, x) = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, (x, x) ∈
Rα ∀x ∈ U, ∀α ∈ [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, Rα ðåôëåêñèâíî ∀α ∈ [0, 1].

2. Ïóñòü (x, y) ∈ Rα, α ∈ [0, 1]. Äîêàæåì, ÷òî (y, x) ∈ Rα. Åñëè (x, y) ∈ Rα, òî
µR(x, y) ≥ α, è, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè R, µR(y, x) ≥ α. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî (y, x) ∈ Rα. Òàêèì îáðàçîì, Rα ñèììåòðè÷íî ∀α ∈
[0, 1].

3. Ïóñòü (x, y) ∈ Rα, (y, z) ∈ Rα, α ∈ [0, 1]. Äîêàæåì, ÷òî (x, z) ∈ Rα. Åñëè
(x, y) ∈ Rα, òî µR(x, y) ≥ α, àíàëîãè÷íî µR(y, z) ≥ α. B ñèëó òðàíçèòèâíîñòè R,
µR(x, z) ≥ α. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî (x, z) ∈ Rα.
Òàêèì îáðàçîì, Rα òðàíçèòèâíî ∀α ∈ [0, 1].

Ïîñêîëüêó Rα ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, òî Rα - îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè.



Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàííàÿ òåîðåìà èìååò èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ è êëà-
ñòåðèçàöèè íå÷åòêî îïðåäåëåííîé èíôîðìàöèè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ñëåäóþùåì
ïðèìåðå.

Ïðèìåð 11 Ïóñòü U = {A,B,C,D, E}, R - îòíîøåíèå ñõîäñòâà, çàäàííîå ( 2.17).

A B C D E
A 1 0,8 0,7 1 0,9
B 0,8 1 0,7 0,8 0,8
C 0,7 0,7 1 0,7 0,7
D 1 0,8 0,7 1 0,9
E 0,9 0,8 0,7 0,9 1

(2.17)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 ìû ìîæåì ñëåäóþùèì îáðàçîì äåêîìïîçèðî-
âàòü ( 2.17) íà îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè:

1 0,8 0,7 1 0,9
0,8 1 0,7 0,8 0,8
0,7 0,7 1 0,7 0,7
1 0,8 0,7 1 0,9
0,9 0,8 0,7 0,9 1

= maxα




0, 7×

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

;

0, 8×

1 1 0 1 1
1 1 0 1 1
0 0 1 0 0
1 1 0 1 1
1 1 0 1 1

; 0, 9×

1 0 0 1 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 1 1
1 0 0 1 1

; 1, 0×

1 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 1 0
0 0 0 0 1




Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó âëîæåííûõ êëàññîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ äàííîìó îòíîøåíèþ ïîäîáèÿ:

α - óðîâåíü Êîëè÷åñòâî Ñîäåðæèìîå
êëàññîâ êëàññîâ

0,7 1 {A, B, C, D, E}
0,8 2 {A, B, D, E}, {C}
0,9 3 {A, D, E}, {B}, {C}
1,0 4 {A, D}, {B}, {C}, {E}

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äàííûé àïïàðàò äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ
çàäà÷ �âñêðûòèÿ� âíóòðåííåé ñòðóêòóðû äîâîëüíî ñëîæíûõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, ìû
ìîæåì ïîñòðîèòü îòíîøåíèå ñõîäñòâà ìåæäó ïîëèòèêàìè (ïðè÷åì, íà äîâîëüíî îáú-
åêòèâíûõ îñíîâàíèÿõ - íàïðèìåð, ïî ðåçóëüòàòàì ãîëîñîâàíèÿ ïî ðàçëè÷íûì âîïðî-
ñàì). Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñèñòåìó êëàññîâ äëÿ âîçìîæíûõ α - óðîâíåé.
Ýòè êëàññû áóäóò îïèñûâàòü âîçìîæíûå êîàëèöèè è áëîêè, êîòîðûå ìîãóò âîçíèê-
íóòü ïðè òîì èëè èíîì ðàçâèòèè ïîëèòè÷åñêîãî ïðîöåññà.



Ñïðàâåäëèâà è òåîðåìà, îáðàòíàÿ ê òåîðåìå 2.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü Rαi
(1 ≤ i ≤ n) - îáû÷íûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè; 0 <

α1 < . . . < αn ≤ 1; Rαi
⊂ Rαi−1

. Òîãäà îòíîøåíèå

R = max
α

α×Rα, 0 < α ≤ 1,

åñòü îòíîøåíèå ïîäîáèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû îòíîøåíèå R
áóäåò äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèåì ïîäîáèÿ, ò.å. îáëàäàòü ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâíîñòè,
ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè.

1. Òàê êàê R1 6= ∅, òî (x, x) ∈ R1, è, ñëåäîâàòåëüíî,

µR(x, x) = 1 ∀x ∈ U.

2. Ñèììåòðè÷íîñòü R âûòåêàåò èç ñèììåòðè÷íîñòè êàæäîãî Rα.
3. Ïóñòü µR(x, y) = a, µR(y, z) = b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c min(a, b). Òîãäà

(x, y) ∈ Rc, (y, z) ∈ Rc.

Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè Rc ïîëó÷àåì, ÷òî (x, z) ∈ Rc.
Ñëåäîâàòåëüíî,

µR(x, z) ≥ max
y

[min{µR(x, y), µR(y, z)}] ∀x, y, z ∈ U.

Òåîðåìà äîêàçàíà.



Ãëàâà 3

Ýëåìåíòû òåîðèè ïðèáëèæåííûõ
ðàññóæäåíèé

Ñèñòåìû íå÷åòêîãî ëîãè÷åñêîãî âûâîäà èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðè-
ëîæåíèÿõ òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, òàêèõ êàê íå÷åòêèå ýêñïåðòíûå ñèñòåìû, íå÷åò-
êèå êîíòðîëëåðû è ìíîãèå äðóãèå [51], [29]. Â îñíîâå òàêèõ ñèñòåì ëåæàò ëîãè÷åñêèå
ïðàâèëà âèäà �Åñëè . . ., òî . . .�, â êîòîðûõ ïîñûëêè è âûâîäû ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêèìè
ïîíÿòèÿìè. Òàêîãî ðîäà ïðèáëèæåííûå ðàññóæäåíèÿ ëåæàò â îñíîâå ñïîñîáíîñòè
÷åëîâåêà ïîíèìàòü åñòåñòâåííûé ÿçûê, ðàñïîçíàâàòü ñëîæíûå îáðàçû (íàïðèìåð,
ïî÷åðê), ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ â ñëîæíîé è íå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé ñðåäå.

Òåîðèÿ ïðèáëèæåííûõ ðàññóæäåíèé áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè âîçìîæíîñòåé è äëÿ
åå ïîëíîãî îïèñàíèÿ íåîáõîäèìî ââåäåíèå áîëüøîãî ÷èñëà äîïîëíèòåëüíûõ ïîíÿòèé,
ïîýòîìó ìû ïðîâåäåì ëèøü êðàòêèé àíàëèç ìåòîäîâ ïðèáëèæåííûõ ðàññóæäåíèé.

3.1 Ïðèáëèæåííûå ðàññóæäåíèÿ íà îñíîâå modus
ponens

Íàïîìíèì ïðàâèëî âûâîäà modus ponens â îáû÷íîé ëîãèêå. Ýòî ïðàâèëî ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïîñûëêà 1: åñëè x åñòü A, òî y åñòü B
Ïîñûëêà 2: x åñòü A
Ñëåäñòâèå: y åñòü B,

ãäå x è y - èìåíà îáúåêòîâ, A,B - îáîçíà÷åíèÿ ïîíÿòèé îáëàñòåé ðàññóæäåíèÿ U
è V ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèé ïðèìåð òàêîãî òèïà âûâîäà.

Ïðèìåð 12 ïðàâèëà âûâîäà modus ponens â îáû÷íîé ëîãèêå.

Ïîñûëêà 1: åñëè ñëèâà êðàñíàÿ, òî ñëèâà ñïåëàÿ
Ïîñûëêà 2: ýòà ñëèâà êðàñíàÿ
Ñëåäñòâèå: ýòà ñëèâà ñïåëàÿ
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Îáîáùåíèå äàííîãî ïðàâèëà íà ñëó÷àé, êîãäà ïîñûëêè ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêèìè ïîíÿ-
òèÿìè áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [116] è ðàçâèòî â ðàáîòàõ [113], [114], [82], [79], [74].
Îáùóþ ñõåìó ýòîãî âûâîäà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïîñûëêà 1: åñëè x åñòü A, òî y åñòü B
Ïîñûëêà 2: x åñòü A′

Ñëåäñòâèå: y åñòü B′,
(3.1)

ãäå x è y - èìåíà îáúåêòîâ, A,A′, B,B′ - îáîçíà÷åíèÿ íå÷åòêèõ ïîäìíîæåñòâ îáëà-
ñòåé ðàññóæäåíèÿ U,U, V è V ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèé ïðèìåð
òàêîãî òèïà âûâîäà.

Ïðèìåð 13 ïðàâèëà âûâîäà modus ponens â íå÷åòêîé ëîãèêå.

Ïîñûëêà 1: åñëè ñëèâà êðàñíàÿ, òî ñëèâà ñïåëàÿ
Ïîñûëêà 2: ýòà ñëèâà î÷åíü êðàñíàÿ
Ñëåäñòâèå: ýòà ñëèâà î÷åíü ñïåëàÿ

Äàííàÿ ôîðìà íå÷åòêîãî âûâîäà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê îáîáùåíèå modus
ponens. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì îáû÷íûé modus ponens ïðè A′ = A è B′ = B.

Ïîñûëêà 1 â âèäå åñëè x åñòü A, òî y åñòü B ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó A è B. Â ëèòåðàòóðå ïðèâîäèòñÿ ìíîãî îòíîøåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ôîðìàëèçàöèåé òàêîãî ðîäà ñîîòâåòñòâèÿ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ïóñòü A è B - íå÷åòêèå ìíîæåñòâà â óíèâåðñàëüíûõ ìíîæåñòâàõ U è V ñ ôóíêöè-
ÿìè ïðèíàäëåæíîñòè µA(u) è µB(v) ñîîòâåòñòâåííî; ×, ∪, ∩, ¬ è ⊕ - äåêàðòîâî ïðîèç-
âåäåíèå, îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, äîïîëíåíèå è îãðàíè÷åííàÿ ñóììà äëÿ íå÷åòêèõ
ìíîæåñòâ.

Â [116] ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå íå÷åòêèå îòíîøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü
ôîðìàëèçàöèåé íå÷åòêîãî óñëîâíîãî âûñêàçûâàíèÿ �Åñëè x åñòü A, òî y åñòü B�.

Rm = (A×B) ∪ (¬A× V ) = (3.2)
= max [min (µA(u), µB(v)) , 1− µA(u)] ,

Ra = (¬A× V )⊕ (U ×B) = (3.3)
= min [µA(u), µB(v)] .

Ïîçæå â áûëè ïðåäëîæåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ñëåäóþùèå òàêèå îòíîøåíèÿ:

Rs = A× V
s

=⇒ U ×B = µA(u)
s−→ µB(v), (3.4)

ãäå

µA(u)
s−→ µB(v) =

{
1 ïðè µA(u) ≤ µB(v),
0 ïðè µA(u) > µB(v);

(3.5)

Rg = A× V
g

=⇒ U ×B = µA(u)
g−→ µB(v), (3.6)



ãäå

µA(u)
g−→ µB(v) =

{
1 ïðè µA(u) ≤ µB(v),
µB(v) ïðè µA(u) > µB(v);

(3.7)

Rsg =
(
A× V

s
=⇒ U ×B

)
∪

(
¬A× V

g
=⇒ U × ¬B

)
=

= min
[
µA(u)

s−→ µB(v), (1− µA(u))
g−→ (1− µB(v))

]
; (3.8)

Rgg =
(
A× V

g
=⇒ U ×B

)
∩

(
¬A× V

g
=⇒ U × ¬B

)
=

= min
[
µA(u)

g−→ µB(v), (1− µA(u))
g−→ (1− µB(v))

]
; (3.9)

Rgs =
(
A× V

g
=⇒ U ×B

)
∩

(
¬A× V

s
=⇒ U × ¬B

)
=

= min
[
µA(u)

g−→ µB(v), (1− µA(u))
s−→ (1− µB(v))

]
; (3.10)

Rss =
(
A× V

s
=⇒ U ×B

)
∩

(
¬A× V

s
=⇒ U × ¬B

)
=

= min
[
µA(u)

s−→ µB(v), (1− µA(u))
s−→ (1− µB(v))

]
. (3.11)

Ñëåäñòâèå B′ â îáîáùåííîì modus ponens ( 3.1) ïîëó÷àåòñÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñûë-
êè 1 è ïîñûëêè 2 êàê max−min− êîìïîçèöèÿ (ðàçäåë 2.2) íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà
A′ è íå÷åòêîãî îòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â îäíîì èç ïðàâèë ( 3.2) - ( 3.11). Òàêèì
îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ðàçíûå ôîðìàëèçàöèè íå÷åòêîãî óñëîâíîãî âûñêàçûâàíèÿ �Åñëè
x åñòü A, òî y åñòü B�, ìû ïîëó÷àåì èç îäíîé ïîñûëêè A′, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå
âûâîäû:

B′
m = A′ ◦ Rm = A′ ◦ [(A×B) ∪ (¬A× V )] , (3.12)

B′
a = A′ ◦ Ra = A′ ◦ [(¬A× V )⊕ (U ×B)] , (3.13)

B′
s = A′ ◦ Rs = A′ ◦

[
A× V

s
=⇒ U ×B

]
, (3.14)

B′
g = A′ ◦ Rg = A′ ◦

[
A× V

g
=⇒ U ×B

]
, (3.15)



B′
sg = A′ ◦ Rsg = (3.16)

= A′ ◦
[(

A× V
s

=⇒ U ×B
)
∪

(
¬A× V

g
=⇒ U × ¬B

)]
,

B′
gg = A′ ◦ Rgg = (3.17)

= A′ ◦
[(

A× V
g

=⇒ U ×B
)
∩

(
¬A× V

g
=⇒ U × ¬B

)]
,

B′
gs = A′ ◦ Rgs = (3.18)

= A′ ◦
[(

A× V
g

=⇒ U ×B
)
∩

(
¬A× V

s
=⇒ U × ¬B

)]
,

B′
ss = A′ ◦ Rss = (3.19)

= A′ ◦
[(

A× V
s

=⇒ U ×B
)
∩

(
¬A× V

s
=⇒ U × ¬B

)]
.

Êàêîé èç ýòèõ âûâîäîâ �ëó÷øå�? Êàê ÷àñòî áûâàåò â òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ,
ìû èìååì öåëûé ñïåêòð âïîëíå êîððåêòíûõ îáîáùåíèé êîíêðåòíîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ôàêòà èëè òåîðèè. Âûáîð êîíêðåòíîãî òàêîãî îáîáùåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé
ïðèêëàäíîé çàäà÷è çàâèñèò îò ñâîéñòâ ïðåäìåòíîé îáëàñòè, ìàòåìàòè÷åñêîé èíòóè-
öèè è èíæåíåðíîãî îïûòà ðàçðàáîò÷èêà ñèñòåìû.

Ïðèìåðîì òàêîãî íåôîðìàëüíîãî ðàññóæäåíèÿ ìîæåò áûòü ñëåäóþùèé. Â [85]
äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ íå÷åòêèõ ðàññóæäåíèé ôîðìóëèðóþòñÿ èíòóè-
òèâíî ðàçóìíûå òðåáîâàíèÿ ê ñâÿçè ìåæäó A′ è B′ â ( 3.1). Â êà÷åñòâå A′ áåðóòñÿ
âûñêàçûâàíèÿ

A′ = î÷åíü A,
A′ = áîëåå èëè ìåíåå A,
A′ = íå A.
Êàêèì ìîæåò áûòü B′ äëÿ òàêèõ A′? Åñëè ñóùåñòâóåò ñèëüíàÿ ïðè÷èííàÿ ñâÿçü

ìåæäó âûñêàçûâàíèÿìè �x åñòü A� è �y åñòü B� â âûñêàçûâàíèè �Åñëè x åñòü A, òî
y åñòü B�, òî äëÿ A′ = î÷åíü A ìû äîëæíû òðåáîâàòü B′ = î÷åíü B. Åñëè ïðè÷èííàÿ
ñâÿçü íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé, äëÿ óêàçàííîãî A′ ìîæíî òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ è B′ = B.
Åñëè, íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå �Åñëè x åñòü A, òî y åñòü B� íåÿâíî ïîäðàçóìåâàåò
óòâåðæäåíèå �Åñëè x åñòü A, òî y åñòü B, èíà÷å y íå åñòü B, òî äëÿ A′ = íå A ìû
äîëæíû òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ B′ = íå B.

Ìîæíî ñîñòàâèòü íàáîð òàêîãî ðîäà òðåáîâàíèé ê B′ äëÿ ðàçëè÷íûõ A′ è ïðîâå-
ðèòü èõ âûïîëíåíèå ðàçëè÷íûìè îòíîøåíèÿìè ïî ôîðìóëàì ( 3.12) - ( 3.19).

3.2 Ïðèáëèæåííûå ðàññóæäåíèÿ íà îñíîâå modus
tollens

Íàïîìíèì ïðàâèëî âûâîäà modus tollens â îáû÷íîé ëîãèêå. Ýòî ïðàâèëî ìîæíî çà-
ïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:



Ïîñûëêà 1: åñëè x åñòü A, òî y åñòü B
Ïîñûëêà 2: y åñòü íå B
Ñëåäñòâèå: x åñòü íå A,

ãäå x è y - èìåíà îáúåêòîâ, A,B - îáîçíà÷åíèÿ ïîíÿòèé îáëàñòåé ðàññóæäåíèÿ U
è V ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèé ïðèìåð òàêîãî òèïà âûâîäà.

Ïðèìåð 14 ïðàâèëà modus tollens â îáû÷íîé ëîãèêå.

Ïîñûëêà 1: åñëè ñëèâà êðàñíàÿ, òî ñëèâà ñïåëàÿ
Ïîñûëêà 2: ýòà ñëèâà íå ñïåëàÿ
Ñëåäñòâèå: ýòà ñëèâà íå êðàñíàÿ

Îáîáùåíèå äàííîãî ïðàâèëà íà ñëó÷àé, êîãäà ïîñûëêè ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêèìè
ïîíÿòèÿìè áûëî ïðåäëîæåíî â òàêæå â [116] è ðàçâèòî â ðàáîòàõ [113], [114],
[82], [79], [74]. Îáùóþ ñõåìó ýòîãî âûâîäà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïîñûëêà 1: åñëè x åñòü A, òî y åñòü B
Ïîñûëêà 2: y åñòü íå B′

Ñëåäñòâèå: x åñòü íå A′,
(3.20)

ãäå x è y - èìåíà îáúåêòîâ, A,A′, B,B′ - îáîçíà÷åíèÿ íå÷åòêèõ ïîäìíîæåñòâ îáëà-
ñòåé ðàññóæäåíèÿ U,U, V è V ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèé ïðèìåð
òàêîãî òèïà âûâîäà.

Ïðèìåð 15 ïðàâèëà modus tollens â íå÷åòêîé ëîãèêå.

Ïîñûëêà 1: åñëè ñëèâà êðàñíàÿ, òî ñëèâà ñïåëàÿ
Ïîñûëêà 2: ýòà ñëèâà ñëåãêà ñïåëàÿ
Ñëåäñòâèå: ýòà ñëèâà áîëåå èëè ìåíåå êðàñíàÿ

Äàííàÿ ôîðìà íå÷åòêîãî âûâîäà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê îáîáùåíèå modus
tollens. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì îáû÷íûé modus tollens ïðè A′ = A è B′ = B.

Òàê æå êàê è ïðè àíàëèçå ïðàâèë íå÷åòêîãî âûâîäà íà îñíîâå modus ponens (ðàç-
äåë 3.1), ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü Ïîñûëêó 1 êàê íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó A è
B.

Àíàëîãè÷íî îáîáùåííîìó modus ponens, ñëåäñòâèå A′ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
max−min− êîìïîçèöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî îòíîøåíèÿ ( 3.2) - ( 3.11) è íå÷åòêîãî
ìíîæåñòâà B′:

A′
m = Rm ◦B′ = [(A×B) ∪ (¬A× V )] ◦B′, (3.21)

A′
a = Ra ◦B′ = [(¬A× V )⊕ (U ×B)] ◦B′, (3.22)

A′
s = Rs ◦B′ =

[
A× V

s
=⇒ U ×B

]
◦B′, (3.23)



A′
g = Rg ◦B′ =

[
A× V

g
=⇒ U ×B

]
◦B′, (3.24)

A′
sg = Rsg ◦B′ = (3.25)

=
[(

A× V
s

=⇒ U ×B
)
∪

(
¬A× V

g
=⇒ U × ¬B

)]
◦B′,

A′
gg = Rgg ◦B′ = (3.26)

=
[(

A× V
g

=⇒ U ×B
)
∩

(
¬A× V

g
=⇒ U × ¬B

)]
◦B′,

A′
gs = Rgs ◦B′ = (3.27)

=
[(

A× V
g

=⇒ U ×B
)
∩

(
¬A× V

s
=⇒ U × ¬B

)]
◦B′,

A′
ss = Rss ◦B′ = (3.28)

=
[(

A× V
s

=⇒ U ×B
)
∩

(
¬A× V

s
=⇒ U × ¬B

)]
◦B′.

Ïðîáëåìà âûáîðà íàèáîëåå àäåêâàòíîãî êîíêðåòíîé çàäà÷å ìåòîäà íå÷åòêèõ ðàñ-
ñóæäåíèé íà îñíîâå modus tollens ðåøàåòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå modus ponens
(ðàçäåë 3.1).

3.3 Ôîðìàëèçàöèÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê
Âûøå ìû ãîâîðèëè î òîì, ÷òî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ
â ìíîæåñòâå P(U) âñåõ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ íà îäíîì óíèâåðñàëüíîì ìíî-
æåñòâå U ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ýòè ñïîñîáû ÿâëÿþòñÿ
ðàçëè÷íûìè îáîáùåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé äëÿ îáû÷íûõ ìíîæåñòâ è áå-
ðóò ñâîå íà÷àëî â ðàáîòàõ ïî ìíîãîçíà÷íûì ëîãèêàì, ãäå âîçíèêàþò àíàëîãè÷íûå
ïðîáëåìû. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé, ìû ïîëó÷àåì òàêæå ðàçëè÷íûå
èíòåðïðåòàöèè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê �È�, �ÈËÈ�, �ÍÅ�, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèÿì ïå-
ðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ.

Íàèáîëåå îáùèì ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðîâ ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
èõ îïðåäåëåíèå â êëàññå òðåóãîëüíûõ íîðì (t - íîðì) è êîíîðì (t - êîíîðì).

Òðåóãîëüíûå íîðìû
Òðåóãîëüíîé íîðìîé íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ äâóõìåñòíàÿ ôóíêöèÿ > : [0, 1] ×
[0, 1] → [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. >(0, 0) = 0, >(µA, 1) = >(1, µA) = µA (îãðàíè÷åííîñòü);



2. >(µA, µB) ≤ >(µC , µD), åñëè µA ≤ µ è µ ≤ µD (ìîíîòîííîñòü);
3. >(µA, µB) = >(µB, µA) (êîììóòàòèâíîñòü);
4. >(µA,>(µB, µC)) = >(>(µA, µB), µC) (àññîöèàòèâíîñòü).
Ïàðà ([0, 1],>) îáðàçóåò êîììóòàòèâíóþ ïîëóãðóïïó ñ åäèíèöåé.

Ïðèìåð 16 Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå ïðèìåðû t - íîðì:
1. min(µA, µB);
2. >p(µA, µB) = µA × µB;
3. >m(µA, µB) = max(0, µA + µB − 1);
4.

>w(µA, µB) =





µA, åñëè µB = 1
µB, åñëè µA = 1
0, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî >w(µA, µB) ≤ >m(µA, µB) ≤ >p(µA, µB) ≤ min(µA, µB).

Òðåóãîëüíîé êîíîðìîé íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ äâóõìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ⊥ :
[0, 1]× [0, 1] → [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. ⊥(1, 1) = 1, ⊥(µA, 0) = ⊥(0, µA) = µA (îãðàíè÷åííîñòü);
2. ⊥(µA, µB) ≥ ⊥(µC , µD), åñëè µA ≥ µC è µB ≥ µD (ìîíîòîííîñòü);
3. ⊥(µA, µB) = ⊥(µB, µA) (êîììóòàòèâíîñòü);
4. ⊥(µA,⊥(µB, µC)) = ⊥(⊥(µA, µB), µC) (àññîöèàòèâíîñòü).
Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîðû > è ⊥ ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè â òîì ñìûñëå,

÷òî ⊥(µA, µB) = 1−>(1− µA, 1− µB).

Ïðèìåð 17 Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå ïðèìåðû t - êîíîðì:
1. max(µA, µB);
2. ⊥p(µA, µB) = µA + µB − µA × µB;
3. ⊥m(µA, µB) = min(1, µA + µB);
4.

⊥w(µA, µB) =





µA, åñëè µB = 0
µB, åñëè µA = 0
1, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ⊥w(µA, µB) ≥ ⊥m(µA, µB) ≥ ⊥p(µA, µB) ≥ max(µA, µB).

Îòðèöàíèÿ
Íàèáîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè îòðèöàíèÿ â òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îòðèöàíèåì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ c : [0, 1] → [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1. c(0) = 1, c(1) = 0;
2. c - íå âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. åñëè µA ≤ µB, òî c(µA) ≥ c(µB).



Ïðèìåð 18 Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå ïðèìåðû îòðèöàíèé.
1. c(µ) = 1− µ;
2. cr(µ) =

√
1− µ2;

3. cλ(µ) = 1−µ
1+λ×µ

, −1 < λ < ∞;
4.

cα(µ) =

{
1 ïðè µ ≤ α
0 ïðè µ > α

3.4 Ïðèáëèæåííûå ðàññóæäåíèÿ â ïðèêëàäíûõ çà-
äà÷àõ

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå àïïàðàòà ïðèáëèæåííûõ ðàññóæäåíèé íà ïðèìåðå
íå÷åòêèõ êîíòðîëëåðîâ. Ïîä íå÷åòêèìè êîíòðîëëåðàìè ïîíèìàåòñÿ ïðîãðàììíî-
àïïàðàòíûå ñèñòåìû, óïðàâëÿþùèå íåêîòîðûìè ïðîöåññàìè (îò àíãëèéñêîãî ñëîâà
control � óïðàâëåíèå). Òàêîãî ðîäà ñèñòåìû èìåþò îãðîìíîå ÷èñëî ïðèëîæåíèé � îò
áûòîâîé òåõíèêè äî óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè [29], [51].
Ðûíîê íå÷åòêèõ êîíòðîëëåðîâ îöåíèâàåòñÿ â ìèëëèàðäû äîëëàðîâ.

Äëÿ îïèñàíèÿ íå÷åòêèõ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
òåîðèè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè óïðàâëåíèÿ
Ïîíÿòèå óïðàâëåíèÿ ñîñòàâèëî îñíîâó êèáåðíåòèêè êàê íàóêè îá îáùèõ çàêîíàõ
óïðàâëåíèÿ è ñâÿçè â æèâûõ è òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [10].

Êîíöåïòóàëüíàÿ ñõåìà, â ðàìêàõ êîòîðîé ôîðìóëèðóåòñÿ ëþáàÿ çàäà÷à óïðàâëå-
íèÿ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 3.1).

Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé ñðåäû è îáúåêòà óïðàâëåíèÿ è ñîîò-
âåòñòâèÿ ýòèõ íàáëþäåíèé öåëè ôîðìèðóåò ðåøåíèå ïî âûáîðó óïðàâëÿþùåãî âîç-
äåéñòâèÿ íà îáúåêò (â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòî ìîæåò áûòü �ïóñòîå� ðåøåíèå). Åñëè ïðè
ñëîæèâøåéñÿ ñèòóàöèè â ñðåäå è íà îáúåêòå óïðàâëåíèÿ öåëü äîñòèãíóòà - ïðîäîë-
æàåòñÿ íàáëþäåíèå çà ñðåäîé è îáúåêòîì. Åñëè öåëü íå äîñòèãàåòñÿ - íåîáõîäèìî
íåêîòîðîå âîçäåéñòâèå íà îáúåêò. Ýòî âîçäåéñòâèå âûáèðàåòñÿ áëîêîì ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé íà îñíîâå ìîäåëè ñðåäû è ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ è âûïîëíÿåòñÿ áëîêîì
ðåàëèçàöèè ðåøåíèé. Âîçäåéñòâèå âûçûâàåò ïåðåõîä îáúåêòà â íîâîå ñîñòîÿíèå è,
êàê ñëåäñòâèå, íåêîòîðûå âîçìóùåíèÿ â ñðåäå. Íîâîå ñîñòîÿíèå ïàðû �îáúåêò óïðàâ-
ëåíèÿ - ñðåäà� ìîæåò áûòü áëèæå ê öåëè èëè, íàîáîðîò, óäàëÿòü íàñ îò íåå. Ìû
ìîæåì îöåíèòü ýòî, íàáëþäàÿ îáúåêò è ñðåäó è ñðàâíèâàÿ ñëîæèâøóþñÿ ðåàëüíóþ
ñèòóàöèþ ñ öåëüþ. Ðåçóëüòàò òàêîãî íàáëþäåíèÿ è ñðàâíåíèÿ èíèöèèðóåò ëèáî íîâûå
ðåøåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà öåëü íå äîñòèãàåòñÿ, ëèáî ïàññèâíîå íàáëþäåíèå â ñëó÷àå,
êîãäà öåëü äîñòèãíóòà.

Ðàçëè÷íûå àñïåêòû ïðåäñòàâëåííîé êîíöåïòóàëüíîé ñõåìû èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íû-
ìè òåîðèÿìè. Òàê, íàïðèìåð, ñâÿçè ìåæäó îáúåêòîì è ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ, êàê
è ñâÿçè ìåæäó ñðåäîé è ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ, èçó÷àþòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè êîäè-
ðîâàíèÿ èëè, áîëåå øèðîêî, òåîðèè èíôîðìàöèè; âûáîð ðàçóìíîãî (îïòèìàëüíîãî,
öåëåñîîáðàçíîãî) ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåò îñíîâíóþ çàäà÷ó òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé;



Ñðåäà

Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ

Q

Q

Q

Q

Q

Öåëü
Ìîäåëü ñðåäû
Ìîäåëü îáúåêòà óïðàâëåíèÿ
Áëîê ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
Áëîê ðåàëèçàöèè ðåøåíèé

Îáúåêò óïðàâëåíèÿ

Ðèñ. 3.1:

òåîðèÿ àâòîìàòîâ, òåîðèÿ èãð, òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ìíîãèå äðóãèå -
ýòî óãëóáëåííîå èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ ýòîé ñõåìû.

Âûäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, â [10] îïèñûâàþòñÿ
çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè, âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû, ñëåæåíèÿ è îïòèìèçàöèè. Äàæå êðàò-
êèé îáçîð ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèé ìîæåò çàíÿòü ñëèøêîì ìíîãî ìåñòà, ïîýòîìó íèæå
îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ íå ñòîëüêî îïèñàíèþ òàêèõ çàäà÷ è ìåòîäîâ èõ ðåøå-
íèÿ, ñêîëüêî òðåáîâàíèÿì ê îïèñàíèþ îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû
(�ÿçûêó� ôîðìàëèçàöèè) â êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷.

Öåëü. Â êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåëü
çàäàåòñÿ â âèäå íåêîòîðîé ôóíêöèè (íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ñëåæåíèÿ è âûïîëíåíèÿ
ïðîãðàìì), íåêîòîðîé îáëàñòè çàäàííûõ çíà÷åíèé êîíòðîëèðóåìîãî ïàðàìåòðà (çà-
äà÷è ñòàáèëèçàöèè), âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ (íàïðèìåð, âåðî-
ÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè äîëæíà áûòü íå íèæå 0,999). Èìåÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
öåëè è îïèñàíèå ñèñòåìû è ñðåäû â âèäå àíàëîãè÷íûõ îáúåêòîâ (ôóíêöèé è/èëè
òî÷åê â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå), ìû èìååì âîçìîæíîñòü ñðàâíèâàòü ñëîæèâøóþñÿ
ñèòóàöèþ íà îáúåêòå óïðàâëåíèÿ ñ öåëüþ ñ ïîìîùüþ ðàññòîÿíèå â íåêîòîðîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Ìîäåëü ñðåäû è ìîäåëü îáúåêòà óïðàâëåíèÿ.
Â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè ïîíÿòèå ìîäåëè îñíîâûâàåòñÿ íà íàëè÷èè íåêîòîðîãî

ñõîäñòâà ìåæäó äâóìÿ îáúåêòàìè. Ïðè ýòîì ñëîâà �ñõîäñòâî� è �îáúåêò� ïîíèìàþòñÿ
â î÷åíü øèðîêîì ñìûñëå. Ñõîäñòâî ìîæåò áûòü ÷èñòî âíåøíèì, îíî ìîæåò îòíîñèòü-
ñÿ ê âíóòðåííåé ñòðóêòóðå âíåøíå ñîâñåì íåïîõîæèõ îáúåêòîâ èëè ê îïðåäåëåííûì
÷åðòàì ïîâåäåíèÿ îáúåêòîâ, íå èìåþùèì íè÷åãî îáùåãî íè ïî ôîðìå, íè ïî ñòðóêòó-



ðå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî, åñëè ìåæäó äâóìÿ îáúåêòàìè ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ñõîäñòâî
â êàêîì- ëèáî ñìûñëå, òî ìåæäó ýòèìè îáúåêòàìè ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå îðèãèíà-
ëà è ìîäåëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç ýòèõ îáúåêòîâ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
îðèãèíàë, à âòîðîé - êàê åãî ìîäåëü.

Äëÿ êèáåðíåòè÷åñêèõ ñèñòåì íàèáîëåå âàæíûì ñõîäñòâîì ìåæäó ñèñòåìàìè, ïðè-
âîäÿùèì ê îòíîøåíèþ �îðèãèíàë - ìîäåëü� ÿâëÿåòñÿ ñõîäñòâî èõ ïîâåäåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ åå îïèñàíèå íà êàêîì-ëèáî ôîð-
ìàëüíîì ÿçûêå, ïîçâîëÿþùåå âûâîäèòü ñóæäåíèå î íåêîòîðûõ ÷åðòàõ ïîâåäåíèÿ
ýòîé ñèñòåìû ïðè ïîìîùè ôîðìàëüíûõ ïðîöåäóð íàä åå îïèñàíèåì. Âèäû ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûå â êà÷åñòâå ìîäåëåé ñðåäû è îáúåêòà óïðàâëåíèÿ,
âåñüìà ðàçíîîáðàçíû. Îíè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì, çàäàí-
íûå ôóíêöèîíàëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè èëè ãðàôèêàìè, óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùè-
ìè äâèæåíèå ñèñòåì, àâòîìàòàìè è ïð.

Áëîê ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, áëîê ðåàëèçàöèè ðåøåíèé.
Â çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïî óïðàâëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî, íà îñíîâå ìîäåëè

ñðåäû è ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, ìû ìîæåì ñôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâî àëüòåðíà-
òèâ (âàðèàíòîâ âîçäåéñòâèÿ íà îáúåêò) è äëÿ êàæäîé èç íèõ îïðåäåëèòü, íàñêîëüêî
äàííîå âîçäåéñòâèå �ïðèáëèçèò� íàñ ê öåëè. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
âî ìíîãîì çàâèñèò îò �êà÷åñòâà� ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé.

Îñíîâíûå èäåè íå÷åòêîãî óïðàâëåíèÿ

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî êðàòêîãî îáçîðà îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè óïðàâëåíèÿ,
ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ âîçìîæíî ïðè íàëè÷èè ìîäåëè ñðåäû è ìîäåëè
îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. ×òî äåëàòü, åñëè òàêèõ ìîäåëåé íåò? Èëè ìîäåëè åñòü, íî äëÿ
èõ �îáñ÷åòà� òðåáóþòñÿ çíà÷èòåëüíûå ðåñóðñû? Äëÿ �ìîäåëüíûõ� çàäà÷ ïîñëåäíåå ìî-
æåò áûòü íå ñóùåñòâåííûì, îäíàêî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ áîëüøèå ðåñóðñû ìîãóò
áûòü êðèòè÷íûìè (íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè óïðàâëÿþ-
ùåå âîçäåéñòâèå äîëæíî âûðàáàòûâàòüñÿ íå áîëåå, ÷åì çà íåêîòîðîå âðåìÿ ∆t, èíà÷å
ðåøåíèå, ïóñòü ñàìîå ëó÷øåå, óæå íèêîìó íå íóæíî; äëÿ áîðòîâûõ ñèñòåì óïðàâëå-
íèÿ êðèòè÷íûì ìîãóò áûòü ãàáàðèòû è âåñ êîìïüþòåðà: åñëè äëÿ ðàáîòû ñ ìîäåëüþ
òðåáóåòñÿ ñóïåð-ÝÂÌ, òî åå íå âîçüìåøü â ñàìîëåò èëè àâòîìîáèëü).

Íå÷åòêèå êîíòðîëëåðû êàê ðàç è ïðèìåíÿþòñÿ â ýòèõ ñèòóàöèÿõ. Îñíîâíàÿ èäåÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â �ïîäìåíå� ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàëüíîãî ïðîöåññà èëè
îáúåêòà íà ëîãèêî-ëèíãâèñòè÷åñêóþ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ýòèì ïðîöåññîì (îáúåêòîì).
Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îïûò îïåðàòîðà, óïðàâëÿþùå-
ãî îáúåêòîì. Ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî îïåðàòîðîì, ÷àñòî ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà êàê íàáîð ïðàâèë, êîòîðûå ìîæíî âûïîëíèòü ÷åëîâåêó, íî òðóäíî
ôîðìàëèçîâàòü, èñïîëüçóÿ îáû÷íûå àëãîðèòìû. Òðóäíîñòü ôîðìàëèçàöèè âîçíèêà-
åò èç-çà òîãî, ÷òî ÷åëîâåê èñïîëüçóåò êà÷åñòâåííûå ïîíÿòèÿ (íàïðèìåð, �äàâëåíèå
ïàðà áîëüøîå�, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà íîðìàëüíàÿ�, �ñèòóàöèÿ ñòàáèëüíàÿ�
è ò.ï.) ïðè îïèñàíèè óñëîâèé ïðèíÿòèÿ êîíêðåòíûõ ðåøåíèé.

Ïðè ôèêñèðîâàííîé öåëè óïðàâëåíèÿ (íàïðèìåð, ñîõðàíåíèå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿ-
åìîãî ïàðàìåòðà g â íåêîòîðîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé G) ìîäåëü ïðîöåññà
óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå ìíîæåñòâà �Åñëè · · · , òî · · · � - ïðàâèë
ñëåäóþùèì îáðàçîì.



Ïóñòü ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà Θ îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì çíà÷åíèé êà÷å-
ñòâåííûõ ïðèçíàêîâ I(Θ). Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðèçíàêîâD ôèêñèðîâàíî è ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì (D = {d1, · · · , dm}). Ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîñòîÿíèé
îáúåêòà â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, · · ·

{
I(Θti)i=1,2,···

}
. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëå-

íèÿ (�óäåðæàíèÿ� çíà÷åíèÿ óïðàâëÿåìîãî ïàðàìåòðà g â îáëàñòè G â íàøåì ñëó÷àå)
ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü èçìåíÿòü çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ èç
ìíîæåñòâà A = {a1, · · · , an}.

Äëÿ îïèñàíèÿ èäåè èñïîëüçîâàíèÿ íå÷åòêèõ ëèíãâèñòè÷åñêèõ ðåãóëÿòîðîâ ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñèòóàöèþ m = 1, n = 1, òî åñòü ñèòóàöèþ, êîãäà D = {d},A =
{a}.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ýêñïåðò ÷àñòî ìîæåò ñôîðìóëèðîâàòü ñâîé îïûò óïðàâëå-
íèÿ òîëüêî äëÿ êà÷åñòâåííûõ çíà÷åíèé d è a. Ïóñòü d = {d1, · · · , ds} è a = {a1, · · · , ar}
- íàáîð êà÷åñòâåííûõ çíà÷åíèé d è a ñîîòâåòñòâåííî. Ìîäåëüþ d è a ìîæåò ñëó-
æèòü ëèíãâèñòè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ (ðàçäåë 4.1) ñ ôèêñèðîâàííûì ìíîæåñòâîì çíà-
÷åíèé èëè, ÷òî òî æå ñàìîå - ñåìàíòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ðàçäåë 4.2). Â ýòîì
ñëó÷àå d è a - íàçâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíãâèñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, di è aj

(i = 1, · · · , s; j = 1, · · · , r) - åå çíà÷åíèÿ.
Ïóñòü ñîîòâåòñòâóþùèå íå÷åòêèå ìíîæåñòâà µdi(u) è µaj(v) îïðåäåëåíû â óíè-

âåðñàëüíûõ ìíîæåñòâàõ U è V ñîîòâåòñòâåííî (i = 1, · · · , s; j = 1, · · · , r). Òîãäà
ïðàâèëà, êîòîðûå èñïîëüçóåò ýêñïåðò, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
�Åñëè d = di, òî a = aj�. Íàïðèìåð, �Åñëè äàâëåíèå ïàðà î÷åíü âûñîêîå, òî îòêðûòü
êëàïàí ñèëüíî�.

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëüþ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ è ñðåäû ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíãâèñòè÷å-
ñêîå îïèñàíèå; áëîê ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ðàáîòàåò êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �Åñëè . . .,
òî . . .� ïðàâèë. Îäíàêî, êàê ìîã çàìåòèòü âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü, â ïðèâåäåííîé
ñõåìå åñòü íåêîòîðîå ïðîòèâîðå÷èå. Äåéñòâèòåëüíî, âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ýëå-
ìåíòû îäíîé ñõåìû îïèñûâàþòñÿ íà ðàçíûõ �ÿçûêàõ�: â ñðåäå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ -
íåêîòîðûå ÷èñëà, îòðàæàþùèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, à â ìî-
äåëè óïðàâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ - êà÷åñòâåííûå ïîíÿòèÿ. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ
äîëæíà âçÿòü ñ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ íåêîòîðûå ÷èñëà è âûäàòü íà îáúåêò îïÿòü æå
íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ÷èñëà.

Äëÿ ýòîãî ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ èìååò äâà èíòåðôåéñà: ïðåäñòàâëåíèÿ ôèçè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà â ëèíãâèñòè÷åñêîì âèäå (�ôàçèôèêàòîð�) è ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó-
÷èâøåãîñÿ â ðåçóëüòàòå íå÷åòêèõ ðàññóæäåíèé ëèíãâèñòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ óïðàâ-
ëÿåìîãî ïàðàìåòðà â êîëè÷åñòâåííîì âèäå (�äåôàçèôèêàòîð�). Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà
íå÷åòêîãî ëèíãâèñòè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.2.

Â ðàìêàõ äàííîé îáùåé ñõåìû ìîæåò áûòü íåñêîëüêî âàðèàöèé. Íàïðèìåð, íà
âûõîäå áëîêà ïðåäñòàâëåíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà â âèäå ëèíãâèñòè-
÷åñêîé ïåðåìåííîé ìîæåò áûòü ëèíãâèñòè÷åñêîå çíà÷åíèé ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ
ïðèíàäëåæíîñòè èëè íàáîð ëèíãâèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ïðèíàä-
ëåæíîñòè êîíêðåòíîãî êîëè÷åñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ê ýòèì ëèíãâèñòè÷åñêèì
çíà÷åíèÿì (íå÷åòêîå ìíîæåñòâî òèïà 2 - ðàçäåë 1.1). Ãåíåðàöèÿ êîëè÷åñòâåííîãî çíà-
÷åíèÿ íà âûõîäå áëîêà ïðåäñòàâëåíèÿ ëèíãâèñòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ â êîëè÷åñòâåííîì
âèäå ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïî ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè,
ïî ðàñïîëîæåíèþ �öåíòðà ìàññ� ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè èëè äðóãèìè ìåòîäàìè.
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Óïðàâëÿþùèå ìåõàíèçì(û)

Ðèñ. 3.2:

Ðàçëè÷íûå òàêèå âàðèàíòû îòðàæåíû â äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò ïî
äàííîìó âîïðîñó, îïóáëèêîâàííîé â ðàìêàõ ïðîåêòà FALCON (Fuzzy Algorothms and
Logic in CONtol) â ðàìêàõ Îáùååâðîïåéñêîé ïðîãðàììû ESPIRIT è ïðåäñòàâëåíû
ïðàêòè÷åñêè íà âñåõ êîíôåðåíöèÿõ ïî òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è åå ïðèëîæåíèÿì.

Ìû áîëüøå íå èìååì âîçìîæíîñòè äåòàëèçèðîâàòü ïðîáëåìû ïðèëîæåíèé ìåòî-
äîâ íå÷åòêèõ ðàññóæäåíèé â óïðàâëåíèè. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðèíöèïû, èçëîæåííûå
â ðàçäåëàõ 3.1 3.2 ñîñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêóþ áàçó òàêèõ ñèñòåì. Çàìåíÿÿ â ïðè-
âåäåííûõ â óêàçàííûõ ðàçäåëàõ ôîðìóëàõ îïåðàöèè max è min íà t− íîðìû è t−
êîíîðìû (ðàçäåë 3.3) ìû ïîëó÷àåì íàáîð îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ
â íå÷åòêèõ ëèíãâèñòè÷åñêèõ ðåãóëÿòîðàõ.



Ãëàâà 4

Ñåìàíòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è èõ
ñâîéñòâà

4.1 Ïîíÿòèå ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé
Îïèðàÿñü íà ïîíÿòèå íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà Çàäå â [17] ââîäèò ïîíÿòèå íå÷åòêîé
ïåðåìåííîé êàê òðîéêè

〈α,U,G〉,
ãäå α - íàèìåíîâàíèå (èìÿ) íå÷åòêîé ïåðåìåííîé;
U - îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ (óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî);
G - íå÷åòêîå ìíîæåñòâî â U , îïèñûâàþùåå îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

íå÷åòêîé ïåðåìåííîé α (åå ñåìàíòèêó).
Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ìíîæåñòâà U íå÷åòêèå ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü ðàç-

äåëåíû íà ÷èñëîâûå è íå÷èñëîâûå. Ê ÷èñëîâûì îòíîñÿòñÿ íå÷åòêèå ïåðåìåííûå, ó
êîòîðûõ U ⊂ R1.

Äàëüíåéøèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé êàê
ïÿòåðêè

〈A, T (A), U, V,M〉,
ãäå A - íàçâàíèå ïåðåìåííîé;

T (A) - òåðì-ìíîæåñòâà ïåðåìåííîé A, ò.å. ìíîæåñòâî íàçâàíèé ëèíãâèñòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé ïåðåìåííîé A, ïðè÷åì êàæäîå èç òàêèõ çíà÷åíèé - íå÷åòêàÿ ïåðåìåííàÿ ñî
çíà÷åíèÿìè èç óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U ;

V - ñèíòàêñè÷åñêîå ïðàâèëî (îáû÷íî ãðàììàòèêà), ïîðîæäàþùåå íàçâàíèÿ çíà-
÷åíèé ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé A;

M - ñåìàíòè÷åñêîå ïðàâèëî, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé íå÷åòêîé ïå-
ðåìåííîé èç T (A) íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U .

Ïðèìåð ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé �Âîçðàñò� ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.1
Çàäå ðàçëè÷àåò áàçîâûå òåðìèíû (ìîëîäîé, ñðåäíåãî âîçðàñòà, ïîæèëîé, . . . ) è

ìîäèôèêàòîðû (î÷åíü, íå-, ñëåãêà, . . . ). Ìîäèôèêàòîðû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê ê
áàçîâûì òåðìèíàì (î÷åíü ìîëîäîé, íå ñòàðûé, . . . ), òàê è ê êîìáèíàöèÿì áàçîâîãî
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Öåíà

Äåøåâàÿ Ñðåäíÿÿ Î÷åíü äîðîãàÿ. . .
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Ðèñ. 4.1:

òåðìèíà è ìîäèôèêàòîðà (î÷åíü-î÷åíü ñòàðûé, ñëåãêà íå ìîëîäîé, . . . ). Ïðàâèëà
ïðèìåíåíèÿ ìîäèôèêàòîðîâ çàäàþòñÿ ñèíòàêñè÷åñêèì ïðàâèëîì V .

Ðàçíèöà ìåæäó áàçîâûìè òåðìèíàìè è ìîäèôèêàòîðàìè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì. Äëÿ áàçîâûõ òåðìèíîâ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè çàäàþòñÿ, à ìîäèôèêàòîðû
äåéñòâóþò êàê íåêîòîðûå îïåðàòîðû íàä ýòèìè ôóíêöèÿìè. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå
�î÷åíü� ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè òåðìèíà
�ìîëîäîé� [17]: µ (u) = µ2(u). Àíàëîãè÷íî µ (u) = µ1/2(u) è ò.ï. Âîïðîñû àäåêâàò-
íîñòè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷àëèñü. Îäíà èç ïðè÷èí ýòîãî çà-
êëþ÷àåòñÿ â áîëüøîé íåîïðåäåëåííîñòè îïåðàöèé: äëÿ ðàçíûõ ñèòóàöèé ìîãóò áûòü
ðàçíûå ðåçóëüòàòû. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ðàçíûõ êîíòåêñòîâ ôóíê-
öèè ïðèíàäëåæíîñòè îäíîãî è òîãî æå òåðìèíà ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Ýòà ïðîáëå-
ìà èçó÷àåòñÿ â ðàìêàõ êîíöåïöèè ñåìàíòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Áîëåå ïîäðîáíî ñ
òåîðèåé è ïðèëîæåíèÿìè ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [17],
ìû æå áîëåå ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà êîíöåïöèè ñåìàíòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, åãî
ñâîéñòâàõ è ïðèëîæåíèÿõ.

4.2 Ïîëíûå îðòîãîíàëüíûå ñåìàíòè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà (ÏÎÑÏ)

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ëèíãâèñòè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ A = �ÐÎÑÒ� èìååò äâà
òåðì � ìíîæåñòâà T1(A) = {íèçêèé, âûñîêèé} è T2(A) = {íèçêèé, ñðåäíèé , âûñîêèé}.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ïîíÿòèé �íèçêèé� è �âûñîêèé� â
ïåðâîì è âî âòîðîì ñëó÷àå áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ: íîâîå ïîíÿòèå �ñðåäíèé� ìîäèôèöè-
ðóåò èõ, ñäâèãàåò ê êîíöàì óíèâåðñóìà (Ðèñ. 4.2)

Ïîñëåäíåå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñåìàíòèêà íåêîòîðîãî òåðìèíà çàâèñèò îò êîíòåêñòà,
èëè íàáîðà çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé. Òàêèì îáðàçîì,
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Ðèñ. 4.2:

ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ëþáîãî òåðìèíà áåç óêàçàíèÿ êîíòåêñòà, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå èìååò ñìûñëà.

Áóäåì íàçûâàòü ñåìàíòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ëèíãâèñòè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ ñ
ôèêñèðîâàííûì òåðì-ìíîæåñòâîì, ò.å. ÷åòâåðêó

S = 〈A, T (A), U,M〉.
Èíûìè ñëîâàìè, ñåìàíòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî - ýòî íàáîð íå÷åòêèõ ïåðåìåííûõ

S = 〈α1, U,G1〉, . . . , 〈αn, U,Gn〉. (4.1)
Ïðè ýòîì äëÿ îäíîãî è òîãî æå èìåíè A ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðàçëè÷íûå ïðîñòðàí-

ñòâà
S1 = 〈A, T1(A), U,M1〉, . . . , Sk = 〈A, Tk(A), U,Mk〉.

Ìîæíî ëè êàê-òî ñðàâíèâàòü ñåìàíòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, âûáèðàòü íàèëó÷øåå
â íåêîòîðîì ñìûñëå ? Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 19 Ðàññìîòðèì ïðîöåññ îïèñàíèÿ ÷åëîâåêîì íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ îáúåê-
òîâ íà ïðèìåðå îïèñàíèÿ äðóãèõ ëþäåé. Îïèñûâàÿ ÂÎÇÐÀÑÒ ÷åëîâåêà, ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïðèçíàêà �ÂÎÇÐÀÑÒ�:

- T1 = {ìîëîäîé, ñòàðûé };
- T2 = {ìîëîäîé, ñðåäíåãî âîçðàñòà, ñòàðûé };
...
- Tn = {þíûé, î÷åíü ìîëîäîé, . . . , î÷åíü ñòàðûé }.
Êàêîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ëó÷øå ñ òî÷êè çðåíèÿ �ëåãêîñòè� îïèñàíèÿ âîçðàñòà?
Ìíîæåñòâî T1 íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì, òàê êàê ñóùåñòâóåò ìíîãî ëþäåé, äëÿ

êîòîðûõ îáîçíà÷åíèÿ îäèíàêîâî íå ïîäõîäÿò. Ìû èñïûòûâàåì òðóäíîñòè îïèñàíèÿ
èç-çà íåäîñòàòêà çíà÷åíèé.

Ìíîæåñòâî Tn òàêæå ÿâëÿåòñÿ �ïëîõèì� èç-çà òîãî, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî
æå ðåàëüíîãî îáúåêòà ìîãóò îêàçàòüñÿ îäèíàêîâî ïîäõîäÿùèìè íåñêîëüêî çíà÷åíèé
ïðèçíàêà.

Äàííûé ïðèìåð ïîçâîëÿåò íàì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó âûáîðà
îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ.



Ïðîáëåìà 1. Ìîæíî ëè, ó÷èòûâàÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè âîñïðèÿòèÿ ÷åëîâå-
êîì îáúåêòîâ ðåàëüíîãî ìèðà è èõ îïèñàíèÿ, ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî âûáîðà îïòè-
ìàëüíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ, ïî êîòîðûì îïèñûâàþòñÿ ýòè îáúåêòû?
Âîçìîæíû äâà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè:

Êðèòåðèé 1. Ïîä îïòèìàëüíûìè ïîíèìàþòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, èñ-
ïîëüçóÿ êîòîðûå ÷åëîâåê èñïûòûâàåò ìèíèìàëüíóþ íåîïðåäåëåííîñòü ïðè îïèñà-
íèè îáúåêòîâ.

Êðèòåðèé 2. Åñëè îáúåêò îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ýêñïåðòîâ, òî
ïîä îïòèìàëüíûìè ïîíèìàþòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, êîòîðûå îáåñïå÷è-
âàþò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü ðàññîãëàñîâàíèÿ îïèñàíèé.

Âîïðîñàì îöåíêè ñòåïåíè íåîïðåäåëåííîñòè ïðîöåññà îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ îáúåê-
òîâ è ìåòîäèêå âûáîðà îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ
ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë.

Äëÿ âîçìîæíîñòè îöåíêè ñòåïåíè íåîïðåäåëåííîñòè íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü
íåêîòîðûå òðåáîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè èñïîëüçóåìûõ ïîíÿòèé è èõ
ñîâîêóïíîñòåé, îáðàçóþùèõ ñåìàíòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, íèæå ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå âñå âîçìîæíûå ñåìàíòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à íåêîòîðîå èõ
ïîäìíîæåñòâî.

Ïðè ôîðìóëèðîâêå òàêèõ òðåáîâàíèé íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü äâóì ïðîòèâî-
ðå÷èâûì êðèòåðèÿì:

� òðåáîâàíèÿ äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî �ìÿãêèìè�, ÷òîáû ïîëó÷èâøååñÿ ïîäìíî-
æåñòâî áûëî äîñòàòî÷íî øèðîêèì è âêëþ÷àëî â ñåáÿ áîëüøèíñòâî ïðàêòè÷åñêèõ
ñèòóàöèé;

� òðåáîâàíèÿ äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî �æåñòêèìè�, ÷òîáû äàâàòü âîçìîæíîñòü
ôîðìàëüíîãî ââåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîíÿòèé è èçó÷åíèÿ èõ ñâîéñòâ.

Èòàê, ðàññìîòðèì ñåìàíòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ( 4.1). Â êà÷åñòâå åãî ìîäåëè ðàñ-
ñìîòðèì ñîâîêóïíîñòü t ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè, çàäàííûõ íà îäíîì óíèâåðñàëü-
íîì ìíîæåñòâå U . Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ ñîâîêóïíîñòü st.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè st îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì îòðåç-
êå U ⊆ R1 è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

(1) íîðìàëüíîñòü [21]: ∀j(1 ≤ j ≤ t) ∃U1
j 6= ∅, ãäå U1

j = {u ∈ U : µj(u) = 1},
U1

j ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì;
(2) µj(u) íå óáûâàåò ñëåâà îò U1

j è íå âîçðàñòàåò ñïðàâà îò U1
j .

Äàííûå îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî åñòåñòâåííûìè äëÿ ôóíêöèé ïðèíàä-
ëåæíîñòè ïîíÿòèé, îáðàçóþùèõ ñåìàíòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, (1)
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîíÿòèÿ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí îáúåêò, ÿâëÿþùèéñÿ
äëÿ íåãî òèïè÷íûì; (2) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê òðåáîâàíèå ïëàâíîñòè,
ìÿãêîñòè ãðàíèö èñïîëüçóåìûõ ïîíÿòèé.

Â áóäóùåì íàì ïîíàäîáèòñÿ èñïîëüçîâàíèå íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè
è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîýòîìó ê ñôîðìóëèðîâàííûì òðåáîâàíèÿì äîáàâèì
òðåáîâàíèå

(3) ôóíêöèè íå ìîãóò èìåòü áîëåå äâóõ òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìíîæåñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì (1) - (3).
Ñôîðìóëèðóåì òàêæå òðåáîâàíèÿ íà ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé èç L, îáðàçóþùèõ

ìíîæåñòâî st. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî èç t òàêèõ ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò ñëå-



äóþùèì äâóì òðåáîâàíèÿì:
(4) ïîëíîòà: ∀u ∈ U ∃j(1 ≤ j ≤ t) : µj(u) 6= 0;

(5) îðòîãîíàëüíîñòü: ∀u ∈ U
t∑

j=1

µj(u) = 1.

Ýòè îãðàíè÷åíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî åñòåñòâåííûìè. Òðåáîâàíèå (4) îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî îáúåêòà íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ïîíÿòèå, åãî îïèñûâàþùåå ñ
íåíóëåâîé ñòåïåíüþ; (5) îçíà÷àåò äîñòàòî÷íóþ ðàçäåëèìîñòü ïîíÿòèé, îáðàçóþùèõ
ñåìàíòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îòñóòñòâèå ñèíîíèìèè èëè ñåìàíòè÷åñêè áëèçêèõ òåð-
ìèíîâ.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Gt(L) ìíîæåñòâî èç t ôóíêöèé èç L, óäîâëåòâîðÿþùèõ
òðåáîâàíèÿì (4), (5).

Ñåìàíòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ïîíÿòèé êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæàò Gt(L), áóäåì íàçûâàòü ïîëíûìè îðòîãîíàëüíûìè ñåìàíòè÷åñêèìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè (ÏÎÑÏ).

Â ðàìêàõ ÏÎÑÏ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè èëè ìåðû âíóòðåííåé
íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûáèðàòü íàèëó÷øèå ïðîñòðàíñòâà äëÿ îïèñà-
íèÿ ÷åëîâåêîì ðåàëüíûõ îáúåêòîâ (ñì. ïðèìåð 19).

4.3 Ñòåïåíü íå÷åòêîñòè ÏÎÑÏ
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåííîå â 4.2 ìíîæåñòâî L ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà S2 èíòåãðèðóåìûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé, ïîýòîìó ìû ìîæåì
ââåñòè ìåòðèêó íà L, íàïðèìåð,

ρ(f, g) =

∫

U

|f(u)− g(u)|du, f ∈ L, g ∈ L.

Ìû òàêæå ìîæåì ââåñòè ìåòðèêó â Gt(L).

Ëåììà 1 Ïóñòü st ∈ Gt(L), s′t ∈ Gt(L),
st = {µ1(u), µ2u(), . . . , µt(u)}, s′t = {µ′1(u), µ′2(u), . . . , µ′t(u)},
ρ(f, g) - íåêîòîðàÿ ìåòðèêà â L.

Òîãäà

d(st, s
′
t) =

t∑
j=1

ρ(µj, µ
′
j) (4.2)

åñòü ìåòðèêà â Gt(L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå
àêñèîì ðàññòîÿíèÿ (ñ. 19).

Òàê êàê ρ(µj, µ
′
j) - ìåòðèêà, òî âûïîëíåíèå ïåðâûõ äâóõ àêñèîì äëÿ ( 4.2) î÷åâèä-

íî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîì 3, 4.
3. d(st, s

′
t) = 0 ⇔ ∀j(1 ≤ j ≤ t) ρ(µj, µ

′
j) = 0 ⇔

⇔ ∀j(1 ≤ j ≤ t) µj = µ′j ⇔ st = s′t.



4. d(st, s
′
t) =

t∑
j=1

ρ(µj, µ
′
j) ≤

t∑
j=1

[ρ(µj, µ
′′
j ) + ρ(µ′′j , µ

′
j)] =

=
t∑

j=1

ρ(µj, µ
′
j) +

t∑
j=1

ρ(µ′j, µ
′′
j ) = d(st, s

′′
t ) + d(s

′′
t , s

′
t).

Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè àêñèîì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ, áà-
çèðóþùóþñÿ íà äàííîé ñîâîêóïíîñòè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è ÿâëÿþùèõñÿ �÷åòêèìè�.
Ýòî ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü st ∈ Gt(L) îïðåäåëåíà íà U è âêëþ÷àåò ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè
µ1(u), µ2(u), . . . , µt(u). Ïîñòðîèì ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé s̃t, ñî-
ñòîÿùóþ èç ôóíêöèé h1(u), h2(u), . . . ,
ht(u), ãäå

hi(u) =

{
1, åñëè max1≤j≤t µj(u) = µi(u)
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (4.3)

Áóäåì íàçûâàòü s̃t áëèæàéøåé ñîâîêóïíîñòüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ
st ∈ Gt(L).

Ïîä ñòåïåíüþ íå÷åòêîñòè st ∈ Gt(L) áóäåì ïîíèìàòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ξ(st),
îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè st è óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëå-
äóþùèì àêñèîìàì:

A1. 0 ≤ ξ(st) ≤ 1 ∀st ∈ Gt(L).

A2. ξ(st) = 0 ⇔ ∀u ∈ U ∃j(1 ≤ j ≤ t) :
µj(u) = 1, µi(u) = 0 ∀i 6= j.

A3. ξ(st) = 1 ⇔ ∀u ∈ U ∃i1, i2(1 ≤ i1, i2 ≤ t) :
µi1(u) = µi2(u) = max1≤j≤t µj(u).

A4. Ïóñòü st è s′t′ îïðåäåëåíû íà óíèâåðñàëüíûõ ìíîæåñòâàõ U è U ′ ñîîòâåòñòâåí-
íî; t è t′ ìîãóò áûòü ðàâíû èëè íå ðàâíû äðóã äðóãó. Òîãäà

ξ(st) ≤ ξ(s′t′), åñëè ρ(st, s̃t) ≤ ρ(s′t′ , s̃t′
′), ãäå ρ(., .) - íåêîòîðàÿ ìåòðèêà â Gt(L).

Àêñèîìà A1 îïðåäåëÿåò ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ñòåïåíè íå÷åòêîñòè.
Àêñèîìû A2 è A3 îïèñûâàþò ñîâîêóïíîñòè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ ξ(st)

äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ, òî åñòü ìàêñèìàëüíî �÷åòêèå� è
ìàêñèìàëüíî �íå÷åòêèå� ñîâîêóïíîñòè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâåííî.

Àêñèîìà A4 îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîé ïàðû ñîâîêóïíîñòåé íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ïðà-
âèëî ñðàâíåíèÿ ñòåïåíè èõ íå÷åòêîñòè. Åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: ÷åì áëèæå íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ê ñâîåé áëèæàéøåé
ñîâîêóïíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, òåì ìåíüøå ñòåïåíü åå íå÷åòêîñòè.

Ñóùåñòâóþò ëè ôóíêöèîíàëû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñôîðìóëèðîâàííûì àêñèîìàì?
Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4 (Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü st ∈ Gt(L). Òîãäà ôóíêöèîíàë

ξ(st) =
1

|U |
∫

U

f(µi∗1(u)− µi∗2(u))du, (4.4)



ãäå
µi∗1(u) = max

1≤j≤t
µj(u), µi∗2(u) = max

1≤j≤t; j 6=i∗1
µj(u), (4.5)

f óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:
F1 : f(0) = 1, f(1) = 0;
F2 : f óáûâàåò,
- ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ íå÷åòêîñòè st, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì A1−A4.

Äîêàçàòåëüñòâî 1. Âûïîëíåíèå àêñèîìû A1 î÷åâèäíî.
2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç η(st, u) ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â ( 4.4) Â ýòîì ñëó÷àå:

ξ(st) = 0 ⇔ ∀u ∈ U η(st, u) = 0 ⇔
⇔ ∀u ∈ U µi∗1(u)− µi∗2(u) = 1 ⇔
⇔ ∀u ∈ U∃j(1 ≤ j ≤ t) : µj(u) = 1, µi(u) = 0

∀i 6= j.

3. Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 2,

ξ(st) = 1 ⇔ ∀u ∈ U η(st, u) = 1 ⇔
⇔ ∀u ∈ U µi∗1(u)− µi∗2(u) = 0 ⇔
⇔ ∀u ∈ U ∃i1, i2(1 ≤ i1, i2 ≤ t) :

µi1(u) = µi2(u) = max1≤j≤t µj(u).

4. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå st, s′t′ ∈ Gt(L).

ξ(st) ≤ ξ(s′t′) ⇔ 1
|U1|

∫
U1 f(µ1

i∗1
(u1)− µ1

i∗2
(u1))du1 ≤

≤ 1
|U2|

∫
U2 f(µ2

i∗1
(u2)− µ2

i∗2
(u2))du2 ⇔

⇔ 1
|U1|

∫
U1(µ

1
i∗1
(u1)− µ1

i∗2
(u1))du1 ≥

≥ 1
|U2|

∫
U2(µ2

i∗1
(u2)− µ2

i∗2
(u2))du2 ⇔

⇔ 1
|U1|

∫
U1(1− (µ1

i∗1
(u1)− µ1

i∗2
(u1)))du1 ≤

≤ 1
|U2|

∫
U2(1− (µ2

i∗1
(u2)− µ2

i∗2
(u2)))du2 ⇔

⇔ 1
|U1|

∫
U1

[
(1− µ1

i∗1
(u1))+

+(µ1
i∗2
(u1)− 0)

]
du1 ≤

≤ 1
|U2|

∫
U2

[
(1− µ2

i∗1
(u2))+

+(µ2
i∗2
(u2)− 0)

]
du2 ⇔

⇔ 1
|U1|

∫
U1

[
(h1

i∗1
(u1)− µ1

i∗1
(u1))+

+(µ1
i∗2
(u1)− h1

i∗2
(u1))

]
du1 ≤

≤ 1
|U2|

∫
U2

[
(h2

i∗1
(u2)− µ2

i∗1
(u2))+

+(µ2
i∗2
(u2)− h2

i∗2
(u2))

]
du2.

Â äàííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âòîðàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè f (òðåáîâàíèå F2), òðåòüÿ ýêâèâàëåíòíîñòü - ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà
0 ≤ µi∗1(u) − µi∗2(u) ≤ 1 ∀u ∈ U , çàìåíà 1 è 0 íà h ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè



(ïîñëåäíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü) - ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèé h ( 4.3) è µi∗1(u), µi∗2(u) ( 4.5).
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

d(h1
i∗1
, µ1

i∗1
) + d(h1

i∗2
, µ1

i∗2
) ≤ d(h2

i∗1
, µ2

i∗1
) + d(h2

i∗2
, µ2

i∗2
),

ãäå d(h, µ) =
∫

U
|h(u)− µ(u)|du ìåðà â L.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó st è s̃t (Ëåììà 1).
Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ñóùåñòâóåò ìåðà, äëÿ êîòîðîé
ξ(st) ≤ ξ(s′t′), åñëè ρ(st, s̃t) ≤ ρ(s′t′ , s̃

′
t′).

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ F1, F2. Ýòî ôóíêöèÿ

f(x) = 1− x.

Ìîæíî òàêæå îïèñàòü ïîäìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ âòîðîé ñòåïåíè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ F1, F2. Ýòî ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé

fa(x) = ax2 − (1 + a)x + 1.

Ïîäìíîæåñòâà ôóíêöèé äðóãèõ òèïîâ (ëîãàðèôìè÷åñêèõ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è
äð.), óäîâëåòâîðÿþùèõ F1, F2 ìîãóò áûòü îïèñàíû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòè ôóíêöèè â ôîðìóëó ( 4.4), ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèîíàëû, óäîâëåòâîðÿþùèå
A1− A4, òî åñòü ñòåïåíè íå÷åòêîñòè.

Êàêèå èç ýòèõ êëàññîâ ôóíêöèîíàëîâ �ëó÷øå�? Ýòî äîâîëüíî ñëîæíûé âîïðîñ,
îòâåò íà êîòîðûé çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ïðèëîæåíèÿ. Ìû íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â
êîíêðåòíûå ïðîáëåìû, à èçó÷èì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ïðîñòåéøåãî èç òàêèõ
ôóíêöèîíàëîâ - ôóíêöèîíàëà èç êëàññà ëèíåéíûõ ôóíêöèé f .

4.4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ÏÎÑÏ
Ìû ïðèâåäåì ñâîéñòâà ñòåïåíè íå÷åòêîñòè äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè f :

ξ(st) =
1

|U |
∫

U

(1− (µi∗1(u)− µi∗2(u)))du, (4.6)

ãäå µi∗1(u), µi∗2(u) îïèñûâàþòñÿ ( 4.5).
Ôóíêöèîíàë ξ(st) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê ñðåäíÿÿ ñòåïåíü òðóäíîñòåé

îïèñàíèÿ ÷åëîâåêîì ðåàëüíûõ îáúåêòîâ (ñèòóàöèé) â ðàìêàõ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå-
ìàíòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Èíòåðïðåòàöèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ îïèñàíèÿ ÷åëîâåêîì ðåàëüíûõ îáúåêòîâ.
Ìû íå èìååì íèêàêîé íåîïðåäåëåííîñòè ïðè ëèíãâèñòè÷åñêîì îïèñàíèè îáúåêòà,
èìåþùåãî �ôèçè÷åñêîå� çíà÷åíèå ïðèçíàêà u1 (Ðèñ. 4.3). Ìû ïðèñâîèì åìó ëèíãâè-
ñòè÷åñêîå çíà÷åíèå a1 áåç ñîìíåíèé è êîëåáàíèé.

Ìû ìîæåì ïîâòîðèòü äàííûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ îáúåêòà, èìåþùåãî �ôèçè÷åñêîå�
çíà÷åíèå ïðèçíàêà u5. Ìû áåç êîëåáàíèé âûáèðàåì òåðìèí a2 äëÿ åãî ëèíãâèñòè-
÷åñêîãî îïèñàíèÿ áåç ñîìíåíèé. Ìû íà÷èíàåì èñïûòûâàòü òðóäíîñòè ïðè âûáîðå



1

U

m

u2u1 u3
u4 u5

Ðèñ. 4.3:

ëèíãâèñòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ äëÿ îáúåêòà, èìåþùåãî �ôèçè÷åñêîå� çíà÷åíèå ïðèçíàêà
u2. Ýòè òðóäíîñòè âîçðàñòàþò (u3) è äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè îïèñà-
íèè îáúåêòîâ, èìåþùèõ �ôèçè÷åñêîå� çíà÷åíèå ïðèçíàêà u4: äëÿ òàêèõ îáúåêòîâ îáà
ëèíãâèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ îäèíàêîâî ïîäõîäÿò.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

η(st, u) = 1− (µi∗1(u)− µi∗2(u))

â ýòèõ òî÷êàõ, ìû ìîæåì óâèäåòü, ÷òî

0 = η(st, u5) = η(st, u1) < η(st, u2) < η(st, u3) < η(st, u4) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå èíòåãðàëà ( 4.6) ìû äåéñòâèòåëüíî ìîæåì èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê ñðåäíþþ ñòåïåíü òðóäíîñòåé îïèñàíèÿ ÷åëîâåêîì ðåàëüíûõ îáúåêòîâ
(ñèòóàöèé) â ðàìêàõ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÏÎÑÏ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà ( 4.6). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùèå ïîäìíîæåñòâà L:

L - ìíîæåñòâî êóñî÷íî - ëèíåéíûõ ôóíêöèé èç L, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
íà ìíîæåñòâå íåîïðåäåëåííîñòè

U = {u ∈ U : ∀j (1 ≤ j ≤ t) 0 < µj(u) < 1},

L̂ - ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç L, ÿâëÿþùèõñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè íà U (âêëþ÷àÿ
U).

Òåîðåìà 5 Ïóñòü st ∈ Gt(L). Òîãäà ξ(st) = d
2|U | , ãäå d = |U |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé t = 2 (Ðèñ. 4.4).
Çàôèêñèðóåì äâå òî÷êè:
u2L - ëåâàÿ íåíóëåâàÿ ãðàíèöà µa2(u) è
u1R - ïðàâàÿ íåíóëåâàÿ ãðàíèöà µa1(u).
Çíà÷åíèå èíòåãðàëà ( 4.6) íå ðàâíî íóëþ òîëüêî íà îòðåçêå [u2L, u1R]. Òàêèì

îáðàçîì,
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Ðèñ. 4.4:

ξ(s2) =
1

|U |
∫

U

(1− (µi∗1(u)− µi∗2(u)))du =

=
1

|U |
∫ u1R

u2L

(1− (µi∗1(u)− µi∗2(u)))du. (4.7)

Èñïîëüçóÿ ïðîñòåéøèå ôîðìóëû ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, ìû ìîæåì íàïèñàòü:

µa1(u) =





1, åñëè u ≤ u2L
1
d
(u1R − u), åñëè u2L ≤ u ≤ u1R

0, åñëè u ≥ u1R

, (4.8)

µa2(u) =





0, åñëè u ≤ u2L
1
d
(u− u2L), åñëè u2L ≤ u ≤ u1R

1, åñëè u ≥ u1R

, (4.9)

ãäå d = u1R − u2L.
Ïîäñòàâëÿÿ ( 4.8), ( 4.9) â ( 4.6) è âñïîìèíàÿ ( 4.5), ìû ìîæåì íàïèñàòü:

ξ(s2) = 1
|U |

∫ u1R

u2L
(1− (µi∗1(u)− µi∗2(u)))du =

= 1
|U |

[∫ 1
2
(u1R+u2L)

u2L
(1− (µi∗1(u)− µi∗2(u)))du+

+
∫ u1R

1
2
(u1R+u2L)

(1− (µi∗1(u)− µi∗2(u)))du
]

=

= 1
2
|U | ∫ 1

2
(u1R+u2L)

u2L
(u1R + u2L − 2u)du = u1R+u2L

2|U | =

= d
2|U | .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå t > 2 ìû äîëæíû ïîâòîðèòü íàøè
ðàññóæäåíèÿ äëÿ âñåõ îáëàñòåé íåîïðåäåëåííîñòè [uj,L, uj−1,R] (2 ≤ j ≤ t).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü st ∈ Gt(L̂). Òîãäà

ξ(st) = c
d

|U | , (4.10)

ãäå d = |U |, c < 1, c = Const.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî.

Òàê êàê ëþáàÿ st ∈ Gt(L) ìîæåò áûòü ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé òî÷íîñòüþ àï-
ïðîêñèìèðîâàíà ñîâîêóïíîñòüþ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ èç st ∈ Gt(L̂), òî ñîîòíîøåíèå
( 4.10) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ st ∈ Gt(L).

Ïóñòü g íåêîòîðàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà U . Ýòà ôóíê-
öèÿ èíäóöèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå íåêîòîðîé st ∈ Gt(L), îïðåäåëåííîé íà óíèâåðñàëü-
íîì ìíîæåñòâå U â g(st), îïðåäåëåííîé íà óíèâåðñàëüíîì ìíîæåñòâå U ′, ãäå

U ′ = g(U) = {u′ : u′ = g(u), u ∈ U}.
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(st) åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè {µ′1(u′), ..., µ′t(u′)}, ãäå
µ′j(u

′) = µ′j(g(u)) = µj(g
−1(u′)) = µj(u), µj(u) ∈ st, 1 ≤ j ≤ t.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò äàííîå îïðåäåëåíèå.

Ïðèìåð 20 Ïóñòü st ∈ Gt(L), U - óíèâåðñóì st è g - ðàñòÿæåíèå (ñæàòèå) óíè-
âåðñóìà U . Â ýòîì ñëó÷àå g(st) åñòü ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè, ïî-
ëó÷åííàÿ èç st òàêèì æå ðàñòÿæåíèåì (ñæàòèåì).

Òåîðåìà 7 Ïóñòü st ∈ Gt(L), U - óíèâåðñóì st, g - íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà U è ξ(st) 6= 0. Òîãäà ξ(st) = ξ(g(st)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé t = 2 (ñìîòðè äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 5). Åñëè s2 ∈ G2(L), òî, â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè,

µa1(u) = 1− µa2(u) ∀u ∈ U

Òàêèì îáðàçîì,

ξ(s2) = 1
|U |

∫ u1R

u2L
(1− (µi∗1(u)− µi∗2(u)))du =

= 1
|U |

[∫ µ−1
a1

( 1
2
)

u2L
(1− (µa1(u)− µa2(u)))du+

+
∫ u1R

µ−1
a1

( 1
2
)
(1− (µa2(u)− µa1(u)))du

]
=

= 2
|U |

[∫ µ−1
a1

( 1
2
)

u2L
(1− ((1− µa2(u))− µa2(u)))du+

+
∫ u1R

µ−1
a1

( 1
2
)
(1− ((1− µa1(u))− µa1(u)))du

]
=

= 2
|U |

[∫ µ−1
a1

( 1
2
)

u2L
µa2(u)du +

∫ u1R

µ−1
a1

( 1
2
)
µa1(u)du

]

(4.11)

Ïîâòîðÿÿ äàííûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ s′t = g(st), ìû ìîæåì íàïèñàòü:

ξ(s′2) =
2

|g(U)|

[∫ g(µ−1
a1

( 1
2
))

g(u2L)

µ′a2
(u′)du′ +

∫ g(u1R)

g(µ−1
a1

( 1
2
))

µ′a1
(u′)du′

]
(4.12)



Ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ u′ = g(u), ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ( 4.12) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ξ(s′2) = 2
|g(U)|

[∫ g(µ−1
a1

( 1
2
))

g(u2L) µ′a2
(g(u))dg(u)+

+
∫ g(u1R)

g(µ−1
a1

( 1
2
))

µ′a1
(g(u))dg(u)

]
=

= 2
|g(U)|

[∫ µ−1
a1

( 1
2
)

u2L
µa2(u)g′(u)du+

+
∫ u1R

µ−1
a1

( 1
2
)
µa1(u)g′(u)du

]
(4.13)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â ( 4.13) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ g(st).
Ðàâåíñòâî ξ(s2) = ξ(g(s2)) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

2
|U |

[∫ µ−1
a1

( 1
2
)

u2L
µa2(u)du +

∫ u1R

µ−1
a1

( 1
2
)
µa1(u)du

]
=

= 2
|g(U)|

[∫ µ−1
a1

( 1
2
)

u2L
µa2(u)g′(u)du +

∫ u1R

µ−1
a1

( 1
2
)
µa1(u)g′(u)du

] (4.14)

Ðàâåíñòâî ( 4.14) ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü êàê

∫ µ−1
a1

( 1
2
)

u2L
µa2(u)

(
1
|U | − g′(u)

|g(U)|

)
du+

+
∫ u1R

µ−1
a1

( 1
2
)
µa1(u)

(
1
|U | − g′(u)

|g(U)|

)
du = 0

(4.15)

Åñëè g(u) - ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî g(u) = ku + a, ãäå k, a íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Çíà÷åíèå g′(u) = k = g(u2)−g(u1)

u2−u1
∀u2, u1 ∈ U , è, â ÷àñòíîñòè, g′(u) = |g(U)|

|U | . Èñïîëüçóÿ
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ìû ìîæåì íàïèñàòü:

1

|U | −
g′(u)

|g(U)| = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ( 4.15) ñïðàâåäëèâî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå t > 2 ìû äîëæíû ïîâòîðèòü íàøè

ðàññóæäåíèÿ äëÿ âñåõ îáëàñòåé íåîïðåäåëåííîñòè [uj,L, uj−1,R] (2 ≤ j ≤ t).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åëîâåê îïèñûâàåò ðàçíîòèïíûå îáúåêòû â ðàìêàõ
íåêîòîðîãî ñåìàíòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ðàâíûìè òðóäíîñòÿìè, åñëè ôèçè÷åñêèå
ïàðàìåòðû îáúåêòîâ îäíîãî òèïà ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïàðàìåòðîâ îáúåêòîâ äðóãî-
ãî òèïà íåêîòîðûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâî
òåðìîâ {âûñîêèé, ñðåäíèé, íèçêèé} ìû îïèñûâàåì ëþäåé, äåðåâüÿ, çäàíèÿ ñ îäè-
íàêîâûìè òðóäíîñòÿìè; èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {î÷åíü áëèçêî, áëèçêî, íå
áëèçêî, äàëåêî} ìû îïèñûâàåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè, óëèöàìè â ãîðîäå,
ãîðîäàìè íà êàðòå è ò.ï. ñ îäèíàêîâûìè òðóäíîñòÿìè.

Ñòåïåíü íå÷åòêîñòè îäíîãî ìíîæåñòâà, èíäóöèðîâàííàÿ ξ(st) ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíà êàê ñòåïåíü íå÷åòêîñòè òðèâèàëüíîé ñîâîêóïíîñòè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, îïðå-
äåëåííîé îäíèì ìíîæåñòâîì µ(u):



ξ(µ) =
1

|U |
∫

U

(1− |2µ(u)− 1|)du. (4.16)

Íå òðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ( 4.16) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ñòåïåíè íå÷åòêîñòè
ìíîæåñòâà, èçëîæåííûìè â 1.5.4.

Ìåòîäèêà âûáîðà îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé êà÷åñòâåííîãî ïðè-
çíàêà
Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 19 è ïðîáëåìå 1. Íà îñíîâå ñâîéñòâ ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ÏÎÑÏ
(ðàçäåë 4.4) è åå èíòåðïðåòàöèè (ñ. 60), ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ
ìåòîäèêó âûáîðà îïòèìàëüíî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ.

1. Ôîðìèðóþòñÿ âñå âîçìîæíûå (âñå �ðàçóìíûå�) ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïðèçíàêà.

2. Êàæäîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðèçíàêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëíîãî îðòîãî-
íàëüíîãî ñåìàíòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

3. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé âû÷èñëÿåòñÿ ñòåïåíü íå÷åòêîñòè ÏÎÑÏ.

4. Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé êàê ïî êðèòåðèþ 1, òàê è ïî êðè-
òåðèþ 2, âûáèðàåòñÿ òî ìíîæåñòâî ñòåïåíü íå÷åòêîñòè êîòîðîãî ìèíèìàëüíà.

4.5 Óñòîé÷èâîñòü ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ÏÎÑÏ
Îäíèì èç îãðàíè÷åíèé ìåòîäèêè âûáîðà îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé êà÷å-
ñòâåííûõ ïðèçíàêîâ (ðàçäåë 4.4), ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåìûõ ïðè åå àíàëèçå, ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäïîëîæåíèå îá îäèíàêîâîñòè ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè èñïîëüçóåìûõ ëèíã-
âèñòè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ó âñåõ ëþäåé
íå ìîãóò áûòü ïîëíîñòüþ îäèíàêîâûìè. Äàííûé òåçèñ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü
ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè.

Åñëè ïîïðîñèòü îöåíèòü âîçðàñò þíîøó è ïîæèëîãî ÷åëîâåêà, òî, ñêîðåå âñåãî,
èõ îöåíêè áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ: äëÿ ìîëîäîãî ÷åëîâåêà 50 ëåò - ýòî ñòàðîñòü, äëÿ ïî-
æèëîãî - çðåëûé âîçðàñò. Òî æå ñàìîå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïðè îöåíêå ðîñòà íèçêèì
è âûñîêèì ÷åëîâåêîì: ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíãâèñòè÷åñêèõ
ïîíÿòèé ó ïåðâîãî áóäóò ñäâèíóòû âëåâî, ó âòîðîãî - âïðàâî îòíîñèòåëüíî äðóã äðó-
ãà. Ïîäîáíûå ñèòóàöèè äàâíî áûëè çàìå÷åíû è äàæå ïîñëóæèëè îñíîâîé ñþæåòà
ðÿäà äåòåêòèâîâ.

Áîëåå ñëîæíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñåìàíòèêîé îäèíàêîâûõ òåðìèíîâ ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ ó ëþäåé ðàçíûõ íàöèîíàëüíîñòåé (ïðîæèâàþùèõ â ðàçëè÷íûõ ãåîêëè-
ìàòè÷åñêèõ çîíàõ) â ñèëó ïðèíöèïà ëèíãâèñòè÷åñêîé äîïîëíèòåëüíîñòè - îäíîãî èç
ïðèíöèïîâ ïñèõîëèíãâèñòèêè [8]. Òàê, íàïðèìåð, æèòåëè êðàéíåãî ñåâåðà (ýñêèìî-
ñû, ÷óê÷è) ðàçëè÷àþò íåñêîëüêî îòòåíêîâ ñíåãà, ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî ñîñòîÿíèþ,
ôèííû èìåþò íåñêîëüêî íàçâàíèé äëÿ ñèíåãî öâåòà.

Äëÿ îòðàæåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ôàêòîðîâ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè ïðèíàä-
ëåæíîñòåé èñòî÷íèêà èíôîðìàöèè è ïîëüçîâàòåëÿ íå ñîâïàäàþò, à ìîãóò íàõîäèòüñÿ
â íåêîòîðîé ïîëîñå øèðèíû δ, òî åñòü çàäàíû ñ íåêîòîðîé �òî÷íîñòüþ� δ (ðèñ. 4.5).
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Ðèñ. 4.6:

Âûðàçèì îñíîâíûå ïàðàìåòðû (δ1 è δ2), íåîáõîäèìûå äëÿ àíàëèçà ìîäåëè, êàê
ôóíêöèè îò δ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè èç òðèãîíî-
ìåòðèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë íàêëîíà µa2(u) â òî÷êå u2L (ðèñ. 4.5). Òîãäà tan α = 1
d
,

ãäå d = u1R − u2L. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî òðåóãîëüíèê ABC, ãäå ∠BAC = α,
|BC| = δ2

2
, |CD| = δ

2
, |AC| = δ1

2
(ðèñ. 4.6).

Èç 4ABC ñëåäóåò, ÷òî tan α = |BC|
|AC| = δ2

δ1
.

Òàêèì îáðàçîì, δ2
δ1

= 1
d
, è, ñëåäîâàòåëüíî,

δ1 = δ2d. (4.17)

Âûðàçèì δ2 ÷åðåç δ è d. Ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøå-
íèé èç 4CDB è 4ADC, ïîëó÷àåì, ÷òî δ2(1 + d2) = δ2

2d
2.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì:

δ2
2 =

δ2

d2
(1 + d2)

èëè

δ2 =
δ

d

√
1 + d2. (4.18)

Âñïîìèíàÿ ñîîòíîøåíèå δ1 = δ2d, ïîëó÷àåì:

δ1 = δ
√

1 + d2. (4.19)



1
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m

u2l
u1R

Ðèñ. 4.7:

1

U

m

u2l
u1R

Ðèñ. 4.8:

Èìåÿ âûðàæåíèÿ äëÿ δ2 è δ1 (( 4.18) è ( 4.19) ñîîòâåòñòâåííî) ìîæíî îöåíèòü
ñðåäíèå èíäèâèäóàëüíûå ïîòåðè èíôîðìàöèè è øóìû äëÿ îïèñàííîé ìîäåëè (áóäåì
íàçûâàòü åå δ - ìîäåëü è îáîçíà÷àòü Gδ

t (L)), à òàêæå ñòåïåíü íå÷åòêîñòè ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ÏÎÑÏ.

Ñòåïåíü íå÷åòêîñòè â δ - ìîäåëè

Ïîñòðîèì îáîáùåíèå ôîðìóëû ( 4.6) äëÿ ñëó÷àÿ δ− ìîäåëè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
íåêîòîðóþ òî÷êó u ∈ U (ðèñ. 4.5). Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî ÷òî íèæíèå è âåðõíèå
îöåíêè äëÿ ñòåïåíè íå÷åòêîñòè â òî÷êå ξ(st) è ξ(st) áóäóò äîñòèãàòüñÿ ïðè ôóíêöè-
ÿõ ïðèíàäëåæíîñòè, èìåþùèõ èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 4.7 è 4.8 âèä ñîîòâåòñòâåííî
(íà ðèñ. 4.7 èçîáðàæåíà íàèáîëåå áëèçêàÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè; íà ðèñ. 4.8 - íàèáîëåå áëèçêàÿ ê ôóíêöèè µ(u) = 0.5∀u ∈ U ôóíêöèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè èç äàííîé îáëàñòè).

Äëÿ ôîðìàëèçàöèè çàïèñè òàêèõ ôóíêöèé ââåäåì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

q = {R,L}, (4.20)

q =

{
R, åñëè q = L,
L, åñëè q = R,

(4.21)



Ũ = ∪t
j=2

[
ujL + uj−1,R

2
− δ1

2
,
ujL + uj−1,R

2
+

δ1

2

]
(4.22)

Òîãäà

η(st, u) = 1−
(
µq

i∗1
(u)− µq

i∗2
(u)

)
, (4.23)

ãäå

µq
i∗1
(u) = max1≤j≤t

{
µR

j (u), µL
j (u)

}
, (4.24)

q =

{
R, µR

i∗1
(u) ≥ µL

i∗1
(u)

L, µL
i∗1
(u) > µR

i∗1
(u)

µq
i∗2
(u) = max1≤j≤tj 6=i∗1

µq
j(u).

η(st, u) =

{
1−

(
µq

i∗1
(u)− µq

i∗2
(u)

)
, u ∈ U\Ũ

0.5, u ∈ Ũ
(4.25)

Àíàëîãè÷íî ( 4.6) íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè ξ(st) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ξ(st) =
1

|U |
∫

U

η(st, u)du, (4.26)

ξ(st) =
1

|U |
∫

U

η(st, u)du. (4.27)

Òåîðåìà 8 Ïóñòü s2 ∈ Gδ
2(L) Òîãäà

ξ(s2) =
d (1− δ2)

2

2|U | , ξ(s2) =
d (1 + 2δ2)

2|U | .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê âèäíî èç ðèñ. 4.7 è ôîðìóë ( 4.23), ( 4.24), ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü ξ(s2), àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5, ñëåäóþùèì îáðàçîì:



ξ(s2) =
1

|U |
∫

U

η(s2, u)du =
1

|U |
∫ u1R− δ1

2

u2L+
δ1
2

η(s2, u)du =

=
2

|U |
∫ u2L+ d

2

u2L+
δ1
2

(
1−

(
1

d

[(
u1R +

δ1

2

)
− u

]
−

−1

d

[
u−

(
u2L +

δ1

2

)]))
du =

=
2

|U |
∫ u2L+ d

2

u2L+
δ1
2

du +
4

d|U |
∫ u2L+ d

2

u2L+
δ1
2

(u− u2L) du−

− 2

d|U |
∫ u2L+ d

2

u2L+
δ1
2

(d− δ1) du =

=
2

d|U |

[(
d

2
− δ1

2

)
+ 2

∫ d
2

δ1
2

zdz − (d + δ1)

(
d

2
− δ1

2

)]
=

=
2

d|U |
[(

d

2
− δ1

2

)
(d− d− δ1) + 2

1

2

(
d2

4
− δ2

1

4

)]
=

=
2

d|U |
[(

d

2
− δ1

2

)
(−δ1) +

(
d

2
+

δ1

2

)(
d

2
− δ1

2

)]
=

=
2

d|U |
[(

d

2
− δ1

2

) (
d

2
− δ1

2

)]
=

2

d|U |
(d− δ1)

2

4
=

=
d (1− δ2)

2

2|U | (4.28)

Ïðè âûâîäå ( 4.28) èñïîëüçîâàëàñü çàìåíà ïåðåìåííûõ z = u−u2L è ñîîòíîøåíèå
δ1 = dδ2 ( 4.17).

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ ξ(s2), ïðåäñòàâèì ξ(s2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:



ξ(s2) =
1

|U |
∫

U

η(s2, u)du =
1

|U |
∫ u1R+

δ1
2

u2L− δ1
2

η(s2, u)du =

=
2

|U |
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2
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2
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=
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2
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2

(
1−

(
1

d
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u1R − δ1

2
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]
−

−1

d

[
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(
u2L − δ1

2
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du +

+
2

|U |
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2
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2

− δ1
2

du =

=
2
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2
+

δ1
2

u2L− δ1
2

ddu +
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2
− δ1

2

u2L− δ1
2

2 (u− u2L) du−

−
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2
− δ1

2

u2L− δ1
2

(d− δ1) du

]
+

2

|U |
δ1

2
=

=
2

d|U |

[
d
d

2
+ 2

∫ d
2
− δ1

2

− δ1
2

zdz − (d− δ1)
d

2

]
+

δ1

|U | =

=
2

d|U |
[
d

2
(d− d− δ1) +

d

2

(
d

2
− δ1

)]
+

δ1

|U | =

=
d

2|U | +
δ1

|U | =
d

2|U | +
dδ2

|U | =
d

2|U | (1 + 2δ2) (4.29)

Ïðè âûâîäå ( 4.29) èñïîëüçîâàëàñü çàìåíà ïåðåìåííûõ è ñîîòíîøåíèå δ1 = dδ2

( 4.17).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåðåìà 8 äîâîëüíî ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé áîëåå äâóõ çíà÷åíèé ïðèçíàêà.

Òåîðåìà 9 Ïóñòü st ∈ Gδ
t (L).

ξ(st) =
D (1− δ2)

2

2|U | ,

ξ(st) =
D (1 + 2δ2)

2|U | ,

ãäå D =
∑t−1

j=1 dj,j+1, dj,j+1 = ujR − uj+1,L.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5 ñ ó÷åòîì òåîðåìû 8.



Ñðàâíèâàÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 5 è 9 ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ìàëûå çíà÷åíèÿ
δ íå îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà çíà÷åíèå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè ÏÎÑÏ, òî
åñòü ñòåïåíü íå÷åòêîñòü ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

Ýòî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ íàìè ìåòîäèêà âûáîðà îïòè-
ìàëüíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ (ðàçäåë 4.4) ìîæåò ïðèìå-
íÿòüñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Íà îñíîâå òåîðåìû 7 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìû
ìîæåì ñòðîèòü îïòèìàëüíûå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ â íàè-
áîëåå ïðîñòûõ, ÿñíûõ äëÿ ýêñïåðòà ñèòóàöèÿõ, à èñïîëüçîâàòü èõ âî âñåõ ñëó÷àÿõ,
ïîëó÷àþùèõñÿ èç äàííîãî íåêîòîðûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì óíèâåðñàëüíîãî
ìíîæåñòâà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî èçëîæåííûå â äàííîé ãëàâå ðåçóëüòàòû ìîãóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ïåðâûå íàáðîñêè îáùåé òåîðèè èçìåðåíèÿ ñòåïåíè íå÷åòêîñòè
íå÷åòêèõ îáúåêòîâ. Ýòè èññëåäîâàíèÿ èìåþò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, íî è
ïîçâîëÿþò ðåøàòü ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è. Òàê, íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñòå-
ïåíü íå÷åòêîñòè ñâÿçàíà ñ ïîêàçàòåëÿìè êà÷åñòâà ïîèñêà èíôîðìàöèè â íå÷åòêèõ
(ëèíãâèñòè÷åñêèõ) áàçàõ äàííûõ [44], [41]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì âîçìîæíîñòü
íà îñíîâå êà÷åñòâà èñõîäíîé èíôîðìàöèè �âû÷èñëèòü� ïðåäåëüíî âîçìîæíûå ïîêà-
çàòåëè êà÷åñòâà ïîèñêà èíôîðìàöèè â òàêèõ áàçàõ äàííûõ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ñòåïåíè íå÷åòêîñòè äëÿ äðóãèõ íå÷åòêèõ îáúåêòîâ. Îïðåäåëå-
íèå ñòåïåíè íå÷åòêîñòè íå÷åòêîãî îòíîøåíèÿ ïîçâîëèò, íàïðèìåð, îïðåäåëÿòü ñòå-
ïåíü íå÷åòêîñòè ñèñòåì ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, èçó÷èòü çàâèñèìîñòü êà÷åñòâà èñõîäíîé
èíôîðìàöèè è íå÷åòêîñòè âûâîäà ñ îäíîé ñòîðîíû è êà÷åñòâà ðàáîòû ýêñïåðòíûõ
ñèñòåì, íå÷åòêèõ êîíòðîëëåðîâ è äðóãèõ ïðèêëàäíûõ íå÷åòêèõ ñèñòåì ñ äðóãîé.
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